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Chapitre 1

Introduction

Ce travail est consacré a I’étude des propriétés de certaines structures o-minimales. Cette
notion a été introduite par L. van den Dries [10] afin d’étudier le probleme de Tarski : peut-
on étendre a la fonction exponentielle les résultats de finitude et de décidabilité connus pour
les ensembles semi-algébriques ¢ M. Coste, dans I'introduction de son cours sur la géométrie
o-minimale [7], explique que la caractéristique principale de ces structures est qu’il ne s’y
passe “rien de monstrueux”. Afin de préciser ce qu’on entend par la, nous rappelons quelques
définitions essentielles dans la section suivante.

1.1 Rappels sur les structures o-minimales

Définition 1.1 Une structure sur le corps des réels est une collection S = (Sy), ey, 0U chaque
S, est une famille de parties de ’espace affine R™, telle que :

Tous les ensembles semi-algébriques de R™ sont dans Sy,.
Pour tout n € N, S, est une sous algébre de Boole de l’algébre des parties de R™.

Si AeS, et BeS,, alors le produit A x B appartient & Sy

e v~

Sip: R* 5 R™ est la projection sur les n premiéres coordonnées et si A € Sp41, alors
m(A) € S,.

En particulier, si F est une collection de fonctions f: R™ — R pour des entiers m € N, la
structure engendrée par F est la plus petite structure sur R qui contient les graphes de tous les
éléments de F.

Définition 1.2 Les éléments des familles S, sont appelés les sous-ensembles définissables de
R™. Enfin, une application f: A C RP — R? est dite définissable si son graphe est un sous-
ensemble définissable de RP xR? (ce qui implique que son domaine de définition A est définissable).

L’étude des propriétés des ensembles et des fonctions définissables dans telle ou telle structure est
classiquement ’objet de la théorie des modéles, qui est une branche de la logique mathématique.
Mais nous privilégierons une approche plus géométrique.

Introduisons maintenant la propriété qui nous intéresse principalement dans ce travail :

Définition 1.3 Une structure S est dite o-minimale si les éléments de S1 sont précisément les
unions finies de points et d’intervalles.

Il peut paraitre surprenant de ne considérer dans cette définition que les propriétés des sous-
ensembles définissables de la droite réelle. Pourquoi dans ce cas s’encombrer de la notion de
structure, et de la collection des ensembles définissables en toute dimension? La réponse est
donnée dans le texte introductif de L. van den Dries sur ce sujet [12] : il résulte de la propriété



de finitude des ensembles définissables de la droite réelle que tous les ensembles définissables de
la structure S ont une “géométrie modérée” ! :

Théoréme 1.1 ([12] ou [7]) Soit S une structure o-minimale. Alors tout ensemble définissable
de § a un nombre fini de composantes connezes.

Cet énoncé admet en fait une version uniforme :

Théoréme 1.2 Soient S une structure o-minimale et A C R un ensemble définissable de
S. Alors il existe un entier N € N tel que, pour tout x € R", le nombre de composantes connezes
de lensemble A, = {y € R™: (z,y) € A} soit inférieur ou égal 4 N.

Ce résultat topologique s’étend enfin en une propriété géométrique :

Théoreme 1.3 Soit S une structure o-minimale, et soit k € N. Alors tout ensemble définissable
dans S admet une stratification finie en variétés définissables de classe C*.

C’est ce type de résultat qui releve typiquement de la “géométrie modérée”. Ayant expliqué le
type de propriétés recherché dans la notion de structure o-minimale, nous donnons plusieurs
exemples classiques dans la section suivante.

1.2 Exemples classiques de structures o-minimales

L’un des intéréts de la notion de structure o-minimale est le nombre et la variété des exemples
qui I'illustrent. Ils montrent I’étendue de son champ d’application, confirmant ainsi la pertinence
du programme de géométrie modérée de Grothendieck. Nous reprenons les notations de la section
précédente, en désignant par R r la structure engendrée par une collection F de fonctions réelles.

1) La structure Ry associée & F = (). Les ensembles définissables de la structure Ry sont
exactement les sous-ensembles semi-algébriques des espaces réels. Il est facile de voir que la
famille des sous-ensembles semi-algébriques de l’espace R™, n € N, est une algebre de Boole.
En revanche, il est plus délicat de montrer que la collection des ensembles semi-algébriques
est stable par projection linéaire. C’est une conséquence du célebre théoreme d’élimination de
Tarski-Seidenberg [34, 33].

Maintenant, il est clair que les ensembles semi-algébriques de la droite réelle, étant définis par
des polynomes réels en une variable, sont les unions finies de points et d’intervalles. La structure
R £ est donc o-minimale. On pourrait déduire des théoremes “modérés” de la section précédente
que tout ensemble semi-algébrique a un nombre fini de composantes connexes. En réalité, les
preuves de ces théoremes s’inspirent de ce qui était bien connu dans le cadre semi-algébrique,
notamment la notion de décomposition cylindrique.

2) La structure R,,. Cette structure est engendrée par la collection des fonctions analytiques
restreintes f: R™ — R avec n € N, dont la restriction a [—1,1]" est analytique réelle et qui sont
identiquement nulles hors de [—1,1]". Les ensembles définissables de cette structure sont les
sous-ensembles sous-analytiques. Il est clair, par définition, que cette collection est stable par
projection linéaire. En revanche, il est plus difficile de montrer que la famille des ensembles sous-
analytiques de R™, n € N, est une algebre de Boole. On sait bien qu’un théoréme d’élimination du
type Tarski-Seidenberg n’est pas valide dans le cadre analytique réel (il existe un contre-exemple
ancien du & W. Osgood [30]). On utilise donc un autre énoncé, le théoréme du complémentaire

1. Cette terminologie est une allusion faite par L. van den Dries dans 'introduction de [12] au texte, qu’il qua-
lifie de “prophétique”, Esquisse d’un programme d’A. Grothendieck [20]. Van den Dries estime que les structures
o-minimales constituent un “cadre excellent pour le développement de la topologie modérée de Grothendieck”,
telle que ce dernier la décrit dans le cinquieme chapitre de son Esquisse.



de Gabrielov [17], qui dit essentiellement que le complémentaire d’un ensemble sous-analytique
est également sous-analytique.

La encore, il est clair que les sous-ensembles de la droite réelle définissables dans cette
structure sont exactement les unions finies de points et d’intervalles, et donc que la structure
R,n est o-minimale.

Ces deux exemples correspondent aux cadres bien étudiés de la géométrie algébrique réelle
et de la géométrie analytique réelle. On peut donc voir la notion de structure o-minimale comme
une extension de ces deux situations. Cette vision des choses mene naturellement a la question
suivante :

Etant donnée une structure o-minimale S , de quelles propriétés des ensembles semi-
algébriques ou sous-analytiques héritent les ensembles définissables dans S ¢

Les “théoremes modérés” de la section précédente répondent partiellement a cette question :
les ensembles définissables héritent de la géométrie modérée. Nous verrons dans ce travail que
d’autres propriétés, plus inattendues, peuvent également étre satisfaites par certaines structures.

Donnons deux autres exemples devenus classiques, bien que plus récents. Ils sont tous deux
das a. A. Wilkie.

3) La structure Rey,. Il s’agit de la structure engendrée par le singleton F = {exp}. Le
fait que les ensembles définis par un nombre fini d’égalités et d’inégalités satisfaites par des
polynoémes exponentiels ont un nombre fini de composantes connexes résulte des travaux de
Hovanskii [24]. A. Wilkie a montré dans [35] que le complémentaire de la projection linéaire
d’un tel ensemble est encore un ensemble de méme nature (c’est donc un analogue exponentiel
du théoréme du complémentaire de Gabrielov, une propriété que les spécialistes de théorie des
modeles appellent modéle-complétude). Ainsi, Reyp, est bien une structure, de surcroit o-minimale
grace a la propriété de finitude.

Elle présente une différence notable avec les structures Ry et R,y : dans ces deux dernieéres,
le germe a l'infini d’une fonction définissable f: R — R a une croissance au plus polynomiale.
On dit qu’il s’agit de structures polynomialement bornées. Ce n’est évidemment pas le cas de
Rexp. Cest avec cet exemple que la théorie des structures o-minimales prend véritablement son
ampleur. D’une part, il donne une réponse positive au probleme de finitude de Tarski sur les
propriétés de ’exponentielle réelle, qui était la motivation originelle de I'introduction de cette
notion par L. van den Dries. D’autre part, il montre qu’il n’y a aucune raison de contenir la
géométrie modérée dans son cadre initial (algébrique et analytique), et permet de penser que
bien d’autres fonctions “modérées”, au sens de non oscillantes, peuvent relever du programme
original d’A. Grothendieck.

4) La structure Rpgg.  Ce dernier exemple classique est apparu dans l'article [36]. La fa-
mille génératrice F est celle des fonctions pfaffiennes, dont un rappel de la définition complete
dépasserait le cadre de ce travail. Disons simplement qu’il s’agit de fonctions de classe C*° définies
par des systemes triangulaires d’équations différentielles polynomiales du premier ordre 2. A. Wil-
kie justifie dans [36] que la structure Rpg,g est o-minimale, en démontrant qu’elle s’étend en une
structure qui vérifie une propriété du complémentaire & la Gabrielov, et en s’appuyant sur les
résultats de finitude de Khovanskii.

2. Depuis les travaux de Hovanskii [23], il existe plusieurs fagons d’introduire la notion d’ensembles et de
fonctions pfaffiennes. Nous pouvons mentionner celle de R. Moussu et C. Roche, basée sur la notion de feuille de
Rolle de feuilletage analytique de codimension 1 d’un ouvert de R™ [29]. Il a été montré par J.-M. Lion et J.-P.
Rolin dans [25] que les feuilles de Rolle engendrent également une structure o-minimale.



1.3 O-minimalité et quasianalyticité

Le cadre de notre travail est celui des algébres de fonctions quasianalytiques. On trouve
dans la littérature plusieurs définitions de ce terme, dépendant considérablement du type des
fonctions étudiées. Nous nous concentrerons sur le cas de fonctions de classe C*°. Nous disons
dans ce cas qu'une algebre A de germes C* en l'origine de R™ est quasianalytique si ’application
qui & tout élément f € A associe son développement de Taylor f € R [[X1,...,X,]] est injective.
L’application de Taylor constitue donc une sorte de “dictionnaire” entre ’algebre A et une sous-
algebre de R [[ X1, ..., X,]], dont il est raisonnable de penser qu’on peut déduire des informations
géométriques.

La notion de quasianlyticité a été introduite par E. Borel dans [2, 3], & qui l'on doit les
premiers exemples d’ensembles de fonctions quasianalytiques en tout point de 'intervalle [0, 1].
Apres cette découverte de Borel, on doit a Hadamard 1’idée qu’il devrait étre possible de lier
la propriété de quasianalyticité a une condition de croissance sur les dérivées successives [21].
La réponse précise a cette question a été apportée indépendamment par A. Denjoy [9] et T.
Carleman [5]. Rappelons la, bien que nous ne 'utilisions pas explicitement dans la suite.

Considérons une suite croissante M = (M;),cy avec My > 1, et B = [ay,b1] X - -+ X [ay, by]
avec ay < by pour k = 1,...,n. On désigne par Cp (M) la collection des fonctions f: B — R
telles qu’il existe un voisinage ouvert U de B, une fonction g: U — R de classe C*™ et une
constante A > 0 tels que g|p = f et

‘g(a) (w)’ < Alel+1, M) pour tous z € U et a € N™,

avec |a] = a1 + -+ -+ ay,. On appelle Cp (M) la classe de Denjoy-Carleman sur B associée a M.
On peut supposer sans perdre de généralités que M est logarithmiquement convexe, c’est a dire
que MZ-2 < M;_1M;11 pour tout ¢ > 0. On dit que la classe Cp (M) est quasianalytique si pour
tout « € B, le développement de Taylor f; de f au point x détermine f de fagon unique parmi
les éléments de Cp (M). On a alors :

Théoréme 1.4 (Denjoy-Carleman) La classe Cp (M) est quasianalytique si et seulement si

> -0
im0 Mis .

De fagon générale, les développements de Taylor des germes quasianalytiques ne sont pas des
séries convergentes. De tels germes ne sont donc pas égaux a la somme de leur développement
de Taylor, mais ils sont tout de méme déterminés par ceux-ci. En ce sens, la notion de quasia-
nalyticité étend celle d’analyticité. Il est donc naturel de poser la question du lien possible entre
quasianalyticité et o-minimalité.

Ce lien apparailt pour la premiere fois de facon explicite dans 'article de P. Speissegger et
L. van den Dries consacré a l’étude de la structure Rg engendrée par les séries multisommables
[14]. 11 serait trop long d’en donner la définition précise ici, mais disons simplement qu’il s’agit
de fonctions f: [0, Ri] x --- x [0, R,] — R, de classe C*°, obtenues depuis leur développement
de Taylor a 'origine par un procédé de resommation du type Borel-Laplace. De telles classes de
fonctions sont donc quasianalytiques. On montre dans [14] que la structure Rg est o-minimale.
La preuve utilise la quasianalyticité de facon essentielle. En effet, puisqu’on peut associer a tout
germe multisommable f non nul un développement de Taylor a I'origine f non nul, il est possible
d’étudier les ensembles du type {f = 0,91 > 0,...,gx > 0}, 0u f, g1, ..., gr sont multisommables,
a l’aide d’un processus d’éclatements quadratiques. Il n’est d’ailleurs pas surprenant de retrouver,
dans ces structures qui généralisent naturellement la géométrie analytique usuelle, les méthodes
analytiques classiques.

Naturellement, une affirmation élémentaire du type “quasianalyticité implique o-minimalité”
ne serait pas raisonnable. La famille des ensembles définissables dans une structure est bien trop




vaste, pour qu’on puisse espérer montrer la propriété de finitude sur la simple base d’une hy-
pothese quasianalytique. Il suffit pour s’en convaincre de considérer I’exemple suivant. Considérons
une solution quelconque g : (0,¢) — R, & > 0, de I'équation différentielle d’Euler z*y' =y — .
La fonction g est analytique sur l'intervalle (0,¢), se prolonge par continuité par g (0) = 0, et
admet le développement asymptotique divergent

oo
g(x) = Zn!x"‘H
n=0

a l'origine. Posons maintenant f (z) = g (z) + exp (—1)sin (). Autrement dit, f s’obtient en
ajoutant un terme oscillant plat & g. Malgré la nature oscillante de cette perturbation, ’algebre
A = {F (x, f (z)) : F germe analytique en 0 € ]RQ} est quasianalytique. En effet, tout élément

non nul F (z, f (z)) de Ay admet a l'origine le développement asymptotique F <x,f(x)> =

F (z,g (z)). Or, puisqu'il résulte du théoreme de Puiseux que tout série formelle h (x) satisfaisant
F (m,/l{ (:c)) = 0 est convergente, on a donc F' (z,g (z)) # 0.

Néanmoins la structure Ry engendrée par f sur le corps des réels n’est pas o-minimale. En
effet, on déduit du fait que g est solution de I’équation différentielle d’Euler la relation suivante :

2?f' (z) — f (z) + 2 = —exp (—i) sin (1) :

X

il existe ainsi une fonction oscillante définissable dans la structure Ry, qui ne peut donc étre
o-minimale. On voit sur cet exemple que la propriété de quasianalyticité satisfaite par 1’algebre
initiale Ay n’est pas suffisante pour garantir la “modération” de toutes les fonctions définissables
dans Ry.

Afin de se prémunir contre ce type de phénomene, J.-P. Rolin, P. Speissegger et A. Wilkie
ont montré dans [32] que si l'on considére non plus une unique algeébre quasianalytique ini-
tiale, mais une collection C = (Cy),,c d’algebres quasianalytiques stables par un certain nombre
d’opérations “raisonnables”, adaptées a la description de la totalité des ensembles définissables,
alors la structure Re est o-minimale. Nous rappelons la liste ces conditions dans notre pre-
mier chapitre. En appliquant ce résultat a la famille des algebres quasianalytiques de Denjoy-
Carleman, ils montrent I'existe de deux structures o-minimale incompatibles, c’est dire qui n’ad-
mettent pas d’extension o-minimale commune.

C’est dans ce cadre quasianalytique général que se situe notre travail.

1.4 Quasianalyticité et élimination des quantificateurs

Nous considérons dorénavant une “structure quasianalytique” Re du type étudié dans [32].

Les résultats de [32] montrent qu’il existe de nombreuses analogies entre les ensembles
définissables de R¢ et les ensembles sous-analytiques. En particulier, I’o-minimalité de R¢ résulte
d’un théoreme du complémentaire a la Gabrielov. On déduit de ce résultat d’un processus de
normalisation par éclatement des éléments des algeébres quasianalytiques C,, ou plus précisément
de leurs germes en tout point. Dans cette terminologie, un germe a ’origine de R" est dit normal
s’il est égal au produit d’'un monoéme par une unité, c’est a dire d’'un germe quasianalytique U
tel que U (0) # 0. 11 en résulte aisément que R¢ est d’une structure polynomialement bornée.
De plus, tout ensemble définissable de Ry admet une décomposition cellulaire finie en variétés
définissables de classe C*> 3.

Dans le cadre de I’étude des propriétés des ensembles sous-analytiques dont pourraient hériter
les ensembles définissables de Re, il en est une cependant qui semble moins naturelle que les

3. Mais pas toujours en variétés analytiques. Il existe en effet des éléments de certaines classes de Denjoy-
Carleman qui ne sont analytiques en aucun point de de leur domaine de définition.



autres. Il s’agit d’'une éventuelle propriété d’élimination des quantificateurs. Précisons ce que
nous entendons par la. Dans 'article [8], J. Denef et L. van den Dries donnent une preuve
originale du théoreme du complémentaire de Gabrielov pour les ensembles sous-analytiques.
Cette preuve s’éloigne des arguments géométriques classiques, notamment le célebre fiber cutting
lemma (ou lemme de section) [1, Lemme 3.6], qui s’appuie fortement sur la connexité de R. La
raison de ce choix est en effet d’étendre les résultats de géométrie analytique réelle au corps Q,,
des nombres p-adiques.

Ils présentent donc le théoreme de Gabrielov comme une conséquence immédiate d’un théoréme
dit “d’élimination des quantificateurs”. Le théoreme de Tarski-Seidenberg illustre tres bien ce
que “éliminer les quantificateurs” signifie. Il affirme en effet que toute projection linéaire d’un
ensemble semi-algébrique est également semi-algébrique. On peut rapidement se convaincre que
ceci équivaut a affirmer que tout sous-ensemble A C R"™ défini par une formule du premier
ordre satisfaite par certains polynomes a coefficients réels, et contenant les symboles d’égalité
et d’inégalité, peut étre défini par une formule du méme type sans quantificateurs. L’exemple
le plus élémentaire que 1'on peut donner est I’équivalence entre “le polynéme P (x) de degré 2
admet une racine” et “le discriminant A de P (x) est positif ou nul” :

JzP(z) =0<= A>0.

Nous parlerons indifféremment dans la suite “d’élimination du quantificateur 3x” ou “d’élimination
de la variable z”. Nous avons déja mentionné qu’on ne dispose pas d’un analogue du théoreme
de type Tarski-Seidenberg dans le cadre analytique. Donc la structure R,, ne satisfait pas la
propriété d’élimination des quantificateurs. Le résultat principal de [8] affirme qu’il est possible
toutefois d’obtenir cette propriété, quitte a élargir le langage de R,y,. Expliquons ce que ce résultat
signifie. Le langage de R, est celui des fonctions analytiques restreintes. Denef et van den Dries
introduisent la fonction D: R? — R définie par (z,y) — z/y si ly| > |z| et y # 0, et D (z,y) =0
sinon. Appelons terme du langage L., p une composition finie de fonctions analytiques res-
treintes et de la fonction D. Par exemple, une fonction de la forme f (z,y, D (z, D (x, g (y,t)))),
ol f et g sont analytiques restreintes, est un terme de L, p. Le théoréme de Denef et van den
Dries dit alors que tout sous-ensemble sous analytique de R™ contenu dans [—1,1]" peut étre
défini par un nombre fini d’égalité et d’'inégalités satisfaites par des termes du langage Lan p.
Autrement dit, il s’agit bien d’un résultat d’élimination des quantificateurs adapté au cadre ana-
lytique, mais au prix de I’enrichissement du langage initial des fonctions analytiques restreintes
par la fonction D.

On voit que le théoréme du complémentaire de Gabrielov se déduit aisément de ce résultat. En
effet, puisque un ensemble sous-analytique de E C [—1,1]" est décrit par un nombre fini d’égalités
et d’inégalités satisfaites par des termes de L, p, on décrit aisément son complémentaire
[~1,1]" \ E en renversant ces inégalités et en remplacant chaque égalité par deux inégalités 4.

Le résultat principal de notre travail est un analogue de ce théoreme dans le cadre quasia-
nalytique de [32]. Autrement dit, tout ensemble définissable de la structure R¢ est défini par un
nombre fini d’égalités et d’inégalités satisfaites par des termes obtenus comme compositions de
fonctions des algebres de la classe C restreintes a un polydisque compact, de polynoémes, de la
fonction = — ! pour x # 0, et des fonctions = — x'/™ pour z > 0. On note deux différences
avec I’énoncé de Denef et van den Dries :

i) la premiere, qui consiste a remplacer la fonction D par la fonction z — 27", est une
modification mineure, déja notée dans [13]. Elle permet de se débarrasser de la contrainte de ne
considérer que des sous-ensembles sous-analytiques de [—1,1]", n € N.

ii) la seconde consiste & enrichir également le langage de la structure Re non seulement par
la fonction z — !, mais également par les fonctions z — 21/, n # 0. Ceci résulte de notre
preuve, dont nous expliquons ci-dessous en quoi elle differe de celle de [8]. Nous ne savons pas
(méme si nous le pensons) si cette extension est nécessaire.

1

4. Notons que H. Hironaka proceéde de méme dans [22] pour déduire le théoréme du complémentaire de Ga-
brielov de son théoréme de rectilinéarisation des ensembles sous-analytiques.



A la suite, nous définissons les 7,-ensembles comme étant les sous-ensembles de R™ définis
par un nombre fini d’égalités et d’inégalités a ’aide des termes. Cela nous conduit a définir les
Tn-cylindres.

Définition 1.4 Un T,-cylindre C est un sous-ensemble de R défini a laide d’un Ty, -ensemble
B appelé base et d’un ou de deux termes ¢ et ¥ de l'une des maniéres suivantes :

C = {(X,y) eR" I X eBetop(X)<y<p(X)}
C = {(X,y) eR"L, X eBety<yX)}
C = {(X,y) eR"™ X e B et op(X) <y}
C = {(X,y)ER"+1;X€Bety:¢(X)}

La raison pour laquelle notre théoreme n’est pas une extension des résultats analytiques a
laquelle on pouvait s’attendre a priori est la suivante. C’est principalement le fait que la preuve
du théoreme de Denef et van den Dries s’appuie fortement sur le théoréme de préparation de
Weierstrass, qui affirme qu’un germe analytique f (x,y) € Op41, régulier en la variable y (i. e.
f(0,y) # 0), peut s’écrire sous la forme

f@y) =U@y) (y'+a @y~ +-+ai@).

ou U (x,y) est un germe d’unité analytique et les a; € O,, avec a; (0) =0 pour i = 1,...,d. Ce
théoréme est utilisé dans [8] & deux reprises.

i) C’est d’une part un argument incontournable de la preuve du Lemme 4.12 de [8], qui
permet de donner une “présentation finie” aux germes analytiques. Grace a ce lemme, on peut
réécrire les fonctions analytiques avec lesquelles on travaille de telle sorte qu’elles soient régulieres
en la variable que ’on souhaite éliminer.

ii) D’autre part, une fois que l'on travaille avec des fonctions régulieres en la variable voulue,
le théoreme de préparation de Weierstrass permet de les supposer polynomiales en cette variable.
On peut alors les éliminer grace a une variante classique du théoreme de Tarski-Seidenberg.

Or il est connu que le théoreme de Weierstrass fait généralement défaut dans les classes
quasianalytiques®. C’est d’ailleurs la raison qui conduit & utiliser une normalisation® des germes
quasianalytiques dans [32] pour prouver I'o-minimalité de R¢. L’essentiel de notre travail consiste
donc a adapter la stratégie de Denef et van den Dries, en remplagant le théoreme de Weierstrass
par d’autres outils, que nous résumons maintenant.

Commencons par une remarque, qui concerne ce que nous avons appelé “mise sous présentation
finie” des germes analytiques. Soit f (z,y) € Oy un germe analytique sans hypothese de
régularité particuliere. Alors il existe un entier d € N tel que

Flay) =Y f1@y'Us(zy),

|J|<d

ou fy = %% (2,0) € Oy, et la dérivée partielle Uy est une unité de Opy4p, pour tout multi-
indice J = (j1,...,Jn) avec |J| = j1 + --- + jn < d. Nous ne pouvons espérer une telle pro-
priété dans les algebres quasianalytiques. Mais ceci n’est pas un obstacle majeur. En effet, cette
présentation finie est utilisée dans [8] afin de réécrire f de telle sorte qu’elle soit réguliere en une
variable y; (7 = 1,...,n) choisie au préalable. Si I'on travaille dans le cadre quasianalytique, on
remarque qu’'un germe f (z,y) est régulier en y; si et seulement si son développement de Taylor

5. Voir par exemple [6]
6. C’est a dire le fait de transformer par éclatements un germe quasianalytique en le produit d’'un monome
par une unité



f(X ,Y) € R[[X,Y]] est régulier dans la variable Y;. Mais, méme si la présentation finie de
f (z,y) n’est pas valide, on peut toujours écrire f (X,Y) sous la forme

- 197f
f(X,Y) = jé)7{]“’(95,0)1/‘]% (X,Y), avec Uy € R[[X,Y]] et U;(0,0) #0,

oz
en raison de la noethérianité de ’anneau R [[X,Y]]. Donc, en raison de cette présentation finie
au niveau formel, il nous sera possible de supposer que la variable y; de notre choix est réguliere

dans f (z,y).

Notre probleme majeur est celui de I’élimination d’une variable réguliere, puis de I’élimination
successive de plusieurs variables. Nous nous appuyons pour cela sur la procédure de normalisa-
tion des germes quasianalytiques par éclatements évoquée plus haut.

Notre stratégie est donc de traiter le probleme d’élimination dans Ry en montrant comment
résoudre les systemes d’équations quasianalytiques’. La résolution d’une équation quasianaly-
tique f(z,y) = 0 ou f € Cp41 par rapport a l'inconnue y se déduit aisément du procédé de
normalisation. En revanche, notre méthode de résolutions des systemes d’équations quasianaly-
tiques nous amene a résoudre par rapport a 'inconnue y des équations du type F (z,y) = 0, ou
F est un terme du langage L¢ complété par les fonctions z — =~ et & — 2/ pour n € N.
Nous montrons qu’il suffit, pour résoudre ces équations, de prouver que les parties principales
de leurs solutions sont des termes de notre langage étendu. Mais nous n’avons pas trouvé de
méthode élémentaire, du moins qui ne releve que des techniques classiques d’éclatements, pour
trouver ces parties principales.

Par conséquent nous nous sommes appuyés sur un résultat de théorie des modeles, di a L. van
den Dries et P. Speissegger [15], appelé théoreme de préparation des fonctions définissables dans
une structure polynomialement o-minimale bornée. Son énoncé, que nous donnons précisément
dans le Chapitre 5, affirme que les fonctions définissables d'une telle structure (et donc en
particulier de la structure R¢) admettent par morceaux une forme factorisée, et donc une par-
tie principale particulierement simple. C’est précisément ce qu’il nous faut pour résoudre les
équations définies par des termes du langage étendu.

Nous obtenons par ce moyen notre résultat principal :

Théoreme A : Les fonctions définissables sont, par morceaux, des termes. Autrement dit,
pour toute fonction définissable ¢ admettant n variables, il existe un recouvrement cylindrique
fini R de R™ tel que, pour tout T,-cylindre C' € R, il existe un terme g tel que :

VX e C, ¢(X)=yg(X)

En corollaire, nous obtenons le théoréeme d’élimination des quantificateurs :

Théoréme B : La structure Re admet la propriété d’élimination des quantificateurs dans
son langage naturel, étendu par :

1. le symbole ! représentant la fonction x % pour z # 0 et 0 — 0,
2. les symboles /™ représentant les fonctions x + x'/™ pour z > 0 et 0 — 0, avec n € N\ {0}.

Un résultat analogue a auparavant été annoncé par A. Rambaud dans sa these [31]. Bien que
s’appuyant également sur les résultats de [32], nos méthodes sont différentes. Nous montrons
le Théoreme A en nous basant sur la paramétrisation des ensembles définissables donnée dans
[32], puis en éliminant les parametres a 'aide du théoreme de préparation de van den Dries et
Speissegger [15].

7. (lest pour cette raison que nous travaillons dans un langage étendu par les fonctions = — /™, n € N.



Chapitre 2
Généralités

Ce premier chapitre est destiné a présenter les différents objets sur lesquels s’appuie ce travail.
Nous commencerons par définir les transformations élémentaires sur les séries de Taylor associées
a des germes de fonctions au voisinage de l'origine. pour constater que cela revient a opérer une
transformation similaire sur les fonctions. Nous introduirons alors la notion de transformation
élémentaire sur les fonctions. L’étude d’un exemple nous permettra d’expliciter notre méthode
de résolution et d’introduire les transformations inverses afin de définir la notion de termes.

2.1 Définitions et résultats

Nous allons tout d’abord préciser les principaux résultats et les notations que nous utiliserons
dans notre travail. Pour cela, nous nous appuyons sur ’article de J.P. Rolin, P. Speisseger et A.
Wilkie[32].

2.1.1 Hypothéses sur notre ensemble de fonctions

Pour simplifier les écritures, on écrira X = (x1,...,2,) et X' = (21,...,2,_1) pour n > 0.
Pour r = (71, ...,ry) € N", on pose X" = z{'...x}".
Pour chaque pavé compact B = [aj;b1] X ... X [an;by], avec pour tout n € N* et tout

1=1,...,n, a; < b;, on considere une R-algebre Cp de fonctions f : B — R vérifiant :

(C1) Pour tout ¢ = 1,...,n, Cp contient la fonction projection (z1,...,z,) — x;. De plus,
pour chaque fonction f € Cp, la restriction de f a Int(B), 'intérieur de B, est de classe
.

(C2) Si B’ C R™ est un pavé compact et si gi,...,g, € Cp sont des fonctions telles que,
pour tout ¢ = 1,...,n, g;(B’) C B, alors, pour tout f € Cp, la fonction définie sur B’ par

y — f(91(¥), .-, gn(y)) appartient a Cpr.

(C3) Si B C R™ est un pavé compact contenu dans B, alors pour tout f € Cp, fip € Cp'.
De plus, pour tout f € Cp, il existe un pavé compact B” C R™ avec B C Int(B”) et une
fonction g € Cpr tels que gjp = f.

Remarque 1: Ces trois conditions montrent qu’une fonction f € Cp peut s’étendre en une
fonction g de classe C'*° sur un voisinage ouvert de B. Cette nouvelle fonction admet des dérivées
partielles, on notera par la suite, pour tout ¢« = 1, ..., n, la restriction de % a B par %.

Nous imposons alors les conditions suivantes :



(C4) Si f € Cp, alors, pour tout i = 1, ..., m, % € Cp. )
Soit n € N*et r = (r1,...,7,) € (R%)", on note I, = (—r1;71) X... X (=7p; 1), I, = adh(Z,),
Cj. = Cpny. Nous appelons C, I'ensemble de tous les germes a 'origine des fonctions de
Ure(Ri)ncn,r- A chaque germe f € C,, nous associons son développement de Taylor a Iori-

gine noté f € R[[X]].

(C5) L’application qui & f € C, associe f est un isomorphisme de R-algebres. Il s’agit de
I’hypotheése de quasi-analycité. Nous notons C,, 'ensemble des séries formelles associées.
(C6) Soit n € N*. Si une fonction f € C, vérifie f(0) = 0 et aamn (0) # 0, alors il existe
une fonction o € C,,—1 avec (0) = 0 et f(X',a(X’)) = 0. Il ’agit de la stabilité pour le

théoreme des fonctions implicites.

(C7) Soit f € Cp,. S'il existe un entier i < n et une série G € R[[X]] tels que f = 2;G, alors
il existe une fonction g € C, telle que f = x;9 et g = G. 1l s’agit de la stabilité pour la
division monomiale.
Pour tout n € N*, nous choisissons une R-sous algebre D,, de Cy 1, qui est close pour les
dérivées partielles et contient les projections sur la i-ieme variable. On note alors F = Up,enDy,
et Rp = R(F). Nous utiliserons les résultats suivants démontrés dans ’article [32] :

Théoréme 2.1 La structure Rp est o-minimale et modéle compléte.

Théoréme 2.2 Rp est polynomialement bornée. De plus, la fonction x — x définie sur [0,1],
a valeurs dans R, est définissable si et seulement si A € Q.

2.1.2 Relation de comparaison sur les fonctions

Nous reprenons les définitions qui figurent dans Particle [26] :

Définition 2.1 Soient f et g deux fonctions définies sur un sous-ensemble B de R™. Nous
définissons les relations de comparaison de la maniére suivante :

1. La fonction f domine la fonction g sur B s’il existe une constante K € R telle que :
VX € B,|g(X)| < K[f(X)]

Nous noterons g < f.

2. Les fonctions f et g sont équivalentes sur B si f domine g et g domine f sur B. Nous
noterons f ~ g.

3. Une unité sur B est une fonction de signe constant sur B, équivalente a la fonction 1 sur B.

2.1.3 Cylindres

Définition 2.2 Nous appellerons un Cp-ensemble un sous-ensemble B de R™ défini par un
nombre fini d’égalités et d’inégalités a l'aide de fonctions de C,. Autrement dit, il existe deux
entiers (p,q) € (N*)2 et deux familles finies (fig)ajyerxr €t (9ij)ajerxs d'éléments de Cy, avec
I={1,..,p} et J=A{1,...,q} tels que :

B = Ujer < Njes {X € R™; f; ;(X) =0,g;;(X) > 0}>
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Nous appelerons un C,-cylindre un sous-ensemble C de R"*! construit a l’aide d’un C,-ensemble
B de R™ appelé base et d’une ou de deuz fonctions ¢ et i de Cy, et défini de l'une des maniéres
suivantes :

C={(X,y) eR"\ X € B,¢(X) <y < p(X)};

C={(X,y) eR"L X € By < d(X)};

C={(X,y) eR"™L X € B,¢(X) < y};

C={(X,y) eR"\ X € B,y = ¢(X)}.

2.2 Transformations élémentaires sur les séries formelles

Si nous considérons un élément f de C,, nous pouvons lui associer une unique série formelle,
son développement de Taylor a l’origine, notée ]/”\ Nous effectuerons sur cette série formelle
un nombre fini de transformations élémentaires dans le but d’obtenir des informations sur la
fonction f. Suivant la méthode mise en oeuvre dans larticle [32], nous ne nous autorisons que
les homomorphismes d’algebres suivants :

Définition 2.3 1. Les éclatements : ils se classent en deux types possibles. Pour le pre-
mier, le type (I), nous fixons un indice j € {1,...,n}, un monéme m ne contenant pas la
variable x; et A € R. Nous définissons [’éclatement b, "I par :

~m.a;
by I (xy, s Xy ) = (T1y e, MA F 2§), o, Tp)

Pour le second, le type (II), nous nous donnons (i,7) € {1,..,n}? avec i # j et nous
définissons Eié’xf par :
TEi,T 5
ot (21 ey Ty ooy ) = (21, ey LTy ey Tp)
2. Les translations : Nous définissons une transformation de type Tchirnhausen fg par la
donnée de a € Cy, avec @(0) =0, i € {1,...,n} et par :

A”E’(:z:l, s Ty ey ) = (1, ey T + (X)), ony )

3. Les ramifications : soit p un nombre entier strictement positif. Nous définissons les

ramifications r+’p et 7; ¥ par les égalités suivantes :
=~t+,p _ p —P _ p
TP (@, ) = (1, s 2h ) et T P (21, ) = (21, o, =2, )

Les transformations précédentes seront appelées les transformations élémentaires formelles.
la composée de ces transformations est dite changement élémentaire d’indéterminées que l'on
notera b.

Si, dans notre composée, il n’y a pas de transformation du type b3yY avec i € {1,...n}, ni
de translation t% avec o dépendant de y, alors nous dirons que la transformation conserve la
verticalité de la variable y.

De plus, si f € R[[X]] est une série formelle et b est un changement élémentaire d’indéterminées
, mous noterons bf la série obtenue a partir de f en effectuant la transformation b.

Remarque 2: Puisqu’un changement élémentaire d’indéterminées b est un composé d’homo-
morphismes d’algebre, b est un homomorphisme d’algebre. En particulier, nous pouvons écrire :

V(f1, o) € RI[X]], B(fifo) = b(f1)b(f2) et b(fi + fo) = bfi + b

Définition 2.4 Soit (b Jie{1,...py une famille finie de transformations élémentaires. Nous ap-

pellerons transformation elemenmir@ formelle la composée b des éléments de la famille. Nous
noterons alors :

Vfe Cpbf =by..b1f
Nous appellerons arbre formel de changement élémentaire d’indéterminées un ensemble de trans-
formations élémentaires formelles.
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Remarque 3: Nous utiliserons dans la suite la notation T pour les arbres de transformations
formelles.

Définition 2.5 Nous appellerons transformation admissible formelle un des ensembles de trans-
formations élémentaires suivant :

1. 7 = {t%} pour un entier i € {1,...,n} et une fonction oo € Cp_1 ;
2. 7= {?;“p, r; P} pour un indice i € {1,...,n} et un entier p € N* ;
3. 7T= {/b\ii’wj;)\ € RU {oo}} pour un couple d’indices (i,j) € {1,...,n}2.
Remarque 4: si b est une transformation élémentaire, nous voyons qu’il existe une transforma-

tion admissible formelle 7 telle que b € 7. Nous dirons que 7T est la transformation admissible
formelle associée a b. Par la suite, nous pourrons écrire bf au lieu de {bf;b € 7}.

Définition 2.6 Un arbre de transformations élémentaires formelles T sera dit admissible si et
seulement si pour tout changement élémentaire d’indéterminées b= /l;n/l;l € 7A‘, nous avons la
propriété suivante :

"Pour tout i € {1,...,n}, nous notons 7; la transformation admissible associée a b Alors pour
tout b € i, il existe un changement élémentaire d’indéterminées b tel que bbbZ 1.. b1 eT.”

2.3 Propriétés de ’application f — f

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser a I'application qui associe a une fonction sa
série de Taylor a 'origine. Nous allons démontrer des propriétés sur les séries de taylor que nous
utiliserons par la suite. Puis nous montrerons que les transformations élémentaires sur les séries
formelles peuvent se traduire par des opérations sur les fonctions.
2.3.1 Rappels sur les séries de Taylor

Soit f € Cp4+1 une fonction définie sur le pavé B. Nous écrivons la série de Taylor associée :

(% b 1j SR S—

tn Oqjin+1
i1+...+in+1 i j 1 'lj 1axznay n

[i( > Hg 1z]'l' ﬁfﬁy %(0))}

J/E\(X7y) =

1=0 i+ +in=i—l j=1
3] n i 1
->[x( = A5 @)
1=0 bi=l Nijt..tin=i— zHJ 15! j=1 O, ...0x;" dy :

Nous notons :

R B oo n 5nf
a(X) = Z ( Z HJ 145! ];[ axﬁ...amjzayl (O)>

i=l it Fip=i—I

Nous avons alors apres avoir effectué un changement d’indice :

R [e'e] 1 n i ak_H
alX) = Z( 2. H;.L1ij!(ij])ax?l...axgnayl(OO

k=0 i1t tin=k =1
> (24
y
(Y o)
k0<i1+---+ink [T5= 4! j=1 69@ .0z
oy
= 873/1()(’0)
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af

En effet, en appliquant la formule de Taylor a la fonction Byl » oS avons :

—

ol > o' (54
J(X,@:Z( > H"“ Hf” znﬂ - Oy~ (0))

tn Qqyin+1
=0 Nipdetingi=i Lj=1%" =1 1"'6%18:9”

Pour y = 0, il reste les termes tels que i,+1 = 0. Autrement dit, nous avons :

. alf

af f > ( 1 no o 0(G)

x0=>( > )50

ol e .
y i=0 Nipt..t+in=i [15=21 25! j=1 ! O} .0z}

Pour tout I € N, nous définissons la fonction f;, par :

o f

VX € fiy(X) =5

(X,0)

Nous avons alors : fl\y = @;. D’apres la condition de stabilité pour la dérivation partielle, nous
savons que, pour tout I € N, f; , € Cy, donc @; € C,,. L’hypothese de quasi-analycité nous permet

—_

de conclure que, pour tout [ € N, il existe une fonction a; € C, telle que (a;) = a;.

2.3.2 Propriétés
Nous démontrons les propositions suivantes :
Proposition 2.3 Soit (f,g) € (Cn)?, nous avons les égalités suivantes :
frg=f+getfg=Fg

Preuve : Nous considérons deux fonctions f et g éléments de C,. D’apres ce qui précede, nous
savons que :

e =5 M x0y o gxay = 3 29 X’Ox%
Nous avons alors
— > Blﬁg zt
(f+9) (X" zn) = Z <axl )(X,’O)T
1=0 " '
= [ Of 0'qg xy,
- > (M(X/’O)+(9Z(X/’O)> I

La premiere égalité est démontrée.
Pour justifier la seconde égalité, nous commencons par développer le produit des séries, ce qui
donne :

) x L g7 (S22 o )2
G = (L arecom) < (L 24 ool)
0 n . —0 !

00 1 -
_ ]. @ , al—pg , l
B ;<;)p'<l—p)!axp(x70)8%,9()(,0) at



En utilisant la formule de Leibniz pour la dérivation d’un produit de fonctions, nous savons que :

X d'(fg) X' ZI NS o' pg 'a
! pr—

En reportant dans ’égalité précédente, nous obtenons :

o —

~ , o0 8l / gl
(fo) (X' x,) = Z a(:flg)(XvO)a;,
=0 !

= (Ffo) (X', zn).0

Proposition 2.4 Soient f € C, et (g1, ...,9p) € (Cp)P. Alors nous avons :

— ~

(f(g1s - 9p)) = f(G1, -, Gp)

Proposition 2.5 Soit f € C,. Alors, pour touti =1,...,n, 887{1_ € C,, et nous avons :

af _of
al'i N &vl

2.3.3 Lien avec les transformations élémentaires

Proposition 2.6 Soit f € C,,. Nous considérons une transformation élémentaire des indéterminées
b. 11 existe une fonction b € (Cn)™ telle que : f ob=Dbf.

Preuve : Sans nuire a la généralisation de la démonstration, nous pouvons supposer que f
est un élément de Cy,4 définie sur un pavé I, avec r = (rq,...,rp41) € (J0; +oo[)" ! et que la
transformation b porte sur la derniére indéterminée que nous noterons y. Nous savons que :

—_

[e.e]

i=0
Il faut considérer plusieurs cas selon la nature de la transformation b :

— Premier cas : Les éclatements.
Il existe un indice [ € {1,...,n}, A € R tel que b = b}""Y. Nous avons :

. >, 0 (A +y)’
bfXy) = Y S0
e '
oo oir x P
_ Z g f (X,0) ! Zj =0 (' ) en utilisant le binome de Newton
yl 2!
1=0
0 i oy )\i—]y]
-y o)
i—0 =0 %Y '
< 0 57 ai(i)aiiy
_ Z Z ?) f(X7 o)l(])' en permutant les sommations
i 7!
Jj=0 i=j

Ierj (k+]>)\k J

8yk+j( ,0) % en posant k =17 — j
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Nous en concluons que :

3k+ k3 \kqi
bf(X,y) = ZZ Fix o A (2.1)

k+j 171
por s oy 3 k!g!
Nous définissons la fonction b sur I+ par :
V(X,y) € L, b(X,y) = (X, (A +y))

ot 7 € (]0; +oo[)"*! est choisi de sorte que b(I,+) C I,.. Nous notons g la fonction définie
sur I, par : g = f ob. Pour tout ¢ € N, nous avons donc :

d'g 0'f
V(X L., —(X,y)=2—(X,z;(\
(X,y) € 6yz( y) = 8y’( (A +y))
Ce qui nous permet d’écrire :
dig oif
-(X,0 T—=(X, A 2.2
ayl( ) ) ] ayl( ) :El) ( )
Maintenant, nous savons que :
o f S
—(X,y) = —(X,0)=
8y7’ ( ’ y) 8yz+] ) ) |

=0

D’oti, en remplagant dans I’équation (2.2), nous obtenons :

8 g i H—]f ')\j
8y Z Z (‘-)yz—l—j j'
Nous en déduisons que :
— A <, g y'
i—0 7Y v
> i > %J\f .’L"ly)\‘j y’L
= Zml Z Byiti (00— ar
i=0 =0

Deuxieme cas : les translations.
Il existe une série @ € Cy, avec @(0) = 0 telle que b = t;/. D’apreés la condition de quasi-

analycité, il existe un unique « € C, tel que («) = @. Nous avons :

—

C AR SLE AP RIICS S

oy’ 7!
i=0
o o (JE(X) Iy
- Z 3;:'( ,0) L0 (])i' en utilisant le binome de Newton
i=0 :
N O oy (AT
i=0 j=0 %Y :
00 00 T~ i\~ F
ot . a(X jyj
- Z Z ) J:(X ) 0)(]),) en permutant les sommations
=0 i=j Y 2.
S g (a0 Y

-(X,0)—2 , en posant k =1 —j
A ]
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Nous en concluons que :

T 30
bf (X,y) Z ayk"'ﬂ Tj' (2.3)

Nous définissons la fonction b sur I, par :
V(X,y)elr’a b(X,y):(X,()é(X)+y)

ot 7’ € (]0; +oo[)"*! est choisi de sorte que b(1,+) C I,.. Nous notons g la fonction définie
sur I, par : ¢ = f ob. Pour tout ¢ € N, nous avons donc :

‘g ’f
X L, —(X X, a(X
Comme @\) = Q/, NOUS avous :
o f
= —(X,a(X 2.4
S.0) = S (XE(X)) (24)
Or, nous savons que :
o f otif
z( ’ ) z ( ’ )7
D’otu1, nous obtenons :
dig ot jf (X)j
—(X X
7=0
Nous en déduisons que :
_ R © Hig i
Fob(Xoy) = §Xy) =3 SHX.0%
=0 ’
_ oitif 'fx. 02X )Yy’
- ZZ ayzﬂ T

=0 j=0

~

En comparant avec I’équation (2.3), nous avons démontré que :f/o\b(X, y) = b (X,y).

Troisieme cas : les ramifications.
Il existe un entier a € N* tel que b = ?S‘ Nous avons alors :

/\

o

bf(X,y) =

:0

Nous définissons alors ’application b sur I,» par :
V(Xay) € I?“/v b(Xay) = (X7 ya)

avec 1/ € (]0; +oo[)" ! choisi de sorte que b(I+) C I,.
Il s’agit d'un élément de (Cp41)"*!. Nous notons g = f o b. Nous avons donc :

V(X7y)€I'r’7 g(Xay):f(Xaya)
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Pour calculer les dérivées successives de g par rapport a la variable y, nous utilisons la
formule de Faa di Bruno, ce qui nous donne, pour tout ¢ € N :

o LY -
X € EK) = 30 G Xy B ), hE ()
k=0

avec h 'application y — y“ et B; . le polynome de Bell donné par la formule :
il i—l+1 2\
Bi (%1, s Tim 1) = Z W H (l')
at i '
ou la somme porte sur toutes les familles d’entiers (j;)1<i<i—k+1 avec :

i—k+1

Z Ji=ket Z ljp=1

Nous obtenons alors que :

.

d'g !
Z2(X,0) =
ayl( 70)

5 (X, 0)Bi((0), .. ()

k=0
Nous remarquons que, pour tout ¢ € N, si ¢ # «, alors R(D) (0) =0et h(a)(O) = a!. Nous en
déduisons que :

~ Sii # ka, alors B, 1 (R'(0), ..., h(0=F+1(0)) = 0;

~ Sii = ka, alors B x(K(0),..., (-1 (0)) = ket

Nous avons :

0 o [d0) g SNOEf ke
;) Gyz( ,0) k' (da)! g oyk g 0) k!

Dans tous les cas, nous avons démontré que si b est une transformation élémentaire des indéterminées,
alors il existe une fonction b € (C,,)" telle que, pour tout f € C,, fob="bf.c

Proposition 2.7 Sout b un changement élémentaire d’indéterminées . Il existe b € Cn tel que,
pour tout f € Cp, fob— bf

Preuve : Par déﬁrAlition d’un changement ¢lémentaire d’indéterminées , nous savons quil existe
une famille finie (b;)1<i<, de transformations élémentaires telle que, pour tout f € C,, nous
ayons : a}? = gp((glf)) D’apres le résultat précédent, nous savons qu’il existe une famille
(bi)1<i<p dans (C,)" telle que, pour tout i € {1,...,p} et tout f € Cy, ZZ]? = f/o\bz-. Nous en
déduisons que :

Vf € Cpbf = bp(-(b1f).) = fobro..ob,

D’apres la condition de stabilité par composition (C3), nous savons que b = by o ... 0 b, est un
élément de (C,)".0
2.4 Transformations élémentaires des germes de 1’algebre

2.4.1 Définitions

Les propositions précédentes nous conduisent a définir des transformations élémentaires pour
les germes de C,. Nous donnons les définitions suivantes :
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Définition 2.7 Nous appellerons transformation élémentaire de C,, une des transformations qui
suivent :

1. Les éclatements : Iis se classent en deuz types possibles. Pour le premier, le type (I),
nous firons deuz indices (i,7) € {1,...,n}2, un monéme m ne contenant pas la variable x;
et un réel A € R. La transformation bT’wj est définie par :

bi\n’xj (331) ooy Ly eeny fL'n) = (331, )m(A + 1"])’ ,.’En)

T,

Pour le second, le type (II), nous fizons (i,5) € {1,...,n}%. Nous définissons bss"’ par :
ot (21 ey Ty ooy ) = (1, oo, TiTj, ..., Tp)

2. Les translations : Dans un premier temps, nous définissons une transformation de type
Tchirnhausen t% par la donnée de a € Cp—1 avec a(0) =0, i € {1,...,n} et par :

toi(x1, oy Ty oy ) = (21, .y 5 + (X)), ., 20)

3. Les ramifications : soit o un nombre entier strictement positif. Nous définissons les

. . o
ramifications v

—,x s .y 2 .
;7 et ;7 par Uégalité suivante :

TN @, @) = (21, -, €25, Ty)
avec € € {—1;1}.
Ces transformations sont des éléments de (C,)".

Remarque 5: A chacune de ces transformations élémentaires b correspond une transformation
élémentaire dans les séries formelles, notée b. Nous noterons bf = f o b. D’apres ce qui précede,
nous avons : bf = bf.

Définition 2.8 Nous appellerons transformation admissible un des ensembles de transforma-
tions élémentaires suivant :

1. 7 = {t%} pour un entier i € {1,...,n} et une fonction o € Cp_1 ;

2. 7= {r% r7®} pour un indice i € {1,...,n} et un entier a € N;

3. T = {bff’xj;)\ € RU {oo}} pour un couple d’indices (i,7) € {1,...,n}>.

Remarque 6: si b est une transformation élémentaire, nous voyons qu’il existe une transforma-
tion admissible 7 tel que b € 7. Nous dirons que 7 est la transformation admissible associée a b.
Par la suite, nous pourrons écrire 7f au lieu de {bf;b € 7}.

2.4.2 Arbre de transformations élémentaires

Notre méthode de travail va consister a transformer les germes pour leur donner une forme
particuliere (réduite ou préparée) a partir de laquelle nous pourrons démontrer des résultats.
Nous aurons donc a effectuer successivement un certain nombre de transformations élémentaires.
Pour représenter schématique I’évolution de nos objets nous utiliserons une représentation sous
la forme d’une arbre.

Définition 2.9 Soit (bi)icq,... py une famille finie de transformations élémentaires sur les germes.
Nous appellerons suite de transformations élémentaires sur les fonctions la composée de ces
transformations.

Nous noterons bf = by..b1f = fobio...ob,.

Nous appellerons arbre de transformations élémentaires sur les germes un ensemble de suites
finies de transformations élémentaires sur les germes. Les éléments d’un arbre seront appelés
les branches de l’arbre.
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Le lien établi entre les transformations sur les séries et sur les germes amene la définition sui-
vante :

Définition 2.10 Soit T est un arbre de transformations élémentaires. Si b € T est une branche
de cet arbre, alors il existe une transformation formelle b associée. L’arbre de transformations

formelles T = {E, be T} est appelé 'arbre formel associé a T .

Définition 2.11 Soit T un arbre de transformations élémentaires. L’arbre est dit admissible si
larbre formelle T associé est admissible.

2.4.3 Propriétés
Lemme 2.8 Soit r € (]0;+00)" un polyrayon et (i,5) € {1,...,n}? avec i # j. Il existe un

sous-ensemble fini A de RU {oo} tel que Upneaby"™ (1) est un voisinage de l'origine.

Preuve : Soit 7 un polyrayon. Sans nuire a la généralisation de la démonstration, nous pouvons
supposer que notre éclatement porte sur les variables z,,—1 et x,. Pour tout X = (z1,...,x,) € I,

nous notons X' = (x1,...,xp—2) et ' = (11, ...,7n—2).

Soit A € R. Nous considérons 1’éclatement bi"_l’x". Nous avons :

e Si x,_1 > 0, alors nous avons les équivalences suivantes :
1 ST < SA—1 <A+ 2 <At e 1 (A—1) <zpo1( At y) <z (A7)
e Si x,_1 <0, alors nous avons les équivalences suivantes :
1 STy ST A—1p <A+ 2 <At S 1 (A1) Sz At y) <z (A=)
Cela nous permet de conclure que :

bin_hxn(Ir) = {X € R"; X'e I, 0<zp 1 <7Tpqet xn—l()\ - Tn) <z, < xn—l()\ + Tn)}

U {(XeR"X' ely, —1p1<xp1<0et xp1(A+m) <ap <zpo1(A—13)}
Nous obtenons de méme que :

bgg’xnil(lr) = {X € Rn;X/ €ly, 0z, <rpet —rp 12y, <z 1 < -TnTn—l}
U {X € Rn;X/ €Ly, —rp1 <x, <0etry 12, <21 < _Tn—lxn}

Nous en déduisons que V = Uyerby" """ (I,) Ubsy"™" ' (I,) est un voisinage de l'origine. Il existe
donc ry € (]0; +00[)" tel que I, C V. Par compacité de I,,, nous pouvons conclure qu’il existe

un ensemble fini A de R U {oo} tel que Uyeaby' ™ (1) est un recouvrement de I, et donc un

voisinage de l'origine.o

Proposition 2.9 Soit r = (ry,...,r) € (]0;+00[)™ un polyrayon. Si b est une transformation
élémentaire sur les fonctions, alors b(I,) est une union finie de Cy-cylindres.

Preuve : Il faut distinguer différents cas selon la nature de la transformation :
o Il existe un réel A € R, deux entiers (4,j) € {1,...,n} tels que b = b}"*’. Nous savons

que (x1,...,oy) € b(I) si et seulement s'il existe (ai,...,a,) € I, tel que : b(ay,...,an) =
(1, ..., Tp). Cela équivaut a :

Vk e {l,...n},k # j,a = zp et x; = a;(\ + a;)
Nous notons B = [[;_; ;;] — rx;7x[. Nous avons alors :
b(I,) = {X eR"(xj)i<j<n,ji € B, i > 0et zi(—r; + A) <z <xi(r; + N}

{X e R (zj)1<j<njri € B, i =0et z; = 0}
{(X e R™; (xj)lgjgn,j# €B, z;<0et xi(rj + )\) <z; < .731‘(—7’]‘ + )\)}

C C
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En remarquant que BN{X € R";x; <0}, BN{X € R";2; =0} et BN{X € R";z; > 0}
sont des Cn-ensembles, nous avons bien décomposé ’ensemble image comme une union de
cylindres.

e Nous considérons une ramification b = r& avec o un entier. Dans un premier temps,
nous supposons que « est un nombre impair. Comme la fonction ¢ — % est croissante sur
R, nous avons :

b(C) ={X € R"; (wj)1<j<n,jzi € B, =1y < <71’}

Nous supposons que « est pair. En utilisant les variations de la fonction ¢t +— t%, nous
obtenons :

b(C) = {X eR™(zj)icjcnjzi € B,0 <ai <1’}
U {X € R (2j)1<5<n 52 € B, xi = 0}
Nous avons bien une union de C,-cylindres. Pour la ramification r,"**, nous obtenons :
— Si « est impair, alors : b(C) = {X € R"; (z))1<j<n,jzi € B, —rf <z <ri'}.

— Si « est pair, alors :

b(C) = {X eR"())i<jcn,jzi € B, —1{ <z <0}
U {X € R" (z))1<j<n,jzi € B i = 0}

e Soit une fonction « € C,,_; telle que a(0) = 0. Nous considérons la transformation b = ¢2:.
Nous obtenons alors :

b(Ir) ={X € R"; (zj)1<j<n i € Bet —ri—al(z))1<j<ngzi) < Ti <ri—a((zj)i1<j<n,j2i)}

Dans tous les cas, nous voyons que l'image de I, est une union finie de C,-cylindres.o

2.5 Unités

Les théoremes de normalisation et de préparation font apparaitre des germes particuliers,
les unités.

Définition 2.12 Nous définissons les unités de la maniére suivante :
1. Soit U € R[[X]], une série formelle. U sera appelée une unité formelle si U(0) # 0.
2. Soit U € Cp, un germe. U sera appelée une unité si U(0) # 0.

Remarque 7: Si U est une unité dans C,,, alors par continuité, il existe un voisinage de l'origine
sur lequel la fonction U garde un signe constant.

Proposition 2.10 U e CAn est une unité formelle si et seulement s’il existe un polyrayon r €
(]0; +o00])™ tel que la fonction U soit une unité sur I,.

Preuve : nous remarquons que, par définition du développement de Taylor a I'origine, U (0) =
U(0).0

Proposition 2.11 Soit U € C,, une unité telle que U(0) > 0. Alors, pour tout p € N, YU est
une unité appartenant a Cy,.

Preuve : Soit un réel A € R% et p € N*. On définit la fonction f) par :

Veel, filr)=A+=z
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Nous considérons la fonction f définie par :
V(w,y) € h, flay)=(y— YN - fil(2)

Il s’agit d’un polynome, donc f € Co. De plus, apres calcul, on obtient que :

£(0.0) =0 et ggm,m — (YN #£0

Nous utilisons alors le théoreme des fonctions implicites. D’apres la condition (C6), nous savons
qu’il existe une fonction a € C; telle que :

f(z,y) =0y =a(z)

Or, la résolution de I’équation nous donne :

flzy) =0 y= YA+ /fi(2)

Nous en concluons que ¥/ f) € C;.
Soit une unité U € C, telle que U(0) € R*.. Nous définissons la fonction g par :

VX el, ¢g(X)=UX)-U(0)«<UX)=fuo)lgX))
Par la condition de stabilité pour la composition, nous en déduisons que YU = Y/ fue g
appartient a C,.o
Proposition 2.12 Soit U € C,, une unité. Alors % est une unité appartenant a Cy.

Preuve : Nous considérons toujours la fonction f). Mais, maintenant, nous définissons la fonc-
tion f par :
V(z,y) € i, [f(z,y) =yf(z) -2

Le calcul de la dérivée partielle permet d’écrire :

10,0 =0et 20,0 = 50 =220

En utilisant le théoréme des fonctions implicites et d’apres la condition (C'6), nous savons qu’il
existe une fonction a € C; telle que :

f(z,y) =0y =a(z)

Or, apres résolution de I’équation, nous obtenons que :

T

(@)
appartient & C;. Comme fA,\(O) = )\ # 0, nous

f(xvy)20<:>y:

Nous en déduisons que la fonction x — f%(a:)

—

savons qu'’il existe une série formelle f% dans R[[z]]. Nous en concluons que :

—

a —xim
i) = a4 (2)

Puisque que a € Cy, la condition (C'7) nous permet de conclure qu'’il existe une fonction, que
I’on note f/\_l, appartenant & Cy telle que :

Ve o) =afit @) e 1) = 5

1
Donc, @ € (1.

Si on considere une unité U € C,, alors il existe une fonction g € C,, avec g(0) = 0 telle que
U = fy() © g- Nous avons montré, par composition, que % €Cph.0
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2.6 Les termes et les termes simples

2.6.1 Etude d’un exemple

Nous considérons la fonction f par :

V((IZ,y)E[l, f(a?,y):y2—a:

Cette fonction va nous servir d’illustration de notre méthode de travail. Dans cette section, nous
réaliserons sa normalisation en effectuant des transformations élémentaires. En fin de chapitre,
nous completerons notre étude de ce cas particulier en écrivant f dans le cadre de notre théoreme
de préparation.

Nous notons f la série formelle. Nous commencons par effectuer les ramifications rf’Q et r’
données par la définition 2.7. Nous obtenons alors les séries :

2

~F.2 ~—.2 7
i (y) =y — 2% et 70 f(2,y) = ¥ 4 2

Soit A € R, nous effectuons I’éclatement b3Y. Nous avons alors :

~

U Flz,y) = 22 (5% + 29X + A% - 1)

Nous avons factoriser par 22. Il faut regarder si le deuxieme facteur est une unité :
MN_o1£0e A #1et A#£—1

Nous effectuons ensuite des éclatements sur chacune des deux séries en distinguant les cas. Ils

sont donc au nombre de quatre b7, b7, b et by™. Nous avons alors les cas suivants :

e Nous effectuons I’éclatement /l;gfy ce qui donne :

VR e, y) = ay(y +2) et BPYF P F(x,y) = 22(1 + (y + 1)?)
e Nous effectuons 1’éclatement /b\fl ce qui donne :

VI fey) = 2Py(y —2) et Y P fla,y) =221+ (y = 1))

e Nous effectuons I’éclatement b5* ce qui donne :

-~ ~

0 fla,y) = 2 (v — 1) et BYUF O fla,y) = 22 (v + 1)
e Nous effectuons 1’éclatement Bioy ce qui donne :
DT f (e, y) = (10— a®) et B2 f(e,y) = 7 (27 + 1)
Les résultats obtenus peuvent étre représentés sous la forme d’un arbre :
7T,y
e SR y2(1 — $2)
+,2 BEY )
—— Y2 41— 2¥y(y+2)
BEY )
2y (y —2)
Z,

0 (-1

y oy R
f&y 2
byY .

. y2 + 22 —;»bi’?{ T

BEY
L0 . 22y +1)

FIGURE 2.1 — Arbre de normalisation
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Les séries que nous obtenons en bout de branche sont des transformées construites a partir
de f. Elles s’écrivent toutes comme le produit d’un monéme avec une unité de R{[z,y]]. Nous
disons que nous avons normalisé la série formelle. Si nous appelons (b;)1<;<g les suites de trans-
formations élémentaires des différentes branches en numérotant du haut en bas, nous avons que
pour tout ¢ € {1,...,8}, il existe un monéme m; et une unité formelle V tels que : b, f lez
Comme f € C,, la condition de stabilité par division monomlale nous _permet d’affirmer qu’il
existe, pour tout ¢ € {1,...,8}, une fonction U; € C, telle que U = V De plus, nous avons
U;(0) = YZ(O) % 0. Nous avons alors que U est une unité de C,. En utilisant la condition de
quasi-analycité, nous savons qu'il existe un polyrayon r € (]0; +oo[)? tel que :

V(z,y) € I,,Vi € {1,...,8}, bif(xz,y) =mU(x,y)
Nous avons transformé notre fonction en une fonction dite normalisée.

Pour revenir a la fonction d’origine nous allons introduire des transformations élémentaires
inverses. Ces derniéres ne seront pas définies sur un pavé, mais sur un cylindre. En effet,
nous avons démontré dans la proposition 2.9 que l'image d’un pavé par une transformation
élémentaire est une union finie de cylindres. De plus, grace a la proposition 2.8, nous sa-
vons qu’en effectuant, comme dans ’exemple ci-dessus, un nombre fini de transformations
élémentaires a chaque noeud de I'arbre, I’ensemble image est un voisinage de lorigine. Ce
dernier est donc découpé en cylindres sur lesquels sont définies nos transformations inverses.
Autrement dit, si nous considérons un point (z,y) de ce voisinage, il appartient & un cy-
lindre C et il existe une transformation élémentaire inverse notée bz-_1 définie sur C. Nous avons

alors :f(z,y) = fob; o bi_l(;r,y) =b;fo bi_l(x,y).

2.6.2 Définition d’une transformation élémentaire inverse

Les exemples précédents nous amenent a définir les objets suivants :

Définition 2.13 Soit I, un pavé de R™ avec r = (ri,...,my). Nous appelons transformation
élémentaire inverse une des applications suivantes :

1. Soit a € Cp, avec a(0) = 0. La translation ti, est une transformation élémentaire inverse.
2. Soient o € N* et i € {1,...,n}. Nous notons :

Cip ={(21,00 ) € Ly < 0}
Ci— = {(w1, e wn) € Iyz; > 0}

1
‘o . . /1. . . +,=
Nous définissons les ramifications élémentaires inverses r; ' et r, ' ® par :

1

+77 L )
V(21 .xn) € Ciq,r, ' = (21,0, 2, xp) et

Q=

(1, ..., zpn) = (0,...,0)

1 1

1 [
V(@1,.onxn) € Ci—yr, ' =1(0,..,0) et r; (21, ...y ) = (1,00, =2, o0, Tny)

3. Soient X € R, j € {1,...,n} et m un monome ne dépendant pas de la variable xj. Nous
notons :

Cm =A{(z1,...,zp) € L;m(X) # 0}

, . . /7 2 . . m,j
Nous définissons l’éclatement élémentaire inverse q, 7 par :

x; — AIm(X
\v/(l‘lv vy L ) € Cﬁhq,\ (‘Tla "'axn) = (xly ) ]7()
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2.6.3 Diviseur d’une transformation élémentaire

En nous référant a la notion de diviseur exceptionnel en géométrie algébrique, nous définissons
la notion de diviseur pour les transformations élémentaires.

Définition 2.14 Soit b une transformation élémentaire. Nous définissons le diviseur de b, noté
Div(b), de la maniere suivante :

—_

. Si b est une translation, alors : Div(b) = 0.

2. Sib=rg" avec € € {—1;1} et a impair, alors : Div(b) = 0.

3. Sib=ry" avec € € {—1;1} et « pair, alors : Div(b) = {X € R";z; = 0}.
4. Sib=0b\"", alors : Div(b) = {X € R;m = 0}.

Dans le cadre des séries formelles ou des germes, nous effectuons des suites de transforma-
tions élémentaires. Pour démontrer notre résultat, nous nous appuierons sur ces transformations,
mais nous aurons besoin de revenir aux variables initiales. Cela se fait en utilisant les transfor-
mations inverses. Ces dernieres n’étant pas définies partout, nous serons obligés de distinguer
les cas. Autrement dit, nous effectuons un découpage cellulaire. Sur certaines cellules, les trans-
formations seront inversibles. sur le reste d’enter elles, nous faisons en sorte que le nombre de

variable de ’objet étudé diminue. En incluant ce découpage dans le cadre d 'un raisonnement
par récurrence, nous pouvons achever notre raisonnement.

Cela nous ameéne a donner la définition suivante :

Définition 2.15 Soit b = byo...ob, une suite de transformations élémentaires. Nous définissons
les cellules du diviseur de b par récurrence de la maniére suivante :

1. La premiére cellule est donnée par :
Divy(b) = Div(by)

ot Div(by) est le diviseur donné par la définition 2.14.

2. Pour i > 2, la i-ieme cellule est donnée par :
i—1
Div;(b) = by o...0 bil(Div(bi))\< U Divj(b)>
7j=1
Le diviseur de b est alors défini par :
P
Div(b) = ] Divi(b)
i=1

Proposition 2.13 Soient r € (]0; 00[)" un polyrayon et b = by o ... o b, une suite de transfor-
mations élémentaires. L application b=1 = b1 o ..o bt est définie sur I,\Div(b). Nous avons
alors :

VX € I\Div(b), bob '(X)=X

Preuve : Soit X € I,\Div(b). Par définition du diviseur, X € I,\Div(b;), donc b; (X)) existe.
Nous montrons par récurrence la propriété suivante :

"bi o oby(X) est définie”
Initialisation : Si nous supposons que b; *(X) € Div(by), alors nous avons que :

X = bi(by (X)) € ba(Div(b2))
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Or, par hypothese, cela est exclu. Nous en concluons que bl_l(X) ¢ Div(ba), et donc bg_l(bl_l(X))
est défini.

Hérédité : Nous supposons la propriété vraie au rang k avec k < p. Nous savons donc que
bl o...ob ! (X) existe.
Si b o...0b7 (X) € Div(bg41), alors nous avons :

Xebio...o bk(DlV(bk+1)

Or, X € I,\Div(d), il y a donc une contradiction. Nous en déduisons que b, > o ... 0 by *(X) ¢
Div(bg41), et donc by} o...0 by (X) existe.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, b;l 0..0 bfl(X) existe dans R™.o

2.6.4 Définition d’un terme

En nous appuyant sur les définitions données dans 'article [8], nous donnons la définition
suivante :

Définition 2.16 Une fonction g est un terme simple si et seulement s’il existe une fonction
f € C, et une famille finie (b;l)ie{lw,p} de transformations élémentaires inverses tels que
g=fobio..ob,.

Nous appellerons terme toute application définie sur un cylindre C' dans R obtenue a partir des
termes simples de la maniére suivante :

1. Stabilité par la racine p-iéme avec p € N* : si p est un entier pair et si g est un terme
1
défini et positif sur C' alors gv est un terme défini sur C.
1
Si p est un entier impair et g est un terme défini sur C, gr est un terme défini sur C.

2. Stabilité pour laddition : si g1 et go sont des termes définis sur C, alors g1 + go est un
terme défini sur C.

3. Stabilité par multiplication : si g1 et go sont des termes définis sur C, alors g1 X go est un
terme défini sur C.

4. Stabilité par quotient : Nous définissons lapplication D sur R? par :
D(z,y) = 3 silz| <[yl ety#0
= 0 simon

si g1 et go sont des termes définis sur C, alors D(g1,g2) est un terme défini sur C.

5. Stabilité par composition : si g est un terme défini sur un cylindre C' et g1, ..., g, sont des
termes définis sur C tels que, pour X € C, (¢q1(X),...,gn(X)) € C’, alors g(g1, ..., gn) est
un terme défini sur C.

En complément de la définition des unités dans C,,, nous donnons la définition d’une unité dans
les termes.

Définition 2.17 Nous dirons que le terme g est un terme unité sur le cylindre C' si et seulement
sig~1surC.

Dans la démonstration du résultat de cette these, nous aurons besoin de raisonner sur le degré
de complexité d’'un terme.

Définition 2.18 Soit g un terme. Nous définissons la hauteur de g, notée hau(g), par récurrence :

1. Sl existe n € N tel que g € Cy,, alors hau(g) =0;
1
2. S’il existe p-iéme avec p € N* et f € C, tel que g = f7, alors hau(g) =1;
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3. 87l existe g1 et ga sont des termes définis sur C tels que g = g1 + go2, alors :
hau(g) = max(hau(g1), hau(ga))

4. S’il existe g1 et go sont des termes définis sur C tels que g = g1 X g, alors :
hau(g) = max(hau(g1), hau(gz))

5. Sl existe g1 et go sont des termes définis sur C tels que g = %’ alors :

hau(g) = max(hau(g;), hau(g2)) + 1

6. S’il existe h est un terme défini sur un cylindre C' et g1, ..., gn sont des termes définis sur
C tels que, pour X € C, (¢1(X),...,gn(X)) € C'tels que g = h(g1, ..., gn), alors :

hau(g) = hau(h) + max (hau(gi);i eq1,..., n}>

Prenons a présent un exemple.

Soient (f1, fa, f3, f4, f5, f6, f) € CI. Nous considérons le terme g défini par :

_(h ;
g_f<f2’f3+\/ﬁ’\:yf76>

Par définition, nous avons :

hau(?) =1, hau(y/f1) =1 et hau(¥/fs) =1
2

Nous obtenons :

hau<£> =1, hau(fs+/f1) =1et hau<é%> =2

Ce qui permet de conclure que : hau(g) = 2.
Nous pouvons représenter le terme sous la forme d’un arbre :

h f2 f3 v fs V
Ja Je

FIGURE 2.2 — Arbre représentant le terme ¢

D’apres notre définition, les noeuds de ’arbre ont des valeurs différentes. Un noeud cor-
respondant a une addition ou une multiplication aura une valeur nulle, tandis qu’un noeud
correspondant a un quotient ou une racine aura une valeur égale a 1. En utilisant cette conven-
tion, pour déterminer la hauteur du terme, il faut calculer la somme des valeurs des noeuds
correspondant aux branches les plus longues, puis prendre la plus grande de ces sommes.
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2.6.5 Les 7,-cylindres

Définition 2.19 Nous appellerons un T,-ensemble un sous-ensemble B de R™ défini par un
nombre fini d’égalités et d’inégalités a l'aide de fonctions de termes. Autrement dit, il existe
deux entiers (p,q) € (N*)? et deux familles finies (fi ;) jyerxs €t (9ij)jyerxs de termes avec
I={1,...p} et J={1,...,q} tels que :

B = Ujer < Njes {X € R™; f;;(X) =0,g:;(X) > 0}>

Nous appellerons un T,-cylindre un sous-ensemble C' de R™ ! construit a l’aide d’un Ty,-ensemble
B de R™ appelé base et d’un ou de deux termes ¢ et i de Ry, et défini de l'une des maniéres
suivantes :

y) e R X € B ¢p(X) <y < ¢(X)};
y) eR" X € By < ¢(X)};
y) ERL X € B, o(X) <y} ;
y) e R" X € By = ¢(X)}.

2.7 les arbres complets et la décomposition cylindrique

Les arbres et les transformations que nous avons définis vont nous permettre de montrer
des propriétés sur les germes. Il nous faut alors les traduire géométriquement. Cela nécessite de
construire des découpages cellulaires des ensembles sur lesquelles nous allons travailler.

2.7.1 Les arbres complets

Nous commencons par définir la hauteur h d’un arbre.

Définition 2.20 Soit T un arbre de transformations élémentaires et b € T. Par définition, b
est la composée de transformations élémentaires. Nous notons hy le nombre minimum de trans-
formations élémentaires qui composent b. Nous appelons ce nombre la hauteur de la branche.
Nous appellerons hauteur de 'arbre le nombre hy défini par :

hT:sup({hb;be 7'}) € NU {oc}

Théoréme 2.14 Soient T un arbre de transformations admissibles de hauteur finie et un poly-
rayon r € (]0;+oo[)". Alors, il existe un sous-arbre fini S de T tel que Upesb(1,) soit une union
finie de Cy-cylindres qui forme un voisinage de [’origine.

Preuve : Nous allons faire une récurrence sur la hauteur de ’arbre.

Initialisation : Soit 7 un arbre de hauteur 1. Par définition, il existe une transformation
admissible 7 telle que 7 = {7}. Nous allons distinguer les cas selon la nature de 7.

— Tl existe (4,5) € {1,...,n}? tel que 7 = {b}"™; X\ € RU {oo}. D’apres le lemme 2.8, nous
savons qu’il existe un sous-ensemble fini A de R U {oo} tel que Uyeaby ™ (I,) est un
recouvrement de 'orgine.

— Il existe i € {1,...,n} et @ € Cp—1 avec a(0) = 0 tels que 7 = {tZ}. L’application ¢
est une application de R" dans R" qui admet une application réciproque ¢*  continue.

Donc t¥ est un homéomorphisme, I'image d'un voisinage de 'origine est un voisinage de

I’origine.
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~ Tl existe i € {1,...,n} et un entier o tel que 7 = {r;"* 7"} nous distinguons les cas :
Si « est pair, nous avons :

rNL) ={X €150 <z <ri}etr; * ={X € L;—r¥<z; <0}

7

Donc 7;"%(I,) Ur; "“(I,) est un voisinage de l'origine.

Si « est impair, nous avons :
r(L) =% ={X € Ly —rf < a; <18}
Il s’agit d’un voisinage de 1’origine.
La propriété est donc vraie pour les arbres de hauteur 1.

Hérédité : nous supposons la propriété vraie pour un arbre de hauteur h. Nous considérons
un arbre de hauteur h+1. Nous considérons Varbre 7 = {b1;3b € T,b = by...b,}. Nous définissons
la famille d’arbres (73) pei- Pour tout b € T, Parbre Tj est de hauteur au plus h. Nous appliquons
notre hypothese de récurrence a chacun de ces arbres. Il existe donc un arbre fini Sy extrait de
Ty tel que Upes(I,) est un voisinage de 'origine. Nous pouvons alors considérer un polyrayon
rp € (]0; 4+00[)™ tel que I, C Upesb(I,). Nous appliquons notre hypothese de récurrence & I’arbre
7 de hauteur 1. Nous pouvons extraire un sous-arbre S fini tel que Up,eg01 (Ir,) est un voisinage
de T’origine. Nous considérons 'arbre S = {b1b;b; € Sb € Ty, }. 1l s’agit d’un arbre fini extrait
de T et tel que : Upesh(I,) est un voisinage de 'origine.

Conclusion : Notre propriété est vraie pour tout arbre de hauteur finie.o

Définition 2.21 Un arbre de transformations élémentaires T sera dit complet si et seulement
si cet arbre contient un nombre fini de branches, notées (by)aer, et que, pour tout polyrayon
r €]0; +00[™, Uxerba(I) est un voisinage de [’origine.

2.7.2 Notre méthode

La méthode que nous utiliserons dans notre travail consiste, a partir d'un élément de C,, a
construire un arbre de sorte que pour chaque branche le germe obtenu par transformation ait la
forme désirée. Ainsi nous construirons des arbres de normalisation lorsque les germes obtenus
sont tous normalisés ou des arbres de préparation lorsqu’ils sont tous sous forme réduite.

Définition 2.22 Nous dirons qu’une fonction f € Cpy1 est sous une forme réduite sur le pavé
I, si et seulement s’il existe un recovvrement fini S de I, par des C-cylindres tel que, pour tout
C € S, il existe un entier d € N, deuz fonctions (a,0) € C2 et une unité U € Cp11 tels que :

V(X,y) €O, f(X,y) = (y - a(X)0(X)U(X,y)
Cette définition reprend celle donnée dans 'article [26] de J-M Lion et de J-P Rolin.

Soit f € Cjpa1 un germe. Pour obtenir la mise sous forme préparée, nous commencerons par
construire un arbre admissible formel 7 de sorte que les séries obtenues en bout de branche
alent la propriété désirée. Nous considérons alors 'arbre 7 de transformations admissibles sur
les fonctions correspondant. Nous utiliserons les hypotheses sur notre algebre de fonctions, et
notamment celle de quasi-analycité, pour justifier que les fonctions en bout de branche, a 'instar
des séries formelles, vérifient la propriété voulue. Le théoreme 2.14 nous permet d’extraire de
cet arbre un sous-arbre S fini.

Soit un polyrayon r € (]0; +00[)"*!, nous notons C = Upcsb(I,). Nous faisons attention que
les différentes transformations conservent la verticalité. Pourtant, nous verrons que nous aurons
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\ ’ €T; .
recours a un éclatement de la forme b%Y en bout de certaines branches. Le lemme 2.9 nous

montre que 'image du pavé I, par une telle transformation est une union finie de cylindres.
Nous aurons alors recours au lemme 2.16 pour conclure que nous obtenons une décomposition
cylindrique d’un voisinage de l'origine.

Nous considérons un polyrayon 1’ tel que I, C Upesb(I,). Pour (X, y) € I+, il existe donc C' € C
tel que (X,y) € C. Autrement dit, par définition des cylindres, il existe b € S et (X,7) € I, tel
que : (X,y) =b(X,Y).

Quitte a restreindre nos cylindres en utilisant le diviseur de nos transformations, nous pou-
vons supposer que sur chaque cylindre b(I,) la suite de transformations b associée est inversible.
Nous obtenons alors que :

f<X7y) = fobob_l<X7y) = fob(yvy) = bf(Y,y)

Nous montrons ainsi que f a la forme voulue dans le cadre des termes au voisinage de 1’origine.

Soit un ensemble A compact de R"!. Pour tout (Xg,yo) € A, nous définissons la translation
txq,y PAT :
V(Xa y) € Rn+1a tXO,yO(Xﬂ y) = (X+X0’y+y0)

Si f est une fonction de C,41, nous notons f = fotx,y, D’apres les hypotheses émises sur
I’ensemble C,41, nous savons que f appartient & Cn+1. D’apres ce qui précede, il existe un
polyrayon 7’ et un recouvrement cylindrique fini de I,/ tels que f ait la forme voulue. Nous
notons V. = tx, 4, (L+). Il s’agit d’un voisinage de (Xo,yo). De plus, nous avons que, pour tout
(X,y) € Vi, il existe (X,7) € I» tel que (X,y) = tx,4(X,7). Or, (X,7) € b(I,) = C, il existe
donc (X, 7) € I, tel que :

(X, y) = tX0,y0 (Ya ?) = tmeob(Xa Z])
D’ou :

V(X,y) €V, f(X,y) = f(X—Xo+ Xo,y—yo+yo)
f(X +X07y+y0)
= f(X,5)=fobob™!(X,7)
= [ob(X,9)
La fonction a donc la forme voulue dans le cadre d’une décomposition cylindrique d’un voisi-
nage du point (X, yo). Par compacité de A, nous montrons ainsi que nous avons un recouvrement
cylindrique de A sur lequel la fonction a la forme voulue.

2.7.3 La greffe des arbres

Lors de notre démonstration du théoreme de préparation, nous allons devoir procéder en
plusieurs étapes. Pour chacune, nous construirons un arbre formel ou un arbre complet. Nous
devons donc mettre en place un processus qui nous permettra d’enchainer les différentes étapes.
Ce sera la greffe des arbres.

Théoréme 2.15 Soient T un arbre complet et une famille (Ty)per d’arbres complets . L’arbre
Tgrefte défini par :

7}:{b’b;b€7’etb/€72}

est un arbre complet. Nous 'appellerons la greffe de 'arbre T a ['aide de la famille d’arbres.

(To)veT-
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Preuve : Comme T est complet, il admet un nombre fini de branches. La famille (73)pc7 est
donc une famille finie d’arbres complets. L’arbre 7y compte donc un nombre fini de branches.
Soit € (]0; +oo[)"*! un polyrayon. Nous avons :

Up;eribr(Ir) = Uper Uyer, bo /(1) = UbeTb( UreT, bl(h))

Or, nous savons que Uy b/ (1) est un voisinage de l'origine. Il existe donc un polyrayon r, €
(J0; +o0c[)™ ! tel que : I, C Upyepb/(I). La famille (I,,)pe7s est une famille finie de voisinages
de l'origine, leur intersection est donc un voisinage de l'origine. Il existe donc un polyrayon
1o € (J0; +00[)" ! tel que : I, C NperI,. Nous en déduisons que, pour tout b € T :

b(Iro) C b(mbETI"'b) C b(ITb) C b( Ub’eﬂ, b/<Ir)>
Nous avons alors 'inclusion suivante :
Upe7b(1Ir,) C UbeTb< UpeT b,(IT))

Or, 'arbre T est complet, donc Upe7b(I,) est un voisinage de 'origine. Nous en concluons que
Up,e7;br(Ir) Vest aussi. L’arbre Ty est donc un arbre complet.o

2.7.4 Retour sur ’exemple f(z,y) =y>—x

Notre but est d’écrire cette fonction dans le cadre de notre théoreme de préparation pour
les fonctions de C,. Nous allons découper le pavé I; a l'aide d’'un recouvrement par une famille
finie C de cylindres telle que pour tout C' € C, il existe un entier d € N, deux termes a et b, une
unité dans les termes U tels que :

V(z,y) €O, flay) = (y — a(2))b(2)U(x)

Si nous considérons une des fonctions obtenues dans ’arbre 2.1, elle est le résultat d’une suite
b de transformations élémentaires appliquée a f. Nous notons (Z,7) les variables finales. Nous
savons que f ob € Cy. Il existe donc 7 = (r1,72) € (J0; +00[)? tel que : f o b soit définie sur I,.
Nous allons revenir aux variables initiales et pour cela appliquer la transformation élémentaire
inverse b 1.

Nous remarquons tout d’abord que pour x = 0, la fonction est sous la forme voulue sans qu’il
ne soit nécessaire d’effectuer une transformation. Nous posons alors C; = {(z,y) € R%;x = 0}
et nous avons :

V(x,y) € Clvf<x7y) = y2

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser a la premiere branche de I'arbre. Pour
déterminer notre transformation inverse, nous allons résoudre I’équation dans R? suivante :

T

(@) = b = @) = @) = { 277

Pour que ce systeme admette des solutions, il faut et il suffit que z > 0 et y # 0. Nous avons
alors :
=_ Vz

7= VT
Tl

Yy=y

Il faut distinguer deux cas selon le signe de y. Si y > 0, comme le cas x = 0 est déja traité et
(z,7) € I, nous obtenons :

(@) =) = {

vV

1
0<Z<Me&0< Y ="<rle —Vr<y<nr
Yy r1
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Nous définissons alors le cylindre Cs par :

1
Cy = {(xvy) ER%z>0et —/r<y< 7’2}
1
La fonction inverse est donnée par :

V(m,y) € CQ’bil(xvy) = ( 7y)

x
Y
Nous obtenons que :

NG

V(IL’,y) € Cg,f(x,y) = fobo bil(x7y) =fo b((??fy) = y2(1 - 72)

Dans le cas ou y est négatif, nous notons C5 = {(x,y) ERLz>0et—1ry <y< ;11\/5} Nous

obtenons alors : -

V($,y) € Cg,f(.%,y) = y2(1 - ?)

Considérons ensuite la seconde branche de I’arbre. Nous devons résoudre dans R? ’équation

suivante :

x =72

y=7(1+7)
Ce systeme admet des solutions si et seulement si > 0. Dans ce cas, nous avons :

(e,9) = b(E.T) & (2.9) = @71 +7) © {

-1

Il
RS

< g

(@) =) = {

Comme (7,7) € I, T = \/x et x > 0, nous avons :

O<z<nm
—re <Y< 1o

S0<z<Vr(l—r)Vve<y<(1+r)Vve

Nous notons Cy = {(az,y) ERZO<z < riet (1—r)yz<y<(1+ rg)ﬁ}. En conclusion,

la transformation élémentaire inverse est donc donnée par :

V(z,y) € Co, b (z,y) = (Va, % - 1)

Nous obtenons que :

Y(z,y) € Cy, f(z,y) = fobob ! (z,y) :fob(\/i,%_l) :\/E(y_\/%)(yiﬁ—i-Q)

Vi Vi
Nous choisissons ensuite 71 et r9 de sorte que 1+ ro = % Cela nous permet de recoller les
cylindres Cy et C4 et ainsi de recouvrir notre pavé sur lequel f est définie. Nous pouvons par
exemple prendre ry = % et ry = %
Nous effectuons ces calculs a I’aide des autres branches. Finalement, nous obtenons la décomposition
cylindrique suivante :

Ci = {(z,y) € R*z =0}

02_{($,Q)ER2;ZL‘>Oet %\/E<y<%}

O3 ={(x,y) ER* x>0 et 21/z <y < 3/}

Ci={(z,y) €R%z>0et 3Lz <y < iy}

Cs = (x,y)GRQ;x>Oet _73\/§<y<—71\/§}

CG—{(x,y)ERz;x<Oet_71<y<—73\/5}

Cr={(z,y) eER¥z < 0ety > 3y/—a}

Cs ={(z,y) e R{z <0et F2y/—x <y< 3=z}
(z,y)

ER%z<0ety < F2y/—x}

31



Et nous avons :

V(z,y) € Ch, flz,y) =42

V(x,y) € CyUCsUC7yUCCy, f(x,y):yZ( _y%)

V(z,y) € C4UCs, fla,y) = o(L —1)

v(z,y) € s, flay) = Valy — Vo) (Lo +2)
V(z,y) € Cs, f(.y) = —v/E(y + V) (- 5L 1 2)

2.8 La verticalité

Nous allons démontrer dans ce travail un théoreme de préparation qui nous servira a la
résolution des équations. Dans ce cadre, le retour aux variables initiales revét une importance
particuliere. Pour mieux le comprendre, nous nous placons dans une configuration particuliere.

Soit une fonction f € Co. En conservant la convention de notation des variables adoptée plus
haut, nous avons :

f(z,y) =bf(Z,7)
Pour illustrer notre propos, nous supposons ’équivalence suivante :

bf(z,y) =0 &7y =0(X)

avec 6 une fonction de C;. Pour obtenir une équivalence similaire sur les variables initiales, il est
nécessaire de controler leur évolution. En effet, s’il existe une fonction o € C; telle que b = ¢,

nous avons : - .
@ =@ & { 5210 L

z —a(y)
Y

< g
I

Nous avons alors :

f(,y) =0&bf(7,7) =0 7=0T) ©y=0z—ay))

L’équation finale ne nous permet pas de résoudre 1’équation. Nous voyons qu’il est nécessaire
que la variable T ne dépende pas de la variable y.

Définition 2.23 Soit T un arbre complet. Nous dirons que T conserve la verticalité de la
variable y si et seulement st pour toute branche b = b,...by de l'arbre nous avons la propriété
sutvante :

Pour tout i € {1,...,n — 1}, b; n’est pas une transformation de la forme b
avec a une fonction dépendant de la variable y.

X4 X
Y ou de la forme ty/

Concernant le découpage cylindrique, nous avons le résultat suivant :

Lemme 2.16 Si b est une transformation élémentaire qui conserve la verticalité de y, alors,
pour tout C' un Ty-cylindre, b(C) est une union finie de Tp-cylindres.

Preuve : Nous considérons le cas d’un cylindre C défini a ’aide de deux fonctions ¢ et i de Ty,
et d’une base B par :

C= {(X,z» ER™LX € B, ¢(X) <y<w<X>}

Soit b une transformation élémentaire conservant la verticalité de y. Nous notons Cy le cylindre
obtenu & partir du diviseur de b. Selon la nature de la transformation b, nous distinguons
différents cas :
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Il existe un couple d’indice (i,7) € {1,...,n} et un réel A € R tels que : b = bii’xj. Nous
avons alors :

Co ={(X,y) € B;z; = 0}
Soit (X,y) € b(C)\Cp. nous savons qu’il existe (X,y) € C tel que : (X,y) = b(X,7).

Autrement dit, nous avons :

y=71, xj =T;(AN+T;) et Vk € {1, ...,n},k # J, T = xp,
ce qui nous permet d’écrire les équivalences suivantes :

(X,y) €b(C)\Co & 3(X,7) € B\Co,¢(X) <7 < P(X) et (X,y) = b(X,7)

x; x;
s o(xy, .., x—] — A @p) <y < YP(z, ..., xfj — A ey Tp)

(2 K3

Nous définissons les termes suivants :

— €T, €T,

V(X,y) € b(C)\Co, @(z1,...,20) = (21, ..., x—]—/\, o ) et (21, oy ) = W (21, -, x—]—)\,

i i
Nous avons alors :

b(C) = {(Xay) € Rn+1; (Xa y) S B\COa ¢(ZL‘1, 7'1"%) < y < @(mla a:l:n)} U CO

X, T4 o, 2 ,
En remarquant que b’ = , nous avons traité le cas de tous les éclatements selon
les variables X.

Il existe un indice ¢ € {1,...,n} et un réel A € R tel que b = b}""Y. Nous avons alors :

Zj,Tq
bO

Co= {(X,y) € B;x; :O}

Soit (X,y) € b(C)\Cy. Nous savons qu’il existe (X,7) € C tel que : (X,y) = b(X,7).
Autrement dit, nous avons :

y=Ti(A+7) et VkE € {1,...,n}, Ty =z
Ce qui nous permet d’écrire les équivalences suivantes :

(X,y) €b(C)\Co & 3(X,7) € B\Co,p(X) <7 < P(X) et (X,y) = b(X,7)

& M —-A<y< wECX) - A
Nous définissons les termes suivants :
_ X — X
V(X.y) € bONGh, B(x) = )y e o0 = )y

NOuS avons alOrS .
b(C) = {(X, y) € R™ (X, y) € B\Co, 3(X) < y < w<x>} U Co

Il existe o € C,,_1 ne dépendant pas de la variable y et un entier ¢ € {1,...,n} t(ique
b =t%i. Soit (X,y) € b(C). Nous savons qu’il existe (X,7) € C tel que : (X,y) = b(X,7).
Autrement dit, nous avons :

U=y, i =T+ (X)) et Vk € {1,...,n}, k # j, Tk = w1
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Ce qui nous permet d’écrire les équivalences suivantes :
(X,y) €b(C)\Co & 3(X,7) € B,¢(X) <7 <9(X) et (X,y) =b(X,7)
& (1, — (X)), x) <y < Y(ay, ., i — (X)), . z)
Nous définissons les termes suivants :
YV(X,y) €b(C), &(X)=d(x1,....x;—a(X),...,zn)et Y(X) = Y(z1, ..y zi —a(X), .y z)

Nous avons alors :
4E) = {(X.0) € BRI () € B.3(0X) < < T |

e Il existe un indice i € {1,...,n}, e € {—1;+1} et a € N tels que b = t;"*. Nous considérons
dans cette démonstration que ¢ = 1. L’autre cas offre un raisonnement identique. Nous
définissons les bases suivantes :

Bt = {(X,y> € B, 50} et B~ = {(X,y) € B,z <o}

Soit (X,y) € b(C). Nous savons qu'il existe (X,7) € C tel que : (X,y) = b(X,7). Autre-
ment dit, nous avons :
y=y, x; =3, et Vk € {1,....,n}, k # J, T =

Nous distinguons les cas selon la parité de a.
— Premier cas : « est impair. Nous avons alors :

1

T =T ST =1

Cela nous permet d’ecrire :
(X,y) €0(C) & 3(X,7) € B,¢(X) <7 <9(X) et (X,y) =b(X,7)
1 1
& P(x1, .l Tn) <y < P(T1, Tl Ty)

Nous définissons les termes suivants :

V(X y) €B(C), B(X) = S(21, e ooy @) 0t BX) = (@1, e T oo )

Nous avons alors :
4E) = { (Ko € R (Xp) € BAX) <y < B0 |

— Deuxiéme cas : « est pair. La fonction ¢t — t* n’est plus inversible sur R. Il nous faut
alors séparer les cas selon que (X,Y) appartient & BT ou B~. Nous obtenons alors les
termes suivants :

V(Xay) €B+7 gl(X

Ce qui nous donne :

U

bC) = {(X, y) € R (X,y) € BY,6)(X) <y < wlm}
{(X, y) € R (X, ) € BY,6,(X) <y < %(X)}
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o Il existe une fonction a € C, telle que b = t4. Soit (X,y) € b(C). Nous savons qu’il existe
(X,7) € C tel que : (X,y) = b(X,7). Autrement dit, nous avons :

y=7y+a(X)etVke{l,..,n}, 7 =1y
Ce qui nous permet d’écrire les équivalences suivantes :

(X,9) €b(C) « 3X,7) € B,¢(X) <7 <y(X) et (X,y) =b(X,7)
& o(X) +a(X) <y <y(X) + a(X)

Nous définissons les termes suivants :

V(X,y) €b(C), $(X)=¢(X)+a(X) et P(X) = (X) + o(X)

Nous avons alors :
©) = { () € R () € B.300 <y < B0 |
Dans tous les cas, 'image d’un cylindre est une union finie de cylindre.o

Par ailleurs, nous aurons besoin d’enchainer les suites de transformations élémentaires. Or,
si deux suites b1 et by de transformations élémentaires conservent la verticalité, la composée
ne la conserve en général pas. Nous devons donner une définition plus restrictive pour pouvoir
composer nos transformations.

Définition 2.24 Soit b = by o ... 0 b, une suite de transformations élémentaires. Nous disons
que cette suite conserve strictement la verticalité de la variable y si :

Pour tout i € {1,...,p}, b; n’est pas une transformation de la forme b2Y ou de la forme to! avec
a une fonction dépendant de la variable y.

35



Chapitre 3

Normalisation

Nous avons vu qu’a chaque fonction f € C,, nous associons une série formelle f € R[[X]],
son développement de Taylor a l'origine. Dans ce chapitre, nous allons travailler sur ces séries
formelles associées aux fonctions et reprendre le processus de normalisation des séries démontré
dans l'article de J.P. Rolin, P. Speisseger et A.J. Wilkie [32]. Nous sélectionnons 1'une des
variables qui jouera alors le role de variable dite verticale. A partir de la, nous transformons
a 'aide de transformations élémentaires formelles la série pour la normaliser. Nous utiliserons
I’hypothese de quasi-analycité pour montrer que la fonction associée est elle aussi normalisée.
Nous commencerons ce chapitre en justifiant le théoreme de préparation dans le cas des fonctions
d’une et de deux variables.

3.1 Cas de deux variables

Nous détaillons dans cette section 'intégralité de la démonstration du théoreme de préparation
pour les fonctions de 'algebre dans le cas de deux variables.

Nous considérons une fonction non identiquement nulle f € Cy de notre algebre définie sur
un pavé B = I x J. Nous écrivons son développement en série de Taylor en O :

flay) = yai()
=0

avec pour tout i € N, @;(x) une série formelle d’une seule indéterminée x.Nous avons démontré
dans le chapitre précédent que, pour tout ¢ € N, la série formelle @; correspondait & un germe
de lalgebre C,,, noté a;. Plus précisément, il s’agit d’'une dérivée partielle de f.

3.1.1 Cas d’une variable

Nous commencons par étudier la normalisation dans le cas de fonctions d’une seule variable,
car nous utiliserons cette normalisation dans la suite de cette section.
Nous considérons une fonction f de C;. En utilisant le développement de Taylor a I'origine, nous
savons qu'il existe une suite (a;);en de réels telle que :f(z) = 1% a;2'. Nous distinguons deux

cas :
e Nous supposons que ag # 0. Il apparait que f(0) # 0. La fonction est une unité dans C;.

e Nous nous plagons dans le cas olt ap = 0. Nous définissons 'ensemble E = {i € N;a; # 0}.
Il s’agit d’un sous-ensemble de N, il admet donc un plus petit élément ¢g. Nous avons
alors :

+oo +oo
flx) = Z a;x’ =z Z a;x' "

1=1g 1=1g
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Nous notons U(z) = ;Ofo a;x'~". Nous avons alors : f(x) = 290 (). La condition de

stabilité par division monomiale nous permet d’affirmer qu’il existe une fonction U € C;
telle que : (/U\) = U. De plus, nous avons : U(0) = U(0) = a;, # 0. La fonction U est donc
une unité de Cq. Par ailleurs, comme f: (@), d’apres la quasi-analycité, il existe r € R
tel que :

Ve el, f(z)=z"U(z)

Nous avons donc la proposition suivante :

Proposition 3.1 Si f € Cy, alors il existe un réel r €]0; 00|, un entier p € N et une unité U
dans Cq tels que :
Ve €]l —rr[, flzx)=2PU(z)

3.1.2 Etape 1 : mise a ’ordre d

Le but est de montrer la proposition suivante :

Proposition 3.2 Soit une fonction f € Cy. Il existe alors un entier d € N, un pavé I, de R?,
des fonctions ag, ...,aq_1 de C1, un entier n et une unité U € Co tels que :

d—1

V(w,y) € I, f(z,y) = 2" U (z,9)+ > y'aai(x))
=0

Nous dirons alors que la fonction f est d’ordre fini selon la variable y.

Preuve : Nous allons distinguer deux cas :
e Cas 1 : il existe igp € N tel que a;,(0) # 0, on peut alors écrire :

t0—1 o)
Fla,y) =) yiai@) +y° Y ai(z)y™
i=0 i=ig
Nous définissons les séries formelles suivantes :

[e.9] o0

Ole,y) = 3 aslaly'™ et Glay) =y 3 ala)y ™

i=io i=io
Daprt PN Péealité sui )
apres ce qui précede, nous avons 1’égalité suivante :

i0—1

=0

La fonction définie sur B par (z,y) — f(z,y) — 220261 y'a;(z) est une somme finie
d’éléments de ’algebre Co, elle appartient a cette algebre. L’hypotheése de quasi-analycité
nous permet alors de conclure qu’il existe une fonction g élément de I’algebre Co telle que
(9)=3. L

En outre, nous avons 1'égalité g(x,y) = y*°U(z,y) et g € Ca. D’apres I'hypothese de quasi-
analycité, nous en déduisons qu’il existe U élément de Cs telle que (/U\) = U. De plus, nous
savons que U(0) = a;,(0) # 0, la fonction U est donc une unité dans Cs.

Nous avons donc obtenu qu’il existe une unité U dans Cs telle que :

—

i0—1 i0—1
Flan) = X vfasta) + 970 w) = (3 viaste) + 50U (o))

=0 1=0
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D’apres I’hypothese de quasi-analycité, nous savons qu’il existe un pavé I, tel que :

i0—1

V(:L‘ y) € Iraf x y Z y az +yZOU(x y)

La fonction f est d’ordre fini en y.

Cas 2 : pour tout i € N, a;(0) = 0. Nous écrivons le développement de Taylor de la
fonction a;. Autrement dit, il existe une suite de réels (a; ;) jen= telle que :

oo
ai(z) =) a0’
i=1

Pour tout ¢« € N, on considere 'ensemble E; = {j € N*;q;; # 0}. Cet ensemble est soit
vide, mais alors, d’apres ’hypothese de quasi-analycité, la fonction a; est identiquement
nulle, soit non vide et admet donc un plus petit élément que ’on note «;. En outre,
Iensemble F' = {ay;i € N} n’est pas vide, car f n’est pas identiquement nulle, et il est
inclus dans N*. Il admet donc un plus petit élément «;,. Il en résulte :

Zy Zazg:ﬂj—w“’ozy Zaux] o

=0 J=1 Jj=a;

D’apres la définition de «;,, nous savons que, pour tout entier naturel ¢« € N, a;, < ;.
En conséquence, nous avons, pour tout entier j > «;, j — oy, € N. Pour tout ¢ € N, nous
définissons la série formelle suivante :

o
=D aigal %o

Jj=a

Comme, pour tout 7 € N, nous avons ’égalité a; = 3:0‘1'03 et que a; € Cp, d’apres la
condition (C'7) de stabilité par division monomiale, nous ‘pouvons conclure que, pour tout
1 € N, il existe une fonction b; dans notre algebre C; avec (b ) = b Par ailleurs, nous avons
bi, (0) = i s, # 0, nous en concluons que b;, est une unité dans C;.

Nous avons alors :

io—1
Fla.y) = 2% ( > ybila) +y° Z v )
=0 =10
Nous définissons les séries formelles suivantes :

[e.o]

y) =3 Bil@)y' 0 et §la,y) = 2oy U, y)

=10

Nous avons alors :
io—1

g(z,y) = f(=, O”OZyb

La fonction = — f(z,y) — x%o Efo 01 y'b; () est une somme finie de produits de fonctions
de Cy, elle appartient donc a Cg Autrement dit, il existe g un élément de Cy tel que :
(g) g. Comme g = wo‘zoy’OU I’hypothese de stabilité par division monomiale nous
permet de conclure qu’il existe une fonction U appartenant a Cy telle que : (/U\) =U. Or
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U(0) = iy (0) = @iy ,a;, # 0, donc U est une unité dans Cs.
Nous avons obtenu 1’égalité suivante :

flz,y) = <m§:1yb )+ U (, y))

D’apres la quasi-analycité, nous savons qu’il existe un pavé I, tel que :

i0—1
V(z,y) € I, flz,y) = (Zyb ) +y"°U (x, y)>

Dans tous les cas, nous avons montré qu’il existe un entier d € N, un pavé B’, des fonctions
ag, -, ag—1 € C1, n € N et une unité U € Cs tels que

d—1 4
V(z,y) € B', f(z,y) =a" (ydU(x, y) + Zyzadi(x)> ©

1=0

Nous dirons que la fonction f a été mise a ’ordre d.

3.1.3 Etape 2 : chute de 'ordre

Dans cette étape, nous commencons par supposer que la fonction a; n’est pas identiquement
nulle et que f est d’ordre d, alors % est d’ordre 1. Nous appliquons a cette dérivée partielle le
théoreme des fonctions implicites selon lequel il existe une fonction de I'algebre « et un voisinage
V' de 0 tels que :

d—1
Vo eV, gyd_{(w,a(x)) =0

Nous effectuons alors la transformation de Tchirnhausen : t4. f se transforme en une fonction

t4 f qui reste d’ordre d, mais qui n’a plus de terme de degré d — 1. Nous avons obtenu qu’il existe
un pavé I, :

V(z,y) € I, thf(zy) = y'U@y) + )y ai)

IS

= yU@,y)+ )y 2™ Ui(x)
=2

La deuxieme égalité provient du fait que le théoréme de normalisation 3.1 en une variable
s’obtient sans effectuer de transformation élémentaire. Nous effectuons alors la ramification
| RN N . o e . . .

z — % de maniere & rendre les puissances de x divisibles par tous les entiers compris entre 2
et d.

Nous considérons 'ensemble £/ = {%¢;i = 2,...,d}. Remarquons tout d’abord que grace a la
ramification précédemment effectuée, nous savons que £ C N. Il admet un plus petit élément. Il
correspond a un indice que nous notons ig. Dans le cas ol il y aurait plusieurs choix possibles,
nous choisissons 'indice le plus petit possible. Par ailleurs, pour tout i € {2, ..., d}, nous avons :

—~>1len>ien —i>0
)

Nous allons procéder a des éclatements pour faire diminuer ’ordre. Il nous faut considérer trois
cas :
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e Nous effectuons le changement qui correspond a bf’y sur la série formelle avec A € R*, ce
qui donne :

bx’y(tyf)@ y) = 2\ +y)U(x,z(\+y)) +Z A+ )i A= (1)
=2
d d
= xd(Z (f) )\iyd_iﬁ(l‘,x()\ +y)) + Z(}\ + y)d_zl'n’_zﬁl(l'))
=0 i=2

- [yd_l(y L d)T(z,2(A+y)) + Ed: <<f> Nyt U (2, 2(A +y))

=2

+ A+ y)dix"iiﬁi(x)ﬂ

Nous notons g la série formelle située entre les crochets. Par '’hypothese de stabilité par
division monomiale, nous savons qu’il existe une fonction g € Cs telle que (g) = g. Il existe
donc un pavé I, tel que :

n; d n
_ d—1 ; i, d—1 Zlo
V(z,y) € Iy, g(z,y) = y* (y+dU(xz,z 0 (A+vy)) —l—Z(( ))\ U(z,z 0 (A +1y))
=2

LA TR U >>

g

En remarquant que ((y + d)U(z,x 0 (A4 y))) (0) = dU(0) # 0, nous pouvons conclure

que g est d’ordre d — 1.
e Nous effectuons I’éclatement b%Y. Nous avons alors :

d
VS @ y) = y'Ueyy)+ Yy 2" Tiy)
i=2
d
= yd<U(:vy y)+ Yy ”’U(:vy)>
=2
Nous notons V la série formelle donnée par :
V(z,y) =Ul(zy,y) + Zy"ﬁlxm Ui(yz)
i=2

Si b est la sulte de transformations élémentaires déja effectuées, nous avons fob € Co

et f ob= y 0 V(x y). L’hypothese de stabilité par division monomiale nous permet de

conclure qu'il existe V' € Cs telle que (V) V. Comme, de plus V(0) = V(0) = U(0) # 0,
V' est une unité de Cy. Nous utilisons ’hypothese de quasi-analycité pour justifier qu’il
existe un pavé I, de R? tel que :

V(x,y) € IT27 bf(xay) =Y WU(a:ay)

Dans ce dernier cas, l'ordre n’a pas chuté, mais nous avons obtenu immédiatement la
normalisation de notre fonction. Le processus s’arréte donc a cette étape.
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e Nous effectuons I’éclatement bg’y sur la série formelle. Nous obtenons :

d
btz y) = yaU(z,ay) + >y eI ()

i=2
o~ d . . A
= 24 (ydU(x, xy) + Z ydlxnilUi(x))
i=2

= 2%z, y)

Comme byYt? f est un élément de Ca, hypothese de stabilité par division monomiale nous

permet de conclure qu’il existe une fonction g € Cy telle que : (g) = g. De plus, nous

avons :
d

9(x,y) =y U(z,2y) + > y* 2™ ' Ui()
=2

En utilisant la quasi-analycité, nous savons qu’il existe un pavé I, tel que :

d

V(@,y) € Iy, 9(x,y) = y'U(z,zy)+ >y 2" Ui(x)
=2

10
=yt (yiOU (@, 2y) + Y yi“ﬂf"”@(l‘))
i—2
d . .
+ Z yd_lq:”"_zUi(:v)
i=i0+1

Il faut distinguer deux possibilités.

n n

(1 s My 0

Premier cas : n;, = ig. Comme <yiOU(:1:, z 0 y)+30, yio*"acl(Tf i0 )Ui(:):)> (0) = Ui, (0) #

0, la fonction obtenue est d’ordre d — 4.

Deuxiéme cas : n;, > ig. Nous définissons l'entier a(ta f) = min{ni;i €{2,.., d}} Nous
voyons que «(g) = min{ni — i € {2,...,d}} < a(f). Nous effectuons a nouveau la

transformation élémentaire : 7 = {Ei’y; A€eRU {oo}} Nous remarquons tout d’abord

que, pour tout ¢ € {2, ...,d}, nous avons :

—>1le 225022
i i
En reprenant les calculs ci-dessus, nous voyons que soit la série est normalisée, soit ’ordre

a chuté, soit nous obtenons une série :

d

91(x,y) = YUz, a%y) + >y ™2 Ui(x)
=2

Nous avons alors : a(g1) < «(g). Sinous continuons notre processus, nous construisons une
suite d’entiers a(g;) strictement décroissante. Nous savons alors qu’a partir d’un certain
moment nous aboutirons & 0. Dans ce cas, 'ordre a chuté.
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En conclusion, nous voyons qu’a l'aide de transformations élémentaires, il est possible soit
de normaliser notre fonction, soit de se trouver en présence d’une fonction d’ordre inférieur.

Remarque 1: L’exemple qui suit sert a comprendre I'intérét de la transformation de Tch-
nirhausen. On consideére la fonction f € Co définie par :

V(z,y) € B, f(z,y) = y* — 2yz — 2*(1 + 2)

Comme elle est polynomiale, il s’agit d’une fonction de Co d’ordre 2. Supposons que 1’on effectue
la transformation y = x(1 4 7), on obtiendrait le résultat :

flay) = (x(1+79)* —20°(1+79) — 2°(1 + 2) = 2*(7° — )

On constate que l'ordre n’a pas chuté, ce qui tient au fait que les monomes de degré 1 en y
s’annulent. Si, en revanche, on effectue la transformation de Tchirnhausen y = 7 + = avant
I’éclatement, on obtient :

fley) =@+ —22@F+2z)—2*(1+2) =7 —2°(2+2)

Puis,
fa,y) = (@(1+7)° 2?2+ 2) =2*(-1+ [§)* + 2y + 2)

On constate que cette fois, 'ordre a bien chuté. Dans ’exemple étudié ici, si nous n’effectuons
pas de transformation de Tchirnhausen, il suffit de recommencer un éclatement pour faire chuter
I’ordre. Mais si on considere la série formelle :

Flay) =y*—23 aly+ (D a')?
=1 =1

il est possible de réaliser une infinité de fois I’éclatement y = xy sans jamais faire chuter ’ordre.
On montrera par la suite que ce cas de figure se produit du fait que la fonction f est déja sous
la forme voulue. En effet, dans cet exemple, on a :

\V/($,y) € B,f(x,y) = (y - Z$Z)2
i=1

3.1.4 Etape 3 : récurrence sur ’ordre

Soit f € Cy. Nous avons démontré en conclusion de 1’étape 1 qu’il existe un polyrayon
re (R1)2, des fonctions a, ag, ...,a4—1 € C1 et une unité U € C,y tels que

d—1

V(z,y) € I, f(z,y) = a(@)(y'Ulz,y) + Y y'aai(x))
=0

Nous effectuons un raisonnement par récurrence sur l’ordre pour montrer que pour tout germe
f € Co, il existe un arbre complet 7 tel que pour tout changement de variable élémentaire b € T,
il existe un entier p € N, une germe « € C;, m un monome de la variable x et U € Co une unité
tels que :

bf(z,y) = (y — a(z))Pm(X)U(z, y)

Initialisation : si d = 0, alors la fonction f s’écrit : f(x,y) = a(x)U(x,y). D’apres le
théoreme 3.1, nous savons qu’il existe un réel r €]0; +o00[, monéme m de la variable x et une
unité V € C; tels que :

Ve € I, a(z) =m(X)V(z)
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La fonction f est donc écrite comme le produit d’'un monoéme de la variable x et d’une unité.
Elle est sous une forme réduite.

Hérédité : nous supposons la propriété vraie jusqu’a l'ordre d. Nous considérons un germe
f € Cs tel qu'il existe des fonctions a, ag, ..., aq € C1 et une unité U € Cy vérifiant :

d

fa,y) = a(@) (™ U(,y) + > ylaa-i(x))
=0

Nous définissons la fonction g € Cy par :

d

g(@,y) =y U@, y) + ) v'aq—i(z)
i=0

Nous appliquons I’étape 2 de chute de l'ordre, il existe donc un arbre formel de transformations
admissibles ’7A'1 tel que l'ordre de g a chuté. Soit by € Tq, d’apres ’hypotheése de récurrence
appliquée a la fonction b1g, nous savons qu’il existe un arbre complet 7;, de transformations
élémentaires tel que, pour tout bs, il existe un entier p € N, une fonction a € C1, m un monéme
de la variable T et U € Cy une unité tels que :

babig(z,y) = (y — a(x))"m(X)U(z,y)

Nous définissons ’arbre admissible : 7 = {bgbl; bp €eTietby €Ty, } Alors pour tout b = byby €

T, nous avons :

bobi f(z,y) = boby (a(w)g(fc,y)>

= babi(a(x)) x bab1(g(z,y))
= bobra(z)(y — a(z))"m(X)U(z,y)

Or bybia étant une fonction d’une seule variable, nous avons vu d’apres la proposition 3.1 qu’elle
se normalise sans effectuer de transformation. Nous obtenons donc :

babi f(z,y) = (y — a(z))Pm/(X)V (z,y)

Comme les arbres construits sont tous de hauteur finie, d’apres le théoreme 2.14, il existe un
sous arbre complet S fini tel que pour tout b € S, il existe un entier p € N, une fonction o € Cq,
m un monodme de la variable x et U € Cs une unité tels que :

bf(z,y) = (y — afx))’m(X)U(z,y)
Conclusion : Nous avons démontré la proposition suivante :

Proposition 3.3 Soit f € Csy, alors il existe un arbre complet T fini tel que pour tout b € T ,il
existe un entier p € N, une fonction a € C1, m un monome de la variable x et U € Cy une unité
tels que :

bf(x,y) = (y — af2))!m(X)U(z,y)

3.2 Normalisation

3.2.1 Définition

Définition 3.1 Une série [ € R[[X]] est dite normale s’il existe r € N™ et U une unité de

~

R[[X]] tels que f(X) = X"U(X).
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Remarque 2: si 7 = (r1,...,7,) € N” est un multi-indice, on note |r| = >"" | r;.

Lemme 3.4 Soz'gnzfl et fo deuz séries formelles de R[[X]] etio € {1,...,n}. Si le monome x;,
divise le produit fifo, alors il divise l'une des deux séries.

Preuve : Comme z;, est fixé, nous noterons R;,[[X’]] 'ensemble des séries formelles de R[[X]]
dans lesquelles aucun monéme ne contient z;, et R;,[[X]] 'ensemble des séries de R[[X]] dont
tous les monomes contiennent la variable x;,. Nous scindons nos sériesfl et fg en deux parties :
'une étant constituée par des monomes contenant I'indéterminée z;, et 'autre par tous les autres
mondémes. Nous écrivons alors qu'il existe des séries (g1, g2) € (Ry, [[X]])? et (h1,h) € Ri, [[X]]
telles que : L R

fi=hi+giet fo=ha+9o

Par définition de R;,[[X]], il existe deux séries formelles g} et g5, de R[[X]] telles que :
g1 = Tiy Gy et Go = Ty Gy

Nous avons alors :

~ o~

fife = (hi+2i,8) (ha + i, 3b)
= hiho + ziy(h1gy + hag) + iy 01G5)

Comme, par hypothese, z;, divise le produit flfg, on sait qu’il existe une série fe R[[X]] telle
que : fif2 = x;,f. Nous obtenons alors :

hihy = x4 (f — (higy + h2gy + 24,9195))

Or, par définition de R;,[[X']], ni T ni hy ne contient 'indéterminée Ti,, le produit des deux est
divisible par le monéme z;, si et seulement s'il est nul. En utilisant I'intégrité de R[[X]], on en
déduit que h1 =0 ou hg = 0. Cela signifie qu’au moins une des deux séries f1 ou fg appartient
a R;,[[X]]. Cela nous permet donc de conclure que f1 ou fa est divisible par le monome Tig-©

Lemme 3.5 Soient fl,...,]/‘; € R[[X]], alors le produit flj‘; est normal si et seulement si
chaque fi, est normale.

Preuve : Le cas p = 1 étant immédiat, nous supposons dans la suite de la démonstration que
p est un nombre entier naturel supérieur ou égal a 2.

Soit (ﬁ)ie{l,...,p} une famille d’éléments de R[[X]]. Nous supposons que chaque élément de cette
famille est normal.

Pour tout i € {1,...,p}, il existe donc un multi-indice r; € N" et une unité U; € R[[X]] tels
que :f; = X" U;. Nous pouvons alors écrire :

p p p
[17=1[x"vi=x>="]]vi=x"U

=1 =1 i=1

avec un multi-indice r = (r;)1<i<n € N et U = [[}_; U; une unité de R[[X]]. Le produit est
donc normal.
Réciproque : Nous effectuons un raisonnement par récurrence sur le cardinal p > 2 de la famille
de séries formelles.

Initialisation : Nous considérons ( f1, f2 € (R[[X 11)? deux séries formelles telles qu’il existe
r e N" et U € R[[X]] une unité avec f f» = X"U. Comme r € N, on note r = (r1, ..., ) avec
pour tout ¢ € {1,...,n}, r, € Net |r| =31 | ri.
Nous allons demontrer par récurrence la proposition suivante :
P, :7 si fi et })fg sont deux séries formelles de R[[X]] telles qu’il existe r € N" et U € R[[X]] une
um'té avec fifo = X"U et |r| = p, alors ces deuz séries sont normales. ”
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Initialisation : Nous considérons deux séries formelles f; et fo de R[[X]] telles qu’il existe
r € N" et g € R[[X]] une unité avec fifs = XU et [r| = 0. Cette hypothese signifie que le
produit f1 fo est une unité. Nous pouvons en conclure que f1 et fy sont des unités et donc que
ces deux séries sont normales.

Hérédité : Nous supposons que P, est vraie pour un certain p € N. Soient ]?1 et fg sont deux
séries formelles de R[[X]] telles qu’il existe r € N et U € R[[X]] une unitée avec f1fo = X"U et
|r| = p+ 1. Comme |r| # 0, il existe donc ig € {1,...,n} tel que r;, # 0. Le monéme z;, divise
le produit flfg D’apres le lemme précédent 3.4, nous savons qu’il divise I'une des deux séries.
Sans nuire a la généralisation de la démonstration, nous pouvons supposer que iy divise f1 1l
existe une série g, € R[[X]] telle que nous avons fi = ;,g1. Nous obtenons alors gy fo = X" U
avec |r'| = |r| — 1 = p. En utilisant I’hypothese de récurrence, nous pouvons en conclure que g;
et ng sont normales. Or, nous savons que fl = xj,g1, nous avons donc démontré que fl et fg
sont normales.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, nous pouvons conclure que P, est vraie
pour tout p € N. Autrement dit, si fl et ]?2 sont deux séries telles que leur produit est normal,
alors elles sont toutes les deux normales. Nous avons démontré I’initialisation pour la preuve du
lemme.

Hérédité : Nous supposons la propriété vraie au rang p € N. Nous considérons une famille
(fl)ze{l p+1} telle que le produit Herl =117 1]?1 X fp+1 est normal. D’apres 'initialisation,
nous savons que [[5_, fz et fp+1 sont normales En utilisant I'’hypothese de récurrence, nous
obtenons que, pour tout ¢ € {1,...,p}, la série fZ est normale.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, nous avons montré que si (ﬁ)ie{l,...,p—l—l} est

une famille de séries formelles telle que le produit [t +1 =TI, ]/”; X fp+1 est normal, alors
toutes les séries qui composent cette famille sont normales. Ce résultat acheve la démonstration
du lemme.o

3.2.2 Processus de normalisation d’une série formelle

Nous réécrivons a 1’aide de nos notations le théoreme de normalisation, démontré dans I’ar-
ticle [32], concernant les séries formelles :

Théoreme 3.6 Soit f € (/Z’; Il existe un_arbre formel T de transformations élémentaires ad-
missibles tel que, pour toute branche b € T, la série bf soit normalisée.

Ce théoreme est démontré en utilisant uniquement des transformations élémentaires. Nous en
déduisons le résultat suivant :

Proposition 3.7 Soit fi, ..., fp € R[[X]]. 1l existe un arbre formel T de transformations élémentaires
admissibles tel que, pour tout b € T et pour tout i = 1,...,p, bf; est normalisée.

Preuve : Nous considérons la série formelle produit : g = []%_; ﬁ, a laquelle nous appliquons le
théoreme de normalisation. Il existe un arbre formel 7 de transformations élémentaires admis-
sibles tel que, pour tout be ’f' la série Bﬁ soit normalisée. Or, nous savons que, par définition,
b est un homomorphisme d’algebre. Nous avons donc bg =TT 1571 Le lemme 3.5 peut alors
permettre de conclure que, pour tout ¢ = 1,...,p, b fz est normalisée.o

3.2.3 Normalisation des fonctions au voisinage de ’origine

Proposition 3.8 Soit f € C,,. Il existe un arbre complet T de transformations élémentaires tel
que, pour tout b € T, il existe un monome m € R[[X]] et une unité U dans C,, avec :

bf(X) = m(X)U(X)
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Preuve : Soit f € C,,, nous notons fsa série de Taylor a l'origine. D’apres le théoreme 3.6, nous
savons qu’il existe un arbre formel 7 de transformations élémentaires admissibles tel que, pour
tout b € 7' la serle b f soit normahsee Il existe donc un monéme m et une unité formelle v
tels que b f mV. Or, nous avons b f f o b. Nous utilisons la condition (C7) de stabilité par
division monomiale pour conclure qu’il existe un germe U € Cy, telle que fob=mU et U="V.
Comme V est une unité dans les séries formelles, nous en déduisons que U est une unité dans
Cpn. Comme f ob = mU, 'hypothese de quasi-analycité nous permet de conclure que :

bf(X) =m(X)U(X)

Le théoreme 2.14 nous permet d’extraire un arbre complet de cet arbre.c Nous montrons de la
méme maniere un théoreme de normalisation simultanée pour une famille de germes :

Proposition 3.9 Soit (fi)i<i<p une famille de germes de Cy. Il existe un arbre complet T
tel que, pour tout b € T, il existe une famille de monomes (m;)i1<i<p et une famille d’unités
(Ui)i<i<p telles que :

Vi e {L "-7p}a bfZ(X) - mz(X)Ul(X)

Preuve : Nous appliquons la proposition 3.7 a la famille de série formelle (ﬁ)lgigp. Il existe
donc un arbre formel 7 de transformations admissibles tel que pour tout beT et pour tout
i € {1,...,p}, la série formelle Eﬁ soit normalisée. Un raisonnement identique a celui de la
proposition précédente, nous permet de conclure que, pour tout b € 7, il existe une famille de
monomes (m;)1<i<p et une famille d'unités (U;)1<i<, telles que :

Pour conclure, nous utilisons le théoréeme 2.14 pour extraire un arbre complet fini.c

3.2.4 Théoreme de normalisation simultanée selon Bierstone et Milman

Nous allons démontrer un théoreme de normalisation simultanée pour les fonctions de Cp1.
La particularité de ce résultat porte sur deux points. Tout d’abord, les transformations effectuées
conservent la verticalité de y et, ensuite, les monomes obtenus seront ordonnés pour la division
monomiale.

Définition 3.2 soit (ﬁ)ie{l,...,p} une famille de séries formelles de R[[X]]. Nous disons que cette
famille est normale au sens de Bierstone-Milman si et seulement s’il existe une famille de multi-
indices (7i)ieq1,..py dans N, une famille de monomes (X");jcq1,.. py dans R[X] et une famzlle

(ﬁi)ie{17...,p} d’unités dans R[[X]] telles que, pour tout i € {1,...,p}, nous avons fl = X"iU; et
la famille de mondmes est ordonnée pour la division.

Nous pouvons définir de méme une normalisation au sens de Bierstone-Milman pour une famille
de germes :

Définition 3.3 soit (fi)icqi,..py une famille de germes de C,. Nous disons que cette famille
est normale au sens de Bierstone-Milman si et seulement s’il existe une famille de monomes
(Mi)ieqa,...py dans R[X] et une famille (Ui)ieqa,..py d'unités dans Cy, telles que, pour tout i €

{1,...,p}, nous avons f; = m;U; et la famille de monémes est ordonnée pour la division.
Nous allons utiliser le lemme suivant :

Lemme 3.10 Soit (ﬁ)ie{l,...,p} une famille de séries formelles de R[[X]]. Si, pour . tout i €
{1,...,p}, la série ﬁ est normale et si pour tout (i,j) € {1,...,p}? avec i < j, la série fz fj est
normale, alors la famille (fi)i€{17.,,’p} est normale au sens de Bierstone-Milman.
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Preuve : Ce résultat correspond au lemme 4-7 de article [1] co-écrit par E. Bierstone et P.
Milman.o
En nous appuyant sur ce lemme, nous allons démontrer le théoréeme suivant :

Théoreme 3.11 Soit (fi)icq1,... py une famille finie de germes de Cpy1. Il existe un arbre complet
T tel que, pour toute branche b de cet arbre, la famille (bfi)z‘e{l,...,p} est normalisée au sens de
Bierstone-Milman.

Preuve : Nous considérons la famille (f;);c1,... py de germes de Cy41. Nous définissons la famille
de germes suivantes :

v<1,])€{1,,p}272<j, gz,j:fz_fj

Nous appliquons la proposition 3.9 a la famille (fi)icq1,..p1 U (9i5)(i5)e1,...p}2,i<j- 1l existe
donc un arbre complet T tel que, pour tout branche b € T, il existe une famille de monoémes
(Mi)ieqn,...pyI(Mij) G jyeqr,... py2,icj de R[X], une famille d'unités (U)iequ,... py U (Ui ) ij)efr,...p12.i<i
de Cp41 avec :

Les fonctions sont alors toutes normalisées et par conséquent, les séries formelles associées le
sont aussi. Le Lemme précédent nous permet de conclure que la famille (fi)icq1,.. ) de séries
formelles est normalisée au sens de Bierstone-Milman. Nous en déduisons qu’il existe un pavé I,
de R™*! tel que, sur ce pavé, la famille de germe ( fi)ieq1,... py est normalisée au sens de Bierstone-
Milman. ¢

yeesP

Remarque 3: L’intérét de ce résultat par rapport a la proposition 3.9 est le fait que la
famille de mon6mes soit ordonnée pour la division monomiale.

3.2.5 Conservation de la normalisation

Dans le cadre de notre démonstration du théoreme de préparation, la normalisation des
fonctions est une étape. Il convient de s’interroger sur la conservation de cette normalisation
si nous effectuons par la suite des éclatements et des ramifications. Autrement dit, nous allons
démontrer le résultat suivant :

Proposition 3.12 Soit un germe f € C, tel qu’il existe un monéme m € R[X] et une unité
U e C,, avec :
f(X) =m(X)U(X)

Pour toute transformation élémentaire b de type éclatement ou ramification, il existe existe un
monome n € R[X] et une unité V € C,, avec :

Preuve : Nous notons m = [[;_; z}*.

transformation :

Nous allons distinguer les cas selon la nature de la

e Il existe deux indices (4, j) € {1,...,n}? avec i # j et un 166l A € R* tels que : b = by,
Nous avons alors :

n

bf(X)=af"" T e +a)bU(X)
k=1,k#i,k#j

Nous posons n = m?iJraj [lrz1 htjne; Tt €t V= (A +2;)bU. Comme V(0) = AU 0 b(0) =
AU(0) # 0, V est une unité de C,,.
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e Il existe deux indices (i,7) € {1,...,n}? avec i # j tels que : b = b;"™. Nous avons alors :

bf(X)=af"" I apeU(X)
k=1,k#i,k#j

a;

Nous posons n = 1;i1+aj HZ:Lkij,k;éj ﬂ’jzk et V = bU. Comme V(O) = UOb(O) = U(O) 75 0,
V est une unité de C,.

e Il existe un indice j € {1,...,n}, € € {—1;+1} et un entier a € N tels que : b = r{"*. Nous
avons alors : .

bf(X)=ex;® [ apdoU(X)
k=1k#]
Nous posons n = x?aj [lie1 kzjizj oy et V = ebU. Comme V(0) = eUob(0) = eU(0) # 0,
V est une unité de C,.
Dans tous les cas, nous voyons que le caractére normalisé se conserve.o

3.3 Version géométrique des théoréemes de normalisation

Jusqu’a présent, nous avons travaillé avec les germes et écrit nos théoremes en donnant les
transformés de nos germes. Nous aborderons ici les fonctions pour revenir aux variables initiales.

3.3.1 Normalisation au voisinage de 'origine

Proposition 3.13 Soit f € C,, un germe. Il existe r €]0;+o00[™ un polyrayon et un recouvre-
ment fini R de I, tels que, pour toute cellule C' € R, il existe une suite b de transformations
élémentaires, un mondéme m et une unité U € C,, tels que :

VX eC, f(X)=mob {X)Uob ' (X)
Preuve : Nous allons effectuer un raisonnement par récurrence sur n le nombre de variables.

Initialisation : La proposition 3.1 nous permet de conclure que la propriété est vraie au
rang 1.

Hérérdité : Nous supposons la proposition vraie pour les fonctions ayant au plus n — 1
variables. Nous considérons un germe f € C,,.
D’apres la proposition 3.8, il existe 7 un arbre complet tel que, pour tout b € 7T, il existe un
monome m et une unité U € C, tels que :

b (X) = m(X)U(X)

Comme ’arbre est complet, nous savons qu'il existe un polyrayon r €]0; +-oo[" tel que (J, e 0(I;)
est un voisinage de l'origine. Il existe donc un polyrayon 7’ €]0; +-00[" tel que I» C Jyer b(I;).
Nous avons alors :

I = U (b(Ly) N 1)

beT

Nous notons Cy, = b(I,) N I,». Nous allons raffiner notre recouvrement en utilisant le diviseur de
b. Autrement dit, nous avons :

Cy = (Cb\Div(b)> U (c,, N Div(b)>

Nous avons deux possibilités :
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e Nous nous plagons sur C; = Cp\Div(b). D’apres la proposition 2.13, b admet une applica-
tion réciproque sur C. Autrement dit, nous avons :

VX €Cy, f(X)=fobb X)) =mob {(X)Uob }X)

e Nous nous placons sur Cj, N Div(b). Nous notons b = by o... ob,. Par définition du diviseur,
HOUS avons :

p
Cy N Div(b) = | | Divi(b) N C,

avec Dle(b) =bjo..obi_ 1(D1V( ))\(U DIV]( )>

Soient i € {1,...,b}. Nous notons b; = by o ... o b;_1. Nous remarquons que Div(b;) =
U DIVJ( ). En utilisant la proposition 2.13, nous en déduisons que, pour tout X €
Div;(b) N Cy, b; Y 0... 0 b7 1 (X) existe. Nous avons alors :

Nous définissons la fonction f; par :
VX € b (Divi(h) N Cy),  fi(X) = fobi(X)

Par ailleurs, nous remarquons que b; 1(Divi(b) N Cp) C Div(b;). La définition 2.14 nous
amene a distinguer deux cas :

Soit Div(b;) est vide. Dans ce cas, il n’y a rien a prouver puisque la cellule est vide.

Soit il existe ig € {1,...,n} tel que Div(b;) C {X € I,.;z;, = 0}. Nous pouvons donc
considérer la fonction f; comme ayant au plus n — 1 variables. Nous pouvons lui appliquer
’hypothese de récurrence. Il existe un recouvrement fini Ry de b; 1(Divi(b) N Cy) tel que,
pour toute cellule C € Ry, il existe une suite de transformations élémentaires o', un
monome m et une unité U tels que :

VX eC, fi(X)=mo ) X X)Uo ) HX)

Nous avons alors :

VX € Divi(b) N Cy,  F(X) =mo () (B, (X)U o () (5; "

(X))
En considérant la suite de transformations élémentaires b; o b, la fonction est de la forme
voulue.

Sur toutes les cellules, nous avons écrit la fonction sous la forme énoncée dans la proposition.

La propriété est donc héréditaire.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, la proposition est vraie quel que soit le
nombre de variables.o

3.3.2 Normalisation sur un compact

Théoreme 3.14 Soit f € C, définie sur un ensemble compact B. Il existe un recouvrement fini
R de B tel que, pour toute cellule C' € R, il existe une suite de transformations élémentaires b,
un monome m et une unité U tels que :

VX eC, f(X)=mob {(X)Uob }X)
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Preuve : Soit Xy € B. Nous définissons le germe fx, par :

Ix0(X) = f(X + Xo)

D’apres les conditions de stabilité de C,, nous savons que fx, € C,. Nous lui appliquons la
proposition 3.13. Il existe donc un polyrayon r €]0; +o0o[" et un recouvrement fini Rx, tel que,
pour toute cellule C' € Rx,, il existe une suite de transformations élémentaires b, un monodme
m et une unité U tels que :

VX €C, fx,(X)=mob Y (X)Uob }(X)
Nous notons Cx, = X + I,. Il s’agit d'un voisinage de Xy. De plus, nous avons :

VX € CX07 f(X) = on(X _XO)
= mob 1 (X — Xo)Uob (X — Xo)
= mob ot x (X)Uob ot x,(X)

ol t_yx, est la composée des transformations de Tchirnhausen (%7, 0 i)ie{l,...,n}- Nous définissons
la suite de transformations élémentaires b’ = tx, o b. Nous avons alors :

VX € Cx,, f(X)=mo ) HX)Uo () HX)

Par ailleurs, nous avons B C |J XocB Cx,. Par compacité de B, nous pouvons en extraire un
recouvrement fini. Il existe donc une famille (X;);c s finie de points de B telle que : B C |J;c; C;.

Nous avons alors :
B C U CXZ- C U U C
i€ e CGRXZ.

Nous avons donc construit un recouvrement fini de B tel que, sur chaque cellule, la fonction est
de la forme annoncée.c

D’une maniere similaire, nous pouvons démontrer une version géométrique du théoreme de
normalisation simultanée selon Bierstone et Milman :

Théoreme 3.15 Soit (fz’)z‘e{l,...,p} une famille finie de germes de Cpy1 définis sur un compact
B. 1l existe un recouvrement fini R de B tel que, pour toute cellule C € C, il existe une suite de
transformations élémentaires B, une famille de mondome (mi)z‘e{l,...,p} ordonnée pour la division
et une famille d’unité (Ui)ie{l,...,p} telles que :

Vie{l,..,ph,¥VX €C, fi(X)=m;ob " (X)U;ob }(X)

50



Chapitre 4

Théoreme de préparation pour les
éléments de ’algebre

Dans ce chapitre, nous allons démontrer un théoreme de préparation selon une variable pour
les fonctions de C,,+1. Notre démonstration s’effectue par récurrence en s’appuyant sur un indice,
Iordre de la série formelle associée a la fonction. Nous définirons donc dans un premier temps
cet ordre. Puis, dans un second temps, nous procéderons a une réduction du probleme pour
pouvoir effectuer notre récurrence. Comme dans le chapitre précédent, notre méthode consiste
a utiliser les transformations élémentaires pour faire chuter ’ordre. Cela entraine un découpage
cellulaire et la réécriture a ’aide des termes.

4.1 Ordre d’une fonction

Dans cette partie, nous allons définir deux notions d’ordre. Le premier, s’appuyant sur la
définition donnée dans l'article [32], consiste & construire, a partir de la définition usuelle donnée
dans I'appendice du livre II de Bourbaki [4] de 'ordre d’une série, I'ordre selon I'indéterminée
y d’un élément de 5n+1. Puis, nous définirons la notion d’ordre pour un germe de Cy1. Cette
seconde définition s’appuiera sur celle que donne D.J. Miller dans sa these [28]. Nous conclurons
cette partie en établissant un lien entre ces deux notions.

4.1.1 Ordre d’une série formelle

Définition 4.1 FEtant donné une série formelle d’une seule indéterminée, non nulle, J?: ;og a; X"
a coefficients réels, nous appellerons valuation de cette série le plus petit entier p > 0 tel que le
coefficient de degré p soit non nul. Nous noterons cet entier val(f).

o~

Si la série est nulle, nous poserons val(0) = 4o0.

Définition 4.2 Soit ]?E €n+1. Nous notons :

~

Fr={(a5h €y € Cunr et FOX0) = HC0GCX.0)

Nous définissons 'ordre de la série f selon lindéterminée x, comme étant le nombre entier
donné par :

ordy (f) = min{val@m,y)); el (hg) e f;} € NU {00}

alors il existe une série

~

Remarque 1: Si f € CAnH est un série formelle telle que ord,(f )
y) =hX)U(X,y).

formelle h € 571 et une unité formelle U € 5n+1 telles que : f(X ,
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4.1.2 Ordre d’un germe

Comme pour 'ordre d’une série, nous allons définir 'ordre d’un germe en deux temps.

Définition 4.3 Soit f € C,11 un germe. Nous appelons ordre de ce germe selon la variable y
le nombre défini par :

' f

Ord, (f) = Inf{z’ N5

(0,0) # O} € NU {oo}
Proposition 4.1 Si f € Cp,11 est un germe tel que Ord,(f) = d € N, alors il existe une famille
(a:)ieqo,...a—1} d’éléments de Cy,, une unité U € Cpy1 et un polyrayon r € (J0; +00[)"+ tels que :

d—1

F(X,y) =yU (X, 9) + Y al(X)y'
=0

Preuve : En utilisant la formule de Taylor de f a 'origine, nous avons :

)

i 7

~ B 0 f Y
d—1 +: 7 : o T .
_ of v, o4 'f y

Nous considérons le germe h défini par :

.

_
Q
~

%

(X005

%

h(va) = f(va) -

QD

yi

Il
=)

%

Nous voyons que h € Cp41. Donc, d’apres la condition de stabilité par division polynomiale, il
existe une fonction U € C, 4 telle que :

5 S AN
i=d '

Or, comme Ordy(f) = d, nous avons :

ot f
U(0,0) = 0,0) #0
(0.0) = 55(0.0) #
La fonction U est une unité, et nous avons :

d—1 . ,

alf Y2

FXoy) =y U (Xy) + 3 50 (X,0) 0

i=0 ’

Définition 4.4 Nous considérons une fonction f € Cpq1. Nous définissons l’ensemble Fy par :
Fr= {(hvg); h € Cn.g € Coyr et Ir € (J0;+00)" V(X y) € I, f(X,y) = g(va)h(X)}
Nous appelerons petit ordre de cette fonction selon la variable y le nombre donné par :

ordy(f) = Inf {Ordy(g); (h,g) € .Ff} € NU {oo}
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Remarque 2: Si nous considérons f € C,41 telle que ordy(f) = 0, alors il existe un couple
(h,g) € Fy tel que nous ayons :

9(0,0) # 0

Autrement dit, f est le produit d’une fonction des seules variables x1, ..., x, et d’une unité de
Crnt1-

Remarque 3: D’apres la proposition 3.2, nous savons que les seules fonctions de Co d’ordre
infini selon la variable y sont les fonctions ne dépendant que de la variable z. Pour un nombre
de variables supérieur, il est facile de trouver des exemples de fonctions d’ordre infini selon la
variable y. Par exemple, nous pouvons considérer la fonction f de trois variables definie par :

Y(x1,29,y) €] — L1, f(@1,20,y) = 21y + 22

Il est nécessaire d’effectuer une transformation élémentaire pour la rendre d’ordre fini selon la
variable y. Cela justifie la nécessité d’un premiere étape pour rendre ’ordre de la fonction fini.

Proposition 4.2 Soit f € C,,11. Nous avons l’égalité suivante :

-~

ordy(f) = ordy(f)

~

Preuve : Nous supposons que ord,(f) = d. D’apres la définition, il existe deux séries formelles
h € Cy et g € Cpqq telles que f = hg et ord,(g(0,y)) = d. Comme nous avons f = hg, d’apres
I’hypothese de quasi-analycité, il existe r € (]0; +o00[)" ! tel que :

V(X,y) e L, f(X,y)=h(X)g(X,y)

En appliquant la formule de Taylor a la fonction g, nous avons :
o 4
=R 819 yZ
0,y) = —(0,0)=
509 =Y. 5700

Il est immédiat que ord,(g) = ordy(g) = d. Nous en déduisons que ords(f) < d.

Par montrer 1’égalité, nous allons effectuer un raisonnement par I’absurde en supposant que d’ =
ordy(f) < d. Il existe donc deux fonctions h € Cy, et g € Cpq1 et un polyrayon 7 € (]0; +oo[)"
tels que :

V(X,y) € L, f(X,y) =h(X)g(X,y) et ordy(g) = d’

Or, nous savons que f = h/\g = hg, donc (?L, g) €EF 7 En utilisant la formule de Taylor a I'origine
de la fonction g, nous pouvons conclure comme précédemment que : ord,(g) = ordy(g(0,y)).

~ ~

Cela nous permet de conclure que ordy(f) < d'. Comme d’ est strictement plus petit que ord,(f)

~

nous aboutissons a une contradiction. Nous en concluons que : ord,(f) = ordy(f).c

4.1.3 Ordre fini

Proposition 4.3 Soit un germe f € Cni1 tel qu’il existe un polyrayon r € (]0;+oo[)"+!, un
entier d € N, une fonction h € Cy, une famille de fonctions (a;)icqo,...n—1} de Cy avec, pour tout
i€{0,....,n—1}, a;(0) =0 et une unité U € Cp41 tels que :

d—1
W) € I F(X) = H) (UG + a0y
Nous avons l’égalité suivante : ordy(f) = d.

93



Preuve : Nous définissons la fonction g par :

d—
V(X,y) €L, 9(X,y) =y UX,y)+ > ai(X)y

[y

7=

Par définition, nous voyons que g € Cp,+1. En utilisant la formule de Leibniz pour la dérivation
d’un produit de fonctions, nous obtenons, pour tout j € {0,...,d — 1} :

&g L\ A U = i
X I, —=(X,y)= : , —— (X, i(X)——=v'
et gl =3 (1) g )+ L0

Cela nous permet de conclure que, pour tout j € {0,...,d — 1}, nous avons : %(0, 0) = 0. Par
ailleurs, nous avons :

8g N A Y Lo )

- 1
=0

Nous avons donc : %(0, 0) = d!U(0,0) # 0. nous obtenons que : ord,(f) < d.

Nous allons maintenant justifier I’égalité en effectuant un raisonnement par ’aburde en suppo-
sant que d’ = ord,(f) < d. Par définition, il existe un couple (hi,g1) € Fy tel que f = hig1 et
que Ordy(d) = d’. D’aprés la proposition 4.1, il existe une famille (b;);cqo,....a—1} d’éléments de
Cpn, une unité V € C,41 tels que :

d'—1

F(Xy) = h(X) (yd’V(X,y) +3 bi(X)yZ)

=0

Comme hg = hjg;, en utilisant les formules de dérivation, nous avons :

0% g1 0%g
h(X) 2L (x,0) = h(X) 22 (X,0
() G50 = b0 Z(X.0)
Or, nous remarquons que :
%(X 0) = (d)!V(X,0)
ayd/ ) . M

Comme V est une unité, nous en déduisons que :

h(X) 0%y
(d)'V(X,0) oy

hi(X) = (X,0)

Autrement dit, il existe un germe p € C, tel que : hy = ph. Nous avons alors :

p(X)h(X)g1(X,y) = h(X)g(X,y)

Par passage aux séries formelles associées, nous obtenons : ﬁﬁ/g\l = ﬁ/g\ Par intégrité de ’anneau
des séries formelles, nous avons alors : § = pg; = pgi. L’hypotheése de quasi-analycité, nous
permet de conclure qu’il existe un polyrayon 7o €]0; +o00[" ™ tel que :

V(X,y) € Iy, 9(X,y) =p(X)q1(X,y)

En utilisant les formules de dérivations, nous obtenons :

o'
oy

3d91

V(X,y) EIro: (va):p(X)Tyd(va)
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Or, par hypothese, nous avons : Ord,(g) = d, donc (() 0) # 0. Cela nous permet de conclure

que p(0) # 0, et donc p est une unité. Nous pouvons alors écrire g1 = p. En dérivant cette
expression suivant la variable y, nous obtenons :

0% g1 1 9%y
V(X,y) € Iry, g (Xoy) = ——= -7 (X,
(X,y) € I, ay (X,y) (X) By (X,y)
Comme Ordy(g1) = d’, nous avons : %25,1 (0,0) # 0. L’égalité précédente nous permet de conclure
que : gd 2(0,0) # 0 et donc d < d'. Nous aboutissons & une contradiction, donc le petit ordre de

f selon la variable y vaut d.¢
De ce résultat découlent les corollaires suivants :

Corollaire 4.4 Si f € Cyq1 est un germe tel que Ordy(f) € N, alors nous avons l’égalité
sutvant :

Ordy(f) = ordy(f)

Corollaire 4.5 Soit un germe f € Cny1 tel que : ordy(f) = d € N. Si (h,g) est un couple
élément de Fy, alors nous avons soit Ordy(g) = d, soit Ordy(g) =

Nous allons montrer dans la suite qu’il est possible de mettre toute fonction a l’ordre fini.

4.2 Mise a ’ordre fini d’un germe

Soit f € Cp41. Nous écrivons son développement de Taylor infini de f a 'origine :
o0
F(Xy) =" a( (4.1)
i=0

avec une famille (a;);en de séries formelles.

4.2.1 Mise a l’ordre fini de la série formelle f

En reprenant les notations ci-dessus, nous notons I, I'idéal de R[[X]] engendré par la famille
(@;)o<i<p- La famille (I,),en est une famille croissante d’1deaux de R[[X]]. Par noethérianité de
I'anneau R[[X]], nous savons qu’il existe un entier D € N tel que :

Vp>D,I,=1Ip

Soit p > D. Nous savons que a, € I, = Ip, donc, par définition d'un idéal engendré par une
famille, il existe une famille (bZ plo<i<p d’éléments de R[[X]] telle que :

D
ap(X) = Z/b\im(Xﬁz‘(X)
i=0

En reportant dans I’équation 4.1, nous obtenons :
00 D
o =300+ 3 (Shmeo)s
i=D+1

Le théoreme 2-5 de ’article [32] nous permet d’affirmer que les séries formelles a; peuvent étre
normalisées par une suite finie de transformations élémentaires. Pour tout i € {0, ..., D}, il existe
donc un monéme m; des variables 1, ..., x, et V; € R[[X]] une unité tels que a; = m;V;. De plus,
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nous pouvons supposer que la famille finie (m;)o<i<p est ordonnée pour la division. Or, nous
avons vu que lors d’une transformation élémentaire un monome se transformait en un produit
d’un monéme et d’une unité. Pour tout i € {0, ..., D}, il existe un monéme n; et une unité 17@
tels que : m; = nsz Nous notons bf la série formelle obtenue apres avoir effectué toutes les
transformations élémentaires, nous avons alors :

D 00 D
bF) = L mCOTOT0 + Y (S hn OB )y (42)

Maintenant, la famille de mondmes (n;)o<i<p est ordonnée pour la division. Il existe donc un
entier d € {0, ..., D} tel que, pour tout i € {0, ..., D}, ng divise n,;. Ce qui revient a dire que, pour
tout i € {0, ..., D}, il existe un monome p; tel que : n; = p;ng. Nous remplagons dans 1’équation
4.2 pour obtenir :

D 00 D
X = L nmOTETES + 3 (i n0mOT 500 )y

en ayant posé :

D [e’s) D
U(X,y) = pa(X)Wa(X)Va(X)+ D pi(X)Wi(X)Vi(X)y™ "+ > (Z@-,i(X)pj(X)Wj j<X>)yi—d
i=d+1 i=D+1 ™ j=0

/V[7d et V; sont des unités dans R[[X]]. De plus, pg = 1, nous en déduisons que U est une unité
dans R[[X, y]]. Nous avons démontré le résultat :

Proposition 4.6 Soit f est une série formelle des variables X et y, alors, il existe un arbre
formel T de transformations admissibles portant sur les indéterminées (x;)1<i<n tel que, pour
tout b € T, il existe m un monéme de R[[X]], (mi)o<i<d—1 une famille de mondomes de R[[X]],
U une unité de R[[X,y]] et (ﬁi)ogz‘gd—l une famille d’unité de R[[X]] tels que :

d—1
570X 9) = () (T + Y X)) )

4.2.2 Processus de mise a ’ordre fini pour un germe f au voisinage de 0

Nous considérons f un germe de C,41. D’apres la proposition 4.6, nous savons qu’il existe
un arbre formel 7A' de transformations admissibles portant sur les indéterminées (z;)1<i<n tel
que, pour tout b € T, il existe m un mondéme de R[[X]], (mi)o<i<d—1 une famille de monomes
de R[[X]], U une unité de R[[X,y]] et (ﬁi)ogigdfl une famille d’unités de R[[X]] tels que :

d—1

A~ L~

bF(X,y) = m(X) (ydmx, NS mi<X>y2Ui<X>)
1=0

Nous définissons la fonction g = f o b. Nous avons vu dans le premier chapitre que g € Cpy1 €t
que g = bf. Nous avons alors :

d—1

§(X, ) = m(X) (ydmx, DS w(X)y@Ui(X))
1=0
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Nous notons h le germe défini par :

U
—

QD

%

WX y) = g(X.y) = m(X) 3 S 2(X0)y

i

Il
o

La condition (Cy) de stabilité pour la dérivation partielle implique que, pour tout i € {0, ...,d—1},

la fonction X +— %i;f (X,0) est un élément de Cy,. h est une somme de produits de fonctions de

Cn, h appartient donc a C,. De plus, nous avons :

d—1

h(X,y) =G(X,y) —m > miy'Ui(X) = myU(X,y)
=0

D’apres ’hypothese (C7) de stabilité par division monomiale, nous en déduisons qu'il existe un
germe U € Cpy1 tel que h = myU et (U) = U. D’apres I’hypothese de quasi-analycité, nous en

concluons qu'il existe un polyrayon r € (]0; +00[)" ! tel que, pour tout (X,y) € I, nous ayons :
d—1 8Zf ‘ d—1 abe ‘
g(X,y) —m> gy O = my'U(X,y) < bf(X,y) = my*U(X,y) + gy 0
i=0 i=0

Nous considérons I’arbre de transformations admissibles 7~ associé & I’arbre formel 7. D’apres
le théoreme 2.14, nous savons que nous pouvons extraire un sous-arbre S complet tel que,
pour chaque branche b, la fonction bf vérifie la propriété. Nous avons démontré la proposition
suivante :

Proposition 4.7 Si f est un germe appartenant a Cp41, alors il existe un arbre complet S tel
que, pour tout b € S, il existe d € N, r € (]0; +00))" "L, m un monéme de R[[X]], U une unité
de Cpy1 tels que :

V(X,y) € I, bf(X,y) = m(y'U(X,y) + ‘

4.3 Théoreme de préparation pour les fonctions d’ordre fini

Nous considérons dans cette partie des fonctions f d’ordre fini selon la variable y. D’apres la
définition de ’ordre, nous savons que pour une fonction f d’ordre d selon la variable y, il existe
un polyrayon r € (]0; +o0o[)" !, un entier d € N, une fonction h € C, -, une famille de fonctions
(ai)ieqo,...n—13 de Cn, avec, pour tout i € {0,...,n — 1}, a;(0) = 0 et une unité U € Cy41,, tels
que :

V(X,y) €L, f(X,y)=hX) (ydU(X, y) + Zai(X)yl)
Nous allons démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.8 Soient f € Cpy1 un germe d’ordre d selon la variable y. Il existe un arbre
complet T tel que que pour tout b € T, il existe un entier d € N, des fonctions a et 0 de C, et
une unité U de Cpyq tels que :

bf(X,y) = (y — a(X))0(X)U(X,y)
Nous allons démontrer ce résultat en effectuant une récurrence sur 'ordre de la fonction.
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4.3.1 Initialisation : Cas des fonctions d’ordre 0 et 1

Nous supposons dans un premier temps que la fonction f est d’ordre nul. Par définition de
'ordre, il existe un couple (h,g) € Fy tel que f = hg et Ordy(g) = 0. Nous en déduisons que
9(0,0) # 0. Par conséquent, que f est le produit d’une fonction h de C,, et d’une unité, notée U,
de C,41. D’apres la proposition 3.8, il existe un arbre complet tel que pour chaque branche b, il
existe un monome m € R[[X]], un polyrayon 7 € (]0; +-00[)"*! et une unité V dans C, avec :

V(X,y) €L, bf(X,y)=m(X)V(X)bU(X,y)

Cette fonction est de la forme voulue. Le théoréeme est donc vrai dans ce cas.
Nous supposons que l'ordre de f est égal a 1. Par définition, il existe un couple (h,g) € Fy tel
que f = gh et Ordy(g) = 1. Nous avons donc les égalités suivantes :

dg
9(0,0) =0 et 3

D’apres la condition (C6) de stabilité de C,,+1 par le théoréme des fonctions implicites, il existe
une fonction a € C, telle que :

90,0) # 0

9(X,a(X)) =0
Nous définissons le germe k dans C, par :
k(X,y) = 9(X,y + a(X))

Nous remarquons que :

i i
ViEN, SE(Xy) = 30Xy +a(X)
Ce qui nous permet d’écrire en passant a la série de Taylor :
yi—1
7!

D’apres la condition (C'7) de stabilité par division monomiale, nous savons qu’il existe un germe
U € Cpyq tel que:

—

i—1

= Oig Y
=3 G a0

De plus, comme g est d’ordre 1 selon la variable ¢, nous avons :

o~

U(0,0) = U(0,0) = gi(o,o) £0

Nous en concluons que U est une unité de C,41. La condition (C5) nous permet alors d’affirmer
qu’il existe un polyrayon 7’ € (]0; +oc[)"*! tel que :

V(X,y) € L, k(X,y) = 9(X,y+a(X)) = yU(X,y)
Nous choisissons un polyrayon rq € (]0; +0o[)" ! tel que :
V(X,y) el,, (X,y—a(X))el.

Ce choix est possible car I'application (X,y) — (X,y — a(X)) est un homéomorphisme. Nous
avons alors, pour tout (X,y) € I, :

f(X,y) = h(X

(X)g(X,y)
(X)9(X,y = a(X) + a(X))
= hX)k(X,y — a(X))
hMX)(y — a(X)U(X,y — a(X))

I
=
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Nous normalisons la fonction A en utilisant la proposition 3.8. Autrement dit, il existe une
suite de transformations élémentaires b portant uniquement sur les variables X, un monoéme
m € R[[X]], un polyrayon r € (]0; +00[)"*! et une unité V dans C, tels que :

V(X,y) €I, bf(X,y) = (y—ba(X))mV(X)U(X,y — a(X))

Cette fonction est de la forme voulue.

La fait d’avoir justifié le théoréme pour les fonction d’ordre 0 ou 1 nous permet d’initialiser
notre récurrence.

Soit un entier d > 2. Nous supposons a présent que le théoreme est vrai pour toute fonction
de petit ordre selon la variable y strictement inférieure & d. Nous considérons une fonction f
d’ordre d. Il existe donc un couple (h, g) € Fy tel que f = gh et Ord,(d) = d.

4.3.2 Etape 1 : transformation de Tchirnhausen

Nous savons que :

1 13
VX, y) €L, g(X,y)=yUX,y)+> g gZ(X 0)?
i=0

D’apres les propositions 4.2 et 4.3, nous savons que : Ordy(g) = ord,(g) = ordy,(g) = d.
Le but de cette étape est de faire disparaitre le terme d’ordre d — 1. Il s’agit en effet d’éviter
le phénomeéne que nous avons déja signalé dans le cas de deux variables vu dans le chapitre
précédent.
Pour tout £ € N, nous avons :

Nous en déduisons que la fonction g —J est d’ordre 1. Autrement dit, nous avons (0 0)=0

adl

0—
et ayz t (0,0) # 0, la condition (C'6) de stabilité par 1 théoreme des fonctions implicites permet
de justifier 'existence d’une fonction a € C, telle que a(0) =0 et :
8d_1 g
dyd—1

Nous appliquons au germe g la transformation de Tchirnhausen t4. Nous remarquons que, pour
tout k € N :

(X,a(X))=0

3’%29 8’“
g (X,y) = ok

La fonction t est d’ordre d selon la variable . Donc d’apres la proposition 4.1, nous obtenons :

7 (X, y+ a(X))

8lty
th9(X,y) = yUX,y+a(X +Z

%

. .d Y
= yUX,y+a(X +Zay ya(X)) 7y
_ d yi

Pour tout ¢ € {0, ...,d — 1}, nous définissons le germe a; par :

i(X) = 5 (X, alX))
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4.3.3 Etape 2 : monomialisation des coefficients

Nous obtenons :
11 06,0) =00 (U Xy + ) + X))

Comme, pour tout i € {0,...,d — 1}, les fonctions 9'9 et a sont des éléments de Cp, la famille

a l
(ai)ie{o,m’d,l} est une famille finie de C,. D’apres la proposition 3.9, il existe un arbre com-
plet 71 tel que, pour toute suite de transformations élémentaires b € Ty, il existe une famille

(Mi)ieqo,....d—1} de mondmes et une famille (U;);cqo,....a—1} d'unités de Cy, tels que :

Vi € {0, ey d — 1}, bal(X) = mZUZ(X)

Soit b € T1. Nous avons alors :

b1 (X,) = 900) (LU X,y + X)) 4 3 i T )

Nous effectuons le changement d’indice j = d — ¢ dans la sommation pour obtenir :

d
b F(X, y) = bh(X) (ydbtzmx, ytax)+Y mdjyd-f'Udj<X>)
j=2
1 n

3 ...,aj) un multi-indice. Pour

avec €; € {+1;—1}. Nous savons alors

Pour tout j € {2,...,d}, nous notons my_; = X% avec a; = (a

. !
tout ¢ € {1,...,n}, nous effectuons les ramifications re“d

que, pour tout i € {1,...,n}, Pentier a] x d! est divisible par ¢. Nous considérons la série formelle

associée & la fonction [, 7% btlg
n - n -
el il
i vtio (X, y) = ' [ [riv b0 (X, + a(X)) + ZXW dj H EZH v
i=1 i=1 i=1 =1

e“d Y
i=17; bt

T eid! .
=1 ZE btyU H

JEL2, . d}, U =1 el v f“ Ud et, pour tout k € {1,...,n}, bé? = ag‘?d!. Nous avons alors
I’égalité suivante :

Pour simplifier nos écritures, nous T notons U = I ag et, pour tout

d
9(X,y) =yU(X,y) + > Xy IU;(X)
j=2

Grace aux ramifications, nous savons que, pour tout j € {2,...,d}, m ] = (XY )J est un monome.
Comme il s’agit d’une famille finie de monomes, il est possible d’ordonner cette famille pour
l'ordre de la division a ’aide de ramlﬁcations et déclatements sur les variables x1, .. o T Autre-
ment dit, il existe un arbre formel ’75 de transformatlons admissibles tel que, pour tout bo € 7'2, la

famille de monomes (bom ) jef2,.,dy = (m m; ) je{2,....d} est ordonnée pour la division. Nous dirons
alors que nous avons reahse la monomialisation des coefficients de la série. Nous notons iy un
indice correspondant au plus petit de ces monomes.

1

Le fait que n = fnZE soit le plus petit pour l'ordre de la division implique que, pour tout

1

i

1
J €12,...,d}, il existe un mondéme n; € R[[X]] tel que : ; =m0 n;.
Cette égalité peut aussi s’écrire de la facon suivante :

g

Vi€ {2,...d}, iy =m0 n) =nlp
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. ~ Qg4 ~ . ~
Pour tout j € {2,...,d}, nous notons : m; = [, z;”". Comme m;, est le plus petit monéme
pour l'ordre de la division, nous savons que :

Vi e {l,..,n}, % = min({%”i;j =2, ...,d})
%0 J

Nous définissons la somme de puissance d’un monéme par : a(m) = o[ [, z7") = > | .

4.3.4 Etape 3 : chute de 'ordre

Dans la suite, nous allons effectuer des éclatements sur la variable y en utilisant le monoéme

n pour faire baisser I’ordre de notre série. Nous notons :i; = min<{ai0,i #0;i=1,..., n}) et :

Vje{2,..,d}, mj=z,""p

11

Nous remarquons que :

Q5
Vje{2,...,d}, ;“ > ;07“ >1=aqj;, —j>0
0

Nous effectuons la transformation admissible : 7 = B‘T”’y AeRU {oo}}

Nous distinguons les cas selon la valeur de .

Eclatement 1 : gf\”’y avec )\ € R*

La série se transforme alors en :

x4

d
by hod(X, ) = 2 (A + y)boU (X, 1y (A + 1)) + > 2T+ y) o Uy (X)
=2

Nous notons V (X, y) = ZOU(X, z;; (A +7)). Comme U est une unité formelle, V est aussi une
unité formelle. En utilisant la formule du binéme de Newton, nous obtenons :

d d—i .
o d P
by Y hog(X,y) = :ch< § ( >)\d T >—i— g af E < ; Z))\d_l_JmeiboUi(X)
=0

7=0

d 2 d— _]
d i i—
A i) EE 4 (4 e s
i=0 j=01i=2
= Ly V(X,y) +def V(X y)
d-2 ,d—j di d—i )\d—i—j ”1"b U d )\d—j d"}X 7
+ Z ZIil j Zz; 0 ( ) j Ly ( ’y) Yy
j=0 i=2

[W(x, b) + Dy (X, y)
A — i e d . .
( - Z) )‘dﬂﬁf‘/’ilml PiboU; (X)) + <> NIV (X, y))?ﬂ}
‘ J J
=2

Nous remarquons que le couple (2% i fl) appartient a ]-1%1 . Nous posons :

Gi(X Z(Z( I () + (f)A“WX,y))yJ
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Nous avons alors :

F1(0,9) = ¥V (0,9) + ANy V(0,9) +51(0,)
Comme AV (0,0) % 0, nous sommes siir que val(f1(0,y)) < d — 1. Par définition de 'ordre d’une
série, nous en déduisons que : ordy@’;y@og) < d - 1. Comme (z dgxil’y/b\o [T, ﬁi’dli)\%/l{,ﬁ) €
f ot bo IT7- Aehdmf)

im1 T < d — 1. D’apres la pro-
p051t10n 4. 2 nous en déduisons que 'ordre de la fonction obtenue est inférieur & d — 1.

iz BOUS obtenons que : ord, (b Dot by TT7

A$i17y

Eclatement 2 : b

Nous avons alors :

d
B Thg(Xoy) = B RO () + 3wl e B ()
=2
_ yd(ﬁiévybomx,y)+in’*”yam-2~ b3 b Ui(X >>
=2

= yUL(X,y)

r®ptYg € i1, la condition (C7) de stabilité ¢ par division

Tiq,Y
Comme nous avons beg' " by [ [}, 7}

monomiale nous permet de conclure qu’il existe une fonction Uy € Cp 41 telle que (Ul) U1 Par
la condition de quasi-analycité, nous en déduisons qu’il existe un polyrayon r; € (]0; +oo[)"*!
tel que :

V(X,y) € I, b "b Hf“ bl F(X,y) = y b5 o Hr“’ WtLh(X)UL(X, y)
=1 =1

La fonction obtenue est sous une forme réduite.

Eclatement 3 : /l;g”’y

La série se transforme alors en :

d

b Ybod(X, y) = 2y boU (X, ziyy) + Y af iy~ imiboUs (X)
=2

Ce qui nous donne :

T

b hog(X,y) = af ydBoU(X,l‘ily)+Zyd_i$zi’ilZﬁigoffi(X)>

(
(

d .
= o [yl (X,ziyy) + v 020 p bl (X) + Yyl T bl (X)
i=2,i#i0

i0—1 )
= af) [yd_m (95?10 7 B boUi (X) + 57U (X, 21,) + Z Yoty T pibo Ui (X)
i=2

+ Z y el piboU(X )}

i=19+1

Nous distinguons deux cas :
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° oz(x?lio'” ZU~ io) = 0.

Nous déﬁnlssons les séries formelles :

io—1
(X y) = boUsy(X) +y bl (X, ny) + Y 4 "piboUs(X)
i=2
AX,y) = y*g Z Y 'piboUs(X)

i=19+1

Nous remarquons que le couple (z ‘ii ,fl) appartient a F5 n gy f- De plus, comme g1(0,0) =

UZ0 (0,0) # 0, la valuation de f1 est égale & d — ig._ Par deﬁmtion de l'ordre d’'une série
selon la variable y, nous en concluons que ord (bo’ybo f ) =d—
alo 11

o oz,

’L(J ~
i Diy) # 0. L’ordre de la série n’a pas baissé. En revanche nous remarquons que

a(ac-aio’il o

i ’Bio) < a(my,). 11 faut distinguer de nouveau différents cas :

Premier cas : a;,4, — i9p # 0, nous effectuons a nouveau la transformation admissible
7. Comme aucun terme de puissance d — 1 selon y n’est apparu, la transformation de
Tchirnhausen n’est pas nécessaire et les monoémes sont restés ordonnés pour 'ordre de la
division. Nous nous retrouvons alors avec trois possibilités :

— L’ordre a chuté;

— La fonction est sous une forme réduite ;

— Sinon, comme nous avons ’00” € N* et a4, —i0 # 0, nous savons que :

o ‘
O > 2 & a4, > 20
20

Les mémes calculs que ci-dessus nous permettent d’écrire que :

TTipY7Ti Y7 ~ — i0,iq — 200 ~ N
bO ! bO ! ybog(X, y) = xZQId |:yd ° <$?10 ' ZoplobOUlo( ) + ylobOU(X’ xiy)
10—1
in—1 Qi ! azz T
+ Zyzo zxilvl pzboU > Z yd i 17 pibOUi(X)
1=2 1=ig+1

—ig . .
Il faudra distinguer les cas selon que a(:z: 101705 ) est nul ou non. Dans le premier cas,

nous avons terminé, I’ordre a chuté. Dans le second, nous recommencons. En procédant
ainsi nous construisons une famille (o, — pig)pe 1 d’entiers strictement décroissante.
Nous savons qu’au bout d’un nombre fini ¢ d’éclatement nous atteindrons 0. Autrement
dit nous aurons :

B ")hog(X,y) = a1 [yd (@-060% (X) +y"boU (X, 2, )
io—1 ’ d o
+ Zy’o_lscz“”_qzﬁiboUi(XO + Z y T piboUs(X)
i—2 i=io+1

Cela signifie que nous aurons retiré z;, du monome le plus petit pour l'ordre de la
division. Nous définirons alors l'entier i = min({a;,; # 0;4 = i1 + 1,...,n}). Nous
poursuivrons le processus d’éclatement jusqu’a l’élimination de z;, dans le mondme
m;,. Le nombre de variable étant fini, nous sommes certains qu’au bout d’un nombre
fini de transformations admissibles de type éclatement ’ordre a chuté.
Nous montrons ainsi qu’il existe un arbre complet Topute tel que, pour tout by € Tepute, NOUS
avons les cas suivants :

o ordy(bibo [T, ri bt £) < ordy, (bo [T, 7 bth f) ;

i=17; i=17;

o bibo [, f“d bty f est sous une forme réduite.
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4.3.5 Récurrence sur ’ordre

Nous considérons une fonction f de petit ordre d selon la variable y. Par définition, il existe
un couple (h,g) € Fy tel que f = gh et Ordy(g) = d. Nous commencons par appliquer la
transformation de Tchirnhausen. Il existe donc une fonction a € C, telle que le terme d’ordre d—1
dans t5g a disparu. Nous appliquons alors ’étape de monomialisation des coefficients. Il existe
donc un arbre Theno tel que, pour toute suite de transformations élémentaires bmono € Tmono,
les coefficients de la série byonotag sont des produits d’un monéme et d’une unité.

Nous passons alors a ’étape de chute de ’ordre. Il existe donc un arbre complet Tenute tel que,
pour toute suite de transformations élémentaires bepute € Tohute, NOUS avons les cas suivants :

1. La fonction beyutebmonotsf st sous une forme réduite, nous avons I’hérédité de la propriété ;

2. Le petit ordre de la fonction beputebmonota f €st strictement inférieur & d. Nous lui appliquons
I’hypothése de récurrence. Il existe donc un arbre complet Tiecu tel que, pour toute suite
de transformations élémentaires brecu € Trecu, la fonction brecubehutebmonotaf €st sous une
forme réduite.

Nous appliquons le théoreme 2.15 de la greffe des arbres pour conclure qu’il existe un arbre
complet T tel que, pour toute suite de transformations élémentaires b € T, bf est sous une
forme réduite.c

Corollaire 4.9 Soit f € Ch41 de petit ordre fini selon la variable y. Il existe un arbre complet
T tel que, pour tout b € T, il existe un entier d € N, des fonctions a et un monome m dans
R[[X]] et une unité U de Cp41 tels que :

bf(X,y) = (y — a(X))'mU(X,y)

Preuve : D’apres le théoreme précédent, il existe un arbre complet T tel que, pour tout b € T,
il existe un entier dp € N, des fonctions a; et 0, de C™ et une unité U, de C,41 tels que :

bf(X,y) = (y — ap(X))05(X)Up(X, y)

Pour tout b € T, nous appliquons le théoréeme 3.8 de normalisation & la fonction 6. Il existe un
arbre complet T tel que, pour toute branche b’ € Ty, la fonction 0’6, soit normalisée au voisinage
de D'origine. En utilisant le théoreme 2.15, nous greffons 'arbre 7 & l'aide de la famille (73)pe7-
Nous notons Tgna arbre obtenu. Nous savons que, pour toute branche b € Tgp., il existe un
entier d € N, un monéme m de R[X], une fonction a € C,, et une unité U € C,,11 tels que :

bf(X,y) = (y — a(X))"m(X)U(X,y).0

4.3.6 Théoreme de préparation simultanée pour 1’ordre fini

Théoreme 4.10 Soit (fi)ié{l,...p} une famille finie d’éléments de Cn11 de petit ordre fini selon
la variable y. Nous pouvons construire un arbre complet T tel que, pour tout branche b € T, il
existe un germe a € Cp, une famille d’entiers (d;)icq1,... py, une famille de fonctions (0;)ieq1,...p}
de Cy, une famille d’unités (Ui)ieqa,.. py de Cny1 avec :

Vie {17 "'p}7 bfz(Xa y) = (y - CL(X))dZHZ(X)UZ(X, y)

Preuve : Nous considérons une famille de germes (f;)eq1,..p}- Nous définissons la fonction
g= H];:l fj. D’apres le corollaire 4.9, nous savons qu’il existe un arbre complet 7 tel que, pour
toute branche b € T, il existe un entier d € N, une fonction a de C", un monéme m € R[X] et
une unité U de Cp41 tels que :

bg(X,y) =[] 0£i(X,y) = (v — a(X))"m(X)U(X)
j=1
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Nous effectuons alors la transformation de Tchirnhausen, t4. Ce qui donne :

tibg(X,y) = [ [ t40f5(X.y) = y'm(X)U (X, y + a(X))
j=1

Nous posons V(X,y) = U(X,y + a(X)). En considérant le développement de Taylor a l'origine,

nous obtenons alors :
P

605X, y) = y'm(X)V(X.y)
=1

Nous notons m = [[;", z;*. En utilisant le lemme 3.4, nous savons qu’il existe des familles
d’entiers (i) (ji)ef1,...p}x{1,..n} € (B5)jef1,...p} avec :

P p
Zﬁj:det Vi € {1,...,n}, Zaj,i:ai
j=1 j=1

et une famille de séries formelles (ﬁj)je{l,‘..,p} tels que, pour tout j € {1,...,p}, nous ayons :

tibf(X,y) =y [] 257" U;(X, ) (4.3)
j=1

~ ~

"_1Uj(X,y) = V(X,y). Nous
en déduisons que : 1]?:1 ﬁj(0,0) = 1(0,0). Comme V est une unité, nous avons V(0,0) # 0,
donc, pour tout j € {1,...,p}, Uj(0,0) # 0. Les séries ﬁj sont des unités formelles. De plus,

en appliquant la condition de stabilité par division monomiale aux équations 4.3, nous savons
qu'il existe une famille de fonctions (Uj);e(1,... pp dans Cpy1 telles que, pour tout j € {1,...,p},

En utilisant I'intégrité de I’anneau R[[X, y]], nous avons alors :

—

(U;) = (7]-. D’apres ’hypothese de quasi-analycité, nous savons qu’il existe un polyrayon r €
(]0; 4+-00[)"*1 tel que, pour tout (X,y) € I, et pour tout j € {1,...,p}, :

tobfi(X,y) =y [[27'Ui(X,y) < bfi(X.y) = (y — a(X)% [] 25 U;(X, y)
j=1 J=1

& bfi(X.y) = (y — a(X))"0;(X)U;(X, y)

Cela acheéve notre démonstration.o

4.4 'Théoreme de préparation dans C, 4

Nous allons dans la suite de ce chapitre généraliser notre théoréme de préparation aux germes
d’ordre infini et réécrire notre résultat a ’aide des termes.

Théoreme 4.11 Soit f € Cpy1. 1l existe un arbre complet T tel que que pour tout b € T, il
eziste un entier d € N, des fonctions a et 0 de C™ et une unité U de Cp41 tels que :

b (X,y) = (y — a(X)0(X)U(X,y)
Cet arbre sera appelé arbre de préparation de la fonction.

Preuve : Nous considérons un germe f de C,+1. Nous distinguons deux cas :

Premier cas : le petit ordre de f selon la variable y est fini. Nous appliquons alors le théoréeme
4.8 pour justifier I’existence de I'arbre;

Deuxiéme cas : le petit ordre de f selon la variable y est infini. D’apres la proposition 4.7,
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il existe un arbre complet Tgy; tel que, pour tout branche b € Tgyi, la fonction bf est de petit
ordre fini selon la variable y. Comme ’arbre est complet, la famille (bf)pc7;, , est une famille
finie. Nous lui appliquons le théoreme 4.10. Il existe donc un arbre complet 7 tel que pour toute
branche ' € T, la fonction b'bf est sous une forme réduite. Le théoreme 2.15 de greffe nous
permet de construire un arbre Tprepa tel que, pour tout branche b de cet arbre, la fonction bf
est sous forme réduite sur un voisinage de ’origine.

Dans tous les cas, nous sommes capable de construire un arbre de préparation.o

Nous avons alors le corollaire suivant :

Corollaire 4.12 Soit f € Cpy1. 1l existe un arbre complet T tel que que pour tout b € T, il
existe un entier d € N, des fonctions a et un monéme m dans R[[X]] et une unité U de Cp+1
tels que :

bF(X,y) = (y — a(X)'m(X)U (X, y)
Nous pouvons alors démontrer un premier théoreme de préparation simultanée :

Théoreme 4.13 Soit (fi)ie{17.__7p} une famille finie d’éléments de Cp,+1 de petit ordre fini selon la
variable y. Nous pouvons construire un arbre complet T tel que, pour tout branche b € T, il existe
une fonction a € Cy, une famille d’entiers (d;)ic(1,... py, une famille de fonctions (0;)ieq1,...py de
Cn, une famille d’unités (Us)icq1,..py de Cny1 avec :

Vie{l,..p}, bfi(X,y)=(y— a(X)"0:(X)Us(X,y)

La démonstration est identique a celle du théoreme 4.10.

Remarque 4: Il convient de noter que la fonction a qui intervient dans notre préparation si-
multanée est la méme pour toutes les fonctions de la famille. Ce point aura son importance dans
le chapitre suivant.

Comme précédement, en utilisant le théoreme 3.9, nous pouvons démontrer le corollaire
suivant :

Corollaire 4.14 Soit (f;)ieq1,...py une famille finie d’éléments de Cp1.1. Nous pouvons construire
un arbre complet T tel que, pour toute branche b € T, il existe une fonction a € C,, une fa-
mille d’entiers (d;)icq1,... p}, une famille de mondomes (m;)icq1,. py de R[X], une famille d’unités
(Ui)ieq1,...py de Cny1 avec :

Vie {1,---]9}, bfz(Xay) = (y - a(X))dzml(X)Uz(Xa y)

4.5 Version géométrique des théoremes de préparation

Les théoremes que nous venons de démontrer portaient sur les germes. Le fait de ne pas
travailler sur les fonctions nous a permis d’esquiver la question des pavés sur lesquels elles
sont définies. Nous allons maintenant développer 'aspect géométrique de nos résultats en nous
placant sur un compact. Nous allons alors réécrire les théoremes de préparation en réalisant un
découpage cylindriques de ce compact.

Comme dans l’exemple développé dans le premier chapitre, ce travail se fera a ’aide des
transformations inverses sur les variables initiales. Cela aura pour conséquence de faire apparaitre
des racines et des quotients. Les objets ainsi obtenus ne seront donc plus des fonctions de C,,
mais des termes. Un des points importants pour la suite de notre travail est de préciser la forme
de ces termes et de montrer qu’ils sont simples au sens de la définition 2.16. Par ailleurs, la
question de leurs ensembles de définitions entrainera des découpages supplémentaires.
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4.5.1 Version géométrique au voisinage de l’origine

Théoréme 4.15 Soit f € C,y1. 1l existe un polyrayon r €]0; +oo[" ! et un recouvrement fini C
de I tel que, pour tout C' € C, il existe une suite de transformations élémentaires b conservant
strictement la verticalité de y, un entier d € N, quatre fonctions a, g, h et 0 de C,, et une unité
U de Cp41 tels que :

e Soit nous avons :

—aob !
V(X,y) e C, f(X,y)=(y— aob_l(X))dHOb_l(X)U<b_1(X),yhObbl(X(‘)X)>

e Soit nous avons, pour tout (X,y) € C :

—qob!
fX,y) =y —aOb_l(X))dQOb_l(X)U<b_1(X)’ ’ hob—bl()g()’ y —ago()b(—)l(X))

Et dans ce cas, le graphe de a est disjoint de C.

Remarque 5: Dans la suite, nous regroupons les deux cas en utilisant la formulation du
deuxieme cas. En effet, si nous sommes dans le premier cas, nous supposons que la fonction g
est identiquement nulle.

Preuve : Nous allons procéder par récurrence sur n le nombre de variables X.

Initialisation : si n = 0, la fonction f ne dépend que de la variable y. Or nous avons vu
dans la proposition 3.1 qu'une fonction de C; est normale au voisinage de I'origine.

Hérédité : Nous supposons que toutes les fonctions de C, vérifient le théoreme. Nous
considérons f une fonction de Cp1.

D’apres le théoreme de préparation 4.11, nous savons qu’il existe un arbre complet T tel que
pour toute branche b, il existe un entier d € N, 8 € Cp,, a € C,, et U € Cpy1 tel que :

bf(X,y) = (y — a(X))"0(X)U (X, y)
Il existe donc un polyrayon r €]0; +oc[**! tel que :
VX €L, bf(X,y)=(y—a(X)(X)U(X,y)

L’arbre est complet, donc Upe7b(1,) est une union finie de cylindres qui forme un voisinage de
Porigine I,.. Nous effectuons le recouvrement fini suivant :

I.=J ((b(IT)\Div(b)) U (Div(b) ﬂIT)>

beT

Soit b € T. Nous distinguons les cas :
e Nous nous plagons dans la cellule Div(b) N I,.. D’apres la définition 2.15, le diviseur est une

union finie de cellules Div;(b) = by o...0b;—1(Div(b;))\ < U;;ll Diw(b)) pour i € {2,...,p}.

Pour le cas ¢ = 1, nous avons Divy(b) = Div(b;). Nous choisissons d’intégrer ce cas dans
le cas général. Nous nous plagons dans une de ces cellules.

Soit 7 € {1,...,p}. Selon la définition 2.14, nous avons deux possibilités :

Soit Div(bh;) = @. Dans ce cas, la cellule est vide, il n’y a donc rien & justifier.

Soit il existe ig € {1,...,n} tel que : Div(b;) = {X € I,;x;, = 0}. Pour i € {2, ..., p}, nous
notons b; = by o...ob;_;. Comme I’arbre conserve la verticalité, la suite de transformations
élémentaires b; conserve la verticalité. Nous définissons la fonction f; par :

VX € DiV(bi), fl(X) =f OBAX)
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Comme la variable x;, est identiquement nulle sur la cellule, nous pouvons considérer f;
comme une fonction de n—1 variables. L’hypothese de récurrence nous permet de conclure
qu’il existe un polyrayon 1 €]0;+00[" et un recouvrement fini R; de I, tels que, pour
tout cellule C7 € R, il existe une transformation élémentaire b’, un entier d € N, quatre
fonctions g, h, 6 et a de C,,—1 et une unité U de C, tels que, pour tout (X,y) € C1, nous
avons :

—ao N—1 o (b))~
f1<X,y>—<y—ao(b’>1<X>>d0o<b’>1<X>U(<b'>1(X>,y P )

ho (V)~H(X) "y—ao(¥)"H(X)

Nous remarquons que, quitte a choisir le plus petit des deux, nous pouvons supposer que
r1 = r. Cela ne pose pas de difficultés, car le nombre de cellules Div;(b) est fini.
Soit (X,y) € Div;(b). 1l existe (X,7) € Div(b;) tel que :

Par ailleurs, (X,y) ¢ U ! Div;(b). Or, nous remarquons que Div(b;) = U ! Div;(b).
Donc, d’apres la proposmon 2.13, nous savons que la suite de transformations elementalres
b; admet une application réciproque sur la cellule. Nous avons donc :

p— —_— 7_1 - _
(X,y) =bi(X,y) &b (X,y) =(X,7)
Nous en déduisons :

V(X,y) € Divi(h), f(X,y) = fobiob; (X,y)
- fl(yvg)
= G ao ) (X))o () (X)
e Toao M) IX)  go () (X)
- U(“” X e ™) ’y—ao<b'>—1<X>>

Nous allons revenir sur les différentes étapes du processus de préparation. Nous com-
mengons par mettre la fonction a ’ordre fini. Durant cette étape, nous n’effectuons que des
transformations sur les variables X. Ces dernieres conservent la verticalité de y. Ensuite,
nous passons a la chute de 'ordre. Pour cela, nous effectuons uniquement des éclatements
du type b7 ou des transformations de type Tschirnhausen tj. Nous en concluons que
la suite de transformations élémentaires b; conserve la verticalité de la variable y. Nous
pouvons donc dire qu’il existe deux suites de transformations élémentaires c¢; et cg telles
que :

E’L(X7 y) = (Cl(X)’ C2(X’ y))

Par ailleurs, nous remarquons qu’il existe une famille (mi)z‘e{l,...,k} de C,, une famille de
rééls (Ai)ieq1,...k} et une fonction a € Cy, tels que :

ea(X,y) = m1(X) </\1 + ma(X) <)\2 Foe (X)) O + y)...)) + a(X)

Comme b; admet une réciproque sur Div;(b), il en est de méme pour ¢; et ¢y. Nous avons
alors :

X=c(X)etg=c"(X,y)
Apres calculs, nous obtenons :

y—a(X) = Sy Ml Tey ma(X)
[T, mi(X)

2 (X,y) =
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Nous en déduisons que :

(y—a(c#(X))—D 1 A Iy (e (X))
[T miler (X)) |
ymale )T Ml mile 7)o )1 (e (X))

y N1 [T sl (X))
(09 e x0) T ,

go (¥) e (X)) >
—a(eTH X)) =k M TTe L maleT H(X _
e T — e )7 (@ ()

Si nous reprenons 'étape 3 de chute de 'ordre, chaque fois que nous avons effectué un
’ Tiq,Y . s . N . .
éclatement du type b," ™, nous avons factorisé par la variable x;, a une puissance supérieure
ou égale & d l'ordre final. Il existe ¢’ tel que :

k d
0(x) = 0'00) ([Tt )))
=1

Nous définissons les fonctions suivantes :

k i i
d(X) = a®(X)+ Y N [m®'(X) +a(x) [ ma' (X
i=1 j=1 Jj=1

f(X,y) =

k
J(X) = gX)[[mv'(x
i=1

W(X) = hX) [Tm®'(X))
=1

Nous définissons la suite de transformations élémentaires b = c¢; o b'.
Nous avons alors :

- d - —d ob! "ob!
f(X,y) = (y—a’ob_l(X)> 9/Ob_1(X)U<b_1(X)’y h'oi)—bl()g()’ yiai@f&»

La fonction est de la forme annoncée.
Nous nous plagons dans la cellule b(1,)\Div(b). D’apres la proposition 2.13, nous savons
que b est inversible sur cette cellule. Nous avons donc :

(X,y) =b(X,7) = (X,7) =01 (X,y)

Nous pouvons alors écrire :
F(X,y) = fobob ™ (X,y) =0f(X,7) = (7 — a(X)0(X)U(X,7)
Nous définissons 'unité V par :
V(X,y) =U(X,y + a(X))
Nous avons alors : o - o
F(X,y) = [ - a(X))0(X)V(X,7 ~ a(X))

La différence avec le cas précédent est que nous avons recours en bout de certaines branches
a un éclatement du type bsd?. Une telle transformation ne conserve pas la verticalité.
De ce fait, nous allons considérer les différentes possibilités. Nous notons une branche

b = b1 0bs...0b,. D’apres ce que nous venons de rappeler, seule la transformation b, peut
ne pas conserver la verticalité.
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— Nous supposons que b, conserve la verticalité. Nous pouvons alors écrire :

b1 (X, y) = (7 (X), ;1 (X, y))

Nous retrouvons le cas précédent. Dans notre processus, nous n’effectuons sur la variable
y que des transformations de type Tchirnhausen suivie par des éclatements bf\i’y avec
A€Retie{l,..,n} Il existe donc un entier k¥ € N, une famille (m;);cq1,. 5y de Cp,
une famille de 1ééls ();)ieq1,...x}y et une fonction a € Cy, tels que :

Y= ml()\l + mg(/\g 4+ ..+ mk()\k + y)) + b(Y)
y—a(X) — Z?:l Ai H;’:l m;
H?:lmi

Nous obtenons :

—a(X) — k,)\z Z,mzy . di
oy = (PR ) o)
i=1 "
o) - TN m(®)
< v(x [T, mi(X) @)

Il faut se rappeler que chaque fois que nous avons effectué un éclatement du type bT”y,

nous avons factorisé par m?. Ce rappel nous permet d’obtenir qu’il existe une fonction

d
¢ € Cy telle que : 0(X) = <Hf1 ml> #(X). Nous avons donc :

- k i o k o d o
$x) = (vl = X n L mi—aCO [[mX) ) o(%)
=1 j=1 i=1
=y o) =T M mi(X)
x V<X, T (%) ( ))

Nous définissons les fonctions a’ et h par :

d(X) = a(X) =3 Ml mi(X) — a(X)
h(X) = [l mi(X)

Nous obtenons :

y—a’ocll(X)>

FX) = = o (X))o OV (o700, I
1

Nous avons écrit notre fonction sous la forme désirée.

— Nous supposons que b, est du type bzeY. En reprenant nos notations adoptées lors
de I'étude de la chute de l'ordre, nous avons effectué la transformation b, = otV
Nous notons b = by o ... 0 b,_1. Comme b conserve la verticalité de 9, nous avons :

b(X,y) = (c1(X),c2(X,y)) avec ¢1 et co deux suites de transformations élémentaires .
D’apres nos calculs, nous avons :

d n

5 (X.) =300 (U e + Sop e [ 7 U
i=2 j=Li#i

Nous définissons la fonction V' par :

d ) n
VX, gt €l x1a, VX5, =UX,7)+> tz " [ z7U(X)
i=2 j=Lliti
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Comme nous avons choisi i1 de sorte que o ;; —% > 0, les propriétés algébriques de Cy, 42
nous permettent de conclure que V' € C,, 2. De plus, nous avons V' (0,0,0) = U(0,0) # 0.
Nous en déduisons que V est une unité dans C,49. En utilisant la continuité de V a
l'origine, nous savons qu'’il existe un polyrayon ' € (]0; +00[)"*! et un réel € € R tels
que :

V(X,y,t) € Io x I, V(X,y,t)#0

Nous considérons les cylindres :

Crr = {(X’y)ERHl?(X,y)EB,y>0,’n‘§y}
€

- —(n

ey = {(X’y)eRn+l;(X,y)€B,y<Ovelzy}

Les cas étant similaires, nous nous placons dans le premier cylindre. Pour tout (X,7) €

C+

n=<y» nous avons :

X, 9) = gh(X)V (X7, %)

La seule transformation effectuée sur la variable y est une transformation de Tchirnhau-
sen associée a une fonction a. Nous définissons les fonctions suivantes :

g(X) = Tg
nX) = 1
W(X,y,t) = V(X,y+a(X),t)

Cela donne a l’aide des variables initiales :

—a('(X) gl '(X) )

= (y —alcy cy ci Y
FUX0) = (= ales (O e O (e )0, L=, SO

Pour que le processus fonctionne, nous avons vu qu’il est nécessaire d’effectuer les trans-
formations (biil’y) aeA de sorte que Uye Abi“’y(l}) forme un voisinage de 'origine. Nous
choisissons un sous-ensemble fini A de R de sorte que UAeAbf\i“y(Ir) uC;r <y U Crsy
forme un voisinage de 'origine. Par un argument de compacité similaire a celui utilisé
dans la démonstration du lemme 2.8, ce choix est possible. Nous poursuivons alors nos
éclatements selon le processus de chute de 'ordre.

Dans tous les cas, nous avons construit une décomposition cylindrique pour laquelle la fonction

est sous forme réduite sur chaque cylindre. La propriété est donc héréditaire. Le principe de

récurrence nous permet de conclure que le théoreme est vrai pour tout n € N.

Par ailleurs, dans chaque cas, nous avons défini un polyrayon. Comme le nombre de cas est fini,

nous choisissons le plus petit.

Par ailleurs, nous avons obtenu des suites de transformations élémentaires associées a une
décomposition cylindrique sur laquelle. Il est important de noter que toutes ces suites conservent
strictement la verticalité.o

Le théoreme de préparation simultanée pour une famille (f;)icq1,.. p) se démontrant a partir
de la mise sous forme réduite de la fonction g = [[?_; fi, nous obtenons une décomposition
cylindrique pour cette fonction et donc pour tous les éléments de la famille. Nous avons ainsi le
théoreme :

Théoreme 4.16 Soit (fi)icq1,...py une famille finie d’éléments de Cyy1. Il existe un polyrayon
r €]0; +oo[" ! et un recouvrement fini R de I, tel que, pour toute cellule C € R, il existe une
suite de transformations élémentaires b conservant strictement la verticalité de y, une fonction
a de Cy, une famille d’entiers (d;i)icq1,...p}, trois familles de fonctions (0;)icq1,...pvs (hi)icq1,...p}
et (gi)ief1,...py, une famille d'unités (Us)ieqi,... py de Cny1 tels que, pour tout i € {1,...p} :
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e Soit nous avons :

V(Xy) € Co filXoy) = (y—aeb  (X))"0; 007 (X)U; (bl(X), y—ao’fl(X>>

hi @) bil(X)

e Soit nous avons :

Y(Xy) €C, fz'<X,y)—(y—aob‘l<X)>di9iob—1(X)Ui<b-1<x>,y_aOb_l(X) e )

hiob 1 (X) "y—aob 1(X)

Dans ce cas, le graphe de a est disjoint de C.

4.5.2 Version géométrique sur un compact

Théoreme 4.17 Soit f € Cpq1 un germe défini sur un compact B. Il existe un recouvrement fini
R de B tel que, pour toute cellule C € R, il existe une suite de transformations élémentaires b
conservant strictement la verticalité de y, une fonction a de Cy,, un entier d € N | trois fonctions
0, h et g, une unité U de Cp41 tels que :

e Soit nous avons :

—ao -1
V(X,y) € C, f(X,y)=(y—ao bl(X))dO(ole)U<bl(X), W)

e Soit nous avons :

V(X,y)eC, f(X,y)= (y—aOb_l(X))dHiob_l(X)U(b‘l(X), y—aob '(X) gob '(X) >

hob=1(X) "y—aob 1(X)
Dans ce cas, le graphe de a est disjoint de C'.

Preuve : Soit My = (Xo,y0) € B. Nous notons Xo = (20,i)ief1,..n} €t tay = 5, 0.otgn oty
une suite de transformations de Tchirnhausen. Nous définissons le germe :

S (X, y) = fota(X,y) = f(X + Xo,y + vo)

f est définie au voisinage de My, donc f; est définie au voisinage de I'origine. D’apres le théoreme
4.15, il existe un polyrayon r €]0, +0o[**! et un recouvrement fini Ry, de I, tel que, pour toute
cellule, il existe une suite de tranformations élémentaires b, quatre fonctions a, g, h et 6 de C,
et une unité U € C,41 tels que, pour tout (X, y) € C, nous avons :

—aob (X) gobl(X)
hob={(X) "y—aob 1(X)
Nous notons Cyr, = Mo + I,. 1l s’agit d’un voisinage de M. De plus, nous avons :

B C U CMO
Mo€eB

Pn(X,y) = (y — ao b (X))o b—1<X>U<b—1<X>, y

Par compacité de B, nous pouvons en extraire un recouvrement fini. Il existe donc une famille
finie (M;);cs de point de B telle que :

B C UCMz'

ieJ

- Uth(t]T/[ll(CMl))
ieJ

C UtMi<ITi>
ieJ

C Uth< U C)
ieJ CeR;

c U U tm©
i€ CER;
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Soit (X,y) € B. 1l existe un indice i € .J et une cellule CR; tels qu’il existe (X,%) € C avec :
(X,y) = ta,(X,7) & (X,7) =t (X,p)
Nous obtenons alors :

f(Xay) = sz(y7y)

= (T—aob (X))o bl(X)U<b1(X),

@—aob_l(Y) gob_l(Y) >
hob 1(X) "7 —aob 1(X)

Nous notons ¢y, (X, y) = (tam,,1(X),y + yn,). Nous avons alors :

d
fXy) = (y—yMi—aob*(tMi,l(X))) x 0 ob~(ty) (X))

—yn, —aob Mty (X ob My} (X
X U(b‘l(tMl, 1(X)X),y o T ST )), ! (M“ll(_l)) )
" ho b=t (tyy, 1(X)) y—ym, —aob Mty (X))
Nous définissons la suite de transformations élémentaires b’ et la fonction a’ par :

v = tm;100b
X)) = i+ a(X)

Nous obtenons alors :

d
V(X.y) €t (C), F(X.y) = (y—a'o<b'>-1<x>) 0o () (X)

o y—d o) I(X) g (¥)L(X)
* U<(b> ) o)1) ’ya/o(b'>1<X>>

Nous avons la forme annoncée sur chaque cellule.c

De la méme maniere, nous pouvons démontrer un théoreme de préparation simultanée sur
un compact :

Théoreme 4.18 Soit (fi)icq1,...py une famille finie d’éléments de Cpy1 définis sur un compact
B. 1l existe un recouvrement fini R de B tel que, pour toute cellule C € R, il existe une suite de
transformations élémentaires b, une fonction a de Cpn, une famille d’entiers (d;)icq1,... py, trois
familles de fonctions (0;)icq1,..pvs (hi)iequ,...py €t (9i)iequ,...p}, une famille d’unités (Us)ieq,... p}
de Cpy1 telles que, pour tout i € {1,...p} :

e Soit nous avons :

— a o 71
V(X,y) €0, fi(X.y) = (y—aob (X)) 6 0 b~ (X)U; (b_lm’ m>

e Soit nous avons :

—aqo -1 i O -1
V(X,y) €O, fi(X,y) = (y—aob™ (X)) %G00 (X)U; (bl(X)’ yh,- o b—bl()(())()’ yg—al;b—(l)(())())

Dans ce cas, le graphe de a est disjoint de C'.
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4.5.3 Comparaison des différentes versions

Pour conclure ce chapitre, nous faisons quelques remarques concernant les différentes versions
du théoréme de préparation. La forme des fonctions a laquelle nous aboutissons est proche de
celle obtenue par J.M. Lion et J.P. Rolin dans I'article [26]. En effet, en recourant & un morphisme

1 1
de réduction ¢ = (gf)l, ey D, (yj) p, <yf9) p>, ils obtiennent un recouvrement fini tel que
sur chaque cylindre la fonction est sous forme réduite.
N’effectuant pas de ramification sur la variable y, nous ne faisons pas apparaitre les puissances
1 En dehors de cette différence, notre théoréme est similaire & la version géométrique de J.M.
Lion et J.P. Rolin. Leur démonstration s’effectuant dans le cadre sous-analytique et utilisant le
théoreme de préparation de Weierstrass, non prouvé dans notre cadre quasi-analytique, nous ne
pouvions pas l’utliser.
Pour obtenir une version similaire a celle obtenue par P. Speisseger et L. Van den Dries dans
l'article [15], il faut raffiner notre recouvrement. Soit C' une cellule de notre recouvrement, nous
considérons les sous-cellules :

C> = {(X,y) € Ciy > a(X)
= = ((X,y) € Ciy=a(X)
s = ((X,y) € Ciy <a(X)

La quantité y — a(X) étant alors de signe constant sur ces cellules, nous pouvons la remplacer
par sa valeur absolue |y — a(X)|. Par ailleurs, nous définissons 'unité :

—aob ™ (X) giob (X)
hiob 1 (X) "y — aobl(X)>

V(X,y) = U(bl(X), 4

Nous obtenons sur chaque cellule la fonction sous la forme :
F(X,y) = ly — a(X)|?0(X)U(X,y)

La difficulté que nous pose cette formulation dans la suite de notre travail est de perdre la
nature de terme simple des éléments apparaissant. Cette perte d’information est la résultante de
I'utilisation d’arguments de théorie de modeéles moins constructif que des arguments purement
géométrique. L’intérét d’avoir réécrit toute la démonstration du théoreme de préparation est
donc de faire apparaitre cette nature particuliere des objets obtenus.
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Chapitre 5

Parameétrisation

Dans ce chapitre, nous allons exposer le schéma de démonstration du résultat de ce travail.
Nous nous appuyons sur les conclusions de larticle [32] pour montrer que le graphe d’une fonction
définissable peut se paramétriser par des fonctions de ’algebre. Cela entraine ’apparition de
nouvelles variables qu’il nous faudra éliminer, ce qui sera I’objet du chapitre suivant.

5.1 Relation de comparaison sur les fonctions

5.1.1 Définition
Nous rappelons la définition 2.1 de comparaison des fonctions :

Définition 5.1 Soient f et g deux fonctions définies sur un sous-ensemble B de R™. Nous
définissons les relations de comparaison de la maniére suivante :

1. La fonction f domine la fonction g sur B s’il existe une constante K € R telle que :
VX € B,|g(X)| < K[f(X)]

On notera g < f.

2. Les fonctions f et g sont équivalentes sur B si f domine g et g domine f sur B. Nous
noterons f ~ g.

5.1.2 Propriétés de la domination

Nous énoncons et démontrons les propriétés de ces relations de comparaison que nous utili-
serons dans la suite :
Proposition 5.1 La relation de domination vérifie les propriétés suivantes :

1. Elle est transitive.

2. 51 fi < g1 et fa < g2, alors f1f2 < g192.
En particulier, nous avons :

st f <getpeN, alors fP < gP.
3. 5t f<hetg=<h,alors f+g=<h.

Preuve : Soient f, g, h trois fonctions définies sur un ensemble B C R” telles que f < g et
g < h. Alors il existe deux constantes (K, K') € R? telles que :

VX € B, |f(X)] < Klg(X)]et|g(X)| < K'|h(X)
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Nous avons alors :
VX € B, |f(X)| < KK'|h(X)|

Autrement dit, nous avons : f < h.
Soient f1, fo, g1 et go quatre fonctions définies sur un pavé B telles que fi < g1 et fo < go.
Alors il existe deux constantes (K, K') € R? telles que :

VX € B, [fi(X)] < Klgi(X)] et |fo(X)] < K'|ga(X)]
Nous avons alors :
VX € B, [fi(X)f(X)]<KK'|gi(X)g(X)|

Autrement dit, nous avons : fi fa < g19o.
Soient f, g, h trois fonctions définies sur un pavé B telles que f < h et g < h. Alors il existe
deux constantes (K, K') € R? telles que :

VX €B, [f(X)| < K[h(X)]et|g(X)| < K'|h(X)]
Nous avons alors :
VX eB, [f(X)+g(X) < (K+K)hX)|
Autrement dit, nous avons : f+ g < h.o
I, =7

. ~ i \ . . .
Lemme 5.2 Soit m =[]} z{* un monéme tel que T 1 alors, a laide de ramifications
sur les variables z;, il existe une nouvelle variable x;, telle que T;, < y.

Preuve : On commence par poser X{* = x;, pour tout i, ce qui donne :

ot [T, X

y* Y

)a

Puis, on considere la plus petite variable z;, autrement dit, soit x;, telle que, pour tout i, z;, < ;.

Nous avons alors : .
Diey ai

T3, <y

n
Qg N
i1 * dou :

Maintenant, nous effectuons la ramification : T;, = z;;

Tiy = Y.©

5.1.3 Propriétés de I’équivalence

Proposition 5.3 La relation d’équivalence vérifie les propriétés suivantes :

1. FElle est réflexive et transitive.

2. 5i fi~ g1 et fa ~ g2, alors fif2 ~ g1g2.

3. Si f1 et fo sont deux fonctions définies sur un pavé B telles que fi1 ~ fo et si g est une
fonction définie sur un pavé B’ telle que g(B') C B, alors fiog ~ foog sur B'.
En particulier, nous avons :
Si f ~ g et si b est une suite de transformations élémentaires, alors fob~ gob.

Preuve :

1. Par définition de la relation d’équivalence, la réflexivité est immédiate.
Soient f, g et h trois fonctions définies sur un pavé B telles que f ~ g et g ~ h. Par
définition de la relation, f domine g et g domine h. D’apres la transitivité de la relation de
domination, nous en déduisons que f domine h. Comme g domine f et h domine g, nous
avons aussi que h domine f. Nous en concluons que la relation d’équivalence est transitive.
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2. Soient f1, fa, g1 et go quatres fonctions définies sur un pavé B telles que f1 ~ g1 et fo ~ go.
Comme, f; domine g; et que fo domine go, d’apres la proposition 5.1, nous en déduisons
que f1fo domine g1¢g2. Nous montrons de méme que g;go domine fi fo. Nous en concluons

que f1f2 ~ g192.

3. Soient fi et fo sont deux fonctions définies sur un pavé B telles que f; ~ fs et si g est une
fonction définie sur un pavé B’ telle que g(B’) C B. 1l existe donc deux réels (k, K) € R?
tels que :

VX € B, klfi(X)| < (X)) < K|AX)

Nous avons donc :

VX € B, klfi(g(X))| < [f2(9(X))] < K| f1(g(X))]

Autrement dit, nous avons fj o g ~ foog sur B'.o

5.1.4 Interprétation géométrique

Nous donnons une interprétation géométrique en terme de recouvrement cellulaire de I’équivalence
avec un monome. Ce lemme nous sera utile dans le dernier chapitre.

Lemme 5.4 Soient (k,K) € (R%)* et m un monéme. Nous considérons Uensemble C défini
par :

= {(X, y) € L Kim(X)| < Jy| < Klm(X)] ety # o}

Alors il existe un recouvrement fini R de C, tel que, pour toute cellule S € R, il existe un
polyrayon rg €]0; +o0o[" ! et Ag € R* tels que :

S =b"(Irs)

Preuve : Soit r €]0; +o00[**! un polyrayon. Nous noterons r = (rx,r,) avec rx €]0;+oo[" et
ry € R% . Nous remarquons que, sur C, nous avons I'équivalence :

m(X)=0<y=0

Nous savons donc que m ne s’annule pas sur C. Nous effectuons un premier recouvrement
cellulaire en considérant les cellules suivantes :

Ci = {(X,y)eCyy>0etm>0}
Cy = {(X,y)€Ciy>0etm<0}
C3 = {(X,y) € Ciy<0etm<0}
Cy = {(X,y)eC;y<0etm>0}

I

Nous distinguons les différents cas :
e Nous considérons le polyrayon r; = (rx, %) et le réel \; = %
Soit (X,y) € by"?(I,). Il existe donc (X,7) € I, tel que (X,y) = by""(X,7). Autrement

dit, nous avons : X = X et y = m(X)(A; +7%). Comme m # 0 sur C;, nous avons :

y=2 -\
m
Comme m > 0 sur C4, nous en déduisons :
_ k—K gy K-k
- <y<r <& <=-X<
2 m 2
o k—K_I_k—i—K e < K—k+k+K
"\ 9 ) =V=""2 2

&S km <y < Km
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Nous avons donc b ( ) C Ch.

Soit (X,y) € C1. Comme m # 0 sur O, nous notons X = X et § = Z — X\1. Nous avons
donc : B
(X,y) = b(X,7)

Par ailleurs, nous avons :
Ekm<y<Km<& —rm<y<n

Nous en concluons que by ¥ (I,) = Ci.

e Sur C9, nous choisissons 1"2 (rX, ) et \g = k+K B
Soit (X,y) € b;;’yLTQ) Il existe donc (X,7) € L2 tel que (X,y) = by ¥(X,7). Autrement
dit, nous avons : X = X et y = m(X)(A2 + 7). Comme m # 0 sur C}, nous avons :
7="2 )
m
Comme m < 0 sur Cy, nous en déduisons :
_ k—K Y K-k
T2 <Y<T2 & <= —-X<
2 m 2
k—K k+K oS K-k k+K
"\ T2 2 ) =¥Y="""2 2

—Km>y>—-km
klm| <y < K|m|

Tt ¢

Nous avons donc by (I,) C Co. B
Soit (X,y) € Cs. Comme m # 0 sur C1, nous notons X = X et j = % — Xy. Nous avons
donc :

(X,y) = b,Y(X,7)
Par ailleurs, nous avons :
—km<y< —Km<& —ry <y <o

Nous en concluons que by"¥(I,,) = Ca.
Les cas suivants sont snmlalres aux deux cas étudiés ci-dessus, nous donnons simplement
les valeurs du polyrayon et du réel.

e Sur (3, nous choisissons r3 = r1 et A3 = Aq.

e Sur (Y, nous choisissons r4 = 79 et Ay = Ao.

Nous avons donc :
= U Ci= U b;rz,y(lri)
i€{1,...,4} ie{1,...,4}

Nous pouvons conclure a l’existence de notre découpage cellulaire.c

5.2 Définitions et résultats préliminaires

Les définitions et les résultats suivants sont issues de larticle [32].

5.2.1 Définitions

Définition 5.2 Un ensemble A est appelé un C-ensemble basique s’il existe (n,k) € N2, r €
(RE)™ et f, g1,....9x des éléments de Cy, , tels que :
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Une union finie de C-ensemble basique est appelée un C-ensemble.

Un ensemble A C R™ est dit C-semianalytique si, pour tout a € R™, il existe un polyrayon
r €]0; +oo[" tel que (A —a) N I, est un C-ensemble. Si, de plus, nous supposons que A est une
variété, alors A est appelée une C-semianalytique variété.

Définition 5.3 Un ensemble M C R™ est appelé une C-variété s’il eviste (n,k) € N? et r €
(R)™ tels que :
1. M est un C-ensemble basique contenu dans I ;

2. 1l existe f1,..., fi, des éléments de C,, , tels que M est une sous-variété de I, de dimension
n — k sur laquelle les fonctions fi, ..., fr sont identiquement nulles, et, pour tout z € M,
les gradients V f1(z), ..., V fr(2) sont linéairement indépendants.

Soit, maintenant, deux entiers m < n, nous notons IL,,, : R” — R™ la projection sur les m-
premieres variables. Si on considere une injection A : {1,...,m} — {1,...,n}, nous notons II}
I’application définie par :

V(xl, ,xn) S Rn,HK(:Cl, ,xn) = (33)\(1), ,Jj)\(m))

Soit n € N, r € (RY)", f = (f1,....[p) € Ch et S C I.. On considére une condition de signe
o € {—1;0;1}?”. On note alors :

BS(f,O’) = {X € S; Sgn(f1<X)) =01, "'7Sgn(fp(X)) = UP}

Définition 5.4 Soit r € (Ryx)". Un ensemble M C I, est dit C-trivial s’il vérifie l'une des
conditions suivantes :

1. Il existe une condition de signe o € {—1;0;1}P telle que M = By, ((x1,...,Tpn),0) ;

2. 1l eziste une permutation X de {1,...,n}, un ensemble C-trivial N C I et g € Cp,—1,5 avec
s = (Ta(1)s - TAm—1)) tels que g(Is) C] = gy Tam)l et IN(M) = gr(g)n)-

Remarque 1: Les ensembles triviaux sont donc soit des quadrants, soit, & une permutation

des variables pres, le graphe d’une fonction de notre algebre.

5.2.2 Principaux résultats

Lemme 5.5 Soit A C R"! un ensemble définissable, alors A est une union finie de C* variétés
définissables.

Preuve : ce résultat correspond au lemme 5-5 de P’article préalablement cité.o

Théoréme 5.6 Soit A C R™ un ensemble C-semianalytique borné et k < n. Alors il existe des
variétés triviales C-semianalytiques N; C R™ avec n; > n et J € N* tels que :

Hk(A) = Hk(Nl) U...uU Hk(NJ)

et pour tout i = 1,...,J, nous savons que d = dim(N;) < k et qu’il existe une application
strictement croissante A : {1,...,d} — {1,...,k} telle que lapplication Il y, : N; — R? est une
1MMersion.

Preuve : ce théoreéme est la proposition 4-7 de I'article [32].¢
Nous aurons besoin du résultat fondamental suivant :

Théoréme 5.7 La structure Re est o-minimale, modéle compléte et polynomialement bornée.

Preuve : Il s’agit des théoremes 5-2 et 5-4 de larticle [32].¢
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5.3 Paramétrisation d’un ensemble définissable

A partir d’'une fonction définissable, notre stratégie consiste a revenir aux éléments de C,
pour pouvoir leur appliquer notre théoréeme de préparation. Pour cela, nous allons paramétrer
tout ensemble définissable a 1’aide de fonctions de C,,. En conséquence, le graphe d’une fonction
définissable de R™*! admet cette paramétrisation.

5.3.1 Définition d’une C-paramétrisation

Dans 'article [16], les auteurs completent la notion de dimension par la définition suivante :

Définition 5.5 Soit S un sous-ensemble de R™. Nous disons que S a une dimension si S est
une union dénombrable de variétés de classe C, et, dans ce cas, nous notons :

max{dim(M); M C S est une C'-variété} si S # @
—00 sinon

dim($) = {

Nous remarquons que le lemme 5.5 nous permet de conclure que tous les ensembles définissables
ont une dimension.

Définition 5.6 Soit S C R™ un ensemble définissable de la structure Re et p = dim(S). Nous
disons que S admet une C-paramétrisation s’il existe une famille (a;)i=1.n de C, telle que nous
avons l’équivalence suivante :

M(:L'l, ,:Cn> esS& H(Aj)jzll_p,Vi S {1, ceey n}, T; = ai()\l, ey Ap)
Lemme 5.8 Un ensemble C-trivial admet une C-paramétrisation.

Preuve : Reprenons la définition 5.4 d’un ensemble C-trivial. Il s’agit d’un procédé constructif
commengant par les quadrants. Il existe donc r € (0, oo)"/ tel que :

e La composante N est un quadrant : il existe donc une condition de signe o € {—1, 0, 1}”/ telle
que N = By, ((z1,...,2p,),0). On sait que la dimension d’un tel quadrant est égale au cardinal de
I’ensemble {i;0; # 0}. Or, on a vu que dim N < n, on en conclut qu’il existe ig € {1,...,n + 1}
tel que o;, = 0. On considere ’ensemble :

JT = (—’1“1;7“1) X ... X (—io — 1;i0 — 1) X (—io + 1;i0 + 1) X ... X (—T‘n+1;Tn+1)

On va distinguer trois cas pour définir nos applications :
— Sii€{l,...,ip — 1}, on définit application a;, pour tout (uy,...,u,) € J,, par :
Si o; = —1, alors a;(uq, ..., up) = u; si u; <0 et a;(uq, ..., u,) = 0 sinon;;
Si o; =0, alors a;(uq, ..., up) = 0;
Si o; = 1, alors a;(uq, ..., up) = u; si u; > 0 et a;(uq, ..., u,) = 0 sinon.
— Sii =i, alors : Y(ug, ..., upn) € Jr, aiy (U1, ..., un) = 0.
— Siie {ig+1,....,n+ 1}, on définit I'application a; par, pour tout (uy,...,un) € J, :
Sio; = —1, alors a;(uq, ..., up) = ui—1 si u; <0 et a;(uy,...,uy) = 0 sinon;
Si o; =0, alors a;(uq,...,up) =0;
Sio; =1, alors a;(uq, ..., up) = ui—1 si u; > 0 et a;(uy, ..., un) = 0 sinon.
Comme A = II,41(N;), on obtient :

M = (z1,....;tpny1) € A Iug, ... up) € J, Vi € {1,...,n+ 1}, 2, = a;(uq, ..., up)

e La composante NV est de la nature précisée dans la deuxieme partie de la définition : autrement
dit, il existe une permutation A de {1,...,n'}, un ensemble C-trivial N’ inclus dans I et g €
Cp—1,s avec s = (Ty(1), -, TA(m/—1)) tels que g([s) est inclus dans (—7x(n), Ta(n)) et TIN(N) =
gr(g‘ ~)- Puisque A est une permutation, alors II est un difféomorphisme. On en déduit que
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dim(N) = dim gr(gjy), donc que dim gr(g;y) < n. Or dim gr(g;y) > dim N, donc dim N < n.
Pour tout i = 1,...,n + 1, on définit des applications a; par :

Siie{l,..,n}, alors a;(u1,...,un) = u;
" Sii=n+1, alors apt1(ul, ..., un) = g(ug, ..., up)

V(ug,...,un) € N’
En utilisant la définition de IIy, on obtient alors que :

M = (21,...;0p41) € A I(u1, .., up) € BVi € {1,...,n+ 1}, 2 = ay-13y(ut, ..., Un)
Dans tous les cas, les applications que nous avons construites sont des éléments de C,,.¢
Définition 5.7 Soit S un ensemble définissable. S admet une C-paramétrisation cellulaire s’il

existe un recouvrement fini R de S tel que toute cellule C' € R admet une C-paramétrisation.

5.3.2 Paramétrisation des ensembles définissables

Lemme 5.9 Nous considérons 'application T définie par :

T
V1+ 22

Elle admet une application réciproque et nous avons 7~ € Cy.

Ve eR, 7(z)=

Preuve : Nous vérifions que 7 est un difféomorphisme de R sur | —1; 1[. L’application réciproque

est donnée par :
x

V1—2x2

En utilisant les propositions 2.11 et 2.12, nous obtenons que 7~ appartient & Cj.o

Vo el - 11, 7 Nz) =

Théoréeme 5.10 Soit S un ensemble définissable de la structure Re. S admet une C-paramétrisation
cellulaire.

Preuve : Soit S un ensemble définissable de R™. Nous avons vu qu’il admet une dimension que
I'on note d < n.

Or nous savons que notre structure est modele compléte, il existe donc un ensemble C-semianalytique
C dans R" avec n < n' tel que S = II,,(C). Nous notons dim(C) = dc.

Nous considérons ’application 7, définie par :

V(z1, ., Tpr) € R" T (1 eeey Tpr) = <T(931), ...,T(:cn/)>

Il s’agit d’un difféomorphisme de R™ dans (—1;1)". Nous avons donc que 7,/(C) est un C-
semianalytique borné de dimension d¢.

D’apres le théoreme 5.6, il existe donc des variétés triviales C-semianalytiques N; C R™ avec
n; > n' pour i =1,....1 telles que :

Tn/(C) = Hn/(Tn/(C)) = Hn/(Nl) U...u Hn/(Nd)

De plus, nous savons que I,/ y, est une immersion. D’apres la définition d’une dimension, nous
en déduisons :

do = max{dim(Ni);i = 1..l}

Pour tout ¢ € {1, ...,1}, nous notons C; = II,/(N;) et d; = dim(NN;). Nous avons un recouvrement
cellulaire de 7,/(C) par des projections de variétés triviales. D’apres le lemme 5.8, pour tout
i€ {1,...,1}, il existe une famille (a; ;);j=1.n, de Cq, telle que :

M(l‘l, ,a:nl) eN, & 3<)\i,j)j=1..di S Rdi,Vk € {1, ...,ni},xk = ai,k(/\l, "'7)‘031)
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Nous avons :
MeS < 3INeC,M=I,(N)
& AP ey(O), M =TI, <Tn/1(P)>

& Jie{l,..,1},3P € N;,M =TI, <T7;1(nn,(pi))>

Pour tout ¢ € {1, ...,1}, nous notons C; = II,, (Tn,l(HnI(Ni))> . D’apres les équivalences précédentes,

nous avons un recouvrement fini de S par la famille (C;);eq1,.. 13-
Soit 7 € {1, ...,1}. L’utilisation de la paramétrisation de N; nous permet d’écrire les équivalences
suivantes :

MeC & Fie{l,.,1},3(Nij)j=1.a € R% VE € {1,...,n},
M =11, (gl(ai,l(h, s Ady )y ey @it (A1, ...,/\di))>
& Fie{l,..,0},3(Nij)j=1.4, € R VE € {1,...,n'},
M =TI, (fl 0ai 1 (A, s Ady)s oy T 1 0 @i (A1, ooy )\di)>
& Fie{l,..,1},3(Nij)j=1.a, € RE VE € {1,....n},
M = <T—1 0ai1( M, s Ad,)s oy T L0 (A1 oo, )\di)>
D’apres le lemme 5.9, nous remarquons que, pour tout i € {1,...,1} et pour tout k € {1,...,n},

le germe 77! oa; , apprtient a Cg4,. Nous en concluons que, pour tout i € {1,...,1}, C; admet une
C-paramétrisation, et donc S admet une C paramétrisation cellulaire.o

Corollaire 5.11 Soit ¢ une fonction définissable, nous notons I'(¢) = {(X,¢(X); X € R* 1}
son graphe. Alors il existe un recouvrement fini R de T'(¢) tel que, pour toute cellule C' € R,
il existe une famille (ai)ie{lw,,n}, des fonctions de Cn_1 et un compact B € R"! tels que nous
ayons :

Vie{l,..,n—1},2; = a;j(ug, ..., up—1)

M@y, —mn) € C & Hur, - un1) € 5, { $(X) = an(uiry o 1)

Preuve : En remarquant que la dimension de I'(¢) est égale & n—1, nous appliquons le théoreme
5.10 a I'(¢) pour justifier ce résultat. Par ailleurs, les éléments de 1’algebre C,,—; étant identi-
quement nuls en dehors d’un pavé, nous pouvons supposer que les parametres appartiennent a
un compact B.o

5.4 Notre méthode de démonstration

Nous allons démontrer par récurrence sur le nombre de variables le théoreme suivant :
Théoréme 5.12 Toute application définissable est un terme par morceaux.

Preuve : Nous allons commencer par initialiser notre récurrence en démontrant le résultat
suivant :

Lemme 5.13 Soit une fonction définissable ¢ d’une seule variable x € R définie sur un en-
semble B. Il existe un recouvrement fini R de B tel que, pour toute cellule C' € R, la restriction
de ¢ a C soit un terme simple.
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Preuve : Nous notons I' le graphe de ¢. D’apres le corollaire 5.11, nous savons qu’il existe un
recouvrement fini R de I' tel que, pour toute cellule C' € R, il existe deux fonctions (a1, as) €
(C1)? et un intervalle I C R tels que :

x = ai(u)

(z,0(x)) € C@Hue[,{ 6(z) = as()

Nous considérons le germe f € Co défini par :
V(z,u) € B=a1(I) x I, f(z,u)=2—ai(u)

D’apres le théoreme 4.17 de préparation pour les fonctions de 'algebre, il existe un recouvrement
fini R1 de B par des ensembles S tel que, pour tout S € R, il existe une suite de transformations
élémentaires b, un entier d € N, quatre fonctions a, 6, g et h de C; et une unité U, tels que, nous
ayons :

U —ao -1 T ob 1 T
V(xau)esyf(%u)Z(U—aob1($))d00b1(az)U<bl(a¢), bl@) _gob i) )

hob='(z) "u—aob l(x)

Nous avons alors :
fx,u) =0 u=aob (z)oubhob (z)=0

Ce qui donne :

Vo € 71(S), ¢(x) = ag(u) = az(aob ' (x))

Par composition, nous savons que aj o a est un élément de Cy, et donc ¢ = az oa o b™! est un
terme simple.o

Notre méthode de résolution est basée sur la résolution d’équations du type a(u,...,up) =«
avec a un terme. La résolution de ces équations est I’objet du prochain chapitre. Pour ce faire,
nous faisons un hypothéese de récurrence : les fonctions définissables de N — 1 variables sont des
termes simples par morceaux avec N un entier. Dorénavant, le nombre de variables X sera un
entier n < N — 1.
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Chapitre 6

Réduction des termes

L’objet de ce chapitre porte sur la résolution des équations définies a I'aide de termes. Pour
ce faire, nous commencerons par transformer nos termes afin de revenir au cas des fonctions de
I’algebre. Nous allons procéder en deux étapes. Dans un premier temps, appelé réduction des
termes, nous démontrons que, pour chaque terme, il existe un recouvrement cellulaires de R"
tel que, sur chaque cellule, le terme s’écrit comme la composée d’une fonction de C, et d’'une
suite de transformations élémentaires inverses. Cela permet, dans un second temps, de revenir
aux fonctions de l'algebre en effectuant un changement de variables. Nous montrons ensuite un
théoreme de fonction implicite pour nos équations.

6.1 Introduction

6.1.1 Description des termes sous forme d’arbre

Les différentes conditions de stabilité de la définition 2.16 nous permettent de construire les
termes a partir des termes simples. Ces derniers sont définis comme étant la composée d’une
fonction de ’algébre C,, avec une transformation élémentaire inverse. A partir de ces définitions,
il est possible de voir un terme comme un arbre. Chaque noeud de I'arbre se compose d’une des
opérations suivantes : racine p-ieme, addition, multiplication, passage au quotient, composition
a partir d’une fonction de C,, et les extrémités des branches sont des fonctions de I’algebre.

Si nous considérons, par exemple, le terme g = f(% + f3, &/ fa+ f5) avec f, fi, fo, f3, fa et f5
des fonctions de C,, nous pourrons le représenter par I’arbre suivant :

‘f
¥ }
\ f f/ f
> 5
fa
i f2

FIGURE 6.1 — Arbre représentant le terme g

En remarquant que par une mise au méme dénominateur, le terme peut s’écrire :

g:f(w,%+f5)=f(ﬁ,%+fs)

en posant fg = f1 + f3f2. L’arbre devient alors :
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fe ) T?/ I5

fa
FIGURE 6.2 — Arbre représentant le terme g

Cette remarque est importante pour la suite de notre travail. La mise au méme dénominateur
nous permettra de faire précéder les noeuds correspondants aux divisions d’un noeud défini par
une fonction de C,. Or les fonctions de ’algebre sont a support compact. Dans nos raisonnements,
nous pourrons donc supposer que les quotients sont nécessairement bornés.

Par ailleurs, les feuilles de nos arbres sont a support compact. Les termes sont donc constants
en dehors d’un compact. Comme nous nous intéressons dans ce chapitre a la résolution des
équations du type g(X,y) = 0, nous pouvons donc supposer que nos variables sont a 'intérieur
d’un pavé compact.

6.1.2 Enoncé et stratégie de résolution

Dans la suite de ce chapitre, nous allons nous intéresser a la résolution des équations définies
a partir des termes. Le but est de montrer un théoreme des fonctions implicites.

Théoréme 6.1 Si g est un terme de n+ 1 variables , alors il existe un recouvrement fini R de
R tel que, pour tout S € R, nous avons :

e soit l’équation g(X,y) = 0 n’admet pas de solution sur S ;

e soit il existe un terme h tel que, sur S, nous avons l’équivalence suivante :

9(X,y) =0 y=h(X)

Notre stratégie consiste a transformer ’équation pour revenir & une équation définie a I'aide
d’une fonction de ’algebre, le théoreme de préparation nous permettant alors de conclure a
Iexistence d’une fonction de l'algebre solution. Le retour aux variables initiales se faisant par
des transformations élémentaires inverses, nous en concluerons a ’existence d’un terme solution.

La premiere étape, appelée réduction du terme, se fera par récurrence sur la hauteur du
terme en utilisant des transformations élémentaires respectant la verticalité de la variable y.
Comme dans le cas du théoreme de préparation, cette condition de verticalité est nécessaire
pour exprimer de maniere inversible la nouvelle variable verticale a I’aide de la variable initiale.
Il s’agit de revenir a des termes dits simples dont nous rappelons la définition.

Définition 6.1 Soit g un terme de n variables. Le terme est dit simple s’il existe un germe
f € C, et une famille (b;l)ie{l,m,p} de transformations élémentaires inverses tel que g = f o
bl_1 0..0 b;l.

Un terme est dit simple par morceaux sur un ensemble A de R™ s’il existe un recouvrement
cellulaire R fini de A tel que, sur chaque cellule C € R, g soit un terme simple.

Nous montrons que si nous nous plagons sur un cylindre défini a ’aide d’une équation, il
existe un recouvrement de ce cylindre de sorte que le terme soit un terme simple par morceaux.
En affinant notre découpage, nous avons donc réduit notre étude au cas ou il existe f € C,, et b
une suite de transformations élémentaires telle que g = f ob~! sur un cellule C. Nous effectuons
le changement de variables :

VX € C, X = b(X)

Nous avons alors :

9(X) =gob(X) = fob ! ob(X) = f(X)
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Le changement de variable X = b(X) nous permet donc de réduire notre probléme pour
revenir & 1’étude des fonctions de C,.
Il faut remarquer que, pour que le changement de variables soit inversible, il est suffisant

d’affiner notre recouvrement en découpant la cellule C' en deux cellules : C' = <C\Div(b)) U

(Div(b) N C’>. Sur la premiere sous-cellule, il est possible de revenir aux variables initiales.

Tandis que, sur la seconde, il faut utiliser une hypothese de récurrence. Ainsi, 'existence du
diviseur nous oblige a raisonner par récurrence sur le nombre de variables.

6.2 Etude des fonctions de C,,

Soit r €]0; +00[" un polyrayon, nous allons étudier les fonctions f € C,, . Nous démontrons
deux résultats qui seront utiles pour la suite. Dans un premier temps, nous allons résoudre une
équation du type f(X,y) = 0. Dans un second temps, nous montrons que tout terme est simple
par morceaux sur R”. Cela nous permet de supposer que, quitte a affiner notre recouvrement,
les termes sont simples.

6.2.1 Résolution des équations dans C,,

Nous démontrons notre théoréeme dans le cas particuliers des fonctions de Cj,41.

Proposition 6.2 Soit f est un fonction de Cpy1,. Il existe un recouvrement fini R de I, tel
que, pour tout S € R, nous avons :

e soit l’équation f(X,y) = 0 n’admet pas de solution sur S ;
o soit il existe un terme a tel que, sur S, nous avons l’équivalence suivante :

f(X,y) =0 y=a(X)
Preuve : D’apres le théoreme de préparation géométrique 4.17, il existe un recouvrement fini

R de I, tel que, pour tout S € R, il existe une suite b de transformations élémentaires, un entier
d € N, quatre fonctions a, g, h et 6 et une unité U tels que :

e Soit nous avons :

—aob-l
Y(X,y) €S, f(X,y)=(y—aob (X))ot (X)UbHX), yhob_bl(X()X))

e Soit nous avons :

—aobl
V(X,y) €S, [f(X,y) = (y—aobl(X))deobl(X)U<b1, Y T b_bl()g(), = agé)b(—)l(X)>

Et, dans ce cas, le graphe de a est disjoint de S.
Dans le second cas, I’équation f(X,y) = 0 n’admet pas de solution selon la variable y dans S.
Nous nous plagons donc dans le premier cas. Il faut de nouveau distinguer les cas selon que le
graphe de a est disjoint ou non de S. S’il est disjoint, ’équation n’admet pas de solution sur la
cellule.
Dans le cas ou le graphe de a intersecte S, nous avons :

f(X,y)=0ey=aob }(X)o
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6.3 Reéduction des termes

Nous allons montrer que tout terme est simple par morceaux par une récurrence sur la hau-
teur des termes. C’est pourquoi nous commencerons par justifier la réduction des termes de
hauteur 1.

Il convient de remarquer que dans cette partie, nous ne nous soucions pas de la verticalité
d’une des variables. Toutes les transformations élémentaires sont donc permises.

6.3.1 Reéduction d’un terme ultra-simple

Nous donnons la définition suivante :
Définition 6.2 Un terme g défini sur un ensemble C' est dit ultra-simple sur D si nous avons

l'un des cas suivants :
1. Il existe une fonction f € Cp, et s € N* tel que : VX € C, ¢g(X) = (f(X))s;

2. Il existe deuzx fonctions (f1, f2) € C2 tel que : VX € C, g(X) = D(fl(X),fg(X)) =

S1(X)
f2(X)
Soit g un terme. Par définition de la hauteur d’'un terme, g est un terme de hauteur 1 si et
seulement s’il existe une famille (g;);cq1,... p} de termes ultra-simples etune fonction f € C, telles
que nous avons :

9= f(g1,-9p)

Dans un premier temps, nous allons justifier la réduction des termes ultra-simples. Puis, nous
démontrons un théoreme de réduction simultanée. Cela nous permettra de conclure a la réduction
des termes de hauteur 1.

Lemme 6.3 Soit (f1, f2) € Cpr avec v €]0;400[" un polyrayon. Nous définissons le terme g

par :
VX €L g(X) = DACO, A(X) = 115

Si g est bornée sur I., alors il existe un recouvrement fini R de I, tel que, pour tout cellule
C € R, il existe un suite de transformations élémentaires et f une fonction de C, définie sur

b(C) telles que :

VX eC, g(X)=fob }(X)

Preuve : D’apres le théoreme 3.15, il existe un recouvrement fini R tel que, pour toute cellule
C € R, il existe une suite de transformations élémentaires b, deux monoémes mq et mg et deux
unités Uy et Us de C, tels que :

VX eC, g(X) = ggi
_ myob H{(X)Upob 1 (X)
 mgob {(X)Uzob 1(X)
myob!
= e U ob (X)W (X))

De plus, les mondmes sont ordonnés pour la division. Nous savons donc que 'un d’entre eux
divise I'autre. Or, g est bornée sur I, nous en déduisons que mo divise my. Il existe donc un
monome p tel que :

VX el g(X)=pob {(X)Uiob  (X)(Uzob (X))
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Nous définissons la fonction f par :
VX €b(0), [(X)=p(X)U(X)(U2(X))""
D’apres la proposition 2.12, nous savons que f est une fonction de C,. Nous avons :
VX eC, g(X)=fob!
g est un terme simple sur chaque cellule.c

Lemme 6.4 Soient s € N* et f € C,, avec r €]0;4o00[™ un polyrayon. Nous considérons la
fonction g définie sur un ensemble D par :

vXeD, g(X)=(f(X))

1l existe un recouvrement fini R de D tel que, pour toute cellule C € D, il existe une suite de
transformations élémentaires b, une fonction f définie sur b(D) telles que :

VX eC, g(X)=fob }(X)

Preuve : En utilisant le théoreme 3.14, nous normalisons la fonction f. Il existe donc un
recouvrement fini R de D tel que, pour tout cellule C' € R, il existe une suite de transformations
élémentaires b, un mondéme m et une unité U dans C,, avec :

i ES

VX eC, g(X)=(fob 1(X))s = (mob‘l(X) X Uob—l(X)> ’

Nous notons S = b~1(C) et nous définissons la fonction g; par :
VX €S, gi(X)=gob(X)
Nous avons alors :

1
s

wxes. p(x) = (mxu)
Nous définissons les ensembles :
Y={o;0€{-1,0,1}"} et B,, = {X e I;Vie{l,...,n},sgn(x;) = ai}

Un élément de X est appelé une condition de signe. Nous effectuons le découpage cellulaire :

S=JnB) =] 5,

oEX [

Soit o € ¥. Nous considérons la suite de transformations élémentaires r = [/, r;"* . Nous

1
. . s . _ 0453
remarquons que r admet une application réciproque r—! = [, et nous notons S; =
r~1(S,). Nous définissons la fonction go par :

VX €51, goX) = gi(af, . xp)
Nous avons alors :

VX €51, gX)= m(X)(U(ﬂ?fa --wl’fﬂ)

Nous définissons la fonction V par :

VX €S, V(X)= (U(xi, xn)>



s

) est une unité sur Sj.

Comme U est une unité sur S, la fonction (x1,...,zy,) — Ul(axf, ...,z
D’apres la proposition 2.11, nous en déduisons que V' est une unité.
Nous remarquons alors :

D = |JcC

CeR

= J o)

CeR

= |J us)

CeR

- U(ys)

CeR (D>

= U U bor(Sy)

CeRoeX

Nous avons donc obtenu un recouvrement cellulaire fini de D. De plus, nous avons :
VX e€D,3X € S, X =bor(X)
Nous notons ' = b o r. Nous avons :

9(X) = gobo(¥) ' (X)
9ol (X)

92(X)
= m(X)V(X)

Nous définissons la fonction f par :
VX €H(S1), F(X)=m(X)V(X)
Nous obtenons :
VX €851, g(X)=fo () H(X)

La restriction du terme sur une cellule est donc un terme simple.o

6.3.2 Réduction simultanée des termes ultra-simples

Proposition 6.5 Soit (gi)ic(1,.. py une famille de termes ultra-simples définis et bornés sur un
ensemble D. Il existe un recouvrement fini R de D tel que, pour toute cellule C' € R, il existe une
suite de transformations élémentaires b et une famille de fonctions (f;)icq1,..py de Cn définies
sur C telles que :

VX €C, gi(X)=fiob ' (X)

Preuve : On montre cette propriété par récurrence sur p € N*.

Initialisation : pour p = 1, nous considérons un terme g ultra-simple. Nous pouvons
conclure en utilisant les lemmes 6.3 et 6.4. La propriété est donc vraie au rang 1.

Hérédité : Nous supposons que la propriété est vraie pour un certain p € N*. Nous
considérons alors g1, ..., gp+1 des termes ultra-simples en n variables définis sur un ensemble D.
D’apres 'hypothese de récurrence, nous savons qu’il existe un recouvrement fini R de D tel que,
pour toute cellule C € R, il existe une suite de transformations élémentaires b et fi,..., f, € Cy
des fonctions telles que :

Vi € {1, p}, VX € Cgi(X) = fro b
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Nous définissons la fonction h par :
VX eS=b1C), h(X)=gpr10bX)

Or b est une suite de transformations élémentaires, donc h est un terme ultra-simple. Il existe
donc un recouvrement fini S de S tel que, pour toute cellule C7 € S, il existe une fonction
fp+1 € Cy, et une suite de transformations élémentaires by telles que :

VX €Cl, h(X)= fpr10b(X)
Nous avons alors :
p=Jc=us = b< U 01>_ U U sy
CeR CeR CeR NC1€8 CeR C1€S
Nous avons réalisé un recouvrement fini de D. Nous avons :
VX € C,3X € C1, X = b(X)
Nous notons b’ = bo by. Il s’agit d’une suite de transformations élémentaires. Nous avons alors :
VX €D, gpr1(X) = gpr100(X) = fyr1 007 (X) = fper 0 (V) 7H(X)
Par ailleurs, pour tout i € {1, ..., p}, nous avons :
VX € D,gi(X)=giob(X) = fi(X)=fiob ' (X) = fiobyob; ob  (X) = fiob o (b)) HX)

Nous notons f; 1 = f o b;. Nous remarquons que f; 1 est un élément de C,,. Nous avons donc
obtenu un recouvrement de D tel que, sur chaque cellule, les termes de la famille sont de la
forme voulue. La propriété est donc vraie au rang p + 1.

Conclusion : d’apres le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout p € N*.¢

6.3.3 Réduction d’un terme

Proposition 6.6 Soit g un terme défini sur R™. Il existe un recouvrement cellulaire fini R de
R™ tel que, sur chaque cellule C € R, g est un terme simple. Autrement dit, il existe une fonction
f € Cnr et b une suite de transformations élémentaires telles que :

VX €C, g(X)=fob }(X)
Preuve : Nous effectuons une récurrence sur la hauteur A des termes.

Initialisation : Soit ¢ est un terme de hauteur nulle. Par définition, il s’agit donc d’une
fonction C,. Le résultat est donc vrai au rang 0.

Hérédité : nous supposons que tout terme de hauteur h est simple par morceaux. Nous
considérons un terme g de hauteur h + 1. Par définition de la hauteur d’un terme, il existe ¢’ un
terme de hauteur h et une famille (g;);c(1,... 1 de termes ultra-simples tels que :

VX eR™, g(X) =g (g1(X), ..., gp(X))

Nous appliquons la proposition 6.5 a la famille (g;);c(1,... ). 11 existe un recouvrement cellu-
laire fini R de R™ tel que, pour toute cellule C' € R, il existe b une suite de transformations
élémentaires et une famille (f;);cq1,.. py de Cp telles que :

Vie{l,..ph,VX €C, gi(X)=fiob ' (X)
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Nous notons S = b~1(C) et nous définissons le terme g par :
VX €S, g(X)=gobX)=d(fi(X),.. (X))

Le terme g est de hauteur au plus h. Nous lui appliquons I'hypothéese de récurrence. 1l existe un
recouvrement fini S de S tel que, pour toute cellule Cq € S, il existe une suite de transformations
élémentaires by et une fonction f; de C, telles que :

VX €Cy, g(X)=fiob (X)

Nous avons alors :

R'=|Jc=Jus)= ] U e

CeR CeR CeR C1€S

Nous avons construit un recouvrement fini de R™. De plus, nous avons :
VX e R",3C € R,3C, € S§,3X € C1, X = b(X)
Nous obtenons alors :
9(X) = gob(X) =5(X) = froby '(X) = frob  ob™ (X)
Le terme est donc simple par morceaux. La propriété est vraie au rang h + 1.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, la proposition est vraie pour tous les termes
de n variables.o

Remarque 1: Les opérations que nous effectuons consistent a réaliser un changement de
variables. Si nous considérons le terme défini par :

g(x1,22) = Y1 Vw2 f (21, 22)

Nous notons 71 = /1 et To = x5 ce qui donne :

g(z1,29) = T1To f (77, T3)

6.3.4 Réduction simultanée d’une famille de termes

Nous obtenons la réduction d’une famille de termes :

Théoreme 6.7 Soit (gi)icq1,..py une famille de termes définis sur un ensemble D. Il existe un
recouvrement fini R de D tel que, pour toute cellule C' € R, il existe une suite de transformations
élémentaires b et une famille de fonctions (fi)icq1,..py de Cy définies sur C telles que :

VX €C, gi(X)=fiob 1 (X)

Preuve : La preuve de la proposition 6.5 peut étre reproduite ici sans modification.o

6.4 Equivalence avec un monoéme a proximité d’une racine

Pour résoudre les équations définies & ’aide des termes, nous allons réduire ces équations
en revenant aux fonctions de l’algebre. Or, dans nos termes, des quotients du type % ou des
racines sont apparus. Pour les faire disparaitre, nous allons justifier qu’a proximité de la racine,
la variable y est proche d’un monéme des autres variables, en fait de la partie principale de la

solution. Nous utiliserons le théoréme de préparation de Speisseger-Van den Dries [15].
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6.4.1 Théoréme de Speisseger-Van den Dries

Nous rappelons le théoreme de préparation des fonctions définissables dans une structure
o-minimale polynomialement bornée du a P. Speisseger et L. Van den Dries :
Théoréme : Soient S une structure o-minimale polynomialement bornée et fy, ..., f; : R*™t = R
des éléments de S. Alors il existe un recouvrement fini C de R™*! par des ensembles appartenant
a S, et pour chaque C € C, il existe des exposants Ai,...,\; € A et des fonctions 0, aq,...,a; :
R"” = R et Uy,...,U; : R*"1 — R, toutes dans S, tels que le graphe de 6 est disjoint de S et,
pour tout i =1, ...,1 et pour tout (X,y) € C, nous ayons :

FiX, ) = by — 000 P (X)U(X, ) et |U(X,9) — 1] <

Preuve : La preuve se trouve dans larticle [15]. Par ailleurs, il faut remarquer que les inégalités
U;(X,y) — 1| < 3 signifient que les fonctions Uy, ..., U; sont des unités.o

A est un sous-corps de R, appelé le corps des exposants de la structure. Il s’agit de I’ensemble
des réels X tels que la fonction = — 2 est définissable. Or, d’aprés le théoreme 5-4 de Particle
[32], nous savons que A = Q. Nous pouvons donc préciser le théoréme précédent pour obtenir :

Théoréme 6.8 Soient S une structure o-minimale polynomialement bornée et fi, ..., f; : Rt —
R des éléments de S. Alors il existe un recouvrement fini C de R™ ! par des ensembles appar-
tenant a S, et pour chaque C € C, il existe des exposants Ai,...,\; € Q et des fonctions 8,
at,...,a; : R* = R et Uy,...,U; : Rt = R, toutes dans S, tels que le graphe de 0 est disjoint
de S et, pour tout i = 1,...,1 et pour tout (X,y) € C, nous ayons :

Fi(X9) = ly — 0O as( X)U(X, ) et |U(X,9) 1] < |

6.4.2 Monomialisation des fonctions définissables bornées

Lemme 6.9 Soit (f1, f2) € CTQM avec 1 €0, +00[™ un polyrayon. Nous définissons la fonction ¢
par :

J1(X)
VX e] X)=D X X)) =
o) =D A0, R00)) = T2
Si la fonction ¢ est bornée sur I, alors il existe un recouvrement fini R de I, tel que, pour tout
C € R, il existe b une suite de transformations élémentaires, un monome p et une unité U tels
que :

VX €C, ¢(X)=pob ' (X)Uob }(X)
Preuve : Nous considérons ¢ une fonction de n variables telle qu'il existe (f1, f2) € Cp,» avec :
_ h(X)
fa(X)
D’apres le théoréeme de normalisation simultanée 3.15, il existe un recouvrement fini R de I,

tel que, pour tout C' € R, il existe une suite de transformations élémentaires b, deux monomes
mq et mo ordonnés pour la division et deux unités U; et Us tels que :

Vie {1,2},VX € C, fi(X)=m;ob Y(X)U;ob 1(X)

VX eI, ¢(X)

Comme les mondmes sont ordonnés pour la division et que ¢ est bornée sur C, nous en
déduisons qu’il existe un monome p tel que : bm; = pbmo.
Nous avons alors :
X)Upob 1 (X)
mq o b~ 1(X)U; o b—1(X)
= pob {(X)Uiob {(X)Uyt o b™H(X)

miob”

H H
VX eC, ¢(X) T T
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Nous définissons les fonction V' = U Uy ! D’apres la proposition 2.12, V est une unité de Cp,.
Nous avons :

VX eC, ¢(X)=pob }(X)Vob }(X)

Sur chaque cellule, la fonction ¢ est un terme simple de la forme annoncée.¢

Ce lemme nous sert a démontrer la proposition suivante :

Proposition 6.10 Soit ¢ une fonction définissable de R™ avec ¢ < 1. Alors il existe un recou-
vrement fini R de R™ tel que, sur chaque cellule C' de R, il existe p un mondéme, b une suite de
transformations élémentaires et U une unité tels que :

VX €C, ¢(X)=pob ' (X)Uob }(X)
Preuve : Nous effectuons une récurrence sur le nombre n de variables.

Initialisation : Nous considérons une fonction ¢ d’une seule variable. Dans le lemme 5.13,
nous avons montré qu’il existe un recouvrement fini R de R tel que, pour toute cellule C € R,
il existe une suite de transformations élémentaires b et une fonction f € Cy telles que :

Ve e C, ¢(x)=fob ()

D’apres la proposition 3.1, il existe un réel r €]0; 400, un entier p € N et une unité U dans C;
tels que :
Ve el —rr], f(z)=2aPU(x)

Nous avons donc :
VreC, ¢(z)= (0" (X)PUob '(X)

Cela signifie que la propriété est vraie au rang 1.

Hérédité : Nous supposons que la proposition est vraie pour toute fonction définissable
définie sur R™~!. Soit ¢ une fonction définissable de R dans R. D’apres le théoréme de Speisseger-
Van den Dries, il existe un recouvrement R de R" tel que, pour tout C de R, il existe A € Q,
deux fonctions définissables a et # de R*~! et une unité U définissable dans R™ telles que :

VX €0, ¢(X) = (zn — 0(X") a(X)U(X)
Nous considérons la fonction ¢ définie sur S = ¢t (C) par :
VX €8, P(X) =X zn +0(X'))

Nous avons alors :

VX €S, ¥(X)=a a(X)\UX' z,+0(X")

n

Nous définissons la fonction U; par :
vXeS U(X)=UX" z,+0(X")

Il s’agit d’une unité.
Par ailleurs, d’apres '’hypothése liée au théoreme 5.12, comme la fonction a admet au plus
n —1 < N — 1 variables, il existe un recouvrement fini Ry de S tel que, pour toute cellule
C1 € R4, il existe une suite de transformations élémentaires by, une fonction a; € C,,_1 telles
que :

VX' € C, a(X')=ajob (X
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Nous notons S; = b7 ' (Cy) et nous définissons la fonction ¢; par :
VX €51, ¢1(X)=1ob(X)=x)a(X)V(X)

Avec V(X) = Uy 0 b1(X), nous remarquons que V' est une unité.
Nous notons A = £ avec p € Z et ¢ € N*. Nous affinons notre découpage cellulaire en considérant

les cellules suivantes :
St ={X €Sz, >0}
Sy ={X € S;z, <0}
={X € S;z, =0}

Nous distinguons donc les cas :

e Sur SY, la fonction ¢ est une fonction de n— 1 variables, nous pouvons conclure en utilisant
I'hypothese de récurrence. Il existe donc un recouvrement fini, noté R3 de S? tel que, pour
toute cellule C5 € R3, il existe une suite de transformations élémentaires b3, un monoéme
p et une unité Us tels que :

VX €C5, ¢i(X)=pobs (X)U;1(X)

e Sur Sfr , nous définissons la fonction ¢9 par :

VX €Sy = (S, 6a(X) = é1 0 I(X) = aBay (X)V o 5H(X)

Selon le signe de p, nous distinguons les cas :
— Soit p est positif. Nous définissons les fonctions suivantes :

VX € 7' (S+) fi(X) =2Pa1(X) et fo(X) =1

Comme ce sont des fonctions de C,, nous pouvons appliquer le lemme 6.9. 11 existe donc
1

o +77 . . N
un recouvrement Ry fini de r,, ?(ST) tel que, pour tout Cy € R, il existe p un mondme,
by une suite de transformations élémentaires et Us une unité tels que :

VX € Cy, fi(X)=poby (X)Us0by (X)
Nous en déduisons que :
VX € Co, ¢o(X)=poby (X)Uz0by (X)V or(X)
Nous avons alors :
S —r+q<rn (S > = < U Cg) = U rH1(Cy)
C2€R2 C2€R2

Dong, il existe un recouvrement fini de Sf . Nous en déduisons que, pour tout X € Sf ,
il existe Cy € Ro et X € (s tels que :

X =rp(X) & X = (rp) " (X)

Nous avons alors :
01(X) = drorti(r (X))
= ¢a(X )
= poby (X)Uzoby (X)V ort(X)

L i L+
= poby or, Y(X)Uso0by ory, “(X)V(X)
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Nous définissons la fonction Us par :
VX €5, Us(X)=Us(X)V or9oby(X)

1l ’agit d’une unité. Si nous notons bz = ;1% ob, il s’agit d’une suite de transformations
éliheentaires et nous avons :

¢1(X) =pobs (X)Usobs " (X)

— Soit p est négatif. Nous définissons les fonctions suivantes : :

VX € TI’%(ST), filX) = a1(X') et fo(X) = x,P

n

Il s’agit de deux fonctions de C,, nous pouvons appliquer le lemme 6.9. Il existe donc un
1

+5 . . N
recouvrement Ry fini de r,, ?(S;") tel que, pour tout Cy € Ry, il existe p un mondme,
bs une suite de transformations élémentaires et Us une unité tels que :

VX €Cy,  ¢2(X) =poby (X)Uzoby ' (X)V orf(X)

Par ailleurs, nous avons :

1
st=ra(nsn) =ro( U @)= U i

C2€R2 C2€R2

Nous avons donc construit un recouvrement fini de Sf . Nous en déduisons que, pour
tout X € Sf, il existe Cy € Ro et X € (s tels que :

X =rf4(X) & X = (5 9) 7' (X)

Nous avons alors :

1 1

$1(X) =pobylor {(X)Usobytory  (X)V(X)
Nous définissons la fonction Us par :
VX €5, Us(X)=Us(X)V or90by(X)

Il s’agit d’une unité. Si nous notons b3 = rilob, il s’agit d’une suite de transformations
élémentaires et nous avons :

$1(X) =pobz (X)Uso0bz ' (X)

Dans tous les cas, nous avons construit un recouvrement fini, noté Rgr, de Sfr tel que,
pour toute cellule C’i}f € R, il existe bs une suite de transformations élémentaires, p un
monome et Us une unité tels que :

VX € Cf, ¢1(X)=poby (X)Usoby'(X)

e Sur S|, nous définissons la fonction ¢, par :

1

VX €7 T(S)),  d2(X) = g1 om, U(X) = ahar(X)V or, U(X)

Selon le signe de p, nous avons :
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— Soit p est positif. Nous définissons les fonctions suivantes :

VX €1 (SH), Ai(X) = ahar(X') et fo(X) =1

Ces sont des éléments de C,. Nous pouvons appliquer le lemme 6.9. Il existe donc un
1

recouvrement Ry fini de 7y, ’E(Sl_ ) tel que, pour tout Cy € Ra, il existe p un monome,
by une suite de transformations élémentaires et U une unité tels que :

VX € o, ¢a(X) =poby (X)Uzo0by (X)V or, 9(X)
Par ailleurs, nous avons :
_1
si=r(mtsn) =mr( U @)= U e
C2€R2 C2€R2

Nous avons donc construit un recouvrement fini de S; . Pour tout X € Sy, il existe
donc Cy € Ro et X € Oy tel que :

X =1 9(X) & X = (r;9) 7 (X)
Nous avons alors :
P1(X)=pobyto r;’é(xm oby'o r;’%(X)V(X)
Nous définissons la fonction Us par :
VX €51, Us(X)=Us(X)V or,90by(X)

Il s’agit d’une unité. Si nous notons bs = rn %05, il s’agit d’une suite de transformations
élimeentaires et nous avons :

¢1(X) =pobs (X)Usobs ' (X)

— Soit p est négatif, Nous définissons les fonctions suivantes :

_1
VXernjq(Sr)a fl(X):al(X,) et f2(X)::I"7_Lp
Ces sont des éléments de C,. Nous pouvons appliquer le lemme 6.9. Il existe donc un
1

recouvrement R fini de 7y, ’E(Sl_ ) tel que, pour tout Co € Ra, il existe p un monome,
by une suite de transformations élémentaires et U une unité tels que :

VX € o, a(X) =poby (X)Uz0by  (X)V or, 9(X)
Par ailleurs, nous avons :
_1
Sl:rr:’q<7"n7q(51 > =T ’q< U Cz) = U r,1(C2)
C2€R2 CaeRs

Nous avons donc construit un recouvrement fini de S; . Pour tout X € Sy, il existe
donc Oy € Ro et X € Cs tel que :

X = 9(X) & X = (%) 7(X)

Nous avons alors :

1 1

p1(X) =pobytor, " (X)Uzobytor, *(X)V(X)
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Nous définissons la fonction Us par :
VX €5, Us(X)=Us(X)V or,9oby(X)

Il ’agit d’une unité. Si nous notons bz = ;1% ob, il s’agit d’une suite de transformations
élémentaires et nous avons :

¢1(X) =pobs (X)Usobs " (X)

Dans les deux cas, nous avons construit un recouvrement fini, noté R3, de S tel que,
pour toute cellule C5 € Ry, il existe b3 une suite de transformations élémentaires, p un
monome et Us une unité tels que :

VX €Cy, ¢1(X)=poby (X)Usobs!(X)

A Taide des différents recouvrements, nous allons construire un recouvrement de R™. En
effet, nous avons :

R" = UC

= Rt§”<b1< U cu U csu U Cg))

CferT C3€Ry Cy €Ry

= U( U monenU U monenl U one))
CeR

CFeRry C3€Ry Cy €Ry

Nous notons Q ce recouvrement.
Soit X € R™. 1l existe donc C' € Rg“ UR3 UR; et X € C tel que :

X=tnob(X) e X =b"0o(t2") 1 (X)

Nous obtenons alors : L o
P(X) = ¢gotg" obi(X) = d1(X)

Or, nous savons que, pour tout C' € R;r UR3 URg, il existe p un mondme, b3 une suite de
transformations élémentaires et Us une unité tels que :

VX eC, ¢1(X)=poby (X)Usoby"(X)
Nous définissons la suite de transformations élémentaires b = t2" o b; o 3. Nous obtenons :

H(X)=pob 1 (X)Us0b 1(X)
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La proposition est donc vraie au rang n.
Conclusion : d’apres le principe de récurrence, la proposition est vraie pour toute fonction
définissable bornée.o

Ce résultat va permettre de démontrer le résultat suivant :

Proposition 6.11 Soit ¢ une fonction définissable de n + 1 wvariables, nous considérons l’en-

semble Z(¢p) défini par :

2(6) = {(X, y) € R 6(X, y) = o}

Alors, il existe un recouvrement cellulaire de Z () tel que, sur chaque cellule, il existe un mondéme
p de R,[X] et une suite b de transformations élémentaires tels que y est équivalent ¢ po b~ 1.

Preuve : ¢ est une fonction définissable, 1’équation ¢(x,y) = 0 d’inconnue y admet donc un
nombre fini de racines. Autrement dit, il existe une famille (¢;);c(1,... ») de fonctions définissables
telle que :

¢(X,y) =0« Jie{l,...p}y=di(X)
Nous notons C; = {(X, y) € Ry = gbi(X)} et S = {Ci;i e {1, ...,p}}. Par construction, S

est un recouvrement fini de Z(¢). Nous allons maintenant affiner ce recouvrement.

Soit ¢ € {1,...,n}. Nous appliquons la proposition 6.10 & la fonction ¢;. Il existe un recouvrement
R de R™*! tel que, sur chaque cellule S € R, il existe un monéme p, une suite de transformations
élémentaires b et une unité U tels que :

V(X,y) €CinS, y=¢i(X)=pob H(X)Uob '(X)
Nous effectuons le changement de variables :

Comme U est une unité, nous avons donc y ~ p(X) sur la cellule.o

Remarque 2: Les transformations élémentaires de la proposition précédente ne concernant
que les variables X conservent strictement la verticalité de y.

6.5 Redressement de la verticalité

Dans un premier temps, nous allons démontrer une série de lemmes préparatoires. Ils nous
serviront a la réduction des termes dans le cas particulier des quotients et des radicaux.
Soit ¢ une fonction définissable. Nous notons Z(¢) 'ensemble défini par :

2(6) = {(X.0) € Lo(x.) =0}

6.5.1 Cas des quotients bornés

Lemme 6.12 Soient f1 et fo deux fonctions de Cpy1. Nous considérons la fonction h définie
par :

Y(X,y) € Z(6), h(X,y) =128
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Si nous supposons que h est bornée sur Z (), alors il existe un recouvrement fini R de Z(¢) tel
que, pour toute cellule C' € R, il existe une suite de transformations élémentaires b préservant
strictement la verticalité de y et une fonction f € Cpy1 avec :

V(X)y)eov h(XJy):fobil(va)

Preuve : D’apres le théoreme de préparation simultanée 4.18, il existe un recouvrement fini
R1 de Z(¢) tel que, pour tout C7 € Ry, il existe une suite de transformations élémentaires by
concernant uniquement les variables X, sept fonctions (a, 61,02, g1, 92,11,1l2) € CF, deux entiers
dy et dy et deux unités (Uy,Us) € C2,; tels que, pout tout i € {1,2} et tout (X,y) € Ci, nous
ayons :

Caob! ob!
fo= = ()00 b O (b7 00, LS, 0 )
? 1 1

Nous notons Sy = bfl(C’l) et nous définissons la fonction hg par :
V(X7y> 6‘907 hO(va):hobl(X7y>

Nous obtenons :

Y(X,y) € So, ho(X,y) = (y—a(X))h~

Nous considérons la fonction h; définie par :
V(X,y) € S1 =12 ,(S0), hi(X,y) = ho(X,y + a(X))

Nous avons alors :

V(X,y) €S, m(X,y) = yh~ d2915§;U1(X’ Yy 1(X)>

Nous définissons la fonction ¢ par :
Y(Xy) €81, di(X,y) = (X, y+aobi (X))
Soit (X,y) € S1. Par définition de Sy, il existe (X,7) € Sp tel que :
(X,y) =1, (X,7) & (X,7) = t§(X,y)

Par définition de Sy, il existe (X' ,7) € Cq tel que :

(yvg) = bfl(ng) <~ (Xag) = bl(yvg)

Or, C1 C Z(¢), nous avons donc :

Nous en concluons que S; C Z(¢1).

D’apres la proposition 6.11, il existe un recouvrement fini Ro de Z(¢;), donc de Sy, tel que,
pour toute cellule Cy € Ry, il existe by une suite de transformations élémentaires préservant la
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verticalité de y et un monome p tel que y ~ po by 1(X ) sur Co.
Par définition de la relation d’équivalence, il existe (k, K) € (R*)? tel que :

V(X,y) € Ca,  klpoby ' (X)| < |yl < Klpoby' (X))
Nous notons S2 = by 1(02) et nous définissons la fonction ho par :
V(X,y) € Sz, ha(X,y) = hy 0 bo(X,y)
Soit (X,y) € Ss. Il existe (X,7) € Cy tel que :
(X,y) =0 (X,9) & (X.9) = ba(X,p)

Or, nous avons :
klpoby ' (X)| < |yl < Klpo by (X))
Nous obtenons :
klp(X)| < 9] < K|p(X)|

Autrement dit, nous avons y ~ p sur Ss.

D’apres le lemme 5.4, il existe un recouvrement cellulaire fini Rg de S5 tel que, pour tout cellule
C3 € R3, il existe un polyrayon r €]0; +o0o["*! et un réel A € R* tels que : C5 = b5Y(1,.).

Nous notons S3 = (bz)’\’y)*l(Cg) et nous définissons la fonction hg par :

V(Xay) S 537 hS(va) = h? © bI))\,y(Xa y)

Nous avons alors :

d1—d2 o
Y(X.y) €Sy, hy(X,y) = <p(X>(“y)> m
p(X) g1 0 by (X)
% U1<b2(X)’l1<>[)2()§')(/\+y>7lm)
_ p(X) 92 © ba(X)
X U21<b2(X)’120b2(X)()\+y)’p(§()(>2\—i-y)>

Nous remarquons que sur I, la fonction V' : y — A + y est une unité. D’apres la proposition
212, Vi=V-let Vh = Vdi—d2 gont des unités. Nous avons alors :

V(X,y) € S5, h3(X,y) = p(X)dl‘dQVz(y)m
p(X) g1 0 ba(X)
X U1<b2(X)aW)2(X)V(y)ap(X)Vl(y)>

p(X) 92 0 by (X)
oY O )

x Uyt (bQ(X)

di—dg 010b2  g1oba g2ob2  p D
f20b2? p > p O ljoby? la0by

D’apres le théoreme 6.7 appliqué a la famille (p , il existe un

recouvrement fini R4 de S3 tel que, pour toute cellule Cy € Ry, il existe by une suite de transfor-
mations élémentaires concernant les variables X, cinq fonctions f1, fo, f3, f1 et f5 de C, telles
que :

V(X7 y) . 04’ hS(X, y) _ fl . bZI<X)V2(y)U1 <b2 o bZI<X>, f2 o bZI(X)V(y)’ f3 o bZl(X)Vl(y)>
< Uy (b2 o by (X), fa 0 by {(X)V(y), f5 0 b41(X)V2(?/)>
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Nous définissons la fonction W par :
V(X,y) €b7'(Co), W(X,y) = Va(y)lh (bQ(X), fz(X)V(y),fs(X)Vl(y)>

< Uyl <bg(X), LX)V (), f5(X)Vz(y))

Comme toutes les fonctions qui composent W sont des éléments de Cy,41, nous en déduisons que
W appartient a C,,11. Par ailleurs, Vo, Uy et Uy ! sont des unités, alors W est une unité. Nous
avons alors :

Y(X,y) € Cuy ha(X,y) = froby (X)W o b (X,y)
Nous notons Sy = 621(04) et nous définissons la fonction h4 par :
V(X,y) € Sa,  ha=hzobs(X,y)
Nous avons alors :
V(X,y) € S1, ha(X,y) = (X, y)W(X,y) = (fr x W)(X,y)
La fonction hy = f1 x W appartient a C,41. Nous remarquons aussi que nous avons :
hy =hobjot!obyobsoby

Pour conclure, il faut revenir a ’ensemble F' en suivant les différentes étapes. Nous avons :

F = U Clz U bl(SO)

Ci1eR1 CheRy

= U mn (tg(sl))

Ci1eR1

= U blotz< U Cg)

C1eER1 C2€Ro

= U U b1 OthbQ(SQ)

C1€R1 C2€R2

= U Uy blotgon( U C’3>

C1€R1 C2€R2 C3€R3

= U U UblotZOb2Ob3(Ss)

C1€R1 C2€R2 C3€R3

- U Uy blotgob20b3< U C4>

C1€R1 C2€R2 C3€R3 C4€Ry

= U U U UblotZOb2Obgob4(S4)

C1ER1 C26Ro C36R3 C1€RY

Nous voyons clairement dans cette suite d’égalités apparaitre le fait que nous progressons par
raffinement successif de nos recouvrements.
Pour tout (X,y) € F, il existe une cellule Cy € R4 et (X,Y) € Sy telle que :

(X,y):blotgobgobgolu(Y,@)@(Y,ﬂ):bilobglobglot‘liaobfl(X,y)
Nous obtenons :
hX,y) = hobjot!obyobzobsobytobylobytot?
= hobjotdobyobzoby(X,7)
= hy(X,7)
= hgobytobylobytot!, ob (X, y)

o by M (X,y)

a
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Nous avons donc construit une recouvrement fini de Z(¢) tel que, sur chaque cellule, la fonction
a la forme voulue. Il faut aussi remarquer que les transformations effectuées conservent toutes
strictement la verticalité de y.o

6.5.2 Ramification

Lemme 6.13 Soit f un élément de notre algébre et p un entier positif. Nous considérons la
fonction h définie par :

W(z,y) € I, h(X,y) = (f(X,y))?

Alors il existe un recouvrement fini R de Z(¢) tel que, pour toute cellule C' € R, il existe une
suite de transformations élémentaires b conservant la verticalité de y et une fonction fo dans
Cn+1 telles que :

V(Xay)€C7 h(va):fOObil(Xay)

Preuve : D’apres le théoreme de préparation 4.17, il existe un recouvrement fini Ry de Z(¢)
tel que, pour tout C'y € R, il existe une suite de transformations élémentaires b; concernant
uniquement les variables X, quatre fonctions (a, 6, g,1) € C3, un entier d et une unité U € C, 11
tels que, pour tout (X,y) € C1, nous ayons :

—aobt op !
f(Xay):(?J—aobll(X))deobl1(X)U<511(X)’y by (X) gob (X) )

lob'(X) "y—aobH(X)
Nous notons Sy = bl_l(Cl) et nous définissons la fonction hg par :
V(X,y) € So,  ho(X,y) =hobi(X,y)

Nous obtenons :

V(X,y) € So,  ho(X,y) = (y—a(X))de(X)U<X, y;(?((;(), yg_lg((;)()ﬂ

Nous considérons la fonction hq définie par :
V(X,y> ESI :ty—a(SO)7 hl(Xay):hO(X7y+a(X)>

Nous avons alors :

V(Xay)esla hl(Xay): |:yd9(X)U<X7 >:|
Nous définissons la fonction ¢; par :
Y(X,y) € R"N\Divy,  ¢1(X,y) = ¢(X,y+aobi’ (X))

Dans la démonstration de 6.12, nous avons vu que S; C Z(¢1).

D’apres la proposition 6.11, il existe un recouvrement fini Ro de Z(¢1), donc de Sy, tel que,
pour toute cellule Cy € Ro, il existe by une suite de transformations élémentaires préservant la
verticalité de y et un monome p tel que y ~ po by 1(X ) sur Co.

Par définition de la relation d’équivalence, il existe (k, K) € (R%)? tel que :

V(X,y) € Gy, klpoby(X)| < |yl < K|poby' (X))
Nous notons So = by 1(02) et nous définissons la fonction hs par :

V(X,y) €S2, ha(X,y) = h1ob(X,y)
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Soit (X, y) € Ss. Il existe (X,7) € Cy tel que :
(X,y) = b (X,7) & (X,7) = b2(X, 1))

Or, nous avons :
klp o by ' (X)| < |yl < Klpo by ' (X))
Nous obtenons :
klp(X) < [7] < K[p(X)|

Autrement dit, nous avons y ~ p sur So.

D’apres le lemme 5.4, il existe un recouvrement cellulaire fini Rg de S5 tel que, pour tout cellule
C3 € Rs, il existe un polyrayon r €]0; +oo["*! et un réel A € R* tels que : C5 = b5Y(1,.).

Nous notons S3 = (b5¥)7!(C3) et nous définissons la fonction hg par :

V(X,y) € S3, h3(X,y) =hoobl¥(X,y)

Nous avons alors :

d 1
V(X,y) € S5, h3(X,y) = [<p(X)(A+y)> Hon(X)U(bQ(X),lféjg()( y%mn

Nous remarquons que sur I, la fonction V : y — A + y est une unité. D’apres la proposition
1
2.12, Vi =V~ let V5 = (V4> sont des unités. Nous avons alors :

YOX) € San a(Xo) = (OO 0 b0 (X). B V00 L i) ) |

1
D’apres le théoreme 6.7 appliqué a la famille <(pd6 oby)r, 9202 b ), il existe un recouvrement

) p » Joby
fini R4 de S35 tel que, pour toute cellule Cy € Ry, il existe by une suite de transformations
élémentaires concernant les variables X, trois fonctions f1, fo et f3 de C, telles que :

B =

V(X,y) € Cs, h3(X,y) = frob (X) [Vg@wl (bzobzl(X ), f20b3 H(X)V (1), faoby (X )Vl(m)}

Nous définissons la fonction W par :

V(X.y) € b7 (Ch), W(X,y) = [v2<y>U1 (b2<X>, LX)V @), fs(X)Vl(y)ﬂ '

Comme toutes les fonctions qui composent W sont des éléments de C,1, nous en déduisons que
W appartient a C,,11. Par ailleurs, d’apres la proposition 2.11, Va, Uy et Uy L sont des unités,
alors W est une unité. Nous avons alors :

Y(X,y) € Cuy ha(X,y) = froby (X)W o by (X,y)
Nous notons Sy = bZl(C4) et nous définissons la fonction hy par :
V(X,y) € Si,  ha=hyobi(X,y)
Nous avons alors :
V(X,y) €8s, ha(X,y) = Ll(X,y)W(X,y) = (fr x W)(X,y)
La fonction hy = f1 x W appartient a C,11. Nous remarquons aussi que nous avons :

h4=hoblOtZOb20b30b4
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Pour conclure, il faut revenir a 'ensemble Z(¢) en suivant les différentes étapes. Nous avons :

Z¢) = |J a= |J bi(S)

C1eRy C1eRyL
= U b1<tg(51)>
Ci1€R1
= Y bioti(s)
CieR1
CieR1 C2€Ro

= U U blOtZObQ(SQ)

C1ER1 C2€R2

- U Uy blotgob2< U Cg)

C1€R1 C2€R, C3€R3

— U U U bl OtZObgObg(S:;)

C1€R1 C2€R2 C3€R3

- U U u blotZobgob;;( U C4>

C1€R1 C2€R2 C3€R3 C4€Ry

= U U U Ub10t2052053054(54)

C1ER1 C26Ro C3eR3 C1E€R

Nous voyons clairement dans cette suite d’égalités apparaitre le fait que nous progressons par
raffinement successif de nos recouvrements.
Pour tout (X,y) € F, il existe une cellule Cy € R4 et (X,Y) € Sy tels que :

(X,y) =brothobyobsobs(X,7) & (X,7) = b) ' oby" oby' ot? 0 by !(X,y)
Nous obtenons :
hX,y) = hobjotiobyobsobsobytobylobytot?
= hobyotlobyobsoby(X,7)
= ha(X,7)
= hyobylobzlobytot?, ob (X, y)

o by M (X,y)

a

Nous avons donc construit une recouvrement fini de Z(¢) tel que, sur chaque cellule, la fonction
présente la forme voulue. Il reste & remarquer que les transformations effectuées conservent
toutes strictement la verticalité de y.o

6.5.3 Reéduction simulanée conservant la verticalité pour une famille ultra-
simple

Théoréme 6.14 Soient ¢ une fonction définissable de R™+1 et (9i)ieq1,..py une famille de termes
ultra-simples de n + 1 variables définie sur un ensemble Z(¢p). Il existe un recouvrement fini R
de Z(9) tel que, pour toute cellule C' € R, il existe une suite de transformations élémentaires b
conservant la verticalité de y et une famille de fonctions (fi)z‘e{l,...,p} de Cp1 telles que :

Vi € {1,...,p},V(X,y) 607 gi(X7y):fiob71(Xay)

Preuve : En utilisant les lemmes 6.12 et 6.13, la démonstration est identique a celle de la
proposition 6.5. Il convient de remarquer que les transformations utilisées conservent toutes
strictement la verticalité de y. Leur composition respecte donc aussi cette condition.o
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Chapitre 7

Résolution et conséquences

7.1 Résolution des équations

Théoréeme 7.1 Soit g un terme admettant n+ 1 variables. Il existe un recouvrement fini R de
R tel que, pour toute cellule C € R, nous avons l'une des possiblités suivantes :

1. Soit l’équation g(X,y) = 0 n’admet pas de solution sur C' ;

2. Soit il existe un terme O¢ tel que, sur C', nous avons :
9(X,y) =0 0c(X) =0
3. Soit il existe un terme O¢ tel que, sur C', nous avons :
9(X,y) =0y =0c(X)
Preuve : Nous allons effectuer un raisonnement par récurrence sur la hauteur du terme.

Initialisation : Nous supposons que hau(g) = 0. Par définition, cela signifie que g est un
élément de C,41. Nous lui appliquons la proposition 6.2, ce qui nous permet de conclure.

Hérédité : Nous supposons le théoreme vrai pour les termes de hauteur h. Nous considérons
g un terme de hauteur h + 1. Nous effectuons le premier recouvrement a l’aide des cellules

suivantes :
E=R""'NZ(g) et F =R"™\Z(g)

Nous voyons que, sur F', ’équation n’admet pas de solution. Nous nous plagons donc sur FE.
Par définition de la hauteur, cela signifie qu’il existe au moins une branche de longueur h + 1
dans la description de g en arbre. Il existe donc ¢ un terme de hauteur h, (gi)ie{l,_.’p} une famille
de termes ultra-simples tels que :

V(X7y) eRn—Hv g(X7y):t<gl(X7y)a'“7gp(X7y)>

D’apres le théoreme 6.14, il existe un recouvrement R; de E tel que, pour toute cellule C; € R,
il existe une suite de transformations élémentaires conservant b; la verticalité et une famille
(fi)ieq1,...py de fonctions de Cp 11 telles que :

V(X,y) €Ch, g(X,y) = t<f1 o by (X, y), ooy fpo by (X, y))

Nous notons S1 = bl_l(Cl) et nous définissons le terme ¢1 par :

V(X,y) €51, ti(X,y)=gobi(X,y)
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Nous avons donc :
v(Xay)ESI; tl(X7y)_t<f1(X7y)77fp(X7y)>

Le terme t; est un terme de hauteur au plus h. Nous lui appliquons ’hypotheése de récurrence. 11
existe donc un recouvrement fini Ry de R™*! tel que, pour toute cellule Cy € Ro, nous avons :

1. Soit I"équation ¢1(X,y) = 0 n’admet pas de solution sur Cy. Dans ce cas, I’équation
g9(X,y) = 0 n’admet pas de solution.

2. Soit il existe un terme f¢, défini sur C tel que, sur Co, nous avons :
t1(X,y) =06 0c,(X) =0

Nous avons :

E=J a= U usy= U U nc)
C1eR1 C1€R1 C1€R1 C2€R2

Nous en déduisons que, pour tout (X, y) € E, il existe une cellule Cy € Re et (X,7) € Co

tels que : o o
(X,9) = b0i(X,7) & (X,7) = b (X, y)

Nous avons alors : o
9(X,y) =0 0c,(X) =0
Nous notons : b1(X,y) = (b1, x(X,v),b1,4(X,y)). Comme b; conserve la verticalité de y,
nous savons que by x ne dépend pas de y. Nous en concluons que :
9(X,y) =06 fc, 0 by x (X) =0
3. Soit il existe un terme 0¢, défini sur Cs tel que, sur Cy, nous avons :

1(X,y) =0y = bc,(X)

Par ailleurs, nous avons :

E= ) a= U usy= U U nc

Ci1eER C1eRL C1€R1 C2€R2

Nous en déduisons que, pour tout (X,y) € E, il existe une cellule Cy € Re et (X,7) € Co
tels que : B o
(X.y) =0(X,7) & (X,7) = b (X, y)

Nous avons alors : B
9(X,y) =0 t1(X,7)=0

Nous avons donc : ¥ = ¢, (X). Nous notons : by (X, y) = (b1, x(X,y),b1,4(X,y)). Comme
b1 conserve la verticalité de y, nous savons que b1 x ne dépend pas de y. De plus, dans notre
processus, nous n’effectuons sur la variable y que des transformations de type Tchirnhausen
suivies par des éclatements bff’y avec A € Ret i € {1,...,n}. Il existe donc un entier k € N,
une famille (m;);eq1,.. ky de Cpn, une famille de réels (A;)icq1,.. k) et une fonction a € Cp
tels que :

y=m1(X) ()\1 + ma(X) </\2 + e+ mp(X) <)\k - y> > + a(X)

y— alby x (X)) = X5 M Ty ma(by x (X))
TT5y mi(by & (X))

& y=
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Nous obtenons :

_ - y — a(by X (X)) = S5y A [Tjmy ma(by k(X))
— 0 : X El El
V=0l @ I, mi<b;§(<X>>

= 0, (b x (X))

< y=10c, bl_X Hmz bl_X "‘O‘bl_x +Z>‘ Hm, bl_X )

Sur la cellule, y est égal a un terme des variables X.

La propriété est donc vraie au rang h + 1.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, le théoreme est vrai quelle que soit la
hauteur du terme.o

7.2 Démonstration du théoréme A

Avant de commencer la démonstration, nous fixons une notation. Soit (7,5) € {1, ..., n}? avec
i < j, nous notons ITJ I'application définie par :

V(x1,...,xy) € R™, Hg(xl, @) = (T4, .00, 25)

Nous rappelons ce théoreme :

Théoréme A : Les fonctions définissables sont, par morceaux, des termes. Autrement dit, pour
toute fonction définissable ¢ admettant n variables, il existe un recouvrement cylindrique fini R
de R" tel que, pour tout cylindre C' € R, il existe un terme g tel que :

VX el o(X)=yg(X)

7.2.1 Premieére version

Nous démontrons une premiere version du théoreme dans laquelle nous ne précisons pas la
nature cylindrique des éléments du recouvrement.

Théoreme 7.2 Soit ¢ une fonction définissable admettant n variables. Il existe un recouvrement
fini R de R™ tel que, pour toute cellule C' € R, il existe un terme g tel que :

VX eC, ¢(X)=y9(X)

Preuve : La démonstration s’effectue par récurrence sur le nombre de variables.
Initialisation : L’initialisation correspond au lemme 5.13.

Hérédité : Nous supposons le théoreme vrai pour toute fonction définissable d’au plus N —1
variables. Nous avons utilisé 'hypothese de récurrence lors de la démonstration de la proposition
6.10.

Soit ¢ une fonction définissable sur RY. D’apres le corollaire 5.11, il existe un recouvrement
fini Ry du graphe I' de ¢ tel que, pour toute cellule Cy € Ry, il existe une famille (a;)ieq1,.... n+1}
des fonctions de Cp telle que :

Vie{l,..,N}, z =a;i(ul,..,un)

M (21, ..., € Co < J(u1, ..., eR”,
(z1,..,an) € Co (w1, ..., un) { P(X) = ant1(ut, ..., un)
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Comme les fonctions de Cy sont identiquement nulles en dehors d’un pavé, nous pouvons sup-
poser que les parametres (uq, ..., uy) appartiennent a un pavé B.

Soit Cy € Ry. Pour tout j € {1,..., N}, nous définissons les termes suivants :
V(zj,u1,...,un) € I;(Co) x B, gj(xj,ui,...,un) =x; — a}(ul, iy UN)
Nous avons :
Y(x1,u1y...;un) € II1(Co) X B, gi(x1,u1,...,un) = 1 — a%(ul, iy UN)

Nous appliquons le théoreme 7.1 & ce terme. Il existe donc un recouvrement fini R; de I (Cy) x B
tel que, pour toute cellule C; € Rq, nous avons :
1. Soit I’équation g1 (X,y) = 0 n’admet pas de solution sur Cj.

2. Soit il existe un terme 60 défini sur C tel que, sur C, nous avons :
uy = O11(x1, ug, ..., un—1)

Nous notons R l'ensemble des cellules correspondant au premier cas et Rf celui des cellules
correspondant au second cas.
Pour tout i € {2,..., N}, nous allons construire par récurrence les ensembles R:r et R; de la

maniere suivante : ‘ A
Soit C' € R} . 1l existe un recouvrement R; de T\ (C) x TI%(Cp) x TINT~1(C) tel que, pour
toute cellule C; € R;, nous avons :

1. Soit I’équation g;(z;, u1,...,uny) = 0 n’admet pas de solution sur C; ;

2. Soit il existe un terme 6;; tel que, sur C;, nous avons :
U; = Gm-(xl, ceey Ly Uj4 1y oeey U,N)

Nous noterons R; ’ensemble des cellules correspondant au premier cas et RT celles correspon-
dant au second cas.
Par ailleurs, il existe une famille (6; ;) e(1,... i1} de termes telle que, sur C;, nous avons :

Uj = (92'7]'(1}1, ey Ly g1y oovy UN)

Nous avons effectué ci-dessus la construction de R, Rf et Ry .
Soit i € {2,..., N}. Nous supposons que nous avons construit R;—1.
Soient C' € R | et (z1,..., i, u1, ..., un) € HZI_I(C) x IT4(Cp) x HlNH_l(C). Nous avons :

(3717 ey Lj—1, ULy ooey UN) eC
Nous en déduisons que :
Vj e {].,...,i—l}, Uj :Hi,l,j(l‘l,...,xi,l,ui,...,uN) (71)

Pour tout (1, ..., %, Ui, ..., un) € I (C) x T3(Cp) x MY TI1(C), nous définissons la valeur du
terme g, en ce point par :

§2($1, ceey Ly Ugy ,un) = gg(mi, 97;_1’1(1'1, ceey Lj—1 5 Ujy ouny uN), ceey 91'_1’3'_1(.%1, ey Lj—1, Uj, ...,UN),’U,Z',

D’apres le théoréme 7.1, il existe R; un recouvrement fini de 1L (C) x TI3(Cp) x Hgﬂ_l((}’)
tel que, pour toute cellule C; € R;, nous avons :

1. Soit I'équation go(z1, ..., Ti, Ui, ..., un) = 0 n’admet pas de solution sur C;;
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2. Soit il existe un terme 0;; tel que, sur C;, nous avons :
U; = 61»72-(951, coes Ly Ug1y -0y ’U,N)
Nous avons :

7€) x I3(Co) x I} H7H(C) = I7H(C) x I3(Co) x I ~*(C) x I3 5 (C)

= |J MGy x " 2(C) x I+ (Cy)

Nous définissons ’ensemble suivant :
R; = {Hg(ci) x I272(C) x Y T1(Cy); C; € R}

Nous obtenons :
I (C) x I(Co) x IOy = | G
Ci€R;
Autrement dit, nous avons construit un recouvrement fini de notre ensemble. Par ailleurs, gréace
aux égalités (7.1), nous remarquons que nous avons I’équivalence suivante :

92(.222,’&1, ...,UN) =0& §2($1, ceey Ty Uy ...,uN) =0

Sur certaines cellules, I’équation n’admet donc pas de solution et nous notons R, ’ensemble de
ces cellules. Tandis que sur les autres, dont ’ensemble est noté R;r, nous avons :

i = 0;5(T1, .0y Ty Ui 1,5 oo, UN)
. + . . y
Soit C; € R et j € {1,...,i—1}. Pour tout (z1, ..., T4, U2, Uit1, ..., un) € Ij(Co) xIai 1 n4i(C2),
nous définissons 6; ; le terme suivant, :
(91‘7]‘(:6'1, coey Ly Ujg 1y ey UN) = 91'_17]‘(.%'1, ooy Lj—1, 91"@‘(:(:1, cery Ly Ujp 1y oeny UN), U414 eeey uN)
Sur C, nous avons alors :
U; = ei,j(xlv coey Ly Wit 1y -0y UN)

Nous obtenons alors :

Cox B = TI(Cy) x ... x IIN(Cy) x B
= J m(Cr) x T5(Co) x ... x TN (Co) x T (Cy)
Ci1€R1

= ( U Hl(Cl) X H%(CQ) X ... X H%(C{)) X Hév+1(01)>
Cle'Rf

U U M(Cr) x m5(Co) x ... x TIN(Co) x H§V+1(cl)>
Ci1eRy

= ( U U I12(CY) x TI3(Cp) x ... x TIN(Cp) x Hév+2(01)>
C1eR} C2€R2

U < U M(Cr) x M5(Co) x ... x TIN(Co) x H§V+1(cl)>

Ci1eR;
= U - U m@) xm(c)
C1eRT  COneERY
UL, U - U U (G xT(Co) x .TIN(Co) x MYT(Cy)

Cr1eR{  Ci1€Rf | CieR;
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Nous avons construit un recouvrement fini R¢, de Cy x B.
Nous remarquons que :

RY = |J G
Co€eRo
= |J m¥(cxB)
C()ERO
= U H{V< U C)
CVOE,RIO CGRCO

- U U o

Co €Ro CERCO

Nous avons donc construit un recouvrement fini de RY.
Soit X € RYN. Comme (X, (X)) €T, il existe donc Cy € Rg et U € B tels que :

Vie{l,..,N}, x;=a;(U)
P(X) = an+1(U)

En utilisant le recouvrement que nous venons de construire, il existe une cellule C' de ce recou-
vrement telle que (X,U) € C. Nous effectuons un raisonnement par I’absurde en supposant qu’il
existe j € {1,..., N} tel que :

xmne J . U | 1)) x I E1(Co) x ..IIN(Co) x TINH(C))
CieR]  Cioi€Rf | CjeR;

Or, par construction de Rj_, I'équation g;(z1,u1,...,u,) = 0 n’admet pas de solution sur la
cellule, ce qui est en contradiction avec (X, (X)) € T.
Nous en concluons que (X,U) € Ug, eRt - Ucy ert, 1YY (C;) x I3, (Cy). Par construction de

RE, nous savons qu’il existe une famille (QN,z‘)ie{l,..., ~y} de termes telle que, sur la cellule, nous
avons :
Vi € {1,...,]\7}, uiZQN,i(SUl,...,SUN)

Nous en déduisons que :
¢(X) = aN+1(u1, ...,uN) = aN+1 <9N71(x1, ...,Z'N), ---70N,N(x1; ...,.Cl?N)>

Nous avons donc montré qu’il existe un recouvrement de R tel que, sur chaque cellule, la fonc-
tion ¢ est un terme.
Le théoreme est donc vrai pour une fonction définissable de N variables.

Conclusion : D’aprées le principe de récurrence, le théoreme est vrai pour toute fonction
définissable.o

7.2.2 Recouvrement cylindrique

Dans la définition 2.2, les C,,-cylindres sont construits & partir des C,-ensembles. Nous avons
généralisé cette définition 2.19 pour obtenir les T,-cylindres. Il convient de faire quelques re-
marques préliminaires.

Tout d’abord, comme le remarquent P. Speisseger et L. Van den Dries dans Darticle [15],
les unions finies de 7,-cylindres forment une algébre booléenne de sous-ensembles de R™*1.
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Autrement dit, 'intersection des deux T,-cylindres est une union finie de 7T,-cylindres, ainsi que
le complémentaire dans R"t! d’un 7,,-cylindre.

Par ailleurs, comme le fait remarquer D.J. Miller dans le lemme 6-6 de D’article [28], 'image
que l'on peut obtenir d'un 7,-cylindre par une suite de transformations conservant strictement
la verticalité est une union finie de T,-cylindres. Ce résultat est aussi valable pour l'image
réciproque.

Des lors, si b est une suite de transformations élémentaires conservant strictement la verti-
calité, les deux remarques ci-dessus nous permettent de conclure que Div(b) est une union finie
de T,-cylindres.

En combinant ce résultat avec la proposition 2.9 nous en déduisons que les cellules du recou-
vrement du théoréeme 4.17 sont des T,-cylindres. Comme ce résultat nous sert de base pour les
théoremes de résolution des équations et de redressement de la verticalité, nous pouvons affirmer
que les cellules sont bien des T,-cylindres.

Il reste un point a éclaircir concernant l'utilisation du théoreme de préparation du a P.
Speisseger et L. Van den Dries. Lors de la démonstration de la proposition 6.11, nous réalisons un
recouvrement a l’aide de ce théoreme. Or, ce recouvrement nous sert a démontrer la proposition
6.11. Par définition de la relation d’équivalence, dire que y ~ p(X) se traduit géométriquement
par 'appartenance & un 7,-cylindre.

Nous pouvons donc remplacer le mot “cellule” dans le théoreme 7.2 par le mot “cylindre”.
Nous obtenons alors le théoreme A.

7.3 Elimination des quantificateurs

Nous allons, dans la suite, déduire du théoreme A différents résultats. Nous commencons par
démontrer le théoreme B.

7.3.1 Démonstration du théoreme B

Nous rappelons ce théoreme :
Théoréme B : La structure quasianalytique Re admet I’élimination des quantificateurs.

Preuve : Nous considérons deux familles (f;)icf1,...p} €t (95)jeq1,....m} de termes de R+,
Nous considérons la formule ¢ sans quantificateurs donnée par :

p

(X, y) == N\ fi(X,9) =0A N\ g;(X,y) >0

i=1 j=1

Pour justifier I’élimination des quantificateurs, il suffit de montrer que l'ensemble F = {X €
R™; 3y € R, ¢(X,y)} est défini sans quantificateurs.

Nous notons 1g la fonction caractéristique associée a ’ensemble E. Comme E est un ensemble
définissable, nous savons que 1g est une fonction définissable. D’apres le théoreme A, il existe
un recouvrement cylindrique R de R'™ tel que, pour tout cylindre C' € R, il existe un terme g¢
tel que :

VX eC, 1g(X)=gc(X)
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Nous notons t. le terme défini par tc = go — 1. Nous avons alors :

E = {XeRn;ayeR,qs(X,y):o}

= {X € Ci1p(X) = 1}

CeR

= U {X € Cito(X) = o}

CeR
= CLGJR <{X cR"tc(X) = o} N (J)

Comme tout 7,-cylindre est un 7,-ensemble, nous savons que C est un 7T,-ensemble. Nous en
déduisons que F est un Tp,-ensemble. Il est donc sans quantificateurs.o

7.3.2 Résolution des équations définissables
Nous allons démontrer un résultat similaire au théoreme 7.1 dans le cadre des équations
définies a ’aide d’une fonction définissable.

Théoréme 7.3 Soit ¢ une fonction définissable admettant n + 1 variables. Il existe un recou-
vrement cylindrique fini R de R™ tel que, pour tout cylindre C € R, nous avons l'une des
possibilités suivantes :

1. Soit l’équation ¢(X,y) = 0 d’inconnue y n'admet pas de solution sur C';
2. Soit il existe un terme 0 de n variables tel que :

P(X,y) =0 0(X)=0
3. Soit il existe un terme 6 de n variables tel que :

$(X,y) =0 y=0(X)

Preuve : Soit ¢ une fonction définissable de n + 1 variables. Nous lui appliquons le théoreme
A. 1l existe donc un recouvrement cylindrique fini R de R™*! tel que, pour tout cylindre C € R,
il existe un terme t¢ tel que :

V(va) eC, ¢(X7y):tC(X7y)

Nous avons sur C :
tC (Xa y) =0

Nous appliquons le théoreme 7.1 au terme to sur le cylindre C. Il existe donc un recouvrement
fini R¢ de C tel que, pour tout cylindre Co € R¢, nous avons :

1. Soit I’équation to(X,y) = 0 n’admet pas de solution sur C¢. Il en est de méme pour
Iéquation ¢(X,y) = 0.

2. Soit il existe un terme O¢c,, tel que :

3. Soit il existe un terme O, tel que :

gb(X,y) :O@tc(X,y) =O<:>y=cgcc(X)

Pour conclure, il faut remarquer que :

wi-Jo=U U e

CeR CeR CcERCe

Nous avons donc un recouvrement fini de R*t1.o
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7.3.3 Décomposition cylindrique

Nous allons justifier le fait que tout ensemble définissable est une union finie de 7,-cylindres.

Théoréme 7.4 Soit E un ensemble définissable de R™. Il existe une famille (Cy)icqi,...py de
Tn-cylindres telle que :

Preuve : Nous allons raisonner sur le nombre de variables.

Initialisation : Soit E un ensemble définissable de R. Comme la structure est o-minimale,
E' est une union finie d’intervalles et de singletons. Il s’agit donc d’une union finie de cylindres.

Hérédité : Nous supposons que le théoreme est vrai dans R™.

Soit E un ensemble définissable de R”*!. Nous notons 1z la fonction caractéristique associée
a I’ensemble E. Comme E est un ensemble définissable, nous savons que 1g est une fonction
définissable. D’apres le théoreme A, il existe un recouvrement cylindrique R de R" tel que, pour
tout cylindre C' € R, il existe un terme g¢ tel que :

VX eC, 1g(X)=gc(X)

Nous notons t. le terme défini par tc = go — 1. Nous avons alors :
E=J {(X,y) € Cite(X,y) = 0}
CeR

Soit C' € R. Nous appliquons le théoréme 7.1 de résolution des équations a la fonction t¢. 11
existe donc un recouvrement cylindrique fini Re de R**! tel que, pour tout cylindre Co € R,
nous avons :

— Soit I’équation t¢(X,y) = 0 n’admet pas de solution sur C¢ ;

— Soit il existe un terme 6¢ tel que, sur C¢, nous avons :

to(X,y) =0& 0c(X) =0
— Soit il existe un terme f¢ tel que, sur C¢, nous avons :
to(X,y) =0y =0c(X)

Nous notons 7?,% I’ensemble des cylindres correspondant au second cas et Rg ceux du dernier
cas. Nous avons :

E = CL;R {CCLEJROC {(X, y) € Co;0c(X) = 0} U cheJng {(X,y) €Coyy = Hc(X)H

Nous notons II,,(C¢) le projeté de C¢ sur les n premieres variables. Il s’agit d’un ensemble
définissable de R™. D’apres ’hypothese de récurrence, il s’agit d’'un 7,-ensemble. Nous distin-
guons les cas :

e Pour C¢ € R%, nous définissons ’ensemble B¢ par :

Be ={X € 1I,(Cc); 0c(X) = 0}

Il s’agit d’un ensemble définissable de R™. D’apres 'hypothése de récurrence, B¢ est un
Tr-ensemble.
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Nous avons alors :

{r e cove =0} = o ertixesoey=o

U (X,9) eR"™: X € Boety<0

{ |
u {(X,y)e]R”“;XeBcety>0}
{ |

Il s’agit d’une union finie de 7,,-cylindres.

e Pour tout Cj; € R;L, nous avons :

{r e cow=se0} = {(xp) e rix e ma(Co) ety = 00(x)

Il s’agit d’un T,-cylindre.
En regroupant les cas, nous en déduisons que E est une union finie de 7,-cylindres. La propriété
est donc héréditaire.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, le théoreme est vrai quel que soit le nombre
de variables.o

7.4 Théoreme de préparation pour les fonctions définissables

Dans le lemme 3.7 de l'article [28], D.J. Miller obtient ’élimination des quantificateurs a
partir d'un théoréme de préparation. Cette version sur laquelle se fonde le raisonnement de
D.J. Miller est une transposition, dans le cadre des systemes de Weierstrass, du théoreme de
préparation di a J.M. Lion et J.P. Rolin dans l'article [26]. Nous avions remarqué a la fin du
chapitre 4 que notre théoreme 4.17 de préparation pour les fonctions de 'algebre présentait une
forme similaire.

Le théoreme de préparation di a P. Speisseger et L. Van den Dries dans le cadre des struc-
tures polynomialement bornées de 'article [15] est valide dans le cadre de R¢. Pourtant, le
raisonnement suivi par D.J. Miller ne peut pas étre repris ici. Il convient de comprendre ce qui
ne nous permet pas de conclure.

Tout d’abord les fonctions qui apparaissent sont des fonctions définissables et donc, a priori,
ce ne sont pas des termes. Ensuite, les cellules du recouvrement ne sont pas données comme
des cylindres. Or, pour étre en mesure d’éliminer les quantificateurs a partir d’un théoréme de
préparation, il est nécessaire de préciser la nature des objets qui apparaissent.

En utilisant le théoreme de préparation du a P. Speisseger et L. Van den Dries, et les théoreme
A et B, nous pouvons obtenir le théoreme de préparation suivant :

Théoréme 7.5 Soit ¢ une fonction définissable définie sur R, Il existe un recouvrement fini
R de R™ ! tel que, pour tout cellule C € R, il existe X un rationnel, deuzx termes a et 0 et un
terme unité U tels que :

V(X,y) €C, $(X) =y — a(X)PO(X)U(X,y)

Preuve : Nous appliquons le théoréme 6.8 & la fonction ¢. Il existe donc un recouvrement fini C
de R™*! par des ensembles définissables, et pour chaque C € C, il existe un rationnel A et deux
fonctions 6 et a définissables admettant n variables et U une fonction définissable admettant
n + 1 variables tels que le graphe de a est disjoint de C' et, pour tout (X,y) € C, nous avons :

H(X.9) = ly ~ a(X)POX)U(X,y) et [U(X,) 1] < 5
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D’apres le théoreme 7.4, les ensembles définissables C' € C sont des unions finies de cylindres.
Nous pouvons donc supposer que chaque cellule du recouvrement est un cylindre.

Par ailleurs, nous appliquons le théoreme A aux fonctions a, 6 et U. En affinant le recouvrement,
nous obtenons que les fonctions sont des termes.o
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Chapitre 8

Conclusions et perspectives

Nos résultats et méthodes suggerent quelques questions et possibles directions de recherche.
En voici quatre.

a) Nous avons noté que, alors que Denef et van den Dries obtiennent leur résultat d’élimination
des quantificateurs en étendant le langage naturel de R,, par la fonction 2 — z~!, nous obtenons
le méme résultat pour la structure Re, mais au prix supplémentaire de ’extension du langage
par les fonctions z — x'/", n € N\ {0}. Il est donc naturel de se demander si extension par
les fonctions racines n-iemes est strictement indispensable. Elle résulte chez nous de la méthode
choisie : faute de disposer de théoreme de Weierstrass (puis d’élimination & la Tarski-Seidenberg),
nous avons adopté une stratégie de résolutions des systemes d’équations quasianalytiques. Nous
pensons fortement que l'introduction des racines n-iemes est liée au défaut de théoreme de
Weierstrass, mais nous n’en avons pas la certitude absolue. Ce point devrait donc étre clarifié.

b) TL’outil fondamental par lequel nous remplagons le théoréme de préparation de Weierstrass
est le théoreme de préparation o-minimal de L. van den Dries et P. Speissegger. Nous pensons
que cette stratégie devrait étre améliorée, pour la raison suivante. La preuve du théoreme de
préparation o-minimal est non constructive. Ce théoréme est en fait valide dans un cadre o-
minimal tres vaste, bien plus large que notre contexte quasianalytique. Il repose sur ’analyse
valuative des différents modeles d’une théorie donnée T', supposée o-minimale et polynomiale-
ment bornée. Il nous parait raisonnable de penser que, dans le cadre quasianalytique qui associe
a tout germe non nul une série formelle non nulle, cette analyse valuative pourrait étre menée
constructivement, sans qu’il soit nécessaire de considérer plusieurs modeles de la théorie de Re.

c) Ily a un autre point de comparaison entre notre méthode et le théoréeme d’élimination de
Denef et van den Dries. On déduit immédiatement de leur résultat le théoréme du complémentaire
des sous-ensembles sous-analytiques de Gabrielov et I'o-minimalité de la structure R,,. En re-
vanche, pour les structures quasianalytiques Re que nous considérons, c’est le chemin inverse
qui est suivi :

1. On prouve dans un premier temps la normalisation des germes quasianalytiques, dont
on déduit, a 'aide d’une version quasianalytique du fiber cutting lemma, le théoréeme du
complémentaire dans le cadre quasianalytique, ainsi que I’o-minimalité de R¢ et le fait que
R¢ soit polynomialement bornée [32] .

2. On déduit de la nature polynomialement bornée de R¢ le théoréme de préparation o-
minimal, qui donne une partie principale aux fonctions définissables dans Re [15].

3. L’existence de cette partie principale permet de résoudre les systemes d’équations quasia-
nalytiques, et d’en déduire 1’élimination des quantificateurs (cf notre travail) .
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Il parait donc naturel de se demander si ’on peut procéder de facon plus directe. Il nous semble
difficile d’aboutir a I’élimination des quantificateurs sans passer par la résolution des systémes,
et donc des équations en termes. En revanche, il n’est pas impossible que la recherche des parties
principales des solutions de ces équations puisse se mener par des méthodes classiques, telle que
I’analyse du polyédre de Newton des développements de Taylor des germes quasianalytiques.

d) Nous avons signalé durant ce travail, et notamment dans la derniére partie, les diver-
gences entre les différentes versions du théoréeme de préparation. Nous avons expliqué pourquoi
celle due a P. Speisseger et L. Van den Dries ne nous permet pas d’obtenir I’élimination des
quantificateurs. La version a laquelle nous aboutissons dans le théoreme 7.5 differe de celle de
J.M. Lion et J.P. Rolin par la forme de I'unité. Tandis que notre unité est un terme borné,
celle obtenue dans l'article [26] est la composition d’une unité de I’algébre avec un morphisme

p . —-0\7? b P ) . . L e
de réduction ¥ = | ¢1,..., ¢s, yT o . Ce degré supplémentaire de précision per-

met dans la suite de larticle [26] de justifier un théoréme de préparation pour les fonctions
logarithmico-exponentielles. D’autre part, préciser la forme de notre unité dans le théoreme 4.17
de préparation des fonctions de l'algebre nous a permis de construire un processus de réduction
des termes a proximité des racines. Ces deux arguments nous incitent a penser qu’il serait perti-
nent d’obtenir, pour les fonctions définissables, un théoréeme de préparation précisant la nature
de T'unité.
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