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Introduction générale

Dans son article An Inequality of Holder-Type Connected with Stieljés Integral [89]
publié en 1936, L.C. Young donna un sens aux intégrales de la forme

t
(1) / yudiva.

pour deux fonctions w : [0,7] — R% et y : [0,7] — M, 4(R) héldériennes, d’expo-
sants respectifs a, § €]0, 1] satisfaisant 1/a+1/5 > 1, avec d,e € N* et T' > 0. Cest
une extension de l'intégrale de Riemann, introduite par ce dernier au milieu de 19e
siecle et correspondant au cas w = Id[g 7.

Entre le milieu des années 1930 et la fin des années 1990, il fallut développer une
approche non trajectorielle pour étudier les équations différentielles stochastiques
(EDS) dirigées par un mouvement brownien (standard). En effet, par le lemme
de continuité de Kolmogorov, ce dernier a seulement des trajectoires holdériennes
d’exposant o < 1/2. Entre 1942 et 1944, K. It6 répondit & la question par un
argument probabiliste, usant essentiellement de la propriété de martingale du mou-
vement brownien (cf. K. 1t6 [43] et [44]). Les travaux successifs de J.L. Doob, H.
Kunita et J. Watanabe, et de 1"Ecole Frangaise entre 1960 et 1980 (cf. J. Jacod
[45]), ont permis d’aboutir & la forme actuelle de 'intégrale stochastique par rap-
port & une semi-martingale. C’est a la fois ce qui limite le choix du signal en calcul
stochastique, par exemple un mouvement brownien fractionnaire (mBf) d’indice de
Hurst H # 1/2 est exclu, mais c’est aussi sa force; notamment en finance, c’est la
propriété de (semi-)martingale du processus de diffusion modélisant le cours d'un
actif qui garantie I’absence d’opportunité d’arbitrage.

Durant les années 1970, H. Doss [30] et H.J. Sussman [83] proposérent une mé-
thode trajectorielle de résolution des EDSs unidimensionnelles dirigées par une semi-
martingale. Ce résultat fut ensuite étendu au cas multidimensionnel, pour un champ
de vecteurs nilpotent (i.e. dont les crochets de Lie sont nuls & partir d’'un certain
rang) (cf. Y. Yamato [88], M. Fliess et D. Normand-Cyrot [33], A. Kohatsu-Higa et
J.A. Leon [50], ainsi que P. Friz et N. Victoir [35]).

Considérons une équation différentielle ordinaire (EDO) du type

(2) Ty = To + /Ot V (z4) dwy

avec > 1/2, ou V = (Vi,...,V,) désigne un champ de vecteurs sur R¢ suffisam-
ment régulier.

En 1994, T. Lyons utilisa I'intégrale de Young pour définir, puis résoudre les équa-
tions de type (2) via un argument de point fixe (cf. T. Lyons [59]). M. Zihle [90],

7



8 INTRODUCTION GENERALE

puis Y. Hu et D. Nualart [42] ont ensuite obtenus des résultats analogues via le
calcul fractionnaire.

Enfin, dans son article Differential Equations Driven by Rough Signals [60]| pu-
blié en 1998, T. Lyons introduit la théorie de trajectoires rugueuses en se basant
notamment sur les travaux de K.T. Chen [8], [9] et [10]. Via son universal limit
theorem, T. Lyons donna un sens a l’équation (2) pour « €]0, 1], correspondant au
sens de Young pour « €]|1/2,1], et sans restriction sur la dimension d de 'espace
d’arrivée du signal w.

Une 1/a-trajectoire rugueuse d-dimensionnelle W est une fonctionnelle a-héldérienne
de [0, T dans ’algébre tensorielle tronquée T1/°(R?) satisfaisant I'identité de Chen :

Ws,t = Ws,u ® Wu,t

pour tous s,t,u € [0,T] tels que s < u < t. En particulier, W est une 1/a-trajectoire
rugueuse au-dessus de w si et seulement si, W! = w.

C’est via cet enrichissement algébrique et le choix de la topologie holdérienne que T.
Lyons contourna le manque de régularité du signal w pour établir le universal limit
theorem. Comme dans le cas Young, aprés avoir construit l'intégrale des trajectoires
rugueuses

/w(W)dW,

T. Lyons établit I'existence et 'unicité de la solution de (2) au sens des trajectoires
rugueuses (RDE) en montrant la convergence de la suite des itérations de Picard
associées, pour la distance a-holdérienne.

Les trajectoires géométriques constituent une catégorie particuliere de trajectoires
rugueuses, plus simples & manipuler en pratique. Une trajectoire géométrique est la
limite, pour la distance a-holdérienne, d’une suite de fonctionnelles de la forme

1,z,/ dzT1®dzT2,...,/ dzT1®---®dzT[1/a]
0<ri<ra<. 0<T1<"-<7‘[1/a]<.

oil, z : [0,T] — R? est une fonction lipschitzienne.

Récemment, plusieurs variantes de la théorie de T. Lyons furent développées afin
résoudre et d’étudier les équations différentielles dirigées par une trajectoire géo-
métrique. La théorie des k-incréments proposée par M. Gubinelli dans son article
Controlling Rough Paths [40], ainsi que 1’approche de P. Friz et N. Victoir usant
de la géométrie de Carnot-Carathéodory et de multiples déclinaisons du lemme de
Davie [22]. Cette derniére est développée dans l'ouvrage trés complet Multidimen-
sional Stochastic Processes as Rough Paths |38], et c’est le point de vue adopté dans
cet exposé.

Si établir l'existence et I'unicité de la solution est essentiel, le controle en norme(s)
de cette derniére I'est tout autant, notamment dans les applications en analyse sto-
chastique. Dans le cas a €]1/2, 1], se référer a l'article de Y. Hu et D. Nualart [42],
puis dans le cas a €]1/3,1/2], se référer a larticle de M. Besalu et D. Nualart [5].
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Citons également les auteurs ayant travaillé sur 'existence d’une densité pour la so-
lution d’'une EDO prise au sens de Young ou d'une RDE : F. Baudoin et M. Hairer
[2] dans le cas a €]1/2, 1], puis F. Baudoin, O. Ouyang et S. Tindel [3].

Durant les années 2000, de nombreux probabilistes, dont (dans I'ordre alphabétique)
T. Cass, L. Coutin, A.M. Davie, M. Gubinelli, P. Friz, M. Hairer, A. Lejay, T. Lyons
lui-méme, S. Tindel et N. Victoir, ont considérablement fait progresser la théorie
des trajectoires rugueuses et surtout ses applications en analyse stochastique. Ceux-
ci ont développé l'interaction avec des thémes classiques en probabilités tels que :
les processus gaussiens, le calcul de Malliavin, les grandes déviations, I’ergodicité etc.

En utilisant les résultats de L.C. Young [89] et T. Lyons [59], il est possible d’étudier
des équations différentielles stochastiques de la forme :

(3) Xt:X0+/Otu(Xs)ds+/0ta(Xs)dW8

sur un espace probabilisé d’univers {2, en supposant que pour presque tout w € €,
la trajectoire W (w) du processus W est a-holdérienne avec o €]1/2, 1]. Une solution
X de (3) est alors une famille (X (w),w € Q) de solutions d’équations différentielles
ordinaires prisent au sens de Young :

Xy(w) = Xolw) + / WX ()] ds + / o [X.(w)] AW (w) w € Q.

Cette approche trajectorielle permet notamment d’étudier des équations différen-
tielles stochastiques dirigées par un mouvement brownien fractionnaire d’indice de
Hurst H €]1/2,1]. Citons par exemple P. Cheridito et al. [12] sur 'équation de
Langevin fractionnaire, ainsi que M. Hairer et A. Ohashi [41] sur l'ergodicité des
EDSs dirigées par un mBf d’indice de Hurst H > 1/2.

Désormais, 'approche trajectorielle s’étend au cas o < 1/2 en considérant une 1/a-
trajectoire géométrique W(w) au-dessus de W (w) pour tout w € 2. Toutefois, si les
propriétés probabilistes du processus W suffisaient a étudier celles de la solution X
dans le cas a > 1/2; pour traiter le cas a < 1/2, il fallut prolonger une partie des
propriétés probabilistes de W a W en un certain sens. Dans le cas gaussien, retenons
I’article de P. Friz et N. Victoir Differential Equations Driven by Gaussian Signals
[36] dans lequel, les auteurs ont construit une trajectoire géométrique naturelle au-
dessus d’un processus gaussien d-dimensionnel centré a trajectoires a-hdldériennes
avec « €]1/4, 1], sous une condition de régularité sur sa fonction de covariance, et
conservant la plupart des propriétés probabilistes du processus gaussien sous-jacent.
Ce travail s’inscrivait dans la continuité d’autres articles publiés par L. Coutin, Z.
Qian [20], ainsi que P. Friz et N. Victoir eux-mémes. Le terme exact employé par
P. Friz et N. Victoir pour désigner cette trajectoire géométrique particuliére est Fn-
hanced Gaussian Process.

Cependant, la norme uniforme sur [0, 7] de la solution d’'une RDE linéaire est na-
turellement majorée par une borne de la forme
CeClIWIe psr

ou, C' > 0 désigne une constante déterministe. Dans le cas gaussien, les résultats
de P. Friz et N. Victoir garantissaient 'intégrabilité de cette borne seulement pour
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a €]1/2,1]. En affinant sensiblement cette derniére, T. Cass, C. Litterer et T. Lyons
ont étendu l'intégrabilité au cas a > 1/4 dans article Integrability Estimates for
Gaussian Rough Differential Equations [7] paru en 2011. Cela permet désormais
d’étudier I'intégrabilité de la différentielle de la solution d’'une RDE dirigée par une
trajectoire géométrique gaussienne par rapport a la condition initiale, au signal et au
champ de vecteurs. Pour une réflexion en profondeur sur les RDEs linéaires, citons
'article récent de L. Coutin et A. Lejay [19].

Nous concluons ce bref Ftat de [’Art par le lien existant entre le calcul stochas-
tique et 'approche trajectorielle des EDSs (cf. L. Coutin et A. Lejay [18], puis P.
Friz et N. Victoir [37]). Pour une (semi-)martingale d-dimensionnelle M, il existe une
trajectoire géométrique naturelle M au-dessus de M, conservant la plupart de ses
propriétés probabilistes et appelée Enhanced Martingale. Pour un champ de vecteurs
© = (p1,...,pq) sur R® suffisamment régulier :

[/w@@ﬂﬂ1::AZWMgoma

= [ etanant, + (), ).

Les développements les plus récents de la théorie des trajectoires rugueuses concernent
notamment les équations aux dérivées partielles (cf. A. Deya, M. Gubinelli et S.
Tindel [26] sur 'Equation de la Chaleur rugueuse), les équations de Volterra ru-
gueuses (cf. A. Deya et S. Tindel [27] et [28]), ainsi que Iestimation de paramétres
d’équations différentielles dirigées par une trajectoire géométrique gaussienne (cf. A.
Neuenkirch et S. Tindel [69] dans le cas d’un bruit additif, ainsi que A. Chronopou-
lou et S. Tindel [13]).

Ce travail de thése revét deux aspects :

Concernant la théorie des RDEs elle-méme, nous proposons quelques compléments
sur I'étude de la régularité de l'application d'It6 (i.e. qui a (zo,V, W) associe la
solution de 'EDO ou de la RDE) et le controle en norme(s) de la différentielle de
cette derniére par rapport a la condition initiale, au signal et au champ de vecteurs.
Le second aspect de ce travail de thése est ’application de la théorie des RDEs a
I’analyse stochastique et son implication dans d’autres sciences telles que la finance
et la pharmacologie. En particulier, le lien avec le calcul de Malliavin est développé
pour le calcul de sensibilités.

Le premier chapitre présente ’approche de P. Friz et N. Victoir de la théorie des
RDEs, et tente d’y contribuer via certains compléments sur la régularité de 'appli-
cation d’It6 mentionnés ci-avant. Aprées quelques éléments d’analyse fonctionnelle et
une construction de l'intégrale de Young, nous énoncons les résultats connus sur les
EDOs et montrons la différentiabilité de I'application d’Itdé par rapport au champ
de vecteurs en usant des idées employées par P. Friz et N. Victoir pour la condition
initiale et le signal. Bien qu’elle n’ait pas été présentée en introduction par soucis de
simplicité, nous travaillons avec la topologie en p-variation (p > 1). Ensuite, nous
présentons de facon synthétique les bases de la géométrie de Carnot-Carathéodory,
ainsi que la notion de trajectoire géométrique. Nous énoncons les principaux résul-
tats concernant ces derniéres en insistant sur la notion de couplage, permettant de



INTRODUCTION GENERALE 11

considérer des RDEs ayant un terme de drift et surtout, d’introduire une notion de
différentiabilité par rapport au signal des fonctions définies sur ’espace métrique
(non vectoriel) des trajectoires géométriques. Enfin, la théorie des RDEs elle-méme
est introduite a la facon de P. Friz et N. Victoir, et ses applications en analyse sto-
chastique (gaussienne) sont détaillées.

Le descriptif suivant des chapitres 2 et 3 est complété, notamment sur le plan bi-
bliographique dans la section d’introduction de chacun d’eux.

Au Chapitre 2, motivés par une problématique issue des mathématiques financiéres
et, sur la base de [38], Chapter 20, nous étudions le role du calcul de Malliavin
dans [’exploitation de la régularité de la solution d’une équation différentielle dirigée
par une trajectoire géométrique gaussienne, ainsi que de ses dérivées par rapport a
la condition initiale et au champ de vecteurs, vues comme des variables aléatoires
définies sur l'espace de Cameron-Martin du processus gaussien sous-jacent. Il s’agit
d’établir I'existence, puis de calculer les sensibilités de E[F(Xr)] aux variations de
la condition initiale et du champ de vecteurs de la solution X d’une RDE dirigée
par une trajectoire géométrique gaussienne. Le cas du mBf est particuliérement dé-
veloppé.

Le Chapitre 3 est consacré a l'étude des équations Mean-Reverting, généralisées
au cas d’'un signal W gaussien unidimensionnel et & trajectoires a-holdériennes avec
a€]0,1]:

t t
Xt:azg—i-/ (,u—@Xs)ds—l—a/ XBaw,.
0 0

Qu’elle soit prise au sens des trajectoires rugueuses, comme nous nous y employons,
ou au sens d’It6 pour un signal brownien, cette équation est un cas pathologique
d’équation différentielle stochastique, car son champ de vecteurs n’est pas lipschit-
zien sur les intervalles de R contenant 0 lorsque S # 1. Ainsi, a priori, I'existence
d’une solution globale n’est assurée par aucune des deux approches; seules l'exis-
tence et 'unicité locales semblent garanties. Au-dela de cette difficulté qui peut
étre contournée en démontrant que la solution locale n’atteint jamais 0, I’étude des
propriétés déterministes et probabilistes de la solution use d’arguments spécifiques,
souvent assez concis, pour lesquels la forme du champ de vecteurs est déterminante.
Si I'essentiel du Chapitre 3 porte sur ’étude de ces propriétés, nous consacrons éga-
lement une section a ’application d’'un cas particulier d’équation Mean-Reverting
généralisée en pharmacocinétique/pharmacodynamique.






CHAPITRE 1

Equations différentielles au sens des trajectoires rugueuses

1. Plan du chapitre

La seconde section est consacrée aux espaces en variation, a l'intégrale de Young
et aux équations différentielles ordinaires dirigées par un signal de 1-variation finie.
En particulier, nous y rappelons les résultats de P. Friz et N. Victoir sur la diffé-
rentiabilité de la solution par rapport a la condition initiale et au signal, puis nous
démontrons la différentiabilité de la solution par rapport au champ de vecteurs. La
troisiéme section présente de fagon synthétique la théorie des trajectoires géomé-
triques telle qu’elle est exposée aux chapitres 7, 8 et 9 de [38]. La section centrale
de tout I'exposé, la quatriéme, présente la théorie des équations différentielles diri-
gées par une trajectoire géométrique. En particulier, en complément des résultats
portant sur la régularité de la solution d’'une RDE du Chapitre 11 de [38], nous
démontrons la différentiabilité de cette derniére par rapport au champ de vecteurs,
puis construisons des bornes compatibles avec les résultats d’intégrabilité de T. Cass,
C. Litterer et T. Lyons |7| présentés a la Section 5. Nous traitons systématiquement
le cas des RDEs ayant un terme de drift en vue d’applications. Enfin, la cinquiéme
section établit le lien entre les résultats déterministes des sections 2 & 4 et ’analyse
stochastique (principalement gaussienne).

2. Equations différentielles ordinaires

Nous présentons les résultats qui nous sont utiles sur les équations différentielles
ordinaires ; ¢’est-a-dire, dirigées par une fonction de 1-variation finie.

A la premiére sous-section, nous introduisons les deux grandes classes d’espaces
fonctionnels utilisés dans la suite, ainsi que les relations qu’il existe entre eux. A
la seconde sous-section, nous présentons l'intégrale de Young. Finalement, a la troi-
siéme sous-section, nous énoncons les principaux résultats de la théorie des EDOs.
En particulier, la différentiabilité de ’application d’It6 par rapport au champ de
vecteurs sera traitée en détails, car ce résultat joue un role essentiel au Chapitre 2
et n’est que mentionné au Chapitre 4 de [38].

Notez qu’a la seconde sous-section, il serait suffisant de présenter l'intégrale de
Riemann-Stieljés. Cependant, bien que ’on puisse voir 'intégrale de Young comme
un cas particulier de l'intégrale des trajectoires rugueuses présentée plus loin, cer-
taines propriétés spécifiques de I'intégrale de Young sont utiles aux chapitres 2 et 3.
De plus, c’est 'occasion de construire cette derniére via le lemme de la couturiére,
a la maniére de D. Feyel et A. De La Pradelle [31] et L. Coutin [16], mais pour les
espaces en variation.

Enfin, nous ne prétendons & aucune originalité dans cette section. Certaines dé-
monstrations sont traitées par soucis de complétude ou parce qu’elles aident a la

13



14 1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES AU SENS DES TRAJECTOIRES RUGUEUSES

compréhension. Pour les autres, nous renvoyons aux deux sources ayant inspiré cette
partie de I'exposé : P. Friz et N. Victoir [38], ainsi que D. Feyel et A. De La Pradelle
[31].

Notations et conventions. Dans tout 'exposé :
— On considére R et R? (e,d € N*) munis de leur norme euclidienne indifférem-
ment notée ||.||.

— La base canonique de R’ (i = ¢,d) est notée (ey,...,e;). Relativement a cette
derniéere, pour k = 1,...,7; la k-éme composante d'un vecteur u € R* est notée
k
u”.
— La boule fermée de R® (i = e,d) pour la norme ||.||, de centre a € R’ et de

rayon r > 0, est notée B(a,r).

— La norme matricielle (resp. d’opérateur) usuelle sur M, 4(R) (resp. L(R¢;R?))
est notée ||.||a (resp. ||.||z)-

— On considére T > 0.

— Soient 0 < s <t < T. L'ensemble des subdivisions de [s,t] est noté Ds.

— Soient 0 < s <t < T. L’ensemble des fonctions continues (resp. contintiment
différentiables) de [s,t] dans R? est noté CO([s, t];RY) (resp. C1([s, t]; R?)), et
muni de la norme de la convergence uniforme ||.||co;s.:-

— En l'absence de précisions, le terme de différentiabilité fait référence a la dif-
férentiabilité au sens de Fréchet.

2.1. Controles et espaces fonctionnels. Pour tous 0 < s <t < T, soit
Agy={(u,v) eRY : s <u<v<t).

En particulier, on note Ap = Aq p, ainsi que :

Ar = {(u,v) eRL:0< u

As = {(u,v) ERY: 0< u

La notion suivante de controle est essentielle :

<v<T} et
<

vy

DEFINITION 1.1. Une fonction w : Ar — Ry est un contréle si et seulement si,
w est continue, w(s,s) =0 pour tout s € [0,T] et w est sur-additive :

VO<s<u<t<T,w(su) +wut) <w(st).
PROPOSITION 1.2. Soit w : Ar — Ry un controle :

(1) Si¢p: Ry — Ry désigne une fonction continue, croissante, convezxe et telle
que p(0) =0, alors ¢ ow est un controle.

(2) Si@: Ar — R, désigne un autre controle, alors aw+bo (a,b > 0) et w*@?
(a, >0 avec o+ B > 1) sont des controles.

DEMONSTRATION. Il est immédiat que toute combinaison linéaire positive de
controles est un controle. La seconde partie du second point est une conséquence du
premier et de I'inégalité de Holder.

Il est évident que ¢ o w est continue et que (¢ ow)(s,s) = 0 pour tout s € [0,T].
Montrons que la fonction ¢ o w est sur-additive :

Soient b > a > 0. Puisque la fonction ¢ est convexe :
platb) —p(b) _ yla) = ¢(0)

= 9

a a
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soit encore :

(4) p(a+0b) = p(a) + ¢(b).
Les réels a et b sont interchangeables, donc 'inégalité (4) est vraie pour tous a, b > 0.
En particulier, pour tous 0 < s <u <t < T,

(pow)(s,u) + (pow)(u,t) < plw(s, u) + w(u,1)].
Or, w étant un controéle, w(s,u) + w(u,t) < w(s,t). Puisque ¢ est une fonction
croissante :

plwls, u) +w(u, )] < (pow)(s, ).

Ceci achéve la démonstration. O

Applications :

(1) Pour p > 1, la fonction (s,t) € Ap — (t—s)P est un controle par le premier
point de la Proposition 1.2 appliqué a la fonction convexe a € Ry — a et
au controle (s,t) € Ap—t —s.

(2) Soient p > 1 et w un controle. La fonction @ = w V w? est un controle
par le premier point de la Proposition 1.2 appliqué a la fonction convexe
a € Ry — aVaP et au controle w. De plus, w et w coincident sur 'ensemble
des (s,t) € Ar tels que w(s,t) < 1. Cette application est importante.

En identifiant les éléments de A2, aux rectangles de (0,772, la notion de controle
s’étend a A2 de la fagon suivante :

DEFINITION 1.3. Une fonction w : A2 — R est un controle 2D si et seulement
si, w est continue, w(R) = 0 pour tout rectangle R de [0,T)* d’aire nulle et w est
sur-additive au sens ot, pour tous rectangles Ry, Ry et R de [0,T)?,

RiUR, CRet RiNRy = @ — w(Rl) + W(RQ) < W(R)

Deux espaces fonctionnels jouent un role fondamental : ’espace des fonctions conti-
nues et de p-variation finie (p > 1), et l'espace des fonctions a-holdériennes (o €

[0,1]).
DEFINITION 1.4. Soient (s,t) € A ety : [s,t] — R? une fonction continue :
(1) La fonction y est de p-variation finie si et seulement si,

D|-1 1/p

[yllp-vars,e = sup Z (e T < 00.
D:{Tk}eDs,t k=1

L application ||.||p-varse est une semi-norme sur Ue.v. CP([s,t];RY) des
fonctions continues et de p-variation finie.

(2) La fonction y est a-holdérienne si et seulement si,

Wlhonoiee = sup o= ¥el
(u,v)EAs ¢ ‘U - u|
L application ||.||a-nstse est une semi-norme sur Ue.v. Cho([s, ¢];RY) des
fonctions a-héldériennes.

Remarques et notations :

(1) Pour toute fonction constante ¢ : [s,t] = R?, ||c|lpvarse = ||c/lansrse = 0.
C’est pourquoi, ||.|lpvarst €t ||-|la-hos: sont des semi-normes et non des
normes.
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(2) La boule fermée de C¥2* ([0, T]; RY) pour la semi-norme ||.||pvar:7, de centre
y € CPv ([0, T);R?) et de rayon r > 0, est notée By, (y,r) dans la suite.

(3) Pour tout (s,t) € Ag, l'écart naturel associé a la semi-norme ||.||p-var:s.s
(resp. ||-||a-nols,t) €st noté dpyarst (resp. do-nsls.t)-

Etudions les relations qu’il existe entre ces espaces fonctionnels :
PROPOSITION 1.5. Soit (s,t) € Ag -
(1) Sip>q=>1, alors :
crver ([, t];Rd) c orer ([s,t];Rd) )
(2) Sil>a>p >0, alors :
Co-hol ([s, t];Rd) C ¢F-hal ([s,t]; Rd) :
(3) Pour tout p > 1,
CL/p-hel ([s,t];Rd) c orer ([s,t];Rd) .
DEMONSTRATION. Soit y : [s,¢] — R? une fonction continue :
(1) Soient p > q > 1et D = {ry} € Ds;. Alors,

|D|-1 |D|-1

P q pP—q
> Nvree =vll” = D2 e = vrel* 9rss = |
k=1 k=1

|D|-1

2||yHoost Z ||y7’k+1 kaH

avec ||Y||oo;s: < 00, car y est continue sur [s,t]. La subdivision D ayant été
choisie arbitrairement :

||y”p—varst ~N 2”yl|oost‘|y”q var;s,t*
(2) Soient 1 > a > >0 et (u,v) € Ayy. Alors,
Hyv - yuH . ||yv ”

_ _ylep
v — ul? o — u|a [v—ul

< a— ,8” yu”

~ | | |U . U|a

Le couple (u,v) ayant été choisi arbitrairement :
HyH,B hol;s,t X |t_5’a ﬁ”yHa hol;s,t-
(3) Soient p > 1 et D = {ry} € Ds;. Alors,

|D|-1 ID|-1
> Mt = v P < NI e D> (Frsr — )
k=1 k=1

||y||1/p hol757t<t 8)

La subdivision D ayant été choisie arbitrairement :

Hpr-var;s,t < ‘|y’|217/p-h61;s,t(t - S)'
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PROPOSITION 1.6. Soit y : [0,T] — R une fonction continue et de p-variation
finie. Alors,

wf’J,P (8 t) S AT — Hpr var;s,t

est un controle.
PROPOSITION 1.7. Les espaces vectoriels
P ([0, T RY) et C" ([0, T];RY)
respectivement munis des normes

y = 1Yol + 1y llp-varr et y — llyoll + l[Ylla-nsr,

sont des espaces de Banach non séparables.

Pour une preuve de ces deux propositions, se référer respectivement a [38|, Propo-
sition 5.8 et Theorem 5.25.

Remarques :

(1) Puisque M, 4(R) = R**? les résultats précédents s'étendent & :
CP([s,1]; Mca(R)) 5 (5,1) € Ag.
(2) Dans tout I'exposé, sauf mention du contraire, les espaces fonctionnels
Cr ([0, T R?) et G ([0, T];RY)
sont respectivement munis de ||.||pvarz €t ||-||ansrz-

La Définition 1.4 s’étend aux fonctions de [0, 7]? dans R? (cf. N. Towghi [86]). Elle
intervient notamment dans la construction de la trajectoire géométrique au-dessus
d’un processus gaussien dans l'article de P. Friz et N. Victoir [36] :

DEFINITION 1.8. Soient (s,t), (u,v) € Ap ety : [s,t] X [u,v] — R une fonction
continue. La fonction y est de p-variation 2D finie si et seulement si,

<7"k Tk+1>
7"1 7"1+1

|D1]—1[D2|-1

Hpr—Uar;[s,t] X [u,w] — Sup Z Z
k=1 =

Dy = {r,lc} € D5
Dy = {r}} € Dy,

V(a,b] C [s,t], V]c,d] C [u,v], y (Z Z) =y(a,c) +y(b,d) —y(a,d) — y(b,c).

PROPOSITION 1.9. Soit y : [0, T]> — R? une fonction continue et de p-variation
2D finie. Alors, la fonction qui a tout rectangle R de [0, T]* associe [[y|[}_q.p €st un
controle 2D.

Pour une preuve, se référer a [38], Lemma 5.52.

2.2. Intégrale de Young. Il existe plusieurs facons de construire l'intégrale
de Young. Nous utilisons le lemme de la couturiére, a la maniére de D. Feyel et A.
De La Pradelle [31] et L. Coutin [16], mais pour les espaces en variation.
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LEMME 1.10. Soient w : Ay — Ry un controle, o : [0,T]> — R? une fonction
continue et € > 0 tels que :

VO<s<u<t<T, |o(st)—o(ut) —p(s,u)] <wt(s,t).
Alors, a une constante additive prés, il existe une unique fonction continue 1 :
0, T] — R telle que :
(s, t) € A, [[o(t) = ¥(s) — p(s,1)|| < O(e)w"**(s,1)
avec, 0(g) = (1 —27)~L.

Pour une preuve du lemme de la couturiére, se référer a [31], Lemma 2.1 et Corollary
2.3.

Pour tout (s,t) € A, toute fonction ¢ : [0, T]? — R? et toute subdivision D = {r,} € D,
la somme de Riemann généralisée est :

|D|—-1

Jet(0,D) = Y @(ri, ris1)-
k=1

Pour tout controle w : Ap — R, le w-pas de D est :

d(w,D) = k:1m3|oD(|71 W(Tky Thy1)-

PROPOSITION 1.11. Soient w : Ar — Ry un controle, ¢ : [0,T]> — R? une
fonction continue et € > 0 tels que :

VO<s<u<t<T, [|p(s,t)—o(u,t) — o(s,u)]| <w(s,t).
Alors, la fonction 1 : [0,T] — R¢ obtenue au Lemme 1.10 vérifie :

V(S, t) S AT; lg? 0 ||¢(t) - ¢(5) - Js,t<907 D)H =0.
D7€ Ds ¢

DEMONSTRATION. Par le lemme de la couturiére (Lemme 1.10), & une constante
additive prés, il existe une unique fonction continue 1 : [0, 7] — R? telle que :

(s,t) € A, (1) — (s) — (s, )l < Oe)w' (s, 1).
En particulier, pour tous (s,t) € A, D= {r,} € Dy;et k=1,...,|D| — 1,

[ (ri) = () = @(rm, rin) | < 0()w'™ (i, Tas)-

La sur-additivité de controle w entraine alors :
|D|-1

1(8) = () = Jou(o, DI < Y b(risn) = () = @l i) |

|D|-1

<O0(e) Y W (rp, mig) < 0(2)w(s, £)6°(w, D).
k=1

La subdivision D ayant été choisie arbitrairement,

lim —lop(t) = (s) = Jse(p, D) = 0.
0(w,D) =0
D e Ds,t
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THEOREME 1.12. Soient p,q > 1 tels que 1/p+1/q > 1,y : [0,T] = M. 4(R)
une fonction continue de p-variation finie, z : [0, T] — R? une fonction continue de
q-variation finie et ¢ : [0, T]?> — R? la fonction définie par :

Y(s,t) € [0,T), ¢(s,t) = ys(z — 2s).
Alors,
(1) 1l existe un controle w : Ar — R, et une unique fonction continue notée
J(y,2) : A — R? telle que :
V(s,t) € Ay, lim . | sy, 2) — Js.i(p, D)|| = 0.

d(w,D) —
D e D,s,t

Pour tout (s,t) € Ag, Joi(y,2) est Uintégrale de Young de y par rapport a
z sur [s,t] et

¢
Js7t(y,z):/ Yudzy.

(2) 1l existe une constante C' > 0, dépendant seulement de p et q, telle que pour
tout (s,t) € Ar,

1T (s 2)lg-vars.i < Cllzllgvars,t([Yllp-vars,e + 1Yllooss.e)-
(3) L’application (y,z) — J(y, z) est continue de
CP([0, T]; Mea(R)) x CT°([0, T); RY) dans G ([0, T]; RY).
En particulier, elle est lipschitzienne sur toutes les parties bornées.

DEMONSTRATION. Afin d’établir le premier point, il suffit de montrer que ¢
satisfait les hypothéses du lemme de la couturiére, puis d’appliquer la Proposition
1.11. Le second point découle du premier, de 'inégalité triangulaire et de la sur-
additivité des controles.

(1) D’une part, la fonction ¢ est continue par construction.

D’autre part, soient 0 < s <u <t <T:

lp(s, t) = plu,t) = (s, w)ll = [1(ys = vu) (2 = 24|

<Y lpvariscel| 2llgvarss.e = w!P7H4(s, 1)

avec,

W= wg,/p(zﬁq) wp{q(erq).

Par la Proposition 1.9, w,, et w,, sont des contréles. Donc, par le second
point de la Proposition 1.2, w est un controle.

Puisque 1/p + 1/¢ > 1 par hypothése, la Proposition 1.11 s’applique a
© pour le contrdle w. Alors, & une constante additive prés, il existe une
unique fonction continue 1 : [0, T] — R? telle que :

\V/<S,t) S AT; lim Hd}(t> - ?/1(5) - Js,t(@, D)H =0.

w, —0
D e Ds,t

On conclut en posant Jy4(y, z) = ¥(t) — (s).
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(2) Par construction, pour tout (s,t) € Ar,
15 (y, 2) = (s, )| < O(e)w (5, 1)
avec, e =1/p+1/¢g—1>0.

Donc, par I'inégalité triangulaire :
1 st (y, )| < (S, 2) — (s, D) + [leo(s, 1]
< 0(e)w"™ (5, 8) + [[Yllocis.tl 2 llg-varis.t-
Il s’ensuit que :
HJS,t(y? Z)”q < 2(1—1 [eq(E)WQ(1+E)<S7t) + HyHgo;s,t Z‘|g—var;s,tj| .
Puisque le membre droit de cette inégalité définit une fonction sur-additive :

”‘](y7 Z)Hg—var;s,t < 2q_1 [Qq(€>wq(1+s) (Sa t) + ||y||go;s,t||Z||g—var;s,t]

(5> g CqHZHZ-var;s,t (HyHg-var;s,t + HyHgo;s,t)
ol, C' ne dépend que de p et q.

(3) L’application (y,z) — J(y, z) est bilinéaire. Donc, I'inégalité (5) suffit a
assurer la continuité énoncée.

O

Remarque. Lorsque y et z sont continues et de 1-variation finie sur [0, 7], J(y, 2)
coincide avec l'intégrale de Riemann-Stieljés telle qu’elle est définie par P. Friz et
N. Victoir au Chapitre 2 de [38]. En particulier, si z est continiment dérivable sur
[0,77 :

Y(s,t) € Ar, /t Yudz, = /t YuZudt.
Il est donc légitime de poser : ) )
W) € Ar [ btz = [ Tzl
Or, d’aprés P. Friz et N. Victoir [38], Proposition 1.24 :
V.8) € Br, homres = [ Nl
pour toute fonction ¢ de classe C' sur [0, T]. En particulier,
olsmres = [ Tz orsaue o = [ oz

Ainsi, pour toutes fonctions y et z continues et de 1-variation finie sur [0, T], on note
par extension :

t .
W(s.0 € Ar, [ linla HdzuH:H [ e
s 0

Cette définition entraine notamment que pour tout (s,t) € Arp,

t t
] [ iz < [ ol el

Nous concluons cette sous-section par I’énoncé du Lemme de Gronwall :

1-var;s,t
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LEMME 1.13. Soient y : [0,T] — R une fonction continue et de 1-variation
finie, et v : [0,T] — R, une fonction borélienne bornée. S’il existe K, L > 0 tels que

t
Vi € [0,T], o(t) < K + L/ ©(s) [ldys|l
0

alors,
Vt € [O,T], (p(t) g KeLHylll—Ua'r;t'

Pour une preuve sous cette forme, se référer a [38|, Lemma 3.2.

2.3. Equations différentielles ordinaires. Cette sous-section présente des
résultats clefs sur les EDOs et s’inspire principalement des chapitres 3 et 4 de P.
Friz et N. Victoir [38].

DEFINITION 1.14. Un champ de vecteurs V = (Vi,...,Vy) sur R® est une appli-
cation qui & tout a € R® associe une matrice V(a) € M. q4(R) telle que :

Vb ER?, V(a)b =Y Vi(a)l'.

Remarque. Il existe une unique 1-forme V : R — L(R? R¢) associée a V telle
que :
Va € R°, ¥b € RY V(a).b = V(a)b.

Dans la suite, nous ne distinguerons plus les deux notions : le terme champ de vec-
teurs désignera a la fois V et la 1-forme V.

Soient w : [0, 7] — R? une fonction continue de 1-variation finie et V = (V4,..., Vy)
un champ de vecteurs sur R. On considére ’équation :

t
(6) l‘t:$0+/ V (zs) dws ; x9 € R®
0
ou, 'intégrale est prise au sens de Young (ici Riemann-Stieljés).

Remarques :

(1) Comme mentionné en introduction, au sens de Young, I’équation (6) peut
étre étudiée pour w continue et de p-variation finie avec p € [1,2[ (par
exemple, cf. A. Lejay [57]).

(2) En pratique, I’équation considérée a souvent un terme de drift :
T :azo—ir/tu(xs)ds+/ta(xs)dws; zo € R°
0 0
avec, 1 : R® = R® et 0 : R® = M, 4(R).
On se rameéne a 'équation (6) en posant :
xt:xg—I—/tV(:ps)dﬁ/s; zo € R®
0

ot, W = (Idps), w) et V' désigne le champ de vecteurs sur R® tel que :

Va € R, Vb € R, Ve € R V(a)(b,c) = u(a)b + ala)c.
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THEOREME 1.15. Soient w : [0, T] — R? une fonction continue et de 1-variation
finie, et V.= (V4,...,Vy) un champ de vecteurs lipschitzien sur R® :
[V (b) = V(a)llm
IVllip = sup
a,beRe:a#b ||b - CLH

Alors,

(1) Pour une condition initiale donnée xoy € R®, I’équation dx =V (x)dw admet
une unique solution (globale) notée my (0, xo; w) telle que :

t
W¥(s,t) € Ar, ||m(0, 20; )|[1-vares < (1+ [Jao|]) Ce2CNwMhveras / duw, |

avec, C = |[V[|up V [V (0) [ m1-
(2) Si de plus V' est borné :
V<S7t) € AT; ‘|WV(07x0;w)|’1-var;s,t < HVHoonHLUar;s,t

avec,

IVloo = sup |[V (@)l

ac€Re

Pour une preuve, se référer a [38], théorémes 3.4, 3.7 et 3.8.

Remarque. Notez qu'il existe une solution (globale) dés que V' est un champ de
vecteurs continu et a croissance au plus linéaire :

3C > 0:Va e RS, V()| < C(1 + ||a])-

En effet, au Théoréme 3.6 de [38], P. Friz et N. Victoir montrent que s’il y a existence
d’une solution, cette derniére est a valeurs dans la boule B(0; R(xy, w)) de R® o,

T
Rlan,w) = (14 ) Ce o [ ).
0

Ainsi, si l'on considére un champ de vecteurs V' = (V4,...,V}), continu et borné sur

R¢ tel que V = V sur la boule B(0; R(xg,w)), alors I'existence locale assurée par
[38], Theorem 3.4 est en réalité globale.

En particulier, si V' est lipschitzien, pour tout a € R®,

V@)l < [IV(a) = VO)llar + V(0]
< C(flall +1)
avec, C'= [V ]lip V [[V(0)[La

L’argument de localisation précédent assure l’existence d’une solution, et le carac-
tére lipschitzien de V' 'unicité de cette derniére.

La notion de champ de vecteurs Lipschitz au sens de Stein est essentielle dans la
suite de 'exposé :

DEFINITION 1.16. Soient v > 0 et V = (V4,...,Vy) un champ de vecteurs sur
Re. Ce dernier est vy-Lipschitz (au sens de Stein) si et seulement s’il est de classe
CW sur Re, borné, de différentielles successives bornées et de |v|-éme différen-
tielle {~}-holdérienne (|| est le plus grand entier strictement plus petit que 7 et
{7} =~ — || désigne la partie fractionnaire de ).
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De plus, la notation suivante est adoptée :
IV [l = max {|V]loo, [ DV [loos - - [PV ||eo, DIV 33061 -

L application ||. || est une norme sur lespace vectoriel Lip’ (R R?) des champs de
vecteurs y-Lipschitz sur R®.
Remarques et notations :
(1) La boule fermée de Lip”(R%R?) pour la norme ||y, de centre V €
Lip”(R¢; R?) et de rayon 7 > 0, est notée By, (V,r) dans la suite.
(2) Notez que |v] = 0 et {y} =1 lorsque v = 1. Dans ce cas, V € Lip*(R%; R%)
si et seulement si,
Vgt = [V lloo V IV i < 00

Ainsi, tout champ de vecteurs 1-Lipschitz sur R€ est lipschitzien, mais la
réciproque est fausse en général. Un champ de vecteurs affine sur R¢ est
lipschitzien et non borné.

Cependant, pour tout champ de vecteurs V = (Vi,...,V}) lipschitzien sur
R¢, étant donné une boule fermée B de R®, on peut construire un champ
de vecteurs V € Lip' (R RY) tel que V =V sur B.

(3) De fagon générale, on dit qu'un champ de vecteurs V = (V,...,Vy) sur R®
est localement ~-Lipschitz si et seulement si, pour toute boule fermée B de
R€, la restriction de V' a B est ~-Lipschitz.

Ces champs de vecteurs forment un espace vectoriel noté Lip] (R R?).

Tout champ de vecteurs affine sur R® est localement 1-Lipschitz.

(4) On observe que :
Yy =72 > 0, Lip” (R%R?) C Lip” (R4 R?) .
La fonction (zg,w, V') — (0, zo; w) s’appelle 'application d’Itd. Les résultats sui-
vants étudient sa régularité : continuité et différentiabilité.
THEOREME 1.17. Pour i = 1,2, soient x5 € R®, w' : [0,T] — R¢ une fonction
continue et de 1-variation finie, V' € Lip"(R*;RY) et 2 = my:(0, z}; w'). Alors,
93MiMz

1 2”
HZL‘ X l-varyT

(MM o — 3| + M | = w 0 [V -V )

2
Hl—var;T
ou, My >0 et My > 0 désignent deux constantes satisfaisant :

My 2 [V v VA et Mz > | V|

1 2
‘lip Hl-var;T Hl-var;T '
En particulier, Uapplication d’Ito (zo, w, V) — my (0, zo; w) est uniformément conti-
nue de

R¢ x C*([0, T]; RY) x Lip' (R%; R?) dans C***"([0, T]; R).

Pour une preuve, se référer a [38|, Theorem 3.18.

Remarque. Soient 2y € R, w : [0, 7] — R une fonction continue et de 1-variation
finie, et V' = (V4,..., V) un champ de vecteurs lipschitzien sur R¢. Nous avons vu
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qu’alors, 7y (0, xo; w) est une fonction a valeurs dans la boule B(0; R(xq, w)) de R®
(avec les notations de la remarque du Théoréme 1.15).

De plus, pour tout &y € R et toute fonction @ : [0, 7] — R? continue de 1-variation
finie,
[Zoll < llzol| et [[w]1varr < llwl[1varr == R(Zo, w) < R(zo, w).

Donc, si 'on considére un champ de vecteurs Ve Lipl(Re; R%) tel que V =V sur
la boule B(0; R(zo,w)), alors :

7y (0,.) = my(0,.) sur 'ensemble B(0, ||zo]|) X Bi-var(0, [|[w]|1-var:T)-

En conséquence, par le Théoréme 1.17, 'application 7y, (0, .) est uniformément conti-
nue de

B(0, [|zo]|) X Bivar(0, W 1-varsr) dans C¥ ([0, T]; R®).
En particulier, lorsque V' est un champ de vecteurs affine, cette remarque assure

I'uniforme continuité de I’application d’Itd6 par rapport & la condition initiale et au
signal, sur les parties bornées de R¢ x C1V¥ ([0, T]; RY).

Afin d’étudier la différentiabilité de 'application d’It6, nous avons besoin des lemmes
techniques suivants :

LEMME 1.18. Soient (E, ||.||g) et (F,||.||r) deux espaces de Banach, U un ouvert
de E et, p: E — F une application continue et dérivable en tout point de U, dans
toutes les directions de E. Si

(a,h) € U x E — Dpp(a) = lim p(a+ 6? —»(a)
E—

est uniformément continue sur toutes les parties bornées de U x E, alors ¢ est
contindment différentiable de U dans F.

Pour une preuve, se référer a [38|, Proposition B.5.

LEMME 1.19. Soit V. = (V4,..., V) un champ de vecteurs contindment différen-
tiable sur R®. Pour tout n > 0 et toute partie bornée B de R®, il existe 6 > 0 tel
que :

Va,be B, b al < § = V() - V(a) - DV(@)-(— a)|| < nllb — al].
Pour une preuve, se référer a (38|, Lemma 4.2.

THEOREME 1.20. Soit V = (V4,...,Vy) un champ de vecteurs différentiable sur
R tel que, pour tout R > 0, il existe un réel M > 0 satisfaisant :
Y(zo,w) € REx C ([0, T]; RY), ||zo|| + [|w]|1-varr < B = ||7v (0, 20; )| ooy < M.
Alors, Uapplication (zq,w) — my (0, zo; w) est contindment différentiable de

R x C* ([0, T]; R?Y) dans C***7([0, T]; R9).

Pour une preuve, se référer a [38], théorémes 4.4 et 4.7.

Au Chapitre 4 de [38], P. Friz et N. Victoir ont laissé¢ de coté la différentiabilité
de D'application d’It6 par rapport au champ de vecteurs, car les arguments de la
preuve sont similaires a ceux employés pour établir le Théoréme 1.20. Dans un sou-
cis de complétude et parce que nous en faisons usage au Chapitre 2 de 'exposé, la
question est traitée en détails :
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PROPOSITION 1.21. Soient v > 1, 1p € R® et w : [0,T] — R? une fonction
continue de 1-variation finie. Alors, Uapplication V +— my (0, zo; w) est contindment

différentiable de
Lip?(R%RY) dans C"([0, T]; R9).

DEMONSTRATION. Dans une premiére étape, nous montrons que ’application
d’'Itd est dérivable, par rapport au champ de vecteurs, dans toutes les directions.
Dans une seconde étape, via le Lemme 1.18, on établit que I'application partielle en
question est contintiment différentiable.

Etape 1. Soient V,V € Lip”(R%:R®), € €]0,1], 2V = 7y (0, z0;w) et yV’V la so-
lution de ’EDO suivante :

_ t _ t
(7) g / (DV (@), ¥ Yduw, + / V(@) )dw,.
0 0

Pour tout t € [0, 77,

VeV v N t
Ty — Iy A
- yt =

0

3

ou,

S

Ple)=¢" / t VEl ) = VEl) = (DVE)).al Y —al)] du,,
Qi(e) = /Ot [V(IZ%V) —V(zV)| dw, et

t - -
Ri(e) = [(DV(d)e T —al)) — o),
0
En premier lieu, puisque V est une fois continiiment différentiable sur R€, par le
Lemme 1.19 :

1B()] < e Ywllivarr sup |V (@YY = V(@) = (DV (@), a) "=V —2})|

)

< n(e)e™ wlhvarrllz" Y = &Y loeir
ou, n(e) — 0 lorsque € — 0.
Par le Théoréme 1.17 :
(8) 1PE)lloosr < Ma(e) = 29()e* M Mo ||V oo || 1-varir

avec,
My = [V ipr + IV i Z IV + Vg VIV [l

et My = HwHI-var;T'

En second lieu, puisque V est contintiment différentiable et de différentielle bor-
née sur R® c’est un champ de vecteurs lipschitzien. D’ot, par le Théoréme 1.17 :

(9) 1Q(E) oo < Ma(e) = 2ee® MM ||V [} ]| 1varsr
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En troisiéme lieu,

VeV .V

! L Lg A%
(10) IR < WVl [ | = " = || ldws].
0
Les inégalités (8), (9) et (10) entrainent donc :
VeV v . t| VeV v }
x —x x, TV — )
Py < M) M) WVl [ B = | .
0

En conclusion, par le lemme de Gronwall (Lemme 1.13) :

xv+af/ 2V .
R A < [Ms(e) + Ma(e)] el Vi lolhvar
< oo;T
— 0.
e—0

Etape 2. Avec la notation J de l'intégrale de Young introduite au Théoréme 1.12,
la solution de I'équation (7) peut s’écrire :

DyzV = m(0,0;.) 0 J[Fyy (), ] o (mv(0,20;.), ) (w)

ou, A:R® = LIL(R®) x R4 R) et Fyp : R x R? = L(R® x RY L(R®) x R) sont
deux champs de vecteurs, respectivement définis par :

A(a).(L.b) = La +b et
Fyp(a,d).(b, 1)) = ((DV(a), )b'; V(a)l)
pour tous a,b € R, a/,b' € R% et L € L(R®).

En premier lieu, par le point 3 du Théoréme 1.12, 'application J est uniformément
continue sur toutes les parties bornées de

C ([0, T);R® x RY) x ¢ ([0, T];R® x RY) .

En second lieu, 'application (V,V, a) Fyy(a) est uniformément continue sur
toutes les parties bornées de

Lip” (R4 R?) x Lip” (R4 R?) x R® x R?
par construction.

En troisiéme lieu, les applications 74(0,0;.) et V' — m,(0, x9; w) sont respective-
ment uniformément continues sur toutes les parties bornées de

C ([0, T); L(R) x R®) et Lip” (R RY)
d’aprés le Théoréeme 1.17 et la remarque qui s’ensuit.

Ainsi, par composition, I"application (V f/) — Dyx" est uniformément continue
sur toutes les parties bornées de

Lip” (R4 RY) x Lip” (R4 R?) .
En conclusion, par le Lemme 1.18, application V' — 7/ (0, zo; w) est contintiment

différentiable de
Lip”(R%; R?) dans C** ([0, T]; R®).



3. TRAJECTOIRES GEOMETRIQUES 27

3. Trajectoires géométriques

Nous présentons les résultats qui nous sont utiles sur les trajectoires rugueuses, en
développant essentiellement le cas des trajectoires géométriques. Nous nous confor-
mons a l'approche de P. Friz et N. Victoir, développée dans [38] aux chapitres 7, 8
et 9. En d’autres termes, nous travaillons avec [’extension homogéne de la norme en
p-variation des fonctions continues de [0, 7] dans le groupe libre d’ordre [p] sur R?

(p>1).

A la premiére sous-section, nous présentons l'algébre tensorielle (TV(R?), +,., ®)
d’ordre N € N* sur R?, ainsi que la notion fondamentale de signature des fonctions
continues et de 1-variation finie. Nous concluons avec la définition et les principaux
résultats concernant le groupe libre d’ordre N sur R%, equipé de la norme de Carnot-
Carathéodory. La seconde sous-section est consacrée aux trajectoires géométriques
et a deux opérations jouant un role essentiel dans les applications : le couplage et la
translation des trajectoires géométriques.

Notez qu’a la premiére sous-section, nous abordons briévement les notions de fonc-
tionnelles multiplicatives et de trajectoires rugueuses, telles qu’elles sont développées
dans T. Lyons [60]. Ces définitions n’auront guére d’utilité dans la suite de I’exposé.

Certaines démonstrations sont traitées par soucis de complétude ou parce qu’elles
aident a la compréhension. Pour les autres, nous renvoyons aux deux sources ayant
inspiré cette partie de 'exposé : P. Friz et N. Victoir [38], ainsi que T. Lyons et Z.
Qian [62].

3.1. Signature, groupe libre et norme de Carnot-Carathéodory. Com-
mencons par introduire la notion d’algébre tensorielle d’ordre N sur R? :

DEFINITION 1.22. Le produit tensoriel d’ordre k € N* sur R? est lapplication
qui & tous aq, . .., a; € R? associe

a1 @ Qap = (a?...az’“;il,...,ik:1,...,d).
L’image de R par le produit tensoriel d’ordre k est notée :
RN ={a ®-- ®@ara,...,a, € R},

Remarques et propriétés élémentaires :

(1) Par convention, (R?)® = R. Le produit tensoriel sur R¢ n’est pas commu-
tatif, sauf lorsque d = 1. Dans ce cas, il coincide avec le produit usuel des
réels.

(2) Pour tout k € N*, on note + (resp. .) 'addition (resp. le produit externe
par un réel) naturel(le) sur (R4)®*. Ces opérations conférent a (R?)®* une
structure d’espace vectoriel isomorphe a R

Sur le plan topologique, (R%)®* est muni de la norme euclidienne ||. ||y, :
d
Vay,...,ay €RY oy @ - @ |} = Z (af'...a)f)".
01 yeeeyip=1

On construit de fagon analogue une structure d’espace vectoriel normé sur
R?® R = {a®b;a€Rd et bERe}
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ou,
Va e R, VO ER, a®b= (a"b?i1=1,....det iy =1,...,€).
Cet espace est isomorphe a R?x€.

(3) 11 est connu que 'espace vectoriel des applications bilinéaires de R¢ x R?
dans R€ est isomorphe a £(R¢; £(R%;R¢)) (cf. H. Cartan |6], Section 1.1.1.9).
Or,

,C(Rd, Re) ~ Rdxe ~ Rd ® Re.
L’espace vectoriel des applications bilinéaires de R x R? dans R¢ est donc
isomorphe a £(R% R? @ R®).

Par conséquent, pour tous a € R et b € RY, I'image de (a,b) par une
application bilinéaire ¢ : R® x R? — R® est indifféeremment notée :

o(a,b), (¢.a,b) ou ¢.(a @ b).

Typiquement, soit V : R® — £(R% R¢) = R¥€ une 1-forme différentiable.
Pour tous a,b € R® et ¢ € RY,

(DV(a).b,c) = DV(a).(b® c).

Nous faisons usage de cette notation au Chapitre 2.

(4) Soient N + 1 sous-espaces vectoriels Ey, ..., Ey d'un e.v. E, d’élément
neutre 0 pour la loi de composition interne +, et S = FEy & --- & Ey.
Pour £k =0,..., N, 'espace Ej, est isomorphe a

i Eo x {0} si k=0
E,= {0} x B, x {0}V Fsil<k<N-1.
{0}V x Exysik=N

Donc,
N N
S=@PE =] E
k=0 k=0
Par conséquent, les éléments de S sont notés (a°,...,a"); a* € E, pour
k=0,...,N.

DEFINITION 1.23. L’algébre tensorielle (tronquée) d’ordre N sur R? désigne l’en-

semble
N

T () = € (m9)*

k=0
muni des lois de composition +, . et ® telles que, pour tous X € R et a,b € TV (R?),

k
(a+Ab)F =ab + \F et (a@b)f =D a' @b k=0,...,N.

i=0
L élément neutre de TN (RY) pour le produit tensoriel @ est noté 1 :
Vk=1,...N,1¥=0et1°=1.

La norme (produit) naturelle sur TN (R?) est notée ||| ga)-
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DEFINITION 1.24. Une fonctionnelle Y : Ap — TV (R?) est multiplicative si et
seulement si, elle satisfait ["identité de Chen :

Vk=0,....N,V0<s<u<t<T, V5= (Y, ®Y,,)".
Si de plus N = [p] et
|D|-1

0 S W <

alors Y est une p-trajectoire rugueuse.

DEFINITION 1.25. Soit y : [0,T] — R? une fonction continue et de 1-variation
finie. La signature d’ordre N de y est Uapplication Sy(y) : Apr — TN(RY) définie
par S (y) =1 et,

Vk=1,...,N,¥(s,t) € Ap, SK(y)ss = / dyr, ® -+ @ dyy, -
s<ry <o <1<t

PROPOSITION 1.26. Soit y : [0,T] — R? une fonction continue et de 1-variation
finie :

(1) L’application Sn(y) est une fonctionnelle multiplicative d’ordre N.
(2) En dimension d =1,
(yt - ys)k
K

(3) Parrapport a 1, Sy(y)or admet un symétrique dans T™ (R?) pour le produit
tensoriel @ :

SN(Y)or @ Sn(yr—)or = Sn(yr—)or @ Sn(y)or =1
o, yr_. désigne la fonction de [0,T] dans R? qui a tout t € [0,T] associe

VE=0,...,N,Y(s,t) € Ap, S5 (y)s, =

Yr—t-
(4) Soient X € R et 6y : TV(RY) — TN(RY), lopérateur de dilatation défini
par :
Ya € TV(RY), Vk =0,...,N, 6%(a) = \a".
La signature d’ordre N de y satisfait :
V(s,t) € Ar, Sn(AY)st = OASN(Y)sy-

DEMONSTRATION. Les deux premiers points se démontrent par récurrence sur
I'entier £ =0,..., N :

(1) Soient 0 < s<u<t<T.
Il est immédiat que la premiére assertion est vraie au rang initial £ = 0.

Supposons qu’elle est vraie au rang k, entier compris entre 1 et N — 1 :

S]Iif—i_l(y)s,t = / dyn Q@ dyrk ® dka-H

§<ry < <1 <rp41<t

t
= / S]k\:f(y)sﬂ"k-ﬁ-l ® dy""k-ﬁ-l

t
(11) = S5 () + / SE (W) aress ® Ay
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Par hypothése (de récurrence) :

t t
k
/ SJ%(Z/)S,TICH ® dyrk+1 = / [SN(y>S,U ® SN(Z/)UJ“/QH} ® dkaJrl

k t
- Z S}V (y)S:“ ® / S]’i/ﬂ(y)u,rkﬂ ® dka+1
1=0 w

k
- Z Sjv(y)s,u ® Sjlvl_i(y)wt'
1=0

Par report dans 1'égalité (11) :
k

S]]i[—i_l(y)s,t = S]]i[—i_l(y)s,u & S](i[(y)u,t + Z S}V(y)s,u ® Sjlif+1_i(y)u,t
i=0
= [SN(y>s,u & SN(y)u,t]k+1 .
Ainsi, le point 1 est vrai pour kK =0,...,N.

(2) Il est immeédiat que la seconde assertion est vraie au rang initial & = 0.

Supposons qu’elle est vraie au rang k, entier compris entre 1 et N — 1 :

SN (Y)se = / dyr, - .. dy,, dyy, .,

s <o <P <rTpy1<t

t
:/ S]Iif(y)S,TkJrldy?‘lwl

1 [t k
= E (yrk_H - ys) dyrk_H

par hypothése (de récurrence), pour tout (s,t) € Ar.

La fonction y pouvant étre approchée, pour la norme en 1-variation sur
[0, 7], par une suite de fonctions de classe C! sur [0,7] (par exemple la
suite des régularisées par convolution de y via un noyau donné) :

1 [ (Y — )
TR { k41 1
Ainsi, le point 2 est vrai pour £k =0,..., N.
(3) Se référer a [38], Proposition 7.12.
(4) Soient A € R, (s,t) € Ar et k, un entier compris entre 1 et N :
SkOw. = [ A @+ @ d0w,,)

s<r1<--<rp<t
= AkSJ@(y)S,t = 5§SN(y)S,tv

par définition de I'opérateur de dilatation 9.

(yt _ ys)k+1

(k+1)!

S ()

O

La fin de cette sous-section est consacrée au groupe libre d’ordre N sur R?, et com-
prend deux théorémes résumant les résultats de [38], Section 7.5 qui nous sont utiles
dans la suite de I'exposé. Le premier théoréme présente les résultats algébriques, tan-
dis que le second présente les résultats topologiques :
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THEOREME 1.27. L’ensemble
GY(RY) = {Sn(y)oasy € C([0,1;RY) } € TY(R)
muni du produit tensoriel ® est un groupe de Lie appelé groupe libre d’ordre N sur
R?.

Pour une preuve, se référer a [38], sections 7.3-4 et Theorem 7.30.

Remarques :

(1) Soient a,b € GN(R?) et A € R. L’élément a+ b est bien défini et appartient
a TN (R?). Cependant, en général, a + \b &€ GV (R?). En d’autres termes,
il est important de noter que G™(R?) (muni des lois + et .) n’est pas un
sous-espace vectoriel de (T (R%), +,.).

(2) Dans tout 'exposé, sauf mention du contraire, 'ensemble GV (R?) sera muni
de la structure de groupe que lui confére le produit tensoriel ®.

DEFINITION 1.28. Dans un espace métrique (E,d), une (trajectoire) géodésique
joignant a,b € E, est une application T'yp : [0,1] — E telle que I'y5(0) = a, ['yp(1) =
b et,

V(s,t) € Ay, d[Tap(s),Tap(t)] = |t — s|d(a,b).
L’espace (E,d) est géodésique si et seulement si, pour tous couples de points de E,
il existe au moins une géodésique joignant ces derniers.

Remarques et exemples :

(1) D’apres la Définition 1.28, une géodésique joignant a,b € E est le chemin
le plus court entre a et b.

Typiquement, R? muni de la distance euclidienne est un espace géodésique,

dans lequel les géodésiques sont les segments liant chaque couple de points
(a,b) € (RY)?:

(2) Un espace complet et connexe n’est pas toujours géodésique.

En revanche, une variété Riemannienne compléte et connexe est un espace
géodésique par le théoréme de Hopf-Rinow.

Sur la géométrie Riemanienne, se référer a [4].

THEOREME 1.29. Soit ||.||c : GN(RY) — Ry Uapplication définie par :

1
Va € GN(Rd), |lallc = inf {/ \ldy:| ;v € Cl'“”([o, 1];]Rd) et Sn(y)o1 = a} }
0

11 existe une unique fonction y* € C1*([0, 1];R?) solution de ce probléeme de mini-
misation. De plus :

(1) L’application ||.||c est une norme sur le groupe GN (R?) dans le sens suivant :
(a) |lallc =0 si et seulement si, a = 1.
(b) ||-llc est homogéne par rapport & l'opérateur de dilatation :
VAER, [[oralle = [Alllalle-
(c) Pour tout a € GN(R?), |lallc = [la™Y|c (symétrie).
(d) Pour tous a,b € GN(R?), |la @ b|lc < |lalle + ||blle (sous-additivité).
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(e) ||.|le est continue sur (GN(R?), ||.]lc).
L’application ||.||c s’appelle la norme de Carnot-Carathéodory.
(2) Le groupe GN(R?) équippé de la distance de Carnot-Carathéodory dc est un
espace géodésique :
Va,b e GM(R?), de(a,b) = |[a™ @0,
C’est également un espace polonais (i.e. métrisable, séparable et complet)
dont les parties fermées et bornées sont compactes.

Pour une preuve, se référer a [38], sous-sections 7.5.2-5.

Remarques :

(1) Le terme de norme pour désigner ||.||c est abusif, car G (R?) est seulement
un groupe non-commutatif.

Cependant, grace a l'opérateur de dilatation et aux propriétés de la si-
gnature, les points (1.a) a (1.e) de la Définition 1.29 justifient I'abus de
langage par analogie.

(2) Notez que la restriction de |||z~ ga & GN(R?) n’est pas homogéne par
rapport a 'opérateur de dilatation.

(3) Dans tout 'exposé, sauf mention du contraire, le groupe GV (R?) est muni
de la distance de Carnot-Carathéodory de.

3.2. Trajectoires géométriques : définition et propriétés. Commencgons
par étendre 1’écart en p-variation aux applications continues de [0, 7] dans GV (R9).
Notation. Soit Y : [0,7] — GN(R?). Pour tous s,t € [0,7], 'élément Y, ! ® Y;
de GN(R?) est noté Y.

DEFINITION 1.30. Soit (s,t) € Ap. Une application continue Y : [s,t] — GV (R9)
est de p-variation finie si et seulement si,

IDl-1 1
||YHP-UM“;S¢ = sSup Z HY;"k,TkHHg
D:{Tk}EDs,t k=1
[1D|-1 1/p
= sup Z do (Y, Yorih) < 0.
D:{Tk}EDsﬂt k—1

Ces applications forment un ensemble noté C% " ([s, t]; RY).

Pour tous Y, Z € C%""([s, t]; RY), soit

1
\D|—1 /p

dp-var,s,t<Y> Z) = Sup Z dIC)(K“kaH? Zrk:TkJrl)

D:{Tk}GDsﬂg k=1
, . . . . P . 9. .o p-var . Tod
L’application d,, yars1 ainsi définie est ’écart en p-variation sur C}" ([s,t]; R?).

Remarques. Soit (s,t) € Ay :
(1) Lorsque N = 1, CY¥([s, t];RY) coincide avec I'espace CP¥*([s, t]; RY) in-
troduit a la Définition 1.4.
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(2) L’application ||.||pvar.s+ n'est pas une semi-norme sur C}"([s, t]; RY), car
|.|lc n’est pas une norme sur G (R?) comme expliqué & la sous-section 3.1.

Notez que :
VY € CF ([s, th RY), 1Y llpvarist = dpvarst(1,Y).

(3) Dans tout I'exposé, sauf mention du contraire, C%**([s, t]; R?) est muni de

Pécart dvar:s -

PROPOSITION 1.31. Soit (s,t) € Ar :
(1) Pour tous ¢ >p > 1,
CR ([s, t]; RY) € CF™ ([s,t];RY) .
(2) Soient Y, Z € CX ([0, T];RY). Alors,
(5:8) € Ar = d} s (Y. 2)

définit un controle.

En particulier,
wyp : (8,t) € Ap — ”Y”g—var;s,t = dﬁ_uams,t(L Y)
est un controle.
(3) L’ensemble C%"* ([0, T); RY) muni de la distance
(Y, Z) ¥ de(Yo, Zo) + dp-varr (Y, Z)
est un espace métrique complet et non-séparable.

Pour une démonstration, se référer a [38|, Theorem 8.13 et Corollary 8.24.

Les éléments de 'espace pseudo-métrique CI[;VM([O,T];RC[) sont les p-trajectoires
géométriques faibles. Nous nous bornerons a travailler sur I'espace (métrique) un
peu plus restreint des p-trajectoires géométriques :

DEFINITION 1.32. Les applications Y : [0,T] — GWP(RY) telles qu’il existe une
suite (y",n € N) de fonctions de C* ([0, T];RY) satisfaisant

nh—>nc}o dp-var;T [S[p] (yn)07_ >Yi| = 07
forment ensemble des p-trajectoires géométriques G, r(RY).

Remarques et notations :
(1) Par construction :

GQ,r (RY) c 2™ ([0, T);R7) .

[p]

(2) Dans tout I'exposé, sauf mention du contraire, G, 7(R?) est muni de I’écart
dpyar:7- Parfois, GQ, r(R?) sera muni de la distance dy..r, qui a tous Y, Z €
GQ, 7 (RY) associe :

door (Y, Z) = sup de(Ys, Z4).
te[0,7

Dans ce cas, le changement de topologie sera clairement spécifié.

La boule fermée de G, 7(R?) pour I'écart dyyar.1, de centre Y € GQ, r(R?)
et de rayon r > 0, est notée B, r(Y,r).
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(3) Soient Y € GQ,7(R?) et y € CPV¥([0,T];R?Y). On dit que Y est une p-
trajectoire géométrique au-dessus de y si et seulement si, Y;! = y; pour tout
t € 10,77

Notez que lorsque d = 1, d’apres la Proposition 1.26, une p-trajectoire
géométrique naturelle au-dessus de y est donnée par :

(g — ys) 1!
[p]! ) '

La fin de cette sous-section est consacrée aux opérations de couplage et de transla-
tion des trajectoires géométriques :

V<S7t) € AT; }/S,t = (173/15 —Ysy -0y

Soit mev(ray : GN(RY @ R?) — GN(RY) (resp. mev(re) : GN (R @ R?) — GV (R?))
I’extension naturelle du projecteur canonique de R? @ R® dans R (resp. R®).

THEOREME 1.33. Soient p > q > 1 tels que 1/p+1/qg > 1, Y € GQ,7(R?) et
h € GQur(R?). Il existe une p-trajectoire géométrique Sp)(Y ® h) € GQ,r(RTOR?)
telle que, pour tout t € [0,71,
(12) Vel (Rd)S[p](Y @ h) =Y, et T (Re)S[p](Y @ h); = hy.
De plus, il existe une constante C' > 0, dépendant seulement de p et q, telle que pour
tout (s,t) € Ap,

1Y [|p-varss,e < NSp1(Y @ h)llp-vars,t < C ([ [p-varsst + |Allg-vars.e) -

Remarques :

(1) La terme d’extension naturelle désigne I'unique homomorphisme de GV (R?)
dans GV (IR®) associé a une application linéaire donnée de R? dans R® a la
Proposition 7.52 de [38].

(2) Le Théoréme 1.33 est une version simplifiée de [38], Theorem 9.26, adaptée
aux besoins de 'exposé. P. Friz et N. Victoir établissent I'existence et I'uni-
cité d’une trajectoire géométrique faible satisfaisant (12), pour la topologie
en (p, q)-variation mixte. Se référer a [38], Section 9.4.

(3) Notez que la condition 1/p+1/¢ > 1 sur p > q > 1 est cruciale. En effet,
en général on ne sait pas construire une trajectoire géométrique satisfaisant
(12).

Notation. Elle provient de T. Cass, C. Litterer et T. Lyons |7] :

Soient £ > 0, I un segment de [0,7] et w : A7 — R, un contrdle. On considére :
|D|-1

Ma,l,w = sup E w (T’k, Tk—&-l) .
D={rk} € Dr j—1
w(rg,Th+1) < €

En particulier, pour toute p-trajectoire géométrique Y, M. ,(Y) = M., Twy,p-
Dans la suite, I = [0, 7.
Afin d’appliquer les résultats d’intégrabilité de T. Cass, C. Litterer et T. Lyons

[7] aux équations différentielles dirigées par une trajectoire géométrique gaussienne
centrée ayant un terme de drift, nous proposons le corollaire suivant :
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COROLLAIRE 1.34. Soient p > q > 1 tels que 1/p+1/q > 1, Y € GQ,7(R?),
h e GQ,r(R®) et e > 0. Il existe une constante C' > 0, dépendant seulement de p et
q, telle que :

M€7]7P[S[P]<Y @ h)] [”h”q var;T + M(g’[’p(Y)].
DEMONSTRATION. D’une part, pour tout (s,t) € Ar,
wyp(s,1) = [[Y [|pvaris.t <[5 (Y D )| p-varss. -

D’autre part, puisque p/q > 1 et, wy,, et wy , sont deux controles :
w = Y[} ar + IRIIG

est également un controle.

p/q
g-var wa + w

Donc, d’aprés le Théoréme 1.33, il existe une constante C' > 1, dépendant seule-
ment de p et g, telle que pour tout (s,t) € A,

||S[p] (Y @ h) Hp vt S < Cuw(s,t).
En conclusion,
|D|—1
M rp [S[p}(y & h)} <O sup Z W(rk, Thi1)

D={r} € Dr p—1
w(rk,Tk+1) < €

C [HhHs-var;T + MEJ;IJ(Y)]

par sur-additivité du controle w;’ . /a O

Soit plus : GN(R? @ RY) — GV (R?) 1'extension naturelle de Papplication linéaire
plus : R @ R? — R telle que :

Va,b € RY plus(a,b) = a +b.

THEOREME 1.35. Soient p > q > 1 tels que 1/p+1/qg > 1, Y € GQ,7(R?) et
h € GQur(RY). La translation de Y par h est la p-trajectoire géométrique T,Y €
GQ, 7 (RY) telle que :

vt € [0,T), (T,Y ), = plus [Sp (Y @ h),] .
De plus, il existe une constante C' > 0, dépendant seulement de p et q, telle que :

IThY [|p-vara < C (Y llp-vara + [1Allg-varr) -

Pour une preuve (sous une forme plus générale), se référer a P. Friz et N. Victoir
[38], Theorem 9.34.

Remarque. Lorsque h,y € C([0, T]; R?), naturellement T},S,(y) = Sy (y + h).

4. Equations différentielles dirigées par une trajectoire géométrique

Cette section est consacrée aux équations différentielles dirigées par une trajectoire
géométrique. Nous nous conformons & 'approche de P. Friz et N. Victoir développée
dans [38] aux chapitres 10 et 11, dont la pierre angulaire est le lemme de Davie et
ses déclinaisons.

A la premiére sous-section, nous énoncons le lemme de Davie, le théoréme d’existence
et d’unicité de la solution d’'une RDE (dirigée par une p-trajectoire géométrique) de
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champ de vecteurs ~v-Lipschitz (v > p > 1), le théoréme d’existence et d’unicité de
I'intégrale des trajectoires rugueuses, ainsi que le théoréme d’existence et d’unicité
de la solution d’'une RDE de champ de vecteurs affine. Ces résultats proviennent de
P. Friz et N. Victoir [38], Chapter 10. Plutot que de traiter toutes les démonstra-
tions, nous proposons un schéma de preuve du premier résultat d’existence, afin de
mettre en évidence le role central que joue le lemme de Davie dans cette approche.
Tous les résultats énoncés dans cette sous-section se démontrent de fagon analogue.

La seconde sous-section est consacrée a I’étude de la régularité de I'application d’Ito
associée a une RDE. D’une part, nous rappelons les résultats de continuité et de
différentiabilité de I'application d’It6 par rapport a la condition initiale et au signal
de P. Friz et N. Victoir [38], Chapter 11. Nous complétons ces derniers par la dif-
férentiabilité de I'application d’It6 par rapport au champ de vecteurs. D’autre part,
pour chaque différentielle étudiée, nous construisons une borne compatible avec les
résultats d’intégrabilité de T. Cass, C. Litterer et T. Lyons [7].

Excepté au Chapitre 3, dans tout 'exposé, v désigne un réel satisfaisant v > p.

4.1. Existence et unicité de la solution. Il existe deux notions de solution
d’équation différentielle dirigée par une trajectoire géométrique. Dans le premier
cas, la solution est une fonction de [0, 7] dans R¢, continue et de p-variation finie.
Dans le second cas, la solution est elle-méme une p-trajectoire géométrique que nous
appelons solution au sens de Lyons dans la suite de I'exposé.

Commencons par étudier la premiére notion de solution :

Soient w : [0, 7] — R? une fonction continue de p-variation finie et V = (V4,..., Vy)
un champ de vecteurs sur R°. A l'aide du lemme de Davie énoncé plus loin (Lemme
1.37), P. Friz et N. Victoir étendent les résultats de la sous-section 2.3 & I’équation :

t
(13) Ty = To —i—/ V (zs) dws ; x9 € R
0

Lorsque p > 2, I'intégrale ne peut étre prise au sens de Young. Dans ’approche de
P. Friz et N. Victoir, le manque de régularité du signal w est compensé par 'exis-
tence d'une p-trajectoire géométrique W au-dessus de w, ainsi que des hypothéses
de régularité plus fortes sur le champ de vecteurs V.

On introduit la premiére notion de solution pour (13), rigoureusement notée dx =
V(z)dW :

DEFINITION 1.36. Soient W : [0, T] — GP(RY) une application telle qu’il existe
une suite (w",n € N) de fonctions de C*([0, T); RY) satisfaisant

lim dy yarr [S[p] (wn)o,. aW] =0,

n—o0

et V.= (Vi,...,Vy) un champ de vecteurs (vy — 1)-Lipschitz sur R®.

Pour une condition initiale donnée xy € R, la fonction continue z : [0,T] — R® est
une solution de 'équation dx =V (x)dW si et seulement si,

Tim |7y (0, 20; w") = 2| o = O-
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S’il y a unicité, cette solution est notée my (0, xg; W).

Le raisonnement suivant méne a l'existence de telles solutions (les numéros des
propositions et théorémes sont ceux de [38]) :

Proposition 10.3 :
Controle "I'écart" entre
le schéma d'Euler d'ordre N
associé a une EDO
et la solution de 'EDO,
sur chaque segment de [0,T].

l

Lemma 10.5 (Lemme A) :
Controle "I'accroissement"
de l'application d'Itd
associée a une EDO,
par rapport au signal
(signatures d'ordre N identiques),
sur chaque segment de [0,T].

Lemma 10.6 (Lemme B) :
Contrdle "l'accroissement"
de I'application d'Itd
associée a une EDO,
par rapport a la condition initiale,
sur chaque segment de [0.T].

T

Proposition 5.10 :
Fournit un contréle spécifique
de la norme en p-variation.

Lemma 10.63 :
Résultat technique d'Analyse.

Lemma 10.7 (Lemme de Davie) :
Controle la solution d'une EDO
par une quantité dépendant de la

norme en p-variation (et non en 1-variation) Théoreme
de la signature d'ordre [p] du signal, d'Arzela-Ascoli
sur chaque segment de [0,T].
Les lemmes A et B permettent
d'appliquer le Lemme 10.63 et conclure.

N

Theorem 10.14 : Existence d'une solution.
La majoration du lemme de Davie
entraine la compacité relative de l'ensemble
des solutions d'EDOs "approximantes"
via le théoréme d'Arzela-Ascoli.

FIGURE 1. Schéma de preuve d’existence d’une solution de RDE, N = ||

LEMME 1.37. Soient o € R, w : [0,T] — R¢ une fonction continue et de 1-
variation finie, et V.= (Vi,...,Vy) un champ de vecteurs (y — 1)-Lipschitz sur R®.
Alors, il existe une constante C > 0, ne dépendant pas de xo, V' et Spj(w), telle que
pour tout (s,t) € Ar,

730, 203 )l < C [IV g1 150 0. s ¥ IV s 175300 ] -

Pour une preuve, se référer a [38|, Lemma 10.7.

Nous rappelons un corollaire bien connu du théoréme d’Arzela-Ascoli :

LEMME 1.38. Une partie A de l’espace des fonctions continues de [0,T] dans
R? est relativement compacte (i.e. d’adhérence compacte) si et seulement si, A est
bornée et équicontinue.

Pour une preuve, se référer a G. Skandalis [81], Corollaire 6.3.2.
Le théoréme suivant est démontré dans [38], mais nous en donnons une preuve

par soucis de complétude, et parce que le raisonnement employé est caractéristique
de l'approche de P. Friz et N. Victoir des RDEs (cf. [38], Theorem 10.14) :

THEOREME 1.39. Soient w : [0,T] — R? une fonction continue et de p-variation
finie au-dessus de laquelle il existe une p-trajectoire géométriqgue W € GQ, r(R?), et
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V = (Vi,...,Vq) un champ de vecteurs (-y — 1)-Lipschitz sur R®. Pour une condition
initiale donnée xy € R®, I"équation dx =V (x)dW admet une solution x au sens de
la Définition 1.36. De plus, il existe une constante C > 0, ne dépendant pas de xy,
V et W, telle que pour tout (s,t) € Ar,

||$||P-Ua7‘§57t < C (“‘/Hlip“/*1 HWHP-UGT;SJ v ||V‘|Il)ip”71 ||W||Z—var;s,t> :

StV est un champ de vecteurs y-Lipschitz sur R, il y a alors unicité de la solution
au sens de la Définition 1.36.

DEMONSTRATION. D’une part, puisque W € GQ,7(R?), il existe une suite
(w™,n € N) de fonctions de C™a1([0, T'); R?) satisfaisant :

(14) lin e[S ("), W] =0,

n—oo

Le lemme de Davie (cf. Lemme 1.37) s’applique donc a 7y (0, zo; w™) pour tout
n € N. En particulier, il existe une constante C' > 0, ne dépendant pas de n, telle
que pour tout (s,t) € Ar,

Iy (0,203 Yol < C [V =110 0 iV VI 15007 [

(15) — O (IV lhigr W s VIV 8 I ) -
n—00 P

p-var;s,t

Ainsi, {7y (0, zo; w");n € N} est une partie bornée et équicontinue de I’espace des
fonctions continues de [0, 7] dans R°. Par le Lemme 1.38 et le théoréme de Bolzano-
Weierstrass, il existe au moins une extraction ¢ : N — N et une fonction continue
z:[0,T] — Re telle que :

: 0 _
avec, 2" = my (0, 2o; w?™) pour tout n € N. En d’autres termes, 1’équation
de =V (x)dW

admet au moins une solution au sens de la Définition 1.36.

D’autre part, (14) entraine :

lim djpvar;7 [S[p] (w@(n))o. ’W} =0.

n—oo

Ainsi, en remplacant n par p(n) dans I'inégalité (15), pour tout (s,t) € Ay,
e — 2l < #(5,2) = € (IV it [ Wl V IV s W) -

D’apres la seconde remarque de le Proposition 1.2, la fonction w : Ap — Ry est un
controle. En particulier, w est sur-additif et, pour tout (s,t) € Ar,

Hprvar;s,t <C ||V||lip7*1||W||p-var;s,t \% ||V||§)1 w71||W||§-var;s,t .
P
Pour l'unicité, se référer a [38], Theorem 10.26. Le raisonnement est analogue. [

On introduit maintenant la seconde notion de solution d’équation différentielle diri-
gée par une trajectoire géométrique :
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DEFINITION 1.40. Soient W : [0, T] — GP(RY) une application telle qu’il existe
une suite (w™,n € N) de fonctions de C1*([0, T]; R?) satisfaisant
lim dyarr | S (W), W] =0,

n—oo

et V.= (Vi,...,Vy) un champ de vecteurs (vy — 1)-Lipschitz sur R®.

Pour une condition initiale donnée X, € GP{(R®), Uapplication continue X : [0, T] —
GPI(R®) est une solution au sens de Lyons de I’équation dX =V (X)dW si et seule-
ment i,

X} ~0.

tim doer [X0® S [mv (0,035 0],

S’il y a unicité, cette solution est notée my (0, Xo; W).

Remarques :

1) Notez que la solution Ty (), .X(), W) est une p—tra'ect()ire é()métrique par
J g
construction.

(2) Avec les notations des définitions 1.36 et 1.40, notez le lien entre les deux
notions de solution :

(0, Xo; W) = 7y (0, Xg; W).
Nous disposons d’un résultat analogue au Théoréme 1.39 :

THEOREME 1.41. Soient w : [0,T] — R? une fonction continue et de p-variation
finie au-dessus de laquelle il existe une p-trajectoire géométrique W € GQ, r(R?), et
V = (Vi,...,Vq) un champ de vecteurs (- — 1)-Lipschitz sur R®. Pour une condition
initiale donnée Xy € GIPI(R®), léquation dX = V(X)dW admet une solution X au
sens de Lyons. De plus, il existe une constante C' > 0, ne dépendant pas de Xy, V
et W, telle que pour tout (s,t) € Ar,

1 ot < € (IV it I sV IV I W1 ) -

StV est un champ de vecteurs y-Lipschitz sur R®, il y a alors unicité de la solution
au sens de Lyons.

Pour une preuve, se référer a [38], Theorem 10.36. Méme raisonnement qu’au Théo-
reme 1.39.

P. Friz et N. Victoir définissent l'intégrale des trajectoires rugueuses comme une
projection de la solution au sens de Lyons d'une RDE particuliere. Commengons
par examiner le cas de l'intégrale de Riemann-Stieljés :

Soient w : [0, 7] — R? une fonction continue et de 1-variation finie telle que wg = 0
(pour simplifier), et V = (Vi, ..., V;) un champ de vecteurs lipschitzien sur R%. Pour
tout ¢ € [0, 7T}, on désigne par z; I'intégrale de Riemann-Stieljés de V (w) par rapport
a w sur [0,¢]. Ainsi, = satisfait :

S
]
— =8

V (ys) dw,

soit encore :

(y,x) = V(ys, xg)dws

S~
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o, V désigne le champ de vecteurs sur R? défini par :
Va,b,c € R V(a,b)c = (¢, V(a)c).

En d’autres termes, x correspond aux d derniéres composantes de la solution de

I'équation différentielle ordinaire dz = V' (z)dw avec la condition initiale zy = (0, 0).

Par extension, pour toute p-trajectoire géométrique W € GQMT(Rd) et tout champ
de vecteurs V € Lip”(R%; R?),

(16) /V(W)dW = Tl (ri2)(Z)
Ofl, Z = 7Tf/<0, I,W) S GQP7T(Rd1 S5 RdQ) et d1 = dg =d.

En particulier, puisque 1 est 1’élément neutre de GI(R?) pour le produit tenso-
riel ®, d’aprés la Définition 1.40, cette p-trajectoire géométrique vérifie la définition
suivante :

DEFINITION 1.42. Soient W : [0, T] — GP(RY) une application telle qu’il existe
une suite (w",n € N) de fonctions de C*°([0, T); RY) satisfaisant

n—o0

i dp-parer [S[p] (W), ,w] —0,
et V.= (Vi,...,Vq) un champ de vecteurs continu sur R%.

L’application continue X : [0,T] — GPI(R?) est une intégrale de V(W) par rap-
port a W si et seulement si,

lim dooir | Sp { / V() dw?} . X| =0
n—00 0 0..

Remarque. La construction naturelle (16) de l'intégrale des trajectoires rugueuses
nécessite le choix dun champ de vecteurs 7-Lipschitz sur R? (cf. [62], Theorem
5.2.2 sous la Condition 5.2.1). P. Friz et N. Victoir montrent qu’il existe une unique

p-trajectoire géométrique vérifiant la Définition 1.42 lorsque le champ de vecteurs
V € Lip” ' (R4 RY)

THEOREME 1.43. Soient w : [0, T] — R? une fonction continue et de p-variation
finie au-dessus de laquelle il existe une p-trajectoire géométrique W € GQ, r(R?), et
V= (Vi,...,Vy) un champ de vecteurs (y — 1)-Lipschitz sur Re. Il existe un unique
élément de GQ,7(RY) satisfaisant la Définition 1.42 et noté :

/ V (W)dW.

De plus, il existe une constante C > 0, ne dépendant pas de V' et W, telle que pour
tout (s,t) € Ap,

< Ct”‘/Hlip"’*1 (HWHP-UW?SJ \% ”an—var;s,t) .

/ V(W)dW

p-var;s,t

Pour une preuve, se référer a [38|, Theorem 10.47. Méme raisonnement qu’au Théo-
réme 1.39.
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THEOREME 1.44. Soient w : [0, T] — R? une fonction continue et de p-variation
finie au-dessus de laquelle il existe une p-trajectoire géométrique W € GQ, r(R?), et
V = (Vi,...,Vy) un champ de vecteurs y-Lipschitz sur R :

Ys) € A, Viw) = Vi) = | [ DVOw)aw]

1
87

t

Pour une preuve, se référer a [62], Theorem 5.4.1.

Remarques :

(1)

Lorsque p € [1,2[, 'intégrale des trajectoires rugueuses du Théoréme 1.43
coincide avec l'intégrale de Young construite au Théoréme 1.12. Ainsi, dans
ce cas, la théorie des RDEs présentée dans cette sous-section coincide avec
la théorie de EDOs prisent au sens de Young (cf. A. Lejay [57]).

Toutefois, notez qu’aux théorémes 1.39 et 1.43, les conditions imposées au
champ de vecteurs V sont plus restrictives que dans 'étude directe des
EDOs prisent au sens de Young.

L’approche de T. Lyons est différente. Comme pour les EDOs, il construit
I'intégrale des trajectoires rugueuses en premier, puis établit I'existence et
I'unicité de la solution d’'une RDE en montrant que la suite des itérations
de Picard associées a I’équation converge pour la distance en p-variation
inhomogeéne (pour le produit tensoriel ®). P. Malliavin a appelé ce résul-
tat de T. Lyons : The universal limit theorem (cf. [62], Chapter 6 et [61],
Theorem 5.3).

T. Lyons utilise la notion de fonctionnelle presque multiplicative, satisfai-
sant une condition plus souple que l'identité de Chen présentée a la Défini-
tion 1.24. Que ce soit pour construire l'intégrale des trajectoires rugueuses
ou la solution d’une RDE, il travaille successivement sur chaque niveau des
fonctionnelles considérées. La méthode générale consiste a exhiber une fonc-
tionnelle presque multiplicative simple & manipuler, puis & controler I’écart
entre cette derniére et la fonctionnelle multiplicative que ’on construit. Par
exemple, le lemme de la couturiére est un outil fort élégant pour construire
la fonctionelle multiplicative et controler I’écart en question (cf. D. Feyel et
A. De La Pradelle [31] et L. Coutin [16]).

L’atout majeur de cette approche par rapport aux résultats présentés dans
cette sous-section est qu’elle reste valable lorque W est une trajectoire ru-
gueuse non-géométrique. En revanche, le fait de travailler niveaux par ni-
veaux avec la distance en p-variation inhomogéne rend l'investigation dé-
licate au-dela de p > 4. Le lemme de Davie et la distance en p-variation
homogéne permettent de considérer les trajectoires géométriques mises en
jeu dans leur ensemble, sans restrictions sur p.

La fin de cette sous-section est consacrée aux RDEs de champ de vecteurs affine :

THEOREME 1.45. Soient w : [0, T] — R? une fonction continue et de p-variation
finie au-dessus de laquelle il existe une p-trajectoire géométrigue W € GQ, r(R?),
Ay, 0 Ay € M(R), by, ... bg € RE, V = (Vi ..., V) le champ de vecteurs affine
sur R défini par Vi(a) = Asa+ b; pour tous a €R® eti=1,...,d, etw: Ap — R,
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un contréle satisfaisant :
V(s,t) € Aq, M{IW|parss < w'/P(s,t)
o1,
Joax [ Al vy + [1bil] < M-
Pour toute condition initiale xo € R, I’équation dx = V (x)dW admet une unique
solution au sens de la Définition 1.36. De plus :

(1) Il existe une constante Cy; > 0, dépendant de M et non de xo et W, telle
que :
170y (0, 0 W) | i < CrL(L + [l ) e 0.

(2) Il existe une constante Cy > 0, ne dépendant pas de W, telle que pour tout
(S, t) € AT,

|7y (0, z0; W) 4]] < Co(1 4+ ||x0||)w1/p(s,t)eCW(O’T).

Pour une preuve, se référer a [38|, Theorem 10.53 et Exercice 10.55. Méme raison-
nement qu’au Théoréme 1.39.

Remarques :

(1) A I'Exercice 10.56 de [38], en suivant la méme démarche qu’a la preuve de
[38], Theorem 10.53, P. Friz et N. Victoir montrent que si V' € Lip,, .(R¢; R?)
avec v €]p,[p] + 1], V est globalement lipschitzien sur R® et DIPIV est
(v — [p])-holdérienne sur R¢, alors pour toute condition initiale zq € R®,
I'équation dy = V (y)dW admet une unique solution my (0, zo; W).

(2) L’inégalité énoncée au point 1 du Théoréme 1.45 fournit une borne compa-
tible avec les résultats d’intégrabilité de T. Cass, C. Litterer et T. Lyons |7].

En revanche, notez que par sur-additivité du controle w :
[y (0, 20; W) (o.p < C1(1 + 20| eC1 T,

Puisque w(0,T) > ||W|[? .. par définition, lorsque p > 2 et W est une tra-
Crw(

jectoire géométrique gaussienne, l'intégrabilité de e©@(7) n’est en général
pas garantie (cf. Section 5).
Cela justifie pleinement la construction de bornes de la forme Ce®Me 1w

chaque fois que cela sera possible (¢, C' > 0 ne dépendant pas de W).

Malheureusement, en suivant la démarche de la preuve de [38], Theorem
10.53, il semble délicat d’obtenir une borne de cette forme au point 2 du
Théoréme 1.45 en raison de l'utilisation du lemme technique d’Analyse [38],
Lemma 10.63. C’est pourquoi, nous ne disposons pas en général d’'une borne
compatible avec les résultats d’intégrabilité de T. Cass, C. Litterer et T.
Lyons |7] pour |7y (0, 2o; W)||pvar.r lorsque V' & Lip” (R¢; R?).

4.2. Régularité de ’application d’It6. La fonction (Xo, W, V) — 7y (0, Xo; W)
s’appelle 'application d’'It6. Les résultats de cette sous-section étudient sa régula-
rité : continuité et différentiabilité.

THEOREME 1.46. Soit R >0 :
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(1) L’application d’Ité (Xo, W, V) — 1 (0, Xo; W) est uniformément continue
de

GP(R®) x B, (1, R) x Lip"(R%;R?) dans GQ,r(RY).
(2) L’application
J: (W, V) r— /V(W)dW
est uniformément continue de
B,r(1,R) x Lip” Y(R%:RY) dans G, r(RY).

Dans les deuz cas, l'uniforme continuité est conservée lorsque B, (1, R) et GQ, r(R?)
sont équipés de la distance doo.r.

Pour une preuve, se référer a [38|, corollaires 10.39-40-48.

Remarque. Soient x5 € R®, W € GQ,r(R?) et V = (V4,...,Vy) un champ de
vecteurs affine sur R¢. Nous avons vu au Théoréme 1.45 qu’alors, my (0, z9; W) est
une fonction a valeurs dans la boule B(0; R(xg, W)) de R€ o,

R(zg, W) = O(1 + ||z]|) e mvari

et C' > 0 désigne une constante ne dépendant pas de xy et W.

De plus, pour tout zy € R® et toute p-trajectoire géométrique W e GQ,r(RY),
1 Zol] < llzoll et [Wpvara < [Wllpvary = B(Zo, W) < R(zo, W).

Donc, si l'on considére un champ de vecteurs V € Lip” (R¢; RY) tel que V=V sur
la boule B(0; R(zo, W)), alors :

7y (0,.) = my(0,.) sur I'ensemble B(0, ||zo||) x Bpr(1, [|W||pvarr)-

En conséquence, par le Théoréme 1.46, 'application 7y (0, .) est uniformément conti-
nue de

B0, [[xol[) X Bpr(1, [Wl|pvar) dans C* ([0, T]; RY).
L’uniforme continuité est conservée lorsque B, (1, ||W/||,var:r) €t CP¥ ([0, T]; R®)
sont équipés de la distance doo,7.

Afin d’étudier la différentiabilité de D'application d’Itd, en plus des lemmes 1.18
et 1.19, nous avons besoin du lemme technique suivant :

LEMME 1.47. Soient (E,||.|g) et (F,|.|r) deux espaces de Banach tels que
E— F, (s,t) € Ay et ¢ : [s,t] = F une application contindment dérivable de
|s,t[ dans (F,||.|r). Si ¢(]s,t]) C E, ¢(s) € E et qu’il existe un prolongement de
¢ continu de [s,t] dans (E,||.|g); alors ¢ est contindment dérivable de |s,t] dans
(E, | lg), de dérivée ¢.

Pour une preuve, se référer a [38], Proposition B.1.

Au Chapitre 11 de [38], P. Friz et N. Victoir ont laissé¢ de coté la différentiabi-
lité de I'application d’Ito6 par rapport au champ de vecteurs, car les arguments de
la preuve sont similaires a ceux employés pour établir la différentiabilité de I'appli-
cation d’Itd6 par rapport a la condition initiale. Dans un soucis de complétude et
parce que nous en faisons usage au Chapitre 2 de I’exposé, la question est traitée en
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détails au théoreme suivant. De plus, nous construisons une borne compatible avec
les résultats d’intégrabilité de T. Cass, C. Litterer et T. Lyons [7] :
THEOREME 1.48. Soit W € GQ, r(R?) :
(1) Soit V= (V4,...,Vy) un champ de vecteurs ~y-Lipschtiz sur R®. L’applica-
tion xo — my (0, 20; W) est contindment différentiable de

R® dans CP™*" ([0, T]; R°) .

Pour tout t € [0 T, la matrice jacobienne de wy(0,.; W), au point xo € R®

x0,W
est notée J, My .

De plus, pour tout € > 0, il existe une constante Cy > 0 dépendant seule-
ment de p, 7, € et ||V ||y, telle que pour tout zo € R®,

HJ"E07 HooT 01€C1M51p(w)

(2) Pour tout t € [0,T), J est une matrice inversible. De plus, pour tout
e > 0, il existe une constante Cy > 0 dépendant seulement de p, v, € et
|Vl s telle que pour tout zo € R®,

12 i < Coe 2t

(3) Soit g € Re. L’application V +— 7y (0, z0; W) est continiment différentiable
de

Lip?(R%; RY) dans CP*"([0, T]; R®).

De plus, pour tous R > 0 et V,V € By (0, R), il existe deux constantes
n >0 et C3 >0, dépendant de R (contindment) et non de W, telles que :

HaVﬂ-V(OJxO; ) VHOOT C3GC3MUIP(W)

DEMONSTRATION. Pour une preuve du point 1, se référer a [38], théorémes 11.3-
6 pour la différentiabilité de ’application d’Itd par rapport a la condition initiale,
puis & |7], Corollary 3.4 pour la majoration de ||, ||oc:r ; Zo € RE.

La preuve du second point est identique & celle du premier, car si w : [0, 7] — R?
désigne une fonction continue et de 1-variation finie, alors :

t
Jy = [—i—/ (DV [y (0, 20; W], J220 Ydws et
0

(Jrowy =1 - / (DV [y (0, 20, W),J, (J2) VY duo,

d’aprés [38], preuve de la Proposition 4.11 ou, I désigne la matrice identité de

M. (R).

La preuve du troisiéme point est traitée en détails. Dans une premiére étape, nous
montrons que I’application d’It6 est contintiment différentiable par rapport au champ
de vecteurs. Dans une seconde étape, nous construisons une borne compatible avec
les résultats d’intégrabilité de T. Cass, C. Litterer et T. Lyons |7] pour la différen-
tielle de I’application d’Ito par rapport au champ de vecteurs V.
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Etape 1. Puisque W € GQ,r(R?), il existe une suite (w",n € N) de fonctions
de C'1 ([0, T]; R?) satisfaisant :

(17) i dp iy [y ("o, W] = 0.

n—oo
Soient n € N, W" = Sp,j(w")o,., 2o € R®, a = (x0,0),
a@[p})
Xo=(1,a,...,—— | e TP (R**!
’ ( [p]! (B)
et enfin V,V € Lip”(R*; R?).

D’aprés la Proposition 1.21, application 7 (0, zo; w™) est contintiment différentiable
de

Lip”(R% R?) dans C** ([0, T]; R®).
En particulier, oy my (0, zo; w™).V = o(W", V, V) avec,
o(., V.V) =m4(0,0;.) 0 I(; Fyy ) o T, (0, Xo3 )
ou,
AR — L£(L(R) x R%RE),
Fup RO xR — L(R® x R% L(R?) x R) et
Fy R — L(R% R x RY)
sont trois champs de vecteurs, respectivement définis par :
A(a).(L,b) = L.a + b,
F‘/’V(a,a').(b, V) = ((DV(a), )b'; V(a)b') et
Fy(a).t = (V(a)V', V)
pour tous a,b € R, a’, b’ € R? et L € L(R®).
Soit € €]0, 1]. Par la formule de Taylor avec reste intégral appliquée a m (0, zo; W")

entre V et V + eV, puis la Définition 1.36 nous obtenons :

€

18 Ty (0, 20; W) — (0, 29; W) = lim % W,V + 0V, V)db
V4eV

n—oo 0

ot, la limite du membre de droite est prise en norme ||.| .7

Par un argument de convergence dominée, puis le Lemme 1.47, montrons que la
deérivée de 7 (0, zo; W) au point V', dans la direction V', existe dans CP¥**([0, T']; R®)
muni de la norme ||.||pvar;r €t coincide avec (W, V, V).

D’une part, les résultats de continuité du Théoréme 1.46 entrainent que :

V0 €]0,1], (W™, V + 0V, V) —— o(W,V 4+ 6V, V)

n—oo

dans CPV* ([0, T]; R®) muni de la norme de la convergence uniforme ||.| .7
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D’autre part, en appliquant successivement les théorémes 1.43 et 1.41, pour tout
0 €]0,1] et tout (s,t) € Ar,

wi/p(s,t;n;Q) = H/FV+6\7,\7 [WFVHV(O,XO;W") d?TFV+0‘./(O,X[);Wn)

p-var;s,t
< wy'"(s,t;n)
avec,
wyP(s,tm) = wy/P (s, 1) V ws(s, tn) V wh(s, ;)
et

wa(s, t;n) = m[|W"|;

p-var;s,t

ou, 17; > 0 dépend de V et V, et non de W" et 6.

D’aprés le premier point du Théoréme 1.45, il existe une constante Cy > 0, ne
dépendant pas de W” et 6, telle que :

|D|-1

HQD(WH, V+6V, V)H < Cyexp |Cy sup Z Wa Tk, Piy1; M)
oosT D= {Tk} € Dy k=1

| wo (T, Tht13m) < 1 ]
|D|-1

= Cyexp | Cy Sup Z w3 (e, Trr131) |

D = {’r’k} S D[ k=1

| w3 (T mRa1sm) <1 |

car :
wa(.;n) = ws(.;m) lorsque wy(.;n) < 1.
Par sur-additivité du contréle ws(.;n) :
Hw(W", V4oV, ‘7>H < Cyen G e,
oo;T
Dans le membre de droite de cette inégalité, puisque 7, et Cy ne dépendent pas de
W™ et 6, et que

sSup Hwnui—var;'f <0
neN*

d’aprés (17) ;
sup supH@(W”,V—l—Of/,f/)H < 00

0€[0,1] neN oo;T
dans CP**([0,T]; R®) muni de la norme de la convergence uniforme ||. ||

Dongc, par le théoréme de convergence dominée et ’égalité (18) :
Ty e (0, 203 W) — (0, 20; W) = / O(W,V + 6V, V)db.
0

Puisque 6 — o(W,V + 0V, V) est continue de
[0,1] dans CPV* ([0, T]; R®) (muni de ||.||pvar7)

d’aprés le Théoreme 1.46; par le Lemme 1.47, la dérivée de m (0, zo; W) au point
V, dans la direction V', existe dans C*V*([0,7];R®) muni de la norme ||.|/pvar:r €t
coincide avec p(W,V, V).
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Enfin, par un raisonnement analogue a celui de I’étape 2 de la preuve de la Propo-
sition 1.21, via les lemmes 1.18 et 1.19; I'application 7 (0, zo; W) est contintiment
différentiable de

Lip?(R¢; R?) dans C** ([0, T]; R°).
Etape 2. Soient R > 0 et V,V € B (0, R).

En appliquant successivement les théorémes 1.43 et 1.41, pour tout (s,t) € Ay,

wyP (s, 1) =

‘/ FV,V [ﬂ-Fv (07 Xo; W)] dﬂ-Fv (O, Xo; W)

p-var;s,t
< wi/"(s,1)
avec,
w;/p(s,t) = wé/p(s,t) V we(s,t) V wk(s,t)
et
w6 (5, 1) = 02| [WI[Dyarss s

ot, 179 > 0 dépend de R (contintiment) et non de W.

D’aprés le premier point du Théoréme 1.45, il existe une constante C5 > 0, ne
dépendant pas de R et W, telle que :

|D|-1

H@VWV(O,xO;W).f/H < Csexp | Cs sup Z wWs (T, Tha1)
ooiT D={r} € Dr =1
ws (T Tey1) < 1

|D|-1

= Csexp |Cs sup E wWe (T, Thg1) |
D = {Tk} € Dy k=1
we (T, "et1) <1

car :
ws = wg lorsque ws < 1.
Or,
|D|-1
sup Z WG(T’k, Tk+1) = ?72M7]2_1,],p(w)'
D:{Tk} (S D[ k=1
we (i, Th+1) < 1
Donc,
H@VWV(O, Lo; W)VH < C’SQC:SMWJ,p(W)
oo;T
avec C3 = C5(1V ) et p =13 .

. . . W W — .
Notations. Dans la suite, les matrices J;%, et (J-% 1 seront respectivement
) t<0 t<0

notées Jy , et J , pour simplifier. De plus, pour tout (s,t) € Ap, nous posons :

W W W W 1w W
Js<—t - Js<—OJ0<—t et Jt<—s - Jt<—0‘]0<—s'

Il en découle :
W W W W
Js(—tJt<—s = Jt<—st<—t =1
Au corollaire suivant, nous étendons les majorations du théoréme précédent aux
RDEs ayant un terme de drift :
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COROLLAIRE 1.49. Soient m € N*, p > q > 1 tels que 1/p+1/q > 1, h :
[0,7] — R™ une fonction continue et de q-variation finie, W € GQ,7(RY) et Wh
Shpl (Weah) :

(1) Soit V.= (Vi,...,Vaym) un champ de vecteurs ~y-Lipschitz sur R¢. Pour
tout € > 0, il existe une constante Cy > 0 dépendant seulement de p, q, v,
e et [|Vup, telle que pour tout xy € RE,

”J HOO AR Cl exXp [Cl [Hth var;T + ME,LP(W)}} .

(2) Soit xy € R®. Pour tous R > 0 et V,V € Bpy(0,R), il existe deux
constantes ¢ > 0 et Cy > 0, dépendant de R et non de h et W, telles
que :

H6V7TV<O x07wh> VHOOT 02 eXp [02 [HhH -var;T + M5717P<W):|] .

DEMONSTRATION. D’aprés le Corollaire 1.34, il existe une constante C3 > 0,
dépendant seulement de p et g, telle que pour tout € > 0,

Me,1,(W") < Cs [[|llfvarsr + Mo, p(W)] -
Donc, par le Théoréme 1.48 :

(1) Pour un champ de vecteurs V € Lip?(R¢; R4™™) donné; pour tout € > 0,
il existe une constante Cy > 0 dépendant seulement de p, 7, € et ||V|1ip,
telle que pour tout xg € R®,

h
HJ.YXOHOO;T < C4604M5717P(W )

< Cl exp [Cl [||h||g—var;T + Msalvp(wﬂ}
avec, C1 = Cy(1V Cs).

(2) Pour une condition initiale donnée 2, € R; pour tous R > 0 et V,V €
Brip» (0, R), il existe deux constantes € > 0 et Cs > 0, dépendant de R et

non de W”, telles que :
10y 7y (0, 20; W)V ||oir < CreCsMet (W)

<
< CQ exXp [02 [Hth var;T’ + ME’LP(W)}}

avec, Cy = C5(1 Vv Cy).

0

Remarque. En pratique, le Corollaire 1.49 sera particuliérement utile pour étudier
une RDE ayant un terme de drift :

t t
xt:x0+/u($s)ds+/a(xs)dws;xoeRe
0 0

avec, u € CPHL(R?) et o € CPHFL(Re; M, 4(R)).

Rigoureusement,
r =Ty (O Z’Q;Wld)
ot, Wld = S| (W @ Idjg77) et V' désigne le champ de vecteurs sur R tel que :
Ya € R, Vb € R, Ve € RY, V(a)(b,c) = p(a)b + o(a)c.

La suite de cette sous-section est consacrée a 1’étude de la différentiabilité de 1’ap-
plication d’'Itd par rapport au signal :
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Lorsque p > 2, puisque G, 7(R?) muni des opérations + et . n’a pas une structure
d’espace vectoriel, il n’est pas possible de dériver une application définie sur cet es-
pace aux sens classiques de Gateaux ou Fréchet (cf. H. Cartan [6], Section 1.1.2.1).
P. Friz et N. Victoir ont proposé une notion de différentiabilité des applications dé-
finies sur GQ, 7(R?), coincidant avec la différentiabilité au sens de Fréchet dans le
cas p € [1,2[. La translation des trajectoires géométriques introduite au Théoréme
1.35 en est la clef.

Soient F un espace de Banach, U un ouvert de E = C**1([0, T]; R?) tel que yo = 0
pour tout y € U (pour simplifier), et ¢ une application de E dans F. Pour tous
yeU,he Fete>0,

oy +eh) —o(y)  @[Si(y+ch).] —¢I[S1(y)o,]

€ €
_ e[T55 (%)) — ¢ [T5S1(y)o,]
€
Dans ce contexte, on utilise le plus souvent le Lemme 1.18 pour établir que ¢ est
contintiment différentiable de U dans F':

Si ¢ est continue et dérivable en tout point de U, dans toutes les directions de
E, et que 'application

¢ [T5,51(Y)o,] — ¢ [Ty S1(y)o, ]

€
est uniformément continue sur toutes les parties bornées de U x E, alors ¢ est conti-
ntment différentiable de U dans F'.

(y,h) € U x E— Dyp(y) = hH(l)
e—>

Il en découle la notion suivante de différentiabilité :

DEFINITION 1.50. Soient F' un espace de Banach, p > q > 1 tels que 1/p+1/q >
1, et U un ouvert de GQ,r(RY). Lapplication ¢ : GQ,7(R?) — F est contindiment
différentiable au sens de Friz-Victoir sur U si et seulement si, pour tout Y € U,
h e CT ([0, T;RY) — o(T,Y) € F
est continiment différentiable.

Avec les notations de la Définition 1.50, si ¢ est continiiment différentiable de U
dans F' au sens de Friz-Victoir, en particulier :
VY €U, ¢" : h e ([0, T];RY) — ¢ (h) = p(T,Y)

est continue et dérivable au sens de Gateaux en tout point de C¥* ([0, T]; RY). Les
dérivées directionnelles de ¥Y au point 0 jouent un role particulier dans la suite de
I'exposé :

Notation. Pour toute fonction A : [0, 7] — R continue et de g-variation finie,
DY (Y) = Diyp¥ (0)
e(TenY) — p(ToY)

= lim )
e—0 g

C’est la dérivée (directionnelle) de Friz-Victoir.
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Remarques :

(1) Les dénominations précédentes constituent une initiative propre a cet ex-
posé. Nous apportons trois justifications a cette derniére :

En premier lieu, éviter toute confusion avec les notions classiques de dériva-
bilité sur les espaces de Banach rappelées ci-avant. En second lieu, rappeler
que P. Friz et N. Victoir sont les premiers a avoir proposé cette réponse
a la question de la différentiabilité des applications définies sur GO, r(R?)
lorsque p > 2. En troisiéme lieu, insister sur le fait qu’a priori cette notion
n’est pas universelle et qu’il n’est pas exclu de voir émerger d’autres notions
de différentiabilité des applications définies sur GQ, r(R?) a lavenir.

(2) Malheureusement, par construction de la translation des trajectoires géo-
métriques (cf. Théoréme 1.35); la notion de différentiabilité présentée a
la Définition 1.50 ne permet pas de considérer W, h € G, 7(R?) lorsque
p =2

C’est possible lorsque p € [1,2[ et nous en ferons usage dans la suite de
I'exposé. Dans ce cas, pour tout ouvert U de CPV*([0, T]; RY), application
¢ est continiiment différentiable de U dans F' si et seulement si, elle est
continiiment différentiable de U dans F' au sens de Friz-Victoir.

De plus, si y € CPVa ([0, T|; R?) avec yo = 0 et h € C ([0, T]; R?) :
D" ¢(y) = Dp(y)-h.

La premiére partie du théoréme suivant sur la différentiabilité de 'application d’It6
par rapport au signal, est due a P. Friz et N. Victoir (cf. [38], théorémes 11.3-6 et
Exercice 11.9). Dans la seconde partie, nous construisons une borne compatible avec
les résultats d’intégrabilité de T. Cass, C. Litterer et T. Lyons [7] :

THEOREME 1.51. Soient V- = (Vi,...,Vy) un champ de vecteurs y-Lipschitz sur
R¢ et zg € Re. L'application W +— 7y (0, 2z0; W) est contindment différentiable de

GQ,r(RY) dans CP ([0, T]; R¢)
au sens de Friz-Victoir.

De plus, pour toute p-trajectoire géométrique W € GQ,r(R?) et toute fonction
h:[0,T] — R® continue et de q-variation finie,

Dh 7TV O SL’Q, / J 7TV 0 l’o,W) ]dhs
(Principe de Duhamel).

Enfin, soient W € GQ,7(R?) et w: Ap — Ry un contréle satisfaisant :
V(5,1) € Az, [Wllpaarse < w7 (s,1).
Alors,

(1) Il existe une constante Cy > 0, ne dépendant pas de W et w, telle que pour
toute fonction h: [0,T] — R? continue et de g-variation finie,

D5V (0, 20; W) ||y < Crexp [CL(|A)1Y yarr + Mir)]
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(2) Il existe une constante Cy > 0, ne dépendant pas de W et w, telle que pour
toute fonction h: [0,T] — R? continue et de g-variation finie,

1D5 ¥ 7y (0, 203 W)l|p-varr < Coexp [Co [[1Rllf. i +w(0,T)]] -

DEMONSTRATION. Pour une preuve de la premiére partie, se référer a [38|, théo-
remes 11.3-6 et Exercice 11.9.

Soient A : [0,7] — R” une fonction continue de g-variation finie, W" = Sy, (W @ h),
a = (x,0,0) et

a®P)
X, = (1,a, SR T ) € TP (R*12).

D’aprés P. Friz et N. Victoir [38|, Theorem 11.3 :
DEVry (0,20, W) = 74(0,0;.) 0 J(., F) 0 7 (0, Xo3 ) (W")
ou,

AR — L(L(RY) x R R),
F:R* xR x RY — L(R® x R? x R% L(R®) x R®) et
G:R® — L(R? x R%: R x R x RY)

sont trois champs de vecteurs, respectivement définis par :

A(a).(L,b) = L.a+b,
F(a,a',a").(b,t/,b") = ((DV(a), )b'; V(a)b") et
G(a).(b',0") = (V(a)V', V', b")

pour tous a,b € R, o/, ¥, a",b" € R? et L € L(R®).

En appliquant successivement les théorémes 1.43 et 1.41, pour tout (s,t) € Ar,

wy/P(s,1) H/ [76:(0, Xo; W] dre:(0, Xo; W)

p-var;s,t

< w,/"(5.1)
avec,
wy!P(s,1) = wy/P(s,8) V ws(s, 1) V wl(s, t)
et, d’aprés le Théoréme 1.33 :
w3(s,t) = €1 [ llfvarss + W (5,8)] = 2| W[} varie
ol, €1,&9 > 1 sont deux constantes ne dépendant pas de W, w et h.

D’une part, d’apres le premier point du Théoréeme 1.45, il existe une constante
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C3 > 0, ne dépendant pas de W, w et h, telle que :

|D|-1

||D;1jV7TV(O7$O§W)HOO;T < Csexp |C s{up} Z W (T, Tes1)
D= Tk € DI k=
w2 (T, k1) < 1 !

|D|-1

= Csexp |Cs sup g w3 (Tk, The1)
D:{Tk} € Dy k=1
w3 (T Tht1) < 1

|D|-1

< Cl exXp Cl Hh’HZ—var;T + sup Z W(Tk,T]H_l)
D= {Tk} € Dy k=1
w(re,met1) < 1

avec (] = (C3eq, car respectivement :
(19) wy = w3 lorsque wy < 1
et
V(s,t) € Ap, w(s,t) < ws(s,t).
D’autre part, en suivant le méme raisonnement que P. Friz et N. Victoir a I’Exercice
10.55 de [38]; d’apres le second point du Théoréme 1.45, il existe une constante

Cy > 0, ne dépendant pas de W, w et h, telle que pour tout (s,t) € A satisfaisant
wo(s,t) <1

1D 7 (0,203 W)l < Ca [L+ D} 7y (0, ao; W) ] oy (s, 1))
< 04 |:]~ + HDh TrV(O’xO’W)”OO,T} 1/p(3 t) C40J3(0,T)’
d’apreés (19).

Ainsi, par sur-additivité du controle ws, il existe une constante C'y > 0, ne dépendant
pas de W, w et h, telle que :

105" 7y (0, 20; W) [ pvars < Coexp [Co [l yae x + (0, T)]] -
U

Au corollaire suivant, nous étendons les majorations du théoréme précédent aux
RDEs ayant un terme de drift :

COROLLAIRE 1.52. Soient m € N*, p > q > 1 tels que 1/p+1/q > 1, r € [1,p|
tel que 1/p+1/r > 1, g:[0,T] — R™ une fonction continue et de r-variation finie,
W e GQr(RY), WI = S,(Wdyg), V=(W,...,Varm) un champ de vecteurs -
Lipschitz sur R¢ et o € R¢. Alors, il existe une constante C' > 0, ne dépendant pas
de g et W, telle que pour toute fonction h : [0, T] — R™ continue et de g-variation
finie,

HDh 7TV<O’ xo, )”OOT CeXp [ [“hHls-var;T + Hgl‘f-var;T + Ml,fvp(w)}} :

DEMONSTRATION. Soit A : [0, 7] — R4™ une fonction continue et de ¢g-variation
finie. D’apreés le Corollaire 1.34, il existe une constante C; > 0, dépendant seulement
de p et r, telle que :

My,1,(W?) < Cr 1911} e + M1zp(W)] -
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Donc, par le Théoréme 1.51, il existe une constante Cy > 0, ne dépendant pas de
W9 et h, telle que :

”DIE‘VWV((L Zo; WQ)HOO§T g CQ €xp [02 [Hh‘Hz-var;T + MLI’P(WQ)]]
< Cexp [C[[101] varsr + 1917 e + Mirp(W)]]
avec, C'= Cy(1V (). O

Finalement, étudions la différentiabilité a ’ordre 2 de ’application d’Itd, par rapport
au signal. Nous construisons trois bornes compatibles avec le théoréme de Fernique,
en vue d’applications probabilistes au Chapitre 2.

Pour les raisons techniques mentionnées a la seconde remarque du Théoréme 1.45,
ainsi qu’a la seconde remarque de la Définition 1.50, nous nous limitons au cas
pe[l,2:

LEMME 1.53. Soientp € [1,2[, zg € R® et A = (Ay,..., Aq) le champ de vecteurs
affine sur R® défini par :
VL € L(R®), Va,b € R®, A(a).(L,b) = L.a+b.
L’application (L,w) — mal0, zo; (L, w)] est contindment différentiable de
CPY([0,T]; L(R®) x R®) dans CP* ([0, T]; R®).
De plus, soient (L,w) : [0,T] — L(R®) x R® une application continue et de p-

variation finie, et w : Ay — Ry un contréle satisfaisant :
V(s,t) € Ag, (L, w)|[}varse < W(s:1).
Alors,

(1) Il existe une constante Cy > 0, ne dépendant pas de w* = (L,w) et w, telle
que pour toute fonction h'' = (H h) : [0,T] — L(R®) x R continue et de
p-variation finie,

1007 (0, 20; w") 2 || soir < Cr(1 + ||2ol]) exp [Cr([|B |2y + Mir)] -
(2) II existe une constante Cy > 0, ne dépendant pas de w* = (L, w) et w, telle

que pour toute fonction h'' = (H,h) : [0,T] — L(R®) x R® continue et de
g-variation finie,

0570, 203 )k [ < CalL + o)) exp [Co [IRF 1y + (0, T)]]

DEMONSTRATION. Puisque A est un champ de vecteurs affine sur R, il est
localement +-Lipschitz sur R®. Ainsi, d’aprés [38], Theorem 10.3, m4(0, zo; .) est dé-
rivable en tout point et dans toutes les directions de CPV*" ([0, T]; L(R®) x R¢).

Soit k" = (H,h) : [0,T] — L(R°) x R® une application continue et de p-variation
finie.

En premier lieu,

Dyuma(0, zo; wh) = / dLs.Dyuma(0, z0; w")s + / dH,.m4(0, zo; w")s + h
0 0

= / Ay [m4(0, 20; w")s; Dy a(0, zo; w”),] (dw?, dhll)
0
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ou, A; : R® x R® — L(L(R?) x R® x L(R®) x R R®) désigne le champ de vecteurs
affine défini par :

Ai(a,b).(c,d) = c'.b+d".a+ d*
pour tous a,b € R® et ¢,d € L(R®) x R®.

En posant Q(w’, h") = (74(0, xg; w); Dypuma(0, 2o; wk)), on obtient :

Q(w”, h) = (x0,0) + /0 Ay [Qu(w", W] (dwk, dh!)

ou, Ay : R® x R® — L(L(R®) x R* x L(R®) x R% R x R¢) désigne le champ de
vecteurs affine défini par :

As(a,b).(c,d) = {Al (f%l))(cc d>]

(0 n cl.a n ?
—\cb d'.a d?
pour tous a,b € R® et ¢,d € L(R®) x R®.
Ainsi, Q(w, h") = 74,10, (0, 0); (", h*1)].
En second lieu, il existe une constante C3 > 1, dépendant seulement de p, telle
que pour tout (s,t) € Ar,
H(wL7 hH)Hg—var;s,t g w1 (57 t) = 03 [HhHHgvar;s,t + W(S, t)} .

Par construction, wy : A7 — R est un controle.

D’aprés le premier point du Théoréme 1.45, il existe une constante C; > 0, ne
dépendant pas de w”, w et A, telle que :

1Dpi a0, 203 w") oo < Q" ™) [locr

|D|-1
<O tlmles | s Y wlna)
D={ry} € Dr j—1
w1 (T, rp+1) < 1 i
< Ci(1+ lzoll) x
|D|—1
€xp Ol ||h'H||z—var;T + sup Z W(Tk,rk+1)
D={r} € Dr j—1
w(rK, Tet1) <1 i

avec C7 = C3CYy, car :

V(s,t) € Ar, w(s,t) < wi(s,t).
En troisiéme lieu, d’aprés le second point du Théoréme 1.45, il existe une constante
Cs > 0, ne dépendant pas de w”, w et h*, telle que pour tout (s,t) € Ar,

| Dy 4 (0, z0; w)s || < Cs(1+ ||wol))wi/? (s, )eCs1 O,

Alinsi, par sur-additivité du controle wy, il existe une constante Cy > 0, ne dépendant
pas de w”, w et h, telle que :

1Dpir 4 (0, 203 W) [pvarir < Ca(1 + [[oll) exp [Co [IA7 [} e + w(0,T)]] -
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Enfin, par la remarque consécutive au Théoréme 1.46, puisque @ = 74,[0, (z0,0);.] et
Ay est un champ de vecteurs affine sur R¢, Q et (donc) (w”, b)) — Dpum (0, zo; wl)
sont uniformément continues sur les parties bornées de

CP¥er ([0, T; L(R) x RE) x CP¥ ([0, T); L(R®) x R®).

En conclusion, d’aprés le Lemme 1.19, m4(0, zo;.) est contintiment différentiable
comme énoncé. O

PROPOSITION 1.54. Soient 2 > p > q > 1, zp € R® et V,V € Lip?(R*;RY).
Les applications

DL{WW@ﬂR%—%WWLHW)

' wr— Diw) =JY,

5 cr-var(10. T Rd (Cp-var ,T;Re

OO S G
,T; R?)

. CPn(0, TR RY —s Crn(o
b { w — D¥(w) = Ay (0, 30: w).V

sont contindment différentiables.

De plus, soit w : [0,T] — R? une fonction continue et de p-variation finie. Il existe
trois constantes strictement positives Cp, Cy et C3, ne dépendant pas de w, telles
que pour toute fonction h : [0,T] — R® continue et de q-variation finie,

Hale(w)'th-var;T < Crexp [Cl(HhH —var,T + ||w||p varT)] )
||awD2<w)'h||p-vaT;T < Cyexp [02(||h|| —var,T + ||w||p varT)] et
HawDS(w)'th-var;T < Czexp [03(||h|| —var;T + ||w||p varT)] .

DEMONSTRATION. Nous traitons le cas de D3. Les résultats portant sur D! et
D? s’obtiennent de facon analogue.

A la preuve du Théoréme 1.48, en conservant les mémes notations, nous avons établi
que :
D¥(w) = (I'0J o K)(w)
ou,
I =m4(0,0;.), J =J(; Fyy) et K=mpg, [0, (z0,0);.].
Lorsque p € [1,2], puisque Fy et Fy 7 sont respectivement deux champs de vecteurs
~v-Lipschitz sur R® et R¢ x R? par construction, d’aprés le Théoréme 1.51 :

J ([0, T]; R® x RY) — OP¥ ([0, T]; L(R®) x R®) et
K - CP ([0, T); RY) — CPY™ ([0, T]; R® x RY)

sont contintiment différentiables.

De plus, par la Proposition 1.53, I est continiiment différentiable de
CPY([0,T]; L(R®) x R®) dans CPV* ([0, T]; R®).

Donc, par composition, D? est elle-méme une application contintiment différentiable

de
CPv ([0, T]; RY) dans CPY*([0, T]; R®).



56 1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES AU SENS DES TRAJECTOIRES RUGUEUSES

Soit h : [0,T] — R? une fonction continue et de g-variation finie :

Oy D*(w).h = (DI[(J o K)(w)]; (DJ[K (w)], 0 K (w).h)).

Ainsi,
(20) 10w D*(w).h[pvare < [|DI[(J © K)(w)]]|zp *
I DJIK (w)]]| z;p %
10w (w). 1| pvars
o, ||.||z;y désigne aussi bien la norme d’opérateur usuelle sur
L(CP([0, T1; L(R?) x R); CP*([0, T R7)),
que sur

L(CP([0,T]; R x RY); CP ([0, T]; L(R®) x R?)).

Majorons chaque terme du produit du membre de droite de I'inégalité (20) :

(1)

(21)
(2)

(22)

Puisque K(w) = mp, (0, z;w), d’aprés le second point du Théoréme 1.51
pour le controle w,, ,, il existe une constante Cy > 0, ne dépendant pas de
w et h, telle que :

100 K (w)-hllpvar < Caexp [CalllRllfvarer + 101} ar)]

p-var;T'

Soit ¢ : [0, 7] — R® x R? une fonction continue et de p-variation finie telle
que {|g{lpvarz < 1.

D’une part, par construction de 'intégrale des trajectoires rugueuses :

(7 0 K)(w) = megeyse 7, [0, (20, 0); K (w)]
ou,
Gy (R° x R?)?> — L(R® x RER? x R® x L(R?) x R)
est le champ de vecteurs -Lipschitz (comme FV’(/) défini par :
Va,b,c € R° x R, Gy p(a,b)c = (¢, Fyp(a).c).
D’autre part, d’aprés le Théoréme 1.41, pour tout (s,t) € Ap,
6 () v < w1 (5,1) = 3" (5,8) V (s, )
avec,
wa(s, 1) = exf|wllyvars.s

ol, €1 > 1 est une constante ne dépendant pas de w. Or, pour tout € > 1,

w3(5€) = e([lgllbyar + w2) lorsque wy(;e) < 1

p-var
otl, pour tout (s,t) € Ap,
wilP (s, t;¢) = wy/P(s,t:€) V wa(s, te) V wh(s, t: €)
et
wa(s,t;€) = € [|glpvares + wi(s,1)] -
Donc, par le méme raisonnement qu’au second point de la preuve du Théo-

réme 1.51, en utilisant (22); il existe une constante C5 > 0, ne dépendant
pas de w et g, telle que :

IDIE (w)]-gllpvarz < Cs explCs(l19]pvarr + [0/ ar)]-
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Ainsi,
(23) IDJE (w)]l2ip < Cs exp|Cs(1 + [|wl]}varr)]-

p-var;T

(3) Soit g = (H,g) : [0,T] — L(R®) x R une fonction continue et de p-
variation finie telle que ||g||pvarr < 1.

D’une part, il a été établi a la Proposition 1.53 qu’il existe un champ de
vecteurs affine A; sur R x R (e; = eq = €) tel que :

DI[(J o K)(w)].g" = mrea[m4,(0, (0,0); ((J 0 K)(w), g")].

D’autre part, en appliquant successivement les théorémes 1.41 et 1.43, pour
tout (s,t) € Ar,

1( 0 K) (W) [lpmvarsss < w5'”(5,8) = wg/"(5,8) V we(s,) V (5, 1)
avec,

_ p
w6(87 t) - 52||u)||p—var;s,t
ol, €5 > 1 est une constante ne dépendant pas de w.

Donc, par un raisonnement analogue a celui du point précédent pour la
Proposition 1.53, Point 2; il existe une constante Cs > 0, ne dépendant pas
de w et g, telle que :

IDI[(J o K)(w)].g" lpvarir < Co exp[Co(llg” [lvarsr + 101} arir)].

p-var; p-var;T
Ainsi,
(24) IDI[( o K)(w)]llzip < Co exp[C(1 + [[w][}varr)]

p-var;T

En conclusion, les inégalités (21), (23), (24) et (20) entrainent qu'’il existe une
constante C'5 > 0, ne dépendant pas de w et h, telle que :

100 D* ()2l pvarr < Csexp [C([|Allfvarsr + 101} varsr)]

p-var;T

5. Applications a ’analyse stochastique

L’approche trajectorielle des EDSs se distingue de 'analyse stochastique classique
par I'introduction tardive de I’espace probabilisé sous-jacent, ainsi que des contraintes
pouvant s’y associer : restrictions portant sur la loi du signal, problémes d’intégra-
bilité, conflits entre les modes de convergences déterministes et probabilistes, etc.
Cependant, si I’atout de ’approche trajectorielle réside dans ses moindres exigences
quant au choix du signal, c’est aussi sa faiblesse. En effet, en certaines occasions
les propriétés probabilistes imposées d’emblée au signal sont voulues, et non subies
lors de la modélisation. Typiquement, en finance, les propriétés probabilistes du si-
gnal passent au premier plan; elles sont voulues. C’est par exemple la propriété de
martingale du signal qui assure ’absence d’opportunités d’arbitrage. Inversement,
les propriétés probabilistes classiquement imposées au signal sont subies en phar-
macocinétique /pharmacodynamique (PK/PD). En effet, la modélisation des quatre
phases (absorption, distribution, métabolisme et, excrétion du principe actif et de
ses métabolites) perd en réalisme de par le manque de régularité du signal engen-
dré par les propriétés probabilistes qui lui sont imposées d’emblée. Ces questions
sont respectivement abordées aux chapitres 2 et 3 dans le cadre d’applications des
résultats théoriques obtenus.



58 1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES AU SENS DES TRAJECTOIRES RUGUEUSES

Soient 2 un ensemble, F un ensemble de trajectoires continues de [0,7] dans un
espace topologique, et X une application de €2 dans E. On considére un probléme,
souvent associé a une EDS, portant sur 'application X. Schématiquement :

Choix d'une structure algébrique pour E.
Le plus souvent vectorielle mais, par exemple,
pas lorsque E désigne 1'ensemble des
trajectoires géométriques.

'

Choix d'une topologie pour E.

Le plus souvent normique mais, par exemple,
pas lorsque E désigne 1'ensemble des
trajectoires géométriques :
seulement (pseudo-)métrique.

(Si possible), choix de (Si possible), choix de
l'analyse stochastique classique 'approche trajectorielle
pour traiter le probléme. pour traiter le probléme.

Etude déterministe du probleme.
Elle est menée de facon a
réduire au maximum
les investigations probabilistes
ultérieures.

/

Choix d'une structure probabiliste pour Omega :
tribu + mesure de probabilité.

Choix d'une structure probabiliste pour Omega :
tribu + mesure de probabilité.

D'emblée, étude probabiliste du probleme.

Etude probabiliste du probleme,
sur la base de 1'étude déterministe

préalable.

Conclusions.

FIGURE 2. Analyse stochastique classique v.s. approche trajectorielle
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A la sous-section suivante, aprés quelques rappels sur les processus stochastiques en
général et les processus gaussiens en particulier, nous énoncons la condition suffi-
sante proposée par P. Friz et N. Victoir [36]| assurant 1’existence d’une trajectoire
géométrique naturelle au-dessus d’un processus gaussien, ainsi que les propriétés
probabilistes de cette derniére. Enfin, nous présentons les résultats d’intégrabilité
de T. Cass, C. Litterer et T. Lyons [7].

5.1. Processus stochastiques et trajectoires géométriques gaussiennes.
Dans cette sous-section, il s’agit d’une part de présenter les résultats fondamentaux
bien connus sur les processus stochastiques et d’autre part, d’énoncer la condition
suffisante garantissant ’existence d’une trajectoire géométrique naturelle au-dessus
d’un processus gaussien, ainsi que les résultats d’intégrabilité de T. Cass, C. Litte-
rer et T. Lyons [7]. Le lien avec le calcul de Malliavin sera présenté au Chapitre 2,
tandis que les principes de grandes déviations seront énoncés au Chapitre 3. Nous
insistons notamment sur le cas du mouvement brownien fractionnaire.

Dans la premiére partie de cette sous-section, nous renvoyons a J-Y. Ouvrard [74]
pour les résultats de théorie de la mesure appliqués aux probabilités, & J. Neveu [71]
et D. Revuz et M. Yor [76] pour les processus en général et le mouvement brownien
en particulier, a J. Neveu [70] pour les processus gaussiens et les espaces gaussiens,
et enfin & D. Nualart [73], Chapter 5 pour les généralités sur le mouvement brownien
fractionnaire.

Notations et conventions. Dans tout 'exposé, sauf mention du contraire :

— Pour tout ¢ € [0, 7], l'intervalle [0,¢] est muni de la tribu borélienne B; pour
sa topologie métrique usuelle.

— L’ensemble R? est muni de la tribu borélienne pour sa topologie métrique eu-
clidienne, et GI?/(R?) est muni de la tribu borélienne pour la topologie associée
a la distance de Carnot-Carathéodory. Ces deux tribus seront indifféremment
notées B.

— Sauf mention du contraire, on se place sur I'espace probabilisé (€2, .4,P). On
désigne par L"(2) 'espace des variables aléatoires définies sur (£2,.4), a valeurs
dans R% ou G (RY), et de puissance r > 1 intégrable. L’espérance mathéma-
tique de toute variable aléatoire X € L'(f2) est notée E(X).

DEFINITION 1.55. Toute famille X = (X;;t € [0,T]) de variables aléatoires dé-
finies sur (2, A), @ valeurs dans R ou GIPI(R?), est un processus (stochastique).

Les applications
te€0,T] — Xy(w); we

forment l’ensemble (déterministe) des trajectoires du processus X .

La loi de probabilité du processus X est la probabilité image de P, par la variable
aléatoire w € Q — X (w), sur la tribu produit

BT = 5(C)

ot, C désigne la classe des cylindres mesurables et de dimension finie de [’ensemble
des fonctions de [0,T] dans R? ou GP/(R?).

Définitions et propriétés élémentaires. Soient X et Y deux processus stochas-
tiques :
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(1)

Lorsque le processus X est a valeurs dans R?, il est de puissance r > 1
intégrable si et seulement si, E(||X¢||") < oo pour tout t € [0,T].

Si 7 = 1, la fonction de moyenne my : [0,7] — R? du processus X est
définie par :

vt € [0,7], mx(t) = (B(X}), ..., E(X{)).
Si r = 2, la fonction de covariance cx : [0,T]*> — My4(R) du processus X
est définie par :
cov(XL, X} ... cov(X], X9)
Vs, t €10, 7], cx(s,t) = : :
cov(X4, X1 ... cov(XE, X9
En particulier, lorsque les composantes du processus X sont indépendantes,
pour tous s,t € [0, 7],

cx(s,t) = (cov(XL, X)), ..., cov(XY, X1)).

Pour r > 1 donné, le processus X est borné dans L"(€2) si et seulement s’il
existe une constante M > 0 telle que E(||X;||") < M pour tout ¢t € [0, 7.
En d’autres termes, X est borné dans L"(2) si et seulement si,

sup E (|| X¢|") < oo.
t€[0,T]

Soit ' = (At € [0, 7)) une filtration sur (2,4, P) (i.e. une famille crois-
sante de sous-tribus de A) :

Le processus X est (F-)adapté si et seulement si, pour tout ¢ € [0,7],
X; est A;-mesurable.

Le processus X est (IF-)progressivement mesurable si et seulement si, pour
tout t € [0, 77, 'application

(s,w) € [0,t] x Q — X (w)
est B; ® A;-mesurable.

Un processus progressivement mesurable est adapté, mais la réciproque est
fausse. Cependant, tout processus adapté et a trajectoires continues est pro-
gressivement mesurable.

En pratique, on considére souvent la filtration naturelle F = (A;t € [0, 7))
du processus X ot

vVt e [0,T], Ay =0 (X8 €10,t]).

Dans ce cas, X est adapté par construction. Pour tout ¢t € [0,7], A; sin-
terprete comme 1'information disponible sur le processus X a la date t.

Le processus X est une (P-)modification du processus Y si et seulement si,
Vie [0,T],P(X;=Y;) =1
Les processus X et Y sont (P-)indistinguables si et seulement si,

P (vt € [0,T], X, =Y;) = 1.
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Si X et Y sont indistinguables, alors X est une modification de Y et inver-
sement. La réciproque est fausse. Cependant, si X est une modification de
Y et que leurs trajectoires sont presque surement continues, alors X et Y
sont indistinguables.

PROPOSITION 1.56. Soient X etY deux processus stochastiques :

(1) Les processus X et'Y suivent la méme loi de probabilité si et seulement si,
pour tout n € N* et tous ty,...,t, € [0,T], les vecteurs (Xy,,...,Xy,) et
(Y, ..., Y, suivent la méme loi de probabilité.

(2) Les processus X et'Y sont indépendants si et seulement si, pour tout n € N*
et tous ti,...,t, € [0,T], les vecteurs (Xi,,...,Xy,) et (Yay,...,Ys,) sont
indépendants.

C’est une conséquence (presque) immédiate du théoréme d’unicité des mesures (cf.

[74], Théoréme 8.4), lui-méme conséquence du lemme des classes monotones (cf.
[74], Lemme 8.3).

Remarque. En particulier, il découle de la Proposition 1.56 que la loi de pro-
babilité d'un processus stochastique est entiérement caractérisée par ses marginales
fini-dimensionnelles.

Nous concluons ce bref rappel sur les processus stochastiques par deux résultats
fondamentaux de Kolmogorov. Le théoréme de prolongement et le critere de conti-
nuité :

THEOREME 1.57. Pour toute partie finie I de [0,T], soit u; une probabilité défi-
nie sur B®L. I existe une unique probabilité u, définie sur B20T1 telle que Hir = i1
pour toute partie finie I de [0,T], deés que la famille (ur; I C [0,T] fini) est compa-
tible au sens suivant :

VI C JC[0,T] finies, (p);; = pir-

LEMME 1.58. Soit X un processus stochastique & valeurs dans R?. Supposons
qu’il existe trois constantes strictement positives r, € et C, telles que pour tous
s,t € 0,7,

E (| Xs = X|[") < Ot — s,

Alors, il existe une modification Y de X dont les trajectoires sont a-héldériennes
pour tout « €]0,¢/r[. En particulier, Y est une modification continue de X (unique
a lindistinguabilité pres).

Pour une preuve de ces deux résultats, se référer respectivement a [71] p. 79 et [76],
Theorem 1.1.8.

L’existence de processus satisfaisant la définition suivante (processus gaussiens) est
une conséquence (presque) immeédiate du Théoréme 1.57 :

DEFINITION 1.59. Un processus réel W = (Wit € [0,T]) est gaussien si et
seulement si, pour tout n € N* et tous ty,...,t, € [0,T], le vecteur (Wy,,...,Wy,)
est gaussien (i.e. toute combinaison linéaire des Wy, ..., Wy, suit une loi normale
unidimensionnelle).
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Soient d processus gaussiens W, ..., W% indépendants. Alors,

W= W' . . W
= (W} ..., WhH;t €0,T)).

est un processus gaussien d-dimensionnel.

Remarque. Notez que par définition, la loi d’un processus gaussien est entiérement
caractérisée par sa fonction de moyenne et sa fonction de covariance. Les processus
gaussiens intervenant dans la suite sont centrés (i.e. E(W;) = 0 pour tout t €
[0,77). La loi d’un tel processus est donc entiérement caractérisée par sa fonction de
covariance.

DEFINITION 1.60. Un espace gaussien est un sous-espace vectoriel fermé de
L*(2), composé de variables aléatoires gaussiennes unidimensionnelles centrées.

Soit W un processus gaussien unidimensionnel centré. Alors,

2
Vect Wyt € 0,17)

est [’espace gaussien engendré par le processus W.

Jusqu’a la fin de cette sous-section, tout processus gaussien d-dimensionnel, centré
et & trajectoires continues W est considéré sur (€2, .4, P) ou, €2 désigne l'espace des
fonctions continues de [0, 7] dans R?, A la tribu engendrée par la classe des cylindres
mesurables et de dimension finie de €2, et P la probabilité induite par le processus

W osur (2, A).

DEFINITION 1.61. Soient W = (W1, ..., W) un processus gaussien d-dimensionnel,
centré et a trajectoires continues, ainsi que H; [’espace gaussien engendré par W*
pouri=1,...,d. Alors,

d
H' =@ H/ c ([0, T|;R?)
=1
avec

Vi=1,...,d, H ={E(W'Z);Z € H,;}

est l’espace de Cameron-Martin du processus W
Soit (., .V Uapplication de H' x H' dans R qui a tous g,h € H' telles que
Vi=1,...,d, " =E(W'Z") et ¢ =B(W'Z9) avec Z", 29 € H,

associe
d

(hgym =Y _E(2"27).

=1

C’est un produit scalaire conférant ¢ H' une structure d’espace de Hilbert.

Exemple. Si B = (By;t € [0,T]) désigne un mouvement Brownien d-dimensionnel :

Hl:{/o'hsds;hem[o,u)}.
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PROPOSITION 1.62. Soit W un processus gaussien unidimensionnel, centré et a
trajectoires continues. Si la fonction de covariance cyy de W est de p-variation 2D

finie avec p > 1, alors H' — C*([0,T];R) :
Vh S H17 V(S,t) S AT’ HhH;QJ—var;s,t < HhH%JIHCWHp—var;[s,t]2
ot, ||.||g désigne la norme associée au produit scalaire sur H*.

Pour une preuve, se référer a [38], Proposition 15.7.

Depuis une cinquantaine d’années, un processus gaussien retient particuliérement
lattention des mathématiciens; le mouvement brownien fractionnaire (se référer
notamment a B.B. Mandelbrot et J.W. Van Ness [64]). Outre son intérét dans les
applications concrétes, sa définition relativement simples et ses nombreuses proprié-
tés en font un toy model dans plusieurs domaines des probabilités :

DEFINITION 1.63. Un mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hurst H €
10, 1] est un processus gaussien unidimensionnel centré B tel que :

1
Vs, t €0, T], cu(s,t) = §(S2H + 2 — |t — s|*H).

Remarques et propriétés élémentaires. Soit B” un mBf d’indice de Hurst
H €]0,1[. La structure de covariance du mBf entraine (preque) immédiatement :

(1) Pour tous s,t € [0,T],

1
c12(s,t) = 5(5 +t—|t—s]|)
= 81t25 + t]-s>t =sAt.

Ainsi, puisque la loi d’un processus gaussien centré est entiérement carac-
térisée par sa fonction de covariance; B'Y? est un mouvement brownien

standard (MB).

Il s’ensuit que les accroissements de BY sont indépendants si et seulement
si, B” est un mouvement brownien standard.

(2) Les accroissements de B¥ forment un processus (fortement) stationnaire :
Ve >0, (B, - B;t € [e,e + T]) £ B.
Le processus B est également H-auto-similaire :
Ve >0, (Bt e[0,T]) £ ("Bt € [0,T)) .
(3) Pour tous s,t € [0, 7],
E [(Bf — BY)?| = cu(s,s) + cul(t,t) — 2cp(s, t)
= |t — s|*.

Donc, par le Lemme 1.58, le processus BY admet une modification dont les
trajectoires sont presque surement a-holdériennes pour tout o €]0, H|.

Deux autres résultats trés importants sur le mBf sont énoncés a la sous-section sui-
vante et au Chapitre 2.

Désormais, on considére un processus W satisfaisant I’hypothése suivante :
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HYPOTHESE 1.64. Le processus W est d-dimensionnel, gaussien, centré et a

trajectoires continues. De plus, la fonction de covariance cyy de W est de p-variation
2D finie avec p € [1,2[ (cf. Définition 1.8).

THEOREME 1.65. Sotent W un processus satisfaisant [’hypothese 1.64, et p > 2p.
Pour presque tout w € €, il existe une p-trajectoire géométrique W(w) au-dessus de
W(w) satisfaisant :

(1) Il existe une constante déterministe C > 0, dépendant seulement de p, p et
lew || p-varjo,112, telle que :

E (eC”W”Z-wT;T) < 00.

(Théoréme de Fernique généralisé).

(2) Soit (W™, n € N) une suite d’approzimations linéaires, ou de réqularisées
par convolution, du processus W. Alors, W est la limite en p-variation, dans
L7 (Q) pour tout r > 1, de la suite (Ss(W™"),n € N) (universalité).

Pour une preuve, se référer a [38], Theorem 15.33.

Remarque. Par abus de langage, on dit que le processus W est une p-trajectoire
géométrique au-dessus du processus W.

Exemples :

(1) Soit B un mBf d’indice de Hurst H €]0,1/2]. D’aprés [38], Proposition
15.5, la fonction de covariance cy de B¥ est de 1/(2H )-variation 2D finie.
Ainsi, B satisfait I'Hypothése 1.64 lorsque H €]1/4,1/2], car :

1 11
= — 1,2 H - =1.
p=sg el He|qg]
De plus, d’aprés la Proposition 1.62, H' «— C/@H)-~var([0, T]: R).

(2) Soit (Wy;t € [0,1]) un processus gaussien unidimensionnel dont la fonction
de covariance ¢y est de p-variation 2D finie avec p € [1,2[. Le pont gaussien
B"W associé a W est le processus gaussien défini par :

vt € [0,1], BY =W, — tW.
Pour tous (s,t), (u,v) € Ay,
BYBY, =W, — W, — (t — s)Wi] [W, = W, — (v — u)Wi]
= WoiWaw — (t — s)Wo i Waw — (v — w)Wo 1 Wy + (t — 8) (v — u) W}

Donc,
st st 01
Cpw (u v) = cw (u v) + (t—s)(v—u)ew (O 1) +

(v — wew (8 i) + (= s)ew (2 11)) .

Ainsi, cgw est de p-variation 2D finie, et le processus BYW satisfait I'Hypo-
thése 1.64 des que W la satisfait.

Cet exemple met en évidence que pour établir qu'un processus satisfait
I’Hypothése 1.64, la forme de sa fonction de covariance est déterminante.
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En certaines occasions, nous supposerons également que le pocessus W satisfait
I’hypothése suivante :

HYPOTHESE 1.66. Il existe p > q > 1 tels que :
1 1
—4+=>1et H < 0T ([0, T];RY).
p q
Exemples :

(1) En pratique, cette hypothése n’a d’intérét que sip > 1 est tel que [|W||pyarr <
oo ou, W désigne une trajectoire géométrique au-dessus de W. D’apres le
Théoréme 1.65, c’est le cas si W satisfait I'Hypotheése 1.64; il existe une
p-trajectoire géométrique au-dessus de W avec p > 2p et p € [1,2[. En
particulier, si p < 3/2, p € [3,4[ convient et :

11 2 1
-—+-=->-+-=1
p p 3 3

De plus, d’apres la Proposition 1.62 :

H' — 7™ ([0, T]; RY).
Ainsi, si W satisfait I'Hypothése 1.64 avec p € [1,3/2[, alors W satisfait
I’'Hypothése 1.66 avec ¢ = p.

(2) Si W est un mBf d’indice de Hurst H €]1/3,1/2], le point précédent assure
qu’il satisfait I'Hypothése 1.66. Toutefois, dans ce cas particulier, P. Friz et
N. Victoir ont établi & ’'Exercice 20.2 de [38] qu'un mBf d’indice de Hurst
H €]1/4,1/3] satisfait également I'Hypothése 1.66.

PROPOSITION 1.67. Soitent W un processus satisfaisant les hypothéses 1.6/ et
1.66, W la p-trajectoire géométrique associée a W au Théoreme 1.65, ainsi que
Uespace de Cameron-Martin H* C Q du processus W. Alors,

Vw € Q, Vh € H', W(w + h) = T,W(w).

Pour une preuve, se référer a [38], Lemma 15.58.
Notation. Elle provient de T. Cass, C. Litterer et T. Lyons [7] :

Soient € > 0, I = [0,7] et Y une p-trajectoire géométrique. On considére :
Nepp(Y)=sup{n e N: 7, <sup(l)}
ou, 1o = inf(I) et pour tout n € N,
Tppr =inf {t € I ||V} yurir s = € et t > 7, } Asup(]).
PROPOSITION 1.68. Pour toute p-trajectoire géométrique Y et tout € > 0,
M. 1,(Y) <e[2N:1,(Y)+1].

Pour une preuve, se référer a [7], Proposition 4.6.

THEOREME 1.69. Soient W un processus satisfaisant les hypotheses 1.64 et 1.66,
ainst que W la p-trajectoire géométrique associée a W au Théoreme 1.65. Alors,

VC,e,r >0, CefNotoW) ¢ [7(Q).

Pour une preuve, se référer a |7|, Theorem 6.4 et Remark 6.5.
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COROLLAIRE 1.70. Soient zo € R®, V = (V4,...,Vy) et V.= (V1,..., V) deux
champs de vecteurs ~yv-Lipschitz sur R, W un processus satisfaisant les hypotheses
1.64 et 1.66, W la p-trajectoire géométrique associée a W au Théoreme 1.65, W9 =
Sp(W & g) avec g = Idpry, et h = [0,T] — R une fonction continue et de
q-variation finie. Alors,

1T G llswis 10y 7y (0, 20; W)V [lawir et [|Df Ty (0, 20; W) [|agir
appartiennent a L™ () pour tout r > 0.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate des corollaires 1.49 et 1.52,
de la Proposition 1.68 (résultats déterministes), ainsi que du Théoréme 1.69 (résultat
probabiliste). O



CHAPITRE 2

Calcul de Malliavin, application d’It6 et calcul de sensibilités

1. Introduction

Motivés par une problématique issue des mathématiques financiéres et, sur la base
de [38], Chapter 20, nous étudions le role du calcul de Malliavin dans [’ezploitation
de la régularité de la solution d’une équation différentielle dirigée par une trajectoire
géométrique gaussienne, ainsi que de ses dérivées par rapport a la condition initiale
et au champ de vecteurs, vues comme des variables aléatoires définies sur I'espace
de Cameron-Martin du processus gaussien sous-jacent.

Afin d’énoncer la problématique dont il est question, rappelons quelques notions
de mathématiques financiéres. Soient (€2, A, P) un espace probabilisé, B un mouve-
ment brownien d-dimensionnel et F = (A;;t € [0,77) la filtration naturelle associée
a B.

Considérons un marché financier a d + 1 actifs (un actif sans risque et d actifs
risqués) sur l'espace probabilisé filtré (2, A, F,P). A l'instant t € [0, 7], le cours de
I'actif sans risque est déterministe et noté S?, tandis que les cours des d actifs risqués
forment un vecteur aléatoire S; = (S},...,S9).

En pratique, le processus S est souvent la solution d’une équation différentielle
stochastique (prise au sens d’Ito) :

t t
St:$+/u(5u)du+/U(Su)dBu;xER
0 0

o, u: RT - R? et 0 : R — My(R) sont deux fonctions (globalement) lipschit-
zlennes.

Afin d’assurer la complétude et la viabilité du marché, il est suffisant d’établir qu’il
existe une unique probabilité P*, équivalente a P, sous-laquelle le processus des cours
actualisés S* = S/S° est une martingale. C’est la probabilité risque-neutre du mar-
ché et, lorsque S est la solution d’une EDS, le Théoréme de Girsanov permet de la
construire (cf. [53], Théoréme 4.2.2 pour un énoncé adapté en finance).

Notation. Soit M une martingale locale, L (M) (resp. L?*(M)) désigne 'espace

loc
vectoriel des processus réels progressivement mesurables H satisfaisant :

T T
/ H}d(M); < oo P-p.s. (resp. |H|y =E (/ Hfd(Mﬁ) < 00).
0 0

DEFINITION 2.1. Une stratégie de gestion est un processus (d + 1)-dimensionnel
et progressivement mesurable o = (H°, H) tel que, HY (resp. H; € R?) désigne la
quantité (resp. le vecteur des quantités) d’actif sans risque (resp. d’actifs risqués)
détenue(s) a la date t € [0,T]. Pour cette stratégie, Vi(p) = HYSY + (Hy, S;) est la

67
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valeur du porte-feuille a la date t € [0,T].

La stratégie ¢ est admissible si et seulement si, H® € L*([0,T]), H € L2 (B) et, le
processus V(o) est positif, borné dans L*(Q,P*) et satisfait :

vt € 10,T), Vi(p) = /HOdSO /(Hu,d8u> P-p.s.

THEOREME 2.2. Soit une option d’échéance T et de payoff h positif, Ar-mesurable
et de carré intégrable sous la probabilité risque-neutre P*. Alors, il existe une stratégie
admissible o telle que :

SO
SO

Pour une preuve, se référer a [53], Théoréme 4.3.2.

vt € [0,T], Vi(yp) = E* < ‘At) P*-p.s.

Avec les notations du Théoréme 2.2, Vi (¢) = E*(h). C’est le prix de 'option consi-
dérée et, lorsque h = F(Sr) ot F est une fonction de R? dans R, il est utile pour
les praticiens d’établir I'existence et de savoir calculer les sensibilités de V() aux
variations de la condition initiale et de la fonction de volatilité ¢ notamment :

A = 0,E*[F(S%)] et V = 0,E* [F(S%)] .

En finance, les sensibilités A et V (prononcé véga) s’appellent des grecques. Comme
application, citons le A-hedging permettant d’expliciter la stratégie admissible du
Théoréme 2.2 dans le modéle de Black-Scholes. Il n’y a toutefois aucune raison de
limiter 'utilisation de ces quantités a la finance, elles auraient notamment un sens en
PK/PD comme nous ’expliquons au Chapitre 3 dans un cas particulier. La question
de l'existence et du calcul des grecques a été traitée par de nombreux auteurs :

Dans [34], E. Fournié et al. ont établi I'existence des principales grecques et proposé
une expression de ces derniéres usant du calcul de Malliavin a condition que o soit
uniformément elliptique (cf. Théoréme 2.3). Plus tard, dans [39], E. Gobet et R.
Miinos ont étendu les résultats de [34] en se plagant seulement sous la condition
plus réaliste d’hypo-ellipticité. Sur le calcul des grecques dans le modéle de Black-
Scholes, se référer a P. Malliavin et A. Thalmaier [63]|, Chapter 2. Sur le calcul de
sensibilités dans les modéles avec sauts, se référer & N. Privault et al. [49] et [75].
Enfin, J. Teichmann a proposé un estimateur des poids de Malliavin du calcul des
grecques via la formule de cubature pour le mouvement brownien (cf. J. Teichmann
[84]). Par ailleurs, notez que la question de la différentiabilité de la solution d’une
équation différentielle stochastique (prise au sens d’It6) par rapport a la condition
initiale et au champ de vecteurs est largement traitée dans H. Kunita [51].

Au théoréme suivant, § désigne la divergence associée au mouvement brownien B.
Cet opérateur est défini a la Section 2.

THEOREME 2.3. Lorsque les fonctions b et o sont différentiables, de différen-
tielles bornées et lipschitziennes, et que F' € L*(R%:R,) -

(1) Si la fonction o satisfait la condition d’uniforme ellipticité (i.e. il existe
e > 0 tel que pour tous a,b € RY, bToT (a)o(a)b > €||b||?), alors A est bien
définie et il existe un processus d-dimensionnel adapté h™ tel que :

A =E* [F(S7)s(h®)] .
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(2) Soit 6 : R — My(R) une fonction telle que, pour tout e d’un voisinage
fermé de 0, o + €6 satisfait le condition d’uniforme ellipticité. Alors, V
est bien définie et il existe un processus d-dimentionnel (anticipatif) hY tel
que :

Y =E* [F(Sr)s(hY)].

Pour une preuve, se référer a [34|, propositions 3.2 et 3.3.

Désormais, dans tout le chapitre, sauf mention du contraire, tout processus gaussien
d-dimensionnel, centré et a trajectoires continues W est considéré sur (€2, .4, P) o,
Q) désigne I'espace des fonctions continues de [0,7] dans R?, A la tribu engendrée
par la classe des cylindres mesurables et de dimension finie de €2, et P la probabilité
induite par le processus W sur (2, .A).

L’objectif de ce chapitre est d’étendre le Théoréme 2.3 dans le sens suivant :

Soient W un processus satisfaisant les hypothéses 1.64 et 1.66, W la p-trajectoire
géométrique associée & W au Théoréme 1.65, ainsi que V' = (V4,...,V}) le champ
de vecteurs sur R? défini par :

Va,c € RY, ¥b e R, V(a)(b,c) = pula)b+ o(a)c.
Supposons que les fonctions p et o satisfont I’hypothése suivante :

HYPOTHESE 2.4. [l existe un réel p > 1 tel que p et o soient [p] + 1 fois diffé-
rentiables, bornées et de différentielles successives bornées.

Alors, I'équation différentielle stochastique suivante admet une unique solution au
sens des trajectoires rugueuses :

t t
X, :x+/ u(XS)ds—i—/ o (X,)dW,; x € R
0 0
Rigoureusement, X = 7y (0, z; W9) o, W9 = Sp,;(W & g) et g = Idjo 1.

Apreés avoir rappelé les bases du calcul de Malliavin et établi son role dans [’ex-
ploitation de la régularité de la variable aléatoire w — X (w) & la Section 2, nous
montrons l'existence, puis calculons les quantités suivantes sous certaines conditions
a la Section 3 :

OB [F (X7)] et O,E[F (X7)].
Finalement, la Section 4 est consacrée a une application en finance des résultats de
la Section 3, ainsi qu’aux simulations des sensibilités étudiées.

2. Calcul de Malliavin et régularité de ’application d’It6

Au chapitre 20 de [38], P. Friz et N. Victoir ont établi que pour tout w € €2, I'applica-
tion h — 7y [0, zo; W(w+h)] est contintiment différentiable sur I'espace de Cameron-
Martin H' C Q du processus gaussien W, lorsque zg € R¢ et V = (Vi,..., Vy) est
un champ de vecteurs y-Lipschitz sur R®. Dans cette section, afin de répondre a la
problématique posée en introduction, nous construisons un processus gaussien iso-
normal d-dimensionnel & partir de W sur un espace de Hilbert H bien choisi, puis
une isométrie I de H dans H' et enfin, nous exprimons la dérivée de Malliavin de
v (0, zo; WY), telle qu’elle est définie dans [73], en fonction de sa dérivée de Friz-
Victoir et de I'isométrie I.



70 2. CALCUL DE MALLIAVIN, APPLICATION D’ITO ET CALCUL DE SENSIBILITES

Considérons W = (W?1,...,W%), le processus gaussien d-dimensionnel défini en
introduction de ce chapitre.

Soient £ 'ensemble des fonctions en escalier définies sur [0,77] de la forme

Zakl[O,sk] ;n €N (s1,...,8,) €0, 7", (a,...,a,) € R"
k=1
et H; 'adhérence de £ pour le produit scalaire (.,.)y, défini comme suit pour i =

1,...,d:
<Z arlpo.s,; Z bilps)m, = Z Z apb B (W W})
k=1 =1

- - k=1 I=1
pour tous n,m € N*, (sq,...,8,) € [0,T]", (t1,...,tm) € [0,T]™, (ay,...,a,) € R"
et (by,...,bn) € R™. Le produit scalaire (.,.)y, confére & H; une structure d’espace
de Hilbert réel séparable appelé espace auto-reproduisant du processus gaussien W?.

Pour i = 1,...,d, soit W’ I'application définie sur £ par :

W' (Z ak1[078k}) => aW,
k=1 k=1
pour tous n € N*| (s1,...,s,) € [0,T]" et (ay,...,a,) € R" Elle se prolonge (par
un argument de continuité/densité) & H' en une application appelée intégrale de
Wiener par rapport & W et (Wi(h),h € H;) est un processus gaussien iso-normal.

Dans la suite, sauf mention du contraire, nous considérons le processus gaussien iso-
normal d-dimensionnel W = (W', ... W) sur H = H; @ --® Hy muni de son pro-
duit scalaire naturel (., .)y. Par extension, (H, (.,.) ) est 'espace auto-reproduisant
du processus gaussien d-dimensionnel W.

Remarque. Afin de simplifier la rédaction, (h,g)y (h,g € H) sera parfois iden-
tifié au vecteur

(hY g, (0 g h,) -
PROPOSITION 2.5. Soit I = (I', ..., I%) Uapplication de H dans H*' telle que :
I'(h) =E[W'(h")W'] € H'
pour toush € H=H, ®---® Hyeti=1,...,d. Alors, I est une isométrie de H
dans H*.

DEMONSTRATION. D’une part, la linéarité de I comme application de H dans
H' découle directement de celle de W comme application de £ dans L*(Q) et d'un
argument de continuité/densité.

D’autre part, par construction de W et des produits scalaires sur H et H! :
d
(L(h), 1(9)) s = Y (E[WI(HOW'E [W(gHW']) g
i=1
=Y E[W/(h)W'(g)] = (h,9)u

=1
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pour toutes fonctions h,g € H. 0

Présentons les bases du calcul de Malliavin, tel qu’il est exposé par D. Nualart dans
[73] pour le processus gaussien iso-normal W défini ci-dessus. Les définitions et
résultats suivants sont énoncés dans le cas d = 1 pour simplifier :

DEFINITION 2.6. La dérivée de Malliavin d’une fonctionnelle réguliére
F=f[W(hy),...,W(h,)]

oun €N, feCPR"R) ethy,..., h, € H est la variable aléatoire & valeurs dans
H suwante :

DF = iakf W (hy), ..., W (h)] .
k=1

Remarque. L’application D associe un processus stochastique, dont les trajectoires
sont des éléments de H, a la variable aléatoire de carré intégrable F'.

PROPOSITION 2.7. L’application D est fermable de L"(2) dans L"(S; H) pour
tout r > 1. Le domaine de D dans L"(S)) est noté DY, C’est l’adhérence de ’espace
des fonctionnelles réguliéres pour la norme ||.||1, telle que :

1F7, = E(F") + E(|DF|) < oo F e L'(Q).
Pour une preuve, se référer a |73|, Proposition 1.2.1.

PROPOSITION 2.8. Soient r > 1, n € N*, o : R" — R une fonction contini-
ment différentiable et de dérivées partielles bornées, et F = (F*' ..., F™) un vecteur
aléatoire dont les composantes appartiennent ¢ DV". Alors, o(F) € D7 et

Pour une preuve, se référer a 73], Proposition 1.2.3.

Remarque. Soient n € N* fonctionnelles réguliéres Fy,..., F,, hy,...,h, € H,
ainsi que la H-fonctionnelle réguliére
n
F=> Fiy.
k=1

La dérivée de Malliavin de F est la variable aléatoire a valeurs dans H®? définie
par :

DF =) DF, ® hy.
k=1
Comme & la Proposition 2.7, 'application D est fermable de L"(2; H) dans L"(Q; H®?)
pour tout 7 > 1. Le domaine de D dans L"(£2; H) est noté D" (H). C’est 'adhérence
de l'espace des H-fonctionnelles régulieres pour la norme, toujours notée |||y, telle
que :

1M, = EUE ) + E(IDF||gez) < 005 Fre LT (; H).

DEFINITION 2.9. La diwergence 0 est l’adjoint de 'application D :
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(1) Le domaine de 6, noté dom(d) est formé des variables aléatoires X , a valeurs
dans H, telles que E(||X||%) < oo, et satisfaisant :

VE € DY, |[E((DF, X)y)| < CE(F?)
ou, C' > 0 désigne une constante ne dépendant pas de F'.
(2) Pour tout X € dom(6), 6(X) est une variable aléatoire de carré intégrable
telle que :
VE € DY?, E((DF, X)) = E[F§(X))].
PROPOSITION 2.10. L’espace DV?(H) est inclus dans dom(9).

Pour une preuve, se référer a |73|, Proposition 1.3.1.

DEFINITION 2.11. Une variable aléatoire F' est localement dérivable au sens de
Malliavin si et seulement s’il existe une suite ((Q2,, F,);n € N*) d’éléments de A x
D2 telle que 2, 1 Q lorsque n — oo et, ' = F, sur €, pour tout n € N*. De telles
variables aléatoires forment un espace vectoriel noté ]D)llo’z contenant D2,

Remarques :

1,2
loc

(1) Les espaces D2 (H) et domy,.(d) se définissent de fagon analogue.

(2) Les définitions et résultats de calcul de Malliavin présentés ci-dessus se gé-
néralisent intuitivement au cas d-dimensionnel :

D’une part, si F' = (F',... ,F?) avec F* € D" et D" le domaine de 'appli-
cation D; associée & Wi pour i =1,...,d, alors DF = (D, F*,... DgF?).

D’autre part, si X = (X',..., X9) avec X' € dom(d;) et dom(d;) le do-
maine de la divergence §; associée & W* pour i = 1,...,d, alors §X =
X'+ 0g X

DEFINITION 2.12. Soit E = R? ou E = H. Une variable aléatoire F : Q — E
est continiment H'-différentiable si et seulement si, pour presque tout w € €, h —
F(w+ h) est contintiment différentiable de H' dans E.

PROPOSITION 2.13. Toute wvariable aléatoire F : Q — RY contindment H'-
différentiable est localement dérivable au sens de Malliavin. Si de plus E(||F||*) < oo
et E(|DF||%) < oo, alors F' € DY? et, pour presque tout w € ) et tout h € H',

(DF(w),I7'(h))u = DpF*(0)
avec F¥ = F(w+ .).

Pour une preuve, se référer a [73|, Proposition 4.1.3 puis Lemma 4.1.2.

Remarque. La Proposition 2.13 s’étend au cas d’une variable aléatoire F': Q2 — H.
En d’autres termes, si F' est continiment H'-différentiable, E(||F||%) < oo et
E(||DF|32) < 00, alors F € DY2(H).

De plus, soient d = 1 et F' une H-fonctionnelle réguliére :

F = z”: Fyhy
k=1

ou, Fi,..., F, désignent n € N* fonctionnelles réguliéres et hy,..., h, € H.
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Si Fi,...,F, sont continiment H'-différentiables, avec les notations de la Proposi-
tion 2.13, pour presque tout w € €2 et tous a,b € H,

n

(DF(w),a @b)ge> = » _(DFi(w) ® hy,a @ b) pres

|
=
M: i
I

== (DFk(w),a)H<hk,b>H

= Z<D1(Q)Fl‘:(0)hk,b>gl = <D1(Q)Fw<0),b>H1.
k=1

Cette égalité est valable lorsque d > 1, puis se prolonge aux fonctions de DV?(H)
contintiment H'-différentiables par un argument de continuité/densité.

A la proposition suivante, W et WY (g = Idjo 1)) désignent les p-trajectoires géo-
métriques définies en introduction de ce chapitre. Il en va de méme pour le champ
de vecteurs V = (V4,...,Vy) :

PROPOSITION 2.14. Pour tout x9 € R? et presque tout w € Q, Uapplication
h — 7y [0, 20; W9 (w + h)] est contindment différentiable de
H' dans C*" ([0, T];R?) .
En particulier, pour tout t € [0,T], 7y (0, zo; W9), € ]D)llo’z et pout tout h € H*,
(Dry (0, 20; W), I (h))ir = Dloymy (0, o3 W),
t
= / Ji o (v (0, 20; W9) ] dhs.
0
DEMONSTRATION. D’apreés la Proposition 1.67, pour presque tout w € €2 et tout
h e H,
Wi (w+ h) = Sp[W(w + h) @ g]
= S[p] [ThW(w) D g]
= T(hyg)S[p] [W(W) & g]
= T(thg(w).
Donc, presque surement :
(25) 7y [0, 2o; WI(. + h)] = my [0, zo; Tin,0)W7].

De plus, I'Hypothése 1.66 et le Corollaire 1.52 entrainent que l'application h +—
7y [0, 205 T(n,0) W] est contintiment différentiable de

H' c ¢ ([0,T);R?) dans C*™ ([0, T];R?) .

Ainsi, par I'égalité (25), Papplication h — /[0, zo; W9(. + h)] est également conti-
ntment différentiable de

H' dans CPVer ([0, Tl Rd) ,
et pour presque tout w € 2 et tout h € H 1,
Dfyloymy [0, o; W(w)] = DyF*(0)
avec F“ = my [0, zo; W9 (w + .)].
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De plus, par le principe de Duhamel (cf. Théoréme 1.51), pour tous t € [0,7] et
h e HY,

t
DEY 1 (0, 20 W9), = / TV I (0, 20: W9).] (dha, 0)
0

t
= / JY o [mv (0, 20; W), dhs.
0

En conclusion, (0, zo; W9); est continiiment H'-différentiable et donc localement
dérivable au sens de Malliavin par la Proposition 2.13, avec :

(D7y (0, 20; W)y, I (h)) g = D F*(0).
OJ
L’isométrie I et son inverse peuvent étre explicitées lorsque W est un mouvement
brownien fractionnaire d’indice de Hurst H €0, 1] (noté B). La fin de cette section
y est consacrée. Pour éviter toute confusion, le processus gaussien iso-normal W est
noté BY, 'espace de Hilbert sur lequel il est défini est noté H au lieu de H, et

I'isométrie I de la Proposition 2.5 est notée Iy. Dans un premier temps, supposons
que d = 1.

Rappelons d’abord que le mBf est un processus de Volterra (cf. L. Decreusefond
et S. Ustunel [23]) :

DEFINITION 2.15. Soient ¢ : Ry — R et a €]0,1] -
(1) Si

P = | (= 9 et

(v
existe pour tout t € Ry, 1%(p) est l'intégrale fractionnaire d’ordre a de .
(2) Si

1 d [* o ‘
D)) ={ T —a) X %/0 (t —s) “p(s)ds si a €]0,1]
o(t) sia=1

existe pour tout t € Ry, D*(p) est la dérivée fractionnaire d’ordre a de .

(3) Si elles sont toutes deux définies :

(%0 D%)(p) = (D" 0 1%)(p) = .
Sur les opérateurs fractionnaires, se référer a S. Samko et al. [78].
THEOREME 2.16. Soit Kj; l'opérateur sur £ défini par :
V(s,t) € Ar, Ki(1pg)(s) = Kgu(t, s)1jp4(s)
o,
1 1 t

Gl K E S SN N SR A PP
_— _— — _ — —_— S
T(H+1/2)" \2 7 27 Ty )

et F désigne la fonction hyper-géométrique de Gauss. Alors,

KH(t, S) =
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(1) Soit Jg : L*([0,T]) — H' lapplication définie par :

vh e LA([0,T)), Ju(h) = /0 h(s) K (., s)ds.

Pour tout h € H,
T (h) = PH o (o 1Y Yo (puh) si H<1/2
HY 70 1o (pul™=12) o (@ith) si H > 1/2
ot, gy désigne la fonction qui a tout a € R associe @y (a) = a~1/?1,5.
(2) L’opérateur Kj, se prolonge (par un argument de continuité/densité) en
une isométrie de H dans le sous-espace vectoriel fermé G = Kj(H) de
L2([0,T]).
3) Le processus B = BH[(K%) Y (110.1)] est un mouvement brownien standard
H [0,]
et,

t
vt € (0,7, BtH:/ Ky (t, s)dBs.
0

(4) La divergence 6 associée au mBf iso-normal B satisfait 6y = d1/2 0 K.

Pour une preuve, se référer a [23|, Theorem 2.1 et Corollary 3.1, ainsi qu’a [73],
Proposition 5.2.2.

Remarque. Au Théoréme 3.3 de [23], L. Decreusefond et S. Ustunel établissent
que l'espace de Cameron-Martin H' du mouvement Brownien fractionnaire B¥ sa-
tisfait : o
H = {JH(h);h c L2([0,T])}.
A partir des points 1, 2 et 3 du Théoréme 2.16, nous fournissons une expression de
I’isométrie Iy au corollaire suivant :
COROLLAIRE 2.17. L’isométrie Iy satisfait Iy = Jy o Kj;. En particulier,
-1 J (K)o (e DY) o (o D) si H < 1/2
" (Ki) ™' o (puD""12) 0 (' DY) si H > 1/2

DEMONSTRATION. D’une part, la propriété d’isométrie de l'intégrale stochas-
tique d’Tt6 et le point 3 du Théoréme 2.16 entrainent que pour tous s,t € [0, T,

SNt
/ Ky (t,u)Ky(s,u)du = E(BF B?).
0
Soit encore, par définition de BY et I :

SNt
/ K (L) (w) Ky (s, u)du = E [B"(1,4)BY] .
0
Ainsi, la construction de Iy a la Proposition 2.5 entraine que :

Tu(Lp4) = (Ju o Kir)(1p.q)-

Cette égalité se prolonge aux fonctions de H par un argument de continuité/densité.

D’autre part, puisque K3 : H — G et Iy : H — H' sont deux applications in-
versibles, la restriction (Jp)ig = Iy o (Kj;)~* est elle-méme inversible. Ainsi, par le
point 1 du Théoréme 2.16 :

= s D (b s < 2

n (K7) "o (puD"=12) o (03 D) st H > 1/2
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Remarque. D’apreés le point 4 du Théoréme 2.16 et le Corollaire 2.17 :
5H (©] II;I = 51/2 O (JH>|_g1

3. Calcul de sensibilités

Cette section répond a la problématique posée en introduction de ce chapitre en mo-
bilisant les résultats déterministes sur les RDEs établis a la Section 4 du Chapitre 1,
ainsi que les résultats probabilistes sur les RDEs dirigées par une trajectoire géomé-
trique gaussienne établis a la Section 5 du Chapitre 1 et a la Section 2 de ce chapitre.

Dans toute cette section, W et W9 (g = Idpy) désignent les p-trajectoires géo-
métriques définies en introduction de ce chapitre. Il en va de méme pour le champ
de vecteurs V.

Supposons que les objets W, u et o définis en introduction satisfont I’hypothese
suivante :

HYPOTHESE 2.18. Le processus W satisfait les hypothéses 1.64 et 1.66. Son
espace de Cameron-Martin H' satisfait :

Cy ([0, T);RY) c H'.
De plus, il existe une constante C' > 0 telle que :
Vh e Cg ([0, TR, [[Bllm < Cllhllscsr-

Les fonctions p et o satisfont I’Hypothése 2.4 et, pour tout a € RY, o(a) est une
matrice inversible. De plus, lapplication o=* : RT — My(R) est bornée.

Remarque. Les notations introduites a la section précédente sont conservées pour
le processus gaussien iso-normal naturellement associé a .

Exemple. Un mouvement Brownien fractionnaire BY d’indice de Hurst H €]1/4,1]
satisfait ’'Hypothése 2.18. En effet, il a été établi a la Section 5 du Chapitre 1 que
B satisfait les hypothéses 1.64 et 1.66. Par le point 1 de [23], Theorem 3.3 :

Cy ([0, T;RY) c H'.

Soit h : [0, T] — R? une fonction contintiment différentiable telle que hg = 0. D’apreés
le point 2 de 23|, Theorem 3.3 :

1l = s (W)l = 1Al 20,1
< T2 oo

Supposons également que la fonction F' : R? — R satisfait I'une des deux hypothéses
suivantes :

HYPOTHESE 2.19. La fonction F est continiment différentiable de RY dans R.
De plus, il existe deux constantes C > 0 et N € N* telles que, pour tout a € RY,

[F(a)] < C(1+[la])™ et [[DF(a)lle < C(1+ [lal)™.

HYPOTHESE 2.20. [l existe deux constantes C' > 0 et N € N* telles que, pour
tout a € RY,
[F(a)] < C(1+ [la])™.
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Alors, les résultats suivants répondent, au moins partiellement, & la problématique
posée en introduction de ce chapitre :

Notations :
~ Soit S, C Lip?(R% R?) I'espace des fonctions de R? dans M4(R), [p] + 1 fois
différentiables, bornées et de différentielles successives bornées.
— Pour tout z € R?, la quantité E[F(X7)] est notée fr(x,0).

THEOREME 2.21. Sous les hypotheses 2.18 et 2.19 :
(1) La fonction fr(.,o) est différentiable de R dans R et, pour tous x,v € RY,
Oufr(z,0)v =E [(D(F o X§), I " (h"")) ]
o,
= —/ (X2) I3 vds.
(2) Pour tout x € R%, la fonction fr(x,.) est différentiable de S, dans R et,
pour tous 0,0 € S, satisfaisant [’Hypothese 2.18,
O fr(x,0).6 =E [(D(F o X7),I " (h""))n]
o,
——/ (X2) I 0,X3.5ds.
DEMONSTRATION. Les points 1 et 2 se démontrent de fagon analogue :
(1) D’une part, pour tous ¢ €]0,1], 7 > 0 et z,v € R?, par la formule de Taylor

avec reste intégral, puis le premier point du Corollaire 1.49; il existe une
constante C > 0 dépendant seulement de p, v, n et ||V, telle que :
|F(X5+) = F(X7)|
€

1
= / (DF(X310) DXET 4)df
0

1
< Cy[jo]| eCrMns ) / | DF(XEH)||db.
0

De plus, puisque F' satisfait I'Hypothese 2.19, il existe deux constantes
Cy > 0et N € N*, dépendant seulement de F', telles que pour tout 6 € [0, 1],

IDF (x5 [ < G2 (1 || X3

I
Donc, par I'inégalité triangulaire et le Théoreéme 1.39, il existe une constante
C3 > 0, ne dépendant pas de z, v, 0, ¢, V et W, telle que :

IDF(XF) e < Colt + ||| + [|v]| +

CslIV llipo=2 IV llpvarir VIV I o WD ]
Puisque W satisfait les hypothéses 1.64 et 1.66, par le Corollaire 1.70, la
généralisation du théoreme de Fernique au Théoreme 1.65 et 1'inégalité de
Cauchy-Schwarz :
|F(XF") — P(X7)|
€

€]0,1] —
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est bornée par une variable aléatoire intégrable ne dépendant pas . Ainsi,
par le théoréme de convergence dominée, fr(.,o) est différentiable sur R?
et

Vo,v € RY O, fr(x,0).v = E[(DF(X3), 0, X50)].

D’autre part, soient z,v € R%. Par construction, les trajectoires du proces-
sus h®? s’annulent en 0 et sont continiment différentiables de [0, 7] dans R®.
Donc, puisque W satisfait ’'Hypothese 2.18, h™" est une variable aléatoire
a valeurs dans H'. Par le principe de Duhamel (cf. Théoréme 1.51) :

T
DieoXi = [ o (x5 e
= 0, X7 .v.
Ainsi, d’aprés 1'égalité (26), puis les propositions 2.14 et 2.8 :
Oufr(z,0).0 = E[DF(XF).DiY ) XF]
= E[DF(X7)(DXZ, I (h™"))u]
= E[(D(F o X7), I (h™")) u]-
(2) Soit z € R? fixé. D’une part, pour tous € €]0, 1] et 0,5 € S,, par la formule
de Taylor avec reste intégral :
|F(X77) - F(X7)]
€

1
/ (DF(X319%) DXo1%% 5)df
0

de.

'O-HOO;T

1
< 02/ (1+ HX;"F@&&H)NHDXU-F@SC}
0

Au Théoréme 1.39, la constante intervenant dans la majoration ne dépend
ni du signal, ni du champ de vecteurs. Au second point du Corollaire 1.49,
les deux constantes intervenant dans la majoration dépendent contintiment
de la norme v-Lipschitz du champ de vecteurs. Dong, il existe une constante
Cy > 0, dépendant de o et & et non de € et W, telle que pour tout 6 € [0, 1],

DX 5| o < Caertent ()

et
||XU+9€6||pvar;T < ||XU+9€6||OO;T
< Ca (W9l V IWO I vaer)

Puisque W satisfait les hypothéses 1.64 et 1.66, par la Proposition 1.68,
le Théoreme 1.69, la généralisation du théoreme de Fernique au Théoréme
1.65 et I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

| F(X77) — F(X7)]

e €0,1] —
£

est bornée par une variable aléatoire intégrable ne dépendant pas . Ainsi,
par le théoréme de convergence dominée, fr(z,.) est différentiable sur S, et

Vo,5 €S,, 9, fr(z,0).6 = E[(DF(XS),0,X5.5)] .

D’autre part, soient 0,5 € S, satisfaisant I'Hypothése 2.18. Par construc-
tion, les trajectoires du processus h?? s’annulent en 0 et sont continfiment
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différentiables de [0,7] dans R?. Donc, h°° est une variable aléatoire a
valeurs dans H'. Par le principe de Duhamel (cf. Théoréme 1.51) :

DFh\fffﬁ,o)X%:/ Jres0 (X7)dhg?
0
= 0,X7.0.

Ainsi, d’aprés 1'égalité (27), puis les propositions 2.14 et 2.8 :

0y fr(x,0).6 = E[DF(X5).D{Y. + 0 X7
= E[DF(X7).{DX7, 17 (b)) ]
E[(D(F o X7), 17 (7)) u]-

Remarques :

(1) Notez que la différentiabilité des applications partielles de fr nécessite seule-
ment les hypotheses 1.64, 1.66, 2.4 et 2.19.

(2) L’Hypothése 1.64 ne sert qu’a garantir 'existence de la p-trajectoire géo-
métrique W, au-dessus du processus gaussien W, au Théoréme 1.65. De
plus, en supposant ¢y de p-variation finie avec p € [1,2[, la Proposition
1.62 entraine que W satisfait 'Hypothése 1.66 pour ¢ = p. Ainsi, lorsque
p € [1,2], le Théoréme 2.21 reste vrai sous I'hypothése suivante :

HYPOTHESE 2.22. Le processus W est d-dimensionnel, gaussien, centré et a tra-
jectoires continues de p-variation finie (p € [1,2[). De plus, la fonction de covariance
cw de W est de p-variation 2D finie, son espace de Cameron-Martin H' satisfait

Cy ([0,T;;RY) C H,
et il existe une constante C' > 0 telle que :
Vh e Cg ([0, TR, [[Bllm < Cllhllocir-
Les fonctions p et o sont [p| + 2 fois différentiables, bornées et de différentielles
successives bornées et, pour tout a € R, o(a) est une matrice inversible. De plus,
Uapplication o' : R — My(R) est bornée.

Exemple. Un mouvement Brownien fractionnaire B d’indice de Hurst H €]1/2, 1]
satisfait I'Hypothése 2.22. En effet, par le critére de continuité de Kolmogorov (cf.
Lemme 1.58), il existe au moins un réel ¢ > 0 et Cp € L1(Q; R% ) tels que pour tout
(S, t) € AT,

(28) IBff = B|| < Cr|t — s|'/? P-ps.

ou, p=1/(H —¢) € [1,2].
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De plus, lorsque d = 1 (pour simplifier), I'inégalité (28) entraine :

|D1|_1 |D2|_1 1 1 p
leull? = sup E E cy (kT
p-var;[0,T]2 o r2 p2
D1 ={ri}€Dr j— =1 bl
Dy = {r}} € Dy
|D1]—1|Dz|-1
< sup E
Dy ={r}teDr j—1 =1
Doy = {T’l2} € Drp
2 H l? 2 H i
EP?(|BY — B \EP?(|B% — B4
k41 Tk Ti1 Ti

|D1]=1[D2|-1

<SE(CF)  swp Y Yk =i i i
I=1

i L=

< B (CF) T? < o0

Donc, ¢y est de p-variation 2D finie.

Afin d’introduire la divergence § par dualité (cf. Définition 2.9) dans les expres-
sions obtenues au Théoréme 2.21, en conservant les mémes notations, il faut établir
que les processus I~1(h*?) et I71(h°°) appartiennent & dom(d). Pour cela, via la
Proposition 1.54, nous montrons au corollaire suivant qu’ils appartiennent a DV2( H),
au moins lorsque p € [1,2] :

COROLLAIRE 2.23. Sous les hypothéses 2.22 et 2.19 ou 2.20 :
(1) Pour tous x,v € RY I71(h*?) € DY?(H) et
Oufr(z,0)v =K [F(X§7)é [T~ (h™")]].
(2) Pour tout z € R? et tous 0,6 € Sy11 satisfaisant I’ Hypotheése 2.22, [7*(h77) €
DY2(H) et
Oy fr(z,0).6 =K [F(X7)d [T (h"7)]] .
DEMONSTRATION. Soient z,v € R? et 0,6 € S, satisfaisant I'Hypothése 2.22.

Chaque fois qu'il y aura ambiguité, les processus h*" et h%° introduits au Théoréme
2.21 seront respectivement notés h™"(W) et h°(W).

Avec les notations de la Proposition 1.54 :

1 [ s _ L[
h*Y = —/ RY (W, g)ds et h*7 = —/ R2(W, g)ds
T 0 T 0

ou,
R W, g) = 0" [mv (0,23 (W, g)]] D' (W, g)u

et

R*(W,g) = o~ [mv [0, 23 (W, 9)]] D' (W, 9) D3-(W. g) D3(W., g).
Les différentielles premiéres de R'(w,g) et R?(w, g) par rapport a la fonction w €
Crar([0,T); RY), dans la direction n € H' — CPr([0,T]; RY) (par le Proposi-
tion 1.62), s’expriment comme une somme de produits faisant seulement intervenir
DYw, g), D*(w, g) et D3(w, g), ainsi que leurs différentielles premiéres par rapport
a w, dans la direction 7.
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Donc, par la Proposition 1.54, il existe deux constantes C; > 0 et C5 > 0, ne
dépendant pas de w et g, telles que :

(29)
et

(30)

car .

100 R (w. g)1llocir < Crexp [Cr(lnllfy + [0} arer)]

100 B (w, 9)-nlseir < Caexp [Colllnll + Wl arir)]

ale(wvg>‘n = a(w,g)R1<w7g)'(n70) et
(9wR2(U),g)-77 = (9(w,g)R2(w>g)-(7770)-

D’une part, montrons que I~*(h®?) et I-1(h?9) appartiennent a DY2(H) :

(1) En premier lieu, pour tous ¢ €]0, 1] et t € [0,T], par le formule de Taylor
avec reste intégral, puis 'inégalité (29) :

12 [(W. 9) +£(n,0)] = By(W. g)ll _ ’
9

/0 " DRL[(W, g) + =6(n, 0)].(n, OWH

< Csexp [C3(|nllfp + W} varer)]

p-var;T'

ou, C'3 > 0 est une constante déterministe, ne dépendant pas de ¢, t, n et
W. Donc, par le théoréme de convergence dominée :

1 .
Dyh** (W) = T/o Ow Ry(W, g).nds

et I71(h™") est localement dérivable au sens de Malliavin.
En second lieu, puisque I est une isométrie de H dans H!, et que o et W

satisfont 'Hypotheése 2.22, il existe deux constantes déterministes Cy > 0
et C5 > 0 telles que :

E (17 (B)[E] = B F:)

< O4E ( sup ||fo’”||2>

te[0,7T]

< GE ( sup] ||Jt<VKgo||i/t> :

tel0,T

Dong, par le Corollaire 1.70, E[|| I~ (h%")||%] < oo.

En troisiéme lieu, puisque I : H — H! est une isométrie, en particulier
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I7! est une application linéaire et continfiment différentiable, et par la re-
marque consécutive a la Proposition 2.13 :

DI (A [[fge2 < sup  [(D[I'(h™)],a © b) ez
a,b H
lla®bllgez <1

= sup (D@ [T (A™)] (W), b) [
a,b € H
lla ®bllge2 < 1
= sup (I [Dryh™ (W), b) |
a,b H
lla ® bl yo2 1
= sup |<D[(a)hm’v(W), ](b)>H1|2
a,b € H
la®bllge: <1
< osup [[DGhT (W)

a € H!
lall g <1

/A M

/N M

Donc, d’aprés 1'égalité (31), et puisque o et W satisfont I’'Hypothése 2.22 :

PP C
E [ID[I7H(h™)][|Fe2] < ﬁE sup  sup [|Ow R (W, g).al?
a € H! te[0,T]
llallgr < 1
c2C
< %241['3 [exp [201 (1 + ||W||§_Var;T)H < 00

par le théoréme de Fernique.

(2) En premier lieu, pour tous ¢ €]0,1] et t € [0,T], par le formule de Taylor
avec reste intégral, puis 'inégalité (30) :

[RE[(W, g) +(n,0)] = REW, g)ll _
3

1
[ DR 0) -+ 000,000,006
0
< CG eXp [06(”77”11)'{1 + kuz-var;T)]
ol, Cg > 0 est une constante déterministe, ne dépendant pas de ¢, t, n et
W. Donc, par le théoréme de convergence dominée :

- 1 :
(32) D (W) = / O R2(W, g)nds
0
et I71(ho?) est localement dérivable au sens de Malliavin.

En second lieu, puisque I est une isométrie de H dans H', et que o et
W satisfont I'Hypotheése 2.22, il existe une constante déterministe C; > 0
telle que :

E ([l (h) 5] = EA7]17:)

< G4E ( sup Hh?ﬂﬁ)

te[0,7)

< GiE (t%pﬂ 1D (W, )13 1DF (W, 9) 54l D7 (W, g)H2) :
€10,
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Donc, par le Corollaire 1.70, E[||I~*(h"?)||%] < oc.

En troisiéme lieu, en procédant exactement comme au point 1, d’apres I’éga-
lité (32), et puisque o et W satisfont I'Hypothése 2.22 :

s C
E[[DI (h7)][lfgee] < 7B | sup sup [owRE(W, g).al)
a € I‘I1 tE[O,T]
lallgr < 1
C3C,

g T2 E [exp [202 (1 + ||W||£-var;T)” <0
par le théoreme de Fernique.
Ainsi, I71(h*?) et I7'(h>?) appartiennent a dom(d) et, si F' satisfait I'Hypothese
2.19, d’apres le Théoréme 2.21 :
Ocfr(z,0)v=E [F(X;‘i)é [I‘l(h”’”)]]
et i
O fr(z,0).6 =E [F(X7)8 [I7(h7)]] .
D’autre part, soient F : R? — R une fonction satisfaisant I'Hypothése 2.20, (¢, n €
N) une suite régularisante de fonctions de R? dans R, & support compact, K, le
support de ¢,,, F,, = @, * F et f7(z,0) = E[F,(X7)] pour tout n € N.

Puisque F' satisfait 'Hypothése 2.20, il existe deux constantes Cs > 0 et N € N*|
telles que pour tout a € R,

N
(33) |F(a)] < Cs (1 + lal))™ .

Par conséquent, F' € Li _(R% R) et la suite de fonctions (F,,n € N) converge presque

partout vers F'. En particulier,
F, (X7) 225 F(X7).
n—o0

Par construction, pour tout n € N, F,, satisfait I'Hypothése 2.19. Donc,

O f(x,0)v =E [F,(X7)é [T~ (h™")]]
et i

Op 1 (z,0).0 =E [Fn(X%)é [I‘l(h""’)]] .
D’aprés l'inégalité (33), pour tout n € N,

)| < [ (@) P = )] da

n

< sup (1+ | Xz + lall)™ / onla)da

acK,,

< (1+ || Xz + MY € L*(Q) avec M = sup ||a].

a€K,,

Ainsi, par le théoréme de convergence dominée :
fr(x,0) — fr(z,0).
n—oo

De plus, puisque les variables aléatoires d[1~1(h®")] et §[I~1(h7)] sont de carré
intégrable, par le théoréme de convergence dominée :

Oufr(z,0)v =E [F(X7)6 [I71(h"")]]
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et
0 fr(x,0).5 = E [F(X3)8 [I1(h7)]] .
L]

Remarque. Le raisonnement employé pour obtenir la majoration (20) a la Propo-
sition 1.54 ne s’étend pas au cas p > 2, car la dérivation au sens de Friz-Victoir
d’une fonction de W impose de perturber W dans une direction de g-variation finie
avec 1/p+ 1/q > 1. Ainsi, une autre approche doit étre employée pour étendre le
Corollaire 2.23 au cas p > 2.

4. Application et simulations

Dans la derniére section de ce chapitre, nous proposons d’appliquer le Théoréme 2.21
et le Corollaire 2.23 au calcul de sensbilités dans un modéle de marché financier a
volatilité stochastique, dont chaque équation est dirigée par un mouvement Brownien
fractionnaire d’indice de Hurst strictement compris entre 1/4 et 1. Toujours avec un
signal Brownien fractionnaire, nous effectuons quelques simulations des sensbilités
aux variations de la condition initiale et du champ de vecteurs, lorsque l'indice de
Hurst du mBf est strictement compris entre 1/2 et 1.

4.1. Calcul de sensibilités dans un modéle a volatilité stochastique.
Depuis les travaux de B.B. Mandelbrot et J.W. Van Ness (notamment [64]), le mBf
est étudié comme généralisation du MB dans la modélisation des cours d’actifs fi-
nanciers. L'impact du choix de I'indice de Hurst, tant trajectoriel que probabiliste
(par exemple sur la mémoire du processus), font du mBf un outil riche d’applica-
tions dans ce contexte. Cependant, une difficulté notable se pose ; pour un indice de
Hurst différent de 1/2, le mBf n’est pas une semi-martingale (cf. [73], Proposition
5.1.1). Dans [77], L.C.G. Rogers en a déduit I'existence d’arbitrages lorsque le prix
d’un actif est modélisé par un mBf, ce qui remet en cause 'hypothése de viabilité
du marché habituellement vérifiée en mathématiques financiéres. Pour palier a cette
difficulté, plusieurs approches ont été envisagé. Citons par exemple les travaux de
P. Cheridito [11] qui propose le mized fractional Brownian motion (i.e. la somme
d’'un MB et d’'un mBf multiplié par une constante non nulle), une semi-martingale,
en remplacement du mBf lui-méme. Malgré ces difficultés, dans cette sous-section,
les cours de 'actif financier suivent un modéle & volatilité stochastique fractionnaire
(pris au sens des trajectoires rugueuses), puis la sensibilité du prix d’une option aux
variations de la volatilité est calculée en utilisant le Théoréeme 2.21 et le Corollaire
2.23.

Soient W un processus stochastique, ainsi que p : R? — R? 5 : R? — Ri,
o9 : RY = My(R) et F: R? — R, quatre fonctions satisfaisant 'une des hy-
pothéses suivantes :

HYPOTHESE 2.24. Il existe deux mBf d-dimensionnels indépendants Bt et Bz,
d’indices de Hurst respectifs Hy €]1/4,1[ et Hy €]1/4,1[, tels que W = (B BH2).

Les fonctions u, o et ¥ satisfont I’Hypothése 2.18 pourp = 1/(H1—e)V1/(Hy—e) < 4
et € > 0 aussi proche de 0 que possible. Les fonctions k et F' sont telles que F o K
satisfait I’Hypothése 2.19.

HYPOTHESE 2.25. Il existe deux mBf d-dimensionnels indépendants Bt et Bz,
d’indices de Hurst respectifs H, €]1/2,1] et Hy €]1/2,1], tels que W = (B, BH2),
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Les fonctions p, o et ¥ satisfont I’Hypothése 2.22 pourp = 1/(Hy—e)V1/(Hy—e) < 2
et € > 0 aussi proche de 0 que possible. Les fonctions k et F' sont telles que F o k
satisfait ’Hypotheése 2.20.

Remarque. Les notations introduites a la Section 2 de ce chapitre sont conservées
pour le processus gaussien iso-normal naturellement associé a W.

Considérons le modéle de marché financier a d actifs risqués, de cours S; a l'ins-
tant t € [0,77] tel que

St = KZ(K)
dY, = p(Y)) dt + o (Z,)dB/"; Yy e R? |
dZ, =9 (Z,)dB}" ; Z, € R?

~—~

ainsi qu’'une option de payoff F'(St) = (F o k)(Yr) sur ces actifs.

Soient X = (Y, Z), W la p-trajectoire géométrique associée a W au Théoréme 1.65,
ainsi que V = (V4,...,Vy) le champ de vecteurs y-Lipschitz sur R? (y > p) défini
par :

Ya,b € RI @R}, Ve € R, V(a)(b, c) = Vi(a)c + Va(a)b

- ILLO7TRd . O’O7TR(1 0
Vl_( 0 > etv?_( 0 2190%)’

et Ty désigne le projecteur canonique de R & RY dans R¢ pour i = 1, 2.

ou,

Rigoureusement, X = 7y (0, Xo; W9) avec, W9 = Sp,)(W @ g) et g = Idjo 1.

En usant du Théoréme 2.21 et du Corollaire 2.23, le corollaire suivant établit ’exis-
tence et 'expression de la sensibilité de fr(¢¥) = E[F(Sr)] aux variations de la
fonction 9. C’est une question classique en finance dans les modéles a volatilité
stochastique :

COROLLAIRE 2.26. Awvec les notations du Théoréeme 2.21 et du Corollaire 2.23 :

1) Sous I’Hypothése 2.24, fr est différentiable de S, dans Ry et, pour tous
(1) yp : p + et p
V,0 € S, satisfaisant I’Hypothése 2.18,

0y fr(9).0 = E [(D(F 0 $7); (I} 0 i) (h"), (7} © 7y (07))) |

ou, pour i = 1,2, H} désigne l’espace de Cameron-Martin de B¥i, ! le
projecteur canonique de H} & Hj dans H}, et

- 1 . ; ~
hY = 7 / Vo N (XD) T 09 X5 0ds.
0

ous ypothese 2.25, pour tous v, ) e 11 satisfaisant I’Hypothése 2.22,
2) S l’]}f hese 2.25 0,0 €S, f I’Hypothese 2.22
I-Y(n?9) € DY2(H) et

00 f1(9)0 = E [F(S7) [0, | (I} 0wy} (0"7)] + 0 | (I} 0 mag) (07 ||

DEMONSTRATION. C’est une application directe du Théoréme 2.21 et du Corol-
laire 2.23. U
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Remarques :

(1) Grace au Corollaire 2.17 et a la remarque qui s’ensuit, il est possible d’ex-
pliciter la sensibilité de fr(1)) aux variations de la fonction 9.

(2) Malgré les atouts de 'approche trajectorielle, rappelons qu’il n’y a pas
absence d’opportunité d’arbitrage dans modéle de marché financier modélisé
par une EDS dirigée par un mBf (cf. L.C.G. Rogers [77]).

4.2. Simulations. Afin d’effectuer des simulations des sensibilités calculées
dans ce chapitre, la premiére étape consiste a construire une approximation conver-
gente, en un certain sens, de la solution de 1’équation différentielle stochastique
sous-jacente. Pour cela, rappelons un résultat de A. Lejay [57] sur la convergence de
la suite des schémas d’Euler explicites d’une équation différentielle dirigée par une
fonction holdérienne d’indice v €]1/2, 1] prise au sens de Young :

PROPOSITION 2.27. Soient zgp € R, w : [0,T] — R une fonction héldérienne
d’indice o €]1/2,1[, ainsi que V = (V1,...,Vy) un champ de vecteurs différentiable
sur R, de différentielle y-héldérienne de R dans lui-méme (v €]0,1] et y+1 > p).
Alors, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout n € N*,

2™ = 7y (0, 203 w) || o < C' 277

ou, " désigne le schéma d’Euler explicite d’ordre n associé a my (0, xo;w) pour la
subdivision D™ = {ri'} € Dr :

3
—

VE€[0,T), 2} =) [:c;;+

k=0

. —
Lt —rp) 1
Ty — Tk

et, pour k=0,...,n—1,

{ TH = To
Tpy =T+ V(“”Z)(wrg“ - wrﬁ) '
Pour une preuve, se référer a A. Lejay [57], Proposition 5.

COROLLAIRE 2.28. Soient o € R, B un mouvement brownien fractionnaire
unidimensionnel d’indice de Hurst H €]1/2,1[, u et o deux fonctions de R dans R
satisfaisant ’Hypothése 2.4 pour p = 1/(H — ) < 2 avec € > 0 aussi proche de 0
que possible, V' le champ de vecteurs sur R tel que V(a)(b,c) = p(a)c + o(a)b pour
tous a,b,c € R, X = my(0,29; B?), Y = 0,X%.1 et Z = 0,X°.6 pour une fonction
o €S, donnée. Alors, pour tout r > 1,

lim E (| X" = X[r) = lim E (Y = ¥|Lq) = lim B (12" = Z[0r) =0
n—o0 ) n—o00 ’ n—00 >
o, pour tout n € N*, X" Y™ et Z™ désignent respectivement les schémas d’Fuler

explicites d’ordre n associés a X, Y et Z pour la subdivision D" = {ri'} € Dy. De
plus, la vitesse de convergence de chaque suite est en n"™(1=2/P).

DEMONSTRATION. Les processus Y et Z satisfont respectivement :
Y =74, (0, 1;WH) et Z = ma, [0,0; (W7, W7)]
ou,
Whe = /'p(xs)dw/'d(xs)stH ot WO :/.&(Xt)dBtH
0

0 0
et, Ay et Ay désignent deux champs de vecteurs affines sur R tels que :

Va,b,c € R, Ai(a)b = ab et As(a)(b,c) = ab+ c.
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Puisque les trajectoires de B¥ sont presque surement 1/p-holdériennes par le critére
de continuité de Kolmogorov (cf. Lemme 1.58), le Théoréme 1.12 entraine qu’il en va
de méme des trajectoires de W*? et W?. Donc, X, Y et Z satisfont les conditions
de la Proposition 2.27 et, il existe une variable aléatoire C' > 0 telle que, pour tout
n € N*,

oo, T

sont majorées par Cn'=2/P,

Enfin, il apparait dans la démonstration de [57], Proposition 5, que les puissances
positives de C' ont un majorant intégrable par le théoréme de Fernique. Ainsi, pour
tout r > 1,

E(|X" = X|5q) < E(CT)n™ 727 —— 0,

n—oo

n—oo

]E T
E(|Y" - Y5q) < E(C)n 2P —— 0 et
]E T

E(|Z2" — Z|5q) < E(CT)™U72P) —— 0

n—oo

car p < 2. 0]

Remarque. Sur 'approximation de la solution d’une EDS dirigée par un mBf, se
référer également a I. Nourdin et A. Neuenkirch [72].

Il existe deux types de méthodes permettant de simuler un mouvement brownien
fractionnaire : les méthodes ezxactes et les méthodes approrimatives. Par exemple,
la méthode des ondelettes est approximative et particulierement rapide; le nombre
d’opérations pour une discrétisation & n € N* point(s) est de I'ordre de nlog(n).
L’algorithme (des matrices circulantes) de Wood-Chang est une méthode ezacte,
ayant un nombre d’opérations du méme ordre. Cette derniére est particuliérement
simple a implémenter, c’est ce que nous avons fait en Scilab afin de simuler les sen-
sibilités étudiées a la Section 3. Sur la simulation du mBf, se référer (par exemple)
a T. Dieker [29].

Avec les hypothéses et notations du Corollaire 2.28, a chaque itération du schéma
d’Euler explicite d’ordre n € N* fixé, la valeur de I'accroissement Bﬁlﬂ — B est

obtenue via l'algorithme de Wood-Chang exécuté au préalable.

Soit F': R — R une fonction satisfaisant I’'Hypothése 2.19. Avec les notations de la
Section 3, afin d’approcher 0, fr(x,0).1 (resp. O, fr(x,0).6), nous estimons

E [F (X2) YT”} (resp. E [F (X2) Z;z] )

par la moyenne empirique O7,(Y') (resp. ©5,(Z)) du m-échantillon dont la loi parente
est celle de F¥ = F(X2)YF (resp. FZ = F(X})Z%). D’apres le Corollaire 2.28, les
variables aléatoires F'¥ et F'Z sont de carré intégrable. Donc,

(1) Par la loi forte des grands nombres :

o (V) 22 g"(Y) =E {F (X2 Y{f] ot

m—00

o (Z) 2> g"(2) =E [F (X2) Zﬂ .

m—o0
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(2) Par le théoréme central limit et le lemme de Slutsky :
ory)—0u(Y)
o » N(0,1) et
) o MO
erz)—-o0"(2) r
sn (Z) m—0o0

ou, st (Y) (resp. s%"(Z)) désigne l'écart-type empirique du m-échantillon
dont la loi parente est celle de F'Y (resp. F'%).

N(0,1)

Au seuil « €]0, 1], le point 2 ci-dessus fournit les intervalles de confiance suivants :

P {@gm _ j%sm/) <OM(Y) < On(Y) + j‘%s;(Y)} ~1-a
et
P [@g(g) _ j%sg(Z) <6"(Z) < ON(Z) + jj_ns;(Z)] ~1-a

ou, P(t,) = 1—a/2 et ® désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée
réduite.

Exemple. Supposons que T' =1, H = 0.6, n = 2%, m =500, p =0, 0 : a —

l+e® 6:a—1+7/24arctan(a), F:ara®et =1

IC sensitivity estimator Volatility sensitivity estimator

20T - "T-CToST oS ToSAs-Aa--as-om oo 20T --T--T--T--T--a--a--Aa
I I I I I I I I I I I I I I I I I

[ T T R [ T T R
-10 1+ -10 1+
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

— IC sensitivity estimator
— 0.05- Confidence interval

— Volatility sensitivity estimator
—— 0.05- Confidence interval

FI1GURE 1. Convergence des estimateurs

| Statistiques Valeurs |

o5 (Y)
Intervalle de confiance de niveau 0.05
Longueur de l'intervalle de confiance

1.042
0.851;1.232]
0.381

o5.(%2)

Intervalle de confiance de niveau 0.05

Longueur de l'intervalle de confiance

7112
[6.071;8.154]
2.083




CHAPITRE 3

Sur une généralisation de ’équation Mean-Reverting

1. Introduction

Ce chapitre est consacré a I'étude des équations Mean-Reverting, généralisées au
cas d’un signal W gaussien unidimensionnel et a trajectoires a-holdériennes avec
a€]0,1]:

t t
(34) Xt:xo—l—/(,u—GXs)ds—l—a/ XBaw,; xy >0
0 0
ou, p,0,0 >0 et €]l —a,1] sont des paramétres déterministes.

Qu’elle soit prise au sens des trajectoires rugueuses, comme nous nous y employons
dans ce chapitre, ou au sens d’Itd pour un signal brownien, ’équation (34) est un
cas pathologique d’équation différentielle stochastique, car son champ de vecteurs
n’est pas lipschitzien sur les intervalles de R contenant 0 lorsque 8 # 1. Ainsi,
a priori, l'existence d’une solution globale n’est assurée par aucune des deux ap-
proches ; seules I'existence et I'unicité locales semblent garanties. Au-dela de cette
difficulté qui peut étre contournée en démontrant que la solution locale de 1’équa-
tion (34) n’atteint jamais 0, I’étude des propriétés déterministes et probabilistes de
la solution use d’arguments spécifiques, souvent assez concis, pour lesquels la forme
du champ de vecteurs est déterminante.

Dans les applications, I’équation (34) est utilisée pour modéliser de nombreux phé-

nomeénes, notamment en finance (par exemple, cf. J-P. Fouque et al. [32]) et en
PK/PD (par exemple, cf. K. Kalogeropoulos et al. [47] ou M. Delattre [24]).

Dans le cas d’un signal brownien, via l’analyse stochastique classique, 1’équation
(34) a largement été étudiée depuis les années 1980. Par exemple, elle est étudiée
et appliquée en finance par J.C. Cox, J.E. Ingersoll et S.A. Ross dans [21] pour
f = 1/2, ainsi que par J-P. Fouque et al. dans [32] pour g € [1/2,1]. Dans le cas
d’un signal brownien, c¢’est la propriété de Markov des processus de diffusions qui se
trouve au centre des démarches de preuves. En particulier, pour établir 'existence
et I'unicité globales de la solution, dans [32], Appendix A, J-P. Fouque et al. basent
leur argumentation sur S. Karlin et H.M. Taylor [48], Lemma 6.1(ii). Toujours pour
g € [1/2,1], dans [65], X. Mao et al. ont établi la convergence en probabilité de la
suite des schémas d’Euler explicites associés a 1’équation (34). Pour g > 1, F. Wu
et al. ont étudié I’équation (34) dans [87]. Enfin, plus récemment, N. Tien Dung
a démontré 'existence et calculé la dérivée de Malliavin d’une classe de processus
Mean-Reverting géométriques fractionnaires dans [85].

A la Section 2, I’équation (34) est étudiée sous I'angle déterministe : existence et
unicité de la solution (& w € 0 fixé), majoration de la solution en norme uniforme
sur [0, 7], continuité de application d’It6 et construction d’une suite uniformément
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90 3. SUR UNE GENERALISATION DE L’EQUATION MEAN-REVERTING

convergente d’approximations sur [0, 7] de la solution (avec vitesse de convergence).
A la Section 3, I'équation (34) est étudiée sous 'angle probabiliste : propriétés en
loi héritées de celle du signal, intégrabilité de la solution de (34) et des approxima-
tions associées, ainsi qu’un principe de grandes déviations. Enfin, la Section 4 est
consacrée & un modéle Mean-Reverting généralisé pour la PK/PD. Nous proposons
une perspective d’application en psycho-pharmacologie de ce modéle.

Remarque. Notez que le signal étant unidimensionnel, nous pourrions également
utiliser la méthode de Doss-Sussman pour étudier I'équation (34). Se référer a H.
Doss [30] et H.J. Sussman [83].

2. Résultats déterministes

Soient p,0,0 > 0, 5 €]0,1] et w : [0,7] — R une fonction satisfaisant 1’hypothése
suivante :

HYPOTHESE 3.1. La fonctionw : [0,T] — R est a-héldérienne avec 5 €]1—a, 1].

Puisque w est une fonction a valeurs réelles, une 1/a-trajectoire géométrique natu-
relle au-dessus de w (cf. Proposition 1.26) est donnée par :

- wp — w, i/l
v<8,t) S AT, W&t = (1,’U)t — Wsgy ..., %) .

Soient W9 = Sy /o) (W @ g) avec g = Idpz, et V' le champ de vecteurs sur R tel
que :

Va € Ry, Vb,c € R, V(a)(b,c) = (u — fa)c + oa®b.

Considérons les équations différentielles suivantes :

(35) de =V (z)dW9; 29 >0
et
t
(36) Yr = yo + (1 —f) / y; e ds + wi(9) 5 yo > 0
0

avec v = B/(1 — B), ¥y = a(1 — B)e? 1At et

t
wy (1) :/ Vgdw,
0

pour tout t € [0,7]. L’intégrale définissant w(1}) est prise au sens de Young.

L’application a — a~7 est de classe C de [g,00[ dans R, bornée, et de dérivées
successives bornées sur [g,00] pour tout € > 0. Ainsi, I’équation (36) admet une
unique solution au sens de la Définition 1.36 jusqu’au temps

th=inf{t € [0,T] :y; = €} ; € €]0, y0],

en adoptant la convention inf(f)) = co.

Dans la suite, nous considérons également le temps 7 tel que 7! 1 74 lorsque € — 0.
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2.1. Existence et unicité de la solution. Le Lemme 3.2 joue un role essentiel
dans tout ce chapitre, car il permet de transposer les résultats portant sur (36) a
I'équation Mean-Reverting (35). En particulier, dans cette sous-section, il permet
d’établir que 'existence d’une unique solutions globale y de (36) entraine l'existence
et l'unicité d’'une solution globale z = 37 *!e~% de I’équation (35) & la Proposition
3.3.

LEMME 3.2. Soient yo > 0 et € €]0,y0]. Si la fonction w : [0,T] — R est
héldérienne d’exposant o €]0,1[, et si jusqu’au temps 72, y désigne la solution de
(36) avec la condition initiale yo, alors

v:te 0,7 — = y e

est la solution de (35) sur [0,7}], avec la condition initiale xo = yJ ™.
DEMONSTRATION. Considérons la solution y de (36) sur [0, 7], avec la condition
initiale yo > 0.

6(

La fonction continue z = ye~?(1=5)- est minorée par m. > 0 et majorée par M, > 0

sur [0, 7).

L’application ® : a € [m., M.] — a "' est indéfiniment derivable, bornée et de
dérivées successives bornées.

Donc, en appliquant la formule de changement de variable (cf. Théoréme 1.44) a
z et a Papplication ® entre 0 et t € [0,72] :

¢
z =207+ (v + 1)/ 2)dz,
0

t t
=y + / (u—0Oxy)ds + 0/ yle P dw,.
0 0

Puisque v = B(vy + 1), au sens de la Définition 1.36, = est la solution de ’équation

(35) sur [0, 7}] avec la condition initiale zq = yg*". O

PROPOSITION 3.3. Sous l’Hypothése 3.1, avec la condition initiale o > 0,
7o > T et donc, l'équation (35) admet une unique solution 7y (0, zo;w) sur [0,T],
satisfaisant :

v (0, zg; w) = 7y (0, 2; WY).

DEMONSTRATION. Supposons que 74 < T, posons yy = :L’(lf'g et considérons la
solution y de (36) sur [0, 7] (¢ €]0,40]), avec la condition initiale yp.

D’une part, par définition de 7. :

Yri — Y = € — s et

1

b == (1= ) [ s +wn(9) - wi9)

t

pour tout ¢ € [0, 72]. Alors, puisque 7! 1 74 lorsque € — 0 :

(37) ye + 11— ) / * e ds = wy(0) — wny (9)
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pour tout ¢ € [0, 75].

De plus, puisque w(1) est 'intégrale de Young de ¥ € C*°([0, T]; R, ) par rapport a
w, et que w est a-holdérienne, w(1}) est aussi a-holdérienne (cf. Théoréme 1.12).

Donc, l'égalité (37) entraine :
0

%W@me%—ﬂ%wﬁwﬂ—ﬁ/ yz e ds < [Jw (V) [lanorr (g — 1)
t

D’autre part, les deux termes de cette somme étant positifs :
(38) Yo < [w(9)l|ansir (g — 1) et

1

(39 p(1=8) [ s < ) o7 1)
t

L’instant ¢ € [0, 79[ ayant été arbitrairement choisi, I'inégalité (38) est vraie pour
tout s € [t, 7y et

v " 2 lw@)lladar (o — )7
Par l'inégalité (39), nécessairement :

1 1
70

w1 = A)lw®)]| Der / (7 = s)ds < p(1— B) / JTeds

t
< w®)llaberr (g — 1)

et 1 —ay < a.

Dong, si > 1 — «, alors 75 € [0,77] et
U 0,71n(0,7)= [0, 7).
€€]0,yo]
Ainsi, (36) admet une unique solution y sur [0, 7] telle que :
y =y sur 0,7.] N[0, 7]
ot, y° désigne la solution de (36) sur [0,72] N[0, T] pour tout e €]0, yol.

En conclusion, par le Lemme 3.2, I’équation (35) admet une unique solution 7y (0, zq; w)
sur [0, T, correspondant & 37 *te=%. O

Remarques et extensions partielles :

(1) Notez que I'énoncé du Lemme 3.2 reste vrai lorsque u = 0, et jusqu’au
temps 75, 'équation (35) admet une unique solution explicite z telle que :

y+1
Vi e [0,78], 2 = |z P + wi(9) e

Cependant, dans ce cas, 7‘01 peut étre compris entre 0 et T'. Donc, x corres-
pond & la solution de I’équation (35) seulement localement. C’est suffisant
pour I'application en PK/PD de la Section 4.

(2) Pour tout « €]0, 1], 'équation (36) admet une unique solution y sur [0, 7]
des que :

40 inf w,(9) > —o.
(40) 8$ﬂw()> Yo
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En effet, pour tout ¢t € [0, 7], formellement :

t
Yy — p(l — 5)/ y;”egsds = Yo + wy (V).
0
D’ou,

inf y, — u(l — su JWeG“du> + inf w, ().
dnf v 11( B)SG[U%]/O Y > Yo+ Inf (7)

La fonction y étant continue de [0,7] dans R avec yo > 0, par le théoréme
des valeurs intermédiaires :

sup / y, Ve du > 0.
0

s€[0,T]

Ainsi,

WV

inf s
s€[0,T

> inf wg(9) >0
yo+8€1%ﬂw( )

si I'inégalité (40) est vraie.

Par le Lemme 3.2, I’équation (36) admet également une unique solution
sur [0, 7] dés que (40) est vraie.

(3) Si 7y € [0,T7], nécessairement :

1

To
u(1 — B)|w®) | Denr / (7t — )5 < [w() anorr (72 — £)°
t
pour tout ¢ € [0, 75 [.

Donc, lorsque f =1 — «a, 1 — ay = a et par le second point du Théo-
reme 1.12 :

1/
n < Hw(ﬁ)Ha{hél;T
<

1/«
Clo, . 0)[w]| s

Ainsi, 7y (0, zo; w) est définie sur [0, 7] dés que p > C(o, «, 9)||w||(11{ﬁ‘61;T.

2.2. Majoration uniforme en temps et continuité de ’application d’It6.
La forme particuliére du champ de vecteurs V' nécessite une argumentation spéci-
fique, usant d’instants bien choisis dans l'intervalle [0, 77 :

PROPOSITION 3.4. Sous [’Hypothése 3.1, pour toute condition initiale xo > 0,
17y (0, 20 w)locsr < [2~" + p(1 = B)e™ " T +
(6 v 2)(1 = B)(1 + T)e" T [[w]l o).
DEMONSTRATION. Soient yo = x4 7, v la solution de (36) avec la condition
initiale yq et
Too = sup {t € [0, 7] : 4 < yo} -
D’une part, distinguons les deux cas suivants :
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(1) Sit <7, alors
Yr2) — Yt = n(1—p) /;30 y; e ds + wvgow) — wy(4).
Donc, par définition de 7, :
(41) Yy + (1 — B) /;30 ys—ve%ds = yo + w (V) — wrgo(ﬁ)-

Or, chaque terme de la somme du membre de gauche de I'égalité (41) est
positif d’aprés la Proposition 3.3. Ainsi,

0 <ye < yo + [we(V) — wrz (V).
(2) Sit > 7, ; alors par définition de 7., y; > yo et donc y; 7 <y, . Ainsi,

o <y < yo+ p(l = )"y T + [wy (V) — wyz (9)].

D’autre part, en intégrant par parties, pour tout t € [0, 77,

jwi(V) —wrz (D) = o(1 = f)

t
/ =53 gy,
Yi 7'2

Yo

<o(0V2)(1 - B)(1+ )" T wor.

Ainsi, en réunissant les cas 1 et 2, pour tout ¢ € [0, 7],
(42) 0 <y <yo+p(l—B)e Ty T+ a0V 2)(1—B)1+T)e" AT ||w| sor

Ceci achéve la preuve, car 7y (0, zo;w) = 37 e™%, et le membre de droite de I'in-
égalité (42) ne dépend pas de t. O

Remarque. En particulier, d’apres la Proposition 3.4, ||7y (0, £o; w)||oo;r n’explose
pas lorsque 1 — 0 et/ou 6§ — 0.

PROPOSITION 3.5. Sous [’Hypothese 3.1, wy (0, .) est une application continue de
R x C*M ([0, T);R) dans C° ([0, T];R).

DEMONSTRATION. Soient 3, 23 > 0 et w', w? : [0,T] — R deux fonctions satis-

faisant I’'Hypotheése 3.1.

Pour i = 1,2, considérons yi = (x§)'=7 et y' = O[yd, w'(V)] o1,

t
vt € [0,T), wi(9) = / 9 dw’
0

et, avec les notations de ’équation (36), © désigne I'application de

R% x C*™ ([0, T);R) dans C° ([0, T]; R)

définie par :

O [yo, w(®)] = yo + u(1 - B) / 077 [yo, w(®)] **ds + w(®).

0

Posons également :

™ =inf {s € [0,7): y} =2}

D’une part, distinguons les deux cas suivants :
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(1) Considérons t € [0, 73] et supposons que y3 > y2.

Puisque y' et y? sont continues sur [0,7] par construction, pour tout s €
[0,7%], ys > y2 et donc,

(vs) " = (¥2) " <0,
Ainsi,

v —vi| = v — vt

:%—%ﬂm—méﬁww”—@VWHWmmew

< Jyo — %ol + lw' (9) — w? () [loosr-
Par symétrie, cette inégalité est vraie lorsque yj < y3.
(2) Considérons t € [r3, T, introduisons
3 (t) =sup {s € [7*,t] 1 ys = y2}

et supposons que y; > y?.

Puisque y' et y? sont continues sur [0, 7] par construction, pour tout s €
[T3(t),t], ys > y2 et donc,

(v:) "= (42) " <0
Ainsi,

i —ui| = v — i

= =) [l ) s

wtl (¥) — wf(ﬁ) - [w71—3(t) (¥) — sz(t) (V)]
< 2[w' (9) = w?(9) [locir-
Par symétrie, cette inégalité est vraie lorsque i < y2.

D’autre part, en réunissant les cas 1 et 2, puisque la majoration obtenue ne dépend
pas de t :

Iy = i < ) = ]+ 27 [ (9) = 0?(9) i
Donc, 'application © est continue de
R* x ¢ ([0, T];R) dans C° ([0, T};R).

Pour toute fonction w : [0,7] — R satisfaisant 'Hypothése 3.1, d’aprés le Lemme
3.2 et la Proposition 3.3 :

7 (0, z0;w) = e %O |2y 7P T, w)]| .
De plus, par le Théoréme 1.12, J(¢J,.) est continue de C*([0, T]; R) dans lui-méme.

Par composition, ceci achéve la preuve. O

Nous terminons cette sous-section par 1’étude de la monotonie et de la continuité
de la solution de (35) par rapport aux paramétres 0, u > 0 du champ de vecteurs V :

Jusqu’a la fin de cette sous-section, les parameétres xg, w, o et 8 sont fixés. Pour tous
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0,1 > 0, la solution de ’équation (35) (resp. (36)) est notée x(0, 1) (resp. y(6, u))
jusqu’au temps 74 A T.

PROPOSITION 3.6. Sous [’Hypothése 3.1, pour tous 6, = 0,
2(0,0) < 2(0, 1) < (0, p).

DEMONSTRATION. D’une part, soient § > 0, u > 0et ¢t € [0,70 AT) :

t
w0,1) = 5(6.0) = (1= 8) [ 50, ds >0,
0
car ys(0, ) = 0 pour tout s € [0,¢] d’apreés la Proposition 3.3.

Donc, d’aprés le Lemme 3.2 :
2(0,0) < 2(0, ).

D’autre part, soient 0 > 0, pu > 0, 2(0, 1) = 2175(0, ) et t1,ty € [0,78 AT tels
que : t; < to, x4, (0,) = x4, (0, 1) et 25(0, ) < x5(0, ) pour tout s € [t1,t5]. En
procédant comme au Lemme 3.2, par la formule de changement de variable (cf.
Théoréme 1.44), pour tout ¢ € [ty, ts],

Zt(07 /L) o zt(ea :u) = Zt<07 :u) — %t (07 M) - [zt(97 M) 2t (97 M)]

= =9 [ 70, 70, ) s+

t1

01— 5) [ a0, s

t1

> u(l—ﬂ)/ [2,9(0, 1) — &7 (6, )] ds,

t1

car x4(60, ) = 0 pour tout s € [ty,t] d’aprés la Proposition 3.3.

Or, ayant x4(0, 1) < z4(0, ) pour tout s € [tq, o] par hypothése, nécessairement :

Zt<OJM> - Zt<07lu’) <0

et

[ 00— a6, ds > 0.

t1

Ainsi, il y a contradiction, et pour tout ¢ € [0, 79 A T], (0, p) = x(0, ). O

PROPOSITION 3.7. Sous [’Hypothése 3.1, la fonction (6, 1) — (0, 1) est continue
de (R*%)? dans C°([0,T]; R).

DEMONSTRATION. Soient 6°,6, 1% > 0 et 9°,9 : [0,T] — R* deux fonctions
définies par :

vt €[0,T], ¥ =o(1 — 5)690(1—5)75 et 9, = o(1 — B)ef1-A),
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Soit t € [0,7T] :
Y (0, 1) = y:(0°, 1) = p(1 =) /Ot Y, (0, p)e’ds —
pO(1 = B) /t (60, 10)e? *ds + wy (1) — w, (V°)
0
= (1 —p) /Ot[ys”(& ) =y (00, 10))e™ds +

t
(1= ) [ e = iy (8% 1) ds + a9) = (0,
0
En procédant comme a la Proposition 3.5 :

y(0, 1) — y(0°, 1) oo < (1 — B)T||se® — 1™ (oo [y~ (0%, 1°) | o +
27 w(¥) — w(ﬁo)Ha-hal;T

s
(0,11)—(6°,u0)

Ainsi, (0, p) — x(6, 1) = e %7 (6, p) est continue de (R%)? dans C°([0, T;R). O

2.3. Suite convergente d’approximations. Afin de construire une suite conver-
gente d’approximations de la solution de I’équation (35), nous établissons la conver-
gence de la suite des schémas d’Euler implicites (y™,n € N*) associée a ’équation
(36) :

Yo = Yo >0
(43)

n n :u(l B ﬁ)T n _ n
Yk+1 = Yk + T(ylﬁ-l) 'Yee R+ wrﬁ+1 (19) — Wyp (19)
ott, pour n € N*, 7 = kT'/n et k < n tant que y;,, > 0.

PROPOSITION 3.8. Sous [’Hypotheése 3.1, l’équation de récurrence (43) admet
une unique solution (y",n € N*). De plus,

Vne N Vk=0,...,n, y >0.
DEMONSTRATION. Soit f: R} X R x R} — R la fonction définie par :
Va € R, Vx,b >0, f(x,a,b) =x — bz 7 — a.
D’une part, pour tout a € R et b > 0, f(.,a,b) € C*(R’;R) et pour tout z > 0,
Opf(z,a,b) =1+ byz~ 0+ > 0.
Donc, f(.,a,b) est strictement croissante sur R* . De plus,
gclilrgl+ f(x,a,b) = —oco et xlg{.)l(} f(z,a,b) = occ.

Ainsi, puisque f est continue sur RY x R x R7, par le théoréme des valeurs inter-
médiaires :

(44) Va € R, Vb > 0,3z >0: f(z,a,b) =0.
D’autre part, pour tout n € N*, I’équation (43) se réécrit comme suit :
(45) i+ i, (9) = g (9), PR ] <

En conclusion, sous I'Hypothese 3.1, nous montrons par récurrence sur k, que ’équa-
tion (45) admet une unique solution strictement positive yj, ;. U]
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Pour tout n € N*, soit la fonction y™ : [0, 7] — R telle que :

n—1 n

n n y/::l—l-l — Yk n

=3 g+ B Iyl

Yt [?/k L TZ( k) [
k=0

pour tout ¢ € [0, 7.
LEMME 3.9. Sous I’Hypothése 3.1 :

SUD {13 ooy < o+ p(1 = By, T +

(0 v 2)(1 = B)(1+ )" w] oz

DEMONSTRATION. La démarche employée est similaire & celle de la preuve de
la Proposition 3.4.

En appliquant (43) de 'entier [ 4+ 1 a l'entier £ (0 < I <k < n) :

k
n n lu‘<1 - /8>T n\— rn
(46) vy = Y ) T g (9) — wnp (9),
i=l+1
Soient n € N* et
ky, =max{k=0,...,n:y; <yo}.

Pour k =1,...,n, nous distinguons les deux cas suivants :
(1) Si k < ky,, alors par 1'égalité (46) :
kyo
n n_:u(l_ﬁ)T n\—vy Or?
ykyo — Y = T Z (yz ) Te + wrﬂyo (19> — Wrp (19)
i=k+1
Donc,
kyq
n M(l_ﬁ)T n\—y 0r®» __ n
(47) Ui+ Zk:l(yi) e =y g (9) —wy, (9).
1=k+

Or, chaque terme de la somme du membre de gauche de I'égalité (47) est
positif d’aprés la Proposition 3.8. Ainsi, par définition de k,, :

u(l = B)T - — Orm
0 < n< n P\ M) )= 07}
v <yt Z (y) e
i=k+1
< Yo + [wep (V) —wpn (9)].

Yo

(2) Si k > ky,; alors par définition de ky,, y? > yo pour i = ky, +1,....k et
done, (y?)™7 <y, '. Ainsi, par I'égalité (46) :

p(l—p)r

k

> T wg(9) - wy, (9)

i=kyy+1
< o+ (1= BTy, T 4 g (9) — i, (0)].

Yo S Yk = Uk, T

Nous majorons les accroissements de w(¥) comme a la Proposition 3.4 :

n n
sup ¥, < max y
t€[0,7) k=0,...,n

(48) <yo+p(l = B)e™yy T+ (0 v 2)(1 = B) (1 + 1) w] .
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Ceci achéve la preuve, car le membre de droite de I'inégalité (48) ne dépend ni de n
et ni t. 0

Par une démarche analogue a celle de A. Lejay [57], Proposition 5, le théoréme
suivant établit la convergence de la suite (y",n € N*) :

THEOREME 3.10. Sous [’Hypothése 3.1, a condition initiale fixée, soit y la solu-
tion de l’équation (36). La suite (y™,n € N*) des schémas d’Euler implicites associée
est uniformément convergente de limite y, avec une vitesse en n~®™n17),

DEMONSTRATION. Soient n € N*, t € [0,7] et y la solution de I’équation (36)
avec la condition initiale yy > 0. Puisque (r7;k = 0,...,n) est une subdivision de

0,77, il existe un entier k& compris entre 0 et n — 1 tel que t € [r}}, 77, 4].

Remarquons que :

(49) i — el <y =yl + lvr — 2] + |21 — vl

ot, 2! = ym pour i = 0,...,n. Puisque y est la solution de I'équation (36), 2 et
2, satisfont :

n n ,u(l B B)T n — T n
Py = 2 + ————(2111) YelTh+ 4 w,,zﬂ(z?) — w,n () + &
ou,
ke 0 —y _orn
e = pu(l— ﬁ)/ (y; 7e™ — yTZLe "e+1)ds.
TR

Afin de conclure, il faut établir que |y} — 23| est borné par une quantité ne dépendant
pas de k et convergeant vers 0 lorsque n — oo :

D’une part, pour tout (u,v) € Ar,

Ov Ou
ey, — ey

Ov, —v Ou, —y| _
€Y, —e Y, =
| Yo Yu

o1
=yt

_ in(1, in(1,
< ey (Il — wl= =0 4 0y Lo = ul)

(e” |y — y2| + [yo]"]e™ — )

car s € R, — 7 est v-holdérienne de constante 1 si v €]0, 1] et localement lip-
schitzienne sinon, y est a-holdérienne et admet un minimum strictement positif sur
[0,T], et s € [0,T] — € est lipschitzienne de constante fe’”. En particulier, si
‘U - u‘ < 1?

™y = ey < ey e (lyllamara + Ollyllir) o — ul™

o, K = min(1, 7).
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Donc, pourz =0, ...k,

n

r7,+1 _ P _ orn
et < (i) [ e - g el
T’n

i

Tt
< pu(l—p) Hee'yﬂHM-hal;T /n (rifs — )™ ds

< p(l —p)

ark +1
D’autre part, pour chaque entier ¢ compris entre 0 et £ — 1, nous distinguons les
deux cas suivants (presque symétm’ques) :

1
ak-hSLT ¢ or+1 '

(50) Tt |ety |

(1) Supposons que yi,; > 2},. Alors,

(9) " = () T <0
Donc,

|3/?+1 - Z?+1| = y?+1 - 2?4-1
n n ,LL(]_ B B)T I — no\— n
=Y —% t Tee ot [(%H) T —(241) V] —&
<y =20+ ef-
(2) Supposons que 27| > yi ;. Alors,
(22%1) 7 = (yi) T <.
Donc,
|Zzn+1 - y?+1| = Z?—&-l - y?—i—l
n n /‘L(l — /B)T r no\— noo\— n
=z —Y + Teg o [(ZiJrl) T = (yi) 7} +é
<yt =20+ e
En réunissant les cas 1 et 2 :
(51) Vi=0,....,k =1, |2 —yial < |2 =yl + |}

Puis, en appliquant (51) par récurrence descendante depuis k — 1 jusqu’a 0 :

lr — 21 < lyo — 20 + > [}
=0

< M= p)
ark +1
car yo = zp et par l'inégalité (50).

1

(52) Tertt He y_’yHom-hél;TW oo 0,

De plus, d’apres I'inégalité (52), il existe N € N* tel que pour tout entier n > N,

|yZ+1 _Zl?+1| max |yz -z < My
ou,
1 .
m, = — min
Y 2seom

En particulier,
n n
Ypa1 2= Zhy1 — My = My,
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Donc (yp,,)77 <m,7, et

y )
00— o] = b — ok
Ye = Yel = Yk+1 — Ykl m n
t * Tey1 — Tk
_ o 1
< [ = B)Te" ' m,” + T*||w(V) |l a-nsrr ] oo

En conclusion, d’aprés 'inégalité (49) :

_ o 1
(53) v —wl < [p(1 = BT m," + T*|w(¥) |lacnoyr + |yl ansir] =t

:u(l B ﬁ) ak+1 0., —vy 1
ak + 1 T ||6 Yy Han—hél;T naK m 0.
Ceci achéve la preuve, car le membre de droite de I'inégalité (53) ne dépend pas de
n et t. U

Enfin, pour tous n € N* et t € [0, 7], soit a7 = e~ % (y)7+L.

Le corollaire suivant établit que la suite (z™,n € N*) est convergente et de limite
x = 7y (0, zo; w) avec xg > 0. Comme pour la suite des schémas d’Euler, il est suf-
fisant de connaitre zy et w, ainsi que les paramétres p, 0,0 > 0 et § > 1 — «, pour
approcher toute la trajectoire x par x™ :

COROLLAIRE 3.11. Sous l’Hypothese 3.1, la suite (z",n € N*) est uniformément
convergente de limite x, avec une vitesse en n~*™n(17)

DEMONSTRATION. Pour une condition initiale o > 0 donnée, il a été établi a
la Proposition 3.3 que z = e %77 est la solution de 1’équation (35) en posant
Yo = :E(l)_ﬁ , ou y est la solution de I’équation (36) avec la condition initiale yj.

Par le Théoréme 3.10 :
[z = 2" |oo;r < Clly = y"[|oo;r
_ o 1
< O [p(1 = B)Te™ m,” + T w()| amsrr + |yllacnsrr] =t

M ak+1 || 0., — 1
¢ ak+1 T ey ’yHan-hél;T % e 0

ou, C désigne la constante de Lipschitz de la fonction a — a?™! sur I'intervalle
0, [yllocyr + sup [|y" [locr
neN*

Ainsi, la suite (2™,n € N*) est uniformément convergente de limite x, avec une

vitesse en n—omin(l,7), [l

3. Résultats probabilistes

Dans cette section, tout processus gaussien unidimensionnel, centré et a trajectoires
continues W est considéré sur (2, A, P) o, Q désigne 'espace des fonctions conti-
nues de [0, 7] dans R, A la tribu engendrée par la classe des cylindres mesurables et
de dimension finie de €2, et P la probabilité induite par le processus W sur (9, .A).

Jusqu’a la fin de ce chapitre, excepté aux propositions 3.13 et 3.14, nous considérons
un processus W satisfaisant I’hypothese suivante :
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HYPOTHESE 3.12. Le processus W est unidimensionnel, gaussien, centré et ses
trajectoires satisfont I’Hypothése 3.1.

Alors, pour toute condition initiale déterministe xq > 0, les trajectoires du processus
v (0, zo; W) vérifient les résultats de la Section 2.

Essentiellement, cette section compléte ces résultats sur le plan probabiliste. En par-
ticulier, nous montrons que 7y (0, zo; W) appartient & L"(€2) pour tout r > 1. Nous
prouvons également que les approximations introduites au Corollaire 3.11 convergent
uniformément vers 7y (0, zo; W) dans tous les L"(Q); r > 1.

3.1. Compléments sur D’existence et propriétés en loi de la solution.
D’une part, lorsque 8 ¢]1 — a, 1], nous abordons les remarques 2 et 3 consécu-
tives a la Proposition 3.3 sous l’angle probabiliste aux propositions 3.13 et 3.14
respectivement. D’autre part, nous étudions les propriétés en loi satisfaites par
X = 7y (0, z9; W) lorsque le processus W est a accroissements stationnaires, puis
lorsqu’il est auto-similaire.

PROPOSITION 3.13. Soient o €]0, 1[, W un processus gaussien unidimensionnel

. \ . . w17 1—
centré et a trajectoires a-holdériennes, xo > 0, yo = z, B,

o® = sup E[W}(V)],

te[0,7

ainsi que l'événement A = {my (0, z0; W) est définie sur [0,T]}. Si 20%In(2) < y2,
alors P(A) > 0.

DEMONSTRATION. D’une part, d’aprés la remarque 2 consécutive & la Proposi-
tion 3.3 :

A inf —
D) {tel[%,T] Wi(9) > —yo}

= {sup —Wy(V¥) < yo}-

te[0,7

D’autre part, puisque —W (1)) est un processus gaussien unidimensionnel, centré et a
trajectoires continues par construction, d’aprés I'inégalité de Borell (cf. [1], Theorem
2.1) :

2
P | sup —Wi(¥) > yo| < 2exp (_y_o2>
te[0,T] 20
ou,

o’ = sup E[W?(¥)] < oo.

t€[0,T]

Donc,

P(A) > 1-P [sup ~Wi(9) > yo]

t€[0,T]
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PROPOSITION 3.14. Soient xy > 0, a €]0,1[, 5 = 1 — a et, W un processus
gaussien unidimensionnel centré et a trajectoires a-holdériennes tel qu’il existe H >
« satisfaisant :

Ve>0, W W et W, —W. 2 W.
Si X
> C’(U,a,Q)?]E(|WT|1/°‘) avec C(o,a,0) = (cha?) e
alors 7y (0, zo; W) est définie sur [0,T].

DEMONSTRATION. D’une part, d’aprés la remarque 3 consécutive a la Proposi-
tion 3.3, si 7y € [0, T] nécessairement :

1 < Clo,a, )Wl -
D’otu, par monotonie de I'espérance :
1/«
i < Clo,a, O)E(IW | pr)-
Donc, par contraposition, 7y (0, zo; W) est définie sur [0, 7] dés que :
1> Clo,a, O)E(IW | Lpr)-

D’autre part, les hypotheéses en loi du processus W entrainent que :

1/a
1 |VVt—s|
E (HWHOC{}C‘TE)I;T) =E Sup _ ol
(Svt)eAT |t S|
- |W | 1/a 1
—E ||%2t sup |t —s| = —E (|[Wg|"*) .
TH (s,t)eAT T ( )
Ceci achéve la démonstration. OJ

Exemple. Soit B un mouvement brownien :
E(B7) = T*E(¢*) avec € ~ N(0,1).

Or, E(¢*) = 41/(222!) = 3. Donc, les trajectoires de B étant holdériennes d’exposant
a € [1/4,1/2] (en particulier),

E(|Br|"*) < E(Bp) = 3T
Ainsi, 7y (0, zo; B) est définie sur [0, 7] lorsque =1 —« et p > 3T.
PROPOSITION 3.15. Sous I’Hypothése 3.12, s’il existe un réel h > 0 tel que
Won =Wy =W
alors, pour toute condition initiale déterministe xq > 0,
. .
Ty (0, 20; W) 1 = Tv (0, Xp; W).

DEMONSTRATION. D’aprés la Proposition 3.3, les trajectoires du processus X
sont presque siirement continues et a valeurs strictement positives sur [0, 7]. Donc,
par le Théoréme 1.44 appliqué & X et a fonction a — a'~” entre 0 et t € [0,T] :

X P =27+ (1-p) /t X2 (u—0X,)du+ o(1 — B)W,.
0
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Ainsi, X'7,7 £ Z(h) on,

Z0) = X,7+ (1= 5) [ 2200 [u= 0227 00)] dut (1 = B

car W, — W, L. O
PROPOSITION 3.16. Sous I’Hypothése 3.12, s’il existe h > 0 tel que
Ve >0, W.. £ &hw
alors, pour toute condition initiale déterministe xg > 0,
v (0,20; W), £ 7y, (0,20; W)
pour tout € > 0, avec :
Va € Ry, Vb,c € R, V.(a).(b,c) = e(un — Ba)c + ae"a’.

DEMONSTRATION. D’aprés la Proposition 3.3, les trajectoires du processus X
sont presque siirement continues et a valeurs strictement positives sur [0, 7]. Donc,
par le Théoréme 1.44 appliqué & X et a fonction a — a'~# entre 0 et t € [0, 7] :

X7 = (1= ) [ X 0%+ o1 = AW

Ainsi, pour tout £ > 0, X1~ £ Z(¢) o,

2(e) =at " +e1= ) [ 2706 4= 0217 (0)] dut o1 = W

car W. = chv. O

Remarque. Les équations Mean-Reverting dirigées par un mouvement brownien
fractionnaire sont typiquement concernées par ces propriétés en loi.

3.2. Intégrabilité et résultats de convergence probabiliste. Considérons
la suite des schémas d’Euler implicites (Y™, n € N*) associée a I'EDS suivante :

t
Y =yo+ p(l — 6)/ Y. 7e%ds + Wi(0) 5 yo > 0

0
avec,

t
Wi(9) = / DsdWy et ¥y = o (1 — B)e’P)
0

pour tout t € [0,7]. L’intégrale est prise au sens de Young.

PROPOSITION 3.17. Sous I’Hypothese 3.12, pour toute condition initiale déter-
ministe rg > 0,

(1) |7y (0, 20; W)||oo:r appartient a L™ (§2) pour tout r > 1.
(2) Pour toutr > 1,
sup || X" .. € L7(€2)

neN*

o, pour tout n € N*, X" = e~ (Y"1 quec yo = x5 ".
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DEMONSTRATION. D’une part, d’aprés la Proposition 3.4 et le théoréme de Fer-
nique :

17y (0, 20; W) || s < [$1_5 + (1 — B)eeTi_BT +
oo;T 0 0
a(0V2)(1 = B) 1+ T)e" P |W |l € L7(Q)

pour tout r > 1.

D’autre part, d’apres le Lemme 3.9 et le théoréeme de Fernique :

SUp [[¥" | < o+ pu(1 3"y T +
neN*

a(6V2)(1 = B)(1 + T)e" " ITW o € L)
pour tout a > 1. Donc, en posant a = (7 + 1)r pour tout r > 1,

sup || X"||.r € L"().

neN*

O

COROLLAIRE 3.18. Sous [’Hypothése 3.12, pour toute condition initiale déter-
ministe xog > 0, la suite (X™,n € N*) est uniformément convergente de limite
v (0, zo; w) dans L7 () pour tout r > 1.

DEMONSTRATION. D’aprés le Corollaire 3.11 :

||XTL - ﬁ-V(O?xO? W)Hoo,T L> 0.

n—oo

Donc, par la Proposition 3.17 et le théoréeme de convergence de Vitali, la suite
(X", n € N*) est uniformément convergente de limite 7y (0, zo; w) dans L"(§2) pour
tout r > 1. O

Remarque. Notez qu’afin d’assurer la convergence dans L"(2) pour tout r > 1, la
Proposition 3.17 joue un role essentiel. En effet, l'inégalité (53) ne permet pas de
conclure, car il n’est pas garanti que ||’ Y || qunerr € L1(9).

En usant de 'algorithme de Wood-Chang pour le mBf comme au Chapitre 2, nous
avons simulé X" avecn =500, T'=1, 20 =1, u=6,0 =4, 0 =1, =0.8 ¢t le
mBf BY d’indice de Hurst H € {0.3,0.8} :
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Converging approximation for fractional M-RE, H = 0.3 Converging approximation for fractional M-RE H = 0.8
2,5’ ’’’’’ [ B e e 25’

20T -7~ 2.0

0.57 0.57

0.0

T T T T T T T T T 0.0
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.

9 1.0 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

FIGURE 1. Simulations de 7y (0, zo; BY)

3.3. Principe de grandes déviations. Avant d’établir un principe de grandes
déviations (LDP) pour 'équation (34), quelques définitions et résultats connus (se
référer a A. Dembo et O. Zeitouni [25]) :

Convention. Dans toute cette sous-section, nous admettons que inf(()) = occ.

DEFINITION 3.19. Soient E un espace topologique et I : E — [0, 00| une bonne
fonction de tauz (i.e. une application semi-continue inférieurement telle que {a €
E :1(a) < A} soit un sous-ensemble compact de E pour tout X > 0).

Une famille (., > 0) de probabilités sur (E,B(E)) satisfait un principe de grandes
déviations de bonne fonction de tauzx I si et seulement si, pour tout A € B(E),
—I(A°) < lim, ¢ log [(A)] < Tim.yo¢ log [ (A)] < —I(A)
o,
VA e B(E), I(A) = inf1 I(x).
re

PROPOSITION 3.20. Soient E et F' deux espaces de Hausdorff, une application
continue f : E — F et une famille (piz,e > 0) de probabilités sur (E,B(E)).

Si (pe,e > 0) satisfait un principe de grandes déviations de bonne fonction de taux
I:E —[0,00], alors (p. o f~',e > 0) satisfait un principe de grandes déviations
sur (F,B(F)) de bonne fonction de tauz J : F — [0, 00] telle que :

J(b) =inf{I(a);a € E et f(a) = b}
pour tout b € F.

Ce résultat s’appelle le principe de contraction. Pour une preuve, se référer a [25],
Lemma 4.1.6.
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Considérons I'espace C%([0, T]; R) des fonctions y € C*([0,T]; R) telles que :

. ’yt _yS‘
6;1(1)1+wy( ) avec wy(9) (s’ts)ug N T
-5l < 6

pour tout d > 0.

Remarque. Dans la suite, C%*([0,T]; R) est muni de la norme ||.||,neir et de la
tribu borélienne associée. De méme, C°([0, T]; R) est muni de la norme ||.||oo.r et de
la tribu borélienne associée.

Supposons que le processus W introduit a la sous-section précédente satisfait 1'hy-
pothése suivante :
HYPOTHESE 3.21. Il existe h > 0 tel que :
Ve >0, W. £ MW

De plus, lespace de Cameron-Martin H du processus W est contenu dans C**([0, T]; R),
et (C%([0, T);R), H',P) est un espace de Wiener abstrait.

Remarques :

(1) La notion d’espace de Wiener abstrait est détaillée dans M. Ledoux [56].

(2) Typiquement, un mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hurst H >
1/4 satisfait I'Hypothese 3.21 (cf. [79], Proposition 4.1).

Considérons 1’équation différentielle stochastique :

1 t t
(54) thxo+g/ (u—@Xs)ds+5:1/ XBaw,
0 0

ou, xg > 0 est une condition initiale déterministe et u,#, 0,6 > 0.

Sous I’'Hypothése 3.12, par les propositions 3.3 et 3.17, I’équation (54) admet une
unique solution appartenant a L"(2) pour tout r > 1.

De plus, sous I’'Hypotheése 3.21, par la Proposition 3.16 :

t hoopt
(55) X =20 + %/ (n—0Xc)ds + ;il / XdeWs
0 0

pour tous t € [0,7] et € > 0.
Désormais, supposons que § = ¢. Alors, X, = 7y (0, xo;eW).
La proposition suivante établit que la famille (X.,e > 0) satisfait un principe de

grandes déviations :

PROPOSITION 3.22. Sous les hypotheses 3.12 et 3.21, pour toute condition ini-
tiale déterministe xo > 0, la famille (X.,e > 0) satisfait un principe de grandes
déviations sur C°([0,T];R) de bonne fonction de tauz J : C°([0,T];R) — [0, 0]
définie par :

vy € C°([0,T];R), J(y) = inf {I(h); h € C**([0,T;R) et y = 7y (0, xo; h) }
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o,
Yhllg sihe H
_ )2
I<h>_{ oo sih ¢ H!
pour tout h € C*([0,T]; R).

DEMONSTRATION. Puisque C%*([0, T];R) C C*1([0,T];R) par construction,
la Proposition 3.5 entraine que 7y (0, zo;.) est continue de

C%*(]0,T];R) dans C°([0, T); R).

De plus, sous 'Hypothése 3.21, d’aprés M. Ledoux [56|, Theorem 4.5; la famille
(eW, e > 0) satisfait un LDP sur C%*([0, T];R) de bonne fonction de taux I.

Donc, puisque X. = 7y (0,z9;eW) pour tout ¢ > 0, par le principe de contrac-
tion (cf. Proposition 3.20), la famille (X, & > 0) satisfait un LDP sur C°([0, T]; R)
de bonne fonction de taux J. O

4. Application en PK/PD

4.1. Les modéles mono-compartimentaux en pharmacocinétique. En
pharmacocinétique, 1’organisme est considéré comme une succession de comparti-
ments entre lesquels le médicament est transféré. Un compartiment est un ensemble
homogeéne de molécules sur le plan cinétique, qui a ou non une réalité biologique (il
peut s’agir d’un espace virtuel défini par les données).

En pratique, les modéles comprennent un a trois compartiments. Dans cette sec-
tion, nous nous restreignons aux modeles mono-compartimentaux :

Dose (le plus souvent administrée
par voies orale ou parentérale)

}a&ou:o

Compartiment central
(plasmatique)

}e>0

Elimination (essentiellement
rénale et biliaire)

FIGURE 2. Modéle mono-compartimental
Ka et Ke sont les constantes de transfert du modéle.
La constante Ka est le taux d’absorption du médicament depuis le site d’admi-

nistration vers le compartiment central. Lorsque le médicament est administré par
voie intra-veineuse (parentérale), Ka = 0.
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La constante Ke est le taux d’élimination du médicament au niveau du compar-
timent central de volume v > 0.

Aprés administration d'une dose D > 0, la concentration C; du médicament dans
le compartiment central & l'instant ¢t € [0,7] est classiquement modélisée par une
EDO linéaire :

t /DK
(56) C, = / ( ae_Kas—KeC'5> ds.
0

v

Cette EDO rend bien compte d’une premiére phase au cours de laquelle la dose ad-
ministrée passe progressivement du site d’administration au compartiment central
jusqu’a un temps t,.c > 0, puis d’une seconde phase généralement plus longue au
cours de laquelle le médicament est distribué/métabolisé/éliminé au niveau du com-
partiment central. Au cours de la premiére phase, la fonction ¢t — C; est croissante
(sur [0, tmax)), puis au cours de la seconde phase, la fonction ¢ — C} est décroissante
(sur [tmax, 7).

Sur les modéles pharmacocinétiques déterministes, se référer a Y. Jacomet [46].
Sur la pharmacocinétique de population, se référer & N. Simon [80].

Afin de tenir compte des nombreux phénomeénes non quantifiables pouvant per-
turber les transferts entre compartiments, certains auteurs ont ajouté un bruit a
I'équation (56) :

t DK t
C, :/ ( A —Kas _ KeCs> ds+/ o (s,C,) dB,
0 0

[

oll, B est un mouvement brownien et ’équation est prise au sens d’Ito.

Citons notamment K. Kalogeropoulos et al. [47] et M. Delattre [24]| qui ont étudié
le cas particulier suivant :

t DK t
(57) C, = / (_ae—KaS _ KeC’S) ds + a/ C’des
0 0

v
avec 0 > 0 et € [1/2,1].

4.2. Un modéle Mean-Reverting généralisé en PK/PD. Comme le fait
remarquer M. Delattre dans [24], le modéle (57) n’est pas réaliste. En effet, les
trajectoires du processus C, seulement a-holdériennes avec av < 1/2, sont trop irré-
guliéres pour rendre convenablement compte des perturbations intervenant au cours
des transferts entre compartiments.

En pharmacocinétique, la propriété de martingale de 'intégrale stochastique d’Ito
ne semble guére indispensable. Ainsi, pour un médicament injecté en intra-veineuse
(IV), supposons que

D t t
(58) O == Ke/ Cuds + 0/ Coaw,
0

v 0

ou, W désigne un processus satisfaisant I’Hypothése 3.12.

D’aprés le Lemme 3.2 et la remarque consécutive a la Proposition 3.3, I’équation
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(58) admet une unique solution C' jusqu’au temps 7} (temps d’élimination compléte),
telle que C' = X1 1,7 01, pour tout ¢ € [0, 77,

v+1

1-8
%= |(2) " o[ e

avec ¥, = o (1 — B)eKe(1=0)¢,

Afin de contourner le probléme de réalisme mentionné ci-dessus, nous proposons
de choisir un coefficient « suffisamment proche de 1. Illustrons ce propos sur un
exemple :

Exemple. Soient D = v, Ke = 4, 0 = 1 et § = 0.8. Le processus W est un
mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hurst H € {0.6,0.9} simulé par 1’al-
gorithme de Wood-Chang :

00 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0 00 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
—— M-Rmodel — M-Rmodel
Deterministic model — Deterministic model

FIGURE 3. Modéle Mean-Reverting v.s. modéle déterministe

D’une part, remarquons que le modéle aléatoire (en noir) conserve la tendance du
modeéle déterministe ayant les mémes paramétres (en rouge). D’autre part, remar-
quons qu’avec un indice de Hurst relativement proche de 1 (H = 0.9), la trajectoire
du processus C rend compte d’éventuelles perturbations durant les transferts, mais
de facon plus réaliste que si H = 0.6.

Puisque C' coincide avec le processus X sur Uintervalle [0, 7y A T, Pestimation des
parameétres du modéle depuis les données de concentrations aux temps 0 < r; <
<o <1, < T (n € N¥) peut se faire par maximisation numérique de la fonction de
vraisemblance de (X,...,X,) on, X; = X,, pouri=1,...,n:
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PROPOSITION 3.23. Sous I’Hypothése 3.12, la fonction de vraisemblance L, de
(X1,...,X,) satisfait :

Lo(0: X1,...,X,) = 2"(1 = B)"1x,50,.,X,0 exp —1<I‘ UX UX } HX B
o (2m)"/2/|det [D(O)]] 2

ou, 0 = (Ke,0,8), Z = X', 0%(0) = var(Z,...,Z,) avec Z; = Z,. pour i =

oi(0) ... cz(rir) X8 _ OB Ke1=B)m
'(0) = AT et UX = :
cz(rn,m1) .. 0n(0) X1-5 _ C’é_ﬂefKe(lfﬁ)rn

n n

DEMONSTRATION. Puisque W (#) est I'intégrale de Wiener de ¢ par rapport au
processus gaussien centré W, W (1) est lui-méme un processus gaussien centré et
donc, (Zy,...,2Z,) est un vecteur gaussien centré de matrice de covariance I'(6).
La densité (naturelle) du vecteur aléatoire (Z1,. .., Z,) par rapport a la mesure de
Lebesgue sur (R™, B(R™)) est notée f(6;.).

Soit ¢ : R™ — R une fonction borélienne bornée. Par le théoréme de transfert :
Elp(X,.. Xo)] = Elp(1 21, . 127
= 2n/ olal™, . ) f(B;aq,. .. an)day . . . da,
n

par décomposition en carrés des formes quadratiques.

Y+

Posons b; = a; ' pour q; € R* et 2 =1,...,n. Alors,

1 1 1 __a
(a1, an) = (07, b ) et [T(b, . bo)| = ——— [ o 7

ou, J(by,...,b,) désigne le Jacobien de I'application

(b1, oyby) € (RE)™ — (b7, ... b0 7).

En appliquant ce changement de variable :

2n
Ep(Xy,..., X, :—/ dby ... dbyp(by, ..., by) X
(X4 )] G S 1 o(by )
FO: 677 b [0

=1

Ainsi, P(x, . x.)(8;dby, ... db,) = Ln(6;by, ..., b,)dby ... db, avec :

77777

2" !
Lo(0;b1,....by) = FOTT T Hb T 0 s

(v+1)" pale

_2n(1_5)"151>0 ..... ba>0 [_1 b b:| B
T et L) O ) Hb




112 3. SUR UNE GENERALISATION DE L’EQUATION MEAN-REVERTING

Sur l'estimation ponctuelle, se référer a A. Monfort [68]. Sur 'estimation des para-
meétres des processus, se référer & Yu. A. Kutoyants [52].

Nous concluons cette sous-section par un calcul de sensibilité par rapport a la dose
administrée D :

PROPOSITION 3.24. Sous I’Hypothese .12, soient 7 : Q — [0, 74 AT] un temps
aléatoire, ' : R — R une fonction satisfaisant [’Hypotheése 2.19 en dimension 1,
et f(r,D) = E[F(CP)] pour toute dose administrée D > 0. La fonction f(7,.) est
dérivable de RY dans R et,

Opf(r,D) = D~PE [e—KwF(o?) [D'F + WT(ﬁ)}”’} .

DEMONSTRATION. La fonction D € R% + CP est presque stirement de classe
Ot de R? dans R et,

VD >0, 9pCP = D77 [D'P + W, ()] e "".
Soient D > 0 et ¢ €]0, 1].

D’une part, la fonction F étant de classe C! de R dans lui-méme, d’aprés la formule
de Taylor avec reste intégral, puis I'Hypothése 2.19, il existe deux constantes K > 0
et N € N* telles que :

F(CP+) - F(CP)

1
- / F(C7_D+05)8DCTD+6’ECZ9
0

< sup K (1+[|CP4%|| o) [0pCPH).

0el0,1]
D’autre part, puisque 0, ¢ € [0, 1] :
(59) [Pl < [(D+ 1) 4 W (D) l|ocir] ™
et
(60) 0pC7H | < D [(D+ 1)+ (W) |lowr] -

Par le théoréme de Fernique, les membres droits des inégalités (59) et (60) appar-
tiennent a L"(€2) pour tout r > 0. De plus, ces majorants ne dépendent pas de 6 et .

Ainsi, par le théoréme de convergence dominée, f(7,.) est dérivable au point D
et,

Opf(r,D) = DR [e KT F(CP) [D'F + WT(ﬁ)m .
O

4.3. Perspective d’application en psycho-pharmacologie. Ce travail de
syntheése a été validé par le psychiatre Francis Lavergne.

Nous décrivons d’abord briévement la synthése et le mécanisme d’action du glu-
tamate. Ensuite, nous énongons I'hypothése récemment étudiée sur 'implication de
lactivité des récepteurs au glutamate dans les symptomes de la dépression. Enfin,
aprés avoir énoncé et rapidement expliqué I’hypothése retenue sur ’'action antidé-
presseur de la kétamine, nous proposons une piste pour optimiser la dose thérapeu-
tique en usant du modéle PK/PD développé a la sous-section précédente.
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Le glutamate est un neurotransmetteur synthétisé dans le neurone a partir de la glu-
tamine, un acide aminé converti en glutamate par une enzyme, la glutaminase. La
glutamine peut étre synthétisée a partir du glutamate par une autre enzyme, la glu-
tamine synthetase, au niveau des cellules gliales (les cellules structurelles du cerveau)
adjacentes a la synapse. Une fois libéré dans la fente synaptique, au niveau du neu-
rone post-synaptique, le glutamate se fixe sur un site spécifique présent a la surface
de quatre types de récepteurs, dont les récepteurs NMDA (N-Méthyl-D-Aspartate)
et AMPA (Alpha-amino-3-hydroxy-5-Méthyl-4-isoxazole-Propionic Acid). Une par-
tie du glutamate libéré est recapturé soit par le neurone pré-synaptique, soit par
une cellule gliale adjacente impliquée dans la synthese de la glutamine.

En se fixant & la surface des récepteurs AMPA, le glutamate permet 'ouverture du
canal ionique de ces derniers, laissant ainsi entrer des ions sodium dans le neurone
post-synaptique. Les ions sodium entrainent la dépolarisation des ions magnésium
fixés sur un site spécifique a I'intérieur des récepteurs NMDA.

En se fixant a la surface des récepteurs NMDA, le glutamate permet 'ouverture
du canal ionique de ces derniers, laissant ainsi entrer des ions calcium dans le neu-
rone post-synaptique aprés dépolarisation des ions magnésium fixés a I'intérieur du
récepteur NMDA. Les ions calcium excitent le neurone, favorisant ainsi la neuro-
transmission.

La potentialisation long term du neurone entraine la synthése de nouveaux récep-
teurs AMPA favorisant ainsi la synapto-genése. Cependant, un excés d’ions calcium
entraine une altération du fonctionnement neuronal pouvant aller jusqu’a la mort
cellulaire. Il a notamment été établi que la dépression s’associe a une activité exces-
sive des récepteurs NMDA (cf. G.E. Correll et G.E. Futter [15]). La kétamine est
un antagoniste de ces récepteurs NMDA.

La synthése du glutamate et le fonctionnement des récepteurs NMDA et AMPA est
décrite en détails dans [82], Chapter 10, p. 387 a 411. S. Stahl y développe également
les hypothéses discutées sur 'effet délétere d'une activité excessive des récepteurs
NMDA, notamment dans la schizophrénie et les maladies neuro-dégénératives.

Les antidépresseurs (AD) actuellement utilisés, augmentent la concentration en mo-
noamines (Dopamine, Noradrénaline et Sérotonine) dans la fente synaptique par des
mécanismes variant d’une classe d’AD a une autre. Par exemple les IMAO inhibent
des enzymes, les monoamine-oxydases. Ces enzymes dégradent une partie des mono-
amines libérées dans la fente synaptique. D’autres mécanismes, comme l'inhibition
de la recapture des monoamines par le neurone pré-synaptique aboutissent encore
a une augmentation des neurotransmetteurs dans la fente synaptique. Cependant,
quel que soit leur mécanisme d’action, les AD augmentent tous la stimulation des
récepteurs dopaminergiques D1, comme le montrent F. Lavergne et T. Jay au ni-
veau du cortex frontal (cf. F. Lavergne et T. Jay [54]). Cette augmentation est plus
ou moins importante (jusqu’'a 600% pour la mianserine (Athymil)). Par ce biais, ils
régulent activité des récepteurs NMDA et AMPA.

Aprés une injection IV de 0.5 mg/kg de kétamine chez un sujet dépressif (cf. G.E.
Correll et G.E. Futter [15]), une amélioration est constatée au bout de 2 heures,
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alors qu’il est généralement admis que les AD actuellement utilisés présentent un
délais d’action de 2 semaines.

Au niveau du neurone post-synaptique, la kétamine se fixe sur un site spécifique
(PCP site) présent a lintérieur de plusieurs types de récepteurs, dont les récep-
teurs AMPA et les récepteurs NMDA. De cette fagon, la kétamine inhibe I'action
du glutamate en bloquant le canal ionique des récepteurs NMDA, et donc 'entrée
des ions calcium dans le neurone post-synaptique. Ainsi, en diminuant une activité
excessive des récepteurs NMDA ou en augmentant 'activité des récepteurs AMPA,
la kétamine agirait sur les symptémes de la dépression.

Il n’est cependant pas exclu que la kétamine soit neuro-toxique, méme a dose an-
tidépresseur. En modélisant la concentration C' en kétamine aprés injection IV au
cours du temps par une équation Mean-Reverting généralisée dirigée par un proces-
sus gaussien bien choisi, ainsi que l'effet thérapeutique (par ex. via les échelles BDI
et HAMD-17) et l'effet neuro-toxique (par ex. via le seuil hallucinatoire) a I'instant
t, en fonction de C%, nous pourrions déterminer la dose (ou l'intervalle de doses)
initiale(s) D entrainant simultanément un effet antidépresseur observable maximal
et un effet neuro-toxique observable minimal. C’est un résultat similaire a la Propo-
sition 3.24, prenant en compte les mécanismes décrit ci-dessus, qui permettrait cela.

Le modéle aléatoire présenté a la sous-section précédente semble tout indiqué de
par sa précision, essentielle compte-tenu de la neuro-toxicité éventuelle du produit.
Pour des raisons analogues, son utilisation en cancérologie est envisageable.
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