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Notations

K est toujours un anneau commutatif unitaire contenant @Q, souvent égal a R ou C. Le
symbole ¥, désigne le n-ieme groupe symétrique (groupe des permutations de ’ensemble or-
donné {1,2,--- ,n}). La signature sgn est 'unique morphisme de groupe non trivial sgn : ¥,, —
{—1,1}. Le k-cycle qui envoie a; sur a;41 pour 1 <7 < k—1 et a; sur a; sera noté (ajas - -- ay).
Si G est un groupe, KG est I'algebre de groupe[] de G. Si M est une variété différentiable,
C®(M) désigne la R-algebre des fonctions de classe C* sur M.

1. Voir appendice B.
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Introduction

Soient g une algebre de Lie libre sur un anneau commutatif K, Ug son algebre universelle
enveloppante, et M un Ug-bimodule dont on note M le g-module & droite adjoint associé.
Il est bien connu, depuis les travaux de H. Cartan et S. Eilenberg [CE56], que 1'application
d’antisymétrisation

F,:C.(g; M) — CH.,(Ug; M)
mgLA-Ngn ngn(‘7>m®ga(1) Q- Q Go(n) (0.0.1)
gEY,

du complexe de Chevalley-Eilenberg de g & coefficients dans M%?, et a valeurs dans le complexe
de Hochschild a coefficients dans M de I’algebre associative Ug, induit un isomorphisme

H.(F,): H.(g; M*") = HH,(Ug; M) (0.0.2)

entre 'homologie de I'algebre de Lie g et 'homologie de Hochschild de son algebre envelop-
pante, ici notée HH,(Ug; M). Le résultat reste vrai en cohomologie . Le but de cette étude est
d’apporter une réponse a la question suivante, au moins lorsque K est le corps des réels :

Question 0.0.1. FExiste-t-il une application linéaire
G, : CH,(Ug; M) — C.(g; M%),

definie au niveau des complexes de chaines, telle que l'application induite en homologie H,(G.) :
HH,(Ug; M) — H,(g; M) soit linverse de l'application d’antisymétrisation H,(F,) ¢
St oui, est-il possible d’obtenir une formule explicite pour G, comme dans le cas de F, ?

Dans le cas ot I'anneau de base K est un corps, il est clair qu’'un tel G, existe puisque qu’il
suffit de le construire degré par degré en choisissant un supplémentaire de I'espace des n-bords
dans celui des n-cycles pour chaque entier n. Par contre, il n’est a priori pas évident qu’un
tel G, puisse étre défini par une formule intrinseque ne nécessitant pas le choix de bases des
espaces considérés.

Lorsque l'algebre de Lie g est abélienne, ’algebre enveloppante de g s’identifie a ’algebre
symétrique Sg et I'isomorphisme

H.(F): H.(g;5) = Sg®A'g — HH,(Sg; Sg)

X
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peut-étre vu comme une version polynomiale du théoreme de Hochschild-Kostant-Rosenberg
([Lod9g|, [Hal01]) qui identifie les formes de Kéhler sur une algebre commutative lisse A aux
groupes d’homologie de Hochschild de A, ouvrant la voie & une nouvelle géométrie dite non-
commutative, dans laquelle le role des formes de De Rham (resp. de la cohomologie de De
Rham) est joué par ’homologie de Hochschild (resp. I'homologie cyclique).

De plus, I'homologie de Hochschild admet une interprétation en terme de foncteur dérivé,
et le quasi-isomorphisme provient du choix de deux résolutions particulieres du Ug-
bimodule Ug pour son calcul : la résolution bar et celle de Koszul. Dans [Con85|, A. Connes
explique comment construire géométriquement la résolution de Koszul CK,(A) du A-bimodule
A, lorsque A := C>(V;C) est I'algebre des fonctions a valeurs complexes de classe C* sur une
varieté lisse compacte V. Celle-ci est obtenue en degré n comme 'espace des sections C*° du
tiré en arriere par la projection sur le deuxieme facteur pry : V- xV — V de la n-ieme puissance
extérieure du fibré cotangent complexifié de V i.e.

CKp(A) = T®(V x V; E,)

olt E,, := prj(A"TV). La différentielle d¥ : CK,,(A) — CK,,_1(A), de degré —1, est le produit
intérieur 1x des formes différentielles par un certain champ de vecteur X sur V x V défini
sur un voisinage de la diagonale de V' x V' a l'aide d’une connection sur V. La contractibilité
du complexe (CK,(A),d"X) est alors démontrée en exhibant une contraction de degré +1 s :
CK,(A) — CK,+1(A), définie de maniere analogue a celle du lemme de Poincaré (qui est, elle,
de degré —1). L’auteur en déduit alors un isomorphisme

[

F*: HH!(A; AY) = D*(V)

entre la cohomologie de Hochschild continue de A = C*°(V') a valeurs dans son dual A" cal-
culée a I'aide du complexe de Hochschild continu usuel, et ’espace D*(V') des courants de De
Rham sur V', qui peut étre vu comme une version cohomologique continue de l'isomorphisme
d’antisymétrisation du théoreme de Hochschild-Kostant-Rosenberg.

Remarquons que si V' est un groupe de Lie, il existe une connection canonique donnée par les
translations a gauche. Le cas V' = (R, +) est traité dans [BGH™05] : M. Bordemann, G. Ginot,
G. Halbout, H-C Herbig et S. Waldmann y appliquent la constrution précédente pour obtenir
un contraction h® de la résolution de Koszul continue CK¢(C*°(R™)) := C*(R*™) @ A*(R™)Y,
et déduisent de cette contraction un morphisme de résolutions

G7: (Bi(C*(R™)),d”) — (CKL(C*(R™)),d")
au-dessus de I'application identité¢ de C>(R™), ott (BS(C®(R™)),d?) désigne la résolution bar

continue usuelle de 1’algébre topologique C*(R™). Plus précisément, G2 est donnée en degré n
par la formule

m 1 ty tn—1 n
GP(6)(a,b) — Zeil/\~~~/\ein/ dtl/ dt2~-/ dt— "0 (a it (1—t1)b, -+, tnat(1—t,)b, )
0 0 0 o

1, n
i1y i =1 Ou;, -+ - Oy,
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pour toute n-chaine
¢: (R™)"2 — R
(a,a:l,--- ’xn,b) = ¢(a,:c1,--- >xnab>

dans BS(C®(R™)) := C=(R*("*2™) et pour tous a et b dans R™. Ici, ey, ..., e, désigne la base
duale de la base canonique de R™. En fait, le morphisme de C*°(R™)-bimodules G vérifie

Gl lefi® - fi®l)=h oG, 0d’(1® fi®- - f,®1) (0.0.3)

pour toutes fonctions fi, ..., et f,, dans C*(R™), et cette condition le détermine entiérement
une fois fixé G¥. Les auteurs montrent ensuite que I'application induite par GZ apres ten-
sorisation par C®(R™) au-dessus de C*°(R*"™) fournit bien un inverse de l'application d’an-
tisymétrisation de Hochschild-Kostant-Rosenberg en homologie continue, identifiant ainsi le
complexe des formes différentielles sur R™ muni de la différentielle nulle a un rétract par
déformation du complexe d’homologie de Hochschild continue de C*°(R™) a coefficients dans
elle-méme.

Dans le cas [0.0.1] qui nous occupe, 'application G, recherchée devrait provenir d’'un mor-
phisme de résolutions G2 de la résolution bar vers celle de Koszul, non pas de I'algebre des
fonctions sur un groupe de Lie, mais de I'algebre enveloppante Ug d’une algebre de Lie g. Or, il
est bien connu ([Ser06]) que lorsque g est une algebre de Lie de dimension finie sur K = R, Ug
s'interprete comme la bigebre des distributions ponctuelles supportées en I'élément neutre sur le
groupe de Lie connexe et simplement connexe qui integre g. Ainsi, pour pouvoir transposer au
cas de I'algébre enveloppante Ug la construction de G2 de [BGHT05] associée & la contraction
hg via , il nous faut dualiser et localiser en I’élément neutre l'interprétation géométrique
de la résolution de Koszul donnée dans [Con85.

La suite de ce manuscrit est divisée en trois chapitres que nous allons maintenant décrire
brievement.

Chapitre 1

Apres avoir rappelé les définitions des différents complexes de chaines en jeu, nous décrivons
les grandes lignes de la démonstration du caractere bijectif de I'isomorphisme d’antisymétrisation
donnée dans [CE56]. Une premiere étape, qui consiste a comparer les résolutions pro-
jective de I'anneau de K dans la catégorie des Ug-modules et celles de Ug dans la catégorie
des Ug-bimodules, est donnée par le premier point du théoreme [I.1.9] lui-méme conséquence
d’un principe plus général dit de “changement d’anneau”. Ensuite, il s’agit de voir que ’ap-
plication d’antisymétrisation F, : C,(g, M) — CH,(Ug; M) donnée en provient effec-
tivement d’un morphisme de résolutions F¥ : CK(Ug) — B.(Ug), de la résolution de Koszul
CK,(Ug) de Ug obtenue en tensorisant celle de Chevalley-Eilenberg de K par Ug® := Ug ® Ug®
au-dessus de Ug, vers la résolution bar usuelle de Ug, notée B,(Ug). Le lemme fondamen-
tal [[.2.1) qui assure que le calcul des foncteurs dérivés de foncteurs additifs ne dépend pas
du choix des résolutions projectives employées, permet non seulement d’établir que I'applica-
tion d’antisymétrisation F, est un quasi-isomorphisme, mais également que tout morphisme
de résolutions G? : B,(Ug) — CK,(Ug) en induira un quasi-inverse. La derni¢re section de ce
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chapitre s’attache & détailler la construction d'un tel GZ par la méthode de [BGHT05] évoquée
précédemment, lorsque 'on suppose ’existence d’une contraction i de la résolution de Koszul.

Chapitre 2

Dans ce chapitre, nous produisons une interprétation géométrique de la résolution de Chevalley-
Eilenberg C,(g) := C.(g; Ug) de K = R, analogue a celle de la résolution de Koszul de 'algebre
de fonctions C* sur une varieté compacte donnée dans |[Con85], lorsque g est une algebre de
Lie réelle de dimension finie. C,(g) apparait alors comme un sous-complexe du complexe des
courants ponctuels supportés en ’élément neutre sur le groupe de Lie connexe simplement con-
nexe d’algebre de Lie g, sur lequel la contraction de Poincaré s¥, duale de celle bien connue sur
les germes de formes, se restreint en une contraction s : C,(g) — Ciy1(g). Ces deux points cor-
respondent respectivement aux propositions et[2.1.22] De plus, la proposition donne
une expression intrinseque de s, faisant intervenir la contraction canonique ¢; et le copro-
duit de 'algebre de Hopf Ug. La section qui suit se divise en deux sous-sections : la premiere
explique comment transférer ’homotopie s en une contraction h : CK,(Ug) — CK,1(Ug) de la
résolution de Koszul. et la seconde montre que la formule (2.2.3) qui définit A fait encore sens
en dimension quelconque, ce qui permet d’oublier 'hypothese de finitude de la dimension de g.

Chapitre 3

Le troisieme et dernier chapitre comprend deux sections distinctes mais liées. La premiere
tente d’expliciter en petits degrés le morphisme de résolutions G2 : B, (Ug) — CK.(Ug) obtenu
a partir de la contraction i du chapitre 2 en appliquant la stratégie développée au |1.2.3] i.e. les
formules (|1.2.6]) ou (0.0.3).

La seconde commence par I’étude d’'un diagramme commutatif de la forme

* (G;R) (0.0.4)

loc

/ T,\L \
Ci(g;R) —= CH.(Ug; R) - Ci(g; R)
ou G est un groupe de Lie intégrant g, Cj,.(G;R) désigne I'espace des cochaines de groupe sur
G lisses au voisinage de ’élément neutre e de G, et le morphisme de complexes de cochaines
T :C} (G;R) — Cu(g;R) (resp. I : Cu(g;R) — Cf.(G;R)) est le morphisme de dérivation
(resp. d’intégration) des cochaines de groupe lisses au voisnage de e (resp. des cochaines
d’algebre de Lie de g) en cochaines d’algebre de Lie (resp. de groupe, lisses au voisinage de
e) défini, par exemple, dans [Nee04]. Le morphisme G* : C*(g;R) — CH,(Ug;R) induit par
GE, et lapplication d’antisymétrisation des cochaines F'* apparaissent alors, via 7", comme les
pendants algébriques respectifs de I et T. Ce constat permet alors d’intuiter, a I'aide de la
formule d’intégration cubique des cochaines de Lie I = I, donnée au lemme cubique [3.2.5] une

formule explicite (sans récurrence sur le degré) et compacte pour G2 et G* : c’est le contenu
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de la proposition Ce chapitre se termine par une tentative de construction purement
algébrique du diagramme , ou le role du groupe de Lie G intégrant g est joué par le
groupe G des éléments de type groupe du completé Ug de Ug pour la topologie donnée par
I'idéal d’augmentation. Les conditions de continuité et de lissité des cochaines qui sont intro-
duites au [3.2.2], bien que treés restrictives, sont automatiquement vérifiées des lors que 1'algebre
de Lie g est nilpotente.

L’auteur de cette these tient a remercier chaleureusement M. Bordemann qui, par ses conseils
avisés et ses indications éclairantes, est a l'origine de la plupart des idées présentées ici, notam-
ment en ce qui concerne la stratégie de construction du quasi-inverse G* développée au |1.2.3]
et le recours aux éléments de type groupe de ’algebre enveloppante complétée pour intuiter la
formule intinseque définissant la contraction s de la résolution de Chevalley-Eilenberg
établie en section 2.1.2]
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Chapitre 1

Enoncé du probleme et stratégie de
résolution

1.1 Sens direct : ’application d’antisymétrisation de Cartan-
Eilenberg

Dans cette section, nous allons rappeler brievement la définition des complexes de chaines
mis en jeu, puis rappeler les grandes lignes de la démonstration du fait que ’application d’an-
tisymétrisation soit un quasi-isomorphisme. La démarche suivie est celle de [CE56] car elle
permet de répondre immédiatement a la premiere partie de la question et d’intuiter une
stratégie de construction d’un quasi-inverse. Une autre démonstration, faisant notament appel
aux suites spectrales, est donnée dans [Lod98].

1.1.1 Complexes de Hochschild et de Chevalley-Eilenberg

Commencons par un rappel rapide de quelques définitions et proprietés. Pour plus de
précisions, le lecteur pourra consulter [Wei95)], [Lod98|, [CE56] ou [Lan75]. Les versions co-
homologiques des complexes présentés ici sont présentées dans l'appendice B.

Homologie de Hochschild

Dans toute cette sous-section, A est une algebre associative, unitaire et projective sur un
anneau commutatif K et M est un A-bimodule. La notation A°? désigne 'algebre opposée de
Aet A° .= A ® A est son algebre enveloppante. Rappelons qu'un A-bimodule est la méme
chose qu'un A®-module a gauche.

Définition 1.1.1. Le complexe d’homologie de Hochschild de A a coefficients dans M,
est le K-module gradué CH,(A; M) défini par

CH,(A; M) := M @ A®"

1



2 CHAPITRE 1 : ENONCE DU PROBLEME ET STRATEGIE DE RESOLUTION
pour tout entier n, muni de la différentielle d” de degré —1, définie en degré n par

n—1
d"m®a @ -ay) ::ma1®a2®-~~an+2(—1)im®al@...@aiaiH@...@an
i=1

+(=D)"am®@a; @+ @ ap1
pour tous m dans M et ay, ..., a, dans A. L’homologie de Hochschild HH.(A; M) de A a
coefficients dans M est I’homologie de ce complexe i.e

HH,.(A; M) := H,(CH,(A; M), d")

De la méme maniére (voir Appendice B ou [Lod98]), il est possible de définir le complexe de
cohomologie de Hochschild de A a valeurs dans M, noté CH*(A; M), muni de la différentielle
dy, dont 'homologie HH*(A; M) s’appelle la cohomologie de Hochschild de A a valeurs dans
M.

L’homologie de Hochschild de A s’interprete comme un foncteur dérivé, et ceci passe par
I'introduction d’une résolution particuliere du bimodule A :

Définition 1.1.2. La bar-résolution de A est le complexe de A-bimodules B,(A) défini par
B,(A) := A®"+2

pour tout entier n, muni de la différentielle d® définie par
n

dB(a0®a1®...®an®an+1) ::Z<_1)ia0®a1®...®aiai+l®ai+1®...®an
=0

pour tous ag, ..., an1 dans A. La structure de A-bimodule sur B,(A) = A®™ est donnée par
alag®a; @ -+ @ ay ® api1)b = (aay) @ a1 @ -+ ® a, @ (an41b)
pour tous a, b, ag, ..., a,y1 dans A.

Proposition 1.1.3. La bar-résolution de A est une résolution projective (consulter [CE56] pour
la définition de résolution projective) du A°-module a gauche A et 'isomorphisme de modules
gradués évident

M ® e B.(A) = CH,(A; M)
fait correspondre les différentielles Idy @ dP et d. Ainsi

HH,(A; M) = Tor" (A; M)

et de méme
HH*(A; M) = Exte(A; M)
Démonstration. Le quasi-isomorphisme faisant de B,(A) une résolution du A-bimodule A est
donné par le produit :
Hta - Bo(A) :A®A — A
a®b — ab

L’acyclicité de la bar résolution est démontrée dans [Lod98]. O



1.1 SENS DIRECT : L’APPLICATION D’ANTISYMETRISATION DE CARTAN-EILENBERG 3

Homologie des algebres de Lie

Dans cette sous-section, g est une algebre de Lie sur un anneau commutatif K, et N (resp.
N’) est un g-module a droite (resp. a gauche) (voir [Wei95] pour une définition de module sur
une algebre de Lie). Introduisons tout d’abord succintement la notion d’algebre enveloppante
universelle de g qui va jouer un role central dans la suite, et dont les proprietés seront détaillées
ultérieurement, notamment au chapitre 2 :

Définition 1.1.4. L’algébre enveloppante universelle de g (abregée en algébre en-
veloppante de g dans la suite), notée Ug, est le quotient de 'algébre tensorielle Tg := @®,>08°"
sur le K-module g par l'idéal I engendré par les éléments de la forme g ® ¢ — ¢ ® g — [g, ']
lorsque g et g parcourent g, i.e

Ug:=Tg/] , 1=<g®g—-9gd®g—1I9.91/9.9 cg>

La multiplication sur Ug, notée u, est induite par le produit de concaténation de T'g, et l'on
notera xy := p(r ® y) le produit de deux éléments x et y de Ug. L'unité n : K — Ug provient
de Uinclusion canonique de g*° = K dans Tg.

L’augmentation de Ug, notée € : Ug — K, est l'application induite par la projection de
Tg sur K parallélement a @®p>19%™. C’est un morphisme d’algébre qui munit naturellement K
d’une structure de Ug-module.

Il découle immédiatement des définitions que la donnée d’un g-module a droite est équivalente
a celle d’'un Ug-module a droite, c¢’est pourquoi les deux notions seront confondues par la suite.

Définition 1.1.5. Le complexe (d’homologie) de Chevalley-FEilenberg de g a coefficients
dans N est le module gradué C,(g; N) défini par

C.(g:; N) :== N ® A*g

dCE

pour tout entier n, muni de la différentielle définie en degré n par

n

dCE(m®g1/\gg/\~~/\gn) 2:Z(—l)i+1m~gi®gl/\g2/\.../\gAZ./\.../\gn

i=1
+ Y (C)Tm@g A Algi gl A Ay A g

1<i<j<n

pour tout m dans N et pour tous g1, ... gn, dans g. Ici, N*g désigne [’algébre extérieure (graduée)
sur g vue comme module graduée concentré en degré 1, et la notation §; consiste a omettre g;.
L’homologie de g a coefficients dans N, notée H,.(g; N), est le K-module gradué

H*(g; N) = H*(C*(gv N)? dCE)

La version cohomologique H*(g; N') est définie de maniére analogue (consulter l'appendice B.
ou [Wei9d] pour un exposé plus détaillé).
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Comme Ug est un g-module a droite pour I'action donnée par la multiplication, il est naturel
de considérer le complexe de Chevalley-Eilenberg a coefficients dans Ug, que I'on notera C.(g), et
qui sera appelé résolution de Chevalley-Eilenberg dans ce qui suit pour la raison suivante :

Proposition 1.1.6. Le compleze C.(g) := C.(g;Ug) est acyclique et son homologie en degré 0
s’identifie a K. C’est donc une résolution de K dans la catégorie des Ug-modules a droite.

Démonstration. Une démonstration de ce résultat a ’aide de la suite spectrale associée a la
filtration canonique de Ug se trouve dans [CE50]. O

De méme que dans le cas de 'homologie de Hochschild, I'acyclicité de la résolution de
Chevalley-Eilenberg implique une interprétation de I’homologie d’algebre de Lie comme foncteur
dérivé :

Corollaire 1.1.7. Si g est projectz’ve[] sur K, alors
H.(g; N) = Torl®(K; N)

et
H*(g; N') = Exty, (K; N')

1.1.2 L’application d’antisymétrisation est un quasi-isomorphisme
Dans cette sous-section, g est une algebre de Lie K-libre, et M est un Ug-bimodule.

Définition 1.1.8. Le g-module adjoint associé a M est le g-module & droite M dont le
K-module sous-jacent est M, et [’action de g a droite est prescrite par

m-g:i=mg— gm
pour tous m dans M et g dans g.

Ainsi, deux invariants semblent associés a la paire (g, M) : H,(g; M) et HH,(Ug; M). 1l
s’avere que ces deux modules gradués coincident, c¢’est en substance ce que dit le théoreme 5.1
du chapitre XIIT de [CE56] que nous rappelons maintenant sous une forme particuliere, adaptée
a notre contexte :

Théoréme 1.1.9 ([CE56]). Soit g une algebre de Lie libre sur K.

1. 81 X, est une résolution projective de K comme Ug-module, alors Ug® Quy X, est une
résolution projective de Ug comme Ug®-module a gauche.

2. Par conséquent, Uapplication d’antisymétrisation F, : C,(g; M*?) — CH,(Ug; M) définie
en degré n par

Fom®@ag AgaN---Agy) = Z sgn(0)m ® go(1) ® go(2) @ @ Go(n)
o€,

pour tous m dans M et gy, ..., g, dans g, est un quasi-isomorphisme de complexes de
chaines.

1. K-plate suffit pour ’homologie.
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La démonstration de ce théoreme donnée dans [CE56] repose sur un principe général ap-
pelé “changement d’anneau” par les auteurs, qui permet de comparer les foncteurs dérivés
Tor?(—; Q4) (resp. Ext’(Qa;—)) et Tor?(—;Qp) (resp. Exts(Qp;—)), oit A et B sont deux
anneaux reliés par un diagramme commutatif de la forme

A—2 Q4 (1.1.1)

-, |
B——=(Qsp

Ici Q4 (resp. @p) est un A-module a gauche (resp. B-module & gauche) et €4 (resp. ep) est
un morphisme de A-modules (resp. de B-modules). C’est en particulier ce qui permet de voir
B comme un A-module via l'application E qui est un morphisme d’anneau. Dans la section
suivante, nous allons brievement rappeler certains points clé dans la démonstration du théoreme
qui impliquent directement l’existence d’un quasi-isomorphisme inverse de ’application
d’antisymétrisation, et permettent d’établir une stratégie de construction d’un tel inverse.

1.2 Sens réciproque : la nécessité d’une contraction

Le but de cette section est de comprendre les grandes lignes de la démonstration du théoreme
donnée par H. Cartan et S. Eilenberg dans [CE56] afin d’en déduire une méthode de
construction d’un quasi-inverse de F. Ici, g est une algebre de Lie libre sur K.

1.2.1 Foncteurs dérivés et résolutions projectives

Dans cette sous-section, A est un anneau, M est la catégorie des A-modules a gauche et
A celle des groupes abéliens. Le calcul des foncteurs dérivés de foncteurs additifs dans les
catégories de modules repose sur le lemme fondamental suivant, que nous nous contentons
d’énoncer en renvoyant a [CE56] pour une démonstration :

Lemme 1.2.1 (Lemme fondamental.). Soient P et Q deuzr A-modules a gauche, X, — P un
complexe de chaines de modules A-projectifs au-dessus de P et Y, — @Q une résolution (non
nécéssairement projective) de Q). Alors toute application A-linéaire f : P — @ se reléve en un
morphisme de complexes de chaines de A-modules F, : X, — Y, au-dessus de f: P — Q. De
plus, F, est unique a homotopie pres.

Pour tout foncteur additif et exact a droite T': M — A, le n-ieéme foncteur dérivé a gauche
de F' évalué sur un A-module @, noté L"T(Q), est le n-ieme groupe d’homologie du complexe de
groupes abéliens (T'(X,),T(d*)) image par T' d’une résolution projective quelconque (X, dX)
de Q. Le fait que tout A-module admette une résolution projective est établi dans [CE56]. Pour
que L"T'(Q) soit bien défini, il faut montrer que le groupe abélien obtenu ne dépend pas de la
résolution choisie et c’est 1a qu'intervient le lemme[1.2.1]: si (X,,d¥) — Q et (Y, d") — Q sont
deux résolutions projectives de @), le lemme implique I'existence de morphismes de complexes de
A-modules FX : X, — Y, et GY : Y, — X, au-dessus de l'identité Q — Q. Comme FX o GY et
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Idy, sont deux relevements de I'application identité sur @), ils doivent étre homotopes c’est-a-dire
qu'il existe une application H, : Y, — Y,, de degré +1, vérifiant FXoGY = Idy. +d¥ H,+ H,d¥
ce qui implique par fonctorialité et additivité de T :

H(T(F)) o H(T(GY)) = Idu.(r(v.)
Le méme raisonnement permet d’établir que H,(T(GY)) est inverse & gauche de H,(T(FX)), c

(F%
qui prouve bien que les groupes abéliens gradués H,(T(X,), T(dX)) et H.(T(Y,),T(d¥)) sont
isomorphes et que L*T(Q) est bien défini.

Définition 1.2.2. Dans le cas ou le foncteur T est de la forme Q — P ®4 Q, ou P est un
A-module a droite fixé, le n-ieme foncteur dérivé de T évalué en un A-module Q) se note

Tor(P, Q)

De méme, si P est un A-module a gauche, les foncteurs dérivés du foncteur @ — Hom 4 (P, Q)
se notent Ext’ (P, Q).

1.2.2 Application au cas Hochschild /Chevalley-Eilenberg

Le but de cette sous-section est d’expliquer pourquoi la premiere partie du théoreme [1.1.9
implique la seconde. Une résolution du Ug-module a gauche K est donnée par la résolution de
Chevalley-FEilenberg C,(g). Le théoréeme nous dit qu’en tensorisant cette résolution avec Ug® au-
dessus de Ug, le complexe obtenu est encore une résolution, mais cette fois-ci du Ug-bimodule
Ug. Pour que cette opérationf] ait un sens, il nous faut préciser la structure de Ug-module &
droite sur Ug® en se donnant un morphisme d’algebres E : Ug — Ug® et un carré commutatif
de la forme avec A =Ug, B=Ug® Q4 =Ket Qp = Ug. Cest 'objet de la sous-section

suivante.

La structure d’algebre de Hopf sur Ug

Le lecteur désirant se familiariser avec la notion d’algebre de Hopf pourra consulter [Kas95]
pour un exposé complet, ou se référer a ’appendice A. ou sont rappelés les principaux résultats
utilisés dans la suite.

Nous avons déja défini le morphisme d’augmentation € : Ug — K et le produit p : Ug®? — Ug
en section [I.1.1] Il reste & introduire le coproduit et 'antipode :

Définition 1.2.3. Le coproduit de A : Ug — Ug®Ug est l'unique morphisme d’algébres vérifiant
Alg) =g®1+1®g
pour tout g dans g C Ug. L’antipode S : Ug — Ug® est ['unique morphisme d’algebres vérifiant
S(9) = —yg

pour tout g dans g. L’augmentation de l’algebre Ug® est le morphisme de Ug®-modules a gauche
p:Ug® — Ug défini par p(z @ y) := p(z @ y) pour tout x dans Ug et y dans Ug®.

2. Et la premiere partie du théoreme m
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Notation 1.2.4. Dans la suite, nous aurons souvent recours a la notation de Sweedler
consistant a noter le coproduit itéré k-fois d’un élément x de Ug sous la forme

ZI(I) ® ZE(2) Q- - ® Z‘(k+1) — (A ® Id@k—l) o (A ® Id@k‘—i’)) 0.0 (A ® Id) o A(J}) c Ug®k+1
(z)

En particulier,

A(z) = Z b ® @
(z)

Proposition 1.2.5. Le sextuplet (Ug, i, n, A€, S) est une algébre de Hopf cocomutative con-
nexel.

Démonstration. Ce résultat est démontré dans [Kas95]. O
Il ne reste qu’a définir le morphisme de changement d’anneau E promis :

Définition 1.2.6. Le morphisme d’algebre E : Ug — Ug® est défini par
E:=({Id®S)oA

Le changement de résolution

Nous disposons donc du carré commutatif suivant

Ug——K (1.2.1)
]
Uge ——~Ug

qui vérifie les conditions E.1) et E.2) du théoreme de changement d’annecau 6.1 de Cartan-

Eilenberg et montre donc le point 1) du théoreme [1.1.9] En particulier, le complexe de Ug-
bimodules (Ug® @y C(g), Id ® d°F) est une résolution projective de Usg.

Définition-Proposition 1.2.7. Le résolution projective (Ug°®@p,Cy(g), [d2dF) est isomorphe
au complexe de Ug-bimodules (CK,(Ug),d™) défini en degré n par

CK,(Ug) :=Ug® A"g ® Ug

et

n

@R g A NG ®@Y) =) (DT @G @G A AGi A AGa®Y =T D g1 A=A Gi A+ g @ giy)

i=1
+ ), )T @g A Al gl A A AGEA - A ga @y
1<i<j<n

pour tous x, y dans Ug et g1, ..., g, dans g. Ce complexe est appelé résolution de Koszul de
Ug.

3. Voir [Qui69] pour une définition de connexité.
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Ainsi, nous disposons d'un complexe “plus petit” pour calculer I’homologie de Hochschild
de Ug, obtenu en tensorisant la résolution de Koszul avec M au-dessus de Ug® et dont il est
facile de voir qu'il est isomorphe[f] au complexe de Chevalley-Eilenberg & coefficients dans le g-
module M. De plus, le lemme et les considérations qui le suivent affirment I’existence de
morphisme de complexes FX : CK,(Ug) — B.(Ug) et GB : B,(Ug) — CK,(Ug) relevant 'ap-
plication identité de Ug, et induisant des quasi-isomorphismes F, : C,(g; M) — CH,(Ug; M)
et G, : CH,(Ug; M) — C,(g; M) inverses 'un de I'autre en homologie. En fait, il est possible
de donner explicitement un tel FX :

Proposition 1.2.8. L’application FX : CK,(Ug) — B.(Ug) défnie en degré n par

Ff($®91/\92/\"'/\9n®y) = Z sgn(0)T @ go(1) @ Jo2) @+ @ Gon) @ Y
O'Ezn

pour tous x, y dans Ug et g1, ..., g, dans g est un morphisme de complexes de Ug-bimodules
au-dessus de Ug relevant 'application identité Ug — Ug. De plus, le quasi-isomorphisme F, :
C.(g; M) — CH,(Ug; M) induit par FX est Uapplication d’antisymétrisation du théoréme
L. 1.9

Démonstration. 11 est immédiat de vérifier qu'en transportant FX via les isomorphismes de
complexes de chaines

0:C.(g; M) = M @y CK.(Ug) (1.2.2)
mgpANgN-ANgp = mMALRg AN Ng,®1

et
¢ : CH.(Ug; M) — M ®uge B.(Ug) (1.2.3)
MmMPriR-QRr, —» MRVINTIQ - Rz, ®1 e
'application F, := (') o (Id ® FX)o 0 : C,(g; M*) — CH,(Ug; M) est bien 'application
d’antisymétrisation de Cartan-Eilenberg F, introduite au théoréme [1.1.9]

Il reste & démontrer que FX commute aux différentielles, ce que nous faisons par un calcul
direct. Commencons par remarquer que comme toutes les applications en jeu sont des mor-
phismes de Ug-bimodules, il suffit de vérifier I’équation

d°FKX = FK 4% | n>1
sur les éléments de la forme 1® gy A -+ A g, ® 1, avec gy, ..., g, dans g. Le terme de gauche
de I’équation donne, en utilisant le changement de variable o +— o o (i,7 4+ 1) dans la derniere

4. Voir la preuve de la proposition suivante.
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somme de l'avant derniere ligne :

dBFnK(l g N\ Ngp & 1) = Z sgn(a) (ga(l) - 9o (n) ®1+ (_1)711 ®go(1) - 9o (n)

O’EEn

—_

n—

+

M

(=1)'1® go(1) @@ Goi=1) ® o) Io(i+1) @@ Go(m) ® 1)

.
Il
—

DO ® Gom) @1+ (=1)"1 ® go1) @+ ® Go(n))

M

_|_

. :M
L~

(—1)i Z sgn(0)1 ® go(1) @ ® Go(i-1) @ Jo(i)Jo(i+1) @ @ Go(n) @ 1

1 O'ezn
o(i)<o(i+1)

(2

+ Z(—l)i Z sgn(0)1 ® go(1) @ ® Go(i-1) @ Jo(i)Jo(i+1) @ @ o(n) @ 1

ern
o(i)>o(i+1)
(49 (B
= Z sgn(o )R ® gy ® L+ (=1)" Z sgn(0)1 ® go(1) @@ Gon)
oEX, oEY,

(@)

A

~

n—1
+ Z(—l)i Z 5gn(0)1 @ go(1) @+ ® Go(i-1)® [ga(i)a ga(i+l)] Q- ® Go(n)® 1
=1

o€X,
o(i)<o(i+1)

et celui de droite

Frd*1l@g A Ng,®1) = Z(—l)iﬂ Z sg1(0) (Go(i) @ Jo(1) @+ @ Jo(t) @+ * ® Go(n) @ 1)

™~

- Z(—l)iH Z sg1(0) (1 @ go(1) @+ @ Jot) @+ @ Gor(n) © Go(i))

c€Xn,0(i)=t
(©)
+ Z 1)’ sgn(0)1 ®Is(1)®" @ Jok-1) @ [Jo (k) Jo()] @ B Jo(j) B+ * * @ o(n) ®1
1<k<n
1<o(k)<j<n
O'EETL
o(5)=i

Notons I’abus de notation dans la derniere somme (C') ou 'on a passé sous silence, pour le
moment, le fait que k puisse étre plus grand que j.
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Soit ¢ entre 1 et n. La précomposition par le i-cycle (1,2, -+ ,i — 1,i) de signature (—1)"*!
fournit une bijection

{cex,/o(l)=i} S {ocex,/o(i)=1i}
= oo (1,2,---,i—1,4)

qui permet de récrire le premier terme de I’expression précédente, noté (A), grace a la multi-
plicativité du morphisme signature sgn :

n

(A) = Z(—l)i+1 Z sgn(o) (ga(i) R Go(1) @+ @ Jo(i) @ *** @ Go(n) @ 1)

=1 0ESn,o(i)=1

=Y D s#u0) (900G ® OO oy @ 1)

i=1 oeX,,0(1)=i

= 581(0) (4o(1) @ go) ® - ® -+ ® go) @ 1)
TEY,

= (4)

De méme, le second terme (B) se transforme a 1’aide du changement de variable o — oo (n,n—
1, ,i+1,0):

(B) =— Z (—1)"*'sgn(0) (1 ® go(1) @+ ® Go(i) @ * * * ® Go(n) @ Jo(s))

1<i<n
oc€Xn,

o(i)=t
= (-1)" Z sgn(o) (1 ® Go(1) @ -+ D Go(n—1) @ ga(n))

1<i<n
o€
o(n)=i

= (=1)" Z sgn(o) (1 ® Go(1) @+ & Go(n—-1) @ go‘(n))

oEY,

= (B)

Pour simplifier (C'), utilisons d’abord le changement de variable o — co(k+1,k+2,--- ,j—1, )
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lorsque k < j,et c—~oco(j,j+1,--- k—1)quand j <k :

(@)= > (—1)"sgn(0)1 @ got) ® @ Goh-1) @ [Go): Jo)] @ *® Jo(j) @ *® Go(m) @1
1§¢17(§kk)izl§n
o€,
o(i)=j

= D (~1sen(0)1® go) ©® Goth1) @ [9oth): Jo ()] © @ Goi) @ ++® Gom) ©1

1<k<n
1<o(k)<j<n

o€,

o(3)=3

+ E (—1)*1sgn(0)1 ® gor) @+ ® Jo() @ *® Go(h=1) @ [Go(k)> Yo()] @ * @ Go(n) ®1
1§clr(§kk)§j§n
O'GEn
o(5)=1
k>j
= E (—1)*sgn(0)1l ® Go(1) D@ Go(k—1) @ [Go(k)s Jo(k+1)] ® Go(kt2) @ @ Go(n) ®1
1<k<n-1
ocon
o(k)<o(k+1)
k<o(k+1)

+ Z (=1)*sgn(0)1 ® go1) @+ ® Go(h-2) @ [9o(k)s Jo k1)) @Yo (h+1) @ * - @ gom) @1
2<k<n

o€Eon
o(k)<o(k—1)
k>o(k—1)

Ensuite, le changement de variable £ = 7 4+ 1 suivi de la précomposition par la permutation
(7,7 + 1) dans la deuxiéme somme donne

€)= > (=DFsen(0)1® gott) ® @ Goth-1) @ [gok)s Jo(+1)] ® Go(h12) @+ -® Go(n) ©1
1<k<n—1
cf(k)a<6(:(r;€+1)
k<o (k+1)
+ Y (=DFsgn(0)1 ® goy @ ® Go(i-1) @ [9o(i): Joj+1)) D Ia(j42) @+ D a(n) D1
1<j<n—1
oEon
o(j)<o(j+1)
i>0(j+1)
= Z (—1)ksgn(0)1 X 9o1) X+ @ Go(k—1) @ [gg(k), go(k+1)]® Go(k42) @+ @ Jo(n) @1
1<k<n—1
o (k) <o (k1)
= (C")
Pour conclure il suffit d’observer que
Fd (1@gi A Nga@1) = (A) +(B) +/(C) = (A)+(B) +(C") = d°F (1@ g1 A+ A ga ® 1)

]
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Remarque 1.2.9. Une démonstration par récurrence de la commutation de l’application d’an-
tisymétrisation auz différentielles de Hochschild et de Chevalley-Filenberg se trouve dans Loday-
Cyclic-Homology. Elle utilise le fait que l'endomorphisme adjoint ad, de CH,(Ug; M) associé a
tout élement g de g est homotope a l’application nulle.

Nous venons d’établir que I'application d’antisymétrisation F, de Cartan-Eilenberg provient
d’un relevement, au-dessus du morphisme identité de Ug, de la résolution de Koszul vers la bar-
résolution. Par conséquent le lemme fondamental implique que F, un quasi-isomorphisme,
ce qui prouve le point 2. du théoreme [I.1.9] Une autre conséquence “gratuite” du lemme est
I'existence d'un quasi-isomorphisme G, : CH,(Ug; M) — C.(g; M?), inverse de F, en homolo-
gie, constructible de la méme facon a partir d’'un relevement de l'identité, cette fois-ci de la
bar-résolution en direction de celle de Koszul. Ceci répond positivement a la premiere partie
question mais toute la difficulté est de construire un tel relevement : la sous-section qui
suit explique comment y remédier si I'on admet 'existence d’une contraction de la résolution
de Koszul.

1.2.3 Stratégie de construction d’un quasi-inverse

Dans cette sous-section, g est une algebre de Lie K-libre, de sorte que toutes les con-
sidérations précédentes s’appliquent. Plus particulierement, tout relevement GP : B,(Ug) —
CK,(Ug) au-dessus de I'application identité de Ug induira le quasi-isomorphisme G, : CH,(Ug; M) =
C.,(g; M) quasi-inverse de F, recherché. De plus, comme C'K,(Ug) est une résolution de Ug,
nous savons que c’est un complexe acyclique. Afin de construire G, nous allons admettre que
la résolution de Koszul possede une proprieté plus forte que 'acyclicité : la contractibilité.

Ainsi, supposons l'existence d'une contractionf| h : CK,(Ug) — CK,(Ug) de degré +1 et
vérifiant 1’équation

hd™ + d"h = Idcr, @) (1.2.4)

Alors il est tentant de définir un morphisme de complexes G, : B,(Ug) — CK,(Ug) par
récurrence sur le degré faisant commuter le diagramme

B, (Ug) — %~ CK,(Ug)

ldB T h

anl (Ug) ﬁ Canl (Ug)

pour tout entier n > 0, ¢’est-a-dire en posant
Go:=1d:Ug® Ug— Ug® Ug

et
G, =hoG, 10d® | n>0 (1.2.5)

5. Nous renvoyons a I'appendice A pour les définitions de complexe contractile et de complexe acyclique.
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Comme d? est de carré nul, G, =0 pour tout n > 1 et A5G, = éodB, donc G, est un
morphisme de complexes de K-modules. Mais un probleme subsiste : la contraction h n’étant
pas, a priori, U ge—linéaireﬁ, il n’y aucune raison pour que G1 = hdP le soit, ce qui montre que
G. ne convient pas. Cependant, il est possible de forcer la Ug®-linéarité de la maniere suivante
pour obtenir le quasi-inverse de F, recherché :

Proposition 1.2.10. L’application linéaire graduée GP : B,(Ug) — CK,(Ug) définie par
récurrence sur le degré n par

G .=1d: Ug® Ug — Ug @ Ug
et
Gz ®  ®1,0y) =2 (hGp1d®(1@21® - ®2,@1)y , Yn>1 (1.2.6)

pour tous x, y, Ty, ..., T, dans Ug, est un morphisme de complexes de Ug-bimodules qui in-
dusit, en le tensorisant avec l'application identité de M au-dessus de Ug® et en utilisant les
identifications 6 et @' données par (1.2.2) et (1.2.3), un quasi-isomorphisme

G, : CH,(Ug; M) — C.(g; M%)

inverse de F, en homologie. De la méme manic¢re, GP induit un quasi-inverse de l'application
F* au niveau des complexes de cohomologie :

G* : C*(g; M) — CH*(Ug; M)
Démonstration. Comme G2 est un relevement de l'identité de Ug ® Ug, cela implique que G,
est nécéssairement un quasi-isomorphisme. Le fait que ce dernier soit bien défini vient de la
Ug®-linéarité de GB. Montrons par récurrence sur n que GZ commute aux différentielles. Posons
dP, =p:Ug®Ug— Ug et G, :=1dy,.
— INITIALISATION : Il est clair que G§ = Idyge: et GE| vérifient
d“G§ =G",d"
— HEREDITE : Supposons que pour un certain entier n,
d*GB =GB dP
Alors, pour tous z, y, 1, ..., T,+1 dans Ug, la linéarité des différentielles et 1’égalité (1.2.4])
impliquent :
Gl (@21 ® @y @y) =2 (A"RGEd° (1@ 21 ® @21 @ 1)) y
=z ((Id = hd®)GEd°(1@ 21 ® - @ z,11 ® 1))y
=z((Gd" = hG (dP)) (1@ 21 @ - @ Tpi1))y
=0

=GEPre1® - @21 ®Y)

ce qui prouve que la commutation de GP aux différentielles est héréditaire.

6. Si elle I'était, cela impliquerait que ’algebre Ug n’aurait pas d’homologie ni de cohomologie en degrés
strictement positifs quels que soient les coefficients choisis.
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]

Nous voyons donc que pour construire “explicitement” un quasi-inverse de l'application
d’antisymétrisation, il suffit de connaitre un contraction du complexe de Koszul de Ug. Le
chapitre suivant s’attache donc a produire une telle contraction.



Chapitre 2

Contraction du complexe de Koszul

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au cas au cas ou K = R, pour lequel 'existence d’'un
quasi-inverse G, a F, est garantie du fait que R est un corps. La seconde partie de la question
[0.0.1] reste cependant non triviale ce qui motive notre étude.

2.1 Contraction du complexe de Chevalley-Eilenberg

Dans toute cette section g est une algebre de Lie de dimension finie[] m sur R. G est un
groupe de Lief| dont 1’é1ément neutre est noté e, le produit yg : G x G — G, et dont I'espace
tangent en 1’élément neutre T,G s’identifie a g. L’existence d'un tel groupe est assurée par le
troisieme théoreme de Lie. La diagonale de G est I'application Ag : G — G x G qui envoie z
dans G sur (z,z) dans G x G.

Afin d’obtenir la contraction h de la résolution de Koszul de Ug évoquée au chapitre
précédent, nous allons dans un premier temps contracter la résolution de Chevalley-Eilenberg
de g. A cette fin, il est utile d’interpréter “géométriquement” C,(g), en I’exhibant comme sous-
complexe du complexe des courants sur le groupe de Lie G.

2.1.1 Interprétation géométrique de C,(g)

I est bien connu (voir [Lod9§|, [FOTO8] et [NeeO4] pour des coéfficients arbitraires) que
le compleze de cohomologie de Chevalley-Eilenberg & coefficients triviaux (i.e dans R) est iso-
morphe au complexe des formes de De Rham sur G invariantes a gauche. C’est pourquoi il est
légitime de chercher une interprétation analogue de la résolution de Chevalley-Eilenberg comme
sous-complexe d'un complexe de chaines géométrique. Or, comme les “coefficients” de C.(g) sont
Ug et non pas C*(G), 'approche naive qui consiste a tenter de voir la résolution de Chevalley-
Eilenberg comme un complexe de champs de multi-vecteurs, dont les formes différentielles
sont duales, ne semble pas pertinente, alors que la notion de courant, duale de celle de forme

1. Sauf mention explicite du contraire.
2. Un germe de groupe de Lie sulffit.

15
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différentielle, parait mieux adaptée dans la mesure ot un 0O-courant ponctuel semble vivre na-
turellement dans Ug. Le but de cette sous-section est de donner un sens précis a ce qui vient
d’étre dit.

Distributions et opérateurs différentiels invariants a gauche

L’algebre enveloppante Ug est une algebre de Hopf qui possede plusieurs interprétations
géométriques, dont une en termes de distributions ponctuelles et une autre en termes d’opérateurs
différentiels invariants a gauche, que nous rappelons ici. A cette fin, nous noterons C°(G) 'es-
pace vectoriel des germes de fonctions en e sur GG obtenu en quotientant 1’espace des fonctions
C® définies sur un voisinage de e par la relation d’équivalence qui consiste a coincider sur un
voisinage éventuellement plus petit de e. L’idéal (maximal) de C2°(G) engendré par les germes
de fonction s’annulant en e sera noté m. Rappelons que multiplication a gauche par un élément
de z de G est un difféomorphisme de G dans lui-méme que nous écrirons L, : G — G.

Définition 2.1.1. Une distribution ponctuelle en e sur G est une forme linéaire D, con-
tinue pour la topologie m-adique, sur ’espace des germes de fonctions en e, c’est-a-dire qu’il
existe un entier v tel que D s’annule sur m”. L’ensemble des distributions ponctuelles en e,
provisoirement noté U, est une bigebre pour le produit de convolution des distributions
- défini par
D-D'(f)=D&D'(foug):=D(z D'(foL.))

pour tout germe de fonction f en e, et pour toutes distributions D et D'. Le coproduit § : U —
U®U est défini par

3(D)(f) = D(f o Ag)
pour tout germe f en (e,e) sur G X G et toute distribution ponctuelle D sur G. Pour que

I’égalité précédente définisse 6(D), il faut voir que URU s’identifie aux distributions ponctuelles
supportées en (e,e) sur G x G. On pourra consulter [Ser(06] a cet effet.

Proposition 2.1.2. Les bigebres Ug et U sont isomorphes et seront identifiées par la suite.

Démonstration. Une démonstration de ce résultat est donnée dans [Ser06]. L’isomorphisme est
induit par 'application g — U qui a un vecteur tangent associe lui méme vu comme dérivation
ponctuelle de I'algebre des germes de fonctions en e. O]

Il existe une autre interprétation de ’algebre enveloppante comme algebre des opérateurs
différentiels invariants a gauche.

Définition 2.1.3. Soit g un vecteur de g. Le champ de wvecteurs invariant a gauche
engendré par g, noté X,, est le champ de vecteurs sur G défini par

Xg(a) = TeLa(9)

pour tout a dans G.

On note U’ la sous-algébre unitaire de Endg(C*(G)) (dont le produit est la composition des
endomorphismes R-linéaires de l’espace vectoriel C*(G) ) engendrée par les champs de vecteurs
invariants a gauche, i.e. de la forme X, pour un certain g dans g.
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Un opérateur différentiel est une somme de fonctions et de composées de champs de
vecteurs. U’ est donc [algébre des opérateurs différentiels invariants a gauche sur G (Les
scalaires de U’ correspondent au fonctions invariantes a gauche donc constantes).

Remarque 2.1.4. Une définition plus précise des opérateurs différentiels se trouve, par exem-
ple, dans [God0j)].

Proposition 2.1.5. L’application Ug — U’ qui a une classe de monéme g1go - -+ g, dans Ug
associe l'opérateur différentiel invariant a gauche X4 o Xy, 0---0 X, est un isomorphisme
d’algebres.

Démonstration. Voir [God04]. O

Le lemme technique suivant sera utilisé par la suite. Il lie les deux interprétations du produit
sur Ug :

Lemme 2.1.6. Soient x un élément de Ug, g dans g et f un germe de fonction en e sur G.

Alors, en utilisant la proposition
I(ng) =zg(f)

Démonstration.

zg(f) =2 ®@g(f o pe) = x(a— g(b— f(ab))) = x(a — (Xyf)(a)) = 2(X,f)

Inclusion dans le complexe des courants
Notons Q7 (G) l'espace des germes de n-formes en e sur G.

Définition 2.1.7. Un n-courant supporté en e est une forme linéaire sur Q2 (G). Le com-

plexe des courants (supportés en e¢) sur G est le R-espace vectoriel gradué N*G =
Q:(G)Y := Homg(2:(G),R) muni de la différentielle dYy,, duale de celle de De Rham existant
sur les formes différentielles.

Le complexe de Chevalley-Eilenberg associé a g peut étre vu comme sous-complexe du
complexe des courants supportés en e : Soit x ® g; A --- A g, un tenseur élémentaire dans
Ug ® A™g. Posons

Rz @ g N Aga) (@) =z (2= w(Xy, (2), - - X, (2)))

pour tout germe de n-forme w. Ici, x € Ug est vu comme distribution ponctuelle en e sur G. 1l
est clair que ce nombre ne dépend pas du représentant w choisi.

Proposition 2.1.8. L’application

R:C.(g) — AJ(G)
TRQUA - ANgy = (W= REx@g A Agn)(w))

est un morphisme injectif de complexes de chaines.
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Démonstration. Commencons par vérifier que R commute aux différentielles. Il suffit d’utiliser
la formule intrinseque du bord de De Rham :

n

dpro( X1, Xo, -+, X,.) =Z<—1)"“X~w(xl, o X X))

4 Z 1)t w(X, - ’[X“XjL...’X].?...,Xn)

1<i<j<n

pour tout germe de n — 1-forme w. En effet, si x est dans Ug et g, ..., g, dans g, le lemme [2.1.6
permet d’écrire :

dppR(x @ g1 A -+ A gn) (@) =z (dprw(Xg,, -+, X))

- Z( 1)i+1x(Xgiw<Xgl7 T 7Xgi7 T 7Xgn))

=1
+ Z (=1 (w(Xgy, - [X,s Xl Xy, X))
1<i<j<n
- ( 1)2+1xgl(w(Xg17 » X gis 7Xgn))
i=1
+ Z (_1)j+lx(w(Xg17 T aX[gi,gjb T 7X9j7 T 7Xgn))
1<i<j<n

=RAC(z @ g1 A+ A ga) (@)

Pour démontrer l'injectivité, choisissons une carte v := (xq,--- ,x,,) centrée en e et définie
sur le voisinage ouvert U de e sur lequel le logarithme est également défini, notons e; := 8%1,
ey € 1= % la base de g qui s’en déduit et e!, ..., e™ la base duale de gV associée. Rappelons
que le fibré cotangent de G se trivialise grace aux translations a gauche :

"G — GxgY
(z,w) = (z,woT.L,)

pour tout z dans G et w dans T, G. Cette identification induit un isomorphisme
O(G) ~CX(G) ® A"g"
Ainsi, tout germe de n-forme sur G' a un représentant qui s’écrit, via I'isomorphisme précédent,

sous la forme
> free
[I|l=n

ou I parcourt tous les n-uplets ordonnés (iy < iy < --- < ,) dans {1,--- ,m}", les f; sont des
fonctions sur G, et la notation e’ désigne le vecteur de base et Ae®2 A--- Aein de A"g" lorsque

I = (Z.la"' )in)‘
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En notant e; le n-polyvecteur e;, Aej, A---Aej, associé a un multi-indice J := (j1,- -, jn)s
il est clair que

Rz®es) () free) =u(f)) (2.1.1)
|[I|l=n
Pour tout multi-indice o := (g, g, -+, ) de N™ soit D la distribution ponctuelle
définie par
o La(foy™)
DY(f): = ————>(0,---,0
(f) a!@m?l---ax%ﬂ(’ 3 )
pour tout germe de fonction f en e. Ici, || := ay + -+, et al i= aylas! - o, ). Tl est clair
que la famille { D} ,enm est une base de Ug. Si f7 désigne la fonction z + 21 (2)%25(2)%2 - - - 2, (2)Pm
définie sur U pour tout multi-indice 5 := (f1,- - , Bn), alors

o 1 sia=p
D (fﬂ):{ 0 sinon.

En combinant ’égalité précédente et I'équation (2.1.1)) avec x := D?, il vient

1 si(a,I)=(5,J)
[ B J\ ) )
RD*@en)(f®e’) = { 0 sinon.
La famille { f*®e’} 3,5y est donc duale & la base {(D*®e;}(a,n) de Cn(g) via R, ce qui implique
que les R(D* ® ey) sont linéairements indépendants, d’ou I'injectivité de R. ]

Remarque 2.1.9. [D. Calaque]

Rappelons que m est l'idéal mazimal de C°(G) constitué des germes fonctions s’annulant
en l’élément neutre.

QXG) est un compleze de C°(G)-modules que 'on peut munir de la topologie m-adique
en déclarant que les sous-modules m"Q¥5(G) forment une base de voisinage de 0. L’application
R permet alors d’identifier la résolution de Chevalley-FEilenberg au sous-complexe des courants
ponctuels continus sur G c¢’est a dire des formes linéaires sur Q5 (G) continues pour la topologie
m-adique.

2.1.2 Transfert de I’homotopie de Poincaré

Dans cette sous-section, nous allons rappeler comment ’exactitude du complexe des courants
ponctuels s’obtient en construisant I’homotopie de Poincaré sur les germes de formes différentielles,
puis démontrer que cette derniere, ou plutdt son dual, se restreint au sous-complexe C,(g) pour
fournir une contraction du complexe de Chevalley-Eilenberg de g qui s’exprime par une formule
intrinséqueﬁ grace a la structure d’algebre de Hopf sur Ug.

3. On pourra consulter [God04] pour plus de détails.
4. C’est-a-dire n’utilisant pas le groupe de Lie G qui integre g.
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Exactitude du complexe des courants ponctuels

Le complexe des germes de formes différentielles en un point p d’une varieté différentiable
M est toujours exact : c’est le lemme dit “de Poincaré”.

Lemme 2.1.10. Soient M une varieté différentiable et U un ouvert de M. Supposons que U se
contracte sur un de ses points p, c’est-a-dire qu’il existe une homotopie (différentiable, laissant
fizxe p) ¢ 1 [0,1] x U — U entre Uapplication identité sur U et l'application constante et égale a
p sur U. Posons

1
Sw = /0 dt . 2w
pour toute n-forme w définie sur un ouvert V inclus dans U, ou la notation tx désigne le
produit intérieur avec le champ de vecteur X. Alors sw est une (n — 1)-forme définie sur U et
lapplication de degré —1
s (M) = (M) (2.1.2)
W = Sw
est une contraction du compleze Q;(M), c’est-a-dire qu’elle vérifie
sdpr + dprs = Ida:(nr)

Le représentant w du germe w apparaissant dans est évidemment choisi défini sur un
ouvert inclus dans U.

Comme tout point d’une varieté admet un voisinage contractile, il s’ensuit :

Corollaire 2.1.11. Pour toute varieté M et tout point p de M, le complexe (by(M) est con-
tractile. Une homotopie est fournie par l'application s du lemme de Poincaré[2.1.10. De plus,
le complexe des courants en p sur M est contractile et une homotopie est donnée par s¥, 'ap-
plication duale a s, de degré +1.

Dans le cas o M = G, il existe une contraction particuliere donnée par 'application
exponentielle. Soit V' un ouvert de g contenant 0 sur lequel I’exponentielle est injective et
notons U l'ouvert (contenant e) image de V. Ainsi, exp : V' — U est un difféomorphisme, dont
on note In : U — V T'inverse.

Définition 2.1.12. La contraction canonique associée au groupe G est 'application ¢ :
0,1] x U — U définie par
@(t,a) := exp(tIna)

pour tous t dans [0,1] et a dans U.

Contraction induite sur le complexe de Chevalley-Eilenberg

L’objectif de cette sous-section est de transférer la contraction du complexe des courants
sur le sous-complexe C,(g). La sous-section [2.1.1] permet de traduire application A¢ (resp.
i) sur le groupe en coproduit A (resp. produit p de convolution des distributions) sur Ug.
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Afin de transporter 'homotopie sV sur le complexe de Chevalley-Eilenberg, il faut étendre ce
dictionnaire, en particulier aux applications différentiables de G dans lui-méme qui laissent
stable e.

Définition 2.1.13. Soit f : V — W une application différentiable entre deux ouverts V et W
de deux varietés différentiables M et N. Si p est un point de V', Uapplication induite en p
par f est Uapplication linéaire f, : Co,(M)Y — Cyp)(N)Y définie par

£.D(h) == D(ho f)

pour toute forme linéaire D sur C,(M) et pour tout germe de fonction h dans Cy)(N). Dans
le cas ot M = N = G et f(e) = e, Uapplication f. se restreint a Ug en un endomorphisme de
cogebre, encore noté f,.

L’interprétation de la contraction canonique ¢ définie en [2.1.12] au niveau des distributions
passe par l'introduction du produit de convolution sur les endomorphismes de Ug :

Définition 2.1.14. Soient f et g deux R-endomorphismes de Ug. Leur produit de convolu-
tion est l'endomorphisme f x g défini par

fxg=ulf®g)A

Il est clair que (Endg(Ug), +, %) est une algébre associative et que I’élément neutre du produit de
convolution est l’endomorphisme ne. La projection canonique de Ug est ['application linéaire
pr: Ug — Ug définie par

L’emploi du mot projection est justifié par la proposition suivante :

Proposition 2.1.15. La projection canonique, est a valeur dans g C Ug. Elle vérifie les iden-

tités
pr*p o pr*q — pr*p Si p = q (2 1 3)
0 sinon o
pour tous p et q entiers, ainsi que
pr, = Id,
Démonstration. Consulter [Reu93]. O

Remarque 2.1.16. Les pr*?, lorsque p parcourt N, forment une famille d’idempotents deux a
deuz orthogonauz et portent le nom d’idempotents eulériens dans [Lod98] et [Reu95).

Proposition 2.1.17. Soit t dans [—1,1]. Alors
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1. L’endomorphisme de cogébre (). : Ug — Ug induit par l'application différentiable

Vol U - U
a — (t,a)
ou @ est la contraction canonique définie au est l'endomorphisme de cogebre ¢,
défine par
tn *7
¢ = Z mpr
n>0
2. Pour tout s dans [—1,1],
¢8 o ¢t = ¢st
En particulier, 'antipode S = ¢_1 vérifie
Sogr=¢
3. Pour tout s dans [—1, 1],
¢t * ¢5 = ¢s+t

Avant de démontrer la proposition, nous allons établir deux lemmes qui donnent les in-
terprétations des applications In : U — V et exp : V — U en termes de morphismes de
cogebres :

Lemme 2.1.18. L’application In, : Ug — Sg induite par le logarithme est donnée par

1
In, = Z Epr*k (2.1.4)

k>0
ot la convolution % est a comprendre dans Homg(Ug, Sg).

Démonstration du lemme[2.1.18 Rappelons que Sg est la cogebre cocommutative connexe
(Voir [Qui69] et [Lod08] pour une définition générale de la connexité) colibre engendrée par
g. Ainsi, tout morphisme R-linéaire f : Ug — g (qui envoie 1 sur 0) se prolonge de maniere
unique en un morphisme de cogebres f : Ug — Sg faisant commuter le diagramme

Ug 1~ Sg (2.1.5)

x Joes

g

ou proj : Sg — g est la projection canonique sur le facteur de degré 1. De plus, f s’obtient en
appliquant la formule en remplacant pr par f.

En fait proj peut étre comprise comme 'application induite par 'opérateur de différentiation
au point 0 au niveau des germes de fonction sur g : Si est h est un germe de fonction dont h
est un représentant défini sur V', la différentielle en 0 doh : Tog = g — R est encore définie
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sur V', et méme sur g toute entiere, et représente donc un germe en 0. Ceci permet de définir
I'endomorphisme dy de Cy(g), qui induit I'endomorphisme dj de Sg au niveau des distributions.
Il est facile de vérifier que djj et proj coincident (une application linéaire a pour différentielle
seconde I'application nulle).

Ainsi, comme In, est un morphisme de cogebres, démontrer le lemme revient a démontrer
la commutativité du diagramme

Iny

Ug——=Sg
g

— CAs OU g = M,(R) EST UNE ALGEBRE DE MATRICES :
Dans ce cas on choisit G = GL,(R). L’application logarithme est alors donnée par

e = 3 0 oy - S S () e

i>1 i>1 k=

pour toute matrice z de GL,(R), ou le produit est celui des matrices et e la matrice
identité. Ainsi, pour toute fonction h définie sur V' et pour tout x dans Ug, en notant inc
I'inclusion de GL,(R) dans M,(R), il vient

(djln.x)(h) = x(doh o In)

_y BT Dt Z (;) Ji=ha(z > doh(inc 2¥))

-y <_1Z,)i+1 i (;) (~1)"*2(z > doh o inc 2¥)

Or l'application z — 2* n’est rien d’autre que la puissance k-ieme de l'identité de GL,(R)
pour le produit de convolution, d’ou

(dgln,z)(h) = ﬂ > (;) (=1 *1d*(2)(z — doh o inc 2)

-
= pra(doh o inc)
= prz(dph)
= prz(h)

car, comme prz est dans g et doh : g — R est linéaire, prz(dphoinc) = doh(prz) = praz(h).
— CAS OU g EST ARBITRAIRE :
Par le théoreme d’Ado [Jac62], g s’identifie & une sous-algebre de Lie d’une algebre de
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matrices M,(R), c’est-a-dire qu’il existe un morphisme injectif d’algebres de Lie p: g —
M,(R). L’ouvert U C G peut étre choisi assez petit pour étre isomorphe, comme groupe
de Lie local, a un ouvert (contenant la matrice identité e et que nous noterons encore
U) du sous-groupe de GL,(R) qui integre g LN M, (R). Ceci donne lieu & un diagramme
commutatif

UcG-2~VcCg

14h%
GLy(R) = M,(R)
ou les fleches horizontales sont des injections (l'une de groupes et 'autre d’algebres de

Lie). En appliquant le foncteur “distributions supportées en I’élément neutre”, on en
déduit le diagramme commutatif suivant

¥ Ug— Sy

bl

M, (R) <2 UM, (R) 2> SM,,(R)

ou i := Up et 7 := Sp sont des morphismes d’algebres de Hopf injectifs et les fleches
horizontales du carré de droite des isomorphismes de cogebres. L’application In, : Ug —
Sg est la seule application linéaire faisant commuter le carré de droite du diagramme
précédent. Or un calcul direct utilisant que jj; = ¢|; = p nous montre que

. 1 *k 1 *k - -
]oE Hpr = E Hpr ot1=1In,01
k>0 k>0

ou la deuxieme égalité se déduit du lemme appliqué aux algebres de matrices, démontré
précédemment. Par unicité,
1 *k
In, = Z Epr

sur Ug.
]

De la méme maniere, une formule algébrique permet de calculer 'application exp, : Sg — Ug

induite sur les distributions par ’exponentielle :

Lemme 2.1.19. L’%isomorphisme de cogebres exp, : Sg — Ug induit par l'application ez-
ponentielle V. C g — U C G est lapplication de symétrisation de Poincaré-Birkhoff- Witt
B:Sg — Ug : elle est donnée sur tout tenseur élémentaire g1gs - - - g, de longueur p par

exp, (9192~ gp) = Z Go(1)90(2) " ** Jo(p) =: B(G192" - Gp) (2.1.6)

oEY)y

ou ¥, est le groupe des permutations de ’ensemble {1,2,--- ,p}.
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Démonstration du lemme[2.1.19. Comme exp o In = Idy et In o exp = Idy, les isomorphismes
de cogebres exp, et In, sont inverses 'un de 'autre. Il suffit donc de montrer que (8 est inverse a
gauche de In, en utilisant 1’égalité du lemme précédent. Soit x un élément de Ug. Comme
pr**(z) est une somme de tenseurs élémentaires de longueur k pour tout entier k, il vient

fo In,(z ZZZ kmpra: prx() prx()

k>0 (z) o€y

Soit p un entier. Par cocommutativité du coproduit sur Ug, nous avons

B o pr( ZB pr(z)pr(z®) - - pr(«?))
= Z > pr(x 2Oy pr(a@®) = "pr(aM)pr(z®) - pr(z?) = pr*(z)
(@) P o€, (@)
ou la premiere convolution s’effectue dans Homg(Ug, Sg) et la derniere dans Endg(Ug). Ainsi
foln, = Z l'pr*p
pzo V"

Dans l'algebre de convolution (Endg(Ug), *,ne), 'élément Id — ne est localement nilpotent ce
qui permet de définir un morphisme d’algebres

m:Q[X]] — Endr(Ug)
X — Id—ne

qui commute aux opérations de composition. Il est clair que

=7n(In(1+ X)) = W(Z %X’“)

k>1

foln, = Z ]%pr*’C = m(exp(In(1 + X)))

p=>0

Or exp(In(1 + X)) =1+ X dans Q[[X]], d’ou
Boln, =ne+ Id—ne=1d
ce qui acheve la démonstration du lemme. O

Démonstration de la proposition|2.1.17. En remarquant que l'application oy : g — g qui envoie
tout g dans g sur tg induit 'endomorphisme de bigebre (ay). : Sg — Sg vérifiant

()e(g192 - gn) =t"q192 - - “Jp



26 CHAPITRE 2 : CONTRACTION DU COMPLEXE DE K0OSzuL

pour tout tenseur élémentaire g;gs - - - g, de longueur p dans Sg, et en utilisant les lemmes [2.1.18
et 2.1.19 il est clair que

(¢1)« = (expoayoln), = (exp), o (o Z Pr*p = ¢y

p>0

ce qui démontre le point 1).
Les points 2. et 3. s’obtiennent par un calcul direct, faisant intervenir la relation (2.1.3])
pour le 2.. O

Définition 2.1.20. Pour tout réel t, A, : Ug®? — Ug est lapplication (bi-)linéaire définie par

Az, y) = Az ®y) : Z¢ W)y (zPy)

pour tous x ety sans Ug.

Proposition 2.1.21. Soient x dans Ug et g dans g. Alors

At<x7g) S g

pour tout réel t.

Démonstration. Soient x dans Ug et g dans g. En vertu de|A.1.5} il suffit de montrer que A;(z, g)
est primitif. Comme A est un morphisme d’algebres, ¢; est un endomorphisme de cogebre, et
g est primitif, il vient

A(Ai(x, 9)) =A(p-o(zD) (2 g))
:¢—t($(l))¢t(iﬁ(2)g) ® ¢—t($(3))¢t($(4)) + ¢—t($(l))¢t($(2)) ® ¢—t($(3))¢t($(4)9)
=Ai(z,9) @1+ 1® Az, 9)
]

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoreme de transfert de I’homotopie de
Poincaré :

Théoreme 2.1.22. Soit g une algebre de Lie de dimension finie sur R et G un groupe de
Lie dont 'espace tangent en 1’élément neutre est g. L’homotopie s¥ du complexe des courants
ponctuels sur G du [2.1.11] associée a la contraction canonique ¢ de G définie en se
restreint au sous-complexe de Chevalley-FEilenberg en une contraction notée s. De plus, s est
donnée sur les chaines de Cy(g) par

s(TRGAGA---Ngy) = Z/ dt pp(zM) @ pr(zP)YA A(z® g ) A A AP g,) (2.1.7)

pour tous x dans Ug et g1, ..., g, dans g.
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Démonstration. Les notations sont les mémes que celles de la proposition Il s’agit de
montrer que Ro s = s¥ o R. Soient gy, ..., g, dans g,  dans Ug, et @ une p — 1-forme définie
sur 'ouvert V sur lequel In est un difféomorphisme. Alors

. ' 0
S0 R g A Ag)@) = [ e (20 s (T G oo Xae)oeos Ty X, ()
0

1

dp

= / dt x (z — w@t(z)(a(t, 2), Ty p TeLl.gr, - - 7T(t,z)(;0Tengp))
0

ou la notation f(z1,- -, zp42) désigne la fonction (21,22, -+, zp42) — f(21, 292, -+, Zp42) pour
toute fonction f de U*®+2) dans R. Or, pour tout (¢,2) dans [0,1] x U, d'une part

9%
ot

(t,2) = TeLyt,2)Inz
et d’autre part, vu que ¢, '(2) = p_;(2) pour tout z dans U :
T(t,z)@ T.L, = Te‘;@t oL, = TeLgot(z)Tgot(z)Ltp_t(Z)Te%pt oL, = Techt(z)TeLq}_t(z) C Yt O L,
Ainsi
1
s o R(l’ O AN gp)(@) = / dt " (W%(m) (TeLsOt(z1)$(2)(ln22)a TeLsﬂt(Z1)x(3) (TeLSOft(ZZS) O P o ngl)a T
0

ce 7TeL30t(z1)J7(p+2) (TeLsofz(zp-‘.z) SRR ngp)))

Comme g est un espace vectoriel, I'action des éléments de Ug sur les germes de fonction
s’étend en une action sur les applications a valeurs dans g : c’est le sens de I'abus de no-
tation @ (T, L, () © ¢+ © L.g1) dans I'égalité précédente, qui désigne le vecteur =) (z3 —
TeLy_ .5y 0¢r0L.g1) de g = T.G. Or, pour tout y dans Ug, le lemme nous donne :

Y(2z2 = TeLy,(2yIn) = To Ly, )Py = Xpry © 91(21) (2.1.8)
De méme, pour chaque 7 entre 1 et p :
y(zi-‘r? = TeL(Pt(Zl)TeLSOt(Zi+2) C Yt © L2i+2gi) = TeLsOt(Z1)y(Zi+2 = TeLtpt(ziJrz) © Pt © L2i+2.gi)

Afin de calculer y(ziyo = ToLy, (2, 5) © ¥t © Lz,,,9;), considérons des coordonnées &;, ..., &, au

voisinage de e et notons 8%1, o BE la base de g associée. Alors, en utilisant les propositions
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2.1.2] et [2.1.17] pour obtenir la troisitme et la quatrieme égalité :

o 0
y(zi—i-? = TeLGDt(Zi+2)OSOtOLZi+zgi> - Z Yy (ZH-? = gl<a = g] © Lsot(zz+2) SRR LZz+2( ))) %
i=1 J
. M) g 1 (2) 0
:Zzy QYR gi <( Zit2s z+27 )'_>§JOL%Z Q)OQOtOL (@)g
7=1 (y) J
= Z Zy(l) & y(2)gi ((21—1—2: ) §jo Liy(zivn) © ©i( ))
7=1 (y)
. (D, (/2 0
= Z O—e(y ) oe(y ™ 9:) (&) 7
0¢&;
J=1 (y)
= Ay, 9:)

D’ou

y(zi+2 = TEL(Pt(Zl)TeLQDt(ZiJrQ) O Yo in+2gi) = TeLsot(m)At(yv gi) = XAt(y’gi) © Spt(zl) (2'1'9)

A Taide des équations ([2.1.8)) et (2.1.9)), il vient

S OR($®91/\ “Agp) (@ Z/dtx w«pf(zl)(Xpm@ opi(21), XAt( ®3) gl)OSDt(Zl) ,XAt(;c(wz),gp)OSDt(Zl)))

= Z/ dt gbt(x(l)) (WZ (Xpr $(2)(2)7 XAt(z(S),gl)(z)v' Y XAt(:v(?""Q),gp)(z)))
0
_Ros(x® g A A gy)(E)

ce qui montre que s¥ se restreint a C,(g) et que cette restriction est bien s. Pour vérifier que s
est une contraction, il suffit d’utiliser le fait que sV en est une :

R(ds + sd“F) = (dYps’ + s dpr)R=R
en effet, comme R est injective, cela implique que
d%s 4 sdF = Ide, (g
et termine la démonstration du théoreme. [
Ainsi, nous disposons d’une contraction s de C,(g). La section suivante a pour but de

montrer comment déduire de s une autre contraction, cette fois-ci pour le complexe de Koszul

CK,(Ug) de g introduit au chapitre [1]
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2.2 Contraction de la résolution de Koszul

Dans cette section, nous allons construire une contraction h : CK,(Ug) — CK,.1(Ug)
du complexe de Koszul de g a 'aide de la contraction s du complexe de Chevalley-Eilenberg
introduite en . Ensuite, nous verrons comment passer outre I’hypothese de finitude de la
dimension de g, montrant ainsi 'existence d’une contraction bien définie de C' K, (Ug) des lors
que le corps de base est R.

2.2.1 Transfert de la contraction au complexe de Koszul

Les notations sont les mémes qu’au En particulier, ’application E : Ug — Ug® est
définie par E := (Id ® S)A, fait commuter le diagramme ([1.2.1)), et détermine la structure de
Ug-module a droite sur Ug®. De plus, comme 'application

0" : CK.(Ug) — Ug® @y, C.(g)

2.2.1
TRQPN NGy = 2QYRLIXg A+ Ngy ( )

est un isomorphisme de complexes de Ug-bimodules, ce qui est sous-entendu dans la définition
[1.2.7] il pourrait sembler naturel de définir la contraction h du complexe de Koszul recherchée
en transportant 'application Idyge ® s sur CK,(Ug) via 8”. Malheureusement, Idyge ® s n'est
pas bien définie sur Ug® ®yy Ci(g) car s n’est pas Ug-linéaire. Pour y remédier, procédons de
maniere analogue a ce qui a été fait en pour forcer la Ug®-linéarité de I'application G2 :
Commengons par définir Papplication de degré 41 h : Ug® @y C.(g) — Ug® Quy C.(g) en degré
n en posant

ﬁ(w@y@z@gl/\---/\gn) :zZl@x(l)y®s(x(2)z®gl/\---/\gn) (2.2.2)
(@)
pour tous z, y, z, w dans Ug et g1, ..., g, dans g.

Proposition 2.2.1. L’application h est une contraction bien définie du compleze Ug® @y Ci(g).

Démonstration. Soient n un entier, x, y, z, w dans Ug et g1, ..., g, dans g. Il est clair que la
formule défini a priori une application sur Ug® ® C,,(g). Pour voir que h est bien définie
sur Ug® @y Cy(9), il faut vérifier que (2@ y)E(w)® 2@ g1 A+ Agp et TRQYQuz@ g1 A~ A gy
ont méme image par h. En utilisant notamment la structure d’algebre de Hopf cocommutative
sur Ug, il vient

Wz @y Ew) @z A Agy) = haw® @ Sw?)y@z@ g A Agn)
(w)
(w) (@)

(w) (=)

=h(z@Yy@wz@ g A A gp)
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ce qui prouve que h est bien définie.
D’autre part, nous savons par le théoreme [2.1.22] que s est une contraction de la résolution
de Chevalley-Eilenberg donc

<([d®dCE)iL+;l([d ®dCE)> (xRYR2zRgIN - ANgy) = Z[d@(stE—i-dCEs)(l RrWye @z g A-- “Agn)
()

:Z(l ®x(1)y)E(x(2)) R2zQ@G A AGgp

—Zw ® S(z CyRzQg A Agn

:x®y®z®gl/\--~/\gn
d’ou l'identité de contraction voulue :

(Id ® dP)h + h(Id ® d) = Idygeay,c. (o)

Nous en déduisons la contraction h du complexe de Koszul recherchée :

Corollaire 2.2.2. Soit g une algébre de Lie de dimension finie sur R. L’application linéaire

graduée de degré +1 h : CK,(Ug) — CK,(Ug) définie en degré n par

Mz @GN+ Nga®Y) 12/ dtgo(x) @pra® AA(@®, g) A AU, ) @y (2 )y
0

(2.2.3)
pour tous x, y dans Ug et ¢1, ..., g, dans g est une contraction du complexe de Koszul de g.

Démonstration. 11 suffit de montrer que h s’obtient en transportant h alaide de I’isomorphisme

de complexes 0" défini en ,i.e
0" = ilel/

Ce qui se fait par un calcul direct : pour z, y dans Ug et g1, ..., g, dans g, la proposition
permet d’écrire, en remarquant que ¢, = Id :

W' (x @ G1A-- A gn @ y) = Z/ dt1 @ 20y @ ¢y (W) @ pr 2@ A A(®, g1) A---A A2 g,)

=2 / dt ¢1(xM) ® S(gy(z" )2y 1@pr 2 A A (2P, g1) A-
(@) 70
/\A( (n+229n)
—Z/dt¢t ) @ d14(z (n+3))y®1®pr$ /\At( 791)/\"'/\At($(n+2)agn)

=0"h(x @ g1 NN g, RY)



2.2 CONTRACTION DE LA RESOLUTION DE KOSZUL 31

2.2.2 Supression de ’hypothese de finitude de la dimension

Dans tout le deuxieme chapitre, nous avons supposé que l’algebre de Lie g était de dimen-
sion finie sur R, ce qui a permis d’interpréter 1'algebre enveloppante Ug comme ’espace des
distributions ponctuelles supportées en 1’élément neutre e d’un groupe de Lie G intégrant g, et
le complexe de Chevalley-Eilenberg comme sous-complexe du complexe des courants ponctuels
sur G. L’existence du difféomorphisme local exponentielle impliquant celle d’une contraction
“canonique” ¢ d’un voisinage de e, nous avons ensuite pu restreindre I’homotopie de Poincaré
qui lui est associée afin de construire la contraction s de C,(g) voulue. Le fait que s soit une
homotopie est alors une conséquence directe du lemme de Poincaré, mais la formule
faisant sens en dimension quelconque, puisqu’elle n’utiliseﬂ que la structure d’algebre de Hopf
cocommutative connexe de Ug, il est naturel de se demander si elle définit toujours une con-
traction de la résolution de Chevalley-FEilenberg. Nous allons voir que c’est bien le cas, en
démontrant directement que s vérifie la formule de contraction, ce qui impliquera au passage(il
suffit en effet de reprendre mot pour mot la démonstration de la proposition que la for-
mule définit une contraction h du complexe de Koszul sans hypothese sur la dimension
de g, et permettra alors d’appliquer la stratégie de contruction du quasi-inverse de I’application
d’antisymétrisation annoncée au dans le cas ou I'anneau de base est R.

Commencons par quelques lemmes qui seront utiles pour démontrer que la formule
définit bien une contraction.

Lemme 2.2.3. Soient t dans [—1,1], g dans g et x dans Ug. Alors
1.

d
%gbt:@*pr:pr*@

d

— (1) (2)
EAt(x,g) = pr(zg) + ;[At(x ,9),pr ]

Démonstration. Le point 1. s’obtient par un calcul direct. Pour le point 2. il suffit de remarquer
que pour tout y dans Ug, comme A est un morphisme d’algebres,

Alyg) =Yy Vg y® +yV @y,
(v)

5. Alors que linterprétation géométrique de C(g) permet de voir qu’elle provient de ’homotopie de Poincaré.
En particulier, la contraction ¢ de Ug provient de la contraction ¢ dont la construction nécéssite la bijectivité
locale de I'exponentielle qui n’a pas de raison d’étre satisfaite en dimension infinie méme si il est possible de
donner un sens au groupe G dans ce cadre.
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puis d’écrire, en utilisant le point 1. et le point 3. de la proposition associé a la cocom-

mutativité du coproduit dans ’avant-derniere ligne :

d (1
i dtz¢ = ¢=09)
_ %(Qs_t( ) éi(2?g) + 6 (a" )

Nep(zPyg +Z¢

(z) (w)

+Z¢

), pr 2] + pr(zg)

Lemme 2.2.4. Soient g, h deux éléments de g, et x dans Ug. Alors, pour tout réel t :

2, n)]

_ Z[At(l'(
()

Démonstration. En premier lieu, remarquons que

)= X 0o Do) ) =
(zg)
ce qui donne
Ay(xg, h) — Ai(zh, g) Z¢
- Z ¢—t (!
(x)
:Z¢_t zMyg
(@)
ie
A(gz, h) = Ay(ha, g) — = dx

(z)

= At<xg7 h) o

Dh) + ¢ (!

(2)9) _ (b-t(ﬂ?(l

- (#1(29))
) (¢ pr)(z®g)
prx3)—|—2(b
+Z¢ wbt pr(z?

_775

Ai(zh, g) — A(z, |

g, hl)

(D) + 61 (D)ot

)¢t(x(2)gh)

Ngy(zPhg)
Z¢

(2) ) + At(xv [g

pr(z®g)

'9)

2gh)

,hl)

h) = o i(@Vh)gi(xPg) (2.24)

(z)
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D’autre part, pour tout y dans Ug et tout k£ dans g

=Y oy R)eu(y?) + (Y a(yPh) = Y oy k) en(y?) + Ay, k)
) (v)
d’ou
Ay, k) = = oy Vk)dn(y?)

()
ce qui permet d’écrire, avec (y, k) = (M, g) et (y, k) = (2™, h) :

> [z, g), A2, Z A(zW, 9)A(zP h) — Az, h), Ay (2@, g)
()
= Z —¢- ( '9)0:(z®) (&) (VD) + ¢y (xVR) 3y (2o (a) (2
=—Z¢ 9)¢ux &-4(a” +Z¢> h)g: * 6—4(x)én(xg)
:776 :ne

=— Z d_i(xV g)py (P h) + Z ¢_i(zVh) gy (zPg)
(x) (z)

prouvant ainsi que le second membre de I’égalité ([2.2.4)) est précisément —Z[At(x(l), q), A(z@ h)].

(z)

O

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer et de démontrer la version générale, i.e ne
nécessitant pas de supposer g de dimension finie, du théoreme [2.1.22]:

Théoreme 2.2.5. Soit g une algebre de Lie sur R. Le résolution de Chevalley-Filenberg C.(g)
est contractile, et une contraction de ce compleze est donnée par l'application linéaire (graduée
de degré +1) s : Cy(g) — Ci(g), définie par

sS(T@g A Aga) = Z/ dt ¢(a) @ pra® A A (@ g) A A A2 g,)

pour tous x dans Ug et g1, ..., g, dans g.
qui a pour corollaire immédiat

Corollaire 2.2.6. Soit g une algebre de Lie sur R. La formule défini une contraction
h du complexe de Koszul CK,(Ug).

Remarque 2.2.7. Le corollaire précédent a pour conséquence immédiate ['acyclicité du com-
pleze de Koszul sans faire appel au point 1. du théoréme[1.1.9

9)
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Notation 2.2.8. Afin d’alleger les calculs, nous n’écrirons plus le signe ) intervenant
dans les coproduits itérés d’un élément de Ug. Par exemple le copoduit itéré deux fois

appliqué sur v (ARId)A(z) s’écrira simplement 2V @ 2® @ 2®) au lieu de Z:c(l) @z z®

(x)
en notation de Sweedler traditionnelle.

Démonstration du théoréme[2.2.3. 11 nous faut montrer que s et d°F vérifient la relation
sd +d%s = Ide, () (2.2.5)

en tout degré.
Soient x dans Ug et gy, ..., g, dans g.

— Calcul et simplification de sd““(x ® gy A --- A g,) : Appliquons tout d’abord les
définitions de s et d°F :

n

SdCE(ﬂﬁ@gl/\---AQn):/o dt<' (=)™ e((2g:) ™M) @ pr(zgi)® A A((29:)®, g1) A

—1
A At((xgi)(i+1)a Giz1) A At(($9i>(i+2)a Git1) A=+ A At((Igz‘)(nH), Gn)

£ 31 6u(a) @ pr(a)® A 4@, ) A A A (@), gs, g,]) A

1<j

A Ay (2T ),gg 1) A Ay(zY ,g +1)/\"'/\At((xgi>(n+l)vgn)>

Or, pour tout g dans g

(:Eg)(l) R ® ($g)(n+1) — Zx(l) R ® 2(F=1) ® :L“(k)g ® 2 (k+1) R ® 2(nt1)
k=1
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Donc

A

n

1
sdC(z @ giN-- A gp) = / dt( (=1) g (zWMg) @ pra® A A (2P ) A -
0

1=

1
A A2 g ) A A3 gia) A A A2 g,)

B
+ Y (1) (2D) @ pr(e®gi) A (2P, g1) A
i=1
AA( (2+1)7gl 1>/\At( 79@—1—1)/\ '/\At(x(nJrl)vgn)
<
+) (1) (aV) @ pra® A Az® g) Ao A A2V g, gj) A
j<i
AA( (H_l)agz 1)/\At( 7gl+1)/\ '/\At(x(n+l)7gn>
D
+Z D™z @ pra® A Az® gi) Ao A A2 g A
>
A Az gi) A A A (29D g, gi) A A Az, gy)
E
£ ()6 D) @ pr(a)® A A @D, g1) A--A A2, [gi,g5]) A
1<J

--/\At(x(j“),gj,l) /\At(a:(j”),ng) N /\At( ("”),gn))

Echangeons le role des indices i et j dans le terme C' et observons que le facteur A, (z(+2), 9;)
est alors en ¢ 4+ 1-eme position dans le produit exterieur de longeur n :

C= Z 17 gy(z) @ pra® A Ay (e, gi) A A A (TP g, g5) A

1<j

A ALY g A A (@D g A A A (2D g)

Pour chaque couple (i, j) apparaissant dans la somme D, faisons agirE] le (7 —i)-cycle (i+
1,i+2,---j) de signature (—1)"7*! ce qui a pour effet d’amener le facteur A;(zV+Yg;, g;)
en i + 1-eme position :

6. L’action & gauche de ¥, sur Cy,(g) est définie par o(x @ hy A+ Ahy) =2 @ hg-1(1) A+ A g1,y pour
tous o dans ¥, x dans Ug et hq, ..., h, dans g. Elle vérifie I'identité sgn(a) (z®@h1 A+ Ahyp) =xQ@hi A+ Ahy,.
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D:Z( 1Yy (xD) @ pra® A Ay (2™, g1) A+ A Az g, gj) A
1<J

/\At( G+D) » 95— 1)/\At( G+ g+1) /\At(x(n+1)>gn)

Ainsi, nous pouvons appliquer le lemme pour obtenir

C’+D+E:_Z( )¢t( )®prx /\At( 791)/\ N[A(x (ZH)agi)’A( (l+3)>gj)]

1<j
A A ( G+2) 7g] 1) A At( )7gj+1> A A ( (n+2) Jgn) (226>
— Calcul et simplification de d““s(x ® g; A --- A g,,) : De méme que précédemment,
commencons par appliquer les définitions de s et d°F :
A/
1 - N
d%s(x @ giA---Agy) =/ (@( Nprz® @ Ay(z®, 1) AN A (@7 g,)
0

Bl

A

Ve
n

+Z(—1)i¢t( NA?, gi) @ pra® @ Ay (z™, g1) A

=1
A AT g ) A A(@T i) A A A(a) g,
Cl

A\
~ ™~
n

+> (—1ioaM) @ [pra®, Ay (2@, g.)] A A2, g1) A

=1
SRAY At( (l+2)7gz ) A At( 7gz+1) JARERIAN At(x(nJrQ)agn)
D/
t Z( )]@( ) @ pr ! /\At(x(g)agl)/\[At<I(i+2)agi>7 Ay(z (H_S)agj)]
1<J

A At<x(j+2)a gj—l) A At(x(j+3)7 gj-‘rl) ARRNA At(x(n+2)7 gn)

L’identité
o1y A(y®, h) = du(yh) ,
aisément démontrable pour tous y dans Ug et h dans g, et 1’égalité (2.2.6)) impliquent que

B=-A e D=-C-D-E

De plus, le point 1. du lemme permet de récrire le terme A’ :

= % (e(2 ™)) @ Ar(x®, g1) A= A AT, g) (2.2.7)
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— Synthése : Calculons (sd“C +d“Fs)(x @ g A+ A gyn) a laide des deux premiers points :
1
(sdC +d“s)(z@ gL A--- A gyp) :/ dtA+B+C+D+E+A+B +C +D
0
1
:/ dtA+B+C+D+FE+A-A+C'-C—-D-F
0
1
:/ dt A+ B+ C'
0

Simplifions B + C’ a 'aide du point 2. du lemme suivi de l'action du i-cycle (4,7 —
1, ,2,1)

d (A( (Z+1)792))

B0 = 0la) A M0

=1
A A ( vgz-i-l) ARERNA At(x(n-’_l)v gn)

Ceci, combiné avec 'égalité ([2.2.7)), nous conduit a

1
d
(SdCE_i_dCES)(I ®g1/\"'/\gn) :/ dt d_ (¢t(x(1))) ®At(x(2), ) /\At( (n+1) ,gn)

+Z¢t ®At g1) A /\At( ,gz_)
d
A % (At( H_l)>gi)) A A ( 7gz+1) A - At( (n+1),9n)

:/o dt % (6r(2M) ® A(@®, g1) Ao A A2, g,)

Et comme ¢; = Id, Ap(y,g9) = 0 et Ai(y,g) = €(y)g pour tous y dans Ug et g dans g, il
s’ensuit que
(sdF +dFs) 2 @GN NGy =T RGN A gn

prouvant ainsi que 1'égalité ([2.2.5)) vérifiée sur tous les tenseurs élémentaires donc sur
C.(g) par linéarité.
O

Ainsi, lorsque 'anneau de base est le corps R, nous disposons d’une contraction h du com-
plexe de Koszul permettant d’appliquer les considérations du [I.2.3] pour obtenir le quasi-inverse
de I'application d’antisymétrisation de Cartan-Eilenberg voulu, ce que nous allons détailler dans
la premiere section du chapitre suivant.






Chapitre 3

Inversion de I'isomorphisme de
Cartan- Eilenberg

Ce chapitre se divise en deux sections : Dans la premiere, nous allons détailler, en degrés
1 et 2, la construction du quasi-inverse G, de l'application d’antisymétrisation de Cartan-
Eilenberg obtenu au [1.2.10| & partir de la contraction h du chapitre précédent en appliquant la
méthode proposée au [1.2.3] La seconde section a pour but d’expliquer comment le relevement
de cocycles d’algebre Lie en cocycles de Hochschild fourni par G, peut s’interpréter comme un
procédé d’intégration analogue a celui utilisé dans [Nee04] et [CovI10], pour intégrer des cocycles
d’algebre de Lie en cocycles de groupe locaux. L’obstruction a globaliser un cocycle de groupe
local a été étudiée dans le cas de la dimension finie par P.A Smith dans [Smi52] et [Smi51] puis
van Est dans [vEa] et [vE62], le cas de la dimension infinie étant, lui, traité par K-H Neeb dans
[NeeO4] (via 'étude du morphisme de période). En particulier, elle s’annule des lors que les
groupes d’homotopie 7 (G) et mo(G) sont nuls, ce qui est le cas lorsque G est un groupe de Lie
connexe et simplement connexe. Notons que cette absence d’obstruction en dimension finie est
un fait majeur sur lequel repose la démonstration du troisieme théoreme de Lie par E. Cartan
donnée dans [vED]. Dans ce qui suit, g est une algebre de Lie sur R et M est un Ug-bimodule.

3.1 Construction du quasi-inverse en degré 1 et 2

Afin de construire G, : CH,(Ug; M) — C.(g; M), il faut commencer par expliciter le
morphisme de résolutions G? : B, (Ug) — CK,(Ug) de la proposition [1.2.10]

3.1.1 Calcul de G? en petits degrés
Les définitions de GB et G, sont celles du et la contraction h : CK,(Ug) — CK.,(Ug)

est définie par la formule (2.2.3). Rappelons que G := Idyg,. Soient z, y, z et w dans Ug.
L’image de  ® y ® 2z par G¥ s’obtient en appliquant la formule (1.2.6)) :

39
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GPlroy®r) =r(hGud?(12y®1))z
=z(h(y®@1-1®y))z

1
:/ dt m(bt(y(l)) ® pr y(2) ® (bl_t(y(?’))z —rQprl®yz
0

d’otl, en notant que pr1 =0 :
1
G’f(m RY® z) = / dt xgbt(y(l)) ® pr y(2) ® gbl_t(y(?’))z (3.1.1)
0

De méme, le calcul en degré 2 s’effectue en commencant par appliquer les définitions et la
formule (3.1.1]) :

GPzoy®zw) =r(hGTd°(1®y® 2z 1)) w
=z (hGY (Y®2®1-10yzR@1+10y®2))w
1
:/ dt x (h(y@(z(l)) Qprz? @ ¢1,t(z(3)))
0

A

A

~

~h(o ) ) @ pr((r2)?) © d1-i((92))

B
A

+ h(g(yV) @ pry® @ ¢1—t(y(3))2)) w

Montrons que les termes A et B a l'intérieur de I'intégrale sont nuls. Pour ce faire, notons que la
relation d’orthogonalité des idempotents eulériens ([2.1.3)) a pour conséquence directe I’égalité

¢ropr=pro¢, =tpr

qui implique, grace au point 1. du lemme [2.2.3] aux points 2. et 3. de la proposition et
en utilisant que ¢; est un endomorphisme de cogebre :

A= t/o ds ¢5((y2)™) @ pr((y2)®) A A, (6((y2)?), pr((y2)Y) @ d1-1((y2)?)

t/o ds ¢u((y2)™) ® pr((y=)®) A eb—st((?ﬂ)(3))%(%@(@2)(4))) ® d1-4((y2)®?)
=t [ ds6u(62)) @ pr((52)®) A T (52))ums © G1-1((42) )

- t/o sds ¢ ((y2)") @ pr((y2)*) Apr((y=)?) @ é1-i((y2)™)
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Comme le coproduit A est cocommutatif, A est invariant par I’action de la transposition (12) €
Yo donc

—A=sgn((12)A=(12)A=A
d’ou
A=0

La nullité de B s’obtient de la méme facon en remplacant yz par y. Ainsi,

1
GPzRy®z0w) :/ dt x(h(y@(?«'(l)) ®@prz? @ ¢1—t(2(3)>)>w
0

= /1 /1 ds dt ¢, (yV e (2M) @ pr(yP ey (z@)) A Ay(yP ¢y (@), pr 2@
0 Jo

® G1-s (YW (2M)) 1o (2w (3.1.2)

3.1.2 Calcul de G, et G* en petits degrés

Le quasi-isomorphisme G, : CH,(g; M) — C.(g; M) correspond a Id @ G® : M @
B,(Ug) — M ®uy CK,.(Ug) via les isomorphismes 6 et § définis en (1.2.2]) et (1.2.3). Un
calcul direct a 'aide des égalités (3.1.1)) et (3.1.2)) permet d’exprimer G et G5 sur les tenseurs
¢élémentaires :

Proposition 3.1.1. Le quasi-inverse G, : CH,(Ug; M) — C.(g; M) de 'application d’an-
tisymétrisation F, du théoréme obtenu a partir de la contraction h du corollaire
vérifie
1
Gim®z) = / dt ¢y (xMymey (2®) @ pr 2®
0
et

1 pr1
Gam®Ra®y) = /0 /0 dsdtdr—s(x Vo (y)) 1o (¥ )mes (2P ¢y (y@))@pr(a® o (y ) A A (29 0y (y ), pry®)

pour tous m dans M, x ety dans Ug.

La version cohomologique G* : C*(g; M) — CH*(Ug; M), pour laquelle M est vu comme
un Ug-module a gauche, s’obtient en transportant le quasi-isomorphisme

Hom;,. (CK,(Ug), M) = Homj.(B.(Ug), M)
f = foG?
via les isomorphismes de complexes de Ug-bimodules

Homj,.(B.(Ug), M) = CH*(Ug; M) := {Hom(Ug®", M)},
f - (xl®~~-®xn|—>f(1®x1®---®xn®1))



42 CHAPITRE 3 : INVERSION DE L'ISOMORPHISME DE CARTAN- EILENBERG

et

C*(g: M%) := {Hom(Ug®", M)}u>0 = Homig (CK.(Ug). M)
f e (@@uA Ao, @y af(z A Axy)y)

I1 est alors possible d’expliciter G* en petit degré, toujours grace aux relations (3.1.1)) et (3.1.2)) :

Proposition 3.1.2. Le morphisme de compleres G* : C*(g; M*) — CH*(Ug; M), quasi-
wverse en cohomologie de 'application d’antisymétrisation des cochaines F* qui se déduit de
lisomorphisme de résolutions GB défini précédemment, vérifie

G () (x) = / 0t $u(zD) (2 )y ()

et

G (o) (xy) = / / dsdts (0,5 0)) f (o (2P 35 ) AT (y®) pr 1)) drs (2D 805 D)) b1 (4)

pour toute 1-cochaine fi dans Ct(g; M), pour toute 2-cochaine fo dans C?*(g; M), et pour
tous x, y dans Ug.

Remarque 3.1.3. Soit f : g — M un 1-cocycle d’algeébre de Lie. Dans |Diz7])], J. Dizxmier
propose de lui associer le 1-cocycle de Hochschild f : Ug — M vérifiant les conditions définissantes :

flay)=af(y)+ fl@)y , VYa, yely (3.1.3)
et
flo)=flg) ., VYgeaq (3.1.4)

Le fait que f soit bien défini sur Ug est une conséquence directe de ['identité de cocycle de
Lie vérifiée par f. D’autre part, il est clair que f est uniquemnent determmee par , qui
n’est rien d autre que ["identité de cocycle de Hochschild pour f et . Or, le calcul de Gt
donné en nous assure que G (f) vérifie (3.1.4) (-) De plus, puisque G* est un morphisme de
complexes de cochaines, G*(f) est un cocycle de Hochschild et vérifie donc . 1l s’ensuit
que f et G(f) coincident sur tout Ug i.e

~

f=GY)

3.1.3 Calcul de G? dans le cas abélien

Dans cette sous-section, g est supposée abélienne ([x,y] = 0 pour tous g et h dans g). Dans
ce cas, 'algebre enveloppante Ug s’identifie a 'algebre symétrique Sg qui est graduée par la
longueur des tenseurs. De plus, la projection pr, qui s’identifie alors a la projection canonique
proj : Sg — g du[2.1.18] est une dérivation de I'algebre Ug le long de € i.e

pr(zy) = e(x) pry + €(y) prz
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pour tous z et y dans Ug. En notant |z| de degré d’'un élément = de Ug = Sg, il est facile de
voir que les opérateurs pr et ¢, vérifient

o4 si|z] =1
PEt = 0 sinon

et

du(z) =tz
pour tout x dans Ug et pour tout réel t. En particulier, grace au point 3. de la proposition [2.1.17]:
te sl ® = ¢, % gy () = pere(z) = (s + 1)1
et, par la cocommutativité du coproduit et le fait que pr est une dérivation le long de ¢,
pr(u ¢y (v)) A pr(v®) = e(w)pr(e:(vW)) A pr(v®) + (@ (vW))pr(u) A pr(v®) = pru A pro

pour tous u et v dans Ug. Ainsi, par [3.1.2]

1 1
G*(f2)(z ®@y) :/ / A A A A VG t)\y<6)|Slw(”|+|y(1)|+|»’v(4)|+\y(4)|+1(_S)Iw<3>\+|y<3>\(1 — gl @@
Dy £ (pr(a@e(y®)) A x<3>y<3>x<4)y<4>pr (y)) 29y Oy O ds dt
// Bl (L 1~ )b oWy f (pe(e®) A pr (4)) 2@y ds dt

pour toute 2-cochaine de Chevalley-Eilenberg f : A2g — M9 et pour tous z, y dans Sg. Le
changement de variable u := st permet alors d’écrire

1 s
r®y) = / ds / du 15N )1 )b 20y £ (pr(e®) A pr (y2)) 2Py
0 0

Comme, pour tous p et ¢ entiers :

p

’ plq! plq! — +1
duv’(1 —u)! = ———— — ‘ , sPTH(1 — s)at
/0 (p+q+1) ;(p—z)!(q+z+1)!
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il vient
! W) 1|1
y Wy e +®
G2(f)(x@y) Z/ds((ly‘l — l e V1L — ) 20y £ (pr(®) A pr (5)) 2@ y®
0 .
ly ™|
ly]! [y

- e Oy =i _ o\ e® [ Hy® 140 ,.(1), (1) ) @\ -(3)..(3)
;(Iy“)l—i)!(ly(3>\+1+z‘)!s (1-s) Wy f (pr(z?) Apr (y?)) 2Py )
y [ty @) (1)) @) @) (3,3
- y f(pr(@™) Apr (y)) 2y
(Jyl + 1 = [y@DI(Jz] + 1 — [z@])! ( )

vl G 3 1 1 : 3 3 :
. Z \y( )“ \y( )“(|$( )’ + ]y( )\ - z)!(\x( )’ + ]y( )\ +1+4)! x(l)y(l)f(pr(x@)) A pr (y(z))) x(3)y(3)
— (lyW] = )|y®[ + 1+ (|| + [y| +2 = [zO] = [yP])!

Iy (lw<1>l+\y“>|—z‘> (lr(3>l+ly(3>l+1+z‘)
ly®]—i ly®|+1+i

1
_<(|y| + 1 [y@D(Jz] + 1~ «@]! z; (I + |yl + 2 = [2®] = [y@])!

gy O 2@ 2 Wy W f (pr(e®) Apr (y)) 20y

Comme pr s’annule sur les éléments de longueur différente de 1, nous pouvons sans perte de
généralité supposer que |2?)| = |y@)| = 1 dans 'égalité précédente, ce qui conduit A :

ly | (|m(1)|+\y(1)|fi) (|x(3)|+|y(3)|+1+i

1 M) —5 B)|+1+4 )
G2 (- Z lyV] Iy 1+ I E TR TIMEINT

2@y @ £ (pr 2@ A pry@) 2@y

Comme |yV] + [y®|+1 = |y| et 2P| +]2®)|+1 = |2/, le changement de variable j := |y™M)| —i
donne :

v (laz“?lﬂ‘) (la:<3>|+|y|—j)
Z J lyl—J ) O y® )z 2@ :Ij'(l)y(l)f(pr 2@ A pry(2)) 2@y
2 (£ Jul)

1
[yl! !

G*()aen) =

D’otu la proposition suivante :

Proposition 3.1.4. Si g est une algébre de Lie abélienne sur R, M un Ug-bimodule, et f :
A%g — M9 une 2-cochaine de Lie. Alors

1 vl (Iz“?lﬂ') (Iz“l)lrlylfj)
o2 (1 j =i O @1 1O G121y D) @ ppr @) 2Py
(o) =( i = 3 2 2 Y I a1 Dy pr o mpr ) oy

=0

pour tous x ety dans Ug = Sg.
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Corollaire 3.1.5. Sous les hypothéses de la proposition précédente, si de plus la structure de
bimodule sur M est triviale (xm = mx = e(x)m pour tous x dans Sg et m dans M ), alors

0 sinon.

pour tous x ety dans Ug = Sg.

Exemple de l'algebre de Heisenberg : Il est bien connu ([Wei95], [Lod98|, [CE56]) qu’a chaque
2-cocycle d’algebre de Lie f : A2 — M est associée une extension abélienne d’algebres de Lie

0—MY—h—-g—0
telle que le crochet sur H = M @ g soit donné par
[(0,X),(0,Y)] == (f(X ANY), [X,Y])

pour tous X et Y dans g. De la méme maniere ([Lan75]), le deuxieme groupe de cohomologie
de Hochschild HH?(Ug; M) classifie les extensions singulieres (toujours scindées sur R) de la
forme

0O—-M—H—Ug—0

Nous allons expliciter I'extension correspondant au 2-cocycle de Hochschild G?(f) : Ug®? — M
associé a un cocycle d’algebre de Lie f bien particulier. Dans ce qui suit, g :=< X,Y > est
I’algebre de Lie abélienne de dimension 2 engendrée par X et Y, et M = RZ est le bimodule
trivial de dimension 1 engendré par Z.

Définition 3.1.6. Le cocycle de Heisenberg est le cocycle d’algébre de Lie cy - A*g — M =
RZ défini par
cn(XANY)=2Z

1l lui correspond une extension centrale d’algebre de Lie
0—+RZ—-hHh—=>9g—0

dont le terme central b est appelé algébre de Heisenberg (de dimension 3).

Notons H := RZ @& Sg l'extension de Sg = Ug par RZ correspondant & G?(cy). La famille
XY, 5>0 étant une base du R-espace vectoriel Sg, le produit sur H est déterminé par les
76_

valeurs de G?(cy) sur de tels mondmes. Grace a (3.1.5), il vient

52 si(a,B)=(1,0) et (v,0) = (0,1)
Gen)(XYP @ XY°) = =37 si(a,8) = (0,1) et (7,8) = (1,0)
0 sinon.

pour tous «, 3, v et § dans N. Pour A et x4 dans R, notons \Z + uX°Y” I'élément (Z, X*YP)
de H=RZ @ Sg et - le produit de 'algebre H. Alors
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AN +uXeY? siq+8=0

AZ +uXY  si(a,B,7,6) = (1,0,0,1)
ay B . Ty 2 y 257 s Uy Uy
(AZ + pX°Y?) - (X7Y?) = §Z WXV i (o B d) = (0.1.1.0) (3.1.6)

uXetYP+9  dans les autres cas.
Il est aisé de vérifier que I'injection R-linéaire i : h — H définie par
(X)=X , «(Y)=Y et i(£)=2Z2
est un morphisme d’algebres de Lie (le crochet sur H étant le commutateur associé au pro-
duit -) qui, par proprieté universelle de I’algebre enveloppante, induit un morphisme surjectif

d’algebres associatives

p:Ub — H
Déterminons le noyau de p. Pour ce faire, remarquons que d’apres le théoreme de Poincaré-
Birkhoff-Witt, la famille (Z*X?Y"), >0 est une base du R espace vectoriel Uh. Un élément
arbitraire B de Ug s’écrit donc de maniere unique comme combinaison linéaire
B:= Y Bap,Z°X°Y7,
a,8,720

ol (Ba,gy)a,84>0 €st une famille presque nulle de réels. Supposons que p(B) = 0. Alors

« fois [ fois ~ fois
p(B) = Z B p(Z0XPY7) = Z Bapr 2-Z--2-X-X--X-Y V.Y =0
a,8,7>0 a,8,7>0
Or, d’apres (3.1.6), Z - A = 0 pour tout A dans I'idéal d’augmentation Sg C H de Sg. Ainsi,
B fois ~ fois « fois
~ -\ ™~ 7\ ™ /_A‘

Z BO,ﬁ,’yX'X"'X'Y'Y"'Y+ZBQ,O,OZ'Z"'Z:
8,720 a>1

En appliquant de nouveau (3.1.6]), il vient

1
Z Bos, X Y7 + 5(30,2,0 + Bo1 + Boog +2Bip0)Z =

B:y=0
ce qui implique que By = 0 et
Bogy=0 , VB,v20.

Donc, p(B) = 0 si et seulement si B est dans l'idéal de Ul engendré par ZX et ZY, noté
< ZX,ZY >. Par conséquent Ker p =< ZX, ZY >, ce qui démontre le résultat suivant :

Proposition 3.1.7. L’extension H de l’algébre associative Sg associée au cocycle de Hochschild
G?(cy), ot cy est le cocycle de Heisenberg défini en est isomorphe au quotient de Ub par
[déal engendré par ZX et ZY :

H=Ub <« zx 7Y >
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3.2 Une interprétation possible en termes d’intégration

Dans cette section, nous allons expliquer comment le quasi-isomorphisme de complexes G* :
C*(g; M*?) — CH?*(Ug; M) de la propositionm peut étre vu comme un procédé d’'intégration
de cochaines de Chevalley-Eilenberg en cochaines de Hochschild, analogue a celui décrit dans
[NeeO4] et [Covl10], expliquant comment construire un 2-cocycle de groupe différentiable I5(w) :
G*%? — R A partir d’'un 2-cocycle d’algeébre de Lie w : A’g — R, tel que la “dérivée seconde”
antisymétrisée de I4(w) en 'élément neutre de G soit w. Ici, G désigne un groupe de Lie (ou de
Fréchet) connexe simplement connexe dont l’espace tangent en I’élément neutre est g.

Pour simplifier les formules, nous allons nous restreindre au cas ot M = R muni de la
structure de Ug-bimodule triviale donnée par

xm = mx = e(x)m

pour tous = dans Ug et m dans R. La structure de g-module & gauche sur R qui s’en déduit
vérifie alors
g-m=20

pour tous g dans g et m dans R.

Nous allons décrire le procédé d’intégration simpliciale de 2-cocycles “a la van Est” lorsque
g est de dimension finie par souci de clarté. Il va sans dire que la construction qui suit se
généralise en dimension quelconque, pour un g-module M non nécessairement trivial, en se
placant sous de bonnes hypotheses que le lecteur pourra par exemple trouver dans [Nee(4].

3.2.1 Intégration des cocycles d’algebre Lie en cocycles de groupes

Soit G un groupe de Lie qui integre g, d’élément neutre e. Pour n > 1, notons C’ .(g;R) le
R-espace vectoriel des n-cochaines lisses du groupe G définies au voisinage de e, a valeurs dans
le module trivial R. Une définition de cohomologie de groupe locale lisse et de la différentielle
dg associée est donnée en appendice, nous renvoyons a l’appendice B. de [Nee04] pour plus de
précisions. Il existe alors une application de différentiation 7' : C7(G;R) — C™(g; R) définie
par

TG A Agn) =D s80(0)(go(r) @ -+ © Goim)) (f)
oEY,
pour toute n-cochaine de groupe lisse f : G x G — R, et pour tous ¢, ..., g, dans g C Ug.
Ici la notation (g3 ® go ® -+ - g,) provient de I'identification entre les distributions ponctuelles
supportées en (e,--- ,e) sur G*" et la n-iéme puissance tensorielle de Ug :

Ulg™") = (Ug)™"
Par exemple, si f est une 2-cochaine dans C?(g;R) :

T(f)(g1 A ga) = (01 ® g2 — 92 @ 1) (f) = d(, ) f((91,0), (0, 92)) — di. ., F((92,0), (0, 91))

Proposition 3.2.1. L’application T : (C]!.(G;R),dc)n>0 — (C"(g;R), dcr)n>0 est un mor-
phisme de complexes de cochaines.
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Démonstration. Une démonstration de ce résultat dans le cas de cochaines de groupe globales
localement lisses, utilisant le complexe d’Alexander-Spanier, se trouve dans I'appendice B. de
[NeeO4]. Celle que nous donnons ici est sensiblement identique, mais a I’avantage de ne pas
introduire ce nouveau complexe, 'essentiel du travail ayant été effectué a la proposition [1.2.8
ou il est établi que I'application d’antisymétrisation F* : CH*(Ug; R) — C*(g; R) commute aux
différentielles. En effet, soit 77 : C} .(G;R) — CH*(Ug; R) définie en degré n par

TN @ @an) = (11 @+ @ wn)(f)

pour tous x1, ..., x, dans Ug et pour toute n-cochaine de groupe localement lisse f : G*" — R.
Précisons que 'action de 1 ® - - - ® x,, sur f est donnée par

(21 @ @m)(f) = 21(z1 = wa(22 = (- = (1 (201 = @al20 = f(21,70,20)))) )

En utilisant la définition du produit sur Ug en termes de précomposition par la multiplication
1 du groupe G introduite a la définition il est aisé de voir que 7" est un morphisme de
complexes. De plus

T=FoT,

ce qui prouve que T est un morphisme de complexes de cochaines puisque composé de mor-
phisme de complexes de cochaines. O

Il est alors naturel d’essayer de décrire I'image de 1" : est-il possible, pour toute n-cochaine
de Chevalley-Eilenberg f : A"g — R, de construire une n-cochaine de groupe localement lisse
é”(f) : G*" — R dont I'image par T est f7 La réponse a cette question en degré n = 2 est
donnée par la méthode de van Est en dimension finie / Neeb en dimension infinie, que nous
allons décrire brievement ici.

La version duale de 'isomorphisme R : C,(g) — A*G de la proposition m, que l'on trouve

dans [Nec04] et [FOTO0S], est Iisomorphisme de complexes de cochaines R’ : C*(g; R) = Q7 (G)
défini par

R(w).(X1(2), Xo(2), -+, Xn(2)) = w™(X1(2), Xo(2), - -, Xp(2)) = w(To L1 X1 (2), -+, T L1 X, (2))

pour tout z dans U, pour tous X, ..., X,, champs de vecteurs sur GG, et pour toute 2-cochaine
de Chevalley-Eilenberg w : gAg — R. Ici, QF  (G) désigne le complexe des formes différentielles
invariantesﬂ via l'action a gauche du groupe G. L’inverse R n’est rien d’autre que I’évaluation
ev, des formes invariantes sur GG en 1’élément neutre e. Soit maintenant V' est un ouvert convexe
de g = R" contenant 0 muni d’une carte ¢ : U — V centrée en 0, ou U est un ouvert de G
contenant e. L’existence d'un tel U est assurée, en dimension finie, par le fait que 'application

exponentielle soit un homéomorphisme local. Le lemme fondamental suivant fournit une section

de T :

1. i.e des formes différentielles w vérifiant Liw = w pour tout z dans G.
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Lemme 3.2.2. [Lemme V.2 de [Nee04], version simpliciale] Si U’ est un ouvert inclus dans U
tel que U'U" C U et =Y (U) est un ouwvert conveze de g contenant 0, et si Top™' = Id,, alors
l'application
I,: C*(g;R) — C3.(G;R)
w o= ((21,22) = [pe 75 0™)

0w pour tout (z1,22) dans U' X U, v,, ., : A> = U C G est le 2-simplexe lisse défini par

Vorza(8:8) =0 (s o (21t (22))) + to ' (z10((1 — s)p ™ (22))))

est un inverse o droite de T i.e
T O [S = IdC*(g;R)

qui envoie tout 2-cocycle de Lie sur un 2-cocyle de groupe, et tout 2-cobord de Lie sur un cobord
de groupe.

Nous renvoyons a [Nee04] ou [CoviQ] pour une démonstration de ce lemme, dont l'idée
générale est la méme que celle de la version cubique qui va suivre, valable pour tout ouvert de
carte étoilé U. Celle-ci est basée sur 1'utilisation de n-cubes lisses particuliers :

Définition 3.2.3. Soit U, C U un ouvert dont ['image réciproque par ¢ est un ouvert étoilé
n fois

L. . /_/%
de g contenant 0 et vérifiant de surcroit U,U, ---U, C U. Pour tout (z1,--+ ,2,) dans UX™,
QU [0,1]" = U C G est le n-cube lisse défini par récurrence sur n par

721;“,% (t17 T ’t”) =P (Zl’}/g;,l. ,zn—lvtn(zn)(th T 7tn—1) n>1 (3'2'1)
et
(1) = @u(2) (3.2.2)
ot, pour tout réel 0 <t <1, ¢, : U — U est Uapplication différentiable définie par

pi(2) == 07 (tp(2)) (32.3)
pour tout z dans U.

Remarque 3.2.4. L’application @, définie en coincide avec ’application p; de la propo-
sition lorsque l'on choisit pour ¢ la carte donnée par le logarithme associé a une boule
V' centrée en 0 dans g, assez petite pour que la restriction de lexponentielle a V soit un
difféomorphisme sur son image U. Il est facile de voir qu’elle vérifie le point 2. de la proposi-

tion[2.1.17,
Lemme 3.2.5. [Lemme V.2 de [Nee04], version cubique en degré quelconque| L application

I.:C*(g;R) — Cf.(G;R)

loc

w e Cn(ng) = <(217 e ,Zn> — f[o,l]n(’}/?h.“’zn)*wmv> € lZc(G;R)



50 CHAPITRE 3 : INVERSION DE L'ISOMORPHISME DE CARTAN- EILENBERG

est un morphisme de complexes de cochaines inverse a droite de T i.e

Ic o dC’E = dG 9] [c (324)
et

Tol, = Idc*(g.R (3.2.5)

Démonstration. Commencons par établir I’égalité (3 en décomposant 71" sous la forme T =
F*oT'. Pour toute n-cochaine de Chevalley- Ellenberg w: A"g — R et pour tous ¢y, ..., g, dans
g lapplication des définitions de 7" et I. donne :

an
T ol, e ® g = -
° (W) (gl ® ® g ) /[0,1]n au1 aun

Up=+=un=0

"ot '7a1, ,an(tl,-.. ,tn)) dt,, - --dt,

oll pour tout ¢ entre 1 et n, a; := a;(u;) := ¢ 1 (u; g;). Il est facile de voir que 'arc différentiable
u; — a;(u;) passe par e en u; = 0 et que sa dérivée en 0 est g;. Pour tout J := {j1,---,j,} C

1,---.n}, notons 9; 'opérateur —22— . Alors
{ ) ) }7 J p aujl'“aug’p Uy = =0

inv a n

[0,1]™ (Jo,+ 1Jn)

a n
,8Jna—%7al,,,,,an (tr, - tn)) dby-- - diy (3.2.6)
ou (Jo,- - ,Jn) parcourt pous les n + l-uplets de sous-ensembles de {1,---,n} deux a deux
disjoints dont la réunion est {1,---,n} (c’est-a-dire les partitions ordonnées de l’ensemble

{1,---,n}). La notation 0w’

nv

731,4--,an(t1)"'7 n ;

que j € Jy des fonctions coefficients de la forme w**" écrite dans une carteEL précomposées par
n

vy

) correspond a la dérivation par rapport aux u; tels

Soit (Jo, -+ ,J,) une partition ordonnée, et un n-uplet de réels (¢y,--- ,t,) dans [0, 1]".
Montrons par récurrence descendante sur i € {1,--- ,n}, la proprieté (P, ;) suivante
nv 9 n 0
8{]0(,(}731"“’&71 (aJl g’yalm,a 8Jn8 ,Yoq an)|u17 =y =0 7é 0)=1i¢€ ‘] (Pnﬂ,)
— Initialisation : La proprieté P;; est clairement vraie. Il s’agit de vérifier (P, ) pour
i = n, n > 1. Supposons que n ¢ J,. Comme ¢; a,(0) = e, I'égalité (3.2.1) permet
d’écrire
0 0
Dga ety o) =05, 0 tyoo ot
JIn 8tn7a1,---,an< 1 ) JIn 825”%”’ ,an,l,e( 1 )
0
:aJn at 7041, ,Q0p—1 (t].? e ;tn—l)
=0

2. Voir la démonstration de la proposition m pour plus détails.
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Ainsi P, ,, est vraie pour tout entier n > 0.
— Hérédité : Soient n > 1 et 1 < ¢ < N. Supposons que P, ; est vraie pour i < j < n .
Montrons que (P, ) est vraie. Pour tout j > ¢, comme (P, ;) est vraie , j ¢ J; car j € J;

et done
9 0
Ji ati’yal"u’a”( L ’ ) Ji ati’yaly"‘,az,e,'“,e( 1 )
0

:aJi 6_152721_71 oy (tb e 7tn)

Si ’on suppose que i ¢ J;, alors ; = e et par suite

0
0y, — 0 ti,- ty) =0
J»L atifyah---,an( 17 b )

ce qui implique que (P, ;) est vraie. Ainsi

(P, ;) vrale Vi < j <n = (P,;) vrale Vi < j <n (3.2.7)

L’initialisation et (3.2.7) montrent que (P, ) est vraie pour tout n > 1 et pour tout 1 < ¢ <
n. Ainsi le seul terme non nul dans la somme (3.2.6]) est celui correspondant a la partition
(Jo, Jl, et Jn) = (@, {1}, ey {n}) Ainsi,

) o2
T/Icw R R n :/ wém)
(w) (g1 gn) o2\ Bt

Ul =0 un=0

Or, pour tout ¢ dans {1,--- ,n}, comme T,p, = tId,
o? 0?

n ‘ ) t;"'7tn = QO++-0 -OOéi/u/Z'
atiaui \uizofye’m eeiui)e, 76( ' ) 8tzauz |ui:0(pt1 e ( )
0? )
= vty O (LiUigi
8ti(9ui|m:o%t2 o 09 (tittig:)
=tity - 1i—19;

D’ou

T/Ic(w>(gl R & gn) :W(gl VANRERVAN gn) / t?_ltg_Q I
[0,1]"

1
(g A A g)

Ce qui donne, omme w est invariante dous 'action du groupe symétrique définie par (o-w)(g; A
A gp) = 5g0(0)w(go() A -+ A go(ny) Pour tout o dans X,

1
Tl(w) = F'T'I(w) = —F"(w) =w
n!

82
72 7e’...’e(tlf Y tn)u Ty 72...7670[” (th' o 7tn)
! Ot,,0u,, |
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et acheve de prouver (3.2.5)).
Pour démontrer ’égalité (3.2.4]), commengons par écrire d’une part

n—1

dGIC(w)(Zl’ LY Zn'H) - /[0 1] Z(_l)i("yglf“7Zi71,2i2i+17zi+27'“7Zn+1)*wmv + (7:2,~~,zn+1)*wmv
™ =1

L  CRI

:Z(_l)z/ winv+/ wirw
i=1 gl vz

n
2155 % %41 n+1 22570 %n+41

+ (_1)n+1/ winv ’
v

n
Z1s 3N

et d’autre part, d’apres le théoreme de Stokes

[CdCE(w)(Zla e 7Zn+1) :/ L dDRwim}
7?$""Zn+1
:/ winv
.
De plus, le bord du (n + 1)-cube ygj}, 2nss €St la n-cochaine cubique lisse vérifiant
n+1
1 +1 1 1
a,ygl—t'—"vzwrl (tl" h tn) - Z(_l)]+ (’VZJ:--,an (th' "5 tj—lu 1, tja' T tn) - rygl—t:-,zwrl (tl" i tj—la 0, tja' T tn))
j=1
n

(17 OV s e (B tn) = Y (b t1))

=2

+ 217?2,..-,zn+1 (tl)' ) tn) —¢ +(_1)n’y,?1,m,znzn+1 (th' ) tn) + (_1)n+1/y?1,~--,zn (tlv' ) tn)
et comme, pour j dans {2,---,n}, 'intégrale de w™ sur les cubes dégénérés (ti,--- ,t,) —
Ve rzya (t1y oo+ s tj—1) et (t1, - -+ ,t,) — e est nulle, il vient, en utilisant 'invariance de w™ sous

I’action a gauche de 21, et le changement de variable ¢ :=j — 1 :

n+1
I d _ 1 Jj+1 mnu mnu 1 n+1 nv
cdep(W)(z1, -+ zpg1) = ) (1) w'™ + w™ 4 (-1) w
7j=2 7217"'7Zj—12j72n+1 21’7227"~7Zn+1 VEL vz
n
:E (_1)7,/ winv+/ winv+(_1)n+l/ winv
=1 '7?1,»-»,zizi+1,zn+1 7;2,-4-,zn+1 '7?1,-»-,zn

=dglo(w)(z1,- -+ Zn11)

ce qui prouve (3.2.4)) et termine la démonstration du lemme. O
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Afin de préciser le lien entre I'intégration de cocycles I. et 'application G* associée a I'ho-
motopie h du ([2.2.3)) définie en introduisons les opérateurs I' et B définis comme suit :

Définition 3.2.6. Soient n un entier, j dans {1,--- ,n}, etty, ..., t, dans[0,1]. Les opérateurs
Ly, - Ug®" — Ug et B, ., - Ug®" — Ug sont définis par :
Ft17.4.7tn($17 . ’xn) = Fth-“,tn(wl R R® xn) = ¢t1 (.1'1¢t2 (:U2¢t3(' .. ¢tn_1<xn71¢tn<xn)) c. )))
(3.2.8)
pour tous xy, ..., x, dans Ug, et
y 0
Byt = Ut * %Ft1,~~~,tn (3.2.9)
j

Ici, le produit de convolution * sur Homg (Ug®", , Ug) est associé au coproduit 11 ®- - @z, —
(xgl) R -- ~:c,(11)) ® (3352) R ® x%z)) sur Ug®™.

Remarque 3.2.7. L'opérateur Iy, .. ;. n’est autre que le morphisme de cogebres de distributions
ponctuelles (Y (t1, -+ ,tn))« : Ug®" — Ug induite, au sens de la définition par Uappli-

cation différentiable v (ty,--- ,t,) : U™" = U qui envoie (z1,- -+, zp) sury2 ., (t1, -+ ,tn).

La proposition suivante, reliant les morphismes 17, I. et G*, généralise le calcul de G et
G? effectué au m et permet d’obtenir une formule pour G™ quel que soit l'entier n.

Proposition 3.2.8. 5i ¢ : U — V est la carte logarithme associée a un ouvert convexe V sur
lequel 'exponentielle est bijective sur son image U, alors

G'=Tol, (3.2.10)

i.e l'image par G™ d’une n-cochaine w dans C™(g;R) vérifie

G'w) (1 ® - ®x,) = / dty---dt, w (th,,,,tn(xgl), . ,xg)), L BY (:vﬁ”), XX w,@))
[0,1]”
(3.2.11)

Avant de démontrer ce résultat, introduisons le lemme suivant, qui permet notamment le
calcul de G* en tout degré pour un bimodule M non nécessairement trivial :

Lemme 3.2.9. Sous les hypothéses de la proposition [3.2.8, pour tout entier n et pour tous x,
Y, T1, ..., T, dans Ug,

GB(x @11® - ®2,0Yy) = / dty- - -dty 2T, (2 aD) @ BE L, (2P, g @) A
0,1]

(" 2T @ Ty (27 20D D (k3 (3.2.12)

...\ B"

t1stn

Démonstration du lemme [32.9. Etablissons I'égalité (3.2.12) par récurrence sur le degrén > 0 :
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— Initialisation : Le cas n = 0 (et méme n = 1 et n = 2 grace a (3.1.1]) et (3.1.2)) est
évident.

— Hérédité : Supposons que soit vraie pour un dégré n donné, et soient xi, ...,
Tp41 dans Ug. Par application de la définition de GZ donnée en puis de ’hypothese
de récurrence, il vient

Gf+1(1®131®®{1§‘n+1®1> = / dt2...dtn+1
[0,1]"
A
h(xlrt<$gl)> T 7x7(11-i)—1) & Bl(a:éz), e ,:Ufi)rl) /\B”( (n+1’), .. x("H))@

» Un+1
(n+2) (n+2)y _(n+3) (n+3)
® F*l‘/2ﬂf3,--- 1 (xQ AP A | )$2 T )

B
A

3 1 1 1 2 2 2
+3 (=DMl al)) @ BH @D aP el e A

=1
(n+1) (n+1), (n+1) (n+1) (n+2) (n+2), (n+2)
: '/\Btn(liln ) " .’xin xij—l ) nn+1 ) @I [ZRZ¥E ,tn+1(x1n " '7xin z‘il '
(n+2) (n+3 (n+3)
) a%ﬁrl )xln xnn+1 )
C

-~

(1) h(Cy (), 2Dy @ Bl (@, a@) A ABP (a2 Y)e

7n n 7n

2 3
X F*t27t3;“,tn+1 (.ngn+ ’.) N x,SLn'i_Q)) (n+ ) :ljnn—"_ )an)
avec t = (ty, -+ ,tnp1), D= Ty oy, et Bii= B, (i €{l---,n}).
Montrons que les termes B et C' sont nuls. Pour tous y1, ..., y, dans Ug, s, et to, ..., th11

dans [0, 1], il est facile de voir, a I’aide de la proposition [2.1.17| et de I'orthogonalité des
idempotents eulériens (2.1.3)) qui implique que pr o ¢5 = spr, que d’une part

pf(rt(yh T ,yn)) = t2pr(ylrt3,~-,tn+1(y27 ce ,yn))

et d’autre part, comme I'y x ', 1, .. 4., = ne et dtgzﬁt ¢¢ * pr,

ATuly®, -y D), BE P,y 2)) =6 Ty 5 ) (T2 -, )

Oty
:i r * I (1 @ DY)
dU|u:0 —st2,t3, " stnt1 s(tadu),ts, - tnr1 \Y1 Un,
d
= o st ()

=S pr(ylrtsf" 1 (y27 ) yn>)

Ainsi, en utilisant ([2.2.3)) et 'invariance de C' sous I’action de la permutation (1, 2) induite
par la cocommutativité du coproduit A de maniere analogue a ce qui a été fait lors du
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calcul de G effectué en m :

1 2
8. :_/ ds gbsl“t(xgl),' . ~,xn1))®pr(Ft(x§2), ",CU7(12))/\AS(Pt($§3)(,)~ ' -,xf)(l)),Btl(x?)( ) 3)2
0

7...’xn ))/\...
n (1) n (1) n n (2) n (2) n n n n
: /\As(rt(xg = TR *1'7(1 ) )7 Bt (3’35 +1)7' ) .1'7(1 1) ))®F7t2,t3;-3tn+1 (l’g +27) ) .1'7(1 +2))$§ Bt 33'7(1 +3)3§'n 1
0
1 7\
:/ ds St2¢srt(x§1)a ) S)) ® pr(xg )Fts, 5t n+1<xg2)7. " xn2)) A pr(xgg)f‘t&...,tnﬂ(xég),- 7565)))/\
0

1 2
/\A5<Ft(x§4)( ) ,x%4)(1)) BZ( (4 )(’) § 24)( )))/\. . '/\AS(Ft(xgnﬂ)(,-)- .7w7(1n+1)(1))’ Bf(xgmrl)(,-)- y :I:;"H)(z)))@
®F tatss bl (Jj (n+2) (n+2)) (TL+3) n+3)

7 7 ’rL x(
—0

anrl
B = 0 s’obtient de maniere tout a fait similaire.

Simplifions maintenant le terme A pour voir qu’il est égal au deuxieme membre de ([3.2.12))
en degré n+ 1 :

(1) 1)
A= / dty ¢y, (xgl)rt($gl)’ T 7'73511—1)—1)) 2 pr(xf)l“t(:c(f),- T 117(12—&)-1» A Atl ($§3)Ft($§3) v xgzg—i)-l )7
0
3)(2) 3) (2)
Bl (gl ) A

n+2)(1) n+2) Dy Hn 2)(2) n+2)(2)
) s Up+1 A Atl( +2)F ( s PR $£z+—~_12) ) B ( g 2 Yy wiz+—i2) ))®
n+3 n+3 n+3 n-+4 n+4 n+5 n-+5
® ¢1—t1 (335 )Ft(xg )’ T Sz—i—l )>)F t2,t3, tnt1 (fEé * )a e 7x$z++1 )) g Y ( R xiz—:_l )
1
(1) (1)
= /dtl Ftl’t(xgl),- T ( ) )®Bt1 t('rl )7 T £L2J)r1)/\14t1 (551 Ft( ) ®)

2 3) (2)
ez )Bl(()a'wl‘ﬂl DA
n+2)(1) n+2)(1) ns (n42)2) n+2)2)
/\Atl( )Ft( (n+2) 7"'7377(z++12) ), B (} (n+2) (n+2) ))®

) .’xn+l
n+3 n+3 n+4 n+4
Gl R ) ( )a B £z+1))x§ )"'x7(1+1)

avec Ty, =Ty, . 4,,, €t By, ,:= B}, _, . pour tout i dans {1,--- ,n}. Or

1 1 3 2 2
Atl(ylrt(yé )a e 7y'r(z—|)-1)7Bt(y§ )a e 7y'r(z—i)-1)) = ( —

I i
at,+1)(y1’ ’ 7yn+1) :Btj:tl(yh ayn+1)
pour tous ¥y, ..., ¥, dans Ug. Ainsi

1 1 2 n n+2 n—+2
A:/o e Ftl,t(xg)v e 2421>®Bt1t( a"'axgzll)/\"'/\BtlJ,rtl(xg * )a"' 7x1(1++1))®
® Fftl,t (xgn+3)7 e Sjr+13))xgn+4) . x(n+4)

n+1
et par suite

Gn+1<1®x1 R QTpy1 X 1)

/ dty - dtper A
0.1]"

[ Jntt dby - dtn‘H Ftl,t(fgl)7 B gzl—i)-l) & Btl1 t(x(12)7 ’ '7:51(12—&)-1) AR
0,1]™

n n+2 n+2 n+3 n+3 n+4 n—+4
Btl—;l( (+)’” ) £z++1))®1—‘ t1,t ( (+7) : 71’51—:_1))37%-’_)1‘51-:—1)
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ce qui montre, par Ug-bilinéarité de GZ 115 que (3.2.12) est vraie en degré n + 1.

Démonstration de la proposition|3.2.8.

Ici, Papplication ¢, : U — U coincide avec celle définie a la propositionﬂm Rappelons
qu’alors (o)« = gbt Ug — Ug et 0S5 = ¢_, ou S est 'antipode de Ug induite par ’application
d’inversion z — 271 sur G.

Tout d’abord, calculons 7" o I.(w) pour toute n-cochaine de Chevalley-Eilenberg w dans
C"™(g;R) en utilisant la notation " (¢, -+ ,¢,) de la remarque [3.2.7] :

inv
w
’Ygla"' sZn

:/ (ZL‘1®' . ®xn) <(Zla"'7zn) — w(TL_l t17 ,tn)at 21, .z (tla" .’tn)’. ..

[0,1]"

T () (11®-Qx,) =(11 Q-+ @ 1,) ((zl, e 2n)

0
1
TL’yzl tl, ot 8t 7217 -z (t].) PN ’tn))) dtl . e dtn

0
:/ W($(1)®"'®$7(11)(TW n(ty ,tn)L 1t1’ ,tn)gt Aty - ,tn)),"‘
[0,1]™

. . 0
: 7‘x§ )®®x?(l)(T'7 (tl, ,tn)L'yl tn)at <t17”' ?tn>)> dtl 7dtn

pour tous i, ..., ¥, dans Ug. Or, pour tous ¢ dans {1,--- ,n}, yi,..., y, dans Ug, et t1, ..., t,
dans [0, 1]

- d n d n —1_.n
T’Yn(tl:"'7tn)L'y"1(t1,-~-,tn)a_tify (th e 7tn> = a_ _ (7 (tla e 7tn) 17 (tla T 7ti717 tl+u7 t’iJrla e 7tn))

et donc, par la remarque [3.2.7]

_ o 9,
y1®®yn(T (t17 ot )L ( "7tn)a_ti (tl,;tn)) = %

=Bl a0 W15 )

2
R (7 7100 ) ARV (7l SRR V)

|lu=0

D’ou
' — 1 M 2 n O )
T]c(w)($1® ®xn) = dty dt, w Btl,---,tn(xl ) ) Btl, wtn (xl s y Ty )
[0,1]"
Ainsi, (3.2.11)) implique (3.2.10)). II reste a voir que (3.2.11)) est vraie en appliquant (3.2.12)) a
la définition de G* dans le cas des coefficients triviaux. m

3. Voir la remarque



3.2 UNE INTERPRETATION POSSIBLE EN TERMES D’ INTEGRATION Y4

Concluons cette sous-section en en résumant les principaux résultats établis a la commuta-
tivité du diagramme

1d

/‘_ﬂ“\
C*(g;R) —=> Ci: (G;R) —— C*(g; R) (3.2.13)

k J/T/ /
CH*(Ug; R)
dans la catégorie des complexes de cochaines. Celle-ci implique au passage :

Corollaire 3.2.10. Le complexe de cochaines C*(g;R) est un rétract par déformation de
CH*(Ug) i.e
F" o G" =ldcgm)

F*
Notons que par construction, CH*(Ug; R) = C*(g; R) est déja une équivalence d’homotopie.
G*
3.2.2 Version algébrique de l’'intégration de cocycles
Complétion de Malcev de Ug et grouplikes

Notons I := Kere I'idéal d’augmentation de Ug, I™ sa puissance n-ieme pour tout entier n,
et considérons le systeme inverse de projections

]R:Ug/]«—Ug/I2«—Ug/IS«—---«—Ug/[n«—Ug/]n—H«—---
Définition 3.2.11. Le completé de Ug, noté [jg, est défini par
Ug := h%n Ug/ n
Proposition 3.2.12. La structure d’algebre de Hopf cocommutative connexe (,m, A€, S) sur

Ug induit sur Ug une structure d’algebre de Hopf cocommutative complete, notée de la meme
facon. Les primitifs de Ug forment une sous-algebre de Lie de Ug contenant g, notée g.

Définition 3.2.13. Le groupe de Malcev associé a g, noté G, est le sous-ensemble de 1+1 C
Ug constitué des éléments x de type groupe, i.e vériﬁcmt

Ar=zrx®ux € ﬁg@(fg
G est le “egroupe de Lie associé” a g dans le sens suivant :

Proposition 3.2.14. L’application exponentielle

= exp(g) ==ef =37 49"

est une bijection.

4. Voir I'appendice A pour la définition du produit tensoriel completé .



58 CHAPITRE 3 : INVERSION DE L'ISOMORPHISME DE CARTAN- EILENBERG
L’inclusion ) )
G — Ug
induit, par proprieté universelle de ’algebre de groupe, un morphisme d’algebres
RG — Ug
et donc un morphismes de complexes de cochaines
Q : CH*(Ug;R) — C*(G;R) = CH*(RG; R)
L’application évidente Ug — Ug induit pour sa part une application
P : CH*(Ug;R) — CH*(Ug; R)

La situation est alors la suivante

C*(G;R) (3.2.14)

d

CH*(Ug: R) C*(g; R)

|

CH*(Ug: R)

Afin de définir les applications T et I. de la sous-section précédente nous avons du nous re-
streindre au complexe des cochaines de groupes localement lisses C}.(G;R). Pour définir I,
lorsque g est de dimension quelconque, il nous aurait fallu également ne considérer que des
cochaines d’algebre de Lie continues sur g, étant entendu que g est elle méme équipée d’'une
topologie adaptée ([Nee04]). L’objectif du paragraphe suivant est de donner un sens a une telle
notion de continuité/lissité dans un cadre algébrique.

Cochaines continues

Il est possible de définir une topologie sur g et Ug rendant l'inclusion g — Ug continue
a l'aide de l'idéal d’augmentation I. Une base de voisinages de 0 dans Ug est donnée par les
puissances I* de I et I’on obtient une base de voisinages de tout autre point par translation. Le
produit tensoriel Ug®" est alors équipée de la topologie “produit” dont une base de voisinage
de 0 est donnée par les puissances J* , k > 0 de I'idéal d’augmentation J défini comme suit

J=IUg*" V+geleUg®" 2 +...+Ug" Vel cUg®™ (3.2.15)

Cette topologie sur Ug et sur ses puissances tensorielles sera appelée topologie I-adique.

5. Pour augmentation ¢®™ : Ug®" — R®" = R.
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Proposition 3.2.15. Munissons R de la topologie usuelle. Alors, une n-cochaine de Hochschild
w: Ug®" — R est continue pour la topologie I-adique si et seulement si il existe un entier k tel
que

w(J*) = {O0r}

Remarque 3.2.16. La proposition précédente peut étre reformulée en disant qu’une cochaine
de Hochschild est continue pour la topologie usuelle sur l’espace d’arrivée R si et seulement si
et seulement si elle [’est pour la topologie discréte. Nous voyons donc que la continuité est une
proprieté forte des cochaines.

Dans le cas de g, il existe une suite décroissante d’idéaux toute indiquée :

Définition 3.2.17. La suite centrale descendante de g est la suite décroissante d’idéaux
de g

Di(g) :==[g,9] C -~ C Dy(g) C Dysr(g) C - -

vérifiant la condition définissante suivante

Dy(9) == [Dy-1(9), 9]

pour tout k > 2.

g est dite nilpotente lorsqu’il existe un entier k tel que Dy(g) = {0}.

La topologie la moins fine sur g pour laquelle la famille (D(g))r>1 est une base de voisinage
de 0 est appelée topologie D-adique. En étendant cette topologie a A™g de maniére analogue a
ce qui a été fait pour Ug®", nous pouvons définir le sous-espace vectoriel C?(g; R) du compleze
de Chevalley-Filenberg de g constitué des cochaines continues pour la topologie D-adique.

Proposition 3.2.18. Les différentielles dy et dcg se restreignent aux sous-espaces de cochaines
continues, faisant de (CH!(Ug; R),dy) et (C¥(g;R), dcr) des sous-complezes respectifs de (CH*(Ug; R), dgr)
et (C*(g,R),dcg).

Démonstration. 11 suffit de voir que les différentielles d : Ug®" — Ug®"~! et d°F : A"g —
A""'g sont continues, les différentielles cohomologiques étant obtenues par précomposition des
cochalnes avec ces dernieres. Ceci est une conséquence directe de la continuité évidente du
produit de Ug et du crochet de g. O]

Le lien entre la topologie de Ug et celle de g est donnée par la proposition suivante :

Proposition 3.2.19. La topologie D-adique est celle induite par la toplogie I-adique de Ug via
l'inclusion g — Ug, ce qui montre en particulier la continuité de cette derniere.

Démonstration. La topologie induite sur g par la topologie I-adique est engendrée par la base
de voisinages de 0
I"ng , k>0

Montrons que pour tout entier k,
"N g = D(g)
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L’inclusion Dy(g) C I¥ N g est évidente, il reste donc & établir Vautre. Soit z dans I* Ng. =
s’écrit comme une somme de sommes s; de monomes de longeur ¢ > k

-
De plus, par la proposition (2.1.3)), pr x = = donc

x:prx:Zprsi

i

Or, d’apres la formule de I'appendice A., chaque pr s; est stable par I'idempotent de
Dynkin donc dans Dy(g) et par linéarité, s est également dans Dy(g) ce qui prouve l'inclusion
gNI* C Di(g).

La continuité de I'inclusion est alors immédiate par définition de la topologie induite. Nous
avons au passage montré que pr(I*) C Dy(g) ce qui implique

Lemme 3.2.20. L’application pr : Ug — g est continue. Par conséquent, vu que le coproduit
de Ug est continu, l'application ¢, : Ug — Ug et ses dérivées jt—:@ sont également continues.

O

Avant de compléter partiellement la version “continue” du diagramme (3.2.14f), vérifions
que les morphismes F* et G* se restreignent correctement

Proposition 3.2.21. Les morphismes F* : CH*(Ug;R) — C*(g;R) et G* : C*(g;R) —
CH*(Ug; R) se restreignent aux sous-complezes de cochaines continues en un rétract par déformation

-
CH!(Ug;R) = CZ(g; R)
G’*

Démonstration. La continuité de I'image par F* d’une cochaine de Hochschild continue provient
de la continuité de l'inculsion g < Ug et de l'action du groupe symétrique. Il reste a montrer
que si w est une n-cochaine de Lie continue, G"(w) est continue pour la topologie [-adique .
Par déﬁnitionﬂ G"™ se décompose sous la forme G™(w) := w o G, ot Gp : Ug®" — A"g est
I’application linéaire définie par

Gp(r1® - @ z,) = / dty - --dt, Btll,---,tn(xgl)7 e 7$n1)) A-ee A BZ,...,tn(xﬁn), e 7xgln))
[0,1]"

pour tous 1, ..., ¥, dans Ug. Les B; sont les opérateurs définis en . Il suffit donc d’établir
la continuité de Gg. Or il est clair, grace au lemme , que chaque Bglf,,’tn :Ug®" — g
est continu puisque convolé de composées de produits et d’applications ¢, et de leurs dérivées.
Comme de surcroit le coproduit A sur Ug et Papplication g1 ® -+ ® g+ g1 A+ -+ A g, de g®"
dans A™g sont continus, il devient évident que G 'est aussi. O]

6. Voir section
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Pour intégrer une cochaine de Chevalley-Eilenberg en cochaine de groupe, il reste a relever
les cochaines de Hochschild continues sur Ug en cochaines sur son completé, ce qui nécessite de
préciser la topologie sur Ug.

Définition 3.2.22. La topologie I- adique sur Ug est celle engendrée par la base de voisinages
de 0 constituée des puissances I™ de lidéal d’ augmentation I défini par

I::hénl/]nCUg

Les puissances tensorielles completées Uigm de (jg de Ug héritent de cette topologie. Les

cochaines de Hochschild continues w : ljg®n — R forment un complexe de CH:(UQ;R) pour
la différentielle dg prolongée par continuité.

Proposition 3.2.23. Le morphisme de restriction P : CH*(Ug;R) — C*(Ug;R) induit un
1somorphisme de complexes de cochaines continues

P : CH;(Ug; R) = C;(Ug; R)

Démonstration. Toute application continue f : [[g®” — R se prolonge de maniere unique

en une application continue P~1(f) : (7951 = Ug®n — R. Cette proprieté de la complétion
est démontrée dans [Tre67] pour les espaces vectoriel topologiques. Notons que les espaces
vectoriels considérés dans cette section sont des R-espaces vectoriels topologiques lorsque 1'on
muni le corps R de la topologie discrete. O

Ainsi, dans le cas continu, le diagramme (3.2.14)) s’enrichit en un diagramme commutatif

C*(G;R) (3.2.16)

La derniere étape avant d’achever la comparaison avec le cas différentiable (3.2.13) est
I'introduction de la notion de cochaine de groupe lisse en 1 € G :

Définition 3.2.24. Soit p un entier. Une n-cochaine de groupe [ : G®™ — R est dite p-lisse
en 1 si il existe p applications multilinéaires symétriques continues

Df (Aean)@l_)R 7i€{17"'7p}a

et une application continue O : §°" — R, vérifiant les conditions

7. Voir lappendice B de [Qui69] pour une définition de produit tensoriel completé d’algebres filtrées ou
I'appendice A. du présent manuscrit pour une définition ad hoc.
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fledt, oo ey = f(1,--- 71)+2Dif((917... ) @ ® (gr, ,gn))+0(g1,---  Gn)
=1

(3.2.17)
pour tout (g1, ,gn) dans go",

2. et ]
lim —O(g(t)) =0 (3.2.18)

t—0 P
pour tout arc dérivableﬁ g:[=1,1] — g% tel que g(0) = 0.
L’application D'f est appelée différentielle i-éme de f. Une cochaine p-lisse en 1 pour tout
entier p sera dite lisse.

Remarque 3.2.25. Dans la définition précédente, les applications D'f, lorsqu’elles existent,
sont uniques, car une forme i-linéaire symétrique est entierement déterminée par ses valeurs
sur les tenseurs de la forme r @ x @ --- ® x. Ceci qui peut se montrer par récurrence sur i, en
utilisant la relation comme dans le cas usuel des fonctions admettant un développement
de Taylor en un point de R*, k € N.

Proposition 3.2.26. Les cochaines lisses en 1 sur G forment un sous-complezxe de C’*(G; R),
noté C3(G;R). De plus, Uapplication de restriction Q) : CH*(Ug; R) — C*(G; R) se restreint en
un morphisme de sous-complexes

Q : CH; (Ug;R) — C3(G;R)
Démonstration.

1. En premier lieu, montrons que dg se restreint au cochaines lisses. Soit f : G*" — R une
n-cochaine lisse. Alors, pour tous g1, ..., gn1+1 dans g,

n
daf(ed, - e9m) :=f(e92, . eIn+1) + Z<—1)if(€g1a o efieditl L. ednin)
i=1

+ (_1)n+1f(6917 e ’egn)

— Soit i dans {1,---n}, alors
e9ipdit1 — oBCH(9::9i+1)

ou BCH(g;,9i+1) € § est la série de Baker-Campbell-Hausdorff définie en [A.3.2] Ainsi,
comme f est lisse, pour tout entier p, il existe D'f, ..., DPf et O vérifiant (3.2.17) et

(13.2.18)) telles que
p
f‘(6917 e 7egi€gi+l> e ’egn+1) :f(l U 1) + Z Djf((gb e 7BCH(giagi+1)a e 7gn+1)®j)
j=1

+ 0(917 Tt aBCH(givgi-i-l)a e 7gn+1)

8. Un arc v : [-1,1] — Ug est dit dérivable si pour tout entier k, il existe des applications dérivables
Ai : [=1,1] — R et des éléments z; € Ug, en nombre fini, tels que g(¢) = >, \;(t)z; modulo I*.
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Détaillons, pour j fixé dans {1,--- ,p} le tenseur (g1, --- , BCH(gi, gi+1), - - ,gn+1)®j €
(g1, -+ BCH(gis gis1)y s Gy1) ™ :((gla' 5 9i-1,9i t i1, Git2y '79n+1)+2(07' -+, BCHk(gi, Git1)s -, 0)) ’

k>2

Pour tout k£ > 2, par construction de BC'Hy(g;, gi+1) comme somme de crochets k-
itérés (cf.[A.3.2) en g; et gj, il est clair qu’il existe une application k-linéaire continue
Ly : (919 — g% telle que

Lk((gh e 7gn+1>®k) = (07 e 707 BCHk(giagi-l-l)a 07 e 70) € QEBTL
En posant Li(g1, -+, gn+1) = (91,7 1 Gi=1, Gi + Git1, Git2, =+ > Gn+1), 5 il Vient

D’]f((glu 7BCH(giag’i+1)7”' 7gn+1)®j) = Z Djfo (Lk1®®[/k])<<gl7 7gn+1)®k1+-"+k]’)

ki, k=1
Or, pour tout entier £k > 1,
> Difo(L® &Ly ()T R
k1+~-~+k:j:k

est k-linéaire continue donc il existe une application linéaire continue et symétrique
S+ (e ¥k — R, nulle pour k assez grand par continuité de D f, et telle que

Z D]f © (Lk1® e ®Lk])((91, T 7gn+1>®k) = Sl]c((glu T 7gn+1>®k)
k1+-+kj=k
quels que soient gy, ..., g,+1 dans g Ainsi

p
f(edr, - e%iedirt .. eInt1) =f(1... 1) +ZZ§}J€((91,...  One1)SF)

E>1 j=1

+O(g1,-+- , BCH(9i,9i+1), " , Gn+1)

Il est alors facile de vérifier, comme t — BCH(g;(t), gi+1(t)) est un arc dérivable s’an-
nulant en 0 des lors que ¢ — (g;(t), gi+1(t)) en est un, que si t — (g1(¢),- -+, gny1(t))
est un arc différentiable s’annulant en 0

lim — (ZZS%<<gl<t>,--~ gn 1 (D)) + O(gr (1), -+, BCH(gi(1), gia (1)), -+ ,gnH(t») =0

t—0 tP .
k>p j=1

Ce qui achéve de montrer que pour tout i € {1,--+ ,n},

(91,"' ’gn_’_l) — f(€917,,, 7egiegi+17,,_ ’egn+1)

k
est p-lisse en 1, avec différentielle k-ieme Z S,z pour chaque k € {1,--- ,p}.
j=1
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— Un raisonnement analogue permet d’établir que,

(gla e 7gn+1> = f(6927 e 7€gn+1) + <_1)n+1f<€g27 e 7egn)

est p-lisse en 1
— Il découle des deux points précédents que pour tout entier p, dg f est p-lisse en 1 comme
somme de (n 4 1)-cochaines p-lisses, et donc est p-lisse
Donc dg; se restreint bien au sous-espace des cochaines lisses, faisant de (C*(G,R), dg)
un sous-complexe de C*(G;R).

2. Il reste maintenant a démontrer que I'image par ) d’une n-cochaine de Hochschild con-
tinue w : (Ug)®" — R est p-lisse pour tout entier p. Soient gy, ..., g, dans g. Par définition

de @,
g1 ... g" — E k1% &k

Montrons que les applications D'Q(w) : (g@”)®Z — Ret O: g% — R définies par

D'QW) (1@ - &gi)) = > Z
| — — — — | il
0oy <1 <y 11 (B2 = )t (k 1 Rt
pour tous ¢ dans {1,---,p}, g; = (g1, - ,gn;) dans g¥" quand 1 < j < i, avec la

convention gf, = Glo(ki_14+1) GLo(ky_1+2) """ Glo(k;) €t

1 . .
O(g1, 92,7+ 9n) = w( Z mgiﬂ@“-@gnn)
e

satisfont les conditions 1. et 2. de la définition [3.2.24] en posant f := @Q(w). La multi-
linéarité et la symétrie des D'Q(f) sont évidentes par construction, et la continuité de w
implique celle de chaque D'Q(w) et de O. L’égalité

Q(w>(eglv"' 76%) = Q( +ZD1 917"' 7gn)®i> +O<glv"' 7gn>

se vérifie sans peine ce qui montre que la condition (3.2.17)) est satisfaite. De plus, si
t— (g1(t), -+, gn(t)) est un arc différentiable & valeurs dans g™ qui s’annule en t = 0,

10 B thittka—p | by 2 1 .
= (91(t), - 1 gn(l)) = w Z m(;gl) ®"'®(¥9n)

kit tkn >p
Soit ¢ > 0. Par continuité de w, il existe une entier ¢ tel que
thit+kn—p 1

W( > W(_g1> ' ®(1gn) >:0

k1+-+kn>q

~

- ©7,)
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Ainsi,

1 |t|k1+"'+kn7p 1 ky 2 N
|=O0(g1(t), -+ . gu(t))] < Z W’ |w (;91) - @(2gn)™ ] |

tpP t
q>k1+-+kn>p

et il est facile de voir que chaque w ((%gl)h@ e ®(%gn)kn) est une somme finie de produits
de quotients par t de fonctions dérivables en 0, et a donc une limite finie quand ¢ tend
vers 0. Il s’ensuit que I'existence d’un réel ty > 0 tel que

|t|Frt-hn—p

1 k1S - kn
> AR ((;gl) 9 @(2gn) > | <6

q>k1+Fkn>p

et donc
1

000, gn(t)] < 6

des que |t| < tg. Ceci montre que O vérifie la condition (3.2.18)) et prouve la p-lissité de
Q(w) pour tout p.

]

Définition 3.2.27. La version algébrique de Uapplication d’intégration est le morphisme de
complexes de cochaines I.: C¥(g;R) — C*(G;R) défini par

I.:=QoP 'oG*

Proposition 3.2.28. L’application T" : C*(G;R) — C*(§: R) définie en degré n par

T//(f)<gl A /\gn) = nl Z Sgn(U)D”f((g,,u),O,"' ,0)®®(07 .. ’0790(71)))

O’GZn

pour tous qi, ..., g dans g, est un morphisme de complexes de cochaines induisant, via 'appli-
cation canonique g — @, un morphisme de complexe T : C¥(G;R) — C%*(g;R). De plus

Tol. = lde;@m

Démonstration. Expliquons pourquoi 7" o dg = deg o T”. Soit n > 1 et f : G*" — R une

n-cochaine de groupe lisse en 1. Pour tous ¢, ..., g,+1 dans g :
n+1
daf(en, -, ger ) = f(1+- 1)+ 3 Didaf((gr @+ © gusn)™) + Olg1,++ , gus)
j=1

ot O : g°" — R et les applications j-linéaires D7dg f vérifient les conditions 1. et 2. de la
définition [3.2.24] Par définition de T”, la n + 1-cochaine de Lie T"(dgf) ne dépend que des

valeurs de D""dg f sur les (n + 1)-tenseurs de la forme

(glaoa"'70)®(0a92707"'70)®"'®(07"'70agn+1) ) g1, 5 9n+1 Ega (3219)
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c’est pourquoi il nous faut déterminer la partie (n + 1)-linéaire de dg f qui est non nulle sur ce

i h <
type de tenseurs. Ecrivons dg sous forme dg = 3175 (—1)'d%, avec

dOGf(egla"' ’egn+1> = f<692>"' ’egn+1) ) d2‘+1f<egl>"' ’egn+1) = f(eglv"' 7€gn) y

in(6917-~~ ’egn+1) — f(egl’,,, ’egiegi-kl?,__ ’69n+1)

pour tout ¢ dans {1,--- ,n}. Fixons un ¢ dans {1,---n} et j dans {1,--- ,n + 1} et rappelons
'expression de D"T!d%, f obtenue dans la démonstration de la proposition [3.2.26{ montre qu’elle
correspond a la symétrisation de 'application n + 1 linéaire :

>, 2. Difelwe oLy

J>1 ki+-+kj=n+1
ott chaque Ly, : (g®"+H1)®k — g®n+1 ost une application k-multilinéaire vérifiant

Li((gr,+ , gnst)®) = (91, 1 9im159i + Giv1s Giv2,*++  Gna) stk =1,
g , o (07 o 7()’ BOHk(.giagi+l)707' te 70) si k 2 2.

Il est clair, pour tous ky > 1, ..., k; > 1 entiers tels que k1 +---+k; = n+1, que Ly, @+ @ Ly,
s’annule sur le symétrisé du tenseur (g1, 0, -+ ,0)®(0,¢2,0,- - ,0)®---®(0,- - ,0, gny1) deés lors
que k, > 3 pour un certain p dans {1,--- ,j}. Par exemple le terme [g;, [gi, gi+1]] apparaissant
dans BC H3(g;, gi+1) donne lieu & une application trilinéaire

W9, gnr1)@(G12: 5 Gng1,2)@(91,3, - 5 Gnr1,3) = (0, ,0, (g1, (G325 Giv1,3]], 0, -+, 0).

et le fait que l'indice ¢ apparaisse deux fois implique que
W((0,---,0,a,0,---,0)®(0,---,0,b,0,---,0)® (0,---,0,¢,0,---,0)) =0

des que les trois éléments a, b et ¢ de g occupent des places différentes, ce qui montre que les
termes n + 1-linéaires contenant W ne contribuent pas a la valeur de D"™'dL f sur les n + 1
tenseurs de la forme ([3.2.19).

De méme, si k, = k, = 2 pour p et q distincts dans {1,--- ,j}, DI foL;, ®-- -® Ly, n’annule
dans le calcul de T"(d¢ f). Les seuls cas a prendre en compte sont donc ceux ou tous les ky,
sauf au plus 1, sont égaux & 1. Notons ¥;(X) le symétrisé d'un j-tenseur X dans (§2"+1)%7. La
symétrie de D" ! f permet d’écrire :

D(n+1)dZC¥f((gl> 07' Y 0) ® (07927 07' ) 0) ®--® (07 " O,gn+1))

1
- - D™ (0,0, o1y, 0, -+, 0) @+ - -R(0,- -+, 0, Go(n 0.--- .0
(TZ+1)' Z f<<’ » Uy Yo (1), Ysm o s )® ®(7 y Yy Go(n+1), Y, ) ))
Uezn+1
—l—E D"fo([1® L QLR ®---®L)%((g1,0, - -,0)®(0, g2,0,---,0)@- - -®(0, - -, 0, gpy1))

p=1
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ol dans la permiere somme , go(,) est a la p-eme position dans
(07 7Oag0(p)70a"' 70) € QGBTL

si o(p) <1, et & la p— 1-iéme sinon. Par symétrie de D"™! f, le premier terme de I’expression
précédente est invariant lorsqu’on échange g; et g;11 ce qui montre qu’il est nul lorsqu’on
'antisymétrise et donc qu’il ne contribue pas a T”(d. f). Par symétrie de D" f, et comme
Ly n’est non nul que sur (0,---,0,¢;,0,--+,0)®(0,---,0,¢i41,0,---,0), la seconde somme se
simplifie de la maniere suivante :

S D' o (Li® - ©L®L®Li®- - L1)E((g1, 0, -, 0)@ (0, g2,0, -, 0)@---@ (0, - -, 0, gs1))

1 " .
) mz Z D f((0,-+50,96(1), 0, 0)@--@ (0, -+, 0,43, 9], 0, -+, 0) @ - -
" U(p)=i€<f?prirll)=i+1

®(O 0 y Yo (n+1)5 0 7O>>
n_|_1 Z an gla )’ >® ®(0 07 [gZ7gl+1]70770)®® (O,"‘,O,gn+1))

UEEnJrl
o= (i+1)=c—1(3)+1

1
2(n+ 1) f((gl707 70) ® ® (0, ,07 [gz7gl+1]707 ,0) ® ® (07 7O)g,n_,'_1>>

car il existe n! permutations de {1,--- ,n + 1} envoyant i et i + 1 sur des entiers successifs.
Ainsi, il ne reste plus qu’a antisymétriser le role des g; pour obtenir 7" (d% f) :

T”(din)(gl/\- “Agns1) = (n+1)! Z Sgn(a)D”Hdin((ga(l), 0,-,0) @@ (0, +,0, Go(nr1)))

U€2n+1
sgn(o n
:n!Z 2( )D f((ga(1)70’. -, 0)®---® (0, --,0, [gg(i)’ga(iﬂ)]’o’. -, 0)®---® (0, .70790(%1)))
0€Xn+1
=n/! Z Sgn(U)an((ga—(l), O,' ) O) & (07 ) 07 [gU(i)7ga'(i+1)]7 07' " O) XD (07 ) 07g0(1’b+1)))
Sty

Il est facile de vérifier que T"(d% f) = T"(d5™ f) = 0, c’est pourquoi

T”(dG’f)(gl /\"'/\gn—i-l) :n'Z( ngn an 9o (1 O 7O)®®<Oa70a [.gcr(i)aga(iJrl)]?Oa'"70)®"'

=0 0EYn+1
o(i+1)>0 ()
- (Oa ) Oa ga(n—i—l))) (3220)

D’autre part, les mémes arguments combinatoires que ceux intervenant dans la démonstration



68 CHAPITRE 3 : INVERSION DE L'ISOMORPHISME DE CARTAN- EILENBERG

de la proposition permettent d’écrire

deeT"(f)(gr Av - A gnir) = Z(—l)jHT"(f)(sh AN NGis Gl N Ngg A A o)

1<j

—n! Z(_l)p Z D" f((go(1y, 05+ +,0)@- @ (0, -, 0, [go(p), Go(pi 1)), 0y - -, 0) @ - -
p=1

0EYXp4+1
o(p+1)>0(p)

® (07 " 0790'(71-1—1))
=T"(daf)(g1 A+ A gns1)

ce qui prouve que 7" est un morphisme de complexes de cochaines.
Montrons la relation T'o I, = Idgs(g;r). Soient g1, ..., g, dans g et w une n-cochaine d’algebre
de Lie continue. Alors, par (3.2.11]), comme chaque e est de type groupe :

Ic<w)(€g1’ U 7€gn) = / dtl T dtn W(Btll,~~~,tn(egla te ’egn) ARERNA BZ,~-,tn<€gl7 o ’egn))
[0,1]"

En posant by, ... 1, (g1, -+, gn) == t1 BCH(¢1,t2BCH(gs,- -+ ,t,-1BCH (gn—1,tngn) ---)), o0 BCH
est la série de Baker-Campbell-Hausdorff déja introduite précédemment, il vient

0 0
dty ‘“dtnw(a—hbtl,---,tn(gb e gn) A A aTbtl,---,tn(gla e, 0n))

L(w)(e™, -, e%m) :/

[0,1]™

Pour obtenir la différentielle n-ieme de I.(w) il suffit de ne prendre en compte que les termes

faisant intervenir exactement n copies de chaque g;. Ces derniers correspondent au développement

des 2-by, ...+, que les termes de degré 1 en BC'H; dans BCH. Or pour tout j dans {1,--- ,n} :
J

0 i .
%tlBCHl(glabBCHl(g% oo byt BOH (Gn-1,tngn) -+ )) = Ztﬂfz SRR 71 PRI
J 1=J

donc, par antisymétrie de w,

D"I.(w)((g1 ® -+ ® gn)®")

/ dty- - -dt, w(gr ANt1gr + tiga A tigr + titags + titags A -+ Atigr + titaga + - -+ taita - - th_10n)
[0,1]

n

= | dty-dty 72t w(gr AGa Ags A A g)
[071]n

1
:mw@l A A Gn)

Ainsi

1
Dnlc(w)«glvoa"' ,0)@(0,92,0,--- 7O)®®(Oa 7Oagn)) - (n‘)2w(91/\"'/\9n)
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et par suite, en utilisant de nouveau que w est antisymétrique :
Tol(w)=uw
O]

En résumé, nous avons établi I'existence de morphismes T et I. faisant commuter le dia-
gramme

Le cas nilpotent
Comme en général G contient plus d’éléments que ’ensemble G := {9, gegCyglil
semble peu probable que la paire

~ T
C:(G:R) = Cl(g; R)
I,

soit une équivalence d’homotopie. Il n’y a d’ailleurs pas de raison pour qu’un tel G soit un
groupe, meéme si celui ci est un bon candidat pour jouer le role du groupe “intégrant” g.
Cependant, dans le cas ou g est nilpotente, nous disposons du résultat suivant, di a P.F Pickel :

Proposition 3.2.29. Si g est une algébre de Lie m’lpotenteﬂ alors les morphismes
P : CH*(Ug;R) — CH*(Ug; R)
et X R
Q: CH*(Ug;R) — C*(G;R)
sont des quasi-isomorphismes.
Démonstration. Ce résultat, établi dans [Pic78], est rappelé dans [Lod98]. O
Remarque 3.2.30. Lorsque g est nilpotente,
1. (a) g=getG=G=1{e, geg} ([QuibY, appendice A.),
(b) Toutes les cochaines de Chevalley-Eilenberg de g sont continues.

2. Dans [Tam05], D. Tamarkin utilise que si H*(g;R) est de dimension finie en chaque
degré, alors lapplication de restriction P : CH*(Ug;R) — CH*(Ug; R) est nécessairement
un quasi-isomorphisme.

9. Rappelons que g est nilpotnente si Dy (g) = {0} pour un certain entier k.






Conclusion

L’interprétation géométrique de la résolution de Chevalley-Eilenberg développée au chapitre
2 a permis de répondre par I'affirmative & la question lorsque g est une algebre de Lie
sur K = R, en exhibant un morphisme de résolutions GZ : B,(Ug) — CK.(Ug), qui vérifie
I’égalité définissante ne faisant intervenir que le coproduit de Ug et les idempotents
eulériens ([Lod9§]). Ce sont d’ailleurs ces derniers qui permettent de transporter sur Ug la
contraction canonique de l'algebre symétrique Sg, via l'isomorphisme de Poincaré-Birkhoff-
Witt, afin obtenir une contraction A du complexe de Koszul de type “lemme de Poincaré”, et
d’appliquer la stratégie développée en [I.2.3] Le dernier chapitre nous montre alors comment le
morphisme de complexes de cochaines G* : C*(g; M) — CH*(Ug; M) induit par GZ peut étre
interpreté comme un procédé d’intégration formelle de cocycles d’algebre de Lie, ce qui conduit
a intuiter la formule par analogie avec ’application /. d’intégration cubique détaillée
au lemme [3.2.5]

Bien que le calcul général de G* semble pour le moment hors de portée, car la combinatoire
des idempotents eulériens est assez compliquée comme le montrent la formule et les
relations de récurrence sur la complexité des mots intervenant dans le calcul de pr donnée
dans [Hel89], il semble raisonnable de pouvoir obtenir tout de méme des informations sur le
cocycle de Hochschild G™(w) associé & un cocycle d’algebre de Lie w : A"g — M9 afin par
exemple, d’obtenir de nouvelles algebres associatives, réalisées comme extensions singulieres
d’une algebre enveloppante.

D’autre part, 'application d’antisymérisation peut-étre utilisé pour simplifier le calcul de
I’homologie de Hochschild d’une algebre enveloppante en utilisant le complexe de Chevalley-
Eilenberg, qui est plus “petit” que le complexe de Hochschild usuel. Un exemple d’une telle
utilisation se trouve dans la démonstration de la formalité de I'opérade des petits disques Dy
donnée par D. Tamarkin dans [Tam03], qui utilise un zig-zag d’équivalences faibles

Dy — - <— H,(D,)

La connaissance d'un quasi-inverse de ’application d’antisymétrisation pourrait permettre d’in-
verser “partiellement” la fleche de droite, procurant un quasi-isomorphisme direct

Dy — H.(Dy)

I1 faudrait pour ce faire, explorer la compatibilité de G, avec les structures algébriques existant
sur les complexes de Hochschild et de Chevalley-Eilenberg.
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L’isomorphisme d’antisymétrisation intervient également dans la théorie des déformations
formelles d’algebres enveloppantes. En effet, si g est une algebre de Lie semi-simple de dimension
finie sur C, il est possible de démontrer que

HH*(Ug; Ug) = H*(g: Ug) = 0 (3.2.21)

ou Ug est munie de 'action adjointe de g. Ainsi toute déformation formelle de 'algebre Ug est
isomorphe a la déformation triviale. Si 'on se penche sur la démonstration de ce fait donnée
dans [Kas95], la construction de l'isomorphisme entre une déformation donnée de Ug et la
déformation triviale consiste a tuer, par récurrence sur n, le terme de degré n en le parametre de
déformation (noté pu, ) apparaissant dans le produit déformé. Ceci est réalisé en perturbant ’en-
domorphisme identité a I'aide d’une 1-cochaine de Hochschild qui integre pu,, et dont 'existence
est assurée par (3.2.21). Nous voyons donc que pour obtenir une identification explicite avec la
déformation triviale, il faut étre en mesure d’intégrer explicitement des cocycles de Hochschild.
Or, il existe une contraction explicite du complexe de Chevalley-Eilenberg C*(g; Ug) définie a
l'aide de I’élément de Casimir de g ([Kas95]). Une telle contraction pourrait étre transportée
au complexe de Hochschild a I'aide du quasi-isomorphisme G*, afin d’obtenir I'identification
explicite souhaitée. A 'aide de celle-ci, il serait possible de déformer tout g-module en une
représentation de ’algebre déformée. Ceci, appliqué au cas de 1'algebre enveloppante déformée
de Jimbo-Drinfeld U,g ([Dri88], [Jim85]), pourrait permettre le calcul de I'invariant de noeuds
quantique associé a toute représentation de g qui, a notre connaissance, n’est pas mentionné
dans la littérature.

Enfin, une autre piste de recherche a suivre pourrait étre celle d’'une généralisation de
I'isomorphisme d’antisymétrisation

H.(F,): HH(g; M)

au cas des algebres de Leibniz ([Lod0§|, [Lod], [Cov1(]) ce qui nécessite la définition d’une
bonne structure algébrique enveloppant celle des algebres de Leibniz. La recherche d’une telle
structure fait I'objet d’un travail commun avec S. Covez, que je remercie au passage pour son
explication limpide de l'intégration des cocycles d’algebres de Lie qui m’a permis de gagner un
temps précieux dans la rédaction du troisieme chapitre.



Annexe A

Algebres de Hopf, algebres libres et
complétion

A.1 Algebres de Hopf

K est un anneau commutatif.

Définition A.1.1. Une algebre de Hopf sur K est un K-module H muni d’un produit associatif
w:H®H — H, dun coproduit coassociatif A : H — H® H, d’une augmentation (ou co-unité)
e: H—K, dune unité n: K — H et d’une antipode H — H tels que

— A est un morphisme d’algéebre i.e

H® H% H®4%H®4
: -
A
H H®H

commute,
— € est un morphisme d’algebre 1.e

HoH—<YKoK~K

|

H

commute,
- S est linverse de Idy pour le produit de convolution i.e

H—2nou S nen

commute.
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Remarque A.1.2. En notation de Sweedler, la commutation des trois diagrammes précédents
est équivalente aux trois équations

Z(Q;y>(1) ® xy Z Z T 1) ® 22 (2)

(zy)

e(zy) = e(x)e(y),

Zm(l)S(x(2)) - Z S(zM)z® = ne(2)
() (z)

pour tous x ety dans H. La relation de co-unité s’écrit :

S 2We(@®) = 37 e(@)a® = 4

(z)

et

Définition A.1.3. Un élément h d’une algébre de Hopf H qui vérifie
Ah)=h®1+1®h

est dit primatif. Les éléments primitifs de H forment une sous algebre de Lie de H notée
Prim H.

Théoréme A.1.4. [Milnor-Moore| Soit H une algébre de Hopf cocommutative connexe, alors
le morphisme d’algebres canonique
UPrim H - H

est un isomorphisme.
Théoréeme A.1.5. Soit g une algebre de Lie. Alors
PrimUg =g

Théoréme A.1.6. [Poincaré-Birkhoff-Witt] Soit H une algébre de Hopf cocomutative connexe.
Alors lapplication

SPrimH — H
hihg - - h, € S"PrimH ~ Zaez 1)hg(2) <. hg(n)

est un isomorphisme de cogebres.

A.2 Algebres libres et complétion.

Soit V un K-module.
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Définition A.2.1. L’algébre associative libre engendrée par V' est la K-algébre associative

et unitaire TV := @ V®" munie du produit de concaténation. Elle est filtrée par les puissances
n>0 B
de l'idéal d’augmentation TV = & V",
n>1

L’algébre de Lie libre engendrée par V', notée Lie(V), est la sous algébre de Lie de
TV (qui est une algébre de Lie pour le crochet donné par le commutateur du produit de TV')
engendrée par les éléments de V.

Définition A.2.2. Si A est une algebre augmentée filtrée ([Qui6Y], appendice B.) de filtration
{F,A}n>1, le completé de A est l'algébre augmentée compléte A définie par

A

A= hinA/FnA

n

Remarque A.2.3. Pour toute algébre augmentée A,

A

A=A
Proposition A.2.4. 5i V' est un K-module,

TV =V

nz

est filtrée par les puissances du completé de l'idéal d’augmentation TB. De méme, Lie(V) est
filtrée par ces mémes puissances intersectées avec elle méme.

Définition A.2.5. Le produit tensoriel de deur K-algebres augmentées A et B de filtrations
respectives { F,,A} et {F, B} est filtré par la filtration {F, A ® B} définie par

FL,A9B= + F,A®F,B

ptq=n

pour tout n > 1. Le produit tensoriel completé de A et B est le completé de A ® B pour
cette filtration :

AQB = x@

Proposition A.2.6. Sous les hypothéses précédentes,

A A —

A9B=A® B

A.3 Rappels sur I'idempotent eulérien, formule de Baker-
Campbell-Hausdorff

Les références sont [Reu93|, [Lod98|, [Ser(6].
K est un anneau contenant Q. T'(z,y) est 1'algebre tensorielle engendrée par deux éléments
T et y.
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Définition A.3.1. Soit V' un K-module. L’idempotent de Dynkin est l’application © : TV —
Lie(V') définie par
1
6(9192 T gn) = E[gla [927 [ te [gn—hgn] o ]H

pour tout entier n et tous gy, ..., g, dans V.
Proposition A.3.2 (BCH, forme de Dynkin). Soit fz'\e(q:, y) la K-algébre de Lie libre engendrée
par deux symboles x ety completée. Alors, il existe un élément BCH (x,y) de Lie(x,y) tel que

T

ey — BCH(zy)

dans le groupe de Malcev G associé Lie(z,y). De plus, BCH (x,y) est donnée par une série
1
ke>2

ot, pour pour tout entier k > 2, BCHy(x,y) est une combinaison linéaire de crochets itérés de
longueur k en x ety de la forme

BCHy(w,y) = ) Aap Oz™y a2y ... aovyo)
o+ 181k

Ici, entier N est la partie entiere de g, les Mo g sont des éléments de Q C K, et («a, 5) parcourt
un ensemble fini de paires de multi-indices dans NV x NV,
Démonstration. [Ser06] O

Remarque A.3.3. La formule de Baker-Campbell-Hausdorff est encore valable dans [’algebre
de Lie complétée g associée a une algebre de Lie g.

Proposition A.3.4. [Solomon] Lidempotent eulérien pr : Ug — g est donné sur les mondomes
de longueur n par la formule

s(n—1
pr(gigs---gn) = »_ (=1)° ( o )90(1>90(2>'“go<n> (A.3.1)
O'Ezn
pour tous gi, g2, ..., gn dans g.
Démonstration. Voir [Lod94], [Reu93], [Hel89]. O

Proposition A.3.5. [Sprecht-Wever| Soit s € Ug une somme de mondémes de longeur n i.e
s=> glg-g
J

ol chaque gf est dans g. Si s est dans g alors lidempotent de Dynkin © : T'g — g est bien
défini sur s et vérifie

Os) =~ Yol [+ [gh v l)--- ) = s

n

J

1. unique

2. Voir définition (3.2.13
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Démonstration. [Wig89] montre le cas de ’algebre de Lie libre qui implique le cas général. Voir
aussi [Hel89). O
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Annexe B

Complexes de cohomologie

B.1 Conventions et notations ([Lan75], [Lod08],[CE56])

Dans tout ce document, le terme complexe de chaines (resp. de cochaines) sur K
désigne une famille C, = (C,)nen (resp. C* := (C*),en) de K-modules munie d'une famille
d’applications d, := (d" : C" — C"™),en+ (resp. d* = (d" : C" — C™1),cn) vérifiant la
condition

dyodyy1 =0 (resp. dpy10d, =0) ., Vn>1 (B.1.1)

Le degré n en indice de d,, est souvent omis, quand cela ne préte pas a confusion, et la condition

(B.1.1)) s’écrit alors
d*:=dod=0.

I arrive également que l'on fasse référence au complexe (C,,d,) en ne mentionnant que le
module gradué sous-jacent lorsque la différentielle est évidente.

L’homologie d’'un complexe de chaines C' := (C,, d,) est la famille de K-modules (H,,(C,, d) ) nen,
notée H,(Cy,d,) ou plus simplement H,(C'), définie par

Hy(C.,d.) :==Kerdy/Im d,,, » Yné€N,
avec la convention dy =0 : Cy — 0.

Définition B.1.1. Soient C := (C.,d°) et D := (D,,d") deux complexes de chaines sur K. Un
morphisme de complexes de chaines f : C — D est une famille d’applications linéaires
fe:= (fu: Cp = Dy)nen vérifiant la condition

dgofn :fn—lodg7 (B12>

abréviée en d°f = fd°, qui assure qu’un morphisme de complexes f : C — D induit une
application linéaire H.(f) : H.(C,,d¢) — H.(D,,d?) entre les K-modules d’homologie. La
définition d’un morphisme de complexes de cochaines se devine facilement.

Deux morphismes de complexes f : C — D et g: C — D sont dits homotopes si il existe
une application linéaire graduée de degré +1 H := (H,, : C;, = Dp11)nen, appelée homotopie,
telle que

f—9g=Hd+dH
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Un quasi-isomorphisme est un morphisme de complexes f : C'— D telle que l’application
H.(f) : H(C) — H.(D) soit un isomorphisme. Un morphisme de complexes de chaines f :
C — D est appelé équivalence d’homotopie lorsqu’il existe un morphisme de complexes
g: D — C tels que les endomorphismes de complexes de chaines gof : C — C et fog: D — D
sotent homotopes a l'application identité respectivement sur C et D.

Définition B.1.2. Un complexe de chaines au dessus d’un K-module () donné, est un
complexe de chaines C := (C., d.) muni d’un morphisme de complexes de chaines € : (C.,d,) —
(Q+,0), 0t Q. := (Qn)nen est le compleze de chaines concentré en degré 0 défini par

QnIZ{ Q sin=0,

0 sinon.

Il sera dit acyclique si lapplication € est un quasi-isomorphisme, c’est-a-dire si Hy(e) :
Hy(Cy,d,) — @Q est un isomorphisme et si H,(Cy,d,) = 0 pour tout n > 0, et contractile
lorsqu’ € est une équivalence d’homotopie, i.e lorsqu’il existe une application linéaire graduée
de degré +1 s : (s, : C, = Chi1)nen), appelée contraction, et une application K-linéaire
n:Q — Cy telles que

Idg, —me =10,
rm Ildo, = sp—1dy + dpi1S, , Yn>1,
et
en = Idg

B.2 Complexes de cohomologie de Hochschild et de Chevalley-
Eilenberg

Définition B.2.1. Soit g une algebre de Lie sur K et N un g-module a gauche. Le complexe
de cohomologie de Chevalley-FEilenberg de g a valeurs dans N est le complexe de cochaines
(C*(g; N),dcg) défini en degré n par

C"(g; N) = Homg (A"g, N)

et

n+1
dee(f)(gL A+ A gny1) = Z(—l)zﬂgz‘ flg N NGt ANGi N givi Ao+ A Gnga)

=1
+ Y (DT A A G NG gl A NG A A )

1<j

pour tous gi, ..., gni1 dans g et pour tout f dans C™(g; N)
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Définition B.2.2. Soit A une algebre associative et M un A-bimodule. Le complexe de
cohomologie de Hochschild de A a wvaleurs dans M est le complexes de cochaines

(CH*(A; M),d™) défini en degré n par
CH™(A; M) := Homg (A®™; M)
et
dpf(z1 ® @ Tpi1) =21 f(22 @+ @ Tpsr) + (—1)" T f11 @+ @ @) Ty

+ Z(_l)if(% Q@ QT LT @ Tig2 @ -+ @ Tpy1)
i1

pour tous Ty, ..., Tny1 dans A et pour tout n-cochaine f dans CH*(A; M).

B.3 Cochaines de groupe

Soit G un groupe et M un G-module ([Wei95]). Notons = - m € M le produit de I'action
d'un élément x de G sur un élément m de M.

Définition B.3.1. Le complexe de cohomologie de groupe de G a valeurs dans M est le
complezxe de cochaines (C*(G; M), dg) défini en degré n par

C"G;M) :={f G — M}

et

n
de(l"h T ,$n+1) = - f(ff% T >$n+1) + Z f(iEl, L1, Lili41, Lig2, ,$n+1)
i=1

+ (_1)n+1f(x17 e >xn)
pour tous 1, ..., Tpy1 dans G et f dans C™(G; M).

Le lien entre les (co)homologies de groupe et et de Hochschild se fait par le truchement de
I’algebre de groupe :

Définition B.3.2. L’algébre de groupe d’un groupe G dont la multiplication est notée ug :
G x G — G, est lalgebre associative unitaire KG dont le K-module sous-jacent est le K-
module libre engendré par 'ensemble G, et dont le produit est l'unique application (bi)linéaire
e KG @ KG — KG qui coincide avec le produit du groupe sur les éléments de la forme
g ® h, lorsque g et h parcourent G. En d’autre termes :

pra(9 ® h) = pa(g, h)

pour tous g et h dans G.



82 ANNEXE B : COMPLEXES DE COHOMOLOGIE

Proposition B.3.3. Soit G un groupe et M un G-module. Par proprieté universelle de ’algebre
de groupe KG, la structure de G-module sur M induit une structure de KG-module a gauche
sur M, qui se compléte en une structure de bimodule grace a laction triviale (donnée par
Uaugmentation de KG) a droite de KG. Alors, il existe un isomorphisme naturel

C*(G; M) = CH*(KG; M)

Lorsque G est un groupe de Lie d’élément neutre e, il existe un sous-complexe de C*(G;R)
qui joue un role central dans la section [3.2]:

Définition-Proposition B.3.4. Une n-cochaine de groupe f : G*™ — R est dite lisse au
voisinage l’élément neutre lorsqu’il existe un ouvert U contenant e tel que la restriction de
f a Uouvert U*"™ de G*™ soit lisse. L’image par la différentielle de groupe dg d’une cochaine
de groupe lisse au voisinage de e est également lisse, ce qui tmplique que dg se restreint au
sous-espace des cochaines lisses au voisinage de e, noté Cf. (G;R), faisant de ce dernier un
sous-compleze de (C*(G;R);dg).

Remarque B.3.5. Dans le chapitre 3 nous avons utilisé sans distinction les termes cochaine
locale lisse et cochatne localement lisse, bien que ces deux motions soient différentes.
En outre, le morphisme 1. introduit au lemme ne permet dintégrer que localement une
cochaine d’algebre de Lie donnée. Mais il est alors possible de la prolonger par application nulle
en dehors de l'ouvert sur lequel elle-est définie, pour obtenir une cochaine globalement définie,
et lisse au voisinage de ’élément neutre. Comme les morphismes de dérivation des cochaines
de groupes T et T' de la section ne dépendent que du comportement infinitésimal des
cochaines de groupe auzquelles ils s’appliquent, il est clair que le diagramme continue
de faire sens lorsque [’on considere des cochaines de groupe localement lisses.
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Résumé : Le but de ce travail est d’expliquer en quoi 'application de d’antisymétrisation
de Cartan-Eilenberg F*, qui permet d’identifier la cohomologie de Chevalley-Eilenberg d’une
algebre de Lie g a la cohomologie de Hochschild de son algebre enveloppante Ug, est ’analogue
algébrique de I'application usuelle de dérivation de cochaines de groupe lisses au voisinage de
I’élément neutre d'un groupe de Lie, et comment un de ses quasi-inverses peut étre construit et
compris comme une application d’intégration de cocycles de Lie. De plus, nous montrons quun
tel quasi-inverse, bien que provenant d’une contraction d’origine géométrique, peut s’écrire de
maniere totalement intinseque, en n’utilisant que la structure d’algebre de Hopf cocommutative
connexe sur Ug.

Mots clés : Algebre de Hopf - (co)homologie de Hochschild - algebre de Lie - (co)homologie
de Chevalley-Eilenberg - (co)homologie de groupe - homotopie - complétion /-adique - expo-
nentielle

Summary : This thesis aims at explaining why Cartan and Eilenberg’s antisymmetrisation
map F*, which provides an explicit identification between the Chevalley-Eilenberg cohomology
of a free lie algebra g and the Hochschild cohomology of its universal enveloping algebra Ug, can
be seen as an algebraic analogue of the well-known derivation map from the complex of locally
smooth group cochains to the one of Lie algebra cochains, and how one of its quasi-inverses
can be built and thought of as an integration of Lie algebra cochains in Lie group cochains
process. Moreover, we show that such a quasi-inverse, even if it is defined thanks to a Poincaré
contraction coming from geometry, can be written using a totally intrinsic formula that involves
only the connex cocommutative Hopf algebra structure on Ug.

Key words : Hopf algebra - Hochschild (co)homology - Lie algebra - Chevalley-Eilenberg
(co)homology - group (co)homology - homotopie - [-adic completion - exponential map
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