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Introduction

En 1967, une équipe d4‘'astronomes de Cambridge découvrait dans les
enregistrements provenant de leur radiotélescope (un réseau de Aipdles accordeé
A 81.5 MHz) un signal constitué A‘une suite de courtes impulsions d‘amplitude
variable séparées par une durée remarquablement constante, de l'ordre de la
seconde. Il ne s‘agissait pas, comme 1°'hypothése en fut un moment envisagée,
4'un message provenant d‘une civilisation extraterrestre, mais de la premiére
observation 4‘'un astre 4‘'une catégorie nouvelle, dont plusieurs centaines ont
été recensés A ce jour dans notre galaxie: les pulsars (Bewish et a/. 1968).
Notons que deux pulsars ont récemment été découverts dans une autre galaxie,
le Grand Nuage de Magellan (McCulloch eof a&/. 1983; Seward, Barnden & Belfand
1984).

Diverses propositions quant au type d‘'objet en cause furent formulées:
naines blanches A pulsations radiales, a la maniére des Céphéides, systémes
doubles de naines blanches ou d'étoiles A neutrons pour la catégorie des
variables A éclipses, ou encore naine ou étoile A neutrons magnétisée en
rotation rapide sur elle—wméwe. En ce qui concerne cette derniére hypotheése,
1'idée que les nébuleuses gareuses vestiges d‘'explosions de supernovae
devaient receler de tels objets avait été proposée plusieurs dizaines 4'anndes
auparavant (2Zwicky 1938) et le fait que le rayonnement émis par celles—ci
pouvait etre directement 1ié a la présence en leur sein d'une étoile a
neutrons magnétisée en rotation avait été démontré (Shklovskii 1953; Pacini
1967).

Un large consensus sB'établit assez rapidement sur le modéle de l'étoile A
neutrons en rotation (Gold 1968), les autres étant rejetés pour des raisons
fondées sur les valeurs des grandeurs observées. En effet, les périodes de ces
objets sont trés courtes: de l'ordre de la seconde pour les premiers pulsars,
0.033 et 0.089 8 respectivement pour les pulsars du Crabe et des Voiles
découverts peu aprés. Plus récemment des pulsars ultra-rapides dont la période
se coapte en millisecondes ont été observés (Backer ot a/. 1982; Boriakoff,
Buccheri & Pauci 1983; Lyne ef &/. 1987); voir au sujet de cette nouvelle
classe de pulsars et des conséquences A en tirer sur la théorie de 1l'évolution
des pulsars: Alpar et a/. 1982; van der Klis et a/. 1985). Ces chiffres
éliminent les naines blanches-Céphéides, ainsi que les naines blanches en
rotation sur elles—mémes pour des raisons de stabilité. On observe en outre
une croissance régqulieére (et trés lente) de la période (1/P 4P/dt de l'ordre
de 10717 a 10711 par seconde avec une valeur typique de 10~15) alors que les
pertes d'énergie de systémes doubles (par exemple par rayonnement gravitation-
nel; voir A ce sujet 1l'accélération du mouvewment orbital Au pulsar binaire PSR
1913 +16 (Damour 1983; Weisberg & Taylor 1984)) devraient la faire diminuer.



Par ailleurs, des considérations de conservation de flux wagnétique au cours
de l'‘effondrement 4'une supernova conduisant A la formation 4'une étoile A
neutrons laissent prévoir l'‘existence de champs magnétiques atteignant 1012 5
1013 G a 1a surface des pulsars. Ces valeurs sont confirmées d‘une part par
l'estimation du taux de ralentissewment de la rotation de 1'étoile A0 a la
perte d'énergie électromagnétique par la rotation du dipdle magnétique
(Ostriker & Gunn 1969), et d'autre part par quelques mesures directes de
spectres X (abservation du rayonnesent de la source Her X-1 (Trumper et al.
1978; Voges 6t al. 1982) attribué A& une étoile a& neutrons magnétisée, des
pulsars X 4U 1626 -67 (Pravdo et al. 1978; 1979), 4U 0115 +63 (Wheaton et al.
1979) et du pulsar du Crabe (Manchanda ef al/. 1982)) montrant des raies
caractéristiques d'une résonance cyclotron dans un champ magnétique de cet
ordre de grandeur. Cependant Blandford, Applegate & Hernquist (1983) ont
proposé un mécaniswme de production du champ magnétique conduisant a des
valeurs beaucoup plus faibles quelques millions d‘'années aprés la formation de
1'étoile A neutrons. La présence de tels champe constitue le fil conducteur
principal des wécanismes proposés pour expliquer la production du rayonnement
des pulsars.

Telles sont donc en premiére approximation les grandes lignes d‘un modéle de
pulsar qu‘il faut essayer de décrire plus en détail, ce qui motive des travaux
dans trois directions:

(1) Etude de l'étoile A neutrons proprement dite, od la coexistence de
densités atteignant 1014 a 1015 g/cm® et d'un champ magnétique de 1'ordre de
1012 a 1013 G conduit a envisager des états de la matiére tels que: matiére
neutronique superfluide, fer cristallin anisotrope (une direction privilégieée
d‘élongation le long des lignes de champ magnétique), fluide 4'hypérons,
cristaux de pions, etc... (voir par exemple pour ces questions Canuto 1974;
1975). C'est le domaine des spécialistes de physique nucléaire.

(2) Description de l'environnement de 1l'étoile baignée par son champ
magnétique: la magnétosphére, dans laquelle des champs électriques trés élevés
engendrés par la rotation du champ magnétique (Goldreich & Julian 1969)
injectent des particules chargées, de sorte qu'elle doit étre considérée comme
un plasma. C‘est le lieu le plus probable de l'émission de 1l'essentiel du
rayonnement des pulsars. Il est nécessaire de posséder au préalable un modeéle
suffisamment cohérent de la structure de la magnétosphére (composition et état
du plasma, valeurs et géométrie des champs électrique et magnétique, présence
de faisceaux de particules, etc...) pour pouvoir envisager des wmécanismes de
production du rayonnement.

(3) Proposition de mécanismes de rayonnement proprement dits, avec deux
types de contraintes:



- d'une part des contraintes "intrinséques™:

11 faut aobtenir des puissances suffisantes: 1025 a 103% erg/s & comparer
pour fixer les idées avec la puissance totale rayonnée par le soleil dans le
domaine visible: 4. 1033 ergss, ainsi qu'au taux de perte d'énergie
rotationnelle de l1l'étoile & neutrons, qui est plus élevé de plusieurs ordres
de grandeur; la luminosité totale de la nébuleuse M1, dont la seule source
d'énergie semble eétre le pulsar du crabe, atteint 1038 erg/s. I1 faut rendre
compte des caractéristiques spectrales du rayonnement: domaine radio couvert
typiquement depuis 10 MHz jusqu'A 10 GHz ou plus; quelques pulsars, tels ceux
du Crabe et de Vela (il semble qu'il s'agisse des plus jeunes), rayonnent méme
dans le daomaine visible et au-deld (X et y) (Notons qu'on n'abordera pas le
probléme des pulsars X proprement dits dont le rayonnement est probablement
produit par un mécanisme d'accrétion de matiére A partir d'une étoile
compagnon et/ou d'un disque; voir sur ce sujet Berold & Ruder 1982, Joss &
Rappaport 1964; pour un modéle de pulsar avec disque rayonnant en radio:
Michel & Dessler 1981; 1983). Les températures de brillance sont trés élevées
(1020 a 1031 x). I1 faut enfin s'intéresser & la polarisation (1linéaire ou
circulaire) du rayonnement regu (Radhakrishnan & Coake 1969; Onishchenko
1981b).

— d'autre part des contraintes de type “géométrique”:

I1 faut expliquer la focalisation du rayonnement expliquant la formation des
pulses, obtenir une localisation et un aspect de la source de rayonnewment
rendant compte de la forme particuliére du profil moyen des pulses: pulses
doubles ou triples, interpulses, sous—pulses qui sont parfois animeés de
mouvements propres de dérive par rapport au pulse moyen (encore appelé “"pulse
intégré”) qu’'ils construisent, etc...(cf pour référence sur les
caractéristiques observationnelles des pulsars: Manchester & Taylor 1977;
Taylor & Stinebring 1986; et sur la théorie du rayonnement: Ginzburg & Fu rvean
Zheleznyakov 1975; Sutherland 1979} citons également une scwme de travaux sur 3%
les questions qui se posent actuellement dans le domaine des pulsars: I.A.U.
Symposium Proceedings NC 95 *Pulsars® 1981; une revue récente mais treés
succincte sur les mécanismes de rayonnement: Lominadze et a/. 1986.)

En particulier, on est conduit, en prenant en compte les variations des
paramétres physiques (densité, champ magnétique) avec la distance A 1l'étoile a
neutrons centrale, a faire une distinction entre les mécanismes de rayonnement
dits "de calotte polaire”, fonctionnant prés de celle—ci, immédiatement
au—dessus des podles magnétiques (Gold 1968; Radhakrishnan & Cooke 1969; Cordes
1978), et les wmécanismes fonctionnant loin de 1l'étoile, au voisinage du
cylindre lumiére ou au—dela (le cylindre lumiére étant défini coume le lieu
des points dont la vitesse de corotation avec 1'étoile atteint la vitesse de
la lumiére) (Smith 1969; 1977).(159().



Aprés un bref rappel des principaux travaux dans ces deux derniéres
directions, présenté dans le premier chapitre, nous nous pencherons plus en
détail dans les trois chapitres suivants sur la question du mécanisme
intrinséque de production du rayonnement par des faisceaux de plasma
d'extension finie. Au chapitre 2 nous retrouverons les résultats de Goldreich
& Keeley (1971) et A'Asséo, Pellat & Sol (1983) concernant 1l'instabiliteée de
courbure d‘'une onde électromagnétique de type Alfvén ou mode "1" engendrée par
un faisceau mince gquidé par le champ magnétique, et nous examinerons le cas de
1l'autre polarisation électromagnétique, le mode "t” ou magnétosonore. Les
chapitres 3 et 4 concerneront l’'extension de ce mécanisme A un faisceau large,
dans le cas des modes “1" et "t" respectivewment. Nous wmontrerons que
1l'instabilité du mode “1” persiste dans la situation d4‘un faisceau de largeur
quelconque, la quantité cruciale étant le gradient de densité A la frontieére
plasma-vide (Larroche & Pellat 1987). Le mode "t" est stable dans cette
configuration. Nous comparerons dans le chapitre 5 les résultats obtenus avec
ceux de travaux plus classiques concernant les mécanismes linéaires en plasma
homogéne et nous vérifierons que les taux de croissance obtenus sont
suffisants pour faire de ce mécanisme un candidat a l’‘explication au
rayonnement radio des pulsars; les conditions physiques dans lesquelles ils
sont obtenus (rayonnement électromagnétique émis directement dans le vide, au
voisinage de l'étoile) le rendent méme plus convaincant que les mécanismes
proposés jusqu'a présent. Le caractére A la fois utilitaire et fastidieux de
certains développements a conduit a les reporter en appendice.
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Figure 7a. The period of the Vela
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Table 4 Binary Pulsars

Pulsar Pb (days) . Pgulu (msecs)

1913+16 0.32 0.617 59

0655+64 1.03 <1075 196

2303+46 12.34 0.66 1070

1953+29 117.0 <0.01 6.1

0820+02 1232.0 0.012 864

Days froa epoch 53/01/01 00:00:0

Figure 7b. Timing residuals for

glitches the Crab pulsar
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The main factors pertinent to the origin and evolution of pulsars
are as follows:-

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7

8)
9)

The galactic radial distribution is the same as that of
massive stars and supernova remnants.

The scale height of pulsars in z is about 400pc, and most are
moving away from the galactic plane.

The scale hexght of the progenitors is <100 pc, implying a
population I origin.

The number of active pulsars in the Galaxy is about 350,000.
The magnetic fields decay on a timescale of about 9 My.

The radio luminosity is roughly proportional to B2 and decays
on a timescale of 4.6 My.

Ejection velocities from the birth event are about 200 km 8~
Only 5 pulsars out of 420 known are in b1nary systems.

A birthrate of 1 pulsar every 30-120 years is required to
sustain the observed population.
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J1 Revue-des principaux. résultats concernant le rayonnement des pulsars

¢ %: La magnétosphére: description de 1l'état du plasma

Goldreich & Julian (1969) ont été les premiers & montrer qu'une étoile a
neutrons en rotation, compte tenu de la conductivité électrique trés élevée de
la matiére nucléaire et de l’'existence 4'un fort champ magnétique, ne pouvait
rester plongée dans le vide, mais que des particules chargées devaient s'en
échapper pour former autour du pulsar un plasma occupant une région appelée
magnétosphére.

En effet, l'approximation de conductivité infinie, en négligeant 1'inertie

des électrons, impose entre les champs magnétique B et électrique E A
1l'intérieur de l'étoile la relation:

1
E+ <0 a~T)~B=0
(o]

0 est le vecteur rotation instantanée et r la position d‘'un point de
1'étoile rapportée au centre de celle——ci.

Oon considére que le champ magnétique est dipolaire y compris A 1l'intérieur
de l'étoile, en supposant donc qu‘il est peu perturbé par les courants liés
aux densités de charge que nous allons voir apparaitre. Il prend donc la
valeur suivante dans un systéme de coordonnées sphériques (r,©,4) dont 1l‘'axe
est l'axe du dipole:

R R _8iné6
B = (Bo(—)3cose , By(-)3
r r 2

R est le rayon de 1l'étoile, B, la valeur du champ magnétique au pole. On en
déduit la valeur Au potentiel électrostatique A 1'intérieur et en particulier
4 la surface de 1l'étoile:

BoR?
6cC

En supposant l‘'étolile dans le vide, dans le cas ol le moment dipolaire est
aligné avec l'axe de rotation et od le champ magnétique est donc statique, a
symétrie de révolution, on peut résoudre exactement l'équation de Laplace A
l'extérieur et par continuité avec la valeur du potentiel A la surface, lui
attribuer la valeur:

. 0)

® = - (3cos2e - 1)

BofiR® 2
%(x,0) eced (3cos<e - 1) (1-1)

Evidemment, dans ce cas particulier 1l'étoile n'est plus A proprement parler
un "pulsar”, du moins dans le cadre des modéles de calotte polaire, puisque la
premiére caractéristique attendue d‘'un tel objet est une certaine asymétrie.

De cette valeur du potentiel on déduit le champ électrique A l'extérieur et
en particulier prés de la surface de 1l'étoile. Ce champ électrique A la
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FPig. 1-1: La magnétosphére de Goldreich et Julian.

surface posséde une composante paralléle au champ magnétique dipolaire de
1l'ordre de 6. 1010 cgs pour un pulsar de période 1 s, avec B, = 1012 G. Les
forces électriques résultantes sur les charges présentes A la surface de
l'étoile sont alors suffisamment intenses, pourvu que les énergies de liaison
ne soient pas trop grandes, pour extraire des particules chargées de 1l'étoile
(tout au moins les électrons; les énergies de liaison des noyaux de fer de la
croate externe sont probablement trop élevées pour qu'on puisse avoir
extraction 4‘ions (Ruderman 1971)). Les courants résultant du mouvement des
charges le long des lignes de force du champ magnétique donnent sa forme
spécifique A la magnétosphére. Goldreich et Julian supposaient que la
condition de force électrique nulle (conductivité infinie) s'étendait aux
particules de la magnétosphére, ce qui implique la corotation de celle—ci
avec l'étoile jusqu‘'au cylindre lumiére. Dans ce cas, on obtient la densité de
charge suivante dans l'étoile comme dans la magnétosphére (cf fig. 1-1):
a.B
PT =~ e
Ia condition de corotation s'obtient simplement comme l'‘effet de la vitesse

de dérive:




La présence de ces charges et de ces courants modifie en fait la structure
des champs, et on montre que la modélisation auto-consistante de ceux—ci passe
par 1'établissement d'une équation différentielle du second ordre non linéaire
appelée par certains auteurs "équation du pulsar" (Michel 1973; Scharlemann &
Wagoner 1973) dont il faut trouver et raccorder les solutions valables a
1'intérieur et 4 l'extérieur du cylindre lumiére. Le probléme s'avére
suffisamment complexe pour qu'aucune solution complétement satisfaisante
n'existe A l'heure actuelle. Les points d'achoppement sont multiples:
localisation des zones d'accélération de particules et des zones "force nulle"”
de type Goldreich-Julian; probléme de la conservation globale de la charge
dans le systéme et de la "fermeture des lignes de courant”™; role du
rayonnement dans l'établissement de ce systéme de courants; discontinuités et
chocs au voisinage du cylindre lumiére; probléme du rotateur ablique (moment
magnétique incliné sur l'axe de rotation); etc... Les solutions auto-
consistantes pour la magnétosphére n'étant pas l'ocbjet de cette étude, nous
nous contenterons de renvoyer aux principaux articles de revue qui résument
les différents points de vue existants sur le sujet (Scharlemann, Arons &
Fawley 1978; Arons & Scharlemann 1979; Arons 1979; Kennel, Fujimura & Pellat
1979; Mestel, Phillips & Wang 1979; Jackson 1981; Rylov 1981; Michel 1982;
Herold & Ruder 1982; Beskin, Gurevich & Istomin 1983; 1984; Asséo, Beaufils &
Pellat 1984; Mestel ot al. 1985; Chenqg, Ho & Ruderman 1986). En bref, disons
que la magnétosphére statique de type Goldreich—-Julian doit de toute fagon
étre abandonnée au profit de structures dynamiques plus complexes.

En particulier,il semble nécessaire de prendre en compte l'existence de
faisceaux de particules trés énergétiques (Shklovskii 1970; 1977). Dans cette
optique, le modéle de Sturrock (1971), considérant que la différence de
potentiel totale entre le bord et le centre de la calotte polaire telle qu‘on
la tire de 1'équation (1-1) (la calotte polaire étant 1'intersection de la
surface de 1'étoile avec les lignes de champ magnétique “"ouvertes",
c'est-&-dire qui ne se referment pas sur elles-mémes avant le cylindre
lumiére), de l’'ordre de 1012 V., est utilisable pour accélérer les électrons
qul s'échappent de la surface de 1l'étoile, attribue & ceux-ci un facteur
relativiste final de l'ordre de 107 (en fait Sturrock considérait que des
protons pouvaient aussi eétre émis); ces électrons, contraints de suivre les
lignes de champ, émettent & cause de la courbure de celles—ci des photons y
qui produisent & leur tour, dans le champ magnétique trés intense et courbé de
1'étoile, des paires électron-positron. Ce processus se poursuit en cascade
pratiquement jusqu'a l'épuisement de l'énergie cinétique des électrons
incidents, soit un rendement certainement inférieur & 5. 106 paires et—e~ pour
chaque électron injecté & y ~ 107. Le résultat est un flux de plasma
électrons-positrons au débit total de 1041 particules par seconde .



Ce modéle a été perfectionné par Ruderman & Sutherland (1975), puis par
Cheng & Ruderman (1977; Ruderman 1981) qui ont pris en compte explicitement 1le
fait que éeuls les électrons, et non les ions, peuvent eétre extraits de la
surface du pulsar (certaines estimations de 1l'énergie de liaison des noyaux de
fer dans la croate externe (Flowers et &/. 1977) semblent cependant autoriser
une faible extraction thermique A°'ions (Cheng & Ruderman 1980)). Il se forme
alors au—dessus de la surface de 1l'étoile un "gap”, une zone vide dans
laquelle régne un fort champ électrique, qui sépare l1l'étoile de 1la
magnétosphére proprement dite ot la condition de force électrique nulle (E.B =
0) est satisfaite. Lorsque 1l'altitude du sommet du gap atteint une valeur
critique (de 1'ordre de 5. 103 cm pour P = 1 8 et By = 1012 G), 11 se forme
une cascade d'électrons—positrons comme dans le modéle de Sturrock, une
“étincelle” qui tend A décharger la différence de potentiel A laquelle est
soumis le gap. L'effet de chaque étincelle est, d'une part de restituer A
1'étoile les électrons qu‘'elle perd par extraction au—dessus des zones ol la
densité superficielle est négative, et d'autre part d'injecter dans la
magnétosphére des faisceaux de positrons de haute énergie (y ~ 3. 106 au aebut
d'une décharge—type) qui donnent eux—mémes lieu A des cascades de production
de paires e*-e™: la region au—dessus du gap est donc alimentée en plasma
€lectrons-positrons, avec un facteur relativiste moyen attendu de 1'ordre de

magnétosphére

\\

V/

éiolle & neutrons

77

Fig. 1-2: Le "gap” de Ruderman et Sutherland.



800 (pour une période de rotation de 1 s8), pénétré par des faisceaux de
positrons de haute énergie. Cette configuration permet de prévoir un
rayonnement cohérent dans le domaine radio (Benford & Buschauer 1977) et de
rendre compte de la plupart des caractéristiques observationnelles des pulsars
(cf fig. 1-2).

Tademaru (1973) a montré que le plasma d'électrons—positrons créé devait
étre constitué de plusieurs populations distinctes. En effet, la population
primaire provenant de la décomposition des photons rayonnés par les électrons
extraits de 1'étoile (ou de photons y A‘'origine cosmique parvenant au
voisinage de la calotte polaire), en présence du champ magnétique, produit un
rayonnement synchrotron qui peut A son tour se décomposer pour engendrer une
population d'édlectrons—-positrons secondaires A‘'énergie plus faible, et ainsi
de suite. L'allure AQu spectre d'énergie calculé pour ces différentes
composantes du plasma magnétosphérique est représenté sur la figure 1-3.

l.og(f)4

Fig. 1-3: Spectre 4'énergie schématique des trois premidres généra-
tions de particules créées par production de paires (Tademaru 1973).

En outre, le rayonnement synchrotron dans le fort champ magnétique
caractéristique de la zone proche des calottes polaires conduit A une
relaxation trés rapide de 1'impulsion des particules, parallélement
(Tsytovich, Buckee & ter Haar 1970) et surtout perpendiculairement au champ,
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de sorte que la fonction de distribution du plasma d'électrons—positrons peut
étre considérée comme pratiquement monodimensionnelle dans 1'espace des
1mpulsion's (Suvorov & Chugunov 1973). Lorsqu‘on s‘éloigne de l'étoile en
suivant les lignes de champ, le module de celui~ci décroit et la conservation
de l'invariant adiabatique correspondant A& la gyration de Larmor des
particules (effet “miroir”) renforce encore le caractére monodimensionnel de
la fonction de distribution (Machabeli & Usov 1979). Des travaux plus récents
(Daugherty & Harding 1982; Gurevich & Istomin 1985) confirment la description
généralement admise (cf Lominadze, Machabeli & Usov 1983) d'un plasma
d'électrons—positrons formé de plusieurs composantes, avec une fonction de
distribution des impulsions des particules concentrée dans la direction du
Cchamp magnétique d'équilibre, représentée schématiquement sur la figure 1—4
(cf aussi appendice 3 pour plus de détails quantitatifs).

A

Log(f)

Yo Yo  Log(Y)

Pig. 1-4: Spectre d'énergie schématique adopté actuellement
(cf Lominadze, Machabeli & Usov 1983).
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B: Mécanismes de rayonnement dans le modéle standard

a: Généralités

On peut faire dés le départ, dans l'optique des grandes luminosités des
pulsars, une distinction entre deux types de mécanismes de production du
rayonnement, indépendamment des problémes de focalisation et de profil de
pulse: les mécanismes incohérents et les mécanismes cohérents (ter Haar 1972;
Ginzburg & Zheleznyakov 1975).

Dans le premier cas, chaque particule de la source rayonne pour son compte,
sans cohérence de phase avec les autres, de sorte que l'intensité totale du
rayonnement émis est simplement N.u si la source est composée de N particules
rayonnant chacune une intensiteé u.

Dans le second, une contrainte supplémentaire oblige les particules A
rayonner avec entre elles une relation de phase constante, de sorte que les
amplitudes des champs engendrés par chaque particule s'ajoutent, et non les
intensiteés; 1l'intensité reque dans les zones ou directions A'interférence
constructive peut donc atteindre N2.u si u est 1'intensité dAu rayonnement qui
serait émis par une particule isolée. Les contraintes qui réalisent cette mise
en phase sont elles-mémes de deux types:

— Les phénoménes d4'"antenne” (Benford & Buschauer 1977); par exemple le
groupement des particules en paquets de taille inférieure & la demi-longueur
d‘'onde du rayonnement émis a pour effet d'ajouter constructivement les
courants individuels correspondant a chaque particule et donc 4'obtenir une
intensité supérieure A N.u . Les mécanismes utilisant le rayonnement de
courbure émis par des paquets de particules résultant d'une instabiliteée de
plasma (voir par exemple Cheng & Ruderman 1977; 1980) sont de ce type.
Cependant le probléme de la coexistence de ces deux phénoménes (mise en
paquets et rayonnement de courbure, qui réagit sur les charges par les forces
de "freinage de rayonnement™ (Landau & Lifshits 1970)) pousse A chercher des
mécanismes ol les deux étapes soient réalisées en méme temps de fagon auto—
consistante (Ochelkov & Usov 1984).

— Les mécanismes de type "maser” ou A émission stimulée ol un rayonnement
incident provoque l'émission par les particules d'un rayonnement identique, en
phase avec celui-ci (voir par exemple Kawamura & Suzuki 1977; Asséo, Pellat &
Rosado 1980). Un faisceau se propageant dans un tel milieu actif peut donc se
trouver amplifié par les contributions successives de chaque particule. Cette
émission stimulée ne peut se produire que si un état thermodynamiquement
instable est artificiellement maintenu dans le milieu, par exemple un état
dans lequel subsiste une "inversion de population”, c'est-a-dire un domaine de
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1'échelle des énergies dans lequel la densité de particules est localement
Ccroissante avec l°'énergie, ou encore une anisotropie ou une inhomogénéité de
la fonction de distribution des particules du milieu. Les instabilités qui se
développent dans les plasmas hors de l'équilibre thermique sont des mécanismes
de ce type (Mikhailovskii 1974). On voit que du point de vue de
l'amplification du rayonnement, les mécanismes d'antenne correspondront a des
inhomogénéités, et les particularités de la distribution des impulsions A des
mécanismes de type maser.

Le choix entre 1l'un et l'autre types de mécanisme selon les parties Au
spectre d'un pulsar dont on cherche a rendre compte sera guidé par la
température de brillance dans la région considérée, définie par la température
du corps noir qui aurait la méme brillance (puissance émise par uniteé de
surface émissive et d'angle solide du cone Ad'émission) dans 1'intervalle de
fréquence choisi. La valeur de la température de brillance dépend de la
puissance émise par le pulsar & la fréquence considérée, mais aussi des
dimensions supposées de la zone source ainsi que des effets de focalisation
qui se déduisent du profil de pulse. Ainsi pour le pulsar du Crabe, si la
puissance totale émise dans le domaine optique atteint 1033 erg/s, 1la
température de brillance correspondante n'est que de 101l K, ce qui conduit a
des énergies par particule pour un rayonnement thermique équivalent de 107 ev;
dans le domaine des rayons X et y, ces chiffres deviennent respectivement:
1036 erg/s, 102 X, 10~2 ev, alors que dans le domaine radio, on trouve: 1031
erg/s, 1030 K, énergie par particule 1026 ev. De telles énergies par particule
n‘ont jamais été observées, méme dans les rayons cosmiques les plus
énergétiques, ce qui conduit A rechercher un mécanisme cohérent pour
l'émission radio des pulsars, alors qu'un mécanisme incohérent suffit A
expliquer 1l'émission dans le domaine optique, et a fortiori pour des
fréquences plus élevées.

Du point de vue de la physique des plasmas on est donc conduit A plusieurs
types 4’'investigations. Tout d'abord, dans le cadre de la théorie linédaire des
ondes et des instabilités 4'un plasma magnétisé, on examine quels sont les
modes d'oscillation qui peuvent se développer compte tenu des caractéristiques
du plasma magnétosphérique. Les possibilités sont A& la fois nombreuses et
controversées, du fait 4u peu de précision de notre connaissance des
caractéristiques du plasma au voisinage d'un pulsar. On peut toutefois
distinguer deux grands axes de recherche selon le type d'ondes étudides:

= le cas des ondes électrostatiques ou ondes de Langmuir, qui ne peuvent se
propager qu‘a l'intérieur du plasma sans pouvoir se coupler directement aux
ondes électromagnétiques du vide extérieur, A moins de faire intervenir
explicitement un caractére électromagnétique supplémentaire introduit par une
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propagation oblique liée A la courbure des lignes de champ (Asséo, Pellat &
Rosado 1980) ou de considérer l'effet de l1l'harmonique 2 de 1l'onde qui posséde
une composante électromagnétique non nulle (Galeev & Krasnosel'skikh 1976;
Mamradze, Machabeli & Melikidze 1980);

- le cas des ondes électromagnétiques, ondes d'Alfvén ou ondes "magnétosonores
rapides”, qui peuvent servir & expliquer directement le rayonnement radio mais
semblent plus difficiles A& exciter compte tenu des variations des paramétres
physiques de la magnétosphére (les conditions ne leur deviennent favorables
qu'au voisinage du cylindre lumieére).

C'est dans ce cadre linéaire que nous nous placerons dans les chapitres
suivants pour étudier un mécanisme d'instabilité électromagnétique de
faisceaux de plasma limités spatialement, due & la courbure des lignes de
champ magnétique (Notons que la grande majorité des travaux existants
concernent des plasmas spatialement homogénes, c'est-a-dire invoquent des
"microinstabilités” dépendant des caractéristiques de la fonction de
distribution des impulsions des particules du plasma).

Dans un deuxiéme temps, on se penche dans le cadre de la théorie
quasilinéaire sur l'évolution concomitante de 1l'amplitude des ondes excitées
et, sous l'effet de ces ondes, des paramétres caractérisant le plasma qui leur
donne naissance, dans la limite oG les non-linéarités restent suffisamment
faibles pour qu'on puisse négliger les échanges d'énergie entre les modes
d'oscillation de fréquences différentes. On obtient éventuellement un régime
asymptotique A& évolution temporelle relativement lente (devant les taux de
Croissance des instabilités linéaires) caractérisé par un spectre d'énergie
des ondes et une fonction de distribution des particules du plasma qui peuvent
étre comparés aux résultats observationnels. Dans le cas des ondes
électrostatiques, se propageant parallélement au champ magnétique courbe,
l'amplitude finie des perturbations correspond A& une "mise en paquets" des
charges du plasma qui conduit & un rayonnement de courbure cohérent dans le
domaine radio; dans le cas des ondes électromagnétiques ou des ondes
électrostatiques se propageant non parallélement au champ magnétique
d'équilibre, 1l'évolution quasilinéaire de la fonction de distribution des
particules a pour conséquence de leur communiquer une composante d'impulsion
perpendiculaire au champ By qui conduit 4 un rayonnement synchrotron
incohérent dans les domaines de haute fréquence (visible, X, y selon 1l'énergie
des particules concernées).

Un troisiéme stade qui prend une importance grandissante depuis quelques
années est 1l'exploration des régimes non—linéaires (turbulence faible (Galeev
& Sagdeev 1979; Davidson 1972) et forte (Verga & Fontan 1985); voir la revue
de Lominadze & Pataraya (1962)) od 1l'on prend en compte les couplages entre
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les différents modes d‘oscillation du plasma pouvant conduire d‘'une part & une
redistribution d'énergie entre modes longitudinaux et transverses par
décomposition paramétrique, Ad'autre part a la génération de solitons; ceux-ci
permettent par exemple d'expliquer les microstructures que révele une
résolution temporelle de l‘ordre de la microseconde des pulses (Hankins &
Boriakoff 1978; Bartel & Hankins 1982), ou le spectre des ondes excitées dans
une théorie de la turbulence forte.

Nous allons dans les paragraphes suivants reprendre ces différents domaines
d'investigation et passer rapidement en revue les Aifférents travaux les
concernant. Nous essaierons d'en faire une synthése appuyée par des résultats
quantitatifs au chapitre 5, ot nous comparerons ces résultats avec ceux de
notre modéle 4‘'instabilité de courbure.
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b: Instabilités linéaires des plasmas d'électrons—-positrons relativistes
homogénes

Dans un plasma relativiste, comme celui qui est censé exister dans la
magnétosphére des pulsars, la propagation d‘ondes avec une vitesse de phase
inférieure A la vitesse de la lumiére correspond toujours a une interaction
résonnante avec des particules de méme vitesse, sauf dans une trés petite
Plage Vpay < Vg < C O0 Vp,ay caractérise la distribution d'impulsion des
particules du plasma. Cowme on a besoin de particules a v > v4 pour espérer
exciter ces ondes, il faut se poser pour commencer le probléme de la
propagation en plasma relativiste avec Ve < C. Les premiers travaux (Silin
1960; Silin & Rukxhadze 1961) avaient conclu A 1'impossibiliteé de la
propagation de telles ondes, A cause de l'amortissement da A& 1l'interaction
résonnante avec le plasma. Il faut attendre les résultats de Tsytovich et
Kaplan (1972) pour que soit reconnue la possibilité d‘'exciter des ondes aussi
bien longitudinales que transverses A une vitesse de phase suffisamment proche
de c par des faisceaux ultrarelativistes (instabilité faisceau-plasma
relativiste des ondes de Langmuir) ou des "queues” de distribution 4'impulsion
asymétriques s'étendant vers les hautes énergies (instabilité cyclotron des
ondes d°'Alfven)(cf fig. 1-4).

Teytovich et Kaplan sont également les premiers A utiliser des fonctions de
distribution 4'impulsion monodimensionnelles pour rendre compte de l'effet de
relaxation de l'énergie perpendiculaire due au fort champ magnétique des
pulsars (Suvorov & Chugunov 1973), mais ils se placent dans le cadre d‘'un
plasma électrons-ions et ceci n'est pas sans conséquences sur les conclusions
de l'analyse de stabilité (Mikhailovskii 1979). Notons que 1l'instabiliteé
d'ondes électromagnétiques par résonance cyclotron dans un plasma classique
magnétisé légérement anisotrope (T, # T, ) avait deéja eéteé mise en évidence par
Sagdeev et Shafranov (1961) et dans le cas d'une "queue” monodimensionnelle
asymétrique provenant de la relaxation quasilinéaire 4'un faisceau d'électrons
par Shapiro et Shevchenko (1968).

Par la suite, les principaux travaux de modélisation des pulsars font appel
A une instabilité faisceau-plasma ou deux—faisceaux (Ruderman & Sutherland
1975; Hinata 1976b; Benford & Buschauer 1977; Cheng & Ruderman 1977; 1980;
Hardee & Rose 1978; Hardee & Morrison 1979) dans un plasma électrons—-positrons
avec une fonction de distribution monodimensionnelle. Ces travaux sont repris
et synthétisés par Lominadze et Mikhailovskii (1979) qui montrent qu‘on peut
toujours avoir propagation d‘ondes de Langmuir parallélement au champ
magnétique d'équilibre (k ¢ B,) pour une fonction de distribution
monodimensionnelle décroissant suffisamment vite A haute énergie, et que ces
ondes peuvent étre excitées par des faisceaux de haute énergie. C'est la
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situation qui prévaut dans la magnétosphére des pulsars (cf 1-A).

Les travaux mentionnés jusqu‘’'ici concernent le cas de la propagation
paralléele (k ¢ B,). C'est le seul cas ol la distinction entre ondes
longitudinales et transverses (électromagnétiques) soit strictement valable.
Par ailleurs, il apparait (Hardee & Rose 1978; Arons & Barnard 1986) que c'est
dans cette limite que le taux de croissance du mode "1" (dans celle des deux
polarisations possibles qui devient 1l'onde de Langmuir en propagation
paralléle) est le plus grand. Ce n'est qu'’en vue d'une utilisation
quasilinéaire ou non-linéaire, c'est-a-dire dans des mécanismes de rayonnement
impliquant des modifications irréversibles de la fonction de distribution Au
plasma induites par les ondes, que 1l'on se penche sur le comportement des
ondes obliques (Lominadze & Pataraya 1982; Volokitin, Krasnosel'‘'skikh &
Machabeli 1985).

Pour ce qui est des modes électromagnétiques (mode “t” ou magnétosonore
rapide et seconde polarisation du mode "1" ou mode A'Alfvén) la premiére
utilisation dans le cadre d'une théorie des pulsars aprés l'article de
Tsytovich et Kaplan est celle de Kawamura et Suzuki (1977) dans 1‘hypothése
(conforme au modéle de Sturrock) d'un plasma électrons-ions avec faisceaux
d'électrons et de positrons. Puis le modéle plus moderne du plasma électrons-
positrons est employé par Lominadze, Machabeli & Mikhailovskii (1979) ainsi
que Machabeli et Usov (1979), qui se basent sur un calcul de Mikhailovskii
(1979) qui se proposait pourtant de montrer que 1'instabiliteé cyclotron
d‘'ondes transverses ne pouvait avoir lieu. En fait la conclusion de
Mikhailovekii n‘est valable que dans le cas ol la fonction de distribution du
Plasma est symétrique dans le repére propre du plasma; avec les fonctions de
distribution asymétriques communément admises, on peut avoir excitation
d'ondes transverses. |

Le domaine de paramétres od la condition de résonance onde—queue de haute
énergie est vérifiée est cependant assez critique, coume le suggére Smith
(1981), qui wmontre que 1'instabilité ne peut se Adévelopper que pour un rapport
uBy/up suffisamment faible correspondant au voisinage du cylindre lumiare, ou
peut—étre méme pas du tout avec les chiffres des modéles de Ruderman et
Sutherland ou d'Arons et Scharlemann. C'est poutant ce mécanisme qu'exploitent
Lominadrze, Machabeli & Usov (1983) dans leur thédorie du rayonnement du pulsar
et de la nébuleuse du Crabe, qui reprend et intégre les résultats partiels
déja obtenus dans cette voie par différents auteurs soviétiques. Quoi qu'il en
soit, la condition ne peut etre vérifiée que pour les pulsars les plus rapides
(Crabe et Vela), et donc aussi les plus jeunes (age < 10% ans; 11 ne s'agit
pas ici de la classe de pulsars ultra-rapides récemment découverte) & cause du
scaling en =2 de la distance A& la zone d'instabilite (Smith 1901; Lominadze,
Machabeli & Usov 1983; Davila, Wright & Benford 1980).
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c: Stade quasilinéaire des instabilités

Il s'agit dans 1l'approximation quasilinéaire 4'étudier le premier stade de
la réaction des ondes produites A la suite du développement A'une instabilite
linéaire sur les particules Au plasma; 4'une fagon générale, cette rétroaction
tend A produire des caractéristiques de la fonction de distribution moins
favorables A la croissance des ondes, jusqu'a éventuellement 1'interrompre
complétement, ce qui correspond A une saturation de 1'instabiliteé (voir par
exemple Buschauer & Benford 1977).

Depuis les travaux originaux de Hinata (1976b) pour les ondes de Langmuir et
de Kawamura et Suzuki (1977) pour les ondes transverses, le formalisme s'est
simplifié. Dans le cas des ondes de Langmuir en propagation paralléle, on
8'est généralement contenté 4'évoquer (Lominadze & Mikhailovskii 1979) 1le
résultat classique (voir par exemple Krall & Trivelpiece 1973) de la
relaxation 4'une distribution instable de type faisceau-plasma avec formation
d‘'un plateau et annulation du taux de croissance de 1'instabiliteé. Notons que
c'est ce mécanisme qui est invoqué pour expliquer la formation A partir des
faisceaux primaires de la queue de haute énergie nécessaire A 1'excitation
linéaire 4'un spectre relativement large d‘'ondes cyclotron (Lominadze,
Machabeli & Usov 1983).

C'est dans le cas des ondes transverses que des résultats originaux et
pertinents dans le cadre de la théorie dAu rayonnement des pulsars ont éteé
obtenus. Kawamura et Suzuki, généralisant au cas d'un plasma relativiste le
formalisme de Kennel et Engelmann (1966) et Shapiro et shevchenko (1968),
obtiennent un régime asymptotique d'ondes d'Alfvén en bon accord avec les
spectres et les luminosités observés en radio pour quelques pulsars pris comme
référence (PSR 0833, PSR 2016, PSR 0329).

Mais 1'idée la plus nouvelle est celle A'utiliser la Aiffusion quasilinéaire
des particules dans l'espace des impulsions perpendiculairement au champ
magnétique pour expliquer la partie haute fréquence du spectre (optique, X, ¥)
par du rayonnement synchrotron (Notons que 1'idée A'avoir recours au
rayonnement synchrotron n'est pas neuve, c'est 1'idée de ce mécanisme
particulier, fournie par la physique des plasmas, qui l1l'est). Ceci est fait en
pPrenant en compte de fagon auto—consistante les forces de freinage de
rayonnement dans l‘'équation de diffusion par Lominadze, Machabeli &
Mikhailovekii (1979) et en considérant en outre les “forces"” de rappel liées A
1’'invariance adiabatique du moment magnétique au cours du déplacement vers des
zones A champ magnétique plus faible par Machabeli et Usov (1979). On obtient
un régime asymptotique ot 1'énergie des particules dans la direction
perpendiculaire au champ magnétique est fixée par 1l'équilibre entre les pertes
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par rayonnement synchrotron et la décroissance adiabatique d'une part, et la
diffusion résonnante par le spectre d‘ondes cyclotron d‘'autre part. On rend
compte ainsi du rayonnement X et ¥y du pulsar du Crabe. Il ne semble pas,
contrairement A ce qu'affirme Onishchenko (198la), que la présence 4‘'une
impulsion perpendiculaire moyenne finie nuise au développement de
1'instabilité cyclotron, en tout cas tant que le "pitch angle" effectif ¢ =
<pl>/<p’> reste petit devant 1.

Dans la direction du champ magnétique, on observe une accélération de
particules qui, injectées dans la nébuleuse, peuvent contribuer A en expliquer
le spectre synchrotron (Shklovskii 1977; Machabeli 1983). Cependant, la
difficulté d'obtenir une diffusion quasilinéaire par les ondes excitées par
1'instabilité cyclotron sur les particules du gros du plasma d°'énergie plus
basse (y ~ 102—103) conduit A& s'intéresser aux ondes de Langmuir en
propagation oblique (Volokitin, Krasnosel'’'skikh & Machabeli (1985) montrent
que la diffusion quasilinéaire par celles—ci peut également permettre
d'accélérer des particules) ou A des processus non—linéaires.
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d: Turbulence faible fluide: décomposition paramétrique & trois ondes

Dans le cadre de l'approximation fluide de la théorie des ondes dans les
Plasmas, c'est-a—dire lorsqu‘'on néglige les échanges d'énergie résonnants
ondes—-particules du type de l'effet Landau, la prise en compte des non—
linéarités des équations sous forme d'un développement perturbatif en
puissances du champ de l'onde (ou ce qui revient au méme en puissances de la
charge élémentaire e) conduit A 1l'ordre non-linédaire 1le Plus bas (2 en champ,
ou e3 en puissances de la charge) A tous les mécanismes de couplage a trois
ondes (voir Davidson 1972; Galeev & Sagdeev 1979; Nicholson 1983; Mima &
Nishikawa 1984; ces mécanismes ayant été particuliérement étudiés dans le
contexte des recherches sur la fusion par laser, citons par exemple dans le
cours de 1'école d‘'été de St Andrews: Kruer 1986). Ces mécanismes peuvent etre
examinés d‘un point de vue "cohérent” ol on s’'intéresse A 1l'évolution de trois
modes d'oscillation sinqularisés en supposant que les conditions initiales
sont telles que seuls ceux-ci joueront un role, ou 4'un point de wvue
statistique dans l'approximation dite "de phase aléatoire” lorsqu’'on considére
1'évolution de spectres larges. Dans tous les cas on retiendra la relation de
conservation que satisfont les ondes: W3 = w + Wy, k3 ~ Ky + Xy .

En vue d'expliquer l'émission 4'ondes électromagnétiques par les pulsars, on
8'intéresse aux processus de décomposition dont les produits sont des ondes
€électromagnétiques, A partir des deux types d'ondes excitées au niveau
linéaire, A savoir ondes "1" paralléles ou ondes de Langmuir, et ondes "t" et
"1" perpendiculaires déja électromagnétiques. Notons (Tsytovich & Wharton
1978; Lominadze, Mikhailovskii & Sagdeev 1979) que dans un plasma électrons—
positrons avec une fonction de distribution monodimensionnelle identique pour
les deux espéces, les processus A trois ondes ne mettant en jeu que des ondes
longitudinales, résonnants ou fluides, sont interdits par la compensation des
contributions des électrons et des positrons aux courants proportionnels a e3.
Cette compensation disparait si on autorise un petit pitch-angle v , on a
alors un courant résultant d‘ordre deux non nul 3(2) ~ y (Mamradze, Machabeli
& Melikidze 1980).

— Décomposition d‘'ondes de plasma:

Mikhailovskii (1980) a étudié lecas 1 - t + t*' de la décomposition en deux
ondes transverses se propageant parallélement & 1'onde mdre, et a trouve,
aussi bien dans le cas de trois ondes cohérentes que dans l’'approximation de
la turbulence faible des taux de croissance significatifs A distance
intermédiaire de 1'étoile (on reste dans le domaine o Wp « wp). Notons que
Lominadze, Machabeli & Usov (1983) mentionnent le mécanisme inverse pour
régénérer des ondes 1 avec k; # O et obtenir un rayonnement synchrotron en
optique par diffusion quasilinéaire des particules du gros du plasma.
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Le cas de la décomposition en une onde longitudinale et une onde transverse
1 -1 4+ t a été examiné par Gedalin & Machabeli (1983) qui obtiennent des
taux de croissance importants ainsi que l'allure générale du spectre des ondes
électromagnétiques obtenues.

— Décomposition d'ondes transverses:

Gedalin & Machabeli (1982) ont présenté 1'hypothése que la décompositon en
deux autres ondes transverses t - t' + t'‘' permettrait d4'expliquer le
rayonnement basse fréquence (radio) du pulsar du Crabe A partir des ondes de
fréquence plus élevée excitées linéairement par 1l'instabilité cyclotron (cf
Lominadze, Machabeli & Usov 1983). Les caractéristiques de polarisation
obtenues dans ce mécanisme semblent correspondre & ce qui est observé dans les
prépulses radio (polarisation linéaire).

Enfin Machabeli (1983) examine le cas de la décomposition t - t' + 1. Le
spectre d'ondes cyclotron obtenu semble pouvoir rendre compte de
l'accélération de particules par diffusion quasilinéaire et fournir les
énergies attendues (y ~ 109) pour les particules injectées dans la nébuleuse
du Crabe et qui peuvent permettre d'éxpliquet le rayonnement synchrotron de
celle-ci (Shklovskii 1977; Machabeli & Usov 1979).

Dans les deux mécanismes cités ci-dessus qui produisent des ondes
longitudinales, la conservation des vecteurs d‘'onde (w, k) implique que
celles—-ci tendent A& s'accumuler dans un "condensat"” de petites valeurs de k
correspondant a une vitesse de phase supérieure A ¢, libérant ainsi les modes
concernés des mécanismes d'amortissement linéaires. Le sort ultime de ce
condensat dépend de sa stabilité par rapport a 1l'instabilité modulationnelle
(cf ter Haar & Tsytovich 1981; Gedalin & Machabeli 1983).
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e: Turbulence faible cinétique: amortissement Landau non-linéaire

La prise en compte des résonances entre les particules et les battements
résultant de la superposition non-linéaire des différents modes du plasma,
caractérisées par la réalisation, pour une population de particules de vitesse
v, de la condition w - w' = (k — k').v conduit A des échanges d'énergie
résonnants entre ondes et particules (d‘'oa l'appellation “effet Landau non-
linéaire” par analogie avec la condition de résonance onde-particule de
l'effet Landau w = k.v; cf Galeev & Sagdeev 1979). Dans le cas de la
propagation d'ondes de plasma parallélement A B, Lominadze, Mikhailovskii &
Sagdeev (1979) ont ainsi montré l'existence dans un plasma électrons—positrons
relativiste caractérisé par un facteur relativiste moyen y, d'une diffusion
des ondes vers les petites valeurs de kX, une fraction 1/¥o (donc plus faible
que dans le cas classique) de l'énergie se retrouvant dans le condensat et le
restant servant & chauffer les particules. Cette phase 4'amortissement non—
linéaire est caractérisée par des échelles de temps comparables A celles Au
stade de saturation quasilinéaire des instabilités donnant naissance aux ondes
de plasma. Une extension de ces résultats au cas d'une propagation légérement
oblique par rapport a By (Machabeli & Sakhokiya 1982) montre que l'effet de
1'amortissement Landau non—-linéaire des ondes du condensat (caractérisées par
une vitesse de groupe faible) est également de restituer un petit pitch angle
aux particules du gros du plasma et du méme coup permet d'expliquer le
rayonnement synchrotron en basse fréquence du pulsar du Crabe.

Un autre type de mécanisme résonnant mettant en jeu d'autres types d'ondes a
été étudié dans lequel on obtient une excitation d'ondes A‘'Alfven basse
fréquence A partir d'ondes longitudinales (Tsytovich 1980; Lominadze et al.
1982) ou d'ondes d'Alfven haute fréquence (Gedalin et a/. 1985), avec toujours
absorption de la majeure partie de l'énergie par les particules résonnantes du
plaswma,.

En fin de compte, les processus fluides, A cause de leur meilleur rendement
de conversion en ondes transverses, semblent mieux adaptés A 1l’explication du
rayonnement du pulsar lui-wméme, les processus cinétiques fournissant quant a
eux les queues de particules énergétiques qui peuvent 4'une part etre prises
en compte dans 1'investigation des instabilités linéaires (cyclotron), 4'autre
part contribuer A expliquer le rayonnement de la nébuleuse dans laquelle elles
sont injectees.
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£: Régime fortement non-linéaire: turbulence forte, solitons

Une premiére approche du régime pleinement non-linéaire consiste a essayer
de trouver directement A partir des équations de base des solutions
particuliéres exactes d'amplitude finie. Cette démarche est adoptée par
exemple lorsqu‘on s'intéresse A& la propagation dans le plasma interstellaire
de faible densité de 1l'onde de grande amplitude & la fréquence de rotation de
1'étoile engendrée par la rotation de son moment magnétique (Asséo, Llaobet &
Pellat 1984). De telles solutions dans le cas des ondes électromagnétiques ou
de Langmuir en haute fréquence dans le plasma relativiste caractéristique de
la magnétosphére ont été obtenues, dans le cadre des équations fluides (cf par
exemple Kennel & Pellat 1976; Bodo, Perrari & Massaglia 198l1).

Il faut se placer dans un contexte plus large pour examiner les phénoménes
physiques qui vont déterminer la stabilité de ces solutions (compétition entre
raidissement non-linéaire et dispersivité du milieu) et pour modéliser de
fagon plus générale le comportement du plasma dans ce domaine d'amplitudes. On
trouve grossiérement dans la limite d'évolutions monodimensionnelles et
suffisamment lentes deux types de modélisation de la compétition non-
linéarité-dispersivité selon 1'allure générale de la relation de dispersion
linéaire (w = wy + ak + bk2 + ck3 ,..) des ondes concernées (cf Whitham 1974).

En régime peu dispersif, c'est-a-dire lorsque la vitesse de phase w/k des
ondes peut eétre considérée comme constante (ce qui est caractérisé par la
condition luy/k2-b+0(k)! petit, c'est-a-dire par une relation de dispersion de
la forme w ~ ak + O(k3)) on obtiendra des équations du type de l'équation de
Korteweg—de-Vries décrivant par exemple la propagation des ondes acoustiques
dans un plasma électrons-ions classique ou celle des vagues & la surface d'une
eau peu profonde, qui s'écrit dans les unités appropriées:

el + uﬁ + 0—32 =0

at ox ax3
En régime fortement Adispersif, on peut toujours trouver un repére dans lequel
la relation de dispersion linéaire se met sous la forme w' - W, = bkZ + 0(k3);
1'évolution de trains d‘'ondes de fréquence proche de uw,, de la forme u(x,t) =
Wx,t)e 19t 4 c.c. obeit alors A une équation dont le prototype est
1'équation de Schrodinger non—linéaire (NLS):

13-+ g+ V(W2 = 0

Il existe pour ces deux types d‘’'équations de nombreux résultats concernant
non seulement l'’existence de solutions particuliéres (en particulier solitons,
ondes cn—oidales, etc... cf Ablowitz & Segur 1981), mais également la
stabilité de ces solutions par rapport & des perturbations (Zakharov,
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Kuznetsov & Rubenchik 1983; Kusmartsev 1984; Kuznetsov 1984; Kuznetsov,
Spector & Fal'kovich 1984; 1985). Dans le cadre des ondes qui peuvent se
pPropager dangs la magnétosphére des pulsars, on rencontre deux types de
modélisations:

— Dans le cas des ondes d'Alfvéen transverses, dont l'examen de la relation de
dispersion linéaire montre qu‘elles sont peu dispersives, on trouve (Sakai &
Kawata 1980a; 1980b; Mikhailovskii, Onishchenko & Smolyakov 1985a; 1985b) que
leur propagation peut étre décrite au niveau non-linéaire dans un repére
convenablement choisi par une équation de KAV modifiée:

8B 8(B3) 3B

o ox T am® °
Lorsqu‘on considére des trains d'ondes centrés sur une fréquence et un vecteur
d'onde donnés (w,, Ky), l'évolution lente de 1l'enveloppe ou amplitude
lentement variable du train est gouvernée par une équation de Schrodinger
cubique (V(I1¥12) ~ Iy12)(MiXhailovekii, Onishchenko & Smolyakov 1985b;
Mikhailovskii, Onishchenko & Tatarinov 1985a; 1985b). On peut inclure dans ces
équations des termes supplémentaires tenant compte des effets résonnants
ondes—particules (terme 4'amortissement Landau non linéaire dans NLS: Pataraya
& Melikidze 1980).

— Dans le cas des ondes longitudinales, leur caractére fortement dispersif
conduit & un comportement non—linéaire modélisé par une équation de
Schrodinger cubique (Melikidze & Pataraya 1980; 1984) avec éventuellement des

termes supplémentaires tenant compte d'effets cinétiques (Pataraya & Melikidze
1980).

Ces solutions particuliéres localisées sont invoquées dans la théorie du
rayonnement des pulsars sur la base d'observations A haute résolution
temporelle montrant une microstructure rapide (sur des échelles de temps
caractéristiques de 1l'ordre de la microseconde )(Hankins & Boriakoff 1978;
Bartel & Hankins 1982; Boriakoff 1983) qui pourrait etre attribuée A une
émission de rayonnement individuelle par des solitons (Mikhailovskii,
Onishchenko & Smolyakov 1985a). Notons que cette interprétation par des
modulations temporelles du rayonnement s‘oppose A des modéles o0 les
microstructures sont attribuées A un effet de phare l1lié A des structures
spatiales en forme de filaments apparaissant dans la magnétosphére (Benford
1977; Stinebring & Cordes 1981).

Les mécanismes précis invoqués pour justifier 1'émission de rayonnement par
des solitons sont variés: rayonnement incohérent 1lié A 1l'accélération subie
par les particules soumises au champ électrique localisé dAu soliton (Karpman
et al. 1975), couplage direct aux modes du vide de solitons d'ondes d'Alfvén
(Mikxhailovskii, Onishchenko & Smolyakov 1985b), rayonnement de courbure



24

cohérent des solitons considérés comme des dipoles ou des éléments de courant
accélérés dans leur mouvement le long du champ magnétique courbe de l'étoile
(Karpman et al. 1975; Melikidze & Pataraya 1984) ou simplement génération
d'harmoniques A composante électromagnétique du champ électrostatique fort de
solitons d'ondes de Langmuir (Mamradze, Machabell & Melikidze 1980; Daugherty
& Harding 1982; Melikidze & Pataraya 1984).

Lorsqu‘on ne se limite pas A des situations monodimensionnelles a évolution
relativement lente, les ondes non—linéaires sont décrites par des équations
plus générales que celles que nous avons rencontrées jusqu'ici, et pour
lesquelles il n'existe généralement pas de propriétés 4‘'intégrabilite
conduisant A des solutions stables. Ceci conduit entre autres au fait que méme
8'1il existe toujours des solutions localisées de type soliton, celles—ci
perdent les propriétés qui les caractérisent comme modes propres de systémes
intégrables (au sens de la réduction 2 un formalisme hamiltonien en variables
action—angle H(s, ©) avec ds/at = 0, 46/4t = w(s) dans un systéme de
coordonnées approprié). En particulier, deux solutions localisédes vont pouvoir
interagir entre elles (alors que deux solitons “"vrais” qui se croisent ne sont
pas modifiés A 1'issue de la rencontre) et avec les autres modes du systéme,
et des comportements nouveaux vont apparaitre. Le prototype de ces évolutions
se rencontre dans le systéme des équations de Zakharov (Hasegawa 1970;
Zaxkharov 1972) décrivant 1l'évolution simumltanée dans un plasma électrons—ions
classique d'ondes de Langmuir et d‘'ondes sonores:

18!: + Y(E)E + AE = nE
ot

a2n
—— - An = AIEI2
atz

Notons qu‘on retrouve NLS A la limite 4'évolutions suffisamment lentes pour
pouvoir poser n ~ — IEI2,

Ce systéme admet des solutions localisées de type soliton capables 4‘un
comportement instable particulier: le “collapse” (Zakharov 1972) ol l'énergie
tend A se concentrer en un seul point, phénoméne limité par 1'amortissement
Landau qui transforme finalement celle-ci en énergie thermique du plasma. En
régime permanent, ceci conduit A un état 4dit de "turbulence forte" avec
transfert de 1l'énergie des grandes longueurs d‘onde (ol elle est injectée par
suite des mécanismes 4‘instabilité lindaires et par la condensation liéde A
l'effet Landau non—-linédaire) vers les courtes longueurs d‘onde ol se produit
1'amortissement Landau (A ~ Ape), avec établissement dans 1‘'intervalle 4'un
spectre d'énergie déduit de 1'évolution temporelle au cours du collapse (cf
pour ces notions Galeev et &/. 1975; Goldman 1984).

Dans le cas du plasma 4‘'électrons—positrons caractéristique de la
magnétosphére des pulsars, on ne peut appliquer ce modéle tel quel du fait de
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1'absence d'ondes lentes du type des ondes sonores interagissant non-
linéairement avec les ondes de Langmuir., Cependant, Verga et Fontan (1984a;
1984b; 1985) ont montré gque ce role peut étre tenu par les ondes d'Alfwven et
ont obtenu un systéme d'équations trés similaire aux équations de Zakharov qui
permet de construire une théorie de la turbulence forte du plasma
magnétosphérique magnétisé des pulsars. '
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g: Autres travaux

Différents types 4'instabilités linéaires mettant en jeu des faisceaux de
plasma dans des situations autres que celles déja citées ont été étudiés. En
particulier les effets d'une inhomogénéité spatiale dans la limite
hydrodynamique ( faisceaux froids) ont fait 1l'objet de plusieurs travaux:

— Arons & Smith (1979) étudient 1'instabilité d'un faisceau non-neutre se
propageant le long d'un fort champ magnétique (tel que wg? » upzyo) lorsque
les dimensions de celui-ci perpendiculairement au champ sont limitées, avec
une variation du profil de vitesse dans cette direction. Ils montrent que des
perturbations purement électrostatiques se développent dans ces conditions
lorsque 1'inhomogénéité de vitesse est suffisante (1l'analogue non-relativiste
de ce wmécanisme avait été étudié précédemment par Rome & Briggs (1972)).

— Toujours dans la limite d‘'un champ magnétique fort, Goldreich & Keeley
(1971) étudient le couplage entre un faisceau de particules filiforme se
déplagant le long d‘une ligne de champ et le rayonnement de courbure cohérent
produit par une modulation de la densité linéique de charge le long du
faisceau; ils montrent que ce couplage peut conduire A une instabilite,
fournissant ainsi une source de rayonnement de courbure cohérent. C'est ce
type de mécanisme qQque nous essaierons de généraliser dans la suite.

— Dans la limite opposée (faible champ magnétique veérifiant wply, » wg?),
Kaladze & Mamradze (1984) montrent en s'appuyant sur les travaux plus anciens
de Mikhailovskii & Rukhadze (1965) que les ondes électromagnétiques 4'Alfveén
en propagation non paralléle au champ magnétique (et au faisceau) sont & leur
tour hydrodynamiquement instables lorsqu‘'un gradient de vitesse du faisceau
pexpendiculairement A celui—ci est réalisé. En particulier, ils étudient le
cas limite de deux faisceaux juxtaposés possédant un mouvement relatif a une
vitesse relativiste.

- Lorsque les deux faisceaux s'interpénétrent au lieu de se croiser, Hardee
(1979; cf également Hardee & Rose 1974; Benford 1975), reprenant les travaux
de Lee & Lampe (1973), montre l'apparition d'une instabilité deux-faisceaux
électromagnétique correspondant A un vecteur d‘onde perpendiculaire au champ
magnétique (et & la vitesse des faisceaux), qu‘'il invoque au niveau
quasilinéaire pour restituer aux particules du faisceau un pitch angle moyen
non nul conduisant A un rayonnement synchrotron incohérent en infra-rouge et
au—dela. La condition de validité est la méme que dans le cas de deux
faisceaux juxtaposés ci—dessus (wp2y, > wg? dans le repére propre du systéme
des deux faisceaux).

— Dans le cadre des mécanismes d'instabilités classiques, la prise en compte
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de dimensions transverses et/ou longitudinales finies et de 1'inhomogénéite
des paramétres du plasma ( W, wg) le long des lignes de champ lorsqu‘on
8'éloigne de 1'étoile conduit & des modélisations plus réalistes des
mécanismes d'émission. En particulier, Benford (1977) invoque la structure en
filaments des zones d'instabilité faisceau-plasma électrostatique pour rendre
compte des microstructures des pulses (cf Rickett,Hankins & Cordes 1975). Cox
(1979), quant & lui, étudie le probléme de la propagation dans le plasma
magnétosphérique d'un faisceau aux dimensions limitées aussi bien en longueur
que radialement et trouve qu'elle n'est possible sans destruction du faisceau
que pour une longueur inférieure & une longueur critique, ce qui remet en
cause les mécanismes mettant en jeu des faisceaux homogénes et infinis.

La variation du champ magnétique dipolaire du pulsar lorsqu'‘on s'éloigne de
1'étoile pose le probléme de la sortie des ondes électromagnétiques émises
hors de la magnétosphére, la résonance cyclotron atteinte au cours de la
propagation risquant de les amortir dans le plasma (Blandford & Scharlemann
1976; Mikhailovskii et a/. 1982). De méme, la variation de la densité du
plasma au cours de la propagation des ondes de Langmulr impose de se limiter A
un domaine intérieur au rayon critique pour lequel la densité est suffisamment
basse pour que l'amortissement Landau devienne important (Benford & Buschauer
1977; Mikhailovskii 1982).

— Citons enfin un type 4'instabilité particulier étudié par Melrose (1978); il
s‘'agit d'une instabilité du rayonnement émis par les particules d'un faisceau
au cours de son accélération par le champ électrique paralléle présent dans
les "gaps" et supposé rapidement variable au cours Au temps. Les param@tres
optimaux pour ce mécanisme (Y, ~ 10, ng ~ 106, & ~ w,/y,1/2) semblent
cependant trop éloignés des valeurs communément admises a4 1l'heure actuelle

pour que ce travail puisse étre exploité dans le cadre du rayonnement des
pulsars.
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2: Mécanismes A& faisceaux limités faisant intervenir la courbure

A: Position Qu probléme

a: L'instabilité radiative de Goldreich et Keeley

Goldreich & Keeley (1971), puis d'une fagon légérement différente Buschauer
& Benford (1978), ont montré en faisant intervenir explicitement le
rayonnement de courbure émis par les particules d’'un anneau en rotation qu’un
tel systéme était instable. Le calcul de Goldreich et Keeley suppose que les
particules sont a priori astreintes a se déplacer sur un cercle donné, et ne
prend pas en compte la dynamique éventuelle du systéme dans les Qirections
perpendiculaires au faisceau ainsi formé. La seule composante de champ
électromagnétique capable d'agir sur les particules est donc la composante
tangentielle du champ électrique, qui est calculée explicitewment a partir des
expressions de Liénard—Wiechert pour le champ créé par une charge en
mouvement. On se rend compte alors qu'une perturbation initiale de la densiteé
linéique de charge le long du cercle se trouve amplifide sous l'effet de la
partie du champ électrique correspondant au rayonnement de courbure des
particules: on a donc ainsi démontré 1l'instabilité du systéme.

Les hypothéses de ce calcul sont supposées représenter un faisceau de
particules confinées par un champ magnétique toroidal ou A symétrie
cylindrique, A4'intensité infinie. Les degrés de liberté correspondant aux
mouvements perpendiculaires au champ sont alors "gelés”, comme le wmontre un
calcul quantique (Johnson & Lippmann 1949; Asséo, Pellat & Rosado 1980): les
niveaux de Landau, qui sont les niveaux d'énergie correspondant aux mouvements
perpendiculaires aux lignes de champ sont de plus en plus espacés lorsque

1'intensité du champ magnétique augwente, et le seul état peuplé A la limite
champ infini est le niveau fondamental.

Les résultats de Goldreich et Keeley peuvent étre retrouvés dans le cadre de
la physique des plasmas, en étudiant le comportement d‘un faisceau de plasma
plongé dans un champ magnétique a symétrie cylindrique, 4'intensité tendant
vers l'infini. C'est 1'objet du calcul d4'Asséo, Pellat & Sol (1981; 1983),
dont nous allons donner une version simplifidée. Notons qu'il s‘agit d‘'une
instabilité A'ondes électromagnétiques de type "1" ou ondes 4°'Alfvén dans la
limite 4'un champ magnétique infini (voir par exemple Volokitin,
Krasnosel'skikh & Machabeli 1985), ce qui permet le couplage direct aux ondes
électromagnétiques du vide, bien que le mécanisme fasse intervenir des
perturbations de densité et une composante longitudinale du champ électrique
liée A une propagation légérement oblique introduite par la courbure des
lignes de champ (Asséo, Pellat & Rosado 1980).
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b: Le formalisme plasma en géométrie cylindrique

On se place dans un champ magnétique tel que celui que crée un fil
rectiligne infini parcouru par un courant, dont les lignes de force sont donc
des cercles concentriques. Dans un systéme de coordonnées cylindriques dont le
£fil matérialise l'axe Oz, ce champ magnétique de confinement est azimutal (cf
fig. 2-1). On considére une lame de plasma de forme cylindrique d'épaisseur a
et de rayon moyen r,, placée dans ce champ magnétique, et animée d‘'une vitesse
de rotation également azimutale v,(r). En fait si le champ B,(r) a une valeur
finie, il faut également prendre en compte des vitesses de dérive pour les
différentes espéces composant le plasma, verticales, produisant des forces
magnétiques centripétes qui assurent l1'équilibre du systéme. Cette vitesse de
dérive pour une particule de charge g et de masse N a pour expression:

T r @

Yo @8t le facteur relativiste: y, = (1 - vo2/c2)~"VV2 |
Cette dérive sera négligée en premiére approximation dans le calcul des
propriétés du plasma (tenseur de conductivité), si le champ magnétique est
suffisamment intense; elle s‘'annule dans la limite B, - m.

Oon se propose d'étudier la propagation dans ce systéme d‘'ondeg électroma-—
gnétiques de fréquence w/2r (éventuellement complexe); les symétries de
révolution et de translation le long de Oz permettent de se raméner pour les
variables 6 et z A une décomposition en modes propres de Pourier, de sorte que
les grandeurs intervenant dans le probléme peuvent se mettre sous la forme:

A = (Ag(x), Ag(¥), Ag(r)) exp —i(wt — o — kyz)
En anticipant sur les résultats, et conforméwent aux calculs 4‘Asséo, Pellat &
Sol (1983), notons que la grandeur Aéterminante Au probléme est le rapport
entre les variations azimutale et radiale des champs au voisinage du faisceau
et que la valeur de k, n'apporte pas de modifications qualitatives aux
phénoménes mis en évidence; par conséquent, pour alléger le formalisme, nous
prendrons a priori kg = 0 .

Le champ électromagnétique est gouverné par les équations de Maxwell, qui
8'écrivent en coordonnédes cylindriques (et dans le systéme cgs):

rot B = - & =2
c &t
[~ im in
o "o
soit - % -—1939 (2-1)
or C
-] im iw
 r e T BT
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1l 0E 4
rot B= - — —_
c ét (o]
—ma imE-}*ﬂj
r z (o] r c r
8B, 1w 4n
soit - —= =- — Eg + — Jp (2-2)
or c c
1_£(8) im iw 4nj
| 8r © rBr (o] z c z

c est la vitesse de la lumiére, j la densité de courant oscillant existant
dans le faisceau, E,, Eg, E; et By, Bg, B; les amplitudes complexes des
composantes du champ électromagnétique oscillant. Seules les quantiteés
oscillant a4 la pulsation w, de valeur moyenne nulle, apparaissent dans ces
équations. Les quantités wmoyennes (champs et courants) sont supposées a priori
vérifier les conditions d'équilibre (équations de Maxwell pour les quantités
ne dépendant pas du temps).

plasma

/

By(r)

Fig. 2-1: La géométrie Au systéme.

La densité de courant s'exprime en fonction dAu champ électrique:
31 = 034Ey + T4(E) (2-3)
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ol T est un opérateur différentiel faisant intervenir les dérivées
successives de E par rapport & r. La présence de tels termes est due au fait
qu'on n'a pas effectué de transformation de Pourier dans la direction radiale
pour tenir compte des éventuelles inhomogénéités du plasma dans cette
direction. Les résultats de l'appendice 1 montrent que ces termes s'annulent
dans tous les cas dans la limite B, - ®, ceux qui sont dus a 1'‘'inhomogénéité
s'annulant déja si <«v 2> - 0. Par ailleurs les forts gradients de densité que
modélisent les frontiéres faisceau—vide peuvent étre a l'origine de
1l'apparition de densités superficielles de charge et de courant sur ces
frontieéres.

En fin de compte le systéme se divise d‘une part en zones ol les gradients
des paramdtres caractérisant le plasma sont faibles (c‘est en particulier le
cas dans le vide...) et od il faut résoudre le systéme suivant gouvernant
1'évolution du champ électrique:

[ —(Cey) + 15 -2 - 2 T
or m W arm w
o x w2y w?r? an
Rt AgE T IE GEL =
c21 o or, n?c2 i
| Rroater P TR BT

et d'autre part en zones ol les gradients sont forts, que nous modéliserons
par des frontiéres supportant des densités de charge et de courant a travers
lesquelles il faudra connecter les solutions du systéme (2-4). ‘

On voit que selon les expressions prises par les densités de courant au
second membre, différents modes d'oscillation du systéwe sont mis en jeu. En
particulier, dans le vide, jJ = O et on voit apparaitre deux modes découplés,
les deux polarisations linéaires possibles pour une onde électromagnétique dAu
vide, avec le champ électrique vertical (E, = Eg = 0) ou horizontal (E; = 0).
Ces modes se raccordent dans le plasma respectivement aux modes "t” et "1” de
la littérature soviétique (cf Lominadze & Pataraya 1982; Volokitin,
Krasnosel'‘'skikh & Machabeli 1985). Dans les deux cas les solutions en
géométrie cylindrique s'expriment A partir de fonctions de Bessel ou de Hankel
d‘'ordre m:

— polarisation verticale (mode "t"):
ux wr
Ey (vide) = o) a.(l)(;—) + ap a_(z)(c—) (2-5)
Er - Ee = 0

— polarisation horizontale (mode "1%):
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Er (vide) = l"n‘c- (Cll Bm(l)(u-f) + ay Hm(z)(‘f.{))
wr C C

wr wr
Eg (vide) = i (ay am(l)'(c—) + ay Em(z)'(;—)) (2-6)

E, =0

Notons tout de suite que dans le vide extérieur au cylindre de plasma,
1l'expression a adopter est celle qui représente une propagation unidirec-
tionnelle vers +w , c'est-a-dire proportionnelle a la fonction de Hankel
Hm(l)(ur/c). En effet, on vérifie sur les développements asymptotiques des
fonctions de Hankel Hy(1l) et H,(2) a 1'extérieur de 1la zone de transition
définie par lur/c — mi < ml/3 (Abramowitz & Stegun 1970) qu'elles font
intervenir des exponentielles de la forme elWX/C et e~1WX/C regpectivement.
C'est donc la fonction an(l) qui va nous permettre A4'assurer qu‘on traite bien
le probléme de 1l'émission de rayonnement par le systéme, et non un simple
probléme de réflexion d'une onde incidente sur un cylindre de plasma.

Dans le vide intérieur au cylindre, en revanche, plusieurs choix sont
possibles. On peut adopter comme a 1l'extérieur 1'expression représentant une
propagation pure s'éloignant dAu plasma, c'est-a—dire proportionnelle A la
fonction de Hankel Hy(2), cCependant, ceci conduit A une singularité pour r — 0
81 on ne suppose pas qu'un mécanisme quelconque va Jouer le role de "puits"
destiné A absorber l'énergie émise par le faisceau dans cette direction. Il
est peut-étre plus réaliste de choisir une superposition exacte d'une onde
incidente et 4'une onde réfléchie, c'est-a-dire une fonction de Bessel:

Im(wr/c) = 1/2 (Bu(1)(wr/c) + Hy(2)(wr/c))
assurant la convergence de la solution en 0. Cette solution a cependant le
défaut de ne pas se transposer aussi facilement que la premiére a la limite
d'un rayon de courbure infini.

Lorsqu'un faisceau de plasma est présent, on peut s‘attendre A obtenir un
couplage entre ces deux polarisations; en fait nous étudierons deux cas
simples od malgré 1l'existence de zones ol la densité de courant est non nulle,
les deux polarisations du vide restent découplées.

Nous aurons A poser le probléme du raccord des solutions du vide aux
solutions dans le plasma A travers des frontiéres (elles aussi A symétrie
cylindrique bien sar) supportant des densités superficielles de charge [ et de
courant K. Les relations générales de continuité des différentes composantes
du champ électromagnétique sont bien connues:

[Ex) =4an L ; [Eg) = [E;) =0
(Byl =0 ; (Bg) = an/c Ky [Bg) = — 4an/c Ky
ol les crochets désignent la valeur algébrique du saut de la composante
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considérée A la traversée de la surface chargée:
[A]ro = :1‘: (A(rgy + €) - A(x, — €))

Un examen des équations de Maxwell (2-1)-(2-2) montre que les discontinuités
des composantes du champ magnétique B,, Bg, By sont reliées a celles de Eg,
dEz/dr, E, respectivement. Il suffit donc pour rendre compte de la présence
d'une densité superficielle d‘écrire explicitement les relations suivantes:

(Erl =47 L (Bl = (Bgl =0 ) [—1==——K (2-7)

Nous pouvons maintenant passer & 1'étude spécifique de deux cas particuliers

qui présentent un intéret du point de vue des mécanismes de rayonnement des
pulsars.
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B: L'approximation "champ infini": instabilité du mode "1"

a: Dynamique du faisceau

Dans le cas ol le champ ma.qnétique de confinement peut etre considéré comme
d'intensité infinie, l'exclusion de mouvements perpendiculaires des particules
permet Ad'écrire (cf (2-3)):

jr-jz-O;T-O .

Il reste A calculer )g. Par ailleurs en champ infini, le mouvement perpen-
diculaire des particules étant gelé, les densités superficielles de charge et
de courant aux frontiéres du faisceau sont nulles. Le mécanisme de 1‘'instabi-
lité que nous cherchons A mettre en évidence est Au type non—résonnant, et un
calcul fluide froid suffit A 1l'obtenir. Nous adopterons donc dans un premier
temps une distribution monocinétique de vitesse Vo(T) pour les particules du
faisceau, dont on ne considérera qu'une seule espéce.

Supposons que les quantités qui décrivent 1l'état du plasma soient perturbées
par rapport a leurs valeurs d‘'équilibre, proportionnellement A 1'amplitude du
champ appliqué:

N = ny(r) + n(r) e 1 (vt — mo)
Vg = Vo(r) + v(r) e 1 (ut — mo)
[ = yo(x) + y(r) el (vt — wo)
Jo = Io(x) + I(x) el (vt — md)

N, Vg, [ sont respectivement la densité, la vitesse azimutale, le facteur
relativiste d'un élément de plasma, exprimés comme somme d'une valeur moyenne
et d'une perturbation supposée petite.

Ces grandeurs sont reliées entre elles par 1l'équation de conservation de la
masse, et au champ électromagnétique par 1l'équation fondamentale de la
dynamique appliquée A une particule:

8N
— + Aiv(NV) = O
at

op 1
— + V.VP = ¢(E + - V.B)
ot c
P = M['V est la quantité de mouvement d'une particule et e sa charge.

Ces équations, compte tenu de la forme adoptée pour les variations des
grandeurs considérédes et en négligeant tous les termes 4‘ordre supérieur A un
en quantités perturbées (supposées petites), s'écrivent:

r r o’
(2-8)
nv,
-i(w - —;—) M (Yov + YWy ) = eEg .
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On n‘'a conservé que la composante azimutale de l'équation de la dynamique,
qui gouverne l'évolution de v et y. Par ailleurs la définition du facteur
relativiste permet d'écrire pour sa perturbation:

VaVv
3 _©
Y =Y, —
(o} c2

On peut donc, en reportant cette expression dans (2-8), calculer la densiteé
de courant perturbée:

e?n, w
M

3=e (nvg + ngv) = 1 Eg (2-9)

mv,
o

Y2 (0 - —)2
r

Nous sommes maintenant munis de la réponse du plasma aux sollicitations d'un
champ électromagnétique, ce qui permet de fermer le systéme (2-4).



37

b: Cas du faisceau infiniment mince:

Les expressions ci—dessus ne sont pas modifiées si on considére que dans la
limite d‘'un faisceau infiniment mince situé au rayon r = r,, N et jg désignent
des densités superficielles et non plus volumiques de particules et de
courant. Le probléme se raméne alors au raccordement A travers une frontiére
chargée des solutions du systéme (2-4) pour le vide extérieur et le vide
intérieur, c'est-a-dire dans des régions o on a posé j = 0. Les conditions de
raccordement (2-7) s'écrivent ici:

amge? m E
(Ep] = 47 ne = 1 —S— — o
r mv
o o
703(‘3 - —)2
o

(Eq]l = [E,] tdzz] 0
(- dr

Les deux parties du systéwme (2-4) qui gouvernent les deux polarisations Au
vide sont donc découplées; le comportement de E, est une pure propagation dans
le vide sans interaction avec le faisceau. Nous choisirons 4‘'ignorer ce mode
en posant E, = 0.

Il reste A raccorder les solutions de la forme (2-6) convenablement
choisies, au moyen des valeurs trouvées pour les discontinuités [E,] et [Eg].
Les prescriptions du paragraphe A ci-dessus fournissent les expressions
suivantes pour les champs dans le vide:

mc 1y, Y%
Ere(X) = g or Hpy( )(c—)

. wr
Ege(r) = i ag By (1)(;—)

E, i(r) s J &

ry=ay — _

ri 1 "(c )

wr

Eai(r) = i a4 Jm'(;-)
L'indice e (1) désigne les champs dans le vide extérieur (intérieur) au

cylindre de plasma.

Le raccordement A travers le faisceau s'obtient donc en imposant les

conditions suivantes:
. wr, wr
g Hy (1)‘70" -ay ""‘To’

wr, wr e? W
%o Bu(1(—2) = a3 Jp(—2) - an Lo

() o
de Hy'(1)(—F
cy°3(u - __0)2

o
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Le déterminant de ce systéme d'équations en og, ay doit s'annuler pour que
la solution ne soit pas trivialement nulle. Ceci s'écrit:

Wwr,

wr, wr, wr,
(1) (—2y g.(—2y _ g (1) __° (=2
By (c)m(c) Hpy (C)Jm(c)
ammye? w . wr, wry
- (1) o, 5 . o, _
" By (c)m(c)

n
o

chg(w - _")2
To

soit en tenant compte de la valeur du Wronskien de Hy(1l) et J, (qui est

2ic/mur,) et en traduisant la densité superficielle n, sous la forme aN, ot a
est l'épaisseur (petite) du faisceau et N, la densité volumique de particules:
mlr, aw,2
2c2

, wr,
i- H, (1)(.._2) J--(u_f_o.) =0 (2-10)
3y - o2 ¢ ¢
Yo ro

= (4mN e2/M)1/2 egt 1a fréquence plasma du faisceau.
“p o

La résolution de cette équation de compatibilité pour obtenir w en fonction
de m nous ménera aux différents modes possibles du systéme et A leurs
relations de dispersion respectives.

Quel est le sens physique des différents facteurs de cette relation ? b 29
étant le rayon de courbure du faisceau, n/r, est le nombre d'onde azimutal de
1'onde électromagnétique au voisinage du faisceau. Le comportement des
fonctions de Hankel et de Bessel est différent de part et d'autre du point
critique r, = mc/w; pour w proche d'un réel positif, on a un comportement
oscillant dans la zone de propagation r > rc et exponentiel (évanescent dans
le cas de Jy) dans la zone r ¢ ro. La position de r, par rapport a Yo, C'est-
4-dire la valeur du nombre wr,/mc - 1 détermine la position du faisceau par
rapport & la zone critique r = IXc. On voit que pour obtenir la résonance entre
1'onde électromagnétique, les perturbations de densité correspondantes et les
particules du faisceau, il faut réaliser 1l'égalité des vitesses: Vo = Wry/m,
ce qui n'est possible que si le faisceau se trouve dans la zone exponentielle
o = mv,/w < ro. Cependant pour des particules trés relativistes (ce qui est
censé étre le cas), on devra s'attendre A& trouver la résonance dans la zone
critique (de largeur = m/3 ) juste en-dessous de r. .

Par ailleurs notons que le voisinage du rayon critique correspond A une
vitesse de phase paralléle dans le vide proche de la vitesse de la lumiére,
donc & une propagation quasi-azimutale. Lorsqu'on s'éloigne dans la zone de
Propagation A partir du rayon critique, le vecteur d'onde devient de Plus en
Plus radial et la vitesse de phase azimutale wr/m devient grande devant la
vitesse de la lumiére, ce qui élimine la possibilité de résonance avec le
faisceau dans cette zone. Nous vérifierons, en effet, qu‘'on n'obtient pas
d'instabilité dans la zone de propagation. De méme ceci justifie a posteriori
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qu'on se soit placé dans le cas k; = 0 puisqu'on s'attend A ce qu'une valeur
non nulle de k; conduise A& s'éloigner de la résonance.

m est une mesure du rayon de courbure du faisceau en termes de la longueur
d'onde azimutale des perturbations; on a donc une courbure faible, toutes
choses égales par ailleurs, pour de grandes valeurs de m.

Ceci suggére (ainsi que le confirment les chiffres utilisés par Asséo,
Pellat & Sol pour caractériser les conditions physiques A la surface d'un

pulsar: ro 2. 107 , a 2102 , m ~ 106 , Yo = 2. 104 , wp = 6. 1012 ; cf
Asséo, Pellat & Sol 1983) les approximations suivantes:

= propagation quasi-paralléle (ou voisinage du rayon critique) :

wr r.8u r.8w
—2 w1 4+ 2 avec 12— «1 .
mc mc . o

— faisceau trés relativiste :
v 1 ro8w nv,
1 -2 "——«-2— poit w-—21=384.
C 27,2 me b
— rayon de courbure grand devant l'échelle caractéristique des perturbations
le long du faisceau :
m>»1 .

Munis de ces prescriptions, nous pouvons donner une autre expression de

l’équation (2-10) en utilisant les développements asymptotiques des fonctions
de Hankel et de Bessel en termes de fonctions A‘Airy pour m grand :

2/3 2
i + 24/3" m & e-Ziﬂ/3 M-((ZmZ)l/3 rOBb) e"iﬂ/Q)
Yo Yo38w? mc
8w
x AL'(~«(2m2)1/3 22y _ g
mc
(cf appendice 2) .

On peut aller plus loin dans la détermination de 8w en se plagant dans deux
cas limites selon la valeur supposée de l'argument des fonctions 4’Airy. Ceci
revient A faire des hypothéses sur la position du faisceau par rapport A la
zone de transition des fonctions de Bessel.

— premier cas : 1(2m?)Y/3 r_su/mcl « 1 : le faisceau est dans la zone de
transition. On peut alors remplacer les dérivées des fonctions d'Airy par leur
valeur en O:

-1
31/3 r(1/3y) °
La relation de compatibiliteé s'écrit alors:

4/3 /3 2
PR ‘2“L’Le-21w/3-o.
1, royl
32/3 r(_)z
3

Ai‘(0) =
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La solution s‘obtient immédiatement (cf appendice 2 pour les problémes de
branche dans le choix de la bonne solution) :

2/3 g1/3 2
2%/3 wl/ (%" ,1/2 Q11in/12

Sw = (2-11)

1 oY,
31/3 l"(;) 70

Les approximations faites plus haut s‘'écrivent alors:
— voisinage du rayon critique:

ro8w 247 2y
I(2m21/3 :c | = ("“‘g 20)1/2 «1

— faisceau trés relativiste et rayon de courbure grand:
( 0""’5_7_0)1/2 » m2/3 1 .
c

1
3l/3 (=
(3)

Elles sont vérifides pour des chiffres proches des chiffres cités ci-dessus.
Nous reportons au paragraphe suivant une discussion plus compléte de ces
conditions de validite.

— Geuxiéme cas : 1(2m2)1/3 r_8u/mcl » 1 : le faisceau n'est pas dans la zone
de transition. On peut alors remplacer les dérivées de fonctions A‘'Airy par le
premier terme de leur développement asymptotique pour des arguments grands.
Mais ces développements utilisent des fonctions de 8w qui ne sont pas
monovalués et il faut prendre quelques précautions dans la définition du
domaine dans lequel on cherche une solution (cf appendice 2). Dans le domaine
O < Arg(8w) < 4m/3 on peut utiliser le développement:

Ai’ ~ — pl/% - — g3/2
(z) 2 3 exp 3 z

14

pour les deux fonctions d'Airy, et la relation de compatibilité prend la
forme:

1 roaws? rosw
i - -3/2 = 0
vZ mc2y 3 ¢ nc )

Les solutions de cette équation sont a priori:

Tolun _  Tolp? o n _sm/3
e Labd

e#in/3  avec n entier quelconque.
nc

La seule qui vérifie 0 < Arg(8w) < 4m/3 est:
Buy = - — (__"‘2_)2/3
v2Zmc? ‘yo
Cette solution oorrespond a4 un équilibre marginal des ondes dans le systéme.
Notons que la partie réelle de 8w est négative, de sorte que le faisceau se
trouve dans la zone exponentielle, A 1'intérieur du rayon critique. Le taux

.
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d'émission d'énergie par les particules compense exactement les pertes de
rayonnement par propagation et le systéme est en équilibre.

Le domaine exploré (0 < Arg(8w) < 4m/3) contient la zone o& peut apparaitre
une instabilité; on peut donc conclure que dans ce second cas le systéme est
stable.

Vérifions tout de méme que les approximations faites sont satisfaites:

— on est loin du rayon critique :
I(2m2)1/3 f_ﬂ, - (;‘293)2/3 »1 .
mc ¥o3 c2
C'est exactement 1'inverse de la condition du premier cas ci-dessus. La
quantite A = awp2r,/y,3c2, aépendant uniquement des paramétres caractérisant
le faisceau, permet donc de déterminer a priori dans quel régime on va se
trouver, indépendamment des caractéristiques des ondes éventuellement émises.

— faisceau trés relativiste et grand rayon de courbure:

2r, 2
oA v m» 1.

c2

Ces conditions sont vérifiées pour des chiffres proches des chiffres daeéja
utilisés ci-dessus.
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c: Validité des hypothéses et application aux conditions physiques des
pulsars:

Le résultat ci—dessus a été obtenu au prix d‘'un certain nombre
d'approximations et d'hypothéses dont il convient de tester la validité pour
les valeurs des différents paramétres dans la magnétosphére des pulsars (cf
appendice 3). On pourra alors tenter d'optimiser les valeurs du taux de
croissance dans les limites ainsi fixées.

L'hypothése de départ a été de considérer le faisceau coume une lame de
plasma réagissant de fagon homogéne A l‘action 4'un champ électrique azimutal
lui-méme homogéne dans toute son épaisseur, ce qui nous a permis de le
modéliser par des densités superficielles de charge et de courant
proportionnelles A Eg . Cette hypothése pourrait étre mise en défaut si les
variations de Eg A travers le faisceau devenaient grandes, ou si la réaction
du plasma, c’est-a-dire la valeur de jg & Eg donné (ou encore la valeur de la
composante 0gg du tenseur de conductiviteé) variait trop 4‘'un bord a 1l'autre du
faisceau.

Egsayons d'estimer ces variations pour leur imposer des limites.
L'expression (2-9) de la densité de courant perturbée reportée dans le systéme
(2—-4) gouvernant le champ électrique conduit aux équations suivantes pour la
polarisation concernée a 1l'intérieur AQu plasma (mode "1"):

2 e )+ ine o

orm T ©

8 r wlr2 (2-12)
—Eg) + 1 -1 =0

-a_r(n o) (nzcz ) Br

On a fait apparaitre la “constante diélectrique” du plasma:

2
W=1 - wp™(r)

mv
Yoa( w = —r'g)z

Cette constante prend des valeurs grandes devant 1 en module puisque la
limite épaisseur nulle correspond A& une fréquence plasma tendant vers 1'infini

(awp? - cte quand a - 0).

Pour obtenir un ordre de grandeur des erreurs commises en supposant Eg = cte
4 travers le faisceau, examinons quelle serait sa variation si 1l'on pouvait
prendre W = W, = cte od W, est la valeur obtenue pour W lorsqu‘on y reporte
1'expression du décalage de fréquence 8w ~ & — WMV,/r calculée au paragraphe
précédent:

JB¥lras? x e—5111/6

24/3q am2/3

(<]
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En posant m/r ~ m/ro, = kg et 8/8r ~ ikr en premiére approximation, on
obtient: '

2
w
ke Eg + xe(kezcz —1)E =0
kyEy + koW, Eg =0
ce qui conduit A la relation de dispersion:
X2 w2
kez + ...L - —
W, c

Les variations radiales des champs sont représentées dans cette
approximation par des exponentielles de la forme exp( tik,(r-r,)) avec:

2 m?
w méw
Ky = [Mo(— — —)1V/2 ~ (2w ,—)1/2
c2 r,2 R
On a donc A un facteur prés:

msw
t1(2W—)1/2( -1,

nc¥, L, ti(zwo-—&-’)l/z(r—ro)
r - (Zroau) /%o Fof
Les variations de Eg A travers le faisceau restent donc petites si on
impose :
(2w, it VE S :;*2’ (—)1/2 « 1
roc Yoo/ %c rg8w
Ce qui s'écrit compte tenu des résultats du paragraphe précédent:
(51/3,-( 1/3) ll,2/3,_1’1,3/2

- Yo/ 2r1/2¢

)1/2 <1 (2-13)

Il reste A imposer que la réponse dAu plasma soit elle—méme aussi constante
que possible dans le faisceau. Ceci revient A veérifier que les variations de W
induites par la proximité du pole en r = w/mv, restent faibles en valeur
relative, de fagon A pouvoir écrire comme on 1l‘a supposé:

rota/2 1 Tota/2 - 2
L° ://ZW(r)dr ~ - J ° zz%z(er - b
— nv o= nv
° Yod(w — —2)2 ° € Yo w — —2)2
To To

La variation relative de W due A la présence du pOle s'écrit:

AW mv, mv a
I—1 = (0 — —2)2 A(1/(w — —2)2)) = |- —1l €1
v, X, r | Xo8w r,
Ou encore en reportant la valeur de 8uw:
61/3r(1/3) vo3a
—_——— m2/3¢ ( : /2 ¢ 31 (2-14)

o upz
Par ailleurs au cours de la résolution on s'est restreint au domaine
suivant:
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— Rayon de courbure grand devant l°‘'échelle caractéristique des perturbations
arimutales et faisceau trés relativiste:
25/3 (nroamszo)l/z » m2/3

3l/3p(1/3) c?
m>» 1 (2-16)
et on a vu qu‘'on n'obtenait une instabilité que lorsque le faisceau était dans

(2-15)

le voisinage du rayon critique:

2 ( nawn?r, J1/2
31/3p(1/3) © y,3c2

€1 (2-17)

On se trouve donc devant un probléme d‘optimisation avec contraintes,
linéaire (en prenant le logarithme des relations (2-13)-(2-17)), mettant en
Jeu plusieurs degrés de liberté. En effet, les valeurs des différents
paramétres des conditions de validité dépendent (cf appendice 3) de la
distance a 1'étoile r/ry, de la fréquence du rayonnement considéré w, de
l'angle d‘'cbservation ¢ par rapport A 1l'axe magnétique du pulsar, de
l'épaisseur a, Qu faisceau au voisinage de l'étoile et de son facteur
relativiste y,, ce qui permet de récrire les conditions de validité sous la
forme:

11 r 1 1 3 3
—log————logw+—loqu——1oqy°+-loga*«o.sz (2-18)
24 Ty 12 3 4 4
17 r 5 2 3 1
— log— + — log¥ + — logw + - logy, + — logay « 16.04 (2-19)
12 6 3 2 2
3
- log— + logy — logw « - 4,17 (2-20)
e
11 r 1l 2 1 1
— log— - - log¥ + — logw — — logy, — — logay « 10.34 (2-21)
12 £ . 2 2
1 r 1 3 1
- = log— - — logy — - logy, + — logas « - 7.36 (2-22)
4 Tn 2 2 2

Le probléme est donc de trouver la plus grande valeur possible Au taux de
croissance:
11 r 1 1 3 1
logawi-s.qs——log—-&—loqw-i-—1ogu——logy°+—1oqa,
12 o 6 3 2 2
en satisfaisant les contraintes (2-18)-(2-22) ainsi que des contraintes qui
proviennent de fagon naturelle de la nature des grandeurs mises en jeu; ainsi
on doit évidemment imposer (cf appendice 3):

r X

— 21 - log— » 0O (2-23)
Yy } 23

1€7,€3. 108 =~ 0« logy, < 6.48 (2-24)
V&1 -~  logy € O. (2-25)

On a donc en tout neuf contraintes A satisfaire. Numériquement on
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congidérera les inégalités fortes («) comme satisfaites lorsqu'un demi-ordre
de grandeur sépare les deux membres. Aprés avoir trouvé par tatonnements un
point de départ intérieur 4 toutes les contraintes, on se déplace dans
1'espace & cinq dimensions (log(r/rx), log¥, logw, logy,, logax) dans une
direction tendant & augmenter la valeur de 8wj jusqu'a un point optimal ot
cinq contraintes indépendantesgs se trouvent saturées. Ce point se trouve etre
1'intersection des hyperplans définissant les contraintes (2-19), (2-21), (2-
22), (2-23) et (2-25), dont la valeur est:

point optimal = (0, - 0.5, 15.91, 4.49, — 2.78)

On abtient donc une valeur optimale du taux de croissance:
8wy ~ 3.6 106
pour les valeurs suivantes des paramétres:
r ~ Xy (on est & la surface de 1l'étoile)
w ~ 8.1 1015 (longueur d'onde A ~ 0.23 um)
Yo ~ 3.1 10%*  (relativement faible)
ar ~ 1.7 103 cm

On voit que l'‘épaisseur de faisceau a laquelle conduit cette optimisation
est trés faible, que 1l'instabilité se développe au voisinage de la surface du
pulsar pour des fréquences qui peuvent etre assez élevées (jusqu'au visible et
au—dela). La principale limitation de ce calcul (sinon Au mécanisme physique
lui-méme ) réside dans cette nécessité d'avoir des largeurs de faisceau tres
faibles. Nous essaierons de la lever au chapitre suivant.
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C: 1le cas champ fini: un autre régime instable

a: Dynamique 4'un faisceau de plasma électrons—-positrons

Dans le cas ot le champ magnétique B,(r) est fini, les mouvements des
particules perpendiculairement & B, sont possibles, et on doit s'attendre a
obtenir des composantes correspondantes de la densité de courant perturbée non
nulles. Ceci se traduit sur les composantes du tenseur de conductiviteé ciy et
par 1l'apparition de termes en Ti(E) non nuls. Par ailleurs on voit apparaitre
des densités superficielles de charge et de courant azimutal aux frontiéres du
faisceau. Les expressions des coefficients correspondants sont calculées dans
1'appendice 1.

Lorsqu'on ne considére qu‘une espéce de particules, comme au paragraphe
pPrécédent, ou un plasma électrons-ions lourds, les composantes E., Eg 4'une
part et E; d'autre part ne sont plus indépendantes; les mouvements
gyromagnétiques des particules ont pour effet de coupler E, et Ey. Un cas
intéressant est celui du faisceau de plasma électrons-positrons dans lequel
les courants perpendiculaires au champ électrique appliqué (Ex ou E;) pour les
deux espéces de particules se compensent exactement, de sorte qu'on obtient de
nouveau un découplage entre ces deux composantes. Cette compensation est celle
qui conduit aux ondes d‘'Alfvén dans la limite basse fréquence pour un plasma
électrons-ions (w « Wpe, wpis cf Krall & Trivelpiece 1973) mais dans le cas du
plasma électrons-positrons, elle se produit quelle que soit la fréquence.

Le systéme d'équations décrivant les variations radiales du champ électrique
dans tout le systéme s'écrit alors, A des termes de correction de courbure
prés dans l'expression des termes faisant intervenir les composantes du
tenseur diélectrique:

"(1 m2c2+ g _ 1o mc wsee 18
- —— + €4 - —(— - — =0
w2r2 A X)) By W (ur N_Ev_g)rar(re)
x
ic mc Wl ey T) 9 E,
- — (— + )r——(—)+(1+ee(r))ze
o e wvg or r
r (2-26)
c? 202¢(xr) 81 @
+ 5 - AT, 02 ey - 0
w Wy, Orr or
(0 — —)
. m2c2+ . +021 o Ex
n wlr2 AT)) B uzt-a_l-‘( ar)

Les polarisations correspondent A celles des deux modes propres Au vide en
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géométrie cylindrique avec k, = 0. On obtiendra les relations de
compatibilité qui gouvernent ces modes en écrivant les conditions de
raccordement des champs aux frontiéres plasma-vide, en tenant compte

éventuellement, s8i on se trouve en présence de gradients raides, de densiteés
superficielles de charge et de courant.
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b: Instabilité du mode magnétosonore ou mode "t"

Ce mode représente une polarisation que n'avaient pas étudie Goldreich et
Keeley. Dans ce cas, les densités superficielles de charge et de courant sont
nulles et il suffit d‘écrire les conditions de continuité:
aux frontiéres plasma-vide.

(Egl =0 ,

On se place dans le cas d‘un faisceau suffisamment dense pour qu’on puisse
poser:

i (| -l

€5l » 11 -~

4 w?r2

au voisinage du faisceau. Ceci sera d'autant mieux réalise qu‘on sera plus

proche d‘un pole de €4t O~ WV/Ty ~ t oWy,

Cowme dans le cas champ infini, on va tout d‘abord se placer dans la limite
od 1l'épaisseur du faisceau tend vers zéro afin d'obtenir une premiére approche
suffisamment simple et parlante des phénoménes.

Intégrons 1°‘équation (2-26-c) A travers le faisceau, de o — &/2 A ¥, + aA/2
et faisons tendre a vers zéro; E, étant continu A la traversée on obtient la
valeur de la discontinuité de la dérivee 9E;/dx entre un bord et 1'autre du
faisceau:

9E, az) w? (ro+a/2

(—rgrasz ~ (— roa/2 " T 5 €Ur)Ar .Eg(x,)

o
or or Yo—a/2
Ceci permet de raccorder les solutions dans les vides intérieur et
extérieur. Dans le vide, €4 = 0 et le champ obéit & une équation de Bessel. La
solution qui décrit une propagation unidirectionnelle vers r - + o dans le
vide extérieur est (cf § 2-A-Db):
Ep(x) = ag Hy(1)(wr/c)
Celle qui représente une onde stationnaire sans divergence en r - 0 dans le
vide intérieur est:

Eg(r) = Gy Jp(wr/c)

Les conditions de raccordement s'écrivent donc:

[} o [A) 4
ae ﬂ.‘”(—cg) - ay J.(-f)
(2-27)

wr, wr, w wr Yot+a/2
()20 w g g, _J_sjo
Qe By (c) 1.(c) aic'(c)ro 26,(r)dr

Comme on suppose le faisceau de largeur infinitésimale (hypothése dont 1la
validité devra étre évaluée comme pour le cas champ infini), 1'intégrale se
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réduit a:

rota/2 2 (0 — mv,/x, )2
1mj°a/e,(r)ar-_m92 o/To)
a-o Jry-a/2 Yowé (W ~ mve/xy)2 — 2
oualalmitewpz~cteqmnda-o.

Pour que le systéme (2-27) admette une solution (%, aj) non trivialement
nulle, on impose que son déterminant soit nul, ce qui conduit A la relation de
compatibilite:

. wry wry wr, wry
B (1(—=) In(—) = B 1(—2) ' (—2)
c c c c
awp?2 8w? wry

wr,
- J, (1) -2 = Q
Youc Bw? — w2 lll(t:)ﬂ'l (c)

nv, mc
©Q on a posé 8w = w ~ — ~ W — — pour un faisceau trés relativiste .

To To
Boit en tenant compte de la valeur du Wronskien de Hy(1l) et J, :
2 s
nr
4 - Mrodlp

wr, wr,
Im( Q) nn(l)(—g) =0
c c

Ici comme au paragraphe précédent, on cherche des solutions pour des valeurs
de m a priori élevées, et on va remplacer les fonctions de Bessel et de Hankel
par le premier terme de leur développement asymptotique en termes de fonctions
d'Airy (cf appendice 2), ce qui conduit A:

2 ~im/3
;- (3)2/3 Troaunt e AL(- (2m2)1/3 roam)
m ¥oC2 1 - wp2 mc
8@2
8w
x Ai(e™1im/3 (2m2)1/3 E—°——) =0 (2-28)
mc

On peut aller plus loin dans la détermination de 8w en se pPlagant dans deux
cas limites selon la valeur supposée de 1'argument des fonctions d'Airy. Ceci
revient & faire des hypothéses sur la position du faisceau par rapport a la
zone de transition des fonctions de Bessel.

- premier cas : I(2m2)}/3 r su/mci « 1 : le Faisceau est dans la zone de
transition. On peut alors remplacer les fonctions d'Airy par:
Ai(z) ~ Ai(0) + =z AL1'(0)
1 -1
avec: Ai(0) = ——— et Ai'(0) = —m
12/3 r(2, 31/3 1,
3 3
On conserve le premier ordre du développement de Taylor pour rendre compte
du fait qu'on s'attend & trouver I8wl ~ lw,! et non 18wl ~ O comme dans le cas

Précédent.
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La relation (2-28) s'écrit alors:

/3 5 31/31‘(3)
22 2 /6 3 8
1+ 2”r°awp ° S (1 + —Y ein/3(2m2y1/3 r__:cw) =0
39/3r(=)2y c2m?/3 1 - - re-)
3 - 8w? 3

La solution s'obtient immédiatement (cf appendice 2 pour les problémes de
branche dans le choix de la bonne solution) s8i on suppose le terme correctif
dans la parenthése petit (c'est le cas puisqu'on a explicitement supposé que
1(2m2)1/3r_su/mcl « 1)1
1 arg2upupy?
2y3  yomcd
od la détermination de la racine carrée est celle de partie réelle positive et
le second terme est une petite correction au premier. On a posé:

8w = - uwy (1 +nelméy1s2 _ (1 + n el/6)—2 (2-29)

22/ 31rr°amp2

n= ” -
34/3r( ;)Zy°c2n2/3

On obtient donc deux expressions limites de 8w selon la valeur Au paramétre
N par rapport a 1:

i aroz%zuh
2/3  yomc3
1 ar,2uple, ein/é

n
—pourn«lxau~—ub(l—£e1"/5+ )

Wy,
- ~ — — —in/12
pour n » 1 : 8w m(e n/ -»2’/3 —" 1_'3/2)

et dans ces deux expressions il faut vérifier que le terme contenant w, dans
la parenthése est petit: en fait cette condition découle dans chaque cas de
1'hypothese I(2m?)1/3r_su/mc! « 1 et de 1'hypothése faite sur n (n € 1 ou n »
1), et il ne s'agit donc pas d'une contrainte indépendante supplémentaire.

Il reste & examiner les conditions de validité de ce résultat.

~ deuxiéme cas : 1(2m2)1/3 r_su/mcl » 1 1 le faisceau n'est pas dans la zone
de transition. On peut alors remplacer les fonctions d'Airy de l'équation (2-
28) par le premier terme de leur développement asymptotique pour des arguments
grands. Dans le domaine O ¢ Arg(8w) < 4n/3 (cf appendice 2), on peut utiliser
le développement:

A(z) ~ — 2-1/% oxp - 2 g3/2
2yM 3

pour les deux fonctions d'Airy, et la relation (2-28) prend la forme:

ro8w
1‘ 2 ( _o- )—'1/ 2
j - ofp” _ mec -0
2v2ac?y, w2

1T a2
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Cette équation ne dépend plus de la courbure indépendamment du nombre d4'onde
paralleéle kg ~ m/r, et on peut donc s'attendre & ne trouver que des solutions
stables. Fn effet, récrivons cette équation sous la forme:

&2 4 18 (2372~ 1 2 0 avec B - aup? Foy1/2
Wy Wy, 2nyoc3/2ub1/2 m
Si B € 1, les solutions sont & peu preés:

8 B
('&)1/2 - ehin/2 _ 4 " + 0(B2) , n entier quelconque

La seule solution acceptable est celle qui vérifie O < Arg(8uw,l/2) ¢ 2n/3,
c'est-a—dire:
8wy ~ — wy (1 — B/2 ...) qui est réel.
Si B» 1, i1 y a une solution proche de — iB et trois proches de (iB) /3,

8wy, e2nin/3 — 1in/6 e2nin/3 + in/3

- 1/2 - LN Y ¥l

(% ) 8l/3 1+ 2p4/3 + ..0) n entier
8w’ 1

(—)V/2 = - 1B (14 — + ...)

B4
La seule qui satisfasse la condition O < Arg(8wl/2) ¢ 2n/3 est:
8wy ~ — wy/BY3 (1 - 2/3 BY3 ,..) qui est reel.

Dans les deux cas on he trouve donc pas d'instabilité dans le domaine de
valeurs de Arg(8w) ol il est a priori possible d‘'en trouver. On n‘'a donc
finalement pas 4'instabilité dans ce deuxiéme cas oG les paramétres sont tels
que le faisceau n'est pas dans la zone de transition des fonctions 4'Airy.
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c: Validité des hypothéses et application aux conditions physiques des
pulsars

Le résultat ci-dessus (expression (2-29)) a été obtenu au prix d‘un certain
nombre 4'‘'approximations et 4'hypothéses dont il convient de tester la validite
pour les valeurs des différents paramétres dans la magnétosphére des pulsars
(cf appendice 3). On pourra alors tenter d'optimiser les valeurs du taux de
croissance dans les limites ainsi fixeées.

L'hypothése de départ est, comme dans le cas de la polarisation horizontale
en champ infini, de considérer le faisceau de plasma comme étant 4'épaisseur
nulle, c'est-a-dire réagissant de fagon homogéne A l'action 4'un champ
électrique vertical lui-méme homogéne. Il faut vérifier que ces deux
hypothéses sont bien satisfaites, en cherchant un ordre de grandeur des
variations que nous avons négligédes. L'équation (2-26-c) qui gouverne
l'évolution du champ E, A 1'intérieur du plasma peut s'écrire (en négligeant
des termes de correction de courbure pour ce faisceau d‘'épaisseur petite):

c? a2g, .-
- = — g Y
w? ar2 # z
On a supposé:
m2c2
legl » 11— I (2-30)
4 w2r 2

dans la limite d'un faisceau mince.

Pour obtenir un ordre de grandeur des erreurs commises en supposant E, = cte
sur toute la largeur du faisceau, examinons quelle serait sa variation si 1'on
pouvait prendre €4 = €5 = Ccte ol €, est la valeur obtenue pour €y lorsqu‘on y
reporte 1l'expression du décalage de fréquence 8w ~ w — wW,/X, calculée au
paragraphe précédent:

3%/3r(2/3)2 g
o ~ T 22/3,  mt/3

L‘évolution de E, dans le faisceau est alors approximativement:

£, ~ etiw/C €1/ 2(r1,)
8Ez/8x ~ t iw/c €,/2 E,
Les variations de E, restent faibles tant que:
w/c €;1/2 a 1
ce qui s'écrit en fonction des paramétres du probléme:

32/3p(2/3) a
~i5 (r_o)llz nt/3 ¢ 21 (2-31)

Dans toutes ces expressions on utilise le fait que wry/mc ~ 1.

La condition (2-30) se récrit en tenant compte de la valeur de 8w selon les
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valeurs dQu paramétre n défini ci-dessus:

3473022
3 wrg
—pour n € 1 : 25/3, am4/3ub » 1 (2-32a)
2
32/31‘(;) v 1/2 a
— pour n » 1 » DY '~ 1273 (—)1/2 (2-32b)
2%/ 35 wp re

Il faut maintenant vérifier que la réponse du plasma reste & peu prés
homogéne, ce qui revient & vérifier que les variations de la partie de €y qui
contient le pole restent faibles en valeur relative de sorte qu'on puisse
écrire comme on l'a supposé:

otas2 -1 (@ - Wy r,)2 ota/2
J: ze,( r)ar r Wp (r)ar

o~/ You? (w - Wo/Y)2 — wy2 roa/2
cawp?s 8w
La variation relative de €y liée & la proximité du pole s'écrit:
Ae nv mv, 1 mca
1I—£1 ~ 1w = —2 + W) AL/ - —2 + W)l = - ——— —1 &1
€ o xr 8w + wy ry
soit en tenant compte de la valeur de 8u:
2
21/334/3p( -2
(3) YoC3im5/3
—pour n € 1 3.2 1 (2-33a)
—pour n » 1 : 2«1 (2-33b)
WpTo®

Par ailleurs au cours 4u calcul on s‘'est restreint au domaine suivant:

— rayon de courbure grand devant l'échelle caractéristique des perturbations
azimutales:
m»1l (2-34)

— faisceau trés relativiste:

Wy, 1

-pourn«l:—-j»z—y—i (2-353a)
()

m__alZupa?/3

<«
70>/ 2upr /2

—pour n » 1 1 (2-35b)

2
2/3p(-
6=/ (P

et on a vu qu‘'on n'obtient une instabilité que lorsque le faisceau est dans
le voisinage du rayon critique:

21/3
—pourn(l:—‘—lﬁg—h(l (2-36a)
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2
32/3r -
( 3 ) rol/ zmbyol/ 2

—pour n » 1 1@ <1 (2-36b)

On se trouve comme dans le cas précédent devant un probléme d'optimisation
avec contraintes, avec deux cas a distinguer selon la valeur du paramétre n
defini ci-dessus. En introduisant dans les relations (2-31) a (2-36) les
expressions des différents paramétres en fonction des conditions physiques
dans l°'environnement du pulsar (distance A l'étoile r/r., angle A‘observation
Vv, fréquence du rayonnement considéré w, épaisseur du faisceau au voisinage de
l'étoile a, et facteur relativiste Yo) et en incluant les contraintes
naturelles qui limitent ces grandeurs (cf § 2-B—C), on aboutit finalement aux
deux problémes suivants selon la valeur de n:

— Pour n € 1:
7 r 1 2
- = log— ~ — logy - — logyy + logayx « - 17.38 (2-37a)
6 ) £ 3 3
7 b 4 1 1 1
— log— + — logy + — logw + — logas € 4.44 (2-38)
12 } 2% 6 3 2
7 r 1 1
——loq—--—loqw-l-—logw—logyo-f logay, €« — 7.46 (2-39a)
6 b £ 3 3
14 b 4 4 5
— log— + — logy + — logw + 2 logy, « 42.61 (2—40a)
3 €73 3 3
r
- log— + logy - logw « - 4.18 (2—-41)
Ty
. ,
3 log— + logw - logy, « 19.53 (2—-42a)
e
7 b 4 2 1
- = log— - = logy - — logw - logy, « - 16.55 (2—43a)
3 £ 3 3
r
log— >0 (2-23)
Tx
0 € logy, € 6.48 (2-24)
logy € O (2-25)
25 r 1 2
avec log8wy = 36.01 - —6—- log— - ; logy - ; logw — 2 logy, + logay .
p 2
— Pour n » 1:
7 r 1l 2
= log— + — logy + — logw + logy, — loga, « 17.38 (2-37d)
6 Y 3 3
7 r 1l 1 1l
— log— + = log¥ + — logw + — logay < 4.44 (2-38)
12 Ye 6 3 2
7log-—t lloqw-l»zl 11 +11 € 1.23 39>
-— - - - logw - — logy, - a . 2—-
12 r« 6 3 2 o3 0% ( )
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7 r
; log— + logy + logw + logy, + logas « 25.53 (2—-40b)
P 4
r
- log— + logy - logw « - 4,18 (2-41)
Ty
29 r 1 2 3 1
— log— - — logy + — logw - —logys + — logay « 10.84 (2-42b)
12 Ty 6 3 2 2
7 b 4 1 1 1
= — log— - — log¥ — — logy, — — logas « - 7.86 (2-43b)
4 Yy 2 2 2
r
log— > 0 (2-23)
Tx
0 € logy, € 6.48 (2-24)
logy € O (2-25)

29 r 1 1 1 1
avec logami-s.ss-—log—+—logw+—loqm—-loqy°——loga* .
12 Te 6 3 2 2
En considérant comme au § 2-B—C que les contraintes mettant en jeu des
inégalités fortes («) sont satisfaites lorsqu'un demi-ordre de grandeur sépare
les deux membres, on trouve dans chaque cas un point optimal:

— Pour n « 1

point optimal = (3.52, - 0.5, 15.5, 6.5, — 2.1) pour 109801 - - 3,92 .
Les contraintes saturées sont celles qui correspondent aux inégaliteés (2-37a),
(2-40a), (2-43a), (2-24-a) et (2-25). Le point trouvé correspond aux valeurs
suivantes des paramétres physiques:

8wj ~ 1.2 1074 rass

/rx ~ 3.3 103 ; v ~ 3.2 1015 ra/s (soit A ~ 0.6 m) ;

Yo ~ 3. 105 ; ay ~ 8. 1073 cm soit a3ca; ~ 1.5 102 om .

— Pour n » 1l:

point optimal = (3.42, - 0.5, 7.96, 6.5, - 1.25) pour log8w; = 1.64 .
Les contraintes saturées sont celles qui correspondent aux inégalités (2-37b),
(2-38), (2-43b), (2-24-a) et (2-25). Le point trouve correspond aux valeurs
suivantes des paramétres physiques:

8wy ~ 44. ras/s

X/xs ~ 2.6 103 ; w ~ 9.1 107 (soit 15 MHZ) ;

Yo ~ 3. 106 ; a, ~ 5.6 1072 cm soit aj5ca7 ~ 7.4 103 com .

Le cas le plus réaliste du point de vue de l'épaisseur du faisceau et de la
distance A 1'étoile et le plus favorable du point de vue du taux de croissance
semble donc étre le second. Cependant le fait que dans les deux cas la
contrainte (2-37) (qui correspond justement au choix entre les deux cas n<«l
ou n » 1) soit saturée suggére de rechercher la solution optimale dans un
domaine intermédiaire. D'autre part dans les deux cas la contrainte (2—-43)
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(qui impose qu'on soit dans la zone de transition des fonctions d'Airy, ou
encore que le terme correctif de 1'expression (2-29) du décalage de fréquence
soit petit) est saturée. Ceci justifie d'avoir conservé ce terme correctif.

Pour explorer le domaine intermédiaire, supposons n = 1 ; ceci impose:
22/3, roaw,2
3%/3r(2/3)2 y c2m2/3

et la solution devient:
wpe—1m/24 31/3p(2/3) ¥ o2
(2+v3)1/% ~ 22/3r(1/3)(24v3) ml/3c

=1 (2-44)

ebin/l2

Les contraintes & satisfaire sont maintenant l'égaliteé (2-44) et les
diverses conditions déjA rencontrées:

~ Ey ~ ct@ dans le faisceau - relation (2-31);

25/3q aml/ 3y

- € rand - —~ &« 1 245

¢ 9 (2+v3)V/4934/30(2/3)2 ¢ (2-45)

— €4 ~ c*© dans le faisceau - € 11l - —————| ~ 0.3 2-46)

’ wpry? (24v7)1/% (

— rayon de courbure grand - m » 1 (2-34)
(24v3)1/%4  mc

— faisceau tres relativiste - 2 «€1 (2-47)
2 WpToYo

21/3 Iolh &
(2+y3)1/% nl/3¢

— voisinage du rayon critique - 1 (2—-48)

Compte tenu des relations (2-23)-(2-25) qui limitent les valeurs possibles
des paramétres physiques, ceci conduit au probléme d'optimisation suivant:

7 r+1log\v+21 +11 « 13.13 (2-49)
- - - w + — Y . -
6 I, 3 3 T %%
logw « 10.06 (2-50)
14 r 4 5
— log— + — logy + -~ logw + 2 logy, € 42.39 (2-51)
3 Tw 3 3
2
- log— + logy - logw < - 4.18 (2-41)
Ty
3 log— + logw - logy, € 19.39 (2-52)
Ty
7 r 2 1
——1oq——-—oqw——logm-logy° - 16.4 (2-53)
3 p o™ 3 3
r
- log— <0 (2-23)
Yy

0 < logy, < 6.48 (2-24)
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logy € O (2-25)
Oon a posé compte tenu de l'équation (2-44):

logay = Z 1oq—t- + 1 logy + —2- logw + logy, — 17.38

6 Ty 3 3
et le taux de croissance est donné par: log8w; = 18.2 - 3 log;E- - logy, .
Compte tenu du demi-ordre de grandeur a ajouter éu premier membre des

inégalités fortes (L) on trouve un point optimal:

point optimal = (3.45, - 0.5, 8,08, 6.5)
Les contraintes saturées sont celles qui correspondent aux inégalités (2-51),
(2-53), (2-24) et (2-25), c'est-a-dire €5 ~ cte dans le faisceau, voisinage du
rayon critique, y, grand et ¢ grand. On obtient donc les valeurs suivantes des
paramétres physiques: taux de croissance 8wy ~ 22 rd/s pour:

r/ry ~ 2.8 103 ; w ~ 1.2 108 ras/s (19 MHZ) ;

Yo ~ 3. 106 ; ay ~ 2.3 1072 cm - aj50a; ~ 3.4 103 om.

En fin de compte on peut donc dire que ce mécanisme concerne plutot le
domaine radio dans la partie basse fréquence, pour des distances A& l1l'étoile
grandes, des énergies de faisceau fortes; la contrainte sur la largeur du
faisceau est moins génante que pour le mode d'Alfvén dans la mesure ot dans la
zone ol se produit effectivement 1'instabilité (r/r. ~ quelques 103 - au
voisinage du cylindre lumiére pour un pulsar de période 1 s8) cette largeur
prend localement des valeurs plus réalistes.
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3: Cas d'un faisceau de plasma étendu en champ infini

A: Absence d'instabilité dans 1'approximation de 1'optique géométrique

a: Singularités du probléme et paramétres pertinents

Les résultats du chapitre précédent s'appliquent au cas 4‘un faisceau mince
et on a vu que les conditions de validité dAu calcul liées A 1l'épaisseur de ce
faisceau dans la direction radiale sont assez contraignantes. Par ailleurs on
a supposé dans tout ce qui a été fait jusqu'ici que le faisceau était a bords
raides, c'est-a-dire qu'on n'a pas évalué l'effet 4'un gradient de densite
fini aux frontiéres plasma-vide. Pour s'intéresser A des configurations plus
réalistes, il faut essayer de sortir du cadre de ces contraintes.

En particulier un cas limite opposé & la situation du faisceau mince est
celui ol les échelles de variation des grandeurs qui controlent la propagation
des ondes dans le gystéme sont suffisamment grandes devant les longueurs
d'onde pour pouvoir utiliser 1l'approximation dite de l'optique géométrique ou
"WKB” (Heading 1962; Nayfeh 1973) pour résoudre la partie du systéme (2-4) qui
gouverne la polarisation qui nous intéresse ici:

2 ey + 1w o
or Illzr) Ee
(3-1)

® eyt 1S 1y E =0
arate) t UGG T D B

On a posé E; = 0, l'autre polarisation n‘'étant pas affectée par la présence
du plasma dans la limite champ infini.

La constante diélectrique W Au plasma s'écrit (cf § 2-B-c):
wp?(r)

W=1 -
mv,
Yo (w - _1_2)2

ol la fréquence plasma est supposée dépendre de r de fagon lente, de sorte
que W présente plusieurs zéros et un pdle double en r = mv,/w. On voit donc
que le fait que la densité varie lentement n'implique pas qu‘'il en soit de
méme pour W. Cependant, si les distances qui séparent chacun des zéros et des
poles sont suffisamment grandes devant la longueur d‘'onde, on peut utiliser
des solutions approchées du systéme (3-1) au voisinage de ces points
singuliers pour raccorder entre elles les solutions WKB valables entre ces
points, de fagon & satisfaire les conditions aux limites qui caractérisent 1le
comportement radiatif instable recherché pour le systéme.

Commengons par localiser les points singuliers du systéme (3-1): outre le
pole double de W en wr/mc = v,/C et le zéro dans la seconde équation:
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wr/mc = 1, il faut trouver les zéros de W. C'est facile dans le cas limite
d'une densité constante:
wry vo/C
m 1% wp/ Y63/ 2w

Selon la valeur de wp/y,3/2 par rapport & lwi, les zéros sont situés
différemment dans le plan complexe des valeurs de wr/mc (cf figure 3-1):

Si mp(r) = cte, on a deux zéros: (3-2)

diamétre du cercle

0|
£Ele

Fig. 3-1: Position des zéros et de la singularité de la
constante diélectrique dans le cas homogéne.

On voit que si wp/¥53/2w « 1, les zéros sont proches de vo/C et on les
approxime bien en développant l'expression (3-2) au premier ordre. Dans le cas
old la densité n'est pas constante, en particulier quand mpz(r) représente un
faisceau mince, la situation est plus compliquée; il peut y avoir plus de deux
zéros. On a recours A une résolution graphique de 1l'équation:

Wwry vo/C
™ 17 up(r:)/yo:*!/zu
pour obtenir la position approximative de ces zéros (cf figure 3-2).

Nous allons maintenant transformer et simplifier le systéme (3-1) de fagon A
faire apparaitre les variables significatives du probléme et A ne conserver
dans la structure des équations que les caractéres essentiels, c'est-A dire
les sinqularités et les différents comportements asymptotiques; posons s
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Fig. 3-2a: Position des zéros de W pour wp < ¥53/20.
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Pig. 3-2b: Position des zéros de W pour up > Y03/ 2uw.
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X r mc
X=-E;} Y=-Eg; r=—eX (avec w = w, + iuwy)
m m

wp?(x) = wp?.4(x) ; on obtient:

wp? #(x)

ax

— 4+ im (1 - )Y =0
ax 3 Yo .x\2
‘yo(m—c—mre )

qay w?
— +im (—e2X - 1) x =0
Wy

.

Dans le cas ol upz(r) est une constante, on prend ¢(x) = 1 et Wy représente
alors bien la fréquence plasma; dans le cas contraire, Wp représente une
valeur de référence A choisir.

On va plus loin en se restreignant, dans le cas od wp/¥,3/2 « w, au domaine
(contenant les singularités) x € 1 et Wj/Wy € 1, et en linéarisant en termes
des petites quantités ainsi Adéfinies:

eX ~ 14+ x ... wl/w? ~ 1+ 21 wy/wp ...
Ceci permet de définir le changement de variables:

3/2 w 3/2
bp WrYo )
A-Il(——‘?ﬁ):"/z ’ 0(0)'0(—%“) ’ b__wr___’
@Yo Yo/ 27,1/ 2wy,
$o
limite de valigité limite de validité

-~ - 8/2 U~ e ya3/2/4
v Uryo l“p ”‘o en - b - I8 26r0 en - I8 “’ o 9

N

N

7

Z
WL

7

_

26ros en 1 - b - {8 (up-c")

AN
p
\
\

Pig. 3-3: Position des singularités en variables réduites (8 » 0).
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On obtient finalement:

da + 1A (1 - Hu) yB =0
du (i8 + b + u)2

(3-3)

a8
— + 2iA (18 + u) a =0
du

On a posé 1 — vo/c ~ 1/2y,2 .

Ces équations sont applicables dans le domaine: x € 1 et Wi/, € 1, C'est-a-
dire u « mryb3/2/up . En particulier dans le cas wp =~ Cte, pour que les zéros
de W se trouvent dans la zone de validiteée il faut imposer la condition
11 = b — 181 « wyYe3/2/up, ce qui implique wp/w,y,3/2 « 1 et on retrouve
ainsi la condition ci-dessus. On résume la situation sur la figure 3-3.
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b: Solution dans le cadre de 1l'approximation WKB

On suppose pour simplifier que le faisceau est trés relativiste (b = 0) et
que la densité du plasma est constante dans la zone contenant les singularités
(up = cte). Le systéme (3-3) g'écrit donc:

da
— + ix (1 - B =0
du

—_— )
i8 + u)?
( u) (3-4)

as
— 4+ 2iA (18 + u) a =0
du

Pour des valeurs de A grandes devant 1, on est dans une situation ou les
solutions WKB sont valables entre les points particuliers (—1-i8, -1i8, 1-i8).
On connait par ailleurs le comportement de la solution au voisinage de chacun
de ces points en se ramenant A une équation-modeéle correspondante, et on va
essayer de raccorder ces différents trongons de solution de fagon A satisfaire
les comportements requis pour iul grand, a savoir une solution évanescente
vers la gauche (vers r - 0) et une onde sortante pure vers la droite (r - ®)
avec 8 > 0 (on recherche un taux de croissance positif). Les détails de ce

raccordement sont reportés A l'appendice 4. Le résultat est illustré sur la
figure 3-4.

propagation dans propagation dans
onde évanescente onde évanescente

les deux sens ies deux sens

NVTr— ~ VX -
e / —rr
f t } >

-1-id -id 1-18

T I I

20r0: singularité pole: singularite 2éro: singularite
de type Airy de type Hanke! de type Airy

c

Fig. 3-4: Allure de la solution WKB dans le cas densité constante.
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On voit que pour 8 3 0, c'est—a-dire lorsqu'on recherche une instabilité, on
ne peut satisfaire a la fois les deux comportements asymptotiques nécessaires
lorsque u - + ., Si on impose une onde évanescente A gauche, c'est 1l'onde
rentrante qui domine & droite, ce qui signifie qu'il faut fournir de l'énergie
au systéme. En fait, lorsque 8 - O, le comportement global du systéme se
raméne a une simple réflexion d'une onde incidente provenant de +w.

On ne s'attend pas & ce que ces comportements soient modifiés significati-
vement lorsqu‘'on considére un profil de densité non plus strictement constant,
mais dont les variations soient encore suffisamment lentes pour que
1'approximation de 1'optique géométrique s'applique entre les points
singuliers; tout au plus cela changera-t-il les amplitudes des différents
trongons de solutions obtenus dans 1'appendice 4.

En conclusion, il n'est donc pas possible d'obtenir une onde sortante pure a
droite dans le cadre de la théorie WKB, du moins avec les hypotheéses faites
Jusqu'ici, c'est-a-dire en particulier l'approximation de faible densiteé wp «
703/ 2, qui fixe une disposition particuliére des singularités du probléme
(c'est la situation représentée sur la figure 3-2a). Ce n'est donc que dans
une situation non WKB, impliquant des longueurs caractéristiques de variation
de la densité inférieures & la longueur d'onde, que l'on doit s'attendre a
retrouver 1'instabilité de courbure. Le domaine non WKB se sépare lui-méme en
deux sous—domaines: d'une part une région fortement non WKB pour A « 1 dans
laquelle on peut abtenir par développement en puissances de A une description
analytique du comportement du systéme (cf § 3-B) et d'autre part un régime
intermédiaire pour A ~ 1 dans lequel on ne dispose pas de techniques
permettant de décrire analytiquement la situation, ce qui nous conduira & nous
tourner vers une résolution numérique du systéme 3-3 (cf § 3-C). Cette
approche numérique permettra au passage de vérifier les résultats des cas
traités analytiquement, le cas faisceau mince, le cas WKB et le cas fortement
non WKB,
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B: Solution dans le cas fortement non WKB

a: Principe du calcul et solution en gradient raide pour un faisceau

ultrarelativiste

On obtient une solution approximative du systéme (3-3) pour A petit en
faisant la remarque suivante: la région de l'axe réel des valeurs de u 4ans
laquelle le terme contenant le pdle dans la premiére équation du sytéwe prend
des valeurs non négligeables devant 1 est un voisinage de -b (0 dans le cas
ultrarelativiste) de largeur indépendante de A. Pour A suffisamment petit, la
deuxiéme équation se réduit a B ~ ct® gans cette région et la premiére
équation s'intégre alors facilement. En dehors de cette région, le systéme se
réduit a une équation d‘'Airy et il ne reste plus qu‘'a raccorder ces
différentes parties de la solution.

Rentrons un peu plus dans les détails du calcul. Le calcul WKB ayant montré
la nécessité d'avoir des gradients de densité importants, on se place tout
d'abord dans le cas le plus simple d‘un faisceau de plasma cylindrique a bord
raide décrit par le profil de densité suivant:

$(u) = 1 pour u £ u, et ¢(u) = 0 pour u > u,
et on prend b = 0 (faisceau trés relativiste).

Il faut déterminer de fagon optimale la région (u; € u € u,) évoquée ci-
dessus oh seules les variations de « vont étre prises en compte; il reste pour
cela a fixer sa borne gauche u; de la fagon suivante: u, doit étre telle que
le systéme se raméne a une équation 4‘Airy pour u < u; , c'est-a—dire qu‘on
impose |i8+ulZ » 1 pour u < u; , soit:

118 + u12 » 1
u; doit également etre choisie de fagon A ce que S Boit A peu prés constant
entre u; et u,, ou encore entre u; et 0 car on s‘attend a trouver uy, ~ 0. On
impose donc 1‘'inégalité suivante a la variation relative de B entre u, et 0:
1/a AIAY/3p8) ~ A¥/3(1i8 + u;)2 ¢ 1

Ces deux conditions sont simultanément bien vérifiées pour u; ~ - A~1/3 (on
suppose, et on vérifiera, que 8 € u;) et ceci n'est évidemment possible que si
A K1, ce qui nous conduit a un développewment en puissances de A. On a choisi
d'exprimer la variation de Al/3g car c'est cette quantité qui est du wewme
orxrdre que « en puissances de A.

Compte tenu de ce choix pour u;, le systéme prend les expressions suivantes
dans les trois régions ainsi définies:

— Pour u < u; : le systéme se raméne A des termes en 1/u;2 prés A une équation
d'Airy dont la solution évanescente vers u - - ® est:
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- a_(u) = o (AL(-(2A2)L/3(i84u)) + 0(A2/3))
L 1(M2)/3p_(u) = a (AL'(-(2A2)1/3(184u)) + O(A2/3))
On obtient donc le champ en u; A l'ordre le plus bas:

- a_(uy) = a_ (A1(0) + O(Al/3y)

3-5)

—Pour u; < u < uy 1 onap ~ cte et on obtient pour a:
Yo 1 A
a(up) = a(uy) - (232)1/3 | (1 - ———)az (1(-)1/3p_(uy) + 0(A2/3))
Juy (18+2)2 2
= a_(ul)
1 1

+ -
A/3 - s84u, 18-A-1/3

A
- (2A%)V/3 [y, + 1 (1(;)1/35_(\.1) + 0(A2/3y)
Compte tenu des valeurs des différentes quantités entre les crochets, ceci

8'écrit & l'oxdre le plus bas en puissances de A:

' , } (2)\2)1/31 A 3 s
ug) = a(uy) " (2)1/ B-(u;) + O(AV/3) (3-6)

— Pour u > u, : le systéme est strictement équivalent & une équation d'Airy et
la solution propagative sortante pour u - + m est:

ag(u) = o AL(e~11/3(2)2)1/3(154y))

| 1(A/2)Y/38,(u) = o e217/3 ag¢(e~1M/3(2)2)1/3(184u))
On obtient donc la valeur du champ en u, A 1l'ordre le plus bas:
[ a(ug) ~ o Ai(0)

| 1(M2)1/3p(u,) ~ aye?i/3 ag:(0)

(3-7)

On peut maintenant raccorder les trois régions au moyen des relations (3-5)-
(3-7)s ceci fournit 1l'équation de dispersion suivante a 1l'ordre le plus bas en
puissances de A1/3; '
31/3r(2/13)2

18 + uy = — e~1n/6 273
w

a2/3 (3-8)
On obtient donc une instabilité dans la limite A petit pour un cylindre de
Plasma ultrarelativiste A bord raide. Nous reportons au paragraphe suivant et
4 l'appendice 5 la généralisation de ce résultat au cas d'une longueur de
gradient finie et d'un faisceau moins énergétique.
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b: Effets d'un gradient de densité fini & la frontiére plasma-vide et de

l'énergie du faisceau

Dans le cas général ou on veut autoriser une longueur de gradient de densite
au bord du plasma finie et un faisceau plus ou moins énergétique, on reprend
le raisonnement ci—dessus en conservant b # 0 dans le systéme (3-3) et en
adoptant un profil de densité de la forme:

#(u) = 1 pour u S u, - 0 ;
¢(u)=(u°+o-u)/20[)ouru°—o<u<u°+a;
$(u) = O pour u » uy + o .

Oon va de nouveau découper le domaine de variation de u en trois parties: deux
régions extrémes ol le systéme est équivalent A une équation d'Airy et une
région centrale de largeur U, + 6 — u; ~ A"/3 comme precédemment, mais située
cette fois-ci au voisinage de uy ~ - b et non plus 0; en effet on s‘attend a
ce que le faisceau reste globalement juste en—dega du rayon de résonance avec
les ondes électromagnétiques situé en u = - b. La situation est représentee
sur la figqure 3-5.

<p(u)T

O] ® @

po e e - — - -

Uy U -0 ug Ug+ o u

Pig. 3-5: Profil de densité du faisceau avec longueur de gradient finie.

Le fait de limiter la largeur de la région centrale a A~V/3 impose une
limitation semblable A la longueur de gradient o. On verra que cette
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limitation est inconsistante dans la mesure ol le taux de croissance s'annule
déja pour une valeur de o trés inférieure.

Le détail du calcul, qui reprend et généralise le raisonnement du § 3-B-a
ci-dessus, est reporté a l'appendice 5. On obtient pour le décalage Qe
fréquence complexe une expression dont la relation (3-8) constitue la limite

pour ¢, b - 0 :
A"2/3g

—_—— 3-9
Ag(»?/3p)’ (39)

Uo + b + 18 = AA2/3 g(22/3p) F(

61/3r(2/3)2 ,
On a posé A = ———n-——— ~ 1.06 et les fonctions P et g sont définies par:
F: C~-C
-z
th(2zeln/6)
et gt R-C
AL (21/3)a1r (e211/321/3y,

M-(o)z

2 -

De ces expressions on peut déduire deux effets:

— Effet du gradient de densité & A2/3p « 1 (faisceau trés relativiste): le

A 1mp) 4 ReP)

‘v

- 2

4 4 N73a

Fig. 3-6: Décalage complexe de fréquence en fonction de la
longueur de gradient dans le cas ultrarelativiste.
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facteur correctif g(A2/3b) est alors proche de 1 et on déduit du comportement
de F pour un argument réel (cf figure 3-6) l'effet d'une longueur de gradient
finie: pour A2/3p - 0 le taux de croissance s'annule pour une longueur de
gradient maximale:

”
= — 2/3
Umax"zA"/

Le décalage réel de fréquence correspond alors a:

Yo(%max, b = 0) ~ - 1.65 A2/3 ~ — g
Le taux de croissance maximal lorsque A~2/3g - 0 est donné par la formule (3-
8). Le taux de croissance redevient positif pour km < o/AA2/3 ¢ xn + n/2 mais
il reste alors exponentiellement petit, de sorte que l'intervalle X = O est le
seul pratiquement intéressant.

— Effet du terme relativiste pour o quelconque: compte tenu de l'allure de la
fonction g, on voit (cf appendice 5) que le taux de croissance 8 ne s'annule
qu'asymptotiquement pour A2/3b - o , et ce quelle que soit 1la valeur de o. On
peut cependant estimer un ordre de grandeur de la valeur de b qui produit une
diminution significative de 8 en utilisant le développement de g(x) au

voisinage de zéro. Ceci fournit la valeur caractéristique suivante:
aAl/231/4
bpax ~ 27273

Le comportement du facteur correctif (g(x) ~ 1 + 0(x2)) montre que
1l'expression limite (3-8) reste valable sur une fraction importante de
1l'intervalle autorisé pour les valeurs de A2/3p .
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C: Le régime intermédiaire: simulations numériques

a: Généraliteés

Le but fixé est toujours d‘examiner le comportement a 1la fois radiatif et
instable du systéme (3-3), c'est-a-dire de chercher s‘'il existe des valeurs de
8, A, b pour un profil de densité ¢(u) donné avec 8 > O, telles que la
solution ait un comportement évanescent a gauche (— u » 1) et propagatif
sortant a droite (u » 1). Remarquons que ces pseudo-conditions aux limites
sont équivalentes, compte tenu de 8 > 0, & la condition mathématiquement plus
orthodoxe d‘'une solution qui ne diverge pas a 1'infini; 1'infini n'est pas
accessible numériquement, mais on peut identifier a partir de leur
comportement pour lul » 1 des solutions dont on peut affirmer qu‘elles
convergent. Les détails de la mise en oeuvre de la résolution numérique du
systéme (3-3) sont reportés a 1l'appendice 6.

On fixe les conditions aux limites A gauche en utilisant les fonctions WKB
qui ont le comportement requis dans cette région; pour lul » 1, le systéme
8'écrit approximativement:

da
— 4+ iAB =0

au (3-10)
as
— 4+ 21w a =0
du
On se retrouve avec une simple équation d'Airy:
a%a 2a2
—_— = - u o 3-11
au2 ( )

On a bien des solutions a variation exponentielle pour u < 0, on choisit
celle des deux solutions indépendantes qui est évanescente vers la gauche
(1'autre solution est alors exponentiellement croissante):

a ~ ag (- u) /4 \"1/6 exp — (A/3 (-2u)3/2)
[a ~i(-2u)i/2 «
Ceci permet de choisir les conditions initiales en u = U, < Ot
a=dy 5 B=1 (- 2uy)l/2 o .

On résoud alors le systéme et on examine le comportement de a ou 8 pour u
grand et positif; a et B étant complexes, il suffit de tracer Im(a) en
fonction de Re(a) dans un plan et de chercher A obtenir une courbe
asymptotiquement équivalente A une exponentielle de la forme r(u)etil(u) op
1(u) est une fonction croissante de u, c'est-a-dire une spirale qui s'’enroule
dans le sens direct (cf figure 3-7). On teste différentes valeurs des
paramétres (8, A) jusqu‘a obtenir une allure circulaire caractéristique d‘'une
onde sortante pure (une allure elliptique indiquant la superposition 4'une
onde incidente et d‘une onde réfléchie d'amplitudes différentes). Ce criteére
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4 im(a)

U-+®
u--mo

A

Re(a)

Pig. 3-7: Allure de la solution recherchée pour u » 1.

peut étre quantifié en examinant le rapport B/a pour u » 1; en effet, on
cherche a obtenir dans cette région la solution qui se propage v:ars
1l‘extérieur, c'est-a-dire:
a ~ a) u"l/4 \~1/6 exp +i(A/3 (2u)3/2)

[ B~ - (2u)l/2 «
On cherchera donC a annuler dans cette région la quantité g8 + (2u)l/2q. ce
critére permet d'ajuster les paramétres du systéme de fagon mécanique par une
procédure numérique itérative de “controle optimal” (cf appendice 6).



76

b: Confirmation numérique des résultats du cas faisceau mince

Afin de tester le programme défini dans le paragraphe précédent, on va tout
d'abord essayer de retrouver les résultats analytiques du cas faisceau mince.
Pour avoir une meilleure précision numérique on prendra un profil de densité
gaussien trés piqué et non rectangulaire; ceci ne devrait avoir aucune
influence sur le résultat puisque seule l'intégrale de la densité a travers le
faisceau est significative dans la limite faisceau mince (cf § 2-B—c). On a
donc:

(u — uy)?
¢(u)=e¢q>——;—2—u°—-

et pour la valeur de l'intégrale de ¢ A travers le faisceau:
+o®
J &(u)du = oy"?
-

Ceci est donc équivalent & un faisceau de largeur réduite Au = oyW, de
fréquence plasma réduite unité, La correspondance des largeurs est donc:

a __ %%
Yo ”rYoa/ 2 o

Le calcul du chapitre 2-B donne une valeur du décalage de fréquence:

2/3 2
o 22 207,172 gilin/12

3l/3p(1/3) YoYo3
En reportant les unités réduites définies plus haut, ceci correspond a:

2/3,3/4
18 4 ug = 22/30%/8 A/351/2 gilln/12 (3-12)
31/3r(1/3)

~ (- 0.936 + 0.251 i) AV3gl/2

Mais cette valeur n'est utilisable que si on satisfait aux approximations 4u
calcul (cf § 2-B—C) qui s'écrivent dans les deux systémes respectivement:

2a2w,2 mc
3 «1 - 118 + ugl » 2ne2a2 (3-13)
Yo7Cc xy8w
m»1 - A» (—“-’%)3/2 (3-14)
Wr¥o /
1 T 118 + u l » —X
— g - u —r 3-1%
2vo2 | mo ol ¥ ugrol/? (372
r,8w
(m2)/3 2 4 - (22a2)1/3 118 + u,i (3-16)
me
2a  r.dw
— « - 2/Mg « 118 + ugl (3-17)

Ces conditions se divisent en conditons "intrinséques”: (3-13), (3-16), (3-
17) et en conditions sur les grandeurs physiques a vérifier a posteriori:
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(3-14), (3-15). Pour ce qQui concerne les simulations en unités :éduites, il
suffit de vérifier les conditions intrinséques pour une valeur de A qu‘on
suppose proche de l'unité puisque c'est le domaine non WKB qui nous
intéressera dans la suite. On impose donc: 2y7io, 2n02 « 1i8 + Uyl « 273,
Ceci nous conduit cowmpte tenu de l‘expression de i8 + u, a une borne
supérieure pour la largeur du faisceau:

0 € 0.07 pour A ~ 1

Numériquement, on trouve en tatonnant une solution a onde sortante pure a

droite pour les valeurs suivantes:

o =0,02et A =0.8
La valeur du décalage de fréquence calculée comme ci-dessus est:

i8 + uy, = — 0.123 + 1 0.033
La valeur trouvée par simulation numérique est:

18 + u, = — 0.125 + 1 0.0315

L'accord entre calcul et simulation est trés raisonnable compte tenu de la
fagon dont sont satisfaites les conditions de validité (a un demi-ordre Qe
grandeur prés). Un résultat typique de simulation numérique montrant 1‘aspect
satisfaisant (au sens de ce qui est décrit au paragraphe précédent et figure
3-7) de la solution avec les chiffres ci—dessus est donné sur la figqure 3-8.
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ALPHA ALPHA IN EN FONCTION DE RE
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Fig. 3-8: Simulation numérique du cas faisceau wmince.
A=0.8;0=0.02,; 8=0.0315 ,; Uy = - 0.125
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ALPHA IN EN FONCTION DE RE
| ) |
Im(a)
i \ b
0 /J\ or
Re(a)
b “ L
-« S +
-3 =2 5 — ) e I - .
ESPACE
PAS D'ESPACE PROFIL DE DENSITE
0.005 } ;
1.1}
1
.
0.9 } )
) ] r -4 =) () ] ry
ESPACE ESPACE

Pig. 3-9: Simulation numérique du cas faisceau large (WKB).
A=5, ; 8 =0.01 ; densité constante
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c: Etude des différentes contraintes et confirmation numérique des résultats

du cas fortement non WKB

— Effet de 1"é1argissement: du faisceau

Dans le cas d'un faisceau trés large (¢(u) = 1 = cte), les tatonnements
numériques directs ne donnent pas de solution satisfaisant les conditions
imposées (onde sortante pure a droite), et ce quelles que soient les valeurs
utilisées pour A, c'est-a—-dire que l'on soit ou non dans le cadre de
1'approximation WKB. Ceci permet tout de méme d'illustrer numériquement la
solution WKB obtenue au § 3—-A-b (cf figure 3-9).

Dans le cas non—-WKB, on se rabat donc sur une autre méthode, A savoir
1l'élargissement progressif du faisceau a partir de la limite wince au
paragraphe précédent tout en suivant la valeur de i8 + u, correspondante.

On fixe A = 0.8, b = 0, #u,) = 1 avec le profil de densité défini au § 3-C-
b et on augmente la largeur ¢ en ajustant par itérations les valeurs de u, et
8 pour retrouver la condition onde sortante A Aroite, c'est-a-dire reproduire
1‘allure de la figure 3-7. Comme on garde ¢(u,) = 1, l1l'intégrale de ¢ A
travers le faisceau croit proportionnellement A ¢ et on s'attend dans un
premier temps A voir & et u, croitre comme 61/2 (cf equation (3-12)). Les

> 0.075

o= 0.02

0.0318

-]

~0.44 - 0.128

A=0.0

Pig. 3-10: Elargissement du faisceau; évolution du point
solution pour un profil gaussien.



80

points de simulation obtenus pour b = 0, A = 0.8 sont rassemblés sur la figure
3-10. On trace des petits cercles et non des points pour indiquer (sans la
quantifier) 1‘'imprécision liée au procédé itératif, a l'utilisation des
approximations WKB dans les zones oa 1A2/3u| » 1 et aux incertitudes du calcul
numérique.

Mais cette fagon d'élargir le faisceau implique en fait deux effets
différents qui ne jouent pas le méme role, comme nous allons le vérifier:
1'élargissement proprement dit et l'adoucissement des gradients de densité aux
frontiéres du faisceau. Essayons de découpler ces deux effets.

Pour garder des gradients fixes sur les bords lorsqu‘on élargit le faisceau,
on adopte une autre forme pour le profil de densité:

éu) =0 pour u < U5 - L -0

Hu) = (u-ug+ L+0)20pour ybg - L-0c cucuy,-L+o

&(u) = 1l pour uys - L+ 0 ¢cu<u, -0

&(u) = (ug + 0 — U)/20 PpOUr Uy — 0 < U < Uy + ©

$(u) =0 pour u » u,y + o . (3-18a)

+o
On a pour ce profil "trapézoldal™: J ¢{u)du = L .
-

u, représente donc la position du bord extérieur d'un faisceau de plasma de
largeur réduite L.

Cette forme Au profil de densité est la plus simple possible qui permette de
rendre compte d'une longueur de gradient fixe sur les frontiéres plasma-vide.
Cependant, les discontinuités de la pente, en particulier am point u = u, + o,
donnent lieu pour ¢ et A grands A un comportement particulier (que nous
examinons indépendamment a l'appendice 8) qui n'est plus directement lié a la
valeur de la longueur de gradient. Afin de rester dans le cadre de profils de
densité plus "physiques”, nous utiliserons la forme suivante:

1 u-u,+0L u - u,
&(u) = -2- (th—-—T-— - th-—c——) (3-18b)

Le profil (3-18b) présente les mémes caractéristiques générales que (3-18a)
puisque son intégrale vaut encore L, avec une longueur de gradient
caractéristique o, wmais les "angles” ont été adoucis de fagon A éliminer les
effets autres que ceux de la longueur de gradient. Notons que les deux profils
deviennent de toute fagon équivalents pour ¢ « 1.

Les résultats de simulation obtenus pour ¢ = 0.02 (gradient fort A la fron-
tiere), b = 0, A = 0.8 en fonction de L sont rassewblés sur la figure 3-12. On
donne dans la figure 3-11 1l'allure A‘'un résultat typique dans le cas d'un
faisceau élargi (L = 1 avec le profil de densité (3-18)).

On obtient donc le maximum du taux de croissance avec bords raides (¢ = 0.02
€ u, ~ 0.3) pour un cylindre de plasma plein, dont la frontiére se situe plus
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Fig. 3-11: Simulation numérique du cas faisceau large (non WKB).
A = 0-8 1 O = 0.02 ) § L - 1‘ } 8 - 0309‘ 3 U = - 05296
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Pig. 3-12: Elargissement du faisceau avec bords raides.

en retrait du rayon de résonance avec les ondes électromagnétiques que pour un
faisceau plus mince avec la méme valeur de A.

— Effet du gradient de densité et de la longueur d‘onde

On a relaché la contrainte portant sur la largeur du faisceau proprement
dite; on va maintenant s8'intéresser au gradient de densité & la frontiére dans
le cas du cylindre de plasma plein, pour lequel on a le plus fort taux de
croissance en gradient raide. On reprend donc les itérations en augmentant la
valeur de ¢ dans l'expression du profil de densité (3-18b) avec L - ® . Les
résultats obtenus sont rassemblés sur la figure 3-13 pour différentes valeurs
de A. On voit donc que la raideur du gradient au bord du cylindre de plasma
est un paramétre critique pour ce profil (plus physique que le profil
ranguleux™ (3-18a)). On ne peut dépasser une longueur caractéristique réduite
o de l'ordre de 0.25 quelle que soit la valeur de A. Ceci implique, en
particulier, qu'il ne peut y avoir instabilité pour une frontiére trés large

(¢ ~ cte), méme en régime non WKB (c'est—-a-dire pour des valeurs de A de
1'ordre de 1).

Par ailleurs, les résultats du § 3-B concernant l'existence d‘une longueur
de gradient limite Opay = 7AA2/3/2 en régime fortement non WKB suggérent
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Fig. 3-13: Effet du gradient au bord et de A pour un
cylindre plein avec le profil adouci (3-18b).
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Fig. 3-14: Longueur de gradient maximale en fonction de A.
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d‘étudier numériquement la dépendance de oO,,, en fonction de A quelconque pour
b = 0. Ceci peut se déduire des résultats de la figure 3-13 et de quelques
points de simulation supplémentaires. On obtient la courbe de la figure 3-14.

On observe bien une croissance initiale de oOp,y en A2/3 pour A petit, mais
le facteur de proportionnalité est plus petit que celui qu‘on obtenait
analytiquement avec le profil anguleux (3—18a). Il faut voir 1A un effet des
détails du profil. Au—dela du plateau observé pour 1 < A < 3, Omax décroit
trés rapidement, et le manque de précision des simulations numériques fait
qu‘on ne peut tracer le comportement dans cette région.

Pour de grandes valeurs de A2/3, les deux profils (3-18a) et (3-18b) ont des
comportements trés différents: si le taux de croissance s'annule rapidement
dans le cas du profil “doux" 3-18b, dans l'autre cas on observe la persistance
de 1l'instabilité dans une zone ol les paramdtres ont le comportement suivant:

U, , 0 ~ O(AZ/3) ; 8 ~ O(A2/3y
Ceci correspond a un effet particulier l1lié¢ A la décroissance linéaire de la
densité au voisinage du bord extérieur u = u, + 0, que nous étudions
séparément dans l'appendice 8. Les profils de densité que l'on s'attend A
rencontrer dans la nature étant plus probablement du type de (3-18b), nous
nous en tiendrons aux résultats de la figure 3-13 pour ce qui est de
l'investigation des mécanismes de rayonnement des pulsars.

On a vu analytiquement que le systéme était stable dans le cadre de
1'approximation de l'optique géométrique, c'est-a-dire pour des longueurs
d'onde dans le vide petites devant les échelles caractéristiques du systéwe,
ou en unités réduites pour des valeurs de A2/3g grandes devant 1 (pour le
profil doux (3-18b)). On trouve numériquement que 1l‘'instabilité disparait des
que A devient supérieur a4 une valeur de l'ordre de quelques unités (A = 5 sur
la figure 3-13 pour le profil (3-18b), mais la valeur précise dépend Au détail
Qu profil de densité; cf appendice 8). Ceci nous montre que le régime WKB est
stable méme dans le cas d'un systéme constitué de deux parties a variation
lente séparées par un bord raide (1le calcul analytique du § 3-A concernait le
cas ol les gradients de densité étaient faibles dans tout le systéme).

—_Influence de 1l'énergie des particules du faisceau

Les résultats analytiques dans le cas faisceau mince avaient été aobtenus
dang la limite d'un faisceau suffisamment énergétique (condition (2-15) sur Yo
du § 2-B—c). Testons cette hypothése dans le cas du cylindre de plasma plein
en faisant varier le paramétre b du systéme (3-3). On rassemble sur la figure
3-15 les résultats de cette étude, pour les valeurs suivantes des autres
paramétres: A = 0.8, ¢ = 0.1, L - o dans le profil "physique” 3-1@b.
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b=204 b=0.2 b=0.1 b=0

b=0.6 \
| 0.085

b=0298

> 0.076
b= > 0. 065

b=1.2

) 0.047

0.03

0.0185
> 0.01
0.005

oS 'L -
sL8°L -
oLty -
60 -
8L ’0 -
$2¢°0 -
9y ‘0 -
€zZe'0 -

FPig. 3-15: Effet du facteur relativiste pour un cylindre plein.

On voit donc que l'énergie du faisceau n'est pas & premiére vue un paramétre
tres critique en régime intermédiaire puisque le taux de croissance reste
positif quelle que soit la valeur de b; elle sera limitée par d'autres
contraintes, comme nous le verrons dans le paragraphe suivant.
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D: Retour aux chiffres physiques

a: Résultats en variables dimensionnelles; lois A4'échelle

Nous sommes sortis du cadre contraignant des conditions de validité du cas
faisceau mince, et nous avons méme découvert que cette hypothése n'était pas
nécessaire, puisqu'un cylindre de plasma s'étendant jusqu'ad un rayon proche du
rayon de résonance r, = mc/w, est instable. La véritable limitation du domaine
d'existence de 1'instabilité de courbure s8'avére étre son caracteére
fondamentalement non WKB, qui se traduit par une limitation nette (cf figures
3-13 et 3-14, et § 3-B dans le régime fortement non WKB) sur la raideur du
gradient de densité & la frontiére du plasma (0 € Oga.())) et sur le nombre
d'onde azimutal réduit, c'est-aA-dire en définitive sur la fréquence & rayon de
résonance donné (A € 5 approximativement).

Supposons donnés le rayon de courbure r, ~ mc/w, et la fréquence plasma
corrigée des effets de variation de masse relativiste wp/y,3/2, et explicitons
ces deux limitations en revenant aux variables physiques:

= Régime intermédiaire (A = 0.8):

G € 0.25 - | < ——‘—;% (3-19a)
o 4 2wy,

— Régime fortement non WKB (A € 1):

2
” X,
o€ —AAN/3 . fn- QPP (2273 %P (3-19b)
2 ro wy2c ¥o3
oh Lg est la longueur caractéristique de gradient correspondant au profil de
densite (3-18).
roz 3

A <5 T U2 F ez T Y

Pour des valeurs de A & 5, un gradient de densité au bord suffisamment raide
et un faisceau suffisamment énergétique, le taux de croissance est alors de
1'oxdre de (cf § 3-B)»

wy ~ 0.25 (t:—:Lz)l/3 ‘:Lz
Wy Yo
Il admet par ailleurs une valeur maximale;

Simax ~ 0.1 ;:;% (3-20)

On peut alors représenter approximativement l'allure du taux de croissance
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Fig. 3-16: Taux de croissance en fonction de la fréquence.
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en fonction de la fréquence pour des paramétres physiques (r,, wp, Yo) fixés
(cf figure 3-16).

Encore faut-il s'assurer que les approximations qui permettent d'effectuer

les lindéarisations qui conduisent au systéme (3-3) sont bien vérifiédes:

Wy € Wy et Wy P Wp/yo3/?
Compte tenu de la valeur maximale possible du taux de croissance (3-20) ces
deux conditions se réduisent a la seconde:

wy » wp/ye3/2
On voit donc que pour observer tout le spectre instable décrit sur la figure
3-16 compte tenu de la valeur minimale de la fréquence réelle w,ni, et de la
limitation sur le paramétre relativiste b, il faut étre dans une situation ou:

X,

o _Y% 4 (3-21)
et compte tenu de la valeur de la fréquence qui caractérise le régime
intermédiaire w,,, 1l'inégalité (3-19a) se met sous la forme:

2y 3
c
M % (3-22)

To 6.4 ro2up?
La condition (3-21) peut étre interprétée comme une limitation supérieure
pour le facteur relativiste y,, si les autres paramétres physiques du probléwe
sont donnés. L‘'étude de 1l'influence de l'énergie des particules sur le taux de
croissance (figure 3-15 et limitation sur le paramétre relativiste b du § 3-B-
b) conduit par ailleurs a une borne inférieure:

Yo 0.9 (9?)1/3 (3-23)

de sorte que pour pouvoir observer le maximm du spectre de la figure 3-16 on
doit imposer compte tenu de 1l'expression de w,, et de la relation (3-21):
10y,3/2 « -r—::fe « 0.95 y,5/2 (3-24)
On a par ailleurs en combinant les relations (3-21) et (3-23) une limitation
supérieure absolue sur la fréquence indépendamment de la valeur de y,:
TR
o € e
Par ailleurs la condition de départ m » 1 s'écrit:
c
Wy » o
Les contraintes indépendantes a satisfaire simultanément pour pouvoir
obsexrver le spectre de la figure 3-16 (dans le cadre de ce calcul, c'est-a-
dire en particulier de 1'hypothése de départ wy » wp/Y,3/2) sont donc les
conditions ((3-19) ou (3-22)) et (3-24). La figure 3-16 présente tous ces
résultats (taux de croissance et conditions de validité) sous une forme
synthétique.
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b: Optimisation du taux de croissance pour les conditions physiques de la

magnétosphére des pulsars

Les différentes contraintes représentées sur la figure 3-16 s'‘expriment en
fonction des paramétres caractéristiques de la magnétosphére des pulsars:

distance a 1'étoile rapportée a son rayon r/r., fréquence des ondes

considérées w, angle 4'observation par rapport a l'axe magnétique du pulsar v,
longueur caractéristique de gradient A la frontiére Au plasma ramenée a la
surface de 1l°'étoile L., facteur relativiste au faisceau y, (cf §§ 2-B-c, 2-C-c

et appendice 3). Nous allons tenter d'optimiser le taux de croissance en

fonction de ces contraintes compte tenu des dAifférentes expressions obtenues

dans les régions fortement non WKB (A € 1) et intermédiaire (A ~ 0.8).

— Dans le régime fortement non WKB, les contraintes a satisfaire prennent la

forme suivante en variables logarithmiques (compte tenu du demi-—ordre de

grandeur séparant les deux membres des inégalités fortes et du domaine de

variation naturel des grandeurs considérées):

(o)

5 b o 9
- 2 log— - 2 log¥ - logw - - log¥,
2 } 2% 2

) <
- log— + logy - logw <
Tx
3 x 1 3
- — log— - logw - — logy, <
2 re 2 °
r
log— - logy + logw — 3 logy, <
Tx
17 4 5
— log— + — log¥ + — logw + 3 logy, + logLy <
6 Yo 3
x
- log— £ 0
Tx
0 € logy, € 6.5
logy < — 0.5
Il faut maximiser le taux de croissance:

2

- 36.52

- 4.68

7 5 1
loguiazs.os-;log——slogw—-a-logu—aloqyo.
Tx

On obtient le point optimal suivant:
miht mml - (o.' - 0‘5. 12.38' 5;59' 0.27).

Ceci correspond aux valeurs suivantes des paramétres physiques:

taux de croissance: wy ~ 3.2 105 rd/s pour:
/s = 1; & ~ 2.4 1012 ra/s (soit 380 GHz);
Yo ~ 3.9 105 Ly ~ 1.9 om .

(3-25)
(3-26)
(3-27)
(3-28)
(3-29)

(2-23)

(2-24)
(2-25)

Les contraintes saturées au point optimal sont celles qui correspondent aux



91

inégalités (3-25), (3-28), (3-29), (2-23) et (2-25), c'est-a-dire aux
conditions physiques suivantes:

~ W » Wp,, Ce qui suggére de rechercher un optimum dans le régime
intermédiaire (A ~ 1; cf figure 3-16);

- @ € 1.6 Yo3c/r, qui est la condition portant sur le terme relativiste: ceci
traduit la compétition entre deux effets antagonistes: d'une part la
diminution de la fréquence plasma effective wp/y,3/2 (et donc du taux de
croissance), et d'autre part la diminution du désaccord de fréquence (terme b
du systéme (3-3)) lorsque Yy, Croit,;

- la borne supérieure sur la longueur de gradient.

En conséquence, il semble qu'on doive rechercher 1l'optimum plutét dans la
région intermédiaire et tenir compte dans cette recherche d'une valeur
éventuellement plus grande de la longueur de gradient de densiteé & la
frontiére du plasma.

— Dans le régime intermédiaire, on choisit de se placer au maximum de la
courbe de la figure 3-16, c'est-a-dire de poser A ~ 0.8, ce qui impose la
relation suivante entre la fréquence et les autres paramdtres du probléme:

c2 ),09/2
Ceci a pour effet de réduire le nombre de paramdtres libres de l'optimisation
et permet de tenter 4d'y procéder de maniére moins mécanique que jusqu‘’a -
présent. On va raisonner en terme des quantités suivantes: la fréquence plasma
relativiste up/yo:“/ 2, 1a frequence de rotation des particules autour du centre
de courbure de leur trajectoire c/r,, le facteur relativiste Yo €t l1la longueur
de gradient rapportée au rayon de courbure Lq/ro. Plusieurs objectifs peuvent
alors etre choisis compte tenu des contraintes suivantes (cf figure 3-16):

C C
0.86 (—)3 « _‘:h. 3 &« 3,—13 _
P« 57 € vl (3-30)
C
M .06 (—)2 (——3"’—2)—2 (3-31)
58 3 Y3/

— La maximisation du taux de croissance sans autre considération:

En maximisant up/yo3/ 2 on est arrete par la condition sur l'énergie (3-24db)
ou (3-30-b) ou par les limitations du domaine de variation possible des
paramétres; en l'‘occurence on a en tenant compte comme d'habitude du demi-
ordre de grandeur séparant les deux membres 4d‘'inégalités fortes un maximum
pour:

% __Y _©

v0¥2  101/6 r,
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On maximise alors le taux de croissance en prenant r/ry« ~ 1, ¢ ~ 0.5, ce qui
impose y, ~ 1.9 10%. on a alors w; ~ 2. 107 pour w, ~ 2.5 1017 et on verifie
que les conditions (cf figure 3-16) w, » up/y°3/2 et w, » c/r, (résumées dans
(3—-30-a)) sont vérifieées.

Il reste A examiner la longueur caractéristique de gradient; celle—ci vaut au
maximm: Ly < 8.5 107% cm .

L'optimisation conduit donc dans ces conditions a des valeurs importantes du

taux de croissance mais impose une longueur de gradient trop faible pour eétre
réaliste.

— Inversement, cherchonsg jusqu’ol on peut augmenter cette longueur de
gradient:

Dans 1‘'inégalité (3-31), il faut augmenter c/r, qui est maximal A la surface
du pulsar, et diminuer wp/y,3/2, c'est-a-dire le taux de croissance; ce
faisant on rencontre (3-30-a) qui impose une limitation absolue: Lq/ro < 0.09,
Pour avoir un maximum du taux de croissance on se placera le plus prés
possible de l'étoile de fagon A maximiser A la fois c/x, et up/y°3/2, leur
rapport étant fixé par 1l'optimisation de l’..q/ro compte tenu de (3-30-a). En
adoptant la plus grande valeur possible de y, ~ 3. 106, on obtient alors:

T/Tx ~ 98, Wy ~ 10.5, wy ~ 320, Lg ~ 3.3 107,

Il est donc possible d‘'obtenir une instabilité pour une longueur de gradient
trés grande, au détriment dAu taux de croissance et de la fréquence des ondes. -

— Un compromis sera trouvé pour une fréquence pas trop élevée (domaine radio -
w ~ 109 par exemple) avec une longueur de gradient de 1l'ordre Au métre pour |
fixer les idées (bien qu'en fait ce paramétre ne puisse étre fixé sans un
mécanisme spécifique a déterminer). On trouve alors un taux de croissance
maximal pour cette fréquence:

wj ~ 3.2 10% pour w, ~ 109
avec: yYo ~ 1.4 105, r/ry ~ 1, Ly < 3.5m .

Notons que ces chiffres supposent de toute fagon un facteur relativiste
assez élevé. Si on utilise des chiffres plus proches de ceux qui caractérisent
le plasma secondaire électrons-positrons dans le modéle de Ruderman &
Sutherland (1975; cf appendice 3):

Yo ~ 103, wp ~ 5.6 1011 (r./r)3/2 pour un pulsar de periode 1 s
l'optimisation dans le régime A € 1 conduit A chercher A satisfaire les
contraintes suivantes:

5 x
- 5 10— - 2 logv - logw < - 14.10 (3-32)
p )

4
- log— + logy - logw < — 4.68 (3-26)
Ix
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3 b 4
- - log— - logw < =7.75 (3-33)
2 €9
b 4
log— - log¥y + logw < 12.88 (3-34)
Tx
17 r 5 4
— log— + — logy + — logw + logL, £ 18.24 (3-35)
6 ™ 3 3
b 4
- log— £ 0 (2-23)
Tx
logy < — 0.5 (2-25)

et le taux de croissance fournit la quantité A optimiser:

7 b 4 2 1
logwy = 11.11 - — log— - — logy — — logw .
3 p 2™ 3 3

On obtient le point optimal suivant:

point optimal = (1.81, - 0.5, 10.57, - 0.15)
Les contraintes saturées sont celles qui correspondent aux inégalités (3-32),
(3-34), (3-35) et (2-25), c'est-a-dire w » w,, (cf figure 3-16); b = Dpax (cf
§3-B-b); longueur de gradient maximale et Y maximal. On obtient donc les
valeurs suivantes des paramétres physiques:
taux de croissance wy; ~ 5. 103 rda/s pour:

wy ~ 3.7 1019, r/r, ~ 65;

L*~0.7lcn-'t»gloca1~3‘7l .

Le fait que la contrainte (3-32) soit saturée suggére de rechercher un
optimm dans le régime intermédiaire. Posons w, ~ w,,s la contrainte qui
limite le taux de croissance est celle qui porte sur le terme relativiste (b
dans le systéme (3-3)); elle impose:

/Ty ~ 50 .
On a alors: w; ~ 5. 103 rd/s pour:
wy ~8.910% Ly ~2.8m.

On obtient donc avec les chiffres de Ruderman & Sutherland une instabilite
de courbure pour des valeurs de la longueur de gradient raisonnables, de
l'ordre de quelques métres, dans le domaine radio, a une distance de 1l'étoile
intermédiaire (quelques dizaines de rayons stellaires).

En fait, dans une situation réaliste, il est plus pertinent A4‘'essayer
d'évaluer comment une perturbation initiale de densité peut se trouver
amplifiée au cours de sa propagation avec le faisceau le long d‘une ligne de
champ. Cette amplification sera-t-—elle suffisante, compte tenu de la longueur
finie dont on dispose, pour que le wmécanisme reste crédible?

Considérons donc un paquet d'ondes initial qu‘on modélise sous la forme
suivante:
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9(8) ~ exp(—(8-85)2/2a2 + 1k (8-84))

ol 8 représente l'abscisse curviligne le long de la ligne de champ. On a 8 =
ro© od r, est le rayon de courbure de cette ligne. Alors on peut considérer
que ce paquet d‘ondes va se propager a la vitesse de groupe (dans notre cas ~
c) tout en étant amplifié de fagon homogéne avec le taux de croissance maximal
correspondant aux différentes composantes de sa décomposition de Pourier si la
condition suivante est vérifiéde (cf Mikhailovskii 1974, Vol. 1, p. 83):

824 82y
a2 , ¢ lua.x(--—’:£ ' 5{‘2—:‘)

ol t est le temps maximal pendant lequel l'amplification peut se développer

de la fagon décrite. On aura alors amplification d‘un facteur ~ expujt.

Examinons cette contrainte: les dérivées secondes nécessaires peuvent se
déduire des résultats numériques obtenus précédemment grace aux
transformations suivantes:

22w;  x,2

ax2 - Wra (YO:%E
82.,,: _ X ; ..,2_)4 ug* (A + 3r,C (_«»2__)3/2
k2  aw3 y,3/2 wy v, 2,

On s‘est placé au voisinage d‘'un maximum du taux de croissance: 8°'(A) = O.
Les valeurs de uy'(A), uy''(A), 8''(A) estimées A‘'aprés les résultats
numériques (cf figure 3-13), et toutes de l'ordre de 0.1, permettent
draffirmer que la condition ci-dessus est bien vérifiée, lorsqu'on utilise les
chiffres limites suivants: a € r,, t € ry/c. On obtient alors un facteur
d‘'exponentiation maximal avec les chiffres ci-dessus: wir,/c ~ 17, ce qui
confirme la validité du mécanisme.

)‘ 8 '(A)

U (A)

Notons que la condition ci-dessus est encore vérifiée pour Ges longueurs de
paquet d‘ondes a beaucoup plus petites que Yo, qQui correspondent a des
"bouffées” de particules d‘une durée qui peut étre aussi courte que la ns.



86

E: Effet de la dispersion themique du faisceau

Jusqu'ici, on ne s’'est intéressé, pour mettre en évidence les
caractéristiques principales de l'instabilité de courbure, qu‘'au cas limite ou
le faisceau de plasma est strictement monocinétique. Pour nous rapprocher
d'une situation plus réaliste, il nous faut examiner l'effet d'une dispersion
des vitesses des particules du plasma. Nous reprendrons pour modéliser cette
dispersion le travail de Buschauer & Benford (1978). Pour faciliter les
calculs, on adopte donc la fonction de distridution 4'impulsions suivante:

A 1
fo(p) = . (0 - D)2 + a2

ol A, qui a les dimensions Ad'une impulsion, représente la largeur de la
distribution dans le repére de l'étoile, le faisceau étant animé par rapport a
ce repére d'un mouvement d‘ensemble correspondant A 1°'impulsion Po pPour une
particule.

On peut alors calculer la constante diélectrique (cf appendice 1 et § 3-A):
2(x)mx 1 of
W(r) =1+ “p”(¥) I o

n w - mv/r 8p
14 wp2(x )Mx2 2 J' 1 x
n? A Jv(x) - wr/m (x2 + 1)2

ol on a posé x = (p - Po V/A.

Quelques approximations sont nécessaires pour pouvoir continuer. Tout
d’'abord on suppose évidemment la vitesse de phase locale wr/m inférieure a c.
On suppose la fonction de distribution suffisamment piquée pour pouvoir se
contenter d'un développement limité de la vitesse:

V(X) ~ Vo + A/My,3x + O(x2) .

Le calcul de W se raméne alors a 1l'intégration d‘une fraction rationnelle:
2upzl!2rzyo3 x

m2na? ,[(x - Xpag (X — 1)2(x + 1)2

Ol on a posé Xyeg = My,3/A (wr/m - v,)s la partie imaginaire de X eg €tant
supposée a priori positive, une intégration par la méthode des résidus en
fermant le contour par en bas fournit en fin de compte le résultat suivant:

2
we) ~ 1 - 2T -

Yo

W) ~1+

(0 - Vo - 1—y)2
- o - 1——=
r My,
On vérifie qu'on retrouve bien 1'expression utilisée jusqu'ici dans la

limite d'un faisceau monocinétique en faisant tendre A vers zéro.

La question qui se pose dans notre cas est de savoir de quelle fagon ce
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terme supplémentaire va se combiner avec les dépendances radiales du systéme.
En utilisant les variables définies au § 3-A-a, le systéme d'équations
gouvernant les champs (3-3) comporte maintenant un terme supplémentaire:

()

da
— + iA(1 - B =0
dau ( (1a+u+b+1\p)2)

ap
— 4+ 2iA(18 + u)a = 0O
du

Amr

ol Y = ———Fe
MCyo/ 2uy,

La conclusion est donc la méme que dans le cas examiné par Buschauer &
Benford: le taux de croissance obtenu est simplement A diminuer 4‘une quantite
V¥ proportionnelle A la dispersion thermique, sans effet particulier de 1la
dépendance radiale des diverses grandeurs mises en Jjeu. Compte tenu des
valeurs maximales obtenues pour le taux de croissance (8 ~0.1), on obtient 1la
valeur de la dispersion thermique nécessaire pour éliminer complétement
1'instabilité de courbure, quel que soit le profil de densité utilisé:

B o Y P
Mc e 5

Il nous reste A vérifier que les approximations nécessaires A l'obtention de
Ce résultat sont bien satisfaites. En particulier la valeur de Xraeg déduite du
développement de v(x) ci-dessus n'est bien définie que si les termes négligés
sont petits. La relation qui définit x,4g est la suivante:

0 = v . a 382x,.4g2 3. I
= V(Xrag) - ~ Vo + -— 4 - .
és) = “Wr ~ Vo "703":63 2W2cy 4 O(Xres™) 2

Le terme correctif en x, 42 doit etre petit devant le terme d‘'ordre Xyag: C€
qui implique:

3 X A/
Zyo2 1= _To) ¢
2 mC C

Plagons—-nous au point od le taux de croissance est le Plus favorable:
8 ~ 0.1 pour u, ~ - 0.3 avec A ~ 0.8 et b = 0; la condition ci-dessus
s8'écrit compte tenu de la valeur de A qui détruit 1'instabiliteé:

A/MCYqo ~ A/Py € 0.2
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4: Comportement du mode "t" dans le cas d'un faisceau élargi

A: Absence d'instabilité pour un faisceau trés large

a: Généralités; paramétres pertinents

Comme pour la polarisation horizontale on veut tenter de s‘'affranchir pour
la polarisation verticale des contraintes sur la géométrie du faisceau qui
nous ont permis d'obtenir les résultats analytiques dAu § 2-C, pour explorer
des situations plus réalistes.

La partie du systéme (2-4) qui gouverne le champ E, est 1l'équation:
c2 a eag, m2c?
—_— —(r—) + (1 - 202 + €4(x))Eg = O (4-1)
Nous allons coume au § 3—-A ci—-dessus transformer et simplifier cette
équation de fagon a faire apparaitre les variables significatives AQu probléme
et A ne conserver dans la structure de l'équation que les caractéres
essentiels, c'est-aA-dire les sinqularités et les comportements asymptotiques.
Posons comme au § 3-A:

r-n—ce"etupz(x)-upzﬂx) .

Wy
On obtient:
a2g w? 2 (_ﬁ - et
dxzz + m?(—e2X - 3 - P “:’ezx k ° )Eg = 0
“r Yolr (_“ - Ee-—x)z - _mb_z
W ¢ wy?

Restreignons-nous au domaine x « 1, wj/wy € 1 et linéarisons en terme des
petites quantités ainsi définies:
eX ~1 +x ... w/u 2 ~1 + 2iw5/w, ...
Ceci permet d'utiliser le changement de variables:

270“1'2 2 (AFYA
“‘——;—xiﬂ=—“‘2—2!3;zk=m(—i—)3/2 ) 8 = 2ygiE
“p 2YoWy 27'0“‘1‘ "‘p2

WpWy wp?
“p Youp? 2y0ur?
On aobtient finalement 1l'équation suivante:

a2a 2

E+ 2A°P(u)x = 0O (4-2)
(i8 + u + b)2

(18 + u + b)2 - B2

On a supposé le faisceau suffisamment relativiste pour pouvoir poser:

1 - vo/c ~ 1/2y,2

avec: P(u) = 18 + u - ¢(u)
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Pig. 4-1: Allure de la fonction P(u) pour ¢ = 1, 8 - 0.

Dans le cas faisceau large ot ¢(u) = ct® = 1, les points particuliers de la
fonction F(u) sont au nombre de cinq: deux poles simples en u = b + i8 t B et
trois zéros. On représente l‘allure de la fonction P dans le cas ¢(u) = 1, & -
0 dans la figure 4-1. L'équation (4-2) est applicable dans le domaine x € 1 et
wj/we € 1, c'est-a-dire:

270ur?
,,,pz
Dans le cas wp = cte, pour que les points particuliers (zéros et pdles de P)

gse trouvent dans la zone de validité, il faut imposer:

'>'o"‘r2

2
wp
Du point de vue numérique, on se placera dans le cadre du programme déja
écrit pour l'autre mode en champ infini (cf § 3—C) en écrivant 1'équation (4
2) sous la forme suivante:

as
— 4+ 2iAP(u)x = O
au

u «

l et B«

(4-3)

o + ia8 0
du

Loin de la zone contenant les singularités, c'est-a-dire pour Iuli » 1, B, on
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a F(u) ~ u et ce systéme est équivalent au systéme (3-10) du cas champ infini,
ce qui montre que les solutions asymptotiques sont les mémes. On adoptera donc
4 gauche (u - u_ € 1, B) les mémes conditions initiales:

a=0y 3 B=1(-2u)/2aq .
On s'est placé dans les mémes conditions que précédemment, a savoir qu'on a
choisi un comportement asymptotique évanescent & gauche, et pour manifester le
comportement radiatif instable éventuel du systéme on cherche a obtenir une
onde sortante pure a droite pour 8 > O.
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b: Solution analytique en régime fortement non WKB

On va tester le camportement du systéme dans le cas qui s'était avereé le
plus favorable pour la polarisation horizontale, A savoir la situation 4'un
cylindre de plasma caractérisé par le profil de densité suivant:

®(u) = 1 pour u € U, 3 $u) = 0 pour u > u, .

On avait obtenu pour le mode d'Alfvén un taux de croissance optimal pour un
nombre d'onde réduit A de l'ordre de 1, et cette situation constituait
1'extrapolation d'une zone d'instabilité pour A petit dans laquelle on
parvenait a des résultats analytiques. La méthode consistait & découper 1'axe
réel des valeurs de u en trois domaines ((-w, u3(, (u,, Ugl, lugy, +m) avec u,
4 déterminer en fonction de A pour délimiter de fagon optimale deux zones ol
le comportement du systéme soit suffisamment simple) dans lesquels il était
possible de trouver des solutions analytiques (méme approximatives, mais
valables au sens d'un développement en puissances de A petit) du systéme (3-3)
que l'on raccordait ensuite pour trouver la relation de dispersion des ondes
considérées.

Dans le cas du mode magnétosonore pour A € 1, on peut appliquer le méme
raisonnement si la quantité:

I
u

tend vers zéro pour tout u appartenant a 1'intervalle [u;, uyl lorsque A
tend vers 0. La deuxiéme équation du systéwe (4-3) montre alors que «
(considéré comme d‘'ordre zéro en puissances de A) reste constant a des termes
d‘ordre supérieur en A prés sur 1l'intervalle [u,, usJ. On peut alors intégrer
facilement la premiére équation, ce qui donne:

Ug
B(ug) - B(u) = - 2iA Ju F(u)du a(u,) + termes d’'ordre plus élevé en A .

Prenons b = 0 pour simplifier (ceci ne change rien au raisonnement); on a:

B(ug) - A(u) A[(18+u)2 u-B is+u_s]u° 4-a
Yo [wia+u+8u ( )

L'intégrale dont nous sommes partis vaut alors:
U )
Iu AB(u) du ~ (ug — u)AB(uy) - AZJ.u {crochet ci-dessus] du

Ceci tend vers zéro quand A - O si:
lugl ¢« I/A et A2ju; IMax[crochet ci-dessus] - O quand A - O .
(On suppose que u, est une quantité d'ordre zéro en A; en fait les résultats
du cas faisceau mince (cf § 2-C-b) nous laissent penser que Uy ~ — B qui est
donné). Examinons ce crochet:
is+u-B

Max["J¢Mu1,u1,mamq—;—_))murul<u<%
1
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Oon a:
is+u-8 1 (u—8)2+82+1 (1a+u—s)
i18+u+B 2 (u+B)2 + 82 e +uss "

L'arqument reste d'ordre zéro et la partie réelle est bornée par:

toq-?~toqasia«s.

En définitive 8 étant supposée s'exprimer en termes de puissances de A,
1'intégrale de A8 dont nous sommes partis tend bien vers zéro Qquand A - 0 A
condition de choisir lujl < 0(A~2/3) (on prendra comme dans le cas de 1‘'autre
mode u; ~ - A"1/3) et a conaition que 181 < O(A—2/3); 11 est donc licite
d'utiliser la méthode approximative que nous venons de décrire pour résoudre
le systéme (4-3) dans 1'intervalle [u,, Usl. En dehors de cet intervalle, le
systéme se raméne A une équation A'Airy, de fagcon exacte dans 1'intervalle
(uy, +m) et A des termes d'ordre supérieur A zéro en A prés dans 1'intervalile
(-, u;]; les solutions sont respectivement (cf § 3-B-a):

— Ppour u < u; (solution évanescente pour u - —®)!
r a(u) = a_ (AL(-(2A2)1/3(184u)) + O(A2/3))
L UM2)Y38_(u) = oL (AL'(-(2A2)L/3(184u)) + 0(A2/3))

— Pour u » u, (Bolution propagative sortante pour u - + ®):

r ay(u) = oy AL(e1M/3(2)2)1/3(154y))

L i« M2)/3p,(u) = a,e21/3 a3+ (e~11/3(222)1/3(184y))
Ceci permet de vérifier que B8 est bien d'un ordre convenable en puissances de
A (181 ~ 0(Ax~1/3)) pour que les estimations ci-dessus soient valables.

On peut maintenant tenter de procéder au raccordement des trois trongons Ade
solution définis ci-dessus. A l'ordre le plus bas, « est constant entre u; et
Ugos ceci impose a_ = a, compte tenu de 1'ordre de Uy (et en supposant que 8
est d'ordre supérieur A - 2/3 en puissances de A): il est donc nécessaire
d'abtenir une différence non nulle entre les valeurs de i(A\/2)1/33 en ces
points pour pouvoir raccorder les solutions p_ et B4y qui sont de nature
différente. Un examen de 1'équation (4-4) nous montre que le seul terme de
Cette diffeérence qui puisse éventuellement etre d‘ordre zéro en A est le
suivant:

A A3 484+ u,+ B

i('2‘)1/3(B(uo) = B(u;)) ~ 21/3 [ﬁ'?u +u, - B
Or ce terme est au maximum de 1'ordre de A%/?Log8, qui tend vers zéro quand A
tend vers zéro pour 8 sous forme d'un développement quelconque en puissances
de A. Il n'est donc pas possible de satisfaire les conditions aux limites
asymptotiques imposées pour repreésenter le Comportement radiatif du systéme,
ce qui montre que 1'instabilité de courbure du mode "t" est limitée au cas 4u
faisceau mince situé au voisinage de la résonance gyromagnétique u, ~ - B.
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B: Simulations numériques

a: Confirmation numérique du cas faisceau mince

Afin de tester le programme défini au § 4-A-a, on va tout d'abord vérifier
qu'on retrouve bien les résultats analytiques du cas faisceau mince. On adopte
pour coomencer le profil de densité a variation douce du § 3-C-b:

(u - uy)?
u) = - ——
®(u) = exp 52
Ce profil représente un faisceau de fréquence plasma réduite uniteé, de largeur
réduite Au = onl/2 | La correspondance des expressions mettant en jeu la
largeur du faisceau se fait donc en posant:
2
a
—_— i o-m .

Yo  2youp?

Le calcul 4Au § 2-C-b donne les valeurs suivantes du décalage de fréquence:

22/34 . am.2
— pour n = oD g1,
34/3r(2/3)2 y cZm2/3

1/3
13/3p(2/3 ).z/a"'b")
22/3p(1/3) Wy

wa—%(l--;-]eiﬂ/6+

31/3p(2/3 )n2/3 "biivr/s)

22/3r(1/3) wyvh

—pourn® 1l : 8w =- gi(e-iﬂ/12 +

En reportant les unités réduites définies plus haut, ceci correspond a:

25/33/2 o
—pour n = W oA € 1 3
n 131/3r(2/3)
i8 + = - B(1 - —ei/6 4 nBA2/3
ug (1 - e 27y (4-5a)
~ - B(1 - geiﬂls + 1 0.459 nBA2/3)
B 3l3p(2/3) B
—pour n» 1 ¢ 18 + uy = - —(e—iﬂ/lz + .__..S__{_..). _A2/3eiﬂ/6) (4-5Db)

A 22/3p(1/3) /R

2/3
~ - ._B(e—iﬂ/lz 4+ 0.459 EL_eiﬂIG)
4] L]

Mais ces valeurs ne sont utilisables que si on satisfait aux approximations
du calcul (cf § 2-C—c) qui s'écrivent dans les deux systémes respectivement:

- pour 1 € 1

22/3 2 4/3 2
T rOa‘ﬁ’L <1 _ oAd/3 « 3 r(z2/3) -
3%/3r(2/3)2 y,c2m2/3 25/343/2

0.45 (4-6a)
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2/3
3TALC2/3) 220073 o
21/3m g

3%/3r(2/3)2  ur,
25/35  am®/3uy
21/33%/3r(2/3)2 y_c3m5/3

m>»1

»1

€1

aro 1
mc  2y,2
1/3

2/ 3rom,

=1/3c <1

—pour n » 1
22/3 2
m ToAWp* > 1
3%/3r(2/3)2 y c2m2/3
2/3
FTIC2/3)  2y2,1/3 o 4
21/3/5 S

32/3r(2/3) . WhYol/2m2/3 a

(—)/2
24/3ﬁ X,
mca
2 «1
WnhTo
m»1
2/3
m e / (:)1/2 &1
62/3r(2/3) wyy,5/2 Yo

32/3r( 2/3) wbyol/z
m e

1/3,1/4
61/2)1/3 ¢ _f_i_ffi__ ~ 0.60
32/3r(2/3)
3%/3r(2/3)2
4/3 e B el S
BAY3g « S573,3/2 0.45
34%/3r(2/3)2

BAY/3 p — """ . 1.59
22/3,4

2
A » (__22__)3/2
2yquyp2
w2

Yo"’pz
(2a2)1/3p « 1

B >»

3%/3p(2/3)2
25/3,3/2

21/341/4
al/2)1/3 ¢ — . 0.60
32/3r(2/3)

32/3r(2/3)

oA ¥/3 »

BA2/3gl/2 ¢ — """ | 0.67

25/643/4

o/ & B

2
A D (L)S/Z

2your?
ol/2)2/3  32/2p(3/3) Yop?

(5_9.)1/2 &1
a

B 2l/243/4
&«
ol/2 = 32/3r(2/3)

~1.19

(2-7)

(4-8a)

(4-9a)

(4-10)

(4-11a)

(4-12a)

(4-6b)

(4-7)

(4-8b)

(4-9Db)

(4-10)

(4-11b)

(4-12b)

Ces conditions se divisent en contraintes "intrinséques": (4-6), (4-7), (4
8), (4-9), (4-12) et en conditions sur les grandeurs en unités dimensionnelles
a4 vérifier a posteriori: (4-10), (4-11). Pour ce qui concerne les simulations
eén unités reéduites, il suffit de satisfaire les conditions intrinséques. On

voit que contrairement au cas de l'autre polarisation, les contraintes

intrinséques impliquent une borne inférieure de A, tirée de (4-9) et (4-12)
dans le cas n € 1 et de (4-6) et (4-7) dans le cas n » 1. On n'est donc pas
libre de choisir un point de départ en faisceau mince avec une valeur de A

arbitraire; ceci vient renforcer les conclusions du § 4-A-b quant a la

stabilité Au systéme dans la limite A « 1,
Ceci conduit aux points solution suivants:

- pour n «€ 1:
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Pour les paramétres suivants: ¢ = 3.7 1074 ;, B = 0.0126 ; A = 90
on aobtient analytiquement en reportant dans (4-5a) le point solution:
16 + uy = - 0.011 + 5.6 1074 4
Pour les mémes valeurs de o, B, A, on trouve par simulation numérique une
solution & onde sortante pure & droite pour:
i8 + uy = - 0.01113 + 4.2 1074 i

— pour n » 1:
Pour les paramétres suivants: o = 0.005, B = 0.025 ; A = 64
on obtient analytiquement en reportant dans (4-5b) le point solution:
i8 + ug = - 0.0157 + 3. 1073 4
Pour les mémes valeurs de o, B, A, on trouve par simulation numérique une
solution A onde sortante pure a Aroite pour:
i8 + uy, = — 0.01245 + 1.6 1073 1

L'accord est moins bon que pour la polarisation horizontale en champ infini,
particuliérement dans le cas n » 1, mais encore suffisant pour trouver
numériquement 1'instabilité sans trop de tatonnements.
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b: Effet de la largeur du faisceau

Pour rester dans le cadre des conditions de validité du calcul analytique,
on a été contraint de choisir des valeurs des paramétres particuliéres:
largeur ¢ et champ magnétique B réduits trés petits, nombre d'onde azimutal
réduit A grand devant 1. Voyons si 1'étude numérique du systéme permet de
s'affranchir de ces limitations.

Dans les expressions analytiques qui donnent le décalage complexe de
fréquence dans les deux cas n €« 1 et n » 1, le taux de croissance augmente
lorsque A diminue A n donné, car le module du terme correctif diminue. Ceci
suggére d'élargir le faisceau en faisant croitre ¢ a oA4/3 fixe. Les résultats
du § 2-C—c concernant les valeurs optimales du taux de croissance suggérent de
se placer au voisinage de n = 1. On donne dans la figure 4-2 les valeurs de i8
+ u, obtenues pour différentes valeurs de o et A A n = 1, c'est-a-dire pour
oAY/3 = 0.45 et B = 0.02 .

A
6 =0.0014| cd=0002|0=0008{c=0 004
A= 7S A =58 A= 48 A= 34 B
e
/ / 0.0018
s / 0.0012
0.001
0. 0006
—»
1 ] [} ] uo
e o © °
s & e S
»
s ¢ 2

Pig. 4-2: Effet de la largeur du faisceau a n donné
pour un profil de densité gaussien.

On observe une diminution du taux de croissance lorsque o augmente au—-dela
d'une certaine valeur (de l'ordre de 2. 10“3); mais cette fagon d‘'élargir le
faisceau met en jeu deux paramétres qui n‘ont pas le méme role: la largeur
proprement dite et la valeur du gradient de densité au bord. Afin de découpler
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ces deux paramétres, on se tourne vers le profil de densité (3-18b) & gradient
fixe sur les bords. On choisit une valeur de la longueur de gradient petite
devant |- B - uyl (de l'ordre de 5. 10-3 pour les points calculés de la figure
4-2) de fagon & se trouver en situation de gradient raide et a4 isoler dans un
premier temps l'effet de la largeur du faisceau. Les points solutions pour o =
5. 10~% et différentes valeurs de L A n = 1 = ct® gont rassemblés sur la
figure 4-3.

45
L=0.002{L=0004|L=0008]L=0.018
A=90 A =853 A= 82 A =19
47 \\ 0.00135
A\ 0.0013
0.00107
\\ 0. 00085

(-]

§eLto’o -
$600 0 -
{600 °'0 -

$9€L0 0 -

Fig. 4-3: Effet de la largeur du faisceau a n donné
pour un profil de densité rectangulaire.

On vérifie en faisant varier A a L fixé, autour de la valeur qui correspond
an =1, que cette condition fournit bien l'optimum Au taux de croissance.
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5: Comparaison avec d'autres mécanismes

A: Instabilités électrostatiques en milieu homogéne

a: Généralités

Les propriétés de propagation des ondes de Langmuir dans un plasma homogéne
sont déterminées par la relation de dispersion générale suivante:
L - L wpg?< ! >
« Y0 - k)2
dans laquelle « identifie les Adifférentes espéces de particules présentes et
les crochets désignent la moyenne sur les trois composantes de la vitesse
pondérée par la fonction de distribution de l'espéce «.

= 0 (5-1)

Dans la cadre du plasma électrons-positrons de la magnétosphére des pulsars,
le caractére wmonodimensionnel (dans l'espace des vitesses) de la fonction de
distribution Aa au fort champ magnétique présent conduit A s'‘'intéresser
principalement A& la propagation paralléle A& cette direction; on montre
d‘ailleurs (Hardee & Rose 1978; Arons & Barnard 1986) que c'est dans cette
direction que les taux de croissance sont les plus grands.

Le mécanisme de l'apparition 4‘une instabilité se raméne grossiérement a
1'interaction de deux termes représentant soit le plasma et-e~ et un faisceau
de positrons (Ruderman & Sutherland 1975) ou d'ions (Cheng & Ruderman 1980) ou
encore d'électrons et de positrons (Lominadze & Mikhailovskii 1979), soit dans
les modéles de type deux-faisceaux la population d'électrons et celle de
positrons constituant le plasma magnétosphérique, avec une différence de
vitesse entre elles (Hinata 1976; Cheng & Ruderman 1977). Deux types de
couplage peuvent exister dans le cadre de l'équation de dispersion ci-dessus:
d'une part des ondes dont les caractéristiques de propagation sont
principalement déterminées par le "gros" du plasma avec une perturbation
apportée par le faisceau qui peut avoir pour effet de les rendre instables:
c'est le type de mécanisme étudié par Lominadze & Mikhailovskii (instabiliteé
cinétique par un faisceau chaud de haute énergie)(cf figure 5-l1la et b);
d'autre part des "modes de faisceau" sans équivalent dans un plasma &
1'équilibre thermodynamique: en particulier tous les modes propagatifs mettant
en jeu des populations monocinétiques (instabilité deux-faisceaux

hydrodynamique; cf figure 5-1c, d et e).



110

1p) % 1<p)

p . P
rés Pes P

(a) faisceau-plasma chauds; mode propre (b) faisceau froid-plasma chaud: mode
du plasma excité cinétiquement. propre Qu plasma, inst. hydro.

4 1"p

—>
pfes P prés P
(c) faisceau froid de basse énergie— (d) faisceau-plasma froids: insta-
plasma chaud: inst. hydro. bilité hydrodynamique.
1(p)
>
pf“ P

(e) instabilité deux-faisceaux hydrodynamique.

Fig. 5-1: Différents types de distributions 4'impulsions instables
vis-a-vis de la génération d‘ondes de Langmuir.
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b: principaux résultats

Nous allons nous pencher tout d'abord sur les résultats qui exploitent le
deuxiéme type d'ondes défini au paragraphe précédent, car ce sont les plus
simples du point de vue du calcul. On se place dans le repére de l'espéce la
pPlus lente (et en général la plus nombreuse) et on revient au repére du pulsar
par la transformation de Lorentz appropriée.

Dans le cas de deux espéces froides, l‘'équation de dispersion générale (5-1)
se raméne a:
“pz "’bz
Lorsque ceci correspond A un faisceau de positrons ou 4‘'ions, on peut utiliser
le fait que wp2/v3 « upz 5 le taux de croissance maximal (cf Bludman, Watson
& Rosenbluth 1960 et appendice 7) est obtenu pour Xc ~ w ~ Wp et vaut:
D 41/3
“1L~ a3 “p 3)
En repassant dans le repere lié a 1l'étoile, on obtient:
3l/2 (ffli“hz 1/3
“1 = 7573 3)2
2 uYp /
ol tout est maintenant exprimé dans le repére du pulsar; Yp est le facteur
relativiste du plasma dans ce repeére.

1 -

pour w ~ kc ~ 2ypl/2u, .

— Dans le cadre du modéle de Ruderman & Sutherland (1975), on a un faisceau de
positrons pénétrant un plasma 4' électrons-positrons avec les chiffres
suivants:

a8 r
2nec (;:)3 S Z%:E ">

ou ny, et np sont mesurées dans le repére fixe, Q est la fréquence de
rotation et B le champ magnétique au podle, x. le rayon du pulsar et y,., le
facteur relativiste maximal des positrons primaires accélérés dans la
magnétosphére par le potentiel du gap. Ceci conduit A 1'expression suivante Au

taux de croissance:

nb~

2 6
wy ~ :/6 (1‘5)1/2(_)3/22&];/_
27/ Nyp®/3

ed e
ur o ~ 23/2 —_— 1/2 — 3/2 1/2
po ( ) (r ) Ymax

(L'expression du taux de croissance différe de celle que donnaient Ruderman
& Sutherland d'un facteur 1/yp3/2 par suite d'une erreur de calcul).
Le taux de croissance maximal, obtenu au voisinage de 1l'étoile (x = ry), pour
les chiffres standard de Ruderman & Sutherland (P = 1 8, B = 1012 G, y,, = 3.
105, 9, ~ 106, Yp ~ 800) est de 1'ordre de:
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e h 2™
wy ~ 1.3 (;—)3/2 ‘pour w ~ 5, 1013 (;—)3/2 .

C'est donc un taux de croissance assez faible, surtout compte tenu du fait
que 4'aprés Ruderman & Sutherland le couplage au rayonnement de courbure ne
sera optimal que pour r/rx ~ 100 (ou encore pour w < We = 1.5 yp3c/p ot p est
le rayon de courbure local de la ligne de champ). Notons qu'avec les données
couramment admises & l'heure actuelle (en particulier une densité nettement
Plus grande de 1l'ordre de ng ~ 1020 (r/r«)? et m, ~ 1073 nps cf appendice 3),
les chiffres ci-dessus sont a majorer 4'un facteur ~ 30. Retenons donc, pour
fixer les idées, dans le cas du modéle de Ruderman & Sutherland, les chiffres
suivants:

b o
wi ~ (1 a30(—)32 pour &~ 4. 1013 o .
b o

~ Dans le cas du modele de Cheng & Ruderman (1980), un faisceaux d'ions
représentant une densité de courant J; ~ nyZec s'ajoute au faisceau de
positrons primaires de courant J, - J; = ngec de telle sorte que le courant
total:
B re
o

soit le méme. La fraction 1 - Jy/J, n'est pas connue exactement et dépend
des mécanismes d'émission des ions par la surface 4u pulsar (par exemple une
émission thermique dépendant de la température de l'étoile); des~ hypothéses
supplémentaires sont donc nécessaires dans ce modeéle.

En reportant ces valeurs de densité dans la formule du taux de croissance
maximal 4déja utilisée, on obtient, compte tenu de 1l'hypothése maintenue que
les positrons engendrent le plasma magnétosphérique avec un rapport numérique
de 1‘ordre de Ypay/¥p !
vz n;z2m

i )1/3

wy = (
293 nyp? * ngM
2e0B r,3 Jy
avec w=2( 'rTYm(l'E‘))l/z

o
ol Ze est la charge, M la masse des ions, m la masse des positrons.

La valeur utilisée par Cheng & Ruderman de la fraction 1 - J3/J, est de
1'ordre de 1073; avec les chiffres standard (ymax ~ 2. 106, y, ~ 500, Yp ~
100, nj donné par J; ~ J,, et Ny ~ Ney¥may/Yp: P ~ 1 8, B ~ 1012 G), pour des
noyaux de fer ionisés 20 fois on obtient 1l'ordre de grandeur suivant du taux
de croissance optimal:

r
Wy ~ 1.5 10710 4 avec w ~ 1.3 1012 (—=)3/2
r

soit des taux de croissance maximaux au voisinage de l1'étoile:
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wy ~ 200 pour w ~ 1,3 1012

-~ Dans le cas de l'instabilité deux-faisceaux hydrodynamique entretenue par
une différence de vitesse entre les électrons et les positrons du plasma
secondaire (Hinata 1976b; Cheng & Ruderman 1977), on obtient le taux de
croissance en se plagant dans le repére ol le plasma est au repos dans son
ensemble. La relation de digpersion prend alors la forme:

l= %.2 ( 1 + 1 )

r’ "(u-xv)2 (w+kv)?
o I' = (1 - v2/c2)1/2 , 1a prime dénote le repére en mouvement.

On trouve facilement une fréquence purement imaginaire maximale:

. 1/24 o
v L LI 3
wy 2r3/2 pour k 2ar3/2 (on suppose I' » 1).

En effectuant la transformation de lorentz qui raméne au repére de 1l'étoile,
on obtient une onde & la fréquence: w = kv, + 1 w3y , le taux de croissance
étant maximal pour:

™ "W SO

2r3/2 Yol

En utilisant les chiffres du modéle de Ruderman & Sutherland: Yo ~ 800, [ ~ 10
pour obtenir le taux de croissance maximal, np ~ 3. 1014 (r,./r)3, on trouve au
voisinage de l'étoile:

wj ~ 7. 10 pour w/wy ~ 108 .,

Les taux de croissance sont donc a priori plus élevés que dans le cas de
1l'excitation par un faisceau dilué. Cependant la dispersion thermique des
vitesses des deux espéces constituant le plasma ne peut plus alors etre
négligée devant leur différence de vitesse d'ensemble, et la recherche d'un
modéle plus détaillé de plasma relativiste s‘'impose.

— Lominadze & Mikhailovskii (1979) ont examiné le comportement des ondes
électrostatiques en plasma relativiste, c'est-a-dire en prenant explicitement
en compte la dispersion thermique des deux composantes: plasma et faisceau. le
cas qui nous intéresse dans le cadre du rayonnement des pulsars est celui A'un
faisceau trés énergétique vérifiant py, > pq,, <p> » mc, od la distribution du
plasma relativiste est caractérisée par une impulsion moyenne <p> » mc, et
celle du faisceau est de la forme:

exp - (B Pp)?

TPy, P2

La relation de dispersion générale (5-1) peut prendre deux formes Aifférentes
(correspondant A une instabilité hydrodynamique ou cinétique) selon la valeur
de la dispersion d'énergie du faisceau (cf appendice 7). La condition pour se
trouver dans le régime hydrodynamique s'écrit dans le repére Au pulsar:

fy(p) =
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YTb v "y
S el el
od la seule quantité qui n'est pas mesurée dans le repére du pulsar est <y»>,
qui est le facteur relativiste moyen du gros du plasma wmesuré dans son repére
propre. Les taux de croissance maximaux dans les deux cas 8'écrivent:

(5-2)

— régime hydrodynamique:

3l/2
“p (._nP_)l/S pour w ~ kc ~ 2up (279‘7’ yl/2

T o1/3 (2<r>7p) /2y, ny

M

~ régime cinétique:

1 0n 3
Fein ~ — (—)V/2 _p™> - pour la méme fréquence.
2 "2e rm2(2ypey>)3/2 ng
En supposant l'inégalité (5-2) marginalement satisfaite pour les chiffres

actuellement admis (<y> ~ yp ~ 103, y, ~ 106, my/ny ~ 3. 1074) on obtient une
dispersion thermique du faisceau ym, ~ 7. 103 . Ceci permet de calculer les
taux de croissance correspondants compte tenu de la valeur élevée de la
fréquence plasma: wp ~ 5.3 10~% (r./x)3/2 ,

r
I, ~ 3.5 10% (—)3/2
r
b 2
Fein ~ 2.2 105 (—)3/2
X
Iy
pour w ~ 1,518 (_)3/2
b o

Les taux de croissance sont intéressants, mais la fréquence trés élevée pour
laquelle ils sont obtenus (liée a la nature particuliére de la dispersion des
ondes électrostatiques en plasma relativiste: cf appendice 7) conduit a
8'interroger sur 1l'intéret de tels résultats en ce qui concerne le rayonnement
radio des pulsars. Le domaine d'énergies considéré (de l'ordre du keV)
correspord plutot aux rayons X.



116

B: Instabilité "cyclotron” en milieu homogéne

Dans le cadre des travaux récents qui tentent d'expliquer le rayonnement du
pulsar du Crabe et de la nébuleuse associée, synthétisés par Lominadze,
Machabeli & Usov (1983), le mécanisme linéaire initial invoqué est
1'instabilité A'ondes transverses (électromagnétiques) se propageant
parallélement au champ magnétique d'équilibre dans un plasma 4°‘'électrons-
positrons chaud dont 1la fonction de distribution des impulsions est
monodimensionnelle (le long de la direction du champ magnétique) et comporte
une composante trés étirée vers les hautes énergies (Tsytovich & Kaplan 1972;
Lominadze, Machabeli & Mikhailovskii 1979; Machabeli & Usov 1979). Les
conditions d'‘'existence de cette instabilité pourraient etre assez critiques
compte tenu des valeurs supposées des paramétres physiques de la magnétospheére
des pulsars (Mikhailovskii 1979). En particulier (Smith 1981) il est probable
que ce mécanisme ne peut fonctionner, au mieux, qu‘au voisinage du cylindre
lumiére.

Le mécanisme de 1'instabilité cyclotron (Mikhailovskii 1979; cf appendice 7)
est de type cinétique (résonance onde-particules avec la "queue™ de
distribution de haute énergie) si le paramétre suivant:

Am &2 <y
wp? ¥,

est inférieur a 1 (wg est la fréquence gyromagnétique non relativiste
eB,/Mc). Dans cette expression tout est mesuré dans le repere fixe, sauf la
dispersion thermique d'énergie de la composante principale du plasma <y»>
mesurée dans son repére propre (de facteur relativiste Yo Par rapport au
repére de l'étoile). En supposant <y» £ Yo: avec les chiffres communément

admis (np ~ 1020 (r./r)3, B, ~ 1012 (r,/r)3) on obtient la valeur suivante:

A~ 1079 (—)3
Ty
de sorte qu‘'on se trouve dans le régime cinétique jusqu‘'au cylindre lumiére
pour la majorité des pulsars (de période < 1 s typiquement) et en particulier
pour le pulsar du Crabe (P ~ 0.033 8). Ceci est encore mieux vérifié avec les
chiffres du modéle de Ruderman & Sutherland (1975) qui conduisent A une
densité plus faible (ngg ~ 2. 1014 B;,/P (r./r)3; cf appendice 3).
On obtient alors avec la fonction de distribution décrite ci-dessus (voir
figure 5-2) un taux de croissance maximal (cf appendice 7):
IR a5 7% vg®
Y% upz

La condition de validité de ce mécanisme (qui signifie en substance que la
résonance avec la queue de haute énergie responsable du taux de croissance ne

pour ® ~ kc ~



116

T 1(y)

\ ’
Y Ymax Y

Fig. 5-2: Ponction de daistribution responsable
de 1'instabilité cyclotron.

doit pas s'accompagner d'un amortissement par résonance sur le gros du plasma;
Smith 1981) 8'écrit:
4y, 2 2
o” _"_‘22
> Wy
En reportant les chiffres communément admis (y, ~ 103, y, ~ 106, np ~ 1020

= (5-3)

(r/x)3, np ~ 1073 np), cette condition devient: r/r« > 1.6 103, ce qui
conduit a une distance A 1l'étoile plus grande que le rayon du cylindre lumiére
pour le pulsar du Crabe (R; ~ 1.6 10% cm pour NP 0532); dans la région
extérieure au cylindre lumiére, les quantités varient de la fagon suivante: np
~ r72, By ~ r71, de sorte que la quantité wp?/wg? reste constante; si
1'inégalité (5-3) n'est pas satisfaite avant le cylindre lumiére, elle ne le
sera donc pas non plus aprés. Lominadze, Machabeli & Usov (1983) contournent
cependant la difficulté, 4'une part en utilisant des chiffres légérement
différents (il suffit de moins d'un ordre de grandeur de différence sur chaque
paramétre pour satisfaire la condition (5-3) avant le cylindre lumiére),
d'autre part en examinant de facon plus précise la dépendance des paramétres
de la magnétosphére en fonction du rayon de courbure des lignes de champ
magnétique, ce qui conduit également A satisfaire la condition.

Estimons donc le taux de croissance en nous plagant A la limite de validite
pour les chiffres suivants: <y» ~ y, ~ 800, Wp ~ wg ~ 1.7 1010, r/x ~ 103.
b ~ 2.5 108, (up/wp)2 ~ 1073, on obtient:

Fmax ~ 10 pour w ~ kc ~ 1.7 1010 ,
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C: Discussion

Nous sommes maintenant en mesure de comparer les performances de
1'instabiliteé de courbure A celles des mécanismes classiques de rayonnement
radio des pulsars. L'optimisation du § 3-D-b conduisait aux chiffres suivants
dans le cas de la polarisation de type onde d‘'Alfvén:

— avec les données du modéle de Ruderman & Sutherland pour un pulsar de
période typique 1 s:

wj ~ 5. 103 pour w ~ 1010,

Yo ~ 103, r/re ~ 50, Ly ~ 3 m.

— avec les données plus récentes de la littérature soviétique:
wj ~ 3.2 104 pour w ~ 109,
Yo ~ 1.4 105, r/re ~ 1, Iy ~ 3.5 m.

Les taux de croissance obtenus sont comparables A ceux des différents types
d’'instabilités électrostatiques que nous avons examinés au paragraphe
précédent, avec l'avantage dans le cas de 1l'instabilité de courbure que
constitue le fait d'obtenir directement des ondes électromagnétiques sans
avoir a faire appel & un second mécanisme de transformation des perturbations
électrostatiques en rayonnement. Certains auteurs (Hinata 1976a) ont méme poseé
(sans y répondre de fagon satisfaisante) la question de savoir si l'effet du
rayonnement n'était pas de détruire 1'instabilité électrostatique.

Quant a 1‘'instabilité cyclotron, son taux de croissance calculé au
paragraphe précédent est beaucoup plus faible; par ailleurs, dans le meilleur
des cas, la zone favorable au développement de cette instabilite se trouve au
voisinage du cylindre lumiére (on a vu que des chiffres légérement différents
pouvaient méme conduire A éliminer ce mécanisme), alors que l'instabiliteée de
Courbure se produit, selon les valeurs des paramétres physiques dont on
dispose, entre la surface de 1l'étoile et quelques dizaines de rayons
stellaires.

En contrepartie, nous avons introduit un nouveau paramétre qui est fort mal
connu: la longueur caractéristique de gradient au bord du faisceau Lg: le
domaine de fréquence et les taux de croissance présentés ici correspondent a
une valeur supposée "raisonnable” de l'ordre de quelques métres. Par contre,
le fait de Aisposer 4'un mécanisme fonctionnant A& la frontiére pPlasma-vide
permet de résoudre de facto le probléme de la "sortie” des ondes hors de la
magnétosphére qui commence A étre pris en considération dans quelques travaux
(cf § 1-B—gq).

Pour un plasma large, nous avons vu (cf chapitre 4) que 1l'autre polarisation
(ondes de type magnétosonore) était stable. L'instabilité de courbure engendre
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Pig. 5-3: Effet de la polarisation linéaire du rayonnement
parallélement & la normale des lignes de champ.

donc un rayonnement électromagnétique polarisé linéajirement, le plan de
polarisation étant défini par le champ magnétique et la normale principale a
la ligne de champ d'ol provient le rayonnement; ceci permet de rendre compte
de la variation de la direction de polarisation linéaire A travers le profil
de pulse (cf figure 5-3) par des argquments purement géométriques plus simples
que les arguments de biréfringence invoqués par Onishchenko (1981b).

Mentionnons enfin notre désaccord avec Beskin, Gurevich & Istomin (1986) qui
tentent de retrouver l'effet de la courbure des lignes de champ magnétique sur
le rayonnement électromagnétique dans la magnétosphére dans une situation de
plasma quasi-homogéne par un calcul particulier du tenseur de conductivité; en
fait, ils obtiennent une condition nécessaire au développement 4‘'une
instabilité qui correspond exactement au régime WKB (leur équation (16)
8'écrit dans nos unités A » 1; cf § 3-A) dans lequel nous avons montré que le
systéme était stable pour des profils de densité suffisamment réguliers.
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Conclusion et perspectives

L'instabilité de courbure de faisceaux annulaires de particules chargées
relativistes, exhibée par Goldreich & Keeley au prix de calculs longs et
ardus, avait été retrouvée d'une fagon beaucoup plus simple par Asséo, Pellat
& Sol dans le cadre d'un formalisme emprunté A& la physique des plasmas. La
Bimplification provient, d‘une part, de ce qu'on élimine alors le caractére
discret des particules (traitées individuellement par Goldreich & Keeley) pour
he conserver que la partie cohérente du rayonnement du systéme, et d'autre
part de 1l'adoption d‘'une géométrie cylindrique plutot que circulaire, ce qui
permet de se ramener en fin de compte A un probléme monodimensionnel tout en
conservant la caractéristique principale du systéme: la courbure des lignes du

champ magnétique fort qui guide les particules.

A ce point Qu probléme, on sait donc décrire de fagon simple le comportement
d‘une "feuille” mince chargée (ou du wmoins polarisable: par exemple un plasma
électrons—-positrons) de forme cylindrique, en rotation A vitesse relativiste
autour de son axe: des perturbations de densité (et donc de vitesse)
azimutales engendrent un champ électromagnétique qui réagit sur la matiére de
telle sorte qu'on obtient une instabilité qui constitue donc un processus de
génération de rayonnement. Cependant, plusieurs contraintes subsistent qui
limitent 1l'applicabilité du mécanisme: le calcul n'est strictement valable que
pour une feuille d'épaisseur trés faible, monocinétique (dans son état
d'équilibre od la densité est uniforme sur le pourtour du cylindre), dans 1la
limite 4‘'un champ magnétique de guidage infini, ce qui exclut a priori toute
interaction de la feuille de plasma avec celle des deux polarisations
possibles des ondes électromagnétiques dans laquelle le champ électrique est
Perpendiculaire au champ magnétique statique, paralléle A 1l'axe de rotation.

Nous avons levé la premiére limitation en montrant que dans le cas de la
polarisation déja étudiée, un cylindre de plasma plein (dont la frontieére
extérieure occupe A peu prés l'ancien emplacement de la feuille) conduisait a
1'instabilité, la véritable contrainte s'avérant etre une limitation
inférieure de la valeur du gradient de densité A la frontiére du pPlasma. Nous
avons précisé les différentes conditions de validité Au mécanisme ainsi
généralisé, et en particulier montré qu'il est gouverné, entre autres, par un
paramétre sans dimension (le paramétre "A" = (wp/¥53/2)3/2/(wl/2q.)) aependant
des fréquences caractéristiques du probléme: Wp/¥63/2 la fréquence plasma
corrigée des effets de variation de masse relativiste; 0y la fréquence ade
rotation des particules autour du centre de courbure de leur trajectoire, et w
la fréquence des ondes considérées; 1'instabilité ne se produit que pour A
inférieur A 5, donne des taux de croissance optimaux pour A ~ 1, puis devient
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progressivement moins efficace lorsque A décroit encore.

Les valeurs de taux de croissance obtenues dans le domaine radio se
comparent trés favorablement avec celles des mécanismes classiques de
génération d'ondes (électrostatiques ou directement électromagnétiques) en

plasma homogéne.

Nous avons levé la contrainte de champ magnétique infini pour examiner
1l'interaction du plasma avec l'autre polarisation des ondes électromagné—
tiques, et montré qu‘on obtenait également une instabilité pour ce mode de
rayonnement. Cependant, la nature différente des résonances onde-particules
mises en jeu fait qu‘'on n'obtient pas 4'instabilité en dehors de 1la
configuration "feuille mince” pour ce mode, ce qui conduit A penser que seule
la premiére polarisation intervient dans une situation réaliste telle qu‘on
s'attend & en rencontrer dans la magnétosphére des pulsars. Ceci a donc des
conséquences sur la polarisation linéaire des ondes reques de ces odbjets.

La contrainte sur la dispersion thermique maximale admissible sans détruire
1'instabilité n'est pas modifiée par l'élargissement du faisceau,

Par ailleurs, si nous avons réussi a "élargir” le faisceau jusqu‘'a la forme
d4‘'un cylindre plein, une nouvelle contrainte est apparue: la raideur de la
frontiére 4u cylindre, 1l'épaisseur caractéristique de la zone de transition
Plasma-vide étant limitée typiquement A quelques métres dans les conditions
physiques de la magnétosphére pour un rayonnement de courbure cohérent dans le
domaine radio. Il reste A& trouver un mécanisme permettant de rendre compte de
ces valeurs de gradient de densité relativement fortes.
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Appendice 1

Calcul du tenseur de conductivité d‘un faisceau de plasma:

On se propose de calculer la réponse linéaire d'un faisceau de plasma
électrons—-positrons plongé dans un champ magnétique d'équilibre définissant
une direction longitudinale & un champ électromagnétique. On négligera les
effets liés spécifiquement A& la courbure des lignes de champ (et du faisceau):
dérives de courbure, etc..., les principaux effets liés & la présence d'un
champ magnétique fini et & 1'inhomogénéité radiale du milieu (polarisations
différentes, apparition de densités superficielles de charge et de courant
perturbés) étant obtenus déja dans la limite d'une géométrie droite. Par
ailleurs on s8'intéresse & la limite d'un faisceau représenté par une
distribution d'impulsions des particules strictement monodimensionnelle, avec
un profil de densité radial tendant vers un "trapéze™ (cf figure Al-1).

f Nolr)

vide faisceav vide

Pig. Al-1l:; Profil de densité du faisceau de plasma.

D'une fagon générale, la fonction de distribution d'équilibre de chaque

espéce de particules composant le plasma en présence du champ magnétique B,
peut se représenter comme fonction des trois constantes du mouvement des

particules dans ce champ d'équilibre: l'énergie, 1'impulsion longitudinale
(paralléle au champ) et la composante verticale de 1'impulsion canonique:

‘EOB - fos(pzv Per Pg - q’:—"X)

X = ¥ - ry est la coordonnée "radiale” selon laquelle existe une inhomo—
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généité du plasma, localisée en fin de compte aux frontiéres faisceau-vide.
L'indice 8 identifie l'espéce de particules & laquelle se rapportent les
quantités indiceées.

Une autre forme possible, qu'on adoptera, est la suivante:

P dgBo
o8 = fos(Py. Pgr Pz — — x)

ou p; = (py? + p2)1/2 |

On obtient la fonction de distribution perturbée £;,, liée a la présence
d'un champ électromagnétique de perturbation, par la "méthode des
caractéristiques” (cf par exemple Krall & Trivelpiece 1973), consistant a
intégrer 1l'équation de Vlasov linéarisée, qui utilise la dérivée totale par
rapport au temps de la fonction de distribution perturbée, le long de l'orbite
d'une particule soumise au champ d'équilibre B, et passant A 1'instant t par
le point de l'espace des phases en lequel on veut calculer f15. Le résultat de
cette intégration prend la forme:

t 1 ef,,
fig(t) = - J._m(’llrpr + FigeP )(T) AT ['p_ 20,
b o
t of t Py Dy Of
- J Pigo(T) a1 [—2) - I Prgg(T) a1 [—= - -2 98,
- 2pg - ®py Py 8Dy

fig et f,g sont les fonctions de distribution perturbée et non perturbeée,
P;g la force due au champ électromagnétique perturbé. Les quantités entre
crochets sont des constantes Au mouvement des particules dans le champ non
perturbé et peuvent donc sortir des intégrales. T est une variable de temps
indexant le mouvement le long de la caractéristique.

La force électrique P4 8'écrit, compte tenu des équations de Maxwell
reliant B; A E,:

i ke Ve 9Eg vy O,
ler = 9 I w ) Br w ar w or
ky vy OF
r 14
Plse'-qstu (Brvr"'zzvz)“‘ﬂe-!-im—;;—]
k e Vy 9B,
Fi1sz = Qg [(1—"“&‘)!;4*1;--0—;-]

ol on a posé k, = m/Y, = m/r & la limite droite.
Les intégrales A calculer sont donc les suivantes:

Jt(B + E a J.t 2%e ar
- rPr zPe (T) AT _Opt(-r) ;r—(-r) .

t OEg, t t
I Pe(T) —XT) &1 3 J Eg(T) AT I Ey(T) ar .
—00 ox - —®

Les grandeurs intervenant dans les intégrandes sont A évaluer, A 1'instant
T, au point de l'espace des phases (dépendant de T) correspondant A la

particule en mouvement dans le champ magnétique d‘'équilibre. En particulier,
le champ électrique s'écrit:
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3E 1 32E
E(T) = [E(x) + (X(T) - r) ——(x) + = (X(T) - 1) -~—(x) + ...le"L(uT — mo(7))
ar 2 or
Ce développement limité suffit dans la mesure ol on va se cantonner dans la
suite a la limite ou le rayon de Larmor tend vers zéro.
Les autres grandeurs peuvent eétre mises sous la forme:
Pr(7) = - P} sin(upgT + ¢)
Pg(T) = P cos(wpgT + &)
Vi
(1) - ¢ = -"’b: (cos(wpgT + &) — cos(uwpgt + ¢))

La derniére égalité peut se déduire, soit de 1l'intégration par rapport au
temps de la premiére, soit de la conservation de 1l‘'impulsion canonique .
Les constantes ¢ et p; sont choisies de telle sorte que pour 7 = t, les
différentes grandeurs correspondent au point (r, 6, p) de l'espace des phases
en lequel on veut calculer f;g. On a posé wng = QgB,/YWMgC .
La forme de la fonction de distribution d'équilibre permet d‘'écrire:

%%cs _Pz %os _ _°C 38

L 2 Pr %Py dgB, 9x
Par ailleurs, si <p 12> représente la moyenne quadratique de 1'impulsion
perpendiculaire & B,, on a (comme on peut le vérifier par exemple pour une

dépendance de f,g gaussienne par rapport A p 1) les ordres de grandeur
suivants:

1 % __fos 9fos 8fos

i ~ 2 H D e fos .

Py 9py <p; > 9%p¢g ox

Comme on veut en fin de compte se ramener au cas <pj_2> - 0, il suffit de
développer le champ électromagnétique jusqu’'a l'ordre deux en puissances de
r(T) — r, et de calculer les intégrales ci-dessus jusqu'a 1l'ordre deux pour
les deux premiéres, et A l'ordre zéro pour les trois derniéres; on obtient
ainsi tous les termes qui ne s'annulent pas dans fig(t) A& la limite <pj_2> - 0.

Les résultats sont les suivants:

t
J (ExPy + Egpy )(T) AT =
-

> (- "zazz)( Pp ~1Pr  _ Pp ¥ ipy )__J:(Er__‘_’_z_a;!r)‘

2 Whg 0T W - Ko -~ Wpg W - KgVg — Upg 2 Whg X

( P ~ipy = Pg+ipy )+ i "Bz( py? L1 (P - ipy)?
W - kg — g W - kgvg + Wpg 2Mgyupg O W — Kyvg 2 w - kgvg — 2upg
L1 (et 1py )2 1 oE, ( (P - 1pr)2 (Pg + ipy)2 .

—_— ) -
20— kgvg + 2upg WMgyupg 0r W - Kyvg - 2upg W~ Kgvg + 2upg
t 9Eg
I Pr(T) —X(7) ar =
- or

1 0Eg vy a2eg Pz - ipy Pz + ipy

2 or Wpg r )u—k/ve—-wbs_u-k,ve-fub.

)
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1 2%k Pz = iPr)?  (Bg + ipy)?
Mgyug Or2 W - Kgvg - 20pg W - kyVg + 2upg ’
t iEg t ie,
J Eg(T) dT = ———— , I Ey(T) AT = ———
) w - k,ve - w - k,ve

t oE,
J Pr(T) —XT)dTr =0 .
) ar

On a omis dans ces expressions le facteur e~ i(wt — wo),

On suppose pour que les intégrales aient un sens que w comporte une partie
imaginaire positive, de sorte que les termes tout intégrés s‘'annulent pour T -
— o. Les résultats sont ensuite éventuellement prolongés analytiquement dans
le domaine Im(w) € O.

En reportant dans l'expression de f;,, on obtient finalement:

frgm- 2 2om, e\ lig, T2 Zm, Pacler | Retin

Py 9py w 2 Wpg 9 W - KVg - wpg W - kgvg + tpg
RO R L. Tk S R - yo—~ %z, B
2 thg O W — Ky - Wpg - kg + g Mgyupg o W - kyvg
LI Paoten)® 1 (eg i 2 %% (P2 -~ 1py)?
20-Kkgvg — 20pg 2 W - kgVg + 2upg WMgyupg ar W - kgvg — 2w,
__(pg + ipy)? e Yo o Ve mg  Pr-iey Pyt ipy ,
w - kg + 2upg 2w r  upg 32w - Xvg - wpg ® — Ko + wpg
.o 2By (Pp-1pr)2  (py + ipy)? .

Mgyung ar2 W - kg - 2upg w - kv + 2upg
E af ic 33
- iqg ] o8 . E, o8 (Al-1)
w - kyvg 9pg  wB, ox
On peut ensuite calculer les densités volumiques de charge et de courant
perturbées:

p = j (f14 +q £ )a%p ; 3 = I vty +af ) adp .

ol 8 = + ou - selon qu'il s'agit des positrons ou des électrons.
Nous allons effectuer ce calcul dans deux situations différentes qui
présentent un intéret pour la théorie du rayonnement des pulsars.

— Calcul classique en milieu homogéne:

Dans ce cas-1A, la situation, largement utilisée dans la littérature, est
celle d'un plasma électrons—positrons homogéne, od le champ nagnétique a pour
effet 4'induire une distribution 4'impulsions des particules monodimension-
-nelle, identique pour les deux espéces, de la forme:

£,(p) = :—" 8(Py) 8(Pg) £(Pp)

La forme de f(pg) sera choisie de fagon A rendre compte de la structure du
pPlasma magnétosphérique communément admise (cf figure A3-2). Le milieu étant
supposé homogéne, les dérivées spatiales qui apparaissent dans 1'expression
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Al-1l représentent une composante du vecteur 4'onde perpendiculaire au champ
magnétique d‘'équilibre 8/8r ~ ik, et les dérivées spatiales successives de la
fonction de distribution d'équilibre s‘annulent. On obtient alors les
expressions suivantes pour chaque espéce:

e?k; [i(w - KWg)Ey + 1K VgEg t wE, £(Pg) ikg  Of
Mw (0 - k/ve) -y y w - kfle 3pg
e2 ri(w - Xwg)E, + ik,v t £

ps = — J #V0 )Ex Vel t WhEy (6 - Kvg) (Pg) ape .
Mo (w - k,ve)2 - w2

Jot =

e?x; (i(w - Xg)E, + ik VgEg t WpEy Vof(Pg) , [ iveEe Of
dpe - e dpe

Mw (w - k/ve)z - %2 y w - kae Ope
e? r Wp(w — Kgvg)Ey t wpk Vg — i(w - kyvg)2E, £(Ppg) a

" (0 - kyvg)? — w2 ve
oG on a posé: wy, Wny %o
H = m m—
yic

Ces expressions sont de la forme:
w
31 = e13Fy
ol €14 est le tenseur diélectrique; dans le cas du plasma électrons—
positrons défini ci-dessus, par suite de l'égalité des masses des particules
et de la neutralité électrique Au plasma, les composantes non nulles de ce
tenseur sont les suivantes:

(,,pz

'-"rr"‘zz"‘/""'m?'J

(v -~ Xw)2  £(p) a
(0 - k)2 - 2 y
2 -
€ro = €op - - wp® J Kv(w - kgv) £(p) ap
w2 J(w - kw)2 - w2 y

Upz J' klzvz f(p) j (dpz
-- ap - £

od wy2 = 4mye?/m = wpy? + wp-2 est la fréquence plasma globale du faisceau.
Oon vérifie que ces expressions ne contredisent pas les résultats de
Mikhailovskii (1975, p.153) obtenus pour une fonction de distribution
quelconque.

— Calcul en milieu inhomogéne:

Dans le cas ol le plasma est inhomogéne dans la direction radiale
(perpendiculaire au champ magnétique d'équilibre) on choisit de conserver les
expressions explicites des dérivées radiales de toutes les quantités pour ne
pas se restreindre ab initio A une approximation "WKB" ou de gradient faible.
C'est cette situation qui est intéressante pour le mécanisme de 1'instabilite
de courbure, et il suffit dans ce cas-1A d'adopter la fonction de distribution
la plus simple possible:

no(r)
2

fo(r, p) = 8(Py) 8(Pg) 8(Pe — Po)

pour les deux espéces de particules.
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Les intégrations dans 1l'espace des impulsions sont effectuées en développant
au préalable les fonctions de distribution d'équilibre pour tenir compte
correctement des effets de gradient de densité:

AgBo dgBo
fos(Pi, Pg: Py — —c—— x) = foa(Pi, Pgr — = x)
CPg 9fog dgBo c?p,2  o2f 4 dgBo
- ——P), Pg, —~ — x) + 2e 2 (P, Pgr ~ x) +...
qgB, ox c 2qg?B,2 ox? c

ot x =r - rxr, .

I1 suffit de conserver ces trois termes, car A la limite <p,;2> — 0, toute
puissance de p, ou p, supérieure A deux (compte tenu de l'ordre des dérivées
partielles de f,; par rapport aux différentes composantes de 1'impulsion)
donnera un résultat nul. On peut maintenant effectuer les intégrales en tenant
compte de ce que les coefficients de p," dans le développement ci-dessus sont
isotropes dans le plan (pPy, Pp), et passer A la limite <p;2> ~ 0, Pg ~ Pog
pour les deux espéces. Dans le cas du plasma électrons—positrons, compte tenu
de la neutralité électrique globale du plasma (qQ; = ~ Q. = @, Ngy = N, =

ny/2) et de 1l'égalité des masses des particules (M, = M_ = M), on a:

1 ot = [4 (0 - kgvg) — ) + 2 @
p=- w - v —)]
Myom (0 - Kg7g)? — w2 o or NoEy () ;(“oar )
2
+ 1 Thoke Ee (A1-2)
M3 (v - Xpw,)2
e?n, E
Jg = Vop + 1 (A1-3)
o of u,yog @ - kl'o
e? w - kgv dE
Myow (& = K5)2 — w2 or
e? (w - Xzv,)2
Ig = 1 "o al ) S By (A1-5)

Myow (w - 'lt,v‘.,)2 - Wy
oa n, = I (for + fo-) a3p est la densité numérique d'équilibre totale.

On vérifie au passage que la relation de conservation de la charge,qui s‘'écrit
pour les grandeurs perturbées:

8y

-iup+ik,j9+;r—--0

est bien satisfaite (A des termes d'ordre l/m prés si on tient compte de la
variation radiale de k,).
En intégrant ces quantités sur un petit intervalle de largeur ¢ autour des
zones de transition plasma-vide ol les gradients sont forts, et en faisant
tendre € vers 0, on voit apparaitre des densités superficielles de charge et
de courant, lides aux termes en 3./8r des expressions ci-dessus: toute dérivée
radiale 4‘'une quantité subissant, a la limite 4'un gradient infiniment raide,
une discontinuité A la traversée 4'une frontiére faisceau-vide, contribuera A
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un terme de densité superficielle. En 1'occurrence:
— densité superficielle de charge [ :

Li,e = lim ri"’“p(r) ar =

€0 Jrj o—¢

e?n, -1 9Eg
Myow (@ = Xgv5)2 - w2 T Bry et Vo el
— densité superficielle de courant K :

Koi,e " Vo Lj,e ! Kgi,e =0 .
L'indice i (e) désigne les quantités évaluédes A la frontiére intérieure
(extérieure) du faisceau, dans le plasma. Dans les différentes expressions, le
8igne supérieur correspond a 1l'indice i. On peut ici encore vérifier que la
relation de conservation de la charge superficielle est satisfaite:

~iwljet iksKi o *tIpje=0.
En fait, cette relation résulte simplement de 1l'intégration sur € de la
relation de conservation des charges volumiques, et ne constitue donc pas un
"détecteur d'erreurs” autonome.

On va maintenant rassembler ces résultats, pour utilisation dans les calculs

du corps du texte, sous forme d'un "tenseur de conductivite":

2g
i = Gijzj + Tij(l)—j + T 3(2)—1—2A

t 1

+ s e 0

9Eg
" Lie =t (mErye + (1= o) .

Ki,e ® Yo Li,e -
Par ailleurs on suppose A partir de maintenant que le profil de densité du
faisceau est bien rectanqulaire, c'est-a-dire que la densité Aa'équilibre n,
est constante A& 1'intérieur du plasma. Les cowposantes non nulles du tenseur
de conductivité sont alors:

ani ani upz (0 - kgvy)2
ani w2
€ - ——— L
° o % Yo? (0 — kyvy)2
ani ani 2y -x
Te = — Troll) = — 1o (1) oy B0 27 M
w w Yowé (0 - k)2 - w2
ani 2
w Yow (0 - k)2 - w2

2 -x
f‘:-—i—t‘,‘rr-i © ivo

vo Yo (W - k,vo)2 - wy?
Vo 70“‘ (0 - kw5)2 - o2

Ces expressions ne sont donc valables que dans la limite de gradients de
densité faibles dans le plasma. Cependant, dans le cas du mode magnétosonore
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(polarisation verticale E, = Eg = 0) on peut utiliser l'expression de €z telle
quelle, quelle que soit la valeur du gradient de densité, sans avoir A se
pPréoccuper d'éventuelles densités superficielles, car 1'expression compléte
Al-5 du courant perturbé ne comporte aucun terme de gradient. Ceci est da A la
compensation des courants perpendiculaires (d'origine gyromagnétique) qui a
lieu dans un plasma électrons-positrons avec la meéme fonction de distribution
pour les deux espéces.
Notons les relations suivantes entre ces différentes composantes:

e - n(Deyr, =0

€4Te — Tx2 =0 .

€y = i (w/vgy - k’) Ty
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Appendice 2

— Développements asymptotiques des fonctions de Bessel et de Hankel:

Les relations qui décrivent le comportement de notre systéme A& symeétrie
cylindrique mettent en jeu les fonctions : Hp{1)(wr/c) , Hy(2)(uwr/c) et leurs
dérivées. lorsque m est grand, on peut leur substituer le premier terme de

leur développement asymptotique en termes de fonctions dA'Airy (Abramowitz &
Stegun 1970) :

("} 4
4 n(—)
(1) (20 Ty o 2 tinya (T y1/a pq er2in/ag2/3, T,
c ml/3 L wlr? mc
nlc2 (A2-1)
w?r2 .
1 - ———
/3
By (1).(2)E, o =/ et4in/3 (T 11/4 pq.(et2in/3p2/3, 0%,
o] wr wr mc
4 n(—)
nc

ol la fonction rn(z) est définie par

2 ¥z - r $2-1
3 1 t
Le domaine qui nous concerne est le voisinage de la zone de transition:

wr/mc = x8w/mc + 1 ~ 1 ,
La fonction n est analytique et monovaluée dans un voisinage de z = 1 et y
admet le développement suivant :

n(z) ~272/3 (1 - 22) (1 +2/5 (1 - 22) + ...)
Les expressions (A2-1) sont donc définies sans ambiquité dans un voisinage de
wr/mc = 1. On obtient 1l'ordre le plus bas des développements (A2-1) en tenant
compte de :

lz — 11 = |8z1 €1
Ceci permet de développer rn(z) au voisinage de 8z = 0 :

™1 + 8z) ~ — 21/382 + 0(822)
On a donc :

at

a‘(l),(Z)(E_r_) ~ 2 (3)1/39"111’/3 M(e—tiﬂ/3(2‘2)l/3sz)
C n

s (A2-2)

(_m e—t2in/3 A:l.'(e‘ti"/a( 2m2 )1/332)

By (1):(2)( =)
C

ol 8z = wr/mc - 1 .
Ces expressions permettent de définir le comportement dominant de la fonction
de Bessel Jy(wr/c) = (Hy{1)(wr/c) + By(2)(wr/c))/2 pour wr/mc » 1 mais pour
wr/mc < 1 on trouve en utilisant les expressions ci-dessus une somme nulle a
l'ordre le plus bas. Il ne reste dans l'expression asymptotique de Jp que les
termes sous—dominants de Hy(1l) et HL(2) et il faut donc une autre expression
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pour Jgp . On trouve (Abramowitz & Stegun 1970):

2
Jm(:-—r) ~ (5)V/3 ai(- (2m2)V/35z)
m
wr 2 (A2-3)
T () ~ - <;)2/3 AL'(- (2m2)1/38z)

Ces expressions permettent de transformer sans ambiguité les expressions 2-10
du § 2-B-b et 2-28 du § 2-C-b, car on n'a utilisé jusqu'a présent que des
fonctions analytiques et monovaludes dans un voisinage de 8z = 0.

Pour aller plus loin lorsque |(2m2)1/38z| %» 1, on veut pouvoir utiliser des
développements asymptotiques des fonctions d'Airy qui ne sont pas monovalués;
il faut donc preter attention a 1'expression de 8w = 18wlei® cu 6 n'est plus
défini modulo 27, mais dans un intervalle borné unique. Le comportement
asymptotique de la fonction Ai(z) dans les différentes régions du plan
complexe est illustré dans la figure A2-1 .

N §
-
°° .

/
e,

~

4

/

Pig. A2-1: Comportement asymptotique de la fonction A'Airy Ai(z).

On dispose (cf Abramowitz & Stegun 1970) des deux développements suivants
valables selon la valeur de l'argument de =z:

— pour I[Arg(z)! < m

Ai(z) ~ ;i—? 2-1/4 exp - Z— 23/2 (1 + o(2~3/2y)

1 2
AL'(z) ~ - = 21/%4 oxp - 3 £3/2 (1 + o(z~3/2y)

= pour IArg(z)! < 2w/3
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1 2 m
Al(-z) ~ — z71/% gin(- 23/2 4+ —) 4+ ...
" | 3 4

1 2
ALe(-z) ~ - —= z1/% cop(= z¥/2 & - + ...
44 3 4

Ces deux développements permettent de couvrir tous les domaines de Arg(z).
La résolution des équations (2-10) et (2-28) se fait donc par l'intermédiaire
d'expressions différentes selon la valeur supposée de 1l'argument des fonctions
d’Airy

z = (202)V/3 ¢ gu/mc e*if/3 |
Lorsque |zl «€ 1,il n'y a pas de probléme de branche puisqu‘on pose Ai(z) ~
Ai(0).
Lorsque |zl » 1l,avec |Arg(z)! < n,c'est-a-dire I|Arg(8w e*i"/3)| ¢ 5 on utilise
le premier développement ci-dessus pour les deux fonctions 4'Airy en se
restreignant au domaine de solutions possibles : 0 < Arg(8w) < 4n/3 .
Nous vérifierons plus bas qu‘on n'a besoin que de ce domaine.
On obtient donc 1@
— pour 0 < Arg(8w) <« 4n/3 :

YoBw
) ~
mc

AL( e—iﬂ/S( 2m2 )1/3?23_‘» YAL( e—iﬂ( 2me )1/3
mc

L (2m2)2/6 (2% 1/2,4n/3
an mc
M.(e—iﬂl3( 2me )1/359_8_“.)M'(e—1ﬂ'( 2m2 )1/3‘&8:’.) ~
mc mc

2 (2m2)1/6 (r_____oa"‘ y1/2¢-111/3
o mc

Notong également quelques valeurs utiles:
-1

Ai(0) = 55— 3 AL (0) = —57—
(©) 32/3r(2/3) 31/3r(1/3)

n

On utilise la propriété suivante de la fonction I's I'(z)r(1 - z) =

sinnz

2n¢y3

ur obteni r(l)r(z) 27 et Ai(0)Ai'(0)
enir “y(—-) = — ' =
po TS T S

— Contraintes physiques sur les solutions de la relation de compatibilite

On cherche & mettre en évidence une instabilité d'un systéme qui rayonne de
1'énergie électramagnétique sans en recevoir de l'extérieur. Cette énergie
doit donc etre prélevée sur l'énergie cinétique des particules du faisceau. Le
taux instantané d'émission d'énergie sous forme de rayonnement s'écrit:

_d_!par__tdt = - J.E
Dans le cas particulier ou seuls les mouvements azimutaux des particules sont
possibles,on a:
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1
<J.B> = <jg(t) Eg(t)> = ; Re(Jg Ee*)

Les crochets désignent la valeur moyenne de la densité de transfert d'énerxgie
sur une période du champ, exprimée en fonction des amplitudes complexes de j
et E. On a donc:

2

aw, 1 e W
—Rart. _ _ C peci Mo
dat 2 M

IEg12)

©
mv

3 9,2
Yo (w -

o~ ( - )
Dans la limite 8w = w - mv,/r € w, on obtient approximativement :

1 e2 mc
<M.‘., = 4 — Im( Mo '39'2)

dt 2 M yo3r su?
On ne peut espérer obtenir une instabilité que si:
<£§:Lt'-> > O
ce qui impose la contrainte suivante sur les valeurs possibles de 8uw:
Im(8w?) < O

8w doit donc se trouver dans le domaine du plan complexe suivant (représenté
dans la figure A2-2):
Arg (8w) ¢ J- n/2, Of v In/2, nl wmodulo 2rm.

Im(w)

////// -
7

Z

-

dw

\\

Fig. A2-2: valeurs possibles du décalage de fréquence complexe.

Notons que cette contrainte est une condition nécessaire, mais pas
suffisante pour obtenir un comportement instable; en effet, l'émission
d'énergie par les particules doit etre non seulement positive, mais aussi
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suffisante pour compenser les pertes par rayonnement, “pertes” en lesquelles
réside tout 1l'intéret du phénoméne ... ‘
La condition obtenue est locale, et reste vraie sur 1'ensemble d‘'un faisceau
large tant que celui-ci peut étre considéré comme étant dans un état de
résonance homogéne, c'est-a-dire tant que a/r, € 8w/w . Dans cette limite, le
bilan du transfert d'énergie des particules vers les ondes est positif sur
toute la largeur du faisceau et on peut s'attendre A obtenir encore une
instabilité dans le cas A'un faisceau élargi .

Dans le cas des ondes magnétosonores dans un faisceau de pPlasma électrons-
positrons, le taux d'émission d'énergie par les particules s‘'écrit:

i@l 2
<d—'%> == JgEy> = — -;- Re ;: :o auzsf 5 1Eg12)
o b )

Dans la limite 8w = w - mvy/Y, € w, on obtient approximativement:

<d_!&, - i m(eznOrO suw? |Ez|2)

at 2 Myomc 8uw2 - wy?
On n‘'a donc transfert d'énergie du faisceau vers les ondes que 8i;:
1

g 8@2/(»52) > 0
801t encore Im(8w?) < O ; on retrouve le méme domaine de solutions acceptables
que dans le cas dAu mode d'Alfveén.
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Appendice 3

Comportement des différents paramétres physiques de la magnétosphére des
pulsars:

Oon va chercher A estimer les valeurs de quelques paramétres importants et la
fagon dont elles sont relides entre elles a travers la géométrie de la
magnétosphére dans un modéle trés rudimentaire. On a supposé que le champ
magnétique de l'étoile était appoximativement dipolaire, au moins pour des
distances ni trop faibles (pour lesquelles une composante quadrupolaire
devrait etre prise en compte) ni trop grandes (on devrait alors considérer la
torsion des lignes de champ due a la rotation du pulsar). On peut déduire de
cette hypothése la valeur du rayon de courbure des lignes de champ, grandeur
cruciale pour le mécanisme étudié, selon l'endroit oh 1l'on se place.

Le champ a pour expression en coordonnédes sphériques (x, €, ¢)(cf figure A3-
1): By = (Bgy, Bgyg, 0) avec:

b2
Boy = Bx (—)3 cose
b 4

B > Be (2*)3 gine
-— —)3 s
%0 "2 " 'y

ol ry est le rayon de l'étoile, B, la valeur du champ magnétique au pole. On
peut assigner a ces deux grandeurs des valeurs typiques relativement précises
(Michel 1982): ry = 105 cm et B, =~ 1012 G .,

Si u = B/B, est le vecteur unitaire tangent au champ magnétique, le module
du taux de variation de u le long de la ligne de champ n'est autre que la
courbure de celle-ci:

1/to = lu.V ul
ol r, est le rayon de courbure de la ligne de champ passant au point (r, €);
ceci s'écrit en coordonnées sphériques:

3uy ug du 2 u
toa[(ur—f.‘.——z_&)z.}(ur&.}_ugﬁe‘, rue
-} 4 r 96 9 ox r 96

soit compte tenu de u,2 + ug? = 1 ;

)2]—1/2

. r
° 2ur _ ® |
%o are)

On a: u, =~ 2 cose (1 + 3 cose)"l/2 , yy = gine (1 + 3 cos2e)" /2 ,

3
(1 - - s8in29)3/2
4x 4

Ad'olts r. = O, awac Dyoowrne ob Hardin (x3) zu. ).
© ~ 3gine 1, « § U e
1l - '2- sin<e

Pour des angles petits (© = 8iné « 1) on peut développer cette expression:

4xr 11
ros;;(l--;ez o;o)



136

Elle n'est certainement plus valable au—delA du cylindre lumiére, dans la =zone
ol le champ engendré par l'étoile devient radiatif, c'est-a-dire qu'il faut se
restreindre au domaine:

r 8in6 ~ r6 (1 - 62/6 ...) < ¢/

ol 1 est la vitesse de rotation de 1'étoile. Cette expression n'est
strictement valable que dans le cas du rotateur paralléle (¢ M oa M est le
moment dipolaire magnétique de 1'étoile).

Un autre paramétre important est 1'intensité locale au champ magnétique B,
elle vaut:

r 3
By = Bx (—)3(1 - - sin2e)1/2
r 4
soit pour 6 € 1
} £ 3
~B —31 -_92 e s 0
By 3 *(r )3( " )

En fait, il est intéressant physiquement A'exprimer les dépendances angulaires
en fonction de 1l'angle d‘observation ¢ , angle que fait la direction du champ
magnétique supposée correspondre A peu prés A la direction d'émission du
rayonnement avec l'axe de rotation de 1l'étoile. On peut ainsi espérer obtenir
la répartition des fréquences dans le cone Ad‘'émission.

Srow .L‘ uuu.Ls.{AL S v‘\&m\' r C= N k:u.le

*

Fig. A3-1: Géométrie des lignes de champ.

¥ est défini par la relation:
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Byoy8ineé + B,ygCcOBO
8in2e

siny =

0
»|w

Q- -i- s8inZe)1/2

Cette équation permet d'exprimer © en fonction de Yy dans la limite de petits
angles:

osa-Y .,
o 3 27 ¢ o0
et les quantités dépendant de © s'écrivent en fonction de y:
2r w2
ro ~ ;— ( - -6— ‘co)
€™ 3
Bo ~ Bx ()72 - = ..0)

Ceci permet de calculer la fréquence cyclotron (avec correction relativiste de
la masgse)
Wy = ..'_Bg ~ eBx (2)3(1 - 22_ ced)
YoMC YoMCc ¥ 6
Munis de la valeur du rayon de courbure, en tenant compte du fait que le
rayonnement émis se propage & peu prés parallélement au faisceau, nous pouvons
estimer le nombre 4'onde azimutal en fonction de la fréquence des ondes:
wr, 2rw V2
B~ — ~— (1 -— ...)
C oV 6
Les particules étant supposées suivre les lignes de champ magnétique, un
faisceau de diamdétre a se confond avec un tube de champ et la conservation du
flux magnétique dans ce tube s‘'écrit:
BoaZ = cte
ce qui conduit A 1l'évolution de 1l'épaisseur du faisceau:

r w2
~ —33/2,4 —_— .
a ax (1‘*) (+ 12 )

La conservation du nombre de particules s'écrit simplement:
n,a? = cte
d'ol le comportement de la densité:
4 Wz
ng = ne (—31 - — ..0)
o 6
La densité au voisinage de l'étoile n, semble devoir prendre des valeurs entre
1011 et 1020 particules par cm® selon les auteurs. Une forte densité étant
souhaitable pour obtenir de forts taux de croissance, nous adopterons la
valeur la plus favorable (et la plus communément admise & l'heure actuelle; cf
Lominadze, Machabeli & Usov 1983): n. = 1020 , ce qui conduit A 1'expression
suivante pour la fréquence plasma dans le rxepére fixe:
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p £
~ 5.3 1014 (—)3/2
@p (r )

Un autre paramétre important de notre modéle est le facteur relativiste du
faisceau y, qui regoit des valeurs entre 103 et 3. 105 selon les composantes
du plasma magnétosphérique considérées (Lominadre, Machabeli & Usov 1983). Le
facteur relativiste intervient dans les équations de compatibilité donnant les
taux de croissance de deux fagons: d'une part pour réduire la densité efficace
du plasma ( facteur upz/y°3) dang le cas du mode polarisé parallélement A& la
courbure ou la fréquence cyclotron dans 1l'autre cas, ce qui suggére de
rechercher de faibles valeurs, d4'autre part pour écarter le faisceau de la
résonance avec les ondes qui le baignent (vg, < c € v¢), ce qui conduit, au
contraire, A adopter des valeurs de y, fortes. On conservera donc dans le
processus d'optimisation des taux de croissance la possibilité de faire varier
Yo dans cet intervalle.

Cependant, Wp et y, ne peuvent pas en réalité étre fixés de fagon
complétement indépendante; la structure des différentes populations du plasma
magnétosphérique (cf figure A3-2) montre que les fortes densités sont
associées A des énergies plus faibles. Dans cet ordre 4'idées, on sera amené A
prendre en considération les chiffres du modéle de Ruderman & Sutherland
(1975) qui prévoit des densités plus faibles:

— population primaire: y; ~ 105, n; ~ 7.4 1010 (r,/r)3 p-1

Log(f)

7%

- -
-
-
ome

e
b
‘Q
e
'f

—
Yo Yy,  Log(v)

Fig. A3-2: Allure de la distribution d'énergie des
particules du plasma magnétosphérique.
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- population secondaire: y, ~ 103, ny ~ 1500 n,
pour un pulsar de période de rotation P en secondes.
Les fréquences plasma correspondantes sont:
wpy ~ 1.4 1010 (r,./r)3/2 p-1/2
wpz ~ 5.6 1011 (r./r)3/2 p=1/2 |
Il reste un paramétre complétement inconnu, c'est 1'épaisseur du faisceau au
voisinage de l'étoile a, (dans le cadre du modéle de faisceau mince) ou la
longueur caractéristique de gradient dans la zone de transition plasma-vide Lg
(ou sa valeur ramenée A& la surface de l'étoile Ly).
Rassemblons les expressions abtenues pour les différents parametres en
fonction du rapport r/rx (rx ~ 106 cm), de 1l'angle d'observation ¢ et de la
fréquence du rayonnement émis w:

- facteur relativiste: Yo = 103 a 3 106
r
- épaisseur du faisceau: a=ax (—)32(1 + — ...)
re 12
r
- longueur de gradient: Lg = Lx (—)¥2(1 + — ...)
Ye 12
r N \
- fréquence plasma: wp = 5.3 1014 (;—)‘3/2 (Lammu[m Machakeld Weoy &
®
1 T w2
- fréquence cyclotron: wp = 1.7 1019 — (—)" 32 - — ..,)
Yo Ix 6
ri w2
—~ rayon de courbure: g =210 — - (1 - — ...)
re ¥ 6
re w2
— nombre d'onde: m=6.,7105% — -(1 -— ...)
rs ¢ 6

Ces expressions permettent de tester la validité des reésultats obtenus en
fonction de la distance & 1'étoile et du domaine de fréquence considéré, pour
différentes valeurs de l'angle d'cbservation ¢, du diamétre du faisceau & la
surface de 1l'étoile a, (ou de la longueur de gradient Lx) et de son facteur
relativiste y,.

— Rudowan Sobharlowd | Wy = T («ngh

LS
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_A_mndice 4

Raccordements WKB du mode d'Alfvén en faisceau large (densité constante)

Le probléme est de trouver par une méthode de raccordement de développements
asymptotiques (cf par exemple Nayfeh 1973) une solution approximative (au sens
WKB ou de l'approximation de 1'optique géométrique) du systéme:

., irna B8 =0
du (i8 + u)?
(A4-1)
as
— + 2iA(18 + u)a =0
du

qui satisfasse les conditions aux limites asymptotiques suivantes:
— pour u =~ — ® on cherche une solution évanescente de la forme:
a, B ~ r(u)el{V) avec dl/du > 0
— pour u - + ® on veut obtenir une onde sortante pure, c‘est-a-dire un
comportement de la forme:
a, B ~ r(u)elil(V) avec dl/au > 0
On va franchir les Adifférents points singuliers rencontrés dans le dowaine de
variation de u en raccordant les développements asymptotiques pour A grand de
solutions d'équations plus simples qui modélisent le systéme A4-1 au voisinage
de chacun de ces points singuliers.
Au voisinage de — 1 - i8, le systéme se raméne A 1'équation suivante:

- _‘3( X dﬁ)+zx2( +1+1a)u—————-1+iap o (A4-2)
— u E_J
i8 + u du i8 + u Au (u + i8)3
on cherche une nouvelle variable indépendante z telle que:
1 a. qa. dz
——— — ~ — , poit — = i8 + u . On obtient donc:
is + udu dz du
u 1
z = J 1 u(is + u)du = -2— (u+ i8 + 1)(u + i8 - 1) ; 1l'équation s'écrit:
aZp + a2 B =0 (A4-3
— ——————————— - 4_
az? (1 + 22)3/2 )

Cette derniére équation est du type équation d'Airy dans un voisinage de zéxro;
lorsque A est grand, on obtient un développement de la solution au voisinage
de z = 0 en posant:
B(z) = W(z) P(~ (20)2/3¢(2))
ol on suppose que ¢(z) ~ z quand z ~ O et F est solution de P'*' — zF = O .
En reportant cette forme dans l'équation A4-3 on obtient:
2 ¥ L,
v ¢’
z 1 vy
(1 + 22)3/2 * a2 gy
A l'ordre le plus bas en 1/A2 on prend doncCt:

¢¢'2 =
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cte
V= e1/2
1/2
¢1/2d¢ = .L_g_z—_
(1 + 22)3/4
ce qui donne pour p(u) compte tenu du changement de variable ci—dessus:
+ is)3/4
B(u) = cte o ) c_(u)/6 p(- (2xc_(u))?/3)

((u + i8)2 - 1)1/4
ot P est une fonction d'Airy de la forme aAi + bBi et on a posé:
3 (4 ((u + 18)2 - 1)/2

c-(w) = vz I-l—ia (u + 18)1/2
C_(u)2/3 est analytique au voisinage de u = -~ 1 - i8 avec le développement:

C_(u)2/3 ~ 22/3 (u + 1 + 18) .
Pour satisfaire la condition de raccordement & gauche il faut donc choisir
P(z) = Ai(z) et on a finalement au voisinage de - 1 - i8 (premier zéro du
systéme A4-1):

du .

(u + 18)3/4
((u + 18)2 - 1)/4
De l'autre coté, dans 1l'intervalle [- 1 - 18, - i8] et suffisamment loin de
chacun de ces deux points 8 admet un développement asymptotique dont le
premier terme est:

B(u) ~ C C_(u)l/6 ai(- (2rC_(u))2/3)

(u + 18)3/4 2A n
u) ~ vmal/6 ((u + i8)2 - 1)1/4 sy S Q)

Au voisinage de u = -i8 (le pdle Qu systéme A4-1), on fait un developpenent

analogue A partir de la solution exacte d'un systéme plus sinplé mais

possédant le méme type de singularité:

ap
— 4 2icux = O
dau

qui admet pour solution: S(u) = Cp(t 23/21aul/2) on C, est une fonction de
Bessel d'ordre 2. On injecte donc dans l'équation gouvernant g déduite du
systéwe ci-dessus une fonction solution d‘'essai de la forme:
B(u) = W(u + 18) Co(t 23/21)\ ¢(u + 18)) avec les comportements suivants au
voisinage de zéro: Wz) ~ 2; &(z) ~ 21/2, ceci conduit A imposer:
v’ $'’ ' 1

1 49'2 1 1 1 g 1 1 v
1 - 5 + (L+-—)+ - — =0
(i8 + u) i8 + u 22292 2 2 418 +u ¥ 222 (18 + u)2 y

ce qui donne A l'ordre le plus bas en 1/A2 ;

1
é(u) = 32 Co(u)

(18 + u)3/4

= cte
Wu) = ¢ (1 - (i8 + u)2)l/4

Co(u)l/2
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u 3 (1 - (i8 + u)2)l/2
-18 vz (18 + u)l/2
avec au voisinage de u = - 18: Co(u) ~ 3 21/2(i8 + u)1/2 , ae sorte que les

ol on a posé Cy(u) = J au .

fonctions ¢ et ¢ ont bien les comportements annoncés au voisinage de - i§. On
a donc la forme de la solution au voisinage de - i8§:
(i8 + u)3/¢

u) ~ cte
Au) (1 - (18 + u)2)l/4

2
Co(u)t/2 c (2 3 1Co(u))

-18 3 ((u + 18)2 - 1)1/2
~1-18 vZ (u + 18)1/2
Pour raccorder cette solution Abl développement dont on dispose dans la zone
1- 1 - i8, - 18(, il faut choisir la fonction C; = a;Hy(1) + a,H,(2) qui a 1e

bon développement asymptotique:

On a : C_(u) =A™ + 1 Cy(u) ot A"-J' du

Co(2) (—3)1/2(a i 5") +a i 2
2 - 1 exp i(z ” 2 exp (2 4,))

Oon reporte dm 1'expression de p(u):
(18 + u)3/4
((u + i8)2 - 1)l/4 x

3
B(u) ~ 1 (—)V/2
A
2 _ 2 2 n
((a; exp -1-3-M - a; exp i;AA ) cos(; AC_(u) + ;)

2 2 2 ”
+ 1 (a; exp —1;AA" + a; exp 1;AA“) sin(; AC_(u) + ;—)] (A4—4)

La superposition a;Hy(1) + a,H,(2) a un sens WKB car A~ est reel si 8 - 0;
aucune des deux fonctions de Hankel ne domine sur l'autre dans 1'intervalle
limité dont on a besoin si 8 est suffisamment petit. Ce développement est
identique & celui qu'on a déja abtenu si:

cal/3 2 _ cal/3 2

273 expi;M et a; - - 273 exp-i—a-AA .

On a donc pour expression finale de B au voisinage de - i8:
cAl/3 (u + 18)3/4%c (u)1/2

2y3 (1 - (i8 + u)2)l/4

al‘l—

2 2
B(u) ~ - exp 1;AA" nz(l)(; iACo(u))

2 2
+ exp —-1;AA" B,(2)( ;ikco(u))l

B adwet dans 1'intervalle )- i8, 1 - i8[ un développement asymptotique dont le
premier terme est le terme dominant de l'expression A4-4; on note que Co(u)
est proche d‘'un réel positif pour 8 € 1; on a donc dans cette zone:
c 2 (i8 + u)3/4
AU =~ S mai/e o TipM (1 - (18 + u)2)L/4
Au voisinage de 1 - i8, on reprend le systéme écrit comme en A4-2 et on fait
le méme changement de variable; on obtient de la méme fagon:
(u + i8)3/4
(1 - (u + 18)2)1/4

2
exp ;ACO( u) (A4-5)

B(u) ~ cte

C4(u)1/6 p(- (2rc,(u))2/3)
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u 3 ((u + 18)2 - 1)l/2
1-i8 v2 (u + i8)1/2
C4(u)2/3 est analytique au voisinage de 1 - i8 avec le développement:
C4(u)2/3 ~ 22/3 (y + 18 - 1) . On a: Cy(u) = i Co(u) - at avec:

1-18 3 (1 - (18 + u)2)l/2

At - J’ 2

-i8 vz (18 + u)l/2

La fonction F de type fonction d'Airy qui admet le bon développement

asymptotique a raccorder A& 1'expression A4-5 est Ai(z); on a donc au voisinage
de 1 - is8:

du .

ol on a pogé: C,(u) = J

du .

(u + i8)3/4¢
(1 - (u + 18)2)V/
Cette expression admet dans 1l'intervalle )- i8, 1 - i8[ et suffisamment loin

de chacun de ces points un développement asymptotique dont le premier terme
est:

B(u) = cte

2 C+HWVE ai(— (2xcy(u))?/3)

ein/4 (u + 18)3/4
2ym1/6 (1 - (u + 18)2)1/4 o
On choisit la constante pour que cette expression soit identique &
1'expression A4-5 et p(u) s8'écrit finalement au voisinage de 1 - 18:
(u + 18)3/%¢c (u)1/6
(1 - (u + 18)2)l/4
Dans la zone u > 1 — i8, g adwet donc le développement asymptotique:
ce~in/4 2 (u + i8)3/4
/e S T AT A T T 16)2)1/4
On note que C,(u) est alors proche d‘'un réel positif si 8 € 1, et posséde une
partie imaginaire » 0 si 8 » 0, de sorte que lorsque u tend vers + o c'est
l'onde rentrante qui domine, ce qui est le contraire de ce qu'on recherchait.

B(u) ~ cte

2\ +
3—(1A + Co(u))

T 2A
B(u) ~ C exp —1(; + 3—-(A" + A7))

Af(- (2AC4(u))2/3)

B(u) ~

sin(— AC (u) + E)
3 4
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Appendice 5
Solution compléte pour le mode 4°'Alfvén dans le cas fortement non WKB

On découpe, conformément & 1'idée du § 3-B-a, le domaine d'intégration du
systéme 3-3 en trois régions dans lesquelles on abtient des solutions
approximatives pour un cylindre de plasma a4 bord plus ou moins raide,
caractérisé par le profil de densité suivant (cf figure A5-1):

+ 0 -u
¢(u)=1pouru<u°-o-;o(u)=u£——pouruo-—c<u<u°+a;
20

®(u) = 0 pour u > uy + o .
On conserve une valeur du terme relativiste b non nulle.

Tol @ | @

b —— e e e e e

Uy

c
[}
L]

Q

c
(=]

U°+d' u

Fig. A5-1: Profil de densité et découpage du domaine d'intégration.

On raccorde ensuite ces différentes portions de solution pour obtenir une
relation de dispersion du type de 3-8, incluant les effets de gradient et
d'énergie du faisceau finis. On a donc:

— & gauche (région -1- de la figure A5-1): pour — o < u € up
Il faut définir u; de fagon & pouvoir faire dans cette région 1'approximation
suivante: (i8 + u + b)2 » 1 pour u € u;, c'est-a—dire: (i8 + u; + b)2 » 1. On
a alors dans cette région approximativement une équation d'Airy et la solution
qui a un comportement évanescent pour u - - m est:

[ a(u) = o (Ai(- (2x2)1/3(48 + u)) + O(1/u,2))

A5-1
1(M2)1/3 pu) = a (A1'(- (222)V/3(48 + u)) + O(1/u;2)) (e
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On choisit de s'intéresser & i(A/2)1/3 g plutet qu'a g directement car cette
expression est du meme ordre de grandeur que a en puissances de A, comme on
peut le vérifier sur les expressions A5-1. Le terme correctif en 0(1/u;2)
provient du terme contenant le pdle qu'on a négligé dans l'expression de la
constante diélectrique réduite du systéme 3-3 et dans lequel on suppose pour
rester dans le cadre de notre hypothése que 8, b < uy .
— au milieu (région -2- de la figure A5-1): pour u; € u € Uy' = Uy + 0
Il faut définir u; de fagon A pouvoir faire dans cette région 1'approximation
1(a»/2)1/3 g ~ ct® en valeur relative, afin A'intégrer a par simple quadrature
entre u; et Us'. Il faut donc imposer:

A(1(A/2)Y/3 B) <€ (232)2/3 (18 + uy)(uy' - u3) a_ € o .
On s'attend (et on le vérifiera) & trouver uy,' ~ - b, uy,' - U ~~-b - u; et
8 < luy + bl « luyl, qui implique (u; + b)2 » 1 et 1(2A2)2/3y,(u; + b)! « 1.
Oon peut donc choisir u; proportionnel A& AP avec - 2/3 € n € 0, et il faudra de
toute fagon imposer A € 271/2 pour que les deux approximations définies ci-
dessus (valables respectivement dans les régions -1- et -2-) puissent etre
vérifiées simultanément. Dans le cas od b - 0, ceci conduit pour que les
approximations soient vérifiées de fagon optimale & choisir u; ~ A~1/3,
Lorsque b # 0, et pour pouvoir de plus prendre éventuellement de grandes
valeurs de b (d'ordre A~2/3), on prend la plus grande valeur possible pour
lugls b= — €A72/3 ; y; = - b - €271/3 de fagon & garder la largeur de la
région -2~ d'ordre A~1/3 cosme dans le cas b = O .

Les expressions AS-1 sont alors exactes & un terme O(1/u;2) ~ O(A%/3) pres,
et l'erreur commise en considérant (A/2)1/3p ~ cte dans la region -2- est de
1'oxrdre de:

1(A2)Y/3(B(ug’ ~ B(uy)) ~ 0(AY/3) par rapport a (A/2)V/3p ~ o(1).

On peut donc maintenant obtenir « en intégrant de u; A u,' en tenant compte
d'un gradient de densité au bord de largeur o modélisé par le profil de
densité ¢(u) défini ci-dessus. On suppose évidemment 26 < — b — u,, c'est-a-
dire la largeur de la zone de variation de la densité plus petite que celle de
la région —-2— de la figure AS-1; on vérifiera que Opay ~ O(A2/3), g, étant
la valeur maximale de ¢ pour laquelle le taux de croissance reste positif. Le
résultat de cette intégration est le suivant:

1
a(uy') - a(uy) = - (222)1/3 - -
(o) (1) ¢ ) tY “1 i8 + u; + D> (A5-2)
-1 20 A
$ — 1+ 1 (i(-)1/3 + o(\1/3
- Log( 20 + 18 + h) ( (2) B(uy) + O ))

Les ordres de grandeur des différents termes du crochet dans 1'expression ci-
dessus en puissances de A sont tels, en tenant compte des hypothéses faites
jusqu’'ici, que seul le dernier subsiste & l'ordre le plus bas.

— & droite (région -3- de la figure A5-1): pour u > Uy' = u, + 0 1

Le systéme 3-3 est strictement équivalent & une équation A'Airy; la solution
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qui a un comportement propagatif sortant pour u - + o est:
a(u) = oy Ai(e~17/3(222)1/3(is + u))
[ 1(A/2)Y/3 p(u) = a; e211/3 ai:(e11/3(2202)1/3(45 + u))
Compte tenu de 1'ordre de grandeur de u,' (uy' ~ — b + 0(A"1/3)), on obtient
les expressions suivantes pour les champs en u,‘:
a(ug') ~ oy (AL(e21m/3(2)2)1/3p) 4+ o(A1/3))
[ 1M2)/3 Blug’) ~ aye?i/3 (air(e2im/3(222)1/3p) 4+ o(Al/3))
Par ailleurs les expressions A5-1 valables dans la région —-1- peuvent
également se développer, et on obtient les valeurs des champs en u; (u; ~ - b
+ 0(A"1/3)) sous 1a forme:
a(uy) ~ a_ (AL((222)1/3p) + o(Al/3))
[ 1m2)1/3 puy) ~ a_ (Ai'((222)1/3p) + o(a2/3))
En combinant les trois expressions A5-2 A A5-4 on peut écrire le raccordement
des champs & l'ordre le plus bas en puissances de A:

(AS-3)

(A5-4)

021"/351'(&21"/3(ZAZ)V%)M((ZAZ)V%) - n(921ﬂ/3(2A2)1/3b)u0((2A2)1/3b) -
222)1/3 2
- 92111/35_L__ Log(l + od )Ai'((zxz)l/%)u'(QZi”/:‘(2A2)1/3b)
20 U,' - 20 + 18 + b
En tenant compte de la valeur du Wronskien des fonction Ai(e217/3g) et ai(z)
(qui est 1/2n e~in/ 5), on obtient finalement 1l'expression générale suivante du

décalage de fréquence complexe:

2/3 2/3 A"2/3¢
+ b+ 18 = A2/3p g(A\2/3p —_—
Ug a( ) P(Ag(Azlab))
61/3r(2/3)2
ol on a pogé A = — ~ 1,06
mw

et les fonctions F et g sont définies de la fagon suivante:
Pt C-C et g: R—-C

-2 no(zl/%)M-(QZiﬂ/321/3x)
* 7 (2201776, * Ai‘(0)2

Ces fonctions admettent au voisinage de zéro les développements suivants:

2
g(x) A 2 X o(x7)

1 422

Le comportement de F pour z réel est représenté sur la figure A5-2. On voit
que Im(F) s'annule pour z = /2, ce qui montre qu‘a A2/3p - 0 (c'est-a—dire
pour un faisceau suffisamment relativiste), le taux de croissance s'annule
pour une valeur de la longueur de gradient de densité Opay = TAA2/3/2. On
vérifie au passage la validité de l'hypothése faite au début du calcul ci-
dessus: 20 < uy' - u;. Le taux de croissance maximal pour ¢ « Oy, €8t en
unités réduites: 8y, =~ AA2/3/4. On vérifie que le Aécalage de fréquence réel
par rapport & la résonance u, + b reste d'ordre A2/3 donc petit devant 1'ordre
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A mpH f Re(F)

1 7A 4 )\2/31\

Pig. A5-2: Décalage de fréquence complexe en fonction du gradient
au bord pour un faisceau suffisamment relativiste.

de grandeur de u, et de b ( ~ A"1/3),

Inversement on trouve l'effet de 1l'énergie du faisceau (terme b) en
récrivant u, + b + i8 sous la forme:
-0
u, + b + 18 = 7+ Lo (A5-5)
22/3ag(22/3p)

On utilise le programme de résolution de systéme différentiel déja écrit pour
calculer les fonctions Ai'(21/3x) et Ai'(e217/321/3x), puis 1a fonction g
utilisée dans l'expression (A5~-5). Le résultat est représenté sur la figure
A5-3, On voit que lorsque x croit & partir de O, l'argument de g croit de 0 a

sa valeur asymptotique:

1/6,1/2
g(x) ~ _.z__x_l__eiﬂ’/ﬁ

x-w 4mAi'(0)2
de sorte que l'arqument de l'antécédent de la fonction th de (A5-5) Adécroit
asymptotiquement vers O lorsque b croit. On a A la limite pour b grand:
21/6p

Uy + b + 18 ~ - ————— \pl/2
8mAi‘(0)2

Comme la condition sur 1l'onde sortante est satisfaite, on est dans le cas de
la stabilité marginale: rayonnement mais taux de croissance nul A la limite
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g(x) 4
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Fig. AS5-3: Effet de 1'énergie du faisceau: comportement
de l'argument de la fonction g(A2/3p),

A2/3p - @ . Afin d'obtenir une valeur caractéristique de b pour laquelle la
diminution du taux de croissance devient appréciable, on utilise le
développement limité de g pour x petit et on écrit la condition: g(A2/3p)

proportionnel & 31/2 4 i avec ce développement; on obtient approximativement:

2e2im/3
1+ v A%/3b2 proportionnel & v3 + i

soit A2/3p .~ AY/231/4;; |






161

Appendice 6

Simulations numériques

Rappelons le systéme d'équations A résoudre: (3-3) et (4-3) peuvent se
mettre sous la forme:
daa
a = — iAP(u) B
a6 (A6-1)
— = - 2iAG(u) «
du
Il s'agit donc 4'un systéme d'équations différentielles ordinaires ot les
fonctions complexes P et G ont les comportements asymptotiques suivants:
P(u) ~1 et G(u) ~u pour iul - o .
Le systéme est donc asymptotiquement équivalent a une équation d'Airy, ce qui
fournit un moyen de déterminer des conditions aux limites ayant un sens
physique précis: ondes évanescentes ou exponentiellement croissantes pour u
grand et négatif, propagation dans l'un ou l'autre sens pour u grand et
positif. On se reporte pour cela aux solutions "WKB" correspondantes de
1'équation 4'Airy, qui ne sont autres que les développements asymptotiques
donnés dans l‘appendice 2:

— pour u < 0:

A
a(u) ~ a(u) exp * ;¢ 2u)3/2

(A6-2)
i da
et B(u) = - — ~ F 1 (- 2u)l/2 g(u)
A du
- pour u > 0
A
a(u) ~ b(u) exp *i 3 (2u)3/2
(A6-3)

et B(u) ~ F (2u)1/2 gy)

o4 a(u) et b (u) sont des amplitudes (complexes) variant comme des fonctions
algébriques de u, donc lentement devant les exponentielles, ce qui conduit a
les considérer comme constantes dans la dérivation qui donne B en fonction de
a (c'est 1l'approximation WKB).

Les expressions ci-dessus permettent de choisir les conditions initiales en
Ugt & et B, dans un rapport correspondant au type de solution rechercheé (1le

systéme étant linéaire, seul le rapport ®o/By doit etre fixé de fagon non
arbitraire).

Notons qu’'en fait, comme c'est la solution qui croit exponentiellement pour
U > u, qu‘on veut conserver a gauche, un choix différent des conditions
initiales 0o/By conduit simplement a une Aifférence par rapport au
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comportement cherché qui est proportionnelle & la solution exponentiellement
décroissante (cf (A6-2)). En d'autres termes, une erreur sur les conditions
initiales A gauche n'aura pas une incidence importante sur la suite du calcul,
car la solution dominante s8'impose de toute fagon trés rapidement par rapport
A la solution sous—dominante. La situation serait plus délicate si on avait a
sélectionner la solution décroissante; il faudrait alors préter attention aux
erreurs numériques, qui auraient en effet tendance & reconstituer une
camposante dominante indésirable. Pour illustrer ce phénoméne, on a représenteé
sur la figure A6-1 la solution du systéme (A6-1) avec A = {1, P(u) = 1, G(u) =
u/2 et les conditions initiales:; ao(0) = Ai(0), B(0) = A1'(0). La solution
théorique est alors la fonction d'Airy: a(u) = Ai(u), exponentiellement
décroissante pour u > 0. Or, les conditions initiales n'étant connues qu‘'a
10715 pres (valeurs d'Abramowitz & Stegun 1970) et compte tenu des erreurs qui
s'accumulent au cours de la résolution numérique, on voit reéapparaitre au bout
d'un certain temps la solution dominante. Ceci se produit en particulier dans
le calcul numérique de la fonction g de 1'appendice 5, mais on n'a représenté
que la partie exploitable du calcul.

Le point délicat du probléme est le fait que pour des valeurs de u
intermédiaires, P ou G peuvent subir de fortes variations sur des intervalles
trés petits (Au/ugay € 1) & cause de la présence de poles & proximité de 1'axe
réel ou de formes de profil de densite tres piquées. Pour pouvoir décrire au
Cours de la résolution l'évolution campléte des fonctions a et # aussi bien
dans les zones ot les dérivées sont de module ~ a, B que dans la zone centrale
o0 on s'attend A des valeurs fortes (par exemple dans le cas champ infini de
1'ordre de 100 fois lal ou I8l pour Au ~ 0.01 et A de 1l'ordre de 1) on est
conduit & adopter un schéma numérique précis (algorithme de Runge-Kutta A
quatre approximations successives) ainsi qu'un procede d'adaptation du pas
d'incrémentation & la valeur attendue des dérivées A 1'itération suivante.
Ceci est abtenu en calculant les modules des dérivées en Plusieurs points en
avant du point courant de fagon & "sentir" la présence éventuelle d'une zonhe
ot le second membre prend de grandes valeurs et A réduire préventivement en
conséquence le pas d'incrémentation. L'évolution du pas d'incrémentation pour
différents cas de simulation est donnée dans les figures 3-8, 3-9, 3-11, A6-1;
on voit que celui-ci peut varier sur plusieurs ordres de grandeur.

Par ailleurs le fait d'abserver une décroissance réguliére et non oscillante
du pas d'incrémentation dans la zone 0 ¢ u < Unax constitue un test de la
pureté de 1'onde sortante recherchée & droite plus objectif que la simple
inspection visuelle de 1'évolution de a et B8. Afin de vérifier le bon
ajustement du pas aux accidents rencontrés, on trace pour chaque cas de
résolution le profil de densité aux points de discrétisation. Un aspect lisse
du profil indique une bonne adaptation du pas A& la traversée du faisceau.
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En fait, il est possible de quantifier ce critére de fagon a automatiser la
recherche de l‘onde sortante pure a droite par une méthode dite de "controle
optimal” ou "commande optimale”. Cecl se fait de la fagon suivante:

Pour A2/3u » 1, la forme asymptotique (A6-3) de la solution permet de
caractériser l'onde sortante par la condition: S(u) + (2u)V2x(u) ~ 0, soit
deux relations réelles A vérifier. Choisissons alors deux paramétres réels de
controle du probléme, par exemple le taux de croissance 8 et la position de la
frontiére du plasma us. Le systéme (A6-1) se met sous la forme:

L«
—_— f(uf, 8, u)p

A6-4
as ( )
— = g(ug, 8, u)a

On définit un produit scalaire entre deux fonctions solutions de systémes de
la forme (A6-4) par:

(x3, By).(axz, By) = J::(“l'(u)dz(u) + 51'(\1)32(“)) du

Envisageons une petite variation des paramétres ug - ug + dug, 8 ~ B8 + 28.
Le prodléme (A6-4) est alors modifié: (a, B) — (a, B) + (8x, 98) et dans la
limite de petites variations, on a la relation linéaire:

dda

— =9t p+ £ 88

du
dég

= a + da
au &g 9

Formons alors le produit scalaire avec une fonction quelconque (g, By):

( ) (daa deB) J".N( 'daa R 'daﬁ
%'ﬂv‘du'du uoavdu bvdu)(u)du

= | "(a,*3fp + B,"3ga) Qu + J.“"(av'fop + By“gaa) 4u
N e o

Si (ay, By) est solution du systéme adjoint de (A6-4):

day *
du 9 By
(A6-5)
—_— . - f*
du

alors le produit scalaire ci-dessus s‘écrit:

daa aap as,* Ao,
(ay*— + B,"—) Au = Ju" (a, " 0B + B,*3 au - r" —88 + —da) 4
J:: au B du U, i fv 090) du uo(du o au ™

Oou encore:

[av'aa + av'ap:t: - ru:(av*afa + By"9ga) au
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‘Dans notre cas, on conserve des conditions initiales A gauche (en u = Ugy)
fixes, et on fait varier les paramétres de controle 8 et ug; on a donc:

ag”(ug)oa(uy) + By (uy)aB(uy) = 1508 + I dug (A6-6)

af ag
avec Iy = J“‘(av*—-p +By"—a)du ot x =8, ug .
u, ox ax

Or le critére pour une onde sortante pure A droite B 'écrit: ay*(uy)a(uy) +

By (uy)B(uy) = 0 avec ag(uy) = (2uy)1/2; B (uy) = 1. La procedure itérative de
controle optimal est donc la suivante:

a) résolution du systéme (A6-4) dans le sens U, — Uy avec a(uy) = &y, B(ugy) =
Bos on obtient a(uy) et S(uy), et on conserve les valeurs de a, S pour u, € u

< uy.

b) résolution Au systéme (A6-5) dans le sens uy — U, avec ay(uy) = (2uy)l/2,

By(uy) = 1; on est alors en mesure de calculer les quantiteés Ig et I, ci-
dessus.

C) en général les paramétres 8 et ug ont requ des valeurs de départ telles
que la condition 4'onde sortante n'est pas remplie: av"(n")a(uu) +
By"(uy)B(uy) = C # O; on cherche alors a faire varier (a, S) d'une quantité
(%ax, 38) qui annule C, ce qui s'écrit 4‘'aprés (A6-6):

1438 + I 8ug = - C
On en déduit les variations A imposer & & et ug:
Il Iy "( (2uy) 1/ 2a(uy) + B(uy)))

98 = — *
Im(I5"((2uy)2/ 2a(uy) + A(uy))]
dug = + *
INI,%T,)

On repart alors en a) avec les nouvelles valeurs de 8 et us et on itere
Jusqu'a obtenir C inférieur A une valeur donnée suffisamment petite pour qu‘on
considére la condition d'onde sortante comme rewplie.

S‘'agissant d'une wéthode de Newton (progression dans la direction du
gradient de la quantité a annuler), on observe une convergence rapide:
quelques itérations dans la plupart des cas que nous avons rencontrés dans les
explorations numériques de cette thése.

Notons que les problémes de divergence numérique évoqués plus haut ne se
posent pas dans cette méthode, car la résolution des équations a toujours lieu
dans le sens ol les fonctions de type exponentiel sont croissantes.
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Appendice 7

Instabilités d'un plasma homogéne

1: Instabilités d'ondes électrostatiques:

A: Instabilité hydrodynamique 4‘un plasma froid:

La relation de dispersion générale des ondes de plasma:
1 = [ wpg? —_—, (A7-1)
a Y w - xv)2 &
prend dans le cas 4'un plasma froid excité par un faisceau froid peu dense
la forme suivante, dans le repére du plasma:
.
w2 e — xvp)2
ol v, (proche de c) est la vitesse du faisceau, wp2/%,3 « wp? .

(A7-2)

La relation A7-2 est illustrée sur la figure A7-1 sous la forme de la
résolution graphique d'une équation de la forme P(w) = 1 A& k donné.

F(w) F(w)
|
\
\
)
\
1 l 1 \
/! | | |
: ! s : !
| ,. Neo 1 !
~‘wp ~ wp KVb w ~_wp KVb ~ wp w

(a) kv, > Wp -~ 4 racines réelles. (b) kv, < wp = 1 mode instable.

PFPig. A7-1: Résolution graphique de 1l‘'équation de dispersion
des ondes électrostatiques.

On voit qu'on obtient une instabilité (deux solutions complexes conjuguées -
une solution correspondant A un mode croissant) pour kwy, < w* ot la fréquence
critique w* est peu aifférente de ) s8i le faisceau est suffisamment ténu
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("’b/'Yhalz « wp). Dans ce cas l'ordonnée du minimum local de P(w) est peu
différente de wp?/k?vp2 dans 1'intervalle: wp/y,3/2 « kv « wp . La solution
(cherchée sous la forme w = kv}, + 8w) est approximativement donnée par un
développement de l'equat:ion A7-2 en puissances de 8w/kvp, € 1 . On obtient:
(1 _L)-l/z .

kzvh
Le taux de croissance augmente donc lorsque kv), se rapproche de Wy . Plagons—
nous donc dans la limite kwy, ~ Wp 4 l'équation A7-2 prend alors la forme
approchée:

28w w2

wp  Mpo8u?

8w ~
,ba/z

pouru~kvb~up (A7-3)

Le résultat A7-3 correspond A 1l'expression obtenue par Bludman, Watson &
Rosenbluth (1960) et utilisée par Ruderman & Sutherland (1975). Dans le cadre
des conditions physiques de la magnétosphére des pulsars, oh le plasma est
lui-méme animé 4'un mouvement relativiste par rapport A 1l'étoile, il nous
reste A effectuer le changement de repére correspondant. L'onde ayant une
vitesse de phase proche de c se transforme approximativement comme un photon:
We ~ 2YoW ~ KeC €t Wyn ~ Wi/Yo oh 1l'étoile en indice Adésigne les quantiteés
mesurées dans le repére de l'étoile.
Les densités se transforment de la fagon suivante:
Npx = Yolp + Npx ~ 2YoMy, .
Le facteur relativiste du faisceau mesuré dans le repére fixe devient:
Yox ~ 2%o¥p .
On a en fin de compte dans le repére fixe:
V3 (wpu2)1l/3
“i~ Z273 —:ET/)z
P’

pour ® ~ kc ~ Zypl/zup (A7-4)
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B: Instabilité hydrodynamique d'un plasma chaud

On se place maintenant dans le cas oG le faisceau peut etre considéré comme
monocinétique mais ot la dispersion thermique du plasma devient importante. La
relation de dispersion générale A7-1 prend alors la forme suivante dans le
repére du plasma:

1 w2
1 = up2<73(u — kv)2> + ma(m ~ kvb)z
On suppose qu'il existe un repére (le "repére du plasma”) ou la fonction Qe
distribution du plasma (sans le faisceau) est paire, et que le plasma est
relativiste (<y3»1/3 » 1). Avant 4'étudier 1'instabilité proprement dite, il
n'est pas inutile de rappeler les propriétés de dispersion du plasma seul (wbz
= 0 dans l'équation A7-5).

On cherche s'il existe des ondes A vitesse de phase suffisamment proche de c
pour ne pas subir d'amortissement Landau par les particules relativistes du
plasma. On voit que w, = k,Cc est solution de A7-5 (sans faisceau) pour:

(A7-5)

Ko = B 1 + 2)251/2 w47 R 51/2
[ o] c c

Rappelons qu'on a utilisé le fait que <p> = 0 dans le repére du plasma et <y»
» 1. Au voisinage de ce point (w = k,Cc + &w , k = k, + Ak), on obtient en
développant au premier ordre:

" (ae/ak)
de/30 °
de 20,2 v 23/2 3,
—_— - -3, Y ——
avec (—)o 303 <31 + c) > - 372
de <y(l1 + v/c)2> <y>
t — - - 1 - — - ~ «1
N (ak)° < NGyl avec « y3(1 + v/c)dr 2493

,,,pz<_____1_
Y30 - kv)?
Dans la zone ol la vitesse de phase est supérieure A c (k < k), on obtient
1'allure de la relation de dispersion w(k) en développant en puissances de

k/kq

oh e = 1 — > est la constante diélectrique 4du plasma seul.

w2 ~ wp2cy™3 + 3k262(1 - <y S/ D).
Ces résultats (classiques: cf par exemple Lominadze & Mikhailovskii 1979,
Lominadze & Pataraya 1982; Volokitin, Krasnosel'skikh & Machabeli 1985) sont
résumés sur la figure A7-2.

Nous pouvons maintenant nous pencher sur le probléme de l'excitation de ces
ondes par un faisceau ultrarelativiste (tel que w, » w/k). Si la dispersion
thermique du faisceau est assez faible (ceci sera précisé plus loin) pour
qu‘on puisse le considérer comme monocinétique, la relation A7-5 s'écrit avec
les variables définies ci—dessus:



160

2V/20,001/2 = kge| -

ey $1/2

FPig. A7-2: Relation de dispersion des ondes électrostatiques
dans un plasma relativiste.

op? |
N30 - kvy)2

d¢
(;‘:)O(Am - c(1 - a)aAk) ~ (A7-6)

Plagons-nous en Ak, tel que:
A —- (1l - a)hky = 0 - Vh(ky + Aky)

On a a peu prés en tenant compte de a ~ 1/2¢<y>2 et vy ~ c(1 - 1/21,2):
Ak, <y>2

—— oy

X M2
Pour cette valeur de Ak on résoud facilement l'équation A7-6 qui devient:

(]
(& - (1 - G)Ak.)a ~ ™ (_k_‘;)S
Pp 2yp<y>
On trouve donc une racine complexe & partie imaginaire positive, le taux de

croissance hydrodynamique correspondant est:

M ~ ../3_ ko€ (.“9)1/3
4 YyHey np
Montrons qu'en fait ceci correspond au taux de croissance maximal. L‘'équation
A7-6 est de 1la forme: (x — a + €)(x — a)2 = 1 ob € représente l'effet de Ak #
Aky. En développant en puissances de e autour de la solution x, = e217/3 a
partie imaginaire positive, on trouve: Im(x) ~ 3%/2/2 (1 - €2/9...); autrement

dit la valeur de Ak, qui correspond A € = 0) est bien celle pour laquelle on

(A7-7)

(A7-8)
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obtient le taux de croissance maximal,
Revenons maintenant sur la question du caractére monocinétique Au faisceau.
Supposons qu'il soit représenté par une fonction de distribution centrée sur
Pp = YpRVy ~ YpymC avec un écart quadratique moyen Py = ymymc. Les particules
les plus lentes sont donc carctérisées par (v — vy )/Cc ~ - VTb/Vbs' Pour
€liminer la possibilité d‘'une interaction onde—particules on doit poser:
Vp — W/K > ¥, ~ V. Or pour Ak = AKk,, on a:
Re(w) - kvy, = - (2)/3 9
4V <y>
L'inégalité ci-dessus s'écrit en fin de compte:
—"i’ﬁ ; ‘% (r":)l/a
Ici encore, on doit prendre en compte le mouvement d'ensemble (correspondant A
un facteur relativiste y,) du systéme plasma-faisceau par rapport A l'étoile.
Dans le repére de celle—ci, les résultats ci-dessus s'écrivent:
— taux de croissance hydrodynamique:
32
th ~ 7576 Yo 2y cy 172 (?;)1/ 3 (A7-10)
— condition pour se trouver dans le régime hydrodynamique:
L4 - S - BIPRL: -1 V2

<
g el 8<y>Yo 2np
Dans ces deux relations <y»> représente la dispersion d'énergie du plasma dans
son repére propre; on n‘'a pas cherché A la transformer dans le repére de

l'étoile car on peut avoir <y» ~ Yo -

(A7-9)

(A7-11)
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C: Instabilité cinétique d'un plasma chaud

Si 1'inégalité A7-9 (ou A7-11) n'est pas vérifiée, on doit prendre en compte
une interaction résonnante onde-particules. L'expression de la constante
diélectrique du faisceau:

2 i m 2 ¢ 1 afb

B — g——————y &= — l —

b “p Y3 (w - xv)2 x P Ju — kv 8p
comporte une partie imaginaire due aux particules résonnantes:

Im( N i 2 3 afb
m = - ir — w2y (—
€p x2 b Vres op )res

ol l'indice "rés" désigne des quantités évaluées en v = w/k . Pour une
fonction de distribution centrée sur Py avec une dispersion pq,, par exemple
la fonction suivante:

1 (p - pp)?

oP -T2

"o, Py
La relation de dispersion A7-5 s'écrit alors A la résonance:

¢ - a2 wZn3 2 1
(—)o(t — c(1 - x)AKk) ~ 3 3 + in —T)-"L (—)v/2 ——
oW Iy Xo2c2 e Y2

ol on a posé comme au paragraphe précédent YTpoC = Dy .
La partie imaginaire de la relation A7-12 fournit le taux de croissance

cinétique maximal dans le repére du plasma:

2n "y e )
Fein ~ (—)V/2 2 ( )3 ko -
e Y™ np 2¢y»
Dans le repére de l'étoile ceci devient:

33 2 1
» Ona (__b)mx ~(—¥2 —
ap ne P2

fy ~

(A7-12)

1 m "3 np
Foi ~ — (D172 “p b - N
cin 16 (e) yos/zy.rbz<'y>5/2 ("‘p ( )

Ici encore <y> représente la dispersion d'énergie du plasma dans son repére
propre. Les autres quantités sont exprimées dans le repére de 1'étoile.
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2: Instabilités d'ondes électromagnétiques:

On étudie le comportement d'ondes transverses en propagation paralléle au
champ magnétique d'équilibre dans un plasma électrons-positrons homogéne, les
deux espéces étant caractérisées par la meme fonction de distribution (en
particulier on suppose que leur vitesse relative est nulle). La relation de
dispersion de telles ondes s'écrit (cf appendice 1);

k2c2 w2 y(w - kv)2
T I T w2

ot wg = + eB,/mc et les crochets «.> représentent 1'intégrale sur la
fonction de distribution normalisée A 1. On se pPlace dans le cadre de
1'hypothése: y(w - kv) « wg pour la majorité des particules du plasma et on
développe en puissances de Y(w - kv)/wg. On obtient:

1 > =0 (A7-14)

1 - —s + 2 <y(l + 2 ) + O(—z-)) = 0 (A7-15)
W % () 0)8

Pour parvenir A cette expression, on a supposé que «<p> = 0, c'est-a-dire qu‘'‘on
8'est placé dans le repére du plasma. Si <y> » 1, on obtient finalement:
w? - x2c2 = _ 2 ot Aaﬂ
1+a4 wg?

Avec les chiffres correspondant A la magnétosphére des pulsars, A reste trés
inférieur A 1 pratiquement jusqu‘au cylindre lumiére pour des pulsars de
période inférieure A 1 8 typiquement. Les ondes sont alors hydrodynamiquement
stables en l'absence 4‘'un faisceau de grande énergie, avec cependant une
relation de dispersion telle que leur vitesse de phase laisse ouverte la
possibilité d'une éventuelle interaction avec un faisceau.

En présence d'un tel faisceau, la relation de dispersion A7-14 comporte un
terme supplémentaire:

x2c2 X2¢2 2 - xv)2
1 - — + a1 4 )—“‘2’ — 2 )
Wt y2(w - xv)2 - wg?

>» = 0 A7-16
) o2 b ( )

Si on considére que les effets hydrodynamiques sont Pris en compte dans la
premiére partie, ce terme introduit une correction cinétique imaginaire:

2 w - kv f
Im(e) = - in—w%- L € mc (pe)
W €t — 2 Bew - kC
ol les résonances sont définies par:
W= kv = — ewg/ye pour € = +, - (A7-17)

La résolution graphique de cette équation est représentée sur la figure A7-3.
On voit que dans le cas Xc - w € w & wg , qui est celui qui nous concerne pour
Ce qui est du rayonnement des pulsars, les deux solutions vérifient
V- <0 <vy avec 1 € y_ € y; , de sorte que la relation A7-16 s'écrit:
inwy.2mc
w?(1 + 4) - x2c2(1 - A) ~ —,  (£(P4) - £(p_))

La partie imaginaire de la fréquence lide aux effets de résonance onde—
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frequences

+wB
—— ¢+ wg/y(v)
® - kv

- wg/y(v)

Fig. A7-3: Vitesses de résonance gyromagnétique pour
kc - 0w € 0w Kwy .

particules vaut donc:

mop?m  mug mwg

I ~ f - (- —

m(w) (£( ) ( 2K

oQ on a utilisé les approximations suivantes:

By ~ yamo ~ — B B BB b~ - yme - L UBC - upmc - upm
w-kXvy w-kc kA W-Xv_. w+Xkc 2k
Pour une distribution asymétrique du type de celle qui est représentée sur la
figure A7-4, telle que p_ soit en dessous de 1'impulsion du gros du plasma et
P4 dans la "queue” de haute énergie, on peut avoir amplification cinétique des
ondes transverses. Si la queue peut étre représentée par un plateau entre 0 et
Pmax (£(P) ~ 1/Pmayx POUr p « Pmax ¢ ¢f figure A7-4), on peut donner une
estima tion du taux de croissance maximal correspondant (obtenu pour Py =

Pmax )¢

))

' ~

A

Smith (1981) a fait remarquer que les conditions A vérifier pour obtenir ce
taux de croissance sont plus restrictives qu‘'il n'y parait; en effet
1l'amortissement des ondes par la résonance p_ sur le plasma (cf figure A7-4)
n'est négligeable que 8i Ip_| > Po ©0 py ~ <y>mc est la dispersion d'énergie
des particules du plasma. Ceci s'écrit encore: X < wg/2¢<y>c. Par ailleurs la
condition de résonance A7-17 avec la queue de haute énexrgie s'écrit en
reportant la valeur de la fréquence réelle w: kc(l — A) — KV, ~ ~ wr/y. Ou
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Pig. A7-4: Distribution des impulsions des particules
dans le repére propre du plasma.

encore (cf figure A7-4): kcA ~ wgp/Yy (cette approximation étant d‘'autant
weilleure que A est plus petit). Compte tenu de la valeur de A, on arrive
finalement a la condition:

ERS

n  2ug?
L'intéret de cette relation est qu'elle ne dépend plus de la dispersion
thexrmique <y> du plasma, mais de grandeurs plus facilement accessibles dans
les modéles de pulsar disponibles actuellement.

Revenons au repére fixe par une transformation de Lorentz de facteur

relativiste y,; les résultats précédents s'écrivent:
— Taux de croissance maximal:

2, 2 3 3
1 <y> &y,
r_____a__"‘g_?;_ pour ® ~ k¢ ~ o 28
8 %} wp <9 wp?
— Condition de validité (pas d'amortissement sur le gros du plasma):
2 2
ld- N EEE
> wg

Dans ces relations la seule quantité qui ne soit pas évaluée dans le repére
fixe est <y>, la dispersion d'énergie du plasma dans son repére propre.
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Appendice 8
Comportement du systéme pour un profil de densité particulier

Rappelons qu'on cherche & résoudre le systéme d'équations différentielles
suivant:
dx &(u)
au 1ML - (18 + u)z)"
as
au

(A6-1)
= - 2iA(18 + u)«x

La fonction ¢ caractérise le profil de densité a la frontiére du plasma:
elle vaut 1 pour u €« — 1, a l'intérieur du plasma, et O pour u » 1, dans le
vide, la transition entre ces deux régions s'effectuant avec une longueur de
décroissance caractéristique o. Les résultats numériques du corps du texte
sont obtenus pour un profil ol cette transition se fait de fagon "douce”. Dans
le cas ol on utilise le profil "anguleux”, simplifié a l1l'extreéme, représenté
sur la figure AS8-1, on voit apparaitre pour de grandes valeurs de A et o un
comportement particulier que nous allons essayer de caractériser.

ﬁ'w(u)

Up=0 |upy Ug U+ o

Fig. A8-1: Le profil de densité "anguleux".

Pour incorporer 1l'information "A grand®”, on pose:
x = (2A2)/3(u 4+ 0) § B = 1(A/2)/38 ; A = a ; D = (2A2)1/3g ,
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Le systéme A résoudre prend alors la forme:
aa (232)2/3¢(x/(22%)1/3,

- wl e

1 2
ax (x + iD)

dB
— = (X + 1iD)A
ax
La dépendance en A est maintenant confinée dans 1l‘'expression du profil de
densité. Selon la forme analytique précise adoptée pour celui-ci, on peut
avoir differents comportements. En particulier, le profil représenté sur la
figure A8-1 suggére d‘'utiliser pour A grand la dépendance suivante:
&(u) = - (U - u, - 0)/20 pour u < u, + g;
¢(u) = 0 pour u > Uy = G. (A8-1)
Ceci se confond avec le profil précédemment utilisé pour uy € u (cf fiqgure AS-
1) 8i uy > u, - 0. Le systéme s‘'écrit alors:

= PpOouUr X < Xnt
ax (x + 1iD)
(A8-2a)
a8 + iD)A
— = (X
ax (
— pour X > Xgt
aa
— i - B
ax
(A8-2Db)
4aB
-— = (X + iD)A
(2A2)1/3
on a pogé G = .
20

S'il existe des valeurs de G, X, pour lesquelles il est possible de trouver
un comportement radiatif instable (solution évanescente a gauche, propagative
sortante A Aroite pour D » 0) de ce systéme, alors on aura mis en évidence
1'instabilité annoncée au § 3-C—c avec 8 ~ O(A~2/3), o ~ 0(A2/3), pans quel
domaine de A ceci est-il possible? Sachant qu'en fait ¢(u) € 1 A gauche, il
faut que &(uy) € 1, c'est-a-dire luy -u, + 01 < 20. Par ailleurs, uy doit eétre
tel que IG(Xy - X,)/(%Xy + 1D)2| &« 1 pour se trouver dans la zone ot la valeur
de la densité devient indifférente quant au comportement de A(x), B(x), c'est-
a—-dire pour que les deux profils (A8S-1) et (3-18a) conduisent A la méme
solution du systéme. Si x5 ~ D € Xy, ceci s'écrit: Ixyl » G, c'est-a—dire:
1/20 € luyl « 20, ce qui impose ¢ » 1/2.

En résumé, on peut alors dire que pour un profil de densité de la forme (3-
18a) avec 20 » 1, il existe une solution instable pour A grand avec ¢ ~ A2/3,
8 ~ A"2/3; c'est ce qui est observé numériquement.
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Pour G € 1, on peut essayer de donner une description analytique du systéme
(A8-2) (le raisonnement est le meéme que celuil de 1'appendice 5):

— & droite de x,, la solution est strictement une fonction d'Airy:
A(x) = a, Ai(e~17/3(iD4x))
B(x) = e21/3 o, a1'(e~1"/3(1iD4x))

En supposant D, Xo « 1, on a donc a peu preés:
A(xy) ~ a, AL(0)

On cherche ensuite x; tel que I(x; + 1D)21 « 1 et IG(X; — X, )/(%x; + iD)21 « 1.
Ceci permet de définir une zone [X;, X,] dans laquelle B est a peu pres
constant en valeur relative, et ol on peut donc intégrer la premiére équation
de (A8-2a). Dans la zone (- ®, X;] la deuxiéme condition ci-dessus montre
qu'on se raméne approximativement a une équation 4‘Airy. En supposant Ix,I|, D
€« Ix;1, 1les deux condiitons ci-dessus sont vérifiées pour x; ~ - G1/3 (i1
faudra vérifier que X,, D « G1/3), on a approximativement a gauche de x,:

A(X) ~ o Ai(- (x+iD))

B(x) ~ a_ Ai'(~ (x+iD))
La valeur des champs en x; = — G1/3 est alors approximativement:

A(- GY/3) ~ a_ a1(0)

B(- G1/3) ~ a_ A1'(0)

Dans la région - G1/3 ¢ x ¢ x,, B est approximativement constant et la
variation de A s‘obtient alors facilement:

X, + 1D Xo + D
PV BTSSR
Comme par hypothése x,, D « G1/3, alors x,, D « 0(G1/310gG). En conservant les
termes d'ordres les plus élevés dans l'expression ci-dessus, on parvient
finalement & l'expression du décalage de fréquence:

- gl/3 Ai(0) 31/2

iD ~ im/6
Yo * e expu.(o) G ©

A(xg) - A(- G1/3) ~ — B (x5 + G1/3 4 G(log

)]

Le fait que la solution dépende du choix de x; (facteur G1/3) guggere que
cette méthode n'est pas vraiment adaptée & cette forme du profil de densité.
De toute fagon la forme de l'argument de l'exponentielle ci-dessus suggére une
décroissance trés rapide du taux de croissance pour G € 1. On a donc recours &
des simulations numériques pour étudier le systéme (A8-2). Les résultats de
cette étude sont rassemblés sur la figure A8-2,

On vérifie que le taux de croissance s'annule rapidement pour G ¢ 0.6, ce
que laissait supposer (sans le démontrer rigoureusement) le calcul ci-dessus.
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Pig. A8-2: Décalage de fréquence complexe dans la limite

0, A » 1 pour un profil de densité "anguleux”.

Au point ou D est maximal (G = 2.4, D = 0.1035, X, = - 0.235), on déduit 1la
persistance de 1l'instabilité de courbure (avec ce profil de densite

particulier) pour ¢ » 0.5 et de grandes valeurs de A satisfaisant A2/3 ~ 3.81¢
avec 8 ~ 0.082 A"2/3, u, + o ~ - 0.187 A2/3,
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