N

N

Etude mathématique de modeles cinétiques pour la
gravitation, tenant compte d’effets relativistes :
stabilité, solutions autosimilaires.

Cyril Rigault

» To cite this version:

Cyril Rigault. Etude mathématique de modeles cinétiques pour la gravitation, tenant compte d’effets
relativistes : stabilité, solutions autosimilaires.. Analyse numérique [math.NA|. Université Rennes 1,
2012. Francais. NNT: . tel-00787487

HAL Id: tel-00787487
https://theses.hal.science/tel-00787487
Submitted on 12 Feb 2013

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00787487
https://hal.archives-ouvertes.fr

ANNEE 2012

ueh

: N
RENNES 1 u\?/h

THESE / UNIVERSITE DE RENNES 1
sous le sceau de [’Université Furopéenne de Bretagne

pour le grade de
DOCTEUR DE L’UNIVERSITE DE RENNES 1

Mention : Mathématiques et applications
Ecole doctorale MATISSE

présentée par
Cyril Rigault

préparée a 'unité de recherche 6625 du CNRS : IRMAR

Institut de Recherche Mathématique de Rennes
UFR de Mathématiques

Thése soutenue a Rennes

Etude mathématique ,
le 11 décembre 2012

de modéles cinétiques devant le jury composé de :
Mihai BOSTAN
pour 1 a gr aVit ation Professeur Univ. Aix-Marseille / rapporteur
Y

Jean DOLBEAULT

’ DR CNRS Univ. Paris Dauphine / examinateur
tenant compte d’effets Maxime HAURAY
. eye, MCF Univ. Aix-Marseille / examinateur
relativistes : stabilité, Frédéric ROUSSET

. . . . Professeur Univ. Rennes 1 / examinateur
solutions autosimilaires Mohammed LEMOU
DR CNRS Univ. Rennes 1 / directeur de thése
Florian MEHAT'S

Professeur Univ. Rennes 1/ directeur de thése

Rapporteurs : Reinhard ILLNER, Professeur de I’Université de Victoria, Canada,
Mihai BOSTAN, Professeur de I'Université d’Aix-Marseille.






Remerciements

Je tiens tout d’abord a remercier mes directeurs de thése Mohammed Lemou et Florian
Méhats de m’avoir fait confiance en me proposant ce sujet et de m’avoir accompagné pen-
dant ces trois années. Travailler avec eux a été un réel plaisir : leurs conseils avisés et leur
bonne humeur communicative m’ont permis de m’épanouir pleinement dans ma recherche.
J’ai beaucoup appris grace a eux et je leur suis trés reconnaissant du temps qu’ils m’ont
consacré.

Je remercie également Mihai Bostan et Reinhard Illner d’avoir accepté d’étre les rap-
porteurs de ma thése ainsi que Jean Dolbeault, Maxime Hauray et Frédéric Rousset de
m’avoir fait ’honneur de composer mon jury. Le fait que des chercheurs aussi reconnus
s'intéressent & mon travail est un grand privilége.

Au moment de soutenir ma thése, j’ai aussi une pensée toute particuliére pour Naoufel
Ben Abdallah, qui nous a quitté tragiquement en 2010. Je n’ai malheureusement pas eu la
chance de le rencontrer et pourtant, de par ses discussions avec Florian et Mohammed, il
m’a été d'une grande aide & un moment sensible de ma theése.

En outre, ces trois années de thése n’auraient pas été les mémes sans ’excellente am-
biance qui régne a 'TRMAR. L’équipe administrative, qui nous aide toujours avec plaisir
et avec le sourire, n'y est pas étrangére : un grand merci & eux.

Je remercie également les chercheurs de 'TRMAR qui ont rendu ces années de recherche
trés enrichissantes : je tiens en particulier & remercier Nicolas Crouseilles pour ’aide pré-
cieuse qu’il m’a apportée.

Enfin, je ne peux évoquer 'TRMAR sans remercier I’ensemble des thésards qui s’y sont
succédé pendant ces trois années et, avec qui, j’ai eu la chance de partager des moments
trés agréables, notamment a ’heure du déjeuner.

Parmi ces thésards, je remercie tout particuliérement mes co-bureaux, Thibaut et
Guillaume, devenus de vrais amis et, grace & qui, ce bureau 206 a connu des moments
de franche rigolade.

Je remercie également les membres de 1’équipe de mathématiques de 'ENS Cachan,
antenne de Bretagne, et notamment Arnaud Debussche et Michel Pierre, pour la forma-
tion de grande qualité qu’ils m’ont dispensée et pour leur accueil toujours trés chaleureux.

Je voudrais maintenant dire un grand merci & mes amis. Je pense tout d’abord & ceux
rencontrés dans le cadre de 'ENS et, notamment, & Pierre, Rémi, Claire et Marion. Je suis
toujours trés heureux de les voir et de me faire inviter chez eux : un jour, promis, j’aurai
un appartement assez grand pour tous vous inviter. J'espére qu’on obtiendra des postes
pas trop éloignés les uns des autres.

Un grand merci également & mes amis du water-polo, qui m’ont accueilli & bras ouverts
lorsque je suis arrivé & Rennes, m’ont fait découvrir 'ambiance festive rennaise et m’ont
permis de pratiquer I'une de mes passions, le water-polo.



Je ne peux terminer sans remercier ceux grace a qui ma vie est un vrai bonheur : ma
grande famille et Delphine, ma petite famille. Grace & mes parents, a Caroline, Bruno,
Jérome, Estelle et Pierre, ainsi qu’a Alexis, Esteban, Quentin, Théilo et Rémi, mes retours
a Herblay sont toujours un bol d’air frais. Merci simplement d’étre vous et de cultiver cet
esprit de famille, si important & mes yeux.

Papa et Maman, je n’en serais pas la aujourd’hui sans vous et sans tout ce que vous
avez fait pour permettre a chacun de nous quatre de nous épanouir pleinement : je ne vous
en remercierai jamais assez.

Delphine, merci d’avoir toujours été présente pendant ces six années, de m’avoir soutenu
dans les moments difficiles et de me rendre heureux chaque jour que je passe avec toi. La
réussite de ma thése te doit énormément. L’énergie que tu m’as insufflée tout au long de
ces années m’a été précieuse pour avancer dans ma recherche.



Table des matiéres

Résumé en francais 5
1 Introduction générale . . . . . . . ... L 5

2 Etats stationnaires stables pour le systéme de Vlasov-Manev . . . . . . . .. 12

3 Solutions auto-similaires explosives pour Vlasov-Manev pur . . . . . .. .. 19

4 Stabilité pour le systéme de Vlasov-Poisson relativiste . . . . . . .. .. .. 24

5 Etude numérique de I'équation radiale de Vlasov-Poisson . . . . . . . .. .. 31

1 Stable ground states for the Vlasov-Manev system 37
1.1 Introduction and main results . . . . . . . . . .. ... 37
1.2 Existence of ground states . . . . . . . . ... 43
1.2.1 Properties of the infimum . . . . . .. ... ... ... ... .. ... 43

1.2.2  Proof of Theorem 1.1.1. . . . . . . . .. .. ... .. ... .... 46

1.3 Orbital stability of the ground states . . . . . . .. .. ... ... ...... 53
1.3.1  Uniqueness of the minimizer under equimeasurability condition . . . 53

1.3.2  Orbital stability of the minimizers, proof of Theorem 1.1.3 . . . . . . 55

1.4 Appendix . . . . .. 64
1.4.1 Rescalings . . . . . . . . .. 64

1.4.2 Some properties of radially symmetric potentials . . . . . .. .. .. 66

2 Self-similar blow-up solutions for the pure VM system 69
2.1 Mainresult . . . ... 69
2.2 Self-similar solutions in the pure Manev case. . . . . . . . .. .. ... ... 72
2.2.1 Reduction to a functional of a modified microscopic energy . . . . . 74

2.2.2 Existence of self-similar solutions . . . . . .. ... ... .. ..... 79

2.3 Appendix: Virial identity . . . . . .. ..o oo 87

3 Stable ground states for relativistic Vlasov-Poisson 89
3.1 Introduction and main results . . . . . .. .. .. o000 89
3.1.1 Introduction to the relativistic Vlasov-Poisson system . . . . .. .. 89

3.1.2  Main results and strategy of the proof . . . . .. .. ... ... ... 91

3.2 Coercivity of the functional J . . . . . . . .. .. ... 0oL 93
3.2.1 Second order Taylor expansion of Jat g . . . ... ... ... ... 94

3.2.2  Proof of Proposition 3.2.2. . . . . . ... ... o 103

3



TABLE DES MATIERES

3.3 Nonlinear stability of @ . . . . . . . .. ... . 109
3.3.1 Local compactness of the distribution function . . . .. ... .. .. 109
3.3.2 Stability from the local compactness . . . . . .. .. ... ... ... 115

34 Appendix . . . ... 117
3.4.1 Jacobian of the microscopic energy . . . . . . . ... ... ... 117
3.4.2 Rearrangement with respect to the microscopic energy . . . . . . .. 123

Etude numérique de Vlasov-Poisson radial 129

4.1 Introduction . . . . . . . . . . . e 129
4.1.1 Présentation générale. . . . . . . ... oL 129
4.1.2 Choix du systéme de variables . . . . . . . ... ... ... 131

4.2 Etude théorique de différents schémas numériques . . . . . . . . . .. . ... 133
421 Cadre général . . . . . . ... 133
4.2.2 Notations et Consistance . . . . . . . . . . . ... .. ... ...... 135

Notations générales . . . . . . . . .. .. ... oo 135
Un schéma consistant et stable . . . . . .. ... ... ... ..... 137
4.2.3 Conservation de lamasse . . . . . ... ... .. .. ... .. ..., 139
Critéres de conservation de la masse . . . . ... . ... ....... 139
Un exemple de schéma conservant la masse . . ... ... ... ... 141
4.2.4 Conservation du Hamiltonien . . . . . ... .. ... ... ...... 143

4.3 Tests numériques . . . . . . . ... 146
4.3.1 Conservation de la masse et du Hamiltonien . . . . . . . . ... ... 146
4.3.2 Comportement autour d’un état stationnaire . . . . ... ... ... 152



Résumé en francais

1 Introduction générale

1.1 Des modéles galactiques aux équations de Vlasov

En 1991, Jostein Gaarder a écrit dans "Le Monde de Sophie" :

"L univers est une énigme bouleversante : dés que je m’interroge & son sujet, je
me sens plus vivant. Peu importe que nous ne puissions pas répondre a toutes
les questions : d’y méditer, cela suffit."

En suivant son conseil, je vous propose de nous questionner sur 'univers, et plus particu-
lierement sur ces lieux de l'univers oil se regroupent des milliards d’étoiles, les galaxies.
Une premiére lecture du dictionnaire nous apprend :

"Galaxie : Vaste ensemble d’étoiles et de matiére interstellaire dont la cohésion
est assurée par la gravitation."

Comprendre les galaxies passe donc par la compréhension de la gravitation. Cette force
permet & un nombre incalculable d’étoiles de se regrouper dans un endroit confiné de
I'univers sans pour autant s’agglomérer en un unique astre géant. Cependant ce n’est pas
toujours le cas, seules certaines configurations de galaxies permettent & celles-ci de perdurer
sans se rétracter en un trou noir. Depuis 1936, grace a leurs observations, les astrophysiciens
répertorient ces formes particuliéres en différentes classes : galaxies elliptiques, en spirale,
en spirale barrée...

Nous pouvons, comme dirait Jostein Gaarder, nous interroger sur ce sujet : Pourquoi
ces configurations sont-elles stables? Existe-t-il d’autres configurations qui n’ont jamais
été observées 7 Plus généralement, pouvons-nous prévoir 1’évolution globale d’une galaxie
et ainsi trouver celles qui seront stables ?

Aujourd’hui nous sommes encore loin de comprendre complétement la dynamique des
galaxies et donc de répondre a toutes ces questions. Pour tenter de mesurer la distance
qui nous sépare de leurs réponses, modélisons ce qu’est une galaxie. Une galaxie peut étre
considérée comme un systéme fermé composé de plusieurs centaines de milliards d’étoiles
en intéractions gravitationnelles les unes avec les autres. En effet a cette échelle on peut
négliger les astres de faible masse tels que les planétes ainsi que les forces non gravitation-
nelles. Dans un cadre simple non relativiste, notre probléme s’apparente donc au probléme
a N corps de Newton ot le nombre N d’étoiles est trés grand. Quand on sait que le probléme
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a 3 corps n’est toujours pas résolu, on comprend alors qu’étudier I’évolution d’une galaxie
est trés délicat.

Face a ces difficultés, Andrey Vlasov proposa dans les années 30 d’adapter aux systémes
gravitationnels ’approche statistique de Boltzmann jusque-la uniquement réservée aux gaz
collisionnels. En négligeant les collisions entre étoiles qui sont assez rares il développa une
méthode, dites de champ moyen, pour passer & la limite lorsque N tend vers 'infini. Ainsi il
passa d’un systéme discret composé d’une multitude d’équations différentielles liées entre
elles & un systéme continu composé d’une unique équation aux dérivées partielles non-
linéaire en les variables d’espace et de vitesse. Ce type d’équations cinétiques, appelées
équations de Vlasov, avait déja été introduit auparavant par James Hopwood Jeans et
donne une bonne approximation de ’évolution d’une galaxie lorsque le nombre d’étoiles
est important. Ainsi on peut espérer mettre en évidence des configurations stables de
galaxie en s’intéressant aux états stables des équations de Vlasov.

1.2 Présentation des modéles étudiés

Introduisons maintenant différents modéles gravitationnels et les équations de Vlasov
correspondantes. La loi universelle de la gravitation par Isaac Newton pour laquelle le
potentiel gravitationnel est de la forme

o

U@) ==

est le plus ancien de ces modéles et conduit & 1’équation dite de Vlasov-Poisson

Ouf +v-Vaf —Vads-Vof =0, (t,z,v) € R x R3 x R3,
(1.1)
f(t:0,$7'l)) :f()(flf,’l)) Z 07

dans laquelle f = f(t,z,v) > 0 est la fonction de distribution et ¢y le potentiel gravita-
tionnel associé. Ce potentiel satisfait alors

¢f(t,m):—/R ity (1.2)

sdn|le —y| 7

ps étant la densité associée a la fonction de distribution f :

pr(t,x) = [ [f(t,z,v)dv.
R3

Le potentiel ¢ est appelé potentiel de Poisson car il satisfait I’équation de Poisson

ANpr = ps.

Le systéme de Vlasov-Poisson est sans nul doute le plus étudié des systémes cinétiques
gravitationnels méme si son utilisation connait certaines limites. En effet a la fin du 19éme
siécle le modéle newtonien fut remis en question puisqu’il ne permettait pas d’expliquer

6



1. INTRODUCTION GENERALE 7

I’avancée du périhélie de Mercure. Deux nouvelles théories permirent alors d’expliquer ce
phénoméne. Gregory Manev proposa dans les années 20 de considérer un potentiel de la
forme

0 K
dmc|z|  2m2|z|?’

U(x) =

en ajoutant un terme correctif au potentiel newtonien [48, 49, 50, 51]. Dans I’équation de
Vlasov-Manev correspondante seule I’expression du potentiel change par rapport a I’équa-
tion de Vlasov-Poisson : il devient

dp(t,x) = 6¢F + ro}', (1.3)

ol (]5]12_) and d)j\/[ sont respectivement le potentiel de Poisson et le potentiel de Manev de f
donné par :

ot =- [ Pr0Y) G M) = - / _eilby) g

s e —y| " w22 — g2 Y

A TI'époque ce modéle fut trés peu étudié et trés vite oublié & la faveur de la théorie rela-
tiviste développée par Albert Einstein dés le début du 20éme siécle. Celui-ci tout d’abord
proposa la théorie de la relativité restreinte stipulant en particulier qu’aucun n’objet ne
peut dépasser la vitesse de la lumiére c¢. Ce modéle est 1ié a ’équation de Vlasov-Poisson

relativiste :
v

VIt /@

pour laquelle le potentiel ¢ est le potentiel de Poisson (1.2). Plus tard, Einstein développa
d’avantage sa théorie pour aboutir & la théorie de la relativité générale. Ce modéle basé sur
I'idée de déformation de I'espace-temps par la masse est considéré comme le plus complet
pour I’étude des phénoménes stellaires. Nous n’étudierons pas ici I’équation de Vlasov-
Einstein correspondante du fait de sa complexité : cela reste cependant un but a plus long
terme.

o f+ Vaof =Vaop -V, f =0, (1.5)

Pendant prés d’un siécle, les recherches liées a la gravitation s’appuyérent uniquement
sur le cadre newtonien et sur le cadre relativiste. Le potentiel de Manev pour sa part ne
refit son apparition que dans les années 90 : les difficultés rencontrées dans 1’étude d’un
probléme relativiste & N corps poussérent Diacu, Mingarelli, Mioc et Stoica & de nouveau
V'utiliser [18]. L’équation de Vlasov-Manev correspondante fut par la suite introduite et
étudiée par Bobylev, Dukes, Illner et Victory [13, 14]|. Cependant, aujourd’hui encore, ce
modéle reste trés méconnu et peu d’articles y référent.

Les équations cinétiques de Vlasov-Poisson classique, Vlasov-Poisson relativiste et Vlasov-
Manev seront au coeur de notre étude. En particulier, nous nous intéresserons a leurs états
stationnaires et a leur stabilité en un sens que ’on précisera. Avant de mettre en valeur
notre travail, nous allons évoquer les différentes propriétés et résultats connus relatifs a ces
équations.
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1.3 Propriétés conservatives des équations de Vlasov

Les équations de Vlasov respectent certaines propriétés conservatives communes. En
particulier sont conservées ce qu’on appelle les fonctions de Casimir : toute fonction de
distribution f assez réguliére vérifiant une équation de Vlasov sur un intervalle de temps
[0,T], avec f(t = 0) = fo, satisfait

e, [ AUt 0)dod - /R B(fo(w, v))dwdv (1.6)

pour toute fonction 3 € C'(Ry, Ry ) vérifiant 3(0) = 0. En particulier, les normes || f ()| 1o (rs)
sont conservées. De maniére équivalente la fonction de distribution de f est conservée au
cours du temps :

vt € [0,T7, Bf)y = Hfos (L.7)
ou la fonction de distribution j; est définie & partir de la mesure de Lebesgue sur RS par

Vs >0, p7(s) = meas{(z,v) € R®, f(z,v) > s}. (1.8)

On appellera également cette propriété, équimesurabilité de f au cours du temps.

En accord avec les principes fondamentaux de la physique, ’énergie totale du systéme
est aussi conservée pour des solutions assez réguliéres. Mathématiquement ceci correspond
a la conservation du Hamiltonien au cours du temps :

vee [0,7],  H(FE) = H(fo).
Cet Hamiltonien est de la forme générale :

:H(f) = Ekm(f) - Epot(f)’ (19)

ol Egin(f) et Epot(f) représentent respectivement ’énergie potentielle et I’énergie cinétique
associées & la fonction de distribution f. L’énergie cinétique est définie par

Ejin(f) = /R ol (e, v)dzdo on Eyan(f) = /R 2 (mﬂzf- ) F(0)dady,

la premiére expression correspondant aux cas non relativistes (Vlasov-Poisson et Vlasov-
Manev) et la seconde au systéme de Vlasov-Poisson relativiste. L’énergie potentielle pour
sa part s’écrit de maniére unique

Byl ) = = [ ds(@)ps(a)da,

meéme si, on le rappelle, 'expression du potentiel ¢ dépend du modele considéré.

Ces deux invariants sont la base des travaux menés sur les équations de Vlasov. En
effet, en se placant dans un espace de fonctions adéquat et sous certaines hypotheéses, ils
ont pour principale conséquence le controle de toutes les quantités introduites jusqu’ici et

8



1. INTRODUCTION GENERALE 9

en particulier de I’énergie cinétique. Par exemple, dans le cas du systéme de Vlasov-Poisson,
pour tout p > 9/7, on a l'inégalité d’interpolation

7p—9 p

1 - 3(p—
0 < Bpor(f) < CBrin(FH)2 IFI VAR (1.10)

qui implique
Tp—9

_p
H(f) 2 Egin(f) = CEn(D 2 I IAIFE
Ainsi pour une solution de cette équation, le Hamiltonien et les normes LP(R®) étant
conservés, I’énergie cinétique est bornée. Nous verrons que ce raisonnement s’applique
aussi dans le cas relativiste et dans le cas de Vlasov-Manev mais demande ce qu’on appelle
une condition sous-critique.

Ce controle est une clé de la théorie de Cauchy développée jusqu’a maintenant mais
aussi une clé de la démonstration de la stabilité d’états stationnaires par méthodes varia-
tionnelles. Concernant la théorie de Cauchy, 'importance de ce controle ne sera évoquée
que briévement dans la partie suivante tandis que son lien avec la stabilité sera largement
développé tout au long des chapitres.

1.4 La théorie de Cauchy

Faisons tout d’abord un point sur I’avancée de la théorie de Cauchy pour I’équation de
Vlasov-Poisson. Cette question a fait I’'objet de nombreuses études depuis les années 70.
Arsen’ev 5] et Illner et Neunzert [36] furent les premiers a obtenir des résulats d’existence
de solutions faibles. Dans les années 80, Horst et Hunze [35], ainsi que Diperna et Lions
[19, 20| développérent la théorie de Cauchy dans ce cadre de solutions faibles. Au méme
moment, Bardos et Degond [6] donnérent le premier résultat d’existence dans un cadre ré-
gulier. De nombreux travaux concernant des solutions réguliéres s’en suivirent, notamment
ceux de Lions et Perthame [47], de Pfaffelmoser [55] et de Schaeffer [58|. Ainsi, aujourd’hui,
I’équation de Vlasov-Poisson est I'une des rares équations non-linéaires de cette famille pour
laquelle ont été démontrées l'existence et 1'unicité de solutions dans un cas régulier. En
effet, la régularité du champ de force V¢, permettant de définir les caractéristiques a été
obtenue par le controle des moments en vitesse découlant des propriétés conservatives du
systéme.

Dans un cadre faible, les résultats obtenus ne sont pas aussi poussés. Comme le déve-
loppent Bouchut, Golse et Pulvirenti [15], on peut construire des solutions faibles dans des
espaces du type

Ep={f >0 telle que |fllzr+ |fllzr + Ekin(f) < +o0}

ol p est une constante assez grande permettant, comme on l'a évoqué précédement, de
controler 'énergie potentielle et ’énergie cinétique du systéme. Cependant I'unicité de telles
solutions reste une question ouverte. Ces solutions sont renormalisées au sens de Diperna
et Lions [19, 20| : en particulier bien qu’elles respectent la conservation des fonctions de
Casimir (1.6) et donc I’équimesurabilité au cours du temps, on perd la conservation du
Hamiltonien : la solution renormalisée vérifie seulement

vt e [O>T]a j{(f(t)) < g_c(f())

9



10 Résumé en frangais

L’existence de solutions faibles dans de tels espaces est connue et se généralise au systéme
de Vlasov-Poisson relativiste et au systéme de Vlasov-Manev. Par contre, en ce qui concerne
les solutions réguliéres pour le systéme de Vlasov-Poisson relativiste, & notre connaissance,
seuls des résultats dans le cas radial sont connus (voir [23] et [37]). En particulier, comme
dans le cas non relativiste, Glassey et Schaeffer montrent qu’une explosion en temps fini
correspond a une explosion de I'énergie cinétique du systéme. Enfin le seul résultat que
nous connaissons relatif a ’équation de Vlasov-Manev est 1’étude réalisée par Bobylev,
Dukes, Illner et Victory qui montre 'existence locale et 'unicité d’une solution pour un
état initial assez régulier [14].

Bien que nous étudions ici uniquement des problémes posés dans tout ’espace physique,
le systéme de Vlasov-Poisson a aussi été étudié dans des domaines bornés (dans le cas des
plasmas). La donnée au bord pouvant générer des discontinuités, le cadre des solutions
faibles est naturel pour ce type de problémes, voir par exemple les travaux de Ben Abdallah
[8], Alexandre [1], Mischler [53], Guo [26] ou Bostan [10, 11].

Dans la suite de ce rapport, la stabilité des états stationnaires se fera dans des espaces
de type €, et pour des solutions renormalisées au sens de Diperna et Lions, qui sont en
adéquation avec I’approche variationnelle utilisée.

1.5 Stabilité des solutions stationnaires

Nos équations de Vlasov admettent a prior: une infinité de solutions stationnaires
qu’on ne sait exhiber entiérement. Cependant, une classe particuliére d’états stationnaires
apparait naturellement lorsqu’on étudie le cadre simplifié, dit a symétrie sphérique ou
radiale, c’est-a-dire pour les solutions fonctions de |z|, |[v| et x - v. Dans ce cas, Batt
Faltenbacker et Horst |7] ont montré que les solutions stationnaires s’écrivent sous la forme

Q(.%',U) :F(eQ(x,v),|x/\v]), (111)
ou eg(x,v) est I"énergie microscopique du systéme définie par

Kl
GQ({/C,’U) - 7 + (bQ(x)v

dans le cas non relativiste et par

eg(x,v) = 2 (W— 1) + ¢g(x),

pour I'équation de Vlasov-Poisson relativiste. Les différents travaux sur la stabilité menés
jusqu’a aujourd’hui considérent des états stationnaires de ce type. Nous nous limiterons ici
a I’étude de solutions stationnaires du type

Q = F(eq(,y)). (1.12)

Les physiciens s’intéressent tout particuliérement au cas décroissant F’ < 0 réguliérement
rencontré lorsqu’on considére des minima d’énergies.

10



1. INTRODUCTION GENERALE 11

Le premier résultat de stabilité pour I’équation de Vlasov-Poisson a été donné par
Antonov [3, 4] suivi par Doremus, Baumann et Feix [22|. Cependant la stabilité d’états
stationnaires fonctions de leur énergie microscopique y fut démontrée uniquement dans un
cadre linéarisé, qui ne permet pas de conclure a priori sur la stabilité non-linéaire. Cette
question bien plus complexe attira alors ’attention de nombreux chercheurs. Les précur-
seurs Wolansky, Guo et Rein [61, 24, 25, 28, 29| puis, plus récemment Dolbeault, Sanchez
Soler |21, 57, 59| et Lemou, Méhats et Raphaél [38, 40|, développérent des méthodes varia-
tionnelles dans le but de construire et montrer la stabilité non-linéaire d’états stationnaires
dans des espaces du type

Ep ={f =20 tel que [l + [Ifllzr + Erin(f) < +oo}.

La technique générale alors employée comporte 3 étapes :

Premiere étape : Obtenir un état stationnaire comme solution d’un probléme de minimi-
sation sous contraintes, pour lequel la fonctionnelle & minimiser est le Hamiltonien et les
contraintes doivent étre conservées par le flot. En pratique, les contraintes sont générale-
ment des fonctions de Casimir telles que les normes LP.

Deuziéme étape : Montrer la compacité des suites minimisantes pour ce probléme varia-
tionnel : ce second point est souvent basé sur le Lemme de concentration-compacité de
Lions [45, 46] permettant d’obtenir la compacité en espace. La compacité en vitesse se
déduit alors d’un controle de ’énergie cinétique. Dans le cas sphérique, 1'utilisation de ce
lemme est inadéquate, la compacité étant assez directe.

Troisiéme étape : Isoler cet état stationnaire des autres minimiseurs du probléme. De
préférence, il est bon de montrer I'unicité du minimiseur mais celle-ci n’est pas toujours
vérifiée. Par exemple dans le cas Vlasov-Poisson, il est possible a partir de ’équation de
Poisson de se ramener & une EDO pour laquelle les contraintes du probléme variationnel
impliquent 1'unicité de la solution. Dés que le modéle se complique, cette séparation des
minimiseurs devient trés délicate.

Formellement, d’aprés la premiére étape, si un état initial fy est assez proche de la
solution stationnaire @, la fonctionnelle et les contraintes évaluées en f(t), solution de
I’équation de Vlasov, restent assez proches de celles évaluées en (). Par ’étape deux, on en
déduit que f(t) est proche d’'un minimiseur du probléme variationnel et on conclut par la
séparation des minimiseurs. En pratique, on démontre souvent ce résultat séquentiellement
en utilisant un raisonnement par 1’absurde.

Cette méthode a déja été appliquée avec succés pour ’équation de Vlasov-Poisson
dans le cas classique (newtonien) et dans le cas relativiste. Dans ces deux cas, la stabilité
non-linéaire de solutions stationnaires obtenues comme minimiseurs du Hamiltonien avec
contraintes a été démontrée. Cependant, ces minimiseurs ne représentent qu'une faible
classe de solutions stationnaires parmi toutes les fonctions de leur énergie microscopique.

En particulier, la premiére classe de fonctions non obtenues par minimisation, dont on
démontra la stabilité non-linéaire, fut la classe correspondant au modéle de King

F(e) = (exp(eg — €) — 1)+

ol e représente 1’énergie microscopique. Cette stabilité fut prouvée par Guo, Rein et Lin
dans le cadre de perturbations & symétrie sphérique (ou radiales) pour le systéme de Vlasov-

11



12 Résumé en frangais

Poisson [30, 27]. Pour le systéme de Vlasov-Poisson relativiste, la stabilité non-linéaire dans
le cadre radial fut démontrée par Hadzic et Rein [31]. Ces chercheurs ont di pour cela
adapter la méthode suivante : en premier lieu, obtenir I’état stationnaire considéré comme
minimiseur local d’un Hamiltonien modifié¢ par des fonctions de Casimir, puis montrer la
coercivité locale de cette énergie généralisée autour de cet état pour aboutir a la stabilité
non-linéaire.

Beaucoup plus récemment, Lemou, Méhats et Raphaél obtinrent un résultat plus large :
la stabilité non-linéaire pour toutes les fonctions décroissantes de leur énergie microscopique
[42] : ils utilisérent pour cela des méthodes résolument nouvelles qui seront développées
chapitre 3.

Dans les parties qui suivent nous faisons une introduction aux différents résultats ob-
tenus tout au long de cette thése. Les trois premiers chapitres nous projettent progressi-
vement vers 1'utilisation de nouvelles méthodes qui sont amenées a étre généralisées pour
des systémes plus complexes. Ces méthodes sont basées sur 1'utilisation omniprésente de
I’équimesurabilité pour palier les difficultés pouvant apparaitre du fait, par exemple, d’un
potentiel trop complexe (comme celui de Vlasov-Manev) ou d’un terme relativiste.

Ainsi, dans le chapitre 1, ces méthodes permettent la construction d’états stationnaires
stables pour le systéme de Vlasov-Manev. Dans le chapitre 2, nous introduisons de nou-
veaux réarrangements dans le but de résoudre un probléme de minimisation avec comme
contrainte un espace de fonctions équimesurables : on construit ainsi une famille de solu-
tions auto-similaires explosant en temps fini dans un cas particulier appelé Pur Manev (le
potentiel étant restreint au potentiel ajouté par Manev). Et finalement, le chapitre 3 sera
consacré a 1’équation de Vlasov-Poisson relativiste et, plus particuliérement, nous démon-
trerons la stabilité non-linéaire de toutes solutions stationnaires fonctions décroissantes de
leur énergie microscopique. L’utilisation des réarrangements introduits chapitre 3 y sera
encore plus poussée.

L’étude proposée dans le chapitre 4 est un peu différente. On y propose des schémas
numériques conservatifs adaptés a ’équation de Vlasov-Poisson a symétrie sphérique. Le
but & plus long terme de cette étude serait d’explorer numériquement si I’amortissement
Landau a lieu autour de solutions stationnaires, fonctions de leur énergie microscopique.
Ce phénomeéne se traduit par une stabilité asymptotique avec décroissance exponentielle de
certaines quantités moyennes. Notons que Mouhot et Villani [54] ont démontré ce résultat
extrémement compliqué dans le cadre de I'équation de Vlasov-Poisson pour un espace
périodique et autour d’un profil homogéne en espace.

Dans les parties qui suivent, nous introduisons chacun de ces chapitres en mettant
en évidence les résultats démontrés et en soulignant les méthodes utilisées ainsi que les
difficultés rencontrées.

2 Etats stationnaires stables pour le systéme de Vlasov-Manev

Le but du chapitre 1 ici introduit sera de construire des états stationnaires pour le
systéme de Vlasov-Manev et d’étudier leur stabilité. Cette étude a fait I'objet d'un ar-

12



2. ETATS STATIONNAIRES STABLES POUR LE SYSTEME DE VLASOV-MANEV 13

ticle & paraitre dans le journal SIMA, SIAM Journal on Mathematical Analysis. L’un des
apports principaux de cette étude est d’obtenir I'unicité des minimiseurs sous contraintes
d’équimesurabilité.

Rappelons que pour ce systéme 1’évolution de la fonction de distribution f est régie
par ’équation non relativiste

atf+v'vxf_vx¢f'vvf =0, (2'1)

et le potentiel gravitationnel ¢ est défini par
¢5(t,x) = 867 + ko', (2.2)

ol qﬁf and qby sont respectivement le potentiel de Poisson et le potentiel de Manev de f
donnés par :

ofta) =~ [ Pr0Y) g M) = / _elby) g (93)

s Am|z — y 3 22|z — y|?

pr étant la densité associée a la fonction de distribution f :

pr(t,x) = f(t,x,v)dv.
RS
L’étude de ce systéme fera apparaitre deux cas distincts : le cas 6 = 0, k = 1 désigné comme
le cas pur Manev et le cas 6 > 0, k > 0 désigné comme le cas Poisson-Manev. Ce dernier
cas inclut le cas newtonien § = 1, kK = 0. Notons que, par souci de simplification, le cas
6 =0, k # 0 n’a pas été évoqué car il est similaire au cas 6 = 0, k = 1. D’ailleurs, le cas pur
Manev n’a a priori pas de sens gravitationnel. Cependant, son étude est intéressante car
il coincide avec d’autres modéles physiques comme le détaillent Bobylev, Dukes, Illner et
Victory dans [13| partie 4 Various problems associated with the pure stellar dynamic Manev
equation. Enfin, remarquons que, lorsque § — 1 et kK — 0 dans le cas Poisson-Manev, on
retrouvera les résultats démontrés dans [38, 40].
Dans les deux cas, le Hamiltonien s’écrit

H(f = H‘U‘ f(t HLI - Epot(f(t)>v (2.4)
ou I'énergie potentielle
Byr(F(0) == | | 05(t.0)ps(t,2)do = SEL,(7(0) + kE(£(0)

se décompose en deux termes correspondant respectivement au potentiel de Poisson et au
potentiel de Manev :

BLAF0) == | oftadpslta)de and BU(F®) == [ o} (t.o)ps(t,a)de.
Ces termes sont controlés grace aux inégalités classiques d’interpolation :
Tp—9
0 < Bpoy(f) < Cr [[[of? fHL1 Hflls(p k ||f||3(” v, (2.5)

13



14 Résumé en frangais

0 < Epoy(f) < Co[[[l£]| 1» IIfIIS“’ 2 HfHS“’ 7, (2.6)

pour tout p > 3. Remarquons que I'inégalité (2.5) reste exacte pour p > 9/7. De plus, nous
rappelons que le Hamiltonien et les fonctions de Casimir sont préservés.

Ces propriétés nous permettent de définir un espace de fonctions adéquat pour obtenir
des états stationnaires. Nous considérons une fonction j : Ry — R satisfaisant les hypo-
théses suivantes :

(H1) j est une fonction €2, avec j(0) = j/(0) = 0 et telle que j”(t) > 0 pour t > 0.
(H2) 1l existe p,q > 3 tels que

vt > 0. (2.7)

Notons que 'hypothése (H2) est équivalente a la condition de non-dichotomie :
() < j(bt) < bLj(t), Vb>1, t> 0. (2.8)
Pour une fonction j satisfaisant (H1) and (H2), on définit ’espace d’énergie correspondant

={f 20 telque ||flle, :== [[fllzr + I +5(Hlle + [ 1 < oo} (2.9)

Dans cet espace, le lien entre le Hamiltonien et 1’énergie cinétique s’écrit alors

Tp—9

P = Bnld) (1‘”02 I 1+ I “>‘501Ekm< PTG

(2.10)

A ce niveau de I’étude on peut déja se douter des principales difficultés que nous ren-
contrerons en appliquant 'approche variationnelle standard au systéme de Vlasov-Manev.
Habituellement, cette approche permet de construire des états stationnaires en minimisant
le Hamiltonien en prenant des normes LP comme contraintes. Ici il peut ne pas exister de
bornes inférieures au Hamiltonien et donc pas de fonctions minimisant ce probléme varia-
tionnnel. Discutons de cette difficulté plus précisément en considérant les deux cas : pur
Manev et Poisson-Manev.

La stabilité pour le cas pur Manev (§ = 0, k = 1) est impossible comme cela a déja été
mis en évidence dans [13]. On peut en effet construire des solutions explosant en temps fini
dont I’état initial est proche d’une solution stationnnaire. En fait, la structure de ’équation
de Vlasov-Manev dans le cas pur peut étre comparée en un certain sens avec celle de
I'équation de Vlasov-Poisson en dimension 4 (voir [38|). De manicre similaire, en suivant
la méthode utilisée pour ’équation non-linéaire de Schrodinger [60], la minimisation de la
constante dans 'inégalité d’interpolation (2.6) permet de construire des états stationnaires.

Dans le cas Poisson-Manev (§ > 0, > 0) le potentiel est constitué de deux termes
inhomogeénes ce qui explique la difficulté rencontrée. On parle de rupture d’homogénéité.
Ce phénoméne est similaire & celui rencontré dans le cadre de I’équation de Vlasov-Poisson
relativiste méme si dans ce dernier cas la rupture d’homogénéité provient de I’énergie ciné-
tique. Comme dans ce cas relativiste [40], nous pouvons toujours considérer la minimisation

14



2. ETATS STATIONNAIRES STABLES POUR LE SYSTEME DE VLASOV-MANEV 15

du Hamiltonien en se restreignant cependant a une condition sous-critique du type

e HfH‘“” 2 If+3(f )H‘“” k

En effet, sous cette condition, I'inégalité (2.10) permet d’obtenir une borne inférieure pour
le Hamiltonien et de borner I’énergie cinétique. Notons qu’une telle condition sous-critique
avait déja été introduite dans [37] pour I’équation de Vlasov-Poisson relativiste. Pour la
construction des états stationnaires nous procéderons donc dans les deux cas par une
approche similaire a [40] et [38]. Avant d’énoncer le résultat ainsi obtenu, on définit a
partir de I'inégalité d’interpolation (2.6) la constante :

5(17 1) 5(17 1)
. + 7Nl
KM f KM avee KM H|U\ fHLl ||f” f '
7= el TV e KU = EM(f)

Notons que cette constante est strictement positive puisque d’aprés (2.8) on a t+j(t) > CtP
pour tout t > 0.

(2.11)

Théoréme 2.1 (Existence d’états stationnaires). Soit j une fonction satisfaisant (H1) et
(H2).
(1) Cas Poisson-Manev (§ > 0). Soit My > 0, M; > 0 tels que

MS(P & (M + M; )T < KM, (2.12)
ot la constante KM est définie par (2.11), et soit
F(My, My) ={f € &, [Ifllpr =My, [l7(F)llpr = My}

Alors il existe un état stationnaire de (2.1) qui minimise le probleme variationnel

I(My, M;) = inf H 2.13
(M Mj) = (), (2.13)

ot H est le Hamiltonien défini par (2.4).
(11) Cas pur Manev (6 = 0, k = 1). Pour tout My, M; > 0, le probléme variationnel suivant

. A
JORIG) = K. avee K(7) = S B (2.14)

admet un minimiseur. De plus, pour tout My > 0, il existe un unique M; > 0 tel que
J(Mq,M;) = 1 et les minimiseurs de (2.14) sont solutions stationnaires de (2.1) si et
seulement si J(My, M;) = 1.

(i7i) Dans les deux cas (0 > 0), chaque état stationnaire Q obtenu par minimisation de
(2.13) ou (2.14) est continu & support compact et prend la forme

'f+¢m@—x)
+

(2.15)

_ -1
Qz,v) = (j) ( .

ou les constantes \ et p sont strictement négatives. De plus, ¢pg(x) est radiale (& une
translation prés), est croissante et appartient @ 4 pour tout o € (0,1). Dans (2.15), on
utilise la notation ay = max(a,0).

15
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Notons que, dans le cas § =1 et k = 0, la condition (2.12) est toujours vérifiée. Ce cas
correspond au systéme de Vlasov-Poisson pour lequel ce résultat est déja connu (voir [38]).

Grandes lignes de la démonstration : (i) et (ii) : De maniére trés classique en appliquant
les réarrangements de Schwarz et certains redimensionnements (rescaling), on se raméne a
une suite minimisante de fonctions, qui sont radiales en la variable d’espace x et qui sont
uniformément bornées dans €;. Cette suite converge donc faiblement vers une fonction f
de 8]‘.

Le caractére radial permet d’obtenir la convergence forte de ’énergie potentielle. Donc,
par passage & la limite, on perd de I’énergie totale (H(f) ou K(f) selon le cas). Or, par
le Lemme de Fatou, on perd aussi de la masse et de ’entropie. Par un simple rescaling on
montre que cela n’est possible qu’en cas d’égalité. Ainsi f minimise le probléme variationnel
considéré.

(117) : On emploie une technique identique a celle développée dans [38, 40| en différen-
tiant les fonctionnelles f — H(f) et f — K(f) de maniére astucieuse pour rester dans
F (M, Mj). Notons que l'utilisation des techniques de rescaling et du théoréme des fonc-
tions implicites est nécessaire. On obtient ainsi I’équation d’Euler-Lagrange (2.15) satisfaite
par Q.

La régularité €1* provient d’un raisonnement par récurrence. Par I'inégalité d’Hardy-
Littlewood-Sobolev, la régularité de pg implique une régularité pour ¢g. De plus, cette
derniére implique elle-méme une régularité sur pg puisque @ vérifie I'équation d’Euler-
Lagrange (2.15). En bouclant ces deux propriétés, on déduit que pg € L"(R3) avec r > 3.
Grace aux injections de Sobolev appliquées &

A¢f =pp and (—0)7 g} = —py,

on montre la rgularité €%* du potentiel puis la régularité G en utilisant une derniére fois
I’équation d’Euler-Lagrange et les injections de Sobolev.

Maintenant, comme ¢¢, par définition, tend vers 0 a I'infini, I’équation d’Euler-Lagrange
implique que Q est a support compact. Ensuite, de maniére trés classique, en utilisant les
réarrangements de Schwarz appliqués & la variable x, on montre que tout minimiseur est
radial en espace & une translation prés. Et enfin, le fait que pg soit radial nous apporte,
apres calcul, la croissance du potentiel ¢g ce qui conclut la preuve du théoreme 2.1.

O]

En conclusion, ce théoréme d’existence s’obtient de maniére classique en adaptant des
papiers sur les systémes de Vlasov-Poisson non relativiste en dimension 4 et relativiste en
dimension 3 [38, 40|. Nous nous intéressons maintenant a la stabilité de ces états station-
naires. Comme on ’a précédement annoncé, cette stabilité repose généralement sur deux
résultats : la séparation des minimiseurs et la compacité des suites minimisantes. Dans le
cas de Vlasov-Poisson [40], 'unicité du minimiseur est obtenue en combinant I’équation de
Poisson satisfaite par le potentiel

Apg = pq
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2. ETATS STATIONNAIRES STABLES POUR LE SYSTEME DE VLASOV-MANEV 17

et ’équation d’Euler-Lagrange (2.15). En effet, on obtient dans le cas radial une équation
différentielle ordinaire du type

3 1
]. d §+pj

— (rég(r) = (1 —¢q(r): ",

rdr

qui, couplée avec la convergence vers 0 du potentiel & I'infini, permet de conclure & I'unicité.
Dans le cas présent, le potentiel ne satisfait plus I’équation de Poisson. Il se décompose
en deux potentiels, ¢pg = (5(]55 + ﬁng , qui satisfont

Aol =pg and (L) ¢ = —pq. (2.16)

Ainsi utiliser la méthode de [40] semble complétement hors de portée. Pour contourner
cette difficulté nous présentons une nouvelle méthode qui permet de démontrer I'unicité
du minimiseur sous une contrainte d’équimesurabilité. L’utilisation de cette contrainte
infinie permet de complétement éviter I'utilisation de 1’équation (2.16).

Lemme 2.1 (Unicité des minimiseurs sous contrainte d’équimesurabilité). Soit F € CO(R,R.),
une fonction strictement décroissante sur R_, telle que F(R_) =Ry et F(R4) = {0}. On
définit

o[
2

i

o =r (I rww). o= (Y ne)

sur R3 x R3 ow 1)y et 1 sont deux potentiels croissants continus et a symétrie radiale
tels que les ensembles {x € R3, o(x) < 0} et {x € R3, ¢1(x) < 0} sont bornés. Si
Uéquimesurabilité de Qq et Q1 pour la mesure de Lebesque dans RS est vérifiée, i.e.

Yt > 0, meas{(z,v) € R, Qo(z,v) >t} = meas{(x,v) € RS, Q(x,v) >t},  (2.17)

alors on a l’égalité Qo = Q1. En particulier :

(i) Cas Poisson-Manev (6 # 0) : deux états stationnaires équimesurables de (2.1) qui
minimisent (2.13) sous la condition sous-critique (2.12) sont égaux a une translation en
espace pres.

(ii) Cas pur Manev (0 =0, k = 1) : deux états stationnaires équimesurables de (2.1) qui
minimisent (2.14) et qui ont la méme énergie cinétique sont égauxr & une translation en
espace pres.

Une démonstration rapide : En utilisant des changements de variables bien posés, on a
pour i € {0,1} et pour tout 7 < 0,

6 [o]? T

ay, (T) :=meas ¢ (z,v) € R”, > + () <71 = 47T\/§/ oy (W)VT — w dw,
—0o0

ol fuyp, (A) = meas {x € R3,  4y(z) < A}. Or, I'équimesurabilité de Qo et Q1 et les hypo-
theses sur F' impliquent

VT <0, g (1) = ay, (7).
On obtient ainsi ’égalité 19 = ;1 et donc Qp = Q1. Les unicités des minimiseurs découlent
de cette égalité en utilisant des changements de variables appropriés. O
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Notons que malgré la relative rapidité de sa démonstration, ce lemme est un résultat fort
dans le sens ou il permet d’éviter toute étude d’équation différentielle qui peut se révéler
ardue. Sa démonstration ne dépend pas du tout de I'expression du potentiel considéré et
est donc trés adaptable.

Passons maintenant & la stabilité non-linéaire. Le résultat désiré suivant s’obtient en
combinant 1'unicité sous contrainte d’équimesurabilité et la compacité des suites minimi-
santes de (2.13) et (2.14).

Théoréme 2.2 (Stabilité orbitale d’états stationnaires).

(1) Cas Poisson-Manev (6 > 0). Soit My, M; > 0 satisfaisant la condition sous-critique
(3.1.10). Alors tout état stationnaire Q de (2.1) qui minimise (2.13) est orbitalement stable
pour le flot (1.1.1). Plus précisément, pour € > 0, il existe §(¢) > 0 satisfaisant la propriété
suante. Soit f(t) une solution renormalisée de (2.1) sur un intervalle de temps [0,T),
0 < T < +oo, dont la condition initiale fo vérifie ||fo — Qlle, < d(g). Alors il existe
z(t) € R? tel que, pour tout t € [0,T), nous avons

1F (82 + 2(t),0) = Qllg, <.

(ii) Cas pur Manev (6 = 0, k = 1). Soit Q un état stationnaire de (2.1) qui minimise
(1.1.14). Alors pour tout € > 0, il existe une constante §(e) > 0 telle que la propriété
suivante est vérifiée. Soit f(t) une solution renormalisée de (2.1) sur un intervalle de
temps [0,T), 0 < T < +o0, dont la condition initiale fy satisfait :

(@) o~ Qllzs < 6(e) et 13o) s < 15(@) 11 + (),

(b)Yt [0.T), ME?H(f(t) <d(e) ouA(t) = (M‘%)W'

Alors il existe x(t) € R? tel que, pour tout t € [0,T), on a

<e.

‘p<axw@+xwx§;)—Q

&;

Comme déja évoqué auparavant, on ne peut pas espérer une stabilité au sens classique
dans le cas pur Manev : en effet pour T > 0 et pour @, état stationnaire de (2.1), la

fonction
Te T —t x

Qr(t,z,v) =Q (Ha v + T> )

est solution de (2.1) et explose en temps fini 7.

Pour démontrer le théoréme 2.2, nous utilisons la méthode classique détaillée dans
I'introduction (voir [38, 40]). Le seul point restant & obtenir est la compacité des suites
minimisantes qui découle du lemme de concentration-compacité de Lions [45, 46].

Donnons de maniére succinte les étapes de cette preuve. On considére tout d’abord
une suite minimisante (f,) de notre probléme variationnel et on montre que sa densité
(py,) vérifie les hypothéses du lemme de concentration-compacité & un redimensionnement
prés. Notons que ce redimensionnement est primordial pour le cas pur Manev car il permet
d’obtenir une nouvelle suite dont I’énergie cinétique est bornée.

Pour déduire la compacité de la suite obtenue, renotée (py, ), il suffit donc de prouver sa
non-évanescence et sa non-dichotomie. La non-évanescence découle directement de la stricte
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3. SOLUTIONS AUTO-SIMILAIRES EXPLOSIVES POUR VLASOV-MANEV PUR 19

positivité de I’énergie potentielle Epyt(Q) > 0. De plus, I’étude par redimensionnement des
fonctions I et J, définies par (2.13) et (2.14), permet d’aboutir & une propriété de non-
dichotomie. On traduit cette propriété en terme d’énergie potentielle ce qui conduit a la
non-dichotomie de (py, ).

Ainsi, la compacité de (py, ) est donnée par le lemme de concentration-compacité. Com-
binée au contrdle de I'énergie cinétique, cette compacité nous conduit a celle de (fy,) et la
compacité des suites minimisantes est démontrée.

3 Solutions auto-similaires explosives pour le systéme de Vlasov-
Manev pur

Le chapitre 2 que nous introduisons dans cette partie a fait I'objet avec le chapitre
précédent d’une publication commune. Il va de pair avec celui-ci : pour tout ce chapitre
nous nous plagons dans le cas pur Manev du systéme de Vlasov-Manev :

atf+v'vxf_vx¢f Vo f =0, (31)

ou le potentiel vérifie
ps(ty)
t,x) = — ——=dy.
orit) == [ SHEE
Rappelons que dans ce cas nous pouvons construire des solutions stationnaires de (3.1) qui
minimisent le probléme variationnel

Vo P sl
J(My, Mj) = feS—"(IAI}f,Mj)K(f)’ avec K(f) := W. (3.2)

Une telle solution @ est a support compact et vérifie alors

o]

Q) =7 (1) +d0(@)).

oit d'une part F' € C}(R, R, ) est décroissante s’annulant sur [e, +occ] pour un certain e < 0
et d’autre part ¢¢ est radiale. Rappelons enfin que les solutions stationnaires minimisant
(3.2) sont uniques sous une contrainte d’équimesurabilité et pour une énergie cinétique
fixée.

Forts des résultats démontrés dans le chapitre 1, nous pouvons construire des solutions
auto-similaires exactes explosives de (3.1) construites comme une famille continue autour
du profil stationnaire (). Nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 3.1 (Solutions auto-similaires exactes dans le cas pur Manev). Soit QQ un état
stationnaire de (3.1) qui minimise (3.2). Alors il existe une constante b* > 0 telle que pour
tout b € [0,b*], il existe un profil stationnaire Qy € CO(R®) radial, & support compact, de la
forme

|v]?
Qp(z,v) = Fy <2 +bx-v+ g, (m))
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sur son support, et tel que, pour tout T > 0, la fonction

F(t,z,0) = Qy <)\Tt) A(t)v) avee \(t) = /2b(T — ¢) (3.3)
est une solution exacte auto-similaire et explosive du systéme (3.1) dans E;. Pour un tel
profil, la fonction ¢, appartient a @l et la fonction F est une fonction positive continue
sur R ; plus particulierement elle est C sur | — oo, ep| pour un certain e, < 0 et décroit vers
0 sur [ey, +00[. De plus, Qy converge vers Qo = Q dans E; pour b — 0.

Avant de détailler les grandes lignes de sa démonstration, commentons ce théoréme.
Tout d’abord, rappelons qu’une fonction radiale est une fonction dépendant uniquement
des variables |z|, |v| et z-v. Ce théoréme nous permet de distinguer trois profils dynamiques
différents autour d’un état stationnaire () minimisant (3.2) :

(i) Solutions sous-critiques. Pour une condition initiale fyp sous-critique, i.e.

J ([ follzr, l5Cfo)l[Lr) > 1= J (1@l L1, 15(@)]] 1),

ou J est définie par (3.2), 'énergie cinétique de la solution f(t) est controlée en tout temps
grace a l'inégalité

2 _$ v|? 1 — L
90 2 e (1~ gz ) 2 0P (= Famr )

(ii) Solutions pseudo-conformes explosives. La famille suivante est une famille de solution
explosant en temps fini 7' (voir |13, 14]) :

Flt,z,0) = Q <M T—th)? T>0.

Tt T T
Remarquons que 'énergie cinétique explose & une vitesse (T — t)~2.
(iii) Solutions auto-similaires explosives. Les solutions auto-similaires données par (3.3)
explosent en temps fini et la vitesse d’explosion de I'énergie cinétique est (T'—t)~L.

Stratégie de la preuve du théoréme 3.1. Nous ferons le lien avec la méthode utilisée pour
obtenir un résultat similaire pour I’équation de Vlasov-Poisson [39]. La principale difficulté
de notre cas sera de minimiser un probléme variationnel sous une contrainte d’équimesura-
bilité. Ceci provient directement de I'unicité du profil stationnaire ) en tant que minimiseur
du probléme variationnel (3.2).

(a) Introduction d’un nouwveau probléme de minimisation : Tout d’abord, on redéfinit notre
probléme sous la forme d’un nouveau probléme de minimisation. Dans ce but, notons que
la fonction

ft,z,v) =Qp ()\ft)’ /\(t)v) avec A(t) = /2b(T —t) (3.4)
est solution de I’équation (3.1) dans le cas pur Manev si le profil @ satisfait I’équation
v-VeQp — Vaidg, - Vol +b (- VaQp—v-VuQp) =0. (3.5)
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Les fonctions de ’énergie microscopique liée a cette équation, c’est-a-dire du type

o]

g(z,0) = F (2 tbrov+ qsg(:c))

en sont solutions. Cependant de telles solutions pour b # 0 n’appartiennent pas a ’espace
d’énergie €;. Pour palier cette difficulté, introduisons une fonction plateau x définie sur
R? & valeur dans [0, 1] telle que

x(z) =1 pour |z| <7y et x(z) =0 pour |z| > R, = 2ry,

ol la constante r, sera définie plus tard. Alors notre but va étre de trouver un profil de la

forme
[v]?

Qp(z,v) =F (2 +bx(z)z - v+ ¢q, (:c)) , (3.6)
a support compact dans {|z| < 7y }. Cette fonction appartient bien & €; et satisfait I’équa-
tion (3.5). Afin de construire de tels profils, il est naturel de considérer un probléme de
minimisation avec contraintes. De plus, comme ces profils auto-similaires doivent converger
vers @) lorsque b — 0, les contraintes a fixer pour ce probléme doivent étre I’équimesurabilité
et une autre contrainte : I’énergie potentielle ou I’énergie cinétique. Dans le cas contraire,
la famille de profils auto-similaires peut converger vers un autre état stationnaire. Nous
considérons donc le probléme de minimisation

T, :=inf {Ty(f) : f € Eq(Q), & symétrie sphérique avec Epot(f) = Epot(Q)}, (3.7)

ou
Els

Ty(f) = /R6 (2 + bx(z)x - v> f(z,v)dzdv (3.8)

et
Eq(Q) ={f € & : f est équimesurable avec Q} . (3.9)

Pour démontrer le théoréme 3.1, il suffit alors de prouver la proposition suivante.

Proposition 3.1. Avec les notations précédentes, il existe b* > 0 telle que la propriété
suivante soit vérifiée. Pour tout b € [0,b*], le probléme variationnel (3.7) admet au moins
un minimiseur. De plus, il existe une famille de minimiseurs Qp de (3.7) de la forme

o]

Qv(z,v) = Fg, (2 +bx(x)x v+ Vb¢Qb(x)) ,

ou vy est strictement positif, et telle que, quand b — 0, nous avons les convergences vy — 1
et Qy — Qo = Q dans ;. De plus, le profil Qp est a son support inclus dans {(x,v) €
RS, |z| < 7y} et son potentiel ¢, appartient a C'. Enfin, la fonction Fy, est positive et
continue sur R, et, plus précisément, elle est de classe @' sur ] — oo, ep| pour un certain
ep < 0 et décroit vers 0 sur [ep, +00].
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L’idée générale de la preuve est basée sur une technique de réarrangements selon 1’éner-
gie microcopique qui conserve les contraintes du probléme. Donnons tout d’abord formel-
lement les étapes de construction des profils @) puis ensuite détaillons la technique de
réarrangements utilisée.

(b) Construction des profils Qp : On considére une suite minimisante f,, du probléme (3.7).
Par des techniques de réarrangements, pour b assez petit, on peut alors construire une suite
fn telle que pour tout n € N

o[

o= (15 ot v v, ).

qui vérifie v, > 0 et

fn € Eq(Q), Epot(fn) = Epot(Q) et Tb(f?t) < Ty(fn)-

On obtient donc une nouvelle suite minimisante de (3.7). De plus, puisque f, est aussi
une suite minimisante de (3.7), elle est bornée dans €; et donc, & une sous-suite preés, elle
converge faiblement dans LP vers une fonction f;, de €;. Ceci implique d'une part la conver-
gence presque partout de ¢y, vers ¢y, et d’autre part, par construction, la convergence de
F,, et v, vers respectivement une fonction Fj et une constante v, telles que

v

Qb = Fb (2 + bX(.%')fE U+ Vb(bfb(x)) € Eq(Q)
Ainsi, on obtient .
fn — Qp dans L' N L7,

avec Epot(Qp) = Epot(Q). En montrant que Q) est stable par les réarrangements utilisés
ci-dessus, on a Ty(Qp) = T et on a ainsi construit le profil auto-similaire Q) souhaité.
Ensuite, en utilisant 'unicité et la concentration des suites minimisantes obtenues dans le
chapitre 1, on conclut a la convergence de @ vers @ = Qo quand b tend vers 0. Pour finir,
on peut remarquer par I’étude du support de @, que, pour un r, bien choisi et pour b assez
petit, tous les profils @, sont a support compact dans {(z,v) € RS, |z| < r,}.

Nous allons maintenant rentrer plus en détail dans les techniques de réarrangements
utilisées qui sont le coeur de la démonstration de la Proposition 3.1 et donc du Théoréme
3.1.

(c) Réarrangement par rapport & l’énergie microscopique : Pour obtenir fn A partir de
fn, il suffit plus généralement de montrer que, pour une fonction f & symétrie sphérique
appartenant & Fq(Q), définie par (3.9), et de méme énergie potentielle que @, il existe
v>0etge Eq(Q) telles que, d'une part, g soit fonction de I’énergie microscopique
|v]?

e(z,v) = 5 +bx(x)x - v+ dp(x)
et que, d’autre part,

Epot(9) = Epot(Q) et Ty(g) < Ty(f)-
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Tout d’abord, montrons comment construire, & partir de ’état stationnaire @) et d’un

potentiel radial non nul ¢, une fonction de 1’énergie microscopique
o[
e(x,v) = o T bx(x)z - v+ ¢(z)

équimesurable & (. On s’inspire et on utilise pour cela les réarrangements de Schwarz.
Rappelons que, pour une fonction positive f appartenant a L'(R"), son réarrangement f*
au sens de Schwarz est 'unique fonction décroissante de F(R4, Ry ) telle que les fonctions
de distribution de f* et f respectivement dans R et dans R", notées ps« et uy, soient
égales. Cette fonction f* se définit comme suit

Vs >0, f*(s) =inf{r >0 : pp(r) < s}.

Ainsi, on peut trouver une fonction de |(x,v)| équimesurable & f dans R3. Utilisons ce
résultat pour mettre en évidence la fonction recherchée.
Tout d’abord, il est nécessaire de définir le jacobien ap 4 : R* — RT par

o]

ap »(€) = meas {(x,v) e RS, UT +bx(x)x-v+o(z) < e} , Ve <0,

otl la notation "meas” correspond a la mesure de Lebesgue sur R®. Notons alors que, pour

(bx(r)r)®

ep,¢ = inf ess [qﬁ(r) - 5

] € R* U{—o0},

la fonction ap 4 est un @! difféomorphisme croissant de (€p,6,0) sur R et qu’elle s’annule

sur | — 00, ey ¢]. Ces propriétés s’obtiennent en réécrivant ap 4 sous la forme plus explicite
32 2 2 400 b 2\ 3/2
Ve<0, apgle) = 773\[/ <e —o(r) + (X(;)T)> r2dr. (3.10)
0 +

Ce changement de variable étant & notre disposition, nous pouvons maintenant construire
la fonction souhaitée, notée Q**?, en utilisant le réarrangement de Schwarz f*. Elle se
définit par

Q™9 (2, v) = { Q*oapg (% +bx(z)x v+ gb(x)) si ”22 + by(z)z - v+ ¢(z) <0,
0 si % +bx(z)x - v+ ¢(z) > 0.

Elle est une fonction décroissante de ’énergie microscopique e(z, v), fonction dont la conti-
nuité découle de celle de Q. De plus, Q*»? est équimesurable a @Q. Enfin, notons que, si
f € Eq(Q) est a symétrie sphérique, alors, pour v > 0, on a

o[

[ (5 # vt vsvor@) (@) = a0 dsav <0 @
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avec égalité si et seulement si f = Q*»?7. Cette inégalité implique aprés calcul que

14

(Bt @7%0) = By

Ty(Q™"%1) < Ty(f) + 2

Ainsi, pour terminer la preuve de la proposition 3.1, il nous suffit de montrer qu’il existe
un v > 0 tel que Epgt(Q*b’”¢f) = Epot(Q). Ce point est assez subtil & obtenir : par I’étude
plus précise de la méthode de réarrangement, on obtient la continuité de la fonction v +—
Epot(Q*b*”‘bf) puis, pour b assez petit,

lim inf Epot(Q*b’”qbf) < Epot(Q).
v—0
Il nous reste alors a montrer que

lim sup Epot (Q*b’”¢f ) > Epot(Q).

v—+00

Dans le cadre général f € Eq(Q), rien ne nous permet a priori de conclure a cette derniére
estimation. Par contre, pour les termes d’une suite minimisante f,, du probléme (3.7), on
parvient & l'obtenir pour n assez grand. Formellement la suite f,, tend faiblement pour b
fixé assez petit vers un certain potentiel gy, qui lui méme tend faiblement vers une fonction
f lorsque b — 0. En travaillant par I’absurde et grace a des estimations sur les supports
des fonctions Q**®9 . on montre que f est minimiseur de (3.2) et que son potentiel ¢
doit étre constant sur son support ce qui améne une contradiction. Le théoréme 3.1 est
ainsi démontré.

O

4 Stabilité d’états stationnaires pour le systéme de Vlasov-
Poisson relativiste

On a jusqu’a maintenant présenté des résultats concernant le systéme de Vlasov-Manev,
en faisant le lien avec les méthodes déja utilisées dans les cas des systémes de Vlasov-
Poisson classique et relativiste. Les difficultés de ce nouveau modéle, notamment liées a
la séparation des états stationnaires étudiés, nous ont amenés & développer de nouvelles
méthodes basées sur la réduction de fonctions par rapport a 1’énergie microscopique.

Dans le cas ou le potentiel est de Poisson, ces méthodes ne sont pas nécessaires pour
séparer les états stationnaires obtenus comme minimiseurs du Hamiltonien (voir 38, 40]).
Cependant, nous allons voir que, méme dans ce cas, pour obtenir la stabilité non-linéaire
d’une plus grande classe d’états stationnaires, I'utilisation de ces méthodes combinée avec
I'utilisation totale de la rigidité du flot est primordiale. Pour le systéme de Vlasov-Poisson,
cette approche a été développée par Méhats, Lemou et Raphaél qui ont prouvé la stabilité
de tout état stationnaire sphérique de la forme

@=r (1 + o0
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pour une fonction F' décroissante assez réguliére [42]. On se propose de faire de méme pour
le cas relativiste.

On se place donc dans le cadre d’un systéme gravitationnel modélisé par le systéme de
Vlasov-Poisson relativiste :

Of + ——n Vof — Vi Vof =0, Ry x R x R?,

V1+|v]? (A1)
f(t=0,2,v) = fo(x,v) >0,

pour lequel le potentiel est un potentiel de Poisson défini de maniére équivalente par

Ady(t,) = pslta) = [ St o)do, w2
¢f(t,x) = 0 as || = +oo,
ou par
é5(x) = _4771|;L~|  p. (4.3)

Nous définissons le Hamiltonien par

ss@) = [ (VRPHT-1) ftzo)dade =5 [ [Vos(ta)fde, (44

ou les deux termes correspondent respectivement & 1’énergie cinétique et a 1’énergie poten-
tielle. Cette derniére vérifie I'inégalité d’interpolation

2p

2 3(p— —
[ oo < I A1

(4.5)

VT+ToP]

Ll

pour tout p > 3/2 et nous nous plagons donc naturellement dans l'espace d’énergie

&= {f 2 0avec flle, = Il + 1flo + IVI+0PFllr <400} (46)

pour une constante p > 3/2. Nous avons alors, dans cet espace, la stabilité non-linéaire de
tout état stationnaire sphérique fonction de son énergie microscopique :

Théoréme 4.1 (Stabilité de modéles sphériques). Soit QQ une solution stationnaire de
(4.1), sphérique (fonction de |z| et |v]), continue, positive, non nulle et & support compact.
De plus, supposons que Q est une fonction croissante et continue de son énergie micro-
scopique, i.e. il existe une fonction continue F' : R — Ry et eg < 0 telle que pour tout

(z,v) € RS
Qa,v) = F (VP +1 1+ 6o(x)), (4.7)

avec F(e) = 0 pour e > e et F strictement décroissante et €t sur (—oo, ep). Soit p > %
Alors @Q est orbitalement E,-stable par le flot (4.1) : pour tout € > 0 il existe n > 0 tel que
la propriété suivante est vérifice. Soit une fonction fo € €, telle que

lfo—Qlle, <7 (4.8)
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et soit f(t) une solution renormalisée de (4.1) sur [0,T) d’état initial fo. Alors pour tout
t €[0,T) il existe une famille z(t) de translations en espace telle que

1f(E, 2, 0) = Q(x — 2(t),v)[[g, <e. (4.9)

Remarque : Notons que le cadre dans lequel nous nous sommes placés conduit a des
difficultés qui n’ont pas été rencontrées dans l'article [42].

(i) Tout d’abord, le cas relativiste au méme titre que ’équation Vlasov-Manev fait appa-
raitre une rupture d’homogénéité qui n’existe pas dans le systéme de Vlasov-Poisson clas-
sique. Cette inhomogénéité en vitesse pose deux problémes principaux. Le profil () considéré
ici ne satisfait a priori aucune condition sous-critique et donc on ne peut contréler I’énergie
cinétique d’une solution qui lui serait proche. Le deuxiéme point est lié & la méthode que
'on souhaite utiliser : &  fixé, le changement de variable k = \/|v|? +1 — 1+ ¢g(x) n’est
pas aussi simple que celui correspondant au cas classique et son jacobien est donc plus
difficile a controler.

(ii) Dans [42], 'espace d’énergie considéré est

&= {f=>0avec [|Ifllg == Ifllps + Ifllze + o fllz < +oo}.

Sur un tel espace, grace a l'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev [43], les potentiels ¢ 5
sont bornés alors que dans €,, nous avons seulement

3(4p — 3
¢ € LYR?) pour tout 3 < ¢ < 3(4p = 3)

et w € (6,12). Nous perdons donc de la régularité en r = 0.

Le premier point est d’autant plus intéressant qu’il souléve une question cruciale a
la bonne compréhension des conditions sous-critiques : peut-on construire un profil @ =
F(e) en dehors de toute condition sous-critique 7 Ou méme plus fortement, existe-t-il une
fonction f qui ne soit pas sous-critique pour tout espace €, ? Laissons ces questions ouvertes

et donnons les grandes lignes qui permettent de démontrer le théoréme 4.1.

Réduction par rapport a l’énergie microscopique : La démonstration reprend ’idée de rester
dans des espaces d’équimesurabilité en utilisant des réarrangements selon I’énergie micro-
scopique, idée déja développée dans le chapitre précédent. Pour une fonction de distribution
f non nulle dans €; et pour un potentiel ¢ non nul, similairement au chapitre 2, on définit
le jacobien

Ve <0, ag(e) =meas{(z,v) € R®, \/|[v2+1—1+¢(x) < e}

et I'unique fonction de I’énergie microscopique e(z,v) = y/|v|? + 1 —1+¢(x) équimesurable
a f donnée par

f*¢(m,v) = ffoag(e(x,v)),
ou f* est le réarrangement de Schwarz de f. Alors, le profil stationnaire () étudié est stable
par ce réarrangement, i.e.

Q=qe.
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De plus, pour f non nulle, on a une décroissance du Hamiltonien donnée par
H(f*) < H(S)-

En se plagant dans l'espace des fonctions équimesurables avec @, noté Eq(Q), on peut
définir une nouvelle fonctionnelle (voir [44]) dépendant uniquement du potentiel

. 1 2
T(6) = HQ™) + 5 [Vége = V|
et dont la valeur est inférieure au Hamiltonien

H(Q™7) < J(d5) < H(f).

En particulier, puisque @) est stable par ce réarrangement, on a J(¢g) = H(Q) et dans un
cas général

+o0
(1) =5(Q) = Je) = T6a)+ [ a6 () =@ (e)ds. (410)

Ainsi, on peut séparer notre probléme en deux parties : tout d’abord, nous montrerons la
coercivité locale autour de ¢¢ de la fonctionnelle J. Ensuite, nous conclurons a la stabilité
de @ en utilisant la rigidité du flot : plus particuliérement on s’intéressera a la conservation
de f* et a la décroissance de H(f) au cours du temps.

Coercivité de J autour de ¢pg dans le cas radial : Pour obtenir cette coercivité, on cherche
un développement de Taylor de J autour de ¢q : cette partie calculatoire est basée sur
le changement de variable impliqué par le jacobien a4 et sur l'utilisation de 1’équation
d’Euler-Lagrange. On obtient ainsi DJ(¢g)(h) =0 et

D21(6g) ) = [ [Vhfde = [ |F'(coqla,0))] (he) = Th(z. ) dodo, (411

ol ey, (7,v) = /1 +[v]? =1 — ¢pg(x) et ot la fonction ITh est définie par

1

/ ((1+ eoq () = d@(®))} — 1) (14 egq (. 0) = da(y)) h(y)dy
R3 + )

IMh(z,v) = .
(0 cagle0) = 60(0)? ~1) (1 ag o) — bolu) d

Cette fonction IIh peut étre considérée comme la projection de h sur les fonctions dépen-
dant uniquement de I'énergie microscopique eg,. Maintenant, pour obtenir la coercivité de
J, il suffit d’avoir celle de 'opérateur

Lh=—Ah— /R |F'(€)|(h — TTh)dv

sur H'. Plus précisément, en utilisant les résultats de Burchard et Guo [16], nous pouvons
nous restreindre au cas radial, c’est-a-dire & des potentiels fonctions de |z|. De plus, nous
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avons la compacité de la forme quadratique D?.J (pq) sur H }ad‘ Ainsi, d’apreés 'alternative
de Fredholm, il suffit de démontrer la stricte positivité

VYhe H.,; h#0, (Lh,h) > 0. (4.12)

rad>

Dans ce but, nous allons montrer une inégalité de type Hardy en adaptant une preuve de
Hoérmander [33, 34]. Pour

I(h) := g |F'(e)|(h — IIh)?dzdv,

ol xe sert juste a régulariser. Cette méthode nous améne a

Pq(r) ' f2
I(h) >3 / <pQ(r) + M) PO g, (4.13)

1
avec u = ((1+e— @(z))3 — 1)3r Par intégration par partie et par l'inégalité de Cauchy-
Schwarz, nous avons de plus :

2 3
1(h) < [ VAl 2o, (3 / PQ(TNF/(@)\W@:CZU) | (4.1

En combinant (4.13) et (4.14), nous obtenons une inégalité de type Poincaré

r 2
109+3 [ G IO

r(1+ u?)
En remarquant que le cas d’égalité dans (4.15) est obtenu uniquement pour f = 0, on en
déduit

drdv < |[Vh|[72ps). (4.15)

Vh e H'  D*J(¢q)(h,h) > Co|Vh|2,. (4.16)

Ce résultat obtenu pour des potentiels radiaux implique la coercivité locale de J dans le
cas général incluant les potentiels non radiaux :

Proposition 4.1. Il existe 6 > 0 telle que la propriété suivante est vérifie. Soit ¢, une
suite de potentiels telle que

VneN, [[Vén = Vgl <96, lim J(gn) < J(4q). (4.17)

Alors, il existe une suite de translations en espace x, telle que
IVén —Vogo(- — xn)|| 2 = 0 quand n — +oo0. (4.18)

Dans le cas radial, cette proposition repose sur le développement de Taylor de J et sur
la coercivité (4.16) qui donnent
2
L2’

Tot) ~ (6a) = 2 [Vt - Voo, +<(|vet ~ Vo ) = P||vet - veq
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4. STABILITE POUR LE SYSTEME DE VLASOV-POISSON RELATIVISTE 29

pour & assez petit. Notons que (—¢7) est le réarrangement de Schwarz de (—¢,) pris
comme fonction de R3. La proposition 4.1 est donc prouvée dans le cas radial.

Le cas général se démontre grace au théoréme 2 de [16]. Il suffit de remarquer que
I'inégalité de Polya-Szego implique

T@#) ~ 7(0n) = 5IV6# ]2 — 5 Vonllzz <0 (119)

On peut alors utiliser la proposition 4.1 dans le cas radial. Nous sommes donc dans le cas
d’égalité dans I'inégalité de Polya-Szegd ce qui conduit & la convergence souhaitée.

Compacité locale des suites minimisantes : A partir de la coercivité donnée par la propo-
sition 4.1, nous avons le résultat de compacité suivant.

Proposition 4.2. Soit p > % Soit § > 0 la constante définie par la proposition 4.1 et soit
fn une suite de &, telle que

£ — Q"o w) = 0, Ifn — Q%[lLr®) — 0, ligiupjf(fn) <H(Q), (4.20)

et
IVy, —Voqll. <é. (4.21)

Alors il existe une suite de translations x,, telle que
[fn = Q( — xn)llg, = 0 quand n — +oo. (4.22)

La convergence des potentiels provient essentiellement de I'inégalité

+00
H(fn) = H(Q) = J(05,) — J(9q) +/0 ag ! (5)(fr(s) — Q" (s))ds. (4.23)
En effet, on montre tout d’abord que l'intégrale tend vers 0 grace a

Ifn = Q" llr ) = 0, Ifn — QL) — 0.

Ensuite, on utilise la proposition 4.1 et le contréle du Hamiltonien, qui, combinés avec
(4.23), impliquent la convergence

Vs, (- = x5) = Vgl 2 — 0.

On renote fy, = fn(- — zp, ). Afin de démontrer la convergence forte dans €, on s’intéresse
de nouveau au Hamiltonien qui vérifie

3(h) = Q)+ 5 V65, = Vool + [ (VIPFT =1+ 60(@)) (£ = Q) dado,

a la translation x,, prés. La positivité du terme intégral découle d’une propriété de réar-
rangement ainsi que de la convergence

/R6 (\/W 1+ ¢Q(a;)) (f;¢Q - Q) dzdy — 0. (4.24)
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Cette derniére provient de la convergence de f. Ainsi, en utilisant le contréle du Hamil-
tonien et la convergence du champ de force V¢y, , on obtient la convergence

/R6 <\/m -1+ ¢Q(9€)) (fn— Q) dxdv — 0. (4.25)

On arrive alors a la convergence
[ fn — QllL, (s — 0 as n — +o0, (4.26)

par des techniques basées sur ’équimesurabilité. La convergence dans LP s’obtient en uti-
lisant la convergence presque partout de f, et la conservation de ’entropie a la limite.
Enfin, le contréle du Hamiltonien donne le controle de I’énergie cinétique et implique donc
la convergence

/ (\/|u|2 n 1) \f — Q| dadv — 0,
R6

lorsque n — 4o00. La compacité est ainsi démontrée.

Stabilité : Pour passer de la compacité a la stabilité non-linéaire remarquons tout d’abord
que la proposition 4.2 peut se réécrire de la forme suivante. Pour tout € > 0 il existe n > 0
tel que si f € &, vérifie

1" = QM) <n, 1S = @7 Mo@) < n, H(f) < H(Q) +, (4.27)

et
inf [Vos(-+2) = Vo 2 < 0. (4.28)

alors il existe une translation y € R? telle que

If = Q¢ =)l <. (4.29)

Par la rigidité du flot la condition (4.27) est toujours satisfaite dés lors que ’état initial
fo la vérifie. On montre que la condition (4.28) est toujours respectée en procédant par
I’absurde : si ce n’est pas le cas, en remarquant que la fonction

Bt Zieang [Véru (- +2) = Vgl .

est continue, cette fonction atteint donc des valeurs entre §/2 et . Or en prenant, € assez
petit, on peut montrer que le controle (4.29) implique

1)
IVos(-—y) = Voallz <5

et on a donc une contradiction. La stabilité est démontrée.
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5 Etude numérique de I’équation radiale de Vlasov-Poisson

5.1 Présentation générale

Dans le chapitre 4 introduit ici, nous nous proposons de développer des schémas nu-
mériques conservatifs pour le systéme de Vlasov-Poisson radial. Ceci a pour but futur,
dans un premier temps, de valider numériquement les résultats connus sur cette équation
cinétique et, dans un second temps, de nous faire une idée sur des problémes encore ou-
verts. On pense notamment & la question de la stabilité asymptotique autour de solutions
stationnaires et au possible amortissement Landau.

On s’intéresse ici & ’équation de Vlasov-Poisson non relativiste en dimension 3. Cepen-
dant on se restreint au cas radial. Se ramener aux trois variables |z|, |v| et = - v permet
d’alléger considérablement I’étude numérique du systéme. Le cas général avec 6 variables
(3 d’espace et 3 de vitesse) demanderait encore aujourd’hui un calcul trop lourd a effectuer.

De plus, réduire le probléme au cas radial n’enléve en rien l'intérét d’une telle étude.
En effet, & notre connaissance, les résultats de stabilité existants concernent uniquement
des solutions stationnaires a symétrie sphérique (& une translation en espace prés).

Maintenant donnons ’expression de notre équation en coordonnées radiales (r,u,s) =
(lal,Jol, @ - v) :

O f + ;&f — %qb/f(r)auf + (u® — rd’s(r)) s f =0, (t,r,u,s) € Ry x Q, (5.1)

ou Q1 ={(r,u,s) e Ry xRy xR, |s| <ru} et

1 2
S (r) = T2/ Ppr(F)di et pp(r) = 7T/ - f(r;u, s)ududs.
r<r u>0, |s|<ru

T

Notons que cette équation peut étre réécrite sous différents systémes de variables et
que chacun de ces systémes présente des avantages et des inconvénients. En les variables
(r,u, s) le domaine est mal adapté & une discrétisation. Nous préférerons utiliser le systéme
de variables (r,u,l) = (sgn(x - v)|z|, |v], |z A v]). Pour (r,u,l) € Q avec

Q={(r,u,l) eRx Ry xRy, I <|r|u}

I’équation de Vlasov-Poisson s’écrit alors

[P N
O f +uy/1— @&«f = ¢(r)y/1— Wauf =0, (5.2)

ot le champ de force (f)’f est défini par

7|
S =5 [ Pl

=Ir|
et la densité par

2 l
o =25 |  f(ru,dudl. (5.3)
u>0, I<|rlu , /1 l
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FIGURE 1 — Domaine d’étude et sens de transport a [ > 0 fixé

Ce systéme présente deux difficultés. La premiére est son domaine de définition, similaire
a celui correspondant aux variables (r,u,s). La seconde difficulté est la singularité en

2 , . . N . .
\/1 — -£5 présente dans Pexpression de ps. La forme du domaine, a [ fixé, est donnée
T U

par la figure 1. Celle-ci représente le sens du transport dans le plan {I = constante}
dans chacune des directions, en espace pour la ligne rouge et en vitesse pour la ligne
verte. Se placer sur ce type de plan n’est pas anodin : ce sont des plans caractéristiques de
I’équation de Vlasov-Poisson. C’est pourquoi on a préféré cette formulation & celle résultant
des variables (r,u, s). De plus, notons que la figure 1 schématise les conditions au bord a
respecter : d’une part, la continuité de la fonction de distribution f d’un bord a 'autre

fl=ryu,l =ru) = f(r,u,l =ru) (5.4)

et, d’autre part, la conservation de la masse lors de son passage d’un bord a ’autre donnée
par

2 2
lim 4/1— Z—Vf(—r,u, l) ny =— lim 4/1— Z—Vf(r,u, l) - n_, (5.5)

ru—l+ r2u2 ru—lt 722

ol n; et n_ sont les normales sortantes du domaine {2 respectivement en r = [/u et en r =
—I/u. Remarquons que, théoriquement, le passage des coordonnées naturelles (r,u, s) aux
coordonnées (r,u,l) préserve la continuité mais peut entrainer une explosion des dérivées

2 >—1/2.

partielles sur le bord du domaine, explosion en <1 — 2
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5.2 Etude numérique

On se propose ici de résoudre numeériquement 1’équation (5.1) en utilisant des mé-
thodes de différences finies. On souhaite ainsi préserver a chaque itération la masse et le
Hamiltonien. On considére donc un schéma numérique du type

fn+1 fn

D n

= [uly, Qi Def™ + @], i Duf™, (5.6)

pour une discrétisation classique (t,, 7k, u;,l;) de pas At, Ar, Au et Al;. Remarquons
qu’on affine la discrétisation pour [ proche de [ = 0 et qu’ainsi le pas Al; dépend de ;.
Tout d’abord, nous traitons la singularité présente dans ’expression de pfl en approchant

J+1/2
/ (ryu, U)dl ~ my,; 5 f(r,u, ;)

li—1/2 )
’L

12 / 12 /

9 9 j—1/2 G+1/2

Mk = TEU; =55 —\/1-"53
U LU

Avec de telles notations, la masse est définie par

ou

+oo
M"™ = Arx Z ripR Ar = 8r? Z Mg fri ;AT AU. (5.7)
k=—00 k,i,5
[rlui>1;

Lemme 5.1. La masse (5.7) est conservée par le schéma (5.6) si les opérateurs de diffé-
rences finies D, et D, satisfont pour tout (k,1,7)

Dy (i jluli) = 0.
(5.8)
Dy, (ag,ijmi.ij) = 0.

Remarquons qu’on laisse le terme [u]; dans les conditions (5.8) car on le définit comme
pouvant dépendre de ri et plus précisément de son signe. Cette dépendance sera utile pour
la conservation du Hamiltonien.

Pour réaliser le lemme 5.1 il suffit d’avoir

DX(1)=0 et Di(1) =0,

de considérer [u]; = u; indépendant du signe de 7y, et que le facteur ay; jmy; ; soit indé-
pendant de ¢ et de k.

Nous nous intéressons maintenant a la conservation du Hamiltonien. Nous avons alors
le lemme suivant.
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Lemme 5.2. Soit une distribution ™ satisfaisant (5.6). Supposons que la condition de
conservation de la masse (5.8) est vérifiée. Alors si les conditions suivantes sont respectées

Vk>1, Ef = E} + E", et E} = E} = p},
avec Yk € Z*, D, (r2ER) = r3p},

(5.9)

Vi >0, (D" *))* (w?) = —2[ul; sgni),

EMt 4 ER
/ _ "k k
L vk 7é 0, [¢fn]rk - fa
le Hamiltonien H™ défini par

+oo
H™ = 87° Z Miij [ii ;AT Au — 4w Z ri(ER)2Ar. (5.10)

kij k=1

Irgelus >l
est conservé.

Compte tenu du sens de transport, nous sommes obligés de considérer un opérateur
D, dépendant du signe de rg. Ainsi pour respecter les conditions (5.9) nous devons aussi
prendre [u]; son (k) fonction de sgn(k). Ceci pose probleme pour obtenir les conditions de
conservation de la masse (5.8) prés du bord.

On ne proposera ainsi qu’'un schéma conservatif & une distance du bord singulier. Ce
schéma satisfait le lemme 5.2 en dehors de la frontiére.

Remarquons que, par cette méthode, on calcule f*! en particulier a partir du champ
de force E™!. Ceci ne pose pas de probléme car nous pouvons quantifier les variations
D¢(E™) uniquement a partir de f™. Ce résultat découle directement de I’équation de Poisson
et il s’écrit :

DyrRER) = =2n 3 by ([l fy = [l ) Audy. (51)
\%\Zdzﬂj

On pourra trouver dans le chapitre 4 deux exemples de schémas numériques impliquant
ces conservations pour des fonctions nulles prés du bord. Cependant, donner un schéma
conservatif prés du bord parait beaucoup moins aisé. De plus, on montrera numériquement
qu’obtenir la stabilité et la consistance du schéma prés du bord est difficile.

Pour terminer cette partie numérique, nous faisons une simple approche a ’étude numé-
rique du comportement de fonctions proches d’un état stationnaire. En utilisant 1’équation
de Poisson, un état stationnaire de la forme

1
u? p=1

Q(r,u) =C <—1 - - ¢Q(T)> , (5.12)

2 +
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peut étre mis en évidence numériquement. Leur existence a été prouvée pour p > 9/7 [38|.
En choisissant bien C' et en prenant p = 3, on se raméne a 1’équation

r2oh + 2rd = (=1 — ¢q(r)) .

La condition qﬁ’Q(O) = 0 et le fait que ¢¢ tende vers 0 & 'infini permettent d’avoir 1'unicité
de cette solution. Aprés 'avoir trouvée numériquement, il suffit de choisir une pertubation
de cet état stationnaire s’écrivant

u? 2
folrws) = 2 (<15 = d(r) = b5

+

ou b est une petite constante et x(r) une fonction réguliére bornée a support compact.

Pour les schémas développés dans le chapitre 4, mettre en évidence le comportement
asymptotique d’une telle pertubation n’est pas envisageable sans des calculs trop lourds.
Cependant, en prenant des opérateurs d’ordre supérieur cela semble tout a fait possible et
sera l'objet d’une future étude.
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Chapitre 1

Stable ground states for the
Vlasov-Manev system

N.B. : Les chapitres 1 et 2 font l'objet d’une publication commune & paraitre dans
SIMA, SIAM Journal of Mathematical Analysis. Ce travail a été fait en collaboration avec
Mohammed Lemou et Florian Méhats.

Abstract: In this chapter, we study the orbital stability of steady states to the
so-called Vlasov-Manev (VM) system. This system is a kinetic model which
has a similar Vlasov structure as the classical Vlasov-Poisson system, but is
coupled to a potential in —1/r — 1/r? (Manev potential) instead of the usual
gravitational potential in —1/r, and in particular the potential field does not
satisfy a Poisson equation but a fractional-Laplacian equation. We first prove
the orbital stability of the ground states type solutions which are constructed
as minimizers of the Hamiltonian, following the classical strategy: compactness
of the minimizing sequences and the rigidity of the flow. However, in driving
this analysis, there are two mathematical obstacles: the first one is related to
the possible blow-up of solutions to the VM system, which we overcome by
imposing a sub-critical condition on the constraints of the variational problem.
The second difficulty (and the most important) is related to the nature of the
Euler-Lagrange equations (fractional-Laplacian equations) to which classical
results for the Poisson equation do not extend. We overcome this difficulty by
proving the uniqueness of the minimizer under equimeasurabilty constraints,
using only the regularity of the potential and not the fractional-Laplacian Euler-
Lagrange equations itself.

1.1 Introduction and main results

In this paper, we study the stability of steady states and the existence of blow-up self-
similar solutions to the Vlasov-Manev (VM) model for gravitational systems. In this mean
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38 CHAPITRE 1. STABLE GROUND STATES FOR THE VLASOV-MANEV SYSTEM

field kinetic model, the usual Newtonian interaction potential is replaced by the so-called
Manev potential. This potential corrects the Newtonian gravitational potential as follows:

1 K

Uz) = ——— —
@) = =] ~ a2

where k is a positive constant. First it was studied by Manev in the 1920’ as an alternative
way of Einstein’s relativity to explain the advance of the perihelion of Mercury unexplained
by Newton’s laws [48, 49, 50, 51]. And recently, frustrated by the unsuccess of the relativity
model to formulate a meaningful relativistic n-body problem, F. Diacu, A. Mingarelli, V.
Mioc and C. Stoica [6] followed by R. Illner, H.D. Victory, P.Dukes and A.V. Bobylev [2-3|
gave the basics for the comeback of the Manev model, described by the first ones as a fairly
good substitute of relativity within the frame of classical mechanics.

We then consider in this paper the case of a potential given by:

6 K
Ar|x|  2m2|z|?’

U(x) =

where ¢ is a nonnegative constant. Further physical studies of this potential can be found
in [18]. The case § = 0, kK = 1 will be referred to as the pure Manev case. The case § > 0,
k > 0 will be referred to as the Poisson-Manev case which includes the Newtonian case
0 =1, kK = 0. Note that at the limit § — 1 and x — 0, we recover the stability of steady
states proved in [38, 40].

Taking into account this correction, the standard Vlasov-Poisson system is replaced by
the following Vlasov-Manev system:

Of+v-Vuf =Vuds-Vof =0, (t,z,v) € Ry xR3 x R3,
(1.1.1)
f(t=0,z,v) = fo(z,v) =0,

in which f = f(t,z,v) > 0 is a distribution function and ¢; the associated potential
defined as follows. We have

o5(t,x) = 60% + oy, (1.1.2)

where qbff and qﬁ;‘/ are respectively the Poisson potential and the Manev potential of f
given by:

¢Jlej(t, x) = —/ Mdy qb?/[(t,:c) = —/ Mdy (1.1.3)

gs 4|z —y| gs 2m2 |z —y[2 7

ps being the density associated with the distribution function f:

pilta) = [ flt,a,v)dv.
R3

Note that the two potentials satisfy
Agf = pp and (=0)2 0} = —py,
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1.1. INTRODUCTION AND MAIN RESULTS 39

and in particular the system (1.1.1) reduces to the well-known gravitational Vlasov-Poisson
system in the case § =1 and xk = 0.

To our knowledge, the only existing mathematical analysis of the Vlasov-Manev model
is due to Bobylev, Dukes, Illner and Victory [13, 14|. In these works, the local existence of
regular solutions is proved and some questions of global existence and finite-time blow-up
are discussed.

We now give some basic properties of the Vlasov-Manev system (1.1.1). Sufficiently
regular solutions to (1.1.1) on a time interval [0, T'] satisfy the conservation of the so-called
Casimir functionals:

vt € [0, 7], 17N e = 5 (fo)ll 21 (1.1.4)
and the conservation of the Hamiltonian
vt € [OaT]a j{(f(t)) = j_c(f())a
where j is any smooth real-valued function with j(0) = 0, and where

- FE

HF(E) = [l f (¢ pot (£(2))- (1.1.5)

M

The potential energy Ep is defined by

Br(F(1) = = [ oy(t.0ps(t.0)do = SEL,(1(0) + RE(7(0).
where we have denoted
Eﬁ,t( / qbf (t,x)ps(t,x)dx and Epot( / gbf (t,x)ps(t, x)dx.

These potential energies are controlled thanks to standard interpolation inequalities:

Tp—9

0 < Epoy(f) <CwaMJNW“HNW”, (1.1.6)
0 < Epgy(f) <@Wﬂfhwﬂwp“www”, (L.L.7)

for all p > 3.

Our aim in this paper is to prove the orbital stability of ground states type stationary
solutions to the Vlasov-Manev problem. While the question of non linear stability has
not been studied in the past for the VM system, it has attracted considerable attention
in the case of the Vlasov-Poisson system (k = 0), both in physics (see [3, 4], [9] and the
references therein) and mathematics community [61, 24, 28, 29, 38, 57, 41]. We emphasize
that the structure of the equation in the pure Manev case (6 = 0, kK = 1) can be compared
in some sense with the Vlasov-Poisson system in dimension 4 (see [38]). In this case, we
shall construct ground states by minimizing the constant in the interpolation inequality
(1.1.7), following the standard strategy as in the case of nonlinear Schrédinger equation
[60].
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40 CHAPITRE 1. STABLE GROUND STATES FOR THE VLASOV-MANEV SYSTEM

On the other hand, as already noticed in [13], the case of the general VM system (6 > 0)
shares similar mathematical properties with the relativistic Vlasov-Poisson system [40]. In
[40], the stability of steady state solutions to the relativistic Vlasov-Poisson equation is
proved by minimizing the energy and by using a homogeneity-breaking property which
comes from the fact that the relativistic kinetic energy is a non-homogeneous velocity
moment of the distribution function. In the present case of VM system, the homogeneity-
breaking comes from the presence of two contributions in the general VM potential with
different homogenities. This homogeneity-breaking property makes possible to build a
well-posed variational problem where a sub-critical condition is imposed on the constraints.
Notice that the subcritical condition for the well-posedness of the variational problem in
the context of the relativistic Vlasov-Poisson system was also observed in [37]. In driving
the classical approach in a similar way as in [40] and [38], a new important difficulty
appears. This difficulty is related to the nature of the Euler-Lagrange equations to which
classical results for the Poisson equation do not extend. In the classical VP case, a complete
stability result is generally obtained by using both the Euler-Lagrange equation (which is
equivalent to a non linear Poisson equation) and the rigidity of the flow. In the present
case, the Euler-Lagrange equation is a fractional-Laplacian equation, and this prevents
from using ODE techniques. Nevertheless, we prove the uniqueness of the minimizer under
equimeasurable constraints by a new argument which completely avoids ODE techniques.

In order to state our main results, let us make precise our assumptions. Consider a
function j : Ry — R satisfying the following hypotheses.
(H1) j is a €2 function, with j(0) = 5/(0) = 0 and such that j"(¢) > 0 for ¢ > 0.
(H2) There exist p, g > 3 such that

<q, Vt>0. (1.1.8)

We note that (H2) is equivalent to the nondichotomy condition:
BPi(t) < j(bt) < bLj(t), Wb >1, t>0. (1.1.9)
For a function j satisfying (H1) and (H2), we define the corresponding energy space
€j={f 20 such that | flle; == [ fllpr + i (s + [lPfl 2 <+o0}  (1.1.10)

and we shall say that a sequence f,, converges to f in &; if

Ifo = fllzr =0, (o= Pllzr =0 and  |[Jol*(fu = £)]| 2 = 0.

From the interpolation inequality (1.1.7), the following constant is strictly positive:
p—3 2
2 3(p—1) : 3(p—1)
v +
KjM: nf KjM(f) with KJM(JC): H| | fHLl HfHLlM If ](f)HLl '
FEEN{0} Eoo(f)

Indeed, from (1.1.9) one has ¢t + j(t) > CtP for all t > 0.

(1.1.11)

In our first result, we establish the existence of ground states for the Vlasov-Manev
problem.

40



1.1. INTRODUCTION AND MAIN RESULTS 41

Theorem 1.1.1 (Existence of ground states). Let j be a function satisfying (H1) and
(H2).
(1) Poisson-Manev case (6 > 0). Let My >0, M; > 0 such that

RMED (M, 4 M) < KM, (1.1.12)
where KJM is defined by (1.1.11), and let
F(My, My) ={f € & [1fllr = My, [l5(Hler = M}
Then there exists a steady state of (1.1.1) which minimizes the variational problem

I(My,M;) = inf H 1.1.13
(M, My) = imf 5, (1.1.13)

where H is the Hamiltonian defined by (1.1.5).
(11) Pure Manev case (0 =0, k = 1). For all My, M; > 0, the following variational problem

JOMyL M) = -  Melsll
1, M;) = inf K(f), with K(f):=

. 1.1.14
feF (M, M;) E;J;\gt(f) ( )

admits a minimizer. Furthermore, for any given My > 0, there exists a unique M; > 0
such that J(My, M;) = 1. Moreover, the minimizers of (1.1.14) are steady states to (1.1.1)
if, and only if J(My, M;) = 1.

(iii) In both cases (6 > 0), any steady state () obtained as a minimizer of (1.1.13) or
(1.1.14) is continuous, compactly supported and takes the form

BE g —
Q(x,v)Z(j’)‘1< z +9e(@) A) (1.1.15)
K +

where X\ and p are negative constants. Moreover, ¢g(x) is spherically symmetric (up to a
translation shift), increasing and belongs to CY, for all o € (0,1). In (1.1.15), we used
the notation ay = maz(a,0).

Notice that in the case 6 = 1 and k = 0, the condition (3.1.10) is always satisfied.
In this case, the Vlasov-Manev system (1.1.1) is nothing but the classical Vlasov-Poisson
system, for which it is already known that minimizers of the two constraints problem
(1.1.13) always exist and that the minimizing sequences are compact, see [38]. In [40],
the orbital stability in the case of the VP system has been proved thanks to a uniqueness
result of these minimizers which was based on a combination of the Poisson equation and
the rigidity of the flow.

Our second main result concerns the orbital stability of the above constructed ground
states under the action of the Vlasov-Manev flow. As in [40], the proof of these stability
results needs in a crucial way the uniqueness of the minimizer under some flow constraints
(namely the equimeasurability property). However in [40], the proof of this uniqueness
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42 CHAPITRE 1. STABLE GROUND STATES FOR THE VLASOV-MANEV SYSTEM

was based on the use of the Poisson equation satisfied by the minimizer. Here, the Euler-
Lagrange equation is a fractional Laplacian equation and the proof of [40] cannot be used.
In fact, we prove this uniqueness result in a way that completely avoids the use of the Euler-
Lagrange equation, and in particular, this generalizes also the uniqueness result obtained
in [40]. The only property of the minimizers that we use is their equimeasurablity. In
particular, our proof avoids the usual ODE techniques, which in fact, are useless here since
the Euler-Lagrange equation is a fractional-Laplacian equation.

Lemma 1.1.2 (Uniqueness of the minimizer under equimeasurability condition). Let F' €
CY(R,R,), strictly decreasing on R_, such that F(R_) =R, and F(R,) = {0}. We define

ll®
2

o]

a0 =r (v @), Qo= (" +ne)

on R3 x R3, where 1y and 11 are two nondecreasing continuous radially symmetric poten-
tials such that the sets {x € R3, o(z) < 0} and {x € R3, ¥1(x) < 0} are bounded. Then
the equimeasurability of Qo and Q1 for the Lebesgue measure in RS, i.e.

Yt >0, meas{(z,v) € R, Qo(x,v) >t} = meas{(z,v) € RS, Qi(zx,v) >1t}, (1.1.16)

implies that Qo = Q1. In particular:

(1) Poisson-Manev case (6 # 0): two equimeasurable steady states of (1.1.1) which minimize
(1.1.13) under the subcritical condition (1.1.12) are equal up to a translation in space.

(i) Pure Manev case (6 = 0, Kk = 1): two equimeasurable steady states of (1.1.1) which
minimize (1.1.14) and which have the same kinetic energy are equal up to a translation
shift in space.

Now, using the compactness of all the minimizing sequences of (1.1.13) and (1.1.14)
(which will be proved) and the uniqueness result stated in Lemma 1.1.2 we get the desired
stability results.

Theorem 1.1.3 (Orbital stability of ground states).

(1) Poisson-Manev case (6 > 0). Let My, M; > 0 satisfy the subcritical condition (1.1.12).
Then any steady state Q of (1.1.1) which minimizes (1.1.13) is orbitally stable under the
flow (1.1.1). More precisely, given € > 0, there exists 6(¢) > 0 such that the following holds
true. Consider fo a smooth function with ||fo — Qlle; < d(g), and let f(t) be a classical
solution to (1.1.1) on a time interval [0,T), 0 < T < +o0, with initial data fo. Then there
exists a translation shift (t) € R such that, for all t € [0,T), we have

Hf(t,a:—i—x(t),v) - QHE]- < €.

(i1) Pure Manev case (0 =0, k = 1). Let Q be a steady state of (1.1.1) which minimizes
(1.1.14). Then for all € > 0, there exists a constant §() > 0 such that the following
property holds true. Let f(t) be a classical solution to (1.1.1) on a time interval [0,T),
0 <T < +oo, with initial data fy, satisfying:

(a) lfo—Qllr < d(e) and [[j(fo)llLr < [5(@)]Izr +d(e),
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1.2. EXISTENCE OF GROUND STATES 43

() vt €[0,T), A{)*H(f(t)) <d(e) where A(t) = (Mf%)lm'

Then there exists a translation shift x(t) € R® such that, for allt € [0,T), we have

<e.

e 55)-

&j

Remark 1.1.4. The goal here is to prove this stability result assuming the framework
of classical solutions to the Vlasov-Manev model, and not to solve the Cauchy problem.
For smooth initial data decaying fast enough at the infinity, the local existence and the
uniqueness of regular solutions to (1.1.1) has been proved in [14]. The global existence of
classical solutions is an open problem. Our result shows that the solutions remain in the
vicinity of the ground state @ (up to a translation shift), but does not a priori exclude a
possible blow-up of some derivative of f.

The outline of this chapter is as follows. Section 1.2 deals with the proof of Theo-
rem 1.1.1. After preliminary technical results concerning some properties of the infimum
I(My, Mj) (Subsection 1.2.1), we prove in Subsection 1.2.2 the existence of minimizers.
Then we characterize the ground states: Euler-Lagrange equation, regularity and spherical
symmetry. Section 1.3 is devoted to the proof of stability of the ground state through
the Vlasov-Manev flow as stated in Theorem 1.1.3. First, in Subsection 1.3.1, we prove
the uniqueness of the ground state in the class of equimeasurable functions, Lemma 1.1.2.
Then we use standard concentration-compactness arguments to prove the compactness of
minimizing sequences. Combining the uniqueness and compactness properties, we finally
deduce the orbital stability result, Theorem 1.1.3.

1.2 Existence of ground states

This section is devoted to the proof of Theorem 1.1.1.

1.2.1 Properties of the infimum

In this section, we prove two lemmas concerning some monotonicity properties of the
infimum defined by (1.1.13) and by (1.1.14).

Lemma 1.2.1 (Monotonicity properties of the infimum I (M, M;)). Let j be a real-valued
function satisfying Assumptions (H1) and (H2), let My > 0 and M; > 0 such that (1.1.12)
holds, and let I(My, M;) be defined by (1.1.13) in the case 6 > 0. Then we have

—oo < I(My, M;) < 0. (1.2.1)
Moreover the following nondichotomy condition holds true: for all0 < a <1 and 0 < g <

1,
I(aMy, BM;) + I((1 — )My, (1 — B)M;) > I(My, M;). (1.2.2)
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44 CHAPITRE 1. STABLE GROUND STATES FOR THE VLASOV-MANEV SYSTEM

Proof. Step 1. The infimum is finite and negative.

We first prove (1.2.1). Let f € F(Mi, M;). Then from (1.1.6) and (1.1.11), we have

_p=3
90) 2 Al = e 7l A 0+ M;) T

1/2

7p—9_
~C6 |[|v !2fH M (M, + M;)55D (1.2.3)

1/2

> |HU|2fHL1 < WMJ@ 1) (M1+M) (= 1>> —CMu HM fH .

Now the subcritical condition (1.1.12) implies that

2
1- WM“P & (M + M;)3-D > 0.
Thus J(f) is bounded from below, which proves that I(Mj, M;) is finite. To prove that
I(My, Mj;) is negative, we use a rescaling argument. For A\ > 0 and f € F(M;, M;), we

consider the rescaled function f(z,v) = (%, v). Then f belongs to F(My, M;) and we
have (see Appendix A)

. 1 J
HP) = 55 0Pl — T EpF) = S5 Epee(f)
L.p
~ )\Epot(f) as A — 400,
where EL (f) is positive (since f is not zero). The property (1.2.1) follows.

Step 2. The nondichotomy condition.
We now claim the following monotonicity properties: for all 0 < k£ < 1,

[(My, kM;) > k3@ (M, M) (1.2.4)
and

[(kMy, Mj) > k360 [(My, M;). (1.2.5)

Proof of (1.2.4). Let k € (0,1] and f € F(My, kM;). From Appendix 1.4.1, consider the
unique rescaled function f(z,v) = af(a'/3z,v) in F(My, M;). From (1.4.2), we deduce in
particular that o > 1 and that

-1 S S Oéq_l.

e

Then, we get
H(F) = 0P| ;1 — @3 0B () — a5 kBN () < [0 f || 1 — 0F (SEL.(F) + KEYL(F)
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1.2. EXISTENCE OF GROUND STATES 45

and

ron.05) <360) < Pf - () @R+ Bt < () 900

This result holds for all f € F(My, kM;) and k € (0, 1], which proves (1.2.4).
Proof of (1.2.5). Similarly, we take f € F(kM, M;) and set
f(z,v) = af(a?kV3z,v)
the unique rescaled function in F(M;, M;), which implies that oo < 1 with
al P <k <Pl

Thus,

H() = 7 olFl ok 5/55E,€2t<f> KB ()

1 9 1 (p P 1 3(p—1) M
< E H‘v| fHL1 o (kj) 5 pot(f) <k‘) HEpot(f)'
From k <1 and p > 3, we conclude that
4p—6
~ 1 3(p—1)
ronan) <3 < ()7 .

and (1.2.5) follows.
We now prove (1.2.2). Let 0 < a < 1 and 0 < 8 < 1. Then (1.2.4) and (1.2.5) imply

4p—6
I(aMlaBM]) > a3(§_1)63(q1_1)I(M1>Mj)7

and a similar inequality with (1 — a) and (1 — ). As we have I(M;, M;) < 0, we only
have to show that

4p—6 4p—6 1
o 3(p— 1)53<q D+ (1- a)S(p D(1-p)361 <1,
which holds true since ¢ > 1 and ( ) > 1. The proof of Lemma 1.2.1 is complete. O

Now we state the second lemma concerning the pure Manev case.

Lemma 1.2.2 (Monotonicity properties of the infimum J (M, M;)). Let j be a real-valued
function satisfying Assumptions (H1) and (H2), let My, M; > 0 and let J(My, M;) be
defined by (1.1.14) in the case 6 = 0. Then for all 0 < a < 1 we have
3— 3—
a0 J(My, My) < J(aMy, M;) < a0 J (M, M), (1.2.6)

o T@ D J(My, My) < J(My, aM;) < o 50 J(My, M), (1.2.7)

In particular, the function (My, M;) — J(My, M;) is continuous.
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46 CHAPITRE 1. STABLE GROUND STATES FOR THE VLASOV-MANEV SYSTEM

Proof. Let My, M; >0 and o € (0,1]. Let f € F(aM;y, M;) and let

~ 1/3
f(CC,’U) = ’Yf (}:1/3.%,2})

be the unique rescaled function in F(M;, M;) given by Lemma 1.4.1. Then we deduce from
(1.4.2) that A = 1 and, since a < 1, we have also

AT < a < 4P

Moreover, we also deduce from the rescaling identities of Appendix A that

K(f) = a'Py2BK(f).

This yields (1.2.6). The inequality (1.2.7) is obtained similarly. O

1.2.2 Proof of Theorem 1.1.1

We are now ready to prove Theorem 1.1 which concerns the existence of the minimizers
and some of their properties.

Step 1. Existence of a minimizer.

The Poisson-Manev case (6 > 0).

Let My, M; > 0. From Lemma 1.2.1, we know that I(Mi, M;) is finite. Consider a
minimizing sequence f, of (1.1.13):
I fallpr = My, [l5(fa)llr = M; and  lim H(f,) = I(My, M;). (1.2.8)
n—-+0oo
At fixed n, we denote by fi* the standard Schwarz rearrangement of f,, with respect to
the variable z. From the Riesz inequality, we have Epo(fi*) > Epot(fn). Thus we have
H(f*) < H(fn) and we may assume that the sequence f,, is spherically symmetric in
space.
We now observe that the sequence (f,,) is bounded in €;. Indeed, from the subcritical

condition (1.1.12), the kinetic energy of f,, is controlled by the inequality (1.2.3). Thus,
from Lemma 1.4.3 of Appendix B, there exists f € &; such that

fo—f in LP(R®) and Epet(fn) — Epot(f).

By lower semi-continuity, we then have H(f) < I(Mj, M;) which implies f # 0 since
I(My, M;) <0 (see (1.2.1)). Therefore there exist 0 < «, 8 < 1 such that ||f||;1 = aM;
and ||7(f)||zr = BM;. Combining this with (1.2.5) and (1.2.4), we get

4p—6
o360 §5G D I(My, My) < H(f) < T(My, M),

Hence @ = =1 and f is a minimizer of (1.1.13).

46



1.2. EXISTENCE OF GROUND STATES 47

The pure Manev case (§ =0, k = 1).

Let f, be a minimizing sequence of (1.1.14). By a similar argument as above, we may
assume that f, is spherically symmetric in space. Moreover, from the rescaling formulas
of Appendix 1.4.2, the sequence of functions defined by f, = fn(ﬁ,)\nv) (where \2 =

|| fullL2) satisfies
fo € F(My, M), K(fu)=K(fu) and [[o2fullp = 1.

In particular, (fn) is bounded in €;. From Lemma 1.4.3 of Appendix 1.4.2, there exists
[ € &; such that
fo— fin LP(R®) and Epet(fn) = Epot(f).

Since (f,) is a minimizing sequence of (1.1.14), Epe(f,) converges to J(M, M;)~1. This
implies that R
Epot(f) = J (M, Mj)~™" >0

and then f =+ 0. A R
Moreover, from Fatou’s Lemma, we have K(f) < liminf K(f,) = J(Mi, M;) and we

have also f € F(aMy, fM;) with 0 < o, < 1. A similar rescaling as in the proof of

Lemma 1.2.2 gives
A 1
K(f) > R

—= 5 J (M, M),
o 3@-1) 53(17—1)

which implies that « = 8 = 1. Therefore f is a minimizer of the variational problem
(1.1.14).

Step 2. Euler-Lagrange equation for the minimizer.

The Poisson-Manev case (6 > 0).

Let Mi, My > 0 satisfy the subcritical condition (1.1.12) and let @ be a minimizer of
(1.1.13). Our goal in this step is to derive the Euler-Lagrange equation satisfied by Q. Let
€ > 0. We introduce the set

S. = {(z,v) € RS, Q(x,v) > e},

and pick a compactly supported function g € L°°(R®) such that g > 0 almost everywhere
in R6\S.. Then,

ﬁnwte@ fie=Q+tg € €;\{0}.

i)
lleo ]

Similarly as in Appendix 1.4.1, there exists a unique pair (7;,7;) positive numbers such
that the function f; defined by

ft(xvv) = Y fi <$, <%> ! U>
Nt
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48 CHAPITRE 1. STABLE GROUND STATES FOR THE VLASOV-MANEV SYSTEM

belongs to F(M;, M;), which is equivalent to

Ml 1 i Mj
= _——— and — = — . 1.2.9
Tt il o 17 (vefeo)ll M, | fell e ( )

By differentiating the first equality, we obtain for ¢ — 0

_fRﬁgt

T o(t). (1.2.10)

ne =1

For all ¢ € [0, m] and for all v € R%, we set

1 M
G(v,t) = 7/RGSJ'(’YJ‘})]\41/]12{6 ft-

Then G is clearly a €! function of t and v. Moreover, from Appendix 1.4.1, we get

oG
87’)’(’7’ t) > 0.

This implies that t + 74 is a C! function and, by differentiating (1.2.9) with respect to ¢,
we obtain

M 1
- J = Ca Jee” 1.2.11
"t +<MICQ/]R69 CQ/RGJ(Q)Q>t+0(t), as t — 0, ( )

where, from the hypothesis (1.1.8), Cq = [|7/(Q)Q||1 — M; is a positive constant. Since
@ is a minimizer of (1.1.13) and since f; belongs to F (M, M;), we have

() - H(Q)
t—0 t

> 0.

From the computation in Appendix 1.4.1, we also have

e

7]5/3

2 _ ' 2 2 2
el = g (Pl +¢ [ 1o = el
Epot(ft) - Epot(Q) = 77752 <Epot(Q) —2t /]RG Qng + t2Epot(9)> - Epot(Q)'

Inserting the expansions (1.2.10) and (1.2.11) in these expressions, we get

2
L (%5 +00-2- @) a0 (1:2.12)

with

__lwPell, _ 1 lloP@llL: (, 2M;
M——W and)\——ﬁl Epot(Q)_ 6 <5+ CQ ) .
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1.2. EXISTENCE OF GROUND STATES 49

We now observe that p and A are negative. Indeed, the equality I(My, M;) = H |v\2QHL1 —
Epot(Q) gives

v|? L
A= ar (I(Ml,Mj> - H'ééﬂ’L/R ((@Q- 3J(Q))> 7

where (M, M;) < 0 and, from (1.1.8), j/(Q)Q — 35(Q) > 0. Since equality (1.2.12) holds
for all g € L>°(R%) which is compactly supported on S., we have

o[

7+¢Q—/\—#j/(Q):O on S.

This means that this equality holds on Supp(Q). Similarly, out of the support of @, as
g > 0, we have
o[
2
2
We finally get, for all (z,v) € (RS) ,

P 4 g () —
Q(m)z(y”)l( r ool A) :
;

+og—A=>0.

"

We will show later (Step 3) that ¢¢ is a @l function, which is sufficient to ensure that @
is a steady state. Indeed, from (H1), we deduce that the function (j/)~! is €! on R* with
(1)71(0) = 0. Hence, @ being a function of the microscopic energy is a steady state of
(1.1.1), at least in the weak sense. Note that Q is ! in the interior of its support and is
continuous but may have an infinite derivative at the boundary of its support.

The pure Manev case (6 =0, k = 1).

Let @ be a minimizer of (1.1.14). To get the Euler-Lagrange equation, we simply differen-
tiate f — K(f) following the same procedure as above and find after computations

Q:(jl)—l <1)22+’}/¢Q<.T)—A> ’
. +

with

Y= @l _
Epot(Q)

By inserting these expressions in (1.1.1), we observe that f is a steady state of (1.1.1) if
and only if v = 1, which means J(M;j, M;) = 1. Let M; > 0 be fixed. From the control of
the infimum (1.2.7), we deduce that the function M; — J(M;, M;) is continuous, strictly
decreasing and satisfies

(Cq —2M))[|[v[*Ql| 1 ol*Qll
J(My, Mj), A= — _ .
(M, Mj), 6M;Cq s 3Co

lim J(MhMj) = 400, lim J(Ml,Mj) =0.
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50 CHAPITRE 1. STABLE GROUND STATES FOR THE VLASOV-MANEV SYSTEM

Therefore, it is clear that there exists a unique M; such that J(M;, M;) = 1.
Step 3. Regularity of the potential ¢ and compact support of ()

Let us prove that ¢g belongs to el for all a € (0,1). Using the expression of @, we get

[ 2 —
pQ(x)::}L3QU‘4 < 2+ %0() A) dv. (1.2.13)
Jr

I

Passing to the spherical velocity coordinate u = |v| and performing the change of variable
w = |—2| we get

+oo
poe) = Amv2lult [ (1) (kla) - w), Viodw, (1.2.14)
0
where k(z) = M
W
R3, k(x) > 0} and that k(z)4+ < ¢g(x)/p. Moreover, from (H2), for all s > 0 we have

()" Y(s) < C (splfl +sqf11).

We remark that the support of pg is contained in {z €

Therefore
k(@) + 1 1
pola) < C [ £) —w) 7T+ (k(2) — w) 7T ) Vinduw
3,1

< o uu>p1+«u>uzwﬁ

< C(loe@)" 7T +|gq(@)[2 o). (1.2.15)
Since Q belongs to L' N LP, p > 3, and since |v|?Q belongs to L', we deduce from interpo-
lation inequalities that pg € L' N LP0 with po = 5p—:13 € (%, %]

Assume now that pg € L' N LF for some 2 < k < 3. Then from the Hardy-Littlewood-
Sobolev inequality, we deduce that gbg belongs to all L® with 3 < s < oo and that d)g{

belongs to all L® with % <s< % Hence, from (1.2.15), since ¢ > p, we deduce that the
function pg belongs to L! with
3 1 3k
£ = = . 1.2.16
<2+p1> 3—k (12.16)

Using (1.2.16) and p > 3 (Assumption (H2)), a simple bootstrap argument enables to prove
that there exists r > 3 such that pg € L".
Consequently, from Sobolev embeddings and from (—A)l/ qug = —p@, we deduce that

the Manev potential d)g belongs to €% for all a € (0,1 — %) Since this function converges
to 0 at the infinity, we have qbg[ € L*>, and then ¢g € L. Thus (1.2.15) gives pg € L.
Finally, using again Sobolev embeddings, gbg and qﬁg belong to €% for all a € (0,1).
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1.2. EXISTENCE OF GROUND STATES 51

From the regularity of ¢, the fact that this function goes to 0 as || — 400 and that
A < 0, one deduces that

_ NG _
Supp(Q)— ($7U)ER> 9 +¢Q(3§‘) A<0

is a compact subset of RS.
Let us now prove that pg belongs to €% for all « € (0,1). Passing to the spherical
coordinate in velocity in the expression (1.2.13) of pg and performing the change of variable

1o _
5 — %@))‘ yields

3 XT) — 1/2
po() = 3 v2 <j’)1(s)<¢Q<H—s> ds.

Ry 1% +

For all k € R, denote f(k) = f[& (i) (s) (k — 8)1/2 ds. We claim that, for all ky > 0, we
have

Wi,k € (—00,kol,  |f(k1) — F(ka)] < ()7 (ko)ky” [k — kel (1.2.17)

_H(bQ”oo_)\
m

By taking ko = , we deduce from this claim that

V(z,y) €R®, |po() = po(y)] < Clbg(x) — da(y)l-
This shows that pg € €% for all @ € (0,1). Next, since we have

bq = A pg) — (—A)%(pg),

we can conclude from standard regularity argument that ¢g € e« for all @ € (0,1). This
is the regularity of the potential stated in Theorem 1.1.1. Let us now prove the claim
(1.2.17). For all k; < ko < ko, we have

fli) = 1) = [ @70 (ke = ) = (0= 9)Y?) s

(j/)l(ko)/R ((kg — 5)1/2 — (k1 — s)iﬂ) ds
2 +

= 2007 k) (k)Y = (k) Y?) < G R0k — k).

Since f is an increasing function, this yields (1.2.17). This concludes the proof of the
regularity of the potential stated in Theorem 1.1.1.

IN

Step 4. The functions pg and ¢¢ are spherically symmetric and monotone.

Consider a minimizer @ of (1.1.13), continuous and compactly supported thanks to the
previous step, and denote by Q** its symmetric rearrangement with respect to the x vari-
able only. We have clearly Q** € F(My, M;) and [ |[v]*Qdxdv = [ |v]*Q**dxdv. Moreover,
by the Riesz inequality (see [43]), we have

[, Q0@ g~ shdedy < [ @ (e,0)@" wwiglle ~ yhdedy (1219
R6 RS6
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52 CHAPITRE 1. STABLE GROUND STATES FOR THE VLASOV-MANEV SYSTEM

for all (v,w) € R? x R3, where g(r) = ¢ + % (recall that 6 > 0 and x > 0). Therefore, by
integrating this inequality with respect to v and w, one gets

Epot(Q) S Epot(Q*x)v

which means that H(Q™) < H(Q): Q™" is also a minimizer of (1.1.13). Hence, we must
have equality in the above inequalities: Eppt(Q) = Epot(Q**) and, even more, we have
an equality in (1.2.18) for all v,w. We are then in a situation of equality in the Riesz
inequality: since the function g is strictly decreasing, we deduce that (see [43]), for all v, w,
there exists a translation shift xo(v, w) such that

Q(z,v) = Q™ (x + zo(v,w),v) and Q(z,w) = Q" (x+ zo(v,w),w). (1.2.19)

Let v be such that Q(-,v) #Z 0. @ being compactly supported, we integrate the first equality
in (1.2.19) against « and obtain

[ oQ@ds = [ aQ @+ m(v,w),0)ds
R3 R3
= / Q™ (x,v)dx — zo(v,w) | Q(z,v)dx.
R3 R3

Hence, we have the expression

Jrs 2(Q(x,v) — Q(x,v))dx
Jgs Q% (z,v)dx
and then xo(v,w) is independent of w. Similarly, using the second equality in (1.2.19), one

obtains that zg is independent of v. We have proved finally that there exists 2y € R? such
that

xo(v,w) =

Q(x,v) = Q™ (z + x9,v) = Q™ (|x + 0], v), Vv € R,
Consequently, up to a translation shift, pg is a nonincreasing function of |z|.
Let us now prove that ¢q is a nondecreasing function of » = |z|. Since the function
J is convex and g < 0, the expression (1.2.13) shows that ¢¢(r) is nondecreasing on the

compact support of the nonincreasing function pg(r). Let [0, Rg| be this compact support.
For |z| = r > Rq, we have

o)== [ Yy and (o) = - [ Wy

s Al —y 3 2m2|x —

Passing to the spherical coordinate (see the proof of Proposition 1.4.2 in Appendix 1.4.2),

we have i
og(x) = M o (x) = _1/ @ 5pQ(s) | <r—|—s> s
0

477 T T r—s

Since the function r — %ln (1 + %) is positive and decreasing, ¢¢ is nondecreasing on
[Rg,+0o0). The proof of Theorem 1.1.1 is complete. O
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1.3. ORBITAL STABILITY OF THE GROUND STATES 53

1.3 Orbital stability of the ground states

To prove the orbital stability result stated in Theorem 1.1.3, we first need to prove the
uniqueness of the minimizer under equimeasurability and symmetric constraints which are
inherited from the invariance properties of the Vlasov-Manev flow. This uniqueness result
is at the heart of our stability analysis and is quite robust in the sense that its proof does
not use the Euler-Lagrange equation. Technically, the uniqueness proof only uses the fact
that a minimizer is a function of a certain microscopic energy, which is not necessarily that
of the minimizer. Therefore our proof does not use the equation satisfied by the potential
itself (a non linear fractional-Laplacian equation in the present case).

1.3.1 Uniqueness of the minimizer under equimeasurability condition

This subsection is devoted to the proof of Lemma 1.1.2.

Let
|v]? Els

a0 = (v n@). Qo =r (B 4nw)

be the functions defined in Lemma 1.1.2. Note that 1y and 11 are not supposed to
coincide with ¢g, and ¢q, respectively, which means that they are not supposed to satisfy
the fractional-Laplacian equation. For ¢ € {0,1} and for all 7 < 0, we define

ay, (T) = meas {(m,v) € RS, |U2|2 +i(x) < T} .

From the equimeasurability of )y and )1 and the properties of the function F', we have
VT <0, g (1) = ay, (7). (1.3.1)
For i € {0,1}, we define
fy;(A) = meas {z € R?,  4;(z) < A}

for all A < 0 and we have then for all 7 < 0,

[v]?
ay, (T) = e (T dv.

Passing to the spherical velocity coordinate u = |v| and performing the change of variable
w =T — u?/2, we obtain

ay, (1) = 471'\/5/ pop, (W)VT — w dw. (1.3.2)
—00
We claim that the expression (1.3.2) and the equality (1.3.1) imply that,
for almost all A < 0, gy (N) = fpy (A). (1.3.3)
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54 CHAPITRE 1. STABLE GROUND STATES FOR THE VLASOV-MANEV SYSTEM

Hence, as 1y and v are continuous and nondecreasing, we have 1y = 11 on the set
{z € R?, o(z) <0} = {z € R?, ¥y (z) < 0},
which immediatly gives Qo = Q1.
Proof of (1.3.3) from (1.3.1) and (1.3.2). By differentiating with respect to 7 the function
ay, defined by (1.3.2), one gets

V1 <0, ay, (T) = 277\[/ (0 dw. (1.3.4)

T—w

Now, remarking that, for w < A, the following integral is constant:

:7‘("

70\ A dr
( ’w)_/w JO—7)(r—w)

one deduces from the Fubini theorem that

/_; ;()d7_27r\f/ fhop; (W )\U))dﬂ)—Qﬂ'f/ fhop; (W

Thus, from ay, = ay,, we deduce that fiy,(A) = fuy, (A) for almost all A < 0, and the proof
of (1.3.3) is complete.

End of the proof of Lemma 1.1.2. Let Qu,Q1 be two equimeasurable and spherically
symmetric steady states to (1.1.1) which minimize the variational problem (1.1.13) in the
Poisson-Manev case (6 > 0) or the variational problem (1.1.14) in the pure Manev case
(6 =0,k =1). From Theorem 1.1.1, there exist Ao, 10, A1, £1 < 0 such that, for i € {0, 1},

|v| .
Qi(x,v) = ()" < il d)Ql.( ™)~ )\z) : (1.3.5)
Hi n

We now define, for i € {0, 1},
0, —0. [ e
Gilr,0) = Qs (nml/?’ i > |
The functions @0 and @1 are still equimeasurable and satisfy

’ 2

@i(m,v) = ()™ < s oo (\#1\1/2) _ )\i.

| 4]

_77/11( )>+ with wl(x):

Since ¢, is continuous nondecreasing and converges to 0 as r — 400, the function 1); is
continuous, nondecreasing and the set {z € R3, g(x) < 0} is bounded. From the previous
step, we then conclude that

@0:@17
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which means that

Q1 (z,v) = Qo (2,@1}) with o = %. (1.3.6)

We shall now prove that a = 1.

The pure Manev case. In this case, the equality of the kinetic energies (which is assumed
in this lemma) directly gives o = 1.

The Poisson-Manev case. Let us derive a virial identity satisfied by the minimizers ¢ of
(1.1.13), using a rescaling argument. For A > 0, we set f)(z,v) = Q(Az, §), which implies
e fF(Ml,Mj) and

H(fa) = A2 [[[0PQl| 1 = A Epn(Q) = ArEp(Q).
This function of A has a strict global minimizer in A = 1, which yields the following virial
identity:
)
10FQll 2 = 5 Epor(@Q) — K Epoy(@Q) = 0. (1.3.7)
Moreover we recall that ) satisfies

lloPQll: - 9

pot

(Q) — KEpt(Q) = I(My, M;).
Combining these two equalities, we get

S BR(Q) = ~I(My, M), (138)

Let us now use this identity for the two minimizers Qo and Q1. From (1.3.8) and (1.2.1),
one deduces that

Efot(@@ = E;it(Ql) > 0.
Moreover, from (1.3.6) and Appendix 1.4.1, one gets

1

E;:ot(Ql) = EE;]:ot(QO)'

This yields o = 1, which ends the proof of Lemma 1.1.2. O

1.3.2 Orbital stability of the minimizers, proof of Theorem 1.1.3
In this subsection, we prove Theorem 1.1.3.
The Poisson-Manev case.

Let @ be a minimizer of (1.1.13) and assume that Theorem 1.1.3 is false. Then there exist
e > 0 and sequences fy € ;, t, > 0, such that

. n _
lim (157 - Qlle, =0, (139)

and
VY >0, Voo € R, ||f™(tn, z,v) — Q(z + To,v)|le; > ¢, (1.3.10)
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56 CHAPITRE 1. STABLE GROUND STATES FOR THE VLASOV-MANEV SYSTEM

where f™(t,z,v) is a solution to (1.1.1) with initial data f.
From (1.3.9), we have

i S = IMLM), tim (fg = M lim [0 - @l =0 (131)
In particular, f' converges to @ in the strong LP topology and hence almost everywhere,
up to a subsequence. Using the assumptions (H1), (H2) and the convexity of j, we deduce
from a classical argument (see Theorem 2 in [12]) that [[j(f5")|zr = [17(Q)] L1

Let now gn(x,v) = fu(tn,z,v). By the conservation properties of the Vlasov-Manev
system (1.1.1), we have

lim_3€(gn) = 1M, M), T lgallr =My, lim [ljgn)lp = My, (1.312)

n——+o00

and, for all ¢t > 0,
meas{(z,v) € R®, g,(z,v) >t} = meas{(z,v) € R®, fI(zx,v) > t}. (1.3.13)

From Appendix 1.4.1, let us define

1/3
gn(x7v) = Tngn ’%;7/31'7’0
Art

such that ||g,|,: = M1 and ||j(g,)|/,r = M;. Then, from (1.3.12),
Y — 1, Ay — 1, (1.3.14)

and
Jm H(g,) = lim F(gn) = I(My, Mj).

Hence g,, is a minimizing sequence of (1.1.13). Now, from classical arguments based on
concentration-compactness techniques (|45], [46]) and the non-dichotomy inequality (1.2.2)
(similarly as [38] and [40]), we claim that g, is relatively strongly compact in €; and
converges to a ground state ()1, up to a subsequence and up to a translation shift in space.
Hence, by admitting the claim proved in the end of the Poisson-Manev case, by (1.3.14),
we have

gn — Q1 in &; (1.3.15)

up to a subsequence and up to a translation shift.

Let us now prove that the equimeasurability (1.3.13) and the L' convergences of g,
and f imply the equimeasurability of ) and (. Indeed, we remark that, for ¢ > 0 and
0<e<t,

{gn >t} C ({lgn — @il <e} N {Q1 >t —e}) U{lgn — Qu] = €},

{gn >t} D {lgn — Q1] < e} N{Q1 >t +¢}.

56
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By passing to the limit as n — 400, one gets

lim sup meas{g,, >t} < meas{Q >t — ¢},
n—+oo

lim inf meas{g, > t} > meas{Q1 >t +¢}.
n—+o0o

Finally, passing to the limit as ¢ — 0, we have meas{g, > t} — meas{Q; > t} for almost
all t > 0 and similarly meas{f? > ¢} — meas{Q > t} for almost all ¢+ > 0. Observing that
the functions ¢ — meas{Q > t} and t — meas{Q; > t} are right-continuous, we obtain
the equimeasurability of () and ().

We now use the characterization of ground states stated in Theorem 1.1.1 and the
uniqueness result given by Lemma 1.1.2, to conclude that, @@ = @)1, up to a space transla-
tion shift. Finally, (1.3.15) contradicts (1.3.10).

To complete the proof of Theorem 1.1.3 in the Poisson-Manev case we have just to
obtain the compactness of minimizing sequence of (1.1.13). Consider a minimizing sequence
o of (1.1.13):

falli =My, 150l = My and  lim H(f2) = 10, M), (1316)
Let
pn(x) = fn(z,v)dv.
R3

From the concentration compactness lemma [45, 46|, up to a subsequence, one of the three
following possibilities occurs (Br being the ball of radius R centered at the origin in R3):

(i) Compactness: there exists y, € R? such that

Ve > 0, dR < +oo such that Vn > 1, / pn(x) de > My —e. (1.3.17)
yn+BR

(i1) Vanishing:

VR < 400, lim sup / pn(z) dz = 0. (1.3.18)
y+Br

n—-+o0o y€R3

(iii) Dichotomy: there exists m; € (0, M) such that for all ¢ > 0, there exist
no > 1 and sequences (p))n>1, (p2)n>1, (Wn)n>1 € L (R3) satisfying, for all
n = ng,

( plp? = prw, = ptw, = 0 almost everywhere,

pn:p}z‘*’ﬁ%""wn Withogp,ll,p,%,wn < Pn

dist(Supp(py,), Supp(pp)) = +00 as n — +00,

C llon = ok = Palls < & | fgs pr(@)da — ma| + | fps pr(2)dz — (My —ma)| < e.
(1.3.19)
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58 CHAPITRE 1. STABLE GROUND STATES FOR THE VLASOV-MANEV SYSTEM

We claim that only compactness can occur. To show this claim, we need some prelim-
inary results. First, we know that H(f,) is bounded. Consequently, the inequality

1 1 7p—9 1
KP H |vanHil M16(P71) M]?(pfl),

3(h) = oo ( M )
el (1= e ]

and the subcritical condition (3.1.10) imply that the kinetic energy of f,, is also bounded.

Thus f,, is bounded in the energy space €; and a standard interpolation inequality shows

that (p,) is a bounded sequence in L"(R3) for all r € [1,q] with ¢ = g’g—:g > 3 (recall that

1
the real number p has been defined in Assumption (H2)).

Vanishing cannot occur. Assume that vanishing occurs and pick € > 0. We denote kp = 1,
kp = 2 and introduce the index i € {P, M}. For 0 < n < R, we decompose the Poisson
and Manev potential energies into a sum of three terms, as

_ Pn()pn(y) Pn()pn(y)
pot(fn) - /| dx d +/|m sl<n dx dy

vmyl>r T —ylki |z — gyl

Pn(2)pn(y)
+/n Prl®)0n\Y) 1y, (1.3.20)

<|lz—y|<R |l‘ _y|k
The first term in (1.3.20) can be estimated as follows. For R large enough, we have

/ Pni2)Pr\Y) (z)p ]Ey) dxdy < —kl <e.
e—yl>R |z =yl RF:

. . 1|x\<n<x)
Let us now estimate the second term in (1.3.20). Let K,(z) = W and r =
xr 7
3
2(%_1) 2 Then, K, belongs to L"(R?) with
. 3 — kir
15l < Onf, =225 s

Furthermore, since r satisfies % + % =1+ %, we deduce from the Young inequality that
15 # pallg < CIEl-llonlly < Cnpnlly-

Hence, from the Hoélder inequality, for i small enough we have

Pn
/ L}E)d dy = Hpn(K * pn)|l1 < C’OﬁZHanQ < g,
je—yl<n 1T —y|"

since ||ppllq is bounded.
In order to estimate the third term in (1.3.20), we write

pn () pn(y) 1 /
———dedy < — [ pa(y) pn(x)dz | dy
/T]<|zy|<R |x*y|k2 77’“ R3 le—y|<R

M
— sup/ pn(x)dz.
n i €R3 Jy+Br

58

N

IN



1.3. ORBITAL STABILITY OF THE GROUND STATES 59

Since we assume that vanishing occurs, we have

sup / pn(z)dr — 0
yER3 Jy+Bp

and the third term converges to zero as n — 400, for each fixed R and n. We finally obtain
pot(fn) — 0 as n — +o0, for i € {P,M}. Thus

Epot(fn) — 0.

Now, passing to the limit in

H(fn) = |Hv| f"HLl — Epot (fn) = Epot(fn)

and, using (1.3.16), we get I(M;, M;) > 0 which contradicts (1.2.1). We have proved that
vanishing cannot occur.

Dichotomy cannot occur. Suppose that dichotomy occurs and pick € > 0. We have a
decomposition p, = pl + p2 +w,, where p., p? and w, are disjointly supported. We define
then f! = Inl{zeSupp(pt)y and similarly f2 and f*. Now we write, for i € {P, M},

POt(f”) pot(fn) pot(fn) = 2/R6 p}L(ZL‘)pi(y)ngdy{-Q/RG Md dy

|z — ylk |z — gyl

_ Wy () wn(y)
/R6 =yl dxdy. (1.3.21)

Let us treat the first term in (1.3.21). From
dn = dist(Supp(py,), Supp(p},)) — +00,

we deduce that

1 2 2
o () p5 () Mj
——— P drxdy < - —0 as n — +o00.
/RG |z — ylki (dn)Fi

We now treat the second and third terms in (1.3.21). We define gerir,p = g and gerit, v =

3 and we recall that, by standard interpolation inequalities, [|wn|lgoi. < Ilon is

bounded. Then, from the Hardy-Littlewood-Sobolev inequality, we have

HQCTit,i

P (@) wn(y)
/]R6 hdwdy < CHPTLHQCrnz”wancrztz < CHwanC"“Zt'L

and

CHwnH(ICTit,i ‘

Qerit,i —

[ iy <

From the Holder inequality, we get

wallgerses < llwall? lwnllg™ < Cllwlf < Ce*
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60 CHAPITRE 1. STABLE GROUND STATES FOR THE VLASOV-MANEV SYSTEM

for 0; = % > 0 and for n large enough. We finally get, for i € {P, M},

hmsup} ‘pot fn) pot(fn) pot(fn)‘ S 05917

n——+00

and thus,

lim sup |Epot fn) - pot(fl) Epot(f )‘ < C( + I€€ ) < 0562

n—-+oo
Hence,

lim inf (9€(f) — (L) = 3(72) > o s — Ce.

n—-—+

As limy, oy o0 H(fn) = I(My, M;), we get

I(My, Mj) > limsup (H(f) + H(f2)) — Ce®. (1.3.22)

n—-+o0o

Now, from the dichotomy assumption, the boundness of f, in €;, and from the disjoint
support property, we have
Mj + M3 < Mj, (1.3.23)

with

M] —hmsupH]( Mz and M]-Q:limsuij(ffb)HLl. (1.3.24)
—+00 n—-+00

Let f% be the following rescaled function in F(m;, Mjl) defined thanks to Appendix 1.4.1,

Lemma 1.4.1:
. L3
f'f%(xﬂ}) :’.YnfrlL (}\1/3 7”) .

Then

IECFL) = HFY) + (1= M) [l ]|, — (1= M) EL(FD) — (1 — Adma )eEM, (£1),

where, by interpolation inequalities, the potential and kinetic energies are uniformly bounded.
From the expression (1.4.2) of A, and ~,, from the dichotomy condition (1.3.19) and from
(1.3.24), we conclude that there exists C. > 0 such that, up to a subsequence extraction
and for n large enough, we have

H(fr) = H(fr) — Cc > I(my, M}) — C- with lim . = 0.

A similar result holds for f2 which gives, from (1.3.22),

I(My,M;) > limsuplimsup (H(fr) + H(f2))

e—0 n—-+o00

> I(my, M)+ I((My —mq), M) (1.3.25)

Now, from the nondichotomy condition (1.2.2), we deduce

I(my, M)+ I((My — m1), M?) > I(My, M} + M?) > I(My, M;), (1.3.26)
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1.3. ORBITAL STABILITY OF THE GROUND STATES 61

where we used (1.2.4) coupled to (1.3.23). Since (1.3.26) contradicts (1.3.25), we have
proved that dichotomy cannot occur.

Finally, we conclude from the concentration-compactness principle that compactness
occurs. Therefore, from the boundedness of f,, in €; and the Dunford-Pettis theorem, we
deduce that the sequence

771(377’”) = fn(z + yn,v),

is weakly relatively compact in L'. Up to a subsequence, we have

fo— fin L' and L with f € §; (1.3.27)
and in particular
[fllzy = M.
Now we claim that
Efot(?n) - E]];ot(f) and E]])‘th(fn) - E;%t(f)' (1.3.28)

Indeed, for i € {P, M}, we have

Bl )= [ B2 =0NG0) = o),

|z — gyl

We decompose this integral similarly as in (1.3.20) for the proof of nonvanishing. There
exist B; > 0 and two positive constants C1, Cs such that, for 0 < n < R,

ByuFa = 1) < O + 1+ [ (o) = plo)n(a)d,

where

Lin<le
Un = (P — p) B, with h}(z) = ~{n<|| $||<kf}(x)

The sequence vy, is bounded in L' N L>°. From h?{ € L* and from the convergence p,, — p
in L', we get
Vz e R, w,(z) =0 asn— +oo.

Since, in addition, there is no mass loss:

sl = ([ whiwae) ([ matan)
= ([ st} ([ ot ) = o s

we have in fact v, — 0 in L', and also in LY. From the Holder inequality, for all n and R
we have

/ (Pu(2) — p(2))on(z)dz — 0,
Rg
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62 CHAPITRE 1. STABLE GROUND STATES FOR THE VLASOV-MANEV SYSTEM

which implies E?,(f,, — f) — 0 and also (1.3.28). Thus, by Fatou’s lemma,

ot
H(f) < I(My, Mj) and [|F(f)l[rr < M. (1.3.29)

Moreover, we have from (1.2.4),

0> 1(01,08) = 5(7) = 100 15O = (1) ran. )

Together with (1.3.29), this implies that ||j(f)|,: = M;. Hence f € F(M;,M;) and
H(f) = I(My, M;) and we finally get

H?nHLl — HfHL1 ? H’v|2?nHL1 — H’v’ZfHLl? HJ(?TL)HLI — HJ(f)”Ll :

From standard convexity argument, see [12], we conclude that f,, — fin L', [v|?f,, — |v|*f
in L' and j(f, — f) — 0 in L'. We have proved the strong convergence, in the &; sense, of
the subsequence f, to the minimizer f and thus the compactness of minimizing sequence
of (1.1.13). The proof of Theorem 1.1.3 in the Poisson-Manev case is completed.

[

The pure Manev case.

To prove Theorem 1.1.3 for the pure Manev case, it is clearly sufficient to prove the following
proposition.

Proposition 1.3.1. Let Q be a steady state of (1.1.1) which minimizes (1.1.14) and let
(fn)n>1 € &; such that for all s >0

lim meas{(z,v) € RS, f,(z,v) > s} = meas{(z,v) € RS, Q(z,v) > s} (1.3.30)

n—-+o0o

and

K)o (1331

[fnllr = [1QlLr,  limsup [[j(fn)llr < [7(@)]11 and limsup —F7e=— <
n>-+oo ol fall 2

Then there exists (Yn)n>1 Sequence on R3 such that up to a subsequence

I[v2Qll: >/

ol fall 2

fn (An(a:+yn),;> — Q in &5, where A\, = (

Proof. From the assumption (ii), the sequence of rescaled functions defined by fn(x, v) =
fn(Anz, 3-) satisfies for all s > 0

lim meas{(x,v) € RS, f,(x,v) > s} = meas{(z,v) € RS, Q(z,v) > s}, (1.3.32)

n—-+o0o
lim sup H(f,,) < 0 and then liminf Epp(fn) > |[|[v1?Qll 1 = Epet(Q) > 0. (1.3.33)
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1.3. ORBITAL STABILITY OF THE GROUND STATES 63

From concentration-compactness argument [45, 46| and using Lemma 3.2 in [38], one can
deduce that the sequence fn satisfies one of the three following alternatives: compactness,
vanishing or dichotomy, see e.g. Lemma 3.2 in [38] for the definitions of these standard
notions. In fact, we shall prove that only compactness may occur.

Indeed, vanishing cannot occur, since (1.3.33) prevents Epu( fn) from going to 0 as
n — +o00. Next, if dichotomy occurs (see [38]), then there exist 0 < a < 1 such that, for
all € > 0, there exists a decomposition fn = f} + f2 + w,, with disjoint supports, such
that we have

[ fallzr = all @l [+ 12l = (1= ) Qlla| <, (1.3.34)

and )
‘Epot(fn) - Epot(fr%) - Epot(fr%)

The control of the mass (1.3.34) and the monotonicity of the infimum from Lemma 1.2.2

<e. (1.3.35)

imply that

K(fp) 2 J(allQllzr + & li(f)llz1) = J(allQllzr + &, 17 @) 21).

By choosing ¢ < 152(|Q|| 1, we ensure that

Hal@lzs + & Li@ls) = I (521l 1@ ) > 1
and then
5 = Pl (1= 57 ) 2 € IR Al (1.3.36)
where C1 > 0 does not depend of € and n, which gives
limn inf H(f)>0, and similarly lim inf H(f%) > 0. (1.3.37)

Moreover, we have

H(fn)

ol fall o + NP A2+ NPl 1 = Bpor(f)
H(fa) +3H(f2) =,

v

where we used (1.3.35). Passing to the limit in this inequality as n — 400, we obtain

lim sup(H(f,) + H(f7)) <e.

n—-+o0o

From (1.3.36), we deduce that
thUP(HMQﬁLHm + H|U‘2f1%HL1) < Ce,
n—-+00
where C' > 0 is independent of . Then, using
Epot(frlb) + Epot(fg) = |“U|2f7’1LHL1 + H|U|2f?%HL1 - }C(f%) - g'f(f}%)
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64 CHAPITRE 1. STABLE GROUND STATES FOR THE VLASOV-MANEV SYSTEM

together with (1.3.37), we get
lim sup(Epot (f) + Bpot(f)) < Ce.

n—-+0o00

For ¢ small enough, this contradicts (1.3.33) and (1.3.35). This proves that dichotomy
cannot occur and then compactness follows. In particular, there exists a sequence of
translation shifts y, such that, up to a subsequence,

fn( + Yn) = f in Ll(RG) and Epot(fn) - Epot(f)'
Moreover, by lower semicontinuity and by (1.3.33), we have

17N < 5@l and  K(f) < limsup K(f,) < 1

n—+oo

Therefore, by (1.2.7), we have
= J(1Ql 15(@1) < T (IRl 1)l ) < K(F) <1
The strict monotonicity of the function M; — J (M, M;) yields
LAl = 17@)lr and  K(f) =

From this, it is now standard to conclude the strong convergence fn( +yn) — f in &;. Note

that f is a minimizer of (1.1.14) satisfying H|v 2f L= |Hv|2QHL1. Furthermore, from the

strong L' convergence of fn( + yn) to @ and from their equimeasurability deduced from
(1.3.30), one can prove that f is equimeasurable to @ (this proof can be done following the
same lines as in the above proof of orbital stability for the Poisson-Manev case). Therefore,
from Lemma 1.1.2, one deduces finally that f is equal to @), up to a translation shift. This
concludes the proof of Proposition 1.3.1 and the proof of Theorem 1.1.3 is complete. [

1.4 Appendix

1.4.1 Rescalings

~ Let f€&;andlet v >0, A>0and > 0. Then the rescaled function f defined by
f(x,v) = vf(5, pv) satisfies the following identities.

Norms
= A L A3
HfHLl:'YEHfHLl s iz = 3|!J(vf o s ‘!v =7 5Hlvl Fllps
Functions
= (T P oMy A (T
pi@) = er (5) 5 6F@) = ¢f( ) @ =rz0¥ (5)
Potential energy
EP _ 2/\5EP . M _ 2)‘4EM
pot(f) E pot(f) ’ pot(f) E pot(f)
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Lemma 1.4.1. Let f € €;\{0} and My, M; > 0. Then there exists a unique pair of
positive constants (y,\) such that the rescaled function f defined by

1/3

fla,v) =~f (hxv) (1.4.1)

satisfies || fllpr = My and ||5(f)|| 2 = M;. Moreover, y and X satisfy

My

A\ =
£l 1

and min(’yp_l,ryq—l) < M; HfHLl

— p—1 ~a-1y, 4.
S ST 14

Proof. The rescaling (1.4.1) gives immediately

- ~ A
[l = Allfllzr and  [[7()lLr = ;HJ’(’Vf)HLl-

Hence, f satisfies || f||,1 = My and [|5(f)||1 = M; as soon as

T T Al T MG

\_ M g O Mlf]p

The first parameter A is then uniquely determined. Notice also that (1.4.2) is a direct
consequence of the nondichotomy condition (1.1.9). It remains to prove the existence of a
unique suitable 7.

Consider now the function of v € R* defined by

_ Gl

M) =

From the nondichotomy condition (1.1.9), we have

limh(y)=0,  lim h(y) = +oo.

Moreover, from a direct calculation, one gets

N 7oV P 1T PR
") ’YHJ(JC)HLl ’yQHj(f)”Ll >(p—1)

[FAGFRlINA!
VI o

> 0,

where we used Assumption (H3) on the function j. Hence, there exists a unique v € R%.
such that
= Ml
Milg ()l

and the Lemma is proved. O
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1.4.2 Some properties of radially symmetric potentials

Lemma 1.4.2. There ewists a constant C > 0 such that, for all f € &; spherically sym-
metric, we have for all z € R3

C
Tl £l < 6F (x) <. (1.4.3)

Moreover, for all 0 < a < 1, there exists a constant Co, > 0 such that, for all f € &;
spherically symmetric, we have for all x € R?

Ca
i 1lle, < &' () <0, (1.4.4)

Recall that gbf and qf)j\/[ are defined by (1.1.3).

Proof. Passing to the spherical coordinate s = |y| and -y = 2rscosf in (1.1.3), one gets

/M/ s)sinf 2dsdo /ﬂo (s)g”(s)s2ds, (1.4.5)
s°dsdf = — s)g, (s)s*ds, (1.4.
0 2 52+r2—2rscos0)1/2 0 P

too s)sin 0 1 [t
= —/ /0 o 7"2 R w—— s%dsdf = _W/o pr(s)gM (s)s*ds, (1.4.6)

1 1
nt(8) | Lon(8) g argy - Ly
, s sr

where
r+s

r—s|’

g5 (s) =

Note that ) )
P P M M
= " d (7> ’
9r ( ) gl (7") and g, ( ) T'le r

Since gf” belongs to L™, (1.4.5) yields directly (1.4.3). Next, we remark that gi/ belongs
to LF((0, +00), s2ds) for all k € (3, +00), which gives

. .C

HngLk((O,—&—oo),ﬁds) P2

?r\w

We finally obtain (1.4.4) by applying the Holder inequality to (1.4.6). Indeed, thanks to
interpolation inequalities and under Assumption (H2), f € &; implies that py € L' N
L32((0, +00), s2ds). The proof of the lemma is complete. O

Lemma 1.4.3. Let (fn)n>1 be a bounded sequence of &; such that py, is radially symmetric.
Then there exists f € &; such that, up to a subsequence,

(i) fu — f in LP(R®),
(i) Epot(fn) = Epot(f),

(ii1) for all 3 < g < 3(5pp 3 qb% — qb?/[ in LY(R3).
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Proof. Since p > 1, we have f, — f in LP(R%) up to subsequence, which yields (i). Let
us prove (ii). The convergence of the Poisson potential energy is well-known, see e.g. [38].
Let us prove the convergence of the Manev potential energy. We remark that

EM(fa) = |y, |22 with hy, = (=A)Yp,..

Hence, from (1.1.7), we deduce that the sequence hy, is bounded in L?. Moreover, by
interpolation, we have that py, is bounded in L' N LP with py = gg—:i’ (%, g] and then,
by standard Sobolev inequalities, the sequence ((—A)hy, ) is bounded in L*(R?) for € > 0
small enough. This yields some local compactness and we have hy, — hy in L2 (R3).
Hence, to conclude Item (ii), it suffices to prove a uniform decay at the infinity. For all

R > 0, we have

gy = [ 1oH@llos, @)ldz
|z|>R

1/3
Clipsllisse ( / r¢%<x>|3dw>
|z|>R

] 1/3 c’
< C ——=d = —"
< o fuprt) -

where we used a Hélder inequality, the uniform boundedness of pys, in L32 and (1.4.4)
with a = 1/2. Finally, we have proved that hf, — hy in L?(R3), which gives in particular
E%t(fn) — E%t(f)'

The proof of (iii) is similar. It is sufficient to remark that (;5% = (=A)"'2p; to obtain
the local compactness of (d)% ) in L9(R3) and the uniform decay at the infinity, given by
1.4.4, enables to conclude. O

IN
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Chapter 2

Self-similar blow-up solutions for the
pure Vlasov-Manev system

N.B. : Nous présentons dans ce chapitre la deuxiéeme partie d’un article & paraitre dans
SIMA, SIAM Journal of Mathematical Analysis. Ce travail a été fait en collaboration avec
Mohammed Lemou et Florian Méhats.

Abstract: In this chapter, we study the existence of blow-up self-similar solu-
tions to the pure Vlasov-Manev system. For this particular case of the Vlasov-
Manev system the potential is restricted to the Manev correction in —1/r2,
As stated in the chapter 1 this case can be compared with the Vlasov-Poisson
system in dimension 4: the homogeneity of these both systems implies the
instability of ground states. Hence around ground states built in chapter 1
we prove the existence of exact self-similar blow-up solutions to the Vlasov-
Manev equation. This construction is based on a suitable variational problem
with equimeasurability constraint. Indeed classical finite constraint would not
provide the separation of the stationnary states. To solve such a problem we
develop new methods of rearrangement with respect to the microscopic energy.

2.1 Main result
We recall first the expression of the pure Vlasov-Manev system

Of +v-Vaof =Vauds -Vof =0, (t,z,v) € Ry x R x R3,

(2.1.1)
ft=0,2,v) = fo(x,v) >0,
in which the potential ¢ satisfies
pr(t,y)
t = — ———d 2.1.2
oritr) == [ SHE sy, (212)
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70 CHAPTER 2. SELF-SIMILAR BLOW-UP SOLUTIONS FOR THE PURE VM SYSTEM

and the density p; is defined by

pr(t,z) = flt,z,v)dv.
R3

For this system we constructed in the previous chapter ground states by minimizing
the constant in the interpolation inequality (1.1.7) and we only proved a blow-up stability
of these stationary states. More precisely one may not be aimed at a better stability than
this blow-up stability in the pure Manev case. Indeed the classical stability does not hold
as shown by the following example (translating the pseudo-conformal symmetry property
in this case): let ¢ = g(x,v) be a steady state of (2.1.1) in the pure Manev case (0 = 0,
k = 1), then the function fr defined by

el ) = Txe T —t +l’
T\, L, V) =g T*t’ T % T ;

is a blow-up solution to the system (2.1.1) in the pure Manev case (§ = 0, Kk = 1), see
[13, 14].

To go further with the pure Manev system we prove in this chapter the existence of
exact self-similar solutions to this system and in particular we construct a continuous family
of blow-up solutions around each ground state. Remark that for the Vlasov-Poisson system
in dimension 4 with which the structure of the equation in the pure Manev case (6 = 0,
k = 1) can be compared, blow-up self-similar profiles and pseudo-conformal symmetry are
exhibited (see [39]).

We used the same notations as chapter 1. Recall that the energy space is defined by

€j={f 20 such that || flle, := [|fllzr + i (Nl + [0 fl| i < +oc} (2.1.3)

where the function j : Ry — R satisfying the following hypotheses.
(H1) j is a €2 function, with j(0) = 5/(0) = 0 and such that j"(¢) > 0 for ¢t > 0.
(H2) There exist p, g > 3 such that

<gq, Vi>O0. (2.1.4)

Thanks of Theorem 1.1.1, we consider Mj, M; > 0 two positive constants such that
J(Mi,Ms) = 1 and @ a steady state of (2.1.1) in the pure Manev case (§ = 0, Kk = 1)
defined as a minimizer of the variational problem

. . Pl
J(My, Mj) = fe?(lz\l}llj,Mj)K(f)’ with K(f) := W. (2.1.5)

From Theorem 1.1.1 and Lemma 1.1.2 the compactly supported function () as minimizer of
(2.1.5) is unique under two constraints : its measurability (i.e. its distributional function)
and its kinetic energy.

The following theorem gives the existence of exact spherically symmetric self-similar
solutions to the pure Manev system, (we recall that a spherically symmetric function, in
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this context, is a function which only depends on |z|, |v| and z - v). The uniqueness of
the minimizer under equimeasurable constraints is again used, together with the help of
suitable rearrangement techniques as introduced in [42, 41|, to prove this existence, and in
particular to build a continuous family of blow-up solutions around each minimizer.

Theorem 2.1.1 (Exact self-similar solutions in the pure Manev case). Let Q be a steady
state of (2.1.1) in the pure Manev case (6 = 0, k = 1), which minimizes (2.1.5). Then
there exists a constant b* > 0 such that for all b € [0,b*], there exists a compactly supported
spherically symmetric stationary profile Qy, € CO(RS) having the form

P
Qv(z,v) = Fy <‘2‘ +bx v+ ¢Qb($)>
on its support, and such that, for all T > 0, the function
Flt,z,v) = Qy (Aft) /\(t)v) with M) = /2b(T — ) (2.1.6)

is an exact self-similar blow-up solution to the pure Manev system (2.1.1) in E;. Here,
the function ¢q, belongs to Cl and the function F is a continuous nonnegative function
on R, which is @' on | — oo, ey for some ey, < 0 and vanishes on [ey, +0o[. Moreover, Q
converges to Qo = @ in €; as b — 0.

Remark 2.1.2. The previous results show that, in the pure Manev case (6 =0, k = 1),
around the ground state @, there are at least three classes of dynamical profiles.
(1) Subcritical solutions. When the initial data fy is subcritical, i.e. when

J U follp [l7CL) > 1 =T (IR, 15(@)[L1)

then the kinetic energy of the solution f(¢) is controlled for all time. Indeed, one has

2 _# v|? 1 - L
o1 0) 2 115 (1= gz ) 2 PP (= St s

Recall that J is defined by (2.1.5) and is continuous and decreasing with respect to its two
arguments.

(ii) Pseudo-conformal blow-up solutions. The following family gives an explicit class of
finite time blow-up solutions [13, 14]:

Tz T -t T
f(t7x,v)—Q<H,TU+T>, T>0
Note that the kinetic energy blows up with the rate (7' — t) 2.
(iii) Self-similar blow-up solutions. The family given by (2.1.6) blows up in finite time and
the kinetic energy blows up with the rate (T —t)~1.

In Subsection 2.2.1 we introduce the rearrangement with respect of a modified micro-
scopic energy and apply it in Subsection 2.2.2 to build self-similar solutions of (1.1.1) in
the pure Manev case § =0, k = 1.
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2.2 Self-similar solutions in the pure Manev case

From now on, we only consider the pure Manev case (0 = 0, k = 1). This section is
devoted to the proof of Theorem 2.1.1. Let @ be a steady state solution to (2.1.1) which
minimizes (2.1.5).

We seek, for b small enough, a compactly supported and spherically symmetric station-
ary profile Q, € C°(R%), with ¢¢, € €*(R3), such that

Qv (/\Q(Ct),)\(t)v> with A(t) = \/2b(T —t) (2.2.1)
is a solution to (2.1.1) in the pure Manev case. We insert (2.2.1) in (2.1.1), use the identity
A = —b/X and then get that @, has to satisfy (at least in the weak sense) the following
equation in the self-similar variables (Z,7) = (ﬁ,)\(t)v) (which are renoted (z,v) for
simplicity),

v - Vsz — Va;(be . Vva +b (l‘ . VIQZ, — - VUQb) =0. (2.2.2)

We first observe that a function of the form

o[

glz,v) = F <2 boov+ ¢>g(x)>

satisfies this equation. However, for non trivial profiles F' and for b # 0, it can be seen
that such a function does not belong to &€; (it has always infinite mass and energy). To
solve this problem we proceed as in [52, 39] and introduce a radial cut-off function x from
R? to [0, 1] such that

x(z) =1for |z| <ry and x(z)=0 for |z| > R, = 2r,,

where 7, > 0 will be defined later on (see (2.2.34)). We shall prove the existence of a
function having the form

o]

Qp(z,v) =F <2 +bx(x)x v+ ngb(:U)) , (2.2.3)

which is compactly supported in {|z| < ry}. Here, the function ¢¢, belongs to C! and the
function F is a continuous nonnegative function on R, which is €' on | — 0o, eo[ for some
ep < 0 and vanishes on [eg, +0o[. Hence, we have

2
Qp(x,v) =F (’1)2‘ +bx-v+ qZ)Qb(aj)) ) V¥(x,v) € R® such that |z| < ry,
which is sufficient to deduce that Q) is a solution to (2.2.2).

To construct such self-similar profile )y, it is natural to use a minimization problem
with constraints. However, if the number of constraints is finite, which is the case for
instance if we prescribe the mass and a Casimir functional as in Section 1.2, then the
uniqueness of the minimizer is not garanted. This uniqueness property will be crucial to
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2.2. SELF-SIMILAR SOLUTIONS IN THE PURE MANEV CASE 73

ensure that @ is in the vicinity of (). Therefore, we will choose a variational problem
with an infinite number of constraints which, using Lemma 1.1.2, will lead to a unique
minimizer. More precisely, we define the following set of constraints:

Eq(Q) ={f € & : f is equimeasurable with @} . (2.2.4)
Then we consider the associated variational problem
Ty :=inf{T}(f) : f € Eq(Q), spherically symmetric with E,.(f) = Epot(@)}, (2.2.5)

where
v]?

Ty(f) = /]R6 (2 + bx(z)x - v> f(z,v)dzdv (2.2.6)

and we claim the following Proposition.

Proposition 2.2.1. Let Q be a steady state of (2.1.1) in the pure Manev case which
minimizes (2.1.5). Then there exists b* > 0 such that the following holds. For allb € [0, b*],
the variational problem (2.2.5) has at least one minimizer. Moreover, there exists a family
of minimizers Qp of (2.2.5), taking the form

o]

Qb(l‘, U) = FQb <2 + bx(:n)a: v+ ubngb(x)) ,
where vy, is a positive constant and x(x) has been defined above, and such that, as b — 0,
we have the convergences v, — 1 and Qp — Qo = @ in &;. Here, the function Qy has its
support in {(z,v) € RS, |z| < r\}, the function ¢g, belongs to C' and the function Fy, is
a continuous nonnegative function on R, which is @' on | — oo, ey| for some e, < 0 and
vanishes on [ep, +00].

This result will be proved in the sections below. Now, using this Proposition 2.2.1, we
end the proof of Theorem 2.1.1. To obtain the desired form (2.2.3) we first rescale the
function Q) given by this proposition as follows:

@b(‘rvv) = Qb <ZE, ;;)

and set b = 1,b. This ensures that @, is a function of

o]

7+bx(:c)a:-v—|—gb@

().
Denoting back @, and b by @ and b respectively, we can conclude that we have constructed
a function @y of the desired form. To prove that this function is a solution to (2.2.2), we
need the continuity of @Qp on RS and its €' regularity in the interior of its support. This
regularity can be deduced in a similar way as for @, see Section 1.2.2, Step 3. The proof
of Theorem 2.1.1 is complete. It remains to prove Proposition 2.2.1. For this purpose, we
need some tools which we introduce in the following subsection.
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2.2.1 Reduction to a functional of a modified microscopic energy
Let us first define
Qroqg = {bf, f € Ejraat, with ;.00 = {f € €;, f spherically symmetric}. (2.2.7)

From Lemma 1.4.2, we deduce that there exists a constant C' > 0 such that, for all
¢f € Prag, we have

C
¢r(r) = _WWHEW (2.2.8)
Moreover, by interpolation and using (H2), we have
5p — 3
loslls +loglle < Cliflle,s @ = 22—,

Therefore, from Hardy-Littlewood-Sobolev, one deduces that ¢ € LF. for all % < k<
3(5p—3)

TR and in particular, since p > 3, one has

[7llzs < Cllflle,- (2.2.9)

As we said, we shall construct ), as a minimizer of the functional T}, defined by
(2.2.6) under equimeasurability constraint. Similarly as in [41, 42|, the key tool to study
this variational problem is the symmetrization with respect to the microscopic energy
@ + bx(z)x - v+ ¢(z). Before defining this symmetrization, we need to introduce and
study the Jacobian associated with this change of variable.

Lemma 2.2.2 (Definition and properties of the Jacobian ap4). Let ¢ € ®p0q\{0} and
b e Ry. Defining the Jacobian function ap e : R* — RT as
o[

ap,4(€) = meas {(x, v) € R, 5 +bx(z)r - v+ P(x) < e} , Ve <0,

where "meas” stands for the Lebesque measure on RS, we have the following properties.
(i) The Jacobian ap 4 is given by the explicit formula

€ a €)= 3271-2\/5 " € — T M e 7"2 T
Ve<0, b,¢( )— 3 /0 < ¢( )+ 5 )+ dr. (2.2.10)

(ii) Let ep 4 = infess [gf)(r) - M} € R U{—oo}. Then apg(e) =0 for all e < epq
and ap g is a strictly increasing C' diffeomorphim from (ep4,0) onto R% . We will denote
by a;;ﬁ the inverse function of ay 4.

(i) Let (fy) be a bounded sequence in € ,44\{0} and let (e,,by) be a sequence in R* x RT
and assume that there exist f € €;,44\{0}, e € R~ U{—oc} and b € RT such that

fn — f in LP(R®), e, — e and b, — b.

Then, by denoting apg,(—00) =0 and ap 4, (0) = +00, we have

b, ¢, (€n) = apg,(€) and Vs >0, ab_n{%" (s) — ab_,qlbf (s).
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Proof. Proof of (i). We remark that

2
v 1
lol® +bx($)x-v:§\v+bx

2 (bx(@)lz])®
5 (v)x|* — —————.

2

Hence, by performing the change of variable w = v 4+ bx(z)z with respect to the variable
v, and passing by the spherical coordinate we find

ab7¢(€) = (47T)2/erT/]l{u;—l-d)(’r‘)—(b)((g)rﬂ <e}u2du-

Formula (2.2.10) follows. Since ¢ € ®,,4\{0}, we have both the control (2.2.8) and the
fact that the set {x € R? ¢(x) < e} is bounded. These two properties ensure that the
integral in (2.2.10) is finite.

Proof of (i1). By dominated convergence, we deduce that e — ap 4(e) is C! on R* with

+oo r)r 2\ 1/2
ay 4(e) = 16%2\/5/0 <e —o(r) + (bX<2) ) >+ r2dr > 0.

For e; 4 < e < 0, we have clearly aﬁw(e) > 0. Let us prove that aj 4(e) converges to 400 as

e — 0. We observe that, for f € €;,,q4\{0} there exists R > 0 such that || fg[|1 = %[/ f| 11,
where fr = f1|;|<g. Thus one can prove that

1951 = 1@ pp(r)] ~ ||2":f2|f21 as 1 — 00, (2.2.11)

> S — .
ap,4(€) _C/o (e—i— 1+r2> redr

Hence, a 4(e) — +00 as e — 0. Since, we have clearly ap 4(ep ) = 0, item (77) is proved.

which gives

Proof of (iii). The sequence (f,) is bounded in €; ;44. Then, from Lemma 1.4.3 in Appendix
B, up to extraction of a subsequence, we have in particular

¢, — ¢y almost everywhere.

From (2.2.8) and the boundedness of (f,) in €; 44, we have

C
by, (r) > TR

Thus

(bnx(;)r)2 <ot TC N (bux(r)r)* .

en—¢fn(7')+ 372 5
when r converges to the infinity. Since e, — e as n — +o0, this implies that, for e €
[—00,0), the function
(bnx(T)T)2>
n

2

T <en — ¢y, (1) +
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is uniformly compactly supported. Therefore, by dominated convergence, we deduce that
by by, (en) — ab7¢f(e).
Let us now treat the case e = 0. Remark first that for all n € N, we have

abn»d’n (en) Z aovcbn (Cn),

and thus it is sufficient to prove that ag 4, (en) converges to ap4(0) = 400 as n — +o00.
Let M > 0 be an arbitrary constant. We know that

C
vz € R3 > 2.2.12
reR, 160 > i (2212)
Denote ,, = {x eR3, |¢y, (z)] < %} and let eg < 0 be such that
[ o) 2
e+ ———v r>—.
R \ 021+ 23], A2
For n large enough, we have e, > eg and thus
5 C 3/2
wnten) > B2 [ (ot ),
RS\ v (2.2.13)

> 2M —

8M/ <°+ ST >>3/2d”

To prove that the second term converges to 0 as n — +o0o0, we remark that the set of
integration of this term has the form €, N B(0, R) with R > 0 independent of n. Now,
from (2.2.12) and from the definition of €2,

B 3 cr ( Cy )3
o) = s > [ (G am) 4> [, o (e )

Since ¢y, converges to ¢y in L3(R?) by Lemma 1.4.3, we deduce that the measure of the
set £, N B(0, R) converges to 0, which implies that the integral

Cf )3/2
e+ ——— dx
/QM<U,R)<° 201+ [z2) ),

converges to 0 as n — +oo. Thus, for n large enough, ay,, ¢, (en) > ag ¢, (en) > M. which
concludes the proof of the convergence of ay, 4,(€n)-
Now, we shall prove that for all s € R*, we have ab_nl(z)f (s) — ab_;f (s). Let e, :=

ab_n1 . (s). We know from the above result that, if e,, converges to e € [—00, 0], then

5= a0, (en) = apg, (©).

Hence, the sequence (e, ) converges to e = ab_qlﬁf (s). The proof of Lemma 3.4.1 is complete.
O
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Now, we are ready to construct our symmetrization of f with respect to a given mi-
|v]?

croscopic energy - + bx(x)x - v+ ¢(x). For this purpose, we first recall that the Schwarz
symmetrization Q* of the function @ is the unique nonincreasing function on Rt such that

VAS 0, pgr(N) = no(N),

where
o+ (A) = meas{s € RT : Q*(s) > A}, ug(\) =meas {(z,v) € R%: Q(z,v) > A},

and where the notation "meas” stands for the Lebesgue measure respectively on R* and
RS, Note that Q* is compactly supported and continuous (since @ is compactly supported
and continuous). We shall denote

r. = min{r € R* : Q*(r) = 0}. (2.2.14)

Lemma 2.2.3 (Rearrangement with respect to the microscopic energy). Let ¢ € ®,.,4\{0}
and b > 0. We denote by Q**® the nonincreasing continuous function of the microscopic
energy defined by

[v|?

Q™9 (2, v) = { Q" oapy (T +bx(x)z-v+ qb(x)) if |”2|z +by(z)z - v+ ¢(z) <0,
0 if % + bx(z)x - v+ ¢(z) > 0.

Then the following holds.
(i) The function Q**? is compactly supported and

o[

Supp(Q*?) = {2 +bx(z)z v+ o(x) < ab,;(r*)} ;

where r, is defined by (2.2.14).
(1) We have Q**? € Eq(Q) and

/JW@W@wmmsaw&ﬁ#> (2.2.15)
R

(iii) Let (fn) be a bounded sequence of & ,44\{0} and let (by) be a sequence of RT such
that f, — f # 0 in LP(R%) and b, — b. Then,

(iv) For all f € Eq(Q), spherically symmetric, and for all v > 0, we have

/ (|v2|2 +bx(z)z v+ V¢>f(f6)> (Q*bwf (@) = f(a, ”)) durdv <0 (2:2.16)

with equality if, and only if, f = Q*¥V%r.
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Proof. We first remark that property (4) is a direct consequence of the definition of Q**?.
Proof of (ii). Recall that, for all A > 0,

Higbs = meas {(a:,v) eRS, Q*9(z,0) > A}. (2.2.17)

If A > Q*(0) = |Q| L, we clearly have pgs.s(A) = 0 = pg(A). If A < Q*(0), then we

have

pgwve(A) = meas {(a;, v) € RS ap (@ +bx(x)x v+ <z5(x)> < sup{r, Q*(r) > )\}}
= sup{r,Q*(r) > A} = po(N).

Thus the functions @*»? and @ are equimeasurable. To estimate its kinetic energy, we
remark that

2 1
Ty(Q™?) > / (‘”2’ - bva!) Q=] / 02Q"* — 2 R2||Q|| 1. (2.2.18)
Moreover, from the definition of Q*»?, one deduces that

2
1) = [ (15 +tx@in vt o)) @ dado - [ o(a)Q (w0t
< — [ ¢@)Q*?(x,v)dzdv < ||6]| s ]| pgus || a2
< OBl N LN PR < CllgllLs 102 Q74|12

where we used an interpolation inequality and ||Q**?| ;s = ||Q||;s. Combining this with
(2.2.18) gives the control of the kinetic energy (2.2.15).

Proof of (iii). From the continuity of @* and from Lemma 3.4.1 (43) and (uii), we clearly
have, for any sequence e,, — e,

Q* 0 Qb 5, (en) — Q* O abpy (6)

Moreover, by Lemma 1.4.3, up to a subsequence, ¢7, — ¢ almost everywhere in RS.
Denoting

|U2 |U 2
en(z,v) = 3 +box(x)x - v+ ¢, (), e(z,v) = =8 +bx(z)r - v+ ¢p(x),

we deduce that
for a.e. (x,v) € R®, e,(z,v) — e(z,v).

Thus Q**»" converges to Q*»? almost everywhere in R® and the equimeasurability of
Q*P%n and Q*? gives the convergence in L' N LP.

Proof of (). Let f € Eq(Q) be spherically symmetric and let v > 0. We have ¢ := v¢y =
v € Prad\{0}. We denote f = Q*? and we use the layer cake representation

[RAIES
f(z,v) :/ 0 1t<f(m,'u)dt'
t=
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Then from Fubini’s theorem,

(M 4 bx@ge v 660 ) (00 = Fio) doc

1100 p |v|? ; i
= t [ (1 —1,_5 =L :
[ o - ( t< f(z,v) t<f(aj7fu)> < 2 + X(.T).’L‘ U+¢> rav
I lloo v|?
= / dt /RG (1?(x,v)§t<f(x,v) — 1f(x,v)§t<?(x,v)> <2 +bx(z)r - v+ ¢) dxdv

t=

0
[l £lloo Bl |v]?
= / dt / ( + bx(x)x - v+ <b> dxdv — / < +bx(x)x v+ ¢> dzxdv |,
t=0 Sit) \ 2 Sa(t) \ 2

Si(t) = {f(z,v) <t < f(z,0)}, Sa(t) ={f(2,v) <t < f(z,v)}

Now, from the equimeasurability of f and f, we have
vt >0, meas(S1(t)) = meas(S2(t))

. B . . . 2
and, since f is a nonincreasing function of % +bx(z)x - v+ ¢(z),

2
as(t) = sup {|v| + bx(x)x - v+ qﬁ(x)}
(zw)eSa() L 2

|v]?

inf { +by(@)z v+ qb(:n)} = ai(t).

(z,0)€S1(1) 2

IN

Thus
vl2
/ <|| +bx(z)xr - v+ ¢(x)> drdv < meas(S2(t))az(t) < meas(S1(t))ai(t)
Sa(t)

2
/ (lvl2 >
— +bx(z)r - v+ ¢(x) ) dedv,
sit) \ 2

IN

which yields (2.2.16). In the case of equality in this above chain of inequalities, it is easy
to prove that f = f, see for instance [41, 42]. O

2.2.2 Existence of self-similar solutions

The goal of this subsection is to prove Proposition 2.2.1.

Step 1: uniform bounds. Let 0 < b < 1 be given. In this step, we prove that T} is finite and
that there exists C* > 0, independent of b, such that every minimizing sequence (f2),en
of (2.2.5) satisfies, for n large enough,

120, < " (2.2.19)
For all (z,v) € R®, we have
[v]? [v]? [v]?

v v
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and so, for all f € Eq(Q), we have
1
1) 2 | [ 1o - PRIQIL: (2:2.20)

This shows that T}, > —oo. Moreover, if (f),en is a minimizing sequence of the variational
problem (2.2.5), then for n large enough we have

Ty(f)) < 14T, < 1+ TH(Q) < 1+C/yv|2Q.

This, combined with (2.2.20) yields the existence of C*.

Step 2. For all b € Ry, let (f°),en be a minimizing sequence for (2.2.5). In this step, we

b
show that there exists a sequence () of positive numbers such that (Q*b’y”¢f3 ), defined by
Lemma 2.2.3, is also a minimizing sequence of (2.2.5). The interest of this new minimizing
sequence is its compactness property, as it will be proved in the third step.

Lemma 2.2.4. There exists b* > 0 such that the following holds true. For all b € [0,b*]
and for all minimizing sequences (f2)nen of the variational problem (2.2.5), there ewist
0 < v~ < vt and a sequence of positive numbers (V2)nen in [v=,vT] such that, up to

bl b}
a subsequence, we have Epor(Q ’V”d)f%) = Fpot(Q). Moreover, we have Ty(Q" ’V"¢f3) <

xb, b
Ty (f2) with equality if and only if Q bindsh fe.

Proof of Lemma 2.2.4. Let b > 0 be given and consider a minimizing sequence (f)nen
of the variational problem (2.2.5). From Step 1, we know that (for n large enough), this
sequence satisfies the bound (2.2.19).

We first observe that v — Epot(Q*b’mbf%) is continuous on R* . Indeed, by Lemma 2.2.3

(i11), we know that v +— Q*b’wf% is continuous from R* to L!'(R%) N LP(R®). Hence, from
the kinetic control (2.2.15) and Lemma 1.4.3 of Appendix B, one deduces the continuity
of v — Epot(Q*b7V¢f3).

We claim now that, for b small enough, there exist 0 < v~ < v such that, up to a
subsequence with respect to n, we have

Epot (@™ %) < Bpor(Q) < Epot(@™" 912, (2.2.21)
Since Q*b’y¢f5 € Eq(Q), we have, by (1.1.7),
0 < Ep(Q18) < C /R 6 W[2Q™" 1k (z,v)dxdv. (2.2.22)
Furthermore, the control of the kinetic energy (2.2.15), together with (2.2.9), gives
/ PRk < CRAIFLIR, + 1) < C((C™v)? + 1),
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where we also used (2.2.19). Hence from (2.2.22), one deduces that there exist b} € (0, 1]
and v~ > 0 such that for all b € [0, b}] and for all n, we have

Epot(Q™"" P18) < Eyor(Q).

Note that b% depends only on @, and does not depend on the sequence (f2).

Let us now prove the second part of the claim (2.2.21). Since the sequence (f%),en is
bounded in €;, Lemma 1.4.3 of Appendix B in chapter 1 implies that there exists f, € €; ,qq
such that up to a subsequence, as n — +oo,

1= foin DPR), Bpo(f) = . Eyo () = (@),
In particular, f, # 0 and, by Lemma 2.2.3 (4ii), for all v > 0 we have
Q" — Q95 in LY(R®) N LP(RS) as n — +oc.

Thus, from the kinetic control (2.2.15), (Q*b’yd)ffi) is bounded in €; and spherically sym-
metric, which implies that Epot(Q*b’wffi) converges to Epot(Q*b’”¢fb) as n — +oo. Conse-
quently, to prove the claim (2.2.21), it is sufficient to show that, if b is small enough, there

exists vt such that Epe(Q* +‘%) > Epot(Q). This result will be a consequence of the
following lemma, which is proved later.

Lemma 2.2.5. There exists by > 0 such that the following holds true. For all f € &£;qq
satisfying

Epot(f) = Epot(Q),  Ifllr < Q1,5 < 5@ (2.2.23)
and . I
Ty(f) + (2X)Hf||L1 <Ty+ (QX)HQHLI, (2.2.24)

for some b € [0, b3], we have

lim sup Epor(Q*797) > Epor(Q). (2.2.25)
v——+00
Before proving Lemma 2.2.5, let us use it to end the proof of Lemma 2.2.4 and Propo-
sition 2.2.1. Let us check that f, satisfies the assumptions of Lemma 2.2.5, for b < b5.
Note that b5 given by this lemma is independent of the function f,. First, f, satisfies
Assumption (2.2.23) because of the weak convergence of (f%) to (f;) and of the strong
convergence of the potential energies. To prove that f, satisfies Assumption (2.2.24), we
remark that

o[ (bR )? _ v+ bx(@al® (R = (bx(x)|])®

V(z,v) € RS, T—Fbx(az):p-v—i— 5 5 5 > 0.
Hence, by lower semicontinuity, one has
bR, )? . bR, )? bR, )?
1)+ Il < timi (102 + PR ) =73+ PR i,
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Therefore, we may apply Lemma 2.2.5 and get the existence of v such that, for b < b3,

Epot(Q*b’lﬂL(ﬁfb) > Epot(Q).

Hence the claim (2.2.21) holds true for all 0 < b < b* = min(bj, b3). Note that b* is
independent of the sequence (f?). One can chose 12 € [v~, v ] such that for all n, we have

xb, b
Epot(Q™ " 2) = Epor(Q).

Now, it remains to show the second part of Lemma 2.2.4. We have

xb, b 2 xb, b

Ty(Q™" %) = / ('”2| +ox(@)z v+ Vg (x)) Q™05 (2, v)dadu
0k [ 03 @Q" % (. 0) oo

< To(f2) + 02 | () fo(z,v)dadv — 2 [ ¢ (m)Q*b’qusfﬁ (z,v)dzdv

= Fbln n fEAE) I n fh ’ ’

from the inequality (2.2.16). Observing that

*b, b 1 *b, b xb,vb
‘/ bp(@)Q 5k (w,v)dadv = 5 (Bpor(F2) + Bpor @) = By Q5% — f1))

we get
b b
bl 1% bl v *b,v))
T(Q"" ) < Ty(£2) + 2 (Bpot( Q%) = Bpor(£2)) = 2 Epor( @ = £7).

Since

Epot(Q*b’VZ¢f7bL> = Epot(fg) = Epot(Q>7

* b . . . .
we deduce that T3(Q b’y”(bfwl%) < Typ(f%). By Lemma 2.2.3 (iv), this inequality becomes an

*vaZ‘lszbL

equality if and only if fg =Q . The proof of Lemma 2.2.4 is complete. ]

Step 3: construction of Qp, minimizer of (2.2.5). Let b € [0,b*], where b* is defined
in Lemma 2.2.4, and let f be a minimizing sequence of the variational problem (2.2.5).
Then, the sequence (1) given by Lemma 2.2.4 lies in a compact interval [v=,v+]. Up to

a subsequence, (12) converges to some 7, > 0 as n — +o0o. By Lemma 2.2.3, we have

b —
Q*b,VnQﬁfg N Q*b,l/bq5fb in Ll N Lp’

b
where f° — f, in LP. Moreover, from the kinetic control (2.2.15), (Q*b’ynd)fg) is bounded
in €;,qq and thus,

*b, U, . b: 'Z
Epot(Q b’yb(z)fb) = lim Epot(Q* Y ¢f£) = Epot(Q)-

n—-+o0o

Let us denote Q) := Q*b’vbd’fb and make another rearrangement. Applying Lemma 2.2.4,
there exists v, > 0 such that
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(i) Epot(Q*b’yb(be) = Epot(Q)-
(ii) T(Q**"?@) < Ty(Qp) with equality only if Q0% = Q.
By lower semicontinuity, we have
. : *b7'j1l'71,¢) b s b
< < ) < =T;.
T < Tp(@s) < liminf ThH(Q )< Mim Ty(fy) =Ty
Therefore Tb(Q*b’”bd)Qb) = Ty,(Qp) = T which implies that Qp = Q*>v®Qy . In particular,

Qp takes the desired form (2.2.3) and similar arguments as in Section 1.2.2, Step 3, give
the regularity of @ stated in Theorem 2.1.1.

Step 4. We prove here that the above constructed sequence (Qp) converges to @ in &;,
as b — 0. Remark first that Q9 = @ and then vy = 1. Indeed, we claim that Qo and
@ are two radially symmetric equimeasurable steady states of (2.1.1) (with § = 0), which
minimize (2.1.5), and have the same kinetic energy. This enables to apply Lemma 1.1.2
(i1) and conclude that Qy = Q. Let us prove this claim. First, since @ is a steady state of
(2.1.1) which minimizes (2.1.5), and since @)y is equimeasurable to @, we have

K(Qo) = K(Q) = 1.

Second, Qo being a minimizer of (2.2.5) with b = 0, and since E,0(Qo) = Epot(Q), we also
have

K(Q) > K(Qo).

This yields K(Q) = K(Qo) = 1 and then @ and Qo are both minimizers of (1.1.14). Since
these functions are equimeasurable, the claim is proved.
Now, similarly as for (2.2.43), one can prove that

2 2
hmsup/MQb < /MQ.
b—0 2 2

Moreover, since @ is a minimizer of (2.1.5), the function Q) satisfies /]v\2Qb > /!v|2Q

for all b. Thus, we have

[v]? [v]?
and the sequence (Qy) satisfies
H(Qs)
@y € Eq(Q) and ——— —0.
@ PQl
Thus, by Proposition 1.3.1 of chapter 1, one deduces that we have
1/2
v : [[v]*@l| 1
Qp ()\b x, > — @ in &;, where A\, = < . 2.2.27
% ﬂ Q. (2227
From (2.2.26), we finally deduce that A, — 1 and that
Qp—Qiné&; asb—0. (2.2.28)
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Step 5: convergence of (vp) as b — 0. We recall that Qp takes the form (2.2.3), thus
satisfies the equation

v-VaQp =V, - VoQo+bx(z) (z - VaQp — v+ VyQp) —b(x-v) VX VouQp = 0. (2.2.29)

We aim to apply Lemma 2.3.1. Multiply the two last terms of (2.2.29) by x-v and integrate
on RS. Integrations by parts give

/ (x-v)bx(z) (x - VzQp — v - VQp) dedv = —b/ (x-v)(z - VX)Qpdxdv
R6 R6

and

—/ b(x - v)? Vax - VeQpdady = +2b/ (x - v)(x - Vx)Qpdxdv.
RO RO

Then, from Lemma 2.3.1,
U Epot(Q) — / [v2Qp(x, v)dzdv = b/ (z-v)(z- Vx)Qpdzdv, (2.2.30)
RS RS
where
< DRY|| Vx| Lo

’b / (z - v)(x - V) Qpdadv Il + v Qellzr
R6 92

Using (2.2.26), (2.2.30) and H(Q) = 0, we obtain v, — 1 as b — 0.

Step 6: choice of ry,. Now, we seek 1y such that, for all b € [0,b*], Supp(pg,) C B(0,ry).
We have seen that Lemma 2.2.3 (3) gives

* 2
Supp(Qy) C {(x,v), hdQ, () < a;}}bmb (1) + (b };X) }, (2.2.31)

where r, is defined by (2.2.14). Remark first that from the continuity of the function
(b, 9) — ab_dl)(r*) in Lemma 3.4.1, we deduce

abbeCf)Qb (7’*) — a07¢Q (7"*) <0 asb—0.

Let b3 > 0 small enough such that for all 0 < b < b3

—1 _ —1
ab,vmb(r*) ao,é@(r*) (b*Ry)? - “‘om(r*)

< )
Vy 2 2 Vy 4

where we recall that @, — @ in ;. Then, for b < min(b*, b3), (2.2.31) yields

and  [|@slle; < 2[Qlle;,

-1
Supp(pg,) C { ERY, 9g,(2) < 2”} (2.2.32)

Moreover, by (2.2.8), the function ¢q, satisfies

CllQslle, 20|Qe,
bq,(z) > — REE L>— PEE z, (2.2.33)
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where C' is a universal constant. Now we set

2/3
= (“”Q”S) | (22:31)
g 6 (r4)
and observe that, as mentionned in Proposition 2.2.1, the constant r, depends only on
Q@ and ¢g. From (2.2.32) and (2.2.33), renoting b* = min(b*,b3), we deduce that, for

0<b< b,
Supp(pg,) C {z € R?, |z| < ry}.

Finally we have just to prove the Lemma 2.2.5 to complete the proof of Proposition 2.2.1.
O

Proof of Lemma 2.2.5. We proceed by contradiction. We suppose that there exists a
sequence by going to 0 as k — 400 and a sequence (fi) such that, for all k, the function
fr € &; satisfies (2.2.23), (2.2.24) and

lim sup Epot (Q** %11 ) < Epot(Q). (2.2.35)

v—+00

From the Cauchy-Schwarz inequality, we have for all v > 0

* * 1 1
= [ 6@ < B @) By )1, (22.36)
R
and thus the inequality (2.2.35) implies, for all k,
lim sup (- / gzbka*b’“”’d)fk) < Epot(Q). (2.2.37)
v—+00 R6

Moreover, by Lemma 2.2.3 (i), for all k, we have

*by U vf? -
Supp(Q™"*?1)  C {(l’,v), |2| = beBylv] + vy, (2) <ay ), (T*)}

-1
abk,ljd)fk (7‘*) (kaX)Z
< +
v 2v

C ($7U)’ ¢fk($)

Now, from the explicit expression of ap, ¢, and for e = ab_klmf (ry), we get
’ k

e
Tx = Qby vy, (e) > a0y, (e) = 1/3/2a0’¢fk (;) ,
and then,
€ (kax)2 —1 —3/2 (bk‘Rx)2
5 5 < g, (v™°r,) + 5, (2.2.38)
Since, as v — +00, the right-hand side of (2.2.38) goes to a(;éf (0) = —||og. |l € [—00,0],
"k

we deduce that

lim sup (— / 6 ¢fkcz*bkvv¢fk) > (6l 1Qll s = g, =l fills > Bpor(fi).  (2:2.30)

v—r+00
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Hence, from (2.2.37) and Epo(fr) = Epot(Q), the inequalities in (2.2.39) are all equalities.
Thus the sequence (f) satisfies for all k,

[fellr = 1@l and {|gp, [z ([ frllr = Epot(Q)- (2.2.40)

Now we will prove that (fx) is a minimizing sequence for the variational problem (1.1.14)
with M = ||Q||z1 and M; = ||7(Q)|| 1. First, from (2.2.24) and (2.2.40), we have Tj, (fi) <
Ty, . Combining it with

!vl

2 2
T (f) > [ ’f bR /H‘ O s ey [ - XHQH (2.2.41)

and with )
v
Ty, < Ty, (Q) = / |2’Q (2.2.42)
given by the definition of T}, and the radial symmetry of (), we obtain
2 2
lim sup/ ﬁfk < /'vQ (2.2.43)
k—+o0 2 2

Finally, using Epot(fi) = pot(Q) H(Q) = 0 and the interpolation inequality (1.1.7) which
gives a lower bound for |||v|?fx| .1, one gets

o | | 50/
IFelr = 1@lsr, timsup ()] < (@) and limsup Ub) _ — o, (2.244)
— 400

koo 1012 frll 2

Thus, following the proof of Proposition 1.3.1 of chapter 1, one deduces that there exists
a minimizer f of the variational problem (2.1.5) with My = ||Q|| .1 and M; = [|j(Q)||
having the same kinetic energy as @), and such that, up to a subsequence,

1/2
||v|2Q||L1> ”

ol fill .2

Recall that @ is a steady state of (2.1.1), thus J(My, M;) = 1. Since [ |[v]2f = [ |v*Q,
this yields Epot(f) = Epot(Q). Furthermore, from

Epot(Q) = Epot(fx) = )‘%Epot(fk) and Epot(fk) = Epot(f) = Epot(Q),

we deduce that

fk(:p,v) = fi <)\k:c, ;) — fin &;, where A\, = < (2.2.45)
k

A — 1 as k — 4o0.

Moreover, we deduce from Theorem 1.1.1 that f is continuous and satisfies the expression
(1.1.15). Therefore ¢y cannot be constant on Supp(py), which implies

Epot(Q) = Epot(f) < l|ofllLeo [ fllcr = o¢ll L= Qll 1 (2.2.46)

On the other hand, from (2.2.40) and the rescaling inequalities of Appendix 1.4.1, we get

2 Epot(f) . Epor(f)
e Tl

86
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Hence, since ¢ j, converges to ¢y in L3, we have

Epot(f>

~ < lim 2 0o = ’
I07llzee < Yim 6 lloee = 27

which contradicts the strict inequality (2.2.46). The proof of Lemma 2.2.5 is complete. [J

2.3 Appendix: Virial identity
In this Appendix, we prove the following lemma.
Lemma 2.3.1. Let f € &; be a continuous and compactly supported function which satisfies
v Vaf = Vao} - Vof =g (2.3.1)

in the distributional sense, where g belongs to L*(R%). Then the following virial identity
holds:

M 2 = — T v xr,v)axav. ..
B0~ [ 1ol fae,o)dedo = = [ (@ vig(o. )dod (232)

Proof. First, integrations by parts give

/ (x-v) (U'wa)d:cdv——/ [v|? f (2, v)dxdv
R6 RS6
and

—/Rﬁ(x-v)vmqby-vvfdxdv:/Rgpf:r-vx¢?4dx.

Therefore, it remains to prove that this term is well defined and satisfies
/RB prx- Voot dv = E)(f). (2.3.3)

We observe that py € L' N L°(IR3) since f is continuous and compactly supported. In
particular, we have (—A)l/zqﬁ?/[ = —ps € L*(R3). Moreover, from (1.1.3) we get d)% €
LI(R3) for all ¢ €]3,+00], in particular gb?/[ € L?*(R3). We thus have qb?/[ € H'(R3) and
the integral in (2.3.3) is well defined.

Let us now regularize the Manev kernel, setting for € > 0

e (A 1/2—e/2, Pf(y)
W) = (=8P = = | Py

We have clearly cb*;'} — (ﬁy in H'(R3) as ¢ — 0 and then

lim pfa:'Vngjcdx:/RS pf:c-de)ydx.

e—0 Rs
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Moreover, we have

Vot dr — (29— v (r—y)
/Rgpf:v Vedidr = (2 6)05/R3pf(w)pf(y) ‘x_y’4_€dfcdy

C2—e [ @pwle— P
- € 4—¢
2 R3 |z — |

dxdy.

Passing to the limit as ¢ — 0 yields (2.3.3). The proof is complete. O
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Chapter 3

Stable ground states for the
relativistic Vlasov-Poisson system

N.B. : Notons que ce chapitre sera prochainement soumis pour publication, ce qui ex-
plique la langue anglaise employée.

3.1 Introduction and main results

3.1.1 Introduction to the relativistic Vlasov-Poisson system

The relativistic Vlasov-Poisson system in dimension three reads:

Oif + Vil = Vit - Vof =0, Ry xR xR

v
1 2
atl (3.1.1)
f(t = O,SU,U) = fO(xle) Z 07
where the gravitationnal Poisson field ¢ is defined for all t € R by
Ady(t.a) = pstta) = [ ft.a o), 12
¢r(t,x) = 0 as || = +o0.

This expression is equivalent to:

1
— *
47| x|

b7(x) = . (3.1.3)
This nonlinear transport system describes the evolution of a stellar system subject to its
own gravity with some relativistic corrections.

Nowdays, the Cauchy problem of both classical and relativistic Vlasov-Poisson systems
is not well understood: although the existence of local weak solutions has been proved |,
the question of its uniqueness remains unknown (see [15]). Moreover, for the relativistic
case (3.1.1), in the most recent works about the Cauchy problem of smooth solutions, only
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radial smooth initial data have given results (see [23] and [37]). In particular, Glassey and
Schaeffer [23] have proved for radial smooth solutions that a blow-up in finite time 7' is
caracterised by the blow-up of the kinetic energy

/]RG (\/W — 1) ft, x,v)dedv — +o0 as t — T.

There holds for smooth enough solutions of system (3.1.1) some important conservation
properties: first, the total Hamiltonian

H(f(t) = /RG (\/|v\2 +1- 1) f(t,z,v)dzdv — ;/RS Vs (t,x)|* da, (3.1.4)

is preserved in time and second we have the conservation of all Casimir functions: for all
B € CYRy,R,) such that B(0) =0,

- B(f(t,xz,v))dxdv = /]RG B(fo(z,v))dzdv. (3.1.5)
The property (3.1.5) is equivalent to the conservation of the distribution function:
VE>0,  ppe) =t (3.1.6)
where the distribution function p is defined by
Vs >0, ps(s) =meas{(z,v) € RS, f(x,v)> s}. (3.1.7)

Remark that in particular, the L? norms of f are conserved.
In this paper, we will consider weak solutions to (3.1.1) in the natural energy space

&p = {f >0 with f € Ll(RG) mLP(Rﬁi) and \/mf c LI(RG)}. (3.1.8)

For all fo € €,, the system (3.1.1) admits a local renormalized solution f(¢). This
solution satisfies (3.1.5) and (3.1.6) but the conservation of Hamiltonian does not occur in
general: it only remains

VE> 0, HF(H) < H(fo). (3.1.9)

Note that, from this nonincreasing property and from (3.1.5), the kinetic energy will be
bounded if fy satisfies a certain subcritical condition

2p—3

p
Co | foll ;¥ Ifoll e ™ < 1. (3.1.10)

Indeed, from Hardy-Littlewood-Sobolev inequality, the potential energy satisfies

1 oD | e T
forall f € €, /]R Vsl de < Cyp | F1257D 1£1 55D

‘\/1+ |v\2fHL1 (3.1.11)

where C), is defined as the best corresponding constant and thus the kinetic energy can be
controled thanks to

()= (1= G WA ) [VIF ]

Hence we have global existence for the system (3.1.1) as soon as fy satisfies the subcritical
condition (3.1.10).

=l (3..12)
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3.1.2 Main results and strategy of the proof

Our main result gives the nonlinear stability of a large class of stationary solutions for
the relativistic Vlasov-Poisson equation. We adapt here a similar result for the classical
Vlasov-Poisson equation [42].

Note (see [7]) that the radial steady states of the system (3.1.1) are the functions of
the form

Q(z,v) = F(e, ),

where e and [ are respectively the miscroscopic energy and the kinetic momentum given

by
e(r,v) = /|2 +1 - 14 ¢g(z) and | = |z A v|*.

An important question which has been the subject of several works is the question of
nonlinear stability of these steady states when F' satisfies

oF
Oe
For some of these stationary solutions, built as minimizers of suitable functional, the
concentration-compactness Lemma (|45]- [46]) allows to prove their stability, see for exam-

ple [40]. Here we get the nonlinear stability of all these stationary solutions in the energy
space &€, defined by (3.1.8), with respect to its natural norm :

1 lle, = Al + [ fllze + V1 + [0 F ] 1

Theorem 3.1.1 (Stability of spherical models). Let Q be a spherical, continuous, non-
negative, non zero, compactly supported steady solution to (3.1.1). Assume that Q is a
nonincreasing function of its microscopic enerqgy, i.e. there exists a continuous function
F :R — R, such that for all (z,v) € RS

Q(z,v) :F(\/|U|2+1_1+¢Q(x)), (3.1.13)

< 0.

and there exists ey < 0 such that F(e) = 0 for e > eq, F is decreasing and C! on (—o0,eq).
Let p > % Then @Q is orbitally stable in the E,-norm by the flow (3.1.1) : for all e > 0
there exists 7 > 0 such that the following holds true. Let fo € €, be such that

1fo—=Qlle, <m (3.1.14)

and let f(t) be a corresponding renormalized solution to (3.1.1) on [0,T). Then for all
t €10,T) there exists a continuous translation shift z(t) such that

1f(t,2,0) = Qz — 2(), V)|, <. (3.1.15)

In the radial case, since a blow-up in finite time is equivalent to a blow-up of the
kinetic energy, Theorem 3.1.1 provides global existence when the initial data is near the
non necessary subcritical function ). The existence of such ) away from all subcritical
class of functions is an open problem.
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Stategy of the proof: This proof uses arguments developped in [42] which treats the

same stability problem for the classical gravitational Vlasov-Poisson system. But here two
new main difficulties appear: the first one is that the studied class of functions in the
energy space €, does not imply the boundness of the potentials and the second one is
related to the breaking homogeneity character of the relativistic problem. Let us give the
global strategy of the proof.

For f € &,, we know that there exists a nonnegative function on R, f*, which is the
Schwarz symmetrization of f, such that

Vs >0, pgp(s) = ppe(s).

We can similarly build a rearrangement with respect to the microscopic energy
e(z,v) = Vv +1 -1+ ¢(x),
for a non zero potential ¢. This rearrangement f*? is defined by
f*® = f* o ay with ag(\) = meas{(z,v), e(z,v) < A}
and satisfies (as observed in [2])

pp = e, H(F) <H(f) and Q = Q*%9.

Now by defining the functionnal J by

1
J(9) = Q) + 5 | Vg — Vo |7

we shall prove that

+oo
H(f) = H(Q) = J(oy) — J(dgq) + /0 a(;fl(s)(f*(s) — Q*(s))ds. (3.1.16)

Hence we can reduce our problem to the study of the functionnal J which only depends
on the potential ¢. Moreover, from the Polya-Szego inequality, we get

J(¢%) < J(¢)

where ¢* is the Schwarz symmetrization of ¢, and therefore the study of J can be re-
stricted to radial modes. We then use the Burchard-Guo compactness result [16] to get
the compactness of ¢ from that of ¢*.

Our proof is performed in two steps:
(i) To prove the local coercivity of J on radial potentials ¢ near ¢¢.
(ii) To prove Theorem 3.1.1 via a local compactness proposition thanks to (3.1.16). The
second step will be deduced from (3.1.16) and equimeasurability arguments derived from
the rigidity of the flow. The local coercivity stated in step 1 will follow from the Taylor
expansion near ¢¢ for radial potentials

T(6) ~ J(60) = 5 D*T(6a)(6 — da.0 — 6q) + o (V6 — Voql2)
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and from the strict coercivity of the quadratic form D?J(¢gq). To prove this coercivity, we
follow the same lines as [42] where a Poincré-like inequality was proved for the classical
Vlasov-Poisson system. This inequality is a generalisation of Antonov’s type coercivity
estimate and is based on a Hormander approach [33, 34|. The main new difficulties here,
lie in the control of the jacobian a, which can not be bounded in general because of the
non boundness of the potential and the homogeneity breaking.

3.2 Coercivity of the functional J

The aim of this section is to prove the following proposition 3.2.2 below. Our study
is based on rearrangements with respect to the microscopic energy. To define these rear-
rangements, we introduce, for ¢ > 3,

d, = {¢ € LY(R?) s.t. ¢ <0, m(¢) >0, Vo € L*(R?), | |1ir$ () = 0} . (3.2.1)
with

m(¢) = inf (1+ [z])[¢(z)], (3.2.2)

inf
z€R3
and the norm on ®,

18lle, = IVl 23y + €]l La(ms) - (3.2.3)
The space ®, is a natural space for the potential of distribution functions in &, as given
by the following lemma.

Lemma 3.2.1. Let f € &, non zero with p > % Then the potential ¢ belongs to @, for

3(4p—3)
all 3 < g < ==—(<12).

Proof. From classical interpolation methods and from the Hardy-Littlewood-Sobolev in-
equality, we have for f € €, with p > 1
3(4p — 3)

3
and ¢ € LI(R?), = <g< =272,
s (RY), 3 ’

4p —
eL"(R%), 1<r<
Py (R?) ST

Moreover, for p > % the Hardy-Littlewood-Sobolev inequality implies that V¢, belongs to
L%(R3). We prove now that m(¢¢) defined by (3.2.2) is positive. Since f is non zero, the
density ps is non zero, too. Hence there exists R > 0 such that

M = pf(x)dx > 0.
|z|<R

We have then
pr(y) ps(y) pr(y)
or(x —/ dyZ/ ———dy > ——dy.
O1ON= fTnle g™ % yerdmle -] 7 e (] + B

(lz] + R) [¢f(z)| = M,
which concludes the proof of lemma 3.2.1. O

Finally,
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Now for ¢ € ®, and f € €, with p > %, we define the jacobian ag by

Ve <0, ag(e) =meas {(x,v) ER® . V2+1-1+¢() < e} , (3.2.4)

and the rearrangement with respect to the microscopic energy by

s (% (\/yv|2 F1-1+4 ¢(x))) if VErl—1+6(z) <0

= (3.2.5)

0 if |u2+1-1+¢(x) >0,

where f* is the Schwarz-symmetrization of f in R®. In Appendix 3.4 we recall some
properties about the Schwarz symmetrization and we give all the properties we need about
the Jacobian and the rearrangement with respect to the microscopic energy. In particular,
f*? is well defined in €, and the function @) defined in Theorem 3.1.1 satisfies Q) = Q*%e.

Using these definitions, we introduce the functional J on ®, defined by

J(¢) = / (\/|v|2 +1-1+ qb(z:)) Q**dxdv + % Vo3, (3.2.6)
R6

which is equivalent to

* 1 2
T(0) = H(Q") + 5 [[Voges — Vo2 (3.2.7)
We claim now the following Proposition which we prove in the next subsections.

Proposition 3.2.2 (Local coercivity of the functional J). There ezists a constant oy > 0
such that, for all ¢ > 3, the following holds true. Let a sequence ¢, of ®4 such that

Vn €N, Vo, —Voglla <8 and  lim J(6n) < J(d0). (3.2.8)

Then there exists a sequence of translation shifts in space x, such that
IVén = Vog(- —xp)| ;2 = 0 as n — 4o0. (3.2.9)

This coercivity of the functional J near ¢¢ is the first step to prove the stability of @
stated in Theorem 3.1.1. To obtain it, on the one hand, we will look for a second order
Taylor expansion of J around ¢¢g and, on the second hand, we will control the second
derivative of J at ¢¢g thanks to a Poincaré-type inequality.

3.2.1 Second order Taylor expansion of J at ¢g

In order to prove Proposition 3.2.2 we give first a Taylor expansion of the functional J
near the potential ¢g.
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Lemma 3.2.3 (Taylor expansion of J). Let 6 < ¢ < 12 and gb,(;NS € ®,. Then the function

A J(6 4+ Nb — )

is twice differentiable on [0, 1].
Moreover, for ¢ in ®, radially symmetric, there holds the Taylor expansion near ¢q:

J(¢) = J(9q) = %DQJ(QSQ)@ —¢Q, 0 — ¢Q) + (Vo = Vgl 2), (3.2.10)

where £(8) = o(62) as § — 0.
Finally the second derivative of J at ¢g in the direction h is given by:

D27(60)(h, h):/R3|Vh|2dx—/RG|F’(e¢Q(x,v))‘(h(x)—Hh(:v))Qd:Udv, (3.2.11)

where eg, (z,v) = \/1+ |[v]2 =1 — ¢q(z) and I1h is the projector defined by

h(z) = [ (03 o) = 6000) 1) (1-+ coq(o:0) ~ b0(0) bl (32.12)

1
2
+

[ (0 o) = 60(0)? ~1) | (1+cagav) = b00) dy

Remark that the function I1h can be seen as the projection of A on the functions of the
IMiCToSCOpIC energy €y, (z,v). To prove the lemma 3.2.3 we will first prove that J is two
times differentiable on ®,, then we will evaluate its derivatives on ¢g and finally we will
control the rest of the expansion for radially symmetric potentials.

Proof. Let Jy be a functionnal on ®,, defined by

Jo(¢) = /RG (\/W -1+ qb(m)) Q**dxdv = /RG eg(2,v)Q*dxdv. (3.2.13)

Then J is given by
1
J(®) = Jo(¢) + 5 [VellL: (3.2.14)

To differentiate J, we just have to differentiate Jy. Let ¢, ¢ € &, and h = é— ¢. We study
then the function A — Jy(¢ + Ah) on [0, 1].
First derivative of Jy. From the change of variable (3.4.11), we get
0 0 ,
Jo(@) = / €Q* (ay(e))dl, (e)de = / e (G oay) ()de,

nf ¢ inf ¢

where G is the @' bounded function, with bounded derivative, defined by

G(s) = /OS Q*(o)do. (3.2.15)
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Moreover, from the property (3.4.8) in lemma 3.4.2, the jacobian a4(e) converges to 0 as

e — inf ¢. Thus we have [eG o a¢(e)]?nf¢ = 0 and an integration by parts gives

0
Jo(p) = —/_ G o ay(e)de. (3.2.16)

Step 1 : first derivative of Jy.
To differentiate Jy given by (3.2.16), we shall use the Lebesgue’s derivation theorem.
From formula (3.4.9) in the Appendix, we have for all e < 0

I Glagin(e)) = Q" (apn(e)) 2 aprn) (3.2.17)
with 5
srasenle) = —4x [ K (e~ ola)  Mh(e) hia)ds
and
K(n) = ((1 +m)? - 1)i (1+7). (3.2.18)

Note that the uniform inequality

SN2 3
| .
o2 5 [ (1o r ol )

and the compact support of @Q* imply that there exists ey < 0 such that
Ve > ey, VA € [O, 1], Q*(a¢+>\h(6)) =0. (3.2.19)

Moreover, we have for all e < eg, for all A € [0, 1],

< 4r /RS K (eo — o(x) — gs(x)) \h(x)| da,

0
‘a)\a¢+>\h(€)

and Q*(ag+an(e)) < ||Ql/o- Finally we obtain, by noting ¢y = ¢ + Ah

3 ° '
ajo(qﬁ,\) =4r /OO » Q" (ag, (e))K (e — ¢(x) — Ah(x)) h(z)dxde. (3.2.20)

Step 2 : second derivative of Jy.
We keep the previous notations. An integration by parts with respect to e yields

3

T 0
S50 = =5 [ [ Qs (@a @) (14 = o@Dt ~1) hopdode

2
+

96



3.2. COERCIVITY OF THE FUNCTIONAL J 97

We perform now the change of variable s = ay, (e), which gives

Jo(¢r) = —%ﬂ /OLO - Q"(s) ((1 +ay(s) - m(x))i - 1>g h(z)dzds, (3.2.21)

_l’_

o

where L is the measure of the support of () and thus satisfies Supp(Q*) = [0, Lp). Define

o050 = (1050 - )’ 1)

+

From the first step, for all A € [0,1] and for all s € [0, Lg], we have aq;i(s) < ¢p and thus
the set

{x €R3 g\ x,5) #0} C{z € R3, ¢r(z) < eo} C {z €R3, ¢(z) + ¢(z) < eo}

is uniformaly contained in the bounded set Q = {x € R?, ¢(x) + d(z) < eg}. Moreover, by
recalling the notations h = ¢ — ¢ and

Kn) = ((1 ) - 1)i (1+mn), (3.2.22)
we have for (A, z,s) € [0,1] x  x [0, Lo]
gi()\,a:, s) = 3K (a;j(s) —¢(x) - /\h(x)> (—h(x) + aia;j(s)) : (3.2.23)

where, from lemma (3.4.2) in Appendix,

o

/Q K (a;}(5) — 6(a) ~ Ah(x)) h(a)da
3% :

(s) =
/Q K (a;;(s) — é(z) — Ah(m)) dx

To differentiate (3.2.21) with respect to A, we first prove at fixed s € (0, L)

(fA/Qg(A’x’S)h(f”)dx :/ngy\(/\»fC,S)h(fv)dw. (3.2.24)

Let fixed s € (0, Lg). We begin by bounding é%a;;(s). For all x € R3
d(z) + Ah(z) > ¢(x) + ¢(x) and a;;(s) < eg, (3.2.25)
which provides
0< /Q K (a}(5) ~ 6(2) ~ Ah(x)) h(a)da < /Q K (0~ 6(z) — 3(2)) h(x)de. (3.226)

Now denote <

Q) = {g; €R’, ga(r) < ay) (5)}
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Then the set €, is included in © and

1 (S s
meas (2)) = ay, o a%1 (5) =3

Moreover, for all x € 2, we have
_ _ S
a5l5) = oa@) = agl(s) —ap) (5)

which, combined with

>0, K(n) = (n(2+m)2 (1+7) > v/2n,

implies
1
~1(s) — > -1 ’. 2.
|5 (a1 = orte)) de = 52 (a0 =51 (5)) (3227)
We claim that, at fixed s > 0, there exists a constant C' > 0 such that for all A € [0, 1]
_ 1 /S
a;l(s) —a]! (5) > C. (3.2.28)

Indeed, assume that the property (3.2.28) does not hold, then there exist A € [0, 1] and a
sequence (\,) such that, as n — o0,

_ 1 (S
An — A and a%ln(s) - a%ln <§> — 0.

From lemma 3.4.2 in Appendix, we conclude that

1 /S
aml(s) — aml (5) =0,

which is not possible since s > 0 and a;Al is strictly increasing on R% . Finally from the
inequalities (3.2.26) and (3.2.27), for s € (0, Lg) there exists a constant Cs > 0 such that

for all X € [0, 1],
3

We can thus uniformly bound

L+ o= d(2) = 0(@) ) (=o(a) = d(x) + C.) .

‘mg' +

where we used (3.2.25) and the fact that K(n) < (1+n)2. By noticing that the function
¢ + ¢ belongs to L3 (R3) (since q>3), Lebesgue derivation theorem provides (3.2.24).

Now aim to integrate with respect to s € (0, Ly). We define for all s € (0, Ly) and for
all \ € [0, 1]

I(\,s) ::aa)\/gzg()\,x,s)h(az)dx:/gzg\g(/\,x,s)h(x)dx,
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which is continuous function of the variable A\. Remark that
_1 0 _
I(\s) = S/QK <a¢A (s) — (é)\(w)) <—h(ac) + 5% (s)) h(z)dz,

where, from Cauchy-Schwarz inequality,

[RaCs I (%?i@j o) i)

151 (5) = 2(2) ) 5 hl@)da

IN
S
a
—~
N
|
a
>
—~~
8
~
N—
—~
>
—~
8
~
o
U
8

Thus, we have
1009 <3 [ K (a1(6) = (o)) (h(a)?da
R3
Moreover, since Q* is decreasing from ||Q||z~ to 0, the function Q*' belongs to L!(0, Lo)
and finally, from Lebesgue’s derivation theorem, we get

38;‘]0(@) = A /OLO . Q"(s)K (a;;(s) - ¢,\($)) (h(l“))2dmd32
0 Lo 0(s) </Rd K (a;Al(S) - %(x)) h(ﬂﬁ)d:c) . (3.2.30)
° /R K (a31(9) ~ (@) da

Using the change of variable e = a(;xl(s), we get

82

0
zo(én) = 47T/ s Q" (agy (€))ay, (€)K (e — ¢a(2)) (h(w))*dude

2
K (e — ¢r(x)) h(m)dm) (3.2.31)
de.

—dm /_ : Q*'(am(e))a;k(e)< =

K (e—¢a(z))dx
R3

Step 3: derivatives of J at ¢q:
Let ¢ € &, and h = ¢ — ¢g. Then, by (3.2.20),

0
D)W =47 [ [ Q" (asg () (e = on(w) ha)dade
Note that, from lemma 3.4.5, the function F' defined by theorem 3.1.1 satisfies
Q" (ag,(€)) = F(e).
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with respect to e. Then

+ =

Now perform the change of variable u = ((1 +e— ngQ(:c))i - 1)

+oo
DJo(éo)(h) = 47r/ / VI P — 14 6g(x)) u?h(x)dwdu

= /Rb Yh(z)dzdv.

Hence, from (3.2.14),

DJ(¢0)(h) = DJo(¢)(h) + /Rd Véq - Vhdr =0,

where we used the Poisson equation satisfied by ¢gq.

We now give the explicit expression of the second derivative of Jy at ¢g. Remark first
that F'(e) = Q*’(a%(e))aﬁm (e) and thus from (3.2.31),

D2Jo(6q)(h,h) = 4 / /RF K (e — gx(2)) (h(x))2dade

: ( K (e_¢k($))h(x)dx)2
_47T/_OOF( )~ R o

de.

R3
We apply the change of variable u = ((1 +e— ng(:z:))i_ — 1)%_ with respect to e to get
D*Jo(¢q) (h, h) = /R6 F (e(z,v)) (h(x))* dzdv — s F'(e(z,v)) (h(z) — 1A (e(z,v))),

where e(z,v) = /14 |v]? — 1 4+ ¢g(x) and IIh is the projector on the space of functions
depending only on e(z,v), defined by (3.2.12). Hence we have

D% Jo(6Q)(h,h) = / F (e(z,v)) (h(z) — ITh (e(x,v)))? dzdv,
R6
and the decomposition (3.2.14) provides
D?J(¢q)(h, h) =D2Jo(¢>Q)(h,h)+/ IVh|* de, (3.2.32)
R3

which concludes the proof of (3.2.11).
Step 4: proof of the Taylor expansion (3.2.10):

Let ¢ € @, radially symmetric and h = ¢ — ¢g. We note for A € [0,1], ¢y := ¢g + Ah.
Then, using DJ(¢q)(h) = 0, we have
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T(pq +h) ~ J(9q) = 5 D*I(6Q)(h )

! h h
+||Vh|? / 1—\) (D?J, — D%, ( , )d)\. 3.2.33
H ||L2 0 ( )( 0(¢)\) 0(¢Q)) thHL? thHLQ ( )
It is sufficient to prove that
sup  sup ‘(DQJO(@) — D2Jy(6q)) (ﬁ, h)‘ =0 (3.2.34)

AE[0,1] || VA, 2=1

as [[Vé — V¢gl|2 — 0 to obtain the Taylor expansion (3.2.10). Note that the functions
h in (3.2.34) are taken to be radial}y symmetric. In order to prove (3.2.34) we argue by
contradiction. Let € > 0, ¢, € @4, hy, € Y4 and A, € [0, 1] such that

1

[Vbn = Voollra@s) <~ [ Vhnll 2@y =1, (3.2.35)
and o
)(D2J0(¢n) — D2Jy(40)) (hn, hn)] >, (3.2.36)
where ¢, = (1 — A\p)dQ + Antbn. The sequence ¢, satisfies
1
We recall from (3.2.30) that
S Lo
D2Jo(6n) (hn, hn) —dn | QY(s)yn(s)ds, (3.2.38)
0
where
X 2
(/ gn(z, s)hn(x)dx)
100 = [ gnla5) () P — . (3239)
R? / gn(x,s)dx
R3
and

i) = (140520 - onte)” - 1>§ (14 a32(5) - due)).

+

Notice first that the convergence (3.2.37) implies the convergence of ¢, to ¢¢ in L5(R3).
Thus, from (3.4.8), we have
a;:(s) — a;é(s). (3.2.40)

Moreover, we have

+00 +o00 1 %
a7 o ar < ol ([ )
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where we used the convergence ¢, (1) to 0 as r — 400 from the definition of ®,. It gives

|Q

Vo,
[Vénllr2(ms) <

Vr e R, |én(r)| < (3.2.41)

NI

4rr r

Thus the set of integration in z in the integral (3.2.39) can be restricted to a bounded
domain €2 uniformly with respect to s € [0, Lg]. Indeed, from the increase of a;j, for all
S € [0, Lo],

Dy(s) :={z eR? : ¢,(x) < a;:(s)} Cc{zeR? : ¢u(z) < a;nl(Lo)}, (3.2.42)

and, since ¢,, € @, is nonpositive,

2
Dy(s) C {:c cR3 : |z < S?} =0 (3.2.43)
0

where eg = sup,,cy a;j(Lo) < 0.
Now, from the local compactness of the Sobolev embedding H' Lf oo for 1. < p <6,
there exists h € Hrlad such that, up to a subsequence,

dn — ¢q and h, — b in LP() as n — +oo.

At fixed s € [0, L], these convergences combined with the convergence (3.2.40) provide,
on the one hand, the convergence for all i € {0, 1,2},

hl — h'in L*(9),
and, on the other hand, the convergence of
2 _ 2 3., .4 - _ (-1
T = gn(z,8)" =20+ 50" +4n° +n° with n = (a% (s) — ¢n($))+

in LL(Q) to g(-, 5)? where
2 3
o) = ((1+a2p(0) = 0)) | ~1)” (1-+a3l(e) = balo)
Thus, for all i € {0,1,2}, as n — 400
gn(x, $)hL, — gz, s)h' in LL(R3).

The convergence of 7,(s), at fixed s, follows. Now, by Cauchy-Schwarz, we have

</RS gn(x,s)izn(x)daj)2

[ oo
R3

7 2
< [ anlw.5) () Pt
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3.2. COERCIVITY OF THE FUNCTIONAL J 103

which provides
0 < %) = [ onles)lin(e)Pds

< /[R gn(z, Lo)(ﬁn(x))Qda:.
R3

Thus 7, is uniformly bounded on [0, Ly] and from standard dominated convergence theo-
rem,

D2Jo(6n) (izn, izn) — D2Jo(¢0) (iz, ﬁ) as n — +00, (3.2.44)

and similarly
D2Jo(¢0) (ﬁn, Bn) — D2Jo(0) (ﬁ, B) as n — +oo. (3.2.45)

These convergences contradict (3.2.36), which proves the Taylor expansion (3.2.10) and
concludes the proof of Lemma 3.2.3. O

3.2.2 Proof of Proposition 3.2.2.

We use now the Taylor expansion stated in lemma 3.2.3 to obtain the proposition
3.2.2. In a first step we prove the local coercivity of the functionnal Jy near ¢¢ for radially
symmetric potentials by using a Hardy type control, obtained in a second step. In a
third step, we finally pass from radially symmetric modes to general modes by using a
compactness argument [16] which concludes the proof of the proposition 3.2.2.

Step 1: coercivity of the quadratic form D?J(¢q)
In this step, our aim is to prove that there exists an universal constant Cy > 0 such
that
Vhe HL, D>J(¢g)(h,h) > Co|Vh|2.. (3.2.46)

where the space

H! , = {h € L} (R?), radially symmetric, s.t. V¢ € L*(R?) and  lim  ¢(x) = 0} .

loc |z|—+o0

is a Banch space. We consider the linear operator generated by the Hessian D2(¢Q):

Lh=—Ah— [ |F'(e)|(h - TTh)do.
R3

Remark that the compactness of the quadratic form D2.J (pg) on H;ad is given by the
previous proof of the Taylor expansion. From the Fredholm alternative, we have only to
prove the strict posivity

Vhe H' , h#0, (Lh,h) > 0. (3.2.47)

r

to obtain the coercivity (3.2.46). From the Taylor expansion (3.2.11), this inequality can be
seen as a Poincaré inequality with an explicit constant, and we shall adapt the Hérmander’s
proof [33, 34| to obtain it.
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Let us introduce the following operator 1" defined by

Tf(e,r)= o1
r2((1+e—¢g(r))?—1)

o
(1+e—go(r) r2uvl+u?’

D=

where

1
u(rie) = ((L+e—q(r)i —1)2. (3.2.48)
Recalling that ¢g(r) is strictly increasing and that Supp(F') = [0, eq), we shall denote the
space

U={(re), u>0}={(re),ee (¢Q(0)70)7 € (0,7(e))} with r(e) = Qsél(e),

Then we define on U = U N (0,7(eq)) x (¢(0),eq), for a given h € H! ., the function
e = [ (h(r) = TIh(e) (1 + € = do(r)?

1
— 1)j_ (I+e— ¢Q(T))7'2d7.
We can differentiate f and get, in particular,

(3.2.49)

Tf = h — IIh. (3.2.50)

Now let € > 0 and study the behavior of f(e,r) for » — 0 and r — r(e) when e belongs to
(¢pq(0) + €, —¢). Notice first that, from (3.2.41), for all 7 > 0

73 |h(r)| < | VA L2, (3.2.51)
and

Ve € (0(0) +e,—¢), [Ih(e)| < C.. (3.2.52)

These inequalities combined with the continuity of ¢¢g imply the existence of C; > 0 such
that, for all e € (¢g(0) + ¢, —¢) and for all 7 € (0,7(e))

|f(e,r)| < Cer3. (3.2.53)
Moreover the function f satisfies

400
fle,r(e)) = /0 (h(1) —TIh(e))u(r,e)(1 + e — d)Q(T))TZdT =0, (3.2.54)

+o00
/ u(r,e)(1+e— ¢Q(T))h(7)72d7
h(e) = 29

+oo
/0 u(t,e)(1+e— ¢Q(T))72d7
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3.2. COERCIVITY OF THE FUNCTIONAL J 105

Hence, using (3.2.51),(3.2.52) and the increase of ¢q, we get for e € (¢g(0) + €, —¢) and
€ (0,7(e))

[f(re)l = (1+e—do(r)7dr

—+ vl

")
/ (h(r) — TTh(e)) (1 + ¢ — do(r))* — 1)

r(e)
(1+e—¢Q(r))/ T2dT,

+ N

< Co((T+e—g¢g(r)* —1)
in which

(14 = d(m)? —1)2 (1+ € — 6o(r) < (e — da(r)2(2 - da(0)} (1 - 60(0)),
and ©
/ rhdr < O(r(e) — 1) < (e — da(r)).

since ¢y (r) > inf{¢(7), 7 € [r(—¢),7(dq(0) +¢€)]} > 0. Finally there exists C: > 0 such
that for all e € (¢¢(0) + ¢, —¢) and for all r € (0,7(e))

M\OJ

[f(e,r)] < Cele — dq(r))>. (3.2.55)

Now denote
I(h) = / |F'(€)|(h — TTh)2dzdv.
R6

First, passing to the spherical coordinates and performing the change of variable e =

V14 |v]2 =1+ ¢g(r), we get from (3.2.50)
I(h) = 167° /!F' |(h — TIh)*r?u(e, r)\/1 + u(e, r)2drde
0 r(e)
~ 1672 / F'(¢)|de / (h(r) — TTh(e))d, fdr,
¢ (0) 0

where u(r, e) is defined by (3.2.48). Now, from (3.2.55) and (3.2.53), we have
(h(r(e)) —Th(e))f(r(e),e) =0 and lim(h(r) —IIh(e))f(r,e) =0,

r—0

from which an integration by parts gives
I(h) < —1672 / |F’(e)| fO,hdedr.
u
This inequality, combined with the identity

_ 4;/|F'(e)\u(e,r)3de
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leads to:

N

I(h)

IN

3 r(eQ) dr €qQ , 2
(4m)3 | VA 2 oy / a / |F'(e)] fde
0 r dq(r)

1
3 3 T(eQ) p T GQ f2 2
< (47r)2HVhHL2(R3) (471_/0 Qrg )d’[“/vq5 ( )|F’(e)|wd€ )
Q(r ’

where we used Cauchy-Schwarz inequalities. Performing the change of variable u = u(e, r)
with respect to e, we finally obtain

2 3
I(h) < ||Vh||L2(R3) <3/pQ(7‘)|F'(e)\T4u4§1+7u2dxdv) . (3.2.56)

Now we claim the following Hardy type control:

! (r 2
I(h) > 3/ (pQ(r) + m> \F’(e)\mdm. (3.2.57)

Assume (3.2.57), then (3.2.56) yields

P(r) /2
I(h —l—3/ Fl(e)|————
(R) r(1+ u?) [F(e rduty/1 + u?
Thus, letting ¢ — 0 yields (Lh,h) > 0. Moreover, if (Lh,h) = 0, then f = 0 on U,
which implies h(r) = IIh(e) on U, also 0 = (Lh, h) = ||Vh||%2(R3) and finally h = 0. This
concludes the proof of (3.2.47).

drdv < ||[Vh|[72ps).

Step 2: Hardy type control.
_ Let us prove now the Hardy type control (3.2.57). Let g be a given smooth function in
U and ¢ such that f = gg. After easy computations, we get

2 2
(Tf)* = ¢*(Tq)* + T(q°gTg) — ngf2 > T(q*gTg) — ngf2. (3.2.58)

We take g(e,r) = r3u(e,r)3. Then, remarking that

O )Y
or 9 u

we have
Oy §

u
p— p— 3
RN ERT ARV ET

- 3T¢/Q (T)a

and therefore
-3

B p Pp(r) 1
TQg_m(ﬂﬁQ“‘” : <“1+u2>>'
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3.2. COERCIVITY OF THE FUNCTIONAL J 107

Since A¢g = pg, it implies

T%g 3 , 1
g N <pQ(7') + ¢Q(7’)r(1+u2)> . (3.2.59)

Injecting this into (3.2.58) and integrating on U yield:

!y 2
I(h) > 3/ (p@(r>+m> |F/(e)‘r4u4\J/C1+71ﬂdxdv (3.2.60)

T b
+/|F’(e)|T (ng) dadv.
g
where we used ¢?¢Tg = fQ%. Now

€qQ r(e)
/]F'(e)|T <f2Tg> dxdv = 16772/ F’(e)|de/ Or (f2Tg) dr.
g #q(0) 0 g

From (3.2.55) and (3.2.53), we can perform an integration by parts and we get

/|F’(e)\T (fﬂ;g) dzdv = 0.

We obtain thus the Hardy type control (3.2.57) which concludes the proof of the strict pos-
itivity of the Hessian D?(¢¢) on radial modes (3.2.47) and therefore the coercivity (3.2.46).

Step 3: end of the proof: Let us first prove the proposition 3.2.2 for radially symmetric
potential. Let ¢, a sequence of ®,, radially symmetric, such that

Vn €N, [[Vén —Voqll . <61, limsup J(¢n) < J(¢q), (3.2.61)

n——+oo

where d; will be defined later. Then we use the Taylor expansion (3.2.10) and the coercivity
(3.2.46), which holds only for radially symmetric potential:

C

J(6n) = J(6Q) = 5 | Vén — Vgl72 +£(IVén — Vgl 12)-

Now, since £(8§) = o(62) as § — 0, we can choose d; such that
C
Vs €0,6], £(6) < TO‘SQ‘

Thus c
J<¢n) - J<¢Q) > ZO HV(bn - V(bQHiQ )

which finally provides, from (3.2.61),

lim J(¢n) = J(¢q) and ||Vé, — Vgl » — 0 as n — +oo. (3.2.62)
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Let pass now at the general case. We consider a sequence ¢, of ®;,. We define then
¢ = —(—¢n)*, the opposite of the Schwarz rearrangement of (—¢,,). We introduce, for all

n € N, the potential d)# given by

vo e, ot (o) = on (g laf).

It is the Schwarz rearrangement of ¢,,, defined as a function of R?. Then we claim that we
have

1 1
J(@%) = T(6n) = SIIVE 72 = 5lIVenl> <0, (3.2.63)

and that there exists a constant dg > 0 such that
90 — Vol < do implies || Vof — Voo , <. (3.2.64)
Assume first that these claims are true and take the sequence ¢,, such that

Vn €N, [V, — Véol 2 <o, lim J(6n) < J(d0): (3.2.65)

Then, from (3.2.63) and (3.2.64), the sequence o7 satisfies (3.2.61) and therefore satisfies
(3.2.62). Moreover we obtain the equality

lim J(¢¥) = lim J(¢n) = J(¢qQ),

n—-+00 n—-+oo

which implies from (3.2.63)

im [[VoF = lim [Vl (3.2.66)

From (3.2.62) and (3.2.66), we are in the equality case of the Polya-Szego inequality.
Thanks to Theorem 2 in [16], we obtain the following compactness result : there exists a
sequence of translation shifts in space, x,, € R, such that

IVon — Vog(- —x4)|l 2 — 0 as n — +o0.

Let us now prove the claims (3.2.63) and (3.2.64). Remark that, from Schwarz rearrange-
ment classical properties, for all n € N, <Z># belongs to ®, and satisfies the Polya-Szego
inequality

Vi ll2 < Vnll L2 (3.2.67)

Moreover, for all C! function 3 such that 5(0) = 0, one has

/ B(én(2))dz = / B(6# (x))d,
R3 R3
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3
which for e < 0 and for B(t) = ((1+e—1t)3 — 1)?r implies ag, = agx given by the
expression (3.4.2). Thus, from (3.2.16),

0
I6n) = 5IVenl = [ Glas, (e

1 0
— 510l - [ Glagg(e)de

which provides directly the claim (3.2.63). Let us prove the claim (3.2.64) by a contradic-
tion argument. We assume that there exists a sequence 9, in H' such that

1
Vo — Vgl 2 < - and HVQZJ# — quQ‘

12 > 01. (3268)

The contractivity property of the rearrangement in LP-norms and a Sobolev embedding
give

C
10# — ¢l < |[n — dgllLs < C||Vi — Vgl 2 < o

Moreover by (3.2.67) and (3.2.68), we have
1
IV9fllze < IVenllze < [Végllre + — (3.2.69)

Hence w# is bounded in Hr1 and the sequence Vw# converges to Vog in the L? weak
topology. In fact, from Fatou lemma, the inequality (3.2.69) implies

Jim V622 = [ Vool

Thus the sequence Vw# converges to Vg in L2(R3) which contradicts (3.2.68).
Notice that, for all ¢ € (6, 12), the space ®, is included in H I and thus 6y does not depend
on q. The proof of Proposition 3.2.2 is now complete.

3.3 Nonlinear stability of ()

We are now ready to prove Theorem 3.1.1 in this section. The proof is based on the
two following arguments : i) The local coercivity property of J stated in Proposition 3.2.2
which ensures the compactness of the potential field, and ii) The compactness of the whole
distribution function in the energy space.

3.3.1 Local compactness of the distribution function

We will prove in this subsection that the Proposition 3.2.2 implies the following com-
pactness result:
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Proposition 3.3.1 (Local compactness of local minimizing sequences). Let p > % Let
do > 0 the constant defined in Proposition 3.2.2 and let f, be a sequence of €, such that

1fn = @ Nrw) = 0, 17 — @ lze®) = 0, limsup H(fn) < H(Q), (3.3.1)
n—-+00

and

IVér, —Voqll. < do (3.3.2)

Then there exists a translation shift x,, such that
[fn = Q(: = xn)llg, = 0 as n — +oo. (3.3.3)
Proof of Proposition 3.5.1. Let (fy) a sequence of &, satisfying (3.3.1) and (3.3.2).

Step 1: Compactness of the potential. We first remark that, from inequality (3.4.15),
we have

365 2 [ (VRPFT =145, (@) £2%7dodo + 5 195,32,

which implies, from the change of variable (3.4.11),

H(fn) — I(9p,) > /&6(x/h42+-1-14-¢ﬁxx))(fﬁ¢“ —cgm%n)dxdv
+o0
> [ ) - @i
Finally
—+o0
H(fn) — H(Q) > J(¢p,) — J(Pq) + /0 a;fln (s)(fu(s) — Q" (s))ds. (3.3.4)

Now, since (fy) satisfies (3.3.1) and (3.3.2), the sequence (fy,) is bounded in the energy
space &,. From classical interpolation inequalities, for

3(4p — 3
q:(pp)€(6,12),

the sequence ¢y, belongs to ®, and is bounded in LI(R?). Thus, from (3.4.3) we have

a;fln(s)] <C < Ly 1) . (3.3.5)

1 1
§a-3 S4a

Hence we obtain from Hélder inequalities

+oo
7 a5 00 @6 <2015 - @l
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and

1
/0 a7l (5)(£3(s) — Q*(s))ds

< Haq;fln Hm’(o@)”f; - Q*”LP(R)’

where p’ = 25 < 3. Notice that L= <1 which gives, from (3.3.5), the boundness :

p/
lo; 20/ 3—20( >
'(0,1) e q—1

We have then the convergence

+o0 1
| ek oo - @ eyis o
as n — 400 and, injecting this in (3.3.4), we conclude from (3.3.1) that

lim J(¢p,) < J(oq). (3.3.6)

n—-+4o0o

Together with the condition (3.3.2), this allows us to apply Proposition (3.2.2) and we
conclude that there exists a sequence of translation shifts in space x;, such that

IVoy, —Vog(- —xn)ll 2 = 0 asn — +oo. (3.3.7)

Step 2: Convergence of fy (- + xp,-) in €,. To obtain the convergence in the energy
space €p, the method that we chose is very similar with the method developed in [42]. We
renote f, := fn (- + 2p, ). We remark first that since Q = Q*9@

‘/ |v]? + 1—1+¢Q)<;¢Q—Q>dxdv

| ek i - Qe ds

< lggllee Ifn — QL1
and thus

/Rﬁ (\/W -1+ ¢Q(x)) (fiiqs@ - Q) dzdv — 0 (3.3.8)

Now, from the inequality (3.4.15), it implies that

liminf/ (\/ 2+1-1+ ng(x)) (fn — Q) dzdv > 0.
R6

n—-+o0o

Hence, since

3(h) = Q)+ 5 V65, = Voglfa + [ (VIPFT =1+ 60(0)) (fu = Q) dado,

in which

lim sup H(f,) < H(Q) and nli}riloo Vo, — Vgl 2 =0,

n—-4o00
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we obtain, as n — 400,
/RG (\/W 1+ ¢Q(x)) (fn — Q) dzdv — 0. (3.3.9)
The two convergences (3.3.8) and (3.3.9) yield
T, = /RG eq(z,v) (fn - ;%) dxdv — 0 as n — +o0, (3.3.10)

where eg(z,v) := \/|v]?2+1— 1+ ¢g(z). As in the proof of (3.4.15), we write T;, in the
following equivalent form

+oo
T, = / dt </ eq(z,v)dzdv —/ eQ(:U,v)dmdv> ,
t=0 ST(®) ()

SP(t) = {(z,0) € RS, f2P2(x,0) <t < fulz,0)},

S3(8) = {(@,0) € RS, fulw,0) <t < [ (2,0))}.
From (3.4.25), we have

where

V(w,v) € ST(1), eq(x,v) > (£} 0agy) ™" (1)

+oo
T, > / dt (/ (fro a¢Q)_1(t)dacdv — / eQ(x,v)d:r;dU> ,
t=0 HO) S5 (t)

and since meas(ST(t)) = meas(55(t)) for all t € Ry,

Thus

+
T, > / dt/ n 0 Q) )7H(t) — eq(z,v)] dado.
t=0 n(

Remark from (3.4.24), that the right term is nonnegative and thus, from (3.3.10), we get
asn — +00

+
A, = / dt/ n ©0g) )7Lt) — eQ(asjv)] dxdv — 0 (3.3.11)
t=0 7(

We now claim that this implies

+00
B, = /to dt/g(t) [(Q 0 agy,) (1) — eq(a, v)] dudv — 0 (3.3.12)
as n — 400 where
Q3 (t) = {(2,v) €R®, fulz,v) <t < Qz,0)}.
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To prove it, we decompose
Sy = (S2\Q) U (S5 NQy) and Qy = (Q3\55) U (S5 N Q).

Thus
+00
A, — B, = / dt/ leq(z,v) — (Q o a(z,Q)*l(t)] dxdv
t:0+ Q5 (H\SZ ()
/ dt [(fr0ag,) ™ (t) — eq(x, v)] dwdv (3.3.13)
= SO\ (1)

0
/to dt/n s froag,) M (t) — (Q 0 ag,) ' (t)] dudv

Now let us examine each term as n — +oo. We first observe that for g,h € L5(R%) we
have

+oo
/ meas({g <t < h})dt = / (h — g)4dzdv,. (3.3.14)
0 RS

Thus we obtain
/+00 meas (S5 (£)\Q5 (t))dt < /+<>0 meas({Q <t < fnd)Q}) / ( O Q)+ dzdv,
0 0 R6

which gives, from (3.3.1),

+o0o
| meas(syane5@)ar < 155 = Qs = 1 = @l 0
and similarly for meas(25(¢)\ S5 (¢)). Using in addition the estimate

leq(@,0)] < |oQ(0)], |(fi 0 age) ()] < [0Q(O0)], [(Q* 0 apy) ™ (1)| < léQ(0)],

we deduce that the first two terms of (3.3.13) converge to 0 as n — +o00. We now deal
with the third term. Combining the strong L' convergence in (3.3.1), the monotonicity of
fr and the continuity of Q*, we get

Ve € (¢(0),0), froagp,(e) = Q" 0ag,(e) as n — +oo.
Thus for e € (¢¢(0),0) such that Q* o ag,(e) >t we have for n large enough
f:; OQ¢Q(6) > ta

which from the definition of the pseudoinverse (f; o a¢Q)_1 provides

e < liminf(f; o ad,Q)_l(t).

n—+

From the definition of (Q* o ad)Q)*l, we conlude that
lim inf (£ 0 agg) (1) > (Q" 0 agg) ().
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We just inject it into the third term of (3.3.13) to obtain

liminf(A, — B,) > 0.

n—-+o0o

Moreover, from (3.3.11), from the definition of Qf and from (3.4.24), we have
A, — 0and B, > 0.

We conclude that the convergence (3.3.12) holds true:
+oo
/ dt/ [(Q" 0 agy) " (t) — eq(x,v)] dzdv — 0. (3.3.15)
t=0 {fn<t<Q}

Since e — F'(e) is continuous and strictly decreasing with respect to e = \/|v|2 +1 -1+
¢g(x) for (z,v) € {Q(z,v) > 0}, we have

t < Q(x,v) implies Q" o a¢Q)_1(t) —eqg(x,v) > 0.
Thus, up to a subsequence,
for a.e. (t,r,v) € R% x RO, 1¢f.<t<@y — 0, as n — +oo.

Since 1y, <t<qy < 1<y and

+o0
/ dt/ 1y<gydadvdt = ||Q[| 1 < +oo,
t=0 RS

we may apply the dominated convergence theorem to get:

+o00
/ dt/ 1¢r,<i<@ydrdvdt — 0 as n — +o0,
t=0 RS B

which, from (3.3.14) is equivalent to

/ (Q — fn)rdzdv — 0 as n — +oo. (3.3.16)
RG
Now we write

/ (fn—Q)ydxdv < / (fn — fn*¢Q)+da:dv+/ (fn*¢Q — Q)4+dxdv
R6 R6

RG
+oo
Sl/ meas({f90 <t < ful)dt + 1 £2%% — Qll1,
0

where, from the equimeasurability of f, and f;d)Q, we have

meas({fn, * <t < fp})dt = meas({fn, <t < fn “})dt
0 0
= [ = oo
R6
< [ @ fadudos [ (£ - Q)dua

RG
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We finally get
[ (n=@dndv < [ (@ fudado+21£2% QL

Now, since Hf;% —Qllzr = Iff —Q*||z2 — 0, we obtain from (3.3.16) the L' convergence
| fn = QllL, (rsy — 0 as n — +oo0. (3.3.17)

Now, from the convergence of V¢y, to Vg in L2(R?) and from (3.3.1) we have

liminf/ (\/W T1- 1) (f — Q) dzdv < 0. (3.3.18)
RG

n—-+4o0o

But f, converges almost everywhere in R to @, thus we have an equality in (3.3.18) and
thus the convergence is strong:

/ <\/ lv]? + 1) |fr — Q| dzdv — 0 as n — +o0. (3.3.19)
R6

Similarly, we remark that

[ fnllLosy = 1fallr@y) = 1Q7 e @) = 1@l Lo(rs),

when n — +o00 and we obtain the strong LP convergence and the proof of Proposition 3.3.1
is completed.
O

3.3.2 Stability from the local compactness

Let p > % From the Hardy-Littlewood-Sobolev inequality and Hoélder inequalities, we
have from the classical interpolation’s inequality:

2p—3 P 1
IVor = Vgl < Klpr —pgll s < KNf—glpd™ If =gl llol(f = 9)lIZ: -
(3.3.20)
Thus for all f € &,
Ilf— QHEP < ¢ implies ||[Vé; — Vg . < Ke. (3.3.21)
Let fixed g9 > 0 such that
1)
Keg < 50,

where K is the constant in (3.3.21) and dg is defined by Proposition 3.3.1. Let € € (0, o).
Then an equivalent reformulation of Proposition 3.3.1 is the following: there exists

0<n<ep
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such that the following sentence holds true: if f € €, is such that

1f* = Q Npw <ns I = Q%Mo) <1y H(S) < H(Q) + 1, (3.3.22)
and
IV = Voqll 2 < do, (3.3.23)
then there exists a translation shift y € R? such that
If=QC—=vle, <e (3.3.24)

Remark that the assumption (3.3.23) can be replaced by

inf V(- +2) = Végll 2 < do. (3.3.25)

Indeed, on the first hand, if the condition (3.3.23) is satisfied, the condition (3.3.25) is
satisfied too. In the other hand, if a function f satisfies (3.3.22) and (3.3.25), then there
exists z € R? such that f = f(- + z,-) satisfies (3.3.23). But f satisfies (3.3.22) too. Thus
we have (3.3.24) for f and also for f.

Now we prove theorem 3.1.1. Let fo € €, such that

1fo=Qllg, <. (3.3.26)

Let f(t) € F([0,T),&p) a corresponding renormalized solution to (3.1.1) as stated in [19,
20]. We want to show that f(¢) satisfies (3.3.24) for all ¢ € [0, 7).
Let us first prove that f(t) satisfies (3.3.22) for all ¢. From (3.3.26), we have

1fo = Qllzrwsy < m. lfo — Qllrwsy < m, H(fo) < H(Q) + 1,
and from the property of contraction of symmetric rearrangement:
1f* = QN rry) < IIf — Qllzo(ws)y
we deduce that fy satisfies (3.3.22). By conservation of the flow, we have
vt € (0,7), f(t)" = fo and H(f(t)) < H(fo)-

We conclude that (3.3.22) is satisfied for all ¢ € (0, 7).
Let us now prove that (3.3.25) is satisfied for all t € (0,7"). At ¢t = 0, since n < &y,

from (3.3.21), we have
d0
”qufo - V¢Q||L2 < E

Moreover, from the regularity of the flow, the potential satisfies
t = Vo) € C([0,7), L*(R?)),
which provides the continuity on [0,7") of the function

Bt inf [[Vosu(-+2) = Vgl 2
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Indeed for all z € R, we have the uniform boundness

19500 (- +2) = Vool 2 = Vo +2) = Vool 12

<|Vosw (- +2) = Vorun (- +2)| 2 = [Vorw — Vorull 2

which provides the continuity of 8. Now, by a contradiction argument, assume that there
exists t1 > 0 such that S(t1) > do. Since B(0) < dp/2 there exists to > 0 such that
B(t2) = 364/4. In particular, f(t2) satisfies (3.3.22) and (3.3.25) and thus there exists
z(t2) € R3 such that

1f(t2) = Q(- — x(t2))le, <& < eo.

Injecting it into (3.3.21), we conclude that 3(t2) < dp/2, which contradicts our assumption.
The proof of Theorem (3.1.1) is complete.

3.4 Appendix

We give some useful properties of the jacobian a, given by (3.2.4) and the rearrange-
ment with respect to the microscopic energy defined in (3.2.5). We recall that the space
®, is defined for ¢ > 3 by (3.2.1).

3.4.1 Jacobian of the microscopic energy
We first gather in the following two lemmas some important properties of the jacobian
Q-

Lemma 3.4.1 (Properties of the Jacobian ay). Let ¢ € ®, with ¢ > 3. We recall that the
Jacobian ay is defined as

Ve <0, agle) = meas{(:c,v) ER® : Vu2+1-1+4(z) < e} . (3.4.1)
Then:
(i) We have the explicit formula:
47 9 2
Ve <0, agle) = — (14+e—¢(x)t —1)2 da. (3.4.2)
3 R3 +

Notice that ((1 +e— ¢($))i — 1)+ = ((1 +e—¢(x))? — 1) le_g(z)>0().
(ii) ag is €' on (—00,0) and is a strictly increasing € diffeomorphism from (inf ¢, 0)
onto R, which defines a(;l. Moreover there exist two positive constants C' and C such

that for all e < 0 and for all s >0

C

9
(IS, 1l
el =R

1 _
as(e) < <1+‘6|3) 16114, and a3'(s) > ~C

(3.4.3)

s4-3 s
The quantity inf ¢ is the essential infimum of the measurable function ¢.
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Let prove these properties.

Proof of Lemma 3.4.1. To prove (i), remark that for e < 0

VIP+T-1+6(2) < e & {6(x) < e and [o] < (14— 6(x))3 - 1)_%} .

Since lim ¢ =0,theset {z € R® : ¢(z) < e} is bounded and since ¢ belongs to LI(R?)

|x| =400

with ¢ > 3, we have ¢ € L} (R3) which implies

loc

belongs to L3(R3).

—+ vl

T ((1+e—¢(x))i — 1)

Thus for all e < 0, ay(e) is finite and after passing to the spherical coordinates in velocity
we obtain the formula (3.4.2).

. Then, for e < ey < 0,

—+ wojw

Proof of (ii). We define g(e,z) := ((1+e — ¢(z))% — 1)

1
0< Pfe,) <3((1 40— 6(@)% ~ D)2 (10— 6(2)),
which, as function of the variable z, belongs to L'(R?). Indeed its support is included
in the bounded set {z € R® : ¢(z) <eg} and ¢ € L7 (R3). Hence we may apply the
dominated convergence theorem and get that ay is a @! function on R* , nul on (—oo, inf ¢]
(if inf ¢ is finite) and strictly increasing on (inf ¢, 0).

We now look for the limit of ag(e) when e — 0. Since ¢ € @y,

3
4 2 2

a¢(e)zﬂ/ <1—|—e+ m(d))) —1| dor— +ooase— 0.
3 R3 1+‘IL" +

+

To conclude the proof of (i), let us study the behavior of a,(e) as e — —oo in the case
inf = —o0. We observe, from Holder inequality, that

aq(e meas{z € R® : ¢(z) <e 0 1+e— ¢z 2—1%dx 57 3.44
o(€) < (meas{z € B+ o(x) < e}) (AW@0+ o) 1) ) (3.4.4)

where both terms can be controled. The first term satisfies

e e[

meas{x€R3 . ¢(m)<e}§/¢( . <¢(x)>qdm§ ||¢||%q (3.4.5)

and the second term

/M@ (1 +e—o(@)? 1)

q
2

ol
we [ carip@mare (1)
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where we use the inequality (3.4.5). Now, injecting these both inequalities in (3.4.4), we
conclude that there exists a constant C' > 0 such that for all e < 0

C 1
cole) < s (14 15 ) 1ol (3.0

Finally the inverse a;l satisfies for all s > 0

_q
lollfa® | ol
4+

sa-3 sa

a;l(s) >-C , (3.4.7)

and the properties (ii) are proved. O]

The first lemma 3.4.1 gives first properties about the jacobian a4 at fixed ¢ € ®,. The
regularity of the jacobian with respect to the potential ¢ is studied in the following lemma.

Lemma 3.4.2 (Regularity of the Jacobian ag with respect to ¢). Let ¢ > 3. Then
(iii) Let (¢n), (en) and (sn) sequences of respectively ®,, R* and RY . Assume that
there exist ¢ € @4, e € R_U{—o0} and s € Ri U {400} such that

On — @ in Lq(R3), en — € and s, — s.
Then by denoting ag(—o0) =0, ay(0) = +00 and a;l(—i—oo) =0, we have
ag, (en) = ag(e) and a;:(sn) — agl(s). (3.4.8)

(iv) Let ¢, € ®, and let h = ¢ — ¢. Then the function (\,e) = agyan(e) is a CF
function on [0,1] x R* and we have

%a¢+,\h(e) =—4r | K (e— ¢(z) — Ah(z)) h(z)dz. (3.4.9)
RS

where the function K, defined by

(1+n),

+ o=

K@) = ((+n%-1)

is non decreasing and has its support in R .
(v) With the same notation as (iv). Let s € RY.. Then the function \ — a;}r)\h(s) is a
C! function on [0, 1] and we have

a;l,, (s) — é(z) — . e
‘%a;i”t(s) - /RaK( o)) ) e . (3.4.10)
/RS K <a<;-i1->\h(5) — ¢(x) — )\h(x)) dz
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Proof. Proof of (iii): From the control of the jacobian (3.4.3), we have directly for e = —c0,
ag,(en) = 0 =ay(—00) as n — +oo.

Let us now treat the case e < 0 such that e # —oco. Up to a subsequence, we have the
convergence

3
2

((1 +en+ dn(x)? — 1)_3F - ((1 +e+ o) — 1)+

almost everywhere in R3. To obtain the convergence in L'(R?), from a generalized domi-
nated convergence theorem, we have just to prove the following L'-convergence,

2

o = <(1+€O+¢n)i_1)f_ S (Ateatal 1) =g

where eg = ing e, < 0. In order to do it, we define the set
ne

Q:{xeR3, <]5(a:)<%0}.
Since ) is included in a compact set, the convergence of g, to g in L'(Q) comes from the
convergence of ¢y, to ¢ in L} (R?). Out of Q we have g(z) = 0 and, from a similar Hélder
inequality as (3.4.4), we get

/ gu(@)dz < C <H¢anLq + HQ%H%q)g (meas{x € R’ : pn(x) < e, (x) > € )qq3
- = BE o2
< C (meas{:n eR?: |on () — d(x)| > %0}> -
< o(Hen=ol)
€o

Thus the sequence g, converges to g in L'(R3\Q) and finally in L!(R3). By consequence,
we have the convergence ag, (e,) — ay(e) for e €] — oo, 0[.
Let us now treat the case e = 0. Let M > 0 be an arbitrary constant. Denote for all

n € N the space Q,, = {x c R37 |¢n($)’ < Qmﬂ} and let ey < 0 such that

T+
2 3
am <1+eo—|—m(¢)) 1) de>2Mm.
3 R3 2(1 + ’ZED + n

Remark that this integral is well defined since the inner function is zero out of B(0, R) for
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For n large enough, we have e, > eg and thus

ag,(en) > 3 Jua, (<1+60+2(1+|x|) . 1) dx

+

(e ) )

+

v

To prove that the second term converges to 0 as n — 400, we remark that the set of
integration of this term is ©, N B(0, R). Now, from the definitions of m(¢) and €, we
have for all x € Q,,

m(g) | m(e) . m(@)
A+l T+l = 20 + Ja])

6al@) = 9(@) = —

and thus

Since ¢, converges to ¢ in LI(R?), we deduce that the measure of the set Q, N B(0, R)
converges to 0, which implies that the integral

/Qn <<1+60+2(T_i(_¢‘;’>)j—1>2d:r

+

converges to 0 as n — 4o00. Hence for n large enough ay, (e,) > M, which concludes the
proof of the convergence of ay, (€y).

To prove that a;j(sn) — a;l(s), we denote e, 1= a;j(sn). We know from the above
result that, if e,, converges to e € [0, +o0], then

Sp = ag, (en) — ag(e).

Hence, any subsequence of (ey,)nen converges to e = a;l(s), which gives the convergence

of the whole sequence (e,)nen to e = a;l(s). The proof of (iii) is complete.

Proof of (iv): We recall that h = ¢ — ¢ with ¢,¢ € &, and that A € [0,1]. From the
convexity of ®,, the function ¢ + Ah belongs to ®, and ag1yp, is well-defined. For e < 0
fixed, we aim to differentiate on (0,1) the function

47

A= a¢+>\h(e) = 3

/RS (14 ¢ — 6(x) — M(x))2 —1)? da.
First, the set of integration satisfies
{zeR? : (p+I)(z)<e} C{zeR®: ¢(z) <e}U{x€R3 : o(x) <e},
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which is included in a compact set of R3. Now, we have for all z in this set

§1Ru+e—¢@ynwmni_n

—+ e

| = 8K (e = 6(2) = Mn(@)) h(w),

(1 + n). This derivative can be bound uniformly with

4+ =

where K(n) = ((1 + 77)3— - 1)
respect to A by

K (e = ¢(x) = A(x)) [h(2)]

IN

K (e~ 6x) = () l6(2) + d(a)

IN

¢ (1+]ow - '),

which, combined with the fact that ¢ +d~> € L?OC(]RS) allows the Lebesgue dominated
convergence theorem and thus implies (iv).

Proof of (v): Let s € R%. The continuity of A — ad_)}r/\h(s) comes directly from (iii). Let
us differentiate this function on Ao € (0,1). Denote ¢pg = ¢ + A\oh and ¢\ = ¢ + Ah with
A # Ap. Then we rewrite

a31(s) — az)(s) GGl s) = a5l (s) (a3 (s)) — agy (a51(s))

AN=ho o ag(ag)(s) — ag(ay)(s)) X — Ao

Since a;;(s) converges to a;ol(s) as A — Ao, the first term satisfies

a;j(s) — ad_)ol(s) . 1
agy(ag, (s)) — agy(ag, (s))  al (ag) ()

and the second term satisfies

as A — Ao,

ag(az!(s)) — agy(az (s
g0 (g, ( ))\)_)\jk( — - a%\%“h (a’;ol(s))

Using (3.4.9), we finally get the expression (3.4.10).

A=Xo

O
Lemma 3.4.3 (Changes of variables). Let a € CO(R) N L®(R), G € LY(Ry) and for all

(z,v) € RS
e(z,v) = /|2 +1—-1+ ¢(x).
Then

0
/ o (e(x,v)) G (ag (e(z,v))) dedv = / a(e)Glale))as (e)de
e(z,v)<0 inf ¢
(3.4.11)

+o0
= [ el o6

where inf ¢ is the essential infimum of ¢.
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Proof. We perform the change of variable e = \/|v[? +1 — 1 + ¢(z), with respect to the

velocity variable v to get

/ a(e(z,v)) G (ag (e(x,v))) dedv
(z,0)<0
0 1
= Ar /RS dx /(b(x) a(e)G(ag(e)) (1 +e— o(x))3 — 1)J2r (I1+e—¢(x))de

0
- / a(e)Glag(e)) !y (€)de.
inf ¢

We have then directly (3.4.11) since a, is a €!-diffeomorphism from (inf ¢,0) onto R% . [

3.4.2 Rearrangement with respect to the microscopic energy

We use now this jacobian to define a new rearrangement of any f € €, with respect to
the microsopic energy +/|v|2 +1 — 1 + ¢(z), where ¢ belongs to ®, given by (3.2.1). We
first recall some basic properties of the classical Schwarz symmetrization.

Lemma 3.4.4 (Schwarz symmetrization). Let f € &,, nonzero, with p > % We define
the Schwarz symmetrization f* of f on RY by

Vt >0, f*(t)=inf{s >0, ps(s)>t},

where iy is the distribution function of f defined by (3.1.7). Then f* is the unique nonin-
creasing function on RY such that f and f* have the same distribution function

Vs >0, pp(s) = ppe(s).
Moreover, if f is continuous then f* is continuous. In particular, Q* is continuous.

Now, from this Schwarz symmetrisation, we define a new rearrangement with respect
to the microscopic energy.

Lemma 3.4.5 (Symmetric rearrangement of f with respect to the microscopic energy).
Let f € €,, nonzero, with p > % and ¢ € ®,. Let f* be the Schwarz rearrangement of f in
RS, We recall that the function f*® is defined by

£ (oo (VIP+I=140@)) & VIP+T-1+0() <0

f(@,0) = (3.4.12)
0 if VP +1—1+¢(x)>0.

Then,
(i) ** is equimeasurable with f, which means

f** € Bq(f) ={g € L1 N LP with pig = jis}. (3.4.13)
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(ii) f*¢ belongs to €, with

(e

2(2p—3) 2p
< (VO 1A WU + 1) (3.4.14)
(iii) A function Q as defined in Theorem 3.1.1 satisfies
F=Q" oag, on R: and Q = Q*%2 on RS,

(w) Let f,g € &, satisfying pg < puy and ¢ € ®, then

/R6 (\/W -1+ qﬁ(rr)) (g - f*¢) dzdv > 0. (3.4.15)

with equality if and only if g = f*¢. In particular

> J(f*99), (3.4.16)

1 2
Hig) = H(F*) + 5 |[Voy = Vo yua |,

with equality if and only if g = f*%s.

Proof of Lemma 3.4.5. (i) Equimeasurability: Let 8 € CY(R.,R,) satisfying 3(0) = 0.
Using the change of variable given by (3.4.11) we have

—+00

[ 8 (s¢) dedo = [ 7570 ds= [ 570 dode
RS 0 IR6
which gives the equimeasurability of f and f*?.

(ii) Control of the kinetic energy: From the definition of f*?, see (3.2.5), we have

/RG (VP +T=1+0()) £ <0,

and
— | o)z, v)dedy = Vo(x) Vo (z)d.
R6 R3

Thus, from the Cauchy-Schwartz inequality

/ ]v|f*¢ < / (\/mfl)fwﬂL‘fw I
RS RS (3.4.17)
< Vel Hv‘bf*d’ ‘LQ L

Moreover, the interpolation inequality (3.1.11) and the equimesurability of f and f*? yield

p—3 P

2
| < CIAIT Dl fl 7D

(3.4.18)

1
2
A

[Vges

10177
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Hence the inequalities (3.4.17) and (3.4.18) imply

[ 1wl = K(o.1) ( / !vlf*¢)2 | fl <0,
RS RS

2p—3

K(¢,f) = CIIVoll 2 IFIT I8
The control of the kinetic energy (3.4.14) follows.

with

(i) The profil Q, fived point for the rearrangement f*®7: From the assumptions on Q
in theorem 3.1.1, the measure of the support of Q) is a¢Q(eQ) and the function F is a
strictly decreasing €!-diffeomorphism from [min ¢q, eg] onto [0, |Q||s]. Thus we have for
all e € [min ¢q, o],

aoe) = meas{(:v,v)ERG : F(s/]v|2—|—1—1+¢Q(x)> >F(e)}
= meas {(z,v) € RS : Q(z,v) > F(e)}
= meas{s €R} : Q*(s) > F(e)},

from the definition of the Schwarz symmetrization QQ*. We rewrite this equality: for all
a € [0, Qo]
Agq © F~'(a) =meas {s e RL : Q*(s) >a}. (3.4.19)

We know that Q* is a decreasing function on [0, meas(Supp(Q))] = [0,a4,(eq)]. The
equality (3.4.19) and the continuity of agpg o F ~1imply the strict decrease of Q*. Moreover,
since the Schwarz symmetrisation conserves the continuity, Q* is continuous on [0, ag, (eq)]-
We conclude that, for all a € [0, |Q]|],

Q" (meas{s € R} : Q*(s) >a}) =a.

We deduce that for all e € [min ¢, eq], F'(e) = Q" 0 agy(e), which implies in particular
0= F(eq) = Q" o agy(eq). But Q* oay, is discreasing on R* and we also have

F = Q" oag, on [mingg,0). (3.4.20)
Let now for all (x,v) € R®
e(z,v) :==/|v2+1 =1+ ¢g(x) € [min ¢g, +00).

If e(x,v) <0, from (3.4.20), we have Q(z,v)

= F(e(z,v)) = Q*®Q(z,v). If e(x,v) > 0,
from the definition of Q*%@, we have Q*?? (z,v) = 0

= F(e(z,v)) = Q(x,v).
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(iv) The Hamiltonian of the rearrangement: Let f,g € £,. Then

IVéy — VéslZa = — / (6 — 65)(g — f)dady
RS

= —/ gbggdxdv—/ (bffdxdv—i—Q/ ¢g fdxdv,
IR6 RS RR6

where we use [ ¢rg = — [Vo;Vdy = [ ¢gf. Finally we have

V6, = Vsl = =2 [yl = oo+ Vo513 = V6, .
Thus we obtain

H(g) - H(f) = /R (VIEFT-1) (g~ f)dado+ 5 (1967123 — IV ayl12:)

where the Hamiltonian is defined by (3.1.4). We apply this equality to g, f*%s € &p with g
nonzero and f € &, to get

H(g) = H(70) + 5 ||y~ V6 e

; + /RG (VIeP+T=146,) (9 %) dedo.

Hence, to prove the inequality (3.4.16), it is sufficient to prove (3.4.15).
Let f €&y, g€ &y, ¢ € Py andlet T defined by

T= /RG (\/m 1+ gb(x)) (g - f*¢>) dzdv. (3.4.21)

The claim T > 0 is a classical inequality for the rearrangements (see [43] for the Schwarz
rearrangement for example and [42] for the new rearrangement). To simplify the notation

we define
e(z,v) = [v[2+1—-1+ ¢(x),

and we use the layer cake representation

f((L’, U) = / 1t<f(:v,y)dt
R4

+o0o
T:/ dt / e(m,v)dxdv—/ e(z,v)dxdv |, (3.4.22)
0 S1(t) Sa(t)

Si(t) = {(x,v) e RS, f*¢(x,v) <t< g(m,v)},

to find

where
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$a(t) = { (@,0) € RS, g(a,v) <t < [, 0)} .
Now, from the properties about the pseudo-inverse of f* o ag, we deduce that
e(z,v) > (f*o ad,)*l (t), for all (z,v) € Si(t),

and, from p, < py, we have for all ¢ € RT, meas(Si(t)) < meas(S2(t)). Thus, since
(f*oay)t <0,

+o00
x —1
T> /0 dt /SQ(t) ((f ocag)  (t)— e(x,v)) dxdv.
But,
e(z,v) < (f*oay) " (t), forall (z,v) € Sa(t),

which implies on the one hand that T" > 0 and in the other hand that, if 7' = 0, we have,
for almost all ¢ € Ry, meas(S2(t)) = 0. Thus we have, almost everywhere meas(S1(t)) =
meas(S2(t)) = 0 which gives g = f*¢.

O

Now we give a lemma in which states a method to inverse clearly the function f* o ag.

Lemma 3.4.6 (Pseudo inverse of f*oay). Let f € &,, nonzero, with p > % and ¢ € P.
Let f* the Schwartz rearrangement of f in RS. We define the pseudo inverse of f* oag for
s € (0, [ fllz~) as

(f*oap) (s) = sup{e € (inf $,0) : f*oay(e) > s}. (3.4.23)

Then (f* o ag)™' is a nonincreasing function from (0, f||z=) to (inf¢,0) and for all
(ZE,’U) €R® and s € (07 ”fHLOQ)z

F>z,0) > s = Vo2 +1 -1+ ¢(x) < (f*oap) (s), (3.4.24)

and
FPa,0) <s= VR +1—1+¢(x) > (fFoay) (s). (3.4.25)

For the proof of this lemma, we refer to [42].
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Chapitre 4

Etude numérique du systéme de
Vlasov-Poisson en coordonnées
radiales

4.1 Introduction

4.1.1 Présentation générale

Notre but dans ce chapitre est de développer un schéma numérique pour le systéme de
Vlasov-Poisson en coordonnées radiales, i.e en r = |z|, u = |v| et s = x - v. Cette étude
est motivée par deux aspects : valider les résultats théoriques existants et conjecturer de
nouveaux résultats pour ce systéme. Plus précisément, on cherchera un schéma qui conserve
la masse et le Hamiltonien pour garantir sa robustesse puis on donnera les pistes pour une
étude future du comportement global d’une solution pour une fonction initiale donnée. Le
but futur est ainsi, d’une part, de confirmer la stabilité de solutions stationnaires de la
forme

ol e est ’énergie microscopique associée a @, et, d’autre part, d’étudier en temps long
le comportement de solution proche de @) pour mettre en évidence une possible stabilité
asymptotique ou un possible amortissement Landau.

Nous nous limitons au systéme de Vlasov-Poisson dans le cas radial car il n’existe pas de
méthodes peu cotiteuses qui permettent d’étudier le cas général. Ce manque provient de la
trop grande dimension de I'espace de travail R®. Se ramener a des coordonnées radiales, et
donc & la dimension 3, n’est pas pour autant trés restrictif quant aux phénomeénes étudiés :
le cas radial comporte en effet, & une translation en espace preés, tous les états stationnaires
mis en évidence dans le cas général.

Afin d’obtenir un schéma numeérique conservatif, nous nous intéresserons uniquement
a des méthodes de différences finies. Notons qu’il existe d’autres maniéres d’aborder nu-
mériquement ce type d’équations cinétiques : par exemple par méthode PIC (Particule In
Cell), voir [56] ou par séparation de 'opérateur de transport (operator Splitting), voir [32].
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130 CHAPITRE 4. ETUDE NUMERIQUE DE VLASOV-POISSON RADIAL

Cependant ces méthodes ne sont pas conservatives.

Avant d’introduire un schéma numérique pour ’équation de Vlasov-Poisson radiale,
commencons par effectuer des rappels sur cette équation. Tout d’abord, le systéme de
Vlasov-Poisson s’écrit

Of+v-Vuf —Vuds-Vof =0, (t,z,v) € Ry x R3 x R3,

(4.1.1)
f(t = vavll)) = fD(va) Z 07
pour lequel le potentiel ¢ vérifie
Bos(a) = pyla) = [ 1.0 i

¢f(x) = 0 quand |z| — 4-o00.

Dans le cas radial, il devient
Ouf + farf - %qb'f(r)@uf + (u? = rdy(r) Dsf =0, (t,ryu,s) ERL xQ,  (4.1.3)

ou Q={(r,u,s) e Ry xRy xR, [s] <ru} et

2T

1
¢}(r) — 2/ F2pf(,,2‘)df et Pf(r) — / f(T’, u, S)ududs-
r r<r r u>07 \s|<ru

Remarquons que la continuité de V. f et V, f en respectivement = 0 et v = 0 implique
O f(r=0,u,s=0)=0 et 0,f(r,u=0,s=0)=0.

La conservation de la masse s’écrit alors
M(f(t)) == 8772/ f(t,r,u, s)rudrduds = M ( fo)
Q

et celle du Hamiltonien

H(f(t)) := 8n? /Q f(t,ru, s)ruddrduds — 4 0+00 ¢}(t)2r2dr = H(fo).

De plus, dans le cas radial, nous connaissons exactement les invariants de 'opérateur de
transport

s s
;@f - Ed’lf(r)auf + (U2 - 7"/)}(7’)) s f,
qui sont I’énergie microscopique et le moment cinétique |7]

[v]?
e:7+¢f(x) et [ = |z Avl.

Nous verrons que ces invariants sont importants dans I’étude numérique du systéme car ils
permettent de le simplifier.
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4.1. INTRODUCTION 131

4.1.2 Choix du systéme de variables

Présentons différents systémes de coordonnées adaptées a I’équation de Vlasov-Poisson
radiale. Nous donnerons pour chacun de ces sytémes les avantages et les inconvénients
découlant d’une approche numérique.

Variables (r,u, s) = (|x|, |v|,z-v) : Le choix le plus naturel est de discrétiser notre équation
en les variables (r,u, s) :

Of + ;arf - %qﬁ’f(r)auf + (W =g () 0sf =0, (t,r,u,s) €Ry xQ,  (4.14)

ou Q = {(r,u,s) € Ry xRy xR, |s| < ru}. Remarquons tout d’abord que malgré les
apparences, puisque |s| < ru, ’équation (4.1.4) n’admet pas de singularité. Cependant, la
forme du domaine €2 pose des problémes quant au schéma numérique a adopter au niveau
des bords du domaine : pour avoir une bonne approximation en v = 0 et u = 0 il faudrait
prendre ds ~ drdu, multipliant le temps de calcul. Avec ces variables, il parait bien délicat
d’obtenir un schéma conservatif au niveau du bord.

v
B
tive est de passer en coordonnées (r,u, ) € Ry xRy x [0, 7] ot la variable 6 est définie par
s =x-v=rucos(). En notant g(r,u,8) = f(r,u, rucos(d)), 'équation de Vlasov-Poisson
se réécrit alors

Variables (r,u,0) = (|z|, |v|, arccos( )) : Pour palier ce probléme, une premiére alterna-

u? — rg)(r)

drg + ucos(0)0rg — ¢ (1) cos(0)Dug + Tg sin(6)dpg = 0, (4.1.5)
Le domaine Ry x Ry x [0,7] est bien plus facile & discrétiser mais une singularité est

apparue en r = 0 et en u = 0. En théorie, on a
Opg = —rusin()dsf =0 pour r =0 ou u =0,

ce qui permet de gommer cette singularité. Numériquement, il parait trés difficile de conser-
ver cette propriété.

v

Variables (r,q,1) = (|z], iR
s’intéressant a I’équation de Vlasov-Poisson radiale, on utilise I'invariant | = |z A v| comme
variable. Remarquez que 'utilisation de 1’énergie microscopique comme variable n’est pas
adaptée au probléme du fait de sa dépendance en temps. Une premiére idée serait de
passer en coordonnées (r,u,l) mais le passage (r,u,s) — (r,u,l) n’est pas injectif. On
préfere généralement utiliser les variables r = [z[, ¢ = & = Tt et | = [z Av|. En définissant

||
g(r,q,1) = g(r, 2, Vriu? — s?) = f(r,u,s), on a

|z Av|) : C’est pourquoi dans la plupart des études numeériques

l2

Le domaine qui s’écrit

Q:{(ra%l) GRJr XRXR+> 0§l§r|Q|}
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132 CHAPITRE 4. ETUDE NUMERIQUE DE VLASOV-POISSON RADIAL

est agréable car a [ fixé on se raméne a un demi-plan {r > 0}. De plus, dans un espace
du type {r > Ry}, ces variables semblent tout indiquées, puisque on n’a pas de singularité
en u = 0. Cependant, ici le cas 7 = 0 est au centre de notre étude et la singularité dans
le terme [ /73 est numériquement trés délicate & compenser : théoriquement, elle I'est par
I’explosion de 0,g lorque r tend vers 0.

Variables (r,u,l) = (sgn(x-v)|z|,|v|, |x Av|) : Revenons aux variables (r = |z|,u = |v|,l =
|z A v|). Pour contourner la non-injectivité de (r,u, s) — (r,u,l), séparons ce changement
de variable en deux cas : le cas s > 0 donne

/ l2 , / 12

et le cas s < 0 donne

[ Y T

Pour éviter d’écrire ces deux équations, on prolonge artificiellement la variable r sur I’en-
semble des réels R. On cherche donc une fonction de distribution f définie sur I'espace

Q={(r,u,l) e Rx Ry xRy, I <|r|u}

12 2
Ouf +u\[1 = 50, = (1= 5 50uf =0, (4.1.9)

ou le champ de force gﬁ’f est défini par

qui vérifie

7|
Vr > 0,04(r) = o3 [ Pori)dr et d(—r) = ~d5(0).

ou pour tout 7 > 0

+o00o
™ Jo I<|rlu

_ 2
1 r2u?

Remarquons tout d’abord que le champ qﬁ’f est le prolongement par imparité du champ
gravitationnel habituel. En revanche, la densité est séparée en deux selon x - v > 0 et
x-v < 0. Le prolongement effectué nécessite qu’on s’intéresse aux conditions de raccord en
s =0 : pour tout (r,u) € Ry x Ry celles-ci impliquent la continuité

fl=ryu,l =ru) = f(r,u,l = ru) (4.1.10)
et
. 12 . 12
Til_r>rl1+ 1-— WVf(—r, u,l) -ny = _rigrll+ 1- WVf(r, u,l) -n_, (4.1.11)
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4.2. ETUDE THEORIQUE DE DIFFERENTS SCHEMAS NUMERIQUES 133

ol n; et n_ sont les normales sortantes du domaine €2 respectivement en r = [/u et en
r = —l/u. La condition (4.1.11) peut se réécrire sous la forme

. . 12
ril—rle+ V1 Tguza f(=rul) = Til_r>rll+ 1- u20 flru,l),
2 2
lim 4/1— : Ouf(—r,u,l) = — lim /1 — ! SOuf(r,u, 1), (4.1.12)
ru—l+ r2u2 T ru—i+ 2y
lim (/1 - O f(crul) = — lim y/1— = 0L (ru.1).
ruliI}+ r2u2 ! n - ruliI}-&- 72 AR

2
On voit bien que la racine 4/1 — TQZ? tend vers 0 lorsque ru — [T mais ce facteur est
nécessaire dans la condition (4.1.12) car, théoriquement, les dérivées partielles de f peuvent
12
r2u
Revenons maintenant & notre objectif : trouver un schéma numérique pour cette équa-
tion. A priori, le domaine d’étude est ici aussi compliqué que celui correspondant aux
variables (r,u, s). Cependant, ce paramétrage présente un gros avantage : les caractéris-
tiques sont incluses dans des plans {I = constante} comme le montre I’absence de terme
en O;f. Ainsi, le pas de temps Al qu’on considérera peut étre variable et ne sera soumis a
aucune condition CFL. De plus, pour trouver un schéma conservatif, il suffit de se limiter

a une étude faite a [ fixé : en effet, on a

/ru>l /1 5

Pour le Hamiltonien, sommer selon la variable [ est nécessaire pour obtenir son invariance.

<

exploser & une vitesse inversement proportionnelle a 1/1 —

f(t, 7, u, l)dudr = M;(0). (4.1.13)

4.2 Etude théorique de différents schémas numeériques

4.2.1 Cadre général
Plagons nous sur un intervalle de temps [0, 7] pour T > 0 fixé et sur un domaine
Q= UZEOQI

ou = {(r,u) € R xRy, |rul| > l}. En la variable temporelle ¢, on considére une
subdivision & pas constant

(to=0,...,tn, ...ty =T) avec t,, = nAt.

Nous notons les pas en espace et en vitesse respectivement Ar et Au. On définit alors les
discrétisations centrées (rg)r>1 et (u;)i>1 telles que

1
pour k> 1, rp = <k — 2) Ar et r_p = —r1p, (4.2.1)
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134 CHAPITRE 4. ETUDE NUMERIQUE DE VLASOV-POISSON RADIAL

et
1
pour ¢ > 1, u; = <z - 2) Au. (4.2.2)

En la variable [, nous choisissons un pas maximal Al et un entier p tels que
2A1 < 2P ArAu.

Nous choisissons maintenant une subdivision de R4, notée (I;);>0 et définie par

Al Al Al
()<2—p<ﬁ<...<7<Al<2Al<3Al<... (4.2.3)

Alors, lors de notre discrétisation nous nous placerons au centre de ces intervalles en

Zj + Zj+1

5 (4.2.4)

I =

pour tout j > 0. Nous noterons Al; la taille des intervalles [Zj,ZjH] pour tout j > 0, i.e.
Alj = Zj+1 —Zj < Al.

Le choix de cette discrétisation pour le domaine € n’est pas anodin. D’une part, centrer
les discrétisations en espace et en vitesse permet de ne pas avoir de difficultés lors de
divisions par r et par u. D’autre part, on affine la discrétisation prés de [ = 0 en choisissant
4ly < ArAwu pour s’assurer que des espaces du type

{l;, i <lrglui} & rp et u; fixés

ne soient jamais vides.
Pour une telle discrétisation du domaine 2, on cherche alors une approximation

f]?;z,] = f(tnarkaui)lj)

ou la fonction f satisfait ’équation

/ 12 12
Of +u l—m&f—qﬁ}(r) 1—@auf:0. (4.2.5)

sur le domaine € et vérifie les conditions au bord (4.1.10) et (4.1.12).
On s’intéresse & un schéma numérique du type explicite

fn—i—l _ fn _

Dif" =—x;

= [uly, @i g Dr f" + @], onaiDuf", (4.2.6)
ot D, et D, sont les opérateurs différentiels correspondant a 0, et 0y. Le terme [u], est

une approximation positive de u en u;, le terme {gb'fn} est une approximation de qb}n en
Tk

. o / 2
rp de méme signe que ry et le terme oy ; ; est une approximation de 4/1 — rzju > & valeur
k™
dans [0, 1].
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Notons qu’il n’est pas concevable d’envisager un schéma implicite compte-tenu du
nombre de variables. Ainsi, pour garantir la stabilité du schéma, on doit choisir pour
u > 0 un schéma aval en espace, pour r» > 0 un schéma amont en vitesse et, pour r < 0, un
schéma aval en vitesse. Le sens du transport selon chaque coordonnée peut étre modélisé
al > 0 fixé par

Les conditions aux limites impliquent deux propriétés : la continuité f(A~) = f(AT)
et f(B™) = f(B™) et le transport de la masse en espace de A~ a4 AT et en vitesse de BT
aB.

4.2.2 Notations et Consistance

Dans un premier temps, nous allons montrer qu’il existe un schéma numérique consis-
tant et stable pour le systéme de Vlasov-Poisson radial sans tenir compte des conservations
de la masse et du Hamiltonien.

Notations générales

Dans un premier temps, nous devons chercher une formulation de la densité p™ ~ psn.
En effet, le calcul du potentiel (b’fn et le calcul de la masse sont directement liés a cette
densité. Fixons r; > 0. En ce point, nous devons chercher une approximation

27 l
PR pyn(ry) = 2/ S —
T Ju>0, i<|rglu /1 ppe)

k

La premiére idée serait de prendre directement

n 2m l'+l n
=g D =l AuAl

r — =y
k ,] 1— jtsg
g lu;>15 riu?
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136 CHAPITRE 4. ETUDE NUMERIQUE DE VLASOV-POISSON RADIAL

. 2 . . .
Cependant, comme on divise par le terme /1 — —oo qui peut étre tres proche de 0, cette

formulation ne conduit pas & un schéma consistant. On peut néanmoins trouver une autre
formulation plus adéquate. Remarquons tout d’abord qu’a 7 et u; fixés, on sait calculer

la primitive
l / 12
/ 1= B ' TR
’I“kui

Ainsi, on a

ug, U)dl = Z Mg fig + ri; O(AD),

|7k us l
/ / 12 s
0 1 - 2.2
T Wi

Irklji>zj
oil, en prenant la suite ({;) définie par (4.2.3),
2 2 ZJQ‘ Zi,i,j+1
Mg = TR, 1 - T,%uf —4|1- W ; (4.2.7)

avec _ _ )
lijer =1 st L < |refui,
(4.2.8)
lpijr1 = |relui st Ligr > 75w,

Remarquons que pour tout (k, %, j) le coefficient my, ; ; appartient a [0, 1]. Finalement, avec
les notations précédentes, on obtient

pro(r) =20 > g fl u Au+ O(AD) + O(Au). (4.2.9)

2
\T‘k\ui>lj

Avec ces notations, donnons maintenant les définitions générales qui resteront valables dans
toute la suite de notre étude et auxquelles on pourra donc se référer.

Définition 4.2.1. Pour une fonction de distribution (f}!,; ;), on définit la densité (p), la
masse M™, le champ gravitationnel (E}') et le Hamiltonien H™ par

27
o Vke N, pp= ) Z M i i AU,
k i,j

2
\T‘k\ui>lj

+o0
o M"=Adr g ripR Ar = 8r? g Myij fii ;AT Au,
k=1 kyi,j
[rglug>1

o (E}) est impair, du signe de ry et sera défini plus tard.

° HTL — n _En

cin pot» avec
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n 2 2 n
Ej, =8r E u; mkﬂ,jfk’i’jArAu
k7i7j

|7glug>15
et (4.2.10)

Ep, =4m Y 1 (Bp)* Ar.
k=1

Définissons maintenant le schéma numérique que nous allons étudier.

Définition 4.2.2 (Schéma numérique). Soit (f,?”) définie pour tout (k,i,7) € Z* xN* xN
tel que lj < |ri|u; ou les suites (1), (u;) et (I;) sont définies par (4.2.1), (4.2.2) et (4.2.4).
Alors on définit pour tout n € N la matrice (f,?”) par

fn+1 fn

Dy f" = AL

= [u; 50 ani DY " + [(b}n] Qi DI, (4.2.11)

ou
- pour tout (k,i,7), les ay;; sont des termes positifs,
- les [ul; 5y sont fonctions positives de u; et du signe de 1y, noté 6(k),

- les { ’fn} sont du méme signe que Ty, et ne dépendent pas de i et j.
Tk

- compte-tenu des conditions de bord, les opérateurs différentiels D;‘;’j et Dﬁ’j peuvent dé-
pendre de (k,i,j).

Un schéma consistant et stable

Grace a I'étude précédente, on peut mettre en évidence un schéma consistant, stable
dans L et préservant la positivité de f™.

fn+1 fn o )
Schéma A : Dyf" = =" = —ujay; ;DRI " + oy, ;DI ™, (4.2.12)
avec
12
J
Qi =4/1 2,2
TEu;
1 & 1 &
n __ _— 2 n _ - n
Bi=— Y ripphr=— Y Ar ) ompf"Au,
k k41 Kje_py1 0520
l]<|7‘1~€|uz
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et, ou les opérateurs différentiels sont définis par

¢ n__ fn L Ls
Vi > 0, Drkf":M sirp_1 > L oury < —L
Ar Uj U;
n in+1 - fln . lj
Vk >0, D, f"'="—""—— siuy >— (4.2.13)
Au Tk
Vk <0, Dy f"= = Jia siui_q > li,
’ Au Tk
et au bord,
( n__ fn Ls
Vi>0, Dy f"= Ji fﬁkill. sirg_y <L <y
Ar +2 (rk - u—”l) Ui

(4.2.14)

R L R S . i
Vk <0, D, f"= siui—1 < = < uy.
Au+2(ui—lj> Tk

Th
Remarquons que £} vérifie la condition
(E}) est impair, Ej = p{'Ar, et, Vk € N*, D.(riE}) =17 (pf + p"1) A,

ol D, est Popérateur correspondant a un schéma d’Euler explicite aval. Ceci importe peu
ici mais sera capitale pour la conservation du Hamiltonien.

Consistance et stabilité du Schéma A : Commengons par étudier la stabilité du schéma A.
Pour conserver la positivité de f™ et avoir la stabilité L>° du schéma, il suffit de maniére
trés classique de satisfaire la condition de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) suivante

At At
—— Ell— < 1.
Ui +| k’?)Au <

A (4.2.15)

Maintenant, d’aprés 1’étude générale faite précédemment, la consistance du schéma
provient directement des opérateurs d’ordre 1 choisis. Pour motiver ce choix, travaillons en
une dimension 1 et plagons nous sur la droite (u,l) = (u;,1;). Nous notons alors kg € N*
le plus petit £ > 0 tel que rpu; > 1; :

@B
AN

Lorsqu’on peut le définir et donc a une certaine distance du bord, on prend comme discré-

tisation n n
Ji = i

Dy, f" = F T ik > ko ou k < . (4.2.16)
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De plus, en kg, prés du bord, au sens des conditions au bord données auparavant, la
consistance est satisfaite pour
D, f"= f /?o —f ﬁlfo
Mot 2N
Cependant, une telle discrétisation risque de demander une condition de Courant-
Friedrichs-Lewy (CFL) trop restrictive pour conserver la positivité de f™ : en effet, le
pas 2A peut étre bien plus petit que Ar. C’est pourquoi dans nos schémas, on considérera

un opérateur du type
n n
fk() - f—ko—l

n _
D 7 = 2A + Ar
qui est consistant et qui ne demandera pas une condition CFL trop stricte au niveau des
bords.
Les résultats des tests numériques, faits a partir du schéma A défini par (4.2.12), sont
exposés dans la partie 4.3. Nous voyons en particulier que la masse n’est pas conservée.

(4.2.17)

4.2.3 Conservation de la masse
Critéres de conservation de la masse

Nous cherchons ici & modifier le schéma A pour conserver la masse M™ donnée par la
définition (4.2.1). Dans le but de simplifier les notations, commengons par étendre celles-ci
a lespace u < 0 en faisant la symeétrie par rapport a 'axe (r,u) = (0,0). Ainsi pour toute
matrice 7y, ; et pour tout (k,4,j) € Z* x N* x N, on a

V=ik,g = Vi,—k,j>
et Vopérateur D~"*J est défini a partir de D**J par

k,—i,j — pkiJ
D™y i = D" Yk 4

pour toute matrice 7 ; ;. Ces nouvelles notations permettent en particulier d’écrire plus
simplement & k > 0 et j > 0 fixés

> (ig +r-kif)Au= > ki Au
iEN* i€Z*
lug|<lj /Ty lug|<lj/rg

En particulier, en définissant les espaces

U+ = {(k,l,j) € 7" x N* x N, lj < \rkui|},
Rt = {(k,i,j) € N* x Z* x N, l; < |rewil},

Z Vkjij = Z Vkyi,g+

(kyi,j)eU+ (kyi,j)ERT

on a

Maintenant, énongons un lemme donnant des conditions suffisantes pour la conservation
de la masse.
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Lemme 4.2.3. La masse donnée par la définition 4.2.1 est conservée par le schéma (4.2.11)
si les opérateurs de différences finies Dy? et DRI et les coefficients «y,; ; satisfont les
propriétés suivantes :

(i) V(k.i,7), (D;ﬁ)*(rnk,i,jak,i,j [u]i,(s(m):(),
(4.2.18)

(i) (ki) (D) (mpsgones) = 0.

ot les opérateurs adjoints (D;])* et (Dﬁ’j)* sont définis par : pour toutes matrices (Vi ;)

et (gr,ij) définies sur Q,

v(i,7), Z Vi,ij D gp i i Ar = Z Ghyinj (D7) i j AT, (4.2.19)
keZ* LEN*
[Pl <lj/u; Irpl<tj/u;
et
Vi) Y adDigragdu= Y g (De7) i Au, (4.2.20)
iEL* icZ*
lug|<lj/ry il <Lj /7y

Remarque : Notons que, si [ul; 5 = [u]; ne dépend pas de k, la conservation de la masse

ne dépend ni du choix de [u]; et ni de {qb}n} dans le schéma numérique (4.2.11). De

Tk .. .
plus, si cette propriété est vérifiée, notons que lorsque les opérateurs (D;7)* et (Dﬁ’] )* sont
indépendants respectivement de (i, j) et (k, j), alors, il suffit d’avoir
(D) (1) = (D7) (1) =0
et d’avoir ay,; jmy; ; indépendant de k et de 1.

Démonstration du lemme 4.2.5. Les définitions 4.2.1 et le schéma (4.2.11) impliquent

DM™ =87 Y mpiDiff jArAu = 872 ArAu (S + ),
(kyij)eU+

kg™
Si= Y [ulisemkigoniiDeflis = Y. i (Dr’]> ([ul.semym,ijoun,i) -
(kying) €U+ (ki) €U+

Sp= D, [Oh], mrijoniiDufii = D[], Sl (Dﬁ’j)*(mk,mak,i,j)-

(k,i,j)ERT (kyi,j)ERT

Il suffit maintenant d’appliquer les conditions (4.2.18) pour obtenir la conservation de la
masse. ]
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Un exemple de schéma conservant la masse

En nous basant sur le lemme 4.2.3, nous pouvons définir un schéma, conservatif.

fn+1 . fn

Schéma B : Dyf" =~ = —ujay,; ;DY f* + Efog; jDEI 1, (4.2.21)
avec LAl
ki ﬂi’“i (4.2.22)

k
Ez?zri > ’”;%PZAT:i D A Y myftA,

2 2
F i=—kt1 kie—ky1 20,520
l]-<|'r]~€|ui
et, ou les opérateurs différentiels sont définis par
Vi > 0, Drkf”:fk Jia sirTp_q > L oury < ——~
Ar U; U
h= 1l L;
Vk >0, D, f*"="t "t gy >-2L (4.2.23)
Au Tk
mn n
n_ fn ' L
Vk <0, Dulfn = M Sl Uj—1 > i,
\ Au Tk
et au bord,
mn n
Vi > 0, Drkf":fk I sirpoq < L <1y
Ar Uq
(4.2.24)
i 4
Vk <0, Duif":M siui—1 < L <.
Au Tk

Proposition 4.2.4. Le schéma numérique (4.2.21) conserve la masse M™ donnée par la
définition 4.2.1. De plus, si la condition CFL suivante est respectée,

At At
2u;i— + 2|E)|— < 1, 4.2.25
il conserve la positivité de f™ et est stable dans L™°.
Conservation de la masse : Nous pouvons vérifier que pour tout (k,4, ) nous avons
O Mk g5 = lelj, et (D;’])*(l) = (DS’])*(l) =0.

Ainsi, d’aprés le lemme 4.2.3, le schéma B conserve la masse.
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Loin du bord : Prenons (k,i,7) € UT tel que

l; l;
lj+1 < \rk]ui, |Tk‘ —Ar>-L et Uj—1 > I
U; |7k

Rappelons que, d’aprés (4.2.4), I, est le centre du segment [I;,141] et Al; est sa longueur.
Ainsi, en remarquant que

-2 -2 -2 -2
L T P e O T T Sk B /70
riu? riu? riu? riu’

la définition de my, ; ; donnée par (4.2.7) implique

LAL 1 L Iy
Ahsinj = =5 — s Al 55 <L
Mpgij 2 TRl TR

Remarquons que cette expression est consistante tant qu’on ne s’approche pas des bords.
De plus, on déduit de cette derniére inégalité que la positivité de f™ est conservée et que
le schéma B est stable dans L "loin du bord" si la condition CFL

A

t At

est respectée.
Pres du bord : Les expressions (4.2.22) et (4.2.24) ont été clairement prises pour conserver

la masse transportée d’un bord a I'autre. Les opérateurs de différences finies D, et D, ne
sont donc pas, en général, une bonne approximation de d, et 0, tout comme ay ;; n’est

. . / 12 . o
pas, en général, une bonne approximation de 4 /1 — —5’. En fait, pour simplifier les calculs,
k™

on a préféré écrire

;AL m—=r"
ey n k —k
Qi = et D ==,
hid = et D ft =
plutét que
l.
AL2(re — ) I o
Qpij=———F—— et D, f'="—"7",
m/w-’jAr 2("% — i)

mais cela revient au méme. Vérifier que de telles formules sont consistantes avec les condi-
tions aux bord (4.1.12) est trés compliqué. Cependant, on peut penser que si oy, ;; n'ex-
plose pas prés du bord et donc que la condition CFL & adopter n’est pas trop restrictive,
la conservation de la masse rend notre schéma robuste.

Pour borner ay,; ;, remarquons d’abord qu’il ne dépend que de my,; ; et donc que de la
distance de [; au bord. En effet, si

Liv1 < |rg|ug,
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: I 2

on a ag;; < 1 quelques soient les valeurs de [ry| — ;2 et de u; — ﬁ Remarquons qu’en
29, 1

réalité, dans ce cas, ces deux quantités peuvent étre minorées respectivement par w;(lj4+1 —

l;) et par |rg|(lj4+1 — ;) ce qui les empéche de tendre vers 0.

Maintenant, prenons (k,,7) tel que
lj < |Tk‘uz < lj-i—l‘

D’aprés la définition (4.2.7), on a donc

-2

L 1 1
My = TRu; —2s = |relwi(|relui — 1)2 (|relus + 1) 2,

ki

et comme |rg|u; > 15,

1 1
AliN2 (- Alj\2 Al
M i,j 2 |Tk|ui <2]> <2l] + 23) > ‘Tk|u173

Ainsi
s = [; Al <9 l;
7Z7j - —
Mg~ |7klus

<2

Ainsi, si la condition CFL (4.2.25) est vérifiée, le schéma B est stable L> et conserve la
positivité de f".

Notons que les résultats des tests numériques effetués a partir de ce schéma sont pré-
sentés dans la partie 4.3. Nous remarquons en particulier que le Hamiltonien n’est pas
conservé méme s’il varie trés peu. Pour remédier & cela, on modifie ce schéma dans la
sous-partie suivante.

4.2.4 Conservation du Hamiltonien

Pour ne pas surcharger en notation, nous n’allons pas écrire un théoréme général quant
4 la conservation du Hamiltonien mais nous allons directement proposer un schéma numé-
rique vérifiant cette propriété en "dehors des bords". La démonstration de cette conser-
vation restera cependant assez générale pour visualiser une possible généralisation a des
opérateurs d’ordres plus élevés.

Nous définissons donc le schéma suivant.

A . En + gt :
Schéma C : D;f" = — <u - 5(k)2u) ak,i,ij«’jf"Jr%ak,i,jl?fi”]f”, (4.2.27)
avec l Al
pa= 220 4.2.28
T ( )
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k

1 1
Bk Y A=l Y ar X mpsa
L —— "k e 50520
j<\r1~€\ui
et, ou les opérateurs différentiels sont définis par
¢ n__ fn L Ls
Vi > 0, Drkf":M Sirp_1> L oury < ——~
Ar U; U;
Vk >0, Dy f"= a0 u; > L (4.2.29)
Au Tk
n n
no_ fn L
Vk < 0, Duifn = M siu;_1 > i,
Au Tk
et au bord,
n n
— " l
Vi > 0, Dmf”:M sirp < L <1y
Ar U;
(4.2.30)
- .
Vk <0, Dy f*="F Ft gy <L <y,

Au Tk
Remarquons que les termes oy ; ; et les opérateurs D, et D, 5 ici définis sont les mémes
que pour le schéma B. Les seuls changements ont été faits sur les termes [u]; 5% et [(b’fn} .
pour satisfaire

Vi >0, (Dy,s00) (W) = —2[ul; 50,
(4.2.31)

. _ BB
kA0, [¢], = gt

De plus, rappelons que le champ gravitationnel £}’ satisfait
(E}) est impair, Ej = p{'Ar, et, Yk € N*, D, (riER) =17 (pf + p")) Ar.  (4.2.32)

Les conditions (4.2.31) et (4.2.32) s’ajoutant a la condition (4.2.18) sont les arguments
permettant de déduire la conservation de la masse et du Hamiltonien. On pourrait trés
bien généraliser la proposition suivante a d’autres opérateurs s’ils vérifient ces conditions.

Proposition 4.2.5. Soit une distribution f™ satisfaisant (4.2.27) et telle que son support
reste dans

l
A= {(r,u,l), || > " +2Ar}.

Alors, si les conditions suivantes sont respectées.
(i) Le schéma C préserve la positivité de f™ et est stable dans L™ tant que la condition
CFL suivante est respectée :
3 At
2" Ar

(ii) La masse et le Hamiltonien donnés par les déﬁnitions 4.2.1 sont conservés.

+|Eptt + Ek| ~, <b (4.2.33)
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Remarquons tout d’abord que ce schéma propose de trouver f"*! aprés avoir calculé
son champ de force E"*!. Ceci ne pose pas de probléme car nous pouvons quantifier les
variations Dy(E™) uniquement a partir de f™. Ce résultat correspond a I’équation (4.2.39).

Ensuite, on a perdu ici la conservation de la masse au bord. En effet, nous n’avons plus

(D) (mk,i,jak,i,j [U]i,a(k)> =0,
au niveau du bord puisque [u]m(k) change de valeur lorsque que r; change de signe.

Démonstration. La stabilité dans L°°, la positivité de f™ et la conservation de la masse
sur ’ensemble A sont toutes des propriétés découlant directement de la proposition 4.2.4.
Commengons par étudier les variations de I’énergie cinétique :

n _ 2 2 . n
DiE”, = 8w g UM thk,i,j ArAu
(kyi,5)eU+

= 82 Y w(yAL) —[u]w(k)Drfu[¢;n}mpu,5(,§)fn} ArAu.
(kyi,j)eUt

Comme la condition (4.2.18) est encore respectée sur A et que f™ est nulle en dehors de
cet ensemble, on obtient

D.E”, = 872 Z u?(lelj) [¢}H]TkDu,5(k)fﬁi7jATAU'
(kyi,j)eRT

. . (4.2.34)
= st Y (Dhswud) GAL) [9)],, fiasarae,
(kyi,j)eRt
Ainsi, en utilisant (4.2.31),
DE}, = —167° Y [u]m(k)(lelj)kfkfkvivjArAu. (4.2.35)

(kyi,j)eRT

Intéressons-nous maintenant a 1’énergie potentielle. Ses variations peuvent se mettre sous
la forme suivante :
+oo +1 n
E"+ FE
2 k k
DiE,y = 4w kgl 2Dt(rkE,?)fAr. (4.2.36)

Dans le but de déterminer une formule explicite de Dy(r?ET), on développe Dy(r?p}) en
s’aidant de la condition (4.2.18) :

1

%Dt(?”sz) = Z ka’thf]?’i’jAu = — Z (ZJAZJ) [u]m(k) DTfl?,i,jAu'
|rk|l11Z>l]- |"“k|1;;z>lj
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En dehors du bord o la fonction f™ s’annule, D, est indépendant de ¢ et j, d’ou

K
Di(rkER) = Di( Y rispdr)
k=—K+1
= —27T Z l Al ( (K) fﬁaiyj [ ]Z 5 f KZ,]) Au
|7k|u7>l
Finalement, en notant que E", = —E}', on obtient
EFt 4+ Bp
DiEyy = — 167> Z LAl [u]i’(g(k)kfkfﬁmArAu. (4.2.37)
k7i7j
Irplug>1;
On a ainsi la conservation du Hamiltonien en combinant (4.2.35) et (4.2.37). O

Pour le schéma C, £}’ doit étre défini de deux maniéres : soit directement pour E,g :

k
VE>0, riEp = Y riplAr et E% = —E}, (4.2.38)
k=—k+1

soit, pour n > 1, a partir de E}g_l et de f1:

E En 1
i Z ( AR i L W) AuAl;.  (4.2.39)

|rk|u >l

4.3 Tests numériques

On teste maintenant les trois schémas A, B et C définis par (4.2.12), (4.2.21) et (4.2.27).
Dans un premier temps, on mettra en évidence les propriétés conservatives et la convergence
de ces schémas pour des données nulles ou non nulles au niveau du bord. Puis, dans un
second temps, on considérera une perturbation d’un état stationnaire et on étudiera son
comportement au cours du temps.

4.3.1 Conservation de la masse et du Hamiltonien

On considére tout d’abord un état initial fy dont le support est assez éloigné du bord.
Dans I'exemple que nous allons étudier, nous nous plagons sur [0, R,,] x [0, Up,] avec R, =
U,, = 1 et nous considérons une condition initiale fj telle que

l 1 1 l 1 1
Supp(fg) - {(T,U,l), E—’_g < |T’ < 5 et m"‘g <u< 2}
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Notons que numériquement, le champ E* est inférieur & 0.1. On prendra donc At = Ar =
Au = Al. Les données seront nulles prés du bord au moins jusqu’a un temps Ty vérifiant

To = nAt =nAr =1/8 — Ar,

On s’attend donc a ce que le schéma C conserve la masse et le Hamiltonien jusqu’a ce
temps. De plus, le schéma B devrait conserver la masse deux fois plus longtemps jusqu’a ce
que la masse soit transportée jusqu’au bord |r| = Ry, et u = U,,. Nous considérons des pas
de A = 1072. Nous représentons ’évolution de la densité RHO+ et RHO— correspondant
respectivement a la densité pj! pour £ > 0 et pour £ < 0 sur les figures 4.1, 4.2 et 4.3,
relatives aux schémas A, B et C.

Remarquons que la consistance du schéma A rend la courbe représentant la densité
plus lisse que celles obtenues pour les schémas B et C. De plus, notons qu’il est tout a
fait logique que la densité satisfaisant r > 0 et donc s = x - v > 0, soit transportée vers
I’extérieur et que, inversement, celle satisfaisant s < 0 se rapproche du centre du domaine.

Nous représentons ensuite 1’évolution de la masse, figure 4.3.1 et du Hamiltonien, figure
4.3.1 pour les différents schémas.

Les variations de la masse suivent ’étude théorique faite pour les schémas A, B et C :
le schéma A n’est pas conservatif, la masse correspondant au schéma C reste constante
un moment avant de décroitre réguliérement mais trés faiblement et le schéma B conserve
admirablement la masse pendant un temps assez long.

On remarque qu’a partir d’'un temps d’environ ¢t = 1.2, les trois masses décroissent de
concert de maniére rapide. On peut expliquer cela par un transport de masse théorique
vers l'extérieur du domaine, en |r] > R,, ou en u > U,,. De la méme maniére, on voit ce
phénomeéne se produire sur I’évolution du Hamiltonien. Remarquons que la densité semble
se concentrer prés de r = 0, ce qui implique par conservation de la masse un élargissement
du support en la variable u et qui coincide avec ce phénoméne. D’ailleurs, en prolongeant
la durée d’étude on peut nettement voir un écroulement brusque de la densité en r = 0.

Commentons maintenant la figure 4.3.1. Les varitions du Hamiltonien ne sont pas
étonnantes pour le schéma A. Cependant, on remarque qu’au temps ¢t = 1, le schéma
B semble avoir mieux conservé le Hamiltonien que le schéma C. Cela s’explique assez
facilement : les pertes et gains d’énergie se sont équilibrés au cours du temps pour le
schéma B alors que le schéma C a conservé le Hamiltonien jusqu’a ce que le support de
la fonction de distribution atteigne le bord singulier. Pour étayer cette explication nous
agrandissons la figure 4.3.1 pour des temps petits, voir figure 4.6. Nous voyons que le
schéma C conserve bien le Hamiltonien sur cet intervalle de temps. Le schéma B pour sa
part le fait varier trés faiblement.

Au final ces trois schémas ont leurs avantages et inconvénients : le schéma A est plus
consistant au niveau des bords mais n’est pas conservatif. Le schéma B est a priori moins
consistant que le A mais conserve la masse partout, ce qui le rendra utile lorsqu’on cherche
de la convergence L'. Pour finir le schéma C apporte par rapport au schéma B la conser-
vation du Hamiltonien loin des bords mais perd celle de la masse prés des bords.

Dans la sous-partie suivante, nous nous intéresserons a la possibilité d’appliquer de
tels schémas pour étudier le comportement asymptotique d’une solution proche d’un état
stationnaire.
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FIGURE 4.1 — Evolution de la densité pour le schéma A
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FIGURE 4.2 — Evolution de la densité pour le schéma B
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FIGURE 4.3 — Evolution de la densité pour le schéma C
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FIGURE 4.4 — Evolution de la masse au cours du temps
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FIGURE 4.5 — Evolution du Hamiltonien au cours du temps
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FIGURE 4.6 — Evolution du Hamiltonien en temps petit
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4.3.2 Comportement autour d’un état stationnaire

Nous donnons maintenant les idées pour tester nos schémas numériques autour d’états
staionnaires bien connus, les polytropes. Pour p > 9/7 nous savons qu’il existe un état
stationnaire vérifiant

1
u? p=1

Q(r,u) =C <—1 -5 ¢Q(r)>+ , (4.3.1)

ou (a)4 désigne la partie positive de a. Pour des raisons de simplicité, nous étudierons ici
le cas p = 2. Dans ce cas, en intégrant selon la variable de vitesse u, on trouve

7T2
pq(r) = 2\/50(—1—%2(7’))1-

En choisissant alors C' = —2~,
T2

P2l + 2rdly = (=1 = o).

Cette équation admet une unique solution vérifiant gi)’Q(O) = 0 et tendant vers 0 & U'infini.
On utilise alors une méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 pour la résoudre. On obtient ainsi
le potentiel ¢q et sa dérivée ¢y, représentés figure 4.7.

Ces graphes nous apportent quelques informations utiles. On peut voir tout d’abord
que ¢q reste plus petit que —1 jusqu’a environ r = 3. De plus, lorsqu’elle devient plus
grande que cette valeur, on sait que ¢g(r) = —% ol M; est la masse correspondant a

la distribution @. Ainsi, une étude plus approfondie de la courbe de ¢g nous donne une
trés bonne approximation de la valeur M; : on trouve M; = 40.71. Notons enfin que le

le potentiel ¢¢ satisfait
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FIGURE 4.7 — Graphes du potentiel ¢g et du champ gravitationnel <b’Q

Potentiel de 0 ehfonction de Dérivée du potentiel de Q enfonction de r

champ de force gbb n’est pas plus grand que 1 ce qui permettra de bien choisir les pas
de discrétisation afin de respecter la CFL. Notez que nous avons représenté la fonction de
distribution ) sur la figure 4.8.

Maintenant, prenons une fonction initiale proche de @) et étudions le comportement
asymptotique de la solution numérique correspondante. Nous espérons bien stir que cette
fonction tende vers f°°. On choisit fj telle que

. %
fo(r,u,s) = 7722\@ <—1 -5 oo(r) — bx(r)s>+.

ol x(r) est une gausienne centrée en 0, majorée par 1 et a support dans [—1,1] et b est
une constante faible. On se place sur [0, R,,] x [0, Up,] avec Ry, = 4 et Uy, = 3 ce qui nous
permettra d’éviter toute perte de masse sur les bords du domaine. Notons alors f(t) la

solution théorique associée a fy et f™ sa solution numérique. On remarque numériquement
que si b= 0.1 alors

sup | fo(z) — Q(z)| ~ 0, 036.

Or, f™ est une approximation de f d’ordre 1 donc, en notant le pas global A la condition
A << 0,036 (4.3.2)

est nécessaire pour pouvoir observer un comportement asymptotique nous permettant de
conclure. En effet, dans le cas contraire, nous ne saurions pas si les variations par rapport
a @ sont dues & la pertubartion ou a ’erreur d’estimation du schéma numérique.

Prendre un A aussi petit revient & considérer au moins 400 points en espace, 300 points
en vitesse, 1200 points en la variable [ et le nombre de points de la discrétisation en temps.
Le calcul est donc trop lourd.

Pour résoudre ce probléme, 'idée est de prendre des opérateurs différentiels d’ordre
supérieur ou égal a 2. En effet, notre résultat de conservation de la masse est donné pour des
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FIGURE 4.8 — Représentations du polytrope @

graphe 30 lighes de niveaus

opérateurs quelconques et celui concernant le Hamiltonien peut étre aisément généralisé.
Pour l'instant, cette adaptation est encore en cours d’étude.
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