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Filtration par le poids équivariante pour les variétés algébriques réelles avec
action

Introduite par B. Totaro, la filtration par le poids sur I’homologie des variétés algébriques
réelles, analogue réel de la filtration par le poids de P. Deligne sur les variétés algébriques
complexes, a été réalisée via un complexe de chaines filtré par C. McCrory et A. Parusinski,
qui en ont enrichi la compréhension, notamment a travers I’étude de la suite spectrale induite.
Au milieu des nombreuses informations recelées par cette suite spectrale de poids, on retrouve
les nombres de Betti virtuels.

Dans cette these, on montre 'existence d’une filtration par le poids équivariante sur 1’ho-
mologie équivariante des variétés algébriques réelles munies d’une action d’un groupe fini. On
la réalise par un complexe filtré et, via la construction de plusieurs suites spectrales, on effectue
des avancées significatives pour extraire des invariants additifs. Lors de notre étude, on définit
fonctoriellement un complexe de poids avec action et on montre qu'un résultat de découpage
d’une variété Nash munie d’une involution algébrique entraine un analogue de la suite exacte
de Smith, tenant compte de la filtration Nash-constructible. A travers la construction d’un
complexe de poids invariant dans le cadre d’involutions algébriques, on retrouve également les
nombres de Betti virtuels équivariants de G. Fichou. Enfin, en appliquant les bons foncteurs
aux résultats sur les produits de filtrations par le poids réelles de T. Limoges, on donne des
résultats sur les produits de filtrations par le poids équivariantes.

Equivariant weight filtration for real algebraic varieties with action

Introduced by B. Totaro, the weight filtration on the homology of real algebraic varieties,
which is a real analog to P. Deligne’s weight filtration for complex algebraic varieties, has been
realized via a filtered chain complex by C. McCrory and A. Parusinski, especially through the
study of the induced spectral sequence. Among the several pieces of information held by this
weight spectral sequence, one can recover the virtual Betti numbers.

In this thesis, we show the existence of an equivariant weight filtration on the equivariant
homology of real algebraic varieties equipped with a finite group action. We realize it by a
filtered complex and, via the construction of several spectral sequences, we make significative
progress toward the extraction of additive invariants. During our study, we functorially define
a weight complex with action et we show an analog of the Smith exact sequence, taking into
account the Nash-constructible filtration, that follows from a result on the splitting of Nash
manifolds with algebraic involutions. Through the construction of an invariant weight complex
in the frame of algebraic involutions, we also recover G. Fichou’s equivariant virtual Betti
numbers. Finally, applying the relevant functors on T. Limoges’ results on the products of real
weight filtrations, we give results on the products of equivariant weight filtrations.



Remerciements

Au moment de faire le point sur le tourbillon des émotions dans lequel on a été ballotté
au cours de la construction d’une these, c’est sans nul doute le sentiment de gratitude qui
prédomine. Dans les moments de tension ou les briques s’empilent en un édifice encore bran-
lant. Dans les moments de soulagement lorsque l’'on constate qu'un théoréme tient debout.
Dans les moments de déception lorsque tout s’écroule apres une nuit. Dans les moments d’an-
goisse lorsque le chantier n’avance plus ou lorsqu’il faut recommencer tout un pan de mur.
Dans tous ces moments, certaines personnes prennent le temps de nous écouter, nous expli-
quer ou nous conseiller, d’autres sont toujours la pour nous encourager, nous féliciter ou nous
consoler. Les fameux “remerciements” sont ainsi le lieu d’expression de cette reconnaissance,
un moment important pour leur dire enfin “Merci”. Certes, d’aucun pourrait arguer qu’il existe
bien d’autres manieres de manifester cette gratitude, tant dans d’autres circonstances que par
d’autres vecteurs. Cependant, la valeur symbolique de ce fruit du travail de doctorat, ainsi
que sa pérennité, en font la parfaite occasion pour ces remerciements devant quelques dizaines
de témoins-lecteurs, tout en étant 'incarnation des contributions des personnes a qui ils sont
destinés. Et que celui ou celle qui me taxe de timidité me jette le premier chamallow ! Bien, le
lyrisme étant a I’horloge ce que le spectre est a la table, passons au sujet proprement dit.

Je remercie en tout premier lieu mon directeur de these, Goulwen Fichou. Toujours dispo-
nible pour n’importe quelle interrogation, précis dans ses réponses, patient dans ses attentes,
généreux dans ses explications et ses enseignements, c’est aussi pour ses qualités humaines
telles que sa prévenance et sa gentillesse que j’estime que, pendant ces trois années et quelques
mois, il m’aura donné a observer la véritable signification du terme anglophone “advisor”. Je
lui adresse mes plus sinceres remerciements pour avoir parfaitement rempli ce role. C’est pour
moi un honneur et un plaisir non dissimulés, une chance également, d’avoir été I’étudiant d’un
mathématicien aussi compétent. Un grand merci également pour m’avoir fait découvrir cette
belle discipline qu’est la géométrie algébrique réelle et ces adorables petits monstres que sont
les singularités, ainsi que pour avoir tenté de me transmettre une partie des facettes de ses
vastes connaissances et intéréts sur le sujet.

Ilia Itenberg et Clint McCrory m’ont fait le grand honneur de rapporter cette these. J’ai
eu la chance d’assister a plusieurs exposés d’Ilia Itenberg. La compétence, la maitrise, le savoir
qui émanaient de chaque minute du discours de ce grand expert de la géométrie algébrique
réelle me font considérer bien humblement mon propre travail, et je lui suis profondément
reconnaissant d’avoir accepté de porter une importante attention a celui-ci. J’ai rencontré a
quelques reprises Clint McCrory, lors de conférences et déplacements. L’indiscutable autorité
mathématique qui se dégage de ce personnage est a la hauteur de sa sereine simplicité, et la



sagacité de ses remarques a propos de cette these en sont pour beaucoup dans son amélioration.
Mille mercis & eux deux.

Je remercie ensuite chacun des membres du jury pour avoir accepté de tenir ce role. Merci
beaucoup a Georges Comte pour l'intérét, les connaissances, les conseils dont il sait témoigner
a propos d’un aussi large éventail de domaines mathématiques, ainsi que non-mathématiques.
Merci beaucoup & Michel Coste, cet immense pilier de la géométrie algébrique réelle rennaise
et francaise -que dis-je mondiale- qui a toujours été présent pour la moindre de mes questions,
distillant la science de sa discipline dans chacune de ses explications toujours claires et enri-
chissantes. Merci beaucoup a Johannes Huisman, déja 'un de mes enseignants a Brest; j’ai
découvert lors de mon M2 sa spécialité de recherche qu’il introduisait avec talent, et j’espere
encore beaucoup apprendre de ce nouveau collegue. Merci beaucoup a Ilia Itenberg dont je
ne paraphraserai pas les qualités déja énoncées plus haut, mais qu’il soit remercié pour faire
également partie de ce jury. Merci beaucoup a Frédéric Mangolte dont j’ai pu voir a plusieurs
reprises le golit pour les belles mathématiques et une toujours plus grande ouverture vers de
nouveaux champs de recherche encore en friche. Merci beaucoup enfin & Goulwen Fichou qui,
non content d’avoir été un bon directeur, me fait aussi la joie d’assister a ma soutenance au
tout premier rang. Bref, qu’eux six sachent mon immense gratitude pour avoir constitué I'un
des meilleurs jurys que j’aurais pu souhaiter. Qu’ils sachent également qu’ils ont tous, d’une
fagon ou d’une autre, contribué & mon intérét pour mon domaine de recherche en particulier,
et pour les mathématiques en général.

De ce point de vue, je souhaiterais également remercier d’autres mathématiciens qui ont eu
une influence notable dans ma vie d’apprenti-mathématicien. Tout d’abord, Adam Parusinski,
autre puits de connaissances qui a toujours éveillé en moi, au cours de nombreuses rencontres
et discussions, curiosité et intérét, s’efforcant de répondre précisément a mes questions, m’indi-
quant également des erreurs dans mon travail, me permettant par de pertinentes remarques de
I’améliorer, et m’aiguillant sur de nouvelles pistes de recherche pour le futur. Merci beaucoup
également a Thierry Limoges, mon ainé dans la construction d’une these de singularités en
géométrie algébrique réelle, qui aura éclairé dans mon esprit de si nombreuses notions que son
influence dans la réalisation de cette these est indéniable. Un grand merci a Toshizumi Fukui qui
m’a fait 'immense honneur de m’accueillir & I'université de Saitama lors de 1’été 2010, séjour
au cours duquel j’ai pu apprendre toujours plus de mathématiques, ainsi que 1’'utilité des clima-
tiseurs dans des environnements extrémes. Bien entendu, d’autres chercheuses ou chercheurs
ont eu une influence, petite ou grande, sur ma perception et ma progression mathématiques;
meéme s’ils ne sont pas cités ici, qu’ils en soient tous remerciés.

Vient le tour de la tour (de maths). De haut niveau, 'UFR de Mathématiques et le labo-
ratoire IRMAR n’en demeurent pas moins des lieux privilégiés pour travailler et apprendre les
mathématiques, ot I’on ne cesse de s’enrichir au contact d’enseignants-chercheurs passionnés et
passionnants. A ce cadre confortable, se rajoutent la compétence et la gentillesse des personnels
BIATOSS. Chaleureuses et accueillantes, ces personnes sont toujours prétes a aider, expliquer,
faciliter telle ou telle démarche. Je les remercie donc aussi chaleureusement qu’ils soutiennent
le travail de tous. En particulier, merci a Claude Boschet, Maryse Collin, Olivier Garo, Marie-
Annick Guillemer, Emmanuelle Guiot, Chantal Halet, Dominique Hervé, Véronique Le Goff,
Morgane Leray, Marie-Annick Paulmier, Patrick Pérez, Elise Ramos, Hélene Rousseaux, Marie-
Aude Verger. Dans cette direction, je remercie également Elodie Cottrel, la secrétaire de I’école



doctorale MATISSE, ainsi que son directeur Jean-Marie Lion. Je n’oublie pas bien stur de remer-
cier les autres doctorants que j’ai pu cotoyer au cours de mon doctorat. S’il ne faut en citer que
quelques-uns, je mentionnerai mes colocataires du bureau 610. Merci donc a Mathilde, Damian,
Charles, Dmitry et Emmanuel qui auront rendu cette petite piece si accueillante, si agréable,
envahie tantot de grands éclats de rires ou de grandes discussions, tantot d’un grand silence
studieux. Je remercie également les collegues du LTSI pour les dizaines de minutes perdues au
pied de la tour de maths, au cours desquelles j’aurai tenté d’apprendre a lire le vent.

Un mot sur l'enseignement. Je suis tres heureux d’avoir pu enseigner a 1’Université de
Rennes 1, dans des cursus et disciplines divers. J’ai apprécié de travailler avec de compétents
et talentueux pédagogues, notamment ceux qui m’ont poussé a toujours mieux comprendre la
matiere qu’ils enseignaient alors, pour mieux ’appréhender, ’assimiler, ’adapter avant de la res-
tituer et la transmettre aux étudiants. Je remercie d’ailleurs ces derniers pour leurs esprits vifs,
intéressés, intrigués, amusés, parfois obstinés, parfois raisonnés, mais toujours sympathiques.

Je ne puis décemment point passer sous silence mon passé brestois. Tout d’abord, parce
que c’est la que se trouve ma racine du mal. C’est en effet au sein de I’Université de Bretagne
Occidentale que j’ai fait mes premieres armes mathématiques et c’est la que se sont trouvés des
enseignants qui ont continué de me donner envie (et I’envie d’avoir envie) de poursuivre dans
cette voie. Un tres grand merci a eux. Parmi ceux-ci, je remercie en particulier Eric Rannou
dont les conseils et les encouragements, a un moment ou je connus I’échec -és maths-, ont été
I'une des contributions décisives a mon actuelle situation. Ensuite, c’est en ce lieu que se trouve
dés a présent mon avenir proche. On m’a fait I’honneur de m’y recruter pour un poste ’ATER,
et j’espere sincerement ne pas décevoir mes anciens enseignants devenus nouveaux collegues.

Dernier acte : celui de la famille et des amis. Permettez-moi, chere lectrice ou cher lecteur,
de commencer par les amis. Car oui, eux aussi ont contribué a 1’élaboration de la these que
vous n’allez pas tarder a refermer, tout comme eux. Pour la plupart, je les ai rencontrés au
cours de mes études et, sans nul doute, par tous les moments que nous avons passés ensemble,
ils ont eu une influence sur ma facon de percevoir et appréhender celles-ci, ainsi que la vie
en général. Leur bonne humeur autant que leur soutien ont contribué a I’écriture de ce texte
qu’ils ne voudront méme pas lire. Merci donc en particulier, dans I'ordre de leur bienheureuse
intervention dans la vie de mon cursus mathématique, & Thomas, Antoine, Hélene, Gaél. Merci
a tous ceux de mes amis qui sont apparus en dehors de ces clous mathématiques mais qui n’en
sont certes pas moins précieux.

Enfin, laissez-moi remercier ma tres chere famille. Je remercie tout d’abord sincerement,
chaleureusement et affectueusement mes parents, Jacqueline et Michel, qui m’ont toujours
soutenu lors de mes choix, m’encourageant et me félicitant, étant finalement fiers de moi,
plus que je ne I’étais moi-méme -des parents quoil-. Ma grand-mere Anne-Marie également a
toujours fait partie de ces plus fervents soutiens et je ’en remercie tout autant. Je remercie
ensuite Coline, ma moitié qui rend ma vie si douce et agréable, qui m’a toujours soutenu dans
toutes les épreuves que 'existence nous impose ou que 1’on s’impose soi-méme, devant supporter
jusqu’aux maths farceuses qui continuaient de triturer mes petites et menues méninges a la
maison. Un trés affectueux merci pour tout cela. Je remercie les membres de ma famille au
sens large qui, de pres ou de loin, ont contribué a m’amener la ou je me trouve aujourd’hui.
Dans cette famille, j’inclus avec joie et fierté celle que j’ai intégrée par alliance et qui a toujours
manifesté un vif intérét pour mon travail.






Table des matieres

Introduction 7
1 Chaines semi-algébriques et action de groupe 15
1.1 Rappel sur les fonctions constructibles . . . . . . . ... ... ... 15
1.2 Définition du complexe des chaines semi-algébriques & supports fermés . . . . . 16
1.3 Fonctorialité des chaines semi-algébriques . . . . . . . . . . ... ... ... .. 19
1.4 Restriction, adhérence . . . . . . . . ... .. 19
1.5 Action de groupe . . . . . .. L. 21
2 Filtration par le poids pour les variétés algébriques réelles 25
2.1 Contexte . . . . . . o o 26
2.2 Complexe de poids . . . . . . . . .. 28
2.3 Suite spectrale de poids et filtration par le poids . . . . . .. .. ... ... .. 30
2.4 Réalisation par une hyperrésolution cubique . . . . . . . .. ... ... ... .. 32
2.5 La filtration géométrique . . . . . . . .. oL L Lo 34
2.6 La filtration Nash-constructible . . . . . . . . . . ... ... ... . ....... 36
3 Complexe de poids avec action 41
3.1 Contexte. . . . . . . . e e e 41
3.2 Complexe de poids avec action . . . . . . . . . . ... ... 42
3.3 Le découpage d’'une variété Nash affine compacte munie d'une action de G = Z/27Z 45
3.4 La suite exacte de Smith Nash-constructible dans le cas G =Z/2Z . . . . . .. 49
4 Filtration par le poids équivariante pour les G-variétés algébriques réelles 57
4.1 Lefoncteur L . . . . . . . . . . e e e 57
4.1.1 Le foncteur Ext et la cohomologie du groupe G a valeurs dans un Z[G]-
module . . ... e 57
4.1.2  Le foncteur L et ’homologie du groupe G a valeurs dans un complexe 60
4.1.3 La fonctorialité du foncteur L par rapport a G . . . . . . ... ... .. 61
4.2 Le foncteur L et les catégories filtrées . . . . . . . . ... L. 62
4.3 Complexe de poids équivariant . . . . . . . . ... oL oo 69
4.4 Suite spectrale de poids équivariante et filtration par le poids équivariante . . . 75
4.4.1 Définitions et suites exactes longues d’additivité et d’acyclicité . . . . . 75

5



TABLE DES MATIERES

4.4.2 Les deux suites spectrales qui convergent vers la suite spectrale de poids

équivariante . . . . ... L L 76

4.4.3 Variétés compactes non singulieres . . . . . ... ... 80

4.5 Lecas G d’ordre impair . . . . . . . . ..o 81
Réalisation de la filtration par le poids équivariante et invariants additifs 83
5.1 Les filtrations géométrique et Nash-constructible équivariantes . . . . .. . .. 83
5.2 Invariants additifs et coincidence avec les nombres de Betti virtuels équivariants 86
5.2.1 Imvariants additifs . . . . . .. .. ... .. 86
5.2.2 Le double complexe C et la suite spectrale E o 90
523 Etudepour G=7Z/27Z . . . .. . ... ... 93
5.2.4 Complexe de poids invariant et nombres de Betti virtuels équivariants . 100

Filtration par le poids équivariante sur la cohomologie équivariante des

variétés algébriques réelles 107

6.1 Filtration par le poids sur la cohomologie des variétés algébriques réelles . . . . 108

6.1.1 Contexte . . . . . . . . e 108
6.1.2 Complexe de poids, filtration par le poids, suite spectrale de poids coho-

mologiques . . . ... 109

6.1.3 Réalisations du complexe de poids cohomologique . . . .. .. .. ... 110

6.2 Complexe de poids cohomologique avec action . . . . . . . .. ... ... .... 111

6.2.1 Contexte . . . . . . . . e e e 112

6.2.2 Existence et unicité du complexe de poids cohomologique avec action. . 112

6.3 Filtration par le poids cohomologique équivariante . . . . . . .. ... ... .. 114

6.3.1 Lefoncteur Lg . . . . . . . . . . e 114

6.3.2 Complexe de poids cohomologique équivariant . . . . . .. .. .. ... 117
6.3.3 Suite spectrale de poids cohomologique équivariante et filtration par le

poids cohomologique équivariante . . . . . . . . . .. ... ... .. 119

Produits de filtrations par le poids équivariantes 123

7.1 Produits de filtrations par le poids . . . . . . . .. ... ... L. 123

7.2 Produits avec action . . . . . . . ... e 127

7.3 Produits de filtrations par le poids équivariantes . . . . .. .. ... ... ... 129



Introduction

Parmi les variétés algébriques ou analytiques, I'intérét porté aux variétés singulieres consti-
tue une étude en intense activité. Les singularités bloquent I’application de techniques spécifiques
aux objets lisses, contraignant les géometres a développer des méthodes inédites. L’une des
découvertes fondamentales dans ce domaine a été le théoreme de résolution des singularités de
H. Hironaka ([16]). Ce résultat nous dit que l'on peut, en éclatant suffisamment de fois une
variété singuliere le long de centres lisses, obtenir un morphisme entre une variété lisse et la
variété de départ, qui est un isomorphisme en dehors des singularités de celle-ci. Dans cette
these également, on utilise tres fortement la résolution des singularités pour comprendre des
propriétés géométriques d’objets singuliers a partir de celles d’objets lisses.

A Tintérieur de ce champ, la géométrie algébrique réelle revét un statut un peu particu-
lier. En effet, I’absence du caractere algébriquement clos du corps des réels force les géometres
réels, et en particulier les singularistes réels, a inventer des techniques propres a ce domaine.
L’originalité de ces méthodes le dispute a l'intérét des spécificités de ces variétés algébriques
réelles, et en particulier de celles qui sont singulieres. En effet, s’intercalant entre la catégorie
des variétés algébriques complexes et celle des variétés analytiques réelles, la catégorie des
variétés algébriques réelles hérite d’une certaine flexibilité de la seconde tout en conservant
suffisamment de rigidité.

Cette these intervient dans ce contexte particulier. L’impulsion de ce travail est donnée
par larticle de C. McCrory et A. Parusinski, intitulé “The weight filtration for real algebraic
varieties” ([26]). En 1974, P. Deligne établit dans [8] 'existence d’une filtration dite par le poids
sur la cohomologie rationnelle de toute variété algébrique complexe (y compris singuliére et/ou
non compacte), une découverte qui a permis de grandes avancées dans I’étude de ces objets.
Dans leur propre travail, McCrory et Parusinski enrichissent la compréhension d’un analogue
réel a cette filtration par le poids, introduit par Totaro ([34]). Précisément, en utilisant un
résultat de F. Guillén et V. Navarro-Aznar dans [14], ils associent a toute variété algébrique
réelle X un certain complexe WC,(X) filtré borné d’espaces vectoriels sur le corps a deux
éléments Zy (ce corps de base garantit I'orientabilité de nos variétés).

Le comportement de ce complexe de poids WC, fonctoriel relativement aux morphismes
réguliers propres, vis-a-vis des éclatements et des inclusions ouvertes nous permet d’étudier
Iintégralité des variétés algébriques réelles a partir du cas lisse compact. Ces propriétés peuvent
se lire sur la suite spectrale E qu’il induit, comme tout complexe filtré. Soit X une variété
algébrique réelle, alors la suite spectrale de poids F(X) converge vers ’homologie de Borel-
Moore H,(X) de I’ensemble des points réels de X (sur Zg), sur laquelle est induite la filtration
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8 INTRODUCTION

dite par le poids et que 'on note V. Notons que dans le cadre complexe, la suite spectrale
(sur Q) associée & la filtration de Deligne dégénere des le terme E2, ce qui n’est en général pas
le cas de la suite spectrale de poids réelle (a coefficients sur Zs). Elle convergera cependant a
la page E?(X) si la variété est compacte non-singuliere, se réduisant a la seule colonne p = 0.
Cette condition de pureté, couplée & une certaine additivité sur les lignes du terme E?, ameéne
les deux auteurs a extraire de la suite spectrale de poids les nombres de Betti virtuels S,
des invariants additifs sur les variétés algébriques réelles, coincidant avec les dimensions des
homologies dans le cas lisse compact, dont ils ont eux-mémes montré 'existence et 1'unicité
avec ces propriétés dans [25], en s’inspirant d’un résultat de F. Bittner ([3]).

Enfin, C. McCrory et A. Parusinski parviennent a définir le complexe de poids des variétés
algébriques réelles via une filtration GC,, construite a partir de résolutions des singularités,
qu’ils étendent en un foncteur N'C, a la catégorie plus grande des ensembles AS, i.e les combi-
naisons booléennes d’ensembles symétriques par arcs, en utilisant les fonctions Nash construc-
tibles.

De ces résultats intéressants en eux-mémes, citons quelques-unes des conséquences que
McCrory et Parusiriski obtiennent. La fonctorialité de la filtration Nash-constructible N C
relativement aux applications continues propres avec graphe AS implique par exemple que
les nombres de Betti virtuels (que I'on peut étendre aux ensembles AS comme ’a montré G.
Fichou dans [11]) sont invariants par homéomorphisme avec graphe AS, et ceci sans utiliser
le théoreme de factorisation faible ([1]). En utilisant ce fait, les auteurs montrent qu’une ap-
plication avec graphe AS d’un ensemble AS dans lui-méme qui est injective, est également
surjective. Parmi ces déductions, notons également les criteres pour déterminer si une fonction
constructible coincide avec une fonction génériquement Nash-constructible modulo une puis-
sance de 2.

Entrons a présent dans les contributions de cette these. Soit G un groupe fini. La foncto-
rialité du complexe de poids WC, de McCrory et Parusinski nous autorise a nous pencher sur
le cas des variétés algébriques réelles munies d’une action de G par isomorphismes algébriques.
Peut-on définir un analogue équivariant du complexe de poids, avec des propriétés similaires,
qui induirait une filtration sur une certaine homologie équivariante (qui prendrait en compte
a la fois la structure des variétés considérées, celle du groupe qui agit, et l'action elle-méme),
ainsi qu’une suite spectrale dont on pourrait extraire nombre d’informations comme dans le
cadre non-équivariant 7

La définition de 'homologie “équivariante” des variétés algébriques réelles avec action que
nous allons considérer va nous guider vers la réponse -positive- & cette question. A noter que le
choix de la finitude du groupe est guidé d’une part par I'existence dans ce cas d’une résolution
des singularités équivariante, d’une compactification équivariante et d’'un lemme de Chow-
Hironaka équivariant ([9]). Cela nous permettra d’utiliser une version équivariante du critere
d’extension de F. Guillén et V. Navarro Aznar. D’autre part, on vise également les applications
aux produits. En effet, I’isomorphisme de Kiinneth sur les homologies équivariantes considérées
nécessitera que les groupes mis en jeu soient d’ordre fini (voir chapitre 7). De plus, la structure
des groupes finis enrichit déja considérablement les objets équivariants. On verra en particulier
que l'étude du cas G = Z /27 est tres intéressante.

Dans leur article, C. McCrory et A. Parusinski associent fonctoriellement (relativement
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aux applications semi-algébriques continues propres) & toute variété algébrique réelle X le
complexe C,(X) des chaines semi-algébriques a supports fermés (sur Zz), dont I'homologie
H,(X) est 'homologie de Borel-Moore de (I’ensemble des points réels de) la variété X. Si le
groupe G agit sur une variété X, la fonctorialité de C nous permet alors de munir le complexe
de chaines C,(X) d’une structure de G-complexe. L’homologie équivariante H,(X;G) de X
que nous considérerons sera alors I'’homologie H,(G,Cy (X)) du groupe G a valeurs dans le
complexe C(X) des chaines semi-algébriques & supports fermés de X.

Ce choix repose sur les faits suivants. Tout d’abord, a tout G-complexe K, sont associées
deux suites spectrales E et jfE qui convergent vers ’homologie H,.(G, K,) du groupe G a
coefficients dans K, qui est I’homologie d’un complexe total construit a partir d’'un complexe
double. A. Grothendieck est I'un des premiers a avoir dans [13] mis en lumiere et exhibé ainsi
des suites spectrales de configurations bien plus générales. J. van Hamel ([35]) extrait d’ailleurs
de cette théorie celle qui converge vers sa propre homologie équivariante. Or, celle-ci n’est
autre que la suite spectrale [E dite de Hochschild-Serre avec K, = Cy(X) (du moins si X est
compacte), ce qui nous permet d’affirmer que ces deux homologies équivariantes sont les mémes
dans le cas compact. L’intérét de cette constatation est qu’elle nous autorisera dans les travaux
qui suivront celui-ci a utiliser les nombreuses propriétés que tire van Hamel de son homologie
équivariante, notamment sa dualité de Poincaré, et cela nous invite a penser qu’il pourrait
s’agir d’un bon choix pour étudier les variétés algébriques réelles avec action. De plus, grace
a la suite spectrale de Hochschild-Serre, on comprend mieux -et on calcule plus efficacement-
I’homologie équivariante, mélange d’homologie de Borel-Moore et de cohomologie de groupe (a
coefficients dans un module). Il est & noter que cette homologie équivariante est différente par
exemple de celle de Brown ([6]), et que les espaces H,(X;G) de degré négatif peuvent ne pas
étre nuls.

La conception, a partir d’'un G-complexe K,, du complexe dont I’homologie est 1’homo-
logie de G a valeurs dans K, est fonctorielle relativement aux morphismes de complexes
équivariants. C’est ce foncteur, que on note LE, qui, appliqué au complexe des chaines semi-
algébriques C,(X), fournit un complexe C%(X) qui calcule I’'homologie équivariante de X. Et
c’est également au complexe de poids que 1'on va ’appliquer pour obtenir notre complexe de
poids équivariant QCE(X). En effet, d’'une part, la fonctorialité du complexe de poids (non-
équivariant) nous permet de munir le complexe de poids WC, (X)) de toute G-variété algébrique
réelle X d’une action de G induite, et de construire ainsi un foncteur “WC, avec des propriétés
analogues a celles du complexe de poids WC. Ceci constitue un premier résultat de cette these.
D’autre part, on montre que le foncteur LE se “comporte bien” par rapport aux complexes
filtrés. En particulier, il préserve les quasi-isomorphismes filtrés, ces morphismes de complexes
filtrés qui induisent un isomorphisme au niveau des suites spectrales induites des la page 1,
et il commute avec l'opération qui consiste & considérer le complexe filtré simple associé a
un diagramme cubique de complexes filtrés. Cette compatibilité du foncteur LE vis-a-vis des
catégories filtrées nous permet de déduire des propriétés du complexe de poids non-équivariant,
celles, analogues, du complexe de poids équivariant. Ce théoreme constitue un second résultat
de ce travail.

Cependant, des différences significatives apparaissent entre les complexes de poids équivariant
et non-équivariant. Pour les distinguer, il faut observer le comportement de la suite spectrale
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induite par le complexe filtré de poids équivariant. Soit X une G-variété algébrique réelle. No-
tons avant toute chose que, en remarquant que ’homologie du complexe de poids équivariant
QC%(X) de X est isomorphe & son homologie équivariante, on peut affirmer que la suite spec-
trale de poids équivariante E(X) de X converge vers H,(X;G). Etudions maintenant cette
suite spectrale de poids équivariante. Premiere différence avec son analogue non-équivariante :
elle n’est pas bornée a gauche (du fait que l'application du foncteur LE fournit en général
un complexe qui n’est borné que par le haut). Les lignes du terme GE? ne peuvent donc plus
constituer des invariants additifs. De méme, si X est une variété lisse compacte, la suite spec-
trale OF ne convergera pas nécessairement au terme GE2. Néanmoins, dans ce cas, on montre
que la suite spectrale de poids équivariante coincide avec la suite spectrale de Hochschild-Serre
associée a X.

L’une des explications de la profondeur de la structure de cette suite spectrale réside dans
le fait que son terme GE?2 puisse s’écrire comme 1’homologie du groupe G a coefficients dans

la suite spectrale de poids (non-équivariante). On a en effet : GE’iq = H, (G, Ei,q) pour tous

p,q € Z. Le fait que de la cohomologie de groupe soit ainsi mélée a la suite spectrale de poids
enrichit considérablement les informations qu’elle recele : cela complique sa compréhension tout
en nous fournissant de nouveaux outils pour percer ses mysteres. En effet, pour tout g, on ob-
tient ainsi deux nouvelles suites spectrales ?E et I‘}E qui convergent vers 1’homologie GEqu du

groupe G a coefficients dans Eiyq. Outre le fait que ces objets puissent étre effectivement utiles
pour en apprendre plus sur la suite spectrale de poids équivariante, les termes I%EQ recelent une
propriété particuliere lorsqu’ils sont calculés a partir de la filtration Nash-constructible (avec
action).

En effet, si 'on considere une inclusion fermée équivariante Y C X de G-variétés algébriques
réelles, la décomposition des suites exactes courtes scindées

0— Nka(Y) — Nka(X) — Nka(X \ Y) —0
est donnée par un morphisme équivariant. Cela induit alors une suite exacte longue finie

i IcfEiz,j(Y) - I%Ei%j(X) - I%EZj(X \Y) — I(}Ezz,jfl(y) —
Pour tout ¢, on peut ainsi extraire un invariant additif 4B; de chaque ligne du terme I'}EQ, dans
le cas ol tous les Zg-espaces vectoriels I%Ezzuq(X ) sont de dimension finie. La vérification de
cette hypothese pour toute variété algébrique réelle X constituera ’objet d’une future étude.
Fortement reliée & une compréhension plus profonde des chaines Nash-constructibles invariantes
sous 'action de G, elle devrait se baser sur ’emploi de techniques géométriques équivariantes
tres fines.

Plus étonnant, pour tout £ € Z, on parvient & construire une suite spectrale ]’}E dont la
caractéristique d’Euler est exactement Y ¢+i—k "Bi, un nouvel invariant additif que 'on note
BE. La construction du complexe double dont est issue cette suite spectrale, ainsi que son
étude dans le cas G = Z/2Z (premier cas difficile dans lequel 1'action du groupe, méme a
deux éléments, enrichit considérablement les informations contenues dans les suites spectrales)
constitue un important volet du travail de cette these.



INTRODUCTION 11

En calculant notamment ’autre suite spectrale ’}E induite par ce complexe double, on
cherche & mieux comprendre les invariants additifs B,?. Pour cela, on met en ceuvre un autre
résultat fondamental de cette these que I'on démontre dans le chapitre 3, a savoir la suite exacte
de Smith Nash-constructible (pour G = Z/27Z). Cette suite exacte courte est un analogue de
la suite exacte de Smith tenant compte de la filtration Nash-constructible en le sens suivant.
Soit X une G-variété algébrique réelle, avec G = {1,0}. Si ¢ est une chaine de N,Cy(X)
invariante sous ’action induite de (G, alors on peut ’écrire comme la somme de sa restriction
A Pensemble X© des points fixes et de I'image par 1 + ¢ d’une chaine appartenant au degré
Na41Ck(X) de la filtration. Autrement dit, si la suite exacte courte de Smith nous informait
que 'on pouvait découper la somme d’une chalne et de sa restriction aux points fixes en la
somme d’une autre chaine et de son image par 'involution o, ce théoreme nous dit que 'on
peut avoir un certain controéle sur la régularité de cette chaine par rapport a celle de la chaine
de départ.

Il se base sur un autre résultat qui présente un intérét certain jusqu’en dehors du contexte
de ce travail. On établit en effet que si M est une variété affine compacte connexe munie
d’une involution algébrique ¢ non triviale, on peut découper M en deux sous-ensembles semi-
algébriques fermés A et o(A), images I'un de l'autre par linvolution o, le long d’un sous-
ensemble symétrique par arcs S, de codimension 1 et globalement stable sous I'action de o. La
démonstration de ce théoreme fait appel & des théorémes profonds sur les variétés Nash et les
fonctions Nash, pour la plupart dus a M. Shiota ([31]).

Evoquons également une autre propriété obtenue dans ce contexte, qui nous donne une
certaine interprétation de la suite de Smith Nash-constructible dans le cas compact et libre.
Nous montrons que si X est une variété algébrique réelle compacte, munie d’une action libre
de G = 7Z /27, les chaines de X de degré « invariantes sous l’action induite de G correspondent
aux chaines de degré a du quotient X /G, qui est alors un ensemble symétrique par arcs.

Revenons a nos invariants BkG (toujours avec G = Z/27). L’utilisation de la suite exacte
courte de Smith Nash-constructible nous permet de calculer la suite spectrale ’}E et d’obtenir
une formule pour ces invariants additifs :

s = ob (1 (TS ) ) + 8 6 (),

q>k+1

pour toutes les G-variétés algébriques réelles X pour lesquelles ces quantités sont définies.
On découvre alors notamment que les invariants additifs ’Bg définis par le membre de droite
coincident avec les nombres de Betti virtuels équivariants de G. Fichou (les uniques invariants
additifs sur les G-variétés algébriques réelles coincidant avec les dimensions des espaces d’ho-
mologie équivariante sur les lisses compactes, voir [12]) si k < 0, et que si X est une variété
compacte munie d’une action libre de G, B,f(X ) = B,?(X ) pour tout k. Un important travail
a déja été fourni pour obtenir ce résultat. Le futur de cette recherche sera d’identifier si ’on
a obtenu ainsi de nouveaux invariants additifs sur les variétés algébriques réelles avec action
de G, ou si ce sont précisément les nombres de Betti virtuels équivariants, y compris en degré
positif ou nul. Quelle que soit la réponse, nous pouvons espérer qu’elle amenera des avancées
significatives pour la compréhension des variétés algébriques réelles avec action.
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Dans cette direction, on identifie plus en avant le lien qui pourrait exister entre ces deux
groupes d’invariants, en réalisant les nombres de Betti virtuels équivariants a partir d’un nou-
veau complexe filtré de poids. On qualifie celui-ci d’invariant car il induit une filtration sur
I’homologie des chaines invariantes des G-variétés algébriques réelles. Pour tout k, on extrait
de la ligne k de la page 2 de la suite spectrale qu’il induit un invariant additif auquel on
ajoute les nombres de Betti virtuels des points fixes de degré plus grand que k pour obtenir
le nombre de Betti virtuel équivariant ,BkG. Cette construction des nombres de Betti virtuels
équivariants constitue la réalisation de I'un des objectifs importants de cette thése, en per-
mettant une meilleure compréhension de ces invariants additifs. L’identification de la filtration
Nash-constructible/géométrique (avec action) en tant que possible pont entre les différents
complexes de poids et leurs propriétés se révele une autre avancée intéressante. En effet, si
la filtration Nash-constructible réalisait le complexe de poids invariant, cela nous permettrait
d’obtenir effectivement les nombres de Betti virtuels équivariants a partir du complexe de poids
équivariant (réalisé par la filtration Nash-constructible) via la suite spectrale ’fE induite par la
suite spectrale de poids équivariante.

Dans cette these, on étudie également le pendant cohomologique du complexe de poids
équivariant. De la méme maniere que ’on s’était basé sur la fonctorialité du complexe de poids
de C. McCrory et A. Parusinski pour le munir d’une action de G et lui appliquer ensuite le
foncteur LY, on prend appui sur le travail de T. Limoges dans [21], qui a établi I'existence
d’un complexe de poids cohomologique induisant une filtration par le poids sur la cohomologie
singuliere a supports compacts de I’ensemble des points réels des variétés algébriques réelles.
La fonctorialité du complexe de poids cohomologique nous permet en effet, sur la catégorie
des G-variétés algébriques réelles, de le munir d’une action induite de G. On applique alors au
complexe de poids cohomologique avec action un foncteur L, dont on montre qu’il possede
des propriétés analogues a celles du foncteur LS (notamment celle de la préservation des quasi-
isomorphismes filtrés), pour obtenir un complexe de poids cohomologique équivariant qui in-
duit une filtration par le poids dite équivariante sur la cohomologie équivariante vers laquelle
converge la suite spectrale de Hochschild-Serre de terme [FY?(X) = HP(G,HY(X)). Il est a
noter que cette suite spectrale coincide ainsi avec celle associée a la cohomologie équivariante
de J. van Hamel (au moins pour X compacte) dans [35], et que cette derniére est donc égale a la
notre. Dans le cadre cohomologique également, on déduit plusieurs propriétés de la suite spec-
trale de poids équivariante cohomologique et de la réalisation du complexe de poids équivariant
cohomologique de celles du cadre sans action de T. Limoges.

Enfin, on porte notre attention sur la question des produits de filtrations par le poids
équivariantes. Toujours dans [21], T. Limoges s’est aussi intéressé au produit de filtrations par
le poids des variétés algébriques réelles. Il montre ainsi l’existence d’un quasi-isomorphisme
filtré entre le produit tensoriel des complexes de poids et le complexe de poids du produit,
induisant la compatibilité de I’isomorphisme de Kiinneth avec la filtration par le poids. Plus
précisément, T. Limoges utilise la réalisation du complexe de poids par la filtration géométrique
pour prouver que, si X et Y sont deux variétés algébriques réelles, on a un quasi-isomorphisme
filtré GCL(X)® GOL(Y) = GOL(X x Y).

Soient G et G’ deux groupes finis. Notre travail consiste & montrer que si les variétés X et YV
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sont munies respectivement d’une action de G et d’une action de G’, ce quasi-isomorphisme
filtré est équivariant par rapport aux actions de G x G’ induites. On peut alors y appliquer
le foncteur LE*G" dans l'optique d’obtenir un quasi-isomorphisme filtré entre le produit des
complexes de poids équivariants et le complexe de poids équivariant du produit. Une derniere
étape se révele ainsi nécessaire, a savoir la preuve que si K, est un G-complexe filtré et M, un
G'-complexe filtré, le produit LY (K,) ® L' (M,) et LE*E' (K, ® M,) sont au moins reliés par
un quasi-isomorphisme filtré. On montre en fait que si ’on considere des résolutions projectives
particulieres pour les groupes finis G' et G’ -les résolutions bar-, ces deux complexes filtrés sont
naturellement isomorphes.

La conséquence de cette propriété sur le produit des filtrations géométriques équivariantes
constitue, avec son pendant cohomologique (que 1’'on montre également de fagon similaire en
prenant appui sur 1’étude des produits de complexes de poids cohomologiques de T. Limoges),
une étape importante pour la compréhension de deux autres produits sur les cohomologie et
homologie équivariantes, a savoir les produits cup et cap. Cependant, la preuve par T. Limoges
du caractere filtré de leurs analogues sur les cohomologie et homologie non-équivariantes, par
rapport aux filtrations par le poids, se base sur des considérations sur les suites spectrales de
poids. Or, on a vu que les différences signicatives des suites spectrales de poids équivariantes
avec celles-ci nous empéchaient de nous en inspirer brutalement pour obtenir des propriétés ana-
logues. Une investigation supplémentaire du produit des suites spectrales de poids équivariantes,
se basant néanmoins sur ce qui a été fait ici au niveau des produits des complexes filtrés de
poids équivariant, sera nécessaire pour établir si les produits cup et cap sur les cohomologie et
homologie équivariantes sont filtrés, par rapport a la filtration par le poids équivariante.

Ce travail a été divisé en sept chapitres. Dans le premier, on rappelle les définitions et
propriétés de base des fonctions constructibles, utilisées pour définir le complexe des chaines
semi-algébriques a supports fermés. On montre également que si X est un sous-ensemble semi-
algébrique de I’ensemble des points réels d’une variété algébrique réelle munie d’une action d’un
groupe G par homéomorphismes semi-algébriques, le complexe des chaines semi-algébriques
est muni d’une action induite de G, qui commute avec les opérations de base définies par C.
McCrory et A. Parusinski.

Dans le deuxieme chapitre, on rappelle les définitions et les propriétés établies par McCrory
et Parusinski concernant le complexe de poids des variétés algébriques réelles, nécessaires pour
nous permettre d’introduire ensuite notre complexe de poids avec action. Dans le chapitre
trois, on montre également le théoreme de “découpage” d’une variété Nash affine compacte
connexe munie d’une involution algébrique. La suite exacte courte de Smith Nash-constructible,
conséquence de ce résultat, y est ensuite établie, ainsi que son interprétation dans le cas libre
compact.

Le chapitre quatre est celui qui recele la construction du complexe de poids équivariant,
apres des rappels sur la cohomologie et I’homologie de groupe ainsi que la définition du foncteur
LE, pour lequel on montre les propriétés de compatibilité avec les catégories filtrés. On établit
également de nombreuses propriétés sur la suite spectrale de poids équivariante, dont on extrait
d’autres suites spectrales. On montre également que si le groupe G est d’ordre impair, la
situation est considérablement simplifiée grace au théoreme de Maschke, qui nous dit que le
foncteur T'C (qui associe & un Zs-espace vectoriel muni d’une action linéaire d’une groupe G,
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le sous-espace vectoriel de ses éléments invariants sous l’action) est exact dans ce cas. C’est
dans le chapitre cinq que 'on utilise la réalisation du complexe de poids équivariant & partir
de la filtration géométrique, afin de retrouver des invariants additifs B,?. On y étudie une
suite spectrale qui les calcule et on montre ainsi qu’ils coincident avec les nombres de Betti
virtuels équivariants dans certains cas. Dans le cas ou G = Z/2Z, on montre enfin 'existence
du complexe de poids invariant & partir duquel on retrouve les nombres de Betti virtuels
équivariants.

Dans le chapitre six, on rappelle les propriétés obtenues par T. Limoges sur le complexe
de poids et la filtration par le poids cohomologiques. On les utilise pour montrer I'existence
d’un complexe de poids cohomologique avec action et d’un complexe de poids cohomologique
équivariant aux propriétés analogues & celles de leurs pendants homologiques. Enfin, dans un
dernier chapitre, sont rappelées celles qu’il a obtenues concernant les produits de filtrations par
le poids pour les variétés algébriques réelles avant que ne soient montrées leur équivariance et
leurs analogues sur les produits de filtrations par le poids équivariantes.



Chapitre 1

Chaines semi-algébriques et action
de groupe

Dans ce chapitre, on rappelle les définitions et les propriétés des chaines semi-algébriques a
supports fermés d’un ensemble semi-algébrique localement compact, données dans ’appendice
de [26]. On vérifie également des propriétés dont on aura besoin par la suite (1.2.3, 1.2.4, 1.2.5,
1.2.6, 1.4.5).

Dans le dernier point, considérant une action sur un ensemble semi-algébrique localement
compact, on munit le complexe de ses chaines semi-algébriques & supports fermés de I’action
induite par fonctoralité. On vérifie alors que 'action commute avec les opérations de restriction,
d’adhérence (1.5.3) et de tiré en arriere (1.5.4).

1.1 Rappel sur les fonctions constructibles

On commence ce chapitre en rappelant les définitions et les propriétés de base sur les
fonctions constructibles, suivant [24].

Dans ce paragraphe et dans la suite de ce chapitre, on considere X un ensemble semi-
algébrique localement compact i.e. un sous-ensemble semi-algébrique de I’ensemble des points
réels d’'une variété algébrique réelle.

Définition 1.1.1. Une fonction ¢ : X — Z est dite constructible si on peut [’écrire comme

une somme finie
=D milx,
el
ot I est un ensemble fini et, pour tout i € I, 1x, est la fonction caractéristique d’un sous-
ensemble semi-algébrique X; de X et m; € Z.

Remarque 1.1.2. On peut toujours trouver une présentation de ¢ ou les X; sont fermés dans X.

Un outil fondamental des fonctions constructibles est I'intégration par rapport a la ca-
ractéristique d’Euler (a support compact) :

15
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Définition 1.1.3. Soit ¢ = > m;lx, une fonction constructible sur X (avec les X; fermés
dans X ) et soit Z un sous-ensemble semi-algébrique fermé de X. On définit l'intégrale d’Euler

de ¢ sur Z par
/ pdx =Y mix(X;N Z).
Z i

On définit alors le poussé en avant induit par une application semi-algébrique continue
propre :

Définition 1.1.4. Soient Y un autre ensemble semi-algébrique localement compactet f: X — Y
une application semi-algébrique continue propre. Soit ¢ une fonction constructible sur X . Alors
le poussé en avant fyp est la fonction constructible sur'Y définie par

f*w(y)z/f y )wdx
Wy

pour tout y € Y.
On définit enfin ’entrelacs d’une fonction constructible :

Définition 1.1.5. Soient X une fonction constructible sur X et x un point de X. Alors l’en-
trelacs Ap(x) de ¢ en = est défini par

Ap(z) —/S( : Xsodx-
x,e)N

L’entrelacs de o ainsi défini est une fonction constructible sur X.

On termine ces rappels par différentes propriétés de fonctorialité et de commutativité du
poussé en avant et de ’entrelacs :

Proposition 1.1.6. ([24])
1. (go f)s=gso fu,
2. Ao A =2A,
3. fuh = Af.

1.2 Définition du complexe des chaines semi-algébriques a sup-
ports fermés

Suivant C. McCrory et A. Parusinski ([26], Appendiz), on donne une définition du complexe
des chaines semi-algébriques de X a supports fermés et a coefficients dans Zs, équivalente a
celle de [4], 11.7. L’homologie de ce complexe est 'homologie de Borel-Moore de X a coefficients
dans Zs.

Définition 1.2.1. Pour k > 0, on note Sk(X) le Za-espace vectoriel engendré par les sous-
ensembles semi-algébriques fermés de X de dimension < k.
On note alors C(X) le Za-espace vectoriel quotient de Si(X) par les relations suivantes :
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1. Si A et B sont des sous-ensembles semi-algébriques fermés de X de dimension < k, alors
A+ B~ cl(A+ B),
ot A+ B := (AUB\ ANB) est la différence symétrique de A et B, et cl désigne l’adhérence

(par rapport a la topologie euclidienne de 'espace R™ dans lequel on se place).
2. Si A est un sous-ensemble semi-algébrique fermé de X avec dim A < k, alors A ~ 0.
Un élément ¢ de Cr(X) est appelé une chaine semi-algébrique a support fermé de dimen-

sion k.

Remarque 1.2.2. Toute chaine ¢ de Ci(X) peut s’écrire [A] ou A est un sous-ensemble semi-
algébrique fermé de X de dimension < k, et [A] désigne la classe de A dans l'espace vectoriel
quotient Cj(X).

Soit ¢ = [A] € Ck(X). Le plus petit ensemble semi-algébrique représentant c est appelé le
support de ¢ et noté Supp ¢. On a Supp ¢ = {x € A | dim, = k}.

Le lemme suivant va nous permettre d’identifier dans Cj(X) I'union de deux semi-algébriques
fermés a leur somme, lorsque leur intersection est “suffisamment petite”.

Lemme 1.2.3. Soient A et B deuz sous-ensembles semi-algébriques fermés de X de dimen-
sion < k. Si AN B est de dimension < k, on a

[AU B] = [A] + [B]
dans Ci(X).
Démonstration. On calcule [A U B] + [A] + [B] dans Ci(X) :

[AUB]|+[A]+[B] = [AUB]+[cd(AUB\ AnB)]
= [cd((AUB)Ud(AUB\ANB)\ (AUB)Nc(AUB\ AN B))]
Or,
(AUB)Ud(AUB\ANB) = c(AUBU(AUB\ ANB))
= cl(AUB)
= AUB

De plus, (AUB)Ncl(AUB\ ANB) contient AUB\ ANB donc (AUB)\((AUB)Ncl(AU B\ AN B))
est contenu dans AUB\ (AUB\ANB)=ANB.
Ainsi, cl((AUB)Ucl(AUB\ ANB)\ (AUB)Ncl(AUB\ ANB)) est contenu dans cl(ANDB),
qui de dimension < k (car dimcl(ANB) = dim AN B < k). La classe de cet ensemble est donc 0
dans Ci(X), i.e. [AUB] + [A] + [B] = 0.
O

Cette propriété entraine un corollaire, également utile pour la suite.

Corollaire 1.2.4. Si A et C sont des sous-ensembles semi-algébriques fermés de X tels que
C C A avec dim C < k alors [cl(A\ C)] = [A] dans Ci(X).
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Démonstration. En effet, dim(C Necl(A\ C)) < dimC < k donc, d’apres le lemme,
[cl(A\ C)] + [C] = [dl(A\NC) U C]

et cl(A\C)UC =cl((A\C)UC) =cl(A) = A (et [C] =0). O

On établit deux autres lemmes, utilisés dans la preuve de 3.4.2. Dans ce résultat fonda-
mental de notre étude, on parviendra a découper une chaine semi-algébrique invariante sous
une involution, modulo sa restriction aux points fixes, en deux chaines images I'une de I'autre
et dont le “degré de régularité” (par rapport a la filtration dite Nash-constructible 2.6.5) ne
s’éloignera pas trop du degré initial de la chaine de départ.

Lemme 1.2.5. Soient Ay, Ay et Az trois sous-ensembles semi-algébriques fermés de X de
dimension k. Si [A1] = [Ag] dans Ci(X), alors [A1 N Az] = [A2 N As].

Démonstration. On a [A; N Ag] + [A2 N As] = [cl ((A1 N A3) + (A2 N A3g))], or (A1 NA3) +
(AQ N Ag) = (Al - Ag) NAset dim Ay +~ Ay < k car [Al] = [AQ] OJ

Lemme 1.2.6. Soient A1, Ay deux sous-ensembles semi-algébriques de X de dimension k avec
Ay fermé dans X. Alors, dans Ci(X), [cl(A1 N A2)] = [A1 Ncl(Ag)].

Démonstration. On a
CZ(A10A2)+(A1 N Cl(AQ)) = Alﬂcl<A2)\Cl(A1 ﬂAg) C Alﬂcl(Ag)\Al NAy = A1ﬂ<cl(A2)\A2)

et dim(cl(A2) \ A2) < k. O

On définit enfin la différentielle de C(X) pour en faire un véritable complexe de chaines.
Définition et Proposition 1.2.7. Pour k > 0, on définit l'application
O : Cp(X) — Cr_1(X)
comme suit. Soit ¢ € Cy(X) avec ¢ = [A], alors on pose
Oxc = [04],
ot 0A :={x € A| Alx(x) =1 (mod 2)}. Cette application est linéaire et vérifie Oy_1 0 = 0.
(Ci(X),04) est ainsi un complexe de Zo-espaces vectoriels, appelé complexe des chaines

semi-algébriques a supports fermés (et a coefficients dans Zsz).

On définit par la suite différentes opérations sur ce complexe des chaines semi-algébriques
a supports fermés.
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1.3 Fonctorialité des chaines semi-algébriques

Définition et Proposition 1.3.1. Soient X et Y deux ensembles semi-algébriques localement
compacts et f : X — Y une application semi-algébrique continue propre. On définit ’application
fe 1 Cu(X) = Cu(Y) comme suit. Soient k> 0 et ¢ = [A] € Cr(X), alors fi(c) := [B], ot

B:=c{yeY | fila(y) =1 mod 2},

ot fy est ici le poussé en avant pour les fonctions constructibles. L’application f, : Co(X) — C(Y)
vérifie Or fx = f+Of et fi est donc un morphisme de complezes.

Proposition 1.3.2. ([26]) On a
idy = id,
et
gio fe=1(g90 f)

1.4 Restriction, adhérence

Définition 1.4.1. Soit Z C X un sous-ensemble semi-algébrique localement fermé. On définit
lopération de restriction par rapport a Z sur les chaines semi-algébriques de X comme suit.
Soient k > 0 et ¢ = [A] € Ci(X), on définit la restriction c|z de ¢ par rapport a Z par

clz =[ANnZ] e Cx(Z).
La restriction est linéaire :

Proposition 1.4.2. Soit Z C X un sous-ensemble semi-algébrique localement fermé. La res-
triction a Z est linéaire sur les chaines semi-algébriques a supports fermés de X.

Démonstration. Soient ¢ = [A], ¢ = [B] € Cx(X) (non nulles). Montrons que
(c+)|z=clz+c|z.

Onac+c =Jcx(A+ B)] et donc (¢ + )|z = [clx(A+ B)N Z].
D’un autre c6té, c|z + ¢z = [clz (AN Z) + (BN Z))] = [cz((A+ B)N Z)].

Calculons donc [clx (A + B) N Z] + [clz((A+ B)N Z)]. On a
(cx(A+B)NZ)+ (cdz((A+B)NZ)) = (cdx(A+B)NZ)\ (cz((A+ B)n Z))
(car clz ((A+B)NZ) C cx(A+ B)N Z). Or,
(clx(A+B)NZ)\(clz((A+B)NZ)) C (clx(A+B)NZ)\((A+B)NZ) = (clx(A+B)\(4+B))NZ.
Comme dimclx(A+ B)\ (A+ B) <dim A + B < k, au total

(C+C’)|Z+C‘Z+C‘Zf = 0.
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Remarque 1.4.3. La restriction ne commute pas avec 'opérateur de bord en général, mais si U
est un sous-ensemble semi-algébrique ouvert de X, on a di(c|ly) = (Okc)|v-

Définition 1.4.4. Soit Z C X un sous-ensemble semi-algébrique localement fermé. On définit
Uopération d’adhérence sur les chaines semi-algébriques de Z comme suit. Soient k > 0 et
c=[A] € Cx(Z), on définit l'adhérence ¢ de c par

¢ = [cl(A)] € Cp(X),
ot cl(A) est l'adhérence de A dans X.
Vérifions la propriété de linéarité de cette opération d’adhérence :

Proposition 1.4.5. Soit Z C X un sous-ensemble semi-algébrique localement fermé. Alors
lopération d’adhérence est linéaire sur les chaines semi-algébriques a supports fermés de Z.

Démonstration. Soient ¢ = [A], ¢ = [B] € Cx(Z). Montrons que

c+c =c¢c+/.

Onac+d =[cdz(A+ B)] = [cx(clz(A=+ B))]. Or clx (clz(A+ B)) = clx(A =+ B), donc

¢t =[clx(A=+ B).

On a de plus A+ B = (AN B°) U (A°N B). Ainsi, dans C(X),

x(A+B)] = [dy((An B9 U AN B))
= [dx(ANB°) Uclx(A°N B)]
= [elx (AN BY)] + [elx(A°N B)].

En effet, dimclx (AN B°) Neclx(A°N B) < k puisque

dAx(ANBY) Nelx(A°NB) = (ANB%)N (cx(A°NB)\ A°N B)
U(cdx(ANB%)\ An B°) N (A°N B)
U(cdx (AN B\ An B°) N (clx(A°N B) \ A°N B),

or cet ensemble semi-algébrique est de dimension < k car pour tout semi-algébrique S, dim (cl(S N\ S ) < dim S.

De méme, [clx (ANB®)]|+[clx(ANB)] = [clx(ANBUANB®)| = [clx(A)] et [clx (AN B)]+
[clx (AN B)] = [clx(B)], et on a donc finalement :

[clx (A + B)] = [clx(A)] + [clx (B)] = ¢+ ¢.
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Remarque 1.4.6. L’opération d’adhérence ne commute pas avec le morphisme de bord en
général.

Définition 1.4.7. Considérons le diagramme commutatif d’ensembles semi-algébriques locale-
ment fermés suivant :

Y - X
Lo
Yy & X

ot m: X — X est une application semi-algébrique continue propre, i est l'inclusion d’un sous-
ensemble semi-algébrique fermé, Y = 7= 1Y), et la restriction m : X \Y — X \ Y est un
homéomorphisme. B
Soient k > 0 et ¢ € Cx(X). On définit le tiré en arriére n~1c € Cx(X) de ¢ par :
-1 T
T c= (7 )u(elx\y)-
Vérifions enfin la linéarité du tiré en arriere sur les chaines semi-algébriques a supports
fermés :

Proposition 1.4.8. On reprend les notations de la définition précédente. Soit k > 0 et soient
c et ¢ deux chaines de C(X). Alors n=(c+ ) =rm"te+7m 1.

Démonstration. On utilise successivement la linéarité de la restriction, du poussé en avant et
de ’adhérence. O

Remarque 1.4.9. Le tiré en arriere ne commute pas avec 'opérateur de bord en général.

1.5 Action de groupe

On suppose a présent que X est muni d’une action d’un groupe G qui agit par homéomorphismes
semi-algébriques : pour tout g € G, on note oy : X — X I’homéomorphisme semi-algébrique
associé a g.

Par fonctorialité, on obtient alors une action sur le complexe C.(X) par isomorphismes
linéaires donnée par ay, : Ci(X) — Cy(X) pour g € G. Le complexe C,(X) muni de cette
action de G devient alors un G-complexe.

Lemme 1.5.1. Soient Y un autre ensemble semi-algébrique localement compact muni d’une
action de G et f : X — Y une application semi-algébrique continue propre et équivariante.
Alors le poussé en avant f. est équivariant par rapport aux actions de G sur les G-complexes

Cu(X) et Cu(Y).
Démonstration. Fonctorialité des chaines semi-algébriques a supports fermés (1.3.1). O

L’action de G sur une chaine semi-algébrique a support fermé peut étre donnée par I'action
sur I'un de ses représentants :
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Proposition 1.5.2. Soient g € G et ¢ = [A] € Ci(X), alors
g.c=[g.A].
Démonstration. On a g.c := oy, (c) = [B], ol
B=cl{re X | ag 1a(x) = X(ag_l(a:) NA)=1mod 2 }.

Or pour z € X, X(agl(a:)ﬂA) =1si ag_l(x) € Aie .z € ay(A), 0siay Yz) ¢ Aie. z ¢ ay(A)
(car g est un homéomorphisme). Donc B = cl (og(A)) = ag(A). O

A partir de cette constatation, on peut montrer simplement la commutativité de I'action
avec les opérations de restriction, d’adhérence et le tiré en arriere :

Proposition 1.5.3. Soit Z C X un sous-ensemble semi-algébrique localement fermé globa-
lement stable sous l'action de G. La restriction a Z des chaines semi-algébriques a supports
fermés de X commute avec laction induite de G. De méme, l'opération d’adhérence des chaines
semi-algébriques a support fermés de Z commute avec ’action induite de G.

Démonstration. Soient k > 0 et ¢ = [A] € Ci(X). Alors,

g(clz) = ¢g[ANZ]
[

— Ja,(4n2)

= [ag(A)Nay(Z)] (g bijection)

= [ag(A)NZ] (Z stable sous I'action de G)
= lag(A)]lz

= (9:0)lz

Soient k > 0 et ¢ = [A] € Ci(Z). Alors,
72 = [el(ag(A)] = [y (el(4))] = g.[cl(A)] = g..
O

Proposition 1.5.4. On considére le diagramme commutatif d’ensembles semi-algébriques lo-
calement fermés suivant :

Yy - X
oo
Yy L X

ot m: X — X est une application semi-algébrique continue propre, i est l'inclusion d’un sous-
ensemble semi-algébrique fermé, Y = n=1(Y), et la restriction 7 : X \Y — X \'Y est un
homéomorphisme, et ot tous les objets sont munis d’une action de G et tous les morphismes
sont équivariants par rapport a ces actions.

L’action de G sur les chaines semi-algébriques a supports fermés commute alors avec le tiré
en arriere.
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Démonstration. L’action de G commute avec 'adhérence, le poussé en avant, la restriction
donc avec le tiré en arriere. O

Suite a ces premieres définitions, nous allons tout d’abord passer en revue, dans le chapitre 2,
différents résultats obtenus par C. McCrory et A. Parusinski dans leur article “The weight
filtration for real algebraic varieties”.

Dans le chapitre 3, nous nous placerons dans un cadre avec action du groupe G et nous
munirons le complexe de poids de C. McCrory et A. Parusinski d’une action induite, ce qui
nous permettra alors, dans le chapitre 4, de développer un pendant équivariant a leur travail.
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Chapitre 2

Filtration par le poids pour les
variétés algébriques réelles

On rappelle dans ce chapitre les résultats de [26]. Dans cet article, C. McCrory et A. Pa-
rusiniski appliquent un critére de F. Guillén et V. Navarro Aznar dans [14] pour étendre le
foncteur qui & toute variété algébrique réelle projective non-singuliere associe son complexe
des chalnes semi-algébriques a supports fermés muni de la filtration canonique en un foncteur
associant a toute variété algébrique réelle un complexe filtré dit de poids, possédant des pro-
priétés d’acyclité et d’additivité (2.2.1). Ce complexe de poids est fonctoriel par rapport aux
morphismes propres réguliers.

L’homologie du complexe de poids d’une variété algébrique réelle est isomorphe a son homo-
logie de Borel-Moore, sur laquelle la filtration du complexe de poids induit alors une filtration
dite également par le poids, en analogie avec la filtration par le poids sur la cohomologie ration-
nelle des variétés algébriques complexes de P. Deligne ([8]). De plus, on retrouve les nombres
de Betti virtuels ([25]) & partir de la page 2 de la suite spectrale de poids (2.3.4). Il est & noter
que, contrairement au cas complexe, la suite spectrale de poids ne dégénere pas a la page 2 en
général ([26] Example 1.11.).

C. McCrory et A. Parusiriski donnent ensuite des réalisations pour ce complexe de poids
défini a quasi-isomorphisme filtré pres. La premiere d’entre elles est la réalisation par une
hyperrésolution cubique pour une variété compacte (2.4.2), ce qui leur permet de montrer
entre autres que la suite spectrale de poids est bornée. Dans un second point, ils définissent une
filtration dite géométrique sur le complexe des chaines semi-algébriques a supports fermés par
récurrence sur la dimension, via des résolutions des singularités adaptées (2.5.1). Ce complexe
filtré réalise alors le complexe de poids (2.5.7) et coincide, sur les variétés algébriques réelles,
avec la filtration Nash-contructible, définie sur la catégorie des ensembles AS via les fonctions
Nash-constructibles (2.6.5).

Dans le chapitre suivant, on généralisera le complexe de poids aux variétés algébriques
réelles avec action algébrique de groupe, en un complexe de poids avec action, et ceci grace aux
propriétés fonctorielles du complexe de poids.

25
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2.1 Contexte

Dans ce qui suit, une variété algébrique réelle est un schéma réduit séparé de type fini sur R,
et une variété compacte est un schéma complet, i.e. propre sur R.

Suivant C. McCrory et A. Parusiniski qui, dans [26], reprennent eux-mémes les notations de
F. Guillén et V. Navarro Aznar dans [14], on note

— Sch.(R) la catégorie des variétés algébriques réelles et des morphismes propres réguliers

i.e. des morphismes propres de schémas,

— Reg ymp(R) la sous-catégorie des variétés compactes non singulieres,

— V(R) la sous-catégorie des variétés projectives non singulieres.

On va s’intéresser a la géométrie de I’ensemble des points réels des variétés algébriques
réelles. Pour cela, si X est une telle variété algébrique réelle, on note

— X l’ensemble des points réels de X,

— C4(X) le complexe des chaines semi-algébriques a supports fermés de X

— H,.(X) ’homologie de C(X), qui est ’homologie de Borel-Moore de X & coefficients dans

Zs (1.2).

L’autre catégorie a laquelle nous allons nous intéresser est la catégorie C des complexes
bornés de Zs-espaces vectoriels munis d’une filtration croissante bornée, et des morphismes de
complexes filtrés.

Tout élément (K, Fy) de C induit une suite spectrale {E",d"}, avec

F K F,K
EO — prp+q , El - H ( p-rx* )7
P,q Fy 1Kpiq P,q ptq F, 1K,

convergeant vers ’homologie de K, :

X — Fp(HpqKs)
PO Fp1(HpiqKy)
(ou Fp(HpKy) :=im [Hy(FpK,) = Hy(K,)]).

Remarquons ici que si un morphisme de C induit un isomorphisme au niveau des suites
spectrales, il induira également un isomorphisme entre les homologies vers lesquelles celles-ci
convergent.

On met ainsi en relief un type de morphisme de C auquel on va particulierement s’intéresser :

Définition 2.1.1. On appelle quasi-isomorphisme de C ou quasi-isomorphisme filtré un mor-
phisme de complexes filtrés qui induit un isomorphisme au niveau E' des suites spectrales
induites.

On note également H o C la catégorie C localisée par rapport a ces quasi-isomorphismes
filtrés. Autrement dit, la catégorie HoC est la catégorie C dans laquelle on inverse formellement
les quasi-isomorphismes filtrés.

Ezxemple 2.1.2. La filtration canonique
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Tout complexe borné K, possede une filtration dite canonique, donnée par

K, sig>—p
Fy" Ky = ker 0y siq=—p
0 sig< —p

Fean K, Hy (K. sip+q=— . .. .
z ) = pro(Ke) b p’ et ainsi un quasi-isomorphisme de

OnaE! = (7
, p+q can pe .
pa UK 0 sinon

complexes (i.e. un morphisme de complexes induisant un isomorphisme au niveau des homolo-
gies) induit un quasi-isomorphisme filtré de complexes munis de la filtration canonique.

Dans la suite, on aura également besoin de la notion de diagramme cubique :

Définition 2.1.3. Pour n > 0, on note O ’ensemble partiellement ordonné (par Uinclusion)
des sous-ensembles de {0,1,....n}. Un diagramme cubique de type OIf dans une catégorie X
est alors un foncteur contravariant de O} dans X.

Ezemple 2.1.4. Diagramme cubique dans C et complexe simple associé

Si K est un diagramme cubique de type O} dans C, on note K, g le complexe du diagramme
indexé par le le sous-ensemble S de {0, 1,...,n}. On définit alors le complexe simple sk associé
a IC par

(ou |S| est le nombre d’éléments de S) et les différentielles Jy, : (sK)r — (sK)g—_1 sont définies
comme suit. Pour chaque S, on note

/
81-75 : Ki,S — Ki—l,S

la i-eme différentielle du complexe K, g, et siT C Set |T| = [S|—1, onnote Or 5 : Ky g = Ky 1
le morphisme de C correspondant a I'inclusion de 7" dans S. Pour a € Kj; g, on note alors

s@)= > Orsla)

TCS, |T|=|S|-1

et
95,5(a) := 0; g(a) + 9; s(a).
Enfin, si @; sai s € (sK)g,
Ok(®isai5) = Y Oi5(ais)-
i\S

On définit de plus une filtration sur s par FjsK 1= sFpK ((FpsK)r = ;451121 Fp(Kis))-
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Ezxemple 2.1.5. Carré acyclique

Un carré acyclique est un DT—diagramme dans Sch.(R)

Y - X
oo
Yy & X

ol 7 est I'inclusion d’une sous-variété fermée, ¥ = 7~ 1(Y), et la restriction 7 : X \Y — X\ Y
est un isomorphisme (remarquons que l'inclusion d’une sous-variété fermée ¥ C X est un
O -diagramme dans Sch,(R)).

Un carré acyclique élémentaire est un carré acyclique tel que X est compacte et non sin-
guliere, et w est I’éclatement de X le long de Y.

2.2 Complexe de poids

Pour une variété algébrique réelle X, on note F"C,(X) le complexe C,(X) muni de la
filtration canonique.

Le résultat fondamental de C. McCrory et A. Parusinski dans [26] est la démonstration
de D'existence et 'unicité d'un foncteur “additif” et “acyclique” (en un certain sens) défini
sur la catégorie des variétés algébriques réelles considérée ici, et a valeurs dans la catégorie
des complexes filtrés (localisée par rapport aux quasi-isomorphismes filtrés), qui coincide avec
FearC (X)) des que X est une variété projective lisse.

Le théoreme est le suivant :

Théoréme 2.2.1. ([26] Theorem 1.1) Le foncteur
F"C,:V(R) — HoC
admet une extension en un foncteur
WC, : Sch.(R) — H oC,

défini pour toutes les variétés algébriques réelles et tous les morphismes propres régquliers, qui
vérifie les propriétés suivantes :
1. Acyclicité : Pour tout carré acyclique 2.1.5, le compleze filtré simple du Df—dz’agmmme

dans C _ _
WC.(Y) — WOCL(X)
\: 1
WC.(Y) — WC.(X)
est acyclique (i.e. isomorphe au complexe nul).

2. Additivité : Pour une inclusion ferméeY C X, le complexe filtré simple du Dar-dz'agmmme
dans C
WC(Y) = WC.(X)

est isomorphe a WC (X \Y).
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Un tel foncteur WC, est unique a un isomorphisme de H o C unique pres.

Remarque 2.2.2. Les isomorphismes mentionnés dans le théoréeme ci-dessus sont des isomor-
phismes de la catégorie H o C, i.e. des quasi-isomorphismes de C, a savoir des morphismes de
complexes filtrés qui induisent un isomorphisme au niveau E' des suites spectrales induites.

L’ingrédient clé de la preuve de ce théoreme est un théoreme d’extension de F. Guillén et

V. Navarro Aznar issu de [14] :

Théoréme 2.2.3. ([14] Théoreme (2.2.2)) Soient C une catégorie de descente cohomologique
et

G:V(R)— HoC

un foncteur contravariant ®-rectifié qui vérifie
(F1) G(0) = 0, et le morphisme canonique G(XUY) = G(X)xG(Y') est un isomorphisme,
(F2) si Xo est un carré acyclique élémentaire de V(R), sG(X,) est acyclique.

Alors, il existe une extension de G en un foncteur contravariant ®-rectifié

G.:Schy(R) = HoC

telle que :
1. si X est un carré acyclique de Sch.(R), sG.(X,) est acyclique,

2. s1'Y est une sous-variété fermée de X, on a un isomorphisme naturel
G (X \Y) Zs(Ge(X) = G(Y)).

En outre, cette extension est unique, a isomorphisme unique pres.

Plus précisément, pour montrer leur théoréme, C. McCrory et A. Parusinski appliquent la
version “opposée” de ce théoreme (ils considérent un foncteur covariant et I’étendent en un
foncteur covariant) au foncteur F"C, : V(R) — H o C apreés avoir vérifié que celui-ci en
vérifie bien les conditions.

Définition 2.2.4. Si X est une variété algébrique réelle, le complexe filtré WC.(X) est appelé
le complexe de poids de X.

Remarque 2.2.5. Le complexe de poids WC,(X) de X est défini & quasi-isomorphisme filtré
pres.

Ce complexe de poids va nous permettre de définir une filtration sur ’homologie de la
variété. En effet, on a :

Proposition 2.2.6. Pour toute variété algébrique réelle X, I’homologie du complexe WC,(X)
est I’homologie de Borel-Moore de X a coefficients dans Zs :

vn, Hn(WC*(X)) = Hn(X)
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Idée de démonstration. On note D la catégorie des complexes bornés de Zo-espaces vectoriels.
Le foncteur d’oubli de la filtration C — D induit un foncteur ¢ : H oC — H o D.

On applique alors le critere d’extension de F. Guillén et V. Navarro Aznar en montrant que
les foncteurs Cy : Sch.(R) — H oD et ¢ o WC, : Sch.(R) — H oD sont deux extensions du
foncteur Cy : V(R) — H o D qui en vérifient les conditions.

On utilise alors 'unicité que nous fournit ce théoréme pour obtenir que @(WC, (X)) est
quasi-isomorphe & C,(X) pour toute variété algébrique réelle X, i.e. pour tout n, H, WC,(X)) =
H,(X). O

Remarque 2.2.7. Pour un carré acyclique 2.1.5, on a la suite exacte courte de complexes
0 — Co(Y) = Co(Y) ® Cu(X) — Co(X) — 0,
et pour une inclusion fermée Y C X, on a la suite exacte courte

0= C(Y) = Cu(X) > Cu(X\Y) = 0.

2.3 Suite spectrale de poids et filtration par le poids

Soit X une variété algébrique réelle. Le complexe filtré de poids WC,(X) induit une suite
spectrale définie & partir du niveau E' :

Définition 2.3.1. On appelle suite spectrale de poids la suite spectrale associée au complexe
de poids WC(X) et notée {E",d" },>1.

D’apres ce que 'on a vu, la suite spectrale de poids converge vers I’homologie de X :

Définition 2.3.2. La filtration de I’homologie de X induite par la filtration du complexe de
poids est appelée filtration par le poids de X et notée V.

Par la suite seront définies plusieurs réalisations du complexe de poids, ou plus précisément
de la suite spectrale de poids. En particulier, on peut la réaliser en considérant une hy-
perrésolution cubique de la variété algébrique réelle considérée et en lui associant un certain
complexe filtré dont on détaillera la construction plus loin.

Cette réalisation nous permet de cerner les termes non nuls de la suite spectrale de poids
dans un ”triangle” :

Proposition et Définition 2.3.3. Si E;,q # 0 alors le point (p,q) se situe dans le triangle
fermé de sommets (0,0), (0,d), (—d,2d), ou d = dim X.
La réindezxation
P=2p+q ¢=-p r=r+1

permet d’obtenir une suite spectrale de premier quadrant (EZ/ , = FEt ;) dont les termes

P'.q q',p'+2q
non nuls se situent dans le triangle fermé de sommets (0,0), (d,0), (0,d).

Cette réindexation va nous rendre plus facile la lecture de la suite spectrale de poids,
notamment celle de ses lignes. En effet :
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Proposition 2.3.4. On retrouve les nombres de Betti virtuels de X a partir des lignes de E?

By(X) = Z(fl)pdimhﬁiq,

p

pour tout q.

Autrement dit, pour tout ¢, la somme alternée des dimensions des termes de la ligne ¢ est
additive sur la catégorie des variétés algébriques réelles, et coincide avec la dimension du g-ieme
groupe d’homologie si la variété est compacte non singuliere.

Détaillons la preuve de cette propriété : elle nous permet d’une part de mieux comprendre
la condition d’additivité du complexe de poids, et d’autre part de constater que WC,(X) est
isomorphe a F"(C,(X) dans H o C également dans le cas ou X est compacte non singuliére.

On donne tout d’abord la définition du “mapping cone” associé a un morphisme de com-
plexes de chaines, dont on aura besoin dans la démonstration de 'additivité :

Définition et Proposition 2.3.5. ([36]) Soit f. : K« — M, un morphisme de complexes de
chaines de Za-espaces vectoriels. Le mapping cone Cone(fy) de fi est le complexe de chaines
défini par

(Cone(fs)), = Kn1® M,

pour tout n et de différentielle
dn(z @ y) = 0,"1(2) @ (90" () + f(2))
La suite exacte courte de complexes
0 — M, — Cone(f,) - K,[-1] =0

(ou K,[—1] = K,,—1, le premier morphisme étant donné pary — 0@y et le second par x®y — x)
induit une suite exacte longue d’homologie

o Ho(K) — Ho(M,) — Hy (Cone(f.)) — Hn_1(Ky) — -+

Démonstration de 2.3.4. Pour une variété algébrique réelle X et un ¢ € N donné, on note
By(X) := 3, (=1)?dimg, EZ ;. On va alors montrer que By(.) est additif, et égal au g-ieme
nombre de Betti classique sur les variétés compactes et non singulieres, ce qui montrera que
By(.) = B4(.) par unicité des nombres de Betti virtuels.

Additivité de B,

Pour X une variété algébrique réelle et ¢ fixés, on considere le complexe de chaines noté
C.(X, q) et défini par la g-eme ligne du terme E! de X :

Cu(X,q) := (EL,.d,)

*7q7 *7q

(ce complexe est défini & quasi-isomorphisme pres).
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Notons que pour tout p, Hp(Eijq) = E;q et, pour X,Y € Sch.(R) tels que Y est une
sous-variété fermée de X, écrivons la suite exacte longue

. = Hy(Ci(Y,q)) = Hp(Ci(X,q)) = Hy(Cone(v)) = Hp—1(Cx(Y,q)) — ...,

associée au mapping cone du morphisme de complexes de chaines v : C, (Y, q) — Ci(X, q).
Or, par additivité du complexe de poids WC,, le complexe filtré WC, (X \ V) est isomorphe
dans H o C au complexe simple filtré du diagramme WC,(X) — WC.(Y'), ce qui se traduit
au niveau des suites spectrales par : pour tout g, le complexe Cy (X \ Y, q) = Eiq(X \'Y) est
quasi-isomorphe au mapping cone Cone(v).
Ainsi, la suite exacte longue devient

= B (YY) Ep (X)) = B (X\Y) = E2 (V) — ...

Cette derniere suite exacte longue (finie) est la bonne facon de comprendre cette additivité
du complexe de poids. En prenant la somme alternée des dimensions, on obtient

By(X) = By(X\Y) + By(Y)

pour tout gq.

Egalité B,(X) = by(X) pour X compacte non singuliere

Cette propriété repose sur le fait que si une variété algébrique réelle X est compacte non
singuliere, le complexe de poids WC,(X) est isomorphe dans H o C a F“"(C,(X). La preuve
consiste en une extension (a la Guillén-Navarro Aznar) unique dans H oC du foncteur F"C, :
V(R) — H oC en un foncteur Reg,,,,(R) — H o C vérifiant des conditions d’additivité et
d’acyclicité : comme F"Cy : Reg .y, (R) = HoC et WO, : Regy,,(R) — H oC les vérifient
tous deux, ils sont isomorphes dans H o C.

Cela se traduit alors au niveau des suites spectrales par la pureté du complexe de poids :
E’z’q = 0 pour p # 0, autrement dit seuls les termes de la colonne p = 0 sont potentiellement
non nuls.

Dans ce cas, la suite spectrale de poids (réindexée) dégénere au niveau E2 et on a dimg, Hy(X) =
dimg, E3 , = By(X).

O

Remarque 2.3.6. Le fait que WC\ (X)) soit isomorphe dans HoC a F*“"(C,(X) si X est compacte
non singuliére concerne en particulier tout représentant du complexe de poids.

2.4 Réalisation par une hyperrésolution cubique

La premiere réalisation donnée par C. McCrory et A. Parusinski de la suite spectrale de
poids est la suite spectrale associée a une hyperrésolution cubique d’une variété algébrique
réelle compacte.

Si X est une variété algébrique réelle compacte, une hyperrésolution cubique de X est un
type spécial de (I -diagramme S — Xg dans Sch.(R), avec n € N, tel que Xy = X et, pour
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tout sous-ensemble S de {0,1,...,n} non vide, X5 € Reg,,,(R). Pour la définition précise
d’une hyperrésolution cubique, voir [15] Définition 1.2.12. Voir aussi [28] chapitre 5.

Définition et Proposition 2.4.1. Soit X une variété algébrique réelle compacte, et considérons
une hyperrésolution cubique de X . Celle-ci est un O} -diagramme d’objet final X. En en 6tant

X, on obtient un A, -diagramme, i.e. un diagramme indexé par les simplexes contenus dans le

n-simplexe standard A,. On lui associe alors un compleze filtré de la facon suivante.

Pour k > 0, on définit
G @ 0 (x0),
i+j=k
ot X est Uunion disjointe des objets de Uhyperrésolution cubique indexés par les i-simplexes

de A,,.
Pour a € Cj (X(i)), on définit

i j(a) :== 9;(a) + (9;’(a),

ou . : Cj (X(i)) — Cj (X(i_l)) est l'opérateur de bord simplicial, et 97 : C; (X(i)) — Cj (X(i))
C; (X)),

est Uopérateur de bord sur les chaines semi-algébriques, et sia =), ;@i € Cp = EBH_].:,C

() = Z 0;j(a; ;).
,J

(Cy, Ox) est alors un complexe de chaines sur lequel on peut définir une filtration croissante
bornée F par les squelettes simpliciauz :

ﬁka = @C’k,i (X(i)> )

i<p
On note alors E}’;’q la suite spectrale induite par ce complexe filtré (C., F ).

En utilisant ’acyclité du complexe de poids, et le fait que celui-ci coincide avec la filtration
canonique sur les différents objets de 'hyperrésolution cubique considérée (mis a part I'objet
final X, ils sont tous compacts non singuliers), on montre que I’on a un isomorphisme entre la
suite spectrale de poids et la suite spectrale de I’hyperrésolution cubique, obtenu en comparant
la filtration canonique et la filtration F sur le complexe C, :

Proposition 2.4.2. La suite spectrale de poids E de X est isomorphe a la suite spectrale E
d’une hyperrésolution cubique de X . Plus précisément,

T o~ T+l
Ep,q - E2p+q,—p'
Remarque 2.4.3. Ainsi, apres réindexation, E} = E7 .

En utilisant alors cette réalisation de la suite spectrale de poids dans le cas compact, et une
compactification couplée avec I'additivité du complexe de poids dans le cas non compact, on
obtient une propriété énoncée plus haut :
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Corollaire 2.4.4. Soit X une variété algébrique réelle de dimension d, de suite spectrale de
poids E et de filtration par le poids V.
Pour tous r > 1, p,q, st Ej , # 0 alors p <0 et —=2p < q < d —p.

On en déduit enfin les “bornes” de la filtration par le poids :

Corollaire 2.4.5. Pour X une variété algébrique réelle, on a, pour tout k,

WQHk(X) = Hk(X>, et W,kle]AX) =0.

2.5 La filtration géométrique
Dans cette section, on définit un foncteur
GC, :Sch.(R) = C

dont C. McCrory et A. Parusiriski montrent en plusieurs étapes dans la section 2 de [26] qu’il
réalise le complexe de poids WC, : Sch.(R) — H oC.

Ce foncteur associe a toute variété algébrique réelle X le complexe C,(X) des chaines
semi-algébriques a supports fermés de I’ensemble de ses points réels, muni d’une filtration :

0= Q,k,le(X) C Q,ka(X) C gkarle(X) C...C gock(X) = Ck(X)

Cette filtration est tout d’abord définie pour les variétés compactes, par récurrence sur la
dimension des chaines via la résolution des singularités :

Théoréme et Définition 2.5.1. ([26] Theorem 2.1) Il existe une unique filtration G sur les
chaines semi-algébriques des variétés algébriques réelles compactes avec les propriétés suivantes.
Soient X une variété algébrique réelle compacte et soit ¢ € Ci(X). Alors

1. SiY C X est une sous-variété fermée telle que Supp ¢ C Y,

2. Si k=dimX, soit 7 : X — X une résolution des singularités de X telle qu’il existe un
diviseur a croisements normauz D C X avec Supp Ox(7~1c) C D (une telle résolution est
dite adaptée a c). Alors, pour p > —k,

c € GOL(X) & O(rte) € G,Cr_1(D).

Remarque 2.5.2. La preuve (par récurrence sur k) du fait que la condition (2) soit indépendante
de la résolution adaptée choisie repose sur 'ingrédient suivant.

Soient m; : X; — X, i = 1,2, deux résolutions des singularités de X. Il existe alors un
morphisme o : X > X 1, composé d’un nombre fini d’éclatements le long de centres lisses qui
ont des croisements normaux avec les transformées strictes de tous les diviseurs exceptionnels,
tel que 71 o o puisse étre factorisé par Xs.
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Cette filtration dite géométrique est ensuite étendue a toute variété algébrique réelle en
utilisant la compactification :

Définition et Proposition 2.5.3. Soit U une variété algébrique réelle et soit X une com-
pactification de U. Si ¢ € Cy(U), on écrit que ¢ € G,Cy(U) si ¢ € G,C(X). Cette définition
est indépendante de la compactification choisie.

Remarque 2.5.4. La preuve de 'indépendance repose d’une part sur le fait que 'on puisse
dominer deux compactifications par une troisieme, et d’autre part sur le lemme de Chow-
Hironaka.

Cette filtration géométrique, définie géométriquement au niveau des chaines, va réaliser le
complexe de poids. En effet, nous verrons dans le point suivant que pour toute variété algébrique
réelle projective non singuliere M, le morphisme de complexes filtrés GC.(M) — F<"C,.(M)
(pour toute variété algébrique réelle, la filtration géométrique est contenue dans la filtration
canonique) est un quasi-isomorphisme filtré.

Or, le théoreme suivant nous dit que le foncteur GC, : Sch.(R) — C vérifie les condi-
tions d’additivité et d’acyclicité, permettant d’affirmer que la filtration géométrique réalise le
complexe de poids.

Théoréme 2.5.5. La filtration G, définit un foncteur GCy : Sch.(R) — C qui posséde les
propriétés suivantes :

1. Pour tout carré acyclique 2.1.5, les suites
0— ngk(f/) = GpCr(Y) @ ngk()N() = GpCO(X) — 0

0, GCY) - GOY) | GOX) | GCi(X)
Gy 1Cr(Y) " Gp1Cr(Y) T G, 1Cr(X)  Gp1Ck(X)

sont exactes.

2. Pour une inclusion fermée Y C X, si U := X \ 'Y, les suites

0— GpCr(Y) = GCr(X) = G,Cr(U) = 0

ngk(Y) N ng’k(X) N ngk(U)

0
T Gr1Ci(Y)  GorCu(X) . GyrOn(U)

sont exactes.

Remarque 2.5.6. La premiere suite exacte de (2) est scindée via le morphisme G,Ci(U) —
GpCr(X) ; c—©C.

Corollaire 2.5.7. ([26] Theorem 2.8) La localisation du morphisme de foncteurs GC\, — F"C,
sur V(R) par rapport auzr quasi-isomorphismes filtrés induit, pour toute variété réelle X, un
isomorphisme GC.(X) — WC,(X) dans H o C : la filtration géométrique GC\ réalise le com-
plexe de poids WC' dans H o C.
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2.6 La filtration Nash-constructible

Dans cette section est défini un foncteur N'Cy sur une catégorie plus grande que Sch.(R), &
savoir la catégorie des sous-ensembles AS localement compacts de variétés algébriques réelles.
Cette extension est nécessaire a C. McCrory et A. Parusiniski pour montrer que le foncteur
restreint N'C, : Sch.(R) — C réalise le complexe de poids.

En conséquence de ce résultat, ils montrent que ce dernier foncteur coincide (au niveau des
chaines ) avec GC, : Sch.(R) — C et donc que la filtration géométrique réalise bien elle-méme
le complexe de poids.

Nous aurons besoin de la définition d’un sous-ensemble AS de 'ensemble des points réels
d’une variété algébrique réelle, et de celle d’une fonction Nash-constructible sur un tel ensemble.

Commencons par la définition d’une fonction Nash-constructible sur P*(R) et d'un sous-
ensemble AS de P"*(R) :

Définition 2.6.1. Une fonction Nash-constructible sur P"(R) est une fonction constructible
sur P*(R) que l'on peut écrire
o= mifily
i€l

ot, pour tout i € I, Uapplication f; : Z; — P"(R) est une application rationnelle réguliére
définie sur un ensemble algébrique réel projectif Z;, Z! est une composante connexe de Z; et
m; est un entier.

Un sous-ensemble S de P"(R) qui est une combinaison booléenne de sous-ensembles semi-
algébriques symétriques par arcs de P"(R) est appelé un ensemble AS.

La notion d’ensemble symétrique par arcs a été introduite par K. Kurdyka dans [18]. L’au-
teur y étudie les ensembles symétriques par arcs, ainsi que dans [19], un travail rédigé en
commun avec A. Parusinski.

Proposition 2.6.2. ([19], [18]) Un sous-ensemble S de P"(R) un ensemble AS si et seulement
st la fonction caractéristique 1g sur P™"(R) est Nash-constructible.

Si S est un ensemble AS de P™(R), on dit alors qu’une fonction sur S est Nash-constructible
si c’est la restriction & S d’une fonction Nash-constructible sur P*(R). Cela définit en particulier
les fonctions Nash-constructibles sur les ensembles algébriques réels affines.

Soit X une variété algébrique réelle. On peut alors définir ce qu’est une fonction Nash-
constructible sur I’ensemble des points réels X de X et ce qu’est un sous-ensemble AS de X :

Définition 2.6.3. Une fonction p : X — Z est dite Nash-constructible si sa restriction a
chaque carte affine est Nash-constructible.

Un sous-ensemble S de X est alors un ensemble AS si la fonction caractéristique 1g est
Nash-constructible.

Enfin, une fonction ¢ : S — Z sur un sous-ensemble AS S de X est dite Nash-constructible
st son extension a X par zéro est Nash-constructible.

Nous allons ainsi pouvoir enfin définir la catégorie dans laquelle nous allons travailler dans
cette section :



2.6. LA FILTRATION NASH-CONSTRUCTIBLE 37

Définition 2.6.4. On note X5 la catégorie dont les objets sont les sous-ensembles AS de
variétés algébriques réelles (du moins de leurs ensembles des points réels) et dont les mor-
phismes sont les applications propres continues avec graphe AS.

Le foncteur N'C, va alors consister & associer & chaque objet de X4s une filtration dite
Nash-constructible sur le complexe de ses chalnes semi-algébriques a supports fermés :

Définition 2.6.5. Soit T € X ys.

Soit ¢ € Ci(T), et soit —k < p < 0. On dit que ¢ est p-Nash-constructible et on écrit
c € NpCy(T), s'il existe pep : T — 28TPZ génériquement Nash-constructible en dimension k
(i.e. ¢ coincide avec une fonction Nash-constructible sur T sauf sur un sous-ensemble semi-
algébrique de T' de dimension < k) telle que

c=[{z €T | pep(z) ¢ 2712}
dans Ci(X).
On caractérise en particulier les chaines de N_;Cy(T) :

Définition et Proposition 2.6.6. On dit que ¢ € Cy(T') est pure si ¢ € N_,C(T).
Si T est compact, ¢ est pure si et seulement si ¢ peut étre représentée par un ensemble
symétrique par arcs.

Remarque 2.6.7. Si dimT = k, NoCi(T) = Ci(T). En effet, toute fonction constructible définie
sur T et divisible par 2¥ est Nash-constructible.

On obtient ainsi une filtration
0= ./\/Lk,lc’k(T) C N,ka(T) C ./\/;kJrle(T) C...C N[)Ck(T) = Ck(T).

La filtration dite Nash-constructible ainsi définie induit bien une filtration de complexe. En
effet, si ¢ € N,Ci(T') est (& un ensemble de dimension plus petite pres) le support modulo
2k+P+1 Q’une fonction Nash-constructible Gep o T — 2k+P7Z 1e bord de ¢ est le support de la
fonction Nash-constructible A, (resp. 1Q¢c ;) si k est impair (resp. pair).

Notons également la fonctorialité de la filtration Nash-constructible : si f : T"— S est un
morphisme propre continu de graphe AS, et ¢ est comme ci-dessus, fic est le support modulo
2k+P+L du poussé en avant fi ()

Ce que 'on peut donc appeler maintenant le foncteur NC, : X4s — C vérifie enfin les
conditions d’additivité et d’acyclicité sur cette catégorie. Un carré acyclique dans X 45 est un
Df—diagramme dans X s

S = T
Lo
S & T
oll i est une inclusion fermée, S = 7 1(S), et la restriction 7 : T\ S — T\ S est un

homéomorphisme.
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Théoréme 2.6.8. La filtration N définit un foncteur NCy : Xas — C qui vérifie les propriétés
sutvantes :

1. Pour tout carré acyclique dans X s, les suites
0 — NpCi(S) = NpCi(S) & NpCi(T) — NpCi(T) — 0

/\/1,20,6(5)~ L, MGr(9) Npck(fz _, MC(T)

Np—lck;(s) Np—lck(s) Np_l(Jk.(T) Np—lck(T)

sont exactes.

2. Pour une inclusion fermée S C T, la restriction ¢ U := T \ S induit un morphisme de
complezes filtrés NCy(T) — NCy(U), et les suites

0 %Nka(S) —>NpOk(T) —>Np(]k(U) —0

NCK(S) | NyClT)  NyCi(U)

0
7 N1 Ci(S)  NpaCul(T) Nyt Cu(U)

—0

sont exactes.

Remarque 2.6.9. Pour k fixé, le morphisme N,Cy(T) — N,Cx(U) se scinde en associant & une
chaine ¢ € N,Cy(U) son adhérence ¢ € Ci(T') (cependant ce dernier morphisme ne commute
pas avec l'opérateur de bord).

En particulier, la restriction du foncteur N'C, a la catégorie des variétés algébriques réelles
que 'on considere vérifie également ces conditions d’additivité et d’acyclicité.

Pour montrer qu’il réalise le complexe de poids, il ne reste donc plus qu’a montrer qu’il
coincide (& quasi-isomorphisme filtré pres) avec la filtration canonique sur les variétés projec-
tives lisses. C’est & cette derniere intention que le foncteur N'C, a été défini sur la catégorie
des ensembles AS.

En effet, C. McCrory et A. Parusinski considerent la catégorie des variétés Nash compactes
et des morphismes Nash entre elles, qui contient les composantes connexes des variétés affines
compactes (resp. projectives) non singuliéres et est contenue dans la catégorie X 45, et montrent
que, pour N une variété Nash compacte, le morphisme NC,(N) — F“"C,(N) (induit par
inclusion N,Cy(N) C Fy*"Cy(N)) est un quasi-isomorphisme filtré.

Théoreme 2.6.10. Pour toute variété Nash compacte N, le morphisme
NC.(N) — F"C,(N)
est un quasi-isomorphisme filré.

Idée de démonstration. Plus particulierement, ils montrent que ce morphisme induit des iso-
morphismes Hy(N,Ci(N)) = Hp(F;*"Cr(N)) (qui, via les suites exactes longues des paires,
impliquent I'isomorphisme du théoreme).

Pour cela, ils utilisent des théoremes profonds du cadre des variétés lisses et des variétés
Nash qui, en utilisant la fonctorialité de N'C, par rapport aux applications Nash ainsi que son
acyclicité, leur permettent de se ramener a un cas particulier.
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Précisément, pour montrer que ’on peut relier deux variétés Nash compactes connexes par
un difféomorphisme Nash apres multi-éclatements, ils appliquent un résultat de G. Mikhalkin
dans [27] (qui nous dit que l'on peut relier deux variétés lisses fermées de méme dimension
par une suite d’éclatements et d’écrasements le long de centres lisses), puis le théoreme de
Nash-Tognoli ([33]) couplé avec des théorémes d’approximation par des applications Nash.

O

Comme les variétés algébriques réelles projectives lisses peuvent étre considérées comme des
variétés Nash compactes, on obtient finalement que :

Corollaire 2.6.11. ([26] Corollary 3.11) Pour toute variété algébrique réelle X, la localisation
du morphisme de foncteurs NC, — F"C, sur V(R) par rapport aux quasi-isomorphismes
filtrés induit un isomorphisme dans H o C

NC(X) = WO, (X).

Un corollaire de ce dernier fait est que la filtration Nash-constructible coincide sur Sch.(R)
au niveau des chaines avec la filtration géométrique, montrant du méme coup que cette derniere
réalise donc bien le complexe de poids au niveau des suites spectrales.

Corollaire 2.6.12. ([26] Corollary 3.12) Soit X une variété algébrique réelle. Alors pour tout k,
pour tout p,

N, C(X) = G,Ch(X).

Remarque 2.6.13. Dans la démonstration de ce corollaire, C. McCrory et A. Parusiniski montrent
et utilisent notamment le fait que si X est une variété algébrique réelle compacte non-singuliere
de dimension d, et si ¢ est une d-chaine de X, alors

(S NpCd(X) & Jc € NpCdfl(X).

Ce dernier corollaire permet ainsi & C. McCrory et A. Parusiniski d’obtenir entre autres
un critére pour montrer la coincidence modulo une certaine puissance de 2 d’une fonction
constructible avec une fonction Nash-constructible :

Théoréme 2.6.14. ([26] Theorem 4.10) Soit V un sous-ensemble algébrique réel de RN irréductible.
Soit ¢ : V. — Z une fonction constructible. On suppose que p vérifie

Zgo(a) =0 mod |F|

oeF

pour tout éventail F' du corps K = K(V') des fonctions rationnelles de V', dont le corps résiduel
induit seulement un ordre, et de cardinal |F| < 2™.

Alors il existe une fonction v : V. — Z génériqguement Nash-constructible telle que, pour
tout x €'V,

o(z) = Y(x) mod 2".

On utilisera ce résultat dans la démonstration de 3.4.6. On utilisera également le critére de
I’éventail d’I. Bonnard ([5]) :
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Théoréme 2.6.15. ([5]) On reprend les données du théoréme précédent. Une fonction construc-
tible p : V. — Z est génériquement Nash-constructible si et seulement si, pour tout éventail fini
F de K dont le corps résiduel n’induit qu’un ordre,

Zcp(o) =0 mod |F|.

oc€EF

Enfin, terminons cette partie en calculant les suites spectrales de poids et filtrations par le
poids pour quelques exemples, en utilisant la réalisation du complexe de poids par la filtration
Nash-constructible :

Exemple 2.6.16. On considere le sous-ensemble algébrique réel X de R? d’équation y? = 22—z

La suite spectrale de poids est donnée au niveau E2 par

5= (155
X ptq N _1C. )’

et la filtration par le poids par

miH.= @D B
p+q=k, p<k+l

Or, comme X est de dimension 1, le Zs-espace vectoriel N_1C1(X) est engendré par les
composantes symétriques par arcs de X, qui n’en a qu’une, & savoir lui-méme. Le terme E?(X)
est donc

Zso[X]
Zs[{po}] Zo[X1]

ou po est un point de X, et ou X; et Xo sont les deux cycles de dimension 1 de X. La suite
spectrale dégénere au niveau E?(X) et on a alors

W_1H(X) = Zo[X]
et
WoH(X) = H1(X) = Zo[X] ® Za[X1] = Zo[X1] ® Zo[X2].
Exemple 2.6.17. On considere cette fois la courbe algébrique réelle X du plan R? constituée de
deux cercles s’intersectant en ’origine, définie par I’équation ((:c +1)2 492 - 1) ((:c —-1)24+4% - 1) = 0.

Le Zg-espace vectoriel N_1C1(X) est ici engendré par les deux cercles X; et Xs. Le terme EQ(X )

est
Zo[X1] ® Zo| X5

Zo[{po}] 0

La suite spectrale dégénére au niveau E2(X) et on a

W_lHl(X) = W()Hl(X) = HI(X) = ZQ[Xl] D ZQ[XQ]



Chapitre 3

Complexe de poids avec action

Soit G un groupe fini.

On souhaite a présent construire une filtration par le poids, analogue a celle de C. McCrory
et A. Parusinski, pour les variétés algébriques réelles munies d’une action du groupe G (par
isomorphismes algébriques), sur une homologie équivariante qui rendrait compte “convenable-
ment” de la géométrie de telles variétés ainsi que de 'action de groupe.

Notre stratégie va alors se développer en deux étapes. Dans la premiére, on va définir (3.2.3)
un complexe de poids avec action de G sur la catégorie de ce que 'on appellera les G-variétés
algébriques réelles, fonctoriel par rapport aux morphismes propres réguliers équivariants, et
unique a quasi-isomorphisme filtré équivariant pres avec les propriétés d’extension, d’acyclicité
et d’additivité analogues a celles du cadre sans action. Pour son existence, cela consistera a
munir le complexe de poids de McCrory-Parusinski de 'action de G induite par fonctorialité.
Quant a son unicité, elle sera donnée par une version avec action du critere d’extension de F.
Guillén et V. Navarro Aznar, qui justifie la restriction au cas d’un groupe fini pour lequel il
existe une compactification équivariante, un lemme de Chow-Hironaka équivariant ainsi qu'une
résolution des singularités équivariante.

Dans un second temps, on appliquera & ce complexe de poids avec action un foncteur noté LE
qui, appliqué & un G-complexe de chalnes, permet par définition de calculer 'homologie de G
a coefficients dans ce complexe, et qui induira alors une filtration par le poids que 'on dira
équivariante sur I’homologie équivariante qu’il définit.

Le choix du cas d’un groupe fini est également motivé par I'application aux produits de
filtrations par le poids équivariantes qui nécessitera la prise en compte de groupes finis. Mais on
verra également que des le plus petit d’entre eux (non trivial), a savoir G = Z/2Z, les structures
avec action et donc équivariantes s’enrichiront considérablement (voir dans ce chapitre, les
sections 3.3 et 3.4).

3.1 Contexte

Tout d’abord, définissons précisément les catégories sur lesquels nous allons travailler. Dans
toute la suite, une action de G par isomorphismes algébriques sur une variété algébrique réelle X
désignera une action par isomorphismes de schémas telle que l'orbite de tout point de X est

41
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contenue dans un sous-schéma ouvert affine.

Définition 3.1.1. On note
— Sch%(R) la catégorie des variétés algébriques réelles munies d’une action de G par iso-
morphismes algébriques -on nomme de tels objets des G-variétés algébriques réelles- et
des morphismes propres réguliers équivariants,
- Reggmp(R) la sous-catégorie des G-variétés compactes non singuliéres,
~ VE(R) la sous-catégorie des G-variétés projectives non singuliéres.
On note également
~ CY la catégorie des G-complezes de Zy-espaces vectoriels bornés munis d’une filtration
croissante bornée par des G-complexes avec inclusions équivariantes -on nomme de tels
objets des G-complezxes filtrés- et des morphismes de complexes filtrés équivariants,
~ DY la catégorie des G-complexes bornés et des morphismes de complezes équivariants.

Remarque 3.1.2. — Si X est une G-variété algébrique réelle, on a vu que l'action de G
sur X induit, par fonctorialité de C, : Sch.(R) — D, une action de G sur C,(X), et donc
également une action (linéaire) sur I’homologie de Borel-Moore H,(X) de ’ensemble des
points réels de X. On a ainsi un foncteur

C, :Sch%([R) —» DY ; X — C.(X).

— Si (K4, Fy) est un G-complexe filtré, la suite spectrale induite est naturellement mu-
nie d'une action de groupe : chaque terme est muni de 'action de G induite, et les
différentielles sont équivariantes pour celle-ci.

— Le complexe simple filtré associé & un diagramme cubique dans C© peut étre naturellement
muni de Paction du groupe G induite (en considérant ’action diagonale sur les sommes
directes), et devenir ainsi un élément de C©.

Dans la continuité de ce que ’on faisait dans le cadre sans action de groupe, on s’intéresse
aux morphismes filtrés qui induisent des isomorphismes au niveau des suites spectrales :

Définition 3.1.3. On note HoCS la catégorie CE localisée par rapport aux quasi-isomorphismes
filtrés équivariants, autrement appelés quasi-isomorphismes de C, i.e. les morphismes filtrés
équivariants entre G-complezes filtrés qui induisent un isomorphisme (équivariant) au ni-
veau E' des suites spectrales induites.

Remarque 3.1.4. Tout G-complexe K, de D peut étre muni de la filtration canonique sur
laquelle agit naturellement le groupe G (le noyau de la différentielle de K, qui est équivariante,
est stable sous I'action de G), et ainsi (K, ") est un élément de CC.

De cette facon, un quasi-isomorphisme équivariant entre G-complexes bornés induit un
quasi-isomorphisme filtré équivariant entre G-complexes filtrés munis de la filtration canonique.

3.2 Complexe de poids avec action

Nous allons & présent pouvoir énoncer le théoréme d’existence et d’unicité (dans H o C%)
du complexe de poids avec action du groupe G.
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L’existence sera donnée directement par la fonctorialité du complexe de poids (sans action).
Son unicité requerra une version avec action du critere d’extension de F. Guillén et V. Navarro

Aznar ([14]) :
Théoreme 3.2.1. Soient C une catégorie de descente cohomologique et
F:VYR)— HoC

un foncteur contravariant ®-rectifié qui vérifie
(F1) F(0) =0, et le morphisme canonique F(XUY) — F(X) x F(Y) est un isomorphisme
(dans HoC),
(F2) si X, est un carré acyclique élémentaire de VE(R), sF(X,) est acyclique.
Alors, il existe une extension de F' en un foncteur contravariant ®-rectifié

F,:Sch%R) — HoC

telle que :
1. 51 X, est un carré acyclique de Scth(]R), sF.(X,) est acyclique,

2. si'Y est une sous-variété fermée de X stable sous ’action de G sur X, on a un isomor-
phisme naturel (dans H oC)

F(X\Y)X2s(F.(X)— F.(Y)).
En outre, cette extension est unique, a tsomorphisme unique pres.

Remarque 3.2.2. Le critere d’extension ([14]) reste bien valable dans ce contexte. En effet,
celui-ci nécessite, sur la catégorie de variétés considérée, une résolution des singularités, un
lemme de Chow-Hironaka et une compactification. Or, sur la catégorie SchS(R), comme le
groupe GG est d’ordre fini, une résolution des singularités équivariante, un lemme de Chow-
Hironaka équivariant ainsi qu’une compactification équivariante existent par [9] (Appendix).

Théoreme 3.2.3. Le foncteur
Ferg, : VE(R) — HoCY ; X — F"C,(X)
admet une extension en un foncteur
W, : Sch%(R) — H o CC
défini pour toutes les G-variétés algébriques réelles et tous les morphismes propres réguliers

équivariants, qui vérifie les propriétés suivantes :

1. Acyclicité : Pour tout carré acyclique dans Schf(R), le compleze filtré simple du Df—
diagramme dans C¢ B B
WC.(Y) — WC.(X)

1 )
WC,(Y) — “WC.(X)

est acyclique.
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2. Additivité : Pour une inclusion fermée équivariante Y C X, le complexe filtré simple du
Dar—diagmmme dans C%

WCL(Y) = WC.(X)
est isomorphe a “WC, (X \Y).

Un tel foncteur “WC, est unique & un isomorphisme de H o C unique prés.

Démonstration. Existence

Soit X une G-variété algébrique réelle. On a une action de GG sur le complexe filtré de poids
WC,(X) de X induite par fonctorialité du complexe de poids.

De plus, tout morphisme propre régulier équivariant induira, toujours par fonctorialité de
WC,., un morphisme de H o C équivariant, i.e. un morphisme de H o CE.

On obtient donc ainsi un foncteur “WC, : Sch%(R) — H o C%, celui qui & toute G-variété
algébrique réelle X associe son complexe filtré de poids WC,(X) muni de I’action induite.

Ce foncteur est bien une extension de F**C, : V&(R) — H oC% car le complexe de poids
WC, : Sch.(R) — H o C est une extension de F**C, : V(R) — H o C (pour X € V¢ (R),
'action sur le complexe filtré F"C,(X) est également induite par fonctorialité).

Il vérifie enfin les conditions d’acyclicité et d’additivité (le morphisme nul est équivariant
et, dans le théoreme de Guillén-Navarro Aznar, la condition d’additivité repose sur une égalité
permettant l'extension du foncteur aux variétés non compactes, ce qui la rend a fortiori
équivariante).

Unicité

Pour "unicité, nous utiliserons le critére d’extension de Guillén-Navarro Aznar ([14] (2.2.2))
adapté au cadre avec action du groupe G que l'on a énoncé précédemment (3.2.1). Appliquons-
le (tout du moins sa version homologique et covariante) a notre contexte pour obtenir 'unicité
du complexe de poids avec action de G :

— CC est une catégorie de descente homologique, en tant que catégorie des complexes de
chaines de Zg[G]-modules a gauche (i.e. les Zg-espaces vectoriels munis d’une action
linéaire du groupe G), bornés et munis d’une filtration croissante bornée. En effet, les
Z3[G)-modules & gauche forment une catégorie abélienne (on utilise ici la propriété (1.7.5)
de Plarticle de F. Guillén et V. Navarro Aznar).

— Le foncteur F"C, est ®-rectifié, car il est défini sur la catégorie cG.

— Le foncteur F"C, vérifie les conditions (F1) et (F2) dans le cadre sans action. Mu-
nissant les variétés projectives lisses d’une action agébrique de G, tous les morphismes
mentionnés, induits par I’application du foncteur £\, sont alors équivariants, et celui-
ci vérifie donc bien les conditions (F1) et (F2) dans le cadre avec action de G.

O

Définition 3.2.4. Si X est une G-variété réelle, le G-compleve filtré WC(X) (défini a
quasi-isomorphisme filtré équivariant prés) est appelé le compleze de poids avec action de X .
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Remarque 3.2.5. — L’isomorphisme H,,(“WC, (X)) = H,(X) pour toute G-variété réelle X
est équivariant. En effet, on a vu dans la preuve de 2.2.6 que les foncteurs Cy : Sch.(R) —
HoD et poWC, : Sch.(R) — H oD sont isomorphes. Ainsi, si X est une G-variété
algébrique réelle, le quasi-isomorphisme entre ¢ o WC, (X)) et Ci(X) est équivariant par
rapport aux actions induites par fonctorialité.

— La filtration par le poids et la suite spectrale de poids se retrouvent munies de ’action
induite du groupe G.

— La filtration géométrique, munie de l'action de G induite par fonctorialité, réalise le
complexe de poids avec action des G-variétés algébriques réelles. En effet, lorsque 1’on
munit les variétés considérées d’une action algébrique de G, les morphismes des suites
exactes courtes de 2.5.5 sont équivariants pour les actions induites, ainsi que les inclusions
GpCr(X) C F;"Ci(X) pour toute G-variété réelle X.

— Comme dans le cadre sans action (2.3.6), le complexe de poids “WC,(X) avec action
de G d’une variété compacte non singuliere est quasi-isomorphe dans C& & Fe"C,(X).
Il en va de méme pour toutes ses réalisations.

Dans la suite, le complexe de poids avec action d’une G-variété réelle X sera simplement
noté WC,(X) lorsque le contexte sera explicite.

3.3 Le découpage d’une variété Nash affine compacte munie
d’une action de G =7/27

On souhaite découper toute chaine invariante d’une variété algébrique réelle avec action de
G =17Z/2Z = {1,0}, apres en avoir retiré la partie invariante point par point, en deux morceaux
qui soient I'image I'un de 'autre par I'involution ¢, mais des morceaux dont on puisse controler
la régularité vis-a-vis de la filtration Nash-constructible.

On s’intéresse au cas particulier du groupe a deux éléments car il est le premier cas difficile,
tant pour cette question que pour la suite de notre étude. Ainsi, nous utiliserons ce résultat
dans 5.2.6, afin de mieux comprendre des invariants additifs construits a partir d’une suite
spectrale pour laquelle le groupe Z/27Z fournit déja une grande richesse d’informations et donc
une plus grande difficulté a la comprendre.

L’ingrédient-clé qui nous permettra d’effectuer ce découpage sera le résultat suivant. Ce
théoreme affirme que 'on peut découper toute variété Nash affine compacte connexe munie
d’une involution algébrique le long d’un sous-ensemble symétrique par arcs, globalement inva-
riant sous 'action. On renvoie & [31] pour tout le matériel concernant les variétés Nash et les
fonctions Nash.

Théoreéme 3.3.1. Soit M une sous-variété Nash compacte connexe d’un espace affine RV mu-
nie d’une involution algébrique o (i.e. la restriction d’une involution algébrique sur l’adhérence
de Zariski de M) non triviale. Alors il existe un sous-ensemble symétrique par arcs S de M de

codimension 1 globalement stable sous l’action de o, et un sous-ensemble semi-algébrique fermé
A de M tels que M = AUc(A), S=ANc(A) et S =0A.
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M

Démonstration. La démonstration de ce résultat va se baser sur ’obtention d’une application
classifiante entre le quotient de M privé de ses points fixes, que I’on notera IV, par ’action de G
et un espace projectif réel. On approchera cette fonction, tout du moins son extension a la com-
pactificaction Nash de N/G, via le théoréeme de Stone-Weierstrass et 'utilisation d’un voisinage
tubulaire Nash ([4]8.9), par une fonction Nash, transverse au sous-espace projectif de codimen-
sion 1, que l'on relevera ensuite en une fonction équivariante définie sur M \ ME et & valeurs
dans une sphére munie de ’action antipodale, Nash et transverse a la sphere de codimension 1.
Considérant alors 'image réciproque de celle-ci, ainsi que celles des deux hémispheres, auxquels
on rajoute les points fixes, on parvient a découper M en deux sous-ensembles semi-algébriques,
images 'une de 'autre par 'involution, le long d’un sous-ensemble symétrique par arcs.

(i) Quotient Considérons donc N la variété M privée de ses points fixes. N est une sous-

variété Nash de R, de méme dimension que M (car 'action de G sur M n’est pas triviale)
et munie d’une action libre de G (ou G = {id,o} = Z/2Z). Le quotient N/G est une variété
Nash. En effet, le quotient d’un ensemble semi-algébrique par l'action (semi-algébrique) d’un
groupe est un ensemble semi-algébrique ([29]), et le quotient d’une variété (différentiable) lisse
par P’action libre (et lisse) d’un groupe fini est une variété lisse ([20] Theorem 7.10). La variété
Nash N/G est de plus affine, en tant que sous-ensemble (semi-algébrique) de I’ensemble des
points réels du quotient de la complexification de I’adhérence de Zariski de M, qui est une
variété complexe projective, par la complexification de I’action de G, quotient qui est lui aussi
une variété projective complexe.

(ii) Compactification La variété N/G étant une variété Nash affine, on peut la compactifier
en une variété Nash affine avec bord d’aprés le théoreme VI.2.1. de [31]. Plus précisément,
il existe une variété algébrique affine compacte non-singuliere X’, une sous-variété algébrique
non-singuliere Y’ de codimension 1 (vide si N/G est compacte i.e. si M = ()), une composante
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connexe N’ de X\ Y telles qu’il existe un difféomorphisme Nash ¢ : N/G — N' et M’ := cl(N')
est une variété Nash & bord compacte (connexe), de bord Y.

(iii) Application classifiante Le groupe G = 7Z/27 agissant librement sur la variété lisse N,
on peut considerer le Z/2Z-fibré principal lisse IT : N — N/G ainsi qu’une application classi-
fiante lisse f : N/G — PM(R) ([17]). Remarquons que “I"” application classifiante est définie &
homotopie pres. Aussi, notre but va étre dés & présent de construire une application classifiante
h:N/G — PM(R) qui sera Nash et transverse & PM~1(R).

(iv) Extension On commence pour cela par composer f par ¢~ ! : on obtient une applica-
tion lisse f' := foy~!: N’ — PM(R). Puis on étend & homotopie prées I'application f’ & la
compactification Nash M’ de N’, ceci grace a une propriété énoncée par M. Shiota dans [31].
L’application f’ étant en effet une application continue entre N’ = M’ \ 9(M’) et PM(R), on
M’ et PM(R) sont en particulier des variétés PL (piecewise-linear) compactes, le lemme V.1.4
de [31] nous dit que f’ est homotope a la restriction & N’ d’une application PL, et donc en
particulier continue semi-algébrique, f’: M’ — PM (R). On va par la suite chercher & approcher
la fonction f’ grace & un voisinage tubulaire Nash.

(v) Approximations Plongeons donc M’ dans un espace affine R™ et PM(R) dans un espace
affine RMo. On consideére un voisinage tubulaire Nash (U, p : U — PM(R)) de PM(R) dans RMo,

M’ étant compact, on approche alors hg := f’ par une application polynomiale h; en uti-
lisant le théoréeme de Stone-Weirstrass. Puis on approche 'application h; par une application
lisse ho transverse & PM~1(R). Enfin, cette derniere condition étant ouverte, on approche hy par
une application polynomiale (en utilisant encore une fois Stone-Weierstrass) de fagon suffisam-
ment proche pour obtenir une application h3 qui soit polynomiale et transverse a PM~1(R).
Précisons que l'on effectue ces approximations de maniere a ce qu’a chaque fois, pour tout
t € [0,1] et pour tout x € M/G, (1 —t)hi(x) + thiy1(z) € U.

Considérant alors les homotopies successives

(t,z) = p((1 = O)hi(z) + thit1 (),

on obtient ainsi une homotopie entre e M/G — PM(R) et B :=pohs: M/G — PM(R).
L’application i/ est Nash et transverse & PM ~1(R), car p est une submersion Nash (en tant que
composition d'un difféomorphisme Nash et de la projection d’un fibré vectoriel Nash).

(vi) Restriction Enfin, en restreignant I’homotopie & N’ et en notant k' la restriction de h’/
a N’, on obtient une application

B N — PM(R)
Nash, transverse & PM~1(R), homotope & f’. En la composant enfin avec 1 pour revenir au
quotient N/G, on peut supposer que l'application

h:=h"ov¢: N/G—P(R)

Nash, transverse 4 PM ~1(R) et homotope & f = f’ o1, est 'application classifiante associée au
Z/2Z-fibré principal lisse Il : N — N/G.
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(vii) Relevement On reléve alors h en une application

h:N — SY(R)

équivariante (par rapport & I’action de G sur N et I’action antipodale sur S™(R)) transverse a
sM ~1(R), analytique et localement semi-algébrique, donc Nash, car une application analytique
localement semi-algébrique entre deux variétés Nash, dont celle d’arrivée est affine, est Nash
(remarque (xv) & la page 16 de [31]).

(viii) Découpage de N On note

- NTi=h7(SH),

~ N~ :=h"Y(S7)=0(NT),

- W=t (SMTY(R)) = NtA N~
(St et S~ sont respectivement les hémispheres nord et sud de la sphere SM (R), échangés sous
Paction antipodale).

NT et N~ sont des sous-ensembles semi-algébriques fermés de N de méme dimension que NV,
et, par transversalité de ’application Nash h (et parce que sM ~L(R) est une sous-variété Nash
de S™(R)), W est une sous-variété Nash de N de codimension 1. C’est de plus un sous-ensemble
AS de N, en tant qu’image réciproque du symétrique par arcs SM ~1(R) par 'application ana-
lytique semi-algébrique h.

On a bien évidemment N* U N~ = N mais on a également ONT = N~ = W.
En effet, le bord semi-algébrique d’un ensemble semi-algébrique A est tout d’abord défini
par
0A={x e A| x(AnS(z,e)) =1mod 2 }

pour € suffisamment petit, or, la caractéristique d’Euler & supports compacts étant additive et
N et W ne possédant pas de bord, on a modulo 2, pour tout z dans NV,

0 X (N NS (z,€))
X (N*NS(z,€) +x (N NS (z,€) —x(WnNS(z,¢€)

= x(N"nS(z,e) +x (N NS (z,¢)

Un élément x de N est ainsi dans le bord de N si et seulement s’il est dans le bord de N ™.
En particulier, ONT =0ON- C NTN N~ =W.

Réciproquement, soit @ € W et supposons par 'absurde que x* ¢ N = ON~. Le point z
appartient alors & NT\ ONT et N~ \ N, qui sont des ouverts semi-algébriques de N : il
existe donc des ouverts semi-algébriques U et V de N (de méme dimension n que N) tels que
xr€UCNT\ONT, etz €V C N \ON". L'ouvert UNV de N, de dimension n (non vide
car contenant z), est alors inclus dans (NT\ONT)N (N~ \ON ) qui est de dimension au plus
n — 1, en tant que sous-ensemble de W.

(ix) Découpage de M Enfin, on rajoute les points fixes en considérant 'adhérence de N
dans M, qui est M tout entier car M est une variété Nash connexe dont la sous-variété Nash
MG est de codimension au moins 1. On note alors
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~ MT :=cl(NT"),

~ M~ :=c(N")=0o(M").

On voit immédiatement que M+ U M~ = M. Montrons que 'on a M+t N M~ =W U M.
On prouve pour cela que cl(Nt)\ NT =cl(N7)\ N~ = W uU M€,

En effet, comme cI(N*1)\ Nt ¢ MC,
ANT\NT =0 (d(NT)\NT) =c(N")\N".
De plus,
M=M"UM™ = (NTUN)HU(((NH\NT) U (c(NT)\N7)) = (M\MF)(cl(NT)\ NT)

donc cl(N*)\ Nt = M©. En particulier, MT™ N M~ = W U M%. Remarquons que, comme W
est un sous-ensemble AS de M \ MY, W U M est un sous-ensemble AS de M. Il est de plus
fermé dans le compact M et est donc symétrique par arcs.

Enfin, on montre que M+ = M~ = WUMS, d’une maniere identique & ce que 'on avait
fait dans le cas de N.
O

Dans la section suivante 3.4, on va, comme annoncé, utiliser ce résultat pour pouvoir
découper toute chaine invariante d’une variété algébrique réelle en deux morceaux suffisam-
ment réguliers.

3.4 La suite exacte de Smith Nash-constructible dans le cas
G=172/27

Soit X une variété algébrique réelle munie d’une involution algébrique o. Dans cette partie,
on montre que l'on peut écrire toute chaine ¢ globalement invariante de X de dimension k et
de degré o dans la filtration Nash-constructible (avec action) comme la somme

c=clyec +(1+0)y

ot ¢|ye € NyCr(XC) est la restriction de ¢ aux points invariants de X et ot 7 € Ny 1Cr(X).

Considérant une chaine ¢, notre démarche va consister a découper en de tels morceaux
I’adhérence de Zariski du support de ¢, puis de considérer les intersections du support de ¢ avec
ceux-ci, qui répondront alors aux conditions recherchées.

On procede ainsi en deux étapes. On traite tout d’abord le cas d’une chaine pure, et ensuite
celui d’une chaine quelconque.

Pour la premiere étape, on se ramenera au cas ou le support de la chaine est une variété
Nash compacte et on utilisera le résultat 3.3.1 de la section précédente, afin de découper une
chaine pure de X, invariante sous 'action de G, en deux chaines dont le bord est pur :
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Corollaire 3.4.1. Soit ¢ € (N_xCi(X))® une chaine pure de dimension k, invariante sous
Uaction de G. Alors, il existe une chaine v € N_j11Cr(X) telle que

c=clye+(1+0)y
(la restriction c|xe a XY appartient a N_,Cj,(X%)).

Démonstration. Notons tout d’abord que, ¢ étant une chalne invariante sous l'action de G, le
support de ¢ est également globalement invariant. En effet, si A est un sous-ensemble semi-
algébrique de X représentant la chaine ¢, c’est également le cas pour o(A) et, comme 'involu-
tion o est un isomorphisme algébrique, on a

Suppc={y€o(A) | dim, 0(A) =k} =0 ({z € A| dim, A = k}) = o(Supp ¢).

On va alors se ramener au cas ou le support de ¢, que I'on note M, est une sous-variété
Nash compacte connexe d’un espace affine.

(1) On peut supposer que la G-variété algébrique réelle X est compacte : si ce n’est pas le
cas, on considere une compactification équivariante Xg de X, et 'adhérence ¢ € (N_;Cy (Xo))G
de ¢ dans Xj. Si I’'on montre alors que, dans ces conditions, il existe y9 € N_;11Cx(Xo) tel que
= E\XOG + (1 + 0)70, on obtient par restriction

c=7¢lx =c|xe + (1 +0)lx

avec Yo|x € N_p41Cr(X).

(2) On suppose ensuite que X est 'adhérence de Zariski M de M et qu’en particulier

dim X = k. En effet, si I'on note Z := MZ, alors Z est un fermé de X globalement invariant
sous laction de G (car M Vest) et, comme par définition Supp ¢ C Z, on a ¢ € N_Cr(Z).

(3) On peut aussi supposer que X est non-singuliere, en considérant une résolution équivariante
~ ~\G
7 : X — X des singularités de X et le tiré en arriere ¢ := 7 lc € <N_ka(X)) de c. Alors,

si 'on montre que dans ces conditions, ¢ = ¢|g¢ + (1 + o) avec 7 € N_1Ci(X), on obtient,
en poussant en avant,
¢ =m(c) = clxec + (1 +0)m(7)

(avec m.(y) € N_Ck(X)), car 7 est un isomorphisme en dehors d’une sous-variété de codi-
mension au moins 1 et ¢ est de dimension k£ = dim X).

Au total, la chaine ¢ étant pure, on peut supposer que le support M de c est un sous-ensemble
symétrique par arcs (dont toutes les composantes connexes sont) de dimension maximale d’une
variété compacte non-singuliere X, i.e. une union de composantes connexes de dimension maxi-

male de X ([19]).

(4) Enfin, I'involution o échange ou fixe globalement les cartes affines recouvrant X ainsi
que les composantes connexes de X, et donc les restrictions de M a celles-ci, qui constituent
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également des chaines pures de X. On peut donc supposer sans perdre de généralité que M
est une composante connexe d’un sous-ensemble algébrique compact non-singulier d’un espace
affine, globalement stable sous I’action (non triviale) de o, qui peut étre considérée comme une
sous-variété Nash compacte connexe d'un espace affine.

On utilise alors le théoreme 3.3.1 pour écrire
[M] = (1+0)[4]

dans C(X) (’ensemble des points invariants M est de codimension au moins 1 comme 1’action
de G n’est pas triviale, donc [M Y] = 0 dans Cj,(X)), avec [A] € Ci(X) vérifiant [A] = [0(A)] €
N_j11Ck—1(X), ie. [A] € N_p11Ck(X) (remarque 2.6.13 : X est compacte non-singuliere de
dimension k).

O

On va alors utiliser le découpage des chaines pures pour découper les chaines de degré plus
élevé dans la filtration. Précisément, pour couper en deux une chalne invariante sous ’action
de G, de facon a controler la “régularité” des parties que ’on obtient, il suffit de découper
I'adhérence de Zariski de son support, en utilisant la propriété précédente :

Corollaire 3.4.2. Soit ¢ € (NoCi(X))Y une k-chaine quelconque de X, invariante sous l’ac-
tion de l'involution o. Alors on peut écrire

c=c|lxe+(1+0)d
avec ¢|yc € NoyCr(XC) et ¢ € Ny 1Cp(X)

Démonstration. On note ¢ la chaine de Cj (X) représentée par 'adhérence de Zariski du
support noté A de la chaine c. On a alors ¢ € (N_;,Ci(X ))G et d’apres la propriété précédente,
il existe v € N_j41C(X) tel que

@ = () |xc + (1 +0)y.

Revenons & la définition de la filtration Nash-constructible : soit donc une fonction ¢ :
X — 27 génériquement Nash-constructible en dimension & telle que v = [S] avec

S={reX|p) ¢ 22},

et soit une fonction ¢ : X — 25427 génériquement Nash-constructible en dimension k telle que
¢ = [B] avec
B={zeX|y(x)¢2krotiz}.

On considere alors le produit ¢ x ¢ : X — 2F*+17Z qui est une fonction génériquement
Nash-constructible en dimension k& (comme produit de telles fonctions). On a
BNS = {z€X|plx)¢28T7 et ¢(z) ¢ 227}
— (o€ X |px ) ¢ 2otz
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On note ¢ la chaine représentée par BN S, qui appartient donc & Ny4+1Ck(X), et on a

(14+0)d = [BNS|+[oc(B)Nna(9)]

= [BNS]+ [Bﬂa( )] (lemme 1.2.5)
[
[

]
cl (Bﬂ( +0(5)))]
Bnecl (S ( ))] (lemme 1.2.6),

or

[l (S = o(S))] = (14 0)[S] = & + (c7) |xo = [cl (ZZ\ZmeG)} :
done
(1+0)d = [A cl (AZ\ZZmXG)}
- [cz(Am(A \ A ﬂXG)ﬂ
= [d(A\ANXY)]
c+c|xa.
O

On résume cette propriété de découpage des chaines invariantes par une suite exacte courte
qui rappelle la suite exacte courte de Smith, que I'on adapte ici aux contraintes de la filtration
Nash-constructible. On définit pour cela une nouvelle filtration avant de donner la suite exacte
courte que 'on nommera Smith Nash-constructible :

Définition 3.4.3. Pour tout k et tout o, on note
TE(X) = {c € Nos1Ck(X) | (1 +0)c € NyCi(X)}.

Remarque 3.4.4. Pour tout o, T¢T(X), muni de la différentielle induite par celle de C,(X),
est un complexe de chaines. On obtient ainsi une nouvelle filtration

0="T,* 1 (X) C T, "(X) C -+ CTH(X) = C(X)
de Cy(X).
Théoréme 3.4.5. Pour tout «, la suite de complexes
0= NoChu(X9) @ (1 4+ 0)TOTHX) = NoCo(X) = (1 + 0)NLCi(X) — 0,

est exacte.
On Uappelle suite exacte courte de Smith Nash-constructible de degré .

On peut interpréter cette suite exacte dans le cas ou X est une variété compacte munie
d’une action libre de GG. En effet, dans ces conditions, on a un isomorphisme filtré entre les
chaines invariantes et les chaines du quotient :
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Proposition 3.4.6. Supposons que la G-variété algébrique réelle X soit compacte, et que
Uaction de G sur X soit libre. Alors le quotient X/G (qui désigne par abus de notation le
quotient de l’ensemble des points réels de X par laction de G restreinte) est un ensemble
symétrique par arcs et, pour tous k,« € Z, on a un isomorphisme

(NaCr(X) = (14 0)TEH(X) 2 NoC (X/G) .

Démonstration. Fixons k et a. Notons tout d’abord que la suite exacte de Smith Nash-constructible
nous donne le premier isomorphisme, étant donné que ’action de G sur X est libre.
Pour montrer le second isomorphisme, on considere d’une part le morphisme

l+o:TPH(X) - TPH(X)
dont le noyau est (T,S‘H(X))G et 'image est (1 +0)T¢ " (X), et d’autre part le morphisme
TP (X) 55 No1Cr (X/G),

obtenu par restriction & T (X) du morphisme No11Ck(X) — Not1Cx(X/G), induit par
Papplication quotient X — X /G (qui est une application propre continue de graphe AS).

On montre par la suite que le noyau de 7, est (Tk?‘Jrl (X)) Y et que son image est N,Cy (X/G).
Ainsi, les morphismes 1+ o et 7, possédant les mémes noyaux (et les mémes espaces de départ),
on obtient un isomorphisme entre leurs images, soit

(14 0)TE(X) 2 NLCr (X/G) .

ker m, = (Te(X))

Soit ¢ € Tyhy1 tel que mec = 0. Si ¢ = Supp e mod 2879F2 avec ¢ : X — 2ktatly
génériquement Nash-constructible en dimension k, alors

TxC = SUPP T (Pe,o) mod ohktat2
ol Tu(Pea) : X/G — 28+H2+17 est une fonction génériquement Nash-constructible en dimension
ksur X/G.

Or, pour toute fonction Nash-constructible f sur X, comme 'action de o sur X est libre,
m(f)(@) = f(x) + f(o(x)) pour tout point T € X/G. Ainsi,

me={T € X/G | p(x) + p(o(2)) ¢ 2" T°Z},

avec ¢ 1= QP q-

Par hypothese cette chaine est nulle, i.e. pour tout * en dehors d’un sous-ensemble semi-
algébrique de X/G de dimension < k (i.e. pour tout x en dehors d’un sous-ensemble semi-
algébrique de X de dimension < k), p(z) + ¢(o(z)) € 28t2+2Z. En particulier, en dehors
d’un sous-ensemble semi-algébrique de codimension au moins 1, tout point du représentant
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{z € X | p(x) ¢ 2F2+27Z} de la chaine c vérifie & la fois ¢(z) ¢ 2¥+*+27Z (par définition) et
o(x) +¢(s(r)) € 282+27Z, et donc également (o () ¢ 284°+27Z. Or poo = o* () représente
la chaine oc, et la chaine o est donc invariante sous 'action de o.

On a donc ker 7, C (T¢(X))%. Réciproquement, si ¢ € (T11(X))€, alors, en reprenant
les notations ci-dessus, p(z) ¢ 287927 et p(o(x)) ¢ 27927 pour tout = dans le support
de ¢, génériquement en dimension k, et donc ¢(z) + p(s(z)) € 2F2F2Z. Ainsi, m.c = 0.

im m = NoC (X/Q)

Soit ¢ € NoCr(X/G) et soit ¢ : X/G — 227 génériquement Nash-constructible en
dimension k telle que
c={T € X/G | p(T) ¢ 28Tot1z}.

On considere la chaine, que I'on note 7*¢, représentée par ’ensemble semi-algébrique de dimen-
sion k
(e X |7 (@) #2412} =1 ([T e X/G | pl@) ¢ 2412} )

oil le tiré en arriere 7*(p) : X — 227 (]26] Corollary 3.5) est une fonction génériquement
Nash-constructible en dimension k telle que, pour © € X en dehors d’un sous-ensemble semi-
algébrique de dimension < k, 7*(¢)(x) = p(7(z)) = ©(T).

La chaine 7*¢ appartient donc a N,Ci(X) et est de plus invariante sous I'action de G. En
suivant le raisonnement qui nous a menés a ’exactitude de la suite de Smith Nash-constructible,
on sait que 'on peut écrire 7*c = (1 + o)~y avec

y={z e X | Y(z) ¢ 2%Z et 7 (p)(x) ¢ 2FTT17}

ou ¢ : X — 27 est une fonction génériquement Nash-constructible en dimension k, dont le

support modulo 22 représente 'une des deux parties, images I'une de 'autre par o, que I'on a

obtenues par découpage de la chaine représentée par ’adhérence de Zariski du support de 7*c.
On applique alors m, & 7 :

my = {T€X/G | m (¥ x7(p) (@) ¢ 2"}
= {TeX/G | ¢@) (¥(x) +¢(0(2))) ¢ 27 FZ}.

Si T € X/G vérifie o(T) (v (x) +Y(o(z))) ¢ 28+27Z, alors ¢(T) ¢ 2k+te+1. Réciproquement,
si T € X/G vérifie o(T) ¢ 28Tl alors z appartient au support de 7*c (vrai au moins
génériquement en dimension k) et donc soit au support de v soit au support de o7y, mais
(génériquement) pas aux deux, et ainsi 1 (z) 4+ (o (x)) ¢ 22Z et donc o(T) (Y(x) + Y(o(x))) ¢ 2k+te27Z,
On obtient alors
Ty ={T € X/G | p(z) ¢ 2"} = ¢

et ¢ appartient donc & I'image de TIS‘H(X ) par .

Réciproquement, soit ¢ € T2+ (X). On a ¢ = Supp ¥ mod 2F7°+2 avec ¢ : X — 2k+atlz
génériquement Nash-constructible en dimension &, et (1 4 o)c = Supp ¢ mod 2FTF! avec ¢
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génériquement Nash-constructible en dimension k. Alors, comme (1+0)c = Supp
on a

Yt+ipoo k 1
= mod 2ktat ,

Y+ipoo mod 2Ftat
2

¥

sur X.
On consideére maintenant

me={T € X/G | m.()(T) ¢ 2"} = (T € X/G | () + p(o(x)) ¢ 28T}

On montre que l'on peut trouver une fonction génériquement Nash-constructible sur X/G,
divisible par 2579 qui représente m,c. Pour cela, on applique le critere de I'éventail 2.6.14 &
chacune des composantes irréductibles de chaque carte affine de I’adhérence de Zariski Y de
X/G et ala fonction

fyH{W Siy:fEX/Ga

0 sinon,

définie et constructible sur Y.

Soit donc F un éventail centré en un point yo de Y, de cardinal |F| < 28T+, Comme X
est compact et I'action de G sur X étant libre, si le point yop = Ty est dans X/G, on peut
relever F' en un éventail double F' U o(F’) sur X (F’ étant centré en zq et o(F’) en o(xy)),
et sinon I’évaluation de f en tout point de I’éventail sera nulle. Concentrons-nous donc sur le

premier cas. On a alors
0+ (0 ()
IFOEDS S

sEF s'eF’

et cette somme, modulo |F| = |F'| < 2o+l est égale & Y, (o) qui est elle-méme égale
4 0 modulo |F'| < 2ke+1 car ¢ est génériquement Nash-constructible sur X (2.6.15).

Ainsi (2.6.14), il existe une fonction fy : Y — Z, génériquement Nash-constructible, telle
que, pour tout y € Y, f(y) — fo(y) = 0 mod 22+, En particulier, fy est divisible par 28+ et

m.c = Supp fo mod 2kttt

On peut de plus supposer fp génériquement constructible en dimension k, en remplacant,
dans le raisonnement précédent, X par l'adhérence de Zariski du support de ¢. On a donc
T«C € NaCk(X/G)

O

Remarque 3.4.7. ~ Les isomorphismes (NyCj,(X))® 22 N,Cy, (X/G) induisent des isomor-
phismes de complexes

(NaCu(X))C 2 NLCL (X/G),

induits par 'application quotient 7 : X — X /G par fonctorialité de N, Ck.
— Pour une G-variété algébrique réelle X quelconque munie d’une action de G quelconque,
en raisonnant de fagon similaire, on obtient également les isomorphismes (de complexes)

(1+ 0)NZCu(X) Zim (NoCi(X) = Cu(X \ XY/Q)) .
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Ces suites exactes courtes de Smith Nash-constructibles nous aideront dans le point suivant
a calculer et a mieux comprendre une suite spectrale dont la caractéristique d’Euler est un
invariant des G-variétés algébriques réelles.

Remarquons enfin que I’on peut en déduire des suites exactes courtes similaires, construites
cette fois en tenant compte de la filtration canonique :

Définition 3.4.8. Pour tout k et tout p, on note
canPH(X) i= {c € F{MCu(X) | (1+ 0)c € FS™Cr(X)}.
Corollaire 3.4.9. Pour tout p, la suite de complezes
0— F&"C, (X9) & (14 0)““"TPH(X) = FSCu(X) — (1+ 0)FE™Co(X) = 0

est exacte.
Démonstration. Fixons k, p € Z. Soit ¢ € (Flfa”C’k(X))G.

Comme F*"Cy(X) C C(X) = NoCi(X), il existe ¢’ € Cp(X) tel que ¢ = ¢/xc + (1 +0)c.
Or, ¢ € Fy{Cp(X) car

- si k < —p, Fy*"Cy(X) = 0 donc ¢ =0 et ¢ = 0 convient,

= sik = —p, F*"C(X) = ker O et Fy{1Ck(X) = Cr(X),

= sik > —p, Fy{1CL(X) = Cr(X).



Chapitre 4

Filtration par le poids équivariante
pour les G-variétés algébriques
réelles

Soit G un groupe fini.

Dans cette partie, on va chercher a construire une filtration par le poids sur 'homologie
équivariante des G-variétés algébriques réelles définie par J. van Hamel dans [35], a partir du
complexe de poids avec action (3.2.3). Pour cela, on lui applique le foncteur qui, appliqué au
complexe des chaines semi-algébriques, calcule cette fameuse homologie équivariante (4.1.10,
4.3.1).

Une fois que I’on aura obtenu ce complexe de poids que I'on appellera équivariant (4.3.6), des
différences significatives avec le complexe de poids non-équivariant, induites par les spécificités
de ’homologie équivariante, apparaitront. En particulier, la suite spectrale de poids équivariante
peut ne pas étre bornée (4.4.12) et ne plus converger au niveau E?, méme dans le cas compact
non singulier (4.4.13,4.3.3).

Pourtant, les outils propres a 'homologie équivariante -et qui permettent de mieux com-
prendre cet invariant- nous permettront d’étudier plus en profondeur ce surplus d’informations,
notamment par le biais de nouvelles suites spectrales (4.4.6), triviales dans le cadre sans action.

4.1 Le foncteur L

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser aux outils mis & notre disposition pour
mieux appréhender 'action des groupes sur des structures tout d’abord générales, des modules
aux complexes de chaines.

4.1.1 Le foncteur Ezxt et la cohomologie du groupe G a valeurs dans un
Z|G]-module

On définit tout d’abord un double foncteur duquel la cohomologie de G a coefficients dans
un module est un cas particulier. Cela nous permettra notamment de déduire la plupart des

57
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propriétés fonctorielles de celle-ci du foncteur plus général.
Pour cela, nous avons besoin de la définition d’une résolution projective, et donc également
de celle d'un module projectif :

Définition 4.1.1. Soit R un anneau et notons Mod(R) la catégorie des R-modules.

Un R-module P est dit projectif (sur R) si le foncteur Hompg(P,-) est exact.

Soit M € Mod(R). Une résolution projective de M dans Mod(R) est un couple formé d’un
compleze de chaines P, = (Py)r>0 et d’un morphisme € : Py — M tels que la suite

i PP PS5 M—0

est exacte.

Définition et Proposition 4.1.2. ([7]) Soit R un anneau. Soient N,M € Mod(R). Soit
(Py, €) une résolution projective de N dans Mod(R). Alors pour n € N, on pose

Exth(N,M) := H"(Hompg(Py, M)).
L’opération Ext est un foncteur en M.
Cette définition est indépendante de la résolution projective choisie, en vertu de :

Proposition 4.1.3. ([6]) Soient (Ps,€) et (Q«,€') deux résolutions projectives d’un méme R-
module sur un anneau R. Alors il existe une équivalence homotopique fy : P — Q. qui vérifie
€ o fo=c¢.

La cohomologie du groupe G a valeurs dans un module est alors un foncteur Ext sur
lanneau Z|[G] :

Définition et Proposition 4.1.4. ([6], [7]) Soit M un Z[G]-module. On définit le k-iéme
groupe de cohomologie du groupe G & valeurs dans M par

H*(G, M) := Eaty)(Z, M).
La cohomologie du groupe G est un foncteur en M.

Remarque 4.1.5. Pour k < 0, H*(G, M) = 0.
Ezemple 4.1.6. ([6]) Soit G un groupe fini cyclique d’ordre d. Soit o un générateur de G, alors,

si I'on note N =3, ,.,0°, une résolution projective de Z par des Z[G]-modules est
o—1 N o—1
- Z|G] — Z|G] — Z|G] — Z — 0.
La cohomologie du groupe G a valeurs dans un module M est alors

% si k est pair strictement positif,

H*(G, M) = { ker (M201)
(c—1)M

MC sk =0.

si k est impair (positif),
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Les objets que nous considérons afin d’étudier les G-variétés algébriques ont pour anneau de
base Zs. Pour la suite de ce paragraphe, nous nous concentrerons donc sur les Zs-espaces vecto-
riels munis d’une action linéaire du groupe G, autrement dit les Zg[G]-modules. Nous pourrons
alors nous contenter de considérer une résolution de Zy par des Zo[G]-modules projectifs en
vertu de la proposition suivante :

Proposition 4.1.7. ([7]) Soit k un anneau et soit M un k[G]-module. Alors pour tout n, on a
(c’est un isomorphisme de k-modules).

Ezxzemple 4.1.8. Si G = Z/27 et si M est un Zg[G]-module, la cohomologie du groupe G a
valeurs dans M est

MC sik =0,
HYG M) =" e
W81k>0.

On termine cette introduction par une propriété qui nous dit que le foncteur Ext, et donc
en particulier la cohomologie de groupe, peut induire une suite exacte longue a partir d’une
suite exacte courte :

Proposition 4.1.9. ([7], [6]) Soit R un anneau. Soient N un R-module et 0 — M; — My —
Ms — 0 une suite exacte courte de R-modules. Alors, on a une suite exacte longue

0— - — Exth(N, M) — Exth(N, Ma) — Exth(N, Ms) — Ext’y™ (N, M) — -
De plus, la suite est naturelle : si
0O - My — My — Mg — O
\ 2 A
0 - M — M, - M, — 0

est un diagramme commutatif de suites exactes courtes, alors

0 — - — Eath(N,My) — Exth(N,My) — Exth(N,M3) — FExtB™ (N, M) —
1 I \
0 — - — Eath(N,M]) — Exth(N,M)) — Exth(N,M}) — FExtB™ (N, M) —

est un diagramme commutatif de suites exactes longues.
En particulier, si G est un groupe fini et R = Z[G], on a une suite exacte longue de
cohomologie du groupe G

0—---— HY(G, M) - H" (G, My) - HY(G, M3) — H"" (G, M;) — - --

qui est de plus naturelle.
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4.1.2 Le foncteur L et ’homologie du groupe G a valeurs dans un complexe

Dans un second temps, on définit I’homologie du groupe G a coefficients dans un complexe
de chaines sur Zy. On va pour cela introduire un foncteur LY sur la catégorie D& des G-
complexes de Zo-espaces vectoriels bornés. Si K est un tel complexe, I’homologie du complexe
L%(K) sera alors par définition I’lhomologie de G & valeurs dans K. Une maniére de comprendre
cette homologie sera alors d’étudier deux suites spectrales induites par l'action de G sur K et
K lui-méme (4.1.13).

Avant toute chose, on note D_ la catégorie des complexes bornés par le haut de Zo-espaces
vectoriels, et H o D_ la catégorie D_ localisée par rapport aux quasi-isomorphismes.

Définition et Proposition 4.1.10. Soit (K,,0,) € DC. Soit ... — Fy 22 py AL Fy —
Z — 0 une résolution de Z par des Z|G]-modules projectifs.
On définit pour k € Z

L{(K.) == @ Homa(F_p, K,),
ptq=k

et 0k = 1=k Opa : L (K.) = L (K.) avec

Homg(F_p,Kq) — Homg(F_pi1,Ky) ® Homag(F_p, Kq—1)

Opg
pa u > uoA_p 1 @9y ou

Le couple (LS (K.), 0,) est alors un élément de D_. Dans HoD_, (LY (K.,),6,) est indépendant
de la résolution de Z par des Z|G|-modules projectifs choisie.

Remarque 4.1.11. Pour G = {e}, on obtient L (K,) = K, (en considérant ... = 0 — 0 — Z A,
Z — 0 comme résolution projective).

Par fonctorialité de Homg(F_p, - ) pour tout p, LE est bien un foncteur D¢ — D_, du
moins D¢ — H o D_ pour que cela soit indépendant de la résolution projective choisie. Et par
définition :

Définition 4.1.12. Soit (K,,0) € DE. Pour n € Z, on note
H, (G, Ky i= Ho(LY (K.))
le n-iéme groupe d’homologie du groupe G a coefficients dans le G-compleze de chaines K.

Comme annoncé, on associe a cette homologie deux suites spectrales essentielles pour sa
compréhension :

Proposition et Définition 4.1.13. Pour tout G-complexe K., on a deux suites spectrales
1By = HP(G, Hy(K.))
by, = HP(G, K,)

qui convergent toutes deux vers Hp,q(G, Ky).
La suite spectrale (E? est appelée suite spectrale de Hochschild-Serre associée a G et K,.
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Démonstration. Ce sont les suites spectrales induites par le complexe double (Hom(F_,, Cy))p,q :

{ { {

« Homg(Fo,Ko) <22 Homg(Fi,Ks) 2L Home(Fy, K»)
1 090 1 090 1 090

« Homg(Fo, K1) <22 Homg(Fi, K1) 2L Home(Fy, K1)
1 010 1 010 1 010

« Homg(Fo,Ko) <22 Homg(Fi,Ko) 2L Home(Fy, Ko)

O]

La suite spectrale de Hochschild-Serre nous permet en particulier de montrer que le foncteur
LC préserve les quasi-isomorphismes :

Corollaire 4.1.14. Un quasi-isomorphisme équivariant [ : K, — M, induit un isomorphisme
H.(G,K,) — H.(G, M,).
Le foncteur
LY :DY 5 HoD_ ; K, — L,(K,)

induit donc un foncteur
HoD® 5 HoD_ ; K, — L,(K,)

que 'on note également L.

Démonstration. Le quasi-isomorphisme équivariant f : K, — M, induit un isomorphisme
au niveau des suites spectrales de Hochschild-Serre induites & partir du niveau p£?2. Celles-ci
convergeant vers les homologies de G a coefficients respectivement dans K, et M,, f induit
donc un isomorphisme H,(G, K,) — H.(G, M,). O

Remarque 4.1.15. La suite de Hochschild-Serre nous permet de la méme maniére de montrer
que dans la définition du foncteur LY, et donc dans le calcul de ’homologie de G, on peut
choisir une résolution de Zy par des Zz[G]-modules projectifs, au lieu d’une résolution de Z par
des Z[G]-modules projectifs.

4.1.3 La fonctorialité du foncteur L par rapport a G

On établit la fonctorialité du foncteur L par rapport au groupe G en le sens suivant :

Proposition 4.1.16. Soient G’ un autre groupe fini et ¢ : G — G’ un morphisme de groupes.
Soit K, € D' . Alors K, peut étre muni d’une structure de G-complexe via o, et @ induit un
morphisme de D_

LY (K.) = LY(K)

(en considérant une résolution projective respectivement pour G' et G).
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Démonstration. On fait de K, un GG-complexe en considérant I'action qui & un élément g de G
et un élément x de K, associe g.x := ¢(g).z.

Pour vérifier ensuite que ¢ induit bien un morphisme L& (K,) — LE(K,), on aura besoin
du lemme suivant :

Lemme 4.1.17. ([6]) Soient des résolutions projectives F et F' de Z sur Z[G] et Z|G'] respec-
tivement. Alors il existe un morphisme de G-complexes T : F — F' (i.e. F' est munie d’une
action de G via ¢ et T(g.x) = ¢(g).x) qui préserve les morphismes d’augmentation.

Soient donc F, F' et 7 comme dans le lemme et soit & € Z. On a

LY (K) = €@ Homa(F' . K,)
pt+q=k

Or, pour tous p, q tels que p + ¢ = k, le morphisme 7 : F' — F’ induit un morphisme
HOWLGI(FLP, Kq) — Homg(F_p, Kq)

par composition (& droite) par 7. Pour tout k, on a donc un morphisme L§' (K,) — LE(K.,), et
ceux-ci, commutant avec les différentielles des complexes L&' (K,) et LE(K,), induisent & leur
tour un morphisme de complexes

LY (K.) — LI(K.).

4.2 Le foncteur L et les catégories filtrées

Dans ce paragraphe, on montre que le foncteur L& induit un foncteur C¢ — C_. Autrement
dit, appliquer le foncteur L& & un G-complexe filtré fournit un complexe filtré (borné par le
haut).

L’objectif étant toujours d’appliquer ce foncteur au complexe filtré de poids avec action
du groupe G, on verra que cette opération commute avec celle consistant a associer a un dia-
gramme cubique son complexe filtré simple.

On définit tout d’abord la catégorie des complexes filtrés bornés par le haut :

Définition et Proposition 4.2.1. On note C_ la catégorie des complexes bornés par le haut de
Zo-espaces vectoriels munis d’une filtration croissante bornée, et des morphismes de complezes
filtrés.
Cette catégorie posséde des propriétés similaires a celle de la catégorie C :
— tout objet de C_ induit une suite spectrale qui converge vers I’homologie de celui-ci,
— on y définit des quasi-isomorphismes filtrés de la méme facon -on les appellera parfois
quasi-isomorphismes de C_- et on note HoC_ la localisation de C_ par rapport ¢ ceuz-ci,
— on peut également associer a tout diagramme cubique dans C_ un complexe simple filtré
(borné ici seulement par le haut).
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Regardons alors comment le foncteur L& : D¢ — D_, ou plutét le foncteur LE : H o DE —
H oD_, “s'étend” naturellement en un foncteur LE : Ho C¢ — HoC_.

Remarque 4.2.2. Dans la suite, on écrira tout simplement L pour LE lorsque le contexte sera
explicite.

Proposition 4.2.3. Soit (K,,J) € CC. Soit ... » F, B2, F 1N Fy — Z — 0 une résolution

de Z par des Z|G]-modules projectifs (ou ... — F B2, F 1N Fy — Zo — 0 une résolution de
Zs par des Zz|G|-modules projectifs).
La filtration croissante bornée équivariante J du complere K, induit une filtration J sur
L.(K,) définie par
joaLk(K*) = Lk(JaK*)

Le complexe L, (K,) muni de sa filtration J devient alors un élément de C— qui, dans HoC_,
est indépendant de la résolution choisie.

Démonstration. Pour tous p, g, on a une suite croissante bornée de Zs-sous-espaces vectoriels
de Homqg(F_p, Kg)

0C..C Homg(F_p, Jo—1Ky) C Homg(F_p, JoKy) C ... C Homg(F_p, Ky),

induite naturellement par la filtration croissante bornée J sur le complexe K.
Ainsi, pour tout k, Li(K,) possede une filtration croissante bornée

0C...C Lyg(Jao1Ky) C Li(JoKy) C ... C Li(Ky),

avec Li(JoKy) = @,y = Homa(F_p, JaK ), et celles-ci induisent alors une filtration J sur
Lu(Ky) ott TaLp(Ky) = Li(JoKy).

Montrons & présent que deux résolutions projectives différentes fournissent des complexes
filtrés quasi-isomorphes dans C_.

Soient donc (F3); et (F}); deux résolutions de Z (resp. Zsg) par des Z[G]-modules (resp.
Z2|GJ-modules) projectifs. On considere J L.(K,) et J'L,(K,) les complexes filtrés respectifs
associés, puis E" et E'" les suites spectrales induites respectivement. On a

o _ Jolptq _ @a—i—b:p—quomG(F*a?JPKb) _ @ Home, (F Jpr>
- —a

b jpfleJrq B @a+b:p+q HomG(Ffanp—le) prle

a+b=p+q

(les modules F; sont projectifs). Ainsi, pour tout p, Eg’* = Lpts« (%) et de méme,

E;)E)* = L. ( J;ff ﬁ*(*) Ces deux complexes calculent ’homologie du groupe G a valeurs dans

Jp K . . . .
le complexe oL induisant un isomorphisme entre E' et E'L.
o

O

La fonctorialité de L : DY — H o D~ induit celle de L : C — H o C_. De plus :
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Proposition 4.2.4. Le foncteur
L:CY 5 HoC_; (K,,J)— (Li«(K,),J)
préserve les quasi-isomorphismes filtrés, induisant ainsi un foncteur
L:HoCY% 5 HoC_; (K., J)— (L«(K,),J)
que l’on note également L.

Démonstration. Soit ¢ : K, — M, un quasi-isomorphisme de CC et soient J et I les filtrations
respectives de K, et M,. On a vu que

J<K% 0 (K«
ES,Q(L*(K*)) = EB Homg <Fa, 7 L K ) = Lpiq (Ep’*(fp)) )
a+b=p+q Pl

I, M, 0 (M
Eg7q(L*(M*)) — @ HOmG’ <F—(l7 ]— d M > = Lp+q (Epﬁ"(*p )> '
a+b=p+q P

Or, pour tout p, le morphisme ¢ : K, — M, induit un quasi-isomorphisme équivariant

E;*(f(; ) Eg*(%*), et donc, par fonctorialité de L : H o DY — H o D_, un quasi-isomorphisme

E° (L« (Kx)) _ L. (ED (1@)) ~ g° (La (M) _ L. (EO (M*)> 7

p,*—p p*—p p*—=p p*—=p

i.e, pour tout ¢, un isomorphisme

E;’q(LAK*)) = Hp.y (EO (L*(K*))> —H,., (L* (Eo (K*))> —~ E} (La(M) = pp (L* (Eo (M*)))_

p*=p p,*—p d p*—p

O]

Concernant la fonctorialité de L par rapport au groupe, on a :

Proposition 4.2.5. Soient G' un autre groupe fini et ¢ : G — G’ un morphisme de groupes.
Soit JK, un complexe de CY . Alors la structure de G-complexe obtenue sur K, via ¢ est
compatible avec la filtration de K., et ¢ induit un morphisme de C_

LY (K.) = LY (k)
(en considérant une résolution projective respectivement pour G' et G).

Démonstration. : Comme, pour tout x € K et tout g € G, g.x = p(g).x par définition, G laisse
également stable la filtration de K.

On montre ensuite que le morphisme L*G/(K*) — LY(K.), que l'on note 1, induit par ¢
(dans D_), est un morphisme de complexes filtrés.
Soit f =" fpg € JaLf (Ki) = L (JaKs) = @, gur Homar (F,, JoKy). Alors

(G (Z fp,q) = pr,q opE @ Homg(F-p, JoKq) = jaLkG(K*)-

pt+q=k
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On considere ci-dessous le cas particulier de Papplication de LE & la filtration canonique.
On calcule la suite spectrale induite et on note qu’apres réindexation, celle-ci coincide avec la
suite spectrale de Hochschild-Serre associée au G-complexe de départ :

Lemme 4.2.6. Soit (K., 0y) un G-complexe muni de la filtration canonique F™. On consideére
alors le complexe filtré induit F*" L, (K,). Notons E la suite spectrale induite.
On a, pour p,q € 7,
1 —2p—
Epﬂ =H™ q(Gv H—P(K*))7
et pour tout r > 1,
r o r+1
Epg= Eapig—p

Démonstration. Soit (Fy,As) une résolution projective sur Z[G] de Z (ou sur Zs|G] de Zs).
Soient k,p € Z, alors

fﬁ”"Lq(K*) = Lq(FﬁanK*)

= @ Homg(F_a,F;“”Kg)
a+B=q

= @ Homg(F_o,Kg) | ® Homg (F_(p+q), ker 9_p) .

a+pB=k
B>—p

Ainsi, pour tous p,q € Z, on a
o TSR
Pt T FL(K)

Homg (F,(]qul)7 K_p+1)
B Homg (F ker 8_
Homg (Ff(erq,l), ker 8_p+1) @® domg ( —(p+q)> Fer 0 p)

= Homg (F_(p+q_1), K_p+1/ker8_p+1) ® Homg (F_(p+q), kera_p) ,

etsiw=udve E°

P.4—p>
0 — 0
pgp(W) =TOA_(yg0) & (O—pr1ou+voA_ 1)) €y
. N . 0 . .z
Cela revient a dire que pour tout p € Z, le complexe E},,_, est le complexe simple associé

au diagramme (ou le mapping cone du morphisme de complexes) :
¢: Homg (F,(H*), K_p+1/k:er8_p+1) — Homg (F,(p+*), kera_p) :
Or, soit p € Z, en vertu de I'exactitude de
0— K_pi1/kerd_pi1 — kerd—, — H_p(K,) =0
et de la projectivité des Fj, la suite courte de complexes

0 — Homg (F_(p+*), K,pﬂ/k:era,pﬂ) — Homg (F_(p+*), k:erﬁ,p) — Homg (F_(p+*), H,p(K*)) —0
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est exacte.

En conséquence, en notant A, := Homg (F_(p_,_*), K,pﬂ/k‘er@,ml) et B, := Homg (F_(p+*), kera,p),
on a le diagramme commutatif de suites exactes longues d’homologie suivant

— H,(A,) — H,(B.) — H,, (Cone(¢)) — H,_1(As) —
I= 1= A 1=
— H,(A.) — H,(B.) — Hy(Homg (F_(pix), H-p(K.))) — Hp1(A) —

En utilisant alors le lemme des cing, on en déduit que Eg*,p = Cone(¢) est quasi-isomorphe
au complexe Homg (F_(p+*), H,p(K*)).
Ainsi, pour tous p, q € Z,

12

E, = Hpiq (EO )

p,q pyx—p

Hyq (Home (F_(prs), H-p(K.))) = H™?P74(G, Hop(K)).

Le fait que cet isomorphisme soit naturel, que les différentielles de la suite spectrale associée
au complexe filtré F"L,(K,) et celles de la suite spectrale de Hochschild-Serre associée au
G-complexe K, (en considérant la résolution projective Fl) soient induites par les mémes
morphismes, implique que ces deux dernieres sont naturellement isomorphes a partir de la
page 2 (apres réindexation de la premiere). O

On termine cette section par un point qui va se révéler essentiel pour la suite : le foncteur
L% commute avec 1’opération consistant & associer & un diagramme cubique dans C (resp. C_)
son complexe filtré simple. En effet, cela nous permettra de déduire 'acyclicité et 'additivité
du complexe de poids équivariant -que ’on définira juste apres en appliquant le foncteur L au
complexe de poids avec action- directement de celles du complexe de poids non-équivariant.

Proposition 4.2.7. Le foncteur L commute avec l'opération s : soit K un O -diagramme
cubique dans CE, alors s(L4(K)) = L.(sK) (dans C_ si l’on prend bien la méme résolution
projective dans les deur membres de [’égalité).

Démonstration. Tout d’abord, remarquons que pour K = (K*,S)Sc{o,l,...,n} un O -diagramme
cubique dans C%, L,(K) est le [} -diagramme cubique (L«(Ks5))sco,1,...,ny dans C— (L est un
foncteur donc transforme un diagramme cubique en un diagramme cubique).

Pour montrer ’égalité des complexes s(L«(K)) et L.(sK), on procede en deux étapes. On
étudie dans un premier temps le complexe L, (sK) et sa différentielle en les décomposant en les
plus petites “briques” possibles, puis on fait de méme avec s(L.(K)) et on compare ces briques
pour vérifier que ce sont les mémes.

On conclut enfin en montrant 1’égalité des filtrations.

Etape 1 : Le complexe L,(sK).

Pour £ fixé on a
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Li(sK.) = @ Homa(F-p,sKy)
p+q=k

= P Homag(F,, P Kis)

p+q:k ’L-‘rlS‘—l:q

= @ P Home(F, Kis)

pt+q=k i+|S|-1=¢q

= @ GB Homg(F-p, Ki—p_|5]+1,5)-

p Sc{0,1,...,n}

Notons 0, la différentielle de sK, et J, la différentielle de L.(sK,) induite. Alors d§; =
> prq=k Op,q AVeC

5o Homg(F_,,Kq) — Homg(F_py1,Ky) ® Homg(F-p,sKq—1) '

P u > uwoA_,11®dyou

Soit u = an Upg € Li(sKy) = ®p+q:/€ Homg(F-,,sK,). Pour tous p,q, up, = ZLS ugfg €

@i+|S|—1:q Homg(F-,, K; g). Alors, en notant, pour S fixé, pg la différentielle du complexe
%,

op(u) = Z [Upg © A—pi1 + O 0 upg]

P,

= Z Z U;i)’,g oA_py1 | + Z Oq 0 u;‘;’z
pa | \iS 0,9

- Z Z( 200 pi1) +Z f,s © Uy + Ofls 0up)
p.q | iS5

= Z Z( SoA_pi1) +Z<plou +Z@Tgou )
pq | 45 1,S

= 2 2

p+q:k ’L+|S|—1:q

_ k—p—|S|+1,S S k—p+|S|+1,8 k—p+|S|+1,8
- Z Z [up,kp °A_pi1+ Pk—p+|S|+1 © Upk—p + Z Or,s° Up k—p
S

T
. k k—p—|S|+1,8
- ZA = (up,k—p
p,S

u OA—p+1+pz ou —I—Z aTSou
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Etape 2 : Le complexe s(L(K))..

Pour £ fixé, on a

sS(Ly(K)r = P LiK.s)

i+]S|—1=k

= P P HomaF, Kys)

i+|S|—1=k p+q=i
= P PHm(Fp Kiopisisrs)
Sc{0,1,..,n} P
= Lk(SIC*)

Notons 7, la différentielle de s(L.(K))..
Soit v = 37,50 € s(Le(K))k = @iyysi-1-1 Li(Kx,s5)- Pour tous i, S, v = 37
Li(Kys) = @, yg—i Homea(F-p, Ky 5). Alors

2,5
D,q Upaq S

Te(v) = Z ke (vi’s) +7i's (vi’S)}

> (WS oAy +ph ovis) + D Li(Ors) (vi,S)]

1,8 L,q T

(050 A i1+ g8 0ui) + (Z ors o )]
T p,q

i\S S .S i\S
Upiq © Apr1+ pj o vy + Z (aTﬁ © Up,q)
T

k
_ k—|S|+1,8 s k—|S|+1,8 k—|S|+1,8
= > [vp,k—|3|+1—p O A i1+ AR 15141-p © Uy isirap T D (018 © Uy 11—

S p T
_ k k—|S|+1,8
= ZAnS (”p,k—|5\+1—p
D,S
Siw € Li(sky) = s(L«(K))k,
_ i.S _ k—p—|S|+1,5
pt+a=k i+|S|-1=¢ ».S

avec wy, p

€ Homg(F_,, Kk7p7|3|+1,s)7 et

w= Z Z €M - ng,k*\SHl*p
p,S

i+|S|—1=k p+q=i
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k—|S|+1,8
avec £, a1y € Homg(F-p, Ki—p—|5)+1,5)-
c e . ol . k—p—|S|+1,S
Par unicité de la décomposition en somme directe, pour tout p et tout S, w, k’i p' I+1,5 _
k—|S|+1,8
6p,k—|5|+1—p et on a donc

k—p—|S|+1,S k—|S|+1,8
O (w) = ZAZS (“’p,iclip| | ) - ZA;S (gp,klf\gmfp) = 7(w).
p,S p,S
Ainsi, les complexes (Ly(sKy),04) et (s(L«(K))«, %) de C_ sont identiques.

Enfin, prenons en compte les filtrations. Pour S C {0,1,...,n}, on note J*S la filtration du
complexe K, g et on note J la filtration induite sur le complexe simple sXC. On note ensuite J o
la filtration induite sur L. (K, g) et J la filtration associée sur le complexe simple s(L.(K)).
On note enfin J’ la filtration induite par J sur L, (sK).

On veut vérifier que la filtration obtenue apres avoir considéré le complexe simple associé
au diagramme cubique I puis appliqué L est la méme que celle obtenue apres avoir appliqué
L puis considéré le complexe simple.

Pour tout p, on a JyL«(sK) = L.(Jp(sK)) = Lu(s(Jp,K)) = s(L«(JpK)) = s(TpL«(K)) =
Tys(L.(K)).

O

4.3 Complexe de poids équivariant

Avant de définir enfin le complexe filtré de poids équivariant sur les G-variétés algébriques
réelles, précisons I’homologie sur laquelle il va induire une filtration par le poids que 'on dira
équivariante.

Définition 4.3.1. Soit X une G-variété algébrique réelle de SchS(R). On note C¥(X) :=
LE(CL(X)) et, pour n € Z, on associe a X

son n-ieme groupe d’homologie équivariante, ot Cy(X) est le G-complexe des chaines semi-
algébriques a supports fermés de ’ensemble des points réels de X.

Remarque 4.3.2. — Par fonctorialité de L, ces constructions sont fonctorielles.
— Cet invariant sur Scth(R) qu’est ’homologie équivariante prend en compte la topologie
de ’ensemble des points réels de la G-variété algébrique réelle considérée, ’action de G
sur celui-ci, mais également de la structure du groupe G lui-méme, comme nous l'indique
la suite spectrale de Hochschild-Serre

B2, = HP(G, Hy(X)) = Hyig(X;G).

Cette suite spectrale est la méme que dans [35] Chapter III Proposition 5.2, nous montrant
que notre homologie équivariante 4.3.1 est égale a I’homologie équivariante de J. van
Hamel définie dans [35] Chapter III Definition 1.2 (du moins sur les G-variétés algébriques
réelles compactes).
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— Pour G = {e}, H,(X;G) = Hy(X).

Ezemple 4.3.3. Calcul de la suite spectrale de Hochschild-Serre associée a une action de
G = 7Z/27 sur une sphere X de dimension 2, d’équation 22 + y? + 22 = 1 dans R3.

1. Action (z,y) — (—=,y). On éerit le terme ;B2 (X) = H P(G, Hy(X)) :

Lol X] ... Lo[X]  Zo[X]
0 .. 0 0
Zo[{po}] .. Zo[{po}] Za2[{po}]

ol po est un point de X que P'on choisit dans ensemble X des points fixes pour la suite
des calculs. Ainsi, comme les morphismes des lignes du complexe double induisant cette
suite spectrale sont tous du type 1+ o, les différentielles d” partant des termes de la ligne
p = 0 sont triviales, quelque soit la page [E"(X) de la suite spectrale pour r > 2.

La suite spectrale converge donc au terme ;F2(X) et

Zo|X] si k=1 ou 2,

Hiy(X;G) = {ZQ[X] @ Zo[{po}] st k < 0.

2. Action (z,y) — (—x, —y). Le terme IEzyq(X) est identique au cas précédent. Le point pg
ne peut cependant plus étre choisi dans I’ensemble des points fixes X& qui est vide, et
I'image de [{po}] par la différentielle d* est [X]. La suite spectrale converge donc a la
page 24(X) qui s’écrit

0 ... Zs[X] Zo|X]
0 ... 0 0
0o ... 0 0

et on a

Zo[X]sik=0, 1ou?2

Hy(X;G) = {o sik <0

On peut également déterminer la dimension de 'homologie équivariante pour G = Z/27Z
grace a la formule suivante, obtenue en considérant la suite spectrale rfF :

Ezemple 4.3.4. Soient G = 7 /27 et X une G-variété algébrique réelle. Alors, pour tout k € Z,

Hy(X; G) = (ker 9)° /04 (Chia (X)) @ @D Hi (X9,
i>k+1
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Démonstration. On considere le complexe double

Cux) S oux) B oux) =
1 0q 1 0q 1 04
Caa(X) =5 Caa(X) =5 Caa(X) —
041 1041 1 041
10y | 02 X))
ax) 25 oo S oo -
1o 1o 10
Co(X) % ox) S oox) -

ol d est la dimension de X . L’homologie du complexe total associé calcule I’homologie équivariante
de X par définition.

La suite spectrale j7F associée est calculée en considérant d’abord ’homologie sur les lignes
du complexe double, puis celle sur les colonnes. La page ;f/E' est donc :

(Ca(X))Y  Ca(XY) Ca (X)
1 04 1 04 1 04
(Ca1 (X)) Caor (XG)  Cuoy (X9)
1041 1041 1 0q—1
102 1 0s 1 0s
(Ci(x) (X9 C1 (X€)
Lo 10 10
(Co(X)“ Co (X9) Co (X)

On utilise ici les suites exactes courtes de Smith
0— Cy (XG) D(14+0)Ck(X) = Cp(X) = (1+0)Cr(X) — 0.
Le terme ;7F? est ensuite

(ker 9a)° Hy (X9) Hy (X©)

(ker 8d,1)G/8d<(Cd(X))G> Hy oy (XC)  Hyy (X€)

(ker 00)° /05 ((C2(X))  H (XC)  Hy (X6)
(Cox) /o1 ((Co(x))  Ho(XG)  Ho(X€)
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On remarque alors que la différentielle 7;d? ainsi que les différentielles des pages suivantes sont
triviales (pour calculer I'image d'un élément de Hy(X %), on considere un de ses représentants
qui est donc dans ker Ok, or la premiere étape consiste justement a lui appliquer di). Ainsi, la
suite spectrale converge a la page 2 et, pour tout k € Z,

Hy,(X;G) = (ker 9)%/0a((Cria(X)9) & @ Hi(X).
i>k+1

O]

Définissons enfin le complexe de poids équivariant. Rappelons que pour toute G-variété
algébrique réelle X, le complexe de poids avec action WC,(X) est un élément de H o C“. On
va donc pouvoir lui appliquer le foncteur L pour obtenir un élément de H o C_ :

Définition 4.3.5. Soit X € Sch&(R). On note
QCY(X) := L. WC.(X))e HoC_,
le complexe de poids équivariant de X .

On note, pour X une G-variété algébrique réelle, F"CE(X) := L,(F*“"C,(X)). Comme
son analogue non-équivariant, le complexe filtré de poids équivariant est une extension de cette
filtration canonique équivariante, acyclique et additif, unique a quasi-isomorphisme de C_ pres :

Théoreme 4.3.6.
QCC :Sch%(R) » HoC_ ; X — QCY(X)

est un foncteur, extension du foncteur
FerCE : VOR) » HoCo ; X F"CY(X),

et qui vérifie les propriétés suivantes :

1. Acyclicité : Pour tout carré acyclique dans Schf(R), le compleze filtré simple du Df—
diagramme dans C_
QCe(Y) — QCYX)
| \
QCE(Y) — QCY(X)

est acyclique.

2. Additivité : Pour une inclusion fermée équivariante Y C X, le complexe filtré simple du
Dg—dz’agmmme dans C_
QCY(Y) = QCY(X)

est isomorphe dans HoC_ a QCE (X \Y).

De plus, tout autre foncteur Scth(R) — H oC_ avec ces trois propriétés sera quasi-isomorphe
dans C_ a QCE & un unique quasi-isomorphisme de C_ prés.
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Démonstration. On vérifie tout d’abord les propriétés d’extension, d’acyclicité et d’additivité
du complexe de poids équivariant, puis ensuite son unicité.

Propriété d’extension : QCC : Schf(R) — H o C_ est un foncteur en tant que compo-
sition du foncteur WC, : Sch%(R) — H o C% et du foncteur L: HoC% — HoC_.
Comme de plus, WC, : Sch(R) — HoC® est une extension du foncteur F<**C, : V¢(R) — Ho C%,
QCE : Sch%(R) — H oC_ est une extension du foncteur F*C% : VE(R) — H oC_ qui est la
composition de F"C, : VE(R) — HoC%etde L: HoC% = HoC_.

Acyclicité : Soit
%

P e

Y
1
Y —

un carré acyclique dans Sch¥(R). Alors

WCL(Y) — WC(X)

s { {
WCL(Y) — WCL(X)

est acyclique dans H o CY.
Or, en appliquant le foncteur L & un quasi-isomorphisme de C®, on obtient un quasi-
isomorphisme de C_. Ainsi, le complexe

WC,(Y) — WCL(X)

L\s \ \
WC(Y) — WC.(X)

est quasi-isomorphe dans C_ & Iimage par L du complexe nul dans C%, i.e. le complexe nul
de C_.

Enfin, par la commutativité de L avec s, on obtient

WC,(Y) — WC(X) L.WC,(Y)) = L,(WCi(X))
L. |s ! ! = s ! !
WCL(Y) — WC.(X) L.OVC,(Y)) = L,WC.(X))
QCe(Y) — QC%(X)
= s ! l

QCE(Y) — QCE(X)
d’ou1 I'acyclicité du foncteur QCC.

Additivité : Soit une inclusion fermée équivariante Y C X, le complexe filtré simple

s (WOL(Y) — WCL (X))



74 CHAPITRE 4. FILTRATION PAR LE POIDS EQUIVARIANTE

est quasi-isomorphe dans C¢ & WC (X \Y). En appliquant L et en utilisant encore une fois la
commutativité avec 'opération s, on obtient que

s (QCC(Y) — QCY(X))
est quasi-isomorphe dans C_ 4 QCY (X \ Y).

Unicité : Pour montrer I'unicité dans H o C_ du foncteur QCY vis-a-vis de ces propriétés,
on utilise le théoreme 3.2.1, que 'on avait utilisé pour montrer I'unicité du complexe de poids
avec action, appliqué cette fois & la catégorie C_ et au foncteur Ly (F"C,) : VE(R) — HoC_.

En effet,

— la catégorie C_ est une catégorie de descente homologique, en tant que catégorie des com-
plexes de chaines bornés par le haut et munis d’une filtration croissante bornée (propriété
(1.7.5) de larticle [14] de F. Guillén et V. Navarro Aznar).

— Le foncteur Fe"CE : VE(R) — H o C_ est ®-rectifié, car, en fixant au préalable une
résolution projective, il est défini sur C_.

— 1l vérifie la condition (F1) : le foncteur F¢"C, : VE(R) — H oCC vérifie (F1) sur HoC%
et, pour tous complexes K, M de HoC%, L(K ® M) = L(K) ® L(M).

— 1l vérifie la condition (F2) : le foncteur F¢"C, : V¢(R) — H oCY vérifie (F2) sur H oC%
et on applique alors le foncteur L, en utilisant la commutativité de celui-ci avec s.

O

Le complexe filtré de poids équivariant induit alors, de fagon analogue au cadre non-
équivariant, une filtration sur 'homologie équivariante des G-variétés algébriques réelles, en
vertu de :

Proposition 4.3.7. Soit X une G-variété algébrique réelle. Le complexe de poids équivariant
QC*G(X) de X calcule I’homologie équivariante de X : pour tout n, on a

Démonstration. Considérons le foncteur d’oubli de la filtration C— — D_. Il induit un foncteur
p_:HoC_—HoD_.
Composons ¢_ avec QCE : Sch(R) — H o C_. Alors

p 0 QCT = Lo (9% 0 “WC,)

(ot1 9% : HoC% — H oD% est le foncteur induit par le foncteur d’oubli de la filtration C& — DY
sur les catégories avec action de G), car, pour tout X € Sch&(R), la filtration sur QCY(X) est
induite par celle sur “WC, (X).

Or, pour tout X € Sch%(R), le complexe & o WC, (X) est quasi-isomorphe dans D &
C(X) (3.2.5), et en appliquant le foncteur L & un quasi-isomorphisme de DE, on obtient un
quasi-isomorphisme de D_.

Donc, pour toute G-variété algébrique réelle X, le complexe p_ (QC% (X)) = L. (0% (WC.(X)))
est quasi-isomorphe au complexe L.(Ci(X)) = C%(X) i.e. pour tout n € Z,

H,(QCS(X)) = H(X: 6.
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Remarque 4.3.8. Le foncteur LE préservant les quasi-isomorphismes filtrés, si X est une G-
variété algébrique réelle compacte non singuliere, le complexe de poids équivariant QCE (X) =

L (“WC.(X)) de X est quasi-isomorphe dans C_ au complexe filtré F"CE(X) = L (F°"C,(X)))
(3.2.5). Il en sera de méme pour toutes les réalisations du complexe de poids équivariant.

4.4 Suite spectrale de poids équivariante et filtration par le
poids équivariante

Soit X une G-variété algébrique réelle. Comme dans le cadre non-équivariant, le complexe
filtré de poids équivariant induit une suite spectrale sur laquelle on peut lire les conditions
d’additivité et d’acyclicité.

Des différences notables vont cependant apparaitre avec 'influence de la cohomologie du
groupe G. La richesse de 'action du groupe G sur la variété X va en effet fournir une profusion
d’informations pour ’appréhension desquelles 1’étude de la simple suite spectrale de poids
équivariante ne sera plus suffisante. Notamment, elle n’est plus bornée a gauche (4.4.12) et ne
dégénere plus a la page 2 sur les variétés compactes non singulieres (4.4.13, 4.3.3).

Cependant, ’observation a la loupe de deux autres suites spectrales (qui, en convergeant, en
constituent les briques élémentaires) permet de mieux comprendre cette homologie équivariante
sur les G-variétés algébriques réelles et d’extraire des invariants additifs a coefficients dans Z
(5.2.1, 5.2.3). Si ceux-ci se révelent coincider avec la dimension des groupes d’homologie équivariante
sur les variétés compactes non singulieres, ce seront alors les nombres de Betti virtuels équivariants

([12]).
4.4.1 Définitions et suites exactes longues d’additivité et d’acyclicité

Définition 4.4.1. On appelle suite spectrale de poids équivariante, et on note {GE’”,Gd’”}, la
suite spectrale associée au complexe de poids équivariant QC’E(X).

La suite spectrale de poids équivariante converge vers ’homologie équivariante de X et :

Définition 4.4.2. La filtration de I’homologie équivariante de X induite par la filtration du
compleze de poids équivariant est appelée filtration par le poids équivariante de X et notée €.

Afin de “faciliter” I’étude de la suite spectrale de poids équivariante, on effectue la méme
réindexation que pour le cadre non-équivariant :

p=2p+q, ¢ =-p, ' =r+1,
pour obtenir une nouvelle suite spectrale notée GEg, e

On lit les conditions d’additivité et d’acyclicité du complexe de poids équivariant en termes
de suites exactes longues sur les termes GE2 de la suite spectrale de poids réindexée. Dans ce
cadre équivariant, ces suites ne sont cependant en général plus bornées (a droite ou a gauche
selon l'orientation des fleches) comme on le verra au point suivant (4.4.9, 4.4.12).
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Proposition 4.4.3. Soit Y C X une inclusion fermée équivariante. Pour tout q, on a une
suite exacte longue

= OB (V) = OB (X) = OB (X\Y) = 9B (V) > .
Pour tout carré acyclique dans Schf(R) et pour tout q, on a la suite exacte longue
G Ve Gt G v G G v
= OB (V) = O (V) @ OE} (X) = OB (X) — “E2 (V) = ...

Démonstration. Pour la suite exacte longue d’additivité, le raisonnement est identique a celui
du cadre non-équivariant (preuve de 2.3.4).

Quant a la suite exacte longue d’acyclicité, I’acyclicité du complexe de poids équivariant
nous fournit un quasi-isomorphisme dans C_ :

QCC(X) s (QCG (YV) = QC(Y) @ QCC (5()) :
que l'on utilise de fagon similaire pour obtenir la suite voulue. O
Remarque 4.4.4. La suite exacte longue d’acyclicité peut étre obtenue de la méme fagon dans
le cadre non-équivariant, et traduit pareillement 1’acyclicité du complexe de poids.
4.4.2 Les deux suites spectrales qui convergent vers la suite spectrale de
poids équivariante

Le fait crucial qui va nous aider par la suite est que le terme GE? de la suite spectrale
de poids équivariante s’exprime comme étant I’homologie du groupe G a valeurs dans la suite
spectrale de poids non-équivariante. En particulier, cela nous permettra de considérer les deux
suites spectrales associées.

Proposition 4.4.5. Pour tous p,q,

B2, = Hy (G.EL,).

P.q
Démonstration. : Pour tous p, ¢, GE;q = Hpyq (GES,*,p) et
G0 00 (Le(WC (X)) _ 0 WC(X))

done “Ey ;= Hpyq (L (Ep.—p)) = Hpiq (G By ).

En réindexant les suites spectrales, on a alors
G2 _ Gl
E,,="E_

7Q7*+q

q,p+2q — Hp+q (G, E? ) = Hp <G7 E&,q)

O]

Deux suites spectrales convergent ainsi vers le terme “E? de la suite spectrale de poids
équivariante :
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Corollaire 4.4.6. Pour tout q, on a deux suites spectrales
2 - =2
?Eoz,ﬁ =H™ (G’ Eﬁaq)

I?Eé,ﬂ =H™" (G’ Eé,q)

GEIZ

qui convergent toutes deux vers Hoip (G,Ei7q> (= a+B,q)'

Démonstration. Ce sont les suites spectrales qui convergent vers I'homologie du groupe G a
valeurs dans le complexe Ei,q' O

Remarque 4.4.7. La suite spectrale 2E" dépend du représentant du complexe de poids considéré,
q p IF P p
contrairement a la suite spectrale ‘}E’”.

Si d est la dimension de X, les termes de la ligne d de la suite spectrale de poids équivariante
réindexée s’expriment alors comme la cohomologie du groupe G a valeurs dans 'unique terme
non nul de la ligne d de la suite spectrale de poids (réindexée) non-équivariante :

Corollaire 4.4.8. Pour tout p,
B2, = H (G, B,)
Démonstration. On considére la suite spectrale
W25 = H (G ERq) = Hars (G ELy) = OF2, 54
qui converge au niveau C}EQ car Eg’d =0si 8 #0. Ainsi,
Bi= @ =07 (G E).
a+p=p

O

On constate alors que, a priori, la ligne d de la suite spectrale de poids équivariante
(réindexée) possede non pas un mais une infinité de termes non nuls, & savoir tous les termes
d’abscisse p < 0.

Cela concerne en fait toutes les lignes de la suite spectrale, nous informant que la suite
spectrale de poids équivariante n’est, en général, pas bornée a gauche :

Corollaire 4.4.9. Pour tous r > 2, p,q, si GrEv’gjq #0alors0<qg<detp+q<d.
Démonstration. Pour tout ¢, on a la suite spectrale
2 - =2 =1 G2
?Eoc,ﬁ —H ¢ (G, Eﬁ,q) = Ha+5 <G, E*’q) = Ea_’_/&q.
En particulier, pour tous p, g,

G2 _ q oo
Ep7q - @ IEO‘: :
a+B=p
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Or, si ¢ < 0 ou ¢ > d, pour tout 8, £ 6q = 0 et donc pour tous «, 3, IEaﬁ =0.
De méme, si p et g vérifient p + ¢ > d, alors pour tous «, 3 tels que a + 8 = p, on a
a+ P +4+q > d, et soit f+q > d et alors Eéq = 0, soit 8+ ¢q < d et alors & > 0 donc
2 _ - 2\ _
‘}Eaﬁ =H O‘(G,E&q) =0.

Dans ces trois cas, on obtient alors GEiq =0. O

La filtration par le poids équivariante sur I’homologie équivariante de la variété X reste
cependant bornée mais, contrairement a son homologue sur I’homologie de Borel-Moore de X,
la borne & gauche est “uniforme”, dépendante seulement, a priori, de la dimension d de X :

Corollaire 4.4.10. La filtration par le poids équivariante sur [’homologie équivariante de X
est une filtration bornée

0= Q_d_lHk(X;G) - Q_de(X,G) c...C Q(]Hk(X,G) = Hk(X7G)

Démonstration. On a, pour tous p, k,

ap Gp
QH(X;G) @ p-qk—ptq = @ Bt p—g— (-0

q=0 q>0

Ainsi, QoHp(X;G) = ®q20 GE;;‘iM. Or, d’apres la proposition précédente, pour ¢ < 0, on a

GEgoqq =0, et donc

QoHp(X;G) = P E?,, = Hi(X:G).
q>0

Ensuite pour tout k, on a Q_g1Hi(X;G) = P> Ek de1— qd+1+q Or comme, pour tout

q>0,d+1+q>d+1 et donc, d’apres la proposition précédente, Ek_d_l_q7d+1+q 0, on
obtient bien
Q_4 1Hp(X;G) =0.

O]

Remarque 4.4.11. La borne a gauche de la suite spectrale de poids était un ingrédient fonda-
mental pour I'extraction des nombres de Betti virtuels. A cause de la mise en défaut de cette
propriété dans le cadre équivariant, la suite exacte longue d’additivité n’est pas finie, et de
plus, la condition de compacité-non singularité n’implique pas forcément la dégénérescence de
la suite spectrale de poids équivariante a la page 2, comme nous allons le voir au point suivant
(4.4.13, 4.3.3).

Ezxemple 4.4.12. Calcul de la suite spectrale de poids équivariante de la courbe algébrique
réelle X d’équation y? = 22 — 2% dans R?.

1. Action (z,y) — (—z,y). La suite spectrale de poids (réindexée) de X est donnée a la
page E2(X) par
Zs[X]
Zo[{po}]  Zo[X]
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ou po = (0,0) est I'unique point fixe de X sous l'action, et ou X; et Xo sont les deux
cycles de dimension 1 de X.

La page GE2 (X)) de la suite spectrale de poids équivariante de X est donnée par la formule
CEZ,(X) = Hy (G, EL,(X)).

On a
- GrEv';l =HP (G, va’gJ) = Z»[X] si p <0, 0 sinon.
— Calculons ensuite la suite spectrale de Hochschild-Serre associée au G-complexe Ei,o (X).
La page 2 s’écrit
Lo[X1] - Zo[Xa]  Zo[Xi]
Zo[{po}] -+ Zo2[{po}] Za[{po}]

Les différentielles sont triviales, étant donné que le point pg est laissé fixe par 1’action,
et on a donc

N Zo[Xa] sip=1,
“E20(X) = { Zs[X1] © Za[{po}] si p <0,
0 sinon.
La page “E2(X) s’écrit donc
Zo[X] . Zo[X] 7| X]
Lo X1| © Zo[{po}] -+ Za2[Xa] B Zo[{po}] Zo[X1]® Zo[{po}] Za2[Xi]

Or l'image de [X] par la différentielle Cd? est [X] (c’est la classe de I'image de X par
0@ (1+0)) et celle de [{po}] est 0. La page “E3(X) est donc

0 - 0 Z[X]
Zo[{po}] -+ Zo[{po}] Z2[{po}] O

La suite spectrale de poids équivariante GE (X) de X converge alors & la page 3 et on a
O_1H(X;G) =QoH 1 (X;G) = Zs[X]

et
0=0Q_1Hy(X;G) C QHL(X;G) = Zs[{po}]

pour k < 0.
2. Action (7,y) + (7,—y). On détermine de la méme fagon que précédemment la suite
spectrale de poids équivariante “°F(X) de X.
Ici, on a
- GE';J =HP (G, E§71> = Z»[X] si p <0, 0 sinon.
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— La suite spectrale de Hochschild-Serre associée au G-complexe Ei,o (X)) converge également
a la page 2 qui s’écrit

Zo|X1] -+ Zo[Xy]  Zo[Xi]
Zol{po}] -+ Za[{po}] Z2[{po}]
et on a
N Zo[Xa] sip=1,
CE2(X) = { Zo[X1] @ Zo[{po}] sip <O,
0 sinon.
La page CF%(X) s'écrit donc
Z,[X] . Z,[X] Z,[X]
Zo|X1] @ Zao[{po}] -+ Z2[Xa] ®Za[{po}] Za[X1]® Za[{po}] Z2[X1]

L’image de [X}] par la différentielle “d2 est 0 (le cycle Xj est invariant sous I’action), de
méme pour [{po}]. Autrement dit, la différentielle Gd? est triviale et la suite spectrale de
poids équivariante “E(X) de X converge alors & la page 2.

On a
LX) = Q1 Hi(X; G) C QoH1(X; G) = Zo[X1] & Zo[Xo]
et
Zo[X] = Q_1Hp(X;G) C QHR(X;G) = Zo[X1] @ Zo[Xo] ® Za[{po}]
pour k < 0.

4.4.3 Variétés compactes non singulieres

Proposition 4.4.13. Pour X compacte non singuliere, la suite spectrale de poids équivariante
GE coincide, & partir de la page 2, avec la suite spectrale de Hochschild-Serre

B2 (X) = H P (G, Hy(X)) = Hpqo(X;G)
associée a X.

Démonstration. Comme X est compacte et non singuliere, on a un quasi-isomorphisme filtré
QC%(X) — FenCY(X). Or, d’apres 4.2.6, la suite spectrale induite par le complexe filtré
FeanCG(X) = Fer L, (Cy(X)) est isomorphe, & partir de la page 2 (apres réindexation), & la
suite spectrale de Hochschild-Serre associée au G-complexe Cy(X).

Ainsi, la suite spectrale de poids équivariante réindexée de X (induite par QCY (X)) est

isomorphe a partir de la page 2 a la suite spectrale de Hochschild-Serre associée a X.
O

Remarque 4.4.14. FEn particulier, méme dans le cas d’une variété compacte non singuliere, la
suite spectrale de poids équivariante ne converge en général pas a la page 2 (et n’y est pas
non plus bornée a gauche) comme on peut le voir sur 'exemple de la sphére munie de 'action
antipodale (4.3.3).
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4.5 Le cas G d’ordre impair

En général, I'action du groupe G fournit donc un surplus d’informations qui se retrouvent
dans la suite spectrale de poids équivariante, compliquant I’appréhension de celle-ci. L’homo-
logie équivariante semble elle-méme contenir tant d’informations qu’elle parait difficile & in-
terpréter (en tout cas géométriquement), sans passer par les suites spectrales qui y convergent.

Cependant, si le groupe G est d’ordre impair, les objets équivariants considérés vont sim-
plement correspondre aux invariants sous l’action induite des objets avec action considérés
précédemment. Cela tient au fait que les chaines, et a fortiori les homologies, considérées sont a
coefficients dans Zy. En effet, si G est d’ordre impair, ’anneau Zs |G| est semi-simple en vertu
du théoreme de Maschke :

Théoréme 4.5.1. ([7] Theorem 2.1.1) Soient G un groupe fini et k un corps. Alors k[G] est
semi-simple si et seulement si la caractéristique de k ne divise pas l'ordre du groupe.

Or, dans le cas ou k[G] est semi-simple, tout k[G]-module est & la fois projectif et injectif. En
particulier k£, muni de son action triviale de G, I’est et une résolution de k par des k[G]-modules
projectifs est alors

o> 0=k —=k—0.

Ainsi, pour tout k[G]-module M, la cohomologie du groupe G a valeurs dans M est donnée par
H"™ (G, M) = Homyq(k, M) = M€ pour n = 0, 0 sinon.

De plus, la condition de semi-simplicité de k[G] est également équivalente au fait que toute
suite exacte courte de k[G]-modules soit scindée ([7]). En particulier, le foncteur I'® qui & un
k[G]-module associe I'ensemble de ses éléments invariants sous l'action de G est donc exact si
la caractéristique du corps k ne divise pas 'ordre de G.

Soit donc G un groupe d’ordre impair. Dans le cas qui nous intéresse, comme la ca-
ractéristique du corps Zg ne divise pas 'ordre de G, on a pour tout Zy|G]-module M,

MG sin=0

0 sinon.

H" (G, M) _{

De méme, le complexe double associé au foncteur L est réduit a une unique colonne non
nulle p = 0, dans le cas ou 'on considere la résolution projective

i > 0—=>%Z9 — 79— 0:

pour K, un G-complexe,
G
L. (K,) = (K" .

Ainsi, pour tout n, ’homologie de G a valeurs dans le G-complexe K, se réduit a
H, (G7K*) = H, (L* (K*)) = H, ((K*)G) = (Hn (K*))G»

car le foncteur I'“ est exact sur la catégorie des Zo[G]-modules.
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Notons enfin que les suites spectrales I et ;iF associées a K, coincident et convergent au
niveau 2 :

(Hy(K.))% = H, (K.)C) sip=0

0 sinon

B2, = H? (G H, (K.)) ={

Hy (K)%) = (Hy(K.)C sip=0

0 sinon

ks, =Hy (H? (G, K,)) = {

Soit maintenant X une G-variété algébrique réelle. Alors, d’apres ce que I'on vient de voir,
I’homologie équivariante de X est constituée des classes d’homologie de X invariantes sous
Iaction de G :

Hy(X;G) = Hy, (G, C(X)) = (Hp(C(X)) = (Hi(X))¢

pour tout k.
De méme, la suite spectrale de poids équivariante est obtenue en appliquant le foncteur I'¢
a la suite spectrale de poids avec action. En effet,

QCY(X) = L:(WC.(X)) = (WCL(X))“
et, le foncteur I'C étant exact, pour tous r, p, g, on a
G G
Epq = (E;,q)

En particulier, cela nous permet de cerner les termes non nuls de la suite spectrale de
poids équivariante réindexée dans le triangle de sommets (0,0), (0,d) et (d,0) (si X est de
dimension d), et donc de retrouver les nombres de Betti virtuels équivariants dans le cas ou le
groupe G est d’ordre impair :

Proposition 4.5.2. Soit G un groupe fini d’ordre impair. Pour toute G-variété algébrique
réelle X et pour tout q, le q-iéme nombre de Betti virtuel équivariant de X ([12]) est obtenu
comme somme alternée sur les dimensions des termes de la ligne q de la suite spectrale de poids
équivariante :

BE(X) = (~1)Pdimg, “E2 .
p

Démonstration. La suite exacte longue d’additivité pour une inclusion fermée équivariante est
dans ce cas finie (les termes d’abscisse p < 0 sont nuls), d’ou I'additivité de la somme alternée
si G est d’ordre impair.

~ ~ G
De plus, si X est compacte non singuliere, GEqu = (Eg’q) =0sip#0et

GE(z),q - (an)G = (HQ(X)>G - Hq(X7G)



Chapitre 5

Réalisation de la filtration par le
poids équivariante et invariants

additifs

Soit G un groupe fini.

Afin de réaliser le complexe de poids équivariant, il suffit d’appliquer le foncteur L & un
complexe filtré qui réalise le complexe de poids avec action.

On va en particulier s’intéresser au complexe filtré réalisé via les filtrations géométrique et
Nash-constructible, qui coincident sur les G-variétés algébriques réelles. En effet, cela nous per-
mettra de construire des invariants additifs sur les G-variétés algébriques réelles dont différents
indices tendent & penser qu'’ils pourraient réaliser, notamment dans le cas G = Z/2Z, les
nombres de Betti virtuels équivariants que G. Fichou a défini dans [12]. Ce sont les uniques
invariants additifs définis sur la catégorie des G-variétés algébriques réelles coincidant avec les
dimensions des groupes d’homologie équivariante sur les variétés compactes non singulieres.

5.1 Les filtrations géométrique et Nash-constructible équivariantes

On a vu que le foncteur qui associait a une G-variété algébrique réelle X son complexe
des chaines semi-algébriques & supports fermés muni de la filtration géométrique GC\(X) sur
lequel G agit par fonctorialité réalise le complexe de poids avec action (3.2.5). En le composant
avec le foncteur L qui préserve les quasi-isomorphismes filtrés, on obtient alors un foncteur qui
réalise le complexe de poids équivariant (et qui est défini au niveau des chaines, en fixant une
résolution projective de Z ou Zg sur Z[G], resp. Z3|G]) :

Définition et Proposition 5.1.1. Pour X une G-variété algébrique réelle, on note ACE(X)
le complexe L(GCL(X)) de C_, et on le nomme complexe géométrique équivariant de X .
Le foncteur

ACY : Sch%(R) — C_ ; X — ACY(X)

obtenu ainsi réalise le complexe de poids équivariant (dans H o C_).

83
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Remarque 5.1.2. On a vu (2.6.12) que les foncteurs GC, et N'C, coincidaient sur Sch.(R). Dans
la suite, on privilégiera la définition de cette réalisation du complexe de poids par les fonctions
Nash-constructibles.

La réalisation du complexe de poids équivariant (deés le niveau des chaines) par cette filtra-
tion va nous permettre de déceler une additivité que 'on ne parvenait pas a lire sur la suite
spectrale de poids équivariante.

En effet, le caracteére scindé de la suite exacte courte d’additivité (au niveau des chaines)
de la filtration Nash-constructible induit un invariant additif obtenu a partir de I'une des deux
suites spectrales qui convergent vers les termes de la page 2 de la suite spectrale de poids
équivariante :

Proposition 5.1.3. Soit Y C X une inclusion fermée équivariante dans Sch& (R). Pour tout q
et tout 1, on a une suite exacte longue finie

R I(}Ez?,j(y) - I?Eiz,j(X) - Il}Ez'z,j(X \Y) — I?Eiz,j—l(y) —

ol I?Ezj = H; (H*i (G, E‘iq)> est le terme I(}Ez de la suite spectrale (associée a la réalisation
du_complexe de poids par la filtration Nash-constructible) qui converge vers la ligne q des termes
GE? de la suite spectrale de poids équivariante.

Démonstration. Les suites exactes courtes
0— Nka(Y) — /\/ka(X) — Nka(X \ Y) —0

sont scindées par le morphisme d’adhérence ¢ € N,Cip(X \Y) — ¢ € N,Cr(X).
Elles induisent alors I'exactitude et le caractére scindé des suites

0= Ep,(Y)—= E) (X) = E) (X\Y)—0.

De plus, tous les morphismes considérés sont équivariants par rapport aux actions induites
de G.
Fixons p et ¢. La suite exacte précédente induit alors une suite exacte longue de cohomologie
du groupe G :
0 G 0 G 0 G
0— (Ep,q(y)) - (Ep,q(X)) - (Ep,q(X \ Y)) -

— H' (G,E) ,(Y)) » H" (G, Ep (X)) = H' (G, E) (X \Y)) = ...

Le morphisme scindé EJ (X) — EJ (X\Y) induit des morphismes scindés H* (G, EJ (X)) —
HF (G, Equ(X \ Y)) pour tout k, qui sont en particulier surjectifs. Pour k& > 0 fixé, le noyau du
morphisme H*™ (G, E}) (Y)) — H*'! (G, E) (X)), qui est 'image de H* (G, E) (X \Y)) —
HM (G, ED (Y)), est donc réduit a 0.

On obtient alors des suites exactes courtes
0— H"(G,ES,(Y)) = H* (G, E} (X)) = H* (G, Ep (X \Y)) = 0

pour tout k.
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Ainsi, pour tout k, en appliquant le foncteur H*(G,-) aux suites exactes courtes de com-
plexes

0 Ep,(Y) = Ep (X)) > E) (X -Y) =0,

on obtient de nouvelles suites exactes courtes
0— H" (G, E).(Y)) = H" (G, E) (X)) = H" (G,E) (X \Y)) = 0.

En particulier, fixons ¢ et ¢ et rappelons que Ei’q = FE° Alors, on a la suite exacte

—q,x+2q°
courte

0— H_i (G, qu,*—l—?q(y)) - H_i (G? qu,*+2q(X)) - H_i (G’ Eg%*‘i‘Qq(X \ Y)) - 0’

qui induit la suite exacte longue d’homologie

o Hy (B (GUE 0y (V) Hy (H 7 (GLED . 13y(X))) =

— Hj (H (G, E° ,10,(X\Y))) = Hj_1 (H" (G, E%,15,(Y))) = ...,

i.e. la suite exacte longue

Rt ﬁIE,%j(Y) — I‘}Egj(X) — I‘;Eﬁj(X\Y) — ;}Eij_l(y) — ..

O]

Ces suites exactes longues (finies car les complexes £} o sont bornés) induisent des invariants
additifs.

Remarque 5.1.4. Le fait que les suites exactes courtes
0 —= NpCi(Y) = NpyCr(X) = NpCr(X\Y) = 0
soient scindées par un morphisme équivariant induit de la méme fagon des suites exactes courtes
0— H" (G,N,Cr(Y)) = H" (G,N,Ci(X)) = H" (G,N,Cr(X \ Y)) — 0.
Les suites exactes courtes de complexes associées induisent alors des suites exactes longues

d’homologie.
En particulier, on obtient la suite exacte longue (finie) d’homologie des paires ((NV,Cy)¢, (N,Ci)%) :

(N, C.(1))° (N, (X))C (N, Cu (X \ V))° (N,C.(V))C
i ((Np_lc*mw) - M ((Np_lc*m)(") - ((Np_lc*w \ Y))G) = M <<Np_1c*<Y>>G>
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5.2 Invariants additifs et coincidence avec les nombres de Betti
virtuels équivariants

5.2.1 Invariants additifs

En prenant appui sur les suites exactes longues (finies) que l'on a obtenues, on définit des
invariants 9B;, pour tout ¢ et tout ¢. Puis, on somme ceux-ci sur les diagonales ¢ +¢ = k pour
obtenir de nouveaux invariants additifs B,?, pour tout k.

Définition 5.2.1. Pour toute G-variété algébrique réelle X, on pose pour tout q et tout ¢

B(06) = 31 i, 452 ().
J

On pose ensuite, pour tout k,

B (X):= ) Bi(X).
qt+i=k

Remarque 5.2.2. On peut effectivement définir les invariants 9B; et B,? dans le cas ou les

différents Zo-espaces vectoriels I%Eﬁ ;(X) =H; (H - (G , Eiq(X ))) sont tous de dimension fi-
nie. Un travail supplémentaire important sera nécessaire pour montrer que cela est effectivement
bien le cas pour toute G-variété algébrique réelle X.

Cette prochaine étape semble aller de pair avec la compréhension des complexes (N, Ci (X ))G
et de leur homologie, essentielle pour déterminer si les invariants B,? forment de nouveaux in-
variants, ou s’ils sont égaux aux nombres de Betti virtuels équivariants. Cette étude devrait
cependant nécessiter des considérations plus géométriques et 'utilisation d’outils et/ou de tech-
niques équivariants tres fins sur les chaines semi-algébriques.

Dans la suite, on se placera ainsi dans des cas ou les espaces vectoriels I%Efj sont de
I
dimension finie, et ou les invariants 9B; et BkG sont donc bien définis.

Théoréme 5.2.3. Les invariants B;(-) et donc les invariants BS(-) sont additifs sur les
G-variétés algébriques réelles ot ils sont définis.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition 5.1.3. O

Remarque 5.2.4. Le caractere additif, voire la finitude de ces invariants, dépend fortement de la
réalisation du complexe de poids que I’on a considérée, a savoir la filtration Nash-constructible.

Ezemple 5.2.5. 1. Action (x,y) — (—z,y) sur la courbe algébrique réelle X d’équation
y? = 2% — z* dans R2.
La page El(X ) de la suite spectrale de poids de X, calculée a partir de la filtration
Nash-constructible, est donnée par

N_qCp+q

Bl (X)=
paX) N-g-1Cp+q
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et s’écrit donc

N_1Ch(X)
Co(X)  Ci(X)/N-1C1(X)

En appliquant le foncteur H*(G,-), on obtient alors le diagramme

H™ (GNLG(X)
H™(G,Co(X))  H™(G,C1(X)/N-1C1(X))

Or,

— Pour tout i <0, H ¢ (G,N_1C1(X)) = N_1C1(X) = Zo[X].

— Les éléments de (C1(X)/N_1C1(X))¢ sont représentés soit par des chaines invariantes
sous action (et qui peuvent alors s’écrire comme l'image par 1 4+ o d’une chaine de
dimension 1), soit par des chaines dont I'image par 1 + o est [X]. En particulier, pour
i < 0, les seuls éléments non nuls de H " (G, C1(X)/N_1C1(X)) sont ceux représentés
par ce second type de chaine.

— Pour i < 0, H (G, Co(X)) = Zs[{po}] (ot po = (0,0) est I'unique point invariant de
X sous l'action).

Ainsi, comme 1E2,(X) = H; (H—i (G, Ei’q(X)», on a
- N2, = ker ((C’I(X) IN_1CH(XNY = (CO(X))G) — Z,[X1] (ol X1 et X» sont les

cycles engendrant les cycles de dimension 1 de X), et I(}an = Zao[{po}] (deux points
de X échangés sous l'action peuvent étre reliés par une 1-chaine invariante de X).

~ Pour i < 0, 3E7, = ker (H™'(G,C1(X)/N_1C1(X)) = H (G, Co(X))) = Za[X]
(dans le quotient H~* (G, C1(X)/N_1C1(X)), une chaine et son image sous o représentent
le méme élément) et I‘}Ezo = Zs[{po}] -

Au total, on a donc

1sig=1,2<0etj=0,
dimgz, 4E7/(X)={1si¢g=0,i<0,5=0,L.

0 sinon.

On peut alors calculer les invariants B;(X) = Zj(_l)j dimg, I%Egj( X) et BE(X) =
Eq-{-i:k iB;(X) de X. On a

0sig=0,
Bi(X)=q1lsig=1leti<O,
0 sinon.

et donc
1sik<1
EI?(‘() { 1 ,

0 sinon.
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2. Action (x,y) — (z, —y) sur la méme variété X. De la méme fagon que précédemment, on
calcule les invariants a partir du diagramme

H7 (G NLC(X)
H™(G,Co(X))  H™(G,C1(X)/N_1C1(X))

Ici cependant, trois points pi, ps et ps sont invariants sous cette action, et on a donc en
particulier H*(G, Cy(X)) = Za[{p1, p2, p3}] pour i < 0.

On a alors

- I[}Eg’l = Z2[X1], et I(}an = Zs[p1] ® Za[p2] (en considérant p; comme le point a
origine).

— Pour i <0, JE?, =0 et E7) = Za[p1] @ Za[pa).

Au total,

1sig=1,9<0etj=0,
2sig=0,i<0,j=0,
dimg, J2E7/(X)={1si¢=0,i=0,5=1,
0sig=0,i<0,j=1,

0 sinon.

Ainsi,

lsig=1lets <0,
9B,(X) = 1s?q:0etz::0,
2sig=0et: <0,
0 sinon.

et donc

1sik=1,
2si k=0,
3si k<O,

0 sinon.

B (X) =

3. Action (z,y) — (x, —y) sur le cercle X = S' d’équation 22 + 32 = 1 dans R2.

On a ici

— Pour tout i <0, H* (G,N_1C1(X)) = N_1C1(X) = Zs[X].

— Les éléments de (C1(X)/N_1C1(X))¢ sont représentés soit par des chaines invariantes
sous l'action (et qui peuvent alors s’écrire comme 'image par 1 + o d’une chaine de
dimension 1), soit par des chaines dont I'image par 1+ o est [X].

— Pour i <0, H (G, Co(X)) = Za[{p1, p2}] (olt p1, p2 sont les deux points invariants de
X sous 'action).

Donc



5.2. INVARIANTS ADDITIF'S 89

~ 1B, = 0 (le seul 1-cycle du cercle X est [X]), et JEG, = Zz[{p1}] (un point et son
image par o peuvent étre reliés par une chaine invariante de dimension 1, et les points
p1 et pa sont les deux points du bord du demi-cercle dont I'image par 1 + o est [X]).
— Pour i <0, JE?, =0 et GE7) = Zs[{p1}].
Au total,
1sig=1,2<0et 5 =0,
i 9 1sig=0,7<0,5=0,
dimz, B0 = 0sg—0.i<0,j -1,
0 sinon.
Ainsi,
lsig=1lets <0,
Bi(X)=<1sig=0eti<O0,
0 sinon,

et

1sik=1,
BY(X)={2si k<0,
0 sinon.

4. Action (z,y) — (—z, —y) sur le méme cercle X.
Une différence notable avec l'action précédente est que, comme la symétrie centrale est
une action libre, on a H~¢(G, Cy(X)) = 0 pour i < 0.
On a alors
- I[}Eg,l =0, et I(}Eg,() = 0 (deux points échangés sous ’action peuvent étre reliés par une
1-chaine dont I'image par 1+ o est [X]).
— Pour i < 0, I(}Ei%l = [X1], ou X est un demi-cercle dans X, et I‘}EZO =0,

Ainsi,
1sig=1,9<0etj=0,
0sig=0,:<0,35=0,
dimg, 2E7/(X)={0si¢=0,i=0,5 =1,
1sig=0,2<0,5=1,
0 sinon.
Donc
Osig=0ete1=0,
9B,(X) = —1.siq:0e‘Fi<0,
lsig=1et: <0,
0 sinon,
et

1sik=0,1,

0 sinon.

BO(X) - {
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Dans l'optique de comprendre les invariants B,f, ainsi que de tester s’ils coincident avec les
nombres de Betti équivariants (i.e. les dimensions des espaces d’homologie équivariante) s’ils
sont appliqués a des G-variétés algébriques réelles compactes non singulieres, on va chacun les
réaliser comme caractéristique d’Euler (lorsque cela est bien défini) d’une suite spectrale.

Plus précisément, cette suite spectrale sera 'une des deux construites a partir d’'un com-
plexe double k@, construit lui a partir de suites exactes courtes induites naturellement par la
filtration N\ et des suites exactes longues alors induites par la cohomologie du groupe G.

5.2.2 Le double complexe C et la suite spectrale E

Dans un premier temps, on construit le complexe double KC dans un cadre plus général : on
considére un complexe filtré borné quelconque, ainsi que le foncteur Ext dont la cohomologie
du groupe G est un cas particulier.

On se place dans une catégorie abélienne A sur Zs. Soient M € A et K, un complexe (de
chaines) borné dans .4 muni d’une filtration croissante bornée F'. Pour tout k € Z, on construit

un complexe double
F.K
<ExtAk“ (M, B >>
Fo1Kp (o, B)EZXZ

(décroissant en les indices « et 3).

Soit k € Z. Pour tout o € Z, la différentielle FF“KB FaRp1

a—1Kg Fo-1Kg_1
de Ea:t;‘k_o‘(M ,+), la différentielle

F, K F,Kg_4
d*: Ext b <M, “5) — Eat (M, M) .
A Fo 1Kg A Fo 1Kg_q

induit, par fonctorialité

Pour tous «, 3, on a une suite exacte courte

0> F, 1Kg— F, Kz — Fak =0
a—141rp afrpg FaflKB

qui induit une suite exacte longue (4.1.9)

F,K
RN ESUt;lkia(M, Fa—lKﬁ) — Ext;‘k:*OC(M’ FQKB) — E:Ct;‘kfa <]\47 ”) —
a—141rp

— Bt (M, Py Kg) =
On note alors

e F.K “k—(a—1) Fo1Kp
d°: Bzt F (M, M) s Eat; @ <M, el of
A Fa,IKﬁ A FafZKB

la composition de morphismes suivante

FoKjp

Exthe (M, P
A Fo1Kp

k—(a—1) k—(a—1) Fo1Kp
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fournis par les suites exactes longues ci-dessus.

On obtient alors le diagramme suivant :

Ext;‘k:—(a-i-l) <M Fa+1K5+1> d° Ext;lk_a <M FaKpi1 ) d° E(]}'t;lk_(a_l) (M Fo-1Kg41

» FaKpgi > Fo—1Kpgy1

d? dl dl

) Fo—2Kpgi

)

> Bt et (M Fa“Kﬁ) L (M FQKB) s Eat eV (M, L

) FaKﬂ ) Fa_lKﬂ

d! d! d!

)

—k—(a+1 Foi1Kg_ d° —k— FoKga_ d° —k—(a—1 Fo_1Kg_
— Bat O (M, Bfeet) L parghee (M, gt ) — 5 Bat Y (M, et

» FaKpoa P Fo1Kg

Les lignes verticales de ce diagramme sont bien des complexes : on a d' o d' = 0 par
fonctorialité de Exty (M, -).

Les lignes horizontales sont également des complexes. On a en effet d° 0 d® = 0 en vertu du
diagramme suivant

E(]Z’t;lk_(a_l) (M, Fa—lKﬁ) E"L’t;‘ki(ail) (M, ?z:;gg)

/

—k— FoKg
ot~ (M, 725

‘x

Eat 7 (M, F, K5) EatFmetD (M, %}éﬂ)

qui est commutatif par définition, et dont la partie de gauche est issue d’une suite exacte.

Enfin, les différentielles d' et d° du diagramme double commutent, en vertu du diagramme

)
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suivant :
—k— F.K d° —k—(a—1) Fy 1K
Ext " (]\/[7 Fa_ll%;) Ext, (]\/[7 Fa_;Kg>
Ext "V (M, F, 1 Kp)
dt l d!
Ext F Y (M, Fy 1K)
ke FoKs_ o k—(a—1) Fo_1Ks_
Bat = (M, it Eat (b, 72t

Ce diagramme est commutatif car tous ceux qui le composent le sont : ceux sur les cotés le
sont par la propriété de naturalité de la suite exacte longue induite par Ext4(M,-) (4.1.9), et
ceux en haut et en bas le sont par définition de la différentielle d°.

Pour tout k£ € Z, on note Ko (M, FK,) le complexe double

F,K
Fotk— v efhs
( i 0‘( . K >>
a—10p3 (o, B)EZXTZ
ainsi obtenu.

Comme tout complexe double, il induit deux suites spectrales qui convergent (le diagramme
est borné verticalement et horizontalement, car le complexe K, et sa filtration F' sont bornés :
[23] Theorem 2.15) vers I'homologie du complexe total associé.

SiI’on se place sur la catégorie abélienne A des Za[G]-modules et que 'on considere M = Zo

et FK, = NC.(X ) (avec X une G-variété algébrique réelle), on obtient ainsi, pour tout k, le
complexe double #C(Zy, NC, (X)), que 'on note plus simplement *C(X), avec

"o p(X) := H 0 (G, /;/ ‘ifé{éﬁ%) .

Si ’on considere alors I’}E la deuxieme suite spectrale induite

- L NaCL(X)
krl k—a
ko= (14 (6 2250 0))

on a, lorsque cela est bien défini i.e. lorsque les termes I’}E p sont de dimension finie,

v (fiE") = BE ().
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En effet, dans ce cas, pour tout g,

B, = —1) dimy, 2E? (X
2 IF~,)
J

(o (0 %))
= (1% (H (H (Gm»)

BEX) = Y,
q+i=k

C 3 o (i (0. 20 )

q+z k

R GG Cve3))
- (i)

L’intérét d’une telle réalisation des invariants B,? est que la caractéristique d’Euler d’une
suite spectrale ne dépend pas de la page sur laquelle on la calcule (a partir de la page ou cette
quantité est bien définie). Dans notre cas, elle est en particulier égale a la caractéristique d’Euler
de 'homologie du complexe total associé a K , vers laquelle cette suite spectrale converge. Ce
qui est également le cas de 'autre suite spectrale induite par ce complexe double.

Ainsi, on montre que, lorsque cela est bien défini, on a également, pour tout k,

By :X<II@)7

et donc

ou I}E est la premiere suite spectrale induite par le complexe double k.

Dans le point suivant 5.2.3, on s’intéresse a I’étude des complexes doubles }C (X) et des suites
spectrales induites, quand X est une variété algébrique munie d’une involution algébrique.

5.2.3 Etude pour G =Z/2Z

On s’intéresse au cas particulier G = Z/27Z. On a en effet déja pu constater dans di-
vers exemples (4.4.12, 4.3.3) que méme l'action du plus petit groupe non trivial enrichit
considérablement les structures des G-variétés algébriques réelles. Cela se traduit dans notre
étude par une plus grande difficulté a extraire le surplus d’information de la suite spectrale
de poids équivariante, a fortiori des invariants additifs qui, en analogie avec le cadre sans ac-
tion, coincideraient avec les nombres de Betti équivariants sur les G-variétés compactes non
singulieres. Les nouvelles suites spectrales que I'on vient de mettre a jour, et qui lui sont liées,
sont ainsi un nouvel outil pour tenter de déméler et mieux comprendre toutes ces informations.
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Soit X € Sch&(R). On note o l'involution algébrique agissant sur X. Pour tout &, on
va chercher a calculer la suite spectrale '}E (X). Pour cela, on utilise la suite exacte de Smith
Nash-constructible, que 'on avait obtenue lors de I’étude du complexe de poids avec action de
G=7/2Z (3.4.5).

Soit k € Z, écrivons le complexe double (kéa,B(X))(a,ﬁ)erZ :

H—k—(a+1) (G Na+lcﬁ+l) @ g-k-a (G NaCpi1 ) & p—k—(a-1) (G Na*10ﬂ+1)

'’ NaCppa No—1Cs11 " Na—2Cp 41
dl dl dl

—k—(a+1 Natp1Cp _d° —k—a NaCp 4 —k—(a—1) Na-1Cp

— > H k= ><G, Nacﬁ) H G, H G, it
d! d! dt

_k_(a+1) Na+1Cg,1 do —k—a Nan,1 do —k—(oc—l) ./\/’07105,1

H (G’ NaCp_1q H G, Na-1Cp_1 H G, a—2C05_1

On cherche a déterminer les premiers termes de la suite spectrale ’jE associée.
On montre que

Proposition 5.2.6. On a

NaCs(XE )
Niaflgg(XC)’“) st —k—a>1,
kpl NaCg)e .
IECM,B_ mm—k—azo,
L0 stnon.

Démonstration. Si —k — a < 0 : Les espaces de cohomologie d'un groupe G a valeur dans Z|G|-
module sont nuls en degré négatif.

Si—k—a=0:0na

N,C NoCs \©
—k—o a“p _ avp
" <G’ Na_105> B <Na—lcﬁ>

et

- )

im(1+ o)

gk (a=1) <G, Nalcﬁ) (Naflcﬁ/Na*2cﬁ)G
047206
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ol les morphismes induits par o sur les chaines et les classes des chaines sont également notés o.
On note [c] (resp. (¢)) la classe d’une chaine ¢ € N,C3 (resp. ¢ € Ny—1Cp) dans le quotient

. TN 15 . . Na-1C5/Na—205)°
Nﬁ% (resp. %Z:;ig?)’ puis (¢/) 'image d’une classe invariante dans ( 1inf(/1+g)2 ) :

Counsidérons alors un élément

~ N.C 0 No-1C
k1 _ —k—a abB d —k—(a-1) a-1-8
c] € [E, 3 = ker (H (G, Na_10,3> — H (G, N'a_205>) ,

ie. (14 0)c € Noo1Cp et il existe g € No—1Cp tel que (14 o)c) = (1 + 0)co), i.e. v 1=
(I+0)(c+co) € Na_205.

Or 7 est invariant sous I’action de o et sa restriction & X est nulle (I’action commute avec la
restriction). Il existe donc vy € Ny—1Cp tel que v = (1+0)vp et on a alors (140)(c+cop+70) = 0.

G
On peut donc représenter la classe [c] dans <Nﬁ%> par Iélément ¢ + ¢y + 79 € NoCp

invariant sous ’action de G.
Considérons alors le morphisme naturel

e (Nan)G — I}Eéﬁ ;e el

On vient de montrer sa surjectivité. De plus, si ¥(c) = 0, cela signifie que ¢ € Ny_1Cp. Le
noyau de v est donc (Na_ng)G, et on a un isomorphisme naturel

(NaCB)G 1

Si—k—a>1:0na

ko (G NaCs )  (NaC/Na1Cp)°

’ «—1C3 N im(1l+ o)

et

H_k_(a_l) G Na—lcﬁ . (Na—lcﬁ/NOé—QCB)G.
"Na—2C3 im(1+ o)

On conserve les notations précédentes en rajoutant [c] pour désigner I'image d’une classe

(NaCp/Na—1C5)°
im(1+o)

deker (mro (g NeCs ) & goia-y (g NaaCaY)
a—1C3 0205

invariante dans
Soit alors

En particulier,

NaCB “ (Na—ICB/Na—2CB)G
[c] € ker ((W) — im(lT o) ) .



96 CHAPITRE 5. REALISATION ET INVARIANTS ADDITIFS

En reprenant ce que 'on a fait au cas précédent, on sait que 'on peut représenter la classe |[c]
G
dans (N%) par un élément ¢’ de (N,Cjs)C.
Or d’apres la suite exacte courte de Smith Nash-constructible (3.4.5 et 3.4.2), il existe
v € Nog1C3 tel que

d=d|xe +(1+0).

G
On a donc [¢] = ['|xc] + [(1 + 0)7'] dans (N%) :
Mais

T - e Nas1Cg\ a© . 5 N.C
1 / H k (a+1) G a+ B H k—a G a“p
[( + U)’y ] € < ) NO(C/B — ’ aflcﬁ

car v € Nor1Cg et (1 +0)y = + | xa € NoCp.
Ainsi, dans ]I“E}X g: la classe de [(1 4 0)7/] est nulle, et la classe de [c] est représentée par
[| xc], out | xe est une chaine de NV,Cjs(X%).

Considérons alors le morphisme naturel
P NoCp(XC) — ]}Eéﬁ ;e c].

On vient de montrer sa surjectivité. Soit maintenant ¢ € N,Cs(X) tel que ¥(c) = 0. Cela

signifie que [¢] = [(1 + o)co] avec ¢y € Noy1Cp, Le. qu'il existe ¢; € NpCp, c2 € No—1Cp tels
que

c=1+0o)cog+ (1+0)c1 +co.
En appliquant 'opération de restriction & X & toutes ces chaines, on obtient
¢ =clye = (14 0)co|xe + (1 +0)ci|xe + calye = calxo € Nao1C5(XC).
Le noyau de 1 est donc N,—1Cs(X%) et on a un isomorphisme naturel

NaC3(X)

gk/\l
Na-1Cs(XG) — 1@

7/8.

Pour £ fixé, la page 1 de la suite spectrale ’}E s’écrit donc (& partir & gauche de la colonne
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a=—k):
(N_kCﬁ_'_l)G N_k_106+1(XG) . Na0ﬁ+1(XG)
(kaflc,BJrl)G N7k7205+1(XG) Na71C’5+1(XG)
dl dl dl
(./V;kC@)G N_k_lcg(XG) . Na05(XG)
(N—k—lcﬁ)c N_k_205(XG) Na_lc,g(XG)
d! idl ldl
(WV_kCs-1)¢ N_k—1C5_1(X%) o NaCs_1(XY)
(kaflcﬁfl)c /\/kagcﬁfl(XG) Nafch,I(XG)

| i |

Rappelons que les différentielles d' sont induites par les différentielles des complexes Cy(X)
et C.(X%). En se rappelant également que la suite spectrale de poids est définie au terme E°
via la filtration Nash-constructible par

EO — NCM C*
orme Nafl Cs 7
on écrit, en utilisant la réindexation de la suite spectrale de poids, la page 2 de la suite spec-
trale ]}’E :

(N_,C)E =2 G 72 G
Hs (7250 ) By 1y pn (X7) o B —a(XT)
N_,C)C = =
Hys ((-/(\/;kflci)c> E3k71+ﬁ,k+1(XG) E2+B,fa(XG)
(N_Cs_1)% 2 G 2 G
Hp 1 (W) Efk71+(ﬁ71),k+1(X ) Ea+(571),7a(X )

(remarquons que la suite spectrale ]}E dégénere ainsi a la page 2).

G
Dans le cas ol les espaces vectoriels Hg (%) sont tous de dimension finie, comme

les invariants By sont les caractéristiques d’Euler de la suite spectrale I}E (lorsque ces quantités
sont bien définies), on déduit de ce calcul 1’égalité suivante

Proposition 5.2.7. Pour G = Z/27, pour tout k et toute G-variété algébrique réelle X pour
laquelle ces quantités sont définies,
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s = (oi (1 (0 ) ) - 2 s,

q>k+1

Démonstration. On a, lorsque cela est bien défini,

K72 k (N4 C) )) oy (72 G

E):—l (H( n 1 (Ea*,a X )

x(17) = i (B (e 2 (B ((X)
Or, pour tout o € Z,
X (B2 pa (X9)) = (-1)%B-a (X€)

par 2.3.4. ]

Pour toute G-variété algébrique réelle X (avec G = Z/27) et tout k € Z, notons donc
(lorsque cela est bien défini) :

BE(X) = (~1)y (H (M)) S 6y (X).

q>k+1

Ces nouveaux invariants ’BkG sont additifs sur les G-variétés algébriques réelles pour lesquelles
ils sont bien définis, par I'additivité des nombres de Betti virtuels et la suite exacte longue
d’homologie de 5.1.4.

La question serait maintenant de savoir s’ils réalisent les nombres de Betti virtuels équivariants,
autrement dit, pour tout %, a-t-on 'Bg(X ) = dimy, H(X; G) si X est une G-variété algébrique
réelle compacte non singuliere 7

On montre que la réponse est positive pour k < 0. Notons que dans ce cas, 'Bk est défini
pour toute G-variété algébrique réelle : pour tout k < 0 et tout X € Sch%(R), on a 'BS w(X) =

Pz Be (XO).

Corollaire 5.2.8. Soit k < 0. Pour tout X € Sch%(R), on a :

By (X) =" 8, (X%) = 57 (X)

Démonstration. Pour toute G-variété algébrique réelle X,

B (X)= Y B (X9) =35, (XY

q>k+1 q>0

Soit maintenant X une G-variété algébrique réelle compacte non singuliere. Alors X est
également une variété algébrique réelle compacte non singuliere et

By (X) = dimz, Hy (X%) = dimz, Hy(X;G),

car k < 0 (4.3.4). O
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Le deuxieme fait notable est que, appliqués a une variété algébrique réelle compacte munie
d’une action libre de G, les invariants ’BkG sont tous définis et donnent les nombres de Betti
virtuels du quotient (qui est un ensemble symétrique par arcs) :

Corollaire 5.2.9. Soit X une variété algébrique réelle compacte munie d’une action libre de
G =1Z/2Z. Alors, les quantités ’B,?(X) sont définies pour tout k, et on a

By (X) = Br(X/G).

Démonstration. Soit k € Z. Comme 'action de G sur X, qui est compacte, est libre, on a, par
3.4.6, un isomorphisme de complexes

(N Cu( X)) = N Ci(X/G).

(N—kc*)c )
N_p-1C)¢

Ainsi les groupes d’homologie H, ( =H, (%) sont tous de dimension
finie.

De plus, X& = () et on a donc

112G _
By (X) = (-1 (H* <N_k_1C*(X/G)

= (—1)kZ(—1)’B dimz, E?; | 5 (X/G)
B
= B(X/G).

N_1Cu(X/G) >>

O]

G. Fichou a remarqué dans [12] que les nombres de Betti virtuels équivariants réalisaient
. 7 . 7 .. . . . / G L ’ 7 .
eux aussi cette égalité. Ils coincident donc avec les invariants By sur les variétés algébriques
réelles compactes munies d’une action libre de G = Z/27Z :

Corollaire 5.2.10. Pour G =7Z/2Z, on a
G
By (X) = B (X)

st
-k <0 et X est une G-variété algébrique réelle quelconque,
- X est une G-variété algébrique réelle compacte munie d’une action libre de G, pour tout k,
-dmX =detk=d,
- dim X =1 pour tout k.

Démonstration. Soit X une G-variété algébrique réelle de dimension d. Alors

N_aCu(X)Y \ _ J WaCa(X))Y sin =d,
Hn ((N—d—lc*(X))G> B {0 sinon.

Or N_4Cq(X) C ker 04 qui est de dimension finie (car dim X = d), donc 'BS(X) est bien
défini, et on a, comme 'ensemble des points fixes X est de dimension < d,

'BY (X) = dimgz, (N_qCa(X))C.
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Supposons que X soit compacte et non singuliere. Alors N_;Cy(X) = ker 03 = Hy ((C*(X ))G)

Hy(X:G) (4.3.4).

Supposons maintenant que d = 1. Alors

_(ker 8)¢ o
CL(X))C N 1C.(X))C :
(s = B (€00 =

0 sinon.

C

Ainsi ’B[();(X ) est bien défini et, si X est compacte non singuliere, Hq (%) =0et

(
‘B (X) = dimg, Hy ((C4(X))¥) + dimg, H, (X%) = dimz, Ho(X;G).
O

Cela nous encourage a penser que ces deux groupes d’invariants n’en forment qu’un seul.
Cependant, ce ne sont la que des indices et il nous reste toujours a montrer, si cela est bien
le cas, que les invariants B,f coincident avec les nombres de Betti équivariants sur les variétés
compactes non singulieres. Si cela n’est pas le cas, les invariants additifs BkG enrichiront notre
boite a outils pour étudier la géométrie des variétés algébriques réelles avec action.

Dans tous les cas, un travail futur devra étre effectué pour comprendre ’homologie des com-
plexes (./\/'aC'*)G qui, d’apres ce que nous venons de voir, paraissent centraux. Des considérations
géométriques et une technique minutieuse semblent nécessaires, notamment pour savoir si
le quasi-isomorphisme filtré N,Cy(X) — F"C,(X), pour X compacte non singuliere, est
préservé par le foncteur T'C.

Dans le point suivant, on donne une réalisation effective des nombres de Betti virtuels
équivariants dans le cas ou G = Z/2Z. Pour cela, on établit 1’existence d’'un complexe de poids
invariant induisant une filtration sur I’homologie des chaines invariantes, aux propriétés simi-
laires a celles des autres complexes de poids que nous avons considérés. La suite spectrale induite
nous permet alors d’extraire des invariants additifs sur les G-variétés algébriques réelles, dont
on montre qu’ils sont reliés, via les nombres de Betti virtuels des points fixes, aux nombres de
Betti virtuels équivariants. Cette construction, d’apparence indépendante de celle du complexe
de poids équivariant, pourrait lui étre inextricablement liée, via celle des invariants ’Bg, sile
complexe de poids invariant était réalisé par la filtration Nash-constructible. Cette réalisation
serait impliquée par une réponse positive a la question de I'existence d’un quasi-isomorphisme
filtré (N, C\)& — (FSC,)% sur les variétés lisses compactes.

5.2.4 Complexe de poids invariant et nombres de Betti virtuels équivariants

Soit G = Z/2Z.

On montre ici Pexistence et 'unicité d’un foncteur acyclique et additif, qui étend a toutes les
variétés algébriques réelles le foncteur X ~ (F°"C, (X)) défini sur les G-variétés projectives
et lisses (5.2.12). On utilise pour cela la version avec action de groupe du critere d’extension
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de F. Guillén et V. Navarro-Aznar (3.2.1). Cela est rendu possible par le fait que, lorsque
G = 7./27, pour tout carré acyclique élémentaire dans Sch&(R), on a une suite exacte courte

0 = Hy((C(Y)?) = Hp((Cx(Y)?) ® Hi(Cu(X))T) = Hi((Cx(X))%) = 0

pour tout k (5.2.11).

A partir de la suite spectrale de poids induite par le complexe filtré de poids invariant, on
exhibe un invariant additif sur les G-variétés algébriques réelles (5.2.14). En les combinant avec
les nombres de Betti virtuels des ensembles des points fixes, on retrouve alors les nombres de
Betti virtuels équivariants (5.2.16).

Afin de pouvoir montrer I'existence du complexe de poids invariant, on aura besoin, comme
annoncé, des suites exactes courtes d’homologie des chaines invariantes pour un carré acy-
clique élémentaire. Pour le montrer, on utilisera les liens qui unissent ’homologie des chaines
invariantes avec ’homologie équivariante et I’homologie des points fixes, et le fait que celles-ci
vérifient cette exactitude :

Proposition 5.2.11. Soit 7 : X — X Uéclatement équivariant d’une G-variété algébrique
réelle compacte non singuliere X le long d’un centre non singulier Y stable sous l'action de G.
On note Y le diviseur exceptionnel. Alors, pour tout k, on a une suite exacte courte

0 = Hy((Cx(Y))) = Hp((Cx(Y))) & Hi((Cx(X))9) = Hi((Cu(X)F) = 0.
Démonstration. Soit k € Z. On a (4.3.4), pour tout Z € Sch¥(R),

Hi(Z;G) = Hy ((Cu(2))%) & €D Hi(2)
i>k+1

donc
Hy, ((Cu(2))%) = Hy(Z;G)) @ H:i(Z9).
i>k+1

Or, d’apres [12] et [35],
0— Hy(YV:G) = Hiy(Y;G) ® Hy(X;G) — Hy(X;:G) — 0
est une suite exacte courte, et par [25], pour tout i > k + 1,
0— H;(Y9) - H;(Y9) @ Hy(XC) — H;(X%) -0

est une suite exacte courte.
Donc, les suites exactes de la paire (@i>k+1 H;(-9), Hy( - ;G)) induisent la suite exacte
courte

0 — H,((C.(Y))®) = H((C:(Y))F) & Hy((C(X))F) — Hi,((C+(X))F) — 0.
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On peut alors établir 'existence d’un complexe de poids invariant d’une fagon semblable
au complexe de poids de C. McCrory et A. Parusinski :

Proposition 5.2.12. Le foncteur
(FemC,)C : VE(R) — H o C; X v (FU"Cu(X)) (= F (Ci(X)))
admet une extension en un foncteur
WC, :Sch%(R) — HoC

défini pour toutes les G-variétés algébriques réelles et tous les morphismes propres réguliers
équivariants, qui vérifie les propriétés suivantes :
1. Acyclicité : Pour tout carré acyclique dans Schf(R), le compleze filtré simple du Df—
diagramme dans C
WC.(Y) — WC(X)

{ {
WCOL(Y) = WVC.(X)

est acyclique.

2. Additivité : Pour une inclusion fermée équivariante Y C X, le compleze filtré simple du
Og -diagramme dans C
WC(Y) = WC(X)

est isomorphe a MVC (X \Y).

Un tel foncteur WO, est unique a un isomorphisme de H o C unique pres.

Démonstration. On utilise la version avec action du critere de F. Guillén et V. Navarro Aznar
(3.2.1).

Le foncteur (F"C,)Y, se factorisant par C (qui est une catégorie de descente homologique),
est ®-rectifié, et vérifie de plus la condition (F1) car, si X et Y sont deux G-variétés algébriques
réelles, (F"C, (X LY))E = (F"C,(X))% @ (F"C,(Y))C.

I1 vérifie enfin la condition (F2). En effet, les calculs pour déterminer la suite spectrale
induite par le complexe filtré simple associé a un carré acyclique dans Reggmp(]R) auquel
on a appliqué le foncteur (F"C, )% sont alors exactement les mémes que dans le cadre non-
équivariant. Le fait que le terme E! soit nul repose alors sur I’exactitude des suites

0 = Hi((Cu(Y)%) = H((Co(Y)%) & Hi((Cu(X)F) = Hi((Co(X)?) = 0,
donnée dans 5.2.11. 0
Si X est une G-variété algébrique réelle, on appelle oWWC(X) le complexe de poids invariant

de X. L’homologie du complexe de poids invariant est I’homologie du complexe des chaines
invariantes :
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Proposition 5.2.13. Pour toute G-variété algébrique réelle X, et pour tout n, on a
Ho(WCH(X)) = H ((Co(X)Y) .

Démonstration. Les suites exactes courtes

0= Cp(X) = Cr(Y)d Cr(X) = Cr(X) =0

et
0= Cr(Y) = Cp(X) - Cr(X\Y) — 0,

associées respectivement a un carré acyclique dans Schg’v (R) et & une inclusion fermée équivariante,
sont scindées par des morphismes équivariants (c — 7 !c et ¢+ ©).
Les suites de complexes

0 = (Cu(X))% = (CL(Y))" @ (Cu(X)? = (Cu(X))F = 0

et
0= (Co(Y) = (Cu(X)) = (Co(X\Y)) =0

sont donc exactes et le foncteur (C,)¢ : SchS(R) — H oD ; X — (Cy(X))% vérifie donc les
conditions d’acyclicité et d’additivité, ce qui est également le cas de p o VC, : Sch(R) —
H o D. Ces deux foncteurs étant enfin des extensions de (C,)% : VE(R) — H o D, par I'unicité
donnée par le critere d’extension avec action, ils sont quasi-isomorphes. ]

Si X € SchY(R), la suite spectrale induite par le complexe de poids invariant NVC,(X)
de X, appelée suite spectrale de poids invariante et notée gF/(X ), converge donc vers I’lhomologie
H, ((C«(X))Y) des chaines invariantes de X.

On y lit la condition d’additivité du complexe de poids invariant, et on peut alors en
extraire un invariant additif sur les G-variétés algébriques réelles, qui coincide avec 'homologie
des chaines invariantes sur les variétés lisses compactes :

Proposition 5.2.14. On note GE‘ la suite spectrale de poids réindexée en posant p' = 2p + q,
¢ =—p et =r+1. Pour tout X € SchS(R) et tout q, on pose alors

@By(X) =) (~1)P dim g} (X).

p

Pour tout q, g8, est additif sur les G-variétés algébriques réelles et si X est compacte non
singuliere, B,(X) = Hy((C(X))%).

Démonstration. L’additivité se déduit de la condition d’additivité du complexe de poids inva-
riant, de la méme fagon que dans le cadre sans action (preuve de 2.3.4).

Egalement comme dans ce cadre, la deuxiéme condition se déduit du fait que le complexe de
poids invariant de X soit quasi-isomorphe & (F°"C, (X)) si X est lisse compacte. Pour mon-
trer cela, on utilise la propriété d’extension de 'inclusion de catégorie V& (R) — Regg)mp(R),
et Padditivité et Iacyclicité du foncteur (F°"C,)¢ dans Rechomp(R). O
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Remarque 5.2.15. Les termes Gﬁz,q sont bien tous de dimension finie, et les invariants g8,
bien définis. En effet, la suite spectrale de poids invariante est isomorphe & une suite spectrale
associée a une hyperrésolution cubique équivariante, de la méme maniére que dans le cadre
sans action (2.4.2), mais cette fois-ci en considérant les chaines invariantes.

A partir des invariants g8y, on va alors pouvoir retrouver les nombres de Betti virtuels
équivariants :

Théoréme 5.2.16. Pour toute G-variété algébrique réelle X et tout g, on a

BO(X) = By(X) + 3 B (XC).

i2>q+1

Démonstration. Soit ¢ € Z. L’additivité du membre de droite est donnée par celles de B, et
des nombres de Betti virtuels.
Enfin, si X est une G-variété algébrique compacte non singuliere,

WBe(X)+ D Bi (XF) = dimg, Hy (C.(X))¥) + Y dimg, H; (X) = dimg, Hy(X;G)
12q+1 i2q+1

(d’apres 4.3.4). O

On retrouve donc les nombres de Betti virtuels équivariants pour G = Z/2Z, a partir du
complexe de poids invariant et du complexe de poids des ensembles de points fixes. Cependant,
cela s’est fait a priori indépendamment de notre étude du complexe de poids équivariant. Pour-

tant, notons que, pour tout k € Z, et tout X € Schf(R), Br(X) = (—=1)kx (H* (%))

Ainsi, si ’on montre que le foncteur (NC,)% : SchCG (R) — C réalise le complexe de poids inva-
riant, le lien sera alors établi entre les nombres de Betti virtuels équivariants et la suite spectrale
de poids équivariante (construite & partir de la filtration Nash-constructible). En effet, on aura
la preuve par ce biais que les invariants ’B,?, définis a partir de suites spectrales induites par
la suite spectrale de poids équivariante, sont bien définis sur Schf(]R) et égaux aux nombres
de Betti virtuels équivariants.

Tout au long de notre étude, nous avons établi ’existence de plusieurs complexes de poids
-avec action, équivariant, invariant. La filtration géométrique/Nash-constructible (avec action)
semble étre le lien qui pourrait les unir. Si ’on montre que celle-ci réalise le complexe de poids
invariant, elle deviendra la passerelle qui nous permettra de passer entre ces différents objets,
ainsi que 'outil pour en extraire de nombreuses informations sur les Z/2Z-variétés algébriques
réelles.

Or, ce foncteur vérifie déja les conditions d’acyclicité et d’additivité, des le niveau des chaines
en vertu de la décomposition par des morphismes équivariants des suites exactes courtes

0 = N,Cr(Y) = N, Cr(Y) ® N, Cr(X) = N, Cr(X) = 0

et
0— /\/'ka(Y) — Nka(X) — /\/ka(X \Y)—0.
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Le point central (et difficile) de cette étude serait donc la preuve que I'inclusion (NC,(X))¢ C
(FeonC, (X)) est un quasi-isomorphisme, une propriété dont on avait déja discerné 1'impor-
tance dans notre étude des invariants ’B,?.

Remarquons ensuite que notre étude nous permettra de mieux comprendre les nombres de
Betti virtuels équivariants eux-mémes, entre autres d’identifier leur comportement par rapport
aux produits. Le fait de savoir qu’ils sont inextricablement liés (via la géométrie des points
fixes) aux invariants Ok, reliés eux a I’homologie des chaines invariantes, nous permet de
prendre conscience que ces deux groupes d’invariants additifs doivent étre considérer de pair.
Plus encore, il nous faut toujours garder en téte le lien qui unit I’homologie équivariante et
I’homologie des chaines invariantes pour, lors de nos études des G-variétés algébriques réelles,
passer de 'une a 'autre afin d’exploiter les avantages respectifs de ces deux outils.

Enfin, nous pouvons espérer que le modele du groupe a deux éléments nous inspirera pour
I'extraction des nombres de Betti virtuels équivariants dans le cas d’un groupe fini quelconque.
Comme nous 'avons vu, le cas d'un groupe d’ordre impair est le cas simple, et celui d’un groupe
cyclique (d’ordre pair) devrait fonctionner de fagon similaire au cas du groupe G = Z/2Z.
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Chapitre 6

Filtration par le poids équivariante
sur la cohomologie équivariante des
variétés algébriques réelles

C. McCrory et A. Parusinski ont défini une filtration par le poids sur I’homologie de Borel-
Moore de I’ensemble des points réels des variétés algébriques réelles. Une interrogation 1égitime
est de savoir s’il est possible de s’inspirer de leur démarche pour définir une filtration similaire
sur une certaine cohomologie de ces espaces.

T. Limoges répond positivement a cette question dans [21]. Il associe en effet a toute variété
algébrique réelle un certain complexe de cochaines filtré dont la cohomologie est la cohomologie
a supports compacts de la partie réelle de la variété. Ce complexe de poids cohomologique
est un foncteur contravariant possédant des propriétés d’extension, d’acyclicité et d’additivité
similaires a celles du complexe de poids homologique, et son unicité a quasi-isomorphisme filtré
pres est également donnée par le critere d’extension de F. Guillén et V. Navarro-Aznar. Pour
le réaliser, T. Limoges dualise d’une certaine fagon la filtration géométrique (homologique).

Soit G' un groupe fini. On utilise alors la fonctorialité du complexe de poids cohomologique
pour définir un complexe de poids cohomologique avec action sur la catégorie des G-variétés
algébriques réelles. Puis, on lui applique un foncteur L cohomologique pour obtenir un com-
plexe de poids cohomologique équivariant qui induit une filtration par le poids équivariante sur
une certaine cohomologie équivariante de I’ensemble des points réels des G-variétés algébriques
réelles. On montre ensuite des propriétés analogues au cadre homologique, notamment 1’exis-
tence de suites spectrales convergeant pour certaines vers la cohomologie équivariante, pour
d’autres vers les termes de la page 2 de la suite spectrale de poids cohomologique équivariante.

107
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6.1 Filtration par le poids sur la cohomologie des variétés algébriques
réelles

6.1.1 Contexte

Dans cette partie, suivant T. Limoges dans [21], on va étudier la cohomologie singuliere &
supports compacts des points réels des variétés algébriques réelles. Les catégories de variétés
algébriques réelles prises en compte sont toujours les catégories des schémas réduits séparés
de type fini sur R et des morphismes propres réguliers, et on conserve les notations Sch.(R),
Reg, ,p(R) ot V(R).

Si X est une variété algébrique réelle de Sch.(R), on note C*(X) le complexe des cochaines
semi-algébriques dual du complexe C,(X) des chaines semi-algébriques & supports fermés de
I’'ensemble X des points réels de X :

(C™(X),07) = (Cu(X),0.)",

i.e. pour tout p, CP(X) = Homz,(Cp(X),Zsa), et si p € CP(X), 6P(¢) = ¢ 0 Opt1.
La cohomologie du complexe de cochaines C*(X) est alors la cohomologie singuliére a sup-
ports compacts H(X) de X ([21]).

Les complexes que nous considérerons ici seront des complexes de cochaines. On note ainsi €
la catégorie des complexes bornés de cochaines de Zs-espaces vectoriels, munis d’une filtration
décroissante bornée, et des morphismes de complexes filtrés.

Tout élément (K*, F*) de € induit une suite spectrale {E,,d,} qui converge vers la coho-
mologie du complexe K*.

Comme dans le cadre homologique, on s’intéresse en particulier aux morphismes de € qui
induisent un isomorphisme sur E; (et donc sur les cohomologies), que 'on nomme quasi-
isomorphisme de €, ou quasi-isomorphisme filtré. On note ensuite H o € la catégorie € localisée
par rapport a de tels morphismes.

Par exemple, tout complexe de cochalnes borné K* peut étre muni d’une filtration canonique

K, sig<—p
FP.K%=dker 67 siqg=—p
0 siqg>—p

HPHO(K®) sip+g=—p

et la suite spectrale induite converge dés la page 1 avec EP'? = ]
0 sinon

(en particulier, un quasi-isomorphisme entre complexes bornés de cochaines induit donc un
quasi-isomorphisme filtré si on munit ceux-ci de la filtration canonique).

Enfin, de fagon analogue au cadre homologique, on peut définir le complexe filtré simple
associé a un diagramme cubique dans € ([21]). On note s cette opération.
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6.1.2 Complexe de poids, filtration par le poids, suite spectrale de poids
cohomologiques

En utilisant la version cohomologique du théoréme (2.2.2) de [14], T. Limoges montre 1’exis-
tence d’un complexe de cochaines filtré de poids, extension du foncteur qui associe a une variété
algébrique réelle projective lisse X le complexe de cochaines C*(X) muni de la filtration cano-
nique, unique (& quasi-isomorphisme filtré pres) avec des propriétés d’acyclicité et d’additivité :

Théoréme 6.1.1. ([21]) Le foncteur contravariant
FeanC*: V(R) = € ; X — Fr 0, C*(X)
admet une extension en un foncteur contravariant
WC* : Sch.(R) - Ho €
qui vérifie
1. Acyclicité : Pour tout carré acyclique

Y - X

1 3

Y - X

le compleze filtré simple du Df—diagmmme dans €

WC*(Y) «— WC*(X)
\ \
WC*(Y) + WC*(X)

est acyclique.
2. Additivité : Pour une inclusion fermée Y C X, le complexe filtré simple du Dar—diagmmme
dans €
WC*(Y) + WC*(X)
est isomorphe (dans H o €) a WC*(X \Y).
Un tel foncteur WC™* est unique a un isomorphisme de H o € unique pres.
Pour une variété algébrique réelle X de Sch.(R), le complexe de poids cohomologique

WC*(X) de X calcule la cohomologie & supports compacts H}(X) de X sur laquelle on obtient
ainsi une filtration :

Définition 6.1.2. La filtration
HYX)=WFHNX) D - D WPHF(X) o W HF(X) = {0}

sur H¥(X), induite par la filtration sur WC*(X), est appelée filtration par le poids cohomolo-
gique de X.

On note également E, la suite spectrale, dite de poids, induite par le compleze filtré WC*(X),
qui converge donc vers la cohomologie a supports compacts de (I’ensemble des points réels de) X .
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A Tinstar du cadre homologique de C. McCrory et A. Parusiniski dans [26], T. Limoges

retrouve dans [21] les nombres de Betti virtuels a partir de la suite spectrale de poids cohomo-

logique. En effet, en posant EPT = E_%P +2q, on obtient

Proposition 6.1.3. ([21]) Pour tout X € Sch.(R), on a
dim X N
Be(X) = > (~1)Pdimg, EYY(X)
p=0

pour tout q.

6.1.3 Réalisations du complexe de poids cohomologique

Dans [21], T. Limoges réalise tout d’abord la suite spectrale de poids cohomologique par la
suite spectrale associée a une hyperrésolution cubique :

Proposition 6.1.4. ([21]) Soit X une variété algébrique réelle. Si E,(C*, ﬁ) est la suite spec-
trale associée a une hyperrésolution cubique de X, alors, pour r > 2, on a

ma,b b
EY’ = EX°(C*, F)
pour tous a,b.

Ensuite, il dualise la filtration géométrique, puis plus tard la filtration Nash-constructible,
afin d’obtenir un foncteur réalisant, des le niveau des cochailnes, le complexe de poids cohomo-
logique WC™, et son extension sur X4s :

Définition 6.1.5. Soit X € Sch.(R). Pour tout p et tout q, on définit
GPC1(X)={p e CUX) | =0 sur G,_1Cy(X)}.
On a ainsi une filtration décroissante sur C*(X) :
CH(X) =g *CH(X) > --- 2 G°CH(X) o gk (x) = {0},
qui réalise le complexe de poids cohomologique :

Proposition 6.1.6. ([21]) La filtration géométrique duale GC* : Sch.(R) — € induit le fonc-
teur WC* : Sch.(R) — H o €.

Idée de démonstration. T. Limoges montre tout d’abord que les suites
0—GPCUX\Y)— GPCIUX) — GPCIUY) — 0,
pour une inclusion fermée Y C X, et

0 — GPCIU(X) — GPCI(X) ® GPCUY) — GPCUY) — 0,
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pour un carré acyclique, sont exactes, en utilisant ’exactitude des S\l/liteS induites par la filtration
géométrique (homologique) et la dualité GPC(X) = (%) .

Pour X une variété algébrique réelle projective lisse, il utilise ensuite le quasi-isomorphisme
Gp-1C+(X) — Fy2C(X) dans C qui induit, par dualité, un quasi-isomorphisme G,C*(X) «
(F;ﬁ’})vC*(X) dans €, (ou (FPCT})VC‘](X) = {p € CUX) | ¢ = 0sur F;21C(X)}), avant
de montrer que les inclusions Fcpaan(X ) C (F;ﬁq)v C?(X) induisent un quasi-isomorphisme
filtré.

O

Remarque 6.1.7. Notons que les relations de dualité

grei(X) _( GpCq(X) )v
ngCq(X) gp—lcq(X)

entre la filtration géométrique duale et la filtration géométrique induisent donc des relations

WPHE(X) [ WoHy(X) \"
WPHH(X) (Wp—lﬂq(X)>

et
WPH(X) ={p € H{(X) | ¢ = 0 sur W, 1Hy(X)}
entre les filtrations par le poids cohomologique et homologique.
De méme, les suites spectrales de poids cohomologique et homologique sont duales I'une de

Pautre :
£ = (15,)"

(pour r > 0 si on représente les complexes de poids par les filtrations géométriques).

On peut définir de la méme facon une filtration N sur le complexe des cochaines semi-
algébriques C*(T') d’un ensemble AS T, duale de la filtration Nash-constructible AN/ sur son
complexe des chaines semi-algébriques :

Définition 6.1.8. Soit T un ensemble AS de X4s. Pour tout p et tout q, on définit
NPCUT) ={p € CUT) | ¢ =0 sur Np—1Cy(X)}.

Cette filtration Nash-constructible duale étend la filtration géométrique duale GC* : Sch.(R) — &
a la catégorie X 45 des ensembles AS.

6.2 Complexe de poids cohomologique avec action

Soit G un groupe fini.

On construit un foncteur qui & toute G-variété algébrique réelle associe son complexe de
poids cohomologique que ’'on munit de ’action de GG induite par fonctorialité. De facon analogue
au cadre homologique, on utilise la version avec action 3.2.1 du théoréeme de Guillén et Navarro
Aznar pour montrer son unicité avec les propriétés d’acyclicité, d’additivité et d’extension du
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foncteur qui associe a toute G-variété algébrique réelle projective non singuliére son complexe
de cochaines semi-algébriques muni de la filtration canonique et de ’action de G induite par
fonctorialité.

Dans la suite, on définira et on appliquera a ce complexe de poids cohomologique avec action
un foncteur L¢, afin obtenir un complexe de poids équivariant cohomologique qui induira une
filtration dite par le poids équivariante sur une certaine cohomologie équivariante des variétés
algébriques réelles.

6.2.1 Contexte

On reprend les notations Sch¥(R), Reggmp(R) et VE(R) pour désigner les catégories de
variétés algébriques réelles avec action algébrique de G avec lesquelles on va travailler.
On note également
— ¢ la catégorie des G-complexes de cochaines bornés de Zs-espaces vectoriels munis
d’une filtration décroissante bornée par des G-complexes de cochaines avec inclusions
équivariantes, et des morphismes de complexes filtrés équivariants,
— ©F la catégorie des G-complexes de cochaines bornés de Zs-espaces vectoriels, et des
morphismes de complexes de cochaines équivariants.
Comme dans le cadre homologique, I’action de G sur un complexe de ®¢ induit une action
naturelle sur sa cohomologie, et la suite spectrale E, associée a tout complexe filtré (K*, F*)
de €& peut étre munie naturellement de Paction induite de G.

A titre d’exemple, citons la filtration canonique cohomologique qui, lorsqu’on en munit un
G-complexe de cochaines borné, fournit un élément de €. De méme, le complexe filtré simple
associé & un diagramme cubique dans € peut étre muni de l'action de G induite et devenir
ainsi un élément de ¢C.

On termine enfin cette introduction en définissant la notion de quasi-isomorphisme de €€ :

Définition 6.2.1. Un quasi-isomorphisme de €& est un morphisme de € qui induit un iso-
morphisme sur Ej.
On note H o € la catégorie € localisée par rapport auz quasi-isomorphismes de €¢ .

6.2.2 Existence et unicité du complexe de poids cohomologique avec action

Soit X une G-variété algébrique réelle de SchS(R). On peut alors munir (de facon fonc-
torielle) le complexe C*(X) d’une action de G (et donc également la cohomologie singuliere a
supports compacts H}(X) de I’ensemble des points réels de X) induite par la fonctorialité de
C*:Sch.(R) = ® (=" o (Cs:Sch.(R) = D)).

On obtient ainsi un foncteur :

C* : Sch%(R) — ©°.

En munissant C*(X) de la filtration canonique, on obtient un foncteur a valeurs dans la
catégorie filtrée €C :
Fr0nC* : Schf (R) — ¢C.
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De la méme facon, la fonctorialité du complexe de poids cohomologique de T. Limoges nous
fournit un complexe de poids cohomologique avec action de G :

Théoreme 6.2.2. Le foncteur
FroynC* : VE(R) — Ho €% ; X s F.0nC*(X)
admet une extension en un foncteur
WC* : Sché(R) — H o ¢¢

défini pour toutes les G-variétés algébriques réelles et tous les morphismes propres réguliers
équivariants, qui vérifie les propriétés suivantes :
1. Acyclicité : Pour tout carré acyclique dans Schf(R), le compleze filtré simple du Di"—
diagramme dans €%
WCHY) « SWC*(X)
T T
WC*(Y) « WC*(X)

est acyclique.

2. Additivité : Pour une inclusion fermée équivariante Y C X, le compleze filtré simple du

D(}L-diagmmme dans ¢¢
SWCH(Y) + WeH (X)

est isomorphe a WC* (X \Y).

Un tel foncteur “WC* est unique & un isomorphisme de H o €& unique prés.

Démonstration. Existence : La fonctorialité du complexe de poids cohomologique de T. Li-
moges fournit le complexe de poids cohomologique avec action “WC* : Sch?(R) — Ho€% qui
vérifie alors les conditions d’extension, d’acyclicité et d’additivité demandées.

Unicité : On utilise le critere d’extension avec action 3.2.1. En effet, pour des raisons
analogues a celles du cadre homologique,

— la catégorie €% est bien une catégorie de descente cohomologique,

— le foncteur F,.,,C* : VE(R) — H o €% est ¢-rectifié et vérifie les conditions (F1) et (F2)

du théoreme.
O

Définition 6.2.3. S5t X est une G-variété algébrique réelle, le G-complexe de cochaines filtré
WC*(X) est appelé complexe de poids cohomologique avec action de X .

Enfin, comme dans le cadre homologique, 'isomorphisme H*(“WC*(X)) = H(X) est
équivariant, et la filtration par le poids sur la cohomologie & supports compacts de (I’ensemble
des points réels de) la G-variété algébrique réelle X est munie de 'action induite de G, a I'instar
de la suite spectrale de poids.
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Précisons également que la filtration géométrique duale, munie de 'action de G induite
par fonctorialité, réalise le complexe de poids cohomologique. En effet, le quasi-isomorphisme
filtré Fiq,C*(X) — GC*(X) pour X projective lisse est en particulier induit par des inclusions
équivariantes, et est donc lui-méme équivariant.

Dans la suite, le complexe de poids cohomologique d’une G-variété algébrique réelle X sera
simplement noté WC*(X) lorsque le contexte sera explicite.

6.3 Filtration par le poids cohomologique équivariante

Soit G un groupe fini.

Dans cette partie, on construit le pendant cohomologique du complexe de poids équivariant,
afin d’obtenir une filtration par le poids sur la cohomologie équivariante des G-variétés algébriques
réelles définie par J. van Hamel dans [35]. D’une facon tres semblable a ce que l'on avait fait
dans le cadre homologique, on va introduire un foncteur Lg sur la catégorie € -ainsi que
la cohomologie équivariante qu’il calcule et les outils, notamment les suites spectrales, qu’il
apporte- et I’appliquer au complexe de poids cohomologique de T. Limoges (muni de I'action
induite du groupe G) pour produire un complexe de poids cohomologique équivariant.

6.3.1 Le foncteur Lg

Le foncteur Lg va nous permettre de définir la cohomologie du groupe G a coefficients dans
un G-complexe de cochaines sur Zs. En particulier, si X est une G-variété algébrique réelle,
la cohomologie du groupe G a coefficients dans le G-complexe C*(X) des cochaines semi-
algébriques de X sera précisément la cohomologie équivariante de X que nous considérerons.
Cette cohomologie du groupe G vient elle aussi avec deux suites spectrales induites par le com-
plexe double dont elle est la cohomologie du complexe total.

On note tout d’abord ®, la catégorie des complexes de cochaines bornés par le bas de
Zo-espaces vectoriels, et H o ® la catégorie localisée par rapport aux quasi-isomorphismes.

Définition et Proposition 6.3.1. Soit (K*,0*) € D¢. Soit--- — Fy La, 13 L1, Fo—7—0
une résolution de 7 par des Z|G]|-modules projectifs.
On définit pour k € Z
L& (K*) = @ Homg(F,, K9),
pt+q=k

et F = > prgek 0P LE(K*) — LIgFI(K*) avec

Homg(F,,K%) — Homg(Fpy1,K9) ® Homg(F,, K9T)

§Pa -
u — uoApy1 @0%ou

Le couple (L (K™),0%) est alors un élément de © . Dans HoD., (LE,(K*),5*) est indépendant
de la résolution de Z par des Z|G]-modules projectifs choisie.
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Remarque 6.3.2. Pour G = {e}, on considere la résolution projective ... - 0 — 0 — Z LNy
et alors L, (K*) = K*.

L’opération qui a un G-complexe de cochaines borné K* associe le complexe de cochaines
borné par le bas L (K*) est fonctorielle. 11 induit le foncteur covariant Lg : ©Y — H oD,
indépendant de la résolution projective considérée, et on définit :

Définition 6.3.3. Soit (K*,0*) € D%. Pour n € Z, on note
H"(G,K”) := H"(Lg(K™))
le n-ieme groupe de cohomologie du groupe G a coefficients dans le G-complexe de cochaines K*.

Le complexe double (Homg(Fy, K q))pq induit deux suites spectrales qui convergent vers
H*(G,K*) :

Proposition 6.3.4. Pour tout G-complexe de cochaines K*, on a deux suites spectrales
EYT = HP(G,HY(K"))

[[E;f’q = HP(G, Kq)

qui convergent toutes deux vers HPT1(G, K*).

La suite spectrale [Fay est appelée suite spectrale de Hochschild-Serre cohomologique associée
a G et K*.

En particulier, un quasi-isomorphisme entre G-complexes de cochaines induit un isomor-
phisme des suites de Hochschild-Serre associées. Le foncteur Lg préserve donc les quasi-
isomorphismes, induisant un foncteur Lg : H o ®% — Ho D .

Remarquons également que la suite spectrale de Hochschild-Serre cohomologique nous in-
dique que, nos complexes étant sur le corps Zo, I’'on peut considérer des résolutions de Zs par
des Zg|G]-modules projectifs au lieu de résolutions projectives de Z.

Remarque 6.3.5. Alors que la suite spectrale de Hochschild-Serre homologique était bornée a
droite, la suite spectrale de Hochschild-Serre cohomologique est bornée a gauche : les termes
d’abscisse p < 0 sont nuls. En particulier, la cohomologie d’un groupe a coefficients dans un
G-complexe de cochaines est donc nulle en degré strictement négatif, mais peut étre non nulle
en tout degré positif, méme si le G-complexe lui-méme est borné.

A Tinstar du foncteur L homologique, 'opération L cohomologique est fonctorielle par
rapport au groupe G :

Proposition 6.3.6. Soient G’ un autre groupe fini et ¢ : G — G’ un morphisme de groupes.
Soit K* € Y. Alors le complexe de cochaines K* peut étre muni d’une structure de G-
complexe via ¢ (en posant g-x := p(g) - ), et ¢ induit un morphisme de D 4

Ly (K*) = Li(K")

Démonstration. Preuve identique a celle de 4.1.16. O
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Dans la suite, on montre que ’application du foncteur Lg a un complexe de cochalnes
filtré borné donne un complexe de cochaines filtré borné par le bas. Le foncteur Lg induit
donc un foncteur (covariant) €& — €, ot €, désigne la catégorie des complexes de cochaines
bornés par le bas de Zs-espaces vectoriels munis d’une filtration décroissante bornée, et des
morphismes de complexes filtrés.

Préservant les quasi-isomorphismes filtrés, le foncteur L induit méme un foncteur Ho€% —
Ho€,, ou HoC, est la catégorie €, localisée par rapport aux quasi-isomorphismes filtrés, i.e.
les morphismes qui induisent un isomorphisme entre les pages 1 des suites spectrales induites
(chaque objet de € induit une suite spectrale qui converge vers la cohomologie de celui-ci).

Remarque 6.3.7. Dans la suite, on écrira simplement L pour Lg lorsque le contexte sera expli-
cite.

Proposition 6.3.8. Soit (K*,J) € €%. Soit ... — F, =N F A, Fy — Z — 0 une résolution

de Z par des Z|G]-modules projectifs (ou ... — F B2, F 1N Fy — Zo — 0 une résolution de
Zs par des Zz|G|-modules projectifs).
La filtration décroissante bornée équivariante J du complexe K* induit une filtration J sur
L*(K™) définie par
JOLF(K*) := LF(J2K™).

Le complexe L*(K*) muni de sa filtration J devient alors un élément de €4 qui, dans
H o &y, est indépendant de la résolution choisie.

Démonstration. Pour tous «,p,q € Z, Homg(F,, J*T'K?) est un Zs-sous-espace vectoriel de
Homg(Fp, J*K1) : la filtration J induit donc bien une filtration décroissante bornée J sur le
complexe de cochaines L*(K*) = @pyq—«Homg(Fy, K9).

Soient maintenant (F}); et (F}); deux résolutions projectives de Z (resp. Zz) par des Z[G]-

modules (resp. Zy[G]-modules) projectifs. On note JL*(K*) et J'L"™*(K*) les complexes de €
associés, et E,. et E! les suites spectrales induites respectivement par ces complexes filtrés.

On a

EPY = JPLPY Daybmprq Homa(Fa, PK) = @ Homg <F Jpr)
0 - o - a
JPHLPHE @y ypmprg Homa (Fa, JFTED) a+b=p+q JPHLKD

(pour tout 4, le foncteur Homg(F;, ')Jislg*exact). Ainsi, pour tout p, Eg’* = [pt* (%) . De

W) Ces deux complexes calculent la cohomologie du
groupe G a valeurs dans le complexe de cochaines %,
entre F; et E}.

A !
méme, pour tout p, E\P"" = LT (

et induisent donc un isomorphisme
O

Comme dans le cadre homologique, la fonctorialité de L : ©¢ — D, induit celle de
L :¢% — ¢ et la préservation par L des quasi-isomorphismes filtrés induit un foncteur entre
les catégories localisées par rapport a ceux-ci :
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Proposition 6.3.9. Le foncteur L : ¢ — &, ; JK* — JL*(K*) induit un foncteur
Hot% 5 HoC, ; JK*+— JL*(K*)
que l’on note également L.
Démonstration. Soit ¢ : JK* — IM* un quasi-isomorphisme de ¢¢. On a, pour tous p,q,

D,q _ + D,*—P P,q _ -+ p,*—p
Eo (1 ey = L1 (Eo (K*)) et B (e (aey) = L7 (Eo <M*>>'

Or, pour tout p, le morphisme ¢ : K* — M™ induit, par définition, un quasi-isomorphisme

équivariant Eg’?;{’,f) — Eg”'(‘;f*), et donc, par fonctorialité de Lg : H o ®% — H oD, un
quasi-isomorphisme By (7 . = L* (EVTE ) = By = L (BE TR ) O

Remarque 6.3.10. De la méme fagon que pour le foncteur L homologique, la fonctorialité de
L¢ par rapport au groupe s’étend aux catégories filtrées : si G’ est un autre groupe fini, alors
tout morphisme de groupes ¢ : G — G’ induira un morphisme L}, (K*) — L§(K*) de €, pour
tout complexe de K* de €<,

Enfin, pour terminer cette section, on établit que le foncteur L commute avec I'opération s
qui consiste & considérer le complexe simple filtré associé & un diagramme cubique dans €@,
resp. €. Cela nous permettra d’établir 'acyclicité et I’additivité du complexe de poids coho-
mologique équivariant, a partir de celle du complexe de poids cohomologique (avec action).

Proposition 6.3.11. Le foncteur L commute avec 'opération s : soit & un (I -diagramme

cubique dans €%, alors s(L*(R)) = L*(sR).

Démonstration. Preuve identique & celle du cadre homologique (4.2.7), a la différence pres que
I'on considere ici des complexes de cochaines. ]
6.3.2 Complexe de poids cohomologique équivariant

Le complexe filtré de poids cohomologique équivariant va induire une filtration par le poids
sur la cohomologie équivariante suivante :

Définition 6.3.12. Soit X une G-variété algébrique réelle de SchS(R). On note C%(X) :=
L (C*(X)) et, pour tout n € Z, on associe a X

H"(X;G):= H"(CAH(X)) = H"(G,C*(X)),
son n-ieme groupe de cohomologie équivariante.

Remarque 6.3.13. Ces invariants cohomologiques sur Schf(R) sont fonctoriels, par fonctorialité
de L¢g. Rappelons également la suite spectrale de Hochschild-Serre cohomologique

5 = HP (G, H{(X)) = H"™(X; G),

qui coincide, en tout cas sur les G-variétés algébriques réelles compactes, avec la suite spectrale
de [35] Chapter III Proposition 5.1 : la cohomologie équivariante définie ci-dessus est donc la
méme que celle de J. van Hamel ([35] Chapter III Definition 1.1), du moins sur les G-variétés
compactes.
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Comme on l'avait fait dans le cadre homologique, le complexe de poids cohomologique
équivariant est construit en composant ici le foncteur Lg et le foncteur WC* :

Définition 6.3.14. Pour X une G-variété algébrique réelle, on note
Jrcancé‘(X) = L*(FcanC*(X))

et
QCH(X) == L"WC*(X)).

On appelle ce dernier complexe filtré de H o & le complexe de poids cohomologique équivariant

de X.

On obtient ainsi un foncteur (contravariant) avec des propriétés d’extension, d’acyclicité et
d’additivité, unique par I’analogue équivariant 3.2.1 du critere d’extension de F. Guillén et V.
Navarro Aznar, et dont on montrera de plus qu’il calcule la cohomologie équivariante :

Théoréme 6.3.15.
QC% : SchS(R) » Ho €, ; X = QC&(X)

est un foncteur contravariant, extension du foncteur
FeanCl : VER) = Ho €y 5 X = FuunCH(X),

et qui vérifie les propriétés suivantes :
1. Acyclicité : Pour tout carré acyclique dans SchCG(R), le compleze filtré simple du Df—
diagramme dans €4
QCL(Y) + QCL(X)
T T
QCLYY) <+ QCL(X)

est acyclique.

2. Additivité : Pour une inclusion fermée équivariante Y C X, le complexe filtré simple du

Dar—diagmmme dans €4
QCL(Y) «+ QCH(X)

est isomorphe dans H o €, a QCL(X \Y).

De plus, tout autre foncteur Schf(R) — H o &, avec ces trois propriétés sera quasi-isomorphe
dans €, a QC¢ a un unique quasi-isomorphisme de € pres.

Démonstration. De fagon analogue au cadre homologique, les propriétés fonctorielle, d’exten-
sion, d’acyclicité et d’additivité du foncteur WC* : Schf(R) — Ho¢% induisent, par composi-
tion par le foncteur L : Ho€% — Ho€ ., les propriétés analogues sur QCY - Schf(R) — HoC
(FeanC§ - V& R) — H o €, est la composition des foncteurs F,.,,C* : VE(R) — H o €% et
L:HoC% — Ho€,, et le foncteur L commute avec 'opération s d’apres la proposition 6.3.11).

Quant & 'unicité du foncteur QC¢, avec ces propriétés, on utilise 1a aussi pour la montrer
le critere d’extension équivariant 3.2.1. En effet, la catégorie € est une catégorie de descente
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cohomologique (c’est une catégorie de complexes de cochaines bornés par le bas et munis d’une
filtration décroissante bornée), et le foncteur FoanCl : VE(R) — H o @ est d-rectifié et vérifie
les conditions (F1) et (F2) du théoreme 3.2.1 pour des raisons similaires a celles du pendant
homologique.

O

Enfin, le complexe de poids cohomologique équivariant induit une filtration par le poids
sur la cohomologie équivariante des G-variétés algébriques réelles en vertu de la proposition
suivante :

Proposition 6.3.16. Soit X € Schf(R). Le complexe de poids cohomologique équivariant
QCL(X) calcule la cohomologie équivariante de X : pour tout n, on a

H(QCL(X)) = H'(X; G).

Démonstration. Les foncteurs d’oubli de la filtration €& — D¢ et ¢, — D induisent respec-
tivement les foncteurs & : Ho € - Ho®D% et ¢, : Ho €, — HoD,.
On a1y oQCE = Lgo (Y% o WC*). Comme le foncteur & o WC* est quasi-isomorphe
a C* dans DY, le foncteur Lg o (& o “WC*) est quasi-isomorphe dans D4 & Lg o C* = C¢.
D’ot, pour tout X € Schf(]R) et pour tout n,

H"(QCG(X)) = H"(La(C*(X)) = H"(X; G).

O]

6.3.3 Suite spectrale de poids cohomologique équivariante et filtration par
le poids cohomologique équivariante

Soit X une G-variété algébrique réelle. Le complexe de poids cohomologique équivariant
QCE(X) induit une suite spectrale (cohomologique) que ’on note GE,(X), appelée suite spec-
trale de poids cohomologique équivariante associée a X.

Cette suite spectrale converge vers la cohomologie équivariante de la G-variété algébrique
réelle X et induit sur celle-ci une filtration notée 2, que 'on appelle filtration par le poids
cohomologique équivariante de X.

En réindexant cette suite spectrale en posant p’ = 2p+¢q, ¢ = —p et ¥’ = r + 1, on obtient
une nouvelle suite spectrale, notée GET/. On lit les conditions d’acyclicité et d’additivité du
complexe de poids cohomologique équivariant en termes de suites exactes longues sur les lignes
de la page 2 de cette suite spectrale réindexée.

De plus, en remarquant que les termes de cette méme page peuvent s’exprimer comme la
cohomologie du groupe G a valeurs dans la suite spectrale de poids cohomologique, on en déduit
deux suites spectrales qui y convergent :

Proposition 6.3.17. Pour tous p, q, on a

CEp = 17 (G, B}
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Pour tout q, on a donc deux suites spectrales
?Egz,ﬁ _ e (G, Evg,q)
et
?B ~B7
1By = 1 (G BP)

qui convergent toutes deux vers CES T,

Démonstration. Pour tous p, ¢, on a
GEPa — [pta (GEg,*—p) = Hyyy (L* (E(z)m*—p)) — fpta (G, E(z)%*—p)

(en utilisant les calculs de 6.3.9).
Quant aux suites spectrales, ce sont les suites spectrales associées a la cohomologie du
groupe G a valeurs dans les G-complexes de cochaines E;"? (6.3.4). O

On déduit en particulier de ceci les “bornes” de la suite spectrale de poids cohomologique
équivariante, et incidemment celles de la filtration par le poids cohomologique équivariante :

Corollaire 6.3.18. Soit X est une G-variété algébrique réelle de dimension d. Pour tousr > 2,
D, q, siGE'f’q;éO, alors 0 < qg<detp>0.

Ainsi, la filtration par le poids équivariante cohomologique de X sur la cohomologie équivariante
de X est “uniformément” bornée : pour tout k € Z, on a

H*¥X;G)=QH*X;G) > QM HYX;G) > --- > QHNX;G) > Q' HY(X;G) = 0.
Démonstration. Pour tous p, ¢, on a

G~ b b
By = @ ?Egoﬂv
a+pf=p

avec ?E;”B = H® (G,Eg’q>. Ainsi, si ¢ < 0 ou ¢ > d, pour tous «, /3, on a ?Eg’ﬂ = 0. De plus,
si p < 0, pour tous « et [ tels que a+ 5 = p, on a a4+ < 0, et donc soit S < 0 et alors
E‘g’q =0, soit 8 > 0 et alors a < 0 donc ?E;"ﬁ =0.

Enfin, pour tous p, k, on a

QPH*(X;G) = @ Gpptak-pr—a — @ CRktpta—(pta),
q>0 q>0

Ainsi QlHk(X;G) — @qzo GElgo-i-q-&-L—q—l — 0 et Q_de(X;G) _ @qzo GELﬂderqﬁqud) _
HY(X; Q).

Remarque 6.3.19. Comme dans le cadre homologique,
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— Si X est une G-variété réelle compacte et non singuliere, la suite spectrale de poids
cohomologique équivariante de X coincide avec la suite spectrale de Hochschild-Serre
cohomologique associée a X.

— Si G est un groupe d’ordre impair, les complexe de poids cohomologique, suite spectrale
de poids cohomologique, et filtration par le poids cohomologique équivariants consistent
en les invariants sous les actions de G induites sur leurs analogues non-équivariants.

— La composition de la filtration géométrique duale avec action (qui réalise le complexe
de poids cohomologique avec action) avec le foncteur L¢ réalise le complexe de poids
cohomologique équivariant. On note AC¢, la composition de ces deux foncteurs.
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Chapitre 7

Produits de filtrations par le poids
équivariantes

Dans ce chapitre, apres avoir rappelé les premiers résultats de T. Limoges sur les produits de
filtrations par le poids pour les variétés algébriques réelles ([21]), on traite le cas avec action :
si G et G’ sont deux groupes finis, X une G-variété algébrique réelle et Y une G’-variété
algébrique réelle, alors le quasi-isomorphisme filtré entre le produit des filtrations géométriques
GOL(X)®GCL(Y) et la filtration géométrique de la variété produit GC\(X X Y') est équivariant
par rapport aux actions du groupe produit G' x G’ induites.

On applique ensuite a ce quasi-isomorphisme filtré équivariant le foncteur pour
obtenir un quasi-isomorphisme filtré entre ACS(X) @ ACE (Y) et ACE*E' (X x Y), aprés avoir
montré que, si 'on considérait des résolutions projectives particulicres B et B’ de G et G’
respectivement, on avait L¢(K)® LE (M) = LE®Y (K ® M) pour tout G-complexe filtré K et
tout G’-complexe filtré M.

Enfin, sont établis également les pendants cohomologiques de ces propriétés.

LGXG’

7.1 Produits de filtrations par le poids

Dans [21], T. Limoges étudie les relations entre les complexes de poids de deux variétés
algébriques réelles et le complexe de poids de la variété produit associée, via la filtration
géométrique. Il en déduit les relations induites sur les suites spectrales de poids, et enfin que
I'isomorphisme de Kiinneth sur les homologies est un isomorphisme filtré par rapport a la filtra-
tion par le poids. En particulier, il montre ainsi sans utiliser le théoreme de factorisation faible
que le polynéme de Poincaré virtuel est multiplicatif. Enfin, T. Limoges obtient des résultats
similaires dans le cadre cohomologique.

Soient X, Y € Sch.(R). Pour débuter son étude, T. Limoges commence par définir un
produit sur les chaines semi-algébriques a supports fermés :

Définition 7.1.1. Pour ¢ = [A] € Cy(X) et ¢ = [B] € Cy(Y), le produit ¢ x ¢ est défini par
exd :=[AxB]€Cprg(X xY)

123
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Cette opération est compatible avec la filtration géométrique en le sens suivant :
Proposition 7.1.2. 1. Sice G,Cy(X) et ¢ € GyCy(Y),
c X C/ S gp+p/ q+q/(X X Y)

2. SiceCyX), d€eCy(Y) etcxcd €GCupyy(X xY), il existe p, p' avec p+p' = s tels
que
c€G,Cy(X)et d € GyCy(Y).

3. Sice€Gly(X)NGp1Cy(X) et ¢ € GyCoy(Y) N Gy_1Cy(Y),
X €GpipyCoig(X XY)NGpipy—1C4q (X X Y).

Le résultat de T. Limoges consiste a relier par un quasi-isomorphisme filtré le produit des
filtrations géométriques de deux variétés algébriques réelles a la filtration géométrique de la
variété produit. Etablissons donc tout d’abord la définition du produit de complexes filtrés :

Définition 7.1.3. Soient (FK,,d.) et (JM,,d,) deux complexes filtrés de C (resp. C_). On
définit le compleze filtré ((F @ J)(K,® M,),0®09") (ou (FK,® JM,,0®09")) de C (resp. C_)
par
Vn, (K.® M.)n = @ Ki®z, Mj,
i+j=n
la différentielle 0® 0" étant donnée par (0@ 0")n(3_; ; xi®y;) = 32, ;(0i(zi) @y; + 2 ® 0(y;)),
et
(FRI)yE. @ M)n= P . F.Ki®z, J,M;.
i+j=n a+b=p

T. Limoges montre alors :

Théoréme 7.1.4. ([21]) On a un quasi-isomorphisme de complezes filtrés
u:GC(X)RGO(Y) - GC(X XY); cx ®cy — cx X cy.
D’ou la conséquence dans H o C pour tous les représentants du complexe de poids :

Corollaire 7.1.5. Les complezes filtrés WC.(X) @ WCL(Y) et WC(X x Y) sont quasi-
isomorphes dans C, et le quasi-isomorphisme u induit un isomorphisme sur les homologies,
filtré par rapport auz filtrations par le poids :

WH,(X) @ WH.(Y) — WH.(X x Y).

Afin de montrer ces résultats et de les interpréter au niveau des suites spectrales, on a
besoin de :

Proposition 7.1.6. Si (FK,,0.) et (JM.,,0d,) sont deux complezxes filtrés de C (resp. C_), la
suite spectrale de leur produit vérifie, pour r > 0,

K@M)= P By (K. ® B (M),
p+s=a,q+t=b
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Avant de donner la preuve de cette proposition, on rappelle le théoreme de 1’isomorphisme
de Kiinneth que ’on utilisera :

Théoreme 7.1.7. Soient K, et M, deux complexes de chaines. Alors on a un isomorphisme
H,(K,) ® H.(M,) = H.(K, ® M,),

appelé isomorphisme de Kinneth, ot (H.(K,) ® H((M.)), = ®irj=nH;i(Ky) & H;j(M,).

Démonstration. Soient a, b € Z, alors

(F® J)a(K @ M)atb
(F®J)a—1(K @ M)qpp
Za+ﬁ:a FoK; ® JgM;
Za—i—ﬁza—l FoKi ® JgM;

Eq (K. ® M)

i+j=a+b

_ JBMJ'
- @ EB alK Jﬁ_le

i+j=a+b a+pL=a

= @ @ az oz ®Eﬁ,] B(M)

a+fB=ai+j=a+b

= @ Equ(K*) ® Eg,t(M*) (en posant p:=«, s: =0, q:=i—a, t :=j— )
p+s=a,q+t=>b

= @ (ES,* ® Eg,*)b .

p+s=a

Ainsi,
Esp(K.®M.) = Hy(BY,(K, © M)
- D Hb((Eg,*<K*>®E2,*<M*>)*)

pt+s=a

= EB @ Hg ( K.)) ® Hy (E +(M,)) (par I'isomorphisme de Kiinneth)
pt+s=a q+t=b

= D EE)eE,0L),
p+s=a,q+t=b

et on a ensuite par récurrence, et en utilisant & nouveau ’isomorphisme de Kiinneth,

E (K. M)= P Ej(K.)®E(M).
p+s=a,q+t=b

Remarque 7.1.8. On a de plus

@ Eg,ov(K@M) = (F @ J)p(H(K) @ Hi(M))y,

utv=n,u<k
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car en effet,
D rnEem = H D ELEK)2ELOM)
utv=n,u<k utv=n,u<k p+s=u,qg+t=v
- @@ K) ® B2 pnuq(Me),
u<k p,q
et
(F& DHAK) @ H(M)w = D > Falu(K) @ JsHy(M)

uw'+v'=n a+L=k

= D X P EE) el B EXM)

w+v'=nat+f=k \ptq=u'p<a P +q'=v p'<p

= D > D @ EuE) eEy, M)

u'+v'=n a+pB=k p+q=u' p<lap'+q¢'=v'p'<p

- DX D D B K OB, v y(M)

uw o plap'<k—a

:@@ pa—p(K) @ By (M)

u p+p'<k

= @@ K.) @ B2, u—q(My) (en posant q :=u' — p, u:= p' + p).
ulk p,q

En combinant la propriété 7.1.6 avec le quasi-isomorphisme filtré 7.1.4, T. Limoges retrouve
en particulier la multiplicativité du polynéme de Poincaré virtuel :

Corollaire 7.1.9. Pour tout n,

Bu(X xY) = Y By(X)

ptg=n

T. Limoges obtient également un quasi-isomorphisme filtré entre le produit des complexes
de poids cohomologiques et le complexe de poids cohomologique du produit. Donnons tout
d’abord un sens précis au produit tensoriel de complexes de cochaines filtrés :

Définition 7.1.10. Soient (FK*,0%) et (JM*,d™*) deux complexes filtrés de € (resp. €, ). On
définit le complezxe de chaines filtré (F @ J)(K*®@ M*),0® d") (ou (FK*® JM*,0®09")) de
¢ (resp. €4) par
Vn, (K" @ M), := P K @z, M,
i+j=n
la différentielle 9@ 0" étant donnée par (9@0)* (3, ;&' @y’) = 32, (9 (") @y +2'®7 (y7)),
et
(FRIPE QM) = @ > FK @ J M.
i+j=n a+b=p
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Il est a noter que le quasi-isomorphisme filtré donné par T. Limoges dans la propriété
suivante est obtenu, au niveau des cochaines, a partir de deux quasi-isomorphismes filtrés
allant dans des directions opposées :

Proposition 7.1.11. Les complexes filtrés GC*(X) ® GC*(Y) et GC*(X x Y) sont quasi-
isomorphes dans €.

Ainsi, les complexes filtrés WC*(X) @ WC*(Y) et WC*(X x Y) sont isomorphes dans
H o€, et l'isomorphisme de Kiinneth en cohomologie WH*(X) @ WH*(Y') et WH*(X xY)
est filtré par rapport aux filtrations par le poids.

7.2 Produits avec action

En prenant appui sur les résultats de [21], on montre que si I’on se place dans un cadre avec
actions de groupes finis, les morphismes qui relient le produit des complexes de poids et le com-
plexe de poids du produit sont équivariants pour les actions induites, impliquant 1’équivariance
des morphismes induits sur les filtrations par le poids et les suites spectrales de poids.

Soient donc G, G’ deux groupes finis.

On commence par rappeler que le produit tensoriel d’un Z[G]-module et d’un Z[G']-module
est naturellement muni d’une action du groupe produit G' x G’ :

Définition 7.2.1. Soient E un Z[G]-module (resp. Zo|G]-module) et F' un Z[|G']-module (resp.
Zs|G')-module). Alors le produit tensoriel E ®z F' (resp. E ®gz, F) est muni d’une structure de
Z|G x G']-module (resp. Za|G x G']-module) en posant :

(9:9).(z®y)=gaxdgy.

Remarque 7.2.2. Si G’ = G, on peut également munir le produit tensoriel £ ® F' d’une action
de G en posant g.(x ® y) 1= g.x ® g.y.

Il en va de méme pour le produit d’'un G-complexe filtré et d'un G’-complexe filtré :
Proposition 7.2.3. Soit (FK,,d.) un complexe filtré de C& et (JM,,d.) un compleze filtré
de CG". On peut alors munir le produit tensoriel K, ® M, d’une action de G x G’ en considérant

laction diagonale de G x G'. La différentielle d ® 0" et la filtration Fy ® J, sont équivariantes
par rapport & cette action, et (F ® J)(K, ® M,),0® d') devient ainsi un élément de CE*C".

Démonstration. Soit n € Z. Soit z =}, x; ®y; € (K« ® My)n, et soit (g,9') € G x G'. Alors

(9,9)2:=) gai gy,
i
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et on a

(0@ 0)m((g:9)2) = (0©) Z 9.7, ® gy,

Z (@(gazz) @4y + 9.7 3}(g'.yj))

— Z (g@z(azz) ® g/.yj +g.2;® g/ﬁ;(yj))

= Y ((9:9)-(0i(w) ®y5) + (9,9)-(: @ (1))
i,J

= (9,9)-(0®)n(2).
O

Remarque 7.2.4. Si G’ = G, on peut munir de la méme fagon le produit tensoriel ((F® J)(K,® M,), 0® d")
d’une action de G via 'action de G décrite dans 7.2.2.

Soient maintenant X € Sch(R) et Y € SchS (R). Alors le groupe produit G x G’ agit
naturellement sur la variété produit X x Y. On montre alors que le quasi-isomorphisme filtré
7.1.4 est équivariant pour les actions induites sur les filtrations géométriques.

Proposition 7.2.5. Le quasi-isomorphisme filtré
u: QC*(X) & QC*(Y) — QC’*(X X Y) ; ex ey = cx X ey
est équivariant par rapport auz actions induites de G x G’.

Démonstration. Soient cx ®cy =3, .¢; ®c; € (G®G)p(Ci(X) ® Ci(Y))y. Alors, pour tout
(9,9) € Gx G,

(9.9 )ulex @cy) = (9,9). E ¢i % ¢
ity
= > (9.9)-(ci x )
i+j

= Y (gcixg.d) (omalg,g)[Ax Bl =[g.Axg.B]=[g.4] x [¢.B])
i+

= u Z(g.ci ®4g.c;)
i+J
= u((9,9).(ex ®cy)).
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Corollaire 7.2.6. Les complezes filtrés avec action WC,(X)QEWCL(Y) et “*FWC, (X xY)

CGXG’

sont quasi-isomorphes dans , et le quasi-isomorphisme équivariant u induit un isomor-

phisme filtré équivariant
WH,.(X) @ WH,.(Y) - WH.(X xY).

En montrant que les morphismes reliant le produit des filtrations géométriques duales et
la filtration duale du produit sont équivariants, on montre qu’il en est de méme dans le cadre
cohomologique :

Proposition 7.2.7. Les complezes filtrés avec action “GC*(X)@FGC*(Y) et “XFGC*(X xY)
sont quasi-isomorphes dans eGxG",

Ainsi, les complezes filtrés WC*(X)@FWCH(Y) et SXEWC* (X xY') sont quasi-isomorphes
dans €*C' | et lVisomorphisme de Kiinneth en cohomologie WH*(X)@WH*(Y) et WH*(Xx Y)
est filtré et équivariant.

Démonstration. On montre que les morphismes u" et w de [21] sont équivariants. Or, u étant
équivariant, son image par le foncteur ¥ est équivariante. De plus, si o1 € (Ci(X))V® (Ci(Y))Y,
pour tout (g,9') € G x G' et tout 3, ;¢; ® ¢ € C4(X) @ Cu(Y), on a

(gvg,) (P®¢ Zcz®c = ’w(ﬁp®¢) (g,g').Zci(@c;-

= w(pY) Zg.ci ® g'.c;

,J
= Y elge) - blg-d)
,J
= Y (g9) (@) (9 0) (&)

i’j
= w(gp®gY) Zcz@ac

= w((g:9)(pev) | Y aed

]

7.3 Produits de filtrations par le poids équivariantes

Soient X une G-variété algébrique réelle de Sch¥(R) et Y une G’-variété algébrique réelle
de SchS’ (R).
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On souhaite appliquer le foncteur L au quasi-isomorphisme filtré équivariant
CGCL(X) ® FGC,(Y) = FXFGC(X x Y)
afin d’obtenir un quasi-isomorphisme de C_
ACE(X) @ ACY (V) = ACE*E (X x Y).

Pour cela, il nous faut tout d’abord montrer que les complexes L& (GQC'* (X)) QLS <G/QC* (Y))
et LGXC (GQC* X)® GlgC;(Y)) sont (au moins) quasi-isomorphes dans C_. En considérant

une résolution projective particuliere pour les groupes G et G’, on va en fait montrer que ces
deux complexes filtrés sont isomorphes dans C_.

On va méme prouver quelque chose de plus général, a savoir que si K est un G-complexe
filtré et M un G'-complexe filtré, alors les complexes filtrés LE(K)® LE (M) et LE*C' (K @ M)
sont naturellement isomorphes ainsi que leurs filtrations, si I'on considére des résolutions pro-
jectives particulieres pour G et G'.

Le premier fait notable que nous utiliserons a cette fin est que 'on peut construire une
résolution projective pour G x G’ & partir d’une résolution projective pour G et une résolution
projective pour G’ :

Proposition 7.3.1. ([6] Chapter V - 1) Si F et F' sont des résolutions projectives de 7 (resp.
Zs) sur Z|G] et Z|G'] respectivement (resp. Zs|G| et Zo|G'] respectivement), alors F @ F' est
une résolution projective de 7 (resp. Za) sur Z|G x G'] (resp. Zo|G x G']).

Soient K un G-complexe et M un G’-complexe. En utilisant la propriété précédente et
la suivante, il nous sera alors possible de relier (par un isomorphisme) LE(K) @ LE (M) et
LGXG (K ® M), dans la mesure ou l'on considére des résolutions projectives “libres de type
fini” pour les groupes considérés.

Proposition 7.3.2. ([30] Chapter VI - 8, (8.10) et Proposition 8.3) Soient B un Z[G|-module

(resp. Zo|G]-module) libre de type fini, B' un Z[G']-module (resp. Za|G]-module) libre de type

fini, A un Z|G)-module (resp. Zo|G]-module) et A" un Z|G']-module (resp. Zz|G]-module).
Alors le morphisme canonique

" Homg(B,A)® Homg/(B',A') — Homgxe(B® B, A® A’)
’ fef = {0t = f(b)e fV)}

est un isomorphisme.

Afin d’obtenir Iisomorphisme LE(K) ® LY (M) et LE*E (K @ M), il nous suffit donc de
trouver, pour la contruction des foncteurs L, des résolutions dont les termes sont libres de type
fini. Les résolutions bar que 'on définit ci-apres vont jouer ce role. En effet, nos groupes étant
finis, les modules composant celles-ci vont étre libres de type fini.
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Définition et Proposition 7.3.3. ([7]) Soit G un groupe et soit k un anneau commutatif
unitaire. Pour n > 0, on pose

By, = k[G] ®, - - - ® k[G]
le produit tensoriel de n + 1 copies de k[G]. En faisant agir G sur le premier terme k[G] de
B, celui-ci devient un k[G]-module, libre, engendré par les éléments 1 ® g1 ® ga ® -+ ® g,

En définissant
€:By=k[G] = k ; ZaggHZag,

geG
et pour tout n > 1,
n—1
On:Bp— Bp1; g0®g1®@- - Qgn — Z(—l)@o@' C®Gigi41® @ gn+(—1)"go® - @ gn-1,
i=0

on obtient une résolution de k par des k[G]-modules libres
B2 B By S k0,

appelée résolution bar de G sur k.

Remarque 7.3.4. Si le groupe G est fini, chaque B,, est un k[G]-module libre de type fini, de
base formée des éléments 1 ® g1 R g2 ® - - - & gn.

Reprenons donc nos groupes finis G et G’. On note B, et B, les résolutions bar de G et G’
respectivement sur Z (ou Zs). En vertu de 7.3.1, B, ® B, est une résolution projective pour le
groupe produit G' x G’. De plus, comme les modules composant les résolutions bar sont libres
de type fini, on peut utiliser 7.3.2 pour montrer :

Proposition 7.3.5. Soient K, un G-complexe de DC et M, un G'-complexe de DY . Alors
LE(K.) ® LG (M.) = L% (K. M),
en tant que complexres de D_.
Démonstration. Soit k € Z. Alors
(LfEyeLfon), = @ LiEK) oL (L)
i+j=k

= @ (Dptg=iHoma(B—p, K;)) @ (@p’-i-q’:jHomG(BLp” Mq’))
i+j=k

P &G  Homa(B-p, K,) ® Homa(B',, My)
i+j=k \p+qg=i,p'+q'=j
b P Homeww(B,®B , K@ My)

i+j=k p+q=i,p'+q'=j
= @ Homgxor <B,p &® B/—(k—i—q’)’ Ki,p (%9 Mq/>

i,p,q'

I
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(tous les By, et B!, sont libres de type fini).
D’un autre c6té, on a :

LkGXG/(K* ® M*) — @ HomGXG/ ((B (024 Bl)—?"’ (K* (= M*)S)
r+s=k
= @ HomGXG/ @ (pr ® Bl,p/)a @ (Kq ® Mq/)
r+s=k —p—p'=—r atq'=s

- D P P Homexe (BB, (K,© M)

r+s=k —p—p'=—r q+q'=s

= @ HomGXG/ ((B_p ® Blf(rfp))7 (Kk'—r—q’ ® Mq’))

oy
= @ Homgxar ((B—p & Blf(kfifq/)% (Kip ® Mq’))
yy
(en posant i :=k —r — ¢ +p).
Ainsi, pour tout k, on a un isomorphisme (naturel)

(LY (K,) ® LY (M) = LY (K, @ M,)
Comparons maintenant les différentielles de ces deux complexes. On note 9, la différentielle
de K,, 8, celle de M,, A, celle de B,, A, celle de B.,, 8, celle de LG (K,,), 0. celle de LE' (M,),
D, celle de LE(K,) ® LG (M,) et d, celle de LE*C' (K, ® M,).
Soit u =Y w; @ uj; € (L (K.) @ LY (M.))x = D, j—p, LY (K.) ® L§' (M), avec pour tous
i,j, ui = Y ul'? € @pyg—iHomg(B_p, Ky) et “; = Zu;p”q’ = @p’+q’=jH0mG(B/_p/a My/) alors

Di(u) = Z (6i(wi) ® w4 u; ® 5;(“3))

i,
_ D,q pa) 1p'q
= g <§ (u? o A_py1 + 040w ) E u;

i,J D,q

+ (Zuf’q>® Z(ugpq oA’ p+1+8fou'p’q
P,

r,q

/
— P.a v’ P o 1P
= E g u; "o A_pr1 @uy T+ 9g 0w @ uy

i,J 4,0 ,q’

+ E upq®u/p7q OA_p+1+qu®a/ Ou/p,q
p,q,p',q'

Ui Ui
, /D9 » /D9 17,4 / 19'q
= (ufqupr@uj +0goul? @ull T Ul @u T o Al +ul? © 0], o )
4,5,0,0:P,q’
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Pour tout k, on note 1y, 'isomorphisme (L (K,) ® LS (M,)), — LEXGI(KZk ® M,), induit
par les isomorphismes naturels

Y : Homg(B—p, K;) ® Homg (B! K, ® My).

—pl Mq/) — HomGXG/(B p ® B’

Lt
Alors ¢y _1(Dg(u)) =

Z (%Z) (uf’q O A_pi1® u;p’,q’) . (&] oul? © u;p’,q’) o ( P4 u/p a A,p +1) o <u§o,q ® 8{1, o u;p/,q,)>

Calculons maintenant dk (Y (u)).
Y, Y
Onau=5; (Zp q i ) <ZP’7q’ i > = Digpara G O

U

_ b,q / p,q
= Z Uy g —p @ Uiy
Y

r4+s=k,—p—p'=—r,q+q'=s

_ / p'd’
donc wk(u) - Zr 28,0054, (4 (uk’ r—q'—p ® Uptq/+p )

_ Dyq / p',q
- Z Z w(“’k r—q'—p © Urtq/+p )

r+s=k \—p—p'=-r,q+q'=s

avec, pour tous r et s tels que r + s = k,

Urs = 3 " <u§’_qr_q,_p DUy ) € Homgxer (B® B)_p, (K, ® M.),) .

/ —

—p—p'=—r, q+q'=s

Alors

= Z dk (1/17»,5)

r+s=k
ousive Homgxe (B® B')_p, (K, ® M,)s),

di(v) =vo (ARA) 11 +(0®D)sov

Or, pour tous r et s tels que r +s =k, on a

Prso(ABA) i1 = Z (1/} (ui R a—p° Ap1® “;ﬂ+q’+p ) + 1 (uk r—g—p @ “;~+q’+pp o A—:0’+1>)
p:p',q,9'

et

(000")sotys = Z (¢ (8 oupt vy ®u;+q,+p ) + 9 (“k sy @Oy oty )) _

p,p',q,q’
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La quantité di (¢x(u)) est donc égale au morphisme

Vv, Vv
y2U / P9 Y2 / P .q
2 : (¢ (uk—r—q’—p © A*P+1 & Uy g/ +p ) + w (uk—r—q’—p ® Upyg'+p © A*purl)
r,5,0,0",4,q

D,q / p',q D,q / p',q
+ (811 U, v g—p ® Uptg'+p ) + (ukfrfq’fp ® aql OUpygtp

qui, en posant i =k —r —¢ —pet j =71+ ¢ + p, est égal & p_1(Dg(u)).

Y. (LG (K,) @ LE (M)« — LE* (K, ® M,) est donc un isomorphisme de complexes.
O

Si 'on considere a présent des complexes filtrés, le morphisme v, devient un isomorphisme
de complexes filtrés :

Proposition 7.3.6. Soient JK, € CC et IM, € CY . Alors les filtrations des complexes filtrés
LG(JK.) ® LG, (IM,) et ngg,(JK* ® IM.,) sont naturellement isomorphes.

Démonstration. La filtration sur LG(JK,) @ LS, (IM.,) est donnée par

(T OINELS(K) @ LY (M) = P Y JLE(K.) @ L,LY (M)
i+j=k atb=l

= Y P LK) @ L§ (1,M.)
a+b=li+j=k

Y L (K @ L, M.)
a+b=l

= [&x¢ ( > LK. ®IbM*>

a+b=l
= LG (JoIn(K. @ IM.))

I

qui décrit la filtration sur nggl,(JK* ® IM,). L’avant-derniere égalité est vérifiée car les

modules B; ® B), sont libres de type fini sur Zs[G x G'].
En effet, si A est un R-module libre de type fini, et (A;)c; un ensemble fini de R-modules

libres, on a I’égalité
ZHomR(A,Ai) = Homp (A, ZAZ> .
iel il
Dans ces conditions, le morphisme 1, : LG(JK,) ® LG (IM,) — nggl,(JK* ® IM,) est

donc un isomorphisme de C_. O

Cette propriété nous indique qu’il nous suffit d’appliquer le foncteur nggl, au quasi-
isomorphisme 7.2.7 pour obtenir :
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Théoréme 7.3.7. Soient X € Sch?(R) et Y € Scthl. On a un quasi-isomorphisme de C_ :
ACE(X) @ ACY' (V) = ACY*C (X x Y)

, . PR B .. . !
Démonstration. On consideére le quasi-isomorphisme de CE*¢" .

u: 9GCL(X) ® FGC(Y) = FXCGCL(X x Y)

. . ! . 7 . . . . . .
On lui applique alors le foncteur ngg, qui préserve les quasi-isomorphismes. On obtient ainsi

un quasi-isomorphisme de C_
LG5G (GC.(X) @ 9GOL(Y) ) — LGXG (TXGC.(X x V)
que l'on compose ensuite avec l'isomorphisme naturel de C_
LS (6C.(X)) ® LS, (G’gc*(y)) - L9XG (GQ’C’*(X) ® G’gc*(Y)) .
O

Remarque 7.3.8. Les complexes filtrés L (GQC'*(X))@LG/ (G/QC* (Y)) et LGXG (GXGIQC*(X X Y))
sont quasi-isomorphes dans C_ quelques soient les résolutions projectives choisies pour G, G’,
G x G

En effet, tout d’abord, le foncteur LE*G" : CG*G" 5 Ho(C_ est indépendant de la résolution
projective choisie pour G x G'.

Ensuite, si F' et F’ sont des résolutions projectives quelconques pour G et G’ respectivement,
et si K, est un G-complexe et M, un G’-complexe, les complexes filtrés Lg(K*) ® Lg;(M*) et
LE(K,) ® L&, (M,) sont quasi-isomorphes dans C_. En effet, si 'on calcule la suite spectrale
induite par ces complexes filtrés, on a, par 7.1.6,

W P B (LY(K.) @ B (LY (M.))
p+s=a,q+t=>b

or les suites spectrales E(LS(K,)) et E(L% (M,)) sont indépendantes des résolutions projec-
tives respectives choisies a partir de r > 1.

Corollaire 7.3.9. Les complezes QCE(X)QQCY (V) et QCC*CG (X XY sont quasi-isomorphes
dans C_ et on a un isomorphisme filtré

OH,.(X;G) @ QH.(Y;G') — QH.(X xY;G x G')
par rapport auz filtrations par le poids équivariantes.

Des calculs semblables dans le contexte cohomologique nous donne des résultats similaires
sur le produit de complexes de poids équivariants :
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Proposition 7.3.10. Soient X € Sch%(R) etY € Sch’. Les complezes filtrés ACE(X)® ACE (YY)
et ACE (X xY') sont quasi-isomorphes dans €.

Ainsi, les complexes QCE(X)QQCE/(Y) et QCE, - (X xY') sont quasi-isomorphes dans €,
et on a un isomorphisme filtré

QH*(X;G)@ QH*(Y;G') - QH* (X x Y;G x G")
par rapport aux filtrations par le poids cohomologiques équivariantes.

Démonstration. Les complexes “GC*(X)@FGC*(Y) et @*F'GC* (X x V) sont quasi-isomorphes
dans ¢©. On applique alors le foncteur Ly et on utilise le fait que si JK* € ¢C et IM* € ¢¢',
les complexes filtrés L (JK*)Q@Lg/ (IM*) et Laxg (JK*®@IM*) sont naturellement isomorphes
dans € (on le montre en faisant des calculs identiques & ceux du cadre homologique 7.3.5, 7.3.6)
pour obtenir un isomorphisme entre ACE(X) ® ACE (Y) et ACE, (X xY) dans Ho €. [

Remarque 7.3.11. Dans [21], apres avoir traité la question du produit des filtrations par le
poids réelles, T. Limoges s’intéresse a leur compatibilité avec le produit cup et le produit cap.
Il montre ainsi que les produit cup et cap sont des applications filtrées par rapport a la filtration
par le poids.

1l serait intéressait de savoir, apres ce que nous venons de voir sur les produits de filtrations
par le poids réelles équivariantes, si celles-ci sont également compatibles avec un certain produit
cup et un certain produit cap sur les homologie et cohomologie équivariantes que nous avons
considérées.



Bibliographie

[1] D. Abramovich, K. Karu, K. Matsuki, J. Wlodarczyk, Torification and factorization of
birational maps, J. Amer. Math. Soc. 29 (2002), 531-572.

[2] E. Bierstone, P. D. Milman, Canonical desingularization in characteristic zero by blowing
up the mazximum strata of a local invariant, Invent. Math. 128 (1997), no.2, 207-302.

[3] F.Bittner, The universal Euler characteristic for varieties of characteristic zero, Compositio
Mathematica 140 (2004), 1011-1032.

[4] J. Bochnak, M. Coste, M.-F. Roy, Real Algebraic Geometry, Springer-Verlag, Berlin, 1998.
[5] I. Bonnard, Nash constructible functions, Manuscripta Math. 112 (2003), 55-75.

[6] K.S. Brown, Cohomology of groups, Graduate texts in Mathematics, 87, Springer-Verlag,
1982.

[7] J.F. Carlson, L. Townsley, L. Valero-Elizondo, M. Zhang, Cohomology Rings of Finite
Groups with an Appendiz : Calculations of Cohomology Rings of Groups of Order Divi-
ding 64, Algebra and Applications, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, 2003.

[8] P. Deligne, Poids dans la cohomologie des variétés algébriques, Proc. Int. Cong. Math.
Vancouver (1974), 79-85.

[9] J. Denef, F. Loeser, Motivic Igusa zeta functions, J. Algebraic Geom. 7 (1998), no. 3, 505-
537.

[10] D. Derval, Etude des classes de cohomologie algébrique des variétés algébriques réelles,
These de Doctorat, Université de Rennes 1, 2001.

[11] G. Fichou, Motivic invariants of arc-symmetric sets and blow-nash equivalence, Compositio
Math. 141 (2005) 655-688.

[12] G. Fichou, Equivariant virtual Betti numbers, Ann. de 1'Inst. Fourier, 58, no. 1 (2008),
1-27.

[13] A. Grothendieck, Sur quelques points d’algébre homologique, Tohoku math. J. 9 (1970),
no. 2, 143-162.

[14] F. Guillén, V. Navarro Aznar, Un critére d’extension des foncteurs définis sur les schémas
lisses, IHES Publ. Math. 95 (2002), 1-83.

[15] F. Guillén, V. Navarro Aznar, P. Pascual-Gainza, F. Puerta, Hyperrésolutions cubiques et
descente cohomologique, Lectures Notes in Math., 1335, Springer-Verlag, 1988.

[16] H. Hironaka, Resolution of singularities of an algebraic variety over a field of characteristic
zero, Ann. Math. 79 (1964), no. 2, 109-326.

137



138 BIBLIOGRAPHIE

[17] D. Huseméller, Fiber Bundles, Third Ed., Springer, New-York, 1994.

[18] K. Kurdyka, Ensembles semi-algébriques symétriques par arcs, Math. Ann. 281 (1988),
445-462.

[19] K. Kurdyka, A. Parusinski, Arc-symmetric sets and arc-analytic mappings, Panoramas et
Syntheses 24, Soc. Math. France (2007), 33-67.

20] J.M. Lee, Introduction to smooth manifolds, Springer-Verlag, New-York, 2003.

[20]
[21] T. Limoges, Cohomology and products of real weight filtrations, prépublication.
[22] S. Lépez de Medrano, Involutions on manifolds, Springer-Verlag, Berlin, 1971.
[23]

23] J. McCleary, A user’s guide to spectral sequences, second ed., Cambridge Studies in Ad-
vanced Mathematics, vol. 58, Cambridge University Press, Cambridge, 2001.

[24] C. McCrory, A. Parusinski, Algebraically constructible functions, Ann. Sci. cole Norm. Sup.
30 (1997), 527-552.

[25] C. McCrory, A. Parusinski, Virtual Betti numbers of real algebraic varieties, C. R. Math.
Acad. Sci. Paris 336 (2003), no. 9, 763-768.

[26] C. McCrory, A. Parusinski, The weight filtration for real algebraic varieties, Topology of
stratified spaces, 121-160, Math. Sci. Res. Inst. Publ. 58, Cambridge Univ. Press, Cam-
bridge, 2011.

[27] G. Mikhalkin, Birational equivalence for smooth manifolds with boundary, (Russian) Al-
gebra i Analiz 11 (1999), no. 5, 152-165 ; translation in St. Petersburg Math. J. 11 (2000),
no. 5, 827-836.

[28] C. Peters, J. Steenbrink, Mized Hodge Structures, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg, 2008.
[29] C. Procesi, G. Schwarz, Inequalities defining orbit spaces, Invent. Math. 81 (1985), 539-554.
[30] S. Mac Lane, Homology, Springer-Verlag, Berlin, 1963.

[31] M. Shiota, Nash manifolds, Lectures Notes in Math., 1269, Springer-Verlag, 1987.

32]

32| R. Thom, Quelques proprié¢tés globales des variétés différentiables, Comm. Math. Helv. 28
(1954), 17-86.

[33] A. Tognoli, Su una congettura di Nash, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa, Sci. Fis. Mat (3)
27, 167-185 (1973).

[34] B. Totaro, Topology of singular algebraic varieties, Proc. Int. Cong. Math. Beijing (2002),
533-541.

[35] J. van Hamel, Algebraic cycles and topology of real algebraic varieties, CWI Tract 129,
Stichting Mathematisch Centrum, Centrum voor Wiskunde en Informatica, Amsterdam,
1997.

[36] C. Weibel, An introduction to homological algebra, Cambridge Studies in Advanced Ma-
thematics, 38, Cambridge University Press, 1994.



	Priziac_Fabien1
	Priziac_Fabien2
	Priziac_Fabien3

