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Résumé

Quel que soit le domaine d’application, il est nécessaire de tirer profit de toute
l’information a priori dans le but d’optimiser les résultats ou parfois même de manière à
rendre un problème soluble. Dans ce contexte, la notion de parcimonie a émergé comme
un a priori fondamental ces dernières années. On dit qu’un signal est parcimonieux dans
une base s’il peut être décrit par un faible nombre de coefficients non nuls dans cette
base.

L’objet de cette thèse est l’étude de nouveaux apports de l’hypothèse de parci-
monie au traitement du signal. Deux domaines d’applications sont considérés. Outre
l’utilisation de la parcimonie, ces deux domaines ont en commun la résolution de pro-
blèmes inverses sous-déterminés. Le premier concerne la séparation de sources. Dans ce
domaine, la parcimonie a conduit au développement de différentes méthodes de sépa-
ration de sources. Les performances de ces méthodes sont sensibles au choix de certains
paramètres, habituellement choisis de manière empirique. Dans cette thèse, on propose
un formalisme statistique qui permet de réduire le nombre de ces paramètres, tout
en préservant la qualité de la séparation. Le second domaine d’application étudié est
l’acquisition compressée des signaux à alphabet fini. Une telle acquisition compressée
permet de réduire la dimension des signaux à alphabet fini, tout en gardant l’informa-
tion nécessaire à leur reconstruction. Une formalisation du problème permet de le relier
à celui de la reconstruction des signaux parcimonieux à partir de mesures incomplètes.

Cette thèse est donc une exploration de nouvelles problématiques où l’intégration
de la parcimonie conduit à de bonnes performances.
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Introduction générale

Motivations

Ces dernières années, la notion de parcimonie a fait l’objet d’un grand intérêt de la
part de la communauté du traitement du signal. La parcimonie a émergé comme un a
priori fondamental. Aujourd’hui, on ne compte plus le nombre de publications citant le
terme parcimonie, des sessions "parcimonie" ont vu le jour dans les conférences les plus
importantes, et des conférences y sont même dédiées (SPARS). Incontestablement, la
parcimonie est devenue une notion incontournable en traitement du signal.

Le but visé à travers cette thèse est d’explorer de nouveaux apports de la parci-
monie en traitement du signal. Dans ce cadre, les travaux développés se décomposent
principalement en deux parties :

La première partie concerne la contribution de la parcimonie statistique à la sé-
paration de sources via des tests statistiques. Ces travaux s’inscrivent dans une suite
logique des travaux réalisés par mes encadrants. En effet, d’une part, Aïssa-El-Bey
et al. ont présenté dans [1] la méthode de projection en sous-espace. Cette méthode
basée sur la parcimonie des sources dans le domaine temps-fréquence donne de bonnes
performances de séparation de sources dans le cas sous-déterminé. Cependant, la mé-
thode de projection en sous-espace est sensible au choix des différents seuils auxquels
elle fait appel. D’autre part, dans [2], D. Pastor a introduit une notion de parcimonie
de modèle. Cette notion formelle de parcimonie se rattache à un certain nombre de
résultats théoriques énoncés en statistiques non-paramétriques et estimation robuste
publiés depuis 2002. La nouveauté des résultats présentés dans cette partie est que
cette notion contribue à la robustesse et/ou à l’amélioration des performances des mé-
thodes de séparation de sources basées sur la parcimonie, notamment à la méthode de
projection en sous-espace.

La seconde partie propose un nouveau domaine d’application de la parcimonie qui
est l’acquisition compressée des signaux à alphabet fini. En d’autres termes, la recherche
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

de procédure (encodage et décodage) de réduction de dimension des signaux à alphabet
fini, tout en gardant l’information nécessaire à leur reconstruction. L’étude des signaux
à alphabet fini est motivée par le fait que ce type de signaux est très utilisé, entre
autres, en communications numériques. Le département signal et communications, au
sein du quel j’ai mené ma thèse, est spécialisé dans le traitement du signal, le codage
de l’information et les communications numériques. Ainsi, comme on peut le constater
le sujet traité dans cette partie est fortement corrélé aux différentes spécialisations de
mon département d’accueil. Dans cette partie, l’idée novatrice consiste à voir les signaux
à alphabet fini comme des signaux parcimonieux. En effet, les signaux parcimonieux
sont des signaux à faible degré de liberté, qui sont plongés dans des espaces de grandes
dimensions. C’est le cas des signaux à alphabet fini. Nous donnerons une formalisation
mathématique qui relie ces deux types de signaux.

Ces deux parties ont en commun la résolution de problèmes inverses sous-déterminés
en utilisant la parcimonie.

Cadre et organisation de l’étude

Le travail présenté dans ce manuscrit se décompose en deux parties. Chaque partie
est associée à un domaine du traitement du signal et regroupe plusieurs chapitres.
Ainsi, à la suite de cette introduction, le manuscrit s’organise comme suit :

– Un chapitre sur la parcimonie ;

– Une partie dédiée à la séparation aveugle de sources ;

– Une partie associée à l’acquisition compressée des signaux à alphabet fini ;

– Un chapitre de conclusions et perspectives.

La parcimonie : Un a priori à succès

Il est facile d’analyser les raisons pour lesquelles la parcimonie a vu un tel engoue-
ment de la part de la communauté du traitement du signal : tout d’abord, l’intégration
de la parcimonie donne naissance à des techniques plus performantes dans différents
domaines tels que l’estimation [3], le débruitage [4], la compression [5] ou même l’acqui-

2
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sition [6]. Outre cet apport de la parcimonie, la motivation principale de la parcimonie
vient de l’observation. La parcimonie est présente dans différents domaines : Les si-
gnaux sonores ont une décomposition parcimonieuse en temps-fréquences, la plupart
des images ont une décomposition parcimonieuse sur une base d’ondelettes, on ren-
contre la notion de parcimonie statistique en traitement du signal sonar, radar ou en
contre-mesure...

Afin de mieux comprendre l’importance de la parcimonie en théorie comme en
pratique, nous commençons dans ce chapitre par définir les différentes notions de par-
cimonie, les critère de mesure de la parcimonie, puis nous exposerons l’intégration et
l’apport de celles-ci dans différents domaines d’applications.

Tests statistiques pour la séparation aveugle de sources

La séparation aveugle de sources (SAS) est une discipline en plein essor qui trouve
application dans une variété de domaines, comme le traitement audio [7, 8], les télé-
communications [9, 10], l’ingénierie biomédicale [11, 12] ou encore le traitement radar
[13]. Différentes méthodes permettent d’aborder ce problème. Cependant, depuis une
dizaine d’années, les méthodes basées sur la parcimonie des sources ont fait l’objet d’un
grand intérêt. Toutes les méthodes étudiées dans cette thèse appartiennent à cette fa-
mille. Ces méthodes procèdent en deux étapes. Dans un premier temps, ces méthodes
trouvent des zones temps-fréquence où une seule source est présente afin d’estimer la
matrice de mélange. Puis, dans un second temps, estiment les sources. A l’image de la
méthode de projection en sous-espaces [1], les performances de séparation des méthodes
basées sur la parcimonie des sources dépendent du choix des paramètres. L’utilisation
de paramètres empiriques constitue la limitation majeure de ces techniques.

Le premier chapitre de cette partie concerne l’état de l’art des méthodes de sépa-
ration de sources. La séparation de sources est un domaine très vaste en traitement
du signal qui a été traitée sous différents angles. Intentionnellement, nous limiterons
l’étude bibliographique aux approches d’analyse en composantes indépendantes, de la
factorisation en matrices non négatives, et enfin, de façon plus détaillée, les approches
de séparation de sources basées sur la parcimonie.

Puis, dans un second chapitre, nous proposons deux tests statistiques afin d’amé-
liorer les performances de séparation et de réduire le nombre de paramètres empiriques
utilisés par les méthodes SAS basées sur la parcimonie.

Le troisième chapitre concerne les aspects expérimentaux d’évaluation des tech-
niques de séparation de sources. Nous appliquons les tests statistiques décrits dans le

3
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chapitre précédent à plusieurs méthodes SAS classiques, notamment à la méthode de
projection en sous-espaces. Nous montrons que nos algorithmes statistiques réduisent
le nombre de paramètres empiriques et permettent dans certain cas d’effectuer une
meilleure séparation.

Enfin, dans un quatrième chapitre, nous terminerons cette partie par une conclusion.

Les travaux présentés dans cette partie ont donné lieu à une publication dans la
revue EURASIP journal on Advances in Signal processing [14] et un article dans la
conférence ICASSP [15].

Acquisition compressée de signaux à alphabet fini

L’acquisition compressée (CS pour compressed sensing) est une nouvelle technique
d’acquisition et de compression qui exploite la parcimonie des signaux. Développée
conjointement par Donoho [5] et Candès, Romberg et Tao [6], l’objectif principal du
CS est de réduire la dimension d’un signal de façon non-adaptative, tout en gardant
l’information nécessaire à sa reconstruction. Ceci est réalisé en projetant les signaux
sur un petit nombre de vecteurs aléatoires choisis de façon non-adaptative. Nous nous
intéressons dans cette partie à l’acquisition compressé des signaux à alphabet fini.

Après une brève analyse de l’état de l’art de l’acquisition compressée et une forma-
lisation du problème d’acquisition compressée des signaux à alphabet fini, le premier
chapitre positionne notre travail par rapport à l’état de l’art, notamment par rapport à
l’approche proposée par Mangasarian [16] et introduit les différentes notations utilisées
dans cette partie.

Dans le second chapitre, d’une part, nous établissons une condition suffisante qui
permet de rendre le problème soluble. Cette condition étend celle de Mangasarian
au cas d’alphabet fini quelconque. D’autre part, nous présentons deux approches de
reconstruction. Ces deux méthodes ont en commun une relaxation convexe de la norme
`0 en norme `1. La première méthode est fondée sur la régularisation, où l’on introduit
une fonction objective qui évalue le critère basé sur l’alphabet fini. La seconde méthode
est fondée sur la parcimonie. Nous dérivons dans ce cas une formulation analogue à
celle de la reconstruction de signaux parcimonieux à partir de mesures incomplètes.
Nous donnerons les conditions nécessaires et suffisantes à la reconstruction de signal à
alphabet fini pour cette approche.

Le troisième chapitre traite de l’évaluation numérique des deux approches. Les ré-
sultats expérimentaux montrent alors qu’à partir d’un certain nombre de mesures la
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reconstruction des signaux est parfaite pour les deux approches.

Une partie du contenu de cette seconde partie a fait l’objet d’une publication dans
la conférence ISSPA 2012 [17]. Une première version de cet article a été présenté à
SPARS 2011 [18]. Une version détaillée de l’article sera soumise à la revue Elsevier
Digital Signal Processing [19].

Conclusions et perspectives

Ce chapitre est consacré à un récapitulatif des contributions et des résultats obtenus
dans le cadre de ce travail, ainsi qu’une présentation des différentes pistes de recherche
futurs qu’on peut envisager ou même, qu’on a partiellement envisagé.
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CHAPITRE 1. PARCIMONIE

CHAPITRE

1 Parcimonie

Comme nous l’avons signalé dans l’introduction générale, la parcimonie est devenue
une notion incontournable en traitement du signal. Dans ce chapitre, nous analysons
les raisons pour lesquelles la parcimonie a vu un tel engouement de la part de la
communauté du traitement du signal. Après avoir défini les différentes notions liées
à la parcimonie, nous exposerons l’intégration et l’apport de celle-ci dans différents
domaines d’application.

1.1 La parcimonie : Un a priori à succés

Quels que soient le domaine d’application et la technique utilisée, l’optimisation des
résultats nécessite de tirer profit de toute l’information a priori. Ces dernières années,
la parcimonie a émergé comme un a priori fondamental.

1.1.1 Bref historique

Le dictionnaire Larousse définit le terme parcimonie comme une notion d’économie
ou d’épargne. Ainsi, il est dur d’essayer de retracer historiquement la notion de parci-
monie car la parcimonie ou plus précisément le principe de parcimonie est un principe
de raisonnement philosophique avant tout. Ce raisonnement consiste à n’utiliser que
le minimum d’hypothèses ou de causes élémentaires pour expliquer/décrire un phé-
nomène observé. Ce principe est également connu sous le nom du rasoir d’Ockham
(Wikipédia). Le rasoir d’Ockham est nommé d’après William (de) Ockham (un village
près de East Horsley dans le Surrey). Il est généralement formulé par : "Les multiples
ne doivent pas être utilisés sans nécessité" bien que cette formule soit connue avant
d’Ockham. Il s’agit d’une métrique de simplicité pour l’élaboration de théories [20]. En
sciences, la parcimonie intervient dans un grand nombre de domaines (mathématique,
physique, sciences naturelles...). Par exemple en systématique [21], ce principe privilé-
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gie la séquence avec le minimum de changements évolutifs pour expliquer des relations
phylogéniques. En sismologie, dans le milieu des années 80, Santosa et Symes [22] ont
étudié la reconstruction de train parcimonieux de Dirac. En statistique, la robustesse
par rapport aux outliers peut s’interpréter par la présence d’un bruit parcimonieux
dans le modèle. Ainsi, comme nous le verrons dans la première partie, la notion de
parcimonie et les statistiques robustes sont étroitement liées.

1.1.2 Parcimonie en traitement du signal

La notion de parcimonie comme nous l’avons dit est liée à la notion d’économie.
Ainsi, une représentation d’un vecteur réel est dite parcimonieuse si cette représentation
est économique. En d’autres termes, il existe une façon plus économique de décrire
le vecteur que de donner la valeur de tous ses éléments. En traitement du signal,
cela signifie que la plupart des coefficients sont nuls, et seuls quelques coefficients ont
des valeurs non-nuls. Ce type de parcimonie porte le nom de parcimonie stricte. La
parcimonie au sens large traduit le fait que la majorité des coefficients a une valeur
faible, tandis que le reste prend des valeurs assez grandes.

Contrairement à ces deux notions de parcimonie, large et stricte, qui caractérisent
des signaux déterministes et qui ne constituent pas une définition absolue en soit, mais
plutôt une propriété nécessitant une mesure d’évaluation, D. Pastor a introduit dans
[2] une notion de parcimonie pour des vecteurs aléatoires. De plus, cette notion de
parcimonie n’est pas liée à un processus donné mais plutôt à un modèle aléatoire. Le
modèle aléatoire est le suivant : l’observation est une réalisation d’un vecteur aléatoire
qui est soit du bruit, soit la somme d’un signal utile plus du bruit. Ainsi, dans la suite
de ce manuscrit, nous dirons que ce modèle aléatoire est parcimonieux si le signal est
plus souvent absent que présent et que, présent, il l’est avec une amplitude minimale
garantie. Mathématiquement, étant données plusieurs observations, notons Y ,X etW
les vecteurs aléatoires réels de dimension d représentant respectivement l’observation,
le signal utile et le bruit présent dans le modèle. Le modèle est alors le suivant :

{
H0 : Y = W

H1 : Y = X +W
(1.1)

Ce modèle est dit parcimonieux si :

1. La probabilité d’occurrence de l’hypothèse H1 est inférieure ou égal à un demi,
c’est à dire P(H1) ≤ 1/2.
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2. Il existe une certaine valeur α telle que |X| > α presque sûrement.

Comme on peut le constater, la séparation entre la notion de signal utile et l’absence
ou la présence de ce signal (valeur nulle ou non nulle) constitue la différence fonda-
mentale, outre l’aspect aléatoire ou déterministe, entre la parcimonie du modèle [2] et
la parcimonie d’un signal utile (strict ou large). Pour s’en rendre compte, considérons
le cas où d = 1 et que l’on observe un vecteur de n réalisations de la variable aléatoire
Y , noté y = (y1,y2, . . . ,yn)T , on a alors

y = x+w. (1.2)

Quelque soit la distribution de la variable aléatoire X, le vecteur x est strictement
parcimonieux. Nous retrouvons alors le modèle de débruitage (d’estimation) des si-
gnaux parcimonieux [23]. Dans ce dernier, x représente le signal utile, alors que dans
le modèle (1.1), le signal utile représente les composantes de x non nulles. Cette dif-
férence dans la définition du signal utile découle de la procédure d’estimation de x.
En effet, afin d’estimer x, deux approches sont possibles : l’approche qui consiste à
estimer directement x, sous l’hypothèse que x est parcimonieux [23] et l’approche qui
consiste à détecter les coefficients non nuls, sous l’hypothèse de parcimonie de présence
(du modèle), puis à estimer ces coefficients via une procédure d’estimation [24].

1.1.3 Mesures de parcimonie

Etant donnée la définition de la parcimonie stricte, il est clair que la norme `0 est
la mesure intuitive pour quantifier cette parcimonie. La norme `0 consiste à compter
le nombre d’éléments non nuls d’un vecteur, c’est à dire, pour tout x,

‖x‖0 = # {i : xi 6= 0} .

Il est à noter que la fonction `0 ne constitue pas une norme. En effet, la propriété
d’homogénéité n’est pas vérifiée : pour tout λ 6= 0, ‖λx‖0 = ‖x‖0 6= |λ| ‖x‖0. Cepen-
dant, nous conserverons dans la suite cet abus de langage, afin d’être cohérent avec la
littérature.

Mis à part quelques exceptions, notamment la reconstruction des signaux à alpha-
bet fini (thème abordé dans la seconde partie du manuscrit), les différents signaux
rencontrés ne contiennent pas forcément plusieurs coefficients nuls. La compressibilité,
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qui est une relaxation de la notion de parcimonie au sens stricte, est beaucoup plus
appropriée.

Soit x ∈ RN , classons les coefficients {|xi|}1≤i≤N par ordre décroissant. On note
|x|(r) le coefficient de rang r etNε,x le nombre de coefficients dans x de valeur supérieure
à ε, c’est à dire Nε,x = # {i : xi ≥ ε}. La notion de compressibilité est liée à la vitesse
de décroissance des coefficients

{
|x|(r)

}
1≤r≤N

. Cette décroissance peut être évaluée à
partir de la norme `1 et des quasi-normes `q où 0 < q < 1 :

‖x‖q =

(
N∑
i=1

|xi|q
)1/q

.

La figure 1.1 affiche différents exemples de boules unités associées aux (quasi)-
normes `q.

q=∞

q=2

q=1

q=0 x1

x 2

Figure 1.1 — Exemples de boules unités associées aux (quasi)-normes `q. `∞ est
égale au max des valeurs absolues

Les quasi-normes ω`q permettent aussi d’évaluer la décroissance des coefficients,
elles sont définies par

‖x‖ω`q = sup
ε>0

εN1/q
ε,x .

En effet, la définition de la quasi-norme ω`q est équivalente à
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‖x‖ω`q = sup
k≥1

k1/q |x|(k) ,

ce qui implique que pour tout k ∈ {1, · · · , N},

|x|(k) ≤ ‖x‖ω`q k
−1/q ≤ ‖x‖`q k

−1/q.

On en déduit que
{
|x|(r)

}
1≤r≤N

décroit au moins comme k−1/q. Plus q est petit, plus
rapide est la décroissance. Enfin, signalons que d’autres mesures de parcimonie ont
été traitées dans la littérature. Dans [25], plusieurs mesures alternatives de parcimonie
sont décrites. Ces mesures imitent le comportement de la norme `0 avec des propriétés
différentes. Le kurtosis, les fonctions log et tanh sont des exemples de mesures de parci-
monie. Dans [26], les auteurs proposent l’utilisation de l’index de Gini pour mesurer la
parcimonie. Dans [27], Coifman et Wicherhauser ont proposé de mesurer la parcimonie
en calculant l’entropie des coefficients. N’utilisant pas ces mesures de parcimonie dans
la suite, nous ne détaillons pas celles-ci. Toutefois, signalons que le choix de la mesure
de parcimonie n’est pas un détail mineur, car celle-ci peut induire des répercussions
directes sur la structure du signal.

La norme `1 est la mesure de parcimonie la plus utilisée. Ceci est dû sans doute,
d’une part, à l’essor qu’a connu le domaine d’optimisation convexe et plus précisé-
ment celui de la programmation linéaire, pour lequel il existe des algorithmes efficaces.
D’autre part, à l’efficacité de la norme `1 à approcher la solution la plus parcimonieuse
en terme de la norme `0. Nous détaillerons dans la suite ces points.

1.1.4 Et la pratique dans tout ça ?

La parcimonie comme tout a priori est utile lorsqu’on fait face à une indétermi-
nation ou une incertitude sur la solution d’un problème ou la cause d’un effet. Il est
clair que l’on peut définir n’importe quel a priori et l’intégration de cet a priori nous
permettra de réduire l’ensemble des solutions possibles. Cependant, au delà de la néces-
sité de réduire cet ensemble, il faut que cet a priori soit raisonnable et en adéquation
avec la réalité. Si tel n’était pas le cas, on se contenterait toujours de rechercher la
solution d’énergie minimale, car celle ci est à la fois très simple à calculer et à la fois
unique. C’est là la motivation principale de l’utilisation de la parcimonie. La parci-
monie est présente partout et constitue un a priori raisonnable pour différents types
de signaux. Les signaux audio ont une décomposition parcimonieuse dans le domaine
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temps-fréquence. La figure 1.2 montre une telle représentation pour un signal échan-
tillonné à une fréquence de 8 KHz. Comme on peut le constater, plusieurs coefficients
sont de faible amplitude, voire nulle. Ce résultat n’est pas spécifique au morceau choisi
mais caractérise la grande majorité des signaux audio.

Temps

F
ré

q
u

e
n

c
e

Spectrogramme du mélange sans bruit

Figure 1.2 — Représentation temps-fréquence d’un signal audio. Plusieurs coeffi-
cients sont de faible amplitude, voire nulle.

Le même type de résultat est obtenu en décomposant une image courante dans
une base d’ondelettes. Comme on peut le voir sur la figure 1.3, la transformation en
ondelettes de l’image est parcimonieuse.

1.2 Intégration de la parcimonie

L’intégration de la parcimonie peut se faire de différentes façons.

1.2.1 Optimisation global

Soit A une matrice de dimension n×N à valeurs réelles, avec n < N , on définit le
système d’équations linéaires sous-déterminé y = Ax. Ce système a moins d’équations
que d’inconnues, et donc soit il a pas de solutions, dans le cas où y n’appartient pas à
Im{A} l’ensemble image de la matrice A, soit une infinité de solutions (l’ensemble des
solutions forme alors un espace affine). Le cas où le système n’admet pas de solutions
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(a)

(b)

Figure 1.3 — (a) Exemple d’image régulière par morceaux (b) Histogramme des
coefficients en ondelettes. La représentation de l’image en ondelette est parcimonieuse.

n’est pas pertinent. Afin de contourner ce cas, nous supposerons tout le long de ce
manuscrit que la matrice A est de rang plein, c’est-à-dire Im{A} = Rn.
Dans de nombreuses applications d’intérêt pratique, nous cherchons à résoudre un
problème linéaire inverse où l’on tente de reconstruire un objet f (image, signal, etc.)
à partir d’observations incomplètes de ses effets y = Af . Le fait qu’il existe une infinité
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de solutions pour le système y = Ax se présente comme un problème majeur. Afin de
réduire l’espace de recherche à éventuellement une unique solution f , des informations
a priori, telles que la parcimonie, sont nécessaires.
La régularisation est un moyen permettant l’intégration d’un a priori dans la recherche
de solution. Le but est de privilégier une solution particulière, en introduisant une
fonction de pénalité g(x), qui favorise certaines propriétés désirables. Cette procédure
limite la recherche de solutions aux seules solutions dotées de ces informations a priori,
et donc permet de réduire l’espace de recherche.
Mathématiquement, on peut formuler le problème comme un problème d’optimisation
générale (P )

(P ) : min
x

g(x) sous la contrainte y = Ax.

Le choix de la fonction g(x) n’est pas un détail mineur, car celle-ci a des répercussions
directes sur le choix de la solution.
La norme euclidienne au carré ‖x‖2

2 fut durant plusieurs années le choix prédominent
de la fonction de pénalité g(x). La résolution du problème (P2) qui en résulte,

(P2) : min
x
‖x‖2

2 sous la contrainte y = Ax

est connue sous différents noms selon les communautés : méthode des Frames [28],
méthode des moindres carrés, rétroprojection filtrée... Cette méthode sélectionne parmi
toutes les solutions de y = Ax, celle ayant la norme `2 minimale. Cette solution unique
est appelée la solution pseudo-inverse ou la solution d’énergie minimale, elle est calculée
directement par :

x̂ = A+y = AT (AAT )−1y

où A+ est l’inverse généralisé de A [29]. L’unicité de la solution et la simplicité de son
calcul ont sans doute contribué à la popularité du choix de la norme euclidienne au
carré comme fonction de pénalité. Néanmoins, cette stratégie ne donne toujours pas de
très bonnes performances, et peut être difficilement utilisé pour différentes applications
(imagerie médical, séismologie, etc.).
Une fonction de pénalité alternative est la norme `0, cherchant ainsi les solutions (éven-
tuellement une unique solution) les plus parcimonieuses. Ce problème peut être formulé
comme une minimisation (P0)
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(P0) : min
x
‖x‖0 sous la contrainte y = Ax.

Ce problème se pose dans de nombreuses applications telle l’acquisition compressée [5],
la tomographie [30], la classification des signaux [31]. Malheureusement, la recherche
d’une solution du problème (P0) est NP-difficile en générale [32] et ne peut être résolue
en pratique pour des valeurs de N assez grandes. En effet, la résolution du problème
(P0) exige essentiellement une stratégie de recherche exhaustive, or celle-ci a une com-
plexité algorithmique exponentielle en N . Une alternative est fournie par relaxation du
problème. Il s’agit alors de "remplacer" la norme `0 par une norme favorisant la par-
cimonie et rendant le problème soluble (algorithme de complexité polynomiale). C’est
là où intervient les mesures de parcimonie. Dans [33], Chen et al. ont introduit le basis
pursuit qui consiste à résoudre le problème suivant :

(P1) : min
x
‖x‖1 sous la contrainte y = Ax.

D’autres relaxations ont été étudiées dans la littérature, citons par exemple FOCUSS
[34, 35], `1-pondéré [36, 37], `p avec 0 < p < 1 [38, 39]. Toutefois, l’avantage du
problème de minimisation (P1), et la raison pour laquelle on s’intéressera à ce type de
relaxation dans la suite du manuscrit, est qu’il est convexe d’une part, et d’autre part
qu’il est équivalent au programme linéaire suivant :

min
(u,v)

1Tv sous les contraintes y = Au et − v ≤ u ≤ v

La résolution de ce programme peut être effectuée efficacement en utilisant soit l’algo-
rithme du simplexe [40], soit la méthode du point intérieur [41, 40]. On n’entrera pas
ici dans le détail d’implémentations et de résolution numérique de cet algorithme. Le
lecteur intéressé par ces aspects pourra se référer à [42, 40]. On utilisera en pratique
une implémentation dans le paquet logiciel cvx développé sous MATLAB [43].
En présence de bruit dans le modèle, il ne s’agit plus de chercher la solution la plus
parcimonieuse de y = Ax mais une approximation parcimonieuse. Une relaxation
convexe du problème de minimisation de la norme `0 sachant que y = Ax+ b conduit
aux problèmes suivants :

– min
x
‖x‖1 s.c. ‖y −Ax‖2 < ε ;

– Dantzig selector [44] : min
x
‖x‖1 s.c.

∥∥AH(y −Ax)
∥∥
∞ < (1 + t−1)

√
2 logNσ ;
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– Basis Pursuit De-Noising [33] : min
x
‖y −Ax‖2 + λ ‖x‖1

avec ε, t et λ des paramètres positifs.

1.2.2 Optimisation local et Algorithmes gloutons

Une autre approche d’intégration de la parcimonie consiste à régulariser le modèle
en sélectionnant de manière itérative l’approximation courante optimale en fonction
de certains critères, conduisant à des méthodes telles que l’Iterative Hard Thresholding
[45], l’orthogonal matching pursuit [46] ou encore le subspace pursuit [47]. A partir d’une
valeur initiale x(0) = 0, les différents algorithmes construisent de manière itérative, à
chaque étape, une approximation x(k) impliquant uniquement un faible nombre de
coefficients dans l’ajustement aux données. A chaque itération, l’erreur résiduelle est
évaluée. L’algorithme s’arrête si l’erreur résiduelle est inférieure à un seuil donné. Nous
ne développons pas en détails ces algorithmes. Le lecteur intéressé par cette approche
trouvera, par exemple, tout le matériel nécessaire dans [48, 49, 50, 51].

1.3 Apports

La notion de parcimonie intervient au coeur d’un grand nombre d’applications.
La compression (l’approximation) est sans doute l’application qui vient en premier
à l’esprit. Mais c’est, dans le début des années 90, grâce aux travaux de Donoho sur
l’estimation statistique [23], que la notion de parcimonie s’est développée. La séparation
de sources et l’acquisition compressée ont permis, par la suite, de poursuivre son essor.
Ces deux domaines d’applications, plus précisément la contribution de la parcimonie
à ces domaines, seront développés dans le premier chapitre (état de l’art) de chaque
partie.

1.3.1 Approximation et Compression

De nos jours, le volume des données créées croît plus rapidement que les capacités de
stockage, et beaucoup plus vite que la bande passante nécessaire à leur transmission. Il
est, par conséquent, naturelle de chercher à compresser les données afin de les stocker ou
les transmettre. Le but de la compression d’un signal est de réduire la dimensionN de ce
signal, tout en gardant l’information nécessaire à sa reconstruction. Les algorithmes de
compression sont basés sur deux critères, qui sont le taux et la qualité de la compression.
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Il existe plusieurs approches de compression. La compression par transformation en est
un exemple. Cette approche procède en deux étapes, elle consiste à

1. décomposer un signal dans une base orthogonale ;

2. puis, quantifier les coefficients x de décomposition du signal dans cette base.

Etant donné un taux de compression fixé, l’approximation par les k-meilleurs termes
consiste à retenir les k plus grands coefficients de décomposition. Il est à noter que ce
processus de réduction de dimension est adaptatif dans le sens où, les indices des
coefficients que l’on garde dépendent du signal à compresser. Ceci n’empêche pas son
utilisation dans différentes applications (JPEG 2000).
La qualité de compression dépend du choix de la base orthogonale. Le théorème suivant
montre une équivalence entre la parcimonie du signal et l’efficacité de la compression
de celui-ci.

Théorème 1.1 (Donoho [52]) Soit q > 0, on pose m = 1/q−1/2. Alors, ils existent
deux constantes positives α1 et α2 vérifiant :

α1 ‖x‖c,m ≤ ‖x‖ω`q ≤ α2 ‖x‖c,m

où ‖x‖c,m = sup
k≥1

km ek(x) mesure la vitesse de décroissance de l’erreur ek(x) d’ap-

proximation par les k-meilleurs termes.

1.3.2 Débruitage

L’estimation des signaux dans un milieu bruité est un cadre qui a été largement étu-
dié dans les domaines de traitement du signal et de statistiques. Le problème a été donc
abordé de différentes façons et plusieurs méthodes d’estimation ont été développées.
Par exemple, on peut citer les travaux de Wiener [53], d’Ephraïm-Malah [54] ou Stein
[55], pour n’en citer que quelques uns. Mais c’est dans les années 90, que les travaux
de Donoho et son équipe ont révolutionné la théorie de l’estimation statistique, grâce
notamment aux estimateurs de seuillage dans les bases d’ondelettes et paquets d’onde-
lettes (wavelet shrinkage [23]). Ces travaux exploitaient les progrès récents en théorie
des ondelettes pour concevoir un opérateur d’estimation non-linéaire simple et efficace.
Plus généralement, Donoho a montré le rôle important que jouait la parcimonie dans
l’efficacité des estimations.

Pour mieux voir l’apport de la parcimonie au débruitage, formalisons mathématique-
ment ceci. On considère le modèle suivant :
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yt = xt + bt, t = 1, . . . , n

où y = (yt)1≤i≤n est l’observation bruitée du signal utile x = (xt)1≤i≤n et b = (bt)1≤i≤n

est une réalisation d’un processus aléatoire B. On suppose que B est indépendant du
signal x et que B ∼ N (0, σ2.In).

Le projecteur idéal x̂σ est défini par :

x̂σt =

0 si |xt| < σ

yt si |xt| ≥ σ
(1.3)

pour tout t ∈ J1, nK. En pratique, ce projecteur n’est pas réalisable puisqu’il exige
la connaissance des indices tels que |xt| ≥ σ, or cette information ne peut provenir
que d’un oracle. Cependant, la notion d’estimateur oracle (estimateur nécessitant une
information pertinente sur le signal que l’on cherche à estimer) est très importante dans
l’évaluation des performances d’estimateurs pratiques. Le risque du projecteur idéal est
donné par :

e(x̂σ) = E ‖x− x̂σ‖2 =
n∑
t=1

min(x2
t , σ

2).

Dans [23], Donoho et Johnstone ont montré que les seuillages dur et doux para-
métrisés avec un seuil bien choisi permettent d’atteindre les performances du risque
du projecteur idéale à un facteur logarithmique multiplicatif près. On rappelle que le
seuillage dur est semblable au projecteur idéal à la différence que la condition porte
sur l’observation au lieu du signal. Le seuillage doux contrairement au seuillage dur
atténue les observations d’une valeur égale au seuil au lieu de garder la valeur intacte
et forcer à zéro les autres (comme pour le seuillage dur)

Théorème 1.2 (Donoho et Johnstone [23]) On suppose que n ≥ 2 et que
y ∼ N (x, σ2.In). Soit x̃ une estimation de x via un seuillage dur ou doux de paramètre
σ
√

2 log n. Alors :

e(x̃) = E ‖x− x̃‖2 ≤
(
σ2 +

n∑
t=1

min(x2
t , σ

2)
)
.

En outre, le théorème suivant montre une équivalence entre la parcimonie du signal et
l’efficacité de l’estimation de celui-ci dans un milieu bruité.
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Théorème 1.3 (Donoho [52]) Soit q > 0, on pose r = 1 − q/2. Alors, ils existent
deux constantes positives β1 et β2 vérifiant :

β1 ‖x‖e,r ≤ ‖x‖ω`q ≤ β2 ‖x‖e,r

Avec ‖x‖e,r = sup
ε>0

(ε−2r e(x̂ε))1/2 mesure la vitesse de décroissance du risque e(x̂ε)

d’estimation par un projecteur idéal.

Ainsi, la parcimonie joue un rôle important dans différents domaines puisqu’elle
conduit à des bonnes performances. Nous nous intéressons dans la suite aux contribu-
tions de la parcimonie à la robustesse des méthodes de séparation de sources via les
tests statistiques et à l’acquisition compressée des signaux à alphabet fini.
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Tests statistiques pour les méthodes
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Cette partie est consacrée à l’apport de tests statistiques aux méthodes de sépa-
ration de sources fondées sur la parcimonie des signaux sources. Nous nous plaçons
dans le cadre de la séparation aveugle de sources (SAS). Les différentes méthodes SAS
fondées sur la parcimonie des sources introduisent des paramètres empiriques. La per-
formance de ces méthodes dépend du choix de ces paramètres. En général, la valeur de
ces paramètres est relative aux expérimentations effectuées : niveau de bruit, données
et/ou application traitées, etc. Cette sensibilité constitue une faiblesse de ces méthodes.

Le premier chapitre concerne les méthodes SAS classiques fondées sur l’hypothèse
de parcimonie des sources. Ces méthodes procèdent en deux étapes : l’estimation de la
matrice de mélange puis l’estimation des différentes sources. Nous rappelons ces étapes
puis mettons en évidence les paramètres empiriques nécessaires pour celles ci.

Dans le second chapitre, deux tests statistiques sont proposés pour réduire le nombre
de ces paramètres empiriques.

Le troisième chapitre concerne les aspects expérimentaux d’évaluation des tech-
niques de séparation de sources. pour la séparation de sources. Nous appliquons les
tests statistiques décrits dans le chapitre précédent à plusieurs méthodes SAS clas-
siques, notamment à la méthode de projection en sous-espaces. Nous montrons que nos
algorithmes statistiques réduisent le nombre de paramètres empiriques et permettent
dans certain cas d’effectuer une meilleure séparation.

Enfin, dans un quatrième chapitre, nous terminerons cette partie par une conclusion.

Les travaux présentés dans cette partie ont donné lieu à une publication dans la
revue EURASIP journal on Advances in Signal processing [14] et un article dans la
conférence ICASSP [15].
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CHAPITRE

2 La séparation de sources

2.1 Introduction

La séparation de sources est un problème qui vise à reconstruire/estimer les signaux
sources à partir des mélanges obtenus par un réseau de capteurs. L’étude de ce problème
n’est pas très récente, cependant, elle continue à susciter de l’intérêt. Ce sujet très actif
continue encore à être d’actualité. Dans la littérature, on parle souvent de séparation
aveugle de sources (SAS). Cette terminologie correspond à un manque de connaissance
a priori sur le processus de mélange. La SAS est un important sujet de recherche
qui trouve application dans de nombreux domaines tels le traitement audio [7, 8], les
télécommunications [9, 10], l’ingénierie biomédicale [11, 12] ou encore le traitement
radar [13]. Les problèmes de SAS peuvent être classés selon la nature du mélange et
des sources. La nature du mélange dépend de trois paramètres. Le premier paramètre
concerne les paramètres du mélange, c’est à dire le rapport entre le nombre de mélanges
n et le nombre de sources présentes dans les différents mélanges N . Un mélange est
dit sous-déterminé (resp., sur-déterminé) si n/N < 1 (resp., n/N ≥ 1). Un second
paramètre indique si le mélange est linéaire ou non linéaire. Dans le cadre de cette thèse,
nous supposons les mélanges linéaires. Cette hypothèse rend le problème plus facile à
traiter que le cas général où les mélanges sont non-linéaires (par exemple [56, 57, 58]).
Néanmoins, l’hypothèse est acceptable dans de nombreuses applications. Enfin, un
troisième paramètre qui qualifie la nature même du mélange. Lorsque les mélanges sont
obtenus par combinaisons linéaires des différentes sources au même instant, le mélange
est dit linéaire instantané. Le mélange est convolutif si au moins un des mélanges
dépend de plusieurs versions retardées d’une même source. En ce qui concerne la nature
des sources, plusieurs types de signaux ont été abordés tels que les signaux à alphabet
fini [59, 60, 61], à cohérence temporelle [62], les signaux non stationnaires [63, 64], ou
même cyclostationnaire [65]...

Le problème de SAS a été abordé de différentes façons. Suivant la nature du mélange
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et des sources, il existe plusieurs types d’approches de SAS adaptées plus ou moins à
ce modèle. Parmi elles, on peut citer les approches d’analyse en composantes indépen-
dantes [66, 67, 68, 69], l’approche de factorisation en matrices non-négatives, ou encore
les techniques de SAS fondées sur la représentation parcimonieuse des sources ...

2.2 L’approche d’analyse en composantes indépen-

dantes

Les premières tentatives de séparation de sources sont apparues dans le cadre d’un
problème de décodage du mouvement en neurobiologie. Dans [70, 71, 72], Jutten et
Hérault ont développé un algorithme de séparation, en absence de bruit, de n sources à
partir de n mélanges à base d’un réseau neuromimétrique. Ces travaux ont donné nais-
sance au concept d’Analyse en Composantes Indépendantes (ACI). Formalisé plus pré-
cisément par Comon dans [69], l’ACI est devenue une approche incontournable en SAS.
L’ACI consiste à résoudre le problème de SAS en estimant les sources par une trans-
formation linéaire qui minimise la dépendance des sources. Historiquement, l’analyse
en composantes indépendantes (ACI) peut être vue comme une extension de l’analyse
en composantes principales (ACP), vu que l’ACP n’impose qu’une décorrélation des
sources. La seule indépendance au second ordre ne permet pas de résoudre le problème
de SAS. En effet, l’ACP introduit une indétermination à une matrice orthogonale près
sur l’estimation de la matrice de mélange. L’ACI fondée sur une indépendance aux mo-
ments d’ordre supérieur à deux, donc une hypothèse plus forte, permet de lever cette
indétermination introduite si l’on utilise uniquement l’ACP. Afin d’obtenir l’indépen-
dance des sources, l’approche de base consiste à minimiser l’information mutuelle des
sources estimées. L’information mutuelle est une notion liée à la théorie de l’informa-
tion qui s’annule lorsque les sources sont indépendantes. Différentes techniques ont été
proposées pour l’ACI chacune exploitant une propriété statistique des sources. Parmi
ces propriétés, citons la non-stationarité [73, 63, 64] et la corrélation temporelle [62, 74].
Cependant, la propriété la plus exploitée dans l’ACI est celle de la non-gaussianité des
sources. Dans ce contexte, il est donc naturel de chercher à maximiser la valeur absolue
des cumulants d’ordre supérieur à deux tel que le kurtosis [66], puisque ceux ci sont nuls
pour une Gaussienne. Tel que nous l’avons présenté, l’ACI se focalise uniquement sur
l’estimation de la matrice de mélange qui maximise l’indépendance des sources. Pour
cause, l’ACI a été développée principalement pour la SAS dans le cadre de mélange
sur déterminé. Dans ce cadre, le problème de séparation de sources est équivalent à
celui de l’estimation de la matrice de mélange. Les sources sont obtenues par inversion
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généralisée [29]. Dans le cadre sous-déterminé, nous sommes en présence d’un manque
d’informations. Il est donc assez naturel d’utiliser l’algorithme EM (Expectation Maxi-
mization, en anglais) [75] pour l’estimation de la matrice de mélange et des sources.
Cependant, ce type d’approche nécessite des informations a priori sur la distribution
des sources.

2.3 L’approche de factorisation en matrices non-

négatives

La factorisation en matrices non négatives (NMF pour Non-negative Matrix Fac-
torization) est une méthode de réduction dimensionnelle fréquemment utilisée pour
extraire des formes caractéristiques sous-jacentes à des processus complexes. Initiale-
ment, la NMF a été proposée par Lee et Seung [76]. Ces travaux ont été inspirés par
les travaux antérieurs de Paateero [77] sur la factorisation en matrices positives. Etant
donnée une matrice non-négative V de dimension n ×N , le but de la NMF est d’ap-
proximer V par le produit de deux matrices non-négativesW etH respectivement de
dimension n × r et r × N , en minimisant une erreur de reconstruction D(V ‖WH).
L’entier naturel r est généralement choisi de telle sorte que nr + rN � nN , ce qui
permet de réduire la dimension des données. Concernant l’erreur de reconstruction, dif-
férentes mesures D(·‖·) ont été étudiées. Citons, par exemple, la distance Euclidienne
[76], la divergence de Kullback Leibler (généralisée) [78], la divergence d’Itakura-Saito
[79] ou encore les divergences Bregman [80] et Csiszar [81]. Lee et Seung proposent une
règle de mise à jour multiplicative qui est équivalente à une descente de gradient avec
un pas particulier. La simplicité de cette règle de mise à jour a sans doute contribué
à la popularité de la NMF. Depuis, plusieurs algorithmes ont été proposés [82, 83].
D’abord introduite en traitement d’image par Lee et Seung [76] pour la reconnaissance
de visages, la NMF est depuis largement utilisée pour divers problèmes et dans diffé-
rents domaines d’applications [76, 84, 85]. Cependant, c’est en traitement audio que
la NMF a suscité le plus grand intérêt, notamment en identification sonore [86, 87],
en transcription musicale [88] ou encore en séparation de sources [89, 90, 91, 92] où la
matrice V représente le spectre d’amplitude d’un signal audio. Ainsi, la NMF cherche
à décrire le spectre comme une combinaison de composantes élémentaires récurrentes
dans le mélange. Souvent, un assemblage de ces éléments simples donne une bonne
estimation des différentes sources présentes. Cependant, l’arbitraire des composantes
produites constitue un problème de l’approche de SAS fondée sur la NMF. Afin de
pallier ce problème, plusieurs travaux ont émergé. Ces travaux sont basés sur l’ajout
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de contraintes supplémentaires telle la mélodicité [93, 94], la régularité [95, 96], l’inva-
riance par translation [97, 98] ou encore la parcimonie [91].

2.4 Méthodes SAS fondées sur la parcimonie

2.4.1 Modèle

Nous considérons le système de mélange instantané :

x(t) = As(t) + b(t), (2.1)

où t varie dans un certain ensemble fini de périodes d’échantillonnage tel que, pour
tout t appartenant à cet ensemble, s(t) = [s1(t), s2(t), · · · , sN(t)]T est le vecteur des N
signaux sources, x(t) = [x1(t), x2(t), · · · , xn(t)]T représente le vecteur d’observations
de dimension n, A = [a1,a2, · · · ,aN ] est la matrice de mélange de dimension n×N et
b(t) = [b1(t), b2(t), · · · , bn(t)]T représente le bruit additive. On note, pour i ∈ J1, nK et
j ∈ J1, NK, (aij) les coefficients de la matrice A et on suppose que (bk(t))1≤k≤n est une
suite de processus aléatoires Gaussiens, mutuellement décorrélés et indépendants des
sources. Dans la suite, sauf mention contraire, nous aborderons le cas sous déterminé
(n < N). Sans perte de généralité, nous supposons que les vecteurs colonnes de A sont
de norme unité, c’est à dire ‖ai‖ = 1 pour tout i ∈ J1, NK. En effet, dû à l’indétermi-
nation par rapport à l’échelle, les colonnes de la matrice A ne peuvent être estimées
qu’à une constante multiplicative près.

2.4.2 Principe

La parcimonie ou plus précisément l’existence d’un domaine où les différents signaux
sont parcimonieux constitue un principal atout permettant de résoudre le problème de
SAS dans le cadre sous déterminé [99]. Dictée par la nature des signaux que l’on va
traiter pour l’évaluation des algorithmes proposés, on s’intéressera au domaine temps-
fréquence. Cependant, toute autre transformation parcimonieuse inversible peut être
utilisée. Le traitement temps-fréquence des signaux [100] fournit un cadre efficace pour
analyser les signaux non stationnaires, dont les caractéristiques fréquentielles évoluent
dans le temps. Il nécessite la représentation du signal dans un espace à deux dimensions,
qui est, le domaine temps-fréquence, fournissant ainsi une distribution de l’énergie
du signal en fonction du temps et de la fréquence simultanément. L’exploitation des
différences dans les distributions propre à chaque source constitue la base des méthodes
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de séparation de sources temps-fréquence.
Dans la pratique, la transformée de Fourier à court terme (TFCT) est la représentation
temps-fréquence la plus utilisée. Le processus de mélange peut être modélisé dans le
domaine temps-fréquence par l’intermédiaire de la TFCT comme suit :

Sx(t, f) = ASs(t, f) + Sb(t, f), (2.2)

où Sx(t, f), Ss(t, f) et Sb(t, f) sont respectivement les vecteurs des coefficients de la
TFCT au point temps-fréquence (t, f) des observations, des sources et du bruit. Etant
donné x(t), notre but est d’estimer s(t) ou de manière équivalente Ss(t, f). Dans le cas
sous déterminé, il est utile de considérer les deux problèmes suivants :

– L’estimation de la matrice de mélange : les différentes colonnes (ai)1≤i≤N sont
estimées afin d’obtenir une estimation de la matrice de mélange A.

– Puis, l’estimation des signaux sources connaissant une estimée de la matrice
A : une solution particulière de l’équation (2.2) est choisie en utilisant des
contraintes appropriées.

Toutes les méthodes de SAS, où plus de sources sont présentes que de mélanges, ne
décomposent pas forcément le problème en deux sous problèmes séparés. En effet, à
titre d’exemple citons les articles [101, 102], où les deux étapes sont fusionnées en une
maximisation de la vraisemblance des données. Un autre exemple est celui des méthodes
de séparation de sources avec un seul capteur [103]. En générale, les méthodes de
SAS basées sur la parcimonie procèdent en deux étapes. Ainsi, dans cette partie, nous
suivons une approche de SAS en deux étapes. La figure 2.1 présente un organigramme
d’une telle approche.

Nous détaillons maintenant quelques techniques d’estimation de la matrice de mé-
lange et d’estimation des signaux sources exploitant l’hypothèse de parcimonie. L’ob-
jectif n’étant pas de donner une étude bibliographique exhaustive des techniques exis-
tantes, mais de détailler les méthodes qui nous concernent directement. Un éventail
plus large des techniques de SAS dans le cas sous-déterminé peut être trouvé dans
[104].

2.4.3 Estimation de la matrice de mélange

Les méthodes de SAS basées sur la parcimonie des signaux dans le domaine temps-
fréquence partagent l’hypothèse principale suivante :
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Figure 2.1 — Organigramme des algorithmes de SAS procédants en deux étapes
dans le domaine temps-fréquence.

Hypothèse 2.1 Pour chaque source, il existe un ensemble de zones temps-fréquence
où seule cette source est présente.

Une zone temps-fréquence peut désigner un point temps-fréquence [1, 105] ou une
série de points temps-fréquence temporellement adjacents [106, 107]. L’hypothèse 2.1
est souvent raisonnable grâce à la parcimonie des représentations temps-fréquence des
différentes sources, surtout quand le nombre de sources est modéré. En effet, plus
les signaux sont décorrélés et parcimonieux en temps-fréquence plus la combinaison
linéaire de ces sources fera apparaître ces zones temps-fréquence. Toutefois, notant
que si cette hypothèse n’est pas satisfaite, c’est à dire qu’il existe une source qui n’est
présente toute seule dans aucune zone temps-fréquence (source cachée), les auteurs dans
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[106] proposent une technique itérative qui permet éventuellement de rendre visible ces
sources. La technique consiste à supprimer la contribution des sources visibles (e.g.
la source i) dans les différentes observations en estimant les paramètres du mélange
propres à ces sources (ai) par n’importe quelle procédure d’estimation de paramètres
de mélange décrite dans cette partie. Par cette réduction de nombre de sources, on
espère rendre visible les sources qui étaient initialement cachées par d’autres sources.
La figure 2.2-(a) présente une telle situation où seule la source 1 est visible. Les sources
2 et 3 ne sont pas visibles. Cependant, en annulant la contribution de la source visible
1, les sources 2 et 3 deviennent visibles (figure 2.2-(b)).
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Figure 2.2 — Procédure itérative de traitement des sources cachées dans un mé-
lange. (a) Exemple de recouvrement temps-fréquence dans un mélange de trois
sources. Les sources 2 et 3 ne sont pas visibles. En supprimant la contribution de
la source 1, nous obtenons un nouveau mélange. (b) Recouvrement temps-fréquence

dans le nouveau mélange où toutes les sources sont visibles.

Comme nous l’avons déjà signalé, la première étape des méthodes de SAS dans le
cas sous déterminé consiste à estimer la matrice de mélange A pour ensuite estimer
les signaux sources. Dans la plupart des algorithmes de séparation de source en deux
étapes [1, 108, 106, 109, 110, 111], une sélection autosource est effectuée. Par sélection
autosource, on désigne la détection de régions temps-fréquence où une seule source est
présente. L’intérêt de la sélection d’un point temps-fréquence est la suivante :

Soit (t, f) un point temps fréquence où une seule source est présente. Notons, par
exemple, i l’indice de cette source et supposons que les observations ne sont pas bruitées.
L’équation (2.2) devient alors
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Sx(t, f) = Ssi(t, f) · ai (2.3)

Ainsi, étant donné un tel point, nous pouvons estimer le vecteur normalisé ai à par-
tir de Sx(t, f). Dans le cas bruité, pour estimer ai, il suffit de moyenner sur tous les
points temps-fréquence où la source i est présente. La figure 2.3 illustre bien ce résul-
tat pour un mélange de 2 capteurs et 3 sources. Cette figure, dénommée diagramme
de dispersion, représente la partie réelle des points (Sx1(t, f),Sx2(t, f)) lorsque (t, f)

parcourt l’ensemble des points temps-fréquence. On en déduit que la connaissance de
points temps-fréquence où une seule source est présente permet de rendre le problème
d’estimation de la matrice de mélange trivial.
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Figure 2.3 — Diagramme de dispersion dans le domaine de parcimonie des sources.

Nous pouvons décomposer les différentes techniques proposées pour estimer les pa-
ramètres de mélanges en deux classes. La première classe de méthodes, basée sur le
diagramme de dispersion global, estime les paramètres de mélanges en utilisant la majo-
rité des points temps-fréquence. Les approches présentées dans [108, 105, 112, 113, 114]
appartiennent à cette classe. Les coefficients de la matrice de mélange sont par exemple
estimés par un algorithme de classification, type kmeans, sur des paramètres du dia-
gramme de dispersion 2.3, ou encore en étudiant les pics de l’histogramme des direc-
tions spatiales [105, 113, 112]. Une autre approche similaire a été proposée par Bofill
et Zibulevski [108]. Cette approche consiste à estimer les paramètres de mélanges en
maximisant une fonction potentielle Φ sur une grille discrète de directions. En cal-
culant pour chaque point du diagramme de dispersion z1(t, f), z2(t, f) les grandeurs
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l(t, f) =
√

(z1(t, f))2 + (z2(t, f))2 et θ(t, f) = tan−1(z1(t, f)/z2(t, f)), les directions
des vecteurs colonnes de la matrice de mélange A sont données par les maxima locaux
de la fonction potentielle

Φ(θk) =
∑
(t,f)

l(t, f)φ(λ(θk − θ(t, f)))

où θk = π/2K + kπ/2K, k ∈ J1, KK est une grille discrète de directions et φ = 1− α
π/4

pour |α| < π/4 et nulle sinon.
Les paramètres α,K et λ sont des paramètres de l’approche d’estimation. D’autre
part, les auteurs proposent une étape de sélection des points temps-fréquence d’énergie
significative, c’est à dire les points temps-fréquence tels que l(t, f) > h. La valeur du
seuil h a été fixée à 0.3, environ un tiers de la tranche dynamique.

La seconde classe de méthodes est basée sur le diagramme de dispersion local.
Cette classe relaxe l’hypothèse de présence d’une seule source à chaque points temps-
fréquence, en supposant qu’il peut exister des points temps-fréquence où plusieurs
sources se recouvrent à condition que l’hypothèse 2.1 soit satisfaite. Pour estimer la
matrice de mélange, une technique de sélection de points autosources est alors proposée.
La technique de SAS présentée par Aïssa-El-Bey et al. dans [1] et que l’on notera
SUBSS, proposent de sélectionner les points autosources en appliquant une procédure
de seuillage. Plus précisément, pour chaque point temps-fréquence (t, f) on applique le
critère suivant :

Si
‖Sx(t, f)‖

max
u
{‖Sx(t, u)‖}

> ε2, garder (t, f) (2.4)

où ε2 est un seuil empirique (typiquement, ε2 = 0.05). Les coefficients de la matrice A
sont ensuite estimés via une procédure de classification de type kmeans des vecteurs :

v(t, f) =
Sx(t, f)

‖Sx(t, f)‖

où (t, f) parcourt l’ensemble des points autosources sélectionnés par la procédure (2.4).
Les N classes obtenues, notées {Ci|i ∈ J1, NK}, permettent alors d’estimer les para-
mètres de mélanges et d’identifier Ωi l’ensemble des points temps-fréquence correspon-
dant à la présence de la même source i. Clairement, les vecteurs colonnes ai de la
matrice de mélange A sont estimés comme les centroïdes des différentes classes
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âi =
1

#(Ωi)

∑
(t,f)∈Ωi

v(t, f).

Une autre approche d’estimation des paramètres de mélanges a été proposée par Arbard
et Deville dans [106]. Les auteurs proposent une méthode de SAS nommée TIFROM
(TIme Frequency Ratio Of Mixtures, en anglais). L’estimation de la matrice de mélange
dans TIFROM relaxe également l’hypothèse de présence d’une seule source à chaque
points temps-fréquence. En définissant une zone temps-fréquence comme une série Γq de
M fenêtres (points) temps-fréquence temporellement adjacents en demi-recouvrement,
ils supposent que l’hypothèse 2.1 est satisfaite. Pour illustrer leur approche, considérons
le cas de deux capteurs n = 2. L’extension à n capteurs a été présentée dans [115].
Les zones temps-fréquence autosources sont identifiées et traitées pour l’estimation
des paramètres de la matrice de mélange en étudiant respectivement la variance et la
moyenne des rapports d’observations suivants :

α(t, f) =
Sx1(t, f)

Sx2(t, f)

Sous l’hypothèse que la variation des sources est incohérente sur les M points temps-
fréquence qui forment une zone temps-fréquence, les zones autosources correspondent
aux zones (Γq, fk) de variance nulle. Cette variance est calculée comme suit

var[α](Γq, fk) =
1

M

M∑
j=1

|α(tj, fk)− ᾱ(Γq, fk)|2 , (2.5)

où ᾱ(Γq, fk) est la moyenne des rapports d’observations sur la zone temps-fréquence
(Γq, fk), et est définie par

ᾱ(Γq, fk) =
1

M

M∑
j=1

α(tj, fk). (2.6)

D’après l’équation (2.3), en notant i l’indice de la source présente dans la zone temps-
fréquence autosource (Γq, fk), cette moyenne est égale au rapport a1i/a2i et permet
ainsi d’estimer les coefficients de la matrice de mélange (la colonne ai est supposée de
norme unité).

Pour résumer, la procédure de base pour estimer la matrice de mélange dans TIFROM
consiste à classer les moyennes de l’expression (2.6) par ordre croissant des variances
définies par (2.5) en fonction de toutes les zones temps-fréquence (Γq, fk). Puis à sélec-
tionner les N différentes premières valeurs.
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Une amélioration de cette procédure d’estimation des paramètres de mélanges a été
proposée par Deville et al. dans [116]. En posant

β(t, f) =
Sx2(t, f)

Sx1(t, f)

β̄(Γq, fk) =
1

M

M∑
j=1

β(tj, fk)

var[β](Γq, fk) =
1

M

M∑
j=1

∣∣β(tj, fk)− β̄(Γq, fk)
∣∣2 ,

la modification consiste à rechercher les zones autosources à l’aide du paramètre :

min{var[α](Γq, fk), var[β](Γq, fk)} (2.7)

La détection est réalisée en classant les moyennes de l’expression (2.6) par ordre crois-
sant des paramètres définies par l’équation (2.7) en fonction de toutes les zones temps-
fréquence (Γq, fk), au lieu des seules variances var[α](Γq, fk). Ceci permet de rendre la
procédure de détection symétrique par rapport aux sources.

Deville et al. proposent dans [107, 117, 118] plusieurs techniques de détection des
zones temps-fréquence autosources. Ces techniques similaires à celle de TIFROM, uti-
lisent des critères basés sur la cohérence et la corrélation au lieu de la variance définie
par l’expression (2.5).

2.4.4 Estimation des signaux sources

Cette section présente un certain nombre de techniques utilisées dans la phase
d’estimation des sources des algorithmes de SAS. Dans le cas sous déterminé, le système
(2.2) a moins d’équations que d’inconnues, et donc il admet (en général) une infinité de
solutions. Afin de reconstruire les signaux originaux, des hypothèses supplémentaires
sont nécessaires, notamment la parcimonie des signaux sources.

En supposant que les sources soient quasi-disjointes dans le domaine temps-fréquence,
les signaux originaux s’estiment à l’aide d’un masque temps-fréquence. C’est le prin-
cipe de reconstruction dans la méthode de SAS DUET [105, 109] (pour Degenerate
Unmixing Estimation Technique , en anglais). En effet, comme l’estimation des para-
mètres de mélange fournit une répartition des supports des sources dans le domaine
temps-fréquence, la TFCT estimée de la source si est calculée par :
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Ŝsi(t, f) = âHi Sx(t, f) · 1Ωi(t, f) (2.8)

où Ωi est le support de la source si et 1B est la fonction indicatrice de l’ensemble
B. En générale, cette procédure attribue une source à chaque point temps-fréquence,
même si ce point est dû au bruit seul, ce qui dégrade les performances globales de la
procédure. Afin de pallier ce problème, les points temps-fréquence d’énergie significative
sont sélectionnés. Dans [1], par exemple, cette sélection est réalisée via un seuillage dont
le seuil est fixé de façon empirique.

Bien que les méthodes TIFROM et TIFCORR n’exigent pas que les sources soient
quasi-disjointes, elles souffrent cependant de la même limitation que les méthodes uti-
lisant les masques temps-fréquence, dans le sens où la phase d’estimation des sources
assigne aussi les points temps-fréquence où seul le bruit est présent aux différentes
sources. Ceci est dû au fait que ces méthodes ont été développées dans le cas de mé-
lange sans bruit. Les auteurs de [106, 107] ont étudié uniquement l’influence du bruit
sur l’estimation de la matrice de mélange. Cependant, ce bruit a une influence aussi sur
l’estimation des sources. Suivant les données du problème (détermination, nombre de
sources cachées), les sources sont estimées dans TIFROM par inversion globale ou par
atténuations successives. Pour illustrer cette limitation, supposons que n = N , c’est à
dire le cas déterminé, et que l’hypothèse 2.1 est satisfaite. L’inversion globale consiste
à inverser la matrice de mélange estimée Â fournie dans la première phase :

Ŝs(t, f) = Â−1Sx(t, f)

Donc, en un point temps-fréquence comportant uniquement du bruit, le mélange sera
réparti sur les différentes sources.

Connaissant une estimée de la matrice de mélange, une autre approche d’estimation
des sources consiste à reconstruire les sources par minimisation sous contrainte de
parcimonie. Comme nous l’avons vu dans le premier chapitre, la norme `1 est une
bonne mesure de parcimonie. Ainsi, Bofill et Zibulevski, dans le cas sans bruit, propose
de résoudre l’optimisation suivante :

arg min
z(t,f)

‖z(t, f)‖1 sous la contrainte Sx(t, f) = Az(t, f). (2.9)

En présence de bruit, la contrainte doit être modifiée de manière à prendre en compte
l’écart type du bruit. Dans la pratique, cet écart type du bruit est inconnu et doit être
estimé.
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Enfin, Aïssa-El-Bey et al [1] propose une technique d’estimation des sources basée sur
la projection en sous-espace. L’approche fait appel aux deux hypothèses suivantes :

Hypothèse 2.2 En tout point temps-fréquence, le nombre de sources actives est stric-
tement inférieur au nombre n d’observations.

Hypothèse 2.3 Toute sous matrice carrée de A de taille n est de rang plein, c’est
à dire, pour tout J ⊂ {1, 2, · · · , N} tel que #(J ) ≤ n, les vecteurs colonnes (aj)j∈J

sont linéairement indépendants.

L’approche de SAS par projection en sous-espaces identifie les sources présentes en un
point temps-fréquence (t, f) en minimisant :

K = arg min
J
{‖QJSx(t, f)‖ | #(J ) ≤ n}

où QJ est la matrice de projection orthogonale sur le sous espace bruit de la matrice
AJ formée par les colonnes (aj)j∈J . On a donc

QJ = In −AJA#
J

où A#
J est le pseudo-inverse de Moore-Penrose [29] de la matrice AJ .

Après avoir identifier les différentes sources présentes en un point temps-fréquence
(t, f) et grâce à l’hypothèse 2.3, la méthode consiste à résoudre le problème linéaire
localement surdéterminé résultant, c’est-à-dire,

ŜsK(t, f) = A#
KSx(t, f)

Les points temps-fréquence (t, f) traités sont les points temps-fréquence correspon-
dants à la présence de signaux sources. Une étape préliminaire de sélection des points
d’énergie inférieure à un certain seuil empirique est donc réalisée.

37





CHAPITRE 3. TESTS STATISTIQUES POUR LES MÉTHODES SAS BASÉES SUR LA
PARCIMONIE DES SOURCES

CHAPITRE

3 Tests statistiques pour les
méthodes SAS basées sur
la parcimonie des sources

Ce chapitre est le noyau principal de cette partie. Il est dédié à une série d’amé-
liorations qui seront apportées aux méthodes classiques de SAS présentés dans le cha-
pitre précèdent. Ces améliorations concernent la sélection de points temps-fréquence
nécessaires pour l’estimation de la matrice de mélange (sélection autosource) et la sé-
lection de points temps-fréquence pour reconstruire les signaux originaux (sélection
multisource). L’idée principale de l’approche décrite ci-dessous est de formuler ces pro-
blèmes de sélection de points temps-fréquence en problèmes statistiques consistants à
rejeter ou à ne pas rejeter (dans notre cas accepter) la présence de sources dans le bruit,
donnant lieu à deux tests d’hypothèses. Ces deux tests statistiques sont différents. En
effet, l’estimation de la matrice de mélange nécessite la sélection des points où une
unique source est présente, alors que cette contrainte est inutile pour le débruitage et
l’estimation des sources.

La difficulté du problème soulevé par ces tests d’hypothèses binaires est double.
D’une part, la distribution de probabilité des observations est inconnue, car celle ci
dépend des distributions de probabilité des sources qui sont eux-mêmes inconnues.
D’autre part, l’écart type du bruit est aussi inconnu. La décision statistique d’accepter
ou de rejeter la présence de sources ne pourra donc se faire à l’aide de la théorie
de vraisemblance usuelle ou une de ses extensions tel le rapport de vraisemblance
généralisé [119] ou telles les approches basées sur l’invariance, ces approches requièrent
la connaissance des distributions de probabilité mises en jeu.

Pour l’estimation des sources, le détecteur proposé est basé sur un modèle parci-
monieux de sources en présence de bruit. Le détecteur commence par une estimation
de l’écart type du bruit via l’algorithme DATE (pour d-Dimensional Amplitude Trim-
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med Estimator), récemment introduit dans [120] et qui découle du MC-ESE. Puis,
la vraie valeur inconnue de l’écart type du bruit est remplacée par la valeur estimée
dans l’expression d’un test statistique, conçu également dans le cadre d’un modèle
parcimonieux.

Pour l’estimation de la matrice de mélange, nous exploitons la nature physique des
signaux pour détecter les points temps-fréquence où une seule source est présente. Pour
les signaux avec un taux de recouvrement élevé, le SNT (pour Signal Norm Testing)
est approprié pour la sélection de ces points temps-fréquence. Lorsque les signaux ont
un faible taux de recouvrement, nous utilisons directement les points temps-fréquence
fournis par la procédure d’estimation des sources.

La figure 3.1 présente un organigramme de l’approche proposée utilisant les algo-
rithmes DATE et SNT.

3.1 Sélection multisource

Dans cette section, on s’intéresse à l’étape d’estimation des sources. Dans notre mo-
dèle, pour chaque capteur, les observations (coefficients TFCT) sont supposées résulter
de signaux, aléatoirement présents ou absents, dans un bruit additif blanc gaussien
indépendant (BABG). Il est clair que les points temps-fréquence dus au bruit seul sont
inutiles pour estimer les sources. Par conséquent, une phase dans l’étape d’estimation
des sources consiste à détecter les points temps-fréquence où les différentes sources sont
présentes. Détecter ces points temps-fréquence équivaut à décider de la présence ou non
d’un signal d’intérêt en un point temps-fréquence (t, f).

3.1.1 Formulation statistique

Etant donnés un point temps-fréquence (t, f) et i ∈ J1, nK, il est donc naturel de
formuler ce problème par un test d’hypothèse binaire tel que :

{
H0 : Sxi(t, f) = Sbi(t, f)

H1 : Sxi(t, f) = Θ(t, f) + Sbi(t, f),
(3.1)

où Θ(t, f) représente le mélange de signaux éventuellement présents au point temps-
fréquence (t, f).

En supposant que les signaux Sxi(t, f), Sbi(t, f) et Θ(t, f) soient des réalisations de
variables aléatoires complexes X, B et Θ respectivement, nous formalisons ce problème
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Figure 3.1 — Organigramme des algorithmes de SAS proposés à deux étapes.

comme suit :

{
H0 : X ∼ Nc(0, σ2)

H1 : X = Θ +B,
(3.2)

où B ∼ Nc(0, σ2).

La difficulté est la suivante. Bien que Sxi(t, f) peut raisonnablement être modélisée par
une variable aléatoire complexe X, la distribution de probabilité de X ne peut guère
être connue. Les critères de Bayes, du minimax et de Neyman-Pearson, qui reposent sur
l’emploi du rapport de vraisemblance, ne sont donc pas utilisables. Cependant, cette
difficulté peut être surmontée par le recours au modèle parcimonieux.
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3.1.2 Hypothèse de parcimonie du modèle

Pour prendre la parcimonie du modèle, décrite dans l’état de l’art, en compte dans
notre modèle (3.2), nous supposons que :

1. La probabilité d’occurrence de l’hypothèse H1 est inférieure ou égal à un demi,
c’est à dire P(H1) ≤ 1/2.

2. Il existe une certaine valeur α telle que |Θ| > α presque sûrement.

Ces deux hypothèses spécifient le modèle parcimonieux en bornant le manque de
connaissances a priori sur la distribution du signal.

La figure 3.2-(a) affiche le spectrogramme obtenu par TFCT d’un mélange de signaux
audio. Ce spectrogramme présente de nombreuses composantes temps-fréquence de
faible amplitude, voire nulle. Lorsque ce mélange est corrompu par un bruit additif
indépendant comme dans la figure 3.2-(b) , les petites composantes sont masquées
alors que les grandes sont encore visibles. La proportion de ces grandes composantes
reste inférieure ou égale à un demi. L’hypothèse de parcimonie du modèle est donc
raisonnable.

Temps

F
ré

q
u
e
n
c
e

Spectrogramme du mélange sans bruit

(a)

Temps

F
ré

q
u
e
n
c
e

Spectrogramme du mélange bruité (5dB)

(b)

Figure 3.2 — (a) Représentation temps-fréquence d’un mélange de signaux audio.
Plusieurs coefficients sont de faible amplitude, voire nulle. (b) Représentation temps-
fréquence d’un mélange de signaux audio bruité. Les petites valeurs sont masquées
par le bruit. Les grandes valeurs restent visible. Ces valeurs ne sont pas énormément
affectées par le bruit pour peu que le rapport signal à bruit ne soit pas trop élevé. La

proportion de ces coefficients est inférieure ou égale à un demi.
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3.1.3 Test à seuil

Dans ce qui suit, nous modélisons la présence ou l’absence du signal Θ par une
variable aléatoire de Bernoulli ε, définie sur le même espace probabilisé que X, B et Θ

et indépendante de Θ et de B. Nous pouvons écrire le vecteur observé X sous la forme

X = εΘ +B

On a donc P(H1) = P[ε = 1]. Etant donnée une observation Sxi(t, f), le problème est
alors de déterminer la valeur de ε pour cette réalisation, c’est à dire la valeur de l’in-
dice de l’hypothèse qui est vraie. Etant donné un test T , c’est à dire, une application
de Cn vers {0, 1}, on dit alors que T accepte (resp. rejette) l’hypothèse nulle H0 si
T (Sxi(t, f)) = 0 (resp. T (Sxi(t, f)) = 1). En d’autres termes, la valeur de T (Sxi(t, f))

est la décision que l’on prend. La probabilité d’erreur du test est Pe = P(T (X) 6= ε).
Rappelons que dans un cadre de représentation parcimonieuse, nous avons vu que les
techniques de seuillage jouaient un rôle important en estimation de signaux parcimo-
nieux. On s’intéressera donc aux tests à seuil. Pour tout réel h ≥ 0, soit Th le test à
seuil défini pour tout u ∈ C par

Th(u) =

1 si |u| ≥ h

0 si |u| < h.
(3.3)

La probabilité de fausse alarme de ce test est PFA = P(|B| ≥ h). Cette probabilité
ne dépend pas de la loi du signal. Dans de nombreuses applications, telles que le
radar, nous voulons assurer une probabilité de fausse alarme constante fixée à l’avance.
Sachant que B ∼ Nc(0, σ2), la probabilité de fausse alarme est PFA = e−h

2/σ2 .
Ainsi, étant donnée une probabilité de fausse alarme PFA, le seuil qui permet de garantir
cette probabilité pour le test à seuil (3.3) est λ = σ

√
− lnPFA.

Pour prendre en compte l’hypothèse de parcimonie du modèle, les auteurs de [121]
proposent le seuil de détection λD(α, σ) = (σ/

√
2)ξ(α

√
2/σ) comme seuil pour le test

(3.3), où, pour tout réel positif ρ, ξ(ρ) = I−1
0 (eρ

2/2)/ρ et I0 est la fonction de Bessel
modifiée de première espèce d’ordre 0. Notant TPEM le test de vraisemblance. Ce test
qui nécessite la connaissance de toutes les distributions de probabilité mises en jeu, est
le test qui garantie la probabilité d’erreur minimale sur tous les tests possibles. Les
auteurs de [121] montrent alors que la probabilité d’erreur du test TλD(α,σ) et celle du
test TPEM présentent un même maximum global.

Dans [122], les auteurs proposent de choisir α = λu = σ
√

ln 2nL où L est le nombre
total de points temps-fréquence par capteur. L’interprétation est la suivante. La figure
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3.2 montre que les petites valeurs du signal sont masquées par le bruit. Ainsi, toute
valeur ayant le même niveau que le bruit pourra être confondue avec du bruit, seules
les grandes valeurs (par rapport au niveau du bruit) seront détectables. L’amplitude
minimale du signal à détecter est donc la valeur maximale du bruit. Ceci justifie le
choix α = λu, puisque le seuil universel λu correspond à une bonne approximation de
cette valeur maximale.

Il ne reste plus qu’à estimer l’écart type du bruit avec un algorithme d’estimation
robuste. C’est ce que nous décrivons dans la sous section suivante.

3.1.4 Estimation de l’écart type

En ce qui concerne l’estimation de l’écart type du bruit, les solutions usuelles basées
sur des estimateurs robustes standards tels le MAD (pour Median Absolute Deviatione)
[123], le Trimmed ou le Winsorized [124] ne sont pas appropriés. En effet, en consi-
dérant le spectrogramme de la figure 3.2-(b), on peut pressentir que ces estimateurs
ne seront pas précis à cause de la proportion élevée des points temps-fréquence où le
signal est significativement présent. Par conséquent, la proportion de données aber-
rantes (outliers) par rapport à la distribution de probabilité du bruit est élevée. Dans
les articles récents [120], [125], deux nouveaux estimateurs d’écart type du bruit ont été
proposés, à savoir le MC-ESE et le DATE. Ces deux estimateurs reposent sur l’hypo-
thèse de modèle parcimonieux. Nous nous contentons de décrire ces algorithmes dans
le contexte de séparation de sources, une présentation exhaustive et théorique est four-
nie dans [120] et [125]. Néanmoins, signalons que le coût de calcul du DATE est très
inférieur à celui du MC-ESE et que ces deux algorithmes dérivent du même théorème
[3, Théorème 1], d’où leur ressemblance.

MC-ESE

Etant donné i ∈ J1, nK, soient Y i
(1), Y

i
(2), . . . , Y

i
(L) les L valeurs de Sxj(t, f) telles que∣∣∣Y i

(1)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣Y i
(2)

∣∣∣ ≤ · · · ≤ ∣∣∣Y i
(L)

∣∣∣.
1. [Première estimation] :

(a) On choisit une valeur réelle positive Q inférieure ou égale à 1− L
4(L/2−1)2

.

(b) On pose h = 1/
√

4L(1−Q)

(c) On calcule kmin = L/2 − hL. D’après l’inégalité de Bienaymé-Chebyshev
et l’hypothèse que la probabilité de présence du signal est inférieure à un
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demi, la probabilité que le nombre d’observations dû au bruit uniquement soit
supérieur à kmin est supérieure ou égale à Q. Dans la partie de simulations
numériques, pour le calcul de kmin, la valeur de Q a été fixée à 0.95.

(d) On calcule σmin =
∣∣∣Y i

(kmin)

∣∣∣ /√2 et σmax =
∣∣∣Y i

(L)

∣∣∣ /√2. σmin et σmax sont les
bornes de l’intervalle de recherche.

(e) Puis, on résout la minimisation suivante sur [σmin, σmax] par un algorithme
standard telle que la routine fminbnd.m de MATLAB.

σ̃i = arg min
s

sup
`∈J1,LK



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

L∑
r=1

∣∣Y i
(r)

∣∣ I(∣∣Y i
(r)

∣∣ ≤ `s/L)

L∑
r=1

I(
∣∣Y i

(r)

∣∣ ≤ `s/L)

− s√
2

Υ1(`
√

2/L)

Υ0(`
√

2/L)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


où I(A) est la fonction indicatrice de de l’événement A, et pour tout (q, x) ∈
[0,+∞[2, Υq(x) =

∫ x
0
tq+1e−t

2/2dt.

2. [Seconde estimation] :

On améliore la première estimation en posant

σ̂i = η

L∑
r=1

∣∣Y i
(r)

∣∣2 I(
∣∣Y i

(r)

∣∣ ≤ σ̃i)

L∑
r=1

I(
∣∣Y i

(r)

∣∣ ≤ σ̃i)

(3.4)

où η =
√

2Υ0(
√

2)/Υ2(
√

2) = 1.5467.

La valeur finale estimée σ̂ de l’écart type du bruit est alors obtenue en moyennant

les écarts types estimés σ̂i sur tous les capteurs, c’est à dire σ̂ = (1/n)
n∑
i=1

σ̂i.

DATE

Etant donné i ∈ J1, nK, soient Y i
(1), Y

i
(2), . . . , Y

i
(L) les L valeurs de Sxj(t, f) telles que∣∣∣Y i

(1)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣Y i
(2)

∣∣∣ ≤ · · · ≤ ∣∣∣Y i
(L)

∣∣∣.
1. [Intervalle de recherche] :

(a) On choisit une valeur réelle positive Q inférieure ou égale à 1− L
4(L/2−1)2

.

(b) On pose h = 1/
√

4L(1−Q)

45



CHAPITRE 3. TESTS STATISTIQUES POUR LES MÉTHODES SAS BASÉES SUR LA
PARCIMONIE DES SOURCES

(c) On calcule kmin = L/2 − hL. D’après l’inégalité de Bienaymé-Chebyshev
et l’hypothèse que la probabilité de présence du signal est inférieure à un
demi, la probabilité que le nombre d’observations dû au bruit uniquement soit
supérieur à kmin est supérieure ou égale à Q. Dans la partie de simulations
numériques, pour le calcul de kmin, la valeur de Q a été fixée à 0.95.

2. [Existence] :

S’il existe une valeur k dans {kmin, . . . , L} telle que

|Y i
(k)| ≤

(
µi(k)/κ

)
ξ
(√

log(2nL)
)
< |Y i

(k+1)| (3.5)

où

µi(k) =


1
k

k∑
r=1

|Y i
(r)| si k 6= 0

0 si k = 0,

(3.6)

on pose k∗ = k.
Sinon, on pose k∗ = kmin.

3. [Valeur] : L’écart type estimé σ̂i du ième capteur est alors

σ̂i = µi(k
∗)/κ, (3.7)

où κ =
√

2Γ(3/2) avec Γ la fonction de Gamma standard.

La valeur finale estimée σ̂ de l’écart type du bruit est alors obtenue en moyennant

les écarts types estimés σ̂i sur tous les capteurs, c’est à dire σ̂ = (1/n)
n∑
i=1

σ̂i.

3.2 Sélection autosource

Dans cette section, on s’intéresse à l’étape d’estimation de la matrice de mélange.
Nous proposons un test de sélection des points temps-fréquence correspondant à la
présence d’une seule source. Pour effectuer cette sélection, nous faisons la distinction
entre deux cas : les signaux à faible taux de recouvrement et les signaux à fort taux
de recouvrement. Les signaux modulés en fréquence (resp. les signaux audio) sont des
exemples typiques de signaux à faible (resp. fort) taux de chevauchement. Notant que,
pour chaque classe, les procédures d’estimation proposées ci-dessous ont un coût de
calcul raisonnable.
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3.2.1 Le cas de signaux avec un faible taux de recouvrement

Etant donné que les sources ont un faible taux de recouvrement, nous supposons
que les points temps-fréquence sélectionnés par le test à seuil de la section précédente
correspondent, pour la plupart, à des points où une seule source est présente. En
d’autres termes, nous négligeons l’effet des (rares) points où les sources se chevauchent
sur l’estimation de la matrice de mélange, dans la mesure où l’impact de celles ci est
réduit par l’effet de moyenne, essentielle à toute méthode d’estimation de la matrice
de mélange.

3.2.2 Le cas de signaux avec un fort taux de recouvrement

Lorsque les signaux se chevauchent de manière significative dans le domaine
temps-fréquence, nous ne pouvons plus utiliser la procédure décrite précédemment. En
effet, la procédure statistique de la section précédente est destinée à détecter les points
temps-fréquence où les sources sont présentes, alors que maintenant il est nécessaire
de distinguer les points où une seule source est présente. Pour ce faire, on suppose que :

Hypothèse 3.1 L’énergie des points temps-fréquence où plusieurs sources sont pré-
sentes est inférieure à l’énergie des points temps-fréquence où une seule source est
présente.

Cette hypothèse se justifie grâce à la parcimonie. En effet, pour une source donnée,
la parcimonie dans le domaine temps-fréquence impose à peu de points TF d’être actifs,
c-à-d d’avoir une grande énergie. En un tel point TF, il est peu probable qu’une autre
source y soit très active. L’énergie des points temps-fréquence où une seule source
présente est donc supérieure aux autres.

Notre but est donc de détecter les points temps-fréquence où l’énergie du signal est
assez grande en présence de bruit. Fondamentalement, ce problème revient à comparer
|ASs(t, f)| à un certain seuil τ . La valeur de τ 2 représente donc le niveau d’énergie
minimal à partir duquel on considère que l’énergie du signal est assez grande pour
supposer qu’une seule source est présente au point (t, f). Pour tout réel strictement
positif λ, il résulte du lemme [126, Lemme 4, résultat (iii)] que :

P
[
|Sx(t, f)| > λ

∣∣ |ASs(t, f)| < τ
]
≤ 1−Fχ2

2n(τ2/σ2)

(
λ2/σ2

)
, (3.8)
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où Fχ2
d(δ) (·) est la fonction de répartition d’une loi χ2 non centrée de paramètre δ et

à d degrés de liberté. Puisque chaque Sx(t, f) est un vecteur aléatoire complexe de
dimension n et, donc, un vecteur aléatoire réelle de dimension 2n, le degré de liberté
dans (3.8) est 2n.

Etant donné un certain niveau γ ∈]0, 1[, il suffit alors de choisir

λ = λ(τ, γ) = σ
√
F−1
χ2
2n(τ2/σ2)

(1− γ). (3.9)

afin de garantir une probabilité de fausse alarme P
[
|Sx(t, f)| > λ

∣∣ |ASs(t, f)| < τ
]

inférieure ou égale au niveau γ.

Par conséquent, étant donné un point temps-fréquence (t, f) la règle de décision
est :

|ASs(t, f)| < τ si |Sx(t, f)| < λ(τ, γ)

|ASs(t, f)| ≥ τ si |Sx(t, f)| ≥ λ(τ, γ).
(3.10)

Pour estimer la matrice de mélange, nous gardons les points temps-fréquence (t, f)

tels que |Sx(t, f)| ≥ λ(τ, γ). Dans la pratique, sachant que la valeur réelle de σ est
inconnue, nous remplaçons cette valeur par l’estimation σ̂ fournie par le DATE.
Bien que la détection proposée n’introduisent deux paramètres γ et τ , le choix de la
valeur de ces paramètres ne dépend pas du rapport signal à bruit. Le paramètre τ , qui
est indépendant du niveau du bruit, peut être fixé par une petite base de données sans
bruit. De même, le niveau γ peut être déterminée par des tests préliminaires sur une
base de données restreinte mais représentative.
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CHAPITRE

4 Résultats de simulations

Afin d’évaluer les modifications apportées sur quelques algorithmes de séparation
de sources, nous rapportons dans ce chapitre les résultats des simulations effectuées.
On rappelle que le but recherché dans cette partie est de rendre les techniques de
séparation moins sensibles aux différents paramètres dont elles dépendent. La robus-
tesse des performances des techniques de séparation par rapport aux choix des seuils
et donc par rapport aux données constitue le principal critère d’évaluation. Toutefois,
nous montrons que dans certain cas, grâce notamment à l’estimation de l’écart type
du bruit, qu’une amélioration des performances de séparation est obtenue.

4.1 Données de simulations

La matrice de mélange est choisie conformément à [127, Eq. (38)] de façon à modéli-
ser les N sources arrivant à l’ensemble des capteurs à des angles différents θ1, θ2, . . . , θM .
Sauf indication contraire, les signaux sources utilisés sont des signaux de parole aléa-
toirement choisis dans la base de données TI-digits [128]. Cette grande base de données
recueillies dans un environnement calme est couramment utilisée dans le traitement de
la parole. Les signaux de paroles sont échantillonnés à une fréquence de 8 KHz. La
taille de ces signaux est de 8192 échantillons. Nous considérons le cas de 3 mélanges et
4 sources d’angles d’arrivés θ1 = 15 ◦, θ2 = 30 ◦, θ3 = 45 ◦ and θ4 = 75 ◦. Tout au long
de ce chapitre, nous nous positionnerons dans un cadre bruité où le bruit est supposé
blanc Gaussien. Dans la figure 4.1, la colonne de gauche (figures (a)-(d)) représente
temporellement les 4 signaux sources choisis et la colonne de droite (figures (e)-(h))
donne leurs spectrogrammes respectifs.

La figure 4.2 affiche le spectrogramme d’un mélange de signaux sources pour un
rapport signal à bruit (RSB) de 10dB. Comme aucun des coefficients de la matrice de
mélange A générée n’est nul, le spectrogramme des autres mélanges remplit les mêmes
points temps-fréquence avec différentes intensités. Ces spectrogrammes ne sont donc
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(a) (e)

(b) (f)

(c) (g)

(d) (h)

Figure 4.1 — (a)-(d) montrent les formes d’onde des signaux sources originaux dans
le domaine temporel, (e)-(h) affichent les spectrogrammes de ces signaux sources dans

le domaine temps-fréquence.

pas affichés.

Les deux paramètres requis pour l’estimation de la matrice de mélange sont fixés à
τ = 4 and γ = 10−3 (Voir section discussion).

Enfin, la qualité de la séparation est mesurée par l’erreur quadratique moyenne
normalisée (EQMN) :

EQMN =
1

N

N∑
j=1

min
i

{
10 log10

(
1−

(
〈ŝi, sj〉
‖ŝi‖ · ‖sj‖

)2
)}

. (4.1)

Tout au long de ce chapitre, les EQMNs sont calculées sur 100 itérations Monté-
Carlo.
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Figure 4.2 — Spectrogramme d’un mélange des quatre sources de la figure 4.1, pour
un RSB égal à 10dB).

4.2 La méthode SUBSS

L’algorithme SUBSS modifié est obtenu en utilisant à la fois le DATE et le SNT pour
la reconstruction des sources et l’estimation de la matrice de mélange respectivement,
comme cela a été expliqué dans le chapitre précédent. Les formes d’ondes des signaux
sources estimés par l’algorithme SUBSS modifié sont représentées dans la figure 4.3.
Les quatre figures de la colonne de gauche affichent les représentations temps-fréquence
des sources estimées dans le cas sans bruit (RSB = 45dB), et les quatre figures de la
colonne de droite affichent les représentations temps-fréquence des sources estimées
dans le cas bruité avec un RSB égale à 10dB.

Dans la figure 4.4, les performances de séparation de l’algorithme SUBSS modifié
avec et sans débruitage sont comparées à celles obtenues par l’algorithme SUBSS stan-
dard [1]. Le débruitage mentionné ci-dessus est décrit en annexe comme une estimation
linéaire standard.
Nous observons, d’une part, que l’algorithme SUBSS modifié avec débruitage produit
de bien meilleurs résultats en terme d’EQMN que ceux obtenus par l’algorithme SUBSS
original [1]. D’autre part, les algorithmes SUBSS original et SUBSS modifié sans dé-
bruitage ont des performances comparables. Cependant, l’algorithme SUBSS original
[1] repose sur le choix de seuils empiriques qui sont manuellement choisis pour chaque
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(a) (e)

(b) (f)

(c) (g)

(d) (h)

Figure 4.3 — Résultats de simulations : (a)-(d) montrent les formes d’onde des
signaux sources reconstruits par l’algorithme SUBSS modifié dans le cas d’un RSB
= 45dB, (e)-(h) montrent les formes d’onde des signaux sources reconstruits par

l’algorithme SUBSS modifié dans le cas d’un RSB = 10dB.

RSB. En outre, la figure affiche les EQMNs obtenues en utilisant l’estimateur MAD au
lieu du DATE dans le SUBSS modifié sans l’étape de débruitage. L’utilisation du MAD
à la place du DATE induit une perte significative des performances, ce qui illustre la
pertinence du DATE et du modèle parcimonieux.

Dans les figures 4.5 et 4.6, nous présentons les EQMNs obtenues par l’algorithme
SUBSS modifié et l’algorithme SUBSS original lorsque le nombre de sources augmente
pour un RSB = 10dB et RSB = 20dB. Dans les deux figures, on observe une dé-
gradation de la qualité de séparation, car les hypothèses 2.1 et 2.2 sont plus fortes
(une augmentation du nombre de sources implique une augmentation des probabilités
d’interférence).
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Figure 4.4 — EQMN en fonction du RSB : Comparaison des performances des algo-
rithmes SUBSS standard, SUBSS modifié avec et sans débruitage, et de l’algorithme

SUBSS modifié avec l’estimation MAD au lieu du DATE et sans débruitage.
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Figure 4.5 — EQMN en fonction du nombre de sources : Comparaison des per-
formances de l’algorithme SUBSS standard et de l’algorithme SUBSS modifié sans

débruitage.

Nous allons maintenant examiner le cas des signaux complexes modulés en fré-
quence. Ceux ci ont été générés en modifiant légèrement la fonction MATLAB Make-
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Figure 4.6 — EQMN en fonction du nombre de sources : Comparaison des per-
formances de l’algorithme SUBSS standard et de l’algorithme SUBSS modifié sans

débruitage.

Signal.m de la boite à outils WAVELAB, de manière à obtenir des signaux complexes
modulés en fréquence. Les 4 signaux sources utilisés sont s1(t) =

√
t(1− t)eiπT2 t2 ,

s2(t) =
√
t(1− t)e−iπT4 t2 , s3(t) = e−iπTt2 et s4(t) = ei

2
3
πTt, avec t ∈ [0, 1] et une

taille d’observation T = 8192 pour chaque signal. Trois de ces signaux modulés en
fréquence sont des signaux à fréquence modulée linéaire (FML) et un est une pulsation
fréquentielle pure. La figure 4.7 affiche alors les spectrogrammes des quatre signaux
à fréquence modulée, tandis que la figure 4.8 représente le spectrogramme d’un mé-
lange bruité (RSB = 10dB) de ces sources. Les spectrogrammes des autres mélanges
ne sont pas affichés pour les mêmes raisons que celles indiquées précédemment pour les
mélanges de signaux de parole.

Nous évaluons les performances de séparation de l’algorithme SUBSS modifié par
rapport à l’algorithme SUBSS original. Comme spécifié dans la section, les seuils utilisés
pour l’estimation de la matrice de mélange sont ceux de détection multisource. Par
conséquent, aucun paramètre supplémentaire n’est nécessaire. Les résultats obtenus
dans la figure 4.9 montre la pertinence de ce choix des seuils, qui s’explique par le
fait que les signaux traités présentent très peu de chevauchement dans le domaine
temps-fréquence.
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Figure 4.7 — Spectrogramme des quatre signaux sources à fréquence modulée.

4.3 La minimisation `1

L’estimation de l’écart type du bruit est une autre contribution de notre approche
statistique aux méthodes de séparation de sources basées sur la parcimonie. En effet,
certaines méthodes supposent connu l’écart type du bruit. En pratique cette hypothèse
n’est jamais satisfaite et l’on doit estimer cette valeur. Par exemple, Afin de reconstruire
les sources, Bofill et Zibulevsky, dans [108], utilisent la minimisation de la norme `1

(2.9). Dans le cas bruité, ils proposent de résoudre le problème d’optimisation :

arg min
z(t,f)

1

2σ2
‖Sx(t, f)−Az(t, f)‖2

2 + ‖z(t, f)‖1 .

Soit ẑ(t, f) une solution du problème. En posant µ = ‖Sx(t, f)−Aẑ(t, f)‖2
2, alors

ẑ(t, f) est aussi solution du problème

arg min
z(t,f)

‖z(t, f)‖1 sous la contrainte ‖Sx(t, f)−Az(t, f)‖2
2 ≤ µ.
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Figure 4.8 — Spectrogramme d’un mélange des quatre sources de la figure 4.7, pour
un RSB égal à 10dB).
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Figure 4.9 — EQMN en fonction du RSB : Comparaison des performances de
l’algorithme SUBSS standard et de l’algorithme SUBSS modifié sans débruitage pour

les signaux à fréquence modulée.

Suivant [129], nous choisissons de résoudre le problème d’optimisation suivant :
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arg min
z(t,f)

‖z(t, f)‖1 sous la contrainte ‖Sx(t, f)−Az(t, f)‖2
2 ≤ σ2(n+ 2

√
n). (4.2)

Cette approche peut être améliorée de deux façons. Tout d’abord, par la résolution
de ce problème d’optimisation uniquement sur les points temps-fréquence sélectionnés
par la procédure multisource décrite dans la section 3.2. Puis, en remplaçant la vraie
valeur inconnue de l’écart type du bruit par son estimation fournie par le DATE.
Incluant ces deux modifications, nous appellerons cette technique par minimisation `1

modifiée. A cet égard, la figure 4.10 affiche les performances de séparation de sources
par la minimisation (Minimisation `1) et celles de la minimisation `1 modifiée. Nous
observons un gain significatif en terme d’EQMN, ceci est dû essentiellement à la prise
en compte du bruit dans le modèle (problème 4.2). Il est également intéressant de
remarquer que l’erreur d’estimation du DATE n’affecte pas de manière significative les
performances de séparation par rapport au cas où l’écart type du bruit est parfaitement
connu. En effet, la figure 4.10 affiche aussi les performances de séparation lorsque la
sélection multisource et la contrainte de minimisation sont à la fois ajustées avec la
valeur réelle de l’écart type (Minimisation `1 modifiée avec oracle). En revanche, nous
obtenons une perte des performances lorsque l’on estime l’écart type du bruit à l’aide
du MAD (Minimisation `1 modifiée avec MAD). Ce résultat est dû au fait que le DATE
est plus robuste que le MAD.

4.4 La méthode TIFROM

Dans le cas sous déterminé, La méthode TIFROM garantie uniquement une sé-
paration partielle des différentes sources. Par conséquent, afin de mieux évaluer la
contribution de nos tests statistiques, nous considérons le cas déterminé où quatre si-
gnaux de paroles sont mixés (n = N = 4). Les coefficients de la matrice de mélange
sont générés indépendamment à partir d’une loi normale. Dans la figure 4.11, nous pré-
sentons les EQMNs obtenues par le TIFROM, SNT-TIFROM et le SNT-TIFROM mo-
difié, Plus précisément, SNT-TIFROM utilise le SNT pour une pré-sélection des zones
temps-fréquence où une seul source est présente. SNT-TIFROM, comme TIFROM,
n’effectue aucune sélection multisource pour l’estimation des sources. En revanche, le
SNT-TIFROM effectue une sélection multisource et annule les différentes sources aux
points temps-fréquence non sélectionnés. Ces résultats montrent que, sans perte de
performance, le SNT-TIFROM permet une sélection des points temps-fréquence au-
tosources sans recourir au seuil empirique requis par le TIFROM d’origine. En outre,
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Figure 4.10 — EQMN en fonction du RSB : Comparaison des performances de
l’algorithme fondée sur la minimisation (2.9) et les algorithmes cherchants une solution
du problème (4.2) après sélection des points multisources, lorsque l’écart type du bruit

est connue ou estimée via le DATE ou le MAD.

les performances du SNT-TIFROM modifié montre que le seuil de détection ajusté
par le DATE est approprié pour la sélection des points multisources. Nous obtenons
un gain pour des faibles RSB car la sélection multisources agit comme un débruitage
non-linéaire. Ce gain diminue au fur et à mesure que le RSB augmente.

4.5 Masquage binaire (reconstruction DUET)

Dans cette section, on évalue l’apport de la sélection mutlisource basée sur le seuil
de détection qui est ajusté par l’estimation fournie par le DATE à la technique de
reconstruction par masquage binaire. Le masquage binaire, définie par l’équation (2.8),
attribue une source à chaque point temps-fréquence, même si ce point est dû au bruit
seul. Nous appellerons cette technique de reconstruction par "reconstruction DUET"
car celle ci a été utilisée dans la méthode de SAS DUET. En supposant la matrice
de mélange A connue, la figure 4.12 montre les performances de reconstruction. Dans
cette simulation, les signaux traités sont les signaux modulés en fréquence définis ci
dessus, de sorte que l’hypothèse d’orthogonalité des supports des sources soit quasiment
satisfaite. D’une part, nous effectuons une reconstruction en utilisant l’ensemble des
points du plan temps-fréquence (reconstruction DUET). D’autre part, nous considérons
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Figure 4.11 — EQMN en fonction du RSB : Comparaison des performances de la
méthode TIFROM standard , du SNT-TIFROM et du SNT-TIFROM modifié.

la technique de reconstruction DUET modifiée, qui applique le masquage binaire (2.8)
uniquement aux points multisources sélectionnés par notre test d’hypothèse décrit dans
la section 3.2. Les résultats sont similaires à ceux précédemment obtenus dans le cas de
la méthode TIFROM et ses versions modifiées. Ici, l’apport de la sélection multisource
est plus élevé, car la représentation temps-fréquence des signaux modulés en fréquence
est plus parcimonieuse que celle des signaux audio.

4.6 Mélange convolutif

Il existe une grande variété de stratégies possibles permettant de traiter le cadre
convolutif. Ce cadre est plus réaliste que celui d’un mélange instantané dans différentes
applications. Dans le cas de mélanges convolutifs, il est difficile de définir une famille de
méthodes bien établie telle que celle évoquée dans cette partie. Cependant, malgré cette
variété [130], on peut s’attendre à ce que le cadre statistique proposé dans le chapitre
3 puissent contribuer aux différentes méthodes de séparation de sources dans le cadre
de mélanges convolutifs, notamment celles procédant dans le domaine où les sources
sont parcimonieuses et pour lesquelles une identification des points temps-fréquence
où seul le bruit est présent peut s’avérer utile. Par exemple, citons la méthode SUBSS
convolutive présentée dans [131]. La procédure de détection des points multisources,
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Figure 4.12 — EQMN en fonction du RSB : Comparaison des performances de
l’approche de reconstruction DUET et l’approche de reconstruction DUET modifiée.

décrite dans la section 3.1, peut se greffer directement à cette méthode de SAS. La
méthode SUBSS convolutive modifiée obtenue ne dépend plus de paramètre empirique
dans la sélection multisource. Toutefois, la figure 4.13 montre que la suppression du
paramètre empirique dont dépend la méthode SUBSS convolutive [131] ne dégrade pas
les performances de séparation.
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RIF généré aléatoirement d’ordre 4
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CHAPITRE

5 Conclusions

Dans cette partie, les algorithmes présentés contribuent à la SAS dans le cas d’un
mélange sous-déterminé, en évitant les choix empiriques de paramètres présents dans les
méthodes usuelles de séparation basées sur la parcimonie. Notre premier algorithme vi-
sant à sélectionner les points temps-fréquence appropriés pour l’estimation des sources
est entièrement automatique. Le second, consacré à l’estimation de la matrice de mé-
lange nécessite deux paramètres seulement, quelque soit le RSB choisi.

Ces algorithmes sont très généraux. Ils ne sont pas dédiés à une méthode donnée
de SAS basée sur l’hypothèse de parcimonie. Ils sont simples à appliquer, sans aucun
ajustement. D’après les résultats du chapitre 4, nos procédures permettent d’améliorer,
de simplifier ou d’apporter une robustesse par rapport aux données aux méthodes de
SAS fondées sur la parcimonie des sources.

Plus précisément, la procédure de détection basée sur l’hypothèse de parcimonie du
modèle, décrite dans la section 3.1, peut être utilisée comme un pré-traitement auto-
matisé de la sélection multisource. Par exemple, la détection temps-fréquence dans [1]
nécessite une valeur de seuil pour chaque valeurs du RSB. La procédure de détection de
la section 3.1 permet alors d’éviter ce choix des paramètres empiriques, ce qui apporte
une simplification significative et une certaine robustesse de la méthode. Utilisée comme
un pré-traitement pour TIFROM [106], qui essentiellement ne comprend aucune phase
de sélection de points temps-fréquence multisources, la sélection multisource que l’on
propose améliore les performances de séparation.

Pour l’estimation de la matrice de mélange, notre approche, décrite dans la section
3.2, est basée sur l’hypothèse 3.1 et nécessite le choix de deux paramètres, qui sont,
la tolérance et la probabilité de fausse alarme. Contrairement à [1] par exemple, ces
paramètres ne varient pas en fonction du RSB. En outre, les hypothèses formulées par
TIFROM peuvent être relaxer en utilisant la sélection autosource de la section 3.2.
Il est également intéressant de noter que les paramètres dont nous avons besoin pour
l’estimation de la matrice de mélange ont un sens physique, ce qui n’est pas le cas pour

63



CHAPITRE 5. CONCLUSIONS

certaines méthodes standards de SAS basées sur la parcimonie.

64



Deuxième partie

Acquisition compressée des signaux à
alphabet fini
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Dans le premier chapitre, nous avons vu le rôle important que jouait la parcimonie
dans différents domaines. L’acquisition compressée contrairement aux autres domaines
d’applications exploitant la parcimonie est un domaine qui a vu le jour grâce à la
parcimonie. Dans cette partie, nous allons nous intéresser à l’acquisition compressée
des signaux à alphabet fini. Etant donnés un alphabet fini F = {a1, · · · , ap} et un
signal f ∈ FN , l’objectif est donc de reconstruire f à partir des observations y = Af

où A est une matrice connue (aléatoire) de dimension n×N .

Après une brève analyse de l’état de l’art de l’acquisition compressée et une forma-
lisation du problème d’acquisition compressée des signaux à alphabet fini, le premier
chapitre positionne notre travail par rapport à l’état de l’art, notamment par rapport à
l’approche proposée par Mangasarian [16] et introduit les différentes notations utilisées
dans cette partie.

Dans le second chapitre, d’une part, nous établissons une condition suffisante qui
permet de rendre le problème soluble. Cette condition étend celle de Mangasarian
au cas d’alphabet fini quelconque. D’autre part, nous présentons deux approches de
reconstruction. Ces deux méthodes ont en commun une relaxation convexe de la norme
`0 en norme `1. La première méthode est fondée sur la régularisation, où l’on introduit
une fonction objective qui évalue le critère basé sur l’alphabet fini. La seconde méthode
est fondée sur la parcimonie. Nous dérivons dans ce cas une formulation analogue à
celle de la reconstruction de signaux parcimonieux à partir de mesures incomplètes.
Nous donnerons les conditions nécessaires et suffisantes à la reconstruction de signal à
alphabet fini pour cette approche.

Le troisième chapitre traite de l’évaluation des performances numériques des deux
approches.

Une partie du contenu de cette seconde partie a fait l’objet d’une publication dans
la conférence ISSPA 2012 [17]. Une première version de cet article a été présenté à
SPARS 2011 [18]. Une version détaillée de l’article sera soumise à la revue Elsevier
Digital Signal Processing [19].
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CHAPITRE

6 Introduction

6.1 Acquisition compressée

Dans la première partie, nous avons vu que la parcimonie d’un signal pouvait ai-
der à réduire la dimension d’un signal, tout en gardant l’information nécessaire à sa
reconstruction ou à son approximation. Ce processus de réduction de dimension dans
l’approximation par les k-meilleurs termes est adaptatif dans le sens où les indices
des coefficients que l’on garde dépendent de x. L’objectif principal de l’acquisition
compressée est double. Le premier est de réduire la dimension de x de façon non-
adaptative. Cette propriété est connue sous le nom de l’universalité de l’acquisition. La
seconde part du constat que dans la compression par transformation, afin de retenir
les meilleurs termes, il est nécessaire de calculer tous les coefficients du signal dans la
nouvelle base. L’acquisition compressée calcule directement les coefficients nécessaires
à la reconstruction. Nul besoin de jeter des coefficients après leur calcul.
Supposons qu’il existe une représentation parcimonieuse θ de x dans une base ortho-
normée B telle que ‖θ‖0 = k. Soit A une matrice de mesures de dimension n×N tel
que n < N , il s’agit de reconstruire x à partir de y = Ax = ABθ sachant que θ est
parcimonieux.

Quitte à se positionner dans le domaine B où le signal est parcimonieux, on peut
supposer que x est parcimonieux d’ordre k, en d’autres termes x = θ.
L’approximation par les k-meilleurs termes permet de réduire la dimension de x sans
aucune perte d’informations. Cependant, la matrice de mesures A de dimension k×N ,
qui consiste à sélectionner les k coefficients non nuls de x dépend du signal x. La
modification du signal implique une modification de la matrice de mélange.

Dans l’acquisition compressée, on cherche à construire une matrice de mesures univer-
selle, ne dépendant pas du signal choisi. Il est évident, du à la non-adaptativité, que n
est forcément plus grand que k.
L’acquisition compressée s’intéresse à la question suivante : Quelles sont les conditions
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qui permettent d’obtenir des "performances identiques" entre l’acquisition compres-
sée et l’approximation par les k-meilleurs termes, pour des nombres k et N fixés ?
Ses conditions se traduisent par des propriétés sur la matrice A qui imposeront des
conditions sur le nombre minimal de mesures.

Sachant que x, vérifiant y = Ax, est parcimonieux. La procédure de reconstruction
dans l’acquisition compressée consiste à résoudre l’optimisation suivante :

(P0) : min
c
‖c‖0 sous la contrainte y = Ac

Comme nous l’avons noté, nous nous intéressons à la relaxation `1 du problème (P0)

(P1) : min
c
‖c‖1 sous la contrainte y = Ac

Il s’agit alors dans un premier lieu de donner les conditions d’unicité du problème (P0)

puis les conditions d’équivalence des deux problèmes. Dans le but d’énoncer quelques
résultats, nous introduisons les définitions suivantes :

Définition 6.1 : NullSpace Property (NSP) [132]
On dit qu’une matrice A de dimension n×N satisfait la propriété NSP d’ordre k si

∀h ∈ Ker{A}, ∀T ⊂ {1, . . . , N} tq #(T ) = k, on a ‖hT‖1 < ‖hT c‖1

Définition 6.2 : Restricted Isometry Property (RIP) [133]
Soit A une matrice de dimension n×N . Quelque soit l’entier 1 ≤ k ≤ N , on définit
la constante d’isométrie restreinte d’ordre k, notée δk, la plus petite quantité telle que
A vérifie :

(1− δk)‖c‖2
2 ≤ ‖Ac‖2

2 ≤ (1 + δk)‖c‖2
2

pour tous les vecteurs parcimonieux c d’ordre k.

La constante δk mesure à quel point les vecteurs colonnes de A, notés (aj)1≤j≤N sont
proches de former un système orthonormé lorsque l’on restreint notre attention aux
combinaisons linéaires de pas plus de k vecteurs.

Les théorèmes suivants donnent des conditions d’unicité de la solution du problème
(P0) et d’équivalence des deux problèmes (P0) et (P1)

Théorème 6.1 Soit k ≥ 1, et soit x un vecteur parcimonieux d’ordre k tel que y =

Ax. Notons δr la constante d’isométrie d’ordre r de A. Si δ2k < 1, alors x est l’unique
solution du problème (P0).
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Théorème 6.2 Soit k ≥ 1, A satisfait la propriété NSP d’ordre k si et seulement
si pour tout vecteur parcimonieux d’ordre k solution du problème (P0) il est l’unique
solution du problème (P1).

Théorème 6.3 Soit k ≥ 1, et soit x un vecteur parcimonieux d’ordre k tel que y =

Ax. Notons δr la constante d’isométrie d’ordre r de A. Si δ2k <
√

2 − 1, alors le
problème (P1) admet une unique solution qui vaut x.

La condition RIP impose à la matrice de mesures un nombre minimal de mesures. Ce
nombre dépend du choix des éléments de la matrice. On peut citer comme exemple
classiques les matrices suivantes :

– Matrice Gaussienne [6], c’est-à-dire lorsque les éléments de A sont i.i.d selon
une loi normal centrée de variance 1/n : n est de l’ordre de k log(N/k) ;

– Matrice Bernoulli [6], c’est-à-dire lorsque les éléments de A sont i.i.d selon une
loi de Bernoulli de paramètre 1/2 : n est de l’ordre de k log(N/k) ;

– Matrice Fourier sous déterminée [134], c’est-à-dire une sous matrice de la matrice
de Fourier où les lignes sont choisies uniformément : n est de l’ordre de k log4(N).

Signalons qu’il existe d’autres conditions, telle que la cohérence mutuelle, qui per-
mettent de garantir l’unicité de la solution du problème (P0) et les bonnes performances
de la relaxation `1. Toutefois, le NSP et le RIP sont les outils privilégiés dans la litté-
rature pour étudier l’équivalence des problèmes (P0) et (P1) la cohérence mutuelle.
Des résultats similaires permettent d’étendre cette étude au cas où le vecteur x n’est pas
strictement parcimonieux [135] et/ou lorsque les observations sont bruitées [129, 44].

6.2 Formalisme d’acquisition compressée de signaux

à alphabet fini

Nous nous plaçons dans le cadre d’acquisition compressée de signaux à alphabet
fini. Soit F = {a1, a2, · · · , ap} un ensemble discret de cardinal p, on supposera, tout au
long de ce chapitre, que les (ai)1≤i≤p sont différents et équiprobables, et soit f ∈ FN .
On se donne n < N mesures linéaires prises sur f

y = Af
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où A est la matrice de mesures (d’observations) de dimension n×N choisie indépen-
damment de f . L’objectif est de reconstruire f comme solution du système

y = Ax

x ∈ FN
(6.1)

Dans ce but, on se doit de répondre aux deux questions suivantes :

– Sous quelles conditions la reconstruction est possible ? Autrement dit, sous
quelles conditions f est l’unique solution de (6.1) ?

– Dans le cas où ses conditions sont satisfaites, quelle est la procédure qui nous
permet de reconstruire f ?

La difficulté de la deuxième question réside dans le fait que l’on cherche une procé-
dure de reconstruction à complexité polynomiale. En effet, une recherche exhaustive
de vecteur dans FN attaché aux données permet de reconstruire f . Cependant, un
tel algorithme a une complexité exponentielle en fonction de N . En fait, la simple
vérification que f est l’unique solution de (6.1) est un problème NP-difficile [136].

6.3 Cas particulier

Dans les articles [137], [16], les auteurs étudient la reconstruction de f à partir
du système (6.1) dans le cas particulier où p = 2 et F = {−1, 1}. Ils proposent de
reconstruire f en minimisant la norme `∞

arg min
x
‖x‖∞ s.t y = Ax. (6.2)

Pour énoncer le résultat principal de cette étude, nous introduisons tout d’abord la
définition suivante :

Définition 6.3 : Matrice aléatoire générique [16]
A est une matrice dite aléatoire générique de dimension n×N si tous les ensembles
constitués de n colonnes de la matrice sont linéairement indépendants avec une pro-
babilité égale à 1 et que toutes les colonnes sont distribuées symétriquement autour de
l’origine.
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LorsqueA est une matrice aléatoire générique, le théorème suivant calcule la probabilité
que l’optimisation (6.2) admette une unique solution dans {−1, 1}N .

Théorème 6.4 (Mangasarian et al.) Soient A une matrice aléatoire générique de
dimension n×N et f ∈ {−1, 1}N .
Si f est une solution de (6.2), alors la probabilité que f soit l’unique solution de (6.2)
est donnée par

pn,N = 2−N+1

n−1∑
i=0

(
N − 1

i

)
Cela implique que, pour (n,N) proportionnellement large, la probabilité de reconstruc-
tion exacte de f via (6.2) tend vers un ou zéro selon que n

N
> 1

2
ou n

N
< 1

2
respective-

ment.

La preuve de ce théorème n’est pas reproduite, mais nous rappelons le principal résultat
sur lequel elle est fondée et qui va nous servir dans la suite du manuscrit.

Lemme 6.1 (Wendel [138]) Soient A une matrice aléatoire générique de dimension
n × N . La probabilité que toutes les colonnes de la matrice A soient dans le même
hémisphère est égale à

pn,N = 2−N+1

n−1∑
i=0

(
N − 1

i

)

Finalement, notons que la probabilité pn,N est une fonction croissante qui passe rapi-
dement de 0 à 1 au voisinage de n ≈ N

2
(voir l’annexe B.1).

Remarques sur la procédure :

– La procédure de reconstruction proposée dans [16] consiste à résoudre le
problème (6.2) et vérifier que la valeur minimale de la norme `∞ est égale à 1.
Cette vérification constitue une faiblesse de cette procédure de reconstruction.

– La procédure de reconstruction est spécifique au cas p = 2 et F = {−1, 1}.

Dans cette partie, nous cherchons à étendre cette étude pour des signaux à alphabet
fini quelconque. Dans le cas où F = {a1, a2}, un changement de variable permet de
se ramener à l’alphabet {−1, 1}. Cependant, une généralisation de la procédure (6.2)
dans le cas où p > 2 n’est pas triviale.
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6.4 Notations

1. Soit m ∈ N∗, on note 0m et 1m les vecteurs colonnes de dimension m dont tous
les coefficients valent 0 et 1 respectivement.

2. Soit x ∈ Rm, on note :

x = 0 si, pour tout i ∈ J1,mK, xi ≥ 0

x ≥ 0 si x = 0 et x 6= 0

x > 0 si, pour tout i ∈ J1,mK, xi > 0

3. Enfin, on définit les deux matrices Ba, B1 de taille N ×Np par,

Ba =


a 0p . . . 0p

0p a
. . . ...

... . . . . . . 0p

0p . . . 0p a


T

B1 =


1p 0p . . . 0p

0p 1p
. . . ...

... . . . . . . 0p

0p . . . 0p 1p


T

où a = (a1, · · · , ap)T .
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CHAPITRE

7 Solvabilité et méthodes
de reconstruction

7.1 Conditions de solvabilité

Nous tentons dans cette section de répondre à la première question, c’est à dire sous
quelles conditions f est l’unique vecteur de FN solution de l’équation

y = Ax (7.1)

7.1.1 Hypothèse de solvabilité

L’extraction ou la séparation de signaux à alphabet fini à partir d’un système
linéaire sous déterminé sont des sujets qui s’apparentent à notre problème, c’est à dire
l’acquisition compressée de signaux à alphabet fini. La plupart des articles sur ces
sujets [60], [59], [139], supposent que :

(H1) : Le modèle (7.1) est F -bien posé,

dans le sens où la matrice A est injective sur FN : c’est à dire si g, g′ ∈ FN tel que
Ag = Ag′, alors g = g′ [59].

Il est clair que, sans cette hypothèse, aucun algorithme n’est capable d’identifier le
signal original. En effet, on sera en présence de plusieurs solutions du modèle (7.1)
vérifiant les mêmes contraintes.
Cette hypothèse est équivalente à l’unicité de la solution f du système (6.1) que l’on
se propose d’étudier.
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7.1.2 Condition suffisante

Le théorème suivant donne une condition suffisante pour que l’hypothèse (H1) soit
satisfaite.

Théorème 7.1 Soient A une matrice aléatoire générique de dimension n×N et f ∈
FN .
Pour (n,N) proportionnellement large, l’hypothèse (H1) est satisfaite si

n

N
>
p− 1

p
.

La preuve de ce théorème est fondée sur un résultat démontré par Donoho dans [140].
Avant d’énoncer ce résultat, rappelons la définition suivante :

Définition 7.1 : Vecteur simple d’ordre k d’un hypercube [140]
Soit x ∈ [α, β]N , x est un vecteur simple d’ordre k si tous ses coefficients sont égal à
α ou β, sauf au plus k éléments.

Le lemme suivant calcule la probabilité d’unicité d’une solution de y = Ax dans un
hypercube lorsque l’équation y = Ax admet comme solution un vecteur simple de
l’hypercube. La preuve du lemme n’est pas reproduite, mais le principal résultat est
résumé

Lemme 7.1 (Donoho et al.) Soit A une matrice aléatoire générique de dimension
n×N et soit x̂ un vecteur simple d’ordre k de [α, β]N tel que y = Ax̂.
La probabilité que x̂ soit l’unique solution du système y = Ax, x ∈ [α, β]N est

1− pN−n,N−k

où pm,M est la probabilité d’obtenir au plus m − 1 fois "succès" à l’issue de M − 1

épreuves de Bernoulli de paramètre 1
2
.

Preuve : Quitte à permuter a1, a2, · · · , ap, on peut supposer que a1 < a2 < · · · < ap.

Soit f ∈ FN . Pour prouver que l’hypothèse (H1) est satisfaite, c’est-à-dire que f est
l’unique solution du système (6.1), il suffit de montrer que f est l’unique solution du
système y = Ax, x ∈ [a1, ap]

N .

Supposons que f est une réalisation d’un vecteur aléatoire F dont la distribution de
probabilité est uniforme sur FN . Comme les (ai)1≤i≤p sont équiprobables, la probabilité,
pour tout i ∈ J1, NK, que Fi soit différent de a1 et de ap est q = p−2

p
.
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Soit Si la variable associée à Fi telle que Si vaut 0 ou 1 selon que Fi ∈ {a1, ap} ou pas.

Alors f est un vecteur simple d’ordre
N∑
i=1

si.

La variable aléatoire Si associée à Fi suit une loi de Bernoulli de paramètre q. Ainsi,

S =
N∑
i=1

Si suit une loi binomiale de paramètres (N, q). Pour N assez grand, f est alors

un vecteur simple d’ordre Nq (presque sûrement).

D’après le lemme 7.1, pour (n,N) proportionnellement large, la probabilité que f soit
l’unique solution du système y = Ax, x ∈ [a1, ap]

N est

1− pN−n,N−Nq

Le comportement asymptotique de la fonction pN−n,N−Nq (voir annexe B.1) prouve que

– Si N − n < N−Nq
2

, c’est à dire n
N
> p−1

p
, alors pN−n,N−Nq = 0

– Si N − n > N−Nq
2

, c’est à dire n
N
< p−1

p
, alors pN−n,N−Nq = 1

Ainsi, f est l’unique solution du système y = Ax, x ∈ [a1, ap]
N si et seulement si

n
N
> p−1

p
. Ce qui prouve que l’hypothèse (H1) est satisfaite si n

N
> p−1

p
.

7.2 Méthodes de reconstruction

Dans cette section, nous présentons deux approches de reconstruction : L’approche
de reconstruction par régularisation et celle par transformation parcimonieuse. Ces
deux méthodes ont en commun une relaxation convexe de la norme `0 en norme `1.
Pour les deux approches, nous montrons tout d’abord que le problème de reconstruc-
tion est équivalent à une minimisation de la norme `0, puis nous relaxons ce problème
en minimisation `1. Les performances des deux méthodes sont comparables pour p = 2,
avec des complexités algorithmiques plus faibles dans le cas de la première méthode.
Néanmoins, pour p > 2, les résultats expérimentaux décrits dans le chapitre suivant
montrent que la seconde méthode est meilleure en terme de probabilité de reconstruc-
tion.
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7.2.1 Approche de reconstruction par régularisation : `1-

additive

Dans les problèmes inverses mal posés, tel que (7.1), la régularisation consiste à
favoriser des solutions particulières ayants une propriété désirée. Pour ce faire, un
terme de régularisation est introduit tel que la minimisation de ce terme promeut la
propriété pour un signal donné. Dans cette section, nous étudions une approche de
reconstruction de f basée sur cette technique. L’approche donc considère le critère
d’alphabet fini comme un a priori et minimise la fonction objective associée.

Soit F = {a1, a2, · · · , ap} un ensemble discret de cardinal p. On pose

J (x) =

p∑
i=1

‖x− ai1N‖0

Le théorème suivant montre que la minimisation de la fonction J (x) impose à la
solution d’appartenir à FN .

Théorème 7.2 Supposons (H1) vérifiée, soit f l’unique solution du système (7.1) dont
les coefficients fi ∈ F . La minimisation :

(PF ,0) : arg min
x
J (x) s.t y = Ax.

admet une unique solution dans RN , cette solution est égale à f .

Preuve : Soit x ∈ RN une solution de l’équation (7.1), et soit (Ni)1≤i≤p la suite dans
{0, 1, · · · , N} définie par

∀i ∈ {1, 2, · · · , p}, Ni = #
{
j ∈ {1, 2, · · · , N} : xj = ai

}
Comme : ∀i ∈ {1, 2, · · · , p}, ‖x− ai1N‖0 = N −Ni

On déduit :
p∑
i=1

‖x− ai1‖0 = Np−
p∑
i=1

Ni ≥ N(p− 1)

Cette valeur minimale est atteinte lorsque
p∑
i=1

Ni = N , c’est à dire pour x ∈ FN .

L’unicité donc de la solution (PF ,0) découle de l’hypothèse (H1).

L’interprétation de ce résultat est évidente, puisqu’on cherche à minimiser le
nombre d’éléments différents des (ai)1≤i≤p. Cependant, la minimisation de la norme

78



CHAPITRE 7. SOLVABILITÉ ET MÉTHODES DE RECONSTRUCTION

`0 est un problème NP-difficile en général [32] et nécessite une stratégie de recherche
exhaustive. D’après l’état de l’art sur l’acquisition compressée, une tentative de
résolution du problème (PF ,0) consiste à "remplacer" la norme `0 par la norme `1.
Nous obtenons alors une nouvelle procédure de reconstruction de f .

Procédure `1-additive :

(PF ,1) : arg min
x

p∑
i=1

‖x− ai1‖1 s.t y = Ax.

Contrairement à la norme `0, la norme `1 est convexe. La procédure de reconstruction
(PF ,1) peut être résolue en un temps polynomial. Par contre, une solution du problème
(PF ,1) n’est pas forcément une solution de (PF ,0).

Le théorème suivant donne les conditions nécessaires et suffisantes d’équivalence des
deux problèmes (PF ,0) et (PF ,1) dans le cas binaire (p = 2).

Théorème 7.3 (Cas binaire) Soient A une matrice aléatoire générique de dimen-
sion n × N , F = {a1, a2} un ensemble discret et f ∈ FN une solution de l’équation
(7.1). La probabilité que f soit l’unique solution de la minimisation (PF ,1) est

1− pN−n,N

Pour (n,N) proportionnellement large, la probabilité de reconstruction exacte de f via
(PF ,1) tend vers un ou zéro selon que n

N
> 1

2
ou n

N
< 1

2
respectivement.

Preuve : Soit x ∈ RN une solution de l’équation (7.1). Quitte à permuter a1, a2, on
peut supposer que a1 < a2.

En appliquant l’inégalité triangulaire sur la norme `1, on a :

‖x− a11N‖1 + ‖x− a21N‖1 ≥ N(a2 − a1)

On obtient une égalité si et seulement si

∀i ∈ {1, · · · , N}, |xi − a1|+ |xi − a2| = a2 − a1

Ce qui est équivalent à xi ∈ [a1, a2], pour tout i ∈ {1, · · · , N}.

Donc x est solution de (PF ,1) si et seulement si x ∈ [a1, a2]N .
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On en déduit que f ∈ FN est solution de (PF ,1) et que c’est l’unique solution si et
seulement si f est l’unique solution du système

y = Ax

x ∈ [a1, a2]N
(7.2)

Or f est un vecteur simple d’ordre 0 de l’hypercube [a1, a2]N .

D’après le lemme 7.1, la probabilité que f soit l’unique solution du système (7.2) est
1− pN−n,N .

Pour (n,N) proportionnellement large, les généralités sur les lois binomiales (annexe
B.1) montrent que

– Si N − n < N
2
, c’est à dire n

N
> 1

2
, alors la probabilité de reconstruction exacte

de f via (PF ,1) tend vers un.

– Si N − n > N
2
, c’est à dire n

N
< 1

2
, alors la probabilité de reconstruction exacte

de f via (PF ,1) tend vers zéros.

La probabilité de reconstruction exacte de f via (PF ,1) tend vers un ou zéro selon que
n
N
> 1

2
ou n

N
< 1

2
respectivement.

Contrairement aux approches proposées dans [137] et [16], la procédure de reconstruc-
tion par régularisation donne un cadre qui permet d’étendre l’acquisition compressée
dans le cas où p > 2.

7.2.2 Approche de reconstruction par transformation parcimo-

nieuse : `1-indicateur

Dans cette section, une seconde approche est proposée. L’idée consiste à voir la
propriété d’alphabet fini comme une contrainte de parcimonie. Ceci ce justifie par le
fait que les signaux parcimonieux sont des signaux à faible degré de liberté, qui sont
plongés dans des espaces de grandes dimensions. C’est le cas des signaux à alphabet fini.
L’approche proposée formalise cette idée et reformule le problème de reconstruction de
signaux à alphabet fini en un problème de reconstruction de signaux parcimonieux à
partir de mesures largement incomplètes.

Soit f ∈ FN . On note εi = [I(fi = a1), I(fi = a2), · · · , I(fi = ap)]
T le vecteur

indicateur associé à fi, où I(fi = aj) est la fonction indicatrice qui vaut 1 si fi = aj et
0 sinon. On note ŝ le vecteur de dimension Np tel que :
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ŝ =


ε1

ε2
...
εN


Nous appellerons ŝ le vecteur indicateur associé à f . Comme les ai sont différents, un
vecteur de FN admet un unique vecteur indicateur.
Sachant que f = Baŝ, il suffit alors de reconstruire ŝ pour pouvoir reconstruire f .
L’intérêt majeure d’avoir introduit le vecteur ŝ est son aspect parcimonieux. En effet,
ŝ est un vecteur de RNp tel que ‖ŝ‖0 = N .
Supposons maintenant que f soit une solution de l’équation (7.1). Il est clair que ŝ est
solution de l’équation

y = ABax (7.3)

Signalons que la démarche peut paraître saugrenue au premier abord : pour un même
nombre d’observations, l’équation (7.3) admet beaucoup plus d’inconnues que l’équa-
tion (7.1) (Np contre N), donc plus d’incertitude sur la solution. De plus, la recons-
truction de ŝ n’est pas nécessaire pour reconstruire f . Cependant, l’idée principale
consiste à "transformer" l’a priori d’appartenance à un alphabet fini en un a priori de
parcimonie, puis d’exploiter l’état de l’art sur la recherche de solution parcimonieuse.
Tenant compte de la première remarque, nous réduisons l’espace des solutions possibles
en ajoutant au modèle des contraintes.
Par construction, le vecteur ŝ vérifie :

1N = B1ŝ

On a alors

Φŝ =

(
ABa

B1

)
ŝ =

(
y

1N

)
= b.

Nous pouvons maintenant reformuler le problème de reconstruction de signaux à al-
phabet fini en un problème de recherche de solution parcimonieuse d’un système sous
déterminé. Le théorème suivant relie ces deux problèmes.

Théorème 7.4 Supposons (H1) vérifiée. La minimisation :

(TPF ,0) : arg min
s
‖s‖0 s.t Φs = b.
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admet une unique solution dans RNp, cette solution est égale à ŝ.

Preuve : Soit s ∈ RNp tel que B1s = 1N .
En notant, pour tout i ∈ J1, NK, Ti = J(i− 1)p+ 1, ipK et sTi la restriction de s sur Ti,
on a :

B1s = 1N ⇐⇒ ∀i ∈ J1, NK, 1Tp sTi = 1

d’où ‖sTi‖0 ≥ 1, et donc ‖s‖0 ≥ N .
D’autre part, ‖ŝ‖0 = N et Φŝ = b. Ce qui prouve que ŝ est une solution de (TPF ,0).
Pour prouver l’unicité, il suffit de remarquer que si B1s = 1N et ‖s‖0 = N alors
‖sTi‖0 = 1 et donc s est un vecteur indicateur associé à un vecteur de FN .
Or d’après l’hypothèse (H1), f est l’unique solution de (7.1) dans FN . Donc s = ŝ

Afin de reconstruire f , il suffit donc de minimiser (TPF ,0) et de poser f = Baŝ.
Malheureusement, comme nous l’avons vu précédemment, la recherche de solutions
parcimonieuses d’un système linéaire sous déterminé est un problème NP-difficile en
général [32]. Naturellement, de la même manière que dans l’approche `1-additive,
on remplace la norme `0 par la norme `1 pour obtenir la nouvelle procédure de
reconstruction de f .

Procédure `1-indicateur :

1. Résoudre la minimisation

(TPF ,1) : arg min
s
‖s‖1 s.t Φs = b

2. Poser f̃ = Bas̃ où s̃ est une solution de (TPF ,1).

Au début, en procédant ainsi, on a cherché à reconstruire ŝ la solution parcimonieuse
de l’équation Φs = b. En général, la minimisation (TPF ,1) échoue à reconstruire ŝ.
Toutefois, ce qui nous intéresse ici, n’est pas tant la reconstruction du vecteur indica-
teur de f , mais le vecteur f . Le théorème suivant donne des conditions nécessaires et
suffisantes à la réussite de la procédure `1-indicateur.

Théorème 7.5 Supposons (H1) vérifiée. Pour tout i ∈ J1, NK, posons Ti = J(i−1)p+

1, ipK. On note

CNp = {h ∈ RNp| ∀i ∈ J1, NK, il existe au maximum un ni ∈ Ti, hni < 0}
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Alors, pour tout f ∈ FN , f est l’unique sortie de la procédure de reconstruction par
transformation parcimonieuse si et seulement si

Φh = 0, h ∈ CNp n’admet pas de solution h tel que Bah 6= 0 (7.4)

Afin de ne pas alourdir davantage le chapitre par un flot d’équations mathématiques,
la démonstration du théorème 7.5 sera donnée dans l’annexe B.2.

Remarques :

– Comme pour la propriété RIP, ce résultat est déterministe dans le sens où il
n’implique aucune probabilité.

– Pour un f ∈ FN fixé, les indices (ni)1≤i≤N de l’ensemble CNp sont choisis en
en fonction de f . L’indice ni est l’indice de la composante non nulle du vecteur
[0T(i−1)p, ε

T
i ,0

T
(N−i)p]

T .

Il suffit donc de trouver une matrice Φ et à moindre mesure un alphabet F tel que la
condition du théorème 7.5 soit vérifiée. Néanmoins, cette condition n’est pas facile à
vérifier. Le théorème suivant donne un exemple de matrice vérifiant la condition dans
le cas p = 2.

Théorème 7.6 (Cas binaire) Soit A une matrice aléatoire générique de dimension
n×N .
La matrice A vérifie la condition (7.4) avec une probabilité

pn,N = 2−N+1

n−1∑
i=0

(
N − 1

i

)
Cela implique que, pour (n,N) proportionnellement large, A satisfait la condition (7.4)
si n

N
> 1

2
et ne la satisfait pas si n

N
< 1

2
.

Preuve : Cette démonstration est fortement inspirée de la démonstration du théorème
6.4 dans [16].
Soit h ∈ R2N , on note, pour tout i ∈ J1, NK, αi = sgn(h(i−1)p+2) où sgn représente la
fonction signe. On pose

D = diag(α1, α2, · · · , αN)

Montrons que la condition (7.4) est équivalente à la condition que toutes les colonnes
de la matrice AD soient dans le même hémisphère.
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On remarque tout d’abord que la condition B1h = 0 implique que h ∈ C2N . En
présence de Φh = 0, la condition h ∈ C2N est donc obsolete.
Supposons que Φh = 0, on a B1h = 0. On note ĥ le vecteur de RN

+ tel que

ĥi =
∣∣h(i−1)p+1

∣∣ =
∣∣h(i−1)p+2

∣∣
On a alors :

h =



−α1ĥ1

α1ĥ1

−α2ĥ2

α2ĥ2

...
−αN ĥN
αN ĥN


d’où

Bah = (a2 − a1)


α1ĥ1

α2ĥ2

...
αN ĥN

 = (a2 − a1)Dĥ

La condition "Φh = 0, (h ∈ CNp) n’admet pas de solution h tel que Bah 6= 0" est
équivalente à "ADĥ = 0, ĥ = 0 n’admet pas de solution ĥ tel que ĥ 6= 0".

Le théorème de l’alternative de Gordan, appliqué à la matrice AD, montre que cette
dernière condition est équivalente à la condition que toutes les colonnes de la matrice
AD soient dans le même hémisphère, c’est à dire qu’il existe r ∈ Rn tel queDATr > 0.

Théorème 7.7 (Gordan) Soit G une matrice réelle de dimension (n, k), alors un et
un seul des systèmes suivants a une solution :

– GTr > 0 pour r ∈ Rn

– Gx = 0 pour x ≥ 0

Comme les ai sont équiprobables, αi est une variable de Bernoulli de paramètre 1
2
, d’où

AD est une matrice aléatoire générique. Le lemme 6.1 et les généralités sur les lois
binomiales achèvent la preuve.
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Compte tenu des résultats numériques présentés dans le chapitre suivant, nous géné-
ralisons ce résultat dans le cas p > 2.

Conjecture 7.1 (Cas géneral) Soit A une matrice aléatoire générique de dimension
n×N .
Pour (n,N) proportionnellement large, la matrice A satisfait la condition (7.4) si n

N
>

p−1
p

et ne la satisfait pas si n
N
< p−1

p
.

7.3 Discussions

– Il est clair que cette étude à pour intérêt le cas où N est assez grand. En effet,
si N est faible (par exemple de l’ordre de l’unité pour p = 2), la recherche
exhaustive de solution y = Ax dans FN est plus appropriée, tant d’un point de
vue complexité que du point de vue performance de reconstruction, que les deux
procédures de reconstruction présentées dans le manuscrit.

– En analyse harmonique appliquée, la relaxation de la norme `0 en norme `1 a
pour but de trouver la solution donnée par la minimisation de la norme `0. Dans
cette perspective, différents articles ([132], [141], [142] [143] pour n’en citer que
quelques-uns) ont étudié les conditions qui garantissent l’équivalence entre la
norme `0 et la norme `1. Ces conditions sont suffisantes dans notre cas mais
loin d’être nécessaires. Pour cause, l’objectif n’est pas de reconstruire le vecteur
indicateur ŝ mais plutôt f . Dans le cas p > 2, on observe que la solution de
(TPF ,1), fournie par la boite à outils Matlab cvx, un programme de résolution
d’optimisation convexe [43], n’est pas la solution la plus parcimonieuse de
Φs = b. Toutefois, cette solution conduit à f .

– La condition n
N
> p−1

p
apparait à la fois comme condition suffisante d’unicité de

la solution et à la fois dans la procédure de reconstruction par transformation
parcimonieuse lorsque l’hypothèse (H1) est vérifiée. On peut penser alors que la
procédure de reconstruction échoue à cause du fait qu’il existe plusieurs solutions
du problème et que dans le cas où on a unicité de la solution, la procédure
réussie toujours à reconstruire le signal. En d’autres termes, que la norme `0 et
la norme `1 sont F -équivalentes, c’est à dire conduisent à la même solution par
la transformation Ba, si et seulement si l’hypothèse (H1) est vérifiée.
L’exemple suivant montre que ceci n’est pas le cas : F = {0, 1},f = 14 et A la
réalisation suivante d’une matrice aléatoire de dimension 3× 4.
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A =

0.4889 −0.3034 0.8884 −0.8095

1.0347 0.2939 −1.1471 −2.9443

0.7269 −0.7873 −1.0689 1.4384



La procédure de reconstruction échoue à reconstruire f même si l’hy-
pothèse (H1) est vérifiée (la solution donnée par l’algorithme est
f̃ = (0.4695, 0.3121, 0.8705, 0.7954)T ).

– L’acquisition compressée de signaux à alphabet fini peut être liée au problème
d’acquisition compressée de signaux parcimonieux dans un dictionnaire cohérent
et redondant D. Les auteurs de [144] proposent une méthode de reconstruction
via une minimisation d’analyse `1

arg min
g

∥∥DTg
∥∥

1
s.t Ag = y.

Dans le cas où D est une concaténation de base orthogonale, ce qui est notre
cas (D = Ba), la minimisation d’analyse `1 n’est pas appropriée. La seconde
approche que nous avons proposée est liée à la méthode alternative décrite briè-
vement dans [144] qui consiste à résoudre la minimisation de synthèse `1

arg min
x
‖x‖1 s.t ADx = y.

et poser f̂ = Dx. La différence entre les deux approches est l’ajout d’obser-
vations (contraintes) à nos mesures (B1s = 1N). Sans cette étape, la méthode
échoue à reconstruire f .

– La condition n
N
> p−1

p
peut être réécrite sous la forme Mp < N où M est le

nombre de mesures manquantes. Sachant que des conditions de reconstruction
similaires peuvent être trouvées dans [145], on peut se demander si cette
condition n’est pas basée sur un principe d’incertitude vu que M représente
l’information manquante, p = |F| quantifie l’information connue et N représente
la dimension du vecteur qu’on cherche à reconstruire.
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7.4 Conclusion

Dans un contexte d’acquisition compressée de signaux à alphabet fini, nous avons
établi une condition suffisante qui permet de rendre le problème soluble. Cette condi-
tion étend celle de Mangasarian au cas d’alphabet fini quelconque.
Nous avons présenté deux procédures de reconstruction de signaux à alphabet fini à par-
tir d’observations incomplètes. Ces procédures sont basées sur une relaxation convexe
de la norme `0 en norme `1.

La première procédure considère le critère d’alphabet fini comme un a priori et
introduit un terme de régularisation, afin de favoriser les signaux dont les éléments
appartiennent à l’alphabet. Dans le cas binaire, c’est à dire alphabet à deux éléments,
le théorème 7.3 calcule la probabilité de réussite et d’échec de la procédure de recons-
truction, pour un type de matrices de mélange aléatoire.

La seconde procédure reformule le problème de reconstruction comme un problème
de recherche de solution parcimonieuse d’un système sous déterminé. Le théorème 7.5
donne une condition nécessaire et suffisante de reconstruction. Cette condition est dé-
terministe. Dans le cas binaire, nous avons calculé la probabilité qu’un type de matrices
de mélange aléatoire de dimension n×N vérifie cette condition. En grande dimension,
cette condition est satisfaite si n

N
> 1

2
et non satisfaite si n

N
< 1

2
. La conjecture généra-

lise ce résultat lorsque l’alphabet est de cardinal supérieur à deux.
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CHAPITRE

8 Expérimentation
numérique

Dans ce chapitre, nous présentons les performances de reconstruction des deux
approches. Le but est d’évaluer de façon empirique la borne sur le rapport n

N
qui

permet de reconstruire exactement le signal original.

8.1 Simulations

Dans ce cadre, nous effectuons une série d’expériences conçues comme suit :

1. Etant donnés deux entiers naturels n et N , on génère la matrice A telle que les
coefficients de la matrice soient des variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées (i.i.d) selon une loi normale centrée réduite ;

2. Pour un entier p ≥ 2 fixé, on génère aléatoirement un alphabet F , et on génère un
vecteur f dont les composantes sont uniformément choisies dans F ;

3. On calcule y = Af .

4. On résout le système y = Ax, x ∈ FN avec l’une des deux approches de recons-
truction. Cette solution sera notée f ∗ ;

5. On compare f et f ∗. La reconstruction sera considérée comme exacte si l’erreur
relative ‖f ∗ − f‖2 / ‖f‖2 est inférieure à 10−8 ;

6. On répète 100 fois l’expérience pour différentes valeurs de A, F et f ;

7. On calcule la probabilité de reconstruction exacte pour un (n,N, p) fixé.

8. On répète pour différentes valeurs de n, N et p.

Nous utilisons la boite à outils Matlab cvx, un programme de résolution d’optimisation
convexe [43], pour résoudre les minimisations `1 introduites par les deux procédures.
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8.2 Résultats

8.2.1 Procédure de reconstruction par régularisation

Les figures 8.1, 8.2 montrent les résultats de reconstruction pour p = 2 et pour
p = 4 respectivement avec différentes valeurs de N .
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Figure 8.1 — Probabilité de reconstruction exacte de (PF,1) pour p = 2

Dans la figure 8.1, les résultats expérimentaux correspondent bien à nos prédictions
théoriques (Théorème 7.3) et mettent en évidence les deux points suivants :

– La probabilité de reconstruction par minimisation (PF ,1) tend vers 1 pour n
N
> 1

2

et tend vers 0 pour n
N
< 1

2
. En acquisition compressée, ce résultat est connu sous

le nom de "phase de transition".

– Le caractère asymptotique : Plus (n,N) est proportionnellement large, plus
précis sont les résultats (c’est à dire plus la convergence est rapide).

Dans le cas p > 2, nous pouvons noter sur les résultats illustrés par la figure 8.2 que
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Figure 8.2 — Probabilité de reconstruction exacte de (PF,1) pour p = 4

l’augmentation de la taille d’alphabet engendre une translation de la borne sur n
N

dans
la phase de transition, tout en gardant le même caractère asymptotique des résultats.
Pour p = 4, cette borne est à peu près égale à 0.88.

8.2.2 Procédure de reconstruction par transformation parcimo-

nieuse

Les figures 8.3, 8.4 montrent les résultats de reconstruction pour p = 2 et pour
p = 4 respectivement avec différentes valeurs de N .

Dans la figure 8.3, les résultats expérimentaux correspondent bien à nos prédictions
théoriques (Théorèmes 7.5 et 7.6) et mettent en évidence les deux points suivants :

– La phase de transition : La probabilité de reconstruction par transformation
parcimonieuse tend vers 1 pour n

N
> 1

2
et tend vers 0 pour n

N
< 1

2
.

– Le caractère asymptotique : Plus (n,N) est proportionnellement large, plus précis
sont les résultats (c’est à dire plus la convergence est rapide).
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Figure 8.3 — Probabilité de reconstruction de l’approche par transformation par-
cimonieuse pour p = 2

Le cas p > 2, illustrée par la figure 8.4 montre que l’augmentation de la taille d’alphabet
engendre une translation de la borne sur n

N
dans la phase de transition, tout en gardant

le même caractère asymptotique des résultats. Pour p = 4, cette borne est à peu près
égale à 2

3
= 0, 75. Cette valeur correspond à la borne donnée dans la conjecture 7.1.

8.3 Séparation d’images Binaires

A titre purement illustratif, nous présentons ici une seconde application qui concerne
la séparation d’images. Pour cela, nous utilisons quatre images binaires de taille 256×
256 (voir figure 8.5).

Afin de satisfaire la condition n
N
> p−1

p
, nous considérons trois combinaisons linéaires

des images originales. Les coefficients de la matrice de mélange sont générées indépen-
damment suivant une loi normale centrée réduite. La figure 8.6 illustre un exemple
d’images issues d’un tel mélange.

Pour chaque pixel, on applique la procédure de reconstruction `1-indicateur sur les
vecteurs formées par concaténation vectorielle des pixels des quatre sources.
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Figure 8.4 — Probabilité de reconstruction de l’approche par transformation par-
cimonieuse pour p = 4

La figure 8.7 montre le résultat de séparation. La qualité de la séparation est mesurée
par le rapport signal à bruit RSB = 20 log10(‖X‖ /‖X− X̂‖), où X, X̂ sont respective-
ment l’image originale et l’image reconstruite. Le tableau suivant donne les différentes
valeurs du RSB.

Images Chat Texte Zèbre Empreinte
RSB (dB) 17.15 34.73 22.49 20.23

Tableau 8.1 — RSB des différentes images

Notons que ces résultats n’ont pas un réel intérêt pratique compte tenu de la première
remarque dans la section 7.3 du chapitre précèdent, puisqu’ils correspondent au cas où
N = 4, alors que les résultats prennent un réel intérêt lorsque N est grand et qu’une
recherche exhaustive devient trop coûteuse.
La figure 8.7 montre que même avec N petit (N = 4), et malgré les erreurs de recons-
truction (tableau 8.1), les algorithmes proposés fournissent déjà un bon résultat.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 8.5 — Images originales.

8.4 Conclusion

Lorsque les composantes de la matrice A sont des variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées (i.i.d) selon une loi normale centrée, les simulations
montrent qu’il existe un seuil ρ tel que : pour n/N < ρ la probabilité de reconstruction
de f est nulle et pour n/N > ρ la probabilité de reconstruction est égale à 1. Dans
cette dernière situation, on obtient donc une reconstruction exacte. Les performances
des deux méthodes sont comparables pour p = 2, avec des complexités algorithmiques
plus faibles dans le cas de la première méthode. En effet, la première approche résout
une minimisation dans RN , alors que la seconde méthode effectue différentes multipli-
cations matricielles en plus de la résolution d’une minimisation dans R2N . Néanmoins,
pour p > 2, la seconde méthode est meilleure en terme de probabilité de recons-
truction. Le seuil de transition pour la méthode de reconstruction par transformation
parcimonieuse est inférieur au seuil de transition pour la méthode de reconstruction
par régularisation.
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(a) (b)

(c)

Figure 8.6 — Combinaison linéaires des images (a), (b), (c) et (d) de la figure 8.5.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 8.7 — Images reconstruites.
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CHAPITRE

9 Conclusion générale et
perspectives

9.1 Conclusion générale

La parcimonie et, plus généralement, la compressibilité, ont joué et continuent de
jouer un rôle important dans de nombreux domaines de traitement du signal (estima-
tion, détection, compression, traitement radar). Dans ce manuscrit, nous avons exploré
l’apport de la parcimonie en traitement du signal. Deux problématiques ont été trai-
tées. Le premier apport de la parcimonie concerne la séparation de sources. Le second
concerne l’acquisition compressée.

La contribution de la parcimonie à la séparation de sources n’est pas nouvelle. Du-
rant ces dernières années, l’utilisation de la parcimonie dans la séparation aveugle de
sources, notamment dans le cadre sous-déterminé a connu un intérêt grandissant de la
part de la communauté du traitement de signal. Cela a conduit au développement de
différentes techniques de séparation de sources basées sur la parcimonie. Ces méthodes
introduisent en général des paramètres empiriques. Les performances de ces méthodes,
bien quelles soient meilleures que les autres approches de séparation de sources, dé-
pendent du choix de ces paramètres. Nous avons proposé des tests statistiques permet-
tants de rendre plus automatique le choix de ces paramètres. Ces algorithmes sont très
généraux et peuvent être insérés facilement aux différentes techniques de SAS fondées
sur la parcimonie. Les résultats du chapitre 4 montrent que nos procédures permettent
d’améliorer, de simplifier ou d’apporter une robustesse par rapport aux données aux
techniques usuelles de SAS.

L’acquisition compressée est sans aucun doute l’application la plus populaire
et la plus connue de la parcimonie. La parcimonie conduit à un protocole efficace
d’acquisition des signaux parcimonieux. Une contribution majeure de notre travail
concerne l’acquisition compressée des signaux à alphabet fini. D’une part, nous avons
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établi une condition suffisante qui permet de rendre le problème soluble. D’autre part,
nous avons présenté deux approches de reconstruction. Ces deux méthodes ont en
commun une relaxation convexe de la norme `0 en norme `1. La première méthode
est fondée sur la régularisation, où l’on introduit une fonction objective qui évalue le
critère basé sur l’alphabet fini. La seconde méthode est fondée sur la parcimonie. Bien
que la seconde méthode conduisent à de meilleures résultats, il nous a paru intéressant
d’exposer la première approche compte rendu de sa faible complexité algorithmique
par rapport à la seconde méthode.

9.2 Perspectives

Nous donnons ici quelques pistes à explorer pour étendre l’utilité des algorithmes
développés lors de nos travaux de thèse. Les perspectives possibles de ces travaux sont
nombreuses.

En ce qui concerne l’acquisition compressée des signaux à alphabet fini, les perfor-
mances de l’algorithme `1 indicateur sont garanties par la conjecture 7.1. Les résultats
des simulations, présentés dans le chapitre 8, appuient cette conjecture. Dans le cas
p = 2, une démonstration théorique des résultats énoncés par la conjecture 7.1 (théo-
rème 7.6) a été donnée, il s’agit alors de fournir une preuve théorique de la conjecture
7.1 dans le cas général.

Dans le cas où une telle démonstration est fournie, peut-on pour autant dire que le
problème d’acquisition compressée des signaux à alphabet fini est résolu ? Bien évidem-
ment, la réponse est non. Nos travaux explorent un nouveau domaine d’application de
la parcimonie et s’inscrivent ainsi comme les premières briques de ce domaine. Plu-
sieurs perspectives sont envisageables. L’étude du comportement des deux algorithmes
(`1 additif et le `1 indicateur) vis à vis du bruit nous semble la plus incontournable.
En effet, le modèle étudié dans cette partie ne comporte pas de bruit, il s’agit d’étu-
dier la stabilité des algorithmes en présence de bruit dans les mesures. Cette extension
au modèle bruité permettra d’augmenter le champs applicatif de ces travaux, notam-
ment en communications numériques. Des résultats préliminaires encourageants ont
été obtenus.

Par ailleurs, une piste de recherche intéressante concerne la conception des matrices de
mesures à défaut d’une meilleure caractérisation de la condition (7.4).
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D’autre part, dans la séparation de sources, il serait nécessaire d’évaluer ces algo-
rithmes de manière beaucoup plus large et plus précise sur une base de données plus
grande et par l’intermédiaire de la boite à outils BSSEval, téléchargeable à partir de
[146].

D’un point de vue théorique, la question que l’on peut se poser est dans quelle mesure
les tests statistiques utilisés ci dessus dans le cas d’un mélange instantané peuvent
être éventuellement exploitées dans le cas convolutif, en particulier en complément des
résultats discutés dans la section 4.6. Un autre aspect concerne l’extension du modèle
au cas de bruit coloré.

La plupart des techniques de séparation aveugle de sources fondées sur la parcimonie
procèdent en deux étapes, qui sont l’estimation de la matrice de mélange et l’estimation
des sources. Etant donné que les techniques de résolution de ces deux sous-problèmes
de séparation de sources peuvent être considérées comme des composantes élémentaires
interchangeables, il serait souhaitable, d’un point de vue pratique, de construire une
boîte à outils impliquant l’ensemble de ces composantes élémentaires pour des futurs
études et développements.
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ANNEXE

A Séparation de sources

A.1 Estimation linéaire

La technique SUBSS présentée par Aïssa-El-Bey dans [1] identifie l’ensemble d’in-
dices des sources présentes en un point temps-fréquence (t, f). Notons K cet ensemble
d’indices. L’équation (2.2) devient alors :

Sx(t, f) = AKSsK(t, f) + Sb(t, f) (A.1)

Afin de simplifier les écritures ci-après, nous omettons parfois les indices (t, f). Comme
nous l’avons vu précédemment dans la sous section 2.4.4, les coefficients de la TFCT
sont estimées via le pseudo inverse, c’est-à-dire,

ŜsK = A#
KSx (A.2)

L’étape de sélection de points multisources permet de rejeter les points temps-
fréquences contenant uniquement du bruit. Afin "d’enlever" la contribution du bruit
des points mutisources, nous proposons d’utiliser l’estimation de l’écart type du bruit
fournie par le DATE. Ainsi, au lieu d’estimer les coefficients de la TFCT des sources
présentes en un point temps-fréquence par l’équation (A.2), la séparation de sources
est maintenant effectuée comme suit :

ŜsK = RsKA
H
K (AKRsKA

H
K + σ̂2In)−1Sx (A.3)

où σ̂ est l’écart type du bruit estimé par le DATE et RsK = E[SsKSHsK ]. Le calcul
de l’estimateur linéaire optimal (A.3) est classique. Il s’agit de minimiser le risque
E[‖SsK −DSx‖

2] lorsque D parcourt l’ensemble des matrices de dimension #(K)×n.
Dans la pratique, la matrice RsK est inconnue et doit être estimée. D’après l’équation
(A.1), nous avons
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Rx = AKRsKA
H + σ2In

Etant donnée que la matrice A et l’écart type du bruit σ ont été estimés auparavant,
la matrice de covariance empirique du mélange R̂x = 1

#t

∑
t

Sx(t, f)Sx(t, f)H , où #t

représente le nombre de fenêtres temporelles sur le quel l’estimation est calculée, fournie
une estimation de RsK (compte tenue de l’hypothèse (2.2))
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ANNEXE

B Acquisition compressée
de signaux à alphabet
fini

B.1 Quelques généralités sur les lois binomiales

La probabilité pm,M introduite dans le théorème de Wendel est la probabilité d’ob-
tenir au plus m − 1 fois "succès" à l’issue de M − 1 épreuves de Bernoulli avec un
paramètre 1

2
.

Soit une suite (Xi)1≤i≤M de variables aléatoires de Bernoulli avec un paramètre 1
2
, on

pose S =
M∑
i=1

Xi.

Alors,

pm+1,M+1 = Pr(S ≤ m− 1)

D’après l’inégalité de Hoeffding [147],

Pr(S ≤ m− 1) ≤ e−2M(m
M
− 1

2
)2 Si m

M
< 1

2

Pr(S ≤ m− 1) ≥ 1− e−2M(m
M
− 1

2
)2 Si m

M
> 1

2

Pour (m,M) proportionnellement large, on a

pm+1,M+1 ≈ 0 Si m
M
< 1

2

pm+1,M+1 ≈ 1 Si m
M
> 1

2
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B.2 Preuve du Théorème 7.5

Montrons tout d’abord que le vecteur indicateur ŝ de f est une solution de (TPF ,1).
Pour tout i ∈ J1, NK, on pose

Ti = J(i− 1)p+ 1, ipK

Soit s ∈ RNp tel que Φs = b, on a

‖s‖1 =

Np∑
i=1

|si| =
N∑
i=1

∑
j∈Ti

|sj|

≥
N∑
i=1

∣∣∣∣∣∑
j∈Ti

sj

∣∣∣∣∣
=

N∑
i=1

|(B1s)i|

= ‖B1s‖1

= ‖1N‖1

= N

Comme ‖ŝ‖1 = ‖ŝ‖0 = N , le vecteur indicateur ŝ de f est une solution de (TPF ,1).
On déduit que l’ensemble des solutions de (TPF ,1) est égale à

S = {ŝ+ h | Φh = 0 et ‖ŝ+ h‖1 = ‖ŝ‖1}

Soit h ∈ RNp tel que B1h = 0N et ‖ŝ+ h‖1 = ‖ŝ‖1. Par construction de ŝ on a

‖ŝ+ h‖1 = ‖ŝ‖1 = ‖B1ŝ‖1 = ‖B1(ŝ+ h)‖1

Ainsi,
N∑
i=1

∑
j∈Ti

|(ŝ+ h)j| =
N∑
i=1

∣∣∣∣∣∑
j∈Ti

(ŝ+ h)j

∣∣∣∣∣
Or, pour tout i ∈ J1, NK, ∣∣∣∣∣∑

j∈Ti

(ŝ+ h)j

∣∣∣∣∣ ≤∑
j∈Ti

|(ŝ+ h)j|

Alors, ∣∣∣∣∣∑
j∈Ti

(ŝ+ h)j

∣∣∣∣∣ =
∑
j∈Ti

|(ŝ+ h)j|
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Soit i ∈ J1, NK. Comme
∑
j∈Ti

(ŝ+ h)j = (B1ŝ+B1h)i = 1, on a

∑
j∈Ti

|(ŝ+ h)j| = 1

D’autre part, il existe ni ∈ Ti tel que ŝni = 1 et ∀j ∈ Ti \ {ni}, ŝj = 0.
d’où, ∑

j∈Ti

|(ŝ+ h)j| = |1 + hni|+
∑
j∈Ti
j 6=ni

|hj|

Sachant que B1h = 0, alors
hni = −

∑
j∈Ti
j 6=ni

hj

On déduit que ∣∣∣∣∣∣∣∣1−
∑
j=1
j 6=ni

hj

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1−
∑
j=1
j 6=ni

|hj|

Or,
p∑
j=1
j 6=ni

hj ≤
p∑
j=1
j 6=ni

|hj|

Il en découle que

∑
j=1
j 6=ni

hj =
∑
j=1
j 6=ni

|hj| ≤ 1

d’où

∀i ∈ J1, NK,∀j ∈ Ti \ {ni}, hj ≥ 0 et hni = −
∑
j∈Ti
j 6=ni

hj ≥ −1

On pose

KNpŝ = {x ∈ RNp| ∀i ∈ J1, NK,∀j ∈ Ti \ {ni}, xj ≥ 0 et − 1 ≤ xni ≤ 0}

Alors h ∈ KNpŝ .

Réciproquement, il est clair que si h ∈ KNpŝ et B1h = 0 alors ‖ŝ+ h‖1 = ‖ŝ‖1.
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Etant donné un vecteur indicateur ŝ de f , on a ainsi caractérisé l’ensemble des solutions
possibles de (TPF ,1). Il en découle que la procédure de reconstruction par transforma-
tion parcimonieuse réussie à reconstruire f si et seulement si

Φh = 0, h ∈ KNpŝ n’admet pas de solution h tel que Bah 6= 0

Ce qui est équivalent à

Φh = 0, h ∈ CNpŝ n’admet pas de solution h tel que Bah 6= 0

où
CNpŝ = {x ∈ RNp| ∀i ∈ J1, NK,∀j ∈ Ti \ {ni}, xj ≥ 0 et xni ≤ 0}

L’équivalence est due au fait que si h ∈ CNpŝ alors h/ ‖h‖∞ ∈ K
Np
ŝ .

Sachant que CNp est l’union des CNpŝ où ŝ parcourt l’ensemble des vecteurs indicateurs,
on a reconstruction parfaite de la procédure si et seulement si

Φh = 0, h ∈ CNp n’admet pas de solution h tel que Bah 6= 0

D’où le résultat.
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