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DEFINITION GENERALE

Soit (sx) une suite de vecteurs de R". Posons Asx = Sk11 — Sk
et A%sy = Asyyq — Ask. A partir de la suite (sk), les méthodes
polyndmiales d’extrapolation construisent une nouvelle
approximation t, de la limite ou de I'anti-limite de (sx) définie
par

DEFINITION

k
b= S
/=0
avec

k k
nyj:‘I? an,]7j2071207177k_17 (1)
Jj=0 j=0

ou les scalaires 7, ; définissent la méthode.




DEFINITION GENERALE

n;; est défini par

ni = (¥i, ASj)

avec
@ y; := As; pour la méthode Minimal Polynomial
Extrapolation (MPE) (Cabay et Jackson, '76),
@ y; := A?s; pour la méthode Reduced Rank Extrapolation
(RRE) (Eddy et Mesina, '77),
@ y; := y; pour la méthode Modified Minimal Polynomial
Extrapolation (MMPE) (Brezinski, '75, Pugatcheyv, ’78).



DEFINITION GENERALE

Posons
Yk = [}’07' o 7yk—1]
et ‘ ‘ ‘
AISk = [A’So, s 7A’.Sk_1], i= 1,2.
Alors

En utilisant la formule de Schur, les méthodes d’extrapolation
sont définies par I'expression suivante :

te = so — ASK(Y) A2Sk)7Y/ Asp.

avec
Y« = ASk pour MPE,

Yk A%Sy pour RRE,
Yi = Yk pour MMPE.




IMPLEMENTATION

On introduit les scalaires §;, i =0, --- , k définis par §; = i
Tk

Le systéme (1) peut s’écrire sous la forme suivante
(Yd ASy) B =Y/ Asy.
On introduit ensuite o défini par
ag=1-70, ¢j=0aj1—7 1<j< k-1,

On obtient

k—1
Ik = Sp + ZajASj =59+ ASka.
j=0



ALGORITHME GENERAL

Supposons que A Sk, 1 est de rang maximal. Alors il existe :
@ une factorisation QR telle que ASk 1 = Q11 Rki1
@ une factorisation LU telle que Py 1ASk:i1 = Lk1Ukyq.
Alors /3 est solution de
® MPE : Rk[Bo, -+, Bk—1]" = —rx et B = 1
® RRE: R/ Rks1B=1[1,--,1]"
@ MMPE : Uk[Bo, - , Bk—1]" = —ux et Bx = 1
et
@ MPE et RRE : tx = sg + QxR
@ MMPE : tx = sp + P[] L Uk



ALGORITHME DE LA METHODE RRE

@ Entrée : sp,- -, Ski1
@ Posery =s1 —sp, foo = |yl et go = (1/r00)y-
@ Pouri=1,--- Kk

o Posery =si11—5;
e Pourj=0,---,i—1
o ni=gqlyety=y—rnq
e Fin Pour
Fin Pour
Résoudre le systeme linéaire
kaT+1 Rk 1d =e.
k
Poser A = >/, d..
Poserv; = (1/A) djpour i =0,--- , k.
Calculer o = (ag, - ,ak_1)" via
ag=1-90; aj=aj 14—, =1, k-1,
Calculer ty via
tk = Sop + Qk(Rka).



CoUT DES METHODES

On suppose que k < n.

Méthodes MPE RRE MMPE
Multiplications et Additions | 2nk? 2nk? nk®
Stockage (k+1)n (k+1)n (k+1)n

TABLE : Colt des différentes méthodes d’extrapolation



METHODE CYCLIQUE

Lorsque k augmente :
@ Co0t en calculs augmente de fagon quadratique
@ Codt de stockage augmente de fagon linéaire

Pour réduire ces codts, on préferera utiliser une méthode
cyclique. Pour cela, on fixe un entier g et 'on redémarre
I'algorithme en posant sy = ;.



RESIDU GENERALISE

Posons

K
t= > Sivi-
j=0

DEFINITION
Le résidu généralisé de fx est défini de la fagon suivante :

F(t) = Tk — t.

Ce résidu peut étre exprimé sous la forme suivante :

F(tk) = Asg — A2Sk(YI A2Sk) 1Y/ Asy.

F(tx) vérifie
F(t) — Asy € sev{A%sy,--- ,A%s_1}

F(tk)L seviyo, -, ¥k—1}-
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RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES

Considérons le systeme d’équations linéaires suivant :
Ax=0>b (3)

ou A e R™" b e R" Notons s la solution.
Etant donnée une approximation initiale s, on construit la suite
(sk) en posant

Ski1=Bsg+d, k=01, (4)J

Si la suite (sk) est convergente, alors sa limite vaut s.
On appliquera les méthodes d’extrapolation a la suite (s)
formée par (4).



APPLICATION AUX METHODES MULTIGRILLES :
PRINCIPE

Soient sk, une approximation de s et ex = s — sk, l'erreur
correspondante.
Le résidu est défini par r, = b — Ask. On obtient

Aek = Ik.

La résolution de ce systéme est aussi difficile que le probléme
original. On cherche donc une approximation v, de e. Dans ce
cas, Vk + Sk sera probablement une meilleure approximation de
S. Le principe des méthodes MG est de calculer v de fagon
plus "grossiere”.




ALGORITHME

Différentes étapes : Soit s, I'approximation a I'itération k
@ Lissage : 5 = Lsi
@ Calcul du résidu : r, = b — As,
@ Restriction : 7y = Ry
© Résolution : Agcéx = T«
@ Prolongation : v, = Pék
@ Calcul : 51 = Vv, + S
@ Lissage : Sk 1 = LSk 1
Létape 4 se fait de fagon récursive.



CHOIX DES PARAMETRES

@ Lisseur : Jacobi, Jacobi relaxée, Gauss-Seidel, Red-Black
ordering, ILU, Gradient conjugué

@ Relaxation et Prolongation : Linéaire, Bilinéaire, Full
Weighting, Partition Fine/Coarse avec une matrice
d’influence

@ Approximation grille grossiere : méme discrétisation que
pour la grille fine, Approximation de Galerkin (Ac = RAP).



METHODE DE POINTS FIXES

La méthode MG génere une suite (sk) en posant
Sk+1 = Bsx+ d
ou B est la matrice itérative du processus définie par
B=L(I-PA;'RA)L

d=LPA;'Rb




RESULTATS NUMERIQUES (METHODE GEOMETRIQUE)

@ Discrétisation de I'équation de Helmholtz avec une
méthode d’éléments finis sur le carré unité avec des
conditions aux bords de Dirichlet

—V2u—r2u= fdansQ
u= 0surof

@ Grille réguliére

@ n=3969

@ Test avec MGLab1.0 sur Matlab 7.1

@ Critere d'arrét : ||r| < 10719 ro]|

@ b est un vecteur aléatoire

Vecteur initial sp = 0

Lisseur : méthode de Gauss-Seidel

Restriction : Full Weighting

Interpolation : Linéaire

Approximation grille grossiere : Méthode d’éléments finis



METHODE MULTIGRILLE GEOMETRIQUE
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FIGURE : Equation de Helmholtz avec x = 100



RESULTATS NUMERIQUES (METHODE ALGEBRIQUE)

@ Discrétisation de I'équation de Poisson sur le carré unité
avec des conditions aux bords de Dirichlet avec une
méthode d’éléments finis

@ Grille non réguliere

@ Test avec PDE tool sur Matlab 7.1

@ Critére d’arrét : ||rx|| < 107'0||ro |

@ b est un vecteur aléatoire

@ Vecteur initial s =0

@ Lisseur : méthode de Gauss-Seidel symétrique
@ Paramétres standards



METHODE MULTIGRILLE ALGEBRIQUE
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(b) n = 8321

n = 2577 n = 8321
AMG | RRE | AMG | RRE
Itérations 121 22 195 30
Temps CPU (s) | 2.09 | 0.38 | 19.21 | 2.65




METHODES DE SOUS-ESPACE DE KRYLOV

Etant donnés une approximation sy de s et rp = b — Axg le
résidu correspondant. Les méthodes de sous-espace de Krylov
construisent une suite d’approximations (si) telle que

Sk € So + Ki(A, 1)
I’kJ_ Vk

ou
@ Vi = Kk(A, ry) pour la méthode d’Arnoldi
@ Vi = Kk(A, Ary) pour la méthode GMRES
@ Vi = Yy pour la méthode de Hessenberg



RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES

Revenons a la suite formée par

Sk+1 = Bsk + d.

Posons B=/—-Aetd = b.
Le résidu a I'itération k vérifie :
e = ASK

et
r(tc) = r(tc).

De plus
A28, = —AAS,.




LIEN ENTRE EXTRAPOLATION ET SOUS-ESPACES DE
KRYLOV

r(t) vérifie les relations suivantes :
@ r(tx) € Wi = AV
@ r(tx)LLg
ou
Vi = sev{Asy, - ,Ask_1} = Kk(A, np)

et
Ly = Vg pour MPE,
Ly = W pour RRE,
Ly = Yk pour MMPE.

Cela prouve que

MPE est mathématiquement équivalente a Arnoldi
RRE est mathématiquement équivalente a GMRES
MMPE est mathématiquement équivalente a Hessenberg




METHODE CMRH

Etant donnés A, sy et ry. La méthode de Hessenberg crée une
base {/,--- , Ik} de Kk(A, rp). Lalgorithme de Hessenberg
construit L, une matrice trapézoidale inférieure, Hy une matrice
de Hessenberg et P une matrice de permutation vérifiant :

It
o /1 = ﬁ
® hiytilivr = Al =37 4 hjjlipouri=1,- k
ou les h; x sont calculés de telle sorte que lki1Lepy, -, Epk)

et (fe+1)pkr1) = 1.
La méthode CMRH construit une suite de solutions (sx) de la

forme :
Sk = Sg + Ly dy

ou dj est la solution du probléme de moindres carrés :

min_[1es — Hid|
dcRk+1



RESULTATS THEORIQUES

PROPOSITION

Lalgorithme CMRH donne la solution du systéeme avec le
méme nombre d’itérations que la méthode GMRES.

THEOREME

Soient r@, r¢ les k€ vecteurs résidu des algorithmes de
GMRES et CMRH, respectivement et m le degré du polynéme
minimal de la matrice A pour le vecteur roC . Alors, l'itération sy
de la méthode CMRH est bien définie pourk =1,--- . m et sy,
est la solution exacte. De plus, si r¢ = rg, alors

el < xeso |

9

oU x(Lx+1) = ||L:+1 || 1 Lk111-




AVANTAGES DE LA METHODE CMRH

@ Co(lt de la méthode
o Hessenberg : ”Tkz - % + ZL n(n — i) multiplications
o Arnoldi : nk? + kn? multiplications

@ Co(t de stockage :

e On peut stocker L et Hx dans la matrice A : A ritération m,
ona

Hn 1

A::m—i—l:n
Lm



ALGORITHME : METHODE DE HESSENBERG AVEC
STOCKAGE

ep=1I[1,2,---,n
@ On détermine iy tel que |v; | = [|v||
@ 3=V h=Vv/B;p1 < p
(*] A,'07: Ad A17: ; A:7,'0 <~ A:71
@ Pouri=1,---  k

o U= A inVin; Aitt:ni = Vit

o Pourj=1,.-.,i

o Aji= Ul =05 Urn = Upr1in — AjiAjstin,

e Fin Pour
o On détermine iy tel que |u;| = ||ul|
o (Miks1 = Uy; V=175

@ Pit1 < Piy sVie1 <V,
o A = Aip1 s Ay & A i

@ Fin Pour



ALGORITHME : METHODE CMRH AVEC STOCKAGE

@ On applique I'algorithme de Hessenberg avec (A, rp)

@ On utilise les rotations de Givens pour éliminer la sous
diagonale de H.

@ On résout Hidk = gk (Hk = triu(A1.x.1.))
@ Sk = Sp + Lxdk, (Lx = diag(ones(k, 1)) + tril(A. 1.k, —1));
@ (Sf)p, =(Sk)ipouri=1,---.n



CMRH PARALLELE

@ On utilise la bibliotheque MPI

@ On choisit de diviser la matrice en lignes pour chaque
processus.
Aq

Anprocs

@ Deux étapes importantes dans le programme demandant
un temps important :
e Calcul Matrice-Vecteur
e Permutations des lignes et des colonnes de A



PRODUIT MATRICE-VECTEUR U = Ax W

Sur chaque processus la matrice est de taille n/ x n. Le vecteur
w doit étre de taille n x 1. On obtient donc un vecteur u de taille
nl x 1 sur chaque processus. On doit ensuite se ramener a un
vecteur de taille n x 1 donc on doit faire des échanges entre
processus.



PERMUTATIONS

2 cas possibles :
@ Si permutations entre deux lignes d’'un méme processus

All)
Afls)

F3

Afls)
- (. (N
I —



PERMUTATIONS

2 cas possibles :

@ Si permutations entre deux lignes d’'un méme processus
@ Si permutations entre deux lignes de processus différents

P1

P2

p3




APPLICATIONS

On choisit une matrice de taille n x ntelle que :
A= {—/og!z,-—z,- it

77\ ~log |wj
aléatoirement sur le carré unité centré en zéro et w; est un
nombre entre (0, d;] avec d; la distance entre z; et son voisin le
plus proche.
Cette matrice correspond aux fonctions de Green a une
constante —217 prés pour le Laplacien en dimension 2.
On choisit s le vecteur solution tel que :

ou les z; sont n points choisis

si=n—i+1, pouri=1,---.n

On choisit n = 32000.
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FIGURE : Convergence de la norme du résidu pour la matrice A



Speedup (T(1)/T(Np))

45

FIGURE : Accélération du temps pour la matrice A



APPLICATIONS

On choisit la matrice B provenant de la formulation intégrale de
'équation de Helmholtz. Cette matrice est non-hermitienne et
dense.

On choisit s le vecteur solution tel que :

si=1, pouri=1,--- 'n

On choisit n = 20800 et x = 1000.



FIGURE : Convergence de la norme du résidu pour la matrice B



Speedup (T(1)/T(Np))
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FIGURE : Accélération du temps pour la matrice B
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RESOLUTION DE SYSTEMES NON LINEAIRES

On considére le systéme d’équations non linéaires suivant

G(x) = x (5)
ou G:R" - R,

Notons s une solution de (5). Pour un vecteur x € R”, le résidu
est défini par
r(x) = G(x) — x.

A partir d’un vecteur initial s, la suite (sx) est générée comme
suit

Sk+1:G(Sk),k:0,1,-~ J

On remarque
r(sg) = Ask, k=0,1,---



ALGORITHME DE LA METHODE CYCLIQUE

k = 0, choisir sy et un entier q.

Xk = So

Construire sj,1 = G(s;),j=0,...,9

Calculer t; par RRE, MPE ou MMPE.

Poser sy = 1y, Xk+1 = lg, k = k + 1 et retour a I'étape 2.

00000



NOTATIONS

On pose
F(x) = G(x) — x
(x) = F(x) — F(s)(x — s).
(G -x  G-G(x)
”“(X"<||G(x>—x||’ G (x) — GFT(x )H)’
C(#G) - sx)  9(G (x)) o(G*1(x)
Ck(x)‘( G —x G0 — G| )
et

ax(x) = y/det(H; (x) Hh(x))



THEOREME DE CONVERGENCE

CONVERGENCE QUADRATIQUE DE LA METHODE RRE

Soit J = G/(s). Supposons que la matrice J — / soit réguliére.
Supposons que la dérivée de Fréchet G’ satisfasse les
conditions de Lipschitz

IG'(x) = GW)Il < LiIx = yl, Vx,y € D, (6)
ou D est un sous-espace ouvert et convexe de C". Si
Ja >0, 3K, Vk > K : «a;(xk) > a, (7)

alors il existe un voisinage U de s tel que, pour tout sy € U,

IXe+1 — sl| < Cllx — s (8)

Dans ce théoreme, [, vérifie

IF(75)] = 0.



IDEE DE LA PREUVE

Pouri=0,---,lx,ona
As; = G (x) — G'(x), A%s; = F(GT(x)) — F(G'(xx)).
Posons

B,

k

— F/(s)7'(A2S), — F/(s)AS,)AS]
= F,(S)_1 Clk(xk)H/Zr(Xk)

On montre que

Co
Ci max ||G'(xc) - s|| < 7”Xk —s|l.

B, | <
H /kH - Oz/k(Xk) 0<i<ly

Il existe donc un voisinage de s tel que ||B; || < 1. On a donc
| — By, réguliére. On pose D, =/ — (I — B;,)™"



IDEE DE LA PREUVE

Revenons a 'algorithme :

Xk+1 = Xk — AS/kAZS/—:ASQ
= Xk — (/ — D/k)F/(S)_1A28/kAZSI—:ASQ

Lhypothése ||7(tFE)|| = 0 permet d'obtenir

X1 = Xk — (I — D/k)F/(S)ASQ
= X — (I = Dy)F'(s)F(xk)

D’ou
Xkt — 8 = (D), — NF'(8)"'¢(xk) + Dy (xk — 5)
En majorant chaque membre, on obtient

2
X1 = sl < Clixk —s]”-



EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

On considére les équations de Navier-Stokes stationnaires
modélisant des fluides incompressibles :

uvVu—vVu+Vp=f dans Q c R?
Vu=0

ou v < 1 est une constante donnée.

CONDITIONS AUX BORDS

u:won&QD,y%—ﬁp:OonOQN




FORMULATION FAIBLE

Soient
HL .= {u € H'(Q)?|u=w sur 899} :

HE = {veH1(Q)2|v:Osur 899}.

u/Vu.Vv+/(u-Vu)-v—/p-Vv:/f-v VVGH}_:O
Q Q Q Q

/q-Vu=0 Vg € Lo(Q).
Q




LINEARISATION

Etant donnée une solution initiale (Up, po) € HE x Lo(Q2). On
cherche (duk, 6pk) € HE x Lp(9Q) satisfaisant

D(uk,6uk,v)+u/ Vouy : Vv/ dpx - Vv = Rk(v)
Q Q

/Q q- Voux = re(q)

et on pose uki1 = Uk + duk et pxr1 = px + opk. Le couple
(Rk(v), rk(q)) représente le résidu a I'étape k défini par

Ry ( /f v—/(uk Vug) - v—y/Vuk Vv+/pk Vv,

r(q) = / q- Vug

D(ug, duk, v) représente la différence des termes non linéaires

D(uk,duk, v) = /(5uk-V5uk)~v+/ (5uk-Vuk)-v+/(uk-V5uk)-v
Q Q Q



METHODES DE RESOLUTION (NEWTON)

D(uk, duk, v) = /(5uk -Voug) - v+/(5uk-Vuk)-v+/(uk-VcSuk)-v.
Q Q Q

METHODE DE NEWTON

Etant donné 1, on calcule u',u?,- - - ,uX via
= g = et T e T = Pt 4s g = 7
V.uktt =0




METHODES DE RESOLUTION (PICARD)

D(uk, duk, v) = /(5UK-V6UK) : v+/(5uk-Vuk) : v+/(uk-V5uk)-v
Q Q Q

METHODE DE PICARD

Etant donné 1, on calcule u',u?,- - - ,uX via
UK.VUK_H _ VVZUk+1 + Vpk—H —f
V.uktt =0




FORMULATION MATRICIELLE :

Picard :
vA+ N BT\ (suc\ _ (R«
B 0 ) \op) \ 1
Newton :
vA+ N + W BT Uk B Rk
B 0 ) \dpx) \ 1
ou

e Aj = (Vo;, Vo)) diffusion
@ Bj= —(V;,V;) divergence
@ Nj = (up.V®;, ®;) convection
@ Wj = (¢;.Vup, ®;) Newton



RESULTATS NUMERIQUES

On considére le cas d’'un fluide s’écoulant dans un tunnel
contenant un obstacle.

Pressure field

FIGURE : Solution et rendu 3D de la pression



RESULTATS NUMERIQUES
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EQUATION DE SCHRODINGER

On considere la formulation Kohn-Sham de I'équation de
Schrédinger :

H(p(x))¥(x) = ;Vz + Viot [p(X), X1 | ¥(x) = E¥(X),

ou
@ p la densité de charge
@ Vi le potentiel total
@ E I'énergie totale
@ 1 une fonction d’'onde
= Probléme aux valeurs propres non linéaire



METHODE SCF (SELF CONSISTENT FIELD)

PRINCIPE DE LA METHODE SCF

e Approximation initiale Vi, = V(p)

o Résolution de H(p)y = [F V2 + V| ¢ = Ev
o Calcul de ppew = diag(vy)")

e Calcul de Vout = V(pnew)

METHODES DE RESOLUTION

e Point fixe : Vk+1 = Vi — w( Vi — F( Vk))
e Méthode de Broyden généralisée
e Méthode d’Anderson




METHODES D’ ACCELERATION

METHODE DE BROYDEN GENERALISEE (FANG ET SAAD, ’07)

On suppose connues Sk_m,- - , Sk € R", fx_m,--- ,fr € R" et
Jk_m I'approximation de la Jacobienne de F au point sx_n,. On
pose

ASk = [ASk_m, -+ , ASk_1]

AFk = [Afx_m, -, Dfk_q].

On cherche Jx une approximation de la Jacobienne de F au
point sy satisfaisant
JKASK = AFy

et
(Jeem — J)g = 0 ¥q.LIm(ASk).

Le nouvel itéré est calculé en posant

Sk+1 = Sk + Jk_mfx + (AFk = Jk_mASk)AS;—fk.




METHODES D’ ACCELERATION

METHODE DE ANDERSON (ANDERSON, ’65)

On suppose connues

Sk—m, Sk ER”
et
fk—m:"‘ 7fk ER”
On pose
ASy = [ASk—m, -+, Ask_1]
et

AFk = [Afx_m, -, Dfk_1].

Le nouvel itéré est calculé en posant

Sk+1 = Sk + B — (ASk + BAF)(AF] AF) T AF] f




RESULTATS NUMERIQUES (PROCESSUS CYCLIQUE)
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

@ Conclusion

Méthodes d’extrapolation permettent d’accélérer la
convergence dans le cas de problémes linéaires et non
linéaires

Application a I'équation de Navier-Stokes pour des cas
avec forte viscosité

Application a I'équation de Schrédinger et amélioration des
résultats en comparaison avec d’autres méthodes
d’accélération

Application aux méthodes MG et nette accélération de la
convergence dans les cas étudiés

Etude la méthode CMRH en paralléle et comparaison avec
la méthode GMRES

@ Perspectives

Nouveaux résultats de convergence

Stabilité dans le cas linéaire

Application dans de nombreux autres domaines
Application de la méthode CMRH parallele avec plus de
processeurs ou sur GPU.



Merci de votre attention
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