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Résumé

Les expressions rationnelles et les automates finis sont des objets ma-
thématiques permettant de représenter les langages rationnels. Le lien
entre ces structures est le sujet de nombreux themes de recherche. Chacun
de ces modeles présentent avantages et inconvénients. Nous nous propo-
sons d’établir de nouveaux opérateurs, les multi-tildes-barres, permettant
de créer un modele d’expression se situant entre la structure d’automate
et celle d’expression rationnelle simple, utilisant l'union, la concaténation,
et 1’étoile de Kleene. Les multi-tildes-barres sont basées sur des opéra-
tions relativement simples sur les langages, I’ajout et ’élimination du mot
vide. Nous étendons les méthodes de conversion classiques entre expres-
sions rationnelles simples et automates finis aux expressions utilisant ces
nouveaux opérateurs. Nous montrons également que le pouvoir de fac-
torisation de ces nouvelles expressions est exponentiellement plus grand
que celui des expressions rationnelles simples.

Mots-clés : Automates Finis, Langages Rationnels, Expressions Rationnelles,
Méthodes de Conversion, Mot Vide, Concision des Expressions.



Abstract

Regular expressions and finite automata represent regular languages.
The link between these two mathematical structures is the subject of many
research topics. Each one of these models gets advantages and inconve-
niences. In this document, new regular operators are defined, the multi-
tildes-bars, which create a new expression model falling in the range of
finite automata to simple regular expressions, which uses concatenation,
union, and Kleene’s star. Multi-tildes-bars are based on simple regular
operations, namely the adjunction or the elimination of the empty word.
Several classical conversions between simple regular expressions and finite
automata are extended to these new operators. Finally, we show that these
new expressions have an exponential factorization power with respect to
the one of simple regular expressions.

Keywords : Finite Automata, Regular Languages, Regular Expressions,
Conversion Methods, Empty Word, Short Expressions.
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Introduction

La science consiste a passer d'un étonnement a un autre.
Aristote

Seuls les mots sont aptes a rendre compte du rien.
Marc Gendron

L’étre humain a toujours souhaité modéliser par les mathématiques le
monde qui I'entoure. Des I’Antiquité, les philosophes tentaient de com-
prendre le lien entre le monde du ressenti, le monde du pergu, et les
constructions mathématiques. Tout au long de 1'Histoire, les penseurs ten-
terent de modéliser par le biais de machines, dispositifs théoriques ou non,
la réalité qu'ils pouvaient alors percevoir.

En 1936, Turing proposa dans [45] une machine théorique particuliére-
ment puissante, la machine de Turing, pouvant calculer ce que toute autre
machine peut calculer. Toute machine de Turing est définie par un 6-tuplet
M= (T,0,Q,i,F,J) avec:

(-) I’ un ensemble de lettres,

(-) 0 € T' le symbole blanc,

(-) Q un ensemble fini d’états,

(-) i € Q l'état initial,

(-) F C Q les états finaux,

()6 C QXTI xQxT x{«+,—} la table d’actions.

Le fonctionnement de M est le suivant : une téte de lecture/écriture se
positionne sur un ruban de longueur infini constitué de cases adjacentes
contenant chacune un symbole de I' \ {0}. La machine de Turing se trouve
au départ dans l'état initial i. La table d’actions définit alors une suite
d’actions en fonction de l'état de la machine et du symbole lu en en-
trée par la téte de lecture/écriture. Ainsi, toute action (q,4,4q’,b, <) (resp.
(q,a,9',b,—)) peut étre exécutée lorsque la machine est dans l'état g et que
le symbole lu par la téte de lecture est a. Son exécution place la machine
dans l'état ¢/, inscrit b a la place de a et déplace la téte de lecture/écriture
d’une case vers la gauche (resp. vers la droite). La machine stoppe lors-
qu’elle est dans un état terminal, et le résultat est alors inscrit sur le ruban.
Turing démontra également 1'existence d’une super-machine de Turing, la
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machine de Turing universelle, capable de simuler le comportement de
toute machine de Turing. Puisqu’une machine de Turing peut étre repré-
sentée par une chaine de caracteéres, on peut inscrire alors sur un ruban
infini toutes les machines de Turing et former une machine de Turing uni-
verselle. L'article de Turing ( [45]) est considéré comme 1’article fondateur
de la théorie des automates. En effet, cette branche des mathématiques
fut développée pour comprendre et expliquer la capacité de calcul des
machines de Turing.

Vingt ans plus tard, Kleene, dans [30], fut le premier a démontrer
I'équivalence entre certaines machines de Turing particuliéres (les auto-
mates finis, machines de Turing sans ruban mémoire) et les grammaires
régulieres. Une grammaire est un objet mathématique permettant d’en-
gendrer un ensemble de mots a partir de regles prédéfinies. La régularité
d’une grammaire est une propriété définie sur ses regles. Ainsi, Kleene dé-
montra que tout langage généré par une grammaire réguliere peut étre re-
connu par une machine finie, et sans mémoire qui plus est. Par conséquent,
différents types de mémoires furent étudiés sur des machines a nombre
d’états fini afin de reconnaitre d’autres types de langages : mémoire par
une ou plusieurs piles, par registres, etc... Cependant, on s’apercut que
chaque type de machines reconnaissait un type de langages s’inscrivant
dans une hiérarchie a quatre niveaux, oui chaque langage d’un niveau k
appartient également au niveau k — 1. Cette hiérarchie avait été propo-
sée par le linguiste Chomsky en 1956 dans [21] démontrant I'existence de
quatre types de grammaires et de quatre uniquement. Il fut montré alors
que pour chacun de ces types de grammaire, il existe un type d’auto-
mate reconnaissant le langage généré par une grammaire de ce type. Par
exemple, les langages rationnels (de type 3) sont générés par des gram-
maires rationnelles (ou réguliéres) et reconnus par les automates a états
finis. Ces langages sont potentiellement infinis, et leur description peut
sembler particulierement complexe. Afin de décrire plus facilement les
langages rationnels furent créées les expressions rationnelles.

En 1943, McCulloch et Pitts modéliserent dans [34] le systéme ner-
veux et neuronal par le biais d’automates simples. Kleene introduit alors
dans [30] une représentation simple de ces objets, utilisant des opérations
d’union, de concaténation et un nouvel opérateur révolutionnaire, 1’étoile
(portant désormais son nom, étoile de Kleene). En 1959, Rabin et Scott
traiterent mathématiquement toutes ces notions dans [41], article qui leur
vaudra un prix Turing. Les expressions rationnelles furent intégrées dans
divers domaines, en programmation par exemple, permettant de décrire
trés facilement des motifs particuliers générant des actions données (lan-
gage PERL ou parser LEX par exemple).

De nombreux auteurs se poserent alors la question de la complexité, en
espace et en temps, des algorithmes basés sur les structures d’automates
et d’expressions rationnelles, mais aussi de la complexité de conversion
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d’une des ces structures en 1'autre.

Ainsi, sur les automates finis, la caractérisation de minimalité d’un
automate fut réalisé sur un type d’automate particulier, les automates dé-
terministes, par le biais d'une opération et d’une seule, le quotient d'un
langage par un mot. Cependant, caractériser structurellement le plus petit
automate (non-déterministe) reconnaissant un langage donné est toujours
un sujet ouvert (voir [29]).

Sur les expressions rationnelles, aucune caractérisation des expressions
rationnelles minimales n’a encore été proposée. Contrairement aux au-
tomates, il fut montré que pour passer d'une expression a une expres-
sion syntaxiquement différente dénotant le méme langage, I'ensemble des
régles de réécriture était potentiellement infini. En effet, Redko montra
en 1964 dans [42] qu'il n’existe pas d’axiomatisation finie complete équa-
tionnelle. Salomaa proposa dans [44] la premiére axiomatisation finie com-
plete, mais non-équationnelle. Kozen proposa en 1991 dans [31] (voir aussi
[32]) une axiomatisation finie quasi-équationnelle.

Certains essayerent alors de montrer les différentes bornes de la largeur
d’une expression rationnelle en fonction du nombre d’états d’'un automate
reconnaissant le langage dénoté (voir [25]), les bornes atteintes s’avérant
jusqu’a exponentielles.

La conversion d’une expression rationnelle en un automate a états
finis fut une question rapidement résolue : indépendamment, Glushkov
dans [24] et McNaughton et Yamada dans [35] proposerent une méthode
transformant une expression rationnelle possédant n lettres en un auto-
mate a (1 + 1) états en temps O(n?). Briiggemann-Klein proposa dans [8]
un prétraitement en temps O(n) sur 'expression afin de construire 1’au-
tomate en temps O(n?). Champarnaud, Ponty et Ziadi proposérent dans
[40] une construction en temps quadratique de I'automate de Glushkov.

La complexité spatiale de cette conversion fut également traitée et amé-
liorée. Ainsi, différentes méthodes furent élaborées afin de calculer un au-
tomate plus petit, comme les méthodes des follows de Illie et Yu ( [28]) ou
par dérivation partielle d’Antimirov ( [2]).

La conversion inverse, transformant un automate en une expression
fut résolue par la construction inductive d’expressions. Cependant, un
méme algorithme appliqué a deux automates isomorphes ne produit pas
les mémes expressions, et la taille des expressions produites peut s’avérer
exponentielle. Han et Wood proposerent dans [26] de réaliser des coupes
horizontales et/ou verticales sur les automates, produisant alors des auto-
mates dont la conversion en expression donne un résultat plus petit. Cette
méthode fut améliorée par Ahn et Han dans [1]. Différents auteurs s’inté-
resserent alors a comparer ces algorithmes en fixant des ordres particuliers
(143D.

Nous souhaitons ici réaliser une réduction du nombre de lettres d"une
expression rationnelle par une approche différente, en créant de nouveaux
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opérateurs basés sur des opérations rationnelles simples, a savoir 1'ajout
ou l'élimination du mot vide.

Nous montrerons que le pouvoir de factorisation engendré par les
combinaisons d’ajouts et d’éliminations du mot vide est exponentiel. Nous
réaliserons également une étude théorique des extensions a nos opérateurs
des constructions classiques.

Le Chapitre 1 page 17 présente les notions de base utilisées tout au
long de ce mémoire. Nous détaillons les définitions et les différentes pro-
priétés des objets mathématiques que nous manipulerons tout au long de
ce document.

Le Chapitre 2 page 39 est un état de l’art des différentes méthodes de
conversion, que ce soit d"une expression rationnelle simple en un automate
fini ou d’un automate fini en une expression rationnelle. Les méthodes
de construction d’automate depuis une expression rationnelle simple sont
toutes étendues aux nouveaux opérateurs dans le Chapitre 6. Les mé-
thodes de conversion d’automate en expression se classent en deux fa-
milles : la premiere contient les méthodes de calcul d’une expression de-
puis un automate quelconque. Cette famille nous permet d’étudier les dif-
férentes notions manipulées lors de ces calculs. La seconde famille n’est
constituée que d'une unique méthode, qui réalise la transformation inverse
de la construction de Glushkov et qui répond a la question suivante : soit
A un automate ; existe-t-il une expression rationnelle E dénotant L(A) telle
que l'automate des positions de E soit isomorphe a A ? Cette méthode est
étendue aux nouveaux opérateurs dans le Chapitre 6.

Le Chapitre 3 page 69 introduit les opérateurs de multi-tildes et de
multi-barres, nouveaux opérateurs basés sur des opérations rationnelles
simples. Les multi-barres sont des opérateurs construits a partir de 1'opé-
ration d’élimination du mot vide d"un langage rationnel. Leurs opérateurs
duaux, les multi-tildes, sont quant a eux basés sur 1’opération d’ajout du
mot vide a un langage rationnel. Nous montrons dans ce chapitre que ces
opérateurs possedent des propriétés fondamentalement utiles, telles que
la compatibilité avec la linéarisation et la rationalité.

Le Chapitre 4 page 87 présente une forme normalisée pour les multi-
barres et pour les multi-tildes, permettant la réduction de la taille des opé-
rateurs utilisés. Nous présentons également dans ce chapitre une extension
de la construction de Glushkov a ces expressions. Cette conversion pour
les multi-barres et les multi-tildes est la seule conversion étudiée pour ces
expressions. La méthode de conversion inverse est quant a elle étudiée
par le biais d’une famille plus large, les multi-tildes-barres, englobant les
multi-barres et les multi-tildes.

Le Chapitre 5 page 107 présente les multi-tildes-barres, combinaisons
simultanées des notions de multi-tildes et de multi-barres. Nous présen-
tons également dans ce chapitre une forme particuliére et plus descriptive,
la forme totale, permettant de décrire l'action de l'opérateur sur tous les
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sous-intervalles de l'intervalle sur lequel il est défini.

Dans le Chapitre 6 page 125 sont proposées les différentes extensions
aux multi-tildes-barres des méthodes de conversion d’expression vers au-
tomate et d’automate vers expression.

Le Chapitre 7 page 155 démontre le pouvoir de factorisation des multi-
tildes-barres par un exemple dans lequel le gain est exponentiel.

Enfin, le Chapitre 8 page 167 présente les différentes perspectives of-
fertes par l'utilisation des multi-tildes-barres.
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Chapitre 1

Préliminaires

La philosophie est toute entiere préliminaire. A moins que
ce ne soient les préliminaires qui soient déja philosophie.
Vladimir Jankélévitch

Les idées audacieuses sont comme les pieces qu’on déplace
sur un échiquier : on risque de les perdre mais elles peuvent
aussi étre I'amorce d'une stratégie gagnante.

Johann Wolfgang von Goethe

Sommaire
1.1 Notations Mathématiques . ................ 18
1.2 MotsetLangages . . . ... ................. 18
1.3 Automates et Expressions Rationnelles . . . . . ... .. 20
1.4 Propriétés des Automates . . . . ... .... .. ..., 22
1.5 Propriétés des Expressions Rationnelles . . .. ... .. 31
1.6 Algorithmes de Transformation ... ........... 33

Ans ce chapitre, nous présentons les définitions, les propriétés et les al-
D gorithmes sur lesquels se base 'intégralité des notions définies dans
les chapitres suivants. La Section 1.1 contient les différentes notations ma-
thématiques utilisées tout au long de cette thése. La Section 1.2 traite des
notions de mot et de langage a la base de la théorie des automates. La Sec-
tion 1.3 présente les notions d’automate et d’expression rationnelle, liées
entre elles par le théoreme de Kleene (Théoreme 1.1, [30]). La Section 1.4
présente quelques propriétés, définitions et transformations sur les auto-
mates, telles que les transformations usuelles de déterminisation ou de
standardisation. Différentes propriétés des expressions rationnelles sont
données dans la Section 1.5. Les algorithmes de transformation définis
dans ces sections sont présentés dans la Section 1.6.
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CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

1.1 Notations Mathématiques

Dans les chapitres suivants, nous utilisons des couples d’entiers repré-
sentant des intervalles. Ces intervalles modélisent différentes contraintes
sur les structures que nous manipulons. Les notations suivantes permettent
d’alléger l'écriture.

Soit i et f deux entiers positifs tels que i < f. Le couple (i, f) est
dit croissant. L'ensemble des entiers {i,i +1,...,f — 1, f} est noté [i, f].
L'ensemble des couples d’entiers compris entre i et f est noté [i, f]>. L'en-
semble des couples croissants d’entiers compris entre i et f, c’est-a-dire
I'ensemble {(7, f') € [i, f]* | i' < f'} est noté [i, f]>.

Soit S un ensemble. Le nombre des éléments de 'ensemble S, appelé
cardinal de S, est noté #S. Le seul ensemble de cardinal 0, I'ensemble vide, est
représenté par . Soit R une relation binaire sur S et soit - une opération
interne dans S. La relation R est :

- réflexive siVx €S, xRx.

- symétrique siVx,y €S, xRy=- yRux.

- antisymétrique siVx,y €S, (xRyAyRx)=x=y.
- transitive siVx,y,z € S, (xRy ANyRz) = xRz.

- stable a droite par rapport a - siVx,y,z € S, xRy = (x - z)R(y - z).

Si la relation R est réflexive, symétrique et transitive, R est une relation
d’équivalence. Si R est une relation d’équivalence stable a droite par rapport
a -, R est une congruence. Si R est réflexive, antisymétrique et transitive, R
est une relation d’ordre. Si tous les éléments de S sont comparables par R,
c’est-a-dire si Vx,y € S, xRy ou yRx, R est un ordre total et S est totalement
ordonné par R.

1.2 Mots et Langages

Dans la suite, nous manipulons des notions de théorie des langages.
Cette branche des mathématiques utilise des objets particuliers que nous
définissons dans cette section.

Un alphabet ¥ est un ensemble de symboles tel que toute combinaison
finie d’éléments de X se décompose d'une maniére unique selon les élé-
ments de X, c’est-a-dire que tout élément de X est insécable. Par la suite,
nous n’utilisons que des alphabets finis.

Soit m un entier, et soit w = (a1, 4z .. .a,) un élément de ¥". L'élément
w est appelé mot sur 1'alphabet 2. Le mot w est considéré comme la conca-
ténation des symboles le composant, a savoir w = aj - as---a,. S'iln’y a
pas d’ambiguité, le mot w est noté w = aya, - - - a, en omettant la conca-
ténation. La longueur de w, notée |w|, est égale au nombre de ses lettres,
ici m. L'unique mot de longueur 0, appelé mot vide est représenté par le
symbole ¢. L'ensemble des mots sur X est noté 2.
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1.2. MOTS ET LANGAGES

Dans la suite, nous nous intéressons a des ensembles de mots, finis ou
non, appelés langages. Ces langages ont été classifiés par Noam Chomsky
en 1956 [21]. Nous utilisons ici une variété particuliere de la classification
de Chomsky, les langages de type 3, appelés également langages rationnels.
La caractérisation de ces langages utilise les trois opérations suivantes :

Soit L et L' deux langages sur un alphabet ¥. On définit les opérations union,
concaténation et étoile de Kleene comme suit :
union: LUL ={w|wel v wel},
concaténation: L-L'={v=w-w'|wel N w €L},
étoile de Kleene : L* = Uken L
avec L0 = {e}
et LF=L-L¥1 pourk > 1.

Soit L un langage sur un alphabet X. Le langage L est dit rationnel s'il peut
s’obtenir inductivement comme suit :
L={a}, L=0Q,
L=L1ULy L=1L;-Ly,
L=1Lj,
avec Ly et Ly deux langages rationnels sur 2. et a un symbole de X.
L’ensemble des langages rationnels sur l'alphabet ¥. est noté Rat(X*).

L'ensemble Rat(X*) est ainsi le plus petit ensemble contenant le lan-
gage vide @, les singletons {a} avec a € X, et qui est fermé par les trois
opérations U, - et *.

Soit Ly, ..., L, des langages non vides sur un alphabet >.. Considérons
lelangage L =L;---L,, wunmotde Letw' = (w},--- ,w)) une séquence
telle que pour tout k de [1, n], w; est dans Ly et w] - - - w;, = w. La séquence
w' est appelée décomposition de w sur (Ly,...,L,). Cette décomposition
n’est pas nécessairement unique (voir Exemple 1.1). Soit i et f deux entiers
de [1,n] tels que i < f. Le mot w; - wj; - - - w} est un e-facteur dans w’ si et
seulement si w) - - w} = ¢. S'il existe w]_; = ¢ (resp. s'il existe w’f 1= 8),
le mot w; - - - w est e-prolongeable a gauche (vesp. a droite) dans w'. Si le mot

(/R w’f n’est pas e-prolongeable (ni a gauche, ni a droite), alors il est &-
maximal dans w'. Afin d’alléger les notations, la notion de décomposition
est traitée implicitement dans la suite : la décomposition w’ est assimilée

au mot w quand il n'y a aucune ambiguité.

Considérons les langages rationnels L1, Ly, Lz et L définis par :
Ll = {LZ}*, L2 = {E,b}, L3 = {El, b}* et L= Ll : L2 . L3.

Soit w = abb un mot de L. Plusieurs décompositions selon (Ly, Ly, L3) sont
possibles, telles que w' = (a,b,b) ou w" = (¢, ¢ abb). Remarquons qu'il n'y
a aucun e-facteur dans w', alors que les mots wy, wi et wY - wy sont des e-
facteurs dans w". De plus, wY et wy sont e-prolongeables dans w", et wY - wy est
e-maximal dans w'".
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1.3 Automates et Expressions Rationnelles

Un langage rationnel est un ensemble potentiellement infini de mots.
Plusieurs représentations de ces objets mathématiques existent. Dans la
suite, nous utilisons les automates finis et les expressions rationnelles, dé-
finis dans cette section.

Un automate est un quintuplet A = (%,Q,I,F,é) avec :

- X un alphabet, appelé alphabet de I'automate,

- Q I'ensemble des états de ’automate,

- I C Q l'ensemble des états initiaux de I’automate,

- F C Ql'ensemble des états finaux ou terminaux de ’automate,

- 0 C Qx X x Ql'ensemble des transitions de I’automate.
Un automate non-déterministe a nombre d’états fini (NFA) est un automate
sur un alphabet fini possédant un nombre fini d’états. Les états d'un
automate peuvent étre représentés graphiquement par des cercles reliés
entre eux par des fleches étiquetées par des lettres. Certains de ces cercles
possedent des représentations particulieres, puisque les états correspon-
dants peuvent étre initiaux ou terminaux. Par exemple, 'automate fini
Al = (Z], er 11, F], (51) défini par

- Zl = {a, b},

-1 =1{1,2,3},

- I ={1},

- B = {3},

- 60={(1,42),(2,43),(1,b,3), (3,b,1)},
admet la représentation graphique de la Figure 1.1. Tout état initial (comme
ici I'état 1) est marqué par une fleche entrante, et tout état final (comme ici
I’état 3) par un double cercle ou par une fleche sortante.

FIGURE 1.1 — Représentation Graphique d'un Automate.

Soit A = (X,Q, [, F,6) un automate. L'ensemble de transitions J est

équivalent a une fonction de Q x X vers 2Q définie par:
q €d(q,a) < (q,0,9") €.

Le caractere fonctionnel et le caractere ensembliste de § sont utilisés
dans la suite, et le passage de I'un a I’autre est particulierement aisé.

Soit Q" C Q un ensemble d’états, soit 2 € X une lettre de 1’alphabet et
soit w un mot de £*. La fonction & peut étre étendue de 29 x £* vers 29
comme suit :

(S(Q// 8) =qQ, 5(Q,I 61) = UqEQ’ (5(6],&),
(S(Q//a : w) = 5(5(Q’,a),w).
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1.3. AUTOMATES ET EXPRESSIONS RATIONNELLES

Le langage reconnu par I'automate, noté L(A) est I’ensemble des mots
qui sont I'étiquette d'un chemin partant d’un état initial et arrivant a un
état final : L(A) = {w € £* | 6(I,w) N F # @}. Par exemple, I'automate
Aj de la Figure 1.1 reconnait le langage L(A1) = {aa, b} - {baa, bb}*.

L’ensemble des langages sur un alphabet X reconnus par un NFA est
noté Rec(X*). Ces langages sont rationnels. Cette propriété est démontrée
par l'utilisation des expressions rationnelles simples, reliées aux NFAs par le
théoreme de Kleene ([30]).

Une expression rationnelle simple E sur un alphabet X est définie inductive-
ment par :
E=0Q, E=z¢ E=a,
E=(F+G), E=(F-G), E=(F").
avec a € X, et F et G deux expressions rationnelles simples.

Par souci de clarté, les parentheses peuvent étre omises lorsqu’il n’y a
pas d’ambiguité. Ainsi, I’expression rationnelle simple E = (a + (b*)) est
notée E = a 4 b*.

Une expression rationnelle simple décrit un ensemble de mots. Le lan-
gage L(E) décrit par I'expression rationnelle simple E est appelé langage
dénoté par E.

Soit E une expression rationnelle simple sur un alphabet ¥. Le langage dénoté
par E est défini inductivement par :
L(?) =0, L(e) = {e}, L(a) = {a},
L(F+G)=L(F)UL(G), L(F-G)=L(F)-L(G), L(F*)=L(F)*
avec a € X, et F et G deux expressions rationnelles simples.

Tout langage dénoté par une expression rationnelle simple est ration-
nel. Et réciproquement, pour tout langage rationnel L donné, il existe une
expression rationnelle simple dénotant L. Par exemple, le langage reconnu
par le NFA A; de la Figure 1.1 est dénoté par l'expression rationnelle
simple Ey = (a-a+b)-(b-a-a+0b-b)*. L'opérateur de concaténation peut
étre omis; ainsi, I'expression E; peut s’écrire E; = (aa + b)(baa + bb)*.
Cette équivalence entre langage rationnel et langage dénoté par une ex-
pression rationnelle simple s’établit comme suit :

Soit L un langage sur un alphabet X.. Le langage L est rationnel si et seulement
s’il existe une expression rationnelle simple E telle que E dénote L.

Démonstration. Par induction, posons :
L=0® EL=©
L= {a} EL=a
L=LUL" Ep =E; + Epn
L=L"-L" E,=Ep -E
L= (L")* EL = (Ep)*
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Avec L' et L” deux langages rationnels,
Eps et Epv deux expressions rationnelles simples,
et a dans 2.
Selon la Définition 1.2, la Définition 1.3 et la Définition 1.4, dans tous ces
cas, L et L(EL) sont égaux. Ainsi, pour tout langage L, il existe une expres-
sion rationnelle simple E; dénotant L et pour toute expression rationnelle
simple E;, le langage dénoté par E; est rationnel. O

Par extension, une expression est dite rationnelle si elle n"utilise que des
opérateurs rationnels ; rappelons qu'un opérateur est rationnel si et seule-
ment si Rat(X*) est fermé pour cet opérateur. Par exemple, puisque l'en-
semble Rat(X*) est fermé pour les opérateurs booléens (intersection, com-
plémentaire, différence ensembliste), toute expression utilisant ces opéra-
teurs est rationnelle.

Le théoreme suivant énonce 1'équivalence du pouvoir de description
des expressions rationnelles et des automates finis.

Théoréme 1.1 (Kleene, [30])  Soit X un alphabet. Alors :
Rec(X*) = Rat(X*).

Démonstration. Les méthodes constructives permettant de démontrer les
deux sens de l'inclusion sont présentées dans le Chapitre 2.

Rat(X*) C Rec(X*) : voir Section 2.1.

Rec(X*) C Rat(X*) : voir Section 2.2. O

1.4 Propriétés des Automates

Dans cette section, différentes propriétés des automates sont présen-
tées : propriétés élémentaires comme 1’accessibilité ou la coaccessibilité,
et propriétés fondamentales, comme le déterminisme ou la minimalité.
Ces notions permettront de travailler dans les chapitres suivants avec des
automates plus simples a traiter. Ces différentes propriétés menent alors
a des algorithmes de conversion, et nous montrons que ces conversions
conservent les langages.

1.4.1 Langages Gauche et Droit d’un Etat d'un NFA

Considérons un NFA A reconnaissant un langage L. En plus du lan-
gage L, on peut considérer les langages reconnus par des automates obte-
nus en modifiant les états initiaux ou terminaux de A. En particulier, on
peut calculer 'ensemble des mots qui sont 'étiquette d"un chemin partant
d’un état initial et terminant sur un état g donné (langage gauche de I'état q),
ou encore l’ensemble des mots qui sont 1’étiquette d’un chemin terminant
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sur un état terminal en partant d'un état g donné (langage droit de I'état q).
Ces langages sont définis formellement comme suit :

Soit A = (X,Q, I, F,0) un automate et soit q un état de Q. Le langage gauche
(resp. langage droit) de g dans A, noté Li (A) (resp. L;*(A)) est le langage
défini par :
Ly (A) ={weX|qgedi(lw)}
(resp. L’ (A) = {w € " | 6(q, w) N F # O}).

Les langages gauche et droit des états d'un automate A décrivent le
langage L(A) d’une fagon plus globale sur les états. Puisqu’'un mot re-
connu est 1’étiquette d'un chemin allant d"un état initial & un état terminal
(états non nécessairement distincts), ce chemin traverse nécessairement un
état. Ainsi :

Soit A = (%,Q, I, F,&) un automate. Alors :
L(A) = Uzeo Ly (A) - L7 (A).

Démonstration. Soit w un mot de L(A). Alors w est l'étiquette d'un che-
min réussi dans "automate. Ainsi, §(I,w) N F # @, et donc il existe deux
mots w' et w” dans X* tels que w = w' - w” et 6(6(L, '), w")NF # @.
Par conséquent il existe un état g de 'automate tel que g € 6(I,w’) et
6(q,w") NF # @. Le mot w appartient donc a I'ensemble Ly (A) - L7 (A).
Finalement, le mot w appartient au langage U, Ly (A4) - L' (A).

Soit w € Ugeq Ly (A) - Ly7(A). Ainsi il existe un état g’ de 'automate
tel que w € L;(A) . Lq_f(A). Par définition des langages gauche et droit, il
existe deux mots, w’ dans L;,(A) et w’ dans L;,(A) tels que w = w' - w”
et 6(6(1,w'),w"”) NF # @. Finalement, 6(I,w) NF # D etw € L(A). O

Il n’est pas nécessaire de calculer les langages gauches et droits de tous
les états d’un automate A pour calculer le langage reconnu par A. En effet,
le langage de A se déduit des langages droits de ses états initiaux, ou des
langages gauches de ses états terminaux, puisqu'un mot du langage est
étiquette a la fois d'un chemin débutant sur un état initial et se terminant
sur un état final. D’ot1 le corollaire suivant :

Soit A un automate, 1 son ensemble d’états initiaux et F son ensemble d’états
finaux. Les deux propositions suivantes sont vérifiées :

(1) L(A) = Uier L7 (4),

(2) L(A) = User L?(A).

1.4.2 Propriétés Elémentaires des Automates

Soit A = (X,Q, I, F,6) un NFA. Le NFA A est accessible (resp. coacces-
sible) si pour tout état q de Q, il existe un mot w de L* tel que g € 6(I, w)
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(resp. 5(q,w) NF # @). Si A est a la fois accessible et coaccessible, 1'au-
tomate A est émondé. Si pour toute lettre a € X, pour tout état g € Q,
#5(q,a) > 1, le NFA A est complet. Les notions d’accessibilité et de coac-
cessibilité se vérifient aisément sur les langages gauches et droits des états
de l'automate. En fait, l'automate A est accessible (resp. coaccessible) si et
seulement si pour tout état g de Q, le langage gauche (resp. droit) de g4
n’est pas vide. En se restreignant aux automates vérifiant chacune de ces
propriétés, le pouvoir de description des automates en terme de langages
rationnels reste inchangé.

Soit L un langage rationnel. Alors il existe un NFA A accessible (resp. coacces-
sible, émondé, complet) reconnaissant L.

Démonstration. Voir Algorithme 1.1 et Lemme 1.10 pour 'accessibilité, Al-
gorithme 1.2 et Lemme 1.11 pour la coaccessibilité, Algorithme 1.3 et
Lemme 1.12 pour les automates émondés, Algorithme 1.4 et Lemme 1.13
pour les automates complets. O

1.4.3 Déterminisation d’'un NFA

Dans un NFA, un méme mot peut étre I'étiquette de plusieurs che-
mins distincts débutant sur un état initial, ce qui implique que les lan-
gages gauches de deux états distincts d’un automate peuvent avoir une
intersection non vide. Si cette propriété n’est pas vérifiée, le NFA est dit
déterministe, et nous dirons que cet automate est un DFA. De plus, tout
langage rationnel est reconnaissable par un DFA.

Soit A = (£,Q,I,F,6) un NFA. Le NFA A est un automate déterministe
(DFA) si et seulement si les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

(1) #I =1,

(2) Pour toute lettre a € ¥, pour tout état g € Q, #5(q,a) < 1.

Soit A = (%,Q, {i},F,5) un DFA. Pour tout couple d'états (q,q") de Q? tel que
g#4q,ona:
Ly (A)NLy(A) =@.

Démonstration. Supposons qu'il existe un mot w dans L;"(A) N L;T(A). Si
w = ¢, par définition des langages gauches, g et 4’ sont dans I. Contradic-
tion avec l'unicité de 1'état initial. Si w est dans X1, puisque g et g’ sont
distincts, il existe nécessairement une décomposition w = w' - a - w” avec
w',w" dans X* et a dans X et trois états p, p’, p”’ de Q tel que p € 6(i,w’),
{P,v'} € é(pa), q € 6(p/,w") et ¢ € 6(p”,w"). Contradiction avec
#5(p,a) < 1. O

Soit A un NFA. Alors il existe un DFA A’ tel que L(A) = L(A’).
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Démonstration. Voir Algorithme 1.5 et Lemme 1.14. O

Soit A et A’ les automates de la Figure 1.2 et de la Figure 1.3. On pourra vérifier
que l'automate A’ s’obtient en appliquant I’ Algorithme 1.5 sur l'automate A.

FIGURE 1.2 — L’Automate A... FIGURE 1.3 — Et son Déterminisé A’.

Le nombre d’états de 'automate produit par I’Algorithme 1.5 peut étre
exponentiel, comme l'illustre I'Exemple 1.3. En effet, un état du détermi-
nisé est une partie de 'ensemble des états de I’automate de départ.

Considérons la famille des langages L, = {a,b}* - {a}{a,b}" pour n > 0. Le
langage Ly, est reconnu par un NFA a (n + 2) états (cf. Figure 1.4). Le déterminisé
de ce NFA produit par I'Algorithme 1.5 a 2" états.

a,b
a_ ./~ ab ~ab a,b
—( O——0O——(—~2D~

FIGURE 1.4 — Le NFA & (n + 2) Etats Reconnaissant le Langage Ly,.

1.4.4 Minimisation d’'un DFA

On peut se demander quelle est la taille (en nombre d’états) du plus
petit DFA reconnaissant un langage rationnel donné. Le point le plus im-
portant de cette propriété est que I'automate minimal est unique. En effet,
tous les automates déterministes minimaux reconnaissant un langage ra-
tionnel donné sont isomorphes. Une opération particuliere est utilisée afin
de montrer cette propriété, le quotient gauche d’un langage par une lettre.
Remarquons que cette opération est récursivement calculable.

Soit X un alphabet. Soit a une lettre de X et soit L C X* un langage. Le quotient
gauche de L par a, noté a=' (L) est défini par :
aY(L)={w' €Z*|a-w' €L}

Soit Ly et Ly deux langages de Rat(X*) et soit a et b deux lettres de X. L'opération

a~Y se calcule récursivement comme suit :

a‘1(®) =Q, (L1 U L2 =a (L2) )
_ _ L Ua‘ Ly)sie € L,
'H{eh) =0 Y(Ly - L) :{ 2 Ly () sinon l
1 _f esia=b, ) = *
(en={ 5o L) =a- L1>L

Démonstration. Par définition, a~ (L) = {w’ € £* | a-w’ € L}. Pour les
langages @, {¢} et {b} C X, I'égalité est trivialement démontrée.
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@SiL=L1ULy,
aY(LULy) ={w € |a-w € L ULy}
={w el |a-w el Vauwely}
={w el |a-w e Li}U{w €eX*|a-uw € Ly}
:Cl_1<L1)U€l_1(L2).
(b)SiL=1Lq-Ly,
a YLy L) ={w €L |a-w €Ly L}
{w' eX* |a-w' €L Ly}
= U{w' € Z* |a-w' € L} sie€ Ly,
{w' €eX*|a-w €Ly L} sinon,
{w'=u-veZ|a-uecli Nvely}
= U{w' e Z* |a-w' € Ly} sie€ Ly,
{w' =u-veX*|a-uely AN véeELy} sinon,
{uef|a-ueli}- L
= Ua=1(Ly) sie €Ly,
{ueX*|a-ueli}- L, sinon,
[ a Y (L) - LyuaY(Ly) sie€ Ly,
_{ a (L) - Ly sinon.
(@©@SiL=Lj=LU{e} =L -L;U{e},
a YL U{e}) =a~ (L)
={w' ex|a-w €L}
={w'=u-veXf|a-uel; Nvelj}
:{ulGZ*\a-uELl}LT
=a (L])Li<
U

Cette opération de quotient par une lettre s’étend aisément a la notion
de quotient par un mot. Pour un langage L sur un alphabet X et un mot w
deX*, ona:

w (L) ={w e |w-w € L}.

Les formules de calcul récursif du quotient d’un langage rationnel par
une lettre s’étendent au quotient par un mot de la fagon suivante. Soit L
un langage sur 'alphabet X et soit w un mot de X*. Alors :

1,y | L siw=¢
w (L) = { wa (L)) siw=a-w' aveca € Zetw € T*

A partir de ces définitions, on définit alors la relation suivante dans X%,

due a Myhill et Nerode ([38]).

Soit L un langage (non nécessairement rationnel) sur un alphabet 3. et soit w; et
wo deux mots de X*. On note ~, la relation :

Wy ~p wy < wy (L) = wy '(L).

Cette relation est en fait une congruence, puisque pour tout wq, wy, w3
de X*, pour tout a de X :

— ~ est réflexive : wfl(L) = wfl(L)/
— ~ est symétrique : wfl(L) = wEl(L) And w;l(L) = wfl(L)'
— ~ est transitive :
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-1 o
(D) i) | = 0 =5’

— ~ est stable a droite par la concaténation :

Wy~ wy = (- @) (L) =~ (w (L)) = a=H(wy (L) = (wz-a) "L (L).

L’ensemble des mots de X* équivalents a w selon la congruence ~,
est représenté par [w].,. Les classes d’équivalence engendrées par cette
congruence permettent de calculer l'automate quotient.

Soit L un langage sur un alphabet ¥, et A = (£, Q, I, F, ) l'automate défini par :
-Q=A{[w]., |weX},
-1 ={[e]l~, }
-F={[w]., |wel}
-0 ={([w]~, a4 @) € QxEXQ|[w]., = [w-a]. }.
L’'automate A est appelé automate quotient de L.

Par définition, é([w]~,,a) = [w-a].,, et par conséquent 'automate
quotient est déterministe, accessible et complet. Montrons alors que 1'au-
tomate quotient d’un langage L reconnait le langage L et que le fait qu’il
soit fini est une propriété des langages rationnels.

L’automate quotient A d’un langage L reconnait L.

Démonstration. Posons A = (%£,Q,i,F,d). Par construction de A, pour w

un mot de X*, pour tout mot w’ de [w]~,, alors ([e]~,, w') = [w]., et
ainsi L, (A) = [w]~,.
~L
Soit w un mot de L. Alors il existe un état g de F tel que g = [w]~,. Par

construction, w est dans L{~(A). Ainsi, w est dans Uyep Li (A). Et selon le
Corollaire 1.1, w appartient a L(A).
Soit w un mot de L(A). Alors il existe un chemin réussi d’étiquette w

dans A. Ainsi il existe un état ¢ = [w']., de F tel que é(i,w) = g. Par
définition, si q est dans F, tout mot de [w']., est dans L, et par conséquent
w est dans L. O

Théoréme 1.2 (Myhill et Nerode ([38]))  Soit L un langage et soit A son automate quotient. Alors :

A est un automate fini < L est rationnel.

Démonstration. Si A est un automate fini, selon le Théoréme de Kleene,
alors L(A) = L est rationnel.

Si L est rationnel, soit A" un DFA complet reconnaissant L. Selon la
définition de la relation ~j, pour tout état g4 de A’, pour tout w,w’ de
Ly (A"), w ~ w'. Puisque I'automate est complet, tout mot de £* apparait
dans le langage gauche d’un état. L'union des langages gauches des états
de A’ est une partition de X* plus fine que ~. Puisqu’elle est d'indice
finie, ~; l'est aussi. O

L’automate quotient d'un langage rationnel est le DFA minimal en
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nombre d’états reconnaissant L. En effet, on peut définir un morphisme
surjectif de tout DFA reconnaissant L vers 'automate quotient de L. Par
conséquent, deux DFA minimaux reconnaissant L sont isomorphes.

Soit L un langage et soit A = (X,Q, I, F, ) son automate quotient. Considérons
un automate A" = (X,Q’,I',F,d") déterministe complet et accessible tel que
L(A’) = L. Alors il existe une application surjective de Q' vers Q.

Démonstration. Soit ' un état de Q'. Puisque A’ est accessible, le langage
L;T (A’) n’est pas vide. Selon la définition de la relation ~, pour tous mots
w,w' de L;T(A’), w ~p w'. Soit w un mot de L;T(A’). Considérons l'appli-
cation f de Q' dans Q telle que f(q') = [w]. Puisque A’ est déterministe et
complet, tout mot de X* est I'étiquette d’'un chemin unique (non nécessai-
rement réussi) de A’. Ainsi, pour tout état [w] de Q, il existe un état 4’ de
Q' tel que ¢’ = ¢'(i',w) et ainsi f(q') = [w]. Par conséquent, ’application f
est surjective. O

Soit L un langage rationnel et soit A son automate quotient. Alors A est le DFA
minimal en nombre d’états reconnaissant L.

Pour tout langage rationnel L, il existe un DFA canonique reconnais-
sant ce langage, I'automate quotient. Mais la construction de cet automate
quotient est algorithmiquement complexe. Cependant, puisque pour tout
DFA reconnaissant un langage L, il existe un morphisme surjectif vers
l'automate quotient, on peut déduire de cette propriété une fusion d’états
de I'automate par la congruence suivante :

Soit A un DFA sur 'alphabet ¥ et soit p et q deux états de cet automate. Les
états p et q sont équivalents au sens de Myhill-Nerode si et seulement si :
p~mq e Ly(A) = L7 (A).

La relation ~ ;1 est une congruence droite dans Q.

Démonstration. Soit p,q,r des états d'un DFA A sur un alphabet X et soit
w un mot de X*.
— ~m est une relation réflexive : L,*(A) = L, (A).
— ~m est une relation symétrique : L,"(A) = L;”(A) < L7 (A) = L, (A).
— ~\ est une relation transitive :
L7(A)=L7(A
() 1o(a) | = L (4) = L7 (4),

— ~\ est une relation stable par 'action de 'alphabet sur les états :

P g = Ly, (A) = a L (L (A) = a= (L7 (A)) = Ly, (A)
= d(p,a) ~pm 6(q,a).
Ainsi, la relation ~j; est une congruence. O

On calcule alors a partir d'un DFA A = (%, Q, {i}, F,d) un automate
A= (%,Q,{i"},F,¢) quotienté par la congruence ~ ;. Cet automate est
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défini par :

- Q/ = {Q/ ~M }/

7 ={lily b,

-F =A{[pl~u | p € F},

-8 = ([Pl [@1) € Q' X E X Q' | [glny = B, 0] -

Cet automate obtenu par fusion d’états du DFA de départ est iso-
morphe a l'automate quotient du langage. Et les classes d’équivalence
de ~j; sont calculables pour un langage rationnel L a partir d'un DFA
reconnaissant ce langage.

Soit L un langage rationnel, soit A son automate quotient et soit A" un DFA
complet reconnaissant L. Alors A et A’/ ,, sont isomorphes.

Démonstration. p ~y q < L (A") = L77(A’) & pour w dans Ly (A'),
pour w' dans Ly (A), w (L) = w'~YL) < pour w dans Ly (A"), pour
tout w’ dans L (A’') w ~p w'. Ainsi il existe une bijection ¢ définie par
¢([plyy) = [w]~, avecw € L (A') et ¢~ ([w]~,) = [6(i,w)]~,,. Par consé-
quent, les automates sont isomorphes. O

Soit L un langage rationnel et soit A un DFA reconnaissant L. Le DFA minimal
de L est calculable a partir de A.

Démonstration. Plusieurs algorithmes calculent les classes d’équivalence
permettant d’obtenir le DFA minimal par fusion, tels que 'algorithme de
Hopcroft ([27]) ou de Blum ([5]) de complexité O(n x log(n)), ou l'algo-
rithme de Moore ([37]) de complexité O(n?) avec n le nombre d’états. O

Ainsi, un DFA est minimal si et seulement si les langages droits de ses
états sont deux a deux distincts. Cette caractérisation a donné lieu a une
construction exceptionnellement simple du DFA minimal & partir d'un
NFA quelconque. Cette construction est due a Brzozowski ([9]), et utilise
I'automate retourné :

Soit A= (X,Q,I,F,6)un NFA et soit A’ = (£,Q,I', F',¢") le NFA défini par :
-I'=F,
SF =1,
-0 ={(q,4,9) € QxXxQ|(q,a4q) €6}

L’automate A’ est appelé retourné de A.

Soit A un NFA, A’ son retourné et g un état de A. Considérons un mot
w = aj---a et son retourné w’' = a,, ---a;. Si w appartient au langage
gauche de g dans A, alors w’ appartient au langage droit de 4 dans A’. De
méme, si w appartient au langage droit de g4 dans A, alors w’ appartient au
langage gauche de g dans A’. En considérant les fonctions Det calculant le
déterminisé d'un automate et Ret calculant le retourné d’un automate, on
peut calculer le DFA minimal d"un langage comme suit :
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Théoréme 1.3 (Brzozowski ([9]))  Soit A un NFA. Soit A’ = Det(Ret(Det(Ret(A)))). Alors A’

Définition 1.12

Proposition 1.4

Exemple 1.4

est le DFA minimal de L(A).

Démonstration. Soit A” = Det(Ret(A)). Puisque l'automate A” est déter-
ministe, les langages gauches de ses états sont deux a deux disjoints. En re-
tournant ’automate A”, les langages droits de I’automate ainsi calculé sont
alors deux a deux disjoints. Par déterminisation, les langages droits des
états de A’ sont alors des combinaisons différentes de langages disjoints.
Ainsi, les langages droits de A’ sont deux a deux distincts. Et puisque A’
est déterministe, A’ est le DFA minimal de L(A). O

1.4.5 Standardisation et Homogénéisation

Dans les chapitres suivants, nous présentons des algorithmes permet-
tant la conversion d’un automate en une expression, et réciproquement
d’une expression vers un automate. Un de ces algorithmes est appliqué
sur des automates standards et homogénes. Ces automates possedent le
méme pouvoir de description que les NFA généraux.

Soit A = (%,Q,1,F,5) un NFA. Le NFA A est standard si et seulement s'il
possede un unique état initial i non réentrant, c’est-a-dire qu’aucune transition
n’a pour destination I'état initial i.

Soit A un automate a n états. Alors il existe un automate standard A’ avec au
plus (n+ 1) états tel que L(A) = L(A’).

Démonstration. Voir Algorithme 1.6 et Lemme 1.15. O

Considérons 'automate A de la Figure 1.5 et I'automate A’ de la Figure 1.6.
L'automate A’ est le standardisé de I'automate A. Puisque I'état 2 n'est plus
accessible dans A', il est supprimé. De plus, 'état initial O de A’ est terminal
puisque I'état 3 I'est dans A.

FIGURE 1.5 — L’Automate A. .. FIGURE 1.6 — Et son Standardisé A’.

Définition 1.13 Soit A = (X,Q,[,F,6) un NFA et soit q € Q un état de A. L'état q est

homogene si et seulement si toutes les transitions dont la destination est q sont
étiquetées par la méme lettre.
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Soit A = (X, Q, I, F, ) un automate. L'automate A est homogene si et seulement
si chacun de ses états est homogene.

Soit A un automate a n états. Alors il existe un automate homogene A’ avec au
plus (#X x n) états tel que L(A) = L(A’).

Démonstration. Voir Algorithme 1.7 et Lemme 1.16. O

Considérons 'automate A de la Figure 1.7 et 'automate A’ de la Figure 1.8.
L'automate A’ est I'homogénéisé de 'automate A et on pourra vérifier que les
langages L(A’) et L(A) sont égaux.

a,b

»

FIGURE 1.7 — L’Automate A... FIGURE 1.8 — Et son Homogénéisé A’.

1.5 Propriétés des Expressions Rationnelles

Dans la suite de cette theése, nous nous intéressons a la réduction du
nombre de lettres d"une expression rationnelle. Ce nombre est appelé lar-
geur alphabétique de I'expression. La largeur alphabétique d"une expression
E est notée |E|. Plusieurs expressions syntaxiquement différentes peuvent
dénoter le méme langage. Si E et E’ sont deux expressions telles que
L(E) = L(E'), les expressions E et E’ sont équivalentes et on note E ~ E'.
Si E et E’ sont syntaxiquement équivalentes, on note E = E’. Si pour une
expression E, il n’existe pas d’expression équivalente moins large, E est
une expression minimale. Cette notion peut étre restreinte a un ensemble
d’opérateurs. Certaines regles permettent de transformer des expressions
en expressions équivalentes. Dans ce but, tout au long de cette these se-
ront utilisées différentes simplifications syntaxiques, appelées quotients. Le
premier ensemble de simplifications défini utilise les égalités suivantes, en
considérant E une expression rationnelle :

L(E+Q)=L(@+E)=L(E), L(E-©)=L(D-E)=0Q,
L(E-¢) = L(e-E) = L(E).

Soit E une expression. Alors :
E+O~Q+E~E, E-O~Q-E~Q,
E-e~e-E~E.

Une expression E est linéaire si chacun de ses symboles apparait une et
une seule fois, et donc si #2¢ = |E|. D’ot1 la notion d’expression linéarisée :

31
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Exemple 1.6

Définition 1.17
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CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Soit E une expression rationnelle sur un alphabet ¥.. L'expression linéarisée
de E, notée E*, est obtenue en remplagant chacune des lettres de I'expression par
sa position. Pour revenir a I'expression de départ est utilisé le morphisme hg de
Y%y dans X* tel que hg (k) est la lettre en position k dans E. Toute expression
linéarisée est linéaire puisque deux lettres ne peuvent pas avoir la méme position.

Soit E = (a+b)-a*+a-b* une expression rationnelle simple. L'expression
linéarisée de E est I'expression E¥ = (1+42)-3* 4+ 4-5%.

Considérons l'expression E de 'Exemple 1.6. Les langages hg(L(E"))
et L(E) sont égaux. Cependant, cette propriété n’est pas nécessairement
vérifiée par toute expression rationnelle et par sa linéarisée. En fait, cela
dépend des opérateurs utilisés. Soit E = a M a une expression rationnelle.
Son expression linéarisée est 'expression E* = 1N 2. Alors L(E) = {a} et
L(E*) = @, et ainsi, hg(L(E*)) # L(E). Cette remarque permet de définir
une nouvelle notion, la compatibilité avec la linéarisation :

Soit O un ensemble d’opérateurs. Les opérateurs de O sont compatibles avec la
linéarisation si et seulement si pour toute expression E utilisant ces opérateurs,
en notant E* sa linéarisée, on a :

L(E) = hg(L(E")).

L'ensemble d’opérateurs {+,-,* } utilisé par toute expression ration-
nelle simple est compatible avec la linéarisation :

Soit E une expression rationnelle simple. Alors :
L(E) = hg(L(E")).

Démonstration. Par induction sur la structure, la largeur et le nombre d’opé-
rateurs des expressions rationnelles simples. Lors de la linéarisation d'une
expression, les opérateurs et par conséquent la structure de I'expression
sont inchangés. Nous notons I'expression linéarisée E* de E = F + G (resp.
E=F-G,E = F*) comme E* = F' + G’ (resp. E* = F'- G/, E* = (F')*).
Puisque E* est linéaire, les alphabets de F’ et de G’ sont disjoints.

E=¢:hp(L(E*)) = {¢} E=F+G:hg(L(E*)) = hg(L(F' + G))
= L(E) = hg(L(F')) Uhg(L(G'))
=L(F)UL(G)
= L(E)
E=®:heg(L(E*)=® E=F-G:hg(L(E*)) = hg(L(F' - G))
= L(E) = hg(L(F')) -he(L(G))
= L(F)-L(G)
= L(E)
E=a:hg(L(E*)) = hg(L(ay)) E=F*:hg(L(E*)) =he(L(F)*)
= he({a}) = hg(L(F'))"
= {a} = L(F)*
— L(E) ~ L(E)
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1.6 Algorithmes de Transformation

Algorithme 1.1 RendreAccessible

Entrées: A = (%,Q, [, F,) un NFA.

Sorties: A’ = (X/,Q’,I', F/, ') un NFA accessible tel que L(A) = L(A’).
1: File d’Ftats L = FileVide() ; Ensemble d’Etats M = @
2. Etat q,x; Lettre a
3: si [ = @ alors

Etat 0 = NouvelEtat(0) {avec 0 ¢ Q}; I < {0}; M « {0}

4
5: sinon

6: pour tout g € I faire

7: Enfiler(q,L); M + MU {q}

8:  fin pour

9: tantque Non(EstFileVide(L)) faire

10: x = Defiler(L)

11: pour tout a € X faire

12: pour tout g € 6(x,a) tel que g ¢ M faire
13: M < M U{q}; Enfiler(q, L)

14: fin pour

15: fin pour

16:  fin tantque

17: finsi

18: return A'= (X, M,[, MNF,6N (M x X x M)).

L’Algorithme 1.1 calcule a partir d'un NFA A un NFA A’ accessible tel que
L(A") =L(A).

Démonstration. Par construction, tout état g de Q appartient a M si et seule-
ment s’il est accessible depuis un état initial. Ainsi, pour tout état g de
Q\ M, le langage gauche de g est vide. L'élimination de cet état ne modi-
fie pas le langage reconnu par I'automate, selon le Lemme 1.2. Finalement,
tout état de Q' est accessible et L(A’) = L(A). O

Algorithme 1.2 RendreCoaccessible

Entrées: A = (X, Q,I,F,J) un NFA.

Sorties: A’ = (¥/,Q/,I', F/,¢") un NFA accessible tel que L(A) = L(A").
1: return A’ = Retourne(RendreAccessible(Retourne(A))).

L’Algorithme 1.2 calcule a partir d’'un NFA A un NFA A’ coaccessible tel que
L(A") =L(A).
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Démonstration. Rendre Accessible le retourné d'un NFA, puis le retour-
ner conserve le langage. De plus, puisque le retourné est accessible, les
langages gauches de chacun des états sont différents de 1’ensemble vide.
Ainsi, dans le retourné A’, les langages droits sont différents de 1’ensemble
vide. Finalement, le NFA A’ est alors coaccessible. O

Algorithme 1.3 Emonder

Entrées: A = (%,Q, [, F,J) un NFA.

Sorties: A’ = (X/,Q’,I',F/,$") un NFA émondé tel que L(A) = L(A").
1: A’ + RendreAccessible(A); A’ < RendreCoaccessible( A’
2: return A'.

L’Algorithme 1.3 calcule a partir d'un NFA A un NFA A’ émondé tel que
L(A") =L(A).

Démonstration. Selon 1’Algorithme 1.1 et ’Algorithme 1.2, L(A) = L(A’)
et pour chacun des états g de Q’, les langages gauche et droit de g sont

différents de 'ensemble vide. Par conséquent, 'automate A’ est émondé.
O

Algorithme 1.4 Compléter

Entrées: A = (X,Q,I,F,J) un NFA.
Sorties: A’ = (¥/,Q’,I', F/,¢") un NFA complet tel que L(A) = L(A’).
1: Etat 0 = NouvelEtat(0)
Ensemble d’Etats Q' +— QU {0} {avec 0 ¢ Q}
Ensemble d’Etats I’ < [; F/ « F
Ensemble de Transitions ¢’ < §
Etat q
Lettre a
pour tout g € Q' faire
pour tout a € X faire
si 0'(q,a) = @ alors
§'(q,a) + {0}
finsi
fin pour
: fin pour
return A’ = (£, Q' I',F,d).

e PN VR RN

R e e
B W N R Q

L’Algorithme 1.4 calcule a partir d'un NFA A un NFA A’ complet tel que
L(A") =L(A).

Démonstration. Un unique état 0 est ajouté, qui n’est pas coaccessible.
Ainsi, le langage droit de 0 est vide. L'ajout des transitions vers cet état ne
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modifie donc pas le langage. Ainsi, I’automate A’ est complet par construc-
tionet L(A") = L(A). O

Algorithme 1.5 Construire I’Automate des Parties

Entrées: A = (%,Q, [, F,8) un NFA.
Sorties: A’ = (X/,Q’,I',F/,5’") un DFA tel que L(A’) = L(A).
1: Liste d’Ensemble d’Etats L = ListeVide()
2: Ensemble d’Ensemble d’Etats Q' < {I}; I' < {I}; F' + @
3: Ensemble de Transitions ¢’ < @
4: Ensemble d’Etats X, Y
5: Etat z
6: Lettre a
7
8
9

. Enfiler(I, L)
. tantque NON (EstListeVide(L)) faire
X < Defiler(L)
10:  pour tout a € X faire
11 Y < Usexd(z,a); 6 (X,a) <Y
12: siY ¢ Q’ alors

13: Q' «+ Q U{Y}; Enfiler(Y, L)
14: finsi

15: si XN F # @ alors

16: F' + FU{X}

17: finsi

18:  fin pour
19: fin tantque
20 return A’ = (X, Q',I',F,?¥).

L’Algorithme 1.5 calcule a partir d'un NFA A un DFA A’ tel que L(A’) = L(A).

Démonstration. Posons A = (X,Q,I,F,8) et A’ = (¥,Q,I',F,d"). Par
construction de A’, #I' = 1 et pour toute lettre a € ¥/, pour tout état
q € Q,#5(q',a) < 1. L'automate A’ est donc déterministe.

Soit w un mot de L(A). Si w = ¢, il existe un i de I tel que i € F. Par
construction, I’état initial de A’, 1’état I, est aussi terminal. Ainsi, le mot w
estdans L(A"). Siw =ay - --ay, alors 6(I,w) N F # @ et ainsi, il existe une
suite d’états (qo,...,q,) de Q telle que qo € I, g, € F et pour tout entier
k € [0,n—1], gx+1 € 6(gk, ax+1)- Soit i’ I'état initial de A’. Par construction
de A’, qo € i’. Posons la suite d’états (g, ...,q;) avec g, = i’ et pour tout
entier k € [1,n — 1], g1 = 6(q), ak+1). Par construction de A’, puisque
pour tout k € [0,n — 1], gx+1 € 8(qx, ax+1), on a alors pour tout k € [0, n],
Gk € g, Ainsi, ;. NF' # @, et w est donc I'étiquette d’un chemin réussi
dans A’. Par définition du langage reconnu par un automate, w € L(A’).
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Soit w un mot de L(A’). Puisque A’ est déterministe, on a I’ = i’ et
#5(i',w) = 1. Posons ¢q,, = 6(i’,w). Par construction de A’, g}, est égal a
I'ensemble {g € Q | ¢ € 6(I,w)}. Puisque ¢;, € F/, il existe un état q € ¢,
tel que g € F. Ainsi, g € 6(I,w) etg € F, et doncw € L(A).

Ainsi, 'automate A’ est déterministe et L(A’) = L(A). O

Algorithme 1.6 Standardiser

Entrées: A = (%,Q, [, F,J) un NFA.
Sorties: A’ = (¥/,Q’,I', F/, ") un NFA standard tel que L(A") = L(A).
1: Etat 0 = NouvelEtat(0)
Ensemble d’Etats Q' < Q U {0} {avec 0 ¢ Q)
Ensemble d’Etats I’ < {0}; F' + F
Ensemble de transition ¢’ < &
Etat i
Lettre a
si FN I # @ alors
F'« F'u{0}
finsi
pour tout i € [ faire
pour tout a € X faire
0'(0,a) < 6'(0,a) Ud(i,a)
fin pour
fin pour
: return A'= (X, Q' I',F,d)

[ T = N = S = W
TR RN R Q

L’Algorithme 1.6 de standardisation calcule a partir d’'un NFA A a n états un
NFA standard A’ avec au plus (n + 1) états tel que L(A") = L(A).

Démonstration. Posons A’ = (£,Q',I',F,8') et A = (X,Q,I,F,¢). Par
construction, 'automate A’ est standard et possede n + 1 états.

Soit w un mot de L(A). Alors il existe un état initial i de I tel que
w e L7.Siw =¢ i € F et par construction, 0 € F/, et w € L(A’). Si
w = a-w, puisque w € L(A), il existe g dans Q tel que q € 6(i,a) et
w' € L;’. Par construction, g appartient a Q', g € 6(0,a) et w' est dans le
langage gauche de g. Ainsi, w est dans L(A').

Soit w un mot de L(A’). Si w = ¢, alors 0 € F et par construction il
existe uni € I tel que i € F. Ainsi, w € L(A). Si w = aw’, alors il existe
g dans Q' tel que q € 6(0,a) et w’ est dans le langage gauche de 4. Par
construction, g appartient a Q, et il existe un i € I tel que g € J(i,a).
Puisque w’ est dans le langage gauche de g, w € L(A). O
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Algorithme 1.7 Homogénéiser

Entrées: A = (%,Q, [, F,) un NFA.

Sorties: A’ = (X/,Q’,I', F/, ") un NFA homogene tel que L(A") = L(A).
1: Ensemble d’états Q' < Q;I' < I; F' «+ F

Fonction de transition ¢’ < ¢

2!

5 Etats ¢/, 4/

4: Lettre a

5. pour tout ' € Q' tel que 4’ n’est pas homogene faire
6:  pour tout a € X faire

7: g, = CreerNouvelEtat(q’,a); Q" + Q' U g,
8: si g’ € F alors

9: F' «+— F u{q,}

10: finsi

11 si g’ € I alors

12: '~ 1uf{q,}

13: finsi

14: pour tout b € X faire

15 &'(qa,b) <= 0'(q', b)

16: fin pour

17: fin pour

18: fin pour

=
\O

: pour tout 4’ € Q' tel que g’ n’est pas homogene faire

200 '« I'\{q'}; F«< F\{q}

21:  pour tout (p,a,p’) € & tel que p = ¢’ ou p’ = ¢’ faire
22: 3\ (parp)

23:  fin pour

Qe Q\{d)

25: fin pour

N
[o}

c return A'=(X,Q,I',F,¢)

L’Algorithme 1.7 d’homogénéisation calcule a partir d’'un NFA A un NFA ho-
mogene A’ tel que L(A") = L(A).

Démonstration. Posons A = (%,Q,[,F,é) et A’ = (£,Q,I',F,¢). Par
construction, tout état de A qui n’est pas homogene est éclaté en au plus
(#X) états homogenes. Ainsi, #Q' < n x #X.

Soit w un mot de L(A). Si w = ¢, il existe i dans I tel que i € F. Si i
est homogene, i € I',i € F' et donc w € L(A’). Si i n’est pas homogene,
alors pour tout i, aveca € X, i, € I' et i, € F' et ainsi, w € L(A’). Si w se
décompose en 4y - - - a,,, alors il existe une suite d’états de Q (qo, ..., qm)
telle que g0 € I, gu € F et telle que pour tout k € [1,m], g; est dans
0(qk—1,ar). Par construction, il existe une suite d’états (q;,...,q;,) telle
que pour tout k € [0,m], g, = gx si gx est homogene, q; = (qk)q, sinon. Et
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par construction, cette suite est telle que g, € I, q;, € F’ et telle que pour
tout k € [1,m], q; € 6(q;_, ax). Ainsi, w € L(A”).

Soit w un mot de L(A’). Si w = ¢, il existe i dans I’ tel que i € F'.
Par construction, soit I'état i provient de 1'éclatement d’un état initial et
terminal de A, soit 1’état i est un état initial et terminal de 'automate A.
Dans les deux cas, w € L(A). Si w = a;---ay, alors il existe une suite
d’états de Q' (q(,...,q,,) telle que q; € I, q;, € F’ et telle que pour tout
k € [1,m], q; € 5(q;_q, k). Par construction, chacun des états de cette suite
soit provient de I’éclatement d’un état non homogene, soit est également
dans Q. Ainsi, il existe une suite d’états (qo,...,qn) de Q telle que pour
tout k € [0,m], g, = qi si qx est homogene, q;, = (gx)q, sinon. Et par
construction, qo € I, g, € F et pour tout k € [1,m], g € 6(;_,,ax). Ainsi,
w e L(A). O

38



Chapitre 2

Conversions

Si l'on sait exactement ce qu’on va faire, & quoi bon le faire ?
Pablo Picasso

Rien ne se perd, rien ne se crée, tout se transforme.
Antoine-Laurent de Lavoisier

Sommaire
2.1 Convertir une Expression Rationnelleen un NFA ... 39
2.2 Convertir un NFA en une Expression Rationnelle ... 55
23 Conclusion .......... ... ... . 0oL, 68

Ans ce chapitre, nous présentons un état de l'art des méthodes de
D conversion d'une expression rationnelle E dénotant un langage L en
un NFA reconnaissant L (Section 2.1), et réciproquement d"un NFA re-
connaissant un langage L en une expression rationnelle dénotant L (Sec-
tion 2.2).

2.1 Convertir une Expression Rationnelle en un NFA

Les NFA et les expressions rationnelles possedent le méme pouvoir
d’expressivité dans leur représentation des langages rationnels. En effet, il
est possible de calculer a partir d"une expression rationnelle un automate
reconnaissant le langage dénoté par 'expression. De méme, depuis tout
automate il est possible de calculer une expression rationnelle dénotant
le langage reconnu par cet automate. Ce second sens sera présenté dans
la section suivante. Cinq méthodes différentes permettant de calculer un
NFA depuis une expression rationnelle sont présentées dans cette section.
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Exemple 2.1

CHAPITRE 2. CONVERSIONS

2.1.1 L’Automate des Positions

La premiere méthode étudiée est la méthode de Glushkov [24] (mé-
thode définie indépendamment par McNaughton et Yamada dans [35]),
permettant de calculer depuis une expression a n lettres un automate a
(n + 1) états. Cette méthode utilise des calculs sur ’expression linéarisée.
L'expression est analysée en vue d’obtenir cinq ensembles (les ensembles
Pos, Null, First, Last et Follow) permettant de lier la structure d’expression
rationnelle a celle d’'un automate. Chacun de ces ensembles permet d’ex-
pliciter certaines propriétés des symboles de 1'expression en considérant
leurs positions, d’ot1 I'utilité de 1’expression linéarisée.

Considérons une expression rationnelle E. La fonction Pos(E) expli-
cite les différentes positions de l'expression linéarisée de E. La fonction
Null(E) retourne le singleton {¢} si le mot vide est contenu dans le lan-
gage dénoté par E, I'ensemble vide @ sinon. La fonction First(E) retourne
les positions des lettres pouvant débuter un mot du langage. La fonction
Last(E) retourne les positions des lettres pouvant terminer un mot du
langage. Enfin, la fonction Follow(E,x), ot x est un élément de Pos(E),
retourne les positions pouvant succéder a la lettre en position x dans un
mot du langage dénoté par I'expression E.

Soit E une expression rationnelle, E* son expression linéarisée et x un
élément de Xp+. Les cinq ensembles sont définis formellement de la fagon
suivante :

POS(E) = ZE#
[ {e} siee L(E),
Null(E) = { @ sinon.
First(E) = {x € Pos(E) | 3w’ € %, x-w’ € L(E*)}
Last(E) = {x € Pos(E) | 3w’ € X5, w' - x € L(E*)}
Follow (E, x) = {x" € Pos(E) | 3w/, w" € £,,w" - x - x"-w" € L(E*)}

TABLE 2.1 — Définitions des Fonctions de Glushkov.

Soit E = (a+ b)*a + b* une expression rationnelle et soit E¥ = (14 2)*3 + 4*
son expression linéarisée. Les fonctions de Glushkov pour l'expression E sont les
suivantes :

Pos(E) ={1,2,3,4} Follow(E,1) = {1,2,3}
Null(E) = {¢} Follow (E,2) = {1,2,3}
First(E) = {1,2,3,4} Follow(E,3) =@
Last(E) = {3,4} Follow(E,4) = {4}

On pourra vérifier que les mots hg(e) = ¢, hg(11213) = aabaa, hg(3) = a,
hp(22123) = bbaba et hg(44) = bb appartiennent au langage L(E) selon les
formules de la Table 2.1.

Les expressions rationnelles sont définies de fagon inductive. Cette pro-
priété permet de calculer récursivement ces cinq fonctions. Chacune de ces
fonctions peut se définir sur chacun des opérateurs et atomes de la struc-
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ture d’'une expression rationnelle. Le calcul récursif sur une expression
linéaire s’effectue comme suit :

Pos(®) =@  Pos(F + G) = Pos(F) UPos(G)

Pos(e) = @ Pos(F - G) = Pos(F) UPos(G)

Pos(a) = {a} Pos(F*) = Pos(F)

TABLE 2.2 — Calcul de la Fonction Pos.

Null(@) =@  Null(F+ G) = Null(F) UNull(G)
Null(e) = {e} ~ Null(F - G) = Null(F) N Null(G)
Null(a) =@ Null(F*) = {¢}

TaBLE 2.3 — Calcul de la Fonction Null.

First(®) =@  First(F + G) = First(F) UFirst(G)
=0Q

First(e) — First(F - G) = First(F) U First(G) si Null(F) = {e},

( First(F) sinon.
First(a) = {a} First(F*) = First(F)
TABLE 2.4 — Calcul de la Fonction First.
Last(®) =@  Last(F 4+ G) = Last(F) U Last(G)
_ [ Last(F)ULast(G) si Null(G) = {e},
Last(e) = Last(F- G) = { Last(G) sinon.
Last(a) = {a} Last(F*) = Last(F)

TABLE 2.5 — Calcul de la Fonction Last.

Follow (@, x) = Follow (¢, x) = Follow(a,x) = @
Follow (F 4+ G, x) = Follow(F, x) U Follow (G, x)
[ Follow(F, x) UFirst(G) si x € Last(F),
Follow(F- G, x) = Follow (F, x) U Follow (G, x) sinon.
Follow (F, x) UFirst(F) si x € Last(F),
Follow (F, x sinon.

TABLE 2.6 — Calcul de la Fonction Follow.

— — — —

Follow (F*,x) =

Pour les calculs du Follow d’une somme ou d’une concaténation, au
moins un des deux ensembles Follow (F, x) et Follow (G, x) est vide puisque
I'expression E est linéaire.

Tous ces calculs sont équivalents aux définitions données Table 2.1
pour une expression rationnelle E si I'on utilise ces fonctions récursives
sur l'expression linéarisée E* de E. Cette propriété est trivialement dé-
montrée par induction structurelle sur les expressions rationnelles et leurs
langages.

Exemple 2.2 Reprenons l'expression rationnelle E = (a + b)*a + b* de I'Exemple 2.1 et son
expression linéarisée E* = (1 + 2)*3 + 4*. Les fonctions de Glushkov pour I'ex-
pression E sont calculables a partir de I'expression rationnelle E*, et ainsi :
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Lemme 2.1
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Pos(E) = Pos(E¥) Null(E) = Null(E*)
= Pos((1 +2)*3) U Pos(4*) = Null((1+ 2)*3) U Null(4*)
= Pos((1+2)*) UPos(3) = (Null((1+2)*) N Null(3))
U Pos(4) U {e}
=Pos(1+2)U{3} U {4} = ({e} no)u{e}
= Pos(1) UPos(2) U {3,4} =ouU{e}
— (U2} U {34} (e}
=1{1,2,3,4}

First(E) = First(E*) Last(E) = Last(E¥)
= First((1+2)*3) U First(4*) Last((1+2)*3) U Last(4*)

= First((1+2)*) U First(3) Last(3) U Last(4)
U First(4) = {3} U {4}
— First(1+2) U {3,4} = {3,4}
= First(1) U First(2) U {3,4}
={1,2,3,4}
Follow (E, 1) = Follow (E*, 1) Follow (E,2) = Follow (E*,2)
= Follow((1+2)*3,1) = Follow((1+2)*3,2)
= Follow((1+2)*,1) = Follow ((1+2)%,2)
U First(3) U First(3)
= First(1+2) U {3} = First(1+2) U {3}
={1,2,3} ={1,2,3}
Follow (E,3) = Follow (E*, 3) Follow (E,4) = Follow (E*,4)
= Follow((1+2)*3,3) = Follow (4*,4)
= Follow (3, 3) = First(4)
=0 = {4}

Ces fonctions permettent de calculer 'automate de Glushkov ou auto-
mate des positions de I'expression E reconnaissant le langage dénoté par E.
Pour une expression de largeur 1, ’automate des positions possede (1 + 1)
états, est standard et homogeéne et reconnait le langage dénoté par E.

Soit E une expression rationnelle sur un alphabet ¥. et soit A = (£,Q, I, F,0)
I'automate défini par :

-Q="Pos(E)u{0},

-I= {0},

P { {0} ULast(E) si Null(E) = {e},

N Last(E)  sinon.
-6 = {(ghe(q),9) € Qx T x Q| € Follow(E,q)}
U {(0,he(q),q) € {0} x Zx Q| q € First(E)}.
L’'automate A est appellé automate de Glushkov ou automate des posi-

tions de 'expression E.

Soit E une expression rationnelle a n lettres et soit A son automate de Glushkov.
Alors l'automate A est standard et homogene, possede (n + 1) états et reconnait
le langage L(E).

Démonstration. Par construction, 'automate A est standard, homogene et
posséde n + 1 états. Montrons alors que L(E) = L(A). Posons E* I'expres-
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2.1. CONVERTIR UNE EXPRESSION RATIONNELLE EN UN NFA

sion linéarisée de E.

Soit w un mot de L(E). Si w = ¢, par définition Null(E) = {¢} et
ainsi I’état initial de I'automate est terminal, et par conséquent, w € L(A).
Supposons w = aj - - - a, avec pour tout k de [1,m], ar € X. Puisque E
est une expression simple compatible avec les positions, il existe un mot
w' = x1 - -+ Xy dans L(E¥) tel que pour tout k de [1,m], h(x;) = ay et tel que
x1 € First(E), x,, € Last(E), et pour tout k de [2,m], x; € Follow(E, xx_1).
Par construction, h(x1) € §(0,h(x1)), h(xy) € F et pour tout k de [2,m],
h(xg) € 6(h(xx_1),h(xx)). Ainsi il existe un chemin réussi dans A d’éti-
quette h(w') = w, et par définition du langage d'un automate, w € L(A).

Soit w un mot de L(A). Si w = ¢, I’état initial 0 est terminal, ce qui
est impliqué par Null(E) = {¢}. Ainsi, par définition de la fonction Null,
w € L(E). Supposons w = aj - - - 4, avec pour tout k de [1,m], a, € X.
Par construction, il existe un état x,, de F tel que X, = a,, tel qu'il existe
un chemin de 0 a l'état x,,. Par construction, il existe w’ = x; - - - x,, dans
L(E*) tel que pour tout k de [1,m], h(xy) = ax et tel que x; € First(E),
xm € Last(E), et pour tout k de [2,m], x; € Follow(E, xx_1). Puisque E
est une expression simple compatible avec les positions, h(w’) € L(E). Par
conséquent, w appartient a L(E). O

Reprenons l'expression rationnelle E = (a + b)*a + b* de I'Exemple 2.1 et ses
fonctions de Glushkov :

Pos(E) = {1,2,3,4} Follow(E, 1) = {1,2,3}
Null(E) = {e} Follow (E, 2) = {1 2,3}
First(E) = {1,2,3,4} Follow(E, 3) =

Last(E) = {3,4} Follow(E, 4) = {4}
L'automate de Glushkov de I’expression E est 'automate de la Figure 2.1.

p
FIGURE 2.1 — L’Automate de Glushkov de I'Expression E = (a + b)*a + b*.

Cette construction s’effectue naivement en temps O(n3), ot1 n est la lar-
geur de l'expression de départ. Plusieurs méthodes existent pour construire
cet automate en temps quadratique, dues a Briiggemann-Klein [8], Chang
et Paige( [19] et [20]), ou Champarnaud, Ponty et Ziadi [40].
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CHAPITRE 2. CONVERSIONS

2.1.2 L’Automate des Follows

La seconde méthode étudiée est la méthode de I'automate des follows,
amélioration de 'automate de Glushkov due a Ilie et Yu [28]. La construc-
tion de l'automate des follows est une application partielle de la regle
de minimisation par la congruence de Myhill-Nerode sur I’ensemble des
états d’'un DFA (voir Définition 1.10). Elle est basée sur la remarque sui-
vante. Soit p et g deux états d'un DFA A = (X,Q, I, F,J). Si pour toute
lettre a de X, 6(p,a) = (g, a), alors les états p et g sont équivalents selon
la congruence de Myhill-Nérode. Cette propriété suffisante mais non né-
cessaire de 1'équivalence de deux états permet de définir une congruence
plus simple a calculer, afin de déterminer si des états sont fusionnables.
Cette congruence s’applique ici sur les états de 'automate de Glushkov
de I'expression linéarisée, assimilée aux lettres de 1’expression linéarisée.
Pour cela, I’état initial 0 de 'automate de Glushkov est assimilé a la po-
sition 0. Ainsi, cette position intervient dans les calculs des fonctions de
Glushkov. Cette extension a cette nouvelle position redéfinit les fonctions
de Glushkov comme suit :

Soit E une expression rationnelle, soit E* sa linéarisée et soit x une lettre de P
Les extensions a la position O des fonctions de Glushkov sont définies comme suit :
Posy(E) = Pos(E) U {0}
- Last(E) siNull(E) =0
Lasto(E) = { Last(E) U {0} sinon.

[ First(E) six=20
Followy (E, x) = { Follow (E, x) sinon.

Considérons l'expression rationnelle E = (a + b)*a + b* de I"Exemple 2.1 et son
expression linéarisée E* = (1 + 2)*3 + 4*. Les fonctions de Glushkov étendues a
la position 0 pour I'expression E sont les suivantes :
Posy(E) = Pos(E) U {0} Lasty(E) = Last(E) U {0}
={0,1,2,3,4} = {0,3,4}

Followy(E, 1) = Follow(E,1)  Follow((E,2) = Follow(E, 2)
- {1,2,3} == {1/2/3}

Follow((E,3) = Follow(E,3)  Followq(E,4) = Follow(E, 4)
—0 — 4

Follow((x,0) = First(E)
={1,2,3,4}

Soit E une expression rationnelle sur un alphabet ¥, E* I'expression linéarisée de
E, A= (Zg+, Q, 1, F,6) l'automate des positions de E* et x et y deux états de Q.
La relation ~¢ dans Q est définie comme suit :

x ~¢y < (Followg(E, x) = Followy(E,y) et x € Lasty(E) < y € Lasto(E)).
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Lemme 2.2 La relation ~ ¢ dans Q est une congruence.

Démonstration. Montrons que cette relation est reflexive, symétrique, tran-
sitive et stable a droite par 1’action des symboles. Soit x, y, z trois états de
Q et soit a une lettre de X+.
~ est reflexive :
Followq (E, x) = Follow(E, x) et x € Lasty(E) < x € Lasty(E).
~f est symétrique :

(Followq(E, x) = Follow(E, y) et x € Lasty(E) < y € Lasty(E))
< (Followq(E,y) = Followy(E, x) et y € Lasty(E) < x € Lastg(E))

~ ¢ est transitive :

(Followq(E, x) = Follow(E,y) et x € Lasty(E) < y € Lasty(E))
et (Follow((E,y) = Follow((E, z) ety € Lasty(E) < z € Lasty(E))
= (Follow((E, x) = Follow((E,z) et x € Lasty(E) < z € Lasty(E))

~ est stable a droite :

(Followq(E, x) = Follow(E, y) et x € Lasty(E) < y € Lasty(E))

= d(x,a) =9d(y,a) = {a} oud(x,a) =6(y,a) =
= (x,a) ~f 5(y,a)
O

En appliquant cette congruence sur les états de l'automate des posi-
tions, on peut construire un automate plus petit que I'automate de Glush-
kov, I'automate des follows, défini comme suit :

Définition 2.4 Soit E une expression rationnelle sur un alphabet ¥. Soit A = (X£,Q, I, F,J)
l'automate défini par :
-Q="Poso(E)/~,,
-1 = [O]Nf/
- F =Lasto(E)/~,,
-0 ={(lgl~,h(q),[9']~,) € QxEx Q| q" € Followo(E, q)}.
L’'automate A est appelé automate des follows de E.

Exemple 2.5  Considérons l'expression rationnelle E = (a + b)*a + b* de I'Exemple 2.1 et ses
fonctions de Glushkov étendues a la position 0 :
Poso(E) = {0,1,2,3,4}  Lasty(E) = {0,3,4}
Followy(E,1) = {1,2,3} Followy(E,2) = {1,2,3}
Followy(E,3) = @ Followq(E,4) = {4}
Followy(E,0) = {1,2,3,4}
Les états 1 et 2 sont équivalents par ~ . L'automate des follows de I'expression
E est l'automate A de la Figure 2.2.

a,b
T e
C® b\w

a
FIGURE 2.2 — L’Automate des Follows de I’Expression E = (a + b)*a + b*.
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Définition 2.5
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En fait, cet algorithme réalise la minimisation de I'automate de Glu-
shkov de 'expression linéarisée. Cependant, de nouvelles fusions peuvent
étre réalisées apres délinéarisation, comme le montre 'Exemple 2.6.

Considérons 'expression rationnelle E = (b + c)a* + da* et son expression li-
néarisée E¥ = (1 + 2)3* + 45*. L'automate de Glushkov de E est représenté
Figure 2.3. L'automate des follows de E est représenté Figure 2.4. En appliquant
la fusion d’états par I'équivalence de Myhill-Nerode, on obtient alors I'automate
de la Figure 2.5 par fusion des états {1,2,3} avec {4,5}.

a a
1,23 1,2,3,4,5
b,c b,c,d
d
FIGURE 2.3 — Automate FIGURE 2.4 — Automate FIGURE 2.5 — Automate
de Glushkov de E. des Follows de E. Minimal de L(E).

2.1.3 L’Automate des Dérivées

La troisieme méthode présentée est la dérivation des expressions ra-
tionnelles, due a Brzozowski ([11]). Cette méthode calcule un automate
déterministe par une construction proche de celle par quotient de langage
(voir la Définition 1.9 dans la sous-section 1.4.4). Cette approche porte sur
les expressions rationnelles, et bien que l'on réalise un quotient, 1’opé-
ration appliquée aux expressions rationnelles est appelée dérivation. On
montrera alors que le langage dénoté par une expression dérivée est le
méme que le langage obtenu par quotient du langage de départ. Cette
méthode produit un automate déterministe. Par conséquent, une explo-
sion du nombre d’états par rapport au nombre de lettres de I'expression
peut avoir lieu.

Les formules de dérivation d’une expression rationnelle par rapport
a une lettre, s’appliquant inductivement sur la structure de I'expression
rationnelle sont définies comme suit :

Soit E une expression rationnelle sur un alphabet ¥ et soit a et b deux lettres de
Y. distinctes. La dérivée de E par rapport a a est I'expression notée % (E) et est
calculée inductivement comme suit :
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L@) =4 =40)=0 £ =¢
L(F+G)=L(F)+4(C), £(F) = &L(F) - F,
d d .

4 | #(F)- G+ £(G) si Null(F) = {e},
da(F G)_{ di:(F)'G sinon

Cette notion de dérivation s’étend tres facilement a une dérivation par
rapport a un mot w. En effet, pour E une expression rationnelle sur un
alphabet X et w un mot de ¥, on pose :

; (E) di/(%(]g)) siw=a-w aveca e Xetw € T*
du 1 E siw=e.

Remarquons alors que calculer le quotient d'un langage dénoté par
une expression E par une lettre a revient a calculer le langage dénoté par
la dérivée de E par la lettre a :

a~!(L(E)) = L({:(E)).

Cette propriété s’étend aux mots de X" :

Proposition 2.1 (Brzozowski, [11])  Soit E une expression rationnelle simple sur un alphabet % et
w un mot de X.*. Alors :

w ! (L(E)) = L(;£(E)).

)

Toute expression E’ obtenue par dérivation d’une expression E par
rapport a un mot w de X* est appelée dérivée de E. Puisque le mot vide
appartient a * et que %(E ) = E, 'expression E est également une dé-
rivée de E. A partir de ces formules de dérivation, on peut alors calculer
I'ensemble des dérivées d'une expression rationnelle. Mais un probleme
se pose. En effet, cet ensemble de dérivées est-il fini ou infini ?

Exemple 2.7  Soit E = a*(a+b)* une expression rationnelle. Calculons les dérivées par rapport
aux mots sur l'alphabet {a,b}.

T(E)=E L(E) = (@) (a+ )" + & ((a+b)*)
=4, (a)-a" - (a+ )"+ d(a+b) (atb)
=a*-(a+b)*+(a+b)*
=E+ (a+b)*

£ (B) = £ (£(E)) £ (E) = £ (£ (B))

= d(E+(a+0)") = L(E+(a+b)" + (a+b)7)
= +(E)+ a((a+b)*) —E+(a+b)*+@a+b)*+ (a+b)*
=E+(a+b)*+(a+Db)*
On peut alors en déduire la propriété suivante :
4 (F) = E sin=0
dgn N da;L_l(EH'(”H'b)* sinon.

L'ensemble des dérivées de I'expression E est donc infini, puisque chacune des
dérivations successives par la lettre a produit une expression rationnelle syntaxi-
quement différente des autres.
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Ainsi, I’ensemble des dérivées d'une expression peut étre infini. Ce-
pendant, cette propriété n’est plus vérifiée si 'on considere le quotient
d’expression rationnelle selon trois régles de transformation syntaxique
(associativité, commutativité et idempotence) définies comme suit :

(A)ssociativité : (E4+F)+ G ~p E+ (F+G),
(C)ommutativité : E+F ~c F+E,
(I)dempotence : E+E ~p E

Théoréme 2.1 (Brzozowski, [11])  Soit E une expression rationnelle sur un alphabet . et soit Dg
I'ensemble de ses dérivées par rapport aux mots de X*. Alors Dg est fini modulo
les réductions (ACI).

Dans la suite, par souci de concision, nous assimilerons 1'ensemble Dg
a sa réduction modulo ACI.

Exemple 2.8  Reprenons I'expression rationnelle E = a*(a + b)* de I'Exemple 2.7 et calculons
I'ensemble de ses dérivées Dk :

Eo=#(E)=E
Ei = £(E) Ey=4(E
= L@@y =g ar )
=4 @)@+b) +4£((a+b)) = f£@)at+b) + H((a+b))
=a*-(a+Db)*+ (a+Db)* = dL’Z(a)a*(aer)* +f(a+b)(a+b)*
—E+ (a+b)* = (a+b)*
E3 = 7-(E) Ey = £-(E)
(D)) - ()
= HE+(@a+b)) =L@ (a+b)*+(a+Db)*)
= H(E) + £ ((a+b)") Idi(a*'(a+b)*)+%((a+b)*)
— E+ (a+b)"+ (a+b)* — L ((@a+0)) + £ ((a+b))
~act E1 =(a+b)*+ (a+Db)*
~acr Ea
Ey = -(E) Es = #-(E)
£(4()) = ()
= £((a+b)") B @“‘Hb)*)
= 4(a+b)(a+b) = g (a+Db)(a+b)*
= (a+Db)* = (a+Db)*
=E =E

L’ensemble des dérivées de E est donc Dg = {E, E1, E}.
Le fait d’obtenir un ensemble fini de dérivées permet de calculer un

automate déterministe reconnaissant le langage dénoté par une expression
rationnelle.
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Définition 2.6

Lemme 2.3

Exemple 2.9

2.1. CONVERTIR UNE EXPRESSION RATIONNELLE EN UN NFA

Soit E une expression rationnelle sur un alphabet ¥ et soit Dg I'ensemble de ses
dérivées. Soit A = (X,Q, 1, F,d) l'automate défini par :

-Q="Dg,

-1 =A{E},

-F={qeQlecLlq)}

-6 ={(4.09) €QxExQ| {(g) =9}

L'automate A est appelé automate des expressions dérivées de E.

Soit E une expression rationnelle sur un alphabet ¥ et soit A son automate des
expressions dérivées. Alors A est un DFA reconnaissant le langage dénoté par E.

Démonstration. Par construction, A est un DFA, puisqu’il possede un uni-
que état initial et que chacun de ses états possede au plus une transition
sortante par lettre de 1’alphabet. De plus, puisque le langage droit de 1’état
initial E est dénoté par E, et qu'il correspond a la dérivation de E par le
mot vide, par construction de A on a alors pour tout mot w de X* :
w e L(E) < we L(A).
O

Reprenons l'expression rationnelle E = a*(a + b)* de I"Exemple 2.7 et 'ensemble
de ses dérivées Dy = {E,E1,Ey} avec Ey = E+ (a+b)* et E; = (a+b)*.
L’automate des expressions dérivées de E est I'automate A de la Figure 2.6.

a,b

FIGURE 2.6 — L’Automate des Expressions Dérivées de I'Expression a*(a + b)*.

2.1.4 L’Automate des Dérivées Partielles

La quatrieme méthode de conversion d'une expression rationnelle vers
un NFA est 'utilisation des dérivées partielles, due a Antimirov [2], et ap-
pliquant un principe relativement proche de la dérivation, mais ou le ré-
sultat de la dérivation n’est plus une expression, mais un ensemble d’ex-
pressions. Cela conduit a la construction non plus d'un DFA, mais d'un
NFA a possédant au maximum (n + 1) états, a partir d’une expression a
n lettres. Cette perte de déterminisme permet d’éviter les explosions du
nombre d’états pouvant avoir lieu dans la méthode par dérivation. Trente
ans plus tot, Mirkin, dans [36], définissait des bases et prébases pour les
expressions rationnelles par le biais d’équations. Champarnaud et Ziadi
ont montré le lien entre les prébases de Mirkin et les dérivées partielles
d’Antimirov dans [17]. Pour cela, 'automate des dérivées partielles est
également appelé automate des équations.

Les opérations de dérivation partielle sont définies comme suit :
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Soit E une expression rationnelle sur un alphabet 3. et soit a et b deux lettres de X
distinctes. La dérivée partielle de E par rapport a a est un ensemble d’expressions
noté a—aa (E) et calculé inductivement comme suit :

53”(@)2%(8):3%(17) 5 (a) = {e},

§(F+G)—a( )US(G), & (F*) s (F) - F,
#(F)-GU (G ) si Null(F) = {e},
B%(P'G) - { a%(1—") G sinon.

Les formules de dérivation pour la concaténation et I'étoile de Kleene
décrivent une concaténation entre un ensemble d’expressions rationnelles
et une expression rationnelle. Soit £ un ensemble fini d’expressions et soit
F une expression rationnelle. Alors :

E-F=UgeeE-F.

De plus, les formules de dérivation partielle interviennent également
sur des ensembles d’expressions rationnelles. Ainsi, en considérant £ un
ensemble d’expressions et a une lettre de 1’alphabet,

a%(‘g) = Ukee a%(E)

Enfin, l'extension de la dérivation partielle d'une expression sur un
alphabet X par rapport aux mots de 2* se réalise de la méme maniere que
pour la dérivation. Soit E une expression rationnelle sur un alphabet %, et
soit w un mot de X*. La dérivation partielle de E par rapport a w se calcule
comme suit :

) i/(a(E)) siw=a-w aveca e L etw € ¥,
3. (E) = é( E)={E} siw=c¢.

Soit E une expression rationnelle sur un alphabet . Toute expression
E’' contenue dans un ensemble d’expressions obtenu a partir d’une déri-
vation partielle de E par rapport a un mot w de X* est appelée dérivée
partielle de E (ou terme dérivé de E selon Sakarovitch [43]). Puisque le mot
vide est un mot de L*, I'expression E est une dérivée partielle de E. On
peut alors considérer I'ensemble des dérivées partielles d’une expression.
Cet ensemble n’est pas quotienté par les regles de réduction ACI, mais
uniquement par les identités triviales (voir Définition 1.15). Et 'ensemble
des dérivées partielles obtenu est non seulement fini, mais son cardinal est
aussi inférieur ou égal & (n + 1), ou n est le nombre de lettres de 1'expres-
sion de départ :

Théoréme 2.2 (Antimirov, [2])  Soit E une expression rationnelle a n lettres sur un alphabet L.

Exemple 2.10

Soit Df, 'ensemble des dérivées partielles de E par rapport aux mots de X*. Alors :
#Dp <n+1.

Soit E = ba*b + ba* (b + c) une expression rationnelle. Les dérivées partielles
de E se calculent comme suit :
5(E)=E 35(E)=3(E) =0, )—{ﬂ*bﬂ (b+c)}

B
a_
2(a'b) = {a'b}, 2@b) ={e}, {@D)=0,
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s@lro)={a+a}, G b+e)={e} 3@ (b+0)={e}
Ainsi, l'ensemble des dérivées partzelles de E est Dy = {s a*b,a*(b+c), E}.

Cet ensemble fini de dérivées partielles permet la construction d'un
NFA reconnaissant le langage dénoté par une expression rationnelle.

Définition 2.8  Soit E une expression rationnelle sur un alphabet Y. et soit Dy l'ensemble des
dérivées partielles de E. Soit A = (X,Q, 1, T,d) l'automate défini par :
-Q="D,,
-1 ={E},
-F={qeQlecLq)}
-6 ={(4.0.9) €QxExQ|q €59}
L'automate A est appelé automate des dérivées partiellesde I’expression
rationnelle E.

Lemme 2.4 Soit E une expression rationnelle a n lettres et soit A son automate des dérivées
partielles. Alors L(A) = L(E) et l'automate A posséde au plus (n + 1) états.

Démonstration. Par construction, 'automate A possede au plus (n + 1)

états selon le Théoreme 2.2. De plus, puisque le langage droit de 1’état

initial E est dénoté par E, et qu’il correspond a la dérivation partielle de E

par le mot vide, par construction de A on a alors pour tout mot w de X* :
w e L(E) < w e L(A).

O

Exemple 2.11  Reprenons l'expression E = ba*b + ba*(b + c) de I"Exemple 2.10 et ses dérivées
partielles Dy = {¢,a*b,a* (b + c), E}. L'automate des dérivées partielles de E est
I'automate de la Figure 2.7.

FIGURE 2.7 — L’ Automate des Dérivées Partielles de I’Expression E.

2.1.5 Automate des C-Continuations

La derniere méthode de conversion d’une expression rationnelle E vers
un NFA présentée est celle des continuations, introduite par Berry et Sethi
dans [4] et raffinée par Champarnaud et Ziadi dans [16], utilisant la notion
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de dérivation de Brzozowski, mais en I'appliquant sur 'expression linéa-
risée E¥. Bien que 'automate des dérivées de l’expression E* soit détermi-
niste, cette propriété est perdue lors de la délinéarisation de 1’automate,
et I'automate produit est alors plus petit que 'automate des dérivées de
E (jusqu’a un rapport exponentiel du nombre des états). En fait, ’auto-
mate calculé par cette méthode, appelé automate des c-continuations, est
isomorphe a 'automate des positions. Les c-continuations sont calculées a
partir des c-dérivées définies comme suit :

Définition 2.9 (Champarnaud et Ziadi [16])  Soit E une expression rationnelle sur un alphabet *.
et soit a et b deux lettres de ¥ distinctes. La c-dérivée de E par rapport a a est
expression notée d,(E) et calculée inductivement comme suit :

dﬂ(®):da(5):da<2):® - dﬂ(ll)zs P p -
F) sid,(F , F)-G sidy(F ,
dF+6) = { P GO auir-6) = { Wi 41 (o) B 7
dq(F*) = du(F) - F*

Cette notion de c-dérivation d"une expression E sur un alphabet X par
rapport a une lettre de X s’étend trés facilement a une c-dérivation par
rapport a un mot w de X*. En effet, pour E une expression rationnelle et
w=a-w unmot,on a:

d (E) = { dy(da(E)) siw=a-w'aveca € Letw' € £*
v dy(E)=E siw=e¢.

De plus, le langage dénoté par une c-dérivée d"une expression linéaire

E par rapport a un mot de X* est égal au quotient de L(E) par w.

Proposition 2.2 (Champarnaud et Ziadi [16])  Soit E une expression linéaire sur un alphabet . et
w un mot de X.*. Alors :
L(dy(E)) = w™(L(E)).

Le théoreme suivant permet de définir une c-dérivation canonique a
partir d'une expression linéaire sur un alphabet £ pour un symbole de X
donné :

Théoréme 2.3 (Champarnaud et Ziadi [16]) Soit E une expression linéaire sur un alphabet ¥.
Soit a un symbole de Z. Pour tout mot u,v de X*, la proposition suivante est
vérifiée :

(dua(E) # D Ndy(E) # D) = dya(E) = dua(E).
L'unicité de ces c-dérivations canoniques pour un symbole donné per-
met de définir la c-continuation. Ainsi, pour E une expression linéaire sur

un alphabet X et a une lettre de %, la c-continuation de E par rapport a g,
notée c,(E) est 'unique valeur des c-dérivées non-nulles d,,,(E).

Proposition 2.3 (Champarnaud et Ziadi [16]) Soit E une expression rationnelle linéaire sur un
alphabet . Soit a une lettre de X. La c-continuation de E par rapport a a, notée
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¢, est calculée comme suit :
caa) = ¢ ca(F*) = cq(F) - F*
c(F+G) = { ca(F) sica(F) # O, ca(E-G) = { ca(F) - Gsica(F) # @,

ca(G) sinon. ca(G)  sinon.

Exemple 2.12  Considérons I'expression E = (a + b)*a + b* ainsi que son expression linéarisée
E* = (1+2)*3 + 4*. Les c-continuations de E* sont calculées comme suit :

c1(E) = c1((1+2)*3) c2(E) = c2((1+2)*3)

— ai((1+2)")3 — o((14+2)7)3
=c(1+2)(1+2)*3 =c(1+2)(1+2)*3
=c(1)(14+2)*3 =c(2)(1+2)*3
:(1+2)3 = (142)*3

C3<E) = C3<3) C4(E) = C4(4*)

=t = c4(4)4*
= 4*

L’ensemble des c-continuations de E* est donc
Cer ={c1(E) = (14+2)*3,c2(E) = (1+2)*3,c3(E) = ¢,¢c4(E) = 4*}.

L’ensemble des c-continuations de 1’expression linéarisée permet de
calculer un NFA isomorphe a I'automate des positions :

Définition 2.10  Soit E une expression rationnelle sur un alphabet ¥, soit E* son expression
linéarisée et soit Cps = {cy | x € Zps} I'ensemble des c-continuations de E*. Par
convention, on pose ¢, = E*. Soit A = (%, Q, I, F,6) l'automate défini par :

-Q={(x,cx) €Xpr xCpe} U{(g,ce) },
- =g )}
F={(x,c;) € Qe € Liex)},
-6 ={(x,cx),h(y), (v,cy) € Qx X Q| dy(cx) = cy}-
L'automate A est appelé automate des c-continuations de I'expression ra-
tionnelle E.

Théoréme 2.4 (Champarnaud et Ziadi [16]) Soit E une expression rationnelle. L'automate des
positions de E et I'automate des c-continuations de E sont isomorphes.

Corollaire 2.1 Soit E une expression rationelle. L'automate des c-continuations de E reconnait le
langage L(E).

Exemple 2.13  Reprenons 'expression E = (a + b)*a + b* de I'Exemple 2.12 et I'ensemble des
c-continuations de son expression linéarisée E* = (14 2)*3 + 4*. L'ensemble des
c-continuations de E* est

Cpt = {c1(E) = (1+2)*3,c2(E) = (1 +2)*3,c3(E) = ¢,c4(E) = 4"}
L'automate des c-continuations de E est représenté Figure 2.8. Remarquons que
l'automate des c-continuations de E est isomorphe a I'automate des positions de
E, représenté Figure 2.1.
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(4,4%) (2,(142)*3)

b b
FIGURE 2.8 — L’ Automate des C-Continuations de I'Expression E = (a +b)*a + b*.

2.1.6 Relations entre les Automates Produits par ces Méthodes

Selon le Théoreme 2.4, les automates des positions et des c-continu-
ations sont isomorphes. D’autres liens existent entre les différentes mé-
thodes de construction présentées. Par exemple, Champarnaud et Ziadi
ont montré dans [16] que l'automate des dérivées partielles est un quo-
tient de 'automate des c-continuations par la relation d’équivalence défi-
nie comme suit.

Définition 2.11 (Champarnaud et Ziadi [16])  Soit E une expression rationnelle sur un alphabet
Yetsoit A= (X,Q,1,F,0) 'automate des c-continuations de E. La relation ~y,
est défini dans Q par :

(x,¢x) ~ng (¥,¢y) © he(cx) =he(cy).

Lemme 2.5 (Champarnaud et Ziadi [16])  Soit E une expression rationnelle sur un alphabet %
et soit A = (¥,Q,1,F,05) l'automate des c-continuations de E. La relation ~y,
est une congruence dans Q.

Théoréme 2.5 (Champarnaud et Ziadi [16]) Soit E une expression rationnelle, soit A son auto-
mate des c-continuations et soit A’ son automate des dérivées partielles. Alors A’
et A/, sont isomorphes.

Deux autres constructions sont également liées, et cela par 1’algorithme
de déterminisation (Algorithme 1.5) :

Théoréme 2.6 (Antimirov [2])  Soit E une expression rationnelle sur un alphabet 3. et w un mot
de X*. Alors :

%(E) ~ACI EE’E%(E) E'.

Corollaire 2.2 Soit E une expression rationnelle, soit A son automate des dérivées partielles,
soit A’ son automate des dérivées, et soit A" le déterminisé de A selon I'Algo-
rithme 1.5. Alors A'et A" sont isomorphes.

Le schéma représenté Figure 2.9 récapitule les différents liens énoncés.
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Exemple 2.14

2.2. CONVERTIR UN NFA EN UNE EXPRESSION RATIONNELLE

(Positions ~ C-Continuations (Théoréme 2.4))

Dérivées

Définition 2.4 Théoreme 2.5

Corollaire 2.2

(Dérivées Partielles)

FIGURE 2.9 — Récapitulatif des Relations entre les Différentes Constructions.

2.2 Convertir un NFA en une Expression Rationnelle

La section précécente démontre 1'inclusion de I'ensemble des langages
rationnels dans celui des langages reconnaissables. Cette section présente
différentes méthodes de construction d’une expression rationnelle déno-
tant le langage reconnu par un NFA et ainsi démontre l'inclusion de l'en-
semble des langages reconnaissables par automate dans celui des langages
rationnels. Pour cela, quatre méthodes transformant un NFA en une ex-
pression rationnelle sont présentées.

2.2.1 Méthode par Résolution de Systéme d’Equations

La premiere méthode est celle de résolution de systéeme d’équations,
introduite par Arden dans [3]. A partir d’un automate donné, la premiere
étape calcule différentes équations sur les états de ’automate, liant les dif-
férents langages droits des états de I'automate entre eux. Or, selon le Co-
rollaire 1.1, calculer I'union des expressions rationnelles dénotant les lan-
gages droits des états initiaux revient a calculer une expression rationnelle
dénotant le langage de 'automate. Ainsi, considérons le systéme d’équa-
tions d’expressions rationnelles suivant, noté €4, pour A = (X,Q, [, F, )
un NFA, et p et g deux états de Q :

Xp = Zgegdp,q - X4 + Final(p)
Opq = Zacslges(pa)?
Final(p) = { e sip ek,

@ sinon.

Soit A le NFA de la Figure 2.10. Le systeme d’équations associé a A est le systéme
E 4 suivant :

XOZ El'Xl + ¢
X = b-X1—|—b-X2—|—@
X2:a~Xo +a'X2‘|’8
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FIGURE 2.10 — L’Automate A.

Soit A un automate, Q son ensemble d’états et £4 le systeme d’équa-
tions de A. Par construction, pour g un état de Q, toute expression X, de
&, dénote le langage droit de g dans A. Le lemme suivant, appelé par la
suite Lemme d’Arden est utilisé afin de résoudre £4.

Lemme 2.6 (Arden [3]) Soit Ly et L deux langages. Si ¢ ¢ L1 alors le langage L - Ly est
I'unique solution de I'équation X = Ly - X U Ly.

Par extension, 'expression rationnelle E7 - E; est une solution de 'équa-
tion X = Ej - X + E,, mais cette solution n’est pas unique (toute expression
équivalente dénotant L(E; - E;) pourrait étre solution).

Ainsi, pour résoudre un systeme d’équations £, il suffit d’appliquer
une suite d’élimination/remplacement de variable et d’application du Lem-
me d’Arden.

Exemple 2.15  Considérons le systeme €4 de I’'Exemple 2.14 :

Xy = a-Xjy + €
X1 = b-X14+b-X+@
Xzza'Xo +a-X2+s

On peut résoudre ce systéme comme suit :

(Remplacement de Xy dans Xy :) Xp = aXg+aXy +¢
a(aXy+e)+aXp+¢
=aX, +a*X; +a+e

(Lemme d’Arden sur X, ;) Xo = a*(a®X; +a +¢)

(Remplacement de X, dans Xy :) X1 = bX; +bXp + O
= bX1 + ba*(a’X; +a +¢)
= (b + ba*a®)X1 + ba*a + ba*
= (b+ ba*a®) Xy + ba*

(Lemme d’Arden sur X1 :) Xq = (b+ ba*a®)*ba*

(Remplacement de X1 dans X :) Xo = aXq + ¢

= a(b+ ba*a®)*ba* +¢

(Remplacement de Xy dans X, ;) Xo = a*(a?X1 + ¢)
= a*(a?((b + ba*a®)*ba*) +¢)
Et puisque I'automate A de la Figure 2.10 posséde un unique état initial,
I'expression Ey = a(b + ba*a*)*ba* + ¢ dénotant le langage droit de I'état 0
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Lemme 2.7
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dénote le langage de 'automate A.

2.2.2 Méthode MNY

La seconde méthode est l'algorithme de Mac-Naughton et Yamada
(MNY), présenté dans [35] et basé sur un calcul récursif de langages et
d’expressions de sous-automates. Le principe est simple : on suppose les
états ordonnés, et on construit le langage reconnu (ainsi que des expres-
sions le dénotant) par un sous-automate de l'automate de départ. A partir
de ce langage, on calcule le langage d’un automate plus grand jusqu’a
obtenir I'automate de départ.

Considérons un automate A = (X, Q, I, F, §). On peut décomposer 1’au-
tomate A comme une union d’automates possédant un unique état initial
et un unique état terminal. Comme le montre I’exemple suivant :

Soit A I'automate de la Figure 2.11 et soit A1, A, A3 et Ay les automates de la
Figure 2.12. On peut vérifier que L(A) = L(A1) U L(A2) UL(A3) UL(Aq4).

FIGURE 2.12 — Décomposition de A en A1, Ay, Az et Ay.

Soit A un automate et soit p et g deux états de A. L'ensemble des
mots étiquetant un chemin allant de p a g est noté L, ,(A), et nous notons
E, (A) une expression dénotant L, ;(A). Cette définition mene alors aux
deux lemmes suivants :

Soit A = (X,Q,I,F,6) un NFA et soit p et q deux états de Q. Considérons le
NFA A’ = (£,Q,{r}. {q},9). Alors :
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Ly4(A) = L(A).

Démonstration. Par définition,
Lyg(A)={weX*|qgedé(pw)} =L(A.

|
Soit A= (%,Q,1,F,6) un NFA. Alors :
L(A) = Ui fyerxr Lif(A).
Démonstration. Par définition,
L(A) ={w e Z* [ 6(I,w) N F # D} = Ui p)erxr Lif(A).
|

Ainsi, pour calculer le langage reconnu par un automate, il suffit de
calculer I'union des langages définie par le Lemme 2.8. Afin d’obtenir un
calcul récursif de ces langages, nous considérons que les états de 1’auto-
mate A sont ordonnés. Soit Q = {g1,...,9,} 'ensemble des états avec
pour tout g, gr de Q, gx < qr < k < k. A partir de cet ordre, deux suites
particulieres sont définies. La suite £(A) contient les langages L';,Iq avec
p.q € Q, k € [1,n] tels que L’;,q est 'ensemble des mots étiquetant un
chemin allant de p vers g en ne passant que par des états intermédiaires
inférieurs a k. La suite £(A) contient les expressions rationnelles E’;,q avec
p.q € Q, k € [1,n] telles que El;g,q dénote le langage L’;,q.

Ainsi, pour calculer le langage L, ,(A), il suffit de calculer le langage

L}, ot n est le nombre d’états de A. Le principe de récurrence est défini

comme suit :

Soit A = (£,Q,1,F,6) un NFA tel que l'ensemble Q soit ordonné. Les suites
L(A) = (U;,q)p,qu,ke[[O,n]] et E(A) = <El;<7,q>p,q€Q,k€[[0,n]] sont définies récursive-

ment comme suit :
{a | (p,a,q) €d}U{e} sik=0etsip=gq

Ly, =4 {al (paq) €4} sik=0etsip#q
LEOLE L (L L) L sinon,
€+ Usl(pag)es @ sik=0etsip=gq
E’;,q - U“\(Pﬂﬂi)@a sik=0etsip#q
Eypt 4 Epol - (ES 1) - Eb L sinon.

Démonstration. Pour tout k de [0,n], pour tout p,q de Q, les langages
L(E';)’q) et L’;Iq sont égaux par construction. On peut résumer le passage

de L’;}fql a L';W dans cet algorithme par le schéma de la Figure 2.13. Et ainsi,

selon la définition de L';,q, les formules sont correctes. O
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FIGURE 2.13 — Principe de Récurrence de I’ Algorithme MNY.

Exemple 2.17  Reprenons 'automate A de la Figure 2.11. La suite E(A) est la suivante :
0 _ 0 _ 0 _
E%’1 =¢ E%,1 =0 E%1 =a
El,=a Ey,=b+e E3,=0

0 _ 0 _ 0 _
El; =0 Ej;=0 Ejs=a+e
1 _f0 0 0 0 1 _ g0 0 0 0
Ei, =B, +E <E1,1)* “Ei) By = gz,l +E <E1,1)* Eiq
= £ =
1 1 _
El, =E,+E); - (E),)" EY, By, =Ef,+E) - (E9y)" - EY,

Ej; = E?,3 + E?,l : <E?,1)* : E?,3 Ejs=EJ;+ Eg,1 : (E?,l)* 'E?,a

E}, = Eg,1 + Eg,1 : (E?,l)* : E?,l

=a
1 _ 10 0 0 0
E3, =E3,+E3;-(Ej;)" Ei,
= aa = a?
1 _ 10 0 0 0
E3,3 - E3,3 + E3,1 ’ (El,l)* ’ E1,3
=a+e¢

E%,l = E%,l + E},z : (E%,z)* ’ E%,l

2 _pl 1 1 1
E51=Ej1+Ey, (Exp)™ - Epy

= &

E%,z = E%,z + E%,z -(E3,)* - E3, Ej, =Ej,+Ejy-(E3y)*-Ejy
=a+a(b+e)*(b+e) =b+e+(b+e)(b+e)*(b+e)
= ab* = b*

Efs =El3+E1,- (E}))* Eps Ej3=Ej3+Ey ;- (E},)* - Ejs
=a(b+¢€)*b =b+(b+e)(b+e)*b
=abt =pt

=a

B3, =E3,+E3,-(E},)* - E}y

=a?+a*(b+e)*(b+e)

= a?b*

E3;=Ejs+ Eéﬁz (b+e)* Ejq
=a+e+a-(b+e)*b
=¢+a(abt +¢)
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B}, =Ef  +Ef; (B33 E3,
=e+abt(e+a(abt +¢))*a
Ef, +Ef5- (E35)" - E3,
= ab* +ab™ (e + a(ab™ + ¢))*ab*
Els =Ef;+E; (E33)" - E3s
=abt +abt(e+a(abt +¢))*(e+a(ab™ +e))
B =E3, +E3; (E33) - E3,
=bt(e+alab™ +¢))*a
E3,=E3,+E35- (E33)" - E3,
=b*+b*(e+a(abt +¢))*a®b*
By =E33+E3; (E33)" - E3s
=b" +b(e+a(abt +¢))*(e+alab™ +¢))
B =E5 +E35 (E35)" - E3,
=a+e+alabt +¢)(e+a(abt +e))*a
ES,=E3,+E3; (E33)" - E3,
=a%b* +e+a(abt +¢e)(e+a(abt +¢))*a’b*
ES;=E5;+E35- (E35)" - E3s
=e+a(ab” +¢e)+ (e+a(abt +¢))(e+a(ab’ +¢€))*(e+a(abt +e))

3
E1,2

Pour calculer une expression rationnelle dénotant le langage de I'auto-
mate, il suffit de calculer 'union des expressions E}, ; pour tous les couples
(p,q) de I x F. En effet :

L(A) = Ui perxr Lif(A) = Ui prerxe Li -
Ainsi, I'automate de la Figure 2.11 reconnait le langage dénoté par
I'expression E définie par :
E = El,l + E1,3 + Ez,l +Epp
=E} +E+ B+ B,
Avec :

B}, =etabt(e+a(ab” +¢))*a,
B}y =abt 4 abt(e+a(ab® +¢))*(e +a(ab™ +¢)),
B}, = bt (e+a(ab® +¢))*a,
E3, =b* 4+ b* (e +a(abt +¢))*ab*.

2.2.3 Mséthode BMC

La troisieme méthode de conversion est une méthode par élimination
d’états et de transitions, due a Brzozowski et McCluskey [10]. Cette mé-
thode utilise les automates généralisés :

Définition 2.12  Un automate généralisé A sur un alphabet . est un automate oii les transitions
sont étiquetées par des langages (les transitions appartiennent @ Q x 25 x Q oit
Q est l'ensemble des états de I'automate).

Définition 2.13  Soit ¥ un alphabet et soit A = (22*,Q, I,F,0) un automate généralisé. Le
langage de A est défini comme suit :
L(A)={wex*|3Le2¥,we LI L)NF +# D}
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Définition 2.14

Lemme 2.10

2.2. CONVERTIR UN NFA EN UNE EXPRESSION RATIONNELLE

Un automate généralisé avec un nombre d’états fini ou les transitions
sont étiquetées par des langages rationnels est appelé automate généralisé
fini rationnel(AGFR).

Soit A un AGFR sur un alphabet .. Alors on a :
L(A) € Rat(X*).

Démonstration. En appliquant sur A I'algorithme MNY ou l'algorithme ré-
solution d’équations des sous-sections 2.2.1 et 2.2.2, on obtient une expres-
sion rationnelle E sur un alphabet fini inclus dans 2¥". Remarquons que
pour tout mot w de X*, w € L(A) si et seulement si 3L € L(E) | w € L.
Ainsi, L(A) = Urer(g) L (remarquons que cela est différent de Uy crg){L}
qui est équivalent & L(E)). Puisque chacune des lettres de E est un lan-
gage rationnel L, il existe une expression rationnelle E; dénotant L selon
le Lemme 1.1. Ainsi, en substituant L par E; dans E, pour toute lettre L,
on obtient alors une expression rationnelle E’ sur I'alphabet . De plus,
E’ est telle que pour tout mot w € X*, w € L(E’) si et seulement si
dL € L(E) | w € L. Ainsi, L(A) = L(E'), et par conséquent L(A) est
rationnel. O

A partir de ces notions, on peut calculer pour un NFA A un AGFR A’
tel que L(A") = L(A) et tel que A’ ne possede que deux états, dont un est
initial et ’autre est terminal. Tout NFA A admet un AGFR équivalent avec
un unique état initial et un unique état terminal, tous deux distincts :

Soit A= (X,Q,I,F,0) un NFAet A’ = (¥),Q', I',F',¢") 'AGFR défini par :
-2 = {e} UUsex{a},
-Q'=QU{i, f}aveci, f ¢ Q,
-I' = {i},
-F =A{f},
& = {(g.{a},q) € Q' x T x Q'| (q,0,9) € 5}
U Ui/el(l/ & Z/) U Uf’eF(f/IEIf)'
L’AGFR A’ est appelé I’ AGFR équivalent a A.

Soit A un NFA et soit A’ I’AGER équivalent a A. Alors :
L(A) = L(A").

Démonstration. Par construction, pour tout mot w de £*, w est dans L(A) si
et seulement si ¢ - w - € est dans L(A’). Par conséquent, L(A) = L(A’). O

Deux transformations différentes sont alors définies, permettant d’éli-
miner des transitions ou des états d'un AGFR afin d’obtenir un AGFR
réduit équivalent. Soit A’ = (X/,Q’, I', F/, ') un AGFR. La premiére regle,
appelée par la suite Rq, permet de réduire le nombre de transitions de ¢’
en les regroupant. Si entre deux états p,q de Q, il existe plusieurs tran-
sitions, on peut alors les regrouper, comme le montre la Figure 2.14. La
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seconde regle, R;, permet d’éliminer des états en recombinant les transi-
tions, comme le montre la Figure 2.15.

Ly

O =@ O2®

L,
FIGURE 2.14 — Régle Ry : Réduction des Transitions.

LiL3L}

L\ L3Ls

- q
LiL3L; @
FIGURE 2.15 — Régle Ry : Elimination d’Etat.

Lemme 2.11  Soit A un AGFR sur un alphabet ¥. Soit A’ (resp. A”) un AGFR obtenu par
Ry-réduction (resp. par Ry-réduction) de A. Alors :
L(A) =L(A") =L(A").

Démonstration. Soit ¢ un chemin réussi de A d’étiquette L. Par construc-
tion, on peut faire correspondre a ¢ un chemin réussi ¢’ de A’ (resp. A”)
d’étiquette L' telle que L C L'.

Soit w un mot de L(A’) (resp. L(A")). Par définition, w appartient a un
langage qui est I’étiquette d’'un chemin de A’ (resp. A”). Le mot w peut étre
décomposé selon les étiquettes de A’ (resp. A”), et par construction cette
décomposition permet de trouver un chemin dans A tel que l'étiquette de
ce chemin contienne w.

Par conséquent, L(A) = L(A") = L(A”). O

Soit A un NFA et soit A’ ’AGFR équivalent & A (L(A) = L(A’) se-
lon le Lemme 2.10). Puisque l'automate A’ ne posséde qu'un unique état
initial non entrant et un unique état final non sortant, tous deux distincts,
et que 'application des regles R; et R, ne modifie pas cette propriété, on
peut toujours appliquer au moins une des deux regles R; et R; si 'auto-
mate a au moins trois états. De plus, selon le Lemme 2.11, ces réductions
conservent le langage. Par conséquent, on obtient par application de ces
régles un automate a deux états, possédant une unique transition les liant,
et tel que cette transition soit étiquetée par une expression rationnelle dé-
notant le langage.

Exemple 2.18 Considérons 'automate A de la Figure 2.11. Soit A’ I'AGFR équivalent a A,
représenté Figure 2.16. Par Ry sur 2, on obtient I'automate représenté Figure 2.17.
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Par Ry sur 3, on obtient 'automate représenté Figure 2.18. Par Ry sur (i,1)
et sur (1,f), on obtient 'automate représenté Figure 2.19. Par Ry sur 1, on
obtient I'automate représenté Figure 2.20. Par Ry sur (i, f), on obtient I'automate
représenté Figure 2.21. Le langage L(A) est dénoté par I'expression pondérant la
transition (i, f), a savoir (b*ba*a + ¢€)(ab*ba*a)* (ab*ba*a + €) + b*ba*.

FIGURE 2.16 — L’AGFR Equivalent i A.

b*ba*

FIGURE 2.18 — Elimination de 3.

b*ba*a + ¢ (0
. (b*ba*a +¢)
ab*ba*a ‘0 brba (ab*ba*a)* b*ba*
(ab*ba*a +¢€)

ab*ba*a + ¢

FIGURE 2.19 — Groupement des L
Transitions sur (i,1) et (1, f). FIGURE 2.20 — Elimination de 1.
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—@®

((b*ba*a+¢)
-(ab*ba*a)*
-(ab*ba*a +¢))
+b*ba*

@

FIGURE 2.21 — Groupement des Transitions sur (i, f).

2.2.4 Meéthode CZ

La derniére méthode présentée est celle de Caron et Ziadi [13] basée
sur la caractérisation des automates construits selon les fonctions de Glu-
shkov, décrites dans la Sous-Section 2.1.1 : si un automate A est un auto-
mate vérifiant la caractérisation du Théoréme 2.7, cet automate est 1’auto-
mate de Glushkov d’une expression rationnelle E. De plus, une conversion
est possible afin d’obtenir une expression rationnelle E’ telle que l'auto-
mate des positions de E’ soit isomorphe a A.

Tout d’abord, certaines propriétés triviales sont vérifiées par un auto-
mate de Glushkov. Selon la méthode de Glushkov présentée dans la Sous-
Section 2.1.1, 'automate des positions d’une expression rationnelle E est
homogene et standard. Par application de l'algorithme 1.7, on obtient a
partir d'un NFA A un NFA homogene A’ équivalent. Par application de
l’algorithme 1.6, on obtient a partir de A’ un NFA A” standard équivalent.
Remarquons que 'ajout du nouvel état initial non entrant conserve I'ho-
mogénéité, et ainsi A” est également homogene. Par conséquent, nous
supposerons dans la suite de cette section que les automates utilisés sont
standards et homogenes.

Nous utilisons par la suite des graphes orientés, que l'on peut voir
comme des automates ot les transitions ne sont pas étiquetées, et ou les
états ne sont ni finaux ni initiaux. Un graphe orienté G est un couple
(X, U) avec X un ensemble de sommets et U un ensemble d’arcs tel que U est
inclus dans X x X. La structure de transitions de 'automate est étudiée en
travaillant sur le graphe sous-jacent de celui-ci :

Soit A = (%,Q,1,F,5) un NFA et soit G = (X, U) le graphe définit par :
-X=Q
-U={(pg) eXxX|Jack (payq) €<}
Le graphe G est appelé graphe sous-jacent de A.

Soit A un NFA sur un alphabet X.. Puisque le graphe sous-jacent de
A est utilisé, le fait qu'un état soit terminal peut étre pris en compte par
I'ajout de transitions particulieres vers un nouvel état qui devient alors
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l'unique état terminal de 'automate. Ces transitions sont étiquetées par
un symbole n’appartenant pas a 'alphabet de 'automate. Soit # ce sym-
bole. Soit A’ ce nouvel automate sur 1'alphabet X U {#}. Ainsi, pour tout
mot de X*, le mot w est dans L(A) si et seulement si le mot w - # est dans
L(A’). Puisque cette transformation conserve ’homogénéité, nous consi-
dérons alors que tout automate posséde un unique état terminal. Cette
transformation permet de lier la structure de transitions d’un automate de
Glushkov avec la notion de hamac :

Soit G = (X, U) un graphe. Le graphe G est un hamac si et seulement si une
des deux propriétés suivantes est vérifiée :
D#X =1etU =0,
(2) #X > 2 et il existe i, f deux sommets distincts de X tels que pour tout x
de X, il existe un chemin de i vers f dans G passant par x, et il n’existe pas de
chemin dans G ni de x vers i, ni de f vers x.

Proposition 2.5 (Caron et Ziadi [13])  Soit E une expression rationnelle, et soit A son automate des

Définition 2.17

positions. Alors :
le graphe sous-jacent de A est un hamac.

Une autre propriété des automates de Glushkov est due a la pré-
sence possible d’étoiles dans I'expression rationnelle. Nous nous intéres-
sons alors a des composantes fortement connexes particulieres, appelées
orbites et définies comme suit :

Soit G = (X, U) un graphe et soit O C X un sous-ensemble des sommets de
G. L'ensemble O est une orbite si et seulement si pour tout couple de sommets
(x,x") de O x O, il existe un chemin non-vide de x vers x'.

Si pour tout sommet x de O, pour tout sommet x' de X \ O, il n’existe pas de
chemin de x vers x' ou de x' vers x, 'orbite O est une orbite maximale.

Une orbite est une composante fortement connexe, mais 1'inverse n’est
pas vrai, puisqu'un sommet isolé sans boucle est une composante forte-
ment connexe, mais que ce sommet n’est pas une orbite.

Soit G = (X, U) un graphe, et soit x un sommet de X. L'ensemble
des successeurs (resp. prédécesseurs) directs de x dans G est noté Q" (x)
(resp. Q~ (x)). Soit O une orbite de G. L'ensemble Q*(x) N (X \ O) (resp.
I'ensemble Q~(x) N (X \ O)) représentant les successeurs (resp. prédé-
cesseurs) directs d'un état x de l'orbite O qui ne sont pas dans O est
noté O"(x) (resp. O~ (x)). La sortie (resp. V'entrée) de 1'orbite O est l'en-
semble de sommets Out(O) = {x € O | O"(x) # @} (resp. I'ensemble
de sommets In(O) = {x € O | O (x) # @}). L'orbite O est stable si
Out(O) x In(O) C U. L'orbite O est transversale si pour tout y, y" de Out(O)
(resp. pour tout y, ' de In(0)), O*(y) = O*(y') (resp. O~ (y) = O~ (¥')).
Soit O une orbite maximale. L'orbite O est fortement stable si elle est stable
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et qu’apres avoir éliminé tout arc de Out(O) x In(O), toute sous-orbite
maximale est fortement stable. L'orbite O est fortement transversale si elle
est transversale et qu’apres avoir éliminé tout arc de Out(O) x In(O), toute
sous-orbite maximale est fortement transversale.

Lemme 2.12 (Caron et Ziadi [13]) Soit E une expression rationnelle, et soit A son automate

Définition 2.18

des positions. Alors :
toute orbite maximale du graphe sous-jacent de A est stable et transversale.

Une fois le cas des orbites réglé, il faut traiter la structure de transitions
du graphe sans-orbite, défini comme suit :

Soit G = (X, U) un graphe tel que toute orbite de G soit stable. Le graphe sans
orbite de G, noté SO(G), est le graphe obtenu par élimination récursive pour
chacune des orbites maximales O de G des arcs Out(O) x In(O).

Soit A un automate tel que le graphe sous-jacent G = (X,U) de A
soit sans orbite. L'automate A est réductible si son graphe sous-jacent G
peut étre réduit en un unique sommet par une suite d’applications des
regles Ry, Ry et R3 représentées respectivement Figure 2.22, Figure 2.23 et
Figure 2.24 et définies comme suit :

- Ry : Si x et y sont deux sommets tels que Q~ (y) = {x} et Q" (x) = {y}, on
élimine y et on remplace Q™ (x) par Q™ (y).

- Ry : Si x et y sont deux sommets tels que Q (x) = Q™ (y) et QT (x) = QT (y),
on élimine y ainsi que tout arc connecté a y.

- R3 : Si x est un sommet tel que pour tout y de Q™ (x), Q7 (x) C Q" (y), on
élimine tout arc (q7,4") de Q™ (x) x Q" (x) ¢'il n’existe pas de sommet z dans
X\ {x} tel que les conditions suivantes sont vérifiées :

- il n’existe pas de cheminde x aznidezax,
S~ €Q () etgt € Q(2),
-#Q7 (z) x #Q T (z) # 1.

oo o

FIGURE 2.22 — Reégle Ry
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FIGURE 2.23 — Reégle R;

O—@Q &

FIGURE 2.24 — Reégle R3

A partir de ces propriétés, les automates de Glushkov sont caractérisés
comme suit :

Théoréme 2.7 (Caron et Ziadi [13]) Soit A un NFA standard et homogene et soit G son graphe

Exemple 2.19

sous-jacent. L'automate A est un automate de Glushkov si et seulement si les trois
propositions suivantes sont vérifiées :
(1) G est un hamac,
(2) Toute orbite maximale de G est fortement stable et fortement transversale,
(3) Le graphe sans orbite de G est réductible.

Cette caractérisation définit un algorithme transformant tout automate
de Glushkov A en une expression rationnelle E telle que A soit isomorphe
a l'automate des positions de E. Illustrons cet algorithme par 1'exemple
suivant :

Considérons I'automate A présenté Figure 2.25. Son graphe sous-jacent G est
représenté Figure 2.26. Remarquons que chacune des orbites maximales de G
est fortement stable et fortement transversale. Son graphe sans-orbite SO(G) est
représenté Figure 2.27. Par Ro-réduction sur les sommets 2 et 3, on obtient le
graphe de la Figure 2.28. Par Rz-réduction sur le sommet 1, on obtient le graphe
de la Figure 2.29. Par Rq-réduction on réduit le graphe a un unique état repré-
sensenté par la la Figure 2.30, et I'expression du graphe sans orbite est alors
E' = (a+¢)(b+ c)#. En considérant les orbites, on obtient alors I'expression
E = (a+¢€)*(b+c)#dénotant L(A).
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FIGURE 2.26 — Le Graphe Sous-Jacent
Gde A.

©

FIGURE 2.27 — Le Graphe Sans-Orbite

FIGURE 2.25 — L’Automate A.

FIGURE 2.28 — Ry-Réduction sur 2 et 3.

SO(G).
O —® (ERIEEEE
FIGURE 2.29 — R3-Réduction sur 1. FIGURE 2.30 — Rq-Réduction.

2.3 Conclusion

Il existe de nombreuses méthodes de conversion entre NFA et expres-
sions rationnelles simples. Le lien entre ces deux structures est un do-
maine particulierement étudié. Différents auteurs ont proposé des exten-
sions de la conversion d'une expression en un automate aux expressions
rationnelles a multiplicités (construction de Glushkov par Caron et Flouret
dans [12], automate des dérivées partielles par Lombardy et Sakarovitch
dans [33], amélioration de la complexité de la construction de Glushkov
par Champarnaud, Laugerotte, Ouardi et Ziadi dans [14], c-continuations
par Champarnaud, Ouardi et Ziadi dans [15]).

Nous montrerons dans les chapitres suivants I'extension des méthodes
de conversion vers et depuis une expression rationnelle simple a de nou-
veaux types d’expressions rationnelles, les multi-barres, les multi-tildes, et
les multi-tildes-barres.
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Chapitre 3

Les Multi-Barres et les
Multi-Tildes

Un ordinateur fait au bas mot un million d’opérations a la seconde,
mais il a que ¢a a penser, aussi.
Jean-Marie Gourio

Tout le succés d"une opération réside dans sa préparation.

Sun Tzu
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ous définissons dans ce chapitre deux nouvelles familles d’opérateurs
N rationnels et compatibles avec la linéarisation. Ces opérateurs sont
basés sur des opérations élémentaires, et nous permettent de réduire la
largeur des expressions rationnelles. La Section 3.1 est une introduction
présentant les notions que nous allons mettre en place. Les notations ma-
thématiques particulieres utilisées dans ce chapitre sont présentées dans la
Section 3.2. Les deux nouvelles familles d’opérateurs sont présentées dans
la Section 3.3. Nous montrons dans la Section 3.4 et dans la Section 3.5
que ces opérateurs sont rationnels et compatibles avec la linéarisation. En-
fin, nous définissons un nouveau type d’expressions rationnelles dans la
Section 3.6.
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Lemme 3.1

Lemme 3.2

CHAPITRE 3. LES MULTI-BARRES ET LES MULTI-TILDES

3.1 Introduction

Soit E une expression rationnelle simple. Ziadi a étudié dans [46] la
complexité de la construction d’'une expression rationnelle F telle que
L(F) = L(E) \ {¢}. Il a démontré que lors ce cette construction, la largeur
alphabétique de I'expression F est majorée par ‘ElTH log(|E| +1) + “S‘T_l
Ainsi, une opération relativement simple sur un automate A, a savoir la
transformation de l'état initial et terminal en état initial et non terminal
peut conduire a une augmentation au plus logarithmique de la largeur
d’une expression dénotant L(A).

Un nouvel opérateur unaire est introduit, la barre, noté — et défini

par L( E ) = L(E) \ {e}. Cet opérateur rationnel est compatible avec la
notion de linéarisation utilisée lors de la construction de Glushkow.

Soit O = {+,-*,—} un ensemble d’opérateurs. Les opérateurs de O sont com-
patibles avec la linéarisation.

Démonstration. Soit E une expression rationnelle sur les opérateurs de O,
et soit E* 'expression linéarisée de E. Nous étendons l'induction présentée

dans la preuve du Lemme 1.9. Supposons que E = F . Posons E* = F.

Par induction, L(F) = hg(L(F’)). Par définition, ona L( F ) = L(F) \ {e}.

Par conséquent :
LEy=L(F)= e}

)\ {e}

)\ {e})

O

Soit E une expression rationnelle et soit x un élément de Pos(E). Les fonctions de
Glushkov de I'expression E sont calculées comme suit :

Pos(i) = Pos(E), Null(i) =Q,

First( E ) = First(E), Last( E ) = Last(E),
Follow( E , x) = Follow(E, x).

Démonstration. Soit w dans 7. Selon la définition de I'opérateur barre, on

aw € L(E) & w € L( E ). Les expressions E et E admettent donc les

mémes fonctions Pos, First, Last et Follow. Comme ¢ ¢ L(f), la fonction
Null est correcte. O

Cette compatibilité avec les positions permet de calculer trées facilement
un automate par la méthode de Glushkov (voir Section 2.1.1) & partir d'une
expression rationnelle utilisant les opérateurs +, -, *, ou —.

70



Exemple 3.1

Exemple 3.2

Exemple 3.3

3.1. INTRODUCTION

L’élimination du mot vide peut étre réalisée par 1'opérateur de diffé-
rence ensembliste. Cependant, cet opérateur n’est pas compatible avec la
linéarisation.

Soit E = (a(a +¢€)) \ a une expression rationnelle. Soit E* I'expression linéarisée
de E : E* = (a1(az +¢)) \ as. Le langage de E est L(E) = {aa}, alors que le
langage de E* est L(E*) = {ay,a1a2}. Par conséquent, L(E) # hg(L(E")).

L’utilisation de la barre permet ainsi d’obtenir un gain au plus logarith-
mique sur la largeur d’une expression, dti a un gain du méme ordre sur
chacune des sous-expressions placées sous une barre, tout en conservant
la compatibilité avec la linéarisation.

Soit E= (a+¢)(b+e) + (c+e)(d+e) uneexpression de largeur 4 dont
le langage est reconnu par 'automate de la Figure 3.1. Le langage dénoté par E,
le langage {a,b,c,d,ab,cd}, est aussi dénoté par I'expression rationnelle simple
E'=a+b+a-b+c+d+c-ddelargeur 8 ou par I'expression rationnelle
simple E" = a-(b+¢)+b—+c-(d+¢)+d de largeur 6. Mais aucune expression
rationnelle simple de largeur inférieure a 6 ne dénote le langage L(E).

FIGURE 3.1 — Un Automate Reconnaissant le Langage L(E) = {a,b,c,d,ab,cd}.

La barre élimine le mot vide dans une sous-expression d"une expres-
sion donnée, mais le fait que cet opérateur soit unaire en restreint consi-
dérablement la puissance.

Considérons les langages L1 = {e,a}, L, = {¢,b}, L3 = {¢,c} et

L = {wjwows |Vk € [1,3], wx € Ly A w1 -wy € N wy- w3 # €}.
Le langage L est obtenu en calculant la concaténation Ly - Ly - L3 et en interdisant
le fait que Ly et Ly soient substitués par € en méme temps, de méme que Ly et
L3 ; ceci n’est pas possible en utilisant une ou plusieurs barres unaires sur des
sous-expressions de Ly - Ly - L3. Nous montrerons dans la suite de cette section la
signification de la notation :

(a+e)b+e)(c+e).

Les différentes combinaisons de contraintes interdisant que certains
facteurs d"un produit de concaténation ne soient substituables par le mot
vide sont prises en compte par de nouveaux opérateurs étendant le pou-
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voir des barres. Ces opérateurs sont paramétrés par un ensemble de cou-
ples qui représentent chacun un facteur non-substituable par le mot vide.

3.2 Quelques Notations Mathématiques

Dans la suite, nous utilisons des ensembles totalement ordonnés. Afin
d’alléger les notations, tout ensemble totalement ordonné est appelé liste.
Pour une liste de couples d’entiers croissants, I'ordre lexicographique usuel
des couples est utilisé. Cet ordre est défini comme suit. Soit (i, f) et (7, f/)
deux couples d’entiers croissants. Le couple (i, f) est inférieur ou égal au
couple (7, f') si et seulementsii < i’ ou (i =i et f < f’). Dans ce cas, nous
notons (i, f) < (7, f’). Pour une liste d’expressions, nous la considérons
ordonnée selon 1'ordre de sa définition. Ainsi, dans une liste d’expressions
(E1, Ea, ..., Ey), on considere 'ordre E; < Ey < k < k' pour tout (k, k') de
11, n]]z. Par souci de concision, la liste d’expressions (Ej, ..., E,) est notée
Ei . De méme, pour une concaténation E = E; --- E,, 'expression E est
notée Ejq...,.

Soit n un entier positif. L'ensemble des listes finies constituées de
couples croissants d’entiers compris entre 1 et n est noté S,. Soit S une
liste de S,,. L'ensemble des indices de la liste est Is = [1,#S]. Ainsi, la liste
S de S, est notée S = ((ik, fi))kel,, avec pour tout k € Is, (ix, fx) € [1,n]%.
On note Sup(S) (resp. Inf(S), Succ(s) et Pred(s) pour s € S) le plus grand
couple de S (resp. le plus petit couple de S, le plus petit couple de S plus
grand que s et le plus grand couple de S plus petit que s) s’il existe.

Soit (i, f) un couple de la liste S. Le couple (i, f) représente le sous-
intervalle [i, f] de [1,n]. Le couple (i, f) est chevauché (ou chevauchant)
sil existe un couple (i, f') de S tel que i’ < i < f' < f (chevauché a
gauche ou chevauchant a droite) ou i < i < f < f' (chevauché a droite ou
chevauchant a gauche). On dit alors que le couple (i, f') chevauche (i, f).
Le couple (i, f) est inclus sil existe un couple (7', f') distinct de (i, f) tel
que i’ < i < f < f'. On dit alors que le couple (7, f') inclut (i, f). Le
couple (i, f) est surplombant s’il n’est pas chevauché. La liste S est libre
si et seulement si pour tout (i, f), (', f') de S tels que (i, f) # (7,f),
Ii, 1N, f'] = ©. Toute liste de cardinal inférieur a 2 est par conséquent
une liste libre. Afin d’expliciter ces notions sur les couples, représentons
les graphiquement dans 1’exemple suivant :

Considérons la liste S = ((1,3),(1,5), (3,5)) (dont les couples sont représentés
Figure 3.2). Les couples (1,3) et (3,5) se chevauchent, et ces deux couples sont
inclus dans (1,5) (voir Figure 3.3). Considérons maintenant la liste de couples
S» = ((1,1),(2,4),(5,5)). Par définition, cette liste est libre (voir Figure 3.4).
Remarquons que le couple (1,5) est surplombant dans Sy, et que tout couple de
So l'est également.
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FIGURE 3.2 — Représentation Graphique des Couples (1,3), (3,5) et (1,5).

12345 12345
FIGURE 3.3 — Inclusions et Chevauchements. FIGURE 3.4 — Une Liste Libre.

3.3 Deux Nouvelles Familles d’Opérateurs...

Dans cette section, nous montrons comment étendre la notion d’élimi-
nation du mot vide dans une expression a celle de I'élimination du mot
vide dans certains facteurs d’un produit de concaténation, y compris che-
vauchants. Cette opération est réalisée par les opérateurs de multi-barres
(Sous-Section 3.3.1). Cette notion admet une notion duale, a savoir I’ajout
du mot vide dans certains facteurs d’un produit de concaténation, réalisée
par les opérateurs de multi-tildes (Sous-Section 3.3.2).

3.3.1 Les Multi-Barres

Pour formaliser 1’action d’un opérateur composé de plusieurs barres
sur une liste d’expressions E; ,, I'ensemble des barres est donné par une
liste de couples B de S, ; chaque couple (i, f) de B indique une barre sur

le facteur E;...¢, avec E;r pour représentation graphique.

Le langage L de I"Exemple 3.3 est dénoté par I'expression (a+¢€)(b+¢)(c+e) .
La barre (1,2) (resp. (2,3)) interdit la substitution de L((a + €)(b +¢)) (resp.
L((b+¢€)(c+¢))) par e

Un mot appartient au langage d’une liste de barres B appliquée sur
une liste d’expressions E; , s’il admet une décomposition w; - - - w, sur le
produit de concaténation L(E;)---L(E,) telle que pour toute barre (i, f)
de B, le facteur w;---w ¢ est différent du mot vide. Cette propriété pour
une décomposition d'un mot et pour une barre est appelée vérification.

Soit Eq, une liste d’expressions et w = wy - - - w, un mot de L(Ey...,) tel que
Vk € [1,n], we € L(E). Soit (i, f) un couple de [1,n]%. Le mot w vérifie la
barre (i, f) si et seulement si w; - - - ws # e.

Des listes de barres différentes appliquées a des listes d’expressions
différentes peuvent posséder la méme représentation graphique (voir Exem-
ple 3.6). Pour lever cette ambiguité, nous utilisons un opérateur paramétré
appliqué sur une liste d’expressions de cardinal fixé.
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Soit &1 = ((a+¢),(b+¢)) et & = ((a+¢€)(b+¢)) deux listes d’expressions
et soit By = (1,2) et By = (1,1) deux listes de barres. L'application de By sur &
et I'application de By sur &, possédent la méme représentation graphique, a savoir

(a+e)(b+e).

Soit n un entier positif. Soit E1 , une liste d’expressions sur un alphabet X.. Soit
B une liste de S,,. La multi-barres E = — (Ey,,) dénote le langage :

w € X* | il existe une décomposition de w en wy - - - Wy,
L(E) = telle que  Vk € [1,n], wy € L(Ey)
et telle que  Y(i,f) € B, (i, f) est vérifié par wy - - - wy,.

3.3.2 Les Multi-Tildes

L’opération duale de la barre, I'ajout du mot vide, a peu d’intérét si elle
est considérée comme unaire, puisque pour toute expression rationnelle E,
I'ajout du mot vide dans le langage dénoté par E produit I'expression E + ¢
de méme largeur que E. L'opérateur tilde, noté ~—, ajoute le mot vide au

langage dénoté par une expression : L( E ) = L(E) U {e}. Cet opérateur
est compatible avec la notion de linéarisation.

Soit O = {+,-*, ~} un ensemble d’opérateurs. Les opérateurs de O sont
compatibles avec la linéarisation.

Démonstration. Soit E une expression rationnelle sur les opérateurs de O,
et soit E* son expression linéarisée. Nous étendons l'induction présentée

dans la preuve du Lemme 1.9. Supposons que E = 'F . Posons Ef = F' .
Par induction, L(F) = hg(L(F’)). Par définition, ona L( F ) = L(F) U {e}.
Par conséquent :

O

Soit E une expression rationnelle et soit x un élément de Pos(E). Les fonctions de
Glushkov de I'expression 'E sont calculées comie suit :
Pos( E ) =Pos(E), Null( E )= {e},
First( E ) = First(E), Last( E ) = Last(E),
Follow(%f, x) = Follow(E, x).

Démonstration. Soit w dans £ 7. Selon la définition de I'opérateur tilde, on
aw € L(E) & w € L( E ). Les expressions E et E admettent donc les
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~—

mémes fonctions Pos, First, Last et Follow. Comme ¢ € L( E ), la fonction
Null est correcte. O

L’extension de la tilde a la multi-tildes se traite de facon similaire a
celle de la barre a la multi-barres. L'ensemble de tildes a appliquer sur
une liste d’expressions E; , est alors donné par une liste T de S,,, ot tout

couple (i, f) est une tilde appliquée sur E;...;, représentée par E; ¢ .

Soit L = {abcd, ab,cd,ad, e} un langage rationnel. Le langage L est dénoté par
les expressions E et E' définies par :
E = abcd + aeged + eecd + abee + eecs,

A~

E' = abcd + aKb?d + Kagcd + ab?:i\ + abcd .

OO
= ~—
~——

Nous montrons dans la suite que 'expression E’ = (a)(b)(c)(d) dénote le
langage L.

L’action de la tilde unaire sur une expression se résume en un choix
simple : soit I'expression est inchangée, soit elle est remplacée par le mot
vide. L'action d"une liste de tildes est alors une combinaison de ces choix.
Pour chaque tilde, soit 'expression qu’elle couvre est dans sa totalité rem-
placée par le mot vide, soit elle est inchangée. Remarquons alors que si
deux tildes se chevauchent, elles ne peuvent pas s’appliquer en méme
temps, puisque si I'une s’applique, elle modifie un facteur de I'expression
couverte par l'autre, qui ne peut plus alors s’appliquer. Par conséquent,
seule une combinaison de tildes formant une liste libre peut s’appliquer
en méme temps. On peut alors calculer I'ensemble de mots générés par
l'application d’une telle liste. On définit ainsi la génération d’un mot par
une liste libre de couples croissants :

Soit n un entier supérieur a 0, soit E1 , une liste d’expressions sur un alphabet ¥
et soit T une liste libre de S,,. Soit W I'ensemble défini par :
W — { w € X* | il existe une décomposition de w en wy - - - wy, }
| telleque wy =esik € U perli, f, wk € L(Ex) sinon.
Soit w un mot de V. On dit alors que w est généré par T.

Des listes de tildes différentes appliquées a des listes d’expressions dif-
férentes peuvent posséder la méme représentation graphique (voir Exem-
ple 3.8). Pour lever cette ambiguité, nous utilisons un opérateur paramétré
appliqué sur une liste d’expressions de cardinal fixé.

Soit &1 = (a,b) et &, = (ab) deux listes d’expressions rationnelles. Considérons
les listes de tildes Ty = (1,2) et T, = (1,1). Les applications de Ty sur &, et de

T sur & possédent la méme représentation graphique, a savoir ab .
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Soit n un entier positif. Soit Eq, une liste d’expressions sur un alphabet .. Soit

T une liste de S,,. La multi-tildes E = ~~(E1,) dénote le langage :
L(E) = {w € X* | w est généré par une sous-liste libre de T'}.

3.4 ...Compatibles avec la Linéarisation...

La tilde et la barre unaires sont des opérateurs compatibles avec la
linéarisation. Nous montrons que cette propriété est également vérifiée
par leurs extensions respectives.

Soit O I'ensemble des opérateurs défini par :

O = {+," } UUsjanen,ses, —5 Y Uranen,Tes, ~r-
Les opérateurs de O sont compatibles avec la linéarisation.

Démonstration. Soit E une expression sur les opérateurs de O, et soit E*
son expression linéarisée. Nous étendons I'induction sur la largeur de E et
sur son nombre d’opérateurs présentée dans la preuve du Lemme 1.9.

(D Soit E = —, (El,n) une multi-barres. Posons E¥ = —5 (Ei,n).
(a) Soit w' = w} - - - w}, un mot de L(E"). Sa décomposition (unique) vérifie
chaque barre de B et est telle que pour tout entier k de [1, ], w;( est dans
L(E;). Soit w = wy - - - w, le mot obtenu par délinéarisation de w’ : pour
tout entier k de [1,n], wy = hg(w;). Puisque w) appartient a L(E}), par
induction, hg(wy},) appartient a L(Ey). De plus, puisque pour toute barre
(i, f) de B, wj- - w # ¢ w;---wy = hg(w;) - - - hg(w}) # e. Et ainsi, selon
la Définition 3.2, w = hg(w’) est dans L(E).
(b) Soit w un mot de L(E). Selon la Définition 3.2, w admet au moins une
décomposition wy - - - wy, telle que pour tout entier k de [1, n], wy est dans
L(Ey) et pour toute barre (i, f) de B, w; - - - w¢ # &. De plus, pour tout entier
k de [1, n], comme wy est dans L(Ey), par induction il existe nécessairement
au moins un mot wj;, appartenant a L(E}) tel que hg(w,) = wy. Ainsi, il
existe un mot w’ = w] ---w;, tel que pour tout k de [1,n], w} est dans
L(E;) et hg(w},) = wg. D’autre part, puisque pour toute barre (i, f) de B,
wi - wp £ € Wi Wy # e Ainsi, w' € L(E*). Et puisque hg(w') = w,
w € hg(L(E")).

(I) Soit E = ~~(Ey,,) une multi-tildes. Posons E* = ~-_ (E1,)-
(a) Soit w un mot de L(E). Selon la Définition 3.4, il existe une sous-liste
libre T’ de T générant w. Par conséquent, w se décompose en wy - - - wy, tel
que pour tout k de [1,n], soit wy = e si k € U syer[i, f], soit wx € L(Ey).
Par induction, pour tout k de [1,n], hg(L(E})) = L(Ek). Par conséquent,
il existe un mot w’ = w} - - - wy, tel que pour tout k de [1,n], soit w) = e
si k € UG perli fl, soit wy € L(E;) et wy = hg(wy) sinon. Ainsi T est
une sous-liste libre de T générant w'. Selon la Définition 3.4, w’ € L(E*).
Finalement, w € hg(L(E")).

76



Définition 3.5

Exemple 3.9

Lemme 3.6

3.5. ...ET RATIONNELS...

(b) Soit w un mot de hg(L(E)*). Alors il existe un mot w’ dans L(E)* tel
que w = hg(w’). Selon la Définition 3.4, il existe T’ une sous-liste libre
de T générant w'. Par conséquent, w’' se décompose en w; - - - wj, tel que
pour tout k de [1,n], soit w; = e si k € U perli fl, soit wi € L(Ep).
Par induction, pour tout k de [1,n], hg(L(E})) = L(Ek). Par conséquent,
le mot w = hg(w') admet une décomposition wy - - - w, telle que pour tout
k de [1,n], soit wy = e si k € U perli f, soit wy € L(Eg). Selon la
Définition 3.4, w € L(E). O

3.5 ...EtRationnels...

Dans cette section, nous montrons comment calculer a partir d’opéra-
tions rationnelles le langage dénoté par une multi-barres ou une multi-
tildes.

3.5.1 Multi-Barres et Expressions Compatibles

Selon la Définition 3.2, un mot appartient au langage d’une expression
en multi-barres E = B(El,n) s’il admet une décomposition vérifiant
chaque barre de B. Nous décomposons alors I'expression E en une somme
d’expressions dans lesquelles chaque expression de la liste E; , apparait
une et une seule fois, soit sous forme directe, soit sous forme barrée, de
telle sorte que tout mot de L(E’) vérifie chaque barre de B.

Soit E = —(E1,n) une multi-barres. Considérons une expression E' = E}._,
telle que pour tout k de [1,n], E, = Ey ou E, = Ej . L'expression E' est
compatible avec 'expression E si et seulement si :

pour toute barre (i, f) de B, il existe k dans [i, ] tel que E, = Ej .

Considérons l'expression E = —, (Eq4) avec B = ((1,2),(2,3), (3,4)). Les ex-
pI’ESSiOTZS E] E2 E3 E4 ,El Ez E3 E4, E1 E2 E3 E4 et E1 E2 E3 E4 sont

compatibles avec E, contrairement aux expressions E1EoE3E4 et E; EoE3 Ey .

Le langage d’'une multi-barres E peut se calculer comme l'union des
langages dénotés par les expressions compatibles avec E. Et puisque I'éli-
mination du mot vide est une opération rationnelle, nous en déduisons
que le langage dénoté par E est rationnel.

Soit E = —(E1,,) une multi-barres sur un alphabet ¥. Soit w un mot de ¥.*.

Alors :
w € L(E) < il existe une expression E' compatible avec E

telle que w € L(E’).
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Démonstration. Soit w un mot de L(E). Selon la Définition 3.2, le mot w
admet une décomposition w = w; - - - w, telle que pour tout k € [1,n],
wy € L(Ex) et telle que pour toute barre (i, f) de B, w;---ws # e En
posant E' = Ej - - - E;, une concaténation d’expressions telle que E; = Ej si

wr = e et EL. = Ep siwy # ¢, E' est une expression telle que w € L(E').
De plus, E’ est une expression compatible avec E, puisque par définition,
pour toute barre (i, f) de B, il existe un entier k de [i, f] tel que wy # ¢
et donc tel que E; = "Ey . Ainsi, w appartient au langage dénoté par une
expression compatible avec E.

Réciproquement, soit E' = E/  une expression compatible avec E. Soit
w = wy - - wy, un mot de L(E’) tel que pour tout k de [1,n], wy est dans
L(E}). Puisque E’ est compatible avec E, pour chaque barre (i, f) de B, il
existe un entier k € [i, f] tel que E, = Ej, et donc tel que wy # . Par

conséquent, w vérifie chaque barre de B et ainsi appartient a L(E) selon la
Définition 3.2. O

Soit n un entier positif, E1 , une liste d’expressions rationnelles et E = —(Eq,,)
une multi-barres. Alors :
le langage dénoté par E est rationnel.

Le langage d’une multi-barres E se calcule a partir des expressions
compatibles avec E. En fait, toutes les expressions compatibles ne sont pas
nécessaires. Il existe une hiérarchie sur les langages qu’elles dénotent :
certains sont inclus dans d’autres. Le calcul des expressions compatibles
peut ainsi se restreindre a un ensemble particulier :

Soit E = —,(E1,) une multi-barres et soit E' = E}._, une expression com-
patible avec E. L'expression compatible E' est minimale si pour toute expression
E" = E{ ., différente de E' telle que pour tout k de [1,n], E;/ = Ey si E; = Ej,
E" n’est pas compatible avec E.

Soit E = —3 (El,n) une multi-barres et soit E' = Ei...n une expression com-
patible avec E. Soit E" = E{ . une expression telle que pour tout k de [1,n],

El' = Ey si E, = Ex . Les deux propositions suivantes sont vérifiées :
(1) E" est compatible avec E,
) L(E") C L(E)).

Démonstration. (1) Puisque E’ est compatible avec E, pour toute barre (i, f)
de B, il existe un entier k de [i, f] tel que E; = "Ex . Ainsi, par définition
de E”, pour toute barre (i, f) de B, il existe un entier k de [i, f] tel que
E/' = E; . L'expression E” est alors compatible avec E.

(2) Par définition de E”, pour tout entier k de [1, 1], soit E, = "Er =E/,

soit E; = Ex et E/ = Ex ou E}/ = Ej . Par conséquent, pour tout k de [1, 1],
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Lemme 3.8

Proposition 3.1

Corollaire 3.2

Proposition 3.2

3.5. ...ET RATIONNELS...

L(E}) C L(E}). Ainsi, L(E") C L(E'). 0
Soit E = —p(Ey,,) une multi-barres et soit E' = E{_ une expression non-

compatible avec E. Soit E” = E{ ., une expression telle que pour tout k de [1,n],
E;! = Ei si E, = Ey. Les deux propositions suivantes sont vérifiées :

(1) E” n’est pas compatible avec E,

() L(E') C L(E").

Démonstration. (1) Puisque E’ n’est pas compatible avec E, il existe une
barre (i, f) de B telle que pour tout k de [i, f], E, = E. Ainsi, puisque E”
est défini de telle sorte que pour tout entier k de [1,n], E;/ = Ej si E; = Ey,
il existe une barre (i, f) de B telle que pour tout k de [i, f], E;/ = E. Par
conséquent E” n’est pas compatible avec E.

(2) Par définition de E”, pour tout entier k de [1,n], soit E, = E; = E/,
soit E; = E; et E! =EfouE = "Ej . Ainsi, pour tout entier k de [1, ],
L(E') € L(E"). Ainsi, L(E') C L(E"). O

Le langage dénoté par E est ainsi le langage dénoté par la somme des
expressions compatibles minimales de E.

Soit E = —,(E1,x) une multi-barres sur un alphabet . et soit w un mot de X*.

Alors :
w € L(E) < il existe une expression E' compatible minimale avec E

telle que w € L(E').

Démonstration. Soit w un mot de L(E’). Puisque E’ est une expression com-
patible avec E, selon le Lemme 3.6, w € L(E).

Soit w un mot de L(E). Selon le Lemme 3.6, il existe une expression
E' = Ej. ., telle que w € L(E’). Si E’ n’est pas une expression compatible
minimale, on peut alors transformer un élément "Ex en E; dans E' et
obtenir une expression E” compatible avec E. Et selon le Lemme 3.7, le
langage L(E’) est inclus dans le langage L(E"). En itérant cette étape, nous

obtenons une expression E’ compatible minimale de E telle que w soit un
mot de L(E’). O

Soit E = —(E1,x) une multi-barres et soit £ I'ensemble des expressions com-
patibles minimales de E. Alors :

L(E> = Upree L(E/)-

Le nombre d’expressions compatibles minimales d’une multi-barres
peut s’avérer exponentiel. Cette complexité est montrée dans la suite de
cette section.

Pour tout entier n supérieur a 3, il existe une multi-barres E de largeur n telle
que le cardinal de l'ensemble des expressions compatibles minimales de E soit
exponentiel en fonction de n.
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CHAPITRE 3. LES MULTI-BARRES ET LES MULTI-TILDES

Considérons la famille d’expressions E, = — 3, (Fl,n) définies par
B, = ((1,2),(2,3),...,(n —1,n)) pour tout entier n supérieur ou égal a
3 et Fy = (ax +¢) pour k € [1,n]. Considérons les expressions E3 et Ey :
Ey= —p (a1 +¢€a2 +¢,a3 +¢) avec B3 = ((1,2),(2,3)),
Ey= —y, (a1 +¢€ap+¢,a3+¢a,+¢€) avec By = ((1,2),(2,3),(3,4)).
L'ensemble des expressions compatibles minimales de E3 et de E; sont
respectivement :

&={h EF,F F R},

&={hhBRlEKEKLEEL,FE L}
Nous classifions ces expressions compatibles minimales en trois types,
en fonction de leurs trois dernieres valeurs. Les expressions de type 1 se

terminent par F,_» F,_1 F, . Les expressions de type 2 se terminent par

F,—» F,_1 F,. Les expressions de type 3 se terminent par F,_» F,_1 F;.
Nous générons alors des expressions compatibles minimales de E, ;1 a
partir des expressions compatibles minimales de E,. Remarquons que
nous ne montrons pas que nous les générons toutes, nous montrons que
I'ensemble généré, inclus dans 1’ensemble des expressions compatibles mi-
nimales de E, 1, est de cardinal exponentiel en fonction de n.

Les expressions compatibles minimales de E; sont de deux types :
'FL B, F; estde type 1, F| F, F; est de type 3. Pour Ey4, les expressions
compatibles minimales sont de trois types : F, F» F; F; est de type 3,
[, B B By estde type 1, et [ F Festde type 2.

Une expression de type 3 s’obtient en ajoutant F,, ;1 a une expression de
type 1. Une expression de type 2 s’obtient en ajoutant F,; a une expres-

sion de type 3 puis en remplagant F, par F, . Une expression de type 1

s’obtient soit en ajoutant F,;; a une expression de type 2, soit en ajoutant

F,4+1 aune expression de type 3.

Nous définissons alors trois ensembles, notés respectivement e; (1),
ex(n) et e3(n), contenant des expressions compatibles minimales de E,
respectivement de type 1, 2 et 3. Ces ensembles sont récursivement calcu-
lables comme suit :

ef(n+1)={F_, Fis1) | F., €ex(n)Ues(n)},
62(1’1 + 1) = {Fl/mnfl Fy Fﬂ+1) ’ {Fl/mnle” € e3(”)}/
es(n+1) ={F_,Fu11) | F.., €ei(n)}.

La minimalité et la compatibilité des expressions engendrées par ces
formules sont vérifiées par induction sur n. Les rangs n = 3 et n = 4 sont
corrects. Fixons alors un rang n > 4 vérifiant ces propriétés. Pour e;(n+1),

les expressions sont engendrées a partir des expressions 1—"1’”%_2 F._1 F.

compatibles minimales de E,,. En ajoutant F,. ,la compatibilité est conser-
vée pour l'ajout de la nouvelle barre (1,1 + 1) lors du passage de B, a
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Définition 3.7

Exemple 3.10

3.5. ...ET RATIONNELS...

B, 11. Par hypothése d’induction et par définition de e (1 + 1), toute sub-
stitution d’une sous-expression E; par Ej fait perdre la compatibilité,
d’oti la minimalité de ces expressions compatibles. Le raisonnement est
identique pour les ensembles e;(n + 1) et e3(n + 1), puisque toute barre
de B, est vérifiée par hypothese d'induction, et que la barre (1, n + 1) ajou-
tée pour passer de B, a B, est vérifiée par les modifications engendrées.
Ainsi, chacun des ensembles ex(n + 1) pour k = {1,2,3} est inclus dans
I'ensemble des expressions compatibles minimales de E;, 1.
Calculons alors le cardinal de ces ensembles. Par définition :
#e1(n) = #ey(n — 1) +#ez(n—1),
#ep(n) = #es(n—1),
#es(n) = #ey(n —1).
Et ainsi :
#ep(n) =#es(n — 1) = #ey(n — 2).
D’ot :
#e1(n) = #e1(n —2) +#e1(n — 3).
Cette suite est la suite de Padovan (séquence Aooo931 de 'OEIS) :

La suite de Padovan P est définie par :
P(n) = 1 sin=0oun—=1oun=2,
| P(n—3)+P(n—2) sinon.

n
De plus, P(n) ~ PZ' ou p est le nombre d’argent (ou nombre plastique),

unique solution réelle de I'équation x*> — x — 1 = 0 (p ~ 1.3247).

Remarquons alors que pour k > 3, #ey(k) = P(k —2). La Proposi-
tion 3.2 est alors démontrée. Cependant, bien que le nombre d’expressions
compatibles minimales soit exponentiel, on ne peut rien affirmer quant a
la largeur d'une expression simple dénotant le langage, puisque des fac-
torisations sont possibles.

3.5.2 Multi-Barres et Expressions Linéarisées

Selon la Définition 3.2, le langage dénoté par une multi-barres est dé-
fini par un ensemble de contraintes sur les facteurs devant toutes étre
vérifiées. On peut alors tenter de calculer le langage dénoté a partir d’in-
tersections de langages. Il suffirait de décomposer un opérateur de multi-
barres comme une intersection de barres simples. Mais cela ne suffit pas,
comme le montre I’'exemple suivant :

Considérons les trois expressions E1, E; et E3 suivantes :

Ei= —ua )(23)((a+8) (aa+e),(a+e)) = (a+¢e)(aa+e)(a+e)
E, (a—f—s (aa+e),(a+e)) = (a+e)(an+e) (a+e)
E3 (a+s (aa+e),(a+e) =(a+e) (aa+e)(ate)
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Lemme 3.9

Corollaire 3.3

Lemme 3.10

CHAPITRE 3. LES MULTI-BARRES ET LES MULTI-TILDES

Par définition, le langage L(E1) est {aaaa,aaa,aa}, alors que les langages
L(Ey) et L(E3) sont identiques et sont {aaaa,aaa,aa,a}. Les langages L(E;) et
L(Ep) N L(E3) sont différents.

Un mot peut admettre plusieurs décompositions, chacune vérifiant une
barre, et cela n'implique pas qu’il existe une décomposition vérifiant toutes
les barres. Cependant, tout opérateur de multi-barres est compatible avec
la linéarisation. Le langage d"une multi-barres peut alors se calculer a par-
tir de son expression linéarisée.

Soit E = —(E1,n) une multi-barres linéaire. Alors :
L(E) _ m(i,f)eB L(E]...l;l . Ei...f : Ef+1...n) si B 75 @,
L(E;..n) sinon.

Démonstration. Si B est vide, I'égalité est trivialement démontrée.

Soit w un mot de L( —5 (El,n) ) Par définition, il existe une décompo-
sition (unique puisque Ej..., est linéaire) de w en wy - - - w, telle que pour
tout entier k de [1,n], wy € L(E) et telle que pour toute barre (i, f) de
B, w; - - Wy # €. Ainsi, pour toute barre (i, f) de B, w est un mot du lan-

gage L(E1..i 1+ Ei.f - Efy1..), et ainsi, w appartient au langage défini

par m(i,f)GB L(El...l‘,l . Ezf . Ef+1~~~n)-
Réciproquement, un mot w = w;---w, qui appartient au langage
L(Ey..i-1- Ei.f - Efi1..,) pour une barre (i, f) de B donnée admet une

décomposition (unique encore une fois) telle que pour tout entier k de
[1,n], wy € L(Ex) et telle que w;---wy¢ # e. Ainsi, pour un mot w ap-

partenant a ﬂ(i,f)eB L(Eqy..;1- Ei.f - Ef+1...n), puisque sa décomposition

w1 - - - Wy, est unique, tout facteur w; - - - w § avec (i, f) une barre de B est
différent du mot vide ¢. Et selon la Définition 3.2, w appartienta L(E). O

Soit E = —(E1,,) une multi-barres n’utilisant que des opérateurs compatibles
avec la linéarisation et soit E¥ = — (E{ ) U'expression linéarisée de E. Alors :

L(E) = he(L(N,pes LO — ) (ELu))))-

3.5.3 Multi-Tildes et Sous-Listes Libres

Selon la Définition 3.4, un mot appartient au langage dénoté par une
multi-tildes définie par une liste T de couples s'il est généré par une sous-
liste libre de T. Considérons alors le cas des opérateurs de multi-tildes
définis sur des listes libres.

Soit n un entier positif. Soit T = ((ix, fc)kep#r]) une liste libre de S,. Soit
E = ~~,(Ey,) une multi-tildes. Posons :
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Corollaire 3.4

Lemme 3.11

Corollaire 3.5

3.5. ...ET RATIONNELS...

Lt = L(El...l‘lfl) : L( Eil"'fl ) : L(Ef1+1...i2_1)

“L( Ejypefyr ) - L(Efyrg1om)-
L’expression E dénote le langage Lr.

Démonstration. Soit w un mot de L(E). Selon la Définition 3.4, il existe
une sous-liste T" = ((i, f))icp ) de T telle que T’ génere w. Selon la
Définition 3.3, le mot w appartient au langage défini par :
L(Eyoig1) {6} LEgipg1) e} L(Eg 1),
langage lui méme inclus dans le langage L. Par conséquent, w € L.
Soit w un mot de L. Par définition, w admet une décomposition :

(@i 1) - (@ wp) - (g 0)
telle que pour tout couple (k, k') de 'ensemble {(1,iy —1),..., (fsr41,n)},
soit wy - - - wp € L(Eg..x), soit wy - - - wp = € et (k, k') € T. Considérons la
liste T’ définie par :

T = ((/,f) |wy-wp=eN(,f)eT).
Par construction, la liste T” est libre et " C T. Selon la Définition 3.3, la
liste T génere le mot w. Finalement, selon la Définition 3.4, w est dans
L(E). O

Soit n un entier positif, T une liste libre de S, et E = ~~.(Ey,) une multi-
tildes. Soit VW I'ensemble des mots générés par T. Alors :
W C L(E).

L’ensemble des mots généres par une liste libre est inclus dans le lan-
gage dénoté par une multi-tilde défini sur cette liste. Par conséquent, le
langage dénoté par une multi-tildes définie par une liste T quelconque
est 'union des langages dénotés par des multi-tildes définis sur des sous-
listes libres de T.

Soit E = ’\fT(El,n) une multi-tildes. Soit T I'ensemble des sous-listes libres de
T. Alors :

L(E) = UT’GTL( ’\fT/(El,n))'

Démonstration. Soit w un mot de L(E). Selon la Définition 3.4, il existe une
sous-liste libre T’ de T qui génere w. Selon le Corollaire 3.4, w est dans
L( ’\fT/(El,n))- Par conséquent, puisque T’ € 7T, le mot w appartient a
Urrer L( ’\fT/(El,n))'

Soit w un mot de Uper L( ~~p (E1y)). Il existe T = ((i}, f{))1ep #17]
dans 7 tel que w soit dans L( ~~,(E1,,)). Selon la Définition 3.4, il existe
une sous-liste libre T” de T’ telle que T” génere w. La liste T est par
définition une sous-liste libre de T. Par conséquent, selon la Définition 3.4,
w est dans L(E). O

Soit n un entier positif, Eq , une liste d'expressions rationnelles et E = ~~ (El,n)
une multi-tildes. Alors :
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Définition 3.8

Lemme 3.12

Corollaire 3.6

Définition 3.9

CHAPITRE 3. LES MULTI-BARRES ET LES MULTI-TILDES

le langage dénoté par E est rationnel.

Le calcul de toutes les sous-listes libres de T est suffisant, mais pas né-
cessaire. En effet, les langages définis par une sous-liste libre d"une liste de
tildes admettent une hiérarchie en terme d’inclusion. Le calcul du langage
ne nécessite alors que 'utilisation de sous-listes particuliéres :

Soit n un entier positif. Soit S une liste de S,,. Une liste libre S’ C S est maximale
si et seulement si :
V(i, f) € S\'S',S"U (i, f) n'est pas une liste libre.

Soit n un entier positif. Soit S1, S, deux listes libres de S,. Soit Eq , une liste
d’expressions. Alors on a :
Sl C Sz = L( ’\fsl (E]/n)) C L( ’\fsz (El,n))~

Démonstration. Si w est un mot de L( ~, (E1,)), selon le Lemme 3.11,
il existe une sous-liste 5’ de Sy telle que w € L( ~~ (E1,)). Puisque
S;1 C Sy, alors S’ C S,. Ainsi, S’ est une sous-liste de S, et selon le
Lemme 3.11, L( ~~ (E1)) C L( s, (E1,)). Par conséquent, w est un
mot de L( ~~g (E1,n))- O

Soit E = /\rT(ELn) une multi-tildes et soit T4 'ensemble des sous-listes libres
maximales de T. Alors :

L(E) = UreT, L(~p (Evn) ).

3.6 ...Définissant des Expressions Augmentées

Nous définissons alors de nouvelles expressions utilisant la famille des
opérateurs de multi-barres et de multi-tildes qui sont rationnels et compa-
tibles avec la notion de linéarisation, selon le Lemme 3.5, le Corollaire 3.1
et le Corollaire 3.5.

Une Expression Rationnelle Augmentée par Barres et Tildes (ERABT) sur
un alphabet . est définie inductivement comme suit :
E=0Q, E—=z¢ E =g,
E = (F—|—G), E = (F.G)/ E = (F*),
E=(—5(Ein)), E=(~r(Ein)),

avec a une lettre de 3, F et G deux ERABT,
E;,, une liste ’ERABT, B et T des listes de S,,.
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3.7. CONCLUSION

3.7 Conclusion

L’ajout et I’élimination du mot vide dans le langage dénoté par un
facteur d’une concaténation d’expressions permet de définir le caractére
optionnel ou non de ce facteur. Pour modéliser ces notions, nous avons
introduit deux nouveaux opérateurs unaires : la tilde crée un degré de li-
berté, en transformant un facteur en facteur effacable, alors que la barre,
son opérateur dual, crée une contrainte, en for¢ant un facteur a ne pas étre
effacé. La rationalité de ces opérateurs ainsi que leur compatibilité avec
la linéarisation nous permet de calculer simplement un automate fini a
partir de toute expression utilisant ces opérateurs. Nous avons également
défini les multi-barres et les multi-tildes, nouvelles familles d’opérateurs
étendant le pouvoir de la barre et de la tilde en augmentant l'arité d’appli-
cation. Ces opérateurs sont rationnels et compatibles avec les notions de
linéarisation. Ces propriétés nous permettront de calculer un automate par
I'extension de la méthode de Glushkov dans le Chapitre 4. Nous présente-
rons également le pouvoir de factorisation des ERABT dans le Chapitre 7.
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Chapitre 4

Formes Normalisées

C’est la fonction qui modifie la forme.
Konrad Lorenz

La forme, c’est le fond qui remonte a la surface.

Victor Hugo
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Ans ce chapitre, nous présentons comment obtenir un automate re-
connaissant le langage dénoté par une expression utilisant des opé-
rateurs de multi-barres et de multi-tildes. Pour construire cet automate,
nous utilisons une forme particuliere, la forme normalisée. La Section 4.1
présente des notations communes aux multi-barres et aux multi-tildes.
La Section 4.2 illustre la nécessité de la forme normalisée, due en parti-
culier aux notions d’utilité et de traversabilité qui sont définies dans la
Section 4.3. Nous montrons comment calculer cette forme normalisée a
partir d'une ERABT quelconque dans la Section 4.4, ou sont décrites les
propriétés qui rendent possible le calcul des fonctions de Glushkov d'une
ERABT en forme normalisée. Ce calcul est explicité dans la Section 4.5.
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Exemple 4.1

CHAPITRE 4. FORMES NORMALISEES

4.1 Introduction

Le chapitre précédent a introduit un nouveau type d’expressions, les
ERABT, utilisant les deux nouvelles familles d’opérateurs, les multi-barres
et les multi-tildes. Dans la suite de ce chapitre, toute expression étant soit
une multi-tildes, soit une multi-barres est appelée expression a contraintes.
Toute expression a contraintes E est représentée par E = ---¢ (E1n), avec
S une liste de S,, et E; ,, une liste d’'ERABT.

Soit n un entier supérieur a 0 et soit S une liste de S,. Considérons
IVERABT E = ---((E1,). Soit e = (i,f) un couple de S; le rang de e
est l'intervalle sur lequel il est défini et est noté Rangs(e) = [i, f]. Soit
k un entier de [1,n]. La liste des couples couvrant I'expression Ej est notée
Elements(k) et est définie par Elements(k) = ((i,f) € S | k € [i, f]). Si
---¢ est un opérateur de multi-barres (resp. de multi-tildes), la liste des
barres (resp. la liste des tildes) couvrant I'expression Ej est définie par :

Barres(k) = ((i, f) € S | k € [i, f]) (resp. Tildes(k) = ((i, f) € S | k € [i, f]))-
La liste S est chevauchante si et seulement si tout élément de S est chevau-
chant. La liste S est continue si et seulement si pour tout k € [1,n — 1],
Elements(k) N Elements(k + 1) # @. L'arité de la liste S est minimale si
et seulement si Vk € [1,n — 1], Elements(k) # Elements(k 4 1). La liste
S = ((ix, fx) | k € [1,#S]) recouvre [1,n] si et seulement si elle est libre, si
i1 =1, si fgs = f et si pour tout entier k de [1,#S — 1], fx = i1 — L.

Nous étendons le quotient des expressions rationnelles simples aux
ERABT. Si une expression sous un opérateur a contraintes est égale au
mot vide, alors l'arité de 1’'opérateur peut se voir diminuer, puisque cette
expression disparait lors de la concaténation implicite du calcul du lan-
gage. La liste de couples définissant 1’opérateur peut se voir modifier.

Considérons I'expression E = ST (12),23) (a +¢€¢6b+ e) dont la représenta-

tion graphique est (a+¢€) (¢) (b+¢) . La seconde expression de la liste est

égale au mot vide. Indépendamment du type d’opérateur utilisé (multi-tildes ou
multi-barres), 'expression E est équivalente 4 E' = -- “(11),22) (a+eb+e)

représentée par (a+¢) (b+¢€) puisque L(e) est nécessairement absorbée par
la concaténation implicite des langages.

Plus formellement, nous définissons le quotient suivant sur les ERABT.
Soit n un entier supérieur a 0. Soit E; ,, une liste d’ERABT, soit S une liste
de S, et soit E = ---4(Ey,) une ERABT.

Supposons qu’il existe un entier k de [1, n] tel que Ej = «.

(I) Supposons que le couple (k, k) soit dans S. Si E est une multi-barre,
alors E ~ @. Si E est une multi-tildes, E ~ -- S\ {(k)} (El,n)-

(IT) Supposons n > 2. Nous définissons le quotient E ~ ---, (E{,n) avec :
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Exemple 4.2

Exemple 4.3

4.2. POURQUOI UNE FORME NORMALISEE

E],(/: { E,/(,:Ek/ S%k/e [[1,](—1]],
E,/(, = Ek/+1 sikl € [[k,]’l — 1]],
{(i,f) eS| f<kj,
(-1 -1 G f)eSni>k),
S’—{( f=-11|Gf)eSNni<kANk<f},
§'=S51US,US;.
(D) Sin =1, supposons E; = e. Si ---; est un opérateur de multi-barres
vide ou s’il est un opérateur de multi-tildes, alors ona E ~ €. Si ---; est
un opérateur de multi-barres non-vide, alors (1,1) est dans S et le cas (I)
s’applique.
Nous supposons alors que pour tout entier n supérieur a 0, pour toute
ERABT E = ---;(E1,,) et pour tout k de [1, 1], le langage L(Ey) est diffé-
rent de {e}.

£.»
SRR
Il

4.2 Pourquoi une Forme Normalisée

Les représentations graphiques utilisées peuvent amener a une col-
lision au niveau des ERABT. En effet, deux ERABT différentes peuvent
avoir la méme représentation graphique, comme le montre I’'Exemple 4.2.
Ici, nous souhaitons mettre en place une forme particuliere sur les ERABT
afin que deux expressions possédant la méme représentation graphique
puissent se ramener a une méme expression sous cette forme.

Soit Ty = ((1,2), (2,2), (3,3), (3,4)) une liste de Sy, et soit T, = ((1,2),(2,2))
et T3 = ((1,1),(1,2)) deux listes de S,. Considérons alors les deux ERABT
Ej = ~— (a, b,c, ) et Ey = ~ (a,b) Ts(c, d) représentées graphique-

W

ment par Ey = a Wb cdeE=ab ¢ d. Remarquons que les représen-
tations graphiques sont identiques, bien que les expressions soient syntaxiquement
différentes.

Nous souhaitons également que la forme particuliére mise en place soit
telle que deux expressions a contraintes sous cette forme, basées sur deux
opérateurs distincts mais de méme type et appliqués sur une méme liste
d’expressions ne dénotent pas le méme langage. Cette propriété est appe-
1ée utilité des couples et sera développée dans la section suivante. Les deux
exemples suivants montrent que deux opérateurs a contraintes distincts
appliqués a une méme liste d’'ERABT peuvent définir le méme langage.

Soit B = ((1,2),(2,3)) et soit B = ((1,2),(1,3),(2,3)) deux listes de Ss. Soit
Ei3 = ((a+¢),(b+e¢), (c+e)) une liste ERABT. Soit E = —(E13) et
soit E' = —,(E13) deux ERABT représentées graphiquement comme suit :
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E= (a+e)b+e)c+e),

E'= (a+e)b+e)c+e).

On peut vérifier que L(E) = L(E’) et qu’ainsi la présence de la barre (1,3) de B’
n’est pas nécessaire.

SoitEy = a b ¢ d etEy = a b ¢ d deux ERABT, respectivement défi-
nies sur la liste de tildes Ty = ((1,2), (2,2), (2,3), (3,3), (3,4)) et sur la liste
de tildes T, = ((1,2), (2,2), (3,3), (3,4)). On peut vérifier que les langages
L(Eq) et L(Ey) sont égaux et qu’ainsi la présence de la tilde (2,3) de Ty n'est pas
nécessaire.

4.3 Utilité des Eléments

La notion d’utilité d’un élément e d"un opérateur a contraintes est ba-
sée sur la réflexion suivante : si e ne modifie pas le langage, pourquoi ne
pas l'éliminer ? Puisque les tildes et les barres ne modifient le langage dé-
noté par une expression qu’en ajoutant ou en éliminant le mot vide de
certains facteurs, la question de I'existence d’un mot peut étre considérée
comme secondaire par rapport a la traversabilité d’intervalles.

Remarquons que pour une multi-barres E = —B(El,n), si pour un
entier k de [1,n], I'expression Ej est telle que L(Ex) = O, alors le lan-
gage L(E) est @. En effet, par définition du langage des multi-barres, L(E)
est inclus dans L(E;...,). Cette remarque n’est pas valable pour les multi-

tildes. En effet, pour l'expression F = m (b) , la présence d’une
occurence de I’ensemble vide dans la liste d’expressions ne réduit pas le
langage L(F) a @. En effet le langage d’une multi-tildes est égal a I'union
des langages dénotés par les expressions formées a partir des sous-listes
libres; on a donc : o o
L(F)=L(a-@ -b)UL(a- @-b)=L(a+0D).

L’ensemble vide étant utile pour certaines expressions, nous le substi-
tuons par une lettre n’appartenant pas a 1’alphabet de 1’expression. Nous
étendons en conséquence la notion de linéarisation a la @-linéarisation.

Soit E une expression. L'expression E est D-linéaire si et seulement si elle est
linéaire et si elle ne possede pas d’occurrences de @.

Une expression @-linéarisée E’ d'une ERABT E est calculée en indexant in-
dépendamment par deux alphabets distincts les occurrences de symboles et les
occurrences de 'ensemble vide, puis en remplagant dans E toute occurrence de
symbole ou de I'ensemble vide par son indice.

L’expression @-linéarisée de 'expression E = (a-b-a+a-D)-b-b-QD est
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E’=(1-2-3+4-1)-5-6-II, avec les ensembles Pos(E) = {1,2,3,4,5,6} et
Posg(E) = {I,11}.

Le morphisme associé est hr : (Pos(E) UPosg(E))* — (XpU{D})*
ol @ représente le caractere associé a I'ensemble vide. Remarquons que
L(E") # @ et que toute expression @-linéarisée est @-linéaire. La compa-
tibilité avec la linéarisation s’étend a la @-linéarisation treés simplement et
ces deux notions sont équivalentes.

Définition 4.3  Soit O un ensemble d’opérateurs. Les opérateurs de O sont compatibles avec
la @-linéarisation si et seulement si pour toute expression E utilisant ces opéra-
teurs, en notant E 'expression Q-linéarisée de E, on a :

L(E) = hp(L(E") N (Pos(E))").

Lemme 4.1 Soit O un ensemble d’opérateurs. Les deux propositions suivantes sont équiva-
lentes :
(1) Les opérateurs de O sont compatibles avec la O-linéarisation,
(2) Les opérateurs de O sont compatibles avec la linéarisation.

Démonstration. Soit E une expression utilisant des opérateurs de O, E*
I'expression linéarisée de E et E” I'expression @-linéarisée de E. Par construc-
tion, L(E”) N (Pos(E))* = L(E*). O

Si un couple ne modifie pas le langage d'une expression @-linéarisée
d’une expression E, alors ce couple ne modifie pas le langage de E. La @-
linéarité nous permet ainsi de donner une définition formelle de l'utilité
d’un élément pour un opérateur a contraintes.

Définition 4.4  Soit E = ---5(Ey,,) une ERABT @-linéaire. Un élément e de S est utile pour E
si et seulement si :
L(==5(E1n) # L(= 5oy (Ein) )-

La liste S est utile pour E si tout élément de S est utile pour E.

Nous détaillons plus précisément la notion d’utilité pour les opérateurs
de multi-barres et de multi-tildes dans les sous-sections suivantes.

4.3.1 Utilité des Barres

L’action d’une barre b = (i, f) d’une liste B sur une liste d’expressions
E;, est d’éliminer le mot vide du langage L(; ) dénoté par l'expression
Ei..s. Ainsi, pour que b soit utile, il faut que le langage L; ) contienne le
mot vide. Il faut également que 1’action de cette barre n’ait pas été devan-
cée par celle d"une barre plus courte qu’elle peut inclure. Plus précisément,
la combinaison de ces deux propriétés nécessaires est également suffisante.
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Soit E = —(E1,n) une ERABT @-linéaire et soit b une barre de B. La barre b
est utile si et seulement si les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

- Pour tout entier k de Rangs(b), € est dans L(Ey),

- Pour toute barre b’ de B différente de b, Rangs(b’) ¢ Rangs(b).

Démonstration. Trivialement, on sait que le langage L( —(E1,)) est in-
clus dans L( B\ {b} (E1,)), puisque si toute barre de B est vérifiée par un
mot w, alors toute barre de B\ {b} est vérifiée par w.

( = ) : (1) Supposons quil existe une barre b’ € B\ {b} telle que
Rangs(b') C Rangs(b). Soit w = w; -+ w, un mot de L( —B\{b}(Elln))
tel que pour tout k € [1,n], wy € L(Ey). Par définition du langage d'une
multi-barres, b’ est vérifiée par w, et par conséquent il existe un entier k
de Rangs(V') tel que wy # €. Puisque U’ est inclus dans b, 'entier k appar-
tient également & Rangs(b). Par conséquent, b est vérifiée par tout mot de
L( —B\{b}(El,n)) et finalement L( —B\{b}(ELn)) C L(—5(E1n))- Selon
la Définition 4.4, la barre b est inutile. (2) Soit w = wy - - - Wy - - - w, un mot
tel que pour tout k de [1, n]], wy € L(Ey). S'il existe un entier k de Rangs(b)
tel que € ¢ L(Ey), wy # € et ainsi w vérifie b. Ainsi, puisque le langage
L(—p\(n) (E1,4)) est inclus dans L(Ej...,) tout mot w € L( —B\{b}(ELn))
vérifie b. Par conséquent, le langage L( — B\ {b}(El,n)) est inclus dans

L( —4(E1,n)). Selon la Définition 4.4, la barre b est inutile.

(<) : Supposons que pour tout entier k de Rangs(b), € est dans L(Ey)
et qu'il n’existe pas de barre b’ de B différente de b telle que l'intervalle
Rangs(b’) soit inclus dans Rangs(b). Montrons alors que la barre b est
utile pour E, et donc que les langages L( —(E1)) et L( —B\(1) (E1n))
sont différents. Soit w; - - - w, un mot tel que d'une part pour tout entier
k qui n’est pas dans Rangs(b), le mot wy appartienne a L( E; ) et que
d’autre part pour tout entier k de Rangs(b), le mot wy soit égal au mot
vide ¢. Puisqu’il n’existe pas de barre b’ différente de b telle que l'intervalle
Rangs(b') soit inclus dans Rangs(b), toute barre b’ de B\ {b} est vérifiée
puisque par construction de w, pour tout k ¢ Rangs(b), wy € L( Ey ). Bt
puisque pour tout k € Rangs(b), ¢ € L(Ey), selon la Définition 3.2, le mot
w est dans L( —B\{b}(ELn)). Puisque pour tout k € Rangs(b), wy = ¢,
la barre b n’est pas vérifiée. Ainsi, le mot w n’appartient pas au langage
L(—p(E1,)) et ainsi les langages L( —,(E1,4)) et L( —B\(5) (E1,)) sont
différents. Selon la Définition 4.4, b est utile. O

4.3.2 Utilité des Tildes

L'action d’une tilde t = (i, f) d’une liste T sur une liste d’expressions
E;, est d'ajouter le mot vide dans le langage L; r) dénoté par 'expression
Ei.f. Pour que le langage L; ) soit modifié par cette action, il faut que
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L(; ) ne contienne pas le mot vide. De plus, si une combinaison de tildes
de T a déja ajouté le mot vide dans L(; ), la tilde ¢ ne modifie pas le
langage. On peut également considérer 1'existence d"une combinaison de
tildes plus courtes de T et de facteurs de E; , dont le langage contient le
mot vide, rendant l'action de la tilde inutile. Tous ces cas possedent un
point commun : le mot vide peut appartenir au langage dénoté par un
facteur par l'action conjuguée de la traversabilité et d'une combinaison
de tildes. Nous formalisons alors une nouvelle notion, celle de la (i, f)-
traversabilité, et nous montrons qu’elle est due a la combinaison de tildes
et de facteurs traversables.

Soit E = ~~1(E1,,) une ERABT @-linéaire. Soit (i, f) un couple de [1,n]%.
L’ERABT E est (i, f)-traversable si et seulement si :
L(Ey)---L(Ei1)-L(Epe1)---L(Ey) CL(E).
Soit S une liste de S,,. LERABT E est S-traversable si et seulement si :
Pour tout (i, f) de S, E est (i, f)-traversable .

Soit E = ~~;(Ey,,) une ERABT @-linéaire. Soit (i, f) € [1,n]%. L'expression
E est (i, f)-traversable si et seulement s'il existe une liste libre S satisfaisant les
conditions suivantes :

- S recouvre [i, f],

- Pour tout (i}, fy) de S, (iy, fy) est dans T ou ¢ est dans L(E;..z1).

Démonstration. Posons L' = L( Ey )---L( Ei-q )-L( Efy1 )---L( Ey ) et

S = ((i}, fi) | k € [1,#8]).

(<) : Soit S une liste satisfaisant les conditions précédentes. Considé-
rons la partition (S; = SNT,S, = S\ S1) de S. Puisque S est libre, S; est
une sous-liste libre de T. Selon le Lemme 3.11, le langage L( ~, (Evn))
est inclus dans L(E). De plus, puisque pour tout couple (i, f{) de S, le
langage dénoté par I'expression E; ..., contient le mot vide, les langages
L(~~g(E1n)), L( 5 Us, (E1)) et L( g, (E1,)) sont égaux. Ainsi, le
langage L( ~~(E1)) est inclus dans L(E). Soit w un mot de L'. Le mot
w se décompose en wy - - - w;_1 - Wry1 -+ Wy tel que pour tout entier k de
[1,i —1JU[f +1,n], wy € L( E; ). Trivialement, Vk € [1,i — 1] U [f + 1, 1],
wy € L(Ey), puisque par définition de la barre, L( E; ) C L(Ej). Selon la
définition de S, w € L( ~~4(E1,)). Finalement, L' C L(~~g(E1)) et
L(~~s(E1n)) C L(E) et selon la Définition 4.5, I'expression E est (i, f)-
traversable.

(=) : Supposons E (i, f)-traversable. Selon la Définition 4.5, L’ C L(E).
Soit w = wy -+ wj_1- Wy Wy un mot de L’ tel que pour tout entier
kde [1,i —1JU[f + 1,n],w; € L( Ey ). Puisque L’ C L(E), il existe une
sous-liste libre S de T telle que w € L( ~~¢(E1,,)). Puisque le seul facteur
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e-maximal de w est w; - - - wy, sans perte de généralité, on peut supposer
que S C [i, f]%. Soit (i1, f]) (resp. (i., f1)) le plus petit (resp. le plus grand)
élément de la liste S et soit (i}, ;, f/, ;) le plus petit élément plus grand que
(i, f¢). Considérons la liste V définie par :
V=A{(n-1),(f+1f)}
U{(fi + Ly =) | (i £, Gk, fin) € TOE FIZ D

Si S = @, posons V. = VU{(i,f)}. Il n'existe pas de couple (7, f’) de
Vielquei <i < f' < fete¢ L(Ey..p). Sinon, selon le Lemme 3.11
le mot w ne serait pas dans L( ~~(E1,)). Deux cas sont a traiter : soit
L(E;...;r) contient le mot vide pour tout couple (i’, f') de V, soit pour tout
ke [1,#S —1], f{ = i}, i} =i et fus = f. Dans ces deux cas, la liste SUV
de couples satisfait les propriétés du lemme. O

Soit E = ~~(E1,,) une ERABT Q-linéaire. Soit (i, f) € [1,n]%. L'expression
E est (i, f)-traversable si et seulement si au moins une des deux propositions
suivantes est vérifiée :

() ET,

-il existe k € [i, f — 1] tel que E est (i, k)-traversable et (k+ 1, f)-traversable.

Montrons alors le lien entre les notions d’utilité d'une tilde (i, f) et la
(i, f)-traversabilité d"une expression. Nous présentons tout d’abord 1'équi-
valence entre le fait qu'un mot w possédant des facteurs e- maximaux
particuliers appartienne au langage d’une multi-tildes, et le fait que tout
mot possédant ces mémes facteurs e- maximaux appartienne également
au langage de la multi-tildes. Puis nous montrons 1’équivalence entre la
(i, f)-traversabilité et 1'utilité d’une tilde (i, f).

Soit E = ~~(Ei,,) une ERABT Q-linéaire. Soit w = w- - - - wy, un mot tel que
pour tout k de [1,n], wy est dans L(Ey) U {e}. Soit S une liste libre telle que pour
tout couple (iy, fi) de S, w;, - - - wy, est un facteur e-maximal dans w. Les trois
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) L(~~g( E1,..., Ex )) C L(E),

(2) E est S-traversable,

(3) w € L(E).

Démonstration. Posons Ef , = (Ei,..., E,)etS = ((iks fx) Jkepus)- Re-
marquons que le langage L( ~(E{,)) est inclus dans L(E) et que par
construction de S, puisque pour tout k de [1,#S], w;, - - - wy, est un facteur
e-maximal dans w, w est dans L( ~~4(E{,)) C L(~~g(E1,)). Remar-
quons également que par construction de S, il n’existe pas deux tildes de
S consécutives ( pour tout (i, f) ,(i’, f') de S, i’ # f + 1) sinon cela contre-
dirait la maximalité des e-facteurs de w.

(1) = (2) : Selon le Lemme 3.10, pour tout couple (i, f) de S, puisque
la liste ((7,f)) est une sous-liste libre de S, le langage L( ~~ f))(E{,n))

i
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est inclus dans L( ~~(E;,)) lui-méme inclus dans L(E). Ainsi, pour
tout (i, f) de S, E est (i, f)-traversable et selon la Définition 4.5, E est
S-traversable.

(2) = (3) : Selon le Lemme 4.3, pour tout couple (i, fx) de S, il existe
une liste S; et une partition (S, Sox) de Sy telles que Sy = S N T et
Sok = Sk \ Sik. Puisque S est libre, la liste S’ = Ukeps) Sk est libre et
S’ est inclus dans T. Selon le Lemme 3.11, L( ~~ (E1,,)) C L(E). De
plus, puisque pour tout couple (i, fx) de 5" = Ukepi 5] Sar, le langage
dénoté par E,,...;, contient le mot vide et que pour tout couple (iy, fr) de
S, liw, fiel N [ix, fil]l = @, les langages L( ~~g(E1)), L( ~~g gn (E1n)) et
L( ~~g (E1n)) sont égaux. Ainsi, le langage L( ~~4(E1,,)) est inclus dans
L(E) et puisque le langage L( ~~(E},)) est 1nclus dans L( ~~g(E1u)), le
mot w est dans L(E).

(3) = (1) : Supposons w dans L(E). Rappelons que w appartient éga-
lement au langage L( ~~4(E],)). Selon le Lemme 3.11, il existe une sous-
liste libre S’ de T telle que w appartient & L( ~~, (E1,)). Considérons
un mot w' = w}---w;, de L(~~(E},)) tel que w' ¢ L(~~g(E1n)).
Puisque w' est un mot de L( ~~¢(E{,)), selon la Définition 3.4 et qu’il
n’existe pas de tildes consécutives dans S ni de mot vide dans les langages
L(E;) pour tout k de [1, n], pour tout facteur w/ - - - w} e-maximal de w’, le

1n

couple (i, f) est dans S. Et puisque w’ ¢ L( ~~g (E1,,)), il existe un facteur
w) - - - w'; e-maximal tel que ~~, (E1,,) ne soit pas (i, f)-traversable ; si ce
n’était pas le cas, le Lemme 4.3 et la Définition 3.4 impliqueraient la pré-
sence de w’ dans L( /\rs,(ELn)). Par construction, puisque (i, f) est dans
S, w; - - - wy est un facteur e-maximal pour w. Puisque ~~, (E1,) n'est pas
(i, f)-traversable, selon le Lemme 4.3, le mot w ne peut vérifier les criteres
d’appartenance au langage de la Définition 3.4. Nous aboutissons alors a
une contradiction. Finalement, w’ est dans L( ’\rs,(ELn)) C L(E). D’'ou
L(~(E1,)) C L(E). O

Soit E = ~~(Ey) une ERABT @-linéaire. Soit (i, f) un couple de [1,n]%.
Soit w = wy - - - wy, un mot tel que pour tout entier k de [1,n], wy = € si k est
dans [i, f], wy est dans L(Ey) \ {e} sinon. Les deux conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) w € L(E),

(2) E est (i, f)-traversable.

Soit E = ~~(Ey,,) une ERABT Q@-linéaire et soit t = (i, f) une tilde de T. Les
deux proposztzons suivantes sont équivalentes :

(1) La tilde t est utile pour E,

(2) L'expression ~~r 1, (E1,n) n'est pas (i, f)-traversable.

Démonstration. Selon le Corollaire 4.1, puisque (i, f) est dans T, E est (i, f)-
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traversable. Posons E' = S (E1pn).

(1 <= 2) : Supposons E’ non (i, f)-traversable. Selon la Proposition 4.1,
on a L( ’\f((i,f))(El,n)) ¢ L(E') alors que le langage L( ’\f((i,f))(El,n))
est inclus dans L(E) puisque t est une tilde de T. Les expressions étant
O-linéaires, les langages précédents ne sont pas vides. Par conséquent,
les langages L( ~~(E1,)) et L( T (E1,4)) sont différents et selon la
Définition 4.4, t est utile.

(1 = 2) : Supposons que E’ est (i, f)-traversable. Soit S” une liste
de couples satisfaisant les conditions du Lemme 4.3. Pour toute sous-liste
libre S de T, définissons S’ comme suit :

. { S sit¢s,
S\{t}U(S"NT) sinon.
Ainsi S est une sous-liste libre de T\ {t} et les langages L( ~~(E1))
et L( ~ (E1,4)) sont égaux. Par conséquent, le langage L( N (E1n)) est
inclus dans L( 0! (E1,))- Selon le Lemme 3.12, L( T (E1)) est
inclus dans L( ~~(Ej,)). Par conséquent les langages L( ~~r.(E1,)) et
L( S (E1,4)) sont égaux et selon la Définition 4.4, f n’est pas utile. [

4.4 Formes Normalisées

Dans cette section, nous définissons la Forme Normalisée d'une ex-
pression a contraintes, puis celle d'une ERABT. Nous montrons que si
deux multi-barres (resp. multi-tildes) en Forme Normalisée sont définies
par la méme liste d’expressions, alors les langages sont égaux si et seule-
ment si elles sont définies sur la méme liste de barres (resp. de tildes).

Soit E = ---g(Ey,4) une ERABT Q@-linéaire. L'ERABT E est en Forme Nor-
malisée (FoNo) si les quatre propositions suivantes sont vérifiées :

(1) Tout élément de S est utile pour E,

(2) Soit S est chevauchante, soit #S = 1,

(3) La liste S est continue,

(4) L'arité de S est minimale.

Soit E une ERABT @-linéaire. L'ERABT E est en FoNo si et seulement si toute
sous-expression a contraintes de E est en Forme Normalisée.

Soit E une ERABT. L'expression E est en FoNo si et seulement si l'expression
@-linéarisée de E est en FoNo.

~—

Soit E3 = (a- b) - (¢ -d) une ERABT dont l'arbre syntaxique est repré-

senté sur la Figure 4.1. On peut vérifier que cette expression satisfait les condi-
tions de la Définition 4.7 et qu’elle est équivalente aux expressions Eq et Ej de
I'Exemple 4.4. Remarquons que les représentations graphiques de E; et E3 sont
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trés proches (identiques en éliminant les points de concaténation et les paren-
théses), mais que leurs arbres syntaxiques sont distincts.

| |
/ "\ a
a ey ey d

| |
b c

FIGURE 4.1 — L'Expression E3 est en FoNo.

(11)

Soit n un entier positif, Sy et S, deux listes de Sy, et Fy ,, une liste ’ERABT en
FoNo. Considérons deux ERABT Ey = — (Fiu) et Ep = —s, (Fyu) (resp.
Ey = ~y (Fiu) et Ey = ~s, (Fi)) telles que Eq et E; soient @-linéaires et
en FoNo. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(1) L<E1) = L(Ez),

(2) 51 = 52.

Démonstration. Montrons les deux sens de I'équivalence :

(2)=-(2) Trivial.

(1)=(2) Supposons que S; # S,. Alors il existe un élément e = (i, f)
dans la différence symétrique de S; et S, tel que i — f + 1 soit minimal.
Sans perte de généralité, supposons e dans S;. Nous allons traiter le cas
des multi-barres et des multi-tildes séparément.

Cas des multi-barres : Supposons qu'il existe une barre ¢’ de S, telle que
Rangs(¢’) C Rangs(e) et montrons que nous aboutissons a une contradic-
tion. Il y a deux cas. Supposons tout d’abord que ¢’ soit dans S;, ce qui
implique que e est inutile, contradiction selon la Définition 4.6. Suppo-
sons alors que ¢/ ¢ S;. Ce qui contredit le fait que e soit la plus courte
barre de la différence symétrique de S; et S;. Ainsi, il n’existe pas de
barre ¢ dans S, telle que Rangs(¢’) C Rangs(e). Considérons un mot
W = Wy W1 Wepq - wy tel que wy € L(F) \ {e} pour tout k de
[1,i = 1] U[f + 1,n]. Puisqu’il n'y a pas de barre ¢’ telle que Rangs(e’)
soit inclus dans Rangs(e), toutes les barres de S, sont vérifiées par w, alors
que w ne vérifie pas la barre e de Sy. Ainsi, w € L(E;) etw ¢ L(Eq).

Cas des multi-tildes : La tilde e appartient a S;. Selon le Lemme 4.3,
I'expression E; est (i, f)-traversable. Supposons que l'expression E; soit
(i, f)-traversable également. Si la tilde e est dans Sy, contradiction avec
teTh ATy Siee L(F.. f), contradiction avec 'utilité de e pour E; selon
le Lemme 4.4. S'il existe une liste de couples permettant a E, d’étre (i, f)-
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traversable, et s'il n’y a pas de tildes (i, f') de Sy telle que i < i’ < f/ < f
oui < i < f' < f, on peut se ramener au cas précédent. Supposons
qu’une telle liste de couples existe et qu’au moins un des couples soit une
tilde de S,. Soit une de ces tildes n’est pas incluse dans S; et on contre-
dit la minimalité de la longueur de e, soit toutes ces tildes sont incluses
dans S et par conséquent e est inutile pour E;. Ainsi, puisque E; est (i, f)-
traversable alors que E; ne 'est pas, selon la Définition 4.5, leurs langages
sont différents. O

Nous montrons maintenant que toute ERABT E admet une ERABT E’
équivalente et en FoNo. La preuve de la Proposition 4.3 se réalise par 1'ap-
plication du Lemme 4.5, du Lemme 4.6 et du Lemme 4.7 qui fournissent
une méthode de calcul de E’ & partir de E.

Soit E = ---g(E1,) une ERABT. Alors il existe une ERABT en FoNo E' telle
que les trois propositions suivantes soient vérifiées :

(1) L(E’") = L(E),

(2) Pos(E') = Pos(E),

(3) Yk € Pos(E), hp/(k) = hg(k).

Soit E = ---4(Ey,,) une ERABT. Il existe une ERABT équivalente E' telle que

pour toute sous-expression a contraintes F' = ---, (Fl”n) de E/, soit #5' =1,
soit S’ ne contient pas d'élément surplombant.

Démonstration. Si E et chacune de ses sous-expressions a contraintes ne
contiennent pas d’éléments surplombants ou que #S = 1, le lemme est vé-
rifié. Supposons alors qu’une sous-expression a contraintes F = ---, (Fim)
de E possede un élément surplombant.
Soit e = (i, f) un élément surplombant de R.
(1) Si e n’est pas un élément inclus, R se décompose en :
Ri={(,f) eR|f <i},
Ro={(i,f) eR|i<i < f <f},
Ra={(i,f) eR|f<i}.
Considérons les deux sous-listes suivantes :
Ry ={(' =i+ 1, f =i+1) | (i', ') € Ra} \ {e},
Ry ={("=f f = f) [ (', f) € Rs}.

Alors les ERABT F et F' = F| - F} - F} sont équivalentes, avec :

F = - (Fi1),
F, = ”’(1,1)(”’R'2(Fi,f))r
F; = ’”Rg(FfH,M)'

(2) Si e est un élément inclus, R se décompose en :
Ro={(/,f) eR|i<i <[ <f},
R1 = R\ Ry.
Considérons les deux sous-listes suivantes :

98



Lemme 4.6

Lemme 4.7

4.4. FORMES NORMALISEES

Ry ={('—i+ 1 f =i+ 1) [ (7, f') € Ra} \ {e},
Ry =1 f) e R | f < i}
U —f+if —f+i)|({,f) e RiAf <i}.
Soit Fé = -- R, (Fi,f) et Fl/ = -- R (Fl, .., F_q1, -- (11 (Fz/)/Ff/-l-l/ - ,Fn)
deux ERABT. Alors les ERABT F et F| sont équivalentes et F| ne contient
pas d’élément surplombant.
Cette étape appliquée récursivement sur E (ainsi qu’a toutes ses sous-

expressions a contraintes) permet de construire une expression vérifiant
I'énoncé du lemme. O

Soit E = ---5(E1,) une ERABT. Alors il existe une ERABT E' équivalente o E
telle que toute sous-expression a contraintes de E' soit continue.

Démonstration. Si E et chacune de ses sous-expressions sont continues,
E vérifie le lemme. Supposons alors qu’il existe une sous-expression a
contraintes F = ---, (Fi,m) de E telle que R ne soit pas continu. Soit un
entier k de [1,m — 1] tel que Elements(k) N Elements(k+ 1) = @. Considé-
rons les deux sous-listes suivantes :
Ri={(i,f) €R|f<Kk},
Ro={(i—k f—k)| (i f)eR N i>k}.
Considérons Fj et F, les expressions définies par :
el AR ) i o
Fi..x sinon, Feitom sinon.
On peut vérifier que F et F/ = F| - F} sont équivalentes.
Cette étape peut étre appliquée récursivement, conduisant a une ERABT
équivalente telle que toute sous-expression a contraintes de E’ soit conti-
nue. O

Soit E = ---g(E1,,) une ERABT. Alors il existe une ERABT équivalente E' telle
que toute sous-expression a contraintes de E' soit d’arité minimale.

Démonstration. Si E et chacune de ses sous-expressions a contraintes sont
d’arité minimale, E vérifie le lemme. Supposons alors qu’il existe une sous-
expression a contrainte F = --- (Fl,m) de E telle que F ne soit pas d’arité
minimale.
Soit k un entier de [1,m — 1] tel que les ensembles Elements(k) et
Elements(k + 1) sont égaux. Soit F' = ---,(F{ ,,_;) une ERABT avec :
F] Sij <k,
Pour tout entier j de [1,n — 1], F]-’ =4 Fi-Fy1sij=k
Pj-l—l sik < ] <m,
R’Z{(i,f) | (l f)ER N f <k}
U{(A,f-1)| (i f) eRANi<k<f}
U{(z—lf 1) (i, f) €eR A k<i}.
On peut vérifier que L(F’) = L(F). Cette étape peut étre appliquée
a tout rang k tel que Elements(k) = Elements(k + 1) pour toute sous-
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expression a contraintes d’arité non-minimale de E, et ainsi nous obtenons
une expression vérifiant les propriétés du lemme. O

Démonstration : (Proposition 4.3) : Soit E’ I'expression @-linéarisée de E.
Remarquons que le langage L(E’) n’est pas modifié, et qu’aucune lettre
n’est ajoutée ou éliminée lorsque les opérations suivantes sont appliquées :
éliminer les couples inutiles (Définition 4.4), sortir les élements surplom-
bants (Lemme 4.5), transformer E” pour qu’elle soit continue (Lemme 4.6)
et d’arité minimale (Lemme 4.7). Il ne nous reste plus qu’a calculer 1'ex-
pression E' = hg(E’). Les preuves constructives de ces lemmes ménent a
un algorithme transformant E en une concaténation E’ d’'ERABT en FoNo
telle que Pos(E’) = Pos(E) et pour tout k € Pos(E), hg/(k) = hg(k). O

4.5 Fonctions de Glushkov

Dans cette section, nous montrons comment calculer les fonctions de
Glushkov pour les ERABT a partir de la FoNo. Nous présentons tout
d’abord comment calculer les fonctions de Glushkov pour les opérateurs
de multi-barres, puis pour les opérateurs de multi-tildes. Enfin, nous illus-
trons ce calcul par un exemple mélangeant les multi-tildes et les multi-
barres.

4.5.1 Fonctions de Glushkov pour les Multi-Barres

Le Lemme 4.8 et les deux corollaires qui en découlent permettent d’éta-
blir des conditions nécessaires et suffisantes caractérisant I’appartenance
de mots particuliers au langage d"une multi-barres.

Soit E = —,(Ey,x) une ERABT Q-linéaire en FoNo. Soit (k,k') un couple de
[1,n]? tel que k < k' — 1. Considérons un mot w = wy - - - wy. - wy - - - Wy, tel que
pour tout entier j de [1,k] U [K,n], wy € L( Ex ). Les deux conditions suivantes
sont équivalentes :

(1) Le mot w appartient a L(E),

(2) Pour toute barre (i, f) de B, [i, f] ¢ [k+ 1,k —1].

Démonstration. Montrons les deux sens de 'équivalence :

(1 = 2) 9'il existe une barre (7, f) de B tel que k < i < f < K/, alors
(i, f) n’est pas vérifiée par w puisque par hypothese, wy 1 ---wpy_1 = ¢, et
par conséquent w n’est pas dans L(E).

(1 < 2) Par hypothese, toute barre b’ = (7, f') de B satisfait une des
conditions suivantes : k' < i < f,oui < f/ <k oui <k < f ou
i’ <k < f'. Puisque pour tout j de [1,k] U [k, n], w; # ¢, il existe pour
chaque barre b’ un facteur w; de w différent de e vérifiant la barre b’. [
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Soit E = —p(E1,4) une ERABT Q@-linéaire en FoNo, k un entier de [1,n] et

W = Wy - Wiy -+ Wy un mot tel que pour tout j de [k,n], w; € L( E; ). Soit

(1, f1) la barre Inf(B). Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(1) Le mot w est dans L(E),
(2) L'entier k est dans [1, f1].

Soit E = —p(E1,,) une ERABT Q@-linéaire en FoNo, k un entier de [1,n] et

W = wy - wy---wi un mot tel que pour tout j de [1,k], w; € L( E; ). Soit

(im, n) la barre Sup(B). Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(1) Le mot w est dans L(E),
(2) L'entier k est dans [i,,, n].

Nous définissons maintenant les fonctions de Glushkov pour les opé-
rateurs de multi-barres, et montrons ensuite qu’elles sont correctes :

Soit E = —(E1,n) une ERABT en FoNo avec B = ((ik’fk))ke[[l,m]]’ | un entier
de [1,n], x un élément de Pos(E;) et (ij, f;) = Sup(Barres(l)). Les fonctions de
Glushkov de la multi-barres E sont définies comme suit :

(4.9.1) Pos(E) = Pos(Ey)  (4.9.2) Null(E) =0

k=1
fi n
(4.9.3) First(E) =| | First(E) (4.9.4) Last(E) = | J Last(Ey)
k=1 k=i
Follow (x, E;) six ¢ Last(E;) VI =mn,
_ Min{j+1,m)
(4.9-5) Follow (x, E)= Follow(x,E))U | )  First(E;) sinon.
q=I1+1
Soit E = —p(E1,x) une ERABT en FoNo obtenue par O-linéarisation d'une
ERABT E' et soit Gg son automate des positions. Alors :
L(E) = L(Gg).

Démonstration. La définition des fonctions de Glushkov sur les opérateurs
+, -, et * induisent que :
(1) x € Xg & x € Pos(E),

_ [ {e} siee L(E),
(2) Null(E) = { @  sinon,
(3) Jw =x-w' € L(E) < x € First(E),
(4) Iw=w'"-x € L(E) & x € Last(E),

G)Iw=w"---x-x---w' € L(E) < x' € Follow(E, x).

Montrons alors que les Propositions (1) a (5) sont toujours vraies lors
de I'extension a 'opérateur —.

(P1) Pos:x € Xp & Jk € [1,n] | x € X, < x € Pos(E).
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(P2) Null : I'expression E est une ERABT en FoNo, et ainsi b € B.
Puisque le mot vide ne vérifie pas la barre b, ¢ ¢ L(E). D’ou Null(E) = @.

(P3) First: (=) Puisque E est @-linéaire, L(E) # @ et selon (P2) on
ae ¢ L(E). Soit w = x-w' € L(E) avec x € Xg. Soit k tel que x € X,
ce qui signifie que x € Pos(Ey). Ainsi, il existe wy = x - w; € L(Ey). Par
conséquent, le symbole x est dans First(Ey) ce qui implique que w peut se
décomposer en w1 - - - Wy_1 - Wi -+ - Wy avec wq - - wx_1 = € et w; € L(E;)
pour i > k. Puisque w € L(E), la barre (1, f1) est vérifiée. Par conséquent,
onak € [1, f1]. Ainsi, selon la Définition (4.9.3), on a x € First(E).

(<) Soit x € First(E) et k € [1,n] | x € First(E;). Le symbole x est
le premier symbole d’au moins un mot wy = x - w’ de L(E). De plus,
puisque par quotient aucune expression n’est réduite au mot vide et que
par @-linéarisation il n’y a plus d’occurrence de 1'ensemble vide, pour tout
entier j de [1, 7], il existe w; dans L(E;) tel que w; # e. Considérons le mot
W = W - Wii1 - - - Wy tel que pour tout entier I de [k, n], w; € L(E;) \ {e}.
Selon le Corollaire 4.3, le mot w = wy - Wy 1 - - - wy, avec wy = (x - w') est
dans L(E) ce qui termine la preuve.

(P4) Last : La preuve est similaire a (P3) en raisonnant sur le dernier
symbole du mot, et en appliquant le Corollaire 4.4.

(P5) Follow : (=) Soit w = w'---x - x" - w” un mot de L(E) avec x, x’
deux symboles de L. Soit k l'entier tel que x soit dans Pos(Ej). Deux
cas sont a traiter : (a) Si x’ est dans Pos(Ey), alors dans la décomposi-
tion w selon L(E;) - - - L(E,), wy se décompose en wy, - x - x' - w)/. Ainsi, x’
est dans Follow(Ey, x) et selon la Définition (4.9.5), le symbole x’ est dans
Follow(E, x). (b) Si x” n’est pas dans Pos(Ey), alors wy = wj, - x et x est dans
Last(Eg). Soit k' I'entier de [k + 1,n] tel que x’ soit dans Pos(Ey ). Dans
la décomposition de w, on a wy = x' - wj,. Ainsi, x’ est dans First(Ey).
Deux cas sont a traiter : (i) Si b; = Sup(B), alors futin(jt1,m) = fm = fj
et k' est dans [k + 1, f; = n]. Comme k' est dans First(Ey ), selon la Dé-
finition (4.9.5), x" est dans Follow(E, x). (ii) Si b; # Sup(B), considérons
(iy, fr) = by = Succ(bj) avec j = j+1 < m. Trivialement, on a i; > k.
Dans la décomposition de w, wy1---wp_1 = e. Ainsi, puisque la barre
by est vérifiée par w, cela implique que k" est dans [iy, f7]. En effet, si
k' > fy,cela impliquerait que Wy - - - wj, -~ wy, = € et doncw ¢ L(E) :
contradiction avec I’hypothese de base. Par conséquent, ’entier k’ est dans
[k+1, f = fj+1] et donc x’ € Follow(E, x).

(<) Soit x" un symbole de Follow(E, x). Soit k un entier de [1,#1] tel
que x € Pos(Eg). (a) Si le symbole x’ est dans Pos(Ey), alors selon la
Définition (4.9.5), le symbole x’ est dans Follow (Ey, x) et il existe un mot
wy = wy-x-x"-w/ dans L(E;). De plus, puisque par quotient aucune
expression n’est réduite au mot vide et que par @-linéarisation il n'y a
plus d’occurrence de 1'ensemble vide, pour tout j de [1, n], il existe un mot
w;j de L(E;) tel que w; soit différent de e. Soit w = wy - - - Wy - - - wy, un mot
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tel que pour tout j de [1,n], w; # . Par conséquent, toute barre de B est
vérifiée etw € L(E). (b) Si x" ¢ Pos(Ey), soitk’ € [1,n] | x' € Pos(Ey). Dans
ce cas, selon la Définition (4.9.5), x” est nécessairement dans First(Ey ) et x
est dans Last(Ey). Ainsi il existe deux mots wy et wy tels que wy = wj - x
et wp = x" - wy,. Considérons le mot w = wy - - - wy - wy - - - W, tel que pour
tout i de [1,n], w; est dans L(E;) \ {e}. Si b; = Sup(Barres(k)), on sait que
K € [k +1, fvin(jr1,m)]- Ainsi, (i, f) € B| k <i < f <k et donc, selon le
Lemme 4.8, w € L(E). O

4.5.2 Fonctions de Glushkov pour les Multi-Tildes

Nous définissons maintenant les fonctions de Glushkov pour les opé-
rateurs de multi-tildes, et montrons ensuite qu’elles sont correctes :

Soit E = ~—~1.(Ey,,) une ERABT @-linéaire en FoNo avec T = ((ik,fk))ke[[l il
I un entier de [1,n] et x un élément de Pos(E;). Les fonctions de Glushkov de la
multi-tildes E sont définies comme suit :

n .
(4.10.1) Pos(E)=|_J Pos(E;) (4.10.2) Null(E)= { ¢ si E est (1,n)-traversable,

e @ sinon.
. [ First(Eq)U
(4.10.3) First(E) = {First(Ey) | k € [2,n] A Eest (1,k—1)-traversable}
| Last(En)U
(4.10.4) Last(E) = {Last(Ey) | k € [1,n —1] A Eest (k+ 1,n)-traversable}
Follow (x, E;) si x ¢ Last(E;)

VI=mn,
(4.10.5) Follow (x, E)= ¢ Follow(x, E;) U First(x, E; ;1)U
{First(Ey) | I'e [I+2,n] A
Eest (1+1,1' — 1)-traversable}  sinon.

Soit E = ~~.(E1,,) une ERABT Q-linéaire en FoNo obtenue par Q-linéarisation
d'une ERABT E’, et soit Gg son automate de Glushkov. Alors :
L(E) = L(Gg).

Démonstration. La définition des fonctions de Glushkov sur les opérateurs
+, - et * induisent :
(P1) x € X & x € Pos(E),
(P2) Null(E) = { e} siec L(E),
@ sinon,

(P3) 3w =x-w' € L(E) < x € First(E),
(P4) Iw =w'-x € L(E) & x € Last(E),
P5) Iw=w"--x-x'---w' € L(E) & x' € Follow(x, E).

Montrons que les propositions (P1) a (P5) sont toujours vraies lors de
I'extension aux opérateurs de multi-tildes.
(P1) Pos:x € Lp < Jk e [1,n] | x € £, < x € Pos(E).
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(P2) Null : Selon le Corollaire 4.2, ¢ € L(E) < E est (1,n)-traversable.
Ainsi, ’extension de Null(E) est correcte.

(P3) First : (=) Puisque E est @-linéaire, on a L(E) # @ et L(E) # ¢. Soit
w=x-w € L(E) avec x € L. Soit k tel que x € X, ce qui signifie que
x € Pos(Ey). Ainsi, il existe x - w} € L(Ey). Par conséquent, x € First(Ey).
Si k = 1, selon la Définition 4.10.3, x € First(E). Sinon, cela implique
que W = Wy - - Wi_1 - Wi - W1 - - Wy aVeC Wy = X - Wy et Wy -+ Wy_1 = &,
ainsi wy - - - wy # e. Selon la Proposition 4.1 et puisque w; - - - wy_1 est &-
maximal, il existe une liste libre S contenant le couple (1,k — 1) tel que
E est S-traversable. Ainsi, E est (1,k — 1)-traversable et selon la Défini-
tion 4.10.3, x € First(E).

(<) Supposons que x € First(E) et soit k € [1,n] tel que x € First(Ey).
Puisque E est @-linéaire Vi € [1,n], L(E;) # @ et L(E;) # {e}. Supposons
que w = wy---wy, avec Vi € [k n],w; € L(E;) etw; # e. Sik =1, le
mot w est dans L(Ej..,,) et selon la Définition 3.4, L(E;..,) C L(E) et
ainsi w € L(E). Si k # 1, alors, selon la Définition 4.10.3, E est (1,k — 1)-
traversable, et selon le Corollaire 4.2, w € L(E).

(Pg) Last : La preuve est similaire a (P3) en raisonnant sur le dernier sym-
bole des mots.
(P5) Follow : Soit k I'entier de [1, 1] tel que x € Pos(Ey).

(=) Soit x" un élément de Follow(x, E) et k' I'entier de [1,n] tel que
x" € Pos(Ey). (1) Supposons que k = k'. Ainsi il existe wy = w; - x - x" - w/
dans L(Ey). Soit w = w; - - w - - - w, un mot tel que pour tout entier i
de [1,n] \ {k}, w; est dans L(E;) \ {e} (cette décomposition existe puisque
'expression est @-linéaire). Selon la Définition 3.4, w € L(E;...,) C L(E), et
donc w € L(E). (2) Supposons k # k’. Selon la Définition 4.10.5, x est dans
Last(Ey), k # n et x’ est dans First(Ey). Ainsi, il existe wy = wy} - x dans
L(Ex) et wp = x"-w}, dans L(Ey). Soit w = w; - - - wy - - - w, un mot tel que
pour tout entier i de [1,n] \ {k}, w; est dans L(E;) \ {e} (cette décomposi-
tion existe puisque 1'expression est @-linéaire). (a) Supposons k' = k + 1.
Selon la Définition 3.4, w est dans L(E;---Ex - Ex.1---E,) C L(E), et
w € L(E). (b) Supposons que k' > k + 1. Si x” appartient a Follow(x, E),
alors selon la Définition 4.10.5 , E est (k + 1,k’ — 1)-traversable, et selon le
Corollaire 4.2, w € L(E).

(<) Supposons qu’il existe un mot w = w' - x - x’' - w” dans L(E). Il
existe k' | n > k' > k > 1 tel que x’ est dans Pos(Ey). (1) Supposons k = k'.
Puisque l'expression E est @-linéaire, w admet une unique décomposition
selon les facteurs E; et w est égal a wy - - - wy - - - w,, avec pour tout entier i de
[1,n], w; dans L(E;) et wy = wj - x - x" - w}. Ainsi, x’ est dans Follow (x, Ex)
et donc x’ appartient a Follow(x, E). (2) Supposons k # k. Puisque l'ex-
pression E est @-linéaire, w admet une décomposition unique sur les fac-
teurs E; et w = wy - - - wy - wy - - - wy telle que pour tout entier i de [1,#n],
w; est dans L(E;), wy = w) - x et wpy = x" - wy,. @) Si k' = k+1, comme x’
appartient a First(Ey 1), x’ est dans Follow(x, E). (b) Si k' > k+1, selon la
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Proposition 4.1, il existe une liste libre 5 = ((i}, f;)) telle que pour

jel1,#S]
tout (i, f) de S, le facteur w; - - -wy est e-maximal, et E est S-traversable.
Comme wy 1 - - - wp_1 est e-maximal, (k+ 1,k" — 1) appartient a S et ainsi
E est (k+ 1,k — 1)-traversable. Par conséquent, x’ est dans Follow(x, E)

selon la Définition 4.10.5. O

4.5.3 Exemple de Construction

Soit E = (E;+¢)(E2) (Es) une ERABT en FoNo définie par les
expressions E; = Wm, E; = (f+e¢) et E3 = (g +¢). Soit

E' = (Ej+e¢)(E)) (E}) lexpression @-linéarisée de E. Les expressions
E}, E}, et E} sont alors E| = Wm ,Ey=(6+¢) et Ef = (7+e).

Considérons l'expression Ej. Puisque la premiere tilde couvre les ex-
pressions 1 et 2, 'expression E] est (1,2)-traversable et par conséquent la
fonction First(E]) est 'union des First(1) = {1} et First(3) = {3}. Ainsi
First(E]) = {1,3}. L'ensemble Follow(1,E]) est I'union des ensembles
Follow(1,1) = @, First(2) = {2} puisque la position 1 appartient a 1’en-
semble Last(1) = {1} et First(5) = {5} puisque I'expression E] est (2,4)-
traversable. Ainsi Follow(1, E}) = {2,5}.

Considérons l'expression E’. La fonction First(E") contient les First des
expressions sous la premiére barre, soit les ensembles First(E]) = {1,3} et
First(E}) = {6}. La fonction Last(E’) contient les Last des expressions sous
la derniére barre, soit Last(E}) = {6} et Last(E;) = {7}. Remarquons que
la position 3, appartenant a Last(E}), n’appartient pas a Last(E’), puisque
la barre (2,3) est présente.

En appliquant le calcul de toutes les fonctions de Glushkov pour E a

partir de E/, nous obtenons alors les résultats de la Table 4.1 menant alors
par délinéarisation a 'automate des positions de la Figure 4.2.

Follow(1E) | {2,5}
Bos(E) [ (1,234,567 |—oow(ZE) | {3}
Follow(3,E) || {4,6,7}
Null(E) %)
i Follow(4,E) {5}
First(E) {1,3,6}
Last(E) 16,77 Follow (5, E) {6,7}
- Follow (6, E) {7}
Follow(7,E) 1%

TABLE 4.1 — Les Fonctions de Glushkov pour I’Expression E.
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FIGURE 4.2 — L’Automate de Glushkov de I’Expression E.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi une forme particuliere pour les
ERABT, la forme normalisée, nous permettant de distinguer les langages
engendrés par 1'application de deux listes de barres ou de tildes distinctes
sur une méme liste d’expressions. La notion clé est celle de 1'utilité, qui
tient compte de l'effet de 'action d’un couple lors de l'application d'un
opérateur a contraintes.

La forme normalisée d'une ERABT nous a permis d’établir sous une
forme moins complexe la construction d’un automate fini reconnaissant le
langage qu’elle dénote, et cela en étendant les fonctions de Glushkov. Le
nombre d’automates a (n + 1) états isomorphes a I'automate des positions
d’une expressions a n lettres se voit alors augmenté.

Nous montrerons dans le chapitre suivant que le pouvoir de factori-
sation de l'utilisation simultanée des multi-tildes et des multi-barres peut
se voir augmenter en utilisant a la fois des listes de barres et des listes de
tildes appliquées sur une méme liste d’expressions. Par conséquent, nous
étudierons la conversion d’un automate en une expression a contraintes a
travers ces nouvelles expressions, les multi-tildes-barres.
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Chapitre 5

Les Multi-Tildes-Barres

La totalité est plus que la somme des parties.

Aristote

L’union fait la force.

Esope

Oui. Mais la force de qui?
Emile Chartier, dit Alain
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Ans ce chapitre, nous présentons une nouvelle famille d’opérateurs,

les multi-tildes-barres, permettant d’étendre la notion de multi-barres

et de multi-tildes en autorisant la combinaison de tildes et de barres dans
un méme opérateur. La Section 5.1 présente l'intérét a disposer d"un opéra-
teur de multi-tildes-barres en exhibant un exemple dans lequel "utilisation
des multi-tildes et des multi-barres peut étre étendue. En caractérisant les
mots contenus dans le langage dénoté, la Section 5.2 définit les opérateurs
de multi-tildes-barres, dont la rationalité ainsi que la compatibilité avec la
@-linéarisation sont montrées dans la Section 5.3. Enfin, une forme parti-
culiére est définie dans la Section 5.4, permettant de résoudre les collisions

de langages.
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5.1 Introduction

Les opérateurs a contraintes, constitués de la famille des multi-barres
et de celle des multi-tildes, permettent une factorisation plus importante
que les opérateurs rationnels simples. Un opérateur a contraintes permet
d’appliquer simultanément un ensemble de contraintes du méme type
(des barres pour une multi-barres, des tildes pour une multi-tildes), et
ne convient pas s’il s’agit d’appliquer simultanément des contraintes de
types différents. L'exemple suivant le montre.

Soit k un entier supérieur ou égal a 3. Considérons le langage L; re-
connu par le NFA a (k + 1) états Ay = (Zk, Qk, Ix, Fx, 0x) avec

-Z‘k = {all“‘lak}l

- Qk = [[O’ k]]/
- I, = {0},
CFo={k—2,k},

-0 ={(iap,f) € XL x Q| f=i+1V f=i+3},
représenté Figure 5.1. Remarquons que le langage Ly est tel que :
Ak, g, EZZ ’ Vi e [[1,111—1]], kiiin=ki+1V ki1 =ki+3
Ly = Nk € {1,3}
Nky € {n—2,n}

FIGURE 5.1 — Un NFA & (k + 1) Etats Reconnaissant Ly.

Moins formellement, le langage L correspond a l'ensemble des mots
commengant par la lettre a; ou par la lettre a3, se terminant par la lettre
ax_p ou par la lettre ay, et telle que toute lettre a; apparaissant dans ce mot
est suivie soit par 4,1, soit par ;3. Ainsi :

L3 = {a1a2a3,a1,a3},
Ly = {a1aza304, a104, 0105, 0304 },
Ls = {ayapa3a4a5, 414405, a142a3, a10245, 43, A30445 } .

En fait, chacun de ces langages correspond a l’action de tildes et de
barres, appliquées simultanément sur une liste d’expressions. En effet, re-
marquons que les langages L3, Ly et Ls sont respectivement égaux aux

ensembles suivants :
L3 = L(a1a2a3 +a + ﬂs)
L(ayazas + ay apaz + ayap az)
L( 1 ap as )
Li~ 2,29 (a1,a2,a3)),
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1020304 + A104 + A142 + a3ay)

S~

1020304 + A1 A203 A4 + A102 344 + a1a2 A304)

a a a3 ag )

11 (12,23, 3.4 (91,82,3,84)) ),
ﬂlﬂzﬂsﬂ4ﬂ5 + aya4a5 + a1a2a3 + a1a205 + aza4as + az)
a1aa30440s5 + a1dp asdy as + a4y azayds

~—~——

+aq1 aras agas + a1aas agas + ajdp as dagds )

= L(

= L(

= L( 2

=L( ~ 1,2),(2,3),(3,4)(alrazzﬂsfﬂz;) )
= L(—

= L(

= L(

NN N

=L(( @ @ a3 a )-as
tai- (@ @y A as )
+ @ay a3 4y ).

Les langages L3 et Ly sont dénotés par des ERABT respectivement de
largeur 3 et 4. Cependant, le langage Ls ne peut étre dénoté par une
ERABT de largeur 5. En effet, la tilde (1,2) (resp. (3,4)) est nécessaire
puisque le mot a3asas (resp. a1a2as) appartient a Ls; la barre (1,4) est né-
cessaire puisque le mot a5 n’appartient pas & Ls. De méme, la tilde (2,3)
(resp. (4,5)) est nécessaire puisque le mot ajasas (resp. aja,a3) appartient
a Ls; la barre (2,5) est nécessaire puisque le mot a; n’appartient pas a
Ls. Par conséquent, il faut considérer l'action simultanée des tildes de
T = {(1,2),(2,3),(3,4),(4,5)} et des barres de B = {(1,4),(2,5)} qui
se chevauchent mutuellement.

Dans la section suivante, nous définissons de nouveaux opérateurs
pouvant décrire ce type de situation, les multi-tildes-barres. Ainsi, le lan-
gage L5 est dénoté par 'expression en multi-tildes-barres suivante :

Ls=L( @ @ a5 a a5 ).

5.2 Les Opérateurs de Multi-Tildes-Barres

Un opérateur de multi-tildes-barres (MTB) est paramétré par deux
listes de couples, T une liste de tildes et B une liste de barres, toutes deux
disjointes. Son application sur une liste d’expressions E; , fournit une ex-
pression dont le langage contient les mots générés par une sous-liste libre
de T, mais cette génération est restreinte par I'action de B.

Considérons I'expression E = ~=,. (1,2 +¢,3+¢,4) avec T = {(1,2),(3,4)}
et B ={(2,3)} représentée graphiquement par :
E= (1) (2+¢) (B+e) (4) .

Considérons le mot 1 - € - € - 4. Ce mot est généré par la liste de tildes vide (qui est
une sous-liste libre de T). Cependant, la présence de la barre (2,3) exclut ce mot
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Définition 5.1

Définition 5.2

Exemple 5.2

CHAPITRE 5. LES MULTI-TILDES-BARRES

du langage. Considérons le mot vide e. Remarquons que ce mot est généré par la
liste libre de tildes ((1,2),(3,4)). Bien que le mot vide se décompose en un mot
w1y - Wy - w3 - wy tel que pour tout k de [1,4], wx = € et qu'ainsi wy - w3 = ¢,
nous ne souhaitons pas que la barre retire ce mot du langage. En fait, I'action
de la barre (i, f) est d'interdire tout e-facteur généré sous lintervalle [i, f], et
uniquement sous cet intervalle. Ici, le facteur wy - w3 est en fait généré a partir
d'un intervalle plus grand, utilisant les tildes (1,2) et (3,4). Ainsi, pour interdire
le e-facteur wiway, la barre (1,4) aurait été nécessaire. Par conséquent, le mot vide
€ appartient au langage dénoté par E.

Cette restriction de l'action des tildes par une barre est en fait une
extension de la notion de vérification de barre par un mot, définie comme
suit :

Soit w = wy - - w, un mot généré par une liste libre T de S, a partir d'une
liste d’expressions Ej,. Soit b = (i, f) un couple de [1,n]% \ T. Nous dirons
que la barre b est vérifiée par w selon T si au moins une des trois propositions
suivantes est vérifiée :

(1) il existe un couple t dans T tel que t chevauche b,

(2) il existe un couple t dans T tel que b soit inclus dans t,

() w;---wg Fe

On définit alors 1’action d'un opérateur de multi-tildes-barres.

Soit n un entier positif. Soit E , une liste d’expressions sur un alphabet X.. Soit
Bet T deux listes de S, telles que B et T soient disjointes. La multi-tildes-barres
E = ~=,.5(E1n) dénote le langage :
w € ¥* | il existe une sous-liste libre T' de T
L(~rp(E1n)) = { telle que w est généré par T’ }
et telle que w vérifie toute barre de B selon T’

A partir de maintenant, toute expression utilisant un opfateur de multi-
barres, de multi-tildes ou de multi-tildes-barres sera appelée expression a
contraintes.

Si une des expressions de la liste sur laquelle s’applique un opérateur
de multi-tildes-barres est réduite au mot vide, nous appliquerons un quo-
tient quasi-similaire a celui sur les ERABT. La seule différence entre ces
deux quotients correspond aux cas suivants :

Soit By = ~=(13).03) (e,a+eb+e)et Ey = ~(2,3):(13) (e,a +¢b) deux
multi-tildes-barres représentées graphiquement comme suit :

Ei= e(a+e)(b+e) ,Ex= ¢ (a+e)(b)

Remarquons que l'expression Ep (resp. Ep) est équivalente a (a +¢)(b +¢)

(resp. (a+¢€)(b) ) et que la barre (resp. la tilde) (2,3) peut étre éliminée.
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Le quotient se définit formellement comme suit. Soit #n un entier supé-
rieur a 0. Soit E; , une liste d’expressions, soit B et T deux listes disjointes
de S, et soit E = I3 (El,n) une multi-tildes-barres.

Supposons qu'il existe un entier k de [1, n] tel que Ex = e.
(DSin=1,onaE =¢SiB=@Q,alorsE ~ ¢ Sinon B= ((1,1)) et E ~ @.
(ID Supposons 1 > 2. Soit E' = ~=, ,,(E{ ) avec:

E,/(/: { E,;,:Ek/ s%kie [[1,](—1]],
Ek’ = Epyqsik’ € [k,n—1],
=A@ f) eT|f <k}
L={G-1Lf-1)|0Grf)
U{(i=1Lf=1)[(f
L={Gf-1)|Gf)eTA
T'= T{UT, UTs;.
B = {(i.f) € B|f <k},
By={(i-1f-1)|(f)
U{(i=1Lf =1 [(f
By={(f-1) |G f)eB A
B’ = Bj{UBj UB;.

Il est facile de vérifier que E ~ E’. Nous considérons donc pour la
suite que toute multi-tildes-barres E = ﬁT’,B(ELn) avec n > 0 est telle
que pour tout k de [1,n], L(E;) # {e}.

Les opérateurs de multi-tildes-barres possedent un pouvoir de repré-
sentation au moins aussi fort que les opérateurs de multi-tildes et de multi-
barres :

eT Ni>k+1}
)€ T/\i:k+1A(k,f)g_fTuB},
i<k ANk< S},

€EBAi>k+1}
)€ B/\i:k+1/\(k,f)§éTUB},
i<k ANk<f},

Soit n un entier positif. Soit Eq , une liste d’expressions sur un alphabet ¥.. Soit
B et T deux listes disjointes de S,,. Alors :

(1) $i T = @, alors L( ~=1.5(E1,n)) = L(—5(E1n)),

(2) Si B =@, alors L( ~=p,5(E1)) = L( ~~p(Evn)).

Démonstration. (1) Supposons que T est vide. Remarquons alors que la
vérification de barre selon une sous-liste de T (Définition 5.1) est équiva-
lente a la vérification de barre (Définition 3.1), puisque si un mot w vérifie
une barre (i, f) selon la liste vide @, alors il vérifie la barre (i, f). Ainsi la
Définition 5.2 est équivalente a la Définition 3.2.

(2) Si B = @, puisque qu’aucune barre n’est a vérifier pour qu'un mot
appartienne au langage, la Définition 5.2 est équivalente a la Définition 3.4,
puisque tout mot généré par une liste libre T vérifie toujours toutes les
barres de la liste vide. O

Les opérateurs de multi-tildes-barres permettent d’augmenter le nom-
bre de langages reconnus par un automate a (n + 1) états qui n’est pas
de Glushkov mais de Glushkov étendu, et dénotés par une expression
rationnelle étendue avec n occurrences de symboles. Par exemple, consi-
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dérons l'automate de la Figure 5.2. L'expression rationnelle simple E’, de
largeur 5 est une expression simple minimale. L'ERABT E” est de largeur
4. L'expression E, utilisant un opérateur de multi-tildes-barres est de lar-
geur 3. Les méthodes de conversion entre les NFA et les expressions en
multi-tildes-barres seront présentées dans le chapitre suivant.

m
I

a(b+e)+b)c+a+e

:v(

1,1),(22),(2,3);(1,2) (a,b,c)

F1GURE 5.2 — Un Exemple de Factorisation par un Opérateur de Multi-Tildes-Barres.

5.3 Rationnels et Compatibles avec la @-Linéarisation

Nous montrons dans cette section que les opérateurs de multi-tildes-
barres sont des opérateurs rationnels et compatibles avec la @-linéarisation.
Nous commengons par montrer la compatibilité avec la @-linéarisation,
puis nous montrons que le langage dénoté par une expression @-linéaire
en multi-tildes-barres est rationnel.

5.3.1 Compatibilité avec la @-Linéarisation

Les opérateurs de multi-barres et de multi-tildes sont compatibles avec
la @-linéarisation. Les multi-tildes-barres, correspondant a la combinaison
de ces deux notions, sont eux aussi compatibles avec la @-linéarisation.

Soit O I'ensemble des opérateurs défini par :
O = {+, }U U ~
T,B|3neN,(T,BES,)AN(TNB=Q)
Les opérateurs de O sont compatibles avec la linéarisation.

Démonstration. Soit E une expression sur les opérateurs de O, et soit E’
son expression @-linéarisée. Nous étendons l'induction sur la largeur de E
et sur son nombre d’opérateurs présentée dans la preuve du Lemme 1.9.
Posons E’ = ~r.5(ELn)-

Soit w un mot de L(E). Selon la Définition 5.2, il existe une sous-liste
libre T’ de T telle que T’ génere w et telle que w vérifie toute barre de B
selon T'. Ainsi, selon la Définition 3.3, w se décompose en w; - - - w, avec
pour tout k de [1,n], wy = ¢ s'il existe (i, f) dans T’ tel que k € [i, f],
wy € L(Ey) sinon. Par hypothese d’induction, pour tout k de [1,#], il
existe un mot wj dans Pos(E)* tel que w; = ¢ s'il existe (i, f) dans T’ tel
que k € [i, f], w, € L(E}) sinon. Ainsi, T' génere w’ = w}---w; et w'
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vérifie toutes les barres de B selon T’ (sinon contradiction avec w vérifie
toutes les barres de B selon T’). Selon la Définition 5.2, w’ est dans L(E”)
et puisque par construction hg(w') = w, w est dans hg(L(E”) N Pos(E)*).
Soit w un mot de hg(L(E?) NPos(E)*). Alors il existe w’ dans L(E’) tel
que hg(w') = w. Selon la Définition 5.2, il existe une sous-liste libre T’ de T
telle que T’ génere w et telle que w’ vérifie toute barre de B selon T'. Ainsi,
selon la Définition 3.3, w’ se décompose en wj - - - w;, avec pour tout k de
[1,n], w), = e s'il existe (i, f) dans T’ tel que k € [i, f], w; € L(E;) sinon.
Considérons le mot w; - - - w, tel que wy = h(wy}) pour tout k de [1, n]. Par
construction, w = w; - - - w,. Par hypothése d'induction, les langages L(Ey)
et hg(L(E;) NPos(E)*) sont égaux. Par conséquent, pour tout k de [1,n],
il existe un mot wy dans X* tel que wy = ¢ s'il existe (i, f) dans T’ tel que
k € [i, f], wy € L(Ex) sinon. Ainsi, T" génére w = wy - - - wy, et w vérifie
toutes les barres de B selon T’ (sinon contradiction avec w’ vérifie toutes
les barres de B selon T’). Finalement, selon la Définition 5.2, w € L(E). O

5.3.2 Rationalité du Langage d'une MTB @-Linéaire

Nous détaillons ici le calcul du langage d’une expression en multi-
tildes-barres @-linéaire en séparant quatre cas, du plus simple au plus
complexe. Ces formules utilisent des opérations rationnelles, et nous en
déduisons donc la rationalité du langage dénoté par une expression en
multi-tildes-barres quelconque.

Cas d’une Barre Unique ne Chevauchant pas de Tildes :

Il s’agit du cas le plus simple, o1 chacun des opérateurs élémentaires
(barres ou tildes) peut étre directement remplacé dans 1'expression par
une barre simple ou par une tilde simple. Deux cas sont a traiter, comme
lI'illustre la Table 5.1 : I'inclusion d’une barre unique (expression E;) et
I'inclusion de plusieurs tildes (expression E).

Eq :m L(E;) =L(a((b+¢)(c+e)\e)d +¢)
= 14),23) (a,b+¢c+ed) L(a(b+¢€)cd +ab(c +¢€)d +¢)

Ex=ab cd L(E;) = L(a((b+¢)(c+¢) \ e)d)
a,b,c,d) = L(a(b+¢)cd + ab(c + €)d)

= v(2,2),(3,3);(2,3)(

TABLE 5.1 — Exemples d’'Opérateurs Elémentaires.
Soit n un entier supérieur a 0, soit T une liste libre de S,, et soit (i, f) un couple
de [1,n]% tel que (i, f) ne soit pas dans T ni ne chevauche un élément de T.

Soit E = ~ i f)(El,,) une expression Q-linéaire. On considere les deux cas
suivants :
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(1) S'il existe (ik,fk) dans T telle que iy <1 < f < f, on pose :
=L(Er.iy—1) - L( Eijopy ) - L(Efg1iy—1) -+
(E

L f Efk )

<Ef#T i) L@ﬁ};)-u%ﬂ...n)
(2) Sila barre (i, f) inclut m tildes de T avec m > 0, on pose :
L" =L(Ej...;;-1) - L(m) L(Ef11i-1)
L(Ei--+ Ej..j, m]gf)
L(Ef#T—l‘Fl“‘i#T*l) ) L(m) ) L(Ef#TJrl‘“n)
Dans le cas (1) (resp. dans le cas (2)), on a L(E) = L’ (resp. L(E) = L").

Démonstration. (I) Soit w un mot de L(E). Selon la Définition 5.2, il existe
une sous-liste libre T’ de T telle que T’ génere w et telle que w vérifie (i, f)
selon T’. Ainsi, selon la Définition 3.3, w admet une décomposition unique
wi - - - wy, telle que pour tout k de [1,n], wy = € si k € Uy Rangs(t),
wy € L(Ey) sinon. (1) Supposons qu'il existe une tilde t; = (i, fx) dans T
telle que la barre (i, f) soit incluse dans ;. (a) Supposons que f; est dans
T'. Ainsi, w; -+~ w;---wg---wy, = € et par conséquent w est dans L'. (b)
Supposons que t; n’est pas dans T'. Puisque par hypothese, w vérifie la
barre (i, f) selon T’, selon la Définition 5.1 et puisqu’aucune tilde ' de
T’ ne chevauche ou n’inclut la barre b, on a w;---w 7 # ¢, et par consé-
quent pour tout k de [ix, fx], wx € L(Ex) et w;---wy € L(E;---Ef). Par
conséquent, w € L'. (2) Supposons que la barre (i, f) inclut [ tildes de T
avec | > 0. Puisque par hypothese, w vérifie la barre (i, f) selon T’, selon
la Définition 5.1 et puisqu’aucune barre t' de T’ ne chevauche ou n'in-
clut la barre b, ona w; - - - w f # g, et par conséquent pour tout k de [i, f],
wy € L(Ex) et w;---wys € L(E;-- - Ef). Par conséquent, w appartient a L".
(ID (1) Soit w un mot de L'. Par définition, w de décompose en wy - - - w,
tel que pour tout (i, ') de T, wy - -ws € L(Ej...pr) U {e} et tel que pour
tout k de [[1,n] \ U;er Rangs(t), wy € L(Eg). Soit T' la liste telle que pour
tout (i', f') de [1,n]?, (i', f') est dans T’ si et seulement si wy - - - wp = ¢ et
(', f') est dans T. Par construction, T’ est une sous liste de T qui est libre.
Par conséquent, la liste T est libre et selon la Définition 3.3, T’ génere
w. (@) Si (iy, fx) est dans T, selon la Définition 5.1, le mot w vérifie (i, f)
selon T'. Finalement, selon la Définition 5.2, w est dans L(E). (b) Si (i, fx)
n‘est pas dans T’, par définition, w;, - --wy, € L(E; ---Ej..f---Ef). Par
conséquent, w;, - - - wy, € L(E;,..;) et w;---wy # e Selon la Définition 5.1,
w vérifie la barre (i, f) selon T’. Finalement, w est dans L(E). (2) Soit
w un mot de L”. Par définition, w de décompose en w; ---w, tel que
pour tout (i, f') de T, wy - - - wp € L(Ej...pr) U {e}, tel que pour tout k de
[1,7] \ Urer Rangs(t), wy € L(Ex) et tel que w;---wy # e. Soit T' la liste
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telle que pour tout (i, f’) de [1,n]?, (,f') est dans T’ si et seulement
si wy---wp = e et (', f') est dans T. Par construction, T’ est une sous
liste de T qui est libre. Par conséquent, la liste T’ est libre et selon la
Définition 3.3, T" génére w. De plus, puisque w; - - - wy # ¢, w vérifie (i, f)
selon T'. Finalement, w est dans L(E). O

Cas d'une Unique Barre Chevauchant des Tildes d’une Liste Libre :

Comme le montre I'Exemple 5.1, appliquer une tilde sur la liste d’ex-
pressions E;; ajoute le mot vide au facteur E;..; alors qu’appliquer une
barre élimine toute occurrence du mot vide apparraissant sur l'intervalle
de cette barre. Nous pouvons alors détailler le calcul en nous ramenant a
des cas traités dans le Lemme 5.3.

Soit n un entier supérieur a 0, soit T une liste libre de S,, et soit (i, ) un couple de

[1,n]% tel que (i, f) ne soit pas dans T. Soit E = vr,-(i,f)(El,n) une expression
O-linéaire. Soit T, (resp. T_) la sous-liste de T des tildes qui chevauchent (resp.
qui ne chevauchent pas) la barre (i, ). Considérons les langages L, et L_ définis
comme suit :

L+ = U(i+,f+)€T+ L( ’\rT(El, .. .,Ei+_1,€, . Ef++l/ .. .,En)),
Lo =L( vT_,-(i,f)(El,n))'
Alors :
L(E)y=L_UL;.

Démonstration. Soit w un mot de L(E). Selon la Définition 5.2, il existe une
sous-liste libre T” de T telle que w est généré par T’ et w vérifie (i, f) selon
T'. Ainsi, w admet une décomposition wy - - - w, telle que pour tout (7, f’)
de T/, wy - - - wp = ¢ et telle que pour tout k de [1,n] \ User Rangs(t), wy
appartient a L(Ey). (@) Supposons qu’il existe une tilde t; = (i}, f}) de
T’ chevauchant la barre (i, ). Par définition, w;, - - - w ¢, = & De plus, T
est une sous-liste libre de T. Ainsi, w est généré par T a partir de la liste
d’expression (Ey,...,Ei, —1,¢..., ¢ Ef 41,.. ., Ey). Selon la Définition 3.4,
w est dans L( /\rT(El, v Biicne. 6 Efqq, En)). Finalement, w est
dans L;. (b) Supposons qu’il n’existe pas de tildes dans T’ chevauchant
la barre (i, f). Par définition, ona T C T_ C T. Ainsi, T’ est une sous-
liste libre de T_ générant w telle que w vérifie (i, f) selon T'. Selon la
Définition 5.2, w € L( T ) (ELH) ). Finalement, w est dans L_.

Soit w un mot de L. Alors il existe une tilde (i, f1 ) de T chevauchant
avec (i, f) telle que w € L( ~(Ey, ..., Ei,—1,€&...,&Ef 11,...,En)). Se-
lon la Définition 3.4, il existe une sous-liste libre T’ de T telle que T’ gé-
nere w a partir de la liste (Ey,...,E;, _1,¢,..., ¢, Ef 41, .,Ey). Puisque T
est une liste libre, on peut supposer sans perte de généralité que la tilde
(iy, f+) appartient a T’ (puisque si T’ ne contient pas (i, f}) et génere
w, alors la liste libre T U ((i, f+)) génere également w). De plus, puisque
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w;, ---wy, =g T' génere w a partir de (Ey,). Puisque (i, f1) chevauche
(i, f), selon la Définition 5.1, w vérifie la barre (i, f) selon T’. Ainsi, T’ est
une sous-liste libre de T générant w et w vérifie la barre (i, f) selon T'.
Selon la Définition 5.2, w est dans L(E).

Soit w un mot de L_. Selon la Définition 5.2, il existe une sous-liste
libre T' de T_ telle que T’ génere w et w vérifie (i, f) selon T’'. Puisque
T_ C T, T est une sous-liste libre de T telle que T’ génére w et w vérifie
(i, f) selon T'. Selon la Définition 5.2, w est dans L(E). O

Cas d'une Liste de Barres Quelconque et d’'une Liste de Tildes Libre :

Dans ce cas, tout mot w de L( ﬁT’,B(ELn)) généré par une sous-liste
libre T’ de T doit vérifier toute barre de B. Et puisque l'expression est
linéaire et qu’ainsi w admet une décomposition unique, nous utilisons une
intersection des langages définis dans le Lemme 5.4. Le lemme suivant
nous est utile pour démontrer la correction de la formule de ce cas.

Soit n un entier supérieur a 0, soit E1 , une liste d’expressions sur un alphabet %
telles que E...,, soit @-linéaire, soit Ty et Ty deux listes de S, telles que Ty U T,
soit libre, et soit By et By deux listes de Sy, telles que (B1UBy) N (Th U Th) = Q.
Soit w un mot de £* tel que :

(1) Ty génere w,

(2) T, génere w,

(3) w vérifie toute barre de By selon T,

(4) w vérifie toute barre de By selon T».

Alors Ty U T, génere w et w vérifie toute barre de By U By selon Ty U T».

Démonstration. (a) Montrons que Ty U T génére w. Puisque T; géneére w,
selon la Définition 3.3, w admet une décomposition w; - - - w, telle que
pour tout (k, k') de Ty, wy---wp = e et telle que pour tout entier k de
[1,n] \ User, Rangs(t), wy € L(Ey). Puisque T» génére w, selon la Défini-
tion 3.3, w admet une décomposition w; - - - w, telle que pour tout (k,k’)
de Tp, wy---wp = ¢ et telle que pour tout k de [1,n] \ User, Rangs(t),
wy € L(Eg). Par conséquent, puisque T; U T, est libre, w admet une dé-
composition wy - - - w, telle que pour tout (k, k') de Ty U Ty, wy---wp = ¢
et telle que pour tout k de [1, 7] \ User,ur, Rangs(t), wy € L(Ex). Selon la
Définition 3.3, T; U T, génére w. (b) Montrons que toute barre de B; U By
est vérifiée par w selon Ty U T. Soit (i, f) un couple de By U B;. Sans perte
de généralité, supposons (i, f) dans By. Par hypothese, w vérifie (i, f) se-
lon Tj. Selon la Définition 5.1, deux cas sont a traiter. Supposons que T;
contienne une tilde t chevauchant ou incluant (i, f). Alors Ty U T, contient
la tilde t chevauchant ou incluant (i, f). Supposons que w;---ws # e.
Puisque E;..., est @-linéaire, la décomposition w; - - - w, est unique. Dans
ces deux cas, w vérifie la barre (i, f) selon T; U T5. O
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Lemme 5.6  Soit n un entier supérieur a 0, soit T et B deux listes disjointes de S, telles que
T soit libre. Soit E = ~=.,(E1,,) une expression @-linéaire. Le langage dénoté
par E se calcule comme suit :

(N L( (Eln)) siB # @,
L( vT;B(El,n)) =\ (f)eB
L~ (El,n)) sinon.

Démonstration. Si B est vide, le calcul est correct selon le Lemme 5.1. Consi-
dérons alors que B possede au moins élément.

Soit w un mot de L(E). Selon la Définition 5.2, il existe une sous-liste
libre T' de T telle que T’ génére w et w vérifie toutes les barres de B selon
T'. Ainsi, pour toute barre (i, f) de B, T' génere w et w vérifie (i, f) selon
T'. Selon la Définition 5.2, w est dans L( ~=,; f)(El,,)) pour toute barre

(i, f) de B. Par conséquent, w est dans (; f)ep L( T f) (E1n)).

Soit w un mot de M f)ep L( ~1,(; f)(ELn)). Ainsi, pour toute barre
(i, f), selon la Définition 5.2, il existe une sous-liste libre T(/i, £ de T telle
que T(’ i) géneére w et w vérifie (i, f) selon T(’ i,f)- Considérons la liste de
tilde T" = U e T(’ ;) Par construction de T', puisque chacune des sous-
listes T(’ if) est une sous-liste de T, T’ est une sous-liste libre de T. De plus,

selon le Lemme 5.5, T’ géneére w et w vérifie toute barre de B selon T'.
Selon la Définition 5.2, w est dans L(E). O

Listes de Tildes et de Barres Quelconques :

Nous donnons finalement I’expression du langage dénoté par une multi-
tildes-barres dans le cas général.

Lemme 5.7  Soit n un entier supérieur a 0, T et B deux listes disjointes de S,,, T I'ensemble
des sous-listes libres de T et E = ~=r., f)(El,n) une expression Q-linéaire. Le

langage dénoté par E se calcule comme suit :

L( E1n U L vT/ El 7’1))
T'eT

Démonstration. Soit w un mot de L(E). Selon la Définition 5.2, il existe une
sous-liste T' de T telle que T génere w et w vérifie toute barre de B selon
T'. Puisque T’ est une sous-liste libre de T, T’ est dans 7. De plus, selon
la Définition 5.2, puisque T’ est libre et qu’elle est une sous-liste libre de
T', w € L( =75 (E1,)). Par conséquent, w est dans | ) L(~=y,.5(E1n))-
T'eT
Soit w un mot de U L(~=;.5(E1,n)). Alors il existe une sous-liste
T'eT

libre T’ de T telle que w est dans L( ~=,.; (E1,4))- Selon la Définition 5.2,
il existe une sous-liste T” de T telle que T” génere w et w vérifie B selon
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T”. Or T" est une sous-liste libre de T. Ainsi, selon la Définition 5.2, w est
dans L(E). O

Soit n un entier supérieur a 0, soit T et B deux listes disjointes de S,. Soit
E= ~rip (E1,n) une expression @-linéaire. Alors :
le langage dénoté par E est rationnel.

Démonstration. Selon le Lemme 5.7, le Lemme 5.6, le Lemme 5.4 et le
Lemme 5.3, le langage d'une expression en multi-tildes-barres s’obtient a
partir d’une suite d"unions finies, d’intersections finies, et d’ajout ou d’éli-
mination du mot vide qui sont des opérations rationnelles. Le lien entre
ces différents cas est présenté dans la Figure 5.3. O

(Listes de Tildes et de Barres Disjointes)

Union

(T libre et B quelconque)
B = @, Egalité

B # @, Intersection

(T libre et #B = 1) Multi-Tildes
Union

(T libre, #B = 1, pas de chevauchement)

Egalité

(Tildes et barres unaires)

FIGURE 5.3 — Résumé des Formules du Langage Dénoté par une MTB Q-linéaire.

5.3.3 Une Nouvelle Famille d’Expressions

Selon le Lemme 5.2, les opérateurs de multi-tildes-barres sont compa-
tibles avec la linéarisation. Selon le Corollaire 5.1, le langage dénoté par
une multi-tildes-barres ¥-linéaire est rationnel. Par conséquent, le langage
dénoté par une multi-tildes-barres est rationnel. Nous définissons alors
une extension des expressions rationnelles.

Une Expression Rationnelle Augmentée par multi-tildes-barres (ERA) est
définie inductivement par :

E=0 E = (F+ G), avec F et G deux ERA
E=c¢ E = (F-G),avec F et G deux ERA
E=a,aveca €y, E = (F*), avec F une ERA
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~=r.p(E1n) ,avec T et B deux listes disjointes de S,
et Eq, une liste d’ERA.

5.4 La Forme totale

La famille des multi-tildes-barres inclut celle des multi-tildes et celle
des multi-barres. Ainsi, deux expressions en multi-tildes-barres basées sur
des listes de tildes et/ou de barres différentes appliquées a une méme liste
d’expressions peuvent dénoter le méme langage. Bien que nous puissions
étendre la notion d’utilité des éléments pour définir une forme normalisée
sur les multi-tildes-barres @-linéaires, nous choisissons d’utiliser ici une
forme plus simple a mettre en place, la forme totale. Et nous montrons
que deux expressions @-linéaires en multi-tildes-barres en forme totale
définies sur des listes de tildes et de barres différentes appliquées a une
méme liste d’expressions dénotent des langages difffents.

Une ERA ~=, ,(E1) est totale si et seulement si :
TUB = [1,n]2.

Soit E une ERA. L’ERA E est en forme totale (FoTo) si et seulement si toute
sous-expression en multi-tildes-barres de E est totale.

Soit E = ~=, »(E1,,) une ERA Q-linéaire totale. Soit w = wy - - - w, un mot
de (L(E1) U {s}) -+ (L(Ey) U {e}). Les deux conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) w est dans L(E),

(2) pour tout facteur e-maximal w; - - - w¢ de w, le couple (i, f) est dans T.

Démonstration. (1=-2) Supposons que w; - --wy est un facteur e-maximal
de w tel que le couple (i, f) n’est pas dans T. Puisque E est total, le couple
(i, f) appartient a B. Montrons que pour toute sous-liste libre T’ de T
générant w, w ne vérifie pas (i, f). Soit T’ une sous-liste libre T’ de T
générant w. Puisque w; - - - w f estun facteur e-maximal, T’ ne contient pas
de tilde chevauchant ou incluant (i, f). Et puisque w;---ws = ¢, selon
la Définition 5.1 w ne vérifie pas (i, f) selon w. Selon la Définition 5.2,
w ¢ L(E).

(1<=2) Puisque E est @-linéaire, le mot w admet une unique décompo-
sition wy - - - wy, sur le langage (L(E;) U {e})--- (L(E,) U{e}) tel que pour
tout k € [1,n], wy € L(Ex) U {e}). Supposons que pour tout facteur e-
maximal w; - - - wy de w, le couple (i, f) est dans T. Considérons la liste T’
définie par :

T'=((i,f) € T|w;---wy est un facteur e-maximal dans w).
Par construction, T' géneére w. Montrons que w vérifie toute barre de B
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selon T'. Soit b = (i, fp) une barre de B. Si pour toute tilde ¢t de T,
Rangs(t) N Rangs(b) = @, par définition de w, w;, ---wy, # € et b est
vérifiée par w selon T'. Sinon, considérons t une tilde de T’ telle que
Rangs(t) N Rangs(b) # @. Si t chevauche b ou si t inclut b, b est vérifié
par w selon T'. Si b inclut t = (i, f;), puisque w, - - - W 7, est e-maximal, soit
w;,—1 # ¢ soit wy, 1 # & Ainsi, w;, - - - wy, # ¢ et ainsi, w vérifie b selon T.
Par conséquent, T’ est une sous-liste de T générant w et telle que w vérifie
toute barre de B selon T’. Selon la Définition 5.2, w € L(E). O

Soit Ey = ~=p p (Fiu) et Ep = sz;Bz(Pl/”) deux ERA @-linéaires totales.
Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(1) By = Byet Ty = Ty,

(2) L(E;) = L(Ey).

Démonstration. (1=-2) Trivial.

(142) Puisque les expressions sont en FoTo, By # B, si et seulement si
T; # Tp. Soit t = (i, f) une tilde de la différence symétrique de T; et
T>. Sans perte de généralité, supposons t dans T;. Considérons un mot
w=w - wytelquew; - - - wy = ¢ et tel que pour tout k n’appartenant pas
a [1,n], wy est dans L( F ) (rappelons que L( F; ) n’est pas vide puisque
E; et E; sont des ERA @-linéaires et que par quotient, les expressions de
la liste F; , sont différentes de ¢). Selon le Lemme 5.8, w est dans L(E;) et
w n’est pas dans L(E;). Par conséquent, L(E;) # L(Ey). O

Nous montrons maintenant que toute ERA admet une ERA en FoTo
équivalente. Pour cela, nous étendons la notion de (i, f)-traversabilité aux
ERA comme suit :

Soit E = ~=1.;(E1,) une ERA Q-linéaire, E} ,, une liste d’ ERA @-linéaires
telle que pour tout k de [1,n], E, = Ej et soit (i, f) un couple de [1,n]2.
Considérons le langage L' = L(E}. ;4 -E}Hmn).

L’expression E est (i, f)-traversable si et seulement si L' C L(E).
Soit E = == 5(E1,) une ERA @-linéaire, E{ , une liste ’ERA Q-linéaires
telle que pour tout k de [1,n], E, = Ex et soit (i, f) un couple de [1,n]%.
Considérons le langage L' = L(E]. ; ;- E}Hmn). Soit w un mot de L'. Les deux
propositions suivantes sont équivalentes :

(1) L' ¢ L(E),

(2) w € L(E).

Démonstration. (1=-2) : Trivial.

(1<=2) : Considérons que le mot w de L est dans L(E). Montrons que
tout mot de L’ est dans L(E). Soit w’ un mot de L'. Puisque w € L(E),
selon la Définition 5.2, il existe une sous-liste libre T" de T générant w telle
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que w vérifie toute barre de B selon T'. Ainsi, w admet une décomposition
wy - - - wy telle que pour tout k de [1,n], wy = € sl existe (i, f) dans T’
tel que k € [i, f], wx € L(Ex) sinon. Puisque w; - - - wy est le seul facteur e-
maximal de w, que w et w’ admettent des décompositions uniques selon L’
puisque E est @-linéaire, w’ admet une décomposition telle que pour tout
k de [1,n], w; = e s'il existe (i, f) dans T’ tel que k € [i, f], w;, € L(Ex)
sinon. Ainsi, w’ est généré par T'. Soit b une barre de B. Puisque w vérifie
b, soit T’ contient une tilde ¢ chevauchant ou incluant b, soit w;, - - - w I3 # €.
Puisque par construction de w’ le seul facteur e-maximal de w' est w; - - - wy
et que par définition de w le seul facteur e-maximal de w est w; - - - wy, si
wj, -+ wy, 7 € alors wgb e w’fb # €. Par conséquent, w’ vérifie b selon T'.
Ainsi, T' génere w' et w’ vérifie b selon T” pour toute barre b de B, et selon
la Définition 5.2, w’ € L(E). O

Remarquons que si (i, f) est un couple de T, alors E est (i, f)-traversable.
Etsi (7, f) est un couple de B alors E n’est pas (i, f)-traversable. La forme
totale permet d’établir la réciproque de cette propriété, a savoir que si E
est (i, f)-traversable, alors (i, f) € T et que si E n’est pas (i, f)-traversable,
alors (i, f) € B. Nous définissons alors la forme totale E’ d’'une ERA E et
nous montrons que l'expression E’ est équivalente a E.

Soit E= ~=p., (E1,x) une ERA @-linéaire. Considérons les deux listes T' et B/
définies par :
T' = {(i, f) € [1,n)* | E est (i, f)-traversable },
B' = {(i, f) € [1,n]% | E n'est pas (i, f)-traversable }.
L'expression E' = ~=, p, (E1,) est apellée forme totale de E.

Soit E = ~=1.5(Eyn) une ERA @-linéaire et soit E' la forme totale de E. Les
deux propositions suivantes sont vérifiées :

WTCT,

(2) BC B'.

Démonstration. Si (i, f) est un couple de T, alors E est (i, f)-traversable et
ainsi selon la Définition 5.7, (i, f) € T". Si (i, f) est un couple de B, alors E
n’est pas (i, f)-traversable et ainsi selon la Définition 5.7, (i, f) € B'. O

Soit E = == ,(E1,) une ERA Q-linéaire et soit w = wy - - - w, un mot de
(L(E;) Ug) - - (,L(En) Ue). Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(1) w e L(E),
(2) pour tout w; - - - wy facteur e-maximal de w, E est (i, f)-traversable.

Démonstration. (1=>2) Supposons w € L(E). Alors il existe une sous-liste
T’ de T telle que T’ génere w et w vérifie toute barre de B selon T'. Le mot
w est tel que pour tout k de [1,n], wy = € s'il existe (i, f) dans T’ tel que
k € [i, f], wx € L(Ex) sinon. Soit (i, f) un couple de [1,n] tel que w; - - - wy
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soit un facteur e-maximal de w. Soit w’ = w] - - - w), un mot tel que pour
tout k de [1,n], w, = e si k € [i,f], w, € L( Ex ) sinon. Considérons la
liste U = T' N [i, f]%. Ainsi, le mot w' est tel que pour tout k de [1,7],
w), = e ¢'il existe (i', f') dans U tel que k € [/, f'], wy € L(E) sinon. Par
conséquent, U génere w'. Soit b une barre de B. Si b chevauche ou inclus
(i, f), ousi Rangs(b) N [i, f] = @, par définition de w', w; - - ~w}h #eetw
vérifie b selon U. Supposons b inclus dans (i, f). Puisque w vérifie toute
barre de B selon T’, w vérifie b selon T’. Par définition, on a :
W))Wl Wl = Wiy, g, W0 =

Ainsi, il existe une tilde t de T’ telle que t chevauche ou inclut b. Par
construction de U, t € U. Par conséquent, w' vérifie b selon U. Selon la
Définition 5.2, w’ € L(E) et par conséquent selon la Définition 5.6, E est
(i, f)-traversable.

(1<2) Supposons que pour tout w; - - - wy facteur e-maximal de w, E
est (i, f)-traversable. Soit (i, f) un couple tel que E est (i, f)-traversable.

Posons pour tout k de [1,n], E; = Ep etl = L(E}. ;- E}+1mn)' Selon la
Définition 5.6 et le Lemme 5.9, il existe un mot w’ de L’ tel que w’ € L(E).

Selon la Définition 5.2, il existe une sous-liste libre Tl-’, f de T telle que Tl-’, f
génere w' et telle que w' vérifie toute barre de B selon T .. Considérons la
liste T’ formée de 1'union de ces listes :

T'={({,f) e T(/i,f) | (i, f) € [1,n]* A w;---wy facteur e-maximal de w}.
Montrons alors que T’ génere w et que w vérifie toute barre de B selon
T'. Par construction de T’, T' génere w, puisque chacun de ses facteurs
wj - - Wy e-maximaux peut étre généré par T(; f)- Soitb = (ip, fp) une barre
de B. Supposons que w ne vérifie pas b selon T'. Ainsi, T’ ne contient

pas de tilde chevauchant ou incluant b, et w;, - - - wy, = e. Soit le facteur
wj, - - - Wy, est e-maximal et on pose (iy, fy) = (i, f), soit il apparait dans un
facteur e-maximal w; - - - wj, - - - wy, - - - wy. Puisque w; - - - wy est e-maximal,

par hypothese E est (i, f)-traversable. Ainsi il existe un mot w’ de L’ tel
que w' € L(E), tel que Tj, ;) génére w’ et tel que w’ vérifie toute barre de
B selon T(’ i,fyy Y compris la barre b. Par conséquent, soit il existe une tilde
t dans T(’Z.’ ) chevauchant ou incluant b (contradiction car t € T(’ i) C T,

soit w; - - - ws # € (contradiction avec w’ € L'). Ainsi, w vérifie toute barre
de B selon T’. Par conséquent, selon la Définition 5.2, w € L(E). O

Soit E = ==, ,(E1,n) une ERA Q-linéaire et soit E' la forme totale de E. Alors :
L(E) = L(E)).

Démonstration. Posons E/ = ﬁT,;B/(ELn).

Soit w un mot de L(E). Selon la Définition 5.2, il existe une sous-liste
libre T” de T telle que T” génere w et w vérifie toute barre de B. Le mot
w se décompose en w; - - - w, avec pour tout k de [1,n], wy = € s'il existe
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5.5. CONCLUSION

(i, f) dans T” tel que k € [i, f], wx € L(Ek) sinon. Selon le Lemme 5.11,
pour tout facteur w; - - - w ¢ e-maximal dans w, E est (i, f)-traversable. Par
construction de T/, (i, f) € T'. Selon le Lemme 5.8, w est dans L(E’).

Soit w un mot de L(E’). Selon la Définition 5.2, il existe une sous-liste
libre T” de T’ telle que T” génére w et w vérifie toute barre de B'. Le mot w
se décompose en w; - - - wy, avec pour tout k de [1,n], wy = € s'il existe (i, f)
dans T” tel que k € [i, f], wx € L(Ex) sinon. Selon le Lemme 5.8, pour tout
facteur w; - - - wy e-maximal dans w, (i, f) € T'. Par construction de T', E
est (i, f)-traversable. Par conséquent, selon le Lemme 5.11, w € L(E). O

Soit E une ERA. Alors il existe une ERA E' en FoTo telle que L(E') = L(E).

Démonstration. Selon le Lemme 5.2, 'ERA -linéarisée E’ de E est telle que
hg(L(E*) NPos(E”)*) = L(E). Pour toute sous-expression F de E” en multi-
tildes-barres, selon la Proposition 5.2, la forme totale F’ de F reconnait
le langage L(F). Soit G l'expression obtenue en remplagant toute sous-
expression F de E > en multi-tildes-barres par la forme totale F’ de F. Ainsi
G est en FoTo et reconnait L(E). Posons E' = hg(G). Selon le Lemme 5.2,
E’ est équivalente a E et par construction, E est en FoTo. O

5.5 Conclusion

Les opérateurs de multi-tildes-barres sont des opérateurs rationnels
et compatibles avec la linéarisation. La compréhension d’un tel opérateur
peut paraitre complexe a priori. Cependant, pour toute ERA E, l'existence
d’une ERA E’ équivalente en FoTo permet de décrire 'ensemble des inter-
valles du point de vue des contraintes induites par la présence des tildes
ou des barres, et cela d'une facon unique : puisque tout intervalle [i, f]
est soit traversable, soit ineffacable, la forme totale traduit la totalité de ces
contraintes appliquées sur un langage. Un opérateur de multi-tildes-barres
est ainsi la combinaison des notions de tildes et de barres, introduites dans
les chapitres précédents.

Nous montrerons dans le chapitre suivant que la forme totale est éga-
lement utile pour calculer un automate a (n + 1) états reconnaissant le
langage dénoté par une ERA a n lettres.
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Chapitre 6

Conversion des ERA en NFA et
vice versa

Pour apprendre quelque chose aux gens,
il faut mélanger ce qu’ils connaissent avec ce qu’ils ignorent.
Pablo Picasso

Les mathématiques consistent a prouver une chose évidente
par des moyens complexes.

George Pdélya
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Elon le Théoréme de Kleene [30], les expressions rationnelles possedent

le méme pouvoir de description que les automates finis. Les algo-
rithmes utilisés pour passer d’'un automate A a une expression ration-
nelle E dénotant L(A) sont de deux types. Les méthodes par systéme
d’équations (Sous-Section 2.2.1), MNY (Sous-Section 2.2.2) ou BMC (Sous-
Section 2.2.3) s’appliquent sur un automate A quelconque a n états et pro-
duisent une expression rationnelle E dont la taille peut étre exponentielle
en fonction de n. La méthode CZ (Sous-Section 2.2.4) ne s’applique que
sur une partie restreinte de la famille des automates : pour A un automate
de Glushkov, I'algorithme produit une expression rationnelle E de largeur
(n—1), ot n est le nombre d’états de A. C’est cette méthode, calculant
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une expression concise, que nous choisissons d’étendre dans ce chapitre.
Les méthodes de conversion inverse sont quant a elles définies sur toutes
les expressions rationnelles simples. Dans ce chapitre, nous présentons
diverses méthodes de conversion entre NFA et ERA. La Section 6.1 in-
troduit les notions d’ERA plates, d’ERA amplifiées et de NFA en ligne.
Dans ce chapitre, nous montrons comment calculer un automate A tel que
L(A) = L(E) a partir d'une ERA totale E, en utilisant la forme totale dé-
finie dans le Chapitre 5. La Section 6.2 présente une construction directe
d’un automate A & (n + 1) états & partir d'une ERA sans étoile de lar-
geur n. Une extension des fonctions de Glushkov pour les opérateurs de
multi-tildes-barres est détaillée dans la Section 6.3, fournissant ainsi une
méthode de construction d’'un automate A a (n + 1) états a partir d’une
ERA quelconque de largeur n. Nous donnons un exemple montrant que la
méthode de 'automate des follows est applicable a partir de ces fonctions.
La Section 6.4 et la Section 6.5 étendent les notions de dérivée, de dérivée
partielle et de c-continuation aux opérateurs de multi-tildes-barres, per-
mettant alors de calculer respectivement un DFA, un automate avec au
plus (n + 1) états ou un automate a (n + 1) états reconnaissant le langage
dénoté par une ERA de largeur n. La Section 6.6 présente le cas inverse, en
étendant l'algorithme CZ (voir Sous-Section 2.2.4 du Chapitre 2), a savoir
le calcul & partir d’'un automate A de Glushkov étendu possédant (1 + 1)
états d'une ERA E de taille n telle que l'automate des positions de E soit
isomorphe a A.

6.1 Quelques Définitions

Dans la suite de cette section, nous utilisons une forme particuliere des
ERA qui facilite I'étude de la traversabilité des facteurs.

Soit E = ~=,.;(E1,,) une ERA sur un alphabet X. L'ERA E est plate
si et seulement si pour tout entier k de 'intervalle [1, 1], 'ERA Ej est soit
un symbole de X, soit 'ensemble vide. Une ERA E est en forme amplifiée
(FoAm) si elle est plate, totale et O-linéaire. Toute ERA E = ~rI.p (ELH)
en FOAm sur un alphabet X est alors notée E = ~r.3 (61, .. .,en) avec
pour tout k € [1,n], ex est un symbole de X.

Nous manipulons également des automates acyclique particuliers, les
automates en ligne, définis de la fagon suivante : un automate acyclique
A= (%,Q,I,F, o) esten ligne si et seulement pour tout couple d’états (g,4’)
de Q? tel que q # ¢/, il existe soit un chemin de g vers ¢/, soit un chemin
de g’ vers g.

Ainsi, un automate est en ligne si et seulement s’il admet un unique
chemin hamiltonien, c’est a dire un chemin passant par tous les états de
l'automate une et une seule fois. Les transitions de ce chemin induisent
un ordre total sur 'ensemble des états, et en conséquence, tout automate
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Lemme 6.1

6.2. CONSTRUCTION DIRECTE POUR UNE ERA SANS ETOILE

en ligne admet un unique tri topologique de ses états. Rapelons qu'un tri
topologique d’un automate acyclique A = (%£,Q, [, F,J) est une bijection
7 de Q vers [0,#Q — 1] telle que pour tout couple d’états (g,4") de Q?,
7(q) < 7(q’) implique qu’il n’existe pas de chemin de ¢’ vers 4.

Un automate standard, homogene et en ligne est appelé ASHE. Soit
A= (%,Q,{q0},F d)un ASHE a (n +1) états et T son tri topologique. Sans
perte de généralité, on peut supposer que A est trié selon T, c’est-a-dire
que ses états sont numérotés selon leur position dans le tri topologique T,
la position de 1'unique état initial étant 0. Par conséquent, Q = [0,n] et
go = 0. Par exemple, I'automate de la Figure 6.1 est un ASHE trié. Puisque
A est standard et homogene, il est possible de définir un étiquetage des
transitions selon 'application hy de Q vers X tel que pour tout état g de
Q\ {90}, ha(g) est le symbole de toute transition entrant dans 1'état 4.
Finalement, nous considérons V'automate jumeau A’ = (¥/,Q, {0}, F,¢’) de
A, défini sur 'alphabet &/ = [[1, 1] et tel que ¢’ est une fonction de Q x ¥’
vers 29, avec (p,q,q) dans ¢’ si et seulement si (p,ha(q),q) dans 6. Un
automate jumeau est clairement un ASHE trié. Par exemple, I'automate
de la Figure 6.2 est 'automate jumeau de ’ASHE trié gle la Figure 6.1.

F1GUre 6.1 — Un ASHE Trié FIGURE 6.2 — et son Automate Jumeau.

6.2 Construction Directe pour une ERA sans Etoile

Dans cette section, nous montrons comment calculer un NFA A possé-
dant (n + 1) états, a partir d'une ERA E sans étoile de largeur n, tel que
L(A) = L(E). Nous montrons tout d’abord que toute ERA E sans étoile
peut étre transformée en une ERA E’ en FoOAm reconnaissant le langage
L(E"), avec E’ 'expression @-linéarisée de E. Puis nous utilisons les pro-
priétés de la FoAm pour calculer un automate reconnaissant L(E”). Enfin,
par délinéarisation, nous obtenons alors un NFA reconnaissant L(E).

Tout d’abord, montrons que pour toute ERA E sans étoile, il existe
une ERA équivalente n"utilisant que des opérateurs de multi-tildes-barres.
Ensuite, nous démontrons l'existence d'une ERA plate équivalente a E.

Soit E une ERA sans étoile. Il existe une ERA F = ~=;(F1,) vérifiant les
propriétés suivantes :

(1) F est de méme largeur que E,

(2) L(F) = L(E),

(3) Tout opérateur utilisé par F est un opérateur de multi-tildes-barres,

(4) Aucune occurrence de € n’apparait dans F.

Démonstration. Par induction sur la structure de E. En appliquant les regles
de la Table 6.1 récursivement, il est possible de construire une ERA en
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multi-tildes-barres F équivalente a E, de méme largeur alphabétique, et
telle que toute sous-ERA de F est soit un symbole, soit une occurrence de

I'ensemble vide, soit une ERA en multi-tildes-barres. O
E' — F
@ - ~0,0(?)
€ — ~ano (2)
a — ﬁ@}@ a
/ / —_— !/ /
El-BE — ~o0(E1 By)

TABLE 6.1 — Regles de Transformation en MTB.

Exemple 6.1 Soit E= (a+b) - ¢ une ERA. Considérons l'expression F suivante :

F= T<z>;(1,1)( ~o0l ﬁ(l,l),’@( ﬁ(l,Z),(Z,B);@(a’ ?,b)), v(1,1),-@(‘3)))'
L’expression F est obtenue par les transformations de la Table 6.1 appliquées sur
I'expression E. Les arbres syntaxiques des expressions sont représentés Figure 6.3.

=~

@;(1,1)
| |
o :
a0 10 - -
| | | |
~(12),23)0 c + c
NG \
a (%) b a / b

FIGURE 6.3 — Les Arbres Syntaxiques de F et de E.

Lemme 6.2 Soit E = ~=.p(E1,) une ERA telle que tout opérateur de E soit un opérateur de
multi-tildes-barres et telle qu’aucune occurrence du mot vide n’apparaisse dans E.
Alors il existe une ERA F plate, de méme largeur que E et telle que L(F) = L(E).

Démonstration. Supposons qu'il existe une sous-ERA E' = ~=,..,(E{ )
de E telle qu'il existe un entier k dans [1, n'] vérifiant E; = =g (E{’ m)
Considérons les listes suivantes : '
T (et <R,
T_< ((+k—1,f+k-1)|(,f)eT" si (k) ¢ T UB,
2T\ ((+k=1,f+k=1)| (i,f) € T")\ (k,k+n' —1) sinon,
T < (A f+m=1)|(i,f)eT Ni<k<f)
3 U((+m—=1f+m—=1)|Gf)eT Ak<i),
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By = ((i,f) € B'| f <k),

5, _( ((+k—1,f+k—1)| (i f) e B") si (k,k) ¢ T'UB/,
T\ (i+k=1,f+k—=1)|(i,f) € B")\ (kk+n" —1) sinon,
Bg,:( ((1:,f—|—m—1)|(i,f)eB//\1<k§f) '
U(((i+m—1,f+n"=1)|(i,f) € B A k<i).
El sil <k,
Pour tout! de [1,n"+m —1], posons F| = ¢ E/' ., sik<I<k+m—1,

Elfm 41 sinon.
Considérons alors l'expression F' = ~= 05 0 g (F pw 1) On
peut vérifier que E’ et F/ sont équivalentes, et ainsi on peut remplacer
E' par F' dans E.
En appliquant récursivement cette transformation a toute sous-ERA en
multi-tildes-barres de E, on obtient une expression F plate, équivalente a
E et de méme largeur. O

Exemple 6.2  Soit F I'expression de I’Exemple 6.1 et G 'expression suivante :
G = ~=12),13),03), 4404 (@D bec).
L’ERA plate G est équivalente a F. Les arbres syntaxiques des expressions G et F
sont représentés Figure 6.4. Remarquons que les représentations graphiques de G
et de F sont identiques, d savoir :

a0 b ¢
~o10)
|
o0 ~701,2),(1,3),(2.3),(44);(14)
o - \7 / / N\ \
) ~ano a” @ b c
\ \
~~1,2),(2.3),0 ¢
‘ \
a %)

FIGURE 6.4 — Les Arbres Syntaxiques de F et de G.

Le Corollaire 5.2 permet de transformer toute expression plate E’ en
une expression plate et totale E” équivalente. L'expression @-linéarisée
de E”, notée E"”, est en FoAm, et les propriétés vérifiées par cette forme
nous permettent de construire un automate reconnaissant L(E” b) tres fa-
cilement.

Proposition 6.1 Soit E une ERA sans étoile. Soit E’ I'expression @-linéarisée de E. Alors il existe
une expression E' en FoAm équivalente a E°. L'ERA E' est apellée FoAm de E.

Démonstration. Selon le Lemme 6.1 et le Lemme 6.2, il existe une ERA F
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plate et équivalente a E. Soit F’ I'expression @-linéarisée de F. Puisque les
opérateurs de multi-tildes-barres sont compatibles avec la linéarisation, les
langages L(F) eth(L(F') NPos(E)) sont égaux. Soit E’ la FoTo de F'. Selon
le Corollaire 5.2, les expressions F’ et E’ sont équivalentes. Ainsi, E’ est en
FoAm et reconnait le langage L(E"). O

Exemple 6.3 Considérons les ERA E, F et G de I'Exemple 6.1 et de I’Exemple 6.2. Considérons
I'expression H suivante et sa représentation graphique :

H= =~ a,2,b,c),

(1,2),(1,3),(2,3),(24),(44);(1,1),(1,4),(2,2),(24),(3,3) (

“oT <.
Les expressions E, F, G et H dénotent le méme langage. L'expression linéarisée de
H, définie par
H, = =~

est lan FoAm de E.

(1,2),(1,3),(2,3),(24),(44);(1,1),(1,4),(2,2),(24),(3,3) (1’ L2, 3)

Définition 6.1 Soit E une ERA sans étoile et E' = ~ g (e1,...,en) la FoAm de E. Considé-
rons le NFA A" = (X', Q', I', F',¢") défini par :
-)¥ ={e1,...,en},
-) Q' =%"U{eo},
(-)I'={eo},
() F' = {en} Ufer | (k+1,m) € T'},
()8 ={(ex,er,ep) €EQxExQ |K=k+1V (k+1,K-1)eT}.
Le NFA A’ est appelé automate caractéristique de E.

Lemme 6.3 Soit E une ERA sans étoile et soit A’ I'automate caractéristique de E. L'automate
A’ est homogene, standard et en ligne.

Démonstration. Par construction de ’automate caractéristique selon la Dé-
finition 6.1. O

Proposition 6.2 Soit E une ERA sans étoile, E' = ~ g (e1,...,en) la FoAm de E et A’ I'auto-
mate caractéristique de E. Soit w = wy - - - wy, un mot tel que pour tout entier k
de [1,n]), wy est dans {¢, e }. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(1) w est dans L(A"),
(2) w est dans L(E’).

Démonstration. Posons A’ = (¥/,Q’,I',F',d).

(1)<=(2) Supposons que w est dans L(E’). Par construction de A’, pour
tout entier k de [0,n — 1], ey, est dans &’ (e, ex11). Puisque E’ est une ex-
pression totale, selon le Lemme 5.8, pour tout facteur e-maximal w; - - - w Iz
le couple (i, f) est dans T'. Par construction de A’, cela implique que e,
est dans ¢'(e;_1,ef,1) si f # n et que ¢;_; est dans F’ sinon. Ainsi w est
l’étiquette d’un chemin réussi de A’.
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Définition 6.2

Proposition 6.3

Exemple 6.5

6.2. CONSTRUCTION DIRECTE POUR UNE ERA SANS ETOILE

(1)=(2) Soit w l'étiquette d’un chemin réussi de A’. Pour tout facteur
e-maximal w; - - - wy, soit le chemin contient une transition (ej_1,e Fi1,€ f+1)
si f # n, soit I'état e;_1 est final, et par construction de A’, (i, ) est dans
T'. Selon le Lemme 5.8, w est dans L(E’). O

Considérons 'ERA E et sa FoAm H' de I'Exemple 6.3. L'automate caractéristique
de E, calculé a partir de H' est I'automate représenté Figure 6.5.

FIGURE 6.5 — L’Automate Caractéristique de E.

Finalement, pour obtenir un automate reconnaissant le langage de l'ex-
pression de départ, nous délinéarisons I'automate caractéristique A en le
projetant de Pos(E) vers X et en éliminant tout élément de Posg(E).

Soit E une ERA sans étoile sur un alphabet ¥. Soit A" = (¥/,Q',I',F', )
I'automate caractéristique de E. Soit le NFA A = (£, Q, I, F, ) défini par :

(-) Q = Pos(E) U {0},

() 1= {0},

(-) F = F'NPos(E),

()0 ={(q,he(ex),q) € QXL x Q| (q.eq) €'}

Le NFA A est appelé automate projeté de E.

Soit E une ERA sans étoile de largeur n et soit A I'automate projeté de E. Le NFA
A possede (n + 1) états et reconnait le langage dénoté par E.

Démonstration. Soit E' la FoAm de E et A’ = (¥/,Q’,I', F/,¢") 'automate
caractéristique de E. Posons A = (%£,Q, I, F, ).

Par construction, on a #Q = #Pos(E) + 1 =n+ 1.

Soit w un mot de L(E). Par construction de E’, il existe w’ de L(E’)
tel que hg(w’) = w. Trivialement, w’ est dans Pos(E)*. Selon la Proposi-
tion 6.2, w’ est dans L(A’). Ainsi, il existe un chemin réussi étiqueté par
w' dans A’ ne passant que par des états ¢, de Q' tels que hg(e;) # @. Par
conséquent, par construction de A, il existe un chemin réussi étiqueté par
hg(w') dans A. Puisque hg(w') = w, w est dans L(A).

Soit w un mot de L(A). Par construction de A, il existe un chemin
réussi étiqueté par w' dans A’ tel que hg(w') = w et tel que w’ est dans
Pos(E)*. Selon la Proposition 6.2, w’ est dans L(E’). Selon la Définition 4.2,
les langages L(E) et hg(L(E') NPos(E)*) sont égaux. Ainsi, hg(w') = w
est dans L(E). O

Considérons I'ERA E et son automate caractéristique A’ de I’Exemple 6.4. L'au-
tomate projeté de E, calculé a partir de A’ est I'automate représenté Figure 6.6.

131



Définition 6.3

Proposition 6.4

CHAPITRE 6. CONVERSION DES ERA EN NFA ET VICE VERSA

FIGURE 6.6 — L’Automate Projeté de E.

6.3 Extensions des Fonctions De Glushkov

Dans cette section, nous étendons le calcul des fonctions de Glushkov
aux multi-tildes-barres en FoTo.

Soit E = ==, ,(E1,n) une ERA @-linéaire en FoTo, | un entier de [1,n] et x un
élément de Pos(E;). Les fonctions de Glushkov de I'ERA E sont :

(6.3.1) Pos(E):U Pos(Ey),
k=1

e si(l,n)eT,
@ sinon,

(6.3.2) Null(E)= {

. [ First(Eq)U
(6.3.3) First(E) = { (First(Ey) |k € [2,n] A (Lk—1) € T},

[ Last(En)U
(6.3.4) Last(E) = { {Last(Ep) |ke [1,n—1] A (k+1,n) € T},

Follow(x, E;) sil=n
V x ¢ Last(E)),
(6.3.5) Follow(x, E)= ¢ Follow(x, E;) UFirst(x, E; ;1)U
{First(Ey) | I € [l +2,n] A
(I1+1,0I'-1)eT} sinon.

Soit E = ==, ,(E1,x) une ERA @-linéaire en FoTo obtenue par @-linéarisation
d'une ERA E', et soit Gg son automate de Glushkov. Alors :
L(E) = L(Gg).

Démonstration. La définition des fonctions de Glushkov sur les opérateurs
+, - et * induisent :
(P1) x € X & x € Pos(E),
(P2) Null(E) = { {e} sie € L(E),
@  sinon,

(P3) 3w =x-w' € L(E) < x € First(E),
(P4) Iw=w'-x € L(E) & x € Last(E),
P5) Iw=w"--x-x'---w € L(E) & x’ € Follow(x, E).

Montrons que les propositions (P1) a (P5) sont toujours vraies lors de
I'extension aux opérateurs de multi-tildes-barres.
(P1) Pos:x € Xp < Jk € [1,n] | x € Zg, < x € Pos(E).
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(P2) Null: ¢ € L(E) < E est (1,n)-traversable < (i, f) € T.

(P3) First : (=) Soit w = x - w’ un mot de L(E). Selon la Définition 5.2, w
admet une décomposition w; - - - w, telle que pour tout entier k de [1,1],
wy est dans L(E;) U {e}. Puisque w est linéaire, il existe un unique I de
[1,n] tel que w; = x -w) € L(E;). Par définition, x € First(E;). Sil =1,
selon la Définition 6.3.3, First(E;) C First(E). Si | # 1, wq---w;_1 est
un facteur e-maximal. Selon le Lemme 5.8, (1,/ — 1) est dans T. Selon la
Définition 6.3.3, First(E;) C First(E). Par conséquent, x est dans First(E).

(<) Soit x dans First(E). Alors il existe un entier I de [1,n] tel que
x est dans First(E;) et soit | = 1, soit I # 1 et (1,I — 1) est dans T. Par
définition, il existe un mot w; = x - w} dans L(E;). Considérons le mot
W = w, - w1 - - wy tel que pour tout k de [I,n], wy € L( Ex ).Sil =1, w
n’a aucun facteur e-maximal par construction, et ainsi selon le Lemme 5.8,
w estdans L(E). Sil # 1, le facteur wy - - - w;_1 est le seul facteur e-maximal
de w. Puisque (1,] — 1) est dans T, selon le Lemme 5.8, w est dans L(E).
(Pg) Last : La preuve est similaire a (P3) en raisonnant sur le dernier sym-
bole des mots.

(P5) Follow : Soit I I’entier de [1, 1] tel que x € Pos(E).

(=) Soitw = w' - x-x" - w” un mot de L(E). Selon la Définition 5.2, w
admet une décomposition w; - - - w, telle que pour tout entier k de [1, 1],
wy est dans L(Ey) U {e}. Soit I’ I'entier de [1,n] tel que x’ € Pos(Ey). Trois
cas sont a traiter. (a) Si /| = I, alors w; = w) - x - x" - w}’. Puisque w; est dans
L(E;), par définition, x" est dans Follow(x, E;). Selon la Définition 6.3.5, x’
est dans Follow(x,E). (b) Sil' =141, w; = w) - x et wy = x" - w},. Par défi-
nition, x est dans Last(E;) et x’ est dans First(E ). Selon la Définition 6.3.5,
x" est dans Follow(x,E). (c) Supposons que I # 1" et I’ > [+ 2. Alors
w; = w;- X, Wy = x' - wy et wyyq - - wp_q est un facteur e-maximal dans w.
Selon le Lemme 5.8, (I +1,1" — 1) est dans T. Selon la Définition 6.3.5, x’
est dans Follow(x, E).

(<) Soit x" un élément de Follow(x, E). Selon la Définition 6.3.5, trois
cas sont a traiter. (a) Supposons x" est dans Follow(x, E;). Par hypothese,
il existe un mot w; = wj - x - x" - w) dans L(E;). Soit w = wy - - - w; - - - w, un
mot tel que pour tout k de [1,1], w € L( Ej ). Le mot w ne posséde aucun
facteur e-maximal et selon le Lemme 5.8, w est dans L(E). (b) Supposons
x est dans Last(E;) et x’ est dans Follow(x, E;;1). Par hypothese, il existe
w; = w; - x dans L(E;) et w;1 = x" - w); dans L(E;;). Considérons le mot
W=w W Wi - - Wy, tel que pour tout k de [1,n], w € L( Ey ). Le mot
w ne posséde aucun facteur e-maximal et selon le Lemme 5.8, w est dans
L(E). (c) Supposons que x est dans Last(E;) et qu’il existe I’ dans [1, n] tel
que x’ est dans First(Ey) et (I+ 1,1’ — 1) dans T. Par hypothese, il existe
w; = w; - x dans L(E;) et w41 = x"-wj , dans L(Ej1). Considérons un

mot w = wy - - - Wy - W41 - - - Wy, tel que pour tout k de [1,n], w € L( E; ). Le
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facteur wy,q - - - wy_q est le seul facteur e-maximal de w, et par hypothese,
(I4+1,I"’—1) estdans T. Selon le Lemme 5.8, w est dans L(E). O

Soit E = (a+b) -a* une ERA totale et E' = (1+2) -3* lexpression

O-linéarisée de E. Les fonctions de Glushkov de I'expression E ainsi que celles
étendues a la position 0 sont données Table 6.2. L'automate des positions de E et
I'automate des follows de E sont représentés Figure 6.7 et Figure 6.8.

Pos(E) = {1,2,3} Poso(E) = {0,1,2,3}

Null(E) =@

First(E) = {1,2,3}  Follow((0,E) = {1,2,3}

Last(E) = {1,2,3} Lasty(E) = {1,2,3}
Follow(1,E) = {3} Follow((1,E) = {3}
Follow(2,E) = {3} Follow((2,E) = {3}
Follow (3, E) = {3} Follow( (3, E) = {3}

TABLE 6.2 — Les Fonctions de Glushkov de I’Expression E.

0)—1,2,3
FIGURE 6.7 — L’Automate des Positions FIGURE 6.8 — L’Automate des Follows
de E. de E.

6.4 Dérivées et Dérivées Partielles d’'une ERA

Dans cette sous-section, nous étendons les formules de dérivation et
de dérivation partielle aux ERA en multi-tildes-barres, et nous montrons
que les propriétés nécessaires a la construction d’'un automate fini sont
conservées, a savoir le lien entre le quotient d’'un langage et la dérivée
d’une expression le dénotant, ainsi que le caractére fini du cardinal de
I'ensemble des dérivées et de celui des dérivées partielles.

Pour cela, nous allons découper les listes sur lesquelles porte 1'opé-
rateur de multi-tildes-barres. Soit n un entier positif et soit S une liste
de S,. Soit k un entier de [1,n]. On note la liste S<j (resp. S>¢) la liste
Sck=((,f) €S| f<k)(esp.Ssk=((i—k+1,f—k+1)€S|i>k)).
Remarquons qu’une renumérotation est réalisée lors du calcul de S~, cor-
respondant a une translation.
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Exemple 6.7 Considérons la liste S = ((1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(3,4),(4,4)) de S4

Proposition 6.5

représentée graphiquement dans la Figure 6.9. Ainsi, les listes S<p et S>3 sont
définies par
S<2 =((1,1),(1,2)),
S>3=(8-3+1,4-3+4+1),4-34+1,4-3+1)) =((1,2),(2,2)).
Ces deux listes sont représentées dans la Figure 6.10.

t 1 + 2 + 3 + 4 4
FIGURE 6.9 — La Suite S. 1 2

FIGURE 6.10 — Les Suites S<; et S>3.

Nous montrons alors comment calculer le quotient du langage dénoté
par une multi-tildes-barres totale, puis nous étendons les formules de dé-
rivation (Définition 2.5) et de dérivation partielle (Définition 2.7) aux ERA.

Soit E = ~~p (ELn) une ERA totale sur un alphabet ¥. et a une lettre de .

Posons :
{ ( 71" >2;B>2 (EZ,n))U

Uke[[z n]] A (k-1)er@ (L(Eg)) - L( "y iBogs (kL) )-
Ona:L =

Démonstration. Par induction sur la structure des ERA, sur le nombre
d’opérateurs et sur le nombre de couples des opérateurs a contraintes.
Selon le Lemme 1.4, pour toute expression rationnelle simple, a ! (F) est
calculable par induction. Nous étendons ces formules sur les ERA.

Soit w un mot de L. Montrons que a - w est dans L(E). Par hypo-
these, il existe un entier k dans [1,7] tel que w soit dans a~'(L(Ey)) -
L( ﬁTzkH;szH(EkH,n)) et tel que si k # 1, alors le couple (1,k —1) est

dans T. Ainsi, w se décompose en wy - w’ avec wy dans a '(L(Ey)) et w’
dans L( ﬁTZM,BZM(EkH,n)). Par définition, wy € a~!(L(E;)) implique
a - wy € L(Eg). Selon la Définition 5.2, w’ se décompose en wy_, - - - w;, et il
existe une sous liste libre U de Ty générant w’ telle que w’ vérifie toute
barre de B>k 1 selon U. Considérons alors le motv = a-wy - w' = a-w. Par
construction, v se décompose en vy - - - v, avec vy = a - Wy et vy = w), pour
tout k' supérieur a k. (I) Montrons qu’il existe une sous-liste T’ de T géné-
rant v. (@) Si k = 1, considérons la liste T = ((i +k, f +k) | (i, f) € U).
Puisque v1 = a-w;y # € et v; € L(E;), T' est une sous-liste libre de T
générant v. (b) Si k # 1, considérons la liste T’ définie par
T'=((i+kf+k|Gf) eUU(dk-1).
Par hypothese, (1,k — 1) est dans T. Puisque vy = a - wy # ¢ et vy € L(Ey),
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T’ est une sous-liste libre de T générant v. (I) Montrons que v vérifie
toute barre de B selon T’. Par hypothese, w’ vérifie toute barre de B>yq
selon U. Par définition de By, 1, la barre (i, +k, f, + k) est dans B si et
seulement si (7, f;) est dans B>y.1. Montrons alors que si w’ vérifie la
barre (i, fp) de B>ki1 selon U, v vérifie la barre (i, + k, f, + k) de B selon
T'. Selon la Définition 5.1, soit U contient une tilde (i, f;) chevauchant
ou incluant (7, f) et par construction T’ contient une tilde (i + k, f; + k)
qui inclut ou chevauche (i, + k, f, + k), soit wfb FIRRE w}b Lk 7 € et ainsi
vgb RER w;b 1« 7 & De plus, toute barre commengant en un rang inférieur
a k est vérifiée soit en étant chevauchée ou soit en étant incluse dans le
couple (1,k—1) de T/, et toute barre commencant en k est vérifiée puisque
vy # e. Par conséquent, v vérifie toute barre de B selon T’. Finalement,
selon la Définition 5.2, v = a - w est dans L(E).

Soit w un mot de a~'L(E). Montrons que w € L'. Par définition, le mot
v = a-w estdans L(E). Ainsi, selon la Définition 5.2, il existe une sous-liste
libre T" de T telle que v = v; - - - vy, avec pour tout k de [1,n], vy = ¢ s'il
existe (i, f) dans T’ tel que k est dans [i, f], vx € L(Ey) sinon. Ainsi il existe
k dans [1,n] tel que vy = a-w; € L(E). Sik # 1, puisque v; - - - v est
un facteur e-maximal et que T génere v, (1,k — 1) est dans T'. Par hypo-
these d’induction, w}, = a~!(v;) est dans a~!(L(Ey)). Considérons le mot
W' = Ugyq--- v, et montrons quil appartient a L( szkH;szH(Ek“'”))'
Considérons la liste U définie par :

U=((i—kf—k)| G f) e T\{(Lk=1}

Par construction, U est une sous-liste libre de T 1, et puisque T’ génere
v, alors U génere w'. Montrons que w’ vérifie toute barre de B~y 1 selon U.
Par hypothese, v vérifie toute barre de B selon T'. Par définition de B>i11,
la barre (i, + k, fp + k) est dans B si et seulement si (i, f,) est dans B>gy1.
Montrons alors que si v vérifie la barre (i, + k, f, + k) de B selon T, alors
w' vérifie la barre (i, fy) de B>ky1 selon U. Selon la Définition 5.1, soit
T’ contient une tilde (i; + k, f; + k) qui inclut ou chevauche (i, + k, f, + k)
et par construction U contient une tilde (it, ft) chevauchant ou incluant
(ip, fp), soit v§h+k- . w;h+k # ¢ et ainsi w§h+k . ~w}h+k # ¢. Par conséquent,
w' vérifie toute barre de B>yyq selon U. Selon la Définition 5.2, w’ est
dans L( =~ (Ex41,1))- Ainsi, puisque w}, est dans a~'(L(Ey)), w

~=
Tsk11:B>k41

est dans a ML(Ey)) - L( o . (Ek+1,1))- De plus, si k # 1, le couple
(1,k — 1) est dans T. Finalement, selon la Définition 6.4, w est dans L'. 0

Soit E = ==, 5(E1,n) une ERA totale sur un alphabet ¥ et a dans ¥. Alors :

d —_
da (El) ’ /\rdTZ2?BZ2 (EZ,H)
TLk-1)er d_a(Ek) " TonBan (Ex+1,0),

0
Q(E) _ a_a(El) ’ /\;TZZPBZZ (EZ,H)
o VU k-1)er a_n(Ek) ' ¢T2k+1;32k+1 (Ek+1’")‘
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Proposition 6.7
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Nous considérons I’extension usuelle de la dérivation (partielle ou non)
par un mot w, a savoir :

up]

siw =g,
L(E)=9 4,4 : /
dy Z(d_’<E)) S1W — W ‘a62+,
3 _ siw =g,
aw(E) - { a—(%(E)) siw=w'-aeX".
Nous montrons alors les propriétés liant les dérivées et les dérivées

partielles puis nous montrons le lien avec le quotient du langage dénoté
par une expression dérivée.

Qo ™

Soit E = ==, ,(E1,) une ERA totale sur un alphabet ¥ et w un mot de L*.
Alors : ,

i (E) ~aci Ypeop)E

Démonstration. Par récurrence sur la longueur de w et par induction sur la
structure de I'expression. Selon le Théoreme 2.6, pour toute expression ra-
tionnelle simple E, diw (E) ~acr Lpre 2 (E) E’. Nous étendons cette propriété
sur les ERA totales.

Siw=¢,0na %(E) = a%(E) =E.

Supposons w = a. Par hypothese d’induction, pour tout k de [1,#],
%(Ek) ~ACT Lpre 2 (Ey) E'. Par conséquent, selon les formules de la Défini-
tion 6.4,

d%(E) ~ACI ZE’G%(E) E'.

Considérons w = w’ - a dans . Alors :
- (E) = 72-(E) = (£ (E)).

Par hypothese de récurrence,

%(E) ~ACI ZE’E%(E) E'.
Ainsi, ’

,;‘zi_ﬂ(% <E)) ~ACI ;_ﬂ (ZE/G%(E) E/> = ZE/G%(E) d% <E/)'

Par hypothése d’induction, en applquuant le cas de base pour un mot de
longueur 1,

4(E") ~ac Ypre 2 ey E"-

Par conséquent,

d E) ~ E' = E/
dw,ﬂ() ACI ZE’GBZ%(E),E”G%(E’) ZE'eﬁ(E) .

O

Soit E = == (E1,,) une ERA totale sur un alphabet ¥ et w un mot de ¥.*.
Alors :

L(E(E)) = Upep ey L(E).

w

Soit E = ~=, ,(E1) une ERA totale sur un alphabet ¥ et w un mot de ¥.*.

137



Lemme 6.4

CHAPITRE 6. CONVERSION DES ERA EN NFA ET VICE VERSA

Alors :

Démonstration. Par récurrence sur la longueur de w. Selon la Proposi-
tion 2.1, pour toute expression rationnelle simple E, L(diw (E)) = w ' (L(E)).
Nous étendons cette propriété sur les ERA totales.

Siw =¢, L(£(E)) = L(E) = w (L(E)).

Supposons w = a dans X. Par hypothse d’induction, pour tout entier k
de [1,n], a Y(L(Ey)) = L(%(Ek)). Selon les formules de la Proposition 6.5
et de la Définition 6.4, a' (L(E)) = L({(E)).

Supposons que w = w' - a est dans 7. Alors :

LU (E) = Lz4-(E) = L (L (E))).
Selon le cas de base pour w = a, pour toute expression F,
a~!(L(F)) = L((F))-

L(# (£ (E))) = a (L(F (E))).
Par hypothese de récurrence,
w' "N (L(E)) = L(£5 (E)).
Par conséquent,

(L () = a7 (W IL(E)) = (w/a)L(E) = w™L(E).

s

Par conséquent :

O

Nous démontrons enfin que les ensembles de dérivées et de dérivées
partielles sont des ensembles finis, et nous présentons un exemple de
construction. Le lemme suivant permet de majorer le cardinal de l'en-
sembles des dérivées partielles d'une expression par rapport aux mots de
T

Soit E = ~=, »(E1,,) une ERA totale sur un alphabet ¥ et w dans L. Alors :

T;
d ] _
0w E) - Uw:uv/\v;ﬁs Uz:] a_v(Ek) ’ /\rTzkH?szH (Ek+1/71)'

Démonstration. Par récurrence sur la longueur de w.
Soit a une lettre de X. Selon la Définition 6.4,

9 _
2 (p) = 5 (E1) - ’\faTzz;Bzz(Ez,n)
dg - 9 .
Wak-ver 5 (E0) - 1, b, (Errin).
La propriété est ainsi vérifiée pour les mots de longueur 1.
Supposons que w = w’ - a est dans 7. Si w’ = ¢, le cas a déja été traité.
Sinon :

3= (E) = 32-(E) = (3% (E)).
Pour tout k de [1,n], posons Ry = ~rB, Ek,n)-

Par hypothese de récurrence,

9 9

W(E) - Uw’:u’v’/\v’yés U;clzl a_v,(Ek) : Rk+l~
Trivialement, %(E) C A avec
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A= Uw’:u’v’ Uzzl a%,(Ek) ' Rk+1-

Ainsi
2((E) € 2(A).
De plus,
a%(A) = Uw’:u’v’ Uzzl %(%(Ek) : Rk+1) CB
avec

B = Uw=uv UZ:] %(Ek) “Ri41 U a%(Rk—&-l)'
Par hypothese de récurrence,

s (Ri1) © Ui & (Ew) - Ry
De plus,
Uk—ii1 2 (Ex) - Re C Uproy 2 (Ew) - Ry
Par conséquent,
B C Uyr—wor U=t 3% (Ex) - Rep1 U 57 (Ex) - R
= Uw’a:u’v’u UZ:] %(Ek) : Rk+1

C Uw:uv/\v#e U;cl:l % (Ek) : szkﬁ-l}szﬁ-l (Ek+1r”) :

Soit E une ERA totale et D I'ensemble des dérivées partielles de E. Alors :
#Dp < |[E| + 1.

Démonstration. Par induction sur la structure de E et sur sa largeur. Posons
n = |E|. Considérons D} l'ensemble des dérivées partielles de E par rap-
port aux mots de £ . Selon le théoréme 3.4 de [2], pour toute expression
rationnelle simple F, #D{ < |F|.

Posons E = ~~ ., (E1,4) et soit ¥ son alphabet. Pour tout k de [1,n],
posons Ry = ~TuBe (Ek,n). Selon le Lemme 6.4,

DE = Uw€Z+ a%,(E)
- Uw62+ Uw:uv U;cl:l B%(Ek) : Rk+l

= Uves+ Uizt 3 (Ex) - Rga.
Par conséquent,
#Df < #Upex+ Uizt o (Ex) - Resr
< #Upes+ Uizr o (Ex)
< Yk #Dp,
< Y1 |Ex| = |E[ = n.
Ainsi, puisque
#Dp = #Df U 2(E),
on a
#Dp <n+1.

Soit E une ERA totale et Dg l'ensemble des dérivées de E. Alors :
Dk est un ensemble fini modulo ACI.
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Démonstration. Considérons X 1'alphabet de E. Soit D}, I'ensemble des dé-
rivées partielles de E. Selon la Proposition 6.8, #D < n + 1. Selon la
Proposition 6.6, pour tout w de %, %(E) ~ACI ZE'eai(E) E’. Par consé-

quent, il existe au plus 2"+1 dérivées différentes modulo ACI, et Df est un
ensemble fini modulo ACI. O

Considérons 'ERA en FoTo E = == |y 55 19 ((a+b),(a+Db)) -a* représen-

tée par (a+Db )(m) -a*. Les dérivées et les dérivées partielles de E sont

les expressions suivantes :

S ERSEN
—
m

S—
1

m

I
= S S S

I
_y
B

¢

|

S

+

S

K~
*

+

S
*

N

S=
—
™
S~—
Il
S
P
—~
i)
+
S
SN—
—~
i)
+
()
SN—
N—
N

L(a+b ~a*+a*):dia(w~a*)+diﬂ(a*)
=4(a+b)-a*+ £ @) +a,

d%(a—i—b)-a*—l—a*—l—a*,
Zﬂ*—i-ﬂ*—i-ﬂ*,
~acr @,

d%(zﬂ—b a*ra)=4(a+b ~a*)+d%(a*)

b

=

=f(atb)-a + {£@)+0,
= di;(a—l—b)-a*—i—@/
a*,
(a%) = a”,

S
—
_
*
S~—
I
S




Définition 6.5

6.5. C-CONTINUATIONS D’UNE ERA

2(E)=2((atrb)(atd))-a",
= ai(a—kb)- a+b ~a*ua%(a+b)-a*
={a+b -a*a*},
a%< a+b -a ):a%< a+b )-a*Ua%(a*),
={a"yufa},
={a"},
a%( a+b -a*)= a%( a+b )~a*Ua%(a*),
N e
5-(a%) ={a"},
a%(”*) =Q.
L'ensemble des dérivées de E est I'ensemble Dy = {E, a+Db -a* +a*,a*}.
L’ensemble des dérivées partielles de E est 'ensemble Dy = {E, a+b -a*,a*}.

L’automate des dérivées de E et I'automate des dérivées partielles de E sont repré-
sentés Figure 6.11 et Figure 6.12.

FIGURE 6.11 — L’ Automate des
Dérivées de E.

FIGURE 6.12 — L’Automate des
Dérivées Partielles de E.

6.5 C-Continuations d’'une ERA

Dans cette section, nous présentons une extension des formules de c-
dérivation de la Définition 2.9 et nous définissons les c-continuations d’une
ERA E. Nous commengons par établir la formule de c-dérivation d’une
ERA en multi-tildes-barres, puis nous montrons que dans le cas d’une
expression linéaire E sur un alphabet ¥, le langage dénoté par la c-dérivée
de E par un mot de X* est égal au quotient de L(E) par w.

Soit E = ~=_(E1,,) une ERA totale sur un alphabet . et a dans Y. Soit
K={keln]|£(E)#DOA(k=1V(Lk—1)€T)}. Alors

@ siK=0Q,
da(E) = { da(Ey) -

(Eky1,n) avec k = Min(K) sinon.
Nous considérons I'extension usuelle de la c-dérivation par un mot w :

E siw =g,
du(E) = { do(dy(E)) siw=w"-a € X",

T>k+1 B>k+l
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Soit E = ==, ,(E1,) une ERA totale @-linéaire sur un alphabet ¥. et w un
mot de ©*. Alors :
Ldu(E)) = 0} (L(E))

Démonstration. Par récurrence sur la longueur de w et par induction sur la
structure de E. Selon la Proposition 2.2, pour toute expression rationnelle
simple, L(d,(E)) = w™'(L(E)). Nous étendons cette propriété aux ERA
totales.

Considérons w = e. Ainsi, L(d,(E)) = L(E) = w ! (L(E)).

Supposons w = a. Par hypothese d’induction, pour tout k de [1,n],
L(d,(Eg)) = a~'(L(Ey)). Selon les formules de la Proposition 6.5 et de la
Définition 6.5, puisque E est @-linéaire, on a L(d,(E)) = a ' (L(E)).

Considérons un mot w = w'a. Alors on a :

w (L(E)) = a~ ! (w'"(L(E))).
Par hypothese de récurrence,

w'~Y(L(E)) = L(dw (E)).

Ainsi,

w (L(E)) = a~ ! (L(dw (E)))-
Par hypothese d’induction sur le cas de base de longueur 1,

a~!(L(dw (E))) = L(da(dw (E))) = L(dsw (E)) = L(duw(E)).
O

Nous montrons alors comment calculer la c-dérivée d'une ERA par
rapport a un mot w et nous démontrons que si cette dérivée est non-nulle,
alors sa valeur ne dépend que de la derniere lettre de w.

Soit E = ==, ,(E1,) une ERA totale Q-linéaire sur un alphabet ¥, ¥; l'alpha-
bet de E; pour tout I de [1,n]. Soit w = w' - w'" un mot de L et k un entier tel
que w" est le plus long suffixe de w appartenant a Xf. Alors :

dw(E) = Ay (Ei) - /\FT>k+1?B>k+1(Ek+l’n) sie € L(dy( /\FT<k—1?B<k—1(El’k71))),
w = = = . = =
@ sinon.

Démonstration. Par récurrence sur la longueur de w et sur la structure de E.
Le cas de base de la récurrence est le cas ot w = a. Selon la Définition 6.5,
la formule est vérifiée.

Supposons que la propriété soit vraie pour un mot w = w’ - w”.
Sidy(E) =D, dwa(E) = da (D) = Q.
Supposons maintenant que dy,(E) # @. Ainsi,
dw(E) = dw”(Ek) ) ﬁTzkH;szH(EkJrl,n)
ete e L(dw/ ﬁTgkflingfl (El,kfl) )
Deux cas sont a traiter :
(a) Supposons que a soit dans X. Alors :
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dwa<E) =d, (dw“ (Ek) : vTZk-%—l}sz-%—l (Ek+l,n))
=d, (dw“ (Ek)) : ¢T2k+1;32k+1 (Ek+l,n)
= dw”a<Ek> : ﬁTzkH;szH Ek+1,n)-
Puisque w’a est le plus long suffixe de w - a dans ¥} et que w' n’a pas
changé, la formule est vérifiée.
(b) Supposons que a est dans Xy avec kK’ > k+ 1. Alors, si ¢ ¢ L(dy(Ey)),
dwa<E) = da (dw”<Ek) . szk-*—l}sz-#l (Ek+l,n)) =Q.
Sinon ¢ € L(d,(E)) et
dwa(E) = da(dor (Ey) - ~ (Ek+1,n))

/\rTszrl;szJrl
- da( ﬁTszrl}szJrl (Ek+l,n) )
Sikk =k+1,ona

dwu(E) = da(Ek—H) ’ ﬁ(TzkH)zz;(szH)zz (Ek+2,n)'
Si k' > k+1, selon la Définition 6.5, soit (1,k' —k — 1) & Ty et alors
da M TopsBoin (Ek+1r”)> =9,

soit (1,k' —k—1) € T>pyq et
da g ST (Ek+1'”)) = da(Ex) - v(TZk-#l)Zk/_k+1/'(B2k/_k+1)Zk’_k+1 (Ekurl/”)‘
Le mot a est le plus long suffixe de w appartenant a ¥;,. Montrons alors

que ¢ est dans L(dyry» ngk’—l;ng/fl (El,k) )-

Par hypothese d'induction, ¢ appartienta L(dw =~ .5~ (E1k-1)); par

conséquent, w’ appartient a L( (Ey—1))- Puisque ¢ est dans

T B
L(dyr(Ey)), alors w” appartient a L(E;). Ainsi, selon la Définition 5.2, il
existe une sous-liste libre T' de T<;_; générant w’ et vérifiant toutes les
barres de B<;_1. Puisque w” est dans X", alors T’ est une sous-liste libre
de T<y géneérant w' - w” et vérifiant toutes les barres de B<x_;. Puisque
w” est dans X7, toute barre se finissant en k est vérifiée par w' - w” se-
lon T'. Par conséquent w’ - w” vérifie toutes les barres de B selon T'.

Selon la Définition 5.2, w = w’-w" est dans L(~~;_p (E1x))). Et par
conséquent, ¢ appartient a L(dy» ngking(El'k))' Si k' = k+1, la for-
mule est alors vérifiée. Si k' > k + 1, le couple (1,k' —k — 1) est dans
T>ks1, et par définition (k + 1,k — 1) appartient a T; par conséquent
(k+ 1,k —1) est dans T<yp_q. La liste T' U (k 4+ 1,k' — 1) est ainsi une
sous-liste libre de T<p_; générant w’ - w” et vérifiant toutes les barres
de B<j41. Puisque toute barre se finissant a un rang compris entre k + 1
et k' — 1 soit chevauche le couple (k+ 1,k' — 1), soit est incluse dans le
couple (k+ 1,k — 1), la liste T" U (k+ 1,k" — 1) est une sous-liste libre
de Ty _1 générant w’ - w' et vérifiant toutes les barres de B<p_;. Selon
la Définition 5.2, w = w' - w” est dans L( ~ Eip-1))). Et par

Eij_1)). La formule est alors

Tegr_1:Bopr (

conséquent, € est dans L(dw/wu /\FTgk’—l" By, (

vérifiée. U
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Soit E une ERA totale linéaire sur un alphabet .. Soit a un symbole de .. Pour
tout mot u, v de X*, la proposition suivante est vérifiée :

(dua(E) # @ A doa(E) # @) = dya(E) = doa(E).

Démonstration. Par induction sur la structure de E. Selon le Théoreme 2.3,
pour toute expression rationnelle simple F,
(dya(F) # D Ndya(F) # D) = dya(F) = dpa(F).
Nous étendons cette propriété sur les ERA totales.
Supposons que d,,(E) # @ et que dy(E) # @. Selon la Proposi-
tion 6.11, il existe k dans [1,n] tel que ua = u'u"a et va = v'v"a avec
u’a le plus long suffixe de ua dans X et v"a le plus long suffixe de va

dans X Alors
dua<E) = du”a(Ek) ) vTzk“;szH(Ek—l—l,n)-

Par hypothese d’induction,
du”a<Ek) = dv”a(Ek)-

Ainsi,
duu( ) du“a Ek) : T>k+1 Bsiin (Ek+1,n)
= dv”a(Ek> T>k+1;sz+1 Ek+1,n)
= dy,(E).

O

Cette unicité de la c-dérivée d'une ERA E par rapport a un mot wa
nous permet d’étendre la notion de c-continuation d’une expression par
rapport a une lettre aux ERA.

Soit E = ~=., (E1,x) une ERA totale @-linéaire sur un alphabet ¥ avec Xy
U'alphabet de Ey pour tout k de [1,n]. Soit x un symbole de ¥;. Alors :
cx(E) = cx(Ep) - Tzl+1rle+1 (El+1,n)

Démonstration. Par induction sur la structure de E. Comme x € %, il existe
un mot w de X* tel que dyy(E) # @ et donc cy(E) = dyy(E). Considérons
w = w' - w"” avec w" plus long suffixe de w dans ;. Ainsi w"x est le plus
long suffixe de wx dans Z;’. Selon la Proposition 6.11,

dwx(E) = dw”X(El) ) vT21+1;le+1 (EHL”)'
Puisque dyy(E) # @, alors dyy(E;) # @. Par induction sur la structure de
E, on a dyiy(E;) = cx(E;). Finalement,

Cx(E) = Cx(El) ) szlJrl;BzHl (El+1,n)~
|

Considérons 'ERA en FOTOE = ~=(, 1) 5.1 ((a+0b),(a+Db))-a* représen-

téepar (a+b)(atbh) -a Soit F= == oo ((142),(3+4)-5
I'expression Q-linéarisée de E.
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C](F) = C1<1 + 2) : v(l,l);@(:—; + 4) - 5*
=c(1)- 3+4 -5*
= 3+4 -5
C2<F) = C2<1 + 2) : v(l,l);®(3 + 4) - 5*
62(2) - 344 .5*
3+4 -5
C3 (3 + 4) - 5*
C3(3) - 5%
5*
cy(3+4)-5*
C4<4) - 5*
5*
¢5(57)
C5(5) - 5%
5*
Les c-continuations de F sont
Cr={ci1(F) =c2(F) = 3+4 -5 c3(F) = c4(F) = c5(F) = 5"}.
L’automate des c-continuations de F est représenté Figure 6.13.

c3(F)

c4(F)

cs(F)

FIGURE 6.13 — L’Automate des c-Continuations de F.

6.6 D’un NFA de Glushkov Etendu vers une ERA

Dans cette section, nous montrons qu’il existe une conversion efficace
en ERA pour les automates de Glushkov étendus, définis comme suit.

Soit A un automate. L'automate A est un automate de Glushkov étendu s’il
existe une ERA E telle que I'automate des positions de E soit isomorphe a A.

Nous montrons tout d’abord que tout automate & (n + 1) états stan-
dard, homogene et en ligne peut étre transformé en une ERA de largeur
n dans la Sous-Section 6.6.1. Nous étendons ensuite ce résultat aux au-
tomates acycliques dans la Sous-Section 6.6.2. Enfin, la Sous-Section 6.6.3
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étend l'algorithme CZ et permet ainsi de caractériser les automates de
Glushkov étendus. Dans la suite de cette section, nous considérons des
automates émondés.

6.6.1 D’un NFA Standard, Homogéne et en Ligne vers une ERA

Tout automate A a (n + 1) états standard, homogene et en ligne peut
étre converti en une ERA de largeur n. Nous montrons tout d’abord com-
ment calculer une ERA E’ dénotant le langage reconnu par l’automate
jumeau A’ de A, puis nous appliquons une délinéarisation pour obtenir
une ERA E de largeur n dénotant L(A).

Soit A" = (¥/,Q, {0}, F,¢") l'automate jumeau d'un NFA A. Soit n = #Q — 1.
Considérons les suites T' et B' définies par :
T'=((Gf)|f+1€d(i—-1,f+1)U((i,n)|i—1€F),
B =[1,n]2\T.

L'expression E' = ~= 1,...,n) est 'expression caractéristique de A'.

T';B (

Considérons I'automate jumeau de la Figure 6.2. Son expression caractéristique
est 'ERA ~=p,p(1,2,3) avec T' = ((1,2),(2,3)) et B' = [1,3]2\ T".
L'expression caractéristique E’ d’un automate jumeau A’ est clairement
totale, plate, et ¥-linéaire. Elle est ainsi en FOAm. Nous étudions mainte-
nant le langage de 1’expression caractéristique E’ de A’. Remarquons que
'application h4 qui est définie lors de la construction de A’ depuis A peut
étre vue comme un morphisme alphabétique de X'* vers ~*. Nous dirons
que h 4 est le morphisme associé a A. Ce morphisme permet de transformer
I’expression E’ en une expression E dénotant le langage reconnu par A.
L'expression E est I’expression canonique de A et reconnait L(A).

Soit A un automate standard, homogene et en ligne et A’ I'automate jumeau de
A. Soit hy le morphisme associé a A. Alors :
ha(L(A")) = L(A).

Démonstration. Par construction de A’ depuis A, pour tout w de X*, w est
dans L(A) si et seulement s'il existe w’ dans L(A’) tel que hy (w') = w. O

Soit A’ 'automate jumeau d'un NFA A a (n+ 1) états. Soit E' l'expression
caractéristique de A’. L'ERA E' vérifie les propriétés suivantes :
(1) E' est de largeur n,
(2) L(A") = L(E'),
(3) E peut étre calculée en temps O(n?) depuis A’.

Démonstration. Posons E' = ~=_, ,,(1,...,n).
(1) Puisque E’ est plate, |E'| = n.
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(2a) Soit w un mot de L(E’). Selon la Définition 5.2, w se décompose
en wp - - - Wy. Selon le Lemme 5.8, pour tout facteur w; - - - w ¢ e-maximal de
w, (i, f) est dans T. Par construction, soit ¢'(i — 1, f +1) = f+1si f # n,
soit (i —1) € F. Puisque l’automate est en ligne, pour tout k € [0,n — 1],
8 (k,k +1) = k+ 1. Par conséquent, w est 1'étiquette d'un chemin réussi
de A’, etainsi w € L(A’).

(2b) Soit w un mot de L(A’). Puisque A’ est en ligne, w se décompose
en wy - - - wy tel que pour tout k de [1, n], soit wy = k, soit wy = e. Puisque
I'automate est en ligne, pour tout k € [0,n — 1], ¢'(k,k + 1) = k+ 1. Pour
tout facteur w; - - - wy e-maximal de w, soit &'(i — 1, f +1) = f +1si f #n,
soit (i — 1) € F. Par construction, (i, f) est dans T. Selon le Lemme 5.8, w
est dans L(E’).

(3) La construction des listes T et B nécessite un temps quadratique cor-
respondant aux nombres de transitions de A. Par conséquent, la construc-
tion se réalise en temps O(n?). O

Soit A un automate a (n + 1) états standard, homogene et en ligne, A’ I'automate
jumeau de A et E' = ﬁT,,B,(l, ... ,n) Uexpression caractéristiqgue A’. L'ERA
E= ~pp (ha(1),...,ha(n)) est 'expression canonique de A.

Soit A un ASHE a (n + 1) états, A’ I'automate jumeau de A, E' 'expression
caractéristique de A’ et E l'expression canonique de A. L'ERA E vérifie les pro-
priétés suivantes :

(1) |[E| =n,
(2) L(E) = L(A),
(3) E est calculée en temps O(n) depuis E'.

Démonstration. Posons A = (X,Q,I,F,6), A’ = (¥/,Q/,I',F', ") I'automate
jumeau de A, E' = ~r.B (1, .. .,n) 'expression caractéristique de A’ et
E= ~~,5(ha(1),..., ha(n)) I'expression canonique de E.

(1) Par construction, |E| = |[E'| =#Q' — 1 =#Q — 1.

(2) Remarquons que I'ERA E' = ~=/;(1,...,n) est I'expression li-
néarisée de E = ~=pp(ha(1),...,ha(n)) et que le morphisme de li-
néarisation est hy. De plus, 'expression E’ est totale, plate et a une lar-
geur égale a n. Puisque les opérateurs de multi-tildes-barres sont com-
patibles avec la linéarisation, L(E) = h4(L(E’)). Selon le Lemme 6.5,
ha(L(A’")) = L(A) et selon la Proposition 6.13, L(A’) = L(E’). Cela im-
plique que h4(L(E")) = L(A) et finalement L(A) = L(E).

(3) Les listes de tildes et de barres de E et de E’ sont égales, et il
faut délinéariser les n symboles de E’. La construction est ainsi réalisée
en temps O(n). O

Considérons l'automate de la Figure 6.1. L'expression caractéristique de son au-
tomate jumeau, donnée dans I'Exemple 6.10, est 'ERA E' = ~=, ,(1,2,3)
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avec T' = ((1,2),(2,3)) et B' = [1,3]2 \ T'. L'expression canonique de A est

'expression E = =~ a,b,c).

T’;B’ (
Ainsi, tout ASHE est un automate de Glushkov étendu.

Soit A un ASHE. Alors A est un automate de Glushkov étendu.

Démonstration. Par définition de l'expression canonique E de A, l'auto-
mate des positions de E est isomorphe a A. O

6.6.2 D’un Automate Acyclique vers une ERA

Nous étendons la Proposition 6.15 aux automates acycliques. Dans un
premier temps, nous considérons les automates acycliques standards et
homogenes. Pour un tel automate A possédant n états, nous construisons
un ASHE A’ avec au plus 2(n — 1) états tel que L(A) C L(A)".

Soit A = (%,Q,{q0},F,d) un automate acyclique standard et homogene. Soit

hy Uapplication de Q vers ¥ tel que pour tout q de Q, ha(q) est le symbole

étiquetant toute transition entrant en q. Soit T un tri topologique de A. Soit

L lensemble {1y | T=Y(k+1) ¢ 6(t ' (k),ha(t"1(k+1)))}. L'automate

A= (X,Q,I'F,¢¥), appelé automate amplifié de A selon 7, est défini par :
Y =XULI'={q}, Q=QUL F =F,

d(p,a) si(p,a) € QxZ,

U k+1) sip= L Aa=hu(t 1 (k+1)),

Ly sia= Ly ANT(p) =k,

@ sinomn.

-V(p,a) e Q' x%¥, ¥ (p,a) =

FIGURE 6.14 — Un Automate Acyclique FIGURE 6.15 — ... et un de ses
Standard et Homogene... Automates Amplifiés.

Soit A = (%, Q, {90}, F, ) un automate acyclique standard et homogene a n états
et A" = (X,Q,I',F,d") un de ses automates amplifiés. Alors A’ est un ASHE
avec au plus 2(n — 1) états et tel que L(A") NL* = L(A).

Démonstration. Par construction, remarquons que :

(a) au plus n — 2 nouveaux états L sont créés dans l'automate amplifié,
(b) 6 =0'N(Q x X x Q); ainsi, pour tout mot w de £*, w est dans L(A) si
et seulement si w est dans L(A’),

(c) A’ est un ASHE. O

Selon la Proposition 6.14, on peut calculer une ERA E’ de largeur n’
telle que L(A’) = L(E’). Nous montrons maintenant comment calculer
une ERA E de largeur n — 1 telle que L(E) = L(A).
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Soit A un automate acyclique standard homogene a (n + 1) états. Soit A" un au-
tomate amplifié de A et E' = ~=,.(E; /) 'ERA canonique de A’. Considérons
I'ERAE = ﬁT;B(ELn/) telle que pour tout k € [1,n'], Ex = @ si E, = Ly,
Ex = E sinon. Alors 'ERA E de largeur n peut étre calculée en temps O(n')
depuis E’ et est telle que L(E) = L(A).

Démonstration. L'expression E est calculée en remplagant les expressions
E, = 1y par Ex = @ pour k € [1,n]. Le test étant de complexité O(1), la
construction s’effectue en temps O(n’).

Si A est en ligne, alors la Proposition 6.14 s’applique.

Sinon, selon la Définition 6.9, on peut calculer un automate amplifié A’
de taille ' +1 = n+m + 1, ott m est le nombre de symboles L. Selon le
Lemme 6.6, I'automate A’ est un ASHE tel que L(A) = L(A’) N X*. Selon
la Proposition 6.14, on calcule une ERA plate et totale E' = ~r.p (Ei,n,)
de largeur n’ et telle que L(E') = L(A’). Ainsi, L(A) = L(E') N X*. Par
construction, 'expression E et l'automate A ont le méme alphabet, X.
Montrons que L(E) = L(E’) NX*. (a) Soit w € L(E). Selon le Lemme 5.8,
puisque E est une ERA totale, il existe une décomposition w; - - - w,» de w
telle que pour tout facteur w; - - - wy e-maximal, (i, f) est dans T. Remar-
quons que pour toute expression Ej tel que Ex = @, on a wy = &. Puisque
E' et E sont définis sur la méme liste de couples, selon le Lemme 5.8,
w € L(E'). (b) Soit w un mot de L(E’) N X*. Puisque 'ERA E’ est to-
tale, selon le Lemme 5.8, il existe une décomposition w; - - - w,, de w telle
que pour tout facteur w; - - - wy e-maximal de w, (i, f) est dans T. Puisque
w € X*, pour toute expression E; telle que E; = L, wy = €. Puisque E’ et
E sont définies sur la méme liste de couples, selon le Lemme 5.8, w € L(E).

Ainsi, pour tout mot w € ¥*,

wel(A)eoweLA)NEX* < weL(E')NX* < we L(E).
De plus, puisque la largeur de E’ est n’ et que pendant le calcul de E, les
m symboles L sont remplacés par @, la largeur de E est égale a n. O

Ainsi, tout automate acyclique standard homogene est un automate de
Glushkov étendu.

Soit A un automate acyclique standard homogene. Alors A est un automate de
Glushkov étendu.

Démonstration. Par définition de ’expression canonique E’ de I'automate
amplifié A’ de A, 'automate des positions de E’ est isomorphe a A’. Par
délinéarisation, on passe de E’ &4 E et de A’ & A. L'automate des positions
de E est donc isomorphe a A. O

Nous considérons alors la classe des automates acycliques et nous
montrons que tout automate acyclique A peut étre transformé en une ERA
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E de largeur O(n). Remarquons que A n’est pas nécéssairement un auto-
mate de Glushkov étendu. Le résultat est basé sur le lemme suivant.

Soit A = (X,Q,I,F,6) un automate acyclique. Alors un automate équivalent
standard et homogene A" = (£, Q’,I',F', "), et tel que #Q' < #X. x #Q + 1 peut
étre calculé en temps O(#Z x n?).

Démonstration. Par application de 1’Algorithme 1.7, on obtient a partir
d’'un NFA A a n états un NFA homogene A’ équivalent avec n’ < #3% x n
états et O(#X x n?) transitions. La complexité en temps de cette transfor-
mation est O(#X x n?). Par application de 1’Algorithme 1.6, on obtient a
partir de A’ un NFA A” standard équivalent avec n’/ <n'+1 <#Xxn+1
états et O(#X x n?) transitions. La complexité en temps de cette transfor-
mation est O(#X x n?). Remarquons que I'ajout du nouvel état initial non
entrant conserve ’homogénéité, et ainsi A" est également homogene. [

Soit A un automate acyclique a n état sur un alphabet .. Alors on peut construire
une ERA E de taille O(#Z x n) telle que L(E) = L(A) en temps O(#Z x n?).

Démonstration. Soit A un automate acyclique a n états sur un alphabet .
Selon le Lemme 6.7, un automate standard homogene et équivalent A’
peut étre calculé, avec moins de #X x #(Q états. Ainsi, selon la Proposi-
tion 6.16, A’ peut étre converti en une ERA de largeur inférieure ou égale
a #X x #Q. O

6.6.3 Caractérisation des Automates de Glushkov Etendus

Nous présentons dans cette sous-section une extension du Théoreme 2.7
de Caron et Ziadi afin de caractériser les automates de Glushkov étendus.
Nous avons vu dans la Sous-Section 6.6.2 que tout automate acyclique
standard et homogeéne est un automate de Glushkov étendu. Cette pro-
priété s’étend a tous les automates finis standards homogenes comme suit :

Soit A un NFA homogene et standard. Les deux propositions suivantes sont équi-
valentes :

(1) 'automate A est un automate de Glushkov étendu,

(2) toute orbite de A est fortement stable et fortement transversale.

Démonstration. (1=2) : Par construction depuis une ERA E de l'automate
des positions de E isomorphe a A : si une orbite est présente dans A,
alors I'expression E admet une sous-expression F*. Par construction, les
symboles précédant les First(F) sont tous reliés dans l'automate A & tous
les symboles de First(F), entrée de 1'orbite. De méme, tout symbole de
Last(F), sortie de l'orbite de A, est relié dans ’automate a tout symbole
suivant les Last(F), et par l'étoile aux entrées de 1’orbite, les symboles de
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First(F). Par induction sur les étoiles imbriquées, toute orbite de A est
fortement stable et fortement transversale.

(1<=2) : Si A est acyclique, selon la Proposition 6.17, 'automate A est un
automate de Glushkov étendu. Sinon, nous procédons par induction sur
les orbites maximales de A. Le cas de base pour l'induction est le suivant :
Soit O une orbite maximale de A. Puisque toute orbite maximale O de
A est fortement stable et fortement transversale, on élimine les arcs de
Out(O) x In(O). Une fois les arcs de Out(O) x In(O) éliminés, supposons
alors que I'automate obtenu soit acyclique. Considérons alors I'automate
A'=(%X,Q,1,F,¢) défini par :

()Q =ou{0o},

() I'= {07},

(-) F' = Out(O),

()¢ = {(pag) € (OxZx0O)Ns}

U{(p,a,q) e {0} xEZxO|geIn(O) A Ip €0 | (p/,a,q) € é}.

La construction de l'automate A’ est illustrée Figure 6.16, Figure 6.17 et
Figure 6.18. Selon la Proposition 6.17, il existe une ERA Ep dénotant le
langage reconnu par A’, de largeur #Q' — 1 et telle que l'automate des
positions de Ep soit isomorphe & A’. Puisque O est fortement stable et
fortement transversale, on peut alors remplacer les sommets de O par le

sommets = Ef, et modifier les transitions appartenanta O~ x In(O) et a

Out(O) x O respectivement par O~ x {s} et par {s} x O". On transforme
ainsi une orbite de taille k en une expression étoilée de taille k. Et 1’orbite
O est éliminée.

Par induction sur les orbites, on obtient alors une ERA E de largeur
n avec n le nombre d’états de A, dénotant L(A), telle que 'automate des
positions de E soit isomorphe a A. O

FIGURE 6.16 — Une Orbite O de A.

—(o )1 (=)

FIGURE 6.18 — L’ Automate A’. FIGURE 6.19 — Réduction du Graphe.

FIGURE 6.17 — Le Graphe Acyclique de
0.

Exemple 6.12  Considérons I'automate A représenté Figure 6.20. Cet automate possede une or-
bite Oy maximale fortement stable et fortement transversale contenant les états
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{1,2,3,4,5,6}. En éliminant les arcs de Out(O;) x In(Oy), l'automate produit
contient une orbite Oy = {2,3,4,5} également fortement stable et fortement
transversale (voir Figure 6.21). En éliminant les transitions de Out(Oy) vers
In(O,), l'automate produit est acyclique (voir Figure 6.22). On peut alors ré-
duire I'automate correspondant a l'orbite O, (voir Figure 6.23), en une expression

Eo, = (b-( ¢ d )-e) et intégrer cette expression dans A. L'automate A de-

vient alors l'automate A’ représenté dans la Figure 6.24, contenant une orbite
O] = {16, Ej, }. En éliminant les transitions de Out(O}) x In(O7), I'auto-

mate produit est acyclique (voir Figure 6.25). On peut alors réduire I'automate

correspondant a l'orbite O}, en une expression Eop = a- Ep, - f et intégrer
cette expression dans A'. L'automate A’ devient alors 'automate acyclique A"

représenté dans la Figure 6.26. On obtient alors 'ERAE = (a-( Ej, ) f)*,

~—
—~—

avec Eo, = (b-( ¢ d )-e) reconnaissant le langage L(A).

FIGURE 6.21 — Elimination de la

FIGURE 6.20 — L’ Automate A. Transition ( 6.0, 1)'

FIGURE 6.22 — Elimination de la FIGURE 6.23 — L’ Automate
Transition (5,b,2). Correspondant a O,.
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FIGURE 6.25 — Elimination de la
Transition (6,a,1).

FIGURE 6.24 — L' Automate A’.

(@ (Ey, ) 1)’ —
—©@ (@ (B, ) f)°

FIGURE 6.26 — L’Automate A"

6.7 Conclusion

La définition des notions de dérivées, dérivées partielles et de c-con-
tinuations assurent un calcul efficace d’un automate a partir d'une ERA
quelconque. La caractérisation des automates de Glushkov étendus nous
permet d’augmenter le nombre d’automates réductibles rapidement vers
une expression concise. Nous avons ainsi montré comment étendre des
méthodes de conversion de et vers les expressions rationnelles simples aux
ERA, et que les ERA sont des structures de calculs efficaces permettant de
faire le lien entre les automates et les expressions rationnelles simples.

Nous montrerons dans le chapitre suivant que les expressions & con-
traintes induisent un pouvoir de réduction exponentiellement plus grand
que les expressions rationnelles simples.
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Chapitre 7

Pouvoir de Factorisation

C’est un fait de pure expérience qu’il n'y a pas
d’espace sans temps ni de temps sans espace.
Daisetz Téitaro Suzuki

La jeunesse veut I'espace; la vieillesse, le temps.
Jean Nohain
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DAns ce chapitre, nous donnons des exemples illustrant le pouvoir de
factorisation des ERABT et des ERA. Dans la Section 7.1, nous pré-
sentons deux familles de langages dénotées 1'une par une famille de multi-
barres, 'autre par une famille de multi-tildes. Nous montrons que chacun
de ces langages est dénoté par une ERABT de largeur k et par une expres-
sion simple de taille exponentielle en fonction de k. Dans la Section 7.2,
nous utilisons une famille de langages déja étudiée par Ehrenfeucht et Zei-
ger ([22] et [23]), les langages (Hy)>3. Pour chaque langage Hj de cette
famille, il existe un NFA a k états reconnaissant Hj et toute expression
rationnelle simple E; dénotant H; est telle que |E;| = k©(°81°8%) Nous

montrons que Hy est reconnu par une ERA de largeur @
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Exemple 7.1

Exemple 7.2

CHAPITRE 7. POUVOIR DE FACTORISATION

7.1  Pouvoir de Réduction des ERABT

Dans cette section, nous étudions le pouvoir de factorisation des ERABT
sur des exemples paramétrés. Les multi-barres et les multi-tildes conduisent
a une réduction de la largeur alphabétique généralement plus importante
que par une factorisation directe d"une expression rationnelle simple équi-
valente. Nous illustrons cela par 1'Exemple 7.1 pour les multi-barres et
I’Exemple 7.2 pour les multi-tildes.

Soit Eg, = — ) (a+¢€,b+ec+e) une ERABT dont la représentation

((12),(23)
graphique est (a+¢)(b+¢€)(c+¢€) . Sa largeur alphabétique est égale a 3. Le

langage dénoté par Ep, est reconnu par I'automate de la Figure 7.2. Remarquons
que toute expression rationnelle simple est plus large que Ep,. Par exemple, la
largeur de I'expression Ep, = ac +(a +¢€)b(c + ¢€) est égale a 5.

Soit Et, = ~(12),(2,3) (a,b,c) une ERABT de largeur 3 représentée graphique-

ment par Ep, = Tb c.Le langage L(Et,) est reconnu par 'automate de la
Figure 7.1. Toute expression rationnelle simple équivalente est plus large que Er,,
comme par exemple I'expression Et, = a(bc + ¢€) + c de largeur 4.

FIGURE 7:1- Un Automate FIGURE 7.2 — Un Automate
Reconnaissant L(Et). Reconnaissant L(Ep,).

Nous généralisons 1'Exemple 7.1 et 'Exemple 7.2 en considérant les
familles de langages rationnels {L(Ep,) | n > 3} et {L(ET,) | n > 3} avec:
Vn >3, Ep, = —p(Fin),

Er, = ’\an(Gl,n),
ol pour tout entier k supérieur ou égal a 3, Fy = ar +¢ Gy = a, et
By =Ty = {(K,K' +1) | K € [1,k —1]}. Soit k un entier supérieur ou égal
a 3. Les expressions Ep, et E1, sont représentées graphiquement par :

Ep, = (m+e)az+e)(-)(a-1+e) (ax+e), Er, = a1 ay . aqa .

Pour illustrer le pouvoir de factorisation des opérateurs de multi-barres
(resp. des opérateurs de multi-tildes), nous comparons la largeur de Ep,
(resp. de ET,) égale a n avec la largeur minimale d’une expression simple
Ey, (resp. E7, ) dénotant L(Eg,) (resp. L(Et,)). Malheureusement, pour un
langage rationnel, il n’existe pas d’algorithme polynomial pour calculer
une expression rationnelle simple minimale, méme dans le cas des lan-
gages finis. Nous procédons alors comme suit : nous commencons depuis
les expressions E = a1a3 + (e +a1)az(e +as) et E, = a1(aas +¢) + a3 qui
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Lemme 7.1

Lemme 7.2

7.1. POUVOIR DE REDUCTION DES ERABT

sont minimales, et nous appliquons une transformation particuliére pour
construire récursivement Ey depuis Ep et Er depuis E; . Bien que
les minimalités de E%n et E’TH ne soient prouvées, ces expressions semblent
étre de bons candidats pour la minimalité. Nous montrons alors que les
expressions simples Ej et ET. admettent des largeurs exponentielles en
fonction de n. Remarquons que chacune des familles des langages est dé-
finie sur un alphabet de taille non constante. Pour prouver la construction
que nous mettons en place, nous utilisons les propriétés suivantes :

Soit w un mot de L(Fj...,). Les quatre propositions suivantes sont équivalentes :
(1) w € L(Ep,),
(2) Vk € [1,k — 1], wg - wryq1 # &,
(3) w- a1 € L(Es,,),
(g) Si w, = a, alors w € L(Ep

n+1)'

Démonstration. Procédons par suite d’implications :

(1 = 2) Si w est un mot de L(Eg, ), selon la Définition 3.2, il admet une
décomposition vérifiant toutes les barres de B,,. Ainsi, puisque pour tout
kde[1,n—1], (k,k+1) € By, on a wy - wryq # &

(2 = 3) Posons w' = wj - - - w;, tel que pour tout k € [1,n], w} = wy
et w), ., = a,41. Supposons Vk € [1,k — 1], w - wiy1 # e. Ainsi, w’ vérifie
toutes les barres de B,. De plus, puisque w)_; = 4,1, la barre (n,n +1)
de B4 est vérifiée par w’. Par conséquent, selon la Définition 3.2, le mot
w' = w-a,41 estdans L(Eg, ).

(3 = 4) Posons w' = wj - - - w;, tel que pour tout k € [1,n], w} = wy
et w, ; = a,41. Supposons w’ € L(Eg,,,). Selon la Définition 3.2, toutes
les barres de B, sont vérifiées par w’, cest a dire que pour tout couple
(k,k+1) de [1,n+1]%, w} - w},; # & Le mot w admet une décomposition
w1 - - Wyq1 avec pour tout k € [1,n], wy = wy et w,1 = & Si w, = a,,
alors le mot w vérifie la barre (n,n + 1), puisque w,, - w,+1 = a,. De plus,
il vérifie également toutes les barres de B, (sinon, contradiction avec w’
dans L(Ep,,,)). Par conséquent, w € L(Ep,,,).

(4 = 1) Supposons w € L(Ep,,,). Selon la Définition 3.2, toutes les
barres de B,, 1 sont vérifiées par le mot w, c’est a dire que pour tout couple
(k,k+1) de [1,n+ 1], wi - wiyq # e Puisque B, C By,y1 et que toutes les
barres de B, sont vérifiées par w, w vérifie également toutes les barres
de By, Selon la Définition 3.2, w € L(Ep,). O

Soit w = wy - - - wy un mot tel que Yk € [1,n], wy € L(Gg) U {e}. Les trois
propositions suivantes sont équivalentes :

(1) we L(ET,),

(2) we L(ETn+2)’

(3) w-ay41 € L(ETn+1)'

Démonstration. Procédons par une suite d’implications :
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(1=2) Si w est dans L(ET, ), selon le Lemme 3.11, il existe une sous-liste
libre T" de T, telle que w € L( ~~;,(Gy,)). Puisque la liste de couples
Toi2 =T, U{(n,n+1),(n+1,n+2)}, laliste T" =T U{(n+1,n+2)}
est une sous-liste libre de T, ;. Ainsi, puisque w € L( ~~;,(G1,42)) et
que L( /\rT”(Glln+2)) - L(ETn+2)’ w e L(ETn+2)‘

(2=3) Si w est dans L(Er, ,), selon le Lemme 3.11, il existe une sous-
liste libre T’ de T}, 45 telle que w € L( ~~p,(G1,n42)). Le mot w admet donc
une décomposition wy - - - w42 sur (G +¢) - - - (Gy42 + ) telle que le mot
Wy+1 - Wy2 SOIt égal & € par définition de w. Ainsi, la tilde (n +1,n+2) ap-
partient a T’ (sinon contradiction avec w dans L(E7,,,)). Puisque T’ est une
sous-liste libre, T” = T'\ {(n 4+ 1,n + 2)} est une sous-liste libre incluse
dans T,,.1. Par conséquent, puisque a,+1 € L(G,+1), le mot w - a,41 est
dans L( ~~,(G1,u+1)), langage inclus dans L(Et,,,) selon le Lemme 3.11.

(3=1) Supposons w - a,1 € L(Er,,,). Selon le Lemme 3.11, il existe
une sous-liste libre T’ de T, 41 telle que w € L( ~~5,(Gius1)). Puisque
la lettre a,1 est présente a la fin du mot w - 4,1, la présence de la tilde
(n,n+1) de T,11 n’est pas nécessaire et par conséquent, on peut supposer
que le couple (1,1 + 1) n’est pas dans T'. Finalement, T' C T, et ainsi
puisque w € L( ~~,(G1,4)), selon le Lemme 3.11, w € L(ET,). O

Considérons un entier n supérieur a 3. Soit w; - - - w, un mot de L(Ep,)
(resp. L(ET,)). Puisque pour tout entier k de [1,#], on a soit wy = a; soit
wy = ¢, L(Ep,) (resp. L(ET,)) peut étre représenté par un arbre Dp_ (resp.
Dr,) ressemblant a un arbre binaire de décision. Par exemple, I'arbre Dr,
de L(Er,) = {a1,a3,a1a2a3} est représenté par la Figure 7.3.

/\ al/\e

o ‘ uz/ \e \e
112/ \S \S 113;/ \‘8 \8 113/ \\8
/ \ / ! ‘\ | I \\
as € as ay e ay as €
FIGURE 7.3 — L’Arbre Dr,. FIGURE 7.4 — L’Arbre Dr,.

La Figure 7.5 illustre le cas de Eg,. Il existe deux sous-arbres identiques
(en pointillés), et ainsi il est possible d’effectuer une factorisation de 1’arbre
Dg,. Apres avoir éliminé les chemins inutiles, nous obtenons 'arbre D/Bs de
Ep, (Figure 7.6). L'expression Ejp, est calculée par un parcours particulier
de cet arbre, appelé construction préfixe.
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/\8 al/\

a (e+a1)
/N AN
as € as € az
AN [\
as ¢ as as ¢ as as g
FIGURE 7.5 — L’Arbre Dg,. FIGURE 7.6 — L’Arbre D§33.

Soit D un arbre binaire, soit Dq (resp. D) son sous-arbre gauche (resp. droit). La

construction préfixe de I'expression de I'arbre se définit récursivement par :
E' =r- (E; + E}) si Dg et Dy ne sont pas des arbres vides

E'=r-(E,) si Dg n'est pas un arbre vide et Dy est un arbre vide
E'=r-(E)) si Dy n'est pas un arbre vide et Dy est un arbre vide
E'=r sinon

avec r la valeur de la racine,
Eé (resp. E)) le résultat de la construction préfixe de Dy (resp. Dy).

Par construction préfixe de I'expression de Dy, on obtient I'expression
Ep, = a1a3 + (¢ + a1)az(e + a3). On peut aisément vérifier que les langages
L(Ep,) et L(Ep,) sont égaux.

L'expression simple E7. = a1(a2a3 + €) + a3 obtenue par construction
préfixe a partir de Dr, est équivalente a Er, et a une largeur minimale.
L’arbre DT, peut étre aisément transformé en l’arbre D7, (voir Figure 7.4)
et son expression associée est E%1 = ay(az(azas +€) + as) + azas + € qui
est équivalente a Et,. La structure d’arbre induit uniquement une facto-
risation gauche et I'expression E¥4 n’est pas minimale. En effet, les deux
sous-arbres en pointillés de la Figure 7.4 sont identiques, mise a part 1'éti-
quette de la racine. Cela implique qu'une meilleure factorisation existe
qui conduit a l'arbre D7, de la Figure 7.7 et & I'expression obtenue par
construction préfixe E’T4 = mas + (max + €)(azag + €).

/

a \g

\ \
3 a1as + ¢
\ /A
€ as ¢
i o
ag ag €

FIGURE 7.7 — L' Arbre D’T4.

Nous définissons alors une génération récursive de Ep et E7. . Nous
séparons les arbres les plus profonds de taille 3 des arbres Dy et D7} en
trois catégories (voir Table 7.1 et Table 7.2).

Un sous-arbre de type 3 contient un sous-arbre de type 1 et un de type
2. Cependant, dans la Table 7.1 et dans la Table 7.2, il existe une meilleure

159



Lemme 7.3

CHAPITRE 7. POUVOIR DE FACTORISATION

factorisation droite que celle obtenue par les transformations de type 1 et
type 2.

En utilisant cette construction, nous calculons alors étape par étape les
expressions rationnelles simples E%n et E’Tn. En exemple, voici les expres-
sions Ep et E7 pour k dans [3,6] :

Egs =maz + (e +m)ax(e +as),
Ep, = maz(e +ay)
+(e+a1)ax(as +az(e+as)),
EgS = myaz(as + as(e + as))
+(e+ a1)ax(azas + (a3 + €)ag(e + as)),
Ep, = a1a3(a4a6 + (e +as)as(e+ ag))
(e 4 aq)az(azas(e + ag) + (az + €)as(ag + as(e + ag))),
Er, =m (ap_ag +¢) + a3,
Eh = a1d4
+(a1a2 + ¢€)(azas +¢€),
E’T5 = a1 (aqas + ¢)
+(aay + €)(as(agas + ¢€) + as),
E’T6 = a1(ag(asag +€) + ae)
+(a1a2 + 8) (a3a6 + (03614 + 8) (a5a6 + 8))

Montrons alors que les expressions Ej (resp. Ey ) et Eg, (resp. Er,)

sont équivalentes.

L(Ep, ) = L(Eg,) et L(E},) = L(ET,).

Démonstration. Ce lemme est prouvé par induction sur 7.

L(Ez ) = L(Ep,) : Aurang n = 3, on peut facilement vérifier que
les langages L(Ejp,) et L(Ep,) sont égaux. Supposons la propriété vérifiée
pour n > 3. Soit w un mot de L(Egnﬂ). Par construction de EIBVH—I’ pour
tout entier k de [1,n], le mot wy - wy, 1 est différent du mot vide . Selon
le Lemme 7.1, w est un mot de L(EBn +1). Réciproquement, soit w un mot
de L(Eg,.,). Deux cas sont a traiter. Si w = w’ - w,a,41, alors w' - wy, est
dans L(Eg,) (selon le Lemme 7.1). Par hypothése d’induction, w’ - w, est
dans L(Ej ) et par construction w appartient & L(Ep ). Siw = w' - ay,
alors w est dans L(Ep,) (selon le Lemme 7.1). Par hypothese d’induction,
w est dans L(Ep ). Et ainsi, par la construction de l'arbre, w appartient a
L5, )

L(E7,) = L(Er,) : Pour les rangs n = 3 et n = 4, on peut vérifier
que les langages L(E7, ) et L(ET,) sont égaux. Supposons cette propriété
vraie au rang n > 4. Soit w un mot de L(ETn +1). Selon le Lemme 7.2,
le mot w est dans L(Et, ,). Selon I'hypotheése d’induction, w est dans
L(E%, ,). Ainsi, par construction, w appartient & L(E7, ). Réciproque-
ment, supposons que w soit un mot de L(E7, ). Deux cas sont a traiter.
Si wy4+1 = ay4+1, par construction, wy - - - w, est dans L(E’Tn). Selon 1'hy-
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Catégorie Sous-arbre Transformation
\ € \ s
Type 1 / /
ay (n
/\
An41€
/ /
an—1 an—1
Type 2 /\ /\
an £ an £
AN,
Ap41€n+1
N /N
An—1 € -1 (e+a,-1)
Type 3 /N N
[ € an € an
[\
Apn+1 An+1€

TABLE 7.1 — Catégories et Transformations Associées pour D .
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Catégorie Sous-arbre Transformation
X X
AN AN
Type 1 ¢ ¢
P / /\
an an €
[
Apn+1 sl
X X
N N
T e 2 n—1 n—1
P / \ /NN
ay ay € €
[ /
An+1 € An41
X X
N 7N
Ap—2 € an—2 3
Type 3 /\ \ \ \
ap-1 € € Ap_2dy_1+ €
[ / \ /\
an € an € ap €

/ [

An+1 ap4+1 €

TABLE 7.2 — Catégories et Transformations Associées pour D, .
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potheése d’induction, w; - - - w, est dans L(E7,). Et selon le Lemme 7.2, le
mot w = wq - - - Wy - 4,41 appartient a L(E7,,,). Si w,41 = ¢, par construc-

tion, w, = ¢ et w = wi---w,_1 est dans L(E/Tn-l)‘ Selon I'hypothese
d’induction, w est dans L(Er, ,), et selon le Lemme 7.2, w appartient a
L(ET, ). O

La largeur de Ej (resp. E7.) est égale au nombre t(n) de lettres de
l'arbre Dy (resp. Dr ). Notons respectivement ki(n), ka(n) et k3(n) le
nombre de sous-arbres de type 1, de type 2 et de type 3 de D (resp. D7, ).

Les nombres t(n), ky(n), ko(n) et ks(n) se calculent récursivement comme suit :
Pour Dy :

1 sin=2 1 sin=2
k(n+1) = { k3(n)  sinon ka(n+1) = { ki(n) +ks(n)  sinon

0 sin=2 5 sin=2
ks(n+1) = { Ko(n)  sinon tin+1) = { t(n) + k1 (n) 4 2k (1) + 2ks(n)  sinon

Pour D7,

0 sin=2 0 sin=2
ka(n+1) = k3(n)  sinon ko(n+1) = ki(n) +ks(n)  sinon

1 sin=2 4 sin=2
K+ =1 1,00 sinon €+ 1) =\ t(n) + Ky (n) + 2ka(n) + 2ks(n)  sinon

Démonstration. Au rang n = 3, les formules sont correctes selon les arbres
Dgs et Dr,. Aurang n > 3, pour Dy et Dr,, une transformation de type
1 génere un sous-arbre de type 2, une transformation de type 2 génere un
sous-arbre de type 3 et une transformation de type 3 génere a la fois un
sous-arbre de type 1 et un sous-arbre de type 2. D’ott les formules pour
ki(n+1), ka(n+1) etks(n+1). De plus, le nombre de lettres générées est
de 1 pour les sous-arbres de type 1, et de 2 pour les sous-arbres de type 2
et de type 3. D’ol la formule pour t(n + 1). O

Montrons maintenant que les nombres kj (1), ky(n) et k3(n) sont des
suites de Padovan (voir Définition 3.7) :

Les nombres kq(n), ka(n) et kz(n) sont des suites de Padovan avec décalage.

Démonstration. Remarquons que pour tout entier k supérieur ou égal a 5,
onaks(n) =ky(n—1),etki(n) =ks(n—1) = ko(n — 2). Ainsi, pour tout
entier k supérieur ou égal a 5, ko (1) = kp(n —2) + kao(n — 3). (1) Pour D; v
k2(3) = kz2(4) = kp(5) = 1. Finalement, pour tout entier k supérieur ou
égal a 3, ky(n) = P(n —3). (2) Pour D7, kz(4) = ka(5) = kz(6) = 1. D'otn
pour tout entier k supérieur ou égal a 4, ka(n) = P(n —4). O

L'expression Ey (resp. Ey, ) admet une largeur exponentielle en fonction de n.

Démonstration. On a t(n+1) = t(n) + kao(n —2) + ko(n) + kao(n —1).
En approximant les résultats, on peut voir que :

163
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Exemple 7.3

Définition 7.3
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n n Pk
PourD%n:t(n)%Zkz ZPk 3) ZZ

k=3

no ok
Pour D} :t(n Zkz ZPk 4) gi
pn+1 1

Py : ~ pn ~ 60.2711‘ O

ce qui implique la formule t(n) ~

7.2 Le Gain de Factorisation des ERA est Exponentiel

Dans cette section, nous étudions le pouvoir de factorisation des ERA
sur la famille de langages finis H = {Hj | k > 1} définie et étudiée par
Ehrenfeucht et Zeiger dans [22]. Tout langage Hy de H est ’ensemble des
chemins du graphe Gy = (Uy, V), avec :

Ug = [LK] et Vi = {(i, ) € [LK},
avec pour tout (i, f) de N2, [i, f]% = {(i', f') € [Lk]?> | i < f'}.

Soit k un entier positif et S = ((i1, f1)icpi,us)) une liste de Sy. La liste S est une
liste revétant [[1, k] si les quatre propriétés suivantes sont vérifiées :

(1) i =1,

(2) fas =k,

(3) pour tout I de [1,#S], i, < fi,

(g) pour tout I de [1,#S — 1], fi = ij,1.

Remarquons que V est I'ensemble des listes S de S revétant [[1, k].

Pour transformer une liste S = ((i}, fi)ic[i,451) de Sk en un mot w sur
l'alphabet [1,k]%, nous définissons l'opération ®S = (i1, f1) - - - (iss, fs)-
Le mot w = ®S est appelé mot associé a S.

Soit S = ((1,2),(2,4),(4,5),(5,7)) une liste de Sy. La liste S revét 'intervalle
[1,7]. Le mot associé a S est ©S = (1,2) - (2,4) - (4,5) - (5,7).

Soit k un entier positif. Le langage Hy. est défini sur I'alphabet [1,k]% par :
Hy ={®S|S e S A Srevét [1,k]}.

La famille H est définie sur un alphabet de taille croissante, et tout
langage Hj de H vérifie le théoréeme suivant :

Soit Hy un langage de H. Les trois propriétés suivantes sont vérifiées :
(1) Hy est reconnu par un NFA a k états,
(2) pour toute expression rationnelle simple Ey. :
L(Ex) = Hi = |Ex| = kloglost),
(3) il existe une ERA Ejy dénotant Hy de largeur (kﬂ)

Nous montrons alors que tout langage H de la famille H vérifie les
propriétés énoncées.
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Proposition 7.1

Exemple 7.4

7.2. LE GAIN DE FACTORISATION DES ERA EST EXPONENTIEL

Soit Hy un langage de H. Considérons le NFA Ay = (£,Q, I, F,6) défini par :
(-) Z - [[1/ k]]2</

() Q = [1,K],
() 1={1},
() F = {k},

)0 ={(paq) cQxExQ[a=(pq)}
Alors L(A) = Hy.

Démonstration. Par construction, tout mot w est dans H; si et seulement si
w est I’étiquette d’un chemin réussi de A. O

Considérons les langages Hy et Hs. Le langage Hy est reconnu par le NFA Ay
a 4 états représenté Figure 7.8. Le langage Hs est reconnu par le NFA a 5 états
représenté Figure 7.9.

(1,4)
FIGURE 7.8 — Le NFA A4 FIGURE 7.9 — Le NFA As
Reconnaissant Hy. Reconnaissant Hs.

Proposition 7.2 (Ehrenfeucht et Zeiger [22])  Soit Hy un langage de H, et E| une expression ra-

Proposition 7.3

tionnelle simple dénotant Hy. Alors :
’E“ —_ kQ(loglogk)'

Pour démontrer 1’existence d’'une ERA de largeur k(k; U dénotant le
langage Hj, nous montrons qu'il existe un automate homogene et standard

A}, reconnaissant Hy de taille @ + 1. Nous en déduisons alors selon la

Proposition 6.16 1’existence d’une ERA Ej; de largeur M

Soit Hy un langage de H. Soit 'automate A} = (X', Q", I', F',d") défini par :
-)X =11, k]]2 ,
() Q' ={1ontU{fipl G f) elLKZ},
(G I'={1p1},
() F ={fip€Qlf=k}
(o ={(p,(i,f),q)e QA xZxQ | p=iwy N a=fip}
L’automate A;( est standard, homogene et reconnait Hy.

Démonstration. Considérons 1’automate Ay de la Proposition 7.1 et ’auto-
mate By obtenu par homogénéisation de Ay selon 1’Algorithme 1.7. Pour
tout état f non homogeéne de Ay, l'algorithme éclate f selon les transitions
entrantes. Ainsi, s'il existe i; et iy deux états de Ay tels que les transitions
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Corollaire 7.1

CHAPITRE 7. POUVOIR DE FACTORISATION

(i1, (i1, f), f) et (ia, (io, f), f) soient des transitions de Ay, l'algorithme sé-
pare f en deux états f(; r) et f, ), puis crée les transitions adéquates.
Remarquons alors que 'automate Aj est isomorphe a By. Finalement, se-
lon le Lemme 1.16, L(A}) = L(Ay). O

Soit Hy un langage de H. Alors il existe une ERA Ey dénotant Hy, telle que :
e

Démonstration. Considérons ’automate A} de la Proposition 7.3. Son en-
semble d’états est :

Q ={1ontU{fup | Gf) e LK}

#Q =14 K0
Selon la Proposition 6.16, il existe une expression E; dénotant L(A}) de

largeurl—i—@—l:@. O

Alors :

7.3 Conclusion

Les expressions a contraintes induisent un pouvoir de factorisation ex-
ponentiellement plus grand que les expressions rationnelles simples. Le
fait que ces expressions soient une représentation intermédiaire entre les
expressions rationnelles simples et les automates finis induit ce pouvoir
de réduction.

Nous montrerons dans le chapitre suivant que de ce fait découlent éga-
lement de nombreuses perspectives, puisque certains algorithmes devant
s’appliquer sur chacune de ces deux structures particulieres pourront étre
étendus a travers les expressions a contraintes.
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Chapitre 8

Conclusion et Perspectives

Une conclusion, c’est quand vous en avez assez de penser.
Herbert Albert Fisher

Si on commence avec des certitudes, on finit avec des doutes.
Si on commence avec des doutes, on finit avec des certitudes.
Francis Bacon
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out au long de cette theése, nous avons montré les avantages a dispo-
T ser du modele des multi-tildes-barres, se situant entre les expressions
rationnelles simples et les automates. Nous avons montré comment ob-
tenir une forme concise pour les ERABT en utilisant 1'utilité des couples
définissant la Forme Normalisée. Nous avons étendu les notions de multi-
barres et de multi-tildes aux multi-tildes-barres, permettant de construire
une forme équivalente décrivant plus simplement les langages rationnels,
la Forme Totale. Nous avons également montré que les multi-tildes-barres
possedent un pouvoir de factorisation exponentiellement plus important
que celui des expressions rationnelles simples, tout en proposant une ca-
ractérisation des automates des positions des ERA. De par leur structure
particuliere, les ERA induisent de nombreuses perspectives de recherche,
permettant de transposer les propriétés de chacune des structures d’auto-
mate et d’expression rationnelle a 'autre.
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CHAPITRE 8. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

8.1 Mise a Jour d’Expressions Rationnelles Simples

Les expressions sont des objets mathématiques tres utilisés dans le do-
maine de la vérification, comme les expressions rationnelles dans la vali-
dation de document XML. Bouchou et al. proposent dans [6] une méthode
de mise a jour d’expressions rationnelles simples en fonction de modifica-
tions dénotées sur le langage.

Considérons une expression rationnelle simple E et w un mot de L(E).
Soit w’ un mot obtenu en ajoutant ou en éliminant un symbole a par-
tir de w. Comment trouver une expression rationnelle simple E’ telle que
L(E)U{w'} € L(E’)? Une méthode constructive est proposée, par 1'al-
gorithme Generate Regular Expression Choices (GREC), permettant de cal-
culer un ensemble d’expressions rationnelles E’ telles que L(E’) inclut
L(E)U{w'} et (|E'| — |E|) est dans {—1,1}.

De telles modifications se réalisent tres facilement sur des multi-tildes-
barres. La suppression d'une lettre d"un mot revient a autoriser la traver-
sabilité du symbole, ce qui correspond a la modification d’une barre en
tilde dans I'expression. De par l’action simultanée des tildes et des barres,
nous pouvons réduire le nombre de mots ajoutés dans le langage, les tildes
augmentant le nombre de sous-intervalles traversables et les barres le di-
minuant. L'ajout d'un symbole peut étre traité de la maniere suivante :
dans le cas ot le symbole n’appartient pas a l’alphabet, on crée un nouvel
état dans I'automate des positions de E, et on crée les deux transitions
permettant d’inclure ce mot dans le langage, en fonction du mot w’. Si le
symbole est déja un état de I'automate, on doit créer au maximum deux
transitions, en fonction de w’, pour réaliser la modification du langage sou-
haitée. Les transitions a ajouter au nouvel automate pour le transformer
en un automate de Glushkov étendu sont alors beaucoup plus simples a
mettre en oeuvre, puisqu’il suffit d’ajouter certaines transitions pour sta-
biliser et transversaliser les orbites maximales. L'expression E’ obtenue est
alors syntaxiquement proche de l’expression de départ E, et une étude
approfondie peut permettre de quantifier le degré de modification du lan-
gage obtenu.

8.2 Propriétés des Constructions d’Automates

Les familles d’opérateurs de multi-barres, multi-tildes et multi-tildes-
barres sont des opérateurs rationnels et compatibles avec la linéarisation.
Nous avons également montré comment transformer toute expression E
de largeur n utilisant ces opérateurs en un automate A reconnaissant L(E)
par les méthodes suivantes : (1) une construction directe depuis une ERA
sans étoile calculant un automate a (n + 1) états; (2) une extension de
la construction de l'automate des positions a (n + 1) états pour une ERA
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8.3. LES MULTI-TILDES A CONTRAINTES

quelconque et sa réduction par la congruence des follows de Illie et Yu ; (3)
une extension des notions de dérivées de Brzozowski et de dérivées par-
tielles d’Antimirov calculant respectivement un DFA A de taille O(2"+1)
et un NFA A’ de taille inférieure a (1 + 2) tel que 'automate déterministe
des parties de A’ soit isomorphe a A; (4) une extension de la notion de c-
dérivation de Champarnaud et Ziadi construisant un automate isomorphe
a 'automate des positions de E. Les extensions (2), (3) et (4) induisent des
aspects théoriques intéressants.

(3) et (4) Dans [18], Champarnaud et Ziadi ont montré que I'automate
des dérivées partielles est un quotient de 'automate des positions. Ce ré-
sultat est-il conservé pour les automates des positions et des équations des
ERA?

(2) et (4) Dans [39], Nicaud a montré qu’en moyenne 'automate des
positions d’une expression rationnelle simple E possede O(n) transitions.
Dans [7], Broda et al. ont montré qu’en moyenne 1’automate des équations
d’une expression rationnelle simple E possede (%) états. Qu’en est-il des
ERA? Ces résultats sont-ils conservés ?

Quelles sont les complexités des constructions sur les ERA ? Comment
peut on faire ’économie de la forme totale, ou de la (i, f)-traversabilité ?
Et que peut-on dire sur le nombre moyen de couples (tildes et barres) des
expressions en multi-tildes-barres ? Existe-t-il un moyen de minimiser le
nombre de couples pour dénoter un langage, en étendant par exemple
la notion d’utilité aux multi-tildes-barres mais aussi aux expressions non-
linéaires ?

8.3 Les Multi-Tildes a Contraintes

Le langage d'une multi-tildes-barres E = =~ , (E1,4) est I'union des
langages générés par toutes les sous-listes libres de T restreintes par la liste
de barres B. Supposons qu'il existe trois tildes consécutives t; = (i, f1),
th = (i+1,f2) etts = (fa+1,f3) dans T telle que la barre (i3, f3) soit
dans B. Soit T' = (; )ke[i,#1] une sous-liste libre de T. On peut associer a
T’ une liste de variables boolénnes Iy = (71, ), e telle que toute variable
rty, prend la valeur VRAI si t; est dans T', FAUX sinon. L’action de la
barre (i1, f3) est d’interdire (entre autre) l'utilisation simultanée de #1, t; et
t3; pour que la liste de tildes T’ soit prise en compte, il faut alors qu’en
considérant les variables 71, 71, et 71y, de Ilp, la condition booléenne
(7, A 11, A 71,) soit égale & VRAL

Une barre ne peut restreindre ’action de tildes que si elles sont consé-
cutives. On veut maintenant pouvoir interdire I'application simultanée de
plusieurs tildes non-nécessairement consécutives et étudier l'augmenta-
tion du pouvoir de factorisation de ces nouveaux opérateurs. Par exemple,
considérons le langage rationnel L défini par :
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CHAPITRE 8. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

L={ws-b-wc € {ea} x {b} x{ec} | ~(ws =eAw. =¢)}.
Le langage L est dénoté par 'expression E = a bc+ab ¢ de largeur 6
et par 'expression F = ab ¢ + bc de largeur 5. Nous pouvons définir un
nouvel opérateur de multi-tildes a contraintes, paramétré par deux listes :
la liste de tildes T = (#1,f2) avec t1 = (1,1) et t = (3,3), et la liste
de contraintes B = (—(t; A t)). Son application sur la liste d’expressions
(a,b,c) forme une expression G = I (a, b, c) de largeur 3.

Ces langages étant rationnels, quel serait alors le pouvoir de factori-
sation induit par ces nouveaux opérateurs par rapport aux multi-tildes-
barres ? Et comment pourrions nous obtenir un automate reconnaissant ce
langage ? Quelle serait sa taille ?
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Alphabet, 18 Ensemble
Automate, 20 cardinal, 18
accessible, 23 totalement ordonné, 18
amplifié, 148 vide, 18
ASHE, 127 Expression
caractéristique, 130 @-linéaire, 9o
coaccessible, 23 @-linéarisée, 90
complet, 24 a contraintes, 88, 110
de Glushkov, 42 c-continuation, 52
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des dérivées partielles, 51 caractéristique, 146
des expressions dérivées, 49 compatible, 77
des follows, 45 minimale, 78
déterministe, 24 dérivation, 46
émondé, 24 dérivées partielles, 50
en ligne, 126 équivalence, 31
généralisé, 60 ERA, 118
jumeau, 127 FoAm, 126
NFA, 20 FoTo, 119
projeté, 131 plate, 126
quotient, 27 totale, 119
réductible, 66 ERABT, 84
retourné, 29 FoNo, 96
standard, 30 largeur alphabétique, 31
trié, 127 linéaire, 31
linéarisée, 31
Couple minimale, 31
chevauché ou chevauchant, 72 quotient, 31
croissant d’entiers, 18 rationnelle, 22
inclus, 72 simple, 21
rang, 88
surplombant, 72 Graphe
utile, 91 hamac, 65
barre, 92 Orbite, 65
tilde, 95 entrée, 65
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fortement stable, 65 Opération

fortement transversale, 66 concaténation, 19
maximale, 65 Etoile de Kleene, 19
sortie, 65 quotient, 25

stable, 65 union, 19

transversale, 65
orientés, 64
sans-orbite, 66
sous-jacent, 64

Relation
antisymétrique, 18
congruence, 18
d’équivalence, 18

Langage, 19 d’ordre, 18
droit, 23 d’ordre total, 18
gauche, 22 réflexive, 18
rationnel, 19 stable a droite, 18
Liste, 72 symétrique, 18
(i, f)-traversable, 93 transitive, 18
S-traversable, 93
chevauchante, 88 Suite de Padovan, 81

continue, 88
d’arité minimale, 88
libre, 72
maximale, 84
recouvrant un intervalle, 88
revétant un intervalle, 164

Morphisme associé, 146
Mot, 18
e-facteur, 19
prolongeable, 19
e-maximal, 19
décomposition, 19
généré par une liste, 75
longueur, 18
vérifiant une barre, 73
selon une liste de tildes, 110
vide, 18

Opérateur

barre, 70

compatible avec la @-linéarisation,
91

compatible avec la linéarisation,
32

multi-tildes-barres, 109

rationnel, 22
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