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Avant-propos

FE pur st muove.
(Et pourtant elle tourne.)

Galileo Galilei (apocryphe)

Alors que je suis assis dans mon bureau a écrire mon manuscrit de thése, j’ai 'impression
d’étre immobile. Néanmoins, je suis en rotation permanente, et méme, plus précisément, mon
mouvement, selon le référentiel d’étude, est composé de plusieurs rotations.
La Terre, par exemple, tourne sur elle-méme, ce qui induit un
écoulement dans les enveloppes fluides de notre planete. En
plus de cette rotation de la Terre sur elle-méme il faut tenir
compte de la rotation de la Terre autour du Soleil en une année.
Ce probléme semble déja assez complexe & cerner. Malgré cela,
diverses perturbations s’ajoutent a la rotation de la Terre :
un mouvement de précession, une variation temporelle de sa
vitesse angulaire de rotation ainsi que des déformations de
marées générées par la Lune ou le Soleil.

Notons également que la Terre, comme la plupart des pla-
netes et satellites, est composée de différentes couches dont
certaines, comme par exemple le noyau externe, sont fluides.
La mécanique des fluides en rotation, permettant d’appréhen-
der la dynamique interne de notre planete, a été un domaine

en plein essor au cours du XX¢ siécle. Ce cadre théorique per- FIGURE 1 — Vue de Jupfiter
met d’étudier la présence et 'influence d’instabilités, d’écoule- ?f\l Ad SZ /ﬁfﬁj zonauxen surtace

ments turbulents ou d’ondes inertielles dans les couches fluides
des planetes et satellites.

Les forgages précédemment évoqués sont généralement de petites amplitudes mais peuvent
avoir une influence non négligeable sur la dynamique du fluide interne aux échelles planétaires.
Ceci nous conduit a la problématique générale de ce travail :

Quels sont les effets d’un forcage harmonique sur la dynamique d’un écoulement
en rotation ?



Avant-propos

En premiere approximation, un fluide placé dans un conteneur en rotation, tel qu’un cylindre
ou une sphere, subit un écoulement de rotation solide : les particules de fluide décrivent un
simple mouvement de rotation en bloc. Néanmoins, si nous ajoutons maintenant une petite
perturbation a cette rotation, de grands effets peuvent se produire. Par exemple, on peut
supposer que l’axe de rotation du conteneur est lui-méme en rotation autour d’'un second
axe incliné par rapport au premier. Dans ce cas, on parle d'un mouvement de précession.
Notre expérience quotidienne nous montre aussi la présence de
la force de marées : la Terre est déformée par la Lune en une
ellipse, ce qui modifie la forme de toutes les enveloppes de notre
planéte. En présence de ces forgages, le mouvement du fluide de-
vient plus complexe et peut étre source d’instabilités, d’ondes
inertielles ou d’écoulements zonaux. Bien que nous ayons illus-
tré le principe d’une perturbation a I’écoulement sur le cas de la
précession ou des marées, il existe en fait plusieurs manieres de
perturber la rotation d’un fluide, comme nous le verrons dans la
suite. En pratique, dans de nombreuses applications, comme par
exemple en géophysique ou en astrophysique, plusieurs forcages
harmoniques se superposent a ’écoulement tels que les marées, la
libration longitudinale ou latitudinale et la précession. Il est im-
possible d’étudier d’un point de vue expérimental ou analytique
le résultat de tous ces forcages harmoniques simultanément. Nous
décomposons donc les différentes perturbations, puis étudions les
effets d’'un forgage donné sur I’écoulement en combinant une ap-
proche analytique, expérimentale et numérique afin d’en déduire
des lois générales régissant la dynamique du fluide.

FIGURE 2 — (a) Ganyméde, une Afin de comprendre les différents termes et concepts que nous
des lunes de Jupiter. utilisons dans ce mémoire, nous présentons dans le chapitre 1
(b) Structure interne de Gany- quelques notions essentielles sur la dynamique des fluides tour-
mede montrant la présence pos-  nants. Nous illustrons les différents forcages qui peuvent s’appli-
sible d’un océan sous sa surface  quer sur un fluide en rotation avant de souligner la distinction
(NASA/JPL). entre un écoulement résultant d’un forcage et un écoulement in-
stable. Pour finir, nous discutons les problématiques a résoudre. Le chapitre 2 dresse un pano-
rama des méthodes théorique, expérimentale et numérique utilisées afin d’appréhender ce pro-
bléme. Nous soulignons le cadre théorique des écoulements a faibles nombres d’Ekman, situation
rencontrée en géophysique et astrophysique. Nous présentons la liste des principales hypotheses
de travail permettant, dans certaines limites, de décrire analytiquement I’écoulement induit par
un forgage. Le dispositif expérimental dédié a 1’étude d’un forgage de marées ou de libration
longitudinale dans une sphere est ensuite décrit ainsi que les différentes méthodes de diagnostic
de I’écoulement généré. Dans certains cas, nous avons également utilisé une approche numérique
qui est expliquée puis validée dans ce méme chapitre.

Le chapitre 3 se focalise sur ’étude de 1’écoulement non-linéaire induit par un forcage de
libration longitudinale dans une coquille sphérique. Dans une gamme de parametres ou aucune
onde inertielle n’est excitée, nous montrons qu’un écoulement stationnaire et axisymétrique,
appelé vent zonal, est induit. L’étude analytique, effectuée en géométrie sphérique, est ensuite
validée & la fois expérimentalement et numériquement dans le chapitre 4. Nous discutons
également de la pertinence de ce vent zonal dans d’autres géométries. De plus, nous soulignons
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Avant-propos

I’analogie entre un forcage temporel et un forgage azimutal modélisant, par exemple, des effets
de marées et générant un écoulement zonal dont les caractéristiques sont similaires au vent zonal
obtenu dans le chapitre 3. Le cas de la libration longitudinale d’un conteneur non-axisymétrique
est traité dans ce chapitre et nous montrons que la structure de la correction non-linéaire demeure
inchangée.

En plus d’un écoulement non-linéaire nous montrons, dans le chapitre 5, qu’un forcage
de libration longitudinale peut conduire a une instabilité centrifuge au voisinage de la paroi
extérieure. Cette instabilité, caractérisée numériquement et analytiquement, peut conduire a
une zone turbulente qui, a son tour, induit une génération spontanée d’ondes inertielles dans le
volume. Ce sujet est discuté dans le chapitre 6. Nous étudions les caractéristiques de ces ondes
inertielles émises dans le cas d’une zone turbulente localisée en géométrie sphérique ou étendue
en géométrie cylindrique. Nous soulignons également la forte similitude entre ondes internes et
ondes inertielles générées par une zone turbulente.

Alors que dans les premieres sections nous avons négligé 'effet des ondes inertielles, le cha-
pitre 7 se concentre sur ’étude expérimentale de ’écoulement induit par la résonance d’ondes
inertielles. Nous montrons que, dans ce cas-1a, ’écoulement généré peut devenir bien plus intense
et nous présentons des lois d’échelles obtenues a partir de mesures expérimentales de vitesse.
Nous nous intéressons particulierement au forcage de marées en géométrie sphérique et montrons
expérimentalement qu'une instabilité de cisaillement peut étre générée dans le volume par un
forcage résonant. Finalement, le chapitre 8 traite de I’écoulement au voisinage de ce que 1'on
appelle les latitudes critiques. Autour de ces zones, les lois d’échelles de couches limites habi-
tuelles ne sont plus valides. Une nouvelle approche analytique est développée dans les différents
cas selon la position de la latitude critique. Les équations régissant la dynamique du fluide au
voisinage de ces zones sont présentées.

Finalement, nous discutons dans la conclusion de ce manuscrit des implications, a 1’échelle
planétaire, de ces forcages.
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Chapitre

Forcages harmoniques et écoulements
tournants

I don’t know anything, but I do know that everything is
interesting if you go into it deeply enough.

Richard Feynman
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Dans ce chapitre, nous discutons dans la section 1.1 des écoulements tournants dans les ap-
plications géophysiques/astrophysiques et industrielles et soulignons I'importance que peuvent
prendre les forgages harmoniques, méme de faibles amplitudes, sur I’écoulement final. Dans la
section 1.2, nous présentons les bases nécessaires pour étudier la dynamique des fluides en ro-
tation. L’équation de Navier-Stokes en référentiel tournant, les ondes inertielles et les couches
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Chapitre 1: Forcages harmoniques et écoulements tournants

visqueuses sont abordées. Puis, dans la section 1.3, nous proposons une modélisation mathé-
matique des forgages de libration longitudinale/latitudinale, de marées et de précession pour
pouvoir décrire les mouvements du fluide soumis & ces forcages harmoniques. Finalement, nous
discutons dans la section 1.4 de la différence entre une instabilité et un écoulement résultant
d’un forgage et présentons les principes généraux des instabilités qui apparaitront dans la suite
de ce manuscrit.

1.1 Forcages harmoniques et mécanique des fluides

FEn se promenant sur une plage, il n’est pas rare de voir de nombreuses branches ou coquilles
d’animaux morts sur le rivage. Comment ces objets ont-il pu se déposer la? Puisque les vagues
sont oscillantes, tout ceci devrait rester en mer a errer perpétuellement. La présence de ces objets
s’explique par un premier exemple d’écoulement moyen généré par un forcage harmonique, appelé
dérive de Stokes (voir par exemple Craik, 2005; Stokes, 2009). Ce mécanisme génére un transport
de matiére associé a la propagation d’une onde présentant une inhomogénéité spatiale. Cette
inhomogénéité implique une asymétrie de la trajectoire d’'une particule de fluide advectée par les
ondes entre ’écoulement lors de "laller" de 'oscillation et I’écoulement au "retour" de celle-ci.
Ce mécanisme n’est pas anecdotique dans les vagues générées par le vent : une partie importante
de la dérive a la surface de 'océan provient de ce mécanisme (Ardhuin et al., 2009). Méme si ce
phénomene de dérive est usuellement de faible amplitude, sa présence n’est pas négligeable dans
certaines situations telles que la pollution de ’océan lors de marées noires ou pour le transport de
nutriments, par exemple dans les récifs coralliens (Monismith, 2007). Notons que ce mécanisme
est un phénomene purement non-linéaire et varie comme le carré de I’amplitude de 'onde. Nous
allons présenter dans la suite, quelques cas d’applications de ce phénomeéne non-linéaire, dans
le cadre industriel puis tout particulierement dans les systémes en rotation qui constituent le
coeur de cette these. Notons avant d’aller plus loin que la dérive de Stokes, présentée ici dans
le cas des vagues, est un phénomeéne lagrangien, a 'inverse, les écoulements zonaux que nous
allons considérer dans cette these sont de type eulérien (écoulements dits redressés ou de steady
streaming (voir par exemple Riley, 2001)).

1.1.1 Applications industrielles

Le travail effectué au cours de cette thése s’inscrit principalement dans un cadre géophy-
sique et astrophysique. Néanmoins, la présence et l'influence d’un forcage harmonique dans
des situations industrielles, telles que 1’écoulement entre un rotor et un stator ou une pompe
péristaltique, peuvent étre importantes. Un forcage peut permettre, par exemple, de générer
ou controler un écoulement (voir par exemple Hoepffner et Fukagata, 2009; Mamori et al.,
2010). En effet, une application usuelle d’un for¢age harmonique dans le milieu industriel est
le pompage péristaltique (Jaffrin et Shapiro, 1971; Terray et al., 2002; Skafte-Pedersen et al.,
2009). Ce phénomene est utilisé afin de transporter un fluide dans un tube flexible que 1'on
peut placer dans un systéme en rotation afin de minimiser I’encombrement (Yobas et al., 2008).
Sous l'effet d’'une onde progressive de contraction ou d’extension se propageant le long du tube
flexible, le fluide est entrainé par ce systéme (figure 1.1). La réponse linéaire a ce forgage n’in-
duit pas d’écoulement moyen mais uniquement une oscillation des particules au cours du temps.
Pour décrire le transport du fluide, il faut prendre en compte les effets non-linéaires associés
a ce mécanisme. Il apparait alors une dérive des particules au cours du temps et la géné-
ration d’'une vitesse moyenne non nulle. Cette méthode est particulierement utile lorsque le
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1.1 Forcages harmoniques et mécanique des fluides
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FIGURE 1.1 — Vitesse et champ de pression induits par pompage péristaltique et par injection/aspiration
de fluide. Le champ de pression est représenté par les niveaux de gris (faibles pressions en noir) et les
fleches indiquent le champ des vitesses (extrait de Hoepffner et Fukagata (2009)).

fluide a transporter ne doit pas étre contaminé par l’environnement extérieur car le systéme

de transport ne rentre jamais en contact avec le fluide qui reste confiné dans le tube flexible.

L’introduction d’'un forcage harmonique dans
un systeéme est parfois nécessaire pour certaines ap-
plications : par exemple, I'introduction d’une varia-
tion de pression ou de vitesse dans un systéme mi-
crofluidique permet de générer des émulsions dans
des systeémes a faibles tensions de surface comme
illustré sur la figure 1.2 (Ziemecka et al., 2011; Sau-
ret et Shum, 2012a,b; Sauret et al., 2012b).

Mais, la présence d’'un forgcage harmonique sur
un systeme peut parfois étre indésirable et avoir
des conséquences importantes. C’est par exemple
le cas dans le domaine de la balistique. Une mé-
thode utilisée pour stabiliser la trajectoire d’ob-
jets volants, comme des missiles ou des satellites,
consiste a leur donner un mouvement de rotation
propre. La présence d’une petite perturbation peut
alors conduire le carburant liquide contenu dans le
réservoir a transiter d’un mouvement de rotation
solide a un mouvement de précession. Dans ce cas-

FIGURE 1.2 — Régimes d’écoulements dans un
systeme microfluidique. De haut en bas, la
fréquence du forcage harmonique augmente.
Controler les effets générés par le forgage per-
met la génération d’émulsions.

la, la dynamique du fluide peut affecter la trajectoire de l'objet et modifier sa stabilité. De
nombreuses études ont été effectuées sur la précession dans un corps cylindrique afin de mieux
comprendre ces effets (Stewartson, 1958; Gans, 1970; Herbert, 1986; Manasseh, 1992; Kobine,
1995; Meunier et al., 2008; Lagrange et al., 2008, 2010; Lagrange, 2009).

Ces exemples soulignent I'importance des effets générés par un forgage harmonique, qu’il soit

désiré ou non. Il est intéressant de pouvoir prédire la fréquence optimale du forcage a appliquer

au systéme pour induire la formation d’émulsions. De méme, estimer le débit induit par pom-
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page péristaltique nécessite de connaitre les caractéristiques de I’écoulement généré. Alors que
dans le cas de la précession d’un objet volant, il est nécessaire de savoir quand va intervenir une
instabilité de précession et ses effets sur la stabilité du vol.

Dans cette theése, nous nous sommes intéressés au cas particulier d’un forcage harmonique
sur un écoulement en rotation. En effet, la présence de la force de Coriolis induite par la ro-
tation apporte une dynamique supplémentaire, riche et intéressante. De plus, les écoulements
en rotation ont pour applications directes les écoulements géophysiques et astrophysiques ou la
dynamique interne des planetes et satellites est source de nombreuses interrogations.

1.1.2 Géophysique et astrophysique

Les planetes et les satellites tournent sur eux-mémes & une vitesse angulaire donnée. Par
exemple, pour la Terre, cette rotation se fait en un jour. D’autres effets mécaniques ! s’ajoutent
a cette rotation propre : les forces de marées, un mouvement de précession et de libration
longitudinale/latitudinale. Ces effets qui s’exercent sur I’écoulement en rotation constituent des
forgages harmoniques en temps et en espace. Leur modélisation mathématique sera présentée en
section 1.3. On peut alors légitimement se demander si ces forcages peuvent modifier, de maniere
non-négligeable, la dynamique interne du fluide.

Les modéles actuels d’écoulements dans les planetes et satellites qui permettent d’expliquer,
par exemple, la présence de bandes visibles a la surface de Jupiter, sont principalement basés
sur de la convection (Busse, 1976; Aurnou et Olson, 2001) ou de la turbulence en milieu stratifié
(Williams, 1979). De méme, la présence d’'un champ magnétique sur notre Terre et dans cer-
taines planetes et satellites du systéme solaire est généralement considérée comme induite par
des phénomenes convectifs (Glatzmaier et Roberts, 1995a,b; Grote et al., 2000; Busse, 2002).
Nous proposons d’étudier dans cette thése des mécanismes alternatifs de forcages mécaniques
tels que la précession, la libration ou les déformations de marées qui sont susceptibles d’apporter
une contribution non-négligeable aux écoulements planétaires (voir par exemple Malkus, 1968;
Tilgner, 2007; Morize et al., 2010). De plus, les grandeurs physiques caractérisant certains sa-
tellites tels que lo, Ganymeéde ou la Lune primitive, ne permettent pas d’expliquer toutes les
observations a l'aide de la convection planétaire. Le champ magnétique observé ne peut s’ex-
pliquer que par la présence de mécanismes alternatifs. Plusieurs études ont ainsi montré que la
présence d’un forgage de précession, de marées ou de libration peut générer des effets importants,
comme par exemple la génération d’'un champ magnétique (Malkus, 1993; Kerswell et Malkus,
1998; Tilgner, 1999b, 2005; Herreman et al., 2009; Le Bars et al., 2011; Nore et al., 2011b, 2012;
Cébron et al., 2012b; Wu et Robert, 2012) ou la synchronisation des étoiles binaires (Le Bars
et al., 2010).

Depuis quelques années, un fort regain d’intérét est observé dans 1’étude des forcages har-
moniques en astrophysique, en particulier le forcage de libration. En effet, en construisant un
modele hypothétique d’un corps astrophysique (composition, présences de différentes couches
solides ou fluides) et en étudiant ensuite la réponse de ce corps a un forgage harmonique, on
peut estimer sa structure interne la plus probable. Une précision de plus en plus grande dans les
mesures astrophysiques a permis de révéler, entre autres, la présence d’un noyau liquide au sein
de Mercure (Margot et al., 2007), d’océans internes ou de vents zonaux (Lorenz et al., 2008) ou
la variation de la durée du jour sur Titan (Van Hoolst et al., 2009). Plus récemment, 1’étude de

1. Les forcages que nous considérons dans cette thése sont purement mécaniques. L’influence des effets ther-
miques ou magnétiques n’est pas étudiée.
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Noyau métallique
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FIGURE 1.3 — Structure interne hypothétique du satellite galiléen Europa. Sous une coquille de glace en
surface, on suspecte la présence d’un océan liquide dont les propriétés, telles que sa profondeur, sont mal
connues (crédit NASA/JPL).

libration des satellites de glace Joviens a permis de proposer des modeéles pour estimer I’épaisseur
des océans subsurfaciques sous la crotite de glace (Spohn et Schubert, 2003; Van Hoolst et al.,
2008; Rambaux et al., 2011) (figure 1.3). De plus, un projet de mission spatiale d’exploration
autour de Jupiter, I’ Buropa Jupiter System Mission? (EJSM), est actuellement en cours et le
lancement des sondes de mesures est prévu pour 2020. Ce programme a pour but d’étudier plus
en détails les quatre plus grands satellites de Jupiter : Europe, lo, Ganymede et Callisto et de
déterminer si ces satellites galiléens? peuvent abriter un environnement habitable. Scientifique-
ment, cela nécessite de caractériser notamment la composition en surface de ces satellites, mais
aussi de déterminer plus précisément leur structure interne.

Une meilleure caractérisation de la présence et de la taille des
océans internes est particulierement intéressante car de récentes
recherches suggerent, par exemple, que la valeur importante du
bilan thermique d’Encelade (figure 1.4) ainsi que les panaches
thermiques observés sont dus a la présence d’un océan subsurfa-
¢ique possédant une activité thermique intense (Hand et al., 2011,
Howett et al., 2011; Matson et al., 2012). La méme problématique
se pose pour de nombreux satellites de glace (voir par exemple
Gaeman et al., 2012) : la présence d’un océan subsurfagique est
nécessaire afin d’expliquer les observations thermiques ou magné-
tiques. Surprenons-nous a réver : différentes études suggerent que

la présence d’eau sous la couche de glace pourrait abriter des
traces de vie (E. J. Gaidos, 1999; Kargel et al., 2000; Rothschild FIGURE 1.4 — Lefatellite Ence-
et Mancinelli, 2001). Les futures missions spatiales, couplées a lade .p}_lOtngr{‘?phle par la sonde
des modélisations pertinentes permettront peut-étre de déceler Cassini (crédit JPL/NASA).
des traces de vie sur ces satellites de glace.

Néanmoins, il faut noter qu’a I’heure actuelle, méme les modeles les plus avancés, ne prennent
pas ou peu en compte les influences du fluide interne. Un des défis majeurs est donc de pouvoir

décrire le mouvement de ce fluide sous 'effet de différents forcages harmoniques afin de I'inclure

2. http ://opfm.jpl.nasa.gov/europajupitersystemmissionejsm/
3. Le terme satellites galiléens renvoi uniquement aux quatre plus grands des satellites naturels de Jupiter
découverts par Galilée : To, Europe, Ganymede et Callisto.
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dans les modélisations. Par exemple, est-ce que des instabilités générées par un forgage peuvent
modifier la dissipation visqueuse au sein de la planete ou le couple exercé sur ses parois ? Plus
les effets hydrodynamiques inclus dans les modeéles astrophysiques seront bien décrits, plus I’es-
timation finale de la structure interne d’un satellite a partir d’observations astrophysiques sera
précise.

Nous reviendrons plus en détails dans la suite sur la modélisation mathématique des différents
types de forgages, ainsi que sur les ordres de grandeur correspondants.

1.2 Quelques notions sur les fluides tournants

Avant de nous lancer dans notre étude, nous rappelons dans cette section quelques notions
théoriques de la dynamique des fluides tournants. Cette section n’a pas pour but d’étre exhaus-
tive, elle permet simplement de rappeler les principales notions que ’on utilisera dans la suite
de ce mémoire. Une introduction plus complete & la dynamique des fluides tournants et des
écoulements géophysiques peut étre trouvée dans de nombreux ouvrages tels que les livres de
Chandrasekhar (1961), de Greenspan (1968), de Pedlosky (1987), ou encore de Cushman-Roisin
et Beckers (2010).

1.2.1 Equation de Navier-Stokes en référentiel non-galiléen

Considérons un fluide newtonien, incompressible, de masse volumique p et de viscosité ci-
nématique v. L’évolution du champ des vitesses u;(r,t) et de pression P dans un référentiel
galiléen (le repeére inertiel est spécifié par l'indice "i") est régie par I’équation de Navier-Stokes

i P
8(;: + (i - V)u; = —Vp + v V2, (1.1)

et par I’équation de continuité
V. u; =0. (1.2)

Il est généralement plus pratique d’étudier des écoulements tournants dans le référentiel en
rotation avec le fluide. Considérons alors R, ce référentiel en rotation, avec la vitesse angulaire
instantanée Q(t) par rapport au référentiel inertiel, noté R;. L’accélération d’une particule de
fluide dans ce référentiel en rotation, non-galiléen, est reliée a 'accélération dans le référentiel
inertiel par la relation :

ou; ou dQ2
== 2Q Qx(Q — 1.
(‘%)Ri <at>7zr+ X u+ QX ( ><r)+(dt)ni><r (1.3)
—_———
—fe —Jfe ~fp

ou r représente le vecteur position et u la vitesse du fluide dans le référentiel en rotation. En
plus de la dérivée usuelle, on voit apparaitre des termes supplémentaires propres a la dynamique
en référentiel non-galiléen :

e fo=—2Q x u représente la force de Coriolis et est normale au mouvement des particules
de fluide;

e fe correspond a la force centrifuge. Ce terme est potentiel, il peut se réécrire Q x (2 x r) =
~V(Q2 x1r)?/2;

o fp=—(d: Q)r, xr désigne la force de Poincaré. Ce terme n’est présent que dans un référentiel
en rotation non uniforme.



1.2 Quelques notions sur les fluides tournants

L’équation (1.1) se réécrit dans le référentiel en rotation R, :

0 dQ
8—?+(U-V)u+2ﬂxu:—Vp—i—l/Vzu—i—rXE, (1.4)
ou on a défini la pression réduite :
P 1
== ——(Qxr)? 1.5
p=- 5 (2 x7) (1.5)

On peut remarquer que seuls les termes d’accélération de Coriolis et de Poincaré apparaissent
explicitement dans ’équation de Navier-Stokes en référentiel tournant. En effet, les effets cen-
trifuges peuvent étre intégrés a la pression et ne modifieront pas la dynamique du fluide.

1.2.2 Adimensionnement

La dynamique d’un systéme physique dépend généralement de différents parameétres tels que
la vitesse du fluide, sa viscosité, les dimensions du conteneur. Néanmoins, nous pouvons utiliser
des nombres sans dimension pour décrire ce probleme. Pour un fluide en rotation dans un conte-
neur de dimension caractéristique R & la vitesse angulaire 2 = Q k, ou {2 est considéré comme
constant, nous pouvons utiliser respectivement R, Q! et U comme échelles caractéristiques de
longueur, de temps et de vitesse d’une particule de fluide. L’échelle de pression est posée comme
pQ RU. L’équation (1.4) se met alors sous forme adimensionnée :

?Z+RO(U-V)u+2kxu:—VW+EV2u (1.6)

Notons que la force de Poincaré a disparu de cette équation car nous considérons un référentiel
en rotation a vitesse angulaire constante. Ce choix d’adimensionnement permet de rendre le
terme associé a la force de Coriolis d’ordre O(1). Cette expression fait apparaitre deux nombres
sans dimension. Le nombre de Rossby,

U
RO’
qui quantifie ’amplitude du terme de transport convectif de I’équation du mouvement par rap-

Ry (1.7)

port & amplitude de la force de Coriolis. Il donne une estimation de I'importance relative des
termes non-linéaires. Le nombre d’Ekman compare I'influence des forces visqueuses et des forces

de Coriolis et est défini par y

E=_—.
Q R2
Ce nombre est particulierement pertinent dans ’étude des écoulements forcés par des effets de

(1.8)

parois. Dans le cadre de I’étude des écoulements géophysiques, les effets de rotation et de la
force de Coriolis sont dominants. Par conséquent, on se placera dans la suite dans le cas des
écoulements a faibles nombres d’Ekman F < 1 et de Rossby, Ry < 1. Typiquement, pour des
écoulements planétaires, £ < 107'2 et la condition E < 1 est donc amplement satisfaite.

1.2.3 Rotation solide et théoréeme de Taylor-Proudman

On peut remarquer dans un premier temps que dans le cas d’un vecteur rotation €2 indépen-
dant du temps, I’équation (1.6) admet une solution triviale u = 0 et p = C*. Dans le référentiel
inertiel, cette solution n’est pas triviale et représente un écoulement de rotation solide qui s’écrit
simplement u; = k x r. Ce résultat est naturel, un fluide visqueux remplissant un conteneur
fermé qui est mis en rotation uniforme va atteindre au bout d’'un temps suffisamment long un
état stationnaire de rotation solide.
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Considérons le cas simple d’un écoulement a petit nombre
de Rossby, Ry < 1, stationnaire, d;u = 0 et non visqueux,
E = 0. Dans ce cas, I’équation de Navier-Stokes (1.6) se réduit

N

a
2k x u=-Vr (1.9)

Notons que cette relation implique que I’écoulement est normal
au gradient de pression, i.e. que les lignes de courant et les iso-
bares sont confondues. En prenant ensuite le rotationnel de I’ex-
pression (1.9), et en utilisant I’équation de continuité V - u = 0,
on obtient le théoréme de Taylor-Proudman® (Proudman, 1916;
Taylor, 1917, 1923)

(k- V)u=0. (1.10)
Dans le cas ou 'axe de rotation est suivant e, cette condition
s’écrit : 5
u
— =0, dou wu=u(zy). 1.11
- ot u=u(wy) (111)

FIGURE 1.5 — Un objet en se dé-
plagant dans un écoulement en
rotation génere une colonne de
fluide parallele a ’axe de rotation
(Bush et al., 1995).

Ce théoreme implique qu’une colonne de fluide en rotation contenue entre deux parois solides

doit avoir la méme vitesse sur toute sa hauteur. Si on perturbe

I’écoulement en un point donné,

cette perturbation va se transmettre instantanément sur toute la colonne. Ceci ne signifie pas
qu’aucun écoulement axial n’est créé mais seulement que les trois composantes du champ des
vitesses dépendent uniquement de deux composantes. Notons qu’en 'absence de rotation, le
mouvement d’'un solide dans un fluide perturbe I’écoulement dans toutes les directions. Ce
théoreme est particulierement important dans les mouvements atmosphériques et océaniques
car les topographies génerent des perturbations sous forme de colonnes qui interférent avec

’écoulement jusqu’a des hauteurs importantes ®.

1.2.4 Ondes inertielles

Nous considérons un fluide homogene en rotation

uniforme autour de l'axe (Oz) a la vitesse angulaire N SRR %

Qe,. Ce fluide en rotation est le support de la propaga-

tion d’ondes, appelées ondes inertielles, induites par la -40[:

présence de la force de Coriolis (Greenspan, 1968; Ligh-
thill, 1978). Ces ondes inertielles sont présentes dans les
écoulements planétaires (Aldridge et Lumb, 1987; Kuhn
et al., 2000), dans ce cas, les effets de la rotation sont en
plus couplés a des effets de stratification. Expérimenta- ~160
lement, les ondes inertielles peuvent étre observées, par
exemple en faisant osciller un cylindre dans un écoule-

-
—120} 7 +

o e 22 ~
-150 -100 -50 [

X (mm)

ment en rotation comme illustré sur la figure 1.6 (Messio
et al., 2008; Cortet et al., 2010), en présence de coins
(Wood, 1965, 1966) ou de discontinuités dans les condi-
tions aux limites (Walton, 1975). Notons également le
travail de Tilgner (2000) qui a montré que les enveloppes

FIGURE 1.6 — Visualisation expérimentale
du champ de vitesses (fleches) et de vor-
ticité (échelle de couleurs) de 1'onde iner-
tielle générée par I'ocillation d’un cylindre.
(extrait de Cortet et al. (2010)).

4. Bien que ce résultat ait été établi dans un premier temps par Hough (1897)
5. Notons qu’en pratique, pour les applications atmosphériques et océaniques, la stratification a également une

influence.
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1.2 Quelques notions sur les fluides tournants

de paquets d’ondes inertielles localisées dans ’espace se
traduisent par des couches de cisaillement.

Placons nous dans la limite des petits nombres d’Ekman, £ < 1 et de Rossby, Ro < 1.
L’équation (1.6) conduit alors a

0
—u+2ezxu—

ot

ou e, indique la direction de ’axe de rotation. En prenant deux fois le rotationnel de cette

—Vp (1.12)

expression, on obtient avec ’équation de continuité :

2, 82

Les solutions de cette équation forment une famille orthogonale appelée ondes inertielles. On

(1.13)

cherche ses solutions sous la forme

i(kr—wt)

u=uge (1.14)

ol k et w représentent respectivement le vecteur d’onde et la pulsation de I'onde. Ceci conduit
a la relation de dispersion des ondes inertielles :

k-e,
k

ol on a défini v, angle entre k et e,. Nous remarquons que la direction de propagation de ’'onde

w==+2

= +2cosy (1.15)

dépend de sa pulsation. Les ondes inertielles sont donc anisotropes. Une équation similaire peut
étre obtenue pour le champ de pression :

02 2 8%p
53 V’P +4(T 0

qui est connue sous le nom d’équation de Poincaré. Cherchons alors un champ de pression

(1.16)

proportionnel & e71¢! L’équation précédente peut se réécrire :
0%p n 0%p n w? — 0% p
ox?  Oy? w2 022

Cette équation permet de voir explicite-

ment, que selon le signe du terme (w? — ‘}ig

4)/(w?), la nature du probléme va étre dif-
férente. Pour w? < 4, le probléme est hyper-

P_o

(1.17)

*

bolique et des ondes inertielles peuvent se jg—v
propager. A l'inverse, dans le cas ot w? > 4, \

le probleme est elliptique et aucune onde
inertielle ne se propage. On peut noter a
partir de la condition d’incompressibilité
que

k-u=0. (1.18)

Ceci implique que la propagation des ondes
inertielles est transverse. On remarque éga-

9 14, w

I
i I

FIGURE 1.7 — Représentation schématique des ondes
inertielles émises par un cylindre oscillant (d’aprés Mes-
sio et al. (2008)).

lement dans la relation (1.15) que la fréquence ne dépend pas de la longueur d’onde mais uni-

quement de la direction de propagation de 'onde. La vitesse de phase de 'onde inertielle est,

quand a elle, donnée par

k:ez

vp = 2

oSy .

k=42—-
k2

(1.19)

11
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Cette vitesse de phase dépend de la pulsation w, la propagation des ondes inertielles est donc

dispersive. La vitesse de groupe correspond a la vitesse de propagation de ’énergie et a pour

expression

kx(ey x k)

L3

On remarque que la vitesse de groupe et la vitesse de phase sont perpendiculaires (voir figure 1.7).

De plus, la fréquence de forgage imposée ne sélectionne pas de longueur d’onde. Par conséquent,

celle-ci est fixée par la géométrie du forcage ou 1’échelle de longueur visqueuse du probleme.
Pour w = 0, la relation de dispersion conduit & v = 7/2, ce qui implique une vitesse de phase

nulle et une vitesse de groupe vy = £2 k~le,. Les surfaces caractéristiques sont des cylindres

vy = +2 (1.20)

alignés avec 'axe de rotation du fluide. On a alors le long d’un cylindre caractéristique

ou

— =0 1.21
P (1.21)
Nous retrouvons le théoreme de Taylor-Proudman présenté ci-dessus. Pour de plus amples détails
sur les ondes inertielles nous renvoyons au livre de Greenspan (1968) ou a l'article de Messio
et al. (2008).

1.2.5 Ondes inertielles et ondes internes

Il est intéressant de noter I’analogie possible entre les ondes inertielles et les ondes internes
associées a la stratification du milieu de propagation (Veronis, 1970; Rieutord et Noui, 1991).
La relation de dispersion des ondes internes s’écrit

w = =£N sinvy (1.22)

ou N est la fréquence de Brunt-Viisila. Elle correspond a la pulsation propre d’oscillation des
particules de fluide soumises a la force de flottaison et est définie par

N=,-22% (1.23)

ol g est l'accélération de la pesanteur, py la moyenne suivant z de la masse volumique p. Cette
analogie est particulierement intéressante car les ondes internes ont fait I’objet de nombreuses
études, du fait de leur présence dans les systémes naturels (voir par exemple Garrett et Munk,
1979; Maas et al., 1994; Sutherland et al., 1999; Dauxois et Young, 1999; Staquet et Sommeria,
2002; Voisin, 2003; Helfrich et Melville, 2006; Mercier et al., 2010; Bordes et al., 2012).

Cette analogie sera particulierement utilisée dans I’étude de la génération spontanée d’ondes
inertielles effectuée au chapitre 6.

1.2.6 Modes inertiels dans une spheére

Dans le cas d’une géométrie confinée, les ondes inertielles portent le nom de modes inertiels.
Considérons, par exemple, une géométrie que 1’on utilisera tout au long de cette theése : une
sphere en rotation (Greenspan, 1968; Zhang et al., 2001). Les mémes développements peuvent
étre effectués dans des géométries différentes, telles qu'un cylindre (Kelvin, 1880) ou un sphé-
roide (Zhang et al., 2004). Il faut néanmoins noter que dans certaines géométries comme la
coquille sphérique ou l'ellipsoide triaxial, ces modes inertiels ne sont pas connus analytiquement
et doivent étre calculés numériquement.

12



1.2 Quelques notions sur les fluides tournants

Considérons une sphere de rayon R en rotation autour de son axe a la vitesse angulaire
Qe,. En coordonnées cylindriques, le champ de base des vitesses s’écrit u = r 2 eg ou r est la
distance & I’axe de rotation et eg est le vecteur azimutal. Dans la suite, Q7! et R sont utilisés
respectivement comme échelles de temps et de longueur. Perturbons alors le champ des vitesses
et de pression par un mode linéaire de nombre azimutal m et de fréquence w :

(' p) = (w,p) e ("0 (1.24)

Dans le cadre d’une analyse non visqueuse, 'amplitude de la perturbation du champ de
pression satisfait a I’équation de Poincaré (Cartan, 1922; Lacaze, 2004).

0 Op m? 4 d’p

De plus, la condition aux limites non visqueuse, déduite de la condition n - u = 0, s’écrit

0 2m 4 0
rp_p_(2_1>zp:o en r24.2—1. (1.26)
or v ¥ 0z
oll ¥ = w — m est la fréquence de la perturbation dans le référentiel en rotation. La solution a
ce probléme aux valeurs propres a été donnée par Greenspan (1968). Il apparait que pour une
valeur donnée de m, il existe un nombre discret de familles de valeurs propres qui sont définies
comme les racines de I’équation
2y 4 (piml jm| g
(1-2?) — (A" (@) +mP" (@) =0 avec o= (1.27)
dz 2
ou P™ est le polynéme de Legendre de degré [ et d’ordre m. Ces familles sont paramétrisées
par les entiers | et m. Pour chaque valeur de [ et m, il y a [ — m valeurs propres si m # 0 et
[ —1 valeurs propres si m = 0. Cette fonction propre, associée a chaque valeur propre v est alors
donnée par

2

N
p(r.z) =rIm 2 TT leQ (G2 = 1)+ ¢ (1 - 74> r’ + 742 (1-¢?) 2 (1.28)
j=1

ou k = 0si (I —m) est paire, et k =1 si (I —m) est impaire. (j, o j = 1..N sont les zéros de
P/™ et I'entier N est donné par

N =

1
2

(I—|m|) quand [—|m| est paire

N | —

N=—-(—-|m|-1) quand [—]|m| estimpaire

On peut déduire de ces équations que les fréquences w sont confinées dans l'intervalle m—2 <
w < m + 2. De plus, pour m = 0 (cas axisymétrique), le spectre de fréquences est symétrique.
On peut alors tracer 1’évolution de la fréquence des modes propres de la sphére pour différents
nombres azimutaux m. Les figures 1.8(a)-1.8(d) représentent ces modes propres, respectivement
pour m =0, m =1, m = 2 et m = 8. L’expression 1.28 permet de tracer le champ de pression
associé a chaque mode propre. Nous avons représenté sur les figures 1.9(a)-1.9(d) ces champs de
pression pour quelques modes propres axisymétriques (m = 0).

Nous verrons dans le chapitre 7 comment utiliser ces résonances pour générer des vents
zonaux importants.
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FIGURE 1.8 — Valeurs propres en fonction du degré de polynéme de Legendre pour (a) m = 0, (b) m = 1,
(¢) m=2,(d) m=8.

(a) (b) (c) (d)
FIGURE 1.9 — Champ de pression associé aux modes propres dans une spheére en rotation soumise a

un forgage de libration longitudinale (m = 0). Solution analytique pour (a) w = 1,3089 (I = 4), (b)
w=09381 (I = 6), (c) w=1,7995 (I = 6) et (d) w = 0,7262 (I = 8).
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FIGURE 1.10 - (a) Energie cinétique d’un mode inertiel donnée dans une coquille sphérique et (b) structure
des rayons coincidant avec le maximum de 1’énergie cinétique (extrait de Rieutord et Valdettaro, 1997).

1.2.7 Attracteurs dans une coquille sphérique

Dans une sphere creuse, les modes propres peuvent étre obtenus analytiquement comme nous
venons de le voir. En présence d’un noyau interne la situation devient plus complexe. Ainsi, les
modes inertiels confinés dans une coquille sphérique ont fait 'objet de nombreuses études ces
vingt derniéres années (Rieutord et Valdettaro, 1997; Rieutord et al., 2000, 2001, 2002; Rieutord
et Valdettaro, 2010; Tilgner, 1999a; Maas, 2001; Maas et Harlander, 2007). A l'inverse d’une
sphere creuse, les modes inertiels sont singuliers dans une coquille sphérique, et il n’existe pas
de solution analytique permettant de déterminer 1’écoulement généré. A l'aide de simulations
numériques linéaires, Rieutord et Valdettaro (1997, 2010) ont étudié la trajectoire des rayons
autour desquels se concentrent 1’énergie cinétique. Ils ont pu montrer que, dans cette situation,
la distribution de I’énergie cinétique n’est pas uniforme dans le volume mais se concentre sur des
surface coniques possédant une épaisseur variant comme E/4 (figure 1.10). Nous renvoyons au
différents articles mentionnés ci-dessus pour plus de détails. Notons que cette notion d’attracteurs
se retrouve également dans le cas des ondes internes en milieu confiné (voir par exemple Maas
et Lam, 1995; Swart et al., 2010).

1.2.8 Couches visqueuses dans les écoulements en rotation
1.2.8.1 Couches d’Ekman

Considérons un écoulement en rotation dans un conteneur a faible nombre d’Ekman, E < 1.
En I’absence de zones de cisaillement dans le volume, induites par exemple par la présence
d’ondes inertielles, on peut négliger 'influence de la viscosité dans le volume. On se place alors
dans le cadre de la théorie des couches limites. L’écoulement se décompose suivant un écoulement
non visqueux dans le volume ou le nombre d’Ekman est pris nul, £ = 0, et un écoulement dans
des couches limites ou les effets de viscosité sont pris en compte. L’équilibre entre la force de
Coriolis et la force visqueuse donne la taille caractéristique de ces couches 65 ~ E/2. Plus
précisément, on peut écrire

2F

n-e,

5= (1.29)
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ol m désigne la normale a la paroi et e, est 'axe de rotation. Au sein de ces couches, un
phénomeéne de pompage opere : du fluide y est aspiré ou rejeté vers le volume, ce phénomeéne
est appelé le pompage d’Ekman. La vitesse normale a la paroi s’écrit alors (Greenspan, 1968)

n-u=—mn-V X

E1/2
-Z [” Xutu (1.30)

In - e

Nous pouvons voir que, bien que les couches d’Ekman soient localisées aux voisinages des parois
solides, I’écoulement dans le volume est modifié par ce pompage qui génere un écoulement
secondaire d’ordre v/E. De plus, cette solution peut devenir singuliére pour certaines latitudes.
Il en résulte une éruption de couche limite qui se traduit dans le volume par la présence d’une
couche de cisaillement (Kerswell, 1995; Hollerbach et Kerswell, 1995).

1.2.8.2 Latitudes critiques

L’épaisseur de la couche d’Ekman traduit I’équilibre
entre la force de Coriolis et la force visqueuse. Néan-
moins si on introduit une perturbation a la fréquence
w, une couche de cisaillement va étre créée a la latitude
critique 0, qui vérifie w = 2 cos .. Localement, 1’épais-
seur de la couche d’Ekman va varier et peut prendre
différentes échelles en fonction de la position de cette la-
titude. La solution analytique usuellement obtenue au
voisinage de cette zone n’est alors plus valide. 11 faut
introduire de nouvelles échelles radiale et orthoradiale
qui modifient les équations dans la couche limite. Cette FIGURE 1.11 — Représentation schéma-

latitude critique est & l'origine de la divergence de la tique des différentes échelles en présence
d’une latitude critique. La couche d’Ek-

man diverge au voisinage de 6..

solution analytique pour I’écoulement zonal dans le cas
de la précession (Busse, 1968b), d’'une déformation de
marées (Suess, 1971) ou d’un forgage de libration (Busse, 2010a). Simultanément & cette these,
le cas d’une spheére en précession a été étudié par Kida (2011). Nous reviendrons sur les échelles
et équations gouvernant la dynamique du fluide au voisinage de ces latitudes critiques dans le
chapitre 8.

E1/3

EQ/( E1/4

1.2.8.3 Couches de Stewartson

En plus des modes inertiels et de la couche d’Ek-
man, des couches de cisaillement internes, paralléles a

I’axe de rotation peuvent apparaitre dans un fluide en
rotation rapide. La nécessité d’introduire des couches
visqueuses dans le volume a été mentionnée par Proud-

sphere
interne

man (1956) lors de son étude théorique de ’écoulement
entre deux spheres concentriques en rotation a des vi-
tesses angulaires différentes. Dans ce cas I’écoulement
dans le cylindre tangent a la sphere interne est différent

de I’écoulement hors de ce cylindre tangent et une dis- FIGURE 1.12 — Schéma des couches de
continuité de vitesse apparait. Stewartson (1957) a dans  Stewartson tangentes i la spheére interne

un premier temps résolu la structure de ces couches de (adapté de Stewartson, 1966).
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cisaillement en géométrie cylindrique. Puis en considérant la méme situation que Proudman
(1956), il a développé une étude analytique mettant en évidence la présence de différentes
couches, d’épaisseur respectives EY/4, E2/7 et E/3 au niveau du cylindre tangent & la sphére
interne (Stewartson, 1966) (voir figure 1.12).

Nous montrerons au chapitre 3 que la méme structure se retrouve dans une sphere, en
présence d’un noyau interne, soumise a un forcage de libration longitudinale. Bien que dans ce
cas-1a les deux sphéres concentriques peuvent posséder la méme vitesse angulaire, ’écoulement
non-linéaire généré est différent de part et d’autre du cylindre tangent a la sphere interne. Il
en résulte une succession de couches visqueuses similaire a la situation étudiée par Stewartson
(1966).

1.3 Modélisation des forcages mécaniques sur un fluide en ro-
tation

Les planetes et satellites, en plus de leur rotation propre, sont soumis a différentes perturba-
tions mécaniques qui peuvent avoir des conséquences non négligeables dans leurs couches fluides.
Ces forcages, s’ils sont réguliers, sont appelés forcages harmoniques et peuvent étre classifiés en
trois grands types : le forcage de libration qui correspond a une oscillation des axes d’inertie de la
planete autour de son axe de rotation moyen, le forcage de précession ou I'axe de rotation propre
de la planéte change au cours du temps et le forcage de marées qui entraine une déformation
d’ensemble de toutes les enveloppes des planétes.

Il est impossible de reproduire au laboratoire les mémes caractéristiques que le fluide ou
la forme de la planete. Pour simplifier ce probleme, nous considérons dans toute la suite, un
fluide incompressible, newtonien de viscosité cinématique v. Le conteneur est non rugueux,
aucune topographie de petite échelle n’est prise en compte. Seule la forme globale de la planete
est décrite : une sphére creuse. Selon les cas, nous pourrons complexifier la situation en y
ajoutant un noyau interne ou en déformant la paroi extérieure pour prendre en compte 'effet
de l'aplatissement ou des marées. Ces hypotheses, qui peuvent paraitre assez grossieres, sont
nécessaires pour réaliser un modele fluide de planétes. Nous pensons qu’elles sont également
suffisantes pour appréhender les effets principaux des forgages mentionnés ci-dessus.

1.3.1 Librations

Considérons un satellite tournant autour de son axe
a la vitesse angulaire €24,,. Ce satellite est également en
orbite autour d’une planete a la vitesse angulaire ;4.
Si Qepin = Qorp, le satellite est dit synchronisé, c’est
par exemple le cas de la Lune ot Qgpin, = Qppp = 27.3
d. Un observateur sur Terre regardant la Lune durant
plusieurs jours devrait toujours voir, du fait de cette
synchronisation, le méme hémisphére représentant uni-
quement 50 % de la Lune au cours du temps. Hors,
comme l'illustre la figure (1.13), un observateur percoit

de faibles oscillations de la Lune (illustré par exemple FIGURE 1.14 — Représentation schéma-
tique des mouvement de librations en lon-
gitude (fleches vertes) et latitude (fleches
bleues) de Ganymede. Le satellite tourne
autour de son axe (représenté en rouge).

par la fleche rouge pointant sur la "Mare Crisium") et
peut ainsi voir 59 % de la surface lunaire. Ces faibles
oscillations sont appelées librations. Ces librations se
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FIGURE 1.13 — De gauche a droite et de haut en bas, images successives de la Lune a deux jours d’intervalle.
La premiere image a été prise le 1 février 2012. La fleche rouge indique la position d’un point de référence
arbitraire : la "Mare Crisium" (Crédits : NASA/JPL).

décomposent en une oscillation Nord/Sud, la libration latitudinale et une oscillation Est/Ouest,
la libration longitudinale (voir figure 1.14).

Ce phénomene de libration regroupe deux phénomenes : la libration physique (ou libration
réelle) dont Porigine est purement physique, liée aux oscillations de ’axe de rotation et une libra-
tion optique d’origine géométrique, liée aux positions respectives de la Lune et de I'observateur
du fait de la vitesse variable de la Lune sur son orbite. Dans ce mémoire nous nous intéressons
a la libration physique qui est susceptible de modifier I’écoulement au sein de Iastre.

La libration physique, a laquelle nous allons nous intéresser, est causée par des interactions
gravitationnelles avec d’autres corps. Pour cela trois conditions doivent étre réunies : 'orbite
du satellite doit avoir une excentricité non-nulle, sa distribution de masse ne doit pas étre
homogene et sa vitesse de rotation propre doit étre du méme ordre de grandeur que sa vitesse
orbitale (Murray et Dermott, 1999). Des modifications du moment angulaire atmosphérique
peuvent aussi générer des librations physiques (ceci est détaillé par Noir et al., 2009). Dans ces
deux cas les librations sont forcées et leurs périodes sont liées aux périodes du forcage. Des
impacts d’astéroides (e.g. Le Bars et al., 2011), peuvent aussi conduire a des librations libres ou
la période de libration est fixée par la fréquence propre de I'axe. Ceci nous montre que différentes
fréquences de libration peuvent étre trouvées dans des systémes physiques.

Dans la suite, nous allons séparer le forcage de libration longitudinale et de libration lati-
tudinale. Ceci nous permettra de décrire I’écoulement résultant dans une cavité sphérique ou
cylindrique. De plus, comme nous le montrerons dans le chapitre 4, les effets générés par des for-
¢ages harmoniques sont génériques ce qui permet d’estimer 'importance des différents forcages.

1.3.1.1 Libration longitudinale

La libration longitudinale représente une variation harmonique de la vitesse de rotation
du conteneur. Mathématiquement, on considére un conteneur rempli d’'un fluide homogene,
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Phase
prograde

rétrograde

14 16 18 20 22 24
t

FIGURE 1.15 — Vitesse angulaire d’une sphere dans le référentiel en rotation a la vitesse moyenne soumise
a un forcage de libration longitudinale avec ¢ = 0,1. Les phases progrades correspondent aux valeurs
positives et les phases rétrogrades aux valeurs négatives de la vitesse angulaire.

incompressible et de viscosité cinématique v en rotation autour de l'axe k. Dans le référentiel
du laboratoire, supposé galiléen, le vecteur rotation instantanée du conteneur s’écrit

Q(t) = |Qo + 579 sin(wip t) | k (1.31)

ol {2 représente la vitesse angulaire moyenne, 0€) I'amplitude de libration et wy; la pulsation de
libration. Si de plus, on utilise le rayon du conteneur, R, et o~ ! respectivement comme échelles
de longueur et de temps, on peut réécrire la vitesse angulaire sous forme adimensionnelle :

Q) =[1+esin(wt)] k (1.32)

oue=00/(2Q) et w = wyp/NQo désignent respectivement 'amplitude et la pulsation de libration
adimensionnées.

Dans le référentiel en rotation a la vitesse moyenne de la sphére, la vitesse angulaire varie
entre € et —e (figure 1.15). La phase prograde correspond au moment ou la vitesse angulaire de
la sphere est plus grande que sa vitesse angulaire moyenne. A I'opposé, les instants ou la sphere
tourne moins vite que sa valeur moyenne définissent la phase rétrograde.

Dans la suite, nous nous intéressons tout particulierement aux géométries axisymétriques,
par exemple un cylindre, une sphere ou une coquille sphérique, qui sont plus simples a traiter
analytiquement et numériquement. Pour de telles géométries et une amplitude de libration € <« 1
fixée, la dynamique interne du fluide dépend grandement de la valeur de w/v/E. En effet, le temps
caractéristique de spin-up pour mettre en rotation le fluide dans le volume est de Pordre de VE
(Greenspan, 1968; Benton et Clark, 1974; Duck et Foster, 2001). Ainsi, on peut distinguer deux
situations en fonction de la valeur de la fréquence de libration w par rapport & VE :

(a) le cas ou la vitesse angulaire de la sphére change de signe avant que le fluide a l'intérieur
n’ait été mis en rotation. Ceci se traduit mathématiquement par la condition w > v/E. Dans le
référentiel en rotation, la composante azimutale du champ des vitesses dans le volume ug4 reste
quasiment nulle (ceci correspond & partie droite de la figure 1.16 ot I’écoulement dans le volume
reste proche d’une rotation solide). Les effets de 'oscillation du conteneur restent localisés dans
la couche visqueuse d’épaisseur § ~ v/ E proche de la paroi extérieure. Les corrections générées
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FIGURE 1.16 — Maximum de la vitesse azimutale, max(vg), au point (r = 0.5; z = 0) dans une spheére,
normalisée par la rotation solide en ce point r )y obtenu par simulation numérique (Parameétres : E =
5.1075, € = 0.1).

dans le volume sont d’ordre O(El/ 2) et induisent une oscillation périodique des composantes
radiales et orthoradiales u, et ug.

(b) Pour w ~ vE ou w < VE (partie gauche de la figure 1.16), la composante azimutale du
champ des vitesses dans le volume dépend du temps ce qui indique que la mise en rotation du
fluide a lieu a chaque oscillation.

Notons également sur le diagramme une vitesse non négligeable pour w/ VE ~ 102, ce qui
correspond a w ~ 1. Comme nous le verrons dans la suite, cette vitesse non nulle correspond a
la présence d’ondes inertielles directement excitées par le mécanisme de libration longitudinale.

Ce forgage est assez simple a implémenter sur un dispositif expérimental, ainsi différentes
études ont été menées. Un des pionniers fut Aldridge (1967) qui, durant sa theése, a montré
expérimentalement que le forcage de libration longitudinale peut exciter des ondes inertielles, et
pour des fréquences particulieres entrer en résonance pour générer un écoulement plus intense
comme illustré sur la figure 1.17(b) (Aldridge et Toomre, 1969; Aldridge, 1972). De plus, son
dispositif expérimental lui a permis de faire deux observations importantes :

(1) la présence d’une instabilité localisée pres de la paroi extérieure pour des amplitudes d’exci-
tation suffisamment élevées (figure 1.17(a)). Cette instabilité apparait sous forme de rouleaux.
(2) Un écoulement stationnaire de dérive des particules, appelé écoulement zonal qui semble
varier comme le carré de 'amplitude d’excitation.

En parallele de cette étude expérimentale, Wang (1970) obtient une expression analytique de
I’écoulement zonal dans un cylindre soumis a un forgage de libration longitudinale. Cette prédic-
tion théorique est appuyée par des mesures expérimentales en tres bon accord. Il faut attendre
ensuite plus de vingt ans pour voir apparaitre de nouvelles études sur ce forcage. Rieutord (1991)
et Tilgner (1999a) ont confirmé numériquement ces résonances d’ondes inertielles observées par
Aldridge. Beaucoup plus récemment, les travaux de Noir et al. (2009) se sont intéressés a ce
forcage de libration longitudinale du fait de sa présence dans de nombreux corps du systéme so-
laire. Noir et al. (2009) ont étudié expérimentalement la présence de l'instabilité au voisinage de
la paroi extérieure. Ils ont mis en évidence que cette instabilité est d’origine centrifuge et qu’elle
est axisymétrique juste au dessus du seuil. Noir et al. (2009) ont établi un critére de stabilité en
fonction de 'amplitude de libration et du nombre d’Ekman de I’écoulement pour une fréquence
de libration w = 1. Cette étude a été complétée peu apres numériquement par Calkins et al.
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1.3 Modélisation des forgages mécaniques sur un fluide en rotation

(a)

FIGURE 1.17 — (a) Visualisation des rouleaux générés par l'instabilité proche de la paroi (b) Bandes de
cisaillement mettant en évidence la résonance d’un mode (extraits de Aldridge (1967)).

(2010) a l'aide d’'un code axisymétrique. Cette étude numérique a quantifié plus précisément la
présence du vent zonal, toujours pour une fréquence de libration w = 1. Dans le méme laps de
temps, Busse (2010a), en utilisant les méthodes développées dans le cas de la précession (Busse,
1968b) a établi une expression analytique du vent zonal dans la limite w < 1. Noir et al. (2010)
ont également étudié ce forgage dans un cylindre, mesurant expérimentalement via une méthode
de LDV I’écoulement zonal généré ainsi que 'apparition de l'instabilité centrifuge dans cette
géométrie.

Les travaux, commencés en 2009 et présentés dans ce mémoire, s’inscrivent pleinement dans
la "re-découverte" et ’exploration de la dynamique induite par ce forgage. Cette reprise d’acti-
vité est directement due aux applications géo/-astrophysiques de ces calculs. Afin d’établir des
modeles de la structure interne des satellites Joviens, il est primordial de pouvoir estimer les
grandeurs telles que la dissipation ou le couple dans 'océan subsurfacique.

1.3.1.2 Libration latitudinale
Qo k

Le forcage de libration latitudinale correspond & une U(t)
oscillation périodique de ’axe de rotation de la sphere,
dans le référentiel du manteau, autour de sa position
moyenne (voir figure 1.18). Sous forme adimensionnelle,
la variation temporelle de ’angle W s’écrit

U(t) =€ cos(wt) (1.33)

ou € and w représentent ’amplitude et la pulsation [

du forcage de libration latitudinale. Par conséquent,
FI1GURE 1.18 — Schéma du forcage de li-

bration latitudinale sur une sphére en ro-
tation.

comme 'axe de rotation est soumis a ce forcage et varie
en fonction du temps, la vitesse angulaire instantanée
de la sphere s’écrit sous forme adimensionelle :

Q(t) =cosV(t) e, +sinU(t) ey (1.34)
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Chapitre 1: Forcages harmoniques et écoulements tournants

ou e, représente ’axe de rotation en I'absence du forcage et e, est un vecteur perpendiculaire
a ey, fixe dans le référentiel de la paroi.

Dans les cas rencontrés en astrophysique, 'amplitude du for¢age de libration latitudinale est
faible, i.e., € < 1, donc l'expression (1.34) peut se réécrire

Q(t) =e, + € cos(wt) ey (1.35)

On peut noter que (1.35) est la méme expression que celle utilisée par Chan et al. (2011)
ainsi que Zhang et al. (2012). Si nous nous plagons dans le référentiel inertiel, la condition de
non-glissement & appliquer sur la paroi extérieure de la spheére s’écrit pour le champ des vitesses
en coordonnées sphériques (r,0,¢) avec les vecteurs unitaires (e,,eg,eq) :

0
uy = —e sin¢ cos(wt) (1.36)
sin @ — € cos ¢ cos 6 cos(wt)

Ainsi, la libration latitudinale dans une spheére peut se résumer a un couplage visqueux a la
paroi extérieure, tout comme le cas de la libration longitudinale. Une étude analytique similaire
a celle que nous présenterons au chapitre 3 peut donc étre faite. Les mémes conclusions sur les
lois d’échelles seraient donc obtenues. Afin de ne pas alourdir ce manuscrit, nous n’avons pas
présenté ce calcul ici.

1.3.2 Marées

Considérons un systeme formé d’une planete et d’un satellite, par exemple notre Terre et la
Lune. Chacun des deux corps exerce sur ’autre un champ gravitationnel qui géneére des forces
de marées. Ces forces de marées induisent a leur tour
une déformation de ’ensemble des couches de la planete
comme illustré sur la figure 1.19 ci-contre. Plus pré-
cisément, cette déformation est elliptique : une coupe
normale a I’axe de rotation est déformée d’un cercle a
une ellipse. Cette déformation elliptique est directement

visible pour une interaction & deux corps. Néanmoins,
la déformation de marées réelle, par exemple sur Ga-

FIGURE 1.19 — Ilustration schématique vipade est en pratique plus complexe qu’une simple

du forgcage de marées entre la Terre et la

L déformation elliptique. Sa déformation peut se décom-
une.

poser comme la somme de différentes déformations mul-
tipolaires.

1.3.2.1 Déformation elliptique

Lorsque les parois d’une sphéere sont déformées elliptiquement, I’écoulement dans le volume va
devenir elliptique. Cet écoulement de base généré par la déformation elliptique, donc de période
azimutale n = 2, est la superposition d’une rotation solide et d’un écoulement d’étirement. En
coordonnées cylindriques cet écoulement peut s’écrire :

u=—ersin(20)u, + [r —ercos(260)] ug (1.37)
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55 mm

Les lignes de courant résultantes de ce champ de Steady structure (high)

vitesses sont définies par la fonction de courant 1 B B e -
Silicone

7.2 2

r
U= 5 + 5 5 cos(26), (1.38)

N . e e s . 100 mm
ou 3 est Dellipticité de ces lignes de courant. No- Roll

tons que U est reliée a u, et ug par u, = OpV/r
et ug = —0,V¥. Cet écoulement, solution des
équations de Navier-Stokes, est considéré pour
étudier l'instabilité elliptique que nous présen-

Steady structure (low)

terons dans la suite (voir par exemple Kerswell,
2002; Le Dizes et Eloy, 1999).

Pour générer un écoulement elliptique dans Motor I
une spheére en rotation, Lacaze et al. (2004,

Rotating axis

2005) ont utilisé une spheére en rotation défor-

mée elliptiquement avec et sans noyau interne FI1GURE 1.20 — Dispositif expérimental utilisé par

(figure 1.20). Lacaze et al. (2005) pour étudier I'instabilité ellip-
De maniére surprenante, de nombreuses tique dans une coquille sphérique.

études se sont intéressées a cette instabilité,

mais une seule étude théorique et expérimentale a été menée sur ’écoulement généré par un
forgage de marées dans une gamme de parameétres ou cette instabilité n’apparait pas (Suess,
1970, 1971). Suess a montré que dans le cas d’'une déformation fixe dans le référentiel du labora-
toire, un écoulement moyen, rétrograde, est généré par ce forcage. Il a noté tout particulierement
la présence d’un écoulement important au voisinage de ’axe de rotation induit par la présence
d’une latitude critique. Nous reviendrons sur ses travaux dans la suite.

1.3.2.2 Déformation multipolaire

Le forgage le plus naturel pour modéliser une interaction entre un satellite et sa planeéte est
une déformation elliptique. Néanmoins, la présence d’autres satellites peut générer des déforma-
tions de nombre azimutal plus élevé, on a alors une déformation multipolaire. Cette déformation
peut étre définie par la fonction de courant :

7“2 n

U=t % cos(nb), (1.39)

avec n > 1. Une fois de plus, I’écoulement est une rotation solide a laquelle on ajoute un
écoulement d’élongation multipolaire (Le Dizes et Eloy, 1999). La forme d’une ligne de courant
est définie par U(r,0; 8) = —k ou k est une constante que 1’on peut relier au rayon moyen par
Trmoy = V2 k. Cette ligne de courant est caractérisée par une déformation locale définie par

(n-2)/2
2nk ) (1.40)

5 =5 (205

qui mesure ’asymétrie d’une ligne de courant. Les lignes de courant, pour 8 = 0.1 et différents
nombres azimutaux n sont représentées en figure 1.21. On peut noter que le cas 3, = [ cor-
respond a une simple déformation elliptique, n = 2, comme présenté ci-dessus. Dans ce cas,
I’excentricité des lignes de courant est constante et égale a By = (. Par contre pour n > 3,
la déformation des lignes de courant n’est plus homogene quand on fait varier la constante k.
On remarque que pour des petites valeurs de k, i.e. au voisinage du centre de I’écoulement, les
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(a) (b) (c)

FIGURE 1.21 — Lignes de courant de 1’écoulement induit par déformation multipolaire avec 5 = 0.1 et
T'moy Variant de 0,45 & 1 pour (a) n =2, (b) n =3 et (c) n = 5.

Axe de rotation
Axe de
précession

Equateur céleste

Direction de l'orbite

<_____

FIGURE 1.22 — Tllustration du mouvement de précession de la Terre : son axe de rotation propre est incliné
par rapport au plan de I’écliptique qui est perpendiculaire a ’axe de précession.

lignes de courant sont quasi-circulaires. Alors que lorsqu’on s’éloigne, i.e. quand 3, — 1, les
lignes de courant deviennent de plus en plus déformées et leur excentricité locale est définie par
I’expression 1.40. Notons également que pour 3, > 1 les lignes de courant ne sont plus fermées.

Il est important de noter qu’en pratique le forcage de marées, n = 2 n’est qu’un cas particulier
du forgage multipolaire. Ainsi, toute déformation d’un satellite sous 'effet d’une planete-mere ou
d’autres satellites pourra s’écrire comme la somme de déformations multipolaires de différents
nombres azimutaux n. Nous reviendrons sur ce forgcage au chapitre 4.

1.3.3 Précession

Un autre type de forcage, que nous n’avons pas étudié directement durant cette thése, mais
qui demeure omniprésent en géo-/astrophysique est le mouvement de précession comme illustré
en figure 1.22.

Ce mouvement de précession consiste en une rotation propre du conteneur sur lui-méme,
notée (. k. a laquelle s’ajoute une rotation de ce vecteur k. autour d'un second axe €, kp,
appelé axe de précession. La dynamique générée par ce forcage est riche et a été l'objet de
nombreuses études aussi bien en conteneur cylindrique (Lagrange, 2009) que sphéroidal (Noir,
2000). Nous rappelons ici brievement les principaux résultats en géométrie sphéroidale. Notons
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RADIUS

RADIUS

(b)

FIGURE 1.23 — (a) Visualisation des cylindres géostrophiques a I'aide de Kalliroscope dans un sphéroide
d’ellipticité 1/25 (extrait de la theése de Noir, 2000). (b) Mesure de la dérive de colorants advectés par
I’écoulement secondaire géostrophique en régime laminaire (extrait de Malkus, 1968).

que le mouvement de précession a stimulé de nombreuses études de par sa capacité a générer
une dynamo (Tilgner, 2005; Nore et al., 2011a, 2012).

Dans le cas d'un conteneur sphéroidal en précession, Poincaré (1910) a montré que I’écoule-
ment du fluide peut étre décrit par une rotation solide autour d’un axe fixe dans le référentiel de
précession auquel s’ajoute un écoulement irrotationnel qui assure la non-pénétration du fluide
sur les parois extérieures. Néanmoins, cette théorie non-visqueuse ne permet pas de déterminer
exactement le vecteur rotation. Ceci requiert 'introduction d’effets visqueux comme I’a démontré
analytiquement Busse (1968b) a travers la présence de couches d’Ekman. Il a ainsi pu détermi-
ner précisément cet axe de rotation, qui a ensuite été étudié et confirmé par différentes études
expérimentales (Vanyo et al., 1995; Noir et al., 2003) ainsi que numériques (Noir et al., 2001;
Lorenzani et Tilgner, 2001).

En plus de cette rotation solide, Malkus (1968) a observé expérimentalement la présence d’un
écoulement secondaire. En augmentant la vitesse de précession, il a pu observer trois régimes
distincts : un régime d’écoulement géostrophique laminaire a faible vitesse de précession (illustré
en figure 1.23(a) par une expérience de Noir (2000)), puis un régime d’écoulement turbulent
bidimensionnel suivi d’un régime turbulent développé. Ces différents écoulements ont également
pu étre observés ultérieurement par Vanyo et al. (1995); Noir (2000).

En plus d’une visualisation directe, Malkus (1968) a effectué une mesure quantitative de
I’écoulement zonal associé aux structures géostrophiques (figure 1.23(b)). Une ligne de colorant
est "tracée" le long d’un rayon de la spheére en précession et une photo est prise toutes les minutes
depuis le pdle sud. Ceci permet d’illustrer la dérive moyenne du fluide au cours du temps, ce que
I'on appelle le vent zonal. Busse (1968b) a également effectué une analyse faiblement non-linéaire
permettant de décrire analytiquement ce vent zonal.

Notons la présence d’un cisaillement intense pour un rayon adimensionné d’environ 0.9. Ce
cisaillement, visible également dans la théorie de Busse (1968b) correspond a la présence d’une
latitude critique ot les lois d’échelles habituelles d’une couche d’Ekman d’épaisseur vE ne
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(a)

FIGURE 1.24 — (a) Visualisation des rouleaux de Taylor induits par 'instabilité de Taylor-Couette (a)
'Laminar spiral flow", 'instabilité est axisymétrique et (b) "Modulated wavy vortex flow" (images extraites
de Andereck et al., 1986).

tiennent plus. A ces latitudes correspond une éruption de couche limite (Kerswell, 1995; Noir,
2000) comme nous allons le voir.

1.4 Instabilités et forcages d’écoulements en rotation

1.4.1 Instabilité centrifuge

Considérons un fluide contenu entre deux cylindres concentriques en rotation a des vitesses
angulaires différentes. La rotation différentielle induite est susceptible de déstabiliser 1’écoule-
ment, pour certaines valeurs critiques des vitesses de rotation, donnant naissance a des rouleaux
axisymétriques, appelés rouleaux de Taylor. Cette instabilité centrifuge a été, dans un premier
temps, mise en évidence expérimentalement par Couette (1890) durant sa theése de doctorat.
Lord Rayleigh (1917) a ensuite proposé une étude analytique non-visqueuse afin de décrire le
seuil d’apparition de cette instabilité qui a ensuite été redéterminé plus rigoureusement par
Synge (1933). Par la suite, Taylor (1923) a étendu cette théorie en montrant que l'effet de la vis-
cosité est uniquement de retarder 'apparition de 'instabilité centrifuge. De nombreuses études
ont suivi cette découverte, notons en particulier le travail d’Andereck et al. (1986) qui ont étudié
expérimentalement les différentes formes que peuvent prendre cette instabilité centrifuge entre
deux cylindres concentriques, comme par exemple une instabilité axisymétrique au voisinage du
seuil d’instabilité (figure 1.24(a)) ou une structure plus complexe comme illustrée sur la figure
1.24(b).

L’instabilité centrifuge résulte de la compétition entre une accélération centrifuge induite
par la rotation du fluide, pup?/r et le gradient de pression 9, P. Nous ne détaillons pas le
raisonnement permettant d’obtenir le seuil de l'instabilité qui est tres bien expliqué dans les
livres de Charru (2007) ou Drazin et Reid (1981). Ce raisonnement permet de montrer qu'une
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FIGURE 1.25 — (a) Visualisation par injection de colorants d’une structure de petite échelle organisée
en tourbillons et située entre deux cylindres géostrophiques (extrait de Vanyo et al., 1995). (b)Vorticité
axiale dans le plan méridional (gauche) et dans le plan équatorial (droite). La courbe noire représente
I’écoulement zonal dans le plan équatorial (extrait de Guervilly et al. (2012)).

condition nécessaire pour la déstabilisation est qu’il existe un point dans I’écoulement pour lequel

le carré du moment cinétique 2 ug? décroit quand le rayon r augmente, ce qui se traduit par la
condition q
o= — (rPuy?) <0. 1.41
dr o ( )

® est le discriminant de Rayleigh et permet d’obtenir directement le taux de croissance o de
I'instabilité centrifuge

o=vV-o. (1.42)

Ce critere est non-visqueux mais la prise en compte de la viscosité ne modifie pas le méca-
nisme. L’instabilité apparait si la force a laquelle est soumise la particule de fluide est suffisante
pour vaincre 'amortissement visqueux. Notons que l'instabilité centrifuge ne se retrouve pas
uniquement entre deux cylindres concentriques mais peut également étre présente dans un canal
courbe ou dans la couche limite d’une surface courbe du moment qu’un écoulement dévié par
une paroi crée un gradient de pression normal aux lignes de courant. Nous nous intéresserons
tout particulierement a cette instabilité dans le chapitre 5.

1.4.2 Instabilité de cisaillement

L’instabilité centrifuge ne constitue pas la seule instabilité induite par des perturbations
bidimensionnelles dans les écoulements en rotation. En effet, une instabilité de cisaillement,
similaire a celle observée dans les écoulements paralleles est également possible. Pour cette
instabilité, Lord Rayleigh a déterminé un criteére, appelé le théoréme du point d’infection, dans
un écoulement en rotation non-visqueux de maniére analogue au cas des écoulements paralleles
Rayleigh (1879). Au niveau planétaire, les écoulements géostrophiques peuvent étre soumis a
une instabilité de cisaillement dite barotrope (Schaeffer et Cardin, 2005).

La longueur caractéristique de cette instabilité est indépendante de la viscosité et est sus-
ceptible de générer des champs magnétiques a grande échelle (voir par exemple Hollerbach,
2003; Schaeffer et Cardin, 2006; Guervilly et al., 2012). Pour des nombres d’Ekman modérés
(E = 10~%), une instabilité quasi-bidimensionnelle se développe sous la forme de colonnes ali-
gnées avec I’axe de rotation et qui dérivent dans I’écoulement (Ingersoll et Pollard, 1982; Wicht,
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Chapitre 1: Forcages harmoniques et écoulements tournants

2002). Une condition nécessaire pour que I'instabilité de cisaillement barotropique soit présente
est que la dérivée radiale de la vorticité axiale 0,w, change de signe. Cette quantité s’écrit

e _ 0 (20 )
or  or \ or r

(1.43)

ol r est le rayon en coordonnées cylindrico-polaires et U 1’écoulement zonal axisymétrique. On
remarque que I’écoulement zonal généré est susceptible de conduire & une instabilité si le gradient
de vitesse change brutalement.

Notons que les visualisations directes, a 1’aide de colorants, effectuées dans le cas d’une
spheére soumise & un forcage de précession ont mis en évidence la présence de structures simi-
laires & celles obtenues pour l'instabilité de Kelvin-Helmholtz (figure 1.25(a)). Cette instabilité
a aussi été observée numériquement par Guervilly et al. (2012) en utilisant un écoulement zonal
variable suivant le rayon (figure 1.25(b)). Nous reviendrons sur cette instabilité dans 1’étude
expérimentale menée au chapitre 7.

1.4.3 Résonance paramétrique

En plus des instabilités centrifuge et de cisaillement, notons aussi la présence possible d’une
résonance paramétrique d’ondes inertielles pouvant conduire a une instabilité. Nous ne nous
sommes pas intéressés a ’étude de ce type d’instabilités dans ce manuscrit. Néanmoins, nous
soulignons ici trois cas classiques rencontrés dans un fluide en rotation soumis a un forgage.

L’instabilité elliptique ¢ est générique dans de nom-
breux systéemes naturels ou des lignes de courant el-
liptiques sont présentes. Cette instabilité correspond
a une déstabilisation tridimensionnelle d’écoulements
tournants bidimensionnels (voir la revue de Kerswell,
2002). De nombreuses études ont été menées sur ce su-
jet (figure 1.26). Cette instabilité a été étudiée dans dif-
férentes theses menées a 'TRPHE. Pour de plus amples
détails et un historique détaillé, nous renvoyons aux
theses de Eloy (2000), Lacaze (2004), Herreman (2009)
et Cébron (2011). Un regain d’intérét pour cette in-
stabilité a eu lieu depuis quelques années pour les
nombreuses applications géophysiques et astrophysiques stabilité clliptique dans une sphére en ro-
(Cébron et al., 2010b, 2012b,a,c). L’instabilité elliptique tation soumise & un forcage de marées (ex-
est induite par un couplage des modes de Kelvin (Le Di- (it de Lacaze et al. (2004)).
zés et Eloy, 1999; Eloy, 2000). Cette condition entre
I’écoulement de base et les modes de Kelvin est appelée résonance triadique. Ce couplage de

FIGURE 1.26 — Mode de "spin-over" de I'in-

mode provient du terme non-linéaire de 1’équation de Navier- Stokes. Notons que le méme
mécanisme peut étre responsable de linstabilité de précession (voir par exemple la these de
Lagrange, 2009).

Les instabilités elliptique ou de précession ne sont pas les seules a étre induites par une
résonance triadique. Un cas plus industriel, pertinent pour décrire le fonctionnement des moteurs
diesels a injection, est de considérer un fluide confiné dans un cylindre en rotation dont la hauteur
varie périodiquement dans le temps

h(t) = ho (14 ¢ cos(wt)) (1.44)

6. également appelée instabilité de marées
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1.5 Effets d’un forcage harmonique

ou h(t) et hg sont respectivement les hauteurs instantanée et moyenne du cylindre et € et w
sont respectivement 'amplitude et la fréquence du forcage. Notons dans ce cas que le fluide
doit étre compressible. La dynamique de cet écoulement se rapproche de celle de I'instabilité
elliptique, néanmoins, dans ce cas, la fréquence de forcage et la fréquence de rotation sont
deux parameétres indépendants. Ce forgage harmonique permet d’exciter des modes inertiels.
Une instabilité peut alors apparaitre via une résonance d’une paire d’ondes inertielles avec la
perturbation externe appliquée. Le terme non-linéaire de I’équation de Navier-Stokes permet de
coupler deux ondes inertielles avec le forgage externe et entraine une résonance triadique (Bordes
et al., 2012). L’instabilité paramétrique associée a cet écoulement de compression a fait I’objet
de nombreuses études, aussi bien expérimentales (Graftieaux, 2003), analytiques (Racz et Scott,
2008a,b) que numériques (Duguet et al., 2005, 2006). Pour de plus amples détails sur ce forgage
et la dynamique associée nous renvoyons aux theses de Graftieaux (2003), Duguet (2004) et
Racz (2006).

1.4.4 Forgage vs. instabilité

Alors que les instabilités nécessitent un seuil minimum en amplitude pour se développer, les
écoulements résultants de forcages directs sont présents quelle que soit 'amplitude appliquée.
Par exemple, alors que l'instabilité elliptique ne peut se développer dans une sphere que si la
déformation [ vérifie (Hollerbach et Kerswell, 1995; Lacaze et al., 2004)

o= g —2.62VE >0, (1.45)
I’écoulement non-linéaire généré par un forcage de marées est toujours présent (voir par exemple
Suess, 1971). Dans cette these, sauf mention contraire, nous considérons uniquement les écoule-
ments résultants de forgages et travaillons toujours dans des domaines ou les instabilités ne se

développent pas.

1.5 Effets d’un forcage harmonique

Avant de rentrer dans le vif du sujet, prenons le temps d’observer le comportement générique
d’un fluide placé dans un conteneur soumis a un forcage harmonique. De nombreuses études ont
été menées sur un mouvement de précession (Malkus, 1968; Vanyo et al., 1995; Noir, 2000), un
forgage de marées (Suess, 1970; Malkus, 1989) ou un forcage de libration longitudinale (Aldridge,
1967; Noir et al., 2009). Si 'on compare les observations effectuées au cours de ces différentes
expériences, plusieurs aspects génériques semblent ressortir.

Malkus (1968) a pu mesurer quantitativement le champ de vitesses associé a ’écoulement
zonal dans une sphére en précession par visualisation directe. Dans son expérience, une ligne de
colorant est produite dans I’écoulement de précession, en régime laminaire, par une différence de
potentiel appliquée le long d’un fil s’étendant de 1’équateur d’un sphéroide jusqu’a son centre.
Cette différence de potentiel crée un champ électrique qui modifie le pH d’une solution diluée
de bleu de thymol par ionisation : il en résulte une ligne de colorant le long d’un rayon du sphé-
roide. Puis, en prenant une image toutes les minutes depuis le pdle de la sphere, la déformation
des lignes de courant peut étre mesurée et permet de remonter a 1’écoulement zonal généré par
le forgage de libration. Ce résultat est présenté en figure 1.27(a). La dérive des particules de
colorant au cours du temps met en évidence la présence d’un écoulement zonal rétrograde dont
I’amplitude dépend de la distance a l'axe de rotation. La méme méthode a été appliquée pour
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FIGURE 1.27 — (a) Dérive d’une ligne, initialement droite, de colorant sous l'effet d’un forgage de précession
dans une sphére (Malkus, 1968). Chaque ligne représente des instants successifs. (b) Photographie du
méme phénomeéne observé pour un forgage de marées dans une spheére et (c¢) schéma correspondant
(Suess, 1970). (d) Le méme phénomene est observé dans le cas de la libration longitudinale et dans tous
les cas varie comme le carré de 'amplitude de forgage (Aldridge, 1967).

RADIUS

un forgage de marées, avec une déformation fixe, par Suess (1970, 1971) et un comportement
similaire est observé. Une ligne de courant initialement droite, le long d’un rayon, est advectée
par ’écoulement et la présence d’un écoulement zonal la déforme, comme le montre la photo-
graphie de la figure 1.27(b). Ici aussi, la forme et la position des lignes de courant peuvent étre
représentées toutes les minutes et conduisent a une figure similaire & celle obtenue par Malkus
pour la précession (1.27(c)). Dans ces deux cas, une étude systématique de I'amplitude de I’écou-
lement zonal a montré une variation comme le carré de 'amplitude du forcage, typique d’un
effet non-linéaire. Aldridge (1967) est arrivé a la méme conclusion dans un conteneur oscillant
au cours du temps (figure 1.27(d)). Cet effet sera 'objet d’étude de la partie suivante.

Notons la présence d’une instabilité, dans le cas d’'un mouvement de libration longitudinale,

(a) (b)

FIGURE 1.28 — (a) Instabilité induite par un forgage de libration longitudinale dans une sphere et (b)
écoulement turbulent obtenu & plus grande amplitude de forgage (Noir et al., 2009). (¢) Méme instabilité
en géométrie cylindrique (Noir et al., 2010).
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1.5 Effets d’un forcage harmonique

pour une amplitude de forgage assez grande (figure 1.28(a)). Des observations expérimentales ont
mis en évidence que, juste au-dessus du seuil, cette instabilité est centrifuge (Noir et al., 2009).
Puis, si on augmente encore ’amplitude de forgage, une zone turbulente apparait au voisinage de
la paroi extérieure (figure 1.28(b)). Noir et al. (2010) ont montré expérimentalement que cette
instabilité apparait également dans un cylindre en libration longitudinale (figure 1.28(c)). Dans la
troisieme partie, nous considérerons cette instabilité particuliere. Puis, nous verrons que dans le
cas d’une zone turbulente dans un fluide en rotation, des ondes inertielles peuvent étre générées
spontanément. Ce mécanisme, illustré sur U'instabilité induite par libration longitudinale, est
suspecté d’étre générique a tout fluide en rotation ol une zone turbulente localisée est produite.

Pour finir, des visualisations par particules de Kalliroscope ont permis de montrer que pour
un forcage de libration longitudinale (figure 1.29(a) extraite de Aldridge, 1967), de précession
(figure 1.29(b) extraite de Noir, 2000) ou de marées (figure 1.29(c) extraite de Morize et al., 2010)
des bandes de cisaillement peuvent étre présentes dans le volume. Cette alternance de bandes
sombres et claires traduit des variations de vitesse conséquentes. En pratique, ce phénomene
apparait dans la gamme d’existence des ondes inertielles et sera étudié dans la quatriéme partie.
Nous discuterons également de I'hypothése d’'une couche d’Ekman d’épaisseur constante qui
n’est plus valide du fait de I'apparition de latitude critique.

()

FIGURE 1.29 — Visualisation par particules de Kalliroscope de la structure de ’écoulement pour un forcage
résonant. (a) Sphere en libration (Aldridge, 1967). (b) Sphéroide en précession (Noir, 2000). (c¢) Forgage
de marées sur une sphére en rotation (Morize et al., 2010).

Nous pouvons résumer cette theése par I’étude des trois situations présentées figure 1.30.

o La génération d’un écoulement zonal en I’absence d’ondes inertielles est étudiée dans la se-
conde partie de ce manuscrit (figure 1.30(a)).

e La présence d’une instabilité centrifuge pour un forgage de libration longitudinale et la géné-
ration spontanée d’ondes inertielles dans la troisieme partie (figure 1.30(b));

o L’influence des ondes inertielles a travers I’étude des résonances d’ondes inertielles et des
latitudes critiques est abordée dans la quatriéme et derniére section de ce manuscrit (figure
1.30(c)).

Nous rappelons que ces effets, induits par un forcage harmonique sur un écoulement en rotation,

sont génériques. Selon les ressources numériques et expérimentales ainsi que les facilités pour

traiter le probléme analytiquement, nous étudions tour a tour le forcage de libration longitudinale
ou le forcage de marées.
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(a) (b) (c)

FIGURE 1.30 — Représentation schématique des effets d’un forcage de libration longitudinale sur une
coquille sphérique. (a) Génération d’un écoulement zonal; visualisation dans le référentiel en rotation
d’une ligne de colorants (en rouge) advectées par les effets non-linéaires (la fleche indique le sens du
temps). (b) Instabilité centrifuge au voisinage de la paroi extérieure et génération spontanée d’ondes
inertielles. (c¢) Excitation directe d’ondes inertielles et présence d’une latitude critique.
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Chapitre

Méthodes

I have always attached great importance to the manner
in which an experiment is set up and conducted [...] the
experiment should be set up to open as many windows as
possible on the unforeseen.

Frédéric Joliot-Curie
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Dans ce chapitre, nous présentons les différentes méthodes utilisées au cours de cette these
afin de décrire la dynamique du fluide dans un conteneur en rotation lorsque celui-ci est soumis
a un forcage harmonique. Nous détaillons brievement dans la section 2.1 les principes utilisés
dans l’approche analytique tels que la présence de couches d’Ekman ou les bases de I'approche
perturbative. Cependant, 'approche théorique demeure parfois insuffisante ou trop complexe
pour décrire entierement 1’écoulement généré dans certaines gammes de parametres. Aussi, nous
considérons également des expériences et des simulations numériques. Dans la section 2.2, nous
présentons le dispositif expérimental utilisé pour générer un forcage de marées ou un forgage de
libration longitudinale. Nous détaillons le dispositif en lui-méme ainsi que les méthodes d’investi-
gations qualitative et quantitative de I’écoulement. Pour finir, nous détaillons dans la section 2.3
la méthode numérique axisymétrique qui nous permet d’étudier un forgage de libration longitudi-
nale dans différentes géométries. Nous expliquons les principaux points de ce modele et validons
notre approche numérique a l'aide de résultats expérimentaux disponibles dans la littérature.
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Chapitre 2: Méthodes

2.1 Approche analytique

Bien que la théorie des écoulements tournants ait été présentée en introduction, nous souli-
gnons ici les principes fondateurs que nous utilisons dans les études théoriques développées dans
les chapitres suivants.

2.1.1 Couches d’Ekman et écoulement en volume

Considérons un écoulement en rotation a grande vitesse, i.e. a faible nombre d’Ekman, et en
I’absence d’ondes inertielles dans le volume. Nous avons vu au chapitre 1 que ’on peut supposer
que les effets visqueux sont localisés. Plus précisément, la théorie des couches limites dans les
écoulements en rotation permet de séparer I’écoulement total en :

(a) un écoulement dans le volume, considéré comme non-visqueux (E = 0);

(b) une zone proche des parois ou les effets de la viscosité sont pris en compte.

L’épaisseur de la couche visqueuse au voisinage des parois a typiquement une taille caractéris-
tique & ~ VE et est appelée couche d’Ekman (voir chapitre 1). Cette épaisseur peut parfois étre
différente, par exemple lors de la présence de latitudes critiques comme nous le verrons dans
le chapitre 8, ou, a une latitude donnée, le terme de Coriolis est égal au terme visqueux et de
nouvelles échelles doivent étre considérées. De plus, nous étudierons dans le chapitre suivant,
que pour une coquille sphérique, des effets visqueux peuvent apparaitre dans le volume sous
forme de couches de Stewartson.

Ce cadre théorique permet, par exemple, de calculer I’écoulement non visqueux dans le
volume, U. Puis, si cet écoulement ne satisfait pas les conditions aux limites a la paroi, nous
introduisons des coordonnées de couche limite, 7, basées sur I’épaisseur de la couche visqueuse.
Par exemple, pour une sphére en rotation, nous définissons pres de la paroi extérieure, en r = 1,
la variable # = (1 — r)/v/E. Nous remarquons que cette nouvelle variable vaut # = 0 & la paroi
et, dans la limite ou £ — 0, ¥ — +00 pour sortir de cette couche visqueuse. Nous calculons
alors I’ écoulement dans la couche d’Ekman, u, qui vérifie les conditions aux limites imposées
par le forcage en 7 = 0. De plus, cet écoulement doit se raccorder au champ de vitesses obtenu
dans le volume, ce qui se traduit par I’égalité u(# — +00) = U(r = 1). De cette maniére, nous
obtenons ’écoulement dans toutes les régions du conteneur. Le méme principe s’applique pour
des couches visqueuses d’épaisseurs différentes, par exemple pour les couches de Stewartson,
comme nous le verrons au chapitre 3.

2.1.2 Ondes inertielles

L’hypotheése précédente est assez forte et ne peut s’appliquer pour une fréquence de forgage
w € [0;2], ou des ondes inertielles sont présentes dans le fluide. Dans ce cas, mener une étude
analytique est beaucoup plus complexe, tout particulierement lors d’un forcage résonant. Pour
cette raison, les études analytiques évaluant 1’écoulement non-linéaire généré par un forcage
sont effectuées en ’absence d’ondes inertielles. Lorsque celles-ci sont présentes, nous utilisons le
dispositif expérimental ou des simulations numériques.

2.1.3 Approche asymptotique et écoulement zonal

Munis de 'approximation de couches limites, nous pouvons déterminer 1’écoulement non-
linéaire dans le volume. Cette méthodologie a été utilisée pour un mouvement de précession
(Busse, 1968b), d’un forgage azimutal (Suess, 1971, méme si comme nous le verrons la condition
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2.2 Dispositif expérimental

aux limites utilisée préte a discussion) et plus récemment dans la limite des faibles fréquences
de libration longitudinale (Busse, 2010a).

Le principe de cette méthode est le suivant : nous considérons des forcages de faible am-
plitude, ¢ < 1, ce qui est vérifié pour la plupart des applications géo-/astrophysiques. Puis,
en effectuant une approche perturbative, nous pouvons développer le champ de vitesses sous la
forme d’une série de 'amplitude de forcage, e,

+oo
U= "Uy=Uy+eUs+ €U+ O(c) (2.1)

n=0

L’écoulement a l’ordre zéro, noté Uy, demeure généralement une rotation solide autour de ’axe.
On calcule ensuite ’écoulement généré au premier ordre par le forgage harmonique temporel ou
azimutal, U;. Puis les interactions non-linéaires de la solution au premier ordre avec elle-méme
peuvent conduire & un terme non-linéaire, Us. Cette solution non-linéaire est constituée d’un
terme harmonique de période azimutale et/ou temporelle double de celle du forgage imposé.
Mais, elle est également composée d’un terme stationnaire et/ou axisymétrique que 1’on désire
évaluer. En effet, d'un point de vue géo-/astrophysique, ce terme est susceptible d’apporter
une contribution conduisant & une dérive moyenne des particules de fluide non nulle au bout
d’une période. Ce terme est ce qu’on appellera dans la suite vent zonal. Cet écoulement est
axisymétrique, stationnaire et varie comme le carré de 'amplitude du forgage.

2.2 Dispositif expérimental

Le dispositif expérimental utilisé durant cette these a été initialement congu afin d’étudier
I'influence d’un forgage de marées dans une sphere déformable en rotation a vitesse constante. Ce
dispositif s’inscrit dans une tradition de I’étude de I'instabilité elliptique a 'IRPHE (Eloy, 2000;
Lacaze, 2004; Herreman, 2009; Cébron, 2011). L’expérience originelle en géométrie sphérique,
inspirée du dispositif expérimental construit par Malkus (1989), était congue pour déterminer
le seuil d’apparition de I'instabilité elliptique, la spheére avait alors la taille d’une balle de ping-
pong (Lacaze et al., 2004, 2005). Malheureusement, il était impossible, dans un tel dispositif,
d’étudier I'influence d’un forgage résonant et d’effectuer des mesures du champ de vitesses du
fait de sa taille réduite. Un nouveau dispositif expérimental, de taille plus conséquente a alors été
construit. Dans cette section, nous décrivons les principales caractéristiques de ce dispositif ainsi
que les méthodes d’investigation de I’écoulement. A noter que ce dispositif a également permis
de mesurer ’écoulement induit par forcage longitudinal dans une sphere a faibles fréquences
d’oscillations (Sauret et al., 2010).

2.2.1 Présentation du dispositif

Le principe de 'expérience consiste a mettre en rotation solide du fluide, contenu dans une
sphere, puis a introduire un for¢cage harmonique afin d’étudier la réponse du fluide a ce forcage.
Selon la fréquence du forgage harmonique, des modes résonants peuvent étre observés (voir
section 1.2.6). En labsence de ces résonances de modes, une modification moins importante de
I’écoulement a tout de méme lieu, induite par le couplage visqueux avec les parois de la sphere. En
pratique, la visualisation d’un for¢age résonant peut se faire a 'aide de particules de Kalliroscope
comme nous le verrons dans la suite. Dans ce cas, on observe des bandes verticales de différentes
luminosités dans le volume du fluide qui correspondent a des variations importantes du champ
de vitesses, et donc a la présence de cisaillement au sein du fluide (figure 2.1(a)). La rotation du
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(a)

FIGURE 2.1 — (a) Exemple de visualisation par particules de Kalliroscope de I’écoulement résonant généré
par un forgage de marées. (b) Représentation schématique de cylindres géostrophiques (extrait de Ingersoll
(1990)).

fluide implique que ces variations de vitesse s’organisent sous forme de cylindres géostrophiques
comme illustré figure 2.1(b). Le but de notre expérience est de déterminer la fréquence de ces
forcages résonants et de mesurer quantitativement I’amplitude de 1’écoulement généré pour en
tirer des lois d’échelles en fonction des parameétres du probléme comme 'amplitude du forgage
ou le nombre d’Ekman.

Une vue générale du dispositif expérimental dans le cas d’un forcage elliptique est présentée
figure 2.3. Pour les deux forgages considérés durant cette these, les marées et la libration lon-
gitudinale, nous avons utilisé une sphére creuse, de rayon R = 10 cm, moulée dans du silicone
déformable et transparent afin de permettre une visualisation directe de l’écoulement. Cette
sphere est mise en rotation autour de son axe a une vitesse {2p;,. La sphere est remplie d’eau a
laquelle on ajoute soit des particules de Kalliroscope pour effectuer une visualisation qualitative
de lécoulement (voir la sous-section 2.2.4.1), soit des particules permettant des mesures plus
quantitatives via un systeme PIV (voir la sous-section 2.2.4.2). Du fait de la différence d’indice
optique entre l’air, le silicone et I'eau, il faut prendre en compte les déformations optiques lors

des observations directes ou lors des mesures PIV (voir Annexe C).
Qory

2.2.2 Déformation de marées au laboratoire

rouleau

Le forcage de marées généré par un satellite gravi-
tant a la vitesse angulaire 2, autour d’'une planéte Q.. plangte
tournant sur elle-méme a la vitesse {2, induit une dé-
formation elliptique de celle-ci. Pour reproduire cette
forme elliptique de la planéte au laboratoire, nous mo- Qo
délisons I'influence du satellite par deux rouleaux, placés

a 180° I'un de l'autre et a 90° du satellite imaginaire.

rouleau

Ces deux rouleaux déforment la spheére en une forme
FI1GURE 2.2 — Schéma du for¢gage de ma-

rées et de I'analogie expérimentale ou ’on
déforme la sphere en rotation a l'aide de
deux rouleaux.

ellipsoidale équivalente & un forcage de marées (voir fi-
gure 2.2). Le phénomene de résonance dans une telle
structure requiert une fréquence de forcage bien définie.
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FIGURE 2.3 — Vue d’ensemble du dispositif expérimental utilisé pour le forcage de marées.

Ainsi, la déformation elliptique doit pouvoir tourner & une vitesse angulaire €Q,,;, différente de la
vitesse angulaire de la sphere, 24,:,. Ce role est assuré par le moteur 2, qui tourne indépendam-
ment de la sphére, & une vitesse Qo € [2;12] rad-s~! avec une précision de 'ordre de +0,3% et
contrdlée par ordinateur. La sphere tourne sur elle-méme avec une vitesse Qgpin, € [2; 16] rad-s—!
avec une précision de +0,3%. En I'absence de déformation elliptique et avec la précision dont
on dispose, 1’écoulement mesuré dans le volume est bien une rotation solide.

2.2.2.1 Valeur de Dlellipticité

Expérimentalement, nous pouvons calibrer le serrage des rouleaux afin que ceux-ci soient
exactement tangents a la sphere. Ensuite, le probleme est de déterminer a quelle ellipticité va
correspondre un serrage des rouleaux imposé, i.e. une déformation donnée. Dans notre dispositif,
le réglage de la compression des rouleaux sur la sphere est fait avec une précision de 1/6 mm. Pour
déterminer précisément ’excentricité correspondant a un serrage donné, nous avons rempli la
sphere d’eau en laissant I’ouverture supérieure libre : lorsqu’on déforme la sphere, de ’eau, dont
on peut mesurer le volume, sort par ce trou de petit diamétre (10 mm). Ensuite, on comprime
de fagon contrdlée la sphere entre deux serres-joints dont on connait précisément 1’écartement.
Pour une valeur donnée de cet écartement, on reléve le volume d’eau sortant de la sphére. On
suppose également que lorsque la sphere est déformée par les rouleaux suivant une direction et
qu’elle est confinée entre les deux plaques supérieure et inférieure, la déformation est amortie
par la direction transverse. C’est-a-dire que si (Oz) est I'axe de rotation et que la sphere est
comprimée suivant ’axe (Ox), alors elle va se dilater uniquement suivant la direction (Oy). La
sphere est confinée entre deux plaques fixes, ainsi la hauteur verticale de la sphére ne varie pas
et reste égale ¢ = 20 cm. Ceci nous permet de relier le volume d’eau sortant aux dimensions de
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Iellipsoide. On a alors pu vérifier que I'excentricité g satisfait a la relation

2s
p==2 (2.2)

ol s représente le serrage de la sphere et R = 10 cm représente son rayon. Au vu des valeurs de
serrage et de la précision dans nos expériences, I’ellipticité se situe dans la gamme 8 € [0,02;0,08]
avec une précision de £4 x 1073.

2.2.2.2 Influence d’un noyau interne

Dans certaines expériences, nous avons voulu étu-
dier l'influence de la présence d’'un noyau interne sur
I’écoulement généré par le forcage de marées. FEn effet,
les simulations numériques de la résonance de modes
dans un conteneur sphérique effectuées par Tilgner
(2007) suggerent que la présence d’un noyau interne am-
plifie fortement 1’écoulement zonal qui diverge quand le
nombre d’Ekman tend vers 0.

Pour insérer un noyau interne dans la sphere en si-
licone déformable, nous avons fixé une boule! de dia-
metre d = 65 mm, percée en son milieu, sur une tige
en acier de diametre 4 mm. Ce diametre de tige est un
bon compromis entre une taille qui ne perturbe pas trop

FIGURE 2.4 — Deux hémispheres en sili-
cone au sein desquels on place le noyau

I’écoulement et une rigidité suffisante. Nous plagons en- . .
sur une tlge €n acier.

suite la tige entre les deux hémispheéres (figure 2.4) que
I’on referme et scelle avec de la colle polymeére assurant une étanchéité parfaite. La tige s’inseére
alors parfaitement dans les deux orifices en haut et en bas de la spheére en silicone. Ainsi le noyau
reste & une position fixe (au centre de la sphére) et tourne a la vitesse de la paroi extérieure.

Notons que le rayon du noyau interne utilisé dans les expériences permet d’avoir un rapport
d’aspect a = Rjnt/Rext ~ 0.35 qui est similaire & celui du noyau terrestre.

2.2.3 Forgage de libration longitudinale

Le dispositif expérimental permet d’étudier les forgages de marées, mais nous I’avons également
adapté pour étudier un forcage de libration longitudinale. Dans ce cas, les rouleaux de part
et d’autre de la spheére ne sont pas utilisés. La sphére est mise en rotation a la vitesse €gp,
qui peut aller jusqu’a 85 tours par minute avec une précision de +0,3% comme dans le cas du
forgage de marées. Nous attendons durant une dizaine de minutes afin que le fluide dans la
sphére soit en rotation solide. Ensuite, via un contrdle par ordinateur (carte/Labview), nous
introduisons une oscillation temporelle de la vitesse de rotation sous la forme € cos(wy,t) ou
wip € [0.6;10] tours/minute avec une précision de £0,3%. Au dela de cette fréquence d’oscil-
lation, notre systeme n’est plus adapté : l'inertie totale du systeme est trop grande pour la
capacité du moteur dont nous disposons et nous avons pu observer que la fréquence imposée
en entrée n’est pas la fréquence réelle d’oscillation de la sphére. En termes de nombres sans di-
mension, nous pouvons explorer les gammes de parametres suivantes : le nombre d’Ekman varie

1. Le noyau interne est fait de résine phénolique, matiére identique a celle d’'une boule de billard, et a été
fourni par la société Saluc (http ://www.saluc.com/).
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FIGURE 2.5 — Vue schématique du dispositif expérimental pour le forgage de libration longitudinale.

entre £ = v/QoR? € [107°;107%], le rapport entre la fréquence de libration et de rotation est
w = wyp/Qo €[0.04;0.1] et amplitude de libration e €]0.02;0.15] avec une précision de +0.6%.

2.2.4 Mesures qualitative et quantitative

2.2.4.1 Visualisation directe par particules de Kalliroscope

Une méthode particulierement simple de visualisa-
tion de I’écoulement se fait au moyen de particules
anisotropes de Kalliroscope AQ10002. La sphére est
remplie d’eau a laquelle sont ajoutées des particules
Kalliroscope permettant de visualiser les écoulements
secondaires et donc la présence de zones de cisaille-
ment (Abcha et al., 2008; Goto et al., 2011). Ces par-
ticules sont anisotropes : elles ont une forme allongée
et plate (30 umx6 pmx0,07 um) avec un indice optique
n = 1,85 et une densité d = 1,62. La sédimentation de
ces particules est négligeable sur la durée d’une expé-
rience (inférieure & une heure), de plus, ces particules
réfléchissent tres bien la lumieére et ne modifient pas
la viscosité du fluide ou ne rajoutent pas d’effets non-

FIGURE 2.6 — Exemple de visualisation par
Kalliroscope dans la coquille sphérique.

newtoniens aux concentrations utilisées. La quantité de particules anisotropes mélangée au fluide
intermédiaire influe sur la visualisation de I’écoulement : une quantité trop faible ne permet pas
d’avoir un contraste suffisant entre les zones cisaillées, alors qu’une quantité trop importante ne
permet pas & la tranche lumineuse de pénétrer suffisamment loin dans le fluide pour obtenir une

2. Kalliroscope Corporation, http://www.kalliroscope.com
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bonne visualisation en volume et peut masquer un certain nombre de bandes de cisaillement
(influence de la concentration en Kalliroscope sur la visualisation obtenue est détaillée par
Noir, 2000). La quantité idéale en particules doit étre déterminée expérimentalement : trouver
un compromis entre un bon contraste, une bonne luminosité et une bonne vision des bandes
de cisaillement. La figure 2.6 montre un exemple de visualisation obtenue : on peut y voir des
ondes inertielles obliques tangentes au noyau ainsi que la présence de cylindres géostrophiques.
Empiriquement, nous avons déterminé que la concentration en Kalliroscope qui semble la plus
satisfaisante est de 0,1%. Notons que ’on peut utiliser des concentrations différentes en Kalliro-
scope pour visualiser différentes parties de I’écoulement. En effet, pour visualiser des instabilités
de surface, on préférera saturer la sphere en Kalliroscope (ce qui correspond & une concentration
de 1% environ). On effectue un plan laser, ou un plan lumineux de l'ordre de 0,5 & 1 cm avec un
rétroprojecteur en lumiere blanche, qui illumine une tranche passant par ’axe de la sphere. L’en-
semble est filmé par une caméra placée perpendiculairement a ce plan. En effet, les particules de
Kalliroscope réfléchissent la lumieére dans la direction de la caméra si elles sont orientées a 45°
du plan Laser : ces particules ne permettent pas de visualiser la rotation solide, mais les zones
ou la vitesse varie brutalement, ce qui correspond a des zones de cisaillement importantes qui
alignent les particules de telle sorte que l'intensité lumineuse percue par la caméra est maximum.
Néanmoins, méme si ces mesures sont pratiques pour déterminer les fréquences résonantes de la
sphere via un forcage harmonique ou la présence d’une instabilité, ce type de visualisation avec
des particules de Kalliroscope ne permet pas de remonter au champ de vitesses de ’écoulement.

2.2.4.2 Vélocimétrie par images de particules

Principe de la vélocimétrie par images de parti-
cules. La vélocimétrie par images de particules (PIV),
a l'inverse de la visualisation par particules de Kalli-
roscope, permet d’obtenir des champs de vitesses de
I’écoulement et donc de quantifier celui-ci en fonction
des différents parametres sans dimension de ’écoule-
ment. La méthode de PIV est une méthode optique non
intrusive : les particules ne doivent pas modifier I’écou-
lement et sont supposées suivre le mouvement du fluide
a chaque instant. Les particules utilisées doivent étre de
taille suffisamment petite pour ne pas modifier I’écoule-
ment ou sédimenter, tout en étant suffisamment grosses

pour étre vues par la caméra, de plus leur masse volu- FIGURE 2.7 — Image, enregistrée par la ca-
méra dans le référentiel en rotation, utili-

mique doit étre la plus proche possible de celle de 'eau, o )
sée pour le suivi de particules.

dans notre cas, pour minimiser la sédimentation.

Le principe de cette méthode est d’enregistrer deux images successives de 1’écoulement,
éclairé par un plan laser, et séparées par un temps dt. Chaque image est ensuite divisée en
petites fenétres, de telle sorte qu’environ 5 & 10 particules soient contenues dans une fenétre. Un
algorithme de PIV, DPIVSoft dans notre cas (Meunier et Leweke, 2003), permet alors de calculer
la fonction de corrélation de I'intensité lumineuse induite par la présence de particules entre deux
fenétres identiques entre deux instants séparés par un intervalle de temps ét. Le déplacement de
chaque fenétre, dl, est celui qui maximise la fonction de corrélation de I'intensité lumineuse. Nous
obtenons alors le champ des vitesses v = 61/t pour chaque fenétre, ce qui permet ensuite de
reconstruire I’écoulement. On obtient alors la projection tridimensionnelle d’un champ de vitesses
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dans le plan de la nappe laser. La méme procédure se répéete ensuite a 'instant dt suivant et nous
obtenons I’évolution temporelle du champ des vitesses. Notons que contrairement a la méthode
de particle tracking velocimetry (PTV), nous ne suivons pas le trajet de chaque particule. Ici,
nous effectuons une corrélation entre deux images successives afin d’estimer le déplacement des
motifs lumineux formés par les particules.

La technique de vélocimétrie par images de particules est assez délicate a mettre en oeuvre et
impose de varier différents parametres afin d’obtenir les résultats les plus convenables possibles.
Dans notre cas, ’écoulement a été ensemencé avec des particules Optimage d’un diameétre de
100 pm et de densité 1 + 2%. De plus, I’écoulement doit étre correctement ensemencé : une
trop faible quantité de particules conduit a une résolution spatiale tres limitée : il y a trop peu
de particules dans I’écoulement pour obtenir une corrélation correcte. A l'inverse, si trop de
particules PIV sont lachées dans le fluide, le contraste n’est pas suffisant car la concentration en
particules rend le fluide plus opaque. Des ajustements ont donc été nécessaires sur la quantité
de particules relachées. Pour de plus amples détails sur la méthode PIV, nous renvoyons a la
description fournie dans les theses de Morize (2006) et Lamriben (2011).

Acquisition des images. Dans le cas d’une visualisation qualitative a I'aide de particules de
Kalliroscope, le plan laser est aligné avec I'axe de rotation et la visualisation se fait directement
dans le référentiel du laboratoire. Pour déterminer l'amplitude de 1’écoulement zonal généré
par un forcage harmonique, on mesure 1’écoulement dans un plan perpendiculaire a I'axe de
rotation, le plan équatorial. Il faut également noter que les écoulements générés par ces forcages
sont faibles par rapport a ’écoulement de rotation solide, typiquement de 'ordre de quelques
% tout au plus. Pour avoir une précision suffisante, il faut mesurer le champ de vitesses dans le
référentiel en rotation avec la sphere afin de s’affranchir de la composante de rotation solide qui
est la plus importante en amplitude. Malheureusement, la place disponible pour fixer une caméra
est assez réduite. Nous avons testé plusieurs mini-caméras®. Notre choix s’est finalement porté
sur deux modeles de caméra miniature sans fil : CMOS (2 cm x 2 cm) de résolution 576 x 768
pixels et 1/4" Sharp HighQQ CCD 29.4 x 22 mm de résolution 576 x 768 pixels. Dans le cas du
forgage de marées, la caméra est fixée a I'axe de rotation de la sphere (voir figure 2.3) et on
obtient directement ’écoulement elliptique et le vent zonal. Par contre dans le cas du forcage
par libration longitudinale, la caméra est fixée sur le support supérieur et mise en rotation a
la vitesse moyenne de la sphére £25. Nous avons dii prendre en compte la présence d’un léger
décalage au cours du temps : la caméra peut tourner légerement plus vite ou moins vite que la
vitesse angulaire moyenne de la spheére. Cette dérive peut étre compensée apres le traitement
des données. On fixe & c6té de cette caméra un émetteur, lui aussi en rotation. Le signal est
alors capté par un récepteur placé pres du dispositif expérimental (voir figure 2.3) puis transmis
a un ordinateur. Finalement la vidéo est enregistrée a I'aide du logiciel Matrox Inspector nous
permettant de définir précisément le pas de temps At entre deux images.

Traitement des champs PIV. Afin de traiter les images obtenues, nous avons utilisé le
programme DPIVSoft développé au laboratoire. Pour plus de détails nous renvoyons a l’article
de Meunier et Leweke (2003).

Notons que la méthode utilisée pour obtenir les champs de vitesses est identique a celle
utilisée par Morize et al. (2010). La seule différence réside dans la valeur de At fixée. Nous
reviendrons sur ce point dans le chapitre 7.

Le dispositif expérimental que nous venons de présenter permet d’obtenir des champs de

3. avec plus ou moins de succes, et plus ou moins de vols paraboliques...
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vitesses de 1’écoulement généré par un forcage harmonique de libration longitudinale ou de
marées. Néanmoins, ce dispositif présente quelques limitations techniques et physiques. Par
exemple, du fait des déformations optiques a U'interface sphérique (cf Annexe C), on ne peut pas
mesurer 1’écoulement au voisinage de la paroi extérieure. De plus, cette expérience a initialement
été pensée pour étudier le forgage de marées uniquement, la vitesse de rotation de la sphére ne
peut donc pas osciller trop brutalement du fait des fortes contraintes exercées sur la courroie,
typiquement, nous devons nous limiter & une fréquence de libration w < 0.2 afin que les résultats
obtenus gardent une précision suffisante.

2.3 Approche numérique

Ce dispositif expérimental est optimal pour étudier un forcage de marées sur une sphere
en rotation, car I’étude de I’écoulement dans un ellipsoide nécessite des simulations numériques
tridimensionnelles (Cébron et al., 2010a; Cébron, 2011). A 'heure actuelle, les simulations dans
un ellipsoide ne peuvent atteindre des nombres d’Ekman trés faibles, au mieux F = 10~ pour
des calculs tres cotiteux (Cébron et al., 2010a; Chan et al., 2011b,a; Chan, 2012).

Par contre, pour I’étude d’un forcage de libration longitudinale dans un conteneur axisymé-
trique, en 'absence d’instabilité, on peut légitimement supposer que ’écoulement est "3C-2D" :
3 composantes (u,, ug, u,) et deux dimensions (r, z). En effet, I’écoulement est axisymétrique
autour de ’axe de rotation, le champ des vitesses ne dépend donc pas de la coordonnée orthora-
diale 6. Ainsi un modele numérique axisymétrique permettra d’obtenir une bonne estimation du
champ des vitesses. Le but de cette these n’était pas de développer un code numérique puissant
afin de déterminer 1’écoulement généré a de faibles nombres d’Ekman (voir par exemple Calkins
et al., 2010). Nous avons utilisé ici le logiciel commercial Comsol Multiphysics® qui se base
sur une méthode d’éléments finis et qui est utilisé depuis peu au laboratoire (Cébron, 2011).
Nous avons créé un modele axisymétrique pour une géométrie sphérique (Sauret et al., 2010)
et cylindrique (Sauret et al., 2012a). Cette méthode numérique permet de garder des temps de
calculs raisonnables (typiquement une journée en utilisant un PC dédié uniquement au calcul
numérique) et d’atteindre des nombres d’Ekman jusqu'a E = 1075. Nous présentons dans cette
section, le principe du modele numérique ainsi que sa validation a ’aide d’expériences effectuées
dans une sphere en libration longitudinale disponibles dans la littérature (Aldridge et Toomre,
1969; Aldridge, 1967).

2.3.1 Principe du modeéle numérique

Considérons un fluide incompressible et newtonien, de viscosité cinématique v, de masse
volumique p contenu dans une sphere de rayon R en rotation autour de son axe a la vitesse
angulaire

Q(t) = Qo [1 + ecos(wt)] e, (2.3)

ou {2g est la vitesse angulaire moyenne de la sphére, € et w sont respectivement ’amplitude et
la fréquence de libration (pour plus de détails, voir section 1.3.1.1). Dans le cas d’un forcage de
faible amplitude, € < 1, I’écoulement généré est axisymétrique et présente une symétrie par rap-
port & I’équateur. Nous résolvons les équations de Navier-Stokes pour un fluide incompressible
dans le référentiel en rotation a la vitesse angulaire €)g. Pour cela, nous utilisons les coordonnées
cylindriques (7,0,z). Les composantes radiale, azimutale et axiale du champ des vitesses sont u,.,
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FIGURE 2.8 — (a) Schéma du quart supérieur de la sphére et des coordonnées cylindrico-polaires
(er,eq.ez). (b) Zoom sur le maillage utilisé dans le modele numérique montrant deux zones : une zone en
volume avec des éléments triangulaires et une zone de couche visqueuse avec des éléments quadrilatéraux

Y

ug et u,. Un schéma du systéme considéré est représenté en figure 2.8.a. En utilisant respective-
ment le rayon du conteneur R et inverse de la vitesse angulaire moyenne £y~ comme échelles
de longueur et de temps, les équations adimensionnées que 1’on résout s’écrivent :

ou, ou, ou,  up? Op 10 /[ Ou, Pu,  uy
L _ L - el (Pl W Sl N O W1
ot + or + s 0z r 28 ug or . ror (r or )+ 022 r? (2.42)
Oug Oug Oug  ugu, 10 Oug Pug g
B S Yt AN Vit 20 - Bl (rZ _w 2.4
ot +ur(‘37’ +UZ(9Z+ + 2ot r(‘)r(r 8r)+8z2 r2 (2.4b)
ou, ou, ou, Op 10 ou, 0%u,
T, = |t 2.4
ot tu or tu 0z 8z+ [r@r(r 8r)+822] (24c)
10(ruy) = Ou,
- = 2.4d
r  or + 0z 0 ( )
On applique des conditions aux limites de non-glissement & la paroi extérieure, ce qui se traduit
par :
up(R,zt) = uy(Ryzt) = 0 (2.5a)
ug(R,z,t) = ersin(wt) (2.5b)

Et les conditions de symétrie sont appliquées sur 'axe de rotation

ur(0,2,t) = 0 (2.6a)
up(0,2,6) = 0 (2.6b)
%(O,z) = 0 (2.6¢)

Les simulations numériques d’écoulements tournants a faible nombre d’Ekman induisent la
présence de petites échelles de longueur et de temps. Afin de garder une précision numérique
correcte nous devons utiliser un maillage suffisamment fin. Dans notre probléme, la condition
de non-glissement au voisinage de la paroi extérieure induit la présence d’une couche d’Ekman
d’épaisseur typique E1/2, de l'ordre de g ~ 51073 R pour les nombres d’Ekman considérés
dans nos simulations numériques. Par conséquent, afin résoudre ce probléeme via la méthode des
éléments finis, on utilise un maillage séparé en deux domaines (voir figure 2.8.b) :
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(i) un domaine de couche limite d’épaisseur typique 0.035 R tout le long de la paroi extérieure
et de l'axe d’axisymétrie, qui est discrétisé dans la direction normale a la paroi en 25
éléments quadrilatéraux d’épaisseur initiale 5.107° R et un coefficient d’étirement 1.2

(ii) une zone dans le volume avec des éléments triangulaires.

Tous les éléments sont des éléments de Lagrange standard de type P1 — P2 (i.e. linéaires
pour le champ de pression et quadratiques pour le champ des vitesses). Dans le chapitre 6,
afin d’étudier la génération spontanée d’ondes inertielles, nous avons utilisé des éléments de
Lagrange P2 — P3 apportant plus de précision mais étant plus cotliteux en temps de calcul.
On peut noter que la méthode des éléments finis n’induit pas de probleme particulier autour de
r = 0 et qu’aucune technique de stabilisation n’a été utilisée dans ces études. Le solveur temporel
est dénommé IDA (Hindmarsh et al., 2005). Il est basé sur des formules de différence amont
("backward difference"). A chaque pas de temps, le systéme est résolu avec le solveur linéaire
direct PARDISO %. Le nombre typique de degrés de liberté (DoF) utilisé dans les simulations est
de I'ordre de 160 000 DoF pour la sphere. Notre modele numérique résout les équations de Navier-
Stokes dans le référentiel en rotation a la vitesse €1 e,, avec des conditions de non-glissement et
un fluide initialement au repos dans ce référentiel (i.e. en rotation solide & la vitesse angulaire €
dans le référentiel inertiel). Au temps ¢ = 0, la paroi extérieure est mise en libration et les calculs
sont poursuivis jusqu’a ce qu’on obtienne un état stationnaire, qui est atteint typiquement au
bout d’un temps de spin-up visqueux. La vitesse est alors moyennée sur 5 périodes de libration
pour obtenir I’écoulement moyen généré. Les résultats sont alors adimensionnés comme dans les
expériences et les études analytiques.

2.3.2 Validation du modele numérique

Avant d’utiliser ce modele numérique, nous 1’avons validé en reproduisant les résultats expé-
rimentaux obtenus par Aldridge et Toomre (1969) pour une sphére en libration longitudinale.
Dans leur article, ils ont défini un nombre de Reynolds constant pour la libration et égal a
Re, = wiipR?/v =6.2-10* et la vitesse angulaire utilisée est alors donnée par :

Q(t) = Qo + €wyp cos(wypt) ou € = 8.0m/180 rad. (2.7)

Aldridge et Toomre (1969) ont alors varié la vitesse de rotation 2y ce qui leur a permis de
faire varier la fréquence de libration adimensionnée w = wy;;,/o. En utilisant la méme procédure,
nous mesurons la différence de pression & partir de nos simulations numériques de maniere
systématique en changeant la fréquence de libration w (via €2g) tout comme lavait fait Aldridge
et Toomre (1969). Les résultats sont présentés en figure 2.9 et montrent un excellent accord avec
les résultats expérimentaux de Aldridge et Toomre (1969) et les résultats numériques de Rieutord
(1991). Ceci nous permet de valider notre modele axisymétrique pour les études de libration. Sur
la figure 2.9, chaque pic correspond a une fréquence résonante d’un mode inertiel de la sphere
en rotation et est dénoté par deux entiers (n,m)(voir Aldridge et Toomre, 1969). Notons qu’il
n’existe pas de modes inertiels pour |w| > 2. De plus, les modes sont progressivement amortis
quand 1/w augmente du fait du couplage réduit entre les oscillations de la sphére et le fluide a
I'intérieur. De méme 'amortissement visqueux augmente quand la structure des modes devient
plus complexe.

4. www.pardiso-project.org
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2.3 Approche numérique

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

Qlw

FIGURE 2.9 — Moyenne temporelle de I'amplitude de la différence de pression C), entre le centre et le
pole de la sphére pour différents rapports de fréquences w = wy; /o pour un forgage de libration Qg +
Ewyip cos(wyipt) avec € = 8.07/180 rad et Re, = wyipR? /v = 6.2 - 10%. Les valeurs numériques, obtenues
avec notre modele, sont représentées par les carrés; les cercles représentent les valeurs expérimentales
(Aldridge et Toomre, 1969) et la courbe noire est la solution théorique proposée par Aldridge et Toomre
(1969).
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Deuxieme partie

Vent zonal en ’absence d’ondes
inertielles
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Chapitre

Etude analytique du vent zonal induit par

libration longitudinale en géométrie sphérique

Since a general solution must be judged impossible from
want of analysis, we must be content with the knowledge
of some special cases, and that all the more, since the
development of various cases seems to be the only way to
bringing us at last to a more perfect knowledge.

Leonhard Euler
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Dans ce chapitre, nous déterminons I’écoulement généré par un for¢cage harmonique particu-

lier, la libration longitudinale, dans une sphere ou une coquille sphérique. Nous considérons une

fréquence de libration supérieure a deux fois la fréquence de rotation, w > 2, ce qui implique

qu’aucune onde inertielle n’est générée dans le volume. Nous montrons alors qu’'un vent zonal

est généré par des effets non-linéaires dans les couches d’Ekman et modifie I’écoulement moyen.

De plus, en présence d’un noyau interne, nous mettons en évidence la présence de couches de

Stewartson.
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Chapitre 3: Etude analytique du vent zonal

3.1 Introduction

Comme nous 'avons vu en introduction de ce manuscrit, les planetes et les satellites sont
soumis, en plus de leur rotation propre, a des forcages harmoniques tels qu’une précession, des dé-
formations de marées ou des librations longitudinales/latitudinales. Les corrections non-linéaires
générées par de tels forgages peuvent conduire a des écoulements stationnaires et axisymétriques,
que I'on appelle vents zonaux !, dans les noyaux liquides des planétes telluriques, dans les océans
subsurfaciques de certains satellites ou dans les atmospheres des planetes gazeuses. Dans ce cha-
pitre, nous considérons un forcage de libration longitudinale, i.e. une oscillation harmonique de
la vitesse angulaire de la planéte. Ces oscillations sont généralement induites par un couplage
gravitationnel entre un corps astrophysique et son principal attracteur autour duquel il orbite
(Comstock et Bills, 2003; Noir et al., 2009). Le forgage de libration peut avoir une contribution
non négligeable a 1’écoulement total et une meilleure connaissance de sa dynamique peut appor-
ter des informations importantes sur la structure interne d’un satellite ou d’une planete (voir
chapitre 1).

Dans ce chapitre, nous déterminons analytiquement 1’écoulement généré pour un forcage de
libration longitudinale de fréquence supérieure a deux fois la fréquence de rotation propre de la
planete. Une telle configuration est loin d’étre la situation la plus commune en astrophysique
ou la fréquence de libration principale correspond la plupart du temps a la fréquence orbitale
qui est généralement égale ou plus petite que la fréquence de rotation propre de la planete.
Voici quelques situations qui pourraient générer de telles librations rapides. Par exemple, on
peut envisager une planete, ou un satellite, dont les fréquences de rotation propre et de rotation
orbitale sont en résonance avec un rapport 1 : 2. Cette situation, en principe possible (Goldreich
et Peale, 1966; Wieczorek et al., 2012), pourrait conduire & des librations rapides de fréquence
égale a deux fois la fréquence orbitale. Des librations rapides pourraient aussi étre présentes
dans un corps astrophysique synchronisé? quand le forcage gravitationnel est induit par un
autre satellite ou une autre planete de fréquence orbitale plus grande. Les lunes galiléennes (Io,
Europe, Ganymede) sont dans une telle situation. En effet, Io a une fréquence orbitale deux fois
plus grande que celle d’Europe et quatre fois plus grande que celle de Ganymede 3. Ceci pourrait,
a priori, forcer une libration d’Europe et de Ganymede avec une fréquence respectivement deux a
quatre fois plus grande que leur fréquence de rotation propre. Dans les systémes exoplanétaires,
une situation similaire peut également étre trouvée. Par exemple, les deux premiere planetes
dans le systeme "55 Cancri" ont respectivement des fréquences orbitales de 2,81 et 14,65 jours
(Fischer et al., 2008). Puisque de telles planétes sont supposées étre synchronisées, la fréquence
de libration de la seconde planete induite par le mouvement de la premiere planete serait alors
de w = 14,65/2,81 ~ 5,2.

La premiere étude analytique des effets non-linéaires générés par un forcage harmonique a
été effectuée par Busse (1968b) dans le cas de la précession d’un sphéroide. Il a montré qu’'un
écoulement zonal est généré dans le volume par les interactions non-linéaires dans les couches
visqueuses localisées pres des parois extérieures. Wang (1970) a ensuite étudié théoriquement
et expérimentalement les effets non-linéaires associés a l'oscillation de la vitesse angulaire d’un
cylindre en rotation (voir également Busse, 2010b). Le cas d’une déformation de marées, fixe
dans le référentiel du laboratoire, a été considéré par Suess (1971) qui a montré qu'un vortex

1. ou écoulement zonal

2. Ce qui signifie que sa fréquence de rotation propre est égale a sa fréquence orbitale. C’est par exemple le
cas de la Lune.

3. Source : Nicolas Rambaux, communication personnelle
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3.2 Cadre de I’étude asymptotique

contra-rotatif doit exister au voisinage de ’axe de rotation associé a la présence de latitudes
critiques localisées aux pdles de la sphére (voir chapitre 8). Dans sa theése, Aldridge (1967) a
mentionné que, dans le cas ou les ondes inertielles n’apportent pas une contribution significative
a I’écoulement, une spheére soumise a une oscillation de sa vitesse angulaire semblait générer
une dérive des particules proportionnelle au carré de 'amplitude d’oscillation de la sphere. La
seule étude théorique de 1’écoulement zonal induit par un forcage de libration longitudinale en
géométrie sphérique est le travail récent de Busse (2010a). Celui-ci a obtenu, par une méthode
asymptotique, une prédiction analytique de 1’écoulement zonal dans la limite des petites fré-
quences de libration et des petits nombres d’Ekman. Ce chapitre étend cette théorie au cas
d’une coquille sphérique pour une fréquence de libration longitudinale arbitraire.

L’étude que nous menons dans ce chapitre suppose qu’aucune instabilité n’est présente. Une
instabilité centrifuge ou une instabilité de cisaillement sont a priori possibles quand 'amplitude
de libration longitudinale devient suffissmment grande (voir par exemple Noir et al., 2009). Nous
reviendrons a la présence possible de ces instabilités dans les chapitres 5 et 7. Dans I’étude ana-
lytique qui suit, 'amplitude de forgage est supposée suffisamment faible pour que I’écoulement
linéaire, généré a la fréquence de forcage, demeure stable. Pour obtenir une solution analytique
rigoureuse, nous supposons également que la fréquence de libration est supérieure a deux fois la
fréquence angulaire moyenne de la sphere. Cette hypothese garantit qu’aucune onde inertielle
n’est excitée et qu’aucune singularité n’est présente dans la couche d’Ekman (ceci sera consi-
déré au chapitre 8). Ces hypothéses nous permettent d’obtenir une expression de 1’écoulement
zonal dans toute la coquille sphérique. Une expression est également donnée pour des fréquences
plus petites que deux fois la fréquence de rotation moyenne de la sphere. Néanmoins, dans ce
cas, ’expression obtenue présente une divergence associée a la présence d’une latitude critique.
Nous allons également voir que pour n’importe quelle fréquence de libration, la présence d’un
noyau interne modifie significativement 1’écoulement zonal et génere des couches de Stewartson
au niveau du cylindre tangent au noyau interne (Stewartson, 1966).

3.2 Cadre de ’étude asymptotique

3.2.1 Formulation mathématique

Considérons un fluide newtonien, homogene et incompressible
de viscosité cinématique v contenu dans une coquille sphérique
de rayon externe R, et de rayon interne R;y; (figure 3.1). Cette
coquille est en rotation, dans le référentiel inertiel, & une vitesse
angulaire sinusoidale dans le temps autour d’une valeur moyenne
Qo. Dans la suite, nous utiliserons R, et Q! respectivement ezAB
comme échelles de longueur et de temps. La vitesse de rotation
instantanée de la coquille sphérique s’écrit comme la somme d’une

O

rotation constante et d’un terme perturbatif 7
ext

Q(t) =[1+¢ cos(wi)] ez, (3-1)  Figure 3.1 - Schéma de la géo-

métrie considérée et du systeme

ou ¢ et w sont respectivement 'amplitude et la fréquence du for- 3. .oordonnées.

cage de libration (voir section 1.3.1).

Le forgage de libration longitudinale et le conteneur sont axisymétriques. On peut alors sup-
poser que les champs des vitesses et de pression demeurent axisymétriques. Mathématiquement
cela implique que ces deux champs sont indépendants de la variable azimutale ¢. En regard de
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Chapitre 3: Etude analytique du vent zonal

la géométrie du probléme, on utilise les coordonnées sphériques (7, 0, ¢). Le champ des vitesses
s’écrit dans cette base (u,, ug, ug) (voir figure 3.1). On peut alors introduire les fonctions v et
x définies par :

1 o 1 oy X

" 1250 99 Yo = " sne or Yo = T sing

u (3.2)
L’utilisation d’une décomposition toroidale/poloidale est également possible (voir par exemple
Dormy et al., 1998), mais nous préférons utiliser ici la formulation de Stewartson (1966) afin
de tirer partie dans la suite des similarités entre notre calcul et son analyse, effectuée dans une
coquille sphérique.

Dans le référentiel en rotation a la vitesse angulaire moyenne, {2y, I’équation de Navier-Stokes
et I’équation de continuité sous forme adimensionnelle peuvent s’écrire sous la forme :

Ix

X\ _2X<sin967x_ 8X>
r 00 C0800r> EDw_rQSinze r 00 COSH@T

2 2 2 i
| <W@D¢_&me>+2D¢ CmWW_ M&ﬁ, (3.3)

OD% <sin 0 0x
_9 A
ot

r2sinf \ Or 00 o0 or r2 sin2 6 r 00 €0 or

195% sin 6 0y 8¢) 9 1 (81/1 ox 0y 6x>
9X 1 90 o0 ~ ED?y = gpox _dvox 4
m+( a0~ %%, X= 5o \ara0 a0 or) (34)
ou on a défini )
0 sinf 0 1 0
2 _ —
b= or? + r2 00 <sin9 89) ' (3.5)

et E est le nombre d’Ekman représentant le rapport entre les forces visqueuses et la force de

Coriolis :
v

Q Rext2 ‘

On consideére des conditions de non-glissement sur toutes les parois dans le cas général ou

E = (3.6)

la sphere extérieure et le noyau intérieur oscillent simultanément mais pas nécessairement a la
méme amplitude. Ces conditions aux limites dans le référentiel en rotation se traduisent, pour
les fonctions 1 et y, par

({E))lb = =0 et X = ¢ sin 0 cos(wt) en r=1, (3.7a)

r

?;b =19=0 et X = caa’sin® 0 cos(wt) en r=a, (3.7b)
r

ot a = Rjpi/Reqt désigne le rapport d’aspect de la coquille sphérique. Le parameétre o mesure
I’amplitude relative de libration du noyau interne par rapport a la paroi extérieure. Pour un
noyau qui n’oscille pas au cours du temps, on impose o = 0. Quand celui-ci oscille a la méme
amplitude que la sphere extérieure, on a o = 1. Pour une spheére, en 'absence de noyau interne,
seule la condition en r = 1 doit étre prise en compte.

3.2.2 Approche perturbative

L’objectif de ce chapitre est de caractériser 1’écoulement stationnaire induit par le forcage
de libration longitudinale. Nous supposons que I'amplitude de forcage, e, est petite de telle
sorte que l’écoulement ne se déstabilise pas par instabilité centrifuge (Noir et al., 2009, 2010;
Calkins et al., 2010; Sauret et al., 2012a). De plus, considérer la limite € < 1 permet d’obtenir
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3.3 Réponse linéaire au forgage

une solution par approche asymptotique. Dans le cadre de cette limite, les fonctions ¢ et x se
développent en série de ¢ :

¥ = ey + e’y + o(e?), (3.8a)
X=¢ex1+& x2+o(e?). (3.8b)

La solution au premier ordre en &, ¥; et Y1, représente la réponse linéaire du fluide au
forcage de libration longitudinale a la fréquence w imposée par les parois. La solution au second
ordre en €, ¥y et xa, représente l’écoulement généré par les interactions non-linéaires de la
solution au premier ordre avec elle-méme. A D'instar de toute analyse faiblement non-linéaire,
la solution au second ordre en e contient une correction oscillante a la fréquence 2w et une
correction stationnaire, le vent zonal. C’est cette seconde contribution qui nous intéresse du fait
de sa structure particuliere. En effet, au bout d’une période de libration, seule cette composante
stationnaire est mesurée et contribue a ralentir ou accélérer le fluide dans le volume.

3.3 Réponse linéaire au forcage

Tout d’abord, déterminons la réponse linéaire du fluide a ce forcage. On désire caractériser
I’écoulement dans la limite des petits nombres d’Ekman, F < 1, comme rencontré en pratique
dans les applications géo-/astrophysiques. Pour cette raison, il est naturel de considérer E comme
un parametre asymptotiquement petit. Néanmoins, cette limite £ — 0 est prise apres avoir
considéré la limite ¢ — 0. Dans la limite des petits nombres d’Ekman, F < 1, on s’attend a
ce que les effets visqueux soient localisés dans ’espace. Dans cette étude, on suppose, pour la
solution au premier ordre, que ces effets restent localisés preés des parois. Cette hypothese, assez
forte, n’est satisfaite que dans le cas ou aucune onde inertielle n’est excitée dans le volume par
le forcage harmonique. Ceci est vérifié si la fréquence de forgage est supérieure a deux fois la
vitesse de rotation, ce qui se traduit sous forme adimensionnelle par w > 2 (voir section 1.2.4).
C’est cette condition que ’on impose dans la suite du calcul.

Considérons, dans un premier temps, la couche d’Ekman au voisinage de la paroi extérieure,
en r = 1. La solution dans cette couche visqueuse peut étre déterminée en introduisant une

variable locale, 7, définie par
1—r

T = . 3.9
VE 39
Ecrivons alors 'expression, & ordre dominant, de 1 et Y comme
1 ~ VE Vet 4 coc. (3.10a)
X1 ~ Xgo)ei“’t + c.c. (3.10b)

ou l'exposant (0) (comme "outer") précise que I'on considére la fonction dans la couche visqueuse
au voisinage de la paroi de la sphere extérieure et c.c. représente le complexe conjugué. Insérons
alors I'expression (3.8a,b) avec (3.10a,b) dans (3.3) et (3.4). On obtient a l’ordre dominant en
E et ¢ (en pratique a I'ordre ¢ E°), les équations

0P ) 1@ ot
W= = 2 cos 5 = g (3.11a)
(0) 2,.(0)
. (o) o' 0°x1
iwxy’ +2cosb 5 = o (3.11b)
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Chapitre 3: Etude analytique du vent zonal

De plus, les conditions de non-glissement a la paroi extérieure s’écrivent

v D(F=0,0)=0, (3.12a)
01O (F=0,0)=0, (3.12b)
19 (F =0, ) = (sin?6)/2 . (3.12¢)

Le systéme d’équations (3.11a)-(3.11b) avec les conditions aux limites (3.12a)-(3.12¢) conduit a
la solution linéaire dans la couche limite :

c 2 Ay F —A_F
(o) _isin” 6 |1—e "+ _1—e
) 0 5 y
o = Sm4 [efu T4 } : (3.13b)

ou on a défini

As :(1+i),/%:tcos€. (3.14)

Cette expression de A+ est typique de I’étude de couches limites visqueuses en géométrie sphé-
rique et a été utilisée par Busse (1968b), Suess (1971) ou Busse (2010a). Notons que la condition
sur la fréquence de libration, w > 2, garantit que la solution dans la couche visqueuse ne diverge
pas quelle que soit la valeur de #. Une telle divergence, qui intervient & la latitude critique (voir
section 8) est connue pour étre une source de zone de cisaillement dans le volume du fluide,
comme documenté dans le cas de la précession (voir par exemple Hollerbach et Kerswell, 1995;
Kerswell, 1995; Kida, 2011).

Une solution similaire est obtenue dans la couche visqueuse au voisinage du noyau interne
en utilisant la variable locale # = (r — a)/V E :

.9 .9 L7 —A_ 7
iy la”sin 011—e _1—e 1
P = —« 1 [ ™ 3 , (3.15a)
2 2
i Or xi# | a7
xﬁ) _ @ s;n [e Mt g )\_r}7 (3.15b)

ou I'exposant (7) (comme "inner") indique que cette solution est calculée au voisinage de la paroi
du noyau interne.

On remarque que lorsque 7 (respectivement 7) tend vers l'infini, X(li) (respectivement (%))
tend vers zéro alors que sz) (respectivement, 1/1(0)) tend vers une constante non nulle. Cette partie
de la solution est responsable d’une contribution dans le volume & Iordre € /E qui correspond
au pompage d’Ekman.

En utilisant les expressions (3.13a) et (3.13b) obtenues pour x; et ; avec les relations (3.2),
on peut tracer le champ des vitesses au voisinage de la paroi intérieure et de la paroi extérieure.
On peut alors comparer ces profils de vitesses avec le résultat de simulations numériques. Les
figures (3.2.a)-(3.2.d) présentent des profils de vitesses extraits de simulations numériques dans
une coquille sphérique de rapport d’aspect a = 0.35 pour les parametres w = 4, ¢ = 0.1 et
E = 5 x 107°. Les profils de vitesse azimutale ug et orthoradiale ug ont été extraits pour
6 = 7/3. La vitesse azimutale oscille dans le temps et décroit exponentiellement lorsque 'on
s’éloigne de la paroi extérieure, en r = 1 (figure 3.2.a). De plus, si on superpose les profils obtenus
numériquement avec l’expression théorique trouvée ci-dessus, on note un excellent accord a tout
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3.4 Ecoulement non-linéaire stationnaire : le vent zonal

1 1
0.8}
0.5}
0.6}
i’e 0 \;e 0.41
0.2
-05 0
-0.2
it ‘ ‘ ‘ ‘ 0.4
095 096 097 098 099 1 095 096 097 098 099 1
r
(a) (b)
0.06

0.04

0.021

-0.02f

-0.041

-0.061

0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1

FIGURE 3.2 — Champ de vitesses normalisé par ¢ pris en § = 7/3 dans le référentiel en rotation a la
vitesse angulaire {y prés de la paroi extérieure (r = 1) pour w = 4, e = 0.1, E = 5 x 107°; (a) uy/e
est tracée pour 8 temps équidistants durant une période de libration. Les lignes verte, bleue et rouge
correspondent respectivement aux temps 37/(2w), 7n/(4w) et 27/w. (b) Les profils numériques ugy/e
sont comparés avec les profils théoriques (courbes noires en pointillés) aux temps 37/(2w), 7r/(4w) et
27 /w. (c) Vitesse orthoradiale ug/e pour les mémes parameétres et aux mémes instants que la figure (a).
(d) Comparaison avec les profils théoriques (courbes noires en pointillés).

instant (figure 3.2.b). Néanmoins, on remarque que le champ de vitesse orthoradiale ugy (figure
3.2.c) présente un léger décalage avec la théorie (figure 3.2.d). En effet, les profils numériques
prennent en compte la contribution non-linéaire induite par le forcage de libration longitudinale,
alors que, pour l'instant, le champ de vitesses obtenu est linéaire. Il faut donc poursuivre le calcul
a ordre suivant en e. Notons que les mémes constatations peuvent étre faites pour le champ
des vitesses au voisinage du noyau interne sur les figures (3.3.a)-(3.3.d).

3.4 Ecoulement non-linéaire stationnaire : le vent zonal

3.4.1 Structure asymptotique de I’écoulement

Considérons maintenant la réponse non-linéaire du fluide au forgcage de libration longitu-
dinale. Cette correction du second ordre en €? est générée par Iinteraction non-linéaire de la
solution au premier ordre avec elle-méme. Notons tout d’abord que les interactions non-linéaires
induites dans le volume par le pompage d’Ekman (solution & l'ordre £+/E) vont générer une
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Chapitre 3: Etude analytique du vent zonal

0.35 0.36 0.37 0.38 0.39 0.4 0.35 0.36 0.37 0.38 0.39 0.4

u“/r
o

0.35 0.36 0.37 0.38 0.39 0.4 0.35 0.36 0.37 0.38 0.39 0.4

FIGURE 3.3 — Champs de vitesses pour la méme configuration que la figure 3.2 prés du noyau interne
(r =0.35).
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3.4 Ecoulement non-linéaire stationnaire : le vent zonal

correction & l'ordre €2 E. En pratique, ce terme est un ordre de grandeur plus faible que la
correction moyenne obtenue dans la limite £ — 0. Nous allons voir dans la suite, que la contri-
bution principale dans le volume provient en fait des interactions non-linéaires dans les couches
limites et peut se mettre sous la forme :

Yo ~ VE 1y(r,0) (3.16a)
x2 ~ X2(r,0) (3.16b)

otl ¥ et Y2 sont tous deux indépendants du temps et du nombre d’Ekman E.
Les équations (3.3) et (3.4) impliquent que 15 et Yo vérifient, dans le volume, les équations

(cos&a— s1n98) Yo =0 et <cos98—smea> x2 = 0. (3.17)
r r

Ces deux équations se réécrivent en coordonnées cylindrico-polaires (p,p,z) :

Oy Ox2

De ces deux égalités, on obtient directement que, dans le volume, 15 et x2 dépendent uniquement
de la coordonnée radiale p = rsin 8 et peuvent donc se mettre sous la forme

1])2(7“79) = \IIQ(p)7 (319&)
x2(r.0) = Xa(p). (3.19b)
Cette propriété constitue simplement une conséquence du théoréme de Taylor-Proudman (voir

section 1.2.3).
Dans la section suivante, nous déterminons les

Stewartson
A layers fonctions Wa(p) et Xa(p) en effectuant une analyse
o /21 - asymptotique et un raccordement entre la solution
ﬁ? dans les couches limites et la solution dans le vo-
T T | lume. La structure asymptotique du probléeme est
T TII arl 1 schématiquement représentée sur la figure 3.4. En
plus des couches d’Ekman sur les parois, le volume
o /QXJT\ i est divisé en deux régions principales I et II. Néan-
\ moins, une des couches d’Ekman disparait quand
\\ on traverse le cylindre tangent au noyau interne,

et ainsi différentes approximations sont obtenues

FIGURE 3.4 — Structure de Iécoulement dans dans les régions I et II. Nous allons voir que cela

une coquille en libration longitudinale montrant
la présence de trois régions différentes. nuité a la traversée de la frontiere entre les régions

I et IT et que cette singularité doit étre lissée. Pour
cela, on va introduire des couches imbriquées de différentes épaisseurs (région I1I) dans lesquelles

implique que les fonctions présentent une disconti-

les effets visqueux sont pris en compte. Ces couches possedent la méme structure que les couches
de Stewartson (Stewartson, 1966).

Comme nous ’avons vu précédemment, les interactions non-linéaires de la solution a l'ordre
€ vont générer des harmoniques 2w et une composante stationnaire. Nous nous intéressons
uniquement a I’écoulement moyen dans la suite, et donc a la composante stationnaire. Ainsi, nous
ne noterons pas les barres sur les fonctions qui désignerons toutes la composante stationnaire
du champ des vitesses (par exemple g sera noté xa).
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Chapitre 3: Etude analytique du vent zonal

Dans la suite, nous calculons 1’écoulement dans les couches d’Ekman intérieure et extérieure.
Puis, nous considérons la situation dans la région (I) ol aucun écoulement axial n’est présent ;
cette solution peut étre utilisée dans une sphere. Pour finir, nous nous intéressons a 1’écoulement
induit dans le cylindre tangent défini par le noyau. La solution analytique de 1’écoulement dans
les couches de Stewartson est également donnée.

3.4.2 Solution dans la couche d’Ekman

Les équations du mouvement (3.3) et (3.4) pour la composante stationnaire dans la couche
d’Ekman & 'ordre 2 s’écrivent & l'aide de la variable locale 7 = (1 — 7)/VE :

o5 Oy

2 = NL? 2

57 + 2 cosf 97 1 (3.20)
2. (0) (o)

8613 — 2 cosf % = NLY, (3.21)

ou NLgO) et NLgo) représentent la partie stationnaire du terme de forgage non-linéaire et sont
données par :

N 2cost [0PY 9yl NG oy’ L L ot P oul” 9y
1 sin20 | o2 oF X1 o sing | o 00072 890 o |’
(3.22)
Nrg = L [on” o o oy (3.23)
2 sinf | oF 00 00 oF |’ ‘

A partir des équations (3.20) et (3.21), on obtient une équation différentielle du cinquiéme ordre
(0)
pour ¥y :

4 (0)
010 L4 cos? 91 w0 = Ny g0 NLY) = NL©) (3.24)

or | o or

Cette équation doit étre résolue avec les conditions aux limites :

(o)
My G_gy=0 et lim ¥ (7) = Uy(sin 6). (3.25)

or F——+o00

¥ (F = 0) =0,

Les expressions de NL(©) et NLgO) sont assez lourdes. On peut cependant les écrire sous la forme
compacte :

NL©® = N [A4(0) +7Bi(0)] e ™7 + cec., (3.26a)
1

~

5
NLY? = ST1G0) +7Di(0)] e 7 + cc., (3.26b)
1

~

ou les coefficients py; sont reliés a Ay définis par (3.14) par les relations
pr =X+ A, pe =L+ N, p3=A_ A+, =AM et pus=A_. (3.27)
Les expressions de A;(0), Bi(0) , C;(6) et D;(0) sont données en annexe (1.1).
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3.4 Ecoulement non-linéaire stationnaire : le vent zonal

L’équation différentielle (3.24) avec les conditions aux limites (3.25) admet pour solution

* \—KT _ —K* T
WS (7,0) = 65 (7,0) + Ua(sin 0) l1 e ] (3.28)
avec
1 B A 41*B - — K"
¢go) (7,0) = Z _ . . 1+ l;z ! lztl ! e ,ul* K'Y _F
= 4cos® 0 + py 1] 4cos? 0 + K* — K
— .~ B B —KT —K*T
H— o) - l Fem — ; +c.c. (3.29)
K — K* pi(4cos? 6+ *) K* — K

et ou on a défini
= (1+1i)Vcos. (3.30)
Avec I’équation différentielle (3.20), on obtient Xgo)’ qui doit satisfaire la condition de rac-
cordement entre la couche d’Ekman et le volume

lim {7 (7) = Xy(sin0). (3.31)

T—~00
Ceci conduit a ’expression

—(0) 5 ~
O R AT (Dl + u G TDl) —
Xy (7,0) = 2 cos 0 [ 73 + ; 02 + " e + c.c.

+ Xa(sind). (3.32)

L’équation (3.32) ci-dessus satisfait la condition d’adhérence a la paroi, Xéo) (r=20,0)=0,siet
seulement si Wy et Xy satisfont a la relation

Xa(sin @) = F(sin 0;w) — 2V cos O Yo (sin §) (3.33)
ol ) ;
. 1 83(;520 Z D+ C
Flsinb;w) = 2 cosf [ o |, * {ll o Fee (3.34)

L’équation (3.33) est obtenue & partir de la condition de raccordement entre la solution dans
le volume et la solution dans la couche d’Ekman sur la sphére extérieure (r = 1). Une relation
similaire est obtenue par un raisonnement identique dans la couche d’Ekman au voisinage du
noyau interne (r = a). On obtient alors

Xy(asin@) = o?a®F(sin 0; w) + 2V cos  Uy(asin §). (3.35)

3.4.3 Correction non-linéaire dans le volume

Les relations (3.33) et (3.35) permettent d’obtenir les fonctions Wy et Xy qui caractérisent la
correction stationnaire a I’écoulement a ’ordre dominant en Ekman dans le volume, i.e. le vent
zonal.

On considére dans un premier temps la région I, définie par p > a (figure 3.4). Dans cette
région, la seule contribution provient des couches visqueuses au voisinage des parois de la sphere
extérieure. Cependant, I’écoulement dans cette région doit également satisfaire une condition de
symétrie a I’équateur : 'écoulement axial doit étre antisymétrique par rapport a I’équateur et
doit donc s’annuler en z = 0. Puisque ’écoulement axial ne dépend pas de la coordonnée axiale
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Chapitre 3: Etude analytique du vent zonal

z, cette condition implique qu’il doit étre nul partout dans la région I. En d’autres termes, on
peut écrire
Ua(p) =0, (3.36)
égalité a partir de laquelle on déduit, avec la relation (3.33), que pour p > a (c’est-a-dire dans
la région I) :
Xa(p) = Flpiw). (3.37)
Dans la région II, on doit considérer a la fois les conditions de raccordement avec les couches

visqueuses intérieure et extérieure. Remplagons sin § par p dans la relation (3.33) et asin par
p dans la relation (3.35). Ceci nous conduit alors a

g71/4
Xo(p) = =2 [1-p " Walp) + Flpsw), (3.38a)
2] 1/4 2 2
Xo(p) = 2 [1=(p/a)?] " Wa(p) +a? a® Flp/a;w), (3.38b)
A partir de cette expression, on en déduit que pour p < a (c’est-a-dire dans la région II)

_ Flpw) —a’d®F(p/a;w) .
B el (ol o

a2a®(1— p?) AF(p/asw) + [1 — (p/a)?]* F(p;w)
w (L= 2+ (L (o) e

A Taide de l'expression (3.2), on peut également calculer, a partir de Wy et x2, la composante
azimutale du vent zonal, ug,, la composante axiale u,, ainsi que la composante stationnaire de
la vorticité axiale w,,. Ces grandeurs sont données dans les régions I et II par

A VEm 1o

'LL¢2 s UZ2 WZQ = ;Tp

; 3.40
p p Op (3.40)

Notons que les expressions (3.39a,b) sont similaires aux expressions obtenues par Proudman
(1956) pour ’écoulement entre deux spheres en rotation a des vitesses angulaires différentes. La
différence se situe dans le numérateur qui est maintenant une fonction plus complexe associée
aux interactions non-linéaires de 1’écoulement généré dans les couches d’Ekman par le forcage
de libration longitudinale. Cependant, comme dans le calcul de Proudman (1956), Vs et X5
présentent une discontinuité a la traversée du cylindre tangent au noyau intérieur, i.e. en p = a.
En particulier, on peut noter que

Xo(p) ~, Xt = Flaw), (3.41a)
p—a
9 o 042(12
Xo(p) ~ X7 = ata’F(Liw) = R (3.41b)
p—a W

La singularité en p = a de ces deux fonctions, Wy et X, peut étre lissée a travers une série
de couches visqueuses dans le volume comme montré initialement par Stewartson (1966) pour
I’écoulement entre deux spheéres en rotation a des vitesses angulaires différentes. Dans la suite,
nous fournissons des approximations de la solution dans ces couches visqueuses.

Il convient de signaler que la solution obtenue dans la région II peut en fait étre déduite
directement de la solution dans la région I. En d’autres termes, si on exclut la solution dans
les couches de Stewartson, que nous allons détailler dans la suite, ’écoulement généré dans
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FIGURE 3.5 — (a) Représentation graphique de F(p;w) en fonction de p pour différentes valeurs de la
fréquence de libration w. Cette fonction caractérise Uy et X5 dans le volume. L’expression (3.42) est
tracée en pointillés pour w = 10 et w = 20. (b) Contours de la fonction F(p;w) dans le plan (p, w).

une coquille sphérique peut étre déduit de la solution dans une sphere. En effet, toutes les
informations nécessaires sont contenues dans la fonction F(p;w) qui définit la fonction X5 dans
la région I (ou dans une sphére). Malheureusement, nous n’avons pas été capable d’obtenir une
expression simple de cette fonction [formule (A.14) fournie en annexe 1.2].

La figure 3.5(a) représente F(p;w) en fonction de p pour différentes valeurs de la fréquence de
libration w. Les contours de la fonction F(p;w) dans le plan (p,w) sont également représentés en
figure 3.5. De maniére intéressante, la fonction F(p;w) change de signe lorsque p varie pour w <
8.5. Ceci signifie que la correction stationnaire axisymétrique générée par libration longitudinale
peut étre anticyclonique proche de ’axe et cyclonique plus loin.

Pour de grandes fréquences de libration, w > 1, une expression asymptotique de F(p;w)
peut étre obtenue dans la limite w — 400
PVI=p V2=t (107 = 5) +O< 1 )

F(p; ~
(p W) w—00 4w 4w3/2 4w2

3.42
=) Ba2)
a partir de laquelle on peut facilement obtenir le comportement de >, ug,, Va2 et u,,. En
pratique, cette relation (3.42) fournie une trés bonne approximation de F(p;w) pour w = 10 et
pour de plus grandes valeurs de w comme illustré sur la figure 3.5(a).

Au voisinage de p = 0, la fonction F(p;w) peut étre reliée a l'expression obtenue pour la
libration longitudinale d’un cylindre (Wang, 1970). Nous reviendrons plus en détails sur ceci
dans le chapitre suivant, mais on peut noter que l'on a dans ce cas F ~ Qcyi(w) p? quand p — 0
ce qui conduit a

2+1
v o @D

~o B Qeoyi(w) 02- (3.43)
p

La fonction Q¢y(w) correspond a la vitesse angulaire moyenne générée par la libration longitudi-
nale d’un cylindre. Cette expression a été obtenue initialement par Wang (1970) (voir également
Sauret et al., 2012a). Notons l'expression simple pour la fonction F en p = 1 : F(1,w) = 1/(4w?).
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Chapitre 3: Etude analytique du vent zonal

Il est intéressant de donner ’expression des fonctions ¥y et Xy dans la limite d’un faible
espacement entre le noyau et la couche externe, c’est-a-dire dans la limite ou la taille du noyau
tend vers celle de la sphere extérieure (a — 1) :

+0O(1 —a), (3.44a)

1+ a?
2

Fp;w). (3.44b)

L’expression (3.44a) implique que ¥o devient petit d’ordre (1 — a) quand la spheére extérieure
et le noyau interne oscillent & la méme amplitude (a? = 1). L’expression (3.44b) signifie que la
dépendance de la fonction Xy avec la coordonnée radiale p est la méme que pour une sphere.

3.4.4 Solution dans les couches de Stewartson

La structure dans les couches visqueuses est la méme A 27 F 1/;3 14
que dans le cas traité par Stewartson (1966) et est repré- ! L )
sentée schématiquement ci-contre, figure 3.6. Trois dif- E
férentes couches sont localisées autour de p = a : deux i\
couches externes ayant pour échelle |p — a| = O(EY/4), :
pour p > a, et [p —a| = O(E?7), pour p < a, et une
couche interne ayant pour échelle |p — a| = O(E'Y3).
Comme I'a démontré Stewartson (1966), les couches ex-
térieures garantissent la continuité de Xz (et donc de

Ug,) et de sa premiere dérivée, alors que la couche in- ~ ~7TTTTTTTTTTTOC p=a ")p
terne permet de lisser la discontinuité de o (et de u,,)

ainsi que les dérivées supérieures de Xo. Dans ce cha- IIGURE 3.6 — Stmcm_re des couches _de
Stewartson. La couche interne a une épais-
seur E'/3 et les couches externes ont une
épaisseur EY/* et F2/7.

pitre, nous donnons seulement la solution a ’ordre do-
minant dans chaque couche. Afin de ne pas surcharger
de calculs ce chapitre et nous concentrer sur le sens
physique des résultats, nous expliquons en annexe 2 comment ’ordre suivant, qui varie comme
O(E'/?8), peut étre calculé.

Dans les couches extérieures, des expressions simples peuvent étre obtenues. En effet, dans
la couche externe située en p > a, Xs varie exponentiellement entre les valeurs de A5 de part et
d’autre du cylindre tangent, situé en p = a : X+ = lim, Xa(p). On a alors

p—a

Xy~ XT(1—e P+ X e ?, (3.45)
ol on a introduit la variable a
p= = 52)3/8 El/4 (3.46)
Dans la couche externe située en p < a, la fonction X, reste constante, ce qui s’écrit
Xo ~ X7 (3.47)

La fonction X (et par conséquent la composante azimutale du vent zonal, ugz) est donc du
méme ordre de grandeur dans les couches de Stewartson et dans le volume.

A Topposé, la vorticité associée a la correction stationnaire est plus grande dans les couches
externes que dans le volume. Plus précisément, la contribution la plus importante provient de
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FIGURE 3.7 — Vorticité axiale w., /w.,(a) en fonction de p = (a — p) [a/(2E?)/(1 — a?)?] Y7 pour p<a

(couche externe & gauche), et p = (p —a)/ [(1 — a?)3/8 EY/4] pour p > a (couche externe a droite).

la composante axiale de la vorticité, notée w,,. Elle a pour expression

X 5

Wy ~ BTV a(l— a2 e’ dans la couche externe avec p > a,  (3.48a)
X f(p)
a(1—a?)3/8 £(0)

Wy ~ BTV dans la couche externe avec p < a,  (3.48b)

ol la variable p de la couche externe avec p < a, est définie par

1/7
p=(a—p) 2E2(1a_a2)2] : (3.49)

Le détail du calcul et 'expression de la fonction en termes de fonctions de Bessel, f, est donné
en annexe [voir l'expression (A.33)]. Nous avons tracé la vorticité axiale dans chaque couche
externe (p < a et p > a) normalisée par sa valeur en p = a, w,, /w,,(a), en figure 3.7. On peut
noter que la vorticité est fortement piquée en p = a ou elle atteint son maximum (en amplitude)
et a pour valeur

0X

_ —1/4
wepla) = B o s

(3.50)
La singularité de la vorticité axiale en p = a est lissée dans la couche interne d’épaisseur E1/3.

Contrairement a la vitesse azimutale et a la vorticité axiale, la fonction Wo et la vitesse
axiale u,, dépendent de la variable axiale z a l'ordre dominant. Cette dépendance est linéaire
dans les couches extérieures [voir les expressions (A.25) et (A.35) en annexe 2] mais est plus
complexe dans la couche intérieure. C’est dans cette couche intérieure, ot |p —a| = O(E'/3), que
les valeurs de ¥y et u,, sont les plus grandes. Ces deux fonctions varient respectivement comme
Uy = O(E19/ 42) et uy, = O(E5/ 42), Notons en particulier que la vitesse axiale est beaucoup plus
importante que dans la région II ot elle est d’ordre O(\/E) Malheureusement, les expression de
W, et u,, ne sont pas aussi simples que celle de Xy. Dans la couche intérieure (|p—a| = O(E'/3)),
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Chapitre 3: Etude analytique du vent zonal

Increasing Z

6r .
Increasing

FIGURE 3.8 — Représentation graphique des fonctions (a) I(Z,R) et (b) J(Z,R) en fonction de R pour
différentes valeurs de Z (Z = 0.1:0.1:0.9). Ces deux fonctions caractérisent respectivement la variation
spatiale dans la couche intérieure de Us et u,,.

Uy et u,, se mettent sous la forme

Uy ~ BY%2 As(aw) T ( (3.51)

z p—a
VI—a2 EY3(1—a2)1/6)’

5/42 ? p—a
Uszy ~ EY*? Ag(aw) J <m’El/3 = a2)1/6) : (3.52)

ou I et J sont des fonctions données en annexe 2. Les fonctions Ag et A4 sont reliées a §X =
Xt — X~ = F(a;w) — a?a?/(4w?) par

A ' Qp a3/28 .
3(&,&]) = méX(a,W), (353)
Aa(a;w) = o 5X (a;w), (3.54)

aZ3/28(1 — q2)25/84

avec a, = —1/[20/7 £(0)] ~ 0.45.

Les variations des fonctions I(Z,R) et J(Z,R) par rapport a R & différentes hauteurs Z
sont montrées en figures 3.8(a) et 3.8(b). Notons que les deux fonctions sont maximum pour
les petites valeurs de Z, c’est-a-dire proche de ’équateur et du noyau interne. Il est également
intéressant de noter, a 1'aide de la figure 3.8(b), la forme particuliere du profil de vitesse axiale
qui est composé d’un jet principal entouré de deux jets d’amplitudes plus faibles se propageant
dans la direction opposée.

Pour finir, il est important de souligner que Vo, u,, et w,, dépendent de w et o uniquement
a travers la fonction dX et sont toutes proportionnelles & cette fonction. Quand le noyau interne
n’oscille pas, a = 0, et 60X se réduit a la fonction F(a,w) qui a été représentée sur la figure
3.5(b). Notons également que la libration longitudinale du noyau interne réduit la contribution
de la sphére extérieure par une quantité o? a?/(4w?). Si seul le noyau interne est en libration
(la sphere extérieure n’oscille pas) et si nous utilisons € comme amplitude de libration du noyau
interne, la contribution du noyau interne s’écrit §X = —a?/(4w?).

Cette fonction est tracée dans le plan (a,w) sur la figure 3.9(a). Cette figure, qui décrit
la contribution du noyau interne, doit étre comparée avec celle obtenue pour la contribution
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3.5 Limite des faibles fréquences de libration w — 0

FIGURE 3.9 — Contour de la fonction dx(a,w) dans le plan (a,w). (a) quand seule la sphere intérieure libre
(0x(a,w) = —a?/(4w?)) . (b) quand les deux sphéres oscillent & la méme amplitude (o = 1).

de la sphere extérieure montrée en figure 3.5(b). Il apparait que la contribution de la sphere
intérieure est toujours du méme signe quelles que soient les valeurs de a et w : par conséquent, la
libration du noyau interne génére toujours une vorticité axiale moyenne négative (anticyclonique)
et I’écoulement axial moyen va de la sphere extérieure vers le noyau interne.

Nous avons représenté sur la figure 3.9(b) les variations de dX par rapport a chacune des
deux variables a et w quand le noyau interne et la spheére extérieure oscillent a la méme amplitude
(o =1). Si 'on compare cette figure avec la figure 3.5(b), on observe que le noyau interne a une
contribution non-négligeable dés lors que le rayon a du noyau interne n’est pas trop petit. En
particulier, cela augmente fortement le domaine de parameétres ou la vorticité axiale moyenne
est anticyclonique.

3.5 Limite des faibles fréquences de libration w — 0

Nous avons établi dans ce chapitre I'expression du vent zonal généré par un forcage de
libration de fréquence w > 2. Néanmoins le calcul effectué peut également s’appliquer pour
w < 2. En particulier, la limite des faibles fréquences de libration, w < 1 est intéressante car
les modes inertiels excités a basses fréquences sont généralement trop amortis pour étre excités
de maniere résonante. De plus, pour les petites valeurs de w, les zones de cisaillement dans le
volume sont limitées au voisinage de 1’équateur et au voisinage du cylindre tangent au noyau
interne, c’est-a-dire dans les couches de Stewartson. Par conséquent, ces zones sont disjointes des
régions I et IT dans le volume ou on s’attend & ce que notre solution s’applique. Busse (2010a) a
déterminé, dans un papier récent, I’expression analytique du vent zonal généré dans une sphere
de rayon R remplie d’un fluide homogene et incompressible et soumise a un forcage de libration
longitudinale. En utilisant nos notations, ’expression analytique du vent zonal obtenu par Busse
(2010a) dans la limite

VE<w<e<l, (3.55)
s’écrit
(51.8 p2 — 72) p?
480 (1 — p?)

F(p) ~ (3.56)
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F(p)/p®

0 0.2 0.4

FIGURE 3.10 — Représentation graphique de la vitesse angulaire associée au vent zonal, F(p;w)/p?, en
fonction de p dans la limite w — 0. La ligne noire continue est la solution obtenue dans notre calcul alors
que la ligne rouge en tirets est Uexpression (3.56) obtenue par Busse (2010a).

On peut noter que cette expression est différente de celle que 'on obtient avec notre calcul en
prenant la limite w — 0. Dans notre cas, I'expression (A.16) se réduit a

(59 9% — 72)

Fo)~ 50—

(3.57)

Ces deux expressions sont légerement différentes. Ceci s’explique car I'expression (3.57) est valide
pour € € w K 1 alors que I'expression obtenue par Busse s’applique pour w < €. Comme on
peut le remarquer en figure 3.10, la différence entre ces deux expressions est particulierement
notable pour p > 0.7. Notons que les deux solutions divergent pour p = 1 du fait de la présence
d’une latitude critique a I’équateur et on ne peut considérer le calcul comme valide que loin de
I’équateur ou les deux solutions sont proches.

3.6 Discussion et validité pour w € [0; 2]

Nous avons considéré jusqu’a maintenant des fréquences de libration plus grandes que deux
fois la vitesse angulaire de la coquille sphérique. Nous pouvons naturellement nous poser la
question de savoir ce qu’il va se passer quand la fréquence est plus petite que deux fois la vitesse
de rotation. La premiere difficulté vient du fait que des modes inertiels peuvent étre excités de
maniére résonante par le forcage harmonique (voir par exemple Morize et al., 2010; Tilgner,
2007). Quand ceci se produit, I’écoulement zonal est fortement modifié et n’est plus dominé par
les interactions non-linéaires dans les couches limites (Sauret et al., 2012a). Nous discuterons
plus de ce point en section 8. La seconde difficulté vient du comportement singulier de la solution
de couche limite quand le cosinus de I’angle en un point est égal a la fréquence d’oscillation.
Cette singularité est connue pour générer des zones de cisaillement dans le volume (voir Kerswell,
1995; Kida, 2011). Ces effets induits par la latitude critique restent toujours a quantifier pour
I’écoulement zonal.

Si nous négligeons les effets de telles zones de cisaillement interne et que nous supposons
que nous n’avons pas de résonance, I’écoulement moyen peut étre calculé en utilisant la méme
approche que pour w > 2. Les expressions (3.36, 3.37) et (3.39a,b) pour ¥y et X5 s’appliquent
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FIGURE 3.11 — Représentation graphique de F(p;w)/p? en fonction de p pour différentes valeurs de w
entre 0 et 2. La fonction F diverge en p. = 1/1 — w?/4. Les expressions (A.14) et (A.16) ont été utilisées
pour tracer F pour w > 0. La courbe en pointillés pour w = 0 est I'expression (3.56) obtenue par Busse
(2010a).

toujours, mais l'expression (A.14) pour F(p;w) obtenue pour w > 2 peut uniquement étre
utilisée pour p > p. = /1 —w?/4. Pour p < p., U'expression (A.16) doit étre utilisée. Cette
expression est obtenue avec la méme analyse en changeant la définition de la racine carrée dans
(3.14). Les deux expressions divergent en p. ce qui correspond au rayon a la latitude critique
sur la spheére extérieure. Dans une coquille sphérique, cette singularité de F conduit a deux
singularités pour As. La seconde singularité est associée a la latitude critique sur la sphere
intérieure en p. = ay/1 —w?/4. D’'un point de vue asymptotique, ces singularités signifient
qu’une autre échelle de longueur doit étre trouvé pour Xy au voisinage de chaque singularité.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons analysé I’écoulement moyen induit par libration longitudinale,
i.e. des petites oscillations du taux de rotation, dans une coquille sphérique et dans une sphere,
quand la fréquence d’oscillation est supérieure a deux fois la vitesse de rotation moyenne ou
dans la limite des faibles fréquences de libration w — 0. A T'aide de méthodes asymptotiques
dans la limite des petits nombres d’Ekman E et des petites amplitudes d’oscillation &, nous
avons démontrer que la contribution principale a ’écoulement stationnaire est, dans le volume,
un écoulement azimutal variant comme le carré de amplitude de libration €2, qui reste indé-
pendant du nombre d’Ekman et dépend uniquement de la variable cylindrique p. Ce vent zonal
est généré par des interactions non-linéaires de la solution harmonique dans les couches limites.
La dépendance du vent zonal par rapport a la fréquence de libration w et I'influence du rapport
d’aspect du noyau a a été analysée. En particulier, nous avons vu que le vent zonal dans une
coquille peut se déduire du vent zonal dans une sphere. Nous avons vu que pour des fréquences
de libration modérées, 2 < w < 8.5, une rotation moyenne a la fois cyclonique et anticyclonique
peut étre générée par la libration, alors que seule une faible rotation cyclonique est créée pour
w > 8.5. De plus, la présence d’un noyau interne crée une discontinuité de 1’écoulement azimutal
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a la traversée du cylindre tangent en p = a qui est amortie dans une série de couches visqueuses
imbriquées d’épaisseur F1/4, E2/7 et E1/3, comme dans le cas de deux sphéres concentriques en
rotation & des vitesses différentes (Stewartson, 1966). La correction moyenne a ’écoulement a
été calculée dans chacune de ces couches. Nous avons vu qu’'un champ de vitesses axial d’ordre
2BV et généré dans les couches de Stewartson externes et qu'un champ de vitesses axial
non-uniforme d’ordre e2E°/42 est présent dans la couche interne (|p — a| = O(E'/3)). La struc-
ture spatiale de ces deux grandeurs dans les couches de Stewartson est décrite par des fonctions
universelles qui ne dépendent d’aucun parametre, apres un redimensionnement. Le rapport d’as-
pect du noyau, la fréquence d’oscillation de méme que 'amplitude d’oscillation relative de la
sphere intérieure interviennent uniquement dans un facteur d’amplitude qui a été totalement
caractérisé. En particulier, nous avons démontré que la libration de la spheére intérieure rajoute
une quantité simple au facteur d’amplitude obtenu sans le noyau interne, qui tend toujours a
augmenter la contribution anticyclonique du champ de vorticité et & ajouter un écoulement axial
du noyau interne a la sphere extérieure.
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Chapitre

Vent zonal induit par forcage harmonique :
validation et extrapolation

It doesn’t matter how beautiful your theory is, it doesn’t
matter how smart you are. If it doesn’t agree with expe-
riment, it’s wrong.

Richard Feynman
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Apres avoir étudié théoriquement le vent zonal généré par un forcage de libration longitu-
dinale au chapitre précédent, nous validons ici la solution obtenue. Dans la section 4.1, nous
étudions ’écoulement non-linéaire généré dans une sphére dans la limite des faibles fréquences
de libration a 'aide d’expériences et de simulations numériques. Puis nous comparons des résul-
tats numériques a la solution trouvée pour une fréquence arbitraire de libration dans une sphéere
puis dans une coquille sphérique. La section 4.2 illustre que la solution trouvée précédemment
est robuste et peut évaluer I’écoulement non-linéaire dans un sphéroide ou dans un cylindre. Un
aspect intéressant du vent zonal généré par un forcage harmonique est discuté dans la section
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4.3 ou nous montrons qu'un forcage azimutal, par exemple de marées, géneére un écoulement
dont les caractéristiques sont similaires a celles obtenues dans le chapitre précédent. Le détail
de ce calcul est présenté en annexe en fin de chapitre. Finalement, une étude expérimentale
de Noir et al. (2012), nous a permis de confronter notre étude théorique au cas de la libration
d’un conteneur non-axisymétrique. Les résultats et les futurs axes de recherche sont discutés en
section 4.4.

4.1 Vent zonal en géométrie sphérique

Dans cette section, nous comparons les résultats analytiques obtenus par notre approche
perturbative aux résultats expérimentaux et numériques obtenus dans une sphere en rotation
soumis a un forcage de libration longitudinale. Nous considérons ensuite le cas de la coquille
sphérique, qui nécessite des nombres d’Ekman plus faibles, a 'aide de résultats numériques
obtenus par Calkins et al. (2010). Nous étudions la dépendance des différents parametres du
probléme : la fréquence de libration w, le nombre d’Ekman FE ainsi que 'amplitude de libration
€. Du fait des limitations techniques de notre dispositif expérimental, nous nous intéressons
expérimentalement uniquement au régime des faibles fréquences de libration, w — 0. Dans tout
le chapitre nous désignons par ug la vitesse azimutale du vent zonal et €23 le taux de rotation
associé. Ces deux grandeurs sont respectivement liées a la fonction F(p) par

2 F(p)

F(p)
Ugp = € et Qg =2 . 4.1
¢ P 2 (4.1)

ol p désigne le rayon en coordonnées cylindriques.

4.1.1 Vent zonal dans une sphére pour w — 0

Intéressons nous, dans un premier temps, au cas particulier ou le rapport de la fréquence
de libration longitudinale et de la vitesse de rotation est faible (w — 0). Nous nous assurons
également que nous travaillons dans la limite ou le produit de la fréquence de libration et du
temps de spin-up est grand, vV E < w. Pour vérifier le résultat analytique dans cette limite, nous
effectuons des mesures par vélocimétrie par images de particules avec le dispositif expérimental
décrit en section 2.2. Du fait des limitations techniques et des effets optiques intrinseques au
dispositif expérimental (annexe C), I'incertitude sur les mesures est assez importante ce qui nous
conduit a utiliser également le modeéle numérique axisymétrique présenté en section 2.3. Dans
la limite w — 0, le calcul effectué au chapitre précédent conduit a

(59 9> — 72) p?

Fo)~ goa =)

(4.2)
Néanmoins, dans cette partie, nous comparons les résultats expérimentaux et numériques a

I’expression obtenue par Busse (2010a) dans la limite VE < w < ¢ < 1 :

(51,8 p* = 72) p*
480 (1 — p?)

F(p) ~ (4.3)
En effet, ces deux solutions sont similaires dans la région étudiée, i.e. pour p < 0,6.

Notons que expression théorique (4.3) représente la différence de vitesse angulaire (& un
facteur p? prés) entre la paroi de la spheére et le fluide, normalisée par I'amplitude de libration
au carré, 2. Cette vitesse angulaire associée au vent zonal est négative dans la limite w — 0.
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Dans le référentiel en rotation a la vitesse angulaire moyenne, ceci signifie que le fluide tourne
dans le volume dans la direction rétrograde. De plus, cette rotation différentielle est quasiment
constante jusqu’a r ~ 0,6 avec une valeur moyenne de —0,154. L’écoulement zonal peut alors étre
assimilé dans le volume a une rotation solide rétrograde superposée a la rotation moyenne. Pour
définir une méthode reproductible afin de synthétiser les données numériques et expérimentales,
nous prendrons la valeur moyenne du taux de rotation ug/p mesuré entre p = 0,1 et p = 0,6.
Son amplitude, selon I’étude analytique, est indépendante de la fréquence de libration (pour
w — 0) et du nombre d’Ekman et varie comme —0,154¢2. Dans cette section, nous vérifions
expérimentalement et numériquement ces caractéristiques et ces lois d’échelles. On peut noter
que l'expression (4.3) diverge pour p = 1, i.e. prés de la paroi extérieure a ’équateur. Ici,
I’approche analytique requiert I'introduction de nouvelles échelles dues aux singularités dans la
couche d’Ekman. Ceci sera abordé plus en détails dans le dernier chapitre du manuscrit.

4.1.1.1 Meéthodologie

Pour effectuer les expériences, nous utilisons le dispositif expérimental détaillé en section 2.2.
Nous avons fait varier le nombre d’Ekman E = v/QgR? dans la gamme [1075; 1074, le rapport
entre la fréquence de libration et de rotation w = wy;/Qo dans la gamme [0,04;0,1] et 'ampli-
tude de libration e est comprise dans U'intervalle [0,02;0,15]. La méthode de mesure du champ
des vitesses par PIV, a été explicitée en section 2.2.4.2. Dans la situation présente, nous nous
intéressons a 1’écoulement zonal axisymétrique et indépendant du temps induit par la libration
longitudinale alors que le forcage de la sphére est de la forme € cos(wt). Pour remonter au vent
zonal a partir des mesures PIV, nous prenons la moyenne du champ des vitesses obtenu sur plu-
sieurs périodes de libration afin d’éliminer le terme dépendant du temps. Cela permet également
d’améliorer significativement la qualité du signal par rapport au bruit expérimental. Cependant,
nous rencontrons deux limitations : la fréquence de libration ne peut pas prendre une valeur
trop faible sous peine de ne plus pouvoir faire la moyenne des champs de vitesses résultant sur
suffisasamment de périodes pour avoir un champ de vitesses correct. Nous ne pouvons également
pas aller a des fréquences de libration w > 0,2 car dans ce cas les contraintes mécaniques de-
viennent trop fortes sur I'axe de rotation. En pratique, nous avons considéré expérimentalement
des fréquences de libration dans la gamme 0,04 < w < 0,1. Des valeurs plus faibles et plus
importantes des fréquences de libration sont atteintes a l’aide des simulations numériques. Le
détail de la méthode numérique ainsi que sa validation ont été présentés en section 2.3.

4.1.1.2 Structure de I’écoulement

La figure 4.1(a) présente un champ de vitesses typique obtenu par PIV dans le plan équatorial
de la sphere. L’écoulement stationnaire est principalement azimutal et axisymétrique. De plus,
comme la spheére tourne dans le sens des aiguilles d’une montre, I’écoulement zonal correspond
ici & une rotation rétrograde, c’est-a-dire opposée a la rotation de la sphere. Dans le référentiel du
laboratoire, le fluide a une vitesse de rotation plus faible qu’attendue en ’absence d’effets non-
linéaires. A partir de ce champ de vitesses, nous pouvons tracer la vitesse azimutale moyennée
dans le temps a I’équateur en fonction de la distance radiale au centre de la sphere. Le champ
de vitesses correspondant au champ PIV de la figure 4.1(a) est représenté figure 4.1(b). Notons
que du fait des déformations optiques induites par l'interface plane air-silicone et 'interface
sphérique silicone-eau, on ne peut mesurer le champ des vitesses pour un rayon p > 0,85. L’effet
des distorsions optiques a été pris en compte a l'aide de la méthode utilisée par Morize et al.
(2010) dans le cas d’un forcage de marées (pour plus de détails, voir 'annexe C). On peut
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FIGURE 4.1 — (a) Moyenne temporelle du champ des vitesses obtenue par mesure PIV dans le plan
équatorial pour £ = 1,15 x 107°, ¢ = 0,08 et w = 0,1. La coloration du fond indique la norme de la
vitesse horizontale. Le centre de la spheére se situe en (0;0). (b) Valeur expérimentale moyenne de la
vitesse azimutale adimensionnée et normalisée par 2 (croix rouges) correspondant au champ des vitesses
de la figure 4.1(a). La courbe noire en pointillés représente le résultat théorique (4.3).

directement comparer ce champ de vitesses sans dimension a la solution analytique (4.3) & l'aide
de la relation (4.1).

On observe un tres bon accord jusqu’a une distance du centre de la sphere p ~ 0,6 sans aucun
parametre d’ajustement. Afin d’estimer la vitesse azimutale au voisinage de p ~ 1, nous avons
représenté sur la figure 4.2 le champ de vitesses obtenu numériquement. Celui-ci est également
en trés bon accord avec la solution analytique dans le volume pour tous les jeux de parameéetres
considérés. Pour p > 0,6 une déviation a la théorie dans la direction prograde est induite par la
paroi extérieure. Ce point sera discuté par la suite.

4.1.1.3 Lois d’échelles

Nous avons effectué des séries d’expériences et de simulations numériques pour quantifier de
maniere systématique I'influence des trois parametres de controle sur le vent zonal : le nombre
d’Ekman FE, 'amplitude de libration ¢ et la fréquence de libration w. Notons que les résultats
expérimentaux sont représentés par des barres (voir par exemple la figure 4.3(a)) qui illustrent
les incertitudes induites par les mesures PIV et la déviation de la vitesse mesurée a une pure
rotation solide.

Sur la figure 4.3(a), nous reportons I'influence de I’amplitude de libration, &, sur le vent zonal.
Expérimentalement, le nombre d’Ekman est fixé & E = 2,3 x 1075, la fréquence de libration &
w = 0,07 et on fait varier £ entre 0,02 et 0,15. Nous présentons également les résultats des
simulations numériques effectuées avec E = 4 x 107°, w = 0,04 et ¢ dans la gamme [0,01; 0,2].
Les expériences et les résultats numériques sont tous deux quantitativement compatibles avec
I’analyse théorique sans aucun parametre d’ajustement. L’écoulement azimutal stationnaire varie
comme €2 pour la gamme de valeurs de € étudiée, ceci montre que ce phénomeéne est bien non-
linéaire. Si I’amplitude de libration € devient trop élevée, nous nous attendons a ce que ’approche
faiblement non-linéaire ne soit plus valide : les termes d’ordres supérieurs ne peuvent plus étre
négligés. Nous pouvons également remarquer que méme dans une gamme de parameétres ou
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FIGURE 4.2 — Moyennes temporels des profils de vitesse azimutale, adimensionnés et normalisés par £2
obtenus par simulation numérique dans le plan équatorial pour E = 4 x 107°, ¢ = 0,2 et w = 0,04 (courbe
verte continue); £ = 5 x 1075, & = 0,1 et w = 0,1 (courbe bleue en tirets-pointillés); £ = 5 x 1077,
e = 0,01 et w = 0,07 (courbe rouge en pointillés). La courbe noire épaisse représente le résultat théorique
(4.3).

la condition w < ¢ imposée par (3.55) n’est pas respectée, I’écoulement zonal varie toujours
comme le carré de amplitude de libration 2. En fait, plutét que cette condition restrictive,
nous pouvons simplement imposer que :

(i) E < 1 pour découpler I'écoulement en volume et ’écoulement dans les couches limites,

(ii) VE < w < 1 afin de négliger les excitations d’ondes inertielles (Aldridge et Toomre, 1969) et
pour s’assurer que les effets de spin-up restent confinés dans les couches visqueuses extérieures,
(iii) € < 1 pour rester dans le cadre d’une approche faiblement non-linéaire.

Notons que cette discussion rejoint celle effectuée dans la section 3.5 entre la solution (4.2)
obtenue dans ce manuscrit et la solution (4.3) proposée par Busse (2010a).

Nous avons ensuite étudié l'influence du nombre d’Ekman sur I’écoulement zonal (figure
4.3(b)). Les résultats expérimentaux, malgré des incertitudes importantes, sont compatibles
avec un vent zonal indépendant du nombre d’Ekman comme prédit par Busse (2010a) pour
une large gamme de nombres d’Ekman sans aucun parametre d’ajustement. Ceci est confirmé
numériquement jusqu’a E ~ 2 x 10™%. Pour des valeurs plus grandes du nombre d’Ekman, la
condition VE < w < 1 n’est plus satisfaite et nous ne pouvons plus supposer que les effets de
spin-up sont négligeables dans le volume. Nous avons également remarqué numériquement que
décroitre la valeur de E pour une valeur donnée de la fréquence de libration, w = 0,1 (qui n’est
pas réellement petite), conduit a une déviation a la théorie. En effet, dans ce cas 1a, les modes
inertiels forcés ne sont pas nécessairement négligeables et peuvent perturber 1’écoulement en
volume. En particulier, les interactions non-linéaires de ces modes forcés peuvent entrainer un
vent zonal intense et localisé (voir par exemple Morize et al., 2010). Ce comportement particulier
apparait en particulier en dehors de la limite asymptotique w < 1 qui est considérée ici et dans la
suite. Notons que sur la figure 4.3, les barres d’incertitudes augmentent avec le nombre d’Ekman
car notre méthode expérimentale ne permet pas de faire la moyenne des champs de vitesses sur
un nombre suffisant de périodes quand E augmente.

La figure 4.4(a) montre que 'amplitude de ’écoulement zonal dans le volume ne semble pas
dépendre de la fréquence de libration w dans la limite w < 1. Néanmoins, comme nous pouvons
le voir sur la figure 4.2, ’écoulement pres de la paroi extérieure varie avec w. Pour quantifier
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FIGURE 4.3 — (a) Amplitude moyenne adimensionnée de ug4/p entre p = 0,1 et p = 0,6 en fonction
de I'amplitude ¢. Les résultats expérimentaux (barres) obtenus pour E = 2,3 x 107°, w = 0,07, et les
résultats numériques (carrés) obtenus pour F = 4x 107>, w = 0,04 sont comparés avec la valeur théorique
de Busse (2010a) (courbe noire en pointillés). (b) Amplitude moyenne adimensionnée de u,/(pe?) entre
p=0,1et p=0,6 en fonction du nombre d’Ekman. Les barres représentent les résultats expérimentaux
pour € = 0,08 et w = 0,1 et les carrés sont les résultats numériques pour € = 0,2 et w = 0,06. La courbe
noire en pointillés représente la solution analytique de Busse (2010a).

cette distance a laquelle I’écoulement réel dévie de la solution analytique, nous identifions la
valeur 7,,;, ou la vitesse présente un minimum. L’épaisseur de la couche ou se situe ’écoulement
prograde est représentée en figure 4.4(b) et semble varier comme 1/+/w, ce qui est typique d’'un
effet de paroi. Ainsi, si w devient trop grand pour un nombre d’Ekman F fixé, la couche visqueuse,
ou les effets de parois sont importants, est visible dans le volume et perturbe ’écoulement zonal.

Dans cette section, en combinant des approches expérimentale et numérique, nous avons
confirmé les caractéristiques principales de la théorie exposée précédemment : dans la limite
w — 0, une rotation différentielle rétrograde est générée par la libration longitudinale de la
sphere qui est indépendante du nombre d’Ekman, E, et varie comme &2

théorique de Busse (2010a).

en accord avec l'analyse

4.1.2 Vent zonal dans une sphére pour w > 2

Notre dispositif expérimental ne nous permet pas d’étudier des fréquences de libration lon-
gitudinale trop importantes, en particulier nous ne pouvons pas étudier I’écoulement généré
pour w > 2. Nous avons donc effectué des simulations numériques dans la sphére. Au chapitre
précédent, nous avons vu qu’en ’absence de noyau interne, aucun écoulement axial ni couches
de Stewartson ne sont présents dans le volume. La correction moyenne, i.e. le vent zonal, est a
I'ordre dominant un écoulement azimutal donné par

F(p;w)

2
u ~ £ _— 4.4
¢ P) (4.4)

dans la limite £ < 1 et ¢ < 1 ou F(p;w) est donnée au chapitre précédent.

La théorie prédit que le vent zonal varie comme le carré de I’amplitude de la libration et doit
étre indépendant du nombre d’Ekman. La figure 4.5(a), montre les résultats obtenus pour une
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FIGURE 4.4 - (a) Amplitude moyenne adimensionnée de u,/(pe?) entre p = 0,1 et p = 0,6 en fonction de
la fréquence de libration w; les carrés sont les valeurs numériques (E = 5 x 1075, ¢ = 0,2) et les barres
les résultats expérimentaux (E = 1,5 x 107°, ¢ = 0,1). La courbe noire en pointillés montre le résultat
analytique de Busse (2010a). (b) Distance du minimum de vitesse de la paroi extérieure en fonction de
w obtenue par les simulations numériques avec £ = 5 x 107°, ¢ = 0,2. La courbe en pointillés varie en
1/4/w, ce qui est représentatif d'un effet de peau.
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FIGURE 4.5 — Ecoulement stationnaire azimutal Ug, = u¢6*2 dans une sphere. Comparaison des résultats
numériques obtenus dans le plan équatorial (z = 0) avec les résultats théoriques (courbe noire). (a) Pour
une fréquence et une amplitude de libration fixes (w = 3; € = 0,1) et différents nombres d’Ekman (courbe
marron en tirets-pointillés : £ = 1072 ; courbe bleue en pointillés : £ = 5 x 10~%; courbe rouge continue :
E =107%; courbe verte en tirets : £ =4 x 107°); (b) pour un nombre d’Ekman et une amplitude fixes
(E=5x107° & =0,01) et différentes fréquences de libration. Les courbes noires représentent les profils
obtenus numériquement et les courbes en couleurs sont les solutions théoriques correspondantes.
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fréquence de libration fixe w > 2, une amplitude fixe et différents nombres d’Ekman. Nous pou-
vons voir que la courbe numérique, qui est déja proche de la courbe théorique pour E = 1073,
se rapproche encore plus pres lorsqu’on diminue le nombre d’Ekman. Comme dans la situation
w < 1, la solution dans le volume semble tendre vers la solution théorique a petit Ekman et
ensuite ne plus dépendre de celui-ci. Notons également une déviation a la théorie au voisinage
de p = 1 qui est associée a la présence d’une couche d’Ekman sur la spheére extérieure que
nous n’avons pas incluse dans lexpression analytique (4.4) dans le volume. Quand FE dimi-
nue, la couche limite, qui varie en EY/2, devient plus fine. L’amplitude ¢ a été modifiée. Une

2 ces deux figures montrent que sa variation est toujours en

fois le vent zonal normalisé par e
2. Nous avons également comparé la théorie et les résultats des simulations numériques pour
différentes fréquences de libration comme illustré en figure 4.5(b). Une fois de plus, nous obser-
vons un bon accord pour toutes les fréquences étudiées. Ces résultats numériques permettent
de valider I'analyse asymptotique qui a conduit & l'expression (4.4). Notons que 1’écoulement
zonal considéré analytiquement au chapitre précédent puis numériquement dans ce chapitre sont
tout deux eulériens. Par contre, ’écoulement zonal déterminé expérimentalement par PIV peut
comporter, & la fois, une composante eulérienne, mais aussi une composante lagrangienne !. La
contribution lagrangienne est également quadratique avec I'amplitude du forcage mais n’a pas
la méme origine : elle est induite par un effet cinématique local lié & I'inhomogénéité du champ
des vitesses. En particulier, cette contribution peut également étre présente méme lorsque la
moyenne eulérienne est nulle. Dans le cas de la libration pour w — 0 observé ici, ’écoulement
dans le volume est non-visqueux et les inhomogénéités sont négligeables, on s’attend donc a ce
que seule la composante eulérienne soit mesurée. Par contre, au voisinage des parois visqueuses
ou en présence d’ondes inertielles, il est possible que la contribution lagrangienne ne soit plus
négligeable. Du fait des effets optiques, ’écoulement zonal n’a pas pu étre mesuré au voisinage
de la paroi extérieure ou il serait susceptible d’étre différent de la théorie. L’estimation de la
contribution lagrangienne dans différentes situations consituerai une prolongation expérimentale
intéressante.

4.1.3 Comparaison numérique dans une coquille sphérique

Dans cette partie, nous comparons les résultats asymptotiques obtenus dans une coquille
sphérique avec les résultats numériques de Calkins et al. (2010). Leur méthode numérique repose
également sur un modele 2D (axisymétrique), mais elle est basée sur des éléments spectraux ce
qui permet d’atteindre des valeurs du nombre d’Ekman plus petites, typiquement de l'ordre de
E =105,

La théorie développée au chapitre précédent prédit que, dans la coquille sphérique en libration
longitudinale, I’écoulement azimutal généré reste indépendant de la coordonnée axiale z dans le
volume mais montre une discontinuité a travers le cylindre tangent au noyau interne, en p = a.
Une telle discontinuité est visible dans les résultats numériques. Sur la figure 4.6(a), les résultats
numériques obtenus par Calkins et al. (2010) pour deux valeurs du nombre d’Ekman (E = 10~°
and E = 107%) sont comparés avec la prédiction théorique dans le volume (régions I et II).
L’accord avec la théorie est bon si on ne considere pas la région proche de p = a = 0,35 ou la
solution théorique dans le volume n’est pas continue. En particulier, notons que pour les deux
nombres d’Ekman considérés, et une valeur quelconque de z, les profils de vitesse azimutale
se superposent sur une seule courbe loin de p = 0,35 comme prédit par la théorie. A 'instar

1. appelée dérive de Stokes
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FIGURE 4.6 — Vitesse azimutale stationnaire pour ¢ = 2,2 x 1072, a = 0,35, w = 2,2 et a = 0 (aucune

libration du noyau intérieur). (a) Solution dans le volume : uy, = u, e~ 2 en fonction de p. La courbe noire

épaisse est la prédiction théorique dans le volume (régions I et II). Les courbes fines sont les résultats
numériques obtenus par Calkins et al. (2010) pour trois différentes positions axiales z (z = 0,4,0,6,0,8)
et deux nombres d’Ekman différents (E = 107° : tirets bleus; £ = 1075 : rouge). (b) Solution dans

les couches de Stewartson : ug, = uge 2 en fonction de (p — a)/E'* pour p > a et en fonction de

(p—a)/ E?/T pour p < a. La courbe noire épaisse est la prédiction théorique & 1’ordre dominant dans les
couches de Stewartson externes. La courbe en tirets noirs épais est la prédiction théorique pour E = 1076
ott la correction en E'/28 a été prise en compte. Les lignes fines sont les résultats numériques de Calkins
et al. (2010) en z = 0,6 (rouge : E = 1079 tirets bleus : E = 1075).

de la figure 4.5, les variations rapides localisées que l'on observe sur les courbes numériques
correspondent & la couche limite sur la sphére extérieure définie par p? + 22 = 1. Leurs positions
varient car différentes valeurs de z sont considérées.

Dans les couches de Stewartson, la solution devient dépendante de la valeur du nombre
d’Ekman. Sur la figure 4.6(b) les résultats numériques pour z = 0,6 sont tracés en fonction des
variables associées & ces couches : (p — a)/EY* et (p — a)/E?/7. Ces résultats sont comparés &
la prédiction théorique & I'ordre dominant ainsi qu’a la solution théorique prenant en compte
I'ordre suivant pour £ = 107%. On peut tout d’abord remarquer qu’il y a un effet notable de
la correction au second ordre sur la courbe théorique. Cette correction qui est d’ordre EY/28
n’est clairement pas petite pour un nombre d’Ekman E = 1075, Si cette correction est prise en
compte, un accord relativement bon est obtenu entre la courbe théorique et la solution numérique
au voisinage de p = a.

Une comparaison similaire est effectuée pour la vorticité axiale figure 4.7 et pour la vitesse
axiale figure 4.8. Sur les figures 4.7(a) et 4.8(a), nous avons comparé le résultat des simulations
numériques avec la solution théorique dans le volume, qui est donnée par Pexpression (3.40)
avec les relations (3.39a,b) dans la région II (p < a), et avec les relations (3.36), (3.37) dans la
région (p > a). Un bon accord est observé loin de p = a. Notons en particulier qu’a la fois la
vorticité axiale et la vitesse axiale sont indépendantes de z loin du cylindre tangent, situé en
p = a, comme supposé par la théorie.

Cependant, il y a des différences systématiques qui n’étaient pas présentes dans le cas de la
sphere. Nous suspectons que ces différences sont induites par les corrections d’ordre O(El/ 28)
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FIGURE 4.7 — Vorticité axiale moyenne pour € = 2,2 x 1073, a = 0,35, w = 2,2 et a = 0 (aucune libration
du noyau interne). (a) Solution dans le volume : w, =2 en fonction de p. La courbe noire épaisse est
la prédiction théorique dans le volume (régions I et II). Les courbes fines sont les résultats numériques
obtenus par Calkins et al. (2010) & trois positions axiales différentes z (z = 0,4, 0,6, 0,8) et deux valeurs
du nombre d’Ekman (E = 107° : pointillés bleus; E = 1076 : rouge). (b) Solution dans les couches de
Stewartson : w, e~2 E'/* en fonction de (p — a)/E'/* pour p > a et en fonction de (p — a)/E?*/7 pour
p < a. La courbe noire épaisse et continue est la prédiction théorique a 'ordre dominant dans les couches
de Stewartson externes. La courbe en tirets noirs épais est la prédiction théorique pour E = 1076 ou
la correction en E/2% a été prise en compte. Les courbes fines représentent les résultats numériques de
Calkins et al. (2010) en z = 0,6 (rouge : E = 1075, tirets bleus : £ = 107°).
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FIGURE 4.8 — Vitesse axiale moyenne pour € = 2,2 x 1072, a = 0,35, w = 2,2 et a = 0 (aucune libration
du noyau interne). (a) Solution dans le volume : u, e"2E~'/2 en fonction de p. La courbe noire épaisse
est la prédiction théorique dans le volume (régions I et IT). Les courbes fines sont les résultats numériques
obtenus par Calkins et al. (2010) pour trois valeurs de z (2 = 0,4,0,6,0,8) et deux nombres d’Ekman
différents (E = 1075 : tirets bleus, E = 107° : rouge). (b) Solution dans la couche de Stewartston
intérieure en z = 0,7 : u, e~ 2 E~5/*2 en fonction de (p—a)/E"/3. La courbe noire épaisse est la prédiction
théorique a l'ordre dominant dans la couche de Stewartson interne. La courbe en tirets noirs épais est
la prédiction théorique pour E = 106 ot la correction en E'/2® a été prise en compte. Les lignes fines

sont les résultats numériques de Calkins et al. (2010) pris en z = 0,7 (rouge : E = 107 tirets bleus :
E=107%).
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générées dans les couches de Stewartson et qui ne sont pas négligeables pour E = 107%. Sur la
figure 4.7(b), la vorticité axiale est tracée en fonction des coordonnées des couches de Stewart-
son extérieures. Bien qu'un léger décalage soit présent dans les simulations numériques, nous
pouvons voir que le pic de vorticité, avec sa variation en E~/4, est qualitativement décrit. Sur
la figure 4.8(b), la vitesse axiale est tracée en fonction de la coordonnée de couche de Stewartson
intérieure. L’accord avec I’approximation théorique au second ordre est remarquable pour cette
valeur de z. Une fois de plus, un léger décalage est observé qui semble diminuer lorsque le nombre
d’Ekman diminue. D’autres valeurs de z ont également été testées et un moins bon accord a été
obtenu pour de plus petites valeurs de z. Les résultats numériques montrent un jet plus faible
alors que la théorie prédit 'opposé. Nous supposons que cette différence qualitative n’est pas
seulement due aux grandes valeurs des nombres d’Ekman considérés mais aussi a la structure
particuliere des couches de Stewartson pour les petites valeurs de z qui n’ont pas été résolues.

Pour résumer cette section, les résultats asymptotiques obtenus dans le chapitre précédent
ont été comparés a des résultats numériques disponibles dans la littérature (Calkins et al.,
2010) ou obtenus avec le code éléments finis présenté en section 2.3. Un bon accord a été
montré pour 1’écoulement zonal dans une spheére ou dans le volume en présence d’'un noyau
interne. Un accord raisonnable a été obtenu pour la structure particuliéere de la solution dans
les couches de Stewartson en dépit de la valeur assez importante du nombre d’Ekman considéré
dans les simulations numériques. En particulier, nous avons montré qu’il était indispensable
de considérer la correction au second ordre pour obtenir un accord correct. Mentionnons aussi
que cette théorie est valable jusqu’a O(El/ 14y Méme pour des valeurs astrophysiques réalistes
du nombre d’Ekman, E ~ 10~!4, nous ne pouvons garantir que 'erreur restera petite. Ceci
constitue un point faible de la théorie qu’il est important de garder a ’esprit quand ces résultats
sont appliqués.

4.2 Libration longitudinale en géométrie axisymétrique

Dans cette section, nous supposons toujours qu’aucune onde inertielle n’est générée par le
forcage harmonique. Dans un premier temps, nous extrapolons numériquement le calcul effectué
précédemment a différentes géométries axisymétriques : sphéroide, cylindre. Puis, a ’aide d’une
situation simple, nous montrons qu’un forgage azimutal, par exemple une déformation de marées,
induit également un écoulement possédant les mémes caractéristiques que le vent zonal généré par
libration longitudinale dans un conteneur axisymétrique. Une fois ceci démontré, nous étudions
la libration longitudinale d’un ellipsoide. Dans ce cas, en plus du couplage visqueux, un couplage
topographique avec la paroi est également présent. Le vent zonal généré est caractérisé, ainsi
que les effets induits par ce couplage topographique.

4.2.1 De la sphére au sphéroide

Indépendamment de la déformation de marées qui engendre des ellipsoides triaxiaux non-
axisymétriques, la seule rotation propre des planectes et des satellites tend a les aplatir et leur
forme n’est plus précisément une spheére, mais un sphéroide. Mathématiquement, 1’équation de
la surface d’un sphéroide s’écrit

35‘2 y2 22

+imt s

c2
ou (x,y, z) est le systéeme de coordonnées cartésiennes ou 'origine est placée au centre du sphé-
roide et deux des trois coefficients a, b et ¢ sont égaux. Pour un sphéroide de révolution, i.e.

=1, (4.5)

a2
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FIGURE 4.9 — (a) Sphéroide oblate d’axe a = b =1 et ¢ = 0,6. (b) Vue suivant ’axe de rotation mettant
en évidence l'axisymétrie. (c) Vue de coté illustrant 'aplatissement du sphéroide. L’axe de rotation est
suivant (Oz).

axisymétrique, ’axe de rotation est celui dont le coefficient differe des deux autres. Par exemple,
si on suppose que e, est I'axe de rotation, alors a = b # ¢. On peut alors distinguer les sphé-
roides oblates (ou ¢ < a, illustré sur la figure 4.9), des sphéroides prolates (¢ > a). Le cas de la
sphere est retrouvé pour a = b = ¢. Du fait de leur rotation propre, les planétes sont oblates et
I’aplatissement, qui mesure la déformation & ’équateur, est défini par

(a—c)

= (4.6)

A titre d’illustration, dans le Systéme Solaire, la Terre & un aplatissement n = 0,0034, Mars, n =
0,0065. Jupiter et Saturne sont les deux planetes avec le plus grand aplatissement, respectivement
n = 0,0649 et 0,098. Notons que les sphéroides oblates ont un aplatissement positif, alors que
les prolates ont un aplatissement négatif.

La figure (4.10) présente des résultats numériques du vent zonal obtenus pour différents
sphéroides d’aplatissements différents et une fréquence de libration faible, w = 0,1. Le modele
utilisé est le méme que précédemment, sauf que la géométrie a été modifiée afin d’avoir un
sphéroide axisymétrique d’aplatissement 7. Pour un aplatissement modéré, n = 0,2, le vent
zonal reste trés proche du vent zonal obtenu dans une sphére (n = 0). Néanmoins pour des
sphéroides d’aplatissement conséquent : n = 0,6, n = 0,8, le vent zonal obtenu numériquement
n’est plus assimilable directement & celui dans la sphere. Pour les planetes, dont les valeurs
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FIGURE 4.10 — Ecoulement stationnaire azimutal, Ug 72, en fonction de la coordonnée radiale p, pour

des sphéroides d’aplatissements différents et les mémes parameétres, w = 0,1, ¢ = 0,05 et £ = 5x 107°. La
courbe en tirets noirs est I’expression établie au chapitre précédent. Les valeurs de ’aplatissement sont
n = 0,8 (courbe verte), n = 0,6 (courbe bleue), n = 0,2 (courbe rouge), n = 0 (courbe noire), n = —0,4
(courbe magenta) et n = —0,8 (courbe cyan).

d’aplatissement restent inférieures a n = 0,1, nous pouvons supposer que le vent zonal demeure
celui d’une sphere au premier ordre et négliger I'aplatissement.

Notons que la théorie développée au chapitre précédent reste facilement applicable au cas du
sphéroide axisymétrique. Aucun effet topographique ne rentre en compte durant ’oscillation du
conteneur, & I'opposé du cas de 'ellipsoide que nous verrons dans la suite. Ainsi, nous pouvons
appliquer le calcul théorique développé au chapitre précédent en considérant une normale locale
tenant compte de I'aplatissement du sphéroide. Ce calcul ne modifie pas la physique du phéno-
mene, le couplage reste visqueux entre les parois et le fluide intérieur dans un sphéroide comme
dans une sphere. Par conséquent, les mémes lois d’échelles sont attendues : une variation du
vent zonal comme le carré de ’amplitude de libration, 2, et indépendante du nombre d’Ekman
E.

A titre d’illustration, nous avons également représenté le vent zonal pour des sphéroides
prolates sur la figure (4.10). Celui-ci reste trés proche du vent zonal obtenu dans la spheére.

4.2.2 Libration longitudinale d’un cylindre axisymétrique

L’écoulement non-linéaire généré par un forcage oscillant dans un cylindre en rotation a été
étudié, dans les années 1970 par Wang (1970). Ici, nous vérifions numériquement les principales
caractéristiques de cet écoulement zonal et comparons ces résultats avec 'expression (3.43)
obtenue au chapitre 3.

Nous utilisons le modeéle numérique présenté en section 2.3. La seule différence vient de la
géométrie du conteneur qui est maintenant un cylindre de rayon R et de hauteur H (voir figure
4.11 ci-contre). Les parametres et les équations demeurent inchangés : le cylindre est en rotation
A la vitesse angulaire moyenne Qg autour de son axe de symétrie. En utilisant Qp~! comme
échelle de temps et R comme échelle de longueur, la vitesse angulaire adimensionnée du cylindre
est donnée par

Q(t) =[1+¢€ cos(wt)] ez, (4.7)

81



Chapitre 4: Vent zonal induit par forgage harmonique : validation et extrapolation

ol w et ¢ sont la fréquence et 'amplitude de libration 5
longitudinale adimensionnée, et e, est le vecteur uni-
taire dans la direction de ’axe de rotation. Le nombre
d’Ekman est défini par rapport au rayon du cylindre 2

1%

E=—
Qo R%’

(4.8)

Le fluide satisfait des conditions de non-glissement aux

parois :

u=ccos(wt)eg en r=1, (4.9)
u=crcos(wt)eg en z==4a/2, (4.10)

FiGure 4.11 — Conteneur cylindrique
o v = H/R est le rapport d’aspect du cylindre et (7, et coordonnées cylindrico-polaires (r,0,z).
z) sont ici les coordonnées cylindriques radiale et axiale. L’axe z est 'axe de symétrie et de rota-
Le modele numérique et ses caractéristiques telles que la  tion. Le maillage utilisé est également re-
méthode temporelle de résolution ou le maillage restent Présenté.
identiques au modele présenté section 2.3.

Nous utilisons une amplitude de libration e suffisamment faible afin que la couche visqueuse
au voisinage de la paroi latérale soit stable vis-a-vis d’une instabilité centrifuge. L’étude de cette
instabilité centrifuge, obtenue pour de plus grandes valeurs de ¢, est présentée au chapitre 5. Une
solution entiérement analytique du vent zonal a été obtenue dans le cylindre par Wang (1970)
pour une fréquence de libration w arbitraire, en supposant qu’aucun mode inertiel n’est excité
dans le fluide. 11 a établi qu'une correction stationnaire est générée dans le volume de la forme
g = €2r Qy(w), ot Oy est uniforme dans le volume?. L’expression explicite de 2 en fonction
de la fréquence de libration est donnée, pour w < 2 par :

_ (w+DVA+2w+2 (w-1V4-2w-—-2 1
T 8VIt2w(wWl+dw+5) 8vVI—2w(w?—4dw+5) VI—2wAt2w
Vi—2wVi+2w4w(Vi+2w—V4i-2w)—4

4.11
+\/4—2w\/4+2w(2+\/4+2w\/4—2w)(\/4+2w+\/4—2w)’ (4.11)
et pour w > 2 par
0 — (W+DV2w+442  (w—3)V2w—4+2
2_8\/2w—|—4(w2+4w—|—5) 8vV2w—4(w? —4w+5)
2w —V2w+42w—4 2w (W?—6)— V2w +4(w?+3w—12)
20w\V2w+ 42w —4 dw(w?2—-3)V2w+4v2w—14
_\/2w—4(w2—3w—12)+3w\/2w+4\/2w—4 (4.12)

dw(w? —3)V2w+4y2w—14

Wang (1970) a également prédit que cet écoulement zonal doit satisfaire les conditions de non-
glissement sur la paroi extérieure du cylindre, ug(r = 1) = 0, & l'aide d’une couche visqueuse
d’épaisseur E1/4. De plus, il a montré qu’une autre couche visqueuse d’épaisseur E/3 est néces-
saire pour satisfaire la continuité du champ de vitesse axiale au voisinage de la paroi latérale.

2. méme si une définition basée sur la hauteur du cylindre est également possible
3. Notons le papier récent de Busse (2010b) qui consideére la limite w — 0 dans un cylindre.
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FIGURE 4.12 — Vitesse angulaire {2y = ug 2/ du vent zonal dans un cylindre de rapport d’aspect a = 2
obtenue numériquement pour € = 0,05, F =4 x 1075, (a) w = 0,05 et (b) w = 6.

Il a proposé une approximation composite pour la composante azimutale du champ des vitesses
qui prend en compte la couche d’épaisseur EL/4 :

Ug = e2 ug 2 = €2TQ2 [1 — exp <—1E;/z>:| . (4.13)
C’est cette expression, avec 29 donnée par (4.11) et (4.12) que nous allons tester par la suite.
Les figures 4.12(a) et 4.12(b) représentent la vitesse angulaire moyenne dans le référentiel en
rotation obtenue par simulations numériques et tracée dans un plan méridien (r, z) pour deux
fréquences de libration, w = 0,05 (figure 4.12(a)) et w = 6 (figure 4.12(b)). A faible fréquence
de libration, I'influence des ondes inertielles est négligeable, alors que pour w = 6 aucune onde
inertielle ne se propage. On note une rotation uniforme dans le volume dans les deux cas. De
plus, pres de la paroi extérieure (r = 1), la vitesse angulaire moyenne est indépendante de
la coordonnée axiale z, en bon accord qualitatif avec la formule (4.13). Notons cependant les
petites structures localisées au niveau des coins du cylindre et non décrites par la théorie de
Wang. Néanmoins, la compréhension de ces structures et de ’écoulement au voisinage des coins
du cylindre reste hors de portée a ’heure actuelle.

La dépendance de la vitesse angulaire moyenne pour différentes valeurs de I'amplitude de
libration € est illustrée figure 4.13. Toutes les courbes numériques se superposent une fois nor-
malisée par 2. Ceci confirme, pour le cylindre, la loi d’échelle en €2 de I’écoulement zonal moyen
dans le cylindre, comme observé précédemment dans la sphere. L’influence du nombre d’Ekman
est étudiée sur les figures 4.14(a) et 4.14(b). La vitesse angulaire normalisée, Qo = ug2/7, est
tracée en fonction de la coordonnée p = (1 — p)/ E'/* en gardant ¢ constant. Pour de grandes
valeurs de p (i.e. loin de la paroi latérale) toutes les courbes se superposent approximativement
sur la prédiction théorique. Ceci signifie que la vitesse angulaire associée au vent zonal ne dépend
pas du nombre d’Ekman dans le volume, comme prédit par la théorie. Proche de la paroi latérale,
la différence entre la théorie et les résultats numériques est, par contraste, visible : en 'absence
d’instabilité, un pic prograde dont I’amplitude varie avec le nombre d’Ekman est obtenu. Nous
suspectons que la petite structure localisée au voisinage des coins est a ’origine de ces différences

83



Chapitre 4: Vent zonal induit par forgage harmonique : validation et extrapolation

0.3

0.2

Q

0.2 0.4 0.6 0.8 1
r

FIGURE 4.13 — Vitesse angulaire (2o = ug /7 associée a 1’écoulement zonal en fonction du rayon r du
cylindre pour un rapport d’aspect o = 2, E = 5 x 107%, w = 0,05 et différentes valeurs de I'amplitude
de libration : € : ¢ = 0,01 (pointillés cyans), e = 0,05 (tirets rouges), e = 0,1 (pointillés-tirets verts),
e = 0,2 (courbe continue bleue). La courbe noire épaisse représente la prédiction théorique de Wang
(1970) incluant la couche visqueuse d’épaisseur E'/* [expression (4.13)].

pres de la paroi latérale. En effet, dans le cylindre un probléme supplémentaire apparait qui n’a
pas été résolu par Wang (1970) et qui demeure a ’heure actuelle non traité : la présence d’un
coin ol les couches visqueuses latérales et supérieures/inférieures se rejoignent. Wang (1970) a
supposé que chaque couche peut étre traitée indépendamment. Les résultats numériques présen-
tés ici tendent & montrer que cette hypothese n’est pas correcte et que la région latérale peut
étre affectée de maniere importante par les coins. La caractérisation de ’écoulement proche des
coins demeure cependant un grand challenge et va au-dela de la problématique de cette these.
Le calcul de I'interaction non-linéaire du champ des vitesses dans la couche limite avec lui-méme
pourrait également contribuer a expliquer cette différence.

La valeur de la vitesse angulaire associée au vent zonal, (g, obtenue dans le volume est
systématiquement mesurée en différents points pour des fréquences de libration w comprises
entre 0,05 et 25. Les résultats sont tracés et comparés a la théorie sur la figure 4.15(a). Nous
avons également superposé la théorie de Wang (1970) avec 'expression (3.43) obtenue au chapitre
3. Ces deux courbes se superposent exactement : le calcul effectué au chapitre précédent permet
donc d’obtenir ’écoulement zonal dans un cylindre. Pour w > 2, un trés bon accord est obtenu
entre la théorie et le numérique. Dans ce régime aucune onde inertielle ne peut étre excitée par le
forgage. L’hypothese de Wang (i.e. aucun forcage de mode inertiel) est alors satisfaite. Notons en
particulier que I’écoulement zonal dans cette limite peut étre prograde, comme nous ’avons vu
dans la sphére. Un bon accord est également observé pour de petites fréquences (w = 0,05). Pour
cette fréquence, nous suspectons qu’aucun mode inertiel n’est excité du faire de la hauteur finie
du cylindre et la valeur relativement grande du nombre d’Ekman utilisée. Par contraste, pour les
autres fréquences entre 0 et 2, des modes inertiels sont excités dans le systeme et se propagent
dans le volume. Une différence entre la théorie et les résultats numériques est alors observée
dans cette gamme de fréquences (voir la figure 4.15(b)). Ce régime, ou les modes inertiels sont
excités est étudié dans la suite (chapitre 7).

En résumé, le forcage harmonique temporel dans un cylindre géneére un écoulement zonal
comme prédit théoriquement par Wang (1970). Les caractéristiques d’un tel écoulement sont
identiques au cas de la sphere traité précédemment : il varie comme le carré de 'amplitude

84



4.2 Libration longitudinale en géométrie axisymétrique
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FIGURE 4.14 — Vitesse angulaire Q3 = ug /7 associée a ’écoulement zonal en fonction de la coordonnée
locale p = (1—7)/E'* dans un cylindre de rapport d’aspect o = 2 représenté pour € = 0,1, (a) w = 0,07 et
(b) w = 3 avec différentes valeurs du nombre d’Ekman F : E = 10~* (pointillés-tirets verts), £ = 8 x 1075
(courbe bleue continue), E = 4 x 1075 (tirets rouges). La courbe noire représente la prédiction théorique

de Wang (1970) incluant la couche visqueuse d’épaisseur E/4 [expression (4.13)].

FIGURE 4.15 — (a) Vitesse angulaire Qo = ug o/r associée a ’écoulement zonal, en fonction de la fréquence
de libration w dans un cylindre de rapport d’aspect a = 2 pour E = 4 x 107° et ¢ = 0,05. La courbe noire
représente 'expression (4.11) ou (4.12). La courbe rouge en pointillés est 'expression (3.43). Les valeurs
numériques sont mesurées en (r = 0,2; z = 0,2) : carrés bleus; en (r = 0,4; z = 0,2) :
(r=0,6; 2 =0,2) : croix vertes. (b) est une vue rapprochée de (a) dans la région ou les modes inertiels

sont présents.
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Chapitre 4: Vent zonal induit par forgage harmonique : validation et extrapolation

du forcage, €2 et ne dépend pas du nombre d’Ekman de 1’écoulement. Notons que la solution
obtenue par Wang peut étre retrouvée comme un cas particulier du calcul effectué dans le
chapitre précédent (relation 3.43).

4.3 Analogie entre forcage temporel et forcage azimutal

Nous venons de vérifier la validité de la correction non-linéaire générée par un forcage de
libration longitudinale, i.e. dépendant du temps, dans un conteneur axisymétrique. Nous pouvons
alors nous demander si d’autres types de forcage vont pouvoir générer un écoulement similaire.
Pour cela, apres avoir étudié un forcage harmonique temporel axisymétrique imposé par une
oscillation de la vitesse angulaire du cylindre, nous considérons le cas d’un forcage harmonique
azimutal dans un cylindre en rotation.

4.3.1 Dispositif expérimental équivalent A

Ici, au lieu de générer une variation temporelle de —

I’écoulement, nous voulons induire une variation azimu-
tale du champ des vitesses. Ce probleme n’est pas tota- spin
lement nouveau, il a été étudié par Suess (1970, 1971) <:.'-——r

dans le cas d’une sphére soumis a un forcage de marées. .
Malheureusement, en géométrie sphérique la condition _ | «— Rouleaux

aux limites est compliquée a définir. En pratique, Suess
(1971) a modélisé le forgage de marées par un écoule- )
Disques

I cylindriques

ment dans une spheére avec une vitesse azimutale va-
riable a la paroi et de la forme

Vy=r [1 + g cos(2 d))} e (4.14) | Paroi

j déformable

—

. R N ’ . I
Un premier probleme apparait ici : ’écoulement au voi- !

sinage de la paroi ne vérifie pas la condition d’incom-
pressibilité V - u = 0. Néanmoins la dynamique princi- FIGURE 4.16 — Dispositif expérimental
pale semble demeurer identique & celle d'un forcage de permettant d’étudier l'effet d'un forcage
précession (Busse, 1968b) ou d’un forcage de libration elliptique.

longitudinale (Busse, 2010a; Sauret et Le Dizes, 2012).

Pour vérifier ceci et nous affranchir du probléeme des conditions aux limites, nous considérons
le systeme "hypothétique" représenté en figure 4.16. Dans ce systéme, un cylindre déformable
tourne a la vitesse angulaire constante €)gp;, et est déformé elliptiquement par deux rouleaux
tournant a une vitesse angulaire €2,,;. Le systeme, en 'absence des disques cylindriques internes,
a été utilisé par Eloy (2000) pour I’étude de l'instabilité elliptique. Les mesures expérimentales
lui ont permis de montrer que 1’écoulement théorique que nous allons présenter dans la suite
est en accord avec le champ de vitesses observé. Une fois cet écoulement elliptique généré, nous
voulons nous affranchir des effets induits par les coins qui peuvent modifier ’écoulement, comme
nous venons de le voir dans le cas de la libration longitudinale. Bien qu’'un tel systeme génere
déja un écoulement zonal par forcage de marées, nous allons étudier une situation modele plus
simple mais qui traduit la physique du phénomeéne. Nous plagons deux cylindres intérieurs co-
axiaux tournant également a la vitesse {1y, dans I’écoulement elliptique généré. Ainsi, dans les
régions (I) et (II), ’écoulement se fait suivant des lignes de courant elliptiques, de plus la vitesse

86



4.3 Analogie entre forcage temporel et forcage azimutal

est variable le long de ces lignes de courant. Mais, cet écoulement doit également satisfaire les
conditions aux limites sur les deux disques cylindriques supérieur et inférieur : une couche limite
se forme donc sur ces parois, de maniére analogue a la situation étudiée par Wang (1970).

Notons que dans le cas d’'une sphere, le forcage de marées génere également des lignes de
courant elliptiques (Suess, 1971). La vitesse est variable le long de ces lignes de courant, ce qui
n’est pas le cas sur les parois extérieures : il se crée alors une couche visqueuse. Cette situation
génere le méme mécanisme physique que celui étudié dans cette partie. Mais, dans le cas présent,
nous n’avons pas a formuler d’hypotheses sur la forme du conteneur, ni & introduire une vitesse
variable au niveau des parois. Nous allons considérer ici le cas générique d’un forcage multipolaire
(n quelconque).

4.3.2 Formulation mathématique

Considérons ’écoulement dans le cylindre extérieur déformable de rayon Re,; en rotation
autour de l'axe (Oz) a la vitesse angulaire constante Qgp,. Ce cylindre est rempli avec un fluide
incompressible de viscosité cinématique v et masse volumique p. Un forcage multipolaire, en
rotation a la vitesse angulaire €2,,p, est appliqué sur le cylindre. Le rayon de la paroi déformable
du cylindre extérieur vérifie

R%“I(6) = Rew [1 + B cos(n6)], (4.15)

ou [ and n sont respectivement ’amplitude et la fréquence azimutale de la déformation. Des
exemples de déformation multipolaire ont été présentés figure 1.21 dans la section 1.3.2. Notons
que le cas n = 2 correspond a un forcage elliptique, ou de marées, comme rencontré dans les
applications astrophysiques. Nous définissons Qg = Qorp/Qspin qui représente le rapport entre la
vitesse angulaire de la déformation, appelée vitesse orbitale, et la vitesse de rotation du cylindre,
appelée vitesse de spin. Le cas particulier 0 = 1 correspond a un cylindre elliptique en rotation
alors que le cas Qp = 0 représente une déformation fixe dans le référentiel inertiel.

De plus, comme annoncé précédemment pour simplifier le probléme et utiliser des conditions
aux limites bien définies, nous considérons deux disques de rayon R séparés par une distance H.
Ces deux plaques tournent autour de 'axe (Oz) & une vitesse angulaire égale & celle du cylindre
extérieur, Qgpin (figure 4.16).

La résolution analytique de ce probléme est présentée en annexe B.

4.3.3 Discussion

La résolution de ce probleme permet de montrer qu'un écoulement non-linéaire, axisymé-
trique et stationnaire est généré entre les deux disques. Cet écoulement est similaire au vent
zonal généré par un forgage temporel axisymétrique (i.e. libration longitudinale) dans un cy-
lindre. L’écoulement non-linéaire obtenu s’écrit

upo = 21 Qa(r) (4.16)
ol {2y est donné par

r2n=d(n —1)2 (1 - Qr)2[1 — S[2+ S (10v/S — 25 —9)]]

Qo = — 4.1
2 2(45241)(52—1) (4.17)
pour S =n(1—-0Qg)/2—1> 0. Pour S <0, la solution devient
2n—4 (1 _ 1\2 (1 — On)2 3/2 _9q2
Qz:_r (n—1)" (1-Qr)*(1+S[2+105%*+95 —257]) (4.18)

854 —-65%2—-2
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Nous discutons plus en détails ce résultat en annexe B, mais le résultat important ici est
que ’écoulement varie toujours comme le carré de 'amplitude de forcage et est indépendant du
nombre d’Ekman. Ainsi, un forcage azimutal et un forcage temporel conduisent aux mémes effets
dans le volume & travers les interactions non-linéaires dans les couches visqueuses sur les parois
lorsque I'écoulement en volume ne satisfait pas la condition aux limites appliquée a la paroi.
Nous n’avons pas effectué le calcul en géométrie sphérique car dans ce cas les conditions aux
limites a appliquer sont plus complexes. Néanmoins le méme résultat est attendu en géométrie
sphérique et les mémes conclusions que celles obtenues au chapitre précédent, en présence d’un
noyau interne, sont suspectées étre valables pour un for¢cage de marées.

4.4 Libration longitudinale d’un conteneur non-axisymétrique

Nous venons de voir que le vent zonal généré par libration longitudinale est valable dans
différents conteneurs axisymétriques. De plus, nous avons établi dans la section précédente que
le mécanisme de génération du vent zonal peut s’extrapoler a un forcage azimutal. Nous pouvons
maintenant nous poser une question : que se passe-t-il si nous couplons un forcage de libration
longitudinale avec des effets topographiques, par exemple avec un forcage de marées. Cette
situation expérimentale a été étudiée trés récemment par (Noir et al., 2012). Nous avons pu
contribuer a expliquer les observations découlant des mesures expérimentales.

Jusqu’a maintenant, les expériences, simulations numériques et études analytiques que nous
avons évoquées traitent de conteneurs axisymétriques pour étudier le role du couplage visqueux
dans les planétes soumises a un forgage de libration. Nous avons montré théoriquement que le
vent zonal généré par le forcage de libration longitudinale est axisymétrique et stationnaire et
qu’il est induit par un couplage non-linéaire dans les couches d’Ekman (Wang, 1970; Busse,
2010a; Sauret et Le Dizes, 2012). Néanmoins, assimiler un satellite & une sphere est restrictif :
il est en réalité déformé par les marées. La forme générale adoptée par ce satellite est un el-
lipsoide triaxial avec un aplatissement non-nul et un bourrelet au niveau de ’équateur induit
par les marées qui pointe vers son principal attracteur (Goldreich et Mitchell, 2010). Ceci sup-
pose que la période de libration est bien plus petite que 1’échelle de temps caractéristique de
déformation de la planete. Dans ce cas, on modélise le satellite par un ellipsoide rigide soumis
a un forcage de libration longitudinale autour de son axe. Notons que, par contraste avec les
géométries sphérique et cylindrique, Zhang et al. (2011) ont montré analytiquement et numé-
riquement (Chan et al., 2011b) que la libration longitudinale d’un ellipsoide rigide ne pouvait
pas produire de résonance d’ondes inertielles méme si les amplitudes et les fréquences de libra-
tion longitudinale sont exactement identiques a celles de modes inertielles non-axisymétriques.
IIs soulignent également que ’absence de résonance dans cette géométrie est physiquement rai-
sonnable car si u(r,0) exp(2i¢p — wt) représente la solution d’un mode inertiel sphérique, alors
u(r,0) exp(2i¢p + wt) ne peut pas étre également solution (Zhang et al., 2001). C’est-a-dire que
tout les modes inertiels de période azimutale m = 2 sont sous la forme d’ondes se propageant
en azimut, ce qui implique que tout les mouvements oscillants non-axisymétriques dans une ca-
vité ellipsoidale, ne peuvent pas résonner avec des modes inertiels voyageant dans une direction
particuliere.

Dans cette partie, nous décrivons tout d’abord le systeme considéré puis les expériences
menées par J. Noir. Nous utilisons la théorie développée au chapitre précédent pour expliquer
les observations expérimentales du vent zonal. Puis, a partir d’'un modele numérique d’ellipsoide
triaxial, nous discutons de la structure précise du vent zonal dans un ellipsoide et proposons le
principe du calcul analytique.
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Q(t) = Qo + Adw;sin (wit)
2

4.4.1 Formulation mathématique

Nous considérons toujours un fluide homogene et in-
compressible, mais cette fois contenu dans une cavité
ellipsoidale soumise a un forgage de libration longitu-

dinale (figure 4.17 ci-contre). L’équation générale de la

surface de 'ellipsoide est
2 2 22 , . .
S+m+5=1, (4.19) FIGURE 4.17 - Représentation schéma-
a b2 2

tique d’un ellipsoide triaxial.

ou (z,y, z) est le systéme de coordonnées cartésiennes avec son origine au centre de 'ellipsoide.
Le vecteur e, est selon I’axe équatorial majeur a, e, est selon I'axe équatorial mineur b, et e,
est selon 'axe de rotation c¢. Nous pouvons alors définir 'ellipticité 5 par

a’? — b?
- 4.20
6 a2 + bQ’ ( )
et le rapport d’aspect de lellipsoide
c
== 4.21
o=z, (421)

ol R est le rayon équatorial moyen R = /(a? + b2)/2. Dans le référentiel inertiel, nous considé-
rons un mouvement de libration longitudinale :

Qt) =1+ esin(wt). (4.22)

Dans les expériences menées par J. Noir, a 'inverse de celles présentées au début de chapitre,
l’angle de libration du conteneur durant une période, A¢ est fixé (et s’exprime en radians). Nous
pouvons relier la valeur de A¢ a ’amplitude de libration que nous avons utilisée auparavant par
la relation € = A¢w ol w est toujours la fréquence de libration adimensionnée.

En utilisant respectivement a et €0 ! comme échelles de longueur et de temps, les équations
de Navier-Stokes et de continuité s’écrivent dans le référentiel attaché au conteneur :

Ju 4 (u-V)u+2[1+esin(wt)]e, x u+ cw cos(wt)(e, x r) = — Vp+ EV?u, (4.23)

ot
V-u=0. (4.24)

Ce référentiel est en libration mais permet de garder la forme du conteneur fixe dans le repere
correspondant. Notons 'apparition de deux termes :
o cw cos(wt)(ey X ), qui représente la force de Poincaré induite par la vitesse angulaire
non constante du référentiel en rotation ;
o 2esin(wt)e, X u qui apparait dans la force de Coriolis.
p est la pression, qui prend en compte ’accélération centrifuge et E est défini par rapport a a :

14
QQ a2'

E= (4.25)

La solution visqueuse a 1’équation (4.23) doit satisfaire les conditions de non-glissement sur la
paroi extérieure, ce qui se traduit par

1—5y + c?

1+8 ,

u=0 en 2%+ 27 =1. (4.26)
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Dans la limite des petits nombres d’Ekman, nous pouvons décomposer I’écoulement en une
partie non visqueuse, U, dans le volume et un écoulement dans la couche limite, u. En intro-
duisant cette séparation, Kerswell et Malkus (1998) ont donné la solution non-visqueuse a ce
probleme avec des conditions de non-pénétration sur la paroi extérieure :

U= —esin(wt) (e xr—pV(zy)), (4.27)
p= —cwfPxy cos(wt)+esin(wt) [1+ sin(wt)] (|ez xr*+ 3 (:L’Q - y2)) . (4.28)

Le calcul du terme non-linéaire (U - V)U a 'aide du champ des vitesses (4.27) met en évidence
que la contribution dans le volume ne géneére pas d’écoulement zonal. Physiquement, les forces
inertielles générées dans le volume par la libration longitudinale sont compensées entiérement par
le gradient de pression dans le fluide. Par contre, les conditions de non-glissement (8.4) ne sont
pas satisfaites par la solution (4.27). Ainsi, des corrections visqueuses dans les couches d’Ekman
doivent étre considérées et vont pouvoir générer un écoulement zonal dans le volume comme
observé en géométrie axisymétrique (Wang, 1970; Busse, 2010a; Sauret et Le Dizes, 2012).

4.4.2 Méthode expérimentale

Le montage expérimental, utilisé par J. Noir pour obtenir les résultats expérimentaux pré-
sentés dans cette section, est constitué d’une table tournante a la vitesse angulaire constante €2
sur laquelle est centré un conteneur ellipsoidal qui oscille au cours du temps. Pour caractériser les
effets du couplage topographique induit par la non axisymétrie, trois différents conteneurs ont
été utilisés i) une sphere de rayon a = 127 mm, ii) un sphéroide prolate d’axe majeur a = 127
mm et d’axe mineur b = ¢ = 119 mm et iii) un second ellipsoide prolate mais d’axe majeur
a = 127 mm et d’axe mineur b = ¢ = 89 mm. Ces dimensions conduisent respectivement a une
ellipticité dans le plan équatorial, 5 égale a 0, 0,06 et 0,34. Dans les trois configurations, I'axe
de rotation est selon c.

Afin de caractériser 1’écoulement, du colorant a été injecté a une distance r; ~ 0,38 du
centre, le long de l'axe mineur a I’équateur (figure 4.18(a)). Puis le trajet du colorant a été
suivi manuellement durant une révolution entiere jusqu’a ce qu’il passe de nouveau par le point
d’injection. Ces observations permettent d’avoir une estimation de la vitesse angulaire moyenne
le long de la ligne de courant suivi par le colorant comme illustré sur la figure 4.18(c). Pour
de plus amples détails nous renvoyons a larticle de Noir et al. (2012). Cette méthode n’est
pas utilisable quand la vitesse azimutale varie plus rapidement qu’une période de rotation du
colorant. Ainsi, des mesures par Laser Doppler Anemometry (LDA) ont été effectuées (voir Noir
et al., 2010, pour une description de la méthode). Pour palier aux problémes induits par la
différence d’indice entre 1’eau, l’air et la matiére du conteneur (acrylique), les mesures par LDA
ont été effectuées dans un systéme ou le demi-ellipsoide supérieur a été remplacé par une plaque
plane (figure 4.18(b)). Comme nous allons le voir dans la suite, nous conservons tout de méme
la physique du phénomeéne observé.

Nous rappelons que ces expériences ont été menées par J. Noir et ne détaillons donc pas
précisément toute la méthodologie expérimentale qui peut étre trouvée dans Noir et al. (2012).
Dans toutes ces expériences le nombre d’Ekman est constant et égal & £ = 2 x 107, la fréquence
de libration se situe dans la gamme w € [0,5; 2]. Trois ellipticités différentes ont été considérées :
8 =0,34, 5 =0,06 et 8 =0 et "amplitude de libration est comprise entre e =0 et € = 1,6.
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FIGURE 4.18 — Vue schématique du conteneur. a) Vue de coté du conteneur entier. b) Vue du coté de la
géométrie utilisée pour les mesures LDA. ¢) Vue du dessus pour le conteneur entier et le demi-conteneur.

L’ellipsoide en pointillés rouges représente le trajet du colorant injecté.

91



Chapitre 4: Vent zonal induit par forgage harmonique : validation et extrapolation

-0.02-

-0.04-

-0.06-

A -0.08- O PB=0 (1/2 sphere) \ ]
o o1 A B=0.06 (1/2 spheroid) . |
S ¢ PB=0.34 (1/2 spheroid) |
VAR ® B=0 (full sphere) ! 7
014k A B=0.06 (full spheroid) : i
¢ (=0.34 (full spheroid) |
-0.16[- ——— =Theory 1/2 sphere | 3
— — — =Theory full sphere : ?
-0.18 1 B
—0.2 L L L L : L L I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
£

FIGURE 4.19 — Vent zonal en r = 0,38 fonction de ’amplitude de libration & pour 6 géométries : hémisphere
(cercle bleu vide), sphére entiére (cercle bleu plein), 1/2 sphéroide avec S = 0,06 (triangle rouge vide),
sphéroide entier avec f = 0,06 (triangle rouge plein), 1/2 sphéroide avec 8 = 0,34 (losange noire vide),
sphéroide entier avec 8 = 0,34 (losange noir plein). Le vent zonal moyen est estimé par suivi de colorant
pour un conteneur entier et par LDA pour les demi-conteneurs.

4.4.3 Résultats et comparaisons

La figure 4.19 présente 'amplitude de 1’écoulement moyennée dans le temps obtenue en
r; = 0,38 par visualisation directe ou par mesure LDA, pour un nombre d’Ekman E = 2 x 1075,
une fréquence de libration w = 1 et une amplitude de libration variant entre 0,05 et 1,6. Dans
tous les cas présentés ici, I’écoulement zonal est rétrograde au point de mesure. De plus, au-
cune variation importante de ’amplitude du vent zonal n’est visible entre les six configurations
étudiées (conteneur entier, 8 = 0; 0,06; 0,34 ; demi-conteneur 8 = 0; 0,06; 0,34). Ces résultats
expérimentaux suggerent que l'ellipticité a une influence secondaire et que le mécanisme res-
ponsable du vent zonal dans le volume demeure le couplage visqueux sur les parois extérieures.
Nous avons montré au chapitre précédent que pour un écoulement généré par les interactions
non-linéaires dans le couche limite, le vent zonal varie en 2 = (A¢w)2. Nous pouvons alors su-
perposer, aux résultats expérimentaux, le résultat théorique obtenu au chapitre précédent : les
courbes noires continue et en pointillés sur la figure 4.19 représentent respectivement la solution
analytique dans une sphére et dans un hémisphere pour une fréquence de libration w = 1. Le cas
de I’hémisphere est simplement obtenu en considérant une couche limite sphérique couplée a une
couche limite plane. Nous obtenons, avec la solution analytique en r = 0,38, une variation en

C¥82

, avec o = —0,1622 pour un hémisphere et &« = —0,1660 pour une sphére, en bon accord avec
les observations expérimentales. Les interactions non-linéaires dans le volume sont négligeables,
d’ordre O(FE). Ceci a été discuté au chapitre précédent et récemment montré par Calkins et al.
(2010) dans leur étude numérique d’une coquille sphérique en libration. Il n’est donc pas sur-
prenant que les conteneurs entiers et les demi-conteneurs, qui different seulement par une paroi

plate ou concave, produisent un écoulement zonal qualitativement similaire. Notons que pour
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FIGURE 4.20 — Vent zonal en r = 0,38 mesuré par LDA en fonction de la fréquence de libration w pour
A¢ = 0,7 rad (soit € = 0,7w) et pour trois géométries différentes : hémisphere (cercle bleu), 1/2 sphéroide
avec 3 = 0,06 (triangle rouge), 1/2 sphéroide avec § = 0,34 (losange noire vide), sphéroide entier avec
B = 0,34 (losange noir). La bande noire pour w € [1,43;1,66] représente la gamme de fréquences ol
on observe un régime intermittent turbulent-laminaire. La courbe solide représente la théorie pour une
demi-sphere et la courbe en tirets la théorie pour la sphere entiere.

€ 2 1, nous observons un écoulement zonal 1égeérement plus faible en amplitude que la prédiction
faiblement non-linéaire. Nous suspectons que ce comportement est induit par la limitation de la
théorie : pour £ 2 1, approche asymptotique n’est plus valide est des effets d’amplitude finie
doivent étre introduits.

Sur la figure 4.20, nous avons représenté les mesures LDA de ’écoulement zonal en fonction
de la fréquence de libration pour E = 2 x 1077 et une amplitude angulaire de libration fixe
A¢ = 0,7 rad. Toutes ces mesures, effectuées par J. Noir, ont été faites dans un demi-conteneur.
Nous avons superposé a ces résultats expérimentaux la solution analytique calculée a l’aide des
formules (A.14) et (A.16) données en annexe A. Encore une fois, ’accord avec la théorie est tres
bon pour des fréquences w < 1,4. La variation brutale de I’amplitude du vent zonal pour une
fréquence de w ~ 1,66 est due a la présence d’une latitude critique a la position r = 0,38. Pour
tous les parametres expérimentaux étudiés, nous n’observons que peu de différences entre les
différents demi-conteneurs d’ellipticité 8 = 0 et 8 = 0,06 : I’écoulement demeure laminaire et les
résultats expérimentaux sont en accord avec le vent zonal rétrograde prédit par le mécanisme
d’interaction non-linéaire dans la couche visqueuse étudié au chapitre précédent. C’est également
le cas pour une ellipticité S = 0,34 et une fréquence de libration w < 1,43 et w > 1,66. A l'in-
verse, pour 3 = 0,34 et w € [1,43;1,66], nous observons un régime intermittent ou le vent zonal
peut avoir une amplitude grande ou petite. Notons que les barres d’incertitudes représentent les
fluctuations de 1’écoulement zonal autour de sa valeur moyenne sur toute une série temporelle.
Dans la bande de régimes intermittent, cette méthode n’a aucun sens. Au lieu de cela nous re-
présentons la valeur la plus faible du vent zonal par des losanges vides et la valeur la plus grande
par des losanges pleins. Pour w € [1,43;1,66] la turbulence présente dans tout le volume entraine
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un écoulement zonal plus important qui n’est plus décrit par la théorie du chapitre précédent
qui suppose un écoulement laminaire. Ce phénomeéne d’instabilité apparait dans une bande spé-
cifique de fréquences et uniquement pour le conteneur avec la plus grande ellipticité équatoriale,
8 = 0,34. Puisque cette instabilité n’apparait que pour le conteneur de plus grande ellipticité,
elle doit résulter d’un couplage topographique et non du couplage visqueux. Bien que la gamme
de parametres accessibles dans cette expérience n’a pas permis d’étudier en détail le mécanisme
a lorigine du régime turbulent, plusieurs explications peuvent étre avancées. En comparant les
figures 4.19 et 4.20 pour € > 1, les résultats expérimentaux suggerent que le seuil de I'instabilité
n’est pas caractérisé par une amplitude critique, .. En effet, pour w = 1 le régime turbulent
n’est pas observé quel que soit le conteneur utilisé, méme pour I’amplitude de libration la plus
grande accessible dans les expériences (¢ ~ 1,6). A 'opposé, le régime turbulent est observé dans
le conteneur de plus grande ellipticité dans une gamme donnée de fréquences w € [1,43;1,66],
qui correspond a € € [1;1,16]. Ceci souligne le rdle particulier de ellipticité et de la fréquence
sur le mécanisme de déstabilisation. Ces résultats suggerent que le mécanisme responsable de la
déstabilisation n’est pas induit par le cisaillement. Or, dans un conteneur elliptique en rotation
rapide, un écoulement turbulent suivi d’une relaminarisation de 1’écoulement dans une bande
particuliere de fréquences est souvent typique de 'instabilité elliptique (Malkus, 1989). Ce phé-
nomene d’instabilité elliptique induite par libration longitudinale dans un ellipsoide triaxial ou
biaxial, appelé LDEI, a fait I'objet d’un papier récent par Cébron et al. (2012d) mais sort du
cadre de I’étude des phénomenes non-linéaires et des vents zonaux.

En résumé, la confrontation de notre théorie avec les mesures expérimentales effectuées par
J. Noir montre que :

e Pour une fréquence fixe, w = 1, ’écoulement dans le volume reste laminaire pour toutes
les amplitudes de libration € quelle que soit la géométrie du conteneur. Dans ce régime
laminaire, un écoulement zonal, qui semble indépendant de la géométrie, est présent. Cet
écoulement est tres bien capturé en extrapolant le vent zonal dans la sphere obtenu au
chapitre précédent.

e Pour une amplitude angulaire de libration fixée, A® = 0,7 rad, la théorie précédente
capture également bien I’écoulement généré dans la sphere et dans 'ellipsoide de plus
faible ellipticité. Nous décrivons également bien, a ’aide de notre théorie, ’écoulement
dans le conteneur de plus grande ellipticité pour des fréquences w < 1,43. Mais une
instabilité elliptique induite pas la libration apparait pour w € [1,43;1,66] et dans ce cas-
la, I’écoulement dans le volume est directement associé a l'instabilité (voir Cébron et al.,
2012d).

Aux échelles planétaires, deux scénarios sont possibles. En ’absence de résonance, le couplage
topographique ne modifie pas de maniére importante le vent zonal généré par les interactions
non-linéaires dans la couche limite. Ceci conduit a un écoulement laminaire et un vent zonal
indépendant du nombre d’Ekman de ’écoulement et qui varie comme le carré de 'amplitude
de libration. Comme suggéré par Calkins et al. (2010), une telle dynamique ne conduit pas a
une dissipation d’énergie importante ou a la génération d’un champ magnétique. Par contre,
si I'influence de la topographie permet de générer de la turbulence dans le volume, une plus
grande dissipation est possible. Ce mécanisme, induit par 'instabilité elliptique, a été traité
numériquement par Cébron et al. (2012d).
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4.4.4 FEtude numérique

Pour compléter I’étude expérimentale menée par J. Noir, nous avons effectué des simulations
numériques dans un ellipsoide en libration longitudinale. Nous avons utilisé pour cela le logiciel
Comsol Multiphysics® basé sur une méthode d’éléments finis. Cette méthode est adaptée pour
I’étude de conteneur déformé elliptique (voir par exemple 1’étude de l'instabilité elliptique me-
née par Cébron et al., 2010a). Nous nous plagons dans le référentiel en libration ou la forme
ellipsoidale du conteneur est stationnaire et nous résolvons les équations du mouvement (4.23)
avec des conditions de non-glissement (ou de glissement) a la paroi extérieure. Cébron et al.
(2012d) montrent une application de cette méthode pour décrire 'apparition de la LDEI. Nous
renvoyons a cet article et a l'article de Cébron et al. (2010a) pour plus de détails sur la méthode
numérique. Le nombre d’Ekman accessible dans les simulations 3D d’un ellipsoide triaxe avec
notre méthode est relativement limité, typiquement E > 10~%. Nous avons vu dans le cas de la
sphere que la structure du vent zonal est correctement décrite, pour w > 2, et E > 1073 (figure
4.5(a)). Ici, nous considérons numériquement une fréquence de libration w = 2,1 et un nombre
d’Ekman E = 5 x 10~%. Notons que la condition w > v/E est toujours satisfaite. Nous utilisons
une amplitude de libration et une déformation assez conséquente, respectivement ¢ = 0,4 et
8 = 0,34 afin que les effets non-linéaires aient une amplitude notable.

Les figures 4.21(a) et 4.21(b) montrent les champs de vitesses azimutale et radiale dans le
plan équatorial z = 0 pour des conditions de non-glissement & la paroi extérieure. Ces figures
ont été obtenues en moyennant les champs de vitesses sur un nombre entier de périodes dans le
référentiel en libration. Dans ce référentiel, le couplage topographique génere un terme d’ordre ¢
non-nul, proportionnel & cos(wt) (relation 4.27). Mais celui-ci a une moyenne temporelle nulle et
nous mesurons donc la correction non-linéaire, stationnaire. Un écoulement azimutal est toujours
présent, illustré sur la figure 4.21(a), mais a une structure plus complexe qu’auparavant. Celui-ci
n’est plus axisymétrique mais présente une symétrie elliptique, m = 2. Nous remarquons que,
comme dans le cas de la sphere, la vitesse est rétrograde pres du centre puis prograde au voisinage
de la paroi extérieure. Nous remarquons également la présence de la symétrie m = 2 pour le
champ de vitesse radiale sur la figure 4.21(b). Ce motif est associé & un effet d’étirement dans
le volume et illustre, une fois de plus, le fait que I’écoulement stationnaire généré est elliptique.

Une fois I’écoulement stationnaire obtenu, nous pouvons mesurer le taux de rotation associée
sur un cercle de rayon r = 0,38. Le résultat est présenté en figure 4.22(a). La symétrie m = 2
observée qualitativement apparait ici plus clairement : une modulation du taux de rotation en
fonction de l'angle 6 est visible. Le taux de rotation, Qs = ugs/(pe?), oscille entre deux valeurs
Qy ~ —0,06 et Qs ~ —0,18. Une mesure expérimentale effectuée par J. Noir 4, permet de mettre
en évidence cette symétrie. La mesure, effectuée en r = 0,38 dans le référentiel du laboratoire,
permet de tracer la méme grandeur. Notons qu’ici la composante radiale peut également apporter
une contribution non-négligeable. Néanmoins, sur un demi-cercle (f = 180%), la méme symétrie
est présente et montre I'influence de la topographie elliptique sur 1’écoulement zonal généré.

Nous pouvons alors essayer de relier le champ de vitesses obtenu numériquement dans ’el-
lipsoide en libration a la théorie développée au chapitre précédent. Nous prenons pour cela la
moyenne azimutale du champ stationnaire des vitesses sur des cercles concentriques et différentes
positions radiales. Nous pouvons alors tracer I’écoulement stationnaire et axisymétrique généré
par le forcage de libration longitudinale en présence d’un couplage visqueux et topographique.
Le résultat obtenu est présenté en figure 4.23. Etonnamment, le profil obtenu ressemble a celui
obtenu au chapitre précédent dans le cas d’une sphere en ’absence de couplage topographique.

4. Non publiée (communication personnelle)
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FIGURE 4.21 — Champs des vitesses obtenus numériquement dans le plan équatorial (z = 0) pour des
conditions aux limites de non-glissement & la paroi extérieure et pour w = 2,1, E = 5 x 1074, ¢ = 0,4,

B =0,34 et ¢* = 1. (a) Vitesse azimutale et (b) vitesse radiale normalisée par 2.
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FIGURE 4.22 — (a) Vitesse moyennée dans le temps au point r = 0,38 obtenue numériquement pour
w=21,E=5x10"% =04, 3 =0,34 et ¢* =1 en fonction de I'angle 6. (b) Vitesse moyennée dans
le temps au point » = 0,38 obtenue expérimentalement pour F = 2 x 1075, w = 1, € = 0,61 au point
r = 0,38 (résultat expérimental de J. Noir).
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FIGURE 4.23 — Champ des vitesses obtenue numériquement pour w = 2,1, E =5x10"% ¢ =04, 8 = 0,34
et ¢* = 1 moyenné en temps et en azimut sur 6 (carrés rouges). Courbe théorique correspondant aux
mémes parametres dans une spheére en libration obtenue par la formule (A.14) donnée en annexe A

Nous appliquons alors la formule (A.14) donnée en annexe A pour les parametres de la simu-
lation numérique (w = 2,1). Les profils numériques et théoriques se superposent correctement
pour p < 0,5. Au dela de p = 0,5, la paroi extérieure est présente car notre ellipsoide a un
petit axe de taille b = 0,6. Un papier récent de Chan et al. (2011b) présente également le vent
zonal résultant dans un ellipsoide en libration longitudinale. Ces résultats, en particulier pour
une faible fréquence de libration, w = 0,1, sont en accord avec ce que nous venons de présenter :
I’écoulement stationnaire, moyenné en azimut est correctement décrit par la théorie présentée
au chapitre précédent.

Comme nous pouvions nous y attendre, ces résultats suggerent que la topographie a tout
de méme une légere influence sur I’écoulement zonal : I’écoulement non-linaire généré adopte la
forme des parois. Elle ne modifie pas la composante axisymétrique mais induit une variation de
période azimutale m = 2. L’influence de la topographie seule, en ’absence de couplage visqueux,
a été testée numériquement en considérant la libration dans un ellipsoide avec des conditions
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FIGURE 4.24 — Vitesse azimutale normalisée par €2 obtenue numériquement dans le plan équatorial (z = 0)
pour des conditions aux limites de non-glissement & la paroi extérieure et pour w = 2,1, E = 5 x 1074,
e=04,5=034¢et c*=1.

de glissement a la paroi. Le champ de vitesse azimutale résultant est présenté en figure 4.24 et
montre clairement que, dans ce cas, aucun vent zonal significatif est généré dans le volume.

4.4.5 Discussion

Pour résumer, nous avons montré, a ’aide de simulations numériques et d’expériences effec-
tuées par J. Noir, que le forcage de libration longitudinale dans un ellipsoide non-axisymétrique
génere un écoulement stationnaire. Le couplage visqueux est un élément essentiel de la géné-
ration de cet écoulement. Néanmoins, la structure obtenue differe de celle de la sphere avec
la présence d’une période azimutale m = 2. Or, nous avons vu dans la section précédente que
I’écoulement généré par un forgage azimutal a les mémes caractéristiques que celui généré par un
forgage temporel. La situation précédente peut donc étre totalement décrite par une résolution
analytique. Faute de temps, celle-ci n’a pas été effectuée durant cette theése, mais le mécanisme
responsable du vent zonal observé et de la symétrie m = 2 est présenté en figure 4.25 et fera
I’'objet d’études ultérieures.

L’écoulement en volume est donné par l'expression 4.27 qui satisfait les conditions de non-
pénétration a la paroi extérieure, mais pas les conditions de non-glissement. Une couche visqueuse
se forme alors au voisinage de la paroi extérieure de maniere analogue a la situation présentée
au chapitre précédent. La différence provient de la correction dans la couche limite, qui est
variable dans le temps, u = 71 cos(wt)+; sin(wt), mais qui contient elle-méme une correction

axisymétrique, i1 et % o 1 et en plus une correction elliptique : @1 et @ ox €217 et =219 11
en résulte un champ de vitesses dans la couche limite de la forme
uoxxetepBe?l? fepe 2t (4.29)

L’interaction non-linéaire de cet écoulement avec lui-méme dans la couche limite, va générer un
écoulement stationnaire de la forme

ug x €2 (14 %) + 2821 + 2 pe7 219 1 02 52) (4.30)

Finalement, I’écoulement obtenu en volume a la méme structure que I’écoulement dans la couche
limite :
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Ecoulement elliptique dans le volume

U = —¢sin(wt) (e, xr— [V (zy))

Correction dans la couche limite

u = 17 cos(wt) + %y sin(wt)

olt @1 et @y x e, e Be?l?, eBe 210

Conditions de non-glissement
a la paroi extérieure

Intéractions non-linéaires dans la couche limite
52(1+62) €2ﬁe219 52667210

!

Ecoulement stationnaire généré dans le volume
—p axisymétrique: 2 (1 + 52)
—p elliptique: 2 8

FIGURE 4.25 — Principe du calcul conduisant & 1’écoulement non-linéaire stationnaire généré par un
forgage de libration longitudinale dans un ellipsoide.

« un écoulement stationnaire et axisymétrique d’ordre £2 (1+ 32). Dans la limite des petites
déformations, ce terme se réduit & 'ordre €2 qui est exactement I’écoulement zonal obtenu
au chapitre précédent.

« un écoulement stationnaire elliptique, d’ordre de grandeur € 5. C'est ce terme qui fait
apparaitre la période azimutale m = 2 observée précédemment.

Dans les applications planétaires, les grandeurs € et § sont tres petites devant 1, ainsi a
I’ordre dominant on retrouve le vent zonal dans une géométrie axisymétrique. Notons également
que ceci peut étre retrouvé en considérant ’écoulement stationnaire et moyenné en azimut :
dans ce cas, la contribution non-axisymétrique disparait et 1’écoulement résultant est d’ordre
e2 (14 %) ~ &2 pour B < 1. Ceci explique les observations effectuées dans cette section.

4.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre la premiere validation quantitative de 1’écoulement
zonal généré par forcage de libration longitudinale dans une spheére en rotation dans le cas ou
la fréquence de forcage tend vers zéro. L’étude analytique présentée au chapitre précédent a
également pu étre validé pour toute fréquence de libration w > 2 aussi bien dans une sphere
que dans une coquille sphérique contenant un noyau interne. Ces résultats sont en bon accord
avec la solution asymptotique obtenue dans le volume et dans les couches de Stewartson. De
plus, la solution que nous avons obtenue permet de retrouver I’écoulement zonal généré dans un
cylindre (voir Wang, 1970). Puis, nous avons illustré a I’aide d’un dispositif équivalent qu’un
forcage azimutal géneére un écoulement zonal dont les caractéristiques sont identiques au forcage
de libration longitudinale. De futures études permettront d’établir ce résultat dans une sphere
soumis a un forcage multipolaire. Finalement, la libration d’un ellipsoide a été considérée au
cours d’une étude menée avec J. Noir. Nous avons montré que ’écoulement non-linéaire généré
peut s’expliquer par un couplage visqueux, cohérent avec les résultats du chapitre précédent.
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Nous avons toutefois illustré qu’une correction supplémentaire, induite par la topographie, est
présente. Une étude expérimentale systématique de I'influence de lellipticité 5 du conteneur sur
I’écoulement zonal généré et la comparaison avec le résultat théorique qui pourrait étre obtenu
a l'aide de la méthode présentée ci-dessus sera l'objet de futurs travaux.
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Troisiéeme partie

Instabilité centrifuge et génération
spontanée d’ondes inertielles
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Chapitre

Instabilité centrifuge

Everything should be made as simple as possible, but not

simpler.
Albert Einstein
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Dans les chapitres précédents, nous avons supposé que 'amplitude de libration longitudinale
reste faible, de telle sorte que la couche visqueuse demeure stable tout au long du cycle. Dans
ce chapitre, nous étudions la présence d’une instabilité au voisinage de la paroi extérieure pour
des amplitudes de libration suffisamment importantes ou des nombres d’Ekman petits.

5.1 Observations expérimentales et numériques

Des expériences menées par Noir et al. (2009) en géométrie sphérique, pour une valeur donnée
de la fréquence de libration w = 1, ont montré que différents régimes d’écoulement sont présents
au voisinage de la paroi extérieure en fonction du nombre d’Ekman, F, et de 'amplitude de
libration e.

Pour un nombre d’Ekman donné, si 'amplitude de libration longitudinale est suffisamment
faible, I’écoulement demeure stable (figure 5.1(a)). En augmentant 'amplitude de libration une
instabilité se développe au voisinage de I'équateur (figure 5.1(b)), et finalement si 'on conti-
nue & augmenter 'amplitude, ’écoulement devient turbulent pres de la paroi (figure 5.1(c)).
Expérimentalement, Noir et al. (2009) ont établi que, juste au dessus du seuil, 'instabilité est
axisymétrique et semble étre d’origine centrifuge. Ils ont également proposé une loi d’échelle éva-
luant le seuil de stabilité reliant le nombre d’Ekman de I’écoulement, F, et 'amplitude critique
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(b)

FIGURE 5.1 — Visualisation de I’écoulement induit par libration longitudinale en géométrie sphérique pour
(a) un régime stable, (b) un régime centrifuge instable et (c) en présence de turbulence (figures extraites
de Noir et al. (2009)).

de libration longitudinale, €., pour laquelle apparait I'instabilité :
Ec ReBL,cr E1/2 (51)

ou Repr, . est une constante déterminée expérimentalement : Repgr, o ~ 20. Les observations
expérimentales de Noir et al. (2009) indiquent que U'instabilité est axisymétrique juste au-dessus
du seuil. On peut alors décrire la transition stable/instable par un modele axisymétrique. Une
étude numérique de Calkins et al. (2010), dans une coquille sphérique, a permis de retrouver
la loi d’échelle proposée dans la sphére (Calkins et al., 2010) avec un coefficient légérement
différent, Repr . ~ 46. Cette différence entre les deux coefficients a été attribuée au bruit
expérimental. Elle pourrait aussi provenir du comportement des particules de Kalliroscope pour
décrire une instabilité périodique. Puis, Noir et al. (2010) ont observé expérimentalement le
méme comportement dans un cylindre au voisinage de la paroi latérale. Néanmoins, dans ce cas,
la loi d’échelle proposée, basée sur une couche de Stewartson d’épaisseur E1/4, g'écrit

€c~ Repr er E3/4 (5.2)

avec Repr, o ~ 250. Nous remarquons que cette loi d’échelle differe de celle proposée dans la
sphere. Dans ce chapitre, a I'aide du modéle numérique présenté en section 2.3, nous étudions
analytiquement et numériquement en géométrie cylindrique ce phénomene et proposons un cri-
tere pour I'apparition de l'instabilité centrifuge. Cette étude analytique est en accord avec les
résultats expérimentaux obtenus dans la spheére et dans le cylindre par Noir et al. (2009, 2010).
Ceci suggere que le critere d’instabilité est universel pour toute géométrie axisymétrique.

5.2 Premiére approche en géométrie cylindrique

Des simulations numériques, effectuées dans un cylindre, sont présentées figure 5.2 pour un
nombre d’Ekman fixé, E = 5 x 107° et une fréquence de libration constante, w = 0,05. Pour une
amplitude de libration, €, plus petite que 'amplitude critique, notée €., I’écoulement reste stable
dans tout le cylindre (figures 5.2(a) and 5.2(b)). Dans ce cas, le fluide loin des couches limites
est immobile et seul un écoulement laminaire dans la couche d’Ekman est observé. Excepté au
niveau des coins du cylindre, la vitesse azimutale, ug, ne dépend pas de la position axiale z. En
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FIGURE 5.2 — Visualisations de I’écoulement généré par un forgage de libration longitudinale dans la
moitié supérieure du cylindre (0 < r < 1;0 < z < 1) : vitesse axiale u, (images supérieures) et vitesse
azimutale up (images inférieures) prises au méme instant pendant la phase rétrograde (¢ = 0,4015Ty;;).
Toutes les simulations ont été effectuées pour a = 2, E = 5 x 107° et w = 0,05. Les figures (a) et
(b) montrent un cas stable ol aucune instabilité n’est observée. Les figures (c) et (d) sont centrifuges
instables, des rouleaux de Taylor-Gortler sont visibles prés de la paroi latérale. Les figures (e) et (f)
illustrent un écoulement plus complexe visible pour une amplitude de libration € plus importante.

augmentant 'amplitude de libration longitudinale € au-dela d’une valeur critique, €., un écou-
lement différent apparait pres de la paroi extérieure (figures 5.2(c) and 5.2(d)). Cet écoulement
est induit par une déstabilisation centrifuge de I’écoulement oscillant dans la couche visqueuse
générée par le forgage harmonique. Nous notons 'apparition de vortex contra-rotatifs, appelés
rouleaux de Taylor-Gortler (voir par exemple Saric, 1994). Cette structure ressemble & ’écoule-
ment observé expérimentalement par Noir et al. (2010) au seuil de I'instabilité. Notons que ce
type d’écoulement a également été analysé en géométrie cylindre par Ern et Wesfreid (1999). De
telles structures ont également été observées dans des expériences de "spin-down" en géométrie
cylindrique (Weidman, 1976; Neitzel et Davis, 1981) ainsi que dans une étude plus récente de
I’écoulement dans cylindre oscillant (Blennerhassett et Bassom, 2007). Dans ce chapitre, nous
allons étudier la transition entre 1’écoulement stable et I’écoulement instable centrifuge et décrire
le seuil de I'instabilité en fonction des trois parametres du probleme : E, € et w. Nous remarquons
que pour des valeurs plus grandes de 'amplitude &, I’écoulement devient plus complexe (figures
5.2(e) et 5.2(f)). Nous n’avons pas essayé de caractériser la transition entre le régime centrifuge
instable et le régime "turbulent' car un comportement non-axisymétrique inaccessible dans le
cadre de nos simulations axisymétriques est attendu. Nous montrerons tout de méme dans le
chapitre suivant, que cet écoulement "pseudo-turbulent" peut générer spontanément des ondes
inertielles dans le volume.

Nous pouvons représenter le signal temporel du champ des vitesses axiales pres de la paroi
extérieure dans un régime stable et dans un régime instable (figures 5.3(a) et (b)). Sur la figure
5.3(a), la vitesse axiale est mesurée au point (r = 0,99; z = 0), c’est-a-dire pres de la paroi
extérieure et sur le plan de symétrie du cylindre. Sur la figure 5.3(b), la vitesse axiale est cette
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FIGURE 5.3 — Vitesse axiale, u., pour ¢ = 0,28 (courbe en tirets-pointillés bleue, échelle de gauche),
€ = 0,34 (courbe continue rouge, échelle de gauche) et vitesse azimutale de la paroi dans le référentiel en
rotation, ug;qe (courbe en tirets noire, échelle de droite) dans un cylindre de rapport d’aspect o = 2 et
pour E =4 x10"° et w =1 (a) au point (r = 0,99; z = 0) et (b) au point (r = 0,99; z = 0,1).

fois-ci mesurée au point (r = 0,99; z = 0,1). En dega du seuil d’instabilité, pour ¢ = 0,28, aucun
signal n’est observé au point (r = 0,99; z = 0) alors qu’une oscillation du signal & la fréquence
de libration est observée en (r = 0,99; z = 0,1). Ces oscillations, visibles pour un point qui n’est
pas localisé dans le plan de symétrie du cylindre, proviennent du pompage d’Ekman induit par
les parois supérieure et inférieure durant les phases rétrograde et prograde. Lorsque 'amplitude
de libration longitudinale, €, est augmentée au-dela du seuil d’instabilité, le signal correspondant
a la vitesse axiale est modifié. Soit il devient non-nul en (r = 0,99 ; z = 0) comme représenté sur
la figure 5.3(a), soit son amplitude devient plus grande en (r = 0,99 ; z = 0,1) comme l'illustre la
figure 5.3(b). Ce signal est associé a la croissance d’une instabilité centrifuge a la fin de la phase
rétrograde. Un pic bien défini est observé au début de la phase prograde pour les deux positions
de la sonde. Ce changement de comportement de la vitesse axiale, en présence de 'instabilité
centrifuge, va nous permettre de déterminer numériquement le seuil d’instabilité, . pour une
fréquence de libration, w, et un nombre d’Ekman, F, donnés.

Dans la suite, nous développons une expression théorique pour le seuil d’apparition des rou-
leaux de Taylor-Gortler a ’aide d’une étude locale de stabilité. Cette expression prend en compte
I'influence de la fréquence de libration et réconcilie les lois d’échelles obtenues en géométries cy-
lindrique et sphérique.

5.3 Détermination théorique du seuil d’apparition de I’instabi-
lité

Dans cette section, nous considérons de petites amplitudes de libration, € < 1, de telle sorte
que le champ de vitesses dans le cylindre soumis au forcage de libration longitudinale puisse étre
décrit par sa réponse linéaire. A l'ordre ¢, I’équation de Navier-Stokes s’écrit dans le référentiel
en rotation a la vitesse angulaire moyenne de la spheére :

)
% F2e, xuy = —Vpy + EVuy, (5.3)

ou 'indice 1 précise que I’on considere les termes de premier ordre en . En effectuant une analyse
classique de couche limite (voir par exemple Wang, 1970), on obtient la correction azimutale du
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champ des vitesses au voisinage de la paroi extérieure :

_ 1—7r |w 1—r |w 4
UL, = € ExXp <_\/E 2) cos | wt — B V2) (5.4)
Cet écoulement de couche limite, d’épaisseur O(y/E/w), correspond a une couche de Stokes
oscillante. Du moment que la période de libration longitudinale est petite comparée au temps de
mise en rotation du fluide (c’est-a-dire pour w > v/E), cet écoulement de couche limite ne génére
aucun écoulement dans le volume (Wang, 1970; Busse, 2010b). Par contre, les couches d’Ekman
situées sur les parois supérieure et inférieure du cylindre induisent une correction d’ordre E1/2
dans le volume (voir I’analyse de Wang, 1970). Ce pompage axial demeure faible dans la limite
VE < w et VE < 1. On négligera ce pompage dans notre analyse.

Les expériences menées par Noir et al. (2010) tendent & montrer que ’écoulement donné
par la relation (5.4) peut devenir centrifuge instable pour des perturbations axisymétriques. Il
est alors naturel d’appliquer le critere de Rayleigh, qui est une condition nécessaire (Rayleigh,
1917) et suffisante (Synge, 1933) d’instabilité d’une perturbation non-visqueuse axisymétrique
dans un écoulement stationnaire. Ce critére s’écrit :

d o2
o= (ﬂ ulfer) ) <0, (5.5)

ou ugtOt) est la vitesse azimutale totale. Ce critére peut étre satisfait seulement dans la couche

limite ou le discriminant de Rayleigh ® se réduit a ’ordre dominant a

d’LLLg

¢~2<2+&1>. (5.6)
Nous allons utiliser I'expression (5.4) pour la vitesse azimutale u; ¢ dans I'expression du
critere de Rayleigh (5.6). Notons auparavant que nous effectuons implicitement une analyse
quasi-statique. En d’autres termes, nous supposons que les variations temporelles de I’écoulement
sont lentes comparées a 1’échelle de temps associée a la croissance de l'instabilité centrifuge.
Ce critere d’instabilité est donc local dans le temps. En considérant seulement le moment ot
I’écoulement de base est le plus instable, nous espérons obtenir une borne inférieure pour le
domaine d’instabilité. Ici, le profil le plus instable est atteint pour ¢,, = 37/(4w) et la valeur
minimale du discriminant de Rayleigh ® est obtenue en r,, = 1 et a pour expression :

¢Mn=2<2—e¢§). (5.7)

Quand ®,,,;, > 0, le critere de Rayleigh n’est pas satisfait et l'instabilité centrifuge ne peut
croitre. En fonction de 'amplitude de libration longitudinale, e, cela signifie que si

e<eMV) =2 £ (5.8)
w

alors I’écoulement est stable. Ce critére est non visqueux et ne prend pas en compte ’amor-
tissement induit par la viscosité qui va affecter les petites échelles des modes instables. Pour
obtenir un critere plus général, il est nécessaire de résoudre I’équation de stabilité visqueuse
pour ’écoulement donné par 'expression (5.4). En utilisant le profil de vitesse le plus instable
qui est obtenu en t,,, la limite inférieure du seuil de I'instabilité centrifuge peut étre obtenue en
analysant les propriétés de stabilité de ce profil. En supposant a la fois ¢ < 1 et /E/w < 1
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avec € \/w/E = O(1), le probléme visqueux de stabilité pour les perturbations axisymétriques
(ur,ug,uy,p)exp (ik Z + o t) se réduit & résoudre le systeéme :

op 0?
our —2up = a]f +3 (W - k2> Uy, (5.9)
0 r 0?
oug + (2 ug??‘)) Uy % (81’2 — k:2) ug, (5.10)
02
auz——ik‘ﬁ—&—% (6772 —k2> Uz, (5.11)
avec les conditions aux limites
Up = Ug = Uy, =0 pour 7 =0, + oo, (5.13)
et ol on a posé
1_
. 9 (5.14)

(5.15)

5= \f (5.16)
E= \F \f (5.17)

ay(7) = e " /2 cos(F (5.18)

Nous avons résolu ce probléme aux valeurs propres pour ¢ a ’aide d’une approche pseudo-
spectrale. La discrétisation radiale est basée sur des polynémes de Chebyshev. On remarque que
le nombre d’Ekman, F, a disparu des équations. Ceci signifie que les valeurs propres o obte-
nues en résolvant le systéme (5.9)-(5.12) avec les conditions aux limites (5.13) sont uniquement
fonctions des parameétres k, € et w. Par conséquent, le taux de croissance maximum, 0,4z, par
rapport & toutes les valeurs possibles de k est une fonction de & et w seulement :

OTmag = MAX 0 = Omaz (E,w) (5.19)

La courbe de stabilité, définie par opq; = 0, est alors donnée par la courbe & = &.(w) qui est
une fonction de w seulement. En revenant aux variables initiales, le critere visqueux de stabilité
a pour expression :

2F

(V)

Nous avons représenté ’amplitude critique d’apparition de I'instabilité centrifuge, ¢’ ' (w)/VE,
en fonction de la fréquence de libration w sur la figure 5.4. Cette courbe est comparée a la pré-
diction non visqueuse e& ") (w)/VE = 2/\/w. Notons que pour w — 0, eV~ eMV) | Ceci est
en accord avec le systeme d’équation (5.9)-(5.12) dans lequel les termes visqueux deviennent
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FIGURE 5.4 — Amplitude critique ./ VE d’apparition de I'instabilité centrifuge obtenue théoriquement.
La courbe continue noire est le critére visqueux et (w)/VE (relation (5.20)) et la courbe rouge en

pointillés est le critere non-visqueux sgNV)(w)/\/E = 2/y/w (relation (5.8)).

nuls pour w — 0. Cependant, les deux courbes, e((;NV) et 5((;‘/), divergent quand w — 0. Ce com-

portement singulier est associé a la divergence de I’épaisseur de la couche limite quand w — 0.
En pratique, I’épaisseur de la couche limite ne diverge pas mais se transforme en une couche de
Stewartson d’épaisseur /4 quand w devient de 'ordre de E/2 ou plus petit. Cependant, avec
I’hypothése w > v/ E que nous avons émise, nous n’atteignons jamais ce régime. De plus, nous
voyons que le fait de négliger la viscosité conduit & un critére non visqueux qui décroit lorsque
la fréquence de libration w augmente, en contradiction avec les expériences (voir ci-dessous). Au
contraire, le critére visqueux augmente avec w, ce qui est en accord qualitatif avec les études
numériques menées comme nous allons le voir dans la section suivante.

Le critere de stabilité visqueux a été obtenu en considérant le profil le plus instable dans un
état "gelé". Cette analyse quasi-stationnaire doit nous donner, a priori, une limite inférieure du
seuil d’instabilité. En pratique, puisque I’écoulement de base est oscillant, une analyse de Floquet
devrait étre effectuée pour obtenir une estimation plus précise de I'amplitude critique. Néan-
moins, nous discutons ci-dessous pourquoi nous ne pensons pas qu’un tel développement vaut
la peine d’étre effectué ici. Finalement, on peut remarquer que le critere de stabilité visqueux
présenté ci-dessus a uniquement nécessité I’hypothese d’une couche limite localement verticale.
Ce critere doit donc s’appliquer au voisinage des parois verticales de n’importe quel conteneur
axisymétrique. En particulier, nous pensons que le méme critére s’applique pour 1’écoulement
induit par libration longitudinale dans une sphere proche de ’équateur. Dans les sections sui-
vantes, ce critere de stabilité visqueux est comparé aux résultats des simulations numériques et
aux observations expérimentales de Noir et al. (2010).

5.4 Comparaison numérique et expérimentale

5.4.1 Meéthodologie

Les simulations numériques, effectuées avec le modele présenté au chapitre 2, nous per-
mettent d’étudier la gamme de parametres considérée dans les expériences précédentes dispo-
nible dans la littérature (Noir et al., 2010) mais également de varier davantage ’amplitude du
nombre d’Ekman. De plus, nous pouvons explorer plus précisément la transition entre les ré-
gimes stable/instable a I’aide de la mesure de la vitesse axiale. Finalement, nous considérons
également l'influence de la fréquence de libration, ce qui n’a pas été étudié précédemment. La
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méthode utilisée pour déterminer le seuil d’instabilité est identique a celle utilisée par Calkins
et al. (2010) : pour un nombre d’Ekman, E, et une fréquence de libration, w, fixés, nous considé-
rons une amplitude arbitraire de libration longitudinale, €. Nous observons alors si I’écoulement
est stable (respectivement instable), puis nous augmentons (respectivement diminuons) I’ampli-
tude de libration jusqu’a ce que nous atteignons un régime instable (respectivement stable). La
détermination de l'instabilité est faite par visualisation directe des résultats numériques (voir
figure 5.2), et également en tracant la vitesse verticale au voisinage de la paroi extérieure a diffé-
rentes positions. En effet, nous avons vu en figure 5.3 que d’importantes variations de 'amplitude
de la vitesse axiale sont visibles a la transition entre le régime stable et centrifuge instable. Si
I’écoulement est stable, la composante axiale du champ des vitesses reste petite, de plus, son
amplitude est périodique avec une période égale a la période de libration (voir figure 5.3(b)).
Des lors que nous atteignons un régime instable, la vitesse verticale augmente soudainement
(figure 5.5) et devient moins réguliere. L’amplitude critique de libration e, est définie comme la
moyenne géométrique de la plus grande valeur de € oli ’écoulement est stable et de la plus petite
valeur de € ou I’écoulement est instable. Notons que nous n’avons pas observé de phénomene
d’hystérésis. Par conséquent, nous nous attendons a ce que cette instabilité soit supercritique
comme dans un écoulement classique de Taylor-Couette.

0.12

0.1
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FIGURE 5.5 — Amplitude pic a pic de la vitesse axiale, (Au;)maz, dans un cylindre de rapport d’aspect
a = 2 pour un nombre d’Ekman E = 6 x 1072, une fréquence de libration longitudinale w = 0,8 et
différentes valeurs de I'amplitude de libration . Les mesures sont effectuées a différentes positions : les
cercles bleus en (r = 0,95; z = 0,1), les carrés rouges en (r = 0,95; z = 0,4) et les triangles verts en
(r =0,95; 2 = 0,9). Nous remarquons une transition entre les régimes stable et instable en e, ~ 0,355.

Nous avons représenté sur la figure 5.5 la valeur maximum de 'amplitude pic a pic, i.e. la
valeur maximale moins la valeur minimale, de la vitesse verticale en fonction de 'amplitude de
libration longitudinale & pour un nombre d’Ekman, F = 6 x 1075 et une fréquence de libration,
w = 0,8 fixés. La présence du pompage d’Ekman sur les parois supérieure et inférieure du cy-
lindre induit une vitesse axiale non nulle, méme en-dessous du seuil d’instabilité, et qui dépend
de la position ot on mesure I’amplitude pic a pic. La vitesse axiale est faible proche du plan de
symétrie, z = 0, et augmente lorsque l'on se rapproche des parois supérieure et inférieure. Une
transition est visible au voisinage de €, ~ 0,355. Cette transition est tres claire dans les mesures
effectuées en z = 0,1 car la vitesse axiale augmente d’un facteur 3. Les visualisations que nous
avons effectuées montrent également que les rouleaux générés par I'instabilité ne se développent
pas toujours au méme endroit dans le cylindre. Pour de faibles fréquences de libration, typique-
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ment w < 1, les rouleaux de Taylor-Gortler se développent dans un premier temps au voisinage
de I’équateur, en z ~ 0. Si on augmente la fréquence de libration, on constate que le premier
endroit ou prennent naissance ces rouleaux est a mi-distance entre le coin supérieur et le plan
de symétrie. Ce comportement est probablement relié lui-aussi au pompage d’Ekman induit par
les parois supérieure et inférieure.

5.4.2 Influence du nombre d’Ekman

La figure 5.6 présente les résultats de notre étude numérique sur l'influence du nombre
d’Ekman. Une variation proportionnelle & E'/2 est clairement observée et est bien décrite par le
critére de stabilité visqueux (5.20). Celui-ci prédit que le seuil d’instabilité est donné par . =
47,8 EY/2 pour une fréquence de libration longitudinale w = 1, aucun paramétre d’ajustement
n’étant utilisé ici. Si nous considérons 1’échelle spatiale § = vE \/2Qq/w R et Péchelle de vitesse
u = 2eQoR/2, comme décrit par la théorie de couche limite (voir ’expression (5.4)), nous
obtenons un nombre de Reynolds de couche limite critique égal a Repr o = 47,8. Cette valeur
est étonnamment proche de la valeur Repy, ., = 46 obtenue dans une coquille sphérique par les
études numériques de Calkins et al. (2010) pour la méme valeur de w.

Nous pouvons également comparer 1’étude analytique aux observations expérimentales de
Noir et al. (2010) en géométrie cylindrique. Ces expériences ont été effectuées avec le méme
rapport d’aspect que les résultats présentés sur la figure 5.6. Nous avons également tracé la loi
d’échelle proposée par Noir et al. (2010). Dans ce cas-la, accord quantitatif avec notre étude
analytique n’est pas aussi bon que pour les simulations numériques. En particulier, nous ne
comprenons pas pourquoi le seuil expérimental est bien en deca de notre estimation que nous
pensons étre une borne inférieure du seuil de stabilité. Précisons que la méme observation a été
faite en géométrie sphérique entre les expériences (Noir et al., 2009) et ’étude numérique (Calkins
et al., 2010). Une suggestion pour expliquer cette différence entre les mesures expérimentales
et numériques a été proposée par Calkins et al. (2010) : un bruit expérimental systématique
est présent dans les expériences et induit une instabilité pour une amplitude de libration plus
faible. Cela pourrait également étre di a la visualisation avec les particules de Kalliroscope qui ne
mesurent pas directement le champ de vitesses et peuvent garder la mémoire de I’écoulement. On
remarque néanmoins qu’une variation en £/2 du seuil d’instabilité permet de décrire les résultats
expérimentaux avec un bon accord. Par conséquent, les mesures expérimentales suggerent une
variation en EY/2 ou E3/* du seuil de stabilité. Néanmoins, cette derniére loi d’échelle en E3/4
ne tient plus pour les résultats numériques (voir figure 5.6).

Si on considére une couche visqueuse d’épaisseur proportionnelle & E'/2 la loi d’échelle propo-
sée par Noir et al. (2010) permet de retrouver une variation de ’amplitude critique proportion-
nelle & E'/2 comme prédit par notre théorie. Le fait de ne pas considérer la couche de Stewartson
s’explique par la non-stationnarité du probléeme. Comme ’a souligné Barcilon (1968), pour un
temps inférieur au temps de mise en rotation du fluide, ce qui est le cas ici, les couches de
Stewartson transitoires générées par les parois supérieure et inférieure n’ont pas le temps de se
développer et de modifier la solution de Stokes dans la couche visqueuse donnée par la relation
(5.4), ce qui permet d’expliquer la loi d’échelle observée dans les expériences.

5.4.3 Influence de la fréquence de libration w

L’influence de la fréquence de libration longitudinale, w, sur le seuil d’apparition de 'instabi-
lité n’a pas été considérée dans les études antérieures. Ici, nous considérons 8 valeurs arbitraires
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FIGURE 5.6 — Diagramme de stabilité d’apparition des rouleaux de Taylor-Gortler pour une fréquence de
libration longitudinale w = 1 dans un cylindre de rapport d’aspect a = 2. Les barres noires représentent
les résultats numériques avec les incertitudes dans l’estimation du seuil. La courbe continue bleue est
le critéere de stabilité visqueux (5.20) sans parameétre d’ajustement : 47,8 E'/2 et la courbe rouge en
pointillées est la meilleure approximation obtenue en utilisant la loi d’échelle proposée par Noir et al.
(2010) : 543,2 E3/4.
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FIGURE 5.7 — Résultats expérimentaux obtenus par visualisation directe représentés en fonction de 'am-
plitude de libration ¢ en fonction de F pour une valeur fixée de w = 1 (Noir et al., 2010). Les carrés
bleus sont les points centrifuges stables et les cercles rouges sont centrifuges instables. La courbe continue
noire est le critére de stabilité visqueux (5.20), et la courbe bleue en pointillés est la meilleure approxi-
mation avec une loi d’échelle en E'/2 : 22 EY/2, alors que la courbe verte en pointillés est la meilleure
approximation avec la loi d’échelle proposée par Noir et al. (2010) : 250 E3/4.
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FIGURE 5.8 — Diagramme de stabilité d’apparition des rouleaux de Taylor-Gortler en fonction de la
fréquence de libration longitudinale w. Les carrés indiquent le seuil obtenu numériquement pour £ =
6 x 107° dans un cylindre de rapport d’aspect o = 2. La courbe en pointillés est le critére de stabilité
visqueux (5.20) sans aucun parameétre d’ajustement.

différentes de w choisies dans l'intervalle w € [0; 2] : 0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,65, 0,8, 1 et 1,5. Les
seuils déterminés, pour un nombre d’Ekman E = 6 x 1077, sont reportés en figure 5.8. La valeur
critique €. obtenue numériquement devient plus grande quand on augmente la fréquence de li-
bration w. Sur cette figure, nous avons également reporté le critere de stabilité visqueux (5.20).
Bien que la prédiction théorique estime correctement la tendance qualitative de 'augmentation
du seuil d’instabilité avec w, cette loi échoue & donner une valeur quantitative correcte pour les
petites et grandes valeurs de w.

Pour des petites valeurs de w, la loi théorique obtenue prédit un seuil d’instabilité deux
fois plus petit que la valeur numérique observée. Nous ne pouvons attribuer cette différence
a des variations temporelles de 1’écoulement de base qui n’ont pas été prises en compte dans
I’étude théorique. En effet, pour de faibles valeurs de w, I'approximation quasi-stationnaire
s’applique et nous nous attendons a ce qu’une analyse de Floquet conduise & un seuil d’instabilité
similaire. Nous supposons plutét que cette différence est associée a une mauvaise description
de Iécoulement dans la couche limite. Pour des petites fréquences (c’est-a-dire si la condition
w > VE n’est plus totalement vérifiée), des couches de Stewartson transitoires générées par les
parois supérieure et inférieure peuvent avoir le temps de se développer (voir Barcilon, 1968) et
de modifier la solution de Stokes dans la couche visqueuse (5.4). Pour de grandes valeurs de la
fréquence de libration w, notre prédiction théorique est inférieure au seuil d’instabilité déterminé
numériquement. Encore une fois, une analyse de Floquet plus précise n’aurait pas expliqué cette
différence. En effet, une analyse de stabilité globale obtenue par une analyse de Floquet prédirait
un domaine d’instabilité plus réduit et donc une valeur encore plus grande pour le seuil. Ici, nous
pensons que cette différence provient des effets non-linéaires. Notre approche théorique suppose
un écoulement linéaire dans la couche limite qui ne doit plus étre valable quand e n’est pas
suffisamment petit. De plus, I’hypothese de quasi-stationnarité de I’écoulement est plus difficile
a satisfaire. Une étude numérique systématique a plus petit nombre d’Ekman est requise pour
comparer les résultats théoriques de la dépendance du seuil d’instabilité avec la fréquence de
libration.
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Chapitre 5: Instabilité centrifuge

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré qu’une instabilité centrifuge peut se développer au
voisinage de la paroi extérieure d’un conteneur soumis & un forgage de libration longitudinale
si 'amplitude de forcage est suffisamment grande ou le nombre d’Ekman de 1’écoulement suffi-
samment petit. Une étude analytique nous a permis de retrouver les résultats expérimentaux de
Noir et al. (2009, 2010) en géométrie sphérique et en géométrie cylindre ainsi que les résultats
numériques, dans une coquille sphérique, de Calkins et al. (2010). L’étude théorique développée
ici a pu étre confrontée aux résultats de simulations numériques dans un cylindre soumis & un
forcage de libration longitudinale. De futures études numériques a plus faible nombre d’Ekman
sont requises pour étudier précisément l'influence de la fréquence de libration sur le seuil de
I'instabilité. Notons qu’une telle instabilité est susceptible de se produire dans différents corps
du systeme solaire. Ce point a été discuté en détails par Noir et al. (2009) et nous y reviendrons
dans la conclusion de ce manuscrit.
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Dans le chapitre précédent, nous avons déterminé le seuil d’apparition d’une instabilité cen-
trifuge induite par un forcage de libration longitudinale au voisinage de la paroi extérieure d’un
conteneur axisymétrique. En conservant le méme systeme, nous étudions, dans ce chapitre, des
configurations bien au-dela du seuil d’instabilité ot une dynamique riche d’écoulements est ob-
servée. A Dlaide du modeéle axisymétrique utilisé dans les chapitres précédents, nous observons
que si 'on augmente I'amplitude de libration € un écoulement turbulent est généré dans la
couche limite. Cette observation est en accord avec les expériences récentes de Noir et al. (2009,
2010). Nous mettons en évidence que ce régime d’écoulement turbulent induit des mouvements
de fluides dans le volume sous la forme d’ondes inertielles générées spontanément par la turbu-
lence, et ce méme pour des fréquences de libration w > 2, i.e. dans un régime ou aucune onde
inertielle n’est directement forcée. Nous étudions les principales caractéristiques de ces ondes
inertielles qui présentent une analogie avec les études antérieures de génération d’ondes internes
dans un fluide stratifié. En particulier, les spectres temporels et spatiaux mettent en évidence
que I’énergie rayonnée via ce mécanisme converge vers une gamme de fréquences et de longueurs
d’ondes bien définie. Ce phénomene linéaire est générique a tout écoulement en rotation en pré-
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sence de turbulence et est donc pertinent pour les applications géophysiques et les phénomenes
de transports.

6.1 Introduction

Nous rappelons que les écoulements en rotation sont le support d’ondes inertielles, associées
a la force de Coriolis (Kelvin, 1880). Ces ondes peuvent étre excitées directement par différents
forcages harmoniques uniquement pour des fréquences comprises entre plus ou moins deux fois
la fréquence de rotation (Greenspan, 1968). Par exemple, Aldridge et Toomre (1969) ont mon-
tré la possibilité de faire résonner des ondes inertielles directement excitées par un forgage de
libration longitudinale dans la gamme w € [—2; 2]. A Dinverse, pour des fréquences de forcage
|w| > 2, les ondes inertielles ne peuvent pas étre excitées par un forgage direct et n’ont jamais
été observées, excepté tres récemment dans un cylindre oscillant autour de son axe en présence
d’instabilités pres de la paroi extérieure (Lopez et Marques, 2011; Sauret et al., 2012a). Le méca-
nisme responsable de ce phénomeéne est toujours soumis & controverse et constitue le sujet de ce
chapitre ou nous considérons le cas d’une sphere soumise a un forcage de libration longitudinale.
En effet, au dela du mécanisme générique responsable de ce phénomene, les applications géo-
et astrophysiques qui en résultent peuvent étre intéressantes pour le transport de quantité de
mouvement ou d’énergie.

Comme nous 'avons vu dans les chapitres précédents, le forcage de libration longitudinale
conduit a une dynamique tres riche. En particulier, pour des amplitudes de libration suffisam-
ment importantes, une instabilité centrifuge est générée au voisinage de I’équateur d’une sphere.
Cette instabilité, générique a tout conteneur axisymétrique (Noir et al., 2010; Sauret et al.,
2012a), peut & son tour générer une région dans la couche visqueuse ou ’écoulement est tur-
bulent (Noir et al., 2009; Calkins et al., 2010). Nous avons également vu aux chapitres 3 et 4
qu’indépendamment de cette instabilité, localisée pres de la paroi extérieure, la forcage de libra-
tion induit un écoulement zonal stationnaire via des interactions non-linéaires dans les couches
visqueuses, méme en ’absence d’ondes inertielles (Busse, 2010a; Sauret et al., 2010; Sauret et
Le Dizes, 2012). Notons également que pour des fréquences de libration w € [—2; 2], la dynamique
du fluide dans le volume devient plus compliquée. En effet, la contribution des ondes inertielles
sur I’écoulement n’est pas négligeable (Calkins et al., 2010; Sauret et al., 2012a; Boisson et al.,
2012). Nous reviendrons dans le chapitre 8 sur les éruptions de couches limites, localisées au
niveau des latitudes critiques, qui transmettent de 1’énergie au fluide dans le volume (Noir et al.,
2001; Kida, 2011).

Dans ce chapitre, nous caractérisons pour la premiere fois les ondes inertielles émises dans le
volume d’un conteneur en rotation par ’écoulement turbulent généré dans la couche d’Ekman
induit par le forcage de libration longitudinale, sans besoin d’un forcage extérieur, comme par
exemple avec une grille (Lamriben et al., 2011). Nous montrons que les ondes inertielles sont
présentes, méme pour des fréquences de libration |w|> 2, ou habituellement aucune onde iner-
tielle ne se propage. De plus, I'angle de propagation est caractérisé et une explication de 'angle
observé est proposée en se basant sur ’analogie avec la génération d’ondes internes a partir de
la turbulence (Townsend, 1965, 1966; Dohan et Sutherland, 2003, 2005; Taylor et Sarkar, 2007).

6.2 Formulation mathématique

Comme dans les chapitres précédents, nous considérons I’écoulement dans une spheére de
rayon R, contenant un fluide, incompressible de viscosité cinématique v et de densité p, en
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rotation autour de I'axe z & la vitesse angulaire moyenne €. En utilisant respectivement Qg "
et R comme échelles de temps et de longueur, la vitesse angulaire instantanée s’écrit

Q=[1+c¢cos(wt)] e, (6.1)

ou € et w sont respectivement 'amplitude et la fréquence de libration longitudinale adimension-
née. Les équations de Navier-Stokes et de conservation de la masse, s’écrivent, dans le référentiel
en rotation a la vitesse angulaire {2y et sous forme adimensionnée

0
—u+(u'V)u+2ez><u:—Vp+EV2u, (6.2)

ot
Vou=0, (6.3)

ot u = (u,,ug,u;) et p sont respectivement le champ des vitesses dans le référentiel en rotation
et la pression. Trois parameétres sans dimension gouvernent notre probléme : le nombre d’Ekman
E=v/(QR?),wand ¢,

Un probléme similaire de génération d’ondes internes par un écoulement turbulent dans un
milieu stratifié a montré, par comparaison avec des expériences de laboratoire, que des simula-
tions numériques 2D permettent de capturer le mécanisme physique et les principales caracté-
ristiques de la génération d’ondes internes (Dohan et Sutherland, 2005). Par conséquent, afin de
pour pouvoir atteindre des nombres d’Ekman suffisamment petits, nous basons notre étude sur
le modele axisymétrique présenté au chapitre 2.

6.3 Etude numérique en géométrie sphérique

6.3.1 De P’écoulement stable au régime turbulent

Dans toute la suite, et comme dans les chapitres précédents, nous considérons des écoulements
A faible nombre d’Ekman, vE < 1, et des fréquences de libration vérifiant w > vE, pour ne
pas avoir de mise en rotation du fluide dans le volume & chaque cycle de libration (Greenspan,
1968; Busse, 2010a). Cette situation est, la plupart du temps, satisfaite dans les écoulements
astrophysiques ot le nombre d’Ekman est typiquement plus petit que 107! et ot la principale
composante de libration longitudinale est de fréquence d’ordre 1 (voir par exemple Rambaux
et al., 2011). En fonction de 'amplitude de libration €, trois régimes d’écoulements différents sont
observés pres de la paroi extérieure (Noir et al., 2009; Calkins et al., 2010). Pour une amplitude
de libration e plus petite qu’une valeur critique, notée ep¢a, ’écoulement demeure stable et
seul le pompage d’Ekman est visible pres de la paroi extérieure, I’écoulement reste stable dans
toute la sphere. Pour € > e, mais plus petit qu’'une valeur critique, que nous appelons €gy.p,
des rouleaux de Taylor-Gortler se développent au voisinage de la paroi extérieure, comme nous
I’avons vu au chapitre 5. Puis, pour une amplitude de libration € plus grande qu'une amplitude
critique €405, un écoulement turbulent est généré dans la couche visqueuse. Ces trois situations
sont résumées sur la figure 6.1. La fréquence de libration utilisée dans ces simulations, w = 3, est
telle qu’aucune onde inertielle n’est excitée par forcage direct. Cependant, les ondes inertielles
que ’on voit sont excitées dans le volume par le régime turbulent, qui semble clairement émettre
des ondes a partir de la région turbulente localisée au voisinage de I’équateur.
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TG Eturb

Régime Rouleaux Régime
stable longitudinaux turbulent

FIGURE 6.1 — Champ de vitesse radiale u,. dans une sphére en libration longitudinale (w = 3, E = 5x107°)
pour différentes valeurs de 'amplitude de forgage ¢ (de gauche & droite : € = 0,3, 0,55 ,0,85). erg et urp
sont respectivement les valeurs critiques de I'apparition de rouleaux longitudinaux (voir la vue rapprochée)
et de turbulence en paroi. La génération spontanée d’ondes inertielles est observée pour € > eyyrp.

6.3.2 Caractérisation des ondes inertielles générées spontanément

Pour caractériser les ondes inertielles générées spontanément, nous avons effectué des simu-
lations numériques, durant 30 périodes de libration, aprés un régime transitoire suffisamment
long pour que la dynamique du fluide soit pleinement turbulente dans la couche d’Ekman. Un
exemple est montré en figure 6.2(a) pour w = 2,1, ¢ = 0,8 et F = 4 x 107°. Nous avons également
représenté sur la figure 6.2(b) le spectre spatio-temporel de la vitesse radiale, u,, a partir d’une
coupe effectuée en r = 0,2 (ligne en tirets noirs sur la figure 6.2(a)). En plus de l'oscillation
réguliere de la vitesse radiale induite par le pompage d’Ekman a chaque cycle de libration, une
structure en chevrons est visible, qui est caractéristique de la propagation d’ondes inertielles
dans le volume.

Nous calculons en figure 6.3 le spectre associé au diagramme spatio-temporel pour obtenir
des valeurs quantitatives des fréquences et des longueurs d’ondes associées aux ondes inertielles
excitées. Une zone de forte amplitude est localisée en we, = 2,1 et pour de petites valeurs du
nombre d’onde axial k.. Cette zone est reliée au forcage direct a la fréquence w = 2,1 et témoigne
de la variation de vitesse associée au pompage d’Ekman a chaque cycle de libration longitudinale.
En plus de cette fréquence principale, nous observons une autre région d’amplitude conséquente
autour de we,; ~ 1,6 et k., ~ 3,5 qui représente la signature des ondes inertielles excitées par la
turbulence dans le volume.

La relation de dispersion des ondes inertielles fournit une relation entre ’angle de propagation
0 et la fréquence w des ondes : w = 2 cosf (Greenspan, 1968). Par conséquent, le pic observé
autour de we, ~ 1,6 correspond a un angle entre le vecteur cylindrico-polaire e, et la direction de
propagation de I’onde inertielle de 8 ~ 35° . Nous remarquons que cet angle est, en effet, 'angle
préférentiel observé sur la figure 6.2(a). Cependant, les ondes inertielles reques en différents
points dans le volume, depuis I’équateur, correspondent a différents angles de propagation 6 et
donc a différentes fréquences excitées we;.

Pour illustrer ceci, nous avons tracé le résultat de 'analyse temporelle du signal a différentes
positions axiales pour un rayon constant r = 0,2. Les courbes qui en résultent sont tracées
sur la figure 6.4(a). Pour toutes les positions axiales, un pic de grande amplitude est présent
a la fréquence de forcage, w = 2,1. Deux régions symétriques par rapport a I’équateur sont
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FIGURE 6.2 — (a) Champ de vitesse radiale u, en t = 57/(4w) pour E =4 x 1075, ¢ = 0,8 et w = 2,1.
(b) Diagramme spatio-temporel axial de la vitesse u, pendant 30 périodes en r = 0,2 et correspondant
a la simulation numérique représentée sur la figure 6.2(a) (ligne en tirets). En plus de l'oscillation de la
sphere, la propagation des ondes inertielles est visible.
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FIGURE 6.3 — Spectre spatio-temporel P(w,k,) pour les mémes parameétres que la figure 6.2 et montrant
la longueur d’onde axiale et la fréquence des ondes inertielles générées. La barre de couleur représente
Pamplitude de P(w,k.).
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FIGURE 6.4 — (a) Spectre temporel P(w) de la vitesse radiale u, pour une coupe a r = 0,2 en fonction
de la position axiale z et correspondant a la simulation numérique montrée sur la figure 6.2. La courbe
en pointillés cyans représente la position théorique d’une onde inertielle émise depuis 1’équateur [formule
(6.4)]. (b) Spectre temporel P(w) de la vitesse radiale u, mesurée dans le volume au point r = 0,2 et
différentes positions axiales : z = 0 (courbe en pointillés verts), z = 0,25 (courbe noire continue), z = 0,5
(courbe bleue en tirets-pointillés) et z = 0,75 (courbe en tirets rouges). (¢) Moyenne suivant la coordonnée
axiale z du spectre temporel P(w) de la vitesse radiale u, pris en r = 0,2. Les parametres utilisés pour
ces figures sont F =4 x107°;¢=0,8; w=2,1.
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également présentes pour des fréquences comprises entre we, ~ 1,2 et we, =~ 1,8. Notons que
I’amplitude du signal est non nulle mais beaucoup plus faible pour des fréquences we, < 1,2.
Nous avons représenté sur la figure 6.4(b) le spectre temporel de la vitesse radiale u, mesurée
au point 7 = 0,2 pour différentes positions axiales : z = 0, z = 0,25, z = 0,5 et z = 0,75. La
distribution des fréquences obtenues & ’équateur (z = 0) montre un signal faible, mais ne met
pas en évidence de pic localisé bien défini, excepté a la fréquence de forgage. Puis, lorsque nous
nous éloignons de I'équateur (z = 0,25), un premier pic apparait autour de we, ~ 1,6 — 1,8.
A mi-distance entre le pole de la sphere et ’équateur, z = 0,5, la fréquence excitée montre un
pic bien plus large en we; ~ 1,5 — 1,7. Finalement, proche des pdles, z = 0,75, le pic le plus
large est localisé autour de we, = 1,3 — 1,5. Les figures 6.4(a) et 6.4(b) suggeérent qu’un point
dans le volume en (r; z) voit préférentiellement 1'onde inertielle émise depuis ’équateur de la
sphére avec un angle 6 = arccos (w/2) qui peut, géométriquement, passer en ce point. En effet,
supposons que l'onde inertielle est émise depuis un point-source a I’équateur (r = 1; z = 0), la
fréquence correspondante de 'onde qui passe dans le volume au point de coordonnées (7; z) est
donnée par la relation de dispersion des ondes inertielles et se traduit par

W= o 20-r) (6.4)

VA2

A partir de cette expression, nous pouvons tracer le trajet géométrique suivi par une onde émise
depuis ’équateur de la sphere. Celui-ci est représenté 6.4(a) et semble bien indiquer que la fré-
quence préférentiellement observée en un point de la spheére correspond a une onde inertielle,
émise depuis le point (r = 1; z = 0), dont le trajet géométrique passe au point (r; z) dans le
volume. Nous pouvons également nous intéresser a une mesure globale des fréquences excitées
dans la sphere. Pour ce faire, nous avons représenté sur la figure 6.4(c) la moyenne du spectre
temporel suivant la coordonnée axiale z pour r = 0,2. Une fois de plus, un pic intense et localisé
est observé pour la fréquence de forcage w = 2,1. Mais, en plus de ce pic principal, un pic secon-
daire est visible autour de w = 1,4 — 1,6 comme nous ’avons observé ci-dessus et également en
géométrie cylindrique (Sauret et al., 2012a). De ces premiéres observations, il apparait que pour
une position radiale » donnée, la fréquence préférentiellement excitée we, dépend de la coordon-
née axiale z. Mais, en plus de cette propriété géométrique des ondes inertielles, la moyenne axiale
du spectre temporel montre clairement une concentration d’énergie localisée dans la gamme de
fréquence we,; = 1,4 — 1,6.

Les figures 6.5(a), (b), (c) & (d) présentent le spectre temporel P(w) en fonction de la
coordonnée axiale z pour différentes positions radiales r. Les simulations numériques ont été
effectuées pour w = 2,1, e = 0,7 et E = 4x107°. Nous avons également représenté la fréquence de
I'onde inertielle mesurée en chaque point (r, z) correspondant & une onde émise depuis ’équateur.
Ceci confirme les observations précédentes : la fréquence préférentiellement excitée en un point
du volume correspond a une onde inertielle émise en r = 1 et z = 0 et passant par le point
considéré. Ces figures suggerent que la concentration de 1’énergie en un point se fait par un pur
mécanisme géométrique au cours de la propagation. Mais, la figure 6.4(c) met en évidence qu'un
second mécanisme, en plus de la sélection géométrique, est a ’oeuvre pour concentrer 1’énergie
autour de la fréquence we, ~ 1,6. Ce mécanisme apparait au cours de la propagation et comme
nous allons le voir ci-dessous est induit par l'interférence des différentes ondes émises. De plus,
la viscosité est également susceptible de jouer un réle dans ces observations.

Cette concentration de I’énergie au cours de la propagation apparalt clairement si I’on mesure
la moyenne axiale du spectre temporel P(w) associé a la vitesse radiale w, pour différentes
distances r a la source. Les résultats sont présentés sur la figure 6.6. Pour tous les signaux, un

121



Chapitre 6: Génération spontanée d’ondes inertielles

B 0.3
0.6}
0.4
2
0.4} i | W
02| o ‘ Q i »
N 0 N 0 1 Fo.15
-0.2 ) 0.1
-0.2} & y ' Q
L e ‘ y 0.05
—0.4}
-06
] | ‘ .Y 0
0 0.5 1 25 ° 0 0.5 1 15 2 2.5
[0)
(b)
; ; = ‘ 0.3 0.82F ‘ ‘ : 3 0.3
0.68 | ] " f
o 0.62 | ]
048 | | WMo.25 0.25
042 | ]
0.28 | ]
0.2 052 | | W02
0.08 | ]
N 0.15 ~ 0.02f ‘ 1 Fo.15
—0.12 1 —0.18} 1
0.1 0.1
-0.32} , ] ~0.38] ]
~0.52} | 11 0.05 _o.58! ‘ 11 o.05
~0.72} | 1y, ‘ 0 ~0.78} ( ‘ “ ‘ 1L,
0 0.5 1 15 2 25 0 0.5 1 15 2 25
[0 (0]
(c) d)

FIGURE 6.5 — Spectre temporel P(w) en fonction de z pour des coupes effectuées a différentes positions
radiales : (a) r = 0,8, (b) r = 0,6, (¢) r = 0,4, (d) » = 0,2. Les courbes en pointillés cyan représentent la
position théorique d’une onde inertielle émise depuis I’équateur (formule (6.4)). Les paramétres utilisés
dans la simulation sont w = 2,1, ¢ = 0,7 et E = 4107°.
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FIGURE 6.6 — Moyenne axiale du spectre temporel de la vitesse radiale u, pour ¢ = 0,8, w = 2,1 et
E =4 x 107> mesurée en 8 rayons équidistants de r = 0,1 & r = 0,8.

pic localisé en w,, = 2,1 est visible et est causé par le forgcage direct a la fréquence de libration.
Puis, loin de la source, par exemple en r = 0,1 ou r = 0,2, un second signal apparait également
autour de 1,4 — 1,6 comme mentionné précédemment. Cependant, ce diagramme montre que le
second signal devient d’amplitude conséquente uniquement loin de la source. En pratique, on
peut estimer que pres de la source, par exemple en r = 0,8, toutes les fréquences sont présentes
et le signal apparait plus faible et moins localisé. Puis lorsque l'on s’éloigne de cette source
turbulente, le signal devient plus intense et plus localisé autour de la gamme de fréquences
caractéristiques we; ~ 1,4 — 1,6.

Une analyse spatio-temporelle, présentée sur les figures 6.7(a)-(d), montre qu'un processus
de sélection est également présent pour le vecteur d’onde k,. Au voisinage de I’équateur, c’est-
a-dire pres de la source turbulente, le vecteur d’onde axial se situe dans la gamme k, ~ 1 — 10
(figure 6.7(a)). Mais lorsque l'on s’éloigne de la région turbulente, (voir les figures 6.7(b)-(d)
correspondant respectivement a r = 0,6, r = 0,4 et r = 0,2), k, devient plus localisé autour de
k, ~ 2—4. Malheureusement, les valeurs de nombre d’Ekman que nous pouvons étudier dans nos
simulations numériques, tout en conservant un écoulement instable, ne sont pas assez étendues
pour fournir une étude systématique de la variation du nombre d’onde en fonction du nombre
d’Ekman. Des études systématiques ultérieures devront étre effectuées a l'aide d’un code plus
performant pour caractériser cette dépendance.

6.3.3 Influence de amplitude de forcage

Nous avons également effectué une étude systématique de I’écoulement généré dans le volume
pour différentes amplitudes de libration ¢, un nombre d’Ekman donné E = 4 x 10 et une
fréquence de libration fixée w = 2,1. La figure 6.8(a) présente la moyenne axiale des spectres
temporels obtenus pour r = 0,2 et la figure 6.8(b) présente les spectres temporels correspondant
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FIGURE 6.7 — Spectre spatio-temporel P(k,,w) de la vitesse radiale u, pour des coupes effectuées a
différentes positions radiales : (a) r = 0,8; (b) r =0,6; (¢) r = 0,4; (d) r = 0,2. Les parametres utilisés
dans cette simulation numérique sont £ =4 x 107°, w = 2,1 et ¢ = 0,7.
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FIGURE 6.8 — (a) Moyenne axiale du spectre temporel de la vitesse radiale u, en r = 0,2 pour w = 2,1,
E = 4 x 107° et différentes amplitudes de libration longitudinale ¢. (b) Spectre temporel de la vitesse
axiale mesurée au voisinage de la paroi extérieure au point (r = 0,99; z = 0,1) pour les mémes parametres
que la figure (a).
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Chapitre 6: Génération spontanée d’ondes inertielles

dans la couche visqueuse (r = 0,99; z = 0,01). Partant d’une amplitude de libration, ¢ = 0,2,
I’écoulement reste stable dans le volume et dans la couche limite. De plus, le seul pic observable
correspond a la fréquence de forcage w = 2,1. Aucune onde inertielle ne se propage dans le volume
car la fréquence de libration est supérieure a 2. Puis, en augmentant l'amplitude de libration
jusqu’a € = 0,5, nous observons 'apparition d’'un second pic, localisé autour de w = 1,05.
Il correspond a un phénomeéne de doublement de période comme observé dans le cas du cylindre
(Lopez et Marques, 2011; Sauret et al., 2012a). Puis, pour une amplitude de forgage plus élevée,
€ > 0,6, linstabilité centrifuge évolue en une région turbulente dans la couche d’Ekman. La
figure 6.8(b) montre que ’écoulement turbulent est caractérisé par un spectre temporel quasi-
constant pour des fréquences inférieures & la fréquence de forcage w, et par une pente en w™>
caractéristique d’une turbulence 2D pour w > wy;, (voir par exemple Kraichnan, 1967; Boffetta
et Ecke, 2012). De plus, un pic bien défini autour de we, ~ 1,4 — 1,6 est observé dans le volume
(figure 6.8(a)). Ainsi, des 'instant ol une région turbulente est générée dans un écoulement
en rotation, des ondes inertielles sont générées conduisant a un signal moyen piqué autour de
w=14-16.

6.3.4 Observations pour différentes fréquences de libration

Finalement, nous avons effectué les mémes analyses pour d’autres fréquences de libration
longitudinale : w = 0,1 (figures 6.9(a)-(b)) et w = 3 (figures 6.9(c)-(d)). Sur ces deux simulations,
des ondes inertielles sont excitées dans le volume suivant différents angles de propagation. Cette
observation est cohérente avec le cas étudié précédemment pour w = 2,1. Dans les deux cas,
la moyenne axiale du spectre temporel, pris en r = 0,2 met en évidence un pic important a
la fréquence de forgage direct, respectivement w = 0,1 et w = 3. Pour w = 3, la situation est
similaire au cas précédent, w = 2,1, avec un pic localisé autour de we, ~ 1,4 —1,6. Pour w = 0,1,
une gamme plus étendue de fréquences est excitée dans le volume mais le maximum du spectre
temporel se situe toujours autour de w ~ 1,5. Cette distribution plus large peut étre expliquée
par I’étendue latitudinale de la région turbulente qui n’est plus réellement localisée au voisinage
de I’équateur pour w = 0,1 (voir figure 6.9(a)). Par conséquent, un point donné dans le volume
voit plus d’ondes inertielles avec différents angles. Notons que les simulations effectuées pour la
plus petite fréquence de libration, w = 0,1, permettent d’exciter par forcage direct des ondes
inertielles dans le volume, correspondant au pic observé pour we, = 0,1 sur la figure 6.9(b).
Mais, le mécanisme de génération spontanée d’ondes inertielles par un écoulement turbulent
décrit dans ce chapitre est totalement générique et se superpose au forcage direct. Ces deux cas
confirment la situation décrite précédemment et montrent que cette dynamique ne dépend pas
de la fréquence de libration.

6.4 Comparaison avec un modele analytique idéalisé

6.4.1 Onde émise dans le volume

Contrairement a la génération d’ondes internes par un écoulement turbulent dans un fluide
stratifié, qui a fait I'objet de plusieurs études (voir par exemple Townsend, 1966; Bonneton et al.,
1993; Dohan et Sutherland, 2003, 2005; Taylor et Sarkar, 2007; Munroe et Sutherland, 2008;
Ansong et Sutherland, 2010), la génération spontanée d’ondes inertielles dans un écoulement
tournant par une région turbulente n’a jamais été étudiée. Les études menées en milieu stratifié
sont tout particulierement intéressantes car les écoulements tournants et les écoulements stra-
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FIGURE 6.9 — Champ de vitesse radiale u, pour E =4 x107°, ¢ = 0,8, (a) w = 0,1 et (¢) w = 3. Moyenne
axiale des spectres temporels correspondant, pris en r = 0,2 pour (b) w =0,1 et (d) w = 3.
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Chapitre 6: Génération spontanée d’ondes inertielles

tifiés partagent de nombreux points communs (Veronis, 1970). Par conséquent, un mécanisme
similaire s’appliquant aux écoulements en rotation pourrait expliquer le phénomeéne observé.

Nous soulignons que le modele analytique présenté dans cette section est encore préliminaire
et nécessite de futures études. Néanmoins, ces premiers résultats théoriques suggerent que 1’étude
de I’émission des ondes inertielles a partir d’une perturbation initiale pourrait expliquer les deux
principales caractéristiques observées en géométrie sphériques : la concentration de 1’énergie en
un point se fait par un pur mécanisme géométrique au cours de la propagation mais la fréquence
moyenne excitée se situe dans la gamme we, ~ 1,4 — 1,6.

En suivant le raisonnement effectué par Townsend (1966), AQ

le mécanisme responsable de la génération et de la sélection G,:

préférentielle d’'une gamme de fréquences des ondes inertielles -
se propageant dans le volume peut étre compris a l'aide d’un ZA 7
modele linéaire. Nous considérons un systéme de coordonnées /

8

lele & ’axe de rotation et 'axe (Ox) est perpendiculaire & cet g
axe, on a donc x = 1 — r. Ce repeére est présenté sur la figure \

6.10. Le forgage de libration longitudinale induit un écoule- ~

i
|
|
|
|
I

2D ou lorigine est placée a 1’équateur, 'axe (Oz) est paral- 0 = |
|
|
|
|
|
|

S~
|

ment turbulent localisé au voisinage de (z = 0,z = 0). Pour

simplifier le probléme, nous ignorons la présence de I'interface .
FIGURE 6.10 — Systéeme de coor-

données utilisé. Le point source est

o o ) i localisé au niveau de I’équateur de
ainsi la focalisation de Iénergie par le confinement lorsque les 1, gphare, en (0,0).

courbe de la sphére et la géométrie tridimensionnelle du pro-
bleme. Ceci est une limitation de notre modeéle car on ignore

ondes inertielles émises voyagent vers le centre de la sphere.
Néanmoins, comme le souligne Townsend (1966), la physique responsable de phénomeéne observé
doit pouvoir se comprendre a partir d’un modele bidimensionnel.

De plus, les conditions aux limites de continuité de la vitesse normale et des contraintes
doivent étre appliquées entre les couches limites turbulentes et I’écoulement en volume. Or,
excepté au voisinage des zones ol on peut avoir une éruption des couches limites, la vitesse
normale & la frontieére entre ces deux zones est nulle. Ainsi, comme la viscosité est supposée
nulle dans le volume, la condition de continuité sur les contraintes se raméne a une condition de
continuité sur la pression. Nous allons ainsi considérer dans la suite une impulsion initiale pour
la pression et étudier comment celle-ci se propage dans le volume. De plus, afin de simplifier
le calcul et garder un modele simple, nous supposons que la région turbulente bidimensionnelle
génere une perturbation que ’on peut modéliser par une distribution gaussienne, & la fois dans
le temps et dans la direction axiale z. Cette perturbation se traduit pour la pression par :

22 t?
Pinit = Po €XpP 902 9.2 (6.5)
ou po est 'amplitude de la perturbation en pression, a et 7 sont les échelles de temps et de
longueur qui mesurent la durée et I'extension verticale de la perturbation initiale. Dans la suite,

du fait des symétries du probleme, nous considérons la région définie par x > 0 et z > 0. La
transformée de Fourier de 1’expression (6.5) conduit a

Dinit = // dz dt pini exp [—ik, z +iwt]

2 2
= 2T poaT exp l—O; k.2 — 7—2(4)2] (6.6)
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6.4 Comparaison avec un modele analytique idéalisé

Nous considérons maintenant la propagation de cette perturbation. Chaque onde inertielle se
propage suivant
(u,p) = (o, po) exp [i (k- r — wt) — v [k?¢] (6.7)

ou v représente la viscosité du fluide, k = (k;,k,) le vecteur d’onde et w la fréquence de 'onde
inertielle. Le terme exp(—v |k?|t) représente donc une correction visqueuse. La relation de dis-
persion des ondes inertielles, w = 2k - e,/|k|, conduit a :

4 4
f= e soit kp =tk — —1 (6.8)
1+ (ky/k2) w

Puis, & partir des expressions (6.6) et (6.7), la pression en un point (z, z) et au temps ¢ s’écrit
1
p(z,z,t) = 2 / dk, dw Pinit exp [i (kzx+k,z—wt)—v (k:;c2 + kz2) t] . (6.9)

Nous utilisons la relation (6.8) pour substituer k, dans ’expression (6.9) puis nous intégrons
cette expression suivant le vecteur d’onde axial k,. On obtient alors

2

@) /d QTP w27 , 1<zﬁ:x\/4/w2—1)
zzt) = [ dw exp | ——— —iwt| exp |—=

pies V2my/a? 4+ 8v t/w? P 2 P a? +8vt/w?

(6.10)
A partir de cette relation, nous voyons que la contribution du dernier terme, qui correspond a
la propagation de ’onde, est localisée pres des droites définies par

i
~ ety — -1 6.11
z T w2 ( )

Cette condition signifie que la fréquence de I'onde inertielle doit étre proche de

2

V142
1+ 22/x2

Par conséquent, dans la région x > 0 et z > 0, nous pouvons approximer le dernier terme de

wp =+ (6.12)

I’expression (6.10), qui est associé a la propagation des ondes, par

1(z:|:93\/4/w271>2 Nexp[ 1 <4$2>2 (W — wy)? ]

2 a2+ 8ut/w? 2 \w?z) a2+8vtjw,?

exp (6.13)

ou on a développé l'expression & lordre le plus bas en (w — w,). Pour pouvoir obtenir une
approximation analytique de cette intégrale, supposons que

4 22 1
wr?z /a2 + 8vt/w,?

Cette condition signifie que nous considérons des perturbations de courtes durées ou que 1’on

> 7 (6.14)

étudie le signal loin de la source. De plus nous pouvons réécrire ’expression de la pression sous

la forme
2
aTp exp (—w?7?/2) , 1 [ 422 (W — wy)?
= [d —iwt — = 6.15
b / “ V271 a2+ 8vt/w? Rl el w2z ) a4+ 8vit/w,? (6.15)
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De maniére similaire & Townsend (1966), nous utilisons la méthode de la phase stationnaire qui
nous permet d’obtenir une expression de cette intégrale. La méthode de la phase stationnaire
permet d’obtenir une approximation de la forme

/dw g(w) ohw) — /h”Q(ZO) g(wo) exp(h(wo)) (6.16)

ol wy est telle que h'(wg) = 0. Nous posons alors

2
aTpy exp (—w?72/2) ) 1 [ 422 (w — wy)?
9(@) V271 a2+ 8vit/w? () Ty w2z ) a?2+48vt/w,? (6.17)

Pour avoir h'(wp) = 0, wy doit s’écrire

wo =wy —it

ERE e 619

422

Avec la condition (6.14), et en gardant seulement les termes d’ordre dominant, nous obtenons
une expression approchée de la pression :

2 2.2 2 4.2 .2 3,,2.2
Wp 2 W T t° w2« vt w,z
P=poaT — 5 exp(—iw,t) exp (— . ) exp l— ! T ! ] . (6.19)

4z 2 32 x 44

En supposant que le signal obtenu dans le volume est la superposition des excitations effec-
tuées a chaque cycle de libration, nous pouvons voir que différents angles de propagation des
ondes inertielles sont possibles. En pratique, la fréquence d’une onde inertielle en un point (z,z)

dans le volume est reliée a la fréquence w, = 2/4/1 + 22/22 et a I’épaisseur de I'onde inertielle
excitée. Cependant, en fonction de la fréquence de I'onde inertielle, le signal mesuré dans le
volume est plus ou moins amorti en fonction des interférences et de I'atténuation visqueuse. Par
conséquent, si nous moyennons le signal pour une position radiale donnée x, nous devons étre
capables de mesurer les ondes émises avec la plus grande amplitude.

A ce stade, nous devons déterminer les grandeurs caractéristiques des parametres «, 7 et pg.
Ces travaux sont toujours en cours et nous présentons ici les premieres pistes de réflexion qui
devront étre confirmées et poursuivies dans le futur.

6.4.2 Perspectives analytiques

La figure 6.11(a) montre la solution (6.19) pour les parameétres v = 1075, o = 0,1, 7 = 0.1
pour z = 0,9 (ce qui correspond & une droite verticale proche de I’axe de rotation). Si on trace les
profils analytiques pour différentes valeurs des parametres, on remarque que les valeurs de « et
v ne modifient pas la solution obtenue, a un facteur d’amplitude pres. Par contre, la valeur de 7
doit étre choisie comme suffisamment faibles pour que la solution analytique converge également
vers un profil donnée. On remarque que cette condition est imposée par la relation (6.14).
Prendre une faible valeur de 7 n’est pas totalement aberrant, car le temps caractéristique des
impulsions est fixé par ’écoulement turbulent. Néanmoins, ce résultat est encore intermédiaire
et des travaux futurs sont nécessaires pour déterminer la valeur de ce parametres a partir de nos
observations numériques.

Aux temps courts, le profil de pression est maximum en z = 0,9 pour z = 0,92. A l'aide de la
relation 6.12, nous pouvons traduire ce résultat sous forme de la fréquence excitée. Le résultat

130



6.5 Génération spontanée d’ondes inertielles dans un cylindre

FIGURE 6.11 — (a) Solution analytique p/pg en fonction de z calculée en x = 0.9 & partir de l'expression
(6.19) avec v = 107°, a = 0,1, 7 = 0.1. (b) Amplitude relative p/pg, pour les mémes parametres que (a)
mais en fonction de la fréquence w. Les courbes sont tracées tous les At = 0,01 et les fleches indiquent la
direction du temps.

est présenté en figure 6.11(b) pour les mémes parametres. Il apparait clairement ’amplitude
maximale de la pression dans le volume conduit & une pulsation we, ~ 1,42. Cette valeur
est assez proche de la fréquence préférentiellement excitée obtenue a ’aide de nos simulations
numériques.

Ces premiers résultats analytiques suggerent que la fréquence des ondes inertielles générées
spontanément par un écoulement turbulent est préférentiellement de 'ordre de we, ~ 1,42 —1,5.
Notons que contrairement aux travaux de Dohan et Sutherland (2005) et Taylor et Sarkar (2007),
les effets visqueux ne sont qu’un élément secondaire du mécanisme de sélection de la fréquence,
en accord avec les résultats théoriques de Townsend (1965, 1966). Soulignons que ces résultats
sont préliminaires et nécessitent, en particulier, de déterminer précisément comment modéliser
le temps caractéristique de 'impulsion initiale ainsi que son amplitude. Néanmoins, nous avons
tenu a les présenter dans ce manuscrit, car ils permettent de se faire une premiere idée du
mécanisme responsable de la propagation et de la sélection des fréquences excitées.

6.5 Génération spontanée d’ondes inertielles dans un cylindre

Apres avoir considéré la géométrie sphérique ol une zone turbulente est générée localement
pres de I’équateur, nous considérons un cylindre, soumis au méme forgage de libration lon-
gitudinale. Nous nous plagons toujours dans des situations ou l'amplitude de libration ¢ est
suffisamment importante pour générer une région turbulente au voisinage de la paroi extérieure.

Nous avons reporté sur les figures 6.12(a), (b) & (c) la dérivée axiale de la vitesse radiale,
0, u,, permettant d’obtenir une bonne visualisation des ondes inertielles générées. Pour les trois
fréquences considérées, w = 2,5, w = 0,1 et w = 4,1, nous sommes bien au-dela du seuil d’insta-
bilité et générons un écoulement turbulent dans le couche limite. Nous observons alors, comme
dans le cas de la sphere, des ondes inertielles générées spontanément dans le volume. Néanmoins,
une différence majeure est que, dans le cas cylindre, un seul angle, § ~ 40 — 50 °, semble étre
présent.

Pour comparer ces résultats directement au cas de la sphere, nous pouvons effectuer une
simulation numérique en géométrie cylindrique pour les mémes parametres qu’utilisés précé-
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FIGURE 6.12 — Dérivée axiale de la vitesse radiale, 9, u, dans un cylindre de rapport d’aspect H/R = 2
soumis & un forgage de libration longitudinale. Les champs sont pris & l'instant ¢ = 37/(2w) pour (a)
w=25¢=070, (b) w =01, =06 ¢et (¢) w=4,1 ¢ = 0,85 Le nombre d’Ekman est égal a
E = 3 x 107°. L’amplitude de la barre de couleurs est choisie pour faciliter la visualisation des ondes
inertielles émises spontanément dans le volume. Les lignes en tirets indiquent une orientation de 45°.

demment (w = 2,1, e = 0,7 et E = 4 x 107°). La figure 6.13(a) présente le spectre temporel
P(w) en fonction de la coordonnée axiale z pour une position radiale » = 0,2. Contrairement au
cas de la sphere, la fréquence préférentiellement excitée en un point du volume est quasiment
constante quelle que soit la valeur de z. Nous notons une amplitude importante pour w = 2,1
qui correspond a la fréquence de forgage directe, puis une fréquence wez. = w/2 = 1,05, induite
par un mécanisme de doublement de période (Lopez et Marques, 2011). Une région d’amplitude
conséquente, moins localisée, est visible pour wez. ~ 1,6. Cette zone peut s’expliquer a ’aide du
mécanisme proposé précédemment. Un point situé en (r; z) regoit les contributions venant du
bord du cylindre. Si le cylindre est de hauteur suffisante, il existe toujours une zone, excepté
pres des parois supérieure et inférieure, ot une onde émise de la paroi latérale avec une angle
de 6 ~ 45° peut I'atteindre. Ainsi, seul le processus de sélection est présent dans cette situation.
Notons que la moyenne du spectre temporelle suivant la coordonnée axiale z, présentée en figure
6.13(b), est similaire au cas de la sphere.

Nous pouvons, ici aussi, étudier différentes fréquences de forcage. Nous avons tracé sur les
figures 6.14(a), (b) & (c), la moyenne axiale des spectres temporels correspondant aux cas
présentés sur les figures 6.12(a), (b) & (c). Sans surprise, pour toutes les configurations, nous
observons un pic localisé a la fréquence de forcage, plus précisément w = 2,5 pour la figure
6.12(a), w = 0,1 pour la figure 6.12(b), et w = 4,1 pour la figure 6.12(c). En plus de ce pic
localisé, les diagrammes obtenus sont similaire a ceux de la sphere avec un second pic localisé
approximativement autour de w ~ 1,4 — 1,5 qui correspond & la fréquence des ondes inertielles
orientées a 45°. En effet, la structure observée est également la direction de la vitesse de groupe
des paquets d’ondes inertielles qui est relié a sa fréquence par la relation w = 2sin 6 (Greenspan,
1968). Cette relation nous donne w ~ 1,41 pour 0 ~ 45",

Le cas présenté en figure 6.12(a) pour la fréquence de forgage w = 2,5 a été récemment
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FIGURE 6.13 — (a) Spectre temporel P(w) de la vitesse radiale u, pour une coupe & r = 0,2 en fonction
de la position axiale z pour un cylindre de rapport d’aspect H/R=2et E=4-107° ¢ = 0,8, w = 2,1.
(b) Moyenne suivant la coordonnée axiale z du spectre temporel P(w) présenté sur la figure (a).

étudié par (Lopez et Marques, 2011). Ils ont également mis en évidence la présence de structure
cohérente dans le volume et ont estimé que les modes inertiels oscillent & la fréquence w/2
induit par un mécanisme de doublement de période. Ici, ce mécanisme conduit a une fréquence
d’excitation we, = 1,25 qui correspond au second pic sur la figure 6.14(a). Notons que les
structures observées sur la figure 6.12(a), en particulier les deux faisceaux d’ondes inertielles
émis depuis les coins, ne correspondent pas & ce mode inertiel. Nous pensons que ces structures
émises depuis les coins sont associées a un écoulement turbulent plus fort au voisinage des coins
pour cette fréquence de forcage particuliere.

La figure 6.12(b) a la fréquence w = 0,1 correspond au cas ot la structure des ondes inertielles
émises est la plus visible et la plus réguliere. Le spectre temporel présente également un pic au
voisinage de w ~ 1,4 dans ce cas. Notons que les autres pics visibles sur le spectre temporel
(pour w = 0,2,0,3,..) correspondent aux harmoniques associées a la fréquence de forcage.

Finalement la figure 6.12(c) a la fréquence de forgage w = 4,1 est particuliérement intéres-
sante car dans ce cas le mécanisme de doublement de période proposé par Lopez et Marques
(2011) ne peut pas étre présent. En effet, w/2 n’est pas la gamme de fréquence des ondes iner-
tielles, w € [0; 2] dans ce cas. Les structures associées aux ondes inertielles observées ne peuvent
donc pas étre reliées a la fréquence de forgage. Cependant, comme dans les deux cas précédent,
nous voyons apparaitre une structure préférentielle avec un angle 45° .

Les trois différents cas présentés ici ont été obtenus pour différentes fréquences de libration
longitudinale : w = 0,1, w = 2,5 et w = 4,1. Indépendamment de la fréquence du forcage, les
ondes inertielles générées par I’écoulement turbulent mettent en évidence un pic dans le spectre
temporel, localisé autour de w ~ 1,4 — 1,5. Ainsi, nous rejoignons la section précédente, ou
nous avons vu que la fréquence préférentiellement excitée par un écoulement turbulent dans un
écoulement en rotation est équivalente a la fréquence observée dans le cas des ondes de gravité
générées par turbulence (voir par exemple Dohan et Sutherland, 2005)). La différence majeure
est qu’ici, la fréquence préférentiellement excitée ne dépend pas de la coordonnée axiale z.

Contrairement au cas de la sphére, un parametre géométrique peut étre important dans le cas
du cylindre : son rapport d’aspect. Pour s’assurer que les ondes inertielles générées spontanément
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0.7 : —

FIGURE 6.14 — Moyennes verticales des spectres temporels, pris en r = 0,6 correspondant aux situations
présentées dans la figure 6.12, plus précisément pour (a) w = 2,5, (b) w = 0,1, (¢) w = 4,1. Les lignes en
tirets noirs indiquent dans chaque cas la fréquence de libration.
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FIGURE 6.15 — Influence de la hauteur du cylindre sur la génération spontanée d’ondes inertielles. Les
trois cas correspondent au méme nombre d’Ekman, £ = v/Qr R? =4 x 1075, w = 2,1 et ¢ = 0,7. Seule
la hauteur du cylindre change : (a) a = H/R=1,5, (b) a = H/R=2¢et (¢c) a = H/R = 3.

par I’écoulement turbulent dans la couche visqueuse latérale ne dépendent pas de ce parametre,
nous avons effectué trois simulations numériques avec le méme nombre d’Ekman, E = v/Qy R? =
4 x 107° et les mémes fréquence et amplitude de libration w = 2,1 et € = 0,7. Seule le rapport
d’aspect « = H/R a été modifié. Le résultat de nos investigations est présenté en figure 6.15 et
semble montrer que la hauteur du cylindre n’est pas un parametre essentiel pour ce phénomene,
du moment que « n’est pas trop petit pour générer une zone d’extension axiale suffisamment
importante.

6.6 Conclusion

Pour résumer, ce chapitre présente la premiere preuve de la génération spontanée d’ondes
inertielles a partir d’'un écoulement turbulent généré par le systéme lui-méme dans une sphere.
Ce mécanisme n’est pas limité a un conteneur oscillant autour de son axe, comme étudié ici, mais
est susceptible de se produire de maniére générique dans tout fluide en rotation en présence d’une
zone turbulente localisée. Les simulations numériques que nous avons effectuées montrent que ces
ondes inertielles sont générées a la fois dans des régimes ou usuellement aucune onde inertielle
ne se propage dans le volume (|w|> 2) et également dans le régime ou les ondes inertielles sont
directement excitées par le forgage harmonique (w € [—2;2]).

Nous avons également pu voir qu’une distinction doit étre faite entre une zone turbulente
localisée ou étendue dans l’espace, comme illustré par I’étude en géométrie sphérique et en
géométrie cylindrique. Notons que la méme distinction est présente dans le cas de la génération
spontanée d’ondes internes : un panache localisée va générer des ondes internes de la méme
maniére que le cas de la sphére présenté ici (Townsend, 1966), alors qu’une région turbulente
étendue génere des ondes internes dont les caractéristiques sont équivalentes au cas du cylindre
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FIGURE 6.16 — Visualisation par particules de Kalliroscope des structures générées par un forgage de
marées pour Qp = 0,307, E = 9,6 x 1075 et 3 = 0,07 (voir chapitre 7).

présenté ici (Taylor et Sarkar, 2007). La distinction entre ces deux régimes influence la structure
spatiale du champ d’ondes généré. Mais, dans tout les cas, I’énergie associée aux ondes inertielles
est concentrée autour de la fréquence préférentiellement excitée w ~ 1,4 — 1,6.

La caractérisation des ondes inertielles générées par ce mécanisme a été faite en utilisant
un modele numérique axisymétrique. Bien que ce modeéle soit restrictif, il nous a permis de
caractériser les structures spatiale et temporelle des ondes émises. Soulignons que le phénomeéne
observé numériquement semble aussi pouvoir étre observé expérimentalement comme illustré
sur la figure 6.16. Ici, une sphere en rotation est soumise a un forgage de marées qui peut
déstabiliser ’écoulement et générer un écoulement turbulent '. Une visualisation par particules
de Kalliroscope permet alors de mettre en évidence la présence de structures similaires a celles
observées sur la figure 6.1. La fréquences des ondes inertielles forcées directement par ce forgage,
w = 0,614, induit des ondes inertielles émises depuis la latitude critique et faisant un angle
0 ~ 72° avec I’axe de rotation. Ici, nous observons que les ondes semblent émises au voisinage de
I’équateur, dans une zone turbulente et leur angle caractéristique est plus proche de 45°. Ceci
suggere que ce mécanisme peut étre observé et mesuré expérimentalement. Néanmoins, ces ondes
sont de faibles amplitudes et leur caractérisation expérimentale demeure un grand challenge.

Pour conclure, soulignons que ’étude de ce phénomene dans les écoulements en rotation
peut avoir des implications directes dans différents systémes naturels, en particulier pour les
corps astrophysiques qui sont habituellement modélisés comme des sphéres ou des coquilles
sphériques en rotation. En effet, la plupart des corps astrophysiques sont soumis & différents
forgages harmoniques susceptibles de générer des ondes inertielles (Aldridge et Lumb, 1987;

1. Nous donnerons plus de détails sur ce point dans le chapitre 7
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Kuhn et al., 2000). Le mécanisme présenté dans cet chapitre est susceptible de se produire dans
des corps célestes, car certains d’entre eux, comme Io ou Europe, sont supposés abriter un régime
turbulent du fait du forgage de libration longitudinale (Noir et al., 2009). Plus généralement,
la génération spontanée présentée dans ce chapitre est un effet du premier ordre affectant tout
fluide en rotation en présence d’une zone turbulente et constitue une bonne analogie directe
entre fluide stratifié et fluide en rotation.
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Chapitre

Vent zonal et instabilités générés par
résonance d’ondes inertielles

L’observation est linvestigation d’un phénomeéne
naturel, et l'expérience est l’investigation d’un phé-
nomeéne modifié par linvestigateur.

Claude Bernard
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Jusqu’a maintenant, nous nous sommes placés dans des conditions telles qu’aucune onde
inertielle n’était excitée dans le volume par forcage direct. Ainsi, nous avons pu proposer, au
chapitre 3, une solution analytique permettant de décrire I’écoulement zonal en géométrie sphé-
rique, avec ou sans noyau, dans le cas d’un forcage de libration longitudinale. Ce calcul analytique
est en tres bon accord avec les résultats expérimentaux et numériques décrits au chapitre 4. De
plus, nous avons vu qu’il permet de retrouver le résultat de Wang (1970), fournissant 1’écou-
lement zonal dans un cylindre. Néanmoins, le probleme devient plus complexe deés lors que la
fréquence de forcage permet d’exciter des ondes inertielles. Dans ce cas, la théorie développée
précédemment ne peut plus s’appliquer stricto sensus car la couche d’Ekman diverge au niveau
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des latitudes critiques. De plus le for¢age peut, sous certaines conditions, exciter un mode propre
du conteneur.

Dans ce chapitre, nous illustrons tout d’abord, en géométrique cylindrique, que I’écoulement
zonal généré en présence de modes inertiels ne peut plus étre décrit par 1’étude analytique
effectuée au chapitre 3. En pratique, bien qu’'une contribution des couches limites visqueuses
soit toujours présente, les modes inertiels génerent également un écoulement non-linéaire dans
le volume qui dépend maintenant du nombre d’Ekman. Pour pouvoir atteindre des nombres
d’Ekman suffisamment faibles, tout en conservant une géométrie tridimensionnelle afin d’étudier
la présence possible d’une instabilité, le recours a des expériences de laboratoire est nécessaire.
Nous présentons, dans ce chapitre, les résultats expérimentaux relatifs & I'excitation d’ondes
inertielles par un forcage harmonique, plus précisément par une déformation de marées dans
une sphere en rotation. Nous mettons également en évidence qu’un écoulement zonal localisé est
généré et que celui-ci peut se déstabiliser via une instabilité de cisaillement. Une telle instabilité
est susceptible de se produire au sein de certains satellites ou planétes.

7.1 Introduction

7.1.1 Déviation a I’écoulement théorique en géométrie cylindrique

Nous avons vérifié au chapitre 4 que la théorie faiblement non-linéaire décrit correctement
I’écoulement zonal généré par un forcage de libration longitudinale dans diverses géométries
en l'absence d’ondes inertielles. Ceci a été illustré, dans la cas du cylindre, sur la figure 4.15
pour w < 1 ou w > 2. Par contre, pour des fréquences w € [0; 2], nous avons remarqué une
déviation a la solution analytique qui a été supposée induite par I'influence des ondes inertielles
dans le volume. Nous considérons de nouveau dans cette section des petites amplitudes de
libration longitudinale de telle sorte que la couche visqueuse soit centrifuge stable, a I'inverse
de la situation étudiée au chapitre 6. Les seules ondes inertielles présentes en volume sont donc
excitées par le forcage direct.

Noir et al. (2010) ont mesuré expérimentalement I’écoulement généré, a une hauteur fixe
z = 0,22, dans un cylindre de rapport d’aspect R/(2 H) = 1,0686 pour une fréquence de libration
longitudinale w = 1, une amplitude € = 0,4 et un nombre d’Ekman E = 10~%. Nous avons reporté
leurs mesures expérimentales sur la figure 7.1(a) ainsi que la solution analytique et le résultat
de la simulation numérique correspondant & ces parametres.

Cette figure met en évidence que les mesures expérimentales et la solution numérique sont en
tres bon accord mais different toutes deux de la solution analytique. Ceci n’est pas surprenant,
en effet pour w = 1 et a = 1,0686, un mode inertiel résonant, dont la structure est visible sur la
figure 7.1(c), est excité par le forgage de libration. La présence de ce mode modifie la structure
spatiale de I’écoulement zonal qui dépend maintenant fortement de la coordonnée axiale comme
illustré sur la figure 7.1(b). Pour pouvoir quantifier un tel écoulement zonal, nous introduisons
une énergie cinétique moyenne par unité de masse associée a 1’écoulement zonal dans le volume,
définie par

1 2,202
EC’Q = */ e r QQ dv. (71)
Vv
Le volume V a été choisi de telle sorte qu’il ne contienne pas les couches visqueuses proches des
parois ou 2y varie fortement. Typiquement, pour un cylindre de rapport d’aspect o = 2, nous
avons considéré des volumes rectangulaires de taille allant de r x z = [0,5 x 0,6] & [0,8 X 0,9] pour
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FIGURE 7.1 — Comparaison des profils de ’écoulement zonal obtenu expérimentalement, analytiquement
et numériquement dans un cylindre de rapport d’aspect R/(2 H) = 1,0686 pour ¢ = 0,4, E = 10™% et
w = 1. (a) Ecoulement zonal normalisé, g/c2, en z = 0,22. Les points rouges avec les barres d’erreur
sont les mesures expérimentales de Noir et al. (2010), la ligne noire continue est le résultat numérique et
la ligne en tirets bleus est la prédiction théorique. (b) Contours de I’écoulement zonal g /c? dans le plan

(r,z). (c) Vitesse axiale instantanée au temps ¢ = 27.
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x107° (2,2) (172)(274) (276)(174) (1,6)

FIGURE 7.2 — Energie cinétique adimensionnée E. > [définie par expression (7.1)] normalisée par €2 en
fonction de la fréquence de libration w pour £ = 5 x 107°, ¢ = 0,1 et un cylindre de rapport d’aspect
a = 2. Les lignes verticales et les symboles (n,k) indiquent les fréquences et nombres d’onde des modes
inertiels (voir le tableau 7.1). La courbe en tirets-pointillés noirs correspond a la prédiction analytique
en négligeant I'influence des ondes inertielles.

obtenir une valeur moyenne de E. 2 et estimer les barres d’incertitude. La variation de 1’énergie
cinétique moyenne associée a ’écoulement zonal est représentée sur la figure 7.2 en fonction de
la fréquence de libration w. Les barres d’incertitude estiment la variation de la valeur moyenne
entre les différents volumes de controle.

Cette figure montre que les valeurs les plus importantes de E.9 sont localisées pour des
fréquences de libration particulieres. Nous avons pu vérifier que ces fréquences particulieres
correspondent aux fréquences de résonance dans un cylindre de rapport d’aspect o = 2 comme
utilisé dans les simulations numériques (voir le tableau 7.1). Les modes inertiels non-visqueux et
axisymétriques sont définis par deux indices n et k correspondant respectivement aux nombres
d’onde radial et axial. Notons que seules les fréquences associées avec un nombre pair de demi-
longueurs d’onde axiale sont observées. Ceci est en accord avec la symétrie imposée par le forcage.
En effet, la libration longitudinale induit un écoulement azimutal qui est pair par rapport au plan
équatorial (z = 0). Les modes avec un nombre impair de demi-longueur d’onde ont une vitesse
azimutale impaire et ne peuvent donc pas étre forcés directement. Nous pouvons également
remarquer que les pics de plus grandes amplitudes sont associés avec les nombres d’onde les plus
petits et les fréquences correspondant & n > 3 ne sont pas visibles. En effet, la viscosité tend a
amortir les modes a grand nombres d’onde, qui possédent les plus petites échelles de longueur.
Notons finalement que le comportement général de E. 2 par rapport a w suit la tendance donnée
par la solution analytique qui néglige la présence de modes inertiels. Ce résultat suggere que
I’écoulement zonal induit par les couches visqueuses, présenté au chapitre 3, est toujours présent
et qu’une contribution des modes inertiels se rajoute a celui-ci.

L’effet des résonances sur E. 9 est également visible quand on modifie le rapport d’aspect du
cylindre en gardant constante la fréquence de libration w. La figure 7.3 présente les variations
de I'énergie cinétique associée a ’écoulement zonal en fonction du rapport d’aspect pour deux
fréquences : w = 0,1 et w = 1,27. Pour w = 0,1, E, > reste constante et égale a la prédiction théo-
rique, en effet, aucun mode inertiel n’est excité pour les parametres considérés. Pour w = 1,27, un
pic bien défini est visible pour oo = 2, en accord avec l'excitation d’un mode inertiel de nombres
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n=1|n=2 | n=3
k=11]0,7586 | 0,4370 | 0,3052
k=21 1,2681 | 0,8174 | 0,5901
k=3 | 1,5518 | 1,1152 | 0,8406
k=41 1,7075 | 1,3343 | 1,0509
k=51 1,7975 | 1,4916 | 1,2222
k=6 | 1,8527 | 1,6043 | 1,3592
k=171 1,8886 | 1,6860 | 1,4680
k=81 1,9130 | 1,7463 | 1,5544

TABLE 7.1 — Fréquences non-visqueuses des modes inertiels axisymétriques en fonction des nombres d’onde
radial n et axial k& pour un cylindre de rapport d’aspect o = 2 (voir Greenspan (1968)).

x 10

a=H/R

FIGURE 7.3 — Energie cinétique associée & I’écoulement zonal pour w = 0,1 (carrés rouges) et w = 1,27
(cercles bleus) en fonction du rapport d’aspect du cylindre « = H/R avec E = 5 x 1075 et ¢ = 0,1. La
ligne rouge continue et la ligne en tirets bleus représentent les valeurs théoriques de I'énergie cinétique
en l'absence d’ondes inertielles respectivement pour w = 0,1 (E. ~ 1,88 x 1073) et w = 1,27 (E.o ~
2.23 x 107?). La fréquence w = 1,27 correspond 4 la fréquence du mode (1,2) pour un cylindre de rapport
d’aspect oo = 2 (voir table 7.1).

d’onde (n,k) = (1,2) (voir table 7.1). L’excitation de ces modes est également responsable de
la déviation a la théorie pour o = 4. Il est intéressant de noter qu'un forcage résonant peut
faire décroitre 1’énergie cinétique associée a 1’écoulement zonal, dans notre volume de controle,
comme observé pour a = 1,5 et « = 2,2 ou les modes (3,4) et (2,2) sont respectivement excités.

Nous avons vu au chapitre 4, qu’en ’absence de modes inertiels, la vitesse angulaire associée
au vent zonal, {29, est constante dans le volume en géométrie cylindrique. Mais, lorsqu’un mode
inertiel est excité ce n’est plus le cas, comme illustré sur la figure 7.1(b). La structure radiale
de la vitesse angulaire 9, & une position axiale donnée, est illustrée sur les figure 7.4(a) et
7.4(b) quand le mode (n,k) = (2,1) est excité. Sur cette figure, les effets de la variation du
nombre d’Ekman (figure 7.4(a)) et de amplitude de libration (figure 7.4(b)) sont analysés. Une
dépendance claire avec le nombre d’Ekman est visible au voisinage de ’axe. Cette dépendance
n’est pas associée & une correction visqueuse de la fréquence du mode résonant car les corrections
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FIGURE 7.4 — Vitesse angulaire associée a I’écoulement zonal, Qs = %g/(r €2), dans un cylindre de rapport
d’aspect a = 2 pour w = 1,27, (a) avec ¢ = 0,05 et différentes valeurs du nombre d’Ekman : £ = 10~*
(courbe noire continue), E = 8 x 1075 (courbe tirets-pointillés verts), E = 6 x 10~° (courbe en tirets
rouges), E = 4 x 1075 (courbe en pointillés bleus) ; (b) pour E = 8 x 1077 et différentes amplitudes de
libration : € = 0,1 (courbe noire en gras), ¢ = 0,08 (courbe tirets-pointillés verts), e = 0,02 (courbe en
tirets bleus), € = 0,01 (courbe rouge continue).

sont négligeables pour le nombre d’Ekman que nous avons considéré (Wedemeyer, 1964). Au lieu
de ¢a, nous pensons que ces effets sont induits par des interactions non-linéaires présentes dans
la région proche de ’axe et ou les zones de cisaillement visqueuses émises depuis les coins se
rencontrent.

Comme 'amplitude des zones de cisaillement internes dépend du nombre d’Ekman, il n’est
pas surprenant d’observer que I'amplitude de 1’écoulement zonal augmente quand on diminue
le nombre d’Ekman. Malheureusement, la gamme de fréquences accessible dans nos simulations
numériques est assez limitée et ne nous permet pas de donner une loi d’échelle pertinente pour
le vent zonal. Par contre, nous observons sur la figure 7.4(b) que 1’écoulement zonal reste pro-

2 méme en présence de modes inertiels. Nous

portionnel au carré de 'amplitude du forcage e
suspectons que la légere différence qui apparait au voisinage de I’axe est induite par les effets
non-linéaires.

Pour étudier des nombres d’Ekman plus faibles et une situation tridimensionnelle, nous allons

mener des expériences de forcages de marées dans une sphére en rotation.

7.1.2 Modes résonants en géométrie sphérique

L’exemple présenté ci-dessus illustre I'importance des modes inertiels sur 1’écoulement zonal
qui présente maintenant une dépendance avec le nombre d’Ekman. Ainsi, quand £ — 0, I’écoule-
ment zonal pourrait devenir non-négligeable. Ce comportement est particulierement intéressant
pour les applications planétaires ou les nombres d’Ekman sont tres faibles. Dans la suite de ce
chapitre, nous allons nous placer en géométrie sphérique, qui est usuelle pour décrire les pla-
netes et satellites. Le dispositif expérimental, présenté au chapitre 2 et utilisé dans le cadre d’un
forcage de libration longitudinale au chapitre 4, ne permet pas d’atteindre des fréquences de li-
bration suffisantes pour exciter de maniére controlée les modes propres axisymétriques (m = 0)
de la sphere. Par contre, ce dispositif expérimental a été initialement pensé pour étudier 'effet
d’une déformation elliptique, c’est-a-dire un forgage de fréquence azimutale m = 2. La déforma-
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tion, induite par les rouleaux en rotation a la vitesse angulaire 2,5, permet d’exciter un mode
inertiel m = 2 de fréquence wy,0q4e €n ajustant la vitesse angulaire orbitale de telle sorte que

Qorp _ Wmode (7 2)

Qspin 2

ou pin est la vitesse angulaire de la sphere, qui est controlée de maniere totalement indépen-
dante des rouleaux. Notons que le facteur 2 provient du fait que la déformation elliptique est de
fréquence azimutale m = 2 et excite donc deux fois un mode a chaque rotation. Nous pouvons
alors reprendre le diagramme des modes propres de la sphére pour m = 2 (figure 1.8(c)) et
expliciter ces résultats en fonction du parameétre sans dimension :

Qorb

Op =
R Qspin

(7.3)

qui représente la vitesse angulaire de rotation de la déformation, adimensionnée par la vitesse
angulaire de la sphére. Le diagramme résultant est présenté en figure 7.5(a). Les champs de
pression correspondant aux trois modes propres que nous verrons dans la suite sont présentés
en figure 7.5(b), 7.5(c) et 7.5(d).

7.1.3 Etudes antérieures

L’étude expérimentale présentée dans ce chapitre prend pour origine une étude numérique
menée par Tilgner (2007) (voir également Maas, 2001). Celui-ci a considéré l'effet d’un forgage
de modes m = 2, i.e. un forcage de marées, dans une coquille sphérique en rotation. Pour étudier
ce phénomene, des modes inertiels linéaires sont injectés dans une coquille sphérique en rotation
(voir chapitre 1) :

v1(r,t) = Re{u; el @1F29)} (7.4)

L’interaction non-linéaire de ces modes génere alors un écoulement axisymétrique (m = 0).
Notons que dans son étude, Tilgner considere des conditions de glissement aux parois, par
conséquent aucun écoulement zonal n’est généré par le mécanisme décrit aux chapitres 3 et 4.
Seuls les modes inertiels peuvent générer ici un écoulement zonal. Un exemple d’écoulement
non-linéaire généré pour un mode particulier, w = 0,88, un nombre d’Ekman E = 107 et un
rapport d’aspect Rjni/Rezt = 0,2 est représenté sur la figure 7.6(a). Des bandes de cisaillement
sont visibles dans le volume et s’ajoutent a un écoulement géostrophique, invariant suivant la
direction axiale z. Tilgner a alors étudié 'influence de la taille du noyau sur I’écoulement zonal
pour ce mode particulier, w = 0,88, en fonction du nombre d’Ekman. Ces résultats sont présentés
sur la figure 7.6(b) et suggeérent que la taille du noyau influe sur la variation du vent zonal avec
le nombre d’Ekman. Pour de petites tailles de noyaux (0,01, 0,03), 'amplitude de 1’écoulement
zonal sature trés tot et devient indépendante du nombre d’Ekman (pour E < 2 x 107%). Alors
que pour des tailles de noyau plus conséquentes, 'amplitude du vent zonal augmente fortement
quand le nombre d’Ekman devient plus petit. Tilgner a également étudié la divergence de ce vent
zonal pour différents modes. Ces résultats sont reportés en figure 7.6(c) et suggerent que tous les
modes dans la coquille divergent quand E devient petit, si la taille du noyau est suffisante. Notons
toutefois que la valeur du nombre d’Ekman nécessaire pour obtenir un régime asymptotique
differe selon le mode. Par exemple pour le mode w = —0,23, un régime asymptotique est déja
présent & F = 10~* alors que pour un mode w = —0,80, le régime asymptotique n’est présent
qu’a partir de E = 1075, Tilgner a également suggéré que ces écoulements zonaux pourraient
générer des écoulements de I'ordre de 15 m.s~! sur Jupiter du fait des marées générées par son
satellite To. Nous reviendrons sur ces applications astrophysiques dans la fin du chapitre.

147



Chapitre 7: Vent zonal et instabilités générés par résonance d’ondes inertielles

2
1.5} - .
.
o 1t ] '
0.5/ . . . : .
; o

0.5

0 0.5 1
r r

(b) () (d)

FIGURE 7.5 — (a) Valeurs de Qg associées aux modes propres de la sphére soumise & un forcage m = 2 en
fonction du degré du polyndéme de Legendre . Champ de pression associé au mode propre (b) Qr = 0,3841
(I=4), (c) Qg =0,1782 (I = 6) et (d) Qr = 0,5578 (I = 6) dans une sphére en rotation soumise & un
forcage de marées (m = 2).
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7.2 Résonance de modes inertiels dans une sphere

FIGURE 7.6 — (a) Contour du vent zonal généré u,o pour w = 0,88 et £ = 107° dans une coquille
sphérique de rapport d’aspect Rini/Rest = 0,2. Energie cinétique Ey, associée a ’écoulement zonal ug o
en fonction du nombre d’Ekman (b) pour le mode w = 0,88 et différents rapport d’aspect R;n:/Rext
(indiqués sur les courbes) et (c¢) pour Rint/Rest = 0,2 et différents modes de fréquence w (indiquées
sur les courbes). La droite en trait fin représente une variation en Edr_?’/ 2 (Figures extraites de Tilgner
(2007)).

Une telle étude numérique, effectuée dans la limite asymptotique des petites amplitudes de
forgage et avec des conditions aux limites de glissement a la paroi appelle une validation expéri-
mentale. Ce travail a été commencé par Morize et al. (2010) qui ont pu montrer qu’un écoulement
intense est généré pour des modes propres de la sphére via un mécanisme non-linéaire. Cepen-
dant, la loi d’échelle obtenue expérimentalement suggere une variation de I’écoulement zonal en
E~3/10 ainsi qu'une saturation, attribuée a I'absence d’un noyau interne, rejoignant les propos de
Tilgner (2007). Dans la suite nous allons revenir sur cette expérience et compléter ces résultats.
Nous montrerons que la loi d’échelle obtenue expérimentalement pour un mode particulier est en
fait légerement différente et dépend du mode résonant considéré. De plus, la saturation observée
expérimentalement s’explique par la présence d’une instabilité de cisaillement pouvant conduire
a un régime turbulent. La présence d’un écoulement turbulent généré par le systeme sous ’effet
d’un forcage pourrait avoir des conséquences intéressantes pour les applications astrophysiques,
par exemple pour expliquer la présence d'un champ magnétique sur certains satellites joviens.

7.2 Résonance de modes inertiels dans une spheéere

7.2.1 Influence de la fréquence de forcage

Dans un premier temps, nous pouvons étudier I'influence de la fréquence de forgcage Qp
sur I’écoulement zonal généré dans la sphere. Ce travail a déja été effectué quantitativement
par Morize et al. (2010) (voir la figure 7.7). Néanmoins, nous prenons le temps de vérifier ici
ces résultats, avant d’étudier I'influence de 'amplitude de forgage, du nombre d’Ekman et de
considérer la présence d’un noyau interne dans la derniére partie de ce chapitre. Pour ce faire,
nous utilisons une visualisation qualitative de I’écoulement a ’aide de particules de Kalliroscope
(voir section 2.2.4.1). En labsence de mode résonant, 'amplitude de I’écoulement zonal généré
ne présente pas de grandes variations avec la distance au centre de la sphére et nous observons
un fond noir quasi-uniforme, synonyme d’un écoulement proche d’une rotation solide dans le
volume. En pratique, un écoulement zonal faible est généré par les couches limites suivant le
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FIGURE 7.7 — Maximum de la norme de la vitesse azimutale du vent zonal adimensionnée, \u¢,|mm pour
B = 0,04 et E = 946 x 1075 en fonction de Qr. Les lignes verticales en pointillés représentent des
fréquences de résonance de modes m = 2 dans une sphere (extrait de Morize et al. (2010)).

mécanisme présenté aux chapitres 3 et 4 dans le cas d’un forgage de libration longitudinale. Par
contre, pour des valeurs de Qr = Qup/Qspin bien choisies, nous voyons apparaitre des bandes
verticales qui sont la signature d’une structure plus complexe de 1’écoulement et qui traduisent
la présence d’un mode résonant. Par exemple, pour une amplitude de forcage 8 = 0,04 et un
nombre d’Ekman F = 1,45 x 107°, nous voyons apparaitre trois valeurs particulieres de Qg :
Qr ~ 0,178, Qr ~ 0,384 et Qi ~ 0,55, présentées respectivement sur les figures 7.8(a), 7.8(b) et
7.8(c). Ces valeurs correspondent bien a des modes résonants théoriques pour un forgage m = 2
dans la sphere (voir figure 7.5).

Nous avons étudié, de maniére systématique, 'influence de Q2g. Pour cela nous reportons le
gradient de l'intensité lumineuse, mesurée sur nos photographies. En présence d’un mode réso-
nant, des bandes de cisaillement lumineuses apparaissent et la valeur de ce gradient augmente en
conséquent. La figure 7.8(d) présente le résultat de cette investigation. Nous voyons apparaitre
un pic important pour Qg = Q/Qspin petit. Dans cette région, I'instabilité elliptique se déve-
loppe pour les parameétres considérés. Ce que nous mesurons n’est donc pas la trace d’un mode
résonant mais d’une instabilité. Par contre, les trois pics observés pour des valeurs plus impor-
tantes de Qp, correspondant aux images 7.8(a), 7.8(b), 7.8(c) et sont clairement la signature
des modes résonants. Ce sont les seuls modes que nous pouvons visualiser avec des particules de
Kalliroscope dans la sphére pour un forcage de marées avec les parameétres E = 1,45 x 107° et
f = 0,04. En rapprochant ces résultats de la relation de dispersion présentée en figure 7.5(a), il
apparait que les modes visualisés sont ceux correspondant a une valeur de [ paire, c’est-a-dire a
un mode symétrique par rapport a I’équateur. Comme dans le cas de la libration dans le cylindre,
présenté ci-dessus en section 7.1.1, le forgage présente une symétrie par rapport a I’équateur qui
implique la méme symétrie pour les modes résonants. Il est donc normal de ne pas pouvoir
exciter les modes dont la valeur du nombre d’onde axiale est impair. De plus, seuls les modes
pour I < 6 sont excités. Ceci n’est également pas surprenant : les modes de plus grandes valeurs
de [ correspondent a des structures de taille plus faible. Ces modes sont donc plus facilement
amortis par les effets visqueux et il est plus difficile de les visualiser pour un nombre d’Ekman
modéré (E = 1,45 x 107°). En résumé, cette étude préliminaire confirme que les modes que nous
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FIGURE 7.8 — Détermination des modes résonants par visualisation directe (particules de Kalliroscope)

pour E = 1,45 x 1075, 8 = 0,04 et (a) Qp = 0,178, (b) Qr = 0,384 et (c) Qg = 0,55. (d) Gradient
d’intensité lumineuse en fonction de Qg pour E = 1,45 x 1072 et 5 = 0,04.
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observons sont bien ceux mesurés quantitativement par Morize et al. (2010). Notons qu’avec des
mesures quantitatives par PIV et une valeur du nombre d’Ekman plus faible (E = 9,46 x 1079),
ceux-ci ont pu mettre en évidence deux autres modes résonants correspondant a [ = 8. 1l est
probable que les structures associées a ces modes soient trop complexes pour observer une trace
bien nette avec une visualisation par particules de Kalliroscope.

Dans la suite, afin de quantifier I'influence de 'amplitude de marées et du nombre d’Ekman
de 1’écoulement, nous allons effectuer des mesures PIV du champ des vitesses a ’aide d’une
caméra placée dans le référentiel en rotation avec la sphere. Cette méthode a été détaillée au
chapitre 2 et est similaire & la méthode suivie par Morize et al. (2010). La seule différence est
que nous capturons 24 images par seconde puis nous prenons la moyenne temporelle du champ
obtenu sur un grand nombre de rotations (typiquement entre 60 et 100), alors que Morize
et al. (2010) enregistraient une image par rotation. Comme la déformation tourne & une vitesse
différente de la caméra, effectuer une moyenne temporelle des champs de vitesses est équivalent
a prendre la moyenne azimutale pour différentes positions de la déformation. Nous pouvons ainsi
remonter a ’écoulement zonal généré. Des exemples de champs PIV obtenus sont présentés sur
la figure 7.9(a) pour Qr = 0,178 et sur la figure 7.9(b) pour Qr = 0,384. Notons que la réfraction
induite par les interfaces air-silicone et silicone-eau conduisent a la présence d’une zone d’ombre
pour r > 85 mm ou nous ne pouvons pas mesurer le champ des vitesses. De plus, méme si
une correction optique a été prise en compte, la précision de nos mesures sera moindre pour les
grandes valeurs de r car les effets de réfraction y sont bien plus importants. Les champs obtenus
illustrent clairement la présence de bandes de cisaillement dans le volume. Avec ces champs
PIV, nous pouvons alors obtenir les profils de vitesse azimutale suivant la coordonnée radiale
qui sont présentés en figure 7.9(c) et 7.9(d). Nous allons quantifier dans la suite "amplitude de
cet écoulement en fonction des parametres 3 et E.

7.2.2 Influence de amplitude de marées

Nous nous intéressons dans cette section & I'influence de la déformation elliptique 3, ¢’est-a-
dire de la force de marées exercée sur une planete en rotation par son satellite. Dans cette série
d’expériences nous avons conservé le nombre d’Ekman, E, constant et égal & F = 9,46 x 1076.
Notre dispositif expérimental nous permet d’étudier 5 € [0,02; 0,09] avec une précision de +0,005.
Nous nous sommes concentrés ici sur le mode Qz = 0,384 qui est celui dont I’écoulement zonal
présente la plus forte amplitude des trois modes que nous pouvons exciter dans notre systeme.
Ainsi, Uerreur relative dans 'estimation de 'amplitude de 1’écoulement zonal généré est plus
faible. Nous avons reporté sur la figure 7.10(a), les profils de la vitesse azimutale de I’écoulement
zonal adimensionnée : uy =< Uy > /(Qpin R) ot < Uy > est la vitesse obtenue par PIV en
effectuant la moyenne du champ des vitesses sur un grand nombre de rotations (typiquement de
lordre de 70 rotations). La premiére observation que nous pouvons faire est que 'amplitude de
I’écoulement zonal varie fortement avec 'amplitude de forcage. Partant d’un for¢age d’amplitude
faible, 5 = 0,025, nous augmentons sa valeur et voyons des profils, de formes similaires, jusqu’a
B = 0,045. Par contre, pour 8 = 0,055, le profil de vitesse associé a 1’écoulement zonal semble
différent, ce qui n’a pas été discuté dans I’étude précédente de Morize et al. (2010). En particulier,
I’amplitude du vent zonal ne semble pas varier fortement entre les excentricités 5 = 0,045 et
B = 0,055 ce qui peut paraitre surprenant. En continuant d’augmenter I’amplitude de forcage, le
profil de I’écoulement zonal reste similaire au profil observé pour S = 0,055 mais son amplitude
augmente. Et finalement, pour la plus forte amplitude de déformation que nous pouvons étudier
dans notre systéme expérimentale, le profil obtenu est totalement différent (5 = 0,085).
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FIGURE 7.9 — Champs de vitesses obtenus par mesures PIV dans le plan équatorial pour 8 = 0,045 et (a)
E=14x1075 Qr=0,178 et (b) E = 1,25 x 1075, Qp = 0,384. Le centre de la spheére est en (0,0). (c)
et (d) sont respectivement les profils de vitesse azimutale en fonction du rayon pour les champs PIV (a)

et (b).
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FIGURE 7.10 — (a) Vitesse azimutale de ’écoulement zonal adimensionnée, uy, pour E = 9,46 x 1079,
Qr = 0,384 et différentes excentricités : = 0,025 (bleu), 8 = 0,035 (vert), 8 = 0,045 (rouge), 8 = 0,055
(cyan), f = 0,065 (magenta), 8 = 0,075 (noir), § = 0,085 (marron). (b) Mémes profils de vitesse mais
renormalisés par 2.

Pour quantifier cette variation, nous mesurons le maximum de la vitesse azimutale de ’écou-
lement zonal adimensionnée en fonction de 'amplitude du forcage 3. Ces résultats sont présentés
sur la figure 7.11, ainsi qu'une droite de pente 32, qui est la variation attendue pour un effet
non-linéaire. Nous remarquons que pour les valeurs de 8 < 0,05, une variation en 2 est visible,
en accord avec les mesures qui avaient été effectuées par Morize et al. (2010). L’écoulement zonal
généré par le forcage de marées est bien un effet non-linéaire, comme dans le cas de la libration
ou de la précession (Busse, 1968b; Noir et al., 2001). Par contre, pour le nombre d’Ekman et
le mode considéré ici, cette amplitude ne varie pas ou peu, entre § = 0,045 et § = 0,055. Puis,
I'amplitude de I’écoulement zonal présente de nouveau une dépendance non-linéaire en 32 pour
B > 0,055. Ainsi, I’écoulement zonal mesuré confirme bien que le mécanisme responsable de
I’écoulement zonal est non-linéaire, mais une phénomeéne non discuté par Morize et al. (2010)
semble présent et modifie 'amplitude de 1’écoulement zonal, ici pour 5 ~ 0,05.

Nous pouvons alors tracer les profils de la vitesse azimutale renormalisée par 32 afin de
caractériser cette transition. Ces profils sont représentés en figure 7.10(b). Les profils pour les
petites valeurs de 8 (5 = [0,025; 0,035; 0,045]) se superposent correctement (notons que le profil
tracé pour S = 0,025 est celui qui comporte la plus grande incertitude expérimentale du fait de la
faible amplitude du forgage). Par contre, le phénomene observé entre 8 = 0,045 et 5 = 0,055 est
clairement visible sur les profils renormalisés. Alors que ces profils pour 5 = [0,055;0,065;0,075]
se superposent trés bien, tous trois sont clairement différents des profils observés pour les plus
faibles valeurs de S3.

Nous pouvons alors nous interroger sur le changement de forme du profil de vitesse azimutale
qui, selon les études précédentes, devrait rester similaire. Pour mieux comprendre ce phénomeéne,
nous effectuons des visualisations par particules de Kalliroscope. Les figures 7.12(a) et 7.12(b)
montrent ’écoulement observé dans un plan méridional coincidant avec I’axe de rotation pour
le méme nombre d’Ekman, F = 1,42 x 107°, la méme fréquence de forcage, Qr = 0,384, mais
deux amplitudes de forcage différentes, respectivement 8 = 0,03 et 5 = 0,05. La structure de
I’écoulement apparait ici différente. Pour la plus faible amplitude de forgages, la bande lumineuse
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FIGURE 7.11 — Maximum de la norme de la vitesse azimutale du vent zonal adimensionnée, |tg|maz €n
fonction de I’excentricité 8 pour E = 9,46 x 1076 et Qr = 0,384. La droite en tirets représente une
variation en 32.

est verticale et réguliere, alors qu’en augmentant ’amplitude de forcage un écoulement plus
complexe est présent. L’expérience montre qu’une instabilité semble se développer et serait donc
susceptible de modifier I’écoulement zonal mesuré. Nous reviendrons sur ce point dans la suite.

7.2.3 Influence du nombre d’Ekman

Nous venons de montrer que "amplitude de I’écoulement zonal est non-linéaire, il varie en 2.
Nous pouvons maintenant étudier la dépendance de cet écoulement avec le nombre d’Ekman. En
effet, pour les planctes et satellites, le nombre d’Ekman est trés petit, typiquement £ < 10712
Nous avons considéré dans cette section les deux modes résonants les plus simples a exciter dans
notre dispositif expérimental : Qp = 0,178 et (0 = 0,384. Les profils de vitesse azimutale obtenus
expérimentalement sont présentés en figure 7.13(a) et 7.13(b). Sur ces figures, 'amplitude de la
déformation elliptique est gardée constante et égale a S = 0,045. La premiére remarque que nous
pouvons faire est que, contrairement au cas présenté aux chapitres 3 et 4, I’écoulement zonal
montre clairement une dépendance avec le nombre d’Ekman. L’amplitude de celui-ci augmente
lorsqu’on diminue le nombre d’Ekman, en accord avec les mesures antérieures de Morize et al.
(2010). De plus, nous pouvons voir que la forme du profil semble changer pour une valeur de
Ekman donnée : entre £ =1,2 x 107° et E = 8,5 x 107 pour le mode Qp = 0,178 présenté sur
la figure 7.13(a) et entre £ = 1,22 x 107° et E = 9,83 x 1075 pour le mode Qi = 0,384 présenté
sur la figure 7.13(b).

Afin de déterminer plus précisément la variation de ’amplitude de ’écoulement zonal en fonc-
tion du nombre d’Ekman, nous adoptons une méthode similaire & celle de Morize et al. (2010).
Nous mesurons le maximum de la norme de la vitesse azimutale du vent zonal adimensionnée,
|Up|maz pour le mode & Qr = 0,384. Par contre, le mode pour Qg = 0,178 est plus complexe
a quantifier. En effet, la figure 7.13(a) montre que la position radiale ou la norme de la vitesse
azimutale adimensionnée est maximum (en amplitude) dépend de la position. Pour des petits
nombres d’Ekman, ce maximum en amplitude se trouve au voisinage de r ~ 0,75, mais ensuite
ce maximum se trouve au niveau de r ~ 0,35. Afin de mesurer précisément la dépendance en
Ekman, nous avons considéré, pour ce mode, uniquement ’amplitude en r ~ 0,35. Les résultats
obtenus sont présentés sur la figure 7.14. La premiere remarque que nous pouvons faire concerne
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FIGURE 7.12 — Visualisation par particules de Kalliroscope de 1’écoulement dans le plan
coincidant avec l'axe de rotation pour E
différentes, (a) 5 = 0,03, (b) 8 = 0,05.
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FIGURE 7.13 — Vitesse azimutale du vent zonal adimensionnée, ug, pour 5 = 0,045, et différentes nombres

d’Ekman (indiqués sur la figure) pour le mode correspondant a (a) 2z = 0,178 et (b) Qr = 0,384.
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la loi d’échelle pour le mode Qg = 0,384. Morize et al. (2010) ont déterminé que celle-ci suit une
variation en ug o< E—3/10 et ont proposé une explication basée sur la présence d’une latitude
critique similaire & celle proposée par Noir et al. (2001) dans le cas de la précession. Il s’avere
que ce raisonnement ne peut s’appliquer ici. En effet, Busse (1968b, 2010a) ou Suess (1971) ont
montré que la présence d’une latitude critique génere un cylindre géostrophique a la verticale
de celle-ci. Dans le cas de la précession, par exemple, ce cylindre géostrophique est en r = 0,866
comme 'ont montré les expériences de Malkus (1968) ou les simulations numériques de Noir
et al. (2001). Dans le cas d’un forgage de marées avec une déformation tournante, la position 6,
de la latitude critique vérifie

cosf.=1—-Qp (7.5)

ou 6. est 'angle par rapport a ’axe de rotation. Dans le cas d’une déformation fixe dans le
référentiel du laboratoire, nous retrouvons 6. = 0, c’est-a-dire une latitude critique aux podles
de la sphere, situation étudiée par Suess (1971). Dans le cas d’une déformation tournante a la
vitesse angulaire Qg = 0,384, la latitude critique se trouve alors & un angle 6. ~ 52°. Ainsi,
le cylindre géostrophique correspondant a cette latitude critique est & une distance r ~ 0,79
du centre. Or, ce que Morize et al. (2010) ont tracé expérimentalement et que nous reportons
a aide de nos nouvelles mesures sur la figure 7.14 est le maximum de la norme de la vitesse
azimutale du vent zonal adimensionnée qui se situe en r ~ 0,6. Ainsi, un raisonnement basé
sur une loi d’échelle en E—3/10 ne s’applique pas ici. De plus, nous avons recalibré la vitesse
de rotation de la sphere et des rouleaux, de maniére & pouvoir précisément choisir la fréquence
de résonance (le controle de la vitesse orbitale se fait maintenant par ordinateur). Ainsi, nous
espérons garder une valeur proche de la résonance, méme en variant le nombre d’Ekman et donc
la vitesse de spin Q. Nous supposons que dans 1'étude de Morize et al. (2010) la fréquence
excitée ait pu étre légerement différente du mode propre de la spheére (2 = 0,38 au lieu de
Qr = 0,384). Une autre explication pourrait venir de la méthode pour obtenir le champ moyen.
Alors que nous avons pris la moyenne temporelle des champs de vitesses filmé en continu (24
images par seconde), Morize et al. (2010) ont enregistré une image par tour et pris la moyenne
temporelle résultante. Cette différence de méthode pourrait également expliquer les différence
observées. Avec notre méthodologie, nous obtenons une variation du maximum de la norme de
la vitesse azimutale du vent zonal adimensionnée en E~%%* (voir figure 7.14). De plus, nous
notons, tout comme Morize et al. (2010), une saturation de 1’écoulement zonal au voisinage
de E ~ 107°. A l'aide de visualisation par particules de Kalliroscope, nous avons pu voir que
I'instabilité présentée précédemment intervient ici lorsque nous diminuons le nombre d’Ekman.
Un tel comportement n’est pas surprenant au vu de la variation de 'amplitude de 1’écoulement
zonal avec le nombre d’Ekman. Lorsque nous diminuons le nombre d’Ekman, le cisaillement
devient plus important et peut conduire a une instabilité que nous discuterons dans la suite.
Nous avons également considéré 1’écoulement associé a un autre mode, pour Qp = 0,178. Les
résultats expérimentaux sont différents. Dans cette situation la divergence de I’écoulement zonal
est bien plus importante, en E~%!. Par contre, nous notons une saturation de I’écoulement pour
une valeur plus ou moins identique du nombre d’Ekman, E ~ 1075,

Nous pouvons renormaliser 1’écoulement zonal obtenu avec les lois d’échelles ci-dessus. Les
profils obtenus sont représentés sur les figures 7.15(a) et 7.15(b) pour respectivement 2z = 0,178
et QQp = 0,384. Les deux cas montrent une superposition correcte des courbes au voisinage de
la zone ou a été prise 'amplitude du vent zonal (r = 0,3 pour Qr = 0,178 et r = 0,6 pour
Qp = 0,384). Néanmoins l’accord est moins bon dans les autres zones, en particulier au voisinage
de 0,8 pour Qg = 0,178. En pratique, un écoulement zonal induit par les couches visqueuses,
similaire au mécanisme présenté au chapitre 3, est toujours présent. L’effet du mode inertiel est
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FIGURE 7.14 — Maximum de la norme de la vitesse azimutale du vent zonal adimensionnée, |tg|mqz en
fonction du nombre d’Ekman F pour § = 0,045 et Qg = 0,178 (cercles bleus) et Qp = 0,384 (cercles
rouges). Les droites en pointillés représentent les meilleures régressions linéaires, respectivement de pente
E72’1 et Ef(),64'

principalement localisé dans la spheére au niveau de ces zones de fortes amplitudes. Un point
intéressant que ’on peut remarquer sur ces courbes, est que la structure du vent zonal semble
également changer quand son amplitude sature. Ce brusque changement est associé a la présence
d’une instabilité que nous allons maintenant étudier.

Quelques mots pour conclure sur la variation de I’écoulement zonal avec le nombre d’Ekman.
Au vu de ces expériences, atteindre un régime asymptotique au laboratoire semble assez diffi-
cile. En effet, méme ’expérience actuelle permettant d’obtenir le plus faible nombre d’Ekman
n’atteint "que" £ ~ 1077 (Zimmerman et al., 2011; Rieutord et al., 2012). Or des simulations
numériques de Rieutord et al. (2000, 2001) et Rieutord et Valdettaro (2010) ont montré que
les comportements asymptotiques ne sont pleinement visibles que pour E < 10~%. Donc, dans
notre cas, nous ne pouvons dire si le comportement asymptotique est atteint aux points ou nous
menons nos expériences. Néanmoins 'instabilité observée, elle, est susceptible de se produire de
maniere générique. Méme si les lois d’échelles donnant 'amplitude de I’écoulement zonal sont
différentes pour des nombres d’Ekman tres faibles, le mécanisme que nous allons discuter dans la
suite est susceptible de se produire. Dans la section suivante nous considérons donc la présence
de cette instabilité de cisaillement induite par le forcage résonant et proposons une loi d’échelle
pour expliquer nos observations.

7.3 Instabilité barotrope générée par les vents zonaux

Nous venons de voir dans la section précédente, que 1’écoulement zonal généré varie comme
le carré de 'amplitude de forcage de marées, 52. Ceci est bien en accord avec un effet non-
linéaire. De plus, la dépendance de cet écoulement zonal avec le nombre d’Ekman a montré une
saturation de ’écoulement a partir d’une valeur critique. Dans cette section nous allons nous
intéresser a ce régime d’écoulement particulier.

7.3.1 Constatation expérimentale

Afin de cerner un peu mieux le type d’instabilité en jeu ici, nous avons effectué des expériences
dans une sphere saturée en Kalliroscope. Cette méthode, utilisée pour étudier I'instabilité de
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FIGURE 7.15 — Vitesse azimutale du vent zonal adimensionnée et renormalisé par sa variation en E
déterminée a la figure 7.14, pour 5 = 0,045, et différents nombres d’Ekman (indiqués sur la figure) pour
(a) le mode correspondant & Qr = 0,0178 : uy/E~>! et (b) Qg = 0,384 : u,/E~%04,

surface générée par un forgage de libration longitudinale (voir Noir et al., 2009, 2010), permet
de visualiser I’écoulement au voisinage de la paroi extérieure. Qualitativement, la figure 7.16(a)
montre qu’en I’absence d’une résonance de modes inertiels, I’écoulement en surface semble stable
et aucune structure particuliere n’apparait. A I'inverse, lorsqu’on excite un mode résonant, ici
Qpr = 0,384, pour une amplitude de forgage 5 suffisamment grande, nous voyons apparaitre une
structure bien définie a la surface de la sphére (figure 7.16(b)). Cette signature de l'instabilité,
non axisymétrique, présente une fréquence azimutale fixée et une certaine extension latitudinale.
Finalement, si nous augmentons 'amplitude de forcage, nous voyons apparaitre sur la figure
7.16(c) un écoulement turbulent.

Nous avons également effectué des visualisations quand la sphére n’est pas saturée en Kalli-
roscope, et en éclairant un plan dans I’équateur de la sphere a ’aide d’un laser. La figure 7.17
montre la visualisation des zones de cisaillement obtenue & 1’équateur de la sphere. Nous pou-
vons voir, proche du centre, une bande plus lumineuse, synonyme d’une région stable présentant
une importante variation de vitesse. Plus proche de la paroi extérieure, la situation est tota-
lement différente. Nous voyons une zone présentant une alternance de petites régions sombres
ou lumineuses. Cette situation rappelle la présence d’une instabilité de cisaillement, générant
des rouleaux dont la vorticité est alignée avec I'axe de rotation (voir par exemple Schaeffer et
Cardin, 2005; Guervilly et al., 2012). Le mécanisme responsable de cette instabilité serait donc
la forte variation de vitesse induite par 1’écoulement zonal et pouvant déstabiliser ’écoulement
pour une amplitude de for¢age suffisamment grande ou un nombre d’Ekman suffisamment faible.

7.3.2 Mesures quantitatives

Notre systeme de mesure par PIV ne nous permet malheureusement pas de mesurer préci-
sément les structures associées a ’écoulement instable aux temps courts. Par conséquent, nous
avons déterminé le seuil d’instabilité en utilisant une visualisation par particules de Kalliro-
scope, comme présenté dans la section précédente. Avec les parametres expérimentaux que nous
pouvons atteindre, nous avons pu étudier 'apparition de 'instabilité :

o au niveau de la bande de cisaillement externe pour le mode a Qr = 0,384 (bande instable
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FIGURE 7.16 — Visualisation de 1’écoulement en surface par particules de Kalliroscope pour g = 0,05,
E =946x107° et (a) Qg = 0,48 (aucun mode excité), (b) Q = 0,384 révélant la présence d'une instabilité
de longueur d’onde azimutale donnée. La figure (c) est faite pour les mémes parameétres que (b) mais
avec une amplitude de forcage plus grande, 5 = 0,075 illustrant la présence d’un écoulement turbulent.
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FIGURE 7.17 — Visualisation par particules de Kalliroscope dans le plan équatorial de la sphére soumise
4 un forcage de marées pour Qg = 0,384, 8 = 0,045 et E = 9,46 x 1076, La visualisation est faite depuis
le pole, la croix bleue indique la position approximative du centre de la spheére. Les fleches rouge et verte
représentent respectivement des zones de cisaillement stable et insable.

sur la figure 7.17);

o au niveau de la bande de cisaillement interne pour le mode & Qr = 0,384 (bande qui
apparait stable sur la figure 7.17);

e au niveau de la bande de cisaillement externe pour le mode a 0 = 0,178.

Malheureusement, pour le mode a Qr = 0,178 les parametres que nous pouvons atteindre
(E > 5 x 107%) ne nous permettent pas de découpler précisément I’apparition de I'instabilité au
niveau la bande interne. Celle-ci semble perturbée par I'apparition de l'instabilité de la bande
de cisaillement externe, qui se fait pour une amplitude de forgage plus faible, et nous n’avons
donc pas pu déterminer son seuil d’instabilité.

Dans les autres cas, nous avons utilisé la méthodologie suivante : nous fixons la déformation
de la spheére [ a une valeur donnée. Ensuite, nous imposons une vitesse angulaire de rotation
de la sphere €2gpip, ce qui fixe le nombre d’Ekman de I’écoulement. La vitesse de rotation de la
déformation €2, est ensuite ajustée de telle sorte que €2 soit constant, par exemple Qg = 0,384.
Nous attendons ensuite suffisamment longtemps (typiquement 10 & 20 minutes) pour voir se
développer soit des bandes de cisaillement stables, soit la présence de I'instabilité. Si I’écoulement
est stable (respectivement instable), nous augmentons (respectivement diminuons) la vitesse
de rotation de la sphere {)p;,, toujours en gardant €1 constant jusqu’a déterminer le seuil.
Celui-ci est calculé comme étant la moyenne géométrique des nombres d’Ekman correspondant
a l’écoulement le moins instable et le plus stable. Dans le cas de 'instabilité de la bande de
cisaillement externe, nous avons également effectué une visualisation en surface en saturant la
sphére de Kalliroscope (de maniére similaire a I’étude Noir et al. (2009) pour étudier I'instabilité
centrifuge & la surface de la spheére). Les résultats obtenus sont identiques & ceux trouvés en
effectuant une visualisation par particules de Kalliroscope en volume.

Les seuils déterminés expérimentalement sont présentés sur les figures 7.18(a), 7.18(b) et
7.18(c). Dans les trois cas, nous notons une dépendance du seuil sous la forme 8. o E% avec
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FIGURE 7.18 — Seuil de stabilité obtenu expérimentalement pour (a) la bande externe du mode & Qg =
0,38, la droite en tirets noirs est la meilleure régression linéaire : 3. = 399,6 E%84. (b) Bande interne du
mode & Qg = 0,38, la droite en tirets noirs a pour équation 8. = 160,6 E%7*. (¢) Bande externe du mode
a Qg = 0,178, la droite en tirets noirs a pour équation 3, = 58,5 E%:639,
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a € [0,6;0,85]. Nous pouvons également remarquer que pour une amplitude de forcage 5 = 0,045,
le seuil d’instabilité est déterminé pour E ~ 107°. Cette valeur correspond au nombre d’Ekman
a partir duquel 'amplitude de la vitesse azimutale associée & 1’écoulement zonal sature (voir
figure 7.14).

A partir de nos mesures PIV, nous pouvons étudier la variation du seuil correspondant a une
instabilité de la bande interne du mode a Qi = 0,384. En effet, ’écoulement dans cette bande a
pu étre quantitativement mesuré (voir figure 7.14). Ainsi, nous pouvons utiliser ces mesures pour
estimer par des lois d’échelles le seuil de I'instabilité de cisaillement responsable de la saturation
de I’écoulement zonal.

7.3.3 Loi d’échelle

La structure de I’écoulement suggere que le phénomene observé est associé a une instabilité
de cisaillement dans un écoulement en rotation (voir par exemple Busse, 1968a; Schaeffer et
Cardin, 2005; Guervilly et al., 2012). Dans ce cas, le taux de croissance non-visqueux de cette
instabilité est proportionnel a la vorticité axiale définie par

U, oU,
_Us  9Us

St (7.6)

z
ou Uy est I’écoulement axisymétrique dans la sphere. En plus de ce terme "moteur" de I'instabilité
de cisaillement, un amortissement visqueux est présent et se met sous la forme —k? E ou k est
la longueur d’onde de l'instabilité de cisaillement. Expérimentalement, il apparait que cette
longueur d’onde est du méme ordre de grandeur que la taille de la zone de cisaillement d. Nous
avons donc k ~ 6~ L. Il nous faut ensuite estimer I’épaisseur de la zone de cisaillement. Ceci
s’avere assez difficile expérimentalement, car le domaine de variation du nombre d’Ekman que
nous pouvons étudier est assez restreint, £ € [5 x 1079 107%]. Néanmoins, différentes études
théoriques et numériques ont montré que dans le cas d’une sphére, 1’épaisseur des zones de
cisaillement est d’ordre E1/5 (Kerswell, 1995; Kida, 2011). Notons que dans le cas d’une coquille
sphérique, I'épaisseur de la zone de cisaillement est différente : E/3 (Rieutord et al., 2000, 2001;
Rieutord et Valdettaro, 2010; Ogilvie, 2005; Tilgner, 2007). Dans notre cas, nous pouvons donc
poser que la taille caractéristique de la zone de cisaillement ou se développe l'instabilité est
§~ EYO.

Expérimentalement, nous avons déterminé que 1’écoulement axisymétrique est la somme
d’une rotation solide et d’un écoulement zonal. L’écoulement zonal, uyo est proportionnel a
32 E~7. ~ mesure la dépendance en Ekman de cet écoulement zonal (7 = 0,64 pour la bande
interne du mode & Qg = 0,384). Ainsi, la vorticité axiale va s’écrire, & 'ordre dominant en Ekman
w, x B2 E~76~ 1. L'amplitude de forcage critique, 8., est la valeur de la déformation telle que
le terme moteur de l'instabilité soit du méme ordre de grandeur que 'atténuation visqueuse qui
est proportionnelle & k? E. Cette condition se traduit par

BEE 6 ~EPE (7.7)

Or, la longueur d’onde de l'instabilité est d’ordre k ~ 6~1 ~ E~1/% et avec v = 0,64 obtenu expé-
rimentalement dans la section précédente, nous pouvons estimer une loi d’échelle de I’amplitude
de forgage critique, g, :

Be o< E%7? (7.8)

Nous pouvons alors reporter la loi d’échelle (7.8) sur les mesures expérimentales du seuil
d’instabilité obtenues précédemment. Ce résultat est montré sur la figure 7.19 et présente un
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FIGURE 7.19 — Seuil de stabilité obtenu expérimentalement pour la bande interne du mode a Qg = 0,38
(carrés rouges). La droite bleue est la loi d’échelle obtenue & la relation 7.8 avec un préfacteur : 3, =
167,3 E%72,

accord remarquable avec les expériences. Ceci nous permet de déterminer le préfacteur associé
et d’obtenir un critére d’apparition de 'instabilité de cisaillement reliant le nombre d’Ekman de
'écoulement E et I'amplitude de forcage : 3. = 167,3 E®72.

En conclusion, la saturation de I’écoulement zonal observé dans une sphére soumise a un for-
cage de marées est associée a la présence d’une instabilité de cisaillement induite par ’écoulement
zonal. En effet, en I’absence de modes inertiels résonants une telle instabilité n’est pas visible. Ce
mécanisme, bien qu’illustré sur un mode particulier est également présent pour d’autres modes,
en particulier pour un forcage de fréquence Qr = 0,178 ot nous avons pu déterminer son seuil
expérimentalement. Un tel phénomene est susceptible de se produire dans certaines planétes ou
satellites car bien que 'amplitude de forcage soit faible, 3 ~ 1076 — 10™*, le nombre d’Ekman
est petit, E ~ 10714 — 1072, Nous discuterons des possibles conséquences astrophysiques d’un
tel forcage dans la conclusion de ce manuscrit. Notons que ce mécanisme a été illustré sur un
forgage des marées du fait des ressources disponibles au laboratoire, mais il est susceptible d’étre
présent via d’autres types de forcages générant un écoulement zonal intense tels que le forcage
de libration longitudinale ou le forcage de précession. Ce dernier forcage est particulierement
intéressant, car une étude menée par Vanyo et al. (1995) avait pu mettre en évidence la présence
d’une structure similaire a celle observée a l'aide de notre forgage de marées. Une prolonga-
tion intéressant de ce travail serait d’utiliser un systéme de PIV plus performant, par exemple
embarqué sur une plate-forme en rotation, pour résoudre spatialement et temporellement I’écou-
lement obtenue au-déla du seuil d’instabilité avec une plus grande précision. Cela permettrait
de connaitre précisément la structure de ’écoulement instable ainsi que 1’écoulement instantané
généré.

7.4 Vent zonal en présence d’un noyau interne

Les expériences ont toutes été menées jusqu’a maintenant dans une sphére creuse en rotation.
Néanmoins, dans les planetes ou satellites, les enveloppes fluides contiennent la plupart du temps
un noyau interne. Ceci rajoute une dynamique particulierement intéressante. En effet, dans ce
cas-la les modes propres deviennent singuliers et I’écoulement zonal généré peut-étre modifié.
Nous présentons les premiers résultats obtenus dans cette section. Dans toute cette partie, nous
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utilisons une coquille sphérique de rapport d’aspect a = 0,33.

7.4.1 Modes inertiels dans la coquille

En présence d’un noyau interne, il devient impossible de déterminer analytiquement les
modes propres de la coquille sphérique car ils deviennent singuliers (voir par exemple Tilgner,
1999a; Rieutord et al., 2002). Pour déterminer les fréquences de résonance, nous avons donc
étudié systématiquement 'influence du nombre sans dimension Qg = Quppit/Qspin en utilisant
la méthodologie présentée dans le cas de la sphere. La coquille est remplie de fluide contenant
des particules de Kalliroscope. Nous pouvons ainsi déterminer les fréquences de résonance en
representant le gradient de l'intensité lumineuse. Le résultat de nos investigations est présenté
en figure 7.20.

En rapprochant ces résultats de ceux obtenus pour un forcage de marées sur une sphere
en rotation présentés précédemment, nous pouvons noter que les fréquences propres des modes
inertiels changent assez peu. En effet, un pic, localisé autour de Qg ~ 0,191 est a rapprocher du
pic a Qg = 0,178 obtenu dans la sphere. Le pic, précedemment en Q2 = 0,384 est maintenant
obtenu pour Qr ~ 0,39 et finalement, le pic observé a Qr = 0,54 dans la sphére se situe en
Qr ~ 0,565 pour la coquille sphérique. En plus de ces trois pics, nous voyons apparaitre un
mode résonant en g ~ 0,25. Globalement, la dynamique de résonance des modes propres n’est
pas modifiée en présence d’un noyau. Mais il faut prendre en compte une légere déviation de la
fréquence des modes propres.

7.4.2 Visualisation des ondes inertielles

Comme nous 'avons dit précédemment, les modes propres deviennent singulier dans la
sphere, et les ondes inertielles émises tangentiellement au noyau sont suspectées avoir une am-
plitude plus grande (Kerswell, 1995; Tilgner, 2007). Cette forte variation d’amplitude dans la
zone de cisaillement d’une onde inertielle permet une observation directe des ondes inertielles
dans la coquille sphérique (e.g. Koch et al., 2011). La plupart des visualisations par particules de
Kalliroscope de I’écoulement résultant de forcages sur une sphére en rotation ne peuvent mettre
en évidence que les cylindres géostrophiques, témoins de la variation de la vitesse azimutale de
I’écoulement (voir par exemple Aldridge, 1967; Noir et al., 2001; Morize et al., 2010). Les figures
7.21(a) et 7.21(b) montrent la visualisation directe des ondes inertielles émises tangentiellement
au noyau.

7.4.3 Instabilité de cisaillement

Nous avons vu dans la section précédente qu’une instabilité de cisaillement est présente dans
la sphére. En pratique le méme phénomene apparait dans la coquille sphérique, comme illustré
par les figures 7.22(a) et 7.22(b). De plus, cette instabilité semble encore plus forte dans ce cas.

A T’heure actuelle nous n’avons malheureusement pas de mesures quantitatives de ’amplitude
de ’écoulement zonal. Néanmoins, nous pouvons utiliser les résultats numériques de Tilgner
(2007) qui a déterminé numériquement que ’énergie cinétique associée au vent zonal présente
une divergence en E—3/2 quand E devient petit. De plus, ses simulations numériques ne peuvent
pas capturer cette instabilité de cisaillement car les effets tridimensionnels ne sont pas pris en
compte. Dans son cas I'écoulement zonal présente une variation en 42 E~3/4. De plus, dans le cas
d’un noyau interne, la taille caractéristique d’une zone de cisaillement est de § ~ E/3 (Tilgner,
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FIGURE 7.20 — Détermination des modes résonants par visualisation directe (particules de Kalliroscope)
pour E = 9,46 x 1076, 3 = 0,04. La courbe représente le gradient d’intensité lumineuse en fonction de

Qp.
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(a) (b)

FIGURE 7.21 — Visualisation par particules de Kalliroscope de modes résonants dans la coquille sphérique
pour E =9.86 x 107%, 3 =10,03 et (a)= Qp = 0,191, (b) Qr = 0,39.

2007; Rieutord et Valdettaro, 2010), ce qui nous conduirait & un seuil d’instabilité de la forme
Be o EOT0% (7.9)

qui incidemment est proche de la loi d’échelle trouvée expérimentalement.

7.4.4 Perspectives

Afin de prolonger ce travail a la coquille sphérique, des mesures PIV doivent étre effectuées
pour pour étudier la variation de 'amplitude de I’écoulement zonal avec le nombre d’Ekman.
Selon les travaux numériques de Tilgner (2007) présentés en début de chapitre, ’écoulement zonal
doit devenir encore plus intense. Dans ce cas, nous suspectons que l'instabilité de cisaillement
doit apparaitre pour des valeurs du nombre d’Ekman plus grandes ou une amplitude de forcage
plus faible.

7.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des résultats expérimentaux relatifs au forcage de
modes résonants dans une sphere en rotation. A I'aide d’un forgage de marées, nous avons pu
déterminer quantitativement 1’écoulement zonal généré pour deux modes propres de la sphere.
La dépendance avec 'amplitude et la fréquence de forgage a été caractérisée. Ces mesures nous
ont permis de montrer que la correction varie comme le carré du forgage, caractéristique d’un
effet non-linéaire et qu’elle dépend du nombre d’Ekman. De plus, nous avons étendu les résultats
de Morize et al. (2010) en montrant expérimentalement que la saturation de I’écoulement zonal,
quand le nombre d’Ekman diminue, est causée par la présence d’une instabilité de cisaillement.
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Chapitre 7: Vent zonal et instabilités générés par résonance d’ondes inertielles

FIGURE 7.22 — Visualisation par particules de Kalliroscope de 1’écoulement dans la coquille sphérique
pour £ =1.42 x 107°, Qr = 0,39 et (a) B = 0,03 et (b) 5 = 0,05.

Le seuil de cet instabilité a été déterminé expérimentalement et une loi d’échelle a été construite,
en trés bon accord avec les résultats expérimentaux. Des expériences en présence d’un noyau ont
également été présentées, et montrent que la présence de celui-ci semble générer un écoulement
encore plus intense dans le volume. Les conséquences aux échelles planétaires de ce phénomene
seront discutées dans la conclusion de ce manuscrit.
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Chapitre

Latitude critique

Notwithstanding that the theory is often not a little sus-
pect among practical men, since nevertheless it rests upon
the most certain principles of mechanics, its truth is in no
way weakened by this disagreement, but rather one must
seek the cause of the difference in the circumstances which
are not properly considered in the theory.

Leonhard Euler
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Dans les chapitres 3 et 4 nous avons considéré ’écoulement zonal généré dans une sphere
soumise a un forcage harmonique, plus précisément a un forcage de libration longitudinale.
Analytiquement, nous avons considéré le cas particulier ou la fréquence de libration est supérieure
a deux fois la vitesse angulaire de la sphere, w > 2. En effet, si nous revenons au calcul effectué
dans le chapitre 3, nous pouvons déja voir dans la solution linéaire (relations 3.13(a,b) et 3.14)
que ’écoulement dans la couche limite diverge pour certaines valeurs de 6 si w < 2. Plus
précisément, si § = acos(w/2), le terme A_ s’annule et la solution devient singuliere. Nous
avons écarté ce probleme dans le calcul théorique mené précédemment car la situation devient
alors beaucoup plus complexe.

Ce probleme de divergence au voisinage des latitudes critiques n’est pas nouveau. En effet,
dans les années 1950, 1960, de nombreuses études se sont intéressées a 1’écoulement de précession
dans une sphére en rotation (voir notamment Bondi et Lyttleton, 1953; Malkus, 1968; Busse,
1968b). De maniére identique a la situation exposée au chapitre 3, ’écoulement dans la sphere
peut étre séparé en deux régions : un écoulement non-visqueux dans le volume et un écoulement
dans la couche limite visqueuse, d’épaisseur E'/2 au voisinage de la paroi extérieure. Néanmoins,
cette approche de couche limite n’est plus valable en certains points, localisés en 6 = /3 et
6 = 2m/3 ou la solution devient singuliere (voir notamment Kida, 2011). Cette singularité
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dans la couche limite nécessite d’introduire de nouvelles échelles de longueur et de vitesse au
voisinage de la latitude critique. La nouvelle équation différentielle & considérer, dans le cas de
la, précession, a été obtenue par Roberts et Stewartson (1963). Néanmoins ce probléme n’avait
jamais été résolu avant le début de cette theése, malgré le fait que de nombreuses études aient
souligné ce probléme récurrent.

En pratique, nous allons voir dans la suite de ce chapitre, que les échelles a considérer et les
équations qui en résultent dépendent de la position de la latitude critique. Les trois situations
possibles peuvent étre obtenues en considérant un forgage de libration longitudinale. Le cas de
la précession étant alors équivalent a un forcage de fréquence w = 1. Deux autres situations sont
également possibles : le cas o w = 2 ou la latitude critique est localisée aux pdles de la sphere
(Suess, 1971) et le cas de la libration pour w — 0 ou la latitude critique se situe au voisinage de
I'équateur (Busse, 2010a).

Dans le cadre de cette thése, nous nous sommes intéressés a ces trois situations. Parallelement
a notre étude, Kida (2011) a pu résoudre le probléme dans le cas de la précession. De notre coté
nous nous sommes heurtés a des difficultés numériques car les équations obtenues sont délicates
a résoudre numériquement. La méthode pseudo-spectrale que nous avons initialement employée
conduit & une solution fortement instable. Kida (2011) a pu résoudre ce probleme en utilisant
une méthode de différences finies. Malheureusement, il ne nous a pas été possible de finir la
résolution numérique de ces équations dans le temps imparti par la thése. Néanmoins, dans ce
chapitre, nous regroupons dans un unique formalisme les adimensionnements nécessaires et les
équations correspondantes pour traiter les différents cas. Ce chapitre est, bien entendu, non clos,
et la résolution numérique de ces équations constituera une prolongation naturelle de ce travail
dans un futur proche.

8.1 Introduction

Reprenons la situation étudiée au chapitre 3 : ’écoulement d’un fluide incompressible, de
viscosité v, contenu dans une sphere de rayon R en rotation rapide soumise a un forgage de
libration longitudinale. En utilisant respectivement R et 2y~ comme échelles de longueur et de
temps, la vitesse angulaire instantanée de la sphere s’écrit

Q(t) =[1+4¢€ cos(wt)] ez, (8.1)

ol € et w représentent respectivement l'amplitude et la fréquence de libration longitudinale.
Dans le référentiel inertiel, le mouvement du fluide est décrit par les équations de Navier-Stokes
et de continuité adimensionnées :

)
D (w-V)v=Vp+ EVir, (8.2)

ot
V.v=0, (8.3)

ot E est le nombre d’Ekman défini par E = v/(Qo R?). L’étude est faite en coordonnées sphé-
riques (r, 6, ¢). Dans ce référentiel inertiel, la condition d’adhérence a la paroi extérieure s’écrit :

vy, =v(r=1,0) =sinf [1+ ¢ cos(wt)] eq. (8.4)

En labsence de forcage (¢ = 0), I’écoulement est une simple rotation solide :

v = sinf eg, (8.5)
2
p© = 5 sin? 6. (8.6)
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Puis, si un forgage de libration longitudinale de faible amplitude (¢ < 1) est imposé, nous
pouvons, comme au chapitre 3, développer les champs de vitesses et de pression comme une
série de € :

v =00 1o 4 20@ 4 0(e?),
p=p0 +epl +2p@ L 0.

De plus, dans la limite des faibles nombres d’Ekman, vE < 1, I’écoulement se sépare en deux
parties : une contribution non-visqueuse dans le volume, U, et une contribution dans la couche
limite ou les effets visqueux sont pris en compte, w. L’étude est menée dans la limite £ < w : le
fluide a l'intérieur n’est pas mis en rotation et les effets de 'oscillation sont limités a la couche
limite. Ainsi, & Pordre ¢ EY, on a dans le volume :

vV =0, U'=0 e U=0 (8.9)

Au voisinage de la paroi extérieure, r = 1, on introduit les variables de couches limites :

r=1-¢EY? (8.10)
ulM (r,0) = EY?upc(¢,0), (8.11)
ug (r,0) = upe(C.0), (8.12)
ul (r,8) = upy(C.0), (8.13)
pI(r0) = EY? pp(¢.0) (8.14)

En considérant uniquement la partie proportionnelle a exp(iwt) et en utilisant ces variables de
couches limites, les équations (8.2)-(8.3) se réécrivent a ’ordre dominant :

—2sinfupy = aapr’ (8.15)
iwupg —2cosOupy = 8(2;22&9, (8.16)
iwupgy +2cosfupg = 8;Z§¢, (8.17)
_ag?C sii@%(SiDGUBG) =0. (8.18)
Les conditions de non-glissement a la paroi extérieure se traduisent par
upc(0.0) =0,  upg(0.0) =0 et upy(0,0) = Sige et (8.19)

Et la condition de raccordement entre la couche limite et le volume ({ — 400), conduit a

upg(00,0) =0 et upg(00,0) = 0. (8.20)
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Le systeme (8.15)-(8.20) conduit alors a la solution :

icosh (1—e MC 1—e ¢ sin?0 (1 —e M S(14+CA

upc(C,0) = - - (3 +)
2 At A 4 At
1—e (1 +¢A)
+ N , (8.21)

 sin g

uBG(Cve) = % (€_>\+C - 6_/\7 C)a (822)
in 6

ups(C.0) = % (e 4 A=), (8.23)

sin2@ (e MS—1 e MC—1

ou on a défini, de maniére similaire & Busse (1968b, 2010a) et Suess (1971),

Ay = (1+1) ,/% + cosd, (8.25)

A- = (1 +1isgn(w/2 — cosh)) ‘; —cosd)|. (8.26)

Dans ces expressions sgn(z) est la fonction signe qui vaut 1 si z >0 et —1 si 2 < 0.

A la sortie de la couche limite, la composante radiale du champ des vitesses s’écrit :

" (oo&)—<1+i)(2w cos@+300829+1)_(sgn(w/2—cos€)+i)(2w6039—300829—1)
BT = 4(w+2cosf)v2w+4 cosb 4(w—2cosB)+/|2w — 4 cos | '

(8.27)

Le second terme de 'expression (8.27) est singulier si w/2 — cosf = 0. Cette divergence est
associée a la présence d’une latitude critique.

Le champ des vitesses obtenu diverge pour 6. = arccos(w/2). Pour résoudre cette singularité,
il faut introduire de nouveaux scalings au voisinage de la latitude critique 6.. Trois situations
différentes doivent étre considérées :

o Une fréquence de libration w €]0; 2[.

e Une fréquence de libration w = 0, dans ce cas, la singularité est au niveau de ’équateur.

e Une fréquence de libration w = 2 : la singularité se situe au niveau des poles.

Notons que le cas de la précession, traité récemment par Kida (2011), est équivalent a un
forgage de libration w = 1, la latitude critique se situe alors en 6. = 7/3. Le cas d’une spheére
soumise & un forgage de marées (Suess, 1971) correspond a une fréquence de libration w = 2
et la latitude critique se situe alors aux podles . = 0. Dans les sections suivantes nous allons
mettre en équation les trois différents cas. Notons que nous avons considéré ici un écoulement
axisymétrique pour simplifier les calculs, mais que ce calcul peut s’étendre a la composition
d’un forcage de fréquence temporelle w et de fréquence azimutale m. Dans ce cas, les conditions
précédentes s’appliquent respectivement pour w +m €10;2[, w + m =0 et w +m = 2.
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8.2 Latitude critique aux poéles

On consideére dans cette section un forcage de libration longitudinale a la fréquence w = 2.
On analyse I’écoulement dans la moitié supérieure de la sphére car la situation est symétrique
par rapport a I’équateur. On s’intéresse donc a la latitude critique en 6. = 0, ce qui correspond
a une singularité du terme A_. La partie singuliere du champ des vitesses et de pression dans la
couche limite se réduit a :

icosf 1—e ¢ sin?201—eS(1+CA)

up(C0) = — —; SN 3 : (8.28)
u§ol(C0) = — Silna e ¢, (8.29)
uS(C.0) = Size e A< (8.30)
pB(C.0) = Sin;e Kxi_ S (8.31)

que ’on remplacera par la solution trouvée au voisinage de la latitude critique. Puisque le scaling
de couche limite (8.10)-(8.14) n’est plus valide aux poles, on introduit de nouvelles échelles radiale
et latitudinale par :

r=1-7EP et 0=0F. (8.32)

ou p et g sont deux coefficients a déterminer tels que (p,q) €]0;1/2[. Au voisinage de 'axe
(f = 0), on développe la partie singuliere du champ des vitesses (8.28)-(8.31) en puissance de E
a l'aide de ces nouvelles variables :

p—é) ’

R s s R
(8.33)

~ i B4 )3 Esq
u(7,0) = (194 + 10 > < p‘5> : (8.34)

o~ 0 £ §3E3q 1+1 -~
U%é(rﬁ) = <4 - > exp <— NG

24

p3.(7,0) = (1_2353] {exp < 1\; 9rEq+P—> - 1} . (8.36)

%) , (8.35)

Pour que la partie singuliére du champ des vitesses et de pression dépende a la fois des variables
7 et 0, il faut que
1

. (8.37)

Ptq=

Le scaling du champ des vitesses au voisinage de la latitude critique peut alors étre estimé a
partir des relations (8.10)-(8.14) et des relations (8.33)-(8.36) :

ur(r,0) = EY* T uge(7.,6), (8.38)
ug(r0) = E9ucy(7,0) + B ull)(7.), (8.39)
up(r,8) = BV ucy(.8) + E¥ ul)(7.9), (8.40)

p(r.0) = EY* 9 pe(7.0) (8.41)
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Avec ces scalings, I’équation de continuité (8.3) s’écrit :
ou 10
04 2

_EY2-a-p il
or 6 00

_(Oucg) =0 (8.42)

La relation (8.37) implique que ’équation précédente se réécrit simplement & I'ordre E° :

== —=(0uco) (8.43)

L’équation de Navier-Stokes avec les scalings (8.38) conduit aux relations :

o . 2 Oc 1., 0%ucc
2iEz qUC<—2E qHUC(;g—E qW—EQ QW—J——O,
(8.44)
B (2iucy — 2ucy) + B34 2iu(1)+§2uc¢—2u(1)—82u09 Lg% g
co Co 927 By, )
(8.45)
" 92 _
B (2iucy + 2ucy) + E3 (211& 62 ucp +2ull) — 61;(;‘15) +20E% uce + ... = 0.

(8.46)

La solution la plus générale est obtenue dans (8.44) lorsque les trois premiers termes sont
du méme ordre de grandeur, ce qui implique 2¢q = 1/2 — q. Cette relation, avec I’égalité (8.37)
nous permet d’obtenir le scaling au voisinage du pdle :
1

1
p=3 and ¢ = 5 (8.47)

L’6quation (8.44) conduit alors & I'ordre dominant en E'/3 :

dpc
or

2iuce — 210 ucy — =0. (8.48)
Le terme dominant dans les équations (8.45) et (8.46), est & 'ordre E/5. Il conduit & la relation

lucy = uce. (8.49)

Puisque I'équation est dégénérée a cet ordre, on examine l'ordre suivant pour déterminer la
solution. Celui-ci est & 'ordre E/2 et la solution générale s’écrit :

) s DPucy  Opc
21u( ) —2u(c~;+(92uc¢— N +% =0, (8.50)
2 1u(035 + 2u(1) 62 ucy — ;2 + 2 9ucg =0. (8.51)

La combinaison des équations (8.50) et (8.51) conduit a

D*uce - . %9 dpc
Avec l'expression (8.43), on obtient finalement :
84UC9 0? aQUCG 83}70
2 2i 0 —2i6? = . 8.53
gt T2 g0 uce) =210 55T = aar (8.53)
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Puis en utilisant les relations (8.43) et (8.44), on obtient

.0 (1 0 - . Oucy .~ 0%ucy Ppc
2i — | = — 0 -2 -2 0 =~ — = 8.54
' 90 (9 a6 uC")> or 2 ore8  odor (8:54)

On aboutit alors & I’équation suivante :

o 19 1 L, D
i & 2 2l g P 9% )y =0 8.55
(l o o don @ o oo 8f> Heo (8.55)

Afin de déterminer les conditions aux limites & appliquer pour résoudre I’équation (8.55) du
quatriéme ordre en 7 et du second ordre en #, on compare les expressions (8.38)-(8.41) avec les
expressions (8.33)-(8.36). En évaluant ces expressions en 7 = 0 et a l’aide de I’expression (8.50),
on obtient les conditions sur ucyg :

uco(0.0) = . (8.56)
Pucy ,  ~ 63
et (0.0) = 7. (8.57)

De plus, les composantes orthoradiale et azimutale du champ des vitesses tendent vers zéro de
maniere exponentielle quand 7 — +o00. Par conséquent, on a la condition supplémentaire :

uce(+00,0) = 0, (8.58)
duce A
o7 (t00.0) =0. (8.59)

L’axe de rotation correspond a 6 = 0. Par axisymétrie, la composante orthoradiale du champ
des vitesses doit donc étre nulle en # = 0, ce qui nous donne une premiere condition suivant la
coordonnée 6 :

ucg(7,0) = 0. (8.60)

Finalement, la seconde condition sur @ est obtenue par raccordement avec la solution dans la
couche limite d’épaisseur E'/2. A partir de la relation (8.28), évaluée avec les nouvelles variables
7 et 0, on obtient que dans la limite 8 — +o0, on a

i ucy(r0) =~ exp (— 207 ). (8.61)
O—+o0 4

L’équation (8.85) doit alors étre résolue numériquement avec les conditions (8.56)-(8.61).
Malheureusement, nos essais en utilisant une méthode pseudo-spectrale se sont révélés infruc-
tueux. En effet, la solution est fortement oscillante. Une méthode de différence finies a été
utilisée avec succes par Kida (2011) pour résoudre le probleme dans le cas de la précession et
devra vraisemblablement étre utilisée dans le cas présent.

Notons que dans le cas d’'un forcage temporel de fréquence w couplé & une déformation de
période azimutale m vérifiant w + m = 2, ’équation (8.55) s’écrit

ot 0? 10 (1—m)2 < O _ 52 9
(laWaéz*aaa—aQ”afz—?"m—?af ucp =0 (8.62)

Le cas m = 0 redonnant bien I’équation (8.85).
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8.3 Latitude critique a I’équateur

On considére maintenant un forcage de libration longitudinale a la fréquence w = 0. Cette
situation est celle d’une sphere en libration dans la limite w < 1 considérée récemment par Busse
(2010a). On s’intéresse alors a la latitude critique en 6, = /2, i.e. au voisinage de I’équateur. La
partie singuliere du champ des vitesses et de pression est donnée par les relations (8.28)-(8.31).
On introduit également de nouvelles échelles radiale et latitudinale par :

r=1-7EP et O=nu/2—0F (8.63)

ou p et ¢ sont deux coefficients a déterminer tels que (p,q) €]0;1/2[. Au voisinage de 1’équateur
(0. = m/2), la partie singuliere du champ des vitesses (8.28)-(8.31) s’écrit :

u$e(70) = 1121 Eg;f [1—exp (-1 +0) VFEFPE) (1- (—(1+1) VErEE772))]
- 1IiE_q\/§[1—eXp (—(1—|—i) \/Gif‘E%"'p_%)} , (8.64)
up(7,0) = — i <1 — s §2q> exp (—(1 + 1) \/ng%+p_%) , (8.65)
u%maziQ_@fﬁ>wp¢a+n¢wE%pa, (8.66)
pE(70) = W lexp (—(1+1) VO EEP2) — 1], (8.67)

Pour que la partie singuliere du champ des vitesses et de pression dépende a la fois de 7 et
0, il faut ici que

pr 2.1 (8.68)

Le scaling du champ des vitesses au voisinage de la latitude critique peut alors étre estimé a
partir de (8.10)-(8.14) et (8.64)-(8.67) comme étant :

(r8) = BY?>734/% uc (7,6), (8.69)
up(r,9) = uce(7.9) + E* ul)(7.0), (8.70)
ug(r,0) = uc¢(r 0) + E*ul)(7.9), (8.71)
(r8) = BV~ pe(7,8). (8.72)

Url\T,

T,

p\r,
Avec ces scalings, 1’équation de continuité (8.3) s’écrit :

E1/2 3q/2— pggfg +E agge 0. (873)

L’équation de Navier-Stokes avec les scalings (8.69)-(8.72) conduit aux relations :

~ . 79_,ODC 15 0% uc
920 E1 EY2-4/2-p2PC _ p3-2p 4 -0 8.74
~ _34/20PC o, 0%uce
—2FE90 F1/2-3¢275C  pl-2pZ 7C0 .
Ucy + Y o2 + 0, (8.75)

2B 0ucy +2 EV* 32 yo — BV IS0 1= 0. (8.76)
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La solution la plus générale possible est obtenue dans (8.75)-(8.76) lorsque les trois premiers
termes sont du méme ordre de grandeur, ce qui implique ¢ = 1/2 — 3¢/2, d’ou finalement le
scaling au voisinage de 1’équateur :

2
p=: et ¢=—. (8.77)

Ainsi, le systéme d’équations déterminé a partir de ce scaling est

Ouce  Ouce

5t s =0, (8.78)
9
Qucy = %, (8.79)
~ 0 9%u
—20ucy = 509 n afge, (8.80)
_ 92
20ucy + 2uce = 81;? (8.81)

La combinaison des équations (8.78)-(8.81) permet alors d’obtenir une équation différentielle
du sixieme ordre pour ucy :

o 2 9 0

Dans ce cas, il nous faudra deux conditions sur 6 obtenues de maniére similaire & la section
précédente pour = 0 et § — +oo. Par contre, six conditions sur 7 sont requises. Deux conditions
pour 7 = 0 sont possibles et il nous faudra vérifier numériquement que 4 autres conditions sur
ucy et ses dérivées par rapport a 7 pour 7 — 400 sont suffisantes.

8.4 Latitude critique en 6. €]0; 7 /2]

Finalement, le dernier cas ou la latitude critique se situe en 6. €]0; 7/2[ se rapporte au cas
de la précession, récemment traité par Kida (2011). Cette situation se ramene a un forgage de
libration longitudinale de fréquence w = 1. Plus généralement, on peut considérer le cas ou la
fréquence de libration est comprise dans la gamme ]0; 2[. Le raisonnement est alors identique
a celui proposé par Stewartson et Roberts (1963) ou Kida (2011). Les nouvelles coordonnées
s’écrivent

r=1-7FE*® e 0—-0,=0E (8.83)
Nous pouvons faire disparaitre le parametre 6. des équations en posant
F=(sinf)¥°7 et 0= (sinf,)"/4. (8.84)

On obtient alors une équation d’ordre 3, similaire a celle obtenue par Kida (2011)

03 ~ 0 0
210 = 21— = :
(6?3 if a7 + 21 89) ucg =0 (8 85)

Nous renvoyons a 'article de Kida (2011) pour plus de détails sur ce dernier cas.
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8.5 Conclusions et perspectives

Nous venons de confirmer dans ce chapitre que le cas d’un forcage de fréquence inférieure
ou égale a 2 implique la présence d’une latitude critique. Cette latitude critique se situe a
I’endroit ou le champ des vitesses diverge dans la couche d’Ekman. Trois différents cas sont
possibles, résumés dans le tableau 8.1 : une latitude critique aux pdles de la spheére, a son
équateur ou partout ailleurs. Le dernier cas a été traité trés récemment par Kida (2011) pour
une sphere en précession. Le probléme est maintenant de résoudre numériquement les équations
avec les conditions aux limites obtenues. Notre méthode pseudo-spectrale s’est heurtée a de
fortes instabilités numériques et nous espérons qu’'une méthode par différences finies, comme
employée par Kida (2011), sera suffisante pour régler ce probleme.

La présence d’une latitude critique va avoir deux effets sur 1’écoulement. Tout d’abord, un
cylindre géostrophique, situé a la verticale de la latitude critique, modifiera I’écoulement dans
le volume, comme montré numériquement par Noir et al. (2001) ou Tilgner et Busse (2001).
La solution aux équations proposées dans ce chapitre pourrait alors permettre de régulariser la
solution analytique de 1’écoulement zonal qui diverge aux pdles (Suess, 1971), a I’équateur (Busse,
2010a) ou en 0. = w/3 dans le cas de la précession (Busse, 1968b). Dans ces zones, ’écoulement
zonal devrait varier en E~%, avec a > 0 (par exemple a = 3/10 pour le cas de la précession
(Kerswell, 1995; Noir et al., 2001), sur une zone d’extension radiale d’ordre E1/5). Puis, en plus
de ces cylindres géostrophiques, les latitudes critiques vont générer des couches de cisaillement,
de forme conique, se propageant dans le volume suivant un angle donné par la relation de
dispersion des ondes inertielles et se réfléchissant sur les parois de la spheére. Au voisinage de
ces zones, I’hypothése d’écoulement non-visqueux en volume ne sera plus satisfaite. De plus,
I'interaction de ces zones de cisaillement pourra générer un écoulement non-linéaire intense. Ces
effets pourraient avoir une conséquence non-négligeable sur les écoulements planétaires a faible
nombre de Ekman et feront I’objet de futures études. Pour finir, notons que les équations établies
dans ce chapitre s’appliquent aussi bien au niveau de la sphére externe que sur un éventuel noyau
interne (& un changement de signe de la coordonnée radiale pres).

r=1-7EP | 6—0,=0"
0.=0 p=1/3 q=1/6
6. €]0;7/2] p=2/5 q=1/5
0, = /2 p=2/5 g=1/5

FI1GURE 8.1 — Tableau récapitulatif des échelles radiales et orthoradiales dans les trois situations possibles.
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Chapitre

Conclusions et Perspectives

Nothing before had ever made me thoroughly rea-
lise, though I had read various scientific books, that
science consists in grouping facts so that general
laws or conclusions may be drawn from them.

Charles Darwin
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9.1 Résumé de la theése et applications planétaires

Tout au long de cette theése, nous nous sommes intéressés a la réponse du fluide dans un
conteneur en rotation et soumis a un forcage harmonique. Deux for¢cages harmoniques ont été
particulierement étudiés durant cette these : la libration longitudinale, qui correspond a une
oscillation de la vitesse angulaire du conteneur, et un for¢cage de marées, déformant le conteneur
en un ellipsoide. En combinant des approches analytique, numérique et expérimentale, nous
avons pu montrer que ce forcage induit différents effets que nous avions présentés dans I'interlude.
Nous résumons ici les principaux résultats.

9.1.1 Vent zonal généré par les couches d’Ekman

Le premier effet que 'on a étudié, est la génération d’un écoulement zonal, axisymétrique et
stationnaire, induit par des interactions non-linéaires dans la couche limite. Ceci nous a permis
d’étendre les travaux de Busse (1968b, 2010a) et Suess (1971). En effet, nous avons obtenu une
expression analytique exacte de 1’écoulement zonal pour une fréquence de libration arbitraire,
en I’absence de latitude critique. De plus, nous avons considéré I'effet d’un noyau interne. Celui-
ci est responsable de la présence de couches de Stewartson, méme dans le cas ou la vitesse
angulaire de la paroi extérieure et celle du noyau sont identiques. Une étude expérimentale,
menée a 'TRPHE, a permis de montrer que notre théorie décrit correctement 1’écoulement non-
linéaire observé pour des petites fréquences de libration. En nous appuyant sur des simulations
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numériques dans une spheére et des résultats de Calkins et al. (2010), nous avons également prouvé
que la théorie capture la dynamique de I’écoulement généré, pour des fréquences de libration
supérieures & deux fois la vitesse angulaire de la coquille sphérique. L’écoulement dans les couches
de Stewartson est également correctement reproduit. Ces résultats ont été étendus a diverses
géométries : nous avons pu retrouver les résultats de Wang (1970) en géométrie cylindrique. De
plus, il apparait que cet écoulement capture correctement 1’écoulement zonal dans un ellipsoide
en libration longitudinale, malgré la présence d’effets topographiques. Nous n’avons pas présenté
ce résultat analytique dans ce manuscrit, mais il s’avere que cette théorie de couche limite
permet également de décrire 1’écoulement zonal généré par un forgage de libration latitudinale
dans une sphere. Celui-ci possede une structure similaire au cas étudié dans cette these. La loi
d’échelle de I’écoulement zonal dans le volume, 1y o €2 B9, est une conséquence directe de notre
calcul analytique. Mais plus qu’'une simple loi d’échelle, nous avons obtenu l’expression exacte
de la correction non-linéaire dans une coquille sphérique soumise a un forcage de libration
longitudinale. L’écoulement, ainsi que la vorticité axiale, dans les couches de Stewartson ont
été déterminé analytiquement. Un tel écoulement pourrait, a priori, générer une instabilité de
cisaillement au niveau du cylindre tangent au noyau interne (e.g. Schaeffer et Cardin, 2005).

9.1.2 Instabilité centrifuge et génération spontanée

Toujours en considérant un forgage de libration longitudinale, nous avons considéré la pos-
sible présence d’une instabilité centrifuge, voire d’un écoulement turbulent, prés de la paroi
oscillante. L’étude analytique que nous avons menée en géométrie cylindrique a permis de ré-
concilier I'estimation du seuil de l'instabilité dans une sphere (Noir et al., 2009) avec celle dans
un cylindre (Noir et al., 2010). De plus, nous avons montré que le seuil de l'instabilité dépend
de la fréquence de libration w et obtenu une valeur analytique de ce seuil. Par exemple, pour
w = 1, qui est la fréquence de libration la plus fréquemment rencontrée dans les satellites du
systéme solaire (voir annexe D), nous avons déterminé que 'instabilité centrifuge apparait pour
une amplitude critique e, qui dépend du nombre d’Ekman selon la loi

g. ~ 46 E1/?

Cette loi est en accord avec les résultats numériques de Calkins et al. (2010) obtenus en géométrie
sphérique. Nous pouvons alors estimer si les couches fluides des planetes et des satellites du
systeéme solaire peuvent étre instables vis-a-vis de cette instabilité. Pour cela, nous devons faire
des hypotheses assez fortes : nous considérons le fluide comme newtonien et incompressible.
De plus, nous négligeons les termes d’ordre supérieur en ¢ et la forme exacte de la réponse du
fluide au forcage. Les effets thermiques ou de stratification sont également négligés. Malgré ces
hypotheéses tres fortes, risquons-nous a étudier la stabilité de ’écoulement. Avec les données
astrophysiques fournies en annexe D, nous pouvons estimer amplitude de libration & ¢ ~ 10™*
et le nombre d’Ekman des satellites joviens & E ~ 1074, En utilisant la relation ci-dessus, nous
représentons sur la figure 9.1 un diagramme de stabilité, en supposant que le critére obtenu
soit valide aux échelles planétaires et dans les conditions réelles (Noir et al., 2009). Les valeurs
ont été estimées a ’'aide des différents travaux cités en annexe D. Cette figure suggere que
les océans subsurfaciques des satellites galiléens (Europe, lo, Ganymede) et les noyaux de Io
et Mercure pourraient présenter une instabilité centrifuge ou une région turbulente (voir Noir
et al., 2009). Une telle instabilité, localisée au niveau de I’équateur, pourrait, a priori, ne pas
avoir d’implication au niveau planétaire. Néanmoins, nous avons montré dans cette thése qu’un
écoulement turbulent localisé peut générer spontanément des ondes inertielles dont la fréquence
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FIGURE 9.1 — Loi d’échelle de l'instabilité centrifuge et de ’écoulement turbulent généré en géométrie
sphérique. La courbe du bas, en tirets noirs, est le seuil théorique d’apparition de 'instabilité centrifuge
pour w = 1 déterminé théoriquement dans ce manuscrit : ¢, = 46 E'/2. La courbe du haut, en tirets
noirs, est le seuil d’apparition d’un écoulement turbulent déterminé expérimentalement par Noir et al.
(2009) : £.5 = 120 E'/2. Les traits représentent l'incertitude sur 'amplitude de libration ou le rayon des
couches fluides. La couleur rouge indique les noyaux planétaires et la bleue les océans subsurfaciques.

et la propagation ont été caractérisées.Un tel mécanisme serait susceptible de transporter de la
quantité de mouvement depuis ces zones turbulentes vers le volume du fluide. De plus, bien que
ce mécanisme ait été présenté dans le cadre de cette instabilité centrifuge, le résultat obtenu est
générique et présent pour n’importe quel écoulement turbulent localisé dans un écoulement en
rotation.

9.1.3 Vent zonal généré par résonance de mode inertiel et instabilité de ci-
saillement

Finalement, nous nous sommes intéressés a l'influence des modes inertiels générés par un
forgage harmonique. En utilisant un dispositif expérimental permettant de simuler des effets
de marées sur un écoulement en rotation, nous avons pu étudier I’écoulement généré par un
forcage résonant de modes inertiels. Des visualisations qualitatives nous ont permis de valider
les travaux de Morize et al. (2010) : les modes excités correspondent a des modes propres m = 2
de la sphere. Nous avons alors pu déterminer la variation de 1’écoulement zonal en fonction
de 'amplitude de la déformation 5 et du nombre d’Ekman E. Un probléme est apparu ici :
les expériences de laboratoire n’atteignent pas des nombres d’Ekman suffisamment faibles pour
décrire la tendance asymptotique de ’écoulement zonal. Aussi, deux lois d’échelles différentes
ont été obtenues pour les deux modes propres que nous avons pu considérer. Dans les deux cas,
I’écoulement généré se met sous la forme

up < B2 E™ avec a = O(1)
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Ce résultat est particulierement intéressant, car au niveau planétaire, la faible valeur du nombre
d’Ekman permet de compenser la faible valeur de I'amplitude déformation . De plus, quand
le nombre d’Ekman devient tres petit, un grand nombre de modes propres peut étre excité
(voir par exemple Greenspan, 1968). Par conséquent, n’importe quelle fréquence de forgage est
susceptible d’exciter un mode propre lorsque le nombre d’Ekman devient inférieur & 1072, Nous
pouvons essayer d’appliquer la loi d’échelle déterminée expérimentalement pour un des modes
(Qp = 0,384) qui s’écrit 2 x 1073 32 E=064. 1 Une telle loi d’échelle générerait des écoulements
de Tordre d’un metre par seconde dans I'océan subsurfacique d’Europe et de 34m.s™! dans le
noyau interne de Io! Cette contribution n’est donc pas totalement négligeable. En pratique, nous
avons pu mettre en évidence expérimentalement qu’une instabilité de cisaillement apparait quand
cet écoulement zonal devient trop intense. A partir de mesures expérimentales permettant de
déterminer le seuil d’apparition de cette instabilité de cisaillement, et en utilisant des arguments
basés sur des lois d’échelles, nous avons pu montrer que cet écoulement local va se déstabiliser,
dans notre dispositif expérimental et pour le mode Q2 = 0,384, pour une amplitude critique
donnée par :

| 8, = 167,3 E%72.

Estimons alors les conséquences qu’auraient une telle loi d’échelle au niveau planétaire, en sup-
posant que la présence possible d’un noyau interne soit négligeable. Cette loi a été représentée
sur la figure 9.2 ou nous avons rajouté la stabilité des planetes et satellites vis-a-vis de cette
instabilité. Méme si la loi d’échelle de 1’écoulement zonal peut changer, ce mécanisme pourrait
clairement apparaitre dans différents satellites, tels que Io ou dans les océans subsurfaciques de
Europe, Ganymede ou Callisto. La présence de cette instabilité pourrait générer un écoulement
turbulent. Malheureusement, il est fort probable que la loi d’échelle de ’écoulement zonal que
nous avons utilisée ne soit pas directement valide car les expériences de laboratoire, menées pour
E ~ 107° ne permettent pas d’atteindre un écoulement asymptotique. Par contre, nous avons
discuté au chapitre 7 des résultats obtenus par Tilgner (2007), dans une coquille sphérique,
qui semblent montrer un comportement asymptotique. Dans ce cas, la loi d’échelle décrivant
le seuil d’instabilité est de la forme £, o< E%7983 qui est proche de la loi d’échelle trouvée ex-
périmentalement. Méme si la présence d’un noyau est susceptible de générer des cisaillements
plus importants, ces deux critéres sont du méme ordre de grandeur. Aussi, nous avons tout lieu
de supposer qu’une telle instabilité peut étre présente dans de nombreux corps astrophysiques
possédant des couches fluides.

Pour finir, nous avons montré que lorsque la fréquence du for¢cage harmonique est inférieure a
deux fois la fréquence de rotation de la sphere, les équations classiques dans la couche d’Ekman ne
s’appliquent plus. Au lieu de ¢a, de nouvelles lois d’échelles doivent étre considérées. Nous avons
pu mettre en équation les trois situations génériques : le cas d’une latitude critique a 1’équateur,
aux poéles ou partout ailleurs. Ce dernier cas est a rapprocher au forcage de précession qui a
récemment été considéré par Kida (2011).

9.2 Perspectives

Bien entendu, 1’étude des forcages harmoniques est loin d’étre close. Deux points vont étre
traités dans un futur proche. Dans un premier temps, pouvoir quantifier, par mesure PIV, ’écou-
lement zonal dans le cas d’une coquille sphérique permettrait d’étendre les résultats présentés

1. Ce préfacteur a été déterminé a laide des expériences menées au chapitre 7 (voir la courbe correspondant
a Qr = 0,384 sur la figure 7.14)
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FIGURE 9.2 — Stabilité des écoulements zonaux générés dans les noyaux de quelques planétes et satellites
(en rouge), dans les océans subsurfagiques (en bleu) et dans des exoplanétes (en vert). Les carrés rouges
sont les résultats expérimentaux et la courbe noire sépare la région stable de la région instable.

dans cette these. Au vu des premieres expériences effectuées au laboratoire, cet écoulement zonal
est encore plus intense que dans la sphere. Ces expériences montrent également que les modes
que nous pouvons exciter dans notre dispositif expérimental ont une fréquence légerement dif-
férente des modes de la sphere, mais la structure des ondes inertielles est clairement visible.
Un second point tres intéressant est la résolution numérique des équations présentées dans le
chapitre 8 au niveau des latitudes critiques. Notre méthode pseudo-spectrale s’est heurtée a une
grande instabilité de la solution. Au vu de la méthode employée par Kida (2011), nous allons
essayer de résoudre ces équations par une méthode de différences finies.

Au-dela de ces deux études actuellement en cours, différents points restent & éclaircir. Les
océans subsurfaciques sont stratifiés : il est donc légitime de se demander si les lois d’échelles
présentées ici s’appliquent toujours pour des ondes gravito-inertielles. Une étude numérique de
libration, similaire & celle effectuée par Calkins et al. (2010), en ajoutant des effets de stratifica-
tion, pourrait répondre a cette question. L’instabilité de cisaillement, étudiée dans ce manuscrit,
est suspectée s’appliquer a tout type de forcage harmonique. Les expériences de Vanyo et al.
(1995) semblent montrer que cet effet est également présent pour un forgage de précession. Une
étude expérimentale avec un forcage de libration longitudinale permettrait de confirmer que ce
phénomene est générique. Les planétes étant soumises a différents types de forgage, les effets
pourraient se combiner et conduire & des écoulements encore plus importants. Le phénomene
de génération spontanée reste encore a éclaircir, en particulier des mesures expérimentales de
I’amplitude des ondes générées permettrait de quantifier 'importance de ce phénomeéne. Pour
s’approcher au plus pres des situations planétaires, ou le fluide est en rotation et stratifié, des
expériences de génération de ces ondes dans un fluide stratifié-tournant se rapprocheraient da-
vantage de la situation réelle.

Au niveau théorique, I’étude menée dans cette these ouvre la porte a de nombreuses questions
et différents axes de recherches. Le premier point sera, comme nous ’avons dit ci-dessus, de finir
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la résolution des singularités des couches visqueuses au voisinage des latitudes critiques mais
aussi de considérer les couches de cisaillement internes émises au niveau de ces latitudes. Une
fois ceci obtenu, un autre grand enjeu sera de décrire le mécanisme de résonance de modes
inertiels et notamment 'amplification de la réponse du fluide pour un forcage correspondant
a un mode propre du conteneur. Ceci conduit & une nouvelle problématique & résoudre : la
description des modes propres dans une coquille sphérique, i.e. en présence d’un noyau, qui sont
a I’heure actuelle mal compris (e.g. Rieutord et Valdettaro, 2010). Une situation plus complexe
sera alors de considérer la présence des latitudes critiques au niveau du noyau interne. Dans
ce cas, la forme de la paroi est convexe, et non concave, conduisant & des échelles différentes
(voir par exemple Kerswell, 1995) et de nouvelles équations intéressantes a étudier. Pour finir,
nous avons montré dans cette these que les mécanismes non-linéaires peuvent étre important par
rapport a ’écoulement total, un enjeu important dans I’estimation des écoulements planétaires,
et tout aussi intéressant au niveau fondamental, sera d’analyser théoriquement le mécanisme de
génération de ’écoulement zonal en présence de latitudes critiques avec ou sans résonance de
modes inertiels (e.g. Noir et al., 2001).

En conclusion de ce manuscrit, nous avons montré l'importance que peuvent revétir les
forgages harmoniques dans les écoulements en rotation. Les hypotheses actuelles de génération de
champ magnétique sont majoritairement basées sur des effets de convection. Néanmoins, les effets
purement mécaniques pourraient apporter une contribution non-négligeable a cet écoulement
total. L’étude des données de futures missions spatiales, a la lumiere d’études de plus en plus
précises de mécanique des fluides, permettra sans doute dans un proche futur de mieux quantifier
cette contribution.
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Annexe A

Compléments au chapitre 3

1 Expressions du chapitre 3

1.1 Expressions des coefficients A;, B; , C; et D,

Les coefficients A;, B; , C; et D; apparaissant dans les expressions (3.26.a) et (3.26.b) du
chapitre 3 ont pour expressions :

)
sin“ 0
A = m [43,2 (s_ + is+)2 s+2 cos2 0 + (s+6 _ g 64 g 4 s+2 _4is. 3 s+3

—5_25,%) sin?0 + cos ((3_4 + 541 sin?0 —4s_ 25,2 (s 2 + 8+2)2)}, (A.1)

1 i

By = — 1(‘55_23112 (s_2 +5,2)(s_ +1isy) [(3_ —isy)? — cos 9] sin 6, (A.2)
sin?6 cosf / |

As = 1652 (sm2 0+4s.2 cos 0) , (A.3)
sin?6 cosf ;. o 9

A3 = W (bln 0 —45s_“ cos 0) s (A4)

<7 2(9
Ay = — 16551?73343 (542 + cosf) [4 cosf(s_ —sy)sy%s 24 sin?0 (54> + 8_3)] ,  (A.B)
sin® 0 2 2,02 2 3 3
Ay = 165 25,3 (s—= —cos0) [40089 (s —s4)s4“s_“+sin“ 0 (sy° +s_ ]} ) (A.6)
By = B3 = By = Bs =0, (A.7)
_ (1—1)sin®0 5 3¢ 2 o 203 50 5) 2
C’l—m[(s, — s sy —is_“sy” +isy ) sin” 6
+4s 2 (s_ —isy)(s_%+s542) 542 cos 9], (A.R)
i sin? 0 2 2) 2

D1 = m (8+ + s_ ) s (Ag)
1 s . 2

Cy = (3281);1;10 [4 cosf(s_ —sy)sy2s 2 +sin?0 (54> + 873)} , (A.10)

1 o - 2 9
Cs = — (32513;1311_ {4 cosf (s_ —s4) 5425 % +sin?6 (s3> + 8_3)} , (A.11)
Cy =Dy =C3 =Dy =Dy = D5 =0. (A.12)
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ol les coefficients sy et s_ sont définis par :
w w
S+:1/§+C089 et 3_:,/5—0089. (A.13)

1.2 Expression de la fonction F(p;w)

Pour une fréquence de libration longitudinale w > 2, I'expression suivante de la fonction
F(p;w), avec p = sin 6, s’applique :

3 3\ .4 B . 9
F(sinb;w) = (s4°+s-7)sin®f (s —s4) cosBsin H]

325,25 2 8
sin? (s + Vcos )
32543(cos?0 + 45,4

sin? 0(s_ + V/cos0) 9 .9 9
325 S(cos?f + 45 1) (23_ —QS_VCOSQ—i—COSG) (sm 0—4s_ 0050)

s+ —Veost s — \/COSH‘|

sy2+cosf  s_2—cosf

] (2 542 —2s, Vcosf + 6089) (sin26 +4s,2 cos0>

sin? 6

§_°84°(s_“+s §_ %+ s84°+2sy vcost + cos
325 3543 (s-2+542)[s-2 4 542 + 254 Vcos 0]
[(8_2 + 5.2 s O+ 75,25 1485 "5, — 75 25, 4165 %5,5
— 5. 044535 3(=3+25.)]) +[4s %y —s5 15,3 — 165 %5,% — 35,7
+4s5 Ps5,2(=34 16541 + 5,15 3(=19+325,1) + 5 7(—1 + 325,1)]Vcos h
+ 45 85,2 — 35,0+ 5 (1 — 205, 1) + 5 25, H(—11 4 45, %)
+ 45,25 3(=3 4+ 16541) + s_°(—4sy +645,.°) + 5_*(54% — 205,%)] cosf
— 45 Ts,2+45 05,3+ 5,5 4+56s5 15,7 4+5 35,2(3-765,%)
+5 (1 —8s.M)+3s.35 2 (1 —45.%)] cos®?0
4[58 — 45 05,2 — 45,35 5 — 485 15,1 + 605,553 +205_25,% 4+ 5,5 cos? 0
+[s_ T —4s %5, +8s 55,2 —11s_*s, 3+ 315, %5 3 +205_2s,° + 35, 7] cos®/?
+ -5 04+45 %5, —s5.2s 4412535 3+ 115 25,1 +35,5 cos®
+ (s °+3s5 35.24+35.%5 24 5,°) cos’/? 9}

sin® 0

1 (A.14)

La définition des coefficients s et s_ reste inchangée :

s+:,/§+0030 et s_:,/%—cosﬁ. (A.15)

Dans le cas ou la fréquence de libration longitudinale w est inférieure & deux, ’expression
(A.14) s’applique pour p > p. = /1 —w?/4. Par contre, pour p < p., nous devons utiliser
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2 Solution dans les couches de Stewartson

I’expression suivante :

sin? @ < (I4 4+ Vcos0) (41,2 cos§ +sin?0)  (I_ + v/cosh) (412 cos @ + sin” 0)
32 1.3 (2142 4 214 V/cos @ + cos b)) 1-3(21_2% 4+ 21_v/cos @ + cos b))
413 +1-2VeosO+ (I- + 1) cos®  1_*sin?0 (I_ +VecosO+ (1.3 +1_3)/1_* cosh)
B Ii1_ (I_ + +/cos0) - cosf1,.31 3 (I_ + v/cos0)
413 4142 VeosO + (I +1-) cos®  1,*sin?0 (I + VeosO + (1-3 +1,.3) /1, cosh)
- I_ 14 (I4 + v/cos0) cosf1_3 1,3 (I + /cos 0)
1

F(sinb;w) =

+
cos@1 31,3 (1 +1y) (- + 14 4+ Vcosh)?
<4z2 1.2 (12 —14)% cos®? 01 +2(I_ +14) Veosf]

+eosO[l-ly (1= +14) (2(20-2 = 3114 +214.2) sin 0 + 47 1 — 81313 +41_13)
+2(1% +15)sin? 0] + (1= +13)2 (1_* + 1) sin® 0 [(I- + 14) + 2 Vcos 0]

+cos® 208121 2 (122 — 1,22 + (1L + 1 4 1y (I — 11)?) sin? 9])] . (A.16)

Ici, les coefficients I; et [_ sont définis par

l+:1/cos0+§ et l_:,/cosﬂ—g. (A.17)

2 Solution dans les couches de Stewartson

Dans cette section, nous présentons les solutions utilisées au chapitre 3 dans les différentes
couches de Stewartson au voisinage du cylindre tangent au noyau interne, situé en p = a.
Cette analyse suit principalement le calcul effectué par Stewartson (1966) dans le cas de deux
spheres concentriques en rotation a des vitesses angulaires différentes. Dans toutes les couches,
les fonctions 12 et yo sont reliées, a ’ordre dominant en Ekman, par le méme systeme d’équations
que l'on écrire en coordonnées cylindriques sous la forme

Ox2 ., O
Oy 9%x2

ol p et z sont les coordonnées cylindrico-polaires radiale et axiale. Dans les deux couches externes
(voir figure 3.6), la fonction x2 demeure, a I'ordre dominant en F, indépendante de la coordonnée
axiale z, de telle sorte qu’une relation simple existe entre ¥y et y2. Cette relation s’obtient en
intégrant (A.18b) par rapport a z :

< a2X2
¢2(p72) - 7E§ 8[)2

+ B(p) (A.19)

ou B(p) est une fonction a déterminer dans chaque couche externe.
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2.1 Couche externe p > a de largeur E'/4

Dans la couche externe a droite du cylindre tangent, p > a, d’épaisseur EY/4, la fonction
o doit étre antisymétrique par rapport a I’équateur situé en z = 0. Ceci implique que la
fonction B est nulle dans cette couche : B(p) = 0. Une seconde relation est ensuite obtenue en
considérant le probleme dans la couche visqueuse au voisinage de la paroi de la sphere extérieure,
en z = v/1 — a?. Dans cette zone, une relation entre ¢ et x2 est déduite de la relation (3.33) au
voisinage de sinf = a :

xa(p) = =2(1 = ) BTy (p,v/1 = a?) + Flasw). (A.20)

La relation (A.19), évaluée en z = v/1 — a?, permet d’obtenir une équation différentielle pour la

fonction ys :
82)(2 X2 — .7:(&; w)

0p2  EYV2(1—a2)3/4 0, (A.21)
qui a pour solution
p—a E-1/4
x2(p) = Fla;w) — Ay exp l_( . 212)3/8 (A.22)

A ce niveau, la constante Ay est, a priori, inconnue. Nous allons voir dans la suite que nous
obtenons a l'ordre dominant en Ekman :

o?a?
A(aw) =X =X - X" = Fla;w) — —-. (A.23)
4 w?
Dans cette couche, la vorticité axiale est donnée par
w 1 8X2 E—1/4 5){(6"; w) e (P — a) E71/4 (A 24)
P = - = R ——— X - ) .
2= 5 8p a(1— a?)3/8 p (1— a2)3/8
tandis que la fonction 1y est obtenue avec la relation (A.19) en prenant B(p) =0 :
_ 12 * 60X (a;w) _ (p—a)
¢2(p,2) =E 2 (1 _ 0,2)3/4 exXp (1 o a2)3/8 E1/4 : (A25)

2.2 Couche externe p < a de largeur E?/7

La solution dans la couche externe & gauche du cylindre tangent, p < a, d’épaisseur E?/7,
est obtenue en considérant le probleme au voisinage des deux parois (noyau interne en z = 0 et
sphére extérieure en z = /1 — a?). Au voisinage du noyau interne, z = 0, on obtient une relation
entre 12 et x2 en utilisant ’expression (3.35) :

1/4
o? a?

XQ(p) =2 |}- - (2)2] E71/2 ¢2(Pv 0) + 42 (A26)

La relation (A.19) appliquée en z = 0 permet d’obtenir l'expression de B(p) dans cette couche :

_ x2(p) — a? a2/(4w2) 1/2
B(p) = 21— (p/a)2]1/4 Ee, (A.27)
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En utilisant la relation (3.33), et en appliquant I’équation (A.19) au voisinage de z = v'1 — a?
avec la relation (A.27), nous obtenons une équation différentielle pour yo dans cette couche :

0?x2 xe—Fla) x2-— a?a?/(4w?) allt _o (A.28)
dp (1 —a2)3/1E1/2 2a—p)/A ERVIi-a )
Cette équation différentielle admet pour solution
o’ a? 1/28 ~ 1/14
xalp) = “ 5+ BV Ao £(p) + O(E'/™), (A.29)
ol on a défini une variable dans la couche externe p < a par
1/7
= (a—p)| 55— (A.30)
P PROET(1—a22| - '
ot 1/7 2\—5/56
2 (1—a*)~
MAo(a;w) =— | — — X (a;w). A.31
slaw) = = (2) " S (e (4.31)
La fonction f(s) vérifie
0°f d =0, f(0)=1, f =0 A.32
952 GiA Y (0) =1, f(c0)=0. (A.32)
Une expression explicite de f(s) est donnée par
2(4/7 11/7 g1/2 K 8/7 7/8

T(11/7) ’

ou K, est la fonction de Bessel modifiée d’ordre v et I'(z) est la fonction Gamma (voir Abra-
mowitz et Stegun, 1965). On peut noter que f'(0) = —(4/7)%/7T(3/7)/T'(11/7) ~ —1,2246.

Les expressions (A.23) et (A.31) pour A; et Ay sont tels que x2 et d,X2, obtenues a partir de
(A.20) et (A.26) pour respectivement p > a et p < a, sont continues en p = a. Comme I’a montré
Stewartson (1966), cette condition de continuité provient de la condition de raccordement de la
solution dans la couche interne. Ceci garanti la continuité de la vorticité axiale qui est donnée
dans la couche externe p < a par

Ay o
2L/7 4617 (1 — a2)2/7 £(p)

w,, = E71/4 (A.34)

En utilisant les relations (A.19), (A.27), (A.28) and (A.29), une expression de 13 peut éga-
lement étre obtenue :

o ~ B3/ (1 B A2 £p) (A.35)

m) 29/7q=2/7 (1 — a2)1/14 pl/4°

2.3 Couche interne d’épaisseur E'/3

Dans la couche interne, la fonction yo est constante et égale & a2 a?/(4w?). A T'opposé, la
fonction 15 a une structure plus complexe. Comme démontré par Stewartson (1966), dans la
couche interne cette fonction est d’ordre ¢y = O(E9/42). Plus précisément on peut écrire ’écrire
sous la forme

Wy ~ B2 As(a;w) I(R,Z), (A.36)
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ou on a introduit les variables

(p—a)
R = (1= a?)i/6 G5 (A.37a)

7 = — (A.37D)

V1—a2

La fonction I(R,Z) doit alors vérifier I’équation différentielle

6 2
% + % =0, (A.38)
avec les conditions aux limites

(=2 R)Y*I ~ 1 pour Z — 0 avec R < 0, (A.39a)
(—=2R)"*I ~ (1 — Z) quand R — —oo, (A.39b)
I(R,Z=1)=0, (A.39¢)
I(R,Z =0)=0 for R >0, (A.39d)
I — 0 quand R — +o0. (A.39e)

Une forme intégrale de I(R,Z) peut étre obtenue a partir de la relation (A.38) en utilisant des
transformées de Fourier

I(R,Z) =

I(3/4) /oo sinh [k (1 — Z)/2] cos(kR+37/8) .~ (A.40)
0

21/4 1 sinh(k3/2) E3/4
La dépendance de vy par rapport a la fréquence de libration w apparait uniquement au
niveau de la fonction Az qui s’écrit
a3/28
26/7 f’(O) (1 _ a2)11/84

Az(a;w) = X (a;w) . (A.41)

L’écoulement axial u,, peut étre déduit dans la couche interne a partir de ’expression de s :

_L10¢s

= , A.42
U 2 a 8/) ( )
On obtient alors
Uz ~ B2 Ay(a;w) I(R,Z), (A.43)
avec Aa(a:) 52 (a: )
L slasw) a;w
Ag(a;w) = a(l—a2)l/6 ~  26/T§/(0)a25/28 (1 — q2)25/84 (A.44)
ou la fonction J(R,Z) a pour expression
_ TG/ s [0 2)/2) i
J(R,Z) = A Sinh(k3/2) cos(m/8 — k R) k*/* dk. (A.45)

Pour comparer la solution analytique obtenue avec les résultats numériques dans la coquille
sphérique, nous utilisons les termes d’ordre dominant, mais également les approximations a
I’ordre suivant. En effet, les valeurs du nombre d’Ekman accessibles dans les simulations numé-
riques restent modérées : E ~ 1076 — 10~%. L’approximation au second ordre peut étre obtenue
en considérant la correction d’ordre O(E'/?8) 4 X~ déduite de la relation (A.29) :

a? a?

Xﬁ p—
4 w?

+ EY28 Ay £(0). (A.46)
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Ceci nous permet d’obtenir une nouvelle expression pour 60X :

Fla;w) — a?a?/(4w?)

SX = N ) (447
avec YT (1= a?) 7B/ £(0) A.48
¢=- <a) £/(0) A

Si nous utilisons alors la relation (A.47) dans les expressions (A.23), (A.31), (A.41) et (A.44)
pour les coefficients A1, Ao, A3, A4, on obtient des corrections valides a ’ordre O(El/ ), Cest
cette approximation du second ordre que ’on utilise dans les comparaisons avec les simulations
numériques présentées au chapitre 4.
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Annexe

Analogie entre forcage temporel et forcage
azimutal

Dans cette annexe, nous déterminons analytiquement I’écoulement non-linéaire, stationnaire
et axisymétrique généré par un forgage multipolaire en géométrie cylindrique (voir section 4.3).

1 Formulation mathématique

Considérons I’écoulement dans le cylindre extérieur déformable de rayon Re,; en rotation
autour de I'axe (Oz) a la vitesse angulaire constante Qgp:,. Un forgage multipolaire, en rotation
a la vitesse angulaire 2,4, est appliqué sur le cylindre. Le rayon de la paroi déformable du
cylindre extérieur vérifie

R (0) = Rewt [1 + B cos(n )], (B.1)

ext

ou [ et m sont respectivement ’amplitude et la fréquence azimutale de la déformation. Nous
définissons Qr = Qopp/Qspin, comme le rapport entre la vitesse angulaire de la déformation et
la vitesse de rotation du cylindre. Nous considérons deux disques de rayon R séparés par une
distance H. Ces deux plaques tournent autour de 'axe (Oz) a une vitesse angulaire égale a celle
du cylindre extérieur, Qg (figure 4.16).

Dans cette situation, 1’écoulement est stationnaire. Nous travaillons dans le référentiel en
rotation avec la déformation a la vitesse angulaire 5. Le rayon des disques cylindriques R est
utilisé comme échelle de longueur et l'inverse de la vitesse angulaire de ces plaques, Qspmfl,
comme échelle de temps. Dans ce référentiel, les équations de Navier-Stokes et de continuité en

régime stationnaire s’écrivent en coordonnées cylindrico-polaires :

Wf’gyﬁfﬁg_“gluzgi 2050 =~ LBV, (B2)

ot E = v/(Qpin H?) est le nombre d’Ekman basé sur la distance entre les deux disques, H.
Considérons le cas général d’une déformation multipolaire (Le Dizes, 2000; Eloy et al., 2000),
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I’écoulement de base est alors donné par

U. = —Br"1(1-Qg)sin(nd), (B.3a)

Uy = 7(1-Qg)—Br""1(1—Qg) cos(nbh), (B.3b)

U, = 0, (B.3c)
2 n

p = % (1-Qp%)+7 % n(1—Qr)—2] (1—Qg) cos(nb). (B.3d)

Pour une déformation fixe, Qr = 0, et un forgage elliptique, n = 2, nous retrouvons 1’écoulement
de base utilisé dans I’étude de l'instabilité elliptique (voir par exemple Kerswell (2002)).

2 Solution linéaire dans les couches d’Ekman supérieure et in-
férieure

Le champ des vitesses et de pression donné par (B.3) est solution de 1’équation de Navier-
Stokes dans le volume et de I’équation de continuité. Cependant, les lignes de courant obtenues
sont elliptiques pour n = 2 et le long d’une méme ligne de courant la vitesse n’est pas constante :
elle est plus faible dans les zones de grande courbure. Or, sur les parois inférieure (en z = 0)
et supérieure (en z = H) ’écoulement doit satisfaire aux conditions de non-glissement. Sur ces
parois, la condition de non-glissement dans le référentiel en rotation avec la déformation est une
rotation solide & la vitesse angulaire (1 —Qg). Pour pouvoir satisfaire cette condition aux limites,
nous introduisons une couche visqueuse permettant de raccorder I’écoulement en volume a la
condition aux limites a la paroi. Considérons le disque inférieur et introduisons au voisinage de
z = 0, la coordonnée de couche limite :

z
(=i (B.4)
Notons que du fait de la symétrie du systéme, nous nous attendons a avoir la méme situation au
voisinage de la paroi supérieure. Supposons que les vitesses radiale u, et orthoradiale ugy soient
d’ordre O(1) dans la couche limite, alors I’équation de continuité (B.2.d) met en évidence que
la vitesse axiale dans la couche limite u, est d’ordre O(El/ 2). Dans cette approximation, les
équations (B.2.a-c) se réduisent a :

up,g Oury,  2ugpuig opr  O*ui,
5 LA ) oo 2Q — _—— d B5
Rl R nup =~ S (B.52)
Oupg = upp Ourp  Ugp Ui, 10p1  O*uig
t ’ J 2 2 29 = - — : B5b
Y oy + r 00 + r + 2R UL, r 00 ocz ( )
Op1
— =0 B.5
no- o (B.50)

ol ug ¢ désigne la solution a l'ordre B, L’équation (B.5) implique que le champ de pression ne
dépend pas de la variable ¢ dans la couche limite. Son expression est donc donné directement
par la relation (B.3.d). La nature du forgage multipolaire de période azimutale n, conduit a
chercher un champ des vitesses sous la forme :

Uy = B, ™ 4ce et urg = Pl e 4 cc. (B.6)
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A partir des équations (B.5.a-b) et avec la solution a l’ordre 0, on obtient les équations :

_ _ _ opr | 0%,

in(l=Qp)in, —2ig = — 5 58 (B.7a)
_ : _ inp1 0%

201, +in(1 - Q)19 = - . 3C2, (B.7b)

En ¢ = 0, i.e. a la paroi inférieure, le champ des vitesses doit étre nul au premier ordre en
b b b
par conséquent, on impose les conditions aux limites suivantes :

al,T(C = 0) = Oa al,@(C = 0) = 07 al,C(C = 0) =0. (BS)

La condition de raccordement entre 1’écoulement dans la couche limite et 1’écoulement dans le
volume implique que le champ des vitesses vérifie en { — 400 les conditions

- (1 -0 N (1 -0 _
Uy (+00) = —(21R), U1,6(400) = —(2R>, Uy ¢(+00) = 0. (B.9)
Par conséquent, la solution de ce probleme est donnée par :
n—1 1=0
a1, = iw (1—e 9 (B.10a)
n—1 1-0Q
U1y = —’“ (1—e?%) (B.10b)
1, = 0 (B.10c¢)
o= =2 (1 -9m) -2 (1- ) (B.10d)
ol on a posé
n 1/2
A= (1+s4i) g(l—QR)—l (B.11)
avec
sy =1 pour n(l-—Qgr)/2—-1>0 (B.12a)
et sy =—1 pour n(l—Qgr)/2—-1<0. (B.12b)

On en déduit alors le champ des vitesses et de pression dans la couche limite

- . 1/2
Uy = — "1 = Qp) |sin(ng) —e I3 (1=0r) =112 C iy <n9 + 5+ g (1-Qp)—1 C)]
(B.13)
i oo e n 1/2
urg = — 1" (1 —Qg) |cos(nd) — e 15 (A=2Rr)=112C g <n9 +sy |- (11— QR> -1 ()
(B.14)
uts =0 (B.15)
pL = :% [n(1—Qgr)—2] (1—-Qg) cos(nb) (B.16)

Les figures B.1(a) et B.1(b) montrent le champ des vitesses & l'ordre  dans la couche
d’Ekman pour un forcage elliptique, n = 2 et une déformation en rotation a la vitesse angulaire
Qr = 3. Le forgage induit un ajustement de la vitesse radiale et azimutale dans la couche
d’Ekman de maniére similaire a 1’étude d’un forgage temporel dans un cylindre en rotation
(Lopez et Marques, 2011).
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0.05 0.05
0.041 1 0.04¢
0.03 1 0.03
z z
0.02¢ 1 0.02¢
0.01f 1 0.01f 1
0 OM
-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 -1.2 -1.1 -1 -0.9 -0.8
u u

FIGURE B.1 — Champ des vitesses dans la couche limite inférieure pour une déformation elliptique,
n=2 Qr =3, =02et E=10"° (a) Vitesse radiale et (b) vitesse azimutale dans le référentiel li¢ &
la déformation. Douze profils régulierement espacés entre § = 0 et 6 = 7 sont représentés en r = 0.5. Les
profils rouge et bleu correspondent respectivement & § = 0 et § = 7 /4.

3 Ecoulement non-linéaire

Nous avons vu dans la section précédente que la déformation multipolaire géneére, en plus de
I’écoulement de rotation solide, un écoulement & Pordre 3 comportant des harmoniques ¢'™? et
e~ De la méme maniére que dans ’étude d’un cylindre ou d’une spheére sujet & une oscillation
de sa vitesse de rotation, la contribution non-linéaire, i.e. 52, de cet écoulement avec lui-méme va
créer des harmoniques €217 e=21n0 et 10, Ce dernier terme correspond au vent zonal. Lorsqu’on
mesure la vitesse du fluide, c’est ce dernier terme qui contribue a 1’écoulement apres une rotation

entiere d’une particule de fluide.

3.1 Ecoulement non-linéaire dans le volume

Contrairement au cas d’un forgage par libration longitudinale ou I’écoulement dans le volume
est nul au premier ordre, il faut ici tenir compte des contributions de période azimutale n dans le
volume et étudier si leur interaction non-linéaire peut donner naissance a un écoulement zonal.
Dans un premier temps, on s’intéresse uniquement a I’écoulement axisymétrique, c’est-a-dire au
terme d’harmonique e'?. Dans le volume, on a pour cette harmonique & 'ordre 82 :

P23 (0 = 1) (1 — Q)% — 2ugg —%m (B.17a)
T

Usy = 0 (B.17b)

U2, = 0 (Bl?c)

En effet, la contribution non-linéaire & travers le terme (U - V)U est nulle, ne générant pas
d’écoulement non-linéaire en 'absence des couches limites supérieure et inférieure. Les effets
physiques générant un écoulement zonal dans le volume sont donc les mémes que dans le cas
d’un forcage temporel. En pratique, les équations (B.17a-c) signifient que le champ des vitesses
dépend uniquement de la variable r et peut s’écrire sous la forme

ug,g =1 Qa(r) (B.18)

ou {29 est une fonction de r uniquement que 1’on va déterminer dans la suite.
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3.2 Solution non-linéaire axisymétrique dans la couche limite

Les équations (B.2a-c) dans la couche limite & 'ordre 3% s’écrivent :

Oury  upg Our,  upp? Ops  O*ug,
) I ? _ 2 — 2 s _— d B.].
Ylr or + r 00 r 2,0 or + 0¢? (B.192)
Ourg upg Ourg  uppuiy *us g
T M6 TR0 IO | gy, = ’ B.19b
Ul,r ar + . 00 + . + 2ug aC2 ( )
Op
— =0 B.19
ac ( c)

En explicitant les termes du premier ordre avec les expressions obtenues en (B.7a-d), on obtient :

Opa

uz, _ 2n—3 2 -\ A

e +2upg = ST n—1)1-Qp)*(1—-e?)(1—-e*°) (B.20a)
0%*usp

5 2ug, = 0 (B.20b)

Ce qui nous permet d’obtenir une équation différentielle en ¢ pour (ug, +iugg) :

RPN g g) = 723 2 (Mo A L \Fe N C ) o= (M) C
(8@—2184)(UQ,T+W2,9)J (n=1) (1-Qp)% (e 4 X e = (A4 2)e )

(B.21)
Les conditions de non-glissement a la surface du cylindre, i.e. en ( = 0, se traduisent par
U ((=0)=0 et  upp((=0)=0 (B.22)

Et la condition de raccordement entre la solution dans la couche d’Ekman et la solution dans le
volume s’écrit

Uz (¢ =+00) =0 et ug,0(¢ = +00) = 1 Qs(r) (B.23)

La solution au probleme posé par (B.21)-(B.23) est

—RC L g (AT)C
K2 — (A + A¥)2

Ug +iugp =1ir Qa(r) (1 —e %) 42" 3 (n — 1) (1 — Qg)? [e

—k( _g=AC —k( _ oA (¢
e e e e ] (B.24)

K2 _ )2 2 _ \*2
oll on a posé Kk = 1+ i. L’équation de continuité dans la couche limite pour la contribution
non-linéaire axisymétrique, 32 el0 s’écrit

1 2( ) + L Oug,
r o e VE 0¢

=0 (B.25)

Les vitesses Us ;- et Us g dans le volume dépendent uniquement de r, ainsi I’équation de continuité
implique que la vitesse axiale dans le volume ne dépend pas de la coordonnée axiale z :

aUQ,z

5 =0 (B.26)
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De plus, le systéme présente une symétrie par rapport a ’équateur. Ainsi, on a, en z = H/2,
Us,. = 0 d’out par conséquent Us , est nulle dans le tout le volume. Pour satisfaire la condition
de raccordement, I’équation (B.25) implique que ug, satisfait a la relation :

+0o0 1
Chm U, = —VE / - 2 (rug,)dn =0 (B.27)

Injectons la solution (B.24) dans la relation (B.27). On obtient alors une équation différentielle
pour la fonction Qy(r) avec S > 0 :

2 dQy(r) 23 (n —1)2 (1= Qg)?[1 - S[2+ S(10V/S — 25 — 9)]]
5~ T+ @S 1) (52 1) =0 (B.28)
ou S est défini par
S=|2(1-0Qp) -1 (B.29)

2

La constante d’intégration doit étre prise nulle afin que la fonction Q9 (r) ne diverge pas en r = 0.
En conséquent, la solution est donnée par

r274 (n — 1)2 (1 - Qg)?[1 — S[2+ S (10V/S — 2.5 — 9)]]

= - 2(452+1)(S2—1)

(B.30)

4 Discussion

L’expression (B.30) montre une différence importante entre un forcage elliptique, n = 2 et
un forcage de période azimutale, n > 2. Pour n = 2, la structure de la vitesse angulaire associée
a I’écoulement zonal est la méme que dans le cas d’un forgage de libration longitudinale (Wang,
1970) : la vitesse angulaire ne dépend pas du rayon. Pour de plus larges valeurs de n, Q9 dépend
de la position radiale dans ’écoulement. Nous reviendrons sur ce point ci-dessous. Le cas d’une
déformation elliptique, n = 2, est présenté en figure B.2(a). La vitesse angulaire (9, associée a
I’écoulement zonal, reste positive pour

n—2 2[1+4 23 4 22/3 n—2+2[1+21/3+22/3]
n n n n

(B.31)

puis décroit vers —oo pour des grandes valeurs de (2p. Un autre aspect particulier est que le vent
zonal s’annule pour 2z = 1, quelle que soit la période azimutale n du forcage. Cela correspond
en pratique a une vitesse angulaire de la déformation égale a la vitesse angulaire du cylindre :
les deux sont synchronisés. Par conséquent, I’écoulement est une simple rotation solide dans le
volume et aucun pompage n’est généré dans les couches d’Ekman supérieure et inférieure. Notons
également un point singulier pour Qr = 1 — 2/n, par exemple 2 = 0 pour une déformation
elliptique n = 2. Dans ce cas, S = 0 et la couche d’Ekman est singuliére : le développement
ci-dessus ne peut étre utilisé. Néanmoins, nous remarquons, comme dans le cas étudié par Wang
(1970), que la courbe peut étre prolongée par continuité.

La vitesse angulaire associée au vent zonal, 22, est présentée en figure B.2(b) pour une valeur
donnée Q2 p = 2 et différentes valeurs de la période du forgage multipolaire n. Comme nous ’avons
mentionné précédemment, le forcage elliptique est le seul cas ol la vitesse angulaire associée a
I’écoulement moyen ne dépend pas du rayon. Nous pouvons également remarquer qu’augmenter
la valeur de n conduit & un aplatissement de la vitesse angulaire preés de I’axe de rotation et une
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4 Discussion

0.5

-0.5

FIGURE B.2 — (a) Vitesse angulaire associée au vent zonal généré par un forgage elliptique, n = 2.(b)
Vitesse angulaire associée au vent zonal généré par différent forgages multipolaires pour Qg =2;n=2:
pointillés noirs ; n = 3 tirets-pointillés rouges; n = 5 : courbe bleue n = 8 : courbe verte épaisse.

augmentation de celle-ci au voisinage de r = 1. Cette variation avec le rayon provient du fait
que la forme d’une ligne de courant, renormalisée par (1 — Qp), est définie par

7"2 n

r
U= -3 + 8 . cos(nf) =k, (B.32)

ol k est une constante. Nous pouvons alors définir une déformation locale par

(n-2)/2
2nk ) (B.33)

fo=P (n—2

qui traduit son asymétrie (voir Le Dizeés et Eloy, 1999, pour plus de détails). /3, mesure la
déformation locale le long de la ligne de courant. On note alors que le cas n = 2 correspond a
une simple déformation elliptique, S , constante pour toutes les lignes de courant. Par contre
pour n > 3, la déformation des lignes de courant n’est plus homogene quand on fait varier
la constante k. On remarque que pour des petites valeurs de k, i.e. au voisinage du centre de
I’écoulement, les lignes de courant ¥ = k sont quasi-circulaires. Alors que lorsqu’on s’éloigne,
i.e. quand 3, — 1, les lignes de courant deviennent de plus en plus déformées et leur excentricité
locale est définie par (B.33). Ceci est clairement visible sur les figures 1.21 présentées dans la
section 1.3.2.

Nous pouvons également noter que du fait de la déviation & une rotation solide entre les
deux disques, ’écoulement axisymétrique dans le volume (pour 7 < 1) n’a pas la méme vitesse
que dans la région extérieure (r > 1). Par conséquent, cette discontinuité va étre lissée dans
des couches de Stewartson de méme structure que I’écoulement entre deux plaques cylindriques
tournant a des vitesses différentes (Stewartson, 1957, 1966). La présence de telles couches a été
étudiée en géométrie sphérique dans le chapitre 3.

Ce calcul permet de souligner I’analogie entre I’écoulement moyen généré par un forcage
temporel ou un forcage azimutal entre deux plaques cylindriques. Néanmoins, comme dans le
cas étudié par Wang (1970), un forgage d’ondes inertielles est susceptible de se produire selon
la fréquence de libration. Dans un cylindre soumis a un forcage de libration longitudinale a la
fréquence w, les ondes inertielles émises satisfont la relation w = 2 sinf ou 6 est ’angle entre la
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Annexe B : Analogie entre forcage temporel et forcage azimutal

direction de propagation des ondes inertielles et ’axe de rotation. Pour un forgage multipolaire,
nous nous attendons a avoir une excitation directe d’ondes inertielles dans la gamme

n—2<w<n+2 (B.34)

Méme si nous avons illustré cette analogie dans un cylindre en rotation du fait de la simplicité
des conditions aux limites, le méme mécanisme est présent dans une sphére soumise a un forcage
azimutal. Le méme calcul peut étre développé dans cette géométrie, le seul probleme venant de
la définition des conditions aux limites.

Pour finir, notons que dans la région (II), les lignes de courant elliptique doivent étre corrigées
au voisinage de la paroi extérieure, en 1 = R¢¢. Dans la limite des petites déformations, 5 < 1,
Eloy (2000) a montré que la correction au premier ordre de la fonction de courant, pour un petit
nombre d’Ekman, E < 3, conduit au champ de vitesses :

B \/E (1 - ’I’L) eky (r—Rext)

U= — 87" (1= Qg) sin(nd) — (1 — Q) NG

sin <l<:,, (r — Regt) + 10+ D :

(B.35)
Bk, VE (1—n) kv (r—Reat)

Up =71 (1= Qp) = 1" (1= Qp) cos(nd) — (1= Qr) —— 5

X [Cos (k,, (r— Rext) +m6+ Z) — sin <k,, (r — Rext) +n 6+ Z)] , (B.36)
U,=0, (B.37)

ol on a posé

fon = . (B.38)
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Annexe

Déformations optiques

La visualisation directe de 1’écoulement, a 'aide de particules de Kalliroscope, ne rend pas
directement compte de la structure de I’écoulement dans la sphere. En effet, la forme cylindrique
ou plane des dioptres air/silicone et silicone/eau modifie le trajet des rayons lumineux (figure
C.1(a)). Pour obtenir la structure réelle de I’écoulement, nous devons corriger ces déformations a
’aide des lois de 'optique géométrique. Ainsi, a partir d’une image enregistrée par la caméra (voir
par exemple la figure C.1(b)), nous pouvons remonter aux positions réelles des bandes lumineuses
dans la sphere. Dans ce chapitre, nous considérons successivement un plan perpendiculaire a ’axe
de rotation (dioptre cylindrique entre air et le silicone, plan rouge figure C.1(b)) puis un plan
parallele & I’axe de rotation (dioptre plan entre l’air et le silicone plan vert figure C.1(b)). L’axe
de rotation est orienté suivant l'axe (Oz).

(b)

FIGURE C.1 — (a) Schéma du dispositif expérimental ; les plans rouge et vert sont respectivement perpen-
diculaire et paralléle & ’axe de rotation du cylindre. (b) Visualisation a I’aide de particules de Kalliroscope
effectuée dans le référentiel du laboratoire montrant la présence de bandes lumineuses.
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Annexe C : Déformations optiques

1 Déformation optique dans le plan horizontal

d

F1GURE C.2 — Représentation schématique du trajet d’'un rayon lumineux a la traversée des deux dioptres
cylindriques air/silicone et silicone/eau. La caméra pergoit un pixel & une distance y4 de l'axe alors que
sa distance réelle est ys.

Nous plagons la caméra au point O, a une distance d de la matrice en silicone qui contient une
sphere de rayon R, remplie d’eau d’indice optique n. = 1,33. Le silicone déformable, qui entoure
la sphere, a une épaisseur e variable (e = 1 cm a I’équateur) et un indice optique ng = 1,41. Un
point, en réalité situé a une distance y3 du centre de la sphere, est percu par la caméra a une
distance y5 du fait de la réfraction du rayon lumineux au niveau des deux dioptres circulaires
(voir figure C.2). Le but de cette section est de déterminer la distance réelle de ce point dans la
sphere a partir de I'image enregistrée par la caméra.

Considérons le rayon lumineux qui part du point situé en ys et qui atteint I’objectif de la
caméra en O. La distance y;, représentée sur la figure C.2, est donnée par

y1 = (d+ e+ R —x1) tanbp. (C.1)

Le dioptre air/silicone est, a I’équateur, un cercle de rayon R+ e. Les distances x; et y; vérifient
donc la relation
x12+y12 = (R—|—€)2 (CQ)

Utilisons cette expression pour remplacer y; dans I’équation (C.1). Nous obtenons une équation
du second degré pour x7 :

(1 +tan? Op) v12 —2(d +e+ R) tan” g1 + (d + e + R)* tan? 0y — (R+¢)*> =0.  (C.3)
La solution a cette équation est donnée par

oy 2(d+e+ R) tan? 0y + VA1
' 2 (1 + tan? ) ’

(C.4)
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1 Déformation optique dans le plan horizontal

ol le discriminant A; a pour expression
A; = (R+e)?> —2d tan? 6y (R + ) — d? tan? 6. (C.5)

Au niveau du dioptre silicone/eau, le rayon lumineux passe a une distance yo de ’axe donnée
par
yo = y1 + tan(0] — 0s) (z1 — 22) (C.6)

et angle 6 s’exprime en fonction de g et 6, :
01 = 6y + 0. (C7)

De plus, on peut exprimer les angles 0] et 05 respectivement & 1’aide des lois de Snell-Descartes
et par un raisonnement géométrique :

Y1

Ng Sinf; = ng sinf] et sinfs =

(C.8)

Le dioptre silicone/air se trouve sur une sphére de rayon R. Une seconde équation relie donc x5
et yo :
1‘22 + y22 = R2. (Cg)

Avec cette relation et I’équation (C.6) nous obtenons un polynéme du second degré en xs :
{1 + tan?(6] — 93)} T9% — 2 tan(0] — 6,) [1 tan(0] — 0s) + y1] @2
+ [(@1 tan(0] - 0,) +31)* - B*| =0 (C.10)
La solution est donnée par

_ 2 tan (0] — 05) [x1 tan(0] — 65) + y1] + VA2
2 [1+ tan?(0] — 65)]

(C.11)

T2

ou le discriminant Ag est
Ap =4 [R?[1 4 tan?(0] — 0,)] — [y1 + =1 tan(0] — 0,)]?] (C.12)

L’angle 6} s’obtient en utilisant la loi de Snell-Descartes pour la réfraction au niveau du
dioptre silicone/eau :
Ne sin 0 = ng sin B (C.13)

Par construction géométrique, on peut exprimer les angles 6. et 65 :

sinf, = ‘% ot Oy =0, + 0, — 0, (C.14)

ys s’écrit sous la forme :

Y3 = yo + tan(fy — 6.) 2 (C.15)

L’angle ¢, s’obtient a partir de la relation (C.13) avec (C.14), 23 et ya se déduisent respectivement
des relations (C.11) et (C.6). Sur les images enregistrées par la caméra, un pixel sera a une
distance y4 de I'axe donnée par

ys = (d+e+ R) tanf | (C.16)
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FIGURE C.3 — (a) Angle percu par la caméra 6/, (en rouge) et angle réel 6, (en bleu) tenant compte de la
réfraction des rayons lumineux. (b) Distance au centre pergue par la caméra ys en fonction de la distance
réelle au centre y3 (courbe rouge). La courbe noire en pointillés représente ces distances en 'absence de
réfraction. (c¢) Différence entre la distance pergue par la caméra ys et la distance réelle y3 en fonction de
y3 (courbe rouge). La courbe en pointillée est le résultat obtenu en I’absence de toute réfraction.

On peut également exprimer I’angle auquel apparait une bande cisaillement :

. Y3
67’ - 7 | 1
arcsin (R) (C 7)

et I’angle apparent mesuré par la caméra :

/
0l = arcsi y?’) . C.18
). = arcsin <R ( )

La caméra est placée a une distance d = 50 cm de la matrice en silicone. A ’équateur
I’épaisseur du silicone vaut e = 1 1cm et le rayon de la sphere est R = 10 cm. De plus les indices
optiques de l'air, du silicone et de ’eau sont respectivement n, = 1, ns = 1.41 et n, = 1.33. La
déviation des rayons lumineux se fait principalement au niveau du dioptre air/silicone du fait
de la grande différence d’indice. La contribution du dioptre silicone/eau est moins importante
car la différence d’indice optique est plus faible. Nous avons représenté en figure C.3(a) l’angle
pergu par la caméra 6. et ’angle réel 6, en fonction de 'angle d’observation 6. Cette figure
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2 Déformation optique dans le plan vertical

montre qu’il n’existe de solutions que pour 6y < 9,45° avec les parametres expérimentaux
utilisés. Au dela de cette valeur, les rayons optiques ne passent plus dans la sphére. Nous notons
également qu’il peut y avoir une différence significative entre ’angle réel et 'angle apparent
visualisé par la caméra, jusqu’a 1,5 cm d’écart comme l'illustre la figure C.3(c). Cette différence
est particulierement prononcée sur le bord de la sphére. De plus, la forme cylindrique de la
matrice en silicone empéche de visualiser I’écoulement dans la spheére pour 6, > 64 °. Ces zones
d’ombres représentent environ 1 cm de chaque coté de la sphere. La figure C.3(b) permet de
corréler directement la position radiale réelle d’un pixel, y3, pour une valeur mesurée par la
caméra, y5 et montre également une différence de distance qui peut étre non négligeable.

2 Déformation optique dans le plan vertical

d

FiGURE C.4 — Représentation schématique du trajet d’un rayon lumineux dans le plan vertical a la
traversée des dioptres air/silicone et silicone/eau. La caméra pergoit un pixel & une distance z4 de 'origine
alors que sa distance réelle est zs.

Dans la section précédente, nous avons déterminé la déformation optique induite dans un
plan horizontal. Considérons maintenant la déformation optique dans un plan vertical, parallele
a l'axe de rotation. Dans ce cas, la forme du dioptre air/silicone est modifiée et est maintenant
plane (voir figure C.4).

Dans cette situation, les distances z; et zo sont données par

z1=dtanfy et 20=2 + (e+ R—z) tanf] (C.19)
De plus, la loi de Snell-Descartes pour la réfraction appliquée au dioptre air/silicone implique
Ng sin 0 = ng sin 6] (C.20)
et la géométrie sphérique conduit a la relation
2% 4 20? = R*. (C.21)
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A partir des relations (C.19) et (C.21) on obtient un polynéme du second ordre en = qui admet
pour solution

/ /
. 2[z1 + (R+e) tan 07] tan 6] + VA (C.22)
2 (1 + tan?6)

ol A est le discriminant de cette équation et est donné par
A=4(R*— 2% —4tanf] [22; (R+e)+etand] (2R +e)] (C.23)

Un raisonnement géométrique montre que I’angle 6 a pour expression

02 = 0. + 0 = arccos (;) + arcsin (W) (C.24)

Puis, la loi de Snell-Descartes pour la réfraction appliquée au dioptre silicone/eau se traduit par
ns sin By = n, sin 6} (C.25)

Par conséquent, I’angle 6/, est donné par

s q Sind
¢, = arccsin {n sin (arccos (;) + arcsin (nSIIH))] (C.26)

Te Ns

On obtient ensuite la distance z3 par la relation

z3 = 29 + tan(0y — 0.) (C.27)

En remplagant zo, 05, 6. et 2 par leurs expressions déterminées précédemment on peut calculer
cette distance. Sur les images enregistrées par la caméra, la distance réelle du pixel est donnée
par

2h = (d+ e+ R) tan b (C.28)

L’angle, mesuré par la caméra, pour lequel apparait une bande lumineuse de Kalliroscope
est alors donné par

/
0!, = arcsin (2) (C.29)
tandis que l'angle réel correspondant est
6, = arcsin (2) (C.30)

ol z4 et z3 sont respectivement données par les relations (C.28) et (C.27).

Nous avons représenté figure C.5 les angles 6, et 6. en fonction de la valeur de 'angle
d’observation y. Lorsque les rayons lumineux passent par la spheére, pour § < 8,6, iln’y a pas de
déviation significative des rayons lumineux dans un plan vertical excepté tres pres des poles. Les
valeurs de 0, et 6. sont trés proches, erreur restant inférieure & 3%. En revanche, on constate que
pour # > 8,6°, aucune visualisation n’est possible avec les parametres expérimentaux utilisés.
Comme précédemment, il existe une zone d’ombre, qui cette fois-ci s’étend d’environ 0.1 cm aux
deux poles de la sphere.
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FIGURE C.5 — (a) Angle pergu par la caméra 6/ (en rouge) et angle réel 6, (en bleu) tenant compte de
la réfraction des rayons lumineux dans le plan vertical. (b) Distance au centre pergue par la caméra zs
en fonction de la distance réelle au centre z4§ (courbe rouge). La courbe noire en pointillés représente ces
distances en ’absence de réfraction.

3 Exemple

Nous pouvons utiliser les résultats établis dans les sections précédentes pour déterminer la
position réelle des bandes lumineuses de Kalliroscope obtenues pour un forcage résonant. Une
image de I’écoulement obtenu pour un forcage de marées, avec Q0p = 0,178 est présentée figure
C.6(a).

Pour ce mode résonant, deux bandes apparaissent : une localisée pres de l'axe de rotation
et une plus proche de I’équateur. Nous pouvons alors mesurer les angles 01 et 0 correspondant
ainsi que les distances r; et 7o correspondantes (figure C.6(a)). Pour mesurer la position radiale
de ces bandes, nous utilisons en pratique la mesure des angles qui ne requiert pas de connaitre
I’échelle de longueur sur 'image. Pour une bande donnée, nous pouvons déterminer deux angles
correspondant aux extrémités rp, et rmaee de la bande lumineuse (voir figure C.6(a)). Pour la
premicre bande, nous obtenons 01 i, = 8,27 et 01 mq; = 21,8". Pour la seconde bande, nous
avons 02 ymin = 52,7° et 024, = 62,4". Comme nous I'avons vu précédemment, la déformation
optique induit par la réfraction intervient principalement suivant la direction radiale, les résultats
de la section 1 seront donc appliqués ici pour déterminer I’angle réel auquel apparait une bande
lumineuse. Nous obtenons que 0, 1,min = 6,2° et 01max = 16,3 puis O,2,min = 39,57 et
0r2,maz46,9°. A partir de ces angles, nous pouvons déterminer les rayons correspondant auxquels
apparaissent une bande lumineuse, r = R sinf, ou R = 10 cm est le rayon de la sphére. Nous
obtenons alors pour la premiere bande r; = 1,1 — 2,8 cm et pour la seconde bande ro = 6,4 — 7,3
cm. Nous avons représenté la composante azimutale du champ des vitesses sur la figure C.7(a)
ainsi que la position des bandes de cisaillement. Ces bandes de cisaillement semblent correspondre
a une variation rapide de 'amplitude du vent zonal. Pour vérifier ce point, nous avons également
représenté, en figure C.7(b), la dérivée radiale de ce champ de vitesses. Il apparait que les
bandes de cisaillement sont présentes dans les zones ol ce cisaillement est négatif et maximum
en amplitude.
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FIGURE C.6 — (a) Visualisation par particules de Kalliroscope du mode résonant obtenu avec un forcage

de marées pour Qr = 0,178, E = 1,4 x 1075 et € = 0,04. (b) Champ PIV résultant pour les mémes
parametres que la figure (a).
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F1GURE C.7 - (a) Vitesse azimutale et (b) gradient radial de la vitesse azimutale Jug/Or correspondant
au champ PIV présenté figure C.7(b). Les courbes rouges en pointillés représentent la position des bandes
lumineuses observées avec les particules de Kalliroscope.
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Annexe

Caractéristiques physiques de quelques

planetes et satellites

Dans cette annexe, nous donnons les grandeurs physiques caractérisant certains satellites
ou planétes. Ces grandeurs permettent d’estimer si les différents mécanismes présentés dans ce

manuscrit sont susceptible de se produire aux échelles planétaires.

Masse totale

Densité du fluide

Viscosité cinématique du fluide

Rayon externe moyen de la couche de fluide

Rayon interne moyen de la couche de fluide

Vitesse angulaire moyenne

Vitesse orbitale

Rapport de I’axe majeur et de I’axe mineur dans le plan équatorial

TABLE D.1 — Notations des parameétres des corps astrophysiques.

sz

Reazt
Rint
Qspin
Qorb
ai/az

Les expressions des parametres sans dimensions caractérisant certains satellites et planetes sont

données ci-dessous.

Rapport d’aspect du noyau a = Rint/ Remt
Nombre d’Ekman = v/(Qspin R?)
Fréquence de libration physique w = Wi/ Qspin
Amplitude de libration €

Amplitude de la déformation elliptique B = (a1 — a2?)/(a1? + a2?)

TABLE D.2 — Notations des parametres sans dimension des corps astrophysiques.

Nous reportons les données utiles qui nous permettent d’estimer ’amplitude de I’écoulement

ou la présence d’instabilité par les mécanismes de génération de vent zonaux. Ces valeurs ont

été obtenues pas un important travail de compilation menées par Noir et al. (2009) puis par
Cébron (2011) qui ont utilisé de nombreuses sources pour traduire les mesures astrophysiques
en termes de parameétres sans dimension tels que nous les avons définis dans cette theése (voir
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Annexe D : Caractéristiques physiques de quelques planétes et satellites

notamment les articles suivants Kerswell et Malkus, 1998; Grasset et al., 2000; Anderson et al.,
2001; Sohl et al., 2003; Hussmann et Spohn, 2004; Hauck et al., 2004; Tobie et al., 2005; Kuskov
et Kronrod, 2005; Wahr et al., 2006; Margot et al., 2007; Van Hoolst et al., 2007; Van Hoolst
et al., 2008, 2009; Lorenz et al., 2008; Bland et al., 2008, 2009; Goldreich et Mitchell, 2010).
Nous renvoyons & Cébron (2011) pour plus de détails.

Mercure Venus Terre Terre primitive

M (x1072* kg) 0,330 4,87 598 5,98
R (km) 2440 6051 6378 6378
Tspin (jours terrestres) 58,3 -243 0,997 0,418
E (x10') 21 316 0,11 0,047
B (x107) 6,8 1,1 0,8 6,7

TABLE D.3 — Caractéristiques physiques de quelques planétes telluriques.

To Europe Ganymede Callisto  Titan

M (x107%2 kg) 8,93 4.8 14,8 10,8 13,45
R (km) 1822 1561 2631 2410 2576
e (x10%) 1,3 2 0,056 0,042 1,3
w 1 1 1 1 3x 1073
core core core core core
a 0,52 0,38 0,27 _ 0,25
E (x101) 2,7 14 20 - 27
B (x10%) 60 9,7 3,7 _ 1,2
ocean ocean ocean ocean ocean
Epaisseur de la crotite (km) - 10 100 150 70
Epaisseur de l'océan subsurfacique 100 150 150 200
E (x10'%) - 2,0 1,5 4,5 3,5
B (x10%) _ 9,7 3,7 0,72 1,2

TABLE D.4 — Caractéristiques physiques des quatres lunes galiéennes et de Titan.

Nous pouvons également rappeler les valeurs proposées par Cébron (2011) concernant quelques
exoplanetes

CoRoT-7b GJ 1214b 55 CnC e

M (en masse terrestre) 4,8 6,55 8,57
R (en rayon terrestre) 1,68 2,678 1,63
E (x10'9) 9.4 6.8 8,6
B (x10%) 7 6 5

TABLE D.5 — Grandeurs caractéristiques de quelques exoplanétes (Léger et al., 2011; Nettelmann et al.,
2010; Winn et al., 2011; Cébron, 2011).
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Liste des publications

Dans un soucis de cohérence du manuscrit, j’ai sélectionné différents travaux menés a 'IRPHE
au cours de cette these qui traitent tous de I'étude des forcages harmoniques sur les écoulements
en rotation. Les travaux effectués durant mon stage de Master 2 sur I'instabilité qui apparait
dans un dispositif de Taylor-Couette soumis a une déformation elliptique du cylindre extérieur
n’ont pas été présentés, de méme qu’'une étude menée avec David Cébron traitant de I'instabilité
elliptique dans un fluide non-homogeéne pour décrire les planetes gazeuses.

En plus des travaux effectués durant cette these, j’ai eu la chance de séjourner deux mois
a I'Université de Hong Kong dans le groupe du professeur H.C. Shum. J’ai travaillé sur des
écoulements microfluidiques caractérisés par une faible tension de surface et leurs applications
dans la génération d’émulsions totalement aqueuses. Ces travaux ont donné lieu a plusieurs
publications. Le dispositif expérimental développé durant ces études a également fait ’objet d’un
dépot de brevet. Durant 1’été 2012, j’ai pu participer a ’école d’été Geophysical Fluid Dynamics
de la Woods Hole Oceanographic Institution. Durant ce programme de dix semaines, nous avons
développé, avec les professeurs N.J. Balmforth et C.P.C Caulfield, un dispositif expérimental
permettant d’étudier la dynamique d’un bulldozer dans un milieu granulaire. Ces travaux vont
conduire a la rédaction prochaine d’un article.

Les travaux présentés dans ce manuscrit ont donné lieu a différentes publications soumises, en
cours d’écriture ou publiées. L’analyse théorique présentée au chapitre 3 ainsi que sa validation
ont été acceptées pour publication par Journal of Fluid Mechanics. L’étude expérimentale et
numérique du vent zonal induit par libration dans une sphere pour de petites fréquences de
forgage, présentée au chapitre 4 a fait I’objet d’une publication dans Journal of Fluid Mechanics.
La dynamique en conteneur non-axisymétrique décrite dans ce méme chapitre, a fait partie
d’une étude menée avec Jérome Noir publiée dans Physics of Farth and Planetary Interiors.
Les travaux, présentés dans le chapitre 6, mettant en évidence la génération spontanée d’ondes
inertielles sont actuellement en cours d’écriture. Les résultats relatifs au forcage de libration
longitudinale en géométrie cylindrique, disséminés au gré du manuscrit, ont également fait 'objet
d’une publication dans Physics of Fluids.

Articles publiés ou acceptés pour publication

1. Elliptical instability in hot jupiter systems. D. Cébron, M. Le Bars, P. Le Gal, C. Moutou,
J. Leconte & A. Sauret (accepté par Icarus).
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2. Libration-induced mean flow in a spherical shell. A. Sauret & S. Le Dizes (accepté par
Journal of Fluid Mechanics).

3. Ezperimental study of libration-driven zonal flows in non-azxisymmetric containers. J. Noir,
D. Cébron, M. Le Bars, A. Sauret & J.M. Aurnou. Physics of Earth and Planetary Interiors,
204-205, 1-10 (2012).

4. Beating the jetting regime. A. Sauret & H.C. Shum. International Journal of Nonlinear
Sciences and Numerical Simulation, 13(5), 351-362 (2012).

5. Fluctuation-induced dynamics of multiphase liquid jets with ultra-low interfacial tension.
A. Sauret, C. Spandagos & H.C. Shum. Lab on Chip, 12, 3380-3386 (2012).

6. Generation of monodisperse water-water emulsion in coflow microcapillary device. A. Sau-
ret & H.C. Shum. Applied Physics Letters 100, 154106 (2012).

7. Fluid flows in a librating cylinder. A. Sauret, D. Cébron, M. Le Bars & S. Le Dizes. Physics
of Fluids 24(2), 026603 (2012).

8. Ezperimental and numerical study of mean zonal flows generated by librations of a rotating
spherical cavity. A.Sauret, D. Cébron, C. Morize & M. Le Bars. Journal of Fluid Mechanics
662, 260-268 (2010).

Articles soumis ou en préparation

1. Generation of zonal flow : on the analogy between temporal and azimuthal forcing. A.
Sauret (en préparation pour Physica D).

2. Spontaneous generation of inertial waves from self-generated turbulence. A. Sauret, D.
Cébron, S. Le Dizeés & M. Le Bars (en préparation pour Journal of Fluid Mechanics).

3. Tides-driven shear instability in fluid cores and subsurface oceans. A. Sauret, M. Le Bars,
P. Le Gal & S. Le Dizes (en préparation pour Geophysical Research Letters).

Proceedings

1. Smoothing out sandpiles : rotational bulldozing of granular material. A. Sauret. GFD Pro-
ceeding Volumes (2012).

2. Génération d’un vent zonal par libration. A. Sauret, D. Cébron, M. Le Bars & S. Le Dizeés.
20°™°congrés francais de mécanique (2011).

Brevet

System for generation of emulsions with low interfacial tension. A. Sauret & H.C. Shum.
Soumis en Mars 2012.

Chapitre de livre

Droplet formation for all-aqueous droplet microfiuidics. A. Sauret dans Green Microfiui-
dics. Ed. H.C. Shum, Pan Stanford Publishing (3 paraitre en 2013).
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Forgage harmonique d’écoulements en rotation: vents zonaux, ondes
inertielles et instabilités

Résumeé: Une grande quantité d’énergie est présente dans les mouvements de rotations
propre et orbitale des planétes. Des forcages harmoniques tels que les déformations de
marées, la précession ou la libration peuvent en convertir une partie pour générer des
écoulements dans les couches fluides d’une planéte. Ces écoulements restent largement
méconnus méme s’ils sont importants pour contraindre des modéles d’intérieur planétaire
ou expliquer la présence de champs magnétiques dans certains astres.

Dans cette thése, nous étudions les mécanismes engendrés par ces forgages en com-
binant une approche théorique, expérimentale et numérique et soulignons la généricité
des phénomeénes observés. L’étude d’un forgage de libration longitudinale, i.e. des oscil-
lations de la vitesse de rotation d’un astre, montre la présence d’un écoulement zonal
généré par des interactions nonlinéaires dans les couches visqueuses. Nous étudions en-
suite l'instabilité qui apparait & la paroi pour des amplitudes de libration suffisantes et
qui peut transférer de I’énergie vers le volume du fluide. Finalement, une étude expéri-
mentale de forcage de marées dans une sphére met en évidence que ’excitation directe
d’ondes inertielles induit un écoulement zonal intense et localisé. Cet écoulement peut se
déstabiliser par une instabilité de cisaillement et générer un écoulement turbulent dans
tout le volume.

Pour finir, nous considérons la pertinence de ces résultats pour des applications géo-
/astrophysiques, telles que I’étude des océans internes sous la surface de glace des satel-
lites joviens Ganymeéde, Encelade et Europe.

Mots-Clés: forgages harmoniques, rotation, libration, marées, ondes inertielles, couches
d’Ekman, instabilités, vent zonal.

Harmonic forcings in rotating flows: zonal winds, inertial waves and
instabilities.

Abstract: A huge amount of energy is stored in the spin and orbital motions of any pla-
net. Harmonic forcings such as libration, precession and tides are capable of conveying
a portion of this energy to drive intense three-dimensional flows in liquid layers of pla-
netary bodies. The generated flows remain largely unknown even if they are important
to constraint model of planetary interior or to explain the presence of magnetic fields in
some astrophysical bodies.

In this thesis, we study the mechanisms induced by these forcings by combining theo-
retical, experimental and numerical approaches and we highlight the genericity of the
observed phenomena. The study of a longitudinal libration forcing, corresponding to os-
cillations of the rotation rate of a planet, shows the presence of a mean zonal flow genera-
ted by non-linear interactions in the viscous layers. We then study the instability which
appears at the outer boundary at sufficiently large libration amplitude or small Ekman
number and which can transfer energy to the bulk of the fluid. Finally, an experimental
study of tidal forcing in a sphere shows that the nonlinear self-interaction of excited iner-
tial waves may drive an intense and localised axisymmetric jet, which becomes unstable
at low Ekman number following a shear instability, generating space-filling turbulence.

To conclude, we consider the relevance of these results to geo-/astrophysical applica-
tions, such as the subsurface oceans of the icy satellites Ganymede, Enceladus or Europa.

Keywords: Harmonic forcing, rotation, libration, tides, inertial waves, Ekman layers, in-
stabilities, zonal flow.






