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Notations

La lettre p désigne un nombre premier. Dans la partie consacrée a 'inégalité de Turdn-Kubilius,
il en est de méme pour la lettre q.

alb signifie que a divise b et p”||n signifie que p”|n et p*+1 ¢t n.

(a,b) désigne le pged des entiers a et b.

1(n) :=1(n € N*).

wn) =3, letr(n):=3,,1

_1)wn) g 4
j(n) = { (-1) si n est sans facteur carré, (fonction de Mdbius).

0 dans le cas contraire,
__Jlogp sin=ryp", .
A(n) == { 0 dans le cas contraire, (fonction de Von Mangoldt).
©(n) =31 <men, (mny—1 1 est la fonction indicatrice d’Euler.

P(n) désigne le plus grand facteur premier de n, avec la convention P(1) = 1.

S(z,y) :={n<x:Pn) <y} et U(z,y) est le cardinal de S(x,y).

La fonction de Dickman p est définie comme I'unique solution continue de 1’équation différentielle
aux différences finies

vo'(v)+o(v—1)=0 (v>1), pv)=1 (0<v<1).

Nous posons également p(v) = 0 pour v < 0.

Etant donné un nombre réel x, nous notons [z]| sa partie entiere, (z) sa partie fractionnaire, et
lz|| :== d(z,Z) = min,ez |z — n| la distance de = & 'ensemble des entiers.

&(v) désigne, pour v > 1, 'unique solution strictement positive de I’équation

14 vé(v) = 8,

On pose £(1) = 0.
a = a(x,y) désigne la solution de I’équation transcendante

1

E oep =logz (z>2y=>2).
p =1

Py

¢ désigne la fonction zéta de Riemann.

log,, désigne la k-ieme itérée de la fonction logarithme.

Nous utilisons indifféremment la notation de Landau f = O(g) et celle de Vinogradov f < g
pour signifier que |f| < C|g| pour une constante positive C', qui peut étre absolue ou dépendre
de certains parametres, auquel cas la dépendance pourra étre indiquée en indice.

La notation f < g signifie que f < g et g < f ont lieu simultanément.

A désigne I'ensemble des fonctions arithmétiques additives & valeurs réelles, c’est-a-dire telles que

fln) =Y f() (neN).

p¥|ln






Introduction

Cette these comporte deux parties indépendantes, toutes deux dédiées a I’étude des entiers
friables, ou sans grand facteur premier, et & leur implication dans la théorie analytique et
probabiliste des nombres. Nous désignons par P(n) le plus grand facteur premier d’un entier n > 2
et nous posons P(1) = 1. L’ensemble

S(z,y) ={n<z:Pn) <y}

dont le cardinal est noté ¥(x,y), a fait 'objet d’une littérature considérable depuis le travail de
Bruijn en 1951, et notamment lors des vingt dernieres années. L’introduction des entiers friables
s’est en effet révélée tres utile dans de nombreux problémes.

Dans la premiere partie, nous utilisons les entiers friables pour traiter un probleme posé par
Davenport en 1937 concernant des séries trigonométriques a coefficients arithmétiques. La premiere
fonction de Bernoulli normalisée est définie par

_ W) -5 siv¢L,
B(ﬂ)_{o si v € Z,

ou (-) désigne la partie fractionnaire. Elle est en tout point somme de son développement en série
de Fourier : on a, pour tout 9 € R,

(1) B() = — Z sin(27rkn9).

wk
k>1

Etant donnée une fonction arithmétique g : N* — C, on déduit de (1) le calcul formel

Z @B(m&l) = — Z fr(:k): sin(2mnkd)

n>1 n,k>1
(2) = W=
1
= E (g 1)(m) sin(2wmd),
= m

ou * désigne le produit de convolution de Dirichlet, et 1 la fonction arithmétique définie par
1(n) = 1 pour tout n > 1. En posant

(3) f=g%1,

nous pouvons réécrire (2) sous la forme

(Dy) Z f;z) sin(2rmd) + Z MB(m?) =0.

n
m21 n>1

Etant donné un couple de fonctions (f, g) liées par la relation (3), déterminer les nombres réels o
pour lesquels U'identité (Dy) prend un sens analytique, est un probléme difficile que 'on ne sait
actuellement pas résoudre en toute généralité. Nous noterons désormais (f,g) € Dy pour signifier
qu’un couple de fonctions (f, g), liées par la relation (3), satisfait l'identité (Dy).

Désignons par 8 I’élément neutre pour la convolution et par p la fonction de Mobius. Davenport
a établi que (8, ) € Dy pour tout ¥ € R. Plus précisément, il obtient I'estimation effective

_ sin(279) w(n) 1
(4) AW@y) = ——+> S =B) < gz (12 2)

nLy
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ou A est une constante positive arbitraire. La méthode de Davenport consiste a utiliser la
décomposition
(P2 = 01)AW,y) =1+ J
avec
V2 V2
I= A9, y)dY et J = {AW1,y) — AW, y)} d0.
91 91
L’intégrale I ramene le probleme & un cas ot la série double figurant dans (2) est sommable, et pour
lequel l'interversion des sommations est donc licite. Estimer .J consiste essentiellement & controler
les discontinuités de

(5) ﬁHZ@B

ny
Le saut de la fonction (5) en un point de Farey a/q, avec 1 < a < ¢ < y et (a,q) = 1, vaut
B p(n) p(n 1
ySRC ORGSR T

n<y n<y/q
n=0(mod q) (n,q)=1

pour tout A > 0, ou la derniere évaluation peut étre établie par une méthode classique d’intégration
complexe. Davenport obtient ’évaluation souhaitée en sommant sur tous les points de Farey d’ordre
y appartenant a l'intervalle [J1, ] et obtient l'estimation

(6) AW, y) — Ald1,y) < (’9‘191)“0((1%%)1“)’

qui est suffisante pour conclure.

Cependant cette méthode échoue dans le cas de certaines fonctions arithmétiques de référence.
Par exemple, lorsque (f,g) = (log, A), ou A désigne la fonction de von Mangoldt, le controle des
discontinuités ne semble plus envisageable, car le saut en un point de Farey a/q de la fonction
U=, <, An)B(nd)/n ne tend pas vers 0 lorsque y — 0o, contrairement au cas de la fonction p.
Nous donnons dans I’appendice A de la premiere partie de ce travail, un exposé plus détaillé sur
la méthode de Davenport et ses limites.

Il est par ailleurs a noter que l’extension du résultat de Davenport par convolution se heurte
également & des obstacles sérieux. Ainsi, on a bien

Z f sm (2rmd) + Z 9(n B(nd)

m<y n<y

3 %A(mﬁ,y/mx

my

(7)

mais la contribution a (7), des entiers m > y/2, pour lesquels le résultat (4) de Davenport est
sans intérét, peut étre substantielle, hors des circonstances ou 'on dispose d’une forte condition
de décroissance pour la fonction f.

Environ soixante années plus tard, La Breteche et Tenenbaum ont exploité les récents
développements effectués sur les entiers friables pour développer un cadre mieux adapté a ce
probleme. La P-sommation, introduite par Fouvry et Tenenbaum en 1991, constitue ’outil
déterminant de cette nouvelle méthode. Ce procédé consiste a sommer non plus sur les entiers
n < y mais sur les entiers n tels que P(n) < y. L’emploi de la P-sommation pour traiter le
probléeme de Davenport peut étre justifié par I’énoncé suivant : le P-développement en série de
Fourier de la fonction B converge ponctuellement vers B, c’est-a-dire

(8) V(d,y) :== B(@) — B(¥,y) =o(1) (y— o0)
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avec

B, y) = — Z Sin(27rm9)'

™
P(n)<y

De plus,

sup B(¢,y) = sup B(¥) + o(1) (y — o0),

ISIN YER
ce qui signifie que le phénomene de Gibbs est évité. Le procédé de P-sommation est donc plus
régulier que la sommation usuelle.

La Bretéche et Tenenbaum parviennent & établir, grace & cette méthode, que (log,A) € Dy
pour tout ¥ € R, alors que la méthode de Davenport fournissait seulement le résultat pour presque
tout . Désignons par 7(n) la fonction qui compte le nombre de diviseurs d’un entier n. La Bretéche
et Tenenbaum traitent également le cas du couple (7, 1) qui s’avere étre particulierement intéressant
dans la mesure ol 'ensemble des nombres réels ¢ pour lequels la relation (Dy) n’est pas satisfaite
est non vide. Notant {g,,}5°_; la suite des dénominateurs des réduites de ¢, les auteurs de [3]
obtiennent que pour ¥ € R \ Q, le couple (7,1) appartient & Dy si, et seulement si, la série

Z (71)m (1Og Qm+1)

m>1 dm

est convergente.

Qu'une condition de croissance sur la suite {g,,}°_, intervienne ici n’est pas surprenant en
soi : heuristiquement, les nombre réels ¢ posant probléme sont ceux pour lesquels les nombres
ny approchent trop bien les discontinuités de la fonction B, c’est-a-dire les nombres entiers. En
effet, c’est en ces points que la convergence du développement en série de Fourier de B est la plus
mauvaise. Or, de tels points sont précisément ceux pour lesquels la suite {g,, }5°_; croit trés vite.

Nous nous sommes penchés sur le cas du couple (7,41, 7x) ol T, désigne, pour k > 0, la puissance
de convolution d’ordre « de la fonction 1 ; autrement dit 7,,(n) est le coefficient générique de la série
de Dirichlet ¢(s)" ou ¢ désigne la fonction zéta de Riemann. Nous obtenons une caractérisation
des nombres irrationnels pour lesquels (74, Tx+1) € Dyg. Pour énoncer notre résultat principal, nous
introduisons la fonction multiplicative f,. définie par

fu(p”) 1= (1 - 1>R > L(pj.w)

Pz P
—ne{1+0.(1)} ©

en convenant que la lettre p désigne un nombre premier. Nous obtenons le résultat suivant.

WV

1),

Théoréme 1. Soient k >0et? € R\ Q. On a

(9) Z Ter1(m) sin(27rmd) + Z 7u(n) B(nd) =0

™m
m2>1 n>1

si, et seulement si, la série
m (108 grmi1)"
(10) Z(_l) q fn(qm)
m>1 m

converge.

Compte-tenu des identités 3 = 1, 7o = 7 et f; = 1, ce théoréme correspond a une généralisation
a K > 0 du résultat obtenu par La Breteche et Tenenbaum pour x = 1.

La fonction f, satisfait la majoration

fel@) €eq® (¢=1,k>0).
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Un théoréme de Khinchine, dans [10], nous permet alors de montrer que I’ensemble des nombres
irrationnels pour lesquels la série (10) n’est pas convergente, est de mesure de Hausdorff nulle. 11
est cependant non vide : il est possible de construire un nombre irrationnel de sorte que ses réduites
croissent suffisamment vite pour que la série (10) diverge.

La Breteche et Tenenbaum ont établi indirectement dans [3], que I'identité (9) est valide pour tout
¥ € Q. Nous retrouvons ce résultat en donnant de plus une estimation de la vitesse de convergence
des deux séries impliquées dans (9).

Par ailleurs, il est aussi possible de considérer la fonction 7, lorsque z est un nombre complexe.
La Breteche et Tenenbaum ont établi la validité de I'identité

(11) 3 T%Sm sin(2mmd) + Y TZT(;L)B(m?) =0
m21 n>1

pour tout ¥ € R lorsque z € C vérifie |z — 1| < 1. Nous obtenons qu’une condition suffisante pour
la validité de (11), lorsque z est un nombre complexe quelconque et ¥ un nombre irrationnel, est

||
(12) i SEL) g, —

m— 00

Pour établir de tels résultats lorsque ¥ € R ~\ Q, nous suivons la méthode introduite par La
Breteche et Tenenbaum dans [3]. Nous commengons par établir que les deux séries, mises en jeu
dans (11), et la série

(13) S oy U8

m>1 dm

convergent ou divergent simultanément pour tous z € C et ¥ € R \ Q. L’étude de la convergence
de la série

(14) 3 Tet1M) G 0rmd) (2 €C,0 € R~ Q)

™m
m2=1

se déduit, via une sommation d’Abel, de 'estimation de la somme

(15) Z Tot1(m) sin(2rmad).

m<x

Une telle estimation est réalisée dans [3] et repose sur I'évaluation des sommes d’exponentielles

S (m)eP ™ (1< a<q (aq) = 1),

m<x

par la méthode de Selberg-Delange. On en déduit une estimation de (15) faisant intervenir
les dénominateurs des meilleures approximations rationnelles de 1, c’est-a-dire les éléments de
I’ensemble
D) :={q=>2:]¢J| < min [rd]},
1<r<q

ou ||¥|| désigne la distance du nombre réel ¥ & l'entier le plus proche. On sait classiquement que
D (V) coincide avec {gm }5°_;, ce qui nous permet de relier la convergence de la somme (14) a la
convergence de la série (10).

Pour étudier la convergence de la série

(16) 3 =) B )

nous employons le fait, établi dans [3], que la fonction 7, est bien répartie dans les progressions
arithmétiques de petit module.
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Nous faisons intervenir les entiers friables pour établir, qu’en cas de convergence, les séries (14)
et (16) ont des sommes opposées, c’est-a-dire que

00 A= Y M Gnmm) 30 W gy o) (- o0).

La P-sommation étant plus réguliere que la sommation usuelle, La Bretéeche et Tenenbaum
préconisent d’établir en premier lieu la validité du P-analogue de (17), c’est-a-dire

18 Voo = Y W omm 3 E W e o) (5 )
P(m)<y P(n)<y
puis d’en déduire (17), via la formule
A (039) = Ve (0,y) = U, (05y) = Ve (039) (v 2 2),
ou l'on a posé

Ur, (B5y) = ) i) i om),

™m
P(m)<y
m>y
et ( )
7 (n
Vi (%y) = Z - B(nv).
P(n)<y
n>y

L’étude des «défauts de P-régularitéy, U. . (J;y) et V. (J;y), est effectuée dans [3]. En
approchant B par une fonction dont le développement en série de Fourier est absolument
convergent, et en procédant a une interversion de sommation devenue licite, La Breteche et
Tenenbaum montrent que ’étude de V,_(9), et a I’évidence celle de U, (¥,y), peut se ramener a
celle des sommes d’exponentielles

(19) > e (z€C).

nesS(z,y)

z+1

La Breteche a établi dans [1] des résultats permettant d’évaluer des sommes du type (19).
Cela repose essentiellement sur la méthode classique de Vinogradov pour évaluer des sommes
d’exponentielles sur des arcs mineurs. En choisissant y de maniére & ce que ¥ appartienne & un arc
mineur, La Breteche et Tenenbaum obtiennent la formule

lim inf Ur..., (9, )| +|Vr. (9, )| = 0.

Pour établir (18), nous exploitons un autre aspect capital de la P-sommation, & savoir le
respect de la structure multiplicative du produit de convolution de Dirichlet : la formule, dite
des convolutions completes, affirme que pour deux fonctions arithmétiques f, g, nous avons

Yooty Yo gm)y= > (fxg)(k),
P(n)<y P(m)<y P(k)<y
sous réserve de convergence des trois séries. Rappelant la définition de V (¢, y) en (8), nous obtenons
en particulier

(20) Ve @Wy)= >

P(m)<y

T, (m)

V(md,y),

formule que 'on peut avantageusement comparer a (7) : les entiers y/m ont disparu.
Nous utilisons alors une estimation effective de la formule (8), établie au Théoreme 2.2 de [3].
Nous obtenons que la somme intervenant dans (20) est essentiellement dominée par

(21) > =)

n
P(n)<y
In9lI<1/y

N

En localisant les entiers n, dont la contribution & (21) est non négligeable, a I'aide des approxi-
mations diophantiennes de 1), nous obtenons que (18) est satisfaite des que la condition (12) est
remplie. Cette derniére étape nécessite également une estimation de la moyenne de 7, sur les entiers
friables, fournie par Smida, dans [11].
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La deuxieme partie de cette these se place dans le cadre de la théorie probabiliste des nombres
et de ’étude de la répartition des fonctions additives via 'inégalité de Turan-Kubilius.

Convenons que la lettre p désignera toujours un nombre premier. Si f est une fonction additive,
nous pouvons écrire

fm)=>"f0") =Y foln) (n<a),

p¥|n PST

ot les f, sont définies par

(22) ot = {307l

Si v, désigne la mesure uniforme sur €, := {n <z}, on a

el fylm) = F0)) = ) £ = i{ =] - [=] }
- (1-3)+0(3)

La répartition de la fonction f peut donc étre modélisée par celle d'une variable aléatoire Zy
définie par
Zpap = Z &
pPT

ou les £, sont des variables aléatoires indépendantes géométriques de parametre (1 — 1/p). Les
approximations naturelles de ’espérance et de la variance d’une fonction additive f définie sur €,

sont donc
Af(@) =E(Zsa) = ) f;lr)/ ! (1 - %)’

pY<z

V(Z;.0) :Bf(x)2—2(1—1>2{ Z f(pV)}Q’

p<T p 1<v<logz/ log p

ou l'on a posé

Bf(x)2 = E(Zix) = Z f(;):) (1 N ]19)’

et ou E et V désignent respectivement ’espérance et la variance relatives a la loi de probabilité des
variables aléatoires £,. Avec ces notations, I'inégalité classique de Turan-Kubilius s’énonce sous la
forme

(23 Vite) = = 37 {f) — 4@} < By,

n<x

ou la constante implicite ne dépend pas de la fonction additive f.
La quantité Vy(x) ne représente pas exactement la variance de f sous la mesure v,, qui s’écrit

Vi@ = - 3 () - By(@)},

n<x

avec

Cependant, 'écart entre Vy(zx) et Vf#(x) reste négligeable devant By (z)?.
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La constante C' peut donc étre vue comme une mesure de ’écart séparant la théorie probabiliste
des nombres et la théorie des probabilités. Plus précisément, on peut considérer la constante

C = limsup sup Vs (:v)27

ou la lettre A désigne I'ensemble des fonctions additives & valeurs réelles. Dans [2], La Breteche et
Tenenbaum déduisent d’une formule asymptotique pour la variance Vy(x), établie par Hildebrand
dans [11], légalité C' = 2.

On peut espérer approfondir notre compréhension de la nature probabiliste de I’ensemble €2,
en remplacant la mesure v, par la mesure uniforme sur S(z,y), que nous désignons par v, ,. En
conservant la définition (22) des fonctions f,, nous avons, pour une fonction additive f dont le
support est inclus dans S(z,y),

f=2 5

PLY
Notant
Vi (z,y) :={n € S(z,y) : (n,m) =1},

nous observons que la loi des f, est désormais donnée par

Vay{fp(n) = f(p")} = \Il(z/pu’y;&\ygj(;/l’” y)
(24) e
\Il(.lf,y) = .

Pour construire un modele probabiliste de f dans ce cadre, il nous suffit donc de disposer d’une
approximation simple du rapport ¥, (z/p”,y)/¥(x,y). L’estimation de ¥(x,y), obtenue dans [14]
par la méthode du col, suggere que ce rapport est proche de la quantité

1 1
(-5
pl/Oé pOL

ou « désigne la solution de I’équation transcendante

Z logp =logx
p*—1 '

Py

Cela nous amene a approcher la répartition de f par celle de la variable aléatoire

Ly = Z &ps

Py

ou les &, sont des variables aléatoires indépendantes dont la loi est définie par

P& = 10") = oz (1- =) w21,

Tout comme dans le cas x = y, nous sommes conduits & considérer les approximations naturelles
de V'espérance et du moment d’ordre 2 de f,

Ay =Bz = Y TP 1)

(e}
pr€S(wy) P

By(z,9)* = E(Z7,,) = ) L (1 - i)'

ro (87
pYE€S(z,y) p p
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Avec ces notations, La Bretéche et Tenenbaum établissent dans [2] que la majoration

(25) Vi(z,y) == Z {f(n) — As(z,9)}" < By(z,y)?

nES(Ly)

est uniforme pour f € Aet 2 <y < x.

La encore, se pose le probleme d’élucider le comportement asymptotique de la constante optimale
impliquée dans (25), ¢’est-a-dire,

o) e sup V(%Y
C(x,y) feng( mEk

Lorsque = = y, les inégalités (23) et (25) coincident a un terme négligeable pres, aussi peut-on
affirmer que
C(z,z) =2+0(1) (xz— ).

La Breteche et Tenenbaum établissent par ailleurs que

(26) C(z,y) =14 0(1)
dans le domaine
y < 220 et y — 00
log x

L’objet de notre étude consiste & déterminer le comportement asymptotique de C(z,y) lorsque le
parametre u := logx/logy > 1 est fixé. Plus précisément, nous étudions la valeur de

C(u) :=limsup C(z, z"*) (u>1).

Tr— 00

Tout comme dans le cas = y, nous remarquons que la quantité V¢(x,y) ne représente pas la
variance empirique relative a la mesure v, , d’une fonction additive mais la moyenne de I’écart
quadratique entre f et 'espérance de son modele. Il serait donc plus juste, dans la perspective de
jauger I’écart entre la théorie probabiliste des nombres et la théorie des probabilités, d’étudier les

quantités,
Vf#(xay) = ( Z {f(n) — Ef(x y)}
Y nES(ac,y)
avec
Ep(z,y) = ( Z f(n
nGS(m y)
et 4
Vf (z,y)

C#(u) := limsup su

(u) := Woopfeg By
d’autant que ces quantités n’ont pas, a priori, le méme comportement que Vy(z,y) et C(u) des
que u > 1. Cependant la quantité Vy(z,y) est plus maniable que Vf# (z,y) et donc plus susceptible
d’applications : La Breteche et Tenenbaum déduisent par exemple de 'inégalité (25) un théoreme
portant sur la structure multiplicative des entiers friables. Les deux approches présentent donc
un intérét. Dans un souci de clarté, nous nous contentons d’exposer dans cette introduction des
résultats concernant la variance semi-empirique Vy(z,y) et la constante C(u). A chacun de ces
résultats correspond un analogue pour la variance empirique Vf#(ﬂc, y) et la constante C# (u) dont
nous donnerons le détail dans le développement de ce travail.

L’étude précise de 'approximation du rapport

p(z/p",y)
U(x,y)
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1 1
(1 -5)
pl/Oé pOL

est évidemment fondamental pour notre étude. On sait classiquement que I'expression de la densité
naturelle des entiers friables fait intervenir la fonction ¢ de Dickman, définie comme étant I'unique
solution continue de ’équation différentielle aux différences finies

v (v) +ov—1)=0

par la quantité

avec la condition initiale

o(v)=1 (0<v<l).
C’est notamment 1'objet de la formule de Hildebrand ([12]). Par ailleurs, une estimation de « dans
notre domaine étude est indispensable et s’exprime en fonction de £(u), qui est I'unique solution
strictement positive de Iéquation 1 + ué(u) = £, lorsque u > 1. Nous posons &(1) = 0. Ces
considérations nous amenent & constater que la fonction h définie par

h(u,v) == olu=v) e W (4 >1,0 <v < w),
o(u)
joue un role capital dans ce travail.
A Tinstar de Hildebrand pour le cas u = 1, nous établissons une formule asymptotique pour
Vi(x,y) afin d’en déduire des estimations de C'(u). Nous employons les notations

gm(a) = H (1 - pl—a> (meN et wug:= log d (d=1).

o logy

plm

Cette formule fait également intervenir une fonction 9, ,(p*), précisément définie au chapitre suiv-
ant. Dans le cadre de cette introduction, nous nous contentons de préciser que 95 ,(p”) = h(u, upv)
lorsque p” € S(z/y,y) et que nous disposons d’un encadrement optimal de ¥, ,(p”) dans le domaine
p¥ € Sz, y)~ S(z/y,y).

Théoréme 2. Soit A > 1 et z : Rt — RT une fonction telle que z(t) < t pour t > 0, et
lim; o0 2(t) = 400. Il existe une suite {e,,}>°_; ne dépendant que de A, et convergeant vers 0,
telle que I'on ait, uniformément pour f € A, z > 2, y =z'/*, 1 <u < A4,

(27) Vi(z,y) = PF(x,y) + (¢n, Supnu — R} (2, 9) + {en + 00 (1)} By (2,y)*  (z — o),

avec

Py (z,y) = Z 9p(a)Vz,y (")

pY €S (z,y)

B = 3 (S aeninn 120

p<z(y) vzl

et

Dans ce théoreme, S, désigne un opérateur, exprimé en fonction de h(u,v), défini sur Iespace
de Hilbert H, = L*([0,1],m,) olt m, est une mesure adaptée au probléme. ¢,, est une fonction de
H, qui est une approximation quadratique de f suffisamment précise pour que

2
ol < {@+o0} X g, (@) (@ — o0,
Py
L’un des aspects cruciaux de la formule (27), est que 'opérateur S, est autoadjoint et compact.
1l existe donc une base hilbertienne de vecteurs propres diagonalisant S,,. En notant «(u) la plus
grande valeur propre de 'opérateur S,,, nous avons donc immédiatemment,

2 fp)?
(28) (@ns Supn) < (r(u) +0o(1)) lenlly < (5(w) +0(1) D Tgp(a).
Py
Nous introduisons les quantités
hi(u) = omax h(u,v) et hi(u):= oin h(u,v).
En distinguant bien la contribution des nombres premiers p < y, de celle des nombres entiers
p¥ € S(x,y) avec v > 2, nous déduisons de la formule asymptotique (27) et de la majoration (28),
Pencadrement suivant pour C(u).
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Corollaire 3. Soitu>1. On a
(29) max {2h(u,u), hy (u) + k(u) } < C(u) < max {2h(u, u), hi(u) + £(u)}.

Hildebrand a démontré que k(1) = 1/2. Pour w > 1, nous ne pouvons pas déterminer
explicitement x(u). Cependant, nous pouvons employer une méthode classique d’analyse numérique
pour obtenir une approximation de k(u) avec une précision arbitraire.

De plus, en établissant la continuité de I'application u — x(u), nous déduisons de (29) qu’il existe
un voisinage de u = 1 pour lequel C'(u) = 2h(u, u).

Par ailleurs, en étudiant la répartition des valeurs propres de 'opérateur S,,, nous obtenons une
version effective de (26), soit

1
Clu) =1+ 0(7).

u
Nous améliorons ainsi le terme d’erreur en 1/+/u qui découle des calculs menés par La Bretéche et
Tenenbaum dans [2].

La forme quadratique (¢, Su¢n,) figurant dans la formule (27), provient d’une certaine forme
quadratique Qs(x,y) apparaissant naturellement en développant Vy(x,y) en utilisant I’additivité
de f. Une partie importante du travail consiste ainsi a établir que ’on peut approcher certaines
sommes discretes sur S(x, y), par des intégrales ne dépendant plus de z et y. Cela nécessite d’obtenir
des propriétés concernant les vecteurs propres de S,.
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1. Introduction

Considérons la fonction B définie par :

_JWw -1 sivédz,
B(ﬁ){o ’ siveZ.

Son développement en série de Fourier s’écrit :

> sin( 27rk19
(1-1) =-y ——

k=1

Soit & présent une fonction arithmétique g. En effectuant une interversion formelle de sommations,
on obtient I'identité

Z @B(nﬂ) = — i]r(:) sin(2mknd)
(12) n>1 n,k>1
= Z % sin(2wmad),

ou * désigne 'opérateur de convolution entre deux fonctions arithmétiques et 1 dénote la fonction
définie par 1(n) = 1 (n € N*). Le probleme de décider si ce calcul formel est ou non licite a été
introduit par Davenport dans [6] et [7]. En posant f =1 g, l'identité (1-2) s’écrit,

(Dy) U(f;9) +V(g;9) =0,

avec

et

Etant donné un couple de fonctions arithmétiques (f,g) vérifiant

(13) f=1+g
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nous écrirons (f, g) € Dy pour signifier que les séries U(f; 1) et V (g; ) convergent et que la relation
(Dy) est satisfaite, soit

(1-4) Z f sm (2mm) + Z 9(n B(nd) =o0(1) (y— o0).

m<y nLy

Conformément & 'usage, nous désignons la fonction de Mébius par la lettre p. Dans [7], Davenport
établit que (0, u) € Dy pour tout ¥ € R. Cependant sa méthode échoue dans le cas de fonctions
arithmétiques de référence tels que (log, A), (A, —plog) ou (7,1), ot A désigne la fonction de von
Mangoldt et 7 la fonction qui dénombre les diviseurs d’un entier. Nous décrivons les mécanismes
et les limites de la méthode de Davenport dans I’Appendice A.

Nous profitons également de ’occasion pour fournir les détails permettant de confirmer I’assertion
de Davenport [6] selon laquelle la théorie des fonctions L de Dirichlet implique directement la
relation (0, 1) € Dy pour ¥ € Q. Nous donnons en appendice B, deux arguments, ’'un élémentaire,
l’autre analytique, auxquels Davenport pouvait vraisemblablement songer, au vu des connaissances
disponibles en 1937.

Dauns [3], La Breteche et Tenenbaum ont employé une nouvelle méthode, reposant sur I'utilisation
des entiers friables, pour aborder la question. Ils ont pu ainsi établir de nombreux résultats validité
pour la relation (Dy), parmi lesquels plusieurs critéres généraux. En particulier le cas des trois
couples de fonctions suscités, pour lesquels ’approche de Davenport est inefficace, a pu ainsi étre
completement élucidé.

Décrivons succintement, a présent, les fondements de cette approche nouvelle.

Désignons par P(n) le plus grand facteur premier d’un entier n > 2 et convenons que P(1) = 1.
La méthode de [3] repose sur la P-sommation, qui consiste & sommer non plus sur les entiers
n < y mais sur les entiers n tels que P(n) < y. Ce procédé initialement introduit par Fouvry et
Tenenbaum dans [9] est plus régulier que la sommation usuelle, dans la mesure ot il permet d’éviter
le phénomene de Gibbs (cf. le théoreme 5.1 de [3]), ce qui justifie 'emploi de la P-sommation pour
traiter ce probleme.

La méthode de La Breteche et Tenenbaum consiste a établir en premier lieu le P-analogue
de (1-4), soit

(1-5) Z f sm (2rmd) + Z 9(n) =o(1) (y — 00).
P(m)<y P(n)<y

Ils désignent ensuite un couple (f,g) de fonctions arithmétiques liées par (1-3) et vérifiant (1-5)
comme J-adapté.

Introduisant, comme dans [3], les «défauts de P-régularité» des P-sommes correspondant aux
séries U(f; ) et V(g; 1), soit

m . n
Ur(iy) == Y %sm(zwmw Vo) = > #B(m?).
P(m)<y P(n)<y
m>y n>y

Nous obtenons alors l'identité
(1-6) Ap(05y) = Vi(Wiy) —Ur(Dsy) = Vo(D3y)  (y =2).

La Breteche et Tenenbaum déduisent de cette formule plusieurs conditions suffisantes usuelles de
validité de (Dy) pour un couple J-adapté, dont celle qui suit.

Proposition 1.1. Soit (f,g) un couple ¥-adapté. Si les deux séries U(f;¥) et V(g;¥) sont
convergentes et si I'on a

(17) lim inf |V (95 9)] + [Us (9;9)] = 0,
alors (f,g) € Dy.

Décrivons plus avant la technique employée dans [3] pour établir la ¥-adaptation d'un couple (f, g)
de fonctions liées par (1-3). Elle trouve son origine dans la formule des convolutions compleétes :
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étant données quatre fonctions arithmétiques A, f, g et h telles que f = g * h, nous avons, sous
réserve de convergence absolue des séries impliquées, I'identité

(1-8) Yo fmAm) = Y gn) Y h()A(mn)  (y=1).

P(n)<y P(n)<y P(m)<y

Posons maintenant

(1:9) B(sy) =— 3 Snlmmd)

™
P(n)<y

En appliquant la formule (1-8) avec h = 1 et A : n — sin(27n1¥)/7n, nous obtenons pour un couple
(f, g) lié par (1-3) (toujours sous réserve de convergence absolue),

(1-10) Z f;:) sin(2rmd) + Z @B(nﬂ;y) =0 (y=2).

P(m)<y P(n)<y
Nous déduisons donc des relations

B(%;y) = B(9) — V1(¥%;y),

Vs(0y) = sin(27d) n M(n)B(m}‘),
T n
P(n)<y
les identités
n m
(111) Vi = Y v = 3 M vmi).
P(n)<y P(m)<y

Etablir la ¢-adaptation d’un couple (f,9), lié par (1-3), consiste donc & montrer une forme en
moyenne d’une des relations Vi (¢%;y) = o(1), V5(%y) = o(1) que, d’aprés respectivement le
théoréme 11 de [9] et le théoréme 2.2 de [3], 'on sait étre valable pour tout ¥ € R lorsque y — oo.

Dans cette étude, nous emploierons la méthode de La Breteche et Tenenbaum afin d’étudier les
identités de Davenport vérifiées par les couples (7,41, 7-), ot 7, désigne la puissance de convolution
d’ordre z de la fonction 1. Nous énoncerons donc des conditions sur ¥ et z telles que 'identité

(1-12) i 7?777(:”‘) sin(2mmd) + i T;(T’;‘) B(nd) =0

soit valide. Le cas z = 0 correspond au développement en série de Fourier de la fonction B. Le
cas z = 1 correspond au couple (0, i), traité par Davenport : la relation Dy est alors valide pour
tout ¥ € R. Enfin, La Breteche et Tenenbaum caractérisent les nombres réels ¢ pour lesquels le
couple (7,1) appartient a Dy, élucidant ainsi le cas z = 1 (théoreme 4.4 de [3]). Ils démontrent
également que le couple (7,11, 7,) appartient & (Dy) pour tout nombre réel ¥ dés que |z + 1| < 1
(théoréme 4.8 de [3]).
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2. Rappels, notations et préliminaires techniques

2.1. Les fonctions de Piltz

Nous commengons par rappeler quelques propriétés des fonctions de Piltz, n — 7.(n), lorsque
z e C.

Par définition, 7,(n) est le coefficient générique de la série de Dirichlet de {(s)* (on choisira dans
toute cette étude la détermination principale du logarithme complexe) soit :

oy =Y

ns
n>1

En effectuant le développement en produit eulérien de {(s)*, on constate que 7,(p”) s’écrit sous la
forme d’un coefficient binémial généralisé, & savoir :

(2.1) ne)= (7).

v

Pour plus de détails, nous renvoyons au chapitre I11.5 de [14].
Dans [11], Selberg a évalué le comportement en moyenne de 7, : pour tout A > 0, on a
uniformément pour |z| < A, z > 2,

(2-2) Z 7.(n) = szz) (log2)*~' + O(z(log z)*~?).

nx
Nous employons la notation
S(z,y) ={n <=z : P(n) <y}

Nos calculs nécessitent une estimation, fournie par le théoréme 1 de [13], du comportement en
moyenne de 7, sur les entiers friables lorsque x est un nombre réel positif. Nous posons

1
H, = {(x,y) cr>22,1< 08T < exp ((10gy)3/5_8)}.
logy

On a alors, uniformément pour (z,y) € H,

(2:3) D Teln) <o, (Eii) (log )",

nes(x,y)

ou g, désigne la puissance de convolution d’ordre k de la fonction ¢ de Dickman. Signalons que
cette estimation résulte également du corollaire 2.3 de [17].

Nous aurons aussi recours a l'inégalité
(24) mm)| <7a(m) (2] < Am>1).
Enfin lorsque x est un nombre réel positif, nous disposons de la majoration
(2-5) To(n) < (k + )8/ 1827 pour tout € > 0.
En particulier,

(2-6) Tx(n) € n®, pour tout € > 0.
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2.2. La fonction f,

Nos résultats font intervenir une fonction arithmétique qui apparaitra naturellement a plusieurs
reprises lors de calculs ultérieurs. Lorsque z est un nombre complexe, nous posons pour g € N,

z T (+v
(27) £.q) = (9"@)) (=™

B p’llg \£=20 p

La fonction f, est multiplicative. Il sera utile de disposer d’une autre expression de f,. En
appliquant la formule de Taylor avec reste intégral a la fonction h, : x — (1 — x)7% & lordre
v entre les points 0 et 1/p, nous obtenons

1/p _ -1
o f) = (1= ) [ n )

1\ % 1/p
y(l - 7> p”Tz(p”)/ (1/p—t)" (1 —t)"tvdt.

p 0
En effectuant le changement de variables u = (1 — tp)/(1 — t), il vient

1\=-1 1 D—1u z—1
f-(p") = (1 — 7> 7. (p” 1// u’ ! <7) du.
o) = (1=2) " mlw [ et (B

En intégrant par parties, nous obtenons finalement I'identité

(2+9) (") = Tz(pu){ (1 - %)271 —(z—1)pt~= /01 u” (p — u)* 2 du}.

En particulier, nous constatons immédiatemment que f1(p”) = 1 pour v > 1.

Il sera utile de disposer d’une estimation basique pour f.(q), valable pour chaque z € C fixé et
uniformément pour ¢ > 1. Soit k > 1 tel que |z| < k. Nous avons

o =n) (B2) T 1+ ) S 2O

q pu”q Tz(p”)p f}Z TZ(pV)p

u+1) V+Z)

¢

En utilisant (2-1), nous remarquons que, pour tout nombre premier p,

1/+IZ) u+€)

Tz(p Tn(p
=) | S )

Comme de plus, la fonction n +— 7,(n) est sous-multiplicative lorsque k > 1, nous pouvons écrire

: z 14 T 4
ro = (28) T {1+ +0 (575

(2:10) e -

Nous en déduisons la majoration suivante,

fo(a) < (@) (“”(Q))(%_K_M ,

q
ol nous avons employé la notation o := Re (z). En particulier, pour tous e > 0 et z € C fixés,
(2:11) fla) < g

Par ailleurs, nous pouvons déduire de (2-10) la minoration suivante, valable pour chaque z fixé et
uniformément pour ¢ > 1.

(20+k+1)/2
(212) 1) > (@) (“”(qq)) .
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2.3. Approximations rationnelles des nombres réels

Plusieurs de nos résultats sont exprimés en fonction des bonnes approximations rationnelles d’un
nombre réel 9. Nous posons, selon 'usage,

= mi — R).
19]} := min |9 —n| (9 €R)
Pour ¥ € R et Q € N* on a, en vertu du théoreme de Dirichlet,

u(9:Q) == min_[lm] < 1/Q.

1<m<Q

Nous utilisons systématiquement la notation

(2:13) q(¥9;Q) :=min{q:1< ¢ <Q, ||g9]| = p(v;Q)}.

Par commodité d’écriture, nous étendons la définition de t — ¢(¥;t) & [1,00[ en posant
q(¥9;t) := q(9;[t]). Les q(;t) décrivent I’ensemble

(2-14) {a: g9l < mini<req [ro] }-

Nous rappelons enfin certaines propriétés connues du développement en fraction continue des
nombres irrationnels. Notant {gm}5°_1 = {gm(9)}°_; la suite des dénominateurs des réduites
ded,onaqgy=1cet

¢m = min{q : |¢9] < |lgm—19l}  (m >1).

La croissance de la suite des ¢,, est au moins exponentielle. Nous disposons par exemple de
I'inégalité

(2:15) m > 2 (m > 1),

ot nous avons posé ¢ = (1 ++/5)/2.
Désignant par a,, /g, la m-ieme réduite de ¥ € R \ Q, nous posons

Em =0 — Qm/qm-

La quantité (—1)™e,, est de signe constant. On a

1 1
el ——— (m=1),
Qm(Qm—l-l + qm) dmAdm+1
d’ou
1
(2:16) lem| = ———  (m=1).
dm4m+1

Soient B une constante positive et Q, := z/(logz)? (z > 2). L’ensemble des nombres réels x
tels que q(J, Q) = qm est lintervalle défini par les conditions g, < @z < Gm+1 ; nous le notons
[€m, Em+1[. Nous utiliserons les relations

10g gm) " log qm1)?
(217) &m = qm(log qm)Bv |em| Em = ¥7 lem| Emy1 < (7+1)

dm+1 qm
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3. Enoncé des résultats

Lorsque ¥ est un nombre rationnel, I’argument employé par de la Breteche et Tenenbaum pour
traiter le cas |z — 1| < 1 est en fait valable pour tout z € C. Ainsi (7,41,7.) € Dy pour tous
¥ € Q et z € C. Nous nous proposons d’établir ce résultat par une méthode différente, reposant
également sur la 1¥-adaptation, qui fournira un renseignement qualitatif supplémentaire. Nous
obtenons ’estimation suivante.

Théoréme 3.1. Soient z € C et ¥ € Q. Le couple (7,41, 7.) appartient a Dy et de plus pour tout
A >0, on a uniformément pour y > 2,

Tar1(m) . T.(n) 1
(3-1) mz<y — sin(2rmdd) + 7; - B(nd) <« logg) A"

Le cas ¥ € Q est relativement aisé dans la mesure ou un résultat spécifique de ¥-adaptation pour
les rationnels s’applique ici, & savoir le théoreme 3.4 de [3]. En revanche, lorsque ¢ est irrationnel,
les résultats généraux énoncés dans la troisieme partie de [3] ne s’appliquent que lorsque |z —1| < 1
(théoreme 3.2 de [3]). Nous prouvons cependant que l'identité (1-12) est valide pour une large
classe de nombres réels 9.

Rappelant la définition de f.(¢) en (2-7), nous introduisons ’ensemble Z(z) des nombres
irrationnels 9 tels que

m— 00 qm

Nous obtenons alors le résultat suivant.

Théoréme 3.2. Soient z € C~\ R% et ¥ un nombre irrationnel. Si ¥ € E(z) alors le couple
(T241,7.) appartient a (Dy).

Lorsque z est fixé, le complémentaire dans R de Z(z) est de mesure de Lebesgue nulle, d’apres
I'estimation (2-11) de fi.| et le théoreme 31 de [10]. En fait la démonstration de [10] fournit un
résultat plus fort : la dimension de Hausdorff de R \ E(z) est nulle.

Nous pouvons également envisager la nature de Z(z) en termes de mesure d’irrationnalité. On
dit qu’un nombre réel ¥ admet le nombre positif 1 pour mesure d’irrationnalité si, pour tous € > 0,
(p,q) € N* X Z, on a |x — p/q| = q "¢ pour q assez grand. D’apres le théoreme de Dirichlet,
toute mesure d’irrationnalité p vérifie p > 2. Nous pouvons alors affirmer que tout nombre réel
¥ possédant une mesure d’irrationnalité finie appartient a Z(z). En effet, si u est une mesure
d’irrationnalité pour ¢, alors, d’aprés (2-16), nous avons pour m assez grand,

1 a 1
oo 1
dm dm dmdm+1
ce qui entraine
—1
dm+1 g qxl +€7

et donc ¥ € =(z). Par exemple, les nombres ((2) et ((3) appartiennent & I’ensemble Z(z), d’apres
les résultats établis dans [1].

Cependant ’ensemble Z(2) est inclus strictement dans R \. Q. Nous pouvons en effet construire
une infinité de nombres réels ¥ pour lesquels la condition (3-2) n’est pas satisfaite, en déterminant
leurs réduites par récurrence.

Lorsque |z — 1| < 1, le théoréeme 4.8 de [3] affirme que (7,41,7,) € (Dy) pour tout J € R. La
condition (3-2) n’est donc pas nécessaire dans ce cas.

Etant donné z € R? , nous construisons en appendice C un nombre réel ¥, qui vérifie la condition
(3-2), mais pour lequel la relation (Dy) n’est pas satisfaite. Le théoréme 3.2 est donc optimal dans
la mesure ot 'on ne peut pas I’étendre a z € RY.

Le théoréme suivant permet d’élucider completement le cas z € R? , exclu dans le Théoreme 3.2 :
nous caractérisons les nombres réels ¥ pour lesquels (7,11,7,) € (Dy) et généralisons ainsi le
théoréme 4.4 de [3].
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Théoréme 3.3. Soient k > 0 et ¥ un nombre irrationnel. Le couple (7441, 7,) appartient a (Dy)
si, et seulement si, la série

(3:3) 3 oy U me)

m>1 dm

converge.

Lorsque z € C, nous montrons (cf Proposition 6.1 infra) que la série

(3.4 S (cayn 0B dma)

m>1 am

converge si, et seulement si, les séries U(7,41;1) et V(7,;9) convergent. De fait, nous démontrons
dans la preuve du Théoréme 3.2 que la condition (3-2) entraine la convergence de la série (3-4), des
que z € C\R% . En revanche, lorsque z € R, la condition (3-2) n’est plus suffisante mais nécessaire
a la convergence de la série (3-4). Cela explique pourquoi I’énoncé du Théoréme 3.2 n’inclut pas le
cas z € R% . Nous remarquons enfin que '’ensemble des réels ¢ satisfaisant a I'identité (1-12) pour
z € R constitue un ensemble possédant les mémes caractéristiques que les ensembles = décrit
précédemment, en terme de mesure de Lebesgue et de mesure d’irrationnalité.

D’apres le Théoreme 3.3, lorsque x > 0, il suffit que la série

> sty )

m>1 m

converge pour que (7,41, 7x) € (Dy). Cette condition n’est cependant pas nécessaire. En effet, nous
pouvons construire un nombre réel ¢ tel que la série

(3:5) 3 (g U me)

am

m2>1

converge, tandis que la série

(3:6) g Togdmen)” e ()

m>1 m

diverge. Le détail de cette construction, qui fournit également le contre-exemple annoncé apres le
Théoreme 3.2, figure en appendice C.

4. Le cas 9 rationnel : preuve du Théoreme 3.1

La preuve du Théoreme 3.1 nécessite quelques estimation préliminaires. Nous aurons tout d’abord
besoin d’une estimation du comportement en moyenne de la fonction 7, sur les entiers friables,
moins précise que (2-3) mais valable sur un domaine plus large.

Proposition 4.1. Soit k > 0. Il existe une constante b = b(k) telle que I'on ait uniformément,

pOUTx,y?Z ZE(C, |Z| gﬁ::

(4-1) Z 7.(n) < z(logx)"leblosz/logy,
neS(z,y)

Démonstration. Lorsque 2 < = < y, nous retrouvons l'estimation (2-2) de Selberg. Nous supposons
désormais que 2 < y < z. D’apres 'inégalité (2-4), nous avons

Z T.(n) < Z Te(n).

nes(z,y) nes(z,y)
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D’apres l'estimation de Selberg (2-2), nous pouvons écrire

Z Te(n) = Z Te(n) + Z Tr(n)

nesS(z,y) T<n<zx
Yy neS(\/x,y) \g(n)éy
< Va(logz)" + > 7(n).
Vz<n<z
P(n)<y

Notons n(y) le produit de tous les diviseurs d d’un nombre entier n tels que P(d) < y. Lorsque

P(n) <y, n(y) = n. Ainsi,
Yooy < Y T(n)

Vrz<n<z n<x
P(n)<y n(y)2ve

Nous pouvons alors appliquer le lemme 2 de [15] avec f = 7, ( = /z, £ = y : il existe une
constante b = b(k) telle que

Z Tk (n) < l’(lOg x)“_le—blog z/ logy.
n<x

n(y)=vz

Nous obtenons donc la conclusion souhaitée. O

Donnons & présent une estimation du comportement en moyenne de la fonction n — 7,(n)x(n)
sur les entiers friables, ol x est un caractere non principal de Dirichlet.

Proposition 4.2. Soit A > 0 et k > 1. Il existe une constante d = d(k,A) telle que l'on ait
uniformément pour z € C, |z| < k, 2 <y < x, 1 < g < (logz)?, x un caractére non principal de
module q,

S x()m(n) < wemetosn)”,
neS(z,y)

L’uniformité en ¢ ne nous est pas indispensable pour établir le Théoreme 3.1 mais nous la
mentionnons a fin de références ultérieures.

Démonstration. Dans un souci de lisibilité, nous employons la notation X := eV1°8% Nous utilisons
une technique développée par Tenenbaum dans [15]. Remarquons tout d’abord, en vertu de la Pro-
position 4.1, que

(42) Yo xmmm) = Y x()m(n) + Owe”®/DVIer),

neS(z,y) n<w
X<P(n)<y
Maintenant, nous effectuons la décomposition
Yo xtmmm)= > x(p) D x(m)r(mp)

(43) n<x X<p<y m<x/p
X<P(n)<y P(m)<p

= Sl +527

Sii=r Y x(p) Y x(m)r(m),

X<py m<z/p
P(m)<p
et
Si= Y x) D xtmmmp)—k > x(p) D x(m)r.(m).
X<p<Ly m<z/p X<p<y m<z/p
P(m)<p P(m)<p

(m,p)>1 (m,p)>1
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Comme k > 1, la fonction 7, est sous-multiplicative, ce qui fournit

Sy K Z ZTH(PV) Z Tﬁ(k)

X<p<yv>l k<z/p"+1

< z(log )" Z ZTK

X<p<y v>1

_ 1
< z(logx)"! Z -
X<p<y
Finalement,
(4-4) Sy < z(logz)"lemVier,

Pour estimer S7, nous remarquons tout d’abord que

Y oxmmm=r Y xmnm) Y ).

n<x mP(m)<z P(m)<p<z/m
X<P(n)<y P(m)<y X<p<y

D’apres le théoreme des nombres premiers en progressions arithmétiques, pour tout B > 0, il

existe une constante c¢(B), pour laquelle on a uniformément, pour ¢ > 2, 1 < ¢ < (logt)? et x un
caractere non principal de module g,

Z X(p) < tefc(B)\/logt.

p<t

Nous en déduisons donc, en posant ¢; := ¢(24),

S1x Z Me*C(QA)\/m.
m
mP(m)<z
P(m)<y

Nous posons a présent, pour 0 < j < logx, M; := 2. Des lors, nous avons

e—01\/j

Si<a Y. > w(m)

. M;
0<j<logx Mj 1 <m<M;

P(m)<el Tt
< z(logz)"t Z e~ e1Vi—bllog2)/(j+1)
0<j<logx
Or, pour tout 0 < j < logx, c1v/j +b(logz)/(j + 1) >4, (logz)'/3. Par conséquent, il existe une
constante d = d(A, /{) telle que
(4-5) Sy < ge—dlos®)'?
Les estimations (4-2), (4-3), (4-4) et (4-5) fournissent la conclusion attendue. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le Théoréme 3.1. Soit ¥ un nombre rationnel
s’écrivant ¥ := a/q avec (a,q) =1 et z € C. Etant donné A > 0, nous établissons l'estimation (3-1)
par le biais de la formule (1-6) appliquée & f = 7,41.

Le théoreme 3.4 permet d’établir directement que le couple (7,41,7.) est J-adapté. En fait la
démonstration de ce théoréme permet d’obtenir une estimation effective de V., (J;y). Nous
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redonnons les détails dans un souci de lisibilité. D’apres la définition de la fonction 7,, nous
disposons de la majoration suivante, valable pour tout z € C.

—|z|

LGP Tz(n>H<11>

(4'6) P(n)<y " P(n)<y " Py p
< (logy)‘z‘.

Nous pouvons donc appliquer la formule (1-11) puisque la majoration précédente garantit la
convergence absolue des séries qui y sont impliquées. Nous obtenons ainsi, comme nous ’avons
remarqué dans 'introduction,

(4'7) VTZ+1 (19? y) = Z

P(m)<y

7Tz+l(m +1) Vs(md; y).

Or, d’apres le théoreme 2.2 de [3], nous avons uniformément pour y > 2, a € Z, ¢ € N,
1<¢< y/(logy)s(A+\z\+1)+20,
1

(log y) A+lel+1"
Nous en déduisons, qu’uniformément pour y > 2,

(48) VTZ+1(19;3J) <

V(0 y) <

1
(logy)*~
Estimons & présent le défaut de P-régularité U, (¥;y). La famille des caracteres impairs de
Dirichlet de module divisant ¢ constitue une base de l’espace vectoriel des fonctions impaires,
g-périodiques, définies sur N et & valeurs complexes. Or la fonction m — sin(2ram/q) est une
fonction impaire et g-périodique. Nous avons donc, d’apres le Proposition 4.2, uniformément pour
2<y<uz,

Zr (@, y50/q) = Z To+1(m) sin(2ram/q) < ge—clegn)'/?,
m<x
P(m)<y

Nous procédons alors a une sommation d’Abel : pour y > 2,

Uncafin) = 3 A i omam/q)

m>y
P(m)<y
_ Zr..(y,y50/q) +/°° Zrzﬂ(t;y;a/q) &b

y y t

Nous obtenons donc 'estimation
1

4.9 U- ; —_— > 2).
(4-9) a(a/gy) < oz y)2 (y > 2)

Comme la fonction n — B(an/q) est également g-périodique, un argument identique fournit la
majoration

1
(4-10) Vi (a/g;y) < (log )2 (y=>2).

En reportant les estimations (4-8), (4-9) et (4-10) dans la formule (1-6), nous obtenons bien (3-1).

Pour montrer que (7,41,7.) € Dy, il nous suffit de prouver que la série U(7,41;a/q) est
convergente. Le lemme 6.10 de [3] permet, en identifiant les parties imaginaires de I’égalité fournie,
d’obtenir 1’évaluation suivante, valable pour tout z € C,

a 2wan T
411 Z, ) =51 i , tout A > 0.
(4-11) 241 <x x q) ZT +1(n) sm( . > < L pour tou

n<x

A présent, en effectuant une sommation d’Abel, il vient

2 Z; R *
(412) 3 T241(n) sin( ﬂan) _ Zr, (@, 350/q) +/ Z,., (t,t; a) %
n 1 q

X
n<x 4

En appliquant (4-11) avec A > 1, nous constatons dans (4-12) que le premier terme du membre de
droite tend vers 0 et que 'intégrale est convergente. La série U(7,41,17) est donc convergente.
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5. La Y-adaptation du couple (7,41, 72) lorsque ¥ € R\ Q

Nous énongons avant tout un lemme permettant d’alléger la preuve des résultats clefs de cette
section.

Lemme 5.1. Soit k > 0. On a uniformément pour y > 2, g € N*, ¢ < g,

> TH(:q) < (logy)" fu(a)-

P(n)<y

Démonstration. Soit ¢ un entier fixé. La fonction arithmétique n — 7,(nq) /7. (q) est multiplicative.
On obtient donc pour ¢ < y, en effectuant un développement eulérien :

> Y

P(n)<y p<yv=0 P"Ti (q
@[ X Ty 2
p<y v>0 p<y 1/}0
ptq Pl
_ T,
=[[a-vp™ Jla-1/p" J[D. 5 x
Py plq plllgv=0
ce qui fournit le résultat annoncé. O

Lorsque 0 < |z| < 1, la fonction 7, est bornée et appartient donc clairement & I'ensemble £2 des
fonctions arithmétiques h telles que

lim sup — Z |h(n

r—00
77,<z

D’apres le lemme 9.5 de [3], le couple (7,41, 7.) est alors ¥-adapté si, et seulement si,

B(n?)
ylinolo Z TZ ( ;kn?,y)} n = 07
P(n)<y
ol nous avons employé la notation uy , := log(1/[|J|[)/logy. La proposition suivante permet,

lorsque |z| > 1, d’étendre ce résultat & une large classe de réels ¥ comprenant notamment I’ensemble
Proposition 5.2. Soient z un nombre complexe et ¥ un nombre réel tels qu’il existe € > 0

satisfaisant a
1+e

lim (log qm+1 ) I=1-

=0.
m— 00 qm
Le couple (7,41, 7,) est 9-adapté si, et seulement si,
) Y B(n?)
P(n)<y
Démonstration. Pour alléger les notations, nous poserons systématiquement x := |z| dans toute la

suite de cette démonstration. D’apres la remarque qui précede, nous pouvons supposer k > 1. Soit
A un nombre réel tel que A > k. Nous posons @, := y/(log y)*4720 et ¢ := (v, Q). En appliquant
la formule (1-10) avec f = 7,41 et g = 7., nous pouvons écrire que

Z Msm@wmﬁ)—i— Z 7-Z(n)B(nﬁ;y):O (y > 2).
P(m)<y m P(n)<y "
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Cette identité est licite car, d’aprés estimation (4-6), les séries impliquées sont absolument
convergentes. Nous obtenons donc, comme nous 1’avons remarqué dans l'introduction,

Vi (Wiy) = Z Tzr(ln)V1(m9;y).

P(n)<y

En appliquant le théoreme 2.2 de [3] et en posant g, := g(nvd; Qy), il vient

" B(nd
(51) sz+1 (197 y) = Z Tz(n){l - Q(unﬂ,y)}% + Rl(y) + R?(y)7
P(n)<y
o (an) 2
1 92w(an) (1o " ujrkz log(u*  + 2 ;
Ri(y) < Tons Z (log 4)" ﬁ,y) g( 9,y )T (n)
o8y P(n)<y SO(QW) n
et

Ry(y) <<#)A 3> T"T(l”).

1
(logy)® 52,

On a Ry(y) < (logy)*~* donc Ry(y) = o(1) lorsque y — oo puisque nous avons supposé 4 > .
Il suffit donc de prouver que

(5-2) Ri(y) =o(1) (y — o)

pour établir la conclusion annoncée.
La fonction g de Dickman satisfait 'inégalité (cf Théoreme 5 chapitre II1.5 de [14]),

o(v) < (v=0),

1
I'(v+1)
ou I' désigne la fonction Gamma d’Euler. La fonction v — g(v) log(v + 2) est donc bornée sur R...
De plus, d’apreés des estimations classiques (cf chapitre 1.5 de [14]), nous avons, pour tout € > 0
fixé,

20 (logg)? 1
o(q) q'=c

(g=1).

Nous obtenons ainsi que

Posons Y := y°l°82¥ 011 ¢ est une constante que nous fixerons par la suite. Majorons tout d’abord
la contribution a R (y) des entiers y-friables excédant Y. Pour cela, définissons Z := Z(y) € R par

log Z

= exp(logy)'/2.
Tog g exp(logy)
Nous pouvons alors écrire
To(n) Te(n) 7w ()
D D Dl
n>Y Y<n<Z n>2z
P(n)<y P(n)<y P(n)<y
D’apres (2-3), I'estimation
(5-3) > 7a(n) < zon(u)(logy) !
nes(z,y)

est valable pour tous x,y tels que 2 < y < < Z (nous rappelons la notation u := logz/logy).
De plus, il résulte du théoreme 1 de [12] que, pour tout B > 0,

(5-4) 0.(v) <pe BV (v=1).
En effectuant une sommation d’Abel, puis en utilisant les estimations (5-3) et (5-4), nous obtenons

Y<n<Z
P(n)<y

< e—B logY/ logy(log y)n—l7

pour tout nombre réel B > 0.
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D’apres I’estimation (4-1), il existe une constante b = b(x) telle que

Z 7o (n) < e " (logx)~ !
neS(z,y)

< xe M2 (2> Z).

En effectuant une sommation d’Abel, nous obtenons

Z M < e blog Z/(2logy) logy.
n

n>27Z
P(n)<y

Nous en déduisons que, pour tout B > 0 fixé, nous avons

Z T,{’r(l’fl ) < Z T,{’r(l’fl )

n>Y Y<n<Z
P(n)<y P(n)<y

< efBlogY/logy(logy)nfl < (logy)mflch'

11 suffit de choisir B > (k — 1)/c pour constater que cette contribution tend vers 0 lorsque y — oo.

Maintenant nous observons que :

1 Te(n) (logY)*

1 E : 1—¢ < 1 14+2k(1—¢)
08y = man (logy)

an>(log y)*"

(logy )"
W =o(1) (y — o0).
Il nous reste donc a étudier la contribution de
(1)
S(y) = .
) logy 2 ngn*
nY
an<(logy)>"
Nous avons la majoration
1 Tr(n)
SW € e DL 1we
(logy)i=irs = ngn'™
an<(logy)*"
Soit n < Y tel que ¢, < (logy)?®. Nous pouvons alors écrire n = m/d avec d = ¢, et

m :=ngq, < Y (logy)?*. De plus, par définition de ¢, = q(n?,y), nous avons
1
[ = [lgn(nI)|| < ~--
Qy

Comme de plus Y (log)?* < Y? pour y assez grand, cela implique la majoration

1 1 7(m/d)
W) < Gogg)i—im X T

mgY? d|m
[mdI<1/Qy

1 Te(m)
e X,
m<Y?

(Im9I]<1/Qy
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ou F}; est la fonction multiplicative définie, pour tout nombre premier p et tout entier v > 1, par

Tk (puij)

F, (pV) — 77% (pl’ )pja .

(/AN Z

Comme k > 1, la fonction v +— 7,(p¥) est croissante, ce qui implique que l'on ait, uniformément
pour tout nombre premier p et tout entier v > 1,

(5:5) Fo(p”) =1+ 0(1/p%).
Soient « et § deux exposants conjugués ; d’apres l'inégalité de Holder,

1

S1(y)* Sa(y)?,

ou

Sily):= Y Tuln)®

n
n<Y?
In9I<1/Qy

et

sa = 30 D

n<Y?

D’apres (5-5), nous obtenons immédiatemment que

(57) S < [] (1 + ]19 +0 (pi)) <logY.

p<Y?

Pour étudier la contribution S, nous considérons 1'unique entier m = m(y) tel que

Gm < Qy/2 < gm+1-
Le nombre réel ¢ peut alors s’écrire :

a

dm gmgm+1

Sin < %qmﬂ et n #Z 0 (mod ¢,,) alors

na ny 1 1

n||=|—+ ——|| > — > —.

” ” dm dmAdm+1 2(]m Qy
Ainsi,
(5-8) Si(y) < G(y) + H(y)
ou (n)

Te(n)®
Gly)= > -
n<Y?
n=0 (mod ¢, )

et

Q'm+1/2<ngy2
Indll<1/Qy



32 BRUNO MARTIN

Pour étudier la quantité G(y), nous observons que 1’on peut écrire, pour tout nombre entier m,

[0}

T (M) = Tra * g(m)

ou g est une fonction multiplicative telle que pour tout nombre premier p et tout entier v > 1,
5
g9(p) =0 et g(p") < p®,

ol § est un nombre réel appartenant a I'intervalle |0 : 1/2[. En utilisant le Lemme 5.1 et Pestimation
(2-11), nous obtenons alors

Gy < >, ()

n
P(n)<Y?
n=0 (mod g, )

1 Tra (NGm) g(k)
NP D Dl
P(n)<Y?2 P(k)<Y?2

¢ (log Y)Fua fre(qm)
dm

Donc, pour tout &’ > 0,

(log y)""+¢

(5-9) Gy) < o

Etudions enfin la contribution H(y). En utilisant la majoration (2-5), nous obtenons tout d’abord
que
H(y) < (/$+ 1)2a10gY/log2Y Z

dm+1/2<n<Y?
[In9]<1/Qy

1
o

A présent, nous observons que la condition [|[nd|| < 1 /Qy implique que ||nd| appartient & au
plus gm+1/Qy intervalles de longueur 1/gym,41. Soit I I'un de ces intervalles et n un entier tel que
|ln¥|| € I. D’apreés le lemme 6.3 de [3], n peut prendre au plus 6 valeurs dans un sous-ensemble de
N du type [kqm+1; (kK + 1)gm+1[ (k € N). Nous désignons par aj, la plus petite des valeurs modulo
gm+1 que peut prendre lentier n dans un tel sous-ensemble. Nous remarquons que ag > Gm+1/2
d’apres les conditions posées sur n dans la somme étudiée. Ainsi

dm+1 2aclo, 1
H(y) < I (1 4 1)2eetosy S —
Qy 0<§Y2 ak + kqmi1
(H+ 1)20¢clogy
L —F—logY
Qy
(log y)4A+22

< yl—Qaclog(n+l) !

En choisissant la constante ¢ = 1/4alog(k + 1), nous obtenons alors qu’il existe une constante
C > 0 telle que

(5-10) H(y) < y%

Finalement, d’apres (5-6), (5-7), (5-8), (5-9) et (5-10),

o 1/a
1 K™ +e 1
S(y) < <( ng;) + yc> (logy)—1+1/ﬁ+4/€s

(5-11)

<

o , 1/
(log gy s1)™" 1 Hame (logy)tret/a)
p + we :
m

Alinsi, en choisissant «, € et ¢’ suffisamment petit, nous obtenons (5-2), d’apres la condition posée
sur . a

Nous sommes a présent en mesure d’énoncer et de démontrer le résultat principal de cette section.
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Proposition 5.3. Soit un nombre complexe z quelconque. Si ¥ est un nombre irrationnel
appartenant & I'ensemble Z(z), alors le couple (7,41, 7,) est 9-adapté.

Démonstration. Nous conservons la notations & := |z|. D’aprés la définition de Z(z) et la majoration
(2-11), la condition de la Proposition 5.2 est vérifiée. Une condition suffisante de ¥-adaptation est
donc :

)= Y " oon) ()
Ind[I<1/y
P(n)<y

Posons Y = y¢1°2¥  avec ¢ = 1/2log(k + 1). D’apres la preuve de la Proposition 5.2, nous avons

Tﬁi(n) Tﬁi(n)
< =
S oy m0 gy ),
n>Y n>Y
IndlI<1/y P(n)<y
P(n)<y

Evaluons a présent la contribution

Z 7',2(171) .
nY

Ino<1/y
P(n)<y

Etant donné y = 2, nous considérons 'unique entier m = m(y) tel que
Gm < Y/2 < Gm+1-

11 suffit alors d’appliquer mutatis mutandis la méthode employée pour estimer Si(y) dans la dé-
monstration de la Proposition 5.2. Nous obtenons finalement la majoration

Te(n log ¢ma1)”
(5:12) > 2 BBl ) o)) (g — o0,
nolI<1/y "
P(n)<y
D’apres (3-2), cette quantité tend bien vers 0 lorsque y tend vers l'infini. ]

6. Preuve des Théoréemes 3.2 et 3.3

6.1. Réduction du probléme

Nous démontrons tout d’abord que les preuves des Théoremes 3.2 et 3.3 peuvent étre déduites
de la proposition suivante.

Proposition 6.1. Soient z € C, ¥ € R\ Q et {¢n}m>1 la suite des dénominateurs des réduites
de v. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La série U(7,41;9) converge;

(ii) la série V(7,;9) converge ;

(iii) la série

(61) S (cayn o8 dma)

dm

converge.
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Déduction du Théoréme 3.2 a partir de la Proposition 6.1.

Soit z € C\R% et ¥ € Z(z). Nous utilisons la 12. D’apres la Proposition 5.3, le couple (7,41, 7)
est ¥-adapté. Montrons & présent que la condition (3-2) implique la convergence absolue de la série
(6-1) et, par conséquent, la convergence des séries U(7,41;9) et V(7,;9). Lorsque Re (z) < 0, cette
série numérique est toujours absolument convergente en vertu de (2-15). Supposons désormais que
z€ CNRY et Ne(z) > 0 et posons

10g gy 1) e )
= %m(m.

Comme 9 € Z(z), il existe A > 0 tel que

(log Qm+1)|2

|
(6-2) o fiz1(gm) < A.

Nous déduisons de (6-2) et de 'estimation (2-11) que, pour tout € > 0, il existe un entier mg(e) tel
que

(6-3) < A(l0g gmy1) ™ D lgs,  (m = mo(e)).
Donc pour tous «, 5 > 0 tels que a4+ 5 =1, et m = my(e),

e (<1ogqm+1>%e<z>

m
A (1Og Qm-‘rl)

a—e
m

* 8
qfn) (A(IOng+1)§Re(Z)_‘Z‘qzq)

Re (z)—p)z|
< .

Fixons § tel que 5 > Re(z)/|z| puis € tel que € < a. Nous obtenons ainsi qu’il existe n > 0, tel
que, pour m assez grand,

A <

kS

D’apres (2:15), la série >_, -, anm est donc convergente et il s’ensuit que la série (6-1) est bien
absolument convergente.

Maintenant, le lemme 6.9 de [3] montre que U, (¥;y) = o(1) lorsque y — oo sous la
condition q(¥;y/(logy)*=*+D+21) > (logy)4(**+D+21 Par ailleurs, d’apres le lemme 13.4 de [3],
V.. (9;y) tend vers 0 lorsque y — oo de facon que q(9;y/(logy)® +26) > (logy)®* *+26. Comme

q(Y; ¢m) = Gm, la condition (1-7) est bien vérifiée. a

Déduction du Théoréme 3.3 a partir de la Proposition 6.1.

Soient k > 0 et ¥ € R vérifiant les hypotheses du Théoreme 3.3. Le critere du Théoreme 3.3
coincide avec la condition (iii) de la Proposition 6.1. Cette condition est donc bien nécessaire a la
validité de (Dy) pour le couple (7441, 7). Pour montrer qu’elle est suffisante nous utilisons la 12.
Comme le terme général de la série (3-3) tend vers 0, ¥ € Z(k) et la Proposition 5.3 assure que le
couple (7,41, 7x) est ¥-adapté. L’argument utilisé ci-dessus pour traiter les défauts de P-régularité
reste valide et ainsi la condition (1-7) est vérifiée. O

Les deux paragraphes suivants ont pour objectif de démontrer la Proposition 6.1.

6.2. Convergence de U(T,41;9)

Nous traitons d’abord le cas ot Re (z) > 1. Désormais z désignera un nombre complexe tel que
o := e (z) > 1. Nous noterons également |z| := k.

Nous énoncgons tout d’abord un lemme technique permettant de simplifier la preuve de la Pro-
position 6.1.
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Lemme 6.2. Soit ¢ un nombre réel, {¢n}m>1 la suite de ses réduites et g une fonction
arithmétique pour laquelle il existe b €]0;1/0| tel que I'on ait uniformément pour q € N*

(6-4) 9(q) < ¢".

Alors les séries

(6:5) S (cayn o8 dma)

m>1 am

(66) Sy ol g ) (14 28] )

= Gm 10g gm-+1

sont simultanément convergentes ou divergentes.

Démonstration. Posons

Am = (_1)m (log Z:Jrl)z fz(Qm)

bm = Gm <1 + g(qm) ) .

log gmy1

et

Supposons que la série (6-6) converge et montrons que cela implique la convergence de la série
(6-5). Pour cela nous introduisons les ensembles

My :={m e N" logqm+1 > q¢.,} et Msy:=N"~ M,

ol ¢ est un nombre réel tel que b < ¢ < (1—b)/(c—1) (un tel choix est possible au vu de la condition
imposée sur b). Nous pouvons remarquer tout de suite qu’en vertu de (6-4), (2-11) et de la croissance
exponentielle des ¢,,, les séries »° M, Gm €t Y ome s, bm sont absolument convergentes. On peut
donc supposer que I’ensemble M, est infini. Cela implique également que la série ), a1, b est
convergente. En particulier b,, = o(1) pour m € M. Par ailleurs, lorsque m € M,

1
9(qm) <L
IOg qm+1 qfn

b

Nous en déduisons que a,, = o(l) pour m € M. La série > 1/ am g(qm)/10g g1 est
donc absolument convergente ce qui entraine la convergence de la série ) - a1, @m- Comme la
série ), o M, @m est absolument convergente, nous pouvons conclure que la série Zm% Qp €St
convergente.

La démonstration de la réciproque étant similaire, nous omettons les détails. ]

En vue d’intégration par parties ultérieures, nous rappellons le lemme 6.11 de [3] qui donne une
évaluation de Z._(x,z;0) := Y . 7.(n)sin(2mnd).

n<x

Lemme 6.3. Soit A >0, >0, et B =4A + 4(k + 1)?2 4+ 12. On a uniformément pour = > 2,
Qo =1x/(logz)?, 9 €R, ¢ =q(9;Qx), a € Z, (a,q) =1, |¢9 — a| <1/Qu, Vg =9 —a/q,

Zr (x,2;9)

z

(6-7) _ x(logx)* {fz(Q) sin®(rdy) +0 <W>} 0] (x)
( .

N q I'(z) 7. [9,]2 log log z)4
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En fait, le coefficient du terme principal figurant dans le lemme 6.11 de [3] s’écrit sous la forme

z+1 Tyi1 (v Totq v—1
sl = (F0) T (L ) )

q
p¥|lg \£=0

Mais le calcul qui suit montre que les deux fonctions multiplicatives f, et g, sont identiques.

Soient p un nombre premier et ¥ € N*. En utilisant l'identité de convolution 7,47 = 1 % 7., on
obtient

(+v v—1 v—1
ZTZ+1(]Z+ ) T (@) :Z% Z () — 41 (P)

>0 p 1-1/p >0 j<etv 1-1/p

_ () 1 o1 (p" )
—j;Z(p) ; A ey
0=j—v
1 () 7. (p7) TP
ST, 2 P 2 S g

0<j<r jv+1

—_ 1 (pu)+ Z Tz(pj)

T, _
1-1/p S P = 1/p)

Comme 1—1/p = ¢(p)/p, ce calcul implique que g, (p*) = f.(p"). Nous obtenons bien la conclusion
annonceée.

Nous sommes maintenant en mesure d’étudier la convergence de U(7.41;9). On applique le
Lemme 6.3 avec € = 1/2B pour évaluer l'intégrale

bt dt
[z

m

Lors de ce calcul, nous ferons un usage fréquent des relations (2-16) et (2-17).
Avec le changement de variables t = ule,,|, il vient :

St dt
JAE A

m

sgn(em) lem[€m-t1 sin?(mu)
= T~ Jz m 1 - 1 m s d
T )am ( )/I (logu —log lem|)* — 5— du

em|&m

1 lem|Em+1 log(l + u2) u o—1 Ema d+
co( i () [
<q#—1/23 lem|Em u2 |€m] ¢ t(logt)4

m

sgn(em) lem|Ema sin2(7ru)
= =" 1 1 log gy, F———d
T2y 21 ,)/I (log u +1og gm + l0g gm1)" —— 5= du

Em|€m

+ O (log £m+1)0’71 /|57n|§m+1 log(l + U2) 4 N /57711»1 dt
T 1-1/2B ————du -
g 20 u? .. 1(logt)A

Em|&m

sgn(em) /|5m§m+1 _sin?(mu)
= =" 1 1 1 ——d
T(2)am = (qm) | (log u + log gm + log gm+1) T2 u

em|&m

oty [
o L6 49m+1) _ar
+ ( q}n—l/QB + . t(logt)4 |’
2

la derniére évaluation provenant de l'intégrabilité sur R, de u +— log(1 + u?)/u>.
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Lorsque b < a, on dispose de la majoration (a + b)* — a* < ba®~!. Des lors,

- " sgn(& ) Emt1lem] sin® ru
ZT t,t,'ﬁ - _ So\Tm/ (Gm 1 m z d
/ z+1( ) t2 F(Z)Qm f (q )( qu +1) /gmam T !

m

dm u

£m+1‘5m‘ 102
+0 <fz(Qm) (logqmﬂ)"*l/ sin 27Tu logudu>
3

m|em|

m u?

m|Em|

(log gm+1)7"" /5’”+1 dt
o L989m+1) 9
' < an P e, Hlogt? )

soit, en utilisant 'intégrabilité de u — sin? 7u/7u?logu et u — sin® ru/ru® sur Ry,

1 Emtilem| o302
+0 <fz(qm>0gqm(logqm+l)al/ sm- Ty du
13

Emtileml gin? o,

fmt1 dt  sgn(em
|7 2 =B ) Oogann)” [

Emleml

(108 gn+1)7 " /fm dt
o ~8dmill ——
' ( g P i e, tlogt)?

Par ailleurs, le méme calcul fournit

@ At (108 gmi1)° A28
/ ZTz+1 (t7t;19)t7 <<(g((1]+1)fz(Qm) <1 + f(q—

u
U

m

m m lo m
(6-8) m 4m) 10g Gm+1
[
+ A m < T Emt)-

e, t(log )4 +

Nous rappelons & présent le développement asymptotique effectué dans le paragraphe 11.2 de [3].

. B
/le’"lgm“ sin? ;ru du — ™ L0 ern/ i (log gm)? .
lem [€m U 2 log gm+1 Qm+1

Par ailleurs, comme o > 1, |7,(q)| > 75(¢) = 1. Donc, d’apres (2-12), nous avons

(20+K+1)/2
(6-9) Fo(gm) > (‘P(q’")) > 2P,
Ainsi, il existe une fonction arithmétique h, telle que
Em+1 dt  7sgn(enm) he(gm)
Zer o (0, 150)— == 220 f () (108 gy 1)® [ 1+ —2 L
[ 2t S gty (14 et )
(6-10) fmin
o[
€ t(logt)4 |’
et

he(gm) < qi/®.
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En choisissant A > 1, nous obtenons que le terme d’erreur de (6-10) est le terme général d’une
série convergente. Comme sgne,, = (—1)™ sgney, nous obtenons que la convergence de la série

€7n+1 dt
(6-11) > / Zros (t8:9) 7

m2=1

équivaut a celle de la série

Syttt g (14 elin) ),

m>1 qm IOg qm+1

Nous pouvons appliquer le Lemme 6.2 avec g = h, et b = 1/B. En effet, nous avons bien B > ¢
puisque B = 4A + 4(x + 1)? + 12. Nous pouvons donc d’affirmer que la convergence de la série
(6-11) équivaut a celle de la série (6-1).

Nous pouvons & présent établir 1'équivalence (i)<>(iii) de la Proposition 6.1. Considérons un

nombre réel x > 2 et désignons par M = M, 'unique entier tel que &3y < z < &pr41. On a, par
(6-8) et (6-9)

Tog1(n) . Lroin (z,x;9) /w dt
Tz (2 — 2\ Y e
E - sin(27ndd) . + : Zr. ., (t,150) 2

n<x

(6-12) - B
= > / Zroya (t:859) 5 + E(M) + o(1),

1<mgM Y ém

ou F est une fonction arithmétique satisfaisant la majoration uniforme pour m > 1,

(6-13) E(m) < Mfz(%n) 14+ ﬂ )
qm log gm41

Lorsque la série (6-1) converge, on a

(6-14) lim E(m) = 0.

m— 00

En effet, c’est une conséquence directe du Lemme 6.2, appliqué avec g(q) := ¢'/B. Nous déduisons
donc de ce qui précede 'implication (iii)=-(i).

Etablissons la réciproque. Au vu de (6-12), il suffit de prouver que la convergence de U(7,41,9)
implique (6-14). Or, on a

. Em+1 Em+1
To1(n) . Zr.,, (x,259) + oy dt
(615) 3 nsm@mﬁ):[* [z w0

X
5171<n<€7n+1

&m m

La formule (6-7) et les relations (2-17) permettent de montrer que le premier terme du membre de
droite tend vers 0 lorsque m — oco. En effet,

. £m+1 2
2l o400 el E o)
Em dm+1
2
(6-16) + (08 &m)” s (gm)] EmEm)
< ‘fz(%nﬂ

RV qm+1 ’

Sous ’hypothese (i), le membre de gauche de (6-15) tend vers 0 puisque c’est le terme général d'une
série convergente. Donc le terme principal du membre de droite de (6-10) tend vers 0 lorsque m
tend vers l'infini. Cela permet d’affirmer que f, (g )(log gm+1)?/gm = o(1), lorsque m — oo sous
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la condition log gm+1 > ¢, avec 1/B < D < (1 —1/B)/(c — 1) (un tel choix est possible puisque
B > o), ce qui implique (6-14) sous la méme condition. La relation (6-14) est encore vérifiée sous
la condition log g, +1 < g2 d’apres (6-13). Cela achéve la preuve de 1’équivalence.

Lorsque Re (z) < 1, des calculs similaires, mais cependant plus simples car de nombreux termes
d’erreurs disparaissent, fournissent les estimations

' Emt1 dt (—1)m(1og Gm+1)? L S L
(6 17) / Zrz+1 (t t: 19) = T fz(Qm) +0 \/qu + Am ( A

m (2)am t(logt)
et
Emt1
Z TZL() sin(27n) Z / Zr , (t 19) dt
(618) n<T " 1<m<M
1 z
#0 (BEDEL fg) 4 o)

D’apres (6-17), la convergence de la série (6-1) équivaut a la convergence de la série

5m+1 dt
Y[ g

m2>1

L’équivalence des points (i) et (iii) de la Proposition 6.1 s’établit alors en suivant la méme démarche
que précédemment. D’apres (6-18), la convergence de la série (6-1) entraine la convergence de
U(7z41;9). Pour démontrer la réciproque, il suffit, au vu de (6-18) et (6-17), de prouver que la
convergence de U(7,41;v) implique

(619) Corit) 1 () = of1) (= c0).

Or, les relations (6-15) et (6-16) montrent que

St dt
/ ZTZ+1(t,t;19)t—2 =o0(1) (m — c0),

m

ce qui permet, d’apres (6-17), d’établir (6-19).

6.3. Convergence de V (15 ;1)

Nous commencons par estimer Wr_(z, ;) 1=}, ., 7.(n)B(n?), en vue d’intégration par parties
ultérieures. Pour cela, nous rappelons la définition d’une fonction de type Siegel-Walfisz fort donnée
dans [3].

Définition 6.4. On dit qu’une fonction arithmétique f est de type Siegel-Walfisz fort, et I'on
note f € SW, si I'une des deux conditions équivalentes suivantes est satisfaite :
(i) pour tout A > 0 fixé, et uniformément pour r € N*, m € N*, c e N*, (¢, m) =1, on a

(6-20) n;/ f(rn) = (7) n; o)+ 0 o 2):
n=c (mod m) (n,m)=1

ﬁ

(ii) pour tout A > 0 fixé, et uniformément pour ¢ € N*, a € Z, on a

(6-21) Z f(n) = <,0( ) Z fqn/m)+0((logx) )

n<x n<mz/q
n=a (mod q) (n,m)=1

out I'on a posé m := q/(q,a).
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Le lemme suivant de [3] permet d’évaluer Wy(x,x;9) pour une fonction f de type Siegel-
Wallfisz fort. Son énoncé nécessite quelques notations. Lorsque ¥ € R~ Q et b > 0, nous posons
xp := min(z, b/||q¥|]) et introduisons, étant donnée une fonction arithmétique f, les sommes

an+b
TV =1V @o) = Y fmB(T0),
q
Tp<NEThy1
b
2 2
" W=t 3 )
Ty <NTp41
Tb(s) = Tb(s) (x;9) = Z f(n).
T <NKTpq1

an=—>b (mod q)

Enfin lorsque (a,q) = 1 et m|q, on introduit la quantité

(6-23) y(mib/g) = > B( )
1<d<m
(dam):

qui est indépendante de a.

Lemme 6.5. Soient A,B > 0. On a uniformément pour f € SW+, 9 e R\Q, z > 2,
Q. =x/(logz)?, ¢ = q(9;Q.) < (logz)B, a € Z, (a,q) =1, |¢g9 — a| < 1/Qu, Vg =V —a/q >0,

(6-24) We(z,x;9) = Z T, + O((log )P N¢ ()
0<o<z||gd ||

ou Ny(x) := max,<z |f(n)| et
(6-25) Ty =T + 1) - 17
De plus, on a sous les mémes conditions, et uniformément pour 0 < b < z||g9|,

7O = Z’Ymb/q Z f(zf)+0<wzr)jg+x4)’

m|q zym/q<L<Tppim/q
(¢,m)=1

10— X () +o(gae):

dxy /q<t<dzpbi1/q

(t,d)=1

(6-26)

ott I'on a noté d = q/(b,q) et ou les constantes implicites ne dépendent que de celles de (6-20) et
(6-21).

Nous sommes maintenant en mesure d’évaluer W.,_(z, ;). Nous conservons les notations x := |z|
et o := Re (2).
Lemme 6.6. Soit A > 0 et B = 5(A+r2+k+4), on a uniformément pour z > 2, Q, = z/(logz)?,
LS R7 q = q(ﬂaQ$)7 a € Z: (a'aQ) = 17 |q19_a‘ < 1/Q£a '_0_a/qa
(6-27) W, (z,2;9) < x(1ogx)ff*1{7“”(q) lgg 1 } (zllg9| > 1),
: q (log )4
et
. — fz(Q) z—1
(6-28) Wo (@, 2;9) = —sgn(dy) z(logz)*™" + R(z,q)  (xflg?] <1),
2T (2)q
ou

R(z,q) < z(logz)°~* (TH(Q)(IOgQ)2 " x||q19||> N ( x

qlogx q log z)A+E"
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Démonstration. L’évaluation (6-27) coincide avec celle du lemme 13.6 de [3]. Quant & (6-28), on
peut remarquer que les deux membres sont des fonctions impaires de 1. On peut donc supposer par
la suite que ¥, > 0. On applique alors le Lemme 6.5 & la fonction 7, qui est de type Siegel-Walfisz
fort comme Daffirme le lemme 13.5 de [3].
Ici, comme = < 1/|¢¥]],
W, (z,z,9) = Ty + O((log z)?).

z

Si m € N*, nous pouvons remarquer qu’en vertu de la symétrie des entiers premiers a m par
rapport a m/2, v(m;0) = 0. Nous pouvons donc écrire, d’apres (6-26),

(1) _ @
To =0 <(logw)“3> '

Téz) = Z T:(n)ndy = 9, Z T.(n)n

n<x n<x

9
< 79L1902(10g96)"_1 = —Hq H352(10g35)‘7_1,
q

Par ailleurs,

Enfin,
T = Z T.(q0)+ O S —
0 z (log z)A+E

(<z/q
Afin d’évaluer le terme principal, nous allons appliquer la méthode de Selberg-Delange. Posons
H. 4(x) = 7.(ql).
<z

La série de Dirichlet associée a H, , s’écrit, suite a un calcul similaire a celui réalisé dans le
paragraphe 2.1, pour s € C avec Re (s) > 1,

> )7 6.0

ou G, est défini par :

— _ o —8\z = (p"*7)
GZ(S7Q) - H(l p ) H Z pvs '

plg pillqv=0

On a la majoration suivante, pour |s — 1| < 1/log(2q) :

G=(s,9) < 7x(q) log(29).

Une application du théoréme 3 du chapitre I1.5 de [14] fournit alors l’estimation suivante :

> ol = /-) z (logz)™' + 0 (Oc)qu)x (log )72 + x) ;

A+B
oryl I'(z)q (log )

ce qui acheve la preuve du lemme. ]

Nous sommes maintenant en mesure d’évaluer l'intégrale suivante

Emt1
/ W (¢, £:9)

m

dt
t72.
Nous supposons tout d’abord que o > 1. Nous omettons les détails qui sont similaires a ceux du
paragraphe précédent. Nous obtenons

1/”qm19‘| d 1 m z Tedm 1 m 2
[ W) g - —sgn(sMsz(qm) (1 o (W))

Smit o dt
+0 </£m t(log t)A> ’

m
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et

/ﬁm+1 dt ) (log Qm+1)a_1
1

W (t,6:9) =5 <Twr2(Gm) 1085 (Gm
/gl t m

St
vo [ s )
( ém t(logt)A>

Nous en déduisons les estimations

£7n+1

W, (t t-ﬁ)ﬂ:_sgn(g )Mf (gm) [1+0 ﬁ
Em A t2 " 2F(Z)qm s 1ong+1

(6-29)
O §7n+1 dt
’ </ t(logt)“‘>’
et
@ At (log gp+1)” i’
/ WTz+1 (t,t;ﬁ)tig <<(Ogi117+1)fz(%n) (1 + bgq)
(630) m m m+1
€m,+1 dt
T < Smrt)-
+/ t(lOgt)A (Sm <z 5 +1)

m

Nous pouvons maintenant établir I’équivalence (ii)<>(iii). La preuve étant similaire & celle de
léquivalence (1)< (iii) effectuée dans le paragraphe précédent, nous n’en donnons que les étapes
essentielles.

Nous déduisons de la formule (6-29), et des estimations (2-6) et (6-9), qu’il existe une fonction
arithmétique Ez telle que

S dt 10g gm1)* B (gm
/ sz (t, t; ﬁ)tig = Sgn(em)(QF(Z);l)fz (Qm) 1+ log(qjl
(6-31) " " "

/€1n+1 dt
+ "
Em t(log t)A

et

he(gm) < g3/ 5.

Cela permet d’établir, en appliquant le Lemme 6.2 avec g = Ez et b = 1/B, que la convergence
de la série )
m—+1 dt
Z / WTz (tata’ﬁ)?
mgl m

équivaut a celle de la série (6-1). Pour x > 2, nous désignons par M = M, 'unique entier tel que
Ev <z < &pp1- Une sommation d’Abel fournit alors 'identité

(6-32) 3 Tz?i”) Bt)= Y / Tt 19)% + F(M) + o(1),

n<e 1<m<M

ou F' est une fonction arithmétique satisfaisant a la majoration, uniforme pour m > 1,

108 G t1)* /B
F(m)<<(0gqi+1>fz(qm) Lt
qm long-H

Supposons que la série (6-1) converge. Le Lemme 6.2 appliqué avec g(q) := ¢/® prouve que
F(m) = o(1) lorsque m — oo. Cela fournit I'implication (iii)=-(ii).



Nowwelles identités de Davenport 43

Supposons réciproquement que la série V(7,;9) converge. De I'identité

(n Wr (x,z;0 Em+1 Smt1 dt
> ( )B(m9) = [()] +/ W (t,t:0) 5

n T *
Em <n<£m+1

5 m m

nous déduisons que

6771«}»1 dt
/ W, (t,t;ﬁ)t—2 =o(l) (m — ).

m

La relation (6-31) permet alors d’établir que F'(m) = o(1) lorsque m — oo sous la condition
log gm+1 > ¢ avec 1/B < D < (1—1/B)/o. Comme F(m) tend également vers 0 lorsque m — oo
sous la condition log ¢,,+1 < g%, nous pouvons finalement écrire que

F(m)=o0(1) (m — o0).

Cela fournit I'implication (ii)=-(iii), au vu de (6-32).

Lorsque o < 1, nous obtenons les estimations suivantes, qui permettent de conclure.

Em1 dt (10g gm+1)* 1 St dt
/ W (t,8:9) 5 = —sgn(%)mﬂ(qm) +0 Jan + /gm t(logt)A

m

et

T.(n Smt1
> s - Y [ w0y

n<x 1<m<M

+0(“®W“Vﬂ@m>+du

am

Nous omettons les détails qui sont identiques a ceux du paragraphe précédent pour le cas o < 1.

7. Appendice A

Dans [7], Davenport établit que (4, ) appartient & Dy pour tout ¢ € R. Il obtient méme
I'estimation effective

sin (279 n 1
(7-1) A y) == As(Fyy) = (W ) + Z H(n )B(m?) < (logy)A

n<y
valable pour tout A > 0, uniformément pour y > 2 et ¥ € R.
Nous décrivons ici les étapes essentielles du raisonnement de Davenport afin d’en examiner les
possibilités de généralisation.
Pour obtenir 'estimation (7-1), Davenport applique un principe classique d’analyse selon lequel
le contréle d’une fonction numérique sur un intervalle I, peut étre obtenu par le controle de sa
moyenne et de ses accroissements sur I. Davenport effectue ainsi la décomposition

(7-2) (V2 —1)AWy) =1+ J

avec

2
I:= / A(9;y) dd,
9

1

et

P
J = : {A@W;y) — AW y)} do.
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Intégrer A(v;y) permet de ramener le probleme d’interversion des sommations au cas trivial d'une
série double sommable. Plus précisément, Davenport obtient

I =T2,y) — TW1,y)

avec
cos(2mmnad)
(7:3) v,y) 27r2 Z Z m2 :
n>y m2>1
On a donc trivialement
I<1/y,

mais cette premiere évaluation est cependant insuffisante pour conclure car les valeurs critiques de
Y9 — Y1 dans (7-2) sont o(1/y). Davenport établit alors que l’estimation

(74) Z ,U 2z7r’m9 (logyy)A

ny
est valable, pour tout A > 0, uniformément pour y > 2, ¥ € R. En intervertissant les sommations
dans (7-3) puis en effectuant une sommation d’Abel, il obtient ainsi, pour tout A > 0,

1
7.5 I« ——
(75) y(logy)A

ol la constante implicite ne dépend que de A.
Ensuite, en vue d’estimer 'intégrale J, Davenport établit la validité de I'estimation

1
(logy)4’
pour tout A > 0 et uniformément pour y > 2, ¥; < ¥5. La fonction sinus étant continue, ce
probleme est immédiatement réduit a ’étude des accroissements de la fonction

n=3 e

nxy

(7-6) A5 y) — A1 y) K y(P2 — 1) +

a y fixé. Sur tout intervalle sur lequel R, est dérivable, sa dérivée R; est uniformément majorée

par
> un) <.

n<y
Il reste donc & étudier la contribution des discontinuités de R, sur lintervalle [9,73]. Ces
discontinuités se situent aux points de Farey a/q, avec 1 < a < g <y, (a,q) =1, et a/q € [91,73].
En un tel point a/q le saut de la fonction R, vaut

wn) _ pla) p(k)
Syfafap) o= — 30 M) _a) )
n<y 4 k<y/q
qln (k,q)=1
Par une technique classique d’intégration complexe, Davenport établit, pour tout A > 0, la

majoration uniforme
1
Selgs p) € ————.
A S log )

Notons a1/q1,...,a,/q- les points de Farey de l'intervalle [}1, 2], rangés dans lordre croissant.
Il est classique que a;+1/¢j+1 — aj/q; = 1/¢;jqj+1. Davenport en déduit que la somme de tous les
sauts de l'intervalle [J1, J] vaut
r—1
1 1
<y Z +

Sy(aj/qj; 1) <
Z (@5/4 Zq + 1ogy = ajgir1 (logy)*
<<yZ{0”+1 - aﬂ}+$ < (ﬁ—ﬁl)y+#
g1 G5 (logy)4 (logy)4

Finalement, nous obtenons bien (7-6). En choisissant 93 = 91 + 1/y(logy)?, Davenport déduit
(7-1) de la décomposition (7-2) et des estimations (7-5) et (7-6).
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Pour reproduire un tel raisonnement pour un couple de fonctions (f, g) lié par (1-3), nous devons
donc étre en mesure d’établir :
(C1) une borne uniforme en 9 pour la somme d’exponentielles

Z g 2z7rm9

n<y

(C2) la continuité de la fonction ¥ — U(f;¥) ou, ce qui est plus faible, la convergence de la
série U(f,?) et une estimation du type

> f(m) < y(logy)",

m<y

ou h est une constante fixée dépendante de de f ;
(C3) lestimation
> Syla/a.9) =o(1) (y— o),
V1<a/q<d2
ou Sy(a/q,g) désigne le saut de la fonction ¥ — > . g(n)B(nd)/n en un point a/q, et o la
somme porte sur tous les points de Farey a/q € [¥1, 2] dont le dénominateur n’excede pas y.

Notons d’emblée qu’une évaluation uniforme des sommes d’exponentielles, analogue a (7-4) n’est
pas disponible, pour la fonction ¢ = A : la méthode de Vinogradov permet d’obtenir pour tout

A > 0, estimation
A 21,7rm9 Y + 19) Y ,
2 M <@ ( (log y)A)

n<y

ot ¢ est le dénominateur d’une bonne approximation rationelle de 9.(*) Cette estimation, optimale
lorsque 1 est rationnel d’apres le théoréme des nombres premiers en progressions arithmétiques,
est insuffisante des que ¢ est petit.

La condition (C3) semble actuellement hors d’atteinte pour une grande classe de couples (f, g).
Etudions par exemple le cas du couple (A, —plog) et considérons les accroissements de la fonction

n)1
(7-7) 9 - 0 OB ) 18() g gy
ny
Le saut de cette fonction en un point de Farey a/q vaut

(78)  S,(a/q; —ulog) = wa) 3 p(n)log(gn) _ pl(q) 3 log p +O(10gqe—1/10g(y/q)>'

T n q p—1 q
(n,q)=1

plg

En conservant les notations employées pour traiter le cas de la fonction g, nous avons

> Sy(aj/qj;—ulog)=Sy(ar/qr;—u10g)+0(10gy > i)

(7-9) 1<g<r 1<<r U

= Sy(a,/qr; —plog) + O((ﬁg — ﬁl)ylogy).

Pour le choix ¥o = 91 + 1/y(logy)**! avec A > 0, le terme d’erreur de (7-9) tend bien vers 0
lorsque y — oco. En revanche, en ’absence d’un renseignement sur la taille ou la factorisation de
gr, le terme principal de (7-9) ne tend pas vers 0. Une autre voie pourrait étre d’estimer le nombre
de points de Farey dans I'intervalle [)1,4¥2] en utilisant une estimation de

Ny(t):= > 1 (t>0).

n<t
(n,q)=1

1. Pour une estimation précise de cette somme d’exponentielles, nous renvoyons a (8).
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Mais cette méthode échoue également. Définissons R, (t) par I'identité

(7-10) N,(t) = t{@ + Rq(t)} (t > 0).
Nous avons la majoration classique

ow(a)
LAGIRS

(t>0),
qui s’obtient par inversion de Mobius. Nous avons alors, uniformément pour ¢ < 9o,

> Sy(aj/qs;—plog) = > Sy(a/q; —plog) { Ny(929) — Ny(¥hq) }

(7 11) 1<j<r q<y
= (02— Y1) Y _ @(q)Sy(a/g; —plog) +0(Z|5 (a/q; —plog) |2 )
q<y <y

Le terme d’erreur de (7-11) ne tend pas vers 0 lorsque y — oo. D’autres estimations plus fines
de R, sont établies au paragraphe 3 de [3] mais elles ne permettent pas plus de conclure.

Une derniere possibilité pour montrer que la somme des sauts tend vers 0 consisterait a étudier
les éventuelles compensations induites par les facteurs p(g;) dans la somme

n)log(q;n
Z S, (a;/q;, —plog) = (g Z p(n) log( pAn) 108 g;n) )

1<j<r 1<j<r qj n<y/q;
(n’qj)zl

Il faudrait, pour cela, étre en mesure d’obtenir des renseignements sur la factorisation des
dénominateurs des fractions de Farey situés dans un petit intervalle. Cela semble hors d’atteinte,
au vu des techniques actuellement disponibles.

8. Appendice B

Des l'introduction de [6], Davenport énonce que le couple (4, 1), appartient a (Dy) pour tout
¥ € Q. Il donne comme justification : « (... )the convergence of the series for rational 9 is easily
deduced from the theory of Dirichlet’s series, and the identities are then wvalid.» Nous proposons
ici de justifier cette assertion en n’employant que des outils connus en 1937. Nous fournissons tout
d’abord une preuve reposant sur deux estimations obtenues par la méthode classique d’intégration
complexe. Nous établissons par la suite que le recours a ’analyse complexe n’est pas indispensable
et que 'on peut déduire, de maniere élémentaire, ce résultat du théoreme des nombres premiers
en progressions arithmétiques.

Considérons donc un nombre rationnel ¢ s’écrivant 4 = a/q avec (a,q) = 1. Nous rappelons que
la famille D*(g) des caracteres impairs de Dirichlet de module divisant ¢ constitue une base de
I’espace vectoriel des fonctions impaires, g-périodiques, définies sur N et a valeurs complexes.

Pour s > 1, nous introduisons la fonction arithmétique A; définie par

(8:1) M) = 3 A9
d|n ‘

Cette fonction apparaitra naturellement dans la preuve de ’assertion de Davenport.
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Lemme 8.1. 1II existe des constantes ¢ > 0 et d > 0 dépendant au plus de q, tels que ’on ait,
uniformément pour x > 2, s > 1, x € D" (q), x non principal,

(8-2) As(@) = 3 Ag(m)x(m) = Oae—oV1os7)

m<x

(8:3) Clx) =Y uln)x(n) = Oze~4V1os7),

n<T

Démonstration. Etablissons D'estimation (8-2). Notons Gy la série de Dirichlet associée & A, soit

Gafw) = 30 20, o,

m>=1

Nous désignerons respectivement par o et 7 la partie réelle et la partie imaginaire de la variable
complexe w. D’apres (8:1), nous avons, pour o > 1,

Gofw) = 3 M 52 ) ()

mersfl
n=1 m2>1

L(w, x)
Lw+s—1,%x)

Or, il existe ¢y > 0 tel que le domaine H du plan complexe défini par
(8-4) o>21-co/log(|T| +2),

soit une région sans zéro de la fonction w — L(w, x). Par conséquent, G5 admet un prolongement
analytique dans le domaine (8-4). Etant données les estimations classiques (voir par exemple le
chapitre III de [2]) des fonctions L de Dirichlet dans le domaine H, il existe une constante C' > 0
tel que lon ait uniformément pour w € H, || >3 et s > 1,

(85) Gs(w) < (log|7])°.

Posons maintenant « := 1 + 1/logz. En appliquant la seconde formule de Perron & Ay, nous
obtenons, pour T > 2,

k41T w
Ay () i/ Gs(w)% dw+ O (xloiT) .

B 217‘- k—1T
D’apres le théoreme de Cauchy, nous avons
k41T W W
Gs(w)—dw = [ Gs(w)— dw,
Kk—iT w g w

ou G est la ligne brisée k —iT, 1 —co/logT —iT, 1 —co/logT +iT, k +iT. D’apres la majoration
(8-5), la contribution des segments horizontaux de G a l'intégrale est

(log T)“
<Lz T s

tandis que celle du segment vertical est

< x(log T)06760 log =/ logT'

En choisissant 7' = V18 nous obtenons bien Iestimation (8-2).



48 BRUNO MARTIN

L’estimation (8-3) s’obtient de maniére identique. La série de Dirichlet associée & p(n)x(n) vaut

> %x(n) = L(uf ) (0 >1).

n>1

Elle admet donc un prolongement analytique dans le domaine H. Comme de plus, il existe une
constante D > 0 telle que 'on ait uniformément pour w € H, |7| > 3,

C
L{wy) < (log |7])

nous pouvons obtenir (8-3) de la méme maniere que (8-2). O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer directement que (4, ) appartient & Dy. Nous
établissons tout d’abord la convergence de la série

2 (3)

Par linéarité, il suffit de montrer la convergence de
- )
n>1
pour tout caracteére y non principal de module divisant q. Pour cela nous effectuons une sommation

d’Abel, soit
I O s

nr

La convergence de la série (8:6) est donc une conséquence directe de lestimation (8-3).
Etablissons a présent 1'identité

(8-7) sin 27ra/q Z win < > .

n>1

Rappelons tout d’abord le théoréme d’Abel pour les séries de Dirichlet. Soit F'(w) := Zn>1 anpn~"
une série de Dirichlet convergente pour o > 1. S'il existe ¢ € C tel que

> =c+o(l) (z— o),

n<x

alors on a
Flo)=c+o0(1) (o —14).

Lasérie ), -, u(n)B(an/q)/n étant convergente, nous pouvons écrire, d’apres le théoreme d’Abel,

que
; ou () = Jim, fs),
avec . %B (CL;) |

n>1
En introduisant le développement en série de Fourier de la fonction B dans I’expression de f, nous

obtenons (2makn) )
wu(n sin(2mrakn/q
=-> = 053 W

n>1 k>1
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Or, pour s > 1 et M > 1, nous avons

Mr(:) > sin(2ﬂ':k:n/q) .S )\S?Slm) Sin(zﬂ;m)'

n<M k<M/n m<M

De plus, il est bien connu que

sm27rk19 1
—= (9 —_— t>1,9 € R).
k; >+O<1+t||19H) ( €R)

Il s’ensuit que

fs) = —% ”“‘){
k

Cela implique l'identité

F(s) = f% As(m) sm<2”;””> (s > 1).

m
m>1
Comme lim,_,1+ A\s(m) = d(m), il nous suffit, pour prouver (8-7), de montrer que la série

S Asfnm) " (27ram>

m2=1 q

converge uniformément en s sur tout intervalle [1; b], avec b > 1. Nous pourrons alors effectuer une
interversion de limites et obtenir

2 = ( ) = b, _% ) As?;m) sin (2”2“”‘)

n>1 m2=1
1 . As(m) . <27ram>
= —— lim sin
T s—1+t  m q
m>1
_ sin(2ma/q)
= — ,

c’est-a-dire la conclusion souhaitée.
Par linéarité, nous nous ramenons a étudier

(8-8) > A(m)x(m)/m,
m>1
ou x est un caractére non principal de module divisant ¢. Or, par sommation d’Abel, nous obtenons

P e X

m x

m>x
D’apres (8-2), la convergence de la série étudiée est bien uniforme pour s > 1, ce qui acheve la
preuve de (8:7).

Nous avons utilisé une méthode d’intégration complexe pour démontrer la convergence de la
série (8:6) et la convergence uniforme de la série (8-8). Montrons maintenant que ces deux points
peuvent étre déduits de maniere élémentaire du théoreme des nombres premiers en progression
arithmétique qui stipule que, si x est un caractere non principal de module ¢, alors on a

(8-9) > Am)x(n) = o(z) (z — o).

nr

Nous aurons besoin de deux résultats auxiliaires.



50 BRUNO MARTIN

Lemme 8.2. Soit {a,}°; une suite bornée de nombres complexes et f : R — C une fonction
admettant une limite finie ¢ € C en +o00. Nous avons

ap , (T an
Z;f(ﬁ)_fz - + o(log x) (x — 0).
n<x n<x

Démonstration. Soit € > 0. Il existe A > 0 tel que

(8-10) [f(z) =Ll <e (x> A).

Comme z +— z!/1°827 egt une fonction croissante, il existe xg tel que, pour tout = > xo,
zl/1982% > A Des lors, en notant X := z'~/1°82% nous avons, pour tout = > o,

S-S0 X B
Pour n < X, nous avons z/n > A. Nous déduisons donc de (8-10)

Z % {f (%) —é} <elogyz+ O (11;;23;) (z > z0).

n<x

Nous obtenons finalement qu’il existe 1 tel que, pour tout x > x1,
a T
E = {f <7) —K} < elogz,
n n
n<x

ce qui correspond & la conclusion attendue. O

Lemme 8.3. Soit ¢ € N*. On a uniformément pour x > 2, 1 < s < 2, x un caracteére de Dirichlet
non principal dont le module divise q,

(s:11) X0 L5 +067),
(8-12) S A = E s +ot) @ o0,
(8-13) Z u(n)x(n) <1,

x(n) _
nLr

Cela implique immédiatemment ’estimation (8-11).
En effectuant une sommation d’Abel et en utilisant (8-9), nous obtenons, uniformément pour
1<s<2,

> 20 = L+ o) @),

n<x

Comme L(1,x) # 0, la fonction s — —L'/L(s, x) est continue au point s = 1; cela nous permet
d’obtenir (8-12) en faisant tendre s vers 1.
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De l'identité de convolution § = p* 1 et de (8-11), nous déduisons

L xm)
d<z mgzz/d me
— 150 Y ") + 000,
d<z

Comme la fonction L(s, x) est continue et ne s’annule pas pour s > 1, nous obtenons bien (8-13).
O

Pour démontrer la convergence de la série (8-6), nous employons le théoréme de Tauber pour les
séries de Dirichlet dont nous rappelons I'énoncé. Soit F'(w) := ", -, a,/n" une série de Dirichlet.
On suppose qu'il existe £ € C tel que

F(o)=Ll+o0(1) (oc—14),
et que

Z % logn =o(logz) (x — o).

n<x

Le théoreme de Tauber stipule alors que la série Zn>1 an/m est convergente et que l'on a

2%

n>1

Montrons que nous pouvons appliquer ce théoréme a la série (8-6). Pour o > 1, nous avons, d’apres
la continuité de 1/L(s, x) au voisinage de 1,

po) v 1
> ox(n) To)

n>1
1
= ——+o(1 o — 14).
Ly T T
Par ailleurs, de I'identité de convolution p log = —A * p, nous déduisons
u(n) p(m A(d)
)1 — .
) mytogn = - 3 Xy 3 A g
n<x m<x d<z/m

En appliquant (8-12) puis le Lemme 8.2, nous obtenons
MX(n) logn = — Z plm) +o(logz) (xz — o0).
n<x n m<x

Finalement, la relation (8-13) fournit
Z u =
—X n)logn = o(logz) (x — o0).

Le théoreme de Tauber fournit donc la conclusion requise.

Pour montrer la convergence uniforme de la série (8-8), nous nous ramenons tout d’abord a I’étude
d’une fonction completement multiplicative. Pour cela, nous introduisons la fonction complétement
multiplicative A} définie, pour tout nombre premier p et tout entier v > 1, par

A(pY) =1 —=po)".
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On a
)\s = >\: * s,

ou g, est la fonction multiplicative définie, pour tout nombre premier p, par

gs(p) =0 et gs(p") = N(p){1—As(p)} (v=2).

1—s

Comme As(p) =1 — p'~*%, nous avons |gs(p”)| < 1 pour tout v > 2. Il s’ensuit que la série

Z gs(n) X(n)

n
n=1

est absolument et normalement convergente.(?) Comme nous avons

3 2y = 37 9y 52 Al )

m
m>1 n>1 d>1

il nous suffit donc de démontrer que la série

(314) > 2 @)

d>1
converge uniformément pour s € [1;b] ou b est une constante > 1 arbitraire.
Pour cela, nous employons un raffinement du théoreme de Tauber, qui est une conséquence directe

de la démonstration de ce théoreme. Soit Fy(w) := 3, -, an(s)/n®, une série de Dirichlet, ou s
est un parametre réel. On suppose qu'il existe £(s) € C et b > 1 tels que

(8-15) Fy(o) =40(s)+0(1) (0 —1+,1<s<D),

et que, uniformément pour 1 < s < b,

(8-16) Z an(5) logn =o(logz) (x — ).

Alors la série

converge uniformément vers £(s) pour 1 < s < b. Montrons que ce théoréme s’applique & la série
(8-14) avec b = 4/3.
Nous avons tout d’abord

3 %x(m) =] - x@)x®)p )

m2=1

=[]0 = x@p 7 +xp' )"

_ L(Uv X) 1—-20—s
" sty LLETORTE)

ce qui fournit la condition (8:15), par continuité respective de o +— L(o,x) et 0 — 1/L(c+s—1,x)
eno=1et 0 =s pour s> 1.

2. Cette conclusion reste valide lorsque s € C : nous avons gs(n) = 0, sauf lorsque Pentier n est de la forme
n = u?v® auquel cas nous disposons de la majoration lgs(n)| < 2w(uv) . 15 propriété requise résulte alors de
Iinégalité classique 2¢(™ < 7(n) et de la majoration (2-6)
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Pour établir la condition (8-16), il nous suffit de montrer que, uniformément pour 1 < s < 4/3,
nous avons

(8-17) Z #Mm) =o(logz) (x — ).

Convenons désormais que toutes les relations asymptotiques et toutes les majorations seront
établies uniformément pour 1 < s < 4/3.
De l'identité de convolution log = A * 1, nous déduisons

Z %X(m) logm = Z A:T(R)X(") Z A:T@X(d)A(d)'

m<x n<x d<z/m

Nous allons établir les deux estimations

(8-18) Efx):=Y" Ajiin)x(n) <1

et

(19) Du(a) = 3 2D (@A) = r(s) + 0(1) (@ )
d<z

’ r(s) < 1.

D’apres le Lemme 8.2, cela impliquera bien lestimation (8:17).
Pour estimer F;, nous introduisons la fonction multiplicative hg définie par :

N hg * 1
. Ao =|—5— )=
(8-20) ; ( 7. ) 1,

ot fs est définie, pour m > 1, par fs(m) = m!~*. Nous avons alors, pour tout nombre premier p,

N 17p571+p571711/
he(@) =0, ha(p") = 2_;5_1 Y wsa)

En particulier, nous disposons de la majoration suivante, valable uniformément pour tout nombre
premier p et tout v > 2.

2(ps—1 _ 1)y

(s—1)(v—1)
psfl -2 <p :

‘hS(pV)‘ <

Nous en déduisons que

n>=1

En effet, comme la fonction h, est multiplicative, il suffit de prouver que la série

p vl

est absolument convergente. Or, comme nous supposons que 1 < s < 4/3, nous avons

Syl

p v=l p v>2

1
<2 2,,/3 ZW“X”
p

D u>2

p<s 1)(v—1)

(8-22)
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Maintenant, d’apres (8-20), nous pouvons écrire

)= 3 0y 3 My s Xy

n<x d<z/n m<z/(nd)

Nous déduisons donc de (8-11), (8-13) que

2@ =Y 2o {ran 3 A o)

n<x n® d<z/n
=3 0 w5 Y 1 o) o) (> 2

Par analycité de s — 1/L(s, x) sur [1; 00|, nous avons donc,

E (z)=0 Z% (x> 2).

n<x

Finalement, d’aprés (8-21), nous obtenons bien 'estimation (8-18).

Evaluons & présent D,. Comme A (p) = 1 — p' =%, nous avons
Pir) =% R0 g i) + ) 00 5 )t
IS CEDY Azfp)x< e 3 AN
IS OR LD +Z SOAPE () - (19707},
<z n<e P:§217

La derniere série est absolument convergente, et sa somme est uniformément bornée puisque

X - (1-p )| < 1.

Nous obtenons donc, d’apres (8-12),

D)= o) - E o 4+t +0(1) (@)

avec t(s) <« 1. L’analycité de s — L'/L(s,x) sur [1;4o0[ implique alors immédiatemment
Pestimation (8-19).
Nous avons ainsi établi la condition taubérienne (8:16). Le théoréme de Tauber s’applique

et fournit bien la conclusion souhaitée, & savoir la convergence uniforme de la série (8-8) pour
1<s<4/3.
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9. Appendice C

Nous fournissons ici le contre-exemple annnoncé dans la troisieme partie concernant le Théo-
reme 3.3. Pour cela nous construisons les réduites de ¥ par récurrence suivant la relation
Gm+1 = Om+19m + m—1-
Supposant les m premiéres réduites construites pour m assez grand, montrons que I’on peut trouver
qm+1 tel que
1/k 1/k 1
(m-1 SOit premier et (q—m) <log gmy1 < (q—m) {1 + } .
m m m
Nous employons la notation habituelle,
m(z,a,q):= Y, 1 (z>1geN1<a<yq)

n<zx
n=a (mod q)

Le théoreme de Siegel-Walfisz stipule qu’étant donné A > 0, il existe une constante ¢ > 0 ne
dépendant que de A telle que I'on ait uniformément, pour z > 2, 1 < ¢ < (logz)?, a € N,

(a,q) =1,
— z zefc\/logz )
ﬂ'(x,a,q) - <P(q) +O( )

log x
Nous en déduisons, sous les mémes hypotheses, que si 0 < h < z, alors
(x4 h,a,q) — 7(zx,a,q) = ———— +O(xe_c\/@)_
( ) ¢(q)logx

Afin d’alléger la présentation des calculs, nous employons la notation
Am = (qm/m)l/“.
Comme (¢m—1,qm) = 1 et ¢n < )\;‘,‘l dés que A > k, nous pouvons employer le théoreme de
Siegel-Walfisz pour évaluer
(@ + by @1, Gm) — T(Z, Gm—1, @m),
avec x = e’ et o + h = A (1H1/™) - Ainsi il existe une constante ¢ > 0 telle que
erm (e’\m/m -1)

oam) Ofern=m).

7T($ + h7 dm—1, Q’m) - 7T(.T7 dm—1, Qm> =

Comme ¢(gm) < gm et que ¢, = mA%,, nous obtenons

Am (pAm/m _ K+l o—evVAm
e*m (e 1) mAitle
W(x + thmflchm) - 7T(33»(Jm71»(Jm) = W {1 + 0 (W—l) } .

Pour m assez grand, en vertu de la croissance exponentielle des g,,, et donc de A,,,, nous constatons
que cette derniere quantité est strictement positive, ce qui permet d’achever la construction de
Gm+1- Remarquons que I'emploi du théoreme de Dirichlet dans les progressions arithmétiques
aurait été insuffisant pour conclure, dans la mesure ou I'uniformité en ¢, et m est indispensable.

Lorsque m est assez grand, g, est premier ce qui fournit I’estimation

Fulgm) = 5+ O, (1) |

m

(log gm+1)" = % {1 + O (;) } .

Cela nous permet d’énoncer que la série (6-5) est de méme nature que la série

—1)m™
Z(m) ,

m>1

Nous savons d’autre part que

qui est convergente, tandis que la série (6-6) est de méme nature que la série

Z ml
)
m>=1
qui est divergente.
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1. Introduction
1.1. L’inégalité de Turdan-Kubilius

La théorie probabiliste des nombres a pour objet I’étude de la répartition des fonctions
arithmétiques considérées comme des variables aléatoires sur les espaces Q, := {n € N|n < z}
munis de la mesure uniforme v,. Dans ce cadre 'espérance et la variance, dites empiriques, de f
sont, définies par les formules

() =Y fn) (2>2)

n<
et

Vi) :==> {f(n) - Ef(x)}2 (z > 2).

nxr

Ce point de vue est particulierement pertinent dans le cas d’une fonction additive, dont la
répartition peut étre comparée a celle d'une somme de variables aléatoires indépendantes.

Convenons que les lettres p et ¢ dénotent systématiquement, désormais, des nombres premiers
et nous désignons par A l'ensemble des fonctions additives a valeurs réelles. Etant donnée une
fonction f € A, nous posons,

f(p¥) sip’|n,v>1,

(1) o ={] o
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On a done f(n) =3, fp(n) pour n € Q. Posons

1
1.2 H(pY) 1= = 1 >2.0>1).
(1:2) wlp) =3 Y1 @202

pYlIn

La loi de f,, sur (£,v,) est donnée par

(13) velly = F01)} = wa0) = - (1 2) +0(3).

ou, par abus de notation, nous interprétons (1-3) en convenant que si plusieurs valeurs f(p") sont
égales, la probabilité correspondante est la somme des probabilités apparaissant au second membre.
Nous userons librement de cette convention dans la suite.

La description probabiliste d’une fonction additive f repose sur ’observation que les fonctions
fp sont, au moins pour les petites valeurs de p, asymptotiquement indépendantes. La théorie est
donc sous-tendue par l'idée heuristique que f se comporte essentiellement comme une somme
de variables aléatoires indépendantes. Ce point de vue est confirmé par plusieurs théoremes de
théorie probabiliste des nombres qui fournissent, pour une large classe de fonctions additives, des
analogues arithmétiques de théoremes probabilistes classiques. A titre d’exemple, les théorémes
d’Erdés-Wintner et Erdds-Kac (voir par exemple [6] et [7]) sont les pendants respectifs du théoreme
des trois séries de Kolmogorov et de celui de la limite centrale.

Au vu de (1-3), il est naturel de modéliser la répartition d’une fonction additive f & support
dans €, par celle d'une variable aléatoire Z , définie sur un espace de probabilité abstrait par

Zf,:z: = Z gpv
PST
ot les &, sont des variables aléatoires indépendantes dont la loi est donnée par
Pe=70) = ~(1-1) (=1
p p
Nous désignons respectivement par Af(x) et V(Zy ,), Pespérance et la variance de Zy , soit

Af(x) = Z (1 — 1)m,

< p pY
2 v 2
(CEED (1- 1y —,,2{;(1—3’”55 >} |

Le moment d’ordre 2 de Z¢ , vaut semblablement

Bp(z)*:= Y E(&)= >

pY<w pY<w

o) 1
p” ’
et I'inégalité de Cauchy—Schwarz fournit immédiatement

v\2 2
1r < 3 L8 (1 1Y < vz < By 02
pY<z

Il est naturel de comparer la variance empirique Vf# (x) ala variance V(Zy ) du modele, et, hormis
les questions fines relatives a la valeur exacte des constantes impliquées, cela équivaut a comparer
Vf# (z) & Bf(x)% Dans sa forme classique, I'inégalité de Turdn-Kubilius s’écrit ainsi, pour f € A,

(1-4) V(@) < By(a)?, (2 >2),
ou la constante implicite ne dépend pas de f.

En vue d’applications ultérieures, par exemple la détermination de ’ordre normal d’une fonction
additive, il peut étre plus judicieux de mesurer I’écart quadratique entre f € A et Pespérance Af(x)
de son modele probabiliste. Aussi I'inégalité de Turan-Kubilius est-elle plus souvent énoncée sous
la forme

1 2
(1:5) Vi) = =3 {fn) = 4;(0)} < By(a)? (2>2).

X
n<e
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Ainsi que le remarque Hildebrand, dans l'introduction de [11], les inégalités (1-4) et (1-5) sont
équivalentes dans la mesure ou

Ef(z) = Ap(z) = o(Bs(2)?) (¢ — o0),
et donc

(1-6) Vi(z) = VI (@) + o(Bf(2)?) (¢ — o0).

Le probléme du comportement asymptotique de la meilleure constante dans l'inégalité (1-4),
c’est-a-dire

se pose naturellement. Nous pouvons remarquer qu’en vertu de (1-6), on a également

x) = su Vi (@)
) feg By (x)?

+o(1) (x— o0).

Kubilius ([15],[16]) et Hildebrand ([11]) ont tout d’abord comparé Vy(z) & un autre majorant de
V(Zy¢,2), & savoir

v\2
by 3 (0
pPYsT

Ils ont obtenu tous deux, par des méthodes différentes, ’estimation

(1-7) sup

Dans [17], Lee obtient un résultat plus précis : il existe des constantes ¢ et d telles que, pour z

assez grand,
d

logz’

3
< sup z<§*

Dans [2], La Breteche et Tenenbaum déduisent des résultats obtenus par Hildebrand que

(1-8) sup Vi (@) =2+40(1) (z— o0).

La différence de comportement entre ces deux rapports est une question délicate. Nous retrouvons
les formules asymptotiques (1-7) et (1-8) & partir des résultats de notre étude, et revenons en détail
sur ce phénomene au paragraphe 5.

1.2. Entiers friables

Nous rappelons que P(n) désigne le plus grand facteur premier d’un entier n > 2 et que 'on
pose par convention P(1) = 1. Conformément & 'usage, nous employons les notations suivantes.

S(z,y) =={n <z, P(n) <y}

et

Uy = Y 1 (ny>2)

neS(z,y)

Depuis une vingtaine d’années, I’étude des entiers friables, ou sans grand facteur premier, occupe
une place grandissante au sein de la théorie analytique et probabiliste des nombres. La question
d’établir une inégalité de Turdan-Kubilius ou seuls les entiers de S(z,y) sont retenus est a ce titre
naturellement posée.
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Dans cette perspective, munissons I'espace (2, de la mesure uniforme sur S(z,y), notée v ,.

Nous désignons respectivement par Ef(z,y) et Vf#(x,y) I’espérance et la variance empiriques de
f relatives a cette mesure, c’est-a-dire

(1:9) Es(wy)i=—— S f(n)

R
@9) S
et
# 1 E 2
(1-10) Vi) = gay 2 S - B}
neS(z,y)
Notant
U (z,y) = Z 1 (m e N¥),
neS(z,y)
(n,m)=1

nous pouvons exprimer la loi de f, sous v, , par la formule

Yp(e/r”,y)

V(z,7) (v =0).

Vey{fo = f(0")} = vay{n < 2,p"[n} =

Tout modele probabiliste d’une fonction additive & support dans S(x,y) est donc assujetti & une
évaluation du rapport

(1-11) \I/pq(ja(:ép;sy).

Conformément a 1'usage, nous désignons par ¢ la fonction de Dickman, définie comme 'unique
solution de I’équation différentielle aux différences

vo'(v) +o(v—1)=0 (v>1),

satisfaisant la condition initiale
ov)=1 (0<v<1).

On prolonge classiquement g sur | — oo, 0] en posant
o(v) =0 (v<0).

Hildebrand a établi dans [12] la validité de la formule

B log(u + 1)
(1-12) U(z,y) = xg(u){l + O. (10gy> }

dans le domaine
1 35)5/3+=
z>1, o(log; 37) <y <z,

ol € est un parametre strictement positif arbitraire. Cela suggere d’approcher le rapport (1-11) par

(1-13) 7"(“_1‘?")(1* 1),

p”o(u) p

ou l'on a posé

(1-14) ug := (logd)/(logy) (d>=1).
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C’est la voie empruntée par Alladi ([1]) puis Xuan ([22],[23]). Posant

T]f(ﬂ?, y) — Z f U B U’p)

neSs(z,y) (

ﬁf(xvy) = Z f u)_up)v

neSs(z,y)

(1-15)

Alladi établit que I'inégalité

> e e} <ost),

neS(z,y)

(1-16) AERD

est valable pour toute fonction f fortement additive dans le domaine
exp(logz)?? <y < z.

A Tépoque de la rédaction de [1], la formule (1-12) n’était établie que pour le domaine
exp(log £)%/® < y < 2.1 Une insertion de (1-12) dans la preuve de Alladi fournit immédiatement
pour (1-16) le domaine de validité

exp {\/logzlog,z} <y <=

Xuan établit dans [23] I'analogue de (1-16) pour toutes les fonctions additives mais pour le
domaine restreint
exp {(logsr:)l/2+5} <y<z (6>0),

en posant
oy = 3 Lol —uy)
(1-17) | sy PP
F@")?o(u — upr)
W o |
#(@,y) ne;@ S 7 o(u)

En compliquant les définitions de ny(z,y) et de ¥;(z,y), Xuan parvient dans [22] et [23] & établir
I’analogue de (1-16) dans le domaine (logz)°t® <y < x'/1°82% ot ¢ est une constante qui vaut 1
lorsque f est fortement additive et 2 dans le cas général.

En 2005, La Breteche et Tenenbaum choisissent d’exploiter les résultats concernant les estima-
tions du rapport (1-11) issues de la méthode du col. Notons o = «a(z,y), 'unique solution de
I’équation transcendante

logp
Z =logx.

@ — 1
péyp

et introduisons la fonction tronquée ¢ de Riemann,
RN
Csy):=J[Q-p)" (R(s)>1y>2).
PLY

Hildebrand et Tenenbaum ont établi dans [14] Pestimation

(113) vy =520 11 0(1)) <y

ou l'on a posé

logx  _ . ( y)
= , W :=min (u, ,
logy
et
d?log ¢ (s, y)
72 ::[ ds? } :
S s=«

1. Cette estimation est due & de Bruijn dans [4].
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La formule (1-18) suggere que le rapport (1-11) est proche de

(1-19) ! (1 - i).

pl/(l p()l

Cette approximation nous invite a modéliser la répartition de f relativement a v, , par celle de la
variable aléatoire Zy , , définie par
Lfay = ngv

Py

ot les &, sont des variables aléatoires indépendantes dont la loi est donnée par

(1-20) P(& = f(0")) = pia (1 - z%)

Nous emploierons désormais la notation
1
gr(s) = H (1 - Z;) (k>1,5s€C).
plk

Introduisons I'espérance et la variance de Zy¢  ,

:ZE(é'p): Z gp(a)f({)ly),
PLY pvES(a,y) p
v\2 v 9
W)= Y a0 S-S Y a@i2Y
pres(z,y) p o<y vt D

et le moment d’ordre 2 de Zy , ,,

(20 B =Y B = Y gl ZL

p<y p”€S(z,y)

Ces termes restent tres maniables dans la mesure ou Hildebrand et Tenenbaum ont établi dans
[14] des approximations précises et simples de « suivant l'ordre de grandeur de y par rapport a .
Pour fixer les idées, nous donnons ’estimation, valable pour x > y > 2,

o~ log(1 + y/log x)
- log y '

Comme précédemment, il est utile dans les applications de considérer la variance semi-empirique
V¢(x,y), introduite dans [2] et mesurant I’écart quadratique entre une fonction f € A et la moyenne
de son modele, donc définie par

(1-22) Vi(z,y) = Z () = Ap(@, )}, (wy>2).

nGS(w y)

Dans [3], La Breteche et Tenenbaum étudient avec précision la qualité de 'approximation du
rapport (1-11) par 'expression (1-19). Ils en déduisent dans [2] que l'on a uniformément pour
feA 2<y<uz,

(1-23) Vi(a,y) < By(z,y)*.
La Breteche et Tenenbaum privilégient, dans [2], la quantité Vy(z,y) a Vf# (x,y) car elle est bien

adaptée aux applications, comme par exemple les théoremes de type Erdés—Wintner ou I’étude de
la structure multiplicative d’un entier friable — cf.les théoremes 1.4 et 1.6 de [2].
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La variance empirique et la variance semi-empirique sont liées par la relation
2
(1:24) Vi(y) = Vi @) = (Br(a.y) - As(@p)) -

Nous pouvons établir directement & partir du théoreme 2.4 de [3], l'estimation uniforme pour
€A,

(1-25) Af(xay)—Ef(fﬂvy)<<Bf\(fx1;y) 2<y<a),

qui entraine, d’apres (1-24),

T 2
(1-26) Vi) = Vi (a) + 0 2180,

Nous retrouvons et précisons (1-26) dans la Proposition 4.5 infra. En particulier, d’apres (1-26),
I'inégalité

(1:27) VF (z.y) < By(x.y)?,

est également valable uniformément pour f € A et 2 <y < z.

Ainsi que le font remarquer La Breteche et Tenenbaum dans [2], dans le cas x = y les inégalités
(1-5) et (1-23) sont équivalentes : ’estimation infra (2-1) donne

alz,z) =1+ O(i(loglx)2>7

ce qui implique que

Ag(z) zAf(m,x)-l-O(fl}(icg(?),

(1-28) By () =Bf(x,x){1+0(loéz)},

v~ o ().

Tout comme dans le cas © = y, se pose le probleme de déterminer le comportement asymptotique
de la meilleure constante dans I'inégalité (1-23), c’est-a-dire

Vi(z,y)
Clz,y) = sup - (2
reh Br(z,y)?

<y<a).
Les estimations (1-8) et (1-28) montrent que
Cz,z) =2+0(1) (x— ).
De plus, La Breteche et Tenenbaum ont également établi que
C(z,y) =14 0(1)
lorsque u — oo et x/logy — oo.

I1 faut remarquer que la meilleure constante asymptotique dans I'inégalité (1-27),

VF (x,y)
C#(ay) = sup Lo,
feA Bf(xvy)z

n’a pas, a priori, le méme comportement que C(x,y) dans la mesure ol nous ne disposons pas
d’un analogue de (1-6) pour les variances friables Vi (x,y) et Vi (z,y).
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Notre étude porte sur le comportement asymptotique de C(z,y) et C#(z, ) lorsque le paramétre
u = logz/logy > 1 est fixé. Dans ce domaine, approximation (1-13), issue de la formule de
Hildebrand, du rapport (1-11) est meilleure que (1-19). Toutefois les inégalités de Turdn-Kubilius
friables (1-23) et (1-27) sont valables sans restriction sur z et y et les expressions de Af(z,y) et
By (z, y)? sont plus maniables que leurs analogues (1-17). Nous conserverons donc le point de vue
de La Breteche et Tenenbaum et étudierons les constantes

C# () := lim sup C# (z, z'/*) et C(u) := limsup C(z, z/%).

xr—00 Tr— 00

La relation (1-24) implique que
C*(u) <C(u) (u=1).

Par ailleurs, nous avons, d’apres (1-8), (1-26) et (1-28),
C(1) = C#(1) =2,

ainsi que

lim C#(u) = lim C(u) = 1.

u—00 uUu—00

2. Estimations fondamentales

Les estimations données dans ce paragraphe sont uniformes lorsque la variable u est contenue
dans un ensemble compact de [1,c0[. Donnons dés maintenant une estimation de « dans notre
domaine d’étude. Pour v > 0, nous définissons £(v) comme 'unique solution réelle positive de
I’équation

1+ 0 =¢f

lorsque v # 1 et nous posons £(1) = 0. La formule (7.8) de [14] indique alors que pour u > 1 fixé,
nous avons

(21) a=1

&(u) 1 1
B +O( ) (x =2,y =a'/").
log y (log y)> g
Nos travaux nécessitent des estimations précises du rapport (1-11) pour u > 1 fixé. Elles font
intervenir la fonction A définie par

pRp—)
(2:2) h(u,v) == 9(“”)6) (u>1,0<v< ),
o(u

qui joue un role central dans notre étude. Nous regroupons quelques estimations essentielles
concernant la fonction h dans le Lemme 6.3 infra.

Nous rappelons la notation ug := log d/logy et nous désignons par w(k) le nombre de diviseurs
premiers d’un entier k, conformément & 'usage. L’estimation suivante est une conséquence directe
du théoreme 2.3 de [3] et de la formule de Hildebrand (1-12).

Proposition 2.1. Soit A > 1. Il existe une constante C' absolue, telle que ’on ait, uniformément
pourz>2,y=a* d>1,P(k) <y wk)<1,1<u<A,

Ui(z/d,y) _ gr(e)
U(z,y) de

(2:3) A, ua) {1+ O(R(z,y.4) },

avec

R(z,y.d) = loéy + (%)C
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L’estimation (2-3) présente l'avantage d’une grande généralité et d’'une certaine maniabilité.
Cependant, elle souffre d'un défaut de précision lorsque d est proche de z. C’est pourquoi nous
donnons une autre estimation du rapport Wy (z/d,y)/¥(z,y), dans le cas on d = p” et k = p,
moins maniable mais cependant plus précise. Rappelant la définition de w,(p¥) (v > 1) en (1-2),
nous introduisons la fonction ¥, , définie par

h(w, upr) § <y
- Beslr") = W (p)p” o
a(Do(wyett@ 5P~ z/y.

Proposition 2.2. Soit A > 1. On a uniformément pour x > 2, y = z'/*, p* € S(x,), 1 <u < A,

e e i)}

Nous prouvons les Propositions 2.1 et 2.2 au paragraphe 7.

3. Méthode employée

Notre démarche consiste a établir une formule asymptotique pour Vf#(x, y) dont nous déduirons
des estimations de C# (u). Pour cela nous généralisons la méthode employée par Hildebrand dans

[11] pour traiter le cas u = 1. Ensuite, nous préciserons le lien entre Vf#(m,y) et Vi(z,y) pour
obtenir des résultats concernant C'(u).

Par additivité de f, nous obtenons

(31) Vf#(l’,y) :Pf(I7y)+Qf(SC,y)*Rf(fﬂ,y),

(52) Prlay) = Y fprprai)

estew) U(x,y)
B3 QEpi=- Y 1o ) | S,
p”,q"€S(z,y) ’ ’
P#q
et
(3.4) Ry (. Z(Zf xjfy)w).

Auvude (2-5), I'étude de Py(z,y) et Ry(z,y) se réduit a celle de la fonction 9, ,. Nous effectuons
ce travail aux paragraphes 8 et 9.
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L’étude de Qf(x,y) est plus délicate et constitue le coeur de la méthode de Hildebrand. La
formule (2-3) suggere que Qs(x,y) est proche de

f®")f(g")
(3-5) - g Gpq(a) pragua Ky (upy, ugn),
p”,q"€S(x,y)
p#£q

ou K, est la fonction définie par
(3-6) K, (s,t) :== h(u,s)h(u,t) — h(u,s +t) (s,t€[0,1]).
Nous observons deés maintenant que

Ku(s,t) =20 (s,t€][0,1]).

Cela résulte immédiatement de la croissance sur [1, co[ de la dérivée logarithmique de 1/,

qui a été établie par Hildebrand .
D’apres Pestimation (2-1) employée sous la forme

1
. a—1 _ —ug€&(u)
(37) d e {1+O<1ogy>}’

la quantité (3-5) est elle-méme proche de

f") f(g") g )E(u
(3:8) - E gpq(a)WKu(up"auq“)e( prta)E(w),
p”,q" €S (z,y)
P#q

Nous obtenons en fait le résultat suivant, énoncé rigoureusement au Lemme 15.2 infra, et qui
montre que la contribution & Q(z,y) des puissances de nombres premiers p” avec v > 1 peut étre
négligée pour la recherche de C# (u). On a

Qs(x,y) = Q3(x,y) +o(By(xz,9)*) (v — o)

avec

(3-9) Q}(w,y) == — Z MKu(up,uq)e(“PJr“q)f(“).

P,q<y Pq

Nous sommes donc ramenés a étudier Q}(z,y).

Azet y fixés, Q}(x, y) est une forme quadratique en la variable f € A. Nous allons nous ramener &
étudier une forme quadratique définie sur un espace de Hilbert en approchant des sommes discretes
par des intégrales, ne dépendant que de f et u, pour une mesure adaptée. L’expression de Q} (z,9)
suggere ’emploi de la mesure m,, définie sur [0, 1] par

(3-10) dm,(s) = esg(u)%.

2. Voir la preuve du lemme 1 de [12].
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Posons H, = L*([0, 1], m, et munissons cet ensemble du produit scalaire canonique

(311) (0, ) = / () (5) dma(s),

qui lui confere une structure d’espace de Hilbert séparable. L’expression de Q}(x, y) nous incite &

considérer la forme quadratique CNQ définie sur H,, par

. 11
o) = — / / (8)p(D) K, £) dmay(s) dma(t) (o € ).

Considérons a présent 'opérateur T, de H, défini par

(3-12) Tup(s) == —/0 P(t) Ky (s, t) dm,(t),

de sorte que .
Qu(p) = (¢, Tup)u (¥ € Hy).

Nous démontrons au paragraphe 10 que K, € L2([0,1]% m, ® m,) ce qui implique que T, est
un opérateur de Hilbert-Schmidt, en particulier un opérateur compact. Comme K, est de plus
symétrique, 'opérateur T, est autoadjoint. D’apres un théoreme classique d’analyse fonctionnelle,
H,, admet donc une base hilbertienne de vecteurs propres pour T,. De plus, les valeurs propres
constituent une famille discrete de nombres réels possédant 0 comme unique point d’accumulation
(), Notons (gj)j>1 cette base hilbertienne et (\;);>1 la famille de valeurs propres associée de sorte
que
Tugj = Ajg; (G =1).

Nous avons en particulier

(3-13) Qu(@) = (Tug. @)u = > N0, q))2 < Aw) Y (@.q7)2 (¢ € Hy),
j=1 ji>1
ol
(3-14) A(u) := max A; > 0.
=1

La méthode de Hildebrand consiste a établir que I'on peut approcher une fonction arbitraire
f € A par une suite de fonctions {¢,}52; de H,, de sorte que Q}(x,y) soit approché par
@;(cpn) = (¢n, Tun)u, en vue d’appliquer (3-13) & p,.

Afin de construire la suite {©,}22;, nous adaptons la structure préhilbertienne de H, &
I'espace A, en introduisant le pseudo-produit scalaire défini par

“pf(“
(3-15) rghp = 3 LRI e ),

PY

De plus, pour j > 1, nous définissons la fonction arithmétique additive g; par

(3-16) aj(p") == gqj(upr)  (p22,v20).

Nous pouvons alors établir que les fonctions (g;);>1 constituent une pseudo-base orthogonale
de V'espace A. En effet, d’aprés le Lemme 12.1 et la majoration (16-2) infra, nous avons, pour
<J,k<n,

Jeuré () 1
(T @i)p = 4 =/ 0 (8)q(s) dmy(s) + 0, (1)

Py 0 (y — 00).

=(qj, g )u + 0n(1) = 51 +0n(1)

3. Pour tout ce qui concerne la théorie des opérateurs, on pourra consulter par exemple la référence [18].
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Etant donnée une fonction f € A, nous introduisons naturellement la suite {c;( 332, de ses
coefficient de Fourier dans cette pseudo-base hilbertienne en posant

T eupf(“)
()= (1. = 3 TEBDTE (e n iz )
PY
Nous définissons alors (,, par
(3:17) en(t):= > ¢(Ngt)  (te0,1],1<j<n),

1<isn

ce qui correspond essentiellement a la projection orthogonale de la fonction f sur I’espace engendré
par les fonctions {g;}7_;

Nous donnons dés maintenant un analogue de l'inégalité de Bessel dans ’espace A muni du
pseudo produit scalaire défini en (3-15). Nous introduisons la quantité

(318) BN (@,9)? =" gu(a) oo < Brl@y)
PSY

Proposition 3.1. Soient n € N*, u > 1. On a uniformément pour f € A, x > 2, y = /%,

(3-19) S G2 < {1+0,()}BY (2,9)?  (z— o0).

1<j<n
4. Résultats

4.1. Formule asymptotique pour Vf# (x,y)

Afin d’énoncer une formule asymptotique pour qu‘@’&(x,y)7 nous introduisons pour u > 1 les
quantités suivantes :

hi(u) == max h(u,v),
(41> ovu—1
ho(u) := max{2h(u,w), h(u,u — 1)}

Nous mentionnons dés maintenant la formule

(4-2) hi(u) = max h(u,v),

0<v<min(1,u—1)

établie au Lemme 6.3. Comme £(1/log2) = 2 et comme la fonction £ est croissante, nous avons

I i FHER s
De plus,
(4-4) ha(u) = e~ HoMI (4 o),
Rappelons que
(4-5) Vf#(x,y) = Pi(z,y) + Qf(z,y) — Ry(z,y),

ou Pr(x,y), Qf(x,y) et Rf(x,y) sont respectivement définis en (3-2), (3-3) et (3-4). Pour établir

une formule asymptotique pour Vf# (z,y), nous évaluons indépendamment les trois termes figurant
dans (4-5).
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La fonction ¥, ,(p") est définie en (2-4). Il résulte directement de 'estimation (2-5) que

(4-6) Pr(zy) = > gpla)ey(”) fg;:)

pv€S(z,y)

+ O(Bf(m,y)2) (z — 00).

Lorsque p” < z/y, nous avons ¥, ,(p”) = h(u, up ). Pour rendre exploitable la contribution & (4-6)
des nombres p” € S(x,y) tels que p” > x/y, nous établissons, & la Proposition 8.1, les encadrements
suivants, qui sont asymptotiquement optimaux. On a pour p” € S(z,y),

(47) {e‘ﬁ(u)/@(u) +o0(1) <V;,(p) < hlu,u—1)+0(1) siz/y<p<uy,
h(u,u)/2 4 0(1) < Vs, (P) < ha(u) + o(1) siv>2 a/y<p’ <z, p<y.

Nous signalons que dans le cas u = 1 et v = 1, le minorant optimal de ¥, ,(p) est en fait 1/240(1).
L’évaluation du terme Qs(x,y) est Pobjet de la Proposition 15.1 et fait intervenir la fonction ¢,
dont nous rappelons la définition en (3-17). Enfin le terme R¢(z, y) est 'objet de la Proposition 9.1.

Théoréme 4.1. Soit A > 1 et z : Rt — R une fonction vérifiant z(t) < t pour t > 0, et
limy o0 2(t) = +o00. Il existe une suite réelle {&,}22,, ne dépendant que de A et convergeant
vers 0, telle que, pour tout entier n > 1, on ait uniformément pour f € A, x > 2, y = z'/*,
1<u<A,

(48) Vf#(xvy) = P}‘(m,y) + <90n7Tu90n>u - R}(m,y) + {En + On(l)}Bf(xvy)2 (:E - OO),
ou

(4-9) Pizy):= D gpl@)duy(p”)

pYeS(z,y)

et

(4-10) Ry(z,y) == Z {ng(a)h(u,upu)fp(f:) }2'

p<z(y) vl

4.2. Estimation de C# (u)
Rappelons la définition de Bj(cl)(x, y) en (3-18), posons

2 1 f(p¥)?
B (x,9)? = By(w,y)? - B (w9 = > gpla) o
D 65;(2272/)

et conservons la notation A(u) introduite en (3-14).
Soit f € A. Appliquons (3-13) & ¢, puis utilisons I'inégalité (3-19). Nous obtenons
(ns Tupn)u S M) D (nrg5)s = Aw) Y e(f)?
(4-11) 1<5<n 1<5<n (x — 00).
< {Mw) +o(1)} B (a.y)”
Nous sommes alors en mesure de déduire de la formule asymptotique (4-8) et des estimations (4-7)

une majoration de la variance Vf#(ﬂc,y). Majorant trivialement le terme —R}(z,y) par 0, nous
obtenons

V7 (#,9) < Pj(a9) + Mw) By (,9)* + o(By (2,9)%)
(4-12) & 2) 2
< Hi () B (@, 9)° + Ha(w) B (2,9)? + o(By(w,))
e Hi(u) :=max {hy(u), h(u,u — 1)} + Mu) = hy(u) + Mu),
Ha(u) := max{hi(u), hao(u)}.
ol nous avons utilisé le fait que h(u,u — 1) < hi(u). Posant

h (u) == max{ha(u), A(u) + hi(u)},

nous obtenons ainsi une majoration de C# (u).
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Corollaire 4.2. Pour tout u > 1 fixé et uniformément pour f € A, on a
(413) V() < {0 () + 0(1)} By (z.y)°

En particulier, on a, pour u > 1,

(4-14) C#(u) < h¥ (u).

Lorsque 1 < u < 1/log2, nous avons hg(u) = 2h(u,u) d’apres (4-1). Lorsque u > 1/log 2, nous
avons, en vertu de (4-3) et (4-2), ho(u) = h(u,u — 1) < hq(u). Comme A(u) > 0, il suit

hﬂm_{mMQM%WAwHWﬂ@}#1<U<Ubw’
)\(u)+h1(u) Slu}l/logz

Toute comparaison de Vf# (z,y) et By(z,y)? pour une fonction f € A particuliere est susceptible
de fournir une minoration de C# (u). Nous nous restreignons dans ce qui suit & une classe de
fonctions f satisfaisant R}(J;,y) = O(Bf(w,y)z) (x — o0), de sorte que la contribution de
—Rj(z,y) a Vf# (z,y) reste négligeable.

Posons, pour ¢ € H,,

WV

mw:éw#mwmm>W1y

Désignant par ¢, un vecteur propre normalisé de Uopérateur T,, associé & la valeur propre A(u),
nous obtenons le résultat suivant ot nous posons

hi (u) := min h(u,v).

0<v<1
Proposition 4.3. Soit u > 1. Alors
(4-15) C#(u) > max {Zh(u,u), R.(ou) + )\(u)}.
En particulier,
(4-16) C#(u) = max{2h(u,u), hy (u)}.

Dans le cas ot u = 1, Hildebrand démontre que A(1) = 1/2. Lorsque u > 1, nous ne sommes plus
en mesure d’expliciter un vecteur propre de T,,. Toutefois, nous pouvons obtenir une approximation
numérique de A\(u) avec une précision arbitraire, grace & une méthode classique d’analyse numérique
exposée au paragraphe 19.

Compte tenu de (4-14) et de (4-15), nous avons 'implication
2h(u,u) = hy(u) + Mu) = C#(u) = 2h(u, u).

Or
2h(1,1) =2 > 3 = hy(1) + A(1).

De plus, les applications u — 2h(u,u) et u +— hi(u) sont clairement continues et nous établissons
la continuité de l'application u — A(u) & la Proposition 11.1. Nous obtenons donc ainsi la valeur
exacte de C* (u) dans un voisinage de u = 1.
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Corollaire 4.4. Il existe uo > 1 tel que, pour 1 < u < u#, on ait
u

C#(u) = 2h(u,u).

Posons

u¥ = sup{u>1: C*(u) = 2h(u,u)}.
#

Alors u] est fini en vertu de la minoration (4-15) puisque 'on a hy (u) > 2h(u,u), pour u assez
grand, d’aprés le Proposition 4.7 infra et I’évaluation (4-4). Le Corollaire 4.4 montre que ufk > 1.
Nous pouvons établir par calcul que 1,32 < ufﬁ < 1,48.

Pour u > ufﬁ, alors que l'inégalité (4-16) ne fournit pas de bon résultat numérique, les
relations (4-14) et (4-15) permettent un encadrement numérique satisfaisant de C#(u). En
I’absence de formule explicite pour un vecteur propre ¢,,, nous exploitons la méthode numérique
d’approximation de A(u), qui permet également d’approcher un vecteur propre pour cette méme
valeur propre. Les détails sont exposés au paragraphe 19. Nous obtenons ainsi un encadrement de

C#(u) dont I"amplitude maximale est inférieure & 0, 2.

En modifiant légérement la définition de B¢ (x,y)?, il est possible de déterminer la valeur exacte de
la constante asymptotique optimale dans I'inégalité de Turan-Kubilius. Nous énoncons le résultat
correspondant et les étapes principales de sa démonstration dans 1I’Appendice.

4.3. La variance semi-empirique et C(u)
Nous rappelons la définition de la variance semi-empirique Vy(z,y) en (1-22). Cette quantité

peut étre étudiée par la méme méthode que celle employée pour Vf#(z, y), mais sans faire appel
aux résultats précédemment obtenus : nous pouvons ainsi établir que

Vi(z,y) = Pr(z,y) — Ry(z,y) — Y f (tp, ug)el"» ™) 1 o(By(z,y)*) (¢ — o0)
P4y
ou J, est définie par
Ju(s,t) :== h(u,t) + h(u,s) —h(u,s +t) —1 (s,t €]0,1]).

Considérons 'opérateur S,, défini sur H,, par

&MW:A¢®%@M&M® (p € H,).

qui, tout comme T, est autoadjoint et compact. Nous obtenons pour Vy(z,y) et C(u) des résultats
similaires & (4-8), (4-14) et (4-15) : il suffit de remplacer T, par S, A(u) par la plus grande valeur
propre k(u) de Sy, et ¢, par un vecteur propre de S,. Les méthodes numériques développées
dans le paragraphe 19 sont également valables pour approcher x(u). Cela donne lieu aux résultats
énoncés dans l'introduction générale de cette these.

Nous avons cependant privilégié la voie qui consiste & comparer les variances Vy(z, y) et Vf#(x, Y).
Pour cela, nous définissons, pour u > 1 fixé, une fonction w,, par

(4-17) wa(t) == h(u,t) — 1 (t€[0,1)).

On a w, € H,, comme l'atteste estimation (6-16) infra. Cette méme estimation montre de plus
que

1t 1
o < oz [ eSOt @z,

Proposition 4.5. Soit v > 1. On a uniformément pour f € A, z > 2, y = /%,

(4-18) Vi(z,y) — v#(g; Y) (Zfl;“(“”) qu<“>> +o(By(z,9)?) (z— o0)
o PRY

(4-19) Vi(w,y) < VF(,9) + [wall B (2,9)? + 0o(By (2,9)?) (2 — o).

En particulier,

(4-20) Vi(z,y) — Vi (z,y) < Brlwy)?

u
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Nous pouvons alors déduire de la Proposition 4.5 et des estimations de C#(u) obtenues au
paragraphe 4, un encadrement de C(u). Nous introduisons & cette fin la quantité

h(u) : = max (h2(u)7 ha(u) + A(u) + ku”i)

| max (28 (u, w), b (u) + Mu) + w,|?) sil<u<1/log2
ha(u) + A(u) + ||wu||i siu>1/log?2.

Corollaire 4.6. Soit u > 1. Alors on a
(4-21) max {2h(u, w), (W o)z + Ru(pu) + )\(u)} < C(u) < h(u).
En particulier, il existe ug > 1 tel que

C(u) = 2h(u,u) (1< u<ug).

Soit
up :=sup{u =1 : C(u) = 2h(u,u)}.

La quantité u; est finie, pour les mémes raisons que uf, et nous obtenons par calcul ’encadrement
1,32 <uy < 1,48.

Nous avons donc C(u) = C#(u) dans un voisinage de u = 1. Nous conjecturons que cette égalité
ne persiste pas pour tout u > 1 et qu’il existe vg > 1 tel que

C*(u) < C(u) (u>wp).

Nous donnons les détails de la preuve du Corollaire 4.6 au paragraphe 17.

4.4. Comportement asymptotique de C# (u) et C(u)

Bien que les estimations (4-14), (4-15) et (4-21) ne soient pas explicites, du fait de la présence de
A(u), elles nous permettent d’entreprendre une étude asymptotique des constantes C7 (u) et C(u)
lorsque © — oo. Nous obtenons la proposition suivante qui améliore ’estimation

C(u) =1+0(1/Vu)
découlant des calculs menés dans la partie 5 de [2].

Proposition 4.7. On a

WV

c#(u)=1+o(%) ot C(u):l—i—O(%) (w>1).

Le point délicat dans la preuve de la Proposition 4.7 réside dans ’étude asymptotique de A(u).
Elle repose sur un phénomene spécifique de I'opérateur T, : lorsque u tend vers I'infini, la plus petite
valeur propre de T, reste voisine de —1 tandis que les autres tendent vers 0. Nous mentionnons
des maintenant la majoration

1
(4-22) AMu) < — (u=1),
qui est établie au Lemme 18.2 infra.

Nous terminons ce paragraphe en signalant que tous ces résultats restent valables pour des
fonctions arithmétiques additives a valeurs complexes, en posant

1 Z ’f(n)—Af(x,y)‘Q et Bp(r,y)?:= Z gp(a)@7

Vi(z,y) =
v
(Cﬂ,y) neS(z,y) pY €S (z,y)

et en effectuant les changements ad hoc. Il convient notamment de choisir un autre produit scalaire
sur H,, soit

1 PR
(0, ) 1= / (10 (0) dma (1),

pour lequel 'opérateur T, est hermitien et compact et dont le spectre demeure donc inchangé.
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5. Commentairessurlecasu = 1

Nous profitons de l'occasion pour tenter d’expliquer le lien entre les constantes 3/2 et 2 qui
interviennent respectivement dans les résultats (1-7) et (1-8). Nous rappelons les estimations (1-28)
et (1-6) qui montrent que I'on peut travailler indifféremment avec Vy(z,z) ou Vy(z) = Vf# (z,z),
et By(z,z)? ou By(z)2.

Hildebrand a démontré que (1) = 1/2. D’aprés la formule (3-1), 'estimation (15-1) infra et la
majoration (4-11), il vient

Vf(x) SPf(l‘,.Z‘)-i-%Z(l_%) f(p) —I—O(Bf(l‘)Q) (.’L‘—>OO),

soit encore

2
G1) Vi) (DI o) @ oo

N
=
s
<
e
S
)
S}
<
+

Nous allons montrer que les formules asymptotiques (1-7) et (1-8) résultent toutes deux de (5-1).

En employant la majoration w,(p*) < 1/p” dans (5-1), nous obtenons directement

Comme le remarque Hildebrand, cette inégalité est optimale : il suffit de considérer un vecteur
propre ¢ associé & la valeur propre —1/2 de T} et d’appliquer le Lemme 16.1 infra & ¢ en notant
que h(1,t) =1 pour t € [0, 1]. Cela établit bien (1-7).

Etablissons & présent la formule (1-8) & partir de (5-1). Nous avons

62 Vi) € ¥ 502w+ 3 X (12 120 S 500 +o(B,@?) (@ — ),

p<T p<zT p'<x
v=2
En vertu de la majoration
1 1
wx@ﬁ < 7(1 _‘7) +‘HHD.( 2 )7
p p p

nous avons

p<e p<e Vz<p<e pP<VT
1 2 2 2
< (1_ 7) o) 2 1)
pPsT p p x P<T p
1 2
< (1 - f) 1) +0(Bf(z)?) (z — o0).
p<z p p

(53) w0 < 2 (1)

est optimale : c’est en fait une égalité asymptotique pour p = 2 et x = 2". Il s’ensuit que

v\2 v _»}7 f(py)2
S I <2 Y (1 p>7'

p’<z p’ <z P
v>2 v>2
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Finalement, nous avons établi la majoration

3 1 2 1 V)2 9
(4 Vi <33 (1= ) w2 3 (1= IR om0,

p<w p’<z r
v>2
Ainsi
(55) V(@) < {2+ 0(1)} By(2)? (2 — o).

En s’inspirant du cas d’égalité de (5-3), La Bretéche et Tenenbaum considérent la fonction f € A
définie par
1 sip=2et 2’ <o <2Vt

0 sinon,

10 ={
et établissent ainsi que (5-5) est optimale, ce qui implique bien (1-8).

Nous constatons que, dans (5-4), la constante 3/2, provenant de la contribution & P;(z,z) des
nombres premiers p et de la majoration de Qs(z,x), est éclipsée par la constante 2, provenant
de la contribution & Py(x,z) des nombres p” avec v > 2. Lorsque u est proche de 1, le méme
phénomene se produit pour Vf# (z,y) : la contribution des nombres premiers p et la majoration de
Q(z,y) fournit la constante hq(u) + A(u) qui est éclipsée par la constante 2h(u, u) issue de de la
contribution & Py(x,y) des nombres p” avec v > 2. Mais, comme 2h(u,u) tend rapidement vers
0 tandis que hi(u) + A(u) = 14 O(1/u), le rapport de prépondérance entre ces deux constantes

s’inverse assez rapidement : le seuil critique est la valeur que nous avons notée u# .

6. Estimations relatives aux fonctions p et ¢

6.1. Rappels concernant la fonction &
Nous disposons des estimations

(6-1) £0) () = (_1)1—10;1)!{1 + o(bgl%)} (G=1,0>1).

Plus précisément, Hildebrand et Tenenbaum explicitent une représentation de &(v) sous forme
d’une série double dans [13] du type

§(v) = logv +logy v + Z Z (locgmk (1 +log2v> (v = o),

v)™\ wvlogwv
m>0k>1

dont nous déduisons par dérivation les estimations suivantes, qui nous seront utiles par la suite,
1 1 1

1

&) v2 v2E(v) * v2(log 2v)?

. 2 2 5 1 (v=1).

% o )

&) v3 + v3€(v) + v3&(v)? + v3(log 2v)3
6.2. Dérivée logarithmique de o

Posons

(6-3) r(v) = —

(6-2)

o'(v)  olv—1)

ov)  wo(v)

Hildebrand a démontré® que la fonction 7 est strictement croissante sur [1, co[. Le comportement
asymptotique de la fonction r peut étre déduit de celui de la fonction & par le biais de la formule
de Alladi-de Bruijn (voir par exemple [20] IIL.5, théoréme 8), qui fournit une formule asymptotique
pour o(v) en fonction de £(v) et de sa dérivée. Il est ainsi établi au lemme 3.7 de [2] que l'on a,
uniformément pour v > 1,

(6-4) r(v) = &(v) + O(1/v),
(6:5) r'(v) = €' (v) + 0(1/v?),
(6:6) " (v) < 1/v2,

Nous aurons 'usage de nouvelles estimations relatives a la fonction r.

4. Voir la preuve du lemme 1 de [12].
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Lemme 6.1. On a, uniformément pour v > 1,

log 211)

(6-7) r(v) — 3r(v — 1) + 3r(v — 2) — (v — 3) = £ (v) + o( -

Démonstration. Nous employons la méthode utilisée dans [2] pour établir I'estimation

log 2v

(6-8) r(v) — 2r(v — 1) + (v — 2) = £"(v) + 0( ) (v>1)

V3

au cours de la preuve du Lemme 3.7. D’aprés le théoréme 1 de [21], nous disposons d’un
développement asymptotique de g a l'ordre 4, soit

o(v) = g/2(71T))e>(p{’y/ng(w)dw}(l+h(v)JrO(l/fu‘l)),

ou h est une fonction vérifiant

(6-9) h9) (v) < (0<j<3,0=1).

i+l

Nous en déduisons le développement asymptotique

rt)=E@{1—-n' ) +H®)}+ f(t) + 0(10542U),
f@& 1, §"(t) / 1 5 Ly
) +1/t _5(5 )+ (1) ) (1=n'(0) + te(t) +1 T
1 1 7 ! 1 1 ! 2 1 !
— gf (t) — Z8€ ()&"(t) + gf ()" — @f ()
g gwy? n (g 3¢"(t)?
8(y)  32¢8'(1)*  328(1)? 128¢/(t)3
et

H(t) = h()h' (t) + %h”(t) F () — h(t)?.

Nous pouvons établir, grace aux relations (6-1) et (6-9), que

7)< 1Otg4Qt, H(t) < t% H'(t) < %4
La formule de Taylor-Lagrange nous permet alors d’obtenir (6-7). ]
Lemme 6.2. On a uniformément pour v > 1,
(6-10) " (v) < is
v

Démonstration. Nous posons s(v) := r'(v)/r(v) = r(v) — r(v — 1) — 1/v de sorte que, d’apres la
formule (6.8) de [9],

1
6-11 >1).
(6:11) W) <€ e @21
Nous introduisons également la fonction
1
1
t(v) == () =s()?2+r'W) —r'(v—1)+ —.
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Nous avons d’apres (6-6),
1
En dérivant I'identité »”(v) = t(v)r(v), nous obtenons
,r///(,U)

r(v)

=t'(v) + t(v)s(v)
2

=25'()s(0) +1"(0) =10 = 1) = = + O(@)

=25 (v)s(v) + r(v)t(v) — (v — (v — 1) — Uzs * O(@)'

Nous avons, d’apres (6-6), s'(v) < 1/v2, donc il suit

" (v) =r@)tw) —r(v—Dtlv—1) — 2 + O(;>

r(v) v3 v3log 2v
=r()s()? —r(v—1)s(v —1)* + r(v){r(v)s(v) —r(v—1)s(v— 1)}
—r(v—1){r(v—-1)s(v—1) —r(v—2)s(v —2)}
1
* w2 (v—12 3 + O(v3log21)>
=r()s()? —r(v—1)s(v —1)?
+r){r)s(v) —2r(v —1)s(v — 1) + r(v — 2)s(v — 2)}
+ {r(v) —r(v— 1)}{7"(1} —Ds(v—1)—r(wv—2)s(v— 2)}
1
* w2 (=12 3 + O(v3log2v>
Nous obtenons ainsi
T///(,l))
r(v)

oll nous avons posé

(6-12)

= A(v) +r(v)?B(v) + r(v)C(v) + D(v) + E(v) — 033 + O(@»

A(w) :=r(v)s(v)? —r(v —1)s(v — 1)?,

B(v) :==s(v) —2s(v —1) + s(v —2),

C) :=2s(v—1){r(v) —r(v=1)} = s —-2){r(v) —r(v-2)},

D) :={r(v) —r(v—-1}Hrw-1)s(v—1) —r(v—2)s(v—2)},
_rlv) rlv-1)

B)= "7 ~ -1

Nous évaluons ces quantités en employant les estimations (6-8), (6-7), (6-2) et (6-6). Nous avons
Aw) =r){s(v) +s(v — 1) }{s(v) —s(v — 1)} + s(v — 1)2{1"(1)) —r(v—1)}
=r){s(v) +s(v—1)}{r@) —2r(v-1)+r(v-2)+ 1;712} + O(@)

= r(v){s(v) +s(v — 1)} <§//(U) + v%) + O(#>

v3 log 2v
1
=gz
v3 log 2v



Inégalité de Turdn-Kubilius pour les entiers friables 7
Blo) — 2 1
(v)=r(w) —3r(v—-1)+3r(v—-2)—r(v—3) — e + 0(174)

— () — 2 +O(log2v)

v v3

2 5 1
B v3&(v) + v3&(v)? + O(v3(1og2v)3)’

C(v) =2s(v— 1){r(v) —r(v— 1)} —s(v— 2){7‘(1}) —r(v— 2)}
=s(w—1D{rw)—2r(v-1)+r@v—-2)}+ {r@v) —rv—-2)}{s(v—1) — s(v — 2)}

o) oo gt

B Y 2r' (v) 1
= s 0) = s + O iiogare)

D) ={r(v-1) —r(v }(rvfl{ vf1)fs(va)}Jrs(va){r(vf1)77’(1)72)})

- v2£ +O<v3log21j)
E(v) zr(v)<vi2 — (v—11)2) 2{7" 11—1)}
=2+ T2 40 )

En reportant ces estimations dans (6-12), et en employant (6-4), (6-5) et (6-1), nous obtenons

" (v) 1
< 5
r(v) v3 log 2v

ce qui correspond & la conclusion attendue. O

6.3. Estimation de h(u,v)

Nous regroupons dans le lemme suivant certaines estimations utiles concernant la fonction h(u,v)

définie en (2-2) et que on peut réécrire sous la forme

o(u)

(6-13) h(u,v) = o = 0) —vew) _ exp (/Ov{r(u —t) — §(u)}dt>.

Nous rappelons la définition de h(u) en (4-1).
Lemme 6.3. (i) On a

(6-14) h(u,w) < max h(u,v) (uzl,w>=l),

0o<v<1

en particulier

(6-15) hi(u) = max h(u,v).

0<v<min(1,u—1)

(ii)) On a uniformément pour u > 1 et 0 < v < u,

2

(6-16) hu,v) =1+ 0(=),

(6-17) h(u,v) < 1.
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Démonstration. Ainsi qu’il est remarqué dans [8], nous avons
r(u—1) <&(u) < r(u) (u>1).

La fonction r étant strictement croissante sur [1, oo[, nous avons done, pour w > 1, d’aprés (6-13),

h(u,w) = h(u, 1) exp { /1w{r(u — ) — £(u)) dt} < h(u,1),

ce qui implique bien (6-14). L’estimation (6-16) est établie au Lemme 6.1 de [9] et 'estimation (6-17)
est une conséquence directe de (6-14) et (6-16). O

7. Comportement local de ¥ (z,y) :
preuves des Propositions 2.1 et 2.2

Nous commencons par démontrer la Proposition 2.1. Le cas d > x est trivial dans la mesure ou
h(u,v) = 0 deés que u < v. Nous supposons désormais que 1 < d < z. D’apres le théoréme 2.3
de [3], il existe une constante absolue C’ > 0 telle que

ila/dy) _ . Wla/dy) Ly
U(z,y) = () U(x,y) {1+O<logy+(x) )}

Nous employons a présent la formule asymptotique de Hildebrand, que nous écrivons sous la forme

1 +1 1 5/3+e
U(z,y) = zo(u) {1 + O (% + x>} (x> 2,el0B230)"7 <)

ol le terme en 1/ permet de tenir compte du cas oit 1 < z < y. Nous en déduisons que

Up(z/d,y)  gm(a)o(u — uq) 1 d\¢
et _sadte oo L (21}

ol 'on a posé C' = min(1,C"). Nous employons alors l'estimation (2-1) sous la forme

(7-1) dot :e—”df<“>{1+o(loéy)},

et nous obtenons bien (2-3).

Démontrons a présent la Proposition 2.2. Lorsque p¥ < S(z/y,y), lestimation (2-5) est une
conséquence directe de (2-3) appliqué avec d = p” et k = p. Lorsque p¥ > x/y, nous avons

() =[] [ ==

La formule (1-12) de Hildebrand implique que

Up(z/p”y) _ gpla) we(p”)p"™ 1
Vey) o g(u)gpm){”o(logy)}

_ 9p(@) wy (p¥ )p~etr € {1 + O(i) },

pre o(u)gy(a) logy

ou la derniére égalité résulte de (7-1). Nous avons

0gp(s) _ logp
Js 3

<1 (s€[a1)).

L’estimation (2-1) implique donc la formule

gp(a) = gp(l){l + O(loiy) }7

qui entraine bien la validité de (2-5) pour p” > z/y.
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8. Estimation de ¥4 4 (p”) lorsque p” > z/y

Rappelons la définition de 9, en (2-4) et celle de ho(u) en (4-1). Ce paragraphe est dévolu
a établir un encadrement optimal de ¥, ,(p”) lorsque z/y < p” < x. Nous obtenons le résulat
suivant.

Proposition 8.1. Soit A > 1. On a uniformément, lorsque x — oo, y = z'/*, p* € S(z,y),
1<u<A,

(8-1) { :L(IZ/Q( u) +o(1) j (@) <h(u,u—1)+o0(l) siz/y<p<y

)/2 4+ 0(1) < Ve y(p”) < ha(u) +o(1) siv=2 a/y<p’,p<y.
Les encadrements sont optimaux a l’exception du cas uw = 1 et v = 1, pour lequel le minorant
optimal vaut % + o(1).
Démonstration. Nous commengons par observer que
v Ve~ upé(u) —upr €(u) 1 v
a9 = L < O i (o )
(1—1/p)o(u) o(u) 1-1/p°  (1-1/pa

Posons p = y'. 1l suit, lorsque z/y < p”

9 —tvé(u) 1 ) ytufu
v g : .
r,y(p ) Q(u) min (1 . y_tv + 1— y_t)

Nous allons évaluer le maximum de cette quantité sur 'intervalle w < t < z lorsque

u—1 log2 . U
w = max (7, ), Z := min (1,7>.
v logy v

Une condition nécessaire pour que lintervalle [w, z] soit non vide est u < v + 1, ce que nous
supposerons désormais. Cette fonction de ¢ est le minimum de deux fonctions convexes. Elle atteint
donc son maximum, soit & une extrémité de I'intervalle, soit lorsque les deux fonctions sont égales.
Le cas d’égalité correspond a t = u — vt, i.e. t = u/(v + 1). Nous avons ainsi établi que

Vay(p”)o(u) < max(B,C, D)
ou l'on a posé
efDZ§(u)
1—y=*

_y—w’1+ 1_y—w>’

C = e~ wré(W) min (1

o urE(w)/ (1)

D = 71 _y—u/(V+1) .

Supposons tout d’abord que z = 1. Nous avons alors
—v€(u)
e
_ —(u—1)§(u)
1o e mhEWI(1 4 o(1)),
puisque v > u — 1. Dans le cas ol z = u/v, il vient

B < 2€—u§(u)’

puisque z > log2/logy.
Ensuite, nous observons que l'on a

efwl"s(u)
B —— siw>u/(v+1)

) siw<u/(v+1).

c={1-v"

—wré(u Y

wvV—u
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Considérons en premier lieu le cas w = (u — 1)/v. Comme v + 1 > u, nous avons w < u/(v + 1)
et, par suite,

-1

C = {1 + #}e—m—l)au) < {142y e~ (DEM) (] 4 o(1)}e~(uDE®),

ou la premieére inégalité provient de la minoration w > log2/logy.
Examinons ensuite le cas w = (log 2)/logy, de sorte que

(u—1)/v < (log2)/ logy < u/v.

Si (v + 1)w < u, autrement dit 21 < y*, alors

wv—u

C :e—wuf(u) (1+ Yy

) — e—wuf(u) (1 + 2ywu—u).
1—yv

Posons wv = u— 9 avec u/(r+1) < ¢ < 1. En utilisant & nouveau la convexité, nous obtenons que
C = e (9w (1+ 2y*‘9) < e "W max(ef™2) 4 0(1),

puisque y~*/ T < 1 + o(1) lorsque y — oc.
Si (v + 1w > u, alors

—wvg(u)
_ 617 — 9o~ W) ¢ g u(WFwEW) — f9 | o(1)}e W),
— y—w

Enfin, nous avons

e ué(u)tu(u)/(v+1) eV (u)
e ue(w) max

<
1- l/yu/(y+1) u/{1+(logz)/log 2} <Y¥<1 1-— y_ﬁ

< e "W max (2, eg(“)) +o(1).

Nous avons donc montré que I'on a dans tous les cas, lorsque u > 1 est fixé et y — oo,

1 4 max{1, e}
sup  Uoy(pY) < {1+ 0(1)}
z/y<p’<z Y euﬁ(u)g(u)
Py

ce qui fournit bien la majoration (8-1) lorsque v > 2.

La majoration (81) dans le cas v = 1 correspond & un cas particulier de la preuve effectuée
plus haut. En effet, lorsque v = 1, nous avons z = 1 et w = (u — 1)/v pour y assez grand, ce qui
implique

max (B, C) < e~ (= DEW (1+0(1)) (v=1,y— ).

De plus,
D e (VDLW (1 4 o(1)) (v=1,y — o0).
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Etablissons & présent les minorations de ¥, ,(p"). Lorsque z/y < p” < x/2, nous avons

o) () = L) e 5 e fy P

gp(1)z rgp(1)
efup"g(u) efu£(u)
> 5 > 5 {1+0(1)} (2 — o0).

Lorsque p¥ > z/2, p**! > z. 11 suit

vy py < —upré(u)
o(u)V, 4(p”) = []e v .
( ) U( ) gp(]-) pl,
Sur lintervalle [1,00[, la borne inférieure de la fonction = +— [z]/x vaut 1/2. Nous en déduisons
que
efupl’g(u) ef’u,puf(u)

P
2917(1) 2

o(u)Vs,y(p") = (/2 <p” < 2).

De plus, lorsque p” = /2, nous avons

efupl’g(u)

o(u)ley (") = —

{1+0(1)}.

Nous obtenons bien la conclusion requise pour p” € S(z,y) avec v > 2 et pour lecas v = 1, u = 1.
Lorsque 1 < u < 2 et z/y < p <y, nous avons p/z = o(1) quand 2 — oo. Il suit,

pwa:(p) —upé(u) —u 5(“){ p }
= —F7¢c 7P 2 e 1-
»(P) 9o (1) xgp(1)

= e_upg(u){l +o(1)} > e_é(“){l +o(1)} (z—o0,x/y<p<y).
Cette minoration est asymptotiquement optimale lorsque p = y et que x/y? est un entier tandis

que z/y tend vers un entier par valeurs inférieures. Nous obtenons bien la conclusion requise pour
l<u<g2etz/y<p<uy. O

9. Estimation de Ry (z,y)

Rappelons la définition de Ry(z,y) en (3-4). Nous nous proposons ici d’établir la proposition
suivante.

Proposition 9.1. Soient A > 1 et z : Rt — RT une fonction qui tend vers I'infini en I'infini.
On a, uniformément pour f € A, z > 2, y = z'/*, 1 < u < A,

(9-1) Ry(z,y) Z { ng h(w, upv) fp(;f:) }2 +0(By(z,y)?) (z — o0).

p<z(y)  v>1

Démonstration. Posons
log x

log p
En employant 'estimation (2-3) et la majoration (6-17), nous obtenons

Rya,y) =3 ngw)h(u,upu)f;f:) V405 + 190

psy vzl

vp = 2<p<a).

avec

S{ Y @)

pLy ISy,

s=% { T aw T P (),

log Y
et
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Nous avons, d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

S < lo;y};{ > gp(a)fgi:)z}{ > Q;Efo;)}

<y 1<v<sy, 1<v<y,
p (v+1)a ’
logy &5t p logy
et
g, < 1 Z Z ( )f(PV)2 Z gp(a) /2 Z va2e-1)1 "2
2 el Ipl& pre pre p
Py 1<y, 1<v<yy 1<v<y,
B(x,y)?
< f(\/;) .
11 suit

Ryw.9) = Y { S ap(@n ) P20 L o(By(.)?) (@ o0)

pSy vzl

Nous remarquons par ailleurs que pour z < vy,

> S a@nu) P <« T g@lPE 3 ey

pl/&

z<pLy v=>1 z<py  1<v<y, 1<y,
1 f@")? _ By(z,y)?
< Zia Z Z gp(Oé) pre < P '

Py 1SSy

Cela implique bien la conclusion souhaitée. O

10. Estimations de Ky (s, t)
Nous rappelons la définition de K, en (3-6).

10.1. Majoration élémentaire

Nous donnons tout d’abord une estimation de K, nécessaire aux calculs ultérieurs.

Lemme 10.1. Nous avons, uniformément pour u > 1, s,t € [0, 1],

(10-1) Kou(s,t) < 1jg,00((s +t —u) + 7(u) min(s, t).
En particulier, pour chaque u > 1 fixé, nous avons

(10-2) K.(s,t) < min(s,t) (s,t € [0;1]%),

oul la constante implicite peut dépendre de wu.

Démonstration. D’apres (6-17), nous avons uniformément pour u > 1, s,t € [0, 1],
(10-3) K,(s,t) < 1.

Lorsque s + ¢t < u, nous pouvons utiliser le fait que la fonction o est lipschitzienne sur R*. Plus
précisément, on a

o= 5) — ()] < s ma. |o/(u = £) = sl (u )

= r(u — 8)o(u)h(u, s)se** ™ < r(u)o(u)se* ™ (0 < s < w),

ol nous avons utilisé la décroissance de |¢’|, la croissance de la fonction r et la majoration (6-17).
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Nous en déduisons que

i)z {Q(U —s)o(u—1t) — o(u)o(u — s — t)}

:%{ (u—38)—o(u—s—1t) }—l—O( (u )sesg(“))

r(u)se (s+1)¢(u)

K, (s, t)etst0e) —

s
—~

Il s’ensuit que
K, (s,t) < r(u)s.

Par symétrie de K, (s,t), nous obtenons
(10-4) K, (s,t) < r(u)min(s,t), (s,t€[0,1],s+1¢ < u).

La majoration (10-1) est une conséquence immédiate de (10-3) et (10-4).
Pour établir (10-2), il nous suffit de remarquer que pour u > 1 nous avons, d’apres (10-3) et
(10-4),
Kus,) <l<t (tzu—1),
K,(s,t) <t (t<u-—1),

ou la constante dépend de u. La conclusion requise résulte alors de la symétrie de K, (s,t). ]

Nous pouvons d’ores et déja déduire du Lemme 10.1 que K, appartient & L2([0,1]%,m, ® m,,).
En effet, d’aprés la majoration (10-1), nous avons, uniformément pour u > 1,

o260 /Ol/olxu(s,tfdmu(s>dmu(t) < /01(/11&?) L / / dt+/ ) <

<</ ‘logl—s|—+r( )2 /(s+s|logs|)
0
1
<</ ‘log(l—s)|?+r(u)2/ s(1 4 |log s])* ds
0 0

Comme les deux dernieres intégrales sont convergentes, nous obtenons la majoration suivante,
valable uniformément pour u > 1,

1,1
(10-5) / / Ku(s,6)2 dmay(s) dmy (t) < (1 + 7(u)?)e® ™,
o Jo
Cela implique bien la conclusion requise.

10.2. Estimation uniforme en u pour Ky (s,t)

L’objet de cette sous-section est d’établir I’estimation suivante de K, dont 'uniformité en w est
cruciale pour établir la majoration (4-22).

Lemme 10.2. On a, uniformément pour u > 2, (s,t) € [0, 1]?,

(106)  Kuls,t) = sthlu, s>h<u7t>{r’<u> -0 ) - Sy +0(35) }

Démonstration. Nous avons

o= oD (e | ou— s~ Do(w)
Halort) o(u)? {1 g(u—s)g(u—w}

= h(u,s)h(u,t){l —exp(/ot {r(u—s—w) —r(u—w)}dw)}.
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Or, d’aprés le Lemme 6.2,

2

/Ot{r(u—s—w)—r(u—w)}d:/ot{_Sr’(u—w)+‘2r”(u—w)+0(jg)}dw
/Ot{ST/(U)JFIUSTH(U)JFir/'(u)}dw+0<5t)

ud
—af - C ) vo(L)

u3

D’apres (6-5), (6-1) et (6-6), nous obtenons bien (10-6). O

11. Continuité de u — A(u)

Rappelons les définitions de la mesure dm, en (3-10), du produit scalaire (p,v) — (p,9),
en (3-11), de Popérateur T, en (3-12) et celle de A(u) en (3-14). Nous nous proposons ici d’établir
le résultat suivant.

Proposition 11.1. L’application u — A(u) est continue sur [1,+oo].

Démonstration. Soient v > 1 et v € R tel que 1 < u + v < 2u. Dans les calculs qui suivent, les
termes d’erreur sont autorisés a dépendre de wu.

Comme la fonction t — e*(®) est bornée sur [0,1] pour w > 1, les mesures dm,, et dmy4,
sont équivalentes sur [0,1], et donc H, = H,4,. Nous désignons par N, la norme d’opérateur
correspondant & la norme |||,

Comme T, et Ty, sont deux opérateurs compacts autoadjoints, nous avons

)\(’LL) = max <<F77Tu >u7 )\(U+U) =  mnax <§05Tu+v§0>u+v-
llell,,=1 llellypn=1

La fonction v +— £(v) étant de classe C*, nous pouvons écrire
dt

1
L
(11-1) 0

1
dt
— [ty O L (1o} el (o € Huo —0),
0
Par ailleurs, d’apres U'inégalité de Cauchy-Schwarz et ’estimation (10-5), nous avons

2 2
(11-2) (2, TutvP)utn| < H@Hu.:,-v Nquv(T)z < H‘PHuv

ou la derniére majoration provient de (11-1). Nous déduisons de (11-1) et (11-2) la formule

T T )
AMu + v) = max (& TutvPluto u+;<p>u+v = max 0 TuroP)uto u+v<'20>u+1 {1+0(1)}
e70 el e70 el
aTu v UT+v
= max % (1) = max (@, TutvP)utv +0(1) (v—0).
@70 llells, loull=1

Maintenant, nous avons, pour ¢ € H,,
1,1
@ Turhurn = [ [ 060K (508) Ao (5) dm 1
o Jo

1 1
= / / w(S)w(t)Kuﬂ(s,t)e<s+t)f<u+v)M
0 0 st
= b(u,v){1+0(v)}
avec

b, v) = /0 /0 2(5) (1) Ko (5, ) A () dma (£).
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Il résulte de 'inégalité de Cauchy-Schwarz que

buw) <l | 1 / Kool 1) dma(s) dm (0.
Or, d’apres (10-1), nous disposons de la majoration
Kuyo(s,t) < 1o aof(s +t —u—v) +min(s,t) < 1jg,00(s +t — 1) + min(s, t).
Le calcul effectué a la fin du paragraphe 10.1 montre alors que
b(u,v) < [l -
Nous obtenons ainsi ’évaluation
(@, Turo)ura = bu,0) + O(vgl} )

Il s’ensuit que

Alutv) = max (o, Tysop)uto(1) (v —0),
oll.=

ou T}, ., est 'opérateur défini par

T!o(s) = / PO Kuro(s, 1) dma(t) (s € [0,1]).

Nous avons alors

Awtv) < max (Tug, @) + HHﬁaX1<(T{L+U — T)¢s )u +o(1)
ell,= ell,=

<Au) + Nu(T)y, — Tu)? +0(1) (v —0).
De méme,
AMu) K Mu+ ) + Noy(Thyy — Tu)? +o(1).
Nous obtenons donc
[Au+v) = AMw)| < Nu(T}y, — Tu)?> +0(1) (v —0).
Il nous suffit donc d’établir que

lim N, (T}, = Tu) = 0.

Nous avons, d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
2

1 1
(T2 =Tl = | ( / {Kuﬂ(s,t)—Ku<s,t>}so<s>dmu<s>) dm, (1

< Hs@lli/o /0 {Kopio(s, 1) = Ky(5,8) ) dmy () dmy(s).
11 suit Lo
N (T — Ti)? < /O /O {Kupo(s,t) = Ky(s,1)} dmy () dmy(s).

Or, nous avons
lir% Kyio(s,t) — Ky(s,t) =0

pour tout s,t € [0, 1], sauf éventuellement sur les droites d’équations s+t =wu,t=1et s =1 dont
la réunion est de mesure nulle. De plus,
Kuto(s,t) = Ky(s,t) < 1jg,00(s +t —u —v) + 1jg 0[(s + t — u) + min(s, )
< 1jo,00[(8 +t — 1) + min(s, 1),
la majoration étant uniforme en v. Comme I’application
(5,t) = Ljo,00[(s + 1 — 1) + min(s, t)

appartient & L? ([07 12, m, ® mu), nous pouvons appliquer le théoreme de la convergence dominée.
La conclusion requise en résulte. O
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12. Approximation de sommes
discretes par des intégrales

Nous rappelons la notation
log d

- logy

(d=1).
Lemme 12.1. Soitn > 1 et g:[0,1]" — R une fonction Riemann-intégrable telle que

(121) g(xla s a*xn) < fl(xl) o fn(xn) ((xlv s 7xn) € [07 ”n)’

ou les (f;j)1<j<n sont des applications absolument continues sur [0,1], a valeurs dans R, telles
que les intégrales

(122) | Hof a<i<n

soient convergentes. Alors on a

Upy s -y Up, dry...dx
> u# F@r,een ) T (1) (y — o).
[0,1]

P1-.-DPn L1...Tp

Démonstration. Soit € > 0. Nous pouvons écrire

g(u 17"'7“ TL)
(123) > stn) g4 5,0
P1oePn <Y Lee-Fn
avec
Sl (y) — Z g(upl ) ) upn)
ye<prpnsy DL Pn
et ( )
g uplv >upn
Sz(y) = Z
Pl P <Y P1---Pn
Ji,p; <y
Le lemme 9 de [19] permet d’écrire
dzy...dx,
(12-4) S1(y) /[ | g(x17~--;zn)ﬁ+os(1) (y — 00).
e,1]n 7%

La majoration (12-1) implique

ou l'on a posé

Bm= 3 1 g

Maintenant, une nouvelle application du Lemme 9 de [19] permet d’écrire

w-pe- ¥ L 2 [0 o

:/ fj(t)7+hj(a)+os(1) (y — o)
0

ol hj(e) tend vers 0 avec .
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De plus, une sommation d’Abel a partir de ’estimation classique

Z B = log(tlogy) +c—|—O(

py?

—_— 0<t<1
1+t10gy> ( )

fournit, en introduisant la dérivée presque partout f; € L[0,1],

—/Osfj( /fﬂ 1+t10gy)
:/ fj(t)+0<1£s(lc3gy+/o 1“;2;('):7;)
/fj —Jros(l)a

d’apres le théoreme de Lebesgue.
Il s’ensuit qu’il existe une fonction numérique h tendant vers 0 & l'origine telle

(12:5) Sa(y) < h(e) +o:(1) (y — o0).

Reportons cette estimation dans (12-3) en tenant compte de (12-4). Nous obtenons

> M/[mg(arl,...,xn)d““'dx"+O(h<s>)+os<1> (y — oo).

P1.--Pn T1...Tn
P1;e-,Pn Y

La formule requise en résulte en faisant tendre successivement y vers l'infini puis € vers 0. a

13. Vecteurs propres de T,

Nous nous proposons ici d’établir la proposition suivante relative aux vecteurs propres de
Popérateur T,, défini en (3-12).

Proposition 13.1. Soit u > 1. Tout vecteur propre ¢ de T, est intégrable au sens de Riemann
sur [0,1] et satisfait a la majoration

(13-1) p(s) < s (se]0,1]),

ol la constante implicite dépend explicitement de u, de |||, et de la valeur propre associé a .

Démonstration. Soit ¢ un vecteur propre de T, associé a une valeur propre .

Traitons tout d’abord le cas ou A # 0. Dans les calculs qui suivent les constantes implicites sont
absolues. Nous omettons les détails de ces calculs qui reposent essentiellement sur les estimations

! dt
/ V| log(1 — t)|7 < 1y1/2,11(8) + Ljos1/21(s)s/ | log s| - (s €]0,1])
1—s
et )
/ V]logt|dt < %% (s €0,1]).
1—s

Nous avons

1
(13:2) o) = =5 [ eOR (s dm(n) (se0.1),

Cela implique que @ est continue, donc Riemann-intégrable. De plus, d’apres I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, nous avons

1 1 ) 1/2
o)l < pyy el / Ku(s, )7 dma (1) (s € [0,1)).
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En employant la majoration

(13-3) Ku(s,t) < {1+7(u)} (1]0700[(5 4t — 1)+ min(s, t)) (s,t € [0,1]),
issue de (10-1), nous obtenons

2 (1 +r(u)) ¢l

ols) < - «{\/log(1 = )] +s(1 + v/Tlogs]) }.

Reportons cette estimation dans (13-2) et utilisons & nouveau la majoration (13-3). Il suit

W (1 4y
o(s) < (1+)\g ) el {\/logerO } (s €10,1]).

En reportant une nouvelle fois cette estimation dans (13-2) et en utilisant (13-3), il vient

M, [[#ll,

pls) < —5 %

avec M, = e35(“)/2{1 + r(u)}3, ce qui correspond a la conclusion souhaitée.

Le cas A = 0 est plus délicat. En prolongeant a droite les dérivées successives de g et en dérivant n
fois I’équation fonctionnelle de la fonction p, nous obtenons I'identité

o(z+k—n)
[lejcnz+k—j+1)

n—1

Z (24 k — (Jlrk ”’z+kij—|-1) O<n<kzel01])

0" (z+k) =

ot les P; ,, sont des polynomes en j variables. Par définition, un vecteur propre ¢ associé a la valeur
propre 0 vérifie I’équation

(13-4) F(t) = /0 o(s){o(u — s)o(u — 1) — o(w)o(u — 5 — t)}% —0 (0<t<1).

Soit k tel que k < u < k+ 1. Effectuons le changement de variable z = u — k —t + 1 et considérons
d’abord le cas z €]u — k, 1]. Nous avons alors

1
ds
(135) 6= [ w)el- o+ k1)~ ool — s+ k- 1} =
0
En dérivant k — 1 fois I'identité (13-5), nous obtenons

GFY(2) = Gi(2) +Ga(2) =0 (u—k<z<1),

o ofz)ofu ) oWz —s5) __ yds
(13-6) Gh(z) '_/0 w(s){(z—l-l)-n(z—&-k—l) B (z—s)~-(z—s+k—1)}?’
et L q

Galz) = [ o) {olu—5)Qu(2) = o(u)Qulz = )}
avec b1 . .

Qr(z) =) o(z+7)Pjk 1( ] ’z+k71)
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Dans (13-6), on a o(z) = 1 et o(z — 5) = 1)9,00[(2 — 5), donc
_ [ o(u—s) B o(u) ds
Gl(Z)_/O S0(8){(2'—&-1)~-~(z—|—k‘—1) (z—s)--~(z—s—|—k—l)} s

i o(u—s) ds
+/1 A Py pony ey

Cela implique

'z—_w z s){o(u— s)R(z) — o(u)R(z — s) } —
. (=) = z(k—l)!+/0 o(s){olu = 9R(E) - olw) Rz — )}

—I—R(z)/ @(s)g(u—s)% (= €Ju— k,1]).

ot R € C'([0,1]). Par ailleurs nous avons

Go(z) = /Z o(s){o(u — s)Sk(z) — o(u)Sk(z — s)}%

(13-8) -
ds
+ [ e et Sk - e Tz - 9}
avec b1
— 1 1
S = + 7)U; - e ,
k(2) iZOQ(Z 7) J,k(z+j+1 z+k—1)
et 1
= , 1 1
Tk(z):: Q(Z+])Uj,k<z+j+1,...,Z+k_1),

1

J
les U, désignant des polynomes en j variables. Nous remarquons que Sy est lipschitzienne sur
[0,1] tandis que Ty est sur [—1,1].

Les identités (13-5), (13-7) et (13-8) impliquent alors Pexistence d’une fonction V', lipschitzienne
sur [0,1] et d’une fonction W lipschitzienne sur [—1, 1] telles que

o) _ / T o) {olu— V() — o)V (z — )}

1
+ [ e et 9VE) ~ oWz = )}z €lu- k1)

Nous pouvons obtenir, en posant z = u — k — t et en dérivant k + 1 fois I’équation (13-5), une
expression équivalente de ¢ pour z €]0,u — k]. Il existe donc des fonctions V' et W respectivement
lipschitziennes sur [0, 1] et [—1, 1] telles que

@ _ /z @(S){Q(u — S)V(z) — Q(u)f/(z _ s)}%
(13-9) 0

1
~ —~ ds

+/ p(s){o(u—5)V(z) —o(W)W(z —5)}— (y €]0,1]).

Cela montre en premier lieu que ¢ est intégrable au sens de Riemann. Par ailleurs, en utilisant

I'inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que le caractere lipschitzien de g, V et W, nous obtenons,

¢ (2)

< el (= + VIlog2l) (2 €]0,1]),

soit
o(z) < z/|log z| (2 €]0,1]).

En réinjectant cette derniere inégalité dans (13-9), nous en déduisons que

(13-10) <p(z)<<z(1+/0 VTogtldt) (= €)0.1)

L’intégrale apparaissant dans (13-10) est convergente. Cela fournit la majoration attendue. O
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14. Inégalité de Bessel pour les fonctions

additives : preuve de la Proposition 3.1

Rappelons la définition des fonctions ¢; (j > 1) en (3-16).
Soit n > 1. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

(14-1) > Zf S (NG < B Y,

1<j<n PLY 1<j<n

avec
ng o
Py

et
1 2

Hy ;:Zai( Z Cj(f)é\j(p)) -
sy Pror() N 52,

D’apres les estimations (2-1) et (13-1), nous avons

z“gp > ()

p<y 1<G<n logy 155<n
0 . upg(u)

= Y aln ) EREBT o (S )

1<j,k<n p<y p 1<<n
= Z ¢j(flex(f) 5j,k+0n(1))+0n( Z Cj(f)Q)

1<j,k<n 1<j<n
={1+0.(D)} Y () (z— o0).

1<G<n

Nous déduisons donc de (14-1) et de l’estimation de Hs que

2
$ cj<f>2<zgp<a>f;ﬂ) (14 0n(1) (2 — o).

1<jsn PRY
Nous obtenons bien (3-19).

15. Estimation de Q ¢(z,y)
Pour f € A, rappelons les définitions de Qy(z,y), @} (x,y) et ¢, respectivement en (3-3), (3-9)
t (3-17). Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’établir la proposition suivante.

Proposition 15.1. Soit A > 1. Il existe une suite réelle {e,}22,, ne dépendant que de A et
convergeant vers 0, telle que, pour tout entier n > 1, on ait uniformément pour f € A, x > 2,
y:xl/“,lgugA

(15'1) Qf(xay) = <90n>Tu50n>u + {gn + 0n<1)}Bf($7y)2 (v — OO)

Nous démontrons la Proposition 15.1 a partir de deux lemmes.

Lemme 15.2. Soit A > 1. On a uniformément pour f € A, x> 2, y = 2"/* 1 < u < A,

(15'2) Qf($7y) :Qf(m7y)+o(Bf<x’y) )7 (:L‘—>OO)
Afin d’énoncer le lemme suivant, nous introduisons la quantité
f upg(u)
by(y)* = =Y ==—— (fehy>2).
Py

Lemme 15.3. Soit A > 1. Il existe une suite réelle {e,, }n>1, ne dépendant que de A et convergeant
vers 0, telle que, pour tout n > 1, on ait uniformément pour f,g € A, x > 2,y =/, 1 <u < A,
(15-3)

> f Ky (0, ug)eltrTua)s) < bf(y)bg(y){an+0n(1)}+0n< > |Cj(f)|0k(9)>~

P,qsy 1<j,k<n
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Déduction de la Proposition 15.1 a partir des Lemmes 15.2 et 15.3 : soit f € A, nous posons,
fn = Z Cj(f)q\j, Tn ::fffn (Tl}l)
1<j<n

Nous avons

Q;(JZ, y) = — Z (fn + Tn)(p) (fn + rn) (q) KU(UP,Uq)e(up+UQ)§(U)

(15'4) P,q<y pq
=31 + 239 + X3,
ou f f
Z P K (up, g el a6 ()
P,q<y
f’fL ’rn u u u
Z (up,uq)e( ptuq)é(u)
P9y
“ ()ra(a)
T'n Tn U u u
Y3 = — Z P)Tn\d Koy, ug)eltruas®)
P9y pq

La somme ¥; fournit le terme principal.
X1 =— Z Z %4wla) (Upauq>e(u’j+u'z)§(u)-
1<j.k<n P,q<y

D’apres le Lemme 12.1 et 'estimation (13-1), nous avons donc,

== Y ] [ [ aeunmsn e an +on)

1<j,k<n

(15:5) = 1<§<n0j(f)ck(f){<qj7Tu(qk»u+0n(1)}

= (pn, Tupn)u + On( Z Cj(f)2)
1<jsn
= (on, Tun)u + 0n(Bf(2,y)?)  (z — o0),
ou la derniere égalité résulte de (3-19).
Maintenant d’apres le Lemme 15.3, nous avons
S < by, 1)y, () (e + 0a(D) +Ou (D 5(fu)enlra))-
1<5,k<n

Calculons le coefficient ¢;(f,) pour 1 < j < n. D’aprés le Lemme 12.1 et 'estimation (13-1), nous
avons

uPE(u) up)eupg(u)

Z QJ (]]g

(15'6) Py Py

Il suit

1<k<n Py p
= > )Gk +on(1)
1<k<n

=c;(f)+on( D lelf)) (1<j<n).

1<k<n
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Par linéarité de f +— c¢;(f), nous avons également

cj(r) = ou( D len(HI) (1<) <k).

1<k<n

Ces deux estimations montrent que

> eteta) =o({ X le}) =oi( T ?):

1<),k<n 1<j<n 1<j<n

Il nous reste & évaluer by, (y)? et by, (y)2. Nous avons, d’apres (15-6),

“P&(U)
bfn Z f
Py
75 () @i (p)etrt ()
- ei(fen(f) D~ .
1<j§7’;§n ’ g ng:y D
= > G()*{1+o.(1)}
1<j<n
Enfin, (
brn(y)2 =bs(y ) + by, ()% — 22 f(p )euré(w)
Py
=) ( ) —‘rbf” _2 Z Cg Zf upf(u)
1<5<n o<y
= {b;)? — 3 ()P +0a(1)).

1<j<n

Nous obtenons donc

o < (b2 + Y (D?) (0 +0nD).

1<isn

Nous pouvons établir que cette majoration est également valable pour 3.
De plus, nous avons

br(y)? < By(x,y)”.

Nous en déduisons la majoration

(15-7) Eﬂig<(&@ﬂf+ Z:qgfﬂéﬁmAD)<Bﬂ%w%%+ﬂAD}

1<j<n

ou la derniére inégalité résulte de (3-19). Compte tenu de (15-2), (15-4), (15-5) et (15-7) nous avons
établi que
Q(x,y) = (¢n Tupn)u + Br(z,9)*{e), + 0n(1)} (2 — 0),

ou {e}5°, est une suite convergeant vers 0, ce qui correspond bien & la conclusion requise.

Démonstration du Lemme 15.2. D’apres la Proposition 2.1, nous avons

f(")fq")
pl/a qua

Qs(z,y) = — ) 9pq(@)
p”,q" €S (z,y)
pF£q

Ky (upr,ugn) + O(Ry + Rs),

avec

Rl — 1 Z gpq(a)f(py)f(qu)

10 Voo
gyp”,qﬂeé’(zyy) P

9
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Rpi= ) gpq(a)f(p”)f(q“)<p”q“)c.

| 2o 116 T
pYq" €S (z,y) P
PF£q

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

B 2 1 1
Rl < f(xhy) E < OgQ ny(x’y)Q
logy pre logy
p¥ €S (z,y)

Par ailleurs, nous avons, toujours d’apres 1'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1/2
By (z,y)* 20-1 5 [ logsy 2z 1/2
Ry < —/———— By (z, )
2 2C ng; " < By(@,y) log =
w(75=2

la derniére majoration résultant, vie une intégration par parties, de I'estimation classique

Z 1<Zloﬂ7 2> 9.
log 2

n<z
w(n)=2

Ainsi avons-nous établi que

f()f(q")
puaqp,a

Qf(z,y) = — Z Ipq(@)

p”,q"€S(x,y)
P#q

Ky (upy, ugn) + O(Bf(a:,y)Q) (z — 00).

Etudions & présent la contribution des couples (p”,q") tels que v ou u > 2. D’apres la
majoration (10-1), nous avons

v 3
(158) Z gpq(a)Ku(upu,uqu)% < Sl + SQ,
p”,¢"€S(z,y) P
v>2
avec

Sl — Z gpq(a) |f(p”)f(qﬂ)|

Vo Lo
p”,q"€S(x,y) P
pYg" >z v>2

et

52 — Z gpq(a)up'/ |f(pl’)f(qll)| )

| 2P T1eY
p”,q"€S(z,y) P

v>2

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

1/2
51 < Bf(x,y)2< Z 1) .

puaqp,a
p”,q" <z

pYq" >z, v>2

Nous déduisons de lestimation (2-1) pour « la majoration suivante.

1 1 1 1 /qroN1/3 1
Z pragha < qu704 Z pre < Z %(?) Z p2ua/3
p”,q" <z gtz p’>x/q" g < pY,v>2
p gt >z,v>2 v>2
1 1 1 1
< 21/3 Z; q2no/3 < 21/3 Z: q2e/3
" xT 9T

1 1 1
< 21/3 Z q2/3 < logz’

gz
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I1 suit

By(x,y)*
15-9 S —
( ) 1< Vdogx

Par ailleurs, toujours d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

(1510) sy DUEE (5 QoRp PN Gn LYy IoBa 2

lo v Hox log x
gy v<a p P g
v>2

Nous déduisons donc de (15-8), (15-9) et (15-10), Pestimation

Q) =— 3 gpq(a)wKu(up,uq>+0<Bf(x,y)2>_
.

Compte tenu de Pestimation o = 1+ o(1) > 3/4, nous obtenons, de la méme maniére,

(15-11) -y f Ko (up, ug) + o( By (z,y)?).
o

L’erreur commise en omettant la condition p # ¢ dans (15-11) est, d’apres 'estimation (10-2),

)

Zf 210gp Bf(ﬂc,y)2

log Y logy

Py

ce qui implique

-y f Ky (s ug) + o( By (2,9)%).

P,q<yY

En utilisant I’estimation (7-1), nous obtenons alors,

5 I g 4y ) +0(By,0?)

I
o8y P,q<y

:Q;($7y)+0(Bf(l',y) ) (‘T‘)OO),

Qs (o) = @3(w9) + 01

ou la derniere égalité provient de la majoration (6-17) et de I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Nous
obtenons bien la conclusion requise.

Démonstration du Lemme 15.3. Au cours de cette démonstration, nous précisons la dépendance
en u des valeurs propres de T,, en désignant par A;(u) la j-éme valeur propre de T,,. Comme la
suite {g;}52; constitue une base hilbertienne de 'espace H,, = L%(]0,1],my,), la famille {q;qx }j k>1
constitue une base hilbertienne de G := L?([0, 1], m,, ® m,,) muni du produit scalaire canonique,

(1512) (0 )g = / / (5, 1) (5,8) dma(s) dma(t) (0 € G).
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Comme K, € G, nous pouvons calculer son développement dans cette base, en effectuant le
calcul suivant :

<Ku7qjqk>G:/0 Qk(s)/o q; (1) Ky (s,t) dmy, (t) dmy(s)
1
= /\j/ qx(8)q;(s) dmy(s) = Aok (J, k=1),
0

ou 0 ;, désigne le symbole de Kronecker. Nous avons donc

(15-13) Ku(s,t) =Y X(u)gj(s)g;(t) (st €[0,1]).

j>1

Il en découle la formule suivante, qui est classique pour un opérateur de Hilbert-Schmidt.

(15-14) //K (s,8)* dmu(s) dm(t).

]>1

A présent, nous posons

1<j<n
et nous effectuons la décomposition
Z f w(p, ug)el v et — gy 4 G,
P,asy
avec
-y f Uy, 1 el W)
P,q<y
et f
Z {K Up, Uq) — Xn(Up, uq)}e(uP+HQ)§(U)
gy

Le calcul de S; est immédiat :

PRV F®)g (p)e< 3 9(a)3; (g)e"<™)

IN/A S PY p q<y q
> A@ei(f)eg),
1<j<n

ce qui, d’apres la formule (15-14) et 'inégalité (10-5), fournit le terme d’erreur de (15-3).
D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons de plus

V2 2ol )€(u) 12
(up~+uqg)é(u) K, (u,.u,) — Xn(Up, w eluptuq)§(u
e u ) n )
S, < Zf Z( (up, uq) (up, ug))
P,q<y P P,q<y pq
1/2
Yo (Up, U
<brlby(y) | 30 Lelimta) )
P,q<Y Pq

oll nous avons posé

ﬁu(sat) = {Ku(s»t) - Xn(svt)}28(3+t)£(U) (Sat € [07 1])
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D’apres la Proposition 13.1 et la majoration (10-2), la fonction ¥, est Riemann-intégrable et
satisfait

(15-15) Uy (s,t) < st (s, t €[0;1]).

Nous pouvons appliquer le Lemme 12.1 & la fonction ¥, pour le choix fi(t) = fa(t) = t. Nous
obtenons ainsi

> W“m“q):/o /0 [Ku(5.8) — xn(s,£) Y dmiu(s) dma (t) + 0n (1)

P,4<y pa
(15-16) = /0 /0 { Z Aj(w)g; (s)qj(t)}2 dmy, (s) dmy (t) + o, (1)
= Z )‘j(u)z + 0, (1),

ou la deuxiéme égalité résulte de la formule (15-13). La majoration (15-15) étant uniforme pour
1 < u < A, les termes d’erreur de (15-16) ne dépendent que de n et de A. Posons

F,(u) := Z Aj(u)?.
jzn
D’apres I'identité (15-14), nous avons

lim F,(u) =0 (u=>1),

n—oo

et
Foii(u) < Fou) (u>1).

Par ailleurs, nous sommes en mesure d’établir la continuité des applications
ue Aj(u) (5= 1).
Pour cela, nous utilisons la caractérisation suivante (cf. [5] p.908) : si
A(u) =2 Aa(w) = .o 2 Aj(w) > ... 20,

on a

T,
Aj(u) = min max M
L AP

)

ou V; désigne I'ensemble des sous-espaces de H,, de codimension j—1. Une caractérisation similaire
est disponible pour les valeurs propres négatives rangées dans ’ordre croissant. Nous omettons les
détails qui sont similaires a ceux de la preuve de la Proposition 11.1, et qui reposent essentiellement
sur la continuité de 'application u +— T,,.

De plus, si |||, désigne la norme associée au produit scalaire défini en (15-12), I'application
u — || Ky||s est continue. Comme nous avons

Fo(u) = [[Kullg — Z /\j(u)Qa

1<j<n

d’apres la formule (15-14), les fonctions F,, sont également continues. Or, en vertu du théoreme
de Dini toute suite monotone de fonctions numériques continues convergeant simplement vers une
fonction continue sur un ensemble compact y converge uniformément. Nous avons donc

Z D (up, ug) < en 4 on(1),

pq
P,asy
avec
€n = sup Fy,(u) et lim &, = 0.
1<u<A n—oo

Cela acheve la preuve du Lemme 15.3.
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16. Minoration de C# (u) : preuve de la 6-9

Commencons par énoncer un lemme permettant d’évaluer Vf# (z,y) et By(z, y)? pour une classe
assez générale de fonctions additives. Nous rappelons la notation

Ru(o) ::/0 o(1)2h(u, t) dma(t) (> 1,0 € Hy).

Lemme 16.1. Soient u > 1 et ¢ une fonction de H,, et vérifiant
(16-1) o(s) < s (se][0,1]).

Si f est la fonction additive définie par f(p¥) := ¢(uy) pour v > 1, alors on a pour > 2 et
_ 1/u
y =T )
2
By(z,y)* = el +o(1) (z— o0)
et
VH (@) = Rul9) + (Tup, ohu +0(1) (- o0),

otl les termes d’erreur dépendent implicitement de u.

Démonstration. D’apres la majoration (16-1) et l'estimation @ = 1 + o(1) > 3/4 qui découle de

(2-1), nous avons
Z plu o(1) (z— o).
Py

Par définition,

Ve = Y elum PP 5 (5 o) ) o).

pv€S(z,y) py vl v)

D’apres (15-2) et (2-3) nous obtenons

2

Vf#(x7y): Z gp(a)h(u,upv)@(gf;)

pvE€S(z,y)

_ Z i uP uq (up’uq)e(up+uq)€(u) + Ry + Ry + Rs,

P,q<y

avec

1 ‘P(Up”)z
R« 107 Z o h(uvup”)a
p”€S(z,y)

174

Ry < Z (4 ) h(u,upu)(p—>c

preSay) L v

2

Ro < Y (3 e )
py vl

Les majorations (16-1) et (6-17) et des estimations classiques de sommes portant sur des nombres
premiers nous permettent d’établir que

Ri=0(1), Re=o0(l) et Rz=o0(l) (v— o).

et que
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Nous omettons les détails qui sont similaires a ceux de la preuve du Lemme 15.2. Nous avons donc
V#( _ P(up)? h P(up)p(uq) K (uptug)E(u) 1
f z,y) = Z o (u, up) — Z g u(Up, ug)e +o(1) (z— o0).
Py RS
En employant 'estimation (7-1), nous obtenons finalement
2 L,O(Up)2 upé(u)
By(e,y)* =3 = e 4 o(1) (= ),
Py

et

3 p(up)*h(u, up)e >4

PY
_ Z ‘P(Up)éﬁ(uq)Ku(“pyUq)e(uPJruq)g(u)
pq

+o(1) (x— o00).
P,q<y

En appliquant le Lemme 12.1 aux fonctions ¢ +— o(t)2e*(") | t s o(t)2h(u, t)e’s™) et
(5,t) — ©(8)p(t) Ky (s, t)et*+tDE®) nous obtenons bien la conclusion souhaitée. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la 6-9. Au cours de cette démonstration, les
termes d’erreurs sont autorisés a dépendre de u.
Comparons tout d’abord Vf# (z,y) et By(x,y)? pour la fonction f € A définie par

1 sip=2et2’ <2< 2Vt
0 sinon.

f") = {

Comme u > 1 est fixé, nous avons, d’apres la formule (1-12) de Hildebrand,

2
1 1
VE(z,y) = 1—(——— %1
7 (@) U (z,y) 72 (‘If(:r,y) Z; )
2"]n 2"]in

_ 1+0(1)

zo(u) (& = co).

Par ailleurs, en vertu de l'estimation (7-1), il vient,

By(z,y)® = Qia (1- 2%) _ 12%‘1511)
— %euzuau){l o1}
— %euf(u){l Lo} (z— o).
Nous en déduisons V#( ) )
chTZy)Q - 2?2"(“71‘)(1 +o(1)) (¢ — oo).

11 suit
C# (u) = limsup C¥# (z, /%) > 2h(u, u).

Tr—00

Nous procédons de méme en considérant la fonction f de A, définie par f(p”) = @y (upr). D’apres
la Proposition 13.1, nous disposons de la majoration

(16-2) wu(s) < s, sel0,1].
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D’apres le Lemme 16.1, nous avons donc
(16:3) By(2,9)? = leull® +o(1) = 1+ 0(1) (& — o0),
et

(16-4) Vf(z,y) = Ry(u) + (Tupu, Pu)u + o(1)
= Ru(pu) + Aw) +o(1) (2 — o0).

Nous déduisons de (16-3) et (16-4) la minoration

C*(u) > Rulpu) + Aw),

ce qui acheve la preuve de la 6-9.

17. Variance semi-empirique : preuves
de la Proposition 4.5 et du Corollaire 4.6

Etablissons tout d’abord la Proposition 4.5. Nous rappelons I'estimation
4 2
Vi(e.y) = V(@) = (Br(a.y) - As(@,p))

(17-1) (@) )
_( Z fp ){ U(z,y) - pre }) .

pr€S(z,y)

Nous avons, en vertu de (2-3) et de (6-17),

Ep(w.y) = Ap(z,y) = Y gple){hlu,up) —1}

y4e7

f;py) +O(Ry + Ry),

preS(z,y)
avec 1 f( )
pl/
B=10ay > 9(0)" e
pv €S (z,y)

f®) (p"\¢

me B wef 2
pv€S(z,y)

En employant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons
Rl :O(Bf($7y)2)a R2 :O(Bf(xay)Q) ($—> OO)

Nous omettons les détails. Par ailleurs, comme

f(®") By(x,y) (log p”)*\1/2
> gy « LR S BT~ o(Br(ay) (2 ),
. p ogy \ p

p¥€S(z,y) p”€S(z,y)

v>2 v>2

nous obtenons, d’apres 'estimation (6-16),

f(p)
pO(

Ef(.%‘,y) - Af(m>y) = ng(a) {h(u’ u;D) - 1} + O(Bf(,ny))

PLY

=3 %{h(u,up) — 1} + o(By(,y)).

Py

(17-2)



100 BRUNO MARTIN

11 suit, au vu de (17-1) et de la définition de w,, en (4-17)
W, (U )\ 2
am8) Ve - Vi) = (5 122 o(3) @ o0
Py

En appliquant l’estimation (7-1), nous obtenons bien (4-18).

Maintenant, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz et (2-1), nous avons

(3 L2 w) <« gL 5 L)

P Pgp(a)
(17.4) PLY PLY p<y2( )
< B}l)(x7y)2(z wupup oupE(u) + 0(1))
Py

Le Lemme 12.1 s’applique a w,, d’apres lestimation (6-16), et il vient

(17:5) 7 Yl ) — s, 12 4 0(1) (1 — o0).

Py

Compte tenu de (17-3), (17-4) et (17-5), nous obtenons bien (4-19).
Démonstration du Corollaire 4.6 : D’apres les estimations (4-19) et (4-12), nous avons

Vy(w,y) < () + M) + [[wa][3) B (2,9)*
+max{h (u), ha(w)}BY (2,9)° + 0(By(2,9)?) (x — o),
ce qui entraine la majoration
Vi(z,y) < (h(u) +0(1)) B (w,9)*  (z — o0),
soit C'(u) < h(u). Par ailleurs, nous avons C(u) > C#(u) > 2h(u,u). Il nous reste & établir la
minoration
(17-6) C(u) 2 Ru(pu) + Mw) + (pu, wa)7,

oll ¢, un vecteur propre de T, associé a la valeur propre A(u) tel que ||¢,|, = 1. Notons f la
fonction additive définie par f(p¥) = @y (upv). D’apres les formules (16-3), (4-18) et (16-4), nous

avons Bf(x7y)2 9 + 0(1)7
Vi) = Rulou) + 7w + (3 LA ) o)
= Ru(pu) + AMu) + <§0u,wu>i +o(l) (v — o0),

la derniére égalité provenant du Lemme 12.1 appliqué a la fonction ¢t — ¢, (t)w,(t). Cela fournit
bien la minoration (17-6).

18. Etude asymptotique de C'(u) et
C7# (u) : preuve de la Proposition 4.7
Les deux lemmes suivants nous permettent d’établir la Proposition 4.7.

Lemme 18.1. On a uniformément pour u > 1 et p € H, tel que ||¢|, =1,
1 1
hl(u):1+0(a>, Ru(¢)=1+o(a).

Lemme 18.2. On a pour u > 1
AMu) < !
u —.
U
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Déduction de la Proposition 4.7 a partir des Propositions 18.1 et 18.2. Soit ¢, un vecteur propre
de T, de norme 1 associé & la valeur propre A(u). D’aprés (4-14) et (4-15), nous disposons de
I’encadrement

Ru(pu) + Mu) < CF(u) < hy(u) + AMu)  (u>1/log?2).

L’estimation
1
. # — -
(181) C* (u) 1+o(u)

est donc une conséquence directe des Lemmes 18.1 et 18.2. Par ailleurs, nous déduisons
immédiatement de (18-1) et (4-20) 'estimation

C(u)=1+0(1).

u

Preuve du Lemme 18.1. L’estimation

est une conséquence directe de (6-16). Toujours d’apres (6-16), nous avons, sous 'hypothese ¢ € H,,,

1
1
Ru(p) = / @(t)2h(u, t) dmy,(t) = ||, {1 T O(&) }
0
Nous obtenons bien la conclusion souhaitée lorsque [|¢l[, = 1.

Preuve du Lemme 18.2. Notre méthode consiste a estimer d’une part la plus petite valeur propre
A*(u) de T, en utilisant la formule classique pour un opérateur compact et auto-adjoint

(18-2) A (u) = min (Tup, )u,

el =1
et d’autre part la somme des carrés des valeurs propres de T,, par le biais de I'identité établie en
(15-14), soit
1 p1
(18:3) Sa2 = / / Ku(s,1)2 dma(s) dma(t).
=1 o Jo

Pour mener ces calculs, nous précisons 'estimation (6-16). Posant

O(u) = r(u) — &(u),

de sorte que ¢(u) < 1/u d’apreés (6-4), la formule (6-6) implique le développement asymptotique
1

(18-4) hu,t) = 1+ t9(u) — 2207 (u) + O(—z), 0<t<1,uz2).
u

Par ailleurs, pour chaque valeur du parametre entier £ > 1, nous introduisons les intégrales

1 1 _ 1 )2
Ji = / sPest(® s, Iy = / skig(u s) ds, Lj:= / skigw j) e W ds,
0 0 o(u) 0 o(u)

On a
efw) _ 1
= u.

f= "W
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Une intégration par parties fournit la formule de récurrence

g eb(w) Jk
W) €

Nous en déduisons, grace a (6-16), que

(k>1).

Jp~Ipy ~ Ly ~u (u— 00).
Ces estimations et le développement asymptotique (18:4) fournissent

1
Ik = Jk + ﬁ(u)Jk+1 — %T,(U)Jk+2 + O(a),

1
U

LM:&+aﬁwwm4—wmum2+o().

Nous sommes maintenant en mesure d’effectuer les calculs annoncés. Estimons d’abord \*(u).
Pour cela, nous évaluons la quantité (T, ©)u/{®, ¥). pour le choix ¢(t) = ¢, qui est licite car ¢
appartient bien a H,. Nous avons

<§D790>u = Jl'

D’apres le Lemme 10.2 et lidentité fol o(u — s)ds = uo(u), nous pouvons encore écrire
11
= —/ / stK, (s, 1) dmy,(s) dmy,(t)
o Jo

_ 1,1 / ; , st (u—s)o(u —t)

' (u)
2

2 1
= —r'(w)I} + 7" (u) 11z + 2 + O(a)

or IF = J} 4+ 29(u)Jy1 Jy — 7' (u)J3Jy + O(1),
LIy = J1Ja 4+ O(u),
I} =J3+0(u).
Cela implique,
(Tupr ) = =+ () (s + 20(u)Jo — 7)) + ()T + 3/ ()73 +0 ().
Nous obtenons donc

. (Twp, P)u
AM<<%wu

r/u2 2
:_w@xﬁ+2MMk-w%m&)+Wﬁmb+*%%¥g+0&%)

(18:5)

Il existe 6 > 1 tel que la derniere expression figurant dans (18:-5) soit négative pour u > 6. Nous
en déduisons que

1
A%MQ2Wmf&{h+4W@bgﬂﬂmﬂﬁAﬂﬂmyﬂmhb44KMﬁ@+O(ﬁ) (u > 5).
Par ailleurs, toujours en utilisant le Lemme 10.2, nous avons
1,1
Z)\? :/ / Ko (5,t)%dmy,(s) dmy(t)
i1 0 /0

= 7' (u)’ L3 — 2r'(u)r" (u) L1 Ly — ' (u)* L3 + O(%)
u



Inégalité de Turdn-Kubilius pour les entiers friables 103

L2 = J2 +49(u)Jy Jo — 2¢' (u) J3Jy + O(1),
LiLy = JiJs + O(u),
LI = J3 + O(u).
Il vient donc
1
SN = ()T { s+ 40(u) s — 20 (u) Jg ) — 20 () () Ty Jo — v ()2 TF + 0(§).
i>1
Finalement nous obtenons
1
Aw)? <YM -\ () < — (w=9)
i1

ce qui fournit bien la conclusion requise, compte tenu de la continuité de la fonction A établie a la
Proposition 11.1.

19. Calculs numériques

L’objectif de ce paragraphe est de décrire et de justifier une méthode d’approximation numérique
de la plus grande valeur propre de T, et de montrer comment cette méthode peut nous permettre
également d’obtenir une minoration de C#(u) ou de C(u).

Par souci de concision, nous poserons dans tout ce paragraphe

H := H,, H‘pll = |‘@||u7 <90’w> = <@’w>u7
T:=T,, X:=Au) (p,¢e€H,).

Nous employons la méthode de Galerkin(® qui consiste & «approcher» I’espace H par une suite
de sous-espaces de dimension finie. Soit n > 1. Nous scindons l'intervalle [0,1] en n intervalles
fermés (Ij)ogr<n—1 définis par

kE k+1
Ik::[—, + } O0<k<n—1)
n n
et nous introduisons les fonctions (¢;)1<k<n—1 définies par
1 sitelg,
wi={,
0 sinon,

et H, le sous-espace vectoriel de H engendré par les fonctions (1)1 <k<n—1. Notons I, la projection
orthogonale sur H,. Nous obtenons le résultat d’approximation suivant.

Proposition 19.1. Soit u > 1 et ¢ € H un vecteur propre de T, associé a une valeur propre A
de T,,. Alors il existe une constante A; dépendant explicitement de ||¢||, de u et de X telle que

A
Nt

Nous donnons la preuve de la Proposition 19.1 en fin de paragraphe.

(19-1) o — | <

Nous introduisons a présent 'opérateur T;, : H, — H,, défini par T,, := 1L, T. L’opérateur T, est
autoadjoint. En effet, nous avons pour ¢ € H,,
(Tnp, @) = (Tp, ) = (T, np)
= {0, Tp) = (llnp, T'p)
= (p, 1, Tp) = (¢, Tnyp).
En particulier, toutes les valeurs propres de T;, sont réelles. Notre méthode consiste a approcher

A, la plus grande valeur propre de T, par la plus grande valeur propre de T;,, que nous noterons
An. L'estimation (19-1) nous permet d’établir le résultat suivant.

5. Pour tout ce qui concerne la méthode de Galerkin, on pourra consulter par exemple la référence [10].
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Proposition 19.2. Soit v > 1. La suite {\,}32, est croissante et converge vers A. Plus
précisément, il existe une constante A, dépendant explicitement de A et de u telle que,

A
NG

Nous donnons la preuve de la Proposition 19.2 en fin de paragraphe.

(19-2) A=Al < (n > 1).

Pour approcher avec une précision arbitraire la valeur A, il nous suffit donc de calculer la plus
grande valeur de T,,. Comme (V¥;)1<;j<n—1 constitue une base orthogonale de H,, cela revient a
déterminer la plus grande valeur propre de la matrice B = (b; k)1<j,k<n—1 Ol

bk = (T, W) _ (195, Vi) (1<jk<n—1).
" [ ? [ ? ’

Expliquons a présent comment cette méthode nous permet également d’obtenir une minoration
de C# (u). Considérons un vecteur propre ,, de opérateur T}, associé & la valeur propre \,, censée
approcher A\. Comme ¢,, est une combinaison linéaire des fonctions (¥;)i<j<n—1, elle satisfait a la
majoration

ealt) <t (te[0,1)).

Nous pouvons donc appliquer & ¢,, le Lemme 16.1, ce qui nous donne la minoration suivante de
C#(u).
Ry(pn) + {pns Tupn) _ Ru(pn) + A

leonll® lnl

Les quantités du membre du droite sont toutes numériquement calculables.

C#(u) >

Preuve de la Proposition 19.1. Nous avons établi que si ¢ est un vecteur propre de 7" associé a une
valeur propre A, alors

(19-3) ()] < Ast (¢ €[0,1]),

ol As est une constante dépendant explicitement de u, ||¢|| et A. Par ailleurs, si A # 0, il résulte
immédiatement de la majoration (16-2) que ¢ est dérivable sur [0,1] et que

(19-4), ') < As (t€[0,1])

ol A4 est une constante dépendant explicitement de u, ||¢|| et A. En particulier, nous en déduisons
que ¢’ est de carré intégrable sur [0, 1] pour la mesure p de Lebesgue.

Afin d’évaluer la quantité ||¢ — II,,¢||, nous calculons tout d’abord une expression analytique de
IL,. Etant donné ¢ € H, il existe des nombres réels (ax)1<kg<n—1 tels que

Mop(t) = Y axty.

1<k<n—1

Comme II,, est autoadjoint et que la famille (¢r)1<k<n—1 est orthogonale, nous avons, pour
1<k<n—1,
2
ag [ Yell” = (nw, i) = (0, Mnthy).

Comme de plus ¢y, € H,, il vient

P ||¢j|2/zf(t) «)

Finalement, nous obtenons

0 SitEIo,
p(t) = {(Skl flk o(t)dm,(t) sitel, 1<k<n-—1,

olt nous notons dx [; dm.(t).
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Nous pouvons d’ores et déja remarquer que

1
0 < log (%)eg(“) < 28 (I1<k<n-1).

Nous sommes maintenant en mesure d’établir (19-1). Nous introduisons les notations suivantes :

1/2
lell, == (/1 @(t)zdmu(t)> (e HO<Lk<n—1),
k

. 1/2
”(PHLi = (/0 So(t)Q dt) , pE Lz([ov 1}7 dt)v

1/2
Il z2ry 1= < / so(tfdt) (pe HO<k<n—1).
k

Soit ¢ € H un vecteur propre de T. Nous avons pour 1 < k< n — 1,

lo =Tl = | (p(5) = Tap(e) dmas) = / k (;k / JEORED) dmuu))zdmu(s)
-/ (;k / { | w’(u)du}dmu<t>)2dmu<s>
</ k (; / =t 1 N dmu<t>>2dmu<s>

19" Z2 (11 1 ? 1 9 ()
< — [ dmu(t) | d < =@ 132 1 Ok < N3 s -
B0 5 [ aman) ) amate) < 0 00 < S I 0

Par ailleurs, d’apres la majoration (19-3), nous avons

1/n 1/2 A
3
le = nell;, = llelly, < AS(/O tdt) S — %

Finalement, nous avons

2 2
le—Taell> =Y llo -l
o<k<n—1

A2 2e6(w) 2 A2 2e6(w) A2
< Z ||90/‘|Li(1k)\ R—

<28 3
2n2 n 2n? n
1<k<n—1

Finalement, nous en déduisons bien (19-1) avec A; = max{2ef(") A2 A2/n}.
Preuve de la Proposition 19.2. Nous avons

A= max (T'p,p)

llell <1

peH
et
19-5 An = max (T, ) = max (T, ).
( ) le|<1< ) \|¢\|<1< #:0)

pEH, pEH,
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Comme H,, C H,+1 C H, I'identité (19-5) implique immédiatement que la suite \,, est croissante
et que A\, < A

Considérons a présent un vecteur propre ¢ de norme 1 de T associé a la valeur propre A, et
introduisons ¢, = II,¢. Comme ||¢,| < ||¢]| =1, nous avons

0< A=, < T0,0) — (Ton,on).
11 suit, d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz et I’estimation (19-1)

A = A <T@ = Ton, on)| + (T0, 0 — n)|

N(T) le = gl [lonll + N(T) llell [l — M|
2N(T) lle — 1|

2A,N(T)

\/ﬁ 3

ou N(T) désigne la norme d’opérateur de T. Nous obtenons bien (19-2) avec As = 2N (T)A;.

NN N

N

20. Appendice

Quitte & modifier la définition de By(z,y) par une norme équivalente, nous sommes en
mesure de déterminer la constante asymptotique optimale dans l'inégalité de Turan-Kubilius.
L’approximation

Wy /pw) _ gpla),
U(z,y)  pUo

(uv Upv )
incite en effet a étudier le rapport

Vi (x,y)/ By (x,y; h)*

ou l'on a posé
2

By(z,y;h)* = > gp(a)h(u,upu)% (f € A).
pv €S (z,y) p

Pour chaque u > 1 fixé, la fonction v — h(u,v) est bornée, continue, et ne s’annule pas sur [0, u.
Nous avons donc
By(z,y;h) =u By(z,y) (x> 2,y=a'/").

Dans l'espace H, nous remplacons la mesure m par la mesure my définie par
dt
dmy,(t) :== h(u,t)etg(“)T.

Par ailleurs, nous posons

K, (s,t)

Kun(s,t) = h(u, t)h(u, s)

(s,t €10,1)),
et nous introduisons l'opérateur T, , défini sur H, par

1
ﬂmﬂﬁ:—éw@Kw@ﬁmmw (s € 0,1]).

Cet opérateur est autoadjoint et compact ; il admet une base hilbertienne de vecteurs propres,
que nous notons{gy, ; }J"‘;l Désignons encore par Ap(u) la plus grande valeur propre de Ty, 5. Nous
obtenons le résultat suivant.
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Théoréme 20.1. Soitu > 1. On a

Vi(z, zt/v)
Ch(u) :== limsup sup ——————5 = max{l + Ay (u),2}.
T—00 e B ( xl/u)Z

Il est & noter que la constante Cj,(u), contrairement & C#(u) ou C(u), est au moins égale & 2
quel que soit u > 1. Cela provient du fait que le facteur h(u,u,) tend vers 0 lorsque u — co pour
P> xly.

Lorsque u = 1 la fonction v — h(u,v) vaut identiquement 1 sur [0, u]. Le résultat de Hildebrand
fournit donc l'égalité Ap(1) = A(1) = 1/2. Comme nous pouvons montrer la continuité de la
fonction w +— Ap(u), nous avons donc Cp(u) = 2 dans un voisinage de v = 1. De plus, nous
pouvons établir la majoration Ap(u) < 1/u pour u > 1. Cela implique que pour u assez grand,
nous avons Cp,(u) = 2. Nous conjecturons que Cp(u) = 2 pour tout u > 1, ce qui corroborerait les
résultats numériques obtenus.

Nous nous contentons ici de donner les étapes essentielles de la preuve du Théoreme 20.1. Les
détails relevent de calculs similaires a ceux effectués dans le cadre de la définition (1-21).
Nous considérons le produit scalaire associée & la mesure my,, soit

1
<%wM:Awmwwmmm

et nous définissons, pour f € A,

n 1= ci(fs i vec ¢j(fih) == JAP)dh.5Mp) U, up)e P,
S e(fiang  avee c;(fih) = S0 LB W)y scun
-

p
PY

Nous pouvons obtenir la nouvelle formule asymptotique suivante pour Vf# (z,y), ol nous conservons
les notations et les hypotheses du Théoreme 4.1 :

VI (x,y) = P} (2,9) + ($n, Tuntn)n — R} (@,y) + o(By(w,4;h)%)  (z — 00).

Nous pouvons établir ’analogue de la majoration (3-19) soit

(thn, Tunton)n < {An(w) }ng h(u, up,) f(ﬁ) (y — o0).

PLY

Nous avons donc

2
Vf#( y) < S1+ S2+ 53+ Ap(u ng (u,up) f(;)) +0(Bf(x,y; h)Z)7

Py
avec
X (»)? f(p)?
51::ng Vay(p T: ng(a)ﬁwy( Va.y(P) »
Py p<T/Y z/y<p<y
f¥)?
= Y gt L
p"€S(x/y,y)
v>2
nf®)?
Sz = Z 9p(@) Vs, (P”) o
p”€S(z,y)
pY>x/y,v>2
Les calculs effectués dans la preuve du Proposition 8.1 montrent que
0 9 v
max Mgl—ko(l), max Mg?—ko(l) (x>2,y =ax/v).

p’eS(x,y) h(u, upu)
P>z /y,v>2

e/y<p<y h(u, up)
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Nous en déduisons que

S1<{l1+o(1)} ng(a)h(“’up)f(ﬁ)
Sy <{2+0(1)} Y 9p(0‘>h(“’“1)")fgi)
p”€S(z,y)

pY>a/y,v>2

Nous obtenons ainsi la majoration
V#(z,y) < (max {1+ n(u), 2} + o(l))Bf(x, yih)? (& — oo).

Cette majoration est optimale. En effet, si f est la fonction additive définie par f(p”) := @(upv)
pour v > 1, ol ¢ est un vecteur propre normé de T, p, associé a la valeur propre Ap(u), nous avons

Vf#(m,y) =1+ M(u) +o(1), et By(r,y;h)*=1+0(1) (z— o).

Par ailleurs, si f est la fonction additive définie par

y 1 sip=2et 2’ <o <2Vt
f(p)Z{

0 sinon,

nous avons ) 1)
+o
s L M S

et
etzvé(u) h(u, ugw
By(x,y; h)? = {1 —|—0(1)}2VT = {1 + 0(1)}% (z — 00).
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Un entier naturel est dit y-friable lorsque son plus grand facteur premier n’excede pas y. Ce travail
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