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PREFACE

Les concepts abstraits développés en physique sont demaathématique. Cette idée majeure de Gaston
Bachelard est éclairante pour le travail de recherche eamnmgee des solides. En effet, si le modélisateur consi-
dérant la matiére et ses comportements mécanique et thermiut avoir tendance a exprimer sa pensée de
maniéere substantialiste, le fait n’en reste pas moins gqogocendre des problemes de mécanique passe par la ré-
solution d’équations aux dérivées partielles. Les matltigoes analytiques permettant de résoudre ces équations
sont donc les éléments principaux pour appréhender cetepreb.

Cependant au cours des derniéres décennies, I'essor anpdds capacités de calcul, a permis de résoudre
numeériquement des problémes de plus en plus complexesugint de vue géométrique que du point de vue
des lois de comportements approchant de plus en plus findesam@atériaux connus. Cette capacité a modéliser
par des méthodes numériques des systémes mécaniques éa plus complexes avec une grande précision a
inévitablement contribué a diminuer I'intérét, que I'omrgoaux solutions analytiques. Jugées trop limitées quant
au nombre de problémes qu'il est possible de résoudre ehdeseales cas d’école, leur exactitude mathématique
ne compense pas les simplifications qu'il est nécessairaiidedour obtenir un résultat analytique. Par ailleurs, la
théorie des potentiels, qui est utilisée comme outil deluéism analytique pour les problémes de thermoélasticité
linéaire, ne nécessite plus guére de développements maigées. Ainsi que I'on se place du point de vue de la
résolution pratique des probléemes de mécanique ou du peviiel du mathématicien, la recherche de solutions
analytiques peut paraitre en déclin.

Or, un trés large champ d’application est concerné aujbuigdar des développements analytiques qui per-
mettront une approche précise et efficace. En effet, lesignfuanalytiques permettent des temps de calculs trés
faibles et sont donc indiquées pour des calculs en tempsL@&eléveloppement de capteurs (avec un systeme
d’asservissement) dans l'industrie est un exemple reptétied’'une demande en calculs rapides. De méme, de
nombreuses méthodes inverses sont développées danesdivetgstries pour interpréter différents types de me-
sures. Mais il faut remarquer que jusqu’a présent, peu deld@vements analytiques ont été menés a bien dans
le secteur des méthodes inverses pour l'industrie. D'umegaa les méthodes de résolutions disparaissent de la
culture des ingénieurs, d’'autre part car I'idée subsistetqus les problemes solubles analytiquement ont déja
été publiés. De cette faible utilisation des méthodes dnalgs au profit des algorithmes numériques, résulte une
grande difficulté a produire des méthodes inverses efficactmmment en termes de temps de calcul et de stabilité
de I'inversion (exemple de la conception de capteurs paudi'strie).

Nous le savons, les problémes inverses sont, en effet, rsébgu sens de Hadamard, et des sujets trés clas-
siques de conditionnement de matrices interviennent édguent. Les méthodes itératives (utilisant I'algorithme
du gradient conjugué par exemple) sont stabilisées patagption et sont en outre souvent co(iteuses en temps
de calcul. Les solutions analytiques dédiées aux problémiesses permettent quant a elles une bonne robustesse
au fait que le probléeme est mal posé et assure un calcul pétkera

Les travaux de thése exposés dans ce mémoire ont été rékdisgée cadre d’'un projet européen supervisé
par ArcelorMittal qui vise a montrer la faisabilité d’'un t@n nombre de capteurs inverses pour le laminage
industriel (contraintes de contact, flux de chaleur entré@paisseur d’huile etc...). Ainsi, un certain nombre de
problémes inverses de thermo-élasticité ont été résokigtaruement. Il est démontré pour chacun d’entre eux
une excellente précision et des temps de calculs compafioler une interprétation en temps réel. Des études
expérimentales ont également été menées sur le laminotemlu centre de recherche d’ArcelorMittal situé a
Maiziéres-les-Metz.

Ce mémoire de thése a pour point de départ une série d'artolie nous avons publiés entre 2011 et 2012.
La structure en articles distincts a été respectée, aimgjuEhchapitre peut étre lu indépendamment des autres.
Les notations ont été harmonisées autant que possible)adaptal a été jugé préférable de les expliciter a chaque



iv PREFACE

chapitre. Les enjeux industriels et théoriques sont r&spéfauteur espére que cela rendra la lecture aisée et
utile. En revanche, des paragraphes introductifs ont étéég pour expliciter la cohérence dans I'enchainement
des différents chapitres et donner au texte son unité. Bauraide nombreux ajouts scientifiques ont été faits. En

effet, certaines approximations apparaissent dans lietearbriginaux et se sont avérées inutiles a la lumiére de
lectures plus avancées sur la résolution analytique daines équations.

L'auteur espére que ces travaux de thése convaincrontteuleaon seulement que la recherche de solutions
analytiques offre la possibilité d’établir de nouveauxutégs, mais encore que ces résultats ne sont pas restreints
a leur élégance mathématique mais que ces derniers soonitakf#s dans un contexte industriel ou I'efficacité et
la robustesse sont privilégiées.

Daniel Weisz-Patrault

Paris
26 Octobre 2012
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CHAPITRE |

INTRODUCTION

Ce travail de doctorat porte sur l'utilisation des mathémqags analytiques dans le cadre de méthodes inverses
appliquées a l'industrie. Ces travaux tiennent au dévelopmt de capteurs inverses en temps réel adaptés au
laminage industriel. Le premier producteur d’'acier danstende ArcelorMittal dirige un projet européen, qui
vise a montrer la faisabilité de capteurs mesurant les cedteppérature, contraintes) dans le contact entre le
produit et I'outil sans altérer les conditions de ce cont@etprojet nommé "Capteurs de contact avancés visant a
I'amélioration du laminage & chaud et a froldst financé par le Fond de recherche pour le charbon et I%cier
Les travaux de thése présentés dans ce mémoire ont été@séalissein du laboratoire Navieet financé par
I'école des Ponts ParisTech. Cependant un contrat surngisigné avec ArcelorMittal a permis a I'auteur d’'étre
partie prenante de ce projet européen, et ainsi de voir skenehes concrétisées par une demande industrielle
réelle.

1.1. Enjeux

L'enjeu de cette thése est double, académique et indugtdatiémique en ce sens que les travaux cherchent
a recenser et utiliser efficacement les méthodes de résolamialytiques existantes, pour des problemes inverses
en thermoélasticité, dans le cadre d’'une métrologie endadgl. En effet, les solutions analytiques sont souvent
exploitées comme des cas purement théoriques, trouvaenadies égards un certain succeés dans la culture de
l'ingénieur (comme c’est le cas par exemple du calcul ertiéigslinéaire des facteurs d’intensité de contraintes),
mais qui par bien des aspects sont reléguées a des cas d’anclens servant au mieux a valider des codes de
calculs numériques sur des exemples particulierementssnpes solutions et méthodes de résolution analytiques
ne font d’ailleurs guére plus I'objet de recherches en matti&ues pures. Cependant les problématiques propres,
liées au caractere inverse des problémes a traiter, péniales méthodes de résolution numériques, en ce sens
gue les problémes inverses sont mal posés, et qu’une stdiaih des algorithmes numériques est nécessaire mais
souvent délicate si I'on considére les conditions extréoiesmps trés singuliers) appliquées aux outils industriel
de laminage. Par ailleurs la métrologie en temps réel eXciiifisation de codes numériques trop colteux en
temps de calcul (méthodes itératives etc...). Ces deuwxctsspentribuent a renouveler assez largement I'intérét
pour les solutions analytiques. Il convient alors d’en oegrer (dans la mesure du possible) les méthodes les plus
efficaces (en termes de précision et de temps de calcul naathet les plus adaptées pour la métrologie. Nous
verrons notamment différents développements en sériggéldires permettant non seulement de donner a une
suite de points mesurés une forme analytique, mais égatetaemplifier les équations aux dérivées partielles a
résoudre.

D’autre part I'enjeu de cette thése est également indljstae ces travaux s'inscrivent dans une démarche
de développement de capteurs adaptés a la mise en formeigde par laminage. Ainsi I'étude de la robustesse
au bruit de mesure, les contraintes technologiques liégasiition des capteurs, les limitations en terme de
fréquence d’acquisition et les problématiques de calibrsant au coeur des développements qui suivent. Par
ailleurs I'écriture de logiciels efficaces d'interprétatide mesures dans le cas d’analyses bidimensionnelles et
tridimensionnelles ont fait I'objet d’un réel investissemt, dans un souci de partenariat avec I'utilisateur indist

Ainsi, 'ensemble des travaux présentés, peut constitneisorte de réhabilitation des méthodes analytiques,
dont la supériorité sur les méthodes numériques (en termésnaps de calcul et parfois aussi de précision) est

1. Titre original : "Advanced Roll Gap Sensors for Enhanced &hd Cold Rolling Processes"
2. Research Fund for Coal and Steel
3. Université Paris-Est, Laboratoire Navier UMR 8205, Eaiés Ponts ParisTech, CNRS, IFFSTAR
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mise en lumiéere, dans le contexte précis de la métrologieraps réel sur des géométries simples. Les méthodes
mathématiques que nous exposons dans ce mémoire sonteggsligur une géométrie cylindrique a travers un
certain nombre d’exemples tous liés au procédé de lamigggenous introduisons brievement.

1.2. Le procédé de laminage

Le laminage est I'un des procédés de fabrication majeuiirndustrie de I'acier et de I'aluminium. Le principe
fondamental du procédé est de déformer plastiquementdtijiientre deux cylindres tournants, qui sont nommeés
cylindres de travail. Nous présentons uniquement le lagames produits plats (tdle plus ou moins épaisse allant
de la dizaine de centimétres a quelques centaines de mitesRépaisseur). Il existe beaucoup d’autres types
de laminage (de poutres par exemple), mais ceux-ci ne semquesidérés dans cette présentation générale. Dans
le cas de l'industrie de I'acier, les cylindres de travait ane largeur variant entre un et deux metres et un
diameétre variant entre 40 et 70 centimétres. Le cylindre@eat est massif, le plus souvent constitué de fonte
en coeur et d’acier en superficie. Il s’agit d'un outil chedent la manipulation prend du temps en raison de sa
masse importante. Chaque cylindre de travail a une formezassnplexe a ses extrémités (nommée tourillon et
manchons), lui permettant d’étre emmanché dans un axeat®oromotorisé. Une pression importante est exercée
sur les cylindres de travail pour déformer plastiquemeptdéeluit. Cette pression est le plus souvent assurée par
deux autres cylindres (de rayon plus élevé) nommés cylindiegpui. Ce montage stabilise I'ensemble et limite
la flexion des cylindres de travail ainsi que les vibratiopls§nhoméne de broutage). Cependant certains petits
laminoirs ne sont pas équipés de cylindres d’appui, la prestant directement exercée au niveau de 'axe de
rotation des cylindres de travail. C'est le cas notammenladhinoir de laboratoire dit "pilote” du centre de
recherche d'ArcelorMittal & Maizieres-les-Metz.

Le procédé peut étre effectué a chaud (produit & 1300 K emvour les fortes épaisseurs (tbles appelées
brame de 30 cm a des épaisseurs de I'ordre du centimétre) mida(produit a 400 K) pour les épaisseurs
plus faibles (t6les minces de quelques millimétres a quesgentaines de microns). Les températures indiquées
dépendent assez largement de la nuance d’acier laminéegdéient la structure cristalline du produit. Il existe
un transfert thermique important entre le produit et leroyle de travail, il est donc nécessaire de refroidir ce
dernier en aspergeant de I'eau, une piéce supplémentaireeague I'eau s’évacue sans s’écouler sur le produit.
Par ailleurs une émulsion d’eau et d’huile est projetéeratriée de I'emprise pour lubrifier le contact. Une tension
est également exercée sur la tble grace a un cylindre autouwretis’enroule le produit laminé en fin de procédé.
Ce cylindre est appelé la bobineuse. Un dernier cylindreekippylindre de planéité sert de support au produit
avant de s’enrouler autour de la bobineuse. La Figure 1ulmése procédé de laminage. Les proportions ne sont
pas respectées pour rendre le schéma plus lisible.

Cylindre d'appui

Cylindre de travail

Lubrification

émulsion eau/huile Systéme de

,«@ refroidissement

/ émulsion d'eau

Produit

Rouleau
de planéité

Bobineuse

FIGURE 1.1 — Schéma simplifié du procédé de laminage
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1.3. Modélisation prédictive

La qualité du produit se mesure en termes de plafgité qualité de surface (fissures etc...) et de constance
de I'épaisseur de sortie. Les différents matériaux lam{aémrs peu ou fortement alli€s, a faible ou fort taux de
carbone, aciers inoxydables ou spéciaux) présentent dpsipsions différentes aux défauts. La vitesse de rotation
des cylindres de travalil, la force de laminage (pressiono&eepar les cylindres d’appuis), la vitesse d’entrée du
produit ainsi que sa température initiale, le débit et 8ntation du systéme de refroidissement et la lubrification
sont autant de parameétres qui déterminent la qualité dwgrod

Le procédé de laminage est bien antérieur a toute compriéneragionnelle des phénomenes mis en jeu.
L'empirisme est donc I'approche premiére (des années 3Gaanges 70) qui permit d’établir des lois expéri-
mentales d’application et de précision trés restreintegli@ables a certaines conditions de laminage). Cependant
l'industrie contemporaine combine des vitesses de ratgtios élevées, des taux de réduction d’épaisseur du pro-
duit plus importants et surtout des aciers plus durs. Nousrs®alors du champ d’application des lois empiriques,
ce qui motive le développement de simulations numérique<ftet, des phénoménes complexes interviennent
au niveau du contact entre le produit et le cylindre de tta8ains une bonne compréhension de ces phénomeénes,
les dispositifs de contrdle, le systéme de refroidisseraede lubrification restent non-optimisés. Ainsi, il existe
des recherches trés abondantes dans le domaine de la gimulamérique du procédé de laminage. Celles-ci
permettent de prédire I'évolution des parameétres imp&stpaur la qualité du produit, pendant la déformation
plastique de celui-ci. La conception des systemes de di$s@ment etc... est par ce biais améliorée. Ces simu-
lations sont de plus en plus fines et couplent les comportendenproduit et des cylindres. Le produit nécessite
une modélisation thermo-visco-plastique. Les différegtmdres restent quant a eux en régime thermo-élastique.
Beaucoup d’auteurs se concentrent sur la modélisationatépé de laminage par éléments finis (le plus souvent).
L'un des premiers outils permettant le couplage de la bahda eylindre a été proposé par Hacquin (1996). Ce
modele a donné lieu a un logiciel appelé Lam3/Tec3 dévelpppée Cemef, Transvalor, ArcelorMittal Research
et Alcan, et résout le probleme thermo-elastique-viscijgjae de la bande par calcul aux éléments finis 3D (ou
2D) et résout le probleme thermoélastique du cylindre paccdé&uls semi-analytiques. Jiang and Tieu (2001) ont
proposé un modéle 3D aux éléments finis pour résoudre legrabén régime rigide-plastique. Plus récemment
Montmitonnet (2006) a proposé un modeéle couplé pour le lagera chaud et a froid. Un modéle assez exhaustif
adapté pour le laminage a chaud a été développé par Wang(2088). En outre Abdelkhalek et al. (2011) a
utilisé Lam3/Tec3 pour y ajouter un calcul en flambement pesicontraintes dans la bande au niveau de la sortie
de I'emprise, de maniére a prédire avec précision les dgtriplanéité du produit.

1.3.1. Contact mécanique

La modélisation du contact entre le produit et le cylindrerdeail est particulierement délicate. En effet, il
s’agit d'un probléme de contact lubrifié, faisant intervame loi de frottement qu'il faut choisir, par exemple
une loi de Coulomb de Tresca ou de Norton. Ce choix n’est pas isaidence sur les résultats du modéle. Par
ailleurs, comme nous l'avons déja dit plus haut, ce congslte d’'un couplage entre le produit sous régime
thermo-visco-plastique et le cylindre de travail sousmé&gthermo élastique, il faut donc tenir compte de leurs
déformations respectives.

Il apparait par ailleurs que la vitesse relative entre lalpitcet le cylindre de travail n’est pas uniforme. En
effet considérons le cas du laminage a froid ou le produdest relativement dur. En début d’emprise, la vitesse
tangentielle du cylindre est plus élevée que celle du ptptlucylindre est donc moteur, cette vitesse relative
évolue a mesure que I'on avance dans I'emprise puis s'ammuien point appelé point neutre. Au-dela du point
neutre la vitesse relative change de signe et le produiededionc moteur. Ce fait s’explique par I'incompres-
sibilité de la déformation plastique, c’est-a-dire la cemation du débit volumique (si I'on néglige la variation
de volume élastique). Cela se traduit par une discontimigi$cisaillements dans I'emprise. Nous pouvons noter
le fait remarquable que ce changement de signe des cisailtsrexplique le fait qu'il faille imposer une pres-
sion de laminage sur le cylindre de travail plus élevée quemdrainte d'écoulement du produit. En effet, si I'on
considére le cylindre soumis a des cisaillements positifgy’au point neutre puis négatifs au-dela, cela crée une
résultante quasi-verticale qu'il faut naturellement cemger par une surpression au niveau du cylindre d’appui.

4. Un défaut de planéité est une inhomogénéité dans le ch@uetontrainte d’une section du produit (pouvant corelai du flambe-
ment)
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En d’'autres termes, les cisaillements dans le contact Enmeduit et le cylindre de travail résistent a la plastifi-
cation du produit. Cependant le frottement est nécessaipeccédé dans la mesure ou la bande est entrainée par
frottement, il est donc impossible de laminer sans frottaragnsi la position du point neutre et la quantification
des cisaillements est primordiale pour bien optimiser tadale laminage et le niveau de lubrification.

Pour le cas du laminage a chaud, les simulations numérigirasmirent un autre mode de fonctionnement.
Le produit étant beaucoup plus mou, il existe non pas un pantre ou I'on observe le changement brutal de
signe de la vitesse relative entre le cylindre de trava# @rbduit, mais une zone neutre ou zone collante (qui peut
éventuellement étre discontinue), ou la vitesse tangkntla cylindre est la méme que celle du produit. Les pa-
rametres de laminages tels que la force de laminage, Idit#tion (qui joue directement sur la loi de frottement)
modifie trés significativement la position du point neutradeda zone neutre. Par ailleurs, des irrégularités ou des
défauts du produit se traduisent par une modification lodalprofil de contrainte et de cisaillement surfacique
dans I'emprise, mais restent trés difficiles a appréhengt@éniquement. Les profils de pression et de cisaillement
dans I'emprise ont une importance capitale du point de vdiestriel.

1.3.2. Transfert thermique

Le transfert thermique est également difficile a modélisgrectement. Le contact entre le produit et le cy-
lindre de travall fait I'objet d’'une conduction de la chalgele frottement important et la déformation plastique
du produit sont également des sources de chaleur a prendmrgste. Dans le cas du laminage a chaud la tres
haute température du produit implique aussi un transfertiiqjue par radiation. La lubrification et le systéeme
de refroidissement agissent comme une convection forcgel@aylindre, tandis que I'air ambiant agit comme
une convection libre. Ainsi de trés nombreux types de textsthermiques sont a envisager. A cela nous devons
ajouter le fait que les coefficients de transfert thermiquepermettent de caractériser le contact thermique entre
le produit et le cylindre, sont a déterminer expérimentaieiCes coefficients sont variables selon le type de
contact (nuance d’acier, rugosité etc...) et varient lg lda contact entre le cylindre et le produit en raison de la
variation du profil de pression dans 'empris&eomme nous le démontrerons au chapitre 6. Il existe aims da
les modeles prédictifs numériques une part d’arbitrairdesghoix de ces coefficients de transfert thermique de
la méme maniéere que la loi de frottement pour le contact méuan

Les modéles numériques approchant ces problématiquesanbqtie I'emprise fait I'objet de gradients ther-
miques trés forts. De plus un régime pseudo-périodique keesfibstaller, c’est-a-dire que la carte des tempéra-
tures (considérée dans un référentiel fixe) varie peu assawiemps, cela revient a dire que I'on peut décrire
la thermique du procédé a l'aide d'un régime permanent et ttume de dérive, ce qui sera utilisé dans les
chapitres 5 et 10.

Les problemes de transferts thermiques pendant le pro@&trdnage sont fondamentaux du point de vue
industriel. En effet, les gradients trés élevés et cyckqaers a la rotation des cylindres) sont responsables d’'une
usure en fatigue thermique, qui est observée sous formerdtesgde chaleur" a la surface des cylindres. La
qualité de surface du produit est tres liée a I'apparitionetie défauts, et ainsi la durée de vie des cylindres est
conditionnée par ces phénoménes de fatigue. Par ailleysofil de température étant non-homogene dans I'axe
du cylindre, les dilatations thermiques hétérogénes erna des problemes de planéité du produit.

1.4. Capteurs et méthodes inverses

Les études théoriques prédictives, que nous avons évaqerasettent en premier lieu de comprendre com-
ment le métal s'écoule dans I'entrefeet de prédire I'évolution des champs de vitesse de défoomatie
contrainte, de température etc... dans une optique d’araébn des systémes et outils pour le laminage de sorte
a élaborer un meilleur produit a moindres codts.

Cependant ces modéles numériques n’ont pas (ou peu) departte expérimentale, permettant de véri-
fier leur cohérence en conditions connues (lors d’'une coamar entre un modéle théorique et sa transcription
expérimentale). Certains phénomeénes dans I'emprise i@stan connus que théoriquement, sans qu'il soit par-
faitement déterminé s'il s'agit d'un effet réel du procédediun effet de modélisation. Par ailleurs, le controle
du procédé en temps réel par des boucles d'asservisserammgisation du réglage des parametres principaux)

5. Le terme d’emprise désigne la zone de contact entre ledrglide travail et le produit
6. Ce terme désigne la zone entre les deux cylindres deltravai
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serait, a terme, une avancée considérable pour le procétnetpour I'industrie de I'acier. Cela nécessite de
mesurer les champs les plus utiles (contraintes, tempéraipaisseur du film d’huile) pendant le procédé.

Cette problématique double (validation expérimentaleugbraatisation) conduit a considérer le développe-
ment d’'une métrologie adaptée au probléeme de contact enfmtluit et I'outil. En effet, mesurer directement
les champs dans le contact, par exemple par un capteur daitygie pour le frottement, modifie significative-
ment les conditions du phénoméne a quantifier. L'écouleshentétal est perturbé, ainsi que la forme du contact
(contact avec aiguille au lieu d’'un cylindre lisse) et lariibation. L'idée est donc davantage de déduire les
champs a évaluer dans le contact (t6le/cylindre dans leréasspdu laminage) a partir de la mesure des champs
résultants de ce contact dans une partie plus accessibieghsiif.

Cette inversion formelle entre les causes (conditionstitpres et mécaniques dans le contact) et les consé-
guences mesurables (champs de température et de déformasultant dans I'outil par exemple) est le point
central d'une grande typologie de problemes qualifiés dlises (définie par Bui (2006) parmi beaucoup d’autres
auteurs). Par probléme inverse, il faut entendre probléme indigest-a-dire que I'on cherche a déterminer un
champ ou une grandeur sans la mesurer directement. UnestmmBubsiste parfois du fait de la terminologie, en
effet comme un grand nombre de solutions numériques simgmt comme une matrice représentant la relation
linéaire entre la grandeur a déterminer et la grandeur réestésoudre le probléme inverse revient a inverser cette
matrice. |l faut cependant bien garder a I'esprit que toapleblémes inverses ne conduisent pas nécessairement
a I'inversion de matrices. C’est le cas des méthodes agalsique nous développons dans ces recherches (mais
également des méthodes numériques itératives, qui idanitii grandeur par essais successifs en minimisant
I'écart entre la grandeur mesurée et sa contrepartie églqar le modéle).

Il existe deux types de méthodes inverses, qui sont alas dé premiére ou de seconde espece. Les problemes
inverses de seconde espece tiennent a la déterminatioradengires régissant les lois d’'un modele grace a
I'observation (mesurable) des causes d’'une part et degqaesces d’'autre part. Lidentification des parameétres
des lois de comportement de déformation des matériauxistdlppar méthode inverse de seconde espéce en
mesurant les déformations (conséquences) résultant Hamgement connu (causes). Le cas que nous avons décrit
précédemment n’appartient manifestement pas a cetteoyigotle problémes, il s'agit de méthodes inverses
de premiére espéce, qui étant donné un modeéle dont les pgaeamsént connus (module d’'Young, diffusivité
thermique etc...) et partant d'une grandeur mesurée (goesée) conduit a I'évaluation d’'une autre grandeur
(cause, dans une autre région du systéme par exemple).

Les cas d’application de la recherche de solutions analgiggue nous nous sommes donnés dans ces travaux
de thése, sont des exemples caractéristiques d’'une tendasez générale a orienter la métrologie vers des pro-
blémes inverses de premiére espéce. En effet, le contraldesiructif de systemes en service, la localisation de
défauts par sollicitation mécanique de structure dansiegdvil (par exemple les cables ou les tabliers de ponts)
ou la métrologie dans des milieux inaccessibles (commeslel'cen contact mécanique par exemple, on pensera a
I'emboutissage autant qu’'au laminage) sont autant de @nods inverses qui connaissent un essor particulier ces
derniéres années.

Cependant ces problemes inverses ont le plus souvent édéalmar des méthodes numériques, soit du fait
des complexités géométrique et physique (il n'y a alors quede chances de trouver une alternative analytique),
soit par simple habitude comme cela peut étre le cas pourdésotes inverses appliquées aux cylindres de lami-
nage, qui sont pour la plupart numériques (comme nous leweau cours des chapitres 4 & 10), alors méme que
le cylindre est une forme géométrique d’une remarquablplgiité et que son comportement est thermoélastique
isotrope. Ainsi, les méthodes classiques de résolutioly@mae des probléemes de thermoélasticité (et plus géné-
ralement d’un grand nombre de problémes en physique mattigrepdoivent étre réinvesties pour étre adaptées
et testées dans la formulation des problemes inverses. €orous I'avons déja précisé, ces outils mathématiques
doivent permettre de prendre en compte des mesures disgestie grandeurs, et ainsi ne seront mentionnéesici
(en particulier au chapitre 2), que les plus pertinentesd®int de vue (notamment les développements en séries
élémentaires).

7. On pourra se rappeler, comme I'un des premiers exemplegthode inverse, de la découverte en 1846 par le physi@agdis Urbain
Le Verrier de la planéte Neptune, cause alors inconnue désipations mesurables de la trajectoire d’Uranus (camsdces), via la loi de
Kepler.
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1.5. Méthodes inverses appliquées a la métrologie en lamiga

Nous présentons les principes généraux sous-jacents aimodes inverses développées pour le laminage
industriel, qui constituent autant d’exemples d’applmaties méthodes analytiques recensées aux chapitres 3 et 8.
Comme nous l'avons précisé dans l'introduction du procédiadhinage, il est crucial de caractériser le contact
tble/cylindre d’un point de vue mécanique et thermique. dNamrons également précisé I'importance des méthodes
inverses dans ce contexte. L'idée principale est de ne asihuér a caractériser l'interaction (ou le couplage) entre
le produit et I'outil grace a une modélisation extérieurergcessite de résoudre le probléme tant pour la bande
d’acier laminée que pour le cylindre de travail. Ce type deléhes est dédié aux travaux numériques prédictifs,
gue nous avons présentés, pour mieux comprendre les phéasmés en jeu. Si le probléeme de laminage est
d’une grande complexité lorsqu’il est considéré dans saemble, il devient d’'une grande simplicité lorsqu’il
est réduit au cylindre de travail seul, ol les équations ariwées partielles régissant les champs de contrainte
et de température sont linéaires. Du fait de la loi de I'acd de la réaction, si les chargements mécaniques
et thermiques s’appliquant au cylindre de travail sont asnm@lors les chargements imposés par le cylindre au
produit le sont également. Comme nous en avons montré lasié&gaine approche inverse est utilisée pour évaluer
ces chargements appliqués au cylindre de travail. L'idéd’'asliser le cylindre de travail lui-méme comme un
capteur, en mesurant le tenseur des contraintes et la tatapg@ l'intérieur de la masse du cylindre. Ainsi,
schématiquement les conditions de chargement appliquémdiadre sont responsables de champs de contrainte
et de température a I'intérieur de celui-ci, qui une fois anés permettent par méthode inverse d’en évaluer les
causes, a savoir les chargement en surface.

Plus précisément, I'idée principale de I'analyse invemsgabntraintes de contact est d’utiliser la déformation
élastique du cylindre de travail pour déduire le vecteutr@inte a la surface du cylindre responsable de ce champ
de déformation. Cette idée tient aux développements récentapteurs de déformation par fibres optiques (cf
Ferdinand et al. (2009)) dans la masse du cylindre. Ainstipessible de mesurer le tenseur de déformation et
donc de contrainte & l'intérieur du cylindre, comme celaéstlié dans le projet européen RFS-PR-08051. La
vitesse d’'évolution des champs dans le cylindre est plifgjue la vitesse de rotation, ainsi au cours d’un tour,
les champs varient peu dans un référentiel fixe. Avec un sguiear "noyé" dans la masse du cylindre, il est donc
possible de considérer tout un cercle de mesures, commerigana figure 1.2.

Capteur
a fibres optiques

FIGURE 1.2 — Mesures noyées dans le cylindre

Le principe de la résolution est de supposer un vecteuraiomtrde surface inconnu sous une forme de série
€lémentaire (a choisir correctement compte tenu du pradlebes données mesurées sont développées en une
série du méme type. L'identification des parameétres incerduudéveloppement en série du vecteur contrainte de
surface, s’obtient en imposant que les données mesuréasg égales aux contraintes correspondantes calculées
au rayon de mesure. De maniére complétement équivalenpeudregalement se représenter la méthode inverse,
comme la résolution analytique d’un probléme de mécanigdmaire sur le sous-domaine dont la frontiére est
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le cercle défini par les mesures de contraintes a I'intédewaylindre, la partie inverse de la résolution consistant
simplement a étendre cette solution analytique par coitéiners la surface du cylindre.

La solution inverse, visant a I'évaluation du champ de teripée dans le cylindre de travail et les flux de
chaleur entrants, repose sur les mémes principes que ladeéghécédente. Si les sources et les types de trans-
port de chaleur (conduction, radiation, convection forcéavection libre) sont multiples lorsque I'on considére
le probléme dans son ensemble, a l'intérieur du cylindréed&quation de la chaleur est a résoudre avec comme
conditions a satisfaire : la condition initiale et l'idefitation de la solution (évaluée au rayon de mesure) aux
températures mesurées a l'intérieur du cylindre. Linearl’'un thermocouple sous la surface du cylindre est pos-
sible et a été réalisée par plusieurs expérimentateussaiit&€hapitre 6. Un procédé d'insertion de thermocouple
sous la surface est également développé dans le cadre etigurmjpéen RFS-PR-08051, et discuté dans ce méme
chapitre, ou deux alternatives technologiques sont estiéeomparées du point de vue de la méthode inverse.

1.6. Problemes mal posés

Nous avons déja évoqué le fait classique que les méthodeses/sont mal posées. Ceci est a comprendre
au sens du mathématicien francais Hadamard, qui énonca gubleéme bien posé admet une solution unique
et stable. Le principe de stabilité de la solution est queeatigs variations des entrées conduisent a de petites
variations des sorties du probléme. Réciproquement, urigree est mal posé, s'il n’existe pas de solution, ou si
elle n’est pas unique ou encore si elle n'est pas stable. &@mtbglasticité linéaire, il existe toujours une solution
unique, nous nous concentrons donc sur le manque de stadelt solutions inverses. Ainsi, de maniére tres
classique, une solution inverse aura tendance a produir@siéarges variations du résultat pour de trés petites
variations des entrées, ce qui peut rendre le résultat ioikxple.

D’un point de vue général, cela se comprend comme le faitrgtrés grand nombre de chargements tres
différents, se traduit par des effets mesurables quasiasies, ainsi en partant de ces effets, il est difficile de
distinguer lequel des chargements possibles en est resdgens

D’un point de vue numérique, cet état de fait peut se compeegrice a la notion de conditionnement de
matrice. En effet, bien souvent, on cherche a établir laicgldinéaire matricielle entre les entrées et les sorties,
le probléme inverse revient donc & inverser cette matritersAune petite variation dans le vecteur d’entrée est
multipliée par un facteur d’amplification de I'ordre de gdaair du conditionnement de la matrice, qui peut devenir
extrémement élevé en cas de mauvais conditionnement eéeatell

Les méthodes numériques itératives quant a elles cherahamtnter une condition possible pour les sorties
en minimisant I'écart (au sens des moindres carrés par dggetre les entrées mesurées et les champs calcu-
lés correspondant a ces entrées. Le caractére mal posérdblémpe s’exprime dans le fait que selon le choix
initial de la condition possible pour les sorties et le noentbitérations, I'algorithme converge vers des solutions
radicalement différentes.

Finalement dans le cas des méthodes inverses analytiquelepigées dans ces travaux, le fait que le probléme
soit mal posé s’exprime en termes de fréquences au senstargéfet, comme nous I'avons développé plus haut,
des développements en séries sont effectués. Nous entepdoiréquences l'indice des termes sommés. Les
équations différentielles de diffusion, valables en theglasticité, agissent comme des filtres passe-bas, ¢'est-a
dire que I'amplitude des hautes fréquences est atténuaetédit plus que I'on se situe loin de la surface). Ainsi,

a partir d’'une donnée dont les hautes fréquences sontgaitneecherche a reconstruire un signal dont les hautes

fréquences sont plus élevées. L'inversion du probléemedagic comme un amplificateur de hautes fréquences, si

bien qu’une petite variation des fréquences mesurées efecedgt amplifiée également. Ces considérations font

I'objet de plusieurs commentaires pratiques dans la suitexte (hotamment en termes de troncature des sommes
etc...).

Les méthodes inverses numériques sont toujours stalsiligee a des algorithmes supplémentaires tels que la
régularisation des matrices mal conditionnées ou la réealdu probléme adjoint pour les méthodes itératives. Il
apparait a la lumiére des présents travaux que les solw@i@igtiques ont une trés bonne robustesse au caractere
mal posé des méthodes inverses et ne nécessitent auculisattab particuliére, I'enjeu réside uniguement dans
la troncature des sommes, ce qui est en tous les cas néeessainumériqguement seules des sommes finies
peuvent étre considérées. Par ailleurs on remarque quiaplosnée d’entrée est connue avec précision (c'est-a-
dire & des fréquences d’acquisition les plus élevées desaiec un bruit de mesure minimal) meilleure sera la
stabilité de la méthode inverse et son résultat, ce qui passte cas pour un bon nombre d’algorithmes numériques
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(comme les algorithmes de retour vers la surface par execfffRaynaud and Bransier (1986)).

1.7. Plan

Dans le chapitre 2 nous introduisons les concepts et outithématiques utiles a la lecture des chapitres
suivants. Il ne s'agit en aucun cas de limiter la recherclsesdéutions analytiques a ces quelques théorémes et
définitions. Cependant, bien que I'une des principalescditiés est de savoir quels outils existent (c’est surtout
un probleme de culture gu'il faut sans cesse enrichir) rdissans intérét de mentionner trop de résultats sans but
précis dans ce chapitre préliminaire. En régle généralspneconservés que les résultats effectivement utilisés.
Dans le chapitre 3 nous introduisons les concepts d'éitgsfitane dans le corps des nombres complexes, ainsi que
I'équation de la chaleur dans un mobile tournant (équatiahli& a partir d’'un bilan énergétique). Ces résultats
sont centraux pour la compréhension des analyses qui $uaiesi ils sont exposés en détail quoiqu’ils soient
similaires aux ouvrages classiques sur le sujet. Dans lgitch@ le probleme inverse appliqué a I'évaluation en
temps réel des contraintes de contact pour le laminagessturén deux dimensions sous conditions isothermes.
Ce travail est contextualisé dans la littérature exist@oiger en montrer le caractére innovant et robuste, la ou
d’autres méthodes récentes sont insatisfaisantes. Lestagmurement techniques comme le choix du nombre de
troncature des sommes etc... sont étudiés en détail. DatmafBtre 5 le probléme inverse visant & I'évaluation
en temps réel du champ de température et des flux de chaleésekt en deux dimensions. De méme que pour
le probleme précédent, une revue bibliographique de l@ddtart permet de situer cette solution par rapport a
un certain nombre d’algorithmes numériques. Dans le clefitles études inverses thermiques expérimentales
sont proposeées. Les essais ont été réalisés sur le lamitmidircelorMittal de Maiziéres-le-Metz, et utilise
des thermocouples congus dans le cadre du projet européaPRFO8051. Les principes de conception sont
explicités et deux typologies de capteurs sont comparéesilieurs, I'analyse des champs de température grace
a la méthode inverse thermique permet d’évaluer l'influededifférents taux de réduction d’épaisseur de bande
ainsi que l'influence de I'épaisseur d'oxyde (calamine}. &beurs ces analyses expérimentales démontrent que
I'hypothése assez fréquente dans l'industrie, selon liglecoefficient de transfert thermique entre le produit
et le cylindre de travail est constant dans I'emprise, astda. Cela a des conséquences non négligeables sur la
prédiction, par les modéles numériques dédiés, de la dwégeddes cylindres de travail. Dans le chapitre 7,
le couplage thermoélastique est réalisé entre la méthodesm élastique visant a I'obtention des contraintes de
contact et la méthode inverse thermique. Ce couplage pewteanment de s'affranchir de I'hypothése isotherme
du chapitre 4 qui est fortement fausse en laminage a chaundillears ce chapitre donne I'occasion d’évaluer les
contraintes thermiques responsables de la fatigue thaenaiqg cylindre de travail, ce qui en détermine la durée de
vie.

Dans la partie suivante, nous abordons les mémes probtireaten thermoélasticité tridimensionnelle. Cela
est un développement plus théorique que le cas en deux domendans la mesure ou cela nécessite que plusieurs
capteurs soient insérés sous la surface du cylindre etéaligelon le grand axe. Cependant les développements
technologiques liés a I'insertion des capteurs et au céhbiegconsidérent a I'heure actuelle qu’'un seul capteur
(un pour les déformations et un thermocouple). Il s'agitddtune extrapolation sur I'avenir. Dans le chapitre 8
nous exposons les principaux résultats d’élasticité 3Dytgaes, qui permettent de comprendre facilement les
développements qui suivent. Dans le chapitre 9 le probléwerse 3D visant a I'évaluation des contraintes de
est trés réduite. Par ailleurs le chapitre 10 présente Ihadétinverse thermique 3D. Ces deux derniers chapitres
précisent les conditions technologiques nécessairescagésdes méthodes inverses 3D, en particulier le nombre
de capteurs a insérer sous la surface du cylindre. Lintkr&es méthodes est également discuté en les comparant
aux méthodes bidimensionnelles des chapitres 4 et 5.



CHAPITRE I

PRELIMINAIRES MATHEMATIQUES

2.1. Avertissement

Ce chapitre recense un certain nombre de résultats, soutdesits dans la recherche de solutions analytiques
en physique mathématique et en particulier en thermoéi@stNous n’exposons pas nécessairement les résul-
tats avec toute la rigueur mathématique dont il faudrarefpreuve. Ce choix est délibéré pour permettre une
lecture plus conforme aux habitudes de mécanique du salfitteque le lecteur saisisse facilement le lien entre
ces préliminaires mathématiques et les applications auRkaodés inverses en thermoélasticité qui suivent. Nous
ne prétendons évidemment pas a I'exhaustivité, seuls $edtaés nécessaires a la compréhension des chapitres
suivants sont exposes ici. Seuls quelques commentairgdém@ntaires seront faits sur les solutions s’exprimant
sous forme d'intégrales de frontiere, quoiqu’elles n'ajeas, a proprement parler, été utilisées dans la résolution
pratique des problémes inverses. Ces quelques commentateront en lumiére les raisons fondamentales de
I'échec de telles solutions dans le contexte précis deauramenés.

Par ailleurs, aucun résultat nouveau n’est proposé, am$ateur habitué aux mathématiques analytiques
de base pourra aisément se passer de lire ces prélimindeegu est surtout de clarifier les outils utiles a la
résolution des problémes traités dans ces travaux de th@segourra consulter avec profit 'ouvrage sur les
fonctions spéciales de Andrews et al. (1999) et I'ouvragésstnéorie de Fourier de Stein and Weiss (1971).

2.2. Mesures et développement en séries

2.2.1. Mesures

Dans cette section, nous rappelons quelques résultatesdeleloppements en série, en gardant a I'esprit
gu’'un ensemble de points de mesure ne définit pas directamenfionction analytique. Une forme analytique
est donc recherchée grace a des séries. Les paragraphe¥soifirent plusieurs alternatives, a choisir selon le
contexte. Nous considérons dans toute la thése qu'unedufieintsy; € R mesurés a la cordonnée € E (ou
j € [1,N] et E est un sous-espace &) est telle qu'il existe une fonctiofi de £ dansR de carré intégrable
(soit§, | f(x)|*de < +oo) telle queVj € [1, N], f(x;) = y;. Nous pouvons dés lors travailler dans une structure
d’espace de Hilbert. Les théorémes suivants de décomposditine fonction de carré intégrable, peuvent ainsi se
comprendre comme |'écriture d’un vecteur dans une baseedpdte.

Il est par ailleurs possible d’'opérer une interpolationééire ou grace a des spline cubiques par exemple)
pour augmenter artificiellement le nombre de points de neeSuiCette technique permet d’obtenir des signaux
de meilleure qualité, surtout dans I'optique d’une intéigranumérique.

2.2.2. Analyse de Fourier

Théoréme 1 Soit f une fonction dec = (2, ..., () e R" & valeurs dan® périodique de périodes; (ol
j € [1,n]) et continlment dérivable, alors :

z Lo~ 21k 21k
flx) = Z Z T, ke, €XD (2 T m(1)> ... €Xp (z Tnx(”)> (2.2)

ki=—®0 kp=—o 1 n

9
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~ 1 1 (h Tn 21k 21k
- - = i (1) _; 2 (n) (1) (n)
Fryoen T J; L f(x)exp ( i T x ) ... €XP ( i T x ) dz'"...dx (2.2)

De plus sif est discontinue (et admettant une dérivée a gauche et &)@t un point, selon une composante
z(¥) dex, alors la somme de Fourier converge vers le milieu de la ditioaité :

fW, ¢ 2™ 4 fe™ Lt 2 ™)
2

Si f est seulement périodique de carré intégrable, la convargele la série de Fourier ver(x) est vraie en
norme£?, c’est-a-dire au sens du produit scalaire Hermitien :

(2.3)

T T, _
< f,g>= T%Tin_[) -], f(x)g(x)dx (2.4)

Cela revient a dire que la famille de fonctioag;, :  — exp (—22”’%@)) (j € [1,n] etk € Z) forme une base
J

de I'espace de Hilbert des fonctions périodiques de pésddest de carré intégrable.

En particulier nous utiliserons fréquemment le cas d’umetion f (6, z) définie en cordonnées cylindriques et

périodique de périoder selond et 2L selonz et de carré intégrable admettant le développement en série d
Fourier suivant :

f0,2) = Z Z ﬁgylexp(ikG)exp (z%z) (2.5)

k=—wl=—x0
ou nous avons :

2m
frg = — j f(0, 2) exp(—ik6) exp (—Z%Z) dddz (2.6)

Lorsque I'on interpréte des mesungs= f(x;) (j € [1, N]), les coefﬁuenta“kh,,,,kn ne sont pas donnés de
maniére analytiques, mais comme une suite de nombres coesplealculés en fonction des signaux mesurés. |
est donc nécessaire de tronquer les sommes, ainsi la cemeerdes sommes (2.1) assure quglsi; ...; K, }
sontn entiers suffisamment grands :

us! 21k 2k
f(x) ~ Z Z Frr oo, €XP (z 3 x(1)>...exp (2 T"m(")> (2.7)

ki=—Ki1  kn=—Kny "

Ce type de développement est souvent trés efficace, cardaiéus aux dérivées partielles se trouvent alors
simplifiées du fait des exponentielles et sont le plus sotévgariables séparables. De plus, les intégrales a calculer
(coefficients de Fourier) (2.2) se prétent parfaitemenobjéctif de calcul en temps réel, car I'algorithme de la
fast fourier transform (fft) peut étre utilisé pour en cdézuune bonne approximation. En effet, si la fonction
f représente une donnée mesurée, elle n'est alors connuexquintsx; (j € [1, N]), les intégrales (2.2)
doivent donc étre calculées numériqguement. Les méthodssigles de quadrature ne sont pas judicieuses dans
ce contexte. Dans le cas unidimensionme 1) par exemple, il faut calculei’; intégrales erO(N), alors que
le calcul d’'une fft donne toutes les intégrales nécessam&€¥( N log(N)). Dés quek; est supérieur fog(N) il
est préférable d'utiliser des fft (en pratique c’est toufole cas).

Dans le cas unidimensionnel al= 1, en interpolant le signal mesuré de maniére équirépanti@sir | (soit
z; = (j — 1)T1/N) nous avons |'écriture de la fft comme I'approximation déintégrale de Riemann :

21(j — 1)k 1 27y
_fft [f(z JZ:lf xj)exp (—z N ) Nor T f(x)exp (—z T x) dx (2.8)

Dans le cas & dimensions, il suffit de considérer calculs de fft successifs pour obtenir I'approximation de
Riemann des intégrales (2.2).

Bien que les séries de Fourier et I'analyse en fréquencatdods utilisées pour les signaux temporels sonores,
il est préférable d’éviter de résoudre un probleme de ddfuthermique en développant en série de Fourier selon
la variable temporellé, & moins que 'on ne traite un probléme a dynamiques rapi@els. est du au fait qu'il
existe une relaxation thermique, que I'on peut souverg faparaitre avec des exponentielles décroissantes, il est
dans ce cas inadapté d'utiliser des sommes de fonctioritaoses comme les séries de Fourier.
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2.2.3. Séries hypergéométriques

Nous définissons ici les séries hypergéométriques, cas Elterviennent comme des outils fondamentaux
des fonctions spéciales utiles a la résolution analytiqueattaines équations aux dérivées partielles. Une série
hypergéométrique est une série de terme gémgtalle quecy .1 /ci. est une fraction rationnelle éndu type :

Ch+1 _ (k + a1)(k + az2)...(k + ap)z 2.9)
ck (k 4+ b1)(k 4 b2)...(k + bg)(k + 1) '
Définition 1 Nous définissons la série hypergéomeétrighie qui converge absolument pour tatie R sip < ¢,
et pour|z| < 1 pourp = ¢ + 1, et qui diverge pour tout # 0 pourp > g+ 1:

o0 o]
a1, ...,a = (a1)k---(ap)r 2™ N Ck
F, P g ) = ML e 2L Sl — 2.10
pra ( bl,...,bq > I;O (bl)k(bq)k n! ];0 Co ( )
ol nous avons :
(a)p =ala+1)...(a+k—1)pourk >0, (a)g =1 (2.11)

Les séries hypergéométriques sont utiles dans la résoldé@ertaines équation différentielles, puisqu’elleg son
des solutions formelles de :

o 0= Dl 4y~ D = alo g+l +a)| s =0 @12

2.2.4. Fonction Gamma

La fonction Gamma est une extension pour des valeurs nogérestile la notion de factorielle. Nous avons la
définition suivante :

Définition 2 Pour tout nombre complexee C n’étant pas un entier relatif négatif ou nu ¢ 0, —1, —2,...) on
appelle fonction Gamma deet on notel'(z) la fonction suivante :

k'kzil

I(z) = kelﬁl{rgm &P etl'(1) =1 (2.13)
Une conséquence immédiate de la définition est :
I(z+1)=2T(2) (2.14)

Nous pouvons donc écrire pour un entier positif (simple nénce)n :
I'(n+1)=n! (2.15)

C’est du fait des deux dernieres propriétés de la fondfiaque celle-ci est considérée comme I'extension au
cas non entier du concept de factorielle. De trés nombreetstons existent autour de la fonctibn Nous ne
reportons pas ici ces propriétés car cela serait fastidé¢ypeu utile. Néanmoins le lecteur pourra se reporter a
'ouvrage de Andrews et al. (1999).

2.2.5. Fonctions de Bessel
Les fonctions de bessel sont trés classiques en analysgertiennent trés fréquemment dans la résolution
d’équations aux dérivées partielles, notamment en therenéd en élasticité.
Définition 3 Nous appelond,, (z) la fonction de Bessel de premiére espece :
z) _ 2 - -1 k 2 2k+a
Jo(x) = &) o ;- (5) =, CU @272 (2.16)
Fa+1) a+1 2 = Kk +a+1)

SiRda) < 0, alors il vient que le premier terme du développement devéatsquer — 0. Par ailleurs la fonction
I" n’est pas définie pour des entiers négatifs ou nuls, ainséfaidion précédente n’est pas directement utilisable
dans le cas oww = —n avecn € N*. Dans ce dernier cas nous adoptons la définition :

Jon(@) = (=1)"Ju(z) (2.17)
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La fonction de Bessel de premiére espéce est solution de :

y"(z) + y(z) + (1 - (%)2> y(z) =0 (2.18)

X

Ce dernier résultat s’obtient & partir de I'équation de \ekitr, dérivée de I'équation (2.12). Il est remarquable
que I'équation différentielle de Bessel (2.18) est inclsngour—c«, ainsi J_,, est aussi solution. Si n’est
pas entier,J,(x) et J_,(x) ne sont pas proportionnelles, en revanche st n € N alors la définition devient
J_n(z) = (=1)"Jp ().

Les dérivées des fonctions de Bessel de premiére espédiesttdnt par la formule de récurrence :
2J! () = Jo—1(x) — Jas1(x) (2.19)

Il existe un trés grand nombre de relations sur les fonctimB8essel, de formulations intégrales, de dévelop-
pements asymptotiques et de propriétés. On pourra confolierage de Watson (1944) ou le handbook de
Abramowitz and Stegun (1964), ou encore celui de GradshtagrRyzhik (1992) . Ne seront citées ici que les
relations d’orthogonalité (au sens du produit internegstihtégrales utiles dans la résolution des problémes in-
verses traités dans ces travaux de thése. La fonction delBggs:) admet une infinité dénombrable de racines

notées par ordre croissaxﬁ*). Nous avons la relation d’orthogonalité suivante :

! « « 6 3 « 2
fo 2o (M) Jo (2N dz = % [JQH(A; >)] (2.20)

Par ailleurs nous reportons ici quelques intégrales wilesrésolution des problémes pratiques de ces travaux de
these :

| * po(ap)dp = RITR) (2.21)
0 X
f 2 Jo+1(R2)Ja(RY) — yJai1(Ry)Jo(R)
e ., do = +1
LR pJalzp)Ja(yp)dp = R 22— 42 (2.22)

R2
f pTa(epdp = o (JulRe)? = Ju 1 (Re) o (Re)
0
Définition 4 Une seconde solution de I'équation (2.18) peut étre exhilzééonction de Bessel de deuxiéme
espece. Elle est notée povt(z) eta ¢ Z :

Jo(x) cos(ma) — J_q(x)

Ya(w) = sin(ra)

(2.23)

Lorsquen € Z on a la solution de I'équation (2.18) :

Yalx) = lim Yo () (2.24)
La fonction de Bessel de deuxieme esp&gér) diverge lorsque: — 0, car c’est une combinaison linéaire de
Jo(z) etJ_,(x), ainsi que Ré&x) soit positif ou négatif 'une ou I'autre des fonctions de 8Bedsliverge en: = 0.
Poura = n € Z un calcul de limite montre qu¥,,(x) diverge également pour — 0. C’est la raison pour
laquelle elle n'a pas été utile dans le contexte de cettetfeydindre plein), mais doit étre employée des lors que
le domaine d’étude a des "trous".

Quoique la fonction de Bessdl, est correctement définie pour des variables complexeg, doesmode de
définir une fonction de Bessel modifiée pour les variableginares pures. Ainsi on adopte la définition suivante :

Définition 5 La fonction de Bessel modifiée de premiére espéce est défimie p

I’/Q 2k+a

2.2
k'Fa+k+1) (2.25)
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SiRéa) < 0, alors il vient que le premier terme du développement devéatsquer — 0. Par ailleurs la fonction
T" n'est pas définie pour des entiers négatifs ou nuls, ainséfaiion précédente n’est pas directement utilisable
dans le cas oa = —n avecn € N*. Dans ce dernier cas nous adoptons la définition :

In(z) = 1_n(x) (2.26)

La fonction de Bessel modifiée de premiére espéce vérifia&togn différentielle :

y' () + L&) _ (1 + (%)2> y(z) =0 (2.27)

T

Cette équation (2.27) est invariante peut, ainsi/_, est également solution. &in’'est pas un entier,, etI_,,
sont deux solutions non proportionnelles. En revanche=sin € N alors a définition devient, (z) = I_,,(z).

Par ailleurs nous reportons ici une intégrale utile a laltdégm des problémes pratiques de ces travaux de
thése :

JR pLa(wp) L (yp)dp — RELFLED(RY) = ylasi(RY)la(Ra)
W R? vy (2.28)
fo pla(zp)’dp = = (Ia(R2)* = Lo -1 (R2)Ias1 (R2))

Définition 6 Une seconde solution de I'équation (2.27) peut étre exhil@éonction de Bessel modifiée de
deuxieme espéce. Elle est nolég(z) et :

Ka(z) = (I-a(z) = Ia(2)) (2.29)

2sin(ma)

La fonction de Bessel modifiée de deuxieme esp€gér) diverge lorsque: — 0, car c’est une combinaison
linéaire del,, (x) etI_, (z), ainsi que R&x) soit positif ou négatif 'une ou 'autre des fonctions de Seldiverge
enz = 0. Poura = n € Z un calcul de limite montre quE, (x) diverge également pour — 0. C’est la raison
pour laquelle elle n’a pas été utile dans le contexte de tiese (cylindre plein), mais doit étre employée dés lors
que le domaine d’étude a des "trous".

2.2.6. Analyse de Fourier-Bessel

Un résultat analogue au développement en série de Fourste @our les fonctions de Bessel et est appelé
développement en série de Fourier-Bessel.

Théoréme 2 SoitR > 0, si A,(,O‘) (p € N*) désignent les racines positives dg(x) classées par ordre croissant,
et si f est une fonction continue des [0, R[ & valeurs dan®, alors :

vre 0B, f(r) = Y, foda (A9 ) (2.30)
p=1
oulona: .
~ 2 J p
=————— | pf(p)Ja (NM5)dp (2.31)
TR, (W) o (%)

Ainsi J,, ()\fﬁ)i) forment une base orthogonale de I'espace des fonctionsne@s def0, R[ dansR. Si f est

R
discontinue en un poir, la série de Fourier-Bessel converge au milieu de la disoorite :
- +

Un second développement de Fourier-Bessel, nommé sérismdeddsouvent utile :
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Théoréme 3 SoitR > 0 eta > —1/2, si %5&) (p € N*) désignent les racines positives @&, (x) + HJ,(z) (ou
H est une constante arbitraire d&) classées par ordre croissant, etfsest une fonction de € [0, R] & valeurs
dansR, alors :

Fr) = ;f;“Ja (% %) (2.33)

oulona:

* 2 (’Yéa))Q R P
fp = = <H2 R (ryz()o‘))Q _a2> 2 (%()a)) J;) pf(p)Ja (’Yl(j )E) dp (2.34)

SiH + o = 0, alors le premier zéro deJ/,(x) + HJ,(x) est a l'origine, et le dénominateur dg&* est donc nul.
Dans ce cas, le premier termyfg s’exprime différemment des autres :

r

%(a +1) (E)QLR P (p)dp (2.35)

AinsiJ, (71(3) %) forment une base orthogonale de I'espace des fonctiolfi@,d¢] dansR.

2.2.7. Polynémes orthogonaux

Les polyn6mes orthogonaux sont une autre grande famillemigibns permettant de donner une forme ana-
lytique a une suite de points définie par des mesures. Unsedigss générale de polyndmes orthogonaux est liée
au nom de Jacobi.

Définition 7 On appelle polynémes de Jacobi(si 3) € R? etn € N, le polynéme de degré suivant :

f#wsz(a+nnﬂﬂ<_mn+a+ﬁ+l-1_z> (2.36)

n' Oé+1 ’ 2

Une formulation équivalente est donnée par :

Pl () = Fa+n+1) §:<71>Imm+ﬂ+n+m+4)<z—1>m (2.37)
0

nT(la+B+n+1) m MNa+m+1) 2

Les dérivées d’ordré < n des polyndmes de Jacobi s’obtiennent par :

dk
wpﬁa’ﬁ)(w) =

Fla+B+n+14Ek) (atrkg+k)
2k (a+ B +n+1) "k

(z) (2.38)

Il est aisé de vérifier que les polyndmes de Jacobi sont sokitde I'équation différentielle d’ordre deux suivante :
1—2?)'(z)+B—a—(a+B+2)2)y () +nn+a+p+1)yx)=0 (2.39)

Les polyndmes de Jacobi sont orthogonaux relativementanketiobn poidg1 — z)*(1 + z)?, nous avons :
1
J (1 —2)*(1 + x)ﬂPTSf"B)(x)PTSO"B)(J:)dx = 0p,mk(n, o, ) (2.40)
-1

oulona: B+1
) 2.41
k(n, a, B) Mmta+pB+1 Tn+a+B+1)nl (2.41)

Les polynémes de Jacobi permettent un développement duFRypeer (généralisé), nous avons le théoreme
suivant :
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Théoréme 4 Soit f () une fonction déa, b] R a valeurs dan® et continument dérivable, alors :

f@) = Y FaP0 () (2.42)

oulona:

1 b 2z —a—b\" 2z —a—0b\" 2 —a—b
= AR - = - (a,p) (2L —C 70
fn—,ﬁ(n,a,ﬁ)LO T ) <1+ - ) flz)Py ( - )d:z: (2.43)

De plus sif est discontinue (et admettant une dérivée a gauche et aefleit un point;, alors la somme de
polyndmes de Jacobi converge vers le milieu de la discoitéinu

)+ £(EF)

5 (2.44)

Si f est seulement de carré intégrable, la convergence de la sérpolyndmes de Jacobi vefér) est vraie
en norme’2.

Des polyndmes orthogonaux célébres liés aux noms de Chepysbgendre, Laguerre, Hermite, Gegenbauer
etc... sont issus des polynémes de Jacobi. Nous n’explidans ces pages que les polyndmes de Chebyshev et
Legendre du fait de leur r6le important dans le développé¢mealytique de données mesurées et dans 'analyse
des fonctions harmoniques qui seront particulieremeliségis par la suite.

Définition 8 Les polyndmes de Chebyshev de premiére espéece sont défipid su] par :

et vérifient I'équation différentielle :
(1 —a?)y"(z) — zy' () + n’y(z) = 0 (2.46)
Les polyndmes de Chebyshev de seconde espéce sont défiris,dmpar :

Un(x) = —2%;;51 ;)!1)!]2 P21/ () (2.47)
et vérifient I'équation différentielle :

(1 —2?)y"(z) — 3zy'(z) + n(n + 2)y(x) =0 (2.48)
Les polyndmes de Chebyshev sont remarquables pour laorelati

T, (cos(8)) = cgs(n@) Y
Un(cos(8)) = % (2.49)

Il est clair que si le Théoréme 4 doit étre utilisé avec leypdines de Chebyshev de premiéere espéce alorson a:

2 ) 2 —a—b
=ﬂ<1+5n,o>fa mT<b— )d”’

Grace a ce résultat il devient clair qu’en faisant le chargygrde variableos(d) = (2& —a —b)/(b— a) alors on

obtient : o
In _boa J f <(b —a)cos(f) +a+ b) cos(nf)dz (2.51)

fn

(2.50)

" 20(1 + 0n0) Jo 2

Cette formulation donne aux polyndmes de Chebyshev legaefté, en effet, les intégrales nécessaires au déve-
loppement en série se raméne a un calcul de fft. Cependaliggdmes de Legendre jouent un rdle central dans
I'analyse des fonctions harmoniques, il convient donc derientionner ici.
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Définition 9 Les polyndmes de Legendre de premiéere espece sont définis par
P, (z) = P9 (x) (2.52)
et vérifient I'équation différentielle :
(1 —2?)y"(z) — 2zy/(z) + n(n + 1)y(x) =0 (2.53)

Les polyn6mes de Legendre sont donc orthogonaux avec uogdompoids unitaire soit :

1
2
Si le théoréme 4 doit étre utilisé avec les polyndmes de Lexgeaiors on a :
on+1 ° 2r—a—>b
In= 5 J; f(@)P, (ﬁ) dx (2.55)

Des développements récents de Iserles (2011) permettaraticider ces intégrales grace a un algorithme trés
rapide utilisant des calculs de fft et un post-processin@&N ), ce qui rend les polynémes de Legendre de plus
en plus accessibles pour des calculs en temps réel visantédane forme analytique a des points de mesures.

L'équation différentielle (2.53) vérifiée par les polynésue Legendre a une seconde solution appelée fonction
de Legendre.

Définition 10 La fonction de Legendre est définie par :

1+z A1
Qua) =10 (TE0) Pe) = 3 fPs (@)oo (256)

—x = k
La fonction de Legendre est singuliere en= +1, ce qui limite sont utilisation aux problémes ou ces valeurs
sont hors du domaine a étudier. De plus des fonctions trées ygour I'analyse harmonique sont dérivées des
polynémes et des fonctions de Legendre et sont appeléesdionassociées de Legendre de premiére et seconde
espece.

Définition 11 On appelle fonction associée de Legendre de premiére espéce

n _ (_ n _ n d_n
PM(z) = (=1)"(1 — 2?) /Qdmnpm(x) (2.57)

On appelle fonction associée de Legendre de seconde espéce :

Qn () = (~1)" (1 — 222 L, () (2.58)

dx™

Les fonctions associées de Legendre de premiére et secgpélees vérifient I'équation différentielle :

2
(1 —2)y" () — 22y (x) + <m(m +1)— %) ylx) =0 (2.59)

Les polyndémes orthogonaux sont trés employés dans la @ahee solutions analytiqgues. Cependant, dans
ces travaux de thése, il est apparu que les développemestyiende Fourier étaient souvent plus efficaces.
Par exemple pour le probleme inverse élastique tridimensiltraité au chapitre 9, les signaux sont développés
en série de Fourier non seulement selon la coordonnée @rgfilmais aussi selon I'axe du cylindee alors
gu'un développement en série de Legendre aurait égalerréeapportun. Cela est du a la grande simplicité des
équations résultant des séries de Fourier. Cependant a@as précis, les polyndmes de Legendre ont également
été utilisés pour identifier les termes d’amorce (ou presitEnmes) par comparaison aux termes courants dans les
développements.
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2.3. Fonctions harmoniques et bi-harmoniques

L'étude des fonctions harmoniques est majeure en physiguggrérale. En effet la théorie des potentiels
harmoniques recouvre presque tous les champs de la physiqugarticulier I'élasticité. Ainsi, les fonctions
harmoniques (et bi-harmoniques) seront intensivemeligées dans les développements analytiques inverses qui
suivent. Nous posons les systemes de coordonnées cart@diadrique et sphérique comme la figure 2.1 le
précise.

e,
A e 2%
0 0
e
0
e,
e
€ e, "
¢
K 0\ )\ €
e, ® e, ? e
z

FIGURE 2.1 — Systeme de coordonnées

Définition 12 On dit qu’une fonction de: = (1, ...,x,) € R™ & valeur dansR est harmonique si elle vérifie
I'équation de Laplace :
o0 f 2 02 f
- 2J _ Z 4 = 2.60
ox?2 4 0x? 0 (2.60)
7=1 J

Af(x)

En particulier nous avons en dimension 2 I'équation de Leplécrite respectivement en coordonnées carté-
siennes et cylindriques :

o%f  0%f
Af(way)=@+a—y2 (2.61)
2 2 .
Af(r,@)——f—i-laf 104f

AR A
En particulier nous avons en dimension 3 I'équation de Laplécrite respectivement en coordonnées carté-
siennes, cylindriques et sphériques :
°f  0*f  0*f
A =4 4 2 LI
PF 10 TP

Aflr,6,2) = or? * ror 12002 * 072 (2.62)
0%f  20f 1 2f 1 0%f  cot(p) Of
A p)=—"+-—+—5——-+—=—5 -
f(p,0,0) 0p? + 0 Op + 2 sin2(<p) 002 + 02 002 02 o

2.3.1. Harmoniques sphériques

L'équation de Laplace en sphérique est simplifiée, si I'oarche la solution sous formg, (p, ) exp(ind).
Par ailleurs il convient de poser le changement de variabtecos(y), il est alors obtenu que la fonction inconnue
fn(p, x) doit vérifier I'équation différentielle :

62fn 2 afn n2fn 2z afn 1-— .%’2 a2fn

[ NP LR [ 2
2 T TR0 PR T2 a2 D (2.63)
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Cette derniére équation peut se résoudre en cherchantigi®ss de la formef,,(p,z) = p™ fn,m(x) ou de la
forme f.(p,z) = (1/p™ ") f.m(z), il est alors obtenu, dans les deux cas, I'équation diffiéetea sur f,, ., () :

2
(=) (0) = 20 4 (4 1) = 75 ) fan() =0 (264)
; ; .
Il s’agit de I'équation de Legendre associée (2.59), dosistdutions sont connues et sont les fonctions de Le-
gendre de premiéere et seconde espéece. Dans le cas particuie0 cette équation se réduit a I'équation de
Legendre (2.53) et dont les solutions sont les polyndmessdohctions de Legendre. Ainsi nous définissons les
harmoniques sphériques.

Définition 13 Les fonctions suivantes sont harmoniques en coordonnkésgpes et sont appelées harmoniques
sphériques :
. T . )
P P2 (cos(p)) exp(inf) | ——— P (cos(ip)) exp(ind)
VneZ, YmeZ Py (2.65)
p" @, (cos(ip)) exp(ind) pm+1QZAcm%w»exp@n@

Du fait que I'équation est linéaire, il est possible de somuoes solutions, ainsi les exponentielles peuvent étre
remplacées par des cosinus ou des sinus.

2.3.2. Fonctions harmoniques en cylindrique

Il est évidemment possible d’écrire les harmoniques sghés en coordonnées cylindriques, on obtient alors
les fonctions harmoniques suivantes :

2 2\ pn < . 1 n < .
+2°9)2 P | ———=)e ¢ P, e 0
VnezZ (" +2) " By ( r2 4+ z2> xp(ind) (r? + z2)m§r ( r2 + 22> xp(ind) (2.66)
vmez’ (r2 +22)2 Q" <#> exp(ind) ! Qr ( i > exp(ind) .
TANTE 4 22 P (r2 4 22)"5% T \r? + 22 P

Cependant, il est difficile de voir sous cette forme qu'ilgstgdans le cas des fonctions de premiere espéce)
de polynémes en et z. Ainsi nous présentons également des fonctions harmosigéeivées de celles-ci dont
I'expression polynomiale est explicitée. Pour cela noiisans le fait que sif,,(r, z) exp(inf) est harmonique
alors la fonctionf,,+1(r, z) exp(i(n + 1)8) définie par (2.67) I'est aussi :

Ofn(r, z) _ nfn(r, z)

n ,2) = 2.67
f +1(T Z) or r ( )
Ainsi on trouve en prenant(r, z) (pourn = 0) I'une des fonctions harmoniques suivantes :
o) = 0% + P (= )
’ N2+ 22
ou (2.68)
rz) = (r? + 22 2P <#>
fo( ) ( ) 2k+1 \/m
que X (r, z) exp(ind) etY;"(r, z) exp(ind) sont des fonctions harmoniques polyndmiales enz :
k—n ) )
Xp(r,z) = Z xZ,jTQ(kﬂ)*”zQ]
0<n<N =0
n<k<K’ (2.69)

k—n
Yk"(r,z) _ Z y;gy]_TQ(k—j)—nZQJ-#—l
Jj=0
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ou
n (=1)7+*(2k)!
Ty = -
0<n<N b T 2D = = Nk — )]
n<k<K |, (2.70)
0<j<k-n w2+l

Yk,j = 2]+1 Lk,j

Les polyndémes em et z, X} (r, z) et Y*(r, z) sont trés utiles pour la résolution de probléemes d’éldétien
coordonées cylindriques, ils sont par exemple utiliséshapitre 9, pour I'obtention de certains termes.

Par ailleurs, en cherchant la solution de I'équation de a@plsous la formg (r)g(z) exp(inf) on obtient
facilement les solutions suivantes :

Jn(07) exp(£d2) exp(ind)
Y, (6r) exp(2dz) exp(ind)
I,,(6r) exp(£idz) exp(ind)

K,,(0r) exp(£idz) exp(inh)

VoeC, VneZ (2.71)

Il est assez aisé de voir que les fonctions suivantes sdrdrioniques :

rJ), (0r) exp(£82) exp(inf) | J, (6r) exp(+5z) exp(ind)
TYI (6r) exp(£02) exp(inf) | Y, (6r) exp(d2) exp(inh) 2.72)
I! (6r) exp(+idz) exp(inf) ( r) exp(£idz) exp(ind) '
TK' (0r) exp(£idz) exp(ind) | K, (6r) exp(£idz) exp(ind)
Ce type de solutions est utilisé au chapitre 9, pour I'olibendes termes courants.

Les solutions sont cherchées le plus souvent sous formerigs,s@ais des formes intégrales sont également
répandues dans la recherche de facteurs d’intensité deguatpour les problémes de fissuration ou les problémes
de contact, ou plus généralement dans le champs de la pbys@ghématique pour tous les problémes de valeurs
frontiéres mixtes dans la théorie des potentiels comme letnade livre de Sneddon (1966). Cette méthode fait
intervenir la résolution d’équations intégrales dualestd@m trouve un grand nombre d’exemples dans les livres
de Sneddon (1966), Sneddon and Lowengrub (1969), Mandalla(i®99) ou encore le handbook de Polyanin
and Manzhirov (2008). On cherche a identifier un potentieinwaiqueF (r, 0, z) en introduisant un potentiel de
couchef (§) grace a la formulation :

F(r,0,z) = ( . f‘f((;)Ja(cSr) exp(5z)d5> exp(ind) (2.73)

2.3.3. Fonctions harmoniques et bi-harmoniques en deux diemsions

Il est clair que I'équation de Laplace peut étre résolue evsidérant des solutions du tygg(r) exp(ind),
car I'’équation se simplifie en :

L Faln)

r

fulr) + - _fn( ) (2.74)

Cette derniere équation admet pour solution génénate () f,.(r) = A,r"+B,r " etpoum =0 fo = Aln(r).
Ainsi les fonctions harmoniques bi-dimensionnelles sont :

f(r,0) =A+ Apln(r) + Z (Apr™ + Bpr ™) exp(inb) (2.75)

n=1

De la méme maniére les fonctions bi-harmoniques sont :

f(r,0) = A+ AgiIn(r) + Agar? 4+ Agzr® In(r) + (AorrIn(r) + Agor + Aosr™t + A04r3) exp(i6)
+ Z (Anr" + Br " 4 At 4 Dnr7”+2) exp(ind) (2.76)

n=2
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2.4. Intégrales de frontiére

Les solutions se présentant sous forme d’intégrales déidrem’ont pas été utilisées dans ces travaux. La
raison en est que dans le cadre des méthodes inverses, moclsais a étendre par continuité la solution au-dela
de la frontiére. Dans le cas d’intégrales de frontiere céopgement ne permet pas, en général, de connaitre
les champs hors du domaine d’'intégration. Nous donnons emjgbe emprunté a I'élasticité plane pour nous en
convaincre. Supposons que nous mesurons les composdhiess; du tenseur des contraintes dans un disque
élastique not® de rayonR,, supposons que cette mesure soit faite au rdygn< R, (mesure sur tout un cercle
notédC). On définitC le disque de rayoR,,,. Nous verrons au chapitre 3 que les contraintes peuvenirg'éans
D sous la fome : L

Orp —i0m9 = ¢'(2) — 6%%'(2) - 562i9¢”(z) +¢'(2) (2.77)
ou les potentiel®’ (z) ety)’(z) sont des fonctions holomorphes définiesBudonc a fortiori suc (la définition de
I'holomorphie est précisée au chapitre 3). Nous avons @rpméssant outil d’analyse complexe a notre disposition
présenté par Vekua (1964) : le probleme de Cauchy :

Lo . - N . oc — C : e
Théoréme 5 SoitdC un arc paramétrique orienté de clasSé et soitg : { Eoo g(t) une fonction définie
sur la lignedC et intégrable sur cette ligne. Alors les conditiqiget (ii) sont équivalentes :

f(z) est holomorphe su€ — oC
(i) : lim f(z)=C

|z] >4+

Vte dC, f(tt) — f(t7) = g(t)

1 t
(1) ¢ f(2) = —— J IO 4 4 ¢
2im Jpt—z
Nous cherchons a utiliser le théoréme de Cauchy, pour celadevons faire apparaitre une discontinuité de fonc-
tion holomorphe. Cependant la fonctien— ¢/(z) n’est pas holomorphe. On pose donc la fonction holomorphe
sur I'extérieur du domainé (notéeC = C —C):

— R?

o z—>¢ (Tm> (2.78)
z

On notez™ un élément: € C tel que|z| — R,, par valeurs inférieures. On note = R2 /z". Ainsi nous

avons|z~| — R,, par valeurs supérieures. Par ailleurs, nous awop&:*) = o eto,g(z") = o/%. Ainsi nous

pouvons écrire :

oD

FIGURE 2.2 — Cercle de discontinuité

2
o —igTy = /(") (—) Wt — () 4 B ) (2.79)
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Posons la fonction holomorphe stir— dC suivante :

/ = / _ 1 _
Qo @' (2) RZ (2) —2¢"(2) zeC—0oC (2.80)
—g(z) zeC—0C
Nous avons immédiatement :
QN —-Q(z7) = o — i,y (2.81)

Etudions le comportement a l'infini de(z). ¢'(z) est bien défini su€, ainsi¢’(0) = ao € C. Donc le comporte-
ment a l'infini deQ(z) est :

— R?
0G), 7, P =0 () o m (2.82)
|z|>+%0 z |z| >0
D'ou:

Or on a d’apres ce qui précede :
(Q+@)(z") — (U +a0)(z7) = o7y —ioyg (2.84)
Il s’agit donc d’un probléme de Cauchy, nous avons donc leltaissuivant :

1 m(t) —iol(t
Q) = a5+ —— [ Tt = ion®)
20T oc t—z

t (2.85)
De cette équation nous déduisong(z) surC — aC doncg’(z) surC — oC grace a la définition dé’(z) (2.78).
Nous obtenong”(z) par simple dérivation et nous déduisons aloté:) grace a la définition d€(z) (2.80).
Nous en déduisons alors le champs de contrainte partoutdgnése a I'équation (2.77).

Ainsi nous pouvons écrire le probléme d’élasticité comme mmbégrale de frontiére a noyau singulier dont
l'intégrande fait intervenir les contraintes mesuréesayon R,,. Cependant, il est clair que si I'on cherche a
étendre cette solution par continuité véf®, nous n'obtenons queE'(z), qui n'est autre que’(z) dansC.
Fondamentalement cela est du au fait qu’'une intégrale deidre ne traduit que la valeur des champs dans le
domaine d’intégration, ceci s’exprime de maniére anal@glagpropriété de la valeur moyenne pour les fonctions
harmoniques. Ainsi des développements en série ont étérpsd ce genre de solutions, qui conduisent dans le
cas des problémes inverses a une impasse.
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CHAPITRE Il

THERMO-ELASTICITE BIDIMENSIONNELLE

Dans ce chapitre, nous exposons les principaux résultdtsldsticité plane isotrope. Les développements
sont faits dans le corps des complekesonformément a la théorie de Muskhelishvili (1977), réeseoplus tard
par Lu (1995).

Par ailleurs nous démontrons I'équation de la chaleur pawanps tournant a partir d'un simple équilibre
énergétique. Nous faisons cette démonstration, car easduvent que les termes liés a la rotation du cylindre
soient omis dans la littérature.

Nous démontrons, en compléments, les résultats dans Isatasme, principalement parce que par ce biais
nous prouvons que la théorie des potentiels n'est pas urditmonsuffisante du type : tout potentiel vérifiant
certaines conditions donne une solution du probléme diéigs mais une équivalence : la solution d'un pro-
bléme d’élasticité linéaire peut toujours étre exprimédagttion de potentiels. Ceci résulte principalement du
Lemme de Poincaré et du théoreme de conjugué harmoniquaillears la preuve fait intervenir des théorémes
et propriétés fondamentales sur les fonctions holomorpfueseront utiles au chapitre 4. En complément le cours
d’analyse complexe de Yger (2001) pourra étre consulté prafit. Ce chapitre peut aisément étre passé pour un
lecteur habitué a utiliser ces outils.

3.1. Résultat de Kolosov-Muskhelishvili

En élasticité plane dans un domailec C, si la température s'écrify x (1 + ©) (sachant qudy est la
température initiale ou le corps élastique est libre deraamtes) les champs de contrainte et de déplacement
s’écrivent sous forme de potentiels holomorphes (cf Sneddd Lowengrub (1969)) :

( Ogz + Oyy = 2 (¢I(z) +W) _79('272)
Vz e Q, Oyy — Ozx + 2005y = 2 (E¢II(Z) + 7/)/(2)) -7 j (Z_(jdz (3.1)

2p(ug + iuy) = £o(2) — 2¢'(2) — ¥(2) + % f@(z,?)dz

\

Le coefficienty vaut2(1 + v)aTp/(1 — v) en déformations planes 21 + 2v)aT}, en contraintes planes et le
coefficients vaut3 — 4v en déformations planes € — v)/(1 + v) en contraintes planes, atest le coefficient

de Poisson et le coefficient de dilatation thermique. Ce résultat esteergment utile, et sert a la résolution du
probléme inverse élastique du chapitre 4. Cependant ilaébip judicieux de d'abord traiter le probléeme sous
forme isotherme®(z,%z) = 0), puis de superposer un autre probleme ou I'on cherche [gackEments liés au
gradient de température. Cette démarche a été adoptéegsochdpitres 4 (élasticité isotherme), 5 (détermina-
tion du champ de température) et 7 (couplage par supemusitCeci est rigoureusement équivalent et conduit
aux mémes calculs, la superposition permet simplement dexrdiscerner les efforts élastiques et les efforts
thermiques, ce qui est intéressant pour calculer la fatigerenique a la surface des cylindres de travail.

25
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3.2. Equation de Navier avec second membre

Comme nous venons de le préciser, il sera utile dans la seitiérminer le champ de déplacement lié a un
gradient de température. Il nous faut établir pour celai&ipn de Navier avec un second membre en température,
ce qui est équivalent a la formulation complexe (3.1). Notiduisons le tenseur des déformations thermiques
€. Supposons qu’un corps élastique isotrope soit sujet & amphde températur€(X), étant initialement
relaché a la température uniforiig, nous avons le systeme d’équation suivant, reliant le chdergeplacement
u, au tenseur des déformations totade=t au tenseur des contrainiges

diva =0 (Equation d’équilibre)

o = \rle—€e"]I+2u(e—€") (Loi de comportement) (3.2)
e=1(Vu+!'Vu) (Equation de compatibilité) '
e =a(T(X)-Ty)1 (Comportement thermique)

En réinjectant I'équation de compatibilité et la loi de cartpment dans I'équation d’équilibre, il vient tres
facilement I'équation de Navier avec un second membre epéegture :

AV [divu] + pdiv [Vu +f Vu| = a3\ +20) VT (3.3)

3.3. Equation de la chaleur pour un solide tournant a vitesseonstante

Dans cette section nous proposons d’exhiber une forme glénge I'équation de la chaleur sans source. En
effet, la téle plastifiée produit de la chaleur, qui est diffa dans le cylindre, en revanche ce dernier ne produit pas
de chaleur lui-méme, nous considérons dés lors I'équating 'erme de source.

Le premier principe de la thermodynamique et la loi de Faud@nent sur un volume arbitraife, défini
comme une tranche cylindrique d’épaisseur infinitésimatiedrontiered(2 (de normalen).

-[[ AVT.ndS = J]] PCp %dT (3.4)
oQ Q

ol (W.m~1.K~1) est la conductivité thermique,(kg/m?) la densité et,, (W.s.kg™'.K~!) la capacité thermique
et sont a priori des fonctions de la tempéraflir®ar ailleursiT'/dt est la dérivée compléte par rappott &n effet
les variables d’espace dépendent @t doncdT'/dt # 0T /ot. Par ailleurs si I'on note la vitesse des particules

a la frontiére nous avons :
oT
Jf AVT.ndS = JJJ pcpEdV + Jf pcpTv.ndS (3.5)
o0 Q o0

Le théoreme de Stokes donne :

f f div(AVT)dV = f f f pcpaa—fdw f f div(pc, Tv)dV (3.6)
Q Q Q

Nous avons choidsi) arbitrairement, cela nous autorise a écrire I'égalité ¢déoate sans l'intégration sur le vo-
lume, nous obtenons donc I'équation de la chaleur dans lgéraé&ral

div(A\VT) = pc]gaa—jt1 + div(pc,Tv) (3.7)

Nous cherchons a développer I'équation (3.7), pour I'éain coordonnées polaires. Nous avons les formules de
calcul formel suivantes :

div(fX) = fdiv(X)+ X.Vf
2 2
div(Vf)=Af=af 1of 10°f (3.8)

o2 " ror T r2o0?
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Nous en déduisons :

div(AVT) = Mdiv(VT) + (VT)Q% (3.9)
div(AVT) = A 62—T+16—T+i62—T +Q oz 2—i—i o ’ (3.10)
B or: ror 1?2002 dr or r2 \ 00 '
Et:
div(pc,Tv) = pe,Tdiv(v) +v.V (pc,T) (3.11)
div(pc,Tv) = pe,Tdiv(v) + v.(pc, VT + pT'Ve, + T, Vp) (3.12)
. . de, dp
div(pc,Tv) = pep,Tdiv(v) + | pe, + Tpd—T + Tcpd—T v.VT (3.13)

Dans le cas d’'un mobile tournant a la vitesse angulajreous avons la vitesse de la particule au rayon
v = wreg (notons quev est supposé constant).

div(v) = wdiv(reg) =0 (3.14)
Nous obtenons pour le second terme de (3.7) :
. dc dp\ oT
div(pc,Tv) = w (pcp + Tpd—jf + Tcpd—T> 20 (3.15)

En combinant les équations (3.7), (3.10) et (3.15) noushainte:

)\ 62_T+16_T+i62_T +@ a_T 2+i 6_T ’ —
or2  ror  r? 002 dT or r2 \ 00 B

oT de dp\ oT
Pl o7 +w (pcp + Tpd—;: + Tcpﬁ> 0

(3.16)

Cette équation constitue I'équation de la chaleur comgétite en polaire pour un corps 2D tournant autour de
son origine a une vitesse angulaireconstante. Dans le chapitre 5, nous considérons des pptitermiques
indépendantes de la températur€eci simplifie grandement I'écriture de I'équation de lalelur, qui devient
simplement :

2 2
T 10T  10°T 1 <6T 6T> (3.17)

oz i "o “ D\t TV

ol I'on a poséD = \/pc, (m?/s) la diffusivité thermique.

3.4. Famille de solutions

Nous exhibons une famille de solutions de cette équatisnutife dans la pratique. Pour ce faire nous dévelop-
pons en série de Fourier, puis nous séparons les varialesfeE, la solution est & chaque instantRériodique
selond et peut donc étre développée en série de Fourier (cf ch@itre

T(r,0,t) =

n

F,(r,t)exp(ind) (3.18)

18

o0
Le n iéme coefficient de Fourier est recherché comme une fonati@miables séparables :

En(r,t) = fn(r)gn(t) (3.19)

1. et une vitesse de rotation indépendante du temps au maites durée d'un tour, ce qui revient a dire que I'évolutiompmrelle de la
vitesse de rotation est faible devant la durée d'un tour
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D’ou en reportant dans (3.17) :

n? ) _ 4l

o) (1201 4 10200) = T2 1000)) = 250 (60) om0 (3.20)

La conditionT(r, 0, t) > 0 est vérifiée T exprimée en Kelvin) donc nous pouvons diviser Pace qui donne :

n2

CCEEACEEAG)

r2

1t
fn(r) B D gn(t)

Les deux termes égaux sont chacun des fonctions d’une satgble (indépendantes I'une de l'autre), il existe
donc un nombre complexg tel que :

(g;l(t) + iwngn(t)) (3.21)

g (t) + (iwn — DC) gn(t) = 0

Ainsi :

fu(r) =7Jn(v/=Cr)
{ gn(t) = exp((DC —iwn)t) (3.23)

ou J,, est la fonction de Bessel de premiére espéce d'ordiéfinie (cf chapitre 2) pour un argument complexe et
~ est un nombre complexe arbitraire.
En introduisant = —1/ (DC — iwn) nous obtenons la solution de (3.17) suivante :

1 iwn t .
N T ( i FT> exp(—;) exp(inf) (3.24)

3.5. Conclusion

Dans les cas d’application au laminage de I'acier, la vianades coefficients thermiques n’est pas suffisante
pour que I'approximation de les supposer indépendantstdelpérature soit critique, ceci est vérifié au chapitre 5.
Cependant bien que ceci n'ait pas été abordé dans ces trdeahgse, il est possible de linéariser I'équation de
la chaleur méme si les coefficients thermiques dépendenttéeipérature, grace au calcul asymptotique. L'idée
consiste & écrire les coefficients thermiques sous la fde) = Dy(1 + eo(T — Tv)/Tp) ou Ty est le champ de
température que nous aurions si la diffusivité thermiqaé ébnstante et égaleia, et le parameétre, est sans
dimension et tel quey << 1. Nous pouvons deés lors linéariser I'équation de la chaledrogivant la température
sous formé&l’” = Tj + €9 T3 + ... + €T} + ... et en identifiant les termes en puissances,d€ette approche pourra
faire I'objet d'une étude particuliére sur des cylindreslaminage dont les propriétés thermiques varient plus
fortement en fonction de la température, notamment en lageird chaud avec des refroidissements importants,
ol une importante gamme de température est atteinte.

Nous concluons ce chapitre avec un commentaire général tutdrie des potentiels. Les problemes d’élasti-
cité sont traités comme le montre I'équation (3.1) gracesgpa¢entiels holomorphes (donc harmoniques). Le cas
des problémes de thermique est également traité grace édaeles potentiels, mais de maniére moins visible.
En effet, faisons un paralléle entre I'élasticité et la thigue. Nous pouvons faire une analogie entre la tempéra-
ture et le vecteur déplacement. Le gradient de la températest autre que le flux de chaleur (a une constante
multiplicative prés qui sert de loi de comportement), targlie le tenseur des contraintes n’est autre que la partie
symétrique du gradient du vecteur déplacement (a une acaastaultiplicative pres, qui est un tenseur d’ordre
quatre, étant la loi de comportement). Une analogie enfiexale chaleur et le tenseur des contraintes peut donc
étre faite également. Ainsi de la méme maniére que I'on pepbser les déplacements, nous pouvons imposer
la température comme condition aux limites, et de la mémearanue I'on peut imposer le vecteur contrainte
(tenseur contracté avec la normale a la surface) on peutsienpe flux de chaleur contracté avec la normale a la
surface.

Cependant la température a un double role, celui de déptatezhcelui de potentiel scalaire. Cela est du au
fait de la faible dimension du probléme. Il est remarquaklgendant que la dépendance temporelle (variable
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et vitesse de rotation) des probléemes thermiques font de ce potentiel une fonoborharmonique. Si le corps
est immobile et en régime stationnaire (on parle plutot aildare pour un probléme d’élasticité), alors I'analogie
avec le probléme d’élasticité s'étend a I'harmonicité dteptiel, comme on peut le voir a I'équation (3.17)

3.6. Compléments

3.6.1. Dans un domaine élastique simplement connexe

Cette section reprend la démonstration trés classiquesditaé(3.1) énoncé au début de ce chapitre, et pourra
étre passée rapidement. Ce complément est inséré dangediotexte et non dans les annexes, pour que les
lecteurs peu familiers de I'analyse complexe puissent/&ples outils essentiels de la théorie des potentiels avant
de lire I'utilisation que nous en faisons au chapitre 4. dsi’cependant pas nécessaire de s’attarder sur ces pages.

Résoudre un probléme d’élasticité linéaire isotrope sulamaine d’élasticité2 (ou I'on néglige les forces
de volume et d'inerties) revient a trouver I'unique coupéeathampsd ,€) de contrainte et déformation, vérifiant
des conditions en déplacemertt sur une partie de la frontiér$), et en vecteur contraintE? sur le restant de
la frontieéreo(),, et vérifiant le systéme d'équations suivant :

div(g)=0 Equation d’équilibre

o= M\r(e).1+2ue Loi de comportement isotrope

e=3(V(u)+' ¥V (u)) Equation de compatibilité (3.25)
(z,y,2) € 00, u(z,y) = ug(z,y) Conditions aux limites en déplacement

(z,y,2) € 00y, on =Ty(z,y) Conditions aux limites en contraintes

Si I'on travaille en déformation plane le tenseur des dé&droms vérifie :
€pz = €y =€, =0 (3.26)
La loi de comportement isotrope devient alors :

Ozz = (A + 20)€zz + Aeyy A\
Oyy = Mgz + (A +20)eyy =04, =

) (Opa + Oyy) (3.27)
Opy = 2U€ay

2N+

En revanche si I'on travaille en contraintes planes le t@ndes contraintes de Cauchy vérifie :

Orz = Oyz = Ozz = 0 (328)

Et la loi de comportementimpose :

Oz = (A +21)€gz + Aeyy +€22) A\

oyy = (A +2u)eyy + Mezz +€22) = €5 = T2 (€xz + €yy) (3.29)

02z = (A +20)€2, + Megs + €yy) H

21\
D’oll en posani™* = AT
A+2u

Ogxx = ()\* + 2,“/)611 + )\*ny
Oyy = AN¥ezq + (N* +21)€y, (3.30)
Opy = 2li€qy

Les sytemes (3.27) et (3.30) ont exactement la méme steyetimsi résoudre un probléme en déformations planes
ou en contraintes planes revient a résoudre les mémes @gjatisuffit de considérex en déformations planes
et A\* en contraintes planes.

Nous introduisons quelques concepts bien connus des matilgées qui sont au coeur de la démonstration
du résultat de Muskhelishvili (1977).
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Définition 14 En dimension 2, une forme linéaire est une applicaffotinéaire deR? dansR. L'espace des
formes linéaires est engendré par :

do - R? - R
. (h1,h2) -

dy - R? - R
v (h1,h2) - hy

Définition 15 Soit() un ouvert deR?, on appelle forme différentielle de clasgetoute application de class@®
de(2 dans I'espace des formes linéaitgselle que :

) { R? - F

| (@y) - Plz,y)dr +Q(z,y)dy

ol P(z,y) etQ(z,y) sont de class€*

Définition 16 Soit f une application de classg® de () (ouvert deR?) dansC. On appelle différentielle d¢ la
forme différentielle :
af of

df = %d:p + a—ydy

Nous énoncons le Lemme de Poincaré qui sera le point de dp#tdémonstration, car il permet de justifier
I'existence du potentiel d’Airy :

Théoréme 6 Si{) est un ouvert simplement connexe@et w(z,y) = P(z,y)dx + Q(z,y)dy une forme diffé-
rentielle de class€’ telle que :

or _Q
dy oz
Alorsw dérive d’un potentiel, c’est-a-dire qu'’il existe une faoat f (x, y) de) de class&? telle que :
w = df
ou of of
P(EE,y) = 6_ etQ(m,y) = A
x oy

Un ouvert simplement connexe se comprend comme un ouvereger{en un seul morceau) sans trou. La figure
3.1 représente un ouvert simplement connexe et un ouveringriement connexe.

Ouvert non simplement connexe Ouvert simplement connexe

FIGURE 3.1 — Ouvert simplement connexe

Nous définissons les deux formes différentielles suivantes

w1 (I’,y) = _Uwydx + Uzzdy
3.31
{ w2(x7y) = O-yydw - Uzydy ( )

L'équation d’équilibre devient en déformations ou en cainttes planes :

002w | 00y _0 et 00y  00yy

ox oy ox oy =0 (3.32)
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Ainsi d’apres le Lemme de Poincaé etw- dérivent de potentield et B :

B B
dB = a—dx + a—dy = —0ydT + 0y dy
oA A (3.33)
A= 6_xd$ + a—ydy = Oyydr — 0yydy
De plus nous avons :
0B 0A
= == 3.34
ox oy ( )
Ainsi d'aprés le Lemme de Poincarkix + Bdy dérive d’'un potentiel :
dUu = a—de + a—Udy = Adx + Bdy (3.35)
ox oy
D’ou I'existence dupotentiel en contraintes d’Airy défini par :
02U 02U 0*U
_ - _ = 3.36
Toa 0y? Toy 0xdy vy T Pp2 ( )

Ce résultat est essentiel dans la mesure ou I'existencetdlymotentiel est assuré, la recherche de solutions
analytiques portera sur le potentiel lui-méme et non suchesnps de contrainte ou de déplacement. Nous dé-
montrons des propriétés fortes du potentiel d’'Airy, afin gete recherche de solution soit la plus ciblée possible.
Nous avons I'equation de Navier, qui n’est rien d’autre daguation d’équilibre, ou I'on a réinjecté la loi de
comportement et I'équation de compatibilité :

2 2
0%ug 0%y

o

2 2
(A+u>(M+M)+my:o

D
V)
D
8
D

(3.37)

63u:,3 63uy Oy
A+ 1) ( 55 630269) +“A_x =0

Puy  Puy ou
- T AL —
()\+'u)<6y3+6x6y>+'u 0

(3.38)

En sommant les deux équations et en remarquant que les temiasteurs dé\ + ) sont des dérivée en et
eny de Laplaciens respectivement dg et u,, puis en intervertissant les Laplaciens avec les dériafinous
obtenons I'équation de Beltrami-Michell :

Ouy  Ouy)
A ( Lt a_y> =0 (3.39)

Par ailleurs, en écrivant la loi de comportement dans ldgjlestenseur des déformations est écrit en fonction des
déplacements via I'équation de compatibilité nous obtenon

Gun + Tyy = 20\ + 1) (‘Zj” + %) (3.40)
D'ou:
A(Csg + 0yy) =0 (3.41)

Or il suit immédiatement de la définition du potentiel d’Airy(3.36) que :

AU = Ogx + O (342)
vy
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Ainsi grace a (3.41) nous avons le résultat fondamentalepetentiel d’Airy est bi-harmonique, soit :
AAU =0 (3.43)

Nous avons vu au chapitre 2 des fonctions bi-harmoniquesatu Pétude de certains problémes est ainsi aisée
par la recherche directe d’'un potentiel d’Airy bi-harmamégomme série de ces fonctions (2.76). Cependant les
outils d'analyse complexe, le lien entre I'harmonicitémeupart et I'holomorphie d’autre part, ainsi que la réso-
lution d’équations intégrales complexes a noyau singplieposée par Muskhelishvili (1953) et Vekua (1964),
conduisent a considérer un changement de variable complexer + iy pour profiter de ces puissants outils.
Nous avons donc pour toute fonctigfw, y) du planR? une fonction associéﬁ(z, Z) (le symbole tilde sera omis
par la suite pour des raisons de lisibilité) du plan compiéxelle que :

z2+zZ z—7% ~
faw =1 (52557 ) =) (3.44)
Nous obtenons grace a un calcul différentiel simple :
0f(z2) _10f(x,y) i 0f(z,y)
07(=2) _ 10f(a.y) i 0f(x.y)
0z 2 Ox 2 Oy

En considéranf (z,y) = = + iy et f(x,y) = x — iy il apparait que: etz sont a entendre comme des variables
indépendantes au sens de cette dérivation (3.45). Parraiteus définissons les formes différentielles complexes
a partir de la base de forme différentielle réelfesetdy :

Définition 17 L'espace des formes linéaires @adansC est engendré par les deux formes linéaire suivantes :
dz = dx +idy| dz = dx — idy (3.46)
Par ailleurs nous avons besoin de définir une forme diffé@mtomplexe d’'une fonction.

Définition 18 Soit f une application de classg* de) (ouvert deR? assimilé aC) dansC. On appelle différen-
tielle complexe d¢ la forme différentielle :
_of . Of
df = 6zdz+ azdz
Léquation de Laplace (2.61) dai®$ définie au chapitre 2 devient pour le double Laplacien duristed’ Airy :
U 64_U U

AAU = — +

oxt Oyt + 0x20y? (3.47)

Cependant en considérant le changement de variable eatire(3.45) on obtient dans le corps des complexes :

4
AAU = 16% (3.48)

On introduit I'outil majeur de la résolution des problémé&sassticité plans isotropes, la notion d’holomorphie.

Définition 19 On dit gqu’une fonctiory (z) de2 c C a valeurs dan€ est holomorphe si et seulement si elle est
de classe’! sur (2, et si pour tout: € 2 la différentielle complexe dg s'écrit sous la forme :
of
df =z a(2)dz & P 0 (3.49)
z
Les exemples types de fonctions holomorphesssontz — 2™ et surC* z — 1/2", avecn € N.
Il est aisé de constater que fiz) est une fonction holomorphe, alors sa partie réelle et séeparaginaire
sont des fonctions harmoniques®é dansR. Il existe une sorte de réciprogue, il s'agit du deuxiémetége
fondamental que nous utilisons : le théoréme du conjuguédgique.
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Théoréme 7 SoitQ un ouvert simplement connexe & assimilé aC et soit P une fonction harmonique de
dansR. Alors, il existe une fonction harmoniqaede (2 dansR telle quef = P + i@ est holomorphe sun.

Pour utiliser ce dernier résultat, nous considérons lerpieled’Airy U bi-harmonique, et nous introduisons le
potentiel auxiliaire harmonique défini par :
P=AU (3.50)

D’apres le théoréme du conjugué harmonique il existe ureaqudtentiel) harmonique tel qug(z) = P + iQ
est holomorphe su. Par ailleurs les fonctions holomorphes sont de cléd$set admettent des primitives sur les
ouverts simplement connexes, nous avons en particuliésldtat suivant :

Théoréme 8 Soit(2 est un ouvert simplement connexellet soit f (z) une fonction holomorphe sut. Alors, il
existe une fonction holomorpligz) sur (2 telle que

(au sens de la limite du taux d’accroissement)

On noteF'(z) = r f()d¢

Grace a ce théoréme nous introduisons la primitive holotmeypz) de la fonction holomorphé(z) divisée par
quatre :

1 z
6:) = 7 | ()6 = Reto(2) + ilm(6(2) (351)
Du fait de I'holomorphie de(z) on a de maniére triviale :
0 1/0 .0 .
ﬁ_f =3 a—i—z&—i = —(P+1iQ)
06 1[06 .00 i (3.52)
oz 2\ex o)
D’ou en identifiant les parties réelles et imaginaires :
oRe(¢) _dm(¢) _ 1, _ Ay
0Re(g) _ dim(g) _ 1, |
B oy  ox 4

Ainsi, nous avons intégré le potentiB| mais il s’agit de résoudre un double Laplacien, il conviimtégrer de
nouveau. Nous posons pour cela le potentiel défini ®ans

p(z,y) = U — Re(¢)z — Im(¢)y (3.54)
Un bref calcul de Laplacien donne :
A(Re(@)r) = rARe(9)) +27 D _ Lp
amig) 1 (3.55)

A(Im(¢)y) = yA(Im(¢)) + 2 5 = 5P
On obtient donc en se rapelant (& = P :
Ap= AU =3P = 5P =0 (3.56)

Ainsi p(z, y) est harmonique, d’aprés le théoréme du conjugué harmothiepiste¢(z, y) harmonique d€) dans
R telle que&(z) = p + iq est holomorphe suk. Nous avons donc :

p = Re(€(2))
{ ¢ =Im((2)) (3:57)
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Ainsi en réécrivant/ grace a (3.54) et en tenant compte de (3.57)on a:

U = Re({(2)) + Re(¢(2))x + Im(¢(2))y (3.58)

Nous avons finalement le résultat en complexes :

U = Re(€(2) +70(2)) = 5 (&) +26(2) + 22 + 26(2)) (3.59)

Le potentiel d’Airy s’exprime donc comme la partie réelleée combinaison de potentiels holomorphes (avec un
z). Pour achever la démonstration il convient de remarguenqombinant I'équation d’équilibre et la définition
du potentiel d’Airy (3.36) en fonction des contraintes otiet :

2
, 2
Oty o0°U A42u

y—r = - 4L "7
Quy _ U A2 g '
By = 02 T 20+ p)
Grace a la premiére ligne de (3.53) on a immédiatement :
Oty ?U  2(\ +2u) ORe(9)
2u =—-—=-+
Juy _62_U 2(A +2p) olm(¢) ’
a oy  0y? A p Oy
Gréace a une intégration directe on a :
ou  2(A+2
oy, = 00 4+ 2 Mgy 4 11y
S0 200 o) (3.62)
2puy = o T ————m(¢) + fa(x)

A+

En dérivantu, pary etu, parz et en sommantles deux équations, il vient gug (y) = f5(x) = co € R (il faut
tenir compte de la loi de comportement pour le terme de gaehg = o, de la définition du potentiel d’Airy
(3.36) et de la seconde équation de (3.53)) . Affasiy) = —coy + ¢1 et fa(x) = cox + co. Ceci correspond a des
mouvements de corps rigide que nous annulons.
Ainsi on écrit le vecteur déplacement sous la forme :
oU  2(A+2u)

2p(ug +iuy) = —2— +

p= Nt (2) (3.63)

Il convient d'identifier le termedU /0z, pour cela nous devons dériver par rappokt Béquation (3.59). Nous
tenons compte du théoréme suivant :

Théoréme 9 Si f(z) est une fonction holomorphe, alors il existe une fonctiotirholomorphey(z) (méme dé-
finition gu’une fonction holomorphe mais en intervertigsaret z) telle queg(z) = f(z). Par la suite on ne
distingue plusf etg et on écrira directement par abus de notation :

f@) = 1(2)
Ainsi nous avons : o
24 =9(:) +€(2) +20/(2) (3.64)
On pose la fonction holomorphg z) suivante :
P(z) =¢€'(2) (3.65)

Donc: L
2z + iuy) = Ké(z) —p(2) — 20/ (2) (3.66)
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3 —4v Déformations planes
_ At (3.67)

T AN+u 3 — .
Atp Contraintes planes

1+v

Par ailleurs la définition du potentiel d’Airy (3.36) nousthe directement la trace et le déviateur des contraintes :

U
(3.68)
. o0°U
Oyy — Ogz + 210y = 4@
En reprenant I'expression (3.59) nous obtenons :
0oz + oy = 2(¢(2) + ¢'(2))
(3.69)

Oyy — Oza + 2104 = 2(¢'(2) +2¢" (2))

Nous exprimons également le résultat final pour un domaigtigLie simplement connexe en coordonnées po-
laires :

Orpr + 099 = 2 (¢I(z) +W)
009 — Oy + 200, = 22 (Eqb"(z) + 1//(2)) (3.70)

2u(uy + iug) = e (k(2) — 29/ (2) — ¥(2))

Ainsi trouver la solution d’un probléme d’élasticité plasetrope revient a identifier deux potentiels holomorphes
sur le domaine élastique considéré, qui vérifient les canditaux limites. Cette approche est particulierement
puissante, car les fonctions holomorphes ont de trés b@ropsiétés de régularité, ainsi nous avons :

Théoréme 10 Soit f(z) une fonction holomorphe sur un ouvélt alors f(z) est dérivable suf?, au sens de la
limite du taux d’accroissement :
fl(z()) _ lim f(Z) - f(Z())

|z—2z0|—>0 Z— 20

Les régles de dérivation restent inchangées par rapportesuréel. Par ailleurs la dérivabilité au sens complexe
est beaucoup plus forte qu'au sens réel, elle implique notant que la fonction est infiniment dérivable sur
'ouvert 2, et qu’elle est analytique en tout point dk c’est-a-dire que quelque soiy dans il existe un
voisinagel;, dezy contenu dan$) tel que :

£0 (n)
Ve Vo, 72) = 3} T oy
n=0 ’

Ceci est illustré dans la Figure suivante :

Développable en série entiére autour de z,
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De plus a l'infini toute fonction holomorphe admet un dévpkrpent asymptotique en série de Laurent{&n

et(1/z"))

Il existe une maniére particulierement élégante de véhdgeconditions aux limites qu’elles soient en déplacement
ou en vecteur contrainte, bien que celle-ci ne soit pas &@dans ces pages, en effet cela serait fastidieux
d’autant plus qu’une alternative beaucoup plus simpledligppement en série entiére) dans le cas d’'un cylindre
est utilisée a la place. Néanmoins nous citons le princippa® en détail par Lu (1995)), il s'agit d’écrire les
potentiels holomorphes sous formes d'intégrales a noymuber du type de Cauchy, soit :

1 t
_ L[ ey
2im Joqt—2

¢(2) a7
i -, 3.71
b= [ Mg L[ WO,

2w Joqt—2 2 olt—=z2

Larésolution d’équations intégrales singulieres dévedgs par Muskhelishvili (1953) et Vekua (1964) est utilisée
comme un puissant outil pour la recherche de solutions dgaés.

3.6.2. Dans un domaine élastique connexe

Nous considérons a présent le cas d’'un domaine élastiqmexeymais non-simplement connexe, c’est-a-dire
gu’il a des trous. Nous ne développons pas les équationscdares, I'idée principale est de couper le domaine
de sorte qu'il n"ait plus de trous, pour justifier I'existendu potentiel d’Airy (car le lemme de Poincaré nécessite
cette condition), comme le montre la Figure suivante :

Connexe avec trous Simplement connexe avec discontinuité

Par ailleurs le théoréme de primitive fait intervenir degdiithmes :

Théoréme 11 Si©2 un ouvert connexe (non simplement connexe &vious" d’origine z; avecj € {1;...; k}) et
si f(z) est une fonction holomorphe st alors il existe une fonction holomorptgz) sur et il existey; € C
avecj € {1,...,k} telsque:

z k
f FOdC = F2) + 3y In(z — 25)

J=1

De cette maniére on démontre (cf Lu (1995)) que le résultdapbsur les contraintes n’est pas modifi€, mais qu'il
faut considérer des logarithmes complexes pour les dépkes, qui ne dépendent que de la résultante des efforts
appliqués au bord de chaque trou. Il est a noter que les tbgas complexes sont des fonctions multi-valuées
(et donc non-holomorphes). Cela est cohérent avec le fanhanalyse réelle, la présence de trous autorise des
solutions bi-harmoniques faisant intervenir des loganik.



CHAPITRE IV

EVALUATION DES CONTRAINTES DE CONTACT

Ce chapitre est une adaptation d’'un article publié dans daliof Materials Processing Technology
(Weisz-Patrault et al. (2011)). Il s’agit de la premiére dipption industrielle des méthodes présen-
tées aux chapitres 2 et 3. La connaissance des contraintesmtact entre le cylindre de travail et
la tble devient critique pour le laminage moderne a grandesge. Dans ce chapitre, une méthode
inverse analytique est développée pour déterminer legtefie contact dans 'emprise en mesurant
le tenseur des contraintes, grace a des fibres optiques, @oiaha I'intérieur du cylindre. Contrai-
rement a de nombreuses méthodes inverses, aucune inveesioatrice n'est nécessaire, car lI'angle
de contact étant extrémement réduit nous serions condudissamatrices mal conditionnées. Les
méthodes itératives ne sont pas non plus étudiées parceapiteohps de calculs trés faibles sont
recherchés. Cette approche utilise la théorie de I'élasticsotrope développée dans le chapitre 3,
sous I'hypothése que le probléme est isotherme et plan.luticorepose sur des développements en
séries entieres de fonctions holomorphes. D'autre pastiéenps de calcul sont étudiés pour optimi-
ser rapidement les parametres industriels pendant le pféce laminage, dans I'idée d’'une future
boucle d’asservissement. Des simulations de laminage @d;l#afroid et de skinpass (finitions) sont
empruntées a la littérature pour démontrer la précision detésente méthode et la faisabilité de
ce nouveau type de capteurs inverses, en prenant en consptenigraintes technologiques du sys-
teme de mesure par fibres optiques (par exemple la fréquéacquisition ou la profondeur limite
d’insertion du capteur).

4.1. Introduction

4.1.1. Principes

Le laminage moderne combine des vitesses de rotation puées, des taux de réduction de I'épaisseur du
produit plus importants, des nuances d’acier plus dures &blds plus fines (pouvant aller a quelques centaines
de microns). Ainsi, pour assurer la qualité du produit,ipalierement en termes de constance de I'épaisseur,
de bonne planéité et d'absence de défauts de surface, laissance des frottements et de la lubrification dans
'emprise devient essentielle. Le contact entre la bande eylindre de travail est le lieu de cisaillements, de
pressions normales et de conditions de lubrification inasn@uelques modéles, qui caractérisent l'interface,
en prenant en compte la lubrification ont été proposés cesedes années par Montmitonnet et al. (2007) mais
nécessitent encore une validation expérimentale. D'aqudrg trés peu d’'informations contrélant la qualité du
produit sont accessibles pendant le procédé, ainsi la sBamce des efforts de contact en temps réel serait
une avanceée technologique majeure permettant I'optiroisaes parameétres de laminage (tels que la force de
laminage, la lubrification, le taux de refroidissement ooaea la vitesse) via une boucle d'asservissement.

Des capteurs offrent déja la possibilité de mesurer legamés dans I'emprise. Un grand nombre de cher-
cheurs, comme par exemple Jeswiet and Rice (1982) ou pleisréent Liu et al. (2002) et Andersen et al. (2001),
ont utilisé des capteurs a aiguille (directement implastisns le contact). Cependant comme nous I'avons précisé
en introduction, la présence de I'aiguille perturbe logsat le contact, les écoulements respectifs du métal et du
lubrifiant sont modifiés. Par ailleurs des marques impogtagont visibles sur le produit (dues au frottement de
l'aiguille), une utilisation industrielle est donc impdsg. Plus récemment, Lagergren et al. (2006) a développé
un capteur beaucoup plus large que la longueur de I'emBis® capteur peut permettre de dépasser la difficulté
de la perturbation des conditions de frottement, le probldes marques sur le produit n’est pas résolu.

37
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Ainsi une méthode inverse est nécessaire. Stelson (1988n&rédque la déformation élastique du cylindre
permet d’évaluer les efforts de contact dans I'emprise @sure est faite sous la surface du cylindre). Parmi
guelques contributions numériques nous pouvons mentidameéthode itérative par éléments finis développée
par Schnur and Zabaras (1990). Le travail est adaptableoate forme plane avec des capteurs insérés sous
la surface. Une application au laminage & chaud avec desticosdrés favorables montre un faible niveau de
précision. Une méthode itérative alternative, par élémeetfrontieres a été proposée par Bezerra and Saigal
(1995). Les mémes conditions de laminage sont analyséesiagemeilleure précision, cependant les temps de
calcul restent longs. Le développement de ce nouveau typagleur vise a une exploitation en temps réel. Donc,
les schémas itératifs sont écartés. De plus, une approchélé@ments finis, ou tout autre approche fondée sur
l'inversion d’une grande matrice représentant la reldiiodnire entre les déformations mesurées et les contginte
de contact, seraitimprécise, voire impossible. En effafjprise a une longueur trés réduite et les matrices seraien
alors mal conditionnées car les angles impliqués seraieptfroches les uns des autres. Par conséquent, le
probléme classique, ou de petites erreurs de mesures sentlai de trés importantes variations de la solution,
invalide complétement cette possibilité. Pour éviter agbfme, Meierhofer and Stelson (1987) ont proposé une
méthode analytique fondée sur I'hypothése que pendantwirids conditions dans I'emprise ne changent pas
(régime permanent tour par tour). Il est donc possible deureede tenseur des déformations (converties en
contraintes par la loi de comportementisotrope) en un aing le cylindre et d’obtenir tout un cercle de mesures
grace a la rotation du cylindre. De ce fait nous pouvons ageésde résoudre le probleme dans le sous-domaine
constitué du disque de rayds,, (rayon de mesure) et d’étendre la solution par continuité laesurface et en
particulier dans I'emprise, comme nous 'avons déja indign introduction. Cependant, le travail de Meierhofer
and Stelson (1987) repose d'une part sur une formulaticstiélee assez lourde du potentiel d’Airy en séries
de fonctions bi-harmoniques réelles (cf. chapitre 2) a@lapiour les probléemes de couronnes, et d’autre part
sur un développement en série de Fourier des contraintesréess Enfin 'identification des coefficients des
deux séries est nécessaire. Cependant pour obtenir suffesaing’équations les auteurs ont utilisé des mesures
a deux positions radiales différentes, définissant ainsk dercles concentriques de mesure. D’'un point de vue
technologique 'insertion d’un capteur mesurant les @intes a deux positions radiales différentes est beaucoup
plus difficile & concevoir qu’un capteur simple. De plus,eEaup d’'inversions de matrices d’identification (bien
conditionnées si les deux rayons de mesures sont suffisainaiiséncts) sont requises.

Trés récemment, Legrand et al. (2010) a implémenté nungmgat cette méthode et a évalué son efficacité
sur différentes simulations de laminage. Les auteurs aoext que, pour des conditions industrielles normales,
la méthode développée par Meierhofer and Stelson (1987lasvement précise mais difficilement utilisable en
raison des temps de calculs trés importants.

4.1.2. Fibres optiques

Dans ce chapitre, une approche analytique similaire ad'giénérale de Meierhofer and Stelson (1987) est
construite. Le tenseur de déformation (donc de contrgimtgtsmesuré en un seul point du cylindre (une seule
position radiale, au lieu de deux). Cette différence esid'des principales améliorations apportées par cette
contribution, car I'aspect technologique s’en trouve gement simplifié. Les mesures sur tout le cercle sont ob-
tenues grace a la rotation du cylindre de travail. Conceaifearapteur local de déformation lui-méme, Meierhofer
and Stelson (1987) ont utilisé des jauges de déformatid@esur I'extrémité plate d’un petit cylindre de labora-
toire. Cependant, cette technique n’est pas recommandédgsccylindres industriels parce qu'ils sont beaucoup
plus larges que le produit, ainsi nous ne mesurerions augnalsdu fait qu’a son extrémité le cylindre n’est pas
en contact avec la bande. Des fibres optiques sont considéaés cette étude. La mesure repose sur le principe
des réseaux de Bragg, qui donnent les déformations localessgprétant les longueurs d’onde réfléchies comme
cela est rappelé par Ferdinand et al. (2009). Les fibreswtijmsérées dans un trou trés fin font I'objet d'une
étude technologique dans le cadre du projet européen RFBPORL. Apres I'insertion du capteur, la surface du
cylindre est rectifiée (ou polie de nouveau) pour éviterg¢guarque sur le produit.

4.1.3. Approche mathématique

Le probléme sur le sous domaine défini par le cercle de mestiréslu analytiquement. Puis, la solution
est étendue par continuité vers la surface pour exhibeolesaintes de contact dans I'emprise. Pour cela, nous
devons utiliser les équations de I'élasticité plane poumnatériau isotrope sous condition isotherme, développées
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par Muskhelishvili (1977) et exposées en détail au chaBitte formalisme complexe permet un développement
trés simple des fonctions holomorphes a déterminer enssénigieres. Par ailleurs, une technique pour rendre le
calcul aussi rapide que possible est exposée. Ainsi, ledelmpalcul a été considérablement réduit pour atteindre
une utilisation en temps réel de ce nouveau type de captauerses.

Dans ce chapitre tous les résultats sont dérivés de simuogaties conditions industrielles données par Le-
grand et al. (2010) sont reprises : laminage a chaud, a ftaidralitions de skinpass (laminage a froid de finition
sur épaisseurs trés faibles). Ainsi, les mesures au rayeman sont simulées par un calcul direct (cette étape
remplace de réelles mesures qui doivent étre faites pasfdpiques) et les contraintes de contact sont déduites
de la méthode inverse. Une comparaison entre les consgintecrites en surface et I'estimation des contraintes
reconstruites par méthode inverse permet d’'évaluer lat§udd la méthode. Il apparait que la présente solution
inverse est beaucoup plus précise que celle développée @arhdfer and Stelson (1987). En outre, Legrand
et al. (2010) conclue que le cas extréme du skinpass ne peétigareconstruit du fait de la longueur de contact
trop restreinte et des gradients de contraintes trop él&résevanche la méthode exposée dans ce chapitre est
satisfaisante méme pour de telles conditions.

Toutes les notations sont listées dans le tableau 4.1.

TABLE 4.1 — Nomenclature

R, Rayon externe du cylindre € Erreur de reconstruction 0. Contraintes

R,  Rayonde mesure des contraint@sV,,,, ~Gradient max du signal d'entrée || o(") Contraintes mesurées
r Position radiale Inmex  Maxde la norme du signal d’entrde af’__) Contraintes prescrites
0 Position angulaire 0 Angle de I'emprise ag Coefficients a calcule

N, Nombre de points d'interpolation z Variable complexe b Coefficients a calcule

Ny, Nombre de points de mesure d Potentiel holomorphe M,  Matrice

N; Nombre de troncature \ Potentiel holomorphe M,  Matrice

Nin, Nombre d’'inversions de matrices (..) rr, rd ou 6o Ms  Matrice

Capteur a >
fibres optiques

Produit ———> t/

FIGURE 4.1 — Mesure des contraintes
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4.2. Analyse inverse

Le rayon, ou sont mesurées les contraintesRgs{m signifiant mesure) et le rayon du cylindre &st> R,,
(s signifiant surface). Les contraintes mesurées sont nefées’; etoyy. Quelque soit € C, nous rappelons
les équations de I'élasticité isotrope et isotherme dopaé#luskhelishvili (1977) :

Orr + 09 = 2 (‘I’(Z) + ‘1’(2)) (4.1)
—0rr + 099 + 2i07'9 = 2€2i0 (\I](Z) + E(I)I(Z)) .

ou ®(z) et U(z) sont des fonctions holomorphes inconnues définies surealistjue de rayo®,. Nous avons

précisé au chapitre 3, que mathématiquement ces fonctiomasalytiques donc développables en séries entiéres
sur un disque. Ainsi quelque saitt D(R;) (le disque de rayoR;) :

+o0
D(z) = Z aj 2"
k=0

+o0
U(z) = Z b, 2* (4.2)
k=0

Pour manipuler des coefficients sans dimension nous insods les quantités suivantes :
= REal. | by = RE Y, 4.3)
ak m@ k mYk :

En combinant (4.1), (4.2) et (4.3), les contraintes peus@atire en fonction dey, etby, :

+0 k
orr(r,0) + ope(r,0) = 2 Z (RL> (are™® + e *0)
k=0 N\ (4.4)

+o0 k
—0pr (1, 0) + 099(1,0) + 2icrg(r,0) =2 Z (RL> (bpe!F+20 4 kay ety
k=0 N

Il suffit de déterminem; et b, pour résoudre complétement le probleme. En effet, en canbies équations
(4.4) évaluée en = R;, les contraintes de surface sont obtenues.

Pa ailleurs, les familles;, etb; sont calculées en intégrant les contraintes mesurées an i@grne par les
formules suivantes (le second systéme s’obtient en syasirées deux équations de (4.4)) :

27 1 27
a0 =g | (o +o6s)db a=qo | ond
Vken* Vkent
aFﬁ Oﬂwdﬂ < ak:% Oww(w (4.5)
Vk e N Vk e N
\ br = ﬁ 02” i :i(i%?z; 2ors do — (k + 2)ak42 \ by = —% fw 2+ Z{?ﬁ&ika% do

Le second systeme correspondant & I'écriture du vectedrainte et peut paraitre plus intéressant car il ne fait
pas intervenir la composam@ du tenseur des contraintes. Mais en tous les cas, pour méssicomposantes:
etrd, trois directions de fibres sont & considérer (chaque fibsuneaune déformation axiale). Les formulations
sont rigoureusement équivalentes et donnent les mémedtatésu

4.3. Précision et temps de calcul

La point central de toute la méthode est la qualité atteioter pe calcul des intégrales (4.5). Une petite
erreur numerique suty ou by est multipliée au moins pe(le/Rm)k, qui augmente jusqu’a ce que la solution
diverge. Nous comprenons cela comme la manifestation tgdaile probléeme est mal posé. Pour éviter de tels
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écueils, nous devons tronquer les sommes. Ainsi, plus tégrales seront calculées avec précision et plus le
développement en série pourra étre poursuivit a des indlegés, et plus la solution sera précise.

Pour calculer les intégrales, beaucoup de points de mesomésécessaires. Cependant la fréquence d’acqui-
sition du systeme a fibres optiques est encore assez faible(dre de quelques kHz) du fait du temps d'interpreé-
tation des longueurs d’ondes qui sont consultées les umes ks autres, d’ou, un nombre de points assez limité.
Une maniére efficace de calculer pratiquement les intég)(4l8) (temps de calcul trés courts et bonne précision)
est d'interpoler le signal d’entrée avec des fonctions qués (spline). Le nombre de points d'interpolation est
noté N, (ou s signifie spline). Le choix dé&V,; est un compromis entre la précision et le temps de calcurteri
polation en spline améliore considérablement la qualitéignal entrant. Les intégrations (4.5) sont comme des
coefficients de Fourier, et une maniére classique et tresaeffide calculer ce genre d’intégrale est d'utiliser les
transformées de Fourier rapides (fft, fast fourier trarmafip qui calculent la somme de Riemann de Na(qui
converge lorsqué’,; devient grand) vers la valeur de I'intégrale. Cette techaig été mentionnée au chapitre 2.

Plus précisément , si est le signal d’entrée représenté comme un vecteur coloatsil N, la fft calcule
le vecteur également de taillé; suivant (| < k < N;):

1 1 (& gim (m=1)(E=1) L i(k
1 _ 1 —2i (M1 4 —i(k—1)60
N fft(o) N. (Z o(k)e " > No—+m0 (27TJ; o(6)e d9> (46)

m=1

Donc, I'extraction des coefficients, et by, peut étre effectuées comme suit :

- 1
ag ~ ffit(o)). + opp)1 o1 Ht (5™
4N, a0 = 5o t(om)
*
VkeN Vk € N*
~ fft (o 00 1 :
{ ag 9N, (Ur'r + 0’96)k+1 - ap ~ F [m(an)k_‘rl + zf’ft(a%)k+1] (4.7)
Vk e Nl Vi e N
by ~ —fft(—o o+ 210k 1 .
o g Mm@ 4 R0+ RT3 )]
L —(k + 2)agso Ny s

Le nombre d’'intégrales a calculer est identique pour lexdeumulations, dans le premier cas nous calculons
deux fft portant sur la trace et le déviateur des contrajutass le second nous calculons deux fft portant directe-
ment sur les pressions normales et les cisaillements.

Le tableau 4.2 liste les temps correspondant aux calculd/desefficientsy;, etb, (etincluantl'interpolation
du signal d’entrée) pour différentes valeurside Il s’agit en fait de temps strictement proportionnel§a Tous
les temps de calcul sont obtenus pour un quadcore 2.8 GHntlesdemps affichés par Scilab 5.3 . De plus, un
programme écrit dans un langage compilé peut réduire lgsgeim calcul. Dans la suite, le paramétigest fixé
a 100 000. Ce choix est un compromis, que nous discutons atlarsd.6.

TABLE 4.2 — Temps de calcul

Ny Temps de calcul (s
20 000 0.01
60 000 0.03
100 000 0.06
200 000 0.12

La formule (4.4), évaluée eR,, est une déconvolution et peut étre calculée par une tranéfode Fourier in-
verse (inverse fast Fourier transform). Cependant, latfomdfft n’offre pas le choix des points de reconstruction.
Parce que cette reconstruction a la surface n’est vouluéap®'emprise, la déconvolution est calculée comme
suit. La formule (4.4) est écrite sous forme matriciellenDgsi la reconstruction est faite poi. (r signifiant
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reconstruction) points situés dans I'emprise et n6jég € [1, N,]) et sile nombre de termes conservés dans la
somme est notd/; (¢ signifiant troncature), alors on a (en notant en gras leguesissus des quantités indicées
du méme nom, tous les vecteurs sont définis sur I'exemaptea;, pour (k € [1, N¢])) :

o.r(Rs,0) +099(Rs,0) = My.a + M,.a

(4.8)
07'7'(R87 0) + 099(R87 0) + 2'5'0'7'0(Rs; 0) = M>.b + Ms.a
ou (]a k) € [[]‘5NTH x [[LNtH :
( k
M =2 (RS ) exp(z’kz@-))
Ry,
R k
MQ,j,k =2 (RS ) eXp(Z(k + 2)9])> (49)
R k
Ms =2 (RS ) k:exp(z‘k@))

Le tableau 4.2 donne les temps de calcul pp@t b. Un aspect trés intéressant en écrivant (4.4) sous forme
matricielle est que les matricég,, M, et M3 peuvent étre évaluées avant le procédé et stockées danibline b
theque numérique. Le calcul purement on-line est doncdimitx produits de matrices impliqués dans (4.8) et
surtout au calcul des fft des signaux entrants. Cette litgigue peut contenir différentes versions des matrices,
correspondant a différentes valeursieet N;. Le temps de calcul des produits dans (4.8) pSLIr= 55, ce qui
parait suffisant pour I'interprétation industrielle, eéghgeable (0.002 s) devant le temps des fft.

4.4. Erreur de reconstruction

Pour valider la solution, nous considérons des simulationgrocédé de laminage, que nous détaillerons par
la suite. Ces simulations fournissent les contraintes déacbque nous prescrivons a la surface du cylindre, no-
téeSO’f”) (9) (oup signifie prescrites et o{l.) désigner our6). Un simple calcul élastique donne les contraintes
au rayonR,, (notée&r?j)), qui constituent les données d’entrée de la méthode iev&ns exploitant ces der-
niéres, nous reconstruisons les contraintes de contastli@anprise, notées (R, ). Pour évaluer la qualité

de la reconstruction, une erreur quantifiée est introdieets utilisons la distance relative (en norme 2) entre les
contraintes reconstruites issues du calcul inverse ebletsaintes prescrites en surface :

52 (o) (B.0) — o7 (0)] a0

o (9)]2(19

o |9

€(..) = 100 (4.10)

4.5. Critére de troncature

Lefficacité de la méthode repose sur les intégrations (£6/mme nous I'avons précisé, une petite erreur
(inévitable) est multipliée au moins p@Rs/Rm)k, qui augmente de plus en plus jusqu’a ce que la solution di-
verge. Par conséquent le choix du nombre de troncature deaas est essentiel. Nous rappelons que le nombre
de troncature est not®¥;. Nous proposons ici, une technique empirique pour obtenban choix a priori deV;
simplement en analysant quelques parametres du signahern@ette technique n’est qu'une premiére tentative
pour automatiser le choix d¥;. Cependant des études ultérieures beaucoup plus axé&srurlde quadrature
devraient étre mises en oeuvre. Nous pouvons égalemersiagaviune analyse en fréquence et I'écriture d’'un
script qui balaye les coefficients du typg(R,/R,,)* et tronque automatiquement lorsque ceux-ci commencent
a diverger, cette derniére approche semble la plus proonsetiguoiqu’elle n’a pas été automatisée (le graphe est
affiché et le critére de troncature saisi a la main par lsatieur). Dans les chapitres suivants, la méme problé-
matique revient systématiquement. Le travail que nousprgnons dans ce chapitre n’a pas été repris pour ne
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pas alourdir les travaux avec des considérations trop auéds traitement du signal. L'accent est porté sur les
considérations de modélisation.

Les signaux d’entrée sont donnés avec une résoliignqui représente de nombre de points de mesure sur
une rotation du cylindre signifiant mesure). La qualité de I'extraction des coeffitse;, etb, dépend fortement
de N,, et de la singularité du signal. Le maximum de la dérivée doai(notéV,,...), le maximum de la norme
du signal (notd,,,...) et la base angulaire de I'emprise (no#&sont considérés pour caractériser la singularité du
signal. Comme nous cherchons une loi empirique, une rel&garithmique peut étre raisonnablement tentée :

N, = Ax NI8 w7 52 (4.11)

m=Tmax max

ol a, 3, v et \ sont des coefficients sans dimension. En ou&#g,,, 17,0 doit étre sans dimension, donc
B = —v = —X. Ainsi, le modele devient (0US = 42/ (Vimaz9))

N, = A x NaS? (412)

Nous répétons que ce modéle n’est qu’une loi empirique. g, pour la discussion technique cette approche
est dans un premier temps suffisante. Nous cherchons a diterna et 3, de sorte que le nombre de troncature
optimal soit proche du nombre de troncature prévu par la&ldi). Pour cela trois conditions industrielles reprises
de Legrand et al. (2010) sont testées. Le laminage a charadg@f skinpass couvrent tres largement le champ des
conditions possibles en laminage et les signaux utiliségimnt donc représentatifs des extrémes que I'on peut
atteindre pour ce type de problémes et peuvent donc étiméstdomme références. Les profils de contraintes dans
I'emprise sont imposés et un calcul élastique direct cotimenel permet d’obtenir les profils de contraintes au
rayonR,, (cette partie remplace les mesures qui doivent étre faiteBlpes optiques). Ces profils de contraintes
sont ensuite utilisés comme signaux d’entrée pour la méthmeerse. En utilisant (4.10), il est possible pour
chaque condition de laminage et pour chaque valeuY,dede produire le graphe (en fonction dg) des erreurs
entre les contraintes reconstruites par méthode invetses ebntraintes initialement prescrites en surface.
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1 Ny | N =100 6 (rad)
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T T T T T -2000 T T T T T T
200 300 400 500 600 0.75 0.76 0.77 0.78 0.79 0.80 0.81 0.82
(a) e fonction deN; (b) Reconstruction avety,,, = 1000 et Ny = 100
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(c) Reconstruction aved/,,, = 1000 et Ny = 544 (d) Reconstruction aved/,, = 1000 et N; = 700

FIGURE 4.2 — N, optimal et différentes reconstructions en laminage a froid
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Par exemple, la figure 4.2(a) (correspondant a la pressionale du cas de laminage a froid avl§, =
1000) montre que l'erreur atteint un minimum global pour une @iekt valeur déV;. Il est clair que la meilleure
reconstruction est un compromis entre la convergence d&ilmet 'amplification des erreurs dans le calcul des
intégrales. Les reconstructions correspondant a trogivadifférentes d&’; sont présentées figures 4.2(b), 4.2(c)
et4.2(d). Lafigure 4.2(b) est une mauvaise reconstructierad fait que la série n’a pas encore convergé, la figure
4.2(c) est la meilleure reconstruction et la figure 4.2(éspnte une mauvaise reconstruction due au fait que trop
de termes ont été conservés dans la somme. La valey dei correspond a la meilleure reconstruction est listée
dans les tableaux 4.3(a) et 4.3(b) pour différentes valded,, et pour les trois cas de laminages considérés
(c’est-a-dire pour trois valeurs différentes du critéresihgjularités).

TABLE 4.3 — N, optimal

(a) Pressions normales; (b) Cisaillementsg,.q

N, Chaud Froid Skinpass N, Chaud Froid Skinpass

- S~007|8~039 | S~0.64 - S~0087|S8S~029| $§~0.3
1000 445 544 630 1000 437 527 590
1250 503 708 899 1250 489 630 919
1500 532 846 1119 1500 506 761 795
2000 532 1080 1304 2000 506 960 1150
3000 532 1080 1428 3000 506 960 1620
5000 532 1080 2600 5000 506 960 2364

Dans les tableaux 4.3(a) et 4.3(b), le nombre optimal deatumeNV; atteint une limite quandv,,, augmente.
Du fait de I'interpolation en splines cubiques (avec un tn&sd nombre de points d’interpolation) et de la régula-
rité des signaux entrants, la précision des intégratiomenepas étre améliorée au-dela d'une certaine limite, qui
dépend de la longueur de I'emprise. Pour identifier les eortiesA, « et 8 apparaissant dans le modele (4.12),
seules les valeurs d¥; avant la saturation sont prises en compte (valeurs en éaeaogras dans les tableaux
4.3(a) et 4.3(b)). La validité de cette loi est donc limitée saleurs deV,,, pour lesquelles la précision n'est pas
saturée.

La figure 4.3, représente en fonction N%Sg, les nombres optimaux de troncatuve repris des tableaux
4.3(a) et 4.3(b). Le modele (4.12) est également représeeie les valeurs suivantes4d = 1.83, a = 0.86,
B = 0.215, qui seront conservées par la suite.
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FIGURE4.3 -V, vs.Nmsg

Le temps de calcul du modeéle logarithmique (4.12) est néghie (0.006 s) devant celui des fft des signaux
entrants.
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4.6. Discussion sur le nombre de points d’interpolation

Dans cette section, le choix du nombre de points d’intetsiaV, = 100000 est commenté. Comme nous
I'avons expliqué dans la section 4.3, ce choix est un comfgentre la précision et le temps de calcul. En utilisant
I'erreur définie par (4.10) et les trois conditions de larngimaeprises de Legrand et al. (2010), les contraintes
pour différentes valeurs d&, (c'est-a-dire différentes qualités d’intégration) soe¢anstruites. Il est possible
de produire le graphe des erreurs entre les contrainteastades et les contraintes prescrites, en fonction du
nombre de points d'interpolatioN,; pour chaque condition de laminage. La figure 4.4(a) (res(o)).présente
I'erreur en fonction deV, pour le reconstruction des pressions normales (respleis&ihts). Les valeurs d¥,,
sont celles considérées dans les sections suivantes.doas ISkinpass, I'erreur diminue exponentiellement en
fonction N,. Le meilleur compromis est don¥, = 100000. Par simplicité, ce choix est appliqué a toutes les
conditions de laminage, quoique pour le laminage a chaudretcbon aurait pu se contenter @&, = 20000.
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FIGURE4.4 —e vs. N,

4.7. Validation et comparaison

4.7.1. Contraintes prescrites dans I'emprise

Les trois simulations que nous avons déja évoquées a ptasigprises, notamment dans les sections 4.5 et
4.6 sont utilisées pour valider I'efficacité de la méthodeemse développée dans ce chapitre et pour faire une
comparaison quantitative avec les résultats obtenus gaahd et al. (2010). Les contraintes de contact des trois
conditions de laminage sont données par un modéele numérigM initialement établi par Hacquin (1996).

Il s’agit d’'un modeéle couplé considérant la tle sous régihermo-visco-plastique et le cylindre sous régime
thermoélastique. Les profils de contraintes pour les passiormalesd..) et les contraintes de cisaillement
(0r9) sont présentés figures 4.5(a), 4.6(a) et 4.7(a). Les donditle laminage & chaud sont les plus réguliéres,
alors que les conditions de Skinpass sont les plus singslitia longueur d’emprise varie de 71.6 mm pour le
laminage a chaud, & 13.7 mm pour le laminage a froid et 4.8 mmlps conditions de Skinpass. Il est intéresant
de constater que la forme des contraintes données par lderiddld3 (Hacquin (1996)) est de méme nature que
les efforts de contact trouvés par Boussinesq (1885) paufatees concentrées sur un plan semi-infini avec le
classique changement de signe des cisaillements.

Les parameétres de simulation pour les conditions & chasp &é&oid et Skinpass) sont listés dans les tableaux
4.4 (resp 4.5 et 4.6).

4.7.2. Mesures simulées

Un calcul élastique direct classique donne les contratfées le cylindre au rayoR,,, (considérées comme
des simulations des mesures qui doivent étre faites pas fiptiques). Les figures 4.5(b), 4.6(b) et 4.7(b), pré-
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sentent les contraintes calculées au raiggn sans bruit ajouté.

Le rayon interneR,,, est choisi a 3 mm de la surface pour les conditions de lamiaageud et a froid sur
la base des études technologiques sur l'insertion des fibrg®ur pouvoir comparer aux résultats de Legrand
et al. (2010). Cependant pour le cas difficile du Skinpassgtadients de contraintes sont trés élevés, si bien que
R,, est pris a 2 mm seulement de la surface du cylindre, ce quicestljinstant le cas limite pour I'insertion
des fibres optiques. Legrand et al. (2010) montre que la steanion sur la base des travaux de Meierhofer and
Stelson (1987) est impossible sous des conditions de Sisrgza les auteurs ont besoin d’un signal pris a 1 mm
seulement de la surface, ce qui est peu envisageable duleoint technologique. Dans cette étude cette difficulté
est dépassée.

Il est également important de mentionner que le nombre degpde mesuréV,,, est choisi pour étre cohérent
avec la fréquence d'acquisition des fibres optiques (qesididz). Nous considérons une vitesse de rotation
typique (1 tour par seconde), ainsi nous avons pour unedrémgude 1 kHz}V,,, = 1000 points sur le cercle.
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FIGURE 4.5 — Conditions de laminage a chaud
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FIGURE 4.6 — Conditions de laminage a froid
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FIGURE 4.7 — Conditions de Skinpass

4.7.3. Résultats sans bruit de mesure

La méthode inverse est appliquée en prenant en entrée feusiges figures 4.5(b), 4.6(b) et 4.7(b), et une
comparaison est faite entre la reconstruction (sortie thubaet les contraintes de contact prescrites. Les résulta
donnés par Legrand et al. (2010) sont confrontés a ceux queaimenons. Les figures 4.8, 4.9 et 4.11 présentent
les reconstructions des contraintes de contact (avecdiffiés options discutées dans la suite).

Le nombre de troncature est choisi automatiquement graowdele logarithmique (4.12). Ainsi les résultats
ne correspondent pas exactement a la meilleure recornstryntissible par la méthode inverse, que nous avons
développée, mais s’en rapprochent.

Laminage a chaud

Le probléme est supposé isotherme. Cependant, pour defticosdie laminage a chaud, les contraintes
thermiques ne sont pas négligeables, comme cela est dénpantexemple par Legrand et al. (2010). Cet aspect
n'est pas étudié dans ce chapitre (les contraintes theamispnt négligées), mais cette difficulté est dépassée au
chapitre 5 ou le probléme thermique est résolu. Ainsi le [grole couplé thermoélastique peut étre résolu par
superposition, ce qui est fait au chapitre 7.

Les figures 4.8(a) et 4.8(b) correspondent aux conditiodad@mage & chaud. La troncature des sommes est
faite a la 399 ieme harmonique poay, (et a la 412 iéme pous,). Les résultats présentés dans les figures
4.8(a) et 4.8(b) montrent que les contraintes reconsteitées contraintes prescrites sont presque identiques et
ne peuvent pas étre distinguées facilement a cette échdalid.la nouvelle méthode inverse développée dans ce
chapitre est beaucoup plus précise que les calculs préseatd_egrand et al. (2010) (fondés sur le travail de
Meierhofer and Stelson (1987)). La position du point negtre nous avons défini dans le chapitre 1 est trés bien
prédite, ce qui est un résultat important du point de vuestraal.

Tous les paramétres de simulation et de reconstructiongiedes erreurs de reconstruction en pourcentage
et les temps indicatifs de calculs pour les deux méthodeslistés dans le tableau 4.4. Les temps de calculs
indiqués pour la programmation de Legrand et al. (2010) soaestimation obtenue avec un processeur dualcore
2 GHz. N, est le nombre d’inversion de matrices d'identification diket@ x4, alors que la présente méthode
inverse ne nécessite aucune inversion de matrice.



