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Première partiePrésentation générale etrappels

1





CHAPITRE
1 Présentation

1.1 IntrodutionIl est ommunément admis que les problèmes d'ordonnanement s'in-téressent à l'alloation (optimale) des di�érentes parties d'une applia-tion, représentée par un graphe de préédene G = (V,E) qui araté-rise les ontraintes hronologiques entre es di�érentes parties, aux res-soures/mahines, a�n que l'appliation soit aomplie le plus rapidementet/ou au moindre oût. Cette dé�nition est très générique et permet de ou-vrir un large spetre de problèmes d'optimisation ombinatoire. Nous pou-vons iter omme domaines d'appliation : ordonnanement de projet (via laméthode PERT), les problèmes liés aux ateliers de prodution, lignes d'as-semblage, les systèmes d'exploitation des ordinateurs, les systèmes distribuéset systèmes embarqués, les problèmes d'emplois du temps, des problèmesd'a�etation, de transports, de tournées, . . .Quoique réente (début des années 1960), la théorie de l'ordonnane-ment a fait l'objet d'études très poussées, tant au niveau de la omplexité,que de la reherhe de solutions exates ou de solutions approhées ave ousans garantie de performane 1. De nombreux ouvrages spéi�ques et dédiésaux problèmes d'ordonnanement ont été publiés. Nous pouvons référenertrois livres lassiques portant sur l'étude des problèmes d'ordonnanementen général [16℄, [99℄, [133℄.Je me suis intéressé aux problèmes d'ordonnanement lorsque j'ai om-mené ma thèse de Dotorat sous la diretion de Evripidis Bampis en 1996à l'université d'Évry Val d'Essonne dont le sujet portait sur � L'impat desdélais de ommuniations hiérarhiques sur la omplexité et l'approximationdes problèmes d'ordonnanement �. J'ai poursuivi l'étude de es problèmesdepuis mon intégration dans l'équipe APR (� Algorithme et Performanes1Ces notions seront préisées dans le hapitre 23



Présentationdes Réseaux �) au sein du LIRMM. Ce manusrit établit une synthèse demes travaux depuis quelques années.1.2 Organisation de la thèseLe plan de ette thèse omporte trois grandes parties (de tailles inégales).La première partie porte sur la présentation générale de e manusrit, unrappel sur la théorie de la omplexité et de l'approximabilité et pour �nirles problèmes d'ordonnanement. La suivante se foalise sur les problèmesd'ordonnanement pour le parallélisme. La dernière onerne des appliationspotentielles pour deux problèmes d'ordonnanement.Au hapitre 2 nous proéderons à un rappel sur la théorie de la om-plexité et de l'approximabilité. Nous y présenterons les bases telles que lanotion de transformation polynomiale, les lasses de omplexité (P,NP et
NP-omplet). Nous illustrons via deux exemples la néessité de poursuivre,de ompléter la lassi�ation en utilisant la théorie de l'approximation. Nousdonnerons le théorème de l'impossibilité qui permet de déterminer un seuild'approximation pour un problème d'optimisation Π à partir d'un résultatde NP-omplétude pour une variante déisionnelle de Π. Nous rappelleronségalement le théorème du � gap � qui permet la détermination d'un seuild'approximation k pour un problème d'optimisation Π à partir d'un seuild'approximation k′ pour un problème d'optimisation Π′. Dans la littératureette rédution est appelée la gap-rédution. Nous présenterons égalementles lasses d'approximation dépendant de l'instane.Nous listerons les problèmes NP−omplets qui seront utilisés dans lasuite lors des di�érentes transformations polynomiales proposées.Au hapitre 3 les dé�nitions fondamentales, les hypothèses et lesonepts, en théorie de l'ordonnanement, qui seront utilisés dans la suitede e manusrit seront dérits. Nous ommenerons par présenter l'ensembledes tâhes. Ensuite, nous dérirons via deux modèles de base en ordonnane-ment statique (le système multiproesseur et les proesseurs dédiés), l'envi-ronnement des proesseurs et l'in�uene sur les aratéristiques des tâhes.Pour �nir, nous énumérons les ritères d'optimalité (ou fontions objetifs)lassiques en théorie de l'ordonnanement. Un exemple viendra illustrer lesdi�érents ritères d'optimalité.Après, nous énumérons les voies possibles et les stratégies pour tenter derésoudre au � mieux � (notion qui sera formalisée dans e hapitre) les pro-blèmes dont la omplexité des meilleurs algorithmes onnus est exponentielle.Nous détaillerons la notation synthétique (usuelle) à trois hamps α|β|γ.4



Les hapitres suivants onernent les problèmes d'ordonnanement pourle parallélisme. Le but de l'ordonnanement pour le parallélisme est d'ob-tenir des modèles de plus en plus �ables et réalistes tout en onservant desrésultats théoriques exploitables. Les modèles faisant abstration de la hié-rarhie mémoire ne peuvent être utilisés dans les arhitetures modernes, etainsi la notion de ommuniation doit être prise en ompte.Le hapitre 4 abordera les résultats de non-approximabilité et d'ap-proximation dans le as du modèle homogène en présene des grands délaisde ommuniation et nous redémontrerons le résultat lassique pour le pro-blème UET −UCT , en utilisant une transformation à partir d'une variantede 3SAT . Le modèle ave ommuniation homogène est un modèle très lar-gement étudié dans les années 90. Ce modèle apture la notion de délai deommuniation potentielle entre deux tâhes i et j, soumises à une ontraintede préédene. Les ontraintes de préédene entre les tâhes sont donnéespar un graphe de préédene. Le délai n'est e�etif que si les deux tâhes
i et j s'exéutent sur deux proesseurs di�érents. Dans e hapitre nousprésenterons, une lassi�ation tant en omplexité qu'en approximation, desprinipaux résultats onnus sur e modèle.Au hapitre 5, nous présenterons un modèle ave des ommuniationhiérarhiques dans lequel plusieurs niveaux de ommuniations sont prisen ompte. Ce modèle tente de modéliser les arhitetures où les proes-seurs sont regroupés sous forme de grappes de proesseurs. Une grappe seraonstituée de deux ou plusieurs proesseurs reliés par un réseau totalementonneté. Les grappes seront également reliées entre-elles par un réseau to-talement onneté. Ave es aratéristiques, nous pouvons hiérarhiser lesdélais de ommuniations entre les tâhes soumises à des ontraintes de pré-édene. En e�et, nous distinguons les ommuniations inter-grappes et lesommuniations intra-grappes. Ce modèle est une généralisation du modèleà ommuniations homogènes. Nous étudierons e modèle au niveau de laomplexité et de l'approximation, et nous étudierons également les straté-gies et les tehniques qui résistent aux passages du modèle homogène aumodèle hiérarhique.Le hapitre 6 sera dédié à la présentation d'un modèle qui prend enompte le plaement des tâhes sur les proesseurs omme une donnée es-sentielle. Ce modèle se aratérise par le fait que dans la plupart des modèlesd'ordonnanement étudiés le graphe de proesseurs (sur lesquels les tâhess'exéutent) est impliitement supposé omme étant omplet (tous les proes-seurs sont totalement onnetés). Dans e hapitre, nous relaxons ette hypo-thèse sur l'environnement des proesseurs en onsidérant plusieurs graphesstruturés (haîne, hyperube, . . .). Et nous souhaitons mesurer l'impat de5



Présentationl'introdution des réseaux de proesseurs sur la omplexité et l'approxima-tion des problèmes d'ordonnanement.De même, plusieurs résultats de omplexité et d'approximation selon leshypothèses seront développés.Le hapitre 7 portera sur des appliations. Dans un premier temps,nous étudierons du point de vue de la omplexité et sur le développementde solutions algorithmiques pour un problème d'ordonnanement appliquéà l'aquisition de données pour une torpille en immersion. Dans e adre,nous utiliserons le modèle des tâhes-ouplées sur un monoproesseur enprésene d'un graphe de ompatibilité. Les tâhes-ouplées est un modèlepour lequel les tâhes sont onstituées de deux sous-tâhes ave un délai deommuniation entre es sous-tâhes indilatable et inompréssible (dans lalittérature, nous retrouvons e modèle ave la terminologie "ommuniationexate"). La présene d'un graphe de ompatibilité entre les tâhes-oupléesimpose des ontraintes sur elles-i du point de vue de la possibilité de reou-vrir les délais de ommuniation exate par l'exéution d'une ou plusieurssous-tâhes. Nous présenterons, de nouveau, des résultats de omplexité etd'approximation.La deuxième appliation onernera l'ordonnanement des tâhes viti-oles dans un environnement inertain.Le hapitre 8 se onsarera à la onlusion de ette thèse et aux pers-petives de reherhe qui nous semblent pertinentes et envisageables.
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CHAPITRE
2 Rappels sur la théoriede la omplexité et del'approximation

2.1 IntrodutionDans la suite de ette thèse, nous foaliserons notre étude sur la lassi-�ation des problèmes d'ordonnanement selon la théorie de la omplexitéet de l'approximation. Ce hapitre est entré sur la présentation de quelquesnotions et résultats en omplexité et en approximation. Nous renvoyons à laleture de ertains ouvrages dédiés ([15℄, [128℄, [171℄) pour des omplémentssur les notions introduites dans e hapitre.De plus, nous listerons également les problèmes NP-omplets utilisés lorsdes diverses transformations polynomiales que nous avons onstruites.2.2 Quelques rappels en théorie de la omplexité2.2.1 Complexité et transformation polynomialeLa lasse P est la lasse des problèmes de déision pour laquelle il existeun algorithme (de omplexité polynomiale, dépendant de la taille de l'ins-tane) qui permet de répondre par � oui � ou � non � à une instane quel-onque. Nous proposons quelques problèmes qui appartiennent à ette lassede omplexité :� le problème de la reherhe d'un arbre ouvrant de poids de poids kdans un graphe non orienté valué quelonque. Nous pouvons iter lesalgorithmes de Prim, Kruskal, Sollin et de Boruvka, pour résoudre eproblème.� le problème de la reherhe d'un ouplage maximum de poids k dans7



Rappel en omplexité et approximationun graphe non orienté valué quelonque, en se basant sur l'algorithmede Karp.� . . .La lasse des problèmes NP est la lasse des problèmes pour laquellenous pouvons véri�er l'existene de la réponse � oui � en temps polynomial.Nous pouvons lister quelques problèmes qui appartiennent à ette lasse deomplexité :1. le problème du iruit hamiltonien dans un graphe non orienté quel-onque,2. le problème du stable de taille k,3. le problème de l'isomorphisme de graphes 1. Atuellement, nous neonnaissons pas enore l'appartenane de e problème à la lasse P viaun algorithme de omplexité polynomiale ou à la lasse NP−ompletvia une transformation polynomiale ou bien à la lasse des problèmesintermédiaire.4. le problème Prime 2. Il est important de noter, que la lassi�ationomplète de e problème a été réalisée par Agrawal et al. dans [5℄. Ilsont montré l'appartenane de e problème à la lasse P.Dans le but de dé�nir la lasse des problèmes de déision la plus in-téressante, à mon goût, 'est-à-dire la lasse des problèmes NP-omplet,nous rappelons la dé�nition de la notion de transformation polynomiale.Une transformation polynomiale d'un problème Π2 à un problème Π1 (notépar la suite Π2 ∝ Π1 est une fontion qui assoie l'ensemble des instanes de
Π2 à l'ensemble à un sous-ensemble des instanes de Π1 tout en satisfaisantles deux onditions suivantes :1. pour haque instane I2 de Π2, la réponse est � oui � si et seulementsi la réponse pour f(I2) de Π1 est � oui �,2. la fontion f est alulable en temps polynomial (dépend seulement dela taille de |I2|).1Nous rappelons qu'en théorie des graphes, un isomorphisme de graphe entre sommetsde deux graphes G et H est une bijetion f : V (G) → V (H) (V (G) désigne l'ensembledes sommets de G) ave la propriété que deux sommets u et v sont adjaents dans G siet seulement si f(u) et f(v) le sont dans H .Instane : Soient deux graphes G et HQuestion : Est-e que les deux graphes G et H sont isomorphes ?2Instane : Soit n un nombreQuestion : Est-e que n est un nombre premier ?8



En pratique, la plupart des problèmes d'optimisation ombinatoire (dupoint de vue de la déision) appartiennent à la lasse de omplexité
NP−omplet. Cette lasse de omplexité admet des aratéristiques trèsfortes. En e�et, les problèmes appartenant à ette lasse sont les problèmesles plus di�iles de la lasse NP , ils sont tous de di�ulté équivalente parrapport à leurs résolutions polynomiales et il su�rait de onevoir un al-gorithme polynomial pour l'un d'entre eux pour que tous les autres fassentappel à lui pour être résolus en temps polynomial.2.2.2 Le théorème de l'ImpossibilitéIl est intéressant de proposer un seuil d'inapproximabilité pour n'importequel algorithme approhé. Pour obtenir e seuil (ou borne inférieure d'ap-proximation), nous utilisons le résultat de NP-omplétude lorsque le ritèred'optimalité est égal à une onstante.Théorème 2.2.1 (Théorème de l'impossibilité [50℄ et [67℄) Étantdonné un problème d'optimisation ombinatoire Π dont la fontion objetifest à valeur entière et soit un entier c. Si le problème de déision assoié à
Π et à la valeur c est NP-omplet alors nous ne pouvons pas espérer avoirune heuristique3 pour le problème d'optimisation Π ayant un ratio4 inférieurà c+1

c
.PreuveNous noterons par OPT (I) la valeur d'une solution optimale pour l'ins-tane I. Si nous supposons qu'il existe un tel algorithme A, alors parontradition nous montrerons que elui-i peut-être utilisé pour déider si

OPT (I) ≤ c en temps polynomial. En e�et, nous supposons que l'algo-rithme A est un algorithme ρ approhé pour le problème d'ordonnanementave ρ < c+1
c

:� Si A(I) < c+1 alors OPT (I) ≤ c et la réponse est oui où A(I) désignela valeur de l'objetif sur l'instane I à partir de l'algorithme A.� Si A(I) ≥ c + 1 alors OPT (I) > c ar A(I)
c+1 < OPT (I)

c
(par hypothèse,nous avons un algorithme ρ-approhé). La réponse est don non.Don l'algorithme A déide orretement si OPT (I) ≤ c, et don NP =

P.
�3Nous appelons heuristique un algorithme qui fournit rapidement (en temps polyno-mial) une solution réalisable pas néessairement optimale4La dé�nition de la notion de ratio est préisée dans la Setion 2.3.2.9



Rappel en omplexité et approximationLa onséquene de e théorème est double : il permet d'une part deproposer un seuil d'approximation et d'autre part, il garantit qu'il n'existepas de shéma d'approximation polynomiale. 52.2.3 Les limites de l'approximation : la tehnique du � gap�La Turing-rédution (elle que nous utiliserons par la suite (voir Pa-shos [128℄) pour une dé�nition expliite des deux types de rédutions las-siques Karp et Turing)) divise les valeurs d'un problème d'optimisation endeux sous-ensembles de valeurs distintes. L'un deux est onstitué des ins-tanes pour lesquelles la réponse est oui et l'autre pour lesquelles la réponseest non. Nous utiliserons ette tehnique de séparation des valeurs en deuxsous-ensembles pour établir un seuil d'approximation pour n'importe quelalgorithme. Ce théorème permet d'utiliser un résultat obtenu sur un pro-blème de déision, pour dériver une borne inférieure d'approximation pourle problème d'optimisation assoié au problème de déision.Théorème 2.2.2 Soit Π′ un problème de déision NP-omplet et soit Π unproblème d'optimisation dont la fontion objetive est la minimisation. Noussupposons qu'il existe deux fontions polynomiales f : IΠ′ → IΠ (où IΠ (resp.
IΠ′) désigne l'ensemble des instanes de Π (resp. de Π′) et d : IΠ′ → IN etune onstante gap > 0 telle que, pour haque instane x de Π′,

S∗(f(x)) =

{

d(x) si x admet une réponse positive
d(x)(1 + gap) sinonoù S∗ désigne une solution optimale.Alors il n'existe pas d'algorithme r-approhé pour le problème Π ave

r < 1 + gap, sous l'hypothèse que P 6= NP.PreuveSupposons qu'il existe un algorithme r-approhé A ave r < 1+gap pourle problème Π. Soit S la solution donnée par l'algorithme A. Cet algorithmepourrait être utilisé pour résoudre le problème Π en un temps polynomial.Prenons une instane x ∈ Π′, nous alulons f(x), et nous appliquonsl'algorithme A à f(x). Nous devons distinguer les deux as suivants :5voir la Setion 2.3.3 pour le détail des lasses d'approximation
10



� x est une instane dont la réponse est négative. Par hypothèse, dans eas, S∗(f(x)) = d(x)(1 + gap), et don, S(f(x), A(f(x)))6 ≥ d(x)(1 +
gap) ave .� x est une instane dont la réponse est positive. Dans e as sahantque A est un algorithme r-approhé, nous avons :

S(f(x), A(f(x)))

S∗(f(x))
≤ r < 1 + gapPar hypothèse, S∗(f(x)) = d(x), alors S(f(x), A(f(x))) < d(x)(1 +

gap).Ainsi, x est une instane positive de Π′ si et seulement si A(f(x)) <
d(x)(1 + gap), et A pourrait être utilisé pour résoudre le problème Π′ enun temps polynomial. Sahant que Π′ est un problème NP-omplet, eiimpliquerait que P = NP. � .Nous verrons dans la setion suivante, que nous pouvons (dans ertainsas) déterminer d'une borne supérieure d'approximation pour une heuris-tique h. ainsi, nous pouvons proposer (si un seuil est possible) un intervalle
[ρ1, ρ2] (ave ρ1 (resp. ρ2) une borne inférieure (resp. supérieure) qui en-adre la qualité d'une solution approhée. Le but étant de minimiser l'éart
|ρ2 − ρ1|. A noter que lorsqu'il existe un algorithme approhé ayant une per-formane relative ρ2 tel que ρ1 = ρ2, alors nous appellerons et algorithme unalgorithme absolu. Nous pouvons iter deux algorithmes absolus onernantle problème de la oloration des arêtes 7 et le seond porte sur le problèmedu k-entre. 86S(f(x), A(f(x))) indique la valeur d'une solution pour une instane f(x) ∈ Π obtenuepar l'utilisation de l'algorithme A appliqué à l'instane f(x) ∈ Π7Instane : Soit un graphe G = (V, E) non orienté.Question : Est-e que nous pouvons olorier les arêtes tel que deux arêtes adjaentesadmettent des ouleurs di�érentes. Le nombre de ouleurs néessaire à la oloration desarêtes du graphe s'appelle l'indie hromatique.Il est possible de montrer que déider si un graphe possède un indie hromatiqueégal à trois est NP−omplet (même si le graphe admet un degré au plus trois, voir[90℄). L'utilisation du théorème de Vizing (voir [94℄) permet de développer un algorithmed'approximation utilisant au plus k + 1 ouleurs8Instane : Soient V un ensemble de n sites, D une matrie où dij est la distaneentre les sites i et j, k ∈ IN et ∀i, j, k, dij ≤ dik + dkj .Question : Trouver S ⊆ V , ave |S| = k, qui minimise maxv{dist(v, S)} où dist(i, S) =
minj∈S(dij).Il est possible de onstruire un graphe G′, via une transformation polynomiale à partird'un graphe G du problème ensemble dominant (voir [15℄) telle que G′ admet un k-entrepour lequel dij = 1, ∀{i, j} ∈ E si et seulement si G admet un ensemble dominant de taille11



Rappel en omplexité et approximation2.3 Quelques rappels en théorie de l'approximation2.3.1 Sur la néessité de ompléter la lassi�ation des pro-blèmesLa théorie de la omplexité s'intéresse à la lassi�ation des problèmesombinatoires selon la di�ulté de trouver une solution optimale. Cependant,nous devons ompléter et a�ner ette lassi�ation pour une étude sur lapossibilité de trouver et évaluer une solution approhée : 'est la théorie del'approximation. A�ner la lassi�ation est néessaire et fondamentale pourune bonne ompréhension des problèmes d'optimisation ombinatoire. Ene�et, onsidérons les deux problèmes lassiques suivants :� le problème du stable 9 et,� le problème de la ouverture de sommets 10Ces deux problèmes appartiennent à la lasse des problèmes NP-di�iles. Cependant, du point de vue de l'approximation es deux problèmessont diamétralement opposées. En e�et, il est onnu que le problème dustable de taille maximum n'est pas approximable, tandis que le problème dela ouverture sommet appartient à la lasse APX (les dé�nitions des lassesd'approximation sont données i-dessous). Ainsi, le omportement oner-nant la détermination de la qualité de la solution approhée peuvent êtretrès di�érentes pour deux problèmes NP-omplets. Cet exemple est d'au-tant plus saisissant sahant qu'il existe une transformation polynomiale del'un à l'autre et réiproquement. Cet exemple illustre bien l'intérêt d'étudierun problème ombinatoire du point de vue de la théorie de la omplexité etde l'approximation.2.3.2 Mesure de la qualité d'une solution approhéeIl est néessaire d'utiliser un ritère qui mesure la qualité d'un algorithmeapprohé ou qui donne le seuil d'approximation pour un problème. Nous
k sinon d ≥ 2. Nous pouvons développer un algorithme 2-approhé en se basant sur legraphe arré G2 dans lequel nous herhons un ensemble indépendant de taille maximale.(voir [171℄).9Instane : Un graphe G = (V, E) non orientéQuestion : Trouver un sous-ensemble V ′ ⊆ V tel que ∀x, y ∈ V ′, l'arête [x, y] /∈ E, et
V ′ est maximum10Instane : Un graphe G = (V, E) non orientéQuestion : Trouver un sous-ensemble V ′ ⊆ V tel que pour haque arête [x, y] ∈ E alors
x ∈ V ′ ou y ∈ V ′, ou x, y ∈ V ′ 12



avons hoisi la notion de performane relative (ou ratio de performane)assoiée à une heuristique h noté ρh omme ritère pour mesurer la qualité.Cette valeur est dé�nie omme étant le maximum sur toutes les instanes Ientre la valeur d'objetif maximale fournie par l'algorithme h (notée Ah(I))et la valeur d'objetif optimale (notée OPT (I)), 'est-à-dire
ρh = max Ah(I)

OPT (I) .

INous avons de manière évidente que ρh ≥ 1 pour les problèmes de mini-misation (resp. ρh ≤ 1 pour les problèmes de maximisation).La performane relative assoiée à une heuristique h mesure l'éart maxi-mum entre la valeur donnée par la solution proposée par l'heuristique h,pour une fontion objetive donnée, et la valeur donnée par une solution op-timale. Les deux prinipales fontions objetives à minimiser dans le adredes problèmes d'ordonnanement sont le temps d'ahèvement maximum oula longueur de l'ordonnanement, et la somme des temps de omplétudemaximum.Il existe une autre mesure appelée mesure di�érentielle [128℄, nous l'évo-querons dans la onlusion.2.3.3 Approximation à rapport dépendant de l'instaneLes rapports dépendants de l'instane sont souvent des fontions soit dela taille même de l'instane d'un problème, soit d'un autre paramètre deette instane (par exemple, le degré, maximum ou moyen, d'un graphe).1. Log-APX, la lasse des problèmes admettant un algorithme approhéà rapport lassique logarithmique en la taille de l'instane. La ouver-ture d'ensemble appartient à ette lasse d'approximation.2. Poly-APX, la lasse des problèmes admettant un algorithme approhégarantissant un rapport qui est polynomial en la taille de l'instane.3. APX, la lasse des problèmes approximables à rapport lassiqueonstant, si et seulement s'il existe un algorithme polynomial appro-hé A pour un problème Π et une onstante �xée r ∈ IR+ tels que lerapport d'approximation lassique de A est borné par r.4. PTAS Un shéma polynomial d'approximation (polynomial-time ap-proximation sheme) pour un problème Π est une famille de d'algo-rithmes polynomiaux. Un problème Π est dans la lasse PTAS si et13



Rappel en omplexité et approximationseulement si il admet un shéma d'approximation lassique dont laomplexité est polynomiale en la taille de l'instane (mais pouvantêtre exponentielle en 1/ǫ).5. FPTAS Un shéma pleinement polynomial d'approximation (fullypolynomial-time approximation sheme) pour un shéma d'approxi-mation de omplexité polynomiale à la fois en la taille de l'instane eten 1/ǫ. Un problème Π est dans la lasse FPTAS si et seulement s'iladmet un shéma d'approximation lassique omplètement polynomial.2.4 Méthodologies2.4.1 Les méthodes énumérativesDans ette partie, nous rappellerons les prinipes de ertaines méthodesénumératives les plus lassiques. Pour des ompléments sur es méthodes,nous renvoyons le leteur aux livres suivants [47℄ et [151℄.2.4.1.1 Programmation dynamiqueLa programmation dynamique est un paradigme de oneption introduitdans les années 50 par Bellman. Une solution d'un problème dépend des solu-tions préédentes obtenues des sous-problèmes. Les sous-problèmes peuventêtre en interations 'est-à-dire un sous-problème peut être utilisé dans lasolution de deux sous-problèmes di�érents.Si la programmation dynamique est appliquée à un problème ombina-toire, alors dans le but de aluler la valeur optimale du ritère à optimiserpour n'importe quel sous-ensemble de taille z, nous devons dans un pre-mier temps déterminer la valeur optimale pour haque sous-ensemble detaille z − 1. Ainsi, si notre ensemble est aratérisé par un ensemble de néléments, le nombre de sous-ensembles étudiés est au plus 2n. Cei impliqueque les algorithmes utilisant la programmation dynamique admettent au pireune omplexité exponentielle. Cependant, pour les problèmes NP-omplets(pas au sens fort 11), il est possible de onstruire des algorithmes pseudo-polynomiaux pouvant être résolus de manière e�ae ave des instanes detailles raisonnables.11Nous rappelons qu'un problème est dit NP-omplet au sens fort, si le problème est
NP-omplet à ause de sa struture et non pas à ause de sa taille des nombres quiapparaissent dans ses instanes, 'est-à-dire, il est NP-omplet même si l'on se restreintaux instanes où le plus grand nombre est polynomialement borné14



Nous pouvons prendre pour illustrer le prinipe de la programmationdynamique le alul d'un plus ourt hemin entre deux sommets dans ungraphe valué orienté sans iruit.Si µ = x0x1 . . . xk ave x0 = s et xk = t est un plus ourt hemin de s à
t, alors x0x1 . . . xk−1 est un plus ourt hemin de s à xk−1.

dk(i) = min{dk−1(i), min
v∈Γ−(i)

{dk−1(v) + wvi}}ave dk(i) désigne la valeur d'un plus ourt hemin à l'itération k pourle sommet i. Le tableau suivant donne les valeurs dk(i) pour le graphe de la�gure 2.1.
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9Fig. 2.1 � Problème d'un plus ourt heminItérations\Sommets 1 2 3 4 5 6 70 (1,0) (.,∞) (.,∞) (.,∞) (.,∞) (.,∞) (.,∞)1 (1,0) (1,16) (1,9) (1,35) (.,∞) (.,∞) (.,∞)2 (1,0) (1,16) (1,9) (3,24) (2,41) (3,31) (4,54)3 (1,0) (1,16) (1,9) (3,24) (4,38) (3,31) (4,43)4 " " " " " " "Pour une olonne z, dans ouple (x, y), le paramètre x indique le prédé-esseur pour atteindre z, et le paramètre y indique la valeur d'un plus ourthemin entre l'origine et le sommet z. Le ouple (.,∞) dans une olonne

z stipule que le sommet z n'est pas atteignable depuis l'origine. Lorsquedeux lignes onséutives sont égales le proessus s'arrête. Le prinipe de laprogrammation dynamique permet de résoudre via un algorithme pseudo-polynomial le problème d'ordonnaner un ensemble de n tâhes indépen-dantes sur deux proesseurs identiques. Ce prinipe a été utilisé dans [11℄pour prouver (dans le modèle à ommuniations hiérarhiques, voir le ha-pitre 5) l'existene d'un algorithme polynomial pour un problème sur Mlusters onstitués haun de m proesseurs.15



Rappel en omplexité et approximation2.4.1.2 La méthode de séparation et d'évaluationLa méthode d'évaluation et de séparation (� Branh and Bound �), estune méthode générique pour résoudre de manière exate les problèmes d'op-timisation ombinatoire. C'est une méthode d'énumération impliite : toutesles solutions possibles du problème peuvent être énumérées (la séparationpermet d'obtenir une méthode générique pour énumérer toutes les solutions),mais l'analyse des propriétés du problème permet d'éviter l'énumération delarges lasses de mauvaises solutions (l'évaluation évite l'énumération sys-tématique de toutes les solutions). Ainsi, dans une bonne appliation del'algorithme de séparation et d'évaluation, seules les solutions potentielle-ment bonnes sont don énumérées. Nous pouvons iter omme appliationde ette méthode) ; la résolution du problème d'ordonnaner, sur un proes-seur unique, une ensemble de tâhes indépendantes de durées quelonquessoumises à des dates de disponibilité et de �n impérative. Le ritère d'op-timalité est la minimisation de la longueur de l'ordonnanement (voir [16℄).Nous onseillons les référenes suivantes pour l'appliation de ette méthodeaux problèmes d'ordonnanement ([16℄, [50℄, [133℄).2.4.1.3 La programmation par ontraintesUn CSP (Problème de Satisfation de Contraintes) est un problème mo-délisé sous la forme d'un ensemble de ontraintes posées sur des variables,haune de es variables prenant ses valeurs dans un domaine (i.e. un en-semble de valeurs possibles). Le domaine d'une variable peut-être un inter-valle de nombres entiers, intervalle d'ensembles par exemple ou ontinu. Uneontrainte implique une ou plusieurs variables, et restreint les valeurs quepeuvent prendre simultanément es variables. Ainsi, trouver une solution àun problème ombinatoire modélisé par la programmation par ontraintesonsiste à déider s'il existe ou non une a�etation de toutes les variablestelle que l'ensemble des ontraintes du problème soient satisfaites. Le prin-ipe de la programmation par ontraintes est appliqué au problème d'or-donnanement ave ontraintes disjontives qui est une généralisation na-turelle des problèmes d'ordonnanement du type job-shop ou open-shop.Nous onseillons la leture des livres suivants qui traitent de l'utilisation dela programmation par ontraintes appliquée à divers problèmes d'optimisa-tions ombinatoires et en partiulier les problèmes d'ordonnanement [16℄ et[144℄. 16



2.4.1.4 La méthode polyédraleL'approhe polyédrale des problèmes ombinatoires est l'une des prin-ipales, et satisfaisante approhe pour l'analyse, la ompréhension et la ré-solution des problèmes d'optimisation ombinatoire. L'étude des enveloppesonvexes des veteurs aratéristiques assoiés aux solutions réalisables deproblèmes partiuliers a ouvert la porte à la théorie polyédrale et aux teh-niques de la programmation linéaire. La plupart des problèmes d'optimisa-tion peuvent s'érire sous forme d'un programme linéaire en nombres entiers.La méthode lassique (en utilisant une approhe polyédrale) pour résoudredes problèmes d'optimisation lassés NP−di�iles onsiste à proposer une� bonne � solution via la relaxation du programme linéaire en nombres en-tiers modélisant le problème d'optimisation ombinatoire. Ensuite, suessi-vement des inégalités sont rajoutées qui sont valides pour toutes les pointsdu polyèdre mais qui ne sont pas satisfaites par la solution optimale ou-rante (donnée par la relaxation du programme linéaire en nombres entiers).A haque itération, si la solution optimale est réalisable, le problème de sépa-ration (voir [78℄) pour la solution optimale ourante et l'enveloppe onvexedes points réalisables est résolu. Dans le as ontraire, une inégalité violée(un plan séant), qui est valide pour les points du polyèdre, est déterminée.La méthode de � branh and ut � repose sur l'utilisation des plans séants.Conernant l'approhe polyédrale, appliquée aux problèmes d'ordonnan-ement (détermination des enveloppes onvexes représentant l'ensemble desontraintes), nous pouvons iter les travaux de Queyranne et Shulz (voir[116℄, [134℄, [135℄, [136℄, [148℄, [149℄).2.4.2 Les heuristiques et les algorithmes approhésLes problèmes d'ordonnanement appartiennent à la lasse des problèmesombinatoires. Dans le but de résoudre es problèmes, il est possible de déve-lopper des algorithmes d'optimisation qui détermine une solution optimale.Pourtant, pour la grande majorité des problèmes en ordonnanement, il estimpossible de trouver en temps raisonnable une solution optimale. Dans eas, il est possible d'utiliser des heuristiques (algorithmes donnant une solu-tion sous-optimale mais ayant une faible omplexité).
17



Rappel en omplexité et approximation2.4.2.1 Les algorithmes approhés ave garantie de performaneLes algorithmes approhés sont très populaires, il su�t de onsulter latrès nombreuse littérature, et reste une branhe très ative de la reherheen algorithmique. L'intérêt des algorithmes approhés ave garantie de per-formanes réside dans le fait qu'il admettent une solution proposée, par unalgorithme polynomial de faible omplexité pas trop éloignée (soit dans lesens du pire as, soit en moyenne) d'une solution optimale. La théorie d'ap-proximation est brièvement présenté au hapitre 2. De nombreux résultatsont été obtenus omme en témoigne la littérature abondante (nous renvoyonsaux livres généraux sur l'ordonnanement [16℄, [50℄, [133℄, . . .)2.4.2.2 Les heuristiques de reherhe loaleLes méthodes de reherhe loales sont très nombreuses, et nous pou-vons iter quelques méthodes (les détails et les fores et faiblesses de haqueméthodes ne seront détaillés dans e manusrit) :� le réuit simulé est né d'une analogie entre l'optimisation ombinatoireet la thermodynamique ;� la reherhe tabou est une méthode qui onsiste à se déplaer de solu-tion en solution en s'interdisant de revenir en une on�guration déjàrenontrée.� le onept des algorithmes génétiques est une heuristique basée surl'analogie ave le proessus d'optimisation de l'évolution de la popula-tion d'individus� les olonies de fourmis, . . .� et bien sûr les méthodes hybrides, 'est-à-dire qui ombinent les plu-sieurs méthodes.Leurs utilisations pour résoudre des problèmes en ordonnanementouvrent un large spetres de problèmes (Job-shop, problèmes aveontraintes de ressoures . . .). Nous renvoyons le leteur à des ouvrages spé-ialisés sur les méthodes de reherhe loale.2.5 Liste des problèmes NP-ompletsDans ette partie, nous présentons la liste des problèmes NP-ompletsque nous avons utilisés lors des di�érentes rédutions (voir [67℄).
18



2.5.1 Le problème SATInstane du problème SAT :� Soit V = {x1, . . . , xn} un ensemble de n variables booléennes et V̄ =
{x̄1, . . . , x̄n} l'ensemble des variables logiques omplémentaires ave
xi ∈ V.� Soit C = {C1, . . . , Cm} une olletion de lauses sur V.Question : Existe-t-il I : V → {0, 1} une a�etation de valeurs de véritéaux variables telle que haque lause Ci dans C ontienne au moins un littéralmis à vrai par I ? Nous savons que le problème est NP-omplet [67℄.2.5.2 Le problème 3SATLe problème 3SAT est une variante de SAT pour laquelle la longueur dehaque lause est de trois.2.5.3 Le problème Monotone-one-in-3SATInstane du problème Monotone-one-in-3SAT :� Soit V = {x1, . . . , xn} un ensemble de n variables booléennes.� Soit C = {C1, . . . , Cm} une olletion de lauses sur V telle que haquelause est de taille trois et ontient seulement des variables positivesQuestion : Existe-t-il I : V → {0, 1} une a�etation de valeurs de véritéaux variables telle que haque lause Ci dans C ontienne exatement unlittéral mis à vrai par I ? Nous savons que le problème est NP-omplet [67℄.2.5.4 Le problème One − In − (2, 3)SAT (2, 1̄)Instanes du problème One − In − (2, 3)SAT (2, 1̄) noté P1 dans lasuite :� soit V = {x1, . . . , xn} un ensemble de variables logiques et V̄ =
{x̄1, . . . , x̄n} l'ensemble des variables logiques omplémentaires ave
xi ∈ V.� soit C = {C1, . . . , Cj, Cj+1, . . . , Cq} un ensemble de lauses où ∀i, 1 ≤
i ≤ j, Ci ⊂ (V × V̄) et ∀k, (j + 1) ≤ k ≤ q, Ck ⊂ (V)3 tel que haquevariable xi de V apparaît dans C deux fois positivement et une foisnégativement ave d'une part :
∀xi ∈ V,

{

occ(xi ; Ck1) = 1 et occ(xi ; Ck2) = 1, 1 ≤ k1 ≤ j, j + 1 ≤ k2 ≤ q
occ(x̄i ; Ck3) = 1 1 ≤ k3 ≤ j, k1 6= k319



Rappel en omplexité et approximationet d'autre part, si xi ∈ Ck et x̄i′ ∈ Ck, 1 ≤ k ≤ j, alors xi ∈
Ckm

et xi′ ∈ Ckl
, ave km 6= kl et j + 1 ≤ km, kl ≤ q.La fontion occ(x,C) désigne le nombre d'ourrenes de la variable xdans la lause C.Question : Existe-t-il I : V → {0, 1} une a�etation de valeurs de véritéaux variables telle que haque lause Ci ontienne exatement un littéral misà vrai par I ? Par abus de langage, une telle a�etation sera dite satisfaisantepour la donnée du problème P1.Exemple : pour illustrer une instane du problème One-In-(2, 3)SAT (2, 1̄),nous onsidérons la formule logique suivante : (x̄0 ∨ x3) ∧ (x̄3 ∨ x0) ∧ (x̄4 ∨

x2)∧ (x̄1 ∨ x4)∧ (x̄5 ∨ x1) ∧ (x̄2 ∨ x5) ∧ (x0 ∨ x1 ∨ x2) ∧ (x3 ∨ x4 ∨ x5). Pourette instane, la réponse ii est � oui �, ar il su�t que les variables x0 et x3s'évaluent à � vrai � et les autres à � faux �. L'instane préédente proposéeest la plus petite instane possible en terme de taille.2.5.5 Le problème de la lique maximumInstane : Soit G = (V,E) un graphe, soit k un entierQuestion : Est-e qu'il existe un sous-graphe G′ = (V ′, E′) dans G ave
G′ est une lique et |V ′| = k ?2.5.6 Le problème d'un sous-ensemble indépendant équilibrédans un graphe bipartiInstane : Soit un graphe B = (X

⋃

Y,E) ave |X| = |Y | = n nonorienté, biparti et équilibré et un entier k.Question :Est-e-qu'il y a dans le graphe B, un ensemble de 2k sommets indépen-dants dont k appartiennent à X et k à Y ?2.5.7 Le problème 3-partitionInstane : Un ensemble Q = {e1, . . . , e3q} ave :
∑

ei∈Q

ei = qE et E/4 < ei < E/2 pour tout i.Question : Peut-on partitionner Q en q sous-ensembles Q1, . . . , Qqave :
∑

ei∈Qj

ei = E et E/4 < ei < E/2 pour tout j ?20



Si on a une solution à 3-Partition, alors on a, du fait de l'inégalité E/4 <
ei < E/2, |Qj | = 3 pour tout j.Par la suite, on pourra supposer que ei ≤ · · · ≤ e3q .2.5.8 Le problème partition en trianglesInstane : Soit G = (V,E) un graphe, ave |V | = 3q, q ∈ IN.Question : Les sommets de G peuvent ils être partionnés en q ensembles
V1, V2, . . . , Vq, haun ontenant exatement trois sommets, et tel que pourhaque Vi = {ui, vi, wi}, 1 ≤ i ≤ q, les trois arêtes {ui, vi}, {vi, wi} et {ui, wi}appartiennent à E ?
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CHAPITRE
3 Dé�nition, analyse etlassi�ation des pro-blèmes d'ordonnane-ment

Dans e hapitre, nous allons introduire les notions basiques utiliséesdans la théorie de l'ordonnanement statique. Nous ommenerons par lanotion de tâhes, d'environnement de proesseurs et les ritères d'optimalité.Nous poursuivrons par la notion de granularité, de graphe de préédenevalué. Nous préiserons l'approhe qui nous a guidé pour résoudre les diversproblèmes d'ordonnanement. Nous �nirons par donner la notation à troishamps (α|β|γ), dont le premier onerne l'environnement des proesseurs,le seond les aratéristiques des tâhes et le troisième le ritère d'optimalité.Ce hapitre est très largement inspiré par [16℄.3.1 Dé�nition des problèmes d'ordonnanement3.1.1 Desription des tâhesDans la littérature, en général (nous adopterons ette dé�nition dansla suite), les problèmes d'ordonnanement se délinent de la manière sui-vante1 : nous disposons de deux ensembles T = {T1, . . . , Tn} de n tâhes,
P = {π1, . . . , πm} de m proesseurs. L'ordonnanement onsiste à a�eterl'ensemble T des tâhes, soumises à des ontraintes imposées, à l'ensembledes proesseurs P. Il existe en général deux ontraintes en théorie de l'or-donnanement :1Nous avons omis l'ensemble des ressoures à l'exéution d'une tâhe pour ne pasalourdir d'une part la présentation, et d'autre part dans le reste de e manusrit nousonsidérons des modèles pour lesquels l'utilisation de ressoures supplémentaires n'est paspris en ompte. 23



Définitions, analyse Présentation, motivations et notations� haque proesseur est apable d'exéuter au plus une tâhe à haqueinstant,� haque tâhe ne peut-être exéutée qu'au plus par un seul proesseur2.3.1.2 Environnement des proesseursMaintenant aratérisons les proesseurs. Ils peuvent être soit parallèles,exéutant les mêmes fontions, soit dédiés i.e. spéialisés pour l'exéutionde ertaines tâhes. Les trois types de proesseurs de mahines parallèles sedistinguent par leurs vitesses de traitement des tâhes. Si tous les proesseursde l'ensemble P admettent la même vitesse de traitement, nous dirons queles proesseurs sont identiques. Si les vitesses de traitements des proesseursdi�èrent, mais haque vitesse bi (fateur d'aélération du traitement de latâhe) de haque proesseur est onstant et ne dépend pas de la tâhe àexéuter, alors nous dirons que les proesseurs sont uniformes. En dernierlieu, si les vitesses des proesseurs dépendent des tâhes à ordonnaner, nousdirons que les proesseurs de la mahine parallèle sont généraux.Dans le as où le les proesseurs sont dédiés, nous pouvons présenter troismodèles : flow shop, open shop et job shop. Nous renvoyons les personnesintéressées pour es trois modèles à la leture des livres [16℄, [99℄, [133℄. Cestrois modèles n'étant pas étudiés dans ette thèse, ils ne seront pas dérits.En général, une tâhe Tj ∈ T est aratérisée par les données suivantes :1. un veteur de temps d'exéution pj = [p1j, p2j , . . . , pmj ]
T , où pij dé-signe le temps néessaire au proesseur πi d'exéuter Tj . Dans le as oùtous les proesseurs sont identiques, nous avons pij = pj , i = 1, . . . ,m.Si les proesseurs de P sont uniformes, nous avons pij = pj/bi, i =

1, . . . ,m où pj représente la vitesse d'exéution standard et bi fateurd'aélération du traitement de la tâhe par le proesseur Pi.2. une date de disponibilité, notée rj, qui désigne la date à partir delaquelle la tâhe Tj est prête à être exéutée. Si les dates de disponibi-lités sont équivalentes pour toutes les tâhes de T , alors nous pouvonssupposer que rj = 0,∀j.3. une date d'éhéane dj, qui spéi�e la date limite (souhaité) à laquellela tâhe Tj devra être exéutée.2Dans ertains modèles hiérarhiques du type tâhes modelables ou malléables [39, 57℄,une tâhe peut s'exéuter sur plusieurs proesseurs (les ommuniations sont intégrées dansla durée d'exéution des tâhes). Cependant la durée dépend du nombre de proesseursexéutant ette tâhe. 24



4. une date de �n impérative d̃j , date à laquelle la tâhe Tj devra avoir�ni son exéution.5. un poids (priorité) wj, qui représente l'urgene relative de la tâhe Tj.Dans toute la suite, nous supposerons que les paramètres liés aux tâhes
pj, rj, d̃j , dj et wj sont des entiers.Un ordonnanement est dit préemptif si haque tâhe peut-être préemp-tée (interrompue) à n'importe quel moment et son exéution peut-être re-prise également à n'importe quel moment. Si la préemption des tâhes estinterdite, nous dirons que l'ordonnanement est non-préemptif.Les tâhes de T à exéuter sur les proesseurs de P peuvent être dupli-quées. En e�et, dans le but de réduire l'in�uene des délais de ommunia-tion (voir i-après), dans le as où la dupliation des tâhes est autorisée,des opies de tâhes peuvent être produites. Nous supposerons par la suite,que les tâhes originelles et leurs opies admettent une même date de débutd'exéution.Sur l'ensemble des tâhes T , des ontraintes de préédene peut-êtredé�nies. Ti ≺ Tj signi�e que la tâhe Tj ne pourra ommener son exéutionque si la tâhe Ti a �ni la sienne. En d'autres termes, nous pouvons dé�nirsur l'ensemble T une relation de préédene donnée par ≺. Les tâhes del'ensemble T sont dites dépendantes si au moins deux tâhes de T admettentun relation de préédene. Dans le as ontraire, nous dirons que les tâhessont indépendantes. Les tâhes soumises à des relations de préédene, serontreprésentés par un graphe orienté (valué ou non, selon la présene ou nonde délais de ommuniation) où les sommets orrespondent aux tâhes et lesars les ontraintes de préédene. Nous supposerons que nous n'avons pasd'ar transitif dans le graphe de préédene.Une tâhe Tj est dite disponible à l'instant t si rj ≤ t et si tous es prédé-esseurs (en respetant les ontraintes de préédene) ont �ni leur exéutionavant l'instant t.3.1.3 Critères d'optimalitéMaintenant, nous donnons les dé�nitions onernant les ordonnane-ments et les ritères d'optimalité. Un ordonnanement est une a�etationdes tâhes de T sur les proesseurs de P telles que les onditions suivantessoient satisfaites :� à haque instant un proesseur exéute au plus une tâhe et haquetâhe est exéutée par un seul proesseur,� haque tâhe Tj est exéutée durant l'intervalle [rj ,∞).25



Définitions, analyse Présentation, motivations et notations� toutes les tâhes sont ordonnanées.� si deux tâhes Ti et Tj admettent une relation de préédene Ti ≺ Tj ,alors la tâhe Tj ne peut ommener son exéution qu'après la �nd'exéution de Ti.� dans le as d'ordonnanements non préemptifs, auune tâhe ne peut-être interrompue. Dans le as ontraire, le nombre de préemptions est�ni.� dans le as où la dupliation est non autorisée, auune tâhe ne peut-être dupliquée. Dans le as ontraire, nous supposerons que le nombrede opies d'une tâhe est �ni.Pour représenter les ordonnanements, nous utiliserons un diagramme deGantt. Un exemple d'utilisation du diagramme de Gantt est donné à la �gure3.2. Dans ette �gure, nous avons à notre disposition trois proesseurs iden-tiques sur lesquels nous devons exéuter un ensemble de huit tâhes, ayantdes durées di�érentes, soumises à des ontraintes de préédene données parla graphe de préédene de la �gure 3.1. Dans ette �gure les valuations surun sommet x orrespondent à son temps d'exéution sur un proesseur. Pourhaque tâhe Tj, i = 1, . . . n exéutée dans un ordonnanement donné, nouspouvons aluler la valeur de haque paramètre suivant :� le temps de omplétion noté Cj = tj +pj où tj désigne la date de débutd'exéution de la tâhe Tj ,� le temps d'attente Fj = Cj − (rj + pj),� le retard algébrique noté Lj = Cj − dj ,� le retard absolue Dj = max{Cj − dj , 0},� l'avane de la tâhe Ej = max{dj − Cj , 0},Pour illustrer es notions, nous utiliserons l'ordonnanement donné parla �gure 3.2. Nous pouvons failement aluler le veteur C, nous obte-nons C = [3, 4, 5, 6, 1, 8, 8, 8, 8]. De plus, si nous ajoutons le veteur sui-vant pour les dates éhues d = [5, 4, 5, 3, 7, 6, 9, 12], nous pouvons alulerles veteurs L, D et E. Ainsi, nous obtenons L = [−2, 0, 0, 3,−6, 2,−1,−4],
D = [0, 0, 0, 3, 0, 2, 0, 0] et E = [2, 0, 0, 0, 6, 0, 1, 4].Pour évaluer les ordonnanements, nous pouvons utiliser les trois prini-paux ritères d'optimalité :� la longueur de l'ordonnanement dé�ni par Cmax = maxj{Cj},� la moyenne F̄ = 1

n

∑n
j=1 Fj , ou dans le as pondéré F̄w =

∑n
j=1 wjFj/

∑n
j=1 wj,� le maximum des retards algébriques Lmax = maxj{Lj},Pour ertaines appliation, d'autres ritères d'optimalité sont étudiés :� D̄ = 1

n

∑n
j=1 Dj, ou la version pondérée D̄w =

∑n
j=1 wjDj/

∑n
j=1 wj ,26



� Ē = 1
n

∑n
j=1 Ej, ou la version pondérée Ēw =

∑n
j=1 wjEj/

∑n
j=1 wj ,� le nombre de tâhes en retard U =

∑n
j=1 Uj ave Uj = 1 si Cj > dj,et 0 sinon, ou la version pondérée Uw =

∑n
j=1 wjUj.Ainsi, nous pouvons aluler les valeurs de es ritères d'optimalité pourles tâhes soumises aux ontraintes de préédene donnée par la �gure 3.1.Nous obtenons Cmax = 8, F̄ = 43/8, Lmax = 3, D̄ = 5/8, Ē = 13/8 et

U = 2. Les versions pondérées peuvent être évaluées en spéi�ant le veteur
w.
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0 1 2 3 4 5 6 7 8Fig. 3.2 � Un ordonnanement pour le graphe de préédene donné par la �gure3.13.1.4 Notion de granularitéUne aratéristique importante d'un graphe de préédene ave délaisde ommuniations est la taille du grain hoisi pour la déoupe en tâhes.La notion de granularité herhe à représenter le rapport entre la durée desaluls e�etués pour l'exéution d'une tâhe et les délais de ommuniation.Dans le adre des modèles idéalisés où les ommuniations sont onsidéréesomme instantanées (par exemple le modèle PRAM), la mesure ruiale de la27



Définitions, analyse Présentation, motivations et notationsomplexité parallèle est la profondeur du graphe de préédene. Or il s'avèreque dans la pratique, on doit tenir ompte du délai de ommuniation entrel'instant où une information est produite par un proesseur, et l'instant àpartir duquel ette information peut être utilisée par un autre proesseur.Cei induit un suroût lié aux ommuniations qui dépend, entre autres, dela quantité d'information éhangée. L'ordonnanement des tâhes de l'appli-ation va dépendre dans e as non seulement des durées d'exéution destâhes mais aussi des temps de ommuniations entre elles-i.Dé�nition 3.1.1 Nous appelons la granularité d'un graphe G = (V,E) lerapport entre le plus grand temps de ommuniation sur le plus petit tempsde alul d'une tâhe :
Φ =

max(i,j)∈E cij ,

mini∈V piDans le as où Φ ≥ 1 (resp. Φ ≤ 1) alors nous quali�erons le problèmed'ordonnanement omme étant soumis aux grands délais de ommuniations(resp. aux petits délais de ommuniations). Dans le as où l'on onsidèreles petits délais de ommuniations, la struture des ordonnanements estsimpli�ée e qui permet de réduire la ombinatoire des solutions possiblesar une synhronisation s'e�etue entre la date de début d'exéution destâhes et les ommuniations. En e�et, en présene des grands délais deommuniations, une ommuniation entre deux tâhes Ti et Tj peut-êtrereouverte par l'exéution d'une ou plusieurs tâhes. Cette aratéristiquerend les problèmes ave grands délais de ommuniations beauoup plusdi�iles (voir le hapitre 4 pour un rappel des résultats pour le modèlehomogène). Un as partiulier intéressant apparaît quand ∀i ∈ v, pi = 1 et
∀(i, j) ∈ E, cij = 1 'est-à-dire le problème UET − UCT .3.2 Approhes et stratégies de résolution des pro-blèmes d'ordonnanementDans ette partie, nous présentons plusieurs voies et stratégies pour ré-soudre un problème d'ordonnanement. Ces stratégies sont également va-lables pour tous types de problèmes d'optimisation ombinatoire.
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Définitions, analyse Présentation, motivations et notationssur le nombre limité de mahines en onsidérant un nombre de ma-hines arbitrairement grand,� sur la fontion objetive.La relaxation de es hypothèses du problème originel permet de sim-pli�er la ombinatoire des problèmes. Par exemple, dans le as UET -
UCT (Unit Exeution Time Unit Communiation Time, temps d'exé-ution et de ommuniation unitaires), les dates de début d'exéutiondes tâhes et les délais de ommuniation entre deux tâhes adjaentesdans le graphe de préédene sont synhronisées. Ainsi, les dates de dé-but d'exéution des tâhes sont entières et il ne peut y avoir de on�itonernant le plaement des tâhes sur les proesseurs pour obtenirun ordonnanement réalisable. En e�et, entre deux instants onséu-tifs entiers (t et t + 1) les proesseurs sont soient inatifs ou soient ilsexéutent une tâhe, mais pas les deux.Pour es problèmes fortement ontraints, nous essayons de déterminerla frontière entre l'existene d'un algorithme polynomial et la NP-omplétude. Par exemple, il a été montré que dans le as où la du-pliation des tâhes est autorisée, sur une in�nité de proesseurs, leproblème UET -UCT est polynomial [49℄. A ontrario, pour le mêmeproblème sans la dupliation, nous savons qu'il n'existe pas de PT AS(voir [172℄).� à la reherhe des algorithmes polynomiaux ave garantie de perfor-manes non triviales 3.Ces algorithmes sont basés :� sur la onstrution d'une liste de priorité sur les tâhes ('est l'algo-rithme générique en ordonnanement),� sur la relaxation des ontraintes d'intégrité d'un programme linéaireen nombres entiers, ave une phase d'arrondis. Initialement, le pro-blème d'ordonnanement est formulé par le programme linéaire ennombres entiers. Dans ertains as, il n'est possible de formuler leproblème d'ordonnanement que par un programme linéaire où lavaleur des variables est dans un intervalle I ⊆ IR (au lieu d'êtredans un sous-ensemble S ⊆ IN dans le as d'un programme linéaireen nombres entiers). Dans e as là, nous n'avons simplement qu'à3Nous étudierons dans le reste de e manusrit que des algorithmes approhés ave uneétude dans le pire des as. Nous disuterons dans le onlusion la possibilité de ompléterette lassi�ation en proédant à une autre étude.Nous entendons par algorithme poly-nomial ave garantie de performane triviale, la pire exéution d'un algorithme de liste(pour e type d'algorithme une liste de priorité est réée, et à haque instant pour haqueproesseur inatif une tâhe disponible est exéutée sur le-dit proesseur.30



prendre en ompte la phase d'arrondis. De plus, sahant que la so-lution du relaxé est une borne inférieure de toute solution optimale,nous pouvons onlure aisément.� à la reherhe d'un seuil à partir duquel trouver un algorithme appro-hé garantissant une performane meilleure devient impossible (sauf si
P = NP). Cei va nous donner les limites sur les garanties de per-formane que l'on peut obtenir par des algorithmes polynomiaux pourun problème d'ordonnanement donné. La tehnique utilisée pour unrésultat de non-approximabilité (ou seuil d'approximation) onsiste àdémontrer un résultat de NP-omplétude pour le problème de déisionet d'invoquer le théorème de l'impossibilité [50℄, qui permet de relierun résultat de NP-omplétude pour un problème de déision au pro-blème d'optimisation assoié. Une nouvelle approhe onsiste à utiliserla � tehnique du gap � (voir le hapitre 2 pour la présentation de laméthode) pour obtenir un résultat de non-approximabilité pour uneertaine fontion objetif f à partir d'un résultat de NP-omplétudeobtenu pour une autre fontion objetif f ′.Quand toutes les tentatives d'obtenir des résultats analytiques semblentépuisés, nous pouvons orienter la reherhe de résultats vers des méthodesexates (très gourmandes en temps et en puissane de alul) ou vers uneapprohe stohastique.� Les méthodes exates (programmation dynamique, méthode par sépa-ration et évaluation) ou des méta-heuristique (reherhe tabou, reuitsimulé, olonies de fourmis, . . .) peuvent être des alternatives pourétudier les problèmes.� La seonde approhe onsiste à e�etuer une analyse stohastique desdonnées en proédant à des hypothèses sur les tâhes (fréquene, pé-riodiité . . .) (voir les référenes [109℄,[50℄ pour l'étude des problèmesd'ordonnanement ylique).La disussion préédente est résumée par le diagramme donné par la�gure 3.3.3.3 Classi�ation des problèmes d'ordonnanementdéterministes3.3.1 Présentation de la notation à trois hampsLa grande variété des problèmes d'ordonnanement a motivé l'introdu-tion d'une notation synthétique pour lassi�er les shémas. Nous reprenons31



Définitions, analyse Présentation, motivations et notationsla notation proposée par Graham et al. [77℄ et par Bªa»ewiz et al. [19℄ etnous proposons une extension.Pour dé�nir un problème d'ordonnanement, il est ommode d'introduiretrois paramètres α, β, γ. Ces trois paramètres permettent de dé�nir tous lesordonnanements statiques, et ils permettent de synthétiser la formulationdes divers problèmes. Détaillons es trois paramètres :
• Le paramètre α = α1(α2)

4 dé�nit l'environnement des proesseurs(nombre de proesseurs, modèle hiérarhique, topologie, . . .)
∗α1 =∈ {P, P̄ , Pm, ∅} et α2 ∈ {P, P̄ , Pm, Q,R,O, F, J}� Si α1 6= ∅ alors nous sommes en présene d'un modèle hiérarhique.� Si αi = P signi�e que les proesseurs sont identiques et que leurnombre m est une entrée du problème.� Si αi = P̄ ou α2 = ∞ signi�e que les proesseurs sont identiques, etque leur nombre est su�sant ou non bornée.� Si αi = Pm, i ∈ {1, 2} signi�e que le nombre de proesseurs iden-tiques est �xé.� Si αi = Q, les proesseurs sont uniformes,� Si αi = R, les proesseurs sont généraux,� Si αi = O, les proesseurs sont dédiés (modèle Open-Shop),� Si αi = F , les proesseurs sont dédiés (modèle Flow-Shop),� Si αi = J , les proesseurs sont dédiés (modèle Job-shop).

• Le paramètre β dé�nit le type d'appliation et es aratéristiques'est-à-dire le graphe de préédene, le oût des ommuniations, lestemps d'exéution des tâhes, l'autorisation ou pas de la dupliation,l'autorisation ou pas de la préemption.De manière synthétique, on obtient β = β1β2β3β4β5 où :
∗β1 ∈ {prec, arbre, chaine, . . . , .}� Si β1 =pre (le graphe est quelonque).� Si β1 =arbre (le graphe est un arbre)� ...� Si β1 = . (les tâhes sont indépendantes)
∗β2 ∈ {com, cjk, c, .}� Si β2 =om (les temps de ommuniation sont donnés par le graphe).� Si β2 = cjk (représente le temps de ommuniation entre la tâhe jet la tâhe k).� Si β2 = c (le temps de ommuniation est onstant et égal entrehaque paire de tâhes).� β2 = . (il n'existe pas de ommuniation).4Il se peut que des ombinaisons n'aient pas de sens.32



∗β3 ∈ {pj , .}� Si β3 = pj = 1 (toutes les tâhes ont une durée unitaire).� Si β3 = . (les durées d'exéution sont dé�nies par le graphe).
∗β4 ∈ {dup, .}� Si β4 = dup (on autorise la dupliation des tâhes).� Si β4 = . (on n'autorise pas la dupliation des tâhes).
∗β5 ∈ {pmtp, .}� Si β5 = pmtp (on autorise l'interruption d'une tâhe).� Si β5 = . (on n'autorise pas l'interruption d'une tâhe).

• Le paramètre γ dé�nit la fontion objetive ou le ritère d'optimalité.Dans toute la suite de ette thèse, nous onsidérons les deux fontionsobjetives suivantes :� la minimisation de la longueur de l'ordonnanement, notée Cmax =
maxi{ti + pi} (où pj est la durée d'exéution de la tâhe j et tj estla date de début d'exéution) par la suite, qui est le temps d'ahève-ment. De plus, Copt

max désignera la longueur optimale de l'ordonnan-ement.� la minimisation de la somme des temps de omplétude noté ∑

j Cjave Cj = tj + pj.Exemple :1. Le problème P ||Cmax signi�e que nous devons ordonnaner un en-semble de tâhes indépendantes non-préemptibles, de durées quel-onques, sur un ensemble de proesseurs identiques et dont le ritèreest la minimisation de la longueur de l'ordonnanement.2. Le problème P̄ |prec; p1 = 1; cij = 1, dup|∑j Cj signi�e que nous de-vons ordonnaner un ensemble de tâhes, pour lesquelles la dupliationest autorisée, de durées unitaires, soumises à des ontraintes de préé-dene quelonques sur un ensemble de proesseurs de taille non bor-née. De plus, il existe une ommuniation potentielle, unitaire entre lestâhes i et j, et le but est minimiser la somme des temps de omplétudedes tâhes.3.3.2 Commentaires sur ette notation et dépendanesAve ette notation à trois hamps, nous voyons bien les possibilités quinous sont o�ertes sur la multipliité des problèmes que nous pouvons étudier :� Sur les fontions objetives (le hamp γ) : nous avons foalisé notreétude sur deux ritères (Cmax et ∑

j Cj). D'autres ritères sont pos-sibles (somme des temps de omplétude pondérés ∑

j wjCj, . . . (voir33



Définitions, analyse Présentation, motivations et notations[133℄)). De plus, nous pouvons étudier les divers ritères d'optimisationsoit séparément(problème mono-ritère) soit de manière simultanément(e sont les problèmes multi-ritères [166℄).En�n, nous pouvons onsidérer des problèmes de maximisation ou deminimisation.� De même, le hamps β étant onstitué de multiples sous-hamps, il estpossible d'imposer des ontraintes fortes sur ertains sous-hamps (au-torisation de la dupliation, possibilité d'avoir des tâhes préemptives,
. . .). Ces restritions permettent d'avoir une in�uene sur la lasse deomplexité du problème étudié.� Ave l'apparition des nouvelles arhitetures, le hamp α peut-êtreun ritère d'étude : arhiteture reon�gurable, prise en ompte dela topologie des proesseurs, regroupement de proesseurs sous formede lusters, vitesses de proesseurs di�érentes . . .La �gure 3.4 dérit quelques transformations polynomiales basiques entredi�érents problèmes d'ordonnanement. Pour haque graphe de dépendane,les problèmes présentés di�érent seulement d'un paramètre (par exemple, partype de graphe de préédene, sur le graphe d) de la �gure 3.4, les �èhesindique les diretions des transformations polynomiales.� a) l'environnement des proesseurs,� b) la possibilité ou non de la préemption,� c) la possibilité ou non de la dupliation,� d) les ontraintes de préédene,� e) la disponibilité des tâhes,� f) la durée d'exéution des tâhes,� g) les ritères d'optimalité
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Deuxième partieOrdonnanement pour leparallélisme
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CHAPITRE
4 Communiations ho-mogènes

4.1 Présentation et motivations4.1.1 IntrodutionAvant toute présentation des résultats sur le modèle homogène, je souhai-terai ommener par une remarque historique sur les algorithmes approhéspour les problèmes d'ordonnanement.Remarque : Il est important de noter qu'à notre onnaissane, Co�-man et al. [53℄ ont établi le premier résultat d'approximation (ave garantiede performane non triviale 1) pour un problème NP-di�ile (problèmequi onsiste à ordonnaner un ensemble de tâhes indépendantes de duréequelonque sur un nombre limité de proesseurs identiques P ||Cmax). L'algo-rithme polynomial proposé est basé sur la onstrution d'une liste de priorité,dé�nie à partir de la durée d'exéution des tâhes, et l'a�etation des tâhessur les proesseurs suit le prinipe suivant : dès qu'un proesseur π est ina-tif, la première tâhe i disponible dans la liste de priorité sera exéutée surle proesseur π. Cet algorithme est l'algorithme fondamental en ordonnan-ement.Le modèle d'ordonnanement ave ommuniations homogènes a été trèslargement étudié dans les années 90 du point de vue de la omplexité et del'approximation (par la ommunauté internationale et plus partiulièrementfrançaise) omme en témoigne la très nombreuse littérature portant sur esujet (nous pouvons iter es quelques référenes [16℄, [48℄, [50℄). Le modèlea été introduit dans le but de remédier à la faiblesse du modèle d'ordonnan-ement sans ommuniation introduit dans les années 60 − 70 et égalementrépondre à l'évolution des mahines parallèles. Le modèle sans délai de om-muniation est aratérisé par la dé�nition suivante :1 39



Communiations homogènesSoit G = (V,E) un graphe de préédene, ∀(i, j) ∈ E, 'est-à-dire que ipréède j dans le graphe de préédene, noté i ≺ j, nous avons ti + pi ≤ tj .Remarquons que l'ensemble des ontraintes de préédene peut-être vide
(E = ∅), alors onformément au hapitre 3, les tâhes sont dîtes indépen-dantes.Il s'avère que dans la pratique, on doit tenir ompte du délai de ommu-niation entre l'instant où une information est produite par un proesseur,et l'instant à partir duquel ette information peut-être utilisée par un autreproesseur. Ce modèle a été introduit dans un premier temps par Rayward-Smith [141℄ dans un souis de développer des modèles plus réalistes. Ainsi,dans e modèle la notion de délai de ommuniation entre deux tâhes i et
j soumises à une ontrainte de préédene est prise en ompte. Cei induitun suroût lié aux ommuniations qui dépend, entre autres, de la quan-tité d'information éhangée. L'ordonnanement des tâhes de l'appliationva dépendre dans e as non seulement des durées d'exéution des tâhesmais aussi des temps de ommuniations potentielles entre elles-i.Soit G = (V,E) un graphe de préédene (ave V l'ensemble des tâhesà exéuter et E représentant les ontraintes de préédene), nous assoionsune durée d'exéution pi pour haque tâhe i et entre tout ouple de tâhes
i et j, soumises à une ontrainte de préédene, nous assoions une valeur
cij représentant la ommuniation potentielle entre la tâhe i et la tâhe jsi es deux tâhes s'exéutent sur des proesseurs di�érents. C'est le modèled'ordonnanement à ommuniations homogènes.Formellement, dans le modèle d'ordonnanement à ommuniations ho-mogènes nous assoions une valeur cij ,∀(i, j) ∈ E telle que :� si πi = πj alors ti + pi ≤ tj� sinon si πi 6= πj alors ti + pi + cij ≤ tjoù ti désigne le début d'exéution de la tâhe i et πi le proesseur surlequel i s'exéute.Dans la suite, nous supposerons que ∀i ∈ V, pi = 1 et ∀(i, j) ∈ E, cij =
c (problème UET-LCT, (Unit-Exeution-Time Large-Communiation-Time,voir la setion 4.2)).4.1.2 Analyse des résultats existantsLa �gure 4.1 réapitule les prinipaux résultats de omplexité dans le mo-dèle à ommuniations homogènes, dont le ritère est la minimisation de lon-gueur de l'ordonnanement, tandis que la �gure 4.2 réapitule eux oner-nant l'approximation. A partir de es arbres de lassi�ation, nous pouvons40



noter qu'il existe pas enore de résultats en approximation et en omplexitépour le problème d'ordonnaner des tâhes unitaires sur un nombre illimitéde proesseurs en présene des grands délais de ommuniation. Nous allonsombler e vide (voir la setion 4.2.5). De plus, nous pouvons noter l'in�uenede l'autorisation ou non de la dupliation (introduite par Papadimitriou etYannakakis [126℄ a�n de réduire l'in�uene des délais de ommuniation surla durée de l'ordonnanement) sur la reherhe d'une solution optimale.En e�et, le résultat lassique Hoogeveen et al. [89℄ indique qu'il n'existepas d'algorithme d'approximation ave une performane relative à moins de
7/6 pour le problème UET-UCT. Tandis que si la dupliation est autoriséeColin et Chrétienne [49℄ ont proposé un algorithme polynomial de omplexitéquadratique mais ave beauoup de dupliats.Pour �nir, nous pouvons également noter les limites de l'introdution dela dupliation. Lorsque le nombre de proesseurs est limité ou lorsque lesgrands délais de ommuniations sont onsidérés ; l'autorisation ou non dela dupliation n'a auune in�uene sur la omplexité de la reherhe d'unesolution optimale. Tous les problèmes sont NP-omplets.Voii les expliations des aronymes :� UET − UCT : Unit-Exeution-Time Unit-Communiation-Time, i.e

cij = pi = 1 ;� LCT : Large-Communiation-Time, min cij ≥ max pi� dup : la dupliation des tâhes est autorisée� Sans om. : absene de ommuniation4.1.3 Présentation du hapitreLe hapitre se déompose de la manière suivante :� dans la setion 4.2, nous proéderons à un rappel en omplexité eten approximation sur le problème ave des grands temps de ommu-niation et nous établirons la NP-omplétude du problème pour laminimisation de la longueur de l'ordonnanement dans la setion 4.2.3.� dans la setion 4.2.4, nous proposerons un algorithme polynomial pour
Cmax = c + 2 ave c ∈ {2, 3}.� dans la setion 4.2.5 nous développerons un algorithme ρ-approhé ave
ρ = 2(c+1)

3 (meilleure borne onnue à notre onnaissane).� dans la setion 4.3 nous e�etuerons une analyse des résultats obtenus.Ces travaux ont été mené ave J.C. König, J. Palaysi et F. Moulaï (voir[70℄, [73℄ et [74℄). 41
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Communiations homogènesMahines cij Cmax Complexité Bornes inférieures Référenes
P̄ c = 1 5 Polynomial [172℄
P̄ c = 1 6 NP-omplet 7/6 ≤ ρ [172℄
P c = 1 3 Polynomial [131℄
P c = 1 4 NP-omplet 5/4 ≤ ρ [172℄
P̄ c ≥ 2 > c ? ? ?
P c ≥ 2 c + 1 Polynomial [24℄
P c ≥ 2 c + 3 NP-omplet 1 + 1/(c + 3) ≤ ρ [24℄Tab. 4.1 � Résultats de omplexité pour le modèle à ommuniation homo-gène en présene ou non de grands délais de ommuniational. [24℄ démontrent que le problème P |prec; cij = c ≥ 2; pi = 1|Cmax admetun seuil d'approximation de valeur (1 + 1

c+3).Le tableau 4.1 rappelle les prinipaux résultats de omplexité et de non-approximation. Il est important de noter que dans le as de l'existene d'uneborne pour tout algorithme d'approximation nous garantit que nous n'avonspas de shéma d'approximation polynomial. Dans le as d'un graphe de pré-édene quelonque Rapine [140℄ propose une borne inférieure en O(c) pourun algorithme de liste en présene des grands délais de ommuniation (dansle as où la dupliation est autorisée il démontre que tout algorithme de listepossède une garantie θ(
√

c), e qui montre le gain mais aussi la limitationde ette approhe). Les résultats d'approximation sont donnés par le tableau4.2.Il est important de noter, nous n'avons pas à notre onnaissane trouvéde rapport d'approximation un algorithme ayant un ratio stritement infé-rieur à c+1. Cet algorithme onsiste à exéuter les tâhes sans prédéesseur,à proéder à une phase de ommuniation, à exéuter les tâhes dont lesprédéesseurs ont été ordonnanés, à proéder à une nouvelle phase de om-muniation et ainsi de suite . . .
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Mahines cij Approximation Référenes
P̄ c = 1 ρ ≤ 4/3 [112℄
P c = 1 ρ ≤ 7/3 [111℄
P̄ c ≥ 2 2 pour l'arbre [110℄
P̄ c ≥ 2 ? ?
P c ≥ 2 O(c) [140℄Tab. 4.2 � Résultats d'approximation pour le modèle à ommuniation ho-mogène en présene ou non de grands délais de ommuniation4.2.2 MotivationNous onsidérons le problème de la minimisation de la longueur de l'or-donnanement. Au vue des résultats, il est légitime de se poser la questionsuivante : � Est-e que l'éart sur les seuils d'approximation pour leproblème UET −LCT est identique à elui du problème UET −UCTen environnement de proesseurs di�érents (un nombre in�ni et�ni de proesseurs � ? Dans la suite, nous allons répondre à ette ques-tion.4.2.3 Seuil d'approximation pour les grands délais de om-muniationLe hallenge pour le problème P̄ |prec; cij = c ≥ 2; pi = 1|Cmax est de dé-terminer une borne inférieure (ou seuil d'approximation pour tout algorithmed'approximation). Ainsi dans ette partie, nous allons dans un premier tempsprouver que le problème P̄ |prec; cij = c ≥ 3; pi = 1|Cmax n'admet pas d'algo-rithme approhé ave un ratio plus petit que (1 + 1

c+4) pour la minimisationde la longueur de l'ordonnanement (resp. 1+ 1
2c+5 , pour la minimisation dela somme des temps de omplétude). Nous montrons également, dans le asoù les délais de ommuniations sont égaux à deux (c = 2), que le problèmedevient NP−omplet pour Cmax = 6.
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Communiations homogènes4.2.3.1 Minimisation de la longueur de l'ordonnanement
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1|Cmax admet un ordonnanement de longueur au plus (c+4) est NP-ompletave c ≥ 3.PreuveIl est faile de voir que P̄ |prec; cij = c; pi = 1|Cmax = c + 4 ∈ NP.Notre preuve est basée sur une rédution à partir du problème P1 (voirle hapitre 2 setion 2.5.4 pour la desription de e problème). Soit π∗ uneinstane de P1, nous onstruisons une instane π du problème P̄ |prec; cij =
c; pi = 1|Cmax = c + 4, de la manière suivante :

n désigne le nombre de variables de π∗.1. ∀l ∈ V, nous introduisons (c + 6) tâhes-variables : αl′ l̄′ , l′, l̄′, l̂′, βl
jave j ∈ {1, 2, . . . , c + 2}. Nous ajoutons les ontraintes de préédenesuivantes : αl′ l̄′ → l′, αl′ l̄′ → l̄′, βl

1 → l̂′, βl
1 → l̄′, βl

j → βl
j+1 ave

j ∈ {1, 2, . . . , c + 1}.2. Pour haque lause de longueur trois notée par Ci = (y ∨ z ∨ t), nousintroduisons 2 × (2 + c) tâhes-lauses Ci
j et Ai

j, j ∈ {1, 2, . . . c + 2},ave les ontraintes de préédene : Ci
j → Ci

j+1 et Ai
j → Ai

j+1, j ∈46



{1, 2, . . . , c+1}. Nous ajoutons les ontraintes de préédene suivantes :
Ci

1 → l ave l ∈ {y′, z′, t′} et l → Ai
c+2 ave l ∈ {ŷ′, ẑ′, t̂′}.3. Pour haque lause de longueur deux notée par Ci = (x ∨ ȳ), nousintroduisons (c + 3) tâhes-lauses Di

j, j ∈ {1, 2, . . . , c + 3} ave pourontraintes de préédene : Di
j → Di

j+1 ave j ∈ {1, 2, . . . , c + 2} et
l′ → Di

c+3 ave l ∈ {x, ȳ}.La onstrution proposée i-dessus est illustrée par la �gure 4.3. Cetterédution est lairement alulable en un temps polynomial.Remarque : l̄′ est élément de la lause C ′ de longueur deux assoié auhemin D′i
1 → D′i

2 → . . . D′i
c+2 → D′i

c+3

• Supposons qu'il existe un ordonnanement de longueur au plus (c+4).Nous allons montrer qu'il existe une a�etation I : V → {0, 1} desvaleurs de vérité aux variables satisfaisant l'instane π∗ du problème
P1.Dans un premier temps nous pouvons remarquer que si c ≥ 3 alors 2c+
2 > c+4 et, haque hemin Ai

j, βx
j , Ci

j ou Di
j′ ave j ∈ {1, 2, . . . , c+2}et j′ ∈ {1, 2, . . . , c+3} doit être exéuté sur le même proesseur. Ainsi,deux hemins ne peuvent être exéutés sur le même proesseur.Notation : Dans la suite nous noterons par PA (resp. PC) l'ensembledes n

3 proesseurs qui exéutent un hemin Ai
j (resp. un hemin Ci

j).Notons que par dé�nition du problème P1, n'importe quelle instaneadmet n
3 lauses de longueur trois où n orrespond au nombre de va-riables. De la même manière, nous notons par Pβ (resp. PD) l'ensembledes n proesseurs qui exéutent un hemin βx

j (resp. un hemin Di
j).Lemme 4.2.1 Pour Cmax = c + 4 : la déision d'a�eter la valeur �vrai � à la variable x si et seulement si la tâhe-variable x′ est exéutéesur le proesseur du hemin PC produit une solution réalisable.PreuveDans le but de respeter un ordonnanement réalisable de longueur

(c + 4), dans un premier temps, nous pouvons produire à partir d'unetransformation polynomiale, le début d'exéution des tâhes-variables
l′, l̄′ et l̂′, et que les proesseurs sur lequel es tâhes doivent êtreexéutées, sont donnés par les remarques suivantes :
∀l ∈ V :� haque tâhe-variable l′ est ordonnanée sur le proesseur que PCà l'instant 3 ou sur un autre proesseur on a proesseur de PD àl'instant (c + 2) ou (c + 3), 47



Communiations homogènes� haque tâhe-variable l̄′ est exéutée sur un proesseur de Pβ au slot
3 ou sur un proesseur de PD au slot (c + 2) or (c + 3),� haque tâhe-variable l̂′ est exéutée sur un proesseur de Pβ au slot
2 ou 3 ou sur un proesseur de PA au slot (c + 2) ou (c + 3),� les tâhes-variables l̄′ et l̂′ ne peuvent être exéutées ensemble surun proesseur de Pβ (ils admettent un prédéesseur ommun).Notations et propriétés : pour haque l ∈ V, nous pouvons assoierles trois tâhes l′, l̄′, l̂′. Nous notons par X = {l′|l ∈ V}, X̄ = {l̄′|l ∈ V}et X̂ = {l̂′|l ∈ V} trois ensembles de tâhes. Pour haque sous-ensemble

A de X̄ (resp. X̂), nous pouvons assoier un sous-ensemble B de X dela manière suivante : l′ ∈ B si et seulement si l̄′ ∈ A (resp. l̂′ ∈ A).Considérons les ensembles suivants :� X1 = {l′\π(l′) ∈ PC} où π(l′) désigne le proesseur sur lequel latâhe l′ est exéutée,� X2 = {l′\π(l′) ∈ PD},� X3 = {l′\π(l̄′) ∈ Pβ},� X4 = {l′\π(l̄′) ∈ PD},� X5 = {l′\π(l̂′) ∈ Pβ},� X6 = {l′\π(l̂′) ∈ PA}.Considérons que Xi = |Xi| pour i ∈ {1, . . . , 6}.Nous pouvons dériver à partir de la onstrution de l'instane du pro-blème d'ordonnanement la tableau suivant :
PC Pβ PA PD

x′ X1 X2

x̄′ X3 X4

x̂′ X5 X6A partir, du tableau préédent, en utilisant la variable Xi, nous obte-nons le système d'inéquations suivant :
X1 + X2 = n (4.1)
X3 + X4 = n (4.2)
X5 + X6 = n (4.3)

X1 ≤ n

3
(4.4)

X6 ≤ 2n

3
(4.5)

X3 + X5 ≤ n (4.6)
X2 + X4 ≤ n (4.7)48



Nous préisons en détail de es équations :� Pour les équations (4.1), (4.2) et (4.3) toutes les tâhes de l'ensemble
X, X̄ et X̂ doivent être exéutées.� Pour haque équation (4.4), sur le proesseur qui exéute le hemin
Ci

j de la lause Ci = (y ∨ z∨ t), une tâhe-variable au plus parmi lestrois tâhes-variables y′, z′, t′ peut être exéutée. En e�et, toutesles tâhes-variables l′ admettent un suesseur qui sera exéuté surle proesseur que PD. Si elle est allouée sur le même proesseur quiexéute les tâhes du hemin PC , elle ne peut être a�etée avant leslot 3, et don la tâhe-variable αl′ l̄′ peut être a�etée sur le mêmeproesseur qui devient saturé. Alors, nous obtenons |X3| < |PC |.� Pour haque équation (4.5), préise que haque proesseur exéu-tant les tâhes d'un hemin PA admet deux instants d'inativités et
|PA| = n

3 .� Pour l'équation (4.6), toutes les tâhes-variables l̄′ ou l̂′ qui sontexéutées sur le proesseur du hemin Pβ doivent être terminéesavant le slot 3 (elles admettent un suesseur exéuté sur un autreproesseur). Alors la tâhe-variable αl′ l̄′ doit être ordonnanée sur lemême proesseur qui devient saturé. Don, seulement une des tâhes-variables l̄′ et l̂′ peut être exéutée sur le proesseur du hemin Pβet don, |X3| + |X5| ≤ |Pβ |.� Pour l'équation (4.7), il est lair que |PD| = n et il existe un instantd'inativité au plus, sur haque proesseur de PD.Dans un premier temps, nous avons X3 +X5 = n (en e�et, nous avons
X3 + X4 + X5 + X6 = 2n et X6 ≤ 2n

3 , X4 ≤ n
3 , alors X3 + X5 ≥ n).Dans un seond temps, ∀l′ seulement une des tâhes-variables l̄′ et l̂′peut-être a�etée sur le proesseur Pβ , ainsi nous obtenons X3 ∩X5 =

∅. Par onséquent, nous avons X3 ∪ X5 = X. Comme l'ensemble X4(resp. X6) est le omplémentaire de l'ensemble X3 (resp. X5) nousavons X4 ∪ X6 = X. De plus, si la tâhe-variable l′ est ordonnanéesur le proesseur de PC alors la tâhe-variable αl′ l̄′ est a�etée sur lemême proesseur. Ainsi la tâhe-variable x̄′ ne peut être exéutée avantl'instant (c+2), et don est ordonnanée sur le proesseur de PD. Nouspouvons déduire que X1 = X4 (les deux ensembles admettent la mêmeardinalité).Finalement, nous avons X1 ∪ X2 = X, X3 ∪ X4 = X, X5 ∪ X6 = X,
X4 ∪ X6 = X, X3 ∪ X5 = X, X1 = X4 et don X1 = X4 = X5 et
X2 = X3 = X6. 49



Communiations homogènesNous pouvons déduire des équations préédentes
X1 = X4 = X5 =

n

3et
X2 = X3 = X6 =

2n

3
.Alors, si nous a�etons la valeur � vrai � à la variable l si et seulementsi la tâhe-variable l′ est exéutée sur le proesseur de PC . Il est lairque la lause de longueur trois nous avons un et un seul littéral à �vrai �.Considérons C = (x ∨ ȳ), une lause de longueur 2.� Si x′ ∈ X1 =⇒ y′ ∈ X4 =⇒ y′ ∈ X1. La première impliation(resp. la seonde) est due au fait que haque proesseur exéutantun hemin PD est saturé (x2 + x4 = n) (resp. X1 = X4). Seul lelittéral x est � vrai � entre les variables x et ȳ.� Si x′ ∈ X2 =⇒ y′ ∈ X3 =⇒ y′ ∈ X2. La première (resp. la seonde)impliation est due au fait qu'il existe un seul instant inativitésur haque proesseur exéutant le hemin PD (resp. X3 = X2).Seulement le littéral ȳ est � vrai � entre les variables x et ȳ.En onlusion, il existe un seul littéral à � vrai � par lause. Ceionlut la preuve du Lemme 4.2.1.

�

• Réiproquement, supposons qu'il existe une a�etation I : V → {0, 1}des valeurs de vérité aux variables satisfaisant l'ensemble des lauses.Alors un ordonnanement de longueur au plus (c+4) peut être obtenude la manière suivante.Supposons le littéral mis à vrai dans lause Ci = (y∨z∨ t) est t. Don,la tâhe-variable t′ (resp. y′ etz′) est a�etée au slot 2 (resp. au slot
(c + 2)) sur le même proesseur que le hemin PCi

(resp. les hemins
PD et PD′ , où D et D′ indique que les lauses de longueur deux où lesvariables y et z apparaissent). Les 2n

3 autres tâhes-variables y′ qui nesont pas enore ordonnanées, sont a�etées au slot 3 sur le proesseur
Pβ omme la tâhe-variable αy′ȳ′ . La tâhe-variable t̂′ (resp. ŷ′ et ẑ′)est exéutée à l'instant t = 2 (resp. (c+ 2) et (c+ 3)) sur le proesseurdu hemin Pβ (resp. PA).Cei onlut la preuve du Théorème 4.2.1.

�50



4.2.3.2 Étude du as c = 2Dans ette partie, nous allons onsidérer le as spéial où le délai deommuniation potentiel entre haque paire de tâhes i et j est égal à c = 2 :
∀(i, j) ∈ E,� si πi = πj alors tj ≥ ti + pi� sinon tj ≥ ti + pi + 2.Nous étudions la omplexité de e problème, et nous allons prouver la

NP-omplétude de P̄ |prec; cij = 2; pi = 1|Cmax pour Cmax = 6. Nous rap-pelons que le problème UET − UCT (P̄ |prec; cij = 1; pi = 1|Cmax) est
NP-omplet (resp. polynomial) pour Cmax = 6 (resp. Cmax = 5), (voir[131℄,[172℄).La preuve de la NP-omplétude pour le problème P̄ |prec; cij = 2; pi =
1|Cmax est basée sur une rédution e�etuée à partir du problème NP-omplet P1 di�érente de elle présentée i-dessus en appliquant c = 2.Théorème 4.2.2 Le problème de déider si une instane de P̄ |prec; cij =
2; pi = 1|Cmax admet un ordonnanement de longueur au plus six est NP-omplet.Preuve
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Communiations homogènesAvant de proposer une transformation polynomiale, il est important denoter que la transformation suggérée dans la preuve du Théorème 4.2.1 nepeut être utilisée pour la démonstration de la NP-omplétude du problèmed'ordonnanement pour le as partiulier c = 2.Nous supposons que nous appliquons la transformation polynomiale ave
c = 2. Considérons Cj1 = (y ∨ z ∨ t) une lause de longueur trois. Noussupposerons que la tâhe-variable y est exéutée à l'instant t = 2 sur leproesseur π. Pour toutes les lauses de longueur trois, par onstrution, unhemin de longueur quatre est réé (ii, le hemin Cj1

1 → Cj1
2 → Cj1

3 → Cj1
4 ).La tâhe-variable y assoiée à la tâhe y admet deux prédéesseurs. Noussupposons que les tâhes-lauses Cj1

1 sont exéutées à t = 0. Alors, la tâhe-variable αyy′ est ordonnanée à t = 1. Alors, les tâhes-lauses restantes duhemin Cj1
2 → Cj1

3 → Cj1
4 peuvent être exéutées sur un autre proesseurque π. Sur le proesseur π, les tâhes-variables z et x̄ et la tâhe-lause Cj2où Cj2 = (z ∨ x̄) sont ordonnanées. En répétant ette a�etation pour leslauses de longueur trois, le nombre de tâhes qui sont exéutées sur PC est n(rappelons que PC est l'ensemble des n

3 proesseurs qui exéutent un hemin
Ci

j ave j ∈ {1, . . . , 4} pour une lause de longueur trois Ci). Dans la preuvepréédente, nous erti�ons que pour la onstrution suggérée, le nombre detâhes devant être ordonnanées est n/3. Contradition.Revenons à la démonstration du Théorème :Il est faile de voir que P̄ |prec; cij = 2; pi = 1|Cmax = 6 ∈ NP .Notre preuve est basée sur une rédution à partir de P1.Soit une instane π∗ de P1, nous onstruisons une instane π du problème
P̄ |prec; cij = 2; pi = 1|Cmax = 6, de la manière suivante :1. ∀l ∈ V, nous introduisons 5 tâhes-variables : αl′ , l′, l̄′, l̂′, βl′ . Nousajoutons les ontraintes de préédene : αl′ → l′, αl′ → l̄′, βl′ → l̂′,

βl′ → l̄′.2. Pour haque lause de longueur trois notée Ci = (y∨ z∨ t), nous intro-duisons les tâhes-lauses Ci etAi. Nous ajoutons omme ontraintesde préédene : Ci → l ave l ∈ {y′, z′, t′} et l → Ai ave l ∈ {ŷ′, ẑ′, t̂′}.3. Pour haque lause de longueur deux noté Ci = (x∨ ȳ), nous introdui-sons inq tâhes-lauses Di
j , j ∈ {1, 2, . . . , 5} ave pour ontrainte depréédene : Di

j → Di
j+1 ave j ∈ {1, 2, 3, 4} et l → Di

5 ave l ∈ {x′, ȳ′}.La onstrution i-avant est illustrée par la �gure 4.4. Clairement la trans-formation est alulable en temps polynomial.La preuve omplète et détaillée est donnée dans [74℄.
�52



Nous pouvons déduire des deux Théorèmes préédents, le orollaire las-sique sur le seuil d'approximation :Corollaire 4.2.1 Il n'existe pas d'algorithme d'approximation pour le pro-blème P̄ |prec; cij = c ≥ 2; pi = 1|Cmax ave une performane relative bornéepar 1 + 1
c+4 sous l'hypothèse que P 6= NP.PreuveLa preuve du Corollaire 4.2.1 est une onséquene immédiate du Théo-rème de l'Impossibilité, (voir [50℄, [67℄, setion 2.2.2).

�4.2.3.3 Minimisation de la somme des temps de omplétudeDans ette partie, nous montrerons qu'il n'existe pas d'algorithme appro-hé pour le problème P̄ |prec; cij = c ≥ 2; pi = 1|∑j Cj ave une performaneinférieure à 1 + 1
2c+5 sous l'hypothèse P 6= NP . Ce résultat est obtenu parune transformation polynomiale issue de la preuve du Théorème 4.2.2 et dela tehnique du gap présentée dans la hapitre 2 (voir également [88℄).Théorème 4.2.3 Il n'existe pas d'algorithme approhé pour le problème

P̄ |prec; cij = c ≥ 2; pi = 1|∑j Cj ave pour performane bornée par 1+ 1
2c+5sous l'hypothèse P 6= NP.PreuveNous supposons qu'il existe un tel algorithme noté par A ave pour per-formane garantie de 1+ 1

2c+5 . Soit I une instane du problème P̄ |prec; cij =
c ≥ 2; pi = 1|Cmax obtenue par rédution (voir Théorème 4.2.2).Soit I ′ une instane du problème P̄ |prec; cij = c ≥ 2; pi = 1|∑j Cjen ajoutant x nouvelles tâhes à partir de l'instane initiale I. Nous ajou-tons la ontrainte de préédente suivante : haque groupe de x (ave x >
(2c+6)c+(c+4)ρn

2c+6)−(2c+5)ρ ) nouvelles tâhes est un suesseur des aniennes tâhes (lesaniennes tâhes proviennent de la transformation polynomiale utilisée dansla preuve du Théorème 4.2.2). Nous obtenons ainsi un graphe omplet entreles aniennes tâhes et les nouvelles.S'il existe un tel algorithme A, alors il pourrait être utilisé pour déiderde l'existene d'un ordonnanement de longueur au plus c + 4.Soit A(I ′) (resp. A∗(I ′)) le résultat donné par A (resp. une solution op-timale) sur l'instane I ′. 53



Communiations homogènes1. Si A(I ′) < (2c+5)ρx+(c+4)ρn alors A∗(I ′) < (2c+5)ρx+(c+4)ρn.Alors nous pouvons déider qu'il existe un ordonnanement sur l'ins-tane I ave Cmax ≤ c + 4. En e�et, s'il n'existe pas un tel ordon-nanement, alors une tâhe de l'instane I est exéutée après l'ins-tant c + 5. Mais, peut-être c tâhes sont exéutées après 2c + 6et don A∗(I ′) > (2c + 6)(x − c). Cei est impossible, en e�et si
(2c + 6)(x − c) ≥ (2c + 5)ρx + (c + 4)ρn alors x ≤ (2c+6)c+(4+c)ρn

2c+6)−(2c+5)ρ .Cei est une ontradition ave les hypothèses. Une ontradition ave
x > (2c+6)c+(4+c)ρn

2c+6)−(2c+5)ρ . Ainsi, il existe un ordonnanement de longueur
c + 4 pour les aniennes tâhes.2. Nous supposons A(I ′) ≥ (2c + 5)ρx + (c + 4)ρn. Alors, A∗(I ′) ≥
(2c + 5)x + (c + 4)n ar l'algorithme A est une algorithme d'approxi-mation ave performane garantie bornée par ρ < 2c+6

2c+5 . Il n'existe pasd'algorithme pour déider si les tâhes à partir de l'instane I admetteun ordonnanement de longueur au plus c + 4.En e�et, si il existe un tel algorithme, en exéutant les x tâhes àl'instant t = 4 + 2c, nous obtenons un ordonnanement ave un tempsde omplétude stritement inférieur à (5 + 2c)x + (4 + c)n (il existe aumoins une tâhe qui est exéutée avant l'instant t = c + 4). Cei estune ontradition ave le fait que A∗(I ′) ≥ (2c + 5)x + (c + 4)n.Ainsi, s'il existe un algorithme approhé ave une performane garan-tie de 1 + 1
2c+5 , alors et algorithme peut être utilisé pour distinguerles instanes positives (pour lesquelles la réponse est oui) des instanesnégatives (pour lesquelles la réponse est non) pour le problème d'or-donnanement P̄ |prec; cij = c ≥ 2; pi = 1|Cmax = c + 4, produisantainsi un algorithme polynomial pour un problème NP-omplet. Paronséquent, le problème P̄ |prec; c.ij = c ≥ 2; pi = 1|∑ Cj ne possèdepas d'algorithme polynomial ρ-approhé ave 1 + 1

2c+5 .
�4.2.4 Un algorithme polynomial pour Cmax = c + 2 ave c ∈

{2, 3}Théorème 4.2.4 Le problème de déider si une instane de P̄ |prec; cij =
c; pi = 1|Cmax ave c ∈ {2, 3} admet un ordonnanement de longueur au plus
(c + 2) peut-être résolu temps polynomial.PreuveLa preuve omplète et détaillée et donnée dans [74℄.54



�La preuve proposée ne peut être étendue dans la as général. En e�et audessus de la valeur c = 4 la ombinatoire devient importante. Le hallengeest de proposer un algorithme générique pour n'importe quelle valeur de
c = 2, 3, . . .4.2.5 Approximation par dilatationAprès avoir établi une borne inférieure pour n'importe quel algorithme,le hallenge est de proposer un algorithme approhé ave garantie de per-formane non triviale. Dans ette partie, nous développons un algorithmeapprohé pour le problème P̄ |prec; cij = c ≥ 2; pi = 1|Cmax.4.2.5.1 Introdution, notation et desription de l'algorithmeNotation : Nous notons par σ∞, l'ordonnanement sur le modèle UET-UCT, et par σ∞

c l'ordonnanement UET-LCT. De plus, nous notons par ti(resp. tci ) le début d'exéution de la tâhe i dans l'ordonnanement σ∞ (resp.dans l'ordonnanement σ∞
c ).Prinipe : Nous gardons l'a�etation des tâhes sur les proesseurs donnéspar un � bon � ordonnanement sur un nombre illimité de proesseurs σ∞.Nous proédons à une dilatation de la longueur de l'ordonnanement pourpréserver les délais de ommuniation (tcj ≥ tci + 1 + c) pour deux tâhes, iet j ave (i, j) ∈ E, exéutées sur deux proesseurs di�érents.Considérons un graphe de préédene G = (V,E), nous déterminonsun ordonnanement réalisable σ∞, pour le modèle UET-UCT, en utilisantl'algorithme (de ratio 4/3) proposé par Munier et König [115℄. Cet algorithmedonne un ouple ∀i ∈ V, (ti, π) pour ordonnanement σ∞ orrespondant à :

ti est le début d'exéution de la tâhe i pour l'ordonnanement σ∞ et πi leproesseur sur lequel la tâhe i est ordonnanée à ti.Maintenant nous déterminons un ouple ∀i ∈ V, (tci , π
′) pour l'ordonnan-ement σ∞

c de la manière suivante : le début d'exéution tci = d× ti = (c+1)
2 tiet, π = π′. La justi�ation du oe�ient de dilatation est donnée i-après.Une illustration de la dilatation est proposée à la �gure 4.5.
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Fig. 4.5 � Illustration de la notion de dilatation4.2.5.2 Analyse du ratio de performaneLemme 4.2.2 Le oe�ient d'expansion est d = (c+1)
2 .PreuveConsidérons deux tâhes i et j telles que (i, j) ∈ E, qui sont exéutéessur deux proesseurs di�érents dans un ordonnanement réalisable σ∞. Nousherhons un oe�ient d tel que tci = d× ti et tcj = d× tj. Après l'expansion,dans le but de respeter les délais de ommuniation et les ontraintes depréédene nous obtenons tcj ≥ tci +1+ c, et don d× ti − d× tj ≥ c+1, d ≥

c+1
ti−tj

, d ≥ c+1
2 . Il su�t de hoisir d = (c+1)

2 .
�Lemme 4.2.3 L' algorithme d'expansion donne un ordonnanement réali-sable pour le problème noté par P̄ |prec; cij = c ≥ 2; pi = 1|Cmax.Preuve 56



Il su�t de véri�er que la solution donnée par l'algorithme d'expansionproduit un ordonnanement réalisable pour le modèle UET-LCT. Considé-rons deux tâhes i et j telles que (i, j) ∈ E. Nous notons par πi (resp. πj)le proesseur sur lequel la tâhe i (resp. la tâhe j) est exéutée dans l' or-donnanement σ∞. De plus, nous notons par π′
i (resp. π′

j) le proesseur surlequel la tâhe i (resp. la tâhe j) est exéutée dans l' ordonnanement σ∞
c .Ainsi,� Si πi = πj alors π′

i = π′
j. Sahant que la solution proposée Munier etKönig [115℄ donne un ordonnanement réalisable sur le modèle UET-UCT, alors nous avons

ti + 1 ≤ tj,
2

c + 1
tci + 1 ≤ 2

c + 1
tcj; t

c
i + 1 ≤ tci +

c + 1

2
≤ tcj.� Si πi 6= πj alors π′

i 6= π′
j . Nous avons

ti + 1 + 1 ≤ tj,
2

c + 1
tci + 2 ≤ 2

c + 1
tcj ; t

c
i + (c + 1) ≤ tcj.

�Théorème 4.2.5 L'algorithme d'expansion donne un 2(c+1)
3 algorithme ap-prohé pour le problème P̄ |prec; cij = c ≥ 2; pi = 1|Cmax.PreuveNous notons par Ch

max (resp. Copt
max) la longueur de l'ordonnanementdéterminé par l'algorithme de Munier et König (resp. une solution donnéepar un ordonnanement optimal σ∞). De la même manière, nous notons par

Ch∗

max (resp. Copt,c
max ) la longueur de l'ordonnanement alulé par l'algorithme(resp. la valeur optimale de l'ordonnanement σ∞

c ).Nous savons que Ch
max ≤ 4

3Copt
max.Ainsi, nous obtenons

Ch∗

max

Copt,c
max

=
(c+1)

2 Ch
max

Copt,c
max

≤
(c+1)

2 Ch
max

Copt
max

≤
(c+1)

2
4
3Copt

max

Copt
max

≤ 2(c + 1)

3. �
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Communiations homogènesMahines cij Cmax Complexité Seuil Référenes
P̄ c = 1 5 Polynomial [172℄
P̄ c = 1 6 NP-omplet 7/6 ≤ ρ [172℄
P c = 1 3 Polynomial [131℄
P c = 1 4 NP-omplet 5/4 ≤ ρ [172℄
P̄ c ∈ {2, 3} c + 2 Polynomial Théorème 4.2.4
P̄ c ≥ 2 c + 4 NP-omplet 1 + 1/(c + 4) ≤ ρ Théorème 4.2.2
P c ≥ 2 c + 1 Polynomial [24℄
P c ≥ 2 c + 3 NP-omplet 1 + 1/(c + 3) ≤ ρ [24℄Tab. 4.3 � Tableau 4.1 omplété4.3 Analyse des résultatsNous omplétons le tableau 4.1 par le tableau 4.3.Maintenant, nous pouvons répondre par la négative onernant la ques-tion posée au début de la setion bien que pour le moment nous ne onnais-sions pas enore la omplexité pour Cmax = c + 3 et pour Cmax = c + 2ave c ≥ 4. Nous pouvons onlure que l'éart est di�érent. Le problèmed'ordonnanement sur un nombre illimité de proesseurs est aussi di�ile enprésene des grands délais de ommuniation que sur un nombre limité. Ladi�ulté provient des grands délais de ommuniation et non pas du nombrelimité ou non de proesseurs.Nous pouvons remarquer que pour le as c = 2, nous avons prouvé que leproblème P̄ |prec; cij = c ≥ 2; pi = 1|Cmax est NP-omplet. Le résultat estidentique à elui du problème lassique UET − UCT . Rappelons que poure problème il existe un algorithme 4

3−approhé (basé sur une relaxation desontraintes d'intégrité d'un programme linéaire en nombres entiers ave unephase d'arrondis, voir [115℄). En utilisant l'algorithme de l'expansion ave
c = 2, nous obtenons une 2-approximation. Une question intéressante : Est-eque le programme linéaire en nombres entiers donné pour le problème UET-UCT en présene d'un nombre illimité de proesseurs, peut il être étendupour le problème c = 2 ?De plus, dans [88℄ les auteurs proposent une preuve de non-approximabilité, basée sur la tehnique du saut (voir [128℄), pour le problèmede la minimisation de la somme des temps de omplétude.58



Mahines cij Approximation Référenes
P̄ c = 1 ρ ≤ 4/3 [112℄
P c = 1 ρ ≤ 7/3 [111℄
P̄ c ≥ 2 2 pour les arbres [110℄
P̄ c ≥ 1 2(c+1)

3 Théorème 4.2.5
P c ≥ 2 O(c) [140℄Tab. 4.4 � Nouveaux résultats d'approximation4.4 ConlusionDans e hapitre, nous avons étudié (du point de vue de la omplexitéet de l'approximation) deux problèmes d'ordonnanement dans le modèlehomogène. La �gure 4.6 omplète les résultats de omplexité.A la vue des résultats d'approximation (voir la �gure 4.7), il est légi-time de se poser la question : � Est-e qu'il existe un algorithme approhéave une garantie de performane de ρ ave ρ ∈ IN pour les problèmes aveles grands délais de ommuniation en présene d'un nombre �ni ou in�nide proesseurs ? � Nous voulons aussi, démontrer l'appartenane de es pro-blèmes à la lasse APX omme les problèmes pour lesquels la dupliation estautorisé. Notons que si nous autorisosn la dupliation il existe un algorithme

2-approhé (voir [126℄).Nous avons également redémontrer le résultat lassique de Hoogeveen etal. [172℄ en utilisant la résolution d'un système d'inéquations. De plus, dans[172℄, les auteurs ont montré la NP-omplétude pour le problème UET −
UCT dans le as où le graphe de préédene admet pour struture une anti-arboresene. Il serait intéressant de proposer un seuil d'approximation pourle omparer à elui donné pour un graphe de préédene quelonque.La borne de 4/3 obtenu par Munier et König [115℄ reste la meilleureborne onnue depuis une quinzaine d'années. Une idée possible onsiste à� déouper � le graphe de préédene en des graphes Gi de profondeur auplus au plus inq, sahant que déider si nous pouvons ordonnaner en tempsinq un Gi est polynomial. Cependant, la di�ulté onsiste à d'une part àgénérer une solution réalisable à partir de Gi et évidemment d'évaluer laperformane relative.
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CHAPITRE
5 Communiations hié-rarhiques

5.1 Présentation et motivations5.1.1 IntrodutionDans e hapitre, nous adoptons le modèle à ommuniations hiérar-hiques [27℄ dans lequel nous supposons que les délais de ommuniations nesont pas homogènes ; les proesseurs sont regroupés sous forme de moduleset les ommuniations à l'intérieur d'un même module seront onsidéréesomme plus rapides que elles entre deux proesseurs appartenant à des mo-dules di�érents. Ce modèle prend en ompte la nature hiérarhique des om-muniations dans les ordinateurs parallèles, omposés de plusieurs réseauxde PC ou des stations de travail (NOW, Network of workstations) [129℄.L'utilisation des réseaux de stations de travail omme mahines parallèles[9, 129℄ a permis un regain d'intérêt pour le parallélisme mais a égalementengendré de nouveaux problèmes onernant l'exploitation potentielle de lapuissane o�erte par de tels systèmes.La plupart des tentatives pour modéliser es systèmes se sont foali-sées sur la programmation de es systèmes plut�t que le développement demodèles abstraits [142, 143, 40, 38℄. Quelques tentatives onernant etteapprohe ont vu le jour dans la littérature [27, 46℄. Le modèle que nousadoptons ii est le modèle à ommuniations hiérarhiques qui est dédié àl'un des problèmes majeurs apparus du fait de la néessité d'une utilisatione�ae de telles arhitetures le problème d'ordonnanement de tâhes. Lemodèle proposé prend en ompte les arhitetures des NOW : l'hypothèsedes ommuniations hiérarhiques i.e. une hiérarhie des délais de ommuni-ations ave des latenes de plus en plus grandes. Plus formellement, soit unensemble de modules onstitués de proesseurs identiques, et un graphe depréédene, nous onsidérons que si deux tâhes ommuniantes sont exéu-tées sur le même proesseur (resp. sur des proesseurs di�érents d'un même63



Communiations hiérarhiquesmodule) alors le délai de ommuniation orrespondant est négligeable (resp.est égal e que nous appellerons le délai de ommuniation inter-proesseur).A l'inverse, si es tâhes sont exéutées sur des modules di�érents, alors ledélai de ommuniation est plus important et elui-i sera appelé le délaiommuniation inter-module.Nous disposons de m mahines multiproesseurs (ou modules) qui sontutilisées pour exéuter n tâhes soumises à des ontraintes de préédene.Chaque mahine (module Π) omprend plusieurs proesseurs parallèles iden-tiques π. Un ouple de délais de ommuniations (cij , ǫij) est assoié àhaque ar (i, j) entre deux tâhes dans le graphe de préédene. Par lasuite, cij (resp. ǫij) représentera les ommuniations inter-module (resp.inter-proesseur) et nous ferons l'hypothèse naturelle que cij ≥ ǫij. Si lestâhes i et j sont exéutées sur des mahines di�érentes (Π′ 6= Π), alors jdevra être exéutée au moins cij unités de temps après la �n d'exéution de i.De manière similaire, si i et j sont exéutées sur la même mahine (Π = Π′)mais sur des proesseurs di�érents (π 6= π′) alors le début de l'exéution dela tâhe j peut se faire ǫij unités de temps après la �n d'exéution de i. Deplus, si i et j sont exéutées sur le même proesseur (π = π′) alors j peutavoir un début d'exéution immédiatement après la �n de la tâhe i.Formellement, dans le modèle d'ordonnanement à ommuniationshiérarhiques nous assoions un ouple de valeur (cij , ǫij) ave ǫij ≤ cij

∀(i, j) ∈ E tel que :� si π = π′ alors ti + pi ≤ tj� sinon si π 6= π′ et si Π = Π′ alors ti + pi + ǫij ≤ tj� sinon Π 6= Π′ et ti + pi + cij ≤ tjoù pi (resp. ti) désigne la durée d'exéution (resp. le début d'exéution)de la tâhe i.Clairement, le modèle à ommuniations hiérarhiques est une générali-sation du modèle à ommuniations homogènes ([48℄, [50, 131℄) puisque si
∀(i, j) ∈ E, ǫij = cij alors, le modèle hiérarhique est identique au modèlelassique ave ommuniations homogènes.En utilisant les notations α|β|γ (es trois paramètres permettent de réglerle niveau d'abstration de la mahine virtuelle et les hypothèses sur le type degraphes onsidérés), introduites par Graham et al. [77℄ et étendues dans [173℄,notre problème est représenté par P̄ (P2)|prec; (cij , ǫij) = (2, 1); pi = 1|Cmaxoù le premier hamp P̄ (P2) signi�e que nous disposons d'une in�nité demahines onstituées de deux proesseurs identiques haune et prec indiqueque le graphe orienté sans yle admet une struture quelonque.Le problème d'ordonnanement ave ommuniations hiérarhiques a été64



Modèle Critère Modèle homogène Modèle hiérarhiqueType de Borne(s) Type de Borne(s)mahine mahineUET-UCT Cmax P̄
7
6 < ρ ≤ 4

3 , P̄ (P2)
5
4 ≤ ρ ≤ 8

5 ,([89℄,[115℄) ([30℄,[27℄)SCT Cmax P̄
ρ ≤ 2(1+Φ)

2Φ+1 ,
P̄ (P2)

ρ ≤ 12(1+Φ)
12Φ+1 ,([111℄) ([35℄)UET-UCT ∑

j Cj P̄ 9
8 ≤ ρ, ([88℄) P̄ (P2) 7

6 ≤ ρ, ([30℄)UET-UCT,biparti Cmax P 5
4 ≤ ρ, ([172℄) P2(P ) 4

3 ≤ ρ, ([11℄)UET-UCT,biparti ∑

j Cj P P2(P ) 17
16 ≤ ρ, ([11℄)UET-UCT Cmax P ρ ≤ 7

3 − 4
3m

, ([112℄) P (Pm) ρ ≤ (3 − 1
Mm

), ([11℄)UET-UCT,dup Cmax P̄ ρ = 1, ([49℄) P̄ (P2) ρ = 1, ( [25℄)Tab. 5.1 � Tableau omparatif sur la omplexité et sur la (non)-approximation des problèmes d'ordonnanement en présene de ommuni-ations homogènes et hiérarhiques obtenus dans [68℄.introduit dans [68℄. Dans ette thèse, plusieurs résultats ont été obtenu, etsont résumés dans le tableau 5.1.Cependant, plusieurs approhes existent pour tenter de modéliser aumieux es systèmes en prenant en ompte les développements tehnolo-giques :� une approhe onerne la programmation système, nous pouvons iterles travaux référenés par [38, 40, 142, 143℄.� dans une approhe d'un modèle abstrait, nous pouvons iter les travauxde [39, 57, 59, 102, 107, 108, 168℄ sur les tâhes malléables introduitesdans [39, 57℄. Une tâhe malléable est une tâhe qui peut s'exéutersur plusieurs proesseurs et sa durée d'exéution dépend du nombre deproesseurs exéutant ette tâhe.En onsidérant le tableau 5.1, il est manifeste qu'un travail sur la om-plexité pour tout ouple de valeurs de délais de ommuniation est à e�e-tuer. Ce travail a ommené à être fait dans [69℄, en onsidérant le ouple devaleurs (2, 1) et les prinipaux résultats de et l'artile sont donnés i-après.65



Communiations hiérarhiquesThéorème 5.1.1 Le problème P̄ (P2)|prec; (cij , ǫij) = (2, 1); pi = 1|Cmaxne possède pas d'algorithme d'approximation ave une performane relativegarantie stritement inférieure à 6/5 sous l'hypothèse P 6= NP.Théorème 5.1.2 Le problème de déider si une instane de
P̄ (P2)|prec; (cij , ǫij) = (2, 1); pi = 1|Cmax possède un ordonnanementde longueur au plus trois est polynomial.Théorème 5.1.3 Le problème P̄ (P2)|prec; (cij , ǫij) = (2, 1); pi = 1|∑j Cjne possède pas d'algorithme d'approximation ave une performane relativegarantie stritement inférieure à 9/8 sous l'hypothèse P 6= NP.5.1.2 MotivationsLe hallenge maintenant est double : � Peut-on généraliser es résul-tats pour tout ouple de valeurs (c, c′) ave pour fontion objetivela minimisation de la longueur de l'ordonnanement ? �. Dans leas où la réponse est positive, � Pour le problème UET , est-e quel'éart (portant sur la valeur du Cmax) entre l'existene d'une solu-tion optimale (via un algorithme de omplexité polynomiale) et la
NP-omplétude, est identique entre le modèle à ommuniationshomogènes et elui à ommuniations hiérarhiques en présenedes grands délais de ommuniation ? � Dans e hapitre, nous allonsrépondre à es deux questions.5.1.3 Présentation du hapitreLe hapitre se déompose de la manière suivante :� dans la setion 5.2, nous établirons la NP-omplétude du problèmepour la minimisation de la longueur de l'ordonnanement.� dans la setion 5.3, nous proposerons un algorithme polynomial pour

Cmax = c + 1.� dans la setion 5.4 nous e�etuerons une analyse des résultats obtenus.� dans la setion 5.5 nous développerons un algorithme ρ-approhé ave
ρ = 2l(c+1)

2l+1 (meilleure borne onnue à notre onnaissane).Ces travaux ont été mené ave E. Angel, E. Bampis, J.C König, et A.Kononov (voir [11℄, [26℄, [27℄, [28℄, [29℄, [30℄, [31℄, [32℄, [33℄, [34℄, [35℄, [69℄,[71℄, [72℄. 66



Référenes
(cij , ǫij) Cmax

∑

j Cj

(c ≥ 3, 1) voir Théorème 5.2.1 voir Théorème 5.2.5
(3, 2) voir Théorème 5.2.3 voir Théorème 5.2.5

(c ≥ 3, c′) voir Théorème 5.2.2 voir Théorème 5.2.5
(c, c − 1) voir Théorème 5.2.4 voir Théorème 5.2.5Tab. 5.2 � Résultats de omplexité pour la setion 5.25.2 Résultats sur la non-approximabilité pour tousouples de valeursDans ette setion, plusieurs preuves de NP−omplétude sont propo-sées. Nous montrons que le problème de déider si une instane de P̄ (Pl ≥

4)|prec; (cij , ǫij) = (c ≥ 3, 1); pi = 1|Cmax possède un ordonnanement delongueur (c + 3) est NP-omplet (voir Théorème 5.2.1). Ce résultat sera gé-néralisé dans le Théorème 5.2.2 pour le problème P̄ (Pl ≥ 4)|prec; (cij , ǫij) =
(c, c′); pi = 1|Cmax ave c > c′ + 1 > 2.Nous montrons également la NP−omplétude pour le problème P̄ (Pl ≥
4)|prec; (cij , ǫij) = (3, 2); pi = 1|Cmax (voir Théorème 5.2.3). La transforma-tion polynomiale est basée sur la NP−omplétude du problème P1, mais laonstrution de l'instane est di�érente. Nous tirons avantage des di�érentesvaleurs des ouples de ommuniations. Ce résultat est également généralisépar le Théorème 5.2.4 les ouples de valeurs : (cij , ǫij) = (c, c−1) ave c ≥ 3.Dans un seond temps, nous étudierons le problème ave pour fontionobjetif en onsidérant la somme des temps de omplétude ∑

j Cj , au lieude la longueur de l'ordonnanement Cmax.Tous les résultats de NP−omplétude sont donnés par le tableau 5.2.Dans toutes les preuves de NP−omplétude la valeur des variables l et csont onstantes.5.2.1 Minimisation de la longueur de l'ordonnanementThéorème 5.2.1 Le problème de déider si une instane de P̄ (Pl ≥ 4)|prec;
(cij , ǫij) = (c ≥ 3, 1); pi = 1|Cmax possède un ordonnanement de longueurau plus (c + 3) est NP-omplet.Preuve 67
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4)|prec; (cij , ǫij) = (c ≥ 3, 1)|Cmax 68



Il est faile de voir que P̄ (Pl ≥ 4)|prec; (cij , ǫij) = (c ≥ 3, 1); pi =
1|Cmax = c + 3 ∈ NP .Montrons la NP−omplétude.Notre preuve est basée sur une rédution à partir de P1Considérons une instane π∗ of P1, nous onstruisons une instane π duproblème P̄ (Pl ≥ 4)|prec; (cij ; ǫij) = (c ≥ 3, 1); pi = 1|Cmax = c + 3 de lamanière suivante : (voir la �gure 5.1) :RemarqueDans le but de ne pas surharger la �gure 5.1, nous présentons de manièresynthétique le sous-graphe partiel du graphe de préédene qui est onstruità partir de la lause C = (y ∨ z ∨ t). Quand nous érivons ŵ → w̄ ave
w ∈ {y, z, t}, ei signi�e que nous avons trois haînes de longueur deux(une pour haque variable booléenne). De manière similaire, quand nousérivons ω

∗−→ γ ave γ ∈ {yz, zt, yt} et ω est un pré�xe ou un su�xe du mot
γ, nous avons par exemple, si ω = y, y → yz et y → yt.1. Pour haque variable ω ∈ V (où V représente l'ensemble des variablesdans la formule logique), nous introduisons trois tâhes ω, ω̄ et ω̂,appelé tâhes-variables, et deux ontraintes de préédene : ω̂ → ω et

ω̂ → ω̄.2. Pour haque lause C = (x ∨ ȳ) de longueur deux, nous introduisonsune tâhe D (es tâhes dans la suite seront appelés des tâhes-lauses de type D). Nous ajoutons les ontraintes de préédenesuivantes : x → D et ȳ → D.3. Pour haque lause C = (y ∨ z ∨ t) de longueur trois,(a) nous introduisons (2 × (c − 2) + 3) tâhes-lauses, γ ∈
{yz, yt, zt}, Ck et yztk ave k ∈ {1, . . . , c − 2}. Pour haquevariable booléenne ω apparaissant dans C, nous ajoutons lesontraintes suivantes :
ω → C1, ω → γ si ω ∈ γ où γ ∈ {yz, yt, zt} et

Ck → Ck+1, et yztk → yztk+1, k ∈ {1, . . . , c − 3}(b) Nous ajoutons ((c + 3) × (l − 3) + (c − 2)) tâhes � dummy �1 notées dk,j, ∀j ∈ {1, . . . , l − 3}, k ∈ {1, . . . , c + 3} et λp ave
p ∈ {1, . . . , c − 2} dont les ontraintes de préédene sont :1Dans le reste de e hapitre les tâhes � dummy � dk,j , ∀j ∈ {1, . . . , l − 3}, ∀k ∈

{1, . . . , c + 3} sont assoiées à la lause C de taille trois. Don, si le nombre de lauses detaille trois est q, dans l'instane onstruite nous avons q× (l−3)× (c+3) tâhes � dummy�. 69



Communiations hiérarhiques� dk,j → dk+1,j, ∀j ∈ {1, . . . , l − 3}, k ∈ {1, . . . , c + 2} et λp →
λp+1, p ∈ {1, . . . , c − 3}.� Nous ajoutons également, d3,j → C1, ω → d5,j, ω̄ →
d5,j , d3,j → λ1, ω̂ → d3,j, ∀j ∈ {1, . . . , l − 3} où ω désigneune variable booléenne apparaissant dans la lause C.� En dernier lieu, pour haque variable booléenne ω apparaissantdans la lause C, nous ajoutons les ontraintes de préédentessuivantes : ω̄ → yzt1 → d6,j , ∀j ∈ {1, . . . , l − 3}.La onstrution présentée i-dessus est illustrée par la �gure 5.1. La trans-formation est lairement alulable en temps polynomial.� Supposons maintenant qu'il existe un ordonnanement de longueur auplus (c + 3). Nous allons montrer qu'il existe une a�etation I : V →

{0, 1} des valeurs de vérité aux variables satisfaisant l'instane π∗ duproblème P1.Le ième luster sera noté par Ki.Dans e as, nous pouvons remarquer que :Soit C = (y ∨ z ∨ t) une lause.1. Toutes les tâhes d'un hemin de longueur quatre (la longueurd'un hemin est le nombre de tâhes onstituant e hemin)sont exéutées sur le même luster. Don, les tâhes Ck, dk,j,
yztk, ω, ω̄, ω̂ ave ω ∈ {y, z, t} sont ordonnanées sur un luster
Ki.2. Les tâhes � dummy � dk,j utilisent (l−3) proesseurs de Ki sanstant d'inativité (une ommuniation n'est pas autorisée sur unhemin de longueur (c + 3)).3. Les ontraintes de préédene entre les prédéesseurs de tâhe d5,j(i.e. ω et ω̄ ave ω ∈ {y, z, t}) impliquent que es prédéesseurssont exéutés aux slots 1, 2 et 3 sur trois autres proesseurs.4. Les ontraintes de préédene entre les tâhes yzt1 et d6,j im-pliquent que la tâhe yzt1 est a�etée au slot 4 et don deuxtâhes parmi ȳ, z̄, t̄ sont exéutées au slot 2.5. Au slot 2, une tâhe parmi y, z, t doit être exéutée. Autrement,les tâhes Ck, λk, γ, ave γ ∈ {yt, yz, zt}, yztj , j > 1 et lestrois tâhes-lauses de type D admettant les tâhes y, z, t ommeprédéesseurs doivent exéutées durant les slots 5 à (c + 3) surtrois proesseurs libres de Ki. Sahant qu'au plus (3c− 3) tâhespeuvent être a�etées sur trois proesseurs durant (c − 1) slots,ei est impossible. 70



Supposons que les tâhes ȳ, z̄ et t sont a�etées au slot 2. Les tâhes-lauses de type D, admettant les tâhes y, z et t̄ omme prédéesseurssont exéutées au slot (c + 3) sur le même luster ar elles ne peuventêtre ordonnanées sur un autre luster (sahant les ommuniationsinter-luster sont de valeurs c) et les tâhes orrespondant aux autreslittéraux sont exéutées au slot 2 sur un autre luster.Maintenant, nous a�etons la valeur vraie au littéral si la tâhe as-soiée est exéutée au slot 2 et faux sinon.Cei donne une solution à note problème.� Supposons qu'il existe une a�etation I : V → {0, 1} des valeurs devérité aux variables satisfaisant l'ensemble des lauses. Supposons quele littéral dans la lause C = (y ∨ z ∨ t) est t. Don, l'ordonnanementproposé à la �gure 5.1 est réalisable sur trois proesseurs libres.Cei onlut la preuve du Théorème 5.2.1.
�Le résultat préédent peut-être généralisé par les Théorèmes suivants5.2.2. Dans les trois prohains Théorèmes, nous donnerons seulement latransformation polynomiale. Les démonstrations sont similaires à elle pro-posée dans la preuve du Théorème 5.2.1.Théorème 5.2.2 Le problème de déider si une instane de P̄ (Pl ≥ 4)|prec;

(cij , ǫij) = (c, c′); pi = 1|Cmax, ave c > c′ + 1 > 2 possède un ordonnane-ment de longueur au plus (c + 3) est NP-omplet.Théorème 5.2.3 Le problème de déider si une instane de P̄ (Pl ≥ 4)|prec;
(cij , ǫij) = (3, 2); pi = 1|Cmax possède un ordonnanement de longueur auplus six est NP-omplet.Théorème 5.2.4 Le problème de déider si une instane du problème
P̄ (Pl ≥ 4)|prec; (cij , ǫij) = (c, c − 1); pi = 1|Cmax ave c ≥ 3, possèdeun ordonnanement de longueur au plus (c + 3) est NP-omplet.Corollaire 5.2.1 Il n'existe pas d'algorithme approhé pour le P̄ (Pl ≥
4)|prec; (cij , ǫij) = (c, c′); pi = 1|Cmax ave c > c′ ave pour performane
1 + 1

c+3 .PreuveLe Corollaire 5.2.1 est une onséquene immédiate du Théorème de l'im-possibilité, (voir [50℄, [67℄) et Théorèmes 5.2.1, 5.2.3, 5.2.2, 5.2.4.Cei onlut la preuve du orollaire 5.2.1.
�71



Communiations hiérarhiques5.2.2 La minimisation de la somme des temps de omplétudeDans ette setion, nous allons montrer qu'il n'existe pas d'algorithmed'approximation pour le problème P̄ (Pl ≥ 4)|prec; (cij , ǫij) = (c ≥
3, c′); pi = 1|∑j Cj, ave c > c′, ave une performane relative inférieureà 1 + 1

2c+4 sous P 6= NP .Théorème 5.2.5 Il n'existe pas d'algorithme d'approximation pour le pro-blème P̄ (Pl ≥ 4)|prec; (cij , ǫij) = (c ≥ 3, c′); pi = 1|∑j Cj ave c > c′ aveun ratio inférieure à 1 + 1
2c+4 .PreuveLa preuve du Théorème 5.2.5 est similaire à elle donné pour le Théorème4.2.3 ave pour valeur de x > (2c+5)lc+(c+3)ρn

(2c+5)−(2c+4)ρ .Nous appliquons la même méthode que elle proposée pour la démons-tration du Théorème 4.2.3. �5.3 Un algorithme polynomial pour Cmax = c + 1Théorème 5.3.1 Le problème de déider si une instane de
P̄ (Pl)|prec; (cij , ǫij) = (c > 0, c′); pi = 1|Cmax (resp. P̄ (Pl ≥
3)|prec; (cij , ǫij) = (c ≥ 3, 1); pi = 1|Cmax) possède un ordonnane-ment de longueur au plus (c + 1) est polynomial sahant l et c sontonstants.PreuveEn e�et, dans le où Cmax = c + 1 les ommuniations inter-lusters sontinterdites. Don, haque omposante onnexe du graphe de préédene doitêtre onstitué d'au plus l × (c + 1) tâhes. Le problème de déterminer si ungraphe de taille au plus l × (c + 1) peut être ordonnané en c + 1 unités detemps est lairement polynomial quand l et c sont des onstantes.

�5.4 DisussionAve les résultats préédent, la réponse à la question émise au début dee hapitre est donnée par la �gure 5.2. Sahant que le modèle hiérarhique72



que nous onsidérons ii et une généralisation du modèle lassique d'ordon-nanement, dans les deux as (UET-UCT et UET-LCT) le problème devientplus di�ile.De plus, pour c ≥ 4 le problème a été montré plus faile pour le mo-dèle hiérarhique. En e�et, dans [74℄, nous avons montré qu'il n'existe de
ρ-approximation ave ρ < 1 + 1/(c + 4) pour le problème P̄ |prec; cij = c ≥
2; pi = 1|Cmax et pour Cmax = c + 1 le problème est polynomial, et pour
Cmax = c+2 le problème est partiellement ouvert. Pour Cmax = c+3 la om-plexité du problème est inonnue. Nous onjeturons à partir de la �gure 5.2que le problème de déider si une instane de P̄ |prec; cij = c ≥ 2; pi = 1|Cmaxest ordonnançable pour Cmax = c + 3 est polynomial.
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Communiations hiérarhiquessultat onnu (voir [27℄ pour l'approximation de P̄ (Pl ≥ 4)|prec; (cij , ǫij) =
(1, 0); pi = 1|Cmax) nous obtenons le résultat souhaité.

�5.6 ConlusionNous avons réussi à proposer un résultat général sur le seuil d'approxi-mation (resp. un algorithme approhé) pour n'importe quel algorithme ap-prohé pour n'importe quel ouple de valeurs de délais de ommuniationinter/intra luster (c, c′). Il est important de noter que les tehniques et lesméthodes utilisées pour la reherhe de solutions approhées et la lassi�-ation au sens de la omplexité restent valables. Cependant, la gamme desproblèmes pouvant être étudiés est plus restreinte ar nous nous heurtonstrès rapidement à une ombinatoire importante (par exemple il n'existe paspour le moment de résultat pour les petits délais de ommuniations sur unein�nité de lusters en présene de la dupliation).Nous avons proposé un modèle qui apture la notion de ommuniationshiérarhiques et qui est une généralisation du modèle homogène. Ce modèleest un modèle plus omplexe que le modèle homogène, mais la omplexitéreste raisonnable ar nous avons pu e�etuer une analyse analytique (NP-omplétude, algorithmes polynomiaux, algorithmes d'approximation), et nese limite pas à une analyse stohastique ou statistique.
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CHAPITRE
6 Communiations lo-ales

6.1 Présentation et motivations6.1.1 IntrodutionDans un souis de proposer des modèles d'ordonnanement � le plusprohe de la réalité �, nous présentons un modèle, que nous appelle-rons par la suite modèle d'ordonnanement homogène ave des délaisde ommuniations loaux. Ce modèle est une autre généralisation dumodèle à délais de ommuniation homogènes, omme le modèle hiérar-hique présenté au hapitre 5. Dans e modèle (à délais de ommuniationsloaux) l'alloation des tâhes sur les proesseurs n'a auune in�uene surla longueur de l'ordonnanement. Lorsqu'il existe une ommuniation entredeux tâhes i et j, alors i et j peuvent être alloué sur n'importe quel pro-esseur. La valeur du délai de ommuniation est �xe et est donné par legraphe de préédene. En e�et, le graphe de proesseurs (noté par la suite
G∗ = (V ∗, E∗) où V ∗ = {π1, . . . , πm} est un ensemble de m proesseurs et
E∗ est l'ensemble des relations entre les proesseurs, est totalement onneté,alors le début d'exéution de i dépend simplement du délai de ommunia-tion potentiel entre i et es prédéesseurs.Dans le modèle présenté, nous relâhons la ontrainte sur le aratèreomplet du graphe de proesseurs. Alors, l'alloation des tâhes sur les pro-esseurs devient une aratéristique fondamentale1et essentielle pour e mo-dèle. Nous onsidérons un modèle pour lequel une fontion de distane estprise en ompte entre deux proesseurs π et π′ dans le graphe de proes-seurs. Cette fontion in�uene le délai de ommuniation entre deux tâhes iet j (soumises à une ontrainte de préédene), et don sur la date de débutd'exéution de la tâhe j. Ainsi le délai de ommuniation, utilisé pour le1Cette aratéristique se retrouve dans le modèle des tâhes malléables et modelablesévoquée brièvement dans le hapitre 5. 75



Communiations loalesalul des dates de début d'exéution, entre deux tâhes i et j soumises àdes ontraintes de préédene dépend maintenant de deux paramètres :� le délai de ommuniation cij issu du graphe de préédene G,� la distane dG∗(πl, πh), entre les proesseurs πl et πh exéutant lestâhes i et jLe temps de ommuniation sera donné par la variable cj,πl,k,πh. La va-leur de la variable indique que le temps de la ommuniation entre la tâhe
j, qui est exéutée sur le proesseur πl, et la tâhe k, qui est ordonnan-ée sur le proesseur πh) sera dé�ni par cjkd(πl, πh) où cjk est le délai deommuniation issu du graphe de préédene et d(πl, πh) est la fontion dedistane.La fontion de distane d(πl, πh) mesure la distane entre les proesseurs
πh et πi dans le graphe de proesseurs. Il est important de noter que lafontion de distane peut posséder des spéi�ations selon le problème d'or-donnanement étudié. La première fontion de distane a été proposé parPiouleau [130℄, et était dé�nie par d(πl, πh) = |l − h| (si sur la haîne πl(resp. πk) est le lème (resp. kème) sommet). Cette fontion est appropriéepour les réseaux linéaires. Pour les autres réseaux struturés, la fontion dedistane privilégiée est elle qui donne la longueur d'un plus ourt heminpour haque paire de proesseurs.Formellement, nous avons :

∀(i, j) ∈ E, tj ≥ ti + pi + cijdG∗(πl, πh)où,� πl est le proesseur où la tâhe i est exéutée (la date de début d'exé-ution de la tâhe i ne dépend pas du proesseur sur lequel la tâhe iest a�etée),� dG∗(πl, πh) est la longueur d'un plus ourt hemin dans G∗ entre deuxproesseurs exéutant i et j (noté dans la suite d(πl, πh)),� cij est le délai de ommuniation donné par le graphe de préédene,� pi est la durée d'exéution de la tâhe i,� ti est la date de début d'exéution de i.� πl (resp. πh) est le proesseur exéutant i (resp. j).Le modèle exprime le fait que si deux tâhes i et j, ave (i, j) ∈ E alorsla distane entre les proesseurs πl et πh sur lesquels les tâhes i et j sontexeutées doit être en ompte dans le alul de la date de début d'exéutionde la tâhe j. Alors, plus les proesseurs πl et πh sont prohes plus la datepourra être potentiellement avanée. Ainsi, le délai de ommuniation quidevra être utilisé pour le alul des dates de début d'exéution est propor-76



tionnel aux délais de ommuniation issu du graphe de préédene et de lafontion de distane.Il est important de noter qu'ave une telle généralisation les liens quirelient les proesseurs admettent une apaité in�nie. Nous supposerons quenous n'avons pas de problème de ongestion. Et don, la transmission deplusieurs données sur même un lien ne peut onduire à un on�it.Remarquons que le modèle à délais de ommuniations loauxque nous onsidérons ii est une généralisation du modèle lassique d'or-donnanement présenté dans le hapitre 4, [48℄, [50℄. Considérons uneinstane telle que toutes les distanes dans le graphe de proesseurs sontunitaires, d(πl, πh) = 1,∀i, j (G∗ est don un graphe omplet). Dans e aslà, le modèle onsidéré est exatement le modèle à délai de ommuniationhomogène.Dans le but d'illustrer le modèle, nous onsidérons l'exemple donné la�gure 6.1. Nous prenons un graphe G onstitué de inq tâhes, de duréed'exéution unitaires et une haîne de proesseurs de longueur quatre. Nousallons produire deux ordonnanements. Dans l'ordonnanement a), la tâhe
x (resp. d) est alloué sur le proesseur π1 (resp. π4). Si la tâhe e est allouéeau proesseur π4 nous avons max{d(π4, πh)} = 3 où πh désigne le proesseursur lequel un prédéesseur de e est exéutée. Alors, te ≥ 4, et nous obtenons
te = 4. A ontrario, si la tâhe e est allouée au proesseur π3, nous avons
max{d(π3, πh)} = 2, alors te ≥ 3. L'ordonnanement optimal est présentéen c).Utilisant les trois hamps Graham et al [77℄, si nous onsidérons le pro-blème de la minimisation de la longueur de l'ordonnanement pour des tâhesunitaires et des ommniations unitaires (données par le graphe de préé-dene), et des ommuniation unitaire (les délais de ommuniation dépendd'un plus ourt hemin dans le graphe G∗) sur un ensemble de proesseursreprésenté par une haîne, e problème sera noté par {P, étoile}|prec; cij =
d(πl, πh); pi = 1|Cmax.
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Fig. 6.1 � Illustration de l'in�uene de l'alloation des prédéesseurs d'une tâheDans la suite de e hapitre, nous onsidérons le problème d'ordonnan-ement lassique UET − UCT (Unit Exeution Time-Unit CommuniationTime, i.e. ∀i ∈ V, pi = 1, and ∀(i, j) ∈ E, cij = 1) sur un nombre de pro-esseurs limités. Les proesseurs sont numérotés de π0, π1, . . . , πn−1 et leproesseur πk peut ommuniquer ave le proesseur πk′ ave un oût de om-muniation de d(πk, πk′

) où d(πk, πk′

) représente un plus ourt hemin dansle graphe G∗ entre es deux proesseurs. Ainsi la délai de ommuniation estla fontion de distane dérite i-avant.6.1.2 Présentation du hapitreLe hapitre se déompose de la manière suivante :� dans la setion 6.2, nous proéderons à un rappel des résultats deomplexité et d'approximation obtenus sur e modèle et nous rappel-lerons également un résultat lassique qui permet de déterminer laperformane relative d'un algorithme approhé sur un nombre �ni deproesseurs à partir de elle obtenue sur un nombre illimité.� dans la setion 6.3, nous présentons nos premiers résultats en om-plexité et en approximation portant sur l'anneau de proesseurs.� dans la setion 6.4, nous étudions la topologie en étoile(NP−omplétude setion 6.4.2, algorithme polynomiale setion 6.4.3et un algorithme d'approximation ave garantie de performane nontriviale setion 6.4.5).� dans la setion 6.5, nous proposons une lasse de graphes G pour la-quelle le problème de déider si une instane de {P, p ∈ G}|prec, cij =
d(πl, πh), pi = 1|Cmax possède un ordonnanement de longueur au plus78



deux (resp. trois) est polynomial (resp. NP-omplet), même dans leas où le graphe de préédene est un graphe biparti. Nous développonségalement un algorithme d'approximation générique pour un graphe deproesseurs ayant un diamètre onstant.Ces travaux ont été mené ave V. Boudet,M. Bouznif, J. Cohen, J.C.König, B. Valéry, (voir [42℄, [44℄, [75℄).6.2 Résultats existants en omplexité et approxi-mationCe modèle a été introduit en premier par Piouleau dans [130℄. Danset artile l'auteur propose plusieurs résultats de NP-omplétude pour emodèle :� dans le as où le graphe de préédene est une anti-arboresene (resp.arboresene) sur une topologie ayant pour struture une haîne illi-mitée (resp. une haîne illimitée et une étoile),De plus, Lahlou dans [96℄, préise que le problème de déider sur unanneau ou une haîne un graphe de préédene quelonque est NP−ompletpour Cmax = 3. Il propose un algorithme de liste (proposé par Rayward-smith [141℄) ave une performane relative ρ telle que ⌈√m⌉ ≤ ρ ≤ 1 +
3
8m− 1

2m
. Dans [42℄ le problème d'ordonnanement dans lequel le graphe deproesseurs est une haîne ou un anneau a été étudié. Nous avons prouvéqu'il n'existe pas d'algorithme approhé ave une performane relative de

4/3 pour la minimisation de la longueur de l'ordonnanement. Nous avonsétendu e résultat au as où le graphe de préédene est un graphe biparti.D'autres travaux (analyse d'algorithmes d'approximation basés sur lanotion de listes dans [91℄, prise en ompte de la ontention dans [61℄ et [132℄,ou de la taille des données dans [60℄) ont été menés sur e type de modèle.6.2.1 MotivationsDeux questions fondamentales émergent ave e modèle d'ordonnane-ment : � Est-e que nous pouvons déterminer des seuils d'approxi-mation pour les diverses topologies ? � et � Pour un problèmelassi�é NP−omplet, pouvons-nous proposer une ρ-approximationave ρ ∈ IN ? �Le tableau 6.1 réapitule les résultats antérieurs sur e modèle. Nous79
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G∗ G Complexité RéféreneTopologie d(πl, πh)Chaîne illimitée 1 arborescence NP-omplet [130℄

1 anti − arbo NP-ompletÉtoile 1 arborescence NP-omplet [130℄Cyle 1 prec ρ ≥ 4/3 [96℄Chaîne 1 prec ρ ≥ 4/3 [96℄Tab. 6.1 � Résumé des résultats de omplexité antérieurs montrés sur emodèlepouvons noter qu'il n'existe pas de résultat de non-approximabilité. Nousproposerons dans la suite plusieurs résultats sur le seuil d'approximabilitépour plusieurs topologies de graphes de proesseurs.Dans toute la suite de e hapitre sauf mention expliite, nous ondi-dérons le problème entral de l'ordonnanement 'est à dire UET −
UCT,∀i, Pi = 1,∀(i, j) ∈ E, cij = 1. Le oût de ommuniation dépendseulement du plaement des tâhes sur les proesseurs.6.2.2 Le prinipe du pliage en ordonnanementDans ette setion, nous présentons un algorithme simple qui produit unordonnanement σm sur m mahines à partir d'un ordonnanement σ∞ surun nombre in�ni de proesseurs pour P̄ |prec, cij = 1, pi = 1|Cmax. La validitéde et algorithme provient du fait qu'il existe au plus un ouplage entre lestâhes exéutées à ti et elles exéutées à ti + 1 dans l'ordonnanement σ∞(voir [165℄). Nous utiliserons e résultat dans la setion 6.4.5.Algorithme 6.1 Ordonnanement sur m proesseurs à partir d'un ordon-nanement σ∞ sur un nombre in�nipour i = 0 à C∞

max − 1 faireSoit Xi l'ensemble des tâhes ordonnanées à ti dans σ∞ en utilisantl'heuristique h∗.Les Xi tâhes sont exéutées en ⌈ |Xi|
m

⌉ unités de temps.�n pourThéorème 6.2.1 Brent A partir de tout algorithme h∗ admettant une per-formane relative de ρ pour le problème P̄ |prec, cij = 1, pi = 1|Cmax, nous80



pouvons obtenir un algorithme ave une performane relative ρm ≤ (1 + ρ)pour le problème P |prec, cij = 1, pi = 1|Cmax (voir [45℄).PreuveNous noterons par Cm,A
max, la longueur de l'ordonnanement donnée parl'heuristique proposé par l'algorithme 6.1 sur m proesseurs et C∞,h∗

max lalongueur de l'ordonnanement donnée par l'heuristique h∗ sur une in�nitéde proesseurs. De manière similaire, nous noterons pas Copt,m
max (resp. Copt,∞

max )la longueur optimale sur m proesseurs (resp. sur une in�nité).Etant donné que h∗ est une ρ-approximation don C∞,h∗

max ≤ ρCopt,∞
max etnous avons trivialement Copt,∞

max ≤ Copt,m
max .

Cm,A
max ≤

C
∞,h∗

max −1
∑

i=0

⌈

|Xi|
m

⌉

≤
C

∞,h∗

max −1
∑

i=0

(
⌊

|Xi|
m

⌋

+ 1)

≤
C

∞,h∗

max −1
∑

i=0

⌊

|Xi|
m

⌋

+ C∞,h∗

max

≤
C

∞,h∗

max −1
∑

i=0

|Xi|
m

+ C∞,h∗

max

≤ Copt,m
max + C∞,h∗

max

≤ Copt,m
max + ρCopt,∞

max

≤ Copt,m
max + ρCopt,m

max

≤ (1 + ρ)Copt,m
max

ρm ≤ (1 + ρ)

�
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Communiations loales6.3 Etude de la topologie en anneau6.3.1 IntrodutionNous avons déidé, dans un premier temps, d'étudier la topologie enanneau du fait de sa relative simpliité.6.3.2 ComplexitéThéorème 6.3.1 Le problème de déider si une instane de
(P, chain)|prec, cij = d(πℓ, πk), pi = 1|Cmax possède un ordonnane-ment de longueur au plus trois est NP-omplet même dans le as où legraphe de préédene est un graphe biparti de profondeur un.PreuveLes preuves de es deux théorèmes sont données dans [42℄.

�6.3.3 Algorithmes d'approximationDans ette partie, nous présenterons deux algorithmes d'approximationave garantie de performane : un en présene d'un nombre in�ni de proes-seurs et le seond pour la version limité. Ces deux algorithmes sont basés surl'algorithme lassique d'approximation proposé par Munier et König [115℄pour le problème P̄ |prec; cij = 1; pi = 1|Cmax.Pour e problème, les auteurs proposent une solution basée sur une for-mulation par un programme linéaire en nombres entiers. Ils utilisent la proé-dure suivante : les ontraintes d'intégrité sont relaxées et un ordonnanementréalisable est obtenu par une phase d'arrondie.Pour le reste de la partie, nous donnons les notations suivantes pourl'ordonnanement σ∞ :� C∞
max (resp. C∞,opt

max ) désigne la longueur (resp. optimale) de σ∞. Xireprésente l'ensemble des tâhes dont la �n d'exéution est à i, i ≥ 1dans σ∞. Par dé�nition, nous avons ∑

i |Xi| = n. Soit mopt = maxi |Xi|le nombre maximum de proesseurs utilisés pour l'ordonnanement
σ∞.Théorème 6.3.2 Pour le problème (P̄ , chain)|prec; cij = d(πℓ, πk); pi =

1|Cmax, il existe un algorithme d'approximation ave un ratio ρchain,∞ ≤ √
n,ave n le nombre de tâhes et la borne supérieure est quasi-atteinte.82



PreuvePour problème (P̄ , chain)|prec; cij = d(πℓ, πk); pi = 1|Cmax, Cchain,∞,opt
maxdésigne la longueur optimale de l'ordonnanement.Dans un premier temps, nous allons onsidérer deux as simples.� Si Cchain,∞,opt

max = 1 alors il est faile de déterminer un ordonnanementoptimal.� Si Cchain,∞,opt
max = 2 alors C∞,opt

max = 2. Sahant que l'algorithme proposédans [115℄ est 4
3 -approhé, elui-i peut être utilisé pour déterminer lasolution optimale.Maintenant, nous étudions le as où Cchain,∞,opt

max ≥ 3. Pour le problème
(P̄ , chain)|prec; cij = d(πℓ, πk); pi = 1|Cmax, nous onstruisons un ordon-nanement σchain,∞ à partir de σ∞. Soit Cchain,∞

max la longueur de l'ordon-nanement σchain,∞.La onstrution σchain,∞ dépend de m′ (le nombre maximum de proes-seurs utilisé par σ∞).1. Si m′ ≤ √
n alors nous gardons l'ordonnanement σ∞ et nous ajoutons

m′ − 2 temps d'inativité entre les Xi-tâhes et les Xi+1-tâhes ave
i impair (voir la �gure 6.2 pour une illustration). L'ordonnanementobtenu respete toutes les ontraintes du problème (P̄ , chain)|prec;
cij = d(πℓ, πk); pi = 1|Cmax sahant qu'il existe dans σ∞, au plus unouplage entre les Xi et Xi+1-tâhes. De plus entre Xi-tâhes et les
Xi+2-tâhes l'éart entre les dates de début d'exéution est d'au moinsde m′ − 1 (la distane maximum entre haque paire de proesseurs).
Cchain,∞

max (resp. C∞
max) désigne la longueur de σchain,∞ (resp. σ∞).

Cchain,∞
max ≤ C∞

max +
(m′ − 2)

2
C∞

max

≤ m′

2
C∞

max

≤ 2m′

3
C∞,opt

max

≤ 2m′

3
Cchain,∞,opt

max

≤ √
nCchain,∞,opt

max
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Fig. 6.2 � Ordonnanement réalisable pour σchain,∞ pour le as où m′ ≤ √
n2. Dans le as ontraire (m′ >

√
n), ∀Xi, toutes les tâhes sont exéutéesen max(⌈ |Xi|√

n
⌉, 1) unités de temps σchain,∞. Comme dérit préédent,nous ajoutons √n− 2 unités de temps entre les Xi-tâhes et les Xi+1-tâhes pour i pair. De plus, soient deux ensembles de tâhes Xi1 et

Xi1+1 ave i1 ≥ 1 impair. Soit p la taille d'un mathing entre les Xi1-tâhes et les Xi1+1-tâhes. Alors, nous avons |Xi1 | ≥ p et |Xi1+1| ≥ p.Nous exéutons les tâhes ouplées sur un même proesseur, et lesautres tâhes au plus t�t.
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Sahant 3 ≤ Cchain,∞,opt
max (par hypothèse) nous avons,

Cchain,∞
max ≤

√
n

3
Cchain,∞,opt

max +
2
√

n

3
Cchain,∞,opt

max

≤ √
nCchain,∞,opt

maxLa borne supérieure est quasi-atteinteNous présentons une instane pour laquelle le ratio est stritementinférieur 2
√

n
3 .Soit x un entier et soit le graphe de préendene G′ = (V ′, E′) ommesuit : V ′ = {ui, vi, si, ux+1 : 1 ≤ i ≤ x} et E′ = {(ui → vi), (ui →

si), (vi → ui+1), (si → ui+1) : 1 ≤ i ≤ x}.Pour le problème (P̄ , chain)|prec; cij = d(πℓ, πk); pi = 1|Cmax, l'ordon-nanement optimal onsiste à exéuter toutes les tâhes sur le même
Cchain,∞,opt

max = 3x + 1.Pour le problème P̄ |prec; cij = 1; pi = 1|Cmax, l'algorithme Munier-König retourne un ordonnanement réalisable pour lequel 1 ≤ i ≤ x+1,
ui est exéuté à l'instant 4(i − 1) + 1. Pour haque i, 1 ≤ i ≤ x, vi et
si sont exéutées à l'instant 4(i − 1) + 3. Cet ordonnanement utilisedeux 2 proesseurs. Ainsi, C∞

max = 4x + 1.Nous onsidérons une instane où le graphe préédene est √
n

2 opiesdu graphe G′ où x = 2
√

n (Voir Figure 6.4). En utilisant les mêmesarguments que préédemment, l'ordonnanement utilisent √n proes-seurs. Nous obtenons Cchain,∞,opt
max = 6

√
n+1 et C∞

max = 8
√

n+1. Nousobtenons au �nal pour notre algorithme Cchain,∞
max = 4n +

√
n

2 .
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Communiations loalesAinsi, nous obtenu, ρchain,∞ ≤ √
n.

�Maintenant, nous onsidérons le problème de proesseurs est limité.Théorème 6.3.3 Pour le problème (P, chain)|prec; cij = d(πℓ, πk); pi =
1|Cmax, il existe un algorithme d'approximation ave pour un ratio (1+ 2m

3 ),où m est le nombre de proesseurs et la borne supérieure est atteinte.PreuveNous utilisons le même algorithme que elui utilisé dans la preuve dethéorème 6.3.2 as (2) en remplaçant √n par m. Ainsi nous obtenons
Cchain

max ≤
n

∑

i=1

|Xi|
m

+ C∞
max +

(m − 2)

2
C∞

maxSahant ∑n
i=1

|Xi|
m

≤ C∞,opt
max et C∞

max ≤ 4
3Cchain,opt

max (à partir [115℄) , nousavons :
Cchain

max ≤ C∞,opt
max +

4

3
× m

2
C∞,opt

max

≤ Cchain,opt
max +

4

3
× m

2
Cchain,opt

max

≤ (1 +
2

3
m)Cchain,opt

maxBorne supérieure atteinte : Nous allons onstruire une instane pourlaquelle le ratio est 1+ 2m
3 . Nous onsidérons le graphe G ayant (m

2 +1) opiesdu graphe G′ ave x = 1
3( 2n

m+2 − 1) dérit dasb la preuve du Théorème 6.3.2.Alors en utilisant les mêmes arguments que préédemment nous obtenons
Cchain,∞,opt

max = 2n
m+2 et C∞

max = 4
3( 2n

m+2 − 1) + 1. Et don Cchain,m
max = (2m +

3)x + 1.
�6.4 Etude de la topologie en étoile6.4.1 IntrodutionDans une seond temps, nous poursuivons notre étude sur la topologieen étoile. A la di�érene de l'anneau le diamètre de l'étoile est onstant.86



Nous notons une étude similaire sur une arhiteture du type étoile : dans[36℄ les auteurs onsidèrent le problème de maître-eslave sur une plate-formehétérogène. Ils onsidère le problème d'allouer un ensemble de tâhes (un trèsgrand nombre) indépendantes de taille équivalentes sur une plate-forme dealuls hétérogènes. Au lieu de onsidérer un ritère lassique, ils proposentun algorithme polynomial basé sur une formulation par un programme li-néaire dans le but d'obtenir un ordonnanement optimal en régime perma-nent. Il est important de noter que notre problème est prohe du problèmed'ordonnanement maître-eslave.6.4.2 ComplexitéLe hallenge pour le problème (P, étoile)|prec, cij = d(πi, πj), pi =
1|Cmax, est de le lassi�er au sens de la omplexité. Nous montrerons que eproblème n'admet pas d'algorithme approhé ave une performane garan-tie inférieure à 6

5 pour la minimisation de la longueur de l'ordonnanement.Nous proposons également pour Cmax = 4 un algorithme polynomial. Lesrésultats présentés dans ette partie sont issus de [169℄.Dans la suite, nous allons montré la NP-omplétude pour Cmax = 5. Lapreuve du Théorème 6.4.1 est basée sur la preuve proposée dans [98℄ et [89℄.Théorème 6.4.1 Le problème de déider si une instane de
(P, étoile)|prec, cij = d(πi, πj), pi = 1|Cmax possède un ordonnanement delongueur au plus inq est NP-omplet.PreuveNotre preuve est basée sur une rédution à partir de Maximum Clique(voir [67℄, setion 2.5).Soit Φ′ une instane de Maximum Clique, nous onstruisons une instane
Φ pour (P, étoile) | prec, cij = d(πi, πj), pi = 1 | Cmax.Soit l = k(k−1)

2 le nombre d'arêtes de la lique de taille k.
∀v ∈ V nous réons quatre tâhes Tv, Kv,Mv et Nv et ∀e ∈ E nousréons une tâhe Le. Cette tâhe dé�nit les ensembles T , K et L sur lequelnous ajoutons les ontraintes suivantes :� Tv → Kv → Mv → Nv,� Tv1 → Le et Tv2 → Le si e = (v1, v2) ∈ E.
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Fig. 6.5 � Illustration de l'instane onstruite pour le problème d'ordonnanementà partir du problème NP-omplet liqueNous réons également six ensembles de tâhes � dummy � :� P = {P1, P2, P3, P4, P5}� X = {X1, . . . ,Xm−k−1}� Y = {Y1, . . . , Ym−|V |−1}� Z = {Z1, . . . , Zm−|V |−1}� W = {W1, . . . ,Wm−l−1−|V |}� U = {U1, . . . , Um−|E|+k−1+l−|V |},ave pour ontraintes de préédene :� ∀x ∈ X : x → P3� ∀y ∈ Y : y → P4� ∀z ∈ Z : P1 → z and z → P5� ∀w ∈ W : P2 → w� ∀u ∈ U : P3 → u� ∀k ∈ K : k → P5� Pi → Pi+1 for 1 ≤ i ≤ 4le nombre de proesseurs est m = 2max{|V |+1, l+1+|V |, |E|−k+1−l+|V |}.
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Fig. 6.6 � Les ontraintes de préédene entre les ensembles X, Y, Z, W et U àpartir de l'instane donné par la �gure 6.5
• Nous supposons qu'il existe une lique de taille k dans le graphe G, etnous allons montrer qu'il existe un ordonnanement de longueur inq. Pourela il su�t de onstruire d'ordonnaner les tâhes omme la �gure 6.7 lepropose.
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Fig. 6.7 � Ordonnanement de longueur inqNotation : Tclique (resp. T̄clique) désigne l'ensemble des tâhes qui sont(resp. qui ne sont pas) éléments de la lique de taille k.

• Réiproquement, nous supposons qu'il existe un ordonnanement delongueur inq. Nous allons prouver qu'il existe une lique de taille k dans legraphe G.Nous allons faire quelques remarques essentielles sur un ordonnanementréalisable de longueur inq.1. Les tâhes de P doivent être allouées sur le proesseur π∗. D'une partles tâhes de P forme un hemin de longueur inq. Elles doivent êtreexéutées onséutivement sur le même proesseur. D'autre part, ilexiste un hemin c = {P1, z, P5} (∀z ∈ Z). Ainsi deux il existe deuxdélais de ommuniation (P1 → z et z → P5). Si un tâhe de Pin'est pas a�etée de manière onséutive sur le proesseur π∗ le débutd'exéution de P5 est au moins de t = 5.2. Chaque tâhe de X (resp. U) est prédéesseur (resp. suesseur) de
P3 alors toutes les tâhes de X (resp. U) doivent être ordonnanées à
t = 0 (resp. t = 4).3. Chaque tâhe de Z est suesseur de P1 et prédéesseur de P5 alors lestâhes de Z doivent être exéutées à t = 2.4. Chaque tâhe de Y est prédéesseur de P4 alors les tâhes de l'ensemble
Y doivent être ordonnanées à t = 0 ou t = 1.5. Chaque tâhe de W sont suesseurs de P2 alors les tâhes de W doiventêtre exéutées à t = 3 où à t = 4.Remarquons qu'après l'ordonnanement des ensembles P,X, Y,Z,W et90



U , nous avons 4|V |+|E| proesseurs inatifs pour 4|V |+|E| tâhes à exéutervenant des ensembles T,K et L. Nous allons étudier es trois ensembles :1. Tous les hemins de longueur quatre doivent être exéutés onséuti-vement sur le même proesseur. Ainsi, pour une tâhe v ∈ V alors lehemin Tv → Kv → Mv → Nv admet un début d'exéution soit à t = 0ou t = 1.2. Les tâhes de l'ensemble K sont exéutées à t = 2 ou avant sahantque les tâhes de K sont des prédéesseurs de P5. Chaque tâhe de Kest également un suesseur d'une tâhe de T . Sahant qu'il n'existeauun temps d'inativité sur le proesseur π∗, tous les délais de om-muniation admettent un oût de deux. Alors, les tâhes de K doiventêtre ordonnanées sur le même proesseurs que son prédéesseur de T .Ainsi, toutes les tâhes de K ne peuvent qu'être a�etées à t = 1 ou à
t = 2.3. Les tâhes de l'ensemble L possèdent deux prédéesseurs dans T .Comme toutes les tâhes de T sont ordonnanées sur des proesseursdi�érents, il existe un délai de ommuniation entre les tâhes de L etleurs prédéesseurs dans T . Soit Le une tâhe de L. Si deux prédées-seurs de Le sont exéutées à t = 0 alors Le peut être a�etée à l'instant
t = 3, sinon Le doit être exéutées à t = 4.4. A t = 0, il existe au plus k instants d'inativité et à t = 3 il existeau plus l instant d'inativité. Supposons que h < k tâhes de T sonta�etées à t = 0, alors un graphe ayant h < k sommets ne peut avoirplus de l arêtes. Et don, à t = 3 il y a au plus de l tâhes qui peuventêtre exéutées. Comme le nombre de tâhes est égal au nombre de slots,nous ne pouvons avoir un ordonnanement réalisable avant l'instant
t = 5.Supposons maintenant que nous avons k tâhes ordonnanées à t = 0.La seule manière d'obtenir l tâhes exéutées à t = 3 'est quand lesous-graphe dé�ni par les k tâhes forme une lique. A ontrario, si nousavons moins de l tâhes à t = 3, nous aurions des temps d'inativité,e qui est impossible dans tout ordonnanement réalisable de longueurinq.Ainsi, nous avons montré que dans G il existe une lique de taille k. Ceionlut la preuve du Théorème 6.4.1.
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Communiations loalesCorollaire 6.4.1 Il n'existe pas d'algorithme approhé ave une perfor-mane relative inférieure à 6
5 pour le problème (P, étoile) | prec, cij =

d(πi, πj), pi = 1 | CmaxCorollaire 6.4.2 Il n'existe pas d'algorithme approhé ave une perfor-mane relative inférieure à 6
5 pour le problème (P, étoile) | prec, cij =

d(πi, πj), pi = 1, dup | CmaxPreuveLa preuve vient diretement de la preuve du Théorème 6.4.1. En e�et,à partir de la onstrution de l'instane du problème (P, étoile)|, prec, cij =
d(πi, πj), pi = 1, |Cmax, nous savons qu'auune tâhe ne peut être dupliquée.

�6.4.3 Un algorithme polynomialThéorème 6.4.2 Le problème de déider si une instane de
(P, étoile)|prec, cij = d(πi, πj), pi = 1|Cmax possède un ordonnanement delongueur quatre est polynomial.PreuveNous proposons une idée de la preuve. Le graphe de préédene ne peutadmettre plus que 4m tâhes. Il existe don au plus (4m)4 alloations pos-sibles sur le proesseurs π∗. A partir d'une a�etation réalisable sur le pro-esseur π∗, il est néessaire d'exéuter les autres tâhes sur les proesseurs
πi, 1 ≤ i ≤ n. Cependant, les délais de ommuniations entre deux proes-seurs πi et πi′ ave i 6= i′ et i, i′ ∈ {1, . . . ,m} est égal à deux. Sahant quepour le problème P |prec; pi = 1; cij = 2|Cmax ≤ 4 (voir [24℄), les auteursont développés un algorithme polynomial. Ainsi nous pouvons adapter leurpreuve à notre problème.Remarque : L'a�etation des quatre tâhes sur le proesseur π∗ induitquleques ontraintes sur les dates de début d'exéution des autres tâhes,mais la preuve s'adapte aisément.

�6.4.4 Minimisation de la somme des temps de omplétudeDans ette setion, nous allons étendre le résultat de non-approximabilitésur l'étoile pour la minimisation de la longueur de l'ordonnanement auproblème de la minimisation de la somme des temps de omplétude.92



Théorème 6.4.3 Il n'existe pas d'algorithme approhé ave une perfor-mane relative inférieure à (1 + 1
13 ) pour le problème (P, étoile) |prec; cij =

d(πl, πh); pi = 1|∑j Cj .Preuve La preuve du Corollaire 6.4.3 est une onséquene immédiate duThéorème de l'Impossibilité, (voir [50℄, [67℄, setion 2.2.2).
�6.4.5 Algorithme approhé sur l'étoileDans la setion 6.4.2, nous avons proposé un seuil d'approximationpour n'importe quel algorithme pour le problème (P, étoiletoile)|prec, cij =

d(πi, πj), pi = 1|Cmax. Maintenant, nous allons proposer un algorithme ap-prohé ave une performane relative non triviale.6.4.5.1 Desription de l'algorithmeL'algorithme approhé utilisent trois étapes : à haque étape nous ap-pliquons un algorithme spéi�que pour un problème d'ordonnanementdonné ([115℄, [74℄, [165℄). Dans les deux premières étapes un ordonnane-ment est produit (les deux ordonnanements produits ne sont pas des or-donnanement réalisable pour notre problème). Ce n'est qu'à la dernièreétape que nous obtenons un ordonnanement réalisable pour notre problème
(P, étoile)|prec; cij = d(πl, πh); pi = 1|Cmax.Dans la première étape, un ordonnanement (noté par S) pour le pro-blème P̄ |prec; cij = 1; pi = 1|Cmax est produit. Pour e problème, Munieret König [115℄ propose un algorithme (4/3)-approhé, qui est basé sur la re-laxation d'un programme linéaire en nombres entiers, et un ordonnanementréalisable est produit par arrondis.La seonde étape de notre algorithme produit un ordonnanement (noté
S′) à partir de S en utilisant le prinipe de la dilatation proposé dans [74℄,et dans la setion 4.2.5 pour le problème P̄ |prec; cij ≥ 2; pi = 1|Cmax. Cetalgorithme est appelé Expand().La troisième étape produit un ordonnanement S′′ sur une topologieétoile à partir de S′ (réalisable pour le problème (P, étoile)|prec, cij =
d(πi, πj), pi = 1|Cmax) en utilisant le prinipe du pliage [165℄. L'algorithmedu pliage onstruit un ordonnanement sur un nombre �ni de proesseurs àpartir d'un ordonnanement sur une in�nité de proesseurs. Cet algorithmesera noté Folding. 93



Communiations loales6.4.5.2 Algorithme et analyse de la performane relativeAlgorithme 6.2 Ordonnanement pour le problème (P, étoile)|prec, cij =
d(πi, πj), pi = 1|Cmax

G = (V,E) un graphe de préédene, m le nombre de proesseur
S =Ordonnanement pour le problème (P, étoile)|prec, cij =
d(πi, πj), pi = 1 |CmaxSoit S la solution pour P̄ |prec; cij = 1; pi = 1|Cmax

S′ = Expand(S)
S′′ = Folding(S′)Théorème 6.4.4 L'algorithme 6.2 donne une 4-approximation pour le pro-blème P, étoile|prec; cij = d(πl, πh); pi = 1|Cmax.PreuveMaintenant, étudions la performane relative de l'algorithme. Dans unpremier temps. En utilisant l'algorithme de Munier et König [115℄, nousavons :

CUET−UCT,∞
max ≤ 4

3
Copt,UET−UCT,∞

maxAlors nous alulons Schedule(UET − LCT (c = 2),∞) en utilisant [74℄ei n'est pas une solution optimale pour le problème UET-LCT . Commeindiqué préédemment la nouvelle performane relative est 2(c+1)
3 . Alors nousavons

CUET−LCT (c=2),∞
max ≤ 3

2
· 4

3
Copt,UET−LCT,∞

max

CUET−LCT (c=2),∞
max ≤ 2Copt,UET−LCT (c=2),∞

maxMaintenant nous avons un ordonnanement sur le problème UET-LCTave des délais de ommuniation égaux à 2 et sur une in�nité de proesseurs.Cet ordonnanement peut-être utilisé pour une topologie en étoile ayant unnombre in�ni de proesseurs (un seul maître).Lemme 6.4.1 L'éart entre l'ordonnanement sur un topologie omplète deproesseurs et un graphe admettant un diamètre de longueur d, pour destâhes unitaires est 2(d + 1)/(d + 2).94



Preuve Soit p = {x1, x2, . . . , xn} un hemin ritique (hemin qui donne lalongueur de l'ordonnanement). Supposons qu'il existe un délai de ommuni-ation entre haque paire de tâhes (xi, xi+1) ave 1 ≤ i < n. Pour le systèmeUET-LCT (ave des délais de ommuniation égaux à d) la longueur de l'or-donnanement serait de (1 + d)n − d. Mais haque délai de ommuniationest unitaire alors la longueur de l'ordonnanement est 2n + 1. Dans une to-pologie en étoile, le as où les ommuniations sont unitaires apparaît quandles ommuniations interviennent entre le proesseur maître et les satellites.
� Alors, nous obtenons, C

opt,UET−LCT (c=2),∞
max ≤ 3

2Copt,étoile,∞
max , et don :

C étoile,∞
max ≤ CUET−LCT (c=2),∞

max ≤ 2Copt,UET−LCT (c=2),∞
max

C étoile,∞
max ≤ 3Copt,étoile,∞

maxMaintenant, nous transformons et ordonnanement en utilisant une in�-nité de proesseurs en un ordonnanement sur un nombre �ni. Cei est faileen utilisant la méthode proposée dans [165℄, voir 6.2.2. La valeur du ratioaugmente d'une seule unité :
C étoile

max ≤ (3 + 1)Copt,étoile
max ≤ 4Copt,étoile

max

�Tous es résultats peuvent étendus au as où le graphe G∗ admet undiamètre de d ≥ 1, et G∗ formant une étoile.6.4.6 Etude de la topologie d'un graphe struturé en étoilede diamètre dDans ette partie, nous allons généraliser tous les résultats de omplexitéet d'approximation. Nous onsidérons une étoile ave un proesseur maître
π∗ tel que cij = θ et d(πl, π∗) = 1, , ∀i ∈ {1, . . . ,m − 1}.Théorème 6.4.5 Le problème de déider si une instane de
(P, étoile)|prec, cij = θ; d(π∗, πj) = 1, pi = 1|Cmax possède un ordon-nanement de longueur au plus (2θ + 3) est NP-omplet.95



Communiations loalesPreuveLa preuve est similaire à la preuve du Théorème 6.4.1. Nous pro-posons une transformation polynomiale clique ∝ (P, étoile)|prec, cij =
θ; d(π∗, πj) = 1, pi = 1|Cmax = 2θ + 3. Nous donnerons simplement la trans-formation polynomiale.� ∀v ∈ V une tâhe Tv et un hemin de longueur 2θ − 1 (Kv =

{K1
v ,K2

v , . . . ,K2θ−1
v } sont réés. Nous introduisons les ensembles T et

K =
∑

v∈V Kv. Nous ajoutons les ontraintes suivantes : Tv → K1
v →

K2
v → . . . → K2θ−1

v → Mv → Nv.� ∀e ∈ E, une tâhe Le est introduite. Nous dé�nissons l'ensemble, parla même, l'ensemble des tâhes L. Nous ajoutons les ontraintes depréédene suivants :� Tv → K1
v . . . K2θ−1

v → Mv → Nv,� Tv1 → Le et Tv2 → Le if e = (v1, v2) ∈ E.� Nous réons un hemin de longueur 2θ + 3, P = {P1, . . . , P2θ+3} et unensemble de tâhes � dummies � :� X = {X1, . . . ,Xm−k−1},� W = {W1, . . . ,Wm−1−(|E|−l)−|V |}� U = {U1, . . . , Um−|E|+k−1+l−|V |}� and Z = {Zi
k} ave i ∈ {1, . . . , 2θ − 1} et k ∈ {1, . . . ,m − 1 − |V |}ave pour ontraintes de préédene : Z1

k → Z2
k → . . . Z2θ−1

k , ∀k ∈
{1, . . . ,m − 1 − |V |}.� Nous ajoutons les ontraintes de préédene entre les ensembles detâhes :� ∀x ∈ X,x → Pθ+2 ;� Pθ+2 → u,∀u ∈ U ;� Pθ+1 → w,∀w ∈ W ;� Z1

k → Pθ+3,∀k ∈ {1, . . . ,m − 1 − |V |} ;� Pθ → Z2θ−1, ∀k ∈ {1, . . . ,m − 1 − |V |} ;� ∀k ∈ K,Kθ
1 → P2θ+3 ;� ∀l ∈ L,Pθ+1 → l.
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Fig. 6.8 � Un ordonnanement de longueur 2θ + 3En utilisant les mêmes arguments que préédemment (voir le Théorème4.2.3), nous pouvons onlure que le problème de déider si une instane de
(P, étoile)|prec, cij = θ; d(π∗, πj) = 1, pi = 1|Cmax possède un ordonnane-ment de longueur au plus (2θ + 3) est NP-omplet. �Corollaire 6.4.3 Il n'existe pas d'algorithme approhé ave une perfor-mane relative stritement inférieure à 1 + 1

2θ+3 (à moins que P = NP)pour le problème (P, étoile)|prec, cij = θ; ; d(π∗, πj) = 1; pi = 1|Cmax.Corollaire 6.4.4 Il n'existe pas d'algorithme approhé ave une perfor-mane relative stritement inférieure à 1 + 1
2θ+3 (à moins que P = NP)pour le problème (P, étoile)|prec, cij = θ; d(π∗, πj) = 1, pi = 1, dup|Cmax.Corollaire 6.4.5 Il n'existe pas d'algorithme approhé ave une perfor-mane relative stritement inférieure à 1 + 1
11+2θ

(à moins que P = NP)pour le problème (P, étoile)|prec, cij = θ; d(π∗, πj) = 1, pi = 1|∑ Cj.Théorème 6.4.6 L'algorithme proposé dans 6.4.5, onduit à un algorithmeapprohé ave une performane relative de (4
3

(2θ+1)2

2θ+2 + 1) pour le problème
(P, étoile)|prec; cij = θ; d(π∗, πh) = 1; pi = 1|Cmax.Preuve 97



Communiations loalesLa valeur du 4/3 provient de l'algorithme de Munier and König [115℄. Leratio est multiplié, une première fois, par (2θ + 1)/2), ette valeur est issuedu proessus de dilatation [74℄, et 2 (2θ+1)
2θ+2 résulte de l'appliation du Lemme6.4.1. La valeur additionnelle provient du Théorème 6.2.1 (ou voir [45℄).Remarque 6.4.1 L'ordre des opérations admt un impat sur la valeur de laperformane relative. En e�et, le priniple du pliage peut-être utilisé sur l'or-donnanement obtenue par l'algorithme de Munier and König [115℄. Alors,nous obtenons un ordonnanement sur m proessors. Ensuite, nous proé-dons au prinipe de la dilatation. Ainsi, et ordre sur les opérations onduità un algorithme approhé ave une performane relative de 7

4 ×
(d+1)2

4 . Ainsi,si θ = 2 nous obtenons le ratio 21
4 .

�6.5 Etude de la topologie d'un graphe struturé dediamètre d6.5.1 IntrodutionDans les setions préédentes, nous avons obtenu plusieurs seuils d'ap-proximation pour diverses topologies. Mis à part la topologie en étoile, lesautres topologies admettent un seuil d'approximation de 4/3. La question quiest légitime de se poser : � Peut-on exhiber une lasse de graphes pour la-quelle nous sommes apables de produire, via le théorème de l'Impossibilité,un seuil d'approximation de 4/3 ? �.La seonde question onsiste à développer un algorithme d'approximationgénérique pour toute topologie représentée par un graphe de diamètre d.6.5.2 ComplexitéNous allons dé�nir une lasse de graphes appelé la lasse Prisme de lamanière suivante :Dé�nition 6.5.1 Un prisme P = (VP , EP ) de taille k et de longueur L(k, L ∈ N) est un graphe non orienté pour lequel� deux ensembles de sommets K et K ′ ave K ⊂ VP , K ′ ⊂ VP \{K}, et
|K| = |K ′| = k. Les sommets sont nommés s1, . . . , sk (resp. s′1, . . . , s

′
k).98
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k

exemple d'ars autorisésArs néessaires
sommets dans K où dans K ′
sommet qui n'appartiennent pas K ∪ K ′

exemple d'ars interdits
Fig. 6.9 � Un exemple d'un Prisme graphe de taille k et de longueur L� il existe un ordre sur K et K ′ tel que ∀si ∈ K, s′i ∈ K, 1 ≤ i ≤ k) ilexiste un hemin de longueur L noté par Ci entre si et s′i� (i 6= j) ∧ x ∈ Ci\{si, s

′
i} ∧ y ∈ Cj\{sj , s

′
j} ⇒ (x, y) /∈ EPDe plus, la taille du primse est polynomiale en k ar polynomial en L.Une illustration est donnée par la �gure 6.9.Dé�nition 6.5.2 Soit G une famille de graphe. G possède la propriétéPrisme si et seulement si ∀n0,∀n1 ∈ IN ∃G ∈ G, G ontient un uniquesous-graphe G1 = (V1, E1) de G induit par les sommets V1 ⊂ V qui est unprisme de taille k = n0 et de longueur L = n1.Lemme 6.5.1 La lasse de graphe G est non vide.PreuveNous avons montré dans [43℄ que ette lasse de graphe est non vide.Pour plus de détail, voir la partie disussion en 6.5.3.
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Communiations loalesThéorème 6.5.1 Le problème de déider si une instane de
(P,G∗)|prec; cij = d(πk, πl) ≤ d; pi = 1|Cmax possède un ordonnane-ment de longueur au plus trois est NP-omplet ave G∗ ∈ G.PreuveIl est faile de voir que {P,G∗}|prec, cij = d(πk, πl) ≤ d, pi = 1|Cmax ≤
3 ∈ NP.Considérons une instane I de n-partition, (A = {a1, . . . , a3n}, B), où
∑

a∈A
s(a) = nB. Sans perte de généralité, nous supposons que ∀a ∈ A, s(a) ≥

2. Considérons une instane I du problème 3-partition, nous onstruisonsl'instane I ′ du problème d'ordonnanement (P,G∗)|prec; cij = d(πℓ, πk) ≤
d; pi = 1|Cmax ≤ 3 ave G∗ ∈ G de la manière suivante :Le graphe de préédene G̃ est omposé de deux graphes disjoints, notéspar W et Z où le graphe Z est une olletion des graphes Zs(aj) i.e. Z =
∪aj∈AZs(aj).Le graphe Z, qui est une olletion des graphes Zi dé�ni de la manièresuivante :Soit i > 1 un entier. Le graphe Zi est onstitué de 4× i sommets Zi[k, 0],
Zi[k, 1] ave 0 ≤ k < 2i. Les ontraintes de préédene entre es tâhes sontles suivantes :� Zi[j, 0] → Zi[j, 1] ∀j, 0 ≤ j ≤ 2i − 1,� Zi[2j, 0] → Zi[2j + 1, 1] ∀j, 0 ≤ j ≤ i − 1,� Zi[2j, 0] → Zi[2j − 1, 1] ∀j, 1 ≤ j ≤ i − 1.Remarque 6.5.1 Dans n'importe ordonnanement valide de longueur troissur une haîne de longueur de 2i, les tâhes du graphe Zi sont exéutées dela manière suivante :∀j, 0 ≤ j ≤ 2i − 1,� les tâhes Zi[j, 0] et Zi[j, 1] sont exéutées sur πj ,� les tâhes Zi[j, ℓ] sont ordonnanées à l'instant ℓ,∀ℓ ∈ {0, 1}, si j estpair,� les tâhes Zi[j, ℓ] sont exéutées à ℓ + 1, ∀ℓ ∈ {0, 1}, sinon.Une illustration est donnée par la �gure 6.10 pour le graphe Z2 et la�gure 6.11 dérit un ordonnanement valide omme indiqué par la remarque6.5.1.
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Z2[0, 0] Z2[1, 0] Z2[2, 0]Z2[3, 0]

Z2[3, 1]Z2[2, 1]Z2[1, 1]Z2[0, 1]

Fig. 6.10 � Graphe Z2
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Z2[0, 0]

Z2[1, 0]

Z2[2, 0]

Z2[3, 0] Z2[3, 1]

Z2[2, 1]

Z2[1, 1]

Z2[0, 1]π1

π2

π3

π4

0 1 2 3

t

Fig. 6.11 � Ordonnanement réalisable pour le graphe Z2 en temps trois sur unehaîne de longueur quatreRemarque 6.5.2 Un hemin de longueur l admet l + 1 sommets.Nous onstruisons maintenant le graphe de préédene W. Soit G∗ =
(V ∗, E∗) un graphe tel que G∗ ∈ G, V ∗ = {v∗1 , . . . , v∗n∗}. En se basant sur ladé�nition 6.5.2, nous savons qu'il existe un unique sous-graphe G = (V ⊂
V ∗, E ⊂ E∗) de taille k et de longueur L ayant les propriétés requises. Parla suite nous posons que k = n et L = 2B + 1 et la taille de G∗ = (V ∗, E∗)est polynomial en k. Remarquons que n∗ >> 2B.Ainsi V ∗ = V ′ ∪ V est partitionné en deux sous-ensembles,� ave V = {v∗1 , . . . , v∗2n(B+1)} les sommets appartenant au graphe G,et don onstituent les sommets des n uniques hemins de longueur

(2B + 1) respetant les aratéristiques de la dé�nition 6.5.1.� et V ′ = {v∗2n(B+1)+1, . . . , v
∗
n∗}, l'ensemble des sommets qui n'appar-tiennent au sous-graphe G. 101



Communiations loalesLa aratérisation du graphe W est la suivante :� ∀i ∈ {1, . . . , 2n(B +1)}, nous réons un hemin de longueur deux avetrois tâhes v∗i [0], v
∗
i [1] et v∗i [2], ave les ars v∗i [0] → v∗i [1] → v∗i [2].L'ensemble de es tâhes sera noté par V1 = {v∗i [j]\∀i ∈ {1, . . . , 2n(B+

1)}, j{0, 1, 2}}. La taille de V1 est 6n(B + 1).� ∀i ∈ {2n(B + 1) + 1, . . . , n∗}, nous réons un hemin de longueur trois
v∗i [0] → v∗i [1] → v∗i [2]. L'ensemble de es tâhes sera noté par V ′. Lenombre de es tâhes est 3(n∗ − 2n(B + 1)) ave n∗ = |V ∗|.� (k, l) ∈ E∗, nous ajoutons les ars v∗k[0] → v∗l [2] et v∗l [0] → v∗k[2].Maintenant, nous retirons du préédent graphe 4nB tâhes2.Soient les ensembles suivants ;� J0 = {2i(B + 1)|i = {1, 2, . . . , n}},� J1 = {2i(B + 1) + 1|i ∈ {0, 1, 2, . . . , n − 1},� I0 = {k ∈ {1, . . . , 2n(B + 1)}\{J0 ∪ J1} et |k est pair},� I1 = {k ∈ {1, . . . , 2n(B + 1)}\{J0 ∪ J1} et |k est impair}.

I0 et I1 sont deux ensembles d'index. Nous retirons de la onstrution lestâhes v∗k[0], v∗k[1] ave k ∈ I0, (resp. v∗k[1], v∗k[2] ave k ∈ I1). Ces tâhessont retirées de l'ensemble des tâhes V1. Nous notons par K et ensemblede tâhes supprimées.Et nous avons V = V1\K ave |V| = 2nB + 6n.
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Sommets de V

Sommets de V ′

Sommets de Graphe G∗Les -tâhesFig. 6.12 � Début de l'illustration de la onstrution du graphe W à partir dugraphe G∗2Dans le but de simpli�er la transformation polynomiale, nous avons privilégié l'ap-prohe réer des tâhes et des ontraintes de préédene quite à les supprimer ensuite quede lister de manière fastidieuse les ontraintes de préédene.102
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Sommets deSommets deSommets deGrapheLes -tâhes
Les V1-tâhesLes V ′-tâhes

Fig. 6.13 � Suite de la onstrution de W. Création des haînes de longueur troiset ajout des ontraintes de préédene entre les tâhes
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Sommets deSommets deSommets deGraphe
Les K-tâhes

Les -tâhes

Les V ′-tâhesLes V1-tâhes

Fig. 6.14 � Partition du graphe G∗ en fontion des ensembles de sommets V1 , Ket V
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Sommets deSommets deSommets deGrapheLes -tâhesLes -tâhes
Les V ′-tâhes

Les -tâhes
Les V-tâhes

Fig. 6.15 � Graphe W résultant issu des diverses transformations104



Les �gures 6.12, 6.13, 6.14, 6.15 illustrent la onstrution du graphe Wà partir d'un graphe G∗ ∈ G.Pour ompléter la transformation, le nombre de proesseurs est m = n∗,et ils sont numérotés πi ave i ∈ [1, n∗].En résumé, le graphe de préédene G̃ est omposé du graphe W =
(V∪V ′, EW) ave 3n∗−4nB tâhes et les ontraintes de préédene proposéesi-dessus et du graphe Z = {⋃aj∈A Zs(ai)} ave 4nB tâhes.L'instane de notre problème et l'instane de n-partition sont de taillespolynomiales (voir [67℄). La rédution préédente est lairement une trans-formation polynomiale dépendant de B.

• Supposons A = {a1, . . . , a3n} forment une partition en n sous-ensembles A1, . . . ,An ayant haune une taille de B. Nous allons prou-ver qu'il existe un ordonnanement de longueur trois.Premièrement, la tâhe v∗i [j] ∈ V ′ ∪V est exéutée sur le proesseur πià t = j ave j ∈ {0, 1, 2} (si ette tâhe existe).Considérons les proesseurs sur lesquels les tâhes de l'ensemble V sontordonnanées. Par l'a�etation préédente, es proesseurs sont numé-rotés par π1, . . . , π2n(B+1).Soit {A1, . . . ,An} une partition de A. Nous onsidérons Ai =
{ai1 , ai2 , ai3} ave i �xé. Les tâhes du graphe Zs(aj), aj ∈ Ai sontexéutées entre les proesseurs π1+2(i−1)(B+1) et π2i(B+1). De plus, lestâhes Zs(aj)[l, k], k ∈ {0, 1}, l ∈ J0 (resp. k ∈ {1, 2}, l ∈ J1) sont or-donnanées sur 2s(aij ) proesseurs onséutifs dans le but de respeterun ordonnanement de longueur trois.Ainsi sans perte de généralité, nous pouvons supposer que les tâhes dugraphe Zs(ai1

) sont ordonnanées entre les proesseurs π1+2(i−1)(B+1)et π2(i−1)(B+1)+2s(ai1
). De manière similaire, les tâhes de Zs(ai2

) (resp.
Zs(ai3

)) sont exéutées entre les proesseurs π2+2(i−1)(B+1)+2s(ai1
)et π1+2(i−1)(B+1)+2s(ai1

)+2s(ai2
) (resp. π2+2(i−1)(B+1)+2s(ai1

)+2s(ai2
) et

π2i(B+1)).
• Supposons qu'il existe un ordonnanement S de longueur trois. Nousallons prouver que A = {a1, . . . , a3n} peut être partionné en n sous-ensembles disjoints A1, . . . ,An de somme haune égale à B.Lemme 6.5.2 Dans n'importe quel ordonnanement valide de lon-gueur trois, il n'existe auun temps d'inativité.PreuveLe nombre de proesseurs est m = n∗ et le nombre de tâhes à ordon-105



Communiations loalesnaner est 3n∗ (4nB pour le graphe Z et 3n∗ − 4nB pour le graphe
W). Don tous les proesseurs sont atifs. �Lemme 6.5.3 Dans n'importe quel ordonnanement valide de lon-gueur trois, les tâhes issues du sous-graphe engendré par les V-tâhesdoivent être exéutées sur 2(B + 1) proesseurs onséutifs.PreuveConsidérons le sous-graphe engendré par les V-tâhes. Ce graphe depréédene admet des hemins de longueurs deux et unitaire (ennombre d'ars). Il est lair que les hemins de longueur deux ne peuventêtre exéutés que sur le même proesseur.Considérons les tâhes assoiées aux hemins de longueur un. Soit
v∗i [0] ∈ V une tâhe sans prédéesseur. Par onstrution v∗i [0] admetun suesseur noté v∗i+1[2] ∈ V.Supposons que es deux tâhes sont a�etées sur le même proesseur
πl. Sahant que v∗i+1[2] admet un autre prédéesseur, noté v∗i+2[0] ∈ Valors v∗i+1[2] est néessairement exéutée à t = 2.La tâhe v∗i+2[0] ne peut être exéutée à t = 1 sur πl sahant que ettetâhe admet un autre suesseur que v∗i+1[2]. Ainsi il existe un slot delibre à t = 1 sur le proesseur πl. Sahant qu'il n'existe auune tâheindépendante, que le graphe Z admet que des hemins de longueur un,alors e slot restera libre. Impossible.En onlusion le sous-graphe induit par les V-tâhes doit être exéutésur 2(B + 1) proesseurs onséutifs.

�Lemme 6.5.4 Dans n'importe quel ordonnanement valide de lon-gueur trois, les deux sous-graphes engendrées les V-tâhes appartenantà deux hemins disjoints de longueur 2(B + 1) ne peuvent s'exéutersur les mêmes proesseurs.PreuveEn utilisant des arguments similaires à eux utilisés pour la démons-tration du Lemme 6.5.3, nous pouvons aisément démontrer le lemme.
�Lemme 6.5.5 Dans n'importe quel ordonnanement valide de lon-gueur trois Zs(aj)-tâhes doivent être exéutées sur les mêmes proes-seurs que les V-tâhes. 106



PreuveSoit Π = {πl|V − tâhes qui sont ordonnanées sur πl} un ensemble deproesseurs pour lesquels les V-tâhes sont exéutées. Supposons quel'ensemble des Zs(aj)-tâhes sont exéutées sur les proesseurs ave
πk /∈ Π. Par le lemme 6.5.2, il n'existe pas de temps d'inativité alorsles tâhes des hemins de longueur trois sont néessairement exéutéessur un proesseur π∗ ∈ Π. Cei est impossible par le lemme 6.5.3.

�Par les lemmes préédents, nous savons que les 6n(B + 1) tâhes (les
V-tâhes et les Zs(aj)-tâhes) sont ordonnanées sur les n hemins dis-joints de longueur 2B + 1. Par la Dé�nition 6.5.2, nous savons quele graphe G∗ admet un unique ensemble de n hemins disjoints delongueur 2B + 1) ave les propriétés requise. De plus, du fait des pré-édene entre es tâhes il est lair que es tâhes sont exéutées surun hemin de proesseurs de longueur (2B + 1).Construisons une partition {A1, . . . ,An} ave les propriétés désirées àpartir de l'ordonnanement S de longueur trois. Nous savons que deuxtâhes du même sous-graphe Zs(aj) (voir le Lemme 6.5.5) ne peut êtreexéutées sur deux hemins di�érents. La distane en nombre d'arêtesentre es deux proesseurs est au moins de deux.Nous dé�nissons Aℓ tel que haque élément aj ∈ Aℓ si et seulementsi les tâhes de graphe Zs(aj) sont ordonnanées entre les proesseursnumérotés π1+(j−1)2(B+1) à π2j(B+1) ave un j �xé.Maintenant, nous allons aluler ∑

ai∈Aℓ
s(ai). En se basant sur lesremarques préedentes, et sans perte de généralité, nous pouvons sup-poser que v∗i [k] ave i{1, . . . , 2n(B + 1)} et k ∈ {0, 1, 2} (si elle existe)peut-être a�eté au πl. Considérons les Zs(aj)-tâhes qui sont exéutéesentre les proesseurs π1+(j−1)2(B+1) et π2j(B+1) pour un j �xé.En utilisant le Lemme 6.5.3, nous savons que le nombre de V-tâhesqui sont ordonnanées sur les proesseurs π1+(j−1)2(B+1) et π2j(B+1)pour un j �xé est de 6 + 2B.Pour �nir, nous pouvons onlure que {A1, . . . ,An} forme une de Aave les propriétés requises.

�Nous pouvons étendre le résultat préédent, omme pour la topologie enétoile aux grands délais de ommuniation i.e. cij = θ.Corollaire 6.5.1 Il n'existe pas d'algorithme approhé ave une perfor-107



Communiations loalesmane relative inférieure à 1+ 1
θ+2 (à moins que P = NP) pour le problème

(P,G∗)|prec, cij = θ; d(π∗, πj) = 1; pi = 1|Cmax.Corollaire 6.5.2 Il n'existe pas d'algorithme approhé ave une perfor-mane relative inférieure à 1+ 1
θ+2 (à moins que P = NP) pour le problème

(P,G∗)|prec, cij = θ; d(πk, πj) = 1, pi = 1, dup|Cmax.6.5.3 DisussionDans la setion préédente, nous avons proposé une lasse de graphespour laquelle le problème de déider si une instane de (P,G∗)|β; cij =
d(πℓ, πk) ≤ d; pi = 1|Cmax admet un ordonnanement de longueur au plustrois est NP-omplet ave β ∈ {prec, bipartite} et G∗ ∈ G. Utilisons erésultat pour montrer que pour les topologies suivantes le problème est NP-omplet.� Pour une grille (où le tore), il su�t d'avoir 2n + 1 lignes et 2B + 2olonnes,� Pour un arbre binaire omplet, il su�t de onsidérer un arbre de hau-teur ⌈log(n)⌉ + 2B + 1,� Pour l'hyperube H(d) (où le Cube Conneted Cyles), il est su�santde hoisir d = 2⌈log(n)⌉ + B + 2.� . . .Remarquons que dans le as de l'étoile (le diamètre est onstant), leproblème devient NP-omplet pour Cmax = 5 tandis que pour les topologiesdont le diamètre est un paramètre de l'instane le problème devient NP-omplet pour Cmax = 3.6.5.4 Algorithme d'approximation pour un graphe struturédiamètre dNous proposons maintenant un algorithme d'approximation pour ungraphe struturé de diamètre d. Nous utilisons la diamètre d omme bornesupérieure sur les ommuniations et nous onsidérons le problème ave desgrands délais de ommuniation.Théorème 6.5.2 Le problème (P,G∗)|prec; cij = d; d(πk, πl); pi = 1|Cmaxadmet un algorithme ave une performane garantie de (d+1)2

3 + 1.Preuve 108



G∗ G Complexité Borne d'approx.Topologie Préédene cij Poly. NP-omplet Inf. Sup.Chaîne prec, biparti 1 2 3 4/3 1 + 2m
3

prec, biparti d d + 1 d + 2 d+3
d+2

4
3

(d+1)2

(d+2) + 1Cyle prec, biparti 1 2 3 4/3 1 + 2m
3

prec, biparti d d + 1 d + 2 d+3
d+2

4
3

(d+1)2

(d+2) + 1Étoile prec, biparti 1 4 5 6/5 4

prec, biparti d 2d + 2 2d + 3 2d+4
2d+3

2
3( (d+1)2

d+2 + 1

G∗ ∈ G prec, biparti 1 2 3 4/3 25
9

prec, biparti d d + 1 d + 2 d+3
d+2

4
3

(d+1)2

(d+2) + 1Tab. 6.2 � Résumé des nouveaux résultats montrés sur e modèle. Notons que
G∗ ∈ {Arbre binaire,Grille, Tore,Connected Cube cycle, . . .}. La distane
d(πl, πh) est le nombre d'ars dans le graphe des proesseurs G∗Il su�t d'étendre les résultats obtenu pour l'étoile ave un oe�ient dedilatation (d + 1)/2 et d'utiliser le lemme 6.4.1 ave la valeur de (d + 1)/2).Le fateur 4

3 vient toujours de l'algorithme de Munier et König [115℄. Lavaleur additionnelle est issue du lemme 6.2.1.
�6.6 ConlusionNous avons étudié un modèle qui prend en ompte le plaement des tâhessur les proesseurs omme une aratéristique fondamentale. Nous avonsétudié la omplexité sur divers topologies et nous avons développé plusieursalgorithmes approhés ave garantie de performane. Les ratios trouvés dansle pire des as dépendent du nombre de proesseurs omme dans le as dumodèle homogène pour les problèmes ave grands délais de ommuniation.En e�et, les problèmes étudiés peuvent être onsidérés omme des problèmesdu modèle homogène ave des délais de ommuniation égaux à m, le nombrede proesseurs.Dans le as spéi�que de l'étoile, nous avons proédé à une étude om-plète de la omplexité (nous n'avons pas de � trou �, pour toutes valeursdu Cmax nous avons lassi�é le problème) et développer un algorithme d'ap-proximation ave un ratio onstant.En dernier lieu, nous proposons une lasse de graphes G pour laquelle109



Communiations loalesle problème de déider si nous pouvons ordonnaner un graphe appartenantà ette lasse en temps temps trois au maximum est NP−omplet. Cettelasse est assez grande pour ontenir les arbres, les grilles, tores, . . .Il serait intéressant de poursuivre la reherhe d'algorithmes d'approxi-mation pour les topologies proposées :� Soit en se basant sur les algorithmes approhés qui ont été développésdans le as du modèle homogène.� Soit en développant de nouveaux algorithmes spéi�ques en prenanten ompte la topologie.En dernier lieu, dans les hypothèses dérites dans l'introdution, nousavons retenu omme fontion de distane elle qui donne la longueur d'unplus ourt hemin. Nous pouvons onsidérer une autre fontion : une fontionde routage dans le graphe de proesseurs. Ce hoix est néessaire lorsque nousdevons prendre en ompte le phénomène de ongestion sur les liens. En e�et,un lien de ommuniation peut supporter qu'une ertaine harge 'est-à-dire une quantité limitée de paquets peut transiter sur e lien à un instantdonné. Ces ontraintes de harges obligent à dérouter ertains paquets parrapport à la route initialement prévue. Ainsi, la fontion de distane basée surl'algorithme des plus ourts hemins n'est plus adaptée. Il est don néessairede proposer un algorithme qui prend en ompte les aratéristiques du réseau.
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CHAPITRE
7 Communiationsexates et inompré-sibles

7.1 IntrodutionNous sommes également intéressés à deux problèmes d'ordonnanementayant potentiellement des appliations pratiques. Le premier onerne le pro-blème d'ordonnaner des données d'aquisition pour une torpille en immer-sion tandis que le seond se foalise sur le problème d'ordonnaner des tâhesvitioles dans un domaine inertain (lié aux manques de données météorolo-giques sur le long terme ; par exemple la semaine) .Le hapitre se déompose de la manière suivante :� dans la setion 7.2, nous proéderons à une analyse de la omplexitéet de l'approximation pour le problème d'aquisition de données pourune torpille en immersion. Ces travaux ont été mené ave J.C. König,B. Darties et G. Simonin (voir [153℄, [155℄, [156℄, [157℄, [158℄, [159℄,[160℄,[161℄, [154℄, [162℄).� dans la setion 7.3, nous proéderons à la présentation assez suintede la problématique liée à l'ordonnanement de tâhes vitioles. Ene�et, nous avons abordé le problème ave une approhe tournées devéhiules. Ces travaux ont été menés ave D. Feillet, F. Hernandez,J.C. König, B. Léger, O. Naud, T. Tuitete (voir [83℄, [84℄, [85℄, [117℄,[118℄, [119℄. ).
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Communiations exates et Appliations7.2 Le problème d'aquisition de données pour unetorpille en immersion7.2.1 MotivationsCe travail s'insrit dans le adre d'une ollaboration ave David An-dreu du Département Robotique du LIRMM. Nous nous intéressons à dessolutions algorithmiques pour l'aquisition de données pour une torpille enimmersion. Le besoin d'opérer dans les eaux de plus en plus profondes et deréduire les oûts, amène les reherhes à se onentrer sur l'élaboration devéhiules autonomes apables de se déplaer seuls et de mener à bien destâhes qui néessitent enore l'assistane de l'opérateur humain. Ce besoind'autonomie dans un milieu en onstante évolution requiert de la part duvéhiule une ertaine apaité à pouvoir, à haque instant, évaluer son étatet l'état de son environnement, les ombiner ave la mission qui lui a étéon�ée et prendre des déisions ohérentes.Les robotiiens du LIRMM travaillent sur une torpille appelé Taipan'est un véhiule sous-marin totalement autonome. Autonomie de déplae-ments, de navigation, la torpille alule en permanene ses déplaements àl'aide des informations délivrées par des apteurs de pression, d'aélération,de vitesse et d'inlinaison lui permettant de onnaître sa profondeur d'im-mersion. L'utilité de Taipan est d'être apable d'embarquer des apteurs demesures physio-himiques omme la température, la salinité, la ondutivitépar exemple ou d'embarquer des apteurs aoustiques pour artographier lesfonds marins. Les données olletées sont mémorisées dans Taipan.Nous avons déidé d'aborder e problème en utilisant la notion de tâhes-ouplées, introduite en premier par Shapiro [150℄ pour l'aquisition de don-nées radar, soumises à des ontraintes de ompatibilité en présene ou nonde tâhes de traitement. La justi�ation de l'utilisation des tâhes-oupléesest donnée dans [152℄. Le but de e travail fut d'évaluer l'impat de l'in-trodution du graphe de ompatibilité sur la omplexité et l'approximationdans les problèmes d'ordonnanement de tâhes-ouplées.L'organisation de ette partie est la suivante :� La setion 7.2.2 sera dédiée aux dé�nitions et aux hypothèses,� La setion 7.2.4 sera onsaré aux résultats de omplexité et d'approxi-mation pour le problème des tâhes-ouplées en présene d'un graphede ompatibilité omplet,� Les résultats de omplexité seront présentés sous-forme de treillis dansla partie 7.2.5. 114



� Des algorithmes d'approximation seront présentés dans la partie 7.2.6.7.2.2 Desription des tâhes d'aquisition et de traitementNous aratérisons notre problème en utilisant deux types de tâhes ayantdes aratéristiques très fortes.� Les tâhes d'aquisition� Les tâhes de traitementDé�nition 7.2.1 (Tâhe d'aquisition) :Soit A = {A1, A2, . . . , Ak} l'ensemble des tâhes d'aquisition à exéu-ter, k ∈ IN∗. Soit Ai ∈ A une tâhe d'aquisition, 1 ≤ i ≤ k, représentéepar une tâhe ouplée. Ai est formée de deux sous-tâhes ai et bi sépa-rées par un temps d'inativité inompressible et indilatable de longueur Li.Pour une simpli�ation des notations, les temps d'exéution des sous-tâhesseront également notés ai et bi et non pai
et pbi

de manière lassique. Ainsile temps total d'une tâhe d'aquisition sera (ai + Li + bi), le temps de débutd'exéution tAi
= tai

et la date de omplétion C(Ai) = tai
+ai +Li + bi (voirFigure 7.1).
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exemple d'ars autorisésArs néessairessommets dans où danssommet qui n'appartiennent pasexemple d'ars interdits
ai biTâhe Ai

Li

tAi
C(Ai)Fig. 7.1 � Illustration d'une tâhe d'aquisition AiPar la suite, nous dérirons les tâhes par le triplet (ai, Li, bi). Lasous tâhe ai (resp. bi) représente le temps d'utilisation du proesseur etla variable Li représente le temps d'inativité entre l'exéution de es deuxsous-tâhes.Dé�nition 7.2.2 (Tâhe de traitement) :Soit T = {τ1,τ2,. . .,τl} l'ensemble des tâhes de traitement à exéuter,

l ∈ IN∗. Soit τi ∈ T une tâhe de traitement, 1 ≤ i ≤ l, τi est une tâhepréemptive ave un temps d'exéution τi pour les simpli�ations de notation.Les tâhes de traitement seront toujours représentées sur les illustrations parun trapèze de manière à les di�érenier des tâhes d'aquisition.
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τiTâhe τiFig. 7.2 � Illustration d'une tâhe de traitement τiNous supposerons dans la suite que haque tâhe d'aquisition admetune et une seule tâhe de traitement omme suesseur et de manière symé-trique une tâhe de traitement possède une seule tâhe d'aquisition ommeprédéesseur, sauf mention ontraire.Les tâhes d'aquisition vont avoir un autre type de ontraintes ommenous l'avons évoqué préédemment, ertaines tâhes ne pourront avoir lieu enmême temps a�n d'éviter les interférenes lors de la aptation des données.A�n de modéliser au mieux les ouples qui sont ompatibles ou non, nousdé�nissons un graphe de ompatibilité.Dé�nition 7.2.3 (Graphe de ompatibilité) Soit Gc = (A, Ec) ungraphe de ompatibilité où les sommets représentent l'ensemble des tâhesd'aquisition A, et Ec représente l'ensemble des arêtes reliant deux tâhesd'aquisition qui sont ompatibles (voir illustration Figure 7.3).La présene d'un graphe de ompatibilité sera noté par Gc. Il est im-portant de noter que lorsque Gc est un graphe omplet nous retrouvons lesproblèmes lassiques de tâhes-ouplées.Dé�nition 7.2.4 (Tâhes d'aquisition ompatibles) Deux tâhesd'aquisition Ai et Aj sont dites ompatibles lorsque leurs temps d'inati-vité respetifs Li et Lj peuvent avoir lieu en même temps (voir illustrationFigure 7.3). Les tâhes Ai et Aj peuvent alors se hevauher lors de leurexéution.
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L3un graphe de ompatibilitéFig. 7.3 � Illustration de la ontrainte d'inompatibilité116



pai
pa′

i
Li Complexité Référene

a′i = Li ai = Li ai = a′i NP-omplet [122℄
ai L b NP-omplet [122℄
a L bi NP-omplet [122℄
p Li p NP-omplet [122℄
1 L 1 NP-omplet2 [17℄
a L b Pseudo-polynomial [6℄
p p bi Polynomial [122℄
ai p p Polynomial [122℄Tab. 7.1 � Résumé des résultats de omplexité pour les tâhes-ouplées aveun graphe de ompatibilité omplet7.2.3 Présentation et desription du modèleNous allons utiliser le formalisme habituel de la théorie de l'ordonnane-ment pour simpli�er les notations, et dérire les di�érentes ontraintes sousforme d'équations mathématiques. De manière formelle, notre problème peutêtre dé�ni ainsi :
• tbi

= tai
+ai +Li, ∀Ai ∈ A où tai

désigne la date de début d'exéutionde la sous-tâhe ai.1
• tτi

≥ C(bj) (resp. tτj
≥ C(τi, ∀Aj,τi (resp. ∀τi,τj) tel qu'il existe uneontrainte de préédene entre Aj and τi (resp. entre τi et τj). C(bj)représente la date de �n d'exéution de la sous-tâhe bj .

• tai
6∈ [taj

, C(bj)[ et tbi
6∈ [taj

, C(bj)[, ∀i, ∀j tels que Ai et Aj sontinompatibles.Au lieu d'utiliser la notation à trois hamps α|β|γ lassique, nous note-rons le problème de tâhes-ouplées (ai, Li, bi) ∪ τi.7.2.4 Complexité et approximation pour les tâhes oupléesen présene d'un graphe de ompatibilité ompletLa plupart des résultats de omplexité ont été obtenus par Oman et Potts[122℄.1Nous rappelons que la durée d'exéution de la sous-tâhe ai est notée ai et non pai
.2Il existe des ontrinets de préédene entre les tâhes. Les ontraintes de préédeneentre les tâhes sont strites 'est-à-dire si Ai → Aj alors a′

i → aj117
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pai

pa′

i
Li Approximation Seuil Référene

ai ≤ a′i Li a′i 7/2 2 − ǫ [4℄
ai Li a′i ≤ ai 3 2 − ǫ [4℄

ai = a′i Li ai = a′i 5/2 2 − ǫ [4℄
ai = a′i = 1 Li ai = a′i = 1 1.75 [3℄Tab. 7.2 � Résumé des résultats d'approximation pour les tâhes-oupléesLes tableaux 7.1 et 7.2 réapitulent les résultats de omplexité et d'ap-proximation sur les tâhes-ouplées. Il est important de noter que dans tousles résultats (en omplexité et en approximation) le graphe de ompatibilitéest absent (ou e qui est équivalent de dire que le graphe de ompatibilitéest omplet).7.2.5 Résultats de omplexité sur les tâhes-ouplées en pré-sene d'un graphe de ompatibilitéPlusieurs résultats de omplexité ont été obtenus selon les aratéris-tiques du problème de tâhes-ouplées sous-jaent. Les résultats sont lassi-�és sous forme d'un treillis d'inlusion des problèmes des � plus faile �, etsont donnés par les �gures 7.4, 7.5, 7.6. Une arête dans un treillis représenteune symétrie entre les problèmes et un ar une inlusion.
Théorème 7.2.1 Tiré de [152℄En se basant sur les treillis donné par la �gure 7.4, nous pouvons montrerque les problèmes donnés i-après sont NP-omplets :� Π1 : 1|ai = bi = p, Li = L,Gc|Cmax,� Π3 : 1|ai = a,Li = L, bi = b,Gc|Cmax,� Π2 : 1|ai = Li = bi, Gc|Cmax.PreuveLa preuve de la di�ulté, au sens de la omplexité pour le problème Π1 :
1|ai = bi = p, Li = L,Gc|Cmax, se fait à partir du problème Partition enTriangles (voir Setion 2.5). 118
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Fig. 7.4 � Visualisation globale de la omplexité des problèmes d'ordonnanementave tâhes d'aquisition en présene de ontraintes d'inompatibilitéCelle de Π3 est évidente par inlusion des paramètres du problème d'or-donnanement de Π1 dans Π3.Pour �nir le problème Π2 est NP-omplet sahant que la version aveun graphe de ompatibilité omplet est déjà NP-omplet (voir [122℄).
�Théorème 7.2.2 Tiré de [152℄Les problèmes suivants sont polynomiaux.� Π4 : 1|ai = Li = p, bi, Gc|Cmax� Π5 : 1|ai, Li = bi = p,Gc|CmaxPreuveLes preuves de la polynomialité des problèmes préédents se trouventdans [152℄. Il est intéressant de noter que les preuves sont astuieuses etqu'elles utilisent la notion de ouplage de taille maximum dans un graphenon orienté.
�Théorème 7.2.3 Tiré de [152℄En se basant sur les treillis donné par la �gure 7.4, nous pouvons montrerque les problèmes donnés i-après sont NP-omplets :� ΠP

1 : 1|prec, (ai = bi = p, Li) ∪ (τi ≥ 1, pmtn), Gc complet|Cmax,� ΠP
2 : 1|prec, (ai = bi = Li) ∪ (τi ≥ 1, pmtn), Gc complet|Cmax,119
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3 : 1|prec, (ai, Li = L, bi = b) ∪ (τi ≥ 1, pmtn), Gc complet|Cmax,� ΠP
4 : 1|prec, (ai = a,Li = L, bi) ∪ (τi ≥ 1, pmtn), Gc complet|Cmax,� ΠP
4 : 1|prec, (ai = a,Li, bi = b) ∪ (τi ≥ 1, pmtn), Gc complet|Cmax,PreuveLes preuves sont similaires à elles données dans [122℄.

�Théorème 7.2.4 Tiré de [152℄Les problèmes suivants sont polynomiaux.� ΠP
6 : 1|prec, (ai = Li = p, bi = b) ∪ (τi, pmtn), Gc complet|Cmax� ΠP
7 : 1|prec, (ai = a,Li = bi = p) ∪ (τi, pmtn), Gc complet|Cmax� ΠP
8 : 1|prec, (ai = bi = p, Li = L) ∪ (τi, pmtn), Gc complet|CmaxPreuveLes preuves de la polynomialité des problèmes préédents se trouventdans [152℄. Il est intéressant de noter que les preuves sont tehniques dumoins pour le problème ΠP

6 , et utilisent les arguments fondamentaux et las-siques sur monoproesseur. Pour valider une propriété nous proédons à deséhanges sur l'emplaement des tâhes et nous raisonnons par l'absurde.
�Théorème 7.2.5 Tiré de [152℄ 120
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8Fig. 7.6 � Visualisation globale de la omplexité des problèmes d'ordonnanementave tâhes d'aquisition et tâhes de traitement en présene de ontraintes de pré-édene et d'inompatibilitéEn se basant sur les treillis donné par la �gure 7.4, nous pouvons montrerque les problèmes donnés i-après sont NP-omplets :� ΠPG

1 : 1|prec, (ai = bi = p, Li = L) ∪ (τi, pmtn), Gc complet|Cmax,� ΠPG
3 : 1|prec, (ai = a,Li = L, bi = b) ∪ (τi, pmtn), Gc complet|Cmax,PreuveLa preuve de ΠPG

1 se fait à partir du problème NP-omplet lique detaille maximum. Celle de ΠPG
3 est évidente par inlusion des paramètres duproblème d'ordonnanement de ΠPG

1 dans ΠPG
3 .

�Remarque 7.2.1 Tiré de [152℄Les problèmes suivants sont ouverts.� ΠPG
4 : 1|prec, (ai = Li = p, bi) ∪ (τi, pmtn), Gc|Cmax� ΠPG
5 : 1|prec, (ai, Li = bi = p) ∪ (τi, pmtn), Gc|Cmax� ΠPG
6 : 1|prec, (ai = Li = p, bi = b) ∪ (τi, pmtn), Gc|CmaxLes problèmes préédents n'ont pas été enore lassi�és au sens de laomplexité, ei tiens du fait que nous ne sommes pas en mesure pour lemoment de aratériser une solution optimale. Intuitivement, nous pouvons121



Communiations exates et Appliationspenser pour ΠPG
4 , que la reherhe d'un ouplage de taille maximum produitun ordonnanement optimal. Cei n'est pas le as, il su�t de onsidérerl'instane donné par la �gure 7.7. De manière similaire, pour ΠPG

6 , nousexhibons un ontre-exemple dans lequel, l'exéution par ordre déroissantdes poids des arêtes, ne onduit pas à un ordonnanement optimal (voir la�gure 7.8).
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Fig. 7.7 � Un ontre-exemple pour le problème ΠPG
4

. Il est intéressant de noter quedans le as où le graphe de ompatibilité est omplet le problème devient polynomialen utlisant la reherhe d'un ouplage de taille maximum.
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6 . Chaque tâhe Ai est équiva-lente au modèle (ai = Li = p, bi = b). Pour un ouplage donné, l'ordonnanement b)exéute les tâhes de l'arête de poids maximum en premier mais rée un slot, alorsque dans le as a) l'ordonnanement est sans temps d'inativité si nous n'exéutonspas la tâhe de poids maximum en premier.7.2.6 Résultats d'approximation sur les tâhes-ouplées enprésene d'un graphe de ompatibilitéCette partie est dévolue à l'étude de plusieurs algorithmes d'approxima-tion ave un ratio non trivial.Le tableau 7.3 synthétisent les résultats obtenus sur les tâhes-oupléesen présene d'un graphe de omptabilité. La plupart des résultats d'approxi-mation sont basés sur le reherhe d'un ouplage de taille maximum dansle graphe de ompatibilité ou d'une lique de taille maximale. Nous avonsdû également étendre la notion de ouplage de taille maximum en ouvrantle graphe de ompatibilité par des haînes de longueur au plus deux (ennombre d'ars) dans le but de minimiser le nombre de sommets non ouverts.Nous notons e problème le 2-reouvrement. Nous avons étendu la notion dehaîne améliorante (notion fondamentale en théorie des graphes) en prenanten ompte les haînes de longueur au plus deux. De plus, nous aratérisonsla notion de 2-reouvrement de taille maximum. Nous proposons un algo-rithme de omplexité quadratique pour obtenir une ouverture du graphepar un 2-reouvrement de taille maximum. Pour �nir, nous proposons unerelation de dualité pour un 2-reouvrement via le théorème suivant :Théorème 7.2.6 Tiré de [152℄ Soit S un ensemble indépendant de som-mets dans un graphe G. Soit T (resp. K) l'ensemble (resp. le nombre) dessommets non saturés par un 2-reouvrement. Nous désignons par N(S) l'en-semble des sommets voisins de l'ensemble S. Nous avons alors l'égalité sui-vante : 123
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Desription du problème Ratio Référenes
Π1 : 1|ai = bi = p, Li = L,Gc|Cmax ρ ≤ 7p+L

4p
[152℄

Π2 : 1|ai = Li = bi, Gc|Cmax ρ ≤ 3
2 [152℄

Π3 : 1|ai = a,Li = a + b, bi = b,Gc|Cmax ρ ≤ 1+
√

3
2 [152℄

Π4 : 1|ai = Li = p, bi, Gc|Cmax ρ = 1 [152℄
Π5 : 1|ai, Li = bi = p,Gc|Cmax ρ = 1 [152℄

ΠP
1 : 1|prec, (ai = bi = 1, Li)Gc complet|Cmax ρ ≤ 7

4 [3℄
ΠP

2 : 1|prec, (ai, bi, Li), Gc complet|Cmax ρ ≤ 7
2 [2℄

ΠP
3 : 1|prec, (ai < bi, Li), Gc complet|Cmax ρ ≤ 3 [2℄

ΠP
4 : 1|prec, (ai > bi, Li)Gc complet|Cmax ρ ≤ 3 [2℄

ΠP
4 : 1|prec, (ai = bi, Li), Gc complet|Cmax ρ ≤ 5

2 [2℄
ΠP

6 : 1|prec, (ai = Li = p, bi = b) ∪ (τi, pmtn), Gc complet|Cmax ρ = 1 [152℄
ΠP

7 : 1|prec, (ai = a,Li = bi = p) ∪ (τi, pmtn), Gc complet|Cmax ρ = 1 [152℄
ΠP

8 : 1|prec, (ai = bi = p, Li = L) ∪ (τi, pmtn), Gc complet|Cmax ρ = 1 [152℄
ΠPG

1 : 1|prec, (ai = bi = p, Li = L) ∪ (τi, pmtn), Gc|Cmax ρ ≤ L+6
6 [152℄

ΠPG
3 : 1|prec, (ai = a,Li = L, bi = b) ∪ (τi, pmtn), Gc|Cmax ρ ≤ 3

2 [152℄
ΠPG

4 : 1|prec, (ai = Li = p, bi) ∪ (τi, pmtn), Gc|Cmax Ouvert [152℄
ΠPG

5 : 1|prec, (ai, Li = bi = p) ∪ (τi, pmtn), Gc|Cmax Ouvert [152℄
ΠPG

6 : 1|prec, (ai = Li = p, bi = b) ∪ (τi, pmtn), Gc|Cmax Ouvert [152℄Tab. 7.3 � Tableau synthétisant les résultats d'approximation sur les tâhes-ouplées obtenus dans [152℄
124



max
S

(|S| − 2|N(S)|) = min
T

K7.2.7 Conlusion sur les tâhes-oupléesNous avons étudié du point de vue de la omplexité et de l'approximationun problème issu d'une problématique onrète. Il est lair que pour untransfert des résultats vers les appliations, nous devons prendre en ompted'autres paramètres qui ont été siemment omis dans une première étude :les dates de disponibilité, date d'éhéane, le aratère ylique, développerdes algorithmes e�aes et tester sur des données réelles . . .Nous pourrions également,� Développer des algorithmes spéi�ques (approhés à fateur onstantou optimaux selon leur lassi�ation) pour un graphe de ompatibilitéayant une struture régulière (biparti, . . .)� Dans le problème originel, les tâhes sont périodiques et admettentdes dates de libération (date à partir de laquelle la tâhe est ordon-nançable) et une date d'éhéane (date à laquelle la tâhe doit êtreordonnanée). Il est néessaire de prendre en ompte es spéi�ités etde développer des solutions périodiques optimales.� Certains résultats sur l'approximation montrent les ratios sont nononstants et dépendent du paramètre L. La question fondamentale :� Est-e que nous pouvons développer des algorithmes approhés avedes ratios α ave ∀α ∈ IR∗,+ et indépendent des paramètres d'entrée ?� pour es problèmes.Une autre perspetive serait de � plonger � e problème dans un sys-tème temps réel : haque tâhe doivent être exéutées de manière répétitiveset haque exéution est ontrainte par une borne inférieure (date de réali-sation) et une borne supérieure (date d'éhéane). Les dates de réalisationsont distribuées uniformément tout le long du temps ave égale distane ap-pelée tâhe période. La date d'éhéane oïnide usuellement ave la date deréalisation de la période suivante. Et le but serait d'évaluer le temps totald'utilisation du proesseur W =
∑n

i=1 pi/πi où πi désigne la période requise.7.3 Le problème d'ordonnanement des tâhes vi-tiolesCes travaux ont été mené ave le herheur Olivier Naud de l'équipeIODE de l'UMR ITAP du Cemagref de Montpellier.125



Communiations exates et AppliationsDe nos jours le respet de l'environnement est devenu une des priorités denos états et a amené au onept de prodution agriole durable. Les exigenesde ette prodution onduisent à des proédés de plus en plus omplexes et laréation de nouvelles règles de gestion devient néessaire au bon fontionne-ment de es produtions. Cei est spéialement important pour le traitementsdes maladies de la vigne qui néessite de nombreux traitements himiques.Dans ette optique, des reherhes sur les traitements phytosanitaires desvignes ont abouti à un ensemble de règles de déision permettant de réduirele nombre de traitements himiques à e�etuer par les exploitants. Mais l'ap-pliation de es règles peut avoir un impat signi�atif sur l'organisation dutravail. La mise en plae de es règles doit don satisfaire l'environnementmais également les vitiulteurs. Nous devons mettre en plae un proessusde déision permettant de répondre à es ritères.L'objetif du travail mené dans un premier temps (voir [167℄ et [81℄)était d'élaborer une méthodologie d'évaluation de l'appliabilité temporellede règles de déision, et des proessus de mise en oeuvre assoiés. Après avoirvéri�é la faisabilité via des méthodes de model-heking nous avons foalisénotre étude sur l'optimisation du proessus.Nous devons réduire le temps de travail au sein d'une exploitation om-posé de n parelles, d'un ensemble F de m dép�ts et de u opérateurs. Pourela, nous devons déterminer l'ordre dans lequel e�etuer un ensemble detraitements T = {t1, t2, . . . , th}, et grouper les parelles i à traiter dans deslots de travail rk. Dans le as d'opérations de pulvérisation la taille maximaled'un lot dépend de la apaité de la uve du pulvérisateur. Le temps totalde travail varie en fontion de l'ordre dans lequel les parelles sont traitées(uniquement du fait des temps de transport). Don, la véri�ation de la fai-sabilité des traitements plani�és, suppose de proposer un ordonnanementouplé à un problème de tournées de véhiules.Chaque traitement tj est aratérisé par une onsommation de ressoure
d(tj , i) et une durée d'exéution st(tj, i). Ces dernières di�èrent en fontionde la parelle i traitée. Chaque parelle doit être traitée dans un intervallede temps, appelé par la suite fenêtre temporelle, qui est aratérisée par uneborne inférieure (ai, date au plus t�t) et une borne supérieure (bi, date auplus tard). Le oût de déplaement cij entre deux parelles est dé�ni parla durée de déplaement entre e deux parelles. Nous supposerons que esdurées de déplaement respetent l'inégalité triangulaire.A l'issue du alul, haque lot de travail rk sera aratérisé par une du-rée et une quantité de ressoures néessaires à sa réalisation, orrespondantrespetivement à la somme des durées d'exéution et la somme des onsom-mations de ressoures des traitements e�etués dans e lot. Il sera également126



aratérisé par une fenêtre temporelle [ak, bk] durant laquelle il devra êtree�etué. Une fois tous les lots de travail e�etués, toutes les parelles devrontavoir été traité une et une seule fois. La quantité de ressoure néessaire àhaque lot de travail ne devra pas dépasser une ertaine limite Q orres-pondant à la apaité maximale de l'opérateur e�etuant les traitements dee lot. On peut rajouter une heuristique de apaité minimale de sorte queette quantité de ressoure ne soit en deçà de Vcoef de ette limite. De plus,haque lot de travail devra ontenir au moins un dép�t [f ]. Formellement,nous onsidérons le problème de tournée véhiule (en fait un trateur) sui-vant :Données :� Un graphe G = (V,E) ave V = {v0, v1, . . . , vn} où v0 désigne le dép�t,et V \{v0} l'ensemble des lients (ii de parelles),� un oût cij pour tout ar (vi, vj) ∈ E,� une demande di, une fenêtre temporelle [ai, bi] et un temps de servie
sti pour tout lient vi ∈ V \{v0},� une apaité de hargement,Question : Trouver un ensemble de routes de oût minimum visitanttous les lients et respetant les ontraintes de apaité et fenêtre temporelle,et tel que deux routes n'aient pas lieu en même temps.Malgré es similitudes, notre problème di�ère du problème lassique deroutage de véhiules ave fenêtres de temps (VRPTW en anglais) et est enréalité un problème de routage de véhiules ave fenêtre de temps et routesmultiple (Multi-trip Vehile Routing Problem with Time Windows). Trèspeu de résultats proposant des solutions exates, malgré l'intérêt pratiquedu problème ont été produits ([20℄ et [21℄).Cette partiularité de pouvoir faire plusieurs routes ave un nombre devéhiules limités, augmente onsidérablement la omplexité du problème eten hange également sa modélisation.Nous nous sommes intéressés à deux grandes lasses de problèmes :� Le problème ave limitation sur la durée des routes. Ce problème trouveun intérêt dans les appliations où l'on dispose d'une �otte limitée devéhiules et, où, par exemple, les marhandises transportées sont péris-sables. Pour résoudre e problème nous avons développé un algorithmeà deux phases, dont la première porte sur la génération de toutes lesstrutures (ou routes, ei est possible ar la limite de durée est basse)et la seonde est basée sur un shéma de Branh and Prie ave une mo-di�ation du proessus lassique de génération de olonnes. Cette mé-thode est très régulièrement employée dans les problèmes de tournéesde véhiules ave fenêtre de temps. Elle permet de gérer impliitement127



Communiations exates et Appliationsles solutions en ne générant e�etivement qu'un ensemble restreint desolutions réalisables et potentiellement optimales. Elle résout alterna-tivement un problème auxiliaire, générateur de solutions partielles, etun problème maître servant à déterminer une solution globale, voir [58℄pour une desription du prinipe de génération de olonnes. Dans eadre, nous avons proédé à plusieurs modi�ations du shéma las-sique de la génération de olonnes proposé dans le adre des tournéesde véhiules ave fenêtres de temps en inluant un proessus d'ordon-nanement [84℄, [83℄. Ce proessus d'ordonnanement a pour but detrouver un positionnement temporel des routes les unes par rapportaux autres. Dans e adre nous avons utilisé des stratégies lassiquesde omplexité linéaire du type ASAP et ALAP.Nous avons sensiblement les résultats obtenus par [20℄ et [21℄ grâe àune déomposition problème Maître/sous-problème di�érente et pluse�ae.� le problème sans limitation sur la durée des routes. Ce problème estune généralisation du problème préédent. Il est lair que la méthodepréédente ne peut-être utilisée du fait de l'explosion ombinatoire surle nombre de routes générées pendant la phase 1. Dans e adre nousavons développé la première méthode exate basée sur le shéma deBranh and Prie ave pour routine la génération de olonnes pour eproblème. A�n de réduire la onsommation mémoire et les temps derésolutions du shéma de Branh and Prie nous proposons un nou-vel algorithme de programmation dynamique (pour résoudre le sous-problème) ave une nouvelle règle de dominane en introsuisant la no-tion de label représentatif (un représentant de la lasse d'équivalenedes labels).Nous avons proédé à des tests sur la librairie d'instanes proposée parSolomon [163℄ a�n de valider nos hoix théoriques.Les tests et les résultats sont donnés dans [82℄.7.4 Conlusion sur l'ordonnanement de tâhes vi-tiolesNous avons résolu de manière exate un problème de tournées de véhiulesave fenêtres de temps et réutilisation de véhiules. L'ensemble des résultatset les omparaisons ave les résultats existants se trouvent dans la thèse deFlorent Hernandez [82℄. Une perspetive intéressante serait la aratérisationd'instanes plus adaptés à la problématique de la réutilisation de véhiules.128



Les instanes de Solomon [163℄ présentent ertaines limitations du fait deleur lassi�ation selon leur topologie et non selon l'aspet temporel.
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CHAPITRE
8 Conlusion et pers-petives

8.1 ConlusionComme nous avons vu dans e manusrit, les problèmes d'ordonnane-ment sont variés et di�érents.En e�et, nous avons présenté plusieurs résultats de omplexité et d'ap-proximation sur divers modèles d'ordonnanement. Nous avons apporté notremodeste ontribution à la lassi�ation des problèmes d'ordonnanementdans un domaine très rihe en résultats. Nous avons utilisé des outils las-siques� théorie de la omplexité� rédutions polynomiales plus ou moins sophistiquées,� et la tehnique du saut qui permet de séparer les instanes positivesdes instanes négatives� et théorie de l'approximation� relaxation des ontraintes d'intégrité d'un programme linéaire ennombres entiers,� utilisation d'algorithmes polynomiaux lassiques (reherhe d'unouplage maximum, reherhe d'une lique maximale, . . .) ommesous-problème.Pour �nir, des tehniques propres aux problèmes d'ordonnanementsont utilisées� réation d'un ordre total via un tri des tâhes selon un ritère et rai-sonnement par l'absurde pour prouver le aratère optimal d'un or-donnanement en éhangeant deux éléments onséutifs de et ordretotal.Il est important de noter que les problèmes d'ordonnanement sur lesmodèles présentés lié au parallélisme, reste dans la lasse APX et que lestehniques restent valides (ei fut véri�é dans les hapitres 5 et 6) ave plusou moins d'adaptation. 131



Conlusion et perspetivesAve les modèles présentés dans les hapitres 4, 5 et 6, nous savons quele modèle à délai de ommuniations hiérarhiques est une générali-sation du modèle à délai de ommuniations homogènes, de même quele modèle d'ordonnanement homogène ave délai de ommuniationsloales. La �gure 8.1 présente une vision globale des modèles présentés.
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1 et Mi = (Πi, πi) (resp. Mj = (Πj , πj))et Mi 6= Mj , nous retrouvons le modèle d'ordonnanement à délaide ommuniations hiérarhiques ;Ainsi, nous pourrions tenter d'étudier un modèle à délai de ommuni-ations généralisées qui engloberaient les divers modèles à ommuniation(voir la �gure 8.2 pour un exemple de hiérarhies des modèles). Ce modèledevra prendre en ompte plusieurs niveaux de ommuniations entre les pro-esseurs, mahines, lusters et également des diverses topologies.1Les di�érentes valeurs de la fontion de ommuniations sont données au Chapitre 5.132
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Conlusion et perspetivesNous avons également abordé des problèmes d'ordonnanement dans unautre adre que elui du parallélisme. Nous avons étendu le modèle destâhes-ouplées ave la prise en ompte de la notion d'inompatibilité. La plu-part des problèmes restent dans la lasse APX . Cependant ertains ratios deperformane dépendent des données de l'instane ; ei apparaît quand la va-leur du paramètre Li (ommuniation exate) est une onstante sans relationave les autres paramètres. Nous pouvons noter que l'absene de ontrainteshronologiques remplaées par des ontraintes de ompatibilité rend les pro-blèmes plus di�iles au sens de la omplexité. Le problème général d'or-donnanement ave des ontraintes de ompatibilité est non-approximable àrapport onstant (la nature des problèmes se rapprohe de la déterminationd'une oloration des sommets ave le minimum de ouleurs, même pour desvariantes simples).Pour �nir nous avons utilisé des algorithmes très simples en ordonnan-ement pour résoudre un problème de tournées de véhiules ave limitationdu nombre de véhiules. Nous aurions pu utiliser des algorihtmes spéi�ques(spéialement dans le as d'un véhiule, en proédant à l'analogie un pro-esseur équivaut à un véhiule) mais nous avons privilégié des stratégiesgénériques indépendantes du nombre de véhiules/proesseurs.En onlusion, les problèmes d'ordonnanement sont des problèmes d'op-timisation ombinatoire pour lesquels le modèle analytique (tel qu'il est pré-senté) est manipulable, ar dérit simplement. Ainsi, il est possible d'étu-dier es problèmes via une approhe théorique (lassi�ation au sens de laomplexité des problèmes ; NP-omplétude, développement d'algorithmespolynomiaux e�aes, développement d'algorithmes d'approximation avegarantie de performane non triviale, méthodes exates . . .).8.2 Perspetives8.2.1 Etude des problèmes d'ordonnanement ave l'ap-proximation di�érentielle8.2.1.1 Les limites de l'approximation polynomiale lassiqueDans ette thèse, nous nous sommes foalisés sur la lassi�ation des pro-blèmes au sens de la théorie de la omplexité et de la théorie de l'approxima-tion ave la mesure lassique basée sur le rapport entre la solution généréepar notre heuristique et la solution optimale. Cette mesure n'est pas stableonernant le passage au omplémentaire. En e�et, il est faile de onstater134



que le problème de la reherhe d'un stable de ardinal maximum et le pro-blème de la reherhe d'une ouverture minimale des arêtes par les sommetspossèdent des liens très étroits. Le omplémentaire de tout stable maximumest une ouverture et réiproquement, e qui rend es problèmes très proheset équivalents du point de vue de l'optimisation (maximiser la taille d'unstable est équivalent à minimiser elle de son omplémentaire). Pourtant,es deux problèmes admettent des omportements opposés du point de vuede l'approximation lassique puisque le stable maximum ompte parmi lesproblèmes les plus di�iles à approher alors que l'on onnaît des algorithmes
2-approhés pour la ouverture. Plus généralement, la mesure lassique d'ap-proximation rée une dissymétrie entre les problèmes de maximisation et deminimisation. Elle est également très sensible à ertaines opérations élémen-taires (translation, hangement d'origine, . . .)Au lieu de se référer simplement au pire des as pour un algorithme ap-prohé, deux points de repères seront utilisées : l'optimum, mais aussi la piredes solutions (nous verrons que la notion de pire des solutions en ordon-nanement en général doit être adaptée). Nous présenterons une extensionpossible de ette notion pour le problème d'ordonnanement.8.2.1.2 Présentation de la mesure di�érentiellePour une instane �xée I, elle mesure la position de la valeur approhée
A(I) entre la meilleure valeur opt(I) et la pire valeur ω(I). La valeur A(I)qui se réfère à la solution de l'algorithme A sur une instane I est ompriseentre [opt(I), ω(I)].Le prinipe de l'approximation di�érentielle, est naturellement de se rap-proher au maximum de opt(I) ou de s'éloigner au maximum de ω(I). Ainsi,on ne ompare pas la valeur de la solution à elle de l'optimum, mais le he-min déjà parouru depuis la pire solution à l'étendue des valeurs possibles,donnée par le diamètre diam(I) = |opt(I)−ω(I)|. La qualité d'une solutionapprohée ρA

diff pour un algorithme A, en approximation di�érentielle, estdon donnée par la valeur du rapport
ρA

diff = min
I

|ω(I) − A(I)|
|ω(I) − opt(I)|Cette mesure est intéressante et les résultats existants en approximationsont parfois à l'opposé des résultats d'approximation lassique. Nous pou-vons iter par exemple le problème de la oloration de sommets (un desproblèmes de base dans l'optimisation ombinatoire dans lequel le but estde olorier (ave le minimum de ouleurs) les sommets du graphe tel que135



Conlusion et perspetivesdeux sommets reliés par une arête ne peuvent avoir la même ouleur. Dansla théorie de l'approximation ave la mesure lassique, e problème est non-approximable 'est à dire qu'il n'existe pas d'algorithme qui garanti un ratioà valeur onstant (on peut s'éloigner tant qu'on veut de la solution opti-male). En revanhe, dans la as de l'utilisation de la mesure di�érentielleil existe un algorithme ayant un ratio à fateur onstant (en fait il existeun algorithme 1/2-approhé et un autre à fateur 2/3 [128℄). Notons la sta-bilité de la mesure di�érentielle, à la di�érene de la mesure lassique lesrapports di�érentiels pour le problème du stable de taille maximum et d'untransversal de taille minimum oïnide.La mesure di�érentielle semble bien dé�nie pour les problèmes d'opti-misation ombinatoire pour lesquels le pire des as est faile à aratériser.Pour les problèmes d'ordonnanement le pire des as n'a pas beauoup desens, il faut don restreindre ette notion.8.2.1.3 Appliation aux problèmes d'ordonnanementLe pire des as pour les problèmes d'ordonnanement onsiste à mettreles tâhes à exéuter le plus loin possible de t = 0 où t désigne le début del'ordonnanement. Ainsi, la pire solution ω(I) n'est pas bornée (ei est vraipour tout problème d'optimisation ombinatoire dont la pire solution n'estpas bornée). Ainsi, lorsque que nous onsidérons les problèmes d'ordonnan-ement nous n'allons pas onsidérer la pire des solutions possibles mais lapire des solutions donnée par un algorithme générique et glouton.L'algorithme générique et glouton de base en ordonnanement est l'algo-rithme de liste qui onsiste en une liste de tâhes (triée ou non) à exéutersur un ensemble de proesseurs tel que nous prenons à haque instant oùun proesseur π est disponible la première tâhe disponible i dans la liste,et nous exéutons i sur π. Cette dé�nition nous semble la plus judiieuse etla plus adaptée à l'étude des problèmes d'ordonnanement. Nous obtenonsainsi un ordonnanement glouton de durée f(x) où x est une tâhe de la listedes tâhes. La valeur de la pire des solutions serait don ω(I) = maxx f(x)(remarquons que opt(I) 6= minx f(x)).Dans e adre, il serait intéressant de omparer les résultats des deuxmesures a�n de véri�er la stabilité ou non selon la mesure des résultatsd'approximation pour les problèmes d'ordonnanement.
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8.2.1.4 Motivation de l'introdution de la mesure di�érentiellepour les problèmes d'ordonnanementTout le long de e manusrit, nous avons foalisé notre étude sur desproblèmes d'ordonnanement o�-line 'est-à-dire les données sont onnuesà l'avane. Cependant, une autre branhe de l'ordonnanement traite desproblèmes où les tâhes arrivent à la volée et elles doivent être a�etées àdes proesseurs. Les prinipes des algorithmes portent sur la réation d'uneliste de priorités. Dans e as là, nous mesurons le ratio de ompétitivité.Rares sont les algorithmes qui fontionnent e�aement dans le as on-lineet o�-line. Nous pouvons iter l'algorithme de liste de Graham développépour le problème P ||Cmax qui admet un ratio dont la valeur est égale pourle as o�-line et on-line.La mesure di�érentielle permettrait de relier es deux branhes de l'or-donnanement. En e�et, le pire des as pourrait être vu omme une approheon-line via une liste de priorité, et nous omparerons les résultats par rap-port à un algorithme o�-line. Ainsi, nous pourrons étalonner nos algorithmeso�-line par rapport à l'algorithme générique pour les problèmes on-line.8.2.2 Ave l'approhe FTP (Fixed-Parameter Algorithms)Dans le but de mieux omprendre la di�ulté de résolution des pro-blèmes, nous pourrions étudier les problèmes d'ordonnanement ave om-muniations ave l'approhe omplexité paramétrique. Cependant, la plupartdes résultats obtenus en omplexité paramétrique portent sur des problèmesde graphes. A notre onnaissane peu de résultats ont été obtenus en ordon-nanement ([66℄, [63℄, [41℄).La omplexité paramétrique permet de proposer des bornes inférieuresopérationnelles pour des problèmes NP-omplets. La possibilité d'exhiberun algorithme FPT permet d'obtenir des algorithmes e�aes sous ertainesonditions ar ils limitent l'explosion ombinatoire à un paramètre, et lors-qu'il est de petite taille la omplexité devient � raisonnable �. La ara-téristique fondamentale est la notion de noyau. Le fait d'obtenir un noyaupolynomial permet, en temps polynomial, de diminuer la taille de l'instaneinitiale et ainsi de se ramener à un problème de taille inférieure. Un peu plusformellement, un algorithme FPT est un algorithme qui résout un problème
P = (n, k) en temps p(n)∗f(k) où p est un polyn�me dont les oe�ients sontindépendants de k et f est une fontion quelonque. Pour un problème NP-omplet, l'algorithme de résolution est obligatoirement exponentiel (sauf si137



Conlusion et perspetives
NP = P) en la taille de l'instane, don f(k) n'est pas polynomial en k. Unproblème est FPT (sous-entendu en k) s'il existe un algorithme FPT pourle résoudre.L'étude paramétrique pourrait se foaliser sur divers paramètres omme,sur le nombre de mahines, sur les aratéristiques des tâhes et/ou bien surla durée de ommuniation ou introduire des paramètres struturels.Nous pouvons trouver des analogies et une sorte d'équivalene entre lesdeux théories ;� la lasse FPT joue sensiblement le même r�le que la lasse P,� la lasse W [1] joue le même r�le que la lasse NP,� et pour �nir la lasse W [1]-omplet joue le même r�le que la lasse

NP-omplet.Nous pouvons noter qu'il existe une hiérarhie plus onséquente que ellede la théorie de la omplexité lassique ; FTP ⊆ W [1] ⊆ W [2] ⊆ . . . ⊆
W [Sat] ⊆ W [P ] ⊆ XP (Pour plus de détails, nous référençons les deuxlivres suivants sur la omplexité paramétrique [121℄ et [66℄).8.2.3 Trois approhes méthodologiques omplémentairesUne autre perspetive intéressante onsiste à évaluer, omparer et de mu-tualiser l'information fournie par trois approhes de résolution de problèmesd'optimisation ombinatoires très di�érentes : la résolution exate, la réso-lution approhée ave garantie de performane, la résolution approhée sansgarantie de performane.Les méthodes de résolution exates fournissent, par dé�nition, la solutionoptimale d'un problème d'optimisation ombinatoire. Malheureusement, lathéorie de la omplexité est pessimiste quant à la possibilité d'utiliser demanière e�ae de telles méthodes. Il est ommunément admis aujourd'huique tout problème NP-di�ile, 'est-à-dire l'essentiel des problèmes d'opti-misation ombinatoire sur lesquels se onentrent les reherhes, ne peut êtrerésolu de manière exate qu'ave un algorithme de omplexité exponentielle.En pratique, malgré tout, de nombreuses instanes réalistes de problèmesdi�iles ont pu être résolues exatement en temps raisonnable.Les méthodes de résolution approhées sans garantie de performane sontdes méthodes heuristiques permettant de s'approher de la solution optimaleave un temps de alul raisonnable et sont essentiellement utilisées ommepalliatif des méthodes exates lorsque es dernières ne peuvent être utiliséese�aement. Le prinipal ritère dans le développement d'une telle méthodeest sa faulté à trouver une solution de valeur prohe de l'optimum. Les138



avanées réentes ont permis le développement de méthodes extrêmemente�aes, grâe notamment au développement des meta-heuristiques. Pour-tant de telles méthodes ont l'inonvénient majeur de ne pas o�rir de garantiequant au résultat obtenu : des omparaisons ave des bornes peuvent géné-ralement on�rmer a posteriori le bon omportement de l'heuristique, maisauune garantie n'existe a priori.Les méthodes de résolution approhée ave garantie de performane sontdes méthodes heuristiques ayant l'avantage par rapport aux méthodes préé-dentes de garantir un éart maximal entre la valeur de la solution optimaleet elle de la solution dans le pire des as fournie par l'algorithme. En ontre-partie, les solutions fournies sont généralement peu exploitables en pratique,ar de qualité moyenne nettement inférieure à elles fournies par des heuris-tiques sans garantie de performane.Ces perspetives trouvent leurs origines dans les interations possiblesentre les trois types d'approhes évoquées i-dessus, dans l'objetif d'aiderà la résolution e�ae de problèmes d'optimisation ombinatoire. Les pistesde ré�exion à explorer sont nombreuses. Deux pistes préliminaires peuventservir de points de démarrage au projet.La première piste est issue de la remarque suivante. La lassi�ationusuelle entre problèmes NP-di�iles et problèmes polynomiaux permet deséparer les problèmes en deux grandes atégories. Une troisième atégorieapparaît lorsque l'on di�érenie les problèmes NP-di�iles au sens fort etau sens faible (i.e., selon qu'il existe un algorithme de résolution exate deomplexité pseudo-polynomiale ou non). Malgré tout, au sein d'une mêmeatégorie, l'expériene peut montrer des omportements très di�érents pourles méthodes de résolution exate. Les résultats théoriques sur l'existened'algorithmes approhés ave garantie de performane, ainsi que la qualitéd'approximation de es algorithmes, semblent pouvoir donner des informa-tions supplémentaires sur la di�ulté de résolution des problèmes. Nous al-lons tenter d'établir des liens entre la di�ulté de résolution des problèmeset les lasses de omplexité dé�nies par es résultats théoriques. Nous allonségalement tenter de voir si es résultats théoriques fournissent des informa-tions sur la méthodologie de résolution exate de es problèmes. Des pisteséquivalentes peuvent être envisagées pour une résolution heuristique sansgarantie de performane au lieu d'une méthode exate.La deuxième piste onerne la rédution du fossé existant entre méthodesdédiées à un bon omportement en moyenne (heuristiques sans garantie deperformane) et méthodes dédiées à un bon omportement dans le pire desas (heuristiques ave garantie de performane). Par e projet nous désironstendre vers le développement de méthodes garantissant un bon omporte-139



Conlusion et perspetivesment simultanément en moyenne et dans le pire des as. Cei passe par uneanalyse préliminaire du omportement moyen des heuristiques ave garan-tie de performane et du omportement dans le pire des as des heuristiquessans garantie de performane. Pour ela il existe des tehniques probabilistes(voir [65℄ pour une large présentation des tehniques).En dernier lieu nous pouvons étudier l'in�uene de la solution initialesur la vitesse de onvergene et sur la qualité de solution. En e�et, il seraitintéressant de mesurer l'impat d'une solution initiale obtenue par une al-gorithme d'appproximation ave garantie de performane par rapport à unesolution initiale hoisie de manière aléatoire.
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