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Résumé

Les méthodes classiques de résolution des équations de I’élasticité linéaire sont les méthodes
éléments finis. Ces méthodes produisent de tres bons résultats et sont tres largement analysées
mathématiquement pour 1’étude des déformations solides. Pour des problemes de couplage
solide/fluide, pour des situations réalistes en présence de discontinuités (modélisation des fronts
de gel dans les sols humides), ou bien encore pour des domaines de calcul mieux adaptés
aux maillages non conformes, il parait intéressant de disposer de solveurs Volumes Finis. Les
méthodes Volumes Finis sont trés largement utilisées en mécanique des fluides. Appliquées aux
problemes de convection, elles sont bien adaptées a la capture de solutions présentant des dis-
continuités et ne nécessitent pas de maillages conformes. De plus, elles présentent 'avantage
de conserver au niveau discret les flux a travers les interfaces du maillage. C’est pourquoi sont
développées et testées, dans cette these, plusieurs méthodes de volumes finis, qui permettent
de traiter le probleme de I'élasticité. On a, dans un premier temps, mis en ceuvre la méthode
LSGR (Least Squares Gradient Reconstruction), qui reconstruit des gradients par volumes a
partir d’'une formule de moindres carrés pondérés sur les volumes voisins. Elle est testée pour
des maillages tétraédriques non structurés, et montre un ordre 1 de convergence. La méthode
des Volumes Finis mixtes est ensuite présentée, basée sur la conservation d’'un flux ”pénalisé” a
travers les interfaces. Cette pénalisation impose une contrainte sur le type de maillage utilisé, et
des tests sont réalisés en 2d avec des maillages structurés et non structurés de quadrangles. On
étend ensuite la méthode des Volumes Finis diamants a 1’élasticité. Cette méthode détermine
un gradient discret sur des sous volumes associés aux interfaces a partir de I'interpolation de la
solution aux sommets du maillage. La convergence théorique est prouvée sous réserve de vérifier
une condition de coercivité. Les résultats numériques, en 2d pour des maillages non structurés,
conduisent & un ordre de convergence meilleur que celui prouvé. Enfin, la méthode DDFV (Dis-
crete Duality Finite Volume), qui est une extension de la méthode Diamant, est présentée. Elle
est basée sur une correspondance entre plusieurs maillages afin d’y construire des opérateurs
discrets en ”"dualité discrete”. On montre que la méthode est convergente d’ordre 1. Les illus-
trations numériques, réalisées en 2d et en 3d pour des maillages non structurés, montrent une
convergence d’ordre 2, ce qui est fréquemment observé pour cette méthode.
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Introduction

Le but de cette these est d’élaborer des solveurs volumes finis de dimension d (d = 2 ou
d = 3) pour résoudre numériquement le probleme de ’élasticité linéaire stationnaire isotherme
hétérogene isotrope sur des maillages non structurés et d’en faire I'analyse mathématique (sta-
bilité, convergence, estimation d’erreurs). Le probleme de 1’élasticité linéaire consiste a trouver
le champ de déplacement u satisfaisant le systéme d’équations

—div <a(u(x))> = f(x) dans €,
ux) = gx) sur I'p, (1)
oc(u(x))n = h(x) sur Dy,
ou o représente le tenseur des contraintes, et s’exprime en fonction du champ de déplacement
u via la relation de Hooke

o) = p(ut (V) + XY wd )
= 2uDu + ADivu.

On s’assure que §) est un espace ouvert polygonal borné de R? de frontiere 00 =T =T'pUTy.
On précise que I'p est le bord de Dirichlet ou est imposé le déplacement, que I'y est le bord
de Neumann ou est imposée la traction, et que n est la normale unitaire extérieure a 2. On
suppose que les ensembles I'p et I'y sont chacun des réunion de composantes connexes du bord.
Nous supposerons que la solution u appartient & W2P(Q) avec p > d (on renvoie a la lecture de
[25] pour plus de détails sur les conditions de régularité de la solution).

Hypothese 0.0.1
Les coefficients A et u sont les coefficients de Lamé du matériau. 1l s’agit de fonctions

réguliéres (C* ou W1 par exemple) au moins par sous-domaines. On suppose qu’il existe
des constantes (i, i, A, A) > 0 telles que pour tout x € Q

n(x) € [ et Ax) € AN, 3)

Le contexte général de cette theése s’inscrit dans I’étude du comportement d’un matériau soumis
a un front de gel. On retrouve cette thématique dans les domaines de la production de gaz,
de lexploitation miniere, la construction dans des zones humides (technique de gel du sol), ou
au contraire dans des régions froides. Dans le domaine du transport de gaz, un des moyens
d’acheminement est d’enfouir les gazoducs par exemple sous la mer. En cas de températures
négatives, il est fréquent que la grande majorité de 'eau ne gele pas, mais que le sol sous la
mer gele. Dans ce cas, un front de gel se propage dans un milieu poreux saturé en eau, jusqu’a
atteindre le pipeline transportant le gaz. Le pipeline est quant a lui composé de plusieurs
couches de matériaux, dont un a l'intérieur concu pour résister a des températures supérieures
a 4°C. 1l s’agit donc d’étudier I'impact de ce front de gel sur le pipeline, afin de s’assurer
que celui-ci n’endommage pas le gazoduc. Ce probleme physique couvre un grand nombre de
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domaines mathématiques, comme par exemple le comportement mécanique du sol, I’étude de
la progression d’un front de gel, ou les déformations géomécaniques d’un réservoir.

L’étude de ce probleme s’inscrit dans une grande lignée de probléemes physiques mettant en
jeu les domaines de la mécanique des fluides et celle des solides. Parmi ces problemes physiques,
on peut citer I’étude aérodynamique d’un corps plongé dans un écoulement fluide, et par exten-
sion I’étude des vibrations hydro-acoustiques. Ces problemes sont fréquents dans les domaines
de 'automobile ou de 'aéronautique. Citons aussi les problemes de performance des matériaux
composites sous 'effet de 'humidité, ou encore I’étude des modes de ballottement.

La résolution des problemes de la mécanique des milieux continus est habituellement
partagée entre la communauté Eléments Finis (EF), qui s’attache a la résolution des problemes
de mécanique du solide, et la communauté Volumes Finis (VF) qui traite plutét des problemes
de la mécanique des fluides.

Les méthodes EF sont basées sur la formulation variationnelle de ’équation, ce qui suppose
I'utilisation de fonctions prédéfinies, appelées fonctions de forme, dont la complexité dépend de
la topologie et du degré de précision souhaité. Par conséquent, elles s’étendent facilement a des
discrétisations d’ordre élevé, en générant des matrices blocs, qui une fois assemblées, conduisent
a la résolution d’un probleme linéaire.

Les méthodes VF sont quant a elles généralement d’ordre 1 ou 2, et sont basées sur la
formulation intégrale de I’équation, ce qui conduit & I’écriture d’un systéme qui conserve les flux
a travers les interfaces. Cette propriété fait qu’elles sont particulierement adaptées a la présence
de chocs ou d’hétérogénéités, ce qui est primordial pour traiter le probleme de la propagation
du front de gel dans le sol, ou encore le probleme de déformation élastique de structures multi
matériaux. A linverse, bien que les méthodes EF soient trés performantes pour résoudre les
problemes solides, elles sont en revanche peu adaptées dans la capture des discontinuités. Dans
le cas de I’élasticité linéaire, il s’agit de calculer le flux du tenseur des contraintes ¢ sur chaque
aréte du maillage 2. Il existe deux grandes catégories de volumes finis : les volumes finis centrés
aux sommets, utilisés par exemple dans [21, 22, 73, 79, 48, 53, 58, 71, 78], et les volumes
finis centrés sur les volumes du maillage, qui représentent la grande majorité des cas (voir par
exemple [72, 48, 59, 60, 55, 33, 31, 30, 20]).

L’objet de cette these est donc de construire des solveurs VF multi matériaux en 2d et en
3d pour résoudre le probleme de I’élasticité, afin de disposer des mémes outils pour la résolution
des problemes d’interactions fluides/structures par exemple.

L’application des VF au systeme de 1’élasticité a été introduite par Fryer et al. [54], puis
étendues plus tard par Taylor et al. [30], Slone et al. [77], & la visco-plasticité. Les méthodes
utilisées sont de type « vertex-centered >, ce qui peut poser un probleme dans le cas des multi
matériaux pour la définition des coefficients de Lamé aux points de discontinuités. Les auteurs
introduisent alors des volumes de controle qui relient les centres des volumes aux centres des
faces. Puis sont construits des sous volumes de controle, reliant les centres des faces, des volumes
et les sommets du maillage. Les points d’intégration se situent alors aux centres des arétes des
sous volumes de controle. Leur valeur est interpolée aux sommets du maillage par une procédure
type EF.

Les méthodes de reconstruction du gradient par moindres carrés (ou LSGR, voir Chapitre
1) ont ensuite été introduites par Demirdzi¢ et al. [39, 10], Jasak et Weller [65, 66, (7], pour
I’élasticité linéaire instationnaire, puis élargie aux équations de thermo-hygro-elasticité par
Demirdzi¢ et al. [38], de thermo-visco-élasticité par Basi¢ et al. [12] et Demirdzi¢ [36], et enfin a
Pélasticité incompressible par Wheel [$1] et par Bijelonja et al. [17]. Ces méthodes sont basées
sur ’écriture d’un gradient par interface qui interpole les gradients aux centres des cellules de
controle, calculés par moindres carrés sur les plus proches voisins. La méthode de résolution
numérique s’appuie sur un processus itératif en temps, en décomposant, de diverses facons, les
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opérateurs discrets en une partie implicite et une partie explicite, afin d’assurer la convergence
du processus.

Enfin, on peut également citer les méthodes de volumes finis mixtes ou < Mixed/Hybrid
FV Method >, développées par Droniou et Eymard [45] pour I’équation de Poisson anisotrope,
et étendue trés récemment par Di Pietro et al. [12] au probleme de 'élasticité. Les auteurs
définissent un opérateur gradient en chaque volume de controle, qui est ensuite utilisé pour
définir une formulation variationelle discrete qui imite la forme continue pour le champ de
déplacements. Il se trouve que le schéma est instable pour des maillages de type triangulaire en
2d ou tétraédrique en 3d. Afin de stabiliser cette formulation et de réduire les degrés de liberté,
la composante tangentielle du déplacement en chaque face est alors interpolée par moindres
carrés sur les faces voisines, ce qui conduit a la résolution d’un systéme linéaire a un degré de
liberté par interface (celui de la composante normale du déplacement).

Partie I, Chapitre 1 : Reconstruction du Gradient par Moindres Carrés
(LSGR).

La difficulté des schémas VF appliqués a 1’élasticité linéaire réside dans la construction de
gradients complets par interfaces, et non plus de leur composante normale. Dans le Chapitre 1,
on reprend l'idée du schéma LSGR, introduit par Demirdzi¢ et al. [37], qui construit des gra-
dients par volumes en utilisant une méthode de moindres carrés pondérés sur les plus proches
voisins, c¢’est-a-dire qui attribuent un poids plus important aux voisins les plus proches. Les gra-
dients par faces sont ensuite construits en interpolant les gradients en chaque volume contenant
la face. On construit ainsi un tenseur des contraintes discret en chaque face. Le schéma LSGR
est ensuite testé pour des maillages généraux en 3d, et les résultats numériques sont comparés
a leur solution analytique dans le premier exemple, et a ceux obtenus avec des EF P1 dans les
deux cas suivants.

Partie I, Chapitre 2 : Schémas Volumes Finis Mixtes.

Dans le Chapitre 2, on étend les Volumes Finis Mixtes introduits par Droniou [44] et Droniou
et Eymard [15] pour le probleme de diffusion anisotrope au probléeme de 1’élasticité linéaire. La
particularité de ce schéma est de considérer dans un premier temps l'opérateur gradient, et par
conséquent 'opérateur contrainte o, comme une inconnue & part entiere. On cherche alors a
approcher le déplacement et le gradient des déplacements par volumes primaux, puis les flux
en chaque interface du maillage. On ajoute a ces inconnues le déplacement en chaque face,
afin de traiter le cas discontinu. Ces jeux d’inconnues sont liées par une équation de Taylor,
a laquelle est ajouté un terme de pénalisation, afin d’assurer I'existence des flux numériques.
Une écriture géométrique proche de la formule de Green nous permet de lier 'approximation
des gradients en chaque volume et leurs flux aux interfaces du maillage, et 1’écriture intégrale
de I’équation de I’élasticité discrete permet d’écrire les déplacements en chaque volume en
fonction des déplacements aux faces. Enfin, la propriété de conservation des flux aux interfaces
du maillage conduit a un systeme linéaire & un degré de liberté par face. La difficulté réside
dans le fait que le schéma volumes finis mixtes appliqué a ’élasticité n’est pas inversible pour
un maillage de simplexes (triangles en 2d, tétraedres en 3d), car pour ce type de maillage, la
pénalisation n’a, a notre connaissance, aucun effet sur la non inversibilité de la matrice. Ce
phénomene est observé numériquement, et sa preuve reste un probleme ouvert. Il a néanmoins
également été récemment observé par Di Pietro et al. [12], ol est proposée une autre méthode
de résolution basée sur la séparation des composantes normales et tangentielles des inconnues
discretes en chaque interface. Du fait de la restriction sur le type de maillage utilisé, les résultats
numériques sont réalisés sur des maillages de carrés en dimension 2, ou la réponse volumes finis
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mixtes est comparée a une solution analytique. Un dernier exemple, réalisé sur des maillages
non structurés de quadrangles, compare en norme infinie la réponse VF mixtes a celle obtenue
avec une méthode EF P1.

Partie II : Schémas Volumes Finis Diamants.

Dans la Partie II, on développe le schéma Diamant en 2d et en 3d, qui permet de recon-
struire les gradients par interfaces en utilisant des sous volumes de contréle, appelés < volumes
diamants >. Ils sont obtenus en joignant une aréte (en 2d) ou une face (en 3d) du maillage
au centre d'un volume primal qu’elle sépare (un triangle en 2d, un tétraedre en 3d). Ainsi,
on construit un gradient par interface via la formule de Green qui interpole les déplacements
aux centres, aux sommets et aux interfaces des volumes diamants associés a l'interface. Pour
ce faire, on définit trois jeux d’inconnues : principales (aux centres des volumes), secondaires
(aux sommets des volumes) et auziliaires (aux centres des interfaces). Les inconnues auxiliaires
sont éliminées algébriquement d’une part en écrivant la condition de conservation des flux a
travers les interfaces internes du maillage, qui fait la spécificité de tout schéma VF, et d’autre
part en imposant les conditions de bord. Les inconnues secondaires quant a elles sont inter-
polées par une méthode de moindres carrés pondérés sur les inconnues aux centres des volumes
partageant un sommet commun. Cette interpolation fait perdre au schéma sa symétrie, et des
conditions sur 'aspect du maillage et sur les interpolants doivent étre faites afin d’assurer la
stabilité/coercivité du schéma VF diamant. On montre que sous ces conditions, le schéma VF
diamants est convergent d’ordre 1. Cette méthode est relativement cotiteuse en temps de cal-
cul, notamment en 3d, et est peu adaptée a des conditions de bord mixtes (difficultés avec les
conditions de bord de Neumann). Les résultats numériques sont néanmoins réalisés pour des
conditions de bord mixtes, avec forcage non nul, sur des maillages quelconques en 2d et en 3d.
On compare les solutions volumes finis diamants a des cas tests ayant des solutions analytiques
dans un premier temps, puis, pour d’autres exemples, les résultats sont comparés a ceux obtenus
par une méthode EF P1.

Partie III : Schémas DDFV (Discrete Duality Finite Volume).

Pour la méthode DDFV, I’équation de I’élasticité est intégrée une premiere fois sur le maillage
primal, conduisant a un schéma numérique dont les inconnues associées aux centres et aux
sommets de chaque volume primal sont solution. Puis, on construit un maillage <« dual > de
telle sorte que les inconnues associées aux centres des volumes primaux sont associées aux
sommets des volumes duaux, et que les inconnues associées aux sommets des volumes primaux
sont associées aux centres des volumes duaux. On integre alors une seconde fois 1’équation de
Pélasticité sur ce maillage dual. Le troisieme maillage, appelé < maillage demi diamant > (qui est
Péquivalent du maillage diamant de la Partie IT), permet de lier ces deux systémes numériques
grace a une formule de dualité discrete, appelée < formule de Green »>. Cette amélioration
vis-a-vis du schéma VF diamant permet de conserver la symétrie du systeme, si bien que les
résultats de convergence sont prouvés sans avoir a émettre d’hypotheses supplémentaires, si ce
n’est que 'on admet 'inégalité de Korn pour des conditions de bord mixtes. On montre que le
schéma DDFV est bien posé, et stable pour des conditions de bord homogenes. La convergence
est ensuite établie, et montre une convergence d’ordre 1, tandis que les résultats numériques
montrent une convergence a l'ordre 2 pour les normes L' et L?, phénomene assez fréquent pour
les schémas DDFV. Précisons que la encore, les résultats numériques sont tantot comparés a
des réponses analytiques, tantot a des réponses de type EF P1.
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Chapitre 1

Schéma 3D Least Squares Gradient
Reconstruction (LSGR)
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1.1 Introduction

Historiquement, les méthodes de reconstruction de gradient par moindres carrés, ou Least
Squares Gradient Reconstruction (LSGR), figurent parmi les premieres testées pour la résolution
de I'élasticité linéaire sur des maillages généraux. Ces méthodes consistent a reconstruire des
gradients par volumes, en utilisant des méthodes de moindres carrés pondérés.

Les méthodes LSGR ont été testées avec succes pour divers probléemes physiques, comme
par exemple pour les équations de convection-diffusion par Baliga et Patankar [10] ou dans
le domaine de la mécanique des fluides en général par Demirdzié¢ et al. [37, 11] et Muzaferija
et Gosman [74], dans le domaine de D’électrostatique par Nealen [75], pour les problémes de
Iélasticité linéaire par Demirdzié¢ et al. [17, 38, 39, 40, 12, 36], Fryer et al. [54], Wheel [31], ou
encore pour les problemes d’interactions fluides solides par Jasak et al. [65, 66, 67], Slone et
al. [77], et par Greenshields et Weller [57].

La premiere occurence de la méthode LSGR est faite par Baliga et Patankar [10] pour la
résolution du probleme de convection-diffusion. Elle a ensuite été utilisée dans grand nombre
d’autres problémes de la mécanique des fluides (voir par exemple Demirdzié¢ et al. [37, 41],
Muzaferija et Gosman [74]). Puis cette méthode a été appliquée au probleme de 'élasticité
stationnaire par Fryer et al. [51], puis par Demirdzi¢ et Muzaferija [39] qui traitent du probléme
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de thermo-élasticité linéaire avec conditions de bord mixtes Neumann/Dirichlet homogenes.
Dans [10], le probléme considéré est instationnaire, et un découplage implicite en temps est
opéré. Le probleme de I'élasticité incompressible est ensuite traité par Slone et al. [77] et Wheel
[81], ou les inconnues en déplacement et en pression sont collocalisées, cette derniére étant
déterminée par la condition d’incompressibilité.

Des problemes d’interactions fluides/structures sont introduits par Demirdzi¢ et Muzaferija
[10] Jasak [65] et Jasak et Weller [66, 67]. Dans [10], les auteurs s’intéressent au couplage de
la thermo-élasticité et des fluides Newtoniens. Chaque équation couplée est traitée séparément,
de sorte que l'algorithme final conduit a un calcul simple de la pression hydrostatique. Des
tests numériques ont été réalisés sur la modélisation d’un moteur & combustion. Dans [66], le
tenseur des contraintes est décomposé en une partie traitée de maniere implicite a partir du
tenseur gradient et en une partie traitée de maniere explicite et obtenue a partir des tenseurs
transposée du gradient et divergence. Cette décomposition peut étre interprétée comme un terme
en cisaillement et un terme de rotation pure. Ceci engendre la création d’une matrice a diagonale
strictement dominante, bien adaptée pour les solveurs itératifs. Les auteurs modélisent ensuite
le probleme de 1’élasticité linéaire instationnaire, avec conditions de bord mixtes homogenes,
pour des domaines composés d’un seul matériau. Une extension aux problemes de contacts entre
plusieurs solides en 2d est précisée en [(7]. D’autres problemes d’interactions ont été développés,
comme par exemple le cas de matériaux composites soumis a I’humidité ambiante par Demirdzi¢
et al. [38]. Ce probleme est modélisé par I’équation d’hygro-thermo-elasticité, qui fait interagir
les solides, les gradients de températures et 'humidité au cours du temps.

Cette partie s’articule comme suit : nous allons dans un premier temps décrire brievement le
maillage et les opérateurs discrets, puis dans un second temps exposer méthode de recontruction
de gradient par moindres carrés. Des résultats numériques par comparaison avec des solutions
analytiques puis des solutions obtenues par éléments finis P1 sont enfin présentés.

1.2 Maillages et notations

1.2.1 Maillages

Afin d’approcher la solution de I’équation de I’élasticité linéaire, on discrétise I’espace 2 en
un ensemble de volumes de controle contigus deux a deux disjoints, de sorte que

U K=0
Kem

ou M représente ’ensemble des volumes K. Les volumes considérés sont donc des polyedres que
I’on note K. On associe a chaque volume K son centre de gravité, noté xi. Les faces des volumes
K sont notées 0K, et le nombre de faces de K est noté #0K. L’ensemble des faces du maillage
est noté €. Lorsqu’une face s est sur le bord, on note s € £, en faisant la distinction s € £V
si celle-ci est sur Neumann et s € EPP si celle-ci est sur Dirichlet, de sorte que

b = ghn y gho,

Enfin, lorsqu’une face n’est pas sur le bord du domaine, elle est dite interne s € £, de sorte
que

E = gint U gb
On associe a toute face son centre de gravité x;.
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FIGURE 1.2.1 — Volumes de controle et notations

1.2.2 Notations

On introduit les notations suivantes : pour tout volume primal K

|K| représente la mesure de K,

|s| représente la mesure de la face s,

ngs représente la normale unitaire sortante de K a la face s,

Nks = |s|nks représente la normale sortante de K a la face s,

#M représente le cardinal de 9.

Comme illustré en Figure 1.2.1, on définit pour toute face s = KN L les poids d’interpolation
o1, et ak par

(Xs - XK) * NKg
(x1, — XK) - DK,

ar, = et ax=1-ar. (1.1)

Remarque 1.2.1

Remarquons que dans le cas de maillages admissibles (condition d’orthogonalité entre le
segment [xk,Xr] et la face s), les poids d’interpolation (1.1) ont pour expression
I — xxl -l

oy, == —— et O = ————.
M ke - xx] T Ik — x|

1.3 Description du schéma numérique

Afin d’obtenir une approximation volumes finis de I'’équation de Délasticité linéaire, on
integre celle-ci sur tout volume K de 90, et on utilise la formule de Green pour écrire

- > [ounk, = [Klfk VK € 9,
s€OK ¥ S
us = g(xs) Vs € £, (1.2)
1
oclungs = = H/h(X)dX Vs € EN,

1
ou fx = @ / f(x)dx représente le forgage moyen en chaque volume K. La méthode des
K

volumes finis consiste a chercher une valeur moyenne du déplacement sur chaque volume K : on
note u” = (uk)kem le déplacement discret solution du systeme
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=Y Isl(ux(Vuls + Va'ly) + Axtr(Vul,) ) nk, = [K]|fk. (1.3)
s€0K

L’équation (1.3) nécessite pour chaque face I’évaluation du gradient des déplacements. Pour cela,
nous effectuons une approximation de type Central Differencing (CD), telle que décrite dans
[66]. Cette approximation consiste a interpoler le gradient a linterface a partir des gradients
approchés sur les volumes environnants. Bien qu’il existe plusieurs fagons de choisir les voisins,
nous faisons le choix ici de prendre les deux voisins qui partagent la face s = K N L. Ainsi, le
terme Vul, est déterminé par

Vu|s = akVulk + a,Vuly, (1.4)

ou les interpolants axk et oy, sont définis par (1.1). Il est montré dans [51] que cette approximation
est du second ordre pour des maillages admissibles, et du premier ordre pour des maillages
généraux. Dans ce cas, il existe des corrections non orthogonales afin de se ramener a une
interpolation du second ordre (voir par exemple [65, 41]). Résoudre I’équation (1.3) revient donc
a construire un gradient discret par volume K € 9. Pour ce faire, nous allons procéder a une
construction du gradient par la méthode des moindres carrés pondérés telle que décrite dans
[1], qui donne son nom au schéma numérique.

1.3.1 Reconstruction du gradient par moindres carrés pondérés

On considere un volume K € 9 et on pose p = #9K. Pour i = [1,p], on note K; € V(K)
les volumes voisins de K, i.e. partageant une face avec K, comme illustré dans la Figure 1.3.1.
Lorsque cette face est sur le bord, on assimile le volume voisin a la face. On pose s; = KN K;.
En écrivant un développement de Taylor pour n’importe laquelle des composantes ¢ de ug,

FIGURE 1.3.1 — Reconstruction du gradient par moindres carrés pour un volume tétraédrique :
volumes voisins de K lorsque toutes les faces sont internes (gauche), lorsque une des faces est
sur le bord (droite)

on a pour tout i = [[1, p]

¢k, = ok + % K(CUKZ- —2K) + g—z K(yKi —yK) + % K(ZKi — 2zK) + o(size(T)).
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La formule de Taylor entre les voisins K; et le volume K conduit a chercher le gradient de la
composante ¢ de u comme solution du systéeme surdéterminé

9

TK, —TK YK, —YK ZK; — 2K Oz 1K K, — PK

TKy —TK YK, — YK 2K, — 2K 96 K, — PK
Jy IK

TK, —TK YK, — YK 2K, — 2K oo ¢k, — PK
0z 1K

Il est également fréquent d’introduire une matrice diagonale de poids, notée W = (w;;)i—1 ],
avec w;; = ||xk, — xK| ¢ Les valeurs usuelles de ¢ sont ¢ = 0 (LS), ¢ =1 (WLSID, ce qui est
le cas ici), ¢ = 2 (WLSID2). Cette matrice W a pour role d’attribuer un poids plus important
aux plus proches voisins de K. Le systéme linéaire est résolu au sens des moindres carrés (voir

Barth [11])
p
> wiilak, — 2x)? Zwm — oK) (YK, — YK) Zw“ — oK) (2K; — 2K)
i—1
p
> wiilek, — 2k)(yk, — k) Z wii(yx, — yK) Z w;i (YK, — yK) (2K, — 2K)
5 » i=1 =1 »
> wiilwk, —ax)(zx, — 2k) > wiilyk, — yk) (2K, — 2K) > wiizx, — k)
=1 i=1 =1
p
> wii(ek, — 2x)(dk; — 6x)
=1

p
= | > wiilyx, —vx)(ék, — ¢x)
=1

p
> wiilzk, = 2x) (K, — ¢K)
i=1

(1.5)
Le systéme de minimisation (1.5) a une unique solution car les points xx, ne sont pas tous
alignés. Les gradients discrets sont ainsi calculés a priori, ce qui permet de construire le tenseur
des contraintes discret par volume K € 9.

1.3.2 Conditions de bord

Le bord du domaine est soumis & des conditions de bord dites mixtes, mélant bord de
Dirichlet (déplacement imposé sur I'p) et bord de Neumann (traction imposée sur I'y). Par
convention, lorsque s € E? est une face de bord, on remplace le volume K; par la face s et on
note u; = ug; le déplacement de la face s.

Bord de Dirichlet

Le déplacement sur le bord de Dirichlet s’écrit

UuK; = g(xs). (1.6)
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Bord de Neumann

On considere un volume K € 9 dont une des faces s est sur le bord de Neumann. Soient
K; € V(K) les volumes voisins de K. Dans ce cas, le gradient au volume K s’exprime via la
formule (1.5) en fonction des différences uk, — ux et us; — uk. Afin d’éliminer I'inconnue us
associée a la face s, on écrit, en premiere approximation, que

1
(T + V) + Mt (Vo)) = [ hx)x (1.7)
S
ou n{” est la normale unitaire de la face s; dirigée vers I'extérieur du domaine {2 comme

représenté dans la Figure 1.3.1. Cette relation nous permet d’exprimer ug en fonction des
différences uk, — ux et de h. Cette expression est ensuite remplacée dans (1.5), afin d’obtenir
la valeur du tenseur des contraintes discret au volume K.

1.4 Illustrations numériques

Nous allons a présent illustrer les résultats théoriques obtenus précédemment par une série
de tests numériques. Le premier exemple, présenté en section 1.4.1, est un cas test possédant une
solution analytique. La réponse 3d-LS sera donc comparée a la solution exacte. Les exemples
suivants des section 1.4.2 et section 1.4.3 sont comparés a la réponse éléments finis P1 conforme
en 3d. Cette derniere méthode est d’ordre au moins 1, de sorte que I'estimation de ’erreur entre
les éléments finis et les volumes finis mesure I'erreur entre les volumes finis et la solution exacte.
La description de chaque exemple numérique est donnée en Annexe E.2.

1.4.1 Cas E.2.1 : Déformation d’un cube homogene.

En Figure 1.4.1, ot les déplacements sont multipliés par 10 par souci de clarté, et ou le cube
est visualisé avec une rotation de 90° suivant 'axe de z (la face 1 est devant), on note que les
déplacements obtenus avec la méthode LS sont conformes & ceux obtenus a partir de la solution
exacte.

FIGURE 1.4.1 — Cas E.2.1 : réponse du déplacement par LS (gauche) et solution exacte (droite).
Les résultats d’estimations d’erreurs sont présentés dans le Tableau 1.4.1 pour les valeurs,
et dans la Figure 1.4.2 pour le tracé. On observe sur le déplacement une convergence a l’ordre

0.5 du schéma en norme infinie.
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| Volumes | h [ Jurs — upzact|oo | [uLs — Uggact]t | Jurs — upzac2 |

593 2.25-1071 3.84-1073 5.34-107% 1.01-1073
5513 1.13-107¢ 1.99-1073 1.51-1074 3.21-107*
17717 | 7.97-107! 1.20-1073 8.71-107° 1.94-107%
48483 | 5.99 - 1072 1.03-1073 5.66 - 107° 1.27-1074

Tableau 1.4.1 — Cas E.2.1 : estimations d’erreurs L>®, L' et L? pour une série de maillages
successivement raffinés.

10
O LSLinf 1.03 O LS Linf 0.52
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FIGURE 1.4.2 — Cas E.2.1 : estimations d’erreurs L™, L' et .” pour des maillages successivement
raffinés.

1.4.2 Cas E.2.2 : Déformation d’un barreau homogene percé d’un trou

Dans les figures 1.4.3 et 1.4.4 sont comparés les résultats du déplacement avec la méthode
LS ainsi que par éléments finis. Les résultats sont obtenus avec 4840 tétraedres.

FIGURE 1.4.3 — Cas E.2.2 : réponse du déplacement obtenu avec la méthode LS

A présent, nous allons présenter les résultats d’estimation d’erreur. Les résultats sont
présentés pour une série de maillages successivement raffinés (Tableau 1.4.2). Les courbes de
convergence sont présentées dans la Figure 1.4.5. On observe sur le déplacement une convergence
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FIGURE 1.4.4 — Cas E.2.2 : réponse du déplacement obtenu par éléments finis

proche de I'ordre 1 du schéma pour les normes L' et L?.

| Volumes | h | Jurs —ugr|s | [urs —uppl | Jurs — upr|s |
860 2.76 - 1071 4.34-1072 1.32-1072 2.41-1072
2632 1.93-107! 3.16 - 1072 6.47 -1073 1.21-1072
4146 1.45-1071 1.97-1072 5.39-1073 1.00 - 1072
14942 1.01-107t 5.99 - 102 6.16 - 1073 1.35-1072
22600 | 8.73-1072 1.49-1072 2.06-1073 4.07-1073
36188 7.42-1072 1.28 1072 2.96-1073 5.47-1073

Tableau 1.4.2 — cas E.2.2 :
successivement raffinés.

estimations d’erreurs L™, L' et L? pour une
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FIGURE 1.4.5 — Cas E.2.2 : estimations d’erreurs L>°, L' et .” pour des maillages successivement

0.2

raffinés et droite de pente 1 (en noir).
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1.4.3 Cas E.2.3 : Déformation d’un barreau non homogene percé d’un trou

Etendons le cas précédent en soudant deux matériaux entre eux, pour former un < bido-
maine ». Dans les figures 1.4.6 et 1.4.7 sont comparés les résultats du déplacement avec la
méthode LS ainsi que par éléments finis. La Figure 1.4.6 correspond a un matériau composé
d’acier a gauche (en foncé) et d’aluminium & droite (en clair). Etant donné que acier possede
un module d’Young plus grand que l'aluminium, c’est ce dernier qui se déforme le plus, et
c’est ce qui se remarque dans ces figures. Dans la Figure 1.4.7, les matériaux sont intervertis
(aluminium & gauche, acier a droite). Le méme phénomene est observé.
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FIGURE 1.4.6 — Cas E.2.3 : réponse du déplacement acier (sombre) / aluminium (clair) par LS
(en haut) et par éléments finis (bas).

FIGURE 1.4.7 — Cas E.2.3 : réponse du déplacement aluminium (clair) / acier (sombre) par LS
(en haut) et par éléments finis (bas).

Intéressons-nous a présent aux estimations d’erreur. Comme pour le Cas E.2.3, on compare
les réponses LS et éléments finis pour une série de maillages raffinés successivement.

On constate a travers ces deux exemples que la convergence de la méthode LS est
numériquement vérifiée. L’estimation d’erreur de la méthode par éléments finis est en théorie
d’ordre 2. Tous les graphiques concernant ces estimations d’erreurs montrent un ordre de con-
vergence proche de 1.
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| Volumes | h | Jurs —uprls | [urs —uppl | Jurs — ugp|s |

5067 1.58 - 1071 3.28 - 1072 1.11-1072 1.54-1072
26618 9.14-102 1.55-1072 4.66 - 1073 6.33-1073
36874 1.10- 1071 1.33-1072 4221073 5.54-1073
60492 7.89 1072 1.28 1072 2.96-1073 5.47-1073

Tableau 1.4.3 — Cas E.2.3 : estimations d’erreurs L, L' et L? pour une série de maillages
successivement raffinés.

O LSLinf 1.33 O LS Linf 1.04
o LSL1 175 O LSL1 161
# LSL2 1.72 # LSL2 2

error
*
o o
error
*
#\Oo\ O

107 Erreur en deplacement u 107 Erreur en deplacement u,
0.05 0.1 0.2 0.05 0.1 0.2
mesh size mesh size
10° 10°
O LSLinf 1.47 O LS Linf 0.674
o LSL12 o LSL1 175

# LSL2 2.05 # LSL2 1.63

3
1

Erreur en deplacement u, rreur en deplacement u,

0.05 0.1 0.2 0.05 0.1 0.2
mesh size mesh size

FIGURE 1.4.8 — Cas E.2.3 : estimations d’erreurs L>°, L' et .” pour des maillages successivement
raffinés et droite de pente 1 (en noir).

1.5 Conclusion

Nous avons mis en place une méthode VF plutot simple et performante pour la résolution
du probleme de I'élasticité linéaire. Cette méthode s’adapte parfaitement au cas non homogene,
et a n’importe quelle dimension d’espace. Par ailleurs, les poids d’interpolation étant calculés a
priori, aucune restriction sur le maillage n’est réalisée, ce qui implique que la méthode LSGR
s’applique a n’importe quel type de maillage. Les tests numériques indiquent que cette méthode
est d’ordre 1 pour 'approximation du déplacement. Le premier test numérique a été choisi pour
le caractere complet de ses conditions de bord, ou sont imposés a la fois des déplacements, des
conditions de traction et une condition de for¢age. Le dernier cas, comparé a une réponse de type
éléments finis P1, montre que la méthode est aussi performante dans le cas de discontinuités
des coefficients de Lamé. La méthode LSGR est assez simple a mettre en ceuvre. Cependant, il
n’existe pas a notre connaissance de résultats théoriques montrant la convergence.
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Chapitre 2

Schéma 2D VF mixtes
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2.1 Introduction

Des méthodes volumes finis a deux points ont historiquement été élaborées pour calculer le
gradient normal sur une interface. Cependant, ces dernieres ne sont plus valables dans le cas ou
les maillages sont non orthogonaux (ou non admissibles), ¢’est-a-dire lorsque le segment reliant
deux centres de volumes séparés par une aréte n’est plus perpendiculaire a I'aréte, ou bien en
présence d’opérateurs anisotropes. C’est le cas des maillages raffinés localement. Pour ce type
de maillage, un schéma a deux points n’est plus suffisant. Les méthodes muti-points (MPFA)
ont ensuite été développées par Aavatsmark et al. [2, 3, 1] et Faille [50], qui reconstruisent
l'opérateur du second ordre du probléme a partir d’un petit nombre de points. Les schémas
éléments finis mixtes (MFE) ont ensuite été mis en place par Arbogast et al. [9, 8] et Younes
et al. [82].

Les volumes finis mixtes (MFV) ont ensuite été introduits par Droniou et Eymard dans
[15] pour le probleme de diffusion anisotrope. Ils ont ensuite été testés pour les équations el-
liptiques non-linéaires de type Leray-Lions par Droniou [141]. Ce type d’équations intervient
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par exemple pour la simulation du mouvement des glaciers, pour 1’écoulement de fluides tur-
bulents incompressibles a travers des milieux poreux. Beirao da Veiga et al. [13] traitent de
I’équation de convection-diffusion, et un lien est fait entre les schémas VF mixtes, les vol-
umes finis hybrides, les schémas volumes finis mimétiques et les éléments finis mixtes (voir
également Droniou et al. [17] pour le probléme de Poisson avec condition de bord homogene).
Le probleme de Stokes et de Navier Stokes est également abordé par Droniou et Eymard [10].
Citons également Chainais-Hillairet et Droniou [24] qui étudient un probléme couplé de type
elliptique /parabolique décrivant le déplacement d’un fluide miscible dans un milieu poreux.

Le principe de la méthode des volumes finis mixtes est de ne pas reconstruire le tenseur des
contraintes ainsi que son flux a travers les interfaces a partir des valeurs de la solution discrete,
mais de les considérer dans un premier temps comme des inconnues & part entiere. Le nom de
la méthode vient du fait que I'on cherche a la fois I'inconnue et son gradient par volume, et son
flux par face. Dans le cas de milieux hétérogenes, comme c’est le cas ici, un jeu d’inconnues par
faces est ajouté.

Dans le cas de I’élasticité linéaire hétérogene, les inconnues par volumes sont éliminées en
intégrant 1’équation sur chaque volume de controle, que 'on transforme grace a la formule
de Green en un flux a travers les interfaces des volumes. Les opérateurs discrets (gradient,
divergence) sont construits de fagon a ce que le tenseur des contraintes respecte la relation
de continuité des flux a travers les interfaces du maillage, condition inhérente aux méthodes
volumes finis. Enfin, le systeme est fermé en écrivant une formule de géométrie, qui permet
d’exprimer le gradient discret en chaque volume a partir de son flux sur le bord du volume,
et une formule de Taylor que I'on pénalise, afin d’assurer 'existence de la solution du schéma
numérique. Plus précisément, la méthode VF mixtes présentée (avec pénalisation) ne possede
pas de solution numérique pour des simplexes (triangles en 2d, tétraedres en 3d).

Nous présentons ici la méthode VF mixtes en dimension 2, pour des polygones d’au moins
4 cotés. En section 1 sont rappelés les maillages et les notations utilisés. En section 2, nous
présentons le schéma numérique. On approche le champ des déplacements aux centres des
volumes et aux centres des faces, le gradient en chaque volume, ainsi que les flux du gradient,
transposée gradient et de la matrice divergence du gradient en chaque interface du maillage.
L’algorithme de résolution numérique est ensuite décrit, afin d’obtenir un systéme certes sans
structure simple, mais qui ne fait intervenir que le déplacement aux interfaces du maillage.
Enfin, en section 3 sont présentés deux résultats de convergence numérique avec estimation
d’erreurs pour un probleme possédant une solution analytique. Le maillage utilisé est un maillage
cartésien, composé de carrés. La convergence numérique est d’ordre 1 pour les déplacements.
Un dernier exemple réalisé avec un maillage de quadrangles non structuré est présenté, et la
réponse VF mixtes est comparée en norme infinie a celle obtenue par une méthode EF P;.

2.2 Maillages et notations

2.2.1 Maillages

On considere un ensemble de volumes de controle polygonaux contigus, qui ne se recouvrent
pas, de sorte que

U K=acr
Kem

ou on a noté M l'ensemble de ces polygones. On associe & chaque volume K son centre de
gravité, noté xg. Les arétes des volumes K sont notées s, et I’ensemble des arétes du domaine
Q est noté £. Lorsqu’une aréte est sur le bord, on note s € £, en faisant la distinction s € 0N
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si celle-ci est sur Neumann et s € EPP si celle-ci est sur Dirichlet, de sorte que
g =¢gNuegn,

Enfin, lorsqu’une aréte n’est pas sur le bord du domaine, elle est dite interne : s € £, On
associe a toute aréte son centre des gravité x;. On note JK l'ensemble des arétes d’un volume
K, en différenciant les arétes sur le bord de Neumann (9K®V) ou de Dirichlet (9K®P), des arétes
internes (OK™).

2.2.2 Notations

On introduit les notations suivantes : pour tout volume primal K,

|K| représente la mesure de K,

|s| représente la mesure de laréte s,

ng, représente la normale unitaire sortante de K a l'aréte s ,

Nks = |s|nks représente la normale sortante de K a l'aréte s.

On note 7 = MU & la réunion de 'ensemble des volumes et de I’ensemble des arétes.

2.2.3 Régularité du maillage

On introduit la quantité size(7) qui est le maximum des diameétres des volumes primaux
K € 9. Cette quantité satisfait les majorations suivantes : il existe des constantes Cq, Cy > 0
telles que

|s| < Cisize(T), Vse&; K| < Casize(T)?, VK e M. (2.1)

On suppose que la famille des maillages primaux satisfait les hypotheses de régularité suivantes :
il existe des constantes a, 3,7y > 0 telles que

VK € M, asize(T)? < |K]|, #0K < 7,

Vse &, [size(T) < |s|. (2.2)

2.3 Schéma numérique

2.3.1 Inconnues discretes

Le principe du schéma VF mixtes est de construire une approximation du tenseur des con-
traintes et des déplacements par volume K € 91, et une approximation des déplacements et du
flux du tenseur des contraintes par aréte s € £. Afin d’approcher I'inconnue u sur le maillage,
on définit un jeu d’inconnues constantes par volume primal uk et des inconnues constantes par
aréte us. Ces inconnues sont rassemblées en

u’ = <(uK)K€9ﬁ € (R2)#m’ (us)s€$ € (RQ)#£> = (uKa us) € (R2)#T' (2'3)

Le gradient discret par volume primal, noté v € Maq(R)#™

gradient par volume primal, de sorte que pour tout K € 9t

, représente l'approximation du

1
vk approche —/Vu(x)dx. (2.4)
Kl Jk

Le flux discret du tenseur des contraintes Fks associé a l'aréte s du volume K approche quant
a lui la composante normale du tenseur des contraintes a travers I'interface s
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Fks approche /U(U(X))nstX. (2.5)

S
On décompose ce vecteur en 3 flux discrets a travers les interfaces du maillage : le flux du tenseur
gradient F%(s, celui du tenseur transposé du gradient F%( s et celui du tenseur de divergence Ff’( o
de sorte que

avec
Fk, = vkNks quiapproche /Vu(x)lrlKSdX7 (2.7)
S
F%S = (vk)'Nks qui approche /(VU(X))TnstX, (2.8)
S
F}., = tr(vk)Nks qui approche /tr(Vu(x))nstx. (2.9)
S

2.3.2 Systeme d’équations

Soit v = (VKk)kem € (R+*)#m une famille de nombres positifs. Les premieres équations
viennent des premiers termes du développement de Taylor
u; —ug = vVk(xs—xK)+ I/KF%(S YK e M, s € 0K (2.10)
auxquels on ajoute un terme de pénalisation vgFi, nécessaire afin d’assurer l'existence d’une
1077

solution discrete. En pratique, on choisit vg = W Le deuxieme jeu d’équations reflete la

conservation du flux du tenseur des contraintes discret a travers les interfaces du maillage

Fis+Frs =0 Vs=KnNLe&m, (2.11)

Le troisieme jeu d’équations traduit la formule de Green et donc le fait qu’on peut reconstruire
un tenseur quelconque en un volume K grace a Iécriture de son flux a travers les arétes 0K

1
VK = 5 Z vkNks ® (x5 —xk) VK e M. (2.12)

Enfin, les dernieres équations proviennent de I'intégration de I’équation de 1’élasticité sur chaque
volume K de 90t

—Zﬁ%:/ﬂ@@‘mem. (2.13)
seoK K

2.3.3 Conditions de Bord

Il faut bien sir tenir compte des conditions au bord pour clore le systeme.
— Bord de Dirichlet : Lorsque s € P est une face sur le bord de Dirichlet, on impose la
condition

Us = g(xs) (214)

ou g(xs) représente la valeur de la fonction de Dirichlet au point x;.

28



— Bord de Neumann : Lorsque s = KNIy € N est une face sur le bord de Neumann,
on impose la condition

FKs = |5|h(xs) (215)

ou h(xy) représente la valeur de la fonction de Neumann au point x.

2.3.4 Algorithme

Flux du Gradient En injectant (2.12) dans (2.10), on obtient

1
Us —ug = @ Z (VKNKs’ [ (Xs/ — XK))(XS — XK) —+ VKFIl(s
1 s'€eoK
= IS Z F%S/((xs/ —xK) - (xs — XK)) + vkFik,
s'€dK
= Z (AK)SS’F%(s”
s'€eoK

car pour tous vecteurs (a,b,c) dans R?, on a (a ® b)c = a(b - ¢). La matrice Ag d’ordre 2p
avec p = #0K s’écrit sous la forme

’K’AK = UK Igp =+ Q

(@ 0
Q‘(O @)

ou ()1 est une matrice d’ordre p définie par

avec

(X5, — XK)2 (Xsp = XK) * (Xsy — XK) - (Xsp —xK) - (X5, — XK)
(Xs; — XK) - (X5, — XK) (Xsp — XK)2 o (Xsp —XK) - (X5 — XK)
Q1= ) ) .
(XS1 - XK) : (Xsp - XK) (X52 - XK) : (Xsp - XK) e (Xsp — XK)2

Théoréme 2.3.1

Grace a la pénalisation introduite dans I’équation (2.10), on montre que la matrice Ak est
inversible.

Démonstration: Soit K € 91 un volume dont les arétes sont s € JK. Soit la matrice Ax d’expres-
sion

|K|AK = UK Igp + Q.

Etant donné que xk est le centre de gravité du volume K, le déterminant de la matrice @ est
donc nul, et par conséquent elle n’est pas inversible. Soit Z un vecteur de R?” non nul tel que
Ak Z = 0. Ceci implique que pour tout i € [1,2p]

2p
vkzi + (X5, — XK) - Z(XSJ‘ —xK)z; = 0.
j=1

D’ou en multipliant par z;, puis en sommant sur chaque 1,
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2p

P
Z vKz: + (Z(XSJ‘ - xK)Z]_)2 =0,
i=1

Jj=1

ce qui implique que Z = 0, ce qui acheve la démonstration. |

Par suite, le flux discret s’exprime a partir des déplacements aux interfaces et sur les volumes

F%S = Z (A}_(l)ss’(us’ - uK) = Z (-AK)ss’(us’ — uK) YK € M, s € 9K, (2.16)
s'edK s'edK

\ _ 11
Oll.AK—AK.

Flux de la transposée du gradient FEn appliquant la propriété (2.12) a la relation (2.8),
on peut exprimer le flux de la transposée du gradient en fonction de F%( s

F%, = (vk)TNks

1
_ ®< S (e — x6) ®F11<S,>NKS

s'€0K

1
= g 2 (o =30 (P Nic)

s'€oK

= Z (BK)ss F%(s’ :

s'€dK

ou (Bk)ss = (x¢ — xK) ® Nks. Puis, en injectant I'expression de (2.16) de F%S dans la rela-
tion précédente, on exprime également F% s a partir des déplacements aux interfaces et sur les
volumes.

Fi, = > (BAg)sw(uy —ug) = > (Bx)sw(uy —ux)  VKEM, s €K, (2.17)
s'€e0K s'€0K

ou Bk = BKAIzl

Flux de la divergence En appliquant la propriété (2.12) a la relation (2.9), on a

F%S = tr(vk)Nks

1
= m( Z FII(S/ . (XS/ — XK)>NKS

s'€dK

= Z (CK)SS’F%(s"

s’eoK

ou (Ck)ss = Nks ® (xg — xk ). Puis, en injectant (2.16) dans I'expression précédente, on a

Fi,= ) (CkA sw(uy —uk) = Y (Ck)sw(uy —uk) VKM, s € 9K (2.18)
s'€e0K s’€eoK

On introduit a présent les notations suivantes pour la somme des lignes, des colonnes et de tous
les coefficients des matrices Agk, Bk, Ck.
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aKs = Z(-AK)ss’a Z(-AK ss!y AK = Z Z -AK ss 5
st = Z(BK)ss/a b Z(BK ss’s bK — Z Z BK ss 5 (219)
CKs = Z(CK)SS/ CKs!y = Z(CK ss’ Z Z CK

s’ s

On reporte les différentes expressions (2.16), (2.17), (2.18) dans I'’équation de I'élasticité (2.13)
pour exprimer le déplacement ugk en fonction des déplacements sur les interfaces.

- Z [(pKkaks + prbrs + Akcky )uy | + (pKak + prbx + Akek ) uk = / f(x)dx.
s'€OK K
En notant fx = / f(x)dx, et en tenant compte du fait que puxax + prbk + Akcx # 0 puisque

K
vk # 0, on obtient que

/ bicor + A\ / f]
ug = MKAKs + UKOKs + AKCKs u, + K . (2.20)
Jeox  MKak + prbk + Akek HKAK + pKbk + Akek

Enfin, Décriture du schéma numérique est obtenue en injectant les relations
(2.16),(2.17),(2.18),(2.20) dans (2.11) : Pour toute face s = KNL € ™

HKAKs + UKDk + )\KCKs’>
E (Ak)ssr — a U
e < ks s pKaK + prbk + Akek *

s'€0K
HKOKs + Kbk + AKCKy
+UK ( Br)ss — bks >u ’
S,%;K (Bic)os HKAK + KK + AKCK °
/ bicer + A\
Ak Z <(CK)SS/ _CKSMKGKS + UKOKs + AKCKs/ )us/
/€K HKaK + prbk + Akck
HMLALs! + NLbLs/ + ALCLS/
E A ;) — , 2.21
. (L)ss - ars prar, + prbr, + Aper s (2.21)

prar, + prbr, + Arer,

ML.AaT,s! + MLbLs’ + )‘LCLS’>
+A E CL)ss’ — C uy
. (CL)ss bs prar, + prbr, + Arer, 3

s+ b s T+ A s/
+,U'L Z ((BL)SS’ - bLsMLaL FLPL L >us’

_ HKOKs + MOk + AKCKs i prars + prbrs + )\LCLsf
KAk + prbK + Akck prar, + prbr + Aven,

Ce systeme est symétrique, d’inconnues (us),cgint.

2.4 Illustrations numériques

Nous allons a présent illustrer les résultats théoriques obtenus précédemment par des tests
numériques, dont les réponses VF mixtes sont comparées a des solutions analytiques pour les
deux premiers cas. Dans le troisieme exemple, la solution VF mixtes est comparée en norme
infinie avec celle obtenue avec des éléments finis P1. La description de chaque exemple numérique
est donnée en Annexe E.1.
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2.4.1 Quelques aspects numériques

Les tests numériques ont été réalisés sur des maillages structurés de carrés. Afin d’obtenir
les courbes d’estimation d’erreur, nous utilisons des techniques de raffinement uniforme.

2.4.2 Cas E.1.3 : Déformation d’un carré homogene. Solution polynomiale

09k

0.8F

0.7F

0.6F

0.5

04r

0.3F

0.2F

0.1F

FIGURE 2.4.1 — Cas E.1.3 : maillage de carrés (gauche) et de quadrangles non structurés (droite).

Les maillages utilisés, tracés en Figure 2.4.1, sont d’une part de type structuré composés de
carrés, et d’autre part non structurés, composé de quadrangles. On présente dans les Tableaux
2.4.1 (maillage de carrés) et 2.4.2 (maillages de quadrangles) les valeurs d’estimations d’erreurs
des réponses VF mixtes en normes infinie, norme 1 et norme 2. Leur tracé respectif est donné
par les Figure 2.4.2 et 2.4.3. On donne en Figure 2.4.4 les isovaleurs de la contrainte de Von
Mises, ainsi que la courbe de convergence de I'erreur pour cette contrainte.

| Volumes | h | Tuv e — UBeloo | Tuve, e, — vmeli | [uvr,.. — ueal2 |
81 1.11-1071 5.31-107% 1.06-1074 1.44-1074
324 5.56 - 1072 1.82-107 2.67-107° 3.73.107°
1296 2.78 - 1072 5.82-107° 6.72-1076 9.48-1076
5184 1.39-1072 1.78 - 107° 1.69-1076 2.39.1076
20736 6.94-1073 5.28 1076 4.30-1077 6.07 - 1077

Tableau 2.4.1 — Cas E.1.3 : estimations d’erreurs L, L' et L? pour une série de maillages
uniformément raffinés de carrés

| Volumes | h | Tuv e — UBeloo | Tuve, e, — vmeli | [uvr,.. — ueal? |
135 1.55-1071 4.05-107% 8.15-107° 1.01-1074
540 7.79-1072 1.34-1074 1.98-107° 2.49-107°
2160 3.89 - 1072 4.34-107° 4.89 .10 6.20 - 1076
8640 1.94-1072 1.34-107° 1.22-1076 1.55-1076
34560 | 9.74-1073 4.01-1076 3.11-107 3.95-107

Tableau 2.4.2 — Cas E.1.3 : estimations d’erreurs L>®, L' et L? pour une série de maillages
uniformément raffinés de quadrangles
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10 A . . . . 10 . . A . .
0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.01 0.02 0.05 0.1 0.2
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FIGURE 2.4.2 - Cas E.1.3 : estimations d’erreurs L™, L' et L” pour des maillages uniformément
raffinés de carrés

[ o1 012
oK =
021 022
, . . , .
avec 019 = 091, I’'expression du tenseur des contraintes en chaque volume K, alors ’expression
de la contrainte de Von Mises oy ar,v Fmiztes €n K est

_ 2 2 2
OV M,V Fmixtes = \/011 + 039 — 011022 + 30’12.

2.4.3 Cas E.1.4 : Déformation d’un carré homogene. Solution non polyno-
miale

Comme pour 'exemple précédent, les maillages utilisés sont constitués soit de carrés, soit
de quadrangles non structurés, que ’on raffine uniformément.

On présente dans les Tableaux 2.4.3 (maillage de carrés) et 2.4.4 (maillages de quadrangles)
les valeurs d’estimations d’erreurs des réponses VF mixtes en normes infinie, norme 1 et norme
2. Leur tracé respectif est donné par les Figure 2.4.5 et 2.4.6.
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O VF mixtes Linf 1.66
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FIGURE 2.4.3 — Cas E.1.3 : estimations d’erreurs L™, L' et L” pour des maillages uniformément
raffinés de quadrangles

1

1 10
O VF mixtes L1 1.99
0.9r
# VF mixtes L2 1.89
0.8
107} ;
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04f
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|
0.1F 1/
Dﬂ ////, 10° Erreur en contraintes de Von Mises
0 0.2 04 0.6 0.01 0.02 0.05 01 0.2
mesh size

FIGURE 2.4.4 — Cas E.1.3 : Isovaleurs de la contrainte de Von Mises (gauche) et estimations
d’erreurs L' et 17 pour des maillages uniformément raffinés de carrés
2.4.4 Cas E.1.7 : Déformation d’un barreau homogene percé d’un trou

Le maillage utilisé est un maillage de quadrangles non structurés, non raffinés autour du trou,
dont une représentation avec 1280 quadrangles est donnée en Figure 2.4.7. Afin de comparer
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‘ Volumes ‘ h H HuVFmixtes - uExactHoo ‘ HuVFmixtes - uExactHl ‘ HuVFmixtes - uExactHQ ‘

81 1.11-1071 6.10 - 10~* 1.03-1074 1.36-10~4
324 5.56 - 1072 2.36-104 2.86-107° 3.92.107°
1296 2.78 1072 8.02-107° 7.54-107 1.05-107°
5184 1.39 - 1072 2.51-107° 1.93-10 2.71-1076

20736 | 6.94-1073 7.52.1076 4.86-1077 6.80 - 1077

Tableau 2.4.3 — Cas E.1.4 : estimations d’erreurs L>®, L' et L? pour une série de maillages
successivement raffinés de carrés

| Volumes | h | Tuv e — Beloo | TuvE,me. — veeli | [uvr,.. — upels |
135 1.55- 1071 7.09 - 104 1.22-107% 1.62-107%
540 7.79-1072 2.45.107% 3.23-107° 4.37-107°
2160 3.89 - 1072 7.07-107° 8.28 106 1.13-107°
8640 1.94 - 1072 2.34-107° 2.09-1076 2.86-1076
34560 | 9.74-1073 6.79 - 1076 5.19-1077 7.10- 107

Tableau 2.4.4 — Cas E.1.4 : estimations d’erreurs L>®, L' et L? pour une série de maillages
successivement raffinés de quadrangles

O VF mixtes Linf 1.59
O VF mixtes L1 1.94
4| * VFmixtesL2 1.91

2107
[}
10°°%
107 Erreur en deplacement u |
0.01 0.02 0.05 0.1 0.2
mesh size
10° : : : 10°
O VF mixtes Linf 1.59 O VF mixtes Linf 1.36
O VF mixtes L1 1.93 O VF mixtes L1 1.95
4| * VF mixteslL2 1.91 4| * VF mixtes L2 1.92
10 10

210 210
(] (]
107} : 107}
, Erreur en deplacement u , rreur en deplacement u,
107 1 1 1 1 1 107 1 1 1 1 1
0.01 0.02 005 01 02 0.01 002 005 01 02
mesh size mesh size

FIGURE 2.4.5 — Cas E.1.4 : estimations d’erreurs L™, L' et L.” pour des maillages uniformément
raffinés de carrés
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O VF mixtes Linf 1.68
O VF mixtes L1 1.97
4| * VF mixtes L2 1.96
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mesh size
10° ' ' ' 10° '
O VF mixtes Linf 1.68 O VF mixtes Linf 1.59
O VF mixtes L1 1.98 O VF mixtes L1 1.95
4 * VFmixtesL2 1.97 4] * VFmixtesL2 1.91
10 E 10
2107 2107
(] (]
107} : 10°°
Erreur en deplacement u Erreur en deplacement u
107 . . A . 1, 107 A . . . 2,
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FIGURE 2.4.6 — Cas E.1.4 : estimations d’erreurs L™, L' et L” pour des maillages uniformément
raffinés de quadrangles

les résultats avec ceux obtenus par éléments finis, qui eux sont codés pour des maillages de
triangles, on coupe en deux chacun des quadrangles de la Figure 2.4.7. Le maillage pour les EF
est ainsi présenté en Figure 2.4.8, avec 2560 triangles.

FIGURE 2.4.7 — Cas E.1.7 : Configuration initale composée de 1280 quadrangles.

Dans les Figures 2.4.9 et 2.4.10 sont affichées les configurations déformées obtenues avec la
méthode VF mixtes et la méthode éléments finis (EF) P1 conformes.

A présent, nous allons présenter les résultats d’estimation d’erreur. Etant donné que nous
ne possédons pas de solution analytique pour ce test, les résultats obtenus par la méthode VF
mixtes sont comparés a ceux obtenus par éléments finis pour les norme L>®, L' et L?. Les
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FIGURE 2.4.8 — Cas E.1.7 : Configuration initale composée de 2560 triangles.
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0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

FIGURE 2.4.9 — Cas E.1.7 : réponse du déplacement obtenu avec la méthode VF mixtes
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0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

FIGURE 2.4.10 — Cas E.1.7 : réponse du déplacement obtenu par éléments finis

résultats d’estimations d’erreurs sont présentés dans le Tableau 2.4.5 pour les valeurs et dans
la Figure 2.4.11 pour le tracé. Nous utilisons une série de maillages uniformément raffinés.

‘ Volumes ‘ h H ”uVFmi:vtes — UEBzact ”oo ‘ ”uVFmi:vtes — UEBzact ”1 ‘ ”uVFmi:vtes — UEBzact ”2 ‘
320 2.92 1071 2.86-1072 3.94-1072 2.06-1072
1280 1.46 - 1071 1.51-1072 1.64-1072 8.84-1073
5120 7.31-1072 9.77-1073 6.82-1073 3.71-1073

Tableau 2.4.5 — Cas E.1.7 : estimations d’erreurs L>°, L' et .” pour des maillages uniformément
raffinés.

2.4.5 Cas E.1.8 : Déformation d’un barreau non homogene percé d’un trou

On utilise un maillage de quadrangles non structurés raffinés autour du trou. Un configura-

tion non déformée avec 1408 quadrangles est donnée en Figure 2.4.12. Comme précédemment,
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FIGURE 2.4.11 — Cas E.1.7 : estimations d’erreur L™ pour des maillages uniformément raffinés

les résultats sont comparés a ceux obtenus par éléments finis codés sur des maillages de trian-
gles, obtenus en coupant en deux chacun des quadrangles. Un représentation du maillage initial
utilisé pour les éléments finis est donnée en Figure 2.4.13 avec 2816 triangles.

1 I ——— 7

Il_l‘

0.5

0 I - /A I

05 1 1.5 2 25 3 35 4

o

FIGURE 2.4.12 — Cas E.1.8 : Maillage GMSH composé de 1408 quadrangles.

Dans les Figures 2.4.14 et 2.4.15 sont comparés les résultats du déplacement avec la méthode
VF mixtes ainsi que par éléments finis. La Figure 2.4.14 correspond a un matériau composé
d’aluminium a gauche (en clair) et d’acier a droite (en sombre). On remarque que ’aluminium,
possédant des coefficients de Lamé inférieurs a ceux de l'acier, et en particulier un module
d’Young plus petit, est donc moins rigide que l'acier : sa déformation élastique est donc plus
importante. Pour ce qui est de la Figure 2.4.15, les matériaux sont intervertis (acier a gauche,
aluminium a droite). Le méme phénomene est observé.

A présent, nous allons présenter les résultats d’estimation d’erreur. Etant donné que nous
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FIGURE 2.4.13 — Cas E.1.8 : Maillage GMSH composé de 2816 triangles.
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FIGURE 2.4.14 — Cas E.1.8 : réponse du déplacement aluminium (clair) / acier (sombre) par VF
mixtes (en haut) et par éléments finis (bas).

ne possédons pas de solution analytique pour ce test, les résultats obtenus par la méthode VF
mixtes sont comparés a ceux obtenus par éléments finis pour les norme L>®, L' et L?. Les
résultats d’estimations d’erreurs sont présentés dans le Tableau 2.4.6 pour les valeurs et dans
la Figure 2.4.16 pour le tracé. Nous utilisons une série de maillages uniformément raffinés.

‘ Volumes ‘ h H HuVFmixtes - uExactHoo ‘ HuVFmixtes - uExactHl ‘ HuVFmixtes - uExactHQ ‘
88 4.29 1071 6.69 - 102 1.00- 1071 5.02-1072
352 2.14-1071 3.16 - 1072 3.71-1072 1.92 - 1072
1408 1.07-1071 1.72-1072 1.49 1072 8.00-1073
5632 5.36 - 1072 1.24 - 1072 6.18-1073 3.44-1073
22528 | 2.68 - 1072 9.64-1073 2.69-1073 1.53-1073

Tableau 2.4.6 — Cas E.1.8 : estimations d’erreurs L>°, L' et L” pour des maillages uniformément
raffinés.
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FIGURE 2.4.15 — Cas E.1.8 : réponse du déplacement acier (sombre) / aluminium (clair) par VF

mixtes (en haut) et par éléments finis (bas).
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FIGURE 2.4.16 — Cas E.1.8 : estimations d’erreur L™ pour des maillages uniformément raffinés

40




2.5 Conclusion

Le schéma VF mixtes appliqué a 1’élasticité linéaire conduit a l'inversion d’un systeme
matriciel sans structure simple, du fait du grand nombre d’inconnues initiales. En réalité, cette
difficulté est compensée par le fait que le systeme se réduit a la recherche d’une inconnue par
aréte. La principale difficulté de ce schéma pour 'élasticité est d’écrire un systeme bien posé
indépendamment du maillage utilisé. Dans le cas du schéma numérique proposé ici, la matrice
discrete (Ak)ss n'est inversible qu’a condition de pénaliser légerement la relation de Taylor.
Une solution a été proposée par Di Pietro et al. [12], o 'inconnue par face est séparée selon
ses deux composantes normale et tangentielle. La composante tangentielle est ensuite interpolée
sur les composantes normales des déplacements aux arétes voisines, ce qui conduit a un schéma
inversible. Néanmoins, dans le cas de maillages non simpliciaux, le schéma VF mixtes appliqué
a D'élasticité présente de bon résultats de convergence numérique, et s’adapte sans difficultés
aux problemes non homogenes. La méthode est relativement peu couteuse a mettre en ceuvre,
et s’étend facilement a la dimension 3.
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Deuxieme partie

Schéma Diamant
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Chapitre 3

Schéma 2D Diamant

Sommaire
3.1 Introduction . ... ... ... i e 45
3.2 Maillages et notations . . . . . . . ... .. L i o e o e e 46
3.2.1 Description du maillage primal . . . . . ... ... ... 0. 46
3.2.2  Description du maillage diamant . . . . . ... .. ... ... 49
3.2.3 Régularité du maillage . . . . . . . .. L Lo 50
3.3 Opérateurs discrets . . . . . . . . i i i i ittt e e e e e 50
3.3.1 Produits scalaires . . . . . . ... Lo 51
3.3.2 Opérateurs discrets . . . . . . . . ..o 51
3.3.3 Interpolant aux sommets : élimination des inconnues secondaires . . . . 54
3.3.4 Continuité des flux : élimination des inconnues auxiliaires . . . . . . . . 56
3.3.5  Schéma numérique . . . . . . . ..o 57
3.4 Consistanceduschéma . . ... ... ... ... 0., 58
3.5 Coercivité . . . . . . L e e e e e e e 68
3.5.1 Définition . . . . . . .. 68
3.5.2 Condition de coercivité . . . . . . ... Lo o 70
3.6 Convergence et estimation d’erreur . . . ... ... ... ... .. 72
3.7 Illustrations numériques . . . . . . . . . . i e 74
3.7.1 Cas E.1.3 : Déformation d’un carré homogene. Solution polynomiale . . 74
3.7.2 Cas E.1.4 : Déformation d’un carré homogene. Solution non polynomiale 74
3.7.3 Cas E.1.5 : Déformation d'un carré homogene en Dirichlet pur . . . . . 76
3.7.4 Cas E.1.6 : Déformation d'un triangle homogene . . . . ... ... ... 76
3.7.5 Cas E.1.7 : Déformation d’un barreau homogene percé d'un trou . . .. 79
3.7.6 Cas E.1.8 : Déformation d’un barreau non homogene percé d'un trou . . 80
3.7.7 Quelques commentaires sur les cas tests numériques . . . . .. ... .. 84
3.8 Conclusion . .. ... ... i e e e e 87

3.1 Introduction

Les volumes finis diamants appartiennent a la catégorie des < cell-centered methods >, ou
les inconnues principales du probleme sont situées aux centres des cellules du maillage. Ils ont
successivement été testés pour des maillages généraux pour les équations de convection-diffusion
par Coudiere et al. [33, 31, 30, 20], Bertolazzi et Manzini [15], ou encore pour les équations

de diffusion

d’inconnues supplémentaires aux sommets du maillage, qui sont interpolées par moindres carrés

anisotrope par Bertolazzi et Manzini [16]. Ces méthodes font intervenir un jeu

45



sur les inconnues aux centres du maillage. Par ce moyen, il est possible de définir un gradient
par volume diamant sans restrictions sur le maillage. Néanmoins, cette interpolation fait perdre
la symétrie du probleme, et il est alors difficile de prouver la convergence de la méthode pour des
maillages quelconques. Des résultats de convergence théorique ont été établis pour des maillages
de quadrangles particuliers par Coudiére et al. [33], et des maillages cartésiens raffinés localement
par Coudiere et Villedieu [30]. Pour des maillages plus généraux, la consistance est assurée, et
sous des hypotheses sur la géométrie du maillage et sur les poids d’interpolation. Coudiere et
al. [33] montrent que le schéma est convergent pour I’équation de convection-diffusion.

Le principe de la méthode VF diamant est de construire un maillage intermédiaire, appelé
< maillage diamant > de par sa forme géométrique (notamment en dimension 3), qui permet via
la formule de Green de construire un opérateur gradient discret par diamant. La facon de con-
struire le maillage diamant dépend du probleme a résoudre : pour des problemes ne présentant
pas de discontinuités, la maille diamant est construite en joignant les sommets d’une aréte aux
centres des volumes qu’elle sépare. En revanche, pour des probléemes dits hétérogenes, c’est-a-
dire présentant des discontinuités, comme dans le cas présent, la maille diamant est obtenue en
joignant les sommets d’une aréte entre eux et a un des centres des volumes qu’elle sépare. Pour
ce type de problemes, il est alors d’usage d’introduire un troisieme jeu d’inconnues par arétes.
Ces inconnues sont éliminées algébriquement soit en écrivant la condition de conservation des
flux en chaque aréte interne, classique pour les volumes finis, soit en utilisant les conditions de
bord.

Ce chapitre s’articule de la facon suivante : en section 2 sont présentés les maillages primal
et diamant. En section 3, on construit un opérateur gradient par diamant grace a la relation
de Green. Cet opérateur permet de construire le flux du tenseur des contraintes discret par
aréte. Afin d’écrire le schéma numérique, on présente une méthode d’interpolation aux sommets
qui permet d’éliminer les inconnues secondaires aux sommets du maillage La facon d’éliminer
les inconnues intermédiaires aux centres des arétes y est également détaillée. En section 4, on
présente un résultat de consistance dite < faible > du schéma numérique, portant sur l’erreur
commise entre la projection L? du flux de la solution exacte sur le maillage et le flux numérique
discret du projeté de la solution exacte sur le maillage. En section 5, on montre que le schéma
numérique est coercif en admettant une hypotheése sur la forme du maillage. En section 6, on
montre que sous une hypothese de coercivité, le schéma VF diamant est convergent d’ordre 1.
Enfin, des résultats numériques sont proposés en section 7. Dans quatre premiers exemples, la
solution VF diamant est comparée a une solution analytique, et dans les deux derniers cas, on
compare la réponse VF diamant a la solution obtenue par éléments finis P1.

3.2 Maillages et notations

3.2.1 Description du maillage primal
On appelle maillage volumes finis une réunion d’ouverts polygonaux disjoints (voir Figure
3.2.1) tels que
| R=0

Kem

ou on a noté M 'ensemble de ces polygones. A chaque volume K € 901 est associé son centre de
gravité xx € R? et on note #9M le cardinal de M. La méthode VF diamant consiste & chercher
I'inconnue discréte u” comme une fonction constante par volume, et I'on note u” = (ug)kem
la famille vectorielle des déplacements par volume. On appelle aréte tout segment intersection
de deux volumes ou bien d’un volume et du bord de €2 et on note £ ’ensemble de ces arétes.
Chaque aréte du maillage primal est notée s. Si l’aréte s est interne, alors il existe deux volumes
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K et L tels que s = KN L, sinon il s’agit d’une aréte de bord, et vérifie s = KN 9. L’ensemble
des arétes internes est noté £™ et ’ensemble des arétes de bord £°. Ces ensembles satisfont

E=¢gmtygb,

L’ensemble des arétes de bord est divisé en ’ensemble des arétes sur le bord de Dirichlet et
I’ensemble des arétes sur le bord de Neumann, de sorte que

&b = gho y g,

Pour un volume K, on note JK I’ensemble de ses arétes. De la méme fagon que pour les arétes,
on distingue K™ I’ensemble de ses arétes internes, de I'ensemble OK? des arétes de bord, qui
appartiennent & 99, de sorte que K = 9K U 9K, On distingue les arétes sur le bord de
Dirichlet 9K de celles sur le bord de Neumann OK®V. Chaque aréte s € 9K définit deux

sommets, notés (XZKS )i={172}v et on introduit les conventions suivantes pour les arétes internes.

KA

FIGURE 3.2.1 — Maillage primal composé de triangles

Convention 3.2.1 (Numérotation locale des sommets du maillage)

Ks

Soit s = K N L une aréte interne. Pour i = {1,2}, soient x* et x>* les numérotations

locales associées aux volumes K et L.

1. Les indices locaux sont dits tournants, c’est-a~dire que pour tout i = {1,2}, on a

Ks _ _Ks Ls _ _Ls
X0 = X; et xiVo =x;". (3.1)

2. La numérotation locale des sommets de I’aréte s respecte la condition
det(x5s — x5 xx —x,) > 0 (3.2)

ol x5 est le centre de la face s comme indiqué en figure 3.2.2. Cela entraine en

Ks Ls _ Ls
2 — 41

. . o Ks
particulier que x7*° = x5° et x;
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Ks Ls

X2 X1
DLS
XK
Zs "B Xy
Dk s XL
i
XIfS X%S

FIGURE 3.2.2 — Numérotation locale des sommets vus du volume diamant Dy, et du volume
diamant Dy.

Par suite, on note

N = N N?

I’ensemble des sommets du maillage ott N° représente I'ensemble des sommets situés sur le
bord, et N Pensemble des sommets & Uintérieur du domaine 2. L’ensemble N est constitué
de I’ensemble NP des sommets sur Dirichlet et de ’ensemble AN des sommets sur Neumann,
de sorte que

NP = NPP U NPV,

Remarquons que ces ensembles ne se chevauchent pas : en effet, lorsqu’un sommet est sur un
bord & la fois de Dirichlet et de Neumann, il est considéré étre dans NP,

Enfin, on note 7 = M UN U¢E la réunion de I'ensemble des volumes primaux, des sommets
et des arétes du maillage.

On introduit les notations suivantes : pour tout volume primal K,

e |K| représente la mesure de K,

e ny, représente la normale unitaire sortante de K a ’aréte s,

o Nk, = (xI — X?S)L représente la normale sortante de K a laréte s : Nk, = |s|nks, ou
|s| représente la mesure de l'aréte s,

diam(K) représente le diametre de K,

uk = u(xk) et Ak = A(xk) représentent les valeurs des coefficients de Lamé constants

par volumes primaux,
et pour tout sommet xV

e V(x") représente l’ensemble des volumes dont x¥ est un sommet. Cet ensemble n’est pas
nécessairement convexe,
e #V(x") représente le cardinal de V(xV).
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3.2.2 Description du maillage diamant

On appelle diamant Dk associé au volume K et a l'aréte s de K, le triangle obtenu en
joignant le centre xx du volume K et les sommets xK* et x5 de I'aréte s, comme illustré en
Figure 3.2.3. On définit 'ensemble ® des diamants par © = {Dy, \ K € M, s € £}. On appelle
Dt Pensemble des diamants internes et défini par D" = {Dg, \ K € M, s € £} et D
I'ensemble des diamants de bord et défini par Db = {Dks \KeM, se Eb}, de sorte que

D =0"ud.

On distingue ensuite I'ensemble des diamants sur bord de Dirichlet D = (D, \KeM, s ¢
£’0} de ceux sur le bord de Neumann D% = {Dy, \ K € M, s € £}, de sorte que

B = B0 U D,

Les diamants sont 2 a 2 disjoints et couvrent entiérement le domaine 2, c’est-a-dire

On note

Ls

FIGURE 3.2.3 — Notations du diamant interne (gauche), et du diamant de bord (droite)

diam(Dgs) le diametre de Dks,

n{(s la normale unitaire sortante au demi diamant (xs, Xk, x{“’) comme indiqué en Figure
3.2.3,

NKs = (x4 — xx)* la normale telle que N¥* = |xx — x,|nks,

|Dks| la mesure de Dgg. D’apres les propriétés géométriques du triangle, on a la relation
suivante

1
[Dks| = §det(NK3a Ni*). (3.3)

49



FIGURE 3.2.4 — Demi volumes diamants Dk, et Dgso associés au volume diamant Dgs.

3.2.3 Régularité du maillage

On introduit la quantité size(7T) qui est le maximum des diametres des volumes primaux
K € 91. Par définition, on a

|s] < size(T), Vseé&;
Dks| < size(T)?, VDgs € D; (3.4)
K| < size(T)?, VK e M.

On suppose que la famille des maillages primaux satisfait des hypotheses de régularité et de
quasi-uniformité et qu’il existe a ce titre des constantes «, 8,7 > 0 telles que

VK € I, asize(T)? < |K]|; #OK < v;
VDks €D,  Bsize(T)? < |Dxsl; Vse &, PBsize(T) < s, (3.5)
vx¥ e N, #V(xV) < 7.

3.3 Opérateurs discrets

La forme intégrale de I’équation (1) associée & un volume primal K € 9t s’écrit

- ﬁ S JsIPP (b(w)) = fi (3.6)

se0K

1
ou fx = @ / f(x)dx est la moyenne par volume K du forgage f, soit calculée explicitement,
K

soit approchée par une méthode d’intégration numérique, et ou

PPxs (p(u)) = %/U(u(x))m{sdx (3.7)

représente le flux du tenseur des contraintes a travers 'interface s. Le but du schéma diamant
est donc de construire une approximation ¢Pxs(u”) du flux PPxs (¢(u)) pour toute interface
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s € € qu’on cherche a partir de u” constant par volumes et sous la forme

DKs T — DKs
¢ Ks(u”) / (0" )nksdx (3.8)
= nKs

L’opérateur oP¥s(u”) est défini & partir des valeurs sur les volumes voisins en un sens large de
s et est donné par la Définition 3.3.2.

La principale difficulté réside dans le fait que l'approximation du tenseur des contraintes
nécessite une approximation de toutes les composantes du gradient par arétes, tout en s’assurant
du principe de conservation : le flux a travers une interface s = KN L doit étre le méme de part
et d’autre de s.

3.3.1 Produits scalaires

Pour tout couple (u”,v7) € (R%)#™ x (R?)#™ on définit le produit scalaire et la norme
associée par
(v = Y IKug - vk et a7z = > [Kluk - uk. (3.9)
Kem Kem

Pour tout couple (Aé, Bé) dans (MQ(R))#D, on définit le produit scalaire et la norme associée
par

(A%:B%) 5= 3 Dio|(APx i BPx) et JAPJL = 37 [D|(APKe s APKs), (3.10)
DK5€35 DKSG’/@
o (APxs : BPxs) = ¢ ((APxs)T BPxs),

Enfin, pour tout couple de vecteurs (a®, bé) dans (Rz)#é, on définit le produit scalaire et la
norme associée par

(@%,b%)5 = > [DisfaP< - bPxe et a3 = Y [DiilaPxe - aPxe, (3.11)
DK5€35 DKSG’/@

3.3.2 Opérateurs discrets

Afin de construire un opérateur gradient discret, et par conséquence un tenseur des con-

traintes discret, on utilise 3 familles d’inconnues

e les inconnues principales u” = (uK)kem, constantes par volume primal, qui approchent
la quantlte Kl fK x)dx,

e les inconnues secondalres u’ associées aux sommets du maillage primal, dont les valeurs
sont soit interpolées linéairement sur les inconnues principales, soit exprimées a 'aide des
conditions de bord et des fonctions g et h,

e les inconnues auxiliaires (us)seg, associées aux centres des arétes s du maillage. Elles sont
éliminées algébriquement soit en écrivant la continuité des flux du tenseur des contraintes
discret & travers les interfaces internes pour s € £", soit en exprimant les conditions de
bord pour s € £ & I’aide des fonctions g et h.

Grace a ce jeu d’inconnues, on peut définir le gradient discret par diamant comme étant la
moyenne pondérée des gradients sur les demi diamants représentés en Figure 3.2.4 Dkg =
(x{{S,XS,XK) et DKSQ = (xX% x4,xK) d’une fonction affine par demi diamant. Comme (u, —

NKs NKs
uK) ® 5y 5D T (ufs —uy) ® D] (resp. (uy —uk) ® Q%Ifjl (uls —u,) ® Dic |) est le gradient

sur Do (resp. Dks1) de la fonction affine définie par ug, uk et uX® (resp. ug, ug et uf*); on
a la définition suivante.
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Définition 3.3.1 (Définition du gradient)

On considére un volume diamant Dy, € D. Le gradient constant sur Dkg, noté VPksyT
My (R)#®, s%crit sous la forme

1
VPKs T = 2D ((us —uk) ® Nk, + (u5s —uf) @ NIfS). (3.12)
S

On posera Vou™ = (VPxsuT)

DKSEQ'

Etant donné que le tenseur des contraintes continu est défini & partir de 'opérateur gradient via
la relation (2) de Hooke, on va construire de la méme fagon un tenseur des contraintes discret a
partir de la définition du gradient discret donnée par (3.12). Puisque par définition des volumes
diamants, on a pour tout Dk, € D

HDg, = HK et ADk, = AK, (3.13)

et on définit le tenseur des contraintes de la facon suivante.
Définition 3.3.2

Pour tout u” € (R?)#™ le tenseur des contraintes est défini par diamant Ué(uT) =
(UDKS(uT))DK cp et vérifie pour tout Dk € D

oPxs(uT) = 2ugDPxsu” + AgDivPxsu” (3.14)

VDKS u’ + (VDKS uT)T

ot le tenseur des déformations DPxsu” = 5 représente la partie
symétrique du gradient des déplacements discrets u”, et ot I'opérateur

DivPxsu” = divPsuTld = tr(VPxsu")Id  représente la matrice trace du gradient discret.

FIGURE 3.3.1 — Notations du diamant dans le cas ou un sommet est sur Neumann

On s’intéresse maintenant au flux du tenseur des contraintes a travers les interfaces du
maillage primal. Il est possible d’écrire une expression simple du flux a I'aide des matri-
ces élémentaires définies par (B.1)-(B.6) et des inconnues principales uk, auxiliaires us et
secondaires u?s et u§<3. Se pose ensuite la question d’exprimer les inconnues secondaires et
auxiliaires en fonction des inconnues principales et des données du probleme (conditions de
bord). Pour les sommets sur le bord de Dirichlet, le déplacement est donné. Pour les sommets
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internes, une formule d’interpolation sur les volumes contenant le sommet répond a la question.
Pour ce qui concerne les sommets sur le bord de Neumann, on a opté pour une formulation ou
la condition de Neumann est imposée sur les demi diamants touchant le bord inspirée de [31].
Cette formulation impose une contrainte sur le maillage pour assurer I'inversion d’une matrice
élémentaire comme indiqué dans 'Hypothese B.2.1. Si cette contrainte n’est pas assurée, et s’il
n’y a pas de moyens pour modifier localement le maillage, il existe une alternative pour inter-
poler la valeur du déplacement sur les bords de Neumann en tenant compte de la condition au
bord qui consisterait en 'adaptation de la technique proposée par Bertolazzi et Manzini [16].
L’option qu’on a choisie conduit a ’expression suivante du flux :

Proposition 3.3.1

1. Pour tout volume diamant sur le bord de Neumann Dk, € Do

DKS x — PPxks )
0P (') = o [ mix)ax = PP (o) (315)

c’est-a-dire on impose directement la condition de bord.

2. Pour tout volume diamant Dy, € ©™ U D> dont aucun des sommets (xKs); —{1,2}
n’est sur le bord de Neumann

¢V (u7) = 0Pk (u”)nks = B (us — uk) + B1° (03 — up'?) (3.16)

ot les matrices 3% et S sont définies en (B.2) et (B.5).

3. Pour tout volume diamant Dgg € Dt dont un des sommets est sur le bord de
Neumann, i.e. il existe i = {1,2} tel que xX¢ € N*N

PpPRs(u") = (8% — 55%5?:};1\1)_15}5‘{7{1\])(% — ug)
H(=1)" 615 (us — ul) (3.17)

RSB 1) B)

’ i

ot les matrices ﬂ}s{ ry €t Bi{i}"N sont explicitées en (B.9) et (B.10).

|

Démonstration: 1. Soit Dk, € ©°V. La premitre assertion découle directement de Iapproxi-
mation de la condition aux limites de Neumann pour le schéma discret.

2. Soit Dk, € D™ UDP dont aucun des sommets (X?S)Z‘:{LQ} n’est sur le bord de Neumann.
A partir de Pexpression (3.14) du flux du tenseur des contraintes discret a travers l'interface
s et de l'expression (3.12) du tenseur gradient, on obtient

¢DK5 (uT) — O—DKS (uT)nKS
= (ux (VP<u™ + (VPxeu")T) + Agtr(VPxu")Id) nk,

= 5 (s ) @ Nig + (05 = uf®) @ NI

2|DK5|

+ (NKs & ( - uK) + Ni(é ® (ug‘S - UFS))HKS
2|])?K5|

+ K ((us —uk) - Nks + (ugS —ulfsy. N{“)nKs.
2|Dks|
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En utilisant la relation A.la, on obtient

1
DKs uT —
@7 (u7) 2D

+_2|D | (,UKN¥5 ‘ngs Id + /LK(N?S ® nKs) + )\K(nKs ® N?S)) (ug(s - ui(s)
Ks

(MKNKS ‘ngs Id + pux (Nks @ nis) + Ak (ngs ® NKS)) (us — uk)

ce qui conclut la preuve de la deuxieme assertion.

3. Soit Dy € D dont un des sommets est sur le bord de Neumann : fixons i € {1,2} tel que
xXs € NP, Le tenseur des contraintes sur le diamant Dk, s’exprime & partir du tenseur
des contraintes sur le demi diamant Dy, ; associé au sommet XZKS et a partir de celui sur le
demi diamant Dk, ;41 associé au sommet xﬁl comme indiqué en Figure 3.3.1 de la facon

suivante :
Dks (147 1 Dxs,i (447 Dxs,it1 (g7
o5 e = S0P (07 P (0
avec
O,DKSJ-(uT)nKS = 65 (uy — ug) + 2(_1)1' ?S(U_%KS — uy) (3.18)

et

O’DKS’i+1(uT)nK5 _ ﬂ}s((us N uK) + 2(71)1'4-1 fs(uﬁl — us). (3.19)

Ks o=

Pour éliminer u;**, on impose sur le demi diamant Dxkg; la condition szKSﬂ'(uT)nZ
h(xK#). Cette condition est réécrite a I'aide des matrices (B.9) et (B.10) de la fagon suivante

g e (00— )+ (1) B (0 — ) = Be) (3.20)
ce qui donne 'expression
()" —u,) = (5?1{1\1)_1(}1()&}'{5) - Bi,nirN (us — U-K)) (3:21)
En injectant Pexpression (3.21) dans (3.18), on obtient que
P ()i = (B =260 (8] ) 7 B e ) (s =) #2857 (B rae) (). (3.22)
En rassemblant les contributions des deux demi-volumes (3.22) et (3.19), on obtient 'ex-

pression du flux du tenseur des contraintes donné par (3.17). |

Remarque 3.3.1

Pour tout sommet xV du maillage situé sur le bord de Neumann, la facon de calculer le
déplacement en ce nceud n’est pas unique : a chaque volume diamant ayant X’ pour sommet
correspond une valeur différente du déplacement via les différentes formules (3.21).

3.3.3 Interpolant aux sommets : élimination des inconnues secondaires

1. Pour xV € N®P sommet sur le bord de Dirichlet, la condition de bord impose

u’ = g(x"). (3.23)

2. Pour les sommets internes, les valeurs du déplacement sont interpolées au sens des moin-
dres carrés par les valeurs des volumes partageant le sommet. Ainsi pour xV € N
sommet interne du maillage, on a

W= > ax(x)ux (3.24)
KeV(xV)
ou les ak(xV) représentent les poids d’interpolation. Pour 1’étude de la convergence, une
condition suffisante est que la fonction d’interpolation soit exacte pour les polynomes de
degré 1. On impose donc aux poids d’interpolation ak(x") les hypotheses
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Hypothéses 3.3.1

Y akx) =1 (3.25)

Kev(xV)

Z ag(x)zxg = ¥ (3.26)
Kev(xY)

Z ak(x )y = y". (3.27)
Kev(xv)

On obtient des poids satisfaisant ces hypotheses en déterminant l'application affine et
donc les coefficients a, b, ¢ tels que

alzg —z¥) +blyk —y") + ¢ = ux VK € V(xY),

le traitement de la composante vk du déplacement étant identique. Ce probleme est
surdéterminé. Pour le résoudre, on applique la méthode des moindres carrés pondérés;
les coefficients a, b, ¢ sont choisis de telle sorte qu’ils minimisent

3 ok (uk — alex — %) — blyk —y") — ) (3.28)
Kev(xy)

ol les éléments de pondération vk dépendent de l'inverse de la distance entre le sommet
x" et le centre du volume K. En pratique, on choisit v, = |xx — x¥|™™, avec m = 0
pour la méthode usuelle (LS), m = 1 pour la méthode WLSID et m = 2 pour la méthode
WLSID2. Ces méthodes sont résumées dans [11]. Si on note I; (respectivement ls et [3) le

vecteur colonne a coefficients /7x (zx — ") (respectivement ,/7x (yk —y") et \/7K), et si
on note d le vecteur colonne a coefficients |/ykugk, alors a, b, ¢ sont solution de

i i b3 a I -d
lig lao 23 b | =\ la-d
liz laz 33 c I3 -d

avec

= h-h = Y ek —2")
ha = bL-lp = ZK:’YK(QUK —z")(yk —y")
log = la-la = i’YK(yK —y")’
hy = bL-ls = ZK:’YK(HUK —zY)
lag = la-l3 = i’VK(yK —y")
K

lis = ls-ls = Y
K

Or, la valeur en x¥ = (2V,4") de la fonction d’interpolation est égale a
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lig lag lp-d
e liz laz Il3-d
lir Lz bLs
lig lag o3
liz lag 33
On en déduit
T — V) (l12log — lool —yV)(l12l13 — 1111
’YK+’YK( K )(323 2213)+7K(y1< y)(112313 1123)
aKg = .
(xx — x¥)(l12l23 — l22l13) (yk — y")(li2liz — l11l23)
; YK + gw D + ;WK )

Le probléme de minimisation (3.28) a une unique solution et le déterminant D = llllgg—l%Q
est non nul des que les points xg ne sont pas tous alignés, ce qui est le cas lorsque xV est
un sommet interne au maillage. La propriété (3.25) est trivialement respectée; (3.26) et
(3.27) sont la conséquence du fait que (3.28) est nul lorsque u est une fonction affine.

3.3.4 Continuité des flux : élimination des inconnues auxiliaires

Comme toute méthode de volumes finis, le principe du schéma diamant est d’écrire la con-
tinuité des flux a travers les interfaces du maillage. Ces équations supplémentaires permettent
d’éliminer algébriquement les inconnues auxiliaires ug en chaque aréte s € £,

Définition 3.3.3 (Condition de conservation)

Soit s = KNL € £™ une aréte interne. Soient (\k, juk) € R? et (AL, ur,) € R? les coefficients
de Lamé constants par volume primal. La condition de conservation s’écrit

oPKs (u")ng, = ot (u”)nks,. (3.29)

Nous allons développer la relation (3.29) grace aux matrices discretes (B.1)-(B.6) afin
d’obtenir ’expression des inconnues auxiliaires us.

Théoréme 3.3.1 (Expression des inconnues aux arétes)

1. Pour toute aréte interne s = KN L € £™, il existe un unique ug, dépendant unique-
ment des inconnues principales u”, des coefficients de Lamé constants par volume
primal et des parameétres du maillage, qui satisfait 1'équation (3.29). Son expression
est

u, = B, (Brug, + Brug — A (S - uk)). (3.30)

2. Pour toute aréte de bord s € EYP pour laquelle est imposée une condition de
déplacement, I'inconnue auxiliaire ug est éliminée via la condition de bord. Son ex-

pression est
u; = g(xs). (3.31)

Démonstration: Soit s = KNL € £ une aréte interne. On développe la condition de continuité a
travers aréte s de la composante normale du tenseur des contraintes discret exprimée en (3.29)
en s’aidant de la définition du flux des contraintes exprimée en (3.16). Rappelons qu’en vertu
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des Conventions (3.2.1), on a (uk® — ulf*) = —(ul* — ul*). Ainsi, la contrainte de conservation
(3.29) équivaut a

1

N [MK(US —uk) ® N, + pk (uf® —uf®) @ N
2|Dxs|

+ux Nk, ® (ug — uk) + pgNT* @ (uf® — ul™)

+)\K<(u5 ~ug) - NKS)Id n )\K((u2 RO NKS)Id] ni,
o, = ) @ N+ af” — uf) o (N

e NLs © (u, — ur) + pun(~NE) @ (uk* - uf)

(s = ) - Nuo 1 4 (e = ulf) - (- NLS))Id} nice

~ 2|Dyg|

Comme Nks = —Npg, on peut isoler les termes en ug pour obtenir I'expression

1
2|Dks|
1

prus (N - nks) + prNis(us - ngs) + Ak (us - NKS)nK5:|

2|D | ,U/ é Ks~ K‘S) 'U’L K‘S( nKS) )‘ (us : NKs)nKsi|
Ls L
1

= m {,UKUK Nks - ngs) + uxNgs(uk - ngs) + Ak (uk - NK@)nK5:|
1 ° {

er prur (N, - nks) + pnNks(urn - nks) + Ar(ur, - NKS)nK5:|
Ls
1

— ) (NF - nge,) + o NE (e — ul) e,
+)\L((u§<s —uks) . NLS)nKS}
e (0 — ) (NI i)+ s NS (= uf®) - )

+Ak ((u5* — ufs) - NK“’)nKé}.

 2|Dp|

1
2|Dks|

L’expression des matrices discrétes (B.1)-(B.6) conduit &

(B + B )us = Biug, + Biuk — AL (uks — uls).

L’existence et I'unicité de l'expression de ug vient du fait que la matrice ki, = B + Bf est
inversible d’apres la Proposition B.1.1. |

3.3.5 Schéma numérique

Les familles d’inconnues secondaires (resp. auxiliaires) sont éliminées par interpolation (resp.
algébriquement) pour les sommets (resp. arétes) internes, ou en utilisant les conditions de bord.
En résumé, le schéma numérique volumes finis diamant consiste a déterminer u” satisfaisant

D IslgPe(uT) =fik VK €M, (3.32)

‘K‘ se0K

1
ou le second membre est donné par fx = K| / f(x)dx, et ou le flux numérique ¢pPxs(u) est
défini selon la Proposition 3.3.1 par

1. Pour tout volume diamant sur le bord de Neumann Dk € DON

$PKs (u =Tl / (3.33)
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2. Pour tout volume diamant Dk, € Dt | D0 dont aucun des sommets n’est sur le bord
de Neumann

¢ (u”) = oV () nks = fi (us — uk) + F1° (05 — i) (3.34)
ot les matrices 5% et S5 sont définies en (B.2) et (B.5).

3. Pour tout volume diamant Dk, € D dont un des sommets X?S e NN est sur le bord
de Neumann

Dk (4T _ _ pK K -1 _
¢pPxs(uT) = (8% — B S(ﬂliirN) 5;,niFN)(u5 ug)
(3.35)
B8 ) IR - (—1)78 u, — uk)
ou les matrices ﬁf{ ry €t ﬁ?s ry Sont explicitées en (B.9) et (B.10).
Les inconnues secondaires s’expriment selon (3.23) et (3.24) sous la forme
uw = Z ak (xV)uk vx' e Nt
KeV(xY) (3.36)
u = gx") Vx¥ e Nbo|
et les inconnues auxiliaires s’expriment selon le Théoreme 3.3.1 sous la forme
u, = Brr M (Bur + Buk — ARE (U — ufe)) Vs e gint,
b (3.37)
u; = g(xs) Vs € E%D.

Remarque 3.3.2

1l s’agit d’un systéme linéaire non symétrique, du fait de I'interpolation des valeurs aux

sommets, dont on va démonter I'inversibilité lorsque I'y = (.

3.4 Consistance du schéma
Définition 3.4.1

Le tenseur des contraintes de la solution continue écrit avec des coefficients de Lamé
constants par volume est défini pour tout Dks € © par

oPxs(u) = px (Vu + (Vu)T> + Mg tr(Vu)ld. (3.38)

Le flux PPxs(¢Px:(u)) du tenseur des contraintes pour la solution continue sur l'interface s
avec des coefficients de Lamé constants par volumes est défini par

PPKs (¢Pks () = %/SUDKS (u(x))nk.dx (3.39)

ot oPKs (u(x)) est donné par la Définition 3.4.1.
Donnons a présent une définition de 'erreur de consistance.

Définition 3.4.2 (Consistance faible et ordre de consistance)

On appelle erreur de consistance au sens faible la quantité Qé(u) € (R?)#® constante par
volume diamant définie de la fagon suivante.

o8



1. Pour tout volume diamant Dy, € D" U DbD
QPxs(u) = RPrs(u)+ Pk (u)
= <¢DKS (]P)Tu) — PDKS (QSDKS (u))) _|_ (PDKS (¢DKS (u)) — PDKS (¢(u))> ,
(3.40)
ou expression
— du projeté du flux de la solution continue PP¥s ((b(u)) sur le maillage est donnée en
(3.7),
— du projeté du flux de la solution continue sur le maillage mais avec coefficients de
Lamé constants par volume PPXs(¢Pxs(u)) est donnée en (3.39),
— du projeté de u sur le maillage, notée PTu, est donnée par (3.49),
— celle du flux discret du projeté de u sur le maillage, notée ¢Pxs (IP’Tu), est donnée
par (3.8).

2. Pour tout volume diamant Dk € Db
QPxs(u) = 0. (3.41)
Le schéma numérique discret est dit faiblement consistant si on a

D
= — 0.
” Q (U) ”9 size(T)—0

Pour déterminer la consistance faible du schéma numérique, on va étudier chacun des
opérateurs R® (u) et SP(u) a travers le Théoreme 3.4.1 et le Théoreme 3.4.2.

Théoréme 3.4.1

1l existe une constante C' > 0 dépendant de p > 2, de la régularité du maillage et des
coefficients de Lamé, telle que pour tout volume diamant Dk, de ® associé a un volume
K € M et a une aréte s de 0K

_2
[P ()] < Csize(T)' ™ » [ulw2s(py.,)- (3.42)

Démonstration: Il s’agit dans cette démonstration de controler I'erreur de consistance commise
entre le projeté du flux de la solution continue sur le maillage et le projeté du flux de la solution
continue mais avec coeflicients de Lamé constants par volumes sur le maillage. Comme

ISPl = | PP (6% () = PP (o(w)|
/ (UDKS (u(x)) — O’(U(X)))nstx

H /é ('uK - N(X))Vu(x)nstX

1
|s]
1

(3.43)

+Hﬁ / (rxc = 1(x)) (Vu(x)) " micadx

[ = 360 1T

| /s

)

|

ou sur les interfaces de discontinuité p(x) et A(x) sont les limites de u et de A pris dans Dk, on
va regarder le premier terme en gradient; le raisonnement pour la transposée du gradient et la
trace du gradient étant similaire. [’inégalité de Holder donne

< (e = miooeax) % (/ ||Vu<x>m<s||1’dx)é (3.44)

29

%/(HK — p(x)) Vu(x)ngdx

|s




avec % + % = 1. En appliquant le développement de Taylor aux coefficients de Lamé qui sont

réguliers (C! par exemple) par sous-domaines, on montre qu’il existe des constantes C; > 0 et
C5 > 0 ne dépendant pas du maillage telles que pour tout x € s

lpx — p(x)] < Cysize(T), Ak — A(x)| < Casize(T),

ce qui, appliqué a la premiere intégrale de (3.44), donne

Q=

%(/ luk — u(x)|qu) " < o lslsize(T)1)" < Csize(T) v, (3.45)

|s]

La seconde intégrale de I'inégalité (3.44) est controlée grace a I'inégalité de trace (voir par exemple
[23]), qui nous permet d’affirmer qu’il existe une constante C's > 0 dépendant de p et indépendante
du maillage telle que

1

(/"Vu(x)nKS”pdx) < C3size(7')7%||u||W2,p(DKS). (3.46)

Ainsi, les majorations (3.45) et (3.46) montrent qu’il existe une constante C' > 0 telle que

! . _2
HH / (,UK — M(X))Vu(x)nstX < Cszze(T)l ?[ulwezp(py.)- (3.47)

Théoréme 3.4.2

1I existe une constante C > 0 dépendant uniquement de p, de la régularité du maillage
et des coefficients de Lamé, telle que pour tout volume diamant Dgks de ® associé a un
volume K € 9N et a une aréte s de 0K

. 1-2
|RPS ()] < Cize(T) 31l (oot (3.49)
La preuve de ce théoréme est présentée ci-dessous. On note pour tout K de 91
T 1
(g =P ulgx = — [ u(x)dx (3.49)
K[ Jx

les valeurs moyennes de u sur les volumes primaux. On définit avec ces moyennes et comme
dans le cas discret les valeurs interpolées aux sommets qui ne sont pas sur I'y

W' = > exx)(uk vx¥ e N,
KeV(xv) (3.50)
()7 = g(x") vx' e NP,

et les valeurs aux centres des interfaces de £™ U EPP qui assurent la continuité du flux normal

(e = B (B )+ B - AR (FT — (i) vse gt -
{ (u)s = g(xs) Vs € £, (3.51)
Afin de pouvoir donner une expression de I'erreur de consistance sur les flux RP%s(u), on va
au préalable énoncer une propriété utile sur la composante normale du tenseur o ks (u(x)) des
contraintes de la solution continue a travers les interfaces du maillage, mais avec coefficients de
Lamé constants par volumes.

Proposition 3.4.1

I La composante normale du tenseur des contraintes pour la solution continue mais avec I
des coefficients de Lamé constants par Voll16I6les s’exprime a l'aide des matrices B§ et B,



Soit s € EM U EPP et soit K € M tel que s € OK. Pour tout x € Dk,

o Dxs (u(x))nks = B Vu(x)(xs — xk) + BESTu(x)(xhs — x89). (3.52)

Démonstration: On considére un volume diamant Dk, € ©. Gréace  D'égalité (3.3) page 49, on

est en mesure de donner ’expression du tenseur gradient continu sur l'aréte s. On a pour tout
x € Dks

2|Dks|V (u(x)) = V(u(x))det(Ni,, Ni*).

Par ailleurs, on a la relation suivante : pour toute famille de vecteurs (b, c) de R? et pour toute
matrice A € M3 (R)

Adet(b,c) = (A(—c)") @b+ (4Abh) ®c (3.53)

ce qui conduit a

2IDi, [ (u(x)) = | [Tulx) (-NE*)*] @ Nig, + [Vu(x)Ni, ] @ NE*|.
Mais on sait que (—NK¢)+ = x, — xk et que N, = x5 — x* d’ott

21D, [V (u(x)) = | [Tulx) (xs = xi)] @ Nigs + [Vulx) (x5 - x5)] @ N,

Puis, en utilisant la formule (3.14), on obtient

2|Dks|oPx (u(x)) = px[Vu(x)(xs — xk)] @ Nk, + pk [Vu(x) (x5 — x5)] @ N
+ukNgs ® [Vu(x)(xs — XK)} + uxNKs [Vu(x)(xgs - x{‘s)]
+AK [VU(X)(XS - XK)} Nk Id + Mk [Vu(x)(xgs _ X¥s)] NKsTd.

On conclut, comme dans la démonstration de la Proposition 3.3.1 en utilisant la relation (A.la),
pour introduire les matrices 55, et 8% puisque les coefficients de Lamé sont constants.

o7 (u(x)) e = B Vua(x) (xs — xic) + A1 V() (x5 — x1). =

On en déduit I'expression de l'erreur de consistance sur les flux RP%s(u) selon la nature des

arétes s € £.

Proposition 3.4.2 (Erreur de consistance par aréte)

1. Pour tout volume diamant Dk, € ©™ U D> dont aucun des sommets (xfs)i:{m}
n’est sur le bord de Neumann,

2. Il existe une constante C' > 0, dépendant de p, de la régularité du maillage et des
coefficients de Lamé, telle que pour tout volume diamant Dy, € D" dont un des

sommets (xX¢) est sur le bord de Neumann
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RDKS | | / ﬂK 5Ks ) 1,8; n.rN} (<11>8 — (u>K — VU(X)(XS _ XK))dX

(=1 [ B ((w)s — ()i — V() (xs — x359) Jdx + A,
et )

s Js

(3.55)
_2
avec |A| < Csize(T) "7 lalw2ry,)-

Remarquons ici que le cas ot le volume diamant Dk, est sur le bord de Neumann DPN n’est
pas traité car on a directement l'estimation d’erreur QP%s(u) = 0.

Démonstration : 1. Soit Dxs € @™ UD’» un volume diamant dont aucun des sommets
(xfs)i:{l,g} n’est sur le bord de Neumann. L’erreur de consistance par face RP%s(u) est
donnée par le premier terme du membre de droite de I'égalité (3.40). Ainsi, les termes en Vu
viennent de I'écriture du flux PPxs (¢Px:(u)) continu avec coefficients de Lamé constants
par volume. Grace a la Proposition 3.4.1, on peut écrire ce flux de la facon suivante

PP (g7 () = / B2V u(x)(x, — xx) + ARV (K — x)]dx.

Les termes restants viennent de 1’écriture du flux ¢Px:(P7u). Son expression est la méme
que celle du flux de la solution discréte (3.16), en remplagant les valeurs discrétes u” par
P7u.

2. Soit s € £, Par hypotheses, il existe i = {1,2} tel que xX¢ € N®¥. La procédure est la
méme que pour le flux du tenseur des contraintes discret, donnée en Proposition 3.3.1 (cas

3), en remplagant les déplacements discrets par leurs projetés sur le maillage. Ceci conduit
a expression suivante

oD (BTunie, = (B~ BB 0 ) 1B o) (1) — (k)
1)) — () (3.56)

+57 (ﬂKS )7 Hh(x).

En ce qui concerne le flux du tenseur des contraintes continu, le méme raisonnement est
tenu : on coupe en deux le flux exprimé en (3.52) sur chacun des demi diamants Dk ; et
Dxks,it1- Soit x € Dks, on a ainsi

(O_DKS,«; (u(x)) + O_DKs,i+1 (U(X)))HKS

N |

oPxs (u(x))ngs =

(B Vu(x)(xs — xK) + 2(—1) X" Vu(x) (x5* — x,)) (3.57)

(B V(o) (e — ax0) +2(~1) 7 BF Va0 () — x.)).

N N |

Le sommet xXs étant sur le bord de Neumann, on ajoute puis retranche le terme

Vu(xE)(xKs — x,) & I'expression précédente, afin de pouvoir utiliser la condition de Neu-
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mann. L’égalité (3.57) s’écrit alors

oo (e, = 3 (BT, —x) + 201 T o )
42010 (Vuo) - TuGe) ek - x,)
£ (ARG 0x, —x0) + 20~ 1) BV (<l —x,)
= ARVu(x)(x: —xx) (3:58)
£ (I x,)
+ (1) (Vu(x) — Vu(x)) (% — %)

+ (C1)A V() (ks — xi5).

Par ailleurs, la condition de Neumann au sommet xX € NPV s%écrit o (u(xX%))nly =
) (3 Z
h(xf-:s), c’est-a-dire

2u(xE)Du(xE)nl Y + A(xE)Divu () nt Y = h(xK*).

(3

Or, d’apres la Définition 3.4.1 du tenseur des contraintes de la solution continue avec des
coefficients constants, on a

O—DKS,’L( ( KS))nFN (2‘LLKD11( KS) + AKDIVU( ))nf‘N

I () + 2(ju — p(xK)) Du(xkn]
—|—()\K — A(xK )Dlvu(x s)nf”.

Par un procédé identique a celui utilisé dans la Proposition 3.4.1, on exprime la composante
normale du tenseur des contraintes en x*° & I’aide des matrices discretes (B.9) et (B.10),
de la facon suivante

PR (u())ng ™ = 85 ey Va(xi©) (xs = xK) + By 2 (1) Va(xi) (0 - x,).

1,n i

Les deux relations précédentes conduisent &

oL (ueo)nics = B Vul) (xe — )
+BRS(BKE ) [BRES) = B2 e V(K (x, - x0)

K,n;

+2(puc — p(xK)) Du ()l
+ (A = A(E)) Divu(xk)n] ¥ |
(- 1)BE (Vu(x) - Vu(xk)) (x5 - x,)
+ (D BV () (x, — xK).
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Comme précédemment, on ajoute puis retranche I'opérateur Vu(x)(xs —x5*) afin d’obtenir

ol (ux)) ks = (B — OB en) T O e ) [VU() (x5 = i)

A ) T RO o (s — (o)) D m]
+(Ax — A(xF#)) Divu(x Ks)nrN}

7

(3.59)
OO ) T e (T00) = Tux(€) G — 1)

+ (DA (Vu(x) — Vax)) (x** — x,)

+  (=1)iBFsVu(x)(xs — x15%).

Enfin, en réunissant les deux expressions des flux discrets (3.56) et continus (3.59), on est
en mesure de donner I'expression de I'erreur de consistance

RPxs(u) = o / Bs — ?N)—lﬂ; n}“N} ((u)s — (u)kx — Vu(x)(xs — xk))dx

|s|/S 1 <<u>s*< >7,+1 Vu(x)(xs z+1))dX A

ol A a pour expression

+ (-1
(3.60)

o AR )™l — o D)
+(k — A(xK5)Diva(x KS)]andx

| /ﬁ BKS 15?(,an (Vu(x) — Vu(xfs))(xS — xk)dx (3.61)

u(x; %)) (x* — x)dx.

D’apres le Corollaire 1X.14 du Théoreme de Morrey (voir [20], p.168), on a pour tout
(Xa y) € DKS 5
[Vu(x) = Vu(y)| < Csize(T)' ™7 [ufwzr(pg.)- (3.62)

Les Propositions B.1.2 et B.2.2 nous indiquent qu’il existe une constante C' > 0, dépendant
de la régularité du maillage et des coefficients de Lamé, telle que

N e
size(T) Koy NS gize(T)

[EhES

II(ﬂfiir )7l < Csize(T). (3.63)

En utilisant successivement les inégalités (3.47), (3.62) et (3.63), et le fait que pour tous
vecteurs x et y de K, |x — y| < size(T), on a

_z2
|A] < Csize(T)' ™ [ulw2r oy.)- =

Pour terminer la preuve du Théoréme 3.4.2, on a besoin du lemme suivant démontré dans

[33].
Lemme 3.4.1

11 existe une constante C' > 0 dépendant uniquement de p telle que pour toute fonction
u € W2P(P), ot P est un domaine convexe de R? et p > 2, pour tout couple (x,y) € P, si
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on définit

Z(x,y) = u(x) —u(y) — Vu(y)(x - y),

alors

diam/(P)?
1206 3)] < O |

Pl

Par ailleurs, afin d’estimer I’erreur commise entre le déplacement continu et son projeté sur
le maillage et , on introduit les notations suivantes.

Définition 3.4.3

Pour tout x € €2, on note
Ik(x) = (u)k —u(x)— Vu(x)(xg — x) VK € SIR,-
Ix(x) = (u)V —u(x) — Vu(x)(x¥ —x) = Z ag (x¥)Ik(x) Vx¥ e N
Kev(xV) (364)
Iw(x) = (u)¥ —u(x) — Vu(x)(x¥ —x) =Z(x",x) vx¥ e NbD,
Zs(x) = (u)s —u(x) — Vu(x)(xs — x) Vs € EML,

On émet la proposition suivante.

Proposition 3.4.3

11 existe une constante C' > 0, dépendant de p > 2, de la régularité du maillage et des
coefficients de Lamé, telle que pour toute face interne s = KNL € £™ et pour tout x € s
BrrZs(x) = BPTu(x) + BrIr(x) = b1 (Zoo (%) — Ty ()
b b (3.65)
- <0 Ls (u(x))an + o PKs (u(x )nKs),
. 1-2
< Csize(T)  » ”uHW&P(DKSuDLS)-

(3.66)

4 / (UDKS (u(x))nKS + gPrLs (u(X))an) dx

s /s

Démonstration: Soit s = KNL € £™ une face interne. En utilisant 1’expression de (u), donnée
en (3.51), alors pour tout x € s

Zi(x) = (u)s —u(x) - Vu(x)(xs —x)
= Bru” (B () + B (w)k — A ()5 — (w)f)) —u(x) - Vu(x)(x;s — X)(-
3.67)
En s’aidant de la Définition 3.4.3, on peut réécrire (3.67) en ajoutant puis retranchant les termes
relatifs aux vecteurs Zp,(x), Tk (x), Zyxs (x) et Ly (x)

BrrZs(x) = BFTu(x) + BTi(x) — BT (Le (%) — Loxcs (%))
B Vu(x) (xt, — x) + B V(o) (xc — x) — BRIVu(x) (- %K)
—fxLVu(x)(xs — x).

On sait d’apres la relation (B.1) que Sk = B% + 55, et d’apres la relation (B.4) que XL =
Ks _ is. Alors

65



BrrTs(x) = BiTu(x) + BrTi(x) — AR (Tase (%) — Tos (%))
— (B2 Vux) (x, — x1) — AL Vu(x) (<K - xK9))
(B Va0 (x, = xic) + B V() — X)),

L’expression de la composante normale du tenseur des contraintes continu a coefficients de Lamé
constants par volumes est donnée par (3.52). Celle-ci implique

BriTs(x) = BiTL(x) + BTk (%) — K (T (%) — T (%))

- (O’DLS (u(x))nps + oPxs (u(x))nKS).

Le Théoreme 3.4.1 donne une estimation de l'erreur commise entre le flux par aréte s du tenseur
des contraintes de la solution continue et celui du tenseur des contraintes de la solution continue
mais avec coefficients de Lamé constants par volume. De fait, il existe une constante C' > 0
dépendant de p > 2, de la régularité du maillage et des coefficients de Lamé, telle que pour tout
uec wrQ)

< Csize(T) 77 [u) w2 (Dyg.)-

[ (o060) — 0P (ux) s

Grace a la propriété ngs = —ny,, on peut écrire que

1 oPxs (u( ))nKS + gPLs (u(x))an)dx

u(x)) — oPx (u(x)))nstx + (o(u(x)) — gPre (u(x)))andx

Cszze ||11||W2 »(Dk.UDL)

(3.68)

ce qui acheve la démonstration. |

Suite de la preuve du Théoréme 3.4.2

On peut & présent majorer 'erreur de consistance (3.54) pour les arétes internes dont aucun
sommet n’est sur le bord de Neumann, la démonstration de celle dont un des sommets est sur
Neumann définie par (3.55) étant sensiblement la méme. On remplace chacun des termes de
(3.54) par leur équivalent donné en Définition 3.4.3. Ainsi

DKS
R ‘ ‘/ﬂK — Ik (x) dx—i—’ ’/5 IKS (x) — Zx§<s(x))dx,

ou on remplace le vecteur Z¢(x) par 'expression (3.65) de la Proposition 3.4.3 pour obtenir

R = o [ sisa! (5;@ () + BT (%) — K (T () — Ty ()
(P () e + 0P (a0 ) = FraTil) ) ax
+ / B1° (T (x) = Zxa (x) ) dx
- g o ﬁKﬂKL—l(ﬂf (T1x) — Tc() — B (T (%) — Ty ()
— (P (u(x)) g + 0P (u(x))ng, > dx
o /ﬁ (T (%) — Ty (x)) dlx.

_l’_
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Il s’agit a présent de majorer I'expression précédente. On a donc

|RP<: (w)] - < % / ||ﬁf<5KL_1||<||5i||(||IL(X)||+||IK(X)||)
BT (1 Zss ()] + | Zoacs (x)])
1 S 1 P (u(x))n ok (u(x))n x
“g/sﬁxﬂm <0 (u(x))nrs + (u(x)) Ks>d

i Ks
+ 5 /S”ﬁl H(”ngs(x)”+”lel<s(x)]])dx.

Le controle de la norme des matrices en Proposition B.1.2 et 'estimation (3.66) de la Proposition
3.4.3 entrainent

C
size(T) S|/ IZL GOl + 1Tk ()| + | Zoeges ()| | Zeres (% )II)

+ Csize(T) 7 » lulv2r (g upy,.)-

|RP ()] 60

Il reste a estimer les intégrales sur les interfaces dans (3.69). Commencons par Zx avec K € 9.
Comme xg est le centre de gravité de 1’élément K, on a

Ik(x) = |K|/ — Vu(y)(t — x))dt

qui permet avec le Lemme 3.4.1 d’estimer

1 . _2
o / 1Tk ()ldx < Csize(T)2 5 ulwaru. (3.70)

En ce qui concerne Z k. avec x1* € NP par définition Z, k.(x) = Z(xK*

+%,x). Par le Lemme
3.4.1, on a

1 . 22
o / Ly (0)|dx < Csize(T)> " [ulwzaog,)- 3.71)
Le cas des sommets internes X?S e N est plus complexe car T, xs(x) dépend des valeurs de

71 (x) pour L € V(xK9) et T'espace V(xX?) n'est pas nécessairement convexe. Pour x € s, le
poids d’interpolation ag,(x KS) étant compris entre 0 et 1, on a

[Zs ()] < Z HIL( )l

LeV(
< T / (6, %)[dt
LeV(x KS
‘L’ / IZ(t, %) + |1Z(x;%, %) | + [Va(x;*) — V)|t - X?S\\)dt
LEV

On peut maintenant appliquer l'estimation du Lemme 3.4.1 aux deux premiers termes et
I'inégalité de Morrey (3.62) au dernier terme pour obtenir

GOl < Cize(TV 5 (1ulyp, () + 2V Nl ) (372)
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Fin de preuve du Théoréme 3.4.2

En rassemblant les résultats obtenus en (3.70)-(3.72) pour chacun des termes de (3.69), et en
tenant compte de 'hypothese (3.5) sur le maillage qui indique qu'un sommet du maillage n’est
sommet que d’'un nombre borné de volumes, on obtient

. _2
IR ()] < Caize(T) g omiag)

ce qui acheve la démonstration.

Théoréme 3.4.3 (Consistance faible)

En rassemblant les résultats obtenus au Théoréme 3.4.1 et au Théoréme 3.4.2, on obtient
qu’il existe une constante C' > 0 dépendant uniquement de p, de la régularité du maillage
et des coefficients de Lamé, telle que pour tout u € W2P(§2)

1Q® ()5 < Csize(T)|ulyw20(c)- (3.73)

Démonstration: Les majorations de SPx:(u) et QPxs(u) exprimées dans les Théoremes 3.4.1 et
3.4.2 montrent qu’il existe une constante C' > 0 telle que (les x""X parcourent les sommets de K)

1Q® W)l o) < Csize(T) 3° #( | Ve [ula o)

Kem xv:-KeK

Par les Hypotheses (3.5) sur la régularité du maillage, le nombre de sommets de K et le cardinal
de V(x"'%) sont bornés indépendamment de size(T), d’ott

1Q® (WF1 () < Csize(T)" [ulfyz -

Par Holder

o

2w < (X Deletewr) (X mel)

Dy €D Dk, €D

et par suite on conclut que

1Q® (W < CIOI' 7 size(T)?|ulfya.r (q).

3.5 Coercivité

On se limitera au cas I'y = (), car en effet 'analyse théorique du traitement des flux sur les
volumes diamants dont un sommet est sur le bord de Neumann reste un probleme ouvert.

3.5.1 Définition

Pour tout u € W2P(Q) solution exacte du probleme (1), dont g est le déplacement imposé,
on note L 'opérateur défini pour tout volume K de 991 par

L(u,g)|k == > [s|PP% (g(u)). (3.74)

B 1
’ ’ seoK

Pour tout u” € (R?)#™ et pour tout g” déterminé par les valeurs aux sommets, on note £7
l'opérateur discret défini pour tout volume K de 9 par
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1
LT gk = 1 D IslgPse (). (3.75)
sedK

Dans le cas continu, il est aisé de montrer que la forme bilinéaire associée au probleme de
I’élasticité linéaire est coercive grace a l'inégalité de Korn continue. Le cas discret est plus
délicat. On a vu que le schéma discret diamant défini en section 3.3.5 n’est plus symétrique,
du fait de I'interpolation des valeurs aux sommets. Le produit ([ZT(uT, g7), uT)zm fait intervenir
les quantités (us — uk)? ainsi que des termes croisés (ug — uk) - (uks — ult®). 11 s’agit donc de
controler cette derniere quantité par (us — uk)? afin de s’assurer de la coercivité du schéma
numérique discret.

Définition 3.5.1

Soit Dks € ® un volume diamant, et APKs un opérateur défini sur ce volume diamant dont
Pexpression dépend des différences us — uk et uX® —ul*s. On note alors AP%s les termes de
APxs relatifs a la différence u, — uk. Par exemple, pour l'opérateur gradient discret (3.12)
défini pour un volume diamant Dy, € D

1

VDKS T
¢ T 9D

(us — uK) ® Nis- (3.76)

On définit le produit scalaire suivant.

Définition 3.5.2 (Produit scalaire H' discret)

Soit (u”,v™) deux vecteurs de (R?)#™. On définit le produit scalaire

W= 3 el gh - ) (gh v -vo) @

DKS 69

ou I'inconnue auxiliaire ug est déterminée par

Vs € £0 = &b

{ u, = Bkr (Bur + Bruk — SRE(uEE — uls))  vs e gt
U, 0

On montre aisément qu’il s’agit d’un produit scalaire grace a la condition de bord homogene.
De plus, la norme induite par ce produit scalaire correspond a la norme ® du gradient discret
de u” relatif aux termes us; — uk. En effet, d’apres la relation (A.lg), on peut écrire que

D T2 _ |s| ) sl _ 2
Ve UT”@ = Z |Dks| <2!DKS\ (us —uk) ® nKs> : (2‘DK8’(113 —ug) ®ngs | = [u’ly.

DKS e©

A présent, on donne une définition de la coercivité discrete.
Définition 3.5.3

L’opérateur discret (3.75) avec g7 = 0 est dit coercif s’il satisfait I'inégalité suivante :
il existe une constante C' > 0 dépendant uniquement de la régularité du maillage et des
coefficients de Lamé telle que pour tout maillage T et pour tout u” € (R?)#™

(ET(uT,O),uT)Em > Clu™[3. (3.78)

69



3.5.2 Condition de coercivité

On va a présent donner une condition suffisante de coercivité discrete, car la preuve ne peut
étre établie, du fait de la complexité de I'interpolation, pour des maillages généraux. Pour tout
u” € (R)# on a

(LT, 0),uT)y, = — > uk Y |sle”<(u")nk,

Kem sedK

= Y Jsl(u, —ug) - PR (u)

DKSE©
S
= 2 Y |DksleP () : ( 5 (us — uK) ® nKs)
- 2|DK3|
DK§€'D

= 200 : V2u)4,
par la relation de continuité aux interfaces internes, par la condition de bord homogene de
Dirichlet, et par la formule (A.1b). On sépare les termes associés aux différences us; — ug de

ceux relatifs & uk® — uls

(L7 (w7, 0),u7),, = 2(02 (W) : V2u )z + 2 (62 (u7) — 02 (u7) : V2u7) 5. (3.79)

m

Lemme 3.5.1

En utilisant le fait que 'opérateur DOuT est symétrique, on a, pour tout volume Dk de 55,
les égalités suivantes.

(]DDKSuT : ID)DKSuT) = (ID)DKSuT : VDxks uT)
(ID)iVDKSuT : ID)DKSuT) = (DivPxsuT : VDKSUT) (3.80)
(DivPxsu™ : DivPKeu”) = 2(DivPKsu” : VPxeuT).

Démonstration :
Dxsqq7 Dksqy,7\T
(DDKSUT . DDKSUT) _ DDKSUT : VVKsu +2(V Ksu )
1 1
= §]D)DKsuT . vDKSuT + 5(DDKSuq—)T . VDKSU.T.
D’autre part
Dksqq7 DKksqq7\7T

(DivP<eu” : DPxeuT) = ¢r(VPou”)(1d : v +2(V = )

= tr(VPxeu")Id : VPxeu”
(DiVDKSuT : VDKSuT).

Enfin

(DivP*su” : DivP*eu™) = tr(VPxeu")21d : 1d

2tr(VPxeuT)2

2tr(VPxsu)Id : VPxeu"

= Q(DiVDKSuT : VPKeauT), u

Lemme 3.5.2 (Inégalité de Korn pour le gradient tronqué)

Pour tout u” € (R?)#™

[VEuTl5 < V2D 7|5 (3.81)
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Démonstration: D’apres la définition du produit scalaire (3.10), et en s’aidant de la premiere
égalité de (3.80) (également vraie pour D2u” et V2u7), on a

2IDPu"|} = [V2uT[Z + (V2u")" : V2u7) 5. (3.82)

On va donc chercher a évaluer la quantité ((V?uT)T : V?uf)i) a travers les cellules diamants
du maillage.

(VEw)T:VEw)s = 3, Dwel(VEeun)T: vos
Dk, €D
> IDKSIi(nKS @ (us —uk)) : &((us — uK) @ nks).
- 2|DK5| 2|DK5|
Dks€D
Grace a la relation (A.1d), on peut écrire que
. . s 2
(VE2u)T:V2uT) s = Z |DK5|(2|]|)I|< | ((us — uk) 'l’le)) > 0.
Dk, €D s
Ainsi, en reprenant ’équation (3.82), on peut écrire que
202w > VO[3 353)
Afin d’énoncer une condition de coercivité, on minore I’expression (3.79)
(ET(uT,O),uT)Em >2(02(u") : V?uT)© -2 (JD(uT) —o2(u"): V?uT)é‘. (3.84)

La condition de coercivité va porter sur le deuxieme terme : il faut controler les termes croisés.
Enoncons d’abord une convention de notation sur les coefficients de Lamé.

Convention 3.5.1

Pour tout u™ € (R?)#*™ on note par convention
A /2#@ ID)éuT = <\/2,uK ]D)DKSUT) ,

< Dics €D (3.85)
[AD . & [AK .

2 DivPu’ < — ID)1VDKSuT> .

2 2 Dy, €D

On est a présent en mesure de donner une condition de coercivité.

Lemme 3.5.3 (Condition de coercivité)

S’il existe une constante v < 1, ne dépendant que de la régularité du maillage et des
coefficients de Lamé telle que pour tout u” € (R?)#™,

(P W) —o2(u") : V2(u")) 5 <7 (02 (u7) : V2 (u"))s, (3.86)

alors l'opérateur discret (3.32) associé au schéma numérique de conditions de bord ho-
mogénes est coercif, i.e. pour tout u” € (R?)#™ il existe une constante C' > 0, dépendant
de la régularité du maillage et des coefficients de Lamé, telle que

(£7(u7,0),u7),, = Clu"|3. (3.87)

71



Démonstration: En effet

>2(1—7) (02 (W) : V2u")g

Puis, en s’aidant des relations (3.80) ainsi que des notations introduites dans la Convention 3.5.1,
I'inégalité précédente devient

(ET(uT7 0), uT)m

~ )\.. ~
(7 (0, 0),u"),, > 21— ) (Hw/—% DRu} + [y 22 Divdur Hg)_

Enfin, en appliquant 'inégalité de Korn énoncée dans le Lemme 3.5.2; ainsi que les minorations
de 'Hypothese 0.0.1, page 9 sur les coefficients de Lamé, on a

(ET(uT,O),uT)m > 2u(1—~)[u i

3.6 Convergence et estimation d’erreur

On se limite toujours au cas I'y = ().

Théoréme 3.6.1 (Estimation d’erreur)

Sous réserve de satisfaire la condition suffisante de coercivité du Lemme 3.5.3, le schéma
VF diamant converge, et on a l’estimation d’erreur suivante : il existe une constante C' > 0
dépendant uniquement de la régularité du maillage et des coefficients de Lamé telle que

pour tout maillage T, pour tout p > 2

IBTu—u |y + [u” — ulz < Csize(T) [ulyzso)- (3.88)

Démonstration: Soient u solution du probléme continu (1), u” € (R?)#™, pour tout g, solution
du probléme discret (3.32), et P7u la projection L? de u sur le maillage 7. Par définition, les
opérateurs L(-,-) et L7 (-,-) tels que définis en (3.74) et (3.75) vérifient

LT (a7, g") = LT (PTu,g") = L(u,g) — LT (PTu,g"). (3.89)

On note d’une part €™ l'erreur commise entre le déplacement discret et son projeté sur le maillage,

de sorte que
e =u —Pu

Ainsi, le membre de gauche de I’égalité (3.89) peut s’écrire par linéarité
L7 (a7, g") — LT (PTu,g") = L7 (e7,0). (3.90)

D’autre part, soit K un volume primal de 9. L’erreur de consistance QPx:(u) entre le flux de
la solution continue sur le maillage et celui du projeté de la solution continu sur le maillage
est donnée par la relation (3.40) et vaut QPx:(u) = ¢Px:(P7u) — PPx:(¢(u)). Elle permet de
réécrire le membre de droite de (3.89) de la fagon suivante

‘C(uv g)|K _‘CT( 7g Z | |QDKS : (391)

SGBK

On rassemble les termes (3.91) et (3.90), et I'équation (3.89) devient

L7 (e7,0)| Z [s|QP (u

SGBK
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On multiplie par €7, et on somme sur tous les volumes K € 91, de sorte que

(KT(eT,O),eT)Em =— Z ex - Z |s|QP%¢ (u).

Kem se0K
On transforme la somme précédente en une somme sur les volumes diamants
T (AT T _ D
(‘C (e ,0),6 )gm__ E |S|eKQ Ks(u)'
Dk.€D

Pour s = KN L, comme QP%s(u) = —QPr:(u), on peut ajouter le vecteur us a I'expression
précédente de sorte que

(ET(BT,O),GT)WI _ Z |DK5|< |S| (es _ eK)) ,QDKS (u)

- |DK5|
Dks€®

Par Cauchy-Schwarz, on montre qu’il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de la
régularité du maillage et des coefficients de Lamé telle que

(£7(e",0),e7),, < Cle"[L|Q® ()] 5.

Enfin, la Définition 3.5.3 de la coercivité, le Théoreme 3.4.3 sur la consistance faible montrent
qu’il existe des constantes (C7, Ca, C3) > 0 telles que pour tout u € W2?(Q)

le”lm < CileTy < C21Q® (w5 < Cs size(T)|ulwza(a). (3.92)

On conclut la preuve en utilisant le fait que |Ju — PTuly < Csize(T)|ulwzr(q), dont la
démonstration est établie dans [7].
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3.7 Illustrations numeériques

Nous allons a présent illustrer les résultats théoriques obtenus précédemment par une série de
tests numériques décrits en Annexe E.1. Les quatre premiers tests sont comparés & des solutions
analytiques, alors que dans les deux derniers tests, on compare les résultats a ceux obtenus par
la méthode des éléments finis P1.

3.7.1 Cas E.1.3 : Déformation d’un carré homogene. Solution polynomiale

Les résultats d’estimations d’erreurs sont présentés dans le Tableau 3.7.1 pour la série de
maillages raffinés uniformément et dans le Tableau 3.7.2 pour pour la série de maillages raffinés
successivement, et les courbes de convergence sont tracées dans la Figure 3.7.2. On compare
les différences des réponses Diamant et Exacte pour la norme infinie, la norme 1 et la norme
2. On présente également les isovaleurs obtenues pour chacune des composantes de la solution
Diamant en Figure 3.7.1. Nous utilisons une série de maillages raffinés soit uniformément soit
successivement. Enfin, on donne en Figure 3.7.3 les isovaleurs de la contrainte de Von Mises,
ainsi que la courbe de convergence pour cette contrainte.

‘ Volumes ‘ h H ”uDiamant — Ug: ”oo ‘ ”uDiamant — Ugg ”1 ‘ ”uDiamant — Ugy ”2 ‘
204 1.51-107t 1.97-107% 1.67 -107° 2.75-107°
816 7.57-1072 1.14-1074 5.01-1076 8.99 .10
3264 3.78 1072 5.96 - 1075 1.28 1076 2.57-1076
13056 1.89-1072 2.97-107° 3.18-1077 7.03-1077
52224 9.46 - 1073 1.47-107° 7.89-1078 1.89-1077

Tableau 3.7.1 — Cas E.1.3 : estimations d’erreurs L, L' et L? pour une série de maillages
uniformément raffinés.

Volumes h H ”uDiamant — Ug: ”oo ‘ ”uDiamant — Ugg ”1 ‘ ”uDiamant — Ugg ”2 ‘
338 1.16 - 1071 1.70- 104 1.70 - 107° 2.39-107°
892 7.31-1072 7.12-107° 3.11-107 5.22 .10
5428 2.85-1072 3.80-107° 1.41-1076 1.95-1076
10168 2.12-1072 2.34.107° 1.90-1077 4.32-1077
23668 1.41-1072 1.75-107° 7.91-1078 1.96 - 1077

Tableau 3.7.2 — Cas E.1.3 : estimations d’erreurs L>®, L' et L? pour une série de maillages
successivement raffinés.

3.7.2 Cas E.1.4 : Déformation d’un carré homogene. Solution non polyno-
miale

Les résultats d’estimations d’erreurs sont présentés dans les Tableau 3.7.3 et Tableau 3.7.4
pour les valeurs, et dans la Figure 3.7.5 pour le tracé. On présente également les isovaleurs
obtenues pour chacune des composantes de la solution Diamant en Figure 3.7.4 . Nous utilisons
une série de maillages raffinés soit uniformément soit successivement. Enfin, on donne en Figure
3.7.6 les isovaleurs de la contrainte de Von Mises, ainsi que la courbe de convergence de l'erreur
pour cette contrainte.
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FIGURE 3.7.1 — Cas E.1.3 : Champ de déplacement |u;| (gauche) et |us| (droite) pour le maillage
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FIGURE 3.7.2 — Cas E.1.3 : estimations d’erreurs L>°, L' et .” pour des maillages uniformément
raffinés (gauche) et successivement raffinés (droite).
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FIGURE 3.7.3 — Cas E.1.3 : Isovaleurs de la contrainte de Von Mises (gauche) et estimations
d’erreurs L' et 17 pour des maillages uniformément raffinés

‘ Volumes ‘ h H ”uDiamant — Ugy Hoo ‘ HuDiamant — Ugg Hl ‘ HuDiamant — Ugg HZ ‘
204 1.51-1071 6.48 - 10~* 7.02-107° 1.06-1074
816 7.57-1072 3.63-1074 2.11-107° 3.46 - 107°
3264 3.78 - 1072 1.71-107% 5.65-1076 9.64-1076
13056 1.89-1072 8.04-107° 1.45-1076 2.56-107
52224 9.46 - 1073 3.84-107° 3.67-1077 6.70 - 1077

Tableau 3.7.3 — Cas E.1.4 : estimations d’erreurs L>®, L' et L? pour une série de maillages
uniformément raffinés.

‘ Volumes ‘ h H ”uDiamant — Upy ”oo ‘ ”uDiamant — Upy ”1 ‘ ”uDiamant — Upy ”2 ‘
338 1.16 - 1071 5.95-10~% 6.25-107° 9.66 - 10~°
892 7.31-1072 2.97-1074 1.88-107° 2.87-107°
5428 2.85-1072 1.99-1074 5.26 - 1076 8.12-1076
10168 2.12-1072 6.01-107° 2.49-1076 3.48 1076
23668 1.41-1072 4.67-107° 8.12-107 1.37-1076

Tableau 3.7.4 — Cas E.1.4 : estimations d’erreurs L>®, L' et L? pour une série de maillages
successivement raffinés.

3.7.3 Cas E.1.5 : Déformation d’un carré homogene en Dirichlet pur

On présente les résultats de convergence numérique pour des séries de maillages de triangles
et quadrangles non structurés raffinés uniformément. Les résultats d’estimations d’erreurs sont
présentés dans les Tableau 3.7.5 et Tableau 3.7.6 pour les valeurs, et dans la Figure 3.7.7 pour le
tracé. Enfin, on donne en Figure 3.7.8 les isovaleurs de la contrainte de Von Mises, ainsi que la
courbe de convergence de I'erreur pour cette contrainte pour des maillages de triangles raffinés
uniformément.

3.7.4 Cas E.1.6 : Déformation d’un triangle homogeéne

Les résultats d’estimations d’erreurs sont présentés dans le Tableau 3.7.7 pour les valeurs, et
dans la Figure 3.7.10 pour le tracé. On présente également les isovaleurs obtenues pour chacune
des composantes de la solution Diamant en Figure 3.7.9 . Nous utilisons une série de maillages
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FIGURE 3.7.4 — Cas E.1.4 : Champ de déplacement |u;| (gauche) et |us| (droite) pour le maillage
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FIGURE 3.7.5 — Cas E.1.4 : estimations d’erreurs L>°, L' et .” pour des maillages uniformément
raffinés (gauche) et successivement raffinés (droite).
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FIGURE 3.7.6 — Cas E.1.4 : Isovaleurs de la contrainte de Von Mises (gauche) et estimations
d’erreurs L' et 17 pour des maillages uniformément raffinés

‘ Volumes ‘ h H ”uDiamant — Ug: ”oo ‘ ”uDiamant — Ugg ”1 ‘ ”uDiamant — Ugg ”2 ‘
204 1.51-107! 8.15-1074 3.16 - 1074 3.21-1074
816 7.57-1072 1.95-1074 7.93-107° 7.94.107°
3264 3.78 1072 4.97-107° 2.00-107° 1.98 -107°
13056 1.89-1072 1.36-107° 5.06 - 1076 4.98 -1076
52224 9.46 - 1073 3.75-1076 1.27-1076 1.24-1076

Tableau 3.7.5 — Cas E.1.5 : estimations d’erreurs L™, L! et L? pour une série de maillages de
triangles non structurés uniformément raffinés.

‘ Volumes ‘ h H ”uDiamant — Upy ”oo ‘ ”uDiamant — Upy ”1 ‘ ”uDiamant — Upy ”2 ‘
135 1.55-107! 1.20-1073 4.50-10~4 4.67-1074
540 7.79-1072 3.54-107* 1.10-1074 1.16 - 1074
2160 3.89-102 1.08-107% 2.72-107° 2.89-107°
8640 1.94-1073 3.40-107° 6.72 - 1076 7.15-1076
34560 9.74-1073 1.00-107° 1.66-1076 1.76 - 1076
138240 | 4.87-1073 2.78 1076 4.13-1077 4.38 107"

Tableau 3.7.6 — Cas E.1.5 : estimations d’erreurs L™, L' et L? pour une série de maillages de

quadrangles non structurés uniformément raffinés.

raffinés uniformément. Enfin, on donne en Figure 3.7.11 les isovaleurs de la contrainte de Von

Mises, ainsi que la courbe de convergence de l'erreur pour cette contrainte.

‘ Volumes ‘ h H ”uDiamant — Ugpy Hoo ‘ HuDiamant — Ugg Hl ‘ HuDiamant — Ugg HZ ‘
230 5.11-1071 2.07-1072 3.85-1072 1.28-1072
920 2.55-10"1 1.36 - 1072 1.22-1072 4.65-1073
3680 1.28 1071 7.14-1073 3.00-1073 1.18-1073
14720 6.38 - 1072 3.75-1073 7.26-1074 2.99 1074
58880 | 3.19-1072 1.92-1073 1.77-1074 7.62-107°

Tableau 3.7.7 — Cas E.1.6 : estimations d’erreurs L, L' et L?.
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FIGURE 3.7.7 — Cas E.1.5 : estimations d’erreurs L>°, L' et .” pour des maillages de triangles
(gauche) et de quadrangles (droite) uniformément raffinés.

3.7.5 Cas E.1.7 : Déformation d’un barreau homogene percé d’un trou

Dans les figures 3.7.12 et 3.7.13 sont affichées les configurations déformées obtenues avec la
méthode Diamant et avec la méthode éléments finis (EF) P1 conformes.

Les inconnues discretes de la méthode Diamant sont situées aux centres des triangles, alors
que le maillage est affiché sur MATLAB grace aux inconnues aux sommets, que 1’on obtient
par interpolation sur les centres des triangles. Les légers « décollages > sur les bords sont par
conséquent des artéfacts du tracé. A présent, nous allons présenter les résultats d’estimation
d’erreur. Etant donné que nous ne possédons pas de solution analytique pour ce test, les résultats
obtenus par la méthode Diamant sont comparés a ceux obtenus par éléments finis. La méthode
des éléments finis est convergente d’ordre 2. Les résultats d’estimations d’erreurs sont présentés
dans les Tableau 3.7.8 et Tableau 3.7.9 pour les valeurs, et dans la Figure 3.7.16 pour le tracé. On
présente également les isovaleurs obtenues pour chacune des composantes de la solution Diamant
en Figure 3.7.14 et Figure 3.7.15. Nous utilisons une série de maillages raffinés soit uniformément
soit successivement. Enfin, on donne en Figure 3.7.17 les isovaleurs de la contrainte de Von Mises,
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FIGURE 3.7.8 — Cas E.1.5 : Isovaleurs de la contrainte de Von Mises (gauche) et estimations
d’erreurs L' et L7 pour des maillages de triangles non structurés uniformément raffinés
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FIGURE 3.7.9 — Cas E.1.6 : Champ de déplacement |u;| pour le maillage le plus fin

ainsi que la courbe de convergence de l'erreur pour cette contrainte.

‘ Volumes ‘ h H ”uDiamant — Uupp ”oo ‘ ”uDiamant — Uupp ”1 ‘ ”uDiamant — Ugpr ”2 ‘
1106 1.47-1071 2.57-1072 9.87-1073 8.11-1073
4424 7.37-1072 7.57-1073 2.52-1073 2.10-1073
17696 3.68 - 1072 2.70 -1073 6.83-107% 5.43-10~*
70784 1.84-1072 1.39-1073 1.98-1074 1.42-107%

Tableau 3.7.8 — Cas E.1.7 : estimations d’erreurs L>®, L' et L? pour une série de maillages
uniformément raffinés.

3.7.6 Cas E.1.8 : Déformation d’un barreau non homogene percé d’un trou

Dans les Figures 3.7.18 et 3.7.19 sont comparés les résultats du déplacement obtenus avec la
méthode Diamant ainsi que ceux obtenus par éléments finis. La Figure 3.7.18 correspond a un
matériau composé d’aluminium & gauche (en clair) et d’acier a droite (en sombre). On remarque
que I’aluminium, possédant des coefficients de Lamé inférieurs a ceux de 'acier, et en particulier
un module d’Young plus petit, est donc moins rigide que l'acier : sa déformation élastique est
donc plus importante. Pour ce qui est de la Figure 3.7.19, les matériaux sont intervertis (acier
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FIGURE 3.7.10 — Cas E.1.6 : estimations d’erreurs L™, L et 1.”.s
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FIGURE 3.7.11 — Cas E.1.6 : Isovaleurs de la contrainte de Von Mises (gauche) et estimations
d’erreurs L' et 1.°.

a gauche, aluminium & droite). Le méme phénomene est observé.

Intéressons-nous a présent aux estimations d’erreur. Les résultats d’estimations d’erreurs
sont présentés dans les Tableau 3.7.20 et Tableau 3.7.21 pour les valeurs, et dans la Figure 3.7.26
pour le tracé. On présente également les isovaleurs obtenues pour chacune des composantes de
la solution Diamant en Figure 3.7.22 et Figure 3.7.23 . Nous utilisons une série de maillages

81
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0

FIGURE 3.7.13 — Cas E.1.7 : réponse du déplacement obtenu par éléments finis

‘ Volumes ‘ h H ”uDiamant — Uugpp ”oo ‘ ”uDiamant — Uugpp ”1 ‘ ”uDiamant — Ugp ”2 ‘
590 1.52-1071 1.30 - 1071 5.13-1072 6.11-102
966 1.20-1071 8.95 - 1072 3.38-1072 4.94.1072
2454 7.21-1072 6.67 - 1072 1.73-1072 2.24-1072
16238 2.85-1072 4.66-1073 2.16-1073 1.71-1073
28302 2.13-1072 3.82-1073 9.75-107% 7.99-1073
65056 1.41-1072 1.41-1073 5.49 -1074 4.58 1074

Tableau 3.7.9 — Cas E.1.7 : estimations d’erreurs L>®, L' et L? pour une série de maillages
successivement raffinés.

1 T

0.8

0.6

0.2

2.5 3

0 Il
0 0.5

FIGURE 3.7.14 — Cas E.1.7 : champ de déplacement u; pour le maillage le plus fin.

raffinés soit uniformément soit successivement. Enfin, on donne en Figure 3.7.24 les isovaleurs
de la contrainte de Von Mises et en Figure 3.7.25 la courbe de convergence de 'erreur pour
cette contrainte.
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FI1GURE 3.7.15 — Cas E.1.7 : champ de déplacement us pour le maillage raffiné le plus fin
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FIGURE 3.7.16 — Cas E.1.7 : estimations d’erreurs L>°, L' et /.” pour des maillages uniformément
raffinés (gauche) et successivement raffinés (droite).
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40
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FIGURE 3.7.17 — Cas E.1.7 : Isovaleurs de la contrainte de Von Mises (haut) et estimations

d’erreurs L' et 17 pour des maillages uniformément raffinés

0.5

0 Il Il Il
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5

5

FIGURE 3.7.18 — Cas E.1.8 : réponse du déplacement aluminium (clair) / acier (sombre) par

Diamant (en haut) et par éléments finis (bas).

3.7.7 Quelques commentaires sur les cas tests numériques

On constate sur I’ensemble des exemples & 'exception du cas E.1.8 que 'erreur de conver-
gence pour le déplacement est d’ordre 2 pour les normes L' et L2, ce qui est bien meilleur
que les résultats escomptés théoriquement, mais ce comportement se retrouve pour le laplacien
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FIGURE 3.7.19 — Cas E.1.8 : réponse du déplacement acier (sombre) / aluminium (clair) par

Diamant (en haut) et par éléments finis (bas).

‘ Volumes ‘ h H ” UDiagmant — WEF ”oo ‘ ”uDiamant — Ugfr ”1 ‘ ”uDiamant — Ugfr ||2 ‘
1336 1.49-107! 2.61-1072 1.42 - 1072 9.48 -1073
5344 7.49-1072 6.86 - 1073 4.74 1073 2.90-1073
21376 3.75-1072 2.96-1073 1.76 - 1073 9.62-10~*
85504 1.87-1072 1.82-1073 7.15-107% 3.72-1073
342016 | 9.49-1073 1.12-1073 3.09-1074 1.63-1074

FIGURE 3.7.20 — Cas E.1.8 : estimations d’erreurs L>°, L'
uniformément raffinés.

et L? pour une série de maillages

‘ Volumes ‘ h H HuDiamant — Ugp ”oo ‘ ”uDiamant — Ugp ”1 ‘ ”uDiamant — Ugp HQ ‘
1326 1.19- 107! 1.01-1071 4.28 -1072 3.47-1072
3388 7.31-1072 6.04 - 1072 3.99 1072 2.33.1072
21834 | 2.85-1072 5.05- 1073 3.05-1073 2.10-1073
38318 2.12-1072 5.87-1073 1.80-1073 1.13-1073
88256 1.41-1072 1.66 - 1072 9.76 - 10~* 5.64 - 10~*

FIGURE 3.7.21 — Cas E.1.8 : Estimations d’erreur L>°, L!
successivement raffinés

et L? pour une série de maillages
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FIGURE 3.7.22 — Cas E.1.8 : champ de déplacement u; pour le maillage le plus fin.
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FIGURE 3.7.23 — Cas E.1.8 : champ de déplacement us pour le maillage le plus fin.
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FIGURE 3.7.24 — Cas E.1.8 : Isovaleurs de la contrainte de Von Mises pour le maillage le plus
fin
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FIGURE 3.7.25 — Cas E.1.8 : Estimations d’erreurs L' et .° pour des maillages uniformément
raffinés

dans la littérature. On ne note pas de différences majeure entre les raffinements uniformes et
successifs, ainsi qu’entre les problemes de Dirichlet pur et les problemes aux conditions de bord
mixtes.

Pour la norme infinie, on observe un ordre proche de 2 pour le probléeme de Dirichlet pur,
et un comportement d’ordre 1 pour tous les autres exemples, ce qui peut s’expliquer par le
traitement des conditions de Neumann pour les arétes internes ayant un sommet sur le bord de
Neumann. La variante proposée par Bertolazzi et Manzini [16] pourrait améliorer ce comporte-
ment.

En ce qui concerne la contrainte équivalente de Von Mises, 'ordre de convergence est
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FIGURE 3.7.26 — Cas E.1.8 : estimations d’erreurs L>°, L' et /.” pour des maillages uniformément
raffinés (gauche) et successivement raffinés (droite).

supérieur a 1.5 pour le probleme de Dirichlet pur. En ce qui concerne les autres problemes,
il est d’ordre 1 pour la norme L' et d’ordre 0.5 pour la norme L?. Ceci est probablement dii
a la facon de reconstruire a posteriori le gradient sur les volumes diamants internes dont un
sommet est sur le bord de Neumann. On peut tout de méme constater que lorsque la condition
de Neumann est homogene, ’ordre de convergence augmente.

Enfin, dans le cas test du barreau non homogene E.1.8, les estimations numériques de 'erreur
pour des raffinements uniformes sont nettement mois bonnes. Nous avons repris le calcul avec
un maillage grossier composé de triangles approximativement de méme taille.

3.8 Conclusion

On a étendu une méthode de volumes finis diamants a I’équation de I’élasticité linéaire non
homogene. La méthode est basée sur une écriture conservative de 1’équation et approche la
moyenne par cellule primale de la solution analytique pour des maillages non structurés en di-
mension 2. Nous avons introduit deux jeux d’inconnues supplémentaires. Le premier, approchant
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FIGURE 3.7.27 — Cas E.1.8 : Maillage initial grossier composé de triangles de méme taille pour
de 'aluminium (clair, a gauche) et de 'acier (sombre, a droite).
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FIGURE 3.7.28 — Cas E.1.8 : estimations d’erreurs L>°, L' et L” pour un maillage grossier
composé de triangles de méme taille.

la valeur de la solution en chaque face, est éliminée soit en utilisant le caractere conservatif du
schéma aux arétes internes, soit en faisant intervenir les conditions de bord. En ce qui concerne
le jeu d’inconnues aux sommets du maillage, elles sont ensuite interpolées sur les inconnues prin-
cipales approchant la valeur de la solution sur les volumes primaux. Les poids d’interpolation
ak(xs) sont calculés par une méthode de moindres carrés pondérés sur les volumes primaux
partageant le sommet x4. Cette interpolation rend tres difficile la preuve de la coercivité, et fait
perdre la symétrie au schéma dans le cas de maillages généraux. Cependant, la consistance au
sens des volumes finis est prouvée en admettant une hypothese sur la géométrie du maillage qui
permet de traiter Neumann et sur les poids d’interpolation. Enfin, on montre pour le probleme
de Dirichlet pur que le schéma diamant est convergent, avec un ordre size(7) en norme L? sous
réserve qu’une condition de coercivité portant sur 'opérateur discret soit vérifiée. Les résultats
numeériques montrent qu’on obtient en général mieux que de 'ordre 1.
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Chapitre 4

Schéma 3D Diamant
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4.1 Introduction

La méthode VF diamant en 3d est tres largement inspirée de sa version 2d. Cependant,
la définition des opérateurs discrets étant sensiblement différente, les preuves de consistance,
coercivité puis de convergence en sont altérées. C’est pourquoi il est nécessaire ici de présenter
la version 3d comme un chapitre & part entiere. Les volumes finis diamant en dimension 3 ont
été étudiés pour le probleme de convection diffusion par Coudiere et al. [26] et par Bertolazzi

et Manzini [15].

L’équation de élasticité (1) est intégrée sur chaque volume de controéle, puis transformée en
un bilan de flux sur chaque face. Les opérateurs discrets en chaque face sont construits de fagon
a conserver le flux normal du tenseur des contraintes o a travers les faces internes du maillage.
Les inconnues principales approchent la valeur moyenne du déplacement sur chaque volume
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primal, tandis que des inconnues secondaires interpolent le déplacement en chaque sommet
du maillage et des inconnues auxiliaires permettent d’imposer la condition de conservation
du flux en particulier dans le cas des matériaux non homogenes. Dans [14, 15], Bertolazzi et
Manzini définissent I'opérateur gradient par face comme étant une interpolation du gradient
en chaque volume primal partageant la face. Dans notre cas, 'opérateur gradient en chaque
face differe selon que I'on se place d'un coté ou de l'autre de la face, et la continuité de la
composante normale du tenseur des contraintes discret nous permet d’éliminer le jeu d’inconnues
auxiliaires. Les inconnues secondaires sont, comme en dimension 2, interpolées sur les inconnues
principales. La consistance du schéma est prouvée, et la stabilité/coercivité est atteinte sous
réserve d’'une condition sur I’aspect du maillage, ainsi qu'une hypothese importante sur les poids
d’interpolation des inconnues secondaires.

La construction de ce chapitre est la suivante : en section 2 sont présentés les maillages
primal et diamant. En section 3, on construit un opérateur gradient par face grace a la relation
de Green en chaque maille diamant. Cet opérateur nous permet de construire le flux du tenseur
des contraintes discret par face. Afin d’écrire le schéma numérique, on présente la méthode
d’interpolation aux sommets du maillage, ainsi que la condition de conservation qui permet
d’éliminer les inconnues intermédiaires aux centres des faces. En section 4, on présente un
résultat de consistance dite < faible > du schéma numérique, portant sur I’erreur commise entre
la projection L? sur le maillage du flux de la solution exacte et le flux numérique discret du
projeté sur le maillage de la solution exacte. En section 5, on prouve que le schéma numérique est
coercif en formulant une hypothese géométrique. En section 6, on montre que sous I’hypothese de
coercivité, le schéma VF diamant est convergent d’ordre 1. Enfin, des résultats numériques sont
proposés en section 7. Dans le premier cas, la solution VF diamant est comparée a une solution
analytique. Les droites d’estimation d’erreur montrent un ordre de convergence légerement
supérieur a 1 pour les déplacements en norme L' et L?. On termine en comparant la réponse
VF diamant & une solution éléments finis P1 sur deux cas tests qui sont des extensions du 2d.

4.2 Maillages et notations

4.2.1 Description du maillage primal

On considére dans cette étude une triangulation 91 de 2 composée uniquement de tétraedres

K tels que
=0
Kem

On associe & K son centre de gravité xx € R3 et on note #M le cardinal de M. On note
E =&MU EL 'ensemble des faces du maillage. Une face s € £ est interne si et seulement s’il
existe deux tétracdres K et L tels que s = KN L. Une face s € £ est une face sur le bord soit
de Dirichlet (s € £°P) soit de Neumann (s € £°V). La notation des faces d’un volume K est
identique au 2d. Chaque face s € JK définit trois sommets, notés (x?s )i={1,2,3}, comme illustré
en Figure 4.2.1, et qui satisfont les conventions suivantes.

Convention 4.2.1 (Numérotation locale des sommets du maillage)

Soit s = KN L une face interne. On note (x?s)i:{m,?,} et (X%S)i:{m,?,} les numérotations
locales associées aux volumes K et L.

1. Les indices locaux sont dits tournants, c’est-a~dire que pour tout i = {1,2,3}, on a

xio = X1 (4.1)
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FIGURE 4.2.1 — Maillage primal et notations

2. La numérotation locale des sommets respecte la condition

K Ks K K K
det(x;%) — x5, %% —x° xk — %) >0 (4.2)
3. Si j; est le numéro local du sommet x%° vu du coté L (i.e. x5 = xb), alors
J 7 1 Ji /7
Ks Ks _ _Ls Ls
X1 — X = X5 — X (4.3)
Enfin, on note
N =N YN

I’ensemble des sommets du maillage 9, ot N? représente 'ensemble des sommets sur le bord
I, et N ensemble des sommets & I'intérieur du domaine Q. De méme qu’en 2d,

Nb = NPD U NN,
Pour tout volume primal K,

e |K]| représente la mesure de K,

e nyi, représente la normale unitaire sortante de K a la face s,

e Nk, = |s|nks représente la normale sortante de K a la face s, de module 'aire |s| de la
face s et parce que x5 est le centre de gravité de la face s,

Nics = 20 —x0) A (% — ), (4.4)
e diam(K) représente le diametre de K,
o ux = pu(xk) et Ak = A(xk) représentent les valeurs des coefficients de Lamé constants
par volumes primaux.
Pour x¥ un sommet, V(x") représente ’ensemble non nécessairement convexe des volumes dont
xV est un sommet et #V(x") représente le cardinal de V(x").
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4.2.2 Description du maillage diamant

A chaque aréte s € 0K d’un volume primal K est associé un volume diamant Dk, Comme
indiqué en Figure 4.2.2, il s’agit d'un tétraedre, obtenu en joignant les sommets (x?s)i:{17g73}
de la face s au centre xi de K. De méme qu’en 2d, on définit I'ensemble ® des diamants qui se
décompose en

D =2yt ="y YD,

Les diamants sont 2 a 2 disjoints et couvrent entiérement le domaine €2, de sorte que

U D=0

DKSE©

On note diam(Dxks) le diametre de Dk, et on vérifie que |Dks|, volume de Dk, satisfait

FIGURE 4.2.2 — Cellule diamant associée au volume primal K et a la face s

(1=1{1,2,3})

|Dks| = édet(xﬁfl — i s xS e — xK). (4.5)
On note, comme le montre la Figure 4.2.3, pour tout ¢ = {1, 2, 3}
e s’ lailette associée au sommet x5, C’est le triangle, de sommets (xX¢, x, xk),
e |s!| la mesure de lailette s,
° n?s la normale unitaire sortante a l'ailette s} associée au sommet XZKS telle que Nfs =
|s¥|nks vérifie

1
NKs — §(XK — %) A (XK —x,). (4.6)

Enfin, on note 7 = 9M U N U € la réunion de I'ensemble des volumes primaux, des sommets et
des faces du maillage.
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FIGURE 4.2.3 — Notations du volume diamant

4.2.3 Régularité du maillage

On pose size(T) = maxg diam(K). Par définition, il existe une constante C' > 0 telle que

s| < size(T)?, Vse€€&;
Dks| < Csize(T)3, VDgks € D; (4.7)
K| < Csize(T)3?, VK eM.
On suppose que la famille des maillages primaux satisfait des hypotheses de régularité et de
quasi-uniformité et qu’il existe a ce titre des constantes «, 3,7, > 0 telles que

VK € I, asize(T)? < |K|; Vx¥ e N, #V(xY)
2

N ) , T (4.8)
VDks €D, Bsize(T)? < |Dksl; Vse &, dsize(T)

|s]-

IN N

4.3 Opérateurs discrets

Comme pour la version 2d, on cherche a approcher le flux du tenseur des contraintes a
travers les faces s du maillage 7. L’intégrale sur K € 9t de I"équation (1) conduit a

1
g 2 PP () = fig (4.9)
se0K
1
ou fx = @ / f(x)dx est la moyenne par volume du forgage f sur la cellule K, soit calculée
K

explicitement, soit approchée par une méthode d’intégration numérique, et ou

PP%s (p(u)) = %/SU(U(X))HstX (4.10)

représente le flux du tenseur des contraintes a travers l'interface s. Le but du schéma diamant
est donc de construire une approximation ¢Pxs(u”) du flux PPxs (gb(u)) que 'on cherche sous
la forme
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gPs(ur) = / Dics (u” sl

= nKs

(4.11)

ol le tenseur oPXs(u7) est défini & partir des valeurs moyennes sur les volumes voisins de s et
est donné par la Définition 4.3.2.

4.3.1 Produits scalaires

Pour tout couple (u”,v7) € (R*)#™ x (R3)#M on définit le produit scalaire et la norme
associée par

(W v = Y IKug vk et |ufim= > [Kluk - ux. (4.12)
Kem Kem

Pour tout couple (qﬁb, 1/15:)) dans (./\/lg(R))#@, on définit le produit scalaire

@) g = Y IDrsl(¢P% :9P) et [ADE = S Di| (AP APR), (4.13)
DKseé DKseé

ol (¢DKS . wDKs) — tr((ngKs)TQ){)DKs).

Pour tout couple de vecteurs (a®, b®) dans (R‘?‘)#@, on définit le produit scalaire

(@%,b%) 5 = > [Dgsfa”< - bPxe et a3 = Y [DiilaPxe - aPxe, (4.14)
DKseé DKseé

4.3.2 Opérateurs discrets

Comme pour le schéma 2d, nous allons construire 3 familles d’inconnues, a savoir les incon-
nues principales (ug)geon, les inconnues secondaires (11?8)2‘:{17273}7865 associées aux sommets
du maillage, ainsi que les inconnues auxiliaires (ug)scg associées aux faces.

Définition 4.3.1 (Définition du gradient)

On considére un volume diamant Dy, € D. Le gradient constant sur Dy, noté VPKsu” €
Mg(R)#Q, s’écrit sous la forme

3
1
VDK = D] ((us —ug) ® Nige + > ul® © (NKs) Nm)) (4.15)
s i=1

L’obtention de cette formule est détaillée dans [29].

Remarque 4.3.1

Pour tout K € M, pour tout i = {1,2,3}, on a la relation suivante

3

3
Douwt @ (N - NIy = ) (ufff) — u®)) @ Ni°. (4.16)
i=1 i=1

Ceci implique que 'on peut également écrire le tenseur gradient discret (4.15) de la fagon
suivante
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VPkey = <( ) ® Ngs + Z uks —ufs) @ NKS) (4.17)

3|Dks|

Comme pp,, = pK et Apy, = Ak, on peut maintenant définir le tenseur des contraintes discret

via la loi de comportement (2) de Hooke pour tout volume diamant.
Définition 4.3.2

Pour tout u” € (R*)#™M le tenseur des contraintes est défini par diamant Ué(uT)
(UDKS(uT))DK cp et vérifie pour tout Dk, € D

_Vv Ksu"'—l—(VDKsu")

ot 'opérateur DPKsu™

trace du gradient discret.

oPxs(uT) = 2ugDPxsu” + AgDivPKsu” (4.18)

représente la partie symétrique du gradient des
déplacements discrets u”, et ]D1VDK9u = divP®uTld = tr(VPxsuT)Id représente la matrice

En utilisant la forme discrete du tenseur des contraintes (4.18), on est en mesure de donner

Pexpression de son flux a travers les interfaces du maillage primal.

FIGURE 4.3.1 — Notations du diamant dans le cas ou un sommet est sur Neumann, vue de coté

(gauche) et vue de face (droite).

Proposition 4.3.1

dont la définition est donnée par (4.11), s’écrit

1. Pour tout volume diamant sur le bord de Neumann Dy, € DO

PP ( 3‘/ x)dx = PPxs (¢( )) (4.19)

c’est-a-dire on impose directement la condition de bord.

2. Pour tout volume diamant Dy, € D™ UD"P dont aucun des sommets (xK9); —{1,2,3}
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n’est sur le bord de Neumann

¢PRe (u7) = 0P () nks = B (us — ux) + ZﬁKS () —u*y) (4.20)
i=1
ot les matrices 3% et BKS sont définies en (C.2) et (C.5).

3. Pour tout volume diamant Dk, € ©™ dont un des sommets (xfs)i:{m,g,} est sur le
bord de Neumann, i.e. il existe i = {1,2,3} tel que xX* € N*N

(O-DKs,i—l (uT) + O-DKSJ(uT))nI.jN = h(xZKS). (4.21)

7

Ceci conduit a I’expression suivante

¢DK5(uT) — (5}5( _2( iK_s1 _ 1+1) (ﬂKS _5Ks 1“N)flﬁs FN>(U-5 —uK)

i— ln i—l—l,ni K,ni
(3 = B (B w1 rw) ™ GES) = Bl (e = uify)]

3
D (85 e =B ) (0 —uy),
1

j—1 n J+1,n,

J_

J#i

(4.22)

ot les matrices ﬁ; ry €t ﬂKS ry Sont explicitées en (C.9) et (C.10). Remarquons que

7' 71

si le volume diamant Dk posséde une aréte sur le bord de Neumann, on applique la
relation (4.21) a chacun des deux sommets de 'aréte.

Démonstration: 1. Soit Dk, € @™ U®D’> dont aucun des sommets (X?S)i:{lzﬂg} n’est sur
le bord de Neumann. L’expression du gradient discret est donnée par (4.17). Le flux du
tenseur des contraintes discret vérifie

Pe) = oD
= (pk(VPxu™ 4 (VPxeum)T) + )\Ktr(VDKSuT)Id)nKS
MK
i (om0 N Yl o NE o,
+3|DK5|(NK‘S® ° ZNK& u) uKl))nKs
)\K Ks
0 N )

Grace a la relation (A.la), on obtient le résultat voulu.

1
pPx:(u™) = m (MKNKS -nks Id + px (Nks ® nis) + Ak (ngs ® NKS)) (us — ux)

3
1
— § NE g Id NKs s
+ 3|DK5| i—1 (’LLK v nK +ﬂK( v ®nK )

A (nics © NE9) ) (ule) — ks,

2. Soit Dk, € D dont un des sommets est sur le bord de Neumann : fixons i € {1,2,3}
tel que xX* € N*¥. On note Dks,i—1 le tétracdre (x1%, xK¢ xk, x;), comme indiqué en
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Figure 4.3.1. Sachant que x4 est situé au centre de gravité de la face s, on a la propriété

|Dks.i| = §|DK5|. De fait, on obtient que

P (U )ng, = < (P (u7) 4 oPXe2 (uT) + 0P (7)) nk (4.23)

Wl =

avec, pour tout j = {1,2,3}
o0 (a7 = B (s — uk) + 3(F (W) — wa) = BT (u —uy)) (4.24)

ce qui implique que

(P ) P e = 28— w) +3((6% — A )
+B{5 (u u — ug(sl))
Pour éliminer uKS on impose sur le volume Dk, ;—1 U Dk, la condition
(oPrei=1 (uT) + 0P (uT)) i ¥ = h(x[)
que l'on réécrit a aide des matrices discretes (C.9) et (C.10) de la fagon suivante
207w (s (5 ry =0 o ) () 8RS (0 —uk) = h(xE?). (4.26)
Remarquons que d’apres 'Hypothese C.2.1, la matrice discrete ﬂKS ﬁlisl est
inversible. Ceci va nous permettre d’isoler I'expression de u* dans I equatlon precedente
S S -1 S S S S S
u' = u, + (51K 10" 5i1 nl n) [h(XzK ) — 25K7n.rN (us —uk) — 5;;51 (uf — U—F—ﬂ}-
(4.27)
En injectant Pexpression (4.27) dans (4.25), on obtient que
(O-DKs,ifl (uT) + o PKs,i (U. ))nKs
= 2% (us — uk) + 3(5 i1~ ﬁsﬂ(uKs —ug) + 35KS( z+S1 —u)
= 2Pk (u, — U-K) + 35KS( z+51 —u) ) (4.28)
+3(6:5 - B5) (B r ﬂffl )
[h( X ) 25; n.rN( ) BKS ( ZJrl - uﬁsl)}
On regroupe ensemble les termes relatifs & us — uk. De fait, 'équation (4.28) s’écrit
(O—DKs,i—l (uT) 4 oPKs,i (uT))nKS
1
= (20% — 68 — B3 (B v = A% e) B e ) (8 — )
21
+3( i— 1 1+1)(ﬁlel n - ﬁllisl n ) [ ( ) BKS ( z+1 - uiisl)]
+36Ks( z+51 — ).
(4.29)

On complete en renseignant le flux du tenseur des contraintes discret associé au volume
Dxs,i+1 non concerné par la condition de Neumann. L’équation (4.24) donne

gPreit (0l g, = B (us — uk) + 3( 1+1( u - uy) - 55—51(111}'3-51 —uy)). (4.30)
Ainsi, I’équation (4.23) s’écrit grace aux termes (4.29) et (4.30) de la fagon suivante
oPKs (U )nks
= (B — 2085 — A (B rw — B o) e ) (00— 1)
B — B (B, o — % ) [0OS) = B (uly — uk)]
+BE (ulSs, — ults)) +( o (™ ) B k)
(4.31)
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4.3.3
1.

2.

3
Enfin, étant donnée I'expression des matrices discretes BiKS, et du fait que Z NZKS =0, on

i=1
3
en déduit que g ( Ks ilisl)us = 0, et on a donc la relation suivante
i=1
3
Ks Ks _ Ks Ks
( i-1 i+1)“s == E :( i1 — B us
=1
J#i
Ceci conduit a l'expression (4.22) et acheve la démonstration. |

Interpolant aux sommets : élimination des inconnues secondaires

Pour x¥ € N2 sommet sur le bord de Dirichlet, la condition de Dirichlet impose
u’ = g(x"). (4.32)

Pour les sommets internes, les valeurs du déplacement sont interpolées au sens des moin-
dres carrés par les valeurs des volumes partageant le sommet. Ainsi pour xV € N
sommet interne du maillage, on a

W= > ax(x)ux (4.33)

Kev(xV)

ou les ak(xV) représentent les poids d’interpolation. Pour 1’étude de la convergence, une
condition suffisante est que la fonction d’interpolation soit exacte pour les polynomes de
degré 1. On impose donc aux poids d’interpolation ak(x") les hypotheses

Hypothéses 4.3.1

> okx) =1 (4.34)
Kev(xY)
Z ag(xV)zx = ¥ (4.35)
Kev(xV)
Z ak(xVyxk = y¥ (4.36)
Kev(xY)
Z ag(xV)zxk = 2V. (4.37)
KeV(xY)

On obtient des poids satisfaisant ces hypotheses en déterminant l'application affine et
donc les coefficients a1, as, ag, ay tels que

ar(zx —2V) +az(yk — y¥) + as(zx — 2V) + a4 = uk, VK € V(xY),

le traitement des composantes vk et wkg du déplacement étant identiques. Ce probleme
surdéterminé est résolu par la méthode des moindres carrés pondérés; les coefficients
ai,as,as, aq sont choisis de telle sorte qu’ils minimisent

Z YK (uK —ay(rx —2¥) —az(ygk —y') —as(zx — 2¥) — a4)2 (4.38)
Kev(xY)
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ol les éléments de pondération vk dépendent de l'inverse de la distance entre le sommet
x" et le centre du volume K. Si on note [; (respectivement lo, I3 et l4) le vecteur colonne

a coefficients /v (xx — zV) (respectivement /k(yk — v¥"), /K (2x — 2V) et \/JK), et si
on note d le vecteur colonne a coefficients /yKugk, alors ay, as, ag, as sont solution de

lir li2 iz lig ay ly-d
lig oo o3 log azg | | l2-d
lig oz 33 34 ag | | ls-d
lig o l34 lyg aq ly-d

avec

lh = h-li = Z’YK(HUK —zV)
ey = bL-la = iVK(CUK —2")(yx —y")
lis = Il = ZK:"}/K(m'K —z¥)(zx — 2Y)
log = la-lp = i’YK(yK —y")’
log = lp-l3 = Z’YK (yk —y")(zx — 2")
g3 = l3-l3 = Z’VK K —2Y)?
liy = li-ly = ZK:VK(:UK —av)
loa = la-ly = i’YK(yK -y")
lsaa = l3-ls = ZK:VK(ZK —z")
lag = ly-ly = Z'YK-
K

On en déduit

Ly(ovx — V) Ly(yK —y") L.(2x —2Y)
o — YK — VK D + 7K D —IK D +
yY L,(zxk —2Y)"
Z'YK—Z’YK +Z )—Z'YK¥
K
avec

lig lao o3 lir lie his li1 li2 his i1 i his
Ly=|1li3 log lI33 | Ly=1|1liz loz 33 | Ly = lia loo log | D= l12 lo2 lo3
lig log l3a lig log l3a lig log l3a liz oz 33

Le déterminant D est non nul des lors que les points xx ne sont pas tous alignés, ce qui est
le cas lorsque xV est un sommet interne du maillage. La propriété (4.34) est trivialement
respectée; (4.35), (4.36) et (4.37) sont la conséquence du fait que (4.38) est nul lorsque u
est une fonction affine.

4.3.4 Continuité des flux : élimination des inconnues auxiliaires

Les inconnues auxiliaires internes (xs),cgine sont éliminées en utilisant soit la relation suiv-
ante.
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Définition 4.3.3 (Condition de conservation)

Soit s = KNL € &™ une face interne. Soient (\k,ux) € R? et (Ap,ur) € R? les
coefficients de Lamé constants par volume primal. La condition de conservation s’écrit

oPks (T )ng, = 0Pt (U )ngs,. (4.39)

Nous développons la relation (4.39) pour obtenir, grace aux matrices discretes (C.1)-(C.6),
I’'expression des inconnues auxiliaires ug suivante.

Théoréme 4.3.1 (Expression des inconnues aux faces)

1. Pour toute face interne s = KNL € £, il existe un unique ug, dépendant uniquement
des inconnues principales u”, des coeflicients de Lamé constants par volume primal
et du maillage, qui satisfait I’équation (4.39). Son expression est

3
u, = Bkr, ! (515}1L + Pruk — Z 5iKL(u§LS1 - UF—SQ)- (4.40)
i=1

2. Pour toute face de bord s € E°P pour laquelle est imposée une condition de
déplacement, I'inconnue auxiliaire ug est éliminée via la condition de bord de Dirich-
let. Son expression est

us = g(xs). (4.41)

Démonstration: Soit s = KNL € £ une face interne. On développe la condition de continuité &
travers la face s de la composante normale du tenseur des contraintes discret exprimée en (4.39)

1
3|Dks|

3
s~ ) N+ 3l — ) @ N
=1

3
+uxNks ® (us — uk) + Z p NI @ (0 — uit))
i=1

+AK ((us —ug) - NKS)Id + i Ak ((uﬁi"l —uks)) Nfs)ld} ni,
i=1

3

1 . ) )

N [NL(us —ur) ® N + Y pn(ufy, —u®) @ (-Nj?)
s i=1

3
+p Ny ® (uy —up) + ) pn(-NE) @ (uff —uf))
i=1

3
+)\L((Us —ug,) - NLs)Id + Z )\L((uﬁfl —ufs)). (—N?f))ld] ngs.
i=1

Comme Ngs = —IN1,,, on peut isoler les termes en ug pour obtenir I’expression
b
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1
3Dcs| [HKus(NKS ‘nKs) + uxNks(us - ngs) + Ak (us - NKs)nKS]

+—— |:ML115 (NKS : nKs) + MLNKS (us : nKs) + )\L (us : NKs)nKsi|
3|DLS|

1
= 3Drs| {,UKUK(NKS ‘nks) + pxNgs(uk - ngs) + Ak (uk - NKS)HKS}
1 S

—

3|DL | prur,(Ngs - nks) + pNks(urn - nks) + A (ur, - NKS)nK5:|

_ NL@ s NL& Ks Ks y | s
23|DLS|[ML< £~ ) (NG mic) N (i — i) )

+)‘L(( u ug(—sl) : Nis)nKs}

1
- 3Dry| [MK( W — W) (NS k) + NG (0 — uf)) - n,)
(ks —ul) - NKS)nKs}

L’expression des matrices discrétes (C.1)-(C.6) conduit &

(Bk + BL)us = fiuL + Bruk — ZﬂKL - u),

=1

L’existence et I'unicité de l'expression de ug vient du fait que la matrice Sy, = B + Bf est
inversible d’apres la Proposition C.1.1. |

4.3.5 Schéma numérique

En résumé, le schéma numérique volumes finis diamant consiste a déterminer u” satisfaisant

Z |s|pPs(u7) = fx VK € M. (4.42)
sE@K

1
Le second membre est donné par fx = @ / f(x)dx, et le flux numérique ¢P%s(u”) est défini

selon la Proposition 4.3.1 par

1. Pour tout volume diamant sur le bord de Neumann Dy, € Do

¢ xs (u ol / (4.43)

2. Pour tout volume diamant Dy € Dt | D0 dont aucun des sommets n’est sur le bord
de Neumann

PP (u7) = oV (W )ny, = B (us — uk) + ZﬁKS u — ) (4.44)

ol les matrices 8% et GBS sont définies en (C.2) et (C.5).

3. Pour tout volume diamant Dk, € D dont un des sommets X?S e NN est sur le bord
de Neumann
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o) = (B~ 2000 — AR O e — % e) 7B e ) (s - k)

i+1, n
~1
(55 = A5) (B e — ﬁinLn.rN) [(h(xi®) = 8% () — wity)]
3
K K K
Zl (5_] Sl n - ﬁj—l—SLnirN)(uj - 113)
]:
J#
(4.45)
ou les matrices ﬁ;n}“N et ﬁf}N sont explicitées en (C.9)-(C.10).
Les inconnues secondaires s’expriment selon (4.32) et (4.33) sous la forme
= Z ak (x¥)uk vxV € Nt
KeV(x) (4.46)
uw = gx") vx¥ € NP,
et les inconnues auxiliaires s’expriment selon le Théoreme 4.3.1 sous la forme
_ KL Ks int
u; = ﬂKL (ﬂLuL + /BKuK - Zﬂ z+1 - uz 1)) VS S 5 ) (447)
i=1
u; = g(xs) Vs € £p.

Remarque 4.3.2

1l s’agit d’un systéme linéaire non symétrique, du fait de I'interpolation des valeurs aux
somimets.

4.4 Consistance du schéma

Définition 4.4.1

Le tenseur des contraintes de la solution continue a coefficients de Lamé constants par
volume est défini par : pour tout Digs € ©

oPxs(u) = px (Vu + (Vu)T> + Ak tr(Vu)ld, (4.48)

et on pose

PDKs((bDKs |/ DKs nstX- (4.49)

Définition 4.4.2 (Consistance faible et ordre de consistance)

On appelle erreur de consistance au sens faible, et on note Qb(u), la quantité constante
par volume diamant.
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1. Pour tout volume diamant Dk, € D™ U D2, on note
QPxs(u) = RPKs(u)+ SPKs(u)
= <¢DKS (]pTu) — PDPks (¢st(u))> 4 <PDKS (¢st(u)) _ PDPxks (¢(u))>

(4.50)

otl I’expression

— du projeté du flux de la solution continue PPxs (gb(u)) sur le maillage est donnée en
(4.10),

— du projeté du flux de la solution continue sur le maillage mais avec coefficients de
Lamé constants par volume PPks(¢Pks(u)) est donnée en (4.49),

— du projeté de u sur le maillage, notée PTu, est donnée par (4.54),

— du flux discret du projeté de u sur le maillage, notée ¢DKS(]P’Tu), est donnée en
remplacant dans (4.11) le vecteur u™ par P7u.

2. Pour tout volume diamant Dk € @bl\’, on a
QPxs(u) = 0. (4.51)
Le schéma numérique discret est dit faiblement consistant si on a

D
= — 0.
” Q (U) ”9 size(T)—0

Pour étudier la consistance faible du schéma numérique, on va étudier la consistance de chacun
des opérateurs R®(u) et S®(u) & travers les Théoréme 4.4.1 et Théoreme 4.4.2.

Théoréme 4.4.1

1l existe une constante C' > 0 dépendant de p > 3, de la régularité du maillage et des
coefﬁcients de Lamé, telle que pour tout u € W2P(Q) et pour tout volume diamant Dy

de ® associé a un volume K € 9 et a une face s de 0K

_3
[P ()] < Csize(T) ™7 [ulw2(ng.)- (4.52)

La preuve est identique a sa version 2d.

Théoreme 4.4.2

I existe une constante C' > 0 dépendant uniquement de p, de la régularité du maillage
et des coefficients de Lamé, telle que pour tout volume diamant Dk, de ®© associé a un
volume K € 9 et a une face s de 0K

D - 1-32
”R K (U) ” < CSZZG(T) p”u”WQ,p (V(X¥S)UV(X§S)UV(X3KS)) (453)
On s’attache ci-dessous a la preuve du Théoreme 4.4.2. On note pour tout K de 91
T 1
(W =P'ulx = —= | u(x)dx (4.54)
K[ Jx
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les valeurs moyennes de u sur les volumes primaux. On définit avec ces moyennes et comme
dans le cas discret les valeurs interpolées aux sommets qui ne sont pas sur I'y

' = > axx)(u)k vx¥ € Nt
KeV(xY) (4.55)
(" = gx") vx¥ e NP,

et les valeurs aux centres des interfaces de €™ U EPP qui assurent la continuité du flux normal

Afin de pouvoir

3

Bra ™ (B + B = ATl — () e
g(x) Vs e Ep.,

donner une expression de I'erreur de consistance sur les flux RP%s(u), on va

au préalable énoncer une propriété utile sur la composante normale du tenseur o ks (u(x)) des
contraintes de la solution continue a travers les interfaces du maillage, mais avec coefficients de

Lamé constants par volumes.

Proposition 4.4.1

La composante normale du tenseur des contraintes pour la solution continue mais avec
coefficients de Lamé constants par volumes s’exprime a 'aide des matrices discrétes B et
BKs données en (C.2) et (C.5). Soit s € EMUELP et soit K € M tel que s € OK. Pour tout
x € Dk

oD (u(x) ) nks = B [Vu(x)(xs — xk)] + Z AR [Va(x) (x5 — xB9)]. (4.57)

=

Démonstration: On considére un volume diamant Dk, € ©. La relation (4.5) nous donne une

expression du volume |Dk;l, qui peut-étre reformulée de la fagon suivante
13
|Dks| = G Z det(xﬁsl — X4, XK — Xg, XZKS — Xg), (4.58)
i=1
et qui implique que pour tout x € Dk

6|Dks|V (u(x))nks = V(u Zdet XES = Xy XK — Xo, X0 — X)),

Ensuite, on utilise la propriété suivante : pour toute famille de vecteurs (a, b, c) € (R?’)S et pour
toute matrice A € M3(R)
Adet(a,b,c) = (Aa)® (bAc) — (Ab) ® (aAc)+ (Ac) ® (aA D)
ce qui conduit a
3
6Dis|V(u(x)) = > [( (= x0)) @ (G = x,) A (K = x,))
i=1
- (Vu(xxxK ) @ (65— x) A (I ) (4:50)
+(Vul (e - xq) ) @ (S —x) A (i — xs))] .
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Par ailleurs, d’apres les relations (4.4) et (4.6), on a pour tout ¢ = {1,2,3}

Ks

(%11 — Xs) A (X — %) _ lNK&
2 3
Ks (XK*XS)/\(X?S*Xk‘J) Ks ( ZK-lfl _XS)/\(XK_XS)
N;>* = 5 et - N = 5 .
Enfin, le fait que Zle NKs = 0 implique
3Dk, V(u(x) = — (Vo —x,)) @ Nigy
3

+ Z {(Vu( 1+1) ® NI 4 (Vu(x)xfs) ® (Nﬁ"l)} ,

3 3
que la relation Z xi5 @ N — X[ @ NES)) = Z(xﬁfl — x1%) @ N¥* simplifie en
i=1 i=1

3
31Dk, [V (u(x) = (Vulx)(x, = xi)) @ Nics + 3 [(vu(xxxm X)) @ NKS] (4.60)
i=1
On reporte cette expression dans oPxs (u(x)) pour obtenir

3
3Dk.|oP (u(x)) = pxVu(x)(xs — xk) ® Nio + > px [Vu(x) (x5 — xE)] @ N

i=1

3
+uxNgs ® Vu(x)(xs — xx) + Z px N @ [Vu(x) (x5 — x5%)]

i=1

3
+AxVu(x)(xs — xk) - Ngs Id + Z Ak [Vu(x) (x5 — xi)] - N Id.

i=1

La relation (A.la) permet de conclure que

&mmwmm:@wwx—«K+Zﬁ“wlxﬁr«%ﬂ

1=1

ce qui achéve la démonstration. |

On en déduit I'expression de l'erreur de consistance sur les flux RP%s(u) selon la nature des

faces s € €.
Proposition 4.4.2 (Erreur de consistance par face)

1. Pour tout volume diamant Dy, € ™ UD'P dont aucun des sommets (X?S)Z’:{17273}
n’est sur le bord de Neumann

RO () = S| /ﬂK (Wi — Vu(x)(x, — xx))dx
(4.61)
|/5 () — ()Ks, — Tu(x) (s, — xK9))dx.

2. 1l existe une constante C' > 0, dépendant de p, de la régularité du maillage et des
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coefficients de Lamé, telle que pour tout volume diamant Dk, € D™ dont un des

sommets (x%%) est sur le bord de Neumann

1 _
o) = o | (A 20685 = 58 (9% e — 815, ) O )

[us — ug — Vu(x)(xs — xk)|dx

o S = AR = B )

11n 1+1n

[(uf$y —uf) — Vu() (el —xf)]dx

° 1 Ks Ks Ks Ks
+> g/ B; — 5 ) [uf = u, — Va(x) (x5 — x,)]dx

J].l’l J+1n

+A
(4.62)

_3
avec |A| < Csize(T)! P [ a2 Dy,

Remarquons ici que le cas ot le volume diamant Dk, est sur le bord de Neumann ©°V n’est

pas traité car on a directement I'estimation d’erreur QPxs(u) = 0.

Démonstration : 1. Soit Dk, € D U D’ un volume diamant dont aucun des sommets
(X?S)i:{lgyg} n’est sur le bord de Neumann. L’erreur de consistance par face RP%s(u) est
donnée par le premier terme du membre de droite de I'égalité (4.50). Ainsi, les termes en Vu
viennent de D'écriture du flux PPx: (¢Px=(u)) continu avec coefficients de Lamé constants
par volume. Grace a la Proposition 4.4.1, on peut écrire ce flux de la facon suivante

PR (g2 (w) = o [ [Brvutoe, - )+ AT (e — ) ax

i=1

Les termes restants viennent de 1’écriture du flux ¢Px:(P7u). Son expression est la méme
que celle du flux de la solution discréte (4.20), en remplagant les valeurs discrétes u” par
P7u.

2. Soit s € &M, Par hypotheses, il existe i = {1,2,3} tel que x** € N~ La procédure est la
méme que pour le flux du tenseur des contraintes discret, donnée en Proposition 4.3.1 (cas
3), en remplagant les déplacements discrets par leurs projetés sur le maillage. On obtient
que

O'DK5 (]P)T )1’le =

(5 —2(8% - 1+1)(5Ks - 5-Ks ,nirN)_lﬁfi,nirN)«u% — (w)x)

A5 - ‘“)(ﬂxK Ly T 5Kfl arw) " [BGES) = B ()18 — (])]
+Z — A5 (WK — (u),).
l;ﬁz
(4.63)

En ce qui concerne le flux du tenseur des contraintes continu, le méme raisonnement est
tenu : on coupe en deux le flux exprimé en (4.57) d’une part sur le volume Dk ;—1 UDks 4,
afin d’y imposer la condition de Neumann, et d’autre part sur le volume Dk, ;41 restant.

106



Pour tout x € Dkg

ol (u(x))ngs = Z(oPi 1 (u(x)) + o % (u(x)) ) nks + %JDK“’“ (u(x))nks

= ZARVux)(xs — xx) + (55 — B [Vu(x) (x* - x)]
Jrﬂ'Ks[vu( )(x 5151 — X 1)}
+ AR Vu(x)(xs — xx) + 455 Vux) (x5 —x0)
=B Vu(x) (x5 — ).
(4.64)
Le sommet xXs étant sur le bord de Neumann, on va ajouter puis retrancher le terme

Vu(x¥#) (x f‘s — Xs) & Pexpression précédente, afin de pouvoir utiliser la condition de Neu-
mann. L’égalité (4.64) s’écrit alors

7% (u() mics = = A V() (x — )
+(B5, = B2 Vu(x) (% — x,) + B Vu(x[*) (x5 — x1%)

+(BiE - A1) (Vu(x) = Vu(x©)) (x*° = x)
+6;%(Vu(x) — Vu(x®)) (x5 —xi®)

1 .
+§ﬁf<Vu(x)(xs —XK) + ﬁﬁiVu( (i) — Xs) — ﬁilislvu(x)(xﬁsl — Xs).
(4.65)
La condition de Neumann au sommet x° € N'*¥ g’écrit J(u(xﬁ“))n?’ = h(x}*), c’est-a-
dire
20 (X Du (x5 )N + A () Divu (x5 nl ™ = h(x).

Or, d’apres la Définition 4.4.1 du tenseur des contraintes de la solution continue avec des
coeflicients constants, on a

o Ps,iUDKs i1 (u(xz}.is))ngN = (QIuKID)u( xK9) + )\K]D)lvu( ))ngN
= B(xf®) 4 2(ux — (i °)) Du(xk)nt
+(Ak = AxF ))Dlvu( Ks)an,
Par un procédé identique a celui utilisé dans la Proposition 4.4.1, on exprime la composante

normale du tenseur des contraintes en x** & Paide des matrices discretes (C.9) et (C.10),
de la facon suivante

oPreiDre it ((xK5))nf vV = 2Bf{n [Vu(xE) (xs — xk)]
4 (ﬂKS ﬂKS )Vu( Ks)(xg(s o Xs)

i— 1n i+1,n

+ ﬁi T Vu( *)(x z}jlfl —X%).
Les deux relations précédentes conduisent &
oPxs (u(x))nks = B Vu(x)(x, — xk)

(B = B (A, e — 01 o)™ (BOE) - 2ﬂs K9) (s — xx)
*BKS (X °) ?4—51 - Xf<s1)
+(uK — p(xf)) Du(xf)n;

+(Ak — A(XE®)) Divu(x KS)n{N)

Vu(x
(x

Jrﬂilisvu(xfs)(xﬁl - XZKS1)

+(B1 — B (Vu(x) = Vu(x*)) (% — %)
+5iKS (Vu(x) - VU-( )) (Xﬁsl - Xﬁsl)

BE_SIVU( )(X£<f1 —Xg) — ﬂiK_Squ(x)(xﬁsl — Xg).
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Comme précédemment, on va ajouter puis retrancher le terme Vu(xX¢)(xX® — x;) afin
d’obtenir

oPxs (u(x))nKS = g Vu(x)(xs — XK) )
FB = B (B e~ A e) (RO 4 (i — a()) Du(anf
+(Ak — A(XE®)) Divu(x KS)an)}

(B BB e~ B r) T (265 e V00 (s )
+ﬁKSFN [Vu< )k — xKe,)] )
O = B (31 e = B o) (285 e [(V060) = V() (26— 306
+ﬁ“Nwwx (x69)) (el —x2))
I (V) (e, — %K) — AR (V) - (>wmfﬁm

(B - A% (Vu(x) — Vu(x(*)) (x** — x,)
+ﬁiKs (VU(X) - VU—( )) (X}isl - Xf(sl)

+6ﬁ51Vu(x)(x£<f1 —Xs) — 51 1Vu( )( Xt - Xs)-

(4.66)
3
Enfin, étant donnée I'expression des matrices discretes ﬂiKS, et du fait que Z NZKS =0, on
i=1
en déduit que Z ( Ks ilfifl)uS =0, et on a donc la relation suivante
i=1
3
( in1 - ﬁsl) == Z( ﬁsl 3K+51)
j=1
i
ce qui permet de réécrire I'équation (4.66) de la fagon suivante
oPxs (u(x))nks =
K K -1
(ﬁK 2(81% - B (61 LT TN T 61:1 ol <) ﬁ;n?N)Vu(x)(xs — XK)
K K K -1 K K K K
+(8i% - B5%) (ﬂl Sl . 5;1 ] N (h(x) - ﬂi;iFN [Vu(x) (x5 —x)])
3
K Ks
FD7(8 e = B, ) [VuGo G — x.)] + B
Jj=1
J#i
(4.67)

ou B a pour expression

Bo= (A% = B0 (55 e — O r) (207 e [(V00) = Tu(et)) (e = x1)]
JrﬂKSFN (Vu(x) Vu( ))(Xﬁsl - X£<51)
+(,uK — p(xks )ID)u( S)n Iy

) n;
+ (i = AGES) ) Divu(x*)nl™ )
=B (Vu(x) — Vu(x;*)) (x5 — x;%)
(B = A (Vu(x) — Vu(xi)) (xf — )
B (Vula) — Vu(e)) (e - x5,
(4.68)
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Si on rassemble les termes des équations (4.63) et (4.68), on obtient bien que

() = o (k2000 = ) (% e = B ) )
. [, — ux — Vu(x)(x, — xx)]dx
_H ( iK—Sl - 1+1) (51K51 nF ﬁisl ~ ) lﬁKS
3 [(uzK-i-él — 1) Vu( )( Eﬂ - XZK‘Sl)} dx
1 . . . )
*;H/ (1) rn = B0y prne) [0 — 1 = Vu() (5 = x) ] dx
e

1
avec A = ﬂ / B. Reste a présent a évaluer la norme du vecteur A. D’apres le Théoreme
de Morrey (voir [20]), on a pour tout (x,y) € s
_3
[Vu(x) — Vu(y)| < Csize(T)' ™7 [ulwer(oy.). (4.69)

La Proposition C.1.2 nous indique qu’il existe une constante C' > 0, dépendant de la
régularité du maillage ainsi que des coefficients de Lamé, telle que

* r < — ’ : SFN Sz ) is S5 ’
”ﬂK,ni wl szze(T)C ”ﬂl n | size(T) 1571 size(T) (4.70)
B BSOS = A aen) 1 < Csize(T),

En utilisant successivement les inégalités (4.69) et (4.70), et le fait que pour tous vecteurs
x ety deK, [x —y| < size(T), on a

_s3
|Al < Csize(T)! ™7 [ulwer y,)- -

A présent, on va donner une estimation de la norme L? de Ierreur de consistance. Pour cela,

on utilise le lemme démontré dans [33].

Lemme 4.4.1

1I existe une constante C > 0 dépendant uniquement de p telle que pour toute fonction
u € W2P(P), ot P est un domaine convexe de R3 et p > 3, pour tout couple (x,y) € P, si
on définit

Z(x,y) = u(x) —u(y) — Vu(y)(x - y).

alors

diam(P)*

|

IZ(x,y)| < C ||11||W2,p(7>)-

Par ailleurs, afin d’estimer ’erreur commise entre le projeté du déplacement sur le maillage et
sa composante continue, on introduit les notations suivantes.

Définition 4.4.3

Pour tout x € €, on note

Ik(x) = (u)k —u(x)— Vu(x)(xg — x) VK e S)ﬁ,'
Ix(x) = (u)V —u(x) — Vu(x)(x¥ —x) = Z ag (x¥)Ik(x) Vx¥ e N
KeV(xv) (4.71)
Iw(x) = (u)¥ —u(x) — Vu(x)(x¥ —x) =Z(x",x) vx¥ e Nb,
Zs(x) = (u)s —u(x) — Vu(x)(xs — x) Vs € EM,
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ot chacune des composantes (u)¥ et (u)s est précisée en (4.55) et (4.56).

On émet la proposition suivante.

Proposition 4.4.3

1I existe une constante C' > 0, dépendant de p > 3, de la régularité du maillage et des
coefficients de Lamé, telle que pour toute face interne s = KNL € £™ et pour tout x € s

3

BrrLs(x) = BETL(x) + BRZi(x) — ) B (Tks, (%) = Lo (%))

i=1

_ (O'DLS (u(x))nps + oPxs (“(X))HKS> ’

(4.72)

_3
< CSiZ@(T)l P ”uHW&p(DKSUDLS)-
(4.73)

4 / (UDKS (u(x))nKs + gPrLs (u(x))an) dx

s /s

Démonstration: Soit s = KNL € £™ une face interne. En utilisant 1'expression de (u), donnée
n (4.56), alors pour tout x € s

L,(x) = (s —u(x) - Vua(x)(x, *X)

B (Bt (w)L + B (w)k — ZﬂKL w)i — (u)i)) — u(x) - Vu(x)(xs - x).

(4.74)
En s’aidant de la Définition 4.4.3, on peut réécrire (4.74) en ajoutant puis retranchant les termes
relatifs aux vecteurs 7p,(x), Tk (x), Zyxs (x).

BrrTs(x) = BTu(x)+ BT (x ZBKL (Zaase, (%) = Tosee, (%)

+6; Vu(x)(xr, — x) + S5 Vu(x)(xx — X) Z BtV (x) (x5 — xi)
—BrLVu(x)(xs — x).

La relation (C.1) nous permet d’écrire que ki = Sk + B, et la relation (C.4) que pour tout
i:{1’273}50na/8i}<]“:/8i}<5 /BLS dOu

3
BrrLs(x) = PBiIu(x)+ BrIx(x) — ZﬂKL (Z« K (%) = Toxs) (x))
~ (B Va0 (- x0) ZBLSW (xS = xE)
— (B Va0 (o, — xx +26sz x) (K — %K),

Ks Ls Ls ’ :
et on rappelle que xX i1 X = X5 X L’expression de la composante normale du tenseur

des contraintes continu & coefficients de Lamé constants par volumes est donnée par (4.57).
Celle-ci implique

BrrZs(x) = BEIn(x) + BT (x ZﬂKL (Zass, (%) = Lose, (%))
— (JDLS (u(x))nrs + JDKS (u(x ))nKS).

Le Théoreme 4.4.1 donne une estimation de ’erreur commise entre le flux par face s du tenseur
des contraintes continu et celui du tenseur des contraintes continu avec coefficients de Lamé
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constants par volume. De fait, il existe une constante C' > 0 dépendant de p > 3, de la régularité
du maillage et des coefficients de Lamé, telle que pour tout u € WP ()

%/S (a(u(x)) _ oPxs (u(X)))nKde

Grace a la propriété ng, = —ny,s, on peut écrire que

% /s (UDKS (u(x))nk, + oPr (U(X))andX) ’

% /S (U(u(x)) — gl (U(X)))HKSdXJr (U(U(x)) — P (u(x)))nLde

. _3
< CSZZ@(T)l P ||u||W2’p(DKSUDLs)’

) _3
< Csize(T) 7 [ulwzr(by.)-

(4.75)

ce qui acheve la démonstration. |

Suite de preuve du Théoréme 4.4.2

On se limite a majorer 'erreur de consistance (4.61) pour les arétes internes dont aucun
sommet n’est sur le bord de Neumann, la démonstration de celle dont un des sommets est sur
Neumann définie par (4.62) étant sensiblement la méme. On remplace chacun des termes de
(4.61) par leur équivalent donné en Définition 4.4.3. Ainsi

i—1

RPxs (u =15 |/5K — Tx(x dx+z| |/ﬁKS (T (%) = Ty (%)) dx,

ou on remplace le vecteur Zs(x) par ’expression (4.72) de la Proposition 4.4.3 pour obtenir

w

RDks(u) — H / 5K<ﬁKL (BLZL( ) + 85Tk (x Z B (Zass, (%) = T, (x )))

— <O’DLS (u(x)) ns + oPKs (u(x)) nKS) — BTk (x)> dx

Ks
+ ’8 /ﬂ IKS ZKS())dX

3

- = / B, (B2 (2100 = T) = 3 A (T, (0 = Ty, ()

i
i=1

- (oDLS () + 7P (), ) )
+ ’8’ /BKS (Zyrss, (%) = Zes, (%)) dx.
11 s’agit & présent de majorer I'expression précédente. On a donc
Rl < 18k 1 (18102601 + (o))
3
+ Z (181 (1T, () + | T, (%) ||))>dx
H, |/ ﬁKﬁKL—1<aDLs( (%)) L. + 0P (u(x))nKs)dx

N Z\ ‘/”ﬁKs” | Z e, () + | Zoace, ()] dx
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Le controéle de la norme des matrices en Proposition C.1.2 et I'estimation (4.73) de la Proposition
4.4.3 entrainent

C 1 -
@] < / (nzL(x)n+||IK<x>||+;||Ixfs<X>ll) (4.76)

. 1-2
+ Csize(T)" 7 |ulwzrmoy,upp,)-

Il reste a estimer les intégrales sur les interfaces dans (4.76). Commengons par Zx avec K € 9.
Comme xx est le centre de gravité de 1’élément K, on a

Ik(x) = |K|/ — Vu(y)(t — x))dt

qui permet avec le Lemme 4.4.1 d’estimer

1 . _3
H/”IK(X)HdX < Cszze('T)2 p”u”W2,p(K). (4.77)

En ce qui concerne Z k. avec x~¥ € NP par définition Z k.(x) = Z(xX%,x). Par le Lemme
4.4.1, on a

1 . _3
o / |Zace (0)1dx < Csize(T)2 7 [ulwzsog, - (4.78)

Le cas des sommets internes x?s € N est plus complexe car Z k. (x) dépend des valeurs de

71 (x) pour L € V(xX%) et espace V(xX¢) n'est pas nécessairement convexe. Pour x € s, le
poids d’interpolation ar,(xX%) étant compris entre 0 et 1, on a

[Zs ()] < Z HIL( )l

LeV(

< /||z (¢, %)[dt

LeV(x KS

LeV(x

On peut maintenant appliquer l'estimation du Lemme 4.4.1 aux deux premiers termes et
I'inégalité de Morrey (4.69) au dernier terme, pour obtenir

GOl < Cize(T)F (1l () + 2Vl ) (479

Fin de preuve du Théoréme 4.4.2

En rassemblant les résultats obtenus en (4.77)-(4.79) pour chacun des termes de (4.76), et en
tenant compte de 'hypothese (4.8) sur le maillage qui indique qu'un sommet du maillage n’est
sommet que d’'un nombre borné de volumes, on obtient

_3
IR ()] < Cize(T)' 2 1l (y pcviaovios) (450

ce qui acheve la démonstration.
Théoréme 4.4.3 (Consistance faible)

En rassemblant les résultats obtenus au Théoréme 4.4.1 et au Théoréme 4.4.2, on obtient

112



qu’il existe une constante C' > 0 dépendant uniquement de p, de la régularité du maillage
et des coefficients de Lamé, telle que pour tout u € W2P(2)

1Q® (w)l5 < Csize(T)|ulyw2(0)- (4.81)

Démonstration: Les majorations de SPx:(u) et QPxs(u) exprimées dans les Théoremes 4.4.1 et
4.4.2 montrent qu’il existe une constante C' > 0 telle que (les xX parcourent les sommets de K)

Q2 )l 0y < Csize(TY 32 #( U V) [l

Kent xKeK

Par les Hypotheses (4.8) sur la régularité du maillage, le nombre de sommets de K et le cardinal
de V(x¥) sont bornés indépendamment de size(7), d’olt

Q2 ()12, ) < Csize(TI|ullye -

Par Holder

2

2w < (X Deltewr) (X mel)

DK5€© DKSE@

et par suite on conclut que

1Q® (W} < IO 7 size(T)?|ulfya.r (q).

4.5 Coercivité

On se limitera au cas I'y = 0.

4.5.1 Définition

Pour tout u € W?2P(Q) avec p > 3 solution exacte du probleme (1), dont g est le déplacement
imposé, on note £ 'opérateur défini pour tout volume K de 9 par

L(u,g)|k > IsIPPRe((w)). (4.82)

B 1
| |s€8K

Pour tout u™ € (R?’)#Em et pour tout g’ déterminé par les valeurs aux sommets, on note

Popérateur discret défini pour tout volume K de 9 par

LT(u", g7k = —ﬁ > [s¢Pe (uT) (4.83)
seoK
Afin de montrer que le schéma numérique discret énoncé en section 4.3.5 est convergent, et
d’avoir une estimation sur son ordre de convergence, il est nécessaire de montrer que la forme
bilinéaire associée au probleme de I’élasticité linéaire est coercive. Nous ne pouvons le faire que
si une hypothese de coercivité énoncée au Lemme 4.5.3 est satisfaite.

Définition 4.5.1

Soit Dks € ® un volume diamant et soit i = {1,2,3}, et soit AP¥s un opérateur défini sur

ce volume diamant dont I'expression dépend des différences us —uk et ujy; —u,*;. On note
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alors AP les termes de AP%s relatifs a la différence ug — ug. Par exemple, pour I'opérateur
gradient discret (4.15) défini pour un volume diamant Dy € ©

1
3|Dks|

VD™ = (us — ug) ® Nigs. (4.84)

On définit le produit scalaire suivant.
Définition 4.5.2 (Produit scalaire H' discret)

Soit (u™,v7T) deux vecteurs de (R3)#™. On définit le produit scalaire

W= 3 (e ) (v -vo) )

Dks€®D

ou I'inconnue auxiliaire ug est déterminée par

3
ug = G (B + Sruk — ZﬁiKL(uﬁsl —upY)) Vse&m,
i—1

u, = 0 Vs e Ebp,

On montre aisément qu’il s’agit d’un produit scalaire grace a la condition de bord homogene.
De plus, la norme induite par ce produit scalaire correspond & la norme L? du gradient discret
de u” relatif aux termes us — uk. En effet, d’apres la relation (A.1g), on a

DTI2 _ 5] . sl _ 2
VR = 3 D (i = w0 @)+ (g e = wo e ) =
Ks

A présent, on donne une définition de la coercivité discrete.
Définition 4.5.3

L’opérateur discret (4.83) pour le probléme de Dirichlet pur est dit coercif s’il satisfait
I'inégalité suivante : il existe une constante C > 0 dépendant uniquement de la régularité du
maillage et des coefficients de Lamé telle que pour tout maillage T et pour tout u” € (R3)#m

(ET(uT,O),uT)Em > Clu™[3. (4.86)

4.5.2 Condition de coercivité

On va a présent donner une condition suffisante de coercivité discrete, car la preuve ne peut
étre établie, du fait de la complexité de I'interpolation pour des maillages généraux. Pour tout
u” € (R®)#™ on a

(ET(uT,O),uT)mt = — Z ugK Z |s|oPKs (U™ )ng,

Kem seodK

= Y Jsl(us — ug) - P (u)

DKSG’b
S
= 3 ) |DkaeP<u): ( 5 (us — uk) ® nis)
. 3’DKS‘
DK§€©

— 3(c®(u"): V2ur)g,
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par la relation de continuité aux interfaces internes, par la condition de bord homogene de

Dirichlet, et par la relation (A.1b). On sépare les termes associés aux différences us — ux de
Ks
ceux relatifs & uf IR D]

(L7 (u7,0),u7)y;, =3 (02 (u7) : V2uT) +3 (02 (u7) — 02 (u") : VOu7) 5. (4.87)
Lemme 4.5.1

En utilisant le fait que 'opérateur D®u” est symétrique, on obtient, aprés calcul, les égalités
suivantes

(DPu” : DPu")
(DivOu” : DivPu”)

La preuve est une simple extension de sa version 2d donnée par le Lemme 3.5.1
Lemme 4.5.2 (Inégalité de Korn)

Pour tout u” € (R3)#™

(]D)@uT : Vf’uT)é
- y 4.88
3 (DivPu” : VPu7) 4. (4.88)

N

M

D )
[VEuTl5 < V2IDEu"|5.

(4.89)

Démonstration: D’apres la définition du produit scalaire (4.13), et en s’aidant de la premiere
égalité de (4.88) (également vraie pour DPu” et V2u7), on a

2||ID)§uT||% = ||V§u7||% + ((V?uT)T : V?uT)b. (4.90)

On va donc chercher & évaluer la quantité ((V? T
du maillage.

vi)

) - a travers les cellules diamants

(V2un)" : V2u7) 4 S IDk(VPsuT)T : VT

Dk, €D

Z~ |DK5|%(HK5 ® (us — UK)) : &

3|DK
Dks€®

Gréce a la relation (A.1d), on obtient que

(V2u")" : V2u7)

Z |DKS|<3|]|)| |((u qu).nKs))QEO.

Di.€D
Ainsi, en reprenant ’équation (4.90), on peut écrire que

2[D2u" |2 > [V2uT|}. (4.91)

Afin d’énoncer une condition de coercivité, on minore I’expression (4.87)

(£7(u",0),u7),, =3 (02 (W) : V2u")s — [3 (0 () — 02 (u") : V') 4. (4.92)
La condition de coercivité va porter sur le deuxieme terme : il faut controler les termes croisés.
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Convention 4.5.1

Pour tout u™ € (R*)#™. On note par convention

,/Q,u@]D@uT = <\/2MK]D)DKSuT> ,

D5 €9 (4.93)

N\~ .
2 DivPuT = (U)\—KDiVDKSuT) .
3 3 Dy,

Lemme 4.5.3 (Condition de coercivité)

S’il existe une constante v < 1, ne dépendant uniquement que de la régularité du maillage
et des coefficients de Lamé telle que pour tout u” € (R3)#™

(0 (") =2 (u") : V(")) 5 <

N\
-2
—

Q
Olf)l
=
N,

<
BR]
=

3

=
l_?x

(4.94)

alors on a la coercivité discrete.

Démonstration: En effet
(L7 (W",0),u7),, > (3—7) (02 (") : VEu")5.

Puis, en s’aidant des relations (4.88) ainsi que des notations introduites dans la Convention 4.5.1,
I’équation précédente devient

~ )\~ ~
(£ 007y > 30 =) (B DR [ + 2 mivdur ).

Enfin, en appliquant 'inégalité de Korn énoncée dans le Lemme 4.5.2; ainsi que les minorations
de 'Hypothese 0.0.1, page 9 sur les coefficients de Lamé, on a

(ET(uT,O),uT)Em > 3p(l—7)[ui.

4.6 Convergence et estimation d’erreur

Théoréme 4.6.1 (Estimation d’erreur)

Sous réserve de satisfaire la condition suffisante de coercivité du Lemme 4.5.3, le schéma
VF diamant converge, et on a l’estimation d’erreur suivante : il existe une constante C' > 0
dépendant uniquement de la régularité du maillage et des coefficients de Lamé telle que
pour tout maillage T, pour tout p > 3

IPTw =" s + [u” — w20y < Csize(T) [ulw2r o). (4.95)

Démonstration: La preuve est identique au 2d. |

4.7 Illustrations numériques

Nous allons & présent illustrer les résultats théoriques obtenus précédemment par une série de
3 tests numériques. Le premier exemple, présenté dans la section 4.7.1 est un cas test, possédant
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une solution analytique. La réponse 3d-Diamant sera donc comparée a la solution exacte. Les
deux exemples suivants, présentés en sections 4.7.2 et section 4.7.3, sont les extensions en 3d
des Cas 4 et Cas 5 étudiés en 2d-Diamant. Les résultats sont comparés a la réponse éléments
finis en 3d. Les maillages utilisés sont des maillages non structurés. Afin d’obtenir les courbes
d’estimation d’erreurs, nous utilisons des techniques de raffinement successif.

4.7.1 Cas E.2.1 : Déformation d’un cube homogeéne.

Dans la Figure 4.7.1 sont comparés les résultats du déplacement avec la méthode Diamant
avec de la solution exacte. Les déplacements sont multipliés par 10 par souci de clarté. Le cube
est visualisé avec une rotation de 90° suivant I’axe de z (la face y; est devant).

FIGURE 4.7.1 — cas E.2.1 : réponse du déplacement par Diamant (gauche) et solution exacte
(droite)

Les résultats d’estimations d’erreurs sont présentés dans le Tableau 4.7.1 pour les valeurs, et
dans la Figure 4.7.2 pour le tracé. Nous utilisons une série de maillages raffinés successivement.
On compare les différences des solutions Diamant et EF dans 3 normes : norme infinie, norme
1 et norme 2. On note up;qm, la solution Diamant et ug,q« la réponse exacte.

‘ Volumes ‘ h H ”uDiam — UEzact Hoo ‘ HuDiam — UEzact ”1 ‘ HuDiam — UEzact ”2 ‘
593 2.25-1071 1.96 - 1073 3.61-1071 4.08-10714
4520 1.18 - 1071 1.26-1073 1.76 - 1074 1.94-1074
5513 1.13-107! 9.34-1074 1.50 - 10~* 1.59 - 10~*

17717 | 7.97-1072 7.00-107% 1.01-1074 1.14-1074
36160 | 6.48 - 1072 7.74-1074 9.31-107° 1.07-107*

Tableau 4.7.1 — cas E.2.1 : estimations d’erreurs L™, L' et L? pour une série de maillages
successivement raffinés.

4.7.2 Cas E.2.2 : Déformation d’un barreau homogene percé d’un trou

Dans les figures 4.7.3 et 4.7.4 sont affichées les configurations déformées obtenues avec la
méthode Diamant et la méthode éléments finis (EF) P1 conformes.

A présent, nous allons présenter les résultats d’estimation d’erreur. Etant donné que nous
ne possédons pas de solution analytique pour ce test, les résultats obtenus par la méthode
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-2

O Diamant Linf 0.777
O DiamantLl 1.2
# DiamantL2 1.14

107

O Diamant Linf 0.549
O DiamantL1 1.1

4 DiamantL2 1.32
Q 5 o

o
)
g10° g 107
O O
0 Erreur en deplacement u 10 Erreur en deplacement u,
0.05 0.1 0.2 0.05 0.1 0.2
mesh size mesh size
107 107
O Diamant Linf 0.777| O Diamant Linf 0.834
O Diamant L1 1.32 O Diamant L1 1.13
# DiamantL2 1.24 # DiamantL2 1.12
o -3
5 10 Q/b/\?/a
- E /
O O
10"
L
. Erreur en deplacement u, . Erreur en deplacement uy
10° 10°

0.05 0.1 0.2 0.05 0.1 0.2
mesh size mesh size

FIGURE 4.7.2 — cas E.2.1 : estimations d’erreurs L™, L' et /.7 pour des maillages successivement
raffinés.

FIGURE 4.7.3 — cas E.2.2 : réponse du déplacement obtenu avec la méthode Diamant.

Diamant sont comparés a ceux obtenus par éléments finis. Les résultats d’estimations d’erreurs
sont présentés dans le Tableau 4.7.2 pour les valeurs, et dans la Figure 4.7.5 pour le tracé.
Comme précédemment, nous utilisons une série de maillages raffinés successivement.

4.7.3 Cas E.2.3 : Déformation d’un barreau non homogene percé d’un trou

Dans les figures 4.7.6 et 4.7.7 sont comparés les résultats du déplacement avec la méthode
Diamant ainsi que par éléments finis. La Figure 4.7.6 correspond a un matériau composé d’acier
& gauche (en foncé) et d’aluminium & droite (en clair). Etant donné que Pacier posséde un
module d’Young plus grand que 'aluminium, c’est ce dernier qui se déforme le plus, et c’est ce
qui se remarque dans ces figures. Dans la Figure 4.7.7, les matériaux sont intervertis (aluminium
a gauche, acier a droite). Le méme phénomene est observé.
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FIGURE 4.7.4 — cas E.2.2 : réponse du déplacement obtenu par éléments finis.

| Volumes | h | [upiam — uerls | [upiam — uerli | [ubiam — uger|? |
860 2.75-101 2.72-1072 1.55 - 1072 1.41-1072
2632 1.93-107! 1.35-1072 4.97-1073 4.73.1073
4146 1.45-1072 1.23-1072 4.11-1073 4.17-1073
14942 1.01-1071 1.30- 1072 4.40-1073 4.17-1073
22600 8.73-.1072 9.42-1073 2.67-1073 2.63-1073

Tableau 4.7.2 — cas E.2.2 : estimations d’erreurs L™, L' et L? pour une série de maillages
successivement raffinés.

10 10
O Diamant Linf 0.189 O Diamant Linf 0.348

O Diamant L1l 0.854 O Diamant L1 0.83

# Diamant L2 0.736 # Diamant L2 0.475
10" 10"

- 6o—o—T °
10 % 10" ,,,a/k/,;-/"/ffj

error
* L
error

107 Erreur en deplacement u 107 Erreur en deplacement u
0.05 0.1 0.2 0.05 0.1 0.2
mesh size mesh size
10° 10°
O Diamant Linf 0.138, O Diamant Linf 0.73
O Diamant L1 0.475 O DiamantL1l 1.23
# Diamant L2 0.318 # Diamant L2 1.18
10" 107
S S
5 0—0 — 0 5

107 —& 10

Erreur en deplacement u,

3 S Erreur en deplacement u,

0.05 0.1 0.2 0.05 0.1 0.2
mesh size mesh size

FIGURE 4.7.5 — cas E.2.2 : estimations d’erreurs L>°, L' et /.” pour des maillages successivement
raffinés et droite de pente 1 (en noir).

Intéressons-nous a présent aux estimations d’erreur. Les résultats d’estimations d’erreurs
sont présentés dans le Tableau 4.7.3 pour les valeurs, et dans la Figure 4.7.8 pour le tracé.
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FIGURE 4.7.6 — Cas E.2.3

Diamant (en haut) et par éléments finis (bas).

FIGURE 4.7.7 — Cas E.2.3

Diamant (en haut) et par éléments finis (bas).
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: réponse du déplacement acier (sombre) / aluminium (clair) par

: réponse du déplacement aluminium (clair) / acier (sombre) par

Comme précédemment, nous utilisons une série de maillages raffinés successivement.

| Volumes | h | [upiam — uer|s | [Upiam — uerli | [upiam — upr|? |
387 5.31-101 4.52 1072 4.59 -1073 3.10-1073
862 2.88-1071 1.57-1072 1.46 - 1072 9.88-1073
5067 1.58 - 1071 1.30 - 1072 7.38.1073 5.35-1073
26618 9.14-10! 1.53-1072 6.90-1073 4.63-1073
Tableau 4.7.3 — Cas E.2.3 : estimations d’erreurs L, L' et L? pour une série de maillages

successivement raffinés.

On constate a travers ces deux exemples que la convergence de la méthode Diamant est
numériquement vérifiée. L’estimation d’erreur de la méthode par éléments finis est en théorie
d’ordre 2, et on a vu que celle de la méthode Diamant est d’ordre 1. Tous les graphiques
concernant ces estimations d’erreurs (Figures 4.7.5 et 4.7.8) montrent un ordre de convergence
proche de 1. L’exemple suivant est un cas test ou I'on dispose d’une solution analytique.
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O Diamant Linf 0.803| O Diamant Linf 0.856
O DiamantLl 1.15 O DiamantLl 1.16
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107 % G 107 *
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10 10
0.05 0.1 0.2 0.05 0.1 0.2
mesh size mesh size
10° 10°
O Diamant Linf 0.541| O Diamant Linf 0.593
O DiamantLl 1.16 O DiamantLl 1.09
# Diamant L2 0.951 # Diamant L2 1.08
107 10
s 5 o
5 5
o
_ _ [¢)
107 107 .
o
£ »
Erreur en deplacement u, Erreur en deplacement u,
10° 10°
0.05 0.1 0.2 0.05 0.1 0.2
mesh size mesh size

FIGURE 4.7.8 — Cas E.2.3 : estimations d’erreurs L™, L' et .” pour des maillages successivement
raffinés et droite de pente 1 (en noir).

4.8 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre une méthode VF diamants appliquée au probleme de
I’élasticité linaire non homogene. La méthode est 'extension de sa version 2D, présentée au
chapitre précédent. Comme en dimension 2, la méthode s’avere performante pour n’importe
quel type de maillages, et pour tout type de conditions de bord. Du point de vue théorique, on
a vu qu’il est pratiquement impossible de montrer la convergence du schéma VF diamants sans
avoir préalablement établi des hypotheses sur les interpolant des inconnues aux sommets, ainsi
que sur I'aspect du maillage. Cette méthode est cependant assez couteuse en temps de calcul,
du fait de I’élimination des inconnues auxiliaires mais surtout des inconnues secondaires. Ce
désavantage se ressent plus particulierement en dimension 3. C’est pourquoi une alternative est
de considérer les valeurs des déplacements aux sommets du maillage comme des inconnues a
part entiere, et non plus de les interpoler sur les inconnues principales : c’est I'idée du schéma
DDFV (Discrete Duality Finite Volume), que nous présentons dans la partie suivante.
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Troisieme partie

Schéma Discrete Duality Finite
Volume method
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5.1 Introduction

Nous allons étendre la méthode de discrétisation appelée DDFV a la résolution de 1’élasticité
linéaire. Le principe de cette méthode est inspiré du schéma diamant, développé par Coudiere et
al. [33, 26]. Celui-ci fait intervenir deux jeux d’inconnues : les inconnues principales, aux centres
des volumes de controle, et les inconnues secondaires, dont les valeurs sont interpolées sur les
valeurs des inconnues principales par une formule de moindres carrés. La novation du schéma
DDFV, due & Domelevo et Omnes [43] et & Hermeline [61], est d’associer aux sommets des
inconnues a part entiere approchant la solution sur un deuxieme maillage. Pour cela, on utilise
une premiere discrétisation du domaine, appelée maillage primal, et a partir de cette triangu-
lation est construit un maillage dual centré sur les sommets du maillage primal. L’équation de
I’élasticité est ainsi intégrée sur les volumes de controle primaux et sur les volumes de controle
duaux, ce qui ajoute plus d’inconnues, mais, contrairement au schéma diamant, le systeme
discret conserve la symétrie. Un troisieme maillage, appelé maillage diamant, est nécessaire
pour construire les opérateurs discrets. Ceux-ci conservent la structure du probléme continu, si
bien qu’il est possible d’écrire une formule de Green discrete qui imite la formule continue. Les
opérateurs ainsi construits sont dits en dualité discrete, ce qui donne son nom a la méthode.
La méthode DDFV en dimension 2 est d’ordre 1 et tres performante, notamment pour la con-
struction des gradients. Par ailleurs, elle est tres peu exigeante du point de vue géométrique, si
bien qu’elle peut étre utilisée pour des maillages non conformes, non structurés, non admissibles
et non convexes. Elle est particulierement intéressante pour traiter des problemes discontinus,
hétérogenes et non linéaires.

La méthode DDFV a été étudiée en dimension 2 dans le cas de problemes de diffusion
scalaire anisotrope par Domelevo et Omnes [13], Hermeline [61, 62], de convection-diffusion par
Coudiere et Manzini [28], de Stokes et de Navier-Stokes par Delcourte [34] et Krell [69, 68], de
div-curl par Delcourte et al. [35]. Elle a également été testée pour des problémes hétérogenes
a travers I’exemple de I’électrocardiologie traité par Coudiere et al. [29], pour une méthode de
diffusion anisotrope utilisant un algorithme de Schwarz par Boyer et al. [19], ou encore par
Pierre [76], dans des problémes de type Leray-Lions linéaires ou non linéaires par Andreianov
et al. [7] et Boyer et Hubert [18]. Ces publications ont montré une solidité du point de vue
théorique et ont illustré le bon comportement numérique de ce type de schémas.

Ce chapitre s’articule de la fagon suivante : afin d’intégrer le probleme de ’élasticité linaire,
on va construire en section 2 les trois types de maillages que nous allons utiliser pour y définir
les opérateurs discrets, a savoir les maillage primal, dual et diamant. Dans la section 3, on
définit les espaces d’approximation, les produits scalaires ainsi que les opérateurs discrets qui
sont en dualité discrete via la formule de Green discrete donnée en section 4. Cette propriété
nous permet de conserver la symétrie du probléeme, ce qui va nous permettre I’étude théorique
du schéma DDFV sans avoir a émettre d’hypotheses sur le maillage, comme c’était le cas
pour le schéma VF diamant. Dans la section 5, on introduit la condition de continuité, et on
fait le lien entre le gradient par diamants et par demi-diamants. La section 6 est consacrée a
I'inégalité de Korn, indispensable en élasticité pour avoir des résultats théoriques de stabilité.
Sa preuve, initialement donnée en [69], est rappelée Annexe, pour un probléme aux conditions
de déplacement pur. Lorsque les conditions de bord sont de type mixtes Dirichlet/Neumann,
la preuve de cette inégalité reste un probleme ouvert. Dans la section 7, on montre que le
probleme est bien posé et stable, et qu’il est convergent d’ordre 1 en section 8. Des exemples
numériques sont enfin présentés en section 9, ou la réponse DDFV est d’abord comparée a la
solution analytique de 3 cas tests. Les estimations d’erreur montrent un ordre de convergence
numérique de 2 pour les normes L' et L?. Dans les deux derniers tests, la réponse DDFV est
comparée a la réponse obtenue avec des éléments finis P1 avec des résultats de convergence
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légerement altérés par le choix du maillage grossier lorsqu’on raffine uniformément.

5.2 Construction des maillages

On décrit dans cette section le cadre géométrique du schéma 2D-DDFV. Les notations
utilisées sont légerement différentes de celles utilisées dans [7] et dans [69, 68].

5.2.1 Description du maillage primal
On appelle maillage volumes finis une réunion d’ouverts polygonaux disjoints (voir Figure
5.2.1) tels que
JK=0

Kem

ou on a noté M I'ensemble de ces polygones. A chaque volume K € 97 est associé un centre
xg € R?, qui pour le schéma DDFV n’a pas besoin d’étre nécessairement le centre de gravité
de K. On appelle aréte tout segment intersection de deux volumes ou bien d’un volume et du
bord de €2. On note £ 'ensemble de ces arétes. On appelle sommets du maillage les sommets des
arétes. Chaque aréte du maillage primal est notée s. Si I’aréte s est interne, alors il existe deux
volumes K et L tels que s = KN L, sinon il s’agit d’une aréte de bord, et vérifie s = K N 012.
L’ensemble des arétes internes est noté £ et Pensemble des arétes de bord E? : ils satisfont

E=¢Emygb.

L’ensemble des arétes de bord est divisé en ’ensemble des arétes sur le bord de Dirichlet et
I’ensemble des arétes sur le bord de Neumann, de sorte que

&b = gho y g,

Pour un volume K, on note JK I'ensemble de ses arétes. De la méme facon que pour les
arétes, on distingue OK Dlensemble de ses arétes internes, de I'ensemble 9K’ des arétes de
bord, qui appartiennent & 99, de sorte que 9K = K™ U 9K®. On distingue les arétes sur le
bord de Dirichlet OK?? de celles sur le bord de Neumann 9K®V

5.2.2 Description du maillage dual

Une fois le maillage primal mis en place, on peut a présent définir le maillage dual. Il y a
deux maillages duaux possibles.

1. Le maillage dual direct, obtenu en reliant les centres du maillage primal entre eux;

2. Le maillage dual barycentrique, obtenu en reliant les centres du maillage primal aux
centre des arétes.

Par la suite, nous utiliserons le maillage dual barycentrique. En effet, ce maillage est adapté
aux problemes hétérogenes pour lesquels les coefficients de Lamé peuvent étre discontinus de
part et d’autre des arétes : les opérateurs discrets ne peuvent donc étre définis que de part et
d’autre des arétes.

Les volumes duaux sont notés K*. Ils sont associés aux sommets xg+ du maillage primal.
On distingue les volumes duaux internes, dont I'intersection des arétes avec le bord du domaine
Q) est vide, des volumes duaux de bord, dont une aréte au moins appartient a 9. Comme
illustré dans la Figure 5.2.2, on note 9*™ I’ensemble des volumes internes, et 9t* ’ensemble
des volumes de bord, de sorte que

Mm* = m*int U m*b.
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<S>

FIGURE 5.2.1 — Maillage primal et notations

Remarque 5.2.1

On observera que I*Y est noté OM* dans [7, 69, 65] et que M*™ est noté M*. L’ensemble
M* utilisé dans ce document représente I U OM* de la référence [7, 69, 68].

On distingue I’ensemble des volumes duaux sur le bord de Dirichlet K* € 9t**? | dont le sommet
xg+ est sur le bord de Dirichlet, de ceux sur le bord de Neumann 9"~ | de sorte que

m*b — mt*bD U m*bN.

Les arétes s* du maillage dual sont les segments ayant pour sommets le centre xx d’un volume
primal et le centre x; d’une aréte de K. Elles sont confondues avec les arétes s du maillage
primal dans le seul cas ou elles appartiennent a 0f). Par abus de notation, et lorsque cela ne
fait aucun doute, pour s = KNL, on notera s* = sj, (resp. s* = s} ) l'aréte duale [xk,X]
(resp. [x1,Xs]) associée au volume primal K (resp. L). L’ensemble des arétes du maillage dual
est noté £*.

Lorsquun volume dual K* posseéde une aréte sur le bord de Dirichlet et sur le bord de
Neumann, par convention, le sommet xg+ est supposé appartenir au bord de Dirichlet. Pour
un volume K*, on note 0K* I’ensemble de ses arétes. De la méme fagon que pour les volumes
primaux, on distingue OK*™ l'ensemble de ses arétes internes, de 'ensemble OK*® des arétes
de bord, qui appartiennent & 99, de sorte que K* = dK*™ U 9K**. On distingue 1’ensemble
des arétes de bord de Dirichlet K** de celles de Neumann 9K**V .

Remarque 5.2.2

1. Le maillage DDF'V construit précédemment est la réunion des maillages primal et dual
que I'on note T = M U N*.

2. Lorsqu’on se donne un volume primal K et une aréte primale s, alors on obtient I'unique
aréte duale s* correspondante.

3. Une aréte duale s* détermine un unique volume primal K et une unique aréte primale
S.
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FIGURE 5.2.2 — Maillage dual, maillage primal (pointillés) et notations

4. Les volumes primaux (resp. duaux) sont 2 a 2 disjoints et couvrent entiérement 2, de
sorte que

5.2.3 Description du maillage demi diamant

On appelle demi diamant Dk, associé au volume K et a l'aréte s de K le triangle obtenu
en joignant le centre xx du volume K et les sommets x\% et x5* de I'aréte s, comme illustré
en Figure 5.2.3. On définit Pensemble D des demi diamants par ® = {Dg, \ K € 9, s € £}.
On appelle D 'ensemble des demi diamants situés sur le bord et définis par Db = {Dks \K €
M, s € E'}. Les demi diamants sont 2 & 2 disjoints et couvrent entierement le domaine €, de

U D=0

DKS e©

sorte que

Remarque 5.2.3

A chaque demi diamant Dg, est associée une unique aréte primale s et un unique
volume K et réciproquement ainsi qu’une unique aréte duale s* et un unique volume K
et réciproquement.

Par la suite, on écrit par abus de notation que Dxs € ® au lieu de s € 9K ou de s* € IK*.

5.2.4 Notations

Nous rappelons la convention de numérotation des arétes définie en Convention 3.2.1 et en
Figure 3.2.2 du chapitre VF Diamant page 48.

Convention 5.2.1 (Numérotation locale des sommets du maillage)

I Soit s = K N L une aréte interne. Pour i = {1,2}, soient x* et x>* les numérotations I
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FIGURE 5.2.3 — Maillage diamant, maillage dual (pointillés), maillage primal (pointillés) et
notations

locales associées aux volumes K et L.

1. Les indices locaux sont dits tournants, c’est-a-dire que pour tout i = {1,2}, on a
Xy =X et Xify =X, (5.1)

2. La numérotation locale des sommets de I’aréte s respecte la condition

det(x5s — x8 xx —x,) >0 (5.2)
oll x; est le centre de la face s. Cela entraine en particulier que x3% = x5% et x5° =
Ls
X1,
1

Pour toute maille primale K € 91, on définit
e |K| la mesure de K,
ngs la normale unitaire sortante de K a ’aréte s,
Nk; la normale sortante de K a l’aréte s, de sorte que Nk = |s|nks,
diam(K) le diametre de K,
uk = p(xK) et Ak = A(xk) représentent les valeurs des coefficients de Lamé constants
par volumes primaux.

Pour toute maille duale K* € 9t* associée au sommet x?s, on définit come indiqué dans la
Figure 5.2.4

|K*| la mesure de K*

nfs la normale unitaire sortante de K* a I'aréte s* pour le volume, K

N?S la normale sortante de K* a 'aréte s* pour le volume K, de sorte que Nfis = ]3*\n£<3 ,
—nZLS la normale unitaire sortante de K* a l'aréte s* pour le volume L,

diam(K*) le diametre de K*.

Pour tout demi diamant Dk € ’}5, dont les sommets sont (xx, x{“’, ng)’ on définit

e diam(Dxks) le diametre de Dgs.
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X le centre de 'aréte s,
|s| la mesure de l'aréte s,
|s*| la mesure de l'aréte s*,

—_—
e ap,, langle entre s et s}, de sorte que ap,, = Nk,, N&s.
|Dks| la mesure de Dgg. D’apres les propriétés géométriques du triangle, on a la relation
suivante :

1 1 .
|Dks| = §det(NKs,N¥s) = §|s||s | sin(apy, ), (5.3)

FIGURE 5.2.4 — Notations du diamant interne (gauche), et du diamant de bord (droite).

5.2.5 Régularité du maillage

La quantité size(7) est le plus grand des diametres des demi diamants Dk, € D. Cette
quantité permet en particulier d’obtenir les majorations suivantes

|s| < size(T), Vseé&; |s*| < size(T), Vs*e&

K| < size(T)2, YK € M;  |K*| < size(T)?, VK* € M*;  |Dks| < size(T)?, VDks € D. (54)

La régularité reg(7) du maillage 7 implique qu’il existe des constantes a, 5 > 0 telles que

VK e M, asize(T)? < |K]|, #0K < [

VK* € M*, asize(T)? < |K*, #OK* < 5 (5.5)
Vs €&, asize(T) < s, Vs* € &%, asize(T) < |5 ’
VDk, € D, asize(T)? < |Dgsl

ou #9K (resp. #9K*) est le nombre d’arétes de K (resp. K*).
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5.3 Opérateurs discrets

5.3.1 Vecteurs du maillage

On se propose dans cette section de définir les vecteurs qui vont nous servir a construire des
opérateurs discrets sur le maillage, ainsi que des produits scalaires utiles a ’analyse du schéma
discret. Soit K € 9% un volume et s une de ses arétes. Comme illustré dans la Figure 5.3.2, on
peut donner les expressions des vecteurs du maillage

Nis = —(x3° —x1°)t, NI = (xs —xk)™ (5.6)

On peut couper le vecteur Nk, en deux parties comme indiqué en Figure 5.3.2, ce qui va nous

K L
Ks _ Ls ngles

Ls

x1¥ = X3

(a)
FIGURE 5.3.1 — Vecteurs et notations d’une cellule primale (a), et d’une cellule duale (b).

permettre de mieux décrire les volumes de bord

Niks = Ngs1 + Nggo avec Ngg1 = (x5 —x)t,  Nggo = — (x5 — x4, (5.7)

et de maniere générale, étant donné que x; est situé au centre de l'aréte s, on a la relation

Nk

NKs,l = NKS,2 2 = (58)

Pour chaque diamant interne associé & une aréte s = KNL € £™ on a

KL K L
Nl - Nl e le. (5.9)
Remarque 5.3.1
9 > . o N
A tout vecteur N € R* est associé son vecteur adimensionné n = m
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FIGURE 5.3.2 — Vecteurs et notations d’une cellule duale de bord

5.3.2 Inconnues discretes et espaces d’approximation

La méthode DDFV fait intervenir un jeu d’inconnues constantes par volume primal ug
pour K € 9 et un autre jeu d’inconnues constantes par volume dual ug+ pour K* € 9t*. Ces
inconnues sont appelées inconnues principales, et sont rassemblées en

u” = ((uk)kem, (Uk=)krem) € (RH)#T.

Par ailleurs, nous introduisons une famille d’inconnues par aréte ugs € £, qui sera éliminée en
section 5.5, soit algébriquement en écrivant la continuité des flux a travers les interfaces internes,
soit en utilisant les conditions de bord.

5.3.3 Produits scalaires et normes

Pour tout couple (u”,v") dans (R?)#7, on définit le produit scalaire et la norme associée
par

1
[u",v7]r = 5( Z |Klug - vk + Z IK*|ug- -VK*> et |u”|F=[u",u"]r. (5.10)
Kem K*em*

Pour tout couple (¢®7¢®) dans M3(R)#®, on définit le produit scalaire et la norme associée
par

(605 = D Dkl (6P s gPe) et €03 = (€0:€°)5 (5.11)
Dks€D

oll (QSDKS : ¢DKS) = tr(ngKS (¢DKS)T). Pour tout couple (gb@,vr) € MQ(R)#éb X (]RQ)#@), on
définit le produit scalaire sur le bord

< ¢%n,v" >p=> |s|(¢"nk,) - Ve (5.12)
se&

=

Enfin, pour tout £ € M3(R), on note [¢] = (£ : )
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Remarque 5.3.2

Le coefficient % du produit scalaire dans (R?)#7 peut étre interprété comme I'égale con-
tribution des inconnues sur les maillages primal et dual; en effet, la Remarque 5.2.2 nous
affirme que les 2 maillages couvrent une seule fois €2, de sorte que

[1,1]7 = |€].

5.3.4 Opérateurs discrets

Dans cette section, nous allons construire 'opérateur gradient par demi diamant. Puis nous
pourrons alors définir le tenseur des contraintes par demi diamant, celui-ci étant une combinaison
d’opérateurs gradients (gradient, transposée gradient et trace du gradient).

Définition 5.3.1 (Ezxpression du gradient par demi diamant)

Soit K € 9 un volume primal et s € OK. Le gradient par demi diamant, défini de (R%H#T
dans My(R)#2 | et noté V2u", s’écrit pour tout Dx, € D

VDKS uT —

D] (s = ) @ NGy + (uff® — wf) @ NI). (5.13)
S

Remarque 5.3.3

La définition du gradient ci-dessus nécessite une valeur du déplacement par aréte. Pour les
arétes internes, cette valeur est éliminée en écrivant la continuité du flux normal du tenseur
des contraintes, pour les arétes sur le bord de Dirichlet, ce déplacement est donné par la
condition de bord, et cela sera sous-entendu quand on utilisera le gradient par la suite. Pour
les arétes sur le bord de Neumann, il n’est pas utile de préciser sa valeur.

A partir de cette formule, il est aisé de construire 'opérateur transposée gradient discret
par demi diamant. On remarque que par définition des volumes diamants, pour tout Dks € ©

HUDyxs = MK et )\DKS = K. (5.14)

Nous définissons le tenseur des contraintes discret par demi diamant o (u”) en nous inspirant
de sa forme continue

oPrs(uT) = px(VPxsu + (VPxsu™)T) + Agtr(VPxsu™)Id VD, € D. (5.15)
Remarque 5.3.4
1l est important de noter que si les coefficients de Lamé sont égaux de part et d’autre des
arétes du maillage primal, il est possible de définir les opérateurs par diamant entier par
1
VP = <(uL ~uk) ® Nis + (uk® — uks) @ N¥L>, (5.16)
2|Dks|
1
(VP5u)" = o (N @ (g, — u) + N @ (uf — uf)), (5.17)
2|Dgs|
1
DivPou” = D] <(uL — ug) - Nk, + (uls — ults). N{(L) Id. (5.18)
Ks

134



Pour toute fonction matricielle £ réguliere, la divergence continue est obtenue via la formule
de Green

/Kdiv(g(x))dx: > [ (t)nk.dt.

sedK VS

Nous allons donc définir la divergence discréte par volume qui imite la propriété de la forme
continue.

Définition 5.3.2

L’opérateur div’ : MQ(R)#é — (R?)#7 est une approximation consistante de I'opérateur
divergence définie par

& 1
divie? = g D N, VK € M,
s€0K

* 1 .

divie® = — > PN VK* € o+t
K x (5.19)
K, s,i\xp =x;*°

* 1 1

divK 5@ — W( Z £DKSNZKS + 5 Z gDKSNKs> VK* € b,
K, s,i\xgx =xK* S€OK* NN

Cet opérateur est a ne pas confondre avec la divergence discréte par demi diamant.

Par la suite, nous utiliserons les notations contractées
div?e® = (divEO)kem et div™ €2 = (divE D) e,
ol
div7 e = (div™e®, div™ ¢?).

Grace a ces définitions d’opérateurs discrets, nous pouvons désormais définir les champs de
vecteurs de déformation et de divergence dans (R?)#7.

Définition 5.3.3 (Tenseur discret des déformations)

On définit le tenseur discret des déformations D® de (R2)#7 dans MQ(R)#Q pour un champ
de vecteurs u’” par

VDKS u’ + (VDKS u’T‘)T
2

]D)DKS uT —

VDgs € D. (5.20)

Définition 5.3.4 (Tenseur discret de divergence)

On définit le tenseur discret de divergence Div® de (R2)#T dans MQ(R)#b pour un champ
de vecteurs u” par

DivPEsu” = divPksu” Id = tr(VP*u")Id YDk, € D. (5.21)
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5.4 Relation de Green discréete

Les opérateurs construits précédemment sont en dualité discrete, ¢’est-a-dire qu’il existe une
formule de Green discréte, identique a la formule continue, qui lie la divergence par volume au

gradient par aréte.

Théoréme 5.4.1 (Formule de Green)

Soit la famille de matrices Eb qui satisfait la condition de conservation aux interfaces

primales suivante : pour tout s = KN L
¢Pong, = P ns.
Soit u” un vecteur de (R?)#7. Alors la relation de Green discréte s’écrit
[div7 €2 u]r = — (gf’ : vi’uf)13 + < n,yW7) >, (5.22)

ott 'opérateur trace v : (R)#7 s ~(u”) = (’ys(uT))segb est défini par

2u, + uls + uks
vs(u”) = == }1 2 (5.23)

oll ug est la valeur intervenant dans VPXsu”.

Démonstration: La condition de conservation est primordiale pour éliminer les inconnues in-
termédiaires discretes en chaque aréte interne et en chaque aréte de bord de Neumann. On
pose ug+ = ul®. Soit €0 e Ms(R )#9 une famille de matrices satisfaisant la condition de conser-
vation de la Définition 5.5.1. Soit u” € (R?)#7 une famille de vecteurs. La relation (5.10) nous

donne
= 1 5 1 . 3
[div7e® u]r = 5 > IK[divie® - uk + 5 > K divE R cu
) Kem ) K~ €
= - K <— DKSN 5) °
IfGEUI 5661K
+§ Z |K*|<|K*| Z SDKSNZKS) s UK+
K*em=* K,s,i\xx =xK3
1 N 1
T3 2 K '(W Y. EPNg) - uk-.
K*em+b s€EOK*NON

On réorganise la somme sur les volumes primaux et duaux en une somme sur les demi diamants,
en utilisant les correspondances entre volumes primaux et duaux et demi diamants. Grace aux
définitions des vecteurs normaux données en (5.7) et (5.8), on a

. 5 1
[div7e® u]r = 5 Z (€P%:Ng,) -u
Dk.€9D

2
1 1
3 20 EONE) - (i — )+ 530 3 (€P Nics) i
DK5€35 se€ i=1

D’apres la continuité de la composante normale de Ei) a travers l'interface du maillage primal

interne s € £ et en utilisant la relation (A.1b), on peut réécrire la somme précédente en
introduisant les inconnues intermédiaires aux arétes
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= 1 1
3 T D T — D s . _ _ D s .
[div' &°uT]r = ) Z}‘E “*Nks) - (uk us)+2 Z~ (§7%°Nks) - us
Dgs€D Dk.€Db
2
1 ) X ) 1 X
T3 > (€N (uf - ug) + 5 D> (€PxNk,) - uf®
) Dis€D se& i=1
= =5 2 € (- ) © Nige + (uf* — uf) @ NJ)
1 Dgs€D
+§ ZfDKS : (us ® (Nks,1 + Nkso) +ul® @ Ngg 1 +ub® @ NKs,z)-
se&
. NKS . . N , ..
La relation (5.8) nous permet d’affirmer que Nks 1 = Nks o = — Ainsi, d’apres la définition

du gradient par demi diamant (5.13), celle de 'opérateur trace (5.23) et celle des produits scalaires
(5.11) et (5.12), on a bien

[div7 e, u]r = 7(535 : VéuT)é + <0,y >t

ce qui acheve la démonstration. |

5.5 Condition de continuité a travers les arétes

Les méthodes volumes finis sont basées sur une écriture conservative des flux a travers les
discontinuités du maillage. La méthode DDFV n’échappe pas a cette regle : nous devons traduire
la continuité au niveau discret de la composante normale du tenseur des contraintes.

Définition 5.5.1 (Condition de continuité)

Soit s = KN L € £™ une aréte interne. La condition de continuité s’écrit

oPxs (U )ng, = 0Pt (U )ngs. (5.24)

5.5.1 Expression des inconnues intermédiaires

La condition de conservation du flux de la solution discrete a travers chaque interface du
maillage primal énoncée par la Définition 5.5.1 introduit des équations supplémentaires, qui vont
nous permettre d’éliminer localement les inconnues intermédiaires us. On va les exprimer en
fonction des inconnues principales u”, des coefficients de Lamé constants par volume primal et
des parameétres du maillage. La Définition 5.5.1 de conservation des flux a travers les interfaces
du maillage primal permet de tirer une expression des inconnues auxiliaires ug sur les arétes
internes et les arétes du bord de Dirichlet & l'aide des matrices discretes (B.1)-(B.6). Nous
n’avons pas besoin de I'expression de ug sur les arétes du bord de Neumann.

Théoréme 5.5.1 (Expression des inconnues aur arétes)

1. Pour toute aréte interne s = KN L € £™, il existe un unique ug, dépendant unique-
ment des inconnues principales u”, des coefficients de Lamé constants par volume
primal (Mg, ux) et des paramétres du maillage, qui satisfait 1'équation (5.24). Son
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expression est
u, = B (BfuL + Bruk — BT (ug® — up)). (5.25)

2. Pour toute aréte de bord s € EP, I'inconnue auxiliaire ug est éliminée via la condition
de bord de Dirichlet. Son expression est

Us = g(xs)- (526)

Démonstration: Tout comme au chapitre Diamant 2d en Proposition 3.3.1, formule (3.16), les
flux normaux du tenseur des contraintes discret s’expriment a l’aide des matrices élémentaires

(B.1)-(B.6)
o (unks = Bi(us —uk) + B (us — up)
oPt(uT)ns = Bf(us —ur) + Br3(uy® - up®)

La condition de continuité (5.24) se traduit alors en

B (s — uk) + fr3(ug® — ui®) = —f (uy —ur) + Br°(us® — ui®),
soit
(B% + B )us = BiuL + Bruk — (B1° — Ar°)(uy* — uf®®)

ce qui correspond & l’expression (5.25) en utilisant le résultat sur I'inversibilité de Skr, en Propo-
sition B.1.1. |

5.5.2 Expression du gradient par volume diamant

Les inconnues discretes auxiliaires ug s’éliminent en appliquant la condition de conservation
(5.24) ou les conditions de bord. Nous allons montrer qu’il est ainsi possible d’obtenir I’expression
du tenseur des contraintes par diamant entier au lieu de son expression par demi diamant.

Théoréme 5.5.2 (Expression des contraintes par volumes diamants)

Pour toute aréte interne s = KNL € €™, si on pose Ds = Dk U Dy, la relation

Ds/. .7 |DKS| Dk T |DL3| Dy, T
e ZLs] 5Dy 5.27
7P () = [P () 4 Lo ), (527

conduit & Dexpression (5.29) du tenseur des contraintes par volume diamant qui ne
dépend que des inconnues discrétes u”, des coefficients de Lamé par volume primal et
des parametres du maillage T .

Démonstration: On remplace ug par I'expression donnée par le Théoreme 5.5.1. Ainsi

1
Vorew = [(u, — ux) @ Nig, + (uf* — ul®*) @ Ni°|
2|DlKS|
= {51@_1 (ﬂfuL + (Bx — ﬂKL)uK) ® Nk,
2|DKS| N—
—Bs
— By~ AR (uks — uks) @ N, + (uks — uk*) ® N{ﬂ
1 _
= 3Dw| {BKL 162 (ur, — uk) ® N

e, B — ) @ Nig, + (uf — uk) & Nj<].
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En raisonnant cette fois sur les demi diamants associés au volume L, on obtient que

1 ) ) )
VP = op (- w) @ Nug + (uf — i) @ (<N}
Ls
_ 1 —1 S S
= 2D [BKL ((BKL B )ur, 5KU-K) ® Nk,
Bk
_ ) ) ) ) ) 5.28
™ B0 — uk) @ Ny + (0 —uk) @ (<Npy] %)
1 —1 ps
= D] [5KL 165 (ug, — uk) ® N

+BkL " BRE (uKs — ul) @ Nk, + (uks — uks) @ (fN%S)] )
On pratique de méme pour les expressions de (VPxsu™)”, (VPreu™)T divP*<u” et divPu’.
Par suite, comme

Dxs
O_Ds(ur) | K|

[ux (VO™ + (VPxeum)T) 4 Atr(VP%euT) Id}

{ML(VDLSUT + (VPR u™)T) 4 Aptr(VPEuT) Id} .
on obtient comme expression pour le tenseur des contraintes discret

2[Ds|oPs(u") = {ﬂKL_l(MLﬂ% + px ) (uL — uk) ® Nk;
+(pr — px) B AR (U — ul) @ N,
- uf) @ (uNES — N
+ [NKs ® B (LB + pkBE) (UL — uk)
+Nks @ (pr, — px) B~ B (uks — ul) (5.29)
NI = e NE) @ ()|
+ [(BKLil()\Lﬁf( + Akt (ur, — uk) - NKS)
+(AL — Ak) (Bkr ' BEE (uks — uke)) - N,
(- k) - NES = A NP | 1d

ce qui acheve la démonstration. |

Remarque 5.5.1

Dans l'expression (5.29), on remarque que si les coefficients de Lamé sont égaux de part et
d’autre des arétes du maillage primal, on retrouve l’expression du tenseur des contraintes a
coefficients constants.

5.6 Inégalité de Korn discrete

L’inégalité de Korn est utile pour montrer que le schéma numérique est stable et bien posé.
Elle affirme que I'on peut contrdler le champ de déplacements d’une surface (mesuré en une
norme appropriée de type Sobolev) par les tenseurs linéarisés des déformations.

Théoréme 5.6.1 (Inégalité de Korn pour le probléme de Dirichlet pur)

Pour tout u™ € (R?)#7 tel que ux» = 0 pour tout K* € M**. Alors

[Vu]5 < V2|Du| . (5.:30)
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L’inégalité de Korn a été établie par Krell [69] pour des conditions aux bord de Dirichlet pour
T'y = 0. Le détail de la démonstration est fourni en Annexe D.1.

Remarque 5.6.1 (Inégalité de Korn pour le probléme mixte)

La preuve de l'inégalité discréte pour des conditions de bord mixtes est a notre connais-
sance un probléme ouvert. Si 'y # ), nous admettrons que I'inégalité reste vraie avec une
constante différente de /2. Dans la suite pour I'étude du caractére bien posé, la stabilité et
Pestimation d’erreur, on conserve, dans les preuves, les contributions du bord de Neumann.
Cependant, le résultat n’est établi que pour les problemes de Dirichlet pur en raison de
l'inégalité de Korn.

5.7 Schéma numérique et stabilité

5.7.1 Description du schéma et caractéere bien posé

Pour obtenir le schéma numérique, nous intégrons deux fois le probleme de 1’élasticité, a la
fois sur le maillage primal et sur le maillage dual. Tout se passe donc comme §’il s’agissait de
résoudre deux fois le probleme de l’élasticité. En réalité, c’est le maillage diamant qui permet
de coupler le jeu d’inconnues u” € (R*)#7 aux centres et aux sommets du maillage primal.
Les inconnues auxiliaires situées aux interfaces du maillage primal aussument la condition de

conservation 5.24.
Théoréme 5.7.1

Le schéma numérique consiste a trouver u” € (R®)#7 tel que

~divi(o®(un)) = fK VK € 9,
—divf (P (")) = ¥ VK* € 90t U onon
ugr = g(xk) VK* € Moo (5.31)
1
oPKs (U ng, = m/h(x)dx Vs € EON.
avec
£ = (fK)Kesm - (L/ f(X)dX> = (fK*)K*ei)Jt* = <L* f(X)dX> )
K| Jk Kem K" Jk= K*eam

et ot il est sous entendu que la condition de Dirichlet est imposée sur le bord des mailles
primales afin de définir le gradient et donc le tenseur des contraintes discret. Lorsque
I'n = {0}, ce schéma est bien posé et posséde une unique solution u” € (R?)#7

Avant de prouver le Théoreme 5.7.1, on va énoncer un résultat sur les produits scalaires
utile pour la suite.

Lemme 5.7.1

La définition (5.11) du produit scalaire sur les demi volumes diamants nous permet d’écrire
que pour tout u’ € (Rz)#T et pour tout Dk, € D

(]DDKsuT : DDKsuT) — (DPxsyT - VDKSuT)

(
(DivPxsu™ : DPxsu™) = (DivPxsu” : VPKsuT) (5.32)
(]DiVDKSuT :ID)iVDKSuT) = 2(ID)1'VDKSuT : VDKSuT).

La preuve de ces égalités est faite pour le schéma diamant, Lemme 3.5.1.
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Convention 5.7.1

Soit u™ € (R%)#7. On note par convention

/213 DPu" = (\/2MK ]D)DKSuT> K
Dics €D (5.33)

N\~ B
DDivPu" = ( )\—K]DiVDKSuT> .
2 \/ 2 Dy.ed

Preuve du Théoréme 5.7.1

Démonstration: Le systeme (5.31) est un systéme linéaire de dimension #9014 #9M*. Pour prouver
Iexistence et I'unicité, nous allons supposer que le second membre f7 = (f m £ im) est nul et
que les conditions aux bords sont homogenes : g = 0 et h = 0. Dans ces conditions, le systeme
consiste & trouver u” € (R?)#7 tel que

—div®(o® (u)) 0 VK e,
—div® (6®(u7)) = 0 VK e Mt umty, (5.34)
ug- = 0 VK*emo, '
oPxs(u")ng, = 0 Vsc &,

D’apres la définition du produit scalaire (5.10), on a donc

[—div7 (o® (")), u"]r = 0.

Comme ¢° = ¢® (u”) satisfait bien la relation de compatibilité (5.24), la formule de Green
discrete donne
[~div’ (c®(u7)),u"]r = (J@ (u7) : v%f) <o) n ) >r.
D

En raison des conditions de bord que satisfait u”, on a < o® (u”)-nks,vs(u”) >p= 0. Le caractere
symétrique du tenseur D®u”, ainsi que les relations données en (5.32)

D T DT DT Aj DT
0= (ai’(u ): Vou )@ = 1v/205 D2u" |3 + |1/ 22 DivPu" |3,
L’inégalité de Korn (5.30) implique i
|V2u |5 = 0.

La condition au bord implique que u” = 0, ce qui montre que le systeme est bien posé et admet
une unique solution. |

5.7.2 Stabilité du schéma DDFV

A présent, nous allons énoncer un résultat de stabilité du schéma numérique (5.31).

Théoréme 5.7.2 (Stabilité)

Soit u” € (R*)#7 solution du systéme (5.34) avec des conditions de bord homogénes.
Alors il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de la régularité du maillage et
des coefficients de Lamé, telle que

[V2uT|2 < CJET 17 (5.35)
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Démonstration: La formule de Green (5.4.1) écrite pour des conditions de bord homogenes donne

[~div7 (6® (u™)), u 7 = 7<J© (u) : v@uf)

D

Gréce a la Convention (5.7.1) et aux relations (5.32), on a

. D T T T T )\~ .7 T
[—div" (o® (u")), u"]7 = | /205 D707 |3 + [/ 5 Divou’ [

D’autre part, étant donné que u” satisfait le systeme d’équations (5.31), on a

/205 DPu” [ + W% Divu’[} = [£7. "]

On peut minorer par la borne inférieure des coefficients de Lamé, de sorte que

2uDu73 + SIDVA a7 < [T, u']
Par I'inégalité de Korn (5.6.1), il existe une constante C; > 0 telle que

Gl VW3 + SDivur 3 < [T, w'

Jad D) D
et par suite
V2 < Gl

L’inégalité de Young implique que pour tout € > 0

VO < (egeTyz + T,
2 Cip €

Grace a I'inégalité de Poincaré discrete donnée en Proposition 5.8.2, il existe une constante C' > 0
dépendant uniquement de la régularité du maillage telle que

5 c [Vour |2
R ]

Au final, en choisissant € assez grand de sorte que 1 — % > 0, on a prouvé qu’il existe une

constante C' > 0, dépendant uniquement de la régularité du maillage et des coefficients de Lamé,
telle que )
D2 T2
IVZuT|3 < Ol |7

ce qui achéve la démonstration. |

5.8 Convergence et estimation d’erreur

Théoréme 5.8.1 (Estimation d’erreur)

En supposant que u la solution exacte du probléme continu est dans W*P(Q) pour p > 2,
et que u” € (R?)#7 est solution du systéme (5.31), alors il existe une constante C' > 0,
dépendant uniquement des paramétres du maillage, des coefficients de Lamé et de u €
W2P(Q) avec p > 2, telle que

[u—u" s+ [Vu— V27|, < C size(T). (5.36)
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On précise que la norme de la différence entre la valeur continue et la valeur discréte est
définie par

1 1
”u_u’T”% _ 3 Z /K”u(x) —uK||2dX+ B Z /K* Ju(x) —UK*||2dX

Kem K*em*
[Vu—-Vu|3 = Z (Vu(x) — VP<u") @ (Vu(x) — VPEu")dx.
~ JDks
DKse©

La preuve de ce théoreme nécessite plusieurs définitions et résultats préalables. Nous allons

d’abord définir des estimateurs d’erreur sur les arétes du maillage, puis les évaluer.

Démonstration: Soit u™ € (R?)#7 est solution du systeme (5.31). On définit la quantité e™ qui
représente l'erreur entre la valeur discrete du déplacement et le projeté de sa valeur continue sur
le maillage

e =PTu—u" (5.37)
ot Popérateur de projection P7u est donné par
U.(XK) VK € I
PTu = u(xg-) VK* € mrint Y omby (5.38)
g(xg-) VK" € Mmoo,

Remarque 5.8.1

Pour tout s = KN L on a toujours la relation de conservation
oPx: (PTu)nk, = oPt (P7 u)nks,, (5.39)
ce qui entraine

= e (Bfule) + Brula) - A (uGd™) - u(x()) ).

Pour tout s € PN on a

1

5]

@ =) — (5507 (7 [ Boodx — A1 (ulxf) — u(xt))).

de telle sorte que
1
oPxs (PTu)ng, = 5l /h(x)dx. (5.40)
S S

1
Regardons dans un premier temps les volumes K € 9. Sachant que f¥ = m / f(x)dx, et
K

que le systéme continu impose f(x) = —V - o(u(x)) on a
ivE (o® (u” - L -o(u(x))dx. .
aiv* (2 () = i [ - r(ut0)d (5.41)
De ce fait,
K|divE(0®(e™)) = [K|divE(o® (PTu)) 7/KV~J(u(x))dx
= Z oPxs (PTu)Nk, — Z o(u(x))ngsdx
s€OK s€OK VS
. / (UDKS(]pT u) —g(u(x)))nstx.
s€OK " ?®
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En posant
KRx = > / (o(u(x)) — oPxe(pT u))nstx,
SCOK VS
I’équation précédente s’écrit i
—div¥(0®(e7)) = Rk. (5.42)
On obtient de la méme facon en raisonnant sur les volumes duaux que pour tout K* de 9" U
m*bN

K divE (62 (7)) = [K*|divE (6P (PTu)) — / V-o(u(x))dx
= Z {JDKS(PTu)N{(Sf/ J(u(x))n{“dx]
S*iaK* s*
Jri Z [UDKS(]}DTu)NKS—/a(u(x))nstx}
sEOK*PN s
= —|K*|Rg-.

Ainsi, I’équation précédente s’écrit
—divi (6@ (e)) = Ri-. (5.43)
Enfin, les conditions au bord se réduisent a

exg = 0 VK*GDﬁ*bD

oPxs(e")ngs = 0 Vs &, (5-44)

On définit la quantité

R; = (Rk, Rk* ke K+ emintum+on -
On observe ainsi que la quantité e” obéit a un systeéme d’équations semblable a celui du
déplacement uT, et qui s’écrit : trouver e” € (R?)#7 tel que

~divi(0®(e7)) = Rk VKeMm,
_divK’ (0,33 (eT)) = Rg- VK* e mntymrdy, 5.45
B * *b ( . )
exr = 0 VK* € Mmor,
oPxs(e")nkgs = 0 Vs € £V,

La formule de Green implique que
[R.,e7], = [-div” (ai) (e7)), e,
= (03D (e7): VgeT)é,

puisque les conditions de bord sont nulles. Grace aux notations données par la Convention 5.7.1
et aux relations (5.32), on obtient que

~ )\~ LA
Reel: = |25 DT + |y 22 DivPe |2,

En appliquant I'inégalité de Korn (5.30), et étant donné que les coefficients de Lamé sont minorés,
on en déduit qu’il existe C' > 0 telle que

~ )\ ~
2uC Ve’ |% + ;nmiv%’f 13 < [Rr, €] (5.46)

A présent, on cherche a évaluer la quantité [R.,e"], = R, + Ry, ol on note pour la suite

R, = % Z Z [/(a(u(x)) —UDKS(PTu))nKSdX} - e

KeMscoK 7 °

I D S G E RSt

K> eM* K, s,i\xgx =x

+% gg:b [/ (G(u(x)) - O—DKS(PTU))nKSdX] . ﬁ
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Terme R,

On réorganise la somme sur les volumes primaux K € 91 en une somme sur les demi diamants
Dks € D. On sait que la donnée par aréte e; = U, — u, est éliminée algébriquement pour toute
aréte interne par les relations de conservation (5.39) et (5.24). Ainsi

R, = % Z {/ (J(u(x)) — ogPxs (]P’Tu))nstx} - (ex —es)
Di.ed °°
+% Z~ [/é (U(u(x)) — gPxe (]P’Tu))nstx} - €.
Dks€D?

Par ailleurs, la condition de bord de Dirichlet impose e; = 0, et la condition de bord de Neumann

se traduit par oPxs (P7u)Ng, = /O’(U(X))HKS. On obtient finalement

R, — 3 [ / (J(u(x)) — ol (PTu))nstx} - (ex —ey) (5.48)

2 ~
Dks€® s

Terme R,
En réorganisant les sommes sur les demi diamants internes et de bord, le terme R, devient

Ry, = %ngé {/S* (a(u(x)) — gPxs (PTu))n¥sdx} (e — el

453 [ (r(u60) - 0P (7w mrax - S

segr s

De méme que pour R, les termes de bord sont nuls, et finalement

Re = 5 3 [ [ (o(at0) - o™ FTw)nfeax] el o). (50)

Dk €D s

En utilisant les propriétés géométriques du volume diamant, on peut exprimer les quantités
ex — e, et ef® — eXs en fonction de leur gradient. L’expression du gradient par demi volume
diamant est donnée par la Définition (5.3.1). Comme illustré en Figure 5.8.1, on pose tks =
(—nk) L et 5 = (nk,)*. La régularité du maillage définie en section 5.2.5 implique qu’il existe
une constante ag > 0, telle que ming , ¢+ (|nK5 S tixs|, nks - t¥s|) > qq, de sorte que la famille
de vecteurs définie précédemment forme une base de (R?)#7. Pour tout demi volume diamant
Dks € f), on a

1

(VDKSeT)th — _—(eK - es)|5|(nKs . th)a
2|Dks| (5.50)
(VPreeT )t = — (e1* — €3[| (i - 1)
2|Dks]|
On va par la suite utiliser les notations suivantes
1
Ris = — / (a(u(x)) — gPxs (PTu))nKSdX Vsel,
sl Js (5.51)

1
Ry = m/ (O’(U(X)) — ogPxs (]P’Tu))n¥sdx Vs* e &,
s J g
Ainsi, les termes R, et Ry s’écrivent

1 2(VPxseT )t 1 2(VPxseT)tKs
R,=-> Y [DkeRie=———"—"etRy=—2 Y |[Dis|Rer =gz (5.52
3 2 [Pele T Ty 2 el e 092

Dxs €D Dks €D
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NKs

FIGURE 5.8.1 — Une des constructions possibles des vecteurs ti, et tﬁ(s.

Par Cauchy Schwarz

IRal < CIVeTl5 (32 IDwol IRicsl?) ™ et [Rol < CIV2eT 5 (Y Dkl IR ?)

DK5€© DK5€©
(5.53)

Finalement, il existe une constante C' dépendant de la régularité du maillage telle que

Rl < OveTls[( Y DelRel) + (X DelRa) ] sy

Dks€® Dks€®

5.8.1 Inégalités de trace et Poincaré

Proposition 5.8.1 (Inégalité de trace, voir [//], Lemme 8.1)

Soient p > 1, K € M et s € 9K. Il existe une constante C, dépendant uniquement des
paramétres du maillage, telle que, pour toute fonction v.€ W1P(Dys)

1 p : p—1
H g/v(x)dx Cdiam(Dks) C

< [Vv(x)[Pdx + —/ [v(x)[dx
5] /DKS |s|diam(Dxs) Jpy,
Proposition 5.8.2 (Inégalité de Poincaré discréte, voir [7], Lemme 3.3)

(5.55)

Soit T un maillage de 2. Il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement du
diamétre de ) et de la régularité du maillage, telle que, pour toute fonction u” € (RQ)#T
avec ug+ = 0 pour tout K* € 9M**0 et u, = 0 pour tout s € 2, on a

[u"lr < CIVPuT|5. (5.56)
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5.8.2 Propriétés de 'opérateur de projection

On dispose des trois estimations suivantes sur le gradient du projeté, sur I'erreur du gradient
du projeté et sur I'erreur du projeté démontrées pour les deux premieres dans [63] et dans [7]
pour la derniere.
Proposition 5.8.3

Soit T un maillage de €. Il existe une constante C, dépendant uniquement de la régularité
du maillage et des coefficients de Lamé telle que, pour toute fonction u € W2P(2) avec

p>2,0na
Y IDslIVPS (BT )P < CIVulfy,q (5.57)
DKSG’b
> . [Vu(x) — VP (BT w)[Pdx < Csize(T) [Vulfy, q)- (5.58)
DKSG/‘@ K

lu—P7uly < Csize(T Ml @)- (5.59)

La dernitre inégalité est en fait vraie avec |ulj;., @ ctp=1

Proposition 5.8.4 (Estimation d’erreur de la divergence projetée)

Soit T un maillage de ). 1l existe une constante C, dépendant de la régularité du maillage
et des coefficients de Lamé telle que, pour toute fonction u € W2P(Q) avec p > 2

> [Divu(x) - DivP% (PTu)[Pdx < Csize(T)[Vulfy, g, (5.60)

Dks 63‘5 Ks

Démonstration : Soit u € W2?(Q) avec p > 2. On se donne un Dx, € ©. Sachant que Divu(x) =
tr(Vu(x))Id et que DivP** (P7u) = tr(VPx: (P7u))Id, des lors d’apres la proposition (5.58), il
existe une constante C, dépendant uniquement de la régularité du maillage et des coefficients de
Lamé telle que pour toute fonction u € W2P(2) avec p > 2, on a

3 / [Diva(x) - DivPs (PTu)Pdx = 258 > / [tr(Vu(x) — VP (P7u)) [Pdx
Dy.ed * Px: Di.ed /DK
< Csize(T)P ||Vu||W1,p(Q). u

5.8.3 Fin de preuve : estimation d’erreur

On va a présent donner une estimation de l'erreur pour le déplacement et pour le gradient
des déplacements, afin d’achever la preuve du Théoreme 5.8.1.

Démonstration: Regardons dans un premier temps le terme Rkg. On sait que

S DRl = 3 Dl ] o [ (o) = P 7w

Dks €D Dxs o)

P

En utilisant la proposition (5.55), on peut écrire que

Cdiam(Dgg)P~?
> Dl < Y[Rl [
Ks

Dk.€D Dk, €D

‘V (0‘ (u(x)) — oPx (]P’Tu)) dex

‘ o(u(x)) — oPx (P7u) dex} .

R
|s|diam(Dks) Jp,.
(5.61)
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La régularité du maillage définie en section (5.2.5) nous indique qu’il existe des constantes C; > 0
et Cy > 0, dépendantes du maillage, telles que

|DKS|

diam(|Dks)
diam(Dxs)|s|

|s]

D’une part, on sait que oP%s (P7u) est une valeur constante par demi diamant Dy, € D, ce qui
implique que VoPxs(P7u) = 0. Il existe ainsi une constante C' > 0, dépendant uniquement des
parametres du maillage, telle que

diam(Dgs )P~ 1
Z |DKS|#/
- |s| Dxs

Dks€e®

[Dxs| < Oysize(T)? et Cs. (5.62)

(7(uG) — 0P (PTw)) dex < Csize(TY |V ully 1 -

(5.63)
D’autre part

S [ tetue) - @Twrax < 3 [ jue(V(ut0) - (T () )

Dks o) Dxks o)

+ > / l(x ((Vu(x)) — (VP (PTw) " ) JPax
Dk €D
+ Z/ IA(x (T(VU(X))—tT(VDKS(PTu)))"de
P (5.64a)
+ [ (11(%) = ppye, ) (VPK= (BT ) [Pdx
D}(Szeb\/IDKS
+ Z /D [(1(x) = iy, ) (VP (BT w)) " [Pdx (5.64D)
Dks€®D Ks
+ > . [(A(X) = Apg. ) tr (VPR (PTw)) [Pdx.
Dk €D Ks

Ainsi, si on s’en tient au fait que les coefficients de Lamé sont réguliers (C' ou W1 par
exemple) par sous-domaines, & la définition de la norme matricielle, aux relations (5.58) et (5.60)
pour (5.64a) ainsi qu’a la relatlon (5.57) pour (5.64b) il existe une constante C' > 0, dépendant
uniquement des parametres du maillage et des coefficients de Lamé telle que

Dxks P
Z~ W /D ) Ho(u(x)) — oD (pT u)H dx < Csize(TYP|Vully g (5.65)
Dks€® s

En réunissant les deux inégalités (5.63) et (5.65), et grace aux résultats (5.62) sur le maillage,
il existe ainsi une constante C' > 0, dépendant uniquement des parametres du maillage et des
coefficients de Lamé telle que

S Dl [Rice|? < Csize(TPIVullya o)
Di.€D
ce qui implique que
Y- IDrol IRxs|? < Csize(T)*[Vulfpin g (5.66)
Di.€D

Pour ce qui est du terme en Rg+, on arrive par les mémes arguments a montrer qu’il existe une
constante C', dépendant uniquement des parametres du maillage et des coefficients de Lamé telle
que

> IDkal [Re|* < Csize(T)* [Vl - (5.67)
Dk €D
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En combinant (5.46) et (5.54), on a

IvoeTly < [(( X |DKS|||RK5||2)%+( ) |DKS|"RS*”2)%]

Dxs €D Dxks €D

et les estimations (5.66) et (5.67) donnent
V267 |5 < Csize(T). (5.68)

Concluons & présent en donnant une estimation des normes Ju —u” |z et [Vu — Vour [2-

Estimation de [u—u"|; D’aprés la relation (5.59), I'inégalité de Poincaré (5.56) et I'égalité
(5.68), on peut écrire que

[u—ufo < Ju—PTufs+ [PTu—u"|r

< Csize(T) + V2 (PTu—u")|5
<
~

Csize(T).

Estimation de |[Vu — V®u"|; D’aprés la proposition (5.58) et I'égalité (5.68), on peut
écrire que

[Vu—V2u|; < [Vu— V2@ + |V (BTu) - VouT|4
< Csize(T).
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5.9 Illustrations numériques

Nous allons a présent illustrer les résultats théoriques obtenus précédemment par une série
de tests numériques. Les trois premiers tests sont comparés a des solutions analytiques, alors
que dans les deux derniers tests, on compare les résultats a ceux obtenus par éléments finis. Les
maillages utilisés sont de type non structuré.

5.9.1 Cas E.1.3 : Déformation d’un carré homogene. Solution polynomiale

Les résultats d’estimations d’erreur sont présentés dans les Tableau 5.9.1 et Tableau
5.9.2 pour les valeurs, et dans la Figure 5.9.2 pour le tracé. On présente également les iso-
valeurs obtenues pour chacune des composantes de la solution DDFV en Figure 5.9.1. Comme
précédemment, nous utilisons une série de maillages raffinés soit uniformément soit successive-
ment. On compare les différences des réponses DDFV et Exacte dans 3 normes : norme infinie,
norme 1 et norme 2. On donne en Figure 5.9.3 les isovaleurs de la contrainte de Von Mises, ainsi
que la courbe de convergence de I'erreur pour cette contrainte.

| Volumes | h | lupprv — Ugsact]oo | [WpDFV — UEzact]i | [upppv — Upzact]2 |
204 1.51-107! 1.19-107% 2.32-107° 2.60-107°
816 7.57-1072 3.85-107° 5.82-1076 6.65 - 1076
3264 3.78 - 1072 1.18-107° 1.45-1076 1.67-1076
13056 1.89-1072 3.50 - 1076 3.65-1077 4191077
52224 9.46 - 1073 1.01-1076 9.12-1078 1.05-1077

Tableau 5.9.1 — Cas E.1.3 : estimations d’erreur L>®, L' et L? pour une série de maillages
uniformément raffinés.

| Volumes | h | lupprv — Upsact]oo | [UpDFv — UEsac]i | [upppv — UEBsac2 |
204 1.51-107! 1.19-107% 1.16 - 107° 2.60-107°
338 1.16 - 107! 7.46 -107° 6.87 - 1076 1.48 -107°
892 7.31-1072 3.36-107° 2.68 1076 6.00 - 1076
5428 2.85-102 7.31-1076 4.23-107" 9.51-107
10168 2.12-1072 4.20-1076 2.37-1077 5.13-1077
23668 1.41-1072 2.12-1076 9.95-1078 2.28 1077
35618 1.14-1072 1.36 - 1076 6.66 - 1078 1.47-1077
92516 7.04-1073 5.87-1077 2.43.1078 5.54-1078

Tableau 5.9.2 — Cas E.1.3 : estimations d’erreur L>®, L' et L? pour une série de maillages
successivement raffinés.

5.9.2 Cas E.1.4 : Déformation d’un carré homogene. Solution non polyno-
miale

Les résultats d’estimations d’erreur sont présentés dans les Tableau 5.9.3 et Tableau
5.9.4 pour les valeurs, et dans la Figure 5.9.5 pour le tracé. On présente également les iso-
valeurs obtenues pour chacune des composantes de la solution DDFV en Figure 5.9.4. Comme
précédemment, nous utilisons une série de maillages raffinés soit uniformément soit successive-
ment. On donne en Figure 5.9.6 les isovaleurs de la contrainte de Von Mises, ainsi que la courbe
de convergence de 'erreur pour cette contrainte.
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FIGURE 5.9.1 — Cas E.1.3 : Champ de déplacement |u;| (gauche) et |us| (droite) pour le maillage

le plus fin
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FIGURE 5.9.2 — Cas E.1.3 : estimations d’erreur L>°, L! et .” pour des maillages uniformément
raffinés (gauche) et successivement raffinés (droite).
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FIGURE 5.9.3 — Cas E.1.3 : Isovaleurs de la contrainte de Von Mises (gauche) et estimations
d’erreur L' et 1”7 pour des maillages uniformément raffinés

Volumes | h | lupprv — upsactlos | [upDFY — Upsactls | TuppPV — UBsact]2 |
204 1.51-107! 2.49-1074 2.36-107° 5.45-107°
816 7.57-1072 7.89-107° 5.94 1076 1.39-107°
3264 3.78 - 1072 2.39-107° 1.48 1076 3.5-1076
13056 1.89-1072 7.04-1076 3.72-1077 8.77-1077

Tableau 5.9.3 — Cas E.1.4 : estimations d’erreur L, L' et L? pour une série de maillages
uniformément raffinés.

| Volumes | h | lupprv — Upsactloo | [WpDFv — UEsac]i | [upppv — UEBsac2 |
204 1.51-107! 2.49 .10 2.36-107° 5.45-107°
338 1.16 - 107! 1.53-1074 1.43-107° 3.09-107°
892 7.31-1072 7.07-107° 5.73-1076 1.26-107°
5428 2.85-1072 1.40-107° 8.51-107" 1.90 - 1076
10168 2.12-1072 8.37-1076 4731077 1.04-1076
23668 1.41-1072 3.89 .10 2.05-10" 458 1077
35618 1.14-1072 2.80- 106 1.34-1077 2.96 - 107
92516 7.04-1073 1.13-1076 5.09-107% 1.15-107

Tableau 5.9.4 — Cas E.1.4 : estimations d’erreur L>®, L' et L? pour une série de maillages
successivement raffinés.

5.9.3 Cas E.1.6 : Déformation d’un triangle homogene

Les résultats d’estimations d’erreur sont présentés dans le Tableau 5.9.5 pour les valeurs, et
dans la Figure 5.9.8 pour le tracé. On présente également les isovaleurs obtenues pour chacune
des composantes de la solution DDFV en Figure 5.9.7. On donne en Figure 5.9.9 les isovaleurs de
la contrainte de Von Mises, ainsi que la courbe de convergence de ’erreur pour cette contrainte.

5.9.4 Cas E.1.7 : Déformation d’un barreau homogene percé d’un trou

Dans les figures 5.9.10 et 5.9.11 sont affichées les configurations déformées obtenues avec la
méthode DDFV et la méthode éléments finis (EF) P1 conformes.
A présent, nous allons présenter les résultats d’estimation d’erreur. Etant donné que nous ne
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Champ de déplacement |u;| (gauche) et |us| (droite) pour le maillage

le plus fin
10° 10°
O DDFV Linf 1.72 O DDFV Linf 1.74]
o DDFVL1 2 107 o DDFVL1 2.01
107 * DDFVL2 1.99 # DDFVL2 2.01
10°
8 10° 8
@ @
10°
-6
10 ~
107
107 Erreur en deplacement u 10° Erreur en deplacement u
001  0.02 005 0.1 0.2 001  0.02 005 0.1 0.2
mesh size mesh size
10° 10°
O DDFV Linf 1.64 O DDFV Linf 1.73
O DDFVLL 2 /| @ DDFVL1 2
10 # DDFVL2 2 10 # DDFVL2 2,01
10°
8 10° 8
@ @
10°
-6
10 ~
107
Erreur en deplacement u Erreur en deplacement u
_7 -8
10 10
001  0.02 005 0.1 0.2 001  0.02 005 0.1 0.2
mesh size mesh size
10° 10°
O DDFV Linf 1.72] O DDFV Linf 1.74
O DDFVL1 2 " O DDFVL1 2.01
107k | * DpRVL2 198 10 # DDFVL2 2.01
10°
8 10° 8
@ @
10°
-6
10 ~
107
Erreur en deplacement u, Erreur en deplacement u,
_7 -8
10 10
001  0.02 005 0.1 0.2 001  0.02 005 0.1 0.2
mesh size mesh size

FIGURE 5.9.5 — Cas E.1.4 : estimations d’erreur L>°, L! et .” pour des maillages uniformément
raffinés (gauche) et successivement raffinés (droite).
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FIGURE 5.9.6 — Cas E.1.4 : Isovaleurs de la contrainte de Von Mises (gauche) et estimations
d’erreur L' et 1”7 pour des maillages uniformément raffinés

Volumes | h | lupprv — upsactlos | [upDFV — Upsactls | TupDPV — UBsact]2 |
290 5.11-1071 5.33-1073 2.64-1073 2.39-1073
920 2.55-1071 1.67-1073 6.62-10~* 6.04 - 1074
3680 1.28 - 101 5.03-107% 1.65-107% 1.51-107%
14720 | 6.38 - 1072 1.47-1074 4.16-107° 3.80-107°
58880 3.90 - 1072 4.22-.107° 1.05-107° 9.60 - 1076

Tableau 5.9.5 — Cas E.1.6 : estimations d’erreur L, L' et L? pour une série de maillages.

FIGURE 5.9.7 — Cas E.1.6 : Champ de déplacement |u;| pour le maillage le plus fin

possédons pas de solution analytique pour ce test, les résultats obtenus par la méthode DDFV
sont comparés a ceux obtenus par éléments finis. La méthode des éléments finis en élasticité
linéaire est convergente d’ordre 2. Les résultats d’estimations d’erreur sont présentés dans les
Tableau 5.9.6 et Tableau 5.9.7 pour les valeurs, et dans la Figure 5.9.16 pour le tracé. On
présente également les isovaleurs obtenues pour chacune des composantes de la solution DDFV
en Figure 5.9.12 et Figure 5.9.13. Comme précédemment, nous utilisons une série de maillages
raffinés soit uniformément soit successivement. On donne en Figure 5.9.14 les isovaleurs de la
contrainte de Von Mises et en Figure 5.9.15 la courbe de convergence de 'erreur pour cette
contrainte.
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FIGURE 5.9.8 — Cas E.1.6 : estimations d’erreur L>°, L! et L” pour des maillages uniformément
raffinés
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FIGURE 5.9.9 — Cas E.1.6 : Isovaleurs de la contrainte de Von Mises (gauche) et estimations
d’erreur L' et 1 pour des maillages uniformément raffinés
5.9.5 Cas E.1.8 : Déformation d’un barreau non homogene percé d’un trou

Dans les figures 5.9.17 et 5.9.18 sont comparés les résultats du déplacement avec la méthode
DDFYV ainsi que par éléments finis. La Figure 5.9.17 correspond a un matériau composé d’a-
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FIGURE 5.9.11 — Cas E.1.7 : réponse du déplacement obtenu par éléments finis

| Volumes | h | lupprv — Upsact]so | [WpDFv — UEsac]i | [upppv — Upzac2 |
1106 1.47-1071 1.30 - 1072 2.97-1073 4.49-1073
4424 7.36- 1072 4.64-1073 8.78 -10~* 1.29-1073
17696 3.68 - 1072 1.65-1073 2.46 - 104 3.49-10~4
70784 | 1.84-1072 6.60 - 10~* 6.90 - 107° 9.46-107°
283136 | 9.20-1073 2.95-107% 1.98-107° 2.69-107°

Tableau 5.9.6 — Cas E.1.7 : estimations d’erreur L>®, L' et L? pour une série de maillages

uniformément raffinés.

| Volumes | h | lubprv — Ugsactlos | Iupprv — Upsactlt | [upprv — Upgact|2 |
290 2.10-1071 5.80 - 1072 1.75-1072 2.35-1072
590 1.52-1071 3.10- 1072 8.53-1073 1.12-1072
966 1.19-107! 2.02-1072 5.50 - 1073 8.06-1073
2454 7.21-1072 1.11-1072 2.32.1073 3.62-1073
16238 2.85-1072 1.93-1073 3.93.107% 6.25-10~*
28302 2.12-1072 1.22-1073 2.27-1074 3.63-10"%
65056 1.41-1072 5.56 - 10~* 1.06 - 1074 1.68-1074
101478 | 1.12-1072 4.44 1074 6.67-107° 1.09-10~4

Tableau 5.9.7 — Cas E.1.7 : estimations d’erreur L, L' et L? pour une série de maillages
successivement raffinés.

luminium & gauche (en clair) et d’acier a droite (en sombre). On remarque que I’aluminium,
possédant des coefficients de Lamé inférieurs a ceux de l'acier, et en particulier un module
d’Young plus petit, est donc moins rigide que l'acier : sa déformation élastique est donc plus
importante. Pour ce qui est de la Figure 5.9.17, les matériaux sont intervertis (acier a gauche,
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FIGURE 5.9.14 — Cas E.1.7 : Isovaleurs de la contrainte de Von Mises pour le maillage le plus
fin

aluminium a droite). Le méme phénomene est observé.

Intéressons-nous a présent aux estimations d’erreur. Les résultats d’estimations d’erreur sont
présentés dans les Tableau 5.9.19 et Tableau 5.9.20 pour les valeurs, et dans la Figure 5.9.25
pour le tracé. On présente également les isovaleurs obtenues pour chacune des composantes de
la solution DDFYV en Figure 5.9.12 et Figure 5.9.22. Comme précédemment, nous utilisons une
série de maillages raffinés soit uniformément soit successivement. On donne en Figure 5.9.23
les isovaleurs de la contrainte de Von Mises, et en Figure 5.9.24 la courbe de convergence de
I’erreur pour cette contrainte.
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FIGURE 5.9.15 — Cas E.1.7 : Estimations d’erreur L' et .? pour des maillages uniformément
raffinés

5.10 Conclusion

On constate sur 'ensemble des exemples que la convergence de la méthode DDFV est
numériquement vérifiée. On a établi que la méthode DDFV était d’ordre au moins 1 pour
I’estimation d’erreur pour le déplacement, mais observe dans tous les cas de figure un ordre de
2 ou proche de 2 pour la déformation des barreaux (comme c’est le cas en éléments finis P1.

Pour ce qui est de la contrainte de Von Mises, la convergence est en size(7) pour les
2 barreaux. Par contre, I'estimation est d’ordre 2 pour les cas tests présentant une solution
analytique.

Pour conclure, ces observations sont valables quels que soient les conditions de bord et le
type de raffinement. Le schéma reste performant en présence d’hétérogénéités. La possibilité
d’adapter le schéma a un grand nombre de problémes physiques fait du schéma DDFV un
excellent candidat pour résoudre le probleme de 1’élasticité linéaire.
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FIGURE 5.9.16 — Cas E.1.7 : estimations d’erreur L, L! et /.7 pour des maillages uniformément
raffinés (gauche) et successivement raffinés (droite).
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FIGURE 5.9.17 — Cas E.1.8 : réponse du déplacement aluminium (clair) / acier (sombre) par
DDFV (en haut) et par éléments finis (bas).
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FIGURE 5.9.18 — Cas E.1.8 : réponse du déplacement acier (sombre) / aluminium (clair) par
DDFV (en haut) et par éléments finis (bas).
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| Volumes | h | lupprv — Ugsact]oo | [WpDFV — UEzact]i | [upprv — Upzact]2 |
1336 1.49-101 1.13-1072 3.24-1073 4.25-1073
3264 7.49-1072 4.02-1073 1.03-1073 1.30- 1073
5344 3.74-1072 1.41-1073 3.35.107* 3.88-107*
85504 1.87-1072 6.10 - 10~* 1.23-1074 1.30- 1074
342016 | 9.49-1073 3.78 -107% 5.34-107° 5.40 - 107°

FIGURE 5.9.19 — Cas E.1.8 : estimations d’erreur L>®, L' et L? pour une série de maillages
uniformément raffinés.

| Volumes h | lupprv — Ugsact]oo | [WpDFV — UEzact]i | [upprv — Upzact]2 |
378 2.17-1071 5.09 - 1072 1.78 1072 2.17-1072
810 1.52-1071 2.43.1072 7.98.1073 1.04-1072
1326 1.19-107! 1.73-1072 5.55-1073 7.16-1073
3388 7.31-1072 1.05-1072 2.75-1073 3.71-1073
21834 2.85-1072 1.90-1073 4.60 - 1074 6.37-10~*
137548 | 1.12-1072 3.81-107* 7.88-107° 1.10-107*

FIGURE 5.9.20 — Cas E.1.8 : Estimations d’erreur L™, L' et L? pour une série de maillages
successivement raffinés
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FIGURE 5.9.21 — Cas E.1.8 : champ de déplacement u; pour le maillage le plus fin
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FIGURE 5.9.22 — Cas E.1.8 : champ de déplacement us pour le maillage le plus fin
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FIGURE 5.9.23 — Cas E.1.8 : Isovaleurs de la contrainte de Von Mises pour le maillage le plus
fin
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FIGURE 5.9.24 — Cas E.1.8 : Estimations d’erreur L' et /” pour des maillages uniformément
raffinés

162



10 10
- O DDFV Linf 1.62
O DDFV Linf 1.25 O DDRVLL 1.8
S O DDFV L1 1.49 | * DDFVL2 1.76
10 # DDFVL2 1.46 10
£10° g 107
[ [
107 107
107 Erreur en deplacement u 10" Erreur en deplacement u
0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.01 0.02 0.05 0.1 0.2
mesh size mesh size
10” 10™
o O DDFV Linf 1.6
O DDFV Linf 1.26 O DDFVLL 1.91
O DDFVL1 1.62 * DDFVL2 167
> X
o L* PoFviz 14 10
107
2 2 10°
[ [
10
107
. Erreur en deplacement u, . Erreur en deplacement u
10 10
0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.01 0.02 0.05 0.1 0.2
mesh size mesh size
107 107
O DDFV Linf 1.62
O DDFV Linf 1.25| O DDFVL1 1.67
107 o DDFVL1 14 102 + DDFVL2 1.69
* DDFVL2 155
210° S 107
(7] (7]
107 107
. Erreur en deplacement u, . Erreur en deplacement u,
10° 10°
0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.01 0.02 0.05 0.1 0.2
mesh size mesh size

FIGURE 5.9.25 — Cas E.1.8 : estimations d’erreur L, L! et /.7 pour des maillages uniformément
raffinés (gauche) et successivement raffinés (droite).
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Chapitre 6

Schéma 3D DDFV

Sommaire
6.1 Introduction . . . . ... ... . e e 165
6.2 Construction des maillages . . . . . . ... ... .. 00 0., 167
6.2.1 Description du maillage primal . . . . . ... ... ... ... .. 167
6.2.2 Description du maillage dual . . . .. ... ... o000 168
6.2.3 Description des maillages demi diamants . . . . . . ... ... ... ... 169
6.2.4 Notations . . . . . . . . . e 170
6.2.5 Régularité du maillage . . . . . . . .. L Lo 170
6.3 Opérateurs discrets . . . . . . . . . o i i ittt e e e e 170
6.3.1 Normales extérieures aux volumes . . . . . . . .. .. ... ... .... 170
6.3.2 Inconnues discretes et espaces d’approximation . . . . ... ... L. 171
6.3.3 Produits scalaires et normes . . . . ... ..o 171
6.3.4 Opérateurs discrets . . . . . . . .. .o 172
6.4 Relation de Green discréte . . . . . . . . . .. o oo 174
6.5 Condition de continuité a travers les faces . ... ... ... ... .. 175
6.6 Inégalité de Korn discrete . . . . . ... ... ... ... 176
6.7 Schéma numérique et stabilité . . . . . . ... ... .. ......... 176
6.7.1 Description du schéma et caractere bien posé . . . . . ... .. ... .. 176
6.8 Convergence et estimation d’erreur . . . . ... ... ... ... 178
6.8.1 Inégalités de trace et Poincaré . . . . . . ... ... ... . 182
6.8.2 Propriétés de l'opérateur de projection . . . . . . . ... ... 182
6.8.3 Fin de preuve : estimation d’erreur . . . . . .. .. ... ... L. 183
6.9 Illustrations numériques . . . . . . . .. . . o oo 185
6.9.1 Cas E.2.1 : Déformation d’'un cube homogene. . . . . . . ... ... ... 185
6.9.2 Cas E.2.2 : Déformation d’un barreau homogene percé d'un trou . . . . 185

6.9.3 Cas E.2.3 : Déformation d’un barreau non homogene percé d'un trou . . 186

6.10 Conclusion . . . . . v i i v i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 189

6.1 Introduction

En dimension 2, on dispose pour la méthode DDFV d’un jeu d’inconnues aux centres des
volumes et d’'un aux sommets du maillages. Ces deux jeux permettent de définir deux directions
non colinéaires par arétes ou par demi diamants. La présence de discontinuités ne change pas

fondamentalement le principe : on introduit une inconnue par aréte construite a partir des
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deux jeux d’inconnues précédents et on raisonne par demi diamant. La définition de ces deux
directions permettent de construire le gradient.

En dimension 3, il faut définir trois directions indépendantes par interfaces ou plutot par
demi diamant, et la difficulté vient du choix de ces directions. La fagon de construire ce gradient
a donné naissance a trois grandes familles de schémas 3d-DDFV.

La premiere famille consiste a introduire des inconnues supplémentaires aux centres des faces
du maillage primal, qui sont ensuite éliminées par interpolation; c’est le travail de Hermeline
dans [63]. Néanmoins la convergence théorique est difficile & montrer du fait que Iinterpola-
tion ne conserve plus la structure du probléeme continu. Dans [64], Hermeline introduit des
contraintes supplémentaires qui permettent de tester le schéma numérique sur des mailles forte-
ment distordues.

Une seconde famille, qui est en fait une sorte d’extension de [63] pour des tenseurs de diffusion
discontinus, a été proposée par Coudiere et Hubert [27], puis par Coudiere et al. [32], Krell et
al. [70, 68], Eymard et al. [19], et porte le nom de CeVeFE-DDFV (Cell/Vertex/Face/Edge-
DDFV). Comme pour [63, 64], on introduit des inconnues aux centres des volumes, aux sommets
et aux faces du maillage primal, mais également aux centres des arétes du maillage primal. De
cette fagon, on construit un triplet de maillages 7 = {91, M*, oMEF } correspondant au maillage
primal, au maillage dual et au maillage dit < faces-arétes >, ainsi qu’un maillage diamant, si
bien qu’une relation de dualité entre opérateurs peut étre établie.

La troisieme famille, qui est celle qu’on adapte dans le présent travail, a été intro-
duite par Pierre [76], puis utilisée également par Coudieére et al. [29] pour le probleme de
I’électrocardiologie. Pour construire un gradient par face, on utilise les directions suivantes : la
premiere est obtenue en reliant le centre du volume primal au centre de la face, puis les deux
autres sont obtenues en reliant entre eux les sommets de la face. La particularité de ce schéma
est que le maillage dual recouvre exactement deux fois le domaine. Néanmoins, les relations de
dualité sont conservées. Enfin, une variante est également étudiée par Andreianov et al. [6, 5].

La structure du document est la méme que pour le schéma 2d-DDFYV : on décrit en section
2 les maillages primal, dual et demi diamant, et les volumes de controle associés que nous
allons utiliser pour y définir les opérateurs et inconnues discrets. Dans la section 3, on définit
les espaces d’approximation, les produits scalaires ainsi que les opérateurs discrets qui sont
en dualité via la formule de Green discréte donnée en section 4. Cette propriété permet de
conserver la symétrie du probleme, ce qui va faciliter I’étude théorique du schéma DDFV sans
avoir & émettre d’hypotheses sur le maillage (excepté une hypothese sur la régularité et la quasi-
uniformité). Dans la section 5, on introduit la condition de continuité, qui permet d’éliminer
les inconnues intermédiaires. La section 6 est consacrée a l'inégalité de Korn, indispensable en
élasticité pour avoir des résultats théoriques de stabilité. Sa preuve est réalisée en Annexe, pour
un probléeme aux conditions de déplacement pur imposées. Dans la section 7, on montre que
le probleme est bien posé et stable, et qu’il est convergent d’ordre 1 en section 8. Les preuves
de ces résultats ne sont rédigées que dans le cas ou il ne s’agit pas d’une simple extension en
dimension 3 de celles établies en dimension 2. Des exemples numériques sont enfin présentés en
section 9, ou la réponse DDFV est d’abord comparée a la solution analytique d’un cas test, puis
a la réponse obtenue avec des éléments finis P1 dans les deux derniers cas.
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6.2 Construction des maillages

6.2.1 Description du maillage primal

On considere dans cette étude une triangulation conforme 9t de Q de R? composée unique-
ment de tétraedres K tels que
JR=0.

Kem

On associe & K son centre de gravité xx € R? et on note #M le cardinal de M. On note
E = EM U E ensemble des faces du maillage. Une face s € £ est interne si et seulement s’il
existe deux tétracdres K et L tels que s = KN L. Une face s € E® est une face sur le bord soit
de Dirichlet (s € £°7) soit de Neumann (s € £°V). La notation des faces d’'un volume K est
identique au 2d. Chaque face s € OK définit trois sommets, notés (XZKS )i={1,2,3}, comme illustré
en Figure 6.2.1, et qui satisfont les conventions suivantes.

FIGURE 6.2.1 — Mailles primales K et L partageant la face (x\%, xK¢ xK)

Convention 6.2.1 (Numérotation locale des sommets du maillage)

Soit s = KN L une face interne. On note (XZI-(S)Z-:{17273} et (x%s)i:{mg,} les numérotations
locales associées aux volumes K et L.

1. Les indices locaux sont dits tournants, c’est-a-dire que pour tout i = {1,2,3}, on a
D (6.1)

2. La numérotation locale des sommets respecte la condition

Ks Ks K

det(x1) — x1 x 8% — xI° xx — xK) > 0 (6.2)

Ks
)

Ks

3. Si j; est le numéro local du sommet x;>* vu du coté L (i.e. x;>° = x}f), alors

Ks Ks _ _Ls Ls
X — X =X =X (6.3)
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6.2.2 Description du maillage dual

Le maillage dual, noté 9t*, est constitué de polyedres, notés K*. Tout volume dual K* est
associé & un sommet du maillage primal, noté xx+ € R3. La construction du polyedre K* associé
au sommet Xg* est la suivante.

1. Soit s une face du maillage primal dont les sommets sont notés st pour ¢ = {1,2,3}.
On choisit i tel que xX¢ = xg-. Soit x4 le centre de la face s. A cette face est associé
au moins un volume primal tétraédrique, que 'on note K. On construit alors un volume

polyédrique Pk en joignant les deux pyramides adjacentes ayant pour base (xgisl, x?s, Xs)

et (ngl, XZKS ,Xs) et pour sommet xg. Le volume Pk pour le sommet ng est représentée

en Figure 6.2.2.

2. Du fait de la géométrie de K, il existe donc 3 faces appartenant a K ayant X?S pour

sommet, et donc autant de volumes Pgks associés au sommet XZKS et au volume K. On

construit le volume Pk en réunissant ces 3 volumes : Pgx = U Pks.
s€OK
3. Enfin, le volume dual K* associé au sommet X?S est obtenu en unissant tous les volumes
Py associés aux volumes primaux K dont x?s est un sommet : K* = U Pk.
XFSGK
On distingue les polyedres K* internes (K* € 91*™*), dont I'intersection avec le bord du domaine
0N est vide, des polyedres K* dits de bord (K* € 9*), dont une face au moins appartient
0L, de sorte que
Mm* = m*int U m*b.

On distingue I'ensemble des volumes duaux sur le bord de Dirichlet (K* € 9t**), dont au
moins une face est sur le bord de Dirichlet, de ceux sur le bord de Neumann (K* € 9*~),
dont au moins une face est sur le bord de Neumann. Lorsqu’un volume dual K* posséde une
face sur le bord de Dirichlet et sur le bord de Neumann, par convention, le sommet X+ est
supposé appartenir au bord de Dirichlet. Pour un volume K*, on note 0K* I'ensemble de ses
faces. On distingue OK*™ 1’ensemble des faces dites internes, dont I'intersection avec le bord du
domaine est soit vide soit réduite aux sommets ou aux arétes, de ensemble 9K* des faces dites
de bord, qui appartiennent & 9Q, de sorte que K* = dK*™ U 9K**. On distingue 1’ensemble
des faces de bord de Dirichlet 9K**? de celles de Neumann 0K**N . Ces faces ou < ailettes > du
maillage dual, également notées s*, sont des triangles dont les sommets sont la coordonnée xi
du volume primal, le centre d’une des faces du volume x; et un des sommets de la face XZKS
i ={1,2,3}. L’ensemble des faces du maillage dual est noté £* = £*"t U £*0.

Remarque 6.2.1

avec

1. Le maillage DDF'V est constitué de la réunion de ces 2 maillages que I'on note T =
M U M.

2. Lorsqu’on se donne un volume primal K et une face s de 0K, alors il existe 3 faces
duales ou ailettes s} = (xk,Xs,X.<*) associées.

3. Une face duale s* détermine un unique volume primal K et une unique face primale s.
4. Les volumes primaux sont 2 a 2 disjoints et couvrent enticrement €2, de sorte que
JR=0
Kem
5. Les volumes duaux se chevauchent et couvrent enticrement deux fois €2, de sorte que
U K =20
K*em*
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FIGURE 6.2.2 — Volume Pk, associé au sommet ng, a la face s et au volume K

6.2.3 Description des maillages demi diamants

On appelle demi diamant Dk, associé au volume K et a la face s de K le tétraedre obtenu
en joignant le centre xx du volume K et les sommets (x?s)i:{m??,} de la face s. On définit
'ensemble © des demi diamants par © = {Dg, \ K € M, s € £}. On appelle D° ensemble
des demi diamants situés sur le bord et définis par D = {Dk, \ K € M, 5 € £}. Les demi
diamants sont 2 a 2 disjoints et couvrent entierement le domaine 2, de sorte que

U De-0
Dk, €D

Un demi diamant ® est représenté en Figure 6.2.3.

FIGURE 6.2.3 — Cellule demi diamant associée au volume primal K et & la face s = K N L.

Remarque 6.2.2

A chaque demi diamant Dy, est associée une unique face primale s et un unique volume
K et réciproquement. A chaque demi diamant Dk, sont associées trois faces duales et un
unique volume primal K, et a chaque face duale et chaque volume primal K est associé un
unique demi diamant Dxs.

Par la suite, on écrit par abus de notation que Dk, € 9K au lieu de s € 9K ou de s* € 0K*.
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6.2.4 Notations

Pour toute maille primale K € 91, on définit
e |K| la mesure de K,
ngs la normale unitaire sortante de K a la face s,

Nk; la normale sortante de K a la face s : Nks = |s|nks,
diam(K) le diametre de K,
UKk = p(xK) et Ak = A(xk) représentent les valeurs des coefficients de Lamé constants

par volumes primaux.

Pour toute maille duale K* € 91", et pour le sommet st avec i = {1,2,3} associé au volume
dual K*, on définit
e |K*| la mesure de K*,
e ni et nﬁ"l les normales unitaires sortantes de K* associées aux ailettes s7_; et sj, | pour
le volume K,

o diam(K*) le diameétre de K*.

Pour tout demi diamant Dg, € ®, dont les sommets sont (xKk, XIfS, ng ,ng ), on définit
e |Dkg| la mesure de Dgg. D’aprés les propriétés géométriques du tétraedre, pour tout
i ={1,2,3} on a la relation suivante

Ks Ks K

1
|Dks| = Edet(xﬁfl —x,0,%,% — %0 XK — XKS), (6.4)

(] (]
diam(Dks) le diametre de Dgs.

X, le centre de la face s,

|s| la mesure de la face s,

|s*| la mesure de 'ailette s*.

6.2.5 Reégularité du maillage

La quantité size(7) est le plus grand des diametres des demi diamants Dk, € D. Cette
quantité permet en particulier d’obtenir les majorations suivantes

|s| < size(T)?, Vse& |s*| <size(T)? Vs* € EF;

K| < size(T)3, VK € M;  |K*| < size(T)3, VK* € M*;  |Dks| < size(T)3, ¥VDks € D
(6.5)

La régularité et la quasi-uniformité du maillage 7 impliquent qu’il existe des constantes «, 5 > 0

telles que

VK e M,  asize(T)> < |K|, VDks €D, asize(T)® < |Dksl;
VK* € M*, asize(T)? < |K*, #OK* < (6.6)
Vs € €&, asize(T)? < |3, Vs* € &%, asize(T)? < |s*]

ou #0K* est le nombre de faces de K*.

6.3 Opérateurs discrets

6.3.1 Normales extérieures aux volumes

Soit K un volume et s € 0K une des ses faces. Soient (x?s)i:{mg} les sommets de la face
s. Comme illustré dans la Figure 6.3.1, la normale en s extérieure a K est définie par
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3
1
Nks = |s|nks = g Ngi-14, avec Ng; 1;= §(xf —Xg) A (X]_] — Xg). (6.7)
i=1

Dans la pratique, on choisit xs comme étant le centre de gravité de la face s. Ceci implique que

1
Ngi—1:= gNKs- (6.8)

Les normales aux ailettes extérieures aux volumes duaux sont définies par

1
NKs — §(XK —xs) A (x§ — x5). (6.9)

Enfin pour chaque face interne s = KNL € D™ pour tout i = {1,2,3}, si x* = x?is on a

Ny = NF* — N&s. (6.10)

FIGURE 6.3.1 — Vecteurs et notations d’une cellule duale (a), et d’'une cellule primale (b)

6.3.2 Inconnues discretes et espaces d’approximation

On associe des inconnues constantes par volume primal ug pour K € 9 et des inconnues
constantes par volume dual ug= pour K* € Mt*. Ces inconnues sont appelées inconnues princi-
pales, et sont rassemblées en

T

u” = ((ug)kem, (U)K emr) € (RH)#7.

On introduit également la famille ugs € £ d’inconnues auxiliaires par face éliminées par la suite
en section 6.5.

6.3.3 Produits scalaires et normes

Pour tout couple (u”,v") dans (R?)#7 on définit le produit scalaire
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1 ;
[u", v = g( > Kluk v+ Y K |uk- vK> (6.11)

Kem Krem*

Pour tout couple ((;5@, ¢©) dans Mg(R)#é, on définit le produit scalaire

(‘l@ : ZZ)@)@ = Z Dk (@7« pPxe) (6.12)

DKS 6@

ou (pPxs : yPrs) = tr(¢pPxs(yPre)T). Pour tout couple ((b@,vr) € .Mg(R)#@b X (R3)#bb, on
définit le produit scalaire sur le bord

< ¢®n, vl >p= Z |s|(pPKenks) - V. (6.13)
se&
Remarque 6.3.1

1
Le coefficient — du produit scalaire dans (R3)#7 peut étre interprété comme la non égale

contribution des inconnues sur les maillages primal et dual; en effet, la Remarque 6.2.1 nous
affirme que le maillage primal recouvre 1 fois 2 tandis que le maillage dual le recouvre 2
fois. II faut donc < pondérer > le produit scalaire dans T de sorte que

Ll = (3 K+ Y K =19

Kem Krem*

On définit les normes associées aux produits scalaires définis précédemment

1
julr = [u",u’]% Vu” € (R3)#, (6.14)

VED € Ms(R)#D, (6.15)

Pl

1€2]5 = (£2:¢9)

ainsi que la norme de Frobenius

NI

€l = (£:€)7 VEe M3(R). (6.16)

6.3.4 Opérateurs discrets

Définissons a présent les opérateurs discrets. La technique de construction du gradient est
la méme que celle utilisée en 2d. La justification de la construction du gradient est faite dans
[29] pour le probléme scalaire de 1’électrocardiologie.

Définition 6.3.1 (Ezxpression du gradient par demi diamant)

Soit K € 9 un volume primal et s € OK. Le gradient par demi diamant, défini de (R*)#7
dans M3(R)#2 | et noté V2u", s’écrit pour tout Dx, € D

VDKS uT —

3
((us —uk) © Nge + > _uf® @ (N - Nﬁl)). (6.17)

3|Dxs| i

Remarque 6.3.2

En I’absence de discontinuité des coefficients de Lamé, et en utilisant les relations (6.10),
nous pouvons définir des opérateurs par diamants entiers en éliminant I’inconnue ug
1 172 & K KL KL
SDx] <(11L —ug) ® Nk + Zui P (N — Ni+1)>7 (6.18)
i=1
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3
1
(VPun)" = 3Dy <NKs ® (ur, —ug) + > (N —NES) @ u§5)7 (6.19)
5 i=1
1 3
DivPsu" = D] (<uL —ug) - Ngs + > ul® - (NK - Nﬁj)) Id. (6.20)
5 i=1

Nous définissons la divergence discrete par volume qui imite la propriété de la forme continue.
Théoréme 6.3.1

Nous définissons une approximation consistante de l'opérateur divergence div’ pour un
champ de tenseurs de M3(R)#® dans (R*)#7

< 1
divke® = K] > €PraNK, VK € 9,
se0K
* 1 .
divi'e? = > PR(NE - NE) VK e mrint,

K|

Ks

i (6.21)

K,S,i\XK*:X
. B 1
div¥ §® = W Z fDKS (Ngfl — Nfisl)

K7S,i\XK* :sz

1 7
+W Z V% (N1, + Nyjiis1) VK* € M.
SETK* NN

Par la suite, nous utiliserons les notations contractées
div?¢® = (divie®)kem div?¢® = (divE €)oo,
et
div7 €D = (div™e®, div™ ¢?).

Grace a ces définitions d’opérateurs discrets, nous pouvons désormais définir les champs de
vecteurs de déformation et de divergence dans (R3)#7.

Définition 6.3.2 (Tenseur des déformations discret)

On définit le tenseur discret des déformations D® de (R3)#7T dans Mg(R)#b pour un champ

de vecteurs u” et pour tout Dk € ® par

vDKSuT + (vDKSuT)T
5 .

DDKS u” =

(6.22)

Définition 6.3.3 (Tenseur de divergence discret)

On définit le tenseur discret de divergence Div® de (R3)#7 dans M3(R)#© pour un champ
de vecteurs u’” et pour tout Dks € © par

DivPEsu” = divPxsu" Id = tr(VPxeuT) Id. (6.23)
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6.4 Relation de Green discréete

Les opérateurs construits dans la section précédente sont en dualité discrete, c’est-a-dire
qu’il existe une formule de Green discrete, identique a la formule continue, qui lie la divergence
par volume au gradient par face. Cette relation de dualité a donné son nom a la méthode DDFV.

Théoréme 6.4.1 (Formule de Green)

Soit la famille de matrices 535 qui satisfait la condition de conservation aux interfaces
primales suivante : pour tout s = KNL

EPxonp, = Plony,. (6.24)
Soit u™ un vecteur de (R*)#7. Alors la relation de Green discréte s'écrit

[divT €2, uT]y = — <5@ : v%T)@ + < On W) >r . (6.25)

ott l'opérateur trace v : (R)#7T s y(u™) = (%(UT))segb est défini par

3
1 2
s(u) = SUs 5 Z us (6.26)
=1

ol ug est la valeur intervenant dans VPXsu".

Démonstration: On se place dans les conditions du théoréme. On pose ux- = uf® = uf, con-
formément & la Convention 6.2.1. Soit ¢® € (M3(R))#® une famille de matrices satisfaisant la
condition de conservation (6.24). Soit u” € (R*)#7 une famille de vecteurs. La relation (6.11)

nous donne

5 1 1 .
[divV e ]y = o 37 KIAVEEP ug o D (KD
1 Kem 1 K* e
- 3 > |K|(® > §DKSNKS) -ugk
1 Kem sf@K
— K* (_ Dis (NKs _ NKs ) . .
+ 3K§n*| | |K*| « .\Z . £ (N io1) ) uk
S U\XK* =X s
1 1
+ 3 Z K |<W Z PR (N 14 +Ns,i,i+1)) S UK.
K*em= SCOK*NIN

On réorganise la somme sur les volumes primaux et duaux en une somme sur les demi diamants,
en utilisant les correspondances entre volumes primaux et duaux et demi diamants. Grace aux
définitions des vecteurs du maillage données en (6.7)-(6.10), on a

. 3 1
[[dlnggvuTﬂT = 5 Z (gDKSNKs) UK
Dis€D
3
1 5 S S
T3 Z Z(SDKSNF‘%) () — )
Dg.€® =1
1= /Dy
T3 2(5 *(Ngim1,i + Nyiiv1)) - u;
se€ i=1

D’apres la continuité de la composante normale de Ei) a travers l'interface du maillage primal
interne s € £ énoncée en (6.24), et en utilisant la relation (A.1b), on peut réécrire la somme

174



précédente en introduisant les inconnues intermédiaires aux faces

s 1 |
[div7e? u]r = 3 D (6P Nk,) - (uk —uy) + 3 > (€7 Nk,) - u,
DK5€© DKseﬁb
3
+ Z 3 (€PN - (uffy —ulfy)
DKs D=1
1 3 DK Ks
+ g Z €P%*(Ng i1, 4+ Ngiiv1)) - u;
1
= - ¢Drs (( *UK)®NKS+Z ul —ul) @ NKs)
Dk €D 1=1
3
1 )
. Z ¢Pxs (us ® Nks + Z u ® (Ngi1+ Ns,i,z‘+1))-
se& =1

La relation (6.9) nous permet d’affirmer que pour tout ¢ = {1,2,3},ona Ny, 1, = gNKS' Ainsi,

d’apres la définition du gradient par demi diamant (6.17), celle de 'opérateur trace (6.26) et celle
des produits scalaires (6.12) et (6.13), on a bien

[div7e® uy = - (&2 ; vf’uT)@ + < n U >p

ce qui acheve la démonstration. |

6.5 Condition de continuité a travers les faces

La condition de continuité a travers les interfaces internes du maillage primal va nous donner
une expression de u, en fonction des inconnues principales u”, des coefficients de Lamé et des
parametres du maillage.

Définition 6.5.1 (Condition de continuité)

Soit s = KN L € £™ une face interne. La condition de continuité s’écrit

oPXs (T )k, = 0Pt (u”)ngs,. (6.27)

Théoréme 6.5.1 (Expression des inconnues aux faces)

1. Pour toute face interne s = KNL € £, il existe un unique u,, dépendant uniquement
des inconnues principales u”, des coefficients de Lamé constants par volume primal
et des parametres du maillage, qui satisfait ’équation (6.27). Son expression est

u, = fkL (5L11L + Pruk — Z 5 z+1 - uf(sl)) (6.28)

ou les matrices élémentaires sont définies en (C.1)-(C.6).

2. Pour toute face de bord s € EP, I'inconnue auxiliaire uy est éliminée via la condition
de bord de Dirichlet. Son expression est

Us = g(xs)- (629)

Nous n’avons pas besoin de I'expression de ug sur les arétes du bord de Neumann.
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Démonstration: Tout comme au chapitre Diamant 2d en Proposition 4.3.1, formule (4.20), les
flux normaux du tenseur des contraintes discret s’expriment a ’aide des matrices élémentaires

(C.1)-(C.6)

UDKS (uT)nKS = ﬂK - UK + ZﬂKS 7,+51 - u7, 1)

JDLS (uT>nL5 = ﬂL - uL + ZﬂLS zJil - u’L 1)

La condition de continuité (6.27) se traduit alors en

B —m<+2ﬁ“zﬁfm1%>m —mL+Zﬁ“lﬁ7mn

soit
3

(B + B7)us = BiuL + Brux — Y (8K = B (uly —uf™)

i=1

ce qui correspond a l'expression (6.28) en utilisant le résultat sur 'inversibilité de Sk, en Propo-
sition C.1.1. [}

6.6 Inégalité de Korn discrete

L’inégalité de Korn est nécessaire pour montrer que le schéma numérique est stable et bien
posé. Elle affirme que 'on peut controler le champ de déplacements d’une surface par le tenseur
des déformations.

Théoréme 6.6.1 (Inégalité de Korn pour le probléme de Dirichlet pur)

Pour tout u” € (R)#7 tel que ugx+ = 0 pour tout K* € M*®. Alors

[Vou"[5 < V2|DPu7| 5. (6.30)

L’inégalité de Korn est énoncée pour des conditions aux bord de Dirichlet pour I'y = ). Le
détail de la démonstration est fourni en Annexe D.2.
Remarque 6.6.1

La preuve de l'inégalité discréte pour des conditions de bord mixtes est a notre connais-
sance un probléme ouvert. Si I'y # 0, nous admettrons que l'inégalité reste vraie avec une
constante différente de \/2. Dans la suite pour I'étude du caractére bien posé, la stabilité et
Pestimation d’erreur, on conserve, dans les preuves, les contributions du bord de Neumann.
Cependant, le résultat n’est établi que pour les problémes de Dirichlet pur en raison de
I'inégalité de Korn

6.7 Schéma numérique et stabilité

6.7.1 Description du schéma et caractére bien posé

Proposition 6.7.1

La définition (5.11) du produit scalaire sur les demi volumes diamants nous permet d’écrire
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que pour tout u’ € (R?’)#T et pour tout Dgs € D

(DDKSUT . DDKsuT)é _ (DDKsuT . VDKsuT)©7
(DPxsu™ : DivPxeuT) o = (DivPKeu” : VPKeu") o (6.31)
(DivPeou” : DivPeuT) 5 = 3(DivPseu”: VOeuT) 5.

Convention 6.7.1

Soit u™ € (R*)#7. On note par convention

1/2p@D©uT = (y/ZuKDDKSuﬁr) ,

DKSG’b

\/—QID)ivguT = (U—]DiVDKSuT> .
3 3 DKSE’b

Pour obtenir le schéma numérique, nous intégrons deux fois le probleme de I'élasticité, a la
fois sur le maillage primal et sur le maillage dual. Les inconnues auxiliaires situées aux interfaces
du maillage primal aussument la condition de conservation 6.27.

Théoréme 6.7.1

Le schéma numérique consiste a trouver u” € (R3)#7 tel que
—divE (P ) = fK VK € M,
—divK (0P (u")) = K VK* € o+t U oo
uge = gxxr) VK" € mmto, (6.33)
1
oPxs(u)ng, = sl /h(x)dx Vs € &0,
S S
avec
£ = (fK)Kefm - (L/ f(X)dX> T = (fK*)K*esm* - (L* f(X)dX> )
K| Jx Kemt K| Jices K*ems
et ot il est sous entendu que la condition de Dirichlet est imposée sur le bord des mailles
primales afin de définir le gradient et donc le tenseur des contraintes discret. Lorsque
I'y = {0}, ce schéma est bien posé et posséde une unique solution u”™ € (R*)#7

Les démonstrations sont une simple extension de celles établies en 2d : elles ne seront donc pas
faites ici.

Théoréme 6.7.2 (Stabilité)

Soit u™ € (R?)#7 solution du systéme (6.33) avec des conditions de Dirichlet et Neumann
nulles. Alors il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de la régularité du
maillage et des bornes inférieures des coefficients de Lamé p et A, telle que

[V2uT} < ClET 17 (6.34)
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6.8 Convergence et estimation d’erreur

Théoréme 6.8.1 (Estimation d’erreur)

En supposant que u la solution exacte du probléme continu est dans W*P(Q) pour p > 3,
et que u” € (R®)#7 est solution du systéme (6.33), alors il existe une constante C' > 0,
dépendant uniquement des parameétres du maillage et de u telle que

[u—u"|s + |[Vu— V2u7 |, < Csize(T). (6.35)

On précise que la norme de la différence entre la valeur continue et la valeur discréte est
définie par

1 1
a3 = 53 [ e -ucldxe g Y[ jubd - wefPax
Kem 7K K*emr 7K
[Va-Vour|3 = > / (Vu(x) — VP=:uT) @ (Vu(x) — VP%u")dx.
X DKS
DKse©

La preuve de ce théoreme nécessite plusieurs définitions et résultats préalables. Nous allons
d’abord définir des estimateurs d’erreur sur les faces du maillage, puis les évaluer.

Démonstration: On définit la quantité e™ qui représente l'erreur entre la valeur discrete du
déplacement et le projeté de sa valeur continue sur le maillage

e =PTu—u"

(6.36)
ainsi que Popérateur de projection P7u de la valeur continue sur le maillage
u(xg) VKem
PTu = u(xg-) VK € mrint yorbn (6.37)
g(xi+) VK* € Mmoo,
Remarque 6.8.1
Pour tout s = KN L on a toujours la relation de conservation
oP%: (PTu)ng, = 0P (P u)nks, (6.38)
ce qui entraine
3
u; = B! (ﬂiu(XL) + Bru(xk) — ZﬂiKS (U(Xf‘(ﬁ) - U(XZK—SD))-
i=1

Pour tout s € EYN on a

1 3

w0, = u(xk) — (6) 7" (H / hodx — A (u(xly) - u(d)) ).
s i=1
de telle sorte que
Dxs (pT — i
o % (P u)nk, = 5] h(x)dx. (6.39)
S S
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De méme qu’en 2d, on définit Rk tel que

—|K|divK(U©(eT)) = —|K|div®( /V o
= - Z oPKs ]PT NKé + Z / nstX
seodK sedK
- Z/s o (BT ) — o (u(x )))nstx
KRk,

et Rk~ tel que

—[K*| div® (62 (e7)) = —[K*|divE (0@ (PTu)) +/K* V- o(u(x))dx

= [P NG N - [ o) s i
s*COK*int s*
- Z [UDKS (PTu)(Ng -1, + Ngiiv1) _/U(u(x))(ns,i—l,i+ns,i,i+1)dx}
SEOK*P s

= [K*|Rc-.

On observe ainsi que l'erreur e” obéit a un systeme d’équations semblable & celui du déplacement
u”, et qui s’écrit : trouver e” € (R*)#7 tel que

—div¥(c®(e”)) = Rk VKeM,
—div® (6®(e7)) = Rk~ VK" € Mt yomety, (6.40)
ek = 0 VK* € mbe '
oPxs(e")ngs = 0 Vs € EbN.

La formule de Green implique que si R, = (R, Rk+)keom x*comeintum=bn » ON @

et par suite

[Rr.e]r = [y2u5D%T|3 +||\/ > DivOe |2

En admettant I'inégalité de Korn (6.30), et étant donné que les coefficients de Lamé sont minorés,
on en déduit qu’il existe C' > 0 telle que
~ )\ LA
2uC Ve’ |3 + §||D1VDeT 13 < [R-,e7],. (6.41)
A présent, on cherche a évaluer la quantité [R.,e"], = R, + Ry, ol on note pour la suite

R, = - Z Z / u(x)) — oPxs IP’T ))nstx} - ex,

Keim s€dK s

Ry, = < Z Z [/1“ — gPxs (]P’Tu))nf-(fldx

K*Gfm* K,s,i\xg* =xK

/ )oPs (BT w) i ax] -
3
) {/( — gl (PTU))(ns,i—l,i + ns,i—l,i)dX:| el

ceb i=1

(6.42)

»
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Terme R,

On réorganise la somme sur les volumes primaux K € 91 en une somme sur les demi diamants
Dks € D. On sait que la donnée par aréte e; = U, — u, est éliminée algébriquement pour toute
aréte interne par les relations de conservation (6.27) et (6.38). Ainsi

R, = %ngé [/S (U(u(x)) — gPxe (IP’Tu))nstx} - (ex —es)
+% ) Zeéb [/S (o(u(x)) — gPxs (]P’Tu))nstx} - €.

Les conditions aux bords impliquent finalement
1 Dks (pT
R, = 3 Z [/S (U(u(x)) —o % (P u))nstx} - (ex —es) (6.43)

Dk €D

Terme R,
On réécrit 'expression de Ry, en réorganisant les sommes sur les demi diamants internes et de
bord. Le terme R; devient ainsi

(o () = 0P (BTw) nirdx] - (el — effy)

PSS [ (ol ot aia] e
[

SRR / (a0 = 0P (BTw) )i€oax] - (el —elfpy)
Dy,€e® =1 83 - - -
+§ / (J(u(x) _ gDk (]}DTu))dx} . %
se&b s
3
B % 2 [/ (U(u(x) — o (PTU))Hfst} (e — ).
Di,€e® =1 Si

car la relation (6.7) nous donne ng;_1,; + Ns ;41 = gnKS et parce que les contributions aux

bords sont nulles En utilisant les propriétés géométriques du volume diamant, on peut exprimer
les quantités ex — e, et el — eﬁfl en fonction du gradient de e”. L’expression du gradient par

i
demi diamant est donnée par 6.17. Soit {tKS, (t?s)izﬂlygﬂ } une famille de vecteurs adimensionnés,

définie pour chaque demi cellule diamant de la fagon suivante.
e Pour chaque demi diamant, tik est tel que ni* -tk =0 Vi = [1,3]. Un tel vecteur existe.
En effet, la famille composée des trois vecteurs (nf“)i:[[mﬂ est une famille liée, car elle

obéit a I'équation
3
E nZKS =0.
i=1

Il existe donc un plan vectoriel auquel appartiennent ces 3 vecteurs, et par conséquence
il existe une direction de l'espace a laquelle appartient txs et qui satisfait la condition
précédente.

e Pour chaque demi diamant interne, les vecteurs (ti-(s)izﬂlyg]] sont non colinéaires et ap-
partiennent & un plan vectoriel parallele & la face s de sorte que pour tout i = [1,3],
ngs - t?s =0.

Un des choix possible, illustré en Figure 6.8.1 est de prendre txs comme étant le vecteur adi-
mensionné colinéaire & x5 — xk, et de prendre, pour tout i = [1,3], le vecteur t¥* colinéaire
au vecteur x° — x. La régularité du maillage définie en section 6.2.5 impose qu’il existe une

constante ag > 0, telle que pour tout volume K € 9, pour tout face s € &, pour tout face

180



FIGURE 6.8.1 — Une des constructions possibles des vecteurs tks et tlfs.

s* € £*" et pour tout i = [1, 3], mink s (|nKs - txs|, [nF - 557 |) > ao, de sorte que I'on peut

extraire de la famille de vecteurs définie précédemment une base de (R®)#7". Dans ces conditions,
pour tout volume primal Dk € ©, on a
DksanT 1
(V e )th = f—(eK7e5)|s|(nKs~th).
3|Dks|
On définit par ailleurs un gradient associé¢ a chaque sommet i du demi diamant Dk de sorte que
pour tout ¢ = [[1,3] et pour tout Dk, de D

1 Nks X . .
Vool |, = ((es —er) ® == + (el — o) o NEY),
3|Dks| 3
3 (6.44)
ZVDKseT i = VDk:eT

i=1
On a donc la relation suivante : pour tout ¢ = [1, 3]

1

(VPreeT [ty = —W(ef—ﬁ — e ) (NF - %)
Ks « < ‘e x (6.45)
= *m(ei—sl — ;)7 (™ - 65).
On va par la suite utiliser les notations suivantes
1
Rk, = — / (g(u(x)) — gPxs (PTu))nstx Vseé&,
|S| s 6.46
1 Dx. (pT K (6.46)
Ry = W/ (a(u(x)) —o % (P u))ni fdx Vsie&r.
i sil Js:
Ainsi, les termes R, et Ry s’écrivent
1 3(VPxseT )tks 1 : 3(VPxee [t
Ra:*_ DSRS'—7R:7_ DSRS*' :
3 Z~| Ks[Ric ngs - tks ’ 3 Z~Z| ol ns -t
Dy, €D Dg.e® =1
(6.47)
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Par Cauchy Schwarz

1
2)2

(6.48)

3
IRo| < CIV2eTlo( Y Dl Ricl?) s [Ral < CI92eTIo (Y il |30 Re;
i=1

D €D D, €D

Finalement, il existe une constante C' dépendant de la régularité du maillage telle que

R.e], < CIVPeT|5|( > |DKS|||RKS||2)%+( 3 |DKS|HiRs; 2)%}. (6.49)

Dgs€D Dk €D i=1 |

6.8.1 Inégalités de trace et Poincaré

Proposition 6.8.1 (Inégalité de trace)

Soient p > 1, K € M et s € 9K. Il existe une constante C, dépendant uniquement des
paramétres du maillage, telle que, pour toute fonction v € Wl’p(DKS)

| 7 [y

P Cdiam(DKs)p_l/ C
< Vv( pdx—l—,—/ v(x)|Pdx
5] b IVv(x)| Sldiam(Drs) Jo,. [v( )(” |
6.50

Proposition 6.8.2 (Inégalité de Poincaré discréte)

Soit T un maillage de ). Il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement du
diamétre de Q et de la régularité du maillage, telle que, pour toute fonction u™ € (R*)#7
avec ug+ = 0 pour tout K* € 9M**0 et u, = 0 pour tout s € 2, on a

[u 7 < CIVPu" |5, (6.51)

6.8.2 Propriétés de 'opérateur de projection

On dispose des trois estimations suivantes sur le gradient du projeté, sur I'erreur du gradient

du projeté et sur I'erreur du projeté. Leur démonstration est une extension de leur version 2d
donnée en Proposition 5.8.3.

Proposition 6.8.3

Soit T un maillage de €). 1l existe une constante C, dépendant uniquement de la régularité
du maillage et des coefficients de Lamé telle que, pour toute fonction u € W?2P(£2) avec
p>3,0na

Y Dk [VPR (BT )P < CIVulfy, g (6.52)
DKSE©
3 / IVu(x) - V2% (BTw)Pdx < Csize(TP|Vullyn, g (6.53)
DKS
DKSG’D
[u —PTufs < Csize(T)|Vulyisq)- (6.54)

Proposition 6.8.4 (Estimation d’erreur de la divergence projetée)

Soit T un maillage de €. Il existe une constante C, dépendant uniquement de la régularité |
du maillage et des coefficients de Lamé telle que, pour toute fonction u € W?2P(§2) avec
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p>3,ona

Z / |Divu(x) — DivPxs (PTu)|Pdx < Csize( )HVu”W“, (6.55)
DKS€®

Démonstration: Sachant que Divu(x) = tr(Vu(x))Id et que Div”%: (P7u) = tr(VPx:(P7u))Id,
la relation (6.53) implique que

3 / IDiva(x) — DiPs BTw)Pdx = 35 3 / Jtr (Vu(x) — VP (P w)) [Pdx

~ JD D
Dks€®D Ke Dks€D Ks

< Csize(T)P |Vulfy, - |

6.8.3 Fin de preuve : estimation d’erreur

On va a présent donner une estimation de l'erreur pour le déplacement et pour le gradient
des déplacements, afin d’achever la preuve du Théoreme 6.8.1.

Démonstration: Regardons dans un premier temps le terme Rkg. On sait que

Z |Dks||Rxs|? = Z@ |Dxs| ’ |—i|/s(a(u(x)) fJDKS(PTu))nKde

Dks €D Dks€e

p

En utilisant la Proposition 6.8.1, on peut écrire que

Cdiam(Dgs)P~!
> DPllRlr < Y lDKsW%/D
Ks

Dk.€D Dk.€D
R
|s|diam(Dks) Jp,.
(6.56)

La régularité du maillage définie en section (6.2.5) nous indique qu’il existe des constantes C; > 0
et Cs > 0, dépendantes du maillage, telles que

‘V (O’ (u(x)) — oPx (]P’Tu)) dex

’a (u(x)) — oP% (P u) dex} .

diam(|Dks)|)
|s|
D’une part, on sait que oP%s (P7u) est une valeur constante par demi diamant Dy, € D, ce qui

implique que VoP%s(P7u) = 0. Il existe ainsi une constante C' > 0, dépendant uniquement des
parametres du maillage, telle que

3 |DK5|MK5)?_1 /D Hv(a(u(x)) ~ P (pT u)) dex < Csize(TY IVl -

. E
Ks€D

|DKS|

Dks _ PKs[
IDics| diam(Dgs)|s|

< Oysize(T)? et < O, (6.57)

(6.58)
D’autre part

S [ dotuto) -~ et @Twpac s Y[ 6o (o) - (90 (FTw) )P
Dy, ed 7 PXe Dy, ed K
+ > / la(x ((V(u(x))T—(VDKS(PTu))T)”pdx
Dk.€D Dx.
3 e (r(Vuea) — (9P (BT w)) ) [dx
Dr.e® " %*

(6.59)
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#0160 = o) (P (BT ) P

Dks€D Ks

; §:~]Q [(5(x) = iy, ) (V2 (PTw)) " [P (6.59b)
Dg.eD " K¢
+ Z~ s [(AMx) = Apy, ) tr(VP%s (PTu)) |Pdx.

Dg.eD " K¢

Ainsi, si on s’en tient au fait que les coefficients de Lamé sont réguliers (C*' ou W1 par
exemple) par sous-domaines, a la définition de la norme matricielle, aux relations (5.58) et (6.55)
pour (6.59a) ainsi qu’a la relation (5.57) pour (6.59b) il existe une constante C' > 0, dépendant
uniquement des parametres du maillage et des coefficients de Lamé telle que

S ot I
©|s|diam(DK5) Dk.

Dks€

’U(u(x)) _ oPxe(pT u)dex < Osize(TPIVullyi, g (6.60)

En réunissant les deux inégalités (6.58) et (6.60), et grace aux résultats (6.57) sur le maillage,
il existe ainsi une constante C' > 0, dépendant uniquement des parametres du maillage et des
coeflicients de Lamé telle que

Z |Dks| [Rks [P < C’Size(T)p"Vu"%/l’p(Q),
Di.€D
ce qui implique que
Y- IDrol IR |? < Csize(T)?[Vulfpin g (6.61)
Di.€D

Pour ce qui est du terme en R+, on arrive par les mémes arguments a montrer qu'’il existe une
constante C', dépendant uniquement des parametres du maillage et des coefficients de Lamé telle

que
3
> Dkl [ D R
1=1

Dk.€D
En combinant (6.41) et (6.49), on a

V2T |, < C[( > |DK5|||RKS||2)%+( > |DKSIHiRsr
=1

Dxs €D Dxks o)

* < Csize(T) IVl q). (6.62)

ol

et les estimations (6.61) et (6.62) donnent

V267 |5 < Csize(T). (6.63)
Concluons & présent en donnant une estimation des normes |u — u7|y et [Vu — V2uT|,.
Estimation de [u—u"| D’apres la relation (6.54), l'inégalité de Poincaré (6.51) et 1'égalité
(6.63), on peut écrire que

Ju—u7[; Ju—PTuls + [PTu—u"|7
Csize(T) + V2 (PTu —u")|4

Csize(T).

NN N

Estimation de |[Vu — V:DU.THQ D’aprés la proposition (6.53) et I'égalité (6.63), on peut
écrire que

[Vu — V2u|, |Vu— V2 (BTu)ls + [V (ETu) - VOuT |5

<
< Csize(T).
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6.9 Illustrations numeériques

Nous allons a présent illustrer les résultats théoriques obtenus précédemment par une série
de tests numériques. Le premiers, présenté dans les section 6.9.1, est un cas test possédant une
solution analytique. La réponse 3d-DDFV sera donc comparée a la solution exacte. Les deux
exemples suivants, présentés dans les section 6.9.2 et section 6.9.3, sont les extensions en 3d des
Cas E.1.7 et Cas E.1.8 étudiés en 2d-DDFV. Les résultats sont comparés a la réponse éléments
finis en 3d.

6.9.1 Cas E.2.1 : Déformation d’un cube homogene.

Dans la Figure 6.9.1 sont comparés les résultats du déplacement avec la méthode DDFV
avec de la solution exacte. Les déplacements sont multipliés par 10 par souci de clarté. Le cube
est visualisé avec une rotation de 90° suivant I’axe de z (la face y; est devant).

FIGURE 6.9.1 — Cas E.2.1 : réponse du déplacement par DDFV (gauche) et solution exacte
(droite).

Les résultats d’estimations d’erreurs sont présentés dans le Tableau 6.9.1 pour les valeurs, et
dans la Figure 6.9.2 pour le tracé. Nous utilisons une série de maillages successivement raffinés,
c’est-a-dire indépendants les uns des autres. On compare les différences des solutions DDFV et
EF dans 3 normes : norme infinie, norme 1 et norme 2. La solution DDFV est notée uppry,
tandis que la solution EF est notée ugp.

| Volumes | h | lubprv — Ugsactlos | Iupprv — Upsactlt | [upprv — Upgact]2 |
593 2.25-107! 1.87-1073 1.21-107% 3.31-107%
5513 1.13-1071 5.10-1074 2.74-107° 6.92-107°
17717 | 7.98 1072 2.58 .10~ 1.14-107° 3.04-107°

Tableau 6.9.1 — Cas E.2.1 : estimations d’erreurs L, L' et L? pour une série de maillages
successivement raffinés.

6.9.2 Cas E.2.2 : Déformation d’un barreau homogene percé d’un trou

Dans les figures 6.9.3 et 6.9.4 sont comparés les résultats du déplacement avec la méthode
DDFV ainsi que par éléments finis. Les résultats sont obtenus avec 4840 tétraedres.
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FIGURE 6.9.2 — Cas E.2.1 : estimations d’erreurs L™, L' et .” pour des maillages successivement
raffinés.

FIGURE 6.9.3 — Cas E.2.2 : réponse du déplacement obtenu avec la méthode DDFV

A présent, nous allons présenter les résultats d’estimation d’erreur. Etant donné que nous ne
possédons pas de solution analytique pour ce test, les résultats obtenus par la méthode DDFV
sont comparés a ceux obtenus par éléments finis. Les résultats sont présentés pour une série de
maillages successivement raffinés (Tableau 6.9.2). Les courbes de convergences sont résumées
dans la Figure 6.9.5.

6.9.3 Cas E.2.3 : Déformation d’un barreau non homogene percé d’un trou

Dans les figures 6.9.6 et 6.9.7 sont comparés les résultats du déplacement avec la méthode
DDFYV ainsi que par éléments finis. La Figure 6.9.6 correspond a un matériau composé d’acier a
gauche (en foncé) et d’aluminium & droite (en clair). Etant donné que P'acier posséde un module
d’Young plus grand que I'aluminium, c’est ce dernier qui se déforme le plus, et c’est ce qui se
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FIGURE 6.9.4 — Cas E.2.2 : réponse du déplacement obtenu par éléments finis

Volumes | h | lupprv —uprls | lupprv —ugrli | [uppry — ups|s |
860 2.76 - 107! 1.00 - 1072 1.97-1073 2.12-1073
2632 1.93-107! 9.03-1073 1.75-1073 1.81-1073
4840 1.53-107! 9.29.1073 2.17-1073 2.01-1073

14942 1.01-1071 5.10-1073 6.71-1073 6.80 - 10~*
22600 8.73.1072 2.96-1073 3.11-107% 3.73-107%
36188 7.42-1072 2.75-1073 4.00-10~* 3.99-10~*
309801 | 4.22-1072 1.40-1073 4.03-1074 3.72-1074

Tableau 6.9.2 — Cas E.2.2 : estimations d’erreurs L, L' et L? pour une série de maillages
successivement raffinés.

10° 10°

O DDFV Linf 1.38 O DDFV Linf 1.37|
O DDFVL1 1.48 O DDFVL1 1.64
107" # DDFV L2 1.56 -1 * DDFVL2 157
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\&\\\ci

. Erreur en deplacement u B Erreur en deplacement u
10 10
0.02 0.05 0.1 0.2 0.02 0.05 0.1 0.2
mesh size mesh size
10° 10°
O DDFV Linf 1.38 O DDFV Linf 1.15|

O DDFVL1 1.57 o DDFVL1 115
4| # DDFVL2 1.58 4| * DDFVL2 1.19

|
&

error
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Erreur en deplacement u,

Erreur en deplacement u,

0.02 0.05 0.1 0.2 0.02 0.05 0.1 0.2
mesh size mesh size

FIGURE 6.9.5 — Cas E.2.2 : estimations d’erreurs L>°, L' et .” pour des maillages successivement
raffinés et courbe d’ordre 1 (en noir).
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remarque dans ces figures. Dans la Figure 6.9.7, les matériaux sont intervertis (aluminium a
gauche, acier & droite).

FIGURE 6.9.6 — Cas E.2.3 : réponse du déplacement acier (sombre) / aluminium (clair) par
DDFV (en haut) et par éléments finis (bas).

FIGURE 6.9.7 — Cas E.2.3 : réponse du déplacement aluminium (clair) / acier (sombre) par
DDFV (en haut) et par éléments finis (bas).

Intéressons-nous a présent aux estimations d’erreur. Comme pour le Cas E.2.2, on compare
les réponses DDF'V et éléments finis pour une série de maillages raffinés successivement.

| Volumes | h | lupprv —ugrls | lupprv —ugrli | [upprv — ugr|s |
862 229101 5.45-102 1.32-1072 2.34-1072
5067 1.59 1071 2.38 1072 4.90-1073 9.04-1073
26618 9.14-102 1.23-1072 2.74-1073 4.48 -1073
36874 1.10- 1071 9.04-1073 3.15-1073 4.51-1073
286172 | 4.22-1072 2.46 -1073 3.37-1074 6.72-107%

Tableau 6.9.3 — Cas E.2.3 : estimations d’erreurs L, L' et L? pour une série de maillages
successivement raffinés.
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10 10
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FIGURE 6.9.8 — Cas E.2.3 : estimations d’erreurs L™, L' et .” pour des maillages successivement
raffinés et droite de pente 1 (en noir).

On constate a travers ces deux exemples que la convergence de la méthode DDFV est
numériquement vérifiée. L’estimation d’erreur de la méthode par éléments finis est en théorie
d’ordre 2, et on a vu que celle de la méthode DDFV est d’ordre 1. Tous les graphiques concernant
ces estimations d’erreurs (Figures 6.9.5 et 6.9.8) montrent un ordre de convergence proche de
1. L’exemple suivant est un cas test ol 'on dispose d’une solution analytique.

6.10 Conclusion

En présence d’une solution analytique, on observe une estimation d’erreur d’ordre 2. Ce
comportement meilleur que 'estimation théorique est classique pour les volumes finis, méme si
sa preuve est encore un probléme ouvert.

En ce qui concerne la déformation des barreaux, 'ordre de convergence est inférieur a 2, et
on observe une dégradation en particulier pour la troisieme composante du déplacement. Dans
cette direction, seules des conditions de traction libre sont imposées, ce qui pourrait expliquer
ce comportement.
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Annexe A

Propriétés du produit tensoriel

A.0.1 Propriétés générales

Le produit tensoriel satisfait par définition les relations suivantes : pour tout triplet (a, b, c)
de vecteurs, pour toute matrice A, on a

a(b-c)=(a®b)c=(a®c)b. (A.la)
(Ab)-c=A:(c®@b), (A.1b)
(a®c)b = (a® b)c, (A.1c)
(a@b):(b®a)=(a-b)? (A.1d)
(a®b):(ced)=(d®c): (b®a), (A.le)
(a®@b)(c®d)=(a®c)(b®d), (A.1f)
(a®b): (a@b) = |al’|b|?, (A.lg)

A.0.2 Propriétés 2d
On rappelle les propriétés suivantes du produit tensoriel. Soient (a, b, c,d) des vecteurs de
R?, alors on a les relations suivantes
(a®b):(c®d)—(a-b)(c-d)=det(a,d)b-ct (A.2)

oil ¢t est 'orthogonal de c tel que le repere (c,ct) soit direct.

A.0.3 Propriétés 3d

Nous élargissons a la 3d certaines propriétés du produit tensoriel énoncées en 2d. Pour
(a,b,c,d) des vecteurs de R?, on a les relations suivantes

(a®@b):(c®d)—(a-b)(c-d)=det(bAc,d,a), (A.3a)
det(bAc,d,a) = (bAc)-(dAa), (A.3b)
adet(a,b,c) = (aAb)A(aAc). (A.3c)
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Annexe B

Opérateurs discrets en dimension 2

B.1 Matrices élémentaires communes a Diamant et DDFV en
2d

Pour tout volume diamant Dg, € D, on introduit les matrices de (My(R))#® suivantes

Pxr, = Px + BL, B.1)
1
5= 3D (1N - mig 1 + g (Nigy @ i) + A (mis @ Nio) ), (B2)
S
1
KT (11N - s 1 4 (s @ i) + Av (s @ Nic)) (B.3)
S
=0 A (B.4)
|
:Il{s — 2|DK | </LKN¥3 s NKsg Id + ,UK(NE{S ® nKs) + )\K(HKS X N{(S))’ (B5)
S
Ls 1 Ls L L
= —2’DL | (,ULN1 ‘nps Id + pn, (N7 @ nps) + Ap(nps © Ny )) (B.6)
S

Proposition B.1.1

Si les coefficients de Lamé sont strictement positifs alors les matrices discrétes (B.1)-(B.3)
sont inversibles.

Démonstration: Soit K € 9t un volume quelconque et s € 0K. Soient p et q deux vecteurs de R?
non nuls. On définit la matrice S sous la forme

1
== (uxp ~qld +px(p®q) + Ax(q® p))-

2|Dks]|
Si p* est 'orthogonal de p tel que le repere (p, p*) soit direct, alors le calcul de son déterminant
donne
2 2 2
det(B) = m(%% (p-a)” +uxAk(p-a)” — pxAx (P - q) )
On a donc

det(8) = 4“521;'2 [(zw ) (p- @) — A (pt - q)z}.

En ce qui concerne les matrices discrétes (B.1)-(B.3), on a clairement p* - q = 0. Les vecteurs
P et q étant non nuls, le déterminant s’annule si et seulement si les coeflicients de Lamé sont
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nuls, ce qui est écarté par hypothese. Enfin on rappelle que si a > 0 et b > 0 représentent des
constantes, alors pour nks de norme 1, on a

_ 1 b
[a1d+ans X nKS} ! = Eld — mn}(s ® NKs.

On peut alors appliquer cette relation pour en déduire ’expression des inverses des matrices
discretes (B.1)-(B.3). |

Proposition B.1.2

1. Les conditions de régularité du maillage énoncées au Chapitre 3, page 50 par les
inégalités (3.4) et (3.5), ainsi que I’'Hypothése 0.0.1, page 9 sur les coefficients de
Lamé nous permettent d’affirmer qu’il existe une constante C' > 0, dépendant de la
régularité du maillage ainsi que des bornes des coefficients de Lamé, telle que pour
toute matrice discrete 5 (B.1)-(B.6)

C

181 < e

(B.7)

2. Sous ces mémes conditions, on peut affirmer que pour toute matrice discréte § (B.1)-
(B.3)
1871 < Csize(T). (B.8)

B.2 Matrices élémentaires pour Diamant 2d : probleme de Neu-
mann

Pour tout volume diamant Dy € D" dont un des sommets (xKs )i—{1,2y est sur le bord de
Neumann, on introduit les matrices de Mo (R) suivantes

1

5; JIN T m (,UKNKs . an Id + pxNgs ® Il{N + AKngN ® NKs), (B.9)
7 S

1

pRs . = (MKNIfS N Id 4 NES @ 0V 4 agn™Y @ NIfS), (B.10)
1,n ’DKS‘ 7 ) )

oul on remplace ng par niFN la normale unitaire sortante au point XZKS telle que représentée

dans la Figure B.2.1. Si les deux arétes sur le bord qui partagent x?s ne sont pas alignées, alors

an vaut la moyenne arithmétique des deux normales sortantes aux deux arétes voisines de xfs

sur le bord de Neumann.
Hypothese B.2.1

Afin de prouver l'inversibilité de la matrice discréte (B.10), on est contraint d’imposer une
condition sur le maillage : on suppose qu’il existe une constante ty telle que

max (tan?(Ns, n-FN)) <tE<142 min (

B.11
{K,s/s€0K, xS e N'ON } ’ {K,s/s€0K, xKs e NON } ( )

H).

En élasticité, on utilise également le coefficient de Poisson v pour caractériser un matériau, dont

I’expression est v = . Ce coefficient est tel que v € [0,0.5]. La condition (B.11) s’écrit

A
2(A + p)
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FI1GURE B.2.1 — Notations du diamant dans le cas ou un sommet est sur Neumann

donc également
e 1 1
max (tan® (N, nFN)) <3< -1+ min (

{K,s/s€0K, xKseNPN } ’ {K,s/s€0K,xKseNPN} "V

).

En général, v est de 'ordre de % (acier = 0.28, sable ~ 0.35), ce qui correspond & des angles
jusqu’a %. Il s’agit d'une condition difficile a vérifier a priori, mais qui se retrouve dans [31] pour
le probleme de diffusion anisotrope sous la condition x7, — xx non alignés avec An{N , avec A la
matrice d’anisotropie. Dans le cadre de D'élasticité linéaire, la condition (B.11) est néanmoins
réalisée pour un maillage non conforme, tel que représenté en Figure B.2.2, ou ’écart dans le
nombre de raffinements dans deux volumes adjacents est supposé borné.

F1GURE B.2.2 — Maillage de carrés non conformes raffinés localement.

Proposition B.2.1

Si les coefficients de Lamé sont strictement positifs et sous ’Hypothése B.2.1, la matrice
discrete (B.10) est inversible.
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Démonstration: Soit K € 91 un volume quelconque et s € OK. Soient p et q deux vecteurs de R?
non nuls. On définit la matrice 3 sous la forme

1

= m (MKP -qld+ pux(p®q) + Ak (q® p))

g
Si p est 'orthogonal de p tel que le repere (p, pT) soit direct, alors le calcul de son déterminant
donne

det(B) = m (2uf< (p-q)” + pre (p-a)” — Ak (P - q)2)-

On a donc

aen(9) = 7 [ ) (- - o' )]

—

Si on note §%* Pangle p,q = NX* n! ¥, le déterminant s’annule lorsque

; . . . ™
(211 + Ak ) INE [P 2 cos?(0°) — A INT [P 2 cos? (0% + o

5) =0,

) 'n » .. .
Les vecteurs N¥¢ et n; ¥ étant non nuls, ceci implique que

2uK + Ak
MK '

Or, ce cas est écarté en appliquant ’Hypothese B.2.1. On peut donc en conclure que det(8) # 0. B

tan?(0%%) =

Proposition B.2.2

Les conditions de régularité du maillage énoncées au Chapitre 3, page 50 par les inégalités
(3.4) et (3.5), ainsi que les Hypothéses 0.0.1, page 9 sur les coefficients de Lamé et I’Hy-
pothése B.2.1 nous permettent d’affirmer qu’il existe une constante C' > 0, dépendant de
la régularité du maillage ainsi que des bornes des coefficients de Lamé, telle que pour toute
aréte s € OK™ ayant un sommet st € NN

1855 v | < Csize(T). (B.12)

204



Annexe C

Opérateurs discrets en dimension 3

C.1 DMatrices élémentaires communes a Diamant et DDFV en

3d
Pour tout volume diamant Dk, € D, on introduit les matrices de (/\/l?,(]R))?@E35 suivantes

B = B + B, (€
B = 3|Dle| (MKNKS ngs Id + px(Ngs @ ngs) + Ak (ngs ® NK8)>7 (C.2)
B = ﬁ <MLNKS ‘nKs Id + pr,(Nks ® ngs) + AL(ngs ® NKS)), (C.3)
B =B - B2, (C.4)

o= 3\1318! <#KN§“ - 1d + (NG @ ngcs) + Ak (ngs ® NFS))’ (C:5)
gls — 3!1;le (MLNZLS ‘npId + pp(NM @ np,) + AL(ng, Nz—LS))- (C.6)

ou on rappelle que x?s = x%is.

Proposition C.1.1

Si les coefficients de Lamé sont strictement positifs alors les matrices discrétes (C.1)-(C.3)
sont inversibles.

Démonstration: Soit K € 9t un volume quelconque et s € 9K. Soient p et q deux vecteurs de R?
non nuls. On considere la matrice 8 sous la forme

1

- ~qld A .
5 SIDKSI(MKP qld + px(p®q) + K(q®p))

Le calcul de son déterminant donne

det(B) = m (2uf’<(p q)® + Ak (P ) — p Ak (P @) (P A Q)Q)-
On a donc 5
det(9) = SR D (3,00 1+ x)(p- @) ~ Al 0]

En ce qui concerne les matrices discretes (C.1)-(C.3), on a clairement p A @ = Nks A ngs = 0.
Les vecteurs p et q étant non nuls, le déterminant s’annule si et seulement si les coefficients de
Lamé sont nuls, ce qui est écarté par hypothese |
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Proposition C.1.2

1. Les conditions de régularité du maillage énoncées au Chapitre 4, page 93 par les
inégalités (4.7) et (4.8), ainsi que I’'Hypothése 0.0.1, page 9 sur les coefficients de
Lamé nous permettent d’affirmer qu’il existe une constante C' > 0, dépendant de la
régularité du maillage ainsi que des bornes des coefficients de Lamé, telle que pour
toute matrice discréte 5 (C.1)-(C.6)

C

eal (C.7)

18] <

2. Sous ces mémes conditions, on peut affirmer que pour toute matrice discréte 3 (C.1)-
(C.3)
1874 < Csize(T). (C.8)

C.2 DMatrices élémentaires pour Diamant 3d : probleme de Neu-
mann

Pour tout volume diamant Dk, € ©” dont un des sommets (xfs)i:{m,g,} est sur le bord
de Neumann, on introduit les matrices de M3(R) suivantes

1 r r r
S . N N N
N 9m. | 1 1 7 ’ .
B P = 3] (1Nis - mf ¥ 14+ Ny @ nf ¥ + Aknf ¥ @ N ), (C.9)
T S
1

5;<§rN = Bl (MKN;(S NV Id + pk NS @ np Y + Agnp ¥ @ N§§5>, (C.10)

Lt Ks

N r o . . .
ol on remplace nky par n; ¥ la normale unitaire sortante au point XZKS telle que représentée

dans la Figure C.2.1. Si les faces sur le bord qui partagent x?s ne sont pas alignées, alors nEN

FiGure C.2.1 — Notations du diamant dans le cas ot un sommet est sur Neumann, vue de coté
(gauche) et vue de face (droite).

Ks

vaut la moyenne arithmétique des normales sortantes aux faces voisines de x;*° situées sur le

bord de Neumann.
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Hypothese C.2.1

Afin d’avoir Iinversibilité de la matrice discréte ﬁ_KSl rn ﬁ.Ksl ry On est contraint d’im-
i—1,n, i+1,n

!

poser une condition sur la famille des maillages : on suppose qu’il existe des constantes tg
et t1 telles que

0 < £ < tan?(NE?) — N3, nf™) < 6 < 1+ 2min (§), (C.11)

pour tout K € M et s € OK™ tels que x5 € NON.

On va, dans les Proposition C.2.1 et Proposition C.2.2, énoncer quelques propriétés sur
ces matrices discretes, utiles dans la suite. Elles sont une simple extension de leur version 2d,
énoncées en Proposition B.2.1 et Proposition B.2.2.

Proposition C.2.1

Si les coefficients de Lamé sont strictement positifs et sous ’Hypothese C.2.1, la matrice
discrete ﬁlKj Iy~ 5§51,n.FN est inversible.

1 i

Démonstration: Soit K € 91 un volume quelconque et s € OK. Soient p et q deux vecteurs de R3
non nuls. On considere la matrice 8 sous la forme

1
- .qld by .
5 SIDKSI(MKP qld + px(p®q) + K(q®p))

Le calcul de son déterminant donne

det(B) = m (2u§’<(p q)® + pg Ak (P Q) — pk Ak (P q)(p A Q)Q)-

On a donc

det(B3) = % {(2MK +2x)(p-a)® — Ak(p A Q)Q]

: : : 2 Ks Ks : Ks 12 —
En ce qui concerne la matrice discrete ﬁiil ry — B ry» Si on note 6°° I'angle p,q, avec

n; 1Jr1.,1r1i

p =N, — NKs et g =n]", le déterminant s’annule si et seulement si

p(p-q) =0 ou (2uik + puxAx)[pllal® cos®(0%°) — ux Ak |p[*|al? sin®(6*) = 0.

Proposition C.2.2

Les conditions de régularité du maillage énoncées au Chapitre 4, page 93 par les
inégalités (4.7) et (4.8), ainsi que les Hypotheses 0.0.1, page 9 sur les coefficients de Lamé et
PHypothése C.2.1 nous permettent d’affirmer qu’il existe une constante C' > 0, dépendant
de la régularité du maillage ainsi que des bornes des coefficients de Lamé, telle que pour
tout K € M et pour tout s € IK™ ayant un sommet x5 € NON

1(855 = BE3) 7 < Csize(T). (C.12)
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Annexe D

Inégalité de Korn discrete pour le
schéma DDFV

D.1 Inégalité de Korn 2d discrete

Cette inégalité a été établie par Krell [69] dans le cadre d’opérateurs définis par diamants
entiers. La difficulté supplémentaire est de I’établir par demi diamants. Nous en reprenons les
étapes.

Théoréme D.1.1 (Inégalité de Korn pour le probléme de Dirichlet pur)

Pour tout u” € (R?)#7 tel que uk+ = 0 pour tout K* € M*®, on a

D .7 D 7
[Vou" |5 < V2|D®uT 5.

Démonstration: D’apreés la définition du produit scalaire (5.11) et des opérateurs discrets (5.3.3)
et (5.3.4), on a

2[D°u7[Z = [VPuT[} + ((VPu)" : Vou7) 4. (D.1)

On va donc chercher a évaluer la quantité ((Vb u)T: Vguf)b a travers les demi diamants du
maillage. On a donc

(VPu)T Vo) g = Y |Dkl|(VPxun)” : vPsu”
Dk.€D 1
= Z A (NKs ® (us — ug) + N @ (uf* — u{“)) :
Dk.€D §

(s = ) @ Nigs + (u® = uf*) @ NI ).

On va a présent faire apparaitre un terme positif, correspondant a la norme de la divergence.
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Pour cela, nous utilisons les relations (A.1d) et (A.le), on obtient

D T D T 1 2 S S S 2
(VPun)T : V®u )i) = Z m(((usfu;() ‘Nks)™ + ((uF® —uf®) - NF*) )
Dk.€D 3
1 S S S
+Dzkm(NKs®(USUK>) (e~ w2
- 1 Ks Ks Ks 2
- ¥ (1, = ) - Nig + (™ — uf) - NI)
Dks€D 4D |
Ks
1 S S S
20 g (Nke @ (us — )« (0 - uf) o ()
Dks€® 1
= 3 gy (Mo (e = i) (- i) NI)
Dk o) |DKS|
= > [DxslldivP<um? + A,
Dk €D

Pour évaluer la quantité A, on utilise la relation (A.2) et la relation det(Ngg, NX%) = 2|Dks,|.

1
A - Z 5 m.. | (NKs ® (U.S — U,K)) : ((ugs _ ui(S) ® N{(s)
. 2|Dks|
Dks€D )
Z 9. | (NK5 . (us — U-K)) ((ugs _ u{<5) . N{(s)
. 2|Dxs|
Dgs€® )
= Z —det(];V-Ks7 N?S)(ué — uK) . (ugs _ ui{s)J_
. 2|Dks|
Dks€®
= Z (us — uK) . (ugﬁ‘ _ u¥S)L
Dg.€D
- Z u, - (ug® —uf)t - Z ug - (uf® —uf)t.
Dic. €9 Dis€D
Ay Ay

Kss \
X x?sl

FiGure D.1.1 — Numerotation locale des sommets pour chaque demi diamant associé a un
volume primal.
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Evaluation de A,

On note A, B et C les 3 sommets du volume primal. Alors, en appelant ul, ulf, ul les
déplacements aux sommets A, B, C et en utilisant les conventions de numérotation des sommets
par arétes rappelées en Figure D.1.1, 'expression de Ay se simplifie

Ay = = ) uk (uf —uf)*
Dk €D
D YD IR
KeM s€oK N
= - Z ug - ((ugfuﬁ) + (ugfug) + (uifug)) .
Kem
= 0

Evaluation de A;

On va cette fois-ci non pas raisonner par volume primal, mais essayer de regarder ce qu’il se
passe pour chaque demi diamant, selon que ce dernier soit interne ou de bord. Regardons dans
un premier temps une aréte interne s = KNL € £™. Comme l'illustre la Figure D.1.2, et en
vertu de la Proposition 5.2.1, on a

xgsl
XL81
1
P
XK
X
DKSl 8]_ L

X%SI

KSJ
X1

FI1GUrE D.1.2 — Numérotation locale des sommets pour chaque diamant interne.

e )

Ceci implique que

1
o oue (@ —uf)t = 3w ((uE - uf) - (uf - uf))

Segint Segint (DQ)
= 0.
En ce qui concerne les faces de bord, cette fois les termes ne se neutralisent pas deux a deux,
mais sont nuls du fait que ul** = uX¥* = 0. On en déduit que A =0 et on conclut

2D |4 = [VPuT|2 + Y [Dk.lldivPeuT|?.
Dk.€®

>0
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Remarque D.1.1

Le résultat est vrai quelque soit la valeur de us que I'on prend pour définir VPxsuT.

D.2 Inégalité de Korn 3D discrete

Cette inégalité a été établie par Krell et Manzini pour un schéma DDFV de type CeVeFE
[70] .
Théoréme D.2.1 (Inégalité de Korn pour le probléme de Dirichlet pur)

Pour tout u™ € (R)#7 tel que ugx+ = 0 pour tout K* € M*®, on a

[VouTl5 < V2[DPu"|5. (D.3)

Démonstration: De méme qu’en 2d, on a

2[DPu’| = [VPuT[E + (VPu")" : VPu7) 4, (D.4)
et
@TT.V©T~ — D VPxu™T . yPxs g7
(VPum)T : VPu7) 5 Z|K5|( u’)’ u
Dk, €D
1 3
= Y oy (N (w0 + 3N 6 ol )
Di.€D =1

((u _uK)®NKs+Z erl_u’L 1)®NK5)

i=1

Le but est de faire apparaitre un terme positif, correspondant a la norme de la divergence discrete
par demi diamant, ainsi qu’un autre terme qui s’annule du fait des conditions de bord. En utilisant
les relations (A.1d) et (A.le), on obtient

3

) . 1
(VPu)T:VouT) o = Z m(((ué —ux) - NKS)2 +Z ((uif — ) - Ni) )
]DKSEé ? i=1
3
2
-y zmwws—uw) (- )
Dy, €9 =1 e
1
= 2. imn |<( NK&*Z uifh —uit) NKS)
DK5€35 ®
3
2
TS e o) (oo o)
Dy, €D i:1 e
3 3 e ) (i )
Dk 6331 1 Ké
= > |Disl/divPum? + A,
Dk €D
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Grace a la relation (A.3a), on a

9 , , ,
4T S s () o)
Di,ed i=1 s
5.9
S g (e w5 i )
Dy, €D i=1 °

- U.K) A (ugl—sl - u?—sl)) NzKSa NK&)

|
N
&Mw
©
55 o
=y
&
£

A4 = Z Z : ) ((us —uk) A (ujyy —ui?))) - (NF A Ng,).

Intéressons nous au vecteur NX¢ A Nk, . On rappelle qu’étant donné que x, est le centre de
gravité de la face s, alors

3
1 5 1 S S S
NKs = —(xg —x4) A (x5 —x4) Nks = 52()(8 —xK )/\(xﬁ_1 — x5
et i1

= T(x, —xKs _ xKs 3

g (%s =X A b =77 = S0n ) A (S - ),

En s’aidant de la relation (A.3c), on a
3

NI ANKs = S (0 = x) A e = x)) A (s = x15) A (x5 — %))

= Z(Xs — XZKS)det(xs — XZKS,XK — xf-is,xz}-gf1 — st).

D’apres les propriétés géométriques du demi diamant, et en utilisant la Convention 6.2.1 on a la
relation

1
Ks Ks Ks Ksy Ks Ks Ks Ks Ks
det(xs — %%, xK — x5, x5 — %) = gdet(xprl —x0x00 = %0 0 Xk — x;0).

Alors, en utilisant la relation (6.4), on obtient finalement que

3
NES ANk, = §(xs — x| Dis).
Grace a la relation (A.3b) , on en déduit que
1 3
S S DY
Dg.€® =1
1o 13
= =320 Y det(weufy — w42 3T DT det(ug, ulfy - ul X,
=1 Di. €D =1 Dk, €D
A, ps

Evaluation de Ay

A chaque volume primal tétraédrique sont associés 4 demi diamants. Les sommets sont
numérotés A, B,C, D et les faces 1, s2, 83,84 comme indiqué en Figure D.2.1. On va par ex-
emple regarder le sommet A concerné par les faces s1, so et sy4.

A = Z [det(uK, (ue — uB),xA) +det(uK, (up — uc),xA) +det(uK, (up — uD),xA)}
Kem M M M
= 0.

Il en est de méme pour les 3 autres sommets de 1’élément K.
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D

FIGURE D.2.1 — (Element tétraédrique du primal (gauche) - Tétraedre éclaté (droite)

Evaluation de A,
On raisonne par demi diamant, selon qu’il soit interne ou de bord. Regardons dans un premier
temps une face interne s = KN L € £™. La relation (A.3c) donne

Ks Ks Ks
E det(u,, ui¥y’, — ul®, x;>*)
segint

= Z [det(us, uls —ul, x) — det(u,, ul, — uf_sl,xfs)} = 0. (D-5)
segint

contribution de Dk, contribution de Dy,

En ce qui concerne les faces de bord, cette fois les termes ne se neutralisent pas deux a deux,
mais sont nuls du fait que ul* = 0 pour tout i = {1,2,3}. On en conclut que

2D |3 = [VPuT |2 + Y [Dk.lldivPeuT|?.
Dk.€®

=20 |

Remarque D.2.1

Le résultat est vrai quelque soit la valeur de us que I'on prend pour définir VPxsuT.
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Annexe E

Description des cas test numériques

E.1 Description des cas test numériques en dimension 2

E.1.1 Quelques aspects numériques

L’ensemble des tests numériques a été réalisé a I’aide d’un code MATLAB. Les maillages sont
quant & eux tous construits grace au logiciel libre GMSH, développé par Geuzaine et Remacle
[56], & Pexception du triangle étudié en section E.1.6, qui lui utilise le mailleur EMC2 développé
par INRIA. Afin d’obtenir les courbes d’estimation d’erreurs, nous utilisons d’une part des
maillages raffinés uniformément (ou homothétiquement selon Domelevo et Omnes [13]), c’est-
a~dire des maillages ou chaque triangle est coupé en quatre sous triangles. D’autre part, nous
utilisons des maillages raffinés successivement, c¢’est-a-dire une série de maillages indépendants
les uns des autres.

Les tests numériques utilisés ne se limitent pas aux seules conditions de déplacement imposé
(condition de type Dirichlet), mais font également intervenir des conditions de chargement
imposé (conditions de type Neumann), conduisant & un systeme de conditions au bord dites
< mixtes >.

E.1.2 Contrainte équivalente de Von Mises

Parmi les criteres d’études, on regarde la convergence des contraintes de Von Mises. Ces
contraintes sont plus utilisées que la convergence de l'opérateur gradient en élasticité linéaire.
Elles sont calculées a partir du tenseur des contraintes et définissent une énergie, qui permet
de savoir si les contraintes imposées sont bien en deca du critere de plasticité, au dela duquel
le comportement n’est plus élastique. Les contraintes de Von Mises sont évaluées en chaque
volume K € 9. Leur expression est la suivante : si on note

011 012
oK =
021 022
, . . , .
avec 019 = 091, I’expression du tenseur des contraintes en chaque volume K, alors ’expression
de la contrainte de Von Mises oy s, en K est

_ 2 2 2
OvM = 4/ 011 + 05y — 011022 + 3075.

Dans la plupart des cas tests en dimension 2, on donnera les isovaleurs de la contrainte de
Von Mises, ainsi que la courbe de convergence de l'erreur commise avec la valeur exacte :
HUVM,VF - O'VM,Exact”

”UVM,EJ:actH
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E.1.3 Déformation d’un carré homogene. Solution polynomiale

A présent, nous allons nous intéresser a une série de cas tests donnés par Figueiredo et Viano
[52] pour le probleme de I’élasticité linéaire, et qui présentent l'avantage d’avoir une solution
analytique exploitable en volumes finis. On considére le carré homogene de coté 1 présenté en
Figure E.1.1, dont le module d’Young et le coefficient de Poisson sont

y
Y2
A
A
/
A
T/
A Q 71
A
A
A
/
/
VA A GV G S S v G G G 4 X

FIGURE E.1.1 — Domaine de calcul et conditions de bord.

E=510° (Pa) et v=0.3.
Il existe une correspondance entre ces valeurs et les coefficients de Lamé donnée par

N Ev ; B E
T+t & Moy

ce qui conduit aux valeurs

A =2.8846.10° (Pa) et p=1.9231.10° (Pa).

On présente en Figure E.1.2 un maillage grossier et son raffinement uniforme et en Figure E.1.3
deux maillages indépendants du domaine ().

0.9 0.9
0.8 0.8
0.7 0.7
0.6 0.6
05 05
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1
00 0.2 0.4 0.6 0.8 1 00 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FiGure E.1.2 — Raffinement uniforme d’un maillage de 204 triangles a un maillage de 816
triangles
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0.9 0.9

0.8 0.8k
0.7 0.7k
0.6 < 06
0.5 05F
0.4 0.4F
0.3 0.3F
0.2 0.2F
0.1 0.1

00 0.2 0.4 0.6 0.8 1 00 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FiGure E.1.3 — Raffinement successif d’'un maillage de 204 triangles a un maillage de 882
triangles

On impose un encastrement sur le bord de Dirichlet I' & gauche et en bas. Les conditions de
Neumann sont imposées en y; et 72, telles que

- ((2u+ Ny — 2X).102 B (6.7308y — 5.7692).107 (N.m~2)
olun = { (1 — 2y).1072 - (1.9231 — 3.8462y).107 (N.m~—2) > 71
(wn = p(xr —2).1072 B 1.9231z — 3.8462).107 (N.m~2) ‘
7 =L (—2@2u+ Nz +2).1072 (—13.462z + 2.8846).107 (N.m~2) >0 7%

Le forcage, correspondant au second membre de I’équation, n’est pas nul

¢ _ 2(u+A).1072 [ 9.6154.107 (N.m~3)
B —(p+AN).1072 —4.8077.107 (N.m™=3).

Dans ces conditions, la solution exacte du probleme est

Upgact = 2y.1072(1, —2).

E.1.4 Déformation d’un carré homogene. Solution qui n’est pas polynomiale

Cet exemple reprend le méme domaine 2 que l'exemple précédent, seules les conditions
aux limites et le forcage changent. On va considérer des conditions comprenant 1'opérateur
exponentiel. Les parametres de Lamé utilisés restent inchangés. Les valeurs des fonctions sont
précisées ci-dessous

(22 + N)e¥ — Ae¥).1072
{ (2¢ — e¥ —1).1072

13 462¢¥ — 2.8846).107 (N.m~2)

3.8462¢ — 1.9231¢¥ — 1.9231).107 (N.m~2) S0 7

3.8462¢* — 1.9231e — 1.9231).107 (N.m~2)

5.7692¢% — 6.7308¢%).107 (N.m~2) sur 2.

g
o(un = { (2§Z :e/\+)2,i§) 2) 102
g
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f o { ((p+ N)e¥ — 2ze” (A + 2p)).1072
N (—2e"(p+ \) + ze¥V(A+2p)).1072
B (4.8077¢Y — 13.462ye”).10" (N.m~3)
N { (—9.6154¢® 4 6.73082¢Y).107 (N.m~3).

Dans ces conditions, la solution exacte du probleme est

UEzact = (2(6:1: - 1)y7 _(ey — 1).%') 1072,

E.1.5 Déformation d’un carré homogene : probleme de Dirichlet pur

On consideére le carré unitaire € soumis & des conditions de bord de Dirichlet uniquement.
Les parametres de Lamé utilisés restent inchangés. On prend ¢ = 0.1 pour valeur de parametre.
Les résultats numériques sont réalisés sur trois types de maillages : des triangles non structurés,
un maillage cartésien et un maillage non structuré de quadrangles, présentés en Figure E.1.4.
Le forcage est donné ci-dessous.

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

o)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE E.1.4 — Maillage cartésien de 324 carrés (gauche), maillage de 156 quadrangles non
structurés (droite).

B+ N) (= c+ ccos(z + y)? + cos(z + y) ) cec s@+Y)
—(2p 4 2X) ( cos(2x — y) — ¢+ ccos(2x — y)2)ceccos(2””_y)

(14 M) (= ¢+ ceos(x +y)? + cos(z + y)) cec Os@Hy)
+(61 + N) (cos(2z — y) — ¢ + ccos(2z — y)?) cecs(22=Y)

Dans ces conditions, la solution exacte du probleme est

_ ccos(x+ ccos(2x—
uEmct_(e (y)76 ( y)).

E.1.6 Déformation d’un triangle homogene

On considere le triangle rectangle homogene présenté en Figure E.1.5 avec les mémes module
de Young et coefficient de Poisson que précédemment.
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FiGURE E.1.5 — Triangle rectangle homogene

On utilise un raffinement uniforme. Les conditions de bord et les valeurs des fonctions sont
précisées ci-dessous :

sun = —p(z +2).107% = —(1.9231x + 3.8462).10" (N.m~?) o
T 1 (A =22\ +2u)).1072 = —(2.8846 — 13.4622).107 (N.m~2) T

ﬁ (50(x — 2 +2) + 4((A + 2)(y + 1) - 2Az) ) 107
pan — J = (1:2013y = 210280 + 7.2081).107 (N 2) .
ﬁ (4p(z = 2y +2) + 5(My + 1) = 22(A + 21)) ) 107 ’

= (4.6552 — 0.15021y — 9.31042).107 (N.m~2)

e [ 2+ A).1072 = 9.6154.107 (N.m~3)
Tl —(p+A).1072 = —4.8077.107 (N.m™3).

Dans ces conditions, la solution exacte du probleme est

Upgact = (2(y +1).1072, —2z(y — 1))107 2

E.1.7 Déformation d’un barreau homogéne percé d’un trou

On considere un barreau de forme rectangulaire de longueur 3 et de largeur 1, avec en son
centre un trou de diametre 0.5 représenté en Figure E.1.6. Le maillage, tracé en Figure E.1.7
avec 1108 triangles, plus fin pres du trou, prend en compte la géométrie. Les parametres de
Lamé utilisés correspondent & ceux de l'acier, comme décrit par Ciarlet [25], p.62,

A=10010° (Pa) et pu=28010° (Pa).

Les conditions de bord, indiquées en Figure E.1.6, sont les suivantes : on impose un encastrement
a gauche (u = (0,0) en z = 0), un déplacement unitaire a droite (u = (1,0) en x = 3), et des
conditions de bord libre partout ailleurs (o(u)n = (0,0)) ol n représente la normale sortante
unitaire. Le forcage est nul (f = (0,0)).
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F1GURE E.1.6 — Barreau homogene et conditions de bord.

0 0.5 1 15 2 25 3

FiGure E.1.7 — Maillage GMSH.

E.1.8 Déformation d’un barreau non homogéne percé d’un trou

Afin d’illustrer le fait que les coefficients peuvent étre discontinus, on va élargir ’exemple
précédent a un exemple de matériau < bidomaine >, c’est-a-dire qui présente des coefficients de
Lamé discontinus. En pratique, on peut imaginer deux matériaux différents soudés entre eux.
Pour ce faire, on considere le barreau non homogene percé d’un trou présenté a la Figure E.1.8,
constitué d’un rectangle avec trou identique a I’exemple précédent, auquel est soudé un carré de
coté 1. Les deux matériaux considérés sont l'acier et I’aluminium, et leurs parametres de Lamé
sont donnés par Ciarlet [25]. Le maillage, tracé en Figure E.1.9 avec 2204 triangles, plus fin pres
du trou, prend compte de la géométrie.

Avier ] A =100 10°  (Pa) Muminiumd = 56 10°  (Pa)
p=2-8010° (Pa) ° pw=2610° (Pa).

u=(0,0) o(un =0 u=(1,0)

FIGURE E.1.8 — Barreau non homogene et conditions de bord.
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0 05 1 1.5 2 25 3 35 4
FicUure E.1.9 — Maillage GMSH.
Les conditions de bord sont les mémes que pour le barreau homogene, a savoir un forcage

nul, et on impose un encastrement a gauche (u = (0,0) en z = 0), un déplacement unitaire a
droite (u = (1,0) en # = 4), et des conditions de bord libre partout ailleurs (o(u)n = 0).

E.2 Description des cas test numériques en dimension 3

E.2.1 Déformation d’un cube homogene

On considere un cube homogene de coté 1 présenté en Figure E.2.1, dont le module d’Young
et le coefficient de Poisson sont E = 5.10° (Pa) et v = 0.3.

F1GURE E.2.1 — Domaine, repérage des bords et maillage.

Le forcage, correspondant au second membre de I’équation, est le suivant :
2(y +22).1072  (N.m™3)

(r—2).1072 (N.m=3)

(22 —y).1072  (N.m™3).

On impose un encastrement sur le bord de Dirichlet I" & gauche, en bas et devant, c’est-a-dire
u = (0,0,0) sur les plans z = 0, y = 0 et z = 0. Les conditions de Neumann sont imposées en
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~1 (correspondant a la face de droite en z = 1), 72 (correspondant a la face du fond en y = 1)
et 3 (correspondant a la face en haut en z = 1), et sont telles que

(Q,uyz + Ayz — 2z — y)) 1072 (N.m™2)
oclun = (1l —2y).1072  (N.m~2) sur 7,
—py(1—2).1072  (N.m™2)

pz(z —2).1072  (N.m™2)
oclun = (—dpzy + Az —2zy — 2)).1072  (N.m™2)  sur 7,
—pz(2+2).1072  (N.m~2?)

py(x —1).1072  (N.m™2)
o(wn = —pa(2y +1).1072  (N.m™?) sur 3.
( —2uzy + ANy — 22 — xy)).10*2 (N.m~2)

Ceci conduit a la solution exacte

UEzact = xyZ(l, —2, —1) 10_2.

E.2.2 Déformation d’un barreau homogeéne percé d’un trou

On considére un barreau homogene percé d’un trou de longueur 3, de largeur 1 et d’épaisseur
0.3, avec en son centre un trou cylindrique de diametre 0.5, représenté en Figure E.2.2. Le
maillage, tracé en Figure E.2.3 avec 4840 tétraedres, plus fin preés du trou, prend compte de la
géométrie. Les parametres de Lamé utilisés correspondent a ceux de Pacier (voir le cas E.1.7).
Pour les conditions de bord, on impose un encastrement a gauche (u = (0,0,0) en z = 0), un
déplacement unitaire & droite (u = (1,0,0) en = = 3), et des conditions de bord libre partout
ailleurs (o(u)n = 0) ol n représente la normale sortante unitaire. Le forgage est nul (f = 0).

u=(0,0,0) a(u)n =(0,0,0) = (I,U,U)

e
e
o—

”~

FI1GURE E.2.2 — Monodomaine et conditions de bord.

E.2.3 Déformation d’un barreau non homogene percé d’un trou

Etendons I’exemple précédent en soudant deux matériaux entre eux, pour former un <« bido-
maine >, qui est I’équivalent en 3d du bidomaine étudié en section E.1.8. Les parametres de
Lamé sont toujours ceux de l'acier et de I’aluminium. On considére donc le barreau non ho-
mogene percé d'un trou illustré par la Figure E.2.4, de longueur 4, de largeur 1 et d’épaisseur
0.3, avec en (x,z) = (1.5,0.5) un trou cylindrique de diametre 0.5. Le maillage, tracé en Figure
E.2.5 avec 5720 tétraedres, plus fin pres du trou, prend compte de la géométrie.
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FiGure E.2.3 — Maillage GMSH.

u=(0,0,0) o{un =(0,0,0) u=(1,0,0)

FI1GURE E.2.4 — Bidomaine et conditions de bord.

FicUure E.2.5 — Maillage GMSH.

Les conditions de bord sont les mémes que pour I’exemple précédent, a savoir un forcage
nul, et on impose un encastrement a gauche (u = (0,0,0) en z = 0), un déplacement unitaire &
droite (u = (1,0,0) en z = 4), et des conditions de bord libre partout ailleurs (o(u)n = 0).
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Annexe F

Comparaison des méthodes EF,
Diamant et DDFV en dimension 2

Afin de comparer les schémas entre eux, on a tracé ensemble en Figure 1 les courbes d’erreurs
pour le déplacement en norme L™ et L? pour les méthodes éléments finis, diamant et DDFV
pour le cas test F.1.3 avec une solution analytique. Pour le cas test E.1.7 du barreau homogene,
on présente également en Figure 2 le tracé des courbes d’erreurs pour le déplacement obtenues
en comparant avec les éléments finis la méthode diamant et la méthode DDFV, et ceci en norme
L et norme L2.

O EFLinf 1.71
O Diamant Linf 0.943
+ DDFV Linf 1.72

O EFL2 198
O DiamantL2 1.8
# DDFVL2 1.99

error
error

Erreur en deplacement u 7 Erreur en deplacement u

0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.01 0.02 0.05 0.1 0.2
mesh size mesh size

FIGURE 1 — Cas E.1.3 : Comparaison des courbes d’erreurs avec la solution analytique pour le
déplacement en norme L (gauche) et L? (droite)

107 107
O Diamant Linf 1.41]

O DDFV Linf 1.44

O DiamantL2 1.94
O DDFVL2 1.85

10

2 2107
CD CD
10°
107 Erreur en deplacement u 107 Erreur en deplacement u
0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.01 0.02 0.05 0.1 0.2
mesh size mesh size

FIGURE 2 — Cas E.1.7 : Comparaison des courbes d’erreurs avec la solution éléments finis pour
le déplacement en norme L> (gauche) et L? (droite)
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