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Préambule

Les travaux présentés dans ce mémoire portent sur ’analyse mathématique de modeles dissipatifs en
mécanique des milieux continus. Une attention est portée sur des modeles variationnels de mécanique de la
rupture, d’endommagement et de plasticité. Par un souci d'unité, nous avons sélectionné le sous-ensemble
maximal de nos travaux liés & ces sujets, en mettant ostensiblement de c6té les articles [B9, B10, B11,
B13, B15] dont les domaines d’application different peu ou prou de ceux présentés ici. En particulier, les
articles [B10, B11] en collaboration avec V. MILLOT qui portent sur ’homogénéisation de fonctionnelles
intégrales avec contrainte dans une variété relevent plutét de modeles de micromagnétisme. L article [B13]
en collaboration avec E. BONNETIER et F. TRIKI traite de la diffraction d’ondes électromagnétiques sur
des surfaces rugueuses par des méthodes d’équations intégrales et d’analyse spectrale. Enfin les articles
[B9] avec E. ZAPPALE et H. ZORGATI, et [B15] avec F. PRINARI et E. ZAPPALE ont trait & ’étude de
problémes de réduction de dimension pour des énergies a croissance critique. Le cas d’énergies & croissance
linéaire dans [B9] releve d’une analyse dans ’espace des fonctions & variation bornée. Le cas d’énergies a
croissance infinie dans [B15] donne lieu & I'étude de fonctionnelles suprémales, liées au Laplacien infini,
et est motivé par des modeles de rupture diélectrique.

Dans le chapitre 1, il nous a semblé approprié de rappeler les notions de thermomécanique des milieux
continus pour aboutir & la modélisation de milieux dissipatifs. Nous insistons plus particulierement sur les
milieux standards généralisés et les processus indépendants des vitesses. Ce chapitre est le dénominateur
commun de la plupart des modeles d’élasticité, d’endommagement, de visco-plasticité, d’élasto-plasticité
et de fracture évoqués dans la suite de ce mémoire.

Le chapitre 2 est consacré a I’étude d’un modele de mécanique de la rupture initialement introduit par
Griffith et reformulé variationnellement par Francfort et Marigo. Nous présentons tout d’abord un résultat
d’existence de solutions fortes dans le cas 2D antiplan. Nous nous concentrons ensuite sur I’étude d’une
classe de matériaux particuliers que sont les films minces. Dans un premier temps, nous montrons comment
divers modeles de membranes hétérogenes peuvent étre obtenus a ’aide d’une analyse asymptotique par
T'-convergence. Ensuite, nous nous intéressons a la croissance quasi-statique des fissures dans les films
minces et établissons que les fissures sont asymptotiquement invariantes dans la direction de I’épaisseur.
Enfin, nous étudions le décollement et la délamination de couches minces dont la modélisation repose soit
sur la présence de défauts internes au milieu, soit sur un choix approprié de lois d’échelles sur la rigidité
et la ténacité du milieu.

Le chapitre 3 concerne 1’étude de modeles d’endommagement. Une premiere partie est consacrée a la
théorie de ’homogénéisation de fonctionnelles intégrales sur laquelle repose la compréhension de certains
de ces modeles. A cet effet, nous rappelons les résultats classiques et exposons une approche par mesures
de Young multi-échelles. Nous nous consacrons ensuite a ’étude des matériaux composites ainsi qu’a une
propriété de localité pour cette classe de milieux homogénéisés. Dans une seconde partie, nous présentons
un modele d’évolution quasi-statique en endommagement brutal introduit par Francfort et Marigo, ainsi
qu’un modele de couplage entre 'endommagement et la rupture introduit par Fonseca et Francfort. Tels
quels, ces modeles s’averent étre mal posés, ce qui nécessite de définir une notion de solutions relaxées.
A cet effet, nous établissons des résultats d’existence d’évolutions quasi-statiques homogénéisées. Dans
une troisieme partie, nous étudions une évolution par flot gradient d’un modele d’endommagement non
local. L’existence d’un flot gradient unilatéral pour la fonctionnelle d’Ambrosio-Tortorelli est démontrée
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8 PREAMBULE

a I’aide de la méthode des mouvements minimisants et la convergence vers les mouvements minimisants
unilatéraux de la fonctionnelle de Mumford-Shah est établie.

Le quatriéme et dernier chapitre traite de modeles d’élasto-plasticité. Apres avoir rappelé des résultats
classiques sur la plasticité des métaux et des alliages, nous nous concentrons sur la plasticité des matériaux
granulaires en mécanique des sols. Nous étudions tout d’abord un modele de plasticité associée avec cap et
une loi d’écrouissage sur celui-ci. En régime dynamique, nous montrons le caractere bien posé de ce modele
ainsi que la convergence vers un modele de plasticité parfaite lorsque ’on fait tendre le cap a 'infini. En
régime quasi-statique, nous établissons un résultat d’existence ou le principe de travail maximal de Hill
est remplacé par une identité d’énergie. Enfin nous étudions un modele d’élasto-plasticité non-associée
avec cap, pour lequel la loi de normalité n’est plus valable, en régime quasi-statique. Comme les solutions
semblent présenter des discontinuités temporelles, nous établissons un résultat d’existence pour des temps
convenablement remis a 1’échelle.

En annexe, nous regroupons l’ensemble des notations utilisées dans ce mémoire. Nous rappelons
également un certain nombre de résultats classiques concernant notamment les fonctions a dérivées me-
sures et la I'-convergence.
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Chapitre 1

Introduction et modélisation des
milieux dissipatifs

L’objet de ce chapitre est de rappeler les bases de la thermomécanique des milieux dissipatifs dans le
but de justifier les divers modeles qui seront étudiés tout le long de ce mémoire. Nous renvoyons au livre
de GURTIN, FRIED & ANAND [92] pour une étude approfondie de la mécanique et de la thermodynamique
des milieux continus.

1.1 Mécanique des milieux continus

Désignons par 2 C R" la configuration de référence d’un milieu continu. Sous l'effet du chargement
auquel il est soumis, le corps occupe aprés déformation 1'ensemble (), ott ¢ : & — R™ est le champ
des déformations. L’orientation de l’espace devant étre préservée, la condition detVy > 0 est également
requise. Toute courbe dans la configuration d’origine subit, par cette déformation, un changement de
longueur qui est mesuré a l'aide du gradient de déformation F' := V¢, ou plus précisément par le
tenseur de Cauchy-Green noté C := (VT )Ve. 1l est commode d’introduire le champ des déplacements
u(z) := ¢(x) —x de sorte que C = I+ Vu+ Vul 4+ (VuT)Vu. On définit alors le tenseur de déformations
de Green-Saint Venant par

Vu+ Vul + (VuT)Vu

5 (1.1.1)

E= 1(C’ —-I)=
2
Au cours d’un mouvement, les interactions entre les parties du corps ou entre le corps et son environ-
nement extérieur sont décrites par des forces. Le milieu est soumis a trois types d’efforts extérieurs :
(i) des forces de contact T séparant des parties internes du corps;
(ii) des forces de contact g sur une partie du bord exercées par l’environnement extérieur sur le milieu ;
(iii) des forces volumiques f a l'intérieur du corps exercées par Ienvironnement extérieur.

Un des axiomes fondamentaux de la mécanique des milieux continus concerne les forces internes de
contacts : si y est un point de la configuration déformée ¢(Q2) et S une surface réguliere passant par y et
séparant p(£2) en deux parties P; et Py, on suppose que P, exerce sur Py une force par unité de surface
notée T'. L’hypothése de Cauchy affirme que T' est un champ vectoriel dépendant uniquement du point et
de la normale v & S (orientée de Py vers Py).

1.1.1 Conservation de la masse

Les milieux continus possedent une masse qui doit étre conservée au cours d’'un mouvement. Désignons
par pg la masse volumique du milieu a I'instant initial dans la configuration de référence Q). Etant donnée
une famille de déformations ¢; : Q@ — R™ paramétrées par le temps ¢, nous notons p(t,-) la masse

11



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET MODELISATION DES MILIEUX DISSIPATIFS

volumique de la configuration déformée ¢;(£2) au temps t. Le principe de conservation de masse assure
que pour toute sous-partie w C €2,

/ p(t,y) dy:/po(a?) de,
pi(w) w

et par la formule de changement de variable, il vient que p(t, ¢¢(z))detVp:(x) = po(x) pour tout = € .
En posant (¢, x) := p¢(x) et en définissant la vitesse dans la configuration déformée par v(¢, p(t,x)) :=
&(t, x), on obtient la version locale de la conservation de la masse

p+div(pv) =0 dans ¢(¢,9Q).

1.1.2 Bilan de la quantité de mouvement

Le bilan de la quantité de mouvement exprime le fait que, pour un systéme quelconque, la variation
temporelle du torseur cinétique est égale au torseur des efforts extérieurs. On a pour toute famille de
déformations ¢y : Q — R"™ et pour toute sous-partie w C 2,

d
— pvdyz/ fdy—|—/ TdH" ' (y), (1.1.2)
dt Jo,(w) r(w) D1 ()
d
—/ pv/\ydy:/ f/\ydy+/ T AydH" (y), (1.1.3)
dt J o, (w) or(w) 01 (w)

ou A désigne le produit vectoriel. Notons que d’apres le principe de conservation de la masse, on
peut dériver sous le signe intégral dans les membres de gauche de (1.1.2) et (1.1.3). On obtient alors
I’équivalence des torseurs des efforts extérieurs et des forces d’inerties, ce qui correspond au principe
fondamental de la dynamique. Le théoréme de Cauchy assure que l'application v — T'(¢,y,v) est linéaire
et symétrique, d’out 'existence du tenseur des contraintes de Cauchy, o(t,y) tel que

T(t,y,v)=o(t,y)v, o(t,y)" =o(t,y) pour tout y € ().

Le tenseur de Cauchy o, qui mesure les forces de contact par unité d’aire, est défini dans la configu-
ration déformée. Pour cette raison, il n’est pas toujours commode de travailler avec o, mais plutét avec
sa transformée de Piola donnée par

N(t,x) = o(t, pi(x)) cof Vepy (),

ol cof F' est la matrice des cofacteurs de F'. Le nouveau tenseur ¥ est a présent défini dans la configuration
de référence et est appelé tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff. Notons qu’il ne s’agit plus d’un
tenseur symétrique, mais qu’en revanche, il satisfait la relation suivante héritée de la symétrie de o :

YFT = YT,

1.1.3 Equations du mouvement

L’accélération dans la configuration de référence est donnée par ¢(t,z) = i(t,z). Le principe de
conservation de la masse permettant de dériver sous le signe intégral dans le membre de gauche de
(1.1.2), on obtient aprés changement de variable les équations du mouvement

poti =divE + f, dans Q x [0,T],
auxquelles on adjoint les conditions limites

Yv=g, sur ONQx[0,T], ¢ =1 sur OpQ x[0,T].



1.1. MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS 13

Dans les expressions précédentes, les fonctions f,, et g, désignent respectivement des densités de forces
volumiques et surfaciques (sur une partie du bord Iy C 99Q) dans la configuration de référence. Elles
sont obtenues a partir de f et g, définies dans la configuration déformée, par le changement de variable
y = ¢(t,z). En particulier, f, et g, dépendent a priori de la déformation. La fonction 1 désigne une
déformation imposée sur le complémentaire dp§) := 9N \ INS2.

Lorsque le mouvement est suffisamment lent, on peut négliger les effets d’inertie et les équations
d’équilibre s’obtiennent a partir des équations du mouvement en négligeant le terme d’accélération :

divi+ f, =0 dans Q x[0,T].

On a alors & faire a une évolution quasi-statique ou le milieu cherche en chaque instant un état d’équilibre.

A ce stade de la modélisation, les équations du mouvement (ou d’équilibre), ne forment pas un systeme
fermé. II manque des relations liant le tenseur des contraintes et les déformations : c’est la loi de com-
portement traduisant les propriétés physiques du matériau. Nous verrons a cet effet un certain nombre
d’exemples dans la section 1.4.

1.1.4 Elasticité non linéaire

Nous nous proposons a présent de décrire la modélisation des milieux élastiques non linéaires en
grandes déformations. On dit qu'un matériau est hyperélastique si le tenseur des contraintes de Piola-
Kirchhoff dérive d’un potentiel. Autrement dit, il existe une densité d’énergie élastique W : [0,T] x  x
M"™*" — [0, +00] de classe C! telle que

S(t,x) = %—?;(t,a:,V@(t,x)).

De fagon similaire, on dit que les forces sont conservatives si elles dérivent d’un potentiel de force : il
existe deux fonctions F': [0,7] x @ x R® - R et G : [0,7] x OnQ x R* — R de classe C! telles que

m@nggwnwwmx w@@:%gw%w@@)

Un exemple important de forces conservatives sont les forces mortes qui sont indépendantes de la
déformation. L’énergie élastique du systéme au temps ¢ est donnée par

WI(t, p) :z/QW(t,x,Vgo(t,x))dx

et le travail des forces extérieures au temps ¢ est défini par

fmw:xfwawMMM+LQwamwmmwﬁ

Le lien entre Pénergie et les équations d’équilibre réside dans le fait que (au moins formellement) tout
point critique de I’énergie potentielle £ := W — F sur I'ensemble des déformations telles que ¢ = 9 sur
Op€ est solution des équations d’équilibre sous forme faible.

1.1.5 Hypothese des petites transformations

Dans la suite de ce mémoire, nous nous placerons souvent sous I’hypothese des petites transformations :
nous supposerons que le déplacement u et son gradient Vu restent petits. Des conséquences importantes
découlent de cette simplification. Tout d’abord, nous pouvons identifier la configuration déformée du
milieu a sa configuration de référence : autrement dit, on peut raisonnablement supposer que le milieu
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reste fixe au cours du temps. Ensuite, la relation entre le tenseur des déformations E et le déplacement
u est réduite a la relation linéaire

_ Vul + Vu

= 5 )

ou l'on a négligé les termes quadratiques dans I’expression (1.1.1) de E. Le tenseur € est appelé tenseur des
déformations linéarisées. Le principe de conservation de la masse assure que la masse volumique du corps
p(t,z) = po(z) est indépendante du temps. Enfin, nous pouvons identifier les tenseurs des contraintes de
Cauchy et Piola-Kirchhoff.

e:=¢(u):

Sous cette hypothese, les équations du mouvement (ou d’équilibre) s’écrivent

pi=dive+ f (oudive+ f=0) dans Qx[0,7],
o' =0 dans Qx[0,T],

ov=g sur Oy x[0,T],

u=w sur IpQ x[0,T],

ou w : IpQ x [0,T] — R™ est un déplacement prescrit associé & la déformation 1 par la relation
Y(t,x) = z + w(t, z). L’analyse des équations aux dérivées partielles repose souvent sur une formulation
faible du probleme. Pour le systeme précédent, cette formulation correspond au principe des puissances
virtuelles assurant que la puissance des forces d’inertie compense la puissance des efforts internes et
externes. Autrement dit, pour tout champ de vitesse virtuel v* et toute sous-partie w C 2,

Po(v*,w) = Pi(v',w) + Pe(v*',w), (1.1.4)

Po(v*,w) ::/piim*dx

est la puissance virtuelle des forces d’inertie et

Pi(v*,w) = —/ o:e(v)dr, P.(v*,w):= / f-vtde —|—/ (ov) - v*dH™ !
w w Ow
désignent la puissance virtuelle des efforts internes et externes, respectivement.

Dans la section 1.1.4, nous avons décrit un modele de matériaux non linéairement élastiques en grandes
déformations. En petites déformations, la modélisation repose sur l'existence d’une densité d’énergie
volumique W : MY — R de classe C 1 dépendant du tenseur des déformations e. La loi de comportement
est donnée par la relation

ow

— ().

¢ ©)

On retrouve en particulier le modele d’élasticité linéaire quand W(e) = %(Ce €, o C est un tenseur
d’ordre 4 symétrique et coercif.

o =

1.2 Thermodynamique

La déformation d’un milieu continu est une transformation thermodynamique particuliere qui doit
s’opérer en accord avec les deux principes de la thermodynamique.

1.2.1 Conservation d’énergie

Le premier principe de la thermodynamique affirme que dans chaque sous-partie du milieu, la variation
en temps de ’énergie totale (énergie interne et énergie cinétique) compense ’apport énergétique des forces
extérieures et de chaleur. En d’autres termes, pour toute sous-partie w C €2, on a

K(w) 4+ Ew) = P.(w) + Qw), (1.2.1)
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o &€(w) désigne I’énergie interne, K(w) est 'énergie cinétique, P, (w) est la puissance des efforts extérieurs
et Q(w) est la puissance calorifique regue. En notant e la densité massique d’énergie interne, on a

1
E(w):/peda?, K(w)zi/pv-vdaz,

ou v = u. Pour un milieu continu, nous avons déja vu que

Pe(w):/wf.vdx—l—/aw (ov) - vdH" ",

f désignant les efforts massiques, o le tenseur des contraintes de Cauchy et v la normale extérieure & w.
On suppose que 'apport de chaleur est décrit par une densité volumique r de taux de chaleur regue, ainsi
qu’une densité surfacique h d’échange de chaleur entre w et son complémentaire Q) \ w, de sorte que

Q(w) z/rdaj— hdH" .
w ow
On suppose que h ne dépend que de la normale (extérieure) v & w. Le théoréme de Cauchy assure que
cette dépendance est linéaire ce qui nous conduit & écrire h(v) = ¢ - v, ol q est le vecteur flux de chaleur.
Pour localiser ce bilan énergétique, on prend v* = v dans le principe des puissances virtuelles (1.1.4)
et on obtient une écriture locale de la premiere loi de la thermodynamique

pé =0 :é+r—divg, (1.2.2)

exprimant la possibilité de transformation de chaleur en énergie mécanique et vice versa.

1.2.2 Inégalité de dissipation

Le deuxieme principe de la thermodynamique fait intervenir non seulement la notion de chaleur, qui
représente un transfert d’énergie supplémentaire di aux fluctuations d’atomes et/ou de molécules, mais
aussi 'entropie qui mesure le degré de désordre dans le systeme engendré par ces fluctuations. Désignons
par S(w) l'entropie interne d’une sous-partie w de Q et par J(w) le taux d’apport extérieur d’entropie,
i.e. la vitesse a laquelle 'entropie est transférée a w. Le fait que le systéeme tend a accroitre son degré de
désordre se manifeste par le fait que I’entropie est une quantité non conservative, soit

S(w) > J(w).

Désignons par 7 la densité massique d’entropie, par ¢/6 le flux d’entropie et par r/6 la densité volumique
d’entropie, ot 6 > 0 désigne la température absolue. On a alors les expressions suivantes

s = [ pnde, g = [ ar— [ Lo
w w w

Apres intégration par parties et localisation, nous obtenons une version locale du deuxiéme principe de
la thermodynamique :

p9ﬁ+divq—%-V€—r20.

L’énergie libre de Helmholtz par unité de masse est définie par ¥ := e — 0. En éliminant le terme
divqg — r de Pexpression précédente grace a (1.2.2), on obtient 'inégalité de Clausius-Duhem :

U:é—pi’—pné—%-V@ZO.

Dans la suite, nous nous intéresserons a des évolutions isothermes pour lesquelles la température 6(z, t) =
fo est constante en espace et en temps. Par conséquent, les effets de chaleur ne dissipent pas d’énergie.
Comme la masse volumique est indépendante du temps par la conservation de la masse, on peut définir
la densité volumique d’énergie W = pWU, et on obtient alors I'inégalité de dissipation mécanique

A:J:é—WZO.
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1.3 Modélisation de milieux dissipatifs a I’aide de variables in-
ternes

Nous supposons dorénavant que I'énergie libre W' : M{ i x R? — RT est une fonction de classe C!

dépendant de la déformation e € Mg " et d’autres variables internes notées o € R<. Nous notons o"

(pour contrainte réversible) 'opposé de la force thermodynamique associée a la déformation € :

.,  OW
o=
Oe
et o (pour contrainte irréversible) la quantité
oli=0—0".

La force thermodynamique associée a la variable interne « est définie par

ow

A = _%

Nous avons alors que W = ¢" : ¢ — A - &, et I'inégalité de dissipation mécanique devient

A=c':é+A-a>0.

1.3.1 Matériaux standards généralisés

A ce stade, nous avons besoin de lois complémentaires liant les vitesses (¢, &) et les forces (o?, A).
Pour les matériauz standards généralisés (voir HALPHEN & NGUYEN [93]), nous faisons ’hypothese de

l'existence d'un potentiel de dissipation D : Mg n x R? — RT convexe, minimal et nul en 0 tel que

(0%, A) € OD(¢, ).

Si 'on note D* la transformée de Legendre-Fenchel de D, I'inégalité de dissipation devient pour les

matériaux standards généralisés ‘
A=D(aq)+ D*(a",A) > 0.

1.3.2 Formulation énergétique pour les processus indépendants des vitesses

Dans [109], MAINIK & MIELKE ont introduit une formulation énergétique (ou faible) pour des modeles
d’évolution quasi-statique de milieux dissipatifs dont la réponse est indépendante des vitesses de solli-
citation. Pour cela, il convient de se restreindre a une sous-classe de matériaux standards généralisés
pour lesquels la contrainte irréversible o? est nulle, i.e., D(¢é, &) = D(c) et le potentiel de dissipation D
est positivement homogene de degré 1. Dans ce cas, nous avons vu que pour tout ¢ € [0,7], le couple
(u(t), a(t)) est solution dans Q du systéme

7(t) = T (elt),at),

At) = =TV (e(0) al1) € 9D(a(1),

dive(t) + f(t) =0,

auquel on adjoint des conditions limites et initiales

{u(t)y—w(t) WO (0), a(0)) = (uo, o).

o(t)v =g(t) sur OnQ,
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Ce probleme peut étre formulé de fagon énergétique en s’affranchissant de faire appel a toute notion
de dérivée temporelle. Pour (u,a) € U x A dans une certaine classe de déplacements et variables internes
admissibles, nous définissons 1’énergie potentielle par

E(t,u, ) ::/QW(e(u)( dx—/ f(t,z) dz/aNQg(t,:r)~u(x)dH”1(x)

- [ Dlata) ds

La dissipation totale est donnée, pour toute application « : [0,7] — A, par la formule de type variation
totale

et I’énergie de dissipation par

V( [ab —sup{ZD z+1 (i))ZNEN,a:t0<t1<...<tN:b}.

Notons que si t — «(t) est suffisamment réguliere, comme D est positivement homogene de degré 1, la
définition précédente de la dissipation totale se réduit a une intégrale en temps :

b
Vp(a;[a, b)) :/ D(a(t))dt

Nous définissons alors une solution énergétique comme une application ¢t — (u(t),a(t)) € U x A
satisfaisant les deux propriétés suivantes :
(i) Stabilité : pour tout ¢ € [0,T], et tout (4,&) €U x A, on a

Et,u(t),a(t)) < E(t,4,a) + D(& — aft));
(ii) Egalité d'énergie : pour tout ¢t € [0,T], on a

E(t, u(t), a(t)) + Vp(a; £(0,u(0), «(0))

//fsw sxd:vds//aNQ s,2) (s, ) dH" Y (z). (1.3.1)

Cette approche est bien adaptée a la résolution du probléeme de facon incrémentale, ou 'intervalle de
temps [0, 7] est subdivisé :
O=to<ti1i <...<tny=T.

Le couple (ug, g) étant déterminé par la donnée initiale, pour tout i € {1,... N}, on cherche (u;, ;)
comme solution du probleme de minimisation
min Eti,u,&) +D(&—a;—1)}.
i (0 5.6) + DG — a1}
La solution ¢ — (u(t),a(t)) est obtenue comme limite de 'interpolation constante par morceaux de la
suite {(u;, ;) bo<i<n, lorsque le pas de temps tend vers zéro.

1.4 Quelques exemples

1.4.1 Elasticité

Un solide élastique a un comportement réversible : il revient précisément dans sa configuration de
référence apres un processus de charge-décharge. Nous avons vu précédemment que la modélisation de
milieux élastiques repose sur ’existence d’une densité d’énergie W dépendant uniquement de F' en grandes
déformations ou de € en petites déformations. En particulier, il n’y a pas de variable interne supplémentaire
de sorte que le potentiel de dissipation D = 0. Par conséquent, la dissipation mécanique A = 0 ce qui
traduit le fait que le modele est non dissipatif.
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1.4.2 Visco-élasticité

La viscosité rend compte de 1’échelle du temps et donc de la dépendance par rapport a la vitesse de
chargement. Par conséquent, ce type de modeles ne rentre pas dans le cadre décrit dans la section 1.3.2. 11
existe une grande variété de modeles visco-élastiques. Nous nous proposons de présenter ici le modele de
Kelvin-Voigt car celui-ci sera utilisé dans la section 4.2 pour approcher le comportement élasto-plastique
d’une classe de matériaux en mécanique des sols. La densité d’énergie totale est donnée par

1
Wi(e) = 5@6 D€

Dans ce modele, il n’y a pas de variable interne : la viscosité se manifeste dans le fait que le potentiel de
dissipation est une fonction du taux de déformation :

1
D(é) = 5Cié:e.

Dans les expressions précédentes, C et C; désignent des tenseurs d’ordre 4, symétriques et coercifs. On a
donc 0" = Ce, 0" = Cqé. La loi de comportement est donnée par

oc=0"+0"'=Ce+ Cyé,
et on obtient I'expression suivante de la dissipation mécanique

A=c":é=C1é:é¢>0.

1.4.3 Elasto-plasticité

L’élasto-plasticité est un phénomene typiquement anélastique qui se produit quand la force atteint
un certain seuil, et ou la contrainte irréversible est nulle. La variable interne est donc donnée par le
couple (e, z), ot €P est la déformation plastique et z € R? est une (éventuelle) variable interne décrivant
I’écrouissage du systeme. La densité d’énergie volumique

W (e, €?, z) = %(C(e— )i (e—€’)+V(z)

est une fonction uniquement de la partie élastique (réversible) de la déformation, que nous prenons
quadratique pour simplifier, ainsi que de la variable d’écrouissage. Nous supposons que C est un tenseur
d’ordre 4, symétrique, coercif et V est une fonction de classe C1. On a donc ¢ = C(e — €?), ce qui
correspond également a la force thermodynamique associée a €P. Quant a la force thermodynamique &
associée a z, elle est définie par
§=-V'(2).

En ce qui concerne le potentiel de dissipation, il convient de remarquer que les milieux plastiques sont
caractérisés par l’existence dans ’espace des forces d’un convexe d’élasticité, noté K, dans lequel la force
(0,€) est astreinte & demeurer. Les lois secondaires assurent que (éP,%) est orienté dans la direction
normale au convexe K en (o,¢), autrement dit,

(0,6) € K,
{(é”,é) € 0Ik(0,€), (1.4.1)

ou Ik est la fonction indicatrice de 'ensemble K. Le potentiel de dissipation D est alors défini comme la
fonction d’appui du convexe K (la transformée de Legendre-Fenchel de I) :

D(eP,2):=H(é’,2):== sup {o:é’P+&- 2},
(0.6)eK

et on a alors
(0.€) € OH(&,2).

Finalement, la dissipation mécanique est donnée par I’expression

A=c:&@+¢-2=H(E,2)>0.
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1.4.4 Visco-plasticité

En élasto-plasticité classique, le potentiel de dissipation — la transformée de Legendre-Fenchel de la
fonction indicatrice d’'un ensemble convexe fermé — est fortement singulier. Un exemple de modele visco-
plastique consiste a régulariser le potentiel de dissipation par sa transformée de Yosida. Il s’agit du modele
de Perzyna dont nous verrons une application dans la section 4.3.2 pour une approximation d’un modele
d’élasto-plasticité non-associée. Supposons pour simplifier qu’il n’y a pas de phénomene d’écrouissage

auquel cas I'ensemble K est sous-ensemble convexe fermé de Mg %', Pour un parametre de viscosité € > 0
fixé, nous définissons
2
_ o= Px(9)|

D*(o): 5 ,

ou Pk désigne la projection orthogonale sur K. Notons que cette fonction est différentiable et qu’elle
converge vers la fonction indicatrice de K lorsque € — 0. La loi d’écoulement (1.4.1) est alors remplacée
par la loi régularisé de Perzyna
o — Pk(o)

5 .
Nous obtenons le potentiel de dissipation D de ce modéle en calculant la transformée de Legendre-Fenchel
de D*, soit

& = D" (o) =

D(é?) =D**(?) = sup {o:é» — D*(0)} = H(é’) + g‘ép|27

oeMIm
ou H est la fonction d’appui de K. La dissipation mécanique est alors donnée par la formule

A =D()+D*(0) = H(P) +¢|ePP =0 : P > 0.

1.4.5 Endommagement

L’endommagement décrit I’affaiblissement des propriétés élastiques d’un milieu au cours d’une série
d’essais de charge-décharge. On considére un matériau a deux phases de densités d’énergie de volume
Wi (e) et Wa(e), des fonctions convexes et de classe C!, satisfaisant Wi (e) < Wa(e) (Wy est la densité de
la partie endommagée du milieu, et W5 est celle de la partie saine). Nous allons prendre comme variable
interne au processus d’endommagement une variable x € [0,1] de sorte que la densité d’énergie totale
s’écrit comme

W(e, x) = xWi(e) + (1 = x)Wa(e) + Ijo,1(x)-
Le cas ou x € {0,1} correspond & de 'endommagement brutal, alors que x € [0,1] correspond & de
I’endommagement progressif. La force thermodynamique associée a x est donnée par

F e WQ(€) — W1(€) — 81[0’1] (X)
Le potentiel de dissipation le plus simple, qui prend en compte le caractere irréversible du processus est
défini par
D(x) == X + I[0,400)(X),

ou k > 0 est un parametre caractéristique du matériau, d’ou 'on déduit la loi d’évolution de la variable
d’endommagement, :

F € 9D(x).
La dissipation mécanique est donnée ici par I’expression
A:=Fx=rx >0.
Le modele que nous venons de décrire est donné par systeme suivant :
0 <x<1 x=0,

Wo(e) = Wi(e) <k si 0<x<1
(Wa(e) = Wi(e) —r)x =0 si 0<x <1
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1.4.6 Rupture

L’approche de la rupture que nous allons présenter est conceptuellement identique a celle de I'en-
dommagement exposé au paragraphe précédent. Son analyse s’avere néanmoins plus délicate a cause
des objets qu’il convient de manipuler. En particulier, contrairement aux exemples précédents ol nous
avons considéré des formulations locales en espace, il sera ici nécessaire de travailler dans le cadre d’une
formulation globale.

Supposons par simplicité que le probleme est planaire (n = 2) et que le chemin de fissuration I C
QU OpQ est a priori connu. Par conséquent, sous 'hypotheése que la fissure est suffisamment réguliere,
celle-ci sera completement déterminée par sa longueur ¢, et nous noterons I'(¢) la fissure de longueur ¢
dans T. Le phénomene de rupture sera donc modélisé par I'intermédiaire de la variable interne £. L’énergie

totale s’écrit donc
W(e, l) = / W (e) dz,
Q\T'(0)

olt W(e) est la densité d’énergie volumique, une fonction convexe et de classe C!. La force thermodyna-
mique associée a £ est le taux de restitution d’énergie

ow

@=%0

€0).

Tout comme dans le cas de 'endommagement, nous partons du principe que la rupture est un phénomene
irréversible. Le potentiel de dissipation le plus simple prenant en compte cette propriété est

D(0) := Gl + Ijg 4 o0 (£),

ou G, > 0 est, de nouveau, un parametre caractéristique du matériau appelé la ténacité. La loi d’évolution
est alors donnée par

G € oD(0),

et I’énergie mécanique dissipée a ’expression suivante :
A:=Gl=G.l>0.
Le modele que nous venons de présenter n’est autre que le modéle de Griffith [91] :

>0,

ow
-z <
Y, (e,0) < G,

ow .



Chapitre 2

Mécanique de la rupture

2.1 Formulation variationnelle du modele de Griffith

Revenons au modele de Griffith introduit dans la section 1.4.6. Plagons nous, dans un premier temps,
dans un cadre bi-dimensionnel (n = 2), ott  C R? est un ouvert de fronticre assez réguliere. Le cas
vectoriel correspond a I’élasticité planaire et le cas scalaire au cas antiplan. Sur une partie du bord 0p{2,
nous imposons une condition en déplacement u = w(t), ou w(t) : dpQ — R? est une donnée de Dirichlet.
Par ailleurs, nous supposons que le milieu n’est soumis a aucune force extérieure : le complémentaire de
la frontiere On € := 00\ Ip€2 est libre (g = 0) et la densité volumique de forces est nulle (f = 0).

Nous supposons que le matériau peut se fissurer et que le chemin de fissuration I CQUIPQ est a
priori connu, ol I" est une courbe fermée de classe C!. Si évolution est suffisamment réguliere en temps
et la fissure est par exemple connexe, celle-ci sera donc complétement déterminée par sa longueur /, et
nous noterons I'(¢) la fissure de longueur ¢ dans I.

Si W(e(u)) (ou de fagon plus générale W(Vu)) est la densité d’énergie élastique du matériau en dehors
de la fissure, nous définissons 1’énergie potentielle par

W(u,l) := / W(Vu)dz.
O\I'(0)

A longueur de fissure ¢ fixée, désignons par u(t,¢) la solution du probléme élastique dans Q \ T'(¢)
satisfaisant
divDW (Vu(t,£)) =0 dans Q\T'(¥),
u(t,f) =w(t) sur OpQ\T(¥),
DW (Vu(t,0))y =0 sur ONQUT(¥).

La détermination de la (longueur de) fissure est basée sur le critere de Griffith présenté dans la section
1.4.6 : la solution du probleme est donnée, pour tout ¢ € [0, T, par £(t) et u(t) := u(t, £(t)) satisfaisant
i(t) >0,
ow
O (e, ) < G

<8W(u(t), ot) + GC> ity =o0.

ol

Dans le systeme précédent, une constante caractéristique du matériau intervient : il s’agit de la ténacité

G > 0 qui est une quantité mesurée expérimentalement. D’un point de vue microscopique, cette constante

n’est autre que 1’énergie locale qu’il faut fournir a un réseau pour rompre une liaison interatomique.
Dans [81] (voir également [26, Proposition 2.1]), FRANCFORT & MARIGO ont montré que le critére

de Griffith est équivalent a un principe de stationnarité unilatérale couplé a un principe de conservation

21
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d’énergie. Pour ce faire, définissons 1’énergie totale du systeme par

E(u,b) = / W(Vu)dz + Gl = / W (Vu) dx + G HH(T(0)).
Q\T'(¢) Q\T'(¢)

Le couple (u(t),£(t)) satisfait le critere de Griffith si et seulement si les trois conditions suivantes sont
réunies : pour tout ¢ € [0, 7T,
(i) Stationnarité unilatérale : le couple (u(t),£(t)) est un point stationnaire de

(i1, F) / W(Va)dr+ Go(i — €(t))
o\r(@)

parmi tous les couples (i1, £) avec £ > ((t) et i = w(t) sur IpQ \ ['(4);
(ii) Irréversibilité : £(t) > 0;
(iii) Bilan d'énergie :

E(u(t), (t)) = E(u(0),£(0)) + /0 /89\1“(5( , DW (Vu(s))v - w(s) dH!(z) ds.

Pour des raisons liées a ’existence et 'unicité d’une solution réguliere au modele de Griffith, il s’avere
pertinent de supposer que l'application £ — &(u, ) est strictement convexe (voir [26, Proposition 2.4]),
auquel cas le principe de stationnarité unilatérale n’est autre que la condition d’optimalité d’ordre 1 d’un
principe local de minimisation d’énergie. Il semble donc préférable d’adopter un principe unilatéral de
moindre énergie en ne sélectionnant que les points critiques qui sont des minima locaux de la fonctionnelle
d’énergie £. 1l sera en fait plus commode de ne garder que les minima globaux car la notion de minimum
local par rapport a la fissure n’est pas clairement définie car il convient de munir d’une topologie la classe
des fissures admissibles.

Ayant reformulé le critére de Griffith sous forme variationnelle, il est alors possible de donner une
définition d’une évolution quasi-statique sans avoir & connaitre a priori le chemin de fissuration. Notons
que cette définition est indépendante de la dimension, nous nous placerons donc en dimension quelconque.
Soit donc 2 C R™ un ouvert borné suffisamment régulier. Pour tout I' € Q et u: Q \I' — R™, on définit
Iénergie totale par

E(u,T) = W(Vu) dx + G H"HT).
O\
Définition 2.1.1. On dit que ¢ — (u(¢),I'(¢)) est une évolution quasi-statique associée & la donnée sur
le bord w et a la condition initiale (ug, ), si (w(0),T'(0)) = (ug, T'o) et les trois conditions suivantes sont
réunies : pour tout ¢ € [0, 7],
(i) Principe de moindre énergie : pour tout couple (@, I') avec I'(t) C I et @ = w(t) sur dpQ\ I,

(ii) Irréversibilité : pour tout 0 < s <t < T
I'(s) C T(t);

(iii) Bilan d'énergie :
E(u(t), T(t)) = £(u(0), T(0)) + /0 /& oy PV T (5) ) s

Les principaux mérites de cette formulation, par rapport au modele original de Griffith, résident dans
le fait qu’il ne suppose pas la connaissance a priori du chemin de fissuration, qu’il permet de prédire le
phénomene d’initiation de fissure dans des milieux sains (voir les travaux de CHAMBOLLE, GIACOMINI
& PONSIGLIONE [39]), et qu’il autorise des évolutions temporelles discontinues de fissures.
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Il convient a présent de trouver un bon cadre mathématique pour obtenir des solutions a ce modele. Le
premier résultat rigoureux a été établi par DAL MASO & TOADER dans [56] en petites déformations dans
le cas scalaire anti-plan (n = 2 et m = 1), avec une énergie de volume quadratique W (Vu) = |Vu|?, dans
la classe des fissures compactes connexes. Cette derniere hypotheése d’ordre topologique sur les fissures est
nécessaire pour avoir la (semi-)continuité des énergies de volume et de surface qui entrent en compétition
dans 'énergie totale £. En effet, la continuité de 1’énergie de volume résulte d’un résultat obtenu par
CHAMBOLLE & DOVERI [38] (voir également BUCUR & VARCHON [33]) sur la continuité du probleme de
Neumann posé sur des domaines variables. La semi-continuité inférieure de I’énergie de surface, provient
quant a elle du Théoréeme de Golab assurant la semi-continuité inférieure de la mesure de Hausdorff
uni-dimensionnelle H! par rapport & la convergence de Hausdorff. Ce résultat a par la suite été étendu
par CHAMBOLLE dans [35] au cadre de Iélasticité planaire (n = m = 2) avec toujours la méme restriction
topologique sur les fissures.

Par la suite, FRANCFORT & LARSEN [79] ont exploité une analogie que présente ce modele avec
le modele de segmentation d’image de MUMFORD-SHAH [116]. Dans [59], DE GIORGI & AMBROSIO
ont introduit une classe de problémes auzx discontinuités libres définis dans l'espace SBV des fonctions
spéciales a variation bornée dans lequel la fonctionnelle de Mumford-Shah est coercive et semi-continue
inférieurement (voir AMBROSIO [4, 5]). En s’inspirant de ces travaux, une formulation faible du modele
de croissance de fissures a été introduite dans [79] grace & laquelle les précédentes restrictions sur la
dimension et sur la topologie des fissures ont été levées. Dans cette formulation faible, le champ des
déplacements est interprété comme une fonction SBV et la fissure comme un ensemble H™~!-rectifiable
contenant ’ensemble des sauts du déplacement. La contribution principale de [79] est un théoreme de
transfert de saut assurant la stabilité du principe de minimalité unilatérale par convergence faible dans
SBV.

Grace a cette approche par formulation faible, le cas vectoriel de 1’élasticité non linéaire a pu étre traité
par DAL MASO, FRANCFORT & TOADER dans [51, 52] pour des énergies de volume quasiconvexes. Le cas
de 'hyperélasticité a été étudié par DAL MAsO & LAzzARONI dans [53] avec des énergies polyconvexes
compatibles avec la non-interpénétration de la matiere ainsi que le fait que I’énergie doit exploser lorsque
le déterminant de la transformation tend vers zéro.

2.2 Existence de solutions fortes

La formulation faible permet donc de démontrer 'existence de solutions dans des contextes tres
généraux, le prix a payer étant de travailler avec des objets plus abstraits. En particulier, 'existence
de solutions fortes (des fissures fermées et des déplacements de classe C! ou Sobolev en dehors de la
fissure) est restée jusque la un probléeme ouvert. Dans le cadre de la minimisation de la fonctionnelle de
Mumford-Shah, un résultat obtenu par DE GIORGI, CARRIERO & LEACI dans [60] (voir également CAR-
RIERO & LEACI [34], FONSECA & FuUsco [71] et AMBROSIO & PALLARA [10]) assure que tout minimiseur
dans SBV a un ensemble de sauts essentiellement fermé.

En nous inspirant de ces résultats, en collaboration avec A. GIACOMINI, nous avons établi dans
[B16] l’existence de solutions fortes en petites déformations dans le cas anti-plan (n = 2 et m = 1). Ce
résultat est basé sur une généralisation des résultats [60, 34, 71]. Il s’agit de démontrer une propriété de
régularité de type Ahlfors pour les quasi-minimiseurs de la fonctionnelle de Mumford-Shah avec condition
de Dirichlet homogene sur une partie du bord.

2.2.1 Régularité de type Ahlfors pour les minimiseurs de la fonctionnelle de
Mumford-Shah

Configuration de référence. Soit {2 C R™ un ouvert désignant la configuration de référence d’un milieu
élastique pouvant se fissurer. On suppose que sa frontiere est Lipschitzienne et qu’elle se décompose en
I'union d’une partie de Dirichlet Op€ qui est ouverte pour la topologie relative et de classe C', et une
partie Neumann Oy = 9Q \ 9p€2. Considérons un ouvert articifiel Q' tel que Q@ C Q', Q' NI = IpQ.
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Densité d’énergie élastique. Soit W : R™ — R la densité d’énergie élastique du milieu. On suppose
que W est une fonction continue satisfaisant les propriétés suivantes :
— Croissance : il existe des constantes L > 0 et p > 1 telles que pour tout & € R™,

L7YepP < W(€) < LI

— Uniforme convezité : il existe p > 0 tel que pour tout £ et & € R™,

! 1 1 p—2
W (555) < 3w + 5WE) - ulel? + 1€ Tl - €1

— Homogénéité : pour tout t > 0 et £ € R™,
W(tg) = "W (¢).

Densité d’énergie de surface. Soit x : R™ — R une norme satisfaisant la condition suivante : il existe
B > 0 tel que pour tout v € R"™,

B | < K(v) < Blyl.

Nous considérons ici des déplacements scalaires (m = 1). Pour tout ouvert A C ' et u € SBVP(A),
nous définissons la fonctionnelle de Mumford-Shah avec donnée de Dirichlet homogene sur Op€) par

/ W (Vu)dzx + / k(vy)dH™™ ' siu=0p.p. dans AN (' \ Q),
F(u,A) =< Ja JuNA

+00 sinon.

Remarquons que la présence de 'ouvert articiel £ sert simplement a écrire la condition limite de Dirichlet.
Il s’agit en fait d’une condition portant sur la trace externe de u sur dp{2 de sorte que u peut sauter en
un point de la partie Dirichlet du bord. On définit également la valeur minimale par

m(u, A) :=inf{F(v,A) : v € SBVP(A), {v#u} CC A}
et, si m(u, A) < oo, la déviation de la minimalité par
Dev(u, A) := F(u, A) — m(u, A).

Définition 2.2.1. Soit A C €' un ouvert. On dit que u € SBVP(A) est un quasi-minimiseur de F (-, A)
g’il existe des constantes w > 0 et s € (0, 1) telles que pour toute boule B,(z) C A,

Dev(u, B,(z)) < wp™ 15,

Notons, en particulier, que tout minimiseur u de F'(-, A) est également un quasi-minimiseur car dans
ce cas Dev(u, B,(z)) = 0 pour toute boule B,(x) C A.

Le résultat suivant, obtenu dans [B16], établit une propriété de régularité de type Ahlfors pour les
quasi-minimiseurs de la fonctionnelle de Mumford-Shah avec une condition de Dirichlet homogene sur

OpSl.

Théoréme 2.2.2. Soit A C Q' un ouvert et u € SBVP(A) un quasi-minimiseur de F(-, A) pour des
constantes w > 0 et s € (0,1). Alors, pour tout n > 0, il existe 99 > 0 et g9 > 0 (dépendant uniquement
den, p, L, u, B, s, w et n) tels que

H" (T, N B,(z)) > Yop" !

pour toute boule B,(x) C A centrée en x € J,, de rayon p < gg et telle que dist(B,(x),OnQ) > 1.
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Le parametre de sécurité n est introduit pour des raisons techniques liées au fait que seule la partie
Dirichlet du bord est de classe C!. Ce parametre assure que les boules prises en compte sont bien distantes
de la partie Neumann qui est seulement Lipschitz. Notons que si tout le bord était de classe C!, il serait
inutile d’introduire 7.

L’originalité par rapport aux précédents travaux a ce sujet [60, 34, 71] réside dans le fait que l'on
regarde la densité de saut sur des boules centrées sur U dp€) pouvant intersecter le bord dp€ du
domaine. Il est nécessaire de considérer de telles situations car il n’est pas exclu qu’une fissure sur le bord
peut étre obtenue comme la “limite” (temps discret vers temps continu) d’une suite de fissures internes
au milieu.

La démonstration de ce résultat repose sur une propriété de monotonie de I’énergie qui assure que
tout quasi-minimiseur u de la fonctionnelle de Mumford-Shah avec une donnée de Dirichlet homogene sur
0pfQ, et dont ’ensemble des sauts est suffisamment petit, est proche d’étre un minimum local de ’énergie
de volume avec la méme condition limite. Nous avons par ailleurs étudié la régularité des minima locaux
de I’énergie de volume. En particulier, & ’aide de I’approche de De Giorgi sur la régularité des solutions
d’équations aux dérivées partielles elliptiques non linéaires, nous avons établi une estimation uniforme
sur le gradient d’un tel minimum local, assurant que son énergie sur une boule de rayon p est d’ordre p™.
La combinaison de ces informations implique que la fonctionnelle de Mumford-Shah F'(u, B,(z)) localisée
sur une boule B,(z) de rayon p se comporte en o(p"~1) et donc, que le centre z de la boule ne peut
pas étre un point de saut de u. Par contraposée, nous en déduisons que la densité de J, sur toute boule
centrée en un point de J,, doit étre forcément uniformément minorée par une constante positive 9y > 0.

2.2.2 Application a I’existence de solutions fortes en croissance quasi-statique
de fissures

Revenons a présent au modele de croissance quasi-statique de fissure. Nous nous plagons dans le cadre
scalaire bi-dimensionnel (n = 2 et m = 1) de l’élasticité anti-plane. Nous effectuerons les hypotheses
supplémentaires décrites ci-dessous :

Densité d’énergie élastique. Nous supposons que la densité d’énergie élastique W € C1(IR?).

Donnée de Dirichlet. Nous supposons que la donnée de Dirichlet est la trace sur 9p§2 x [0, 7] d’une
fonction

w € AC([0, T]; W= (Q)).

Données initiales. Donnons-nous un couple (ug,I'y) construit comme suit : soit ug € SBVP(Q') une
solution du probléme de minimisation

min {/Q W (Vo) dx +/ K(vy) dH! : v € SBVP(Q), v = w(0) p.p. dans € \Q} ,

v

dont 'existence est garantie par une application du théoréeme de compacité et de semi-continuité inférieure
d’Ambrosio (voir [4]). Nous définissons alors la fissure initiale par I'y = J,,. Nous démontrons que
ug — w(0) est en fait un quasi-minimiseur de la fonctionnelle de Mumford-Shah avec donnée de Dirichlet
homogene sur 9p§? (au sens de la Définition 2.2.1) avec s = 1/p et w dépendant seulement de p, L, u,
B, w et . Nous pouvons donc appliquer le Théoreme 2.2.2 qui donne l’existence, pour tout n > 0, de
¥9 > 0 et gg > 0 (dépendant uniquement de p, L, p, B, w, Q et n) tels que

H (Juy N By()) = P
pour toute boule B,(z) C €' centrée en x € .J,, de rayon p < gy et telle que dist(B,(x),0n) > n. En

particulier, la fissure initiale 'y est essentiellement fermée et nous pouvons donc supposer, sans restreindre
la généralité, que I'y est fermé.
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L’obtention de solutions est basée sur une approche par discrétisation temporelle similaire a celle
décrite dans la section 1.3.2 : on considére une discrétisation de l'intervalle [0,T] du type

0=t <th<..<ty*=T, &:= sup (I —t) —0.
0<i<Nj—1
Nous définissons (ug,Fg) := (ug, o), out (ug, o) est la donnée initiale, et pour ¢ > 1, on prend uﬁc une
solution de

min {/ W (Vo) dx +/ k() dH v € SBVP(Q) 1 v = w(tl) p.p. dans \Q} :
Q J DL

De nouveau, ’existence de solutions est assurée par le théoreme de compacité et de semi-continuité
inférieure d’Ambrosio et nous définissons la fissure au temps ¢;, par

2 = 1—12—1 @] Jufc

Nous démontrons que u}, — w(t}) est un quasi-minimiseur de F(-,€’\ ;") avec condition de Dirichlet
homogene sur dp<) (au sens de la définition 2.2.1) avec s = 1/p et w dépendant seulement de p, L, u, G,
w et . Une application du Théoréme 2.2.2 assure donc, pour tout 7 > 0, Pexistence de 99 > 0 et gg > 0
(dépendant uniquement de p, L, u, 8, w, Q et n) tels que

H' (Ju; N By(x)) = Pop (2.2.1)

pour toute boule B,(z) C Q' \ (T'i ' U INQ) centrée en x € Tu?ﬁ de rayon p < go et telle que
dist(B,(z),On§Y) > 1.

Par récurrence et par un argument géométrique basé sur la sous-linéarité de l’application p —
HY(0B,(x)) (et c’est justement la raison pour laquelle nous nous sommes restreints au cas bi-dimensionnel !),
nous montrons que la fissure F}‘C satisfait également une propriété de régularité de type Ahlfors uni-
formément en k et 4. Soit, en effet, z € ', et p < gy tel que B,(z) C Q' \ InQ et dist(B,(z),InQ) > 7.
Alors,

—six € F;C_l, d’apres 'hypothese de récurrence

HA (T4 1 By(x)) = KT~ 1 B, (x)) = dop.

stz € Jy \ T, soit 6 > 0 ety € T " tels que 0 := dist(z, I}, ") = |z — y|. Alors B,(z) D
Bs(z) U B,_s(y), avec Bs(z) C '\ (I'¥_; UdnQ). Donc, d’apres (2.2.1),

H (T N By(x)) = H' (T} U (Jyy \ Ty 1) N By ()
> HY (T} 0 Bpes(y)) + H (Juy 0 Bs(@) = Jolp — 8) + 98 = Jop.

De cette propriété, nous en déduisons de la compacité pour les interpolations constantes par morceaux

définies par ‘ A o
up(t) :=uj, Ty(t):=T} pour tout t € [t}, ).

En effet, T'x(¢) converge vers un certain I'(¢) au sens de Hausdorff et au sens de la oP-convergence (pour
une sous-suite indépendante de t) et u () — u(t) faiblement dans SBV?(€Y'), ou I'(t) C QUAIP est fermé
et u(t) € SBVP(Q') avec J,y C () et u(t) = w(t) p.p. dans Q' \ Q. En particulier, u(t) € WH?(Q\'(t))
et u(t) = w(t) au sens des traces sur IpQ \ I'(t). On a donc démontré le résultat suivant d’existence de
solutions fortes pour le modele de croissance quasi-statique de fissures de Francfort-Marigo.

Théoreme 2.2.3. Pour tout t € [0,T], il existe un couple (u(t),I'(t)) satisfaisant
T'(t) C QUIPN est fermé et H'-rectifiable,
u(t) € WHP(Q\T(t), u(t) = w(t) H'-p.p. sur dpQ\ T'(t),
(u(0),1(0)) = (uo, o),

tel que les propriétés suivantes sont satisfaites : pour tout t € [0, T,
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(i) Principe de moindre énergie : pour tout [ D () fermé et H'-rectifiable et tout & € W'P(Q\T) tel
que @ = w(t) H'-p.p. sur pQ\ T,
E(u(t), () < E(a,1);
(i) Irréversibilité : pour tout 0 < s <t <T
I'(s) C T(t);

(iii) Bilan d’'énergie :
E(u(t),T(t)) = E(u(0),T(0)) +/0 /Q\F( . DW (Vu(s)) - w(s)dxds.

Si de plus W € C*(R?) N C%(R?\ {0}) et satisfait
— il existe A > 0 tel que pour tout £ € R?\ {0},

ID*W (&) < AEP~>;
— il existe v > 0 tel que pour tout £ € R?\ {0} et n € R?,
D*W (&)n-n > v|E[P~2(nl%;

alors u(t) € CO((QUIAPN) \T()) NCHQ\T(t)), u(t) = w(t) sur dpQ\ T(t), et les compétiteurs dans le
principe de moindre énergie (i) pewvent étre choisis dans cette méme classe de fonctions.

2.3 Fracture dans les films minces

Nous nous intéressons a présent aux films minces qui sont des matériaux dont I'une des dimensions,
I’épaisseur, est beaucoup plus petite que les autres. Nous supposons qu’un tel milieu occupe dans sa
configuration de référence un cylindre n-dimensionnel (n = 2, 3) Q. := w x (—¢/2,¢/2) de base w C R" 1,
un ouvert borné. Le petit parametre sans dimension € > 0 représente le rapport entre I’épaisseur du film
et son diametre (voir Figure 2.1).

Y —

FIGURE 2.1 — Le cylindre Q.

Nous nous plagons ici en grandes déformations dans un cadre d’élasticité non linéaire. La densité
d’énergie élastique est donnée par une fonction de Carathéodory W, : Q. x M"*" — [0, +00), dépendant
de la variable spatiale z € Q. et du gradient de déformation F' = V¢, que nous supposons a croissance
1 < p < oo par rapport a cette deuxieme variable F. Notons que cette hypothese de croissance est a
priori incompatible avec le fait que W, puisse prendre la valeur +oo pour des déformations extrémes. Nous
pouvons cependant penser que, pour de telles déformations, le milieu devrait assez naturellement sortir
du régime de 1’élasticité de sorte que notre hypothese de croissance polynémiale demeure raisonnable pour
des déformations pas trop grandes. Pour des déformations plus conséquentes, il conviendrait de changer de
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modele en prenant en compte, par exemple, des phénomeénes de plasticité ou d’endommagement précédant
la rupture.

Décrivons maintenant le chargement extérieur : le milieu est soumis a des forces mortes volumiques
fe € L' (Qz; R™) et surfaciques g. € LP (3.; R™) sur les parois extrémes ¥, := wx {—&/2,¢/2} du cylindre
(" = p/(p—1) désigne 'exposant conjugué de p). Nous supposons par ailleurs que le corps est encastré
sur le bord latéral Ow x (—e/2,e/2). En Pabsence de fissure, I’ensemble des déformations cinématiquement
admissibles est donc donné par

Ce:={p € WP(Q;R™) : ¢(x) =  H" *-p.p. tout = € dw x (—¢/2,/2)},

et, pour tout ¢ € C., I'énergie potentielle est définie par
E(9) := / We(z,Vo)dr — / fe-dde — / ge - pdH" L. (2.3.1)
Q. Q. 5.

En régime statique, le probleme consiste alors & trouver les configurations d’équilibre de ce systeme,
autrement dit, de résoudre le probleme de minimisation

Jnf £.(0). (2.3.2)

La premiere difficulté concerne l'existence de solutions au probleme de minimisation (2.3.2). Il se
trouve qu’en ’absence d’hypothese supplémentaire de type convexité sur le potentiel élastique W, on
ne peut pas espérer, en général, I'existence de solutions. Pour 1’énergie a croissance polynomiale que
nous considérons, une condition nécessaire et suffisante pour que la fonctionnelle (2.3.1) admette un
minimiseur sur C. est que la densité W, soit quasiconvexe en la variable F' (voir ACERBI & Fusco [1],
BALL & MURAT [18] et DACOROGNA [41]). Une condition plus naturelle est celle dite de polyconvexité :
il s’agit d’une notion plus restrictive que la quasiconvexité mais qui a le mérite d’étre compatible avec la
propriété, requise en hyperélasticité, que 1’énergie doit exploser quand le Jacobien de la transformation
tend vers zéro (voir BALL [16]).

Un deuxieme probléme concerne le comportement asymptotique des minimiseurs (ou des “presque
minimiseurs”) de & lorsque 1’épaisseur ¢ tend vers zéro. Nous nous concentrerons ici sur cette deuxiéme
problématique a ’aide de méthodes de type I'-convergence qui nous permettrons d’identifier des modeles
réduits dans diverses situations.

2.3.1 Modeles de membranes

Avant de considérer des films minces susceptibles de se fissurer, regardons plus en détail le cas de
milieux purement élastiques. La dépendance du domaine d’intégration en € nous suggere d’effectuer un
changement d’échelle afin d’étudier un probleme équivalent formulé sur un domaine fixe Q := w x I, ou
I=(-1/2,1/2) (voir Figure 2.2).

On définit 'ensemble des déformations cinématiquement admissibles remis a I’échelle par

C* = {p e WP(R") : p(z) = (2/,e2,) H" '-p.p. tout = € dw x I} .

Pour tout ¢ € C., on pose p(z',x,) = ¢(a',ex,), ou &' := (x1,...,2y—1) € w désigne la variable du
plan, de sorte que ¢ € C¢. En remplacant ¢ par ¢ dans I'expression (2.3.1) de I’énergie, on obtient apres
changement de variable

1
55(¢)=6/W€ <$,V’¢‘Vw> dm—s/fg-wdx—/gs-@dﬁf”’l,
Q € Q by

ou X :=w x {—1/2,1/2}, V' désigne le gradient par rapport a la variable 2/, V,, la dérivée partielle par
rapport a x,, et
We(z, F) := W(a,exp, F),
¢ (2) = go (2 exn), ¢°f € LV (I;R™), (2.3.3)
fe(x) = fo(a! emy),  f€ € LP(Q;R™).
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Q

FIGURE 2.2 — Changement d’échelle

Nous nous intéressons ici a des modeles de membranes, c’est-a-dire, ne rendant compte que des effets
d’étirement du matériau (il s’agit typiquement d’une toile de tente). Une hiérarchie formelle des divers
modeles de plaques a été obtenue par Fox, RAoULT & SIMO dans [76] a l'aide de la méthode des
développements asymptotiques (voir également LE DRET & RAOULT [104] et FRIESECKE, JAMES &
MULLER [84, 85, 86] pour des justifications rigoureuses en terme de I'-convergence). En particulier, il a
été montré que les effets d’étirement apparaissent a l’ordre € pour des forces de surface d’ordre € et des
forces de volume d’ordre 1. Autrement dit, dans le but de capturer un modele de membrane, il convient
de supposer que f€ = f et g° = go + £g, ou gg est de résultante nulle : go(z’,1/2) + go(2z’, —1/2) = 0.
Nous sommes donc amenés a étudier ’énergie remise a ’échelle

& ,
E () == (9) = /QWE (w,V gp’ivngo) dx

£
_/ f‘@dx_/g'sﬁdHn_l_/QO‘ <1/Vn<p(x',s)ds) dz', (2.3.4)
Q by w €Jr

ou go :=go(-,1/2) = —go(-, —1/2).

Supposons que We : Q x M"*™ — [0, 400) est une fonction de Carathéodory satisfaisant la propriété
de croissance et coercivité : il existe 1 < p < oo et L > 0 tels que

L7FP < We(a, F) < L(L+ |FP), (2.3.5)

pour tout € > 0, pour tout F' € M"*" et p.p. tout x € Q.
Si go = 0, £ n’est autre quune perturbation continue (pour la convergence faible de WP (Q; R")) de
la fonctionnelle . : WP (Q;R™) — [0, +00) définie par

1
Fe(p) = /QWE (a:,VQp‘ngp) dx.

Il semble alors naturel d’étudier le comportement asymptotique de la fonctionnelle F. en terme des
déformations limites. Le résultat suivant de compacité et de représentation intégrale de la I'-limite a été
établi dans [31] par BRAIDES, FONSECA & FRANCFORT.

Théoreme 2.3.1. I existe une sous-suite (c) et une fonction de Carathéodory W : w x M (=1
[0, +00) telles que la suite de fonctionnelles (F.,) T'-converge (pour la topologie faible de WP (Q;R™))
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vers la fonctionnelle F : WHP(Q;R™) — [0, +00] définie par

/W(I/, V'p(x'))ds'  sip € WhHP(w;R™),
Flp) = Jo
400

stnon.

Ce résultat montre que le domaine de la I'-limite est donné par des déformations indépendantes de
la variable transverse x,. Le modele asymptotique est donc (n — 1)-dimensionnel car il est posé sur la
surface moyenne w du cylindre.

Dans les travaux [B1, B3, B4], nous avons identifié la densité de volume W dans le cas ol le matériau
présente des hétérogénéités macro et/ou microscopiques. En présence d’hétérogénéités macroscopiques,
i.e., quand W¢(x, F) = W(x, F) est indépendant de ¢, nous avons établi en collaboration avec G. FRANC-
FORT dans [B1] que pour tout F € M"*(»~1) et p.p. tout 2/ € w, on a

W', F) = &ng{/( : W (', yn, F + V'o(y)| AV (y)) dy : A >0,
; 0,1)n—1x]

6 € WIP((0,1)""1 x [LR"), ¢ = 0 sur 9(0,1)" " x I }

Remarque 2.3.2. Ce résultat généralise celui obtenu dans [104] par LE DRET & RAOULT pour des
densités d’énergie homogenes de la forme We(z, F) = W(F), i.e., indépendantes de z et . Dans ce
cas, la formule précédente se réduit & W = QW : c’est ’enveloppe quasiconvexe de la fonction Wy :
MP* (=1 [0, 4-00) définie par Wo(F) := min{W(F|z) : z € R"}.

En collaboration avec M. BAfA, nous avons considéré dans [B3, B4] des hétérogénéités microscopiques
périodiquement distribuées. Entre autres résultats, nous avons pris en compte des potentiels élastiques
de la forme We(z, F) := W(x,z/e, F), ou W : Q x (0,1)" x M"*™ — [0,+400) est l-périodique par
rapport & la seconde variable. Dans ce cas, la densité W est obtenue en deux temps : on définit d’abord
Wy : Q x R x M — [0, +00) par

1
Wy(z,y',F) := inf inf —/ W(z, v, 20, F + V(2))dz : ¢ € Wy P((0,T)";R") ¢,
TeN ¢ | IT™ Jo,ryn

qui n’est autre que la densité d’énergie homogénéisée pour le probleme d’homogénéisation périodique
dans la variable transverse x,, puis pour tout F € M™* (=1 et p.p. tout 2’ € w,

W(z',F) = inf inf{

Tnfl

w. .’17/, ns /7F+V/ Vn¢ dy :
TeN s /(O,T)"lxj #(@' yny o) Vno(y)) dy

¢ € WHP((0,T)" ! x I;R™), ¢ =0sur d(0,T)" ! x 1}.

Ce résultat étend celui obtenu par BRAIDES, FONSECA & FRANCFORT dans [31] pour des densités
d’énergie élastique du type We(x, F) = W(a' /e, x3, F).

Dans [B7], nous avons étendu le Théoreme 2.3.1 de représentation intégrale au cas ou les forces
surfaciques d’ordre 1 ne sont pas nulles : gy # 0. En effet, d’apres ’expression du travail des forces
extérieures dans (2.3.4), il convient dans ce cas de calculer une I'-limite plus riche en terme non seulement
des déformations limites, mais aussi des limites des suites % S 1 Vape(:, 8) ds. Aux vues des résultats de
LE DRET & RAOULT [105] et BOUCHITTE, FONSECA & MASCARENHAS [22, 23] le champ limite, noté b,
n’est autre que la composante antiplane du champ de déformation optimal pour le calcul de la I'-limite.
Cette observation doit étre confrontée a 'une des théories de Cosserat selon laquelle les déformations
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sont affines suivant la variable transverse x,. Autrement dit, tout champ de déformation . peut se
décomposer sous forme

p= (2, 2n) = @(2') + exnb(a’), (2.3.6)

lorsque I’épaisseur € est suffisamment petite. Notre approche permet donc de justifier variationnellement
Phypothese cinématique de Cosserat (2.3.6). Le champ b est interprété comme une densité de moment
fléchissant car il modélise la déformation du film & ’ordre supérieur, qui correspond a la direction suivant
laquelle les fibres orthogonales a la surface moyenne sont déformées.

On définit alors la fonctionnelle G. : WP (Q;R™) x LP(w; R™) — [0, +o0] par

1 1
We |z, V'p|=V, )dx sib:f/vn -, 8)ds,
T A 2 ), Vet

+00 sinon.
Nous avons obtenu dans [B7] le résultat de représentation intégrale suivant avec moment fléchissant :

Théoreme 2.3.3. I existe une sous-suite (e,) et une fonction de Carathéodory W wxMrxn [0, 4+00)
telles que la suite de fonctionnelles (G, ) T'-converge (pour la topologie faible de W1P(Q; R™) x LP(w; R™))
vers la fonctionnelle G : WHP(€;R™) x LP(w; R™) — [0, +o0] définie par

/ W (', V(@ )|b(a')) dz'  si o € WHP(w;R™),
G(p) =9 Ju
+o00

sinon.
De plus, on a pour tout F € M”X("*l),

W(F) = min W (F|z).

De nouveau, un résultat obtenu avec G. FRANCFORT dans [B1] nous permet d’identifier W en présence
d’hétérogénéités macroscopiques, i.e., quand We(z, F') = W (x, F) est indépendant de € : nous avons alors
démontré que

—~

W' Fl) = inf { [ W T TS () dy 6 € W01 ),
s s n—1x

&(-,yn) est 1-périodique p.p. tout y, € I et )\/
(0,1)n=1xT

Vne(y) dy = Z} :
Ce résultat a étendu le cas homogene traité par BOUCHITTE, FONSECA & MASCARENHAS dans [22].

2.3.2 Le cas statique par ['-convergence

On suppose désormais que le film mince occupant dans sa configuration de référence le cylindre €2,
peut se fissurer. La présence d’une fissure est alors pénalisée par I'ajout a ’énergie totale d’une énergie de
surface de type Griffith, i.e. proportionnelle a I'aire de la fissure. Autrement dit, nous sommes amenés a
étudier une énergie donnée par la somme de deux termes antagonistes en compétition : I’énergie élastique
volumique et 1’énergie de Griffith surfacique. Etant donné que le champ des déformations peut étre
discontinu a travers la fissure, il est commode de considérer la formulation faible de ce probléeme ou la
fissure est assimilée & ’ensemble des sauts de la déformation, engendrant un probléme dans I'espace des
fonctions (spéciales) & variation bornée. Nous considérons donc des énergies du type :

/ We.(z, V@) dx +H" 1 (Js), ¢€ SBVP(Q;R™),
Qe
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ot V¢ représente maintenant le gradient approché de ¢ et J, est I’ensemble de ses points de saut.
Cette énergie est de nouveau remise a ’échelle dans la configuration € en posant p(z’, x,,) := ¢(2', exy,)
pour x = (2/,x,) € Q, puis en divisant le résultat obtenu par ¢ afin de capturer précisément les effets
membranaires. Nous obtenons

1
/Wa (;p,v/@‘vMp) dx+/
Q € J

@

1

((%)' 6(ygo)n> ‘ dH"™', ¢ € SBVP(Q;R").

Dans Dexpression précédente, V' (resp. V,,) désigne le gradient approché par rapport a z’ (resp. ),
et v, = ((Vy)', (Vp)n) est la normale approchée & J, ou (v,) = ((Vp)15-- -, (Vp)n—1) est la composante
planaire. La nouvelle densité d’énergie élastique W€ est obtenue & partir de Wy par la formule (2.3.3).
Nous supposouns toujours que W€ satisfait les propriétés (2.3.5) de croissance et de coercivité. De nouveau,
la question se pose de déterminer le comportement asymptotique de cette énergie lorsque € — 0 selon la
nature des forces appliquées.

Lorsque la force de surface gg est identiquement nulle, nous avons vu qu’il convient de rechercher une
I'-limite uniquement en terme du champ de déformation limite. Pour ce faire, définissons la fonctionnelle
Z. : SBVP(;R™) — [0, +00) par

1
T () = /QVVE (x,V’w‘EVngp) dx—|—/J

%}

(oL ) are

Dans [B7], nous avons démontré un résultat de compacité pour la I'-convergence et de représentation
intégrale de la I'-limite :

Théoreme 2.3.4. Il existe une sous-suite (gi,) telle que la suite de fonctionnelles (Z., ) T'-converge (pour
la topologie faible* de BV (2;R™)) vers la fonctionnelle T : SBVP(Q; R™) — [0, 400] définie par

() / W (', V(') da' +H""2(J,) siue SBVP(w;RY),
Q)= w
400 stnomn,

ot W :w x M (=1 [0, +00) est la fonction de Carathéodory obtenue dans le Théoréme 2.3.1.

Notons qu’'un résultat de représentation intégrale pour des problemes de réduction dimensionnelle
dans SBV existait déja (voir BRAIDES & FONSECA [30] et BOUCHITTE, FONSECA, LEONI & MASCA-
RENHAS [24]). Néanmoins, méme si les résultats de ces références peuvent sembler plus généraux du point
de vue des hypotheses, il ne contient pas comme cas particulier notre Théoreme 2.3.4. En effet, dans
[30, 24], les auteurs considérent une énergie de surface qui croit linéairement par rapport au saut de
déformation [p] := T — .

En présence d’une force surfacique go non triviale mais de résultante nulle, nous avons vu qu’il est
nécessaire de prendre également en compte le moment fléchissant. Définissons alors la fonctionnelle 7 :
SBVP(Q;R") x LP(w; R™) — [0, +00] par

1
li
1%
(]2

1 1
WE x’ v,w vnw) dx +/ e n> ‘ dHnil Si b s / vn@ y S d57
J-(p,0) := /Q < ’5 7. ( «p) (-,5)

€Jr
+o00 sinon.

Nous avons également obtenu dans [B7] le résultat suivant de compacité et de représentation intégrale :

Théoreme 2.3.5. Il existe une sous-suite (y) telle que la suite de fonctionnelles (J., ) T'-converge (pour
la topologie faible* de BV (;R™) x LP(w;R™)) wvers la fonctionnelle J : SBVP(Q;R™) x LP(w;R"™) —
[0, 4+00] définie par

J(p,0) = LW(m’, V'o(a')|b(a") da’ + H"?(J,)  siu € SBVP(w;R™),

400 sinon,
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ot W w x MM — [0,400) est la fonction de Carathéodory obtenue dans le Théoréme 2.3.5.

Aux vues des Théoremes 2.3.4 et 2.3.5, nous constatons que les I'-limites Z et J sont finies pour des
déformations définies sur la surface moyenne w de la plaque. Autrement dit, le domaine des I'-limites
est donné par les déformations ¢ invariantes dans la direction transverse x,, et il en est donc de méme
pour I'ensemble des sauts J,. Celui-ci étant assimilé & la fissure, on obtient donc des modeles effectifs
réduits ou les seules fissures admissibles sont des fissures verticales. Ceci est du au fait que nous avons
choisi une densité d’énergie de volume et de surface de ’ordre de 1’épaisseur € Nous verrons plus loin dans
la section 2.4 comment un autre choix des ordres de grandeur de la rigidité et la ténacité (en terme de
Pépaisseur) rend possible de mettre en évidence des fissures horizontales modélisant ainsi les phénomenes
de délamination.

Notons également que les énergies de volume sont identiques a celles obtenues en I'absence de fissures
(voir Théoremes 2.3.1 et 2.3.3) : autrement dit, il n’y a pas d’interaction entre les parties volumes et
surfaces de l’énergie. Ce phénomene était connu dans le cadre de la relaxation et de I’homogénéisation
(voir par exemple BOUCHITTE, FONSECA, LEONI & MASCARENHAS [24]). Notre étude dans [B7] a permis
d’étendre cette propriété au cadre de la réduction dimensionnelle.

Les Théoremes 2.3.4 et 2.3.5 se démontrent en identifiant séparément les parties volumes et saut de la
I-limite & Paide de la méthode de blow-up introduite par FONSECA & MULLER [73, 74]. Cette méthode
consiste a localiser 1’énergie sur une boule centrée en un point de Lebesgue convenablement choisi, et &
ramener le probleme par changement de variable a la boule unité. Pour identifier la partie volume de la
T'-limite, les suites minimisantes apres changement de variable ont la propriété supplémentaire d’avoir
une énergie de surface infinitésimale et une limite WP (au lieu de SBVP). L’outil principal repose alors
sur le lemme de décomposition suivant démontré dans [B7] qui permet de se ramener & un probléme dans
un cadre Sobolev.

Théoréme 2.3.6. Supposons que w C R*™! est un ouvert borné d frontiére Lipschitzienne et que p > 1.
Soit (pe) C SBVP(Q;R™) une suite telle que

1
sup {Ioclueaan + [ |(7'0:]290.)
>0 Q €
1
/ <(l/¢s)' (l/%)n>‘ dH" ' =0,
J g
Ye — @ faiblement dans SBVP(Q); R™),
%Vngas — b faiblement dans LP(Q; R™),

P
dx} < 400,

Pe

et satisfaisant

ot o € WhP(w;R™) et b € LP(;R™). Alors il existe une sous-suite (1) et une suite (z) C WH(Q; R")
telles que

2, — @ faiblement dans WP(Q;R"),

évnzk — b faiblement dans LP(Q; R™),

et

1
la suite <’ (V'zk —Vnzk)
€k

‘Cn({zk # @ac} U {Vzk # V‘Pek}) — 0.

Ce résultat affirme que toute suite de déformations dans SBVP(Q;R"), satisfaisant les hypotheses
du Théoreme 2.3.6, peut se décomposer en la somme de deux déformations : 'une portant les effets de
concentrations qui converge en mesure, et 'autre portant les effets d’oscillations qui est équi-intégrable.
Il a pour conséquence importante le fait que toute suite optimale pour la I'-limite peut étre choisie Lip-
schitzienne apres localisation au voisinage d’un point bien choisi. Les Théoremes 2.3.1 et 2.3.3 permettent
alors de montrer que la partie volume de la I-limite Z (resp. J) est identique & F (resp. G).

»
) est équi-intégrable,
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Le Théoreme 2.3.6 généralise un résultat similaire de BOCEA & FONSECA [21] (voir également BRAIDES
& ZEPPIERI [32]) pour des déformations W'?. Cette idée de décomposition des effets de concentration et
d’oscillation trouve ses germes dans les travaux de FONSECA, MULLER & PEDREGAL [75] dans le cadre
Sobolev et LARSEN [101] dans le cadre BV'.

2.3.3 Le cas quasi-statique

Nous nous intéressons désormais au modele de d’évolution quasi-statique de fissures de Francfort-
Marigo dans des films minces. Plus précisément, nous montrons que, dans le cas d’un film mince homogene,
les solutions du modele d’évolution quasi-statique 3D — dont I'existence est assurée par les résultats de
DAL MAso, FRANCFORT & TOADER [51, 52] — convergent en un certain sens vers les solutions du modele
d’évolution quasi-statique 2D réduit obtenu par I'-convergence (voir les Théorémes 2.3.1 et 2.3.4 ainsi
que la Remarque 2.3.2).

Configuration de référence. Soit w C R"~! un ouvert borné Lipschitzien et I := (—=1/2,1/2). On
désigne par Q := w x I la configuration de référence d’un film mince (remis & I’échelle) occupé par un
matériau non linéairement élastique et pouvant se fissurer.

Densité d’énergie élastique. Nous supposons que le matériau est homogene et qu’il possede une densité
d’énergie élastique W : M™*" — R quasiconvexe, de classe C!, satisfaisant la propriété de croissance et
de coercivité (2.3.5).

Condition limite. Nous allons imposer au milieu une condition de Dirichlet sur le bord latéral du
cylindre. Pour ce faire on étend 2 en un cylindre légerement plus large Q' := o’ X I, ot w’ D @. On
suppose que le matériau est soumis & une déformation imposée 1. € AC([0, T]; WLP(Q'; R™)) satisfaisant

H,(/JE”LOO(Q’X[O,T];]Rn) < M,

ou M > 0 est une constante indépendante de €. On suppose de plus, qu’il existe deux fonctions ¥ €
AC([0, T); WHP(W';R™)) et b e AC([0,T); LP(Y;R™)) telles que

Ve — 1 fortement dans AC([0, T]; WP (QY'; R™)),
1
gv3¢a — b fortement dans AC([0, T]; LP(Y; R™)).

Donnée initiale. Nous supposons que le milieu ne contient pas de fissure pré-existante et ’on se donne
une déformation initiale g . € SBVP(Q;R™) telle que g = ¥:(0) p.p. dans (v’ \ @) x I qui minimise
(,,U)n> ‘ dH"

v / w <V/U 1an> dx—i—/ ((,/v)/ 1
Q € Jo €

parmi toutes les déformations v € SBVP(Q); R"™) satisfaisant v = 1.(0) p.p. dans (v’ \ @) x I.

Déformations cinématiquement admissibles. Soit I' C €2’ un ensemble H"~!-rectifiable tel que
H" 1(T) < co. L’ensemble des déformations cinématiquement admissibles au temps t est défini par

A(e(0),T) = {p €SBV - [lpllimqrimny < M,
o =(t) p.p. dans (W' \w) x I, et J, CT}, (2.3.7)

ott la notation C (resp. =) désigne I'inclusion (resp. 'égalité) entre deux ensembles, & un ensemble de
mesure H" ! nulle prés. La raison de la borne L™ est purement technique : elle permet de travailler dans
un cadre fonctionnel plus simple. D’un point de vue mécanique, cette hypothese traduit le fait que le
matériau reste dans une boite fixe ce qui est physiquement raisonnable. Nous verrons toutefois plus loin
qu’il est possible de lever cette hypothese.

Nous sommes & présent en mesure d’appliquer le résultat de DAL MAsO, FRANCFORT & TOADER [52]
qui assure, a € > 0 fixé, 'existence d’une évolution quasi-statique pour le probleme 3D.
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Théoréme 2.3.7. Pour tout € > 0 et tout t € [0,T], il existe un couple (p-(t),Tc(t)) tel que T(t) C
est H" L-rectifiable, p.(t) € A(1e(t),Tc(t)) et les propriétés suivantes sont satisfaites :

— Condition initiale : (¢:(0),T:(0 )) (T S
— lIrréversibilité : pour tout 0 < s <t < T,

T.(s) CT.(t);

— Minimalité unilatérale : pour tout t € (0,T], (¢:(t),T'=(t)) minimise
(Vf)n> ’ danl

vn¢>> da;+/f ((yf)f i

parmi tous les ensembles H"-rectifiables Q' > T 5 T.(t), et tous les p € A((t),T);
— Bilan d'énergie : l’énergie totale définie, pour tout t € [0,T)], par

ety = [ w(ve0]zvuee) dos [ ()

est absolument continue en temps et

e =60+ [ [ oW (Vo[ 0nen0)) : (70061 00its)) s

Nous avons démontré dans [B2] un résultat de convergence de ce modele d’évolution quasi-statique
lorsque € — 0. Avant d’énoncer ce résultat, il nous faut définir un mode de convergence pour les fissures.
La définition suivante a été donnée dans [B2] et est inspirée de la oP-convergence introduite par DAL
Maso, FRANCFORT & TOADER dans [51] pour les ensembles rectifiables.

N 1
(e, ) = [ W (V’<ﬁ -
Q €

1
on.on )| e

Définition 2.3.8. Soit I'. C € une famille d’ensembles H"”!-rectifiables satisfaisant

1 _
Sup/ ((Vpe(t))I’(Vps(t))n> ‘ dH" ! < o0,
>0 JT.(t) €

et v C w’ un ensemble H™ 2-rectifiable. On dit que I'. converge vers + si les deux conditions suivantes
sont réunies :
(i) si, pour une sous-suite (g) \, 07, ¢ — ¢ faiblement dans SBVP(Q;R"), J,, C I',, et

1
sup/ <v/¢k’vn§0k>
keNJQ Ek

alors ¢ € SBVP(wW';R™) et J, C v;
(ii) il existe une fonction ¢ € SBVP(w'; R™) et une famille (¢.) C SBVP(QY;R™) telles que ¢, — ¢
faiblement dans SBV?(Q;R"™), J,_ C I'.,
1
7vn €
)

(5
e>0.JQO

Nous sommes & présent en mesure d’énoncer le résultat démontré dans [B2] concernant la convergence
des solutions du modele de croissance quasi-statique de fissures.

P
dz < oo,

p
dr < 00

et J, =

Théoréme 2.3.9. Il existe une sous-suite (toujours notée €) et, pour tout t € [0,T), il existe un couple
(o(t),y(t)) tel que v(t) C w est H™ 2-rectifiable, p(t) € SBVP(w';R™), Jou) C (1) et o(t) = ¥(t) p.p.
dans W' \ @ satisfaisant :

- T'.(t) converge vers ~(t) ;
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~ pour tout t € [0,T], il existe une sous-suite e N\, 0T telle que @, (t) — ¢(t) faiblement dans
SBVP(Q;R™);

- pour tout t € [0,T), les énergies de volume et de surface convergent :

L (V0] 2900 ) ao — [ @wawptar av

/I‘E(t)

De plus le couple (u(t),(t)) est une évolution quasi-statique associée au modéle réduit (n — 1)D :
— Irréversibilité : pour tout 0 < s <t < T,

(.07 2 0mhn )| = 120000,

v(s) C(t);

— Minimalité unilatérale : pour tout t € (0,T], (¢(t),v(t)) minimise
@A) | QW(Tp(a)) da’ 4 1 2()

parmi tous les ensembles H™~2-rectifiables W' D 4 D v(t), et tous les ¢ € SBVP(w'; R™) satisfaisant
G =1(t) p.p. dans W' \ W et Jy C 4
— Bilan d'énergie : I’énergie totale définie, pour tout t € [0,T)], par

>:/Qmwwmmwwﬂww
Q

est absolument continue en temps et

E(t) =&(0) + /O / D(QWo)(V'pe(s)) : V'4i(s) da’ ds.

Rappelons que d’apres les Théoremes 2.3.1 et 2.3.4 ainsi que la Remarque 2.3.2, la fonction QWy — i.e.
I’enveloppe quasiconvexe de la fonction Wy : M™* (=1 — R définie par Wy (F) := inf{W (F|z) : z € R"}
— est la densité d’énergie de volume de la I'-limite de la fonctionnelle d’énergie

@H/QW(V'@EVM) der/J ((yw)'

Nous avons donc établi que le mode de convergence variationnelle qu’est la I'-convergence est bien com-
patible avec le modele variationnel d’évolution quasi-statique de fissure dans le cadre de la réduction
dimensionnelle. Une propriété analogue a été établie par GIACOMINI & PONSIGLIONE dans [88] dans
le cadre de 'homogénéisation. Par la suite, MIELKE, ROUBICEK & STEFANELLI ont proposé dans [113]
une approche générale de la I'-convergence des modeles d’évolution quasi-statique a parametre pour les
processus indépendants des vitesses.

1 n—1
E(Vv)n> ‘ dH .

%}

La difficulté principale de ce résultat réside dans le fait que le principe de moindre énergie satisfait
par le couple (¢ (t),T-(t)) est unilatéral, au sens ou la fonctionnelle & minimiser dépend de la solution.
En effet, on peut récrire de fagon équivalente le principe de minimalité du Théoreme 2.3.7 de la fagon

suivante : u.(t) minimise
A 1 n—1
dr + —(Vg)n | |dH
T\ ()

@H/ <V“ ((%)' .

parmi tous les ¢ € SBVP(Q); R™) satisfaisant ¢ = 9).(t) p.p. dans (v’ \ @) x I. Par conséquent le passage
a la limite dans ce probleme de minimisation n’est pas trivial et repose sur un théoréeme de transfert de
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saut dont I'idée originale a été introduite par FRANCFORT & LARSEN dans [79] : il s’agit de transférer
la partie du saut, de n’importe quelle fonction test, qui se trouve sur le saut de ¢(t) sur celui de la
suite . (t). Ce faisant, & partir de n’importe quelle fonction test pour le probléme limite (n — 1)D, nous
construisons une suite de fonctions tests pour le probleme nD de telle sorte que 1’énergie nD associée
converge vers ’énergie limite (n — 1)D. Pour ce faire nous avons adapté le résultat de FRANCFORT &
LARSEN [79] au cas du passage nD-(n — 1)D pour obtenir le résultat suivant démontré dans [B2] :

Théoréme 2.3.10. Soit (p.) C SBVP(Q;R"™) et p € SBVP(W';R™) tels que J,. C W x I, o — ¢

fortement dans L*(S);R™) et
1
sup/ (V’gog‘vmpa)
e>0 Jqy €

Alors, pour tout € SBVP(w';R™), il existe une famille (¢.) C SBVP(QY;R™) satisfaisant les propriétés
suivantes :

p
dr < 0o.

Pe — @ fort dans LY(SV;R™),
Pe =@ p.p. dans (W \©) x I,
Vngﬁ,g) — (V'¢]0) fort dans LP(Y'; M"™*™),

ool
(e

/[J«@E\st]\[(J@\Jw)XI]

Le résultat que nous avons obtenu est limité aux champs de déformations bornés dans L>(€2; R™) par
une constante fixe M > 0 (voir (2.3.7)), ce qui est crucial pour obtenir de la compacité dans SBVP(Q'; R™).
11 est toutefois possible de lever cette restriction en procédant comme dans DAL MASO, FRANCFORT &
TOADER [51] en rajoutant des forces de volume et de surface de rappel de type conservatives. Nous avons
vu dans la section 2.3.1 que si 'on veut rendre compte de modeles de membrane, il suffit de prendre
des forces volumiques d’ordre 1 (F.(¢) = F(¢)) et des forces surfaciques (sur les parois extrémes X.)
d’ordre € (Ge(¢) = eG(¢)) dans la configuration .. Sous cette hypothese, nous avons démontré dans
[B12] I'analogue du Théoréme 2.3.9 dans un cadre plus général ou le champ des déformations appartient
alors & un sous-espace adéquat de GSBVP(Q); R™).

1
E(V¢E)3) ‘ dHn_l — 0.

2.4 Fracture et délamination

Sous l'effet de contraintes internes, un film mince collé sur un substrat infini peut vouloir se décoller :
I’énergie élastique tend alors vers zéro, mais la surface libre engendrée par le décollement va cotter une
énergie interfaciale. Il est donc naturel d’essayer de modéliser des fissures horizontales dans les films
minces, i.e., orthogonales a la direction de 1’épaisseur. Le modele de fracture que nous avons étudié dans
la section 2.3 ne rend compte asymptotiquement que de fissures uniquement verticales, ¢.e., invariantes
dans la direction de I’épaisseur. Ce modele, ou plus précisément, la mise a I’échelle effectuée, n’est par
conséquent pas adapté pour modéliser le phénomene de décollement entre des films minces.

Une approche phénoménologique du décollement a été développée dans [20] par BHATTACHARYA,
FoNsEcA & FRANCFORT. Ces auteurs ont considéré deux films minces QF := w x (0,/2) et Q7 =
w x (—€/2,0) de base commune w C R"™! (un ouvert borné) superposés I'un sur autre et constitués de
matériaux homogenes non linéairement élastiques. Nous supposons pour simplifier que les deux films ont
les mémes propriétés élastiques, et nous désignons par W : M"*" — R la densité d’énergie élastique qui
est une fonction continue & croissance p > 1 satisfaisant (2.3.5). Ils ont postulé 'existence d’une énergie
interfaciale ¥ : R® — R pénalisant ’éventuelle présence d’une surface de discontinuité libre entre les deux
films. L’énergie totale du film sous I’action d’une déformation ¢* € W1P(QF; R") est donnée par

W(VoT)dx + W (Vo™ )dx + 50‘/ V(pt —¢7)da,

Qf QF w
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ou encore, aprés remise & 1’échelle en régime membranaire, pour tout ot € W1P(Q+F; R"),

1 1
[ (eotna Yo [ (e P e oo
Qt - w

ot OF = Qli Suivant 'ordre de grandeur de ’énergie interfaciale, ils ont démontré que le comportement
asymptotique de ’énergie précédente pouvait prendre trois formes différentes :
— si @ > 1, l'interface est faible et on obtient un modele découplé ou les films n’entrent pas en
interaction ;
— si a < 1, l'interface est forte et on n’observe asymptotiquement aucun phénomene de décollement :
les déformations limites sont continues a l'interface ;
— si @ = 1, l'interface est forte mais le décollement se fait sentir car les films rentrent en interaction.

2.4.1 Modélisation du décollement a partir d’une microstructure dégénérée

Dans [B5], en collaboration avec N. ANSINI et C. ZEPPIERI nous nous sommes intéressés a une justifi-
cation possible de 'approche phénoménologique précédente. Nous avons considéré deux films superposés
et connectés par l'intermédiaire d’inclusions d’épaisseur nulle périodiquement distribuées. Le matériau
occupe donc dans sa configuration de référence I'ouvert (voir la figure 2.3)

Q(gmg = QE_ U [u}g)r X {0}] U Q:,

correspond aux zones de connexion entre les deux films, B,.(id) désigne la boule ouverte de R"~! de centre
i0 et de rayon r. L’énergie élastique remise a 1’échelle dans un régime de membrane s’écrit alors, pour
tout p € WHP(Qs s R™),

1
Eesr(p) i= / w (V’so‘Vnso) dx,
Q(S,’V' €

ot Qs := N Ulws, x {0}]UQT. Il s’agit d’un probléme de type “passoire de Neumann” (voir Mu-
RAT [117]) multi-échelle oli rentrent en compétition trois parametres : I’épaisseur des films minces ¢, la
période de distribution des zones de connexion ¢ et le rayon des zones de connexion 7. On s’attend a
ce que le décollement soit 'effet asymptotique de l'interaction entre les zones de contact. Il est natu-
rel de supposer que r < ¢ car sinon les zones de contact risqueraient de s’intersecter. Nous supposons
par ailleurs que ¢ < § (le cas 0 ~ ¢ ayant été traité par ANSINI dans [14]). Il reste encore a fixer le
comportement de r vis a vis de €, ce qui donne lieu a I’étude de trois régimes différents.
Nous avons tout d’abord établi dans [B5] le résultat de I'-convergence suivant :

Théoréme 2.4.1. Supposons que w est un ouvert borné Lipschitzien de R"~1 et W : M"™*" — [0, +-00)
est une fonction Borélienne satisfaisant W(0) = 0 et la propriété de croissance et de coercivité (2.3.5).
Soient (g5), (6;) et (rj) des suites de nombres positifs tendant vers zéro telles que

lim 2 =0 ¢:= lim 2.
J—o0 6] J—0o0 {;‘j
Si
P ter
(e (0,+0], et 0<RY:= lim Janfl < 00
Jj—o0 .
ou bien si
n—p

(=0, e 0<RY:= lim
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(w\wsr) x {0}

FIGURE 2.3 — Représentation du domaine 25, .

alors, pour une sous-suite, la suite £; : LP(w x I; R™) — [0, +00] définie par

Ei(p) = /Q

J

1
w (V’@‘Vngo) dxr sip€ Wl’p(Q(;.)Tj;R"),
5;.mj €j
+00 simon

I'-converge vers
5“)(<p+,<p‘)=/QWo(V’<p+)da?’+/QWo(V’sO‘)da?’JrR“)/‘I/“)(W—w‘)dw’

sur WP (w; R™) x WP (w;R™) (pour la convergence faible de WhP(QT;R™) x WhP(Q—;R"™)), o ¥ :
R™ — [0, 4+00) est une fonction localement Lipschitzienne pour tout £ € [0, 400].

Le Théoreme 2.4.1 montre bien I'apparition a la limite d’un terme d’énergie interfaciale intervenant
comme mémoire asymptotique de la microstructure dégénérée du film original. Il permet ainsi de justifier
Papproche phénoménologique du décollement par BATTACHARYA, FONSECA & FRANCFORT [20]. Ce
terme énergétique supplémentaire peut étre vu comme ’analogue du “terme étrange venu d’ailleurs”
obtenu par CIORANESCU & MURAT dans [40] dans le cadre des milieux perforés. Nous avons enfin
obtenu des formules de type capacité non linéaire décrites dans le résultat qui suit.

Théoréme 2.4.2. Soit p* = (n—1)p/(n—1—p) lexposant de Sobolev en dimension (n—1). Alors, pour
une sous-suite, la limite
g(F) := lim PQW (r;'F)

J—00

existe pour tout ' € M"™ ™ ou QW désigne l’enveloppe quasiconvexe de W. De plus, pour tout z € R™ :
o sil e (0,+00),

U (z) = inf { / g(V'¢eV ) da - ¢ € WEP((R™™! x I) \ C 003 R™),
Rr—1x]

V(e LP(R™ x RY), ¢ —z € LP(IT5 P (R"HRY), (€ L”(I_;Lp*(R”_l;R”V},
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ou I =(0,1/2), I~ =(-1/2,0), I :=(-1/2,1/2) et Cy o := {(2/,0) e R" : |2| > 1};
® si =400

w)(z) = inf { [ (@) + Q976 o’ ¢ e W (R LRY)
¢t =¢ sur Bi(0), V¢t € LPR"HMM D) et (¢F - 2) (T e L (R"‘%R")},

ot go(F) := inf{g(F|z) : z € R"} et Qgo est I’enveloppe quasiconvere de go ;
es5i{=0

U (2) = inf { / g(V¢)dz : ¢ € WEP(R™\ C) oo; RY), DC € LP(R™\ O} oo MM,
R"\CLOC
(—ze LP(RY;LP (R"RY)) et ¢ € LP(R™; LP (R"l;R”))}.

Notons que quelque soit le régime ¢ € [0, +00] considéré, I’énergie interfaciale U est de type cohésive,
i.e., elle croit continiment par rapport au saut de déformation a travers l'interface.

Le régime £ = +o00 correspond au cas € < r < ¢ et on s’attend donc a ce que r ne dépende que de §.
Dans ce cas il y a un effet de séparation des échelles : on considere d’abord r et § “fixés” et on fait tendre
I’épaisseur ¢ des films vers zéro comme si I’on considérait deux problémes de réduction dimensionnelle
purs. Comme les deux déformations limites correspondantes o doivent coincider & I'intérieur des zones
de connexion, les deux termes ne sont pas découplés et nous nous retrouvons dans le cadre de milieux
perforés (n — 1)-dimensionnels similaires & ceux étudiés par ANSINI & BRAIDES dans [13] pour le modele
réduit de LE DRET & RAOULT [104]. Cette séparation entre les effets de réduction de dimension et de
perforation se constate sur la formule capacitaire donnant la densité ¥(*) qui est une formule (n — 1)-
dimensionnelle.

Le régime £ = 0 correspond au cas r < € < § ou les rayons critiques dépendent a la fois de ¢ et §.
Contrairement au cas précédent, les effets de réduction dimensionnelle et de perforation sont mélangés
ce qui se traduit par une énergie interfaciale ¥(9) donnée par une formule capacitaire n-dimensionnelle.

Le régime intermédiaire ¢ € (0,4o00) correspond & r ~ ¢ < §. Dans ce cas il n’y a pas non plus
d’effet de séparation des échelles. La mémoire du phénomene de réduction de dimension se manifeste par
le fait que la formule capacitaire définissant I’énergie interfaciale U(¥) est posé sur une plaque infinie de
dimension n.

2.4.2 Modélisation du décollement par une remise a ’échelle

En collaboration avec B. BOURDIN, D. HENAO, A. LEON BALDELLI & C. MAURINI, nous avons
étudié dans [B20] un modele simplifié de décollement de films minces vu comme le résultat d’une remise
a I’échelle particuliere de 1’énergie élastique et de ’énergie de fissuration. Nous considérons un film mince
posé sur un substrat par I'intermédiaire d’une couche assimilée a de la colle. Nous supposons que le film
occupe le cylindre . := w x (0,¢) de base w C R"™! (un ouvert borné) et d’épaisseur € > 0 dans sa
configuration de référence. La colle est modélisée par le cylindre Q2 := w x [—¢,0] et le substrat occupe
la région de l'espace 27 := R"~! x (—o0o, —¢). Nous supposons que le matériau formé par le film et la
colle peut se fissurer et qu’il est encastré sur le substrat.

Par simplicité, nous considérons un modele pour des déplacements scalaires v € SBV?(Q. UQLUQY)
satisfaisant v = 0 p.p. dans Q7 et pour lesquels 'énergie totale se décompose en la somme de 1'énergie
élastique et de I’énergie de fissuration de type Griffith :

E.(v) ;:/ ,u5|Vv\2d:z:+/ ke dH™ L.
QUL (Q.UQL)NJ,
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Dans ’expression précédente, les parametres p. et . représentent la rigidité et la ténacité du matériau
formé par le film et la colle, et sont donnés par

{ 1 dans €, { 1 dans .,
He = e =

g2 dans Q, e dans QL.

Les lois d’échelle que nous adaptons traduisent le fait que la colle est beaucoup moins rigide et tenace que
le film. Pour des raisons techniques liées a ’espace fonctionnel du probléme, nous supposons que le film
reste confiné a I'intérieur d’une boite fixe. En d’autres termes, nous demandons a ce que les déplacements
admissibles v restent bornés par une constante fixe M > 0 :

]| Loe ) < M.

De facon classique, nous remettons cette énergie a 1’échelle. Pour ce faire, nous posons  := Qq,
QO =0, Q"= Qf et pour u € SBV2(QUQ UQ") satisfaisant u = 0 p.p. dans ", nous définissons

(2, x,) = wu(a',z,/e) pour (z/,z,) € Q. UQLUQL.

En reportant dans I’énergie totale et en tenant compte de I'expression de la rigidité et de la ténacité, il
vient apres changement de variable que

E. 1
Ef(u) = ©) _ V'ul? + < |Veul? ) dz+ [ (2|V'ul® + |V,ul?) do
Q & o

3
(), 20000

“
QNJ.

Nous définissons & présent les énergies £° et £ : L2(QU Q' U Q") — [0, +00] par

aH T+ /Q e )
"NJu

u € SBV2(QUQ UQ),

£ (u) == E(u) si qu=0p.p. dans ",
|l oo () < M,
+00 sinon.
et
/ |V'ul? dx'—l—/{ . lu|? da’ fue SBV(w),
« uls si
E(u) := lull oy < M,
+H2(Jy) + HH{|u| > 1})
+0oo sinon.

L’énergie £ s’avere étre une bonne approximation variationnelle de &.. En effet, nous avons établi
dans [B20] le résultat suivant de type I'-convergence qui implique la convergence du minimiseur de £°
vers celui de &, ainsi que la convergence la valeur minimale.

Théoréme 2.4.3. Pour tout u € L2(QU Q' UQ"), on a :
— pour toute suite (u.) C L2(QU Q' U Q") telle que ue — u fort dans L?(2), alors

E(u) < liminf £° (ue);

e—0
— il eziste une suite (U.) C L2(QU Q' UQ") telle que w. — u fort dans L*(Q) et

E(u) > limsup E° ().

e—0
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Le modele réduit étant (n — 1)-dimensionnel, 'énergie H"~2(.J,) est bien une énergie de fissuration
transverse, tout comme dans la section 2.3.1, correspondant a des fissures verticales. Par contre, nous
voyons apparaitre le terme supplémentaire H™ 1 ({|u| > 1}) pénalisant le fait qu'un saut de déplacement
non nul a l'interface entre le film et le substrat peut se produire. Ceci correspond effectivement a une
zone de délamination, en d’autre termes a une fissure horizontale. Notons que cette énergie n’est activée
que si le déplacement u est suffisamment conséquent, i.e., si |u| > 1. Si ce seuil n’est pas atteint, cette
énergie de délamination n’est pas activée, néanmoins, nous payons une énergie de décohésion

/ lu|? da’
{lul<1}

qui est une mémoire asymptotique de ’énergie élastique dans la colle.
L’identification de 1’énergie

[ v a2 )

provenant du film est standard et la difficulté principale concerne la contribution énergétique de la colle.
Pour la borne inférieure, nous définissons I’ensemble de délamination comme ’ensemble des points de la
section moyenne w dont la section verticale intersecte I’ensemble des sauts :

A :i={2 ew:Tx, € (-2,1) tel que (2',z,) € Ju_},

o (uc) est une suite minimisante admissible convergeant vers une limite u dans le domaine de £. La
fonction caractéristique de cet ensemble converge alors faible* dans L*°(w;[0,1]) vers une densité limite
0 € L*(w;[0,1]) qui n’est plus forcément une fonction caractéristique. Nous démontrons cependant la
borne inférieure suivante sur ’énergie de la colle :

hminf{/ (V' ue* + | Vyue[?) da:+/ l(e(u.) s (Vu.)n)] d’H”l} > /(1—9)|u|2 dm’—l—/ 0dx’.
oY Q. w

—
e—0 w

En minimisant par rapport a toutes les fonctions 6, nous démontrons qu’en fait 0 = xyj,>13 ce qui
conclut la preuve de la borne inférieure. La borne supérieure est quant a elle obtenue en considérant une
régularisation adéquate de la fonction

u(z’) si (2/,xn) €9,
(' xn) = (g + Dulz’) si (2/,2,) € QX et [u(z)] <1,
0 si (2,z,) € Q7 ou (2/,2,) € Y et |u(z')] > 1.

Nous remarquons que cette fonction varie contintiment par rapport a x, entre les valeurs 0 (dans le
substrat) et u(z’) (dans le film) si |u(2’)| ne dépasse pas le seuil 1. Si, en revanche, ce seuil est atteint, la
fonction @ saute brutalement de la valeur 0 (dans la colle et le substrat) & la valeur u(z’) (dans le film).



Chapitre 3

Endommagement

3.1 Quelques digressions sur 1’homogénéisation

La théorie de ’homogénéisation joue un role particulierement important pour comprendre le modele
d’endommagement décrit a la section 3.2.2. C’est pourquoi nous allons consacrer une section a part entiere
pour rappeler un certain nombre de résultats a ce sujet et exposer des contributions que nous avons pu
y apporter.

3.1.1 Résultats généraux

Soit © C R™ un ouvert borné, p > 1 et 0 < o < # < 0o. On définit la classe d’intégrandes F(«, 3, p)
comme ’ensemble des fonctions continues W : M™*" — [0, +00) satisfaisant les conditions de croissance
et coercivité :

algl? < W(E) < B(1+[¢[7),  pour tout &€ M™*™,

Nous définissons également 1’ensemble F(Q, «, 3,p) des fonctions de Carathéodory W : Q x M™*" —
[0, +00) telles que W(z,-) € F(a, 8,p) p.p- tout = € Q.

Nous modélisons une microstructure fine dans {2 par un petit parametre sans dimension ¢ > 0,
portant sur la densité d’énergie élastique, qui correspond au rapport entre la taille caractéristique de la
microstructure et la taille du milieu. Nous supposons que W, € F(Q, a, 3,p) est une famille de densités
dont les énergies associées sont données par la famille de fonctionnelles F. : WL1P(;R™) — [0, +00)
définies par

Fo(u) = /Q Wz, V) d.

Lorsque la dépendance par rapport a e est trop complexe, il est souhaitable de remplacer ce modele par
un modele effectif plus simple au moyen d’une analyse asymptotique lorsque la taille de la microstructure
¢ tend vers zéro. Comme nous travaillons dans un cadre variationnel, le mode de convergence naturel est
celui de la T'-convergence (voir la Définition A.3.1). Le théoréme suivant est un résultat de compacité et
de représentation intégrale de la I-limite (voir par exemple BRAIDES & DEFRANCESCHI [29]).

Théoreme 3.1.1. [l existe une sous-suite () et une densité W* € F(Q,a, B,p) telles que (Fe,) T-
converge (pour la topologie faible de W1P(Q;R™)) vers la fonctionnelle F : WHP(Q;R™) — [0, +00)
définie par

F(u) := / W*(x,Vu) dz.
Q
En P’absence d’information supplémentaire sur la dépendance en e, par exemple de type ergodicité,
il est peine perdue de s’attendre & obtenir un résultat plus précis. Dans le cas de I’homogénéisation

périodique, le résultat qui suit a été obtenu indépendamment par BRAIDES [27] et MULLER [114].

43
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Dans la suite nous noterons @ := (0,1)" la cellule unité de R™. Si W € F(Q, «, 3,p), on appelle
densités cellulaires et homogénéisées de W les fonctions Weey et Whom € F(a, 8, p) définies, pour tout
&€ M™*" par

Wean©) := inf { [ W+ ety e Wiz | (3.1.1)
et
Whom(§) = TiIéfNinf {;n /(0 . W({y), &+ Vo(y))dy:p € WS&@’((O,T)”;R”@)} . (3.1.2)

La notation (y) désigne la partie fractionnaire de y € R”, i.e., (y) € [0,1)" et y — (y) € Z™. Il s’agit d'un
moyen commode d’exprimer le fait que la densité W ((-),£) est 1-périodique pour tout & € M™*",

Théoréme 3.1.2. Soit W € F(Q,a, 3,p). Alors la famille de fonctionnelles F. : W1P(Q;R™) — [0, +00)

définies par
F.(u) ::/QW<<§>,Vu) dz (3.1.3)

[-converge (pour la topologie faible de WP(£2;R™) ) vers la fonctionnelle Fyom : WHP(£2;R™) — [0, +00)
définie par

Fhom(u) ::/QWhom(Vu) dx.

En particulier, Wyom est une fonction quasiconvezre. Si, de plus, W est conveze en la seconde variable
et/oum =1, alors on a Whom = Weel.

Un exemple obtenu par MULLER dans [114] montre, qu’en général, il n’y a pas égalité entre Weop et
Whom- En collaboration avec M. BARCHIESI, nous avons construit dans [B8] un autre contre-exemple
quand m = n = 2. En effet, on considere les matrices (voir la Figure 3.1)

o (80) (3 )an (3 2) o (3 ) (3 )

On construit alors deux fonctions quasiconvexes Wy et Wy € F(a, 8, p) (avec p > 1 arbitraire) telles que
Wl(O) = Wl(A) =0 et WQ(O) = WQ(I) =0.

Enfin, on se donne la géométrie du mélange entre Wi et Wy par 'ensemble E := (0,1/2) x (0,1) C Q, et
on définit la densité du mélange par

Wz, &) = xe(@)Wi(6) + xo\e(2)W2(§).

On montre alors que Wee(0) = Whom (0) = 0 et Ween(B) = Whom(B) = 0. Comme Wy, est quasicon-
vexe, elle est en particulier rang-un-convexe et par conséquent, Wyom (C) = 0. Par ailleurs, si W (C) = 0,
toute solution ¢ € W1P(Q;R™) du probleme de cellule (3.1.1) définissant Weey (C) devrait satisfaire

per
{O0,A} p.p.dans E,

c+V €

# () {{O, I}  pp.dansQ\ E.
Comme [ et A sont des matrices de rang 2, des résultats classiques de rigidité montrent que soit C +
Vo(y) = O, soit C 4+ Vo(y) = Axe(y) + Ixo\r(y) p.p. dans @, ce qui est en contradiction avec la
périodicité de ¢. Par conséquent Ween(C) > 0.
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FIGURE 3.1 — Représentation des matrices O, I, A, B et C' dans R? identifié & I’ensemble des matrices
diagonales

3.1.2 Approche par mesures de Young

Le fait que la densité d’énergie homogénéisée Wi, définie par (3.1.2) soit une formule asymptotique
rend d’autant plus compliqué son calcul explicite et méme numérique. Par ailleurs, comme nous venons
de le voir, il n'y a aucun espoir pour que cette formule se réduise en la formule uni-cellulaire donnée
par (3.1.1). Une autre route que nous avons suivie en collaboration avec M. Bafa & P. SANTOS dans
[B6] consiste & formuler le probleme en terme de mesures de Young. Pour ce faire, si I'on considére
une suite minimisante (u.) C WHP(Q; R™) convergeant faiblement dans cet espace vers un certain u €
WLP(Q; R™), on peut se demander comment passer & la limite dans expression suivante

[ (2w

pour une densité W € F(Q,«,[,p). Les mesures de Young ont justement été introduites dans le but
de faire commuter les limites faibles avec des expressions non linéaires (voir YOUNG [136], Tartar [132]
et BALL [17]). Dans la suite, nous noterons P(M"™*™) I'espace des mesures de probabilité sur M™*" et
L2 (Q2 x Q; M(M™*™)) est 'espace des applications p: Q x Q — M(M™*") telles que

~ (2,¥y) = M,y est faible™ mesurable;

- (z,y) — ”:u(m,y)Hl €L xQ).
Cet espace peut étre identifié au dual topologique de L'(£2 x Q;Co(M™*™)), des applications fortement
mesurables ¢ : Q X Q@ — Co(M™*™) et intégrables au sens de Bochner (voir FONSECA & LEONI [72]).

Définition 3.1.3. Soit u € L (Q x Q; M(M™*™)). On dit que la famille {{(4,4)}(z,y)coxq@ €st une
mesure de Young a double échelle engendrée par une suite de gradients si i,y € P(M™*") p.p. tout
(r,y) € Q x Q et ¢l existe une famille (u.)es0 C WHP(Q;R™) telle que

tim [ =)o ((2) V)= [ [ [ <o e @y

pour tout z € L' (Q) et tout ¢ € L'(Q;Co(M™*™)). On dit alors que {i(z )} (zy)c0xq est la mesure de
Young & double échelle engendrée par la famille (Vu,).
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Avec M. Bafa & P. SANTOS, nous avons obtenu dans [B6] une caractérisation complete de cette
classe de mesures de Young dans le méme esprit que KINDERLEHRER & PEDREGAL [96]. Pour ce faire, il
convient d’introduire 'espace de Banach séparable F,, des fonctions continues W : [0,1)" x M™*™ — R
telles que la limite

W(y,§)

lim
j€l—o0 14 [£]7
existe uniformément en y € [0,1)". On a alors la caractérisation suivante :
Théoreme 3.1.4. Soit Q& C R™ un ouvert borné Lipschitzien et soit p € L2 (Q x Q; M(M™*™)) telle
que fi(zy) € P(M™>™) p.p. tout (x,y) € Qx Q. La famille {ji(5,y)} (z.)caxq st une mesure de Young a

double échelle engendrée par une suite de gradients si et seulement si les trois conditions suivantes sont
réunies :

(i) il existe deux fonctions u € WHP(Q; R™) et uy € LP(Q; WLP(Q;R™)) telles que

per

/ §dpi(a,y) (§) = Vu(x) + Vyui(z,y) p.p. tout (z,y) € 2 x Q;
MmXn
(i1) pour tout W € F,,

[;/ W (9,€) djtga.py () dy > Whom(Vu(@))  p.p. tout z € ,
M'VYL xXn

0t Whom est définie par (3.1.2) ;
(iii)

(x,y) = N |£|p dﬂ(ﬂ?,y)(g) S Ll(Q X Q)

Ce résultat permet de faire le lien entre trois approches voisines de I’homogénéisation, a savoir la
convergence & double échelle (voir NGUETSENG [118] et ALLAIRE [2]), la I'-convergence et les mesures de
Young. En effet, la propriété (i) assure que le moment d’ordre 1 de la mesure f(,,) n’est autre que la
limite double échelle de la suite de gradients qui engendre la mesure de Young. La propriété (ii) peut étre
récrite de la fagon suivante : par intégration de (i) par rapport a y € @, il vient pour tout W € F,,,

/Q/Mmm Wy, &) dh(e,y) (€) dy = Whom (/Q /Mm & dptay) () dy) p.p. tout @ € .

Il s’agit d’une inégalité de type Jensen faisant intervenir la densité d’énergie homogénéisée obtenue par
I-convergence. Quant & la propriété (iii), elle indique que le moment d’ordre p est fini, autrement dit,
que l'espace de Sobolev associé n’est autre que W1P(Q; R™).

Pour démontrer ce résultat, nous commengons par localiser le probleme, ce qui nous permet de nous
ramener a des mesures de Young homogenes, i.e., indépendantes de la variable z. Ensuite 'argument
repose sur une application du Théoreme de Hahn-Banach : celui-ci assure I'impossibilité de séparer une
application p € L (Q; M(M™*™)) satisfaisant

/Q/menfduy(f)dy=§o,

L] W du(€dy = Wien () pour tout W e 7,
Q men

/Q /MM €1P dpuy (€) dy < o0
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de ’ensemble
Me, = {u € Ly (Q; M(M™ ™)) = {y }yeq est une mesure de Young homogene & double échelle

engendrée par une suite de gradients telle que / / Edpy (&) dy = fo},
M'nLX’n

qui est un sous-ensemble convexe et faiblement® fermé dans le dual (F,)" de Fp.
Le Théoreme 3.1.4 est utile pour obtenir une représentation de la densité d’énergie homogénéisée
(3.1.2) en terme de mesures de Young & double échelle engendrées par une suite de gradients.

Théoréme 3.1.5. Pour tout W € F(Q, «, 8,p) et pour tout & € M™*™, on a

Whom 50 min //men yg dﬂy(g) (314)

neMeg,

L’intérét du Théoreme 3.1.5 est qu’il permet d’obtenir une formule pour la densité d’énergie ho-
mogénéisée qui n’est plus une formule asymptotique. En effet, (3.1.4) permet de calculer Wy, en résolvant
un seul probléeme de minimisation (possédant toujours des solutions) posé sur la cellule unité @, au lieu
d’une infinité de problémes de minimisation (n’admettant en général pas de solution) posés sur des cel-
lules de taille de plus en plus grande dans (3.1.2). Bien entendu, le prix & payer est de travailler avec des
objets plus compliqués, a savoir des mesures de Young, en lieu et place de fonctions de Sobolev.

3.1.3 Homogénéisation de matériaux composites

Nous nous intéressons a présent a une classe particuliere de matériaux : les composites obtenus par
homogénéisation de mélanges entre deux matériaux (ou plus). Considérons deux milieux de densités
d’énergie respectives données par des fonctions Wy et Wy € F(a, 3,p) et donnons-nous une géométrie
du mélange par Uintermédiaire d’une fonction caractéristique x € L>(€;{0,1}). L’ensemble {x = 1}
représente la géométrie du matériau 1 (de densité W) et son complémentaire {x = 0} celle du matériau
2 (de densité Ws). La densité d’énergie du mélange entre ces deux matériaux pour une telle géométrie
est donnée par la fonction

Wy = xW1+ (1 —x)W2 € F(Q,a,5,p), (3.1.5)

et I’énergie associée est la fonctionnelle Fy : WP (Q;R™) — [0, +00) définie par
= / W, (z,Vu)dz, pour tout u € WHP(Q;R™).
Q

En présence d’une microstructure de plus en plus fine, modélisée par la présence d’un parametre €, il
convient de rechercher le matériau composite associé a ce mélange. Autrement dit, si (x) C L>=(2;{0,1})
est une famille de fonctions caractéristiques représentant la géométrie fine (ou la micro-structure) du
mélange, on s’intéresse a la recherche du milieu homogénéisé, ou encore aux I'-limites de la famille de
fonctionnelles F)_. D’apres le Théoreme 3.1.1, nous avons vu que, quitte a extraire une sous-suite, on
peut supposer sans restreindre la généralité que F,_ I'-converge vers une fonctionnelle intégrale F' :
WP (Q;R™) — [0, +00) du type

F(u)= [ W*(x,Vu)dz, pour tout u € WHP(Q;R™),

ou W* € F(Q,«,B,p).

Les matériaux composites sont caractérisés par trois principales quantités : les différents constituants
(ou phases), la géométrie du mélange et enfin la proportion (ou fraction volumique) de chaque phase. Une
question se pose alors : étant donnés deux constituants ainsi que leur fraction volumique, est-il possible de
caractériser I’ensemble des comportements effectifs ? En terme de I'-convergence, ce probléme se formule
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de la fagon suivante : étant données deux densités Wy et Wy € F(a, 3,p) et une fraction volumique
0 € L>(9Q;[0,1]), on cherche l'ensemble des densités effectives W* € F(Q, a, 8, p) telles qu'il existe une
famille de fonctions caractéristiques (x.) C L*°(£2;{0,1}) satisfaisant

Xe — 0 faible* dans L*°(€;[0,1])
F,. T-converge vers WhP(Q;R™) 2 u / W*(x,Vu) dz.
Q

On note Gy(Wi,W2) 'ensemble des densités W* ainsi définies qui est appelé la G-fermeture de 1'en-
semble {W;, W}. Une sous-classe importante de Gy(W7, Ws) est donnée par 'ensemble des densités W*
obtenues & partir d’une micro-structure périodique, i.e., quand x.(z) = x(x/e), ot x est une fonction
caractéristique 1-périodique sur R™. Le Théoréme de Riemann-Lebesgue assure que la limite faible* dans
L>(9;]0,1]) d’une telle suite est la constante donnée par sa moyenne fQ Xx(y) dy, et le Théoreme 3.1.2
implique que la densité de la I'-limite est homogene (indépendante de x). On définit donc, pour tout
A € [0, 1], ensemble

P, Wa) :={W* € FlaB,p) : Ix € L¥(Q;{0,1}) telle que /Q V() dy = X et W*=<Wx>hom},

ol (Wy)hom est la densité d’énergie homogénéisée, donnée par (3.1.2), de la fonction W, définie par
(3.1.5). Comme ’ensemble Py (W7, Wa) n’est en général pas fermé pour la convergence simple, il convient
aussi d’introduire sa fermeture pour la convergence simple notée

G,\(Wl, Wg) = P)\(Wl, W2).
Définissons l'espace de Banach séparable £, des fonctions continues W : M™*" — R telles que

W(E)

im ———— =0,
lg]—oo 14 [¢]PHE

muni de la norme W
W= sup VO
geMan 1 + |§|p

Comme les fonctions quasiconvexes de F(«, (3, p) sont localement Lipschitz et & croissance p, il s’avere que
si W1 et Wy sont quasiconvexes, alors I'ensemble G (W7, Wa) coincide avec la fermeture de Py (W7, Wa)
dans &p.

En collaboration avec M. BARCHIESI, nous avons démontré dans [B8] une propriété de localité assurant
que la classe des densités d’énergie périodiquement homogénéisées capturent localement tous les effets
possibles d’homogénéisation dans le cas des mixtures & fraction volumique prescrite. Plus précisément,
nous avons établi le résultat suivant de localité de la G-fermeture.

Théoréme 3.1.6. Supposons que les fonctions Wi et Wo € F(a, 8,p) sont convexes. Alors pour tout
6 € L>(€%[0,1]),

Go(W1, W) ={W"* € F(Q, 0, 3,p) : W(x,-) € Gy (W1, Wa) p.p. tout x € Q}.

En d’autres termes, dans le cadre des mélanges & fraction volumique prescrite, I’ensemble des den-
sités d’énergie périodiquement homogénéisées forme localement une classe dense de densités d’énergie
homogénéisées. Il s’agit effectivement d’un résultat de densité car nous avons obtenu dans [B8] un contre-
exemple basé sur le carré de Tartar affirmant que l'inclusion Py(W7,Ws) C G\ (W7, Ws) est en général
stricte : il existe des densités d’énergie homogénéisées qui ne sont pas exactement obtenues par des
mélanges périodiques.

Un tel résultat trouve sa source dans les travaux de TARTAR [133] et LURIE & CHERKAEV [108] qui
ont obtenu un résultat similaire dans le cadre de la conduction thermique en dimension 2 dans [108] et
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en dimension quelconque dans [133], pour des conducteurs isotropes. Leur but initial était de trouver
des bornes optimales et une description analytique de la G-fermeture par H-convergence. Ce résultat a
par la suite été étendu par DAL MASO & KOHN dans un travail non publié pour des conducteurs non
nécessairement isotropes (voir ALLAIRE [3] pour une démonstration). Une derniére généralisation a été
obtenue par RAITUMS dans [119] dans le contexte des équations aux dérivées partielles non linéaires sous
forme divergence pour des opérateurs monotones.

Notons que notre résultat est restreint a des densités convexes (I’analogue de la condition de monoto-
nie dans [119]). La raison est liée au fait que, d’apres le Théoreme 3.1.2, la formule de la densité d’énergie
homogénéisée (3.1.2) se réduit & la simple formule de cellule (3.1.1) dans le cas convexe. La difficulté a
étendre ce résultat au cadre non convexe est due au fait que la formule de la densité d’énergie homogénéisée
(3.1.2) est une formule asymptotique en ce sens qu’elle est donnée par une limite de probléemes de mini-
misation posés sur des cellules de taille T" de plus en plus grande. L’obtention d’un résultat de localité de
la G-fermeture pour des énergies non convexes nécessiterait d’étre capable de permuter la limite quand
la taille de la microstructure ¢ — 0 et quand la taille de la cellule de référence T — oo. Des résultats
partiels ont été récemment obtenus par GLORIA & NEUKAMM dans [89].

Dans [B14], nous avons également obtenu un résultat plus précis sur la structure des ensembles
Gx(W1, W3) en tant que sous ensembles de &,.

Proposition 3.1.7. Soient Wy et Wy € F(a, 3, p) des fonctions convezes et A € [0, 1]. Alors les ensembles
GA(W1, W) sont fermés et bornés dans E,. De plus, application A — G (W1, W3) est continue pour la
distance de Hausdorff dans &,.

La démonstration de la Proposition 3.1.7 repose sur un résultat de régularité de type Meyers, démontré
dans [B14], pour les solutions du probleéme de minimisation (3.1.1) définissant la densité cellulaire : le
gradient des solutions de (3.1.1) a une intégrabilité légerement meilleure que LP(Q; M™*™). Ce résultat
sera essentiel pour 1’étude du modele d’évolution quasi-statique en endommagement détaillé dans la
section 3.2.2 suivante. Il permettra en particulier de définir un probleme incrémental homogénéisé.

3.2 Evolution quasi-statique de 'endommagement

3.2.1 Formulation variationnelle

Dans la section 1.4.5, nous avons introduit un modele thermomécaniquement consistant d’évolution
quasi-statique en endommagement. Celui-ci est basé sur un matériau, occupant 1’ouvert borné 2 C R"
dans sa configuration de référence, et comprenant deux phases distinctes : une phase endommagée et une
phase saine, de densités d’énergie élastique respectives Wi et Wy : MgZ» — R, qui sont des fonctions
convexes et de classe C! satisfaisant W; < W,. Nous nous intéressons ici, du moins dans un premier
temps, a de 'endommagement brutal, i.e., ou chaque point du milieu est soit sain soit endommagé. La
variable interne naturelle est alors la fonction caractéristique x : Q@ — {0,1} de la partie endommagée
du matériau. Pour un état d’endommagement fixé y, la densité totale d’énergie élastique du matériau a
deux phases est donnée par xW7 + (1 — x)Wa.

Nous avons vu dans la section 1.4.5 que x doit obéir au systeme d’équations suivant

x€{0,1}, x>0,
Wa(e) —Wi(e) <k six=0
(Wa(e) = Wi(e) —r)x =0 si x=1,

ol k > 0 est un parametre caractéristique du matériau qui représente la restitution d’énergie élastique
nécessaire pour faire décroitre la rigidité de la structure lorsque le tenseur des déformations est critique.

Supposons que le milieu n’est soumis & aucune force externe (surfacique ou volumique) et que le
seul mécanisme évolutif est une donnée de Dirichlet en déplacement w(t) sur une partie de la frontiere
OpQ C 0N. Dans [80], FRANCFORT & MARIGO ont proposé une formulation variationnelle du modeéle
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d’endommagement en temps discrétisé. Pour ce faire, on subdivise l'intervalle de temps [0,7] en temps
discrets
O=to<t1 <---<tny=T.

Si ’on suppose que le milieu est initialement non endommagé, on a xg = 0, et on se donne un déplacement
initial ug solution du systeme

2¢0 = Vug + (Vug)? dans Q,  ug = w(0) sur dp?,
[ DWQ(E()) dans Q7
diveg = 0 dans Q, ogv = 0 sur Iy := 9N \ Ipsd.

Pour les temps ultérieurs ¢;, avec ¢ € {1,..., N}, on cherche un couple (u;, x;) solution de

2¢; = Vu; + (V)T dans Q,  u; = w(t;) sur OpQ,
g; = Xszl(Q) -+ (1 — XZ)DWQ(Q) dans Q,
dive; = 0 dans €0, o;v = 0 sur Onf2,

et
0 si Xi_l(m) =0et WQ(EZ(IE)) — Wl(el(x)) < K,
Xi(®) = q1 si Xi—1(z) =1 ou Wa(e(2)) — Wilei(2)) > &,

Ooul sinon.

Le probleme précédent est alors équivalent a un probleme de minimisation partielle & deux champs de la
fonctionnelle

(o0 = L) = [

A [X(@)Wi(e(v)(@)) + (1 = x(2))Wa(e(v)(2))] do + %/ x(x) de.

Q

En effet, (u;, x;) est solution du probléme précédent si et seulement si

L(ui,xi) < L(v,x:), pour tout v:Q — R™ tel que v = w(t;) sur Ipf?,
L(ui, xi) < L(ui,x), pour tout x : & — {0,1} tel que x > x;—1 dans Q.

Il s’avere que le probleme de minimisation alternée défini précédemment est mal posé en ce sens qu’il
possede en général beaucoup trop de solutions (voir FRANCFORT & MURAT [82] pour un exemple en 1D).
11 semble donc raisonnable d’introduire un critére qui puisse éliminer les solutions indésirables. Dans [80],
FRANCFORT & MARIGO ont introduit un critére de stabilité en ne sélectionnant que les solutions dites
“stables” au sens suivant : pour tout i € {1,..., N}, on cherche (u;, x;) comme solution du probléeme de
minimisation globale

inf L(v, x),

parmi tous les déplacements v : Q@ — R™ satisfaisant v = w(t;) sur Ipf) et toutes les fonctions ca-
ractéristiques x : Q — {0,1} telles que x > x;—1. Malheureusement, dés le premier pas de temps, 1’exis-
tence de solutions n’est pas garantie car les suites minimisantes de fonctions caractéristiques convergent
seulement faible* dans L>°(€; [0, 1]) vers une densité 6 pouvant a priori prendre ses valeurs dans tout
I'intervalle fermé [0, 1]. Un processus d’homogénéisation intervient alors, dont I'interprétation mécanique
est la suivante : pour des raisons énergétiques, le milieu préfere créer des microstructures pour former un
matériau composite composé des deux phases saines et endommagées & fraction volumique locale 0(x)
prescrite. Autrement dit, le modele initial d’endommagement brutal n’est pas bien posé et il convient de
le relaxer au profit d’un modele d’endommagement progressif ou certains points du matériau résulteront
d’un mélange fin entre les parties saines et endommagées. La théorie de ’homogénéisation des matériaux
composites exposée a la section 3.1.3 s’avere d’une importance capitale pour comprendre ce modele
d’endommagement.
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3.2.2 Etude du modele d’endommagement

L’étude mathématique de ce modele dans le cadre de 1’élasticité linéaire a été entreprise par FRANC-
FORT & GARRONI dans [77]. Nous nous proposons ici d’étudier ce modele d’endommagement toujours
dans un cadre de petites déformations, mais pour une loi de comportement non linéaire. Nous nous pla-
cerons par la suite dans le cadre de déplacements u scalaires (m = 1). Le cadre cinématique adéquat est
donc celui des déplacements anti-plans en dimension 2. Toutefois, comme notre étude est valable quelle
que soit la dimension, nous nous placerons en dimension n.

Configuration de référence. Soit 2 C R™ un ouvert borné désignant la configuration de référence d’un
milieu élastique pouvant s’endommager et éventuellement se fissurer. Nous supposons que sa frontiére est
Lipschitzienne et qu’elle se décompose en 'union d’une partie de Dirichlet dp€2 qui est ouverte pour la
topologie relative, et d’une partie Neumann Oy Q = 9Q\ 9p€2. Considérons un ouvert articifiel ' tel que
QcCQ, QA NoN=0pQ.

Densités d’énergie élastique. Soient Wi et W5 : R™ — R les densités d’énergie élastique des phases
endommagées et saines (W7 < Ws). On suppose que Wy et Wy € F(a, 3, p) sont des fonctions de classe
C! et uniformément convexes : il existe une constante y > 0 telle que

SWH) + 3Wile) — (1 + € + €)= | - €

pour tout £ et & € R™ et ¢ = 1, 2. Pour un état d’endommagement fixé y € L>(;{0,1}), la densité
totale d’énergie élastique du matériau a deux phases est donnée par

Wy (z,€) = x(@)Wi(€) + (1 — x(2))Wa(§)  pour (z,§) € 2 xR".

Conditions limites. On suppose que la partie de Neumann 0x € de la frontiere est libre et que la partie
Dirichlet dpQ est soumise & un déplacement, w(t), dépendant du temps, on w € AC([0,T]; W1P(Q)).
L’ensemble des déplacements cinématiquement admissibles au temps ¢ est alors donné par

At) :={v e W'P(Q) : v =w(t) H" '-p.p. sur IpQ}.

Dans [B14] nous avons obtenu le résultat suivant d’existence d’une évolution quasi-statique ho-
mogénéisée pour ce modele d’endommagement.

Théoreme 3.2.1. Pour tout t € [0,T)], il existe u(t) € A(t), O(t) € L>=(Q;[0,1]) et W(¢t) € F(Q, o, 5, p)
tels que W (t)(w,-) € Gi_e(t)(z) (W1, Wa) p.p. tout x € Q et les trois propriétés suivantes sont réunies :
— lIrréversibilté : les applications t — O(t) et t — W (t) sont décroissantes;
— Principe de moindre énergie : pour tout v € A(t), 6 € L>(9Q;[0,1]) et tout W e F(Q,«,B,p) tels que

W(z,-) € Gé(m)(Wl, W(t)(z,-)) p.p. tout z € Q, on a
/QW(t)(x,vu(t))dwg/QW(%vm dw—i—n/ﬂ@(t)édm;
— Bilan d'énergie : l’énergie totale définie, pour tout t € [0,T), par
E(t) ::/QW(t)(x,vu(t))dem/(l — O(t)) da

Q

est absolument continue en temps et

£(t) :5(0)+A'LDW(S)(x,vu<s>).vw(s)dxds.
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Avant de donner une idée de la preuve du Théoreme 3.2.1, nous allons effectuer un certain nombre
de commentaires. Tout d’abord, ©(t) représente la fraction volumique de matériau sain au temps t.
Le fait que cette application est décroissante en temps manifeste bien le principe d’irréversibilité du
processus d’endommagement : 1’état d’endommagement ne peut qu’empirer avec le temps. Par ailleurs,
le modele initial d’endommagement brutal, dont la variable interne était la fonction caractéristique de la
zone endommagée, a été relaxé en un modele d’endommagement progressif homogénéisé ou la nouvelle
variable interne est le couple (0(t), W(t)). La fonction 0(t) = 1 — ©(t) € L>®(£;[0,1]) est la fraction
volumique de la zone endommagée : c’est une fonction prenant ses valeurs dans tout l'intervalle [0, 1] et
non plus dans {0,1}. La densité W(t) € F(Q,a,3,Q) est la densité d’énergie élastique d’un matériau
composite obtenu comme le résultat d’un processus d’homogénéisation entre les parties endommagées et
saines du milieu a fractions volumiques 0(t) et 1 —6(t) prescrites. Il s’agit donc d’un élément de I’ensemble
de la G-fermeture Gg(y) (W1, Wa) et, d’apres le caractere local de la G-fermeture (voir le Théoreme 3.1.6),
on a que W(t)(x,-) € Gog)z) (Wi, Wa) pour p.p. z € Q. Enfin, le fait que 'application ¢ +— W (t) est
décroissante traduit effectivement le fait que la rigidité du matériau composite décroit avec le temps, ce
qui est la définition méme de ’endommagement.

L’énergie totale au temps t est la somme de ’énergie élastique

/ W (t)(z, Vu(t)) de
Q

H/Qf)(t) dz.

Le principe de moindre énergie affirme que £(t) est minimale parmi tous les déplacements ¢ admissibles
au temps t, et tous les états d’endommagement (6, W) “pires” que (0(t), W (t)). Cette derniére contrainte
est compatible avec le principe d’irréversibilité qui impose de ne faire que des variations unilatérales par
rapport au couple (6, W). Si l'on choisit, en particulier, (6, W) = (6(t), W (t)), on obtient que u(t) est la
solution faible du systeme d’équations aux dérivées partielles suivant :

et de I’énergie dissipée

—divDW (t)(Vu(t)) =0 dans Q,
u(t) = w(t) sur pf2,
DW(t)(Vu(t))-v=0 sur dn§.

Par conséquent, le bilan d’énergie peut étre récrit de la fagon suivante
E(t) = / (DW (s)(x, Vu(t)) - v)w(t) dH"*
OpQ

ce qui exprime bien le fait que la variation temporelle d’énergie totale est égale a la puissance des efforts
extérieurs.

La démonstration du Théoreme 3.2.1 repose sur une discrétisation temporelle de l'intervalle de temps
[0, T] similaire & celle employée dans la section 1.3.2 :

O=to<ti <...<ty=T.

Au temps initial, on cherche & résoudre le probléme de minimisation

= inf Wi (V 1—y)Wo (V dx.
o= omE /Q WL (V0) + (1 — ) Wa(Vo) + ] da

En minimisant d’abord par rapport a y, on est ramené au probleme de minimisation en v

= inf d
o=, [ (0
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ou (&) = min{Wy(&) + K, W2(€)} pour tout & € R™. La nouvelle densité 1)y est manifestement non
convexe (voir la Figure 3.2) et le probléeme de minimisation précédent doit étre relaxé : la fonction g
doit étre remplacée par son enveloppe (quasi)convexe Qy dont on démontre, a l’aide de la Proposition
3.1.7, qu’elle admet ’expression suivante :

Qyo(§) = min

{ min W*(E) + rA| .
AE[0,1] [W*EGA (W1, W2)

Par un argument de sélection mesurable, on peut alors trouver trois fonctions 6y € L>(9;[0,1]), Wy €
F(Q,a, B,p) avec Wy(z,-) € G, z) (W1, W2) p.p. tout = € Q et ug € A(0) telles que

mo = /QQ7/JO(VU0) dox = /Q[Wo(x, Vug) + kbo] dz.

Wo et Wi + 5 Yo 0
FIGURE 3.2 — Représentation des fonctions W1 + x, Wa, g et 95*.

Aux temps ultérieurs ¢;, avec i € {1,..., N}, nous utilisons un argument introduit par FRANCFORT
& GARRONI dans [77] pour tenir compte de l'irréversibilité en temps. Soit (u;—1,6;—1, W;—1) un triplet
obtenu au pas de temps précédent. En ce qui concerne la partie élastique de 1’énergie, nous cherchons un
mélange optimal entre la partie endommagée, de densité d’énergie élastique W7, et le matériau composite
obtenu au temps précédent, de densité d’énergie élastique W;_;. Pour la partie dissipation de 1’énergie,
jusqu’au temps ¢;_1, nous avons déja localement payé k0;_;(x) d’énergie dissipée. Par irréversibilté, nous
sommes donc face a l'alternative suivante : soit le matériau ne change pas d’état en ce point x, auquel
cas I'énergie dissipée est nulle; soit le matériau change d’état, auquel cas le prix a payer est ce qu’il
reste d’énergie a dissiper & savoir k(1 — 6;_1(x)). Autrement dit, on cherche & résoudre le probleme de
minimisation

m; i= (1)’X)6A(t5fxlfLoo(Q;[o71])/Q XW1 (Vo) + (1 = x)Wio1(z, Vo) + #(1 = 6;-1)x] da.

En raisonnant comme précédemment, nous pouvons alors trouver trois fonctions 6; € L>(;[0,1]), W; €
F(Q,a,B,p) avec Wi(z,-) € Go, (o) (W1, Wi_1(z,-)) p.p. tout x € Q et u; € A(t;) telles que

m; = / [W;(x, Vu;) + k0;] d.
Q

La construction précédente assure les propriétés de monotonie suivantes :
0;_1 Sei, W,_1 > W, pour tout 7 € {1,...,N}.

Le passage des temps discrets aux temps continus s’effectue par passage & la limite sur les interpolations
constantes par morceaux de {(u;,8;, W;)}o<i<n lorsque le pas de temps tend vers zéro. L’ingrédient
principal est un théoréme de type Helly par I'-convergence (démontré dans [B14]) pour des fonctionnelles
dépendant du temps de fagon monotone.
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Remarque 3.2.2. Nous avons présenté ici un modele pour des déplacements scalaires. Il n’y cependant
aucun obstacle a considérer des déplacements vectoriels qui pourraient étre un premier pas vers un modele
en élasticité non linéaire, a condition de garder des densités Wy et W5 uniformément convexes. Toutefois,
il est bien connu dans le cas vectoriel que la notion naturelle de convexité serait plutot la quasiconvexité.
Comme le Théoreme 3.2.1 repose de fagon fondamentale sur le caractere local de la G-fermeture (voir le
Théoréme 3.1.6), il nous faudrait établir un tel résultat de localité dans le cas quasiconvexe ce qui reste,
jusqu’a présent, toujours un probleme ouvert.

3.2.3 Couplage de I'’endommagement avec la rupture

Dans [70], FONSECA & FRANCFORT ont introduit un modele d’interaction entre les phénomeénes
d’endommagement et de rupture. L’idée consiste a reprendre le modele décrit dans la section précédente
3.2.2 en rajoutant une énergie de surface de type Griffith

H* (D),

pénalisant la présence d’une fissure I' C QU dp? dans le milieu, tout comme dans le Chapitre 2. Dans ce
cas, nous avons vu que les déplacements peuvent présenter des discontinuités : ils ne peuvent donc plus
étre décrits par une fonction de Sobolev mais plutoét par une fonction spéciale a variation bornée. Par
conséquent, I’ensemble des déplacements cinématiquement admissibles au temps t est donné par

A(t) :={v € SBV?(Q) : v = w(t) p.p. dans Q" \ Q}.

Nous faisons ici les mémes hypotheses que dans la section 3.2.2 et nous supposons de plus que la donnée
sur le bord w € L>=(Q x [0,T]) N AC([0, T]; WP(Q)).

Théoréme 3.2.3. Pour tout t € [0,T], il existe u(t) € A(t), ©(t) € L>(2;[0,1]), W(t) € F(Q, o, 5,p)
tels que W (t)(x,-) € G1_e(t)(z) (W1, Wa) p.p. tout x € Q, et un ensemble H"L-rectifiable T'(t) C QUAIPQ
satisfaisant les trois propriétés suivantes :
— lIrréversibilté : t — O(t) et t — W(t) sont décroissantes et t +— T'(t) est croissante au sens de
Uinclusion ;
— Principe de moindre énergie : pour tout ensemble H" -rectifiable T € QU dpQ tel que INOR- T,
tout © € A(t) tel que J; C T, tout 6 € L=(Q;[0,1]) et tout W € F(Q, o, B,p) tels que W (z,-) €
Gy W1, W(t)(2,-)) p.p. tout x € Q, on a

/ W (t)(x, Vu(t)) de + H* (T (1) < / W (z, Vo) dr + H"Y(T) + n/ O(t)0 da;
Q Q Q
— Bilan d'énergie : I’énergie totale définie, pour tout t € [0,T)], par

E(t) = /QW(t)(:u Vu(t)) de +H (D) + Fu/(1 —O(t)) dx

Q

est absolument continue en temps et

E(t) =£(0) +/0 /QDW(S)(x, Vu(s)) - Vw(s) dz ds.

De nouveau la démonstration de ce résultat repose sur une discrétisation temporelle similaire a celle
employée dans la preuve du Théoreme 3.2.1. L’existence de solutions homogénéisées (u;, 8;, W;,I';) pour le
probleme incrémental est le résultat d’un argument similaire couplé au théoreme de compacité et de semi-
continuité inférieure dans SBV dii & Ambrosio (voir [4]). Pour le passage & la limite des temps discrets vers
les temps continus, nous utilisons un mode de convergence faible pour les ensembles rectifiables introduit
par GIACOMINI & PONSIGLIONE dans [88] appelé o-convergence. Contrairement & la oP-convergence
(introduite par DAL MASO, FRANCFORT & TOADER dans [51]) qui est basée sur la convergence faible dans
SBVP, la o-convergence repose quant a elle sur la I'-convergence d’énergies de surface. Elle a justement
été introduite dans [88] pour passer & la limite dans des problemes d’homogénéisation d’évolution quasi-
statique en rupture.
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3.3 Flot gradient pour un modele d’endommagement non local

3.3.1 La fonctionnelle d’Ambrosio-Tortorelli

Dans cette section, nous nous intéressons & un modele d’endommagement non local (avec gradient) ot
la densité d’énergie dépend du tenseur des déformations (ou plus généralement du gradient du déplacement
Vu), de la variable d’endommagement, notée p, et de son gradient Vp. Plus précisément, nous considérons
une énergie & : L2(Q) x LP(2) — [0, +o00] définie par

1
! / (ne + )| Vul? da
2 Ja

— p—1
Ee(u,p) = +/ (E IVp|p+?é|1—p|”) dz
Q p pre

400 sinon,

si (u,p) € HY () x WLP(Q),

ou 2 C R™ est un ouvert borné, p > 1, & > 0, et 7. > 0 et @ > 0 sont des constantes de normalisation
que nous préciserons ultérieurement. Par simplicité, nous considérons des champs de déplacement w :
2 — R scalaires (ce qui est licite dans le cadre 2D anti-plan) et p : @ — [0, 1] est la variable interne
d’endommagement. Les points 2 de  pour lesquels p(z) = 1 sont sains alors que ceux pour lesquels
p(x) = 0 sont complétement endommagés. Par conséquent, lors d’une évolution temporelle, cette variable
d’endommagement doit nécessairement décroitre en temps pour assurer la décroissance de la rigidité de la
structure (par définition de 'endommagement) ainsi que le caractere irréversible du processus. Le terme

(0%
176|1—P\p

peut étre interprété comme la densité d’énergie dissipée par le milieu lors d'un processus d’endomma-
gement homogene (i.e. un processus satisfaisant Vp = 0) durant lequel la variable d’endommagement
décroit de 1 vers p. Le terme
gp~1
b

est la partie “non locale” de I’énergie qui joue un role régularisant en limitant les possibilités de localisation
du champ d’endommagement. Le petit parametre sans dimension € > 0 correspond au rapport entre la
longueur caractéristique de la zone d’endommagement et le diametre du milieu.

|Vpl?

D’un point vue mathématique, la fonctionnelle &, a été introduite par AMBROSIO & TORTORELLI
dans [11, 12] comme une régularisation elliptique de la fonctionnelle de Mumford-Shah. Ils ont établi le
résultat suivant de I'-convergence (voir également FOCARDI [69], BRAIDES, CHAMBOLLE & SOLCI [28]
et CHAMBOLLE [36]).

Théoréme 3.3.1. Soit o :=: (p/2)?/P=1) et supposons que n./c — 0. Alors la famille de fonctionnelles
(E2)e T-converge (pour la topologie forte de L?(2) x LP(Q)) vers & : L2(2) x LP(Q)) — [0, +oc] définie
par
1
f/ |Vul?dz +H""1(J,) siuc GSBV?(Q) et p=1 p.p. dans Q,
go(ua p) = 2 Q

+0o0 sinon.

Nous renvoyons également aux travaux de FRANCFORT, LE & SERFATY [83] et LE [103] sur la
convergence des points critiques de la fonctionnelle d’Ambrosio-Tortorelli vers ceux de la fonctionnelle
de Mumford-Shah en 1D. Concernant les problemes d’évolution, le cas quasi-statique a été traité par
GIACOMINI [87] qui, apreés avoir défini et démontré l'existence d’une évolution quasi-statique pour la
fonctionnelle d’Ambrosio-Tortorelli sous une contrainte d’irréversibilité par rapport a la variable d’en-
dommagement, a prouvé la convergence vers une solution du modele de croissance quasi-statique de
fissure de Francfort-Marigo. Enfin, un modele d’évolution dynamique de I’énergie d’Ambrosio-Tortorelli
toujours sous une contrainte d’irréversibilité a été introduit et étudié par LARSEN, ORTNER & SULI [102]
dans le cadre hyperbolique.
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3.3.2 Flot gradient unilatéral de la fonctionnelle d’ Ambrosio-Tortorelli

Dans [B18], en collaboration avec V. MILLOT, nous nous sommes intéressés & une évolution para-
bolique du modele d’endommagement a gradient décrit ci-dessus, sous une contrainte d’irréversibilité
du processus. Plus précisément, nous cherchons les descentes de pente maximale de la fonctionnelle
d’Ambrosio-Tortorelli par rapport a la variable u dans la direction des p décroissants. Pour ce faire,
nous avons introduit une notion de flot gradient unilatéral pour la fonctionnelle d’Ambrosio-Tortorelli.
Le terme “unilatéral” souligne le fait que I’évolution parabolique n’a lieu que pour le déplacement wu ; la
variable d’endommagement p n’évoluant que suivant une contrainte d’irréversibilité.

Motivés par les travaux de DAL MASO & TOADER [57] qui ont défini une notion de pente unilatérale
pour la fonctionnelle de Mumford-Shah, nous avons adopté le cadre général des flots gradients dans les
espaces métriques introduit par DE GIORGI, MARINO & T0SQUES dans [61] (voir également AMBROSIO,
GiGLl & SAVARE [9]) ou la notion de gradient est remplacée par celle de pente et 1’équation du flot
gradient est reformulée en terme de courbe de pente mazimale.

Définition 3.3.2. La pente unilatérale de E. en (u,p) € H' () x WLP(Q) est définie par

{ (E-(u, p) — E-(v, )™

v —UHL2(Q)

|0E:|(u, p) := limsup sup

v—Uu P

cp e WHP(Q), p < pp.p. dans Q} ,

oll la convergence v — u a lieu dans L?(Q).

Dans [B18], nous démontrons que la fonctionnelle |0 | est semi-continue inférieurement pour la topo-
logie forte de L?(Q) x LP(Q). Par ailleurs, nous avons obtenu une caractérisation du domaine de la pente
unilatérale ainsi qu’une expression explicite. Le résultat suivant repose sur un argument de régularité
elliptique pour des équations sous forme divergence ayant des coefficients dans W1P (avec p > n).

Proposition 3.3.3. Supposons que @ C R™ est un ouvert borné ayant une frontiére C1'! et que p > n.
Alors le domaine D(|0E.|) de |0E;| est donné par

0

D(|0&:]) = {(u,p) € H*(Q) x WhP(Q) : 6—5 =0 dans HY?(09), et

E-(u,p) < E(u,p) pour tout p € WHP(Q) tel que p < p dans Q}

De plus, si (u,p) € D(|0€:|), alors
198 |(u, ) = [[div((n + P V)| o

Cette définition est motivée par le fait que si I’énergie et I’évolution sont suffisamment régulieres, alors
la pente coincide précisément avec la norme de la différentielle de 1’énergie.

Définition 3.3.4. On dit qu'un couple (u,p) : (a,b) — H(Q) x WLP(Q) est une courbe de pente
unilatérale maximale pour & si u € H'([a,b]; L?(Q)), t — p(t) est décroissante et s’il existe une fonction
décroissante A : (a,b) — [0,400) telle que

At) = E(u(t), p(t)) et At) < —%Hu(t)n%z(m — %\35€|2(u(t)7p(t)) p.p. tout t € (a,b). (3.3.1)

L’interprétation de cette définition repose sur le fait que si I’énergie et 1’évolution sont suffisamment
régulieres, alors la pente coincide également avec la norme de la vitesse le long d’une courbe de pente
maximale. D’apres la Proposition 3.3.3, la vitesse et la différentielle de 1’énergie ont donc méme norme.
Par ailleurs, en intégrant (3.3.1) et en utilisant 'inégalité de Young, il vient que la différentielle de 1’énergie
et la vitesse ont de plus méme direction, ce qui permet de retrouver I’équation du flot gradient.
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L’existence de courbes de pente unilatérale maximale est obtenue grace a la méthode des mouvements
minimisants comme suit (voir AMBROSIO [6] et DE GIORGI [58]). Introduisons une discrétisation 0 =
to <ty <--- <ty =T de[0,T]. Pour une donnée initiale

ug € HY(Q) N L>°(Q) et p = argmin {Ea(uo,p) ipE Wl’p(Q)},
nous définissons (u;, p;) € H*(2) x WHP(Q), pour tout i > 1, comme une solution de

lu — Ui—1||2L2(Q)

(u, p) € HY(Q) x WHP(Q), p < p;i_1 dans Q 3 .
2(tz — tifl)

min {Eg(u, p) +

Notons que la minimisation en la variable p est une minimisation sous contrainte qui contient le caractere
irréversible du processus d’endommagement. Le but consiste alors a passer a la limite lorsque le pas
de temps tend vers zéro. Une premiere difficulté concerne le passage a la limite dans le probleme de
type obstacle par rapport a p. Il est en effet connu que ces problémes ne sont en général pas stables
par convergence faible et quun “terme étrange” de type capacitaire peut apparaitre a la limite (voir
CIORANESCU & MURAT [40] et DAL MAsO & LONGO [54]). C’est précisément pour cette raison que
nous avons choisi de considérer des énergies a croissance p > n en la variable Vp. En effet, I'injection de
Sobolev implique la convergence uniforme de I'obstacle, assurant la stabilité du probléme de minimisation
qui lui est associé.

La suite des trajectoires discrétes {(u;, p;)}i>o étant ainsi définie, nous démontrons qu’elle converge,
lorsque le pas de temps tend vers zéro, vers une évolution continue ¢ — (uc(t), pe(t)) que nous appe-
lons mouvements minimisants unilatérauz. Cette évolution n’est autre qu'une descente de gradient de la
fonctionnelle & par rapport a u dans la direction des p décroissants.

Théoréme 3.3.5. Supposons que Q C R™ est un ouvert borné ayant une frontiére C' et que p > n.
Alors, Uapplication t — (ue(t), pe(t)) est une courbe de pente unilatérale mazimale telle que

ue € HY([0,T]; L2()) N L>=(0,T; H*(Q)) N L?(0,T; H*()),
pe € L0, T;WHP(Q)), 0<pe(t) < pe(s) <1 pour tout 0 < s <t <T,
et les propriétés suivantes sont satisfaites :
e — div((ne + p2)Vue) =0 dans L*(0,T; L*(Q2)),
0
S dans L2(0,T; H'/2(69)), (3.3.2)

ov
ue(0) = up,

et

(3.3.3)

{Es(us(t)aps(t)) <& (uc(t),p) Vte[0,T] et pe Wl’p(Q) tels que p < p-(t) dans €,
p(0) = p§ -

De plus, t — E(uc(t), pe(t)) a une variation totale ponctuelle bornée sur [0,T] et il existe un ensemble
au plus dénombrable N C (0,T] tel que
(i) (uc,pe): [0, T\ Ne — HY(Q) x WLP(Q) est fortement continue ;

(i1) pour tout t1 € [0, T] \ N et tout 0 <t; <ts < T,

Ex(uz(t2), pe(t2)) + / ()30 ds < Ealue(tr), pe(t2). (3.3.4)

La compacité de la suite des trajectoires discretes est obtenue a ’aide d’estimations a priori assurant
que le couple limite (u,p.) appartient a I'espace d’énergie. La régularité H? en espace de u. est une
conséquence de la Proposition 3.3.3 couplée au fait que (uc(t), pe(t)) € D(|0&:|) p.p. tout t € [0,T].
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Nous établissons que u, est solution de I’équation de la chaleur (3.3.2) par passage & la limite dans la
condition d’optimalité d’ordre 1 du probleme de minimisation en u. En exploitant une propriété de type
semi-groupe pour la solution de cette équation, nous montrons alors que 1’énergie élastique

tm5 [+ 02 [Vu )P do

est décroissante et donc continue en dehors d’un ensemble dénombrable de temps. Cette propriété nous
permet de démontrer la forte continuité dans H'(Q2) de t — u.(t).

Par passage a la limite dans le probleme de minimisation en la variable d’endommagement p, nous
démontrons que p. satisfait le principe de minimisation (3.3.3) et que ’énergie d’endommagement

t GO + (1 p() ) d
~ [ (Emnor + - petoy) o
est croissante et donc continue en dehors d’un ensemble dénombrable de temps. Cette propriété assure
également la forte continuité dans W1P(Q) de t — p.(t).

Nous utilisons ensuite les équations sur le déplacement en temps discrets et continus pour établir la
convergence forte dans ’espace d’énergie des trajectoires discretes vers les trajectoires continues, impli-
quant la convergence de I’énergie en dehors d’un ensemble au plus dénombrable de temps.

La preuve de l'inégalité d’énergie (3.3.4) repose quant a elle sur une égalité d’énergie en temps discrets
obtenue en considérant une interpolation de type De Giorgi pour le champ des déplacements. Le passage
a la limite en temps continus résulte de la convergence de 1’énergie en dehors d’un ensemble au plus
dénombrable de temps.

Notons que 'inégalité d’énergie (3.3.4) se réduit en une égalité quand le flot est suffisamment régulier,
en particulier quand I’énergie totale t — &, (u.(t), pe(t)) est absolument continue. Dans notre cas, ’énergie
totale est seulement a variation totale ponctuelle bornée. Par conséquent, nous n’avons pas pu montrer
I'inégalité opposée qui pourrait étre obtenue grace a une “chain rule” généralisée dans 'esprit des travaux
de ROssI & SAVARE [122]. En effet, une dérivation formelle en temps de I’énergie totale donne que

%ge (ua (t)’ Pe (t)) = <augs (ua (t)a Pe (t))a Uge (t)> + <8p55 (us (t), Pe (t))v Pe (t)>

L’égalité d’énergie est alors formellement équivalente a

(0p€c(uc(t), pe(t)), pe(t)) = 0, (3.3.5)

qui semble également étre une condition nécessaire d’optimalité pour le probleme de minimisation uni-
latérale (3.3.3). Notons que (3.3.5) est précisément une version régularisée du critéere de Griffith qui assure
que ’état d’endommagement croit si et seulement le taux de restitution d’énergie (ou la force thermody-
namique associée a p) est critique, autrement dit si la restitution d’énergie élastique est compensée par
l’accroissement d’énergie d’endommagement.

3.3.3 Mouvements minimisants unilatéraux de la fonctionnelle de Mumford-
Shah

Les mouvements minimisants de la fonctionnelle de Mumford-Shah ont été introduits dans [7] par
AMBROSIO & BRAIDES et ont par la suite été étudiés plus en détails par CHAMBOLLE & DOVERI [37].
Motivés par un modele de croissance de fissures, ils ont établi ’existence de mouvements minimisants
unilatéraux, ou le champ des déplacements est solution d’une équation de la chaleur généralisée et pour
lequel une inégalité d’énergie a lieu.

Dans [B18], nous nous sommes également intéressés a Panalyse asymptotique lorsque e — 0 des
mouvements minimisants unilatéraux (ue, pe) de la fonctionnelle d’Ambrosio-Tortorelli. Motivés par le
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résultat de I'-convergence dans le cas statique (voir Théoreme 3.3.1), nous nous attendons & ce que
(ue, pe) converge en un certain sens vers des mouvements minimisants unilatéraux de la fonctionnelle de
Mumford-Shah obtenus dans [7, 37]. Notons que la théorie générale de la I'-convergence des flots gradients
introduite par SANDIER & SERFATY dans [124] et développée par SERFATY dans [127] ne s’applique pas
ici car celle-ci requiert une structure de gradient pour le probleme I'-limite, ce qui n’est pas notre cas.

Théoréme 3.3.6. Supposons que Q C R™ est un ouvert borné a frontiere Ct* et soit (ue, p-) un mouve-
ment minimisant unilatéral pour la fonctionnelle d’Ambrosio-Tortorelli E. donné par le Théoreme 3.5.5.
Alors il existe une sous-suite (ex) \, 07 et une fonction uw € H([0,T]; L2(Q)) telles que

pe, (t) — 1 fortement dans LP () pour tout t € [0, T,
ue, (t) — u(t) fortement dans L2(Q)) pour tout t € [0,T], (3.3.6)
te, — U faiblement dans L*(0,T; L?(2)).
De plus, pour tout t € [0,T], on a u(t) € SBVZ(Q)NL®(Q) et Vu € L>(0,T; L*(;R™)), u est solution
de I’équation
w—divVu=0 dans L*(0,T;L?*()),
Vu-v=0 dans L?(0,T; H=/2(09)), (3.3.7)
u(0) = uy,
et il existe une famille {I'(t) }+cjo,r) d’ensembles H" L-rectifiables dans Q telle que
(i) T(s) CT(t) pour tout 0 < s <t <T;
(ii) Juwy C T(t) pour tout t € [0,T];
(#ii) pour tout t € [0,T],

1 . L 1
§/Q|Vu(t)|2dx—|—7-[ 1(F(t))+/0 ()12 s < 5/Q|vu0|2dgc. (3.3.8)

La démonstration de la compacité (3.3.6) résulte d’une application du Théoréme d’Ascoli couplé a la
compacité des suites dont ’énergie d’Ambrosio-Tortorelli est uniformément bornée par rapport a €. Par
passage a la limite dans 1’équation de la chaleur (3.3.2) satisfaite par u. on obtient que u est solution
de 1’équation de la chaleur généralisée (3.3.7), ot Vu est le gradient (spatial) approché de u. La partie
la plus délicate de la preuve concerne la définition de la famille croissante de fissures {I'(Z) };¢[o,77. La
construction repose de fagon essentielle sur le fait que I'énergie d’endommagement

i [ (Ewator+ 2 ptor ) as

p

est une fonction croissante du temps. On démontre alors que, a extraction d’une sous-suite pres, la mesure
de Radon

(et b, @ o\ o
Ne(t) = D |Vp5(t)‘ + 176(1 —p(t)") L
converge faible* dans M (Q) vers une mesure u(t) croissante par rapport a t. L’ensemble I'(t) est alors
défini comme étant le plus grand ensemble H™~ !-rectifiable contenant les points de densité 1 de la mesure
p(t). Par construction, la famille {I'(¢) }+c[o,7] est croissante en temps et par une application de la borne
inférieure dans le Théoreme 3.3.1, on en déduit que J, ) C I'(t) pour tout t > 0 ainsi que I'inégalité
d’énergie (3.3.8).
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Chapitre 4

Plasticité

4.1 Plasticité des métaux

Les modeles d’élasto-plasticité ont la capacité de prédire I’apparition de déformations permanentes
dans un milieu lorsque qu’une contrainte critique est atteinte. D’un point de vue microscopique, ces
déformations dites plastiques sont le résultat de défauts dus a des glissements inter-cristallins a I'intérieur
d’un réseau, appelés dislocations. Il a été expérimentalement observé que des déformations plastiques ap-
paraissent sur des zones minces appelées bandes de cisaillement, sur lesquelles on constate un phénomene
de localisation des déformations. D’un point de vue macroscopique, ces zones sont interprétées comme des
surfaces de discontinuité du champ de déplacement. Nous renvoyons aux livres de HILL [94] et LUBLINER
[107] pour une présentation détaillée.

L’une des difficultés des modeles de plasticité réside dans leur caractére non linéaire. Il est cependant
possible d’en donner une formulation variationnelle : il s’agit des principes de Hodge-Prager pour le taux
de contrainte et de Greenberg pour la vitesse qui permettent de formuler le probleme sous une forme mieux
adaptée a 'analyse tant théorique que numérique. En particulier, le développement de I’analyse convexe et
I'interprétation du modele d’élasto-plasticité comme un processus de rafle par un convexe variable a permis
& MOREAU dans [114] de montrer P'existence et 'unicité d’une solution pour le probleme en contrainte.
D’autres résultats ont été obtenus par DUVAUT & LIONS dans [67] & 1'aide de théories constructives en
équations aux dérivées partielles comme les approximations de Galerkin, les méthodes de régularisation
et de pénalisation. Bien que le caractére bien posé du probleéme en contrainte ait été résolu de fagon
satisfaisante, le probleme en vitesse (ou en déplacement) a fait face & de nombreuses difficultés liées &
la régularité du tenseur des déformations linéarisées. Ce probléme a été évité par JOHNSON dans [95] au
moyen d’une formulation faible qui était cependant trop faible pour obtenir des informations completes
sur le tenseur des déformations. Dans la continuité de ces travaux, le modele quasi-statique a été étudié
par SUQUET dans [128, 129] et le modeéle dynamique par ANZELLOTTI & LUCKHAUS dans [15] & l'aide
d’une approximation par des modeles visco-plastiques. La difficulté principale était liée a la définition de
I’espace fonctionnel correct pour les champs de déplacements cinématiquement admissibles. Ceci a été
rendu possible par l'introduction de ’espace BD des fonctions a déformations bornées par MATTHIES,
STRANG & CHRISTIANSEN dans [110] et SUQUET dans [130]. Nous renvoyons a la these de SUQUET [131]
pour une bibliographie plus compléete concernant ’analyse mathématique des modeles d’élasto-plasticité.

Dans la section 1.4.3, nous avons donné une formulation thermomécaniquement consistante du modele
d’élasto-plasticité standard que nous allons a présent étudier plus en détail. Pour simplifier nous supposons
(du moins dans un premier temps) qu’il n’y a pas de variable interne d’écrouissage. Nous désignons par
Q C R™ un ouvert borné (suffisamment régulier) qui représente la configuration de référence d’un milieu
élasto-plastique. Donnons-nous une densité volumique de forces f et un déplacement imposé w sur toute
la frontiere 0f2. Le modele d’élasto-plasticité en petites déformations repose sur la variable cinématique
du champ des déplacements u : Q x [0,7] — R™ (ou le champ des vitesses v = ). Le tenseur des
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déformations linéarisées Eu := (Du + Du’)/2 se décompose additivement sous la forme
FEu=e+p,

oueetp:QxI[0T] — Ml désignent respectivement les tenseurs de déformations élastiques et
plastiques. Le tenseur des contraintes o : Q x [0, 7] — Mg 7" est lié a la déformation élastique par la loi
de Hooke

o = Ce,

ou C est un tenseur d’ordre 4 symétrique et coercif. En régime dynamique, 1’équation du mouvement
e
s’écrit

i — dive = f dans Q x [0, 77,

et dans le cas quasi-statique, celle-ci se réduit a I’équation d’équilibre
—dive = f dans Q x [0, 7).
Le tenseur des contraintes est astreint & demeurer dans un ensemble convexe et fermé K C Mg 7 (le
conveze d’élasticité) de sorte que

ceK.

Si o se trouve a l'intérieur de K, le milieu se comporte de fagon élastique : il revient a sa configuration
d’origine s’il est totalement déchargé en contrainte et donc p = 0. En revanche, si o atteint le bord de
K, un flot plastique commence a se développer et une déformation résiduelle demeurera a l’issue d’un
processus de déchargement. La loi d’évolution est décrite a ’aide de la loi d’écoulement de Prandtl-Reuss :

p: NK(O—)a

ou N (o) désigne le cone normal & K en o. En résumé, nous cherchons un triplet (u,e,p) : Q x [0,T] —
R™ > M7 x M0 satisfaisant le systeme d’équations
FEu=e+pdans Q@ x [0,T], u=wsur 00 x [0,T],
oc=Ce, o€ K dansQ x[0,T],
it —dive = f (ou —dive = f) dans Q x [0, 7], (4.1.1)
p € Nk (o) dans Q x [0, 77,
(u(0),(0),p(0)) = (uo; €0, po) dans €2,

ou (ug, €9, po) est une donnée initiale. En dynamique, nous rajoutons également une condition initiale sur
la vitesse 1(0) = vy dans Q.

Par des résultats standards d’analyse convexe, nous savons que Ng(o) = 0Ik(o), i.e., le sous-
différentiel de la fonction indicatrice Ix de K, définie par Ix(c) = 0 si 0 € K et 400 sinon. Par
conséquent, la loi d’écoulement peut étre récrite de facon équivalente comme suit :

TP = cp=: H(p 4.1.2
0 :p=max T:p (P), (4.1.2)

o H : MZx" — RT désigne la fonction d’appui de K. Cette derniere formulation n’est autre que le
principe de travail plastique mazximal de Hill.

Les métaux et la plupart des alliages ont un comportement plastique particulier : ils sont insen-
sibles aux pressions hydrostatiques. Une conséquence importante de cette propriété est que le convexe
d’élasticité K est invariant dans la direction des matrices hydrostatiques. Il est parfois commode d’ex-
primer I'ensemble K en terme d’une fonction de chargement F': Mg — R (une fonction convexe et
semi-continue inférieurement) de sorte que

K={oceMl": F(o) <0}

sym
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L’invariance de K par rapport a tro se traduit par le fait que la fonction de chargement F' associée a K
ne dépend que de la partie déviatorique op du tenseur des contraintes o. C’est en particulier le cas des
modeles de Von Mises et Tresca pour lesquels op est borné. Une autre conséquence importante de cette
insensibilité aux contraintes hydrostatiques réside dans le fait que le taux de déformation plastique p est
une matrice déviatorique. Ceci traduit le fait que le milieu n’a pas de changement de volume irréversible
et que les déformations plastiques n’ont lieu qu’en cisaillement.

Gréace a cette propriété, des résultats mathématiques plus précis ont pu étre obtenus pour cette classe
de matériaux. La difficulté principale consiste a donner un sens rigoureux a la loi d’écoulement, ou de fagon
équivalente, au principe de Hill. En régime quasi-statique, la résolution du probleme en contrainte assure
I'existence et I'unicité du tenseur des contraintes o (t) € L*(Q; M7%%") (et donc aussi e(t) € L2?(£2; M2X"))

sym sym

satisfaisant op(t) € LML) et div o(t) € L™(Q;R™) (pogr une force volumique f sufﬁsamrynent
réguliere), alors que la résolution du probléme en déplacement donne ’existence (et I'unicité dans le cas
dynamique) d’une vitesse 4(t) € BD(2). En particulier, le tenseur des taux de déformations plastiques
p(t) € M(;M7™) est une mesure de Radon bornée et le produit o(t) : p(t) n’a a priori pas de sens.
Cependant, pour un domaine 2 assez régulier, il est possible de définir le produit de dualité o(t) :
p(t) comme une mesure a 'aide de la formule d’intégration par parties grace aux travaux de KOHN
& TEMAM [97] (voir également FRANCFORT & GIACOMINI [78]). Par ailleurs, la théorie des fonctions
convexes d’une mesure (voir GOFFMAN & SERRIN [90] et DEMENGEL & TEMAM [62, 63]) permet de
donner un sens & l'expression H(p(t)). La combinaison de ces propriétés permet finalement d’interpréter
le principe de Hill (4.1.2) au sens de la théorie de la mesure.

En régime quasi-statique, DAL MaAso, DE SIMONE & MORA [45] ont utilisé le cadre général des
problémes variationnels d’évolution quasi-statique pour les processus indépendants des vitesses introduit
par MAINIK & MIELKE dans [109]. La contribution principale de cet article est le fait de récrire de
fagon équivalente la loi d’écoulement comme une identité d’énergie assurant que la variation temporelle
d’énergie potentielle et d’énergie dissipée (cette derniére étant interprétée au sens de la théorie de la
mesure) est compensée par le travail des efforts internes et externes :

de [ n-1 - T
G0 = [ @on-soae+ [ 10,

£(t) = %/ch(t):e(t) dx+/0t/QH(p(s))dxds.

Le régime dynamique, traité par ANZELLOTTI & LUCKHAUS dans [15], repose quant & lui sur une
approximation visco-plastique de type Kelvin-Voigt. Dans ce cas aussi, le principe de Hill (4.1.2) est
satisfait au sens des mesures.

Le modele décrit jusqu’a présent est qualifié de plasticité parfaite en ce sens que le convexe d’élasticité
reste fixe au cours du temps. Des modeles plus sophistiqués avec écrouissage ou adoucissement peuvent
étre considérés. Le domaine d’élasticité varie alors au cours du temps ce qui est modélisé par une variable
interne supplémentaire décrivant la position du convexe dans I'espace des contraintes.

Dans le cas d’écrouissage (positif), le domaine d’élasticité croit avec le temps. Des exemples typiques
sont I'écrouissage isotrope représentant une expansion uniforme du domaine élastique dans toutes les di-
rections et sans changement de forme, ou encore ’écrouissage cinématique représentant une translation du
domaine élastique. En présence d’écrouissage, la résolution du probleme en déplacement est généralement
simplifiée car I'analyse a lieu cette fois dans les espaces de Sobolev.

D’autres travaux ont été menés par DAL MASO, DE SIMONE, MORA & MORINI autour de ’étude
d’un modele d’élasto-plasticité avec adoussicement. Dans ces modeles, le convexe d’élasticité se rétracte
lorsque le flot plastique se développe. Le probleme variationnel engendré devient alors non convexe ce qui
rend Panalyse mathématique beaucoup plus délicate. Dans [46, 47], une notion de solution en terme de
mesures de Young généralisées dépendant du temps a été introduite, et dans [48] les mémes auteurs ont
défini une notion d’évolution quasi-statique relaxée pour ce modele.
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4.2 Plasticité des sols : le cas associé

4.2.1 Formulation du modéle

Nous nous intéressons ici plus en détail a la plasticité des sols qui, contrairement aux métaux, sont
sensibles aux pressions hydrostatiques qui engendrent des dilatations plastiques. Il est donc nécessaire de
prendre en compte des modeles pour lesquels le convexe d’élasticité n’est pas invariant dans la direction
des contraintes hydrostatiques. Une étude a ce sujet a été entreprise par DAL MAso, DEMYANOV & DE
SIMONE dans [43] pour un convexe K borné dans toutes les directions. Nous considérons ici un convexe

d’élasticité dont la fonction de chargement est donnée, pour tout o € M ", par

F(o) := atro + k(op) — k, (4.2.1)

a=sing et k=2ccosyp (4.2.2)

sont des constantes liées au coefficient de cohésion ¢ > 0 et & 'angle de friction interne ¢ € (0,7/2) du
matériau, et
K MP — RY

est une fonction convexe, positivement homogene de degré 1 satisfaisant x(0) = 0. Notons que ce modele
ne rentre pas dans le cadre de [43] car le convexe d’élasticité associé est non borné dans la direction des
contraintes hydrostatiques. Il s’agit en fait d’un cone convexe fermé dont le sommet se situe sur I’axe des
matrices hydrostatiques.

Ces fonctions de chargement dépendant de la contrainte moyenne tro sont bien adaptées a la plasticité
des matériaux granulaires comme les sols, les roches ou le béton (voir DRUCKER & PRAGER [66] et le
livre de SALENGON [123]). En effet, de tels matériaux ont la propriété d’étre composés de beaucoup
de petites particules. Par conséquent, les déformations plastiques apparaissent dans un premier temps
en cisaillement lorsque ces particules glissent les unes le long des autres. Cependant, une différence
fondamentale avec les métaux réside dans le fait que la force de cisaillement est influencée par la contrainte
normale en compression agissant sur le plan de cisaillement, et donc par la pression hydrostatique. La
raison physique de ce phénomene est liée au fait que le vide entre les particules est composé d’air et d’eau.
Quand le matériau est chargé en compression, la quantité de vide varie de fagon irréversible engendrant
des changements de volumes permanents. Les interactions inter-granulaires sont donc gouvernées par une
loi de frottement de type Coulomb ou les contraintes normales et en cisaillement doivent atteindre une
combinaison critique sur le plan de cisaillement.

Un certain nombre de modeles classiques est pris en compte ici comme le modéle de Drucker-Prager
correspondant a

#(op) = lobl,

ou encore le modéle de Mohr-Coulomb pour lequel

flop) = max {(op)i — (op);},
ou (op)i, i =1,...,n désignent les valeurs propres de op.

Pour certains géomatériaux, ces modeles surestiment les contraintes critiques et ne prédisent pas
convenablement la dilatation plastique qui excede ce qui est observé expérimentalement. Pour remédier
& ce probléme, un modele modifié a été introduit par DI MAGGIO & SANDLER dans [65] ou le cone K
est “coupé” dans la direction des contraintes hydrostatiques par une surface appelée “cap”.

Dans [121], RESENDE & MARTIN ont étudié le modele de Drucker-Prager avec cap sur lequel une loi
d’écrouissage est introduite : si o atteint le cap, celui-ci est poussé vers 'extérieur de sorte que si o revient
a la méme position en un temps ultérieur, cette position sera alors un point intérieur du nouveau domaine
élastique. Afin de modéliser ce phénomeéne, nous introduisons une nouvelle variable interne notée £ (et z

sa variable duale), liée & la position du cap (voir Figure 4.1).
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0D

tro = X§

tro

FIGURE 4.1 — Modele associé avec une loi de normalité.

Nous considérons les ensembles convexes fermés Ky C Mg 7 x R définis par

Ky :={(0,8) x MI" xR : F(o) <0, £ <0 et tro > A}

sym

Le modele avec écrouissage sur le cap est le suivant : trouver un quadruplet (u,e,p,z) : Q x [0,T] —

n nxn nxn N 3
R™ x Mg x MEZER x R satisfaisant

Eu=e+pdans Q@ x [0,T], u=wsur 9Q x [0,T],

0=Ce, {=—2z, (0,8 € K dans Q x [0,T7,

it —diveo = f (ou —div o = f) dans Q x [0, T7, (4.2.3)
(p,2) € Nk, (0,€) dans 2 x [0,T7,

(u(0), e(0),p(0), 2(0)) = (uo, €0, P0,20), (et, dans le cas dynamique, @(0) = vy) dans €.

Tout comme nous l'avons expliqué dans la section 4.1, la loi d’écoulement (p, 2) € Nk, (0,€) (qui porte
maintenant sur la force thermodynamique (o, &) et la vitesse (p, £)) est équivalente au principe de travail
plastique maximal de Hill :

o:p+&x= max {7:p+ (i} =: H\(p,2), (4.2.4)
(T7C)EK>\

ol Hy : MIXM x R — [0, +0¢] est la fonction d’appui de K.

sym
Définissons a présent de fagon précise les données du probleme.

Configuration de référence. Soit {2 C R™ un ouvert borné, connexe a frontiere Lipschitzienne désignant
la configuration de référence d’un milieu élasto-plastique. Nous désignons par v la normale extérieure
unitaire a 0f).

Chargement extérieur. Nous supposons que le milieu est soumis & une densité volumique de forces
notée f € AC([0,T]; L?(£;R™)), ainsi qu’a un déplacement imposé sur le bord qui est la trace sur
00 x [0, T] d’une fonction w € AC([0, T]; H (;R™)).

L’énergie élastique. Soit C un tenseur d’ordre 4 satisfaisant les propriétés de symétries

(Cijkl = (Cklij = (Cjikl pour tout 4,7, k,l € {1, ... ,n}.
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Nous supposons qu’il existe des constantes 0 < ac¢ < f¢ < oo telles que

acle|* <Ce:e<fclel* pour tout e € M2X"

sym *°

L’énergie élastique est alors définie, pour tout e € L2(£; M), par

Qe) :== %/Q(Ce(x) e(z) de.

Convexes d’élasticité. Soient & > 0, k > 0 et £ : M} — RT une fonction convexe, positivement
homogeéne de degré 1 telle que x(0) = 0. On définit les ensembles convexes fermés

K :={o0 &M, :atrc +r(op) —k <0}, (4.2.5)
et, pour tout A > 1,
Ky :={(0,f) € K xR™ : X — tro < 0}. (4.2.6)

Les énergies de dissipation. On définit les fonctions d’appui H : M{{%" — [0, +o0] et Hy : M P xR —
[0,40c] de K et K par

H(p):=supo:p et Hx(p,z):= sup {o:p+&z}.
oceK (0,6)eK

Il s’agit de fonctions convexes, semi-continues inférieurement et positivement homogenes de degré 1 qui
vérifient les propriétés de coercivité suivantes : il existe ag > 0 tel que

aglpl < H(p), aulp|—apgz < Hx(p,z) pour tout (p,z) € MZ3" x RT.

sym
Ces fonctions peuvent également prendre la valeur +o0o et, en particulier, on a
z < 0 implique que H)(p, z) = +oo. (4.2.7)

Tout comme dans le cas des métaux, ’espace d’énergie du champ des vitesses est 'espace BD(2) des
fonctions a déformation bornée et, par conséquent, le taux de déformation plastique est une mesure de
Radon. 11 nous faut donc définir les énergies de dissipation au sens de la théorie de la mesure. En effet,
selon 'approche de GOFFMAN & SERRIN [90], nous introduisons pour tout (p, z) € M (Q; MZ") x L*(Q)
les mesures de Borel positives

1) = [ #(Ew) o [ (0@ ) dile)

Hy(p, 2)(B) ::/BH,\ (d‘?n (x),z(x)) d:c—i—/BH,\ (digpﬂ(x),o) dip*| ()

pour tout ensemble Borélien B C €. Ces mesures ne sont en général pas finies (ni méme localement
finies). Cependant si H(p) et Hx(p, z) € M(£2), on peut alors définir les énergies de dissipation par

et

H(p) == H(p)(Q), Hxr(p,2) := Ha(p,2)(Q).

Dualité entre la contrainte et la déformation plastique. Le produit de dualité entre le tenseur
des contraintes et le tenseur des (taux de) déformations plastiques n’est a priori pas bien défini car o
est seulement une fonction de carré Lebesgue-intégrable et p est une mesure pouvant étre singuliere.
Cependant, il est possible d’en justifier le produit a I'aide de la formule d’intégration par parties tout
comme dans KOHN & TEMAM [97] et FRANCFORT & GIACOMINI [78].
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Définition 4.2.1. Soit o € L*(Q;Mz") avec dive € L*(;R™), et p € M(Q;MZ<") tel qu'il existe un

1 sym
triplet (u,e,w) € (BD(Q) N L2(;R™)) x L2(Q;M?X") x H(;R™) satisfaisant Fu = e + p dans ) et

sym

p=(w—u) ©vH" ! sur Q. On définit la distribution [0 : p] sur R™ (& support compact dans Q) par

<[0:p}7<p>:/Qcp(w—u)~divadx+/

Qa:[(wfu)®V<p]dz+/U:(Ew—e)cpdz

Q
pour tout ¢ € C°(R™).

Notons que, contrairement & [97, 78], il semble difficile de montrer a ce stade que la distribution [o : p]
est en fait une mesure. Cette propriété sera cependant obtenue pour les solutions des divers modeles
d’élasto-plasticité qui suivent (voir les Théorémes 4.2.4, 4.2.7, 4.2.8 et 4.2.9).

Remarque 4.2.2. Si p est associé & un déplacement u € BD(Q) \ L?(2;R"), on peut toujours définir
la distribution [0 :p] pour o € L™(Q;M2X") avec dive € L™(;R™) grace a l'injection de BD(2) dans

sym

LY =D (Q;R™). Si, de plus, o € L>®(Q; M%), il est alors possible de démontrer que [0 : p] est une

sym
mesure de Radon bornée absolument continue par rapport a p et que

|[UPH S HJHLQC(Q;Man p|

Sym )

au sens des mesures (voir [B16]).

Une conséquence importante de cette définition réside dans le fait qu’il est possible d’établir des
formules de dualité pour I'énergie de dissipation dans I'esprit de DEMENGEL & TEMAM [62, 63]. En effet,
sip e M(Q;M2X™) et H(p) < 400 alors on a pour tout ¢ € C*(Q2) avec ¢ > 0,

sym

/ﬁgpd[H(p)] = sup {([U:p],gp) i0 € L%Q;Mg;g) avec dive € L*(Q;R™)
et o(z) € K p.p. tout z € Q} (4.2.8)

De facon similaire si p € M(Q;M2X"), 2 € L2(Q2) et Hx(p,2) < +00, on a

sym

[ et ) = s {{osaloh + [ Expda: (0.6 € LMD x @) avee
dive € L*(;R™) et (o(z),&(x)) € Ky p.p. tout x € Q} (4.2.9)

Remarque 4.2.3. Notons que si p est associé & un déplacement u € BD(Q) \ L*(;R™) et si o €
L™(Q; M2 avec dive € L™(;R™), les formules (4.2.8)-(4.2.9) sont toujours valides & condition de

sym

prendre des supremum parmi toutes les fonctions o € L™(€2; M) satisfaisant dive € L™(Q;R™).

4.2.2 Le modele dynamique

Nous sommes a présent en mesure d’énoncer le caractere bien posé du modele dynamique d’élasto-
plasticité avec cap établi dans [B19] en collaboration avec M. G. MORA.

Donnée initiale. Considérons une donnée initiale (uo, o, po) € (BD(€2) N L*(;R™)) x L(; M%) x
MEEMLST) et vg € H (3 R") satisfaisant la compatibilité cinématique
Fug = eg + po dans Q, py = (w(0) — up) © vH" ' sur 99Q,
vo = w(0) H" -p.p. sur 09,

ainsi que ’admissibilité statique et plastique du tenseur des contraintes

09 :=Ceg € K, —diveg = f(0) p.p.dans Q.
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Nous considérons également une donnée initiale pour la variable d’écrouissage définie, par exemple, par
& 1= trog — |trog| et zp := —&y. On a alors par (4.2.6) que &y, 20 € L?(Q) et

(00,&0) € K1 C K p.p. dans 2 pour tout A > 1.

Théoréme 4.2.4. Supposons de plus que w € H2([0,T); HY(Q;R™)) N H3([0, T]; L?(Q; R™)). Pour tout
A > 1, il existe un unique quadruplet (ux,ex, px, zx) satisfaisant

ux € AC([0, T; BD(Q)) N W2([0, T]; L*(% R™)),
ex € WHe([0,T]; L*(; M),

sym

px € AC([0, T]; M(Q: M),

sym

2y € Whe([0,T]; L*(Q)),

(4.2.10)

et tel que les propriétés suivantes sont réunies :

Condition initiale : (ux(0), ex(0),px(0), 2x(0)) = (uo, €0, Po, 20) et 4 (0) = vy ;
Compatibilité cinématique : pour tout ¢t € [0,T],

{EUA(tz ex(t) +pa(t) dans Q, (4.2.11)

pa(t) = (w(t) —up(t)) © vH™ 1 sur 98
Loi de comportement : pour tout t € [0,T],
(oA (1), 6x(1)) = (Cex(t), —2a(1));

Equation du mouvement :
iy —diveyx = f  p.p. dans Q x (0,T); (4.2.12)

Admissibilité plastique : pour tout t € [0,T],
(oa(t),€x(1)) € Kx p.p. dans ;
Principe de travail maximal : p.p. tout t € [0,T],
Zx(t) >0  p.p. dans Q
et la distribution [ox(t) : pA(t)] € M(Q) satisfait
HA(pA(), 2x(1)) = [oa(t) : pA()] + Ex(t)2n (1) dans M(Q). (4.2.13)

Remarque 4.2.5. Notons que 'application ¢ — &, (t) est décroissante. Comme ¢ est la variable interne
décrivant la position du cap (voir (4.2.6)), cette propriété signifie que le cap se déplace vers I'extérieur
du domaine élastique au cours du temps, ce qui est précisément le phénomene d’écrouissage du cap que
nous souhaitons modéliser.

La démonstration de ce théoreme repose sur une approximation visco-plastique tout comme dans
ANZELLOTTI & LUCKHAUS [15]. Pour ce faire, nous introduisons un parametre de viscosité ¢ > 0 et
remplagons la loi de comportement par une loi du type Kelvin-Voigt : 0. = Ce. + € FE1.. Le terme Ce,
est la partie réversible du tenseur des contraintes et correspond a la réaction élastique a la déformation.
Le deuxiéme terme cFE4, est la partie irréversible du tenseur des contraintes correspondant a un terme
d’amortissement da a la viscosité (voir section 1.4.2). Le caractere bien posé du probléme visco-plastique
démontré dans [B19] est établi dans les espaces de Sobolev & 1'aide d’une méthode de discrétisation en
temps.
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Théoréme 4.2.6. Supposons que ug € H'(;R™), vy € HA2(Q;R") et w € H*([0,T]; H'(;R™)) N
H3([0,T); L2(;R™)). Pour tout € > 0 et tout A > 1, il existe un unique quadruplet (uc, e, pe,2c) satis-
faisant
ue € W([0, T]; L2 R™)) N H2([0, T]; H' (4 R™)),
e € Who((0,T]; L(Q: MI1)),

pe € HY([0,T]; L?(Q; M2 X™)),

sym

z. € Whee([0,T]; LA(Q)),

(4.2.14)

et tel que les propriétés suivantes sont réunies :

Condition initiale : (u.(0),e-(0),p:(0), 2:(0)) = (uo, €0, Po, z0) €t u:(0) = vy ;
Compatibilité cinématique : pour tout t € [0,T],

Buc(t) = ec(t) + pe(t) p.p. dans Q,
ue(t) = w(t) H" t-p.p. sur 0Q;

Loi de comportement : pour tout t € [0,T7],
(02(1),&(t)) = (Cec(t) + B (t), —2:(t)) p.p. dans €

Equation du mouvement :
te —divee = f p.p. dans Q x (0,T);

Admissibilité plastique : pour tout t € [0,T],
(Ce:(t),&:(t)) € Kx p.p. dans Q;
Loi d'écoulement : p.p. tout t € [0,T],
Z(t) 20 et (Pe(t), 2 (1) € Nk, (Cec(t),&(t))  p-p. dans Q.

La difficulté principale consiste & démontrer la propriété de régularité (4.2.14). Ceci repose sur la
technique des quotients différentiels de Nirenberg qui s’adapte bien au modele que nous considérons car,
méme s’il est fortement non linéaire, il possede de bonnes propriétés de monotonie.

Par suite, le Théoreme 4.2.4 est obtenu a partir du Théoreme 4.2.6 a ’aide d’une analyse asymp-
totique lorsque le parameétre de viscosité e — 0 (qui requiert une régularisation des données initiales
en déplacement et en vitesse). Des estimations d’énergies impliquent la convergence faible dans I’espace
d’énergie de la solution du modele visco-plastique vers un quadruplet (uy,ex,pa,€x) ayant la régularité
annoncée dans (4.2.10), ainsi que la convergence forte des vitesses et des contraintes. En particulier, le
fait que l'application t — z)(t) est croissante résulte du fait que 1'énergie de dissipation est finie,

HA(PA(L), 2(1)) < 00

p.p- tout ¢t € [0,T] assurant, d’apres (4.2.7), que 2x(t) > 0. Le point délicat est la preuve du principe
de travail maximal exprimé par la relation (4.2.13). La régularité obtenue dans (4.2.10) couplée a la
compatibité cinématique (4.2.11) et & ’équation du mouvement (4.2.12) assurent que, p.p. tout ¢ € [0, 77,
la distribution [0 (t) : pa(t)] est bien définie au sens de la Définition 4.2.1. Par ailleurs la formule de
dualité (4.2.9) implique que I'inégalité

Hx(DA(1), 21 (1)) = oA () : pa(B)] + Ex(8)2x (1)

a lieu au sens des distributions. Par conséquent, la distribution Hy (pa(t), 2x(t))—[oA(t) : pA(€)]—Ex(£) 2 (1)
est une mesure positive et par suite, la distribution [0 (¢) : pA(t)] est une mesure de Borel. Par ailleurs,
la continuité des énergies élastiques Q et cinétiques couplée a la semi-continuité inférieure de ’énergie
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de dissipation H, (en conséquence du théoreme de Reshetnyak) aboutit & 'inégalité d’énergie suivante
entre deux temps 0 <ty <ty < T :

1 t2 . . 1.
Qlex(ta)) + 5\\ZA(tz)II%2(Q> +/t HA(PA(s), 2x(s)) ds + §|IUA(tz)II%2<Qan)

1 1.
< Qea(t)) + S llaa(t)lzz () + Fllia(t) T2 omn

ta to
+/ /(UA:Ew+iiA-w)dxds+/ /f-(lb\—u'))d:cds.
t1 Q t1 Q

En dérivant cette inégalité par rapport au temps on en déduit que p.p. tout ¢ € [0, T

HA(BA(), 2 (1) < / ox(t) 1 (Bi(t) —éx(t)) dz + [ divox(t) - (w(t) —x(t)) do + A Ex(t)2a(t) dz

Q Q

ce qui, au vu de la Définition 4.2.1, n’est autre que le fait que la mesure Hy(px(t),2x(¢)) — [oa(2) :
PA(t)] — Ex(t)2A(t) est de masse totale nulle.

Nous nous sommes ensuite intéressés dans [B19] a ’analyse asymptotique lorsque A — +o00, i.e. quand
le cap est envoyé a l'infini, des solutions obtenues dans le Théoreme 4.2.4.

Théoréme 4.2.7. Supposons que w € H*([0,T]; H'(Q;R™)) N H3([0, T); L*(Q; R™)). I existe un unique
triplet (u,e,p) tel que

u € AC([0,T); BD(R)) N W ([0, T); L3(; R™),
ec Wh °°([0 T] LQ(Q M;Lyxw’}))

p € AC([0,T]; M(QMR)),

sym
satisfaisant pour tout t € [0,T],

ux(t) — u(t) faible* dans BD(Q),
ex(t) — e(t) faible dans L?(Q;MX"),

sym
pa(t) = p(t) faible* dans M(;ML<T),
et
uy — u fort dans WH>°([0,T]; L*(Q; R™)),
ex — e fort dans L>(0,T; L*(Q; M71)),
quand X — +00. De plus, les propriétés suivantes sont réunies :
Condition initiale : (u(0),e(0),p(0)) = (uo, €0, po) et w(0) = vg ;
Compatibilité cinématique : pour tout t € [0,T],

{ u(t) = e(t) + p(t) dans Q,
(t) = (w(t) —u(t)) © vH" ! sur 9%;

Loi de comportement : pour tout t € [0,T],
a(t) = Ce(t) p.p. dans §;

Equation du mouvement :
i —dive=f p.p. dans Q x (0,7T);
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Admissibilité plastique : pour tout ¢ € [0,T],
o(t) € K p.p. dans Q;
Principe de travail maximal : p.p. tout t € [0,T], alors [o(t) : p(t)] € M(Q) et
H(p(t)) = [o(t) : p(t)] dans M(Q). (4.2.15)

De nouveau, la difficulté principale consiste & démontrer la relation (4.2.15) décrivant le principe de
travail plastique maximal de Hill au sens des mesures. La démonstration est similaire a celle employée
dans la preuve du Théoreme 4.2.4 couplé au fait que

sup Hx(p,z) = H(p) + Ir+(2) pour tout (p,z) € Mg ' x R,
A>1

ol I+ est la fonction indicatrice de Rt définie par Ip+(2) = 0 si 2 > 0 et +oo sinon.

4.2.3 Le modele quasi-statique

Le cas quasi-statique pour la plasticité des sols contraste fortement avec celle des métaux. En effet, dans
notre cas, le convexe d’élasticité K (ou K pour le modele avec cap) n’est borné dans aucune direction,
et par conséquent le tenseur des contraintes n’est pas mieux que dans I'espace d’énergie L?(); ngxn?). En
dynamique, le controle de ’énergie cinétique nous donne par ailleurs une borne naturelle sur le champ des
vitesses dans L2(£; R™), ce qui permet de définir la dualité entre le tenseur des contraintes et le taux des
déformations plastiques (voir la Définition 4.2.1) sans laquelle nous serions incapables de donner un sens
au principe de travail plastique maximal de Hill. En revanche, en quasi-statique, la vitesse n’est en général
qu’un champ a déformation bornée et donc, par injection de Sobolev, au plus dans I'espace de Lebesgue
LV (=1 (Q;R™). Par conséquent, sans propriété de régularité supplémentaire du type o € L™(Q; M)
ou @ € L?(Q;R"), la dualité peut ne pas étre bien définie (voir la Remarque 4.2.2). Notons que ces deux
propriétés sont clairement satisfaites dans le cas de I’élasto-plasticité planaire (n = 2), cependant le cas
tri-dimensionnel demanderait d’établir des résultats de régularité des solutions. Ce probléeme rend I’étude
du modele quasi-statique plus délicat. Dans [B19], nous avons néanmoins pu donner une formulation
“faible” du modele quasi-statique en interprétant la loi d’écoulement (ou le principe de Hill) en terme
d’une identité d’énergie tout comme dans DAL Maso, DE SIMONE & MORA [45]. Celle-ci se réduit au
principe de Hill (au sens de la théorie de la mesure) pour des solutions suffisamment régulieres.

Nous avons tout d’abord besoin de faire un certain nombre d’hypotheses supplémentaires sur les forces
extérieures de volume ainsi que sur les données initiales.

Force volumique. Nous considérons une densité volumique de forces f € AC([0,T]; L™(Q;R™)) satis-
faisant la condition de sécurité : il existe un potentiel de forces x € AC([0,T]; L™(€2; Mg}})) et une
constante ag > 0 tels que pour tout ¢ € [0, T,

nxn
sym

pour tout 7 € M

_di = D. Q
{ divx(t) = f(t) p.p. dans €, avec |7] < ap.

x(t)+7€ K p.p. dans Q
Nous posons ¥ := try — [trx| — ap € AC(]0,7T]; L?(2)) de sorte que pour tout A > 1,

(x(t) +7,9(t)) € Kx p.p.-dans Q pour tout 7 € MZ*" avec |7| < ap.

sym

Cette hypothese de sécurité est classique en élasto-plasticité en régime quasi-statique (voir e.g. Su-
QUET [131]). D’un point de vue mécanique, elle assure que le milieu n’est pas en écoulement libre et d’un
point de vue mathématique, elle est essentielle pour obtenir des estimations a priori sur les solutions. En
régime dynamique, elle n’est pas nécessaire grace a la présence de I'énergie cinétique (qui est quadratique
en ) qui permet d’absorber le travail des forces volumiques (qui est linéaire en ).
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Donnée initiale. Nous considérons une donnée initiale (uo,eq,po,20) € BD() x L*(;MLx") x

M(; Mg ) x L?(Q) tout comme dans le cas dynamique. Nous supposons de plus que soit ug € L?(Q;R"™),
soit o9 € L™(Q; M?yx,,’f) Cette intégrabilité supplémentaire est requise pour étre en mesure de montrer
que l'admissibilité statique et plastique est équivalente a un principe de minimisation qui repose sur la

dualité entre les contraintes et les déformations plastiques (voir la Définition 4.2.1 et la Remarque 4.2.2).

A laide d’une approche par discrétisation temporelle pour les problemes d’évolutions quasi-statiques
similaires & celle décrite dans la section 1.3.2 (voir DAL MAso, DE SIMONE & MORA [45]), nous avons
démontré dans [B19] le résultat suivant d’existence de solutions pour le modele d’évolution quasi-statique
avec une loi d’écrouissage sur le cap.

Théoréme 4.2.8. Pour tout A > 1, il existe un quadruplet (uy, ex,px,Ex) satisfaisant

ux € AC([0,T]; BD(9)),
ex € AC([0,TT; L2(Q; ML),
px € AC([0, T]; M(Q; M),
&x € AC([0, T]; L*(9)),

et tel que les propriétés suivantes sont réunies :

Condition initiale : (ux(0), ex(0),px(0), 2x(0)) = (uo, €0, Po, 20) ;
Compatibilité cinématique : pour tout t € [0, T

Eux(t) = ex(t) + pa(t) dans Q,
pa(t) = (w(t) —ux(t)) © vH" sur 99;

Loi de comportement : pour tout t € [0, T

(ox(1),6x(1)) = (Cex(t), —2x(t)) p-p. dans ;

Equation d'équilibre : pour tout t € [0,T],

—divoy(t) = f(t) p.p. dans ;
Admissibilité plastique : pour tout t € [0,T],
(oa(t),€x(1)) € Kx p.p. dans ;
Identité d'énergie : p.p. tout t € [0,T]
Zx(t) >0  p.p. dans Q,

et lidentité d’énergie suivante a liew pour tout t € [0,T],

Qer(t) + glr Ol + | HABr(). 20 ds = Qleo) + G ol

t [ [ mitards— [ [ ) i)~ int) s, (1210

Si de plus ox(t) € L™(;MEXY) ou ax(t) € L*(;R™) p.p. tout t € [0,T], alors la distribution
[oA(t) : A (t)] est bien définie et c’est une mesure dans M(RQ) satisfaisant le principe de travail maximal :
Hy(pa(t), 2x(t)) = [oa(t) : DAD)] + Ex(B)2a(t)  dans M(ﬁ) (4.2.17)

Dans ce cas, la contrainte oy et la variable d’écrouissage &) sont uniques.
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Tout comme dans le cas dynamique, nous avons également étudié dans [B19] le comportement asymp-
totique des solutions données par le Théoreme 4.2.8 lorsque A — +oc.

Théoreme 4.2.9. II existe un triplet (u,e,p) tel que

u € AC([0,T]; BD(%)),
e € AC([0,T]; L2 (€ M7xm)),

p € AC([0, T]; M(Q ML0)),

sym
et satisfaisant, pour tout t € [0,T],

ux(t) = u(t) faible* dans BD(S2),
ex(t) — e(t) fort dans L?(Q;M™X"),

sym
pa(t) — p(t) faible® M(S; M),
quand X — +00. De plus les conditions suivantes sont réunies :
Donnée initiale :  (1(0),e(0),p(0)) = (uo, €0, o) ;
Compatibilité cinématique : pour tout t € [0,T],

Eu(t) = e(t) + p(t) dans Q,
p(t) = (w(t) —u(t)) © vH" ! sur 0Q;

Loi de comportement : pour tout t € [0,T7],
a(t) = Ce(t) p.p. dans §;
Equation d’équilibre : pour tout ¢ € [0, T],
—divo(t) = f(t) p.p. dans §;
Admissibilité plastique : pour tout ¢ € [0,T],
o(t) € K p.p. dans Q;

Identité d'énergie : pour tout t € [0,T],

+/Ot7-[(p(s)) Q(co) // : Pu(s d;cds—/ /f ~i(s)) du ds. (4.2.18)

Si de plus o(t) € L™(;M2X7) out(t) € L?(Q;R™) p.p. toutt € [0, T, alors la distribution [o(t) : p(t)]

sym F
est bien définie et ¢’est une mesure dans M(Q) satisfaisant le principe de travail maximal :

H(p®) = [ot): p(t)] dans M(Q). (4.2.19)
Dans ce cas, la contrainte o est unique.

Les Théorémes 4.2.8 et 4.2.9 sont assez satisfaisants en élasto-plasticité planaire (n = 2) car, dans ce
cas, les propriétés d’intégrabilité du tenseur des contraintes et du champ des vitesses sont automatique-
ment satisfaites. Le cas tri-dimensional reste cependant fortement dépendant d’un résultat auxiliaire de
régularité. Notons que cette obstruction sur la dimension était déja présente dans d’autres travaux sur ce
sujet. Tout d’abord, dans [120], REPIN & SEREGIN ont formulé le modele de plasticité de type Hencky
pour le convexe d’élasticité de Drucker-Prager dans le cadre d’un probléeme de minimax. Le lagrangien
qu’ils ont introduit étant défini dans un espace de Sobolev non-réflexif, I’existence de points selles n’est
a priori pas assurée. Ils ont donc été amenés a relaxer le lagrangien, ce qui s’avere n’étre possible que
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sous I’hypothese de l'existence d’un tenseur des contraintes statiquement et plastiquement admissible
appartenant a I'espace de Lebesgue L™(€2; M7 ). Dans la continuité, SEREGIN s’est intéressé dans [126]
a la régularité de type Hlloc(Q;ngﬁff) du tenseur des contraintes. Notons que cette régularité est bien
connue dans le cas de la plasticité des métaux (voir BENSOUSSAN & FREHSE [19] et DEMYANOV [64]).
Afin de démontrer cette méme propriété dans le cas du modele de Drucker-Prager, SEREGIN a régularisé
le probleme a I'aide d’un modele visco-plastique de type Kelvin-Voigt. Il montre une estimation de la
norme H (€M7 %") du tenseur des contraintes visco-plastique en fonction de la norme L*(Q;R") du
déplacement visco-plastique. Or cette estimation n’est uniforme par rapport au parametre de viscosité

que si la dimension n = 2.

Pour finir cette section, nous nous proposons de commenter quelque peu notre choix de condition
limite de Dirichlet sur la totalité du bord. D’un point de vue mécanique, il serait souhaitable d’étre
en mesure de considérer des conditions aux limites mixtes de type Dirichlet sur une partie dp€ du
bord et de type Neumann sur le complémentaire dny§ := 9Q \ IpQ. En plasticité des métaux ceci ne
pose pas de probléme a condition d’avoir suffisamment de régularité sur 'ouvert  (voir e.g. KOHN &
TEMAM [97] et FRANCFORT & GIACOMINI [78]). Dans notre cas, la prise en compte d’une condition
de Neumann sur une partie du bord semble plus difficile & traiter toujours en raison de manque de
régularité du tenseur des contraintes. En effet, nous savons que o € L*(Q;M7x") avec divo € L*(;R™)
(dive € L™(€;R™) en quasi-statique) de sorte que la contrainte normale ov est a priori définie comme un
élément de H~1/2(9Q; R™). D’un autre coté, le théoréme de trace dans BD assure que tout déplacement
cinématiquement admissible a une trace sur le bord dans l'espace L!'(9€2;R™) qui n’est pas en dualité
avec H=/2(90; R™).

4.3 Plasticité des sols : le cas non-associé

4.3.1 Une formulation variationnelle en plasticité non-associée

Des résultats expérimentaux montrent que le principe de travail plastique maximal est valide pour des
matériaux dont le critere de chargement plastique est indépendant de la pression hydrostatique, i.e. les
matériaux pour lesquels les déformations plastiques apparaissent sans changement de volume. En effet,
I’application du principe de Hill & un milieu dont la fonction de chargement dépend de la pression engen-
drerait une dilatation plastique bien plus conséquente que celle réellement observée expérimentalement
(voir SALENGON [123] et LUBLINER [107]). C’est tout particulierement le cas des matériaux granulaires
pour lesquels il convient donc de changer le modele de plasticité standard. Les mécaniciens ont proposé
de modifier la loi d’écoulement (ou loi de normalité) p € Nk (o) par une loi non-associée du type

p € Ao, (4.3.1)

ot A M7 — 2Miym est une application multivoque satisfaisant Ao = {0} si o € intK, et Ao est le
cOne normal & une certaine surface si 0 € 9K. A ce stade de la modélisation, il convient d’introduire le

potentiel plastique G : M2X" — R de sorte que

sym
Ao ={ N :A>0et £ €0G(0)} si o€ K.

Les directions Ao sont donc données par la normale a la surface de niveau de G passant par o. Quand
G = F, alors Ao = Ng(o) et on revient au modele d’élasto-plasticité associé standard décrit jusqu’ici.
En revanche, quand G # F', la plasticité est qualifiée de non-standard, ou encore de non-associée, et c’est
précisément ce cas qui nous intéresse dans cette section.

Les premiers travaux mathématiques a ce sujet ont été entrepris par LABORDE dans [98, 99] (voir
également [100]) qui a étudié le cas homogene en espace. Sous des hypotheses de compatibilité entre la
fonction de chargement F' et le potentiel plastique G, il a introduit une notion de projection sur le domaine
d’élasticité dans la direction des normales aux ensembles de niveau de G. Grace a cette projection il a
pu proposer une régularisation visco-plastique du modele initial, puis par passage a la limite lorsque le
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parametre de viscosité tend vers zéro, établir 'existence d’un chemin de contrainte ¢ — o (t) absolument
continu en temps.

Les potentiels plastiques couramment utilisés (voir SALENGON [123]) sont donnés par
G(o) := atro + k(op) — k,

olt k : M™ — R est la méme fonction — convexe, semi-continue inférieurement et positivement ho-
mogene de degré 1 satisfaisant x(0) = 0 — que celle apparaissant dans ’expression (4.2.1) de la fonction
de chargement F'. Les constantes apparaissant dans I’expression de G sont données par

a = sin 1, k= 2ccos 1,

ol ¢ > 0 est de nouveau la constante de cohésion et 1 € (0,¢) est 'angle de dilatation (voir (4.2.2)).
Pour les mémes raisons que celles évoquées dans la section précédente, il est souhaitable de considérer
des modeles d’élasto-plasticité non-associée avec cap. De nouveau le domaine d’élasticité est coupé dans
la direction des contraintes hydrostatiques par une surface appelée cap. Le nouveau domaine d’élasticité,
toujours noté K, est alors donné, pour R > 0 assez grand, par

K:={oeM; " :F(o) <0ettro > —R}.

sym

Selon les travaux de LUBARDA, MASTILOVIC & KNAP [106], sur la portion du bord {o € Mg : F(o) =
0 et tro > —R}, nous gardons la loi non-associée et sur la nouvelle surface créée {o € My 7 : F(o) <
0 et tro = —R}, nous adoptons une loi associée, i.e., le taux de déformation plastique évolue suivant la
normale & cette surface (voir la Figure 4.2). Contrairement & la section précédente ou, dans le cas de
la plasticité associée, nous avons considéré une loi d’écrouissage sur le cap, nous supposons ici que la

position du cap (et donc R) reste fixée.

0D

tro = —R

——= tro

FIGURE 4.2 — Modele non-associé avec une loi de normalité sur le cap.

La difficulté de ce type de modeles réside dans le fait qu’ils sont connus pour ne pas avoir de structure
variationnelle. Dans [B16], en collaboration avec G. FRANCFORT & M. G. MORA nous avons toutefois
proposé une formulation variationnelle de ce modele grace a des résultats obtenus par LABORDE dans
[98, 99]. Pour ce faire, considérons une fonction auxiliaire h : MZX" — R satisfaisant

h(r)=G(r) si F(r)=0,
h(t) > G(r) si F(r)<0, (4.3.2)

hr)<G(r) si F(r)>0.
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Pour tout o € Mg, nous définissons les ensembles convexes fermés

K(o) == {r e Mg : G(7) < h(o)}.
Des résultats de LABORDE dans [98, 99] assurent que o € K si et seulement si o € K (o) et, dans ce cas,
p € Ao si et seulement si p : (1 — o) < 0 quelque soit 7 € K (o). Comme K (o) est un convexe fermé dans

M, cette derniere propriété n’est autre que la loi de normalité

pE NK(U)(O'). (4.3.3)

Par conséquent, nous avons reformulé le probleme d’évolution quasi-statique en élasto-plasticité non-
associée sous la forme suivante : étant donné un déplacement sur le bord w : 92 x [0,T] — R™ (nous
supposons pour simplifier qu’il n’y a ni densité volumique ni surfacique de force), trouver un triplet
(u,e,p) : @ x [0, T] — R™ x Myzh x Mgzt tel que

Eu=e+pdans Q x [0,T], u=wsur 92 x [0,T],

0=Ce, o€ K(o)dans Q x[0,T],

—dive = 0 dans © x [0, T7,

P € Nk (o)(0o) dans Q x [0, 77,

(u(o)ae(o)vp(o)) = (u07607p0) dans (.

Nous avons donc reformulé la loi d’écoulement non-associée (4.3.1) en une loi associée ou le nouveau
convexe d’élasticité K (o) dépend désormais de 1’état de contraintes.
Afin de reformuler la nouvelle loi d’écoulement (4.3.3) en terme de principe de travail maximal, nous

définissons le potentiel de dissipation H : Mg " x M{X" — R comme la fonction d’appui de K (o) :

H(o,p) = max 7:p,
( p) TEK (o) P

et notons que, pour o € M{7~h fixé, H (0,-) est convexe, semi-continue inférieurement et positivement
homogeéne de degré 1. Par des arguments standards d’analyse convexe, la loi d’écoulement (4.3.3) est
équivalente a
oc:p=H(o,p) = max 7:p,
TEK (o)

ou encore

o € 0H(o,p).

Dans 'expression précédente, nous avons noté dH (o, p) le sous-différentiel de H (o, ) en p.
Dans cette formulation, il est laissé toute liberté quant au choix de la fonction auxiliaire h. Il est
cependant possible de choisir A de sorte que

B(O,QH) CK(J) CB(O,ﬂH) (4.3.4)
ol 0 < ayg < g < oo sont deux constantes indépendantes de o. En particulier, nous avons que

cnlpl < H(o,p) < Bulpl, pour tout (o,p) € M5 x M. (4.3.5)
Notons que la fonction H n’a aucune propriété de type convexité en sa premiere variable. Par conséquent,
meéme si nous avons pu donner une formulation variationnelle de ce modele d’élasto-plasticité non-associée,
celle-ci ne rentre pas pour autant dans le cadre des matériaux standards généralisés (voir la section 1.3.1).

Reformulé ainsi, ce modele d’évolution quasi-statique en élasto-plasticité non-associée présente de
grandes similitudes avec le modele de Cam-Clay utilisé pour la description de la plasticité des sols ayant
une granularité fine. Selon la nature des forces appliquées, ce modele exhibe des phénomenes d’écrouissage
et d’adoucissement. Ceci se traduit par la présence d’une variable interne supplémentaire z décrivant la
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position du domaine d’élasticité. La loi d’écoulement en la variable déformation plastique p est une loi
associée, mais la difficulté principale réside dans le fait que la loi d’écoulement en la variable z est non-
associée. L’étude du probleme homogene en espace a été entreprise par DAL MASO & DE SIMONE dans
[44] qui ont montré sur des exemples que les solutions peuvent présenter des discontinuités temporelles
en régime d’adoucissement. L’étude générale du cas homogene en espace a été traitée par DAL MASO
& SOLOMBRINO dans [55] et le cas incluant une dépendance en la variable spatiale a été étudié par
DAL Maso, DE SIMONE & SOLOMBRINO dans [49, 50] au moyen d’une approximation visco-plastique.
Par passage a la limite lorsque le parametre de viscosité tend vers zéro, ils ont démontré ’existence de
solutions en temps convenablement remis a ’échelle permettant de mettre en évidence les discontinuités
temporelles observées dans [44, 55| en revenant au temps original.

4.3.2 Approximation visco-plastique

Dans un premier temps, nous étudions une approximation visco-plastique du modele d’élasto-plasticité
non-associée décrit précédemment. Nous introduisons ici une visco-plasticité de type Perzyna qui consiste
a régulariser la loi d’écoulement (voir SUQUET [128, 129]) : pour ce faire, nous remplagons la fonction
indicatrice Ik () de 'ensemble K (o) par sa transformée de Yosida

|7 — Pr (o) (T)]?

Hi(o,1):= % ,

olt € > 0 est le parametre de viscosité et Pg(,) désigne la projection orthogonale sur K (o), qui converge
vers I (0)(7) quand € — 0. Notons que la fonction régularisée H est dérivable par rapport & sa deuxieme
variable et sa dérivée partielle est donnée par ’expression
T — P, T
OH* (0,7) = 7= Pro)(7) (4.3.6)
€
Dans la suite, il sera parfois plus commode de considérer des notions globales plutét que locales. En

particulier, si o € L?(Q; MZx"), nous désignons par

K(o) :== {r € L*(;M2") : 7(z) € K(o(z)) p.p. dans Q}

sym

le convexe fermé de L*(€2; M2 %"). Nous notons dists (-, K(o)) la distance L*(Q; M7 ") & I'ensemble K(0)

sym
et Px(,) la projection orthogonale dans LQ(Q;M;L;"’;) sur K(o). Par ailleurs, pour un couple (o,p) €

L2(Q;M2Xm) x L2(; M%), nous définissons I’énergie de dissipation par

sym sym

H(o,p) Z:/QH(O'(I),])(I))CL’E. (4.3.7)

Chargement extérieur. Pour simplifier, nous supposons que le milieu n’est soumis a aucune force
(volumique ou surfacique). Le seul mécanisme évolutif du systéme est la donnée d’un déplacement sur le
bord du domaine qui est la trace sur 9Q x [0, 7] d’une fonction w € H([0,T]; H*(;R™)).

Donnée initiale. Soit (uo, eg, po) € H'(Q;R™) x L*(Q; M) x L*(€; M7<") satisfaisant les conditions
de compatibilité cinématique

Fug = ey +po p.p- dans Q et ug = w(0) H" '-p.p. sur 99,
ainsi que 'admissibilité statique et plastique du tenseur des contraintes :
oo := Ceg € K(0g), —divog =0 p.p. dans Q.

Nous avons démontré dans [B16] le caractére bien posé du modele visco-plastique.
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Théoréme 4.3.1. Pour tout € > 0, il existe un unique triplet (uc,e.,p:) satisfaisant

u. € HY([0,T]; HY(Q; R™)),

Ce € Hl([07 T]a LQ(Q7 M?yxn?))’

pe € WH([0,T]; L2(Q; ML),
et tel que les conditions suivantes sont vérifiées :
Condition initiale : (u:(0), e<(0), p<(0)) = (uo, €0, p0) ;
Compatibilité cinématique : pour tout t € [0,T],

ue(t) = w(t) H* L-p.p. sur 99;

Loi de comportement : pour tout t € [0,T],

{Eus(t) =e.(t) + p(t) p.p. dans Q,
w(t

oe(t) = Ce.(t) p.p. dans Q;
Equation d’équilibre : pour tout ¢ € [0, T],

dive.(t) =0 p.p. dans Q;
Loi d'écoulement non-associée régularisée : p.p. tout t € [0,T],

Pe(t) = OHZ (02(1),0.(8)) pop. tout z € O,
ou de fagon équivalente,
0e(t) — epe(t) € OH (0(t), pe(t)) p-p. tout x € . (4.3.8)
En particulier, d’apres (4.3.6), on obtient que

ellpe Ol L2 (uanzny = distz(ae (1), K(oe(1)))-

nxXn

Autrement dit, la contrainte visco-plastique ep.(t) mesure la distance L2(Q;M5ym

contraintes o, (t) au domaine d’élasticité (o, (¢)).

) du tenseur des

Remarque 4.3.2. La loi d’écoulement non-associée régularisée dans le Théoreme 4.3.1 peut étre récrite
de fagon équivalente sous la forme d’une identité d’énergie : pour tout ¢ € [0, 7],

sym

Qe (1)) + / M0 (5), Pe(s)) ds + / 1925) | o eupazse dista(02(5), K2 (5)) ds
= Q(ep) Jr/o /QO’E(S) : Bw(s) dx ds.

4.3.3 Existence de solutions en temps remis a 1’échelle

Nous nous intéressons & présent & 1’analyse asymptotique de la solution (ue, e, p:) du modele visco-
plastique donnée par le Théoreme 4.3.1 lorsque le parametre de viscosité e — 0. Des estimations a priori
obtenues en conséquence de 1’égalité d’énergie (voir la Remarque 4.3.2) assurent que les bornes suivantes
sont satisfaites : .

sup_low(t)[17 2 qppmn +/ 1P« (Ol 1@z dt < C, (4.3.9)
te0.7] € L2(Q;ME50) 0 € LY(OQ;Mg )
ou C' > 0 est une constante indépendante de £. Nous nous attendons donc a obtenir un tenseur des

constraintes limite dans L*(€2; M7 ") et un tenseur des déformations plastiques dans M (Q; M7"). Ceci
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pose un premier probleme quant a la définition de 1’énergie de dissipation car la fonction H n’a a priori
aucune propriété de convexité dans la premiere variable et donc, la théorie des fonctions convexes d’une
mesure de GOFFMAN & SERRIN [90] et DEMENGEL & TEMAM [62, 63] ne s’applique pas. Il semble
nécessaire de considérer des tenseurs de contraintes continus en espace mais malheureusement, nous
n’avons pas de tel résultat de régularité a notre disposition.

Afin de surmonter ce probleme, nous introduisons un modele non local ou la loi d’écoulement visco-
plastique (4.3.8) est remplacée par la loi non locale suivante :

0:(t) — epe(t) € OH(6(t),pe(t)) p-p- tout x € €, (4.3.10)

avec

5o(2,1) = [oo(t) * ol(z) = /Q o(z — y)oe(y, 1) dy

et p € C°(R™) est un noyau de convolution standard. Dans ce nouveau modele, la loi d’écoulement en un
point de © dépend de I’état de contrainte dans un voisinage de ce point par 'intermédiaire de la fonction
0. Notons que l'existence et I'unicité d’une solution pour ce modele visco-plastique non local (i.e. avec
la loi d’écoulement (4.3.10) en lieu et place de (4.3.8)) est assurée par des arguments similaires & ceux
employés pour la démonstration du Théoreme 4.3.1. Un modele semblable a été introduit et étudié par
LABORDE dans [100] dans le cadre de la plasticité non-associée de type Hencky. C’est également le parti
pris par DAL MAso, DE SIMONE & SOLOMBRINO [49, 50] pour traiter la non-associativité en la variable
interne d’écrouissage.

Grace & cet artifice, le tenseur des contraintes fictif 5. (t) est une fonction continue sur 2 ce qui nous
suggere de définir 'énergie de dissipation de la fagon suivante : pour o € C(Q; M7<") et p € M(Q; M7<™),
nous définissons la mesure de Radon positive

Ho)B) = [ 1 (a0, 5@ ) die)

pour tout ensemble Borélien B C Q. Notons que, contrairement & la section 4.2, la mesure H (o, p) est
maintenant bornée en vertu de la propriété de croissance (4.3.5) sur H. On peut donc toujours définir la
fonctionnelle de dissipation

H(o,p) := H(o,p)(9).
De plus, il est possible de démontrer que pour tout 7 € K(o) tel que divr € L™(2;R"), on a

H(o,p) > [1:p] (4.3.11)

au sens des distributions dans R™, ot [r : p] est la distribution introduite dans la Définition 4.2.1 (voir
également la Remarque 4.2.3). Notons que, d’apres (4.3.4), les ensembles K (o) sont bornés dans M7
uniformément par rapport & o, et par conséquent le tenseur des contraintes 7 € K(o) appartient a
L (S Mg ). D’apres la Remarque 4.2.3, la distribution [ : p] est donc une mesure de Radon bornée
absolument continue par rapport & p et l'inégalité (4.3.11) a lieu au sens des mesures de Radon.

Un deuxiéme probleme lié a la régularité en temps des champs limites se pose ensuite. D’apres les
estimations (4.3.9), nous nous attendons & ce que le tenseur des contraintes limite (méme régularisé
en espace a laide du noyau de convolution p) soit seulement essentiellement borné et que le tenseur
des déformations plastiques limite soit & variation bornée. En élasto-plasticité associée, un argument de
monotonie basé sur la convexité du potentiel de dissipation assure que les solutions sont absolument
continues en temps. Ici le potentiel de dissipation est bien convexe en sa deuxieme variable mais il ne
possede aucune propriété de ce type par rapport a la premiere variable. Nous ne pouvons donc pas exclure
des solutions présentant des discontinuités temporelles.

Ce probleme est résolu a l’aide d’une remise a 1’échelle en temps similaire a celle employée par DAL
Maso, DE SIMONE & SOLOMBRINO dans [49, 50] pour I’étude du modeéle de Cam-Clay. L’idée de for-
muler le probleme dans une autre échelle de temps pour rendre compte des phénomenes de discontinuité
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temporelle a été introduite par EFENDIEV & MIELKE dans [68] pour 1’étude d’un probléeme de friction
obéissant & une loi de Coulomb. Cette idée a par la suite été développée par MIELKE, ROSSI & SA-
VARE [112, 113] dans le cadre plus général des problémes d’évolution quasi-statique pour des processus
indépendants des vitesses ayant des solutions a variation bornée en temps. L’idée consiste a assurer une
propriété de Lipschitzianité en temps pour le tenseur des déformations plastiques (la variable interne du
probléme) par un changement de variable :

sym sym

t
se(t) = /0 (L+ 1P ()l Lr panyeny + 1EW ()| L2 () ds- (4.3.12)

]

°)~1(s) est strictement monotone et équi-Lipschitz sur R+

Par construction, Papplication s — t2(s) := (s
de sorte que, pour une sous-suite,

t2 — t° localement uniformément sur R*

en vertu du théroeme d’Ascoli. C’est dans la nouvelle échelle de temps, notée s et donnée par le chan-
gement de variable ¢t = ¢°(s), que nous allons établir I’existence de solutions. Formellement les temps de
discontinuités du tenseur des déformations plastiques (& valeurs dans M (; MZ")) correspondent aux
temps remis a 1’échelle en lesquels la fonction £° est constante.

Donnée initiale. Soit (ug, eo, po) € BD(2) x L*(Q; M7x") x M(Q; M7<") satisfaisant les conditions de
compatibilité cinématique

Eug = eg + po dans Q, po = (w(0) — ug) © vH" ! sur 6Q
et 'admissibilité plastique et statique du tenseur des contraintes associé

oo :=Ceq, &9:=00%0, o009€K(Gg) et diveg =0 p.p. dans Q.

Remise a 1’échelle. Soit S > 0 un temps final remis & I’échelle satisfaisant ¢°(S) > T'. Nous définissons,
pour tout s € [0, 5],

c(s) = uc(t2(s)), e2(s) = ec(t2(s)), 02(s):=0c(t2(s)), p(s) = pe(t2(s))-

Dans [B16], nous avons établi le résultat suivant de convergence des solutions du modele visco-plastique
non-local vers des solutions du modele plastique.

U,

Théoréme 4.3.3. Il existe un quadruplet (u®,e®,p°,t°) satisfaisant

(o]

u® : [0, 8] — BD(Q) est fortement continue et faiblement® p.p. dérivable,

e® 1[0, 5] — L*(Q; ML) est fortement continue et fortement p.p. dérivable,
p°:[0,5] — M ML) est 1-Lipschitz,
t°: 10, 8] — R est croissante et 1-Lipschitz avec t°(S) > T

et tel que, pour une sous-suite (c;) \, 07 indépendante du temps, et pour tout s € [0,9],

u? (8) = u®(s) faible* dans BD(Q),

€k

€2 (s) — e°(s) fort dans L?(Q;MX7),

£k sym

p2, (s) = p°(s) faible* dans M(S;MZ<T).
De plus les propriétés suivantes sont réunies :

Condition initiale : (u°(0),e°(0),p°(0),t°(0)) = (uo, €0, Po, 0) ;
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Compatibilité cinématique : pour tout s € [0, 5],

{Eu"(s) =e°(s) + p°(s) dans Q,
p°(s) = (w(t°(s)) — u°(s)) ® vH" 1 sur 99;

Loi de comportement : pour tout s € [0, 5],
°(s) = Ce°(s) p.p. dans
Equation d'équilibre : pour tout s € [0, 5],
dive©°(s) =0 p.p. dans Q;
Admissibilté plastique partielle : pour tout s € [0,S]\ U°,
a°(s) € K(6°(s)),

ot 6°(s) :==0°(s) *x 0 et U° :={s € (0, 5] : t° est constante dans un voisinage de s} ; -
Principe de travail maximal : p.p. tout s € [0, S] avec 0°(s) € K(5°(s)), alors [c°(s) : p°(s)] € M(Q) et

H(5°(s),p°(s)) = [0°(s) : p°(s)]  dans M(Q).

De plus, p.p. tout s € [0,S] avec 0°(s) & K(5°(s)), on a p°(s) € L?(Q;M2X") et

(0°(s) = Prc(so(s))(0°(5))) : p°(s) + H(0°(5),p°(s)) = 0°(s) : p°(s)  p.p. dans Q.

Nous donnons a présent une idée de la preuve de ce théoreme. Pour ce faire, considérons la solution
(ue, ec,p-) du modele visco-plastique non local obtenue en régularisant la donnée initiale du modele
plastique. Par construction du changement de variable (4.3.12), 'application s +— p2(s) est 1-Lipschitz
& valeurs dans M(Q; MZ%"), ce qui assure par le théoréme d’Ascoli la faible* convergence au sens des
mesures de Radon d’une sous-suite vers une application s — p°(s) également 1-Lipschitz. Les autres
convergences faibles sont obtenues a ’aide d’estimations a priori standards. Par suite, il est immédiat
de passer a la limite dans la condition initiale, la compatibilité cinématique, la loi de comportement et
I’équation d’équilibre.

Pour montrer ’admissibilité plastique partielle, nous remarquons que, formellement, ¢° est inversible
en dehors de U°. En notant s° son inverse en ces points, nous montrons alors que pour tout ¢ tel que
s°(t) & U°, oc,(t) = 0°(s°(t)) faible dans L*(Q;MZ<") et par suite, 6, (t) — G°(s°(t)) fort dans
L2(Q; M), Par un argument standard d’analyse convexe, la relation (4.3.10) implique que o.(t) —
ep:(t) € OH(5.(t),0) et par passage & la limite dans cette inclusion, on en déduit que

o°(s°(t)) € DH(5°(s°(t)),0) = K(6°(s°(t))) p.p. dans €.

La loi d’écoulement est obtenue par l'intermédiaire de 1’égalité d’énergie : pour tout s € [0, S],

Q) + [ WG 5N+ [ 15 s isalo” (), K(°()
= Q(eo) +/0 /Qoo(s ): Bw(s')dxds’.

L’inégalité inférieure < résulte de ’égalité d’énergie pour le modele visco-plastique (voir la Remarque
4.3.2) et de la semi-continuité inférieure des énergies. L’'inégalité supérieure > est quant a elle obtenue a
I’aide de résultats d’approximation de 'intégrale de Bochner par des sommes de Riemann convenablement
choisies démontrés par DAL MAsO, DE SIMONE & SOLOMBRINO dans [49] (voir également DAL MASO,
FRANCFORT & TOADER [51]). Une conséquence de cette identité d’énergie réside dans le fait que p.p.
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tout s € [0,5] avec 0°(s) & K(5°(s)), on a p°(s) € L*( ML), Gréce a (4.3.11) et les propriétés déja
établies sur ¢° et p°, on a l'inégalité

H(5°(s),p°(5)) = [0°(s) : p°(s)]

au sens des mesures dans Q et p.p. s € [0,5] pour lesquels °(s) € K(5°(s)). L’égalité provient de
I'identité d’énergie qui assure que la mesure positive H(G°(s),p°(s)) — [0°(s) : p°(s)] a une masse nulle.

Nous procédons de méme pour les temps s € [0,5] en lesquels 0°(s) € K(6°(s)). Notons qu’en ces
temps s € [0, 5] (les temps de saut en échelle de temps original) la loi d’écoulement n’est pas satisfaite
stricto sensu. En terme de bilan d’énergie, ceci est du a la présence de ’énergie de dissipation visqueuse. Il
est cependant possible de démontrer grace a I'identité d’énergie que p.p. tout x € Q et p.p. tout s € [0, S|
satisfaisant 0°(s) & K(6°(s)), on a

(0°(5) = Pr(oo(s (0°(5))) 1 °(8) = |0°(s) = Picaos)) (0° ()] [9° (3)]-

Cette propriété assure que p°(s) et 0°(s) — Pic(s0(s))(0°(s)) ont la méme direction, et donc le taux de
déformation plastique p°(s) est orienté dans une direction de L?(€; M7 ") normale au convexe K(3°(s))
en 0°(s). Par conséquent, méme aux temps ou l'admissibilité plastique n’est pas satisfaite, le taux de

déformation plastique satisfait toujours une loi de normalité par rapport au convexe d’élasticité.

Pour finir, notons que dans le cas homogene en espace, les résultats de Laborde dans [99] assurent
que les solutions de notre modele sont toujours absolument continues en temps contrairement au modele
de Cam-Clay pour lequel les solutions sont effectivement discontinues en temps (voir DAL Maso &
SOLOMBRINO [55]). Ceci suggere la possibilité de montrer que les solutions données par le Théoreme 4.3.1
ne présentent pas de temps de discontinuité, autrement dit que le changement de variable s — t = t°(s)
réalise une bijection de Rt dans RT.



Annexe

Espaces fonctionnels. Nous utilisons des notations standards pour les espaces C* (resp. C¥) de
fonctions continiiment différentiables (resp. & support compact ) (k € NU {o0}), les espaces de Lebesgue
LP (1 < p < o0) et les espaces de Sobolev WP (1 <p < o0) et H® (s € R).

Mesures. La mesure de Lebesgue dans R™ et la mesure de Hausdorfl k-dimensionnelle sont notées
respectivement £” et H*. Etant donné un ensemble localement compact E C R™ et un espace Euclidien
X, M(E; X) (ou simplement M(E) si X = R) désigne I’espace des mesures de Radon bornées a valeurs
dans X muni de la norme |[g|: = |p|(E), ou |u| € M(E) est la mesure variation de p. Pour tout
uw € M(E; X), le théoréme de décomposition de Lebesgue assure que p = pu® + p®, ot u® est une mesure
absolument continue et y® est une mesure singuliere par rapport a la mesure de Lebesgue. Si v est une
mesure de Radon positive sur F, nous désignons par Z—’; la dérivée de Radon-Nikodym de p par rapport
a v. Si B C E est un ensemble Borélien, la mesure ul_ B est la restriction de p a B. Par le théoreme de
représentation de Riesz, 'espace de Banach M(FE; X) peut étre identifié au dual topologique de I'espace
Co(E; X) des fonctions continues ¢ : E — X s’annulant sur le bord de E, i.e., telles que {|p| > e} est
compact pour tout € > 0.

Matrices. Nous notons M™*™ ’ensemble des matrices m x n a coefficients réels. Le produit scalaire
Euclidien est noté : et la norme Euclidienne associée est notée | - . Le sous-ensemble Mg désigne les
matrices carrées n x n symétriques et M',*" représente les matrices n x n symétriques et déviatoriques.

SiaeR™ et beR", onnote a @b e M™*" le produit tensoriel de a et b défini par (a ® b);; := a;b;
pour tout entiers 1 < i< met 1l <j<n Enfinsim=mn,a®be MI*" désigne le produit tensoriel

sym
symétrique défini par a ©@b:= (a @b+ b® a)/2.

A.1 Fonctions a variation bornée

Etant donné un ouvert 2 de R™, on dit que w est une fonction a variation bornée, et I'on note
u € BV(;R™), si u € LY(Q;R™) et si sa dérivée distributionnelle Du € M(Q; M™*") est une mesure
de Radon bornée. Dans ce cas, Du se décompose en la somme de trois mesures mutuellement étrangeres

Du=Vul" + (ut —u") @ v,H" 'L J, + D.

Dans ’expression précédente, Vu est la partie absolument continue de Du par rapport a la mesure de
Lebesgue L™ et coincide avec le gradient approché de u. L’ensemble J,, est ’ensemble des sauts de u :
c’est un ensemble H"~!-rectifiable sur lequel on peut définir H”'-p.p. une normale généralisée unitaire,
notée v, ainsi que des traces supérieures et inférieures u*. Enfin D°u désigne la partie Cantorienne.
On dit que u € SBV(Q;R™), 'ensemble des fonctions spéciales & variation bornée, si Du = 0.
Un espace plus grand que SBV (€;R™) est 'espace GSBV (Q2;R™) des fonctions spéciales a variation
bornée généralisées défini comme I'ensemble des applications mesurables u : 2 — R telles que ¥ o u €
SBVioe (S R™), quelque soit ¥ € CH(R™;R™) tel que supp(VW¥) est compact dans R™. Notons qu'’il est
toujours possible de définir une notion de gradient approché et d’ensemble de saut pour des fonctions
dans cet espace (voir DAL MASO, FRANCFORT & TOADER [51]). Pour p > 1, on définit enfin les espaces

SBVP(Q;R™) := {u € SBV(Q;R™) : Vu € LP(Q;M™*™), H"(J,) < oo}
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et
GSBVP(Q;R™) := {u € GSBV(Q;R™) : Vu € LP(Q;M™ ™), H"(J,) < oo}.

Remarquons que SBVP(; R™) C GSBVP(;R™) et que GSBVP(; R™)NL>(2;R™) C SBVP(Q; R™).
On munit 'espace SBVP(€; R™) d’une notion de “convergence faible” compatible avec le type de conver-
gence obtenue en conclusion du théoréme de compacité d’Ambrosio dans [4]. Notons qu’il ne s’agit en
rien de convergence faible au sens de I’analyse fonctionnelle, mais seulement d’'un mode de convergence
naturel pour les problemes aux discontinuités libres.

Définition A.1.1. Soient (ux) C SBVP(Q;R™) et u € SBVP(Q;R™). On dit que (ux) converge
faiblement vers u dans SBVP(£2;R™) si

uy, — u fortement dans L'(Q;R™),
up — u faible® dans L (Q; R™),
Vuy, — Vu faiblement dans LP(; M™*"™),

la suite (H""1(Jy, ))ken est uniformément bornée.

Nous renvoyons au livre d’AMBROSIO, Fusco & PALLARA [8] pour un exposé détaillé de ce sujet.

A.2 Fonctions a déformation bornée

Soit Q C R™ un ouvert. L’espace BD(R2) des fonctions a déformation bornée est 'espace des fonctions
u € L'(Q;R™) dont le gradient symétrisé Eu := (Du+ Du”)/2 € M(Q; MZX") est une mesure de Radon
bornée & valeurs dans M <. 1l s’agit d’un espace de Banach, muni de la norme ||u|| 1 (q;rn) + || Eul|1, qui
est identifiable au dual d’'un espace normé. La convergence faible* est définie selon cette dualité et elle

est équivalente a la convergence définie ci-dessous.

Définition A.2.1. Une suite (u;) C BD(Q2) converge faible* vers u € BD() si et seulement si ux — u
fortement dans L'(Q;R") et Fuj — Fu faible* dans M (£; M7X7).

sym

Supposons désormais que €2 est borné & frontiere Lipschitzienne. L’espace BD(2) s’injecte continiiment
dans L™ (=D (Q;R") et compactement dans LP(Q;R"™) pour tout p < n/(n — 1). Par ailleurs, toute
fonction u € BD() a une trace, que nous notons u, qui appartient a l’espace L!(9Q;R") et pour
laquelle la formule d’intégration par parties suivante a lieu : pour tout o € C%(; M2 X") N CL(; M2X1D),

sym sym
/a:dEuz—/u-divadx+/ u- (ov)dH" 1,
Q Q 0

ou v désigne la normale unitaire extérieure a ).
Nous renvoyons au livre de TEMAM [134] pour de plus amples informations sur cet espace.

A.3 TI'-convergence

Nous rappelons ici la définition de la I'-convergence dans un espace métrique. Pour une présentation
compléte, nous renvoyons au livre de DAL Maso [42]. Soit (X, d) un espace métrique et F', F, : X —
[0, +00].

Définition A.3.1. On dit que la famille (F.).so I-converge vers F si pour toute suite (¢;) N\, 07 et
pour tout u € X, les deux propriétés suivantes sont réunies :
(i) pour toute suite u; — u dans X
F(u) < liminf F (uy);

Jj—o0



ANNEXE 85

(ii) il existe une suite w; — v dans X telle que

F(u) = lim F_, (u;).

j—o0
On dit alors que F est la I'-limite de F;.

Cette notion est compatible avec les problemes de minimisation car elle assure, sous une hypothese de
compacité des suites minimisantes, la convergence des minimiseurs ainsi que de la valeur minimale. Cette
propriété est traduite par le théoréme suivant qui représente le résultat fondamental de la théorie de la
I'-convergence :

Théoréme A.3.2. Soit (F.)cso une famille de fonctions qui I'-converge vers F. S’il existe un compact
K C X (indépendant de €) satisfaisant

inf F, = inf F;,

X K

alors
dmin F' = lim inf F,.
X e—0 X

De plus, si (ue) est une suite telle que
lim F, = lim inf F,

alors tout point d’accumulation de (u.) est un minimiseur de F.
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