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Chapitre 1

Introduction générale

Ce travail de thése a pour but d’étudier des écoulements instationnaires de fluides
incompressibles Newtoniens et non isothermes. Le probléme est décrit par les lois de
conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de I’énergie c’est-a-dire

g—f + div(pv) =0

p (% + (v.V)v) = div(o) + pf

pa%p + div(q) = ¢
ot p est la densité du fluide, v sa vitesse, T' sa température, a sa capacité thermique et
o est le tenseur des contraintes, ¢ le flux de chaleur, f la force extérieure appliquée au
fluide par unité de masse et ¢ est la dissipation d’énergie due au mouvement du fluide.

Dans le cas d’un fluide Newtonien

0 = _pI + 2ND<U)7

ou p est la pression du fluide, D(v) = (% (g;” + g?)) est le tenseur des taux
i i)/ 1<ij<n
de déformation et p est la viscosité du fluide. Si la densité p est constante, la loi de

conservation de la masse se réduit a
div(v) = 0,
et on peut supposer sans perte de généralité que p = 1. On obtient donc le systéme
%+ (v.V)v — 2div(uD(v)) + Vp = f
div(v) =0
a%—f + div(q) = ¢
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La conduction de la chaleur dans un milieu homogéne est habituellement décrite par la

loi de Fourier [28] qui relie le flux de chaleur a la température par la relation
¢=—KVT,

ot K est la conductivité thermique du matériau. Cette loi conduit & une équation de la

chaleur parabolique

oTr
aor div(KVT) = ¢. (1.1)

Dans le cas simplifié ou la capacité et la conductivité thermiques sont constantes et ¢ = 0,
avec des conditions aux limites de Dirichlet pour 7, le principe du maximum implique
que si T'(to,z) > 0 avec T'(ty,z) # 0 alors T'(t,x) > 0 pour tout ¢ > 0 [8], ce qui signifie
que la chaleur se propage a une vitesse infinie. Cette propriété, connue sous le nom de
"paradoxe de la chaleur” ne correspond pas & la réalité physique notamment dans des
situations présentant de forts gradients de température ou des temps d’observation tres
courts |6, 10, 25, 26, 30, 33, 34, 39, 40, 42, 44, 48, 55, 56].

De nombreuses modifications de la loi de Fourier ont été proposées pour éviter ce
défaut 33, 19]. Parmi celles-ci, 'une des plus anciennes et des plus utilisées est due a

Cattaneo [18] et consiste & introduire un terme de la forme b‘?;%, avec 0 < b << 1, dans
le membre de gauche de I’équation (1.1) conduisant a une équation hyperbolique. Dans le

cas simplifié ol la capacité thermique est constante égale & 1 et ¢ = 0 on a alors

o?’T oT ‘
bﬁ + B div(KVT) =0 (1.2)

ce qui peut se décomposer en

or | -
<+ div(q) = 0,
q+b3st=—-KVT.
En identifiant ¢ + b%¢ a (. +b), on obtient
q(t+b) = —-KVT(t),

et le terme b peut s’interpréter comme un temps de relaxation di a une propagation a

vitesse finie de la chaleur. La valeur de b est trés faible (de 'ordre de 1071 4 107!Y seconde
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[33]), mais cette modification de la loi de Fourier permet de corriger le "paradoxe de la
chaleur” et d’obtenir une meilleure description de la réalité.

Notons que des modifications de méme type ont également été proposées par différents
auteurs dans la modélisation d’écoulements Newtoniens [45, 49].

Dans ce travail, nous nous intéressons au couplage entre le systéeme de Navier-Stokes donné

par

% + (v.V)v = 2div(uD(v)) + Vp = f

(1.4)
div(v) =0
et I’équation de la chaleur hyperbolique
o*T oT .
bW + aar div(KVT) = ¢ (1.5)

Une premiére étude pour ce type de problémes a été réalisée dans [25] pour le cas d'un
probléme d’extrusion de polymeéres. Avec un développement asymptotique formel par rap-
port a I’épaisseur du domaine occupé par le fluide, le probléme se simplifie et est décrit par
une seule équation pour la température, la vitesse et la pression étant obtenues comme
solutions d’un probléme indépendant de 7.

Dans notre cas, nous considérons le systéme (1.4)-(1.5) et nous ferons I'hypothése que la
viscosité du fluide dépend de T alors que la capacité thermique et le terme de dissipation
dans (1.5) dépendent de v. Nous obtenons ainsi un probléme non linéaire parabolique-
hyperbolique couplé. De plus, dans le prolongement de résultats obtenus dans [15, 16, 12],
nous considérons des conditions aux limites de type Tresca ou Coulomb sur une partie du
bord du domaine occupé par le fluide.

Afin d’obtenir un résultat d’existence pour le probléme couplé, nous étudions tout d’abord
I’équation de la chaleur hyperbolique dans le chapitre 2. Nous démontrons un résultat
d’existence et d’unicité par une méthode de Galerkin puis nous introduisons une discréti-
sation en temps et nous établissons la convergence des solutions approchées vers la solution
du probléme original. Dans un deuxiéme temps nous étudions le systéme de Navier-Stokes
muni des conditions aux limites de type Tresca ou Coulomb. Dans le chapitre 3 nous prou-
vons l'existence d'une solution via I’é¢tude de la convergence des solutions d'une suite de

problémes régularisés et nous montrons que cette solution est unique sous réserve que la
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viscosité du fluide soit suffisamment grande si on se place en dimension 3.

Dans le chapitre 4, nous proposons une discrétisation en temps du probléme d’écoulement
dans le cas de la condition au limite de type Tresca et nous établissons la convergence des
solutions approchées.

Le dernier chapitre de ce mémoire est consacré a I’étude du probléme couplé dans le cas
de conditions aux limites de type Tresca. L’existence d'une solution est obtenue par un
argument théorique de point fixe en dimension 2 et également par une méthode de discré-
tisation en temps qui conduit & résoudre sur chaque sous intervalle [t,,,t,1] un probléme

découplé pour la vitesse et la pression d’une part et la température d’autre part.



Chapitre 2

Etude de ’équation de la chaleur

hyperbolique

2.1 Introduction

Le premier chapitre consiste en ’étude de I’équation de la chaleur hyperbolique qui
est le résultat de la combinaison entre la loi de Cattaneo [18] et la loi de conservation de
I’énergie dont 'inconnue principale est la température T. Il est partagé en deux parties :
la premiére est consacrée a I'étude de l'existence et 'unicité de solution de I’équation
de la chaleur hyperbolique (dont la conduction thermique dépend de z et de t) avec des
conditions aux limites mixtes Dirichlet-Neumann. Aprés avoir énoncé le probléme, on écrit
sa formulation variationnelle. Ensuite, on traite 'existence de solutions par la méthode
de Galerkin. Enfin, on étudie 'unicité de la solution de ce probléme. Dans la seconde
partie, on se limite & des conditions de Dirichlet, on approche le probléme cité ci-dessus
par une technique de discrétisation en temps. On considére un probléme auxiliaire dans
lequel la conduction thermique ne dépend que de x, puis par la méthode spectrale, on
étudie I'existence et 'unicité de la solution de ce dernier. On achéve ce chapitre par I’étude
de la convergence des solutions approchées, qui correspondent aux solutions du probléme
discrétisé en temps, vers la solution du probléme hyperbolique initial lorsque le pas de

temps tend vers zéro.
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2.2 Position du probléme

On considére © un domaine borné de R3, & frontiére réguliére, 9Q = I'; UTy. On

commence par énoncer le probléme hyperbolique suivant

Probléme 2.2.1. Trouver T : [0,7] x Q@ — R tel que

p

baazTg + a(z, t) % — div(K(z,t)VT) = ¢(z,t) dans Q% [0,7]

T(z,t) = gi(t) sur Ty x(0,7)

(KVT).v=gs(t) sur Tyx(0,7) (2.1)
T(0,z2) =Ty

9L(0,z) = T1.

\
L’inconnue princiale de ce systéme est la température T', g; et go décrivent les condi-

tions au bord de type Dirichlet-Neumann. Les conditions initiales sont définies dans

T, € H'(Q), Tie L*9Q). (2.2)

On suppose que
¢ € L*(0,7; L*(Q)) (2.3)
[) € Hl(O,T; L2<F2)), (24)

et qu’il existe G € C*([0,7]; H*(Q)) tel que
G=g sur I';x][0,7].
On suppose de plus que
T() = a1 (0) sur Fl.

La matrice de conductivité thermique K est symétrique et satisfait

Ky € Wh(0,7; L=(Q))

Ja* > 00 Y Kiy(n, )64 > a6, pp (2,1) €Qx(0,7), VEER

i=1

ij=1

(2.5)



2.2. Position du probleme

On notera

0K
M = HEHLW(O,T;LMQ)), (2.6)

e = || K| (0,720 () - (2.7)
La fonction a est telle que
a € L>(0,7; L°(Q)) o € L*(0,7; H(Q)),
et on suppose qu’il existe a,,a* deux constantes strictement positives telles que
0<a* <a(zt)<a., pp (x,t)eQx(0,71). (2.8)

Notons que b est une constante strictement positive.

2.2.1 La formulation variationnelle

Afin d’obtenir la formulation variationnelle du probléme 2.2.1, on introduit I'espace

fonctionnel suivant
V={p: ¢eH Q) et ¢=0 sur I} (2.9)
V est un sous espace fermé de H'(Q), donc V est un espace de Hilbert pour la norme

v = (1122 + 1V I32(0 )
On définit Gy € H'(Q) et Gy € HY(Q) ainsi

G(07 I) = GO
G/(O, .%') = Gl'

En utilisant le changement de variable w = T — G, le probléme 2.2.1 devient

/

b + a(z, t)u — div(K(z,t)V(u+ G)) = ¢ — a(z, t)G" — bG"”
u(z,t) =0 sur Iy x|[0,7]

(K(x,t)V(u+G)).v =gy sur Ty x]0,7]

u(0,2) =Ty — Gy

uw'(0,2) =Ty — G.
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On notera par

u(0,2) = ug(x) € V. (2.10)

u'(0,7) = uy(z) € L*(Q). (2.11)
La formulation faible est donnée par

Probléme 2.2.2. Trouver u € L*(0,7;V) avec v’ € L*(0,7; L*(Q)) et v” € L*(0,7; V")

vérifiant le probleme suivant (au sens des distributions)

b<u'(t),w > +(alx, t)u'(t), w) + (K(z,t)Vu(t), Vw) = (¢(t), w) + (92(¢), w)p
—(a(z,t)G'(t),w) — b < G"(t),w > —(K(z,t)VG,Vw), YweV

2

(2.12)
u’(()) = Uy, (214)

ot (.,.) est le produit scalaire dans L?(Q2), < .,. > est le produit de dualité entre V et V|

(., .)r, est le produit scalaire dans L?(T'y), V' est I'espace dual de V.

Remarque 2.2.1. On a alors

/OT [b<u"(t),w>+(a(z,t)u(t),w) + (K(z,t)Vu(t), Vw)| dt = /()T(qﬁ(t), w) + (g2(t), w)p, dt

— /T [(a(z,)G'(t),w) +b < G"(t),w > +(K(z,t)VG, Vw)] dt, Yw € L*(0,7;V).

Pour prouver existence de solutions du probléme (2.2.2), on utilise la méthode de
Galerkin qui approche le probléme en dimension infinie par un probléme en dimension
finie. En effet, elle consiste en 'approximation de la solution du probléme variationnel
par la solution d’un systéme différentiel ordinaire en temps (on n’aura pas besoin de
trouver la solution détaillée du systéme). Puis, on étudiera les estimations "a priori" sur
la solution approchée, celles-ci nous seront utiles dans le passage & la limite. Enfin, on
prouvera que la solution approchée tend vers la solution faible du probléme 2.2.2 dans des

espaces appropriés et que les conditions initiales sont satisfaites.

8
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2.3 Résolution par la méthode de Galerkin

2.3.1 Construction de la solution approchée

Pour passer a un probléme en dimension finie, on prend (w;);en+ une base hilbertienne
de V. On note V,, le sous-espace de V engendré par les vecteurs {wy, ws, ..., wy,}. Avec
la densité de V' dans L?(Q2), on choisit les (w;);en- de telle sorte qu’ils forment une base
orthogonale de V' et une base orthonormale dans L?((2).

Pour tout m = 1,2.. ., on définit u,, ainsi

0,7] = Vi,
Upy (2.15)
t—= Uy = Y ey TP Wk,
et on cherche les coefficients z]*(t) (0 <t <7, k= 1...m) vérifiant le systéme suivant
b <y (t),w; > +(a(z, t)u,(t), w;) + (K(x, t)Vuy(t), Vw;) = (¢(t), w;)

+(g2(t), w))r, — (alz, )G (t),w;) — b < G"(t),w; > —(K(z,t)VG, Vw;), Vje{l,...m}
(2.16)

Um(0,2) = ug,, dans V
ul (0,2) = uy, dans L*(Q),

ol g, est la projection orthogonale de ug dans V' sur I’espace généré par {w; ... w,,} et

de méme pour uy,, dans L*(Q).
Lemme 2.3.1. Les fonctions (z)r=1.m appartiennent ¢ H?(0,7;R).

Démonstration. En remplacant u,, par son expression (2.15), on a :

be”m (wg, w;) + Zx a(z, t)wg, w;) + Zxk K(z,t)Vwg, Vw;) =
= (Cb(t)?wj) + (92(t)7w]’)f‘2 - (CL(:E?t)G/( )awj) —-b< G”( )awj >
—(K(z,t)VG(t), Vw;) V1 <j<m.

En particulier

lim ug,, =uy dans V,
m—00

lim uy, =u; dans L*(Q).
m—0o0



Chapitre 2. FEtude de I’équation de la chaleur hyperbolique

On obtient donc le systéme suivant

bAX" + Ay ()X + As()X = F, (2.17)
X(0) = X,
X'(0) = X, (2.18)

ol

—(K(z,t)VG, Vwy))

1<j<m

Pour prouver que le systéme différentiel ordinaire (2.17) admet une solution, on effectue

le changement de variables suivant

X/ X//
Y = Y = ,
X X'
donc
bA; 0 v F(t)— A (H) X' — As(t) X
0 I X'
alors
bAs 0 —A(t) —As(t F(t
2 v 1(t) 3(t) v (t)
0 I I 0 0
On note par
bAs 0 —A(t) —As(t F(t
B, = ? . Bs(t) = 1) #(f) . F(t) = )
0 I I 0 0

Comme la matrice B; est symétrique et définie positive ((w;)i<;<m sont linéairement

indépendants), alors la matrice B; est non-singuliére, donc en inversant on trouve

Y' = B{'By,(t)Y + By F(t)
= A@)Y + B(t) =G(t,Y)

10



2.3. Résolution par la méthode de Galerkin

o A € C([0,7]; L(R?*™, R*™)) et G € L*(0, 7; R*™).
Par conséquent, en s’appuyant sur la théorie classique des E.D.O, le systéme d’équations
différentielles ordinaires (2.17)-(2.18) admet une unique solution dans l'intervalle [0, 7],

x;)1<i<m appartenant a H2(0,7;R). O
(i)1<i<m app NE

2.3.2 Les estimations "a priori"

Proposition 2.3.1. La solution approchée u,, vérifie les estimations suivantes pour une

certaine constante C' > 0 indépendante de m :

HumHLN(O,q—;V) < C (219)

v, || oo 0,522 (02)) < C- (2.20)

Démonstration. En multipliant P'équation (2.16) par z}(t) et en sommant sur k =

1,2,...m; on obtient :

b UH

Z > (a@f D, <t>7Zx$:”<t>wk> + (K(x,thm(t),Zx?(t)Vwk)
( Z ) ( Zxk wk> - (a(x,t)G'(t),ZxZ”wk)
<G// i > — ( z,t)VG, Zm Vw]> :

c’est a dire

bty (), 1, (1)) + (al, ), (£), 10, (1)) + (K (2, 8) Vum (1), Vg, (1) = (6(1), u,, (1))

+ (92(t)’ u;’n(t))l—‘g - (a(x, t)G,(t)’ u/m(t)) =b <G”(t)’ ulm(t)> - (K(l’, t)VGv vu:n(t))
(2.21)

(Ui (8), 0 (1)) = 5 5 10 (D 220

on trouve :

(1) 0y + 0 () 0y + (1) W0 (), W (1) < (600), 1)

+(92(8), (1)), — (a2, )G (1), 10, (1)) = b(G" (), 1y, (1)) — (K (2, 1) VG, Vi, (1))

11



Chapitre 2. FEtude de I’équation de la chaleur hyperbolique

Comme K dépend de x et de ¢, on a

(K (2, )V (1), Vadl (£)) = %% (K (2, )V (1), V() — % (%—fvum@), Vum(t)> |

on obtient

0O ()i + 0 () gy + 22 (K (2, £) Vot (1), Tt (1))

20t 20t
< IO )+ (928, 0+ NGO )

iz !/ aK !/
HIE Ol + 5 (G Tun(0, Vinlt)) = (K (2 0VG, Tl 1),

(2.22)

Aprés intégration entre (0,s) avec 0 < s < 7 et en utilisant (2.6), on trouve

2 (5) e +a/Hu a4 5 (K (2,8) V(). Vit () < 2y (0) e

+§<< )Vt (0), Vit (0) ‘/H¢Hm M(Wm@ﬁ+A(%@,Mmmﬁ

/u@ MmWLUMdeW/HG'HMMW(WmQﬁ

M/ I tn (1) 2240 dt—/s( (2. 0)VG, Vel (1)) dt.
0 (2.23)

En utilisant l'intégration par parties,

S

//mgg ) do dt = //F292 um()dxdt—l—{/mgg()um()dx]o

; /F2 9o (t)u ()d:cdt+/ 92(8)Um (3) dx_/ 92(0)um(0) da.

1) 1)

De méme

| @w0ve. v @) de—- [ (8;; v, Vum> = [ (K@ VG Vu,) d

+[(K(2,1)VG, Vum)]s S / 8 (aa—tva, Vum(t)> dt — / (K (2, )V, Vun (1)) dt

0

4 (K (2, )VG(S), Vim(s)) — (K (z,0)VG(0), Vaum(0))

12



2.3. Résolution par la méthode de Galerkin

En substituant dans I'inéquation (2.23) et en utilisant (2.7) et (2.5), on obtient

S+ 0" [ T+ 5 IV 6y < S O
F 2T () ey /H¢Hm e () ey + 119205 220y () 20
+1|g2(0 )HL? ) |26 (0 )HL2 ) / ng HLZ(FQ [ (t )HL2 ry) dt
ra. [ 16 @@l Ol ﬁ+@/W¢\mmm<nm
M/uw%nm w+M/HW?nH|qummdt
/|WG,mmﬂmmﬂﬂmmwﬁumwﬁ(mmmmmd)Mm

| [VG(0) | 20 [V (0) [ 220
(2.24)

Par le théoréme de trace, on sait qu’il existe une constante v > 0 telle que
19 22ry) < VY, Y € HY(Q). (2.25)
En utilisant (2.25), on obtient

Hdﬂmm+a/ﬂwhmMH-meﬁhm)bmﬂmm+*Mﬂ€
10Ol O 42Nl Ol + O e ol
/HMMWDWWUMﬁ+m/HG!m (820

[ 16O Ol -+ [ [0

‘HW/HVG)M%MVWJNWQMVHM/|WG'Wp It ()l 200

T [VG(s) | 2@ [ Vum(9)] 2 (0) + @l [VG(0) || 2o [uol|v-
(2.26)

En appliquant I'inégalité de Young :

BA < —62+25A2 VB, AeR, V§>0,

on aura les estimations suivantes :

a*
62l Dl < e O720) + ot a0

2a*

af ' 2
S G (8) B e

5 ()220 +

a
@GOl 2oy [um Bl 2@ < 5

13
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. i
B (1)l (@) (1) 2@y < 55 e (D)3 +

1720

En remplacant ces inégalités dans (2.26), on trouve

b L7 aF b Qe
_Hu:n(S)“%?(ﬂ) +a / ||u;n(t)||%2(ﬂ) dt + —||Vum(3)||%2(sz) < _HUIH%Q(Q) + 7““0”%/
1
+o 1011220220 + 72 N92(5) 220 Hum( My +92(192(0) | L2y [ o[ lv
b2
+7 / g2 )]z lum (D)lv dt + = *”G/”L2 or2@) t 5, 1G22 020
3a*

+2 /9 Oy dt+ 5 [ IV 4 M [ 1960 0|Vt (O

+a*/0 VG (t)]| L200) | Vit (t)]| L2 (0) dt 4+ [ VG (3)]] 120 | Vi (5) | 22 ()

+a.[[VG(0)[| 2oy [luollv-

(2.27)
En utilisant (2.3) et la définition de G, on trouve
b
ol (3) ey + Tt (3) gy < G+ % / et ()2t + 211 92(5) | 2 l16m (5 v
- / 150zl (0l i + 5 / [Vt (6) 22
M / IV GO 2260 |Vt ()] 2+ v / IV G (0)]| 2 et (8) | 2
[ VG(8) 2y [Vt (3) 22,

(2.28)

ol

b
Cr = Sz Q>+ ol + 5 *‘|¢|’L207—L2(Q))+7 192(0)| 220 lwol[v
b2

*

+2a*||G/HL2(0,T;L2(Q)) + %”G”HLQ(O,T;LQ(Q)) + [ VG(0)|| 2o [|uollv-

En utilisant encore I'inégalité de Young :

K] 4 S S
v M
7 [ lgh Ol (Ol de < S [ a0y e+ 5 [ (ol at,
0 0 0

or

s

S—

im0 dt = [ )y e+ [ ¥ 020
= [ [ oo+ Oy e+ [ AT 0
<2 [ (¢ [ Mgy o) e 2 [ L)yt [ I19um0l

0
52/ [y, ()1 722y @t + 25 [0 72y + / [Vt ()| 72(c
0 0

IN

14



2.3. Résolution par la méthode de Galerkin

et
[um ()]} < 28/ [y, (D)1 222y @t + 2[uol| 72 () + [Vt (9)]|72(0
0
S M S 9 M S 9
M AVGEOlra@ Vum @)l 2@ dt < = | VG120 dt+ = | [Vum(®)lzq) dt
0 0 0

2
a,

S S M S
or [ IVG e Fenay dt < 537 [ IVG Ol e+ 5 [ 1900
0 0 0

et aussi

*

a 274

Vllg2 (2w llum($) v < = llum()15 + = llg2() 2,

%
2
20

a*

[IVG(s) 2@ | Vm($) |2 () <

a*
HVG(3)||2L2(Q) + g”vum(s)H%%Q)-

En substituant dans le second membre de (2.28), on obtient

b o a*  afs M s

§||U;n(3)||2L2(Q) + ZHVUW(‘S)H%Q(Q) <G+ (5 T T ) /0 [y, (1)1 72 dt
a 2 Y 2 274 2 20‘3 2

#0s + Dllsaliey + Slsblrnie + 2l + 2 1966

oy M i
VG122 072200 + 7‘|VG||%2(O,T;L2(Q)) + QM/O [Vt (8)]| 720 -

+2M

En prenant

B o 9 i 2 _27
Gy = i+ (M7 + —Flluollzzi) + 55711902202 + =5
20/

a*

H!J2 ||%oo(o7T;L2(Fz))

a? M
HVGHioo(o,T;B(Q)) + WHVG/||%2(O,T;L2(Q)) + EHVGH%?(O,T;L%Q))?

B 2a* + 27°M + o T

03 4 )

ceci implique :

b o s
5”“:71(8)”%2(9) + ZHVUm(S)H%Z(Q) < G +C3/ [y, ()17 2 dt
s 0
1oM / [Vt (8) 22
0

Alors, avec
! : b a* 1"
' = mm(i, z), C" = max(Cs,2M),

15



Chapitre 2. FEtude de I’équation de la chaleur hyperbolique

on déduit

O (1u(5) 22(0) + 1 Vtm(s) 3200y ) < G+ C” / (1 By + IVt ()3 )

(2.29)
En appliquant le lemme de Gronwall dans (2.29), on a :
CQ Cl/ S 02 C//
(e + 1V o) < 5 + 7 | o (Grle =)
alors
02 "
i)y + 1903 < G e ).
on obtient les estimations suivantes
||U’/m||L°°(0,T;L2(Q)) S C (230)
HVumHLoc(o’T;Lz(Q)) S C (231)
avec
C C//
C= 6? exp (UT)
O

2.3.3 Le passage & la limite

Proposition 2.3.2. Il existe une sous-suite de (U, )m>1, notée encore (Up)m>1, telle que

les convergences suivantes ont lieu :

Uy — u  faiblement dans L*(0,7;V)
(2.32)
Um — u  faiblement® dans L>(0,7;V)

' =’ faiblement dans L*(0,7; L*(Q))
(2.33)
' =’ faiblement* dans L(0,7; L*(Q)),

et
Uy —>u fortement dans C°([0,7]; L*(Q)).
De plus la limite u est solution de (2.12)-(2.14).

16



2.3. Résolution par la méthode de Galerkin

Démonstration. Des estimations "a priori" obtenues dans la proposition 2.3.1, on déduit
que (V) m>1 et (u),)m>1 sont bornées respectivement dans L>°(0, 7; L2(2))NL2(0, 75 L*(2))
et L>°(0,7; L2(Q)) N L*(0, 75 L*()).

Par conséquent, on peut extraire une sous-suite de (U, )m,>1 (nOtée encore (U, )m>1)
vérifiant les convergences faibles (2.32) et (2.33).

En utilisant le lemme de Simon [52], on trouve
Uy, — u  fortement dans  C°([0, 7]; L*(2)).

Montrons maintenant que u est solution de (2.12)-(2.14).

Soit w € V, il existe une suite de la forme :

m
_ m
Wy = E a;wy,
j=1

telle que w,, — w dans V. Alors, pour tout ¢ € D(0, 1)
Wyp(t) — wp(t) fortement dans L*(0,7;V),
et
W' (t) = we'(t)  fortement dans  L*(0,7;V).
En multipliant (2.16) par p(t)a]", et en sommant de j = 1,m pour m € N*

b <ty (1), (W) wim > +(ale, )iy, (), o(t)wim) + (K (2, ) Vi (t), V ((t)wm))
= (0(t), p(H)wm) + (92(1), () wm)r, — (alx, )G (1), p(t)wm) — b < G" (1), (t)wm >

—(K(x,t)VG,V(p(t)wy)).
(2.34)

En intégrant entre (0,7), on a

/0 (bl (61, () + (0l ) (). (1)) + (S (. £) (1), ¥ o B)) )
= [ (000 + [ (@0 eOwn)e, = (0l )G @) plt)n))
- / (b < G"(t), p(tywn > —(K(2,t)VG, V(cp(t)wm))> dt.

" (2.35)

17



Chapitre 2. FEtude de I’équation de la chaleur hyperbolique

Avec la convergence (2.32), on a pour m — +00

/(K(m,t)Vum,Vwm)npdt—)/ (K(z,t)Vu, Vw)pdt.
0 0

En utilisant les convergences (2.32)-(2.33), on passe a la limite quand m — +o00, on

obtient
/0 (= (0. (0w) + (e (). p(E)0) + (K () Vu(t), V(p(t)w)) ) de
= | (100 0(000) + (o). olt)olr, — (ala. 060, 9(0) ~b < G0 ple)w > )

- / (K (2, )V G, V(p(t)w)) d.
’ (2.36)

Ceci peut s’écrire autrement :

/0 ' ( b (8), w)' (1) + (alz, 0 (£), w)p(t) + (K (2, ) Vult), Vw)go(t)) dt
= [ (60 w)olt) + (galt). whrp(t) = (ala )G (D). w)olt) ~ b < (1) w > (1))
—fT((K(x,t)VG, Vw)p(t) dt.

’ (2.37)

On en déduit que (2.12) a bien lieu.

En réintégrant par parties dans (2.37), on obtient pour ¢ € D(0, )

b/OT <" (t),wp(t) > dt = — /OT(a(x,t)u’(t), w)p(t) — (K(x,t)Vu(t), Vw)p(t) dt

+ / (6000 (1) + (ga(0). w)rplt) — (el DG (1), w)plt) — b < G (1) w > o(1)) e

- /T(K(x, VG, Vw)p(t) dt.

(2.38)

Avec les estimations de la proposition 2.3.1, on obtient

/ <u'(t), wp(t) > dt| < Clle @ wlr200.v), Yo € D(0,7). (2.39)
0

La densité de D(0, 7) dans L?(0, 7) implique que (2.39) reste vraie pour tout ¢ € L(0,7).
D’on u” € L*(0,7;V").

Il reste a vérifier que les conditions initiales sont satisfaites c’est a dire
uw(0) =g, u'(0) = uy.

18



2.3. Résolution par la méthode de Galerkin

En utilisant le lemme de Simon, on a obtenu la convergence forte suivante
Um — u dans  C([0,7]; L*(Q)),
on en déduit que
U, (0) = u(0) dans L*(Q).
Or, on a

lim u,,(0) =uy dans V et doncdans L*(Q).

m—r—+00

Par unicité de la limite, on trouve
u(0) = up.

Pour prouver que u'(0) = uy, on choisit une fonction réguliere ¢ € C*([0, 7];R) telle que
©(1) =0, 0on a

/0 ' <b <W"(t),w > o(t) + (alz, ' (1), w)p(t) + (K (z, 1) Vu(t), Vw)w(t)) dt =

= [ (60 wolt) + (galt), o (0) = (el )G (B, w)plt) ~ b < G (1) w > olt))

—jT(K(a:,t)VQ Vw)p(t) dt.

Comme u” € L*(0,7; V"), on intégre par parties et on obtient

/0 ' (= b (), w)¢' (1) + (ala, D' (1), W) (t) + (K (@, ) u(t), Vw)p(t) ) dt
= [ (60 wolt) + (galt). 0o (0) = (ala )G (B, w)plt) ~ b < G (1) w > olt))

_ /QT(K(L HVG, Vw)p(t)dt dt + b < u'(0),w > ¢(0).
0 (2.40)

En intégrant par parties dans (2.34), on aura :

/0 (= bl (61, w0+ (ol ) (8.0, (8) (K (1) (8, Vi o (1) )

- /OT <<¢(t>’wm>¢(t) +(92(8), W)y (1) = (ala, G (t), win)p(t) = b < G"(1), wi > w(t)> dt
[ OV, P )0t 4 504,0), wa)500),
0 (2.41)
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en passant a la limite quand m tend vers 400, on trouve

/0 ' (= b/ (), w)¢ (1) + (al D (1), w)p (1) + (K (w, ) Tult), Vw)ip(t) ) dt
= [ (60 wolt) + (galt). o (®) = (el )G (0. whplt) ~ b < (1), w > olt))

— /;T(K(x, VG, Vw)p(t) dt + b(uy, w)e(0).

Donc
<u —u'(0),w>=0, YwelV. (2.42)
Alors
uy — u'(0) = Oy,
d’ou

u'(0) =u; dans V'

2.3.4 Unicité de la solution

Lemme 2.3.2. La solution du probléme 2.2.2 est unique.

Démonstration. Supposons que le probléme 2.2.2 admet deux solutions u; et uo, donc

elles vérifient au sens des distributions :
b < ui(t),w > +(a(z, t)u)(t), w) + (K(z,t)Vui (t), Vw) = (¢(t), w) + (g2(t), w)r,

—(a(z, t)G'(t),w) — b < G"(t),w > —(K(x,t)VG,Vw), YweV

b <uy(t),w > +(a(z, t)uy(t), w) + (K(z,1)Vus(t), Vw) = (¢(t), w) + (g2(t), w)r,
—(a(z, t)G'(t),w) —b < G"(t),w > —(K(x,t)VG, Vw), YweV.
En retranchant, et en notant u = u; —usg, on aura pour u € L*(0,7; V), v’ € L*(0, 7; L*(Q))
et v € L*(0,7; V)
(a(z, t)u'(t),w) + b < u"(t),w > +(K(z,t)Vu(t),Vw) =0 Yw €V, (2.43)

20



2.3. Résolution par la méthode de Galerkin

et u satisfait les conditions initiales suivantes

u(0) =0

On a alors ¢ € W2(0,7;V), donc :
| o< ¢ Hale w0 + (K (w90, 90) e o
0

Comme a € L>=(0,7;L>(0)), a’ € L*(0,7; H'(R)), ' € L*(0,7;V) et u/'(0) = ((s) = 0,

en intégrant par parties on trouve
/OS —b(u', ") — (alz,t)u, ') — (a'(z,t)u, ) + (K (z,t)Vu, V) dt = 0.
Comme (' = —u quand 0 < t < s, on obtient
/0 bl u) + (ale, )0 ) — (K (2, V¢, VC) di = /0 (au, ¢) dt.
Puisque HC/||2L2(0,3;L2(Q)) >0 et a(x,t) > a* >0, on aura
/OS (b(u',u) = (K(2,1)V(', V() dt < /Os oIl oy lull 2o 1€ () 1 @) .

Puisque H'(Q) < L*(Q), on a

[ 5 (Bl - 5 0ve.v0) ) ar < [ FEw¢T0 a1+

+0* [ e el IO v .

ou (' est la constante d’injection.

En utilisant I'inégalité de Young, on trouve

9 (b, ., 1 0K
([ Z iy — — < =
[ 5 (Gl - 505 @0ve.v0) ) ar < [ v v a
02 S , S
+ 1 [ 10O el e+ ¢ [ 1CIR a
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En utilisant (2.5) et (2.6), on a
b 2 o 2 o [° 2 C* [ e 2
lus)lzz (@) + 5 IVEO)Iz2) < (M +C7) i ISy dt + —- i " (&) ez o 1 (B) 172 d-
On définit w(t) = fot u(o) do pour tout t € [0, 7]. On aura

b a*
—HU( Wiz + S IVw()liag < (M +C7) / lw(t) — w(s) [y dt

+& / /() 2 () 2 .

/ ho0) = st = [ o0 = w6 oy o+ [ 19000 w6l

<2/ () 2200 dt+2/ ()2 dt+2/ IVw(t) 20 dt+2/ IV (5)| 2200
<2 / o (8) |2y dt + 250(s) |22y + 2 / IV (8) 220y d + 25 Veo(3)

de plus

s 2 s
() By = | / o) do e (/ ||U(U)|!L2(Q)d0> < [ a0l do
Alors

2 / ()22 dt < 52 / 4(0) 221y do
0 0
b

o s
Sy + (G~ 200 + €8 ) IVu(e) g < 204 +€) [ 1900 oyt

S 02 s ,
#3800+ ) [ (@) dr+ [ 10Ol (o)l

On choisit sg > 0 tel que :

*

a 1
— —2(M+C? -
2 ( + ) 2
alors pour tout s € [0, so, on aura
b 1 s
§IIU(S)II%2(Q) + §||Vw(8)||iz(m <2(M + 02)/0 IVw(t) 122 dt
s 02 s
13s3(M + C?) / Ju(0) 3oy do + / 102 )2y el

On note Cy = max(3s2(M + C?), %2), on obtient

b 1 s
5”“(3”&2(9) + §||Vw(3)||i2(n) < Q(M"‘CQ)/U [Vw ()72 dt

s

e / (1 + 110" (8) 2 ) 10(8) 220 .
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2.3. Résolution par la méthode de Galerkin

max(2(M+C’2),C1)
T , on trouve
272

Notons Cy =

min(
lu($) 1220y + llw ()i < 02/0 L+ lla' O @) (HU(t)Hiz(m + Hw(t)‘ﬁ{l(ﬂ)) dt.

En utilisant le lemme de Grénwall, on obtient

lu() 11220y + [lw ()7 @) <0, Vs €0, s0].

On en déduit 'unicité de la solution w = 0, donc u; = uy sur [0, sg]. On applique le méme

raisonnement dans chaque intervalle [sq, 2s0], [250, 3S0],...etc afin d’aboutir au résultat. [
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2.4 Reésolution approchée par discrétisation en temps

Dans cette section, on étudie d’abord l’existence et I'unicité de la solution d’un pro-
bléme auxiliaire : la conductivité thermique (qu’on notera K ) ne dépend que de z et on
se restreint au cas ot la partie de la frontiére I'y est vide. On utilise la méthode spectrale
décrite dans [46] dans le but d’avoir des régularités sur la solution qui nous permettront
de savoir ce qui se passe sur le bord de chaque sous intervalle de temps. Par la suite,
on approche le probléme 2.2.1 par une technique de discrétisation en temps et on traite
Pexistence et I'unicité de la solution approchée de maniére analogue a celle du probléme
auxiliaire. On établit ensuite des estimations sur la solution du probléme discrétisé qui
nous permettront de montrer la convergence de celle-ci vers la solution du probléme va-

riationnel initial.

2.4.1 Etude d’un premier probléme auxiliaire par la méthode

spectrale
On introduit 'espace fonctionnel suivant
V={p: ocH(Q) et ¢=0 sur 99} (2.44)
On considére le probléme hyperbolique suivant
Probléme 2.4.1. Trouver u € C°([ro, 71]; V) N C([10, 71]; L2(Y)) solution de

( ~

b (t) — div(K (2)Va(t)) = F(t)

u=0 sur 0N
~ ~ (2.45)
u(7o, ) = U
ou -
\ E(Tg,]}) = Uj.
ol Uy € V, Uy € LA(Q), F € L2(1,m; L2()) et K est symétrique et satisfait
K;; € L=(Q)
. L , ) 5 (2.46)
Ja*>0: ) Ky(@)&g > o) |G, pp z€Q, VEER'
ij=1 i=1
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2.4. Résolution approchée par discrétisation en temps

Existence d’une base hilbertienne

On va montrer que les fonctions propres de 'opérateur —div(}N(V.) forment une base

hilbertienne de Hg(€2). On s’intéresse au probléme spectral suivant

—div(KV©) = AW
w=0 sur 0N

(2.47)

oll \ est une valeur propre associée au vecteur propre w. On note
a(w,w) = (KV@, Vi) VaeV,
et on réécrit (2.47) sous la forme
a(w,u) = Nw,u) YuelV.

Comme K (z) vérifie "hypotheése (2.46), la forme symétrique bilinéaire a est continue et
coercive sur V car :

a(w,w) > o*Cppllw|3, Yw eV,
ot Cpr est la constante de Poincaré-Friedrichs. Pour tout F' € L*(2), on définit ZF € V

comme 'unique solution du probléme
a(ZF,u) = (F,u), YuelV. (2.48)

Puisque F' € L*(2) alors u +— (F,u) est continue sur V (car U'injection de V dans L*(Q)
est continue). Alors, d’aprés le théoréme de Lax-Milgram le probléme (2.48) admet une
unique solution ZF € V. On définit ainsi une application Z : L*(Q) — V. De la continuité
et la linéarité de w — (F, ), on déduit que Papplication Z est linéaire et continue de L?(Q)

dans V. Le probléme spectral consiste alors & résoudre I’équation :
w = \Zw.

Proposition 2.4.1. On a les propriétés suivantes :
— lopérateur Z est compact de V dans V,

— lopérateur Z est :
1. symétrique : Yu,w € V,a(Zw,n) = a(w, Zu),
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2. positif : Yw € V,w # 0;a(Zw,w) > 0.

Démonstration. ~ (a) Puisque l'injection canonique de V dans L?*(2) est compacte,
on déduit que chaque borné de V est relativement compact dans L?*(f2). Puisque Z
est continu et linéaire de L?(Q) dans V, il transforme chaque partie relativement
compacte de L?(Q) en une partie relativement compacte de V' d’ou la compacité de
Z.

— (b) la forme a est symétrique, donc
a(Zw,u) = (w,u) = (u,w) = a(Zu,w) = a(w, Zu), Yu,w € V.
De plussiw € Vet w # 0

a(Zw, ) = (w,w) = [|w]|2(q) > 0.

Avec la proposition 2.4.1, on a

Théoréme 2.4.1. Les valeurs propres de [’opérateur —div([?v.) forment une suite crois-
sante tendant vers 400

et il existe aussi une base hilbertienne orthonormale de L*(Q) formée des vecteurs propres
_1
(Wi )m>1- De plus, la suite (Wp)m>1 = (Am*Wm)m>1 forme une base hilbertienne ortho-

normale de V' pour le produit scalaire a(.,.)
(W, @) = A (Wi, @), m=1,2,...

Démonstration. On note H I'espace V muni du produit scalaire a(.,.), les normes de H et
V sont équivalentes. Si Z € L(H, H) est un opérateur compact symétrique et positif dans
un espace de Hilbert H de dimension infinie [46], les valeurs propres p,, de Z forment
une suite décroissante tendant vers 0, et il existe une base hilbertienne orthonormale de

H formée des vecteurs propres (W, )m>1 tels que
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2.4. Résolution approchée par discrétisation en temps

De ce résultat, on déduit que les nombres réels donnés par

forment une suite croissante tendant vers 4+o0o. Donc
D<A <A< <\ <.

et pour tout u € V on a

.
(@, @) = a(ZE™8) = a (A Ziim, )
= An@(Z@, W) = Ao (B, 1) (2.49)

Done, (W,)m>1 est une suite de vecteurs propres associés aux valeurs propres (A, )m>1, et
forme une base hilbertienne orthonormale pour le produit a(.,.). Vérifions que (wy,)m>1 =

(VAm@Wm)m>1 est une base hilbertienne orthonormale de L*(©). On a

(Winy W) = / Am A (Wi, W)

D’aprés (2.49), on a

1 - A\~
(Wi, wy) = )\—\/)\m)\na(wm,wn) = )\—a(wm,wn).

Comme (Wy,)m,>1 est une base hilbertienne orthonormale pour le produit scalaire af.,.),
alors (Wy,, Wy) = Gyn, O Oy est le symbole de Kronecker. De la densité de H dans L?((),

on déduit que (w,)m> est une base orthonormale de L*(€2). O
Il sera commode de poser

[ Am
Em = 5 pour tout m > 1.

La formulation variationnelle du probléme auxiliaire est donnée ainsi :

Probléme 2.4.2. Trouver u € C°([ro,71]; V) N C([10, 71]; L*()) vérifiant au sens des

distributions
b<@'(t),w>+(K(2)Vat), Vw) = (F(t),w), YweV (2.50)
u(mo) = o (2.51)
T (70) = Ty (2.52)
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Théoréme 2.4.2. La solution du probléeme auziliaire existe et est unique.

Démonstration. La démonstration se fait en plusieurs étapes, tout d’abord :

Etape 1 : Construction d’une solution approchée (méthode de Galerkin) On introduit

le sous-espace V;,, de V' engendré par les m premiers vecteurs propres de la base (w;);>1, on

cherche une fonction w,,(t,z) = >, 27" (t)wy(z) solution du systéme différentiel suivant

b< (1), w > +aliin, w) = (F(t),w), YweV, (2.53)

ﬂm(To) = ﬂO,m7 U/m(To) = 171,m7
ou < .,. > représente le produit de dualité entre V et V', ug,, est la projection orthogonale
de ug sur V,,, pour le produit scalaire a(.,.) et @, est la projection orthogonale de ; sur

V,, pour le produit scalaire de L?(().
On a

m
Uo,m = E QG W;
i=1

Wy

ou (W;)i>1 = (\m)izl est une base orthonormale de V' pour a(.,.) et (@;)1<i<m tel que

m

a(ﬂo,ﬁ;j> = Zaia(ﬁi,@?j) 1 S] S m.

Alors
~ o~ ~ Ww; .
a; = a(tp, ;) = a(ty, —F=) 1<j<m
VA
On a
~ - a; - 1
Uo,m = Z —F=w; = Z CL(UO, wl)7
=1 \/)\_Z =1 /\z
d’ou

1 )
(o) = ya(umwi) 1<i<m.

Comme (w;);>; est une base orthonormale de L?(Q), on a de méme

(™) (10) = (U, w;) 1<i<m.

(]
En remplagant @, par son expression dans I’équation (2.53), on trouve

bai™ (1) + A (1) = (E (1), wr)

(1) = ia(ﬂg,wk), (i) (10) = (W1, wg), pour tout ke€1l,...,m.
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2.4. Résolution approchée par discrétisation en temps

Alors la solution est

2 (1) = 2 () cos(En(t — o)) + @g“"“) (€t - )
k

t o F(s) . M
' (Cos@kt) / &) o4 in(e) / c0s(&s) (5~ i) ds)

&k . &k

c’est-a-dire

0) = 77 o) ot — ) + L2 eyt - )
—i—i /t sin(&(t — s)) @,wk ds, VYt € |[r,m], pourtout kel,...,m
é.k 70 b

(2.54)

On note Q(&) la matrice orthogonale suivante

cos(§)  sin(¢)

LG
—sin(€) cos(e)
Alors pour tout t € [1g,71] et k€ 1,...,m, on a
Eray (t) Epry (7o) 0
_ t— (t — - ds.
PTI A W / R WG b

Donc, la solution du probléme (2.53) existe et est unique. De plus u,, € C'([10, 71]; Vin)
et u!, € L*(79,71; Vin)-

Etape 2 : (U )m>1 est une suite de Cauchy On note

W = C%[ro, 7u); V) N CY([70, 7a]; L*(€2))

muni de la norme
1
dyp 2 ’
Il = { sup ate(e), ¢ +b swp [Z )2, | -
tE[To,Tﬂ te[TOﬂ'l]

Nous allons montrer que (U, ),>1 est une suite de Cauchy dans les espaces C°([ro, 71]; V)

et C([r0, 71]; L*()). Si m et p sont deux entiers tels que p > m > 1, on a

I d . _ P
a(up—umup—um)+blla(up—um)\liz(m=b > (Elail? +125?) . V€ [ro, 7).
i=m-+1
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Comme la matrice () est orthogonale, on obtient

| wz |d8 Vt € [7'0,7'1]

[ e
([irame))

t ~
/(F(s),wi)st), Vt € [ro,m], Viel,...,m.

(@) +1OP)* < () + (@, w)?)F +
alors

Nl ()2 + bl2h(8)]* < 2 | Mi(@(70))? + b(Ty, w;)? +

S|

t—TO

<2 ()\i(:)slm(ro))z + by, w;)? + 2

forment une base hilber-

On sait que uy € V, u; € L*(Q), F e L?(10, 115 L2()), (w;)iz1
et

i>1
tienne orthonormale pour le produit scalaire dans L*(2) et (@;)i>1 = (JA=)i>1 forment

une base hilbertienne orthonormale pour a(.,.). De plus

[0l = al(@o, ) = Z(a(ﬂo,@i))Q;

1>1
alors
. p - , ' Po1 , . P o,
m’;ﬂ"oi;l&(% (10))” = m%l_{f}rooi%:ﬂ)\—i(a(uoawi)) = m%ﬂooi;rl(a(u()’wi)) =0,
et

p
. ~ ) 2 —
BEND DY N D AL 0

1=m-+1 i=m-+1

On en déduit que

p T
BN (Ai(g:r(m))ub(al,wi)u%/ (F(s), w;)? ds) — 0.
’ i=m—+1 70

donc

lim |lup — Up|lw = 0.
m,p——+00

Ainsi, on déduit que la suite (Up)m>1 est de Cauchy dans les espaces C°([ro, 71]; V) et

C([mo, ma]; L*(2)).

Etape 3 : Passage a la limite Puisque les espaces C([rg, 71]; V) et C([ro, 71]; L2(Q))

sont complets, la suite (U, )m,>1 converge dans chacun des espaces. On déduit que
Uy —u dans  C%([ro,71]; V) N C ([10, 1u]; L2 (Q)). (2.55)
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Pour vérifier que u est la solution du probléme variationnel (2.50), on prend w € V" alors

il existe une suite de la forme
m
o m
Wm = E ﬁj wy,
Jj=1

telle que w,, — w dans V. Alors pour tout ¢ € D(7y,71), on a
Wy — wyp  fortement dans  L*(7y, 71; V).

En multipliant (2.53) par ¢ (t)37" et en sommant de j =1,...,m, on obtient
/ b< @ (1), wn > Gt dt + / (T (£), w0 (E) dt = / (F(t), wn )b (t) dt.
70 70 70

En utilisant I'intégration par parties deux fois, on obtient

/ (1)) G+ [ ol (1) ) ot0) dt = | (F(t), wn)b(t)
en passant & la limite quand m — oo, on aura

[ w0 [ et = [ EOwwoan
d’ou

b<u(t),w > +a(u(t),w) = (F(t),w), Yw €V au sens des distributions.

Pour vérifier si les conditions initiales sont satisfaites, on a avec (2.55)

dii d
Um(t0) = @(ro) dans V, %(m) N d—;‘(m) dans L*(9),
mais on a avec (2.53)
i,

ﬂm(TO) = aOm — a(] dans V, (T()) = ﬂlm — 61 dans L2(Q),

dt

d’ou

Remarque 2.4.1. Comme F € L2(0,7; L*(Q)) et u € C°(0,7;V) alors on déduit que
u” e L*0,7; V).
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Etape 4 : Unicité de la solution Pour démontrer 'unicité de la solution du probléme

auxiliaire, on suppose qu’il existe deux solutions @' et ©2, alors elles vérifient

b< (@' (t),w> +a@",w) = (F(t),w), YweV

b< @) (t),w > +a@® w) = (Ft),w), YweV,
en soustrayant, on obtient
b< (@) (t) = (@)"(t), w > +a(@(t) — @(t),w) =0, YweV. (2.56)

En posant u = Uy — Uy, on a u € L2(0,7;V), v € L*0,7; L*(Q)), v" € L?(0,7;V’). En
remplacant a(x, ) par 0 et K (z,t) par K (z) dans (2.43), on déduit Punicité de la solution

du probléme auxiliaire de 1'unicité du probléme initial (section 2.3.4, lemme 2.3.2). [
Estimation de 1’énergie
On définit Vopérateur A : V — L?(Q) tel que

VueV: Au= Z \/E&(ﬂ, wW; ) w;.

1>1

La série Au est convergente car (Aw),, =Y ", \/Efi(ﬂ, w;)w; est une suite de Cauchy :

P P P
1 s P 1 s ~. 2 P 1 . e . 2
m,l;I—I}oo E V& (T, wi)w; = m}}ljr_r)loo g (a(u, w;))* = m7111)I_r>100 g i (W, w;)*.
i=m+1 i=m+1 i=m+1
De plus

a(u,w) = (Au,A\u) YueV, YuelV.

L’application A est linéaire et continue de V' dans L*(Q) car

m

Vu,o e Ve Au+wv) = lim (A(u+v)), = lim Z Ve (u + v, w;)w;

m—00 m—o0 4 T
1=

= lim 5 \/i_)&(u,wi)wi—k lim E \/Efi(v,wi)wi
i=1 i>1
= Au+ Av,
et

HAUH%Q(Q) = (Au, Au) = a(u,u) < C|lul)}, YueV.
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On définit Vopérateur G(t) € L(L*(Q) x L?(Q), L*(Q) x L*(2)), tel que pour tout ¢ > 0,

on a

Vi = € L2(Q) x L2(Q) Hi=Y Q&) (?’wi) w;.

U9 i>1 (Uz ) wi)

De l'orthogonalité de la matrice ), on obtient

=

Gt — 7o)t L2y xz2(@) = £ (T, wi)? + (T, wi)*)}2.

i>1
La solution obtenue dans (2.54) s’écrit

L Au(t L AT, ¢ 0
vehl) —Glt—m7) | v o +/ Git—s)| - ds.
0

du e F(s)
dt U1

Alors on obtient l'estimation suivante

o(ae). 7o) + 0% Ol ) = (IATOy + 015 Oy )

=

IN —~

_ _ 3 1 [t~
(Aol + e + 7 | IF O ds, V€ lrom]. (25)
70
D’ou
il < (1A 320y + bll | 2o ) /HFlmm
70

2.4.2 Existence et unicité d’un deuxiéme probléme auxiliaire

On s’intéresse au probléme

Probléme 2.4.3. Trouver u € W solution de

b’ + a(z, )i — div(K (z)Vi) = G

u=0 sur 09

u(ro) = o, U (70) =1
otta € L=(0,7; L®(Q)), K € L®(Q), G € L*(7y, 71; L*()), Ty € V et 4y € L*(Q). On va
utiliser un théoréme de point fixe pour démontrer I'existence et 'unicité de la solution de
ce probléme.

On définit Iapplication suivante :

W —-Ww
(2.58)

u— 1,
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ol u est solution de :

b’ — div(K (2)Va) = G — alz, t)u/
u=0 sur 090

a(To, l’) = a[), a/(TU,fE) = ’171

On retrouve le premier probléme auxiliaire avec un second membre donné par (G —

a(z,t)u') € L*(1o,m; L*(2)).

Lemme 2.4.1. L’application ¥ admet un unique point fixe pour tout 1o, 71 tels que 71—Ty €
10, h.| avec

h|lall Lo 0,7 Lo (2

)
<1 2.59
: < (2:59)

Démonstration. On utilise le théoréme du point fixe de Banach. Soient u, uy deux élé-

ments de W et uy, uy tels que

Wil — div(KVi) = G — a(z, )
u=0 sur 02

61<T(),ZE) = ﬂo, ﬂll(T(), $) = ﬁl

bt — div(KVi) = G — alx, t)u
u=0 sur 02

(70, ) = Uy, Us(To, ) = Us.

En soustrayant les deux équations, on obtient
b — ) — div(K'V (U — Tiz)) = —a(@, t)(u) — u}).

Avec D'estimation de I'énergie (2.57), en prenant le second membre F = —a(z, ¢)(u} — ),

on obtient

- 1 n
|ur — ualw < %HGHL"C(TO,TULO"(Q))/ |} () = us(s)]| 2 () ds.

70
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2.4. Résolution approchée par discrétisation en temps

Alors

~ ~ (7'1 - 7'0)
|ty — |l < T||a||L°°(To,T1;L°°(Q))||u/1 — U || o (fro,mi)sL2(2))

d’ou

(11— 70)

|uy — sl < TH@||L°°(m,n;L°°(Q))HU1 — us||w.

Donc ¥ est lipschtzienne. De ’hypothése (2.59) avec 11 — 19 <0, h.[, on déduit que X

admet un unique point fixe dans W noté wu. O

2.4.3 Existence et unicité de la solution du probléme discrétisé
Probléme discrétisé en temps

Soit N € N*, on décompose l'intervalle de temps [0, 7] en N sous intervalles [t,, ;1]
oitn=0,...,N—1. On définit le pas de temps h = +.
On se place dans les mémes hypothéses que dans la section 2.2, c’est-a-dire , ¢, ug et uy
données respectivement dans les espaces L?(0, 7; L*(Q)), V et L?(Q), a € L>(0,7; L>()),
a € L*0,7; HY()). Dans la section 2.2, on suppose que K est symétrique, et vé-
rifie 'hypothése (2.5). Dans cette section, on prend K et G plus réguliers c’est-a-dire
K € Whe(0,7; W (Q)) et G € C*([0,7]; H*(Q)), on définit K, = K,(z) = K(x,t,)
pour tout n € 0,..., N — 1 et pour tout t € [t,,t,11] et © € Q.
La formulation variationnelle du probléme discrétisé est donnée ainsi pour tout n €
0,...,N—1:
trouver u} € C([tn, toy1]; V) N CH([tn, taa1]; L2(R)) avec (ul)” € L2(ty, tne1; V') solution
de
b< (up)" w>+(alz, t)(u),w) + (K, Vuj, Vw) = (6(t), w) — (a(z, t)G'(t), w)
b < G"(t),w > —(K,VG,Vw), YweV
up (tn, ) = ug (x)

(up)'(tn, x) = uy (v)

(2.60)
ol up € V et uf € L*(2) seront précisés ultérieurement. Ce probléme est identique au

probléme auxiliaire, ou U'intervalle [ry, 71] correspond au sous intervalle [¢,,,.1] ici et G
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correspond au second membre donné par p—aG’'—bG"+div(K,VG) ou K, est une matrice
symétrique 3 x 3 qui ne dépend pas du temps, et qui satisfait les mémes hypothéses (2.46)
que K.

[’existence et 1'unicité de la solution du probléme (2.60) se démontre alors d’une facon
analogue a celle du probléme auxiliaire (a 'aide du théoréme de point fixe de Banach).
On suppose désormais que h €]0, h,[, avec le lemme 2.4.1 et comme t,,1 — ¢, = h par
définition, on déduit que le probléme (2.60) admet une unique solution.

D’aprés les résultats de la section précédente, on sait que
4 € O ([t tasai V) 01 CM [t tusa]s L2(Q)),

on définit alors les conditions initiales par récurrence sur n avec

up(w) = uo, uy(x) =w

et
upt(z) = ul(z,tp1) €V Yn€0,...,N —2
ut(z) = (u) (2, th1) € L2(Q) Vne€O,...,N —2
On "raccorde” ainsi les problémes discrétisés sur les sous intervalles [¢,, t,41] et on définit
up 2 x [0,7] — R par
up(x,t) = up(x,t) pour tout x € Q, t € [t tny1].
On a donc uy, € C°([0,7]; V) N CH[0, 7]; L*(R2)) et uj. € L*(0,7; V") solution de

(< (up)”,w > +(a(x, t)(up)', w) + (KpVuy, Vw) = (¢(t), w) — (a(z, t)G'(t), w)
—b<G"(t),w > —(K,VG,Vw), YweV
up(0, ) = uo(x)

(up)'(0,2) = ua (),

(2.61)

ol

Ky(z,t) = K(z,t,) si t€ [tn,tny1], €.
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2.4.4 Etude de la convergence des solutions approchées

Lemme 2.4.2. 1| existe une constante C' > 0 indépendante de h telle que

V|| Lo 0,7:22(0)) < C (2.62)

|wh |l oo (0,m:2(02)) < C. (2.63)

Démonstration. Reprenons la démonstration des estimations a priori de la premiére sec-
tion & partir de (2.21), dans le cas ou I'y est vide et K (x, s) est remplacé par K, (z) : en
prenant uy, (¢,) comme la projection orthogonale de u}(t,) sur V,, et (u},,) (t,) comme
la projection orthogonale de u?(t,) sur V;, pour le produit scalaire dans L?({2), on obtient
donc

b < (upy,) (8), (Uhy) (8) > +(ala, t) (upy,)',s (uh)' () + (Kn Vg, V(ug, ) (1))

= (¢(1), (up,,)' (1)) = (alz, )G'(1), (up,, ) (£) — b < G"(2), (up,,)'(£) >

—(KaVG(t), V(up,,) (t))-

Comme a(x,t) > a*, on a

2 at H( ) (D|720) + a”[[(wh,,) (O)|720) + (K V (g, (8) + G(2)), V (up,, + G)' (1))
< (9(t), (up,n) (1) = (alz, )G (), (up,,) (1) — b < G"(¢), (up,,) () >
+(K,V (up,,(t) + G(t)), VG'(t))

On obtient
M () oy 0" 0 )0y + 5 (K () + G0, 9 (1) + G1)

< o) lz2 [ (whm) )l z2(@) + allG O L2l () ) [122(0)
+O G () 2o | (whn) ()| 2200y + (KnV (g, (1) + G(2)), VG (1)),

(2.64)
En intégrant de ¢, & s ou s € [t,,, t,41], On aura
b n 1 n n
o 1) (s s)122(q) / () 7260 ydt+ 5 (KaV (uh(s) + G(s)), Vug(s) + G(5)))

b
< Sl upn) (tn Mz / 1) 2@l (b ) (8) ]2 dit
+a*/ G (D)2 | () (]| 222 dt+b/ IG" ()l z2@) | (whi) ()] 22(0) dt
t'nl

5 (¥ (wh(t) + Glt)), V(u (1) + Glta)) + [ (KaV (i + G(0). VG D)t
’ (2.65)
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En appliquant I'inégalité de Young, on obtient les estimations suivantes :

*

, 3
()l 2 | (Whi) () | 220) < %H(UZm) (Ollz2(0) + 5 10O 22(0)- (2.66)

n a* n
@ |G @)l 2@ (W) Dl 220y < (k) O)l1Z20) + Oz (2.67)

b Gl/ n \/ < a* n \/ 2 3b2
IG" (Ol 220 | () )l 2200) < — () ()l 2200) +
6

Oz (2.68)

En rassemblant tous ces termes, on trouve

[ (thn) ()1 2(0) + % /t () () |72y dt + % (FoV (g (8) + G(8)), V(U (s) + G(5)))
3 3a2, . 30>

b
2
3
< Sllup) 2@ + 521902200 22 + 5 NG N 2t vizz ) + 521G N2ttt ri22 ()
2a 2q2 2a

Oé* !
KV (hy + G () (t0), V(U + G)(t0)) + SNVE L2, 101020
2

b
2
1
E

5 [ 1900+ GOl

(2.69)

D’ou
*

(@) (z20) + (W) 2 220 + IV Wi (5) + G2y < Sl (Whm) () 7200

3 3a2 352
+2a* ||¢||%2(tn,tn+1;L2(Q)) ||%2(tn,tn+1;L2(Q ||G//||L2 tn 7L+1'L2(Q))

1 n !
3 UG (U (1) + Glt), V0 (t) + G(t) + —ch [F——
1/ n
43 [ 19 ka0 + GOy
tn

(2.70)

Comme G € C%([0,7]; H'(2)), donc

3a; 3b?

5 G 2 rsr@y + 5 G 2t 220 + ||VG’||L2 (1 t11522(0)

3a? 3b?
< [tn1 =t (2 * HGIHCO (orz2(@) T 5~ 20+ HG”HCO ([0,7};L%(2)) HVGIHCO (j0,7; L2(Q))>
< Ch,
N 2

ou C HCO(OT iL2(Q)) + 3b Hco ([0,7]; L2(Q)) 2 ([0,7];L2(Q)) On pose

= gn(uzm) ()20 + 5 (K V (Uh (tn) + G(tn)), V (g, (tn) + G (tn)))
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et

m m

3
Yy ="+ 2—a*”¢“%z(tn’tn+1;[l2(9)) +Ch pourtout ne€o0,...,N—1.
En utilisant I'inégalité de Gronwall dans (2.70), on trouve

(s —tn)

m
n

2
IVt (5) +G(3))H%Q(Q) < =

s exp( )y Vs € [tn, tns]-

En reportant dans (2.69), on obtient

<

/-\

1) (8) 2200 / [k ey + 5 (K (i + GY5), Vi + C)(5))
Il () oy + s 0030ty + P

+5 (K V (U, (tn) + G(1 n))7V(uhm( n)+G(tn)))+yZ‘ (exp(s_t”

l\')l Hl\DI -

)-1)
(2.71)
En tenant compte des hypothéses sur u}, (t,) et (u},,) (t,), on passe a la limite quand

m — 00, On aura

b , a* [° s 1 n "
RV 6y + 5 [ IR Ve e+ 5 (¥ (a + G) (o), Va4 G)
tn

(2.72)
S n
< Yn (exp<7)) pp se [tnythrl]?
ou
3

Yn = Zn + %|l¢n||%2(tn,tn+1;L2(Q)) +Ch pour tout n € 0, NN ,N —1

et
b n 1 n n

2n = SlI(R) (E)llz20) + 5 (KaV (Ui (t) + G(ta)), V(i (8n) + G(20)))

Comme uf! € CO([tn, tni1]; V) NCH([tn, tas1]; L2(2)), alors (2.72) est vraie partout.

En prenant s = ¢, dans (2.72), on obtient

b n\/ a* tn+1 n\/ 1 n n
R o) B+ [ I Wy + 5 (a0 + ) ft) V(a + G k)
tn
tn-‘,—l - tn
< _— .
< Yn (exp( o )>

On a

(2.73)

Znt1 < % (Knpr = K0) V(uh (1) + Gltnga)), V(up(tnsr) + Gltata)))

3 2 tn+1 - t tn+1 - tn
(O S0y ) 0= 5, exp (),
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alors
1, 0K
e = 5l “L (ot @AV (@ tnsr) + b)) 2o
h h
+ Ch + — 20+ ”¢”HL2(tn tni1:L2()) eXp( ) + z, exp<5)
Notons M 1 ||L (tnstns13Lo0(Q))s ON Obtient

h h

Mh
H¢n”L2 (tnstnit; LZ(Q))) eXp(a )+ 2z exp( )

3

1l existe C > 0 et h €]0, hy[ tel que

Mh exp( 2
l——>0 et Xp(o‘) 1+Ch Vhel0,h).
2 1 Mh
2
On suppose désormais que h €]0, k). En divisant (2.74) par 1 — 2k on obtient

~ 3 -

En utilisant le lemme de Gronwall discret [51] avee (1 + Ch) < exp(Ch), on a

n—1

o S 2ol (Oh o0 ) (i — ).
Comme nh < 7, on a

~ ~ 3
20 < e (C) + exp(C7) (O + 0oy )

Alors
< 20exp(Cr) + (exp(Cr) 4 1) (o [0l s + €7 )
ou
b 1
0= Sl + 2K (0.2)¥ (0 + G(0)), Vi + G(0)).

En revenant a (2.72), on obtient

R sy + G | IR oy e+ 5 (KT 0+ G)(a). V(0 + ) (5)

~

< (20 exp(C7) + (exp(CT) 4 1) (

Vnel,...,N—1.

2a* o
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h
||¢||%2(07T;L2(Q)) + CT)) exp(—), Vs € [ty tnyi]

(2.75)
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De 1a, on déduit

||| Lo (0,.7502(0)) < C

lunl| oo 0,7y < C,

ol C' est une constante indépendante de h.

2.4.5 Le passage a la limite sur h

Des estimations indépendantes de h, on déduit que uy; est bornée dans L*(0,7; V).
Alors, il existe une sous suite notée encore (uy)p>o qui vérifie la convergence suivante

quand h — 0 :
up, — u faiblement dans L?*(0,7;V) et faible* dans L>(0,7;V). (2.76)

De méme pour u}, il existe une sous suite notée encore (u)),>o vérifiant la convergence
h> h/h>

suivante quand h — 0 :
uj, — v’ faiblement dans L?*(0,7; L*(2)) et faible* dans L>(0,7; L*(Q)). (2.77)
Avec le lemme d’Aubin, on a
up — u  fortement dans L?*(0,7; L*(£2)). (2.78)

On s’intéresse maintenant au passage a la limite quand h — 0 dans le probléme Py, :
En multipliant I’équation du probléme Py, par ¢ € D(0,7), et en intégrant entre (0,7) on

/0 (bl 0. () + (e, (1), p(0)0) + (KT (1), V(1)) )
= / ((6(0), 2(t)w) = (alz, NG (1), p(t)w) ) di (2.79)

- / (b < @0 600w > ~(Ku VG V(p(t)w))) dr.
0
Pour passer a la limite dans le terme (K, Vuy, Vw)p. On utilise le lemme suivant
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Lemme 2.4.3. Quand h — 0, on a
n+1
3 / (KnVaun, V)o(t) — (K (z, ) Vup, Vw)p(t) dt] — 0
tn
Démonstration. On a pour tout p € D(0,7) et w € V

> / KV un, Veo)o(t) — (K (2, 1) Vun, Vuo)(t) di|

N-1 tnt1
<3 [ 1 (Knlnt) = K1) Fun, Vo) (o)
n= tn
N_Ol tn+1
< Z/ [ Kn(z,t) = K(z,8)|| oo @) | Vun| [ 22(0) | Vwll 20 [0 ()] dt
n=0 tn
— [ K
< I Mz 0.msze @) [tn =t Vun | L2 @) [Vl L2 @) [0 (2)] dt.
=0 tn at
Alors
N—-1 bl
|Z / (K, V)o(t) — (K (2, £)Vun, Vao)o(t) dt]
t

< Mh [ [Vl ey [Vl ot .

Donc quand h — 0, on a
tnt1
3 / (KnVaun, V)o(t) — (K (2, £)Vaun, Vw)o(t) dt] — 0
tn

O

Avec des calculs analogues, on passe a la limite dans le terme (K, VG, Vw), on obtient

quand h — 0
— tn+1
3 / (K,VG, Vu)o(t) — (K (z, )V G, Vw)e(#) dt| — 0.
tn
En utilisant le lemme de Simon, on obtient la convergence forte suivante
u, —u dans C([0,7]; L*(Q)),
on en déduit que

up(0) — uw(0) dans L*(Q).
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Or, uy,(0) = ug alors

Pour prouver que u/(0) = uy, on choisit une fonction réguliére p € C*°([0, 7]; R) telle que

©(7) = 0, et comme dans la preuve faite dans les pages 18-20, on obtient
uw'(0) =u; dans V.
On déduit que u la limite de u;, quand h — 0 est la solution du probléme

Probléme 2.4.4. Trouver u € L*(0,7;V), v € L*0,7;L*(Q)) et v € L*(0,7;V")

solution de

p

b<u" w>+(a(z,t)u,w) + (K(z,t)Vu, Vw) = (¢(t),w) — (a(z,t)G'(t), w)
—b<G"(t),w > —(K(z,t)VG,Vw), YweV
u(0,z) = ug(x)

| v(0,2) = u(z).

(2.80)
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Chapitre 3

Probléme d’écoulement

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on traite un probléme non-stationnaire d’écoulement de fluide, New-
tonien, incompressible et non-isotherme (la viscosité du fluide dépend de la température).
L’écoulement est gouverné par ’équation de Navier-Stokes munie des conditions aux li-
mites non-linéaires (la loi de Coulomb). On commence par linéariser la condition aux
limites et ainsi étudier le probléme muni de la condition de Tresca, on approche ainsi I'in-
équation variationnelle obtenue par une équation variationnelle dont on démontre 1’exis-
tence de solutions par la méthode de Galerkin en utilisant une pénalisation de la divergence
de la vitesse. Ensuite, on va étudier 'unicité de la solution du probléme de Tresca en di-
mension 2 d’espace. L’'unicité en dimension 3 d’espace nécessite plus de régularités sur les
données ainsi qu'une condition sur la viscosité. Ces régularités sont aussi nécessaires pour
I’existence de solutions du probléme muni de la loi de Coulomb. Ce chapitre se termine
par la recherche d'un fixe de Schauder qui permet d’assurer sous les hypothéses de régu-
larités supplémentaires sur les données 'existence et I'unicité du probléme variationnel

considéré.
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Chapitre 3. Probleme d’écoulement

3.2 Généralités sur les fluides

Les lois de conservation de la masse et de la quantité de mouvement sont définies

respectivement [43] par le systéme :

% + div(pv) =0 dans Qx]0, 7], (3.1)
p (% + (U.V)U) =div(o)+ pf dans Qx]0, 7], (3.2)

ol 0 = (04j)1<ij<n €St le tenseur des contraintes, et D(v) est le tenseur des taux de

déformation de composantes :

d”:%(g;); +gzjl>, 1<4,5 <n.

Les fonctions inconnues sont v :]0, 7[x {2 — R™ qui représente la vitesse du fluide considéré
, p 0, 7[xQ — R représente sa densité, et e :]0,7[x — R représente son énergie
spécifique. Les données sont f : [0, 7] x  — R™ qui représente les forces extérieures.

On rappelle les notations usuelles :

n ) " 81]@'
o:D(v) = E 0ijdij(v),  div(v) = Z Oz
i=1 !

ii=1
Le terme o : D(v) représente I’énergie générée par la déformation du milieu continu sous
Paction des forces extérieures, dit terme de dissipation. Si la densité p est constante, le
fluide est alors dit incompressible, ¢’est a dire sa masse spécifique varie faiblement avec la

pression ou la température. La loi de conservation de la masse (3.1) devient
div(v) = 0. (3.3)

On suppose également que le tenseur des contraintes o est symétrique [20] :

le cas contraire conduit & 1’étude des fluides dits micropolaires |23, 41| Le tenseur de

contraintes est donné ainsi (voir par exemple [25]) :
o= —pl +k(T)y D) (3.4)
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3.2. Généralités sur les fluides

i =2/D@DW. (1) =251 (33)

ol

I est la matrice identité dans R",
— k est la conduction thermique,
— w est la viscosité du fluide.
Pour r > 1, le fluide est non-Newtonien, si r = 1, on dit que le fluide est Newtonien.

Dans le cas ou la viscosité p est constante, on pose [27]

/

t D v
xr = t/:—’ /:—71},:—7 ,:
T P v /

x
L.’
d’ou

ov U, o 1

=V, ==V,

ot t, ot L,
oll v, est la vitesse moyenne du fluide en écoulement dans un tube de diamétre L,.

En remplacant dans o;; on a

U
035 (0 p) = —pup' 0y + 27— diy (V')
ou
o, OV
2d,~ N — ) J
)= 5 ¥
et 0;; est le symbole de Kronecker, alors (3.2) devient
v, O v? , pe Op' v,
4 W Vg = - Ay (v of 3.6
S CR L Los ' 12 (V') + pfif (3.6)
en remplacant
U, L, U,
x — —_—, t* = — t x —
b L, Vs et/ pL?
dans (3.6) et en multipliant les deux cotés par ;}*2, on obtient
v Ly OV ,
P m <W + (U/.Vx/>1}/> =-Vp + Am/(v/) + 1. (3.7)

Notons Re le nombre dit de Reynolds (voir par exemple |27, 54])

~ pu.L,
I

Re
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on pose maintenant ' =z, t' =t,v' = v, p' = p et f' = f dans (3.7), on obtient

Re (% + (U.V)v) =-—Vp+Av+ f dans Qx]0,7]. (3.8)

Le systéme (3.8)-(3.3) est dit de Navier-Stokes. Lorsque la viscosité est une constante
positive, le fluide est dit visqueux. Lorsque la température est constante et p© = 0 le
fluide est dit parfait, le systéme est dit dans ce dernier cas d’Euler. Le terme (v.Vv) est
appelé terme convectif ou terme de transport, et le terme Av représente la diffusion de
I'implusion dans le fluide dit aussi le terme de viscosité. Quand le terme de convection est
nul, (3.8) est appelé systéme de Stokes.

On dit qu'un écoulement est laminaire lorsque le mouvement des particules fluides se
fait de fagon réguliére et ordonnée. L’écoulement est turbulent lorsque le déplacement est
irrégulier et que les fluctuations aléatoires de vitesse se superposent au mouvement.

On constate |27, 1] que la transition vers la turbulence s’effectue lorsque le nombre de
Reynolds Re varie entre 2100 et 2500, pour Re < 2000, I’écoulement reste laminaire.

On dit qu’un écoulement est stationnaire si toutes les variables décrivant le mouvement
(la pression p, la vitesse v, la densité p et I’énergie e) sont indépendantes du temps. un
écoulement est dit non stationnaire si les variables décrivant le mouvement dépendent du
temps.

On dit qu’un fluide est isotherme si sa viscosité dépend de sa température T, dans le
cas inverse, le fluide est dit non isotherme.

On suppose que le fluide est incompressible et homogéne, alors la densité est constante
en temps et en espace (on prend p = 1). On suppose de plus que le fluide est Newtonien
non-isotherme c’est a dire k£ dépend de la température 17" qu’on supposera donnée dans ce

chapitre. D’ou

o= —pl+2u(T)D(v) (3.9)

9p. ) =5 - +2) o - (uT)d; 1<i<n.
; Ox; (935) ox; + ; o, (u(T)di;(v)), <i<n

La viscosité d’un fluide définit son état dont les molécules sont freinées dans leur dé-

pacement par des intéractions ou des associations moléculaires plus ou moins intenses,
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elle dépend de la température [4, 35]. Elle est exprimée par un coefficient représentant la
contrainte de cisaillement nécessaire pour produire un gradient de vitesse d’écoulement

d’une unité dans la matiére.

3.3 Position du probléme

Soit w un ouvert borné de R™~!, on considére le domaine 2 de R™ donné par
Q={(2',z,) eR": 2 cew, 0<uz,<h(z)},

ouin=232=(x1,...,7,1) €E R 2= (2/,2,) € R" La frontiére de € est consituée
de trois parties w = {(z/,7,) € Q: 2, =0}, '} = {(z/,2,) € Q: 2, = h(z')} et ['; la
partie latérale de 99 telles que Q2 =T = wUT;, UT;. On suppose que h est une fonction
continue et vérifiant 0 < Ry, < h(2') < hypae pour tout 2’ € R™L.

Dans cette section, on s’intéresse a 'étude du systéme suivant :
% + (v.V)v —2div (W(T)D(v)) + Vp = f dans Qx]0, 7], (3.10)
muni de la condition d’incompressibilité

div(v) =0 dans Qx]0, 7], (3.11)
et de la condition initiale

v(0,z) = vo(xz) pour x €. (3.12)

Pour que le probléme soit complet, on rajoute au systéme (3.10)-(3.12) les conditions

au bord données par :

v=0 sur Ty, (3.13)

v=yg¢ sur Iy, (3.14)

g est une fonction indépendante de t et ( dépend seulement de t. La composante normale

de la vitesse sur w est nulle
v,=v-v=0 sur w, (3.15)
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ouv = (v1,...,V,) est le vecteur unitaire normal a I exterieur a (2, alors que la composante

de la vitesse tangentielle sur w satisfait la loi de frottement de Coulomb [20], [21],

or| < klo,| = vr=s
7| < klow| = vr = sC (3.16)
lor| = klo,| = 3IX >0 tel que vy =sC— Aor.

on notera de la méme facon la valeur absolue de o, et la norme dans R*! de o, k
est le coefficient de frottement et s est la vitesse du cisaillement du bord w. On donne
respectivement les vitesses normale et tangentielle sur w, et les composantes du tenseur

de contraintes normales et tangentielles :

v,(t) =v(t) - v=uvr; ; vr(t)=uv(t)— v,y (3.17)

o,=(0-v)-v=o0,vV;, ; O =0,V;— 0l (3.18)

On utilise ici et dans toute la suite la convention de sommation d’Finstein qui consiste a

supprimer la somme sur les indices répétés.
Lemme 3.3.1. La relation (3.16) est équivalente a la relation suivante :
(v—=sCQ)or+kloy||lv—s(] =0 sur w. (3.19)
Démonstration. Sur w, on a
V=v7+ U, V=0T

On suppose que (3.16) est vraie, pour |o7| < k|o,| on a vy = s¢, donc la relation (3.19)

est satisfaite. Pour |or| = k|o,| alors il existe A > 0 tel que vy = s¢ — Ao, donc
(v —sQor + kloy|[v — (| = =Aoror + |o7|[ — Aor| = 0.
Inversement, on suppose que (3.19) a lieu
-Si |or| = k|oy,|, alors

(v = sQ)or + klov||lv = sC| = (v = sC)or + [o7[v — 5¢| =0,
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dong, il existe A > 0 tel que

v—s( = —\oT.

-Si |or| < ko, |, alors

0= (v=sQor+kloy[lv—sC| > —fo—sllor]|+ kloy|Jv - sC|

2 |v—sC[(kloy| — lor])

V

v = s(,

d’ou I'équivalence entre (3.16) et (3.19). O

3.3.1 La formulation variationnelle

Notons :
H'(Q) = (H'(Q)", L2(Q) = (L*(Q))", H2(99Q) = (H3(0Q))", HX(Q) = (H*(Q))".
On suppose que
feL*0,7;L%Q), we€L?*Q), TelL*0,7;H(Q) (3.20)

et la viscosité u est une fonction de C'(R,R) et satisfait pour u*, u, deux constantes

strictement positives :

< p(X)<p. VX eR (3.21)
On suppose de plus
/ gvdo=0 (3.22)
Iy
¢eC™(0,7), ¢(0)=1 (3.23)
geH2(T,), et s H?(w). (3.24)
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Comme s.v = 0 sur w, de (3.22) et de [32| lemme 2.2, on a

3Gy € HY(Q), telque divGy=0 dans €, Go=g(x) sur I, (3.25)
Go, =5 sur w, Govr=0 sur w, Go=0 sur IY}. '

De (3.24), on déduit que Gy € H*(Q2). de plus
Vg = GO sur FL-
On considére les convexes V de H'(Q2)

V:{weHl(Q):wz() surI'y, =Gy sur I'p,p-v=0 sur w},

Viw =10 €V: div(p) =0 dans Q},
et les espaces fonctionnels suivants

VO:{SOEHl(Q): =0 sur I'tUIl',p-v=0 sur w},
Vosiv ={p €V: divpe=0 dans Q},

12(Q) = {q e L*(Q) : /qu:c—O}.

L’espace fonctionnel Vy est muni de la norme de H'(Q) et L2(€2) de la norme de L?(Q).
Notons Z = Hj},, muni de la norme de H'(Q2) et Z’ son dual. V} est 'espace dual de V.

On définit les applications suivantes

a:VoxVy — R

(u,v) — alu,v) :2/Q,u(T)dij(u)§;}; dz’dxn:/ﬂ,u(T)d,-j(u)dij(v) dx'dx,,

b: V()XVOXVO — R

v
(u,v,w) +— blu,v,w) = uiﬂwjdx'dxn,
o Oz
jl Vo —- R

w  J(Tiup) = [ k(@) d

w
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ou g, dépend de T', v et p de la maniére suivante

ov

o,(T;v,p) = —p +2u(T) pe

sur  Ww.

Comme v € L*(0,7;Vp) donc 2= € L*(0,7;L*(€2)). Or la trace d’élément de L*(2) sur
le bord n’a pas de sens, suivant [21| on utilise la régularisation de |o,(v,p)| définie de

H~3(w) dans L2 (w) par

V6 € H 2(w), S(8)(z) =<6, pp> )| Vrew,

1
H™ 2 (w)vH()()

ol y — ,(y) = ¢(z — y) est une fonction de classe C* & support dans w. H~2(w) est
1

Pespace dual de H)(w) = {plo : ¢ € H' (), =0 sur Iy UL} L2(Q) est le sous-

espace des fonctions positives de L(1).

De (3.21), la forme bilinéaire a est continue
la(T;u,v)| < pellully ||vllve Yu,v € Vo, VT € L*(0,7; H'(2))
et coercive car Jda > 0 qui dépend de u*, tel que
a(T;v,v) > a|v]|}, Yo €V, VT €L*0,7;H ().

Proposition 3.3.1. Pour tout u,v,w € Vi, la forme trilinéaire b vérifie les propriétés

suivantes :
b(u,v,v) =0, (3.26)
b(u,v,w) + b(u,w,v) =0, (3.27)
[b(u, v, w)| < K*|lullv]lvflv]lw]ly. (3.28)
Démonstration.

/uiaivjwj de = —/Ujai(Uin)dx+/Ui'(Uj)Q‘I/i ds
Q Q

T

= _/Q<Uj)28iui dx—/gvjuiaivj de—l—/FUi'(vj)Q-ui ds
= —/Q(Uj)2div(u) dx—/vjuié)ivj dz,

Q
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Chapitre 3. Probleme d’écoulement

d’aprés la condition d’incompressiblité, on a
b(u,v,v) = =b(u,v,v),
d’on (3.26). Pour prouver (3.27), il suffit de remplacer v par v + w, on aura

0=>bu,v+w,v+w) = blu,v,v+w)~+blu,w,v+w)

= b(u,v,v) + b(u,v,w) + b(u, w,v) + b(u, w,w),
de (3.26), il reste
b(u, v, w) + b(u,w,v) =0,

d’ou (3.27). Pour (3.28), de linjection continue de H'(Q2) dans L*(Q), il existe une
constante K > 0. Avec l'inégalité de Holder, on obtient :
81)]‘ 8’0]'

HUHL‘*(Q))Ham L2 wllLae)

&
|

&
&
A

o O
< K2lullvllvllv]lwl]y. (3.29)
O
Dans ce qui suit, on notera
V=0 — G()C

Proposition 3.3.2. La formulation variationnelle du probléme fort (3.10)-(3.16) conduit
au probleme (PC) suivant :
Probléme de Coulomb (PC) : Pour Gy € H'(Q), ¢ € C>([0,7]), 7o € L*(Q) et
f € L*0,7;L%(Q)), on cherche

o

7€ LA(0,7: Voawo) 0 L¥(0, 7 LA(Q), - € L3(0,7:2'), p € H™H(0,7: L§(%))

vérifiant 'inégalité variationnelle suivante au sens des distributions

(5@ )+ [ o500 = Gdiv(o) + olTi5. 00 + (T + 7.0 a

T " T a "
—/ J(T;v,p) dtZ/ [(f, ©ox) — Ca(T; Go, px) — (Goa—i,sox) —Cb(Go,U‘FGoC,SOX)} dt
07_ 0

_/ Cb(@/a G07 SOX) dt VQO € VOa VX € D(077>
0
(3.30)
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et la condition initiale
0(0,z) =vo(x), x €9, (3.31)
ol < .,.> représente le crochet de dualité entre D(0,7) et D'(0,7).

Démonstration. Soient ¢ € Vy, x € D(0,7). On multiplie I'équation (3.2) par @y, et on

intégre sur €2, puis de 0 & 7. En utilisant la formule de Green, on trouve

/ / (8% )(%X Ydx dt = / /a,]a (pix) dx dt 5.32)

oiivi(piX) d0+/fz(%x) dx dt

0 T

D’aprés les conditions aux limites (3.13)-(3.15), on a

/Uijyj(gpiX) dg:/aijyj-((PiX) d.T/
r

w

Or o;v; = o1, + 0,14, et pxv; = 0 sur w donc

/Uz'jVj(%X) dx,:/(SOiX) (o, +ouvs) dﬂé":/%x% da’.

On obtient

/ /(avl )(soixT) dxdt+AT[20ij%(¢iX) dz dt

or(pix) da’ dt = / / filwix) dz dt.

0 w 0 Q

On rajoute et on retranche du premier membre de I’équation ci-dessus, le terme suivant

/O ' [ 1860 o+ = ¢l = o = 5] d

on aura

i /Q<avz )(%x dxdt—l— //

/T/kS (o) (Jpix +v —s¢| — |v—s§] dz' dt — / /Uﬁ(cpix)dx’dt
— Jo

- [

kS(o,) (Jeix +v —sC| — [v — sC]) dx'dt:/ /fi(goix)dxdt.
0o Ja
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Posons

A= /waﬂ(gpix) dx’ + ; kS(c,) (|eix +v — s¢| — v — s¢|) dx

= [ lontonctv=50) = om(v = 50) + kS() i + v = 56| = kS (a1l = 5] da
En utilisant le lemme 3.3.1,0n aura

A= / o7 (pix +v — Q) + kS(ov)|@ix + v — sC| da,

mais

or.(pix +v —sC) = —llorllleix +v — s¢| = =kS(ov)|pix + v — |, sur w,
donc A > 0, on aura alors

/ /(‘%’ ) oY dxdt+/ / axj ) izt
o)

kS(0,) (Jpix + v — 5¢| — v — s¢]) dar dt > / / filpix) dadt.

0 w 0 Q

En remplacant o;; par son expression, on obtient

//(a”l ) oix dmdt+/ / 20(T)dy ) i dt — // (;ozx dz dt
T

/k (0) (lix + v — ¢| — o — sC]) dxdt>/0 /fxm)da:dt

0 w

en remplacant v par v + Go( et en tenant compte du fait que Gy = s sur w, on obtient

(3.30). 0

Probléme de Tresca

Afin de simplifier I’étude du probléme (PC), on va étudier dans un premier lieu le

probléme muni de la loi de Tresca donné par
Probléme de Tresca (PT) : Pour f € L*(0,7;L%(Q)), 7y € L*Q), Go € H?(Q) et
¢ € €*([0,7]), on cherche ¥ € L*(0,7; Voain) N L®(0,7;L*(Q)) et p € H'(0,7; L§(Q))
solution de
0 . T~ ~ , ~
(5 @)+ [ o500 - (diion) + a7 0] a

) . (3.33)
+ [ [pex+n—v@]az [(Feoda veen, vieDpor)
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3.4. Probléeme pénalisé (P?)

et la condition initiale

5(0,2) = o(x), x€Q, (3.34)
ou
mm:lmmﬁ
et
(f,0) = (f,0) — Ca(T; Gy, 0) — <G0%, 9) — (b(Go, T+ GoC, 0) — Cb(T, G, ).

(3.35)

3.4 Probléme pénalisé (P?)

Pour £ > 0, on introduit la fonctionnelle 9. définie ainsi pour | € L*(0,7; H2(w)) tel

que

AL >0: I(t,z) <L, ¥Y(t,z)el[0,7] xw

ws(ﬁ):/l\/52+]5|2dx’ TeV,,

qui est différentiable au sens de Gateaux sur Vj, de différentielle ¢, définie par

rw
< éw,v>=/l—dw’
¢( ) w €2+|U)|2

Suivant [37], on utilise la méthode de pénalisation. On introduit le probléme variationnel

approché suivant

Probléme(P?) Soient § > 0, ¢ > 0, 7y € L2(Q) et f € L?(0,7;L?(Q)) données.
Trouver 2% € L2(0,7; Vo) N L2(0, 7 L2(Q)) et (3?) € L3(0,7; Z') solution de
9 (W2, ) + ' [b(ifs 2, 0x) + ! (02div(R?), px) + a(T; 02 )] dt
a1 e P)H X ; e1 Ves PX o Ve =) PX 3 Uy PX
T 1 ) _ ] N T "
+/ [5 (div(@?), xdiv g) + (VL(T0), ox) | dt—/ (f,ox) dt, Vo € Vy, ¥x € D(0,7)
0 0
(3.36)

o7



Chapitre 3. Probleme d’écoulement

02(0,2) =(x), ze€Q, (3.37)

ot f est donné par (3.35).

On suppose qu’il existe une sous suite notée (v2) telle que

limo? =2° etlim?? =7, dans L*Q). (3.38)
6—0 e—0
Remarquons que
1 [ 5~ 1 [ 5o~ 52~
—/vgdiv(vg)vg de = ——/USV(USz)dZE—i—/ @)% - v
2 Ja 2 Ja o9

S / PV dr, VI € o,
Q
alors

1
b0, 70, 7%) + 5(’5§dw(5§) ) =0, V° eV (3.39)

g Yer Ve r Ve

3.4.1 Méthode de Galerkin

On va démontrer P'existence de solutions du probléme variationnel approché (3.36)-
(3.37) en utilisant la méthode de Galerkin [54]. V, étant séparable, il existe une partie
dénombrable et dense dans V. On note V), le sous-espace de V, engendré par les vecteurs
{wy,ws, ..., wy}. On peut construire une famille {wy, ws, ..., w,,}, orthogonale dans V,

et orthonormale pour le produit scalaire de L*(Q).

On pose
Ut @) = igﬁj(t)wj(l’), tc(0,7) (3.40)
j=1
et
02 (0, ) = 00, () (3.41)

et on considére le probléme suivant

Probéme(P? ) Pour 1 <k <m, Vt € [0,7], on a

a’vé . . 1, ~ e
( getm ’ wk) + b(vgma Ugma wk) - 5 (UgmdiU(U§m>, wk) + CL(T, Ugm’ U)k)

L . (3.42)
+S (div(’ﬁgm), div wk) + <¢;(’ﬁ§m)7wk> = (F,wp).
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3.4. Probléeme pénalisé (P?)

de (3.40)-(3.41), on a

00,(0) =22 (3.43)

o1 0% est la projection orthogonale de 9% dans L%(Q) sur 'espace généré par {w; ... w,,}.

Notons

(P = () = | (Gag v ) + GG, Gox.on)| = GalT; G

En remplagant 72, par son expression (3.40) dans l'équation variationnelle (3.42), on
trouve

(z@sj)fwj,wk) o (T; Sy, wk) b (z oS g, wk)

j=1 j=1 i=1 j=1

1 = ) . = E) 1 . n 5 )
+§ (Z; gEZwZ(dZU(Z gajwj))v wk) + g (d“}(z gejwj), divwy,

j=1

1= 7=1
+ <¢; (Z ggjwj) >wk> = (Fwg) = b <G0C7 Zggjwjawk>
j=1 j=1

—b <Z ggjwjaG(]C?wk) ) 1 S k S m,

J=1

et de l'orthonormalité des (w;) dans L?(2), on a

gek + ngj T w]vwk + Z gsjgaz wi?wj’wk>
i,j=1

1 . . .
+§ Z gEZgEj (widZ’U(’LUj), 'lU]g) + g Jz_; gsj(d“j Wy, div wk)

i,j=1
j=1 j=1

b(ngwja GOCu UJk), 1<k<m.

M

1

<
I

En posant A;,(T) = (T, w;, wy), Bijr = b(w;, w;,wy), F, = (F,wy), on obtient

(ggk), + Z gngJk + Z gE]gEZ 1,5,k +5 Z gszgsj deZ’U w]) wk)

1,j=1 Zjl

1 & , -
+5 Zg 2i(divwy, divwy) + <1/J;(z:; ggjwj), wk> = F (3.44)

=1
m

- Z b(G()Cv ggnga wk) - Z b(ggnga GOC? wk)?
p= =1
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puis avec

gk(t7gg(t>> = Fk - Zgg]A] k Z gz—:_] gszB 1,5,k 5 ngj dZU w]7 d/M) wk)

,Jl

—= Z 951953 (widiv(w;), wy) < dejwj >
7] 1
7=1 J=1

out G = (Gk)1<k<m, I'équation différentielle (3.44) s’écrit

(2) =Gt g2

(3.45)
92(0) = 2.

Du théoréme de Cauchy, le systéme différentiel (3.45) admet une unique solution ggj dans
HY0,7,,) ott 7, < 7, ce qui implique l'existence locale en temps d’une solution v, au
probléme (3.42). Dans le lemme suivant, des estimations & priori indépendantes de m, de

e et de ¢ seront établies, ce qui nous permet de prolonger cette solution a I'intervalle [0, 7.

Lemme 3.4.1. Pour tout f € L*(0,7;L2(Q)), 1o € L2(Q), Gy € H2(Q) et vérifiant (5.25)

et ¢ € C([0,7]), la solution du probleme (P2,)) vérifie les estimations suivantes :

sup |02, (t)|lL2) < C, (3.46)
t€[0,7]

||fﬁgmHL2(0,T;Vo) < C, (347)

| div(@,)|| 207220 < CV, (3.48)

ot C' est une constante indépendante de €, de m et de §.

Démonstration. En multipliant 'équation (3.42) par ¢2;(t) et en sommant pour j allant

de 1 & m, on obtient

Oz, ol ) P L . ~5 5
) Em + b €m7 €m7 Uem + a UEdeU UE ) Em + a T7 €m7 Uem
(1& G )+ (@din(2,).75,) +af IS
5 (dw vsm,dwv ) + < ), Em> f, Em
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3.4. Probléeme pénalisé (P?)

f est donné dans (3.35).
Puisque [ € L*(0,7; L% (w)), on a

_ _ l 50 \2
<¢/<U(S )71}6 = % > Oa Vt € [O?T]'
e\Yem em 2 1 ‘Ung

On en déduit ainsi que de (3.39)

(aazm7~gm) —|—a(T, )+ 5 (dw( ), div(T° ) < (f> Wn)-

En utilisant la coercivité de a, on a

o
(%52 ) + IR, + G0 @y < (7T
Rappelons que

(F.i8) = (£ 8,(0) ~ Ca(T: G ,) — 2 (6o 8,0)

_Cb(G07 Vem> am) Cb( 6m7G07 ( )) - C2 (GoﬂGO’Uam)

Comme div Gy = 0 dans € avec la méme preuve que dans (3.26), le terme b(Go, 2%,

s’annule. Notons dans ce qui suit K la constante d’injection continue de H'(2) dans

L4(Q).

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz puis celle de Young dans tous les termes de

(f,7% ), on obtient respectivement

1z 0] lLe@)

1 1
§||f||%2(9) + §||U§m||%2(9)

(£, 95,,)]

IA

IN

Ca(T;Go, i) < el vl Gollen o

IN

2
Q5 2 M 2 2
Il + 211Gl o]

a¢

ot (Go, 22,)

IN

0 -
]—C\ ||Go||L2<m||v§m||Lz<m

S ‘

HL? @ T35 H HL2
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‘Cb Uems G07 i?m(ﬂ)}

IN

1102 s |V Golluaoy 102, 2@

o K* ~
Il + IV Gl 17 e

IN

IN

¢* [b(Go, Go, 0) | ICQIGollm(mIIVGoIIm 02 )

1,
< SOl +—|C\ 1GollEn @IV Gollin @)

En rassemblant ces termes, on obtient

10 Qg uf
L ST ey < 1T+ 410l
3C

3~ 5
HG0HL2(Q §”UemHL2(Q) + ?’C’ HVGOHHl(Q)HUEmHiZ(Q)

K
+7KWGMNMWﬂ%@-
(3.50)

En intégrant de 0 & s, oll s < 7 on obtient

1,5 - 1

Py + 5 [ Il e+ 5 [ vl w<2| BOI

1 15

#3 [ 15 ey e+ 1 Golle [ 6P+ HiGulEeg [ a ay > | Il a

£4VG2 CICRIE 2 dt 54G2 Goll? 4 dt
+= IVGolli oy [ |CII102, 152 dt + 5 1 Gollf: (o) 1Gollf2(0) ICI :
0 0

On trouve

1, a [*
Sy + 5 [ 17l di+ /nmU e dt <
< 01+02/ N EI (3.51)

ou C; et (5 sont deux constantes indépendantes de m, de € et de ¢

1 1 /7 1
~ @i“%%m +5 ||f||%2(9) dt + —||Go||i2(9)
2 2/, 2

ot
MQ 2 ! 2 K* 2 2 4
+EHG0HH1(Q)/O q dt+THGOHHl(Q)HGOHH?(Q)/O "t

3K4

Gy = 5+ IV Golltn @m0,

En utilisant le lemme de Gronwall, on a

122 (s )||L2 < 20 exp (2sCy) . (3.52)
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3.4. Probléeme pénalisé (P?)

En prenant le sup sur s € [0, 7], et en notant par C' différentes contantes indépendantes
de e, de m et de d, on obtient (3.46). En reprenant (3.46) dans (3.51) , on obtient (3.47)
t (3.48). O

()

Remarque 3.4.1. Des estimations obtenues, V2, est bornée sur tout lintervalle [0, 7],

done 1°, . est solution au probleme (P°)) sur lintervalle [0, T].

Dans le lemme suivant, on établit une estimation de la dérivée de la vitesse qui nous

permettra avec le lemme d’Aubin d’établir le probléme limite.

Lemme 3.4.2. Sous les hypothéses du lemme 3.4.1, la dérivée en temps de v2,, vérifie

lestimation suivante

~6
@)l 4 g ) < Cs (3.53)
ot C' est une constante indépendante de m et de ¢.

Démonstration. On définit ¢, comme la projection orthogonale de  sur I’espace engendré
par {wy,...,wy,}. On a
Pm = Zﬁkwlm Bk € Ra
k=1
et v, — ¢ fortement dans V.

En multipliant ’équation (3.42) par () et en sommant de k = 1...m. Puis en passant a

la limite sur m, on obtient

(v div v’ vsm, ©Om)

(@) om) = (f,0m) = (T30, @1n) = b0, Vs Prm) — 2 (3.54)

(00, divgm) — < L), o >

aprés majorations dans le second membre, on obtient
’((Né » Pm ’ < fh |VU ||L2 HVSOrnHm(Q) + HFS ||L3 HVWS HL?(Q HSOmHLﬁ'(Q)
5 10 L@ ldiv 00y [z lpml o) + —IIdwv 2@ l|div oml| 2o (3.55)
Hl12l 22 iy lpml 20y + 1(F 0m)-

En majorant le terme |(f, )|, on obtient

From)] < 12w I omleaen + 1alC] 1 Gollren [ omle + ' ]HGon omllieon

¢ Gollra@ I V2 + VGolle@ llemlita@y + 1<l L@V Gollrz@llom i)
(3.56)
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En utilisant I'inégalité classique [47]
1
lullzs) < cHuHL2 yllull 2oy, Ve € Q)
et I'injection de H'(Q) dans L5(£2), il existe une constante c telle que
~5 ~5 |3 ~5 |12
178, s IV Tz lom sty < (elliullfaoy IV #lliagy ) Imlm @)-

Comme (w;);>1 est une base hilbertienne orthogonale dans L?(2) et comme ¢, est la

projection orthogonale pour le produit scalaire H'(Q2) de ¢ sur {wy,...,w,,} , on a

(@) 0m) = (@) 0) et lemllm@ < el @
Alors, on obtient

- - 3/ s 1 S|
(@Yo < Pl llelivg + 5 (el eIV #llzagey ) el

1, .. -

i T s llelv + CO sl
+@Nmm+MMWMMW \ M%mugnmw

(K2 Gollny I, + GoCllrn i + K21 o [ Gollany) 1¢lvns

alors
1@ Ollvy < il Tllv, + (ATl oy IV o) + Sldiv Pollzc
i
CONU 22y + NFIEQ) + el Sl Gollea o) + 1Gollz) + K¢ Gollar @192, + Godllen @)

R[]0 v | Goller o

Aprés intégration de 0 & 7, on traite le terme trilinéaire (le deuxiéme terme aprés 'inéga-

lité),

i ~ 4
0Hv§mHLz IV HLzQ =cs || IILz IV T 120 dt
0 (@)

< Cg”“ ||Lo<>(oTL2(Q) ||VU ||L2 (0,7;L2(82))"

On trouve des estimations du lemme 3.4.1, qu’il existe une constante Cs > 0 indépendante

/n VIl dt < Cs,

I'estimation (3.53) en découle. O

de ¢ et de m telle que
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Nous utiliserons maintenant les estimations du lemme 3.4.1 ainsi que le lemme d’Aubin

pour déduire le probléme limite lorsque m — oo.

Théoréme 3.4.1. Sous les hypothéses du lemme 3.4.1, il existe une sous suite notée

encore (00 )u>1 dont la limite, quand m — oo, est solution du probléeme approché (P?).

Démonstration. Des estimations a priori (3.46)-(3.47) du lemme 3.4.1, on déduit que 2°
est bornée dans L?(0,7;Vy) N L>°(0,7; L%(2)), donc il existe une sous suite de (0°,,)m>1

notée encore (02,),>1 vérifiant

0 —~7° faiblement dans L*(0,7; V) (3.57)
0 7% faible étoile dans L>(0, 7; L*(Q)) (3.58)
div(®?)) — div(?®) faiblement dans L*(0,7; L*(Q2)). (3.59)

De Pestimation (3.53) du lemme 3.4.2, (2% )’ est bornée dans L3 (0,7; V), donc il existe

une sous suite de ((02,,)")m>1 notée encore ((29,,)),n>1 vérifiant
@ ) — (@) faiblement dans L3(0,7:V)), (3.60)

en utilisant le lemme d’Aubin et les convergences (3.57) et (3.60), avec Xy =V, X =
L2(Q2) et X; = V) on obtient

0 —1° fortement dans L*(0,7; L*(Q)). (3.61)

Em 3

On peut encore utiliser le lemme d’Aubin avec X, = Vy, X = H*(Q) et X; = V] ou

% < s < 1, car linjection de X dans X est compacte de [38] page 110. On obtient

0 — 0 fortement dans L2(0,7; H*(Q)). (3.62)

em 3

Du théoréme de la trace [38], il existe une application 7, € L(H*(Q), H*"2(w)). Comme
s — 3 > 0 alors

H* 2 (w) = H(w) = L (w).
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De (3.62), on a

0 = fortement dans L*(0,7; L*(w)). (3.63)

Em

En appliquant le lemme de Simon, on a la convergence suivante

0 — 7’ fortement dans C°(0,7; H), (3.64)

em 3

ot H est un espace de Banach tel que L*(Q) C H C V) et l'injection de L*(Q2) dans H
est compacte.

On a pour tout ¢ € L*(0,7;V,)

dx dt

52 '17
§/O/W|Z%de:cdt
[ < v >¢>dt] 2L [l

L.
< ;HUSmHLQ(O,T;LQ(w))||¢HL2(O,T;L2(UJ))

<w( gb>dt‘

on a

de 'estimation (3.47), on obtient

| <o dt' < Clollz 0
0

donc

Hw ( Em)HL2 0,75) < Ca

ol C' est une constante indépendante de m et de §. Dongc, il existe une limite notée

L € L*(0,7;V}) telle que
YLD ) — L dans L*0,7;V})).

On prend ¢ € V), il existe une sous suite ( ™) jen dans R telle que

m
m
Pm = Z ap Wi
k=1
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3.4. Probléeme pénalisé (P?)

converge fortement vers ¢ dans Vy. Alors pour tout x € D(]0,7[) on a, en multipliant

(3.42) par ofy et en sommant de k =1...m

o, = 1
875 7907TLX + b( sm’ sm’ SDWX) + 2 (U dZU( ) SOWLX)
) (3.65)
+a(T;02,,, PmX) + 5 (div(@,,), div omx) + (WL @), PmX) = (F1omX),

ol

_ ) g
(fromx) = (f;omx) — Ca(T; Go, omX) — (Goa_gaQOmX) — (b(WL, Go, PmX)

—  Cb(Go, 'ﬁfm + GoC, PmX)-

En intégrant (3.65) de 0 & 7 on a

/OT {— (% pmX) + b, amvSOmX)‘i‘%(’U div (@ ),gpmx)} it
i (Pm

+/OT [a(T;’ﬁfm,somx)Jrg (div(@?,,), div (om)x) + (VLD >§0mX>:| dt:/oT(f’ o) dt
(3.66)

En passant a la limite quand m — oo avec les convergences faibles et fortes obtenues, on

a
4 - 1 5.
/ [— (@2, oX) +b(va7 s,¢x)+§(vfdiv(vf)7s@><)} dt
0 . (3.67)
+/ a(T; 02, oX) + 5 (dzv( %), xdiv ) + (L, ox) dt =/ (f,ox)dt
0 0
ol
> _ - a¢ ~5
(frox) = (frox) = CalT Go, x) — { Gogry ox | = C(T2, Go, o)
Donc, on a pour tout x € D(0,7)
0 - T 1
<(§(vf,s@),x>+/ [b(vf,vf,sox)Jr 2( 0 div(; ,cpx)} dt
9 (3.68)
s [ riitoo) + 5 (@) divg) + = [ (Fooa
0 5 0
Reste & identifier £, or d’aprés la monotonie de ¢, on a
X, :/ LB — (@), — b > dt >0 Yo e LX0,7: V), (3.69)
0
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Chapitre 3. Probleme d’écoulement

or
X = [ <UL T > = <UL 0> = <UD = 0> .
et de (3.49),

< 1/)/ (56 )7 Ve >= _((Egm)/?ggm) - CL(T, Usm? sm) - b(ﬁgmvﬁgmvﬁgm)

1 1
—— @ div® T ) — <(divil  divil )+ (f,00).

2 eEm? “em 5

En remplacant dans X, et en utilisant (3.39), on trouve

X, =— /T [((afm)/,Nam) + (I(T7 Ngmyﬁgm) ;(dZU Ve dZ’U’U ):| dt
pa 0
F,00,) dt — @), g W "
+/0( Ugrm) /0<w5(U6m)¢> /0<¢(¢) 6>

d’autre part

1 T L[
X = =Dy~ [ ol B de = 5 [ (@0, i) d
2 0 5 0

1 T L T
/ (f7 5m) dt + 5”1)0”%42((2) _/0 < we(vgm)ﬂ(b > dt—/ov < w (¢)7 Vem ¢ > dt

comme 02, (7) — v2(7) dans L*(Q2), on a

lim sup (~ 32, (1) [Za(ey) < —I102(7) 220y,

m—ro0

alors, en utilisant (3.57)-(3.63)

0 <lim sup X,, < — || ( )”%2(9) _/ a(T, ~g7~§) dt — _||dWU5”L2 (0,mL2(Q))
. mooo ; (3.70)
[t Slalie - [ <Lo> - [ <@ -0> d
0 0 0
En prenant ¢y = 0 dans (3.67), on obtient avec (3.39)
1 1 /7
T 9
+/ ( ,ag)dt:/ < L7 > dt,
0 0
en remplacant dans (3.70), on trouve
/ <L), T —¢>dt >0 Yoe LX0,1; V). (3.71)
0

Soit @ € L*(0,7;V;) et soit un réel 3 > 0, en posant dans (3.71) ¢ = 2°(t) £ 36, on aura
/ < L — LT % B6),£660 > dt > 0. (3.72)
0
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3.4. Probléeme pénalisé (P?)

En divisant les deux cotés de (3.72) par 5 et en passant a la limite quand 5 — 0, d’oi1 on

obtient

/ < L—yL(®?),0 > dt =0, (3.73)
0
donc

L=yl).

en remplacant dans (3.68) et de (3.64), on a

02(0) = 72",
On en déduit que 0 est solution du probléme (P?). O

3.4.2 Recherche de la pression limite

Dans la sous section qui suit, on s’intéresse au passage a la limite dans le probléme

(P?), lorsque § tend vers 0, afin de récupérer la pression p. dans son espace approprié.
Lemme 3.4.3. Soit g € L3(Q), il existe une application P € L(L3(), HL(Q)) vérifiant
div(P(g)) = g.

Démonstration. Voir [37| O
Lemme 3.4.4. Sous les hypothéses du lemme 3.4.1, en notant avec [37]
P = —%dw@g). (3.74)
o, 00 est solution du probleme pénalisé (P°), on a que p? est borné dans H=(0, 7; L*(Q2)).
Démonstration. De la formulation variationnelle (3.36) avec (3.74), on a
9 "~ Los . i~ ~5
(@) + [ [o0838 00 + S @i, o)+ o(Ts T )] a

+/ < YL(B2), x> dt:/ [(p‘i,xdivso)ﬂf, ox)| dt, Yo € Vg, Vyx € D(0,7).
0 0
(3.75)

Considérons maintenant w € Hg (0, 7; L2(€)) donc

/ w(z,t)dx = 0. (3.76)
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Chapitre 3. Probleme d’écoulement

On définit
n(t) = Pw(t).
En utilisant le lemme 3.4.3, on obtient que
div(n(t)) = w(t). (3.77)
Du théoréme de Haim Brezis [8] P.129, il existe une constante C' positive telle que
lull oy < Cllullwrrgosp,  Yu € WH([0,7[),  ¥p € [1,+00]
donc
[wll oo 0.m:22(02)) < CllwllwreorL2@)
alors en prenant p = 2, on déduit que w € L>®(0,7; L3(2)), Pw(t) € H} (), d’on

n e L2(0,7; HA(Q), = € L*(0,7; H'(Q))

ot
en notant F l'espace suivant :
0
E={ne L¥(0,7: H}(Q), 5 € (0,7 H'()}. (3.78)

En prenant dans (3.75), ¢x = 7, on obtient

T T ’176 T T
[ otwa= [ Gramas oo [ oo 0.

17 0 (3.79)
+5 | @@ [ (Foar
0 0
Or
T o0 877 ) ~5 N7
677 i ~5 T
= (5202 dt + [(@2, Pw)],
comme w € H(0,7; LZ(Q)) alors Pw=0ent =0 et t = 7, on obtient alors
T oS on
=, n)dt = %) dt. :
| Grmar=— [ Gl (3.80)
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De (3.79) et en utilisant (3.80), on obtient

| otwa

T~ s
e | [ b0 n) + 5 (@2div (@), n) dt| + VT fll 20.rz2@ [0l 20 rn2)

<102 220,712 Q))H ||L2 0,r12(9)) + 1V TI0| 2200.70) 19711 2oe 0.7:113 2

0
+HG0HL2(Q)HaHLl(O,T)”77HL°°(07T;L2(Q)) + M*HGOHHl(Q)HCHLl(O,T)HUHLC’O(O,T;H(}(Q))
+|Goll @152 + GoCll 20711 171 L= (0,712 0 1 220,7)

+||G0||H1(Q ||C||L2(07 ||U6||L2(OTV0)”77||L°0 (0,75 HE(Q))-

[ezna) < [ ol o
0 0
= ; LA Ve Vo 1M 2L (2
< K [ 1lus 2 o

donc

e Lo~
[ 0T )+ i) ] < Ko [T 0o
0

K
—HU(sHL2 0,7;V0) | div(v S)HL?(O,T;L?(Q)) ||77||L°°(0,7-;H§(Q))

< Cy <HvaHL2(077';V0)||77HL°°(O7T;H(%(Q))> )
ou
. K o
K5l z20,me@y + 5 ldiv (@)l r20reee) < Ca

En utilisant la continuité de 'application P, on a

17| oo (0,msm13.2)) = 1PW 200 (0,ms 1302y < Cllwll 20,7522 009

des estimations (3.46)-(3.47), on obtient

/ (2, w) dt' < Cllwllggo.mL2(0), w € Hg (0,75 L§(€2)). (3.81)
0

En intégrant (3.74) sur €2 et en utilisant la formule de Green, on obtient

1 ~
/pgda::——/ v ds
Q 0 Jaq

de (3.13)-(3.15) et (3.22), on a
/pg(x, t)dz = 0. (3.82)
Q
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Chapitre 3. Probleme d’écoulement

D’autre part pour tout w € H}(0,7; L*(Q2)), on peut appliquer (3.81) en prenant
1

mes§)

w=w —

/wdx car W € HY(0,7; L3()). (3.83)
Q

En remplacant w par w dans (3.81), on a

or

/ <p§,w>dt\s0||w||H5<O,T;Lg<Q», @ € HI(0,7: L2(9)),
0
T 1
)
— dx) dt| =
/0<p5’w mesQ/Qw z) ’

T 1 T
/ (p°, w) dt — / (/pﬁdx) (/wdw) dt‘.
0 mes{l Jo Q Q
En utilisant (3.82), on obtient
/T(p‘sw— ! /wdx)dt =
o mes§) Jq

[ 6w dt' < Ol omizon.

mais
0] 5 0,m:220)) < N0l 30,7220
Donc
[ 0hwat] < Clulluganssen, e B0, 22@) (3.84)
De (3.84), on déduit que p° est bornée dans H=*(0, 7; L*(Q2)). O

3.4.3 La limite du probléme (P?) (6 — 0)

De (3.82) on conclut que p° € H=1(0,7; L3(Q)). Alors il existe une sous suite notée

encore p vérifiant
p? — p., faiblement dans H (0, 7; L3(Q)).

On déduit des estimations (3.46)-(3.47) que ?° est bornée dans L%(0, 7; V) et dans L*=°(0, 7; L2(Q2))

indépendamment de &, donc il existe une sous suite notée 00 vérifiant les convergences

faibles suivantes quand § — 0

0 —~ 7. faiblement dans L*(0,7; V)

20 —~ 7. faible étoile dans L>(0, 7; L3(Q2)).
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3.5. Résolution du probléme global (PT)

De plus de (3.48) div(v?) est bornée par § dans L*(0,7; L?(£2)), donc il existe une sous

suite notée div(1?) telle que
div(@®) =0 quand & — 0.

En revenant & (3.36) et en prenant ¢ € Z et en poursuivant avec les mémes majorations

faites dans la preuve du lemme 3.4.2, on obtient

114,00 < € (3.85)

ou C' est une constante indépendante de § et de e.

~0

On en déduit que (v?)" est bornée dans L3(0,7; Z"), donc il existe une sous suite notée

(2?)" vérifiant les convergences faibles suivantes :

(v%Y = 1! faiblement dans L%(0,7;2').

£

En utilisant le lemme d’Aubin, on obtient la convergence forte suivante
0 — 7. fortement dans L?*(0, 7; L*(2)),

en passant a la limite pour 6 — 0 dans (3.75) aprés intégration par parties en temps, on
obtient qu’il existe v, et p. solutions du probléme variationnel suivant
Probléme (P.)Trouver 7. € L*(0,7; Vogin) N L®(0, 73 L2(Q)), 7 € L3(0,7;Z') et p. €

H=Y(0,7; LE(Q)) vérifiant Péquation variationnelle

<2 (Ves ) ,X> + /T {b(%%w) +a(T3 0., ox)+ < YL(U:), px > | dt
o, o b (3.86)
= [ [mdiven) + Fopo] it o vxe D)

avec (3.38), on obtient la condition initiale

0:(0, ) = (). (3.87)

3.5 Résolution du probléme global (PT)

Dans la sous section suivante, on s’intérésse au passage a la limite quand € — 0 dans

le probléme (P.). On obtiendra l'existence d’une solution au probléme P'T muni de la loi
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Chapitre 3. Probleme d’écoulement

de Tresca. On étudiera par la suite 'unicité de cette solution en dimension 2 en premier

puis en dimension 3 a l'aide de régularités supplémentaires.

3.5.1 Limite du probléme (P.)

Théoréme 3.5.1. Sous les mémes hypothéses du lemme 3.4.1, il existe v € L*(0,7; Vogin)N

L>(0,7;L%(Q)) et p e H (0, 7; L3(Q)) solution du probléeme (PT).

Démonstration. Notons que les estimations obtenues dans les lemmes 3.4.1 et 3.4.2 sont
indépendantes de € et de m et sous les mémes hypothéses du lemme 3.4.1. Des estimations
(3.46)-(3.47) indépendantes de &, on en déduit que v, est bornée dans L%(0,7;Vy), et

L>=(0,7;L*(Q)), donc il existe une sous suite de (V.);,>1, notée (V:)m>1 et qui vérifie
0. =0 dans L*(0,7;Vy), et faible* dans L*°(0,7;L*(Q)). (3.88)

De lestimation (3.85), v est bornée dans L%(O, 7; Z') indépendamment de ¢, alors il existe

une sous suite de (0.),,>1, notée (v.),,>1 et qui vérifie la convergence suivante
~7 ~1 4 Ll
v. — v dans L3(0,7;2"). (3.89)

En utilisant 'argument de compacité d’Aubin, il existe une sous suite notée encore (V. )¢

telle que
v. — v fortement dans L?*(0,7;L*(2)) (3.90)
en utilisant le méme raisonnement pour avoir (3.63), on a aussi

U. — v fortement dans L?*(0,7; L*(w)). (3.91)

<%T(ﬁs, ©) ,X> + /OT [a(T; Ve, X) + b(e, Ve, @TX)] dt
+/0 [< Ue(ve), ox > —(pg,dw(@)x)} dt :/O (F. ox) dt.

Comme 1), est convexe, de la définition du sous différentiel de 1. en v.(t), on a

(3.92)

Ve(ox +0e) — Y (V) >< PL(V:), X >,
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alors, (3.92) devient

0 T _ -
(5 @) )+ [ [olit00 + 000 T o]
0

+/ [T/Ja(@x + ) — Ve (V) — (pes div(w())] dt > /OT(}V, o) dt.

0

(3.93)

En utilisant I'intégration par parties en temps sur le premier terme, on a

/ — (U, oX) + a(T'5 02, ox) + b(Ve, Ve, X) + V(X + V) dt — / (pe, div(px)) dt
0o .. 0
> [[(Feon + 0.0yt
0
(3.94)
Y’ est semi-continue inférieurement et en utilisant la convergence forte (3.91), on obtient

lim [ (@) dt > /0 " (@) dt, (3.95)

e—0 0

Pour passer a la limite sur le terme 1. (@x + U.), on utilise le fait que la convergence forte
dans L*(0,7;L?*(w)) implique que, U. converge vers v presque partout dans |7y, 71[xw et
vérifie une condition de domination [§].

En utilisant (3.88)-(3.90), on obtient

/ _(5,0X) + alT: 5, 0X) + b(@, 7, o) dt
0

T T (3.96)
+ [ wtox ) = 0@ - vt = [ (Fovt
0 0
en utilisant encore I'intégration par parties, on a
0 . 4 ~ U ~ -
= W) x )+ [ a(T;v,0x) + b(v, 0, ox)¥(px +0) — ¥(v) di
0tT 0 (3.97)

—/0 (p,div(w)x)dtzfo (frox)dt, YoV, x€DO,T).

De plus avec (3.38), on obtient

0(0) = vy.

Avec la limite (v, p) est solution du probléme muni de la loi de Tresca (3.33)-(3.34). O
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3.5.2 Unicité de la solution du probléme limite en dimension 2

Théoréme 3.5.2. Sous les hypothéses du théoréme 3.4.1, la solution (v,p) du probléme
(5.33)-(3.34) est unique en dimension 2.

Démonstration. On suppose que le probléme (3.33)-(3.34) admet 2 solutions v; et Us.

Alors, elles vérifient les 2 inéquations suivantes :

0 T : _
(5 @) o)+ [ 007100 = (div(or0) + it o)
0

. (3.98)
+ / Blox +70) — p(@) dt > / (Frox)dt, Ve € Ve, ¥y €D(0,7)
0 0
0 T . -
<— (52, 0) ,x> [ b0, 020 — g divl) + ol )
ot 0 (3.99)

+/ Y(px + 02) — P(va) dt > /T(f,sox) dt, Yy eV, VxeD,r).
0 0

En prenant ¢x = vy — v; dans la premiére inéquation et pxy = v; — vy dans la seconde,

puis en additionnant les deux inéquations, on aura :

10 . . - _ I ~ - IO
/ §§ (’01 — V9,V1 — UQ) -+ CL(T, V1 — Ug,VU1 — UQ) + b(Ul + G0<,1)1 + GQC,Ul — ’UQ) dt
0 T
S / b(i\;? + G0C7®JQ + GOQ: 51 - 52) dt7

0

en utilisant la coercivité de a, on a

1 _ N T _ N T . _ _ _
5“’01(7’) — UQ(T)H%Q(Q) + Oé/o HUl - UQH%}O dt +/0 b(’Ul + Gog, v + GQC,’Ul — UQ) dt

T _ . N _ 1 _ _
< / b(V2 + GoC, Vg + Go(, 01 — Va) dt + §HU1(0) — 0(0)|f2(0-
0
(3.100)
Or

b(v1 + GoC, U1 + GoC, V1 — V) = b(Vy — U2, U1 + Go(, 01 — Va) + b(Va + GoC, U1 + GoC, V1 — Va)
= b(v1 — U2, 01 + GoC, U1 — U2) + b(V2 + Go(, V1 — Vg, U1 — U2) + b(V2, V2 + G, 01 — U2)
= b(V1 — V2,01 + Go(, 01 — V2) + b(V2 + GoC, Uz + Go(, U1 — D).

Alors

b(v1 + GoC, 01 + GoC, V1 — D) — b(V2 + GoC, U2 + GoC, 01 — U2) = b(Vy — U2, U1 + Go(, V1 — Ua).
(3.101)
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En remplacant dans (3.100) et en majorant on obtient

1~ _ T " _ T _ " _

) = By o [T = Tally e < [ 17 = Tl IV @+ Gl
0 0

1, ~

+310) = B0l

En utilisant I'inégalité de Ladyzhenskaya (voir par exemple [12])
- 1 1 ~
712300 < ellTll 1715, ¥ € Vo,

on obtient

315 = Bl +a [ 15 =Tl dt < ¢ [~ Tl 152~ Tl [V E1 + God) oty
+517(0) — B(0) ey
en utilisant 1'inégalité de Young, on a
L~ a [T S AR ~ 2
30— Tl + 5 [ 10—l de < 5 [T =l |9 + GoOl e
+5171(0) — B(0) e

Avec l'inégalité de Poincaré, on a

_ B a T _ N C4 T N N 5
B0~ Blloey + g [ B~ Bl e <5 [ 1~ TallalI V@ + Go) e
pJo @ Jo

+H[21(0) = T2(0) Iz,
(3.102)

par le lemme de Gronwall, on a

«

- - - 7 A
7 = %l < 10) - O yexp (- [ |G = SIVE+ GOl | ds).

Or ||1(0) —v2(0) H%Q(Q) = 0, ceci prouve l'unicité de la solution du probléme limite (3.33)-

(3.34) ainsi que 'application ©(0) — v(t) est continue de L?*(2) dans L?(Q). O

3.6 Régularités supplémentaires

Le but de cette partie est d’établir estimation (3.113) qui est suffisante ici pour dé-
duire 'unicité en dimension 3 d’espace et pour I'existence méme des solutions du probléme

(PC) (voir 3.132) et qui nécessite des hypothéses plus fortes sur ses données. Pour cela,
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Chapitre 3. Probleme d’écoulement

nous établissons d’abord dans les deux lemmes suivants de nouvelles estimations de la
solution 2% et sa dérivée.

Dans cette section, on choisit 12(0) = Ty et 20, € Vect{wy,...,wy,} tel que 22, converge
fortement dans L?*(Q2) vers U ou comme le premier vecteur d’une base hilbertienne de V

et orthogonale dans L?().

Lemme 3.6.1. Soient f, pu, T et vy les données du probléme (PC). On suppose que
e L*(0,7;L2(Q)), i/ € L>®(R), VT(0) € LYQ), vy = s sur w et g € HA() N Voasy-

Alors toute solution 02, du probleme pénalisé (P°)) vérifie ’estimation suivante :

122, (0) |2y < C, (3.103)

Em
ot C' est une constante indépendante de m, 0 et de ¢.

Démonstration. De I'équation (3.42) du probléme (P° ), en prenant t = 0 et comme

¢(0) =1, on obtient

((02,)'(0), wr) + b(02,,(0), 02, (0), wie) + % (02 (0)div(V2,,(0)), wi,) + a(T'(0); T2, (0), w,)

s (div T, (0), div) + (1(03,(0)), ) = (F0),we).
(3.104)

En multipliant (3.104) par (¢%,)'(0) et en sommant de k = 1,...,m, on obtient

((@2,,)'(0), (92,,)'(0) + (32, (0), 02,,,(0), (22,,,)'(0)) + % (22,,(0)div (22,,,(0)), (22,,)'(0))

+a(T(0);72,,(0), (22,,)'(0)) + %(dw 02,,(0), div(@,,) (0)) + (YL(@2,,(0)), (,)(0))
= (f(0), (@2,,)'(0))

(3.105)
a(T(0); 7, (0), (72,,)/(0)) = 2 / u(T(O))diﬁSmm)a%@smm) a1
_ / ai (W(T(0))) diy2,, (0) (3, )'(0) dir — 2 / W(T(0) A, (0))(@,,)(0) da,

en remplacant dans (3.105) et en tenant compte du fait que vy € Vogin, on a

@) (O)[z2g0) = (F(0), (32,,)(0)) + 2(u(T(0)) AT, (0), (72,,)'(0))
+2(Vi(T(0) V0L, (0), (72,)'(0)) = (2, (0), 22, (0), (2,,,)'(0))
— (UL(02,(0)), (82,,)'(0)) -
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1 (~8 UO ) ’
<¢5(Usm<0) > / 52 n |v0|2 dx N

comme vg = § sur w alors

vg = vy — Go =0 sur w
d’ou
(VL2 (0)), (V2,)'(0)) = 0.
En majorant les termes du second membre, on a
| ((T(0) A, (0), (V2,) (0))| < pall AV, (0) 2o | (@2)' (0) 2o
< |02 (0) 20 [1(02,) (0) 200,

et comme V(u(7T'(0))) = p/(T°(0))VT(0) alors

[(VA(T(0) VL, (0), (02,)" (OD] < Nl l| 2 ) IV T (0) o) V02 (0) e ey 1 (22,) (0) 20

192 (0) 20 V02, (0) (s | (@2,,) (0) [z
K202, (0) 1, 152 (0) er2(e | (@2,,) " (0) 22

[b(02,,(0), 2,,(0), (22,,)'(0))]

IN

IN

Des majorations obtenues ci-dessus, on trouve

12" (02 < 11£(0) ey + 2uaa 102, (0)llxzq) + 2K 14 || ooy [V (T'(0)) | | V82 (0) [

-~ - aC
+K2vam<0)HV0||Ugm(O>HH2(Q) + HGOHLZ(Q) E(())

2K 1| 2o ) ||V (T(0)) ] g IV Goller ey + B2 Goller @IV 02, (0) [, + K[| Gollen @) | Gollerze)
K202, (0) ]|, | Goller2e)
comme 2%, (0) = vy € H3(Q) N Voain et VT(0) € L*(Q), en posant

+ 2.1 Goll ez

di = [ £(0)lle2(@) + 20Tl () + 2|4l oo ) I V(T (0) | gy Vol 2y + ([0 v 1 Bol |2 )

+|Gollrz(q) %(0)‘ + 2K || oo @) [ V(T (0)) s | Golle @) + K21 Gollrr @) IV Tollw,
+ K7 Gollr o) |Gollmz () + K2 [[T0lvo | Gollrz (o)
(3.106)
On déduit
1@2,,)'(0) |2y < di, (3.107)
don (3.103). O
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Chapitre 3. Probleme d’écoulement

On pose maintenant

Iz )

24
ds = 2] f(0)llte(e) + 27/ 220 w2 + =~ 1 Golln o [CF + ‘

2K*4
+ 3+ _HVGOHHl Cl eXp(CQT) (3108)
+ Clexp( (dzexp/ C'2 )ds) + /Cl exp/ C’z t)dt)d )
et
3
o}

Lemme 3.6.2. Supposons que les hypothéses du lemme 3.6.1 et (3.109) sont satisfaires,
supposons de plus que T' € L>(0,7; L°(Q2)) et que I' € L*(0,7; L*(w)), alors

1@2,) | 220,m00) < C (3.110)
@) | 2 0,112 < C. (3.111)
| div(D2,,) | 2(0,m:02(0)) < C, (3.112)
de plus,
2,01 2% 0.7v0) < €, (3.113)

ou C est une constante indépendante de m, de § et de e.

Démonstration. En dérivant par rapport a t les deux cotés de I’équation (3.42) du pro-
bléme pénalisé, on a
((@2,)", w) + a(T; (02,,)s wy) + /Q;/(T)T’dij’ﬁgmdijwk do + b((v2,), 00 wy)
+ {b( T (00) + 3 () (i) ) + 5 (i (2]
bz (din @) div) + (L)) we) = (Fwi),
ou
(f wy) = (f',wi) = ¢" (Go, wi) — ('a(T; Go, wy,) —C/QNI(T)T’dijGodijwk dx
—¢'b(Go, T, + GoG, wi) — Cb(Go, (T,,)" + Go¢'y wi) + ¢'b(D,,,, Go, wr)
+Cb((TL,,)', Go, wr.).
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En multipliant par (¢2;)'(¢) et en sommant de j =1...m, on a

(08, (02,)) + a(T: (05, @) + 5 (din(, ), div(ol,Y) + { (0105,0)' @, )
= U T ) = 5 (O i), (7)) = [ (DT A3,
BT, T @) = 5 (it (32,)), @) + (F @)
Or par intégration par parties, on a
(s @) (T2 )') + 5 (@) div(32,), (3,)) = 0.
De la monotonie de ¢/, on a

(W' (@2t + h)) = 0 (02, (1)), 02 (¢ + ) = T2, () > 0

alors

<w/(5§m(t +h) =02, (1) Bm(t+h)— 5§m(t)> >0
h ’ h =

en passant a la limite quand h — 0, on obtient

~5 ! ~5 V1|2
/l U£m~ (',ng)/dx/ Z /l82 |(Uam) ‘ . de, 2 0.
w \VEXF[L,[? w o (g2 (02,72

Mais

<(d}/(5§ ))’ (fvvé >/> /l 5§m ,(fvv& )/dl‘/—i-/l/ ~gm<agm)/ dx’
e\"em ) em - " /—52_'_|@ng|2 em . /—€2+|€ng|2 .

On obtient donc en utilisant la coercivité de a

3 501 By + Q@ I+ F1div T Iy < = [ (O (007203 do

5~ 1 ~ 5~
=02 (£), Vo (o)) = 5 (Wendliv(02)"), (02)") = (', ()')
! / ~ / / Ngm(/ﬁgmy /
(3.114)

ou

(f, (@,)) = —Ca(T; Go, (@,,)) — ¢'b(Go, Ty (T,)") — CB(Glo, () (W2,))
—('b(0L,,, Go, (02,,)") — Cb((22,,,), Go, (02,,)) + (f, (02,,)") (3.115)
—" (Go, (¥2,,)") — 2¢¢'b(Go, Go, (T2,,)).
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Chapitre 3. Probleme d’écoulement

Le terme b(Gy, (2° ), (2% )) s’annule car div Gy = 0.

Em

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz puis celle de Young dans le second membre

de (3.114), on a

| HOT 0Ty @) da| < 1 e @I o IV ey [V ) ot
S P N M [Ny
< Gl T
S N R T

ol

Cs = ||t/ | Lo @) | T l| Low (0,752 (2)) (3.116)
- - ~ 1 - -
b((2,,)5 (02, 02, (1) + 3 (02, div((22,,)), (72,,))
< )0 s IV (@) [l 1 (@2,) @)
< ¢ K200, 1(@2,) 113,
('a(T; Go, (02,,))] < el NGl @1 (T,) v
Qo 3u3
< (1@ I, + |C| 1GollF (0
12
/QM'(T)T,Qdijaodij@gm)/dw < W e @I T @ 1GoC e @) (02, [T

o 3C?2
< EH( )||v0+—|C| 1Gollf (0

1C(Go, 02, (02,)))] < 11 GollLaey IV ezl (@2,,) o)

a 3K4
< EH( )||v0+—|C| 1Gollz o 172,115

|02, Goy (02,))] < 1102 s |V ol 1 (@2,) r2(0)
1 -
< ZLH( ) 152 + K Pl Gol Rz 102113,
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1Co((T2,,)", Go, (02,)")] < [CI1(@2,) Ly [V GollLa@ (22,,) L2
o, 3K4 -
Sﬁll(vfm)’llio ICI 1Gollez(o) | (@2) 120

(@200 < 1 ez ||(~5 )l
< 1F ) + H( ) L)

<" (Go, (@ |<w¢mcﬂwmn< ) e
smﬂmmmm@+zmaww§@

12¢¢'b(Go, Go, (02,,))] < 2[¢11¢ | Gollway IV GollLa1(02,,) L2 @)
1,
< ARZCPIC Pl Gollin o) 1V Goll oy + ZH(USm)'Him)

/ i}?m (ggm )l / / ~6 / !
LALVE??E?dx < 2@ @) ) < COON N 2 1) v

a 3C(02)2
< e 0 /112
< L@+ 2

112 ) -

En remplacant dans l'inégalité (3.114), on aura

/ o ~ ~5 \/
S e @ By + (5 = K2l ) NI, + 5ldiv @) Wy <
3C3 | 3K 3C(0)?2

— 4 —|CPIGollfa1 i) + KNPl Gollfe o > 02115, + 1702 )

3K ~6 V|2 12 2 12 (3.117)
—|C| G0l + 1) 1T2n) 122 + 1 1720) + I GollLa (o) I¢"]
3u*
—ICPlIGolli +—\C\ 1GollEn o) + 4 ICPIC I Gollfa @) IV Gollfn o) -
Afin de démontrer que
(5 — K2 l) = 0.
on utilise l'idée illustrée dans [54|, page 304.
En effet, on a de (3.50) du lemme 3.4.1,
~6 2 200 s 2 2 20 2 2
al|v; ( My + 5ldiv 02, (OllLa@) < Fllze@) + =~ 1Goll @<l
2K* -
XL 16+ 31Dl + 2 CPIV Gl Py G119

|G Gollfr: 0 | Gollfe2 (o) — 2((02,)(8), 12, (1)),
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en utilisant 1’estimation (3.52), on a

. 20 202
T ()13, + v (1) iy < 1)+ LGl €I + ]
2K
; (3 + 2 IV Gl C) Oy exp(Cr) + K¢ |Golls e [ Collon

2||(v HLz W 1 exp(——

L2 o)

(3.119)
Pour t =0, on a ((0) =

. 2, 202

[0 ()15, + Slldiv 02, (0) £y < IF(O)1E2) + =1 Gollfas ey + €' (O)l|Goll 2 )

2K* Cot
+ (3 + THVG()H%_Il(Q)) Cl eXp(OQT) + 2d1 Ol exp( ; )

(3.120)
posons maintenant
22| Goll3 (e
«

dy = [[f(O)Z2@) + ¢ O GolL20) +

2K Cot
b (34 219Gl ) Crexn(Car) + 24/ Crexn( ),
on vérifie avec (3.108) que dy < d3 et de (3.109), on obtient

«

~0
172, Ol < 5

De la continuité de I'application norme, il découle que a— ¢ K2[|02,,(0) ||y, reste strictement
positive dans un certain intervalle de temps autour de ’origine 0. On note par 7,, le premier
temps t < 7, tel que

a = 2 K20, () Iy, = 0
si 7, = T, alors
a—2cK2||° (Tm)|lve >0 pour tout 0 <t <7,

De (3.117), on a

10, 3C3 3K -
S @ e < (24 B PGy + K PGl ) 1715,
30(0)? 31
ey + (1< HGOHH2(Q)+1 1020) 11220y + 1 720y + 1GollEay ¢
3,u* 302
—=ICPIGollzr @) + <P N Gollzn @) + AR ICPICT | Gollin @IV Gollfi ) V¢ € [0, 72n].

(3.121)
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En posant

1 4 302  3K* ~
500 = (22 + ——wmmﬂa@+memw;@)m;meMm@

ma | SHE 3C3
HIGOZao I + 1P Goline + 211Gl
3C’ 0
<)’VMMA+M@KHUHGMmmHVGﬂm
1~ 3K*
502(?5) = —|C| 1Gollfz0y + 1
on a
d A ~5 \/
08 By < Col6) + o), o (3.122)

En appliquant le lemme de Gronwall, on a

Wﬁ%Y@ﬂﬁamféMﬁ%Y@ﬂﬁamemX[;Oﬂﬁdﬁ-Fl;OﬂﬁemX[iéxﬂdwds

alors avec (3.106)

Hmmmﬂﬁm%@@maAmmmA@wws

En remplacant dans (3.119), on a

~ 2u*
AT < 1O |wmm)m2\ oo (3.123)

2K
+ (3 + —||VG0||H1(Q)) C1 exp(Cayr)

+ C, eXp(C; ) (df exp( /0 Cy(s) ds) + /0 ' C1(s) exp( /0 S Cy(t) dt) ds) .
Comme f" € L?(0,7; L*(f2)), on peut écrire f(t) )+ fo s) ds. On obtient donc
1f )22 < 2017 (0)1220) + 2711 72071200 -
En reportant dans (3.123), on trouve que
ol (O3, < ds, 0<t <7
De la, on a

[0 ~5 d3
K0, > - ke[ B 0<i<n,
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et de I'hypothése (3.109), on a

% — K23, ()3 >0, 0<t <7,

En intégrant (3.117) de 0 & s < 7,,,, on a

1. «
§|r<v§m>'<s>||iz(m+<§—K2c\/ ) / 1@ I, dt+ - / div(@,) [ dt
1 302 3K4
< L@ Ol +(7 2B om Gl ) [ 1721,
4 3K4
ol Golly [ 1720 1+ (2201 |Gl + 1 || Ve de
3CQ 32
O g + / 1 2oy dt + | Golleco rc”m(oS+—|<\L2<0,S)HGU||H1<Q)
SC'

2
120,91 Gollzn @) + 4K (| Gollfus )V Gollfa1 / [CIP[C"T* dt.

(3.124)

En rappelant (3.106), on obtient

1
I

ol

~ d
AR O] <§—K2 2 ) / I e+ 5 [ 100 o

< O+ / 1@ e . (3.125)

1 3C2  2K*
—d%‘l'(T _‘C ’LDO(OSHGOHHI + K4¢ ’LOOOSHGOHHQ )/ 192,113, dt

30( )*

3u?
1711720, 22 / /1720y dt + 1GollR2) < F20m) + —— IC 7200, [1Gollfr @)
302 2 12
ICILz 0.1 1G5 (0 + 4K (| Gol[3p o ||VG0||H1(Q) |C| ('} dt.

3K*4
" = _‘C‘LOO oT)HGOHH2 @ T 1

En utilisant le lemme de Gronwall, on trouve

(@2, (5)lle2@) < 2C" exp(2C”s), Vs € [0,7]

d’ou (3.111), en en revenant dans (3.125), on obtient (3.110) et (3.112). De plus on a
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3.6. Régularités supplémentaires

comme 0°,,(0) € V, on a

(o)l < 52,00+ [ @0l

< O+ @) 0 e,
d’on
sp 72, 6) s < ol + [ 1520 )
s€[0,7]
de (3.110), il existe une constante notée encore C' telle que (3.113) soit vraie. O

3.6.1 Unicité de la solution pour une viscosité suffisamment grande

L’unicité de la solution du probléme de Navier-Stokes muni de la loi de Tresca n’est
pas assurée dans un domaine  quelconque de R® [27, 37, 54|, ni pour un nombre de

reynolds trop grand c’est a dire ni pour une viscosité trop petite.

Théoréme 3.6.1. Pour f € L*(0,7; L*(Q)), v € L%(Q), Go € HY(Q) et ¢ € C>([0,7]) 4l
existe g tel que pour tout > po > 0, la solution (U, p) du probléme limite (3.33)-(3.34)

est unique pour ) C R3.

Démonstration. En reprenant la méme démonstration du théoréeme 3.5.2, on obtient aussi

1, - 1 - S
§||U1(8) — 02(8)If2(0) — §||U1(0) — 02(0)[[F2(0 + a/ 101 — a3, dt
s 0
+/ b(@ — B2, B1 + GoC, Ty — ) dt < 0.
0

Comme v7(0) = v2(0) = v, on obtient :

1 _ _ S _ _ S _ _ _
5I101(s) = Do) L2 —|—a/0 51 — ol dt S/O 191 = ol IV (@1 + GoC)llaqe dt.

(3.126)
En utilisant I'injection de H'(2) dans L*(Q2), on a

1 " " S " _ S _ _ _
§||U1(8) — 02(8) 720 + a/ 101 — B3, dt < K2/ 101 — Tall3, IV (1 4+ GoQ) [[L2ey dt-
0 0
(3.127)

En utilisant l'estimation (3.111), on a
IV @+ GoQ)l <0 r12(0)) < €
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on a

1~ - oo
5”1)1(3) — U2(5)Hi2(9) + (Oé - CKQ) / HUl - 'UQH%)O dt << 0.
0

Pour que le second terme de I'inéquation soit, positif, il faut que
a>CK?2 (3.128)

Comme « dépend de u. Pour tout o > pg (viscosité suffisamment grande), on a en utilisant
I'inégalité de Poincaré, on obtient

~  ~\2

[or — U2)||L2(O,T;L2(Q)) = 0.

]

Nous venons de démontrer 'existence et I'unicité (pour u > o) de la solution (v, p)

au probléme muni de la loi de Tresca en dimension 3.

3.7 [Existence de solutions du probléme (PC)

La deuxiéme partie de la démonstration de I'existence de solutions du probléme (PC)
(muni de la loi de Coulomb), est basée sur 'existence d’un point fixe de 'application

définie par
L*0,7; H2 (w)) — L*0,7;Voain) X H1(0,7; L3(Q)) — L*(0,7; H? (w))
Io— (v, p) — E(1) = kS(ou(vi, ),
ou (v, p) sont solution du probléme variationnel (3.33)-(3.34). De 'unicité de la solution

(01, pi) du probléme (3.33)-(3.34), I'application ¥ est bien définie.

Proposition 3.7.1. Sous les hypothéses du théoreme 3.6.1 et du lemme 3.6.1, pour tout
1
l, ly dans L*(0,7; H? (w)), on a

[0, = Tll 20w < Clls = el (3.129)

1 .
riH2 ()

ou C est une constante positive indépendante de Iy et .
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l ~
Démonstration. Soient [y, ly deux éléments de L*(0,7; H? (w)), et Uy, 7, les éléments as-

sociés vérifiant le probléme (3.33)-(3.34), on a

0 T ~ SO .
<8t (Uh? )7 X> + / |:CL(T; Uiy, QOX) + b(vluvlu QOX) - (pll’ div §0X>i| dt
0

- (3.130)
[wh(sox +0,) — Uy, (1) — (f, sﬁx)} dt>0 YeeVy, VxeD(,r1)

0

0 T - -~ .
<8t (Ulzv (70)7 X> + / [G(T; Uiy s SOX) + b(vlzv Uiy s QOX) - (plza div QPX)} dt
0

B (3.131)
[%2(@( +01,) — i, (0r,) — (f,sox)} dt >0 VYoeVy,, VxeD(,1).

0

En prenant ¢y = v, — v;, dans (3.130) et ox = v, — v}, dans (3.131) et en utilisant le

fait que vy, vy, € Vodiv, O aura

(‘)vl ~ ~ ~ o~ ~ ~ o~ o~ ~
/ < (9151 Uy, — Uh) +a(T; v, 0, —p,) + b(0y,, 0y, Uy, — 0y, ) di
0

+/ 1/}l1 (’1712) - 7vZ}h (’171) - (fﬁ 512 - 51) dt >0
0

o, - L L
/ < B U = Oy )+ a(T g, By — ) + b(T, Uiy, Tty — iy
0

77012 (Uh) ¢l2 (UQ (f v, — )dt > 0.

En additionnant les deux inéquations, on obtient

T(O0v, —u, - A S ot ) U, — Uy
/ ( ll@t 2., - 2> + a(T5 0, — Uiy, 0y — U1,) + (01, + GoC, U1, + GoC, 01, — 1,) dt
0

_/ b(,ﬁh + GOCa,ﬁlz + GOC’,ﬁh - al2) dt < / ¢l1 (%2) - ¢l1 (511) + ¢l2(5l1) - ¢l2(5l2) dt.
0 0

Alors, en utilisant la coercivité de a

1 . _ T _ _ T _ _
3. = ey + 0 [ 1 =l e < [ [ =) (7l = ) '

- / b<?}/l1 - i7127@/11 + GOC) i}Ill - @Ilg) dta
0

en utilisant la continuité de b (3.28), on a

1 _ _ T _ _ T _ _
(D) = Ty + 0 [ 150 = Tl de < [ [ (0= 1) (] - 7)) o' d
0 0 w

T
KQ/ ||;Ell - :JZQH%}OdiU
0

5l1 + GOCHde dt,
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donc

1. ’ ~ ~
31 7) =Tl + [N =Tl dt < [ [ =1 () = ) o’
+52 [+ Goclv,,

Ull Ulz ||V0dw

en utilisant U'inégalité |||a| — [0]|| < |a — b, la continuité de Papplication trace sur w et

I'inégalité de Poincaré, on obtient

IN

( )Hll - l2HL2 ”Uh 5Z2HV0diu

< CO)lL =Ll

/ (s — 1) ([7y] — [T ]) da’

A

Hé H% - 512"V0div

1
de Iinjection de H?(w) dans L2 (w), il existe une constante dont le produit avec C(£2) est

noté encore C'(2), on a

1
S (7) = o (7 )||L2(Q)+a/ 11, = T, 194, At < C(9 /||51—12||H2 [0, — Vi, lvous, dt

LK / 17 + GoCllva,

U, — U [3,,, dt
(3.132)

En utilisant Pestimation (3.113), on a

1, ~ ~ ~
1P (7) = T (M) [ + (@ = K210 + GoClloe©rvan) [P = Tia 72070100 <

< (@) / I = tal g T = T

1
2
+

de (3.128), il existe C" > 0 tel que
a— K|, + GoCllz=(0,714,) > C" > 0.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

1, - ~ ~ ~
510 (7) = B (P[220 + 0 = Vo220 <

C|l - lz”

2(0,r H2( H%/ll — U HLQ(U,T;Vodw)’

alors

C

\_/

2l b (3.133)

||’7jl1 - 17l2||L2(077;V0dw) < 2(0,7; H2( ))

D'ou (3.129). O
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Lemme 3.7.1. On suppose qu’on a
[vllr < Allullg + B, Vu € E,

ou A et B sont deuxr constantes réelles positives et E et F' sont deuxr espaces normés.
Alors on a

[vllr < (A+ B)ullz, Vue E.

Démonstration. On distingue deux cas
~ Si||ul|lp <1 alors Aljul|p+ B < A+ B
— Si ||ul|g > 1 alors Al|u||lg + B = ||ul|g(A + ﬁ) <

(A+ B)llullz-
Alors pour tout ||u||g € E, on a Alju||p + B < (A+ B)||u||g- O

Théoréme 3.7.1. Sous les hypothéses de la proposition 3.7.1, le probléme (PC) admet

au moins une solution.

Démonstration. En utilisant le théoréme du point fixe de Schauder, on va démontrer que
I’application ¥ admet un point fixe.

Pour cela, on cherche d’abord ¢ > 0 tel que 3(B) C B ou

B = {l € L0, 7; He (w)) <.

Hl”L?(o,T;H%(w)) =

On a de la définition de X

=0

IN

EIS(ow (s )l

< ciklloy (v, )|

1 1
L2(0,m3H (w)) THE ()

(3.134)

L2(0,m3H™ % (w))

ol ¢; est la norme de Dapplication continue et linéaire S définie de H—2 (w) dans Hz (w).

On cherche maintenant a majorer ||o, (v, pi)|| . En effet en prenant dans (3.32)

LQ(O,T;H_%(w))
wix = € L*(0,7; Voaiv), on obtient

/ / (81}1 )z/;dmdt /OT |:/Qo'ijaixjwdl’+/UJUijI/jQﬂdO'—f—/inwdx} dt

(3.135)

alors, en remplacant dans 'intégrale sur 2, o;; par sa valeur (3.9), on a

[o e = (Giv) + W0, +alTiv0) - (£.0)
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En utilisant (3.29), on trouve

ov
Uz‘ﬂ/jﬁb da’ dt‘ < ||a||L2(0,T;L2(Q))||¢||L2(0,T;L2(Q))

+K2HUHL°°(0,T;V) vl 220,70 19 L2(0,m 17 () + 20|01 2200, [190]] 2 (0,711 (02))

+[ fllz20,msz2 @) 19Nl 20,7522 02))

alors de lestimation (3.113), on a pour une constante C' indépendante de ¢, de m et de §

sup |02, (8)[lv, < C
te(0,7]

donc

0 (t) —o(t) dans V, Vt € [0, 7],

gEm

du théoréme de Banach-Steinhaus, on déduit que
[5(t)]lvy < liminf [[[[02,, (t)[lv,
en prenant le sup de t € [0, 7] et en remplagant v par v — Go(, on a
]| 0,7y < C.

Il existe alors ¢ une constante qui dépend aussi K et de u, tel que

ov
Uz]VJ(w) d{L‘/ dt‘ S (HEHLQ(O,T;LQ(Q)) ‘l‘ C/||U||L2(0,’T;V) —l— ||f||L2(O,T;L2(Q))) ||¢||L2(O,T;H1(Q))
d’ou
HJ”VJHB O H ™3 (w) = H ”L2 (0,mL2() T C/HUHLQ(O,T;V) + Hf”LQ(Oﬂ';LQ(Q))
alors en utilisant 'estimation (3.111), on en déduit que
1@2,) 120,200 < C

donc

({75 ) = (¥)" faiblement dans L*(0,7;L*(Q2))

em

alors quand m — o0, § et € tendent vers 0 respectivement, on a

1) [l2(0,722(0y) < liminf [|(@2,,)'l| 20,7220
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ainsi
1) |22 0,m:22(2)) < C,

du lemme 3.7.1 avec ¢; = ¢; + C + || | L2(0,7:22(2)), On &

Ho-ijyjHLQ(o’T;H—%(w)) S CQHUHLQ(O»T§V)'

De plus 0, = o;;v;1;, on a alors

o]l ) < C2HUHL2(0,T;V)- (3.136)

1
L2(0,7H ™ 2 (w)

De (3.134) et (3.136), on obtient

1=

L2(0,m3H2 () < acklullzemva.:
THHE

Et de l'estimation (3.47), on déduit

||E(Z>H 1 S clcQC'k.

L2(0,7;H2 (w))
Notons ¢ = c;¢5Ck le rayon de la boule B, donc 'application X est définie de B dans
lui-méme.

Montrons maintenant que X est lipschitzienne, en effet

13(1) = X(l2) ]

IN

kIS (w(v)) = S(ow(vi,)) [ 20,2 )

S Clch‘|Ull - UlQ ”LQ(Oﬂ'?VdiU)’

120,32 (w))

or de la proposition précédente, on a

c()
v, — UleLQ(O,T;de‘v) < C" 16 = l2HL2(0,T;H%(w))’
alors
Q)
() -2 < -
1200) = B0 L,y S o =Ll o g s

de 1a, on déduit que l'application ¥ est lipschitzienne. Du théoréme de Schauder, 'ap-
plication > admet au moins un point fixe. C’est & dire que le paramétre [ du probléme
variationnel (3.33)-(3.34) devient kS(o,(v;,p1)), alors (v, p;) est solution du probléme
(P). O
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Chapitre 3. Probleme d’écoulement

Remarque 3.7.1. Le théoreme 3.6.1 s’applique aussi bien au probléme (PC). On obtient
donc lunicité de la solution (v,p) € L*(0,7; Vain) N L>®(0, 75 L*(Q)) x H1(0,7; LA(Q)) du

probléme (PC) sous la condition u > p*.

Remarque 3.7.2. On pouvait aussi utiliser le théoréme du point fize de Banach qui
assure 'existence et l'unicité de solution. Ce théoréme nécessite le fait que 'application X

soit contractante, en prenant

O/
= 1
ko= o © (3.137)

alors pour

0 <k <k,

Uapplication X admet une solution unique.
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Chapitre 4

Etude numérique du probléme

d’écoulement

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’étude d’un probléme d’écoulement newtonien, non-
isotherme, incompressible muni de la loi de Tresca par une technique de discrétisation en
temps. Dans un premier lieu, on introduira un probléme auxiliaire muni de la loi de Tresca
et on traitera l’existence de solutions par la méthode de Galerkin d’'une maniére analogue
a celle du chapitre précédent. On cherchera des estimations sur la vitesse, sa dérivée ainsi
que la pression qui soient indépendantes du pas de temps afin de pouvoir passer a la
limite. Ensuite, on se restreindra a4 un cas particulier (en dimension 2) et on cherchera
des estimations sur la dérivée de la vitesse. Dans la derniére section, on s’intéressera a la
discrétisation en temps du probléme (PT) du chapitre précédent. On étudiera le probléme
en dimension 2 puis en dimension 3. Enfin, on discutera la convergence entre la solution

du probléme discrétisé et celle du probléme (PT).
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Chapitre 4. FEtude numérique du probleme d’écoulement

4.2 Etude d’un probléme auxiliaire
Dans ce chapitre, €2 désignera le domaine considéré dans le chapitre précédent

Q={(',2,) eR": 2 ew, 0<uz,<h)}.

ot 2’ = (v1,...,7,1) € R" 2z = (2/,2,) € R". Nous rappellons que la frontiére de

est consituée de trois parties
0N=T=wul,uUly,

onw={(z,1,) €Q:2, =0}, ={(2',2,) € Q: 2, = h(a')} et T, la partie latérale de
0. On suppose que h est une fonction continue et vérifiant 0 < A < h(2') < hypae pour
tout 2’ € R 1. Nous considérons 1’écoulement non-stationnaire, non-isotherme, incom-
pressible d'un fluide newtonien. Cet écoulement est gouverné par ’équation de Navier-

Stokes

% + (v.V)v — 2div (M(T)D(U)) +Vp=f(t) dans Qx]m, 7], (4.1)

munie de la condition d’incompressibilité

div(v) =0 dans Qx]|1, 7], (4.2)
et de la condition initiale

v(19, &) = vo(x) pour z € . (4.3)

Dans ce qui suit, on utilise la convention de sommation sur les indices répétés. La viscosité
p est une fonction de C'(R,R) et il existe u*, p, deux constantes strictement positives

telles que :
pr < p(X) <p. VX eR (4.4)

De plus, p est lipschitzienne de rapport C,. Nous décrirons ci-dessous les conditions aux

limites
v=0 sur T4y, (4.5)
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4.2. Etude d’un probléme auxiliaire

v=yg¢ sur I'p, (4.6)
ou g est une fonction indépendante de ¢ et ( € C*([1, 71]). On suppose que
geH2(T,), et se€H?(w) (4.7)
avec
/ g.vdo =0, (4.8)
Iy
ou v = (vy,...,v,) est le vecteur unitaire normal a [' extérieur a 2. La composante
normale de la vitesse sur w est nulle
v,=v-v=0 sur w. (4.9)

Sur w la composante tangentielle de la vitesse satisfait la loi de Tresca, ou I est le seuil

de frottement
o7 llgn-1 < 1= vy =sC

lo7|lgnr =1=3A>0 tel que vy =sC— Aor.

Tl existe Gy € H(2) tel que (voir page 51)

divGy=0 dans Q, Go=g(x) sur 'y, Go, =5 sur w,

Gov=0 sur w, Go=0 sur Iy.

On rappelle les convexes V et Vg, de H'(2)

V={peH' () :p=0 swl,p=G, sur I'r,p-v=0 sur w},

Viw =10 €V: div(p) =0 dans Q},
et les espaces fonctionnels suivants

Vo={peH"(Q): ¢=0 sur T ,UT,p-v=0 sur w},
Voiiv ={p €V : div(p) =0 dans Q},

L2(Q) = {qeL2(Q): /qux:0}.

(4.10)
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Chapitre 4. FEtude numérique du probleme d’écoulement

L’espace vectoriel V, est muni de la norme H'(2)

1
2
i = (B2 + 1o
et L3(Q) est muni de la norme L?(Q). On définit les applications suivantes

CLZVOXVO — R

(u,v) a(f;u,v):/QLL(T)dZ»j(u)dij(v) dx'dx,,

b: V()XVoXVO — R
al)j

(u,v,w) — blu,v,w) = Quia—xiwjdx’dxn,

v: Vo — R
v oo )= [ Tlda,

o T est la température et d;j(u) est le tenseur de déformation

1 [/ Ou auj
(dij(u))1<ij<n = (5 (8$j i axi))lgi,jén‘

Avec (4.4), on obtient que la forme bilinéaire a est continue

a(T5u,0)] < pllullvollollv, Vo, v € Vi,

et coercive car il existe une constante o > 0 qui dépend de p* et de la constante de Korn,

tel que
a(f;v,v) > (;v||1)||]2,0 Yv € V.
La forme trilinéaire b vérifie pour tout u, v, w € Vyg
b(u, v, w) + b(u,w,v) =0, (4.11)
et pour u € Vygin €t v € V), On a
b(u,v,v) = 0.
La formulation variationnelle est donnée ainsi
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4.2. Etude d’un probléme auxiliaire

Probléme 4.2.1. Trouver v € L* (0, T1; Voain) VL™ (10, 71; L*(Q)) et p € H™ (70, 715 LA(Q))

telles que

(G @0+ [ o500 - 6lo) divtor) +alFi 7o) d

70

+/ [1/)(90X+v) @b(’ﬁ)} dtz/“ [(f»sox)—Ca(T;Go,sox)— (GO%,@()}C&

T0

- / [Cb(Go, T+ GoG, ) + Cb(B, Go, 9X)| dt, Vo € Vo, ¥x € Do, 1)

70

(10, 2) = vp(x), x €.

(4.12)
ol (.,.) représente le produit scalaire dans L?(Q), 7y € L*(Q), f € L3(o,m1; L*()),
T e L2(79,m; L*(Q)) et [ € L2(7p, m; L2 (w)). Notons Z = Hly,, () Vespace des fonctions
de H}(Q) a divergence nulle muni de la norme de H'(Q) et Z’ son dual. Pour passer
d’une inéquation variationnelle a une équation variationnelle, on régularise la condition

aux limites sur w en introduisant
v) = /ZN g2+ v|2da!, Ve >0, Yve,
w

qui est différentiable au sens de Gateaux sur Vy, de différentielle ¢/, définie par

< YL(w),v >= TM de’, Ve >0, Yv,wée.
g2 + |w|?

Afin de démontrer I'existence de solutions par la méthode de Galerkin, on introduit de
plus une pénalisation de la divergence de v de paramétre ¢ [37|. Alors, le probléme (4.12)

devient

Probléme 4.2.2. Soient 6 > 0, € > 0.
Trouver 00 € L2(7, 713 Vo) N L (19, 713 L2(Q)) et (00) € L3 (79, 71; Z') solution de

<% (55790) X> +/T1 [b( v, E,(px) + ; (v div (v ) @X) +G(T7U5790X)} dt

70

—1—/:1 [6 (dw( %), xdiv 90) + <¢ @Xﬂ dt = /T1 [(f, ox) — Ca(f; G07(px)] dt

70

n 0 - -
- / |: (G()@_f;a @X) + Cb(G()? Ug + GOC? SOX> + Cb(vg7 G07 SOX)] dtu VSO € VO7 VX € D(T07 7_1)
" (4.13)

(10,2) = To(x), =€ (4.14)
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Chapitre 4. FEtude numérique du probleme d’écoulement

4.2.1 Meéthode de Galerkin

Si Ty # 0 et 7y € Vo, on considére V = {w € Vy, (T, w) = 0}, il s’agit d’un sous
espace vectoriel fermé de H'(Q). Tl existe donc (v;);>; une base hilbertienne orthonormale
de V pour la norme de H'(Q) telle que (v;);>; est une famille orthogonale dans L?((2).

De plus pour tout w € V, on peut définir

o

w=w — (W, V) 7= evV.

||U0||i2(g)

Donc la famille (vg,vy,...,v,) est une base hilbertienne de V, muni de la norme de
H'(Q). De plus, puisque V, est dense dans L?(f2), la famille (0g, vy, ..., v,,) est une base
hilbertienne orthogonale de L?(().

On définit alors wy = vy, w41 = v; pour tout j > 1, de sorte que (w;);>1 est une base
hilbertienne de V, pour la norme H!(2) et une base hilbertienne orthogonale de L?*(2). Si
0o = 0 ou si ¥y & Vy, puisque Vy est un sous espace vectoriel fermé de H'(2) dense dans
L*(Q), il admet une base hilbertienne (w;);>; orthonormale dans H*(Q) et orthogonale
dans L?(Q). Pour tout m > 1, on choisit v°, € Vect{ws,...,w,} tel que 7°, converge

fortement dans L2(€2) vers 0p. On introduit 2%, ainsi
W(ts) =Y 958wy (),
=1

telle que

o° - 1 s ~
( Em,wk> + b(vgm, vgm, wg) + = (vgmdzv(vgm), wk) + a(T; vﬁm, W)

ot 2
vl o _
5 (div (@), divwe) + (YLO2), we) = (f,we) = Ca(T; Go, wy) (4.15)
- <G0%7wk) — (b(Go, 0, + GoC,wi) — Cb(0,,, Go,wy) 1<k <m.
02 (10) = W, (4.16)

En remplacant ©°, par sa valeur dans (4.15), on obtient une équation différentielle non
linéaire. Du théoréme de Cauchy, on déduit que le systéme admet une solution unique
maximale dans H' (7, 7,,,). Les estimations qui vont suivre nous permettront de prolonger

la solution dans tout l'intervalle [, 71].
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4.2. Etude d’un probléme auxiliaire

Lemme 4.2.1. Pour toult f € L*(m,7;L3(R)), Go € H2(Q), ¢ € C([r0,71]), U €
LX(Q) et | € L2(r0, 71; L2 (w)) la solution du systéme (4.15)-(4.16) vérifie les estimations

sutvantes :
S 152, (1) |20y < C, (4.17)
102, 2 (o1 v0) < € (4.18)
Hd’w@gm)HLQ(To,n;H(Q)) < CVs, (4.19)

ot C' est une constante indépendante de €, de m, et de J.

Démonstration. En multipliant I'équation (4.15) par ¢2;(t) et en sommant pour j allant

de 1 & m, on obtient

o - 1 . - -
(T2 T8 ) O T 050) + (it T2, 750) + T T

1 (div T, div i) + (ULF,), 78, = (£, 3%,) - Ca(T: Go, 78, (4.20)
O (G ,) — COlG. Ty + G ) — . G ).

Remarquons que

b(Ué ’Ué Ué ) + 5 (’l}gmdl’l}(’l}gm), /Ugm) = 0.

Em? “em’ em

Puisque e L? (79,713 LA (w)), on a

~5 |2
(YL(@2,), 08, = N O N 0, Vte€ [,

2+ [, P

On en déduit

(%ﬁ:g)+a@mm,;>(¢mw ). din(@?,,)
< (1 78,) — CalT: G, ) — S (G, ) — WG T 2,
_Cb( Vem> G07 @ng) - C2b(G07 G07 sm)'

En utilisant la coercivité de a, on a

o
( m7;)+awmmb i @) 2o
<

(F.78) — Co(T: G, ) — 52 (G T8,) — CH(Gl W )

- Cb( Ve GO?fﬁgm) - CQb(G(]? GO? sm)‘
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Chapitre 4. FEtude numérique du probleme d’écoulement

Comme div Gy = 0, le terme b(Gp, 0, 0% ) s’annule. Notons K la constante d’injection
de H'(Q2) dans L*(Q).
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz puis celle de Young dans tous les termes du

second membre, on obtient respectivement

(£, 2200 < 11 lee@llt8.llzw
1 1,
< §Hf(t)”i2(9) + EH’UamHi?(Q)

CalTGo, )| < i lClT IvallGollen o)

2
) T
< 23, + G0l @<

¢ -
FACHS s\—h%mmm&mm>
< 3|2 1ol + 3l
Vs Go, 02) | < Vo llLa@) [ VGolluao 102, L2
(. Go. W] < €l IV Gl [
Qs 2 K* 2 ~5 2
< LBl + EICPIV Gl o 1 o

| C*b(Go, Go, 02,,)| < 1C1GollLaey IV GollLa@ 182, L2 @)
1, K*
< §||Ugm”%2(ﬂ) + 7|<’4“G0”%—11(Q)||VG0H%{1(Q)

En rassemblant ces termes, on obtient

2
Q. 4 M
28tunp + I + gl < 511 + 5 1ol
3~ ~5
+ HL2(Q §HvsmHL2(Q) + F’C’ HVGOHHl(Q)HvsmH%ﬂ(Q)
K4
+ 25 I GolFs |Gl
(4.21)
En intégrant de 75 4 s, ou 79 < s < 71 on obtient
1 a [° IS
wwawmm+—/N||mm+5/umU sy < 51
v | VOB b+ 221Gl [ 168 dt+ GG [ |52
(4.22)

/ﬁ:mp ﬁ+—wwmmm/un|m@m

K4 4
+—||G0||Hl(9) |Gollfz [ I¢I*dt.
70
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4.2. Etude d’un probléme auxiliaire

On trouve
1 -
S ey + 5 |€m||vodt+ Hdw By dt
(4.23)
<O Ty / 17, ||L2 dt,
ou
UT ”U ||L2 +Cy
0= 1 [ 11yt + L2 N Gollis ol = €I
1= 5 L2(Q) OllHY(Q) T1 70 Lo (79,71)
T0
|’ K
+3lGo syl = ol | 5 + 1 Gollm Gl ayln = 7ol
L°° T()Tl)
T =2+ e v
2 — 2 «a L‘X’(TQ,Tl) 0 HI(Q)

En utilisant le lemme de Gronwall, on a
102, ()1 72(0) < 2C7 exp (2C5(s — 7)), Vs € [ro, 7). (4.24)

Puisque (2°,)m>1 converge fortement vers oy dans L*(Q), C est bornée indépendamment
de m et il existe C tel que UT < (O pour tout m > 1. En prenant le sup sur s € [rg, 71,

on trouve (4.17). En reprenant dans (4.23), on obtient

20,
/ 152,113, dt < TQXP (2C5(s —m)), Vs € [ro, 7] (4.25)

/ ||div(5§m)||%g(g) dt <5Crexp (2Ca2(s — 1)), Vs € [0, 71]
(

d'oit (4.18) et (4.19). 0

Pour pourvoir passer a la limite, on a besoin de régularité sur la dérivée de la vitesse
~5

V2,

Lemme 4.2.2. Sous les hypothéses du lemme 4.2.1, la dérivée en temps de v~ wvérifie

lestimation suivante

~0 \/
||(vam) ||L%(7077'1§V6) S C((57 (426)

ou C est une constante indépendante de m et de €.
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Démonstration. Soit @ € V. Si g # 0 et vy € Vg, on définit ¢ = ¢ — ((p,’ﬁ@W et
L2(Q)
$p p > 2 comme la projection orthogonale de ¢ sur espace engendré par {vy,...,v,_1}
pour le produit scalaire de H!(Q). Pour tout p > 2, on pose
~ )
Yp = ppt (%%)W-

Si vp = 0 ou vy ¢ Vp, on définit ¢, comme la projection orthogonale de ¢ sur l'espace

engendré par {wy, ..., w,}. Dans les deux cas, on a

p
Yp = Zﬁkwk, Br € R, pour tout p > 2,
k=1

et ¢, — ¢ fortement dans V.

On multiplie I’équation (4.15) par i et on somme de k = 1...m, m > 2. On obtient

~, 1
(( 2 )/ @m) = —CL(T, Uam’ ()Om) - b( 6m7 gm’ Sﬁm) - 2(’0 d“} Usm’ gpm)

—%(dwvm,d@wm) <YLE,), 0m > +(f, em) — CalT; Go, o) (4.27)
- (00%7 Som) - Cb<G07ffggm + GOCu me) - Cb(ﬁgmv GO; (pm)

En majorant les termes du second membre, on a

|<(~5 ), om) | < |0 llvollomllve + ||v s @ IV 02, L2 llomlles @)
—||dwv 2@ ldivepm | 2 + ||l||L2 omllzw) + [1fllez@ llomllez@
il Cl Goller @l mllve + ||GoHL2(sz>\§!Hsomllm(m

+¢GollLa@ 108 lIvo lom L@
+[CP1GollLae [V GollLz @ llomllLa@) + ST lua@ IV Gollrz@llmllLa@)-

En utilisant U'inégalité de Sobolev [36] (¢ est une constante qui ne dépend que de )
[ulles @) < CHUHLz lullgs gy, Yu € L)
et les injections de H'(2) dans L6(Q) et de H*(Q2) dans L*(Q2), on obtient

| ((~5 ) m) | < pall02llv lomllve + (Cl|’55m|’éz(9)’|5§m’\%0> [ omllvo
—||dw mllz2@llemllvy + C(2 )Hﬂlm lemllve + 1 fllLz@llemllz @

+ S Gollmr ) [lomllve + [[GollLz(e) ’ \HSOmHLQ

+2K (¢ Golla @ 1020 vo [l @m vy + K2|C|HGoHHl(Q)HVGOHL?(Q)HSOmva
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4.2. Etude d’un probléme auxiliaire

ou C(Q) est la constante de I'application trace et ¢; = %c[? o K est la constante d’in-
jection de H'(Q) dans L(2). Comme (w;);>1 est une base hilbertienne orthogonale dans

L*(Q), on a
(@) om) = (@) 9) -

D’autre part si vg # 0 et v9 € Vg, on a

||<pm||H1(Q) = ||&m + (p, o) ||H1 o) pour tout m > 2.

ol

Comme &, est la projection orthogonale pour le produit scalaire H!(Q) de @ sur {vy, ..., v, 1},

on obtient

2[[Yo[|m1(0
lemll @) < Il @) (1 4 Altolimre) )
|00l

Si vy = 0 ou si vy ¢ Vy alors ||¢m ||ar @) < [|¢llai@) car ¢, est la projection orthogonale

de ¢ pour le produit scalaire de H(Q) sur {vy,..., v}

2“50“}[1(9)
H:JO”LQ(Q)

Posons Cy =1 + si vg # 0 et vg € Vy et Cy = 1 sinon. On obtient alors

u<>w<@@m)m (Pl IV Toliaey) + Siv 2, 2o

aC
+C( Iz + 1f ez + 11¢]1Golla o )+ 1Golleaey |57

F2K2(C | Gollrn ) 12l + I Gl | -

En intégrant de 79 a 7 et en utilisant
(a+b)3 <23(a3 +b3) a,b>0
on a pour une constante C indépendante de m, de § et de ¢ telle que

T RYE B BT R
1) lyy dt < Cpz | (02,13, dt + Cep [ |02, HLz IV 022 o dt

T0 T0 70
C 1 4 1
+F/'vanp ﬁ+cmpc/|wwwﬁ+c/|mb
3 é7’0 4 \ N T0 (428)
_’_C:LLSHGOHI?:P(Q)/ |C|3dt+CHG0HE2(Q)/ v |7d7/L
70 70
4 1 4 8 T1
+XMQmﬂ;@/’MW@M%w+0Kwam@m/\mﬁﬁ
70 T0
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En utilisant I'inégalité de Holder (p = %, qg=3),o0na

TP 3 P ERIP R ~5 |12
H(lusm) HV(’) dt < o C(|7-1 - 7—0|3 HUEmHLQ(TOJI;VO) + CYcl Hvsm”LOC(TO,Tl;LQ(Q))”UsmHLQ(To,n;VO)
70

L. 5 2 4 1502
+(5_§|T1 — 7'0| 3 ||dZU Ugm”zz(m,n;m(m) + O(Q)3O|T1 - 7'0| 3 ||”|22(70,71;L2(w))
1 4 4 4 4
+CIm1 = 702 (1 f1 22 (g myn2(c2)) T OB Gollgn oy 1m0 = 70l €1 Eoo (1)
4 ¢, 4 s 4 1 4 _ 4
+(nu?dﬁagﬂn-—TMHE;H;m@mﬁ,+QCU(qK}MquﬂTI—7bpngnzmﬁmﬁﬂq%mng%mﬁuw)
8

8 g 8
+CK>s HG0H§11(Q)’7—1 - TO‘ HCHzoo(TOﬂ)-

Comme 2% est borné dans L2(7, 71; Vo) N L™®(19, 71; L2()) indépendamment de m, de ¢

et de 9, on trouve

T1 é
[ NG Wyt < s

70

ou C' est une constante indépendante de m et de . Dot (4.26). O

Passage a la limite sur m On s’intéresse maintenant au passage a la limite quand m — oo.

Des estimations a priori obtenues dans les lemmes 4.2.1 et 4.2.2, on déduit qu’il existe

une sous suite notée (v ) vérifiant les convergences suivantes

0 3% faiblement dans L*(my, 713 Vo) (4.29)
0~ faible * dans L™(7p,m; L2(Q)) (4.30)
div(@® ) — div(?®) faiblement dans L?(7o, 71; L*(2)). (4.31)
@ ) — (@) faiblement dans L3 (7o, m1; V). (4.32)

En appliquant le lemme d’Aubin, on a les convergences fortes suivantes

0 =0 fortement dans L*(m, 7y; LY(Q)) (4.33)
0 =0 fortement dans L2(7p, my; L2(w)). (4.34)

En utilisant le lemme de Simon entre (4.30) et (4.32), on a

=0 fortement dans C°([ro, 71]; H), (4.35)

em 3
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4.2. Etude d’un probléme auxiliaire

oll H est un espace de Banach tel que L*(Q) C H C V), avec injection compacte de L?((2)
dans H.

Soit ¢ € Vy et (¢m)m>2 la suite construite comme dans le lemme 2.4.2, on a
Pm = Zﬁkwk, pour tout m > 2

k=1

et v, — ¢ fortement dans V.

En multipliant (4.15) par fx et en sommant de k = 1 & m, on obtient aprés intégration

entre 79 et Ty

o’ 1
/ K Y ,somx> + bW, im,sﬁmx)+2 (@, div(@,.), pmX) + a(T; smmmx)] dt
T0

T N . o 71
+/T0 {5 (div(vfm),xdw gpm) dt + <w€(v§m)7gpmx>} dt :/ (f, pmx) dt

70

—/ [CG(T; Go, pmX) + (Goa—g, SOmX> + ¢ b(Go, 02, + G, wmx)} dt

+ C ( sm?G(]?QOmX) dt V()O € VO; vm > 2 VX € D(T(]?Tl)

70
(4.36)

A Daide des convergences, on peut passer & la limite sur tous les termes quand m — oo.
Dans le premier terme, on utilise 'intégration par parties puis on passe a la limite, pour
le terme <1// wk> on utilise la technique illustrée dans le chapitre précédent page
(67-68). On obtient que v° € L2(7o, 71; Vo) N L (79, 71; L2(Q)) est solution de

0 n 1

at( 5790) X + |:b( Vg, avSOX)+§(U dZ’U( ) ¢X>+G(TaU87§0X):| dt

70

+/Tl [;(d’w( 2), x divp) dt + (YLD ¢X>}dt / Big((f,¢x) — Ca(T; Go, x) | di

70

n 0 - -
_/ |: (Goa_ia (pX) + Cb(vag + GOC? 90X> + Cb(vg7 G07 SOX)] dtv VSO € V07 VX S D<T07Tl)'
70

(4.37)
Avec (4.35), on obtient
’lA)/g(TQ) == ’170.
Du lemme 4.2.1, on déduit
2 o< (o my 1200 < C (4.38)
H,ﬁg”LQ(To,Tl;Vo) <C (439)
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[div 02| L2.(rp ms2(0)) < CVF, (4.40)

ou C est une constante indépendante de § et de ¢.
On considére maintenant ¢ € Z dans (4.37), et en tenant compte du fait que divy = 0 et

¢ = 0 sur w pour tout ¢ € Z, on obtient

[ (@) = [ |-alFzt o0 - 0@ ) - @i )| ar

70 70

# [ o) = a6 — (Gaggoon) = (G T+ Gutopw)| at (4.

- / CHE, Go,ox)dt, Vo € Z, Wy € D(ro,m).

70

En poursuivant les majorations comme dans la preuve du lemme 4.2.2, on obtient

~6\/
1@ 4y iz € (4.42)

ou C est une constante indépendante de § et de ¢.
On définit
1
pg = —gdﬂ]( ) c LZ(To,Tl, L2<Q))

Lemme 4.2.3. Sous les hypotheses du lemme 4.2.1, on a

5
HpeHH*l(To,Tl;LQ(Q)) <C,
ot Cest une constante indépendante de § et de ¢.

Démonstration. En remplacant dans (4.37), on a
J . o s 1
<§(US,<P)7X> +/ [b(vf,vf,s@x) + 5 (div(@2), ox) + a(T50%, ox) | dt
70

_/Tn [(pi,xdz'w) AT 90x>]dt /T [(f,gpx)—Ca(T;Go,gox)] dt

70
n 0 ~ -
[ (GG 9x) + CHG T+ o) + GO G s ¥ € Vi Y€ D),
i (4.43)
En utilisant l'intégration par parties dans le premier terme, on obtient

T1
/ |:_ (,657 X ) + b(”e’ Us? SOX 5 (U dlU QDX) + G(T, Ua7 QOX):| dt

T0

_ / [(p2, x div ) = (WL(@), )] dt / (1:0x) = Ca(Ts Go, px)| dt - (4.44)

70

n 0 ~ ~
= [ (G050 ) + €0(Gn T+ Gukp) + GO0TE G )| .
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On considére w € L2(9), alors il existe ¢ € H(Q) tel que [37]
¢ = Pw, div(p) = w,
ol P est un opérateur linéaire continu de L3(2) dans H}(Q). Dans (4.44), on obtient

[ 0twade= [ |68 650 4 6000 + 5 @i, 0]

70 70

+ [ a5, 00 — (o) + CalT: Go, ox) + Goe oy ) | dt (4.45)
[l (o

70

En majorant dans le second membre de (4.45), on a

T1 T1
/ (pﬁ,wx)dt‘é / @rvﬂmn eleee + b8 el }dt
T0

70

T1
+/ {|X|||U5||L4(Q)||V1)5||L2 o) llellLa) + —|X|||Ud||L4 Q)||dw(~5)||L2 Q)||90||L4(Q} dt

70

T1
+/ {|X|||f||L2(Q)HSOHL2 + 1 XIS Gol [ o 1@l (@) +\X|| |||Go||L2 >||¢||L2<m] dt
™
+/ (XIS Gollee @y V(@2 + GoO) Iz @Il + XIS sy [V Gollu@ lelluae)] dt.
70
(4.46)

En utilisant I'injection de H'(Q2) dans L*(Q), on a

T1

/ (p2, wx) dt‘ < H HLZ(TO ollellz@ 02 z2(rom 2@ + 102 2200 mv0) X 220707 012 02
T0
3K? _

+—H 2122 vy X 2o (o) 0l ) + 11 Il 22 7'0 niz)) lellLz @) x| 22 (ro,m)

[l 21 (ro,m) | G [l ) 10 [l e ) | X 2o (1) + || ||L1 (o) |GollL2 @) [1X | zoo (o, |2l L2 ()

+2I||Gollen @ 1€l o (ro,m) 152 22y ) X 270, IIsOIIH1

HECICI 2 () |Gl ) X 220 (0, 0 2 )
(4.47)

En utilisant le fait que

el @) = [[Pwlla @) < IPllewzmyllwlle e

ainsi que l'injection de H'(7y,71) dans L*>(7g, 71), on obtient

/ (b2, wx) dt‘ < 1Pl ez by Callwxlla ro,mizay), Yw € L¥(Q), Vx € D70, 71) (4.48)

70
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avec

= ~5 ~5 BK2C 55
Cy = ||U5||L2(7—0,71;L2(Q)) + /’L*||U€HL2(7077'15V0) + 9 HU€HL2(707T1;VQ) + ||f||L2(To,T1§L2(Q))

o¢
1 C111 = 70|l L0 (r0,m) | G| 111 (00) + ClT1 — TO|HaHLw(m,n)HGOHLQ(Q)
+2K7||Gollr @) 1< 2o (ror) 102 1 22 (o mrv) + I Clrt = 7011 F 0 g ) | G321 )

ot C' la constante d’injection de H'(7y,71) dans L>(7y, 7). De plus

/pg dr =0, (4.49)
Q

et pour tout w € L?*(€2), on peut appliquer (4.48) en prenant

1
mesS)

w=w —

/wdm car w € L3(1). (4.50)
0

En remplagant w par w dans (4.48), on a

T1
/ (PgﬂﬂX) dt‘ < HPHE(Lg,Hé)C3|’wXHH3(T0,T1;L2(Q))7 Vw € LZ(Q>7 VX € D<7-077—1)'
Or

— d dt| =
/TO (e, w mesQ/Qw )X ‘

70
/ (pl, wx) dt — / (/pgdx) (/wdm)xdt‘.
- mes{l ). Q o
En utilisant (4.49), on obtient

T1 1
)
— d dt| =
/m (pf’(w mesQ/gw x)x ‘

mais

T1
/ (p2, wy) dt‘ < 1Pl 2ezz, 1) Callox|| 1 (romiL2 )

70

w0l r20) < Jwllz2(e)

donc

[ @00 ) < IPeagany Calloxlng o o € TA(@), ¥ € Dl ). (451)

70

Avec les estimations (4.38)-(4.39) on peut alors conclure. O

Passage a la limite 6 — 0 Avec le lemme 4.2.3, on obtient qu’il existe une sous suite

notée p° vérifiant quand ¢ tend vers 0 la convergence suivante
p? — p. faiblement dans H (7, 1y; L*(Q)). (4.52)
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Avec les estimations (4.38)-(4.40) et (4.42), il existe une sous suite notée v vérifiant les

convergences suivantes quand o — 0

v =7, faiblement dans L?(7o, m1; Vo) (4.53)
0 —~ 7. faible * dans L™(7p, 7y; L%(Q)) (4.54)
div(@®) — 0 fortement dans L?(ry, 71; L*(Q)), (4.55)
et
(%) — (v.) faiblement dans L%<T0,T1;Z/). (4.56)
Alors
divv. = 0.

Avec le lemme d’Aubin, on a également

= 0. fortement dans L?(7p, y; L*(Q)) (4.57)

’ﬁg — 0, fortement dans L*(7o, 71; L*(w)).
On pourra ainsi passer & la limite quand 6 — 0 dans (4.37) : on a v. € L*(79, 71; Vodiv) N
L(79, 713 L2(Q)), 0L € L3 (1o, 71; Z') et pe € H (79, 715 L3(Q2)) solution de

0

<§ (Ve ) >X> +/ [b('ﬁs,'ﬁs,wx) +a(T; 0, X))+ < YL, px > } dt

= [ [t xtiv() + (.90 = CalT5Gnipn) - 5G]

R
- / |:C b<G07 %76 + GOC: QOX) + Cb(?j&(t% GOJ QOX) dta VSO € VO? VX € D(7-07 7—1)‘
i (4.58)

Avec le lemme de Simon, on a
0 — 0. fortement dans C°([ro, 7]; H),

ol H est un espace de Banach tel que L?*(Q) C H C Z’ avec l'injection compacte de
L2(Q) dans H. Donc

V-(70, ) = Vo(x). (4.59)
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Passage a la limite ¢ — 0 Rappelons que les estimations obtenues (4.38)-(4.40) et (4.42)

sont indépendantes de e, on déduit qu’il existe une sous suite notée (v.) vérifiant quand

e tend vers 0

v. =0 dans L*(0,7;Vy), et faible* dans L>(7,71; L*(2)), (4.60)

. =7 dans Li(r0, 7, 2"). (4.61)
Avec 'argument de compacité d’Aubin, on a

v. — v fortement dans L*(7o, 7; L*()) (4.62)

U. — v fortement dans L?(7, 7y; L*(w)). (4.63)
Avec le lemme de Simon, on a
0. — v fortement dans C°([ro, 71]; H).

Avec le lemme 4.2.3 (la constante C' est indépendante de ¢ et de §), on déduit qu'il existe

une sous suite notée p. vérifiant
p. —p faiblement dans H (7, 71; L3(Q)). (4.64)
Comme ). est convexe, on a

Ve(ox + ) — Y (V) > < PL(D), ox >,

et en remplagant dans (4.58) on obtient I'inéquation variationnelle suivante

(5 @)+ [ ot + it o + oox + 1)

B i )
_/:1 (92T + e xivg) | a Z/T (/) = CalT; Go, 9x) | (4.65)
_/T 1 [% (Go, ox) + Cb(Go, 0. + GoC, 0x) + Cb(ﬁg>Go7sox)] dt.

On passe a la limite dans tous les termes de cette inéquation quand e tend vers 0 a 'aide

des convergences faibles et fortes obtenues. Pour passer a la limite sur les termes de bord,
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4.2. Etude d’un probléme auxiliaire

on utilise le fait que la convergence forte (4.63) implique que quitte a extraire & nouveau
une sous-suite, U, converge vers v presque partout dans |7y, 71[Xw et vérifie une condition
de domination [8]. On peut alors passer a la limite dans les termes . (ox + v:) et ¥.(v.)
avec le théoréme de Lebesgue.

On déduit que v et p sont solutions du probléme 4.2.1. L’unicité de cette solution est assu-
rée en dimension 2. En dimension 3, la solution est unique pour une viscosité suffisamment

grande (voir page 87).

4.2.2 Cas particulier (dimension 2)

Dans cette section, on se restreint au cas de la dimension 2, avec T' et [ indépendants
du temps et on cherche ainsi plus de régularités a la solution obtenue. On les énonce dans

le lemme suivant

Lemme 4.2.4. Supposons que les hypothéses du lemme 4.2.1 sont satisfaites, supposons
de plus que f' € L*(0,7;L2(2)) et qu’il eziste une constante Cs, tel que ||(02,,) (7o) || r2() <

C., avec C, une constante indépendante de €, de m et de 0. Alors

1(T2) | 2(rorasv) < C (4.66)
1(02) | (o 202y < €, (4.67)
Idiv (2, | 270 m1:220) < OV, (4.68)

ou C est une constante indépendante de €, de m et de §.

Démonstration. Comme f' € L*(0,7;L2(2)) alors f € H'(0,7;L*(2)) donc ¢, € H?(79, 7).

En dérivant par rapport a ¢ ’équation (4.15) du probléme pénalisé, on a

((afm)”a wk) + b((v(s )l7ggm7 wk) + b(ifgm, (55 )/ wk) + ; ((agm)/dzv(fﬁgm)v wk)
+; (02, div((22,,)), wr) + a(T; (@) wy,) + 5 (div('ﬁgm)', div wy,)
+ <(¢ ) )/ > = (", wy) — {'a(T; Go,wy,) — " (Go,wi) — ¢'b(Go, B2, + GoC, wy,)

Cb<G07 (U ) + GOC wk) Cb< Vem> G07wk) - <b<(fﬁgm)/7G07wk>7 VI<k<m.

113



Chapitre 4. FEtude numérique du probleme d’écoulement

En multipliant par (¢2,)'(t) et en sommant de j =1,...,m, on a

(@) (5,)) + B P, () + B3, (5, 2,))

b (@ A0, (05,)) + 5 Fndiv(@)), (05,)) + a(Ts @, (7,))

+ (din(@ >dw(vim>')+<<wg<ﬁ§m>)’7@§m>’>:<f',<’65 ) = CalT; Go, (@,.))
0 (G (78,)) ~ bGP+ G (78,)) — (G (75, + Goc. 32,
(i, G (7,)) — CH{(E,)' G (i)

Or par intégration par parties, on a
5~ - 1, o~ -
b(W, (T (02,,)") + 5 ((@2,) div(@2,,), (2,)) = 0.
Comme [ ne dépend pas de t, on a
- 50 V|2
() @)z [
w (e 02, ]7)®
alors
(@) @,)) 2 0.
On obtient donc en utilisant la coercivité de a
10 5~
5_15”( ) B2y + all @)1, + —!Idzv( ) B2y < —0((W0,)'s 0y (02,,))
=5 (Dendiv((¥2,)"), (@n)) + (f' (55 )) = (a(T; Go, (@,)") = ¢" (G, (22,,)')

_C b<G0= Vem> ( ) ) Cb(G(J? ( )/7 ( ) ) C b( Vem> G07 (rﬁem)/)
—Cb((22,,), Go, (2,,)') — 2¢¢'b(Go, Go, (2,,)).

(4.69)

Remarquons que le terme b(Gy, (22,,), (2%,,)) est nul car div Gy = 0. De plus
b((02,)' Vons (02)) = =b((02,)', (02)' 02,) = (div((D2,,) )02, (02,,)')-
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
(00 ) @) Tn(1)) + 5 (Fliv((,)), (35,)
< U@ Tl V@ ooyl oo
En utilisant I'injection de Sobolev (valable en dimension 2) [36]
[0]lLso) < C||U||H1 Hv||L2 @ YveEH(Q)
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3

5¢, on obtient

oll ¢ est une constante qui dépend uniquement de €2, en posant ¢; =

Y ) P00+ (adio (32,0, )

~5 ne ~5 \/ 3 ~0
< e[| (U2) I 11(02m) Nl 22 0 [|V2m [ [L4() -

Avec I'inégalité de Young (p,q) = (%, 4), on trouve

() (520 T (0) + 5 (il T, )

o A 6\% _ ~
< 20+ (L) Il G2

En continuant a utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz puis celle de Young dans le second

membre de (4.69), on a

1 2@ 102, 2@

=
%
=
A

1,
< MR + 1@ e
a(T;Go, (02,))| < el Golle o (@2, v
) 2013
< @) IR, + =Pl Gollf o
[0
<" (Go, (@2,))] < 1" GollLz@l(@2,) Loy
1,
< CPHIGolRa@) + 7 120) 2

|¢'0(Go, 02,0, (02,))] < 1CI1Goll L) VTl | (02,) |Lace)
o 2K* -

< gll(vffm)'lli0 + T‘</|2||G0||%—11(Q)||Ugm||$/o
1¢'b(T2,,, Go, (@2, < 1 N02 lea@ IV Gollus @ | (02,)) L2

N 1
< KNPV Gollgrs o 10515, + 7 102) )z

1¢b((22,), Go, (02,0 < 1¢1@2) la@ IV Gollraay | (02,) 29
< K@) [V Golla oy (02, 120
., 2K* -
< @115 + T’<|2||G0||%{2(Q)||(Ugm)/‘|i2((2)

3
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[2¢¢'b(Go, Go, (02,))] < 2ICI¢ 1 Golla @ |V Golluaw 1 (02,,) |2
1,
< ARZICPICP N Gollf @ IV Gollir o) + 7 11@5) E2@)-

En rassemblant tous ces termes, on obtient

10 Qs i (6 ’ ~5 |4 ~5 \I1|2
2(%II( ) [1E20 )+ 5 1Wem) 15, + —IIdlv( ) 1720 )= 25 ) emllmsell(Ven) Tz
2012 2K -

MR ) + IC’\QHGoH%p(Q) + PG lE 20 + — ¢ P11Goller @102, 1%,

FRACEITE R 19 Gol ey + ARICPIC PGl | Vol
2K4 s
(—|¢| 1CollZn, 1) 1@ ey

(4.70)

En intégrant de 79 & s ol s €]y, 71, on a
1 ~0 1 ~5 \/
Sl @ ) ()220 || ) 1% dt+ ||dw ) 1720 dt < S11(@2,) (10)) 120
2

2013
( ) / 152 ) [y i+ / 1 ooyt + 251Gl o / 2 de

12 2K4 ~
+HGolltz(q) IC P dt + —|Gollm) [ ICPIRI, dt
70 70

RV Gl | ICPITE de+ A2 Golf ol T Golfoy | 1CPIC
2K1
(B Gl 1) [N o
(4.71)
On a

T1 T1
/ 1T Loy dt < / 1T 012, [T
T0 T0

comme 0 est borné dans L™ (7o, 71; L%(Q)) N L?(79, 71; Vo) indépendamment de m, de ¢
et de o alors, on a

”agm ||L4(To,Tl;L4(Q)) <C,

ou C est une constante indépendante de m, € et de 4.

En revenant a (4.71), on a

1, -
—|r<v5> Wi / 150+ 5 [ Vi) g < G

2K
|| ) 1L | P2) 120y At + { == 1Cl o () |G [z + 1 H ) L0 dt
(4.72)
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ol

~ 1 71
Cy = S 02,) (70) Iz ) +/ 112 ) dt + 1 GollLa oy 171 = 70l1¢" [Zoe )

70

2412 2K ~
+ o HGOH%P(Q)’T1 - TOHC/l%“(m,n) + T”GOHHl(Q)‘C/’%m(m,ﬁ)| Uamui2(70,71;vo)
+EVGollin o) I¢'] 102,117 + 4K Gollin o) IV Gollin o) € I4F: :
H1(Q) Lo (19,m1) 1 Yem | L2(19,m1;V0) 0|1 (Q) OlHL(Q) IS Lo (19,m1) L2(79,m1)
(4.73)
En remplacant H”ﬁgmH%Q(m’mvo) par sa valeur obtenue dans (4.25), on a
5 < CTO " 12 d Gall? "2
2S5+ 1 120) dt + |Golliz) T — Tol[C" Lo (ry )
70
243
HIGule 17 = Tl ey 22 + ARG e (4.74)

25 Tl 2K*
+|CI|%°°(T0,7'1) (501 exXp (202(7-1 - TO))) (K4HGOH%—I2(Q) + THGUHHI(Q)>

En utilisant le lemme de Gronwall dans (4.72), on obtient

5 ~ NV 5 \|[4 AKY 2

L ~

162, ey < 2Caexp ([ (G (2) @My + 2 Kl Golley +2 ) ).
70

En prenant le sup de s € [y, 71], on trouve (4.67). Puis, (4.66) et (4.68). O

Dans le lemme 4.2.4 on a obtenu des estimations indépendantes de m, on en déduit

qu’il existe une sous suite notée (v°,)’ vérifiant quand m — oo les convergences suivantes

@ ) — (%) faible* dans L>(7y, 71; L3(Q))

gm 3

(’175 ) = (’17‘5)’ faiblement dans L2(T0,7'1;V0)

em &

div (0 ) — div (?°)  faiblement dans L*(7, 7; L*(Q)).

Les estimations du lemme 4.2.4 sont aussi indépendantes de §, on en déduit que (2?)" est
borné dans L (7, 71; L*(Q)) N L?(79, 71; Vo) indépendamment de € et de §. De plus, on a
obtenu que ¥ est borné dans L= (7, 71; L2(2)) N L%(79, 71; Vo)) indépendamment de ¢ et
de § alors ¥0 est borné dans W (g, 71; L2(Q)) N H (79, 71; Vo)) indépendamment de ¢ et

de 0. D’ott 22 est borné dans C°([ry, 71]; Vo) indépendamment de ¢ et de §.
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En revenant dans (4.43), en gardant le premier terme de I'égalité (on n’utilise pas 'inté-
gration par parties) et en utilisant les estimations obtenues dans (4.46), pour les autres

termes, on obtient une régularité supplémentaire pour la pression en dimension 2 :

||pfsS || L2(0,7;L2(Q2)) < 07

ol C' est une constante indépendante de € et de §. Alors il existe deux sous suites notées

2% et p? vérifiant les convergences suivantes quand § — 0

(56)/ - (as)/ faible* dans LOO(7-07 TN LQ(Q))

£

(@°) — (v.) faiblement dans L?(7o, ;W)

div (@°) — 0 fortement dans L*(7o, 71; L*(Q)).

p? — p. faiblement dans L?*(7o, 71; L*(Q)).
Enfin pour € — 0, il existe deux sous suite notées (v.) et p. vérifiant

(5) = @) faible* dans L (70,7 L2(9)
(v.) — (v)' faiblement dans L*(7o, 7y; V).

p. — p faiblement dans L?*(7, m; L*(Q)).

De 1a, on déduit que v € L*®(7,71; L%(Q)) N L?(79,71; V). De plus, on a obtenu que
v € L®(19, 11; L*(Q)) N L%(70, 715 Vo)) alors 0 € W (7y, 7; L2(Q)) N H (19, 71; Vo). D’ont

v € C([m0, mu]; Vo) et p € L* (1o, 1; LA(Q)).

4.3 Discrétisation en temps

Dans cette section, on s’intéresse a la discrétisation en temps du probléme d’écoulement

muni de la loi de Tresca qu’on a noté (PT) dans le chapitre précédent. On le rappelle
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ci-dessous
Probléme (PT) Pour f € L?(0,7;L*(2)), I € L*(0,7; L% (w)), U € L*(2), Gy € H*(Q)
et ¢ € C>([0,7]), trouver v € L*(0,7; Voain) N L=(0,7;L2(Q)) et p € H (0, 7; L(Q))

solution de

({5 @o1)+ [ o500 - (divlon) + olTi7 0]
0
+ [ otoxrm —v@] @z [ (00 - (TG — (Goge )]
. X il 0 » PX s G0, PX Oataspx
_/ |:C b(G()),ﬁ—i_ GOQ: SOX) - Cb(l\ju G07 SOX)i| dtu \V/(P € VO) VX € D(O7T)
0

v(0,z) =vo(x), x€Q,

(4.75)

ou

(w) :/l|w|dx’, Yw € V.

L’existence de solutions de ce probléme a été démontrée et détaillée dans le chapitre
précédent, 'unicité de la solution est assurée en dimension 2 et pour une grande viscosité
en dimension 3. Afin d’étudier ce probléme par la technique de discrétisation en temps,
on va considérer le cas de la dimension 2 puis celui de la dimension 3.

On décompose l'intervalle de temps [0, 7] en N sous intervalles [t,,t,.1], ol h est le pas
de temps h = § et N € N*.

On note pour T' € WH>(0, 7; L*(Q))

w(ly) = w(T(z,t,)), Yre, ¥Yn=0,...,N—1.

4.3.1 Loi de Tresca en dimension 2
On suppose désormais | € H'(0,7; L3 (w)) et f € H'(0,7;L*(Q2)). En discrétisant le

terme du bord, on aura dans chaque sous intervalle [t,,, ;1]

wn(v)—/ln\v\dx’ ou I, =1(z,t,).

Alors le probléme discrétisé s’écrit ainsi pour tout n € 0,..., N —1:

Trouver v} € L*(t, tni1; Vodiv) N L (tn, tna1; L2(Q)) et pf € H My, tna1; LE(Q)) solution
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(i

de

tnt1
" (Vh, %), X >+/ [b(@’fﬂﬁ,@x)—(pZ,div(sDX))+a(Tn;5Z,sox) dt
tn tnit ag
n (X +0y) — V() } dtZ/ [(f790X>_<a(Tn§G0790X) (Goa ,wx)] dt
t’IL
t

[
IS

(
n+l

- b(Go, Uy + GoC, 0x) + Cb(vy, G, sox)] dt, Yo eVo, Vx €Dty tns1)

| U (tn,z) = 05(2), z €,

(4.76)
ou v € L*(Q) sera précisé ultérieurement. Ce probléme discrétisé muni de la loi de Tresca
est identique au cas particulier du probléme auxiliaire (dimension 2), ou l'intervalle de
temps [79, 71] correspond au sous intervalle [t,,, t,,+1], T), et [,, ne dépendent pas du temps

et correspondent alors respectivement a Tetal

Sion a vy € Voair N H*(Q), Vo, € L*(Q), VT(0) € L*(Q) et vy = s sur w alors on
~on

Umeh

peut choisir ¥ par récurrence sur n de telle sorte que (02", (t,) vérifie les hypothéses

du lemme 4.2.4 pour tout n € 0,..., N — 1. On obtient donc o7 € L*(t,, tyni1; Vodiv) N
L®(t, tni1; L2(Q)) et (V7)€ L*(tn, tnet1; Vodiv) N L (tn, the1; L)) alors

5;; € Hl (tn7 tn—i—l; VOdiU) N Wl’oo(tn» tn+1; LQ(Q))

De plus
Ph € L*(tn, tni1; L3(9)).

Plus précidément, on définit v pour n = 0 par
NO _ ~
Uy(x) = vg(x) pour tout z € Q.

Donc avec le lemme 3.5.1 du chapitre 3, on a ||(22%,)(0)| 120 borné indépendamment de

m, de € et de §. On définit ensuite
() = Tp(z, 1) € L*(Q).

Vérifions que |[(0%},,,) (¢1)]12(q) est borné dans L?(Q) indépendamment de m, de § et de

Vemh

e. On peut remarquer que
(@) (1) # (02p) (1)
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4.8. Discrétisation en temps

a cause du saut sur le coefficient de la viscosité égale a p(7Tp) sur [tg,t1] et & p(T}) sur
[t1,12] ainsi que du saut sur le seuil de la condition de Tresca. Comme (vg, vy, ..., V) est
une famille orthogonale de L*(€2), on a

s m—1 a~51h 2 8~51h N 2 N
@200 (E 1720 Z( ol (1), ) Hka\%zm)+( (1), ) o2 ¥ > 2

=1

car (V2L V(tF) € Vect(To,v1, ..., Um_1) = Vect(wy, ..., wy) (voir page 104).

emh

En prenant 7o = t; dans (4.15), on a

(P2t 1) = b0, P 0) = 3 ()i 1), )
(T Wha(12), ) = 5 (divThn (1)), div ) = (YO0 (00)) o) + ()
~Cal(fisGo ) — ( Ga'gg 0 ) = CHGi Thu(t) + Gy ta) = GH(TER (01, G )
= (), )+ alTisitn). w0 — a8 t), ) + CalTis o
—Ca(Th; Go,vg) + (Vo (W0 (1)), e ) — (W1 (@20, (t1)), vi) pour tout 1 < &k < m — 1,

et comme divvy = 0 et vg = 0 sur w, on a
oL (tf) - I
(P ) = (080 1), s 1), ) = ()i (2 1)) )
~ - - ~ - o¢ .
—a(Ty; 0o (t1), To) + (f, Do) — Ca(Ty; Go, To) — (Goa—gwo) Cb(Go, D01 (t1) + Go, o)
i ~N _ a@%h(ﬁ) ~ T . 760 ~N . ~60 ~
Cb(02, (1), Go, To) = — g )T a(To; Vo (t1), o) — a(T1; 02, (1), Vo)
+Ca(To; Go, To) — Ca(T1; Go, o) + (Yo (Fopn(t1)), To) — (Y1 (Tnn(t1)), To) -
L’application
@ /(M(TO) — u(T1))V (@0, (t1) + GoC(t1)) Ve da + (v (020, (11)), )
<¢15( smh 90>
est linéaire continue sur H'(2). Donc il existe F,,, € (H*(Q2))’ tel que
) = TV @10+ Gat(t)) Vi + (5. (050 1))
- <¢15 emh tl 30> / mp dCL’ VSO € HI(Q>
et
1El ey < M1i(To) = p(T0) | oo 10204 (t1) + GoC(t) () + C(Q)II1 — Loz
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Puisque F,, € (H'(2))’, alors le probléme elliptique : Trouver w,, € V tel que
/ @mgo dr + / V?ﬂngO dr = / Fmgo dr =< Fm, @ >(H1(Q))/’H1(Q), Vgo S V,
Q Q Q
admet une unique solution w,, € V telle que

[l (@) < [1Fmll g @y -

Alors, en notant ((.,.)) le produit scalaire de H(Q)

m—1 m—1
Z < Fi, vk >%H1(Q))’,H1(Q) H’UkHiz(Q) = Z((@m,vk))z\\kaizm) < H@mH%Il(Q)
k=1 k=1

< Fpy o >?H1(Q))’,H1(Q) H%Hi%m < HFmH(Hl(Q))'H%H%ﬁ(mH%H%{l(g)a
car (vy,...,v,) est une base hilbertienne orthonormale de V pour la norme de H'().
Donc

O pan 12 O 11— 12 ollt 2
=2 () ey < 212 ) gy + (2 2ol ) 1Folee oy

On obtient
6661 h 2 8560 h 2 = T\ (12 ~60 2
| 5;” (E)E20) < 2|l 5’; (t)F2@) + Hu(To) — (Tl 700 (@) 1024 (E1) + GoC (1) 511 ()

+4[Tollzr e ll6(T0) = i(T0) | e o 200 (81) + GoC (1) Iy

+ (44 4ol ) COPIN ~ bolEa()

Des estimations du lemme 4.2.4, ceci reste borné indépendamment de m, de € et de 9.
On construit donc de cette fagon U} sur [t,t,]. En choisissant 9§ = 97 '(¢,) pour tout
ne€{l,...,N — 1}, on construit ainsi v}’ dans chaque sous intervalle [t,, t,1].

On "raccorde” les problémes discrétisés sur les sous intervalles [t,,t,.1] et on définit vy, :

Q2 x [0,7] — R par
Up(x,t) = vy (x,t) pour tout © € Q, t € [ty,tyr1], n €4{0,...,N —1}.
Posons
Th(x,t) =T(x,t,) si t€[tn,tn], 2€Q ne{0,....N—1}
et

Yp(w) = / lhlw|de avec Ip(x,t) =(x,t,)sit € [tn, tnr1], z€Q, ne{0,...,N—1}.
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4.8. Discrétisation en temps

On obtient v, € C°(0, 7; Voain) N WH>(0, 7; L2(Q)) et p, € L*(0,7; L3(Q)) solution de

({3 @)+ [ o) = G div(o0) + olTis o] a
+ [ oo+ 5 = @] dt > [ (00 = Callis o) = Gogo 0]

— [ [¢¥(Go T+ Gut. o) + CE Gonio)] e, Ve €, Vi€ DO,T)
0

Up(0,2) = v(x), x € Q.

\

(4.77)
On cherche maintenant a étudier la convergence entre la solution du probléme discrétisé
et celle du probléme (PT). On commence par établir des estimations indépendantes de h.
On a, a partir de la premiére section, que les estimations des lemmes 4.2.1,4.2.2 et 4.2.4

sont indépendantes de m, J, €.

Lemme 4.3.1. Sous les conditions du lemme 4.2.1, on a

O8] oo (0,2 (0)) < C (4.78)
0w 220,700 < C (4.79)

<C (4.80)

1@ 1,4 0,00 <

1Pl z-10,m52202)) < C, (4.81)
ot C' est une constante indépendante de h.

Démonstration. En reprenant la méme démonstration qu’au lemme 4.2.1, avec (4.24) en

remplagant 7y par t, et 7, par t,,1, on a

~6n 1 ~6n n 'l
P2 er <2 (G170 ey + CF ) e (2CHs = 0) . (482)
ou
n_ 1 it 2 12 2 2
0t =5 [ 15ey dt + G0l I
| ' acll® K
+5||C7Y0||i2(9)|75n+1 — ty] ‘a + 7||G0||%{1(Q)||G0||%{2(Q)|tn+1 — ¢ 7ot tsn)
Loo(tnytn+1)
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— 3 K*
02 = 5 _HC”Loo (tn,tnt1) ||VGOHH1(Q)'
Mais Cy < C tel que
_ 3 K¢
Co=5 + —HCHLM 0. IVGollfr (o

Notons Yn = ||U£mh( )H%2(Q)7 alors

IN

Yn+1 (yn + 2CT) exp (QUQh)

< Y, exp (262h) + Zp,

ol
2z, = 207 exp (2C3h) .

En utilisant le lemme de Gronwall discret, on a

n—1
yn < yoexp (2C2hn) + Z zexp (2C3h(n — k — 1))
k=0
n—1
< (yo+2 Z Cf) exp(2C5hn). (4.83)
k=0
ot yo = [[Tp,[lL20) < [[T0llL2(o) et

= 17 13

Zcf -2 / || f||i2(m dt+ ™ * | Gol s oI 720,
x|’
ot

hnK*
2

+hn HG0HL2 Q)

1Gollz (@ | Gollfez (@) €11z (0.7)-

L>(0,7)

Comme C est indépendante de n et de h et nh < 7, alors (4.78) est établie. De plus

tn+1
/ 170 220y < Ch, (4.84)
tn

ol C' est une constante indépendante de n et de h.

En remplacant 7o par ¢, et 7 par ¢, dans (4.22), on a
a tnt1 1 tnt1
] A B A A G Y Sl
L[l 2 M? 2 el ’ 1 2 "H
by [ 1y + ol [ G a4 Sl [

3 7%714»1 K4 tn4
w5 [ o de+ S IV Gollngy [ I o
K4 tn+1 "

Gl o1 Coll3mey / ¢t dt.

dt

ot

(4.85)
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En faisant la somme de n =0 & N — 1, on obtient

~on ~on ~on 1 ~
_’ gmh ”L2 / | gmh||V0dt+ / [ div( gmh HL?( dt<_”U0H%2(Q)
; / 15100+ 2 Gl / |C|2dt+—||G0||L2m AL
tn+1 5 tni1 5 ) (4'86)
+3 Z / szh||L2(Q>dt+—||VGo||Hl Z / G325 e

+=51Gollzn o) 1 Gollzre ey i gt

De l'estimation (4.84), on obtient (4.79). En revenant a (4.37), on a
tn+1 tnt1 tn+1
|y < ot [, @t ol [ 1199 Hm i
tn n+1 4 4tn 4 tn+1 tn tn+1
c / syt + CudIGolley [ I e+ CllGalla [ 15518

8 4 tn tn+1 8
120K |Gollp / S5, dt + CR S IGolling / ICIS de.
tn tn

En sommant de n =0, . —1,0on a
/ IG5 dt < Ol / [0l dt + Ccf / 17 5 HWS}:HLQ o dt
+0 [ oyt Cost VGl [ 1l e+ CllGalley [ 151 a

20K Golley [ IR, dt+ CEGollu [ 161

En utilisant I'inégalité de Holder (p = 2,¢ = 3), on a

11, de < WO Ty + Cl 1T I el
++Cr3 ||fHLz o2y T O ||G0HH1 THCHLoo o) T CHGoHLz(Q)TH Y ||Loo(07)
120K 1Gollfo 7 10w 750y + OB 1G0T w00y
En utilisant (4.83) et (4.84), on obtient (4.80). En remplacant 7y par ¢, et 71 par t,.q
dans (4.43), et en sommant de n =0,..., N — 1, on obtient

T

| Ghwoa

3K2
+ =5 1220 X 0. |l @) + [ £l 2 OTL2(Q el llxllz20.m)

< H—||L2 0.l 102 | 20z + 1024 220,700 Il 220 2l o)

ISl o [ Goller @l lla @[l o< oT>+HatIIL 0. 1Gollez@ Xl L= 0.1l lle2(@)

+2I|Gollen @ 1€l 0. 1020l 220,700 X 22000 10 2 9

HE? (¢l Z20,0) | GollEn @ X 2= 0.n Il @), Yw € L), Yx € D(0,7), ¢ = Puw.
(4.87)
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En utilisant (4.83) et (4.84), on obtient (4.81) O

Convergence de la solution du probléme discrétisé

Des estimations indépendantes de h, on déduit qu’il existe une sous-suite notés (vs)p>o

vérifiant les convergences faibles suivantes quand h tend vers 0

U, — v faiblement dans L*(0,7; V)
U, — v faible* dans L*°(0,7; L*(Q))

7l —~ ¥ faiblement dans L3(0,7;2).
Avec le lemme d’Aubin, on a

Up — v fortement dans L?(0, 7; L*(2)) (4.88)

U, — 0 fortement dans L*(0, 7; L*(w)). (4.89)
De plus, il existe une sous suite notée p;, vérifiant
pn — p faiblement dans H'(0,7; L3(Q)).
Avec le lemme de Simon, on a
U, — v fortement dans C°([0, 7]; H), (4.90)

avec H un espace de Banach tel que L?(Q) C H C Z’ et I'injection de L*(Q2) dans H est
compacte.

A Taide de ces convergences, on peut passer a la limite quand A — 0 avec les mémes
techniques que précemment dans tous les termes du probléme approché a I’exception des
termes a(Ty; Uy + GoC, pXx) et Un(ox + v). Pour passer a la limite dans ces deux termes,

on énonce le le lemme suivant

Lemme 4.3.2. Quand h — 0, on a
N-1 tn+1
| Z/ a(Th; v + GoC, ox) — a(T; v + GoC, ox) dt| = 0
n=0 v In
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4.8. Discrétisation en temps

| Z / " g+ 9x) — (@ + o) dt] - 0, (4.91)

pour tout p € Vy et x € D(0,7).
Démonstration. Commencons par passer a la limite dans le terme a(T},, v, + GoC, ¢x). On

a pour tout x € D(0,7) et ¢ € D(Q)

tnt1
/ a(Th; vn + GoC, )X — a(T; 05 + Go, @) x dt|

-1

FI%ZMZ

tn+1
/ Tna Uh, + GUC; ) CL(T7 /ﬁh + GOC? SO)HX| dt

n=0
N-1 tn+1
< 16(T) = 1) IV @ + GoO) ez | Vellee x| de
n= 0
n+1 _
<c, / 1T = Tl llFn + Goclly [ Veplleq x| de
0

or

N— tn+1
< Cull 5 ez [ Velle 3 / [t — ][ + GoC llv[x] dt.
n=0 tn
Donc
tn+1 »
| Z / a(Thi B + GoG @)X — a(T5 T + GoC ) 1
< ChIVlimio) | I+ GoClvld
0
ol C C ” ”Loo (0,7:L2(2)) -

Et quand h — 0, on a

tni1
> / a(Ton + GoC, p)x — a(T;0n + GoC, p)x dt] — 0

De méme, pour passer a la limite dans le terme 1y, (v, + ©X), on a

N-1 tna1
> / Un (T + o) — V(T + ) d

tnt1 tn+1
<Z/ /|l —l||vh+<,px|d:v2dt—l—2/ /l|vh—v|dx2dt

< A2,z 10n + GoCllr2oms2wy) + 1l 220 msm2p[0n = Ol 20, m2(w))-

Alors en utilisant la convergence forte (4.89), quand h — 0
tn+1
| Z/ U+ 9C) — V(T + GoC) dt] > 0.
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Comme vy, (0) = U, avec (4.90) on obtient

0(0,z) = vp(x).

La limite de v;, quand h — 0 est solution du probléme (PT).

4.3.2 Loi de Tresca en dimension 3

Danc cette partie, on s’intéresse au méme probléme que précédemment mais en di-
mension 3. On suppose que [ € L*(0,7; L2 (w)). En dimension 3, le lemme 4.2.4 n’est pas
établi alors on ne peut pas définir la condition initiale dans chaque sous intervalle comme
dans le premier probléme. Dans ce cas, on discrétise le probléme approché par la méthode

de Galerkin. Soit 6 > 0, € > 0, m > 1, alors pour tout n € 0,..., N — 1

Probléme 4.3.1. Trouver 0°", € L*(t,, tni1; Vo) N L (tn, tnr1; L2(2)) tel que
@rﬁm degh

solution de

a~5n 1.
( Bifnh’ ) + D@y Dot i) + 5 (Vo div (@), we) + a(To; T, we)

2
; (div(@2), divwy) + (UL, w) = (f,wy) — Ca(Th; Go, wy,) (4.92)
(Go gﬁ k) — Cb(Go, 02, + GoCwi) — Cb(D2,, Go, wi).
oo () = Tt no- (4.93)

On choisit 22, € L*(2)

~0 0
Umho = Um
o1 12, est la projection orthogonale de vy dans L?(Q) sur I'espace généré par {w, ..., Wy}

On définit aussi

ol =00 (ta1)  pour tout  n € {0,...,N —2}
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Dans chaque sous intervalle, ce probléme est identique au probléme auxiliaire, l~c0rrespond
a | dans chaque sous intervalle [t,, ¢, 1] pour n = 0,..., N — 1. On étudie I'existence de
solutions par la méthode de Galerkin dans chaque sous intervalle.

On passe a la limite quand m — oo puis quand 6 — 0 et enfin quand € — 0 a l'aide des
convergences obtenues comme dans la premiére section. Donc le passage a la limite sur h
se fait exactement de la méme facon que dans le premier cas, a 'exception du terme de

bord qu’on donne ici

N-1 tni1 N-1 tpy1

> [T e@ -v@an <Y [ [ 1 - deade

n=0 Y tn n=0 “In w

< [ [ a3l dt < iloranionlBn = Flazorascon
0 w

Comme vy, — v fortement dans L%(0,7; L%(w)), on déduit que quand h — 0

N-1 b1
3 / (@) — (@) dt] 0.
n=0 tn

Donc, quand h — 0 la limite v est solution du probléeme (PT).
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Chapitre 5

Etude théorique et numérique du

probléme couplé

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie d’'une maniére théorique puis numérique un probléme
couplé (vitesse-pression-température). Ce probléme comporte les deux équations qui ont
été traitées dans les chapitres 2 et 3 a savoir, I’équation de la chaleur hyperbolique et
I’équation de Navier-Stokes munie de la loi de Tresca en dimension 2. Dans la premiére
partie du chapitre on traite l'existence de solutions par le théoréme de point fixe de
Schauder. Dans la seconde, on étudie le probléme par la technique de discrétisation en
temps. On cherchera des estimations indépendantes du pas de temps h puis on détermine

la limite de la solution du probléme discrétisé quand h tend vers zéro.

5.2 Etude théorique

5.2.1 Position du probléme couplé

On rappelle les convexes et espaces fonctionnels des chapitres précédents, V., V, V),

Vdiv et Lg(Q)
V={p: oeH(Q) et =0 sur 09}
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V={peH' (Q):p=0 surl,o=Go sur I',p-v=0 sur w},
Viw =10 €V: div(p) =0 dans Q},
Vo={peH(Q): ¢=0 sur T ,UT,p-v=0 sur w},

L3() = {q € L*(Q): /qux = 0} .
Notons F(0, 7) espace des fonctions
E(0,7) ={ue L*0,7;V) tel que u € L*(0,7;L*(Q)), u"eL*0,7;V')}.
On reprend les mémes hypothéses qu’au chapitre 2

ug €V, wup € L*(Q) (5.1)

Kij € Whe(0,7; L™(Q))

2 2
5.2
Ja* > 00 Y Ki&& > oty G pp (1) €Qx(0,7), VEER (5:2)
ij=1 i=1
Rappelons les notations du chapitre 2
0K
M: = 0 (0, 7: L y 53
1= Il 0.z (@) (5.3)
Qs = ”KHL‘”(O,T;L‘”(Q))- (5.4)

La fonction a est lipschitzienne sur R de rapport C, et on suppose qu’il existe a,, a* deux

constantes strictement positives telles que
0<a* <a(X)<a, VXER, (5.5)

b est une constante strictement positive et la fonction ¢ est lipschitzienne sur R de rapport
Cy.
Les hypothéses du chapitre 3 sont données par

feL?0,7;L%(Q), GoeHQ), U €L*Q), ¢ec>(0,7]). (5.6)
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On suppose de plus que VGy € L®(Q). La fonction i est de classe C! et lipschitzienne sur
R de rapport C), et on suppose qu’il existe u.,u* deux constantes strictement positives

telles que
0<p' <uX)<p, VXeR. (5.7)

La formulation variationnelle du probléme couplé est donnée par

Probléme 5.2.1. On cherche le triplet (vitesse-pression-température) ot v € L*(0,7; Vogin)N
L>=(0,7;L%(Q)), p € H(0,7; LE(Q)) et u € E(0,7) solutions de l'inéquation variation-

nelle

<% (0, ¢) 7x> + /OT [b(g, v, 0x) — (p, div(px)) + a(u; v, sox)] dt

w [ [otox+m) —v@]ar = [ [0 - Catus Gos o) — (Gog )]

= [ [¢bGu T+ Gok o) + U@ Go )]t Vo Ve, ¥x € D(OLT)
0

couplée avec [’équation variationnelle
b< ' w>+@@)u, w) + (K(z, t)Vu, Vo) = (6(0), w) — (@(®)G',w)
—b< G w> —(K(z,t)VG, Vw), Yw eV au sens des distributions

et vérifiant les conditions initiales

u(0) = wug
ou
E(O) = w

ou
a(u;v,w) = / p(u+ G)d;ij(v)dij(w) dzy day
Q

b(u,v,w) :/ui%wj dxy dxo,
q O

(]

(o) = / ol da,
avec G € C*([0,7); H*(Q2)) donnée au chapitre 2 et [ € H*(0,7; L2 (w)), < .,. > désigne le
produit de dualité entre V et V.
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5.2.2 Existence et unicité des solutions faibles

Théoréme 5.2.1. Sous les hypothéses (5.1)-(5.6), le probleme couplé 5.2.1 admet au

moins une solution.

Démonstration. L’existence de solutions du probléme couplé 5.2.1 se démontre par 1’ap-
plication du théoréme de point fixe de Schauder. On introduit alors 'application A définie

par :
A L*0,7;,L3(Q) — L*0,7; L*())
0 — u,

Pour tout 6 € L*(0,7;V) C L?(0,7; L*(Q)), on a (voir les théorémes 3.5.1 et 3.5.2)
Iexistence et Punicité de vy € L*(0, 7; Voaiw) N L>(0, 75 L*(€2)) solution du probléme

J T - - -

57 (0@)x )+ | 00,0, 0x) + a7, x) + 9 (ox +0) = () 2 (f,9x) — Calt; Go, px) dt

0

T 0 - -
—/ (Goa—i,sox) + (b(Go, v + GoC, ox) + Cb(V, Go, ox) dt, Vo € Voaiw, Vx € D(0,7)
0
(5.8)

0(0) = vp.

Pour ce Uy unique, on a (voir le théoréme 2.3.2) l'existence et 'unicité de v € E solution

du probléme

b< v w> @, w) + (K(z,t)Vu, V) = (6(0), w) — (@@, w)

- (5.9)
—b < G"w >+ (g2, w)p, — (K(2,t)VG,Vw), YweV

u(0) = uyg
ou

Ceci défini bien I'application A. Montons la continuité de A :
Des estimations a priori du chapitre 2, on reprend la méme preuve en utilisant le fait que

¢ est lipschitzienne,

|6(X)| < |9(0)| + Cy| X|, VX € R?
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alors
[ 1@ do < 2i0l60)P +2¢2 [ 3 d
0 0
En poursuivant la preuve comme dans(2.31) (pages 16-20), on a
IVullrz0m220) < allollz2,m0) +0 (5.10)
avec le lemme 3.7.1, on obtient
IVull 20,7220 < (a+ )|Vl L2(0,7m0), (5.11)

oil a et b sont deux constantes qui ne dépendent que de ay, a*, M, o, ||G||lc20,u1 ),

uollv, luillzz) et llgallzzr,)-

D’autre part de 'inéquation variationnelle (5.8), en prenant py = —2v, on obtient

<§t (0,9), > +2b(v,v,0) + 2a(0;0,0) — Y (—0) + (v) < 2(f,0)

ac (5.12)
—2{@(9; Go, ) (Gga ~) - QC b(Go,U + G()C U) — 2€b(1) G[), )7
or b(v,v,v) = 0 car divv = 0 dans €, b(Go,v,v) = 0 car div Gy = 0 et Y(—0v) = ¥(v), il
reste donc oo
2( ! ~) + 2a(0;v,v) < 2(f,0) — 2¢a(0; Gy, v)
ot ol (5.13)
(Goa ,0) = 262 b(Go, Go,0) = 2¢b(T, Go, D).
En utilisant la coercivité de a et en majorant dans le second membre, on a
0 ~ -
S PllEz@) + 2011, < 201 f ez [leaw) + 21¢]a(8; Go, D)
¢ ~
+2/|Golluz(ey 5 0llea) + 2ACP 1 Gollws o | VGol o [Fllz o) (5.14)

+2[¢[0lla@) [V GollLa@ 9] L2
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz puis celle de Young, on obtient
2[| fllee@ 0]l +2HG0HL2<9>|—\HUHLz(Q)

< 2’@”%}(9) + HfHL‘Z(Q) + ”G0||L2(Q)|a‘

211 Gollua @ [ VGolla@ 0]z < 01152 + 1S K 1 Gollf @) IV Goll o)
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~ - o 2K* _
217l Loy IV GollLa@ 10llL2 @) < 110113, + T|C|2HVGOH%—11(Q)HU”%P(Q)‘

Comme p est lipschitzienne, on a
2|x|| / 1(0)di;Godjv dz| < 2|X|/ |1(0)]]di;Gol|di;v] da
Q Q

< 2l(u(0)] + Cl6)) / (ds;Golldss) da

o 207
< 2, + 2 IV Gl o W1

ot C' est une constante qui dépend de C), et de |¢(0)|. En intégrant (5.14) de 0 & 7, on
obtient

‘W(T)Hi?(ﬂ) + CY/O 10113, dt < Cy + O2||Q||%2(0,7;L2(Q))» (5.15)
ou
¢ 254 _
Cr = W Womszan + 1Gollan| 5 o) + (25 Wl oIV Gl + 3) I s
+||CH%4(0,T)K4”G0||%-11(Q)||VG0||%-11(Q)

2
Cy = %HVG0||2OC(Q)|X|200(O7T)- Donc

1211720.rv0) < VC1 + Call| 20,7522

De (5.11) et l'inégalité de Poincaré-Friedrichs,il existe une constante Cpp > tel que

lull20,7:22(0)) < Crrl|Vul L2072 < CrrCl|0 120,75 12(02))-

Ceci montre que Papplication A est continue de L(0, 7; L*(Q2)) dans L*(0, 7; L*(Q2)). Enfin
de la compacité de L*(0,7;Vy) dans L?(0,7; L?(£2)), on obtient que A est compacte de
L?*(0,7;Vp) dans lui méme. Donc du théoréme du point fixe de Schauder, A admet un
point fixe u = A(f) tel que (u,v) € E x L*(0,7;Voain) N L=(0,7; L*>(2)) solution du
probléme couplé 5.2.1. O

5.3 Etude numérique

Soit N € N*. On décompose 'intervalle de temps [0, 7] en N sous intervalles [t,,, ;1]
Le pas de temps sera not¢ h = £. La discrétisation en temps du probléme couplé est

donnée pour tout n € {0,..., N — 1} par
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Probléme 5.3.1. Trouver 0F € L*(tn, tni1; Vodiv) N L (tn, tni1; L2(Q)),
pr € H  (ty, tny1; L3()) et ul € E(ty,ty1) solutions de

8 -~n t7L+1 -~ -n n N ~n ~n
<§ @, ) ,x> + / B(T7, 5, ) = (PR div(9X)) + a(uns T 9X) + Ul + 7)) dt
tn
tn+1

tnil P
= [z [ (o0 = CalTi Go o) — Gop 0] at

tn,

tnt1
- / |:< b(G()v:J}TLL + GOC? QOX) + Cb(’i}/zv G07 QOX)] dtv V‘P € VOa VX € D(tna tn-‘rl)
tn

b < (up)" (1), w > +(@a(up) (1), w) + (Ko Vuj(t), Vo) = (o, w) = (@G (t), w)
—b< G"(t),w > —(K,VG,Vw), Yw eV au sens des distributions

U (tn, ) = ()
up(tn, ) = ug(x)

ol @ € L®(ty,tny1; L°(Q)), ¢n € L*(tn, tny1; L?()). Les conditions initiales sont don-

nées dans les espaces suivants : 07 € L*(Q), ul € V et uf € L*(Q2). De plus, on a
K,=K(z,t,), n=0,...,N—1, €

p(un) = pluy + Gz, t,)), n=0,....N—1 z€

() = /ln]w|dx1, = U t,) z €9

Ce probléme est composé des deux problémes (indépendants 'un de 'autre) étudiés dans
les chapitres 3, 4 et 2 respectivement ou l'existence et 'unicité de la solution des deux
problémes a été établie. De plus, on a obtenu dans le chapitre 2 que la solution uj €
CO([tn, tna1]; VINC ([tn, tny1); L2(€2)). De méme, au chapitre 4, en dimension 2 on a obtenu
des régularités supplémentaires sur la dérivée de la vitesse : sous les hypothéses du lemme
4.2.4, 00 € H by, tnr1; Voain) N W (t,, tha1; LE(Q)) et pf € L2 (tn, taer; LE(Q)), ce qui
implique que la solution est continue.

On définit alors les conditions initiales, a, et ¢, par récurrence sur n avec

ug(r) =uo, ui(x) =w, Vh(r) = To()
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ap = a(vo), ¢o = ¢(vo)

et

ungl(x) = UZ(.T,thrl) c ‘/, n e O, ce 7]\/v -2
W (z) = (U (z,tn1) € LX), ne€0,...,N -2
Y (@) = 0 (2, taya) € L2(Q), n€0,...,N -2,

et on définit a,, et ¢, par
Gnt1 = a(vy(t — h,x)) pour tout t € [tyi1,tnte), €Q, n=0,...,N—2,

Gni1 = @V, (t — h,x)) pour tout t € [t,11,tn2], 2€Q, n=0,...,N —2.
On "raccorde” ainsi les problémes discrétisés sur les sous intervalles [t,,,t,41] et on définit
Up 2% [0,7] = Ret uy: Qx[0,7] = R, par

op(z,t) = vy (x,t) pour tout © € Q, t € [t,,ty1], n=0,...,N —1,

up(x,t) = uy(x,t) pour tout x € Q, t € [tp,tpy1], n=0,..., N — 1.

On obtient que v, € C([0, 7]; Voain) N WH2(0, 7; L2(2)), pr € L*(0,7; LE(Q)) et uy €
Co([0,7]; V) n CY([0, 7]; L*(R2)) sont solutions de

<% (Un, ) ,x> + /T [b(’ﬁhﬂh,sox) — (pn, div(px)) + a@n; U, ©Xx) + Un(ex +5h)] dt
. 0 o
= et [ [0 = Catmi Go o) = (Gug o

~ [ o860+ Gatuion) + Cb(0n Gon )] i, Vi €V, W€ DO
(5.16)
b < ul(t), w > +(@pu, (), w) + (K, Vua(t), Vw) = (¢n, w) — (@nG'(t), w)

- (5.17)
—b < G"(t),w > —(K,VG,Vw), Yw €V au sens des distributions

avec les conditions initiales

Un(0,2) = To(x)

up(0,2) = wug(x)
ou
)
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ol Uy, Yn, Ky, an et ¢y, sont définis par
Up(z,t) = up(x,t,) pour tout t € [ty tp1], x€Q, n=0,...,N—1,

Y (w) = / Inlw|dzy, Up(x,t) =1(z,t,) pour tout t € [ty tp1], x€Q, n=0,...,N—1,

Kp(z,t) = K(z,t,) si te€ltn,tnr], €W, n=0,...,N—1,
ap(x,t) = a,(x) pour tout t€ [ty thi], € n=0,...,N—1
on(z,t) = ¢, pour tout t € [ty tp1], r€Q n=0,...,N—1.

Dans ce qui suit, on s’intéresse au passage a la limite quand h tend vers zéro. Pour ce

faire, on commence par établir des estimations indépendantes de h.

Lemme 5.3.1. Sous les hypothéses (5.1)-(5.6), on a les estimations suivantes

1Un| Los (0,2 (0)) < C (5.18)

[0nllz20,mv0) < C (5.19)

[0

HPhHH—l(o,T;m(Q)) <C, (5.21)
ot C' est une constante indépendante de h.

Démonstration. Les majorations (5.18)-(5.21) découlent des estimations (4.78)-(4.81), in-
dépendantes de h et de la température, intervenant dans le coefficient de la viscosité,

établies au chapitre 4. O

Lemme 5.3.2. Sous les hypothéses (5.1)-(5.6), on a

| || oo 0,522 (0)) < C (5.22)

||uh||L°°(O,T;V) S C, (523)
ou C est une constante indépendante de h.
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Démonstration. En reprenant la démonstration des estimations obtenues au lemme 2.4.2

du chapitre 2, on a avec (2.72)

b n\/ a* ° n\/ 1 n n
RV ) ey + 5 [ IR Ve + 5 (¥ + G)(o), VL0 + G()
tn

. (5.24)
<y, (exp( - ")) pour tout s € [tn, tni1],
o
avec
3
Yp = Zn + %l|¢n|li2(tn,tn+1;L2(Q)) +Ch pour tout n € 0, ceey N -1
et _
b n 1 n n
n = §||(uh)/(tn)”2L2(Q) + 5 (KaV(uh(tn) + G(t), V(ug(ta) + G(t))) -
De plus pour tout h €]0, ]
N n—1
< 200xp(Cr) 4 (@xp(Cr) 4 D) S (5o lnl sz + C1)
k=0
On a
n—1
D Nkl etz = Z @I 2t 01:2200) + RIS@0) 120
k=0
< / 1600 B2y dt + 630 220
Comme ¢ est lipschitzienne, on a
6(X)] < |¢(0)] + Cy| X], VX € R?,
alors
/ / |p(0p) |* dv dt < 27|92 |4(0)|* + 20;/ / [0y |2 d dt.
0o Ja 0o Ja
On obtient donc
n—1
> 164t i < 2 + RGO +2C3 [ [l dt -+ 2C2AITul o
k=0

< 27+ R)|9[¢(0)* + 26 |[Tnll 22(0.7:22(0) + 2C3h1T0 ] 22 ey

Notons C' = 3 [(7’ + 1) [Q|(0)]2 + Cﬁle%HQLQ(Q)}, c’est une constante indépendante de

heton a

- ~ . 307
Yn < 20exp(CT) + (exp(CT) + 1) (C + a_j”UhHLQ(O,T;LQ(Q)) + CT) ,
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0= gl + 5 (KO, 2)V (g + G(0)), Vo + C(0))).

On trouve enfin

,‘6/ n a* S n a* n
R )y + 5 [ R eyt + G IV + G)5)
tn
2

_ ~ . 302 h 5.25
< (z0exp(@) + @xp@0) + 1) (€4 =2l iy + C7 ) ) explan). 02
Vs € [tn,tnt1],Vn €0,...,N — 1.

Avec le lemme précédent, on obtient (5.22) et (5.23). O

Des estimations (5.22) et (5.23) indépendantes de h, on déduit qu’il existe une sous

suite notée (up)p>o vérifiant les convergences suivantes quand h — 0 :

up, — u faiblement dans L*(0,7;V) et faible* dans L*>(0,7;V) (5.26)

uj, — v’ faiblement dans L?*(0,7; L*(2)) et faible* dans L>(0,7; L*(Q)). (5.27)

De plus, des estimations (5.18)-(5.20), on déduit qu’il existe une sous suite notée (vp,)p>0

vérifiant les convergences suivantes quand h — 0

U, — v faiblement dans L?(0,7; V)
U, =0 faible* dans L*°(0,7; L*(Q))

v, =0 faiblement dans L%(O, . Z'),

et avec lestimation (5.21), on déduit qu'il existe une sous suite notée (py)n~o vérifiant la

convergence suivante
pn — p faiblement dans L?(0,7; L*(12)).
Avec le lemme d’Aubin, on obtient les convergences fortes suivantes

up — u  fortement dans L*(0,7; L*()) (5.28)

Up, — v fortement dans L?*(0,7; L*(Q2)) (5.29)
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U, — v fortement dans L*(0, 7; L*(w)). (5.30)
Avec le lemme de Simon, on a

up — v fortement dans  C°([0, 7]; L*(2)) (5.31)

v, — v fortement dans C°([0, 7]; H), (5.32)

ot H est un espace de Banach tel que L?*(Q) C H C Z' et l'injection de L*(2) dans H
est compacte.

On peut passer a la limite dans (5.16) et (5.17) avec les techniques employées dans les
chapitres 4 et 2 & 'exception des termes de couplage a(p, vp, + GoC, ©X), (an(u), +G"), w)
et (¢p,w).

Commencons par déterminer la limite du terme a(uy, vy + GoC,©x). On a pour tout

X € D(0,7) et ¢ € D(Q)

tnt1

!Z/ a(Un; 0n + GoC, )X — a(@; 0 + Go¢, @)X dt|
N-1

tnt1
<y / (@0 T + GoC, ) — alu, T + GoC, )| dt

/ @) — ()| 2 |V @ + GoO)ll e | Vel o x|
tnt1
<c, Z / lan(tn) — allzzy T + GoC vl Vel eyl dt
On a
lun(ta) — ul®)llzy < lun(tn) — wn(®)ll 2y + llun(t) — u(®)ll 2

IN

0uh

H / ) dsll 2y + lun — ullenqonpzza)
8uh

< / 12 () o s + [lun — wlleogop ey

8uh
Vit =t —- 5 22t tngasz2 () + lun — ulleoqo,m;z2(0))-

IA
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Alors
tn+1
S [ ) =l o 9l
n=0 7 tn
N—-1 b1 au
h
<Y [T v it T Vel
n=0 1tn

tn+1
lun — ullenorazaca Z / A2

auh
VI gy + llun — wllengo ez / 1Tl IVl e x|

i?uh
\/_H HL2(07L2< )+ lun = ulleoqo,riz2)) ) 108l z20,mv0) XN 220, IV @ Lo ()

Alors de la convergence forte (5.31), on obtient

tn41
| z / )s B, ©)X — alu; Ty, )X dt] > 0.

On étudie maintenant la limite du terme (¢, w). On a pour tout w € V et ¢ € D(0, 1)

N-1 tnt1 tn+l

Y [ e - (o sodt|<2/ (61 = 9@, W)l d

n=0 tn

N-—1 tra1

<> / 16t — 1)) — S@) 2 |l el de + / 16(@0) — S |2yl 2oy o]

| /\

tn+1
Z / 1Tt = B) — e ol eyl de + C / 1% — 2wl ol dt

tn+1
< C¢Z/ [0n(t — h) — 0l L2@)l|wl| L2 | dt

JFC¢\/_||U0 — 0| 20,22 1wl 2 [l @l Lo (0,7) -
Posons
wp, =0(t—h) si telh,T]

wp, =09 st Ef[o,fﬂ.
Alors

tn+1
> / 13t = B) = 2o ol ooy o]
t

tn+1

< Z / [on(t — h) — wn ()2 l|wll 2@l dt + [wn = Ul 20,7220 1wl 229 1] £2(0,7)
< \/FH’Uh — 0| 20,2 1wl 2@ @l Lo (0,7) + [|wn — V| 20,7220 [wll L2 @) |2l 20,7
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Or

—h
/||wh||L2(Q it = / G020 dt + / 1112

= [ Bl e Hlalay — [

et
0 [ [0 de < VR iy
On en déduit que quand h — 0,
[ lnliay e = [0

Donc il existe w € L?(0,7; L*(Q)) tel que

wy, — w faiblement dans L*(0,7; L*(Q)).
Soit ¢ € D(N) et £ € D(0,7)

T h T—h
/ wppé dr dt = / / Vo€ dx dt + / o(t,x)p&(t — h)dx dt
0 0o Ja 0

:/Oh/Q%SOfd-TdH—/OT/Qi(t,x)gof(t) dx dt
_/Tih/ﬂ’ﬁ(t,x)sﬁﬁ(t) dxdt+/0Th/Q'ﬁ(t,x)go(g(t—h)—g(t))d;,;dt_

/Tih/QE(t,x)sof(t) dxdt+/07_h/95(t,x)ga(§(t—h)_g(t))dwdt

T ’T—h
< €llz=com ol 2 / 1Bl 2 dt + RlE N 1m0 2200 / .
0

T—h

Alors quand A — 0, on a

/ /whgofdxdt%/ /ﬁgpgdxdt.
0 JQ 0 Q

Dot v =w. On a

leon = B0 mrzce = I0nlZa0msaiay + 17120 ms200y — 2 / / w da dt,
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alors de (5.33) et (5.34), on a

leon — T2 mazzny — 20722 0 mzaien) — 2 / / P du dt = 0.

Donc

wy, — v fortement dans L*(0, 7; L*(12)),
et finalement quand h — 0, on a
N-1 tnt1
> [ 6w - @@, wed] 0
n=0 v in

On passe a la limite dans le terme (a,(u), + G’'),w) de facon analogue. On a pour tout

w € D(Q) et ¢ € D0, 7)

N—-1 tra1
> [ Gt + e - @)+ G wpd
n=0 7tn
N-1 b1
<Y [ M@t + &) - @)+ G wllel de
n=0 Y In
N-1 tn+1
< / [an —a(@)|| 2@ llug, + Gl 2@ |wll =@ |l dt
n=0 tn
N—-1 b1
<Gy / [On(t = h) = 0| L2y llug, + G|l 2@ llwl| oo () lo| dt
n=1 tn

+CoV|[To — V| 20,20 |[th + G oo 0722000 1w oo 0 2] 2% (0,7 -

Avec les mémes techniques, on obtient que quand quand h — oo

N—-1 tri1
3 / @l + C'), w)p — (@)t + G, wyp dt] — 0.
n=0 7 tn

Avec les convergences (5.31) et (5.32), on a
u(0,z) = up(x), vo(z) = vp.

Pour prouver que u'(0) = uy, on choisit une fonction réguliere ¢ € C*([0, 7];R) telle que

©(1) =0, et comme dans la preuve faite dans les pages 14-16, on obtient
u'(0) =u; dans V'

On déduit que le la limite quand h — 0 du triplet (vp, pn,up) est solution du probléme

0.2.1.
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Conclusion et perspectives

En guise de conclusion, les équations de Navier-Stokes représentent jusqu’a nos jours
un des plus grands challenges de 'histoire des mathématiques. En effet, elles sont loin
d’avoir livré tous leurs secrets.

Dans ce travail, on a étudié l'existence de solutions en dimension 3 du systéme de
Navier-Stokes, muni de la loi de Tresca ou de Coulomb (ces conditions non linéaires ra-
joutent une difficulté supplémentaire au probléme habituellement étudié¢). On a démontré
de méme que, I'unicité en dimension 2 est assurée mais en dimension 3, la preuve a né-
cessité des régularités supplémentaires ainsi qu’une viscosité suffisamment grande.

Néanmoins, le probléme couplé en dimension 3 s’est avéré étre un obstacle majeur dans
cette thése, 'unicité de la solution du probléme de Tresca ainsi que I'existence de solutions
du probléme de Coulomb ont été prouvées a l'aide de régularités supplémentaires. Ces
derniéres ont ainsi été démontrées en présence d’hypothéses fortes sur les données comme
T € L*>(0,7; L>®(Q)), ce qui, d’ailleurs, n’est pas cohérent avec les résultats obtenus au
chapitre 2.

Dans les chapitres 2 et 4, on a considéré ’étude par discrétisation en temps du probléme
de la chaleur et du probléme de Tresca en dimension 3. La discrétisation en temps du
probléme couplé en dimension 3 donne deux problémes complétement indépendants I'un
de l'autre, c’est a dire que, contrairement a ’obstacle rencontré dans 1’étude théorique par
le point fixe de Schauder, la méthode numérique résoudra le probléme de la dimension.
De fait, I’étude du probléme couplé par discrétisation en temps en dimension 3 sera une
alternative trés importante.

Pour les perspectives & court terme, on fera, d’abord, des simulations numériques.

Ensuite, on cherchera des estimations indépendantes de b du probléme de la chaleur
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hyperbolique afin d’étudier la convergence de ce dernier vers I’équation de la chaleur
parabolique.

Les perspectives a long terme, quant a elles, seront 'occasion d’effectuer une étude
assymptotique en espace des problémes traités, ainsi que de refaire I’étude du chapitre 2
en gardant le terme vVT, négligé dans notre équation. Dans cette méme lignée, il sera
envisageable de transformer le couplage en prenant une capacité thermique constante
et une conduction thermique dépendante de la vitesse. Enfin, considérer un fluide non

Newtonien serait intéressant d’un point de vue physique.
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Annexe

Outils mathématiques

1 Opérateurs compacts et bases hilbertiennes

Définition .1.1. /8] Soient E et F deuz espaces de Banach, on dit qu’un opérateur
Z € L(E,F) est compact si Z(Bg) est relativement compact pour la topologie forte de F'.
En d’autres termes, Z est un opérateur compact si, pour toute suite bornée (z,) dans E,

la suite (Zx,) contient une sous-suite convergente.

Lemme .1.1 (d’Aubin). [27] Soient Xo, X, X, trois espaces de Banach, on suppose que
Xo et Xy sont reflexifs, linjection Xo C X est compacte, et linjection X C X; est

continue. Soit T' > 0 et py,p1 > 1. On considére l’espace suivant
, dv
Y=A{vel”0,T;Xy);v = pn € LP(0,T;Xy)},

muni de la norme

[vlly = lvllzeo0,1:x0) + 1Vl 201 0,731

Alors, Uinjection de Y dans L*(0,T; X) est compacte.

Lemme .1.2 (de Simon). [52] Soient Xy, X, X; trois espaces de Banach tels que, l'injec-

or

5 est

tion de Xo C X est compacte. Si F' est borné dans LP(0,T; Xy) ot 1 < p < o0, el
borné dans L*(0,T; X,). Alors F est relativement compact dans LP(0,T; X).
Si F est borné dans L>(0,T; Xo) et % est borné dans L"(0,T; X1) ot r > 1, alors F est

relativement compact dans C([0,T]; X).
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Théoréme .1.1. (Théoréme de point fize de Schauder)[31]
Soit X un espace de Banach et M un ensemble fermé convexe et non vide de X. Soit T
une application continue de M dans M telle que T (M) est relativement compact. Alors,

T a un point fixe dans M.

Définition .1.2. [8] Soit H un espace de Hilbert et (,.,) est le produit scalaire, on appelle
base hilbertienne une suite (e,) d’éléments de H tels que
1. ley| =1Vn, (em,e,) =0 Vm,n,m#n

2. L’espace vectoriel engendré par les (ey,) est dense dans H.
Théoréme .1.2. Tout espace de Hilbert séparable admet une base hilbertienne.

Théoréme .1.3. On suppose que H est séparable. Soit Z un opérateur autoadjoint com-
pact.

Alors H admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres de Z.

2 Inégalités de Sobolev

Lemme .2.1. (Inégalité de Korn)[38] Soit Q un ouvert borné lipschitzien de RY. Il existe
une constante Cx > 0 (appelée constante de Korn) telle que pour tout u € (H} (Q))%, on

a
IVull2@) < Cxl|D(u)]| 2,
ot D(u) est le tenseur des tauz de déformations.

Lemme .2.2. Il existe une constante ¢ qui ne dépend que de S telle que
1 1
lull ) < ellullfaigllullfoqy, Vu € L)

Lemme .2.3. [8] Soient 1 < g <p < co. Alors

—a a n q
lallzoey < ellullbai lullfpn,  Yae WQ) avee a=1-1

p

le cas le plus fréquemment utilisée n =2, p =4, g =2 et a = 5 c’est-a-dire

1
2

1 1
lullzoey < ellullfaylullZngy  Vu € H'(Q)
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3. Opérateurs monotones

3 Opérateurs monotones

Définition .3.1. Soit E est un espace de Banach réflexif et séparable, et A: E — P(E).
On dit que

1. A est monotone si
Vu,v € E, Yu',v' € P(E), <u' —v ,u—v>>0

2. A est strictement monotone si de plus < u' —v',u —v >= 0 implique u = v.

Définition .3.2. Soient X un espace topologique, f : X — R une fonction et a € X un

point. La fonction f est semi-continue inférieurement (sci) en a si

f(a) <lim inf f(x)

T—a

Définition .3.3. On désigne par H un espace de Hilbert réel, U une partie convere non
vide de H et J une fonction convexe de U a valeurs dans R. Soit x un point de U. Le

sous-différentiel de J en u, noté 0J(u), est défini par
OJ(u)={Pe H;YveU: Jw)>Ju+<Puv—u>}

Intuitivement, le sous-différentiel est formé par toutes les directions des hyperplans qui

passent par le point (u; J(u)) et restent "sous" le graphe de la fonction J.
Remarque .3.1. Si de plus, J est différentiable en u alors 0J(u) = {VJ(u)}.

Proposition .3.1. [9] Si J est convexe et semi continue inférieurement, 0J est un opé-

rateur monotone.
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