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Introduction

Présentation générale

Cette thése a pour objet de développer des applications a la géométrie diophantienne de la théorie
géométrique des invariants, en utilisant le langage de la géométrie d’Arakelov.

Dans sa forme la plus simple, I'approximation diophantienne étudie comment les nombres ra-
tionnels approchent les nombres réels. Lagrange montra en 1768, grace aux fractions continues, que
pour tout nombre naturel n qui n'est pas un carré, I'équation «de Pell » pour n admet des solutions
entiéres non triviales, c’est-a-dire qu’il existe un couple (p, g) de nombres entiers strictement positifs
vérifiant

pz—nqzzl.

Ses méthodes permettent aussi de montrer le résultat suivant :

Théoréme 0.1. Soit 0 un nombre réel. Il existe une infinité de nombres rationnels p/q, avec p,q € Z
premiers entre eux et g = 1, tels que

1
<?.

o
q

Une premiére preuve élémentaire de cette majoration fut ensuite donnée par Dirichlet, grace a son
Schubfachprinzip, littéralement « Principe des tiroirs ». L'existence d'une solution non triviale al’équa-
tion de Pell peut étre vue comme un cas particulier du Théoreme des unités de Dirichlet en théorie des
nombres, appliqué au corps de nombres Q(y/7).

Lhistoire des minorations des distances |0—p/ g| des nombres rationnels aux nombres algébriques
est bien plus récente et elle a commencé avec Liouville en 1844 [Lio44, Lio51], intéressé par des ques-
tions de transcendance :

Théoreéme 0.2. Soit 0 € R un nombre algébrique de degré d = 2. 1l existe un nombre réel ¢ = c(0) >0
tel que, pour tout nombre rationnel p/ q, avec p, q € Z premiers entre eux et g = 1, on ait :

c
>

q

Remarquons que la constante ¢ qui apparait dans I'énoncé est calculable. De plus, pour d = 2,
d’apres le Théoreme 0.1, cet énoncé est optimal.

Un des défis des mathématiques de la premiere moitié du vingtieme siecle fut de remplacer I'ex-
posant d dans I'’énoncé du Théoreme de Liouville par un exposant « le plus petit possible. Plus pré-
cisément, depuis Thue, on s’intéresse a un énoncé de la forme suivante, ol k désigne un nombre réel
strictement positif :



Théoréme 0.3. Soit 0 € R un nombre algébrique de degré d. Pour tout e > 0, il n'y a qu'un nombre fini
de nombres rationnels p/ q, avec p, g € Z premiers entre eux et q = 1, tels que

1

qK+8 :
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Comme le découvrit Thue, une inégalité de ce type avec un exposant k < d a des conséquences
diophantiennes remarquables. Par exemple, Thue montra que I'équation (ainsi que d’autres de cette
forme)

x-2 y3 =1

n’'a qu'un nombre fini de solutions entiéres. Ce résultat mit en lumiére le lien entre 'approximation
diophantienne et ]’étude des points entiers des courbes algébriques.

Enrevenant au Théoréme 0.3, il fallut plusieurs décennies avant de parvenir a la meilleure inégalité
possible. Voici la chronologie des progres :

d
Kk=1+ 5 Thue, 1909
. (a . . .
K=min{—+i-1:i=1,...,d Siegel, 1921
i
K=Vv2d Dyson, Gel'fond (de maniere indépendante), 1947

K=2 Roth, 1955

Bien entendu, des énoncés plus forts peuvent encore étre conjecturés, comme I'a fait par exemple
Lang:

Conjecture 0.4. Soit 0 € R un nombre algébrique de degré d = 2. Pour tout € > 0 il existe un nombre
fini de nombres rationnels p/ g, avec p, q € Z premiers entre eux et g = 1, tels que

‘6—3‘ SR
q qZ(Iqu)He

Ces résultats, contrairement a celui de Liouville, ne sont pas effectifs : si e > 0 et p/ g est un nombre
rationnel tel que

_Ppo 1
_|q|2+s’

q

une majoration, ne dépendant que de 6, de la taille de p et g reste inconnue. Néanmoins, Davenport
et Roth montrerent que les techniques de Roth permettent de donner une borne effective du nombre
de tels rationnels.

La preuve de Thue fut le modéle de toutes les améliorations successives du Théoréme 0.3 (et reste
le modele de la plupart des démonstrations d’approximation diophantienne jusqu’a présent). L'idée
fondamentale de Thue est de passer d'une seule approximation a la considération de paires d’approxi-
mations. Nous donnons une esquisse des étapes principales de la démonstration :

1. trouver un polynome f, dit « auxiliaire », en deux variables a coefficients entiers, s'annulant
beaucoup au point algébrique (8, 0) et tel que la taille des coefficients soit suffisamment petite ;

2. lemme des zéros : montrer que le polynéme f ne peut pas s’annuler beaucoup en un point ra-
tionnel (x, ), i.e. prouver qu'une certaine dérivée g d’ ordre suffisamment petit ne s’annule pas
en (x,y);
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3. minoration arithmétique : puisque g ne s’annule pas en (x, y) et qu'un nombre entier non nul
a une valeur absolue = 1, |g(x, y)| est minoré en fonction des dénominateurs de x et y (élevés
respectivement a moins le degré de g dans la premiére et la deuxieéme variable) ;

4. majoration analytique: développer g autour de (6, 0) et majorer en faisant apparaitre la distance
entre O et x, etentre O et y;

5. en supposant qu’il existe une infinité de nombres rationnels satisfaisant

1
|q|K+e’

‘9 - B‘ <

q
combiner la minoration arithmétique et la majoration analytique pour obtenir une contradic-
tion.

Plus précisément, Thue cherche un polyndme en deux variables de la forme

fx, ) =px)+yqx),

avec une grande multiplicité le long la premiére variable. Le lemme des zéros est ensuite basé sur des
informations arithmétiques simples concernant le Wronskien

B px) q(x))
w(x)—det(p,(x) 7))

En poursuivant le travail de Thue, Siegel démontra dans sa thése en 1921 le Théoréme 0.3 avec
. fad . ;
K=min<—+i-1:i=1,...,d <2Vd.
i

Comme Thue, Siegel considére un polyndéme auxiliaire f(x, y) avec une grande multiplicité en la pre-
miére variable et le Lemme des zéros se raméne encore a des propriétés arithmétiques des Wrons-
kiens. Son résultat combiné avec le Théoreme de Mordell-Weil lui permit de montrer la finitude des
points a coefficients entiers d'une courbe affine de caractéristique d’Euler-Poincaré strictement né-
gative.

En 1947, Dyson [Dys47] et Gel'fond [Gel49, Gel60] obtinrent, de maniére indépendante, le meilleur
résultat possible (par une généralisation de ces techniques) en dimension 2, i.e. sur P! x P1. IIs ap-
portent au moins deux nouveautés importantes. La premiére est la condition d’annulation du poly-
nome f(x,y) :ils ne se restreignent plus a demander une grande multiplicité en la premiere variable,
mais ils utilisent une condition d’annulation qui fait intervenir les deux variables. Lindice, concept
crucial dans la suite, fit ainsi son apparition implicite. La deuxiéme nouveauté est présente dans le
travail de Dyson et concerne le Lemme des zéros : contrairement aux versions précédentes, Dyson
prouve son résultat sur le corps C et non sur un corps de nombres. Ses arguments, basés encore sur
les propriétés des Wronskiens généralisés, évitent toute considération de nature arithmétique. Pour
cette raison, on se réfere a la version de Dyson du Lemme des zéros simplement par Lemme de Dyson
et on dit qu’il est de caractere géométrique.

Comme Dyson l'indiquait a la fin de son article, la difficulté de prouver le Théoréme 0.3 avec
K = 2 par une généralisation de ces méthodes était dans la preuve du Lemme des zéros pour un po-
lynome en 7 variables, c’est-a-dire sur un produit de n copies de P! avec n arbitraire. En 1955, Roth
[Rot55] réussit a atteindre ce but en démontrant une version arithmétique d'un tel lemme des zéros
(le « Lemme de Roth »).

En 1971, Schmidt [Sch71a, Sch71b] démontra une vaste généralisation du Théoréme de Roth, ap-
pelée le Théoréme du sous-espace. 11 affirme que si @, ..., @, sont des formes linéaires en n variables a
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coefficients algébriques et linéairement indépendantes, pour tout nombre réel € > 0 il n’existe qu'un
nombre fini de sous-espaces de Q" qui contiennent un point entier x tel que

1) -+ @n(X)| < x5,
ol || x|| désigne le maximum des coordonnées de x. Le point crucial est un Lemme des zéros arithmé-
tique sur le produit de n copies d'un espace projectif de dimension quelconque : une version géomé-
trique de ce dernier reste encore aujourd ’hui une des questions ouvertes du sujet.

En 1982, Bombieri [Bom82] porta une nouvelle attention au Lemme de Dyson en montrant qu’il
permettait de prouver des résultats effectifs en approximation diophantienne accessibles avant seule-
ment par les techniques de Baker. Il posa ainsi le probleme d'une généralisation a plusieurs variables.

Cependant, en 1983, Faltings [Fal83, Fal84] réussit a prouver la conjecture de Mordell : elle affirme
qu'une courbe C de genre = 2 définie sur un corps de nombres K n’a qu'un nombre fini de points
rationnels C(K). Elle implique en particulier le Théoréeme de Siegel sur les points entiers des courbes
algébriques. Toutefois, les méthodes employées par Faltings dans sa preuve étaient trés différentes
des méthodes classiques de I'approximation diophantienne : il combinait des outils des espaces de
modules des variétés abéliennes et une approche a la Arakelov (la « hauteur de Faltings »).

Viola [Vio85] démontra une version du Lemme de Dyson en dimension 2 en remplacant les argu-
ments des Wronskiens par une analyse des singularités des courbes dans le plan projectif complexe.

En 1984, Esnault et Viewheg [EV84], motivés par une lettre de Bombieri, publierent une démons-
tration du Lemme de Dyson en n variables, i.e. sur le produit de n copies de P'. Leur preuve reposait
sur la positivité de certains faisceaux sur des éclatements (et les théoremes d’annulation cohomo-
logique conséquents) et des constructions de revétements. Cet article stimula et influenca le sujet
jusqu’a présent.

Les années '80 se terminérent avec la contribution de Vojta au sujet.

Tout d’abord, il redémontra [Voj89a] le Lemme de Dyson en dimension 2 grice a la théorie de
l'intersection sur les surfaces : I'argument se généralisait sans changements 2 la situation oi1 P! x P! est
remplacé par un produit de deux courbes de genre arbitraire. Cette version lui permit ensuite [Voj89b]
de donner une démonstration de la Conjecture de Mordell fondée sur les outils de I'approximation
diophantienne : ce fut le couronnement des idées remontant a Thue et Siegel. Cette preuve fut aussi
une des premieres applications du Théoreme de Riemann-Roch arithmétique de Gillet-Soulé.

Le dictionnaire entre approximation diophantienne et théorie de Nevanlinna qui Vojta développa
pendant sa these suggérait que le Théoreme de Roth et la Conjecture de Mordell devaient avoir une
preuve commune : Vojta [V0j92] le démontra en 1992, en soulignant encore une fois le fort lien entre
ces deux questions.

En 1990, Bombieri [Bom90] remplaca dans la preuve de Vojta I’emploi du Théoréme de Riemann-
Roch arithmétique par des arguments plus élémentaires. En 1991 et 1993 [Fal91, Fal94], en s’appuyant
sur ces idées, Faltings prouva une conjecture de Lang étendant la conjecture de Mordell.

En développant ces méthodes, Faltings et Wiistholz ont pu donner une preuve du théoreme du
sous-espace de Schmidt sensiblement différente de la preuve originale [FW94]. Signalons que les ar-
guments qui remplacent les lemmes de zéros font intervenir, comme chez Roth et Schmidt, des consi-
dérations arithmétiques. Signalons aussi que dans les démonstrations de [FW94] apparaissent des
notions de semi-stabilité, associées a des espaces vectoriels filtrées (cf. aussi [Fal95]). Lintervention
de la semi-stabilité dans ces travaux apparait de nature tres différente de son role dans ce mémoire, ot
c’est la semi-stabilité au sens de la théorie géométrique des invariants, telle qu’elle a été développée
originellement par Mumford [GIT].

Inspiré par le Théoreme du produit introduit par Faltings dans le premier de ces deux travaux,
Nakamaye [Nak95] prouva dans sa theése, en 1995, la généralisation du Lemme de Dyson a un pro-
duit fini de courbes de genre arbitraire. En 1999 [Nak99], enfin, il réussit a s’affranchir des arguments
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cohomologiques d’Esnault et Viewheg, en n’utilisant dans sa démonstration que des considérations
«élémentaires » de théorie de 'intersection.

En 1992, Burnol [Bur92] commencga I'étude de la théorie géométrique des invariants dans le cadre
de la géométrie d’Arakelov. En développant des analogues p-adiques des résultats de Kempf-Ness
[KN79], il introduisit une hauteur sur le quotient (des points semi-stables) d’'un espace projectif par
un groupe réductif.

En 1994, Zhang [Zha94] poursuivit le travail de Burnol, en utilisant I'existence de sections globales
de petite taille (voir [Zha95] et [Bos04, Theorem A.1]) pour montrer la semi-positivité de la métrique
sur le quotient.

Inspiré par un travail de Cornalba et Harris qui, a leur tour, étendaient des résultats précédents de
Mumford et Viewheg, Bost [Bos94] étudia des conséquences de la semi-stabilité (du point de Chow)
des cycles en géométrie d’Arakelov. Il compléta ce travail en introduisant une hauteur « naturelle »
pour les variétés stables (au sens de la théorie géométrique des invariants) et en la comparant, dans le
cas des variétés abéliennes, avec la hauteur de Faltings [Bos96al.

En 2000, Gasbarri [Gas00], en isolant un argument de Bost, démontra une minoration de la hau-
teur d'un point semi-stable dans une représentation unitaire. Le but était d'introduire et minorer la
hauteur sur I'espace de modules des fibrés vectoriels sur un courbe [Gas97, Gas03]. En termes d’ap-
proximation diophantienne, cette minoration correspond a la minoration arithmétique présente dans
le schéma classique de démonstration.

Une version explicite de ce type de minoration permit 8 Chen de donner une minoration de la
pente du produit tensoriel des fibrés vectoriels hermitiens sur un anneau des entiers [Che09].

Dans cette thése nous nous proposons d'un cété d’étudier de maniere systématique la théorie géo-
métrique des invariants dans le cadre de la géométrique d’Arakelov; de I'autre, comme suggere 'in-
troduction de [Bos94], de montrer que ces résultats permettent une nouvelle approche géométrique
(distincte aussi de la méthode des pentes de [Bos96b]) aux résultats d’approximation diophantienne,
tels que le Théoreme de Roth et ses généralisations par Lang, Wirsing et Vojta. Nous renvoyons au
récent ouvrage par Bombieri et Gubler [BG06] pour une exposition « classique » de ces résultats.

Nous décrivons maintenant le contenu des chapitres successifs de ce mémoire.

0.0.1. — Le premier chapitre est une collection de résultats déja connus ; nous en profitons pour fixer
des conventions et des notations que nous gardons dans la suite du texte. Le lecteur est a invité a ne
s’y reporter qu’en cas de besoin.

0.0.2. — Le deuxieme chapitre est consacré a la théorie géométrique des invariants sur un corps k
complet pour une valeur absolue. Si k est le corps des nombres complexes C (muni d'une valeur ab-
solue archimédienne), nous précisons des résultats dus a Kempf et Ness [KN79] et a Zhang [Zha94].
Dans le cas non archimédien, nous complétons le travail de Burnol [Bur92], en nous affranchissant de
I'hypothése de compacité locale du corps au moyen des espaces analytiques au sens de Berkovich.

Nous nous limitons tout d’abord au cas k = C. Considérons un schéma projectif complexe X muni
de I'action d'un groupe réductif complexe (connexe) G et d'un faisceau inversible ample G-linéarisé
L. Désignons par X** I'ouvert des points semi-stables et par

m: X% — Y := Proj (@ I“(X,LM)G)
da=0
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la projection sur le quotient (au sens de la théorie géométrique des invariants). Pour tout entier D > 0
assez divisible, il existe par construction un faisceau inversible ample Mp sur le schéma projectif Y et
un isomorphisme canonique de faisceaux inversibles sur X5,

. ®D
Pp: JT*N[D - L|Xss »

compatible a 'action de G.
Supposons de plus que le faisceau inversible L soit muni d'une métrique continue || - ||, (sur le
sous-espace analytique réduit). Pour tout point y € Y(C) et toute section s € y*Mp, posons

Isllmp == sup llpp(™s)llyen.
n(x)=y

La métrique || - M, ainsi définie sur le faisceau inversible Mp est — d’aprés une observation de
Mumford [GIT, Appedix to Chapter 2, §C], Guillemin et Sternberg [GS82a, GS82b, GS84] fondée sur le
travail de Kempf et Ness [KN79] — le concept qui est a la base du lien entre la théorie géométrique des
invariants des variétés kdhleriennes et I'application moment en géométrie symplectique. On renvoye
au chapitre 8 de [GIT] pour une présentation détaillée de ces aspets.

En imitant les techniques de Kempf et Ness, nous obtenons :

Théoréme 0.5. Supposons que la métrique | - || soit semi-positive! et invariante sous I'action d’un
sous-groupe compact maximal de G(C). La métrique || - v, ainsi définie est alors continue.

Sila métrique || - ||, est la restriction d’'une métrique de Fubini-Study, ce théoréme est une consé-
quence directe des résultats de Kempf et Ness : toutefois, il ne nous semble pas clair qu'un argument
d’approximation soit suffisant pour le démontrer en général. En étant assurée la continuité, un argu-
ment de Zhang [Zha94, Theorem 2.2] démontre la semi-positivité de la métrique || - [|my, .

0.0.3. — Nous introduisons ensuite la notion de mesure d’instabilité. Considérons un point semi-
stable x € X%%(C), y = m(x) son image dans le quotient et une section non nulle s € y*Mp. Posons

1 l* sllyep (x)
(%)= =log ———
W= D% s, )

Puisque le morphisme n est G-invariant, pour toute section non nulle t € x*L, on a:

L) <log inf L)

_— (0.0.1)
geG(O) | g- tllL(g - x)

Théoréme 0.6. La fonction y, prolongée sur X — X par la valeur —oo, est une fonction continue de
X(C) vers [-o0,0]. En outre, pour toute section non nulle t € x*L,on a:

geG(O llg-tlL(g-x)’

Précisons que, en ce qui concerne les applications arithmétiques que nous présentons au dernier
chapitre, le seul résultat indispensable sera la continuité de la métrique || - |lm;, et I'inégalité (0.0.1).

0.0.4. — Nous étudions aussi des analogues non archimédiens de ces résultats. Considérons un corps
local k et son anneau des entiers k°. Soit & un k°-schéma propre et £ un faisceau inversible sur &'.

1. i.e, telle que pour toute section s du faisceau inversible L sur un ouvert U de X(C), la fonction —log| s|| soit plurisoushar-
monique sur U.



Notons X la fibre générique de & et L la restriction de £ a X. Le modele entier £ de L induit une
métrique continue || - || & sur le faisceau inversible L?" sur I'espace analytique au sens de Berkovich
xan 2.

Supposons maintenant que le faisceau inversible £ soit ample et qu'un k°-groupe réductif® ¢
agit sur le k°-schéma & et de maniére équivariante sur le faisceau inversible £. D’aprés un théo-
réme de Seshadri [Ses77, I1.4, Theorem 4], la k°-algebre graduée @ ;-0 I'(Z, £*HY des G-invariants
de @420 T(Z, £%%) est une k°-algebre de type fini. Le k°-schéma projectif

¥ = proj(@ r(%,,%@d)‘g)
a=0

est le quotient catégorique par le k°-schéma en groupes ¢ de 'ouvert Z'*° des points semi-stables
du schéma & (par rapport a 'action du k°-groupe réductif ¢ et au faisceau inversible £). On note
X% — % le morphisme quotient. Pour tout nombre entier D > 0 assez divisible, il existe par
construction un faisceau inversible ample .#p sur le schéma % et un isomorphisme canonique de
faisceaux inversibles sur &S, 5
®

SS»y

LpDi‘JT*./ﬂD—>$|%

compatible a I'action du k°-groupe réductif ¢.

Désignons par Y la fibre générique du k°-schéma & et par Mp la restriction du faisceau inversible
Ap a Y. On peut munir le faisceau inversible Mp soit de la métrique || - |4, induite par le modele
entier ./p soit, de maniére analogue au cas complexe, de la métrique || - [\, définie pour tout point
y € Y?" et toute section s € y*M{! par

Islivp (9):= sup [I"s]l (x).
n(x)=y
Un argument de Burnol [Bur92, Proposition 1] montre que ces deux métriques coincident. En parti-
culier, la métrique || - |lv, est continue.
En procédant comme dans le cas archimédien, nous introduisons la mesure d’instabilité. Consi-
dérons un point semi-stable x € X2", y = m(x) son image dans le quotient et une section non nulle
s € y*M{. Posons

1. " sllpen(x)
u(x) := —log —
D I slimp, ()
Puisque le morphisme n est G-invariant, pour toute section non nulle ¢ € x*L?", on a:
ll£ll1.(x)

p(x) <log inf (0.0.2)

geG(®) lg-tlig %)

Nous montrons que les techniques de Kempf et Ness s’adaptent aussi au contexte non archimédien et
permettent de prouver :

2. La métrique | - | & est définie comme suit. Tout point x € X" induit un morphisme de k-schémas €y : Speck(x) — X, out
R(x) désigne le corps résiduel complété de x. La fibre en x du faisceau inversible L?" s'identifie naturellement 'image inverse
eyL de L par €. Par le critere valuatif de proprété, le morphisme ¢y s'étend de maniére unique un morphisme de k°-schémas
€% : Speck(x)° — Z'. Soit s une section inversible de £ définie au voisinage de 'image du morphisme €5. Pour tout ¢ € x*L3" il
existe un unique A € K(x)* tel que ¢ = As et on pose

120l 2 (x) := Al

3. Soit S un schéma. Un S-schéma en groupes G est réductif (ou, G est un S-groupe réductif) s'il vérifie les conditions
suivantes :

i. Gest affine, lisse et de type finisur S;

ii. pour tout s € S, le s-schéma en groupes G xg s est connexe et réductif (s est le spectre d'une cloture algébrique du corps
résiduel k(s)).
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Théoréme 0.7. La fonction y, prolongée sur X — X par la valeur —oo, est une fonction continue de
X3 vers [—oo,0]. En outre, pour toute section non nulle t € x*L,on a:

geG® 8- tlL(g-x)

Encore, en ce qui concerne les applications arithmétiques que nous présentons au dernier cha-
pitre, le seul résultat indispensable sera I'identité entre les métriques || - |4, et |l - lmp et I'inéga-
lité (0.0.2).

0.0.5. — Le troisieme chapitre étudie la théorie géométrique des invariants sur un corps global, no-
tamment des propriétés de la hauteur sur le quotient.

Nous nous bornons ici au cas d'un corps de nombres K. Soit ox son anneau des entiers. Consi-
dérons un ox-schéma projectif et plat & muni d'une action d'un ox-groupe réductif ¢ (voir la note
3), et un faisceau inversible ample ¢4-linéarisé £ sur & . Pour compléter la donnée « arakélovienne »
considérons, pour tout plongement o : K — C, une métrique | - || sur le faisceau inversible £, conti-
nue, semi-positive et invariante sous l'action d’'un sous-groupe compact maximal Uy du groupe de
Lie complexe %5 (C). Supposons de plus que ces données soient compatibles a la conjugaison com-
plexe. Autrement dit, le faisceau inversible hermitien £ est un fibré en droites équivariant au sens de
Chambert-Loir et Tschinkel [CLT01].

D’apres un théoreme de Seshadri [Ses77, 11.4, Theorem 4], 1a ok -algebre graduée @ 450 I' (¥, £ ®‘i)(g
des ¢-invariants de @ 4o T'(Z, £®?) est une ox-algebre de type fini. Le ox-schéma projectif

¥ = Proj(@ r(%,xw)‘g)
d=0

est le quotient catégorique par le ox-schéma en groupes ¢ de I'ouvert 'S des points semi-stables
du schéma & (par rapport a 'action du ox-groupe réductif ¢4 et au faisceau inversible £). On note
mn: X% — % le morphisme quotient. Pour tout nombre entier D > 0 assez divisible, il existe par
construction un faisceau inversible ample .4 sur le schéma % et un isomorphisme canonique de
faisceaux inversibles sur &S,

. 2]
() .T[*./%D - -§.€|3{sm

compatible a'action du ok-groupe réductif 4. Pour tout plongement o : K — C, munissons le faisceau
inversible .#p de la métrique étudiée au chapitre 2 (voir 0.0.2) : si y € #;(C) est un point et s € y* %5
est une section sur y, posons

ISll.at,0 () := sup 7" sll pep o (x).
n(x)=y

Pour toute place non archimédienne v, désignons par || - || ¢,, (resp. || - l.4,,») 1a métrique induite
par le modele entier £ (resp. .4p).

Revenons a une place quelconque v et désignons par K, la complétion de K par rapport a v. Pour
tout Kv—point semi-stable du og-schéma &, considérons la mesure d’instabilité,

(x) = 1 lo ||T[*S||5:®D,,,(x)
M D O e (1)

ol s € m(x)* #p est une section non nulle. C’est un élément de | — 0o, 0]. Le résultat suivant généralise
[Bur92, Proposition 5] :
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Théoréme 0.8. Pour tout Q-point semi-stable x du ox-schéma %, la mesure d’instabilité My (x) est
nulle pour presque toute place v € V() etona:

1
hz(x) + Hy(x) = thD (1t(x)).

X
(K K] v
Comme .4 est ample sur & et les métriques sur .#4p sont continues, h

i, ©St minoré sur le Q-
points de %, et I'on peut définir le nombre réel

- 1
hinin (%, £)19) := = inf_h—7 (y)
YV @

(qui est clairement indépendant du choix de D). Dans la suite, nous utiliserons le Théoreme 0.8 par
I'intermédiaire du Corollaire suivant :

Corollaire 0.9. Pour touta-point semi-stable x du ox-schéma %, on a:

Y w0 2 hin((Z, 2)11F).

hg(x) +
[ VEVK(X)

_
K(x): K]

La valeur précise de hmin (X ,§) /19) parait difficile a calculer. Nous nous contenterons de la bor-
ner grace a la théorie classique des invariants lorsque ¢ est un produit de groupes linéaires. Nous
présentons cette minoration dans le numéro suivant, oi nous faisons aussi le lien avec les résultats de
Bost et Gasbarri cités précédemment.

0.0.6. — Considérons un nombre entier n = 1, un n-uplet de nombres entiers positifs d = (d;, ..., d,)
et le ox-groupe réductif

GL(d) oy := GL(d1) o % -+ x GL(dp) og -

Nous nous donnons un fibré hermitien & sur ok et une représentation unitaire
p:GL(d)ox — GL(F),

c’est-a-dire un morphisme de ox-schémas en groupes tel que, pour tout plongement ¢ : K — C,'image
du sous-groupe compact

U(d):=U(d)) x --- x U(dy) € GL(d)5 (C)

soit contenue dans le sous-groupe unitaire par rapport a la norme hermitienne | - || z ;-

Pour tout n-uplet & = (&1,...,6,) de fibrés hermitiens sur ok, avec &; de rang d;, nous construi-
sons «en tordant » par la représentation p un fibré hermitien &z sur ox muni d’'une représentation
unitaire

pz:GL(8) := GL(61) x -+ x GL(E ) — GL(F ).

Désignons par &z l'espace projectif P(§E) et par %% le quotient des points semi-stables &‘%s pour
'action du ok-schéma en groupes

SL(&) := SL(&1) x -+ x SL(& ).

Pour tout D > 0 assez divisible, considérons le faisceau inversible hermitiens .4 Zp sur le quotient @lg
donné par construction.
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Supposons quelareprésentation p : GL(d) o, — GL(Z) soit homogene de poids m = (my,...,my).*
Les quotients %z et % sont alors canoniquement isomorphes. Si ¥z désigne cet isomorphisme cano-
nique, pour tout nombre entier D > 0 assez divisible, nous disposons d’'un isomorphisme canonique
de faisceaux inversibles hermitiens sur %,

_ - n _
Vg lgy— \I’%%D ®ﬁ% (®det(é"i)®miD/di),
i=1

ou Pz : %5 — Specok est le morphisme structural. Les isomorphismes Wz et Wz jouent un role impli-
cite mais cruciale dans les minorations par Bost et Gasbarri de la hauteur des points semi-stables. En
effet, si y est un Q-point du og-schéma %4, nous avons

n —_—
hz, W) =hz, (Vg(y)+D Y mifg(&)).
’ i=1

Une conséquence évidente de 'existence de I'isomorphisme y est :

Théoreme 0.10. Supposons que la représentation p soit homogene de poids m = (m, ..., my). Alors :
— pour tout n-upletg = (El,...,gn) de ox -fibrés hermitiens, avec rkgl- =d; (i=1,...,n),
— pour tout Q-point y du ox-schéma Yz,
— pour tout nombre entier D > 0 assez divisible,

I'inégalité suivante est satisfaite :

n —_—
M.z, () 2D} mi k() + hmin((P(Fs), O_(1)/ISL@)) |.

i=1 é

Ce résultat est une généralisation de la premieére partie du Theorem 1 dans [Gas00]. En effet, pour
tout Q-point semi-stable x du og-schéma %g, nous obtenons

n p—
Y mifig(E)+ himin (P(Fg), 0_(D)/ISL(E)).

1
h%(x) > Bh g (T(X)) = z

Le premier théoreme de la théorie classique des invariants permet, comme annoncé plus haut, de
donner une borne explicite pour la constante A, (P(F¢), Oz_(1))/ISL(&)).
&

= NPT —om _ zvelm|
Si & est un ox-module et m un nombre entier négatif on pose & "=,

Théoréme 0.11. Soient my,..., m,, des nombres entiers et

—ead1)®m1

@: (@UK (_Qdﬂ)@n"

R Q @UK — ?)
un homomorphisme de ox -fibrés hermitiens®, GL(d), -équivariant et génériquement surjectif (EOK
le fibré hermitien trivial sur o). Alors :

o n K:Ql
Panin((P(), O (D) ISL) 2 = Y Imi| = log d;.

i=1

4. i.e., pour tout ox-schéma T, et pour tous 11, ..., ty € G (T), nous avons

pli1-id,..., ty-id) = ™ - 1" -id.

5. si &, F sont des oy -fibrés hermitiens, un homomorphisme de ox-fibrés hermitiens ¢ : & — & est un homomorphisme
de ox-modules ¢ : & — & tel que, pour tout plongement o : K — C et pour tout v € &, nous avons |9Vl z ¢ < Vg g-
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Dans [Che09], Chen considére une représentation du ok -groupe réductif GL(d),, de la forme

—$d1)®m1

?ZZ (@OK (_®d")®m"

R @OK R
ou m = (my,...,my) est un n-uplet de nombres entiers négatifsﬁ. Dans la preuve du Théoréme 4.2
dans loc.cit., il démontre de maniere implicite le Théoreme 0.11 avec les mémes techniques que nous
présentons ici.

0.0.7. — Voyons comme le Théoréme 0.11 s’applique en pratique en considérant, par exemple, la
situation étudiée par Bost dans [Bos94]. Soient K un corps de nombres, & un ox-fibré hermitien et
E := & ® K. Soit Z un cycle effectif de dimension d dans P(§") ” et Z sa fibre générique dans P(E). Si
0 =degZ, on pose

Fu5(6):= (Sym“ &)%°.

Le ox-module F; 5(&) est muni de la structure de ox-fibré hermitien en prenant, pour tout plongement
0 :K— C, la norme hermitienne quotient sur F,; 5(&)s donnée par 'homomorphisme surjectif

8N — Fy5(8)s.

Avec ces définitions, nous avons un homomorphisme surjectif et SL(&)-équivariant de ox-fibrés her-
mitiens b
& —Fy5(8).

Posons N :=r1ké& et désignons par p la représentation homogene de poids d§,
p:GL(N)o, — GL(Fq5(O2)).

Laction de SL(&) sur deg(g) est induite par la représentation pz déduite de p et 'homomorphisme
surjectif et GL(N) o -équivariant de ox-fibrés hermitiens,

Gop — Fas (Eilj)

nous permet d’appliquer le Théoréme 0.11.

Supposons que le point de Chow du cycle Z, qui est un K-point [®7] du ox-schéma P(F;5(&)),
soit semi-stable sous I'action du og-groupe réductif SL(&). Le Théoreme 0.11 donne la minoration
suivante :

K:Ql

2

hFd,s(E) ([z]) = dd (ﬁK &) - logrké“‘) .

6. Plus précisément, Chen se donne, avec ses notations, un nombre entier n = 1, des K-espaces vectoriels Vy,...,V, de
dimension finie sur K, </ < N une partie finie et il considére la représentation

W= P Ve eV,
aEsA
du K-groupe réductif G = GL(V}) x --- x GL(V}). Il se donne ensuite un n-uplet (b1, ..., b;) de nombres entiers strictement posi-
tifs o1, pour tout i = 1,..., n, r; = dimg V; divise b;. Si L désigne le K-espace vectoriel L = (detV1)®h1/’1 ® - ® (detVn)®b"/’", il
s'intéresse aux points semi-stables de I'espace projectif P(W") sous I'action du K-schéma en groupes G et par rapport au fais-
ceau inversible Gyyv (m) ® T*L, ot : P(WY) — SpecK désigne le morphisme structural et m = 1 un nombre entier strictement
positif. Si un tel point semi-stable existe, alors il existe ag € <7 tel que, pour tout i = 1,..., n, mag; = b;. Quitte & considérer la
projection
. \ VeQ VoK
Pry, :P(WY) = P(V; " @V, 00",

on se raméne en vertu du Théoréme 0.10 2 minorer la hauteur des points semi-stables de la représentation % indiquée dans le
texte avec m; = —b;/m et sous I'action du og-groupe réductif SL(ry) x -+ x SL(ry,).

7. Le dual qui apparait est a cause de la convention de Grothendieck pour I'espace projectif, qui n’est pas adoptée dans
[Bos94] mais qui I'est ici.
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D’autre part, si nous considérons la hauteur du cycle Z par rapport au faisceau inversible hermitien
O5(1)
(‘93 )

ho.)(2) = deg[&1(0z1)? | Z),
nous avons la comparaison suivante [loc.cit., Proposition 1.3] :

K:
he,1)(Z) - hFd'ﬁ(g)([q’z])) < dS%logrké".

Nous trouvons ainsi une version explicite du Theorem I dans loc.cit. :

Théoréme 0.12. Soit Z un cycle effectif de dimension d = 1 sur P(§"). On suppose que sa fibre gé-
nérique Zx soit non nulle et que son point de Chow soit semi-stable sous I’action du K-schéma en
groupes SL(E). L'inégalité suivante est alors satisfaite :

he.1)(Z) = d degy (Zx) (ﬁK(E) ~K: Q] logrké") .

0.0.8. — Le quatrieme et dernier chapitre de ce mémoire est consacré a I’application des résultats des
chapitres précédents au Théoréme de Thue-Siegel-Roth.

Soient K un corps de nombres et ox son anneau des entiers. Pour toute place v € Vi, notons d, la
distance sur Ply’an :six = (x0,x1),y = (3o, 1) sont des K, -points non nuls de A2, elle est définie par

_lxoy1—x1y0lv
lxlullylly

’

dy([x], [yD

ol || - |, est la norme induite a la place v par le fibré hermitien Efi . Si x est un K-point de P! et O est
un point de P! défini sur une extension finie de K, désignons par d,, (0, x) le minimum des distances
entre x et les conjugués de 6.

Nous appliquons le Corollaire 0.9 et le Théoréme 0.11 pour donner une démonstration de ’énoncé
suivant, qui constitue une généralisation de [Bom82, Theorem IV.2] oli on considére n = 2, et qui est
implicitement contenu dans les preuves classiques du Théoreme de Roth et ses généralisations (cf.
[BGO6, chapitre 6]) :

Théoréme 0.13 (Minoration effective fondamentale). Soit K’ une extension finie de K de degré d =
[K": K] = 2. Il existe des nombres réels C1,Cp,Cs3 > 0 et, pour tout nombre entier n > 1 et tout nombre
réel0 <& <1/(2-n!), un nombre réel A ;(n, d) > 0 satisfaisant a la propriété suivante :

— pour tous K'-points 01,...,0,, de P! qui engendrent le corps K/,

— pour tous K-points x,...,x, de P!,

— pour tout n-uplet r = (r1,...,1;) de nombres réels strictement positifs tels que, pour tout i =

1,...,n, i =Ag(n,8)ris1,

nous avons

td(n,ﬁ)( > _min

VeV i=1,.,n

n n 1 n
{_rilogdv(ei;xi)}) < (l +Cy \/5) Y rih(x) + 3 Y ri (C2h(8;) +C3),
i=1 i=1
ol ty(n,—):[0,1/(2- n!)[— Ry est une fonction continue et ol

liminf
n—oco t;(n,0)
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Remarquons que les constantes Ci, C, et Cs sont effectives, méme explicites. Nous tenons aussi a

dire que I'égalité
n
liminf ——— =2,
n—co 4(n,0)

cruciale déja dans le travail de Roth, s’agit d'un phénomeéne de concentration de la mesure. Le Théo-
reme 0.13 est la minoration effective fondamentale dans la démonstration de la version suivante du
«Théoreme de Roth avec cibles mobiles » (voir [V0j96, Theorem 1]) :

Théoréme 0.14. Soient K un corps de nombres, K' une extension finie du corps K de degré = 2 et
F c Vx un sous-ensemble fini. Pour tout nombre réel x > 2, il n’existe pas de suite de couples {(6;, x;) :
i = 13}, telle que

- pour tout i, 8; est un K'-point de P! qui n’est pas K-rationnel ;

— pour tout i, x; est un K-point de P! ;

- h(0;) =o(h(x;)) pouri — oo;

— pourtouti=1l,ona:

- Z logd,(0;, x;) = x- h(x;).

veF

La version de Vojta de ce résultat qui parait dans [Voj96] est plus générale de celle que nous pré-
sentons ici car 'on peut choisir des « cibles » différentes a chaque place appartenante a F. Des modifi-
cations faciles de nos arguments permettent d’obtenir le méme résultat : nous préférons de ne pas les
faire pour rendre plus claire I’exposition.

La version de Wirsing de ce résultat est aussi plus générale, car les cibles 8; peuvent appartenir a
n'importe quelle extension de degré d = 2 du corps K (voir [RV97, Theorem 4.1]). Dans ce cas, nous
ignorons si une modification de nos méthodes peut conduire a un résultat du méme type.

En prenant les 6; tous égaux entre eux, nous retrouvons la version suivante du Théoréme de Thue-
Siegel-Roth :

Théoréme 0.15. Soient K un corps de nombres, K' une extension finie du corps K de degré = 2 et
F c Vk un sous-ensemble fini. Pour tout nombre réel x > 2, il n’existe qu'un nombre fini de K-points x
de P! tels que

- logd,(6,x;) =x- h(x;).

veF

Remarquons que dans notre approche démontrer un tel Théoréme avec un ensemble fini de places
F quelconque ne demande aucun travail supplémentaire par rapport au cas « classique » ou F est
constitué d'une unique place archimédienne.

Encore, la version montrée par Lang du Théoréme de Roth (voir [BG06, Theorem 6.2.3]) est plus
générale de celle que 'on présente ici pour la méme raison d’avant, c’est-a-dire, parce que I'on peut
choisir des cibles différentes a chaque place appartenante a F. Une modification de notre approche, a
laquelle nous avons fait illusion plus haut, permet d’obtenir la version de Lang.

0.0.9. — Esquissons comment le Théoreme 0.13 entraine le Théoréme 0.14. Pour simplifier, suppo-
sons ici que le sous-ensemble F soit réduit a une seule place v. Supposons par ’absurde qu'’il existe un
nombre réel k > 2 et une suite (x;,0;), i = 1, comme dans I"’énoncé du Théoreme 0.14. Quitte a extraire
une sous-suite et a remplacer K’ par une sous-extension de K, nous pouvons supposer que tous les 6;
engendrent K'. Fixons un nombre entier n = 1 et un nombre réel 0 < § < 1/(2- n!). Le Théoréme 0.13,
appliqué aux couples (6;,x;),i =1,...,n, donne:

" n 1 n
ta(n,d) igllinn{—ri 1ogd,,(ei,xl-)} < (1 +C \/S) Y rih(e) + 5 3 ri (Coh(0) +Ca),
=L..., i=1 i=1
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Pour tout nombre entier i = 1, nous avons supposé
—logd,0;,x;) = x- h(x;),
etdonc ; ;
Ktz(n,8) l_inlj?n{rih(x,-)} < (1 +Cy C/S) ;1 rih(x;) + % 1—21 ;i (C2h(8;) +C3),
Quitte a passer a une sous-suite des (8;, x;), nous pouvons supposer, pour touti =1,...,n-1,
h(xi)Aq(n,8) < h(xi41),

et, pourtouti=1,...,n,
h(0;) < Voh(x;).

Cela permet de prendre r4,..., 1, tels que, pour tout i, j,
rih(x;) = rjh(xj).
De cette maniére, et en divisant par r; h(x;), nous obtenons I'inégalité

L+t 1
C
o rih(x;)

Kta(n,8) = (1+(C1+Cp) V) n+ r

Puisque le nombre réel r h(x;) peut étre supposé arbitrairement grand, nous obtenons, pour tout
n=lettout0<d<1/(2-n),
ta(n,8)x < (1 +(C1+Ca) {‘/S) n+o.

En laissant 6 tendre vers 0, pour tout n = 1, nous avons 'inégalité
tgyn,0)x<n

et, en laissant »n tendre vers 1'infini, nous concluons

K <2 =liminf ,
n—oo t;(n,0)

en contradiction avec 'hypothese k > 2.

0.0.10. — Nous terminons avec quelques mots sur la démonstration du Théoréme 0.13. Dans les
grandes lignes, la stratégie est la suivante :

1. Démontrer la semi-stabilité d’'un certain K-point P d’'un K-schéma X par rapport a I'action d'un
K-groupe réductif G et a faisceau inversible G-linéarisé L (que nous précisons ensuite) ; nous mon-
trons que cette semi-stabilité découle du Lemme de Dyson en plusieurs variables de Esnault-
Viewheg-Nakamaye.

Cette semi-stabilité constitue, semble-t-il, un résultat sensiblement plus faible que ce lemme des
zéros, et nous espérons qu'il est possible d’en donner une démonstration directe et plus simple.

2. Interpréter 'inégalité donnée par le Corollaire 0.9. Cela se fait en plusieurs étapes indépendantes :
— Appliquer la minoration de hmin((%Z, %) //%4) donnée par le Théoréme 0.11;
— Majorer la hauteur du point P, par des estimées élémentaires de degrés d’Arakelov (sans construire
donc aucune section de petite hauteur particuliere ) ;
— Majorer les mesures d’instabilité du point P en termes des distances d,(8;, x;) ; cela découle de
calculs élémentaires, utilisant I'inégalité (0.0.1) (ou plutdt son analogue sur K,) et en introdui-
sant un élément convenable g, de G(K,).
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Remarquons que le schéma de démonstration classique retrouve ses étapes dans le schéma de
démonstration présenté ici :

Construction du polyndéme auxiliaire Majoration de la hauteur du point

et Lemme de Siegel et inégalité des pentes

Lemme des zéros Semi-stabilité

Minoration « arithmétique » Minoration de la hauteur sur le quotient
Majoration « analytique » Majoration de la mesure d’instabilité

Une partie critique de la preuve, de maniere analogue au lemme des zéros dans I'approche clas-
sique, est la démonstration de la semi-stabilité du point. Nous en donnons quelques détails.

0.0.11. — Tout d’abord rappelons la notion d’indice et, pour ce faire, supposons pour I'instant d’étre
sur C. 8 Soient 7 = 1 un nombre entier et désignons par P le produit de n copies de la droite projective
Pl
P=P'x-..xPl
Pour tout n-uplet r = (ry,...,r,;) de nombres entiers strictement positifs, considérons le faisceau in-
versible sur P,
Op(r) =pr} Op1(r1) ®--- @ pr,, Op1 (7).

Définition 0.16. Soientr = (ry,..., ;) un n-uplet de nombres entiers strictement positifs, x = (x,..., x;)
un C-point de P et s une section globale de Op(r).

Si, pour tout i = 1,..., n, t; est un parametre local autour de x; € P1(C) et sy est une section inver-
sible de Op(r) définie au voisinage de x, le germe de fonction s/ sy se développe en série de puissances

N
R Z aetfl...tfl’l,
S0 geNn

avec oy € C. Si s #0, I'indice de 1a section s au point x est le nombre rationnel

4 14
ind(s,x):min{—l+---+—1:ocg7£0};
n 'n

sinon ind(s, x) = +oo.
Cette définition ne dépend pas de la trivialisation choisie.

0.0.12. — Soient k un corps et E un k-espace vectoriel de dimension finie. Pour tout nombre entier r =
0 on note Grass, (E) la grassmanienne d’indice r, c’est-a-dire le k-schéma qui représente le foncteur

Grass (E): {k-schémas } —— {ensembles }

(f :X — Spec k) {(E ) ‘ F localement libre de rang r, }/ 5

¢: f*E — F epimorphisme
On note ® le plongement de Pliicker, i.e. 'immersion fermée induite par la puissance extérieure r-
ieme,

®: Grass, (E) — P(A\"E).

8. N'importe quel corps algébriquement clos conviendrait également.



Supposons qu'un k-schéma en groupes G agit linéairement sur le k-espace vectoriel E. Le k-
schéma en groupes G agit alors de maniere naturelle sur la grassmanienne Grass, (E), sur le k-espace
projectif P(A\" E) et de maniére équivariante sur le faisceau inversible Gr5(1). Le plongement de Plii-
cker ® est un morphisme G-équivariant et on dit que le faisceau inversible G-linéairisé ®*Grg(1) est
la polarisation (G-équivariante) associée au plongement du Pliicker.

0.0.13. — Décrivons la situation de théorie géométrique des invariants a laquelle nous appliquons
le Corollaire 0.9 et le Théoréme 0.11 pour obtenir le Théoréme 0.13. Nous partons des données de ce
Théoréme, a savoir :

— Kun corps de nombres;

- K’ une extension finie du corps K de degré d = [K': K] = 2;

- 0 =(0y,...,0,) un K'-point de P tel que, pour tout i = 1,...,n, le K'-point 0; de p! engendre le

corpsK’;

- x=(x1,...,Xp) un K-pointde P;

- r=(ry,...,ry) un n-uplet de nombres réels strictement positifs.
Nous nous donnons des nombres réels fg, f, = 0 et considérons les deux sous-espaces des sections
globales de I'(P, Op(r)) suivants :

N(®,t9|r) = {s€ [(P,0Op(r)) :ind(s,0) = 15},
N(x, ty|r) = {seT(P,0Op(r)) : ind(s, x) = ty}.

Siv(0, ty| 1) et v(x, ty | r) désignent leurs dimensions respectives, les sous-espaces N(0, ty | r), N(x, £, | 1)
définissent des K-points de grassmaniennes

[N(®, fg | 1)] € Grassy g,y ) (T'(P,Op(1) ) (K),
[N(x, tx | )] € Grassy(x, 1, | r) (T(P,0p (1)) ) (K).

0.0.14. — Le K-groupe réductif SL, agit sur la droite projective P! et le produit de n copies de SLy,
SL} =SL; x --- x SLy,

agit composante par composante sur P = P! x --- x P1. Le K-groupe réductif SL} agit alors de maniere
naturelle sur les sections globales du faisceau inversible Gp (1),

I'(P,0p(r)) = Sym™ (K**) ®---® Sym" (K*?),

et donc sur les grassmaniennes Grassy g,z | r) (C(P,0p(r))Y) et Grassyy, t1nT @, Op(r))V). On consi-
deére sur ces grassmaniennes les polarisations SL} -équivariantes induites par les plongement de Plii-
cker respectifs.

0.0.15. — En résumant, avec les notations introduites dans 0.0.10, nous nous intéressons a

P =(IN(O, i1 )], IN(x, tx | 1)),
X= Gl‘aSSv(e,te | TP, ﬁP(r))V) x Grassy (1, | r)T'(P, @P(r))v);
GZSLSZSLgx-'-XSLz,

L = polarisation déduite des plongements de Pliicker.

Laction de G sur X est déduite par I'action de G = SL} composante par composante sur P = Plx...xp!
etla G-linéarisation de L est celle naturelle donnée par les plongements de Pliicker.



0.0.16. — Introduisons enfin les quantités combinatoires qui apparaissent dans 1'étude. Pour tout
nombre réel ¢ = 0, considérons

Y1) ={{=(C,..,.L) €0, "0+ + = 1,
AD=[0,11"-¥()={{=1,...,) €10, 11"y + -+, < 1.

Le volume vol A () de A(f) est une fonction qui est strictement croissante sur [0, n] et qui vaut 0 en 0
et 1 sur [n, +oo[. Pour tout nombre entier d = 1 et pour tout n-uplet r = (ry,...,r,) de nombres entiers
strictement positifs, posons

ean):=]] (1+ max {Q}(d—l))—l.
i=1

i+lsjsn (T
Enfin, lorsque 1 +€4(r) — dvol A(ty) € [0, 1], considérons 'unique nombre réel u,(r, ty) € [0, n] tel que
vol A(u,(r, tg)) =1 +¢€4(r) — dvol A(tg).

Théoréme 0.17. Soient r = (r1,...,I,) un n-uplet de nombres entiers strictement positifs et ty, t, = 0
des nombres réels tels que 1 +€,4(r) — dvol A(#g) € [0, 1]. Si I'inégalité

<

volV(tx)—Zf C1 dA

V(tx)

vol ¥ (uy(r, te))—zf

V(ug(r,tp))

G d)\' —€q4(r)

est satisfaite, alors il existe un nombre entier R = R(n, d, r, tg, ty) > 0 tel que, pour tout nombre entier
p =R, le K-point du produit Grassyg, ¢, | ) (I'(P, Op(1)Y) x Grassy(y,z, | (L(P,0p(1)Y),

(IN@O©,ptglpr)], [N(x,ptx | pr)])

est semi-stable sous I'action du K-groupe réductif SL}, par rapport a la polarisation donnée par les
plongements de Pliicker.

0.0.17. — Nous prouvons le Théoréme 0.17 grace a la version de Kempf-Rousseau du critére numé-
rique de Hilbert-Mumford [Kem78, Rou78] : elle nous permet de ne considérer que des sous-groupes
a un parametre définis sur K. Ceci est 'unique information «arithmétique » que I'on utilise dans la
démonstration de ce résultat : aucune considération sur les hauteurs n’est nécessaire.

Si y estun K-pointde P et u = 0 est un nombre réel, le « coefficient d’instabilité » du point [N(y, u| )]
de la grassmanienne associé au sous-espace

N(y, ulr):={seT(P,0p(r)) :ind(s, ) = u}

se calcule facilement grace a la connaissance d'une base explicite de cet espace vectoriel. Le calcul du
coefficient d’instabilité du point [N(x, fx | r)] ne présente donc aucune difficulté.

En ce qui concerne le point [N(0, g | )], considérons les points 8; =0, ...,0, conjugués a 6, définis
dans une cloture algébrique K de K. Le Lemme de Dyson en plusieurs variables (dans la version dé-
montrée par Nakamaye dans [Nak99] 9), affirme quesi se N(0, fg | r) est un élément non nul, pour tout
K-point y de P tel que pour touta = 1,...,d et pour touti =1,...,nona

pr;(y) # pr;(0q),

9. Laversion d’Esnault-Viewheg [EV84] conviendrait également. Il suffit de définir € ;(r) par

n n rj
eqn:=1T] (1+(d—1) > —)—1.
i=1

j=i+1Ti
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alors
dvol A(fg) +vol A(ind(s, 1)) < 1 +¢€4(r).

En particulier, si 1 +€4(r) — dvol A(tg) € [0, 1], par définition de uy4(r, tg) on a
vol A(ind(s, fg)) < 1+¢€4(r) — dvol A(tg) = vol A (uy4(r, tg))
et donc ind(s, ty) < u,(r, tg). Autrement dit, pour tout nombre réel u > u;(r, ty) on a
N, tg|r) N N(y, ulr) =1{0}.

Gréce a un choix convenable d'un K-point y de P et a une version précisée de la semi-stabilité d'un
couple de sous-espaces supplémentaires, nous ramenons la majoration du coefficient d’instabilité du
point [N(6, ty | r)] ala majoration du coefficient d’'instabilité de [N(y, u| r)]. Ce dernier, comme dit plus
haut, se calcule de maniere élémentaire.
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Chapitre I
Généralités

1 Conventions

1.1 Généralités sur les espaces annelés

Définition 1.1. Un espace annelé est un couple X = (|X|, Ox) formé d'un espace topologique |X| et d'un
faisceau d’anneaux O%.
Un espace annelé est dit localement annelé si pour tout point x € |X|, 'anneau

Ox,x :=1imI'(U,0x)
xeU

est un anneau local (la limite étant prise sur le systéme inductif des voisinages ouverts du point x).

Si X = (|X|,0x) est un espace annelé, par abus de notation, on désignera souvent par X I'espace
topologique [X]. Si X est un espace localement annelé et x est un point de X, on désignera par my x
I'idéal maximal de 'anneau local Ox et par x(x) = Ox ,/mx , son corps résiduel.

Définition 1.2. Soient X = (|X|,0%), Y = ([Y|,Oy) des espaces annelés. Un morphisme d’espaces annelés
f:X—Yestuncouple (| f], f“) formé d’une application continue d’espaces topologiques | f| : |X| — [Y]
et un d’homomorphisme de faisceaux d’anneaux f*: Gy — | f|.0x.

Soient X = (IX|,0%), Y = ([Y|,0y) des espaces annelés. Un morphisme d’espaces annelés f: X —Y
est un morphisme d’espaces localement annelés si pour tout x € X, '’homomorphisme d’anneaux

f;g 10y, fx) — Ox,x
est un homomorphisme local, i.e. (f)g)’1 (mx,x) =My, £(x)-

Si X et Y sont des espaces localement annelés, on note Morjgcan (X, Y) I'ensemble des morphismes
d’espaces localement annelés.

Définition 1.3. Soient X,Y des espaces annelés. Un morphisme f : Y — X d’espaces annelés est une
immersion si

i. I'image f(Y) est une partie localement fermée de 1'espace topologique X;

ii. siU=X-(f(Y)—f(Y)) estle plus grand ouvert de I'espace topologique X dans lequel I'image f(Y)
est fermée, ’homomorphisme de faisceau d’anneaux f* : Gy — f.Oy est surjectif.



2 Chapitre I. Généralités

Une immersion f:Y — X est dite fermée (resp. ouverte) sil'image f(Y) est une partie fermée (resp.
ouverte) de I'espace topologique X.

1.2 Généralités sur les faisceaux de modules

Soit X = (|X],Ox) un espace annelé. Un faisceau F de Gx-modules est dit de type fini (resp. de pré-
sentation finie) s'il existe un recouvrement ouvert X = ;e X; de X et, pour tout i € I, une suite exacte
de Ox-modules,

@?Z — Flx, — 0, (resp. @;(':" — 6;(’; — Flx, — 0)

ol m; et n; sont des nombres entiers positifs.
Un faisceau F de Ox-modules est dit cohérent s’il est de type fini et si pour tout ouvert U c X et
pour tout homomorphisme de faisceaux de Ox-modules

¢:0; —E
le noyau Ker ¢ est un faisceau de Gy-modules de type fini.

Proposition 1.4 ([Ser55, 13, Théoréme 1]). Soit X un espace annelé. Si le faisceau structural Ox est
cohérent, un faisceau de Ox-modules F est de présentation finie si et seulement s’il est cohérent.

Définition 1.5. Une immersion f : Y — X est dite de présentation finie si le noyau de ’homomor-
phisme de faisceau f*: Gy — f.Oy est un faisceau de Gy-modules de type fini, o1 U est le plus grand
ouvert de I'espace topologique X dans lequel I'image f(Y) est fermée.

2 Morphismes rationnels

Dans ce numéro on résume des faits contenus dans [EGA 2, §2-§4,§8] sur les spectres homogeénes
(relatifs) d’algébres graduées et leur morphismes.

2.1 Cones affines

Soit S un schéma noethérien.

Définition 2.1. Un S-cone affine est le spectre relatif d'un faisceau quasi-cohérent de Gg-algebres gra-
duées a degrés positifs, et de type fini en tant que faisceau de Os-algebres.
SiA=&,-0A, estun faisceau quasi-cohérent de s -algebres graduées a degrés positifs et de type
fini, le faisceau cohérent d’idéaux de A,
A :=PAg

d=1

est homogene. SiX = Specg A le S-cone affine défini par A, la section nulle est le sous-schéma fermé
03 :=V(A;) =SpecgA/A;.
Pour tout entier §, soit A(d) le A-module gradué

A®) = P Aaxs.
da=0
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Proposition 2.2. SoientA = @ ;>0 A,4 est un faisceau quasi-cohérent de Os -algebres graduées a degrés
positifs et de type fini, et X = Projg A. Soit d un nombre entier.

Le faisceau cohérent de Ox-modules Ox(8) associé au A-module gradué A(S) est inversible si et
seulement si, lorsque les éléments a parcourent Ag, les ouverts D (a) recouvrentX.

Définition 2.3. Soient X un S-schéma projectif, a : X — S son morphisme structural et L un faisceau
inversible a-ample sur X. Le cone affine deX par rapport a L, noté Xy, est le spectre relatif du faisceau
quasi-cohérent de Os-algebres graduées a degrés positifs

A= P a. (15,
a=0

Proposition 2.4. Soient X un S-schéma projectif, a : X — S son morphisme structural, L un faisceau
inversible a-ample surX et
A= P a. L2,

d=0
L’homomorphisme canonique de faisceaux de Ox -algébres
afA— @ L®d,
d=0

induit un isomorphisme 6 : X — Projg A.
De plus, siL est engendré par ses sections globales relativement a a, i.e. si’homomorphisme d’ad-
jonction o* oL — L est surjectif, alors :
i. le faisceau inversible Ox (1) associé au A-module gradué A(1) est canoniquement isomorphe au
faisceau inversible L;

ii. le morphisme naturel de S-schémas V(L) — X induit un isomorphisme de S-schémas
V(L) - e(X) — X -0

(e:X — V(L) la section nulle).

2.2 Morphismes entre cones affines

Soit S un schéma noethérien.

2.2.1. Morphismes d’algebres graduées et construction du spectre homogene. — Soient A et B des
Os-algebres quasi-cohérentes graduées a degrés positifs de type fini et soient respectivement X et Y
leurs spectres homogenes relatifs Projg A et Projg B sur S.

Soit ¢ : B — A un homomorphisme homogeéne de degré D > 0 de Gs-algebres graduées, i.e. un
homomorphisme de Os-algebres tel que pour tout entier positif d I'image de B; par ¢ soit contenue
dans Ap,. Le faisceau d’'idéaux de A

I:=@(B,)-A

engendré par ¢(B.) est homogene. Si on désigne par U I'ouvert complémentaire du sous-schéma
fermé Z:= V. (I) dans X, '’homomorphisme ¢ induit un morphisme de S-schémas

f:U—Y

Le morphisme f ainsi défini est affine : en effet, pour toute section homogene b de B, son image ¢(b)
est une section homogene de A et I'image réciproque par f de I'ouvert affine D, (b) = Specg B(y est
I'ouvert affine D (¢(b)) = Specg A p)),

7D (b) = Dy (@(b))
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(ici Bp) et Ay désignent la composante de degré 0 respectivement des faisceaux de Os-algebres
graduées By, et Ay ).

Définition 2.5. Sile morphisme f est surjectif on dit que U est I'ouvert de projection et Z est le centre
de projection.
On dit qu'un point de U est projetable et un point de Z est non projetable.

Soit & un entier positif tel que les ouverts de la forme D (a) et D, (b) recouvrent respectivement X
et Y lorsque a parcourt I'ensemble Ag et b I'’ensemble Bg. Les faisceaux cohérents O (8) et Oy (8) sont
alors inversibles. Chomomorphisme ¢ induit un isomorphisme de faisceaux inversibles

[ 0y(8) — OxB)IFP.

2.2.2, Compatibilité au changement de base. — Soient S’ un schéma noethérien et 1: S’ — S un mor-
phisme de schémas. Les objets avec une apostrophe désigneront les objets déduits par changement
de base par rapport a T : par exemple, on aura X' :=X xg S, A':=1*Aet¢': A’ - B'.

Proposition 2.6. Les constructions de I'ouvert de projection et du centre de projection sont compa-
tibles au changement de base, i.e.

U':=UxgS et Z:=ZxgS

sont respectivement I'ouvert de projection et le centre de la projection associés a 'homomorphisme
/

@'

2.2.3. Morphismes d’algebres graduées et cones affines. — Soient X,Y des S-schémas projectifs et
a:X—S,p:Y — Sleurs morphismes structuraux. Soient L, M des faisceaux inversibles respectivement
sur X et Y amples par rapport aux morphismes structuraux respectifs, et

A= Pa. 1
d=0

B:= P . (M®9).
d=0

Les spectres homogenes relatifs Projg A et Projg B de A et B sur S s’identifient aux S-schémas X et Y.
Soit ¢p : B — A un homomorphisme homogene de degré D > 0 de Os-algebres graduées. Soit Z le
sous-schéma fermé de X décrit par 'idéal homogene @(B.) - A et soit U I'ouvert complémentaire dans
X. Chomomorphisme ¢ induit un morphisme de schémas f: U — Y et un isomorphisme de faisceaux
inversibles
"M —LEP. (2.2.1)

Soient Xp le cone affine de X par rapport au faisceau inversible L®P, i.e. le spectre relatif Specg Ap
du faisceau quasi-cohérent de Os-algebres graduées

Ap = @ a. (L5PY,
d=0

et Yy = Specg B le cone affine de Y par rapport a M.
Lhomomorphisme ¢ se factorise de maniére unique par un homomorphisme homogene de degré
1 de Os-algebres graduées @p : B — Ap. Ce dernier induit un morphisme de S-schémas affines

~

f:XD—>?.



3. Théorie géométrique des invariants relative 5

On suppose que L et M sont engendrés par leurs sections globales : les morphismes canoniques
0:V(L®") —Xp, w:VM)—Y

sont alors propres et ils induisent un isomorphisme en dehors de la section nulle. En outre, il suit de
I'isomorphisme (2.2.1) que les diagrammes (x) et (x %) ci-dessous :

Xp~f'0g) Xp > F71(0g) - 0g, (22.2)

6 (%) 6 (%) 6

VLIEP) - e(U) ———— V(L) «— V(LIZP) - e(2)

sont cartésiens.

3 Théorie géométrique des invariants relative

Dans cette section on présente d’abord les notions fondamentales concernant les actions de sché-
mas en groupes, introduites en [GIT, §1.1,§1.3] et puis étudiés en profondeur en [SGA 3, Exposé I].
On introduit ensuite la notion de schéma en groupes réductifs en suivant [SGA 3] et [Dem65, Exposés
XIX - XXVI]. On conclut en rappelant les résultats d’existence du quotient au sens de la théorie géo-
meétrique des invariants : pour la situation sur un corps ils peuvent étre trouvés dans [GIT, §1.2, §1.4],
pour la situation relative dans [Ses77].

3.1 Définitions catégoriques

Soit € une catégorie munie de produits fibrés et soit S un objet de €. On désigne par €/S la
catégorie des S-objets dans €.

Définition 3.1. Un S-objet en groupes dans € est un S-objet G (a : G — S le morphisme structural),
muni de €-morphismes de S-objets

m:GxsG— G (multiplication)
e:S—G (unité)
inv:G— G (inverse)

satisfaisant aux propriétés suivantes :
— associativité : le diagramme suivant est commutatif :

pry xm
GxsGxsG——— GxgG
mxprg m

GxsG—2 4G

— les deux applications composées

G=——0Gx3sS =% GxsG—>G
G=—=SxG2"GxsG—2—G

coincident avec l'identité idg de G;
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- si A: G — G xg G désigne le morphisme diagonal, les deux applications composées

id xinv m

G—2 +GxsG GxsG G

invxid m

G—2 +GxsG GxsG

G

coincident avec I'application composée
G——S—>G.
Si G est un S-objet dans € et

G =Homg/s(—,G) : { S-objets dans € } — { ensembles }

le foncteur des points, se donner une structure de S-objet en groupes a G équivaut a se donner une
factorisation du foncteur G a travers la catégorie des groupes. Si G est un S-objets en groupes, on
désignera encore par G le foncteur en groupes qu'il représente.

Définition 3.2. Soit G un S-objet en groupes dans €. Une action dans la catégorie € de G sur un
S-objet X est un € -morphisme de S-objets
0:GxgX—X
satisfaisant aux propriétés suivantes :
— associativité : le diagramme suivant est commutatif :
pry xo
GxgGxgX — > G xgX

mxprs o

GxgX ————X

— l'application composée

X —— S xs X 2, GxgXx —2 5 X

coincide avec l'identité idx de X.
On dit que I'action de G sur X est triviale sile morphisme o est la deuxiéme projection.

Si G est un S-objet en groupes et X un S-objet dans €, se donner une action dans la catégorie
% de G sur X équivaut a se donner une action du foncteur en groupes G sur le foncteur X : cette
derniére signifie, pour tout S-objet T dans ¥, se donner une action fonctorielle en T du groupe G(T)
sur 'ensemble X(T).

Définition 3.3. Soit G un S-objet en groupes dans €. Soient X, X’ des S-objets dans € respectivement
munis d’'une action 0,0’ dans la catégorie ¥ de G. Un ¥-morphisme de S-objets f : X — X’ est dit
G-équivariant sile diagramme suivant est commutatif :

GxgX ——— X

idxf f

!

GxgX —X— X

Sil’action o' est triviale, un €-morphisme G-équivariant f : X — X’ est dit G-invariant.
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Si X, X’ sont des S-objets dans € respectivement munis d'une action de G, se donner un €-
morphisme G-équivariant f : X — X’ revient a se donner un morphisme de foncteurs f : X — X' tel
que, pour tout S-objet T dans €, 'application

FO): XM —X'(T)
est G(T)-équivariante.
Définition 3.4. Soit X un S-objet dans ¥ muni d'une action ¢ d’'un S-objet en groupes dans €. Un

couple (Y, ) formé d’'un S-objet Y dans € et d'un €-morphisme G-invariant de S-objets m: X — Y (Y
muni de I'action triviale) est un quotient catégorique s’il satisfait a la propriété universelle suivante :

pour tout couple (Y, ') formé d'un S-objetY' dans € et d’'un € -morphisme G-invariant
deS-objetsn’' : X — Y’ (Y muni de I'action triviale), il existe un unique 6 -morphisme de
S-objets0:X — X' tel que i’ = 0o .

Si un quotient catégorique existe, il est unique a un unique isomorphisme pres.

3.2 Invariants

Soient S un schéma et F un faisceau quasi-cohérent de Os-modules. Les lois de somme et de mul-
tiplication par les scalaires définissent des morphismes de X-schémas

s:V(F) xg V(F) — V(F) (somme)
h:V(F) xs Ay — V(F) (homothétie)
Définition 3.5. Soient G un S-schéma en groupes et F un faisceau quasi-cohérent de Os-modules. Une

action o : G x V(F) de G sur le S-schéma V(F) est dite linéaire si elle satisfait aux propriétés suivantes :
— compatibilité a la somme : le diagramme suivant

grwr————(g-vg-w

G x5 V(F) x5 V(F) ——— 3 V(F) x5 V(F)
idG X Sl ls
G x5 V(F) o V(F)

est commutatif;
— homogéneité : le diagramme suivant

1 pridAl 1
G xgV(F) xgAg — > V(F) x5 Ag
idg xh h

GxgV(F) — V(P

Soient Y : G — S un S-schéma en groupes et F un faisceau quasi-cohérent de Gs-modules. Pour
i =1,2so0it p1; : G x G — G la projection sur le i-iéme facteur. Se donner une action linéaire de G sur F
équivaut a se donner un isomorphisme de faisceaux de Gg-modules, dit G-linéarisation,

¢:Y'F—Y'F
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tel que le diagramme suivant

* * pr;tp * * * *
pr, Y F—)przy F——prly F
pry ¢
* % H*(P EE * |,k

soit commutatif.

Soit F un faisceau quasi-cohérent de 0s-modules muni d’'une action linéaire d'un S-schéma en
groupes G. Pour tout S-schéma 1: S’ — S le groupe G(S') agit linéairement sur le T'(S’,0s/)-module
des sections globales I'(S’,T*F) de F sur S’ et cette action est fonctorielle en S’. D’autre part, toute
telle action linéaire fonctorielle du foncteur des points de G sur les foncteur des sections globales de
F provient d'une (unique) action linéaire du S-schéma en groupes G sur le faisceau quasi-cohérent
de Ox-modules F. Pour plus de détails sur I'interpretation fonctorielle des action linéaire on renvoie a
[SGA 3, Exposé I, sec. 4-5].

Définition 3.6 ([SGA 3, Exposé I, Remarque 4.7.1.2]). Soit F un faisceau quasi-cohérent de Os-modules
muni d’une action linéaire d'un S-schéma en groupes G. Le sous-faisceau des invariants FC est défini
comme suit : pour tout ouvert de S, on pose

I'(U,F%:={tel(U,F):g-ty =ty pourtout 1: S’ — U, g € G(S")},
ol tg désigne la section de T*F sur S’ déduite par changement de base.

Soit y: G — S un S-schéma en groupes affine. On désigne par Og[G] le faisceau quasi-cohérent de
Os-algebres v.0g. Se donner une action linéaire de G sur un faisceau quasi-cohérent de Os-moduels
F revient a se donner un homomorphisme de Os-modules

of:F— 03[G] ®F

satisfaisant aux propriétés suivantes :
- le diagramme suivant

ot

F Os|G]®F

o mieid
ideo?
Os|G]®F ———— — 0s[G] ® O5[G] ® F

est commutatif (m! : G5 [G] — G5 [G] ® G5 [G] I'homomorphisme de faisceaux de Os-algebres dé-
finissant la loi de multiplication de G) ;
— l'application composée

# ! oi
F—2 65(GloF 22, g oF

F

est'identité idp de F (e : G5 [G] — O I'homomorphisme de faisceaux de Os-algebres définissant
I'identité de G).
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Soit F un faisceau quasi-cohérent de @s-modules muni d'une action linéaire de G définie par un
homomorphisme de @x-modules o' : F — G5[G] ® F. On désigne par g* : F — 0s[G] ® F ’'homomor-
phisme canonique de faisceaux de Gx-modules. Le sous-faisceau des invariants FC s’identifie canoni-
quement au noyau de ’homomorphisme o* — g,

F¢ =Ker(c* — g).

Proposition 3.7. Soient G un S-schéma en groupes affine et F un faisceau quasi-cohérent de O -
modules muni d’une action linéaire de G. Soit 1 : S’ — S un morphisme de schémas.

Le faisceau quasi-cohérent de Ox -modules F' := n*F est naturellement muni d’une action linéaire
du S’-schéma en groupes affine G' := G xg S’ donnée par 'homomorphisme de faisceaux de Og -
modules

o F =n'F— F ®g,, Og[G'] = 1" (Feg, Os[G]).

L’homomorphisme n* (F6) — n*F déduit de I'inclusion canonique FS — F se factorise de maniére
unique, par propriété universelle du noyau, a travers un homomorphisme de Os -modules

g:n* (F6) — P9,

Si le morphisme m est plat, alors 'homomorphisme canonique € est un isomorphisme.

3.3 Actions équivariantes

Soit S un schéma, X un S-schéma et F un faisceau quasi-cohérent de Gx-modules. Les lois de
somme et de multiplication par les scalaires définissent des morphismes de X-schémas

$:V(F) xx V(F) — V(F) (somme)

h:V(F) xx Ay — V(F) (homothétie)
Définition 3.8. Soient X un S-schéma d’'une action ¢ d'un S-schéma en groupes G et F un faisceau
quasi-cohérent de Ox-modules.

Une action équivariante du S-schéma en groupes G sur le faisceau quasi-cohérent de Ox-modules
F est une action linéaire o de G sur F telle que le morphisme canonique V(F) — X soit G-équivariant.

Soient X un S-schéma d’une action o d’'un S-schéma en groupes y: G — S et F un faisceau quasi-
cohérent de Ox-modules. On désigne par pry : G xs G xs G — X la projection sur X et par pry; : G xs
xg x X — G xg X la projection sur le deuxieme et troisiéme facteur. Se donner une action équivariante
de G sur X équivaut a se donner un isomorphisme de G x-modules, dit G-linéarisation,

@:prxF— c*F

tel que le diagramme suivant

Pry3 ¢
prESPr;F;)prggo*FZ(idG X()')*pr)*(F
(idxo)* ¢
. * * (pXidx)*q) . * % . * ok
(u xidx)* pry F ————— (u xidx)* 0*F =—— (idg x0)*¢"F

soit commutatif (voir [SGA 3, Exposé I, Remarque 6.5.3]).



10 Chapitre I. Généralités

Proposition 3.9 ([SGA 3, Exposé I, 6.6]). SoitX unS-schéma séparé et quasi-compact muni de I'action
d’'un S-schéma en groupes plat G. Soit F un faisceau quasi-cohérent muni d’une action équivariante
deG.

Sia:X — S désigne le morphisme structural de X, le faisceau quasi-cohérent p.F est muni d’une
action linéaire de G et ’homomorphisme d’adjonction p* p.F — F est G-équivariant.

3.4 Groupes réductifs

Définition 3.10. Soit k un corps algébriquement clos. Un k-schéma en groupes G est dit réductif s’il
est de type fini, affine, lisse, connexe et ne possede pas de sous-groupe distingué lisse connexe et
unipotent distinct de son sous-groupe unité.

Définition 3.11 ([SGA 3, Exposé XIX, Définition 2.7]). Soit S un schéma. Un S-schéma en groupes G
est réductif (ou, G est un S-groupe réductif) s’il vérifie les conditions suivantes :

i. Gestaffine et lisse (donc plat et de type fini) sur S ;

ii. pour tout s € S, le s-schéma en groupes G; est connexe et réductif (o1 s désigne le spectre d'une
cloture algébrique du corps résiduel k(s)).

Un exemple de groupe réductif sur un schéma S sont les tores. Un S-schéma en groupes T est un
tore s'il existe un recouvrement étale S’ — S tel que le S’-schéma en groupes T xg S’ soit isomorphe en
tant que S’-schéma en groupes a un produit fini de groupes multiplicatifs G, 5. On dit qu'un tore est
déployé si on peut prendre S’ = S.

Soit G un S-schéma en groupes. Un sous-S-schéma en groupes T est dit tore maximal s’il est un
tore et, pour tout s € S, le sous-s-schéma en groupes T5 est un tore maximal de G5 (ou s désigne le
spectre d'une cloture algébrique de k(s)).

On dit qu'un S-groupe réductif est déployé s'il contient un tore maximal déployé. A tout S-groupe
réductif G on associe une donnée radicielle et le résultat principal de [Dem65] est la généralisation sui-
vante du Théoréme de classification de Chevalley : pour tout schéma non vide S, les classes d’isomor-
phisme de S-groupes réductifs déployés sont en correspondance biunivoque avec les classes d’iso-
morphisme de données radicielles. En particulier, tout S-groupe réductif déployé provient par chan-
gement de base d'un Z-groupe réductif déployé.

3.5 Quotients:le cas affine

Définition 3.12 ([EGA 4, chap. 0, Définition 23.1.1]). On dit qu'un anneau integre A est japonais si,
pour tout extension finie K’ de son corps des fractions K, la fermeture intégrale A’ de A dans K’ est
un A-module de type fini (autrement dit, une A-algebre finie). On dit qu’anneau A est universellement
Japonais si toute A-algebre de type fini est japonais.

On dit qu'un schéma intégre S est japonais (resp. universellement japonais) s'il existe un recou-
vrement ouvert fini S = Ul’.’:1 S; par des schémas affines S; = SpecA; ou pour tout i = 1,...,n 'anneau
A; estjaponais (resp. universellement japonais).

11 est clair que tout corps est un anneau universellement japonais. Tout anneau de Dedekind de
corps des fractions de caractéristique nulle est un anneau universellement japonais (en particulier Z,
Zy).

P

Théoréme 3.13 ([Ses77, 11.4, Theorem 3]). Soit S un schéma noethérien. Soient X = Specg A un S-
schéma affine muni d’une action du S -groupe réductif G et

n:X—»Y::SpecsAG
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le morphisme de S-schémas déduit de I'inclusion AS c A. On suppose qu'il existe un Gs-module lo-
calement libre de rang fini E muni d’une action linéaire de G et : X — V(E) une immersion fermée
G-équivariante. Alors,

i. le morphisme est G-invariant et surjectif;
ii. le morphisme m est affine;
iii. siZ cX est une partie fermée G-stable, son image n(Z) est une partie fermée deY ;

iv. soit’s:SpecK — S un point géométrique de S (K corps algébriquement clos) ; pour tous K-points
x,x' € X5(K), on a alors :

11(x) = (x') si et seulement si Gs-xNGs- X' #¢,

I'adhérence des orbites étant prise dans X5 ;

v. 'homomorphisme de faisceaux n* : Gy — n,0x se restreint 4 un isomorphisme
. G.
0y — (1.0x)%;

vi. sileschémas est de type fini sur un schéma universellement japonais, alorsY est de type fini sur
S;

vii. le couple (Y, ) est un quotient catégorique du S-schémaX par le S-schéma en groupes G.

3.6 Quotients: le cas projectif

3.6.1. Points semi-stables. — Soit S un schéma noethérien. Soient X un S-schéma projectif et plat
muni de I'action d'un S-schéma en groupes affine et plat G. Soit L un faisceau inversible sur X muni
d’une action équivariante du S-schéma en groupes G.

Sia:X — S désigne le morphisme structural de X, d’apres la Proposition 3.9, pour tout d = 1 le S-
schéma en groupes G agit sur le faisceau cohérent de Gs-modules a. (L®%). En tant que sous-faisceau
d’un faisceau cohérent, le faisceau quasi-cohérent de Os-modules [a. (L29)]C, formé des invariants de
. (L), est cohérent. Pour tout entier d = 1, on considere I'ouvert X% (L) défini par la surjectivité de
I'application composée

o [o(*(L®d)]G . 0(*0(* (L®d) . L®d,

(la premiére fleche est induite par I'inclusion canonique de [a, (L®%)]C dans a, (L®%) et la deuxieme
est obtenue par adjonction).

Définition 3.14. On appelle
SS . SS
XM szJon (L)
I'ouvert des points semi-stables de X (par rapport au faisceau inversible L et a I'action de G).
Un point x € X est dit semi-stable (par rapport au faisceau inversible L et a I'action de G) s’il appar-
tient a X5S(L).

Proposition 3.15. Pour tout morphisme de schémas noethériens 1:S' — S le S'-schéma X' qui s’en
déduit par changement de base

I X
X :=XxgS —— X
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est muni naturellement d’une action du S’-schéma un groupes G' := G xg S’ et le faisceau inversible
4L surX’ est et muni d’une action équivariante de G' naturelle; on a alors :

Til(Xss(L)) c X)*(tgL).
Si, de plus, T est un morphisme plat, alors
T3 X® (L) = X)*(t5L).
On consideére le faisceau quasi-cohérent de Os-algebres

A= Prx,Le9.
d=0

Linclusion AS c A induit un morphisme de S-schémas
7:X%(L) — Y := Projg (A).
3.6.2. Quotient des points semi-stables. — On revient aux notations du paragraphe 3.6.1.

Théoreme 3.16 ([Ses77, II.1, Proposition 7]). Soit S un schéma noethérien. Soient o : X — S un S-
schéma projectif et plat muni de I'action d’un S-schéma en groupes réductif G. Soit L un faisceau
inversible a-ample sur X muni d’une action équivariante du S-schéma en groupes réductif G.

Pour tout morphisme de schémas noethériens 1:S' — S le S’-schéma X' qui s’en déduit par chan-
gement de base

X =X xgS —> 14X

S — L 5
est muni naturellement d’une action du S'-groupe réductif G' := G xs S' et le faisceau inversible T3 L
surX' est o -ample et muni d’'une action équivariante naturelle de G' ; on a alors :

T (X®(L) = XS (15 L).

Théoréme 3.17 ([Ses77, I1.4, Theorem 4]). SoitS un schéma noethérien. Soienta :X — S un S-schéma
projectif et plat muni de I'action d’'un S-schéma en groupes réductif G. Soit L un faisceau inversible
a-ample sur X muni d’une action équivariante du S-schéma en groupes réductif G. On désigne par
X%8(L) I'ouvert des points semi-stables de X. Le couple (Y, 1) formé du S-schéma

Y := Projg (@ I'x, LM)G)
d=0

et du morphisme 7 : X% (L) — Y induit par I'inclusion de faisceaux de Os -algebres graduées
ProL2HC c @re, Lo

d=0 d=0

satisfait aux propriétés suivantes :
i. le morphisme est G-invariant et surjectif;

ii. le morphisme m est affine;
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iii. siZ cX estune partie fermée G-stable, son image n(Z) est une partie fermée deY ;

iv. soit’s:SpecK — S un point géométrique de S (K corps algébriquement clos) ; pour tout K-point
x,x" € X3%(L)5(K), on a alors :

7(x) = w(x') si et seulement si G;- xN Gg- X' # @,

I'adhérence des orbites étant prise dans X*$(L)5;

v. ’homomorphisme de faisceaux n* : Gy — 1., Oxss(1) se restreint 4 un isomorphisme
Oy — (M. Oxss 1))

vi. sileschémas est de type fini sur un schéma universellement japonais, alorsY est de type fini sur
S (donc projectif) ;

vii. le couple (Y, m) est un quotient catégorique du S-schéma X% (L) par le S-schéma en groupes G.

Sile schéma S est de type fini sur un schéma universellement japonais, alors le schéma Y est pro-
jectif et pour tout nombre entier D = 1 assez divisible il existe un faisceau inversible -ample (ol
B:Y — S désigne le morphisme structural) et un isomorphisme de faisceau inversibles sur X*5(L),

D
@p : 1" Mp — Ligs)

compatible al’action de G. Les sections globales du faisceau inversible Mp s’identifient a travers I'iso-
morphisme @p au sections globales G-invariantes de L®°. On considére les faisceaux de Os-algébres
graduées

A= P a. 12D
d=1

B:= @PB. M.

d=1

Les S-schémas X et Y s’identifient aux spectres relatifs homogenes de A et B et le morphisme quotient
n correspond a 'homomorphisme de faisceaux de Gg-algebres graduées induit par ¢p,

B— ACcA.

Le morphisme 7t est alors une projection au sens de la section 2.2 et un point x € X est n-projetable
(resp. non n-projetable) si et seulement s’il est semi-stable (resp. unstable) sous I'action de G et par
rapport au faisceau inversible L.

4 Critere numérique de semi-stabilité

On revient ici sur des considérations élémentaires autour du critere numérique de semi-stabilité.
On analyse la semi-stabilité d'une couple de sous-espaces d’'un espace vectoriel donné : on utilisera
ces considérations dans I’étude de la semi-stabilité des configurations des points liés au Théoreme de
Roth. Ce matériel peut étre trouvé dans la plus part des textes sur la théorie géométrique des inva-
riants : on tient quand méme a citer [GIT], [New78], [Kem78] et [Rou78].

4.1 Pointlimite

Soit k un corps.
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4.1.1. Défintion. — Soit X un k-schéma propre muni d'une action A du k-groupe multiplicatif G,.
Soit x un k-point du k-schéma X. On consideére le morphisme de k-schémas

Ay: G, —X
TH———A(T)-x

Par le critere valuatif de proprété le morphisme A, s’étend de maniére unique a un morphisme de
k-schémas

oAl —X
équivariant par 'action naturelle de G, sur A'.
Définition 4.1. Le point limite de x sous l'action A de G, est le k-point
lim A (1) - x:= Ax(0)
du k-schéma X.

Puisque le morphisme A est G,,-équivariant, le point limite lim;_.o A(t) - x est un k-point fixe sous
l'action du k-groupe multiplicatif G,,.

4.1.2. Fonctorialité. — Soient X, X’ des k-schémas propres munis respectivement d’une action A, \’
du k-groupe multiplicatif G,,. Soit f : X — X’ un morphisme de k-schémas G,-équivariant.

Proposition 4.2 (Fonctorialité). Avec ces notations, pour tout k-point x du k-schémaX on a :
LimA' (1) f(x)=f (lim A(T)- x) .
1—0 T—0

4.1.3. Produit. — Soient X, X’ des k-schémas propres munis respectivement d’'une action A,A’ du k-
groupe multiplicatif G,,. Soient p : XxX' — X, p’ : XxX' — X' les deux projections. Le k-schéma produit
X x X' est propre et il est muni d’'une action naturelle A x A’ du k-groupe multiplicatif G, par rapport
alaquelle les projections p, p’ sont des morphismes G, -équivariants.

Proposition 4.3 (Compatibilité au produit). Avec ces notations, pour tout k-point (x, x') du k-schéma
XxX'ona:

LmA x A (1) - (x, x") = [lim A (1) - x, lim A/ (1) -
0 0 —0

4.1.4. Extension des scalaires. — Soit X un k-schéma propre muni de 'action A du k-groupe mul-
tiplicatif G,,. Soit K une extension du corps k. Le K-schéma Xy := X x4 K déduit du k-schéma X par
extension des scalaires est naturellement muni d’'une action Ax du k-groupe multiplicatif G, x. Pour
tout k-point x du k-schéma X, on désigne par xx le K-point du K-schéma Xk qui s’en déduit par ex-
tension des scalaires.

Proposition 4.4 (Compatibilité aux extensions des scalaires). Avec ces notations, pour tout k-point
du k-schémaX, ona:

lim Ak (1) - xg = (lim A1) - x)
-0 0 K
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4.2 Coefficient d’instabilité

Soit k un corps.

4.2.1. Définition. — Soit X un schéma propre sur k muni d'une action A du k-groupe multiplicatif
G,,. Soit L un faisceau inversible sur X muni d'une action équivariante de G;,. Si x est un k-point du
k-schéma X, le point limite
Xo:=limA(T)-x
=0
est un k-point du k-schéma X fixe sous 'action du k-groupe multiplicatif G,,. Laction du k-groupe

multiplicatif G, sur la fibre xjL en xo du faisceau inversible L est linéaire;; il existe, donc, un nombre
r € Z cette action est définie par le morphisme de k-schémas

Gm x V(x;L) —— V(x;L)
(t,8) —— 1’s

Définition 4.5. Le coéfficient d'instabilité du point x par 'action \ par rapport au faisceau inversible L
estle nombre entier

MLA, X) :=T.
Remarque 4.6. Le choix du signe dans cette définition est opposé au choix dans [GIT, Definition 2.2].

Proposition 4.7. Soit x un k-point du k-schéma X. Avec les notations introduites avant, on a :
ML ()\, HII(I))\(T) . x) = uL(A, x).
—

4.2.2. Fonctorialité. — Soient X, X’ des k-schémas propres munis respectivement d’une action A, A’
du k-groupe multiplicatif G,,. Soit f: X — X' un morphisme de k-schémas G,,-équivariant.

Soit L' un faisceau inversible sur le k-schéma X’ muni d'une action équivariante du k-groupe mul-
tiplicatif G,,. Le faisceau inversible sur X,

L:=f*L/,
est naturellement muni d'une action équivariante du k-groupe multiplicatif G,.
Proposition 4.8 (Fonctorialité). Pour tout k-point x du k-schémaX on a
uy A, £(x) = pe(d, x).

4.2.3. Compatibilité au produit. — Soient X, X’ des k-schémas propres munis respectivement d'une
action A, A’ du k-groupe multiplicatif G,,. Soient p : X xX' — X, p’ : X x X' — X' les deux projections. Le
produit X x X’ est propre et il est muni d’'une action naturelle A x A\’ de G,,, par rapport a laquelle les
projections p, p’ sont des morphismes G,-équivariants.

Soient L, L’ des faisceaux inversibles respectivement sur X et X’ munis d’une action équivariante
de G,,,. Le faisceau inversible sur le produit X x X/,

LKL :=p*Lep’ L’

est naturellement muni d’une action de G,,, équivariante par rapport a 'action A x A’ sur le produit
XxX'.
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Proposition 4.9 (Compatibilité au produit). Pour tout k-point (x,x") deX xX' on a
e A x A, (x, X)) = pLA, x) + pp (V, X).

4.2.4. Invariance par extension des scalaires. — Soit X un k-schéma propre muni de I'action du k-
groupe multiplicatif G,,. Soit K une extension du corps k. Le K-schéma Xk := X x; K déduit du k-
schéma X par extension des scalaires est naturellement muni d'une action Ax du K-groupe multipli-
catif G, x. On désigne par @k : Xx — X le morphisme d’extension des scalaires.
Soit L un faisceau inversible sur le k-schéma X muni d'une action équivariante du k-groupe mul-
tiplicatif G,;,. Le faisceau inversible
L := (I)EL

sur le K-schéma est, alors, naturellement muni d'une action équivariante du K-groupe multiplicatif
Gm K

Proposition 4.10 (Invariance par extension des scalaires). Soient x un k-point du k-schémaX et xx le
K-point du K-schéma Xx qui s’en déduit par extension des scalaires. Alors,

Mg Ak, xK) = HL(A, X).

4.3 Enoncé du critére numérique

4.3.1. — Soit X un schéma projectif sur k muni d’'une action d’'un k-groupe réductif G. Soit L un fais-
ceau inversible L muni d'une action équivariante du k-groupe réductif G.

Pour tout sous-groupe a un parametre A : G, — G, on désigne encore par A I'action du k-groupe
multiplicatif G, sur X induite par celle de G.

Théoreéme 4.11 (Critere numérique de Hilbert-Mumford, [GIT, Theorem 2.1]). Soient k un corps al-
gébriquement clos, X un schéma projectif sur k muni d’'une action d’un k-groupe réductif G et L un
faisceau inversible ample muni d’une action équivariante de G.
Un k-point x du k-schéma X est semi-stable si et seulement si pour tout sous-groupe a un para-
meétreA: G, — Gona
HL(A, x) <0.

Théoréme 4.12 (Critere numérique de Kempf-Rousseau, [Kem78, Theorem 4.2]). Soient k un corps
parfait, X un schéma projectif sur k muni d’une action d’un k-groupe réductif G et L un faisceau in-
versible ample muni d’une action équivariante de G.
Un k-point x du k-schéma X est semi-stable si et seulement si pour tout sous-groupe a un para-
meétreA:G,, — Gona
HL(A, x) < 0.

4.4 Exemples

4.4.1. Espace projectif. — Soient E un k-espace vectoriel de dimension finie et P(E) 'espace projectif
des quotients localement libres de rang 1 de E.

Se donner une action de G, sur P(E) et une action équivariante sur le faisceau inversible G (1) est
équivalent a se donner une action linéaire A du k-groupe multiplicatif G, sur V(E). Une telle action
est définie par un homomorphisme de k-espaces vectoriels

M:E—Eoklt,1 | =@E-1".
beZ
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Pour tout nombre entier b, on considere le sous-espace vectoriel
Ep={veE: M) eE-1%.
Proposition 4.13 ([GIT, Proposition 2.3]). Pour tout k-point x du k-schémaV(E), on a :
M)A, [x]) =min{beZ: x: E} — k est surjectif}.

4.4.2. Grassmaniennes. — Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie. Soit A une action linéaire
du k-groupe multiplicatif G, sur le k-schéma V(E). Elle est définie par un homomorphisme de k-
espaces vectoriels
MiE—Eeklt,1T | =@E-1°.
beZ

Pour tout nombre entier b, on considere le sous-espace vectoriel du k-espace vectoriel E,
Ep={veE:N(v)eE-17).

Le k-espace vectoriel dual EZ s'identifie avec le sous-espace vectoriel du k-espace vectoriel EY formé
par les éléments x : E — k tels que

)\(T)~x:'rb-x.

Pour tout nombre entier b, on considére le sous-espace vectoriel du k-espace vectoriel EY,

EV[D):= @ E),.
b'=b

Les k-espaces vectoriels EV [b], pour b qui varie dans Z, définissent une filtration décroissante du k-
espace vectoriel EV.

Soient r = 0 un nombre entier et Grass, (E) la grassmanienne des quotients localement libres de
rang r de E. Un k-point du k-schéma Grass, (E) correspond a une classe d’équivalence d’homomor-
phismes surjectifs de k-espaces vectoriels ¢ : E — F, ou F est de dimension r.

Laction linéaire A du k-groupe multiplicatif G, sur le k-schéma V(E) induit une action naturelle
du k-groupe multiplicatif G,, sur la grassmanienne Grass, (E). Elle induit aussi, par puissance éxté-
rieure, une action sur le k-espace projectif P(A" E) et une action équivariante sur le faisceau inversible
O,rg(1) et le plongement de Pliicker

® : Grass,; (E) — P(/\’ E)
est G;-équivariant. Le faisceau inversible sur le k-schéma Grass, (E),
L:= Q*@ArE(l),

est naturellement muni d'une action équivariante du k-groupe multiplicatif G,,.

Soient F un k-espace vectoriel de dimension r et ¢ : E — F un homomorphisme surjectif de k-
espaces vectoriels. Chomomorphisme dual ¢ : F¥ — EV est injectif et il identifie le k-espace vectoriel
FY avec un sous-espace vectoriel de EV : dans la suite on sous-entendra cette identification. Pour tout
nombre entier b, on pose

FY[b]:=F' nE"[b].

Proposition 4.14 ([GIT, 4.4]). Soient F un k-espace vectoriel de dimension r et ¢ : E — F un homo-
morphisme surjectif. Soit [@] le k-point du k-schéma Grass,(E) défini par sa classe d’équivalence.
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Alors, avec les notations introduites avant, on a :

HL A, [@]) = ) b(dimg FY [b] — dimg FY [b +1])

beZ
bmax
=bmindimgF+ ) dimgFY[b].
b=bpin+1

Corollaire 4.15. SoientF un k-espace vectoriel de dimension r et ¢ : E — F un homomorphisme sur-
jectif. Soit [] le k-point du k-schéma Grass, (E) défini par sa classe d’équivalence.

Soit vy, ..., v, une base du k-espace vectoriel FV. Pour tout i = 1,...,n, on désigne par [v;] le k-
point de I'espace projectif P(E) défini par la classe d’équivalence du vecteur v;.

Avec les notations introduites avant, on a :

.
L\ [oD) = Y popy O, [viD).
i=1

SiF =E et ¢ = idg, on désigne par [E] le k-point de la grassmanienne Grassgin, g (E) associé.

Corollaire 4.16. Avec les notations introduites avant, on a :

uL\ [ED = Y b(dimg EY [b] — dimg EY [b + 1]).
beZ

De plus, (A, [E]) = 0 si et seulement si le détérminant de la représentation G,, — GL(E") est triviale.

Corollaire 4.17. SoientF un k-espace vectoriel de dimension r et ¢ : E — F un homomorphisme sur-
jectif. Soit ] le k-point du k-schéma Grass, (E) défini par sa classe d’équivalence.
Avec les notations introduites avant, on a :

UL (A, [F]) < bmin (dimy F — dimg E) + pp (A, [ED).

4.4.3. Couples de sous-espaces. — Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie. Soit A une action
linéaire du k-groupe multiplicatif G, sur le k-schéma V(E).

Pour i = 1,2, soient F; un k-espace vectoriel de dimension r;, ¢; : E — F; un homomorphisme
surjectif et [F)] le k-point de la grassmanienne Grass,, (E) défini par sa classe d’équivalence. Uhomo-
morphisme dual ¢; : F} — EY est injectif et identifient le k-espace vectoriel F} avec un sous-espace
vectoriel de EY : dans la suite on sous-entend toujours cette identification.

Proposition 4.18. Pour i = 1,2 soit ¢; : E — F; un homomorphisme surjectif de k-espaces vectoriels.
Alors, avec les notations introduites avant on a :

MO\ [BYD) + N [FY D < wA, [FY +Fy D + A, [FY nFy D),
ol les coefficients d’instabilité sont relatifs aux plongements de Pliicker respectifs.
Démonstration. Laction linéaire A est définie par un homomorphisme de k-espaces vectoriels

M:E—Eoklt,1'|=E- 1"
beZ

Pour tout nombre entier b, on considére le sous-espace vectoriel su k-espace vectoriel E,

Ep:={veE:A(v)eE-1P}.
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Soit bax (resp. bmin) le plus grand (resp. le plus petit) nombre entier b tel que Ej, # 0. Pour tout nombre
entier b on pose :

EV[b]:= @ E),
b'zb
F)[b]:=F) NnEY[b]
F)[b] :=Fy nEY[b]
(FY +FY)[bl := (F) +F})nEY[b]
(FY NFY)[b] := (FY nF;) NEY[b] = FY [l nFy [b].

D’apres la Proposition 4.14 on a :

bmax
R, [FY]D) + U\, [FY]) = Dynin (dimg FY +dimg Fy)+ Y dimF} [b] + dim Fy [b] 4.4.1)
b:bmjn+1
Par la formule des dimensionson a:
dimy F‘l’ + dimy F:\z/ = dimk(Fi’ + F%’) + dimk(F}’ al F}’) (4.4.2)

Pour tout nombre entier b le k-espace vectoriel F}’ [b] + F%’ [b] est contenu dans le k-espace vectoriel
(FY +E))[b]. En particulier,

dimy FY [b] + dimy Fy [b] = dim (F [b] + F3 [b]) + dimy (F} [b] N Fy [b])
< dim (F) + F})[b] + dim (F{ NF3)[b] (4.4.3)
En utilisant (4.4.2) et (4.4.3) dans (4.4.1), on obtient :
MO, [FYD) + (A, [y D)

bmax
< bin (dimg (FY +Fy) +dimg(FY nFy))+ Y dimg(Fy +F3)[b] +dimy (F} nFy)[b]
b:bmin+l
=\, [FY +FyD + u(A, [FY nEYD,
ce qui acheve la preuve. O

Corollaire 4.19. Avec les notations introduites avant, si on suppose de plusFY NFy =0, ona:
MO\ [FY D) + WO\, [EY1) < Dinin (dim Fy + dimye Fy — dimyc E) + p(A, [E),

ot les coefficients d’instabilité sont relatifs aux plongements de Pliicker respectifs.

Démonstration. D’apres la Proposition 4.18 on a
U TEY D + A [FY D) < WA, 0) + p(A, [FY +Fy ) = p(A, [FY +Ey ).
Puisque FY +F; est contenu dans EY, en vertu de la Proposition 4.14 on a:

bmax

R\, [FY +FY]) = bmindimyg (FY +Fy)+ ) dimy (F} [b] + F [b])
b=Dbmin+1
bmaX

< bmindimg (FY +Fy)+ ). dimgEV[D]

b=Dbpin+1

bmax
= bmin dimy (FY +F¥ —dimy E) + | bin dimi E + Z dimyEY [b]
b=bmin+l

= bmin dimy (Fy +FY — dimg E) + p(A, [E]),
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ce qui termine la preuve. O

5 Espaces analytiques

5.1 Espaces analytiques archimédiens

Dans cette section on rappelle la notion d’espace analytique complexe et on introduit celle d’es-
pace analytique réel. Une référence pour le cas complexe est la suite d’exposés au Séminaire Cartan
faite par Grothendieck, notamment [Gro61b], [Gro61c] et [Gro61d]. Linfluence de cette derniére sur
la présentation des espaces analytiques réels qu'on donne ici est évidente.

5.1.1. Quotient d’'un espace annelé par un groupe. — Soit X = (|X|,0x) un espace annelé muni de
I'action d'un groupe G, i.e., d'un homomorphisme de groupes

0:G— AUtespan (X)r

ol Autespan (X) est le groupe des automorphismes de X en tant qu’espace annelé.

On définit 'espace annelé quotient de X par G, noté X/G, comme suit. Soit |X|/G l'espace to-
pologique quotient et  : |X| — |X|/G la projection sur le quotient. Si U c |X|/G est un ouvert, son
image inverse n1-1(U) < |X| est un ouvert stable sous 'action de G. Le groupe G agit alors sur 'anneau
(™1 (U),0x) et on pose

I'(U,0x/6) =T (U),05°.

Si X est un espace localement annelé, alors X/G 'est aussi.
Lespace (localement) annelé ainsi défini est le quotient catégorique de X par G dans la catégorie
des espaces (localement) annelés.

5.1.2. Espace affine analytique. — Soit n = 0 un nombre entier. Lespace affine analytique complexe
de dimension n, noté A¢, est 'espace localement annelé en C-algebres formé de 'espace topologique
C" muni du faisceau des fonctions holomorphes O¢n.

Le groupe de Galois Gal(C/R) = {id, T} agit sur Al en tant qu’espace localement annelé et R-algebres :
siz=(zy,...,2,) € C", on pose

1(2):=(21,..-,2n),

et, si f est une fonction holomorphe sur un ouvert U c C", on considere la fonction holormorphe sur
I'ouvert 1(U) définie par

(f):iz— f(1(2) = f(z1,...,20)-

Lespace affine analytique réel de dimension n, noté A, est '’espace localement annelé en R-algébres
quotient de Ag par Gal(C/R),
Ag :=Ag/ Gal(C/R).

5.1.3. Définitions. — Soit k un corps complet pour une valeur absolue archimédienne. En tant que
corps complet il est isomorphe a R ou a C. Dans la suite on sous-entendra un tel isomorphisme.

Définition 5.1. Un k-espace analytique est un espace localement annelé en k-algebres tel qu'il existe
un recouvrement ouvert X = [J;¢; X; de X tel que pour tout i € I il existe un nombre entier positif n; et
une immersion de présentation finie d’espaces localement annelés en k-algebres €; : X; — Azi.

Exemple 5.2. SiX est un k-espace analytique, alors tout ouvert U de I'espace topologique sous-jacent
|X| est naturellement muni d'une structure de k-espace analytique en prenant la restriction de Gx a U
comme faisceau structural.
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Exemple 5.3. Soient X un k-espace analytique et I un faisceau d’idéaux de Gx de type fini. Le support
du faisceau de Ox-modules Gx /1,

Supp(@x /1) = {x € X: x™ (Ox/1) # 0}
={xeX:x"I1#x"0Ox},

est une partie fermée de X. On le munit de la structure de k-espace analytique en prenant la restriction
de Ox /1 a Supp(Ox /1) comme faisceau structural.

Définition 5.4. SoientX,Y des k-espaces analytiques. Un morphisme de k-espaces analytiques f : X —
Y est un morphisme d’espaces localement annelés en k-algebres.
Lensemble des morphismes de k-espaces analytiques f:X — Y est noté Morg._, X, Y).

Remarque 5.5. Si k = C, on retrouve les notions usuelles de C-espaces analytiques et de morphismes
entre eux.

Si k =R, la catégorie qu'on obtient est équivalente a la catégorie des couples (X,1x) formés d'un
C-espace analytique et d'une involution anti-holomorphe 1x : X — X (voir Remarque 5.20).

5.1.4. Structure locale des espaces analytiques complexes. — Si k = C il s’agit de faits classiques,
dont une référence peut étre [Car52, exposé 11] et [Car54, exposé 6].

Théoréeme 5.6. SoitX un k-espace analytique. Alors :
i. pour tout x € X, I'anneau local Ox x est noethérien;

ii. le faisceau Ox est cohérent en tant que faisceau de Ox -modules.

5.1.5. Structure locale des espaces analytiques réels. — Dans ce numéro on montre comme la des-
cription locale de 'espace affine analytique réel se déduit par descente de Galois de celle de I'espace
affine analytique complexe. Dans [Poil2] on peut trouver une preuve directe de ces faits (Théoremes
8.17 et 10.9).

Soient n > 1 un nombre entier et un ouvert U < Ay stable sous la conjugaison complexe. On note
® : A{ — Ag le morphisme quotient. Louvert o 'Uc A¢ est stable sous la conjugaison complexe et
le groupe de Galois Gal(C/R) agit sur les sections sur @ 'U du faisceau structural F(G)‘IU,@’AS) en
associant a toute fonction holomorphe f la fonction holomorphe

() :iz— f(1(2) = f(z1,...,20)-

Par définition, les sections sur U du faisceau structural de AK s’'identifient aux sections invariantes
sous I’action de Galois,

F(U,@’Ag) = r(@*IU’@Ag)Gal(C/R).

Soit f une fonction holomorphe sur I'ouvert ® U : elle s’écrit de maniére unique alors sous la forme
f=u+ivou
f+T(N 1f-1(f)
u:=—— Vi= - —,
2 i 2

(ol i est une racine carrée de —1) sont des fonctions holomorphes invariantes sous I'action de Galois,
c’est-a-dire, des éléments de F(U,@Ag). Ceci montre que pour tout ouvert U A}’{ I'homomorphisme
canonique de C-algébres

I (U,0p1) 8RC— F(a)_lU,@Ag)
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est un isomorphisme. En particulier, la C-algebre F(@‘IU,@Ag) estunT'(U, 6A1'{) module libre de rang
2 et le morphisme d’espaces localement annelé en R-algebres ® : A¢ — Ag est un morphisme fini et
fidelement plat.
Soit x € A} un point. On considere les germes des fonctions holomorphes autour de la fibre du
morphisme ® en le point x,
@Ag@_l(x) = lim T(UAg).
o~ l(x)cU

Linclusion canonique Opn  — @)Ag’d)—l (x induit un isomorphisme de C-algebres
Oppx ®RC — Opn -1 1y
Proposition 5.7. Pour tout point x € A7, I'anneau local @Ag,x est noethérien.

Démonstration. On remarque d’abord que la C-algebre @Agm_l(x) est noethérienne. La fibre ® ! (x)
est en fait constitué d’'un ou deux points de I'espace affine anlytique complexe et on a

Opporo= [1 Onpy-
D(y)=x

En tant que produit fini d’anneaux noethériens, 'anneau @’Ag@q(x} est noethérien. Soit I un idéal de
I’'anneau Ol x- Lidéal I ®g C de 'anneau @Ag'a—l(x) est de type fini : il existe donc fi,..., f; € I qui
I'engendrent. Pour tout f €1il existe ay,...,a, € @’Ag,m—l(x) tels que

n
= aifi.
i=1
D’autre part, comme f etles f; sont fixes sous I'action de Galois, on a

_fr) i aifitv(aifi) _ i a; fi + 1(a) fi

f
2 i=1 2 i=1 2
a; +1(a;)
-y ;) i
i=1 2
Pour tout i =1,...,nlafonction
a; +1(a;)
b; = ———
2
est fixe sous I'action de Galois et elle appartient donc a Op x- Les fonctions fi,..., f, € I engendrent
alorsI'idéal I dans @A}’{, »» Ce qui termine la preuve. O

Corollaire 5.8. SoitX unR-espace analytique. Alors pour tout x € X I'anneau local Ox x est noethérien.

Soient U c Aﬁ un ouvert, Ug := ® U et F un faisceau de @y -modules. Limage inverse ®*F est un
faisceau de Oy,-modules et il est muni d’'une action équivariante du groupe de Galois Gal(C/R). Pour
tout point x € U, les germes des sections de ®*F autour de la fibre ® ! (x),

* .—— . *
(@ Fp1:= lim TV,0F)
o l(x)cV

sont alors munies d’'une action du groupe de Galois Gal(C/R) et 'homomorphisme injectif F, —
(®"F)p-1(x) induit un isomorphisme de Oy, -1 (,)-modules

Fx ®RC - ((D*F)(Dfl(x).
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En particulier 'homomorphisme naturel de faisceaux de ®~'@y-modules, ® 'F — ®*F, induit un
isomorphisme canonique de faisceaux de Oy.-modules,

® 'FerC— @*E

D’autre part, le groupe de Galois agit sur le faisceau de Oy -modules @, ®*F et 'homomorphisme
d’adjonction F — ®.®*F induit un isomorphisme de faisceau de Gy-modules

0:F — ((D*(D*F)Gal(C/R) )

(5.1.1)
Proposition 5.9. Soient U c Ag un ouvert et Ug := ®~1U. Un faisceau de @y -modules F si et seule-
ment si le faisceau de Gy -modules ®*F I'est.

Démonstration. Comme le foncteur image inverse est exact a droite, si F est de type fini, ®*F I'est
aussi. On suppose donc que I'image inverse ®*F soit de type fini. Soit x un point de Ag. 1l s’agit de
trouver un voisinage ouvert U de x et un nombre fini de sections sy,...,s, € I'(U,F) qui engendrent
Fly.

On prouve d’abord qu'il existe un voisinage V de la fibre ® ! (x) stable sous la conjugaison com-
plexe et tel que ®*F soit engendré un nombre fini de sections sur V. Si la fibre ® ! (x) de ® en x est
constitué d'un seul point y il suffit d’appliquer I'hypothése de finitude au voisinage de y et de le res-
treindre pour le rendre stable sous l'action de Galois. Si la fibre ® ! (x) est formée de deux points
distincts y1, y» on considere pour i = 1,2 un voisinage V; de y; tel que ®*Fly, soit engendré par un
nombre fini de sections sur V;. Puisque I'espace topologique ®~! (U) est séparé, on peut supposer que
V1 et V, ne se rencontrent pas. De plus, quitte a les restreindre, on peut aussi supposer que I'ouvert

V=ViuV,

soit stable sous l’action de Galois. Les sections de ®*F sur V s’'identifient a la somme directe des sec-
tions sur V; et V, : 'ouvert V donc convient.

Soit donc V un tel voisinage et soient sy, ..., s, des sections de ®*F sur V. Comme V est stable sous
la conjugaison complexe, les sections de ®*F sur V s’identifient a travers I'injection canonique

F@V),F) —T(V,@ B,

aTl'(@(V),F)®r C: on peut donc supposer que les sections sy, ..., S soient fixes sous I'action de Galois,
i.e., elles soient des sections de F sur ®(V). Les sections sy, ..., s, engendrent alors Flg .

En effet soit x’ € ®(V) et s € F» un germe de section de F au voisinage de x’. En mimant I'argument
d’avant, on peut trouver un voisinage W de la fibre @" stable sous la conjugaison complexe et des
sections fi,..., f; du faisceau structural Oy telles que

;
s=Y fisi.
i=1

Comme les sections s et s; sont fixes sous I’action de Galois, on a :

o f+1( _ Zl a;s; +2T(fi5i) :ilfisi +2T(f,-)sz'
= i=

" (fi+T(f)
2 RS
i=1
Pour tout i = 1,...,r la section du faisceau structural

)
8i= >
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est fixe sous I'action de Galois et elle appartient donc a T(U,@AI';)- Les sections s,..., s, engendrent
alors la tige F,/, ce qui termine la preuve. O

Corollaire 5.10. Pour tout R-espace analytique X, le faisceau structural Ox est cohérent en tant que
faisceau de Ox -modules.

Remarque 5.11. Soient U c Ag un ouvert, I un faisceau d’'idéaux de Oy de type fini et Z = Supp(Oy /1)
le sous-R-espace analytique fermé définit par le faisceau d’idéaux I. Puisque le morphisme d’espaces
localement annelé @ : Ag — Ay est plat, le foncteur image inverse est exact et le faisceau de Oy, -
modules I¢ := ®*I (ol1 Ug := ® 'U) est un faisceau d’idéaux de Oy, de type fini. On note Z¢ :=
SuppOy, /Ic le sous-C-espace analytique fermé de U défini par le faisceau d'idéaux Ic.

Par platitude de ®, on a Oy /Ic = ®* (Oy/1). 1l suit de I'isomorphisme (5.1.1) que le morphisme
d’espaces localement annelés en R-algebres @ : Z¢ — Z descend en un isomorphisme

Zc/Gal(C/R) — Z,

ol le quotient est pris au sens de quotient catégorique dans la catégorie des espaces localement an-
nelés (voir paragraphe 5.1.1).

5.1.6. Détérmination des morphismes a valeurs dans A;". — Soit X un C-espace analytique. La com-
position avec le morphisme naturel d’espaces localement annelés en C-algebres Ag — SpecCl1y, ..., fp]
définit une application

@c : Morc.an (X,Ag) — Morc.jocan X, SpecClty, ..., tp]) = T(X,0x)".

Théoréme 5.12 ([Gro61c, Théoréme 1.1]). SoitX un C-espace analytique. L'application
@c : Morc.an(X,Ag) — I'X,0x)"

est une bijection.

Soient k un corps complet pour une valeur absolue archimédienne et X un k-espace analytique.
Comme avant, la composition avec le morphisme naturel d'espaces localement annelés en R-algebres
Al’% — SpecR[f4,..., t,] définit une application

(R : MOTR Jpcan X, Aﬁ) — Morg.jocan X, SpecRI1, ..., tp]) =X, 0x)".

Théoréme 5.13. Soient k un corps complet pour une valeur absolue archimédienne etX un k-espace
analytique. L'application
@R : MorR.an (X, Ag) — T'(X,0x)"

est une bijection.

Démonstration. On suppose d’abord que k soit le corps des complexes C et que X soit un C-espace
analytique. La composition avec le morphisme d’espaces annelés en R-algebres dc : AZ — Ag définit
une application

0:Morc.an(X, AZ) — Morg jocan X, Aﬁ),
et le diagramme

0
Morc-an (X, Ag) — Morg.jocan X, Ag)

9c PR

I'X,ox%) I'X,0x)
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est commutatif. Lapplication @¢ étant bijective en vertu du Théoréme 5.12, I'application g est sur-
jective : il s’agit donc d’en prouver l'injectivité. Il suffit de montrer que tout morphisme d’espaces
localement annelés en R-algebres f : X — A} se factorise de maniére unique a travers un morphisme
3 . n
de C-e.spaces analythu.e's fo:X—Ag. ‘ ‘
Soit x € X. Par définition de morphisme d’espaces localement annelés, le diagramme

#
P(AR, Oap) ——— T(X,0%)

i
nf T Ox,x

fiw
K(f(x) ——x(x)=C

Au niveau ensembliste, 'application f est uniquement déterminée par I'image des sections #; dans C

a travers ’'homomorphisme f*(x). Lapplication fc est alors définie par

fo) = (FH ) (1), ..., fH) (1))

et, comme f = ®ce fc, elle est automatiquement continue. De plus, pour tout ouvert U Aﬁ, il n’existe
qu’'un seul homomorphisme de C-algébres

£} ¢:T(U,0a0) ®r € — (X, Ox)
rendant commutatif le diagramme suivant :

fu
T (U, Gpn) ———— T(X,0x)

f
I'(U,Opp) &R C ——— (X, 0%)

En vertu de 'isomorphisme canonique de faisceaux de C-algébres (D_I@Ag orC — @Ag’ on conclut
qu’il n’existe qu'un unique morphisme d’espaces localement annelés en C-algebres fc : X — Ag; tel
que f=0ceo fc.

On suppose désormais que X soit un R-espace analytique et on va démontrer que 'application
R est bijective. La question étant locale sur X on peut supposer d’avoir une immersion de R-espaces
analytiques € : X — Ag’. Soit U le plus grand ouvert de Az ot I'image de € est fermée et I le noyau
de 'homomorphisme de faisceaux de R-algebres el : 0y — €.0x. On note encore ¢ :A:’f — Al’{l le
morphisme d’extension des scalaires et on considéere 'ouvert Uc := G)‘EIU c Ag et le faisceau I := G)él
d’idéaux de Oy, de type fini. On considére le sous-C-epsace analytique fermé X¢ = SuppOy,. /I¢ définit
par le faisceau d’idéaux I¢. Le morphisme ®¢ induit un isomorphisme d’espaces localement annelés
en R-algebres

Xc/Gal(C/R) — X

ol le quotient est pris au sens de quotient catégorique dans la catégorie des espaces localement anne-
lés (voir Remarque 5.11). Se donner un morphisme de R-espaces analytiques f : X — Ag revient ainsi
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a se donner un morphisme Gal(C/R)-équivariant de C-espaces analytiques fc : X¢ — A, c’est-a-dire,
en vertu du Théoréme 5.12, un n-uplet (fi,..., f,) de sections globales de Ox,, fixes sous I'action du
groupe de Galois. D’apres de I'isomorphisme canonique

I'(X,0x) = T (X, Ox,) 4R,

celarevient a un n-uplet (fi, ..., f;) de sections globales de Ox. Cela termine la preuve. O

5.1.7. Produit fibré. — Soient X, Y et S des k-espaces analytiques et f : X — S, g:Y — S des mor-
phismes de k-espaces analytiques. Un produit fibré de X et Y sur S est un k-espace analytique Z muni
de morphismes de k-espaces analytiques p: Z — X, q:Z — Y tels que fop = go g satisfaisant a la
propriété universelle suivante :

pour tout k-espace analytique Z' muni de morphismes de k-espaces analytiques p’ :
7' - X, q :7Z' —Y tels que fop' = goq' il existe un unique morphisme de k-espaces
analytiques (p',q"):Z' — Z telque p' = po(p',q) etq' =qo(p',q).

Théoreme 5.14. SoientX, Y et S des k-espaces analytiques, et f : X — S, g:Y — S des morphismes
k-espaces analytiques. Alors, le produit fibré X xg Y existe.

Lemme 5.15. SoientX etY des k-espaces analytiques et soit f : Y — X un morphisme de k-espaces
analytiques. Soient X' un k-espace analytique et € : X' — X une immersion de présentation finie de
k-espace analytique.

Alors le produit fibré X' xx Y existe, le morphisme de k-espaces analytiques € xid : X' xx Y — Y est
une immersion de présentation finie et elle est ouverte, resp. fermée, lorsque € I’est.

Démonstration. On suppose que € soit une immersion ouverte. Le produit X’ xx Y est alors donné par
le sous-espace analytique ouvert f~!(X') de Y.

On suppose que € soit une immersion fermée de présentation finie. Soit I le noyau de ’homomor-
phisme de faisceaux d’anneaux &’ : Gx — €,0x. Limage de ’homomorphisme canonique f*I — Gy
est un faisceaux ] d’idéaux de Oy de type fini. Le produit X' xx Y est le sous-espace analytique fermé
de Y décrit par I'idéal J.

Le cas d'une immersion en général suit de la combinaison des deux cas précédents. O

Lemme 5.16. Soient X;, X, des k-espaces analytiques. Pour tout i = 1,2, soit X’ un k-espace analy-
tique ete; : X, — X; une immersion de présentation finie de k-espaces analytiques.

Sile produit X; x X, existe, alors le produitX| x X, existe, le morphisme de k-espaces analytiques
€1 X€: X’1 X X’2 — Xj x Xy est une immersion de présentation finie et elle est ouverte, resp. fermée,
lorsque €, etey le sont.

Démonstration. On pose Y := X; x X». D’apres le lemme précédent, pour tout i = 1,2, le produit fi-
bré Y; =Y xx; X’l existe et 1); = id xg; : Y; — Y est une immersion de présentation finie. Par le lemme
précédent, le produit fibré Yy xy Y, =X x X}, existe et le morphisme

N1 X1M_2 ZX’I XX/Z =Y1 Xng —>Y=X1 XXz
coincide avec le morphisme €; x €. O
Lemme 5.17. SoientX etY des k-espaces analytiques. Soient {X;};e; un recouvrement ouvert de X et

{Y;}jej un recouvrement ouvert deY. Si, pour tout i € I et pour tout j €], le produitX; xY; existe, alors
X x Y existe.
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Démonstration. Pourtout i €let j €] soitZ;; =X; xY;. Pourtous i,i’ €I et pour tous j, j' €], en vertu
du lemme précédent, le produit

Zijij=XinXy)x (Y;nYj)
existe et s'identifie a un ouvert de Z;; et Z; jr. Ces isomorphismes permettent de recoller les Z; ; en un

espace analytique Z, muni de deux projections p : Z — X, g : Z — Y. On vérifie aussitot que Z est un
produitde X et Y. O

Soient X, Y des k-espaces analytiques. Pour prouver que X x Y existe on peut se ramener, grace
aux lemmes précédents, au cas ou X = A;” et Y = Al : par la propriété universelle de I'espace affine, le
produit de AJ” et A" : k est AJ"*".

Soient f :X — S, g: Y — S des morphismes de k-espaces analytiques. Le produit fibré X xsY s'iden-
tifie au produit fibré

XxY)xgxgS — S

XXYL}SXS

On conclu grace au lemme suivant :

Lemme 5.18. Soit S un k-espace analytique. Alors le morphisme diagonal As : S — S x S est une im-
mersion de présentation finie.

Démonstration. D’apres les lemmes précédents, on peut supposer S = Aj’. Dans ce cas S x S = Ai” et,
si t1,..., tr, sont les coordonnées de Ai", le morphisme diagonal s’identifie a I'immersion du sous-
espace analytique fermé décrit par 'idéal engendré par les éléments ¢;., — t; aveci =1,...,n. O

5.1.8. Complexification. —

Théoréme 5.19. SoitX un R-espace analytique. Le foncteur

Xc: {C-espaces analytiques} —— { ensembles }
Y +——— Morg.jocan(¥,X)

est représentable par un C-espace analytique X¢ muni d’un morphisme fini, fidélement plat d’espaces
localement annelés en R-algébres ®¢ : X¢ — X.

De plus, le C-espace analytique X¢ est muni d'une action du groupe de Galois Gal(C/R) et le mor-
phisme ®¢ induit un isomorphisme d’espaces localement annelés en R-algébres

Xc/Gal(C/R) — X.

Remarque 5.20. En particulier, se donner un morphisme de R-espaces analytiques f : X — Y est équi-
valent a se donner un morphisme Gal(C/R)-équivariant de C-espaces analytiques f¢c : X¢c — Yc.

On se ramene a le prouver quand X = Aj} comme suit.

Lemme 5.21. Soient X,Y des R-espaces analytiques et € : Y — X une immersion de R-espaces analy-
tiques. Si le R-espace analytique X vérifie la conclusion du Théoréme 5.19, alorsY la vérifie.
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Démonstration. Soit®¢ : X¢ — X1e morphisme d’espaces localement en R-algebres induit par la com-
plexification de X. Si € est une immersion ouverte, la complexification de Y¢ est I'image inverse a)(‘:lY
de Y par ®c.

Si € soit une immersion fermée de R-espaces analytiques, soit I le noyau de ’homomorphisme
de faisceaux d’anneaux €' : Gx — €,0y. Le morphisme ®¢ étant plat, I'image réciproque I¢ := ®¢ du
faisceau d’idéauxI est un faisceaux I¢ d’idéaux de Ox, de type fini. La complexification de Y est alors le
sous-espace analytique fermé de X¢ défini par I¢. L'assertion sur le quotient découle de la Remarque
5.11.

Le cas d’'une immersion quelconque suit de la combinaison des deux cas précédents. O

Lemme 5.22. Soient X un R-espace analytique et X = ;1 X; un recouvrement ouvert de X. Si pour
tout i €1, Ie R-espace analytique X; vérifie la conclusion du Théoreme 5.19, le R-espace analytique X
la vérifie aussi.

Démonstration. Pour tous i, j € I et j €] soit X;; = X; nX;. En vertu du Lemme précédent, pour tous
i, j €1,TouvertX;; deX; vérifie la conclusion du Théoréme 5.19 etla complexification de X; j s'identifie
a un ouvert de (X;)¢. On obtient ainsi, pour tous i, j € I, un isomorphisme de C-espaces analytiques
Gal(C/R)-équivariant

B,-,- : (Xij)c — (Xﬁ)C'

Les C-espaces analytique (X;)¢ se recollent le long les isomorphismes 6;; en un C-espace analytique
Xc. Par propriété universelle du recollement, le C-space analytique X¢ est une complexification de
X. Lassertion sur I'action du groupe de Galois suit de la Gal(C/R)-équivariance des isomorphismes
0i. O

On est donc ramené a prouver le Théoréme 5.19 pour 'espace affine X = Ag. Dans ce cas X¢ = A¢
etle Théoreme 5.19 est une conséquence du Théoreme 5.13.

Proposition 5.23. SoientX, Y et S des R-espaces analytiques et f : X — S, g:Y — S des morphismes
de R-espaces analytiques. Alors, le morphisme naturel de C-espaces analytiques

XxsY)c — Xc xs¢ Yo
est un isomorphisme.
5.1.9. Analytification. —

Théoréme 5.24. SoitX un schéma localement de type fini sur k. Le foncteur

X : {k-espaces analytiques } —— { ensembles }
Y ——— Morg jocan (Y, X)

est représentable par un k-espace analytique X*" muni d’'un morphisme d’espace localement annelés
en k-algebres 0y : X3 — X,

On se ramene a le prouver pour X = A}

Lemme 5.25. Soient X,Y des k-schémas localement de type fini et € : Y — X une immersion. Si le
foncteur X" est représentable, alors le foncteur Y2 est aussi représentable.
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Démonstration. Soit 0 : X?" — X le morphisme d’espaces localement en k-algebres induit par 1’ana-
Iytification de X. Si € est une immersion ouverte, 'analytification de Y est I'image inverse G;(IY deY
par 6x.

Si € soit une immersion fermée de k-schémas, soit I faisceau cohérent d’idéaux de Ox qui définit
Y. Limage de 'homomorphisme canonique 031 — Oxan est un faisceaux I*" d’idéaux de Oxan de type
fini. L'analytification de Y est alors le sous-k-espace analytique fermé de X#" défini par 12",

Le cas d’'une immersion quelconque suit de la combinaison des deux cas précédents. O

Lemme 5.26. SoientX un k-schéma localement de type fini et X = ;1 X; un recouvrement ouvert de
X. Sipour touti€l, le foncteur)_(*i’“ est représentable, alors le foncteur X" I’est aussi.

Démonstration. Pour tous i, j € I et j €] soit X;; = X; nX;. En vertu du Lemme précédent, pour tous
i, j €I, le foncteur X?? est représentablepar un ouvert de (X;)". On obtient ainsi, pour tous i, j €I, un
isomorphisme de k-espaces analytiques

an

@ij: (Xi)™ — (Xj)

Les k-espaces analytique (X;)*" se recollent le long les isomorphismes ¢;; en un k-espace analytique
X3, Par propriété universelle du recollement, le k-space analytique X*" représente le foncteur X*". O

On est donc ramené a prouver le Théoréme 5.24 pour I'espace affine X = Al’. Dans ce cas X*" =
A" et le Théoréme 5.24 est une conséquence du Théoréme 5.12 pour k = C et du Théoréme 5.13

pour k =R.

Proposition 5.27. SoientX, Y etS des k-schémas localement de type finiet f : X — S, g:Y — S des
morphisme de k-schémas. Alors, le morphisme naturel de k-espaces analytiques

(X XS Y)an N Xan x gan Yan

est un isomorphisme.

Proposition 5.28 (Compatibilité aux extensions des scalaires). SoitX unR-schéma localement de type
fini. Le C-schéma X¢ qui s’en déduit par extension des scalaires est localement de type fini et le mor-
phisme naturel de C-espaces analytiques

(Xan)c N (Xc)an
est un isomorphisme.
Proposition 5.29 (Adhérence analytique d'une partie constructible). Soient X un k-schéma locale-

ment de type fini et 0x : X®" — X le morphisme de k-espaces analytiques induit par analytification.
Alors, pour toute partie constructible Z c |X|, I'inclusion naturelle

0x(2) 0L (2)
est une égalité.
Démonstration. Sik = C c’est [SGA 1, Exposé XII]. Puisque le foncteur d’analytification est compatible

ala complexification, le cas réel se déduit du cas complexe car le morphisme d’extension des scalaires
®c : XG' — X" est propre au sens topologique. O
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5.2 Espaces analytiques non archimédiens

Dans ce numéro on présente la notion de Berkovich d’espace analytique sur un corps complet
pour une valeur absolue non archimédienne. Elle est étudiée en détail en [Ber90] et [Ber93].

5.2.1. Anneaux de Banach et leur spectre. — Un anneau de Banach est un anneau muni d'une norme
sous-multiplicative || - ||o pour laquelle il est complet. Son spectre est I'ensemble

M (A) = {x:A— R, semi-norme multiplicative: x(f) < || flla V f € A}

On le munit de la topologie la moins fine pour laquelle, lorsque f varie dans A, les applications | f] :
M (A) — Ry, x — x(f) sont continues. Si A # 0, le spectre ./ (A) est un espace topologique non vide,
séparé et compact [Ber90, Theorem 1.2.1].

Si A,B sont des anneaux de Banach, un homomorphisme d’anneaux ¢ : A — B est dit borné s'il
existe un nombre réel C > 0 tel que, pour tout f € A on ait

lo(H s =Cliflla-

Si ¢ : A — B est un homomorphisme borné d’anneaux de Banach, la composition avec ¢ induit une
application continue
M(Q): MB) — M(A).

Soit k un corps complet pour une valeur absolue non archimédienne.

5.2.2. Algebres affinoides. — Soient n = 1 un nombre entier et r = (ry,...,7;) un n-uplet de nombres
réels strictement positifs. On désigne par kiry Yoo, T, lyyla k-algebre de Banach obtenue en com-
plétant la k-algébre des polyndmes k|1, ..., t,] par rapport a la norme
5 £n «— e eﬂ
F=2 apt)' -t — I fll, :=max|ag|r;" - ry".
0eN” ¢eN”
Une k-algebre de Banach est dite affinoide s’il existe un nombre entier n > 1, un n-uplet r = (ry,..., 1)
de nombres réels strictement positifs et un homomorphisme surjectif et continu de k-algebres de
Banach
P: k{rl_ltl,...,rrjltn} —A

tels que lanorme | - || de A soit équivalente a la norme quotient par '’homomorphisme ¢,
geA— inf |fl,.
o(f)=g

Une k-algebre affinoide A est dite strictement affinoide si un tel homomorphisme peut étre choisi avec
ri=1pourtouti=1,...,n.

Puisque la k-algebre k{r; Yo, r 1¢.} est noethérienne, une k-algebre affinoide est toujours noe-
thérienne.

5.2.3. Espaces affinoides. — Soient A une k-algebre affinoide et X = .4 (A) son spectre. Un domaine
affinoide de X est une partie V c X telle qu'il existe une k-algebre affinoide Ay et un homomorphisme
borné de k-algebres de Banach py : A — Ay satisfaisant a la propriété universelle suivante :

pour toute k-algebre affinoide B et pour tout homomorphisme borné de k-algébres de
Banach ¢ : A — B tel que I'image de I'application induite .4 (B) — ¢ (A) soit contenue
dans 'V, il existe un unique homomorphisme de k-algébres de Banach @y : Ay — B tel
que @ =@y opy.
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La k-algebre affinoide Ay est déterminée a un unique isomorphisme pres par cette propriété et
I'application naturelle .# (Ay) — V est un homéomorphisme.

La famille des domaines affinoides est stable par intersections finies et le Théoréme d’Acyclicité
de Tate [Ber90, Proposition 2.2.5] affirme que I'association A ~~ Ay est un faisceau sur le site des do-
maines affinoides.

Soit x un point du spectre X. Lanneau

Ox,x:= lim Ay
xeVv
domaine
affinoide
est un anneau local et noethérien [Ber93, Theorem 2.1.4]. La semi-norme multiplicative sur A qui
définit le point x se prolonge a une semi-norme multiplicative sur Ox et on a

mx x ={f €0x x:|f(x)|=0}.

Cette semi-norme induit une valeur absolue sur le corps résiduel en x, x(x) = Ox x/mx . Sa complétion
est appelée corps résiduel complété en x et notée K(x) (contrairement a la convention usuelle #(x)).

5.2.4. Espaces analytiques. — Les k-espaces affinoides sont les briques des k-espaces analytiques.
Puisque leur espace topologique sous-jacent est séparé et compact, leur recollement est plus délicat
que dans le cas des schémas.

Définition 5.30. Soit X un espace topologique. Un quasi-réseau est une collection de parties de X
vérifiant la propriété suivante : pour tout x € X, il existe Vy,...,V, tels que, pour tout i = 1,...,n, x€V;
etVy U---UV, est un voisinage de x.

Un quasi-réseau est dit réseau si pour tous V,V’ € 1, la collection

Tyav = WeT:WeVnV'}
est un quasi-réseau sur VNV’ (muni de la topologie induite par X).

Définition 5.31. Soit X un espace topologique localement séparé. Un k-atlas affinoide sur X est un
triplet (1, A, €) formé d'un réseau T de parties compactes de X, d'un foncteur

A:1— { k-algebres affinoides }

et d'une collection € = {¢(V)}yer d’homéomorphismes (V) : 4 (A(V)) — V, vérifiant la propriété sui-
vante : pour tous W,V € T avec W c 'V, le diagramme suivant

M (AW)) L} W

HM(AV)) L)V

est commutatif, W s’identifie 8 un domaine affinoide de V et A(W) a la k-algebre affinoide A(V)w
associée a W comme domaine affinoide de V.
Un k-atlas affinoide (1, A, €) est dit maximal s’il satisfait, de plus, aux propriétés suivantes :

i. siVe1x et WcV est un domaine affinoide, alors W € tx ;
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ii. si V<X estun partie recouverte par Vy,...,V, € Tx tels que
- pour tout i, j, V; NV; appartient a Tx, ’homomorphisme borné de k-algebres de Banach

Ax (V) ®rAx (V) — Ax(V;NV})

est surjectif et la norme sur Ax (V; n'V;) est équivalente a la norme quotient,
— I'égalisateur Ax (V) des fleches (dans la catégorie des k-algébres de Banach)

n n
[TAx(V) —= J] Ax(VinV))
i=1 i,j=1

est une k-algebre affinoide,

— l'application continue naturelle V — .# (Ax(V)) est un homéomorphisme, et pour touti =1,...,n,
V; s’identifie a un domaine affinoide de V et Ax(V;) ala k-algebre affinoide associé a V; comme
domaine affinoide de V,

alors V appartient a Tx.

Dans [Ber93, 1.2] (notamment les Propositions 1.2.6 et 1.2.13) Berkovich démontre qu’a partir
d’'un k-atlas affinoide (7, A, €) on peut toujours construire un k-atlas affinoide maximal (A, T,€) «quile
contient », i.e.,, muni d'un morphisme de k-atlas affinoides

A,%,8) — (A, T,8).

L'adjectif maximal est di au fait que le k-atlas affinoide (A,7,€) est stable sous cette construction,
c’est-a-dire

=

A8 =(AT,8).

—
—

Définition 5.32. Un k-espace analytique X est la donnée d'un espace topologique localement séparé
IX| et d'un k-atlas affinoide maximal (1x, Ax, €x) tel que pour tout x € X, la collection

Tx:={V € 1x : V voisinage de x}
est une base de voisinages de x.

Remarque 5.33. Cette définition correspond a la définition dans [Ber93] de bon k-espace analytique
muni de son k-atlas affinoide maximal. Dans cette theése on ne se servira pas de la notion de k-espace
analytique non bon.

Exemple 5.34. Si A est une k-algebre affinoide, on lui associe un k-espace analytique, dit encore
spectre et noté ./ (A), comme suit :

IX| = (A)
Tx = {V < [X]|: V domaine affinoide}
Ax (V) = Ay = k-algebre affinoide associée au domaine affinoide V

€x(V) = homéomorphisme canonique .# (Ay) — V.

Il faut d’abord montrer que Tx est un réseau sur X. On sait que les voisinages affinoides d'un point
x € X forment une base de voisinages de x. Si V,V' sont des domaines affinoides de X et xe VNV/,
on considére un voisinage affinoide W de x : la partie VN V' "W est un domaine affinoide de X et un
voisinage de x dans VNV’ (par rapport a la topologie induite).
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Par définition le triplet (tx,Ax,€x) est un atlas k-affinoide sur X. Si V,V’ sont des domaines affi-
noides, alors VNV’ est un domaine affinoide, "Thomomorphisme borné de k-algeébres de Banach

Ax(V)8Ax (V) — Ax(VNV')

est surjectif et la norme de Ax(V NV’) est équivalente a la norme quotient. Il reste a vérifier que si
Vi,...,Vy, sont des domaines affinoides de X et I’égalisateur des fleches

n n
HAX(Vi) 9 l_[ Ax(VinV;)
i=1 i,j=1

est une k-algebre affinoide, alors V=V, u---UV, est un domaine affinoide. C’est une conséquence du
Théoreme d’Acyclicité de Tate : une référence est par exemple [Ber90, Corollary 2.2.6, iii.].

Exemple 5.35. SiX estun k-espace analytique, toute partie ouverte U de |X| est munie d'une structure
de k-espace analytique, en posant :

[Ul=U
Ty={Vetx:VcU}
Ay (V) =Ay(V)

ey (V) =ex(V).

Les propriétés dans la définition de k-espace analytique sont automatiquement vérifiées.
5.2.5. Morphismes d’espaces analytiques. — Soient X, Y des k-espaces analytiques.

Définition 5.36. Un morphisme de k-espaces analytiques f : X — Y est un couple (| f|, f*) formé d'une
application continue |f] : [X| — [Y| et d'une collection d’homomorphismes bornés de k-algebres de
Banach

fﬁ:{f\fiw:Ay(W)—>Ax(V):VETX,WETytelsque|f|(V)cW}

satisfaisant a la propriété suivante : pour tous V,V' € 1x, pour tous W,W’ € Ty avec V< V/, W c W/,
IfI(V) cW et |fI(V) c W/, le diagramme

 fa .
Ay(W') ————— Ax(V")

Ry
AyW) — 5 Ax(V)

est commutatif.

Lensemble des morphismes de k-espaces analytiques f : X — Y est noté Mor._,, (X, Y). Avec cette
définition, les k-espaces analytiques forment une catégorie : elle est équivalente a la sous-catégorie
pleine des k-espaces analytiques formée par les bons k-espaces analytiques au sens de [Ber93] (voir
loc. cit., Proposition 1.2.15 et 1.2.17) et a la catégorie des k-espaces analytiques au sens de [Ber90] (voir
[Ber93, 1.5]).

La construction du spectre d'une k-algebre affinoide est fonctorielle et le foncteur .4 : A — 4 (A)
est pleinement fidele.

La catégorie des k-espaces analytiques est munie de produit fibré.
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5.2.6. Espace localement annelé associé et faisceaux cohérents. — Soit X un k-espace analytique.
Le foncteur Ax est un faisceau sur le site tx et on considere le faisceau structural Gx sur 1'espace
topologique [X| en posant, pour tout ouvert U c |X],

Ox(U) := lim Ax(V).

\%=1V)
Vetx

Le couple (|X|,0x) est un espace localement annelé en k-algebres. Le faisceau structural Ox est cohé-
rent (en tant que Gx-module) et, pour tout point x € X, I'anneau local Gk x est noethérien. En parti-
culier, les concepts de faisceau de Ox-modules de présentation finie et de faisceau cohérent de Ox-
modules coincident.

Dans la suite, avec un abus de notation, on utilisera la méme lettre pour désigner un k-espace
analytique et ’espace localement annelé en k-algebres associé.

5.2.7. Propriétés topologiques. — Puisque les k-espaces affinoides sont compacts et tout point d'un
k-espace analytique admet une base de voisinages formée par des k-espaces affinoides, les espaces
topologiques sous-jacents aux k-espaces analytiques sont localement compacts.

Méme si en général les k-espaces analytiques sont loin d’étre localement métrizables, Poineau
[Poill] a montré que toute partie compacte est séquentiellement compacte, i.e., toute suite dans une
partie compacte contient une sous-suite convergente.

En outre, les k-espaces analytiques admettent une base de la topologie formée par des ouverts
localement compacts paracompacts et connexes par arcs [Ber93, 1.2.4].

5.2.8. Extension des scalaires. — Soit K une extension analytique de k, i.e. un corps complet pour
une valeur absolue |- [x muni d'un plongement isométrique k — K. Si A est une k-algebre affinoide,
la K-algebre de Banach Ax := A®;K est une K-algebre affinoide. L'inclusion canonique A — Ay induit
une application continue et surjective

ok | 2 | A (A — [ A (A)].

De plus, si V c .#(A) est un domaine affinoide, Vi := (1)121 (V) est un domaine affinoide de .4 (Ax) et on
a un isomorphisme canonique Ay®;K — (Ax)v,. En particulier, on obtient un morphisme d’espaces
localement annelés en k-algébres @ : A (Ax) — 4 (A).

Si X est un k-espace analytique, cette construction se recolle et donne un K-espace analytique Xx
muni d'un morphisme d’espaces localement annelés en k-algebres

(0)'8'¢ Xk — X,

Lapplication @y k est surjective et propre au sens topologique ; puisque les espaces topologique sous-
jacents aux espaces analytiques sont localement compacts, ®x k est une application fermée.

La construction de 'extension des scalaires est fonctorielle et compatible a des extensions des
scalaires successives.

5.2.9. Fibres. — Soit X un k-espace analytique, x € X un point et K(x) son corps résiduel complété. Le
point x induit un morphisme de K(x)-espaces analyttiques

€x 1 MEKX)) — Xg)-

Si F est un faisceau cohérent de Ox-modules, sa fibre en x, notée x*F, est le K(x)-espace vectoriel de
dimension finie €;F.
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Soient Y un k-espace analytique et f : Y — X un morphisme de k-espaces analytique. La fibre en x
de f, notée Yy, est le K(x)-espace analytique

Yi = YR XXgqp X —— {x}

fi(x)
YR(x) X

Le morphisme d’extension des scalaires @y () : Yg(x) — Y se restreint a un homéomorphisme
Y- ).
5.2.10. Analytification. —
Théoréeme 5.37. SoitX un k-schéma localement de type fini. Le foncteur
X {k-espaces analytiques } —— { ensembles }
Y H——— Morg.jocan (¥, X)

est représentable par un k-espace analytique X*" muni d’'un morphisme d’espace localement annelés
en k-algebres 0y : X3 — X.

Si X = SpecA est affine, 'espace topologique sous-jacent a X2 est I’ensemble
{x:A — R; semi-norme multiplicative : x| = |- [}

muni de la topologie la moins fine pour laquelle, lorsque f varie dans A, les applications | f|: 4 (A) —
R4, x — x(f) sont continues.

Proposition 5.38. SoientX, Y etS des k-schémas localement de type finiet f : X — S, g:Y — S des
morphisme de k-schémas. Alors, le morphisme naturel de k-espaces analytiques

(X XS Y)an _ Xan x gan Yan
est un isomorphisme.

Proposition 5.39 (Compatibilité aux extensions des scalaires). Soient X un k-schéma localement de
type fini et K une extension analytique de k. Le K-schéma Xx qui s’en déduit par extension des sca-
laires est localement de type fini et le morphisme naturel de K-espaces analytiques

(Xan)K N (XK)an
est un isomorphisme.

Proposition 5.40 (Adhérence analytique d'une partie constructible). Soient X un k-schéma locale-
ment de type fini et Ox : X®" — X le morphisme de k-espaces analytiques induit par analytification.
Alors, pour toute partie constructible Z c |X|, I'inclusion naturelle

0x(2) < 0L (2)

est une égalité.
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5.2.11. Espace affinoide associé a un modele entier. — Soit k° I'anneau des entiers de k, i.e., I'en-
semble des éléments de valeur absolue < 1. Soient 2 un k°-algebre plate et de présentation finie et
A:=2® k. Pour tout f € A, on pose

I fllg = infiAl: Ae k™, f/A €A

Lapplication || - lg ainsi définie est une semi-norme sur A et la complétion AdeA par rapporta || - [l
est une k-algebre affinoide. Soient X = SpecA et X" le k-espace analytique obtenu par analytification
de X. On dit que le domaine affinoide

M (A) = {x: A — R, semi-norme multiplicative : x(f) < || fllo V f € A} c X"
est'espace affinoide associé au k° -schéma affine X = Spec|.

Remarque 5.41. Une telle construction peut se généraliser, par recollement, aux k°-schémas plats et
de présentation finie. Lespace que I'on obtient n'est pas forcément un k-espace analytique a notre
sens : en effet, il peut se passer qu’il existe des points n’admettant pas de voisinages affinoides.

Un exemple de ce phénomene s’obtient en considérant la droite affine sur k° avec I'origine dou-
blée, c’est-a-dire, le recollement de deux copies de Al, = Speck®[t] le long I'ouvert Speck°[t,t™']
(I'isomorphisme de transition étant 'identité). Le k-espace analytique qui s’en déduit est le recol-
lement de deux copies du disque D = {|£(x)| < 1} le long la partie {|#(x)| = 1} : on peut vérifier que le
point de Gauss, i.e., le point défini par la semi-norme

Y a;t' — max|al,

n'admet pas de voisinages affinoides.

5.3 Définition de fonctions sur I'espace topologique sous-jacent

Soit k un corps complet pour une valeur absolue.

Définition 5.42. Un systeme cofinal d’extensions analytiques de k est une sous-catégorie pleine & dela
catégorie des extensions analytiques (ExtAn),; de k ayant la propriété suivante : pour tout extension
analytique K de k il existe une extension analytique K’ de k appartenant 2 & et muni d’'un plongement
isométrique de k-algébres de Banach K — K'.

Exemple 5.43. Si K est une extension analytique de k, le foncteur oubli (ExtAn),x — (ExtAn),; est
fidele et la sous-catégorie pleine engendré par son image est un systéme cofinal d’extensions analy-
tiques de k. Autrement dit, pour toute extension analytique k' de k il existe une extension analytique
K’ de K (et donc de k) et un plongement isométrique de k-algebres de Banach k' — K'. Ceci sera
I'unique exemple de systeme cofinal d’extensions analytiques qu’on rencontrera dans ce texte.

Remarque 5.44. Si & est un systeme cofinal d’extension analytique, alors il est filtrant, c’est-a-dire,
pour tout K, K’ € & il existe Q € & qui les contient. En effet, il existe stirement une extension analytique
L de k qui contient K et K’ : il suffit donc de prendre Q € & qui contient L.

Définition 5.45. Soient X un k-espace analytique et K une extension analytique de k. Un K-point du
k-espace analytique X est un morphisme de K-espace analytiques x : 4 (K) — Xk ol Xk estle K-espace
analytique déduit de X par extension des scalaires.

Lensemble des K-points du k-espace analytique X est noté X(K).
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Soient X un k-espace analytique, Y un ensemble et f : |X| — Y une application quelconque. Pour
toute extension analytique K, on dit que 'application composée

F0): X(K) Xl 2L x LB

est I'application induite par f sur les K-points de X (out @k : Xx — X est le morphisme d’extension
des scalaires). En outre, si K — K’ sont des extensions analytiques emboités de k, le diagramme d’en-

semble

F&
XK) ———Y

W JEK)
XK)———Y
est commutatif. Autrement dit, I'application f induit un morphisme de foncteurs f:X — YouXestle
foncteur des points de X et Y est le foncteur constant de valeur Y sur (ExtAn) k.

Proposition 5.46. Soient X un k-espace analytique, Y un ensemble et & un systéme cofinal d’exten-
sions analytiques de k. On considére une collection d’applications {f(K) : X(K) — Y : K € &} telle que
pour toutes extensions analytiques emboités K — K’ le diagramme d’ensembles qui s’en déduit

fK
XK) ——Y

(%)

(9
XK) ——Y

soit commutatif. Autrement dit, on se donne un morphisme de foncteurs f : X — Y ou X est le foncteur
des points de X restreint 4 & etY est le foncteur constant de valeurY sur &.

1 existe alors une unique application f : |X| — Y telle que pour toute extension analytique K € &
I'application induite sur le K-points de X coincide avec f(K).

Si k = C (muni d’'une valeur absolue archimédienne) cet énoncé triviale : I'inclusion canonique
X(C) — [X] est en fait une bijection. Si k = R cet énoncé affirme que pour se donner une fonction f :
|X| — Y il faut et il suffit se donner une fonction f : X(C) — Y invariante sous la conjugaison complexe.

Démonstration. Pour tout point x € |X]| il existe par cofinalité du systéme & une extension analytique
K € & du corps résiduel complété K(x). Soit xk le K-point du k-espace analytique X associé. On pose
alors :

f) = fEK) (xk).

On montre que cette définition ne dépend pas de I'extension K choisie. Soient K’ € & une extension
analytique de k contenant le corps résiduel complété K(x). Comme un systéme cofinal est filtrant (Re-
marque 5.44) il existe une extension analyique Q € & de k qui contient K et K'. Soit xk (resp. xi/, resp.
xq) le K-point (resp. K'-point, resp. Q-point) du k-espace analytique X associé. Par commutativité du
diagramme (%) on a alors :

FK) () = f(Q) (xq) = £K) (x),

ce qui montre que f(x) ne dépend pas de I'extension choisie. Par définition de f, 'application que f
induit sur les K-points coincide avec f(K). O
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6 Actions d’espaces analytiques en groupes

Dans ce numéro on introduit des notions liés a I'étude des espaces analytiques en groupes sur un
corps k complet pour une valeur absolue. Si k est corps des nombres complexes C, il s’agit des notions
usuelles. Une exposition de ces concepts est présente dans [Ber90, Chapitre 5].

6.1 Orbites, parties stables et saturées

6.1.1. Définitions. — Soit k un corps complet pour une valeur absolue |- |.

Définition 6.1. Soit G un k-espace analytique en groupes. Une partie H < |G| de I'espace topologique
sous-jacent a G est dite un sous-groupe si elle stable sous les opérations de G. Plus précisément, on a:

- m(pry*(H) npry ' (H)) c H;
- e€eH;
— inv(H) c H.

Proposition 6.2. Soit G un k-espace analytique en groupes. Une partie H c |G| est un sous-groupe si
et seulement pour toute extension analytique K de k, H(K) est un sous-groupe de G(K).

Soit X un k-espace analytique muni de I’action d'un k-espace analytique un groupes G. Soient
0:GxX—X

le morphisme de k-espaces analytiques définissant1’action de G surX et prg : GxX — G, prx : GxX —
X les deux projections.
Soit H c |G| un sous-groupe du k-espace analytique G.

Définition 6.3. Soit F c |X| une partie de 'espace topologique sous-jacent au k-espace analytique X.
Lorbite deF (sous l'action de H) est la partie

H.F:= c(prél (H) mpril(F)) cIX].

La partie F est dite H-stable (ou stable sous l'action de H) si H-F = F. Si la partie F est un singleton
{x}, on désigne son orbite par G- x et on I'appelle I'orbite du point x.

6.1.2. Extension des scalaires. — Soit K une extension analytique de k. Soient
Oy Xg =X x K—X, 0G:Gk:=Gx  K—G

les morphismes d’extension des scalaires. Le morphisme oy : Gk x Xx — Xk, déduit par extension des
scalaires, définit une action du K-espace analytique en groupes Gg sur le K-espace analytique Xx. Avec
les notations introduites, on le diagramme commutatif suivant :

OK
Gg xXg — Xx
[DTeRdD)'¢ [0)'¢

GxX —2—X

On désigne par Hy le sous-groupe G)al (H) du K-espace analytique en groupes Gg.
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Proposition 6.4. Soit F c [X| une partie de I'espace topologique sous-jacent au k-espace analytique
X. Alors,

i Hg o3 (F) = oy (H-F);
ii. la partie F est H-stable si et seulement si a);(l (F) est Hk-stable;
iii. H-ox(F) =oxHk -F).

6.1.3. Compatbilité a 'analytification. — Soit X un k-schéma de type fini muni de I'action d'un k-
schéma en groupes G de type fini. Soient X*" (resp. G*") le k-espace analytique obtenu par analytifi-
cation de X (resp. G) et

Ox : X*" — X, (resp. 0g: G — G)

le morphisme d’espaces localement annelés en k-algebres induit par le foncteur d’analytification. Le
k-espace analytique en groupes G*" agit naturellement sur le k-espace analytique X.

Proposition 6.5. Soit x un point fermé du k-schéma X. Soit G- x < X I'orbite du point x sous I'action
du k-schéma en groupes G. Alors,

i GMx=(G 0™ :=01(G x);
ii. T'orbite G- x est fermée si et seulement si I'orbite G2 - x est fermée;

iii. I'adhérence de I'orbite de x, G2 - x, contient une orbite fermée.

6.2 Bon quotient topologique par une relation d’équivalence

6.2.1. Définitions et propriétés fondamentales. — Soit X un espace topologique et soit 2 une rela-
tion d’équivalence sur X. Si x est un point de x, la partie Zx := {x’ : X’ Zx} de X sera appelé I'orbite de
x par .

Définition 6.6. Une partie F de X est dite Z-stable (ou stable par la relation d’équivalence %) si pour
tout x € F son orbite Z x est contenue dans F.

Une partie F de X est dite & -saturée (ou saturée par la relation d’équivalence %) si pour tout x € F,
I'adhérence de son orbite Zx est contenue dans F.

Une partie Z-saturée est Z-stable; si F est une partie fermée %-stable alors elle est Z-saturée.

Définition 6.7. Si Y est un espace topologique, on dit qu'une application continue f:X — Y est -
invariantesi f(x) = f(x') pour tout x, x" € X tel que xZx'.

Définition 6.8. Un espace topologique X satisfait a l'axiom de séparation T, (ou il est un espace topo-
logique T}) si tout point de X est fermé.

Proposition 6.9. Soit X un espace topologique T1 muni d’une relation d’équivalence %. Si Y est un
espace topologiqueT; etn : X — Y est une application continue et Z-invariante, on a les faits suivants :
i. pourtoutxeXetx' € Zx,onan(x')=m(x);

ii. siF est une partie deY, alors n~! (F) est Z-saturée.

Définition 6.10. Soit X un espace topologique T; muni d'une relation d’équivalence 2. Un couple
(Y,m) formé par un espace topologique Y qui satisfait I'axiom de séparation T; et une application
continue 7 et Z-invariante n : X — Y est un bon quotient de X par % s'il satisfait aux propriétés sui-
vantes :
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BQ1. 7 estsurjective et Z-invariante; L
BQ2. six,x’ sont des points de X, alors 7t(x) = n(x’) si seulement si ZxNRx' # @ ;
BQ3. siF est une partie fermée Z-stable, son image n(F) par 7 est fermée dans Y.

Proposition 6.11. SoitX un espace topologique T, muni d’une relation d’équivalence %. Un bon quo-
tient (Y, ) de X par & satisfait aux propriétés suivantes :

i. pour tout x € X il existe au plus une orbite fermée contenue dans Zx ;
ii. siEF sont des parties %-saturées, 1(F) N t(F') # @ si et seulementsiFNF # @ ;
iii. une partieV deY est ouverte si seulement si n=1(V) est ouverte dans X ;

iv. une partie ouverte U de X est Z-saturée si et seulement si U = n~! (n(U)) ; en particulier, 'image
de U parn est ouverte dansY.

Démonstration. Soient y,y' € Zx des points d’orbite fermée. D’apres la Proposition 6.9 on a n(y) =
7(y"). Par la propriété BQ2 on a
RYNRY = RyNRY # &,

ce qui entraine Zy = Zy'.

Pour (ii), soient EF' = X des parties Z-saturées. Si EF' se rencontrent, leurs images se rencontrent
aussi. Si (F), n(F)’ se recontrent il existe x € F et x’' € F' tels que 7(x) = n(x’) : par la propriété BQ2, on
a

RXNRX # P.

Puisque F (resp. F') est saturée par la relation d’équivalence %, I'adhérence de I'orbite Zx (resp. Zx')
est contenue dans F (resp F'). En particulier,

B #RxNRx <cFNF.

Pour (iii), si V c Y est une partie ouverte, son image réciproque est ouverte par continuité de m.
On suppose que 7! (V) soit une partie ouverte. D’apreés la Proposition 6.9 elle est Z2-saturée. La partie
complémentaire F = X — 17! (U) est une partie fermée et Z-stable. Par la propriété BQ3, son image
ni(F) est fermée dans Y. Puisque 7 est surjective, on a V=Y — n(F) et donc V est une partie ouverte.

Pour (iv), si U = n~ ! ((U)), d’apres la Proposition 6.9 la partie U est Z-saturée. On suppose que U
soit Z-saturée. Le complémentaire F = X—U est une partie fermée %-stable, donc Z-saturée. Puisque
T est surjectif, on a

n(unF) =Y
Comme U et F ne se rencontrent pas, par (ii) on a
n(U)nn(F) = @.
On a donc U = ! (n(U)), ce qui termine la preuve. O

Corollaire 6.12. SoitX un espace topologique T; muni d’une relation d’équivalence %. Un bon quo-
tient (Y,n) de X par & est le quotient catégorique de X par % dans la catégorie des espaces topolo-
giques Ty, c’est-a-dire qu'il satisfait a la propriété universelle suivante :

pour tout couple (Y', ") formé par un espace topologiqueY' qui satisfait a I'axiom de sé-
paration T; et une application continue 1’ : X — Y' et % -invariante, il existe une unique
application continue 0:Y — Y’ tel que v’ =0om.
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Démonstration. SoitY' un espace topologique T; et f : X — Y’ une application continue £-invariante.
1l s’agit de définir une application continue 0:Y — Y’ telle que f = 0o . Soient x € X et y = n(x) € Y.
On pose:

0(y) := f(x).

On vérifie que I'application 6 est ainsi bien définie. Soit x’ € X est tel que n(x’) = (x). Par la propriété
BQ2 les adhérences de leurs orbites se rencontrent et la Proposition 6.9 entraine f(x) = f(x'). Ceci
implique, en particulier,

f=0o0m.

On démontre la continuité de 0. Soit V c Y’ une partie ouverte. Son image réciproque f~!(V) c X est
une partie ouverte et, par la Proposition 6.9, Z-saturée. Puisque f =8om, on a

n(f vy =071

et conclut grace a la Proposition 6.11 que la partie 6! (V) est ouverte. O

Corollaire 6.13. Soit X un espace topologique T, muni d’une relation d’équivalence %. On suppose
que l'orbite Zx de tout point x € X soit fermée.
Le quotient X/ % de X par % en tant qu’espace topologique est un bon quotient de X par &.

Démonstration. Le quotient X/Z de X par & en tant qu’espace topologique est défini comme suit : si
n: X — X/Z est la projection de X sur 'ensemble des classes d’équivalence de 2, une partie V< X/ %
est par définition ouverte si n~1(V) X est ouverte.

On va vérifier les propriétés dans la définition de bon quotient. En ce qui concerne la propriété
BQ1, I'application &t est évidemment Z-invariante et surjective.

Comme toutes les orbites sont fermées, la propriété BQ2 est équivalente a dire que si x, x’ € X alors
1(x), m(x") coincident si et seulement si leurs orbites coincident.

Pour la propriété BQ3, si F c X est une partie fermée %-stable, alors son complémentaire U = X—-F
est une partie ouverte telle que U = 171w (U)). En particulier n(F) =Y — n(U) est fermé. O

Proposition 6.14. SoitX un espace topologique T} muni d’un relation d’équivalence Z. SoitF c X une
partie fermée % -stable. Si (Y,n) est un bon quotient de X par %, alors (n(F), n|g) est un bon quotient
deF par %.

Démonstration. On va vérifier les conditions dans la définition de bon quotient. La propriété BQ1 est
automatiquement satisfaite.

Pour la propriété BQ2 soient x, x’ € F : la partie F étant fermée et Z-stable, elle est Z-saturée. Les
adhérences de Zx, Zx' sont donc contenues dans F. En particulier, elles se rencontrent dans F si et
seulement si se rencontrent dans X.

Pour la propriété BQ3, si F' est une partie fermée %-stable de F, elle est une partie fermée et %-
stable de X. Son image n(F’) est fermée dans Y et donc dans n(F). O

6.2.2. Application aux quotients des schémas de type fini sur un corps. — Soient k un corps et X =
SpecA un k-schéma affine muni de I'action d'un k-schéma en groupes de type fini G. On désigne
par [X]p le sous-espace topologique de |X| formé par les points fermés de X. Par définition, I'espace
topologique [X], satisfait a I'axiom de séparation T;.

On consideére la relation d’équivalence suivante sur X : si x, y € X,

XA y<=G-x=G-}.

On suppose que le k-schéma en groupes G soit réductif. Soient Y = SpecAS le quotient de X par G
et m: X — G le morphisme quotient. Le propriétés suivantes sont alors satisfaites :
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i. le morphisme n: X — Y est G-invariant et surjectif;

ii. pour tous points fermés x,x' € X, ona:

n(x) = n(x') sietseulementsiG-xNG- x' # @;

iii. si F X estune partie fermée G-stable, I'image n(F) est fermée dans Y.

Ceci entraine que le sous-espace topologique |Y|y de [Y| formé par les points fermés de Y est le bon
quotient topologique de |X|( par la relation d’équivalence Z.

Proposition 6.15. Soient k un corps et X = SpecA un k-schéma affine muni de I'action d’un k-groupe
réductif G. Soit Z = Spec(A/I) € X un sous-schéma fermé G-stable. Le morphisme canonique de k-
schémas

€:7Z/1G:= Spec(A/I)G —X/G:= SpecAG

induit une immersion fermée des espaces topologiques sous-jacents.

Remarque 6.16. Si la caractéristique de k est nulle, le morphisme € : Z/G — X/G est une immersion
fermée de k-schémas. En fait, I'existence et la fonctorialité de la projection sur les invariants (i.e.'opé-
rateur de Reynolds) entraine que la construction des invariants est un foncteur exact sur la catégorie
des représentations de G.

En caractéristique p > 0, on a seulement le fait suivant : si f € (A/I)C il existe n > 1 tel que f”" ap-
partient 2 AS/I°, En prenant un ensemble fini de générateurs de (A/I)C en tant que k-algebre, on peut
trouver une puissance ¢ de p qui convient pour tout élément de (A/I)S. Uhomomorphisme composé
de k-algebres

AG 4 (A/mS — (A/mS

est alors surjectif et il induit une immersion fermée

F
71G —~ 716 —£ = X/G) ,

(ouF;:Z/G — Z/G est le morphisme de k-schémas induit par —9:(A/DS — (A/D)S). Puisque le mor-
phisme F; induit un homéomorphisme sur les espaces topologiques sous-jacents, le morphisme €
induit une immersion fermée des espaces topologiques sous-jacents.

Démonstration. En général, si S est un k-schéma et |S|y le sous-espace topologique de |S| formé par
ses points fermés, une partie F c |X| est fermée (resp. ouverte) si et seulement si F c [S|y est fermée
(resp. ouverte) dans |S|p.

Pour montrer que € : Z/G — X/G induit une immersion fermée des espaces topologiques sous-
jacents, on peut se borner a démontrer qu’elle induit une immersion fermée au niveau des points
fermés

€0 :1Z/Glo — 1X/Glop

(le 0 en indice désigne comme avant le sous-espace topologique formé par les points fermés). Puisque
IX/Glg et |Z/Glg sontles bons quotients topologiques respectivement de [X|g et |Z|o par la relation %,
ceci est affirmé par la Proposition 6.14. O

6.2.3. Bon quotient topologique pour 'action d’'un espace analytique en groupes. — Soit k un corps
complet pour une valeur absolue. Soit X un k-espace analytique en groupes muni de I'action d'un k-
espace analytique en groupes G.
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Soit H c |G| un sous-groupe de G. On considere la relation d’équivalence sur X définie de la ma-
niere suivante : si x, y € X,
XA uy<—H-x=H-y.

SiY est un bon quotient de X par la relation d’équivalence 2y, on dira simplement que X est le
bon quotient de X par H et on le désigne par X/H ou |X|/|H| pour souligner qu’il s’agit d'un quotient
au niveau topologique.

Si le sous-groupe H est compact, les orbites sous 'action de H sont fermés. En vertu du Corollaire
6.13, le bon quotient X/H coincide avec le quotient catégorique par la relation d’équivalence %y (dans
la catégorie des espaces topologiques).

En général, si Z est une relation d’équivalence sur un espace localement compact telle que la %-
saturation (i.e. la plus petite par Z-saturée contenant une partie donnée) d’'une partie compacte est
compacte, alors le quotient catégorique X/Z (dans la catégorie des espaces topologiques) est locale-
ment compact et la projection sur le quotient X/ est une application propre au sens topologiqiue.

Par conséquent, I’espace topologique |X| étant localement compact, I’espace topologique X/H 1'est
aussi. Si’espace topologique [X]| est de plus séparé, il en est de méme pour X/H.

7 Foncteurs représentables élémentaires

Dans cette section on discute la représentabilité de certains foncteurs élémentaires, comme le
fibré vectoriel associé a un faisceau de Ox-modules, le fibré projectif, les grassmaniennes... On se place
d’abord dans la catégorie des schémas et ensuite dans la catégorie des espaces analytiques au sens
de la section 5. Dans le cadre de la géométrie algébrique on en profite pour fixer des conventions
(notamment celle de Grothendieck sur les fibrés vectoriels et projectifs, qui est adoptée dans ce texte)
et pour squisser comment la représentabilité de ces foncteurs s’étend en fait a la catégorie des espaces
localement annelés. Ceci n’est pas accompli pour un simple désir d’abstraction, mais pour faciliter la
comparaison entre les objets algébriques et analytiques construits.

Pour les schémas, ces questions sont traitées en détail dans [EGA 2, §4] et dans [SGA 3, Exposé I].
Pour les espaces analytiques, on suit [Gro61d].

7.1 Géométrie algébrique
Remarque 7.1. Soient X un espace localement annelé et A un anneau. L'application naturelle
Morjgcan X, SpecA) — Hom(A, I' (X, Ox))

est une bijection. En effet, et de maniere équivalente, il existe un morphisme d’espaces localement
annelés mx : X — SpecI'(X,Ox) avec la propriété universelle suivante :

pour tout anneau A et pour tout morphisme d’espaces localement annelés f : X — SpecA,
il existe un unique morphisme d’espaces localement annelés f': SpecI'(X,0x) — SpecA
tel que f = f'omy.

Le morphisme mx est défini de la maniére suivante. Au niveau ensembliste, I'idéal premier mx (x) €
SpecI'(X,0x) estle noyau de 'homomorpisme d’évaluation I'(X, Gx) — k(x). Si f € I'(X,0x), 'image in-
verse par nx de 'ouvert principal D(f) c SpecI'(X, Ox) est la partie ouverte Xf={xeX: f(x) #0}. Ceci
entraine que l'application nx est continue et 'homomorphisme de restriction I'X,0x) — F(Xf,@x)
se factorise de maniére unique a travers un homomorphisme I'(X,0x) f — T'(Xr,0x). Puisque les ou-
verts principaux de SpecI'(X,0x) forment une base de sa topologie, on obtient un homomorphisme
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de faisceaux d’anneaux
f.
Tyt OspecT(X,65) — Tx+0X.

Remarque 7.2. Soient A un anneau et X = SpecA son spectre. Soient M un A-module et F un faisceau
de Ox-modules. Lapplication naturelle

Homg, mod (M, F) — Homy_med (M, T(X, F))

est une bijection. En effet, et de maniere équivalente, il existe un homomorphisme de Ox-modules
er: T'X,F)™ — F avec la propriété universelle suivante :

pour tout A-module M et tout homomorphisme de Gx-modules ¢ : M — F, il existe un
unique homomorphisme de Ox-modules ¢’ :M — T'(X,F)~ tel que p =ego@’.

Lhomomorphisme er est défini de la maniére suivante. Pour tout f € A, 'homomorphisme de
restriction I'X,F) — I'(D(f),F) se factorise de maniére unique a travers un homomorpisme de A r-
modules

IO, IXB):=TXFexAr— I'D(),F).

Puisque les ouverts principaux de X forment une base de sa topologie, on obtient un homomorphisme
de faisceaux de Ox-modules e : T'(X,F)~ — F.

7.1.1. Spectre relatif. — Soit X un un schéma. Pour tout faisceau de Ox-algeébres A, on consideére le
foncteur

X-espaces

localement annelés } { ensembles }

SpecX (A): {

Y, /) ——— Homg, aig(f*A,Oy)

Proposition 7.3. Soit A un faisceau quasi-cohérent de Ox-algebres. Le foncteur SpecX(A) est repré-
sentable par un X-schéma Specy (A).

Démonstration. La question étant locale sur X on peut le supposer affine. Dans ce cas, d’apres les
Remarques 7.1 et 7.2, on a les bijections fonctorielles suivantes :

Homg,q1¢(f* A, Oy) = Homg, a4 (A, f.Oy)
=Homgy_41g(A,T'(Y,0y)7)
=Homrx 6y)-alg(T' X, A), T'(Y, Oy))
= Moryx_sch (SpecI'(Y, Oy), SpecI' (X, A))
= Morx.jocan (Y, SpecI'(X, A)).

Le foncteur SpecX (A) est donc représenté par le X-schéma SpecI' (X, A). O

7.1.2. Fibrés vectoriels. — Soit X un schéma. Pour tout faisceau de Gx-modules F, on considere le
foncteur :

X-espaces
localement annelés

V(F): { } —— { groupes abéliens }

N, f) —— Homﬁy—mod(f*E@Y)
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Proposition 7.4. SoientF un faisceau quasi-cohérent de Ox-modules et Symg, F désigne laOx -algebre
des puissances symétriques de F. Le foncteur V(F) est représenté par le X-schéma

V(F) = Specy Sym@X E
Le X-schéma V(F) est appelé fibré vectoriel associé a F.

Proposition 7.5 (Compatibilité aux changements de base). SoientX' un schéma et f : X' — X un mor-
phisme de schémas. Soit F un faisceau quasi-cohérent de Ox-modules. Le morphisme naturel de X' -
schémas

V(f*F) — V(B) xx X’

est un isomorphisme.

7.1.3. Schéma des morphismes linéaires. — Soit X un schéma. Pour tous faisceaux des Ox-modules
E,F, on considere le foncteur

X-espaces

Homy (EE): { localement annelés

} —— { groupes abéliens }
Y, f) —— Homﬁy—mod(f*F,f*E)

Proposition 7.6. Soient E un faisceau de Ox-modules localement libre de rang fini et F un faisceau
quasi-cohérent de Ox -modules.
Le foncteur Homy (E E) est représente par le X-schéma Homy (EE) := V(EY ® F).

Proposition 7.7. Soit E un faisceau de Ox localement libre de rang r. Le foncteur en groupes

GLE): { X-espaces }

localement annelés

Y, f) —— Autg,-mod(f*E, f*E)

—— {groupes}

est représenté par un X-schéma en groupes GL(E).

7.1.4. Fibrés projectifs et grassmaniennes. — Soit X un schéma. Pour tout faisceau de Gx-modules F
et tout nombre entier r = 0, on considere le foncteur

X-espaces

Grass, (F): { localement annelés

} —— {ensembles }
E localement libre de rang r,
& {(E'(p) ‘ ¢: f*F — E epimorphisme }/N

Proposition 7.8. Soit F un faisceau quasi-cohérent de Ox -modules et r un nombre entier positif.
Le foncteur Grass,. (F) est représentable par un X-schéma Grass, (F), dit grassmanienne d’indice r
deF.

Démonstration. La question étant locale sur X, on peut supposer que le faisceau quasi-cohérent F
est engendré par une famille de sections {s;};e1. Pour tout X-espace localement annelé (Y, f) et toute
partie H c I a n éléments, on considere '’homomorphisme défini par les s; avec i € H,

(pH_YiﬁYn—>f*F.
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Pour chacune de ces parties H de I, on définit une partie Grass, (F)(Y) de Grass, . (F)(Y) par la condi-
tion suivante : Grass; (F)(Y) est formée des quotients E de f*F localement libres de rang n, tels que
I'homomorphisme composé

on 2 fF——E

soit surjectif, et donc un isomorphisme. La partie Grass, (F)(Y) s’identifie a I'ensemble des homomor-
phismes y: f*F — 0y tels que Yoy y = id+p. En d’autres termes, si on définit les applications
Homg,-mod(f*E @{;) — Homgy.mod (@{{l , @{;)
A : Y ——— Y oyuy
p:yr——id

la partie Grass,, (F)(Y) s’identifie a I'égalisateur des applications ay, . D’apres la Proposition 7.6, le
foncteur Grass, (F) est représentable (dans ce cadre plus général) par I'égalisateur Grassy (F) des mor-
phismes de X-schémas

ay,p : Hom(E Gy) — Hom(Oy, Oy)

induits par ayy, . Le reste de la preuve suit sans changements. O

Proposition 7.9 (Compatibilité aux changements de base). SoientX’ un schéma et f : X' — X un mor-
phisme de schémas. Soient F un faisceau quasi-cohérent de Ox -modules et r = 0 un nombre entier. Le
morphisme naturel de X'-schémas

Grass, (f*F) — Grass, (F) xx X’

est un isomorphisme.

Proposition 7.10. Soient EF' des faisceaux quasi-cohérents de Ox -modules. Le morphisme de Segre
ogp :P(F) xxP(F) — P(F®F)

est une immersion fermée.

Proposition 7.11. Soit F un faisceau quasi-cohérent de Ox-modules et r = 0 un nombre entier. Le

morphisme de Pliicker
oF : Grass, (F) — P(A\"F)

est une immersion fermée.

7.2 Géométrie analytique

Soient k un corps complet pour une valeur absolue et X un k-espace analytique. Pour toute exten-
sion analytique K du corps k, on désigne par Xx le K-espace analytique déduit de X par extension des
scalaires et par

Ok : Xk — X

le morphisme d’extension des scalaires.
Définition 7.12. Un espace analytique surX est un triplet (K, Y, f) formé d’'une extension analytique K

du corps k, d'un K-espace analytique Y et d'un morphisme f:Y — Xx de K-espaces analytiques.
Soient (K, Y, f) et (K',Y', f') des K-espaces analytiques. Un morphisme d’espaces analytiques surX,

(€8:K,Y,f)— KY,[)
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est un couple formé d’une injection isométrique € : K — K’ de k-algébres de Banach et d’'un mor-
phisme de K'-espaces analytiques g : Y’ — Yy tel que le diagramme

vy —f vy

f -
XK[ P— XK[
soit commutatif.

7.2.1. Fibrés vectoriels. — Soient X un k-espace analytique. Pour tout faisceau de Ox-modules F, on
considere le foncteur :

V(F): {espaces analytiques surX} —— { k-espaces vectoriels }

(K.Y, f) —— Homg, mod(f*®5EOy)

Proposition 7.13. SoitF un faisceau de Ox-modules de présentation finie. Le foncteur V(F) est repré-
sentable par un k-espace analytique sur X, V(F), dit fibré vectoriel associé a F.

Démonstration. En suivant [Gro61d, Proposition 1.1], on suppose d’abord que F soit le faisceau de
Ox-modules Oy . Dans ce cas, on a les bijections fonctorielles en Y,

Hom(@{(’, Oy) — Hom(Gy,0y)" — T'(Y,Gy)".

Pour (K,Y) variable dans la catégorie des espaces analytiques sur k, le foncteur exprimé par le terme
a droite est représentable par I'espace A” ; donc, pour (K,Y, f) variable dans la catégorie des espaces
analytiques sur X, ce méme foncteur est représentable par le k-espace analytique sur X,

Ay :=Al xX.

On revient au cas d'un faisceau quelconque de Gx-modules de présentation finie F. La question étant
locale sur le k-espace analytique X, on peut supposer qu'il existe une suite extacte

@)’("L@)?LF

ol m, n = 0 sont des nombres entiers. Pour tout espace analytique sur X, (K,X, f), on en déduit une
suite exacte

0 —— Homg, -mod (f*G.)EF, Oy) —— Homg,-mod (@?, Oy) —— Homg,-mod (@{{n, Oy) .
Cela montre que le foncteur V(F) est représentable par le produit fibré

Al xpn X ————— X

/
Ap———4¢

ou f estle morphisme induit par 'homomorphisme ¢ et e est la section nulle. O
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Proposition 7.14 (Compatibilité aux changements de base). Soient (K,Y, f) un espace analytique sur
X et F un faisceau de Ox-modules de présentation finie. Le morphisme naturel de K-espaces analy-
tiques

V(f*ogF) — V(F)x xx Y

est un isomorphisme.
Corollaire 7.15 (Compatibilité al'’extension des scalaires). SoientK une extension analytique du corps
k et F un faisceau de Ox-modules de présentation finie. Le morphisme naturel de K-espaces analy-

tiques
V(@I’QF) — V(F)x

est un isomorphisme.

Corollaire 7.16 (Compatibilité a la construction des fibres). SoientX un k-espace analytique etK une
extension analytique du corps k. Pour tout faisceau F de Ox-modules de présentation finie, le mor-
phisme naturel de K-espaces analytiques

V(x*F) — V(F)y

est un isomorphisme.

Proposition 7.17 (Compatibilité a I'analytification). Soient X un k-schéma localement de type fini et
F un faisceau cohérent de Ox -modules. Le morphisme naturel de k-espaces analytiques

V(F™) — V()"

est un isomorphisme.

7.2.2. Espace analytique des morphismes linéaires. — Soit X un k-espace analytique. Pour tous fais-
ceaux de Ox-modules E, F, on consideére le foncteur

Hom, (FE): {espacesanalytiques surX} —— { groupes abéliens }

K)Y, f) ——— Homgy mod(f*®gE f*®gE)

Proposition 7.18. Soient E un faisceau de Ox-modules localement libre de rang fini et F un faisceau
de Ox-modules de présentation finie.
Le foncteur Hom, (EE) est représenté par le k-espace analytique V(E" ® F).

Proposition 7.19. SoitE un faisceau de Ox localement libre de rang r. Le foncteur en groupes

GL(E): {espaces analytiques surX } —— { groupes }
(K) Y’ f) | — AUtﬁy—mOd (f* COI*(E) f* COI*(E)

est représenté par le k-espace analytique surX en groupes GL(E).

7.2.3. Fibrés projectifs et grassmaniennes. — Soit X un k-espace analytique. Pour tout faisceau de
Ox-modules F et tout nombre entier r = 0, on consideére le foncteur

Grass, (F): {espaces analytiques surX | —— { ensembles }

K.Y, f) { E ) ‘ E localement libre de rang r, } / N

¢ : f*ogF — E epimorphisme
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Proposition 7.20. SoitF un faisceau de Ox-modules de présentation finie et r un nombre entier posi-
tif.

Le foncteur Grass,.(F) est représentable par un k-espace analytique sur X, Grass, (F), dit grassma-
nienne d’indicer deF.

Démonstration. La question étant locale sur X, on peut supposer que le faisceau de Ox-modules F est
engendré par une famille de sections {s;};e;. Pour tout espace analytique sur X, (K,Y, f), et toute partie
H c1a n éléments, on considere 'homomorphisme défini par les s; avec i € H,

PHY: @{(l — f*(DEF

Pour chacune de ces parties H de I, on définit une partie Grass, (F)(Y) de Grass,(F)(Y) par la condi-
tion suivante : Grass, (F)(Y) est formée des quotients E de f*F localement libres de rang r, tels que
I'homomorphisme composé
PHY .,
0y —— f*F——E
soit surjectif, et donc un isomorphisme. La partie Grass, (F)(Y) s'identifie a I'ensemble des homomor-
phismes y : f*F — 0 tels que yo @y y = id +p. En d’autres termes, si on définit les applications

Homegy.mod (f*E @){(l) — Homgy.mod (@{(l ) @){(l)
Q: Yy ——vyopny
B:wr——id

la partie Grass, (F)(Y) s’identifie a I'égalisateur des applications ay, . D’apres la Proposition 7.6, le
foncteur Grassy, (F) est représentable (dans ce cadre plus général) par I'égalisateur Grassy (F) des mor-
phismes de k-espaces analytiques sur X,

ap,p : Hom(E 6y) — Hom(Oy, Oy)

induits par oy, f. Par des arguments standard de recollement, on se raméne a démontrer les deux faits
suivants :

- Soit (K,Y, f) un espace analytique sur X. Etant donné un quotient localement libre de rang r de
f*@gF, I'ensemble des points y € Y tel que 'homomorphisme X(y)" — x*F déduit de I'homo-
morphisme composé

0y — f*ogF —E
soit surjectif, est ouvert, et égal a T seulement si le-dit composé lui-méme est surjectif.

— Avec les notations précédentes, la réunion des Uy est Y.

Le premier est une conséquence du lemme de Nakayama; le deuxiéme est vrai car les sections {s;}
engendrent f*®gF. Cela acheve la preuve. O

Proposition 7.21. Soient EF’ des faisceaux de Ox-modules de présentation finie. Le morphisme de
Segre
ogp : P(F) xxP(F) — P(F®F')

est une immersion fermée.

Proposition 7.22. SoientF un faisceau Ox -modules de présentation finie et r un nombre entier posi-
tif. Le morphisme de Pliicker
7 : Grass, (F) — P(A"F)

est une immersion fermée.
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Proposition 7.23 (Compatibilité aux changements de base). Soit (K, X, f) un espace analytique surX.
Soient F un faisceau de Ox -modules de présentation finie et r un nombre entier positif. Le morphisme
naturel de K-espaces analytique surX,

Grass, (f“F) — Grass, (F) xx X/,

est un isomorphisme.

8 Normes géométriques

Dans cette section on présente une notion de norme sur un espace vectoriel E de dimension finie
adaptée aux espaces analytiques. Si k est le corps de nombres complexes C on retrouve la notion de
norme sur EY ; si k est le corps de nombres réels on trouve la notion de norme sur EV ®g C invariante
sous 'action de Galois. Dans le cas non archimédien cette notion permet d’éviter des difficultés qui
apparaissent quand le corps n’est pas localement compact : I'étude est inspirée par [GI63] et [RTW11,
§1.2].

8.1 Normes géométriques sur les espaces vectoriels

8.1.1. Définition et propriétés fondamentales. — Soit k un corps complet pour une valeur absolue
|-]. Soit E un espace vectoriel sur k de dimension finie. Les lois de somme et de multiplication par les
scalaires définissent des morphismes de k-espaces analytiques

s:V(E) xV(E) — V(E) (somme)
h:Al xV(E) — V(E) (homothétie)

On désigne par ¢ la cordonnée sur A}C.

Définition 8.1. Une norme géométrique sur E est une application p : [V(E)| — R, satisfaisant aux
conditions suivantes :

i. homogénéité : le diagramme suivant

IA! x V(E)| —2—— |V(E)|

IAL] x [V(E)] P

[t]xp

R, xR, — 4 LR,

est commutatif (ot p désigne la multiplication de nombres réels) ;



8. Normes géométriques 51

ii. sous-addivité ou inégalité triangulaire : si on consideére le diagramme suivant,

IV(E) x V(E)] —~—— |V(E)|

IVE)| x [V(E)] p

pxp

R, xR, — % R,
ol a désigne I'addition de nombres réels, alors on a
poasao(pxp);
iii. pour tout x € [V(E)|, si p(x) =0, alors x = 0.

On dit qu'une norme géométrique sur un k-espace vectoriel E est continue si elle '’est en tant que
fonctions su I’espace topologique |V(E)|.

Proposition 8.2. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie. Une application p : V(E) — R, est
une norme géométrique si et seulement si pour toute extension analytique K de k, I'application com-
posée

p
I I omy. (8,k) : Homg (E,K) —— [V(E)k]| IV(E)I R,

est une norme sur le K-espace vectoriel Homy (E,K).

Corollaire 8.3. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie muni d’'une norme géométrique p.
Pour toute extension analytique K de k, 'application composée

px: IVE)] V() —— R,

est une norme géométrique sur le K-espace vectoriel E ® K, qu’on appellera la norme géométrique
déduite par extension des scalaires de k a K.

Exemple 8.4 (Normes géométriques £7). Soient E un k-espace vectoriel de dimension finie n, 11, ..., t,
une base de E et g = 1 un nombre réel. En vertu de la Proposition 8.2 la fonction

pea: VEE) — Ry

x —— Y1)+ + 1, ()]
est une norme géométrique continue sur le k-espace vectoriel E. Il en est de méme pour la fonction

peeo : V(E) —— R,
x —— max{|f; (x)],..., |t ()]}

Proposition 8.5. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie. Si p,q sont des normes géomé-
triques sur I'espace vectoriel E, il existe des nombres réels c,C > 0 tels que

cq=p=Cq.
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Démonstration. On peut supposer que la norme géométrique g soit une norme géométrique ¢,
c’est-a-dire, de la forme
q:max{|tl|r---y|tn|}

ol f1,..., I, est une base du k-espace vectoriel E. Soit ey,...,e, la base de EY duale a 1,,..., ty, i.e, la
base formée par les éléments de la forme e; (z;) = 8;; (ol §;; estle delta de Kronecker). Soient x € V(E),
Kune extension analytique de k qui contient son corps résiduel complété et xx le K-point du K-espace
analytique V(E)x qui s’en déduit. En tant qu’élément du K-espace vectoriel EY ® K, le point xx s'écrit
sous la forme

n
x=) xieix
i=1

ol ejx = e;®1 € EY @ Ketles x; sont des éléments de K. D’apres I'inégalité triangulaire, on a :

n
p(x) = px(xx) = px (Z xiei)

i=1
n n
<) Ixilkpkle) = Y Ixilkp(e;)
i=1 i=1
n n
< ( p(e,-)) ‘max {|x;lx}= (Z P(ei)) q(x).
i=1 i=1,..,n i=1
On peut ainsi prendre C=Y"_, p(e;).

En suite, on suppose par 'absurde qu'’il n’existe pas de nombre réel ¢ > 0 tel que p = cq. 1l existe
alors une suite de points non nuls {x; : i = 1} de V(E) telle que pour tout nombre entier i = 1 on ait

1
p(x;) < ;q(xi). (8.1.1)

On peut construire par induction sur i une suite d’extensions analytiques emboitées {K;}, i.e. munies
de plongements isométriques K; — K;1, telle que K; contient les corps résiduels des points x,..., X;.
Le corps

limK;

i1
est naturellement muni d'une valeur absolue faisant des inclusions des K; des isométries. La complé-
tion K par rapport a cette valeur absolue est une extension analytique de k contenant tous les corps
résiduels des points x;. Pour tout i = 1, on note x;x le K-point du K-espace analytique V(E)x corres-
pondant.

On considére les normes sur le K-espace vectoriel de dimension finie EY K,

p(K), ¢(K) : EY ® K = Hom (E,K) — V(E) — R,.

Puisque EY ®; K est un K-espace vectoriel de dimension finie sur le corps complet K, il existe un
nombre réel ¢(K) > 0 tel que p(K) = ¢(K)g(K). En particulier, pour tout nombre entier i = 1 on a

p(x;) = pK)(xix) = c(K)g(xix) = cK)g(x;),

ce qui contredit (8.1.1). O

Corollaire 8.6. SoitE un k-espace vectoriel de dimension finie muni d’une norme géométrique conti-
nue p. Pour tout nombre réel r = 0, I'adhérence de la partie

{xeV(E):p(x)=r}

est compacte dans V(E).
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8.1.2. Norme associée a une norme géométrique. — Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie
muni d'une norme géométrique p : [V(E)| — R,. Pour tout ¢ € E, en vertu de la Proposition 8.5 la
fonction |z|/ p est borné supérieurement et inférieurement par des nombres réels. On pose alors

[£(x)]
lzllp:= sup .
0£xeV(E) P(X)

Lapplication ainsi définie est une norme sur le k-espace vectoriel E et on I'appelle la norme associée
a la norme géométrique p. Sila norme géométrique p est claire dans le contexte, on désigne la norme
Il simplement par || - ||.

8.1.3. Quotients. — Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie muni d'une norme géométrique
p. Soit m : E — F un homomorphisme surjectif de k-espaces vectoriels. Chomomorphisme n induit
une immersion fermée

€:V(F) — V(E).

Définition 8.7. La norme géométrique quotient sur F déduite de p et m est 'application composée

V() —= V(E) —2=— R, .

8.1.4. Sous-espaces. — Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie muni d’'une norme géomé-
trique p. Soit F un sous-espace vectoriel de E. L'inclusion € de F dans E induit un morphisme surjectif
de k-espaces analytiques

1:V(E) — V(BF).

Proposition 8.8. Avec les notations introduites avant, I’application
plg:=mp: VF) —— R,

y —— inf p(x)
n(x)=y

est une norme géométrique sur le k-espace vectoriel F, dite la restriction de la norme géométrique p
au sous-espaceF. Si de plus p est continue, alors p|r 'est aussi.

Lopération de soustraction de E induit un morphisme de k-espaces analytiques
s:V(E) x V(E) — V(E).

Définition 8.9. Soient pr,,pr, : V(E) x V(E) — V(E) les deux projections. Pour toutes parties X;,X,
V(E) on pose
dp(Xl,Xg) = inf{p(s(x)) :pr;(x) €X; pour i = 1,2}.

Proposition 8.10. Soient E un k-espace vectoriel muni d’'une norme géométrique continue et F c E
un sous-k-espace vectoriel.

Si plg désigne la restriction de la norme géométrique p au sous-espaceF, pour tout point y € V(F)2"
ona

ple(y) = dp (n1 (1), VEE/F)™).
Démonstration. Pour prouver |'égalité

ple(y) = dp (n~' (1), VEE/F)?),
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il suffit de montrer qu’on a
s(pry' () npry ' VE/B) = (9.

En effet, si cela est vrai, les nombres réels plr(y) et d, (n’l (y),V(E/F)an) sont le minimum de la fonc-
tion p sur la méme partie de E. On remarque d’abord que, comme V(E/F) contient le point 0, il suffit
de montrer I'inclusion

s(pry' () npry ' VE/B) et (9).

Quitte a prendre une extension analytique de k qui contient le corps résiduel de y, on peut supposer
que y soit un k-point. Dans ce cas on a

pry w7 (y) npry L V(E/F) = 1 (y) xx V(E/F).

Pour toute extension analytique K de k, pour K-point x de n~!(y) et pour tout K-point v de V(E/F) on
a alors
n(x—v)=n(x)—-n(v) =7n(x) =y.

Cela termine la preuve. O

8.1.5. Norme géométrique d’opérateur. — Soient E,F des k-espaces vectoriels de dimension finie
muni respectivement de normes géométriques pg, pr.
On munit le k-espace vectoriel Hom(E E) d'une norme géométrique p&% m(E,F) COMMe suit. Soient

¢ € Hom(E,F) = V(Hom(E E))

et K une extension analytique de k qui contient le corps résiduel complété de ¢. Soient @k : Ex — Fx
I’homomorphisme de K-espaces vectoriels associé et ¢y : V(Fx) — V(Ex) le morphisme de K-espaces
analytiques qui lui correspond.

En vertu de la Proposition 8.5 la fonction sur V(Fg) — {0},

o pEx (Y (X))
PEK(X)
est bornée et on pose

op ._ PEX ((pv ()
K (@)= sup —————.
pHom(E,F) ¢ O#xEVI?FK) PEk(X)

Il découle de la surjectivité du morphisme d’extension des scalaires que si K’ est une extension analy-
tiquedeKona

Priome,n K (@) = Pliom e K (@).

En vertu de la Proposition 5.46 cela définit donc une fonction ploi’)m(E F) Sur V(Hom(E, F)) et en vertu
de la Proposition 8.2 la fonction pglﬂ m(E,p) €St une norme géomeétrique.

8.2 Normes géométriques hermitiennes

8.2.1. Définition et propriétés. — Soit k un corps complet pour une valeur absolue archimédienne
|-]. Soit E un espace vectoriel sur k de dimension finie. Les lois de somme et de multiplication par les
scalaires définissent des morphismes de k-espaces analytiques

s:V(E) xV(E) — V(E) (somme)
h:A' x V(BE) — V(E) (homothétie)

On désigne par a: Ry x Ry — R, 'addition de nombres réels positifs.
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Définition 8.11. Une norme géométrique p : [V(E)| — R, sur le k-espace vectoriel E est dite hermi-
tienne si elle satisfait la loi du parallélogramme

200 (px p)=ao(axs),

i.e.le diagramme suivant
V(E) x V()] ————— V(E) x V(E)

[VE) x [VE) [VE)| x [V(E)]
pxp pxp
R; xR, R, xR,

2a o
Ry Ry

est commutatif.

Si k = C, se donner une norme géométrique hermitienne sur E revient a se donner une norme
hermitienne sur EY (et, donc, une forme sesquilinéaire hgv sur EV).

Si k = R, se donner une norme géométrique hermitienne sur E revient a se donner une norme
hermitienne sur le C-espace vectoriel EV ® C invariante sous I'action de Galois (et, donc, une forme
sesquilinéaire hgv ¢ sur EY ® C compatible a la conjugaison complexe). Puisque la forme sesquilinéaire
hgv ¢ est entierement détérminée par sa restriction & EY, se donner une norme géométrique hermi-
tienne sur E revient a se donner une norme euclidienne sur EV.

Proposition 8.12 (Orthonormalisation). SoientE un k-espace vectoriel de dimension finie muni d’'une
norme géométrique hermitienne p.
Il existe une base t1,..., t;, du k-espace vectoriel E telle que

P = 10+ + | a ()2

pour tout x € V(E).

8.2.2. Somme directe. — Soient E, F des k-espaces vectoriels de dimension finie muni respectivement
de normes géométriques hermitiennes pg, pr. Soient

prg:V(E®F) — V(E)
prp:V(EeF) — V(F)

les deux projections canoniques.

Proposition 8.13. L'application pger : V(E @ F) — R, définie par

PEeF(x) := \/ PE(Pre (X))? + pr(prp(x))?

est une norme géométrique hermitienne sur E @ F dite somme directe des normes géométriques hermi-
tienne pg, pr.
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8.2.3. Produit tensoriel. — Soient E,F des k-espaces vectoriels de dimension finie muni respective-
ment de normes géométriques hermitiennes pg, pr. Soient hgv ¢, hrv ¢ les formes sesquilinéaires sur
EY ®C, FY ® C associées.

Proposition 8.14. II existe une (unique) forme sesquilinéaire hggr)v ¢ sur le C-espace vectoriel (E ®
F)" ®C telle que, pour tous v,v' € EY ® C et tous w,w' e F¥ ®C, ona:

hgeoryvc(ve w, v @ w') = hgv c(v, V) hpv c(w, w").
De plus, si k =R, cette forme sesquilinéaire est compatible a la conjugaison complexe.

La norme géométrique hermitienne pger associée a la forme sesquilinéaire hger)v ¢ est dite pro-
duit tensoriel des normes géométriques hermitiennes pg, pr.

8.2.4. Produit symétrique. — Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie muni d'une norme
géométrique hermitienne pg. Pour tout nombre entier r = 0, on munit le k-espace vectoriel Sym’ E de
la norme géomeétrique psym g induite par '’homomorphisme surjectif

E®" — Sym'E.
Proposition 8.15 (Sous-multiplicativité). Soient r,s = 0 des nombres entiers. Pour tous f € Sym"E,
geSym*Eona:
”fg”stT”E = ”f”Sym’E . ”g”SymsE'

Proposition 8.16. Soit e1,...,e, € E une base orthonormale de E. Pour tout n-uplet £ = (¢y,...,¢,) de
nombres entiers positifs tels que {1 +---+ €, =r,ona:

1/2 —
¢ 0 r r! 172
”ell et ”Sym’E = =—
01,...,4, Oq!---0,!

8.2.5. Produit extérieur. — Soient E un k-espace vectoriel de dimension finie muni d'une norme
géométrique hermitienne pg et hgv ¢ la forme sésquilineaire sur EY ® C associée. Soit r € [1,dimE] un
nombre entier.

Pour tous vy A---A v, w1 A---Awr € A"EY®C on pose:

hprgv c(V1 A=AV, w1 A Awy) =det(hgy (v, wy) i1, j=1,...,n).

On définit ainsi une forme sesquilinéaire h,rgv ¢ sur A”EY ® C. De plus, si k =R, elle est compatible
a la conjugaison complexe. La norme géométrique hermitienne correspondante p,rg sera appelée
puissance extérieure r -eme de la norme géométrique hermitienne pg.

Proposition 8.17. Soit py; la norme géométrique quotient sur le k-espace vectoriel \" E induite par
I'homomorphisme surjectif canonique

E@r _ /\r E.
Alors,
I lppre = VTl I,
Proposition 8.18 (Inégalité de Hadamard). Si vy, ..., v, € E sont des vecteurs linéairement indépen-
dants,on a:

oy A== Avnlipre < liville---lvalle.
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8.3 Normes géométriques non archimédiennes

8.3.1. Définition et propriétés. — Soit k un corps complet pour une valeur absolue archimédienne
| -]. Soit E un espace vectoriel sur k de dimension finie. La loi de somme définit un morphisme de
k-espaces analytiques

s:V(E) xV(E) — V(E).

Définition 8.19. Une norme géométrique p : [V(E)| — R; sur le k-espace vectoriel E est dite non archi-

médienne si elle est continue et satisfait a I'inégalité triangulaire non archimédienne, i.e. si on consi-
dére le diagramme suivant,

IV(E) x V(E)] ———— |V(E)|

VB > [V(E) P

pxp

R+XR+L>R+

ol max désigne le maximum d’'un couple de nombres réels, alors on a
pos<maxo(pxp).

Exemple 8.20 (Norme provenante d’'un modele entier). Soient k° 'anneau des entiers de k, € un k°-
module libre de rang fini et E := € ® - k. La fonction

pe: VE)—— R,
X —— max|t(x)|
te€

est alors une norme géométrique continue non archimédienne sur le k-espace vectoriel E. On dira
que pe est la norme géométrique provenant du modele entier €. Comme l'affirme le Théoreme sui-
vant, quitte a étendre les scalaires, toutes les normes géométriques non archimédiennes sont de cette
forme.

Théoreéme 8.21. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie muni d’'une norme géométrique non
archimédienne p.

Il existe une extension analytique K de k et un sous-K°-module € c E ® K libre de rang fini tels
que

i. 'homomorphisme naturel € ®x- K — E ® K est un isomorphisme;
ii. I'application composée
p
px: IVE)| —— IVEE) —— R4

est la norme géométrique associée au modéle entier €.

La preuve qui suit est une adaptation de celle de la Proposition 1.1 de [GI63].

Démonstration. On prouve 1'énoncé par récurrence sur la dimension n du k-espace vectoriel E. On
suppose d’abord n = 1 et on considére un élément non nul ¢ € E. Les applications || et p sont homo-
genes et leur rapport ||/ p sur V(E) — {0} est identiquement égal a un nombre réel p > 0. Soient K une
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extension analytique de k telle que p appartienne au groupe des valeur |K*| et A € K un élément de
valeur absolue p. Le sous-K°-module € de E ®; K engendré par /A convient.

On suppose ensuite n = 2 et que I'énoncé soit vrai en dimension 7 — 1. Soit ¢ € E un élément non
nul. Si on consideére la suite exacte courte

0 k—L3E F=E/(k-t) ——0,

la restriction pr de la norme géométrique p a V(F) par 'immersion fermée V(F) — V(E) définit une
norme géométrique continue et non archimédienne sur I’espace vectoriel F. Par hypothése de récur-
rence il existe une extension analytique K de k etune base 11,..., t,—; duK-espace vectoriel Fx := F® K
telle que pour tout élément w de V(Fx) on ait

pex (W) = max{r |t (wW)l,..., rm-1lth—1 (W)}

Les applications |#| et px sont continues sur I’espace topologique [V(E)x|. De plus, comme les ap-
plications |?|, px sont homogenes, leur rapport |¢|/ px descend en une fonction continue sur 'espace
projectif P(E)k. Ce dernier étant compact, 'application |¢|/p atteint un maximum global strictement
positif dans un point x € P(E)x.

Quitte a étendre K on supposer que le point x soit défini sur K. Soit v, un K-point non nul du K-
espace analytique V(E), i.e. un élément non nul v, € Ex := EY ®; K, représentant le point x. Quitte a
étendre encore K on peut supposer que le nombre réel

[2(vp)l
px(vn)

appartient au groupes des valeurs de K, c’est-a-dire qu'il existe A € K tel que |[A|px(v,) = [£(v,)]. On
pose:
Uy =Lyl A

Soit vy,..., v,—1 la base du K-espace vectoriel Fl‘é duale a la base 1, ..., ;-1 du K-espace vectoriel
Fx. Si on identifie vy, ..., v,-1 avec leurs images dans El‘é, les éléments vy, ..., v, forment une base du
K-espace vectoriel E{. Pour tout i = 1,...,n — 1, soit u; I'élément du K-espace vectoriel Ex décrit par
les conditions

Ui (vy) = 8iq (x=1,...,n),

ol §;, désigne le delta de Kronecker. Les éléments u;,..., 4, forment alors une base du K-espace
vectoriel Ex. Pour tout i = 1,...,n I'image de u; dans Fk coincide avec t;. On va montrer que le sous-
K°-module libre € c Ex engendré par les u; convient.

Soit L une extension analytique de K et w un L-point du K-espace analytique V(Ex). Le point w
s'écrit en tant qu'élément du L-espace vectoriel E} := EY ® L sous la forme

+uw'.

w=tn () Un(vn)

Par définition u, (w’) = 0, c'est-a-dire, le L-point w’ appartient au sous-K-espace analytique V(F).
Par hypothese de récurrence, on a alors

pr(w") = max{luy (w)],..., [ up-1 (W)} (8.3.1)
Puisque la norme géométrique px est non archimédienne, on a

pK(Vn) 12 }
px(w) SmaX{Iun(W)l—lun(vn)|,pK(W)

= max {|u, (W), px (W)}, (8.3.2)
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car par définition de u, on a px(v,) = |u,(v,)|. D’autre part, la fonction ||/ px sur V(E)x — {0} atteint
son maximum en le point v,. Par conséquent,

pr(w) = lup (W)l (8.3.3)
En vertu de (8.3.1), (8.3.2) et (8.3.2) on a I’égalité

px(w) = max{|u, (w)|, px(w')}
= max{|u, (W), |y (W)l,..., l[up—1 (W)},

ce qui termine la preuve. O

8.3.2. Sommes directes. — Soient E,F des k-espaces vectoriels de dimension finie muni respective-
ment de normes géométriques non archimédiennes pg, pr. Soient

prg:V(EeF) — V(E)
prp:V(EeF) — V(F)

les deux projections canoniques.
Proposition 8.22. L'application pger : V(E ® F) — Ry, définie par
Prer(x) := max{pg (prg (x)), pr(pre(x))}

est une norme géométrique non archimédienne sur E® F dite somme directe des normes géométriques
non archimédiennes pg, pr.

Siles normes géométriques pg, pr proviennent respectivement des modeles entiers &, §, la norme
géométrique pger provient du modeéle entier ¢ & J.

8.3.3. Homomorphismes. — Soient E,F des k-espaces vectoriels de dimension finie muni respec-
tivement de normes géométriques non archimédiennes pg, pr. La norme géométrique d’opérateur
p&%m(E’F) introduite au paragraphe 8.1.5 est alors une norme géométrique non archimédienne et on
la note simplement pHom(,F)-

Pour vérifier que c’est une norme géométrique non archimédienne, on peut le faire sur une ex-
tension analytique de K de k car la définition la norme géométrique d’opérateur est compatible a
I'extension des scalaires. En vertu du Théoréeme 8.21 il existe une extension analytique K de k et des
sous-K°-modules libres & c E, § < F de fibre générique respectivement E et F et tels que les normes
géométriques pg x, ppx proviennent des modeles entiers €, §§. La norme géométrique pf{%m(E’F)'K est
alors la norme géométrique associée au K°-module Homge- (&, §) et elle est donc non archimédienne.

En particulier, siles normes géométriques pg, pr proviennent respectivement des modeles entiers
¢, 3§, lanorme géométrique prom(E,r) provient du modele entier Homye (&, §).

8.3.4. Produit tensoriel. — Soient E,F des k-espaces vectoriels de dimension finie munis respecti-
vement de normes géométriques non archimédiennes pg, pr. On va définir une norme géométrique
non archimédienne sur le k-espace vectoriel E ® F.
Soient € V(E ® F), K une extension analytique de k contenant le corps résiduel complété de f et
Pk le K-point du K-espace analytique V(E ® F)x associé. Le K-point fx correspond & une application
K-bilinéaire
Pk :Ex ®Fx — K,
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qui a son tour induit un morphisme de K-espaces analytiques V(E")x xx V(F)x — AII( qu’on désigne
encore par Pg. Soient

prev i VEY)k xk V(EY)x — V(EY ),

prev i VEY )k xg VIEY)x — V(FY),

les deux projections. Avec ces notations on pose

. 1Px ()] ) v v }
Peer(K)(B) := sup{ ER e B —c x e V(E")k xx V(F")x tel que prpv (x), prpv (x) #0

Il découle de la surjectivité du morphisme d’extension des scalaires que si K’ est une extension analy-
tique de K on a

PEsr(K)(B) = prer(K) (B).

En vertu de la Proposition 5.46 cela définit donc une fonction pger sur V(E ® F) et en vertu de la
Proposition 8.2 la fonction prer est une norme géométrique.

De plus, si les normes géométriques pg, pr proviennent respectivement de modeéles entiers &,F,
alors la norme géométrique prer coincide avec la norme géométrique provenant du modele entier
¢ ® 5. A l'aide du Théoréme 8.21 ceci montre que, en revenant a des normes géométriques non
archimédiennes quelconques pg et pr, alors la norme géométrique pger est non archimédienne.

8.3.5. Produit symétrique. — Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie muni d'une norme
géométrique hermitienne pg. Pour tout nombre entier r = 0, on munit le k-espace vectoriel Sym’ E de
la norme géomeétrique psym g induite par '’homomorphisme surjectif

E®” — Sym"E.

Proposition 8.23 (Sous-multiplicativité). Soient r,s = 0 des nombres entiers. Pour tous f € Sym"EY,
geSym*EY ona:
”fg”stT”E = ”f”Sym'E . ”g”SymsE'

Si la normes géométrique pg provient d'un modele entier &, la norme géométrique psyy,rg pro-
vient du modele entier Sym’ €.

8.3.6. Produit extérieur. — Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie muni d’'une norme géo-
métrique hermitienne pg. Pour tout nombre entier r € [1,dimE], on munit le k-espace vectoriel A" E
de la norme géométrique p,rg induite par '’homomorphisme surjectif canonique

E®" — A"E.
Proposition 8.24 (Inégalité de Hadamard). Pour tous vy,...,vr €E,ona:
lvr A= Avpliprg < lvillg---llvnlle.

Sila norme géométrique pg provient d'un modeéle entier €, la norme géométrique pprg provient
du modele entier A" €.

8.3.7. Compatibilités. — Toutes les compatibilités valables pour les constructions tensorielles sur
les k°-modules plats et de type fini (c’est-a-dire libres de rang fini) sont aussi valables pour les k-
espaces vectoriels de dimension finie munis d’'une norme géométrique non archimédienne. En guise
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d’exemple, pour i = 1,2,3, on considere un k-espace vectoriel de dimension finie E; muni d'une
norme géométrique non archimédienne pg,. Alors, I'isomorphisme canonique

(E1 ¢ E2) @ E3 — E; ® (B2 ® Es)
est isométrique. Autrement dit, en sous-entendant I'isomorphisme ci-dessus, on a I'égalité

p(E1®kE2)®kE3 = pE1®k(E2®kE3)' (834)

En effet, la construction de la norme géométrique du produit tensoriel est compatible a I’extension
des scalaires. En vertu du Théoreme 8.21 on peut donc supposer que pour tout i = 1,2,3 la norme
géométrique pg, provient d'un modele entier &;. L'égalité (8.3.4) provient alors de I'isomorphisme
canonique de k°-modules

(€18 €) ®po €3 — € B (& ®po E3).

8.4 Invariance par sous-groupes compacts

8.4.1. Définitions. — Soit k un corps complet pour une valeur absolue |-|. Soit X un k-espace analy-
tique muni d'une l'action d'un k-groupe analytique G. Soient g, pry : G x X — X respectivment le mor-
phisme de k-espaces analytiques définissant 'action de G et la projection sur X, et soit prg: GxX — G
la projection sur G.

Définition 8.25. Soit F c |G| une partie et Y un ensemble. On dit qu'une fonction u : |X| — Y est F-
invariante (ou invariante sous l'action de F) si les applications composées c* i, pr)*( u:lGxXl =Y
coincident sur pr;' (F),

* _ *
o uiprél(F) = Pprx u|pral(F)‘
Si F = {g} est un singleton on dira que u est g-invariante au lieu de {g}-invariante.
Pour toute partie F c |G|, au niveau ensembliste la partie pra1 (F) estlaréunion disjointe des parties

pré1 (g) avec g € F. En particulier, une fonction u : |X| — Y est F-invariante si et seulement elle est g-
invariante pour tout g € F.

Définition 8.26. Soient Y un ensemble et u : |X| — Y une application. Le stabilisateur de u dans G est
la partie

Stabg(u) := {g € G: u est g-invariante} c |G|.

Soient g € G, K une extension de son corps résiduel complété K(g) et gk le K-point du K-espace
analytique Gk associé. Si o, : Xg — Xk désigne I'isomorphisme induit par I'action de g, alors le point
g appartient a Stabg (u) si et seulement si

* * *
Ol =0 g Ol
ol ® : Xk — X est le morphisme d’extension des scalaires.

Proposition 8.27. Soient X un k-espace analytique muni d'une I'action d’un k-groupe analytique G.
SoientY un ensemble et u : |X| — Y une application. Les propriétés suivantes sont satisfaites :

i. la partie Stabg (1) c |G| est un sous-groupe;
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ii. compatibilité aux extension des scalaires : siK est une extension analytique de k, le K-groupe ana-
Iytique Gy agit naturellement sur le K-espace analytique Xx et on a

Stabg (6))*(,K u) = (DE}}K Stabg (u)

ou®dgx : Gk — G et ®x k : Xk — X sont les morphismes d’extension des scalaires.

Définition 8.28. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie muni d'une norme géométrique p.
Si la valeur absolue de k est archimédienne (resp. non archimédienne) on suppose que la norme géo-
métrique p soit hermitienne (resp. non archimédienne).

Le k-groupe analytique GL(E) agit naturellement sur E. Le sous-groupe Stabgyg) (p) de | GL(E)| est
appelé le sous-groupe unitaire par rapport a p et noté U(p).

Proposition 8.29. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie muni d’'une norme géométrique
p. Si la valeur absolue de k est archimédienne (resp. non archimédienne) on suppose que la norme
géométrique p soit hermitienne (resp. non archimédienne). Alors, les propriétés suivantes sont satis-
faites :

i. compatibilité aux extensions des scalaires : siK est une extension analytique de k et px la norme
géométrique sur le K-espace vectoriel E. = E ® ;. K déduite par extension des scalaires, on a

U(px) = og ' U(p),

ol1 ®x : GL(E)x — GL(E) est le morphisme d’extension des scalaires ;

ii. sila valeur absolue de k est non archimédienne et la norme géométrique p provient d’un sous-
k°-module € c E tel que €®- k = E, alors le groupe unitaire U(p) est le k-groupe affinoide associé
au k°-schéma en groupes GL(€) ;

iii. le sous-groupe unitaire U(p) c | GL(E)| est compact.

Démonstration. Le point (i) est un cas particulier de la compatibilité aux extension des scalaires du
stabilisateur (Proposition 8.27).

Pour (ii), soient g un point de GL(E), K = K(x) son corps résiduel complété et gx : E® K — E®; K
I'isomorphisme de K-espaces vectoriels associé. Le K°-module €. ® K° s’'identifie au sous-K°-module
de E ® K formé par les éléments ¢ tels que

[£(x)| =1 pour tout x € V(E ®4 K) tel que px(x) <1

(ol pk estla norme géométrique sur E®; K déduite par extension des scalaires). Le point g appartient
alors au sous-groupe unitaire U(p) si et seulement si I'isomorphisme gk se restreint a un isomor-
phisme € ®c K° — €@y K°, c’est-a-dire, il définit un K°-point du k°-schéma GL(E&).

Pour (iii), sila valeur absolue de k est archimédienne, le résultat est connu par k = C et dans le cas
k =R se déduit du cas complexe par proprété topologique du morphisme d’extension des scalaires.

Sila valeur absolue est non archimédienne, en vertu du Théoréme 8.21, il existe une extension ana-
lytique K de k telle que la norme géométrique px sur Ex := E® K provient d'un sous-K°-module libre
€ c E qui engendre Ex. Le sous-groupe unitaire U(px) coincide alors avec le sous-groupe affinoide
de GL(E) déduit du K°-schéma en groupes GL(€). En particulier U(px) est compact et par proprété
topologique du morphisme d’extension des scalaires ®x : GL(E)x — GL(E), le sous-groupe U(p) est
aussi compact. O

8.4.2. Cas archimédien. — Soit k un corps complet pour une valeur absolue archimédienne. On rap-
pelle tout d’abord que si G est un groupe topologique compact, il existe une unique mesure sur G,
dite mesure de Haar et notée [, invariante par multiplication a gauche (et donc a droite) et de masse
totale 1.
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Proposition 8.30. Soient E un k-espace vectoriel de dimension finie muni d’une action linéaire d’'un
k-groupe analytique G. Alors pour tout sous-groupe compactH c |G|, il existe une norme géométrique
hermitienne H-invariante sur E.

Démonstration. On suppose d’abord k = C. Dans ce cas les points de I'espace topologique sous-jacent
au C-espace analytique G coincident avec les C-points de G. En particulier, |G| est un groupe topolo-
gique localement compact et le sous-groupe H est un groupe topologique compact. Pour toute norme
géométrique hermitienne p sur E, la fonction

fpduH: x—»fp(g‘X)duH(g)
H H

est une norme hermitienne H-invariante.

Si k =R, soient G¢ le C-groupe analytique qui se déduit par extension des scalaire et ® : G¢ — G le
morphisme d’extension des scalaires. I'image inverse Hc := ® ! (H) de H dans G¢ est un sous-groupe
compact du groupe topologique |Gg|. Soit p une norme géométrique hermitienne sur E et pc lanorme
géométrique hermitienne sur Ec := E ®g C qui se déduit par extension de scalaires. La fonction

fPCdPHc1 fo pc(g-x) dpmc(8)
Hc He

est une norme hermitienne H¢-invariante sur E. De plus, puisque Hc est stable sous ’action de Gal(C/R),
pour tout x € V(E)c on a

fpc(g-f)duHC(ghf pc(g %) dppg(g)
Hc Hc
=f pc(g-X) dpmc(8)
Hc
=f pc(g-x) dupg(8).
Hc

Autrement dit, la norme géométrique hermitienne fj; ¢ Pc dun estinvariante sous I'action de Galois
et elle descend donc en une norme géométrique hermitienne sur E. O

Corollaire 8.31. SoitE un k-espace vectoriel de dimension finie. Alors,

i. maximalité : les sous-groupes unitaires par rapport a une norme géomeétrique hermitienne sur E
sont maximales (par rapport a I'inclusion) parmis le sous-groupes compactes de | GL(E)| ;

ii. conjugaison : si p,q sont des normes géomeétriques hermitiennes sur E, il existe un k-point g de
GL(E) tel que
U(g) =gU(p)g".

8.4.3. Cas non archimédien. — Soit k un corps complet pour une valeur absolue non archimédienne.

Proposition 8.32. Soient E un k-espace vectoriel de dimension finie muni d’une action linéaire d’'un
k-groupe analytique G. Alors pour tout sous-groupe compact H c |G], il existe une norme géométrique
non archimédienne H-invariante sur E.

Démonstration. Soient o : GxV(E) — V(E) le morphisme de k-espaces analytiques définissant ’action
de G sur E et prj : G x V(E) — G la projection sur G. Puisque I'application continue canonique

|G x V(E)| — IGI x [V(E)|
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est propre au sens topologique, la restriction de o a prE,1 H,
on:|prg' Hl — [V(E)]

est une application continue et propre au sens topologique entre espaces topologiques localement
compacts. Soient p une norme géométrique non archimédienne sur E et pri : G x V(E) — V(E) la pro-
jection sur V(E). Pour tout x € V(E) on pose

pH () = oy pry p(x) = sup {p(pry(y) : y € prg' H,a(y) = x}.

Par compacité de H et continuité de p, la fonction p™ que 'on obtient est 4 valeurs réels. On va mon-
trer que p™ est une norme géométrique non archimédienne continue.

On remarque tout d’abord que pour tout x il existe une extension analytique K de son corps rési-
duel complété K(x) et un K-point & du K-espace analytique Gx appartenant a Hk tel que

pH(x) = px(h-x)

(ol px est la norme géométrique déduite par extension des scalaires). Puisque I'action de G sur E est
linéaire, ceci entraine que la fonction p' est une norme géométrique non archimédienne. Il reste a
démontrer la continuité, ce qui achevé dans le Lemme qui suit la preuve (a appliquer avec X = pra1 H,
Y=I|V(E)|etu= pr)*( p, en rappelant qu'une application continue et propre au sens topologique entre
espaces localement compacts est fermée). O

Lemme 8.33. SoientX,Y des espaces topologiques, f : X — Y une application continue surjective fer-
mée et u: X — R une fonction semi-continue supérieurement (resp. continue). Alors, la fonction

fiu:Y—— R

yH——— sup u(x)
fx)=y

est semi-continue supérieurement (resp. continue).

Démonstration. 11 s’agit de montrer que pour tout nombre réel o € R, la partie
Fo:={yeY: fiu(y)zao}

est fermée. D’autre part F, est'image de la partie
Eq:={xeX:ulx)=a}.

Par semi-continuité supérieure de q, la partie E, est fermée et donc son image f(E) = Fy est fermée.
On suppose désormais que la fonction u soit continue. On considere la partie des points maximaux
sur les fibres de f,

XM= {xeX: f* fru(x) = u(x)}.
Un point x € X appartient a X™# si et seulement si
f*fiux) —u(x) =0.

Comme la fonction f* f; u est semi-continue supérieurement et la fonction u est continue, la fonction
f* fiu— u est semi-continue supérieurement. En particulier, la partie des points maximaux X™* est
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fermée dans X. La restriction de f a X™&, f : X™& — Y, est alors fermée et, par définition de point
maximal, on a le diagramme commutatif d’espaces topologiques

Y
lfru

xmax u >R

f
X—

Pour toute partie Y de R, I'image réciproque de Y par f;u est alors fermée si et seulement si 'image
réciproque de Y par u est fermée. La fonction f; u est donc continue. O

Corollaire 8.34. SoitE un k-espace vectoriel de dimension finie. Alors,

i. maximalité : les sous-groupes unitaires par rapport a une norme géométrique non archimédienne
continue sur E sont maximales (par rapport a I'inclusion) parmis le sous-groupes compactes de
IGL(EB)[;

ii. conjugaison : si p,q sont des normes géométriques hermitiennes sur E, il existe une extension
analytique de K et un K-point g du K-groupe analytique GL(E)x tel que

U(gx) = gU(p)g™".

8.5 Espace des normes géométriques

8.5.1. Définition. — Soient k un corps complet pour une valeur absolue et E un k-espace vectoriel de
dimension finie.

Définition 8.35. Si la valeur absolue est archimédienne (resp. non archimédienne), on désigne par
A (E) 'ensemble des normes géométriques hermitiennes (resp. non archimédiennes) sur E.

Lensemble A4 (E) est naturellement muni d'une distance comme suit. Si p, g € A (E), leur rapport
p/q sur V(E) — {0} descend en une fonction continue sur ’espace projectif P(E) strictement positive
partout. On pose

dy e (p, q):=sup logB'.
P(E) q

Proposition 8.36. L'espace topologique A (E) est complet pour la distance d_y (.

Démonstration. On note C°(P(E),R) I'espace des fonctions continues a valeurs réels sur I'espace to-
pologique compact |P(E)| muni de la topologique de la convergence uniforme. Pour tout p € A (E),
I'application

ep: N (E) —— C°(P(E),R)

q i—>10g%

est une isométrie par définition de la distance d_y (). Puisque I'ensemble des normes géométriques
sur un k-espace vectoriel de dimension finie est fermé par convergence ponctuelle, I'image par €, par
I'espace topologique .4 (E) est fermée dans C°(P(E), R). En particulier, I'espace topologique .4 (E) est
complet. O
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8.5.2. Action de groupe linéaire sur I'espace des normes géométriques. — Soit E un k-espace vec-
toriel de dimension finie. Soit p une norme géométrique sur E. Si la valeur absolue de k est archimé-
dienne (resp. non archimédienne), on suppose que la norme géométrique p soit hermitienne (resp.
non archimédienne).

Soient g € |GL(E)|, K une extension analytique du corps résiduel complété de g et gk : Ex — Ex
I'isomorphisme de K-espaces vectoriels associé. On note g : V(E)x le morphisme de K-espaces ana-
lytiques associés : si on laisse agir a gauche GL(E) sur V(E) a travers la représentation duale, pour tout
xeV(E)xona

g0 =g' x

Pour tout K-point x du K-espace analytique V(E)x on pose :
pg ) (x) := p(K) (g (x))

Comme la norme géomeétrique p est définie sur V(E), si K’ est une extension analytique de k contenant
K, le diagramme

Pg (K)
V(E)(K) —— Ry

Py
VE)K) — R,

est commutatif. D’apres la Proposition 5.46 la collection d’application {pg(K) : K € (ExtAn) %y} pro-
vient d'une (unique) application pg : V(E) — R... De plus, si K est une extension analytique du corps
résiduels complété K(g) de g, pour tout x € V(E)gx on a

(Pg)x (%) = pr(gg (x)).

En particulier, pg est une norme hermitienne (resp. non archimédienne). On définit ainsi une appli-
cation
o:|GLE)| x &/ (E) —— A (E)

(8§ p) ——0(g,p):=pyg

Soient p, g des normes géométriques continues sur E. Soient ¢ : E — E un homomorphisme de
k-espaces vectoriel et f: V(E) — V(E) le morphisme de k-espaces analytique qui s’en déduit. On pose

q(f(x))
lpllp,q :=su )
®lpa x#Ig p(x)

Proposition 8.37. SoitE un k-espace vectoriel de dimension finie. L'application

o: |GL(E)| x N (E) —— A (E)
(& p) ——0(g,p):=pg

satisfait aux propriétés suivantes :

i. compatibilité aux extensions des scalaires : pour tout (g, p) € |GL(E)| x A (E) et toute extension
analytique K de k contenant le corps résiduel K(g) de g, on a

ox(gk, px) = o(g, px,

oli o : |GL(Eg)| x A (Ex) — A (Ex) est I'application relative a Ex, gk est le K-point associé a g
du K-espace analytique GL(Ek) et px la norme géométrique sur Ex déduite par extension des
scalaires;
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ii. pourtous(g,p),(h,q) € |GL(E)| x A (E) on a

dyg(0(g, p)olh,q)= logmax{ll ide llg), pg. de ”’”g"’h}
=logmax{liglig,p 18 I p.q,} -

Démonstration. En vertu de la Proposition 5.46, le point (i) est vrai par définition de pg. En vertu du
point précédent on peut se ramener quand g, & sont des k-points de GL(E). Par définition on a

pg(x)
qn(x)

d.y®(0(g p),olh q)=suplog
x#0

qn(x)
-1 ' }:1 id lid
Ogmax{ili]g an(x)’ x#—O pg(x) ogmax{nl Elanpe I E”pg’q”}

=logmax {suppg (x)),su (%) }

x£0  qn(x)  xzo0 p(gY(x)

v-1

- logmax {sup p(gY(x )), qn(g (x))}

x20 qn(X) T xz0  pX)

{

=logmax{llgllg,p. 18 I pqnt

ce qui termine la preuve. O

Proposition 8.38. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie muni d’'une norme géométrique
p. Si la valeur absolue de k est archimédienne (resp. non archimédienne), on suppose que la norme
géométrique p soit hermitienne (resp. non archimédienne). L'application

0p :IGL(E)| —— A (E)
g——oal(gp
est continue et elle descend en un homéomorphisme
Op:|GL(E)|/[U(p)| — N (E),

lorsque U(p) agit par multiplication a gauche sur GL(E). En particulier, I'espace topologique ./ (E) est
localement compact.

Démonstration. Soient g € GL(E) et g € A (E). D’apres le point (ii) de la Proposition précédente 8.37
ona

dy e (0(g, p),q) =logmax{lg g lIglgp}-

En particulier, si pour tout € > 0 on considére la boule de rayon € centré en g,
B(q,e):={q' e ¥ (B):dyw®(q,q9") <€},
son image réciproque par o, est
0,'B(q,€) = {g € IGL(B)| : logmax{llg ™"l ¢, I gllg,p} <e}.

Puisque la norme géomeétrique | - |4, et 'application inv: G — G définissant la loi d’inverse de G sont
continues, G;IB(q, €) est ouvert. Lapplication o p est donc continue.

On montre que 0, est surjective. Soit g € A (E). D’apres le Théoreme 8.21 il existe une extension
analytique K de k et des sous-K°-modules libres €,, €,  E engendrant E comme K-espace vectoriel,
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tels que les normes géométriques p, g soient respectivement déduites de &,, &;. Soit g: &, — €,
un isomorphisme de K°-modules. On note encore g I'isomorphisme de K-espaces vectoriels E — E
correspondant. On a ainsi,
gk = pxog’

ol pg, gk sont les normes géométriques déduites par extension des scalaires et g¥ : V(E) — V(E) le
morphisme de K-espaces analytique associé a g. Le point de GL(E) définit par g est alors un antécé-
dentde g par g.

Lespace topologique .4 (E) est localement compact. En effet, si pour tout g € A (E) et pour tout
€ = 0 on considere le disque de rayon € centré en g,

D(q,e):={q' e ¥ EB):dy®(q,q9) <t}

son image réciproque par o, est
0,'D(q,€) = {g € IGL(B)| : logmax{llg ™"l p,¢, I €llg,p} <€}

Comme D(q,¢) est fermée dans A (E) et 6, est continue, alors 0';,1D(6],8) est fermée dans GL(E). De
plus, si on considére 'immersion fermée

GL(E) —— End(E) x End(E)
g—— (g Le,

I'image de 0;1D(q, €) est contenue dans la partie compacte

{x € End(E) x End(E) : logmax{| pr; (x) [l p,¢, I pr2 ()l 4,p} <€}

et donc elle est compacte. Enfin, comme 0, est surjective, I'image de GI;ID(q, €) par 0, coincide avec
D(g,¢) : étant'image d’'un compact par une application continue, D(q, €) est compact. Lespace topo-
logique ./ (E) est donc localement compact et I'application o, est propre au sens topologique.

On montre que I'application o, descend en une application G, : | GL(E)|/|Up| — A (E) (le quotient
étant pris pour la multiplication a gauche de U(p)) et que G,. Soient g € GL(E) et g’ € U(p) - g : il existe
une extension analytique K de k contenant les corps résiduels complétés de g, g’ et un K-point u de
U(p) tel que

8k = 8xuU

ol1 gk, gi sont les K-points de GL(E)x associés a g, g’. D’apres le point (i) de la Proposition 8.37 on a

o,k =0(g, p)x = ok (gk Px)
=o(gku, px) = pxou’ o gy
= px o g = 0(gk, Px)
=0,(gk.
etdonco,(g) =0,(g).
Enfin, il reste a2 montrer que I'application induite G, est injective. Soient g, g’ € GL(E) tels que

0,(8) = 0p(g"). Soit K une extension analytique de k contenant les corps résiduel complété de g, g’.
En vertu point (i) de la Proposition 8.37 on a

pKo g = Progy

etdonc g ' o g, appartient a U(p), i.e., g’ appartienta U(p)- g.

On peut maintenant conclure : I'application G, est une bijection continue et o, est une applica-
tion continue et propre au sens topologique entre espaces topologiques localements compacts. Elle
est donc fermée, et il en est de méme pour G . O
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8.6 Comparaison avec la notion de norme pour les corps localement compacts

On suppose que le corps k soit localement compact comme espace topologique. Si la valeur abso-
lue est archimédienne c’est toujours le cas; si la valeur absolue de k est non archimédienne, le corps
k estlocalement compact si et seulement si son corps résiduel kestun corps fini.

Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie. Si la valeur absolue de k est archimédienne (resp.
non archimédienne) on considere I'ensemble A (E, k) des normes archimédiennes (resp. non archi-
médiennes) sur le k-espace vectoriel de dimension finie V(E)(k) =E".

Comme k est localement compact, I'espace topologique P(E)(k) (la topologie étant induite par
I'inclusion canonique de P(E)(k) dans P(E)) est compact. Si p, g € A (E, k), leur rapport p/q descend
en une fonction continue sur I'espace topologique P(E) (k) et on pose
p(x)

l r- -
RCTE)

dyEk(p,q):= sup
x€P(E) (k)
Lapplication d_y g k) définit une distance et on munit I'ensemble .4 (E, k) de la topologique induite
par cette distance. Le Théoréme de Ascoli-Arzela montre que I’espace topologique .4 (E, k) est locale-
ment compact.
Soit p une norme géométrique sur le k-espace vectoriel E. Si la valeur absolue de k est archimé-
dienne (resp. non archimédienne) on suppose qu’elle soit hermitienne (resp. non archimédienne).
Pour toute extension finie k' de k, I'application que p induit sur le k’-points de V(E),

p(k"):V(E)(K) =EY o1 k' — R4,

est une norme hermitienne (resp. non archimédienne). Elle est de plus invariante sous l'action du
groupe Auty (k') des automorphismes de k' en tant que k-algébre. On définit ainsi une application

(k') : N (B) — N (B, KYA%E,
Pour tout p, g € A& (E), comme P(E) (k") cP(E),, on a

d g (pkh),qk) <dye(p, q.

En particulier, 'application p(k’) est continue et propre au sens topologique. Comme les espaces to-
pologiques A (E) et A (E, k') sont localement compacts, elle est donc fermée.

Si la valeur absolue de k est archimédienne, 'application p(k) est une bijection et donc un ho-
méomorphisme (méme une isométrie). Si la valeur absolue est non archimédienne et la dimension
du k-espace vectoriel E est plus grande ou égale a 2, p(k) n’est jamais une bijection. Cela est lié au
fait suivant. Soit k' une extension finie galoisienne du corps k : si 'extension k’ est assez ramifiée, les
points de 'immeuble de GL(E) — ou en général d'un k-groupe réductif — sur k’ fixes sous I’action de
groupe de Galois Gal(k'/ k) contiennent strictement les points de 'immeuble de sur k. En on montrera
un exemple élémentaire pour k = Q.

On suppose dorénavant que la valeur absolue de k soit non archimédienne. Soit p une norme
non archimédienne sur le k-espace vectoriel EY. En vertu de [GI63, Proposition 1.1] il existe une base
t,..., ty du k-espace vectoriel E et des nombres réels strictement positifs «, ..., a;, tels que, pour tout
x € EY on ait

p(x) = max{o |t (X)],..., qnlLn (2]}

La norme p s’étend alors en une norme géométrique p sur le k-espace vectoriel E en posant, pour
tout x € V(E),
p(x) := max{aq|f (X)],..., anltn (X}

La définition de p ne dépend pas du choix des nombres réels ay,...,a, et de la base 1y,..., t,; tels que
p =max{o|t],...,a,| ]}
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Proposition 8.39. L'application
o(k): N/, k) — N (E)

ainsi définie est une section de p(k), i.e., p(k) o o(k) = id. En outre, elle est une isométrie qu’identifie
N (E, k) avec un sous-espace fermé de I'espace topologique ./ (E).

Démonstration. 1l est clair par définition que p(k) oo (k) = id. Il s’agit donc de vérifier que 'application
o (k) est une isométrie. Soient p, g des normes sur le k-espace vectoriel V(E) (k). D’aprés [GI63, Propo-
sition 1.3] il existe une base #1,..., t,; du k-espace vectoriel E et des nombres réels strictement positifs
a1,...,0p, P1,...,Pn tels que

p=max{a|tl,...,Qultnl}

5] = max{ﬁﬂtll,...,ﬁnltn”

En vertu de [GI63, Proposition 2.1] on a alors

a; Pi
d k) (P, q) =log max {—, —}.
i=1,.,n i O
Le méme calcul, fait sur toute extension analytique de k, montre que
o o Pi
da (P, ) =log max {—,—},
N ®P gi:I ..... n ﬁi a;
ce qui termine la preuve. O

Pour toute extension finie k' de k on obtient donc une application d’extension des scalaires
p(K) oo (k) : N (B, k) — N (B, k)M /K),

1l s’agit d'une application isométrique et donc continue, propre au sens topologique et injective. Il
n’est pas vrai en général qu’elle est surjective : au contraire, lorsque I'extension k’ est assez ramifiée,
elle ne I'est jamais.

Exemple 8.40. Cet exemple est inspiré par [RTW11, Example 5.2]. On considére le corps des nombres
2-adiques k = Q2 muni de 'unique valeur absolue || telle que |2| = 1/2. Soient E un Q»-espace vectoriel
de dimension 2 et k¥’ = Q»(0) avec 6% = 2.

Soient f;, f» une base du Q2-espace vectoriel E et a €]v/2,2+/2] un nombre réel. On consideére la
norme non archimédienne p sur le k'-espace vectoriel V(E) (k') définie par

p(x) := max{| t; ()], al £2(x) — 011 (x) [}

La norme p est invariante sous I'action du groupe de Galois Gal(k'/Q>) = {id, T}. En effet, I'élément T
agit envoyant 0 en —0, et :

- si|f1(X)] = alfz(x) — 011 (x)], alors p(1(x)) = |11 (x)| = p(x);

— sipar contreon a |f;(x)| < alfz(x) — 01 (x)], alors il s’agit de montrer qu'on a

[12(x) =08 (X)| = | £2(x) + 011 (X)].
D’autre part, on a
[£2(x) + 017 (x)] = [(£2(x) =011 (x)) +2011 (x)| = | 12(x) — 011 ()]

car par hypotheseon a:

1208 (x)] < iznz(x) — 01 ()] < |£(x) — 0, (X))

2V2
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On montre qu’elle ne provient pas par extension des scalaires d'une norme non archimédienne sur le
k-espace vectoriel E. Plus précisément on va voir que la restriction de la norme p au k-espace vectoriel
E est la norme non archimédienne

q(x) := plgv (x) = max{al0]] 1 (X)], ol £2 () [}. (8.6.1)

On suppose pour l'instant de 'avoir montré et on note gy la norme sur le k’-espace vectoriel V(E) (k')
déduite de g par extension des scalaires. Soit ej, e, la base du k-espace vectoriel EV duale a la base
t1, t>. On considere I'élément de V(E) (k'),

x=-e; +0e;.

On a alors o
+(x) = max{a|0], 0]} = — > 1 =max{1,0} = p(x)
qi N p

et donc p n'est pas la norme déduite de g par extension des scalaires a k’.

On passe a montrer (8.6.1). Pour le faire on va suivre la procédure dans la démonstration du Théo-
réme 8.21 (et donc de [GI63, Proposition 1.1]). Les fonctions g := p|gv et |f2| sont des fonctions homo-
génes sur le k-espace vectoriel EV et leur rapport | 2|/ p descend donc en une fonction continue

|t21/q : P(E) (k) — Ry

La fonction |f;|/p atteint son maximum en le point [e;] défini par la classe d’équivalence de e : il
s’agit de montrer que pour tout A € Q; on a

1 - 1 _ |12(e2)]
max{ALa]l-OA} ~ a  g(e)

et donc, de maniere équivalente,
max{A|,a|1 -0} =a.

Si|A|=q, c’estvrai. Si |A| < a et |OA] # 1 alors
[1—-06A| = max{1,|0A|} =1

et a1 —OA| = a. D’autre part, on a toujours |A| # [0~ = v/2 car par hypothése A appartient 2 Q..
Tout élément v € EY s’'écrit sous la forme v = t1(v) e + £, (v) e2. Puisque la norme géométrique ¢ est
non archimédienne, on a

q(v) = max{|t (v)Iq(e1), |22(v)|q(e2)} = max{alBl| 1 (x)], al £ ()}
D’autre part, la fonction |#,|/ g atteint son maximum en le point e,. Par conséquent,
q) =z alt (V)]

et donc
q(v) = max{al|0||#; (x)|,alt2 ()},

ce qui termine la démonstration de (8.6.1).
Soient k' une extension finie galoisienne du corps k et p une norme non archimédienne sur le k'-

espace vectoriel V(E) (k') invariante sous I'action du groupe de Galois Gal(k'/ k). La construction faite
avant donne alors une norme géométrique non archimédienne p sur le k’-espace vectoriel E®. k. De
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plus, elle est invariante sous I'action de Galois et elle descend donc en une norme géométrique non
archimédienne sur le k-espace vectoriel V(E) que 'on note encore p.
On définit ainsi pour toute extension finie galoisienne k' de k une application isométrique

o (k') : N (B, K)CUKR 4 (E)
telle que o (k') op(k') = id. En particulier, sila dimension de E est plus grand ou égale a 2, 'application
p(k): N (E) — N (E, k)

n’est pas une bijection.

8.7 Distance sur I'espace projectif

8.7.1. Définition et propriétés élémentaires. — Soient k un corps complet pour une valeur absolue
| -1, et E un k-espace vectoriel de dimension finie muni d'une norme géométrique pg. Si la valeur
absolue | - | est archimédienne (resp. non archimédienne) on suppose que la norme géométrique pg
soit hermitienne (resp. non archimédienne).

Lapplication bilinéaire alternante canonique EY@EY — A2E" induit un morphisme de k-espaces
analytiques

B:V(E) xV(E) — V(AZE).

Soient pry, pr, : V(E) x V(E) — V(E) les deux projections. Soit p 2 la norme géométrique sur le k-
espace vectoriel A\ E induite par pg par produit extérieur. Lapplication continue

PPNy evm — R,
Pr, PE-PpPr, pg

descend en une application continue
dpg, : IP(E) x P(E)] — Ry,
qu’on appelle la distance sur P(E) induite par pg.

Proposition 8.41. La distance d,,;; est une fonction continue sur I'espace topologique |P(E) x ;. P(E)|.
De plus,
i. pour tout point x € |P(E) x; P(E)l ona0 < d,,E x)=1,
ii. pour tout extension analytique K de k la fonction induite par d,; sur les K-points du k-espace
analytique P(E) x P(E),
dp (K) : P(E)(K) x P(E)(K) — Ry

est une distance sur I'espace topologique P(E) (K).

Démonstration. La continuité et le point (i) découlent directement de la définition. Le point (ii) peut
étre trouvé dans [BG06, Proposition 2.8.18]. O

8.7.2. Distance sur la droite projective. — On suppose de plus que le k-espace vectoriel E soit de
dimension 2. Soient K une extension analytique de k et pgx la norme géométrique sur le K-espace
vectoriel E ® K obtenue par extension des scalaires, i.e. ’application composée

pex: VEK VE) ——~R,.
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On suppose qu’il existe une base f,, t; du K-espace vectoriel V(E ® K) telle que

VIto(x)|2+ |11 (x)|> si]|-| est archimédienne

max{|fo(x)[, |1 (x)[} sinon.

PEK(X) =

pour tout x € V(E). Soit ey, e; la base duale a la base ty, t;, c’est-a-dire la base ey, e; du K-espace vecto-
riel EY ® K telle que #;(e;) = §;; (delta de Kronecker) pour tout i, j =0, 1.
Soient x, y des K-points du K-espace analytique P(E)x et soient

56\2er0+)€181, )7:y060+y1e1
des K-point non nuls dans V(E)x représentant x, y. Avec ces notations, on a

[X0y1 — X1 0l

dp, K (x,y) = ———.
priin Y PEX(X) pE (D)

8.7.3. Elements du groupe linéaire qui mesurent la distance entre deux points. — Soient k un corps
complet pour une valeur absolue |-|, et E un k-espace vectoriel de dimension 2 muni d'une norme
géométrique pg. Sila valeur absolue | -| est archimédienne (resp. non archimédienne) on suppose que
la norme géométrique pg soit hermitienne (resp. non archimédienne). On suppose qu'il existe une
base 1y, t; du k-espace vectoriel V(E) telle que

VItol2+11112  si|-| est archimédienne
PEk = (8.7.1)
max{|fl,| 1]} sinon.

Soit eg, e la base duale a la base f, t;, c’est-a-dire la base ey, e; du k-espace vectoriel E telle que
ti(ej) = 8;; (delta de kronecker) pour tout , j =0, 1.
Soient x, y deux k-points distincts du k-schéma P(E) et
)?:xoe0+x1e1, j/\=y060+y161
des k-points non nuls dans V(E), représentant respectivement x, y, tels que
pE(X) =1, pe() =1

On considere le k-point g = g(%, ¥) du k-schéma GL(E) défini par la condition :

g(to) = xolo + yot1
(8.7.2)
glh)=x1t0+ 11

Si on considere la transfomartion induite par g sur P(E) (a travers la représentation duale), on a:
(8.7.3)

Par définition on a det g = xyy; — X1 )0, et donc

ldetg| = dp; (x, ).
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Proposition 8.42. Soient z un k-point du k-schéma P(E), Z = zgep + e1z1 un k-point non nul du k-
schéma V(E) représentant z et T = zpt; —z1fp. On a:

g(T) = (zox1 —z1X0) o + (20 Y1 — Z1Y0) t1.
Par conséquent :
— sila valeur absolue | - | de k est archimédienne on a :
1 2 2
logllg(D)lg = Elog(dpE (x,2) +logd, (3, 2) )+1og||T||E
<loglTlg +10g\/§;

— sila valeur absolue | - | de k est non archimédienne on a :

logllg(T) g = max{logdp, (x, 2),logd,, (y,2)} +10g I Tlg
<logl|IT|.

8.8 Normes géométriques sur les faisceaux cohérents

8.8.1. Définitions. — Soit k un corps complet pour une valeur absolue |- |.

Définition 8.43. Soient X un k-espace analytique et F un faisceau cohérent de Ox-modules. Une
norme géométrique sur F est une application u : V(F) — R, telle que, pour tout x € X, I'application

composée
u

x*u: V(x*F) V(F) R,

est une norme géométrique sur le K(x)-espace vectoriel de dimension finie x*F.
Si la valeur absolue de k est archimédienne (resp. non archimédienne) on dit qu'une norme géo-
métrique u sur F est hermitienne (resp. non archimédienne) si pour tout x € X la norme géométrique
* »
x*ulest.

On dit qu'une norme géométrique sur un faisceaux cohérent de Ox-modules F est continue si elle
I'est en tant que fonctions sur I'espace topologique [V(F)|.

8.8.2. Construction fibre a fibre. — Soient X un k-espace analytique et F un faisceau cohérent de O -
modules. Se donner une norme géométrique sur F revient a se donner, pour tout x € X, une norme
géométrique sur le K(x)-espace vectoriel x*F.

Proposition 8.44. Soient X un k-espace analytique et F un faisceau cohérent de Gx-modules. Une
norme géométrique u sur F est continue si et seulement si pour tout k-espace analytique Y et tout
morphisme de k-espaces analytiques s: Y — V(F), I'application composée

N u

s'u:'Y V(F) R,

est continue.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire : on va voir qu’elle est aussi suffisante. Si F
estun faisceau inversible, la question étantlocale sur X, on peut supposer que F ait une section globale
partout non nulle s, i.e., qu’il soit isomorphe a Ox. Si n : V(F) — X désigne le morphisme structural de
V(F), alors pour tout ¢ € V(F) on a

u(®) =1s(0l-s* u(m ().
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En particulier u est continue.

On revient au cas d'un faisceau cohérent quelconque. On considere le fibré projectif P(F) et F et le
faisceau inversible G (1) associé. Le morphisme de k-espaces analytique 0 : V(G (1)) — V(F) est propre
et il induit donc une application propre au sens topologique entre espaces localement compacts

0:|V(Cr(1))| — IV(B)I.

Lapplication 0 est alors fermée, et la norme géométrique u est continue si et seulement si la norme
géométrique 0 u sur le faisceau inversible Op(1) est continue. On est donc ramené au cas d'un fais-
ceau inversible, ce qui acheve la preuve. O

8.8.3. Métrique sur les sections. — Soient X un k-espace analytique et F un faisceau cohérent de Gx-
modules muni d’'une norme géométrique u. Soient x € X un point et s € x*F une section sur x. En
vertu de la Proposition 8.5, on a

Is(2)]
[sllu(x):= sup < +00

0£teV(x*F) U(l)

et 'application || - || ,(x) : x*F — Ry ainsi définie est une norme sur le K(x)-espace vectoriel x*F.

Définition 8.45. Soient X un k-espace analytique et F un faisceau cohérent de Ox-modules muni
d’'une métrique u. La collection de normes

Il =l llu(x) - x € X}

est appelée métrique sur les sections deF.

8.8.4. Changement de base. — Soit f : Y — X un morphisme de k-espaces analytiques. Soit F un
faisceau cohérent de Ox-modules muni d'une norme géométrique u.

Définition 8.46. La norme géométrique de changement de base est la norme géométrique sur le fais-
ceau cohérent Oy-modules f*F définie par I'application composée

FIF*u: V(f*F) =V(F) xx Y T vE) —“ SR, .

8.8.5. Extension des scalaires. — Soient X un k-espace analytique et F un faisceau cohérent de Gx-
modules. Soient K une extension analytique de k, Xk le K-espace analytique déduit par extension des
scalaires, @k : Xx — X le morphisme d’extension des scalaires et Fx := GD;F.

Définition 8.47. La norme géométrique d’extension des scalaires est la norme géométrique sur le fais-
ceau cohérent Ox, -modules Fx définie par I'application composée

K [F] u

oK [FI*u: V(Fi) = V(F)x —— V(F) R, .

8.8.6. Métrique de Fubini-Study. — Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie muni d'une
norme géomeétrique p. On considere le faisceau inversible Og(1) sur I'espace projectif P(E). Lappli-
cation canonique

0:V(O:(1)) — V(E)

est un morphisme propre et il induit un isomorphisme en dehors de la section nulle. L'application

Uy : V(Og(1) —— V(E) —— R,
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est une norme géométrique continue sur le faisceau inversible Gx(1). Si k = C (muni d'une valeur
absolue archimédienne) et la norme géométrique p est hermitienne, la métrique sur les sections de
Ok (1), || - Il p, est la métrique de Fubini-Study.

8.8.7. Quotients. — Soit X un k-espace analytique et E un faisceau cohérent de Ox-modules muni
d’'une norme géométrique u. Soient F un faisceau cohérent de Ox-modules et

n:E—F
un homomorphisme surjectif de Ox-modules. Lhomomorphisme n induit une immersion fermée
€:V(F) — V(E).

Définition 8.48. La norme géométrique quotient sur F est 'application composée

€ u

V(F) V(E) R,

Sila norme géométrique u est continue, la norme géométrique u I'est aussi.
8.8.8. Dual. — Soient X un k-espace analytique et E un faisceau de Gx-modules localement libre de
rang fini muni d’'une norme géométrique ug. Pour tout x € X, I'application composée

Ug

x*ug: V(x*E) V(E) R,

est une norme géométrique. On considére la norme géométrique duale sur le K(x)-espace vectoriel
X*EY

x*ugv :V(x*EY) — R,.
Puisque, pour tout point x € X, la fibre en x de V(E") s’identifie naturellement a V(x*E"), la collection
des normes géométriques x* ugv définit une norme géométrique ugv sur EV.

Proposition 8.49. Sila norme géométrique ug sur E est continue, la norme géométrique ugv sur EY
I'est aussi.

Démonstration. On va appliquer la Proposition 8.44. Etant construite fibre 2 fibre, la norme géomé-
trique duale est compatible aux changements de base. On se raméne ainsi a montrer que pour tout
X-morphisme s:X — V(EV), i.e., pour toute section globale s € I'(X, E), 'application

s*upv : X — Ry
est continue. Par définition, pour tout point x € X, on a

[s(1)]
sup .
0£teV(x*E) UE(T)

s*ug(x) =

Les fonctions |s|, ug sont continues et homogenes sur V(E) : leur rapport descend donc en une fonc-
tion continue |s|/ug sur P(E). Si n : P(E) — X désigne le morphisme structural, la fonction s* ugv est
I'application des maxima de |s|/ug le long les fibres de m, c’est-a-dire que pour tout xe Xon a
. Is]
sTupvx =m(Is|/ug)(x) := sup —(1).
n(t)=x UE
Le morphisme n induit une application propre au sens topologique entre les espaces topologiques
sous-jacents. Comme ils sont localement compacts, 7 est alors une application fermée et on achéve
la preuve en vertu du Lemme 8.33. O
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8.8.9. Sous-espaces. — Soient X un k-espace analytique et E un faisceau de Ox-modules localement
libre de rang fini muni d'une norme géométrique ug. Soit F un sous-faisceau de Gx-modules de E lo-
calement libre (de rang fini). Pour tout point x € X I'application naturelle qui s’en déduit de I'inclusion
de FdansE,
x*F— x"E,

est injective et elle identifie x*F avec un sous-K(x)-espace vectoriel de dimension finie de x*E. On
considére pour tout x € X la norme géométrique ug, qui s'obtient par restriction a x*F de la norme
géométrique x* ug sur le K(x)-espace vectoriel x*E. La collection de normes géométriques ugy définit
une norme géomeétrique up sur F qu'on appelle la restriction de ug a F.

La norme géométrique duale ugv est la norme géométrique quotient de ugv, i.e., 'application
composée

EV

upv : VEY) VEY) 2 LR, .

Il en découle que sila norme géométrique ug est continue, la norme géométrique ur I'est aussi.

8.8.10. Constructions. — On suppose que la valeur absolue de k soit archimédienne (resp. non archi-
médienne). Les constructions présentées dans la section 8.2 (resp. section 8.3) (somme directe, pro-
duit tensoriel, ...) se généralisent aux métriques sur les faisceaux cohérents en les construisant « fibre
a fibre », c’est-a-dire grace a 'isomorphisme canonique

V(x*F) = V(F)y

pour tout x € X. Par exemple, soient E,F des faisceaux cohérents de Ox-modules munis respective-
ment de métriques hermitiennes (resp. non archimédiennes) ug et ug. Pour tout x € X, on considére
les normes géométriques

Uug

uxg: V(x*E) V(E) R,

Ug

Uyp: V(x*F) V()

R,

On munit le K(x)-espace vectoriel x*(E ® F) de la norme géométrique hermitienne (resp. non archi-
médienne) uyge+F Obtenue par produit tensoriel des normes géométriques hermitiennes (resp. non
archimédiennes) uy+g, Ux*E.

11 est clair par définition que si la norme géométrique déduite par somme directe de normes géo-
meétriques continues est continue.

Proposition 8.50. Soient E, F des faisceaux de Ox -modules localement libres de rang fini muni res-
pectivement de norme géométrique continues ug, ug. Si la valeur absolue est archimédienne (resp.
non archimédienne) on suppose que les normes géométrique ug, ug soient hermitiennes (resp. non
archimédiennes).

Alors, la norme géométrique uger déduite fibre a fibre par produit tensoriel des normes géomé-
triques ug, ur est continue.

En particulier, les normes géométriques déduites par puissance extérieure et puissance symé-
trique de normes géométriques continues sont continues.

Démonstration. Si valeur absolue de k est archimédienne, on peut supposer k = C. Dans ce cas, la
norme géométrique ugsr est définie par la forme sesquilinéaire qui associe pour tout point x € X,
pour tous s, s’ € V(x*E) et pour tous ¢, t' € V(x*F) le nombre complexe

hrepx(s® 1,5 ® ') = hg (5,8 ) g (2, 1).
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La forme sesquilinéaire hggp est ainsi continue et donc la norme géométrique uggr l'est.

On suppose que la valeur absolue de k soit non archimédienne. On va appliquer la Proposition
8.44. Ftant construite fibre a fibre, la norme géométrique déduite par produit tensoriel des normes
géométriques ug, urp est compatible aux changements de base. On se rameéne ainsi a montrer que
pour tout X-morphisme f: X — V(E®F), i.e., pour toute section globale p € T'(X,EY ® F¥), 'application

ﬁ* uger : X — Ry
est continue. La section f§ induite une application bilinéaire
B:V(EY) xx V(EY) — Ay
et par définition, pour tout point x € X, on a

BOI
ugv (prgv (1)) - upv (pre(1))

B* Upep(x) 1= sup{ :1eV(x*EY) x V(x*FY) tel que prgv (), prv () # o}.

Soit : P(EY) xx P(FY) — X le morphisme structural. Les fonctions |B] et
upy B upv := (pryy ugv) - (prav upv)

sont continues et bi-homogenes sur V(EY) xx V(FY). Leur rapport descend donc en une fonction conti-
nue
IBI/ (ugvX upv) : P(E) xx P(F) — Ry

etla fonction B* uger est par définition 'application des maxima de |B|/ (ugv X ugv) le long les fibres de
7, C’est-a-dire, pour tout x e X on a

B uper(x) = 1y (IBl/ (upv R upv)) (x) = sup i (0.

n(t)=x UEY B UV
Le morphisme n induit une application propre au sens topologique entre les espaces topologiques
sous-jacents. Comme ils sont localement compacts, it est alors une application fermée et on achéve
la preuve en vertu du Lemme 8.33. O

8.8.11. Métrique provenante d’'un modele entier. — On suppose que la valeur absolue de k soit non
archimédienne. Soient X un k°-schéma propre et plat, et § un faisceau de Oy -modules de présenta-
tion finie plat sur k°. Soient X I'analytification de la fibre générique de X et F le faisceau cohérent de
Ox-modules associé a §.

Soient x € X et K = K(x) son corps résiduel complété. Puisque X est propre sur k°, par critére va-
luatif de propreté, il existe un unique morphisme de k°-schémas

r:SpecK® — X

qui prolonge le point x. Le K°-module t*§ est plat et de présentation finie : en particulier, il s'identifie
avec un sous-K°-module de x*F eton a
FeK=x"E

On consideére la norme géométrique sur le K-espace vectoriel x*F,
ug: V(x*F)—— Ry
t  +—— sup |s(9)l.
ser*§

On désigne par m : V(F) — X le morphisme structural.
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Proposition 8.51. L'application

uz: VE) —— Ry
t |—>u3,nm(t)

est une norme géomeétrique continue et non archimédienne sur le faisceau cohérent de Ox -modules
F. On dira que ug est la norme géométrique associée au modele entier §.

9 Groupes réductifs sur un corps complet

9.1 Cas archimédien

Soit k un corps complet pour une valeur absolue archimédienne.

9.1.1. Sous-groupes compacts et projections sur les invariants. — Soit E un k-espace vectoriel de
dimension finie muni d'une action continue (pour la topologie usuelle sur E) d'un groupe topologique
compact G. On note p la mesure de Haar sur G de masse totale 1.

Le groupe G agit sur I'espace vectoriel dual EV de E et, pour toute application linéaire ¢ : E — k, la
forme linéaire

f(pdp:va(p(g_l-v) au(g)
G G

est G-invariante. On définit ainsi une section k-linéaire G-invariante de I'inclusion (EV)€ cEV. Sil’on
identifie E avec EVY et on applique cette construction a EV, on obtient une section k-linéaire et G-
invariante de l'inclusion EC cE,

ng:E— ES

dite projection sur les invariants ou opérateur de Reynolds.

Par définition, la construction de la projection sur les invariants est fonctorielle : si E,F sont des
espaces vectoriels de dimension finie muni d'une action linéaire de G et ¢ : E — F est un homomor-
phisme G-équivariant de k-espaces vectoriels, alors ¢(E®) c FC et le diagramme de k-espaces vecto-

riels

E— 2 F

g T

EG— % L, FG
est commutatif. En particulier, ceci montre que le foncteur des invariants est exact sur la catégorie des
représentations de G.

9.1.2. Groupes réductifs et sous-groupes compacts. — En général, pour tout corps k de caractéris-
tique nulle, un k-schéma en groupes affine et de type fini G est réductif si et seulement si pour toute
représentation E de G, le sous-espace des invariants ES admet un (unique) supplémentaire G-stable.
Ou, en d’autres termes, il existe une projection G-équivariante sur le sous-espace des invariants.

Soit Gun C-schéma en groupes affine et de type fini. Les considérations du paragraphe qui précede
montrent que si le groupe de Lie complexe G(C) contient un sous-groupe compact Zariski-dense U,
alors G est réductif.

Cette approche pour 'étude des invariants — nommé « unitarian trick » par Weyl — remonte a
Hurwitz pour le groupe linéaire et a Weyl pour les groupes semi-simples, ce dernier en s’appuyant
sur la classification des algebres de Lie semi-simples par Cartan. En combinant ces techniques avec le
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Théoreme de Chevalley sur la relation entre groupes semi-simples et groupes de Lie réels compacts,
on obtient :

Théoréme 9.1. Un C-schéma en groupes affine et de type fini G est réductif si et seulement s’il existe
un sous-groupe compact Zariski-dense U de G*".
De plus, sil'une de ces conditions équivalentes est vérifiée, on a :

i. un sous-groupe compact de G*" est Zariski-dense si et seulement s’il est maximal (par rapport a
l'inclusion) parmis le sous-groupes compacts de G*" ;

ii. tout sous-groupe compact de G*" est contenu dans un sous-groupe compact maximal ;
iii. les sous-groupes compacts maximaux de G sont tous conjugués;

iv. pour tout sous-groupe compact maximal U de G*" il existe un R-groupe réductif (anisotropique)
U tel que U xg C est isomorphe a G en tant que C-schéma en groupes et U(R) s’identifie a U par
cet isomorphisme.

La Proposition suivante montre qu’il en est de méme pour le cas réel.

Proposition 9.2. Un R-schéma en groupes affine de type fini G est réductif si et seulement s’il existe
un sous-groupe compact Zariski-dense U de G*".

Démonstration. On suppose d’abord que G¥" contient un sous-groupe compact Zariski-dense U. Puisque
le morphisme d’extension des scalaires ®¢ : G' — G*" est une application ouverte et propre au sens
topologique, I'image inverse Ug := a)(‘:lU est un sous-groupe compact et Zariski-dense de G¢'. En par-
ticulier, G¢ est réductif et donc G I'est.

Soit G un R-groupe réductif. Il s’agit de montrer qu’il existe un sous-groupe compact maximal U
de GZ" qui est stable sous la conjugaison complexe.

On suppose d’abord que G soit un tore T : dans ce cas le groupe de Lie complexe T (C) ne contient
qu’'un unique sous-groupe compact maximal, qui est donc stable sous la conjugaison complexe.

On suppose ensuite que le R-groupe réductif G soit semi-simple. Lensemble de ses points réels
G(R) est naturellement muni de la structure de groupe de Lie réel. De plus, G(R) contient un sous-
groupe compact maximal K (pour la topologie réelle) qui est naturellement muni d'une structure de
groupe de Lie réel.

Le groupe de Lie K agit a travers la représentation adjointe de sur I'algébre de Lie g = Lie(G) : I'al-
gebre de Lie de K, £ = Lie(K), s'identifie avec le sous-espace des invariants ¢ = gK de g par K. Puisque K
est compact, I'intégration sur K induit une projection K-équivariante g — £ et son noyau p est 'unique
sous-R-espace vectoriel K-stable de g supplémentaire a €,

g=tep.

Comme on a supposé G semi-simple, la forme de Killing k sur g est non dégénérée. Par maximalité
de K, on a que « est définie négative sur £ et définie positive sur p.

Le groupe de Lie complexe G%n = G(C) s'identifie a la complexification de G(R). La forme de Killing,
étant une forme C-bilinéaire, est définie négative sur la sous-R-algébre de Lie

u:=teipcgc:=gorC,
et elle est définie positive sur le sous-R-espace supplémentaire it @ p. Par conséquent, le sous-groupe

de Lie réel Uc qui correspond a la sous-R-algeébre u est un sous-groupe compact maximal de G¢', et
d’apres le Théoreme 9.1 précédent il est Zariski-dense.
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La sous-R-algebre de Lie u est évidemment stable sous I'action de la conjugaison complexe sur g
etil en est donc de méme pour le sous-groupe de Lie compact associé Uc < G(C) : ce dernier descend
donc en un sous-groupe compact Zariski-dense U de G*".

Le cas d'un groupe réductif G quelconque découle maintenant de la combinaison des deux cas
précédents. On considere le sous-groupe dérivé G’ de G et Z le centre de G : comme G est réductif, le
premier est un groupe algébrique semi-simple, I'autre est un tore [Bor91, §14.2]. De plus, 'application
naturelle induite par les inclusions,

n:G xZ—G,

est un morphisme surjectif et son noyau est fini. Par quant montré plus haut, le R-groupe analytique
G'¥ x 73 admet un sous-groupe compact Zariski-dense : son image par 1 est donc un sous-groupe
compact Zariski-dense de G*". O

9.2 Casnon archimédien

Dans ce numéro on montre que la situation non archimédienne est analogue a celle archimé-
dienne en rassemblant des résultats présents dans la littérature, notamment [BT72], [BT84], [Ber90,
§51, [Sat63], [Rou77] et [RTW10].

Soit k un corps complet pour une valeur absolue non archimédienne |- |.

Définition 9.3. Soit G un k-espace analytique en groupes. Un sous-groupe H c |G| est dit compact
maximal s’il est compact et, pour toute extension analytique K de k, le sous-groupe compact Hx c
|Gk | est maximal (par rapport a I'inclusion) parmis les sous-groupes compacts de |Gg|.

Proposition 9.4. Soit G un k-schéma en groupes affine et lisse. S’il existe un sous-groupe compact
maximal de |G*"|, alors G est un k-groupe réductif.

On adapte ici la preuve de la Proposition 1.2 dans [Sat63].

Démonstration. On suppose que le k-schéma en groupes G ne soit pas réductif, autrement dit qu’il
existe un sous-groupe N distingué lisse connexe et unipotent distinct de son sous-groupe unité (voir
Définition 3.10). Soit Z le centre du sous-groupe N : quitte a passer a une extension finie de k, il existe
un nombre entier n = 1 et un isomorphisme de k-schémas en groupes

0:Z—AJ.
Lorsque le groupe algébrique G opeére sur lui-méme par conjugaison, il agit linéairement sur A}’ a
travers I'isomorphisme .

On suppose que le k-espace analytique en groupes G admet un sous-groupe compact maxi-
mal U c |G*"|. En vertu de la Proposition 8.32 il existe une norme géométrique non archimédienne
continue p sur le k-espace vectoriel k" invariante sous I'action du sous-groupe compact U. Pour tout
nombre réel r > 0, le disque de rayon r par rapport a p,

D,(r) = {x €A™ p(x) <1}

est un sous-groupe compact (pour la somme) de AZ’an. Soit Z(r) I'image réciproque par l'isomor-
phisme 0 du sous-groupe compact D, (r).

Puisque la norme géométrique p est invariante sous I'action du sous-groupe U, le sous-groupe
Z(r) est normal respectivement a U. Ceci signifie la chose suivante. Soient

pry,pry, T: G x G — G
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respectivement la premieére et la deuxiéme projection, et le morphisme définissant 'action de G sur
lui-méme par conjugaison. Alors I'image par 1 de la partie

(pr; ' U) N (pry ' Z(r) < IG*™ x G*|

est contenue dans Z(r) (et donc égale). Soit m : G* x G — G®" le morphisme définissant la loi de
groupe de G*". Comme dans le cas de groupes classiques, I'image par m de la partie

(pri'U) N (pry' Z(r) < IG*™ x G|

est le sous-groupe U-Z(r) de |G*"| engendré par U et Z(r), c’est-a-dire, le plus petit sous-groupe de
|G®?| contenant U et Z(r). Puisque les sous-groupes U et Z(r) sont compacts, alors le sous-groupe
U-Z(r) I'est aussi. De plus, U est contenu dans U - Z(r) : par hypothése de maximalité, pour tout r >0
on a alors

U-Z(r)=0.
En particulier
7" = Zwr)
r>0

est contenu dans U et il est donc compact. Ceci entraine que AZ’an est compact, en contradiction avec

n=1. O

9.2.1. Immeuble de Bruhat-Tits d’'un groupe réductif déployé. — On suppose que la valeur absolue
de k ne soit pas triviale et considere son anneau des entiers k°.

Soit & un k°-groupe réductif déployé, c’est-a-dire qu'il existe un k°-tore maximal ¥ de & iso-
morphe en tant que k°-schéma en groupes a un produit de groupes multiplicatifs G, i-. Soient donc
T un tel k°-tore maximal,

X*(3):= More g (%, G, k)

le groupe des caracteres de T et ® = ®(%, &) 'ensemble correspondant de racines. Pour toute racine
a € @, le sous-k°-schéma en groupes 4l est le sous-k°-schéma en groupes de & qui a pour algébre
de Lie 'espace propre correspondant au caractere o ou 2a. Pour tout racine o € ® on fixe un isomor-
phisme
Qg Uqg — A,lco.
On choisit un systeme de racines positives @, et on pose ®_ = —®, . On fixe aussi un ordre total
sur @, et @_. Le morphisme induit par la multplication de &,

[T Yaxpe Txpe [] tha — &
acd_ aed,

est une immersion ouverte. Son image Q, la « grosse cellule »de &, ne dépend pas de 1'ordre choisi
sur @, et d_. Si N = Norme (T) est le normalisateur de T dans &, le groupe de Weyl W de la donnée
radicielle @ s’identifie au quotient 1(k°)/%(k°). Pour tout w € W soit n,, un représentant de w dans
(k°). On a alors

6= Q- ny. 9.2.1)

wew

On note en majuscule d’'imprimerie les objets déduit par extension des scalaires a k des objets en
lettres gothiques (e.g., G = & x o k).

On considere le R-espace vectoriel V(T) = Homy_;,0q(X* (T),R), o1 X* (T) est le groupe des carac-
teres de T (et il s'identifie a X* (¥)). Pour tout point ¢ € T?" on considére 'homomorphisme de groupes
abéliens

v(f): X*(T) ——R

X —— loglx ()|
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Lapplication v : T?" — V induit un homomorphisme de groupes abéliens v : T(k) — V(T). Soit A(T, k)
I'espace affine (au sens naif) d’espace vectoriel sous-jacent V(T). Comme le groupe de Weyl W opere
par transformations linéaires sur V(T), 'homomorphisme v induit une action de N(k) = Normg(T) (k)
sur A(T, k) par transformations affines : si n € N(k) s’écrit sous la forme tn,, avec t € T(k) et w e W,
pour tout x € A(T, k) on pose

v(n)-x=w-x+v(f).

On note encore v ’homomorphisme de groupes v : N(k) — Aut,g(A(T, k)) définissant cette action.
Pour toute racine « € @ et pour tout nombre réel p on consideére le sous-groupe des k-points de
Ug =g xpo k,
Uq(k)p :={u e Uq(k) :loglgg (1] < p}.

Les sous-groupes Uy (k), forment une filtration croissante du groupe Uy (k). Pour tout point x € A(T, k)
et pour toute racine o € ® < X*(T), a(x) est un nombre réel et on pose Ug y := Uy a(x)-

Pour tout point x € A(T, k) on considere le sous-groupe P, de G(k) engendré par Ker(v|r,)) et
par les sous-groupes Ug x lorsque o varie dans ®. Si N(k), désigne le stabilisateur du point x dans
N(k) = Normg(T)(k), on considére le sous-groupe

Py:=P,-N(k)y.

Définition 9.5. L'immeuble de Bruhat-Tits B(®, k) de G sur k (par rapport a la donnée radicielle va-
luée induite par &) est le quotient de I'ensemble G(k) x A(T, k) par la relation d’équivalence

(g,%) ~ (h, y) si et seulement s'il existe n € N(k) tel que y = v(n)-x et g ' hn e Py.

Pour tout point (g, x) € G(k) x A(T, k) on désigne par [g, x] sa classe dans 2(®, k). Limmeuble
2B(8, k) est naturellement muni d'une I'action de G(k) définie par h-[g,x] = [hg, x] et par définition
le stabilisateur du point [1g), x] coincide avec le sous-groupe Py.

Proposition 9.6. Le stabilisateur 130 du point [1gy),0] coincide avec le sous-groupe & (k°).

Démonstration. Par définition le sous-groupe Py est le sous-groupe engendré par Ker(v|t)) = T(k°)
et les sous-groupes
Ug,0 = Ug(K)a(o) = Ual(k)o
={uecUqy(k) :loglpu(w)| < 0}
=4Ua (k).

En particulier Py est contenu dans &(k°). Ensuite, un point n = tn,, € N(k) avec t € T(k) et w € W
stabilise le point 0 si et seulement si

0=v(n)-0:=w-0+v(t)=v(1)

ce qui a lieu si et seulement si log|x(#)| = 0 pour tout x € X*(T). Cela revient a dire que ¢ appartient a
T (k°). Le groupe N(k)g est donc contenu dans & (k°). Puisque Py est par définition engendré par P et
N(k)y, il est contenu dans & (k°). D’autre part, I'égalité (9.2.1) entraine

&K= U QK- ny,
wewW

et comme Q est par définition I'image de 'immersion ouverte

H o X o T x o l_[ Uy — &,

aed_ aed,

cela acheve la preuve. O
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On rappelle qu’'une partie F ¢ G(k) est dite bornée si elle est relativement compacte dans G*", i.e.,
son adhérence dans G* est compacte. Pour tout x € (G, k) le stabilisateur G, := Stabg ) (x) = P, est
borné. De plus, en vertu de [BT72, Proposition 8.2.1], les sous-groupes P, sont maximaux (par rapport
a l'inclusion) parmis les sous-groupes bornés. De plus, si le corps k est maximalement complet la
Proposition 8.2.1 combinée avec la Proposition 7.5.4 dans loc. cit. permet d’affirmer que tout sous-
groupe borné maximal est de la forme P, et tout sous-groupe borné est contenu dans un sous-groupe
borné maximal.

Soit K une extension analytique du corps k. Le K°-schéma en groupes & x - K° est un K°-groupe
réductif et le sous-K°-tore T x o K° est maximal et déployé. On peut alors considérer I'immeuble de
Gk := G x; K sur K (par rapport a la donnée radicielle valuée induite par & x ;. K°)

B(B,K) := B(6 x - K°,K).

Lapplication naturelle G(k) x A(T, k) — G(K) x A(Tk,K) est compatible aux relations d’équivalence sur
ces ensembles. On obtient ainsi une application injective G(k)-équivariante :

ik : BB, k) — B(6,K).

9.2.2. Existence d’'un sous-groupe compact maximal. — Soit k un corps complet pour une valeur
absolue non archimédienne quelconque.

Proposition 9.7. Soit & un k°-groupe réductif (non forcément déployé) et G := & x - k. Alors, le sous-
groupe affinoide U(®) c |G*"| associé a & est maximal.

Démonstration. Tout d’abord, quitte a étendre k on peut supposer que sa valeur absolue soit non tri-
viale. Soit K une extension analytique de k et H un sous-groupe compact de |G| contenant U(®)x =
U(® x o K°) 1 il s’agit de montrer que H et U(®)k coincident.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et p : Gx — GL(E) une représentation fidéle.
D’apres la Proposition 8.32 il existe une norme géométrique non archimédienne p sur Ex invariante
sous I'action de H. En particulier

H':=p 'U(p)

est un sous-groupe compact de G contenant H. On est donc ramené a prouver que H' et U(®B)g
coincident.

Quitte a étendre K on peut supposer que la norme géométrique p provient d'un sous-K°-module
libre de € tel que € ®x- K soit isomorphe a E. Le sous-groupe U(p) est alors le sous-groupe strictement
affinoide associé K°-schéma en groupes GL(€). Le sous-groupe H' est alors aussi strictement affinoide.
En particulier, les points x € H' de corps résiduel complété de degré fini sur K sont denses dans H'.

Quitte a étendre a nouveau K, on peut supposer qu'il soit algébriquement clos et que le K°-groupe
réductif ® x ;. K° soit déployé. On considére 'immeuble 98(®,K) de G sur K. D’apres la Proposition
9.6 les K-points de U(®)k, c’est-a-dire, les K°-point du k°-schéma &, sont le stabilisateur ﬁo du point
[1Gx),0] € #(6,K). En vertu de résultat du Bruhat-Tits cité avant ([BT72, Proposition 8.2.1]), U(8)x (K)
est donc un sous-groupe borné maximal de G(K).

Puisque le sous-groupe H' est compact, le groupe de ses K-points H'(K) est borné dans G(K). Par
maximalité de U(®)k (K), on a alors

U(®)x(K) =H'(K).

Comme H’ (resp. U(®)x) est strictement affinoides, ses K-points sont denses dans H' (resp. U(&)x).
L'égalité précédente passe donc aux adhérences dans G%",

U(®) =U(®B)x(K) =H'(K) =H,

ce qui termine la preuve. O
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Corollaire 9.8. Soit G un k-groupe réductif. Alors,
— si la valeur absolue de k est non triviale et le k-groupe réductif G est déployé, il existe un sous-
groupe compact maximal de |G*"|;
— silavaleur absolue de k est triviale, le sous-groupe compact U(G) c |G*"| associé a G en tant que
k°-schéma en groupes est maximal.
En particulier, il existe une extension finie k' de k et un sous-groupe compact maximal de IGi‘,1 .

Démonstration. Sila valeur absolue est triviale, c’est quant affirme la Proposition 9.7. Si la valeur ab-
solue est non triviale, il existe une extension finie k' de k, un Z-groupe réductif déployé & et un iso-
morphisme de k’-schéma en groupes

kak/—>® szl.
Il suffit d’appliquer la Proposition précédente 9.7 au k'°-schéma réductif & xz k'°. O

Théoreme 9.9. Un k-schéma en groupes affine et lisse (donc de type fini) G est réductif si et seulement
s’il existe une extension finie k' de k et un sous-groupe compact maximal de |G

Démonstration. 11 s’agit de la Proposition 9.4 et du Corollaire précédent. O
9.2.3. Description des sous-groupes compacts maximaux. —

Proposition 9.10. Soit G un k-groupe réductif. Alors,

i. pour tout sous-groupe compact maximal U de |G*"|, il existe une extension analytique K de k telle
que Uk est un sous-groupe (strictement) affinoide ;

il. pour tous sous-groupes compacts maximaux U, U’ de |G*"| il existe une extension analytique K
de k et un K-point du k-schéma G tel que

Uy =gUxg ™ ;

iii. pour tout sous-groupe compact maximal U de |G*"| il existe une extension analytique K de k et
un K°-groupe réductif & tel que Uk est le sous-groupe affinoide de |Gla<“| associe a ®;

iv. pour tout sous-groupe compact H c |G®"| il existe une extension analytique K de k et un sous-
groupe compact maximal U < |G{"'| contenant Hy.

Démonstration. Pour (i), soient E un k-espace vectoriel de dimension finie et p : G — GL(E) une re-
présentation fidéle. D’apres la Proposition 8.32 il existe une norme géométrique non archimédienne
p sur E invariante sous I’action de U. Le sous-groupe compact

H:=p 'U(p)

contient le sous-groupe U et donc par maximalité de U ils coincident. Il existe une extension analy-
tique K de k et un sous-K°-module libre € de E tel que & ®- K soit isomorphe a E et la norme géo-
métrique px provienne de ¢. Le sous-groupe U(p)x est alors le sous-groupe (strictement) affinoide
associé au K°-schéma en groupes GL(¢). Le sous-groupe Hx = Uk est donc (strictement) affinoide.

Pour (ii) soit K une extension analytique de k telle que Uy et U} soient strictement affinoides.
Quitte a étendre K on peut supposer que sa valeur absolue absolue | - [x :— R, soit surjective. Alors,
en vertu de [BT72, 8.2.2] tous les sous-groupes bornés maximaux sont conjugués. Les sous-groupes
Uk (K) et U%(K) sont bornés et maximaux : il existe donc g € G(K) tel que

U (K) = gUx(K)g ™.
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Puisque les K-points de Uk (resp Uy) sont denses dans Uy (resp. Uy) cette égalité passe aux adhé-
rences,

Ui = U (K) = gUk(K)g ™' = gUkg ™,
ce qui acheve la preuve.

Pour (iii), soit K une extension analytique de k et & un K°-schéma réductif tel que & xg- K soit
isomorphe a Gk en tant que K-schéma en groupes. Soit U(®) le sous-groupe compact maximal associé
au K°-schéma réductif & = SpecK°[®]. Quitte a étendre K, on peut supposer que Uk et U(®) soient
conjugués par un K-point g. Si K[G] désigne la K-algebre des fonctions de G, alors U provient du
K°-groupe réductif défini par la K°-algebre

K°[U]:={f €KI[G]:|f(w)| <1 pour tout u € Uy }.

En effet, elle est 'image de la K°-algebre K°[&] par 'automorphisme K[G] — K[G] défini par la conju-
gaison par g.

Pour (iv), soient E un k-espace vectoriel de dimension finie et p : G — GL(E) une représentation
fidele. D’apres la Proposition 8.32 il existe une norme géométrique non archimédienne p sur E inva-
riante sous I'action de H. En particulier

H :=p 'U(p)
est un sous-groupe compact de G*" contenant H. Soit K une extension analytique de k algebrique-
ment close, maximalement compléte, de valeur absolue surjective et telle qu’il existe un sous-K°-
module libre & de E tel que & ®k- K soit isomorphe a E et la norme géométrique px provienne de €. Le
sous-groupe Hy est alors strictement affinoide et ses K-points Hy (K) dans denses dans Hj.. En vertu
de [BT72, Proposition 8.2.1] le sous-groupe Hj (K) est contenu dans un sous-groupe borné maximal
P.. Ladhérence de ce dernier est un sous-groupe compact maximal de IGE

En effet, le K-groupe réductif Gk est déployé et il provient d'un K°-groupe réductif &. Les K°-points
de & forment un sous-groupe borné maximal de G(K). Comme on a supposé K de valeur absolue
surjective, P, et ¢(K°) sont conjugués. Puisque I'adhérence de @(K°) est un sous-groupe compact
maximal, ’adhérence de ﬁx I'est aussi. Cela acheve la preuve. O

10 Fonctions plurisousharmoniques

10.1 Fonctions sousharmoniques archimédiennes

On revient ici sur la notion de fonction sousharmonique sur la droite affine complexe dont une
référence est [Dem]. Soient x € A}: et r = 0 un nombre réel : on désigne par D(x, r) le disque centré en
x de rayon r,

D(x,r) = {x € |Ag|: [£(x) — t(x)) < 1}.

Définition 10.1. Soient x € A! et r = 0 un nombre réel. Une application 4 : D(x, r) — R est dite harmo-
nique si elle est continue et satisfait a la condition suivante : pour tout point x” et pour tout nombre
réel positif 7’ tel que D(x/, 1) soit contenu dans D(x, ), on a

N i an / / .
h(x) = P h(x"+ 71 exp(i0)) db.
0

Définition 10.2. Soit Q c Aé un ouvert. Une fonction u : Q — [—o0, +o0] est dite sousharmonique si
elle est semi-continue supérieurement et satisfait la condition suivante : pour tout point x, pour tout
nombre réel r = 0 tel que D(x, r) = Q, et pour toute fonction harmonique h € Hy1 (D(x, 7)), ona

(ulon(x,r) < hlope,n) = (Ulp,n < Blpen) -
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On désigne par Shy1 (Q) I'ensemble des fonctions sousharmoniques sur Q. Les fonctions soushar-
moniques satisfont aux propriétés suivantes :

- L'ensemble Shy: () des fonctions sousharmoniques sur Q2 est un cone réel stable par max : pour
toutes fonctions sousharmoniques u, v : Q — [—o0, +00[ et tous nombres réels positifs o, , les
applications au + fv et max{u, v} sont sousharmoniques sur Q.

- Principe du maximum: Soient Q) Aé un ouvert connexe et u : {2 — [—o0, +oo[ une fonction sou-
sharmonique. Si la fonction # admet un maximum global en un point x € , elle est constante.

— Localité : Les fonctions sousharmoniques forment un faisceau Shy1 sur AIC.

— Fonctorialité : Soit f : Q' — Q un morphisme analytique entre ouverts de A'. Si 1 : Q — [—o0, +00]
est une fonction sousharmonique sur I'ouvert Q, I'application composée

ffu=uof:Q — [~o0,+00]
est une fonction sousharmonique sur I'ouvert Q'.

- Logarithme du module d’'une fonction analytique : Soit Q c Aé un ouvert. Si f est une fonction
analytique sur Q, i.e. une section globale du faisceau structural G,1, 'application

log|f]: Q — [—o0,+o0[
est une fonction sousharmonique sur Q.

Définition 10.3. Soit k un corps complet pour une valeur absolue archimédienne. Une k-courbe ana-
lytique est un k-espace analytique purement de dimension 1.

Définition 10.4. Soit X une C-courbe analytique lisse. Une application u : [X| — [—oo, +o0[ est dite
sousharmonique s'il existe un recouvrement ouvert X = ;1 X; de X, et, pour tout i € [, une immersion
ouverte g; : X; — Aé, tels que ulx,; soit sousharmonique.

Définition 10.5. Soit X une R-courbe analytique lisse. Une application u : [X| — [—oo, +o0[ est dite
sousharmonique sil’application composée

* ®x u
oyu: Xg —— X —— [—00, +00]
est sousharmonique sur Xc.

Les fonctions sousharmoniques sur une k-courbe analytique lisse satisfont aux mémes propriétés
que les fonctions sousharmoniques sur Aé.

10.2 Fonctions sousharmoniques non archimédiennes

On présente ici la notion de fonction sousharmonique sur une courbe lisse non archimédienne
introduite par Thuillier dans sa theése [Thu05]. Des autres notions de fonctions sousharmoniques dans
ce contexte ont été introduites par Rumely [Rum89, Rum93], Rumely et Baker [BR10], Kani [Kan89],
Favre et Jonsson [FJ04]. La comparaison entre ces notions et la notion d'Thuillier peut étre trouvée
dans [Thu05, Chapitre 5].

Soit k un corps complet pour une valeur absolue |- | non archimédienne et non triviale.
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10.2.1. Courbes simplement semi-stables. — Soit k° I'anneau des entiers de k. On considere la k°-
algebre des séries formelles restreintes en une variable

k°{t}:= { Y ait': lim a; — 0} =1lim(k°/A) (1],
i=0

i—oo
n=1

ol A € k° est un élément de valeur absolue < 1. 1l s’agit d'une k°-algébre topologique plate et on
désigne par G son spectre formel Spfk°{t}. La fibre générique k°-schéma formel affine S est le disque
unitaire D dans la droite affine analytique Al

D={xeA;:[t(x)| <1}

Pour tout élément non nul a € k° on considere la k°-algébre topologique plate et topologiquement
de présentation finie
it = k°{t, W} (tu - a),
et on désigne par &y, son spectre formel. La fibre générique du k°-schéma formel affine Gy, est la
couronne C(|al, 1) centrée en 0 de rayon intérieur |a| et de rayon extérieur 1,

C(lal,1) ={xeA;:|al <|t(x)] < 1}
Soit k le corps résiduel du corps k. La fibre spéciale de Giap
é{a} = Spec (ko{t}{a} ® o 7(;)

est isomorphe a G, zsilal=1etsilal<1, ala somme amalgamée du diagramme

Speck —— A}~c

1

1
Az

Définition 10.6. Une k°-courbe formelle est un k°-schéma formel localement de présentation finie,
séparé, plat et purement de dimension 1.

Une k°-courbe formelle X est simplement semi-stable si pour tout point x € X il existe un voisinage
ily, un élément non nul ay € k° et un morphisme étale de k°-schémas formels py : 4, — Syq4. 3.

Une k°-courbe formelle X est simplement semi-stable si et seulement si sa fibre générique X, est

lisse et sa fibre spéciale X est une k-courbe (localement algébrique) dont les seules singularités sont
des points doubles ordinaires et dont composantes irréductibles sont lisses.

10.2.2. Graphes localement métrisés. — Un graphe localement métrisé est un espace topologique S
satisfaisant aux propriétés suivantes :

i. S est un espace topologique séparé, localement métrisé et ses composantes connexes sont dé-
nombrables a I'infini;

ii. tout point d’accumulation x admet un systeme fondamental de voisinages de la forme V; U---UV,,
ouVjy,...,V, sont des parties compactes contenant x et isométriques a des segments de R.

Si S est un graphe localement métrisé, on dit qu'une fonction f : S — R est affine par morceaux
s'il existe, pour tout point d’accumulation x € S, des parties compactes Vy,...,V, de S contenant x et
telles que V; U---UV,, soit un voisinage de x, des plongements isométriques €; : V; — R et des fonctions
affines f; : R — Rtelles que fly, = €7 f; etleurs dérivées sont des nombres entiers.
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10.2.3. Retraction sur le graphe dual. — Soit k un corps quelconque. Le graphe dual d'une k-courbe
X (i.e. un k-schéma localement de type fini, séparé et purement de dimension 1) est le graphe qui a
pour sommets les composantes irréductibles de X et pour arétes passant par un sommet les points
singuliers appartenant a la composante irréductible correspondant au sommet.

On revient a un corps k complet pour une valeur absolue non archimédienne. Pour toute k°-
courbe formelle simplement semi-stable ¥ on note S(¥) le graphe dual de la fibre spéciale X de X,
qui est une k-courbe nodale.

Théoreme 10.7 ([Thu05, Théoreme 2.2.10, Proposition 2.2.24]). Il existe, pour toute k°-courbe for-
melle simplement semi-stable X, une structure de graphe localement métrisé sur S(X) et un couple
(1x,Tx) formé d’applications continues tx : S(X) — Xy, Tx : Xy — S(X) telles que :

i. 1y réalise un homémorphisme de S(X) avec une partie fermée de X, ;
ii. Tx estune retraction surS(X), i.e., Tx olx =idg(x);

iii. pour toute fonction analytique inversible f € T'(Xy,0x,)", I'application . log| f| est une fonction
affine par morceaux sur S(X).

Le graphe dual, muni de cette structure de graphe localement métrisé, est appelé le squelette de la
k°-courbe formelle simplement semi-stable X. La construction du squelette et du couple (1x, Tx) est
fonctorielle pour les morphismes étales [Thu05, Théoreme 2.2.10] et vérifie une condition de foncto-
rialité faible pour les morphismes quelconque [Thu05, Propositions 2.2.26-27].

L'exemple crucial est fourni par les courbes Gy, a € k° non nul. Dans ce cas, le squelette S(S4)
s’identifie a

{EMeR*:E=0,n=0et&+n=—loglal},

et, en sous-entendant cette identification, la retraction 1, est donnée par

1% : C(lal,1) —— R?
x —— (loglal —logl|t(x)], —loglt(x)])

est le plongement tx : S(Gy4) — C(lal, 1) est 'application qui associe a tout (§,1) le point de Gauss du
disque centré en 0 de rayon exp(—¢).

10.2.4. Fonctions harmoniques sur le graphe dual. — Soit X une k°-courbe formelle simplement
semi-stable. Le graphe dual S(X) est muni d'un poids en donnant a toute aréte le poids [K(€) : %], ol
EecXestle point singulier correspondant a 'aréte et k(£) le corps résiduel de £. Grace a la structure de
graphe localement métrisé donnée par le Théoréme 10.7, on définit la notion de fonction harmonique
pour les fonctions affines par morceaux comme suit.

Soit x € S(X) un point d’accumulation. Il existe des parties compactes connexes Vi, ...,V, de S(X)
et, pour tout i = 1,...,n, un plongement isométrique €; : V; — R tels que :

- V:=VjuU---UV, estun voisinage de x;

- g;(x) appartient a la frontiere de l'intervalle €; (V;) ;

- pourtouti# jonaV;nV;={x}.
Lensemble des composantes connexes 1y(V — {x}) ne dépend pas du choix du voisinage connexe V
assez petit de x et on le note T,S. On dit que x appartient au bord de S si la cardinalité de T,S est
1. Pour tout i = 1,..., n il existe une unique fonction affine ¢; sur R telle que sa dérivée soit de valeur
absolue 1, elle soit positive sur €;(V;) et t;(¢;) = 0.

Soit f une fonction affine par morceaux sur S(X). Quitte a restreindre les V; on peut supposer qu'’il
existe pour tout i = 1,..., n une fonction affine f; : R — R telle que la dérivée de f; est un nombre entier
et flv; =€ fi. Il existe un unique nombre réel A; (f) tel que f; = fi(e;(x)) +A; (f) 1;.
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Définition 10.8. Avec les notations précédentes, on dit que la fonction affine par morceaux f est har-

monique en le point x si
n

Y IkE) kN () =0, (10.2.1)

i=1

ol, pour touti =1,...,n, §; estle point singulier de X qui correspond a 'aréte de S(X) qui contient V;.

On remarque que la condition (10.2.1) est toujours satisfaite lorsque x est un point a I'intérieur a
d'une aréte et que, si x est un point dans le bord, elle est satisfaite seulement par les fonctions qui sont
identiquement nulles au voisinage de x.

Définition 10.9. Une fonction harmonique est une fonction affine par morceaux f: S(X) — R qui est
harmonique en tout point d’accumulation x € S(X) qui n’appartient pas au bord de S(X).
Lensemble des fonctions harmoniques sur S(X) est noté H(S(X)).

10.2.5. Fonctions harmoniques. —

Définition 10.10 ([Thu05, 2.1.3]). Une k-courbe (strictement) analytique est un k-espace (strictement)
analytique paracompact purement de dimension 1 et sans bord.

Soient X une k-courbe strictement analytique lisse et V < X un k-domaine strictement affinoide.
En vertu du Théoréme de reduction semi-stable, il existe une extension finie séparable k' de k et une
k'°-courbe formelle simplement semi-stable 2 telle que le k’-domaine affinoide soit isomorphe a la
fibre générique de U [Thu05, Théoreme 2.3.8].

Soit S(V) le squelette de U et Tqg : Ty — S(V) la retraction donnée par le Théoreme 10.7. On pose

Hx (V) := T"H(S (D).

Une fonction f: V — R est dite harmonique si elle appartient a Hx (V). Cette définition ne dépend pas
de I'extension k' ni de la k’°-courbe semi-stable 2 choisie [Thu05, Lemme 2.3.4].

L'association V ~» Hx (V) donne lieu a un préfaisceau sur le site des domaines affinoides de X, qui
n'est pas un faisceau (voir [Thu05, Remarque 2.3.11]). Par contre, si pour tout ouvert Q < |X| on pose

Hx(Q):= lim Hx(V)
VcQ

domaine
affinoide

on obtient un sous-faisceau des fonctions continues a valeurs réels sur |X| [Thu05, Corollaire 2.3.15].
Les fonctions harmoniques satisfont aux propriétés suivantes :

— Fonctorialité [Thu05, Proposition 2.3.19] : Soit f : X’ — X un morphisme de k-espaces analy-
tiques entre k-courbes strictement analytiques lisses. Si i : X — R est une fonction harmonique
sur X, I'application composée

f*h=hof:X' —R

est une fonction sousharmonique sur X'.
— Extension des scalaires [Thu05, Corollaire 2.3.18] : Soit X une k-courbe strictement analytique

lisse. Pour toute extension analytique K de k, le K-espace analytique Xk qui s’en déduit par ex-
tension des scalaires a K est une k-courbe strictement analytique lisse.
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Si h: X — Rest une application harmonique sur X, I'application composée

@*h:XKLXL [—o0, +o0l ,

ol ® : Xg — X est le morphisme d’extension des scalaires, est une fonction harmonique sur Xk.

— Logarithme du module d’'une fonction analytique [Thu05, Proposition 2.3.20] : Soit X une k-
courbe strictement analytique lisse. Si f est une fonction analytique inversible sur X, i.e. une
section globale du faisceau 0, alors I'application

log| f1:X — [—o0, +oo|

est une fonction harmonique sur X.

— Principe du maximum et du minimum [Thu05, Proposition 3.1.1] : Soient X un k-courbe ana-
Iytique lisse et connexe. Si une fonction harmonique /4 admet un extremum local sur X elle est
constante.

— Principe de Harnack [Thu05, Proposition 3.1.2] : Soient X un k-courbe analytique lisse et connexe.
Soit {Q,,} ,en une suite d’ouverts de X telle que tout point de X admet un voisinage contenu dans
presque tous les Q. Quelle que soit la suite croissante de fonctions h, € Hx(Q), I'alternative
est la suivante :

— soit {h,} converge uniformément sur toute partie compacte de X vers +oco,
- soit {h,} converge uniformément sur toute partie compacte de X vers une fonction harmo-
nique h sur X.

Remarque 10.11. Il n'est pas vrai en général que toute fonction harmonique / sur une k-courbe stric-
tement analytique lisse X est localement le logarithme du module d'une fonction analytique inver-
sible. Ceci est néanmoins le cas si 'une des deux conditions suivantes est vérifiée [Thu05, Théoréeme
2.3.21]:

— le corps résiduel k' de k est algébrique sur un corps fini;

— si k estla complétion d'un cloture algébrique de k, la courbe X;; est localement isomorphe a P%

10.2.6. Fonctions sousharmoniques. —

Définition 10.12 ([Thu05, Définition 3.1.5]). Soit X une k-courbe strictement analytique lisse. Une
fonction u : X — [—o0, +oo[ est dite sousharmonique si elle est semi-continue supérieurement et si
elle satisfait a la condition suivante : pour tout domaine strictement k-affinoide V c X et pour toute
fonction harmonique & € Hx(V), on a

(ulav = hlav) = (ulv < hlv).

Remarque 10.13. A la différence de [Thu05], ici la fonction identiquement égale & —oo est soushar-
monique.

Les fonctions sousharmoniques satisfont aux propriétés suivantes :

— [Thu05, Proposition 3.1.8] : Soient X une k-courbe strictement analytique et Q < X un ouvert.
Lensemble Shx (Q) des fonctions sousharmoniques sur Q est un cone réel stable par max : pour
toutes fonctions sousharmoniques u, v : Q — [—o0, +00[ et tous nombres réels positifs o, p, les
applications au + fv et max{u, v} sont sousharmoniques sur Q.
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— Principe du maximum [Thu05, Proposition 3.1.11] : Soient X une k-courbe strictement analy-
tique lisse et connexe et u : X — [—o0, +oo[ une fonction sousharmonique sur X. Si # admet un
maximum global en un point x € X, elle est constante.

— Localité [Thu05, Corollaire 3.1.13] : Soit X une k-courbe strictement analytique lisse. Les fonc-
tions sousharmoniques forment un faisceau Shy sur X.

— Fonctorialité [Thu05, Proposition 3.1.14] : Soit f : X’ — X un morphisme de k-espaces analy-
tiques entre k-courbes strictement analytiques lisses. Si © : X — [-00, +00[ est une fonction sou-
sharmonique sur X, 'application composée

ffu=uo f:X — [~o0, +00]
est une fonction sousharmonique sur X'.

— Extension des scalaires [Thu05, Corollaire 3.4.5] : Soit X une k-courbe strictement analytique
lisse. Pour toute extension analytique K de k, le K-espace analytique Xk qui s’en déduit par ex-
tension des scalaires a K est une K-courbe strictement analytique lisse.

Si u:X — [—00, +00[ est une application sousharmonique sur X, 'application composée
D% 1 : Xg —— X —— [—00, +00l ,
ol @ : Xg — X estle morphisme d’extension des scalaires, est une fonction sousharmonique sur

Xx.

— Logarithme du module d’'une fonction analytique [Thu05, Proposition 3.1.6] : Soit X une k-courbe
strictement analytique lisse. Si f est une fonction analytique sur X, i.e. une section globale du
faisceau structural O, alors 'application

log|f]:X — [—o0, +00[
est une fonction sousharmonique sur X.
Soit k un corps complet pour une valeur absolue non archimédienne |- | quelconque.

Définition 10.14. Soit X une k-courbe analytique lisse. Une application u : X — [—oo, +oo[ est dite
sousharmonique si elle est semi-continue supérieurement et si la condition suivante est vérifiée : pour
une (et donc pour toute) extension analytique non trivialement valuée K de k telle que Xk soit une K-
courbe strictement analytique, 'application composée

[0]
U s Xg —— X —% 5 [~o0, +00[

est sousharmonique sur la K-courbe strictement analytique lisse Xk.

10.3 Fonctions plurisousharmoniques

Dans cette section on introduit la notion de fonction plurisousharmonique sur un espace ana-
lytique sur un corps complet quelconque. Dans le cas complexe il s’agit de la notion introduite par
Grauert et Remmert [GR56] qui, en vertu d'un résultat de Fornaess-Narasimhan [FN80, Theorem 5.3.1],
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est équivalente a la notion précédemment introduite par Lelong [Lel42] et Oka [Oka42]; dans le cas
non archimédien des notions de fonction plurisousharmonique ont été introduites par Chambert-
Loir et Ducros [CLD12] et par Boucksom, Favre et Jonnson [BFJ12].

Soit k un corps complet pour une valeur absolue |- |.

Définition 10.15. Soit X un k-espace analytique. Une fonction u : X — [—o0, +oo[ est dite plurisou-
sharmonique si elle est semi-continue supérieurement et la condition suivante est satisfaite : pour
toute extension analytique K de k, pour tout K-courbe analytique lisse Y et pour tout morphisme de
K-espaces analytiques € : Y — X, I'application composée

(0]
e Dpu: Y —— X —— X —— [~00, +00[

est sousharmonique sur Y (o1 ®x : Xxg — X désigne le morphisme d’extension des scalaires).
Une application # : |X| — R est dite pluriharmonique si les applications h, —h sont plurisoushar-
moniques.

Remarque 10.16. Si k = C on retrouve la notion usuelle de fonction plurisousharmonique. Si k =R et
X est un R-espace analytique, se donner une fonction plurisousharmonique sur X revient a se donner
une fonction plurisousharmonique sur la complexification X¢, invariante par conjugaison.

Les propriété suivantes des fonctions plurisousharmoniques se déduisent directement des pro-
priétés des fonctions sousharmoniques correspondantes.

Cohérence de la définition pour les courbes : Soit X est une k-courbe analytique lisse. Une fonc-
tion u : X — [—o0, +oo[ est plurisousharmonique si et seulement si elle est sousharmonique.

— Soit X un k-espace analytique. Lensemble des fonctions plurisousharmoniques sur X est un
cone réel stable par max : pour toutes fonctions plurisousharmoniques u, v : X — [—o0, +oo] et
tous nombres réels positifs a, 3, les applications au+pv et max{u, v} sont plurisousharmoniques
sur X.

— Localité : Soit X un k-espace analytique. Les fonctions sousharmoniques forment un faisceau
Pshy sur [X].

— Fonctorialité : Soient X, X’ des k-espaces analytiques et f : X’ — X un morphisme de k-espaces
analytiques. Si u : X — [—o0, +00] est une fonction plurisousharmonique, 'application compo-
sée

fru=uof:X— [-o0,+oo]

est une fonction plurisousharmonique sur X'.

— Extension des scalaires : Soient X un k-espace analytique et K une extension analytique de k. Si
u: X — [—o0,+00[ est une application sousharmonique sur X, I’application composée

®*u:Xg LX% [—o0, +oo[ ,

ol ® : Xx — X est le morphisme d’extension des scalaires, est une fonction sousharmonique sur
XK.
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— Logarithme du module d’'une fonction analytique : Soient X un k-espace analytique et f une
fonction analytique sur X, i.e., une section globale du faisceau structural Ox. La fonction log| f| :
X — [—00, +o0[ est alors plurisousharmonique sur X.

— Principe du maximum: Soient X un k-espace analytique connexe et u : X[—oo, +oo[ une fonction
plurisousharmonique. Si la valeur absolue de k est non archimédienne, on suppose de plus que
X soit sans bord. Sila fonction # admet un maximum global en un point x € X, elle est constante.

Remarque 10.17. Le principe du maximum se démontre grace a la connexité locale par chaines de
courbes des k-espaces analytiques.

— Dans le cas complexe, en désingularisant, on peut supposer que 'espace analytique est lisse : la
connexité locale par courbes revient donc a la connexité par courbes des boules.

- Dans le cas non archimédien, c’est un théoréme de Berkovich [Ber07, Theorem 4.1.1] : c’est la
qu’apparait 'hypothese sans bord. D’ailleurs, on ne peut pas s’affranchir de cette hypothese :
si X = .4 (A) est un k-espace affinoide et f € A est tel que I'application |f| soit non constante,
I'application log| f| est plurisousharmonique, non constante et elle admet un maximum globale.

On utilisera le principe du maximum seulement pour les fonctions sousharmoniques.

10.4 Propriétés de convexité

10.4.1. Fonctions convexes. — Soit Q) < R un intervalle ouvert. Une application u : Q — R est dite
convexe si pour tout intervalle compact I ¢ Q et pour toute application affine h:R— R, t — at+ b, la
condition suivante est satisfaite :

(ular < hlar) = (uli < hly).

Une application convexe est automatiquement continue.
Soit n = 1 un nombre entier. Une application u : R” — R est dite convexe i elle est continue et pour
tout intervalle ouvert Q2 c R et pour toute application affine

e: Q—— R
I —— x+ty,

I'application composée €* u : Q — R est convexe.

10.4.2. Stabilité de la sous-harmonicité par tranformations convexes. — Soit k un corps complet
pour une valeur absolue |- |.

Proposition 10.18. Soient X un k-espace analytique, h,..., h, : X — R des fonctions pluriharmo-
niques et ¢ : R" — R une application convexe. L’application composée

@o(hy,....,hy): X—R"—R
est alors plurisousharmonique.

Démonstration. Les hyperplans de support du graphe de ¢ sont décrits par une famille L = {£4} e de
fonctions affines €, : R” — R telles que, pour tout x € R”, on a

@(x) =sup y(x).

aEA

Pour tout o € A, comme ¥, est affine, I’application composée €y o (hy,..., h;) est pluriharmonique.
La fonction @o (hy,..., h,) est donc le supremum d'une famille de fonctions (plurisous)harmoniques.
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Etant continue, elle coincide avec sa régularisation supérieure et on conclut qu’elle est plurisoushar-

monique. O
Proposition 10.19. SoientX un k-espace analytique et u, ..., u, : X — [-00, +oo[ des fonctions pluri-
sousharmoniques.

Soit @ : [—00, +00[" — [—00, +oo[ une application continue dont la restriction restriction a R" soit a
valeurs réelles, convexe et croissante en chaque variable. L'application composée

@o(uy,...,Uy) : X — [—o0, +oo["— [—o0, +oo[

est alors plurisousharmonique.

Démonstration. La preuve est la méme que celle de la proposition précédente lorsqu’on a remarqué
le fait suivant. Soit
0o (X) = A1 X1+ + GanXn + by

une fonction affine qui décrit un hyperplan de support du graphe de . Puisque la fonction ¢ est crois-
sante en chaque variable, pour tout i = 1,...,n, on a aq; = 0. Pour tout o € A, I'application composée
lyo(uy,..., uy,) estalors plurisousharmonique et on peut procéder comme avant. O

Exemple 10.20. Soient X un k-espace analytique, fi, ..., f, des fonctions analytiques sur X et py,...,pn
des nombres réels positifs. Alors, la fonction

x,_,log(|f1|91 +...+|fn|Pn)‘

En particulier le logarithme d'une norme géométrique £9 (Exemple 8.4) sur un k-espace vectoriel de
dimension finie est une fonction plurisousharmonique.

Remarque 10.21. Soient X une k-courbe analytique lisse et connexe, et i : X — R une fonction har-
monique non constante. L'image 2(X) < R est alors un intervalle ouvert.

En effet, h(X) est un intervalle car X est connexe. Puisque & est non constante, elle n’atteint ni un
maximum ni un minimum global : autrement dit, I'intervalle 2 (X) ne contient pas ses points extrémes.

Proposition 10.22. Soient X une k-courbe analytique lisse et connexe, et h: X — R une fonction har-
monique non constante.

Une application u : h(X) — R est convexe si et seulement si uo h est sousharmonique et elle n’est
pas identiquement égale a —co.

Démonstration. D’apres la Proposition 10.18, il reste a prouver que si # o h est sousharmonique, alors
u est convexe. Soient I ¢ h(X) un interval compactet £: R — R, t— a+ tb une fonction affine telle que

ular < L.

On suppose par 'absurde que le maximum de la fonction u — € sur I soit strictement positif : le maxi-
mum est alors forcément atteint dans I'intérieur Q de I.

La fonction (u— ¢) o h est sousharmonique sur 2~ (Q) et elle atteint un maximum global. En parti-
culier, elle est constante et strictement positive sur 1~ (Q) : cela contredit 'hypothése ulg; < flg;. O

Proposition 10.23. Soit n = 1 un nombre entier. Soient ty,..., t, des coordonnées sur G?,. Une appli-
cation continue u : R — R est convexe si et seulement si I’application composée

uo(loglnl,...,loglt,) : G, — R" — R

est une fonction plurisousharmonique.
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Démonstration. Pour tout i = 1,...,n la fonction log|¢;| est pluriharmonique. D’apres la Proposi-
tion 10.18 il reste a démontrer que si 'application u o (logl#|,...,loglz.|) est plurisousharmonique,
alors u est convexe.

Soit Q < R un intervalle ouvert et € : O — R, f — x + v une application affine. Le lemme suivant,
qu’on démontrera a la fin de la preuve, permet de supposer v € Z" (et Q = R).

Lemme 10.24. Soit u: R"" — R une application continue. L'application u est convexe si et seulement
si la condition suivante est satisfaite : pour point x € R" et pour tout v € Z", I'application composée

u

R R"
[——Xx+tv

R

est une fonction convexe surR.
Soit £ € GJ}, tel que, pour tout i = 1,...,n, on ait
log|; ()| = x;.

Quitte a étendre les scalaires au corps résiduel complété de &, on peut supposer qu’il est définit sur
k (Ia notion de pluri-sous-harmonicité est stable par extension des scalaires). On considére le mor-
phisme de k-espaces analytiques A : G, — G}, défini par

AT =", 1) €
Par définition de et A, pour tout point T € G, et pour touti =1,...,n,0na
log|t; (A(T))| = v;log|T| + x;.
Autrement dit, on a le diagramme commutatif suivant :

Gm —>—— G,

log|tl (loglt1l,....log| tx1)
€
R———R"

La fonction log|t| est harmonique sur G, et, par fonctorialité des fonctions plurisousharmoniques, la
fonction
(uo (logltll,...,logltnl)) oA = (uoe) oh

est sousharmonique sur G,,. D’apres la Proposition 10.22, la fonction u o € est alors convexe sur R, ce
qui termine la preuve. O

Démonstration du Lemme 10.24. Tout d’abord on remarque qu’une fonction continue #' : R — R est
convexe si et seulement si pour intervalle compact I c R et toute fonction affine % la condition suivante
est satisfaite :

(ulo1 < hlor) = (¢l < hli).

On considere une application affine

e: Q——R"
t——x+ty,
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un intervalle compact I = [#7, f2] <€ Q et une application affine /: R — R telle que
e" ular < hlar.

On suppose par 'absurde qu'il existe #; € I tel que u(e(fy)) > h(fp). Quitte a appliquer une translation,
on peut supposer t, = 0. Puisque u est continue il existe, pour tout i = 1,2, un voisinage ouvert U; de
e(t;) tel que, pour tout x’ € U;, on ait

u(x) < 0(t;).

Par densité de Q" dans R" il existe v’ € Q" tel que, pour tout i = 1,2, le point x + t; v’ appartient a
I'ouvert U;. On remarque que, quitte a appliquer une dilatation par un nombre entier non nul assez
divisible, on peut supposer que v’ est a coefficients entiers. Si on consideére I'application &' () = x+ v/,
ona

!
€™ ular < hlar.

Puisque €(0) = €'(0), on a u(e(0)) < h(0), ce qui contredit '’hypothese u(e(0)) > h(0). O

11 Géométrie d’Arakelov

11.1 Corps globaux

Définition 11.1. Une placed’un corps K est une classe d’équivalence de valeurs absolues non triviales.
Si v est une place d'un corps K, on désigne par K, la complétion de K par rapport a v.

Définition 11.2. On dit qu'un corps K est global il satisfait a une de ces conditions :

— Kest un corps de nombres (dans ce cas on désigne par Gk le spectre de son anneau des entiers

0K);

— Kestle corps de fonctions d'une courbe projective lisse et connexe Sk sur un corps F.
11.1.1. Normalisation d’'une place non archimédienne. — Soit K un corps global. Les points fermés
du schéma Gk corréspondent bijectivement aux places non archimédiennes de K : dans la suite on
sous-entendra toujours cette identification. Si v est une place non archimédienne de K, I'anneau local
Ogy,v €n v est un anneau de valuation discréte : soient

val, : K — Z U {+o0}

la valuation normalisée et, pour tout A € K

[Aly := exp(—val,(A)).

11.1.2. Normalisation d’une place archimédienne. — Soient K un corps de nombres et v une place
archimédienne. La complétion K, s’identifie, en tant que corps complet, a R ou a C. On considére
I'unique valeur absolue |- |, : K, — R, qui étend la valeur absolue

A—sign(A) - A

sur R.

Dorénavant, la complétion K, de K sera toujours munie de la valeur absolue | |,,.
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11.1.3. Degré d’'une place dans un corps de fonctions. — Soient K le corps de fonctions d'une courbe
projective, lisse et connexe Gy et v une place de K. Le corps résiduel k(v) du point fermé de Gk associé
ala place v est une extension finie du corps F. Le degré de la place v est le nombre entier

degv:= [x(v): Fl.

11.1.4. Degré d’une place dans un corps de nombres. — Soient K un corps de nombres et v une place
de K. Si v est non archimédienne, le corps résiduel k(v) du point fermé de Gy associé a la place v est
un corps fini. Le degré de la place v est le nombre réel

degv:=log#k(v).

De plus, sila valeur absolue v est p-adique, on a deg(v) = [x(v) : Fp] -log p.
Si v estarchimédienne, la complétion K, s’identifie, en tant que corps complet, a R ou a C. Le degré
de la place v est le nombre entier
degv:=[K,:RI.

Théoréme 11.3 (Formule du produit). Soient K un corps global et f € K*. Le nombre réel log|f|, est
nul pour presque toute place v et on a

)" deg(v)loglfl, =0.

VeV

11.1.5. Extensions finies. — Soient K un corps global et L une extension finie de K.

Définition 11.4. Soient w une place de L et v sa restriction a K. L'indice de ramification de w sur v est
la cardinalité du groupe abélien fini |L}, |, /1K |,

LX
ram(w, v) := #(@)
1Ky [w
Le dégré résiduel de w sur v est le nombre entier
(L : Kyl
[w:v]i= ——.
ram(w, v)

Proposition 11.5. Soient K un corps global et L une extension finie de K. Soient w une place deL et v
sa restriction aK. Alors,
deg(w) = [w: vldeg(v)

et, pour tout élément f e K*, ona:
logl|fl, =ram(w, v)log|fl,.
Proposition 11.6. Soient K un corps global et L une extension finie de K. Soit v une place de K. Alors,

Y [w:vlram(w,v) = [L:K]

wlg=v

et, pour tout élément geL*, ona:

logINLk(@lv= ). [w:v]log|glw,

wlg=v

ol N /x(g) estla norme de g dans K.
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En particulier, pour tout élément f € K*,ona:

[L:Klloglfl,= ) [w:vlloglflw.

wlk=v

11.2 Faisceaux cohérents adéliques

On présente dans cette section une notion de faisceau adélique. Des notions similaires ont été
introduites dans [Zha95] et [Gau08].
Soit K un corps global.

Définition 11.7. Soient X un K-schéma propre et F un faisceau cohérent de Ox-modules. Une famille
adélique de normes géométriques sur F est une famille de normes géométriques u = {u, : v € Vg} indi-
cée par Vi satisfaisant aux propriétés suivantes :
— si v est une place archimédienne (resp. non archimédienne) u, est une métrique continue her-
mitienne (resp. continue non archimédienne) sur le faisceau cohérent de Oxan-modules F§" ;
- il existe un ouvert non vide { du schéma Gy, un {-schéma propre et plat X de fibre générique X,
un faisceau cohérent de Oy -modules § tel que §lx soitisomorphe a F avec la propriété suivante :
pour tout point fermé v € {{ la norme géométrique u, est induite par le modéle entier §.

Définition 11.8. Soit X un K-schéma propre. Un faisceau cohérent adélique est un couple & = (E u)
formé d'un faisceau cohérent de Gx-modules F et d'une famille adélique de normes géométriques sur
F, u.

On dira qu'un faisceau cohérent adélique & = (E u) est localement libre si le faisceau cohérent
sous-jacent F est localement libre.

11.2.1. Opérations. — Soit X un K-schéma propre. Les opérations valables pour les faisceaux loca-
lement libres de Ox-modules munis d’'une norme géométrique continue (quotient, dual, somme di-
recte, produit tensoriel, ...) se transportent aux faisceaux adéliques sur X en les construisant « place a
place ».

Par exemple si & = (E, ug), & = (E up) sont des faisceaux adéliques localement libres sur X, pour
toute place v € Vg, on considere la norme géométrique uger, sur E, ® F, obtenue par somme directe
des normes géométriques ug,, et ug,. Puisque la construction de la norme géométrique associée a
un modele entier est compatible a la construction de la somme directe des normes géométriques, la
famille de normes géométriques

UgeF = {UEsEy : V € VK

est adélique. Le faisceau adélique localement libre & & & = (E @ F uggr) est dit somme directe des
faisceaux adéliques & et &.

11.2.2. Extension des scalaires. — Soit L une extension finie de K. Soient w une place de L et v sa res-
triction a K : on désigne par |- |k, ,, I'unique valeur absolue sur K appartenante a la classe d’équivalence
w qui prolonge la valeur absolue ||, surK, i.e.
| Ik = |- [ Y)
) w N
Soient X un K-schéma propre et F un faisceau cohérent de 0x-modules. On désigne par Xy, le L-schéma

propre qui s’en déduit par extension des scalaires et par Fy. le faisceau cohérent de O, -modules ®; F
(@1, : X1, — X le morphisme d’extension des scalaires). Avec ces notations, on a le diagramme cartésien



100 Chapitre I. Généralités

de K-schémas :

F
Ve ) — 20 v

QL
an an
—>
XL, w X5

Définition 11.9. Soit u, : V(F{") — R, une norme géométrique continue sur F a la place v. Lextension
de la norme géométrique u, a place w estla norme géométrique

1/ (w,v)
UL = ((DL[F]*MU) ram(w, v )

Proposition 11.10. Soient X un K-schéma propre, F un faisceau cohérent de Ox-modules et u = {u, :
v € Vi} une famille adélique de normes géométriques sur F. Soit L une extension finie de K. L'extension
aL de la famille u,

u, ={upw:wevy}

est une famille adélique de normes géométriques sur Fy,.

Définition 11.11. Soient X un K-schéma propre et & = (E u) un faisceau cohérent adélique sur X. Soit
L une extension finie de K. L'extension des scalaires a L. de & est le faisceau cohérent adélique sur X,

F1.= (Euy).

11.3 Degré et pente

Soit K un corps global.

Définition 11.12. Soit £ = (L, u) un faisceau inversible adélique sur SpecK. Le degré du faisceau in-
versible adélique £ estle nombre réel

&e\ng’:: Z deg(v)logu, (1),

veVk

ou t € V(L)(K) est un élément non nul.

D’apres la formule du produit la définition ne dépend pas de I’élément non nul ¢ choisi. Pour toute
place v € Vg soit | - ||, la norme sur L induite par la norme géométrique u,. Pour tout s € L non nul, on
a:

degy £ = - Y deg(v)loglisly.

veVg

Définition 11.13. Soit & = (E, u) un faisceau adélique localement libre sur SpecK. Le degré de & est le
nombre réel
degy & :=degy (N &),

ol r =1ké&. La pente de & estle nombre réel
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Proposition 11.14. Pour tous faisceaux adéliques localements libres &, % surK on a
degy (6 ® F) =1k.F -degy & +1k& - degy F.

Démonstration. On supposes d’abord que &, & soient des faisceaux inversibles adéliques. Soient s, ¢
respectivement des K-points non nuls de V(E), V(F). Pour toute place v de K, on a alors

PE®Ev(S® 1) = pE,v(8) - pEu(2).
On a ainsi

degy (6 © F) = )" deg(v)logprery(s® 1)

veVk

= )" deg(v) (log pE,u(s) +log pr, (1)
veVk

= Z deg(v)log pg,,(s) + Z deg(v)log pr, (1)
veVk vevg

= degy & +degy F.

Enrevenant au cas général, on se rameéne au cas ol &,.% sont des faisceaux inversibles adéliques grace
al'isomorphisme canonique de faisceaux adéliques localement libres sur K,

det (& ® F) = det(&)*™7 @ det(F)*™*¢.
Cela termine la preuve. O

Proposition 11.15 (Compatibilité a I’extension des scalaires). Soient L une extension finie de K et
& = (E, p) un faisceau cohérent adélique sur SpecK. Alors,

deg; & = [L:K]degy &.

Démonstration. Puisque la construction du faisceau adélique détérminant, i.e., la construction de
la norme géométrique détérminant a toute place, est compatible a I'extension des scalaires, on se
ramene a prouver I’énoncé quand & est un faisceau inversible adélique. Soient s un K-point non nul
de V(E) et s, le L-point non nul de V(E ®k L) qui s’en déduit par extension des scalaires. Pour toute
place v de K on a alors

Y deg(w)logpe, w(s) = Y, (deg(v)[w: v])(ram(w, v)-log pg,u(s))

weVvy, WeVy,

wlg=v wlx=v
= ) [w:vlram(w,v) deg(v)logpg,,(s)

wevy,

wlg=v

=[L:K]deg(v)logpg, ., (s).
On termine la preuve en prenant la somme sur toute place v € V. O

Définition 11.16. Soit & un faisceau adélique localement libre sur K. La pente maximale de & est le
nombre réel

& faisceau adélique localement libre sur K, }

Hi max (6) = sup { My () - €:% — & homomorphisme injectif de faisceaux adéliques
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Remarque 11.17. Soit & un faisceau adélique localement libre sur K. Pour calculer la pente maximale
de & on peut se borner a considérer le sous-faisceaux adéliques de &, les faisceaux adéliques F =
(E pp) tels que F est un sous-espace vectoriels de E etla famille adélique de métriques py est déduite de
celle de & a travers 'homomorphisme surjectif de K-schémas V(E) — V(F) qui correspond al'inclusion
FcE.

Proposition 11.18 (Inégalité des pentes). Soient& = (E, pg), & = (E py) des faisceaux adéliques loca-
lement libres sur K. Pour tout homomorphisme injectif de K-espaces vectoriels ¢ : E — F, I'inegalité
suivante est satisfaite :

fik max (6) < B max(F) + ) deg()1og @l k.00

veVk

N op I N
ol ”(p”Hom(E,F),v est la norme d’opérateur de ¢ a la place v.

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tous faisceaux adéliques localements libres &, % et tout
homomorphisme injectif de K-espaces vectoriels ¢ : E — F on al'inégalité

fig(8) < fig max(F) + ) degW)og Il iy o

VeV

On suppose d’abord que les faisceaux adéliques &, soient inversibles. Pour toute place v € V, la
norme d’opérateur de ¢ a la place v est le nombre réel positif

PE,u((PV(X))
sup =,

Il =
Hom(E,F),v * er(F)?,n,{o} PEv (%)

Pour tout K-point ¢ de V(F) tel que ¢ () est non nul, on a

degy & = )" deg(v)logpg,v (9" (1)

veVk

= Z deg(l/)log(”(PHHom(EF)v PF,v(t))
veVk

= ) deg()logpg, (D) + ) deg(v)log”(pllHom(EF) )
veVk veVk

= degy (#)+ Y. deg(W)logllih v p) .-

veVk

On suppose ensuite que & et & soient des faisceaux adéliques localement libres quelconque. On
désigne par 0 : E — Im¢ l'isomorphisme de K-espaces vectoriels induit par ¢. On munit le sous-K-
espace vectoriel Im¢ de F de la structure de faisceau adélique induite par & par restriction, i.e., pour
toute place v on considere la norme géométrique induite sur Im¢ par '’homomorphisme surjectif
V(F) — V(Ime). Soit r le rang de &. En prenant la puissance extérieure r-ieme de 0, on obtient un
isomorphisme de K-espaces vectoriels

A"0:A"E— A'Img.
D’apres le cas précédent, on a

(T&ZgKéa < cTe\gK (A"Img)+ > deg(v)logl A" E)IlHom(E B

veVk

En appliquant I'inégalité de Hadamard en toute place, on a

degy (\"Tme) < r degy (Imy).
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Encore par I'inégalité de Hadamard, pour toute place ve Vg ona:

o 0
10811 A" Bl iomenr .47 1,0 = 7108101 om0

De plus, pour toute place v, la norme d’opérateur de ¢ coincide avec la norme d’opérateur de 6. On
conclut donc

degy & < rdegy (Im¢) + Y deg(v)rloglel®

Hom(E,F),v
veVk
. op
< g max(F) +7 Y deg(v) 10g 191 e .00
veVk
ce qui acheve la preuve. O

11.4 Hauteurs

Dans ce numéro on présente des faits élémentaires autour des hauteurs dans le cadre adélique
qu’on a introduit. On peut trouver des expositions sur la théorie des hauteurs dans [Lan83], [Ser97],
[BGO6] et [HS00].

Soit K un corps global.

Définition 11.19. Soit X un K-schéma propre et £ un faisceau inversible adélique. Pour tout point
fermé x € Xy, on pose

1 =P *
hg(X) = mdegK(x)(x 3)

Lapplication h¢ : Xg — Ry ainsi définie est appelée hauteur par rapporta £ .

Théoreme 11.20 (Machine des hauteurs de Weil). Soit X un K-schéma propre. Les propriétés sui-
vantes sont satisfaites :

i. additivité : si £, 4 sont des faisceaux inversibles adéliques surX,
hoeu=he+hy.
ii. fonctorialité: siY est un K-schéma propre et f : Y — X est un morphisme de K-schémas,
hf*;f = f*hg = hgof.

iii. équivalence linéaire : si L est un faisceau inversible sur X et u,u’ sont des familles adéliques de
normes géométriques surL, il existe un nombre réel C tel que

lh@,u — ha,ul =C.

iv. positivité : si £ = (L, u) est un faisceau inversible adélique surX, il existe un nombre réel c tel que,
pour tout point fermé x € X qui n’est pas un point base stable de L, c’est-a-dire, qu’il existe un
nombre entier positifd = 1 et une section globale de L®¢ qui ne s’annule pas en x, on a

he(x) =c.

Démonstration. Ladditivité est une conséquence immédiate de 1’additivité du degré (Proposition 11.14)
et la fonctorialité découle directement de la définition de I'image réciproque d'une norme géomé-
trique.
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On passe a démontrer (iii). Pour toute place v € V, la fonction u),/u, sur V(L) — e(X) (o1 e: X —
V(L) désigne la section nulle) descend en une fonction continue sur X3". Comme X est propre sur K,
I'espace topologique sous-jacent au K, -espace analytique X3" est compact. En particulier

!
logﬂ

Uy

O, :=sup < 4o0.

an
XV

Par définition de famille adélique de normes géométriques il existe un ouvert ‘U de Sk, un U-
schéma propre X (resp. X’) et un faisceau inversible £ sur X (resp. un faisceau inversible £’ sur X’) tel
que pour toute place v € U la norme géométrique u, (resp u/,) soit induite par le faisceau inversible
£ (resp. £'). Quitte a restreindre ¥ on peut supposer qu’il existe un isomorphisme de *J-schémas
0:X — X' et un isomorphisme de faisceaux inversibles sur X, ¢ : 0* £’ — £. Autrement dit, pour toute
place v € 9, les normes géométriques u,, 1, coincident et donc &, = 0.

Par conséquent, pour tout point fermé x € X et pour tout point ¢ € V(L) — e(X) au-dessus de x de
méme corps résiduel, on a

1
1At (%) = heuy (0] = ————| ) degW)loguk,n(1)— ) degw)loguy, (1)
(K(x) : K] VEVK(x) VEVK(x)
1
= deg) 1 “logu!
K(0) K] yevzm eg(v) log .0 (1) = l0g i, (1)
1
< — d I -1 ! t
KWK UEVZM eg()[loguk (1) ~Tog iy, (1)
< Z deg(v)d, = Z deg(v)d,.
veVg vegY

Puisque il n'y a qu'un nombre fini de places qui n’appartiennent pas a*J, cela achéve la démonstration
de (iii).

Pour (iv), quitte a prendre une puissance suffisamment grande de L, on peut supposer qu’il existe
des sections globales s, ..., s, de L sur X telles que pour tout x € X qui n’est pas un point base stable de
Lilexiste i = 1,..., n telle que s; ne s’annule pas en x. En toute place v on désigne par | - ||, la métrique
sur les sections de L induite par la norme géométrique u,, Si s; ne s’annule pas en x, on a

1
ho(x)=———— deg(v)log ls; .
n [K(x): K] ,,E\,ZK(X) g(w)logllsillke,v
1
Z K K deg(v)logsup||s;|
[K(x) : K] UE\,ZK(X) 8 gxgrl? illko,v

=— ) deg(v)logsupl|s;l,
veVk xgn

> max { )" deg(v)logsup ”51'”11}-

i=1,..,n VeV Xayn

Pour toute place v I'espace topologique sous-jacent au K, -espace analytique X3" est compact car X
est propre sur L. Comme la norme géométrique u, est continue pour touti=1,...,nona

sup |Isilly < +oo.
xan

Cela acheve la preuve. O
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Théoréme 11.21 (Finitude). SoitK un corps de nombres ou un corps de fonctions d’une courbe pro-
jective lisse et connexe sur un corps fini. SoitX unK-schéma propre et £ = (L, u) un faisceau inversible
adélique surX.

Si le faisceau inversible L est ample, pour tous nombres réels C;,Cy = 0, 'ensemble

{xeXp:[K(x):K]=Cy,he(x) =Cy}
est fini.

Démonstration. En vertu du Théoréme 11.20.(iii) on se rameéne au cas X = P¢ et L = (1) muni, aux
places non archimédiennes, des normes géométriques induite par le falsceaux inversible ©'(1) sur P”
et, (si K est un corps de nombres) aux places archimédiennes, des normes géométriques de Fub1n1—
Study associées a la norme hermitienne standard.

Dans ce cas le résultat est connu et peut étre trouvé par exemple dans [HS00, Theorem B.2.3]. O
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Chapitre I1

Théorie géométrique des invariants
sur un corps complet

0 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude de la théorie géométrique des invariants sur un corps complet
pour une valeur absolue quelconque. Dans le cas non archimédien on utilisera le language des espaces
analytiques au sens de V. G. Berkovich.

Le but est de construire une métrique continue sur le quotient (au sens de la théorie géométrique
des invariants) d'une variété projective polarisée par un faisceau inversible ample muni d’'une mé-
trique continue.

Le point crucial dans la preuve de la continuité de la métrique est la comparaison des notions de
point minimal sur la fibre et de point minimal sur I'orbite (Théoréme 2.9). Pour prouver ce résultat on
s’inspire a I'article dans [KN79, Theorem 2] : en effet les techniques de G. Kempf et L. Ness, reformulées
dans le cadre des fonctions plurisousharmoniques, s’appliquent aussi bien au cas non archimédien
qu’au cas complexe. La relation entre les techniques de Kempf-Ness et les fonctions plurisousharmo-
nique avait déja notée dans [AL93].

Les mondes archimédiens et non archimédiens se distinguent toutefois sur I’argument d’existence
d’un sous-groupe a un parametre destablisant qui respecte les structures entieres : tandis que dans le
cas complexe I'existence se démontre grace a la structure réelle d'un sous-groupe compact maximal,
dans le cas non archimédien elle repose sur la proprété du foncteur des sous-groupes paraboliques.

Létude des minima sur les fibres et sur les orbites se fait en méme temps que I'étude de certaines
propriétés de I'analytification du quotient et qui sont d’'intérét indépendant (Propositions 2.7 et 2.15).

Le travail de J.-E Burnol [Bur92] s'insére dans ce cadre en permettant de prouver que la construc-
tion de la métrique sur le quotient est compatible a la construction de la métrique associée a un mo-
déle entier (Corollaire 2.21).

107
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1 Minima sur les fibres

1.1 Définition et propriétés générales

Définition 1.1. Soient X, Y des ensembles, et f: X —Y, u:X — [—o0, +00] des applications. L'applica-
tion
fiu: Y —— [~o0, +o0]

¥y —— inf u(x)
fxo=y

est appelée 'application des minima de u sur les fibres du morphisme f.
Un point x € X est u-minimal sur la fibrede f si f* fj u(x) = u(x), i.e., pour tout x' eXtelque f(x) =
fh,

u(x) < u(x).

Le sous-ensemble de X des points u#-minimaux sur les fibres de f est désigné par Xffnin(u).

Si la fonction u est claire du contexte, on dit simplement point minimal sur la fibre de f et on
désigne par XI;“n I'ensemble des points minimaux.

Proposition 1.2 (Fonctorialité). On suppose de s’avoir donné un diagramme commutatif d’ensembles

X' %Y’

X % Y
Pour toute fonction u : X — [—o0, +oo] on a
q*fius flp*u.

Proposition 1.3 (Semi-continuité pour les morphismes ouverts). SoientX,Y des espaces topologiques
et f :X — Y une application continue, surjective et ouverte.
Siu:X — [—oo,+00] est une fonction semi-continue supérieurement, f| u I'est aussi.

Démonstration. 1l s’agit de vérifier que, pour tout o € R, la partie
Vai={yeY: flu(y)<ajcY

est ouverte. Puisque f est surjective, V est'image de
Ug:={xeX: ulx) <a}cX.

La partie Uy est ouverte par semi-continuité supérieure de u et, comme f est une application ou-
verte, Vy I'est aussi. O

Proposition 1.4. Soient X,Y des espaces topologiques et f : X — Y une application. Soit u : X —
[—o0, +00[ une fonction continue.

Sila fonction f| u est supérieurement semi-continue, I'ensemble des points minimauxX?in(u) est
fermé dans X.
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Démonstration. Un point x € X est u-minimal sur les fibres de f si et seulement si u(x) = fj u(f(x)).
Pour autant, ona: '
X=X (W) = (x € X: f* fiu(x) - u(x) <0}.

Puisque I'application f]u est supérieurement semi-continue, I'application f* fju — u I'est aussi. La
partie X — X?m(u) est alors ouverte. O

1.2 Morphismes d’espaces analytiques

Soient k un corps complet pour une valeur absolue |- |, X, Y des k-espaces analytiqueset f: X —Y
un morphisme de k-espaces analytiques.

1.2.1. Extension des scalaires. — Soient K une extension analytique du corps k et fx : Xx — Yk le
morphisme de K-espaces analytiques déduit par extension des scalaires. Le diagramme d’espaces lo-
calement annelés en k-algebres

Xk L)YK

est commutatif.,

Proposition 1.5 (Compatibilité a 'extension des scalaires). Soit f : X — Y un morphisme de k-espaces
analytiques. Soient K une extension analytique du corps k et fx : Xx — Yk le morphisme de K-espaces
analytiques déduit par extension des scalaires.

Simx : Xk — X, @y : Yk — Y désignent les morphismes d’extension des scalaires, on a

@y fiu=(f)|@xu.

Linégalité G); fius(fi)) (D)*(u suit de la fonctorialité (Proposition 1.2). Linégalité G); fiuz(fx) l(’);”
est une conséquence du lemme suivant.

Lemme 1.6. Soient f : X — Y un morphisme de k-espaces analytiques et x,x’' € X des points tels
que f(x) = f(x'). Il existe une extension analytique K de k et des K-points xx, x; de X tels que

i. le point xx (resp. xy) s’envoie sur x (resp. x') par le morphisme canonique d’extension des sca-
lairesXg — X ;

ii. les images de xx et xi par le morphisme fx : Xx — Yk, déduit par extension des scalaires, coin-
cident.

Dans le cas archimédien, le résultat est trivial pour k = C et, dans le cas k = R, découle par action
de Galois. Il reste a le prouver dans le cas ol k est un corps complet pour une valeur absolue non-
archimédienne.

Démonstration. Soient V un voisinage affinoide du point f(x) = f(x') et A := T'(V,0y). 1l existe des
voisinages affinoides U et U’ respectivement de x et x’ dans X tels que leur image par f soit contenue
dans V. On désigne par B et B’ les sections du faisceau structural Ox respectivement sur U et U’. Le
morphisme f :X — Y détermine par restriction des morphisme de k-espaces analytiques f: U -V, f:
U’ —V et induit donc des homomorphismes de k-algebres affinoides

¢:A—B, ¢ :A—B.
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On note encore x et x’ les morphismes canoniques B — K(x), B’ — K(x'). Puisque les images de x
et x' coincident, par définition il existe une extension analytique K de k et des homomorphismes
isométriques de k-algébres de Banach

e:k(x) —K, ¢€:%kx)—K

tels que le diagramme suivant

e

soit commutatif. Les homomorphismes

B — X 5 R(x")

gox:B—K, eox':B—K

définissent, respectivement, des points xk, x{( de Xk satisfaisant aux conditions dans I’enoncé. O
1.2.2. Cas des cones affines. — Soit X un cone affine analytique sur k, i.e. le k-espace analytique
déduit par analytification du spectre d'une k-algebre A graduée a degrés positifs et de type fini. Lho-

momorphisme de k-algebres
A— A® k(1]

qui envoye un élément a de degré d en a ® t¢ définit un morphisme de k-espaces analytiques
h:A' xX —X

appelé homothétie ou multiplication par les scalaires.

Définition 1.7. SoitX un cone affine analytique sur k. Une application u : |X| — R, estdite 1-homogene
sile diagramme suivant
ux||

Al x X] —— Al x [X| ——— R, xR,

[ n

X R,

est commutatif (n désigne la multiplication de nombres réels positifs).

Proposition 1.8. Soient A,B des k-algébres graduées a degrés positifs et de type fini, et ¢ : B — A un
homomorphisme homogéne de degré D > 0. Soient X et Y 'analytification des spectres respective-
mentdeA etB, et f:X —Y le morphisme de k-espaces analytiques induit par ¢.

Soit u : X — R, une application semi-continue supérieurement, 1-homogéne et propre au sens
topologique. Si X?in(u) est fermé, alors la restriction f :X?m(u) —Ydefa X?m(u) est propre au sens
topologique.

Remarque 1.9. Soit n = 1 un nombre entier et d = (d,,...,d,) un n-uplet de nombres entiers stricte-
ment positifs. La k-algebre k11, ..., t,]14 des polynémes en n variables de poids d estla k-algebre k[f1,..., t,]
munie de I'unique graduation deg, telle que pour tout i = 1,..., 7 on ait

degd(ti) =d;.
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On désigne par A7 'analytification du spectre de cette algebre graduée.
Soit A une k-algebre graduée de type fini quelconque et soient a; sont des générateurs homogenes
de A. Sidega; = d;, ’Thomomorphisme surjectif de k-algebres

k[ll,...,tn]d — A
t; — a;

est homogene de degré 1.

Démonstration. Quitte a prendre des générateurs homogenes de la k-algebre de type fini B on peut
supposer Y =AJ.

On suppose par I'absurde que la restriction de f ax?i“(u) ne soit pas propre au sens topologique.
Puisque u est propre au sens topologique il existe suite de points minimaux, {x;};en, tels que leurs
images f(x;) soient contenues dans un compact, et u(x;) tend vers +oo lorsque i tend vers infini.

Pour tout i € N, il existe une extension analytique K; telle que le corps résiduel complété K(x;) de x;
se plonge de maniére isométrique dans K; et telle que u(x;) appartient au groupe des valeurs [K|
de K;. Soit A; un élément de K; tel que |A;| = u(x;) et soit X; 'image dans X du K-point

Xi
Ai
a travers I'application canonique X(K;) — X.

Par homogénéité de u, les points X; sont encore minimaux et #(x;) = 1. Les points X; sont contenus
dans la partie compacte {x : u(x) = 1} (u est propre au sens topologique). Par compacité séquentielle,
on peut supposer que la nouvelle suite X; converge vers un point X.

Par construction u(X) =1 et X est minimal (X;{‘in(u) est fermé).

Le morphisme f est donnée par des polynomes fi,..., f; : puisque ¢ est homogene de degré D, le
polynome fy est homogene de degré Dd,. Pour tout i € N et pour touta=1,...,7,0ona

|fo((xi)|

al®l = falei Al = - S0

Par hypothese, les points f(x;) appartiennent a une partie compacte de Y : les nombres réels | fo (x;)|
sont donc tous majorés par une constante. Comme les u(x;) tendent vers infini lorsque i tend vers
infini, on a

f@ = lim (&) = 0.

Cette égalité est absurde : d'un c6té on a u(x) = 1 par construction, d’autre coté 1'égalité précédente
entraine u(X) = 0 car X est minimal. O

Corollaire 1.10. SoientA, B des k-algébres graduées a degrés positifs et de type fini, et ¢ : B— A un ho-
momorphisme homogéne de degré D > 0. Soient X et Y I'analytification des spectres respectivement
deAetB, et f: X —Y le morphisme de k-espaces analytiques induit par ¢.

Soit u : |X| — Ry une application semi-continue supérieurement (resp. continue), 1-homogéne
et propre au sens topologique. Si le morphisme f est surjectif, I'application f|u est semi-continue
supérieurement (resp. continue) si et seulement si X?i“(u) est fermé dans X.

Démonstration. Pour briéveté on désigne par X™" les points minimaux. D’aprés la Proposition 1.4,
si f]u est semi-continue supérieurement, alors X™" est fermé. On suppose donc que X™" soit fermé
dans X. Puisque f est surjective et 'application u est propre, la restriction

foxmin .y
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de f a X™ est surjective. En outre, par définition de point minimal sur la fibre, le diagramme d’es-
paces topologiques suivant

X;)Y

fiu

Xmin u , R+
est commutatif. Lespace topologique X™" est localement compact car il est sous-espace topologique
fermé d'un espace topologique localement compact. D’apres la Proposition 1.8 la restriction de f
aX™" est propre au sens topologique et donc une application fermée. Lapplication f] u est alors semi-
continue supérieurement (resp. continue) si et seulement si la restriction de u a X™" I'est. O

1.3 Métrique des minima le long les fibres

1.3.1. Définition et propriétés générales. — Soient k un corps complet pour une valeur absolue |-|, X
etY des k-espaces analytiques et f : X — Y un morphisme surjectif de k-espaces analytiques. Soient F
un faisceau cohérent de Gy-modules et f[F] la deuxieme projection

fIF1:V(f*F) =X xy V(F) — V(F).

Le diagramme de k-espaces analytiques

fIF
V(f*F) ——— V(F)

X;)Y

est cartésien et, le morphisme f : X — Y étant surjectif, le morphisme f[F] I'est aussi.

Définition 1.11. Soit u une norme géométrique sur le faisceau cohérent f*F. Si f[F]| u est une norme
géométrique sur le faisceau cohérent F, on I'appelle la métrique des minima le long les fibres de f .

On suppose que la norme géométrique u soit continue et on considere la métrique sur les sec-
tions de f*F induite par u : elle est la donnée, pour tout point x € X, de la norme sur le K(x)-espace
vectoriel x* f*F suivante :

s(t
sex" f*F— sl p+p(x) := su 15 )l.
0#revixt f*p) U(l)
On suppose que I'application f[F]| u soit une norme géométrique sur F. Pour tout point y € Y et toute
section s € y*F, on pose :

Isle) = sup  —D
i ozteviy p fIFl u(n)’

Proposition 1.12. Soient X etY des k-espaces analytiques et f : X — Y un morphisme surjectif de k-
espaces analytiques. Soient F un faisceau cohérent de Oy-modules. Pour tout point y € Y et toute
sections€ y*F,ona:

Isle(y) = sup Il f*sllp+p(x).
fx)=y
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Proposition 1.13 (Compatibilité aux puissances tensorielles). SoientX etY des k-espaces analytiques
et f : X — Y un morphisme surjectif de k-espaces analytiques. Soit L un faisceau inversible sur Y
et f[L]:V(f*L) — V(L) le morphisme de changement de base.

Soit u;, une norme géométrique sur le faisceau inversible f*L. On suppose que la fonction f[L]|u
soit une norme géométrique sur L.

Pour tout nombre entier d = 1, on désigne par u; s« la norme géométrique sur F*L® induite par
la norme géométrique uy, et par (f[L], up)®“ la norme géométrique induite par f[L] u, surL.®¢. Alors,

FILE (ugea) = (FIL )%,

1.3.2. Cas des morphismes rationnels. — Soient X, Y des k-schémas projectifs et L, M des faisceaux
inversibles amples respectivement sur X, Y. On considére les k-algebres graduées de type fini

A= Pri,Le9,
a=0
B:=P r(y,m®%).
a=0
Les k-schémas X et Y s'identifient canoniquement aux spectres homogenes des k-algebres graduées A
et B. Si le faisceau inversible L (resp. M) est de plus engendré par ses sections globales, il s’'identifie
au faisceau inversible Ok (1) (resp. Gy (1)) associé au A-module gradué A(1) (resp. au B-module gra-
dué B(1)).

Soit ¢p : B — A un homomorphisme de k-algébres homogeéne de degré D > 0, c’est-a-dire, tel que
pour tout nombre entier d = 0 on ait ¢(By) < Azp. Lhomomorphisme ¢ induit un morphisme de k-
schémas f: U — Y, ou U est 'ouvert complémentaire du sous-schéma fermé de X définit par I'idéal
homogeéne ¢ (B, ) - A.

Le morphisme f ainsi défini est affine : en effet, pour tout élément homogene b € B, son image ¢(b) €
Aestun élément homogene et'image réciproque par f de l'ouvert affine D, (b) = SpecB(j) est]'ouvert
affine D, (p(b)) = SpecA ),

7D (b) = Dy (9(b))
(ici B(y) et Ay désignent la composante de degré 0 respectivement des k-algébres graduées B,
et A¢(b)).

Pour tout nombre entier d > 1 assez grand (plus précisément tel que M®? et L®4P soient engendrés
par leurs sections globales) 'homomorphisme de k-espaces vectoriels induit par ¢,

ry,M®%) — T(X,1.29P)

induit un isomorphisme de faisceaux inversibles sur U, @up : f*M®4 — ngdD. Cet isomorphisme
est compatible aux puissances tensorielles. En particulier, si d = 1 est un nombre entier assez grand,
I'isomorphisme de faisceaux inversibles sur U,

®D = P(@+1p ® P f*M — LI
ne dépend pas du nombre entier d choisi et on note
FIMI:VLIEP) — vv)

le morphisme de k-schémas qui s’en déduit.

On suppose que le morphisme f soit surjectif : le morphisme f[M] est alors également surjectif.
Dans ce cas on dit que f est une projection (nom qui évoque les exemples des projections linéaires
et de la projection sur le quotient), qu'un point dans U est f-projetable et qu'un point dans X — U est
non f-projetable.
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Proposition 1.14. Soient X, Y des k-schémas projectifs et L, M des faisceaux inversibles amples res-
pectivement surX, Y. Soit

¢:B:i=Pry,M*) — A= Pr,L?
d=0 d=0

un homomorphisme de k-algébres homogene de degré D > 0. Soient U c X I'ouvert complémentaire
du sous-schéma fermé décrit par I'idéal homogene ¢(B.)-A et f : U — Y le morphisme de k-schémas
induit.

On suppose que le morphisme f soit surjectif. Si u;, est une norme géométrique continue sur L,
I'application f[M]|u;ep est une norme géométrique sur le faisceau inversible M.

Démonstration. Puisque la construction de la métrique des minima est compatible aux puissances
tensorielles (Proposition 1.13), quitte a prendre une puissance suffisamment grande de L et M, on peut
supposer que L et M soient tres amples. Chomomorphisme ¢ induit un homomorphisme homogene
de degré 1 de k-algebres graduées

@p :B— Ap := PIX,LP9).
da=0

Les morphismes canoniques
0:V(L®P) — Xp:=SpecAp, :V(M) — ¥:=SpecB

sont alors propres et ils induisent un isomorphisme en dehors de la section nulle. La métrique u; sp
provient par composition par 6 d’'une fonction i : I)A(f‘)nl — R4, i.e, upep = 0% 4. La fonction # est conti-
nue, 1-homogene, propre au sens topologique et non nulle en dehors de la section nulle du cone affine
analytique )A(aDn.

Lhomomorphisme ¢ induit un homomorphisme homogene de degré 1 de k-algébres graduées

¢p :B— Ap 1= @PI'X,L%P9).
d=0

Si on désigne par f: Xp — Y le morphisme de k-schémas associé, le diagramme suivant

Xp - f1(09) ————Xp

V(LIEP) - e(U) —— V(L®P)

est cartésien (ol1 Oy c Y désigne la section nulle du cone affine Y et e : X — V(L®P) la section nulle du
faisceau inversible L®P). Il en découle que i t € V(M) est un point en dehors de la section nulle, la
fibre f‘1 (t) est contenue dans V(LI{’}D)an — e(U)?", En particulier, on a:

FIM], 0% (1) = o* fa(n).

On est ramené a prouver le fait suivant : si y € Y2 est un point en dehors de la section nulle, alors ﬁ iy #

N gan _ nyan .
0. La fibre de f en y est contenue dans X3 OXD :

f_l(y) c)?aDn—O%I];.
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Puisque la fonction # est propre au sens topologique, elle atteint son minimum ; comme # est non
nulle en dehors la section nulle, d’apres 'inclusion précédente on a

fii(y)= inf @>0,
! 7ty
ce qui achéve la démonstration. O

1.4 Mesure de non-projetabilité

1.4.1. Définition. — On revient aux notations du paragraphe 1.3.2.

Définition 1.15. Soit u; une norme géométrique continue sur L2". Pour tout x € X", on fait la défini-
tion suivante :
— si x est un point f-projetable et s € V(L®P)2" est un point non nul au-dessus de x, on note t :=
fIMI](s) et on pose :

La définition ne dépend pas du représentant non nul s choisi.
— si par contre x est non f-projetable, on pose p(x) = —oco.
Lapplication p : X" — [—00,0] ainsi définie est appelée mesure d’'instabilité.

Proposition 1.16. Soient X, Y des k-schémas projectifs et L, M des faisceaux inversibles amples res-
pectivement surX etY. Soit

¢:B:=Pry,M*) — A:=PTrxL
d=0 d=0

un homomorphisme de k-algebres homogéne de degré D > 0. Soient U c X 'ouvert complémentaire
du sous-schéma fermé décrit par I'idéal homogéne ¢(B.)-A et f : U — Y le morphisme de k-schémas
induit. On suppose que le morphisme f soit surjectif.

Soit uy, une norme géomeétrique continue sur L. Soient x € X2 et t € V(L®)2 un point non nul
au dessus de x. Alors :

i. p(x) =0 si et seulement si le point t est u; sv -minimal sur la fibre de f[M] ;
ii. p(x) = —oo si et seulement si x est un point non f-projetable;

En outre, si la norme géométrique f[M];u®" des minima le long le fibres de f est continue, la
mesure d’instabilité p I'est aussi.

Démonstration. Pour (i), la mesure d’instabilité p s’annule en x si et seulement si
upen (X) = FIMI* fIM] |y sp (X),

ce qui par définition implique que X est u; e -minimal sur la fibre de f[M].

Pour (ii), si x appartient 2 Z" on a par définition p(x) = —oco. Il reste a vérifier que si x n’appartient
pas a Z2" alors p(x) appartient a R. Puisque la norme géométrique vy est continue, d’aprés la Proposi-
tion 1.14 la fonction f[M], y;ep est une norme géométrique sur M. En particulier, si X € V(L®P) est un
représentant non nul de x on a

FIMI* fIM]  u(®) >0

etdonc p(x) < —oco.
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Pour la continuité, on procéde d’abord comme dans la démonstration de la Proposition 1.14.
Puisque la construction de la métrique des minima est compatible aux puissances tensorielles (Pro-
position 1.13), quitte a prendre une puissance suffisamment grande de L et M, on peut supposer que L
et M soient trés amples. Chomomorphisme ¢ induit un homomorphisme homogene de degré 1 de k-
algebres graduées

¢p:B— Ap = P I'X,L%P9).
da=0
Les morphismes canoniques

0:V(L®P) — Xp:=SpecAp, :V(M) — ¥:=SpecB

sont alors propres et ils induisent un isomorphisme en dehors de la section nulle. La métrique u;ep
provient par composition par 8 d'une fonction #: I)A(aDnl — Ry, ie, upep = 0" . La fonction # est conti-
nue, 1-homogene, propre au sens topologique et non nulle en dehors de la section nulle du cone affine
analytique )A(i“)n.

Lhomomorphisme ¢ induit un homomorphisme homogene de degré 1 de k-algebres graduées

¢p:B— Ap:= PIX LPY).
da=0

Sion désigne par f :Xp — Y le morphisme de k-schémas associé, les diagrammes (%) et (x*) ci-dessus

)A(D—]?_l(oﬁ C Xp ) f_l(()?)—
6 (%) 6 (k%) 6
V(LIFP) - e(U) € V(L®P) O V(LIZP) - e(Z)

sont cartésiens (ou OXD c XD, 0y c % désigne la section nulle des cones affines XD etY, ete: X —
V(L®P) 1a section nulle du faisceau inversible L®P). On en déduit

FIM] upep = 0* fi @0

et donc la métrique des minima sur les fibres de f, f[M],u;p, continue si et seulement si la fonc-
tion ﬁ il est continue sur Y. Pour tout point x € X2 et tout représentat non nul X € Xan de x on a
alors L
p(x) = L log m
D i(x)

Si la fonction ﬁ il est continue, alors la mesure d’instabilité p 1'est aussi, ce qui acheve la preuve. O

1.5 Exemple: les projections linéaires

Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie. La k-algébre des puissances symétriques A =
Sym,; E est une k-algebre graduée et de type fini. Son spectre homogene s’identifie a I'espace pro-
jectif P(E) a travers un isomorphisme canonique de k-algébres graduées

Sym;.E — @D T (P(E), 0k (d)).
d=1

Dans la suite on sous-entendra cet isomorphisme. Soit F un sous-k-espace vectoriel de E. Linclu-
sion F c E induit un homomorphisme injectif de k-algebres graduées

¢:B:=Sym; F— A:=Sym;E
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Lhomomorphisme surjectif E — E/F induit une immersion fermée P(E/F) — P(E) qu’identifie 'es-
pace projectif P(E/F) avec le sous-schéma fermé de P(E) définit par I'idéal homogene I := ¢(B,) - A.
Lhomomorphisme ¢ induit donc un morphisme surjectif de k-schémas

f:U:=P(E)-PE/F) — P(F)

dit projection de centre E/F. Thomomorphisme de k-algebre graduée ¢ induit un isomorphisme de
faisceaux inversibles sur U,
¢1: f*Or(1) — Oy
qui, a son tour, définit un morphisme surjectif de k-schémas f; := f[Or(1)] : V(O(1)|y) — V(Or(1)).
On suppose que le k-espace vectoriel E soit muni d'une norme géométrique continue p. Le fais-
ceau inversible Gk (1) est alors muni de la norme géométrique continue définie par I'application com-
posée

0
Uy V@)™ —— Ve 2 R, .
Lhomomorphisme ¢ induit un morphisme surjectif de k-schémas f : V(E) — V(F). Le sous-k-espace

vectoriel F est alors muni de la norme géométrique induite par p, i.e., 'application des minima sur le
fibres plr := f] p. Puisque le diagramme de k-schémas

VG ly) —L s V(1))

VE — o vE

est commutatif, il suit que la norme géométrique des minima sur les fibre de f, fi)up, coincide avec
la norme géomeétrique up;. sur le faisceau inversible Gk (1) associée a la norme géométrique p|r sur F,
i.e., 'application composée

e -
s VO™ L vEe LR,

En symbols, on a I'égalité R
fiyup =0gple =05 fi p.
Sion note p la mesure d’instabilité sur P(E)?" (par rapport au morphisme f, au faisceau inversible O (1)
et ala norme géométrique u,), pour tout point non nul x € V(E)®", on a alors
u((x]) =log f* plr(x) —log p(x),

ol [x] € P(E)?" désigne le point défini par x.

Soient s, pr;, pr, : V(E)" x V(E)2" — V(E)?" respectivement le morphisme de k-espaces analytiques
induit par I'opération de soustraction de E et les deux projections. Si pour toutes parties X1,X» < V(E)
on pose

dp(X1,Xz) := inf{p(s(x)) : pr;(x) € X; pour i = 1,2}

alors en vertu de la Proposition 1.8.10 pour tout y € V(F)?" on a
ple() =dp (F (1), VE/R™).
En particulier, pour tout point non nul x € V(E)®", on a

dy (F7 (f (), VE/F)™)
p(x) '

u([x]) =log

En résumant, on a trouvé que :
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- lanorme géométrique des minima sur les fibres de f estla norme géométrique sur Op(1) induite
par la restriction de la norme géométrique p au sous-espace F:

fiiup =05 plp =05 fi p;

- la mesure d’instabilité en un point x € P(E) — P(E/F) représente le logarithme de la plus petite
distance (mesuré a travers la norme géométrique p) entre la fibre en le point f(x) et le sous-
espace P(E/F) :

dp (f (F®), VE/F)™)

p(%)

p((x]) =log

’

(o1 X € V(E)2" est un représentant non nul de x).

2 Minima sur les orbites

2.1 Définitions

Soit k un corps complet pour une valeur absolue |-|. Soit X un k-espace analytique muni de I’action
d'un k-espace analytique en groupes G.

Définition 2.1. Soit u:X — [—00, +o0] une application. L'application

ug: X —— [—o00,+00]

x ——infu
G-x

est appelée 'application des minima de u sur les orbites de G.
Un point x € X est u-minimal sur l'orbite si ug(x) = u(x), i.e., pour tout x' € G- x, on a

u(x) < u(x).
Lensemble des points minimaux sur les orbites de G est noté Xgin(u).

Proposition 2.2. SoitX un k-espace analytique muni de I’action d’un k-espace analytique en groupesG.
Si u:X — [-o0,+00[ est une application semi-continue supérieurement, pour toutxe X ona:

ug(x) =infu.
G-x

Proposition 2.3 (Semi-continuité supérieure). SoitX un k-espace analytique muni de I'action d'un k-
espace analytique en groupes G. On suppose que le k-espace analytique en groupes G soit lisse. Si u :
X — [—00, +00[ est une application semi-continue supérieurement, alors ug I'est aussi.

Démonstration. Laction 0 : G x X — X s’écrit comme la composition de I'automorphisme

GxX—GxX
(g, x) —— (g,0(g,x))

et la deuxiéme projection pry : G x X — X. Puisque pryx est un morphisme lisse par hypothese, le mor-
phisme o est lisse. En particulier, 'application o est ouverte a niveau topologique. Puisque ug = o u
on conclut grace a la Proposition 1.3. O
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Corollaire 2.4. Soit X un k-espace analytique muni de I'action d’'un k-espace analytique en groupes
lisse G. Soit u : X — [—o0,+00o[ une application continue. L'ensemble des points minimaux sur les
orbites X{3'" (u) est fermé.

Démonstration. Un point x € X est u-minimal sur I’orbite si et seulement si u(x) = ug(x). Pour autant,
ona: .
X-XG" () = {x € X ug(x) — u(x) <0}.

D’apres la Proposition précédente 2.3, I'application ug est supérieurement semi-continue et donc
I'application uc — u I'est aussi. La partie X — X{"" (u) est alors ouverte. O

Proposition 2.5. SoitX un k-espace analytique muni de I’action d’un k-espace analytique en groupes G.
Soient Y un k-espace analytique et f : X — Y un morphisme G-invariant de k-espaces analytiques.
Pour toute application u : X — [—oo,+00], 0ona:

f*flLtS UG.

Démonstration. Soit x € X un point. Puisque f est G-invariant, 'orbite de x est contenue dans la fibre
de f(x),
U x) cG-x.

En particulier on a

*flu(x)= inf wu<infu=ug(x),
I FUL Gx ¢

ce qui termine la preuve. O
2.1.1. Extension des scalaires. — Soient K une extension analytique de k, Xk le K-espace analytique

déduit de X par extension des scalaires et @k : Xg — X le morphisme d’extension des scalaires. Le K-
espace analytique en groupes Gk déduit de G par extension des scalaires agit naturellement sur Xx.

Proposition 2.6 (Compatibilité aux extensions des scalaires). Pour toute application u : X — [—oo, +00,
ona:
D (Ug) = @ Wcy-

Démonstration. Sio:G xX — X désigne le morphisme définissant I'action de G surX, ona ug = o u.

1l s’agit alors d’'un cas particulier de la Proposition 1.5. O

2.2 Propriétés ensemblistes de I'analytification du quotient algébrique

Soit k un corps complet pour une valeur absolue |- |. Soit X = SpecA un schéma affine de type fini
muni d'une action d’'un k-groupe réductif G. La sous-k-algébre des invariants A® de A est de type fini.
Linclusion AC c A induit un morphisme de k-schémas

n:X—Y:= Spe(:AG

dit morphisme quotient qui satisfait aux propriétés suivantes :
i. le morphisme 1: X — Y est G-invariant et surjectif;

ii. pour tous points fermés x,x' € X, ona:
n(x) =n(x') siet seulementsiG-xNG- x' # @;

iii. si F <X estune partie fermée G-stable, I'image n(F) est fermée dans Y;
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iv. ’'homomorphisme de faisceaux de k-algebres n* : Gy — m.0y induit un isomorphisme de fais-
ceaux de k-algébres

nu:@’y—wuﬁx.

En particulier, pour tout point fermé x € X il existe une unique orbite fermée contenue dans I'’adhé-
rence de 'orbite de x. En effet, si y, )’ sont deux points d’orbite fermée appartenant a 'adhérence de
l'orbite de x, par la propriété (ii) que les images de y, ' par nt coincident avec 7 (x),

n(y) = n(x) =n(y).

En appliquant a nouveau la propriété (ii), cela entraine que les adhérences des orbites de y et ' se
rencontrent,

G- ynG-y#9,

mais comme G- y et G-y’ sont fermées, elles coincident.

Proposition 2.7. Soient X = SpecA un k-schéma affine de type fini muni de I'action d'un k-groupe
réductif G et

n:X—Y= SpecAG
le morphisme quotient. Alors :

i. le morphisme m:X*" — Y2" est G*"-invariant et surjectif;

ii. pour tous points x,x' € X®", ona:
n(x) = (x') siet seulement si G%- x N Ga% - x/ £ @;

iii. pour tout point x € X" il existe une unique orbite fermée contenue dans I'adhérence de I'orbite
dex;

iv. pour tous points x, x' € X2, 1(x) = n(x") si et seulement si I'unique orbite fermée G - xy contenue
dans I'adhérence de G- x et I'unique orbite fermée G - x;, contenue dans G- x' coincident,

G-x0=G-x{.
Démonstration. Le premier point suit des propriétés générales du foncteur d’analytification. Pour (ii),
soient x, x' € X" des points. On suppose d’abord que les adhérences de leurs orbites se rencontrent.
Puisque 7 est continue et G"-invariante, pour tout point x € X" on a

G xcn(n(x)),

d’ou suit le résultat.
On suppose ensuite que les images 7(x), (x) coincident. D’apres le Lemme 1.6 il existe une ex-
tension analytique K de k et des K-points x, x; du K-espace analytique X3" tels que :
— si®x : Xk — X désigne le morphisme d’extension des scalaires, on a:
®x (xx) = X, ox (xg) = x';

— simg : Xk — Yk désigne le morphisme déduit de m par extension des scalaires, on a:

T(xg) = T(xg).
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On ajoute K en indice pour désigner les objets obtenus par extension des scalaires a K (par exemple Gk =
GxK). Laformation des invariants est compatible aux changements de base plats. En particulier le K-
schéma Y est le bon quotient du K-schéma X par le K-schéma en groupes Gg. Soit 0 : Xi* — Xy le
morphisme canonique d’espaces localement annelés en K-algebres induit par le foncteur d’analytifi-
cation. Le point xk (resp. xi) est I'image inverse d'un K-point du K-schéma Xy qu’on désigne encore
par xg (resp. xi). D’apreés la Proposition 6.5 on a

Gy xx) = G- xk, (G- xg) = G- xi.

Puisque les orbites Gy - xk, Gk x{< sont des parties constructibles du K-schéma Xk, on a:

07 G ) =GP xc, 071G x) =G x. (2.2.1)

Par construction on a mg (xg) = JTK(X%) :d’aprés le Théoréme 1.3.17 les adhérences des orbites Gy -
xx et Gg -x{< se rencontrent. L'égalité précédente (2.2.1) entraine alors les adhérences des orbites G%n .
xg et G- x§< se rencontrent aussi :

Gan Xk N Gan Xy # .

On peut conclure, en remarquant qu’'on a

G)K(G - xg) =G x, ok (G- X = Gan - ¥/

car le morphisme d’extension des scalaires @k : Xk — X est une application continue, surjective et
propre au sens topologique entre espaces localements compacts.

Pour (iii), soient y,y’ € Ga - x des points d’orbite fermée. Puisque I'application 7 est G-invariante,
onan(y)=n(y). D’apreés le point précédent (ii), on a

G™-NG™-y)=G-ynGan-y # @,

ce qui entraine G-y = G- y/,

Pour (iv), soit G*" - xg (resp G*" - x;) 'unique orbite fermée dans I'adhérence de G*" - x (resp. G*" -
x'). On suppose d’abord m(x) = n(x'). Puisque le morphisme 7 est G*"-invariant on a 7(x) = m(xg)
et m(x) = m(xy). En particulier, on a m(xp) = m(x;). D’apres (i) on a

G- xonG™ x5 =G xg NG - x # B,

ce qui entraine G*" - xo = G*" - x{,. D’autre part, si G*" - xo = G*" - x;, comme le morphisme 7 est G*"-
invariant, on a
/ /
1(x) = m(xp) = mlxgy) = 7(X)

ce qui termine la preuve. O

Corollaire 2.8. Soient X = SpecA un k-schéma affine de type fini muni de I'action d’un k-groupe
réductif G. Soit Z = Spec(A/I) c X un sous-schéma fermé G-stable. Soit

€:7/G:= Spec(A/)® — X/SpecA®

le morphisme canonique de k-schémas induit par I'inclusion de Z dans X. Le morphisme de k-espaces
analytique qui s’en déduit,
e: (Z2/G)*" — X/G)™M,

induit une application injective sur les espaces topologiques sous-jacents.
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Démonstration. Soient x,x' € Z*", Puisque Z*" est une partie fermée G-stable les adhérences des or-
bites de x et x’ sont contenues dans Z2". En particulier elles se rencontrent dans Z*" si et seulement si
elles se rencotrent dans X?". Soient 1k : X — X/G et nz : Z — Z/G les projections sur les quotients res-
pectives. D’apres la Proposition précédente 2.7 cela revient a dire que 7z (x) = nz(x') si et seulement
si 7ty (x) = mx (x), ce qui achéve la preuve. O

2.3 Comparaison des minima sur les orbites et sur les fibres

2.3.1. Enoncé du Théoréeme. — Soit k un corps complet pour une valeur absolue |-|. Le but de cette
section est de prouver le Théoreme suivant :

Théoréme 2.9. SoitX = SpecA un k-schéma affine de type fini muni de I'action d’un k-groupe réduc-
tif G. Soient Y = SpecA® le quotient et : X — Y le morphisme quotient.
Soit u : X* — [—o0, +o0o[ une application plurisousharmonique et invariante par un sous-groupe
compact maximal de G*". Alors,
T U= ug.

En particulier, les points u-minimaux sur les fibres de n et les points u-minimaux sur les orbites
de G coincident, . _
X () =XG " (w).

Puisque le morphisme m est G*"-invariant, d’aprés la Proposition 2.5 on a I'inégalité n*mju < ug .
Il s’agit donc de démontrer I'inégalité n*n| u = ug. Plus précisément, on va démontrer le résultat sui-
vant :

Théoreéme 2.10. Soit X = SpecA un k-schéma affine de type fini muni de I'action d’un k-groupe ré-
ductif G. Soient Y = SpecA® le quotient et m : X — Y le morphisme quotient.

Soit u : X* — [—o0, +o0o[ une application plurisousharmonique et invariante par un sous-groupe
compact maximal de G*". Soit x € X®". Alors :

i. il existe un point y € G- x d’orbite fermée tel que
u(y) = u(x);
ii. si G- xy est I'unique orbite fermée contenue dans Ga.x, on a
uG(xp) = myu(x).

Une maniere de reformuler ce résultat est dire que le minimum sur la fibre de 7 en x est atteint sur
I'unique orbite fermée contenue dans I'’adhérence de G*" - x.
Le Théoreme 2.9 se déduit aisement du Théoréme 2.10. On a en fait1a chaine d’inégalités suivante :

uG(x) :=infu =infu < inf u = ug(xp) = 1" m u(x),
G-x Gx G-xo
ol la premiere égalité est vraie par semi-continuité supérieure de u (Propostion 2.2).
Le reste de cette section est consacré a la preuve du Théoreme 2.10.

2.3.2. Sous-groupes déstabilisants archimédiens. — Soit G un groupe réductif complexe et U c G*"
un sous-groupe compact maximale. Il existe un R-groupe réductif U tel que U xg C soit isomorphe a G
et

UR)=U.
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Soit T un tore de G et T?" le C-espace analytique déduit par analytification : T est défini sur R (c’est-
a-dire qu'il provient d'un tore de U) si et seulement si U N T?" est le sous-groupe compact maximal
de T2".

Lemme 2.11 (version archimédienne). Soient X un schéma affine de type fini sur C muni d’une ac-
tion d’'un C-groupe réductif G, S c X un sous-schéma fermé G-stable et U un sous-groupe compact
maximal de G®". Pour tout x € X(C) dont I'’adhérence de I'orbite rencontre S,

G-xNS#g,

il existe un sous-groupe a un parametre A : G, — G tel que
i. lalimitelim,_yA(f) - x existe et appartient a S ;

ii. I'image deU(1) par A est contenue dans U.

Remarque 2.12. Cet énoncé est implicitement contenu dans [KN79] : il est prouvé quand X est une
représentation de G et le sous-schéma S est I'origine. L'énoncé ci-dessus peut étre déduit de ce cas
particulier en prenant un morphisme G-équivariant f : X — V(E) vers une représentation de G tel que

o =s.

Démonstration. D’apres [Kem?78, Theorem 3.4] il existe un sous-groupe parabolique P de G satisfai-
sant a la propriété suivante : pour tout tore maximal T contenu dans P il existe un sous-groupe a un
parametre At : G,;, — T tel que la limite

limAr(8) - x
t—0

existe dans X et appartient a S. Soit P le sous-groupe parabolique conjugué a P pour la structure réelle
induite par U. Lintersection PP est un sous-groupe défini sur R et si T est un tore maximal de PNP,
il est aussi défini sur R. De plus, un tore maximal contenu dans l'intersection de deux sous-groupes
paraboliques est encore maximal. Par définition de P, il existe alors un sous-groupe a un parametre

NG, —T
qui satisfait aux propriétés dans I'’énoncé. O

2.3.3. Sous-groupes déstabilisants non archimédiens. — Soient k un corps complet pour une valeur
absolue non archimédienne et k° son anneau des entiers.

Lemme 2.13 (version non archimédienne). Soit k un corps algébriquement clos et complet pour une
valeur absolue non archimédienne. Soient X un schéma affine de type fini sur k muni d’'une action
d’un k-groupe réductif G, S c X un sous-schéma fermé G-stable et & un k°-groupe réductif de fibre
générique G. Pour tout x € X(k) dont I'adhérence de I'orbite rencontre S,

G-xNS#g,

il existe un sous-groupe a un parametre A : G,, — G, provenant d’un sous-groupe a un parametre G, yo —
®, tel que la limite

limA(?) - x
—0

existe et appartient a S.
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Soient S un schéma et G un S-schéma en groupes de type fini. Un tore maximal est un sous-S-
schéma en groupes T de G qui est un tore et que, pour tout s € S, le sous-s-schéma en groupes Ts est
un tore maximal de G5 (ou s désigne le spectre d'une cloture algébrique de x(s)).

Le rang réductif d’'un groupe algébrique sur un corps algébriquement clos est la dimension d'un
(et donc tout) tore maximal. Le rang reductif de G est la fonction rgredg : S — N qui associe a tout
point s € S le rang réductif du s-groupe réductif G5 (ou s est le spectre d'une cloture algébrique du
corps résiduel k(s)). Sile S-schéma en groupes G est affine et lisse le rang réductif de S est une fonction
semi-continue inférieurement [SGA 3, Exposé XII, Théoreme 1.7]; si G est de plus réductif elle est
localement constante [SGA 3, Exposé XIX, Corollaire 2.6].

Un sous-S-schéma en groupes P de G est dit parabolique s'il est lisse sur S et, pour tout s€ S, le s-
schéma quotient G5/P5 est propre (ol s est le spectre d'une cloture algébrique du corps résiduel k(s)).
Le foncteur qui associe a tout S-schéma S’ I'ensemble des sous-S’-schémas en groupes paraboliques
du S’-schéma en groupes G xs S’ est représentable par un S-schéma Par(G) propre et lisse [SGA 3,
Exposé XXVI, Théoreme 3.3-Corollaire 3.5].

Sur un corps algébriquement clos un tore maximal d'un sous-groupe parabolique est un tore maxi-
mal du groupe réductif entier [Bor91, Corollary 11.3]. Si P est un sous-S-schéma en groupes parabo-
lique de G, le rang réductif de P coincide donc avec le rang réductif de G.

Démonstration. D’apres [Kem78, Theorem 4.2] il existe un sous-groupe parabolique P de G avec la
propriété suivante : pour tout tore maximal T contenu dans P il existe un sous-groupe a un para-
metre At : G, — T tel que la limite

ImAT(8)-x

t—0

existe dans X et appartient a S.

Puisque le k°-schéma Par(®) qui parametrise les sous-groupes paraboliques de & est propre sur k°,
le sous-groupe parabolique P de G est la fibre générique d’'un unique sous-k°-schéma en groupes pa-
rabolique B de &.

Pour obtenir I'énoncé il suffit de démontrer que 3 contient un k°-tore maximal ¥. En effet, la
fibre générique T de ¥ est un tore maximal de G contenu dans le sous-groupe parabolique. D’apres le
résultat de Kempf cité avant, il existe un sous-groupe a un parametre A : G, — T tel que la limite

limA(f)-x
t—0

existe dans X et appartient a S. Puisque k est algébriquement clos, le k°-tore ¥ est déployé, i.e., iso-
morphe en tant que k°-schéma en groupes a G}, ke Pourun nombre entier r = 0. Le sous-groupe a un
parametre A se releve, donc, a un unique morphisme de k°-schémas en groupes A : G, o — <.
Lexistence d'un k°-tore maximal ¥ de ‘3 est équivalente d’apres [SGA 3, Exposé XII, Théoréeme 1.7]
a la constance (locale) du rang réductif de 3. Puisque ‘13 est un sous-k°-schéma en groupes parabo-
lique de &, le rang réductif de B coincide avec le rang réductif de & ; comme & est réductif, son rang
réductif est constant. Cela termine la preuve. O

2.3.4. Fonctions sousharmoniques sur A'. — Soit k un corps complet pour une valeur absolue. On
désigne par Allc la droite affine analytique sur k et par ¢ la coordonneé sur A}c.

Soit u: IAkI — [—00, +oo[ une fonction quelconque. La fonction u est U(1)-invariante (par 'action
naturelle de U(1) sur A,lc) si et seulement s'il existe une fonction v : [—oo, +00[— [—00, +00] telle que

u=vologltl|.

Lemme 2.14. Soit u : IA}CI — [—o00,+00[ une fonction sousharmonique et U(1)-invariante. Soit v :
[—00, +00[— [—00, +0o[ I'unique fonction telle que u = volog|t|.
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Alors, la fonction v est continue et ou bien elle est identiquement égale 4 —oo ou bien sa restriction
aR est convexe.
En particulier, v est croissante.

Démonstration. Puisque ¢ est inversible sur G,,, la fonction log|¢| est harmonique sur G,,. D’apres la
Proposition 1.10.22 ulg,, est sousharmonique si et seulement si v|g est ou bien identiquement égale
a —oo ou bien convexe.

Il reste a vérifier la continuité en —oo. On remarque tout d’abord que I'application log|z| : IAkI -
[—o0, +oo[ est ouverte. En effet sa restriction a G, est ouverte par principe du maximum et du mini-
mum des fonctions harmoniques (voir Remarque 1.10.21) ; en outre, 'image par log|¢| d'un disque ou-
vert centré en 0 est un voisinage ouvert de —oo dans [—oo, +oo[. Lapplication v est donc semi-continue
supérieurement et on a

v(—o0) = limsup v(§).
E——o0
D’autre part, si par 'absurde cette inégalité est stricte, la restriction de la fonction u a un disque assez
petit atteint un maximum global en 0. La fonction u est donc constante sur ce disque et on a

v(—o0) =limsup v(¢),
{——00

en contradiction avec ’hypothese absurde. O

2.3.5. Fin de la preuve du Théoreme 2.10. — Soit X = SpecA un k-schéma affine de type fini muni de
I'action d'un k-groupe réductif G. Soient Y = SpecAC le quotient et 7 : X — Y le morphisme quotient.

Soit u : X3 — [—o0, +o0o[ une application plurisousharmonique et invariante par un sous-groupe
compact maximal U de G*". 1l s’agit de prouver que pour tout x € X?" il existe un point y € G- x
d’orbite fermée tel que

u(y) < ux).

Soient K est une extension analytique de k et xx € X§" un point qui s’envoie sur x par le morphisme
d’extension des scalaires @k : X§" — X*". §’il existe un point yk € G§" - xx d’orbite fermée tel que

O U(yK) < O u(xg),

alors le point y = ®x (yx) appartient a 'adhérence de I'orbite de x et u(y) < u(x). Quitte a remplacer k
par une extension analytique, on peut donc faire les hypothéses suivantes :

— silavaleur absolue de k est archimédienne, on peut supposer k = C;

- sila valeur absolue de k est non archimédienne, on peut supposer que k soit algébriquement
clos, x soit un k-point du k-espace analytique X2" et la fonction u soit invariante par un sous-
groupe compact maximal U déduit d'un k°-groupe réductif ® de fibre générique G.

Soit S = G-xp 'unique orbite fermée contenue dans’adhérence de I'orbite G-x. D’apres les Lemmes

2.11 et 2.13 il existe un sous-groupe a un parametre A : G, — G tel que 'image de U(1) soit contenue
dans U et tel que la limite

Y= %1_r)r(1))\(t)~x

existe et appartient a S. Le morphisme ge k-schémas A, : G, — X, t — A(f) - x s’étend de maniere
unique en un morphisme de k-schémas A, : A' — X tel que

Ax(0) = y=lmA()-x.
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—k
Par fonctorialité des fonctions plurisousharmoniques, 'application uy := A u sur AIIC'an est soushar-

monique. Puisque 'image par A de U(1) est contenue dans U, la fonction u, est U(1)-invariante. Il
existe alors une fonction vy : [—o0, +00[— [—00, +00] telle que

uy = vyologl|tl.

D’apres le Lemme 2.14 la fonction v, est continue et sa restriction a R est ou bien identiquement égale
a —oo ou bien convexe. En particulier, vy est croissante et on a

Vx(—00) = u(y) < vy(0) = u(x)

ce qui acheve la preuve de (i).
Pour (ii), on remarque tout d’abord qu’on a la chaine d’inégalités suivante :

ug(xp) ;= inf u= inf u= inf u=ugx),
Gan.xq Gan.x Gan.x
I'avant-derniere égalité étant vraie par semi-continuité supérieure de u (Propostion 2.2). Puisque le
morphisme 7 est G*"-invariant, d’aprés la Proposition 2.5 on a I'inégalité ug(x) = n*n;u(x). En com-
binant ces inégalités, on obtient
uG(xo) =y u(x).

Il reste & montrer l'inégalité opposée ug(xp) = n*m u(x). Soit x' € X*" tel que n(x) = n(x’). D’apres
la Proposition 2.7, les adhérences des orbites de x,x’ se rencontrent et S est I'unique orbite fermée
contenue dans I'adhérence de G*" - x'. En appliquant (i) au point x’, il existe un point y’ € G*" - xg tel
que

u(y") < u(x).

Puisque uG(xp) < u(y’) par définition, on déduit

ug(xp) = inf wu=:n*mu,
n(x")=m(x)

ce qui termine la preuve du Théoréme 2.10. O

2.4 Topologie analytique du quotient algébrique

Soit k un corps complet pour une valeur absolue |- |.

Proposition 2.15. Soit X = SpecA un k-schéma affine de type fini muni de I'action d’'un k-groupe
réductif G. Soient Y = SpecAC le quotient et : X — Y le morphisme quotient.
Si F ¢ |X??| est une partie fermée G-stable, I'image 1(F) est fermée dans [Y*"|.

Démonstration. L'énoncé est stable par extensions analytiques du corps k. Si la valeur absolue de k
est archimédienne, on peut supposer k = C et considérer un sous-groupe compact maximal U c G".
Silavaleur absolue de k est non-archimédienne on peut supposer que le k-groupe réductif G provient
par changement de base d’'un groupe réductif & sur k° : on considére le sous-groupe affinoide U < G*"
associé a &.

On se ramene tout d’abord au cas ou X est une représentation de G. Pour ce faire, on considere
un k-espace vectoriel E muni d'une action linéaire de G et d'une immersion fermée G-équivariante € :
X — V(E). Le morphisme canoniquet induit entre quotients

1n:X/G:= SpecA® — V(E)/G := Spec(SymE)®
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n’est pas forcément une immersion fermée car la caractéristique de k n’est pas supposée nulle. D’apres
le Corollaire 2.8 le morphisme de k-espaces analytique induit par n,

n: X/G*" — (VE)/G®*™

induit une application continue et injective sur les espaces topologiques sous-jacents. On a le dia-
gramme commutatif suivant d’espaces topologiques

X2 ——— 5 [V(B)?
X TV(E)

|X/G)3| —— 5 |(V(B)/G)™™|

ol 7, myE) désignent les morphismes quotients respectifs. Puisque n est injective, pour toute par-
tie F < |X?| on a
nx (F) =~ () (€(F))). (2.4.1)

On suppose que I'énoncé soit vrai pour V(E). Si F < |X?"| est une partie fermée G-stable, €(F) est une
partie fermée G-stable de |V(E)®"| et son image my(g) (F) est fermée dans [(V(E)/G)*"|. Comme I’appli-
cation 1 est continue, I'égalité précédente (2.4.1) entraine que mx (F) est fermée.

On peut donc supposer que X soit une représentation V(E) de G. Si la valeur absolue de k est archi-
médienne (resp. non archimédienne), on considére une norme géométrique hermitienne (resp. non
archimédienne) U-invariante p : [V(E)®"| — R;. La fonction p est plurisousharmonique, U-invariante
et propre au sens topologique. D’apres le Théoréeme 2.9 les points minimaux sur les fibres de m et les
points minimaux sur les orbites de G coincident :

V(E)TN = y(E)Rin,

On les désigne simplement par V(E)™™,
La fonction p étant continue, les points minimaux V(E)glln forment une partie fermée (Corollaire
2.4). Par la Proposition 1.8 la restriction

n:V(E)™ = y(E)DN .y

est alors surjective et propre au sens topologique.

En étant une partie fermée d’un espace topologique localement compact, I'espace topologique V(E)™"
est localement compact. Comme I'application 7 : V(E)™" — Y est propre au sens topologique, elle est
fermée. Si F c [V(E)2"| est une partie fermée G-stable, on a

T(VE)™" A F) = n(F).

En fait, pour tout x € F, 'adhérence de son orbite est contenue dans F (car F est G-stable et fermé).
Puisque la fonction p est propre, il existe un point minimal x’ appartenant a G- x et donc m(x') = m(x).
O

Soit X = SpecA un k-schéma affine de type fini muni de I'action d'un k-groupe réductif G. On
considere la relation d’équivalence % sur X" définie comme il suit : si x, x’ € X",

XAByx —<H-x=H-x.

Soient Y = SpecA® le quotient et 7 : X — Y le morphisme quotient. D’aprés les Propositions 2.7
et 2.15, le couple (]Y?"|,71) est un bon quotient de I'espace topologique [X?"| par la relation %Z. En
d’autres termes, les propriétés suivantes sont satisfaites :
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i. le morphisme m:X*" — Y?" est G*"-invariant et surjectif;
ii. pour tous points x,x' € X®", on a:

n(x) = n(x') si et seulement si Ga% - x N G- x/ # @;

iii. si F <X est une partie fermée G-stable, I'image n(F) est fermée dans [Y?"|.
Les propriétés générales du bon quotient topologique s’appliquent (Proposition 1.6.11) :
— pour tout x € X2" il existe une unique orbite fermée contenue dans G- x;
- si EF sont des parties G-saturées, t(F) N 1t(F') # @ si et seulementsiFNF # @;
— une partie V de Y est ouverte si seulement si 171(V) est ouverte dans X;
— une partie ouverte U de X est G-saturée si et seulement si U = ! (x(U)) ; en particulier, I'image
de U par n est ouverte dans Y.

Corollaire 2.16. Soient X = SpecA un k-schéma affine de type fini muni de I'action d’un k-groupe
réductif G. Soit Z = Spec(A/I) c X un sous-schéma fermé G-stable. Soit

€:2/G:= Spec(A/I)G — X/ SpecAG

le morphisme canonique de k-schémas induit par I'inclusion de Z dans X. Le morphisme de k-espaces
analytique qui s’en déduit,
e: (ZIG™ — X/G)™,

induit une immersion fermée sur les espaces topologiques sous-jacents.

2.5 Continuité des minima sur le quotient

SoitX = SpecA un k-schéma affine de type fini muni de I’action d'un k-groupe réductif G. SoientY =
SpecAC le quotient et 7 : X — Y le morphisme quotient.

Proposition 2.17. Soit X = SpecA un k-schéma affine de type fini muni de I'action d’un k-groupe
réductif G. Soient Y = SpecAS le quotient et m: X — Y le morphisme quotient.

Soit u : X* — [—o00,+0o[ une fonction plurisousharmonique et invariante par un sous-groupe
compact maximale de G*". La fonction 1| u est alors semi-continue supérieurement.

De plus, si u est continue et propre au sens topologique, on a :

i. larestriction dem a X;ni“(u) est surjective et propre au sens topologique;
ii. la fonction n|u est continue.

Démonstration. 1ls’agit de montrer que pour tout « € Rla partie Vo := {y € Y*" : m; u(y) < o} est ouverte
dans Y?". Comme u est plurisousharmonique et invariante par un sous-groupe compact maximal,
d’apres le Théoréme 2.9 les fonctions n*m) u et ug coincident. En particulier, on a

T (Vo) = (x e X " u(x) < o

={xeX®:ug(x) <al.

Puisque la fonction ug est semi-continue supérieurement (Proposition 2.3), la partie Ug := 1 (V)
est ouverte. En outre, elle est G-saturée : d’apres la Proposition 6.11, Vi = m(Uq) est alors ouverte et la
fonction n| u est semi-continue supérieurement.

On suppose que la fonction u soit continue et propre au sens topologique. La fonction | u est
alors semi-continue supérieurement : si K < Y?" est une partie compacte, | u atteint son maximum
sur K et on pose

o :=supmu < +oo.
K
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Limage réciproque 7! (K) de K est fermée et contenue dans la partie {x € X3 : w7t u(x) < o}. 1l suffit
de prouver que la partie
{xeX*: " mul) <o nX"

est compacte. Par définition de point minimal sur la fibre, les fonctions n* | u et u coincident sur X',
Par conséquent, on a

(X eX¥™ " 7y u(x) < of N XTI = (x e XM 4(x) < o

D’aprés le Théoréme 2.9, les points minimaux sur les fibres X" et les points minimaux sur les or-
bites Xgi“ coincident. En vertu du Corollaire 2.4, la partie X" est fermée et, comme u est propre au
sens topologique,

{x e XM 3 (x) <o =X A {x € X3 : u(x) < )

est compact. Uapplication i : X" — Y2 est donc propre au sens topologique.

Pour (ii), on remarque que I'espace topologique XﬂInin est localement compact, car il est une partie
fermée d’un espace topologique localement compact. Lapplication 7 : X™® — Y2 est alors fermée et
I'égalité

Ulxmin = 0T Ulymin,

entraine que, si u est continue, 7| u I'est aussi. O

2.6 Lanorme géométrique sur le quotient

Soit k un corps complet pour une valeur absolue |- |. Soient X un k-schéma projectif et L un fais-
ceau inversible ample sur X. Le k-schéma X s’identifie canoniquement au spectre homogene de la k-
algebre graduée de type fini

A= PrX L.
a=0

On suppose qu'un k-schéma en groupes réductif G agit sur le k-schéma X et de manieére équiva-
riante sur le faisceau inversible L. Soit X*$(L) I'ouvert des points semi-stables de X sous 'action de G
et par rapport au faisceau inversible L, et

7: X% — Y := Proj (@ F(X,L‘X’d)G)
d=0

le morphisme quotient. Pour tout nombre entier D > 1 assez divisible, il existe un faisceau inversible
ample Mp sur Y et un isomorphisme de faisceaux inversibles sur X*$(L),

. D
@p : " Mp — Ligss),

compatible a I’action de G.

A travers I'isomorphisme op les sections globales du faisceau inversible Mp s’identifient aux sec-
tions globales G-invariantes du faisceau inversible L®P. En sous-entendant cette identification, le
morphisme 7 est alors le morphisme de k-schémas associé a I'inclusion de k-algébres graduée

Bp:= Ty, ME%) — Ap := PTIX,15P9)
d=0 d=0

Le morphisme 7 est alors une projection au sens de la section 1.2.2 et un point x € X est n-projetable
(resp. non m-projetable) si et seulement s'il est semi-stable (resp. unstable).
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Soit u;, une norme géométrique continue sur le faisceau inversible L. On considere la fonction des
minima sur les orbites de G définie pour tout s € V(L)3" par

uC(s) == inf{ug (s : s’ € G35}

En termes de métriques sur les sections du faisceau inversible L, pour tout point x € X et pour toute
section non nulle se x*L,on a
IsIFx) = sup [slL(x))
x'eGi"-x
(ici on a fait un abus du terme métrique car chacun des termes vaut +co quand x est unstable).
Soit t[Mp] :V(L|§£ ) — V(Mp) le morphisme surjectif de k-schémas induit par I'isomorphisme ¢p.
On consideére la norme géométrique sur les fibres de m,

UMp * V(Mp) — R,

t—— inf  uep ,(9).
n[Mpl(s)=t !

En termes de métriques sur les sections de Mp, pour tout point y € Y3" et toute section ¢ € y*Mp, on a

I tlmp,v () := sup [IT*tllep .
n(x)=y

Puisque le morphisme 7 est G-invariant, pour tout point s € V(L®P) au dessus d'un point semi-stable,
ona
iy, (UMD (8)) < U (5).

Soit p la mesure de non projetabilité (par rapport au morphime n, au faisceau inversible L et a
la norme géométrique uy) : dans le contexte de la théorie géométrique des invariants on I'appelera
plutdt mesure d'instabilité.

Théoreme 2.18. Soit X un k-schéma projectif muni de I'action d’un k-groupe réductif G. Soit L un
faisceau inversible ample sur X muni d’une action équivariante de G. Soient X% I'ouvert des points
semi-stables de X par rapport a I'action de G et

7: X% — Y :=Proj (@ I'X, L®d)G)
d=0

le morphisme quotient. Soient D > 0 un nombre entier assez divisible, Mp un faisceau inversible
ample surY et
Pp: T[*MD — L|§?slg

un isomorphisme de faisceaux inversibles sur X®S.
Soit uy, une norme géomeétrique sur L*" continue, invariante sous I’action d’un sous-groupe com-
pact maximal U de G*" et plurisousharmonique en tant que fonction sur V(L). Alors :

i. la norme géométrique des minima sur les fibres uny, := n[Mpl| uysp est continue;

ii. pour tout point s € V(L®P) au dessus d’un point semi-stable on a
v, (UMD () = 1 (5);

iii. la mesure d’instabilité p: X*" — [—o0,0] est continue;
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iv. pour tout x € X2" et tout point non nul t € V(L)®" au dessus de x, on a :

G

w® . inf loguy(t) —loguy (£
ur. (1) " peGan.g gL suLiD):

p(x) =log

Démonstration. Puisque la construction de la norme géométrique des minima est compatible aux
puissances tensorielles (Proposition 1.13), quitte a prendre une puissance suffisamment grande de L
et Mp, on peut supposer que L et Mp soient trés amples. On considere les k-algebres graduées de type
fini

Ap:= @ T X LPY),
d=0
B:= @ ry,M5%.
d=0
Lhomomorphisme ¢ induit un homomorphisme injectif homogeéne de degré 1 de k-algebres gra-
duées @p : B— Ap qu’identifie B avec la sous- k-algébre graduée des invariants de A,

AS = Prx,LePHE,
d=0

Dans la suite on sous-entend cette identification. Les morphismes canoniques
0:V(L®*®) — Xp:=SpecAp,  ®:V(Mp) — Y:=SpecA$

sont propres et ils induisent un isomorphisme en dehors de la section nulle. La métrique u;ep pro-
vient par composition par 6 d’'une fonction i : I)A(]a)nl — Ry, i.e, uep = 0™ 7. La fonction # est conti-
nue, 1-homogene, propre au sens topologique et non nulle en dehors de la section nulle du cone
affine analytique XaD“. En outre, la fonction log &7 est plurisousharmonique et U-invariante.

Le k-schéma affine Y est le quotient du k-schéma affine Xp, par le groupe réductif G. Si on désigne
par 7 : Xp — Y le morphisme quotient, i.e. le morphisme de k-schémas associé a I'inclusion Ag cAp,
les diagrammes (%) et (x ) ci-dessus

XD - f_l (0g) C XD ) f_l (0g) - O)A(D
0 (%) 0 (k%) 0
V(LIEP) - e(U) ————— V(L®P) «—— V(LIZP) - e(2)

sont cartésiens (ou OXD c XD, 0g c Y désignent la section nulle des cones affines )A(D etY, ete: X —
V(L®D) est la section nulle du faisceau inversible L®P). On en déduit

n[M]| upep = 0* 7| . (2.6.1)

La fonction i : )A(%n — [—00, +00[ est continue, propre au sens topologique, plurisousharmonique et U-
invariante. En vertu du Théoréme 2.9 les fonctions 7 7 et S coincident, ce qui montre (ii). D’apres
la Proposition 2.17 la fonction 7| I est alors continue. En vertu de I'égalité précédente (2.6.1) la fonc-
tion [M], u; ep est continue. Ceci acheve la démonstration de (i).

D’apres la Proposition 1.16, le point (iii) est une conséquence de (i).

Pour (iii), pour tout point x € X" et tout point non nul 7 € )A(aDn au dessus de xon a

lit\(t)
o

e Lo BT
x)=—Ilo
A



132 Chapitre II. Théorie géométrique des invariants sur un corps complet

D’apres le Théoréeme 2.9 on a

ce qui acheve la preuve. O

2.6.1. Points minimaux et points résiduellement semi-stables. — On suppose que la valeur absolue
de k soit discrete. Soit X un k°-schéma projectif et plat muni de 'action d'un k°-groupe réductif &.
Soit £ un faisceau inversible ample sur X muni d'une action équivariante de . On désigne par X%°
I'ouvert des points semi-stables sous 'action de & et par rapport au faisceau inversible £.

On note en majuscules d'imprimerie la fibre générique des objets en caractére gothique (e.g., X:=
X x ke k).

Définition 2.19. Soient x € X®" un point et K = K(x) son corps résiduel complété. Puisque le k°-
schéma X est propre, il existe un unique morphisme de k°-schémas

r:SpecK® — X

qui prolonge le morphisme SpecK — X induit par x.
On dit que le point x est residuellement semi-stable si'image du morphisme r est contenue dans
I'ouvert X%.

Un point residuellement semi-stable est par définition semi-stable. De plus, un point x € X" est
residuellement semi-stable si et seulement si x est semi-stable et sa reduction, i.e. la fibre spéciale du
morphisme ¢ : SpecK® — X, est un point semi-stable de la fibre spéciale de X.

Théoreme 2.20. Soit k un corps complet pour une valeur absolue discréte. Soit X un k°-schéma pro-
jectif et plat muni de I'action d’un k°-groupe réductif &. Soit £ un faisceau inversible ample sur X
muni d’une action équivariante de &.
Soit X la fibre générique du k°-schéma X et ug la métrique induite par £ sur le faisceau inver-

sible L:= £l|x. Pour tout x € X?", les conditions suivantes sont équivalentes :

i. x estresiduellement semi-stable;

ii. x est semi-stable et, si X € V(L)2"
l'orbite de G*".

est un représentant non nul de x, le point X est u ¢ -minimal sur

La preuve s’inspire a celle de la Proposition 2 dans [Bur92].

Démonstration. Quitte a remplacer £ par une puissance suffisamment grande, on peut supposer qu'il
soit trés ample. En particulier £ est engendré par ses sections globales et pour tout ¢ € V(L)*" on a
ue(t) = max |s(1)|.
sel'(X,£)

Soient x € X2, K = K(x) son corps residuel complété et ¢ : SpecK® — X le morphisme de k°-schémas
déduit par critére valuatif de proprété. Soit X € V(L)®" un représentant non nul de x : quitte a en
prendre un multiple, on peut supposer qu'il soit un K-point et que ug (%) = 1. Le point X défini alors
un K°-point T du k°-schéma V(£) et le morphisme ¢ est la classe d’équivalence [f] du morphisme 7.

I s’agit de montrer que le point x est residuellement semi-stable si et seulement si le point X
est ug-minimal sur I’orbite de G®".

On suppose d’abord que le point x soit residuellement semi-stable. Par définition I'image du mor-
phisme ¢ est contenue dans I'ouvert des points semi-stables X%. De maniére équivalente, il existe un
nombre entier d = 1 et une section globale &-invariante de ged,

fer(x,£%9%,
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telle que t* f soit inversible. Autrement dit f (r) est inversible dans K°, c’est-a-dire | f(X)| = 1. Pour tout
point ¥’ € V(L) on a

ue(®)= max [s@) = max [s@)V=|f&)1V (2.6.2)
sel'(X,L) sel'(X,£%9)
d=1

De plus, si X' appartient a 'orbite de X, comme f est G-invariant, on a | f(X')| = | f(X)|. D’apres 'inéga-
lité 2.6.2 pour tout ¥’ € G*"-X on a

ue@) 2 If®1M4=1= ug®.

En d’autres termes, le point X est #¢-minimal sur I'orbite de G*".

On suppose ensuite que x soit semi-stable et X soit u¢-minimal sur I'orbite de G¥". Par I’absurde
on suppose que le point x ne soit pas residuellement semi-stable. Si on désigne par s le point fermé
du schéma SpecK?®, alors le point r(s) n'est pas semi-stable. D’apres le critere numérique de Hilbert-
Mumford, quitte a étendre K, il existe un sous-groupe a parametre

X:Gm’ﬁ—%’ﬁxkoﬁ

du K-groupe réductif & x ;- K tel que
ltin(l)X(t) F(s) =0.

En vertu de [SGA 3, Exposé XI, Théoreme 4.1], le foncteur des sous-groupes de type multiplicatif
de & est représentable par un k°-schéma lisse. Puisque K° est henselien, d’aprées le « Lemme de Hen-
sel »[SGA 3, Exposé XI , Corollaire 1.11], le sous-groupe a un parametre A se releve a un sous-K°-
schéma en groupes de type multiplicatif . Quitte a étendre a nouveau K, on peut supposer que le K°-
schéma en groupes de type multiplicatif T se deploye sur K°, i.e. qu’il soit isomorphe a G,, ko en tant
que K°-schéma en groupes. On obtient ainsi un sous-groupe a un parametre

A Gm,Ko — &
de fibre spéciale A et on considere 'application

Az: Gpx — V(L) xx K
t—— A(D)-X

Puisque le sous-groupe a un parametre est défini sur K°, la fonction logAZuge : G3' — R est U(1)-
invariante. Il existe, donc, une fonction continue (méme convexe en vertu de la Proposition I-10.22) v, :
R — Rtelle que

logA\Zug = vzologlt|.

Comme v3(0) = logug(u) =0, il s’agit de montrer que la fonction vz atteint des valeurs strictement
négatifs.

Le K°-schéma en groupes G, k- agit a travers A sur le K°-module libre de rang fini I'(X, £). Cette
action est définie par un homomorphisme de K°-modules

AT(X, L) — Kot ek T(X, 9).
Si pour tout m € Z on considere le sous-K°-module de T'(X, £),

TX, L m:=wel®, 9 : M) =t"e v},
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ona
X2 =@rxom.

meZ
Pour tout m € Z, le K°-module I'(X, £),, est sans torsion et de type fini car il est un facteur direct
d’'un K°-module libre de rang fini. D’apres [BGR84, Chapter 1, 1.6, Proposition 2], le K°-module I'(%(, £) ,,,
est alors libre et de rang fini. En particulier, pour tout t € G, x on a

Nug(0):=ug(r-X) =I£él%({|t|mug(f)m},

Ug(X)pm:= max |s(X)].
SE

y»~)m

Sil’on pose a,, :=logue(X);, pourtout{ e Rona:
vz(€) = max{mé + a,,}.
meZ

Puisque ug(X) =1 pour tout meZona ug(X), <1, i.e. a, < 0. De plus, pour tout nombre entier m <
0, cette inégalité est stricte car la fibre spéciale du sous-groupe a un parametre A destabilise la fibre
spéciale du pointT.

En conclusion pour tout nombre réel { <Oona:

— sim=1alorsa;, <0etmé+a,; <0;

- sim=0alors a;; <0;

- sim < -1alors a; <0et m&+ a,, <0 sietseulement si { > —a,,/m. Comme a,, est strictement

négatif, —a,,/ m est aussi strictement négatif.

La fonction vz est donc strictement négative dans l'intervalle

max{—a,,/m},0
m<0
ce qui acheve la démonstration. O

On suppose de plus que 'anneau k° soit universellement japonais. Soit X un k°-schéma projectif
et plat muni de 'action d'un k°-groupe réductif &. Soit £ un faisceau inversible ample sur X muni
d’une action équivariante de &. Soit X* I'ouvert des points semi-stables de X par sous I'action de &
et

: X% — 9) := Proj (QB r(x,£®d)"5)
d=0

le morphisme quotient. Pour tout nombre entier D > 0 assez divisible, il existe un faisceau inversible
ample Mp sur ) et un isomorphisme de faisceaux inversibles sur X,

Pp: T[*S).RD —_— £|§2»

compatible a I'action de &. Soit u une norme géométrique continue sur le faisceau inversible £.
D’apres Proposition 1.14 I'application n[Mp]| #gsp est une norme géométrique sur le faisceau inver-
sible Mp.

On note en majuscules d’'imprimerie la fibre générique des objets en caractere gothique (e.g, X :=
X xyo k). Soit ug (resp. ugy,,) lanorme géométrique induite par £ (resp. Mp) sur le faisceau inversible L
(resp. Mp). Lisomorphisme ¢p induit le diagramme cartésien suivant de k-schémas :

oDy TIMp)]

V(L|Xss) —_— V(MD)

X —— Y
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Corollaire 2.21 (Compatibilité de norme géométrique des minima aux modeéles entiers). Soit k un
corps complet pour une valeur absolue discréte et tel que I'anneau des entiers k° soit universellement
japonais. Alors, avec les notations introduites avant, on a :

T[Mp]| Ugep = Uy, -

Démonstration. Linégalité n[Mp]|ugep = ugy,, suit par fonctorialité de la construction de la norme
géométrique associée a un modele entier. Il reste donc a prouver I'inégalité n[Mp]|ugep < ugy,,.
Quitte a remplacer £ et 9p par une puissance suffisamment grande, on peut supposer qu’il soient
tres amples. En particulier, 91p est engendré par ses sections globales et pour tout £ € V(Mp)?" on a

U, ()= max |s(6)l.
Mo seT(2),Mp)

Lhomomorphisme injectif homogene de degré 1 de k°-algébres graduées

B:=Pro,msh) — Ap = PrE, P
da=0 da=0

identifie B avec la sous- k°-algebre graduée des invariants de 2(p,

Ap == Prx, 2.
d=0

En particulier, pour tout t € V(Mp)?" on a

U, (£) = max |s(1)]. (2.6.3)
Mo sel(¥%,£eD)®

Soitt e V(L|§£ ) un point u¢-minimal sur I'orbite de G*". Quitte 4 en prendre un multiple on va suppo-
ser qu'il soit de norme 1, i.e., ugsn () = 1. D’apres le Théoreme précédent 2.20 I'image x de t dans X*"
est un point residuellement semi-stable. On suppose par ’absurde qu’on a

1= ugen (1) > W[Mp]™ usn, (2).
En vertu (2.6.3), ceci revient a dire que pour toute section globale &-invariante S de £5° on a
|s()] < 1.

Puisque Mp est engendré par ses sections globales, ceci entraine que le point x n’est pas residuelle-
ment semi-stable en contradiction avec 'hypothése de ugsp-minimalité de x sur I'orbite de G¥". O
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Chapitre II1

Théorie géométrique des invariants
sur un corps global

0 Introduction

Ce troisiéme chapitre est consacré a I'étude des certaintes propriétés de la hauteur sur le quotient
au sens de la théorie géométrique des invariants.

On commence en fixant le quadre général et en montrant comment les résultats du chapitre pré-
cédent s’y insérent. Le Théoréeme I1.2.18 et le Corollaire I1.2.21 permettent notamment de munir d'une
structure adélique le faisceau inversible ample donné par construction sur le quotient. La comparai-
son entre la hauteur que I'on obtient sur le quotient et la hauteur sur la variété de départ est le résultat
clé pour les applications a I'approximation diophantienne.

On analyse ensuite le comportement du quotient de la théorie géométrique des invariants sous
des transformations par torseurs (les « formes tordues ») qui s’inspirent a des constructions présentes
dans [Bog78]. Le résultat principal est un isomorphisme canonique entre formes tordues d’'un quo-
tient — cette «indépendance » du quotient (et sa variante adélique) est le résultat sur lequel reposent
implicitement les minorations uniformes de J.-B. Bost [Bos94] et C. Gasbarri [Gas00] de la hauteur des
points semi-stables. On retrouve ces résultats dans une forme plus générale en étudiant I'exemple des
représentations homogenes.

Dans le cas des représentations homogenes, la théorie classique des invariants permet de donner
une minoration explicite de la hauteur sur le quotient. Cette borne inférieure joue le réle de la mino-
ration arithmétique dans le schéma de démonstration classique en approximation diophantienne.

Le chapitre termine en présentant comme exemple 'inégalité de Liouville. Comme dans le cas de
I'approximation diophantienne classique, elle présente déja toutes les étapes de la preuve que 'on
rencontre dans la démonstration du Théoréme de Roth. Elle pourrait pour autant servir de guide pour
la lecture du chapitre suivant.

1 Morphismes rationnels et hauteurs

1.1 Cadre et notation générale sur un corps global

Soient K un corps global et Vk 'ensemble de ses places. Soient X, Y des K-schémas projectifs et L, M
des faisceaux inversibles amples respectivement sur X, Y. On considere les K-algebres graduées de
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type fini
A= PrxLe,
d=0
B:= DI (Y,M®9).
d=0

Les K-schémas X et Y s'identifient canoniquement aux spectres homogenes des K-algebres graduées A
et B. Si le faisceau inversible L (resp. M) est de plus engendré par ses sections globales, il s'identifie
au faisceau inversible Ox (1) (resp. Oy(1)) associé au A-module gradué A(1) (resp. au B-module gra-
dué B(1)).

Soit ¢ : B— A un homomorphisme de K-algébres homogeéne de degré D > 0, c’est-a-dire, tel que
pour tout nombre entier d = 0 on ait ¢(B;) < Agp. Lhomomorphisme ¢ induit un morphisme de K-
schémas f: U — Y, o1 U est 'ouvert complémentaire du sous-schéma fermé de X définit par I'idéal
homogene @(B,) - A.

Le morphisme f ainsi défini est affine : en effet, pour tout élément homogene b € B, son image ¢(b) €
Aestun élément homogene et]'image réciproque par f del’ouvert affine D, (b) = SpecBy, est]’ouvert
affine D, (¢(b)) = SpecApw)),

f7'D4(b) = D4 (@(b))

(ici By et A(pp)) désignent la composante de degré 0 respectivement des K-algébres graduées By,
et Agp(b))-

Pour tout nombre entier d = 1 assez grand (plus précisément tel que M®? et
par leurs sections globales) 'homomorphisme de K-espaces vectoriels induit par ¢,

L®9D soient engendrés

ry,M®%) — 1(x,184P)

induit un isomorphisme de faisceaux inversibles sur U, @gp : f*M®4 — LI%dD. Cet isomorphisme
est compatible aux puissances tensorielles. En particulier, si d = 1 est un nombre entier assez grand,
I'isomorphisme de faisceaux inversibles sur U,

9D =P yp ® P fM —LIFP
ne dépend pas du nombre entier d choisi et on note
FIMI:VLIEP) — vV)

le morphisme de K-schémas qui s’en déduit.

On suppose que le morphisme f soit surjectif : le morphisme f[M] est alors également surjectif.
Dans ce cas on dit que f est une projection (nom qui évoque les exemples des projections linéaires
et de la projection sur le quotient), qu'un point dans U est f-projetable et qu'un point dans X — U est
non f-projetable.

1.2 Rappels des résultats locaux

On revient aux notations générales introduites a la section précédente 1.1. Soient v une place du
corps K et uy,, : V()3 — R4 une norme géométrique continue sur le faisceau inversible L. En vertu
de la Proposition I1.1.14 la fonction des minima sur les fibres de f[M],

f[M]l uL®Dyv . V(M) —_— R+

t—— inf upen ,(8)
fIMI(s)=t ’



1. Morphismes rationnels et hauteurs 139

est une norme géomeétrique sur le faisceau inversible M. En termes de métriques sur les sections de M,
pour tout point y € Y3" et toute section z € y*M, on a

I tlm,p () := sup I f*tliep ,.
fx)=y

Dans ce cadre on introduit la notion de mesure de non-projetabilité. Pour tout point x € X3" on
fait la définition suivante :
— si x est un point f-projetable et s € V(L®P)3" est un point non nul au-dessus de x, on note t :=
fIM](s) et on pose :
FIM]upen (2)

1
=—1
Mo () D 8 Upen (S)

La définition ne dépend pas du représentant non nul s choisi.

— sipar contre x est non f-projetable, on pose [, (x) = —oco.

Lapplication ainsi définie p, : X* — [—o0,0] est appelée mesure de non-projetabilité en la place v
(par rapport au morphime f, au faisceau inversible L et a la norme géométrique uy). En termes de
métriques sur les sections des faisceaux inversibles L, M la définition de mesure de non-projetabilité
se reformule de la manieére suivante : si x est un point f-projetable, y := f(x) sa projection dans Y
et t € y*M est une section non nulle, alors

e L 1f* Ellpen, , ()
X):=—10 m —_—.
M= D8 s ro 1+ e, ()

1.3 Application aux hauteurs

Soient K un corps global et Vk I'ensemble de ses places.

Définition 1.1. Soient X un K-schéma propre, £ = (L, ) un faisceau inversible adélique sur X et h¢
la hauteur sur X par rapport a £Z. Pour toute partie constructible Z < X on pose

hmin(Z, &) = inf{h(x) : x € Z point fermé} .

Si Z = 7/ sont des parties constructibles emboitées de X, on a clairement hmin (Z', £) < hmin(Z, £).
Si le faisceau inversible L a un point base stable x € X, c’est-a-dire, pour tout nombre entier d = 1 et
pour toute section globale s du faisceau inversible L®¢ on a x* s = 0, alors pour toute partie construc-
tible Z < X contenant x on a
hmin(Z, £) = —oo.

D’autre part si une partie constructible Z c X ne contient aucun point base stable de L (relative-
ment aux sections globales sur X), alors

hmin(Z, £) €R.

On revient aux notations générales introduites a la section 1.1. On suppose que le faisceaux inver-
sible L soit muni d’'une famille adélique de normes géométriques uy, et on note £ = (L, u) le faisceau
inversible adélique associé. Pour toute place v, on considere la norme géométrique sur M des minima
sur les fibres de f,

um,p = fIM]| tgen ,

En général, la famille adélique de normes géométriques sur le faisceau inverisible M,

uyp = {um,y: V€ Vg}
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n’est pas adélique. En fait, les normes géométriques uy,, ne sont a priori pas continues : le Corollaire
I1.1.10 donne une condition necéssaire et suffisante pour qu’elles le soient. En outre, la construction
de la norme géométrique des minima sur les fibres n’est pas a priori compatible a la construction des
normes géométriques provenants d'un modele entier : cela est vrai si par exemple le morphisme f
est surjectif et plat au niveau des modeles entiers; dans le cas de la projection sur le quotient c’est le
Corollaire I1.2.21.

Scholie 1.2. SoientX,Y des K-schémas projectifs et L, M des faisceaux inversibles amples respective-
ment surX, Y. On considére les K-algeébres graduées de type fini

A= @Pr,L,
da=0

B:= @F(Y,MM)-
da=0

Soit ¢ : B — A un homomorphisme de K-algébres graduées homogéne de degre D = 1. Soient U
I'ouvert complémentaire du sous-schéma fermé définit par I'idéal homogene ¢(B;)-Aet f:U—Y le
morphisme de K-schémas induit par .

On suppose que le morphisme f soit surjectif et que le faisceau inversible L soit muni d’une struc-
ture de faisceau adélique £ = (L, uy).

Si la famille de normes géométriques uy;, formée des normes géométriques des minima sur les
fibres de f en toute place, est adélique, alors :

i. pour tout point fermé f-projetable x on a :

1
Bhﬂ(f(x)) =he(x)+ Y deg()py ().

UEVK(X)

1
[K(x): K]
ii. I'inégalité suivante est vérifiée :

1
hmin(U, £) = main(Yr«/%) > —o0.

1.4 Exemple: projections linéaires

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F un sous-K-espace vectoriel de E. On reprend
I'exemple des projections linéaires étudié dans la section I1.1.5. Linclusion F < E induit un homomor-
phisme injectif de K-algebres graduées

@:B:=SymyF — A:=SymyE
et un morphisme surjectif de K-schémas
f:U:=PE)-PE/F) — P(F)

dit projection de centre E/F. Lhomomorphisme de K-algébre graduée ¢ induit un isomorphisme de
faisceaux inversibles sur U,
@1: fOr(1) — Oy

qui, a son tour, définit un morphisme surjectif de K-schémas f; := f[Or(1)] : V(O (1)|y) — V(Or(1)).
On suppose que le K-espace vectoriel E soit munit d'une famille adélique de normes géomé-

triques p et note & = (E, p) le faisceau adélique localement libré associé. On muni le sous-K-espace

vectoriel F de la restriction p|r de la famille de normes géométriques p a F, c’est-a-dire, pour toute
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place v on considére la norme géométrique p|lg, induite par p a travers le morphisme surjectif de K, -
espaces analytiques
f:VET — VB3I

La famille de normes géométriques p|r est adélique et on note & = (E plr) le faisceau adélique associé.
Pour toute place v on munit le faisceau inversible Og(1) de la norme géométrique associée a la
norme géométrique p, sur E, i.e., de I'application composée

0 v
Upy: VOR(1) —— VE™ 2R,

On désigne par hg la hauteur sur P(E) associée. D’apres les résultats du cas local (section II.1.5), la
norme géométrique fi, up,, des minima sur les fibres de f est la norme géométrique sur Or(1) induite
par larestriction de la norme géométrique p, au sous-espace F, c’est-a-dire 'application composée

0 plEv
Uplp,p: VO —— V(I —5 R, .

La hauteur hg,(1) sur P(F) associée coincide alors a la hauteur hg sur P(F) associée au faisceau adé-
lique &.

Soient s,pry,pr, : V(E)3" x V(E)3™ — V(E)3" respectivement le morphisme de K, -espaces analy-
tiques induit par I'opération de soustraction de E et les deux projections. Pour toutes parties X;,X, <
V(E)" on pose

dy(X1,X2) :=inf{p,(s(x)) : pr;(x) € X; pour i =1,2}.

On note p, la mesure d’instabilité sur P(E) en la place v (par rapport au morphisme f, au faisceau
inversible Ok (1) et a la norme géométrique u,,,). Pour tout point non nul x € V(E)%", on a alors

o (FH(f (), VE/F)2)
pu(x)

d
My ([x]) =log )
ol [x] € P(E)®" est le point défini par x.
En conclusion, pour tout point fermé f-projetable x € P(E), i.e., appartenant a P(E) — P(E/F), et
tout représentant non nul X € V(E) (de méme corps résiduel de x) on a

L d, (F1(F®),VE/R®)
h =h - d )
7 (f(x)) = he(x) K K] ng eg(v)log e

2 Hauteur sur le quotient de la théorie géométrique des invariants

2.1 Cadre et notation générale sur un corps global

Soient K un corps global et Vx 'ensemble de ses places. Soient X un K-schéma projectif et L un
faisceau inversible ample sur X. Le K-schéma X s’identifie canoniquement au spectre homogene de
la K-algebre graduée de type fini

A= PTrE L.
d=0

On suppose qu'un K-schéma en groupes réductif G agit sur le K-schéma X et de maniére équiva-
riante sur le faisceau inversible L. Le K-groupe réductif agit alors linéairement sur la K-algébre A et la
sous-K-algebre des invariants

AS:=@Prx,L29C
d=0
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est une K-algebre graduée de type fini.
Soit XS I'ouvert des points semi-stables de X sous I'action du K-groupe réductif G et par rapport
au faisceau inversible L. Linclusion A® c A induit un morphisme surjectif G-invariant de K-schémas

n: X% —Y

dit morphisme quotient. Comme la K-algebre graduée AC est de type fini, pour tout nombre entier D =
1 assez divisible il existe un faisceau inversible ample Mp sur Y et un isomorphisme de faisceaux in-
versibles sur X5,

Lk ®D
Pp:7 MD — LlXSS’

compatible a1'action de G. A travers I'isomorphisme @p les sections globales du faisceau inversible Mp
s'identifient aux sections globales G-invariantes du faisceau inversible L®P. En sous-entendant cette
identification, le morphisme m est alors le morphisme de K-schémas associé al'inclusion de K-algebres
graduée
Bp:= P T, M%) — Ap:= PrEX,LPY)
d=0 d=0

Le morphisme 7 est alors une projection au sens de la section 1.1 et un point x € X est n-projetable
(resp. non m-projetable) si et seulement s’il est semi-stable (resp. unstable).

2.2 Rappels des résultats locaux

On revient aux notations générales introduites a la section précédente 2.1. Soit v une place de K
et ur,, une norme géométrique continue sur le faisceau inversible L. On considere la fonction des
minima sur les orbites de G définie pour tout s € V(L)3" par

ugy(s) = inf{uL'V(s’) -de Géll}n . S}.

En termes de métriques sur les sections du faisceau inversible L, pour tout point x € X et pour toute
section non nulle s € x*L, on a

Isif, ()= sup lisllLp(x')
x'eGi-x
(ici on a fait un abus du terme métrique car chacun des termes vaut +oo quand x est unstable).
Soit t[(M] : V(LI;‘?E) — V(M) le morphisme surjectif de K-schémas induit par 'isomorphisme ¢p.
On considére la norme géométrique sur les fibres de m,

UM,p := n[M]luLgoyv VM) — R,

Puisque le morphisme 7 est G-invariant, pour tout point s € V(L®P) au dessus d'un point semi-stable,
ona

o (IMI () < U (9).

On suppose que la norme géométrique uy, soit plurisousharmonique en tant que fonction sur V(L)
et qu’elle soit invariante sous I'action d'un sous-groupe compact maximal de G3". Le Théoreme I1.2.18
affirme alors que I'inégalité précédent est une égalité et la norme géométrique uy;,, des minima sur
les fibres de 7 est continue.

Soit 1, la mesure de non projetabilité en la place v (par rapport au morphime 7, au faisceau in-
versible L et a la norme géométrique uy) : dans le contexte de la théorie géométrique des invariants
on I'appelera plutét mesure d’instabilité.
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En vertu du Théoréme I1.2.18 la mesure d’instabilité 1, : [X5"| — [—oo, 0] est une fonction continue
pour tout point x € X3" et tout point non nul s € V(L)3" au dessus de x, on a

uf, )

My (x) =log .
v ur, y(x)

En termes de métriques sur les sections du faisceau inversible L, I'égalité précédente se reformule
comme il suit : pour tout point x € X2" et toute section non nulle se x*Lon a

lIsllL,» ()

My (x) = —
x'eGx ||l » (x")

2.3 Application aux hauteurs

On revient aux notations générales introduites a la section 2.1. Soient u;, une famille adélique de
normes géométriques sur le faisceau inversible L et £ = (L, uy) le faisceau inversible adélique corres-
pondant.

On suppose que pour toute place v, la norme géométrique u, soit plurisousharmonique en tant
que fonction sur V(L) et invariante sous I'action d'un sous-groupe compact maximal U, de G{". Pour
tout nombre entier D = 1, d’apres le Théoreme 11.2.18 la norme géométrique des minima sur les fibres
de T,

um,p =T [M] upen , : VM) — R,

est continue. En outre, sa construction est compatible a la construction des normes géométriques
provenant d'un modele entier (Corollaire 11.2.21).

On assume que la collection de sous-groupes compacts maximaux {U, : v € Vk} soit «adélique »,
c’est-a-dire, qu’il existe un ouvert non vide U de Gk et un *U-groupe réductif & tel que pour tout
point fermé v € *J le sous-groupe compact maximal U, soit déduit du K3 -groupe réductif & x5 K7, La
famille de normes géométriques sur le faisceau inversible Mp,

um,v := {um,p = TIM] ugen , : v € Vi,
est alors adélique. On note .#p = (Mp, umy) le faisceau inversible adélique associé.

Définition 2.1. Avec les notations introduites avant, on pose
1 . 1 . L
Pnin (K, ) 11G) := main(Y,MD) = 1nf{ D h.u, (y) : y €Y point ferme}

Puisque la construction de la métrique des minima sur les fibre est compatible aux puissances
tensorielles, la définition de hnin (X, £)//G) ne dépend pas du nombre entier assez divisible D > 1
choisi.

Scholie 2.2. Soient X un K-schéma projectif muni d’un faisceau inversible ample L. Soit G un K-
groupe réductif qui agit sur le K-schéma X et de maniére équivariante sur le faisceau inversible L.
Soient X% (L) I'ouvert des points semi-stables de X sous I'action de G et par rapport au faisceau inver-
sibleL et

X% (L) — Y:=Proj (EB I, L®d)G)
d=1

le morphisme quotient.
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Soient D = 1 un nombre entier divisible et Mp un faisceau inversible ample sur Y muni d’un iso-
morphisme de faisceaux inversibles sur X*(L),

. D
¢p : 1" Mp — Ligsy),

compatible a I'action de G.

Soit uy, une famille adélique de normes géométriques sur L telle que, pour tout v € Vg, la norme
géométrique uy,, soit plurisousharmonique et invariante sous I'action d'un sous-groupe compact
maximal U, de Gi". On suppose qu'il existe un ouvert non vide U de Gk et un U-groupe réductif &
tel que pour tout point fermé v € U le sous-groupe compact maximal U, soit déduit du K3, -groupe
réductif & x5 K5,

Alors, avec les notations introduites avanton a :

i. la famille de normes géométriques sur le faisceau inversible Mp,
UM, = {T[[MD]lu]_pD’U 1VvE VK}
est adélique;
ii. pour tout point fermé semi-stable x € X on a :

1 1
he(x)+ m U;/K deg(v)py(x) = BhMD (m(x)); (2.3.1)

iii. I'inégalité suivante est vérifiée :

Pinin (X* (L), £) 2 hnin (X, £) /1 G) > —oo.

3 Quotient et torseurs : version géométrique

3.1 Forme tordue par un fibré principal

3.1.1. Torseurs. — Soient S un schéma et G un S-schéma en groupes.

Définition 3.1. Un G-torseur (ou G-fibré principal) sur S est un S-schéma T muni d'une action a
droite a: T xs G — T de G tel que

— le morphisme (pr, ) : T xg G — T xg T est un isomorphisme;

— le morphisme structural T — S admet des sections localement pour la topologie de Zariski, i.e. il
existe un recouvrement ouvert S = J;¢1S; et pour tout i € [une section ¢; : S; — G du morphisme
structural T — S. On dira que T se trivialise sur un tel recouvrement.

On dira qu'un G-torseur T est trivial si le morphisme structural T — S admet une section glo-

baleS —T.

SiT est un G-torseur, le morphisme structural T — S est surjectif. Si T se trivialise sur un recouvre-
ment ouvert S = ;¢ S; alors, pour tout i € I, le morphisme

GxgS; —— T xgS;
§——14-§

est un isomorphisme qu’on désigne encore par t;.
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Exemple 3.2 (Torseurs du groupe linéaire). Soit S un schéma et n = 1 un nombre entier. Pour tout
faisceau de Os-modules E localement libre de rang 7, le foncteur

Isog (Gf,E): {S-schémas } ——— { ensembles }

7:8-S — 1506, -mod (O, T*E)

est représentable par un S-schéma Isos (07, E). Le S-schéma en groupes GL(n)s agit a droite sur le S-
schéma Isog (G, E). Par définition de faisceau localement libre de rang n, cette action muni le S-
schémas Isog (0%, E) de la structure de GL(n)s-torseur.

D’autre part, si T est un GL(n)s-torseur qui se trivialise sur un recouvrement ouvert S = ;¢ S; par
des sections #; : S; — T, les isomorphismes de faisceaux de Os; i -modules associés

-l .m0 __ ph
t':0§, — 05,

satisfont a la condition de cocycle. Les faisceaux de Os; j-modules 6’8’" _serecollent le long des tj‘l t; en
ij

un faisceau de Os-modules Et localement libre de rang # muni d'un isomorphisme GL(n)s-équivariant
de S-schémas
Isog (@’sn,ET) —T.

Les classes d’isomorphisme de GL(n)s-torseurs s’identifient donc aux classes d’isomorphisme de
faisceaux de Os-modules localement libres de rang .

Exemple 3.3 (Torseurs d’'un produit de groupes). SoientS unschéma et G, G’ des S-schémas en groupes.
Si T, T’ sont respectivement un torseur de G et G/, alors le S-schémas T xg T’ est naturellement muni
d’une action a droite de S-schéma en groupes G xs G’ qui le munit de la structure de (G xg G)-torseur.

D’autre part, si U est un (G xs G')-torseur qui se trivialise sur un recouvrement ouvert S = U;¢1 S;
par des sections u; : S; — U, pour tout i, j € ITisomorphisme de S;; = (S; N S;)-schémas

ui'u;: (GxsSij) xs,; (G xsSij) — (G xs8ij) xs,; (G x5 S4j)

est donné par la multiplication d’'un S;;-point (g}, g; ].) du S-schéma en groupes G xs G'. Les S;-

points g;; (resp. g/ j) satisfont a la condition de cocycle et les S;-schémas G x5 S; (resp. G’ xg S;) se re-

collent les longs les isomorphismes donnés par la multiplication par g;; (resp. g; j) en un G-torseur T

(resp. un G'-torseur T’) muni d’'un morphisme G-équivariant p : U — T (resp. un morphisme G'-

équivariant p' : U — T’). De plus, le morphisme (G xs G')-équivariant de S-schéma
(p,p):U—TxsT

qui en résulte est un isomorphisme.
Les classes d’isomorphisme de (G x5 G')-torseurs s’identifient donc a couples formé par une classe
d’isomorphisme de G-torseurs et une classe d'isomorphisme de G'-torseurs.

3.1.2. Définition et existence de la forme tordue. — Soient S un schéma et G un S-schéma en groupes.

Définition 3.4. Soient T un G-torseur sur S et X un S-schéma muni d'une action a gauche de G. Le S-
schéma en groupes G agit a gauche sur le S-schéma T xg X par
g x)=(-g"' g ).

Sile quotient catégorigue de T xg X par G existe (on verra que c’est toujours le cas) on I'appelle la forme
tordue deX parT et on le note

TS X,
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Proposition 3.5. Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes et T un G-torseur. Si X est un S-
schéma muni d’une action a gauche de G, alors la forme tordue de X par T existe. En outre, les pro-
priétés suivantes sont satisfaites :

i

il

1.

iv.

structure locale : si S = J;e1S; est un recouvrement ouvert sur lequel T se trivialise par des sec-
tions t;, pour tout i €1 il existe un unique isomorphisme (G xgs S;)-invariant de S;-schémas

0;:XxgS; — (TQSX) xg S

tel que pour tout i, j € I le diagramme suivant

0;
X XXS(SiﬁS]‘)—)(TESX)Xs(SiﬂSj)

e.
(170 6) x  Xxs(8;nS;) —— (TQSX) xs(SinS;)

soit commutatif;

compatibilité aux changements de base : soitS' — S un morphisme de schémas. Le S’ -schémasT’ :=
TxgsS’ qui se déduit par changement de base est un torseur duS'-schémas en groupes G’ := GxgS’.
LeS'-schémas X' := X xg T est naturellement muni d’une action du S’-schéma en groupes G’ et le
morphisme naturel de S’ -schémas

G G
T’xsrX'—(szX)sz’

est un isomorphisme.

fonctorialité : soientX, Y des S-schémas munis d'une action a gauche de G et f : X — Y un mor-
phisme G-équivariant de S-schémas; le morphisme

idrxf:TxgX—TxgY

est G-équivariant et il induit par propriété universelle du quotient catégorique un morphisme
de S-schémas . . G
szf:TXsX—>T><sY.

Lassociation f — T 95 f est compatible a la composition.
compatibilité aux propriétés locales sur la base : soientX, Y des S-schémas munis d’une action a
gauche de G et f : X — Y un morphisme G-équivariant de S-schémas; pour que le morphisme
de S-schémas f soit une immersion ouverte (resp. une immersion fermée, resp. séparé, resp.
quasi-compact, resp. localement de type fini, resp. localement de présentation finie, resp. plat,
resp. lisse, resp. affine, resp. propre, resp. projectif) il faut et il suffit que le morphisme de S-
schémas

TS f:T s X — T %sY
ait la méme propriété;
compatibilité aux produits fibrés : soient Xy, X, etY des S-schémas munis d’'une action a gauche
deGet f1:X) =Y, f>:Xs — Y des morphismes G-équivariants de S-schémas; alors, le morphisme
naturel

G G G
T s (Xa xyXo) — (TXsXa) x g (T ¥sXo)

X

TXsY
déduit des projections pr; : X1 xy Xo — X, pr, : Xj xy Xp — X, qui sont des morphismes G-
équivariants, est un isomorphisme.
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Démonstration. Soit S = J;¢1S; un recouvrement ouvert sur lequel le G-torseur T se trivialise par des
sections #; : S; — T. Pour tout i, j € I on note S;; 'intersection des ouverts S; et S; et considére I'iso-
morphisme de S; j-schémas

wij: XxgS;j >XxgS;j
X+ (z‘}f1 L) x.
Les isomorphismes w;; satisfont a la condition de cocycle : les S; j-schémas X x5 S; j se recollent donc
en un S-schémas Xt muni, pour tout i € I, d'un isomorphisme de S;-schémas
0;:XxgS; — X1 x58§;

tels que, pour tout i, j €I, le diagramme de S; j-schémas
0;
XxgSjj — > X1 x5 S;j

tjflr,»
0;
XXSSZ']' — X7 Xssi]‘

soit commutatif (ol1 on a noté par tJTlti la multiplication par cet élément). On montre que le S-
schéma T satisfait a la propriété universelle du quotient catégorique de T xg X par T. Il s’agit de
construire d’abord un morphisme G-invariant de S-schémas n: T xg X — Xr. Pour tout i € I on consi-
dére le morphisme composé de S;-schémas

1 (TxgS) xs;, XxgS;) —— (Gxg§;) x5, XxgS;)) ——> X xg§;

(6, %) ————— (7 ) —————— (') x

Le morphisme 7; est (G xs S;)-invariant. Puisque pour tout , j € Ile diagramme de S; j-schémas
Ll
(T Xxg S,‘j) XS (X Xg Sij) — X xg Sij
tjflt,»

-
(T szij) X$; (Xxssij) —J>X><Ssij

est commutatif, les morphismes n; se recollent en un morphisme G-invariant de S-schémas m: T xg
X — Xr. Il s’agit ensuit de montrer que le morphisme 7 est universel par la propriété de G-invariance,
c’est-a-dire, que pour tout S-schéma Y et tout morphisme G-invariant de S-schémas f: T xgX — Y, il
existe un unique morphisme de S-schémas f': Xy — Y tel que f = f’ om. Pour tout i € I, le morphisme
de S;-schémas
€;: XXSSi—>(TXSSi) XS[(XXsSi)
X H— (£, %)
est une section du morphisme ;. On pose fi’ := (f x5 'S;) og;. Pour tout S;-schéma S', pour tout S’-
point (,x) du S;-schéma (T x5 S;) x5, (X«S;) par G-invariance de f ona
0= fae ™ e e s

=f, )X

= flei((0-x)

=: f{ (m; (t, x)).
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Autrement dit, on f xgS; = fl.’ om;. Puisque le morphisme n; est surjectif, le morphisme fl.’ estl'unique
ayant cette propriété. Un calcul similaire montre que pour tout i, j € I le diagramme de S; j-schémas

!

XXSS[J' —1>YXSSij
t]Tlti
Ui

Xx5Sjj ——— Y xsS;j

est commutatif. Les morphismes f; se recollent donc en un morphisme de S-schémas f : Xt — Y tel
que f = f'om. Ceci acheve la preuve de I'existence du quotient et du point (i).

La fonctorialité est une conséquence évidente de la propriété universelle du quotient catégorique.
Les autres propriétés découlent aisément de la description locale. O

3.1.3. Forme tordue d’un sous-groupe normal. — Soient G un S-schéma en groupes. Soit H un sous-
S-schéma en groupes normal de G et T un G-torseur. L'action par conjugaison de G sur lui-méme
induit une action de G sur le S-schéma en groupes H. En outre, les morphismes définissant les lois de
groupes de H sont G-équivariants. La forme tordue de H par T,

G
HT =T Xg H,
est alors naturellement muni de la structure de S-schéma en groupes. Cela s’applique en particulier
quand H = G. Si H un sous-S-schéma en groupes normal de G, la forme tordue de H par T est un
sous-S-schéma en groupes normal de Gr.

En guise d’exemple, soient n = 1 un nombre entier, G = GL(n)s et H = SL(n)s. Pour tout faisceau
de Os-modules E localement libre de rang 77, on a

Isos (E,6%) %5’ GL(n)s = GL(E),
Isos (E, 67 %" SL(n)s = SL(E).

3.1.4. Forme tordue d’'une action. — Soient X un S-schéma muni d'une action d'un S-schéma en
groupes G. Si G agit sur lui-méme par conjugaison, le morphisme définissant I’action sur X,

0:GxgX—X

est G-équivariant. Si T est un G-torseurs, et Gt, Xt respectivement la forme tordue de G, X par T, le
morphisme de S-schémas qui se déduit de o,

OTZGT XSXT —'XT
définit une action du S-schéma en groupes Gr sur le S-schéma Xr.
3.1.5. Forme tordue d’'un faisceau quasi-cohérent. — Soit X un S-schéma muni d'une action de G

et F un faisceau quasi-cohérent de 0x-modules muni d'une action équivariante de G. Pour tout G-
torseur T, soient pry : T xg X — X la projection sur X et

G
T : TxgX — X7:=T xgX
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la projection sur le quotient. Puisque la projection sur X est G-équivariant, le faisceau quasi-cohérent
de Orxsx-modules prg F est muni d’'une action équivariant du S-schéma en groupes G. Pour tout ou-
vert U c X, 'image réciproque n)‘(lU est un ouvert G-stable de T xg X et on pose

_ « G
Fr(U) =T (ng' (U),pry F) .
On définit ainsi un faisceau de @s-modules sur le S-schéma Xr.

Proposition 3.6. SoientS un schéma, G un S-schéma en groupes et T un G-torseur. SoitF un faisceau
quasi-cohérent de Os-modules muni d’une action linéaire du S-schéma en groupes G. Alors, il existe
un unique (a un unique isomorphisme pres) faisceau de Ox,, -modules Fr muni d’'un isomorphisme

T % V(E) — V (Fy) .

En outre, les propriétés suivantes sont satisfaites :

i. structure locale : si S = U;e1S; est un recouvrement ouvert sur lequel T se trivialise par des sec-
tions t; et pour touti €1

ei:XxSSi—>(T§SX)szi

est I'isomorphisme canonique (G xg S;)-invariant de S;-schémas, il existe un unique isomor-
phisme (G xs S;)-invariant de faisceaux cohérents de Oxx4s, -modules

.0* _
P 'eiFT|(T§5X)><SS,~ Flxss,

tel que pour tout i, j € I le diagramme suivant

Pi
X 0% F F
i Tl(Tng)Xs(siﬁS]‘) XXS(SiﬂSj)
(tilot‘)-x 0*F | —>‘pj F|
j ! JtT (TS’SX)XS(SimSJ») Xx3(S8;nS;)

soit commutatif;

ii. fonctorialité : soient E,F des faisceaux quasi-cohérents munis d'une action équivariante du S-
schéma en groupesG et @ : E — F un homomorphisme G-équivariant de faisceaux de Ox -modules.
On note f : V(F) — V(E) le morphisme de S-schémas qui s’en déduit. Il existe un unique homo-
morphisme de faisceaux de Og -modules

¢r:Er—Fr

qui induit le morphismes schémas fr : V(F)t — V(E)T ;

iii. compatibilité aux changements de base : soientY un S-schéma muni d’une action du S-schéma G
et f:Y — X un morphisme G-équivariant de S-schémas. On note Yt la forme tordue deY par T
et fr : Yt — Xt le morphisme de S-schémas qui s’en déduit. Alors, on a un isomorphisme cano-
nique de faisceau de Oy, -modules

[ Fr— (f *F)T

iv. compatibilité aux propriétés de finitude : pour que le faisceau quasi-cohérent de Ox-modules F
soit localement libre (resp. de type fini, resp. de présentation finie) il faut et il suffit que le faisceau
de Ox, -modules Fr ait la méme propriété;
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v. compatibilité aux propriétés locales sur la base : soient « : X — S, ar : X — S les morphismes

structuraux. On suppose que le faisceau quasi-cohérent F soit inversible et on le note L.
Pour que L soit engendré par ses sections globales respectivement a «, i.e. 'homomorphisme
d’adjonction a* a, L — L soit surjectif, (resp. a-ample, resp. trés a-ample) il faut et il suffit que le
faisceau inversible Ly soit engendré par ses sections globales respectivement a ar, i.e. ’'homo-
morphisme d’adjonction ajoar«Lt — Lt soit surjectif, (resp. ar-ample, resp. trés ar-ample).

vi. compatibilité aux suites exactes : soient F1,F;,F3 des faisceaux quasi-cohérents de Ox-modules
muni d’une action équivariante de G et

1 @2
Fi——F, —— F3

une suite exacte G-équivariante; la suite de faisceaux de Ok, -modules qui s’en déduit

P1 P2
(F)r —— F2)r — (F3)t
est alors exacte.

Démonstration. Comme dans la démonstration de la Proposition 3.5 on procéde en construisant'ob-
jetlocalement et en montrant ensuite qu’il satisfait aux propriétés universelles qui le décrivent.

Soient T un G-torseur et S = ;1 S; un recouvrement ouvert de S sur lequel T se trivialise par des
sections ¢;. Pour tout i € I soit X; := X xg S; et pour tout , j € I soient S;; =S; NS, X;j:=XxgS;;. La
multiplication par thl o t; induit un isomorphisme de S; ;-schémas

V(lelj) - V(F|X”)

qui, par linéarité de I'action équivariante de G, provient d'un isomorphisme de faisceaux de O, ;-
modules

(Pij . F|Xij - F|Xij-
La collection d’isomorphismes {¢; ;} satisfait a la condition de cocycle. Les faisceaux quasi-cohérent

de Os,-modules F|s; se recollent le long les isomorphismes ¢; ; en un faisceau quasi-cohérent de Ox, -
modules F’T Pour tout i €1, le morphisme de S;-schémas

;0 (T x5 S;) xs; (V(F) x5 S;) —— (G x5 S;) x5, (V(F) x5 S;) —— V(F) x5 S;

(t,8) ————— (7 '1,) ————— (17 11) - s

est (G xg S;)-invariant. Les morphismes 1; se recollent en un morphisme G-invariant de S-schémas
T[F}: T xs V(F) — V(Fy),

correspondant a un isomorphisme G-équivariant de faisceaux quasi-cohérents de Or. x-modules € :
n;F; — pry F. En outre, par propriété universelle du quotient catégorique on a un isomorphisme de S-
schémas
G
V(F}) — T xg V(F).

Comme le morphisme nit est G-invariant, pour tout ouvert U c Xt et pour toute section s de Fr sur U,
I'image €(n}s) de s par 'homomorphisme € définit une section G-invariante du faisceau pry F sur
I'ouvert g L), i.e., une section du faisceau Fr sur U. On définit de cette maniére un homomorphisme
de faisceaux de Os-modules

v :Fp — Pr.
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Il s’agit de montrer qu'il est un isomorphisme. La question étant locale sur S, on peut supposer le tor-
seur T soit trivial. Dans ce cas F/; et Fy s'identifient naturellement a F et le morphisme  est I'identité
deF.

La fonctorialité découle de la définition en termes d’invariants et les autres propriétés suivent ai-
sément de la description de la structure locale. O

3.1.6. Forme tordue d’'un schéma affine. — Soient G un S-schéma en groups et A un faisceau quasi-
cohérent de Os-algebres. Par abus de language on dit que G agit sur A s’il agit sur son spectre rela-
tif Specg A.

Pour tout G-torseur T, le faisceau de @s-modules At est naturellement muni d'une structure de
faisceau de Os-algebres induite par celle de A.

Proposition 3.7. SoientS un schéma, G un S-schéma en groupes et T un G-torseur. Soit A un faisceau
quasi-cohérent de Og -algébres muni d’une action du S -schéma en groupes G. Alors, il existe un unique
(a un unique isomorphisme preés) faisceau de Os -algébres At muni d’'un isomorphisme de S -schémas

G
T x5 Specg A — Specg Ar.

En outre les propriétés suivantes sont satisfaites :

i. fonctorialité : soient A, B des faisceaux quasi-cohérents de Os -algébres munis d’'une action du S -
schéma en groupes G et ¢ : A — B un homomorphisme G-équivariant de faisceaux de Ox -algebres.
On note f : Specg B — Specg A le morphisme de S-schémas qui s’en déduit. 1l existe un unique
homomorphisme de faisceaux de Os -modules

@7 :Ar — Br

qui induit le morphisme de S-schémas fr : (Specs B); — (Specs A ;

ii. compatibilité aux changements de base : soient A un faisceau quasi-cohérent de O -algébres mu-
nie d’'une actiondeG et1:S' — S unS-schéma. Le S’ -schémasT' := T xsS' qui se déduit par chan-
gement de base est un torseur du S’-schémas en groupes G’ := G xsS'. Le S'-schémas X' := X xg T
est naturellement muni d’'une action du S’-schéma en groupes G' et le morphisme naturel de S'-
schémas

GI
T' x g/ X' — Specg (1*Ar)
est un isomorphisme.

iii. compatibilité aux propriétés de finitude : pour que le faisceau quasi-cohérent de Os-algébres A
soit (de type fini, resp. de présentation finie) il faut et il suffit que le faisceau de Os -algébres At ait
la méme propriété.

3.1.7. Forme tordue d’'un schéma projectif. — Soient S un schéma noethérien, a: X — S un S-schéma
projectif et L un faisceau inversible a-ample sur X. Le S-schéma X s’identifie canoniquement au spectre
homogene relatif du faisceau quasi-cohérent de Os-algeébres graduées de type fini

A= P . (129,
da=0

Si de plus L est engendré par ses sections globales, le faisceau inversible L correspond au faisceau
inversible Ox (1) associé au faisceau de A-modules gradués A(1).
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Proposition 3.8. Soient S un schéma noethérien, a : X — S un S-schéma projectif et L un faisceau
inversible a-ample sur X. On suppose qu’un S-schéma en groupes séparé, quasi-compact et plat G
agit sur le S-schémaX et de maniére équivariante sur le faisceau inversible L.

Pour tout G-torseur T, la forme tordue par T de Iisomorphisme canonique f : X — Projg A induit
un isomorphisme de S-schémas

fr:T %X — Projg Ar.

Si de plus le faisceau inversible a-ample L est engendré par ses sections globales, le faisceau inver-
sible Lt s’identifie au faisceau inversible Ox.. (1) associé au faisceau de Ar-modules graduées At(1).

3.2 Formes tordues des quotients de la théorie géométrique des invariants

3.2.1. Compatibilité des constructions des invariants et des formes tordues. — Soient S un schéma, G
un S-schéma en groupes affine et H un sous-S-schéma en groupes fermé normal de G. En particulier H
est affine sur S.

Soit T un G-torseur. La forme tordue Hy de H par T est un sous-S-schéma en groupes affine et
normal du S-schéma en groupes affine Gt déduit en tordant le S-schéma en groupes G par T.

Proposition 3.9. Soit S un schéma. Soit G un S-schéma en groupes affine et H un sous-S-schéma en
groupes fermé normal de G. Soit F un faisceau quasi-cohérent de Os-modules (resp. de Os -algebres,
de Os -algébres graduées) muni d’une action linéaire de G.

Soit T un G-torseur. La forme tordue Fr de F par T est naturellement munie d'une action linéaire
du S-schéma en groupes Gy et I'inclusion canonique (F9)1 dans Fr se factorise de maniére unique a
travers un isomorphisme de faisceaux de Os-modules (resp. de Os -algébres, de Os -algebres graduées)

(FH)T - F¥T'

Démonstration. Soienty:G — S le morphisme structural de G et Gs[G] (resp. Os [H]) le faisceau quasi-
cohérent de Os-algebres y.0g (resp. Y«Op). Laction linéaire de G sur F est définie par un homomor-
phisme de faisceaux de Os-modules

o' :F — F®g, Os[Gl.
On désigne par g* : F — F ®g, Os[G] 'homomorphisme canonique de faisceaux de Os-modules v —

v®1. Limmersion fermée de H dans G correspond a un homomorphisme surjectif de faisceaux de Os -
algebres

1:0s[G] — Os[H]
et on désigne par oﬁH (resp. qg{) la composition de o* (resp. g*) avec ’homomorphisme
e
F &g, O5[G] —— F@g, Os[H] .

Le faisceau des invariants de F par H s’identifient par définition au noyau de 'homomorphisme an -

qﬁl, i.e., la suite de faisceaux Os-modules suivante est exacte,

On~9n

0 FH F F®g, Os[H] .
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En outre, les homomorphismes présents dans cette suite sont G-équivariants. La suite de faisceaux
quasi-cohérents de Os-modules que 'on déduit en tordant par T,

) (gt
0 (). g, b (), (Fap, 651

i i H
Oty ~9nyp

0 (F1); Fr Fr ®¢, Os[Hr]

est encore exacte. En particulier, I'inclusion naturelle de (FH) 1 dans Fr se factorise & travers un iso-
morphisme

H
(F"); — F;T:=Ker (O‘LT - qf_h) ,

ce qui acheve la preuve. O

3.2.2. Le cas affine. — Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes affine et A un faisceau quasi-
cohérent de Og-algebres. On suppose que le S-schéma en groupes G agit sur le spectre relatif X =
Specg A de A. Soit T un G-torseur de G.

On suppose que S soit noethérien et qu'il existe un faisceau de &s-modules localement libre de
rang fini E muni d’une action linéaire de G et une immersione fermée G-équivariante

1: X — V(BE).

La forme tordue Et de E par T est un faisceau de Os-modules localement libre de rang fini muni d’'une
action linéaire du S-schéma en groupes Gr. De plus, I'immersion fermée

ir:T ng :=Specg AT — V(ET)

est Gr-équivariante.

Si les S-schémas en groupes G, H sont réductifs, alors leurs formes tordues par T, G, Ht le sont
aussi : en fait, ils sont affines et lisses sur S et leurs fibres géométriques sont isomorphes respective-
ment a celles de G et H.

Proposition 3.10. SoitS un schéma noethérien. Soit X = Specg A un S-schéma affine muni d’une ac-
tion d’un S-groupe réductif G. Soit H un sous-S -groupe fermé normal et réductif de G.

On suppose que S soit noethérien et qu'il existe un faisceau de Os-modules localement libre de
rang fini E muni d’une action linéaire de G et une immersione fermée G-équivariante1:X — V(E). On
désigne par X/H le quotient catégorique Specs A" de X par H et n : X — X/H le morphisme quotient.

Soient T un G-torseur et Xt (resp. G, resp. Hr) la forme tordue deX (resp. G, resp. H) par T. Alors,

G
\I’TiTXS (X/H) —>XT/HT

tel que le diagramme

G
T XSX=XT
Tgsn T
G Yt
T xg X/H) ———— Xy /Hr.

soit commutatif (ot mt : X1 — Xt /Hrt est le morphisme quotient).
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Démonstration. D’apres le Théoréme 1.3.13, le quotient catégorique de X par H (resp. de Xt par Hr)
est le spectre relatif de la Os-algeébres des invariants A" (resp. A;IT). 11 suffit d’utiliser la compatibilité
de la construction des invariants a la construction des formes tordues (Proposition 3.9) pour terminer
la preuve. O

3.2.3. Le cas projectif. — Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes affine, a: X — S un S-
schéma projectif et L un faisceau inversible a-ample. On suppose que le S-schéma en groupes G agit
sur le S-schéma en X et de maniere équivariante sur le faisceau inversible L. On considere le faisceau

de Os-algebres graduées
A= @a (L),

d=0
Soit T un G-torseur. Le S-schéma en groupes Gr agit sur le S-schéma projectif ot : Xt — S et de ma-
niere équivariante sur le faisceau inversible ar-ample L.

Proposition 3.11. Soit S un schéma noethérien. Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes ré-
ductif, « : X — S un S-schéma projectif et L un faisceau inversible a-ample. On suppose que le S-
schéma en groupes G agit sur le S-schéma en X et de maniére équivariante sur le faisceau inversible L.
On désigne par X*5(L) I'ouvert des points semi-stables de X sous I'action de H et par rapport au fais-
ceau inversible L, f : X5%(L)/H — S le quotient catégorique de X5 (L) par H.

Soient T un G-torseur et ot : Xt — S (resp. Gr, resp. Hr, resp. Lt) la forme tordue de X (resp. G,
resp. H, resp. L) par T. Alors,

i. le S-schéma en groupes G agit sur I'ouvert des points semi-stables X**(L) et I'immersion ouverte
de

XS L)y =T x5 XS(L)

dans Xt identifie X** (L)t avec I'ouvert des points semi-stables X3 (Lt) de Xt sous I'action de Hr et
par rapport au faisceau inversible L.

ii. soit Bt : X§(Lt)/HT — S le quotient catégorique de X3*(Lt) par Hr ; il existe un unique isomor-
phisme de S-schémas

Or:T gs X*(L)/H) — X7 (Lt)/Hr

tel que le diagramme

G
T Xg XSS (L) ————— X,srs (LT)
T(;jsﬂ T

G ss Or ss
T xg X>(L)/H) —)XT (Lt)/Hrt.

soit commutatif (ot 7t : X7 (Lt) — X7 (Lt)/Hr est le morphisme quotient).

On suppose de plus que le schéma S soit de type fini sur un schéma universellement japonais.
Pour tout nombre entier D = 1 assez divisible il existe un fasceau inversible p-ample Mp (resp. un
faisceau inversible fr-ample Mr,p) sur le S-schéma X*(L)/H (resp. X3*(Lt)/Hr) et un isomorphisme
de faisceau inversibles

R ®D Lk ®D
¢p : 7" Mp — Llxss) (reSp- ¢1,p : T M1D — LTIX§S(LT))

Si (Mp)t désigne le faisceau inversible sur le S-schéma (X% (L)/H)t déduit de Mp en le tordant par T,
il existe un unique isomorphisme de faisceaux inversibles

01 : ©7M1p — (Mp)r
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tel que le diagramme

G *

(T Xg T[) G:EMT,D T[:;MT,D
Tgsn P1D
G \* (I

(T%s ) Mp)r ———— [LIER, ), =———=L1I2 ,

est commutatif.

Démonstration. Comme le sous-S-schéma en groupes H de G est normal, le S-schéma en groupes G
agit linéairement pour tout nombre entier d > 1 sur les sections globales H-invariants de L®¢, (a, (L®%))H.
Le S-schéma en groupes G agit alors sur I'ouvert des points semi-stables X5 (L) de X sous I'action de H.
Ensuite, I'égalité

X*(L)r = X (Lt)

peut étre vérifiée localement sur S car les constructions des invariants et des formes tordues sont
compatibles aux changements de base (plats). On peut supposer que le torseur T soit triviale, et donc
I’énoncé I'est aussi.

Le quotient catégorique de X**(L) par H (resp. de X3*(Lt) par Ht) est donné par le spectre homo-
gene relatif du faisceau de Os-algebres graduées des invariants

At=P (a* (LM))H (resp. A= (O(T* (Li?d))HT).

d=0 d=0

La Propostion 3.9 affirme qu’on a un isomorphisme Gr-équivariant de faisceau de faisceaux Os -algebres
graduées
@AMy — Al

Le reste de I'énonce suit aisément de cet isomorphisme. O

3.3 Isomorphisme canonique du quotient

Proposition 3.12. SoitS un schéma noethérien. Soienta : X — S un S-schéma projectif et plat, et L un
faisceau inversible a-ample sur X. Soit G un S-schéma en groupes séparé, quasi-compact et plat. On
suppose que le schéma en groupes G agit trivialement sur le S-schéma X et de maniére équivariante
sur le faisceau inversible L.

Alors,

i. il existe un caractére x1, de G, i.e., un morphisme de S-schémas en groupes, X1.: G — G, s, tel que
l'action de G sur L est induite par 'action par homothéties du S -groupe multiplicatif G, s surL a
travers le caracteére x..

ii. pour tout nombre entier d, I'action de G sur le faisceau inversible L®¢ est induite par le carac-
tere Xy ed := Xff ;
iii. pour tout G-torseur T, I'action de G surX étant triviale, il existe un isomorphisme canonique ¥ :
X—Xr;
iv. pout tout G-torseur T et tout nombre entier d, on désigne par Os (X =4(T)) le faisceau inversible
sur S associé au Gy, -torseur
TXgAl
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construit a travers le caractere Xyea. Il existe alors un isomorphisme G-équivariant de faisceaux
inversibles surX,

Wrpea - Wi (L59) — L2 @y a* O (00 (T))

et le diagramme de faisceau inversibles surX,

\V®d

(‘P$LT)®d —— 5 (Legy a*0s (xi.(T))) >
Vo ed

wr (L8d) — 194 9, o* G (xpsa(T))

est commutatif.

Démonstration. On se ramene a le prouver pour X = P(E) et L = Og(1) (ol E est un faisceau de Os-
modules localement libre de rang fini).

Supposons d’abord qu’il existe un nombre entier Dy = 1 tel que pour tout nombre entier D = Dy
I'action de G sur L®P soit induite par un caractere Xp : G — Gy,,s. Soit D = Dy un nombre entier. Liso-
morphisme canonique de faisceaux inversibles sur X,

18D+l g1 VveD __ 1,

est G-équivariant. Ceci montre que I'action de G sur L est donnée par le caractére x := Xp+1 ‘XBI-

On peut donc supposer que le faisceau inversible L soit trés a-ample. L'énoncé étant locale sur
la base S, on peut supposer que le schéma S = SpecR soit affine. Le faisceau inversible L est alors
engendré par ses sections globales I'(X,L). On considére la R-algébre graduée

A= PrLe).
d=0

Le S-schéma X s’identifie canoniquement au spectre homogeéne Proj A de la R-algebre graduée A et le
faisceau inversible L au faisceau inversible qui se déduit du A-module gradué A(1). Pour toute section
globale s € I'(X,L) la R-algebre A = A[s~!] est naturellement munie d’une graduation. On désigne
par A sa composante de degré 0 : elle est engendrée comme sous anneau de A par les éléments de
la forme

f

= d=z1, felX L)
S

Puisque L est engendré par ses sections globales, le S-schéma X est recouvert par les ouvert de la
forme D (s) = SpecA() avec se I'(X, ).

Pour tout nombre entier d = 1, le S-schéma en groupes G agit linéairement sur le (faisceau quasi-
cohérent Os-modules associé au) R-module I'(X, LM), de maniere que ’action linéaire sur la R-algebre A
soit compatible a la multiplication. Le S-schéma en groupes G agit linéairement sur les R-algébres A
et As). Lhypothese que 'action de G sur X est triviale se reformule en disant que, pour tout s e I'(X, L),
I'action linéaire de G sur Ay est triviale.

Limmersion fermée X — P(I'(X, L)) est G-équivariante. On va montrer que ’action de G sur P(I'(X, L))
est triviale. Pour le faire, de maniére analogue a quant dit avant, il s’agit de montrer que pour toute sec-

tion globale s € I'(X, L), I'action linéaire du S-schéma en groupes sur la composante de degré 0, SymI'(X, L)),

de la R-algebre graduée SymT (X,L)s = SymI'(X,L)[s™!] est triviale.
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Soit donc s un section globale de L. La R-algebre graduée SymI'(X, L)) est engendrée, en tant que
sous-anneau de SymI'(X, L), par les éléments de la forme

S as, fesymiTd).
s®d

Encore mieux, comme tout élément de de Sym“I'(X,L) s’écrit comme combinaison linéaire de pro-
duits de d éléments de I'(X,L), la R-algebre graduée SymI'(X,L) est engendrée, en tant que sous-
anneau de SymI'(X,L)s, par les éléments de la forme

ty-tg
s®d

d=1, n,...,tg e TX,L).

Si#,..., t; sont des sections globales de L, pour tout i = 1,...,n'élément ¢#;/s appartient a Ay) et il est
invariant sous 'action de G. L'élément
-ty h

td d
=—...—eSym“I'X,L
s®d s s - &L

est donc invariant sous 'action de G. L'action de G sur la R-algebre SymI'(X,L) ) est donc triviale.

Pour terminer la démonstration du Lemme, il reste a prouver le cas ou X = P(E) et L = G (1), ou E
est un faisceau de Os-modules localement libre de rang fini. Il s’agit de montrer que pour tout S-
schéma 1:S’ — S et pour tout automorphisme ¢ du faisceau de O -modules T*E, si l'isomorphisme
de S’-schémas

P(t*E) — P(1*E)

induit par ¢ est I'identité, alors il existe A € G, (S') tel que ¢ = A -idg. Cela est triviale.

Le point (ii) est clair et (iii) est la Proposition 3.8. Pour (iv), soient T un G-torseur et S = ;1 S; un
recouvrement ouvert de S sur lequel T se trivialise par des sections t;. En vertu de la structure locale
de la forme tordue Lt de L par T, il existe pour tout i € I un isomorphisme de faisceaux de Oxxgs;-
modules

ei 3L|XxSS,- - LTlXXSSi

tel que pour tout 7, j le diagramme de faisceaux de Oxgs,;;-modules (o S;j =S;NS;)
0;
Llxxss;; ——— Lrlxxgs;
tj_l t

0;
7
L|Xxssij — LTIXXSSij

est commutatif. L'action de tj‘l t; est donnée par la multiplication par I'’élément inversible
-1 X
Xu(t; 1) €IS, Og).

D’autre part, par la structure locale de la forme tordue Os (x1.(T)) de Os par T (a travers le caractere xr,),
il existe pour tout i € I un isomorphisme de faisceaux de Os,-modules

w; :0s;, — Os(x.(T)ls;



158 Chapitre III. Théorie géométrique des invariants sur un corps global

tel que pour tout i, j le diagramme de faisceaux de Os; j -modules (o S;; =S;NS;)
@Sij —wl> @S (XL(T)) |Sij
XL(I;II»‘,‘)
wj
@Sij — 0s (XL(T)) |S[j

est commutatif. On obtient ainsi le diagramme commutatif de faisceaux de Ox s, -modules

0;
L|X><ssij ®(X*@Sij _— LlXszij — LT|X><SSij
idp @axc (6! 1;) '
. 8
L|X><55ij dn @sij I L|X><SS,-]- E— LT|XXSSZ']'
et donc I'isomorphisme y : L ® a*Os (x.(T)) — Lt cherché. O

Soient S un schéma noethérien et de type fini sur un schéma universellement japonais, a : X —
S un S-schéma projectif et L un faisceau inversible a-ample sur X. Soient G un S-groupe réductif
et H un sous-S-groupe réductif normal de G. On suppose que G agit sur le S-schéma X et de maniére
équivariante sur L.

Soient X%%(L) 'ouvert des points semi-stables de X sous l'action de H et par rapport au faisceau
inversible L,

7: X% (L) — X*(L)/H := Projg @ o, (LEHH

d=0

le morphisme quotient et f : X*(L)/H — S le morphisme structural de X/H. Pour tout nombre en-
tier D = 1 assez divisible, il existe un faisceau inversible p-ample Mp sur X (L)/H et un isomorphisme
de faisceaux inversibles sur X%5(L),

Pp: T[*MD I L|§E(L)

compatible a I'action de H. Le S-schéma en groupes G agit sur le S-schéma X5 (L)/H et, pour tout
nombre entier D = 1 assez divisible, de maniere équivariante sur le faisceau inversible Mp et 'isomor-
phisme ¢p est G-équivariant.

Soit T un G-torseur. On désigne par Xt (resp. Gr, resp. Hr, resp. Lt) la forme tordue de X (resp. G,
resp. H, resp. L) par T. Le S-schéma en groupes Gr agit sur le S-schéma Xt et de maniére équivariante
sur le faisceau inverisible L. L'ouvert des points semi-stables X%S (Lt) de Xt sous l'action de Hry et par
rapport au faisceau inversible Ly s’identifie a la forme tordue X% (L) de X%%(L) par T.

Théoréme 3.13. On suppose que I'action du S-schéma en groupes G sur le quotient X5 (L)/H soit
triviale. Alors, pour tout G-torseur T il existe un isomorphisme de S-schémas

Wr:X*(L)/H — X5 (Lr)/Hr

et, pour tout nombre entier assez divisible D = 1, un morphisme de S-schémas en groupes xp : G —
G s et un isomorphisme de faisceaux inversibles sur X*(L)/H,

Yo : Y1 M1p — Mp @B Ts (xp(T))
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tel que, pour tout nombre entier d = 1, le diagramme

®d
(WiMrp) ! —=— (Mp 8" 05 (xo (1)) ™

\Ij ’ *
VX (Mrpa) — 2 Mpy®p*0s (xpa(D)

est commutatif.

Démonstration. 1l suffit d’appliquer la Proposition 3.12 4 I’action de G sur X*¥(L)/H et Mp. O

3.4 Unexemple:les représentations homogenes

3.4.1. Représentations homogenes. — Soit S un schéma. Soient n = 1 un nombre entier, e = (ey, ..., e,)
un n-uplet de nombres entiers strictement positifs et E = (E1,...,E;) un n-uplet de faisceaux de Os-
modules localement libres, E; de rang e;. On considere les S-schémas en groupes :

GL(E) = GL(E;) xs -+ x5 GL(E,),
SL(E) = SL(E;) x5 --- xg SL(E).

Définition 3.14. Soit F un faisceau non nul de Os-modules localement libres de rang fini. Une repré-
sentation, i.e. un morphisme de S-schémas en groupes, p : GL(E) — GL(F) est homogéne de poids m =
(my,...,my) € Z" si, pour tout S-schéma T et pour tous T-points f1,..., t, de G,;,,ona:

mp

p(tl'idEl,...,tn'idEn)Z tlml"'tn -idg.

Exemple 3.15. Soient F un faisceau non nul de @s-modules localement libre de rang fini et p : GL(E) —
GL(F) une représentation homogene de poids m = (m;y,..., m,). Les représentations homogenes sont
stables sous constructions tensorielles :

Construction Représentation Poids d’homogénéité
dual pY : GL(E) — GL(FY) -m=(-my,...,—my)
puissance tensorielle r-ieme p®" : GL(E) — GL(F®") rm=(rmy,...,rmy)

puissance symétrique r-iéme | Sym’ p: GL(E) — GL(Sym’F) rm=(rmy,...,rmy)

puissance extérieure r-ieme A p:GL(E) — GL(/\’ F) rm=(rmy,...,rmy)

Exemple 3.16. Soient EF’ des faisceaux non nuls de ©s-modules localement libres de rang fini et
p: GL(E) — GL(F), o' : GL(E) — GL(F))

des représentations homogenes respectivement de poids m = (my,...,my), m' = (mj,...,m;). La re-
présentation
p&p :G— GLE®F), (peap’:G—» GL(F@F/))

qui se déduit par produit tensoriel (resp. par somme directe) est homogene de poids m + m' (resp.
est homogene si et seulement si m = m’ et si cette condition est satisfaite p ® p’ est un représentation
homogene de poids m = m').
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Proposition 3.17. Soient n = 1 un nombre entier et E = (Ey,...,E;) un n-uplet de faisceaux de O -
modules localement libres, E; de rang fini e;. Soient F un faisceau non nul de Os -modules localement
libres de rang fini et

p: GL(E) = GL(E) xg -+ xs GL(E,;) — GL(F)

une représentation homogéne de poids m = (my,..., my) € Z". Si le faisceau des invariants FS“®) de F
par le S-schéma en groupes SL(E) = SL(E;) xg --- xg SL(E,;) est non nul, alors :
i. pourtouti=1,...,n, lerangdeE; divise m; ;

ii. pour toutS-schéma T, pour toute section SL(E)-invariante s de F sur T et pour tout T-point g =
(g1,.--,8n) deGL(E), on a

p(g)-s= (det(gl)mllel . ~-det(gn)mn/eﬂ) .

Par induction sur n on se rameéne a le prouver quand 7 = 1. Soient E un faisceau de Os-modules
localement libre de rang fini e, F un faisceau non nul de 0s-modules localement libre de rang finiet p :
GL(E) — GL(F) une représentation homogene de poids m. Comme le sous-S-schéma en groupes SL(E)
est normal, 'action linéaire de GL(E) sur F induit une action linéaire de GL(E) sur le faisceau des
invariants FSB) de F par SL(E) et la représentation correspondante

GL(E) — GL (FSL‘E’)

est homogene de poids m et sa restriction a SL(E) est par définition triviale. On se raméne donc a
prouver I'énoncé suivant :

Lemme 3.18. Soient E un faisceau de Os-modules localement libre de rang fini e, F un faisceau non
nul de Gs-modules localement libre de rang fini et p : GL(E) — GL(F) une représentation homogene
de poids m.

On suppose que la restriction de p au S-schéma en groupes soit triviale, c’est-a-dire, le S-schéma
en groupes SL(E) soit contenu dans le noyau de p. Si on note

0:G;, =GL(E)/ SL(E) — GL(F)

la représentation déduite par passage au quotient, on a :
i. le nombre entier d = rkE divise le nombre entier m ;

ii. lareprésentation p est homogene de poids m/d, i.e., pour tout S-schéma T et pour tout T-point t
du S-schémas en groupes G,,, on a:
o) =™ idg.

En particulier, pour tout S-schéma'T et pour tout T-point g du S-schémas en groupes GL(E), on a :
p(g) = det(g)™4 -idg.

Démonstration. Pour tout S-schéma T et pour tout T-point ¢ du S-schéma en groupes G, par défi-
nition de représentation homogene, on a:

p(l'idE) = tm'idF. 3.4.1)
Puisqu’on a supposé p =podet, d’autre cotéona:

p(t-idg) = p(det(z-idg)) = (™). (3.4.2)
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On considere le morphisme de S-schémas en groupes A : G,; — GL(E), ¢t — t-idg. Les équations 3.4.1
et 3.4.2 se reformulent en disant que le diagramme

t Gn—2sGLE) (3.4.3)

P

¢ G, ——— GL(F)

est commutatif (e est le rang de E).

Quitte a recouvrir le schéma S par des ouverts affines, on peut supposer que le schéma S soit un
schéma affine SpecA et que les faisceaux de Os-modules E, F soient libres.

Soit vy,..., vf une base du faisceau de Gs-modules libre F ( f le rang de F). Soit vi’, e v}’ la base du
faisceau de @s-modules libre F¥ duale ala base vy, ..., vy, c'est-a-dire la base définie par v} (v;) = §;;
(delta de Kronecker). A travers I'isomorphisme canonique Hom(EF) = F¥ ® F les éléments x; ji= v}’ ®
v; pour tout i,j = 1,..., f définissent une base du faisceau de Gs-modules libre Hom(EF) : le fais-
ceau quasi-cohérent en Os-algebres Sym,, Hom(EF) est alors isomorphe au faisceau quasi-cohérent
en Os-algebres associé ala A-algebre Alx;;:i,j =1,..., f].

Les morphismes po A et p correspondent respectivement a des homomorphismes de A-algébres

1

— | — Al 7).
det(xij) [ !

(Po N, p*:Alx;j:i,j=1,...f]

Avec ces notations, affirmer que la représentation p est homogeéne de poids m est équivalent a dire
que pourtouti,j=1,...,fona:
(po N (x;j) =8;;1™. (3.4.4)

D’autre part pour tout i, j = 1,..., f I'image de I'élément x;; par 'homomorphisme p* s’écrit sous la
forme
5ﬁ(xij) = Z(X,’jrtr, (3.4.5)
reZ
avec les a;j, € A. D’apres la commutativité du diagramme 3.4.3 et en vertu de 3.4.4 et 3.4.5, pour
touti,j=1,...,fona:
81" = (PO)\)ﬁ(xij) =) agjrt.
reZ
1l existe donc un nombre entier ny tel que m = ery, i.e, le rang e de E divise le nombre entier m. De
plus, le coéfficient a; j, est égal a 1 et, pour tout r # ry, le coéfficient «; j, est nul; en particulier, pour
touti,j=1,...,f,ona:
P (xij) = 195,

En d’autres termes, la représentation p est homogene de poids m/e, ce qui termine la preuve. O
3.4.2. Application de la construction générale. — Soient S un schéma noethérien, n = 1 un nombre

entierete = (ey,..., e,) un n-uplet de nombres entiers strictement positifs. On consideére les S-schémas
en groupes réductifs

G:=GL(ey)s xs -+ xs GL(ey)s
H:=SL(e;)s xs -+ xg SL(en)s.

Soient F un faisceau non nul de Os-modules localement libre de rang fini et p : G — GL(F) un mor-
phisme de S-schémas en groupes. Le S-schéma en groupes G agit sur le S-schéma projectif et plat X =
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P(F) et de maniere équivariante sur le faisceau inversible L = O(1). On considere I'ouvert des points
semi-stables X*¥(L) de X sous I'action du S-groupe réductif H et

H
71: X5 (1) — X**(L)/H := Proj (@ (symi, F) )
d=0

le morphisme quotient.
Atout n-upletE = (Ey,...,E,,) de faisceaux de Gs-modules localement libres de rang fini, avec tkE; =
e; on associe le G-torseurs

Tk := Isos(El,@’gl) Xg«-e XSISOS(EI»@Sn)-

Par abus de language on parlera de formes tordues par E au lieu de formes tordues par Tg et on le
désignera avec un E en indice. Avec cette convention, on a

Gg = GL(E1) x5 -+ x5 GL(E,)s,
Hg = SL(E;) xs -+ xs SL(Ep)s,
Xg =P(Fg),
Lg = Op; (1),
ol Fg est la forme de F tordue par E. Le S-schéma en groupes Gg agit sur le S-schéma projectif et

plat Xg = P(Fg) et de maniere équivariante sur le faisceau inversible Lg = OF; (1). On considere I'ouvert
des points semi-stables XIS:‘S (Lg) de Xg sous I'action du S-groupe réductif Hg, et

Hg
e :X%S (Lg) — X5 (Lg) /Hg := Projg (@ (Symgs FE) )
da=0
le morphisme quotient.

Théoréme 3.19. On suppose que la représentation p : G — GL(F) soit homogéne de poids m = (my,..., my) €
Z". Alors, I'action du S-schéma en groupes G sur le S-schéma X (L) /H est triviale et pour tout n-uplet
de faisceaux de Os-modules localement libres de rang fini E = (Ey,...,E;), E; de rang e;, il existe un
isomorphisme de S-schémas

W X% (L)/H — X$¥(Lg) /HE.

De plus, si le schéma S est de type fini sur un schéma universellement japonais, pour tout nombre
entier assez divisible D = 1, il existe un isomorphisme de faisceaux inversibles sur X5 (L)/H,

n
WED : YEMEp — Mp ®* ) (detE;) ™D’
i=1

tel que, pour tout nombre entier d = 1, le diagramme

®d ®d

n
* d E,D % X X
(P1Mg,p)*" ———— [Mp ®p* ) (detE;)®"iP/e
i=1

VE,Dd 1 . .
Mgd ® 5* ® (detEi)®m’Dd/e’
i=1

¥ (Mg,pa)

est commutatif.
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Démonstration. Pour tout nombre entier d = 1, la représentation qui induit I'action linéaire du S-
schéma en groupes G sur les sections globales du faisceau inversible Gg(d), G — GL(Sym“F), est ho-
momogene de poids dm. D’apres la Proposition 3.17, si le faisceau des invariants (Sym? F)! est non
nul, alors pour tout i = 1,...,n le rang e; de E; divise le nombre entier dm; et G agit par homothéties
sur (Symd F)H a travers le caractere

Xa:(81,-..,&n) — det(g) ™ e ... det(g,) 9™/ en,

Pour autant, I'action du G sur le quotient

X*(L)/H := Projg (GB (sym¢ F)H)
d=0

est triviale. Il suffit d’appliquer le Théoréme 3.13 pour obtenir 'isomorphisme canonique
Wi : X*(L)/H — X} (Lg) /Hg.

On suppose désormais que le schéma S soit de type fini sur un schéma universellement japonais.
Soient D = 1 un nombre entier assez divisible et Mp un faisceau inversible f-ample sur X%(L)/H.
D’apres le Théoréme 3.13, on peut supposer que Mp soit engendré par ses sections globales respec-
tivement a f : il s’agit donc de calculer le caractere a travers lequel le S-schéma en groupes G agit sur
les sections globales B.Mp. Ces derniéres s’identifient a travers I'isomorphisme ¢p au faisceau des
invariants

(0, (L22)) = (Sym? By M.

Comme rappelé avant, en vertu de la Proposition 3.17 le S-schéma en groupes G agit par homothéties
sur (Symd P)H 4 travers le caractere

XD : (g1,-..,gn) — det(g)P™ e ... det(g,)Pmn/en,

SiE = (Ey,...,E;) est un n-uplet de faisceau de Gs-modules localement libres, E; de rang e;, alors le
faisceau inversible @ (xp (E)) s'identifie comme G, s torseur au faisceau inversible

(detEl')@miDd/ei ,
1

n
i=

ce qui acheve la preuve. O

4 Quotient et torseurs : version adélique

4.1 Formes tordues par un fibré principal adélique

Les notions présentées dans ce numeéros ont été introduites aussi par Chambert-Loir et Tschinkel
(cf. [CLTO1]).

4.1.1. Groupes adéliques. — Soient K un corps global et Vi I’ensemble de ses places.

Définition 4.1. Un K-groupe adélique ¢ = (G, U) est un couple formé par un K-schéma en groupes G
de type fini et d'une collection U = {U,, : v € Vk} de sous-groupes compactes U, de |G3"| satisfaisant
la propriété suivante : il existe un ouvert non vide ‘U de Gk et un U-schéma en groupes & plat et
de type fini de fibre générique G tel que, pour tout point fermé v € U, le sous-groupe U, est déduit
du Kj -schéma en groupes & x o3 SpecKs,.
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Exemple 4.2 (Groupes adéliques provenant d'un modele entier). Soient & un Gx-schéma en groupes
de type fini et G := & x g K sa fibre génerique. Pour toute place non archimédienne v de K, soit U, le
sous-groupe compact du K, -groupe analytique G associé au K;-schéma en groupes & x g, Kj,. Si K
est un corps de fonctions, le couple (G, U) avec U = {U,} ey, est K-groupe adélique.

Si K est un corps de nombres et, de plus, pour toute place archimédienne v on pose U, = {idg},
alors le couple (G, U) avec U = {U,} ey, est un K-groupe adélique.

On dit que le K-groupe adélique ¥ est le K-groupe adélique associé au Sx-schéma en groupes &.

Exemple 4.3 (Groupe adélique des isomorphismes d’un faisceau adélique). Soit & = (E, p) un fais-
ceau adélique localement libre sur K. Pour toute place v € Vk on considere le sous-groupe compact
maximal U(p,) de GL(E)3" unitaire par rapport a la norme géométrique p,.

Par définition de faisceau adélique il existe un ouvert non vide U de Gk et un faisceau de Oy-
modules localement libre de rang fini € tel que, pour tout v € 2, la norme géométrique p, est induite
par le K -module € ® K3,. Pour autant, pour tout v € 0, le sous-groupe compact maximal U(p,) est le
sous-groupe affinoide de GL(E)3" associé au Kj -schéma en groupes GL(€) x o K3,.

Le couple GL(&) = (GL(E), U(&)) ou U(&) = {U(py)}vevy estun K-groupe adélique. On dira que GL(&)
est le K-groupe adélique des isomorphismes linéaires du faisceau adélique & .

Exemple 4.4 (Structure adélique d'un sous-groupe). Soit ¢4 = (G,Ug) un K-groupe adélique et Hc G
un sous-K-schéma en groupes (fermé). Pour tout v € Vx, le sous-groupe de H3",

an
Uy,y =Ug,yNH,,

est compact. Le couple /# = (H, Uy) est un K-groupe adélique et on dira que ./ est la structure de K-
groupe adélique sur H induite par le K-groupe adélique %.

4.1.2. Torseurs adéliques. —

Définition 4.5. Soit ¥ = (G, Ug) un K-groupe adélique. Un ¥ -torseur adélique 9 est un couple (T, Ur)
formé d’'un G-torseur et d'une collection Ut = {Ur,, : v € Vk} de parties compactes non vides U,
G2" telles que pour tout v € Vg on ait :

i. sia:T x G — T désigne I'action du K-schéma en groupes G sur le torseur T, 'image de la partie
pr;' Uy nprg! Ug,y < T3 x G5

est contenue dans Ut ;

ii. I'isomorphisme de K-schémas (prp,a) : T x G— T x T se restreint a un homéomorphisme
-1 -1 -1 -1 .
pry Uty nprg Ugy — pr; Uty npr, Uy,

iii. il existe un ouvert non vide ¥ de Gk, un V-schéma en groupes & plat et de type fini de fibre
générique G, un G-torseurs T de fibre générique T tel que, pour tout point fermé v € *J, le sous-
groupe U, est déduit du K3-schéma en groupes & xgo; SpecKj, et la partie compacte Ur,, est dé-
duite du Kj-schéma ¥ x93 SpecKj,.

Si le K-schéma en groupes G est réduit (c’est toujours le cas si K est de caractéristique nulle) la
condition (iii) est équivalente a la condition (a priori plus faible) : il existe un ouvert non vide ‘U de &k,
un K°-schéma plat de type fini T de fibre générique T tel que, pour tout point fermé v € U, la partie
compacte Ut est déduite du K3, -schéma T x93 SpecK;,.
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Exemple 4.6 (Torseurs adéliques provenant d'un modeéle entier). Soient & un Gg-schéma en groupes
plat de type fini et T un &-torseur. Soit ¢4 le K-groupe adélique associé au Gx-schéma en groupes &
(voir Exemple 4.2).

Pour toute place non archimédienne v de Vx on considere le sous-K,-espace analytique com-
pact U, induit par le Kj-schéma T xg, K5,. Puisque ce dernier est un torseur du Kj-schéma en
groupes & x g, K3, la partie compacte Ur,, satisfait aux conditions dans la définition de torseur adé-
lique.

Pour autant, si K est un corps de fonctions, la collection Ut = {Ut,,} munit le K-schéma T d'une
structure de ¢-torseur adélique.

Si par contre K est un corps de nombres, our toute place archimédienne v de K on choisit un
point ¢, € T3" et on pose U, = {f,}. La collection Ut = {Ur,} munit le K-schéma T d’une structure
de ¥-torseur adélique qui dépend clairement aussi du choix des points #,.

Exemple 4.7 (Faisceaux adéliques sur K comme GL(n)-torseurs). Soit n = 1 un nombre entier. Pour
toute place v € Vg, on considere la norme géométrique sur K¢; @ --- # K¢y,

VIti|2+--+[ty?  sivestarchimédienne

max{|t;],...,|t,1}  sinon.

Pnyv =

On note U(n) le sous-groupe compact maximal de GL(n)3" unitaire par rapport a la norme géomé-
trique p,,,. En d’autres termes, on considere le K-groupe adélique ¢ = (GL(n)x, U(n)) associé au fais-
ceau adélique «libre» (K", p,), ol p,, = {pn,v}vevi-

Soit & = (E, pg) un faisceau adélique localement libre de rang n sur K. On considére le torseur T =
Iso(E,K") du K-schéma en groupes G = GL(n)k.

Soient v une place de K, t € Iso(E,K™")3", Q une extension analytique de K, qui contient le corps
résiduel du point ¢ et fg le Q-point du Q-espace analytique Iso(E,K"){" associé. Le Q-point tq corres-
pond a un isomorphisme de Q-espaces vectoriels

to:Eq — Q.
On dit que le point ¢ est unitaire si le morphisme de Q-espaces analytiques
V . A RLan an
ty A" — V(E)S

est tel que
PE,vQ° tg\‘/z = Pn,vQ-

On considere la partie du K, -espace analytique Iso(E,K")3",
Ut :=Is0(8,K"), = {reIso(E,K")3" : ¢ unitaire} .

On suppose que la place v soit archimédienne et, quitte a étendre les scalaires, k = C. La partie Ut,,
s'identifie a 'ensemble des isomorphismes de C-espaces vectoriels isométriques ¢ : E — C”, ol1 C” est
muni de la norme géométrique hermitienne standard. En particulier, la partie U, est compacte et les
conditions (i), (ii) dans la définition de torseur adéliques sont vérifiées.

On suppose que la place v soit non archimédienne. Il existe une extension analytique Q de K,
et un sous-Q°-module € c Eq de fibre générique Eq qui induit la norme géométrique non archi-
médienne pg 0. Si @q : T — T3" désigne le morphisme d’extension des scalaires, alors la par-
tie G)Ezl U7, du Q-espace analytique T§)" s'identifie au domaine affinoide associé au Q°-schéma affine
de type fini Isoq. (&, Q). Puisque ce dernier est un torseur du Q°-schéma en groupes GL(1)qe, les
conditions (i), (ii) dans la définition de torseur adéliques sont vérifiées.
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De plus, cette compatibilité a la construction des espaces analytiques associés aux modeles entiers
assure que la condition (iii) soit aussi vérifiée. La collection de parties Ut = {Ut,,} munit le GL(n)k-
torseur Iso(E,K") d'une structure de (GL(n)g, U(n))-torseur adélique qu’on notera Iso(&,K").

4.1.3. Forme tordue d’un faisceau adélique localement libre. — Soit ¢4 = (G, U) un K-groupe adé-
lique. Soient X un K-schéma propre et & = (E p) un faisceau cohérent adélique sur X. On suppose que
le K-schéma en groupes G agit sur le K-schéma X et maniére équivariante sur F, et que, pour toute
place v € Vi, la norme géométrique p, sur le faisceau cohérent de Ox-modules F soit invariante sous
l'action du sous-groupe compact U,,.

Soit J = (T,Ut) un ¢¥-torseur adélique. Soient Xt la forme tordue du K-schéma propre X par le G-
torseur X et Fr le faisceau cohérent de Ox;.-modules déduit en tordant F par T. On va munir Fr d’'une
structure adélique comme il suit.

Comme SpecK est un point, le G-torseur T est triviale, i.e, il existe une section ¢ : SpecK — T.
On note encore ¢ : G — T I'isomorphisme induit par la multiplication par t. La section ¢ induit un
isomorphisme de K-schémas 0; : Xt — X et un isomorphisme de faisceaux de Ox,-modules

((1 1N G?F — Fr.

On note f;: V(Fr) — V(F) 'isomorphisme de K-schémas induit par I'isomorphisme ;.

Pour toute place v de K on considére la partie compacte ¢! Ur,, du K, -groupe analytique G3". Par
définition de ¢-torseur adélique il existe une extension analytique Q de K, et un Q-point du Q-espace
analytique G}' tel que

(£7'U10)q & = (Ug)g-

On considere la norme géométrique sur le faisceau cohérent de G x;),-modules (Fr)q définie par I'ap-
plication composée

(f)a g- Puo

pav(Q): VEDY VE)Z 2 R,

V(E)D

Soient Q' une extension analytique de K, qui contient Q, ¢’ : SpecK — T une section de T et g’
un Q'-point du Q'-groupe analytique G¥) tel que

(t,_IUT’v)Q' g = (UGJ/)Q"

Soit f, : V(Ft) — V(F) I'isomorphisme de K-schémas induit par la section ¢'. On considére I'unique Q'-
point u du Q'-groupe analytique Ggy tel que le diagramme suivant (x) soit commutatif :

[GDRY g’
V(Fp)g ——— V(o VB o
(%) u

(fdar 8¢
V(Fr)g — s V(F) g ———— V(F)g

Le point u appartient donc au sous-groupe compact U,, o' de GY. Si on considére la norme géomé-
trique sur le faisceau cohérent de O(x,),, -modules (Fr)q’ définie par I'application composée

ftr ot

( l— Pua/
pro(@): VEDZ vem L vem R,

on a alors
p?,v(Q,) = G)alpf’/_,v(g)-
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En vertu de la Proposition 1.5.46 la norme géométrique continue pg,(Q2) descend en une norme géo-
métrique continue sur le faisceau cohérent de Ox,.-modules Fr. De plus, elle ne dépend pas de la
section ¢, de I'extension analytique Q et du Q-point g choisis.

En outre, la famille de normes géométriques p4 = {pg,, v € Vx} est adélique et on note Fg =
(Fr, p4) le faisceau cohérent adélique associé.

Définition 4.8. Le faisceau cohérent adélique &4 = (E p4) est appelé la forme tordue de & par I .

4.1.4. Forme tordue d’'un sous-groupe normal. — Soient ¢ = (G, Ug) un K-groupe adélique. Un sous-
K-groupe adélique normal de ¢ est la donnée d’'un K-groupe adélique # = (H, Uy) formé d’un sous-
K-schéma en groupes normal H de G et, si T: G x H — H désigne I'action par conjugaison de G sur H,
pour toute place v € Vkx d'un sous-groupe compact Uy, de H2" tel que 'image par 1 de la partie

-1 -1
prg Ug,w npry U,y

soit contenue dans Uy, ;.

Soit I = (T,Ur,,) un ¥-torseur adélique. On construit la forme tordue #5 du sous-K-groupe
adélique . comme il suit. Soient ¢ : SpecK — H une section du G-torseur T : on désigne encore par ¢
I'isomorphisme de K-schémas G — T que I'obtient en prenant la multiplication par ¢. Soit f; : Hr — H
I'isomorphisme de K-schémas en groupes induit par la section .

Soit v une place de K. On considere la partie compacte ¢~ 'Ur,, du K,-groupe analytique G2". Par
définition de ¢¥-torseur adélique il existe une extension analytique Q de K, et un Q-point du Q-espace
analytique G3' tel que

(£7'U10)q 8= (Us,w)q-
La partie
Uy,g,0(Q) := ft_l (g (UH,U)Q : g_l)

est un sous-groupe du Q-groupe analytique HYY,.

Soient Q' une extension analytique de K, qui contient Q, #' : SpecK — T une section de T et g’
un Q'-point du Q'-groupe analytique Gf; tel que

(tl_lUT!U)Q’ ’ g’ = (UG!U)Q’ °

Si fy : Hy — H est I'isomorphisme de K-schémas en groupes induit par la section ¢/, on considere le

sous-groupe du Q'-groupe analytique G},

Ung,0(@):= £ (8" (Uno) - 8').-
Si @ : G — G désigne le morphisme d’extension des scalaires, alors on a
Q Q g
U0 (Q) =2y (Ung 0 (Q).

Le sous-groupe Uy g, (2) descend donc en un sous-groupe Uy g, du K, -groupe analytique H%“U qui
ne dépend pas du choix de I'’extension Q, de la section ¢ et du point gq. La collection de sous-groupes
compacts

Un,5 = {Ung,v:vEVk}

munit le K-schéma en groupes Hr d'une structure de K-groupe adélique qu'on notera /5 : on dira
qu’elle est la forme tordue de A par I .
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4.2 Forme tordue de la norme géométrique des minima sur les orbites

Soit K un corps globale et Vx I’ensemble de ses places.

Définition 4.9. Un K-groupe adélique ¢ = (G,Ug) est dit réductif si le K-schéma en groupes G est
réductif et, pour toute place v, le sous-groupe compact Ug,, est maximal.

Soient X un K-schéma projectif et £ = (L, ur) un faisceau inversible adélique sur X et on suppose
que le faisceau inversible L soit ample et, pour tout v € Vi, la norme géométrique u, soit plurisou-
sharmonique.

Soit ¢ = (G,Ug) un K-groupe réductif adélique et H un sous-K-schéma en groupes réductif nor-
mal. Pour toute place v, le sous-groupe compact

o— an
Uy, :=Ug,, NG

est un sous-groupe compact maximal de HJ" : en effet, tous le sous-groupes compacts maximaux sont
conjugués et H est normal dans G. On note / = (H, Up) le K-groupe adélique qu’on obtient ainsi.
On suppose que le K-groupe réductif G agit sur le K-schéma X et de maniere équivariante sur
le faisceau inversible L. En outre, on suppose que pour toute place v la norme géométrique u, soit
invariante sous I'action du sous-groupe compact Ug ;.
Soient X% (L) I'ouvert des points semi-stables de X sous I'action de H et par rapport au faisceau
inversible L,

7: X% (L) — X*(L)/H := Proj (@ I'x, L®d)H)
d=0
le morphisme quotient. Pour tout nombre entier D = 1 assez divisible, il existe un faisceau inversible
ample Mp sur X% (L)/H et un isomorphisme de faisceaux inversibles sur X5%(L),

D
@p : 1" Mp — Ligs,

compatible a I'action de H. Le K-schéma en groupes G agit sur le K-schéma X%(L)/H et, pour tout
nombre entier D = 1 assez divisible, de maniere équivariante sur le faisceau inversible Mp et 'isomor-
phisme @p est G-équivariant. L'isomorphisme ¢p induit un morphisme surjectif de K-schémas

n[Mp] : V(LIZR () — V(Mp).
La famille de normes géométriques sur le faisceau inversible Mp
Uy, = [Mp] | upep = {n[Mp]|ugep , : v € Vg}

est adélique (Scholie 2.2). Le faisceau inversible adélique (Mp, #,) est noté p.

Soit I = (T,Ut) un ¥-torseur adélique. On note Xt (reps. Gr, resp. Hr, resp. Lt) la forme tordue
de X (resp. G, resp. H, resp. L) par T. Le K-schéma en groupes réductif Gt agit sur le K-schéma Xt et de
manieére équivariante sur le faisceau inversible Lt. Louvert des points semi-stables X%S (Lt) de Xt sous
l'action de Hr et par rapport au faisceau inversible Lt est stable sous 'action du K-groupe réductif Gr.
Le K-schéma en groupes Gy agit sur le quotient X% (L)/H et, en vertu de la Proposition 3.11, on a un
isomorphisme canonique de K-schémas

Or: T s (X™(L)/H) — X3 (Ly) /Hy.
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tel que le diagramme suivant de K-schémas

T S’sts(L) — X3 ()
Tgsﬂ T
G ss Or ss

T xg X (L)/H)—)XT(LT)/HT

soit commutatif (ol t, mt désignent les morphismes quotient). Pour tout nombre entier assez divi-
sible D = 1, il existe un faisceau inversible Mt p et un isomorphisme de faisceaux inversibles sur X?rs (L),

. _ . 7..1€D
@10 IM1D — Llyss g -
Lisomorphisme ¢t p induit un morphisme surjectif de K-schémas

. @D
nT [MT,D] . V(LT |X§F (LT)) - V(MT,D)'

On considere la forme tordue 45 = (Gr,Ug, ) (resp. #g = (Ht, Uy o), resp. Lo = (L1, ug)) de ¢
(resp. A, resp. £) par le ¢-torseur adélique 9. Pour toute place v € Vi, la norme géométrique ug,
est une fonction plurisousharmonique Uy, g, -invariante. La famille de normes géométriques sur le
faisceau inversible Mt p,

nr[Mgpl | #pen g = {mr[Mrpl|Upen 4, : U € Vi }

est pour autant adélique (Scholie 2.2) et le faisceau inversible adélique associé (Mrt,p, Tt [Mt,p]| %41 ¢0)
estnoté g p.

D’autre part, le K-schéma en groupes G agit sur le quotient X5 (L)/H et de maniére équivariante
sur le faisceau inversible Mp. Pour toute place v € Vi la norme géométrique uyy, sur Mp est invariante
sous l'action du sous-groupe compact Ug, ,. On considére la forme tordue

()t = (Mp)T, (uMD)E/‘)

du faisceau inversible adélique .4/ par le ¢-torseur adélique .

Proposition 4.10. Soit 9 un ¥-torseur. Lisomorphisme canonique de faisceaux inversibles donné
par la Proposition 3.11,
01 : 01 M1p — (Mp)r

induit un isomorphisme de faisceaux inversibles adéliques
E)T . @:E./%g‘b e (./ﬁ{D)g~ .

Démonstration. Lisomorphisme canonique Ot : Ot : ©7.#g p — (#p)g induit le diagramme com-
mutatif Gr-équivariant de K-schémas suivant :

®D - ®D
V(LR ) =——=V(Lr2y,)) @.2.1)
nr[Mr,p] n[Mplr

0
VMt p) ———— V((Mp)7).
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Soient ¢ : SpecK — T une section du G-torseur T et «; : V(L) — V(L®P), B, : V(Mp)1) — V(Mp) les
isomorphismes de K-schémas induits par la section ¢. Le diagramme de K-schémas

V(LR ) — V(LR

n[Mplr n[Mp]

V((Mp)1) —— V(M)

Soit v une place de K. Puisque la construction de la métrique des minima est compatible aux exten-
sion des scalaires (Proposition I1.1.5), quitte a passer a une extension analytique de K, suffisamment
grande, on peut supposer qu'il existe un K, -point g du K-schéma G tel que

-1
(17 Uy) - g =Ug,.
La norme géométrique u; =p 4, sur le faisceau inversible Lt est alors 'application composée
o U eD
VD) X yeDym £ yebyam 20 R,
D’autre part, la norme géométrique (ump,») g sur le faisceau inversible (Mp)t est I'application com-
posée
an _Pt an _ 8 an “Mp¥
V(Mp)r1)3' —— ViMp)y," —— VIMp);" —— R4,
ou par définition on a upyy,,y = TIMpl| Upep . Puisque I'isomorphisme ¢p est G-équivariant, le dia-
gramme de K,-espaces analytiques
an g an
V(“?&L)),, —>V(L|§£(L))U
n[Mp] n[Mp]

g
V(Mp)§ ———— V(Mp){"

est commutatif. On a donc la chaine d’égalités

(uMD,V)Q‘ = ﬁ:g* UMp,v
=P, g nMplugen ,
=p;nMpl 8" ugen ,
=B nIMpl, (ugep ;) 5>

ce qui, en vertu du diagramme commutatif (4.2.1), termine la preuve. O

4.3 Isomorphisme canonique du quotient

Soit ¢ = (G,Ug) un K-groupe adélique et x : G — G, un caractere, i.e, un morphisme de K-
schémas en groupes. Le K-schéma en groupes G agit linéairement sur le K-espace vectoriel K a travers
le caractere x. Pour tout place v € Vg, soit p, :A},’aln — R, I'unique norme géométrique telle que p,
telle que p, (1) = 1: elle est invariante sous l'action du sous-groupe compact Ug, . Alors, pour tout ¢-
torseur adélique 9 on note Ok (x(9)) le faisceau inversible adélique associé.

On revient aux notations de la section précédente 4.2.
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Théoréme 4.11. On suppose que I'action du K-schéma en groupes G sur le quotient X% (L) /H soit tri-
viale. Avec les notations introduites avant, pour tout nombre entier assez divisible D = 1, il existe alors
un morphisme de K-schémas en groupes xp : G — Gy, et, pour tout 4-torseur 9, un isomorphisme
de faisceaux inversibles sur X% (L) /H,

Vg p:OLMa D — MpOP Ok (XD(T)),
tel que, pour tout nombre entier d = 1, le diagramme

w5
)*! —2— (it ©B* Ok (xp ()

Vg ,Dd

O Mg pag ———— Mpa ®P* Ok (xpa(9))
est commutatif. En particulier, on a

1 —
hmin (X, L) 1H) = hinin (X, £) /') + = degy Ok (xpa (7).

Démonstration. En vertu de la Proposition 4.10 il s’agit d'interpréter la forme tordue (uy, ) 4 de la
norme géométrique un, par le ¢-torseur adélique J .

Soient ¢ : SpecK — T une section du G-torseur T, a; : V((Mp)1) — V(Mp) I'isomorphisme de K-
schémas induits par la section ¢ et v une place de K. Quitte a passer a une extension analytique de K,
suffisamment grande, on peut supposer qu’il existe un K, -point g du K-schéma G tel que

(t'01,)-g=Ug,.

La norme géométrique (umy,») 4 sur le faisceau inversible (Mp)r est I'application composée

UMp,v
V((Mp))® —— V(Mp)®® —2— v(Mp)=» —2"5 R, .

Onidentifie le quotient G3 ,/U(1) avec R} a travers la valeur absolue de K, et on note |[xp (9|, I'image
de xp(g) € G}, a travers le morphisme quotient G!,, — R}. Puisque le K-schéma en groupes G agit

par homothéties sur le faisceau inversible Mp a travers le caractére xp, on a 1’égalité

g* uMD,U = |XD(<6/-)|U uMD,U'

D’autre part, le faisceau inversible adélique Ox (xp(97)) s'identifie au K-espace vectoriel K muni, en
toute place v, de I'unique norme géométrique qui vaut |xp(9 )|, en 1. La faisceau inversible adé-
lique .4p ® * Ok (xp (")) s'identifie donc au faisceau inversible Mp muni, en toute place v € Vi, de la
norme géométrique |xp (9 )|, - Ump,s- Cela achéve la preuve. O

4.4 Un exemple:représentations homogeénes

Soient K un corps global et Vx 'ensemble de ses places. Soient n = 1 un nombre entier et e =
(e1,...,en) un n-uplet de nombres entiers strictement positifs. On considere les K-schémas en groupes
réductifs

G:=GL(e1)k xk '+ xx GL(ep)k
H:=SL(e1)x xk - xk SL(en)k.
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Pour toute place v et pour tout i = 1,...,n, on considere le sous-groupe compact maximal Ul(e;),
de GL(e;)3". Le sous-groupe compact de G5",
Ule), :=pr;' Ule)) n---npr,' Ule,)

est alors maximal. On note U(e) la famille {U(e), : v € Vk} et 4 le K-groupe réductif adélique (G, U(e)).
On munit le K-groupe réductif H de la structure de K-groupe réductif adélique en considérant, en
toute place v, le sous-groupe compact maximal

SU(e) :=U(e) nHI™.

Soient & = (E pp) un faisceau adélique localement libre sur K et p : ¢ — GL(%) un morphisme
de K-groupes adélique, c’est-a-dire, un morphisme de K-schémas en groupes p : G — GL(F) tel que,
pour toute place v € Vg, I'image du sous-groupe compact U(e), soit contenue dans le sous-groupe
compact U(pg,) unitaire par rapport a la norme géométrique pg, :

p(U(e)y) < U(pgy).

Le K-schéma en groupes G agit sur le K-schéma projectif X = P(F) et de maniére équivariante sur
le faisceau inversible L = O (1). On consideére I'ouvert des points semi-stables X*%(L) de X sous I'action
du K-groupe réductif H et

7 X5 (L) — X*(L)/H := Proj (@ (Sym;g’ F)H)
d=0

le morphisme quotient.

Soit & = (&1,...,6,) un n-uplet de faisceaux adéliques localement libres sur K, avec rk&; = e;. En
revenant aux notations de 'exemple 4.7 Pour tout i = 1,..., n et pour toute place v € Vk on considére
la partie compacte de GL(E;)3",

Iso(&;,K), = {t € Iso(E,K*)3" : t unitaire}.
Pour toute place v € Vk on pose
Iso(&,K9), = prf1 Iso(&1, K, Nn---n pr;1 Iso(&,,K"),.
La collection Iso(&,K¢) = {Iso(&,K¢), : v € Vx} munit le G-torseur
Isos (E,K®) :=Isos (E;,K®') xk - - xg Isog (Ep,, K)

d’une structure de ¢-torseur adélique qu'on désignera par Jg. Par abus de language on parlera de
formes tordues par & au lieu de formes tordues par J¢ et on les désignera avec un & en indice. Avec
cette convention, on a
Ye = GL(&1) xk - xx GL(Ey)k,
Hg =SL(&)) xx -+ xx SL(Ey)x,
ZLe = Opg (1),
ol Fg est la forme de F tordue par E. Le S-schéma en groupes Gg agit sur le S-schéma projectif et

plat Xg = P(Fg) et de maniere équivariante sur le faisceau inversible Lg = GF, (1). On considére I'ouvert
des points semi-stables X}’ (Lg) de Xg sous I'action du S-groupe réductif Hg et

Hg
TE :X]SES (Lg) — XS$ (Lg)/Hg := Pl‘OjS (@ (Symgb FE) F)
a=0

le morphisme quotient. En appliquant la Proposition 4.11 on obtient le résultat suivant (comparer
avec [Gas00, Theorem 1], [Bos94, Theorem I, Theorem III]).
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Théoreme 4.12. On suppose que la représentationp : G — GL(F) soit homogéne de poids m = (my, ..., my,) €
Z". Alors, pour tout nombre entier assez divisible D = 1, il existe un isomorphisme de faisceaux inver-
sibles surX5$(L)/H,
n
Vep: Mepn — Mp@p* Q) (dets;)®miPle
i=1
tel que, pour tout nombre entier d = 1, le diagramme
2 " >
(./%&D)mi —— [ pp” ® (detgi)®miD/ei
i=1

Ve,Dd

n
-/%Dd ® ﬁ* ®(detéoi)®miDd/ei
i=1

Mg Dd

est commutatif. En particulier on a

n
Bnin (P(F), 0., (1)) //H) = hin (X, O (D)) IH) + ) m; [ig (&)
i=1

5 Borne inférieure sur h,,;, (X, £)//G)

5.1 Rappels de théorie classique des invariants

5.1.1. Le premier théoréme de la théorie des invariants. — Soit k un corps de caractéristique nulle.
Soient n = 1 un nombre entier et E = (Ey,...,E;) un n-uplet de k-espaces vectoriels, E; de dimension
finie e; = 1. On considere les k-groupes réductifs :

GL(E) = GL(E;) x --- x GL(Ey),
SL(E) =SL(E;) x --- x SL(E,).

Si V est un k-espace vectoriel et 7 un nombre entier négatif on pose V& := VvV,

Soit m = (my,..., my) un n-uplet de nombres entiers. Le k-groupe réductif GL(E) agit composante
par composante sur le k-espace vectoriel

Fp,:=End(E{™)®---®End(E;™")

etla représentation GL(E) — GL(F,,) qui définit cette action est homogene de poids (0, ...,0). En vertu
de la Proposition 3.17 les éléments invariants par GL(E) et SL(E) coincident :

SL(E) _ GL(E)
FSLE) - pOLE),

Pour tout i = 1,..., n, soit &, le groupe des permutations sur |m;| éléments! et, pour toute per-
mutation 6; € G|, soit g, : E® — E®™ J'automorphisme du k-espace vectoriel qui permute les
facteurs de E™ par o;. Lautomorphisme ¢g,, en tant qu'élément de End(E®"™), est invariant sous
Iaction du GL(E). Autrement dit, 'image de 'homomorphisme de k-algébres non commutatives

€: k(&) ®-++® k[Sp, ] — Fp,:=End (E{™)®---®End (E;")

défini pare(o1 ®---®0y) ;= €5, ® -+ ® g, €st contenue dans le sous-espaces des invariants par SL(E)
(ou également GL(E)).

1. Icil’ensemble des permutations sur 0 éléments est le groupe {id}.



174 Chapitre III. Théorie géométrique des invariants sur un corps global

Proposition 5.1 (Premier Théoréme de la théorie des invariants pour SL(E)). Soient k un corps de
caractéristique nulle, n = 1 un nombre entier etE = (E4,...,E;) un n-uplet de k-espaces vectoriels de
dimension finie. Soit m = (m, ..., my,) un n-uplet de nombres entiers. Alors, le k-groupe réductif

SL(E) = SL(E;) x --- x SL(E,)
agit composante par composante sur le k-espace vectoriel
Fp,:=End(E{™)®---®End(E;"")

anL(E)

et le sous-espace des invariants coincide avec I'image de I'application naturelle

€: k(&))@ ® k[S|p, ] — Fp,:=End (E{™)®---®End(E;"™).

5.1.2. Application aux représentations homogeénes. — Soit k un corps de caractéristique nulle. Soient n =
1 un nombre entier et E = (Ey,...,E;) un n-uplet de k-espaces vectoriels, E; de dimension finie e; = 1.
On considere les k-schémas en groupes :

GL(E) = GL(E;) x --- x GL(E,),
SL(E) = SL(E;) x --- x SL(E,).

Proposition 5.2. SoientF un k-espace vectoriel de dimension finie et p : GL(E) — GL(F) une représen-
tation. Soient m = (my,..., m,) un n-uplet de nombres entiers et

¢:E{™e®--®F;"" —F

un homomorphisme surjectif et GL(E) -équivariant de k-espaces vectoriels. Alors, la représentation p
est homogéne de poids m et si le sous-espace des invariants FS'®) est non nul, on a:

i. pourtouti=1,...,n, e; =dimiE; divise m; ;
ii. le sous-espace des invariants FSU¥) coincide avec I'image de ’'homomorphisme composé
4 e@id, 2 ®
Q) (kS ] ® det(E;)®™i¢) =25 R) (End(E®™) @ det(E)*™/¢) —— QE®" —— E
i=1 i=1 i=1

Démonstration. Le point (i) est une conséquence de la Proposition 3.17.

Pour (ii) on rappelle d’abord que si k est un corps de caractéristique nulle et G un k-groupe ré-
ductif, alors la construction des invariants par G est un foncteur exact sur la catégorie des représen-
tations de G. En effet la fonctorialité de la projection sur les invariants (c’est-a-dire, I'opérateur de
Reynolds), permet de montrer que si V, W sont des k-espaces vectoriels muni d'une action linéaire
de G et m:V — W est un homomorphisme surjectif et G-équivariant, alors ’homomorphisme induit
sur les invariants

n: V6 — wE

est surjectif. Comme par hypothese '’homomorphisme
¢:E}™Me---®E;"" —F

est surjectif et GL(E)-équivariant, on se rameéne a montrer 'énoncé pour F = Efml ® - ®Ey ™ et =id.
D’autre part, ’homomorphisme de k-espaces vectoriels

1

n n
(End(E®™) & det(E)®™i%) — K)E®™
=1 i=1
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est aussi surjectif et GL(E)-équivariant. Il reste donc a démontrer que le sous-espace des invariants

" SL(E)
X End(E®™) ® det(E)®™:/¢
i=1
coincide avec I'image de 'homomorphisme naturel

n

n
R (k[S)m;] ® det(E;)®™'%) — &) (End(E®™) ® det(E)®™/¢) .
<

i=1 i

Puisque, pour tout i = 1,..., i, le k-groupe réductif SL(E;) agit trivialement sur k-espace vectoriel det(E;),
ceci est le contenu du Premier Théoreme de la théorie classique des invariants 5.1. O

5.2 Minoration de la constante pour les représentations homogenes

5.2.1. Calcullocal. — Soit k un corps complet pour une valeur absolue |-|. Soit E un k-espace vectoriel
de dimension finie muni d’'une norme géométrique pg. Si la valeur absolue |- | est archimédienne
(resp. non archimédienne), on supposera que la norme géométrique pg soit hermitienne (resp. non
archimédienne).

Proposition 5.3. Soient m un nombre entier et o € & m| une permutation. L'isomorphisme¢s : E®" —
E®™, obtenu en permutant le facteurs par o, est isométrique par rapport a la norme géométrique prem.
Par conséquent, on a

% logdimyE si|-| est archimédienne
loglles llEndEem) =
0 sinon.

Démonstration. Toutd’abord, en vertu del'isomorphisme canonique G,,;;-équivariant et isométrique
End(E®™) — End(EV®™), on peut supposer que le nombre entier m soit positif.

Si la valeur absolue de k est non archimédienne, quitte & remplacer k par une extension analy-
tique, on peut supposer que la norme géométrique pg provient d'un sous-k°-module libre & de E tel
que € ®;- k = E. Lisomorphisme de k-espaces vectoriels € : E®™ — E®™ ge reléve un isomorphisme
de k°-modules €, : €®" — ¢®" La norme ll€s lEnaEem), qui dans le cas non archimédien coincide
avec la norme d’opérateur de e est alors égale a 1.

Si la valeur absolue de k est archimédienne, soit ey, ..., e, une base orthonormale du k-espace
vectoriel E. On a alors

2 2
HEGHEnd(E@'") = Z ||€0(ei1 ®:--® eim) ||E®m
Iefl,...,n}™m

2
= § ||ei1®”'®eim||E®m
Iefl,...,n}™

=#{1,...,n}"=n",
et donc |legllgnaeem) = (dimy E)"™2, ce qui achéve la preuve. O

5.2.2. Calcul global. — Soit K un corps global. Soient 7 = 1 un nombre entier et & = (&),...,6,) un n-
uplet de faisceaux adéliques localement libres sur SpecK, avec &; = (E;, pg,) de rang fini e; = 1. On
considere les K-schémas en groupes :

GL(E) = GL(E;) x --- x GL(E ),

SL(E) = SL(E;) x - -+ x SL(E,,).
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Soient & = (E pp) un faisceau cohérent adélique sur SpecK et p : GL(E) — GL(F) une représentation
unitaire a toute place. Le K-schéma en groupes GL(E) agit sur 'espace projectif P(F) et de maniere
équivariante sur le faisceau inversible g (1). On désigne par P(F)% I'ouvert des points semi-stables et
par

T P(F)SS —Y:= Proj (@ (Symd F)SL(E))
da=0

le morphisme quotient. Pour tout nombre entier D > 0 assez divisible, il existe un faisceau inversible
ample Mp sur Y et un isomorphisme de faisceaux inversibles sur P(F)*S,

@p : T"Mp — Op(D)lpg)s

compatible a'action de SL(E). On désigne par .4p le faisceau inversible adélique obtenu en conside-
rant, a toute place v, la métrique des minima sur les fibres de n[Mp] de la métrique sur Or(1) induite
par lanorme q,,.

Théoreme 5.4. Soient & = (E pp) un faisceau cohérent adélique sur SpecK et p : GL(E) — GL(F) une
représentation unitaire a toute place. Soient m = (m, ..., my) un n-uplet de nombres entiers et

y:6Me 08" — F

un homomorphisme de faisceaux cohérents adéliques tel que 'homomorphisme de K-espaces vecto-
riels sous-jacent
Y ET™M e @E,"" —F

soit surjectif et GL(E) -équivariant. Alors on a

hmin ((P(F), O (1) /ISL(E)) = Y m; ik (&) — |m;] [K;Q] loge; (K corps de nombres)
i=1
n

hmin (P(F), 65 (1)) //SL(E)) = ) m;fix(&;) (K corps de fonctions)

~.
I
—

Démonstration. Puisque '’homomorphisme y est G-équivariant, la représentation GL(E) — GL(F) qui
définit 'action de GL(E) sur P(F) est homogene de poids m = (m;,..., m,). On pourrait pour autant
utiliser les constructions de la section 4 pour se ramener au cas oil les faisceaux adéliques localement
libres &1, ...,&, sont les faisceaux adéliques «libres » @’If . ,@’If °n Toutefois, le fait que les faisceaux
adéliques localement libres &1,...,&, ne soient pas les faisceaux triviales ne comporte aucune diffi-
culté supplémentaire dans le calcul et on préfere ici de le faire directement.

Soient D = 1 un nombre entier assez divisible tel qu’il existe un faisceau inversible Mp sur Y ample
et engendré par ses sections globales (méme trés ample, si'on veut) et un isomorphisme de faisceaux
inversibles sur P(F)%S,

¢p : 1" Mp — G D)lpEys,

compatible a I'action de SL(E). Les sections globales du faisceau inversibles Mp s’identifient a tra-
vers I'isomorphisme ¢p au sous-espace des sections globales SL(E)-invariantes du faisceaux inver-
sibles & (D),

I'(Y,Mp) = [ (P(F), 6 (D))S® = (SymP F)*

Lhomomorphisme de faisceau adéliques localements libres

SymP y
EPM .0 " —— SymP (P @@ &™) —— SymP F
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est tel que 'homomorphisme de K-espaces vectoriels sous-jacent

SymP y
ESPM ... g ERP"" — SymP (EX™ ® - ® By ™) ——— SymPF

est surjectif et GL(E)-équivariant. La Proposition 5.2 entraine alors que le sous-espaces des inva-
riants (SymP F)SL® du k-espace vectoriel SymP F par le k-groupe réducitf SL(E) coincide avec 'image
de 'homomorphisme

2 .
Q (K[Spm,] ® det(B)*P/¢) 2214

n
i=1 i=1 i=1

(End (EFP™) @ det(ry*Pme/er) — QE™ Y symPE

1

®Dm;

Pour touti=1,...,n et pour tout g; € Sppy, soit &g, 'automorphisme du k-espace E, qui permute
les facteurs par o;. Alors, pour tout w € det(E) non nul, le sous-espace des invariants
I'(Y,Mp) = (SymP B)St®
est engendré par I'image dans SymP F des éléments de la forme
n
® (SU,' ® w@Dm,-/ei)
i=1
avec (01,...,0,) € Spmy x -+ x Gp,, -
Pour toute famille génératrice B des sections globales I'(Y, Mp) = I'(P(F), L®P)SL® par définition de
norme géométrique des minima, on a:
1
hmin ((P(F),04 (1)) //SL(B)) = — = max{ >_ deg(v)| sup logllslivp,» (1)
D seB veVk yEY%n
1
=——max{ Y deg()| sup loglslesm),v(x)]|¢- (5.2.1)
D seB VeV x€P(F)an

Comme '’homomorphisme v diminue les normes (par définition d’homomorphisme de faisceaux
adéliques), pour tout 01,...,0, et pour toute place v, on a

n
()=} sup logles @ woPmile| o, (), (5.2.2)
Or(D),v =1 xep(E]

i

sup log
xeP(F)2

v (é (60 ® ww’”"’“))

i=1

Dmi)an
v

Pour touti =1,...,n et pour toute place v on a

®Dm;/e; ®Dm;/e; "

sup log|es; ® w
®

P loa)» (0 <loglleq; ® w
xeP(E; 1)3n

End(E;")@det(E)®P™mi/¢i

Dm,-
=loglleg;, IIEnd(E::oDmi) + e—i logllwllgets),v -

D’apres la Proposition 5.3 on a:

Dlm: . P
_|’2”l| loge; siv estarchimédienne
loglles, N
gleg; IIEnd(E?Dml) 0 sinon

)
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et si v est une place archimédienne on a :

n
(x)SZDI_m

il Dm;
loge; + o logllwlldet®),v;
Gr(D),v i=1 !

sup log
xeP(F)an

v (® (e0; ® w®D’”"’e"))

i=1

si par contre v est une place non archimédienne on a:

n

() < Z Dm;

o logllwlgetce),v -
Op(D),v =t =

sup log
xeP(F)I"

TR

i=1

On suppose dorénavant que K soit un corps de nombres : le cas d'un corps de fonctions se fait de
méme maniere, et il est plus facile a cause de I’absence de places archimédiennes. Si on prend comme
famille génératrice

n
B= {w( (eq,® w®Dmi/ei)) :(01,...,0,) €Gpm, X"'XGDmn}
i=1

dans (5.2.1), en vertu de (5.2.2) on a

hmin ((P(F),0 5 (1)) //SL(E))

1 n
>—— max { )" deg(v) ( sup log q;( (s, ® w®Dmi/ei) (x))}
Doy,...on veVi xeP(F)I" i=1 Gr(D),v
1 D|m1|
>—— d —l i
D omax { UEZVK eg(v) ,:21 . ogll wlldet(),v gez}
" m; |m;]
226_ K(éal)"'Z[K QJ _llogel
i=1
n [K . ]
=) m; ig(&) +|mi|——— Q loge;,
i=1 2
ce qui acheve la preuve. O

6 Unexemple:l'inégalité de Liouville

6.1 Introduction

6.1.1. — Dans ce numéro on montre I'inégalité de Liouville comme premier exemple d’application a
I'approximation diophantienne des constructions de théorie géométrique des invariants faites avant.

Dans sa version classique I'inégalité de Liouville affirme que, étant donné un nombre réel 0 algé-
brique de degré d = 2 sur Q, il existe un nombre réel C = C(0) tel que, pour tout nombre rationnel x,
ona

|x-0|=—

ol x = p/ q avec p, q € Z premiers entre eux et g = 1. Pour la prouver on considére le polyndme mini-
mal de f sur Q : comme il ne s’annule pas en x on a

1
If@I=1f(plpl =z —.
q
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D’autre part, I'inégalité n’est intéressante que pour les nombres rationnels proches de 6. En dévelop-
pant f autour de 0 on obtient qu'il existe un nombre réel Cy ne dépendant que de de f, tel que pour
tout yeRtel |[y—0] <1, on ait

|f I =1y—6ICo.

Les deux inégalités précédentes, entrainent pour tout nombre rationnel x tel que |[x—0| <1, qu'on a

Cy!
-1_ -0
[x-0l=f(x)ICy = pra

Dans la version de la preuve, étant donnés un nombre algébrique 8 € Q de degré d et un nombre
rationnel x € Q, on considére les cycles effectifs sur PIG suivants :

Z.:=dl[x],
Zg:=1[01]+---+1[04],

ol 6; =0,...,04 sont les points conjugués a 0. Le couple de cycles (Zy,Zg) est semi-stable (dans un
sens qui sera précisé ensuite) parce que dans le cycle Z, + Zg aucun point est de multiplicité plus
grande de la moitié du degré de Z + Zg.

6.1.2. —Soient K un corps global de caractéristique nulle et & = (E, py) un faisceau adélique locale-
ment libre de rang 2. Pour toute place v de K on note d, la distance sur la droite projective P(E)3"
induite par la norme géométrique pg, ;.

Soient K’ une extension finie de degré d = 2 et 6 un K’-point du K-schéma P(E). Soient v une place
de K, Q une extension analytique algebriquement close de K, et d,,q la distance induite par la norme
géométrique pg,q déduite par extension des scalaires a Q. Pour tout K-point x du K-schéma P(E) on
pose:

dy(0,x):= min d,q(c(Q),x),
aK'—-Q

ol 0 : K’ — Q est un homomorphisme de K-algebres. Evidemment cette définition ne dépend pas du
choix de 'extension Q.

Théoréme 6.1. Soient K un corps global de caractéristique nulle, K' une extension finie de K de de-
gréd =2 eté& = (E, pp) un faisceau adélique localement libre de rang 2.
Alors, pour tout K'-point 8 et tout K-point x duK-schémaP(E) ona:

- Y deg(v)logd, 0, x) < dhg(x) +d (hg(e) + degy (&) +4[K: Q])

veVk

6.2 Coefficient d’instabilité d’un diviseur effectif sur la droite projective

Soient k un corps algébriquement clos et E un k-espace vectoriel de dimension 2. Soient Z un
diviseur effectif de la droite projective P(E) et r = degZ son degré. Lhomomorphisme d’évaluation
surZ,

Nz :T(P(E),Op(r)) — I'(Z,0x(r))

est surjectif et son noyau Nz est de dimension 1. Il définit donc un k-point [Nz] de I'espace projec-
tif P(Fr)y ol
F,:=T(P(E),0z(r)".

Le k-groupe réductif SL(E) agit naturellement sur 1’espace projectif P(E) et de maniere équiva-
riante sur le faisceau inversible @ (r). A travers la représentation GL(E) — GL(F,), il agit donc sur 'es-
pace projectif P(F,) et de maniere équivariante sur le faisceau inversible O, (1).
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Proposition 6.2. Soit A : G, — SL(E) un sous-groupe a un parametre de SL(E). Soient Ty, T; une base
du k-espace vectoriel E et m = 0 un nombre entier tels que

)\(T) 'TO = TmTO
)\(T) 'Tl = T_mTl.

Si xo désigne I'unique k-point deP(E) tel que x;To = 0, le coefficient d’instabilité p(A, [Nz]) par rapport
au faisceau inversible O, (1) est alors

K(A, [Nz]) = m(2multy, (Z) — degZ).

Démonstration. Sia f un élément non nul (et donc un générateur) du k-espace vectoriel Nz. Si r
désigne la multiplicité de xo dans Z, le polynome homogeéne f s’écrit sous la forme f = Tjg ot g
est un polynome homogeéne de degré r — s, i.e., une section globale du faisceau inversible Gy (r —
s), qui ne s’annule pas en xp. Quitte a prendre un multiple non nul de f, on peut supposer qu’il
existe {1,...,&,—s € k tels que

r—s
g=[] T -&To.

i=1
Pour autant, on a
r—s
A =TT [T - &1 To)

i=1

r—s
— Tms—m(r—s)T(;n . l_[ (T; - EiszTO)-
i=1

Comme le nombre entier m est positif, on a p(A, [Nz]) = m(2s—r), ce qui achéve la preuve. O

En appliquant le critére numérique de Hilbert-Mumford (Théoréme 1.4.11) on obtient :

Proposition 6.3. Le diviseur effectif Z. est semi-stable, c’est-a-dire, le point [Nz] est semi-stable si et
seulement si, pour tout k-point x deP(E), on a:

mult,(Z) <

degZ
2

Proposition 6.4. Soientn =1 unnombre entieret (Z,,...,Z,) un n-uplet de diviseurs effectifs surP(E), Z;
de degré r;. Il y a équivalence entre :

i. len-uplet(Z1,...,Z,) est semi-stable, c’est-a-dire, le point
(INz,1,..., [Nz, ) e P(Fg) x---xP(Fg,)

est semi-stable sous I'action de SL(E) ;
ii. le diviseur effectifZ=71 +---+Z,, est semi-stable sous I’action de SL(E) ;

iii. pour tout k-point x deP(E) on a

1 " degZ;
Zmultx(Z,-)sZ eg L.

i=1 i=1




6. Un exemple : 'inégalité de Liouville 181

6.3 Enoncé du théoréme de semi-stabilité

Soient k un corps et E un k-espace vectoriel de dimension 2. Soient x un k-point de P(E) et 6 un
point fermé de P(E) tel que son corps résiduel k(0) soit une extension séparable de k de degré d =
(k(0): k] = 2.

6.3.1. Diviseur en le point rationnel. — On considére le diviseur effectif Z, = dx sur P(E), 'homo-
morphisme d’évaluation sur Z,

Ny : T(P(E),Or(d) — I'(Zy,0(d)

et son noyau Ny. Puisque il est de dimension 1, il définit un k-point [N,] de 'espace projectif P(F),
ol
Fy:=T(P(E),0(d))".

6.3.2. Diviseur en le point algébrique. — Soit k5°P une cloture séparable de k contenante k(0) et 0; =
0,0,,...,0,4 les points conjugués a 0. Le diviseur effectif 0, +---+0,; de P(E® k%°P) descend en le diviseur
effectif Zg = {8} dans P(E). On considére 'homomorphisme d’évaluation sur Zg,

ne : I'(P(E), O (d)) — I'(Ze,0(d))

et son noyau Ng. Puisque il est de dimension 1, il définit un k-point [Ng] de I’espace projectif P(F ).

Proposition 6.5. Soient k un corps et E un k-espace vectoriel de dimension 2. Soient x un k-point
de P(E) et 6 un point fermé de P(E) tel que son corps résiduel x(0) soit une extension séparable de k
de degré d = [k(0) : k] = 2. Soient Zy le diviseur effectif dx, et N, Ng les noyaux respectivement des
fleches d’évaluation

Ny :T(PE),Op(d)) — I'(Zx,0(d),
ne : '(P(E),O(d)) — T'(Z, O ().

Alors, avec les notations introduites avant, le k-point ([Ny], [Ng]) € P(F4) x P(F;) est semi-stable
par rapport a I'action du k-groupe réductif SL(E).

6.4 Majoration de la hauteur

6.4.1. Majoration de la hauteur du point rationnel. — Soient K un corps global, & = (E, py) un fais-
ceau adélique localement libre de rang 2 et x un K-point de P(E). On consideére le diviseur effec-
tif Z, = dx sur P(E), et N le noyau de 'homomorphisme d’évaluation sur Zy,

Ny :T(PE),Op(d)) — I'(Zx, ().

Puisque Ny est un k-espace vectoriel de dimension 1, il définit un k-point [Ny] de I'espace projec-
tif P(F), ou
Fq:=T(P(E),0c(d))".

On consideére le faisceau arakelovien localement libre %, = Symdé’v. Le faisceau inversible O, (1)
sur P(F;) est naturellement muni d'une structure de faisceau inversible adélique déduite de &;. On
note hg la hauteur de sur P(F,;) par rapport au faisceau inversible adélique O, (1).

Proposition 6.6. Soient K un corps global et & = (E, py) un faisceau adélique localement libre de
rang?2. Soient x un K-point de I'espace projectif P(E), Z, le diviseur effectif dx sur P(E), et Ny le noyau
de ’'homomorphisme d’évaluation des sections globales de O (d) surZ,.
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Alors, avec les notations introduites avant, on a :

hg,(INx]) < dhg(x).

Démonstration. Soit T, un élément du K-espace vectoriel E tel que x* T, = 0. Le noyau Ny est alors le
sous-K-espace vectoriel de Sym¢“E engendré par ij . Pour toute place v, par sous-multiplicativité de
la norme des puissances symétriques, on a

d da
1Ty lgyma g,y = ITxllg, -
En prenant le logarithme de cette expression et en sommant sur toutes les places, on a

hg, (N =Y deg()logT{ lgmar ,

veVk

<d Z deg(v)log | Txllg,v

veVk

=dhg(x),

ce qui acheve la preuve. O

6.4.2. Majoration de la hauteur du point algébrique. — Soient K un corps global et & = (E, py) un
faisceau adélique localement libre de rang 2. On revient aux notations de 6.3.2. On considere le fais-
ceau arakelovien localement libre

Fy=Sym? &Y.

Proposition 6.7. Avec les notations introduites avant, on a :

hg,([Nel) < dhg(6).

Démonstration. Soit L une extension finie qui contient K’ surla quelle toute les points conjugués 61, ...,0,
sont définis. Pour touta = 1,..., d soit T4 un élément non nul du L-espace vectoriel E®xL tel que 0;To =
0. Le L-espace vectoriel Ng ®k L s'identifie au sous-L-espace vectoriel de Sym?E ® L engendré par
I'élément T; ---Ty.

Pour toute place w de L, par sous-multiplicativité de la norme des puissances symétriques, on a

IT2 Tallgym pogr i < IT1IE w1 TallE, -

En prenant le logarithme de cette expression et en sommant sur toutes les placesde L, ona

hexL(No®k L) = Y deg(w)10gIT1 + Tallgymi o r

wevy,

Y. deg(w)loglTillg,w+---+10gITallg,w

weVvy,

=hg 01)+---+hg (04)

IA

et, par invariance de la hauteur sous I'action du groupe de Galois, on a

1
hg,([Ngl) = mh%WL([Ne ®k L)

1
LK (he, B1) +---+ hg (04))

=dhg(0),

=

ce qui termine la preuve. O
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6.5 Majoration de la mesure d’instabilité

6.5.1. — Soient k un corps algébriquement clos et complet pour une valeur absolue ||, et E un k-
espace vectoriel de dimension 2. Soient Z un diviseur effectif de la droite projective P(E) et r = degZ
son degré. Chomomorphisme d’évaluation sur Z,

Nz :T(P(E),Cr(r) — I'(Z,0:(r))

est surjectif et son noyau Nz est de dimension 1. Il définit donc un k-point [Nz] de 'espace projec-
tif P(F;), ol
F,:=T(P(B),0k(r))".

6.5.2. — Soit pg une norme géométrique sur le k-espace vectoriel E. Si la valeur absolue |- | est ar-
chimédienne (resp. non archimédienne) on suppose que la norme géométrique pg soit hermitienne
(resp. non archimédienne). On suppose qu’il existe une base ty, #; du k-espace vectoriel E tel que

{ V0tol2+1t1? si|-| est archimédienne

PE = (6.5.1)

max{|fl, |11} sinon.

Soit eg, e; la base duale alabase f, 11, c'est-a-dire labase ey, e; du K-espace vectoriel EV telle que t; (ej) =
rij (delta de Kronecker) pour tout i, j =0, 1.

6.5.3. Distance sur la droite projective. — Lapplication bilinéaire alternante canonique EY & EY —
A?EY induit un morphisme de k-espaces analytiques
B:V(E) x V(E) — V(A?E).

Soient pry, pr, : V(E) x V(E) — V(E) les deux projections. Soit p 2 la norme géométrique sur le k-
espace vectoriel \?E induite par pg par produit extérieur. Uapplication continue

ﬁ*P/\ZE
pry pE-Ppr; pe

descend en une application continue

:IV(E) xV(E)| — Ry

dp: [P(E) x P(E)| — R.,

qu’'on appelle la distance sur P(E) induite par la norme géométrique pg. Soient x,y des K-points du k-
schéma P(E) et

X=Xxoeo+x1€1, Y=Yyoeo+yre1
des k-points non nuls du k-schéma V(E) représentant x, y. Alors, on a

|X0y1 — X1Y0l

dy(x,y) = .
Py = P

6.5.4. Mesure d’instabilité relative 2 un élément du groupe linéaire. — Le k-schéma en groupes GL(E)
agit sur le k-schéma P(E) et le faisceau inversible O (1) est naturellement muni d'une action équiva-
riante. Le k-schéma en groupes GL(E) agit, alors, sur 'espace projectif P(F).

Soit f e I'(P(E), Ok (r)) un générateur du noyau Nz, i.e., un k-point non nul de V(F;) représentant
le point [Nz]. Si g est un k-point du k-schéma en groupes GL(E), on pose

”g'f”SymrE

. 6.5.2
Il fllsym’ & ( :

u(g, [Nz]) :=log

Evidemment, cette définition ne dépend pas de I'élément non nul f € N choisi.
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6.5.5. Elements du groupe linéaire qui mesurent la distance d’un point fixé. — Soient x, y deux K-
points distincts du k-schéma P(E) et

X = xpep + X1 €1, V=1yo0eo+ y1€1
des K-points non nuls dans V(E), représentant respectivement x, y, tels que
pe(X) =1, pe(¥) = 1.
On considere le K-point g = g(X, J) du k-schéma GL(E) défini par la condition :
g(tg) = xplto + yoth
gh)=x1to+y1nh

Si on consideére la transfomartion induite par g sur P(E) (a travers la représentation duale), on a:

~

g-X=¢€o
g yi=el

Onrappelleici des propriétés démontrées dansla section 1.8.7. Tout d’abord, par définitiononadetg =
XoYi1 — X1Yio et donc
ldetgl = dp(x,yi). (6.5.3)

Soient z un k-point du k-schéma P(E), Z = zpep + z1€; un k-point non nul du k-schéma V(E) repré-
sentant zetT = zpt; —z1%.0Ona:

8(T) = (zox1 — z1X0) to + (20Yi1 — Z1Yi0) b1
Par conséquent :
— sila valeur absolue |- | de k est archimédienne on a:
1
logllg(T) I = Elog(dp(x, 2)? +logdy (yi, 2)%) +log | Tllg
<log||T|g +logVv2; (6.5.4)
— sila valeur absolue |- | de k est non archimédienne on a:
log g (T)llg = max{logd, (x, z),logd,(yi, 2)} +logl Tlg
<logl|IT|. (6.5.5)

Soit 6 € k une racine carrée du détérminant det g (k est supposé algébriquement clos). On considére
le k-point g := g/& du k-schéma en groupes SL(E).

Les résultats qui suivent sont des analogues du « Lemme de Schwarz » dans ce contexte. Il s’agit de
cas particuliers des Propositions IV.5.1 et IV.5.2 : il suffit de prendre n = 1 et comme et a = 1, c’est-a-
dire le cas o1 'indice est la multiplicité.

Proposition 6.8 (version non archimédienne). On suppose que la valeur absolue de k soit non archi-
médienne. Avec les notations introduites avant, on a :

degZ
2

W(g, [Nz]) < [multy(Z) - logd(x, y).
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Proposition 6.9 (version archimédienne). On suppose que la valeur absolue de k soit archimédienne.
Avec les notations introduites avant, on a :
degZ

u(g, [Nz]) = [mult,(Z) - 5

1
logd(x,y)+r+ 510g(r+ 1).

Démonstration de la version non archimédienne. Soit € le k°-module qui induit la norme |- ||g, i.e., le
sous-k°-module de E engendré par les éléments 7y, t;. Comme on a supposé le point X de norme 1,
I'élément

Ty =xot1 —x1t0
appartient a € et il est aussi de norme 1. Soit donc Ty € € tel que les éléments Ty, T; forment une
base du k°-module €. Les éléments de la forme T(¢) = Tg‘eTf avec ¢ =0,...,r) forment alors une base
du k°-module Sym” €. En particulier, pour tout a,...,a, € k,on a

Y T

=0

Sym"E 7
Soit f un élement non nul (et donc un générateur) du k-espace vectoriel Nz tel que || f |l sym’E = L. En
vertu de (6.5.2) on a

u(g, INzl) =logllg- fllsymrE- (6.5.6)
En outre, puisque la représentation GL(E) — GL(Sym’ E) est homogeéne de degré d, en vertu de (6.5.3)
ona

~ d
logllg- flisym e =1oglig- fllsym £ — ElogISI

d
=loglig- flisym s~ 5 logd(x,y). (6.5.7)
Soit m, la multiplicité du point x dans le diviseur effectif Z. Le polyndme f s’écrit alors sous la forme
r
f=2 aT®
L=my

ol, pour tout £ = my,...,d, &g est un élément non nul de k. Comme on a dit avant, on a

rg= max |ap|=0.
”f”Sym E =, d| €|
Par définition de I'élément gona g-T; = g-(xot1 — X1 %) = (Xoy1 — X1)Y0) 11 €t, comme X, ¥ sont de
norme 1, on obtient
1
loglig-Tillg = Elogd(x,y).

De plus, d’apres (6.5.5) 'isomorphisme g diminue lanorme | - ||z etdoncona ||g-Tollg < [Toll = 1. En
résumant, ona:

d
Y (g TE)

=0

log ”g'f”Sym’E =log

Sym’ E

= max, {loglol + log (15773}

< maxd{loglcxel +(r—~0)loglg-Tollg +€logllg-T1IIE}

.....

< s, st}

< %logd(x, ),
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ce qui en vertu de (6.5.6) et (6.5.7) termine la preuve. O

Démonstration de la version archimédienne. Comme on a supposé le point X de norme 1, I'élément
Ti=xot1 —x100

est aussi de norme 1. Soit donc Ty € E tel que les éléments Ty, T; forment une base orthonormale
de E. Les éléments de la forme T(¢) = TS‘BTf avec £ =0,...,r) forment alors une base du orthogonale
du k-espace vectoriel Sym”E et pour tout £ =0,...,r ona

r -1/2
1T lsymr e = (g) .

En particulier, pour tout «y, ..., € k, on a

2

Y ogT(®)
=0

d (7 -1
=) logl (6) .
=0

Sym"E

Soit f un élement non nul (et donc un générateur) du k-espace vectoriel Nz tel que || f ||Sym’E =1.En
vertu de (6.5.2) on a

u(g, INz]) =logll g flisymrE- (6.5.8)

En outre, puisque la représentation GL(E) — GL(Sym" E) est homogeéne de degré d, en vertu de (6.5.3)
ona

~ d
logllg- fllsym e =10gllg" fllsym E — 5108|5l
d
=logllg- fllsym e — Elogd(x, ). (6.5.9)

Soit m, la multiplicité du point x dans le diviseur effectif Z. Le polynéme f s’écrit alors sous la forme

.
f= 2 oTw®

l=my

ol, pour tout £ = my,...,d, oy est un élément non nul de k. Comme on a dit avant, on a

-1
r r
I fllsyme =) laelz(e) =1. (6.5.10)
=0

Par définition de 'élément gona g-T; = g-(xot1 — x1%p) = (Xoy1 — X1)0) 11 €t, comme X, ¥ sont de
norme 1, on obtient

1
loglig-Tillg = EIOgd(x’ 7).
De plus, en vertu de (6.5.4) ona:

lg-Tolle < V2ITollg < V2.
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En résumant, on a:

r

Y. a(g-T)

{=my

g fllsymre =
Sym"E

’
- 5 walsfrs o),
0=my

)
< Y Jalllg-Tolli Clg-Tullf

{=my

;
-
< Z |ag|\/§’ d(x,y)g/2

L=my

.
sd(x,y)mx’z( Y |o<¢|\/§re). (6.5.11)

{=my

D’apres I'inégalité de Jensen, on a:

1/2
r _g r
> laglv2' s\/dimkSymrE( > |0(g|22’_£)

0=my {=my

D’autre part,

r r r\[r !
Z |a€|22r—€: Z |a£|2 2r—€
l=my l=my eJ\e
r r -1
< max 2r—t Z|(Xg|2
b=my,...,T =0 ¢
| r-e
- max { 2 } (6.5.12)
C=my,...,T ¢

.....

On termine la preuve, en remarquant grace a I’approximation de Stirling :

max < log r +(r—0)log2;< max 1<log r +rlog2
(= r ¢ b=my,...,r ¢

<log "t rlog2
[r/2]

(1+1log2) + rlog2

=

r
2

|

r

1+31 2
—+=lo
2 2 J
r,

IA

carlog2=<1.
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6.6 Preuve du Théoréeme 6.1

6.6.1. Notation. — Soit x un K-point de 'espace projectif P(E). Si on considere le diviseur effectif Z, =
dx sur P(E), le noyau N de 'homomorphisme d’évaluation

Ny :T(PE),Op(d)) — I'(Zx,0(d))

est de dimension 1. On note [N,] le k-point associé dans I'espace projectif P(F;) ot1 F; = Sym¢EV.

On considere le diviseur effectif Zg = 6 de P(E), ou, si 0y,...,0, désignent les point conjugués a 6
sur un cloture algébrique K de K, le diviseur effectif de P(E) déduit par descente de Galois du diviseur
effectif 0, +--- + 0, dans P(E ®x K). Le noyau Ng de 'homomorphisme d’évaluation

ne : T(P(E),Or(d)) — I'(Ze, 0 (d))

est de dimension 1 et on désigne par [Ng] le k-point associé dans I'espace projectif P(F;) ou comme
avant F; = Sym?EY.
Le K-groupe réductif SL(E) agit a travers la représentation

GL(E) — GL(Sym?E ® Sym?E)

sur le produit d’espaces projectifs P(F;) xx P(F;). La Proposition 6.5 affirme que le point ([Ng], [N])
est semi-stable sous I'action du K-groupe réductif SL(E) et par rapport a la polarisation induite par le
plongement de Segre

P(Fy) xx P(Fg) — P(Fg @k Fg).

Sil'on veut, le point ([Ng], [Nx]) est semi-stable parce que tout point du diviseur effectif de P(E ®x X),
ZZZ dx+61 +---+6d,

est de multiplicité plus petite ou égale 2 la moitié du degré de Z (voir Propositions 6.3 et 6.4).
Dorénavant on sous-entendra le plongement de Segre de P(F;) x P(F;) dans P(F; ® F;) et confon-
dra le point ([Ng], [N]) avec son image dans P(F; ® F;). On pose
X:=P(Fg ®Fy)
L:=0p,er,(1)

et on considere 'ouvert des points semi-stables X5 de X sous l'action de SL(E) et par rapport au fais-
ceau inversible L. Soit

7: X% — Y := Proj

d=0

le morphisme quotient. Pour tout nombre entier D = 1 assez divisible, il existe un faisceau inversible
ample Mp sur Y et un isomorphisme de faisceau inversibles sur X*5,

@p :T*Mp — LIZD
Lisomorphisme ¢p induit le diagramme cartésien suivant de K-schémas

M,
vLeD) —L s vorp)

X$—m—— Y
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On munit le faisceau inversible Mp d'une famille adélique de normes géométriques uy;, comme
il suit. On considere d’abord le faisceau adélique localement libre

F 0 F,;:=Sym? &Y e Sym? &V,

Le faisceau inversible L = (1) sur I'espace projectif P(F; ® F;) est alors canoniquement muni d'une
structure de faisceau inversible adélique que I'on désigne par £ = (L, uy). Pour toute place v de K, la
norme géométrique uy,, est plurisousharmonique. En outre, si U(pg,,) désigne le sous-groupe com-
pact maximal de GL(E)3" unitaire par rapport a la norme géométrique pg,, sur E, la norme géomé-
trique uy,, est invariante sous I'action de U(pg,,). Pour tout nombre entier assez divisible D = 1, le
Scholie 2.2 affirme alors que la famille de métriques

uny, = [Mp] | upep = {n[Mp]|ugen , : v € Vg}

est adélique et on note #p le faisceau inversible adélique (Mp, tmy,)-
6.6.2. Minoration de la hauteur sur le quotient du point ([Ng], [N4]). — La représentation GL(E) —
GL(F; ® F;) qui définit 'action du K-groupe réductif SL(E) sur le K-schéma X est homogene de de-
gré —2d. De plus, 'homomorphisme de faisceau adéliques localement libres

éa\/@Zd . Symdgv ®Symd£V
est tel que 'homomorphisme de K-espaces vectoriels sous-jacents

EV®2d . Symd EVe Symd EV

est surjectif et GL(E)-équivariant. Si le corps global K est un corps de nombres le Théoréme 5.4 donne

Imin(X, 2)/ISL(B)) = 2d (ﬁK(éav) - [K;Q] logz)
=—d ((Te\gK(g) +[K: Q] logz); (6.6.1)

sile corps global K est un corps de fonctions le Théoréme 5.4 donne
Punin (X, L) /ISL(E)) = 2dfix (") = —d deg (&). (6.6.2)
6.6.3. Majoration de la hauteur du point ([Ng], [Ny]). — Comme on I'a remarqué avant, on a
he([Nel, [Nx]) = hg, ([Ng]) + hg, (INx]).
On peut alors appliquer les Propositions 6.6 et 6.7 et obtenir

hg,([Nx]) < dhg(x),
hg,([Ngl) < dhg(0)

et conclure
h<([Ngl, [Nx]) < dhg(0) + dhg(x). (6.6.3)

6.6.4. Majoration de la mesure d’instabilité du point ([Ng], [N,]). — Soient v une place du corps K
et 1, lamesure d’instabilité en place v. Pour toute extension analytique Q de K, et tout Q-point du K-
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groupe réductif SL(E) on pose :

I8 follgymax

ty(g, [Ngl) := log — 2~
I follsyma

Ig fellgymd

My (g, [N, :=log—ym
I fillsyma e

g~ (fo ® fi)lsymd gosymdE

”fe ® fx ”Symd E®Syrnd E

1o (8, ([Ng], [Nx])) :=log = My (g, [Nel) + pu (g, [Nx]),

ol fg (resp. fx) estun générateur du K-espace vectoriel Ng (resp. N,), c’est-a-dire, un représentant non
nul dans V(F;) du point [Ng] (resp. [N,]). Evidemment, cette définition ne dépend pas du générateur
choisi. Par définition de mesure d’instabilité on a

ool NG = inf  {uu(g, (Nol, IN<D) |

= inf {ju(g NeD + (g, N} 6.6.4
gesLmm My(g, [Nel) + 1y (g, [Nk ( )

On désigne par d, la distance sur la droite projective P(E)3" induite par la norme géométrique p =
pE,»- On considére une extension analytique et algébriquement close Q2 du corps K, telle que la norme
géométrique pq sur Q-espace vectoriel Eq := E ®k , Q déduite par extension des scalaires se diagona-
lise, i.e., il existe une base f, f; de Eq telle que

Vltl2+]6n1%  si|-| est archimédienne
pa=
max{|fpl,|f1]} sinon.

Soit ey, e; labase duale alabase 1y, t1, c’est-a-dire la base ey, e; du K-espace vectoriel EY telle que ; (e i) =
rij (delta de Kronecker) pour tout i, j =0, 1.

Soit X = xpep+x1 e; un Q-point non nul du K-schéma V(E) représentant le point x tel que pq (%) = 1.
Soient 03,...,04 les Q-points de I'espace projectif P(Eq) conjugués au point Q. Pour tout o = 1,...,d
soit R

Oq = 0n0ep +0a1 €1

un Q-point non nul du Q-schéma V(Eq) représentant le point 8, tel que pqo (0a) = 1. Pour tout « =
1,...,d, on considére le Q-point g, du k-schéma GL(E) défini par la condition :

{g(to) =000 + X011
g(t) =0ty +x10

Soit 64 € Q une racine carrée du détérminant det g, (2 est supposé algébriquement clos). On consi-
dere le Q-point gy := g«/6 du K-schéma en groupes SL(E). En reprenant (6.6.4) on a:

ool NG = _inf o8, (Nol, IN<D)}

,,,,,
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Sila place v est non archimédienne en vertu de la Propositon 6.8, pour touta =1,...,d,ona:
_ d d
My (8ar [Nx]) = da- E logdv(ea;x) = Elogdv(ea;x)

d)logdy(ea,x)

Hv(gou [Ng]) = (1 - E

et donc
Hy(INol,IN:) = min_{logd, (B, )} 6.6.5)

.....

Sila place v est archimédienne en vertu de la Propositon 6.9, pour touta=1,...,d,ona:
_ d 1 d 1
My (8o, [NLD) < (d -3 logd, (0, x) +d + Elog(d +1)= Elogdy(ﬁa,x) +d+ Elog(d +1)
~ d 1
My (8a, [Ng]) = (1 - E)logdy(ﬁu,x) +d+ Elog(d +1)

et donc

ty ([Nl [N4]) < gllind{logdv(ea,x)} +2d +log(d+1)

.....

< Exllind{logd,,(ea,x)} +3d. (6.6.6)

6.6.5. Conclusion. — On termine la démonstration seulement dans le cas de corps de nombres, le
cas de corps de fonctions étant similaire et moins compliqué a cause de I'absence de places archimé-
diennes. Pour tout nombre entier assez divisible D = 1, en vertu de (6.6.1) on a

1 —
o oy ([N}, INx)) = —dl (degy (6) + K : QUlog2).

D’autre part, si pour toute place v on désigne par |, la mesure d’instabilité en la place v,on a:
1
thln (m([Ng], [Nx])) = hr (INg], [N;]) + Y deg(v)p, ([Npl, [Nx])
veVg

En vertu de (6.6.3), (6.6.5) et (6.6.6) ona:

he (INgl, [N, + ) deg(v)u, ([Ngl, [Nx])

veVk

<dhs®) +dhg(x)+ Y deg(v) mind{logdy(ea,x)}+3d[K:Q]
o=

1% EVK Lo

On peut donc conclure

~ Y deg(v) mind{logdv(ﬁa,x)}sdhg(6)+dhg(x)+3d[K:Q]+d((Te\gK(é°)+[K:Q]log2)
o

veVg =L,

< dhs () +dhs(6) + degy (6) +41K: Q1)

ce qui termine la preuve du Théoréme 6.1.
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Chapitre IV

Application au Théoreme de Roth et a
ses généralisations

0 Introduction

0.1 Enoncé et preuve classique

0.1.1. Enoncé classique. — Ce chapitre est consacré a I'application des résultats des chapitres pré-
cédents au Théoreme de Roth et a ses généralisations, comme on I'a fait dans le chapitre IIT pour
I'inégalité de Liouville. Dans sa forme classique le Théoréme de Roth affirme que pour tout nombre
algébrique 0 € C de degré d = 2 sur Q et pour tout nombre réel k > 2, il n'existe qu'un nombre fini de
nombres rationnels x tels que

1
16—x| < -~ (0.1.1)
ol x = p/q avec p,q des nombres entiers premiers entre eux et g = 1. L'énoncé n’est pas effectif,

dans le sens ol on ne connait pas une borne ne dépendant que de 6 des dénominateurs des nombres
rationnels x = p/q satisfaisant (0.1.1).

0.1.2. La «minoration effective fondamentale ». — Néanmoins, dans la preuve du Théoréeme de Roth
il y a une étape intermédiaire effective qui n’est pas toujours mise en lumiére, quoique, dans le cas
n = 2, elle apparaisse de maniere centrale dans I'article de Bombieri [Bom82]. Pour I'énoncer on va
introduire quelques notations. Pour tout nombre entier 7 = 1 et tout nombre réel ¢ = 0 on considere

A, ={T=(C,....,0) €[0,1]": G+ + Ty < 1}
Pour tout nombre réel § € [0, 1], on note f4(n, ) 'unique nombre réel appartentant a [0, ] tel que
1-dvol A,(t;(n,06)) =30.

On note | - || la norme hermitienne standard sur C?> = CTy @ CT; et on munit le faisceau inversible @ (1)
sur P! de la métrique de Fubini-Study associée. Pour tout Q-point x de P! on note h(x) la hauteur de
X par rapport a cette métrique. On consideére la distance projective sur P!(C) définie par

|X0y1 — X1 Y0
Il (o, X Il o, YOI

d((xo:x1),(Yo:y1)) =

193



194 Chapitre IV. Application au Théoréme de Roth et a ses généralisations

On identifie la droite affine A! avec 'ouvert Ty # 0 de P! et si x, y € C sont des nombres complexes on
pose

[x—yl
V1+x2-4/1+y2

On peut maintenant énoncer la « minoration effective fondamentale ». Il s’agit d'une minoration
de hauteurs de points rationnels (xy,...,x;) en termes de leur distance archimédienne d(6, x;) a un
nombre algébrique 0. Cette minoration fait intervenir des parametres entiers auxiliaires (r1,...,7,), de
nature « géométrique » (il s'interpréteront dans la preuve comme les multidegrés d’un fibré en droite
ample sur (P1)").

dx,y)=d(1:x),1:y) =

Théoreme 0.1. Soit 8 € C un nombre algébrique de degré d = 2. 1l existe des nombres réels C(0) et,
pour tout nombre entier n = 1 et tout nombre réel 0 < 6 < 1/n, un nombre réel A(d, d) tel que :
— pour tout n-uplet de nombres réels strictement positifs r = (ry,...,1,) tels que pour tout i =
1,...,n—1onaitr; >A(d,d)ris1,
— pour tous Q-points xi,...,x, de P,
ona

. & rn+--+ry
(t4(n)—38) iplnnn{—ri logd(0,x))} < Y rih(x;) + TC(G)-
=L i=1

La constante C(0) qui apparait ici est effective, méme explicite. Le Théoreme de Roth se déduit
de ce résultat grace a un raisonnement par I’absurde qui apparait déja dans les travaux antérieurs de
Thue, Siegel, Dyson et Roth. Rappelons brievement ce raisonnement.

On suppose qu'il existe un nombre réel k > 2 et une infinité de nombres rationnels x tels que

logd(6, x) < —xh(x). (0.1.2)

Soit n = 2 un nombre entier, 0 < § < 1/n un nombre réel et r = (ry,...,7,) un n-uplet de nombres
réels strictement positifs tels que r; = A(d, 8)r;+1 pour tout i = 1,..., n. Soient xy,..., X, des nombres
rationnels vérifiant (0.1.2). En appliquant le Théoréme 0.1 aux points xi, ..., X, on obtient

n 4.t
K(ta(n) —39) iilllinn{rih(x,-)} < k(tq(n) - 36) iillﬁnn{—r,- logd(©, x;)} < Zi rih(x;) + %C(G).
b
(0.1.3)

Comme il y a une infinité de nombres rationnels satisfaisant a (0.1.2) on peut supposer que le rapport
entre leurs hauteurs soit assez grand et prendre pour tout i, j,

rih(x;) = rjh(x;).
En divisant I'inégalité précédente (0.1.3) par r; h(x;) elle devient

" h(x, rn+---+r, C(O)

K(ta(m) =3 g’ rlh(xl) rn dh(x;)
R4, CO)
- rn o dh(x)’

Encore a cause de la non finitude des points rationnels vérifiant (0.1.2) on peut supposer

rn+--+r, C(O

o oha "

On obtient, pour tout nombre entier n = 2 et pour tout nombre réel 0 < § < 1/n, 'inégalité

k(ts(m)-38)<n+d
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et, en laissant tendre & vers 0, on obtient k4 (n) < n, ce contredit '’hypothese x > 2 car

. tg(n) 1
limsup =—,
n—o0 n 2

comme on le montre dans le lemme suivant :

Lemme 0.2. Pour tout nombre réel € € [0,1/2] et tout nombre entiern=1ona:
1 2
VOl A, > —€e|n| <exp(-6ne°).
En particulier, pour tous nombres n,d =1 on a

n nlogd
t, =t;(n,0)=—— .
da(n):=t4(n,0) = 5 6

Démonstration. En suivant [BG06, Lemma 6.3.5] on consideére la fonction x : R — R définie par la

condition
1 six<0
X(x):=

0 sinon.

Puisque pour tout A > 0 on a x(x) < exp(—Ax), alors
1
volAn((——e)n)=f X+ + 8yt me) dGy -+,
2 [-1/2,1/2)"

< f exp(-A( +-+ Ly + 1)) dCy -+
[-1/2,1/2]"

- -\ dacy---di,
-[[—1/2,1/2]nHeXp( (€ +€)) dGy ---dC

i=1

n
= (f exp(—A((+¥)) dC)
[-1/2,1/2]

=exp(—ng()),

ot inh(A/2)
sin
A):=eA-log| ————
o =eh—og[ S5
D’autre part, pour tout x=0ona
inh 00 2r [e) 2\n 2
=Y et a5 )
X o @Cr+1! [ 6-1! 6

ce qui entraine
(sinh()\/Z) ) A?
log| ———|=—.
AI2 24
11 suffit donc de prendre A = 12¢. Pour la deuxiéme assertion on pose
tq(n)
mat

N =

En vertu du premier point on a alors

0=1-dvol A,(tz(n) =1—-dexp(-6ne?),
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ce qui termine la preuve. O

Remarque 0.3. Le lemme précédent est une version précisée d'un phénomene de concentration de
la mesure, remarqué en premier lieu par Borel autour du 1914 (voir a ce propos [Mil88]). On considere
le cube C" = [-1,1]" dans R” muni de la distance euclidienne standard d et I'application linéaire
f:R" >R,

f)=x1++x,.

Le noyau de f s'identifie au sous-espace orthogonal au vecteur (1,...,1), Ker f = (1,..., L. 1 existe
alors des nombres réel ¢,C > 0 tels que pour tout nombre réel € = 0 on ait

invol{xEC”:d(x,Kerf)ze\/ﬁ}:P{ >€

2

Y&
i=1

< Cexp(—cnez).

_ &1,...,&y variables aléatoires indépendantes
" uniformément distribuées sur [—1,1]

Dans les numéros qui suivent, on rappelle le schéma de démonstration classique de la minoration
effective fondamentale.

0.1.3. Indice. — On commence en rappelant la notion d’indice : pour ce faire on travaille pour I'ins-
tant sur le corps de nombres complexes C. Soit # = 1 un nombre entier : on considere le produit de n
copies de la droite projective complexe Pé,

P=P{x-xP(.
Pour tout n-uplet de nombres entiers r = (ry,...,7,;) on considere le faisceau inversible sur P,
Op(r) = pr; Op1(r1) ® -+ - ® pr}, Op1 (7).
Définition 0.4. Soient x = (xy, ..., X;) un C-pointdu C-schémaP, r = (ry,..., ;) un n-uplet de nombres
entiers strictement positifs et s une section globale du faisceau inversible Op(r). Pour tout i = 1,...,n

soit ¢; un parametre local autour du point x; € Pé et so une section inversible de Op(r) définie au
voisinage de x. Le germe de fonction s/sp se développe en série de puissances

slso= Y agtlt
0=(Ly,...,00)

avec les ay € C. Sila section s est non nulle, son indice en x est le nombre rationnel

4 14
ind(s, x) ::min{—1+---+—":ag;£0};
a1 I'n

sila section s est nulle on pose ind(s, x) = +oo.

0.1.4. Construction du polynéme auxiliaire. — Soit 7 = 1 un nombre entier et P le produit de » co-
pies de la droite projective P%. Soit r = (r1,..., ) un n-uplet de nombres entiers. Le faisceau inversible

Op(r) =pry Opi(r1) ®--- @ pr;, Op1 (1)
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est naturellement muni d'une métrique || |, () @ partir de la métrique de Fubini-Study sur le faisceau
inversible Op1 (1). Pour toute section globale s de I'(P(C), Op(r)) on pose

Isllsup = sup lsllop(r) (X).
xeP(C)

Proposition 0.5. Soit 0 € C un nombre algébrique de degré d = 2. 1l existe un nombre réel C;(0) tel
que pour tout nombre réel t € [0, n] tel que

1-dvolA,(t)>0

et pour tout n-uplet de nombres entiers strictement positifs r = (r1,...,1y), il existe un nombre entier
p = 1 et une section globale non nulle a coefficient entiers s € I'(P,0p(pr)) telle que :
— l'indice de s en le point A(0) = (0, ...,0) est plus grand ou égal a t,

ind(s,A(0)) = 1;

— l'inégalité suivante est satisaite :

r+-+r
10gIslsup < ———————C,(6)

1-dvolA,(p)
Pour démontrer cette Proposition on applique le Lemme de Siegel a la fleche d’évaluation des
sections globales I'(Pg,Op(r)) sur le sous-schéma fermé de Pq définit par les sections globales de
Op(r) d’'indice = t.

0.1.5. Majoration analytique. — On se place dans le contexte local (archimédien), c’est-a-dire, on
considere le produit P de la droite projective complexe P(lj. Pour tout n-uplet de nombres entiers r =
(r1,...,p) on munit comme avant le faisceau inversible Gp () de la métrique induite par la métrique
de Fubini-Study sur Op1 (1).

Proposition 0.6. Il existe un nombre réel C, tel que :
— pour tout n-uplet de nombres entiers strictement positifs r = (r1,...,7p),
— pour toute section globale non nulle s du faisceau inversible Op(r) surPc,
— pour tous C-points y = (y1,...,¥n), 2= (21,...,2,) duZ-schémaP,
ona:
log sllep(r () < ind(s,y) m n{ri logd(yi, zi)} + (r1 + -+ + rp)(log|l sllsup + Ca).

Cette Proposition joue le r6le du « Lemme de Schwarz » dans ce contexte. Elle se prouve en déve-
loppant la section s en série de puissance autour de y et1’évaluant en z.

0.1.6. Minoration arithmétique. — On conclut les résultats préparatoires en revenant sur Z, i.e.,
considérant le produit P de la droite projective Pé.

Proposition 0.7. Soientr = (r1,...,r,) un n-uplet de nombres entier strictement positifs, s une section
globale entiére non nulle de Op(r) sur le Z-schémaP et x = (x1,...,Xx,) un Q-point de P. Si la section s
ne s’annule pas en x, alors on a

n
logllsli(x) ==Y rih(x;).
i=1

Ceci découle du fait que la section s ne s’annule pas en le point x et qu'un nombre entier non nul
a une valeur absolue = 1.



198 Chapitre IV. Application au Théoréme de Roth et a ses généralisations

0.1.7. Application du « Lemme des zéros ». — Soient 8 € [0,1] un nombre réel et n = 2 un nombre
entier = 2. On considere 'unique nombre réel #4(n, 6) € [0, ] tel que

1-dvol A,(t;(n,0)) =30.

Soit r = (ry,..., ) un n-uplet de nombres réels strictement positifs. Par un argument d’approxi-
mation on peut supposer que r1,..., ', soient des nombres rationnels. Par homogénéité on peut donc
supposer qu’ils soient des nombres entiers.

En vertu de la Proposition 0.5 il existe un nombre réel C; (8) ne dépendant que de 6, un nombre
entier p = 1 et une section globale non nulle a coefficients entiers s du faisceau inversible Op (pr) telle
que I'indice de s en le point A(0) = (6, ...,0) est plus grand ou égal a ¢,

ind(s,A0) = ¢;
et 'inégalité suivante soit satisfaite :
loglislisup < (r1 +--- 4+ 1,)C1(6).

L'énoncé du Théoréme 0.1 est homogene en r : quitte a multiplier le n-uplet r par le nombre entier p,
on peut supposer que p soit égal a 1.

Soit x = (x1,...,Xx;,) un Q-point du schéma P. La section s peut a priori s’annuler en x. Le point
crucial de la preuve du Théoreme de Roth est contréler 'ordre d’annulation de s en x. La version
originelle de Roth se base sur un argument arithmétique. Ici on se sert d'un outil complétement géo-
métrique, c’est-a-dire, la version en dimension supérieure du « Lemme de Dyson » due en premier
temps a Esnault et Viewheg [EV84, Theorem 0.4] et ensuite a Nakamaye [Nak99, Theorem 0.3].

Théoreme 0.8 (Lemme de Dyson a n variables). SoitN =1 un nombre entier et, pour touta =1,...,N,
soit y(a) un C-point de P. Soient r = (r1,...,1,) un n-uplet de nombres entiers strictement positifs et
s une section globale non nulle du faisceau inversible Op(r).
Si les projections des points yi,..., yN soient a deux a deux distinctes, i.e. pour tout i =1,...,n et
poura#fpona
pr; (y(a) # pr; (y(B),

alors
N

vol A, (ind(s, y(a)) < 1 +en(7),
a=1

ol
n

er):=]]

i=1

1+ max {Q}max{O,N—Z})—l.

i+lsjsn | I}

Soient (1) = 0,0(2),...,0(d) les points conjugués du point 8. On applique le « Lemme de Dyson a
n variables » a la section s avec N =d + 1, et avec

y(@) =A0() = B(a),...,0()

poura=1,...,d et yz41 = x = (x1,...,X,). La section s étant définie sur Q (méme sur Z) est d’indice =
t4(n,d) sur tout point conjugué 6(a). Si on note £, I'indice de s en x le « Lemme de Dyson a n variables »
entraine

dvol A, (t;(n,8)) +VolA,(ty) <1+¢€(r)

et, comme par définition on a 1 — dvol A, (t;(n,d)) =9, alors

VOl A, (ty) <8 +e(r).
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On considere un n-uplet de nombres entiers € = (¢1,...,£,) tels que

¢ ¢ 61-1 0,-1
L L
n T'n n I'n

< ty.

La section s correspond a un polynéme f en n variables &y, ...,&, de multi-degré < (ry,...,7,). On
pose:

Le polynéme f est a coefficients entiers et de multi-degré <7 = (r; — {y,...,1, — £;) : il lui correspond
une section globale § a coefficients entiers du faisceau inversible Op1 (7) et en vertu des inégalités de
Cauchyona:

- 1
log [I$llsup < logllsllsup + E(rl +---+1,)logn.

On considere la section globale du faisceau inversible Op(r),
® ® pr; Ty
i=1

On a évidemment || Sllsup = I’ [lsup et 'indice de s’ en le point A(8) vaut

ind(s', A(0)) = ind(s,A(0)) - ) f— =t4(n,8) - Z =
i=1"1 i=1Ti

La Proposition 0.6 appliquée a la section globale s" du faisceau inversible Op(r) et aux points y = A(0)
et z = x entraine qu’il existe un nombre réel C, tel que

n

e.
loglls'll(x) < | ta(d) = ) —’) igrllaxn{ri logd (0, x)} + (r1 + -+ + rp) (loglls' sup + C2)

i=1 T ) 1=hes

n
< tn(d)—tx—zrlj max {rilogd(©,x))}+ (r1 +-+-+71) (logllsllsup+%logn+c2)
i=1 Ti ) izl
no1
< tn(d)—6—€(r)—2—_ max {rilogd®,x))}+ (r1 +-- +rn)( C1(6)+—10gn+C2)

i=1 ri li=1,.,

Le nombre réel €(r) est petit quand les rapports successifs r;/r;; sont assez grands. Il existe donc
un nombre réel A(d, §) tel que pour tout n-uplet de nombres réels r satisfaisant r; = A(d, ) pour i =
1,...,n, alors g(r) < 6. D’autre part si r; = 1/(nd) on a alors

LA
Z — <96
T
Avec ces hypotheses et en supposant de plus (logn)/2<1/,ona

+r
log|Is'll(x) < (tp(d) — 36) max {r, logd (0, x)} + T"cg(e),
ol1 on peut prendre C3(0) = C;(0) + Co + 1.

D’autre part, la section s ne s'annule pas en x et d’apres la Proposition 0.7 on a

n n
loglls'|(x) = = ) (ri =€) h(x;) = = ) rih(x;).
iz i=1
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On obtient

n 4ot
=Y rih(x;) <loglls'll(x) < (£,(d) —38) l_irllaxn{ri logd (6, x;)} + rl—srncs(ﬁ),

i=1

et on conclut en changeant de signe.

0.2 Laminoration effective fondamentale etla théorie géométrique des invariants

Le but de ce chapitre est de prouver la version suivante de la minoration effective fondamentale
contenue dans la démonstration du Théoréme de Roth (cf. Théoréme 6.3).

Ce résultat est contenu de maniere implicite dans la démonstration de Vojta du « Théoréeme de
Roth avec cibles mobiles » [V0j96, Theorem 1].

Théoreme 0.9. SoientK un corps global de caractéristique nulle et Vx I’'ensemble de ses places. Soient
K’ une extension finie du corps K de degré d = [K' : K] = 2, & = (E, p) un faisceau adélique localement
libre de rang 2 sur K. Il existe un nombre réel C(d, &) avec la propriété suivante :

— pour tout nombre entiern =1,

— pour tousK'-points 01, ...,0, deP(E) tel que, pour tout i = 1,...,n, 8; engendre le corps K/,

— pour tous K-points x1,...,x, de P(E),

— pour tout nombreréel0<d<1/(2-n!),

— pour tout n-uplet r = (r1,...,1,) de nombres réels strictement positifs tel que

n

ear):=]]

i=1

1+ max {Q}(d—l))«sz,

i+l<j=sn (1

ona:

ta(n,8)| Y. deg(v) iillﬁnn{—ri logd,,(ei,xi)})

veVg

& 2d N
< (1+3d¥/5) Y. rihg(xp + = L rihe(®)+ L8””(:(01,5),
i=1 i=1

Ici hg désigne la hauteur sur la droite projective P(E) induite par le faisceau adélique &, pour toute
place v € V,, d, désigne la distance sur la droite projective P(E ®x K,) induite par la norme géomé-
trique p, (voir 1.8.7) et le nombre réel t;(n, 6) est définit comme il suit. Pour tout nombre entier n = 1
et pour tout nombre réel ¢ = 0 on considere la partie

Ay()={0=Q1,.... ) €0, 1" : 1+ + < t}.
Pour tout nombre réel 6 € [0, 1], on note 4 (7, d) 'unique nombre réel appartentant a [0, n] tel que

1-dvol A,(t;(n,06)) =0.
Remarque 0.10. Le nombre réel C(d, &) est effectif, méme explicite.

Le Théoréme 0.13 dans 'introduction de ce mémoire se déduit en prenant & égal au faisceau adé-

. ‘. . . . =82 .

lique associé au fibré vectoriel hermitien @, : en effet, pour tout nombre entier d > 1 et tout nombre
réel & > 0, il existe un nombre réel A4(n,06) > 0 tel que pour tout n-uplet r = (ry,...,7,) de nombres
réels strictement positifs satisfaisant r; > A4(n,8)r;+; pouri=1,...,n,0ona

n

eqa(r) =[]

i=1

1+ max {Q}(d—l))<62.

i+l<jsn | T
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Le Théoréme 0.9 permet de prouver la version suivante du « Théoréme de Roth avec cibles mo-
biles » :

Théoréme 0.11. Soient K un corps de nombres, & = (E, p) un faisceau adélique localement libre de
rang 2 surK, X' une extension finie du corps K de degré = 2 et F c Vx un sous-ensemble fini.

Pour tout nombre réel x > 2, il n’existe pas une suite de couples {(0;, x;) : i = 1}, tels que

- pour tout i, 0; est unK'-point de P(E) qui n’est pas K-rationnel ;

— pour tout i, x; est un K-point de P(E) ;

- hg(0;) = o(hg(x;)) pouri—oo;

— pourtouti=1,
ona:

- deg(v)logd,(0;,x;) = k- he(x;).

veF

La version de Vojta de ce résultat qui parait dans [Voj96] est plus générale de celle que nous pré-
sentons ici car 'on peut choisir des « cibles » différentes a chaque place appartenante a F. Des modifi-
cations faciles de nos arguments permettent d’obtenir le méme résultat : nous préférons de ne pas les
faire pour rendre plus claire I’exposition.

La version de Wirsing de ce résultat est aussi plus générale, car les cibles 0; peuvent appartenir a
n'importe quelle extension de degré d = 2 du corps K (voir [RV97, Theorem 4.1]). Dans ce cas, nous
ignorons si une modification de nos méthodes peut conduire a un résultat du méme type.

Démonstration. On suppose par I'absurde qu'il existe une telle suite {(0;, x;) : i = 1}. Quitte a passer a
une sous-suite et & une sous-extension de K/, on peut supposer que tous les points 0; engendrent K'.

Par un raisonnement élémentaire, quitte a passer a une sous-suite, on peut supposer que pour
tout nombre réel € > 0 et pour toute place v € F il existe un nombre réel positif A (g, v) tel que pour tout
i =1onait

—logd,(x;,0;) = A(e,v) |- )_ deg(v)logd,(0;,x;)
veF

et
Y deg(v)A(e,v) = 1—¢.

veF

Soit n = 1 un nombre entier. En appliquant le Théoréeme 0.9 aux points (01, x1),...,(0,, x;,;) on obtient

& 2d N
(1+3a%/8) ). rins (e + = Y rihs®)+ L6“"(:((;1,(5:’)
i=1 i=1

> td(n,ﬁ)( Z deg(v) iilllinn{—rilogd,,(e,xi)})

veVk

= t;(n,d) (Z deg(v)A(e, v) iffinn{_ri - Y deg(v)logd,(0;, x;) })

veF veF

=t;(n,8)(1—¢) ,rrllin {—ri Y deg(v)logdv(ei,xi)}.
i=1,...n

veF

Par hypothese, pour touti=1ona

- deg(v)logd,©;,x;) = x- hg(x;),

veF
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et donc

ta(n,8)(1-)x min {rihg(x)} < (1+3d\/_)2r,hg(xl)+ Zrlhg(e)-i-%(](d,g).
1=1,...,n i=1

Quitte a passer a une sous-suite, on peut supposer que les rapports hg(x;+1)/he(x;) soient assez
grands pour pouvoir prendre ry,..., 7, tels que pour tout i, j on ait

rihg(xi) = rjhg(x;).
En divisant par r; hg (x1) = minr; hg(x;), 'inégalité précédente devient alors

hg(e) rn+---+r, Cd,8&)
1 he (xz n dhe(x1)

td(n,ﬁ)(l—s)xs(usol%)n Z

Encore quitte a passer a sous-suite on peut supposer que pour tout i = 1 on ait

n 1
he(9;) < (\/S)m— he(x;)

et
n+-+ra Cd,8) _

r She(x1)

On obtient alors
120, 8)(1 —e)k < (1 +5d %) n+s

et en laissant §, € tendre vers 0, pour tout nombre entier n =2 on a 'inégalité
tg(n,0)x < n.

Ceci est une contradiction parce que en vertu du Lemme 0.2 on a

. tg(n,0) 1
limsup ——— ==
n—o00 n 2

etdonc k < 2, contre I'hypothése x > 2. O

Le chapitre s’ouvre avec un formulaire sur de simples grandeurs combinatoires qu’on verra ap-
paraitre dans la suite. On en profite pour démontrer I'uniformité des approximations de certaines
cardinalités par des volumes et de certaines sommes par des intégrales.

On introduit ensuite les notions et les résultats concernant I'indice d’'un polynéme en un point.
Notamment on énonce sans démonstration le « Lemme de Dyson a n variables » qui Nakamaye dé-
montre dans [Nak99] : la version de Esnault et Viewheg présente dans [EV84] conviendrait également.

Dans la troisieme section on étudie la semi-stabilité d'un couple de fleches d’évaluation sur des
schémas définis par des conditions d’indice : 'un supporté en un point rationnel ('« approximation
rationelle »), I'autre en un point algébrique (le nombre algébrique a approximer). Le coefficient d’in-
stabilité du premier (Proposition 3.2) se calcule grace a la connaissance explicite d'une base du noyau
(Proposition 2.7). Le coefficient d’instabilité du deuxieme est borné supérieurement (Proposition 3.4)
en se ramenant au cas précédent au moyen du Lemme de Dyson a n variables et de la semi-stabilité
d’'un couple de sous-espaces supplémentaires (dans la forme légerement plus générale donnée par
le Corollaire 1.4.19). Le résultat de semi-stabilité, qui est le point crucial pour pouvoir appliquer les
constructions du Chapitre III comme dans le cas de I'inégalité de Liouville, est une simple combinai-
son de ces deux cas.



1. Un formulaire 203

I ne s’agit pas d'un résultat purement géométrique, i.e., sur un corps algébriquement clos : on
utilisera la version de Kempf-Rousseau du critére numérique de semi-stabilité (Théoreme 1.4.12) pour
se ramener a ne considérer que de sous-groupes a un parameétre définis sur le corps de base. Cette
réduction (que nous croyons qu'il soit possible d’éviter) ne fait de toute maniere pas intervenir aucune
contrainte sur les hauteurs des points.

La semi-stabilité étant assurée, on s’occupe d’interpréter 1’égalité du Scholie I11.2.2 dans ce cas. Ici
encore d’abord la hauteur des noyaux comme points de grassmaniennes. Encore, la hauteur le noyau
de la fleche d’évaluation en le point rationnel se borne aisément en connaissant une base explicite du
noyau. La hauteur de la fleche d’évaluation en le point algébrique est majorée a travers 'inégalité des
pentes.

Pour estimer les mesures d’instabilité, on choisit un point du groupe (sous I'action du quel le
couple de noyaux est semi-stable) qui joue le role de I'évaluation en un point. Les inégalités qu’'on
obtient ainsi faisant sont les avatars du Lemme de Schwarz dans ce contexte (voir a ce propos les
Propositions 5.1-5.2).

Ayant achevé toutes les étapes intermédiaires, il ne reste que mettre tout ensemble (Corollaire 6.2),
utilisant aussi la minoration de la hauteur sur le quotient (Théoréme II1.5.4). On le fera dans tous les
cas ol on est capable de démontrer la semi-stabilité pour obtenir le Théoréme 0.9 énoncé plus haut
en « portant a la limite de la semi-stabilité » le choix des indices en les points algébrique et rationnel.

1 Un formulaire

1.1 Cubes et triangles

1.1.1. Définitions. — Soit n = 1 un nombre entier. Si n = (ny,...,n,) et{ = ((y,...,(;) sont des n-uplets
de nombres réels on désigne par n-{ leur produit scalaire :

N-C=mli+---+1ulp.

Pour tout n-uplet r = (ry,...,r,) de nombres réels positifs, on considére le cube dans R” de cotés de
longueur ry,...,1y:

n
B(r):={{=(,.... 0 eR": 0= <1 Vil =][0,74]
i=1
Soit a = (ay, ..., a,) un n-uplet de nombres réels positifs. Si ¢ est un nombre réel positif, on pose

A, t):={Cel(r):a-{<t}
Vur, ) =) - Ag(r, ) ={CeM(r):a-(=1}.

Pour alléger les notations, si r est un n-uplet de nombres strictement positifs et si, pour tout i =
1,...,n, 0on a a; = 1/r; alors on omettra I'indice a; si, de plus, ona a =r = (1,...,1) on écrira sim-
plement A(f) et ¥(£). On ajoutera N en indice pour indiquer I'intersection de ces ensembles avec N ;
par exemple on écrira :

W(r)y = W(r)NN".

1.1.2. Homothétie. — Pour tout nombre réel p, on désigne par p- —:R"” — R”,{ — p{ ’homothétie de
facteur p. Si p > 0, ’homothétie de facteur p identifie la partie B(r) (resp. A,(r, t), resp V¥ ,(r, 1)) avec
la partie M(pr) (resp. Aq4(pr,pt), resp ¥ ,(pr,pt)). Par contre, dans le cas des intersections avec N on a
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seulement les inclusions suivantes (qui peuvent étre strictes méme si p est un nombre entier) :
lp) - (M(r)n) — M(pr)N

[PJ -(Ag(r ON) < Aglpr, pi)N
[p1- (Va(r, ON) = Va(pr,pN.
Dans [EV84, Lemma 1.9], Esnault et Viewheg donnent des conditions combinatoires suffisantes pour

que ces inclusions soient des égalités pour tout nombre entier p = 1 : ici on n'en aura pas besoin.

1.1.3. Symétrie. — La symétrie centrale o de R” autour du point r/2 = (r1/2,...,1,/2),
G(Cl»---rcn) = (rl _Cl’---r 'n —(n)
définit un automorphisme du cube B(r) etona:

o(Vu(r,0)=Ag(r,a-r—1t) (1.1.1)
O(Ag(rn,0)=Vq(r,a-r—1). (1.1.2)

Si r est un n-uplet de nombres entiers, la symétrie o induit une permutation du « cube » B(r)y et on a

o(Va(r,)N) = Ag(r,a-r—1)NN"
o(Ag(n 1) NN" = VYalr,a-r—1Hn.

1.2 Volumes

1.2.1. Volumes. — On désigne par A la mesure de Lebesgue sur R" et par volK le volume d’une partie
mesurable K < R". Pour tout n-uplet r = (ry,...,1,) et a = (ay,..., a,) de nombres réels strictement
positifs, 'application

volA,(r,-):[0,a-r] — R4

est a valeurs dans [0,volHl(r)], continue et strictement croissante : elle induit, en particulier, un ho-
méomorphisme de l'intervalle [0, a - r] avec l'intervalle [0, volB(r)]. Par définition on a pour tout ¢ €
[0,a-1]:

vol A 4(r, ) = volM(r) —vol ¥ ,(r, £). 1.2.1)

Lapplication vol ¥ 4(r, —) est donc un homéomorphisme strictement décroissant de I'intervalle [0, a-r]
sur l'intervalle [0, vol B (7)].

1.2.2. Homothétie. — Pour tout nombre réelp >0ona:

Vol A4 (pr,pt) =p" Vol A4 (1, ) (1.2.2)
vol ¥ ,(pr,pt) = p" vol ¥ 4 (1, £). (1.2.3)

1.2.3. Symétrie.— D’apres (1.1.1) et (1.1.2) on a:
volV (1, t) =volA,(r,a-r—1) (1.2.4)

volAg4(r,t) =vol V¥V, (r,a-r—t). (1.2.5)

1.2.4. Formules asymptotiques. — Pour tout n-uplet r = (ry,...,7,) de nombres réels strictement
positifs, on a

#B(r)n = [ (L) + D).

i=1
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En particulier, on a:
#0
lim M =volM(r). (1.2.6)
p—oo  pl
Pour tout point { = ({,...,{,) € R” on pose [{] := ([(1]1,...,[{,]1). Pour tout £ € N” on définit
B ={CeR": [ =0}

Pour tous n-uplets r = (r1,...,1), a = (ai,...,a,) de nombres réels strictement positifs et pour tout
nombre réel ¢ = 0, on considére la partie de R”,

LV]a(r, ) := {LeR" : [T € Vu(r, 1)}
Par définition on a | V] ,(r, ) "N" = ¥ ,(r, f)y et donc

Ivl.n0= | =

eV 4(r,ON

En particulier, on a
vol| V] 4(r, ) =#V 4(7, DN.

Sion désigne par 1: R"” — R" la translation ((y,...,(;) — ({1 —1,...,{;,—1), on ales inclusions suivantes :

i=1

Vo ) V] a(n ) ct(Va(r+(1,...,1),1) = {C€ [[-Lril:a-C= t—lal}

En passant aux volumes on obtient :

Proposition 1.1. Soientr = (ry,...,1,), a = (ay,..., a,) des n-uplets de nombres réels strictement po-
sitifs et t = 0 un nombre réel. Alors,

volVW (1, 1) < #V4(r, )N < Vol VY, (r+(1,...,1),1).
Pour tout nombre entierp=1, ona
vol V¥, (pr+(1,...,1),pt) <vol ¥, (pr,pt) + volE(pr +(1,...,1)) —volM(pr)

et donc

#V¥ 4(pr,pt)N - vol V¥V, (pr+(1,...,1),p1)

p" p"
- vol ¥, (pr,pt) + volM(pr +(1,...,1)) —volE(pr)
< o
volM(pr +(1,...,1)) —volE(pr)

=volV,(r,t)+

pn

Corollaire 1.2. Soient r = (ry,...,1), a=(ay,...,a,) des n-uplets de nombres réels strictement posi-
tifs, 6 > 0 un nombre réel, t = 0 un nombre réel. Pour tout nombre entier p = 1 tel que

volM(pr+(1,...,1)) —volM(pr) -

p" >

ona

#¥a(pr,p1N
n

vol V¥, (r, 1) < <volV,(r,t)+0.
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En particulier :
#A Pl
lim T Aa®TPON _ oy o) (1.2.7)
p—oo pfl
#V L
lim M =vol ¥ ,(r,t). 1.2.8)
p—o00 pl’l

1.2.5. Formules explicites. — Si, pour tout i = 1,...,n, a; = 1/r;, on peut expliciter les volumes de
A(r, 1) et ¥(r,t). Enfait, si t € [0, n] estun nombreréelona:

1 W (n . )
volA(n) = — Y (i)(—l)’(t— "

*i=0

Cette formule se démontre par récurrence sur n grace a la formule d’inclusion et exclusion : on ne
donne pas les détails de la preuve, comme on n'utilisera cette formule que dans les cas particuliers
explicités ci-dessous. Si € [0,1] ona:

n

volA(r,t) = %VOI.(I’) 1.2.9)

n

volv(r,t) = (1—%)V01I(r). (1.2.10)

En tenant compte de (1.2.4) et (1.2.5), pour t€ [n—1,n]ona:

(n-0"

volA(r,t) = (1—

—t)n

)Voll(r) (1.2.11)

n
volv¥(r,t) =

voll(r). (1.2.12)

1.3 Intégrales

1.3.1. Certains intégrales. — Soit i = 1,..., n. Pour tout n-uplet r = (r1,...,1r,) et a = (ay,...,a,) de
nombres réels strictement positifs, I'application

[0,a-r] —— Ry

t—— (i dA
Ay (1)

est continue et strictement croissante : elle définit donc un homéomorphisme de l'intervalle [0, a - r]
avec 'intervalle [0, voll(r)r;/2]. Pour tout nombreréel r€ [0,a-rlona:

1
/ (i dA= G dh— (i dA==voll(r)r; —f (; dA. 1.3.1)
Aq(nD) ) V(10 2 V(1)

1.3.2. Homothétie. — Pour tout nombreréelp=0ona:

f Cdh = p™! (f e d)\) (1.3.2)
A4 (prpl) Aq(rD)

f (id\=p"! (f ¢ d)\) (1.3.3)
Ya(pr,pt) A\ 100



1. Un formulaire 207

1.3.3. Symétrie. — Par la formule de changement de variable, on a:

f (idA=rivolV,(r,a-r—1t) —f (i dA. (1.3.4)

A, (1) Yu(rar—t

f (idA=rivolAg(r,a-r—1t) —f (i dA. (1.3.5)
V(1) Ag(rar—t

1.3.4. Formules asymptotiques. — Pour tout n-uplet r = (ry,...,7,) de nombres réels strictement
positifs et pour tout i = 1,...,n,0na

Y b= L;—iJ#l(r)N.

Cem(r)y
En particulier,
. T
lim Y €| =—volM(r) = (i dA.
p—oo i+l Cempr)y 2 ()

On revient aux notations introduites au paragraphe 1.2.4. Pour touti=1,...,nona
1 1
(+—=|dr= GdA+-==1¢;,
m 2 m 2

1 1
c,-+5) = Y c(c,-+5

eV, (rn B

et donc

A=Y .

eV 4 (1, N

‘[LvJu(r:t)

Proposition 1.3. Soient r = (ry,...,1), a= (a,..., a,) des n-uplets de nombres réels strictement po-
sitifs, t = 0 un nombreréel eti =1,...,n. Alors,

1
/ G dh— (—#Va(r, ) —vol ¥ 4(r, t)) = ) ¢ sf G dA.
A () 2 Yo (r+(1,...1),1)

eV 4(r,ON

Démonstration. Lafonction {;+1 est positive sur | V] ,(r, t). Puisque V¥ ,(r, t) est contenu dans | V] ,(r, 1),
on a alors

f (i d\= € +1) dA—volVv,(r, 1)
\Z1GY))] V(1)
Sf ({;+1) dA—volV (1, 1)
LV]a(r1)
1 1
=f (Ci+—) d\N+ =vol| V] (r, t) —vol ¥ 4(1, 1)
L¥]a(r,0) 2 2

1
= Z i+ =#V 4(r,t) —vol ¥ 4 (1, 1).
EGVQ(T,L‘)N
Si comme précédemment on désigne par T:R"” — R" la translation ((y,...,(;) — ({1 - 1,...,{, — 1), on
a

f i dA= € +1) dA.
Va(r+(1,..,1),0 (Vqa(r+Q,...,1),0)

Comme la fonction {; + 1 est positive sur T(V,(r + (1,...,1),1)) et que [V]4(r, 1) est contenu dans
T(Va(r+(1,...,1),1),0ona

1
2 ei:f (Ci+-) d?\Sf ©i+1) dA
eV 4(r, )N LV]a(r0) 2 I¥]a(rt)

5[ € +1) di= Ci dA,
T(Vqa(r+(1,..,1),0) Vo (r+(1,..,1),0)
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ce qui termine la preuve. O

Corollaire 1.4. Soientr = (ry,...,1), a= (a,..., a,) des n-uplets de nombres réels strictement posi-
tifs, & > 0 un nombre réel, t = 0 un nombre réel et i = 1,..., n. Pour tout nombre entier p = 1 tel que
pr; = voll(r)+9d et

volM(pr+(1,...,1)) —volM(pr) -

pI’L

5,

ona

1
i dA—038< E-s[ ; AN+ ;0.
j;a(r:t) CI pn+1 Z ' Yu(r1) CI '

LeEV 4 (1, )N
Démonstration. En effet, d’apres le Corollaire 1.2 on a

#¥a(pr,p1)N
p}’l

<volV,(r,t)+d

et en vertu de la Proposition 1.3 précédente on a:

1
N —— f  dA
fva(r,r) b " Jy (orp0) b

1 1 1
< 0|+ —= | =#V,(r,) —vol V4 (1, 1)
pr+l eV 4(r,0)N pretl2
1 1
< — Y. 0|+ = (ol ¥, (r, 1) +8) —vol ¥ (1, 1)
Y 0eV 4 (1, )N e
1
= n+1 ei +9.
Y 0EV 4(r,)N

Encore grace a la Proposition 1.3, on a

1 1
i< f (; dA
pr+! (eevaz(r,nN ) P v i (or+(1. 1) p0)

1
sf (,,-d)\+—+1(f G dh— Cid)\)
VYa(r+Q1,...,1),1) p” H(r+(1,...,1) M(r)

et puisqu’on a supposé pr; = voll(r) + 6, on obtient

1
W (fl(pr+(1,...,1)) (d ar- l(pr)Cl d)\)
< (pri+1voll(pr+(1 1))—mvoll(pr))
pn+1 2 v 2
< ﬁi(voll(prﬂl 1))—Voll(pr))+;Voll(pr+(1 )
2 pn reen 2pn+1 reeny

i 1
< 26+ — (volM(r) +8) < r;9,
2 2p

ce qui termine la preuve. O
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Corollaire 1.5. Soient r = (ry,...,r,) un n-uplet de nombres réels strictement positifs et 6 > 0 un
nombre réel. Il existe un nombre réel R(r,8) > 0 tel que pour tout n-uplet de nombres réels stricte-
ment positifs a = (ay, ..., ay,), pour tout nombre réel t = 0, pour tout nombre réel p = R(r,d) on a

volVv,(r, 1) <

—#Va(p:pt)N <volV,(r, 1)+,

etpourtouti=1,...,n,0ona

1
i dA—-38 < ﬁ-sf i d\+ ;0.
fvu(r,t) R ptl L b ) R !

eV 4(r )N

Pour tout nombre réel positif £, on a:

lim 1 {; :f (i dA (1.3.6)
p=eep LeA4(prptN Ay(rD)
lim —1 4; :f (; dA. (1.3.7)
p—oop 0EV 4(pr,pDN Va1

1.3.5. Formules explicites. — Si, pour tout i = 1,...,n, a; = 1/r;, on peut expliciter les valeurs de ces
intégrales dans certains cas. En fait, pour tout nombre réel t € [0,1] ona:

tn+1
f Gi A\ = ———= volm(r)r; (1.3.8)
A(nD) (n+1)!
1 tn+1
fv(r,t)Ci ar= (5_ (n+1)!)VOl.(r)ri' (1.3.9)

En tenant compte de (1.3.4) et (1.3.5),site[n—1,n]lona:

1 -n" -
/ Cid)\=[——(n 7) (l_n t)
A(RD 2 n! n+1

—_ " —t
ooz
Y1) n! n+1

2 Conditions d’indice

volM(r)r; (1.3.10)

volM(r)r;. 1.3.11)

2.1 Indice d’une série formelle

2.1.1. Définition. — Soient k un corps et n = 1 un nombre entier. On considere la k-algebre des séries
formelles en n variables
klt,..., t;].

Soit a = (ay, ..., ay) un n-uplet de nombres réels strictement positifs.

Définition 2.1. Soit f =Y penn 0tp t% une série formelle en n variables dans klty,..., ty]l. Lindice de f
par rapport au poids a est

+00 sif=0
ind,(f) =
min{a-0=a €, +---+aply:a#0} sinon.

Lapplication ind, : k[,..., t,] — [0, +oo] ainsi définie sera appelée 'indice de poids a.
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Proposition 2.2. L'indice de poids a est une valuation sur la k-algebre k[ ty,..., t;].

2.1.2. Indice d’'une section d’'un faisceau inversible. — Soient k un corps et E un espace vectoriel de
dimension 2 sur k. Soient n = 1 un nombre entier et P le produit de n copies de la droite projective
P(B),

P=P(E) x--- x P(E).

Soit x = (x3,...,X,) un k-point de P et, pour tout i = 1,..., n, soit {; une uniformisante de I'anneau de
valuation discrete Op(g), ;- Lhomomorphisme de k-algebres

kity,...,ty] —— Opx
ti ——pr; g

se prolonge en un isomorphisme de k-algébres locales et completes k[ #,..., ;] — 5;)' x-
Soient a = (ay, ..., a,) un n-uplet de nombres réels strictement positifs et ind, I'indice de poids a
sur la k-algebre des séries formelles en n variables. Lapplication composée

~ ind,
indg(—, %) : Gpx —— klf1,..., ta] ——— [0, +00]

ol la premiere fleche est I'inverse de I'isomorphisme défini avant, est une valuation sur Gp . Lappli-
cation ind, (-, x) ne dépend pas des uniformisantes ¢; choisies.

Définition 2.3. Soient L un faisceau inversible sur P et 0 une trivialisation de L autour de x, i.e., un
isomorphisme de Op ,-modules
0:L,:= li_r)nl“(U,L) — Opx.
xeU
Soient s une section de L définie dans un voisinage ouvert de x et s, € L, son germe en x. L'indice de
poids a en x de la section s est
ind, (s, x) :=ind,(0(sy), x).

Lapplication ind,(—, x) : Ly — [0, +o0] ainsi définie ne dépend pas de la trivialisation 6 choisie.

2.2 Sous-schémas décrits par des conditions d’indice

On reprend les notations du paragraphe précédent 2.1.2. Soient x = (xi,...,X;) un k-point du k-
schéma P, a = (ay,...,a,) un n-uplet de nombres réels strictement positifs et t = 0 un nombre réel.
On considére I'idéal de I'anneau local Gp 4,

I={feOp,:ind,(f, x) = 1}.

On note I, (x, t) le faisceau d'idéaux de Op, égal a Op sur P—{x} et tel que I,(x, ), = 1. Si U est un ouvert
de P, les sections du faisceau I, (x, f) sur 'ouvert U se décrivent de la maniére suivante :

{fel'(U,0p):inds(f,x) =1} sixeU
F(U)Ia(xr t)) =
I'(U,0p) sinon.

On désigne par Z,(x, t) le sous-schéma fermé de P associé au faisceau d’'idéaux I,(x, 7).
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Définition 2.4. Soient r = (r1,..., ;) un n-uplet de nombres entiers et Op(r) le faisceau inversible sur
Pr

Op(r) =0p(11,...,Ty) = prf OpE)(r) e pr;; OpE) (ry).
On désigne par I,(x, t| r) le faisceau d'idéaux de Gp engendré par les sections globales

I'®P,1a(x,1)-Op(r)).

En d’autres termes, on considére 'unique sous-faisceau de Gp-modules 1, (x, £ | r) I, (x, £) tel que
le faisceau I,(x, t| r) - Op(r) soit engendré par ses sections globales et on ait

IF'®,I,(x,t17)-Op(r)) =T (P,14(x, 1) -Op(r)).
On remarquera que si pour tout i = 1,...,n, a;r; = t, les faisceaux I, (x, | r) et I;(x, t) coincident.
Proposition 2.5 (Compatibilité aux puissances). Soient x = (x,...,Xx,) un k-point du k-schéma P,

a=(a,...,a,) un n-uplet de nombres réels strictement positifs, r = (r1,...,1,) un n-uplet de nombres
entiers strictement positifs et t = 0 un nombre réel. Alors, pour tout nombre entierp =1 on a

Lo(x, £ )P c1g(x, ptlpr).

Remarque 2.6. Dans [EV84, Lemma 1.9], Esnault et Viewheg donnent des conditions combinatoires
suffisantes pour que 'inclusion de la Proposition précédente soit une égalité pour tout p. Ici on n'aura
besoin que de 'inclusion précédente.

Proposition 2.7 (Détermination d'une base des sections globales, [EV84, 2.3]). Soient x = (x1,...,Xn)
un k-point du k-schéma P, a = (ay,...,a,) un n-uplet de nombres réels strictement positifs, r =
(r1,...,rn) un n-uplet de nombres entiers strictement positifs et t = 0 un nombre réel. Pour tout
i=1,...,n,s0it T, T;; une base du k-espace vectoriel E telle que

xTip#0 et x;T;j;=0.

Alors, une base du k-espace vectoriel T'(P,1,(x, t) ® Op(r)) est donnée par les éléments de la forme
o1~ ol
T =@T T
i=1
avecl € ¥ 4(r, IN.

Démonstration. Pour tout i la section globale T;y du faisceau inversible Gp ) (1) sur P(E) ne s’annule
pas en le point x;. De plus, 'image du germe en x de la section globale T;;, a travers la trivialisation
OpE)(D)x; — Op),x;

induite par T;o autour de x, est une uniformisante de I’anneau de valuation discréte Opg), . En parti-
culier, si

f= ) T®

Cem(r)y
est une section globale non nulle du faisceau inversible &p(r) sur P, on a
ind,(f,x) =min{a-€: o # 0}.
Lindice de f en x par rapport au poids a est = ¢ si et seulement si f est de la forme

f= 2 T,

eV 4 (r, N

ce qui acheve la preuve. O



212 Chapitre IV. Application au Théoréme de Roth et a ses généralisations

2.3 LeLemme de Dyson a n variables d’Esnault-Viewheg et Nakamaye

2.3.1. Enoncé du Lemme de Dyson a n variables. — Soient k un corps de caractéristique nulle et E
un k-espace vectoriel de dimension 2. Soient n = 1 un nombre entier et P le produit de n copies de la
droite projective P(E),

P=P(E) x---xP(E).

Soit N = 1 un nombre entier. Pour tout a = 1,...,N, soient x(a) un k-point du k-schéma P et f(x) =0
un nombre réel. On pose x = (x(1),...,x(N)) et £ = (£(1),..., t(N)).

Soient a = (ay,...,a,) un n-uplet de nombres réels strictement positifs et r = (ry,...,7,) un n-
uplet de nombres entiers strictement positifs. Pour tout a = 1,...,N on considére le faisceau cohérent
I4(x(a0), t(a) | r) d'idéaux de Op. On pose :

N
Lox, tr) = [ La(x(@), t(a) | 7).
a=1

Théoréeme 2.8 (Lemme de Dyson a n variables, [EV84, Theorem 0.4], [Nak99, Theorem 0.3]). SoitN =1
un nombre entier. Pour touta = 1,...,N, soient x(a) un k-point du k-schémaP et t(x) = 0 un nombre
réel. Soient a = (ay,...,a,) un n-uplet de nombres réels strictement positifs et r = (r1,...,r,) un n-
uplet de nombres entiers strictement positifs.
On suppose que les projections des points x;,..., Xy soient a deux a deux distinctes, i.e. que pour
touti=1,...,netpoura#p onait:
pr; (x(a)) # pr; (x(B)).

S’il existe un nombre entier p = 1 tel que I'(P,1,(x,pt|pr) -Op(r)) # {0}, alors

N
)" vol Ag(r, t(e) < volM(r) (1 +en(r)),

a=1
ou
n rj
sN(r)::l_[(l+ max {—}max{O,N—Z})—l,

i=1 i+l<jsn ( r;

2.3.2. Application a la dimension des noyaux des fleches d’évaluation. — On revient aux notations
du paragraphe précédent 2.3.1.

Proposition 2.9. Soit N = 1 un nombre entier. Pour tout a = 1,...,N, soient x(«) un k-point du k-
schémaP et t(a) = 0 un nombre réel. Soient a = (ay, ..., a,) un n-uplet de nombres réels strictement
positifs et r = (ry,..., ;) un n-uplet de nombres entiers strictement positifs.

Alors, avec les notations introduites plus haut, on a :

N
dimg T (P,14(x, £|r)-Op(r)) = dim T (P, Op(r)) — ) # A4 (1, H{@)N.

a=1

Démonstration. On désigne par Z,(x, t) le sous-schéma fermé défini par le faisceau d'idéaux1,(x, t|r).
Le sous-schéma fermé Z,(x, t) est la reunion disjointe des sous-schéma fermés Z,(x(a), t(a)) pour
a=1,...,,N,
N
Za(x,8) = |_| Za(x(a), £(a0)).
a=1
Soit r = (ry,...,1,) un n-uplet de nombres entiers strictement positifs. Les sections globales du fais-
ceau inversible Op(r) sur le sous-schéma fermé Z,(x, £) sont la somme directe des sections globales
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du faisceau inversible Op (r) sur les sous-schémas fermés Z , (x(x), t(x)) :
d
I'Za(x, 8),0p(r) = @F(Za(x((x), t(a)),Op (1))
a=1

En passant aux dimensions, cette décomposition entraine :
dlmk F(Zd(x) t)) @P(r)) = dlmk F(Za(xy t)’ @P(r))

d
= Y. dimi I'(Zq(x(@), (@), Op(1))

a=1

d
=) #Au(r, H@)N 2.3.1)
a=1

Lhomomorphisme d’évaluation sur le sous-schéma Z,(x, t),
Na(x, £] 1) : T(P,0p(r)) — I'(Za(x, £),0p(1r))
n’est bien siir pas toujours surjectif. Néanmoins, on a I'inégalité suivante :

Va(x, t]r) :=dimg Kerng(x, £ r)
=dim; ['(P,0p(r)) —dimi Imng,(x, 1)
> dimi I'(P,0p(r)) —dim; I'(Z,(x, t),0p(1)). (2.3.2)
En combinant (2.3.1) et (2.3.2) on obtient :
d
Va(x,t|r) = dimg T(P,Op(r)) — ) #A4(r, H@)N,

a=1

ce qui acheve la preuve. O

Proposition 2.10. Soit N = 1 un nombre entier. Pour tout « = 1,...,N, soient x(a) un k-point du k-
schéma P et t(a) = 0 un nombre réel. Soient a = (ay, ..., a,) un n-uplet de nombres réels strictement
positifs et r = (ry,..., ;) un n-uplet de nombres entiers strictement positifs tels que

N
volM(r)(1+en+1(r) — ) vol Aq(r, 1)) € [0, 1].
a=1

On suppose que les projections des points xy,..., Xy Soient a deux a deux distinctes, i.e. que pour
touti=1,...,n etpoura#p onait:

pr; (x(a)) # pr; (x(B)).

Soit uy(r, t) € [0, n] 'unique nombre réel tel que

N
VOl A 4 (1, ug(r, £)) = volB(r) (1 +ent1 (7)) — Z vol A 4(r, ().
a=1

Alors, pour tout nombre réel u> u,(r,t),ona:

dim; TP, 14 (x,t|7) - Op (1)) < # Ao(r, UN.
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Démonstration. Soit y un k-point du k-schéma P tel que, pour touta =1,...,d etpourtouti =1,...,n,
on ait
pr; (y) # pr; (x(a)).
Soient Z,(y, u) le sous-schéma fermé du k-schéma P d’'indice u en le point y par rapport au poids a et
I4(y, w) le faisceau d’idéaux qui le définit. On se raméne a prouver que le faisceau cohérent
(Ia(x,ptlpr) Nla(y, w)-Op(r)
n'admet aucune section globale non nulle. En effet, en supposant de I’avoir montré, on a
{0} =T (P,(Ia(x,ptlpr) N1a(y, w) - Op(r)) =T (P,14(x,pt|pr) - Op(r) NT(P,1,(y, ) - Op(r))

et donc

dim I'(P,I4(x,pt|pr)-Op(r)) < dimy ['(P,0p(r)) — dimg I'(P,14(y, u) - Op(r))
<dimyI'(Z4(r, u),0p(r))
=#Aq(r, UN.
On suppose par 'absurde que le faisceau cohérent (I,(x,pt|pr) N1,(y, w)) - Op(r) admet une sec-

tion globale non nulle. On peut alors appliquer le « Lemme de Dyson a n variables » (Théoreme 2.8
ci-dessus) aux points x,..., xy et y. On obtient

N
Z VOl A 4(7, t(c0)) + VOl A o (1, ) < volB(r) (1 +en+1(7)), (2.3.3)

a=1
ou

n .
8N+1(r):=]_[(l+ max {Q}max{O,N—l})—l.

i=1 i+l<jsn ( r;
Linégalité (2.3.3) se récrit sous la forme
N
vol A 4 (7, 1) < volB(r) (1 +en41 (7)) — Z VOl A 4 (7, t(a)) = VOl A 4 (1, Uy () 8)),
a=1

ce qui entraine u < u,(r, t), en contradiction avec '’hypothése u > u,(r, t). O

3 Semi-stabilité d’'une configuration de points définie par des condi-
tions d’indice
3.1 Coefficient d’instabilité d’un sous-schéma défini par des conditions d’indice

3.1.1. Définitions. — Soient k un corps et E un k-espace vectoriel de dimension 2. Soit n = 1 un
nombre entier ; on consideére le produit P de n copies de la droite projective P(E) :

P=P(E) x--- xP(E).

Soit d = 1 un nombre entier et, pour touta = 1,...,d, soient x(«) un k-point du k-schémaP et t(a) = 0
un nombre réel. On pose x = (x(1),...,x(d)) et t = (£(1),..., t(d)).

Soit a = (ay,...,a,) un n-uplet de nombres réels strictement positifs. Pour tout a = 1,...,d on
considere le sous-schéma Z, (x(a), t(a)) d’'indice #(a) au point x(a) par rapport au poids a. On pose :

n
Zax,t) = | | Za(x(), t().

a=1
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Soit r = (r1,..., ) un n-uplet de nombres entiers strictement positifs. On considere le faisceau inver-
sible
Op(r) = pr] Op) (1) ® -+- ® pr;, Op) (1)

sur P, oy, pour touta = 1,..., n, pr(a) : P — P(E) désigne la a-iéme projection.
On considere 'homomorphisme d’évaluation n,(x, £| r) des sections globales de Op(r) sur le sous-
schéma fermé Z,(x, 1) :
Na(x, 2| 7) : T(P,0p(r)) — I'(Za(x, 1),0p(1))

On désigne par N, (x, £| r) son noyau et par v, (x, £|r) la dimension de N, (x, | r). On considére le k-
point [N, (x, £|r)] associé a N,(x, £|r) de la grassmanienne d’indice v,(x, £|r) du k-espace vectoriel
r'®,op(r)Y,

Grass,,,(x,¢| ) T (P,0p(1))").

Soient
Va(x,E|T)

Fox,tir):=  /\ T®@0p(r)"
et
®a(x, t1): Grassy,x ¢ (T P,0p(r)") — PFq(x, t] 1))

le plongement de Pliicker.
Le k-groupe réductif SL(E) agit naturellement sur la droite projective P(E) et sur le faisceau inver-
sible @ (1) de maniere équivariante. Le produit de n copies du k-groupe réductif SL(E),

S =SL(E) x --- x SL(E),

agit composante par composante sur le k-schéma projectif P. Le faisceau inversible Gp(r) est na-
turellement muni d'une action équivariante de S. Le k-groupe réductif S agit alors sur la grassma-
nienne Grassy,,x,¢| ) ([(P,0p(1))") et sur I'espace projectif P(F,(x, £| ) et le plongement de Pliicker
®q(x, t| 1) est équivariant.

On va étudier la semi-stabilité du point [N, (x, £| r)] par rapport a la restriction du faisceau inver-
sible G (1) sur la grassmanienne Grassy,,x,¢|r)([(P,0p(r))¥). Si A : G;, — S est un sous-groupe a un
parametre, on note p(A, [N4(x, £|1)]) le coefficient d’instabilité du point [N, (x, £| r)] par rapport a A et
ala polarisation induite par le plongement de Pliicker (voir 1.4.4.2).

Définition 3.1. Avec les conventions et les notations introduites avant, pour tout sous-groupe a un
parametre A : G,,; — S, on pose

A, [Ng(x,ptlpr)])

pn+1

B, [Ng(x, £ r)]) :=limsup

p—+00

3.1.2. Cas d’'unseul point. — On suppose d = 1. Dans ce numéro, en négligeant les indices de x(1), £(1),
on écrira simplement x, t. Pour tout i = 1,..., n on note x; la i-iéme projection pr;(x) du point x.

Soit A : G;;; — Sunsous-groupe a un parametre de S : il correspond ala donnée pourtouti =1,...,n
d’un sous-groupe a un parametre A; : G, — SL(E) de SL(E). Pour tout i = 1,..., n il existe une base
T;o,Ti1 du k-espace vectoriel E telle que

Ai(1)-Tig =TT,
Ni(0)- Ty =1""Th
ol m; = 0 est un nombre entier. Pour tout i = 1,..., n soit x; la i-ieéme projection du point x. On pose :

. 1 sixiT;p=0
Xx () = !
0 sinon.
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Proposition 3.2. Soient n = 1 un nombre entier, x un k-point du k-schémaP, r = (ry,...,r,) un n-
uplet de nombres entiers positifs, a = (ay, ..., a,) un n-uplet de nombres réels strictement positifs et
t = 0 un nombre réel.

Avec les notations introduites avant, pour tout sous-groupe a un paramétre A : G,, — S, ona:

n o
MO NG eI =Y Y (DX my(ry—2€7)

i=10eV 4(1,1)
n .

=Y DO my (#var o2 Y. ).
i=1 eV 4(r,ON

Démonstration. Soiti=1,...,n tel que x.(i) = 0 : puisque la section globale T;( ne s’annule pas en le
point x, il existe &; € k tel que la section globale T;; — ;T ;o s’annule en le point x;. Pour tout n-uplet
¢ € M(r)n, on pose :

T(€):=[ ® 1T e

Xx(D)=1

i—Li i
& T (T —&iTi) ]
Xx(1)=0

D’apres la Proposition 2.7 les éléments T (¢), lorsque £ parcourt ’ensemble ¥ ,(r, f)N, forment une base
du k-espace vectoriel N, (x, ¢| 7). En vertu de la Proposition I.4.150n a:

HOL NG E[DD = ) p[TO)), B.1.1)

LeV 4(1, )N
ot [T(0)] est le k-point du k-schéma P(I'(P,0p(r))Y) défini par la classe d’équivalence de T (). Pour

tout n-uplet de nombres entiers € = (¢y,...,¢,) e B(r)y,ona:

AT T(0) =( Q @ ™I Tl (i Ty
Xx (D=1

®( &Q @™ Tio) Ty = & Tig)
Xx(l.):()

=Tw( X T;i_Bin(i))@( X T;(i)_ei(Tﬂ—EisziTz’o)e"),

Xx(D)=1 Xx(1)=0

n o
He =Y (DX Dm;(r; —2¢). (3.1.2)
i=1
Puisque, pourtouti =1,...,n, m; 20,ona p(A, [T(@)]) = p¢, ce qui en vertu des égalités (3.1.1) et (3.1.2)
termine la preuve. O

Corollaire 3.3. Soient n = 1 un nombre entier, r = (r1,...,I,) un n-uplet de nombres entiers stricte-
ment positifs, a = (ay,..., a,) un n-uplet de nombres réels strictement positifs.

Pour tout nombre réel § > 0, il existe un nombre entier R = R(n, r, a, d) = 1 satisfaisant a la propriété
suivante :

— pour tout k-point x du k-schémaP,

— pour tout nombre réel t = 0,

— pour tout sous-groupe a un paramétre A : G,, — S,

— pour tout nombre entier p = R,
avec les notations introduites avant, on a :

M, [Ng(x,ptlpr)])

pn+1

HA, [Ng(x, £[1)]) =

<8(r-m).
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En particulier :

KA, [Ng(x,ptlpr)])
pn+1

A, [Ng(x, £ r)]) ;= limsup

p—oo

n .
= Z ()X g (volva(r, 0-ri— 2[

i=1 Va(r,1)

i d)\)
Démonstration. D’apres la Proposition 3.2 précédente, pour tout nombre entierp=1,0ona:

n .
H()\,[Na(xyp”pr)]):Z(—I)Xxmmi(#Va(prrpt)N'pri_Z > ei).
i=1 CeV 4(pr,pt)N

n+1

En divisant par p”*** on obtient :

0;

U, [Ng(x,ptlpr)]) f(—nx)«“’)m- (#Va(pr,pt)N 2
- 1
i=1 0eV 4(pr,pt)N

pr+1 -

p" t pn+1

) . (3.1.3)

En vertu du Corollaire 1.5, pour tout réel & > 0, il existe un nombre entier R = R(n, r, a, 6) > 0, indépen-
dant du nombre réel ¢, du sous-groupe a un parametre A et du k-point x, tel que pour tous nombres
entiersp,p’=Rona:

#V ,pt 0
vol v (r, 1) — Y alPLPON| O (3.1.4)

p" 2

etpourtouti=1,...,nona:
1 0
(id\——— 0ill = =r;. (3.1.5)
-[Va(r:f) l pr+! Eeva%:r,ptm ' 2!

On termine la preuve en vertu de (3.1.3), (3.1.4) et (3.1.5). O

3.1.3. Coefficient d’instabilité d'un sous-schéma defini par des conditions d’indice : cas de plu-
sieurs points. — On suppose dans ce numéro d = 2. Soit A : G, — S un sous-groupe a un parametre
de S :il correspond ala donnée pour tout i = 1,...,n d'un sous-groupe a un parametre A; : G, — SL(E)
de SL(E). Pour tout i = 1,..., n il existe une base T;p, T;; du k-espace vectoriel E telle que

Ni(1)-Tio=1"Tjo
AT =1 "Tj
ol m; = 0 est un nombre entier. On pose
n r]
ea(r) =] (1+ max {—}(d—l)) -1
i=1 i+l<sj=sn (r1;
et pour tout nombres réels #(1),..., t(d) = 0 tels que
d
volB(r)(1+e4(r)) - Y volA4(r, t(a) €[0,1],
a=1
on considere I'unique nombre réel u,(r, t) = 0 tel que

d
VOl A 4 (1, ug(r, £)) = volB(r)(1 +€4(r)) — Z vol A 4(r, t()).

a=1
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Proposition 3.4. On suppose que la caractéristique de k soit nulle. Soient n,d = 1 des nombres en-
tiers, r = (ry,...,ry) un n-uplet de nombres entiers positifs, a = (ay,...,a,) un n-uplet de nombres
entiers strictement positifs tels que

d
volM(r)(1+€4(r))— ) vol Ay(r, 1)) € [0, 1].
a=1
Pourtouta =1,...,d, soient x(a) un k-point du k-schémaP et t(«) = 0 un nombre réel. On suppose
que les projections des points x(1),..., x(d) soient a deux a deux distinctes, i.e., pour touti =1,...,n et
poura #p on ait :
pr; (x(a)) # pr; (x(B)).

Soit y un k-point du k-schéma P tel que, pour touta =1,...,d ettouti =1,...,n, on ait
pr; () # pr; (x(a)).

Avec les notations introduites avant, pour tout nombre réel u> u,(r,t),ona:
i. I'intersection des sous-espaces N, (x,t|r) et N,(y,u|r) est nulle;

ii. pour tout sous-groupe a un parametre A :G,, —S,ona:
R, [Ng(x, £11)]) + p(A, [Ng(y, u| 1)) < (r-m) |diImT (P, 0p(r))) = (Va (%, £ 1) + Va(y, ul 1) |.

Démonstration. On montre d’abord que I'intersection des sous-espaces vectoriels N, (x, | r) et N, (y, u| 1)
est nulle. Supposons par I'absurde qu’il existe un élément non nul

feNg(x, t|r)NNg(y, ulr).

On applique le Lemme de Dyson a n variables (Théoréme 2.8) aux points x(1),...,x(d),y (avec N =
d+1):

d
Z VOl A 4 (1, t()) + VOl A 4 (1, u) < vOlM(r) (1 +€4(7)),

a=1

et donc

d
vol A 4(r, u) < volB(r)(1+¢€4(r)) — Z vol A 4 (1, t())

a=1

= VOl A 4(r, ug(r, 1)).

Puisque la fonction vol A 4(r, —) est strictement croissante, la derniére inégalité implique u < u,(r, t),
en contradiction avec ’hypothese u > u,(r, t).

On va utiliser le fait que l'intersection des sous-espaces N, (x, £|r) et N, (y,u|r) est nulle pour
pouvoir appliquer le Corollaire 1.4.19.

En reprenant les notations du dit Corollaire, pour tout nombre entier b € Z, on consideére le sous-
espace I'(P,0p (7)), < T'(P,0p(r)) formé par les éléments f telsque 1- f = b f- Autrement dit, une base
du k-espace vectoriel I'(P,0p(r)), est donnée par les mondmes

n
T =T} Ty,
i=1

ou £ € M(r)y est un n-uplet de nombres entiers tels que (r —2¢) - m = b. Puisque les nombres entiers
my,..., m, ont été supposés positifs et comme ¢ appartient a B(r), le k-espace vectoriel I'(P,0p (1))}
est non nul si et seulement si

-rrm<b<r-m,
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ol les cas extrémes sont respectivement donnés par la droite engendrée par T(r) = TH ®: - ® T:ﬁ etla
par droite engedrée par T(0) = T{(l) Q- ® T;’(’). Avec les notations du Corollaire I.4.19 on a alors :

bmin = —1-m.

Par conséquent, en appliquant on obtient :

M, [Ng(x, £]17)]) + pA, [No(y, ul 1)) < mmin(vu(x, tr)+ve(y,ulr)—dimI'(P, @p(r)))
+ U, [T®,0p(r)VD.

Le sous-groupe a un parametre A est un sous-groupe a un parametre du k-groupe algébrique S =
SL(E) x --- x SL(E) : le déterminant de la représentation induite sur I'(P,0p(r)) est donc triviale. En
particulier le coefficient d’instabilité u(A, [T (P,0p(r))"1), qui n'est rien d’autre que le poids de la re-
présentation

G, — GL(det T'(P,0p(r)"),

est nul, ce qui termine la preuve. O

Corollaire 3.5. On suppose que la caractéristique de k soit nulle. Soient n,d = 1 des nombres en-
tiers, r = (ry,..., ) un n-uplet de nombres entiers strictement positifs, a = (a1, ..., a,) un n-uplet de
nombres entiers strictement positifs tels que

d
voll(r)(1+¢€4(r)) — Z vol A 4(r, t(a)) € [0,1].

a=1

Pour tout nombre réel § > 0, il existe un nombre entier R = R(n, d, r, a,8) > 0 satisfaisant a la pro-
priété suivante :
— pour tous nombres réels t(a) =0 (a=1,...,d),
— pour tout nombre entierp = R,
— pour tous k-points x(1),...,x(d), y du k-schéma P tels que pour touti =1,...,n et poura # 3 on
ait
pr;(y) # pr; (x() # pr; (x(B)),

— pour tout sous-groupe a un parameétre A : G,, — S,
avec les notations introduites avant, on a :

M, Ny (x,pt|pr))
pn+1

< (eq(r)+0)(r- m) volM(r) — fi(A, N4 (y, ua(r, ) | 1)]).

En particulier,

M, [Ng(x,ptlpr])

B, [Ng(x, £ 1)]) :=limsup ol

p—oo

< (r-m)eg(r)volM(r) — 0\, [Ng(y, ua(r, )1 1)]).

Démonstration. Soit u > u,(r, £) un nombre réel. D’apres la Proposition 3.4 précédente, pour tout
nombre entierp>0ona:

A, [Ng(x,pt|pr)]) + u(A, [Ng(y,pulpr)])
<p(r-m)|dimI'(P,0p(pr)) — (Vq(x,ptlpr) + v, (y,pulpr))|. (3.1.6)
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En vertu de la Proposition 2.9 pour tout nombre entierp>0ona:
d

Va(x,pt|pr) = dimT(P,Op(pr)) — )_ #A4(pr, pt(a)N.
a=1
et donc
d
dimT'(P,0p (pr)) — (Va(x,pE|pr) + Va(y,pul pr)) < D #Aq(pr,pt())N — Va(y,pulpr) B.1.7)
a=1

En utilisant cette inégalité dans (3.1.6) on obtient :

M, [Ng(x,ptlpr)]) + A, [Ng(y, pulpr)]) <p(r-m)

d
Y #Aqlpr,pt(@)n—Va(y,pulpr)|.
a=1

En divisant la derniére inégalité par p”*!, on obtient :
A, [Ng(x,pt]|pr)]) - d #Aqprpt@IN  Va(ypulpr) | pA, Ng(y,pulpr))
pn+1 =(r-m) 0(2::1 pn - pn - pn+1 :

En vertu du Corollaire 1.5 pour tout 6 > 0, il existe un nombre entier Ry = Ro(n, 1, @, 8) > 0, indépendant
du sous-groupe a un parametre A et des k-points x(1),...,x(d), y, tel que, pour tout nombre entier
p=Rp,0ona:

5
- - )" volAg(r, t(@) —vol V4 (r,u) || < =. (3.1.8)
a=1 Y Y 2

a=1
D’apres la Proposition 3.3 il existe un nombre entier Ry = R;(n, 1, a, u, §), indépendant du sous-groupe
aun parametre A et du k-point y, tel que pour tout nombre entierp=R;,ona:

M, [Ny, pulpr)])
pn+1

(i #Aa(r, LN va(y,pulpr))_( d )

- 0
—HA, [Ng( uln)D| = E(r'm)' (3.1.9)

En utilisant (3.1.8), (3.1.9) dans (3.1.3), pour tout nombre entier p = Rg, R; on obtient :

M, [Ng(x,ptlpr)])

d
o Y volAg(r, t(@) —vol ¥ 4(r, u)

a=1

<(r-m)

— A, INg(, ul 1D +6(r - m).

Le terme de droite de cette inégalité est une fonction continue en u : on peut laisser tendre u a u,(r, )
et obtenir

M, [Ng(x,ptlpr)])

pn+1 =(r-m

d
Y vol Ag(r, 1)) = Vol ¥ o (r, uq(r, t))]

a=1
— LA INg(y, ug(r, ) I +8(r-m).  (3.1.10)

Par définition u,(r, t) est 'unique nombre réel appartenant a [0, a - r] tel que

d
VOl A 4 (1, uy(r,8)) = volM(r)(1 +e4(r)) — Z Vol A 4 (1, t()).

a=1
En vertu de cette expression, on a:
d d
Y vol Ag(r, t(@) = Vol ¥ 4 (1, ug(r, ) = | ). vol Aq(r, £(@)) + VOl A 4 (1, ug(r, 1)) | — volM(r)
a=1 a=1
=volm(r)(1+¢€4(r)) —volM(r)
=volM(r)e,(r).

On termine la preuve en utilisant la derniere égalité dans (3.1.10). O
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3.2 Enoncé du théoréme de semi-stabilité

Soient k un corps de caractéristique nulle et E un k-espace vectoriel de dimension 2. Soient n =1
un nombre entier et P le produit de n copies de la droite projective P(E),

P=P(E) x---xP(E).

Soient k' une extension finie de k de degré d = [k': k] =2 et 6 = (01,...,0,) un k’-point de P tel que,
pour tout i = 1,..., n, le point 6; engendre le corps k'. Soit x = (x1,..., X,) un k-point de P.

3.2.1. Sous-schéma d’indice en le point rationnel. — Soient r = (ry,...,r,) un n-uplet de nombres
entiers strictement positifs, a = (ay, ..., a,) un n-uplet de nombres réels strictement positifs et £, = 0
un nombre réel.

On considere le sous-schéma fermé Z ,(x, t,) < P d’indice t, en x par rapport au poids a, et

Na(x, x| 7) : TP, 0p(r)) — T'(Z4a(x, ty),0p(1))

I’'homomorphisme d’évaluation des sections globales de Gp(r) sur le sous-schéma fermé Z(x, t,). On
désigne par N, (x, x| r) son noyau et par v4(x, tx| ) la dimension de N,(x, tx | ). On considere le k-
point [N, (x, tx| )] associé au noyau N (x, f | r) de la grassmanienne d’indice v,(x, t, | r) du k-espace
vectoriel T (P,Gp (1)),

Grass,, (x| (T (P,0p(1)").

Soit
Dq(X, ty| 1) : Grassy, x| TP, Op(1)Y) — PFu(x, t; | 1))

le plongement de Pliicker, ot

Va(x,tx | 1)

Falx,txIr):i= A\ T®,0p(r)".

3.2.2. Sous-schéma d’indice en le point algébrique. — Soient k une cloture algébrique de k conte-
nante k' et 0(1) =0,0(2),...,0(d) les %-points de P conjugués a 0.

Soient r = (r1,..., ) un n-uplet de nombres entiers strictement positifs, a = (a,, ..., a,) un n-uplet
de nombres réels strictement posititfs et fg = 0 un nombre réel.

Pour tout o = 1,...,d on considere le sous-schéma fermé Z,(6(a), tg) < P=Px k k d’indice fgenle
point 6(a) par rapport au poids a. Le sous-schéma fermé

d
L Za(®(a), t0)
a=1

est stable sous I'action du groupe de Galois absolu Gal(k/k) et il descend en un sous-schéma fermé
Z.4(0, tg) de P. On considere 'homomorphisme d’évaluation 1n,(0, ty | r) des sections globales de Op ()
sur le sous-schéma fermé Z,(0, 7g) :

Na(0, 51 7): T(P,0p(r)) — I'(Z4a(0, 1), Op (1))

On désigne par N,(0, fg | ) son noyau et par v,4(0, ty | r) la dimension de N4(0, ty | r). On considere le k-
point [N,(8, fg| r)] associé a N,(0, tfg | r) de la grassmanienne d’indice v,(0, fg | ) du k-espace vectoriel
r'®,op(r)Y,

Grassy g, ) (T(P,0p(1)").

Soient
va(0,f9 1)

F.®,51r):= A T(®@0p(r)
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et
®q(0, | ) : Grassy, g, r) (L (P,0p (1)) — P(F4(0, 1] 1))

le plongement de Pliicker.

3.2.3. Semi-stabilité. — Pour tout n-uplet de nombres réels strictement positifs r = (ry, ..., 1) soit

gq(r) = H(1+ max {Q}(d—l)).

i=1 i+l<j<sn | Ij

Pour tout n-uplet de nombres réels strictement positifs r = (r1,..., ), pour tout n-uplet a = (ay, ..., a,)
de nombres réels strictement positifs et pour tout nombre réel ¢ € [0, ] tels que

volM(r)(1+¢€4(r)) —dvol Ay(r, t) € 10,1],
on considere 'unique nombre réel u,(r, t) € [0,a-r] tel que
VOl A 4 (1, ug(r, 1)) = vol(r)(1 +e4(r)) —dvol A,(r, t).
On remarque que pour tout nombre entier p >0 on a gg(pr) =€4(r) et uy(pr, £) = pug(r, 1).

Théoréme 3.6. Soientr = (r1,...,r,) un n-uplet de nombres entiers strictement positifs, a = (ay, ..., an)
un n-uplet de nombres réels strictement positifs et tg, ty = 0 des nombres réels. On suppose

volB(r)(1+¢€,4(r)) —dvol A,(r, t) €]0,1],

et que, pour touti=1,...,n, on ait :

Vol VW 4 (1, t) 1 — 2/
Val(rty)

Gi d?\‘

<

vol ¥ ,(r, u,(r, te))ri—zf

(; d)\' —gg(r)volM(r)r;. (3.2.1)
Ya(rugq(nty))

Alors, il existe un nombre entier R = R(n,d, 1, a, ty, ty) > 0 tel que, pour tout nombre entier p = R, le
k-point
(INa(8,pt91p1)], [Na(x,ptx|pr)])

est semi-stable sous I'action du k-groupe réductif S.

Remarque 3.7. Pour prouver la semi-stabilité on utilisera le critere numérique de Hilbert-Mumford
1.4.11. Le corps k étant parfait et les point [N, (x,pt|pr)], [N4(y,pulpr)] étant définis sur k, on peut se
borner, d’apres le Théoréme 1.4.12, a considérer seulement des sous-groupes a un parametre définis
sur le corps k.

Démonstration. Soit A : G;; — S un sous-groupe a un parametre (défini sur k) du k-groupe réductif
S. Le sous-groupe a un parametre A correspond a la donnée pour tout i = 1,...,n d'un sous-groupe
a un parametre A; : G;;; — SL(E) de SL(E). Pour tout i = 1,..., n il existe une base Ty, T;; du k-espace
vectoriel E telle que

Xi(0)-Tio=1""-Tjo
Ai(D-Tn=1""Tx
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ol m; est un nombre entier positif. D’apreés la Proposition .4.9, pour tout nombre entier p >0 on a
R, (INa(©,ptglpr)], INa(x, ptx [pr)]) = H(A, [Ng(0,p29 | pT)]) + LA, [Ng(x, ptx | pP)]). B.2.2)

On va étudier les deux termes (A, [N(0,pfg | pr)]) et L(A, [N(x,pty | pr)]) séparément.

Point algébrique. Pour tout i = 1,..., n soit z; le k-point du k-schéma P(E) tel que :

Va(ruq(nty)

z;Tio=0 sivolV,(r,ua(r, fe))ri—Zf (;d\<0
z;Tip=0 sinon.

Puisque les points 0(a) ne sont pas k-rationnels, pour tout a = 1,...,d et pour tout i = 1,...,n les
sections T;o et T;; ne s'annulent pas en pr;(8(x)) : en particulier pr;(0(x)) # z;. Comme pour tout
i=1,...,netpourtouta=1,...,d, le point pr;(6(a)) engendre le corps k', pour tout i = 1,..., n et pour
touta #ZPona

pr; (B(a)) # pr; (B(B)).

On peut alors appliquer le Corollaire 3.5 et obtenir que, pour tout 8 > 0, il existe un nombre entier
Ro =Ro(n,d, a,r,d) > 0 tel que, pour tout nombre réel 75 = 0, pour tout nombre entier p = Ry et pour
tout sous-groupe a un paramétre Ade S,ona:

HA,Ng(O,pt9lpr))
pn+1

) -
< (8d(r) + E) (r-m)volM(r) — f{(A, [Ny (z, ug(r, tg) | 1)1). (3.2.3)
D’apres le Corollaire 3.3, on a :

n .
A\ Na(z, ua(r, to) D) = 3 (1= m; (volva(r, a(r, 19)) - Ti =2 f

i=1 Ya(ruq(nty))

i d)\) , (3.2.4)

. 1 siziTjp=0
Xz(1) = !
0 sinon.

Par définitionde zon a:

(-1)X=) = sign (volva(ua(r, 1)) —2[ ¢ d)\).
Yo (ua(r,tg))
etdonc:
n
B, [Na(2, ua(r, 1) |1 = D m; [VOLV (1, tq (1, t9)) - 1 —2f Ci d?\‘. (3.2.5)
i=1 Ya(ruq(r,tp))

Point rationnel. D’aprés le Corollaire 3.3, pour tout § > 0 il existe un nombre entier R; =Ry (n, a,1,d) >
0 tel que, pour tout nombre réel ¢, = 0, pour tout nombre entier p = R; et pour tout sous-groupe a un
parametre A de S,ona:

A, [Ng(x,pt N b
A, [ a;—:f; xpr)]) _p()\, N (x, £ | P)]) Sz(r'm)VOII(r)r (3.2.6)
ol n
AL NG (%, £l ) = ) (DD (volva(r, fx) 1i =2 f Gi d)\)r 8.2.7)
i1 Val(rty)
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avec

. 1 sixTjo=0
Xx (@) = !
0 sinon.

Conclusion. D’apres (3.2.2) - (3.2.7), pour tout nombre réel > 0 et tout nombre entier p = Rg,R; ona:

A, (INg(0,pty | pr)], INg(x,ptxpr)]))

< (8+¢e4(r))(r-m)volM(r)

pn+1
n
- Z m; [vol VW ,(r,u,(r, tg)) - 1 —Zf G d)\’
i=1 VYa(ruq(r,ty))
n .
+ Y (XD, (volva(r, t) T —2] Ui d)\).
i=1 Va(rtx)
Puisque les entiers m; sont tous positifson a:
n X n
Y DDy Vol W o (r, 1) - 1 —2[ @ d)\) <) m; Vol V(1) 1 —2[ @ d)\‘
i=1 Val(rty) i=1 Val(rty)
et donc
A, (N4 (9, pt ,[Ng(x,pt n
R, ([Ng(0,ptgpr)], [Ng(x,ptx | pT)]) - Zmi((ed(r)+8)rivoll(r)
pn+1 =
+ (vol ¥ 4(r, tx)-ri—Zf G d)\' — |Vol ¥ o (7, ug(r, tg)) - 1; —2[ G d)\‘).
Va(rty) Y a(r,uq(r,tg))

Par hypothese, pour touti=1,...,nona:

<

vol V¥ 4(r, tx)ri—Zf (; dA

Valrty)

vol ¥ (1, uy(r, tg))ri — zf
Va(ruq(rty)

(; d)\' —e(r)volM(r)r;,

Il existe un nombre réel &g = 8¢ (n, d, 1, a, ty, tx) > 0 tel que, pour tout d < §, et pour tout i = 1,...,n, on
a:

<

vol ¥ 4(r, tx)ri—zf (; dA

Val(rty)

vol ¥ (1, u,(r, tg))ri — 2[
Va(ruq(r,ty))

€ d)\‘ —(e(r) +6) vol M(r)r;.

Puisque les entiers m; sont positifs, en multipliant (3.2.1) par m; et en prenant la somme sur i, pour
toutd<dpona:

n
Z m; (ri(sd(r)+6)voll(r)+ vol W (1, ty) - 1 —2[ G d}\‘
i=1 Yty
— [vOl ¥ (1, ug(r, te))-ri—2f (i dA ) <0.
Y a(rug(rty))

Cela entraine que
R(l’l, d) r,a, ty, tx) = maX{RO(ny d; na, 60); Rl (ny ra, 60)}&

convient et acheve la preuve. O
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4 Estimations de hauteurs

4.1 Sous-schéma d’indice supporté en un point

Soient K un corps global et & = (E, py) un un faisceau adélique localement libre de rang 2. Soient
n = 1 un nombre entier et P le produit de n copies de la droite projective P(E),

P=P(E) x---xP(E).

Soient x = (x1,...,x,) un K-point du K-schéma P, r = (r1,...,r,;) un n-uplet de nombres entiers
strictement positifs, a = (ay,...,a,) un n-uplet de nombres réels strictement positifs et £, = 0 un
nombre réel. On considere le sous-schéma fermé Z,(x, t,) < P d’'indice t, en x par rapport au poids a,
et

Na(x, x| 1) : TP, 0p(r)) — T'(Z4u(x, ty),0p(1))

I'homomorphisme d’évaluation des sections globales de Gp(r) sur le sous-schéma fermé Z(x;, t). On
désigne par N, (x, f, | r) son noyau et par v, (x, £, | r) la dimension de N,(x, f;| 7). On considéere le K-
point [N, (x, £, | r)] associé au noyau N, (x, £, | r) de la grassmanienne d’indice v,(x, # | r) du K-espace
vectoriel T'(P,0p(r))",

Grassy,(v,1, | ) (T(P,0p(r)Y).

Soit
®a(X, tx | 1) : Grassy,(x,u| ) (L(P,0p(r))") — P(Fq(x, x| 1))

le plongement de Pliicker, ou

Va(X,tx | 1)

Fa(x,txIr):= /\ T®,0p(r)".

Dans la suite on sous-entend le plongement de Pliicker et on ne précise pas quand on considére le
point K-point [N, (x, #x | )] comme point de la grassmanienne ou de l'espace projectif ol elle est plon-
gée.

Le faisceau adélique localement libre

Va(X,tx | 1)

Falx, =\ (Sym"Ee---eSym™&)"

munit le faisceau inversible O, (x,1, | r) (1) d'une structure de faisceau inversible adélique que 'on note
O ,(x,i,1r(1). On désigne par hg, (x| r) la hauteur sur I'espace projectif P(F,(x, £ |r)) associée au
faisceau inversible Oz, x, 1, | r) (1).

On désigne par 7\2 (&) le deuxieme minimum successif du faisceau cohérent adélique &, i.e, le
plus petit nombre réel A tel qu'il existe deux éléments Ty, T € E linéairement indépendantes o1, pour
i = 0,1, la hauteur du K-point [T;] de P(EY) associé, hgv ([T;]), est plus petite de A.

On remarquera que si & est le faisceau cohérent adélique trivial de rang 2, alors A1(&) est nul.

Proposition 4.1. Avec les notations introduites, on a :

n
he(xi)+ Y A2(8).

i=1

n
Bty 1) (Na(x, L DD < Y
iz

X G

0eV 4 (1, tx)N

Z r,-—@i

0eV 4(1,tx)N

Démonstration. Pour touti =1,...,n, soient T;; un élément non nul du K-espace vectoriel E qui s’an-
nule en x; et Tjp un élément de E, linéairement indépendant de T;;, tel que hgv(Tip) < A2(8). En
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vertu de la Proposition 2.7, une base du K-espace vectoriel N, (x, ¢|r) est donnée par les éléments de
I'(P,0p(r)) de la forme

n
()= @1y
i=1

avec £ = (01,...,€5) € ¥ 4(1, t)N. On munit le K-espace vectoriel N, (x, t, | r) de la structure de faisceau
adélique localement libre déduite par I'inclusion dans I'(P,Op(r)) par celle de

Sym" &®---®Sym’ &.

On note A, (x, t, | r) le faisceau adélique localement libre qui en résulte. En appliquant en toute place
I'inégalité d'Hadamard on a:

haz, ot 1) (NG (X, | 1)]) = — degy N (x, | T)

AN ()

CeV 4(1, )N

< Zdeg(v)( > IOgIIT(€)||r(P,@p(r)),v)

veVk eV 4(1,t)N

= Y deg(v)log

veVk

=y (Zdeg(v)logIIT(E)IIF(P,@p(r)),u)

LeV 4(rt)N \VEVK

= ) hgymigve-esymmev (T(0)). (4.1.1)
eV 4(1t)N

Soit v une place du corps K. Pour tout £ €« B(r)y on a

n
i—0; b
g I TOlr@epr,0 = Y 10gIT5 T isymri g, v
i=1

n
<) (ri—¢)10glTiollg,v + €;10glTi1 IE,v,
i=1

la deuxieme inégalité étant vraie par sous-multiplicativité (Propositions 1.8.15 et 1.8.23). En prenant la
somme sur toute place v, pour tout £ € BM(r)y on obtient

n
Rsym1 v e--asym™ &v (T(0) < Y (ri =€) hgv ([Tigl) + € hgv ([Ti1])
i=1

n
<) (ri—€)A2(8) + 0ihg (xy),
i=1
ce qui, en vertu de (4.1.1), termine la preuve. O

4.2 Sous-schéma d’indice supporté en le point algébrique

Soient K un corps global et & = (E, pg) un un faisceau adélique localement libre de rang 2. Soient
n =1 un nombre entier et P le produit de # copies de la droite projective P(E),

P=P(E) x---xP(E).

Soient K’ une extension finie séparable de K de degré d = [K' : K] =2 et 0 = ©1,...,0,) un K'-point
du K-schéma P tel que, pour tout i = 1,..., 1, le point 9_, engendre le corps K'. Soient K une cloture
séparable de K contenant K’ et 6(1) = 6,0(2),...,0(d) les K-points du K-schéma P conjugués a 0.
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Soient r = (r1,..., ) un n-uplet de nombres entiers strictement positifs, a = (ay, ..., a,) un n-uplet
de nombres réels strictement positifs et 5 = 0 un nombre réel. Pour tout o = 1,...,d on consideére le
sous-schéma fermé Z,(0(a), fg) < P = P x¢ K d’indice ty en le point 6(«) par rapport au poids a. Le
sous-schéma fermé

d
Z,0(a), 1)

a=1

est stable sous I'action du groupe de Galois absolu Gal(K/K) et il descend en un sous-schéma fermé
Z.4(0, ty) de P. On considére 'homomorphisme d’évaluation n,(8, fg | ) des sections globales de Op(r)
sur le sous-schéma fermé Z,(0, tp) :

Na(0, 5| 7):T(P,0p(r)) — I'(Z4(0, tp),0p(1))

On désigne par N,(0, fg | ) son noyau et par v,(0, 5| r) la dimension de N,(8, 79| ). On considere le K-
point [N,(0, g | r)] associé a N, (0, fg| ) de la grassmanienne d’indice v,4(0, f5| r) du K-espace vectoriel
IL'(P,0p(r))Y,

Grassy g, ) (T(P,0p(1)").

Soient
va(0,t9171)

Fa®,1917):=  /\ T®@0p(r)"

et
®a(0, o 1) : Grassy 9,1, | ) ([ (P,0p(r))") — P(Fy(0, 15| 1))

le plongement de Pliicker. Dans la suite on sous-entend le plongement de Pliicker et on ne précise pas
quand on considére le point K-point [N,4(8, 75| r)] comme point de la grassmanienne ou de I’espace
projectif ot elle est plongée.

Le faisceau adélique localement libre

va(0,1917)

Fa0,55l1)= N\ (Sym"&e---@Sym™&)"

munit le faisceau inversible O g 1, | r) (1) d'une structure de faisceau inversible adélique que I'on note
Oz,0,11r(1). On désigne par hg, @ 1, ) la hauteur sur I'espace projectif P(F;(0, 75| r)) associée au
faisceau inversible O, 9,4 ) (1)

On désigne par A1 (&) (resp. A2(&)) le premier (resp. le deuxieéme) minimum successif du faisceau
cohérent adélique &, i.e., le plus petit nombre réel A tel qu'il existe un élément non nul T (resp. deux
éléments Ty, T; linéairement indépendants) de E ot les points associés dans P(EY) soient de hauteur
plus petite que A.

On remarquera que si & est le faisceau cohérent adélique trivial de rang 2, alors Xl (&) et 7\2 (&) sont
nuls.

Proposition 4.2. Avec les notations introduites avant, si K est un corps de fonctionson a :

n
ha,0,41r((Na(®, f517)]) < ddim; Imn,(0, tg| 1) (Z rihg(ei))
i=1

—dimg TP, Op (1)) (11 + -+ + 1) A1 (&) + A2(&))
+dimgImn, (8, tg | 1) (11 + -+ r)d (A1(E) +2[A(&))..
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Si par contre K est un corps de nombres on a :

n
hga(e,te | ,)([Na(ﬂ, to|r)]) = ddimiImng(0, gl 7) (Z rihg(e,-))
i=1

—dimg (P, Op(1)) (11 + -+ + 1) (A1 (E) + X2(6))
+dimg Imn,4(8, tg | 1) (ry + - + 1) d (5K : Q1 + A1 (&) +2[A(&)) -

Démonstration. Soit To un élément non nul de E tel que hg([Tol) = ?\1(8). Soit L une extension fi-
nie galoisienne de K qui contient K'. Soient 0(1) = 6,0(2),...,08(d) les L-points du K-schéma P conju-
gués au point 0. Les sections globales du faisceau inversible Op () sur le sous-schéma fermé Z,(0, p)
se decomposent comme somme directe des section globales de Gp(r) sur le sous-schémas fermés
Z,0(),t9),a=1,...,d:

d
['(Za(®, t9),0p (1) @k L= DT (Za®(), tg), Op, (1)),
a=1
ol P, est L-schéma déduit du K-schéma P déduit par extension des scalaires a L.
Pour touta =1,...,d et i =1,...,n, soit Ty; un élément non nul du L-espace vectoriel E ®x L qui
s’annule en le point 6(a);. Pour tout a = 1,...,d une base du L-espace vectoriel I'(Z,(08(a), tp),Op, (1))
est donnée par les éléments de la forme 0(ax)* Ty (€), avec £ € A4 (r, f)N et

n
Ta(0):=@Ty TS
i=1
On munit le L-espace vectoriel I'(Z,(0(a), tp), Op, (1)) de la structure de faisceau adélique libre de base
Tw(0), £ € A4(r, ty)n. De maniere explicite,
— si vestune place archimédienne de L, on considere la norme hermitienne qui ales Ty (¢) comme
base orthonormale;
- si v est une place non archimédienne on considére la norme non archimédienne induite par le
sous-L; -module engendré par les Ty (£).
On désignera le faisceau adélique qui en résulte par #(a). Le L-espace vectoriel I'(Z,(0, tp), Op (1)) ®k L
est alors muni de la structure de faisceau adélique libre déduite par somme directe des /2 (a),

d
T =P # ().
a=1

On désigne par A;(0, ty| r) le faisceau adélique localement libre définit en munissant le K-espace
vectoriel N4 (0, 1y | r) de la structure de faisceau adélique localement libre déduite par restriction de
celle de

Sym" &®---®Sym’ &.

Avec ces conventions on a alors
h,0,11 1) ((Na(®, | 1)]) = — degy Na(®, to| 7).

La suite de K-espaces vectoriels

a(0,
0 Nu® tp] 1) —— T, 0p(r) 2% 17,8, 1), Op (1)

est par définition exacte. On munit le K-espace vectoriel Imn,(0, ty | r) de la structure de « coimage »
de faisceaux adéliques, i.e., des normes induites par '"homomorphisme surjectif

Na(0,9|7): T (P,0p(r)) — Imn,(0, t9 1)
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et on désigne par ' le faisceau cohérent adélique qui en résulte. Par additivité du degré pour les
suites exactes courtes, on a

degy (Sym" &®---® Sym'" &) = degy N4 (0, ty| 1) + degy A
D’autre part, 'inégalité des pentes appliquée a 'inclusion de L-espaces vectoriels
€:Imn, (0, 9| 7) 9k L — T'(Z4(0, 1p),0p (1)) ®x L

donne
B () < ip max () + ) deg(v)logllell,

veVy,

oll, pour toute place v, |l€|l, est la norme d’opérateur de € a la place v. Puisque # est par définition
triviale, on a
ﬁL,max (‘;ﬁ) =0.

De plus, pour toute place v, lanorme d’opérateur de € coincide avec lanorme d’opérateur de n,(0, 5| r).
Linégalité précédente devient, alors,

deg; (#]) < dimgImn,(8, () - Y deg(v)loglna(®, 1),

vevy

et donc

ha,®,411((Na(®, 5] 1))
= degy #' — degy (Sym" € ®---® Sym’" &)

=T dimg Imn, (8, t17)- Y deg(v)loglna(®, | 7)ll, —degy (Sym" E®---® Sym™ &).
° veVy

En appliquant la sous-multiplicativité de la norme sur les puissances symétriques, on obtient :

n
degy (Sym" &®---®Sym™ &)= )_ | [ | dimg Sym"i E) degy (Sym’i &)
iz1\j#i

Il

Il
—

[T+ 1)) degy (Sym’ &)
J#i

1 1 ]'
IGE 1)) LUt 3 (61 7,8))
J#i

(r; +1)) Y L Ri&) +3:(8)

%

1l
—

—_——
&:l=

dimg C(P,Op(1)) (11 + -+ + 1) (A1 (6) + A2(8)) .

[\JI'—'

et donc

hz,0,61)([Na(®, 19| 7)]) < ]dlmKImnu(G plr)- Y deg(v)logln.(®,tolr)lly,

[ vevy

1 -
= 5 dimg TP, Op(r) (ry + -+ 12) (A1&) +A2(8) 4.2.1)
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Il s’agit donc de borner la taille n,(0, ty | r) en toute place v. Pour touta =1,...,d, on note
() : I'(Z4(0, 19),0p (1)) ®x L — I'(Z4(0(), 1p), Op, (7)),
la projection sur a-iéme facteur. Si on pose n(a) := n(a) ong(0, | r) ona:

IMa(®, %917, = n}axd Il (v non archimédienne)
o=

.....

IMa(®, 5517l < Vd n%axd Iy (v archimédienne).
o=

.....

On remarque que la calcul étant maintenant local, on peut passer a des extensions analytiques de L,,.
Soit Q une extension analytique de L, telle qu'il existe une base f, f; du Q-espace vectoriel E ®x Q
telle que la norme géométrique pg, , se diagonalise sur Q, i.e.

VIl +10l5  sivestarchimédienne

max{|t0|vv|tl|v} sinon.

PEv =

Pour touta=1,...,d ettout i = 1,..., n on considére 'automorphisme ¢,; du Q-espace vectoriel E ®x
Q défini par

{q)m-(ro) =To
Pai(t1) =Tq;.

On note ¢ (o) 'automorphisme du Q-espace vectoriel I'(P,Op (1)) ®x Q,
Qg =Sym’ @1 ® -+ ® Sym'” @qp.

Avec ces définitions on a [[n(a) o @qll, = 1 et donc [n()|l, < ||(p(;1 ll,. Soient d, la distance projective
sur P(E ® Q) induite par la norme géométrique pg et xg le point de P(E) ou la section Ty s’annule. En
vertu de la Proposition 1.8.42 on a

logllp(@) !, < i (logdy (x0,0(c0);) +1oglToll») (v non archimédienne)
1

n
i=1

n

log ||q)(0()_1 ly <-— Z T (log dy(x9,0(a);) +1log | Toll, —log \/5) (v archimédienne).
i=1

On termine la preuve seulement dans le cas des corps de nombres, le cas des corps de fonctions étant
similaire et plus facile a cause de l’absence des places archimédiennes. Pour touta = 1,...,d, 'inégalité
de Liouville IT1.6.1 donne

- Z deg(v)logd, (0(a);, x0) < dheg (xo) + dhg, (0();) +2d iy (61) +4d[L: Q].

veVvy
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Par conséquent en prenant la somme sur toutes les places v de L on obtient :

Y deg(v)logln(@l,

VEVL,
< ) deg)logllo@ I,
vevy
n
-7 ( Y deg(v) (logdy (x0,06(c);) +1ogI Toll) +[L: Q] 1ogfz)
i=1 veVvy
n
=) ([L:Q] log V2 — hg, (x0) = Y. deg(v)logdy(xo,e(a)i))
i=1 veVvy
n
< Z T; ([L :Q] log\/i— heg, (x0) + dhg (x0) + dheg, (B(c);) +2d i (1) +4d[L: Q])
i=1
n
<Y r ((4d +1ogV2)[L: Q] + (d — 1) hg, (xo) + dhg, O();) +2d ﬁL(gL))
i=1
n n
= [L:K] (Z r; ((4d+1og\/§) K:Q] +(d - 1A (&) +2dﬁ(6’)) +dy r,-hg(e((x)i))
iz i1
et donc
1
S| v;/L deg(v)1ogln.(®, %I 1)lly
1 K:Ql
< K ag}flfd{uglLdeg(v) logllr](a)ll,,}+ 5 logd
n R ~ n [K: Q]
<Y ((4d+log\/§) K:Ql+(d-1A1 (&) +2d p(é”)) +d Y rihs(B(@);) + —=logd
i1 i=1
n n
<) ri(5[K:Ql+dA (&) +2d[i(&)) +d ) rihg(O(w);).
i1 i1
et on termine au moyen de (4.2.1). O

5 Majoration des mesures d’instabilité

5.1 Notations

5.1.1. — Soient k un corps algébriquement clos et complet pour une valeur absolue. Soient E un k-
espace vectoriel de dimension 2 et n = 1 un nombre entier. On considére le produit P de n copies de
la droite projective P(E) :

P=P(E) x---xP(E).

Soit d = 1 un nombre entier et, pour touta = 1,...,d, soient x(a) un k-point du k-schémaP et ¢(a) =0
un nombre réel. On pose x = (x(1),...,x(d)) et t = (£(1),..., t(d)).

Soit a = (ay,...,a,) un n-uplet de nombres réels strictement positifs. Pour tout o = 1,...,d on
considere le sous-schéma Z,(x(a), t(a)) d’'indice #(«) au point x(a) par rapport au poids a. On pose :

n
Zax,t) = | | Za(x(@), t(0).

a=1
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Soit r = (ry,..., ;) un n-uplet de nombres entiers strictement positifs. On considere le faisceau inver-
sible

Op(r) =pr] Op) (1) ® --- ® pr;, Op(p) (1)
sur P, oly, pour tout i = 1,..., n, pr; : P — P(E) désigne la i-ieme projection. On considére '’homomor-
phisme d’évaluation n,(x, | r) des sections globales de Op(r) sur le sous-schéma fermé Z,(x, t) :

Na(x,2|7) : T(P,0p(r)) — I'(Za(x,),0p (1))

On désigne par N, (x, £|r) son noyau et par v, (x, t|r) la dimension de N, (x, £| 7). On considere le k-
point [N,(x, t|r)] associé a N,(x, t|r) de la grassmanienne d’indice v, (x, £|r) du k-espace vectoriel
IL'P,0p(r))Y,
Grass,,,(x,t| ) T(P,0p(1))").
Soient
Va(x,t| 1)

Fu(x,tlr):= /\ T®,0p(r)"

et
(%, t|7): Grassy,(x,¢| ) (TP,0p(r)") — P([Fq(x, £ 1))

le plongement de Pliicker.

5.1.2. — Soit pg une norme géométrique sur le k-espace vectoriel E. Si la valeur absolue |- | est ar-
chimédienne (resp. non archimédienne) on suppose que la norme géométrique pg soit hermitienne
(resp. non archimédienne). On suppose qu'’il existe une base fy, #; du k-espace vectoriel E tel que

Vg2 +151%  si|-| est archimédienne
PE = (5.1.1)
max{|fyl, |t} sinon.

Soit ey, e; la base duale a la base 1, 1, c’est-a-dire la base ey, e; du k-espace vectoriel EV telle que
ti(ej) = 8;; (delta de Kronecker) pour tout i, j =0, 1.

5.1.3. Distance sur la droite projective. — L'application bilinéaire alternée canonique EV x EY —
A?EY induit un morphisme de k-espaces analytiques
B:V(E) x V(E) — V(AZE).
Soient pry, pr, : V(E) x V(E) — V(E) les deux projections. Soit p 2 la norme géométrique sur le k-
espace vectoriel A2 E induite par pg par produit extérieur. Lapplication continue
B*ppze
— AL V() x V(E) — R,
Pr; Pg-pr, pe

descend en une application continue
dp :|P(E) x P(E)] — Ry,

qu’on appelle la distance sur P(E) induite par la norme géométrique pg. Soient x, y des K-points du
k-schéma P(E) et
fZX()eo+X1€1, _)7=y060+y161

des k-points non nuls du k-schéma V(E) représentant x, y. Alors, on a

[X0y1 — X1 Y0l

dy(x,y) = .
P = o)
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5.1.4. Action du groupe linéaire. — On considére le produit de n copies de GL(E) et le produit de n
copies de SL(E),

G =GL(E) x --- x GL(E),
S =SL(E) x --- x SL(E).

Le k-schéma en groupes G agit composante par composante sur le k-schéma P et le faisceau inver-
sible Op(r) est naturellement muni d’'une action équivariante. Le k-schéma en groupes G agit alors
sur la grasmmanienne Grassy, (¢ ) (I(P,0p(r))") et sur I'espace projectif P(F,(x, £|1)); de plus, le
plongement de Pliicker @, (x, t| r) est G-équivariant.

5.1.5. Mesure d’instabilité relative 2 un élément du groupe linéaire. — Soit [N, (x, £| r)]" un k-point
non nul du k-schéma V(F,(x, £| r)) qui représente I'image par le plongement de Pliicker ®,(x, | r) du
k-point [Ny, (x, £]| r)]. Pour tout k-point g du k-schéma en groupes G on définit la mesure d’'instabilité
relative a I'élément g :

IIg' [Ng(x, 2] r)]/\”Fa(x,t\ r)
I INg(x, £l )M E, 21 1)

H(g, [Na(x, £ 1)]) :=log

Evidemment, cette définition ne dépend pas du représentant non nul [N, (x, £ r)]" choisi.

5.1.6. Elements du groupes linéaires qui mesurent la distance d’un point fixé. — Soit y = (y1,..., y»)
un k-point du k-schéma P tel que, pour tout i = 1,...,n, on ait x; # y;. Pour tout a = 1,...,d et tout
i=1,...,nsoient X(a);, ¥; des k-points non nuls qui représentent respectivement les points x(a);, y;,
et tels que

pe(X(0);) =1, pe(¥) =1.

On considere le k-point g(a); = g(X¥(a);, ¥;) du k-schéma en groupes GL(E) défini par

{g(a)i(l‘o) =x(@iolo+ yiol1
(5.1.2)

g)i(t) =x(@irto+ yirth
Si on considere la transfomation induite par g(a); sur P(E) (a travers la représentation duale), on a:
{g(a)i -X(a); = eg
g);-yi=er.
On rappelle ici des propriétés démontrées dans la section 1.8.7. Tout d’abord, par définition on a
detg(a); = x(a)joyi1 — x(@);1¥i0

et donc
Idetg(a);| = dp(x();, y:)- (5.1.3)

Soient z un k-point du k-schéma P(E), Z = zgep + z1 €1 un k-point non nul du k-schéma V(E) repré-
sentant zetT =zgt; —z1%.Ona:

8(a);(T) = (zox(a) i1 — 21 X() o) To + (20 Yi1 — Z1Yi0) t1-

Par conséquent :



234 Chapitre IV. Application au Théoréme de Roth et a ses généralisations

— sila valeur absolue |- | de k est archimédienne on a:

1
logllg(@); (1)l =  log(d) (x(@);, 2)° +1ogd,(yi, 2)”) + log I Tl
<log||T|g +logVv2; (5.1.4)
— sila valeur absolue |- | de k est non archimédienne on a:

logllg(a);(T) || = max{logd, (x(®);, 2),logd, (yi,2)} +10g I Tlg
<logllITllg. (5.1.5)

Soit 6(a); € k une racine carrée du détérminant det g(a); (k est supposé algébriquement clos). Pour
touti=1,...,n, on considere le k-point

8o := g(a);/d(a);

du k-schéma en groupes SL(E) et on désigne par g(a) le k-point (g(a)y,...,§(®),) du k-schéma en
groupes S.

5.2 Développement de Taylor et conditions d’indice

On revient aux notations de 5.1 et on suppose d = 1. Dans ce numéro, en négligeant les indices de
x(1), X(1), (1) et g(1), on écrira simplement x, X, ¢ et g. On présente ici un analogue du « Lemme de
Schwarz » : étant donnée une section globale f non nulle du faisceau inversible Gp(r), les notations
fixées avant sont a interpréter avec

t=ind,(f,x).

Proposition 5.1 (version non archimédienne). Soient r = (r1,...,1,;) un n-uplet de nombres entiers
strictement positifs et a = (ay,..., a,) un n-uplet de nombres réels strictement positifs. Soit f une
section globale non nulle du faisceau inversible Cp(r).

Si la valeur absolue | - | est non archimédienne, avec les notations introduites avant, on a :

lg-fllr@eeeay . { 1 }
———— = <ind,(f,x) max 3 —logd,(x;,vi)¢.
I flir@opry) alf i=1,n | @; gyl Vi

Proposition 5.2 (version archimédienne). Soient r = (ry,...,1;) un n-uplet de nombres entiers stric-
tement positifs et a = (ay, ..., a,) un n-uplet de nombres réels strictement positifs. Soit f une section
globale non nulle du faisceau inversible Op(r).

Si la valeur absolue | - | est archimédienne, avec les notations introduites avant, on a :

. 1 1
”gf”rﬂ < inda(fyx) ‘max {_logdp(xi’yi)} +(ri+-trp)+ —logdimkl"(P,@p(r)).
Iflr®.ep0) i=L..n | a; 2

Démonstration de la version non archimédienne. Soit € le sous k°-module du k-espace vectoriel E
engendré par fy, t;. Pour touti =1,..., n, soit

Ti1 = Xiol1 — Xi1 lo-

Comme on a supposé X; de norme 1, T;; appartient a &. Soit T;g € & tel que T, T;; soit une base du
k°-module €. Pour ¢ qui parcourt ’ensemble B(r)y, les éléments

n
(0= QT Ty
i=1
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forment une base du k-espace vectoriel I'(P,0Op(r)) eton a:
13- T | p,6pryy = maxiliall : € € M(rIN).

Vu comme élément du k-espace vectoriel E = I'(P(E),0(1)), la section globale T; ne s’annule pas sur
le point x;. On désigne par ¢ I'indice ind,(f, x) de la section f enle point x. La section f s’écrit, en tant
qu’élément du k-espace vectoriel I'(P,Op (1)) sous la forme

n

ri—0iml;

f= Y «a@Ty Ty
vaa(r,t)N i=1

avec oy € k, eton a
I flire,op(r) = max{lagl: €€ ¥4 (r, )N} . (6.2.1)

Pour tout n-uplet de nombres entiers positifs £ € ¥,(r, t)n, par sous-multiplicativité, on a :

- i—Liml;
g TOlm v = 2108 T T
iz
n
<) (ri—€)logligi - Tiollg +€;logllgi - Ti1 lle. (5.2.2)
i=1

Pourtouti=1,...,n,d’apres (5.1.5) ona:

logligi - Tiolle =loglTiollg =0 (5.2.3)
logligi-Ti1lle =logdy(xi, yi) +1oglTille
=logdy(x;, yi) (5.2.4)

D’apres (5.2.2), (5.2.3) et (5.2.4) pour tout n-uplet de nombres entiers positifs £ € ¥ ,(r, f)yona:
n
10g | g T | epery = 2 Cilogdp (xi, yi) (5.2.5)
i=1

Par définition, un n-uplet € = (¢4, ...,¢,) de nombres entiers positifs appartient a ¥ ,(r, )y si et seule-
ment si

a-l=amly+---+apl,=t=ind,(f, x).
En particulier, pour tout n-uplet de nombres entiers positifs £ € ¥ ,(r, )y, on a:
n n 1
Y tilogdy(xi,yi) =) ail; (— logdp(xi,yi))
i=1 i=1 a;

< (a-0) max {ailogdp(xi,yi)}
i

i=1,..,n

1
< tmaX {;logdp(xiryi)})
4

i=1,..,n

car le nombre réel logd)(x;,y;) est toujours négatif. En tenant compte de cette inégalité, d’apres
(6.2.5)ona:

.....
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Comme la norme || - [Ir@,5p (1)) €St non archimédienne, on obtient :

logllg- flir®epr) =log Z aT(0) 620
CeV 4(r, )N r'(P,0p(r))
< pemax {log || +1og||g - T(0) Hl“(P,@’p(r))}
1
<t max {a—logdp(xir}ﬁ')} +logmax{ja|: €€ ¥ o(r, N}, (5.2.7)
1=1,..,n i
ce qui, en vertu de (5.2.1), termine la preuve. -

Démonstration de la version archimédienne. Pour touti=1,...,n, soit
Ti1 = Xijot1 — Xi1 lo-

Comme on a supposé X; de norme 1, on a || T;; [l = 1. Soit T;p un élément du k-espace vectoriel E tel
que Tjp, T;1 soit une base orthonormale. Pour ¢ qui parcourt I'’ensemble B(r)y, les éléments

n
= QT “T]
i=1

forment une base orthogonale du k-espace vectoriel I'(P,0p(r)) eton a:

r -1/2 n r -1/2
IT@lIr@,op0) = =11, -
¢ i=1 ei

En tant qu’élément du k-espace vectoriel E = T'(P(E),0(1)), la section globale T;y ne s’annule pas en le
point x;. On désigne par t I'indice ind,(f, x) de la section f en le point x. La section f s’écrit, en tant
qu’élément du k-espace vectoriel I'(P,Op(r)) sous la forme

n

Fielil;

f= Y «a@T T,
eV (ny  i=1

avecoy € k,etona:

2 _ 2 2
I 1t eeeey = 2 1l ITOIEpopr)
eV 4(r, )N

-1
- ¥ |ae|2(2") . (5.2.8)
i

eV 4(1, )N

Pour tout n-uplet de nombres entiers positifs € € ¥,(r, t)n, par sous-multiplicativité, on a :

n
10818 T || 1 p.op 0y = leog ” g T/l
P

Sym’i E
n

<) (ri—0)lgi-Tiollg +€;logllgi - Titll. (5.2.9)
i=1

Pourtouti=1,...,n,dapres (5.1.4) ona:

logllgi - Tiolle <log | Tiollg +logv2 =logv2 (5.2.10)
logligi - Ti1llg =logdy(x;, yi) +log|Tillg
=logdp(xi, yi) (5.2.11)
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D’apres (5.2.9), (5.2.10) et (5.2.11) pour tout n-uplet de nombres entiers positifs £ € ¥,(r,f)y ona:
n n
10g ]| & TO) |l rp,opey < 2 Cilogdp(xi, yi) + Y (ri =€) log V2. (5.2.12)
i=1 i=1

Par définition, un n-uplet £ = (¢1,...,¢,) de nombres entiers positifs appartient a ¥ ,(r, t)y si et seule-
ment si
al=mli+---+anl,=t.

En particulier, pour tout zn-uplet de nombres entiers positifs £ € ¥ ,(r, )y, on a:

n n 1
Y tilogdy,(xi,yi) =Y ai¥l; (;logdp(xi,yi))
i=1 i=1 1

L 1
< (Z aie,-) l_max {—.logdp(xiy.)’i)}
i=1

=1l,..,n ( 4;
1

<t max {;logdp(xi,yi)},
1

car le nombre réel logd(x;,y;) est toujours négatif. En tenant compte de cette inégalité, d’apres
(6.2.12)ona:

.....

Par I'inégalité triangulaire, on obtient :

Ig-flr@opin =8 Y T
LEV 4(r, )N T (P,0p(r)
<= Y lallg- TOlreepr)
eV 4(1, )N
) n i~
< max {dp(xi,yz')ua'}t( >l [TV2' ) 6219
i=1,..,n eV 4 (10N i=1

D’apres I'inégalité de Jensen, on a:

1/2
L i~ : ot
Yool [[V2T < \/dlmkF(P,@p(r))( Yo JewlP2" e,)

eV 4(1, DN i=1 0EV 4 (1, N i=1
D’autre part,

2 L ri—0; 2T\ e ri—0;
Yool ]2 = Y gl olle [T2" "
1 3

eV 4 (11N i= LeV 4(r, N

< max ' ﬁzr'_gi Y loef? i
_Eeva(r,t)N ¢ i=1 LeV (1N ‘ ¢

" i—€; 2
= max { (E) l_llzr } ”f”r(p,@l)(r)), (5.2.14)
i=

eV, (hDN
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la derniere égalité étant vraie par (5.2.8). En combinant (5.2.13) et (5.2.14),

lg- fllreoer) { 1 } 1 .
——— " <t max {—logd,(x;,y;) ¢+ =logdimT'(P,Op(r))
I flire e i=1,..,n | a; gyt i 2 O8Ik P

1 rl\ &
+= max {log(e) + Z(ri—E,')logZ}

2 eV (0N i

On termine la preuve, en remarquant grace a I’approximation de Stirling :

eV 4(r, )N eV 4(r, )N

n n
max {log(Z) +) (ri— Ei)logZ} < max {log(Z) } +Y rilog2
i=1 i=1

IA

M= TMM=

ri L
lo + > rilog2
g([riIZJ) l.:zl’ &

. n
< ﬁ(1+log2)+Zr,‘log2
in12 i=1
1 3
= 5+510g2 (ri+-+r1y)

<2(ri+---+1R),

carlog2 < 1. O

5.3 Sous-schéma d’indice supporté en un point

On revient aux notations de 5.1 et on suppose d = 1. Dans ce numéro, en négligeant les indices de
x(1), X(1), t(1), g(1) et g(1), on écrira simplement x, X, ¢, g et g.

Proposition 5.3 (version non archimédienne). On suppose que la valeur absolue | - | soit non archi-
meédienne. Avec les notations introduites, on a :

n

MEANACKIBINEDY
i=1

) B,-—V“(x’ﬂr)

eV 4(r, N

ri | logdp(xi, yi).

Proposition 5.4 (version archimédienne). On suppose que la valeur absolue | - | soit archimédienne.
Avec les notations introduites avant, on a :

n

NEANACHIINEDD
i=1

n
> Y ri-t)|logv2.

i=10eV 4(r, )N

3 ei_va(x,tlr) "

logdy (x;, yi) +
eV 4(r, )N 2

Démonstration de la version non archimédienne. Soit [N, (x, t|r)]" un k-point non nul du k-schéma
V(F,(x, t|r)Y) quireprésente I'image par le plongement de Pliicker ®,(x, £|r) du k-point [N (x, £|r)].
Puisque la représentation G — GL (F,(x, t| r)) est homogene de poids v,(x, t|7)(r1,..., ), ona:

g INa(x, 211" = (8181,-..,8n8n) - Na(x, £ 1"

d Valx,r| )1,
— a\Xy i
= ”61'

i=1

8- [INg(x, tI M.
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En prenant la norme de cette expression on obtient :

||§ [Ng(x, ] r)]A”Fu(x,tlr)

g Ng(x, £ 1)) :=1
(g [Na(x, £]1)]) :=log IING (5, 21 P)IMIEg e 7)

n
= w(g, [Ng(x, 21N +valx, 1, | t)(z rilogld; I)

i=1
n
= p(g, Na(x, £ 1)) - V“(x n10 Z logldetgl)
Donc, en vertu de (5.1.3),ona:
~ s
Mg INa(x, 21 ) = p(g, [Na(x, 2] 7)]) % (Z r logdp(xl,yl))

Soit € le sous k°-module du k-espace vectoriel E ® k engendré par f, t;. Pour tout i = 1,..., 1, soit
Ti1 = xiot1 — Xxi1 fo-

Comme on a supposé X; de norme 1, T;; appartient a &. Soit T;g € & tel que T, T;; soit une base du
k°-module €&. Pour tout n-uplet £ € B(r)y, on pose :

n
— ri_ez ¢
T(f) T ®Ti0 Tll
i=1
La norme géométrique prep gp(r)v sur le k-espace vectoriel I'(P,Op(r))" ® k déduite a partir de pg par
construction tensorielles, est celle associé au k°-module libre
Sym" ¢V ®---®Sym’ ¢

et les éléments T(¢), pour ¢ qui varie dans I'ensemble B(r)y, en forment une base. Les éléments T(¢)
forment, pour ¢ qui varie dans ¥ ,(r, f)N, forment aussi une base du k-espace vectoriel N,(x, ¢|r). Par
I'inégalité d' Hadamard on a:

Hg INg(x, tIND < Y loglig-TOlreepr- (6.3.1)

CeV 4(r, 0N

Pour tout n-uplet de nombres entiers positifs £ € ¥, (r, t)x, ona:

logllg- T lr®,ep(r) =log

‘g ®T 11

i=1 T'(P,0p(r)
n
= Z Og”gl l ]T l"Sym
i=1
n
<Y (ri—€)logligi-Tiolle +¢;loglgi-Titllg (5.3.2)
i=1
D’apres I'inégalité (5.1.5), pour touti =1,...,nona:
logligi - Tiollg <loglTiollg =0 (5.3.3)

logllg; - Ti1llg =logdy(x;, yi) +loglTillg
=logdy(xi, yi). (5.3.4)
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En vertude (5.3.2) ona:

n
logllg- T lreepiry < D Lilogdp(xi, yi).
i=1

D’apres (5.3.1) on termine la preuve en prenant la somme sur £ € V¥ (7, £)N. O

Démonstration de la version archimédienne. Soit [N, (x, t|r)]" un k-point non nul du k-schéma V(F,(x, | r)V)
qui représente I'image par le plongement de Pliicker ®,(x, t|r) du k-point [N,(x, ¢|r)]. Puisque la re-
présentation G — GL (F,(x, t|r)) est homogeéne de poids v, (x, t|r)(ry,...,1;),ona:

g INg(x, I )1" = (8181,...,8,8n) - Na(x, £ )]"

1 va(x,r| 0r;
= Hﬁi Y

i=1

g INg(x, t| "

En prenant la norme de cette expression on obtient :

||§ [Ng(x, £l r)]AHFa(x,t\r)

g, [Na(x, 1)) =1
K(g Na(x, £ 1)) NG (X, 211N et 1)

n
= (g, Na(x, 111D + valx, r,lt)(z ilog|5; I)

14

=1
) [ &
=mgmALHM)V“xr” Z

rilog|detg; )

Donc, en vertude (5.1.3),ona:

_ Va(x, 1,1 1)
u(g, INg(x, £11)]) = (g, Ng(x, £ 1)) — ———— (

5 Zrllogd (xl,y,))

i=1

Pour touti =1,...,n, soit
Ti1 = Xijot1 — Xi1 to.

Comme on a supposé X; de norme 1, on a || T;; [lg = 1. Soit T;p un élément du k-espace vectoriel E tel
que T, T;; soit une base orthonormale. Pour ¢ qui parcourt I’ensemble B(r)y, les éléments

n
()= @1y
i=1

forment une base orthogonale du k-espace vectoriel I'(P,0p(r)) etona:

’ -1/2 i -1/2
T I @.6p(r) = =II(,] -
0 1\

Pour tout n-uplet de nombres entiers positifs € € ¥,(r, t)n, par sous-multiplicativité, on a :

n
log|g-TO | e ooy = leog ”gi-T{O b fi ”SymriE
i=

n

<) (ri—0)lgi-Tiolle +£:logllg: - Tille. (5.3.5)
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Pourtouti=1,...,n,dapres (5.1.4) ona:

logllg; - Tiollg <loglTjollg +logv2 =log V2 (5.3.6)
logllgi - Ti1lle =logdy (x;, yi) +10glIT;1 I
=logdy,(x;, yi) (5.3.7)

D’apres (5.3.5), (5.3.6) et (5.3.7) pour tout n-uplet de nombres entiers positifs £ € ¥ ,(r,f)yon a:

n n
10g |18 T(0) | pppry = 2 Cilogdy(xi, yi) + Y. (ri = £1) log V2. (5.3.8)

i=1 i=1

On termine la preuve en prenant la somme sur £ € ¥ 4(r, f)N. O

5.4 Sous-schéma d’indice supporté en plusieurs points

On revient aux notations de 5.1 et on suppose d = 2.

Proposition 5.5 (version non archimédienne). On suppose que la valeur absolue | - | soit non archi-
médienne. Avec les notations introduites avant, on a :

(g, [Ny (x, 21 1)) < valx, t|T)

,,,,,

Proposition 5.6 (version archimédienne). On suppose que la valeur absolue | - | soit archimédienne.
Avec les notations introduites avant, on a :

W(g(), [Ng(x, ¢ 1)) < valx, t|7)

.....

+Va(x;t|r)

1
(441 + Elogdimk F(P,@’P(r))] .

Démonstration de la version non archimédienne. Soit [N,4(x, t| r)]" un k-point non nul du k-schéma
V(F,(x,t|r)V) qui représente I'image par le plongement de Pliicker @, (x, t| r) du k-point [N, (x, £|7)].
Puisque la représentation G — GL (F,(x, £| r)) est homogeéne de poids v,(x, t|r)(ry,...,7,),0na:

8@ [Ng(x, t| 1" = (8181, ..., 8,8(@n) - [N (x, £| )]

n
= (H 8(o)y ! ””) §(0) - [Ng(x, ] 11"
i=1

En prenant la norme de cette expression on obtient :

I1§(c) - Na(x, £ 1)1 I, x,21 1)

g(a), [Ng(x, £ 1)) :=1
p(g (@), [Ng(x, £ 1)]) Il [Ng(x, 81 IMIE, (1 1)

= n(g(a), [Ng(x, 21 P)]) + va(x, £l 1) (Z loglﬁ(a)il)

1

=1
, b &
= u(g(@), [N4(x, £1 1)) — V“(x ) (Z logidetg(am).
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Donc, en vertu de (5.1.3),ona:

Val(x, t|1)

) Zrzlogd (x(@);, yi) |-

p(g(), [Ng(x, 21 1)) = p(g(a), [Ng(x, £]1)]) -

La norme || - || sur le k-espace vectoriel E provient du sous-k°-module libre € engendré par fy, ;. La
norme | - lrp,gp () Sur le k-espace vectoriel I'(P, Op (1)) provient alors du sous-k°-module libre

Sym" ¢®---®Sym'™ &.
On considere le sous-k°-module libre du k-espace vectoriel N, (x, £| 1),
Na(x,t11) =Ngy(x, t| 1) N (Sym™ €®---®Sym"” €).
Soit fi,..., fv,(x,¢] 1) une base du k°-module M, (x, t|r). D’apres I'inégalité d Hadamard on a:

Va(x,E|T)

HE@), [N, 21D < Y loglg@- fillr@epry-
j=1

Pour tout j =1,...,v,4(x, t|r), d’apres la Proposition 5.2 on a:

,,,,,

On termine la preuve en prenant la somme sur j. O

Démonstration de la version archimédienne. Soit [N,(x, t|r)]”" un k-point non nul de V(F,(x, ¢|r)")
qui représente I'image par le plongement de Pliicker ®,(x, t|r) du k-point [N, (x, £|r)]. Puisque la
représentation G — GL (F,4(x, | r)) est homogene de poids v, (x, £|r)(ry,...,1;),ona:

g() - [Ng(x, ¢ M = (818()1,...,8,8(0) ) - [N (x, £ )]

n
= (1‘[ 8(a) ! ””‘) g0 - [Ng(x, £ 1)]".
i=1

En prenant la norme de cette expression on obtient :

1800 - NG (x, €1 1M E, (x,21 1)

(§(@), N4 (x, 2] 1)) =1
H(g (), [Na(x, 2| 1)] (NG (x, 81 I g x,21 1)

n
= p(g(a), INg(x, 2] r)]) + va(x, tlr)(z 10g|8(0c)il)
i=1
n
2

i=1

= ll(g((x), [Na(x’ tl N - V(l(x; | r) (

T; logldetg(a)il).

Donc, en vertude (5.1.3),ona:

Va(x, 1)

(g (@), [Ng(x, £]7)]) = p(g (), N4 (x, £ 1)]) — 5

Z ri logdp(x(a),,yl))

Soit fi,..., fu.(x,¢1 ) une base orthonormale de I'espace vectoriel N, (x, f|r). D’aprés I'inégalité d'Ha-

damardona:
Va(x,t|T1)
HE@), Nax, e1ND = Y. loglg@- fillr®.epr)-
j=1
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Pour tout j =1,...,v4(x, t|r), d’apres la Proposition 5.2 on a:

1 1
loglig(@) - fillre,opr) = ()  max {; IOgdp(x(O()i;yi)} +(rp+e )+ 5108dimk IL'(P,0p(1)).
- 1

1,...,n

On termine la preuve en prenant la somme sur j. O

6 Conclusion

6.1 Application de I'inégalité des hauteurs

Soient K’ une extension finie du corps K de degré [K' : K] = 2, & = (E, p) un faisceau adélique
localement libre de rang 2 sur K. Soient 7 = 1 un nombre entier et P le produit de n copies de la droite
projective P(E),

P=P(E) x---xP(E).

Soient K’ une extension finie de K de degré d = [K' : K] =2 et 6 = (8,...,0,) un K'-point de P tel que,
pour tout i = 1,..., n, le point 6; engendre le corps K'. Soit x = (x1,..., x;) un K-point de P.
Soient r = (r1,..., ) un n-uplet de nombres entiers strictement positifs, a = (ay, ..., a,) un n-uplet
de nombres réels strictement positifs.
Soient £, = 0 un nombre réel et Z,(x, t,) < P le sous-schéma fermé d’indice ¢, en x par rapport au
poids a, et
Na(X, tx|7) : T(P,0p(r)) — I'(Za(x, tx),Op (1))

I’'homomorphisme d’évaluation des sections globales de Gp(r) sur le sous-schéma fermé Z(x, t,). On
désigne par N, (x, #, | r) son noyau et par v, (x, t,| r) la dimension de N,(x, fx|r). On considére le K-
point [N, (x, £, | r)] associé au noyau N, (x, £, | r) de la grassmanienne d’indice v,(x, #, | r) du K-espace
vectoriel T'(P,0p(r))",
Grassy,(x,r,| ) ([(P,0p(1))").
Soit
G)a(x; Ix [r): Grassva(x,tx | 7) rwe, @P(r))v) - P(Fa(xr Ix [ 1)

le plongement de Pliicker, ou

Va(X,tx | 1)

Fo(x,txIr):=  /\ T®,0p(r)".

Soient K une cloture algébrique de K contenante K’ et 6(1) = 6,0(2),...,0(d) les K-points de P
conjugués a 0. Soient fy = 0 un nombre réel et, pour tout o = 1,...,d, Z,0(a),t5) c P =P xx K le
sous-schéma fermé d’indice #g en le point 6(«) par rapport au poids a. Le sous-schéma fermé

da
Z4,0(), 1)
=1

04

est stable sous I'action du groupe de Galois absolu Gal(K/K) et il descend en un sous-schéma fermé
Z4(0, ty) de P. On considere 'homomorphisme d’évaluation n,(0, fg | r) des sections globales de Op(r)
sur le sous-schéma fermé Z,(0, tp) :

Na(0, 91 7): T(P,0p(r)) — T'(Z4a(0, 1), Op(r))

On désigne par N,(0, 75| ) son noyau et par v,4(0, fg| ) la dimension de N,(0, fg | ). On considére le K-
point [N,(8, fg | r)] associé a N, (0, ty | r) de la grassmanienne d’indice v,(0, ty | r) du K-espace vectoriel
IL'(P,0p(r))Y,

Grass, g 1| 1) ([ (P,0p(r)").
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Soient
Va(0,t911)

Fa0,591r):= )\ T®0p(1)"

et
®a(0, 19| 1) : Grassy, @, ) (T(P,0p(1)") — P(E4(0, 15| 1))

le plongement de Pliicker.

Pour toute place v de K on désigne par d, la distance sur la droite projective P(E) induite par la
norme géométrique p,. Pour tout i = 1,...,n, on désigne par d,(0;, x;) la plus petite distance parmi
les distances de x; et des points conjugués a ;.

Théoréme 6.1. Soient K' une extension finie du corps K de degré [K' : K] = 2, & = (E, p) un faisceau
adélique localement libre de rang 2 sur K. Il existe un nombre réel C(&) avec la propriété suivante :

— pour tout nombre entiern =1,

- pour toutK’-point 6 = (81,...,0,) deP tel que, pour tout i = 1,...,n, 0; engendre le corps K’ ;

— pour toutK-point x = (xy,...,Xx,) deP;

— pour tout n-uplet r = (ry,...,1,) de nombres entiers strictement positifs,

— pour tout n-uplet a = (ay, ..., a,) de nombres réels strictement positifs,

— pour tous nombres réels ty, ty = 0 tels que le K-point ([N4(0, tg| )], [N, (x, £, | 7)]) soit semi-stable

sous I'action du K-groupe réductif S sur le produit de grassmaniennes

Grassy g,y | r) (T (P,0p(1)") xk Grassy,x,i, | n (T (P,0p(r))")

et par rapport a polarisation induite par les plongements de Pliicker respectifs,
ona:

1
> deg(v) iininn{—a—ilogdy(ﬁi,xi)})

veVk Lo

tG‘Va(e;teW)(

Y. deg(v)(-rilogd,(8;,x;))

veVk

n
+2
i=1\€e ¥ 4(r,tx)N

T

eV (rtn T

ﬁ_\/a(e,telr)"‘va(x;txlr)
ri 2

=

1

n
rihg(x;) +dimgImn, (0, t| ) [K' : K] ) rihg(6;)
1 i=1

+(ry+---+r,) voll(r)C(&).

Nous donnons la démonstration du Théoréme 6.1 dans la section suivante. On garde les notations
introduites avant. Pour tout n-uplet de nombres réels strictement positifs r = (r1,..., r,) soit

n .
gq(r) = ﬂ(1+ max {Q}(d—l))—l.

i=1 i+l<jsn | Ij

Pour tout n-uplet de nombres réels strictement positifs r = (ry,..., r,), pour tout n-uplet a = (ay, ..., a,)
de nombres réels strictement positifs et pour tout nombre réel ¢ € [0, a - r] tels que

volB(r)(1+¢€,4(r)) —dvol A,(r, 1) € [0,1],
on considere 'unique nombre réel u,(r, £) € [0,a- ] tel que
VOl A 4 (1, ug(r, 1)) = vol(r)(1 +€4(r)) —dvol A,(r, t).
On remarque que pour tout nombre entier strictement positif p on aeg(pr) =€4(r) et

Uq(OT, 1) = pUg(r, B).
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Corollaire 6.2. Soient K' une extension finie du corps K de degré [K' : K] = 2, & = (E, p) un faisceau
adélique localement libre de rang 2 sur K. Il existe un nombre réel C(&) avec la propriété suivante :

— pour tout nombre entiern =1,

- pour tousK'-points 01,...,0, deP(E) tel que, pour tout i = 1,...,n, 0; engendre le corps K/,

— pour tous K-points xi,...,x, deP(E),

— pour tous n-upletr = (ry,...,1n), a=(ay,...,a,) de nombres réels strictement positifs,
— pour tous nombres réels ty, t, = 0 tels les hypothéses du Théoréme 3.6 soient satisfaites, i.e., tels
que

volB(r)(1+€e4(r)) —dvol A4(r, t) €]0,1],
et tels que, pour touti =1,...,n, on ait

vol ¥ 4(r, tx)ri—zf

Va(rty)

Gi d)\'

< |(vol ¥, (r,ug(r, tg))ri — 2[

(; d)\' —gq(r)volM(r)r;,
Ya(ruq(rty))

I'inégalité suivante est satisfaite :

to- (voll(r) —dvol A 4(r, te))( Z deg(v) IIlll’l {—%logdy(ei,xi)})

veVgy T

i(f C_,d)\ VolAa(r,va(r,te))+volva(r,tx))
1 Uy

.- > 2 deg(v)(~r;logd, (0;,x:)
a(rty) Ti

veVk

f ('— dA
Yalrty) Ti

Démonstration du Corollaire 6.2. Soient n = 1 un nombre entier. Par un argument d’approximation,
on peut supposer que ri,..., 7, soient des nombres rationnels. Ensuite, par homogénéité, on peut
supposer qu’ils soient des nombres entiers strictement positifs.

Soient a = (a,...,a,) un n-uplet de nombres réels strictement positifs et fy, £, = 0 des nombres
réels comme dans1’énoncé. D’apres le Théoréme 3.6 il existe un nombre entier R =R(d, n,1, a, ty, ty) =
1 tel que pour tout nombre entier p = R le K-point

rihg(x;) +volM(r)[K : K Z rihg(0;)
i=1

+volM(r)(ry +---+ r,)C(&).

([Na(,pfglp7)], INa(x,ptxlpr)])

soit semi-stable sous I'action du k-groupe réductif S et par rapport au faisceau inversible (1) X&' (1).
D’apres le Théoréeme 6.1 pour un tel nombre entierpona:

Pty Va(O, telr)( > deg(v) m1n {—ailogd,,(ei,xi)})
i

veVx T

‘3

i=1 ( CeV (prpton T

Y deg(v)(—prilogd,(6;, x;))

veVk

£ va(®,ptylpr) +va(x,ptxlpr))
2

¢;
— | prihg (x;) + dimg Imn, (8, | 1) [K': K]Zprihg(ei)
CeV 4 (prpto)n PTi i=1

p(ry+---+71y)
* 5

volM(r)C(&), (6.1.1)
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ol C = C(&) est un nombre réel qui ne dépend que du faisceau adélique localement libre &. On ob-
tiendra I’énoncé en divisant I'inégalité précédente par p”*! et en laissant p tendre vers I'infini. On
remarque tout d’abord qu'on a:

?;

eV 4(prpt)n PTi

_ f S o 6.1.2)
v

alrtx) Ti

lim Va(x,ptxlpr) - lim #Vq(pr,pty)N (1.2:8)

00 p" Pt o vol W (7, ). (6.1.3)

D’apres la Proposition2.9on a:
Va(0,p19|pr) = dimg I'(P,0p(pr)) — d# Aq(r,pfy)N.

En divisant par p” et en prenant la limite inférieure pour p qui vers I'infini, par (1.2.6) et (1.2.7), on
obtient :

4 i r Pr - # y
liming Ya®eteler) .. dimk(P,0p(pr)) — d# Aa(pr,plo)y
p—oo p" p—oo p"
=volM(r) —dvol A, (r, ty). (6.1.4)

D’apres la Proposition 2.10 pour tout nombre réel u > u,(pr,pty) ona:
va(0,ptglpr) <# Aglpr, pU)N.

En divisant par p” et en prenant la limite supérieure pour p qui tend vers I'infini on obtient :

0,p1 #A )
limsup —V“( Pne lpr) <limsup —a(p; PN
p—oo Y p—oo Y
#A ) 2.
= limsup“(+pu)N 27 vol A4 (1, u).
p—oo P
En laissant u tendre vers u,(r, fg), on obtient enfin :
0,p1
hmsupv“(p—ne'pr) <vol A (1, (1, ty)). 6.1.5)
p—oo

On termine la preuve, en vertu des équations (6.1.2)-(6.1.5), en divisant I'inégalité (6.1.1) par p”Jrl et
en laissant p tendre vers 'infini. O

6.2 Preuve du Théoréme 6.1

6.2.1. Notation. — On revient aux notations introduites dans au début de la section précédent 6.1 et
on note X le produit d’espaces projectifs

X:=P(F4(0,19]7)) xg P(F,(x, tx | 7).

Le produit G de n copies de GL(E) agit naturellement sur X et on désigne par Y le quotient des points
semi-stables X% sous I'action du produit S de n copies de SL(E). Soit n : X*¢ — Y le morphisme quo-
tient. Par abus de notation, on considére la grassmanienne

Grassyg,;, | (T(P,0p (1)) (resp. Grassy, .| (C(P,0p(r)"))
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comme incluse par le plongement de Pliicker dans1'espace projectif P(F, (0, fg | 1)) (resp. P(F4(x, £ | 7))).
Par conséquent, on ne spécifie pas quand le point [N,(0, tg|r)] (resp. [N4(x, tx|7)]) est considéré
comme point de la grassmanienne ou de I'espace projectif. On désigne par L le faisceau inversible
sur X,

L:=pr} O 0,501 r) (1) ® Pr3 OF, (x,1, 1 r) (1)
Pour tout nombre entier assez divisible D = 1 il existe un faisceau inversible ample Mp sur Y et iso-
morphisme de faisceaux inversibles sur X*¥,

®D
¢p: T[*MD - less

compatible a I'action de G. Le faisceau inversible L est naturellement muni d'une structure de fais-
ceaux inversible adélique induite par les faisceaux adéliques localement libres

va(0,t9171)
F.0,19I1):= N\ (Sym"Ee---®Sym™&)"

Va(x,tx | 1)

Falx, telr) = N\ (Symr1£’®---®8yrnr”éa)v.

Pour toute place v soit p, la norme géométrique sur E associée au faisceau adélique &. On note U(p,)
le sous-groupe compact maximal de GL(E)3" unitaire par rapport a la norme géométrique p, et on
pose

U, :=pr;' U(p,)n---npr,' U(p,) <G

La norme géométrique en la place v sur le faisceau inversible L est U ,-invariante; a fortiori elle in-
variante sous 'action du sous-groupe compact maximal S3" NU, de S3". La norme géométrique des
minima sur le faisceau inversible Mp induite a travers 'isomorphisme ¢p est alors continue et sa
construction est compatible a la construction de la norme géométrique provenante d'un modele en-
tier. En munissant en toute place le faisceau inversible Mp de la métrique des minima, on obtient un
faisceau inversible adélique .#p surY.

Pour toute place v on désigne par p, la mesure d’'instabilité a la place v. Puisque par hypothese
le point ([N4(@, 5| 7)1, [N4(x, £, | 7)]) est semi-stable sous 'action du K-groupe réductif S, pour tout
nombre entier D = 1 assez divisible, d’apres le Scholie I11.2.2 on a

1
Bh“ﬂD (([Na(®, to1 1], [Na(x, tx [ 7)]))

=he((Na(®, 191 1)), INa(x, 1 |1 + ) deg(w)py (IN4(O, 19| 1)1, N4 (x, 1| 1)]).  (6.2.1)

veVk

6.2.2. Minoration de la hauteur sur le quotient. — On va appliquer la minoration donnée par le
Théoreme II1.5.4. La composition du plongement de Pliicker et du plongement de Segre, donne une
immersion fermée G-équivariante du produit de grassmaniennes,

Grass,, (9,1, | r) ([(P,0p(r)") xk Grassy, (x,1, | ) ([(P,0p(r)"),
dans I’espace projectif P(F,(0, 9 | 1) ®x F4(x, x| 1)). La représentation qui définit cette action,
G:=GL(E) xg --- xx GL(E) — GL(F4(0, 5| r) @ F o (x, £ | 1))

est homogene de poids —(v4(0, fg| 1) + va(x, tx [ 1)) (r1,..., Th).

On munit le K-espace vectoriel F,(0, fg | r) (resp. le K-espace vectoriel F,(x, tx| 7)) de la structure
de faisceau adélique localement libre déduite par celle de & a travers ’homomorphisme surjectif de
K-espaces vectoriels

va(©,1917)

we: (EV® @k - g BV )™V ®0ID g @ 511:= N T®0pr)"
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Va(x,tx 1)
resp. Wy : (EV®" @k - o EV&m) VeI g (xr = A\ T®,6pr)"
On note %,(0, ty| 1) (resp. F,(x, tx| 1)) le faisceau adélique localement libre qui en résulte.
Si v est une place non archimédienne la norme géométrique en la place v du faisceau adélique
Fa(0,1g|1) (resp. F4(x, tx| 1)) et celle du faisceau adélique F/ (0, 1y | r) (resp. F,(x, ty | 1)) coincident.
Si par contre v est une place archimédienne de K il y a un facteur de proportionnalité qui in-

. Loz Lot . jquot . (|quot e
tervient. Plus précisément, on désigne par || “F“(e, o] 1w (resp. || ||Fa(x' tx\r),v) la norme hermitienne
déduite par 'homomorphisme surjectif

va(0,59|1)

(EV®r @ @BV )™ @010 R @,5(r):= N\ TP0Op(r)

Va(x,tx | T)
(resp. (EVEn ®---®Ev®r")®v”(x't"|r) — Falx, txIr):= N\ F(P,@’p(r))v)

et par |- lg,@,4(n,0 @€sp. | - IF,(x,z,1r),») la norme hermitienne déduite de la norme hermitienne de
T'(P,0p(r))Y par produit extérieur. On a alors

I Ie,0,1m,0 =V Va® ol DUk, 0,2 m,0 (6.2.2)
(resp. Iy et 17,0 = V Va6 L U IE (2 r),v)~ (6.2.3)

Par quant dit avant, les normes géométriques sur le faisceau inversible L induites par les faisceaux
adéliques
Fa0, 151 @Fa(x,tx 1) et Fu0,15]1)®F,(x,tx|T)

coincident aux places non archimédiennes et elles sont proportionelles aux places archimédiennes.
En particulier, si on note £’ le faisceau inversible adélique obtenu en munissant le faisceau inversible
L de la structure adélique induite par le faisceau adélique %}, (0, ty | r) ® F,,(x, 1, | 1), en toute place v la
norme géométrique sur L est invariante sous I'action du sous-groupe compact maximal U,. De plus,
I'homomorphisme de faisceaux adéliques localement libres

Vo ® Yy : (gv@zrl ®-- ®éaV®rn)®(Va(6,te [M+va(xtclr) 921(9, tol7) ®£zg(x, tel7)
est génériquement surjectif et G-équivariant. On peut ainsi appliquer le Théoréme II1.5.4 et obtenir
/ 1. . )
Rin (X, ) 11S) := Blnf{hﬂl/) (y): yeY point ferme}
1z - (K:Ql
=) (va(®, Lo | 1) +Va(x, tx 1)) (uK(é“’V) - —2Q 10g2)
i=1

K:Q]
2

==(va(0, g ) +valx, tx | Py +---+ 1) (ﬁK(g) + logZ) , (6.2.4)

On désigne par ./, la structure de faisceau inversible adélique sur le faisceau inversible Mp induite
par le faisceau inversible adélique £’. En vertu des égalités (6.2.2) et (6.2.3),on a:

Pnin (X, £) 1/8) := % inf{h s, (y): y €Y point fermé}
(K: Q]
2

= hmin (X, £ 11S) - (logva(®, 191 1) +1logva(x, tx 7). (6.2.5)
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En appliquant 'approximation de Stirling on obtient :

logv,(0,t|r)!<logv2mv,(0,t9|7)+v4(0, 151 1)logv,(0, g1 1) (6.2.6)
logva(x, tx|r)! <logv/2nv,(x, tx | 1) + Vva(x, ty | ) logva(x, tx | 1) (6.2.7)

D’autre part, les nombres entiers v, (0, ty| 1), v4(x, t,|7) sont la dimension des noyaux N4(8, 5| 7),
N, (x, ty | r) et elles sont ainsi bornés par la dimension du K-espace vectoriel I'(P,Gp (7)) :

n
Va0, 1911), Va(x, tx|r) < dimg T'(P,0p(r)) = [ [ (ri + 1).
i=1

En prenant le logarithme et en reprenant les inégalités données par 'approximation de Stirling (6.2.6)
et (6.2.7), on obtient :

n
logv,(0,tg | 1) +1logv,(x, ty | 1)l < (Z log(r; + 1)) (va(0,tg | 1)+ va(x, ty I 1) + 1) +1log(2m).

i=1
En vertu de (6.2.4) et (6.2.5) ceci permet de conclure :

K:Q]
2

Bnin (X, L) 18) = hmin (X, L) IIS) — (logva(®, fp| 1) +10gva(x, x| 1))

K:Q]
2

= —(va(0, 29| 1) +Vva(x, x| P) 1+ + 1) (ﬁK(éa) +

. n
- (Zlog(ri + 1)) (Va®,117) +Valx, tx|r) +1) -
i=1

log2

K:Q]
2

= —(va(®, 191 7) + Va (X, x| 1) (11 +--+ 1) (i (8) + 3[K: Ql). (6.2.8)

log(2m)

6.2.3. Majoration de la hauteur. — Par définition le faisceau adélique £ est le faisceau inversible
L:=pry OF, (0,151 (1) ® PX3 O v, 1) (1)

muni des normes géométriques induites par le faisceau adélique %, (0, 19| 1) ® F,(x, t, | r). Par consé-
quentona:

he((Na(®, o] )], INa(x, tx 1 7)]) = haz, 0,151 ([Na(®, 20 | 1)) + haz, (.2, 1 1) ((Nalx, £x [ 7)])

et on va majorer les deux termes séparément.

On désigne par A& (resp. X&) le premier (resp. le deuxieéme) minimum successif du faisceau
cohérent adélique &, i.e., le plus petit nombre réel A tel qu'il existe un élément non nul T (resp. deux
éléments Ty, T; linéairement indépendants) de E tels que les points associés dans P(EY) soient de
hauteur plus petite que A.

En appliquant la Proposition 4.1 au point [N,(x, f,| r)] on a alors :

DI

eV 4(1, 1N

he(xi)+ )

i=1

Bty 1) ((Na (X, L D) < )
i=1

> Ti—ei]?\z(éa).

eV 4(r,t)N

D’autre part, en appliquant la Proposition 4.2 au point [N4(0, ty | r)], si K est un corps de fonctions on
obtient :

n
ha,®,41r((Na(®, 517)]) < ddim; Imn,(0, tg| 1) (Z rihg(ei))
i=1

— dimg TP, Op (1)) (11 + -+ + 1) A1 (&) + A2(&))
+dimgImn, (8, tg | 1) (11 +- -+ r)d (A1 (&) +2[A(&)).
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Si par contre K est un corps de nombres on a :

n
he, 0,61 ((Na(®, 51 1)]) = ddimg Imn4(0, 9| 1) (Z riheg (6,-))

i=1
— dimg T(P, Gp (1) (ry + -+ + 1) A1 (8) + X2(6))
+dimg Imn,4(8, tg | 1) (ry + -+ 1) d (5K : Q1 + A1 (&) +2[A(&)) .

Dans les deux cas il existe un nombre réel Cy (&) qui ne dépend que de faisceau adélique localement
libre & tel que

n
he((Na(®, 151 1], INg(x, tx | 1)) < )
i=1

DI

eV 4 (11N

n
he(x;) + ddimImn, (0, t5| 7) (Z r,-hg(ei))
i=1

+dimg (P, Op(r))(ry +---+1,)Co(E). (6.2.9)

6.2.4. Majoration de la mesure d’instabilité. — Soient v une place de K et p, la norme géométrique
en la place v du faisceau adélique localement libre &. Soient g € S3", Q une extension analytique de K,
contenant le corps résiduel complété de g et gq le Q-point associé du K-schéma en groupes S. Avec
ces notations on considere la mesure d’instabilité relative au point g :

llga - [Ng(x, tx| Nt ||Fa(x,tx |1),Q
lINg (X, & [ DI, (2,8 1 1,02

llga-[Na(®, 911", @®,14n.0
[N (®, 51 )M E, 0,51 m,0

llga - (INg(x, x| 1" @ [N4(8, 19| ™) IE, (x, 12 | Y 0Fa (8, 19 1,02
I(ING(x, 2111 ® ING(O, 9| I E (x| DoFa®,tg [ 9,0

My (g, [Ng(x, £ | 7)]) :=log

My (g, [N (O, fg|1)]) :=log

My (g, ([Ng(x, tx1 1)1, [N4(O, to| 1)) :=log

Ces définitions ne dépendent pas du choix de I’extension Q contenant le corps résiduel complété de
g.Enoutre, on a

Mo (8, (INg(x, x| 1], [Na(®, 19 | 1)])) = o (8, [Na(xX, tx | 1)]) + o (8, [Na(®, fg | 1)]).
Soit g un point du K, -groupe analytique S2". Par définition de mesure d’instabilité on a alors ! :
Mu(INg(O, 151 1], [Ng(x, £ [ P)]) < hie%;[:" My (R, (INa(®, tg1 1], [Ng(x, tx 1 1)]))

= Mp(g, ([Ng(O, 75| 1)1, [Ng(x, tx | )]))
=Uy(g, INa(O, 91 1) + Hy(g, [Nalx, tx [ 1))

Soit Q une extension analytique algébriquement close du corps K, telle qu'il existe une base ty, t; du
Q-espace vectoriel E ®x Q telle que

[%|2 + 6112 si|-| est archimédienne
Pv=
max{|fpl,| 1]} sinon.

sur V(E® Q). Pour toutax =1,...,d et tout i = 1,..., n soient @(cx)i, X; des Q-points non nuls de V(E)
représentant respectivement les points 0(a);, x;, et tels que

pe@@) =1, ppE)=1.

1. Plus précisément, le Théoreme II.2.18 affirme que la premiere inégalité est une égalité.
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On considére le Q-point g(a); = g(¥(a);, ¥;) du K-schéma en groupes GL(E) défini par
g(a);(f) =0B(jotp + Xioh1
(6.2.10)
g@i(th) =0(@nt+xint

Soit 8(a); € Q une racine carrée du détérminant det g(«); (Q2 est supposé algébriquement clos). Pour
tout i = 1,...,n, on considere le Q-point g(a); := g(a);/d(a); du K-schéma en groupes SL(E) et on
désigne par g(a) le Q-point (g(x)1,..., &) ;) du K-schéma en groupes S.

.....

=1,..,

Places non archimédiennes. Si v est une place non archimédienne, d’apres les Propositions 5.3 et 5.5
ona:

H(E(@), [Na(x, tx [ DD < Y
i=1

r; | logd, B(c);, x;),

Z 0 - Va(xrztx|r)

eV 4 (11N

~ 1 1
H(g(a), [Na(®, 151 1)]) < va(®, 1] 7) [l‘e max {—a.logdu(e(a)i,xﬂ}—z > rilogdy, (0(c);, x;)
- ; :

1,.,n i=1

Par conséquentona:
My ([Ng (0,291 1), [Ng(x, tx | 7))

1
<=vq(0, 191719  max {;logdv(e(o‘)i;xi)}
1

=1,..,n

_Va®,5917) +valx, i 7)
2

+
i

?;

eV 4(r LN

ri|logd,@(@);, x;). (6.2.11)

n

1

Places non archimédiennes. Si v est une place archimédienne, d’apres les Propositions 5.4 et 5.6 ona:

Yooy (-t

i=10eV (1 tx)N

Z ei_Va(x,tx“)ri

CEV 4 (1 t)N 2

M(E(@), NG (6, L D < Y
i=1

logd,(8(c);, x;) + logv'2,

=1,..,n

_ 1 18
M(g(), [Ng(@, 591 1)]) = va(0,19]7) [teimax {;logdy(ﬁ(a)i,xi)}—i Y rilogdp, (0(0);, x;)
i i=1

+V(l(97 t9|r)

1
(ri+-+r)+ Elogdimkr(P,@P(r))] .

Par conséquenton a:

1
- 1

1,...,n

n 0,1 L
. ei_v,l( ol7)+valx xlr)ri log dy B(c);, x7)
i=1 [ LeV 4(r,t)N 2
1
+Va(®, 191 1) | (r+ -+ 1) + - logdimy F(Py@’P(r))]
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et comme

n
logdim; T (P,0p(r)) = ) _log(ri+1) <1 +---+1p,
i-1

on conclut

.....

Va0, 191 7)+va(x, tlT)
+) 6 -—= 0] 2 o b ri | logd, (B(a);, x;)
i=1 [ eV, (rt)N
3
+§va(9,te|r)(r1+-~-+rn). (6.2.12)

6.2.5. Conclusion. — On termine la preuve seulement dans le cas des corps des nombres, le cas des
corps de fonctions étant similaire et plus simple a cause de I’absence des places archimédiennes. On
revient en conclusion a I'égalité (6.2.1) donnée par le Scholie I11.2.2 :

1
Bh./ﬂ[)(n([Na(ey t9|r)];[Na(x; tx|r)]))
=he((Na®, 1] 1)], [INa(x, 2 [PD + ), deg()py(INa(, o[ )], NG (X, x| 1)]).

veVg

La minoration de la hauteur sur le quotient (6.2.8) donne :

1
5 Pt U(INa(®, 11 11, NG (X, £ [1)D) 2 anin (X, L) /S)
=—(Va(®, to | 1)+ Val(x, x| 1)) (1 + -+ + 1) ((ig (6) +3[K: Q]).

D’autre partla majoration de la hateur (6.2.9) entraine qu'il existe un nombre réel Cy (&) qui ne dépend
que du faisceau adélique localement libre & tel que

DI

eV 4(1t)N
+dimg I'(P,Cp (1)) (11 + -+ + 1) Co(&).

he (Na(®, o[ )], INg(x, £ | ] < )
i=1

n
hg(x;) + ddimgImn,(0, 9| 1) (Z Tihéf(ei))
i=1

Si pour toute place v, on note d, la distance sur la droite projective P(E) induite par la norme p, du
faisceau adélique &, la majoration de la mesure d’instabilité (6.2.11) donne

.....

Va0, 29| 7) +Vva(x, tx| 1)
> bi- 5 ri

eV 4 (11N

)

i=1

logdv(e(a)i) xi)-

sila place v est non archimédienne; si par contre la place v est archimédienne, la majoration (6.2.12)
donne

.....

Va0, 29| 1) +Vva(x, ty| 1)
> li- 5 ri

eV 4 (11N

logd, (0(c);, x;)

2

i=1

3
+ EVa(G, folr)(ry+---+1y).
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Par conséquent, si on pose C; (&) := Co(&) + %[K :Qlona
1
BhMD (M([Ng(©, 29| )], INg(x, x| )]))

> b

eV 4 (11N

IA

>

n
i=1

n
he (x;) + ddimy Imn, (8, t5 | 7) (Z r,-hg(e,-))
i i=1

+va(0, 1| r)te( Y deg(v)

VeEVK

max {ilogdy(e(a)i,x,-)})
1,..,n | aj

i=1,..,

Z gi_va(e, t9|l’)-;Va(xytx|r) ry

LeV 4 (11N
+dimg T'(P,Op(1r))(r1 +--- +1,)C1(8).

+ ) deg(v) ).

veVk i=1

logd, (0(c);, x;).

On termine la preuve du Théoréme 6.1 en vertu de la minoration de la hauteur sur le quotient et en
prenant C(6) := C;1 (&) +2([ix (&) + 3[K: Q)).

6.3 Laminoration effective fondamentale

Pour tout nombre entier d = 1 et tout n-uplet de nombres réels strictement positifs r = (ry,...,75)
on pose :
n rj
eq(r)= H (1+ max {—}(d—l)).
i1 i+lsj=sn ( I;
Pour tous nombres entiers n,d = 1 et pour tout nombre réel € [0,1] on considére 'unique nombre
réel t;(n,0) € [0, n] tel que
1-dvol A(t;(n,d8)) =0. (6.3.1)

Puisque la fonction ¢ — vol A(#) est un homéomorphisme de l'intervalle [0, 1] sur lui-méme, la fonc-
tion 6 — t4(n, 8) est continue.

Théoréme 6.3 (Majoration effective fondamentale). SoientK' une extension finie du corpsK de degré
d=1[K":K] =2, & = (B, p) un faisceau adélique localement libre de rang 2 sur K. Il existe un nombre
réel C([K' : K], &) avec la propriété suivante :

— pour tout nombre entiern =1,

— pour tousK'-points 01,...,0, deP(E) tel que, pour tout i = 1,...,n, 0; engendre le corps K/,

— pour tous K-points x1,...,x, deP(E),

— pour tout nombreréel0 <d<1/(2-n!),

— pour tout n-uplet r = (ry,..., ) de nombres entiers strictement positifs tel que e 4(r) < 82,
ona:

td(n,S)( Y deg(v) iinin {—r,-logd,,(e,-,xi)})

VeV 1,..,n

+ o+

< n L
> rihg9;) + ————C([K':K],&),
i=1

n /.
< (143K :KIVB) Y rihs (i) + Z[KS‘ K
i=1

Démonstration. Soit n =2 un nombre entier. On considere le produit de n copies de la droite projec-
tive P(E),
P =P(E) xx --- xx P(E),



254 Chapitre IV. Application au Théoréme de Roth et a ses généralisations

le K'-point 6 = (0,...,0,) du K-schéma P et le K-point x = (x1,...,X;) du K-schéma P. En revenant
aux notations du Corollaire 6.2 on va choisir I'indice #, en le point rationnel x de maniere de pouvoir
I'appliquer avec

tg = t;(n,d).

Pour tout nombre réel 6 € [0,1] et pour tout n-uplet r = (ry,...,7,) de nombres entiers strictement
positifs tel que § +¢€4(r) <1, soit uy(n,8| r) 'unique nombre réel tel que :

volA(uy(n,8|r)) =1—dvol A(t;(n,06)) +€4(r)
=0+¢€4(r). (6.3.2)

On remarque par définition le nombre réel u;(n,8|r) est strictement positif, pour tout nombre réel
p>0,o0na uy(ndlpr) =uy(nA4|r). Le Lemme suivant, comme tous les autres Lemmes de nature
combinatoire qui vont apparaitre pendant la démonstration, sera prouvé une fois terminé la démons-
tration du Théoreme 6.3.

Lemme 6.4. Soient n = 2 un nombre entier, 0 < § < 1/(2- n!) un nombre réel et r = (r1,...,7,) UN
n-uplet de nombres entiers strictement positifs tel que €;4(r) < 82. Alors, ug(n,8lry<let

2[ (1 dA—volY(uy(n,6|r))—g4(r) >0.
Y(ug(n,dlr)

La fonction qui a tout nombre réel w € [0, n] associe le nombre réel

vol v (w) —2[

G dAsz (1 dA—volA(n—w)
Y(w) A(n—w)

est négative sur les intervalles [0,1] et [n — 1, n], elle est nulle en 0 et n, elle vaut —(n—1)/(n!) en 1
et n—1 elle est strictement décroissante (resp. strictement croissante) sur l'intervalle [0,1] (resp. sur
I'intervalle [n —1, n]).

On suppose dorénavant que le nombre réel § appartient a I'intervalle 10,1/(2-n)[ et r = (r1,...,77)
soit un n-uplet de nombres réels strictement positifs tel que € (r) < 6°. En vertu du Lemme précédent
on aalors uy(n,8|r) <1 etainsi

volV(ud(n,élr))—zf (G1dA=0.
Y(ug(ndlr)

Linégalité uy(n,0) < 1 entraine aussiqu'on a:

volV(ud(n,Slr))—Zf G d)\' —g4(r)
¥ (ug(n,81)
=2 (1 dN—vol Y (uy(n,8|r)) —eq(r)
Y (ug(ndlr)
n—1
< —
n!

En particulier, il existe un unique nombre réel w € [n— 1, n], qu'on note w;(n,d|r), tel que

VOIV(LU)—Z/

Y(w)

G d)\' =

volV(ud(n,Slr))—Zf

6] d?\‘ —gq(n).
V(uq(n,d|r)

Encore en vertu du Lemme précédent, le terme de droite de cette égalité est strictement positif : le
nombre réel w,(n,d|r) est alors strictement plus petit de 7,

wy(n,d|r)<n.
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Pour tout nombre réel w € [0, n] avec w > wy(n,8|r)ona:

VolV(w)—Zf (i dM < VOIV(wd(n,SIr))—Zf G d)\'
v (w) VY(wg(n,811))
= volV(ud(n,Slr))—Zf G d/\‘—Sd(r),
V(ug(n,d|r)

et on peut donc appliquer le Corollaire 6.2 avec

tg:=ty(n,06|r),

Iy:=w,

[Fr7)
a=|—,...,—|.
r T'n

11 existe alors un nombre réel C(&) qui ne dépend que du faisceau adélique localement libre & tel que
I'inégalité suivante soit satisfaite

td(n,S)~(voll(r)—dvolA(r, td(n,é)))( > deg(u) m1n {—r,logd,,(E),,x,)}

UEVK """

Y deg(v)(-rilogd,®;,x;))

veVk

n
Z ([ E AN — volA(r,uy(n,8|r)) +vol ¥(r, w))
imt\Jvrw) Ti 2

rihg(x;) +volM(r)[K':K] ) rihg(6))
i=1

+volM(r)(r; +-+-+1,)C(&).

f 2L ax
v(rw) Ti

En laissant w tendre vers w,(n,d), I'inégalité précédente devient :

td(n,ﬁ)-(Voll(r)—dvolA(r, td(n,ﬁ)))( > deg(v) mm { rilogd,,(ei,x,-)})

veVx T

Y. deg(v)(-r;ilogd,(0;,x;))

veVk

i([ Ed)\ volA(r,ud(n,ﬁlr))+volV(r,wd(n,ﬁlr)))
T \Jv(rwa(n,81m) Ti 2

f G d)\] rihg(x;) +volM(r)[K: K] Z rihg(©;)
v

(rwg(n,811) Ti i=1
+volM(r)(ry +---+1,)C(&).

et en divisant par voll(r) on obtient :

td(n,S)-(l—dvolA(td(n,S)))( > deg(v) mln {—rllogd (Gl,xl)})

veVg T

volA(uy(n,6|r))+vol¥(w,(n,o| r)))

n

[ - A
1 v (wa(n,81m) 2
=y

i=1

Y. deg(v)(~r;logd,(®;, x;)

veVk

n
| G dA | rihe G + 1K' K1Y, rehg 8))
Y (r,wg(n,d|1)

i=1
+(ry +---+1,)C(E).

Par définition de t;(n, d) (équation (6.3.1)) ona 1-dvol A(t;(n,d)) = 8. Puisque la valeur de I'intégrale

f G dh
Y(wg(n,d|r))
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ne dépend pas de i, par définition de w, (n,d) (équation (6.3.3)), pour touti =1,...,n,ona:

f e d)\_volV(wd(n,ZSIr))+volA(ud(n,8|r)) _ _(f Cah+ ed(r))
Y(wa(n,8]1) 2 Alug(n,8]r) 2

=—(f Cld)\+€d(r)).
A(ug(n,3|1)) 2

Avec ces observations, I'inégalité d’avant devient

t;(n,8)- 6( > deg(v) mln {—rllogdU(G,,x,)})

veVgy T

n
+ (f G d sd(r)) Z Y rideg(v)logd,(0;,x;))
A(ug(ndlr) i=1

VeV

=

n
f 0 d)\] > rihe(x) + K iKY rihg®) + (r + -+ + ) C(&).
Y(r,wg(n,d|r) i=1 i=1

Lemme 6.5. Soient n =2 un nombre entier,0 < 6 <1/(2-n!) un nombre réel, r = (ry,...,r,) un n-uplet
de nombres entiers strictement positifs tel que e4(r) < §%. Alorson a:

f G dA+
A(ug(n,d|r)

Lemme 6.6. Soient n =2 un nombre entier,0 < 6 < 1/(2-n!) un nombre réel, r = (r1,...,r,) un n-uplet
de nombres entiers strictement positifs tel que e (r) < 8%. Alorsona:

aln) _gut 6.3.3)

f G d\< (1 +4<75)6 (6.3.4)
Y(wgi(n,dlr))

En vertu de ces deux Lemmes et en divisant par §, on obtient :

ty(n,d) Z deg(v) mln { rilogd, (Bl,x,)})+ {l/_z ri Z deg(v)logd,(0;,x;))

vevVg T i=1 veVk

(K

(1+3\/_)Zrlhg(xl)+ Zr,hg(enﬁcw).

D’apres I'inégalité de Liouville (Théoréme II1.6.1) pour tout i =1,...,nona:

- Y deg(v)logd,®;,x) < [K':K] (hg(xi) +hg(0;) + deg (&) +4[K: Q]).

veVk

Par conséquent,

n n
%(Z - ( Y deg(v) logd,,(ei,xi)))) < VoIK:K1 Yy (hg(xi) + hg(0;) + degy (&) +4[K:Q]).

i=1 veVk i=1

Si on pose C([K':K],&) := [K' : K] (degg & + 4[K : Q]) on obtient

ty(n, 6)( > deg(v) mln { rilogd, (el,x,)})
veVg T
l .o
K] ¢ PR KDL 6),

(1+(4+ K :K )\/_)Zrlhg(x,)+2 Zrlhg(e)+

ce qui acheve la preuve. O
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Démonstration du Lemme 6.4. Pour alléger la notation, dans la suite on écrira u au lieu de u;(n,6r).
On démontre tout d’abord qu’on a u < 1. En effet, puisqu’on a supposé 8 < 1/(2-n!) et e4(r) < 8%, on a
par définition de u (équation (6.3.2)) :

volA(u) =8+¢e4(r) <8(1+9)

1 1
1+—
-n! 2-n!

IA

=

=

' =volA(1).

S

Comme la fonction vol A est strictement croissante sur [0, n], cette inégalité entraine u < 1. En parti-

culier, d’apres (1.2.9), on a:
n

u
vol A (u) = —
n!

ce qui, avec (6.3.2), implique

u=vn@+ey40r).

Puisque u <1, d’apres (1.3.8),ona:

un+1 u u"
f (A= —— = ———
A (n+1)! n+1n!

u
= vol A (u)
n+1

et, en vertu de (1.2.5) et (1.3.5),

2[ G d)\—volV(u)zvolA(u)—Zf G dA
v (u) A(u)

2u
=V01A(u)(1— )
n+1

=5+ ())(1— 2”)
= eqlr nl .

Le nombre réel

2[ (1 dA—vol VY (u)—eq(r)=(0+eq(r) (l—z—u)—sd(r)
v n+1

€q(r).

2u 2u
=8|1- -
n+1 n+l

est strictement positif si et seulement si
5 (1 2u ) 2u "
- > gq(r
n+1 n+1 d
Puisque g4(r) < 82, il suffit de montrer :

2u 2u
5(1— J> 2.
n+1 n+1

En divisant par & cela a lieu si et seulement si

2v
1>——(1+9),
n+1
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c’est-a-dire
1 n+1

< —_—
1+8 2
D’autre part, en ayant supposé §<1/(2-n!),ona:

1 n+1> 1 n+1
1+6 2 ~1+1/2-nh) 2

et il suffit de montrer :
1 n+1

1+1/@2-nY 2

>1,

ce qui est équivalent a:

n+l 1
>1+—i
2 2-n!

ou encore a:
(n+Dn!l=n-nl+n!'>2-n'+1,

ce qui est vrai pour tout nombre entier n = 2. Cela acheve la démonstration. O

Démonstration du Lemme 6.5. Pour alléger la notation, dans la suite on écrira u au lieu de u;(n,6|r).
D’apres le Lemme 6.4 on a u < 1 et donc, par définition de u,

u=vnl@+ey(r).

D’apres (1.3.8) ona:

un+1 u
f (Hdh=——= vol A (1)
A(ug(n,8(r) (n+1)! n+1

vV nl(8+¢ey4(r)

=0+
(B+€4(r) T
n+l W
=0+ n .
(O+eq(r) "
Puisqu’on a supposé €4(r) < 8%, ona:
nt1 V1!
f Gans S _ (g eyt Y EalD)
A(ug(n,8]r) 2 n+1 2
n w1 Vnl 8
5671(1+6)T1 V! +6—
+1 2

n—

( 1 )"Zl Yl 8%
1+ +
2-n! n+1 2

n+l

=&

—_—

11 suffit alors de montrer qu'on a:

1+

n!
+ <1.
2-n! +

1)1\/_ 8"
n+l 2

Puisque n=2,0onad < 1/(2-n!) < 1/4. 1l suffit alors de montrer :
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En prenant le logarithme, cette inégalité est équivalente a la suivante :

1
+log(n+1)— > log(n!).

thllo (1+ ! )<10 (3
n 8 2.nt) =81
En multipliant par n on obtient :
1 3
(n+ l)log(l + Z_n') < nlog(z) + nlog(n+ 1) —log(n!). (6.3.5)
Le terme de gauche

1
+1)1 1+ —
(n )Og( 2-n!)

est décroissant en 7, alors que le terme de droite
3
log(z) n+nlog(n+1)—log(n!)
est croissant en 7. Il suffit, enfin, d’établir la validité de (6.3.5) pour n = 2, i.e., de vérifier que
3 3
3log (Z) < 210g(z) +2log3 —log2.

Cela est vrai car le terme de droite se récrit sous la forme 3log(3/4) +1og6. O

Démonstration du Lemme 6.6. Pour alléger la notation, dans la suite on écrira w et u respectivement
au lieude w;(n,6|r) et ug(n,d|r). Puisque w € [n—1, n] le nombre réel

(n—w)" _z(n—w)" (1_ n—uJ)

Volv(w)—zf G dA=
v (w) n! n! n+1
_(n—w)" I’l—W)

- (1—2
n! n+1

(6.3.6)

est négatif. Par définition de w (équation (6.3.3)) ona:
2[ G d)\—volv(w):zf (1 dA—vol ¥ (u) —ey(r)
v(w) v (u)
=vol A(u) —2[ G dN—¢gq4(7). 6.3.7)
A(u)

D’apres le Lemme 6.4 ona u < 1 et dong, par (1.3.8),ona:

un+l u
f CidA= = vol A (u)
A(ug(n,d|1) (n+1)! n+1

En utilisant cette égalité dans (6.3.7), par définition de u (équation (6.3.2)),on a:

VolA(u)—Zf

2
(1dA—eq(r) =B +¢e4(r) (l - _Lt) —€4(r)
A n

+1

—5- 2" 5re ) <5 6.3.8)
n+1

En vertu de (6.3.6), (6.3.7) et (6.3.8) ona:

("_W)n(1—2"_w)s (6.3.9)

2 d\—volv =
f;(w) G vol¥ (w) n! n+1l
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Puisquen—w<1,0ona:
n—w 2 n—1
1-2 <1- =
n+1 n+l n+1

et, en revenant a (6.3.9), on obtient :

n-w)" n+1
- <

vol V¥ (w) = <
n! n-1

67

ce qui entraine

o (m+1)!
n-w< ——=4.
n-1

En utilisant cette inégalité a nouveau dans (6.3.9) on obtient :

— n |
vol v (w) = L= W) _(1— 2 \"/("“)5 5. (6.3.10)
n! n+1
-1
! ! !
(1_ 2 n(n+1).6) :1+L,,/(n+1) ( L+ 1! ) 63.11)
n+1 n-—1 n+1 n-—1 n+1 n—1

Puisque, par hypothése d<1/(2-n!),ona:

n (n+1)' o (n+1)!
n+1 n-—1 n+1 n-1 2-n!

1n+1
n+1 2n 1

Ona:

Pour tout nombre entier =2 ona:

2/1n+1
- <
2n—-1

(6.3.12)

En effet, en prenant la puissance n-ieéme, cette inégalité est équivalente a I'inégalité :

( NG )” 2n-1) 4
< —2_

n+1 n+l1 n+l1

Un calcul montre que cette derniere inégalité est vraie pour n = 2; si n = 3 le terme de gauche est < 1,
alors que le terme de droite est = 1. En vertu de (6.3.11) et (6.3.12), (6.3.10) devient :

— n |
Voly(w)=M5(1+(x/§+ \/5)% o (n+1)'6)6, 6.3.13)

n! n-1

ol on a écrit

—\/_+\/_

%

Pour tout nombre entier n >2 on a

,,(n+1)!<2\/§
n ~ 3°
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On obtient :
_ n
VolV(w)z%s(l+(\/§+ ﬁ)zgf{‘/g)a (6.3.14)

et on conclut en remarquant

(\/§+\/§)23£=2\/§+254,

ce qu’il fallait prouver. O
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Applications de la théorie géométrique des invariants a la géométrie
diophantienne

Mots clés : Théorie géométrique des invariants, géométrie d’Arakelov, approximation diophantienne, théorie de
Kempf-Ness.

Résumé : La théorie géométrique des invariants constitue un domaine central de la géométrie algé-
brique d’aujourd’hui : développée par Mumford au début des années soixante, elle a conduit a des
progres considérables dans I'étude des variétés projectives, notamment par la construction d’espaces
de modules.

Dans les vingt dernieres années des interactions entre la théorie géométrique des invariants et la
géométrie arithmétique — plus précisément la théorie des hauteurs et la géométrie d’Arakelov — ont
été étudiés par divers auteurs (Burnol, Bost, Zhang, Soulé, Gasbarri, Chen).

Dans cette thése nous nous proposons d'un c6té d’étudier de maniere systématique la théorie
géométrique des invariants dans le cadre de la géométrique d’Arakelov; de I'autre de montrer que ces
résultats permettent une nouvelle approche géométrique (distincte aussi de la méthode des pentes
développée par Bost) aux résultats d’approximation diophantienne, tels que le Théoréme de Roth et
ses généralisations par Lang, Wirsing et Vojta.

Applications of geometric invariant theory to diophantine geometry

Key words : Geometric invariant theory, Arakelov geometry, diophantine approximation, Kempf-Ness
theory.

Abstract : Geometric invariant theory is a central subject in nowadays’ algebraic geometry : develo-
ped by Mumford in the early sixties, it enhanced the knowledge of projective varieties through the
construction of moduli spaces.

During the last twenty years, interactions between geometric invariant theory and arithmetic geo-
metric — more precisely, height theory and Arakelov geometry — have been exploited by several au-
thors (Burnol, Bost, Zhang, Soulé, Gasbarri, Chen).

In this thesis we firstly study in a systematic way how geometric invariant theory fits in the fra-
mework of Arakelov geometry; then we show that these results give a new geometric approach to
questions in diophantine approximation, proving Roth’s Theorem and its recent generalizations by
Lang, Wirsing and Vojta.



