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Introduction

Présentation générale

Cette thése a pour objet de développer des applications a la géométrie diophantienne de la théorie
géométrique des invariants, en utilisant le langage de la géométrie d’Arakelov.

Dans sa forme la plus simple, I'approximation diophantienne étudie comment les nombres ra-
tionnels approchent les nombres réels. Lagrange montra en 1768, grace aux fractions continues, que
pour tout nombre naturel n qui n'est pas un carré, I'équation «de Pell » pour n admet des solutions
entiéres non triviales, c’est-a-dire qu’il existe un couple (p, g) de nombres entiers strictement positifs
vérifiant

pz—nqzzl.

Ses méthodes permettent aussi de montrer le résultat suivant :

Théoréme 0.1. Soit 0 un nombre réel. Il existe une infinité de nombres rationnels p/q, avec p,q € Z
premiers entre eux et g = 1, tels que

1
<?.

o
q

Une premiére preuve élémentaire de cette majoration fut ensuite donnée par Dirichlet, grace a son
Schubfachprinzip, littéralement « Principe des tiroirs ». L'existence d'une solution non triviale al’équa-
tion de Pell peut étre vue comme un cas particulier du Théoreme des unités de Dirichlet en théorie des
nombres, appliqué au corps de nombres Q(y/7).

Lhistoire des minorations des distances |0—p/ g| des nombres rationnels aux nombres algébriques
est bien plus récente et elle a commencé avec Liouville en 1844 [Lio44, Lio51], intéressé par des ques-
tions de transcendance :

Théoreéme 0.2. Soit 0 € R un nombre algébrique de degré d = 2. 1l existe un nombre réel ¢ = c(0) >0
tel que, pour tout nombre rationnel p/ q, avec p, q € Z premiers entre eux et g = 1, on ait :

c
>

q

Remarquons que la constante ¢ qui apparait dans I'énoncé est calculable. De plus, pour d = 2,
d’apres le Théoreme 0.1, cet énoncé est optimal.

Un des défis des mathématiques de la premiere moitié du vingtieme siecle fut de remplacer I'ex-
posant d dans I'’énoncé du Théoreme de Liouville par un exposant « le plus petit possible. Plus pré-
cisément, depuis Thue, on s’intéresse a un énoncé de la forme suivante, ol k désigne un nombre réel
strictement positif :



Théoréme 0.3. Soit 0 € R un nombre algébrique de degré d. Pour tout e > 0, il n'y a qu'un nombre fini
de nombres rationnels p/ q, avec p, g € Z premiers entre eux et q = 1, tels que

1

qK+8 :

o-2]<

Comme le découvrit Thue, une inégalité de ce type avec un exposant k < d a des conséquences
diophantiennes remarquables. Par exemple, Thue montra que I'équation (ainsi que d’autres de cette
forme)

x-2 y3 =1

n’'a qu'un nombre fini de solutions entiéres. Ce résultat mit en lumiére le lien entre 'approximation
diophantienne et ]’étude des points entiers des courbes algébriques.

Enrevenant au Théoréme 0.3, il fallut plusieurs décennies avant de parvenir a la meilleure inégalité
possible. Voici la chronologie des progres :

d
Kk=1+ 5 Thue, 1909
. (a . . .
K=min{—+i-1:i=1,...,d Siegel, 1921
i
K=Vv2d Dyson, Gel'fond (de maniere indépendante), 1947

K=2 Roth, 1955

Bien entendu, des énoncés plus forts peuvent encore étre conjecturés, comme I'a fait par exemple
Lang:

Conjecture 0.4. Soit 0 € R un nombre algébrique de degré d = 2. Pour tout € > 0 il existe un nombre
fini de nombres rationnels p/ g, avec p, q € Z premiers entre eux et g = 1, tels que

‘6—3‘ SR
q qZ(Iqu)He

Ces résultats, contrairement a celui de Liouville, ne sont pas effectifs : si e > 0 et p/ g est un nombre
rationnel tel que

_Ppo 1
_|q|2+s’

q

une majoration, ne dépendant que de 6, de la taille de p et g reste inconnue. Néanmoins, Davenport
et Roth montrerent que les techniques de Roth permettent de donner une borne effective du nombre
de tels rationnels.

La preuve de Thue fut le modéle de toutes les améliorations successives du Théoréme 0.3 (et reste
le modele de la plupart des démonstrations d’approximation diophantienne jusqu’a présent). L'idée
fondamentale de Thue est de passer d'une seule approximation a la considération de paires d’approxi-
mations. Nous donnons une esquisse des étapes principales de la démonstration :

1. trouver un polynome f, dit « auxiliaire », en deux variables a coefficients entiers, s'annulant
beaucoup au point algébrique (8, 0) et tel que la taille des coefficients soit suffisamment petite ;

2. lemme des zéros : montrer que le polynéme f ne peut pas s’annuler beaucoup en un point ra-
tionnel (x, ), i.e. prouver qu'une certaine dérivée g d’ ordre suffisamment petit ne s’annule pas
en (x,y);
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3. minoration arithmétique : puisque g ne s’annule pas en (x, y) et qu'un nombre entier non nul
a une valeur absolue = 1, |g(x, y)| est minoré en fonction des dénominateurs de x et y (élevés
respectivement a moins le degré de g dans la premiére et la deuxieéme variable) ;

4. majoration analytique: développer g autour de (6, 0) et majorer en faisant apparaitre la distance
entre O et x, etentre O et y;

5. en supposant qu’il existe une infinité de nombres rationnels satisfaisant

1
|q|K+e’

‘9 - B‘ <

q
combiner la minoration arithmétique et la majoration analytique pour obtenir une contradic-
tion.

Plus précisément, Thue cherche un polyndme en deux variables de la forme

fx, ) =px)+yqx),

avec une grande multiplicité le long la premiére variable. Le lemme des zéros est ensuite basé sur des
informations arithmétiques simples concernant le Wronskien

B px) q(x))
w(x)—det(p,(x) 7))

En poursuivant le travail de Thue, Siegel démontra dans sa thése en 1921 le Théoréme 0.3 avec
. fad . ;
K=min<—+i-1:i=1,...,d <2Vd.
i

Comme Thue, Siegel considére un polyndéme auxiliaire f(x, y) avec une grande multiplicité en la pre-
miére variable et le Lemme des zéros se raméne encore a des propriétés arithmétiques des Wrons-
kiens. Son résultat combiné avec le Théoreme de Mordell-Weil lui permit de montrer la finitude des
points a coefficients entiers d'une courbe affine de caractéristique d’Euler-Poincaré strictement né-
gative.

En 1947, Dyson [Dys47] et Gel'fond [Gel49, Gel60] obtinrent, de maniére indépendante, le meilleur
résultat possible (par une généralisation de ces techniques) en dimension 2, i.e. sur P! x P1. IIs ap-
portent au moins deux nouveautés importantes. La premiére est la condition d’annulation du poly-
nome f(x,y) :ils ne se restreignent plus a demander une grande multiplicité en la premiere variable,
mais ils utilisent une condition d’annulation qui fait intervenir les deux variables. Lindice, concept
crucial dans la suite, fit ainsi son apparition implicite. La deuxiéme nouveauté est présente dans le
travail de Dyson et concerne le Lemme des zéros : contrairement aux versions précédentes, Dyson
prouve son résultat sur le corps C et non sur un corps de nombres. Ses arguments, basés encore sur
les propriétés des Wronskiens généralisés, évitent toute considération de nature arithmétique. Pour
cette raison, on se réfere a la version de Dyson du Lemme des zéros simplement par Lemme de Dyson
et on dit qu’il est de caractere géométrique.

Comme Dyson l'indiquait a la fin de son article, la difficulté de prouver le Théoréme 0.3 avec
K = 2 par une généralisation de ces méthodes était dans la preuve du Lemme des zéros pour un po-
lynome en 7 variables, c’est-a-dire sur un produit de n copies de P! avec n arbitraire. En 1955, Roth
[Rot55] réussit a atteindre ce but en démontrant une version arithmétique d'un tel lemme des zéros
(le « Lemme de Roth »).

En 1971, Schmidt [Sch71a, Sch71b] démontra une vaste généralisation du Théoréme de Roth, ap-
pelée le Théoréme du sous-espace. 11 affirme que si @, ..., @, sont des formes linéaires en n variables a
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coefficients algébriques et linéairement indépendantes, pour tout nombre réel € > 0 il n’existe qu'un
nombre fini de sous-espaces de Q" qui contiennent un point entier x tel que

1) -+ @n(X)| < x5,
ol || x|| désigne le maximum des coordonnées de x. Le point crucial est un Lemme des zéros arithmé-
tique sur le produit de n copies d'un espace projectif de dimension quelconque : une version géomé-
trique de ce dernier reste encore aujourd ’hui une des questions ouvertes du sujet.

En 1982, Bombieri [Bom82] porta une nouvelle attention au Lemme de Dyson en montrant qu’il
permettait de prouver des résultats effectifs en approximation diophantienne accessibles avant seule-
ment par les techniques de Baker. Il posa ainsi le probleme d'une généralisation a plusieurs variables.

Cependant, en 1983, Faltings [Fal83, Fal84] réussit a prouver la conjecture de Mordell : elle affirme
qu'une courbe C de genre = 2 définie sur un corps de nombres K n’a qu'un nombre fini de points
rationnels C(K). Elle implique en particulier le Théoréeme de Siegel sur les points entiers des courbes
algébriques. Toutefois, les méthodes employées par Faltings dans sa preuve étaient trés différentes
des méthodes classiques de I'approximation diophantienne : il combinait des outils des espaces de
modules des variétés abéliennes et une approche a la Arakelov (la « hauteur de Faltings »).

Viola [Vio85] démontra une version du Lemme de Dyson en dimension 2 en remplacant les argu-
ments des Wronskiens par une analyse des singularités des courbes dans le plan projectif complexe.

En 1984, Esnault et Viewheg [EV84], motivés par une lettre de Bombieri, publierent une démons-
tration du Lemme de Dyson en n variables, i.e. sur le produit de n copies de P'. Leur preuve reposait
sur la positivité de certains faisceaux sur des éclatements (et les théoremes d’annulation cohomo-
logique conséquents) et des constructions de revétements. Cet article stimula et influenca le sujet
jusqu’a présent.

Les années '80 se terminérent avec la contribution de Vojta au sujet.

Tout d’abord, il redémontra [Voj89a] le Lemme de Dyson en dimension 2 grice a la théorie de
l'intersection sur les surfaces : I'argument se généralisait sans changements 2 la situation oi1 P! x P! est
remplacé par un produit de deux courbes de genre arbitraire. Cette version lui permit ensuite [Voj89b]
de donner une démonstration de la Conjecture de Mordell fondée sur les outils de I'approximation
diophantienne : ce fut le couronnement des idées remontant a Thue et Siegel. Cette preuve fut aussi
une des premieres applications du Théoreme de Riemann-Roch arithmétique de Gillet-Soulé.

Le dictionnaire entre approximation diophantienne et théorie de Nevanlinna qui Vojta développa
pendant sa these suggérait que le Théoreme de Roth et la Conjecture de Mordell devaient avoir une
preuve commune : Vojta [V0j92] le démontra en 1992, en soulignant encore une fois le fort lien entre
ces deux questions.

En 1990, Bombieri [Bom90] remplaca dans la preuve de Vojta I’emploi du Théoréme de Riemann-
Roch arithmétique par des arguments plus élémentaires. En 1991 et 1993 [Fal91, Fal94], en s’appuyant
sur ces idées, Faltings prouva une conjecture de Lang étendant la conjecture de Mordell.

En développant ces méthodes, Faltings et Wiistholz ont pu donner une preuve du théoreme du
sous-espace de Schmidt sensiblement différente de la preuve originale [FW94]. Signalons que les ar-
guments qui remplacent les lemmes de zéros font intervenir, comme chez Roth et Schmidt, des consi-
dérations arithmétiques. Signalons aussi que dans les démonstrations de [FW94] apparaissent des
notions de semi-stabilité, associées a des espaces vectoriels filtrées (cf. aussi [Fal95]). Lintervention
de la semi-stabilité dans ces travaux apparait de nature tres différente de son role dans ce mémoire, ot
c’est la semi-stabilité au sens de la théorie géométrique des invariants, telle qu’elle a été développée
originellement par Mumford [GIT].

Inspiré par le Théoreme du produit introduit par Faltings dans le premier de ces deux travaux,
Nakamaye [Nak95] prouva dans sa theése, en 1995, la généralisation du Lemme de Dyson a un pro-
duit fini de courbes de genre arbitraire. En 1999 [Nak99], enfin, il réussit a s’affranchir des arguments
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cohomologiques d’Esnault et Viewheg, en n’utilisant dans sa démonstration que des considérations
«élémentaires » de théorie de 'intersection.

En 1992, Burnol [Bur92] commencga I'étude de la théorie géométrique des invariants dans le cadre
de la géométrie d’Arakelov. En développant des analogues p-adiques des résultats de Kempf-Ness
[KN79], il introduisit une hauteur sur le quotient (des points semi-stables) d’'un espace projectif par
un groupe réductif.

En 1994, Zhang [Zha94] poursuivit le travail de Burnol, en utilisant I'existence de sections globales
de petite taille (voir [Zha95] et [Bos04, Theorem A.1]) pour montrer la semi-positivité de la métrique
sur le quotient.

Inspiré par un travail de Cornalba et Harris qui, a leur tour, étendaient des résultats précédents de
Mumford et Viewheg, Bost [Bos94] étudia des conséquences de la semi-stabilité (du point de Chow)
des cycles en géométrie d’Arakelov. Il compléta ce travail en introduisant une hauteur « naturelle »
pour les variétés stables (au sens de la théorie géométrique des invariants) et en la comparant, dans le
cas des variétés abéliennes, avec la hauteur de Faltings [Bos96al.

En 2000, Gasbarri [Gas00], en isolant un argument de Bost, démontra une minoration de la hau-
teur d'un point semi-stable dans une représentation unitaire. Le but était d'introduire et minorer la
hauteur sur I'espace de modules des fibrés vectoriels sur un courbe [Gas97, Gas03]. En termes d’ap-
proximation diophantienne, cette minoration correspond a la minoration arithmétique présente dans
le schéma classique de démonstration.

Une version explicite de ce type de minoration permit 8 Chen de donner une minoration de la
pente du produit tensoriel des fibrés vectoriels hermitiens sur un anneau des entiers [Che09].

Dans cette thése nous nous proposons d'un cété d’étudier de maniere systématique la théorie géo-
métrique des invariants dans le cadre de la géométrique d’Arakelov; de I'autre, comme suggere 'in-
troduction de [Bos94], de montrer que ces résultats permettent une nouvelle approche géométrique
(distincte aussi de la méthode des pentes de [Bos96b]) aux résultats d’approximation diophantienne,
tels que le Théoreme de Roth et ses généralisations par Lang, Wirsing et Vojta. Nous renvoyons au
récent ouvrage par Bombieri et Gubler [BG06] pour une exposition « classique » de ces résultats.

Nous décrivons maintenant le contenu des chapitres successifs de ce mémoire.

0.0.1. — Le premier chapitre est une collection de résultats déja connus ; nous en profitons pour fixer
des conventions et des notations que nous gardons dans la suite du texte. Le lecteur est a invité a ne
s’y reporter qu’en cas de besoin.

0.0.2. — Le deuxieme chapitre est consacré a la théorie géométrique des invariants sur un corps k
complet pour une valeur absolue. Si k est le corps des nombres complexes C (muni d'une valeur ab-
solue archimédienne), nous précisons des résultats dus a Kempf et Ness [KN79] et a Zhang [Zha94].
Dans le cas non archimédien, nous complétons le travail de Burnol [Bur92], en nous affranchissant de
I'hypothése de compacité locale du corps au moyen des espaces analytiques au sens de Berkovich.

Nous nous limitons tout d’abord au cas k = C. Considérons un schéma projectif complexe X muni
de I'action d'un groupe réductif complexe (connexe) G et d'un faisceau inversible ample G-linéarisé
L. Désignons par X** I'ouvert des points semi-stables et par

m: X% — Y := Proj (@ I“(X,LM)G)
da=0
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la projection sur le quotient (au sens de la théorie géométrique des invariants). Pour tout entier D > 0
assez divisible, il existe par construction un faisceau inversible ample Mp sur le schéma projectif Y et
un isomorphisme canonique de faisceaux inversibles sur X5,

. ®D
Pp: JT*N[D - L|Xss »

compatible a 'action de G.
Supposons de plus que le faisceau inversible L soit muni d'une métrique continue || - ||, (sur le
sous-espace analytique réduit). Pour tout point y € Y(C) et toute section s € y*Mp, posons

Isllmp == sup llpp(™s)llyen.
n(x)=y

La métrique || - M, ainsi définie sur le faisceau inversible Mp est — d’aprés une observation de
Mumford [GIT, Appedix to Chapter 2, §C], Guillemin et Sternberg [GS82a, GS82b, GS84] fondée sur le
travail de Kempf et Ness [KN79] — le concept qui est a la base du lien entre la théorie géométrique des
invariants des variétés kdhleriennes et I'application moment en géométrie symplectique. On renvoye
au chapitre 8 de [GIT] pour une présentation détaillée de ces aspets.

En imitant les techniques de Kempf et Ness, nous obtenons :

Théoréme 0.5. Supposons que la métrique | - || soit semi-positive! et invariante sous I'action d’un
sous-groupe compact maximal de G(C). La métrique || - v, ainsi définie est alors continue.

Sila métrique || - ||, est la restriction d’'une métrique de Fubini-Study, ce théoréme est une consé-
quence directe des résultats de Kempf et Ness : toutefois, il ne nous semble pas clair qu'un argument
d’approximation soit suffisant pour le démontrer en général. En étant assurée la continuité, un argu-
ment de Zhang [Zha94, Theorem 2.2] démontre la semi-positivité de la métrique || - [|my, .

0.0.3. — Nous introduisons ensuite la notion de mesure d’instabilité. Considérons un point semi-
stable x € X%%(C), y = m(x) son image dans le quotient et une section non nulle s € y*Mp. Posons

1 l* sllyep (x)
(%)= =log ———
W= D% s, )

Puisque le morphisme n est G-invariant, pour toute section non nulle t € x*L, on a:

L) <log inf L)

_— (0.0.1)
geG(O) | g- tllL(g - x)

Théoréme 0.6. La fonction y, prolongée sur X — X par la valeur —oo, est une fonction continue de
X(C) vers [-o0,0]. En outre, pour toute section non nulle t € x*L,on a:

geG(O llg-tlL(g-x)’

Précisons que, en ce qui concerne les applications arithmétiques que nous présentons au dernier
chapitre, le seul résultat indispensable sera la continuité de la métrique || - |lm;, et I'inégalité (0.0.1).

0.0.4. — Nous étudions aussi des analogues non archimédiens de ces résultats. Considérons un corps
local k et son anneau des entiers k°. Soit & un k°-schéma propre et £ un faisceau inversible sur &'.

1. i.e, telle que pour toute section s du faisceau inversible L sur un ouvert U de X(C), la fonction —log| s|| soit plurisoushar-
monique sur U.



Notons X la fibre générique de & et L la restriction de £ a X. Le modele entier £ de L induit une
métrique continue || - || & sur le faisceau inversible L?" sur I'espace analytique au sens de Berkovich
xan 2.

Supposons maintenant que le faisceau inversible £ soit ample et qu'un k°-groupe réductif® ¢
agit sur le k°-schéma & et de maniére équivariante sur le faisceau inversible £. D’aprés un théo-
réme de Seshadri [Ses77, I1.4, Theorem 4], la k°-algebre graduée @ ;-0 I'(Z, £*HY des G-invariants
de @420 T(Z, £%%) est une k°-algebre de type fini. Le k°-schéma projectif

¥ = proj(@ r(%,,%@d)‘g)
a=0

est le quotient catégorique par le k°-schéma en groupes ¢ de 'ouvert Z'*° des points semi-stables
du schéma & (par rapport a 'action du k°-groupe réductif ¢ et au faisceau inversible £). On note
X% — % le morphisme quotient. Pour tout nombre entier D > 0 assez divisible, il existe par
construction un faisceau inversible ample .#p sur le schéma % et un isomorphisme canonique de
faisceaux inversibles sur &S, 5
®

SS»y

LpDi‘JT*./ﬂD—>$|%

compatible a I'action du k°-groupe réductif ¢.

Désignons par Y la fibre générique du k°-schéma & et par Mp la restriction du faisceau inversible
Ap a Y. On peut munir le faisceau inversible Mp soit de la métrique || - |4, induite par le modele
entier ./p soit, de maniére analogue au cas complexe, de la métrique || - [\, définie pour tout point
y € Y?" et toute section s € y*M{! par

Islivp (9):= sup [I"s]l (x).
n(x)=y
Un argument de Burnol [Bur92, Proposition 1] montre que ces deux métriques coincident. En parti-
culier, la métrique || - |lv, est continue.
En procédant comme dans le cas archimédien, nous introduisons la mesure d’instabilité. Consi-
dérons un point semi-stable x € X2", y = m(x) son image dans le quotient et une section non nulle
s € y*M{. Posons

1. " sllpen(x)
u(x) := —log —
D I slimp, ()
Puisque le morphisme n est G-invariant, pour toute section non nulle ¢ € x*L?", on a:
ll£ll1.(x)

p(x) <log inf (0.0.2)

geG(®) lg-tlig %)

Nous montrons que les techniques de Kempf et Ness s’adaptent aussi au contexte non archimédien et
permettent de prouver :

2. La métrique | - | & est définie comme suit. Tout point x € X" induit un morphisme de k-schémas €y : Speck(x) — X, out
R(x) désigne le corps résiduel complété de x. La fibre en x du faisceau inversible L?" s'identifie naturellement 'image inverse
eyL de L par €. Par le critere valuatif de proprété, le morphisme ¢y s'étend de maniére unique un morphisme de k°-schémas
€% : Speck(x)° — Z'. Soit s une section inversible de £ définie au voisinage de 'image du morphisme €5. Pour tout ¢ € x*L3" il
existe un unique A € K(x)* tel que ¢ = As et on pose

120l 2 (x) := Al

3. Soit S un schéma. Un S-schéma en groupes G est réductif (ou, G est un S-groupe réductif) s'il vérifie les conditions
suivantes :

i. Gest affine, lisse et de type finisur S;

ii. pour tout s € S, le s-schéma en groupes G xg s est connexe et réductif (s est le spectre d'une cloture algébrique du corps
résiduel k(s)).
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Théoréme 0.7. La fonction y, prolongée sur X — X par la valeur —oo, est une fonction continue de
X3 vers [—oo,0]. En outre, pour toute section non nulle t € x*L,on a:

geG® 8- tlL(g-x)

Encore, en ce qui concerne les applications arithmétiques que nous présentons au dernier cha-
pitre, le seul résultat indispensable sera I'identité entre les métriques || - |4, et |l - lmp et I'inéga-
lité (0.0.2).

0.0.5. — Le troisieme chapitre étudie la théorie géométrique des invariants sur un corps global, no-
tamment des propriétés de la hauteur sur le quotient.

Nous nous bornons ici au cas d'un corps de nombres K. Soit ox son anneau des entiers. Consi-
dérons un ox-schéma projectif et plat & muni d'une action d'un ox-groupe réductif ¢ (voir la note
3), et un faisceau inversible ample ¢4-linéarisé £ sur & . Pour compléter la donnée « arakélovienne »
considérons, pour tout plongement o : K — C, une métrique | - || sur le faisceau inversible £, conti-
nue, semi-positive et invariante sous l'action d’'un sous-groupe compact maximal Uy du groupe de
Lie complexe %5 (C). Supposons de plus que ces données soient compatibles a la conjugaison com-
plexe. Autrement dit, le faisceau inversible hermitien £ est un fibré en droites équivariant au sens de
Chambert-Loir et Tschinkel [CLT01].

D’apres un théoreme de Seshadri [Ses77, 11.4, Theorem 4], 1a ok -algebre graduée @ 450 I' (¥, £ ®‘i)(g
des ¢-invariants de @ 4o T'(Z, £®?) est une ox-algebre de type fini. Le ox-schéma projectif

¥ = Proj(@ r(%,xw)‘g)
d=0

est le quotient catégorique par le ox-schéma en groupes ¢ de I'ouvert 'S des points semi-stables
du schéma & (par rapport a 'action du ox-groupe réductif ¢4 et au faisceau inversible £). On note
mn: X% — % le morphisme quotient. Pour tout nombre entier D > 0 assez divisible, il existe par
construction un faisceau inversible ample .4 sur le schéma % et un isomorphisme canonique de
faisceaux inversibles sur &S,

. 2]
() .T[*./%D - -§.€|3{sm

compatible a'action du ok-groupe réductif 4. Pour tout plongement o : K — C, munissons le faisceau
inversible .#p de la métrique étudiée au chapitre 2 (voir 0.0.2) : si y € #;(C) est un point et s € y* %5
est une section sur y, posons

ISll.at,0 () := sup 7" sll pep o (x).
n(x)=y

Pour toute place non archimédienne v, désignons par || - || ¢,, (resp. || - l.4,,») 1a métrique induite
par le modele entier £ (resp. .4p).

Revenons a une place quelconque v et désignons par K, la complétion de K par rapport a v. Pour
tout Kv—point semi-stable du og-schéma &, considérons la mesure d’instabilité,

(x) = 1 lo ||T[*S||5:®D,,,(x)
M D O e (1)

ol s € m(x)* #p est une section non nulle. C’est un élément de | — 0o, 0]. Le résultat suivant généralise
[Bur92, Proposition 5] :
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Théoréme 0.8. Pour tout Q-point semi-stable x du ox-schéma %, la mesure d’instabilité My (x) est
nulle pour presque toute place v € V() etona:

1
hz(x) + Hy(x) = thD (1t(x)).

X
(K K] v
Comme .4 est ample sur & et les métriques sur .#4p sont continues, h

i, ©St minoré sur le Q-
points de %, et I'on peut définir le nombre réel

- 1
hinin (%, £)19) := = inf_h—7 (y)
YV @

(qui est clairement indépendant du choix de D). Dans la suite, nous utiliserons le Théoreme 0.8 par
I'intermédiaire du Corollaire suivant :

Corollaire 0.9. Pour touta-point semi-stable x du ox-schéma %, on a:

Y w0 2 hin((Z, 2)11F).

hg(x) +
[ VEVK(X)

_
K(x): K]

La valeur précise de hmin (X ,§) /19) parait difficile a calculer. Nous nous contenterons de la bor-
ner grace a la théorie classique des invariants lorsque ¢ est un produit de groupes linéaires. Nous
présentons cette minoration dans le numéro suivant, oi nous faisons aussi le lien avec les résultats de
Bost et Gasbarri cités précédemment.

0.0.6. — Considérons un nombre entier n = 1, un n-uplet de nombres entiers positifs d = (d;, ..., d,)
et le ox-groupe réductif

GL(d) oy := GL(d1) o % -+ x GL(dp) og -

Nous nous donnons un fibré hermitien & sur ok et une représentation unitaire
p:GL(d)ox — GL(F),

c’est-a-dire un morphisme de ox-schémas en groupes tel que, pour tout plongement ¢ : K — C,'image
du sous-groupe compact

U(d):=U(d)) x --- x U(dy) € GL(d)5 (C)

soit contenue dans le sous-groupe unitaire par rapport a la norme hermitienne | - || z ;-

Pour tout n-uplet & = (&1,...,6,) de fibrés hermitiens sur ok, avec &; de rang d;, nous construi-
sons «en tordant » par la représentation p un fibré hermitien &z sur ox muni d’'une représentation
unitaire

pz:GL(8) := GL(61) x -+ x GL(E ) — GL(F ).

Désignons par &z l'espace projectif P(§E) et par %% le quotient des points semi-stables &‘%s pour
'action du ok-schéma en groupes

SL(&) := SL(&1) x -+ x SL(& ).

Pour tout D > 0 assez divisible, considérons le faisceau inversible hermitiens .4 Zp sur le quotient @lg
donné par construction.
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Supposons quelareprésentation p : GL(d) o, — GL(Z) soit homogene de poids m = (my,...,my).*
Les quotients %z et % sont alors canoniquement isomorphes. Si ¥z désigne cet isomorphisme cano-
nique, pour tout nombre entier D > 0 assez divisible, nous disposons d’'un isomorphisme canonique
de faisceaux inversibles hermitiens sur %,

_ - n _
Vg lgy— \I’%%D ®ﬁ% (®det(é"i)®miD/di),
i=1

ou Pz : %5 — Specok est le morphisme structural. Les isomorphismes Wz et Wz jouent un role impli-
cite mais cruciale dans les minorations par Bost et Gasbarri de la hauteur des points semi-stables. En
effet, si y est un Q-point du og-schéma %4, nous avons

n —_—
hz, W) =hz, (Vg(y)+D Y mifg(&)).
’ i=1

Une conséquence évidente de 'existence de I'isomorphisme y est :

Théoreme 0.10. Supposons que la représentation p soit homogene de poids m = (m, ..., my). Alors :
— pour tout n-upletg = (El,...,gn) de ox -fibrés hermitiens, avec rkgl- =d; (i=1,...,n),
— pour tout Q-point y du ox-schéma Yz,
— pour tout nombre entier D > 0 assez divisible,

I'inégalité suivante est satisfaite :

n —_—
M.z, () 2D} mi k() + hmin((P(Fs), O_(1)/ISL@)) |.

i=1 é

Ce résultat est une généralisation de la premieére partie du Theorem 1 dans [Gas00]. En effet, pour
tout Q-point semi-stable x du og-schéma %g, nous obtenons

n p—
Y mifig(E)+ himin (P(Fg), 0_(D)/ISL(E)).

1
h%(x) > Bh g (T(X)) = z

Le premier théoreme de la théorie classique des invariants permet, comme annoncé plus haut, de
donner une borne explicite pour la constante A, (P(F¢), Oz_(1))/ISL(&)).
&

= NPT —om _ zvelm|
Si & est un ox-module et m un nombre entier négatif on pose & "=,

Théoréme 0.11. Soient my,..., m,, des nombres entiers et

—ead1)®m1

@: (@UK (_Qdﬂ)@n"

R Q @UK — ?)
un homomorphisme de ox -fibrés hermitiens®, GL(d), -équivariant et génériquement surjectif (EOK
le fibré hermitien trivial sur o). Alors :

o n K:Ql
Panin((P(), O (D) ISL) 2 = Y Imi| = log d;.

i=1

4. i.e., pour tout ox-schéma T, et pour tous 11, ..., ty € G (T), nous avons

pli1-id,..., ty-id) = ™ - 1" -id.

5. si &, F sont des oy -fibrés hermitiens, un homomorphisme de ox-fibrés hermitiens ¢ : & — & est un homomorphisme
de ox-modules ¢ : & — & tel que, pour tout plongement o : K — C et pour tout v € &, nous avons |9Vl z ¢ < Vg g-
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Dans [Che09], Chen considére une représentation du ok -groupe réductif GL(d),, de la forme

—$d1)®m1

?ZZ (@OK (_®d")®m"

R @OK R
ou m = (my,...,my) est un n-uplet de nombres entiers négatifsﬁ. Dans la preuve du Théoréme 4.2
dans loc.cit., il démontre de maniere implicite le Théoreme 0.11 avec les mémes techniques que nous
présentons ici.

0.0.7. — Voyons comme le Théoréme 0.11 s’applique en pratique en considérant, par exemple, la
situation étudiée par Bost dans [Bos94]. Soient K un corps de nombres, & un ox-fibré hermitien et
E := & ® K. Soit Z un cycle effectif de dimension d dans P(§") ” et Z sa fibre générique dans P(E). Si
0 =degZ, on pose

Fu5(6):= (Sym“ &)%°.

Le ox-module F; 5(&) est muni de la structure de ox-fibré hermitien en prenant, pour tout plongement
0 :K— C, la norme hermitienne quotient sur F,; 5(&)s donnée par 'homomorphisme surjectif

8N — Fy5(8)s.

Avec ces définitions, nous avons un homomorphisme surjectif et SL(&)-équivariant de ox-fibrés her-
mitiens b
& —Fy5(8).

Posons N :=r1ké& et désignons par p la représentation homogene de poids d§,
p:GL(N)o, — GL(Fq5(O2)).

Laction de SL(&) sur deg(g) est induite par la représentation pz déduite de p et 'homomorphisme
surjectif et GL(N) o -équivariant de ox-fibrés hermitiens,

Gop — Fas (Eilj)

nous permet d’appliquer le Théoréme 0.11.

Supposons que le point de Chow du cycle Z, qui est un K-point [®7] du ox-schéma P(F;5(&)),
soit semi-stable sous I'action du og-groupe réductif SL(&). Le Théoreme 0.11 donne la minoration
suivante :

K:Ql

2

hFd,s(E) ([z]) = dd (ﬁK &) - logrké“‘) .

6. Plus précisément, Chen se donne, avec ses notations, un nombre entier n = 1, des K-espaces vectoriels Vy,...,V, de
dimension finie sur K, </ < N une partie finie et il considére la représentation

W= P Ve eV,
aEsA
du K-groupe réductif G = GL(V}) x --- x GL(V}). Il se donne ensuite un n-uplet (b1, ..., b;) de nombres entiers strictement posi-
tifs o1, pour tout i = 1,..., n, r; = dimg V; divise b;. Si L désigne le K-espace vectoriel L = (detV1)®h1/’1 ® - ® (detVn)®b"/’", il
s'intéresse aux points semi-stables de I'espace projectif P(W") sous I'action du K-schéma en groupes G et par rapport au fais-
ceau inversible Gyyv (m) ® T*L, ot : P(WY) — SpecK désigne le morphisme structural et m = 1 un nombre entier strictement
positif. Si un tel point semi-stable existe, alors il existe ag € <7 tel que, pour tout i = 1,..., n, mag; = b;. Quitte & considérer la
projection
. \ VeQ VoK
Pry, :P(WY) = P(V; " @V, 00",

on se raméne en vertu du Théoréme 0.10 2 minorer la hauteur des points semi-stables de la représentation % indiquée dans le
texte avec m; = —b;/m et sous I'action du og-groupe réductif SL(ry) x -+ x SL(ry,).

7. Le dual qui apparait est a cause de la convention de Grothendieck pour I'espace projectif, qui n’est pas adoptée dans
[Bos94] mais qui I'est ici.
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D’autre part, si nous considérons la hauteur du cycle Z par rapport au faisceau inversible hermitien
O5(1)
(‘93 )

ho.)(2) = deg[&1(0z1)? | Z),
nous avons la comparaison suivante [loc.cit., Proposition 1.3] :

K:
he,1)(Z) - hFd'ﬁ(g)([q’z])) < dS%logrké".

Nous trouvons ainsi une version explicite du Theorem I dans loc.cit. :

Théoréme 0.12. Soit Z un cycle effectif de dimension d = 1 sur P(§"). On suppose que sa fibre gé-
nérique Zx soit non nulle et que son point de Chow soit semi-stable sous I’action du K-schéma en
groupes SL(E). L'inégalité suivante est alors satisfaite :

he.1)(Z) = d degy (Zx) (ﬁK(E) ~K: Q] logrké") .

0.0.8. — Le quatrieme et dernier chapitre de ce mémoire est consacré a I’application des résultats des
chapitres précédents au Théoréme de Thue-Siegel-Roth.

Soient K un corps de nombres et ox son anneau des entiers. Pour toute place v € Vi, notons d, la
distance sur Ply’an :six = (x0,x1),y = (3o, 1) sont des K, -points non nuls de A2, elle est définie par

_lxoy1—x1y0lv
lxlullylly

’

dy([x], [yD

ol || - |, est la norme induite a la place v par le fibré hermitien Efi . Si x est un K-point de P! et O est
un point de P! défini sur une extension finie de K, désignons par d,, (0, x) le minimum des distances
entre x et les conjugués de 6.

Nous appliquons le Corollaire 0.9 et le Théoréme 0.11 pour donner une démonstration de ’énoncé
suivant, qui constitue une généralisation de [Bom82, Theorem IV.2] oli on considére n = 2, et qui est
implicitement contenu dans les preuves classiques du Théoreme de Roth et ses généralisations (cf.
[BGO6, chapitre 6]) :

Théoréme 0.13 (Minoration effective fondamentale). Soit K’ une extension finie de K de degré d =
[K": K] = 2. Il existe des nombres réels C1,Cp,Cs3 > 0 et, pour tout nombre entier n > 1 et tout nombre
réel0 <& <1/(2-n!), un nombre réel A ;(n, d) > 0 satisfaisant a la propriété suivante :

— pour tous K'-points 01,...,0,, de P! qui engendrent le corps K/,

— pour tous K-points x,...,x, de P!,

— pour tout n-uplet r = (r1,...,1;) de nombres réels strictement positifs tels que, pour tout i =

1,...,n, i =Ag(n,8)ris1,

nous avons

td(n,ﬁ)( > _min

VeV i=1,.,n

n n 1 n
{_rilogdv(ei;xi)}) < (l +Cy \/5) Y rih(x) + 3 Y ri (C2h(8;) +C3),
i=1 i=1
ol ty(n,—):[0,1/(2- n!)[— Ry est une fonction continue et ol

liminf
n—oco t;(n,0)
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Remarquons que les constantes Ci, C, et Cs sont effectives, méme explicites. Nous tenons aussi a

dire que I'égalité
n
liminf ——— =2,
n—co 4(n,0)

cruciale déja dans le travail de Roth, s’agit d'un phénomeéne de concentration de la mesure. Le Théo-
reme 0.13 est la minoration effective fondamentale dans la démonstration de la version suivante du
«Théoreme de Roth avec cibles mobiles » (voir [V0j96, Theorem 1]) :

Théoréme 0.14. Soient K un corps de nombres, K' une extension finie du corps K de degré = 2 et
F c Vx un sous-ensemble fini. Pour tout nombre réel x > 2, il n’existe pas de suite de couples {(6;, x;) :
i = 13}, telle que

- pour tout i, 8; est un K'-point de P! qui n’est pas K-rationnel ;

— pour tout i, x; est un K-point de P! ;

- h(0;) =o(h(x;)) pouri — oo;

— pourtouti=1l,ona:

- Z logd,(0;, x;) = x- h(x;).

veF

La version de Vojta de ce résultat qui parait dans [Voj96] est plus générale de celle que nous pré-
sentons ici car 'on peut choisir des « cibles » différentes a chaque place appartenante a F. Des modifi-
cations faciles de nos arguments permettent d’obtenir le méme résultat : nous préférons de ne pas les
faire pour rendre plus claire I’exposition.

La version de Wirsing de ce résultat est aussi plus générale, car les cibles 8; peuvent appartenir a
n'importe quelle extension de degré d = 2 du corps K (voir [RV97, Theorem 4.1]). Dans ce cas, nous
ignorons si une modification de nos méthodes peut conduire a un résultat du méme type.

En prenant les 6; tous égaux entre eux, nous retrouvons la version suivante du Théoréme de Thue-
Siegel-Roth :

Théoréme 0.15. Soient K un corps de nombres, K' une extension finie du corps K de degré = 2 et
F c Vk un sous-ensemble fini. Pour tout nombre réel x > 2, il n’existe qu'un nombre fini de K-points x
de P! tels que

- logd,(6,x;) =x- h(x;).

veF

Remarquons que dans notre approche démontrer un tel Théoréme avec un ensemble fini de places
F quelconque ne demande aucun travail supplémentaire par rapport au cas « classique » ou F est
constitué d'une unique place archimédienne.

Encore, la version montrée par Lang du Théoréme de Roth (voir [BG06, Theorem 6.2.3]) est plus
générale de celle que 'on présente ici pour la méme raison d’avant, c’est-a-dire, parce que I'on peut
choisir des cibles différentes a chaque place appartenante a F. Une modification de notre approche, a
laquelle nous avons fait illusion plus haut, permet d’obtenir la version de Lang.

0.0.9. — Esquissons comment le Théoreme 0.13 entraine le Théoréme 0.14. Pour simplifier, suppo-
sons ici que le sous-ensemble F soit réduit a une seule place v. Supposons par ’absurde qu'’il existe un
nombre réel k > 2 et une suite (x;,0;), i = 1, comme dans I"’énoncé du Théoreme 0.14. Quitte a extraire
une sous-suite et a remplacer K’ par une sous-extension de K, nous pouvons supposer que tous les 6;
engendrent K'. Fixons un nombre entier n = 1 et un nombre réel 0 < § < 1/(2- n!). Le Théoréme 0.13,
appliqué aux couples (6;,x;),i =1,...,n, donne:

" n 1 n
ta(n,d) igllinn{—ri 1ogd,,(ei,xl-)} < (1 +C \/S) Y rih(e) + 5 3 ri (Coh(0) +Ca),
=L..., i=1 i=1
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Pour tout nombre entier i = 1, nous avons supposé
—logd,0;,x;) = x- h(x;),
etdonc ; ;
Ktz(n,8) l_inlj?n{rih(x,-)} < (1 +Cy C/S) ;1 rih(x;) + % 1—21 ;i (C2h(8;) +C3),
Quitte a passer a une sous-suite des (8;, x;), nous pouvons supposer, pour touti =1,...,n-1,
h(xi)Aq(n,8) < h(xi41),

et, pourtouti=1,...,n,
h(0;) < Voh(x;).

Cela permet de prendre r4,..., 1, tels que, pour tout i, j,
rih(x;) = rjh(xj).
De cette maniére, et en divisant par r; h(x;), nous obtenons I'inégalité

L+t 1
C
o rih(x;)

Kta(n,8) = (1+(C1+Cp) V) n+ r

Puisque le nombre réel r h(x;) peut étre supposé arbitrairement grand, nous obtenons, pour tout
n=lettout0<d<1/(2-n),
ta(n,8)x < (1 +(C1+Ca) {‘/S) n+o.

En laissant 6 tendre vers 0, pour tout n = 1, nous avons 'inégalité
tgyn,0)x<n

et, en laissant »n tendre vers 1'infini, nous concluons

K <2 =liminf ,
n—oo t;(n,0)

en contradiction avec 'hypothese k > 2.

0.0.10. — Nous terminons avec quelques mots sur la démonstration du Théoréme 0.13. Dans les
grandes lignes, la stratégie est la suivante :

1. Démontrer la semi-stabilité d’'un certain K-point P d’'un K-schéma X par rapport a I'action d'un
K-groupe réductif G et a faisceau inversible G-linéarisé L (que nous précisons ensuite) ; nous mon-
trons que cette semi-stabilité découle du Lemme de Dyson en plusieurs variables de Esnault-
Viewheg-Nakamaye.

Cette semi-stabilité constitue, semble-t-il, un résultat sensiblement plus faible que ce lemme des
zéros, et nous espérons qu'il est possible d’en donner une démonstration directe et plus simple.

2. Interpréter 'inégalité donnée par le Corollaire 0.9. Cela se fait en plusieurs étapes indépendantes :
— Appliquer la minoration de hmin((%Z, %) //%4) donnée par le Théoréme 0.11;
— Majorer la hauteur du point P, par des estimées élémentaires de degrés d’Arakelov (sans construire
donc aucune section de petite hauteur particuliere ) ;
— Majorer les mesures d’instabilité du point P en termes des distances d,(8;, x;) ; cela découle de
calculs élémentaires, utilisant I'inégalité (0.0.1) (ou plutdt son analogue sur K,) et en introdui-
sant un élément convenable g, de G(K,).
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Remarquons que le schéma de démonstration classique retrouve ses étapes dans le schéma de
démonstration présenté ici :

Construction du polyndéme auxiliaire Majoration de la hauteur du point

et Lemme de Siegel et inégalité des pentes

Lemme des zéros Semi-stabilité

Minoration « arithmétique » Minoration de la hauteur sur le quotient
Majoration « analytique » Majoration de la mesure d’instabilité

Une partie critique de la preuve, de maniere analogue au lemme des zéros dans I'approche clas-
sique, est la démonstration de la semi-stabilité du point. Nous en donnons quelques détails.

0.0.11. — Tout d’abord rappelons la notion d’indice et, pour ce faire, supposons pour I'instant d’étre
sur C. 8 Soient 7 = 1 un nombre entier et désignons par P le produit de n copies de la droite projective
Pl
P=P'x-..xPl
Pour tout n-uplet r = (ry,...,r,;) de nombres entiers strictement positifs, considérons le faisceau in-
versible sur P,
Op(r) =pr} Op1(r1) ®--- @ pr,, Op1 (7).

Définition 0.16. Soientr = (ry,..., ;) un n-uplet de nombres entiers strictement positifs, x = (x,..., x;)
un C-point de P et s une section globale de Op(r).

Si, pour tout i = 1,..., n, t; est un parametre local autour de x; € P1(C) et sy est une section inver-
sible de Op(r) définie au voisinage de x, le germe de fonction s/ sy se développe en série de puissances

N
R Z aetfl...tfl’l,
S0 geNn

avec oy € C. Si s #0, I'indice de 1a section s au point x est le nombre rationnel

4 14
ind(s,x):min{—l+---+—1:ocg7£0};
n 'n

sinon ind(s, x) = +oo.
Cette définition ne dépend pas de la trivialisation choisie.

0.0.12. — Soient k un corps et E un k-espace vectoriel de dimension finie. Pour tout nombre entier r =
0 on note Grass, (E) la grassmanienne d’indice r, c’est-a-dire le k-schéma qui représente le foncteur

Grass (E): {k-schémas } —— {ensembles }

(f :X — Spec k) {(E ) ‘ F localement libre de rang r, }/ 5

¢: f*E — F epimorphisme
On note ® le plongement de Pliicker, i.e. 'immersion fermée induite par la puissance extérieure r-
ieme,

®: Grass, (E) — P(A\"E).

8. N'importe quel corps algébriquement clos conviendrait également.



Supposons qu'un k-schéma en groupes G agit linéairement sur le k-espace vectoriel E. Le k-
schéma en groupes G agit alors de maniere naturelle sur la grassmanienne Grass, (E), sur le k-espace
projectif P(A\" E) et de maniére équivariante sur le faisceau inversible Gr5(1). Le plongement de Plii-
cker ® est un morphisme G-équivariant et on dit que le faisceau inversible G-linéairisé ®*Grg(1) est
la polarisation (G-équivariante) associée au plongement du Pliicker.

0.0.13. — Décrivons la situation de théorie géométrique des invariants a laquelle nous appliquons
le Corollaire 0.9 et le Théoréme 0.11 pour obtenir le Théoréme 0.13. Nous partons des données de ce
Théoréme, a savoir :

— Kun corps de nombres;

- K’ une extension finie du corps K de degré d = [K': K] = 2;

- 0 =(0y,...,0,) un K'-point de P tel que, pour tout i = 1,...,n, le K'-point 0; de p! engendre le

corpsK’;

- x=(x1,...,Xp) un K-pointde P;

- r=(ry,...,ry) un n-uplet de nombres réels strictement positifs.
Nous nous donnons des nombres réels fg, f, = 0 et considérons les deux sous-espaces des sections
globales de I'(P, Op(r)) suivants :

N(®,t9|r) = {s€ [(P,0Op(r)) :ind(s,0) = 15},
N(x, ty|r) = {seT(P,0Op(r)) : ind(s, x) = ty}.

Siv(0, ty| 1) et v(x, ty | r) désignent leurs dimensions respectives, les sous-espaces N(0, ty | r), N(x, £, | 1)
définissent des K-points de grassmaniennes

[N(®, fg | 1)] € Grassy g,y ) (T'(P,Op(1) ) (K),
[N(x, tx | )] € Grassy(x, 1, | r) (T(P,0p (1)) ) (K).

0.0.14. — Le K-groupe réductif SL, agit sur la droite projective P! et le produit de n copies de SLy,
SL} =SL; x --- x SLy,

agit composante par composante sur P = P! x --- x P1. Le K-groupe réductif SL} agit alors de maniere
naturelle sur les sections globales du faisceau inversible Gp (1),

I'(P,0p(r)) = Sym™ (K**) ®---® Sym" (K*?),

et donc sur les grassmaniennes Grassy g,z | r) (C(P,0p(r))Y) et Grassyy, t1nT @, Op(r))V). On consi-
deére sur ces grassmaniennes les polarisations SL} -équivariantes induites par les plongement de Plii-
cker respectifs.

0.0.15. — En résumant, avec les notations introduites dans 0.0.10, nous nous intéressons a

P =(IN(O, i1 )], IN(x, tx | 1)),
X= Gl‘aSSv(e,te | TP, ﬁP(r))V) x Grassy (1, | r)T'(P, @P(r))v);
GZSLSZSLgx-'-XSLz,

L = polarisation déduite des plongements de Pliicker.

Laction de G sur X est déduite par I'action de G = SL} composante par composante sur P = Plx...xp!
etla G-linéarisation de L est celle naturelle donnée par les plongements de Pliicker.



0.0.16. — Introduisons enfin les quantités combinatoires qui apparaissent dans 1'étude. Pour tout
nombre réel ¢ = 0, considérons

Y1) ={{=(C,..,.L) €0, "0+ + = 1,
AD=[0,11"-¥()={{=1,...,) €10, 11"y + -+, < 1.

Le volume vol A () de A(f) est une fonction qui est strictement croissante sur [0, n] et qui vaut 0 en 0
et 1 sur [n, +oo[. Pour tout nombre entier d = 1 et pour tout n-uplet r = (ry,...,r,) de nombres entiers
strictement positifs, posons

ean):=]] (1+ max {Q}(d—l))—l.
i=1

i+lsjsn (T
Enfin, lorsque 1 +€4(r) — dvol A(ty) € [0, 1], considérons 'unique nombre réel u,(r, ty) € [0, n] tel que
vol A(u,(r, tg)) =1 +¢€4(r) — dvol A(tg).

Théoréme 0.17. Soient r = (r1,...,I,) un n-uplet de nombres entiers strictement positifs et ty, t, = 0
des nombres réels tels que 1 +€,4(r) — dvol A(#g) € [0, 1]. Si I'inégalité

<

volV(tx)—Zf C1 dA

V(tx)

vol ¥ (uy(r, te))—zf

V(ug(r,tp))

G d)\' —€q4(r)

est satisfaite, alors il existe un nombre entier R = R(n, d, r, tg, ty) > 0 tel que, pour tout nombre entier
p =R, le K-point du produit Grassyg, ¢, | ) (I'(P, Op(1)Y) x Grassy(y,z, | (L(P,0p(1)Y),

(IN@O©,ptglpr)], [N(x,ptx | pr)])

est semi-stable sous I'action du K-groupe réductif SL}, par rapport a la polarisation donnée par les
plongements de Pliicker.

0.0.17. — Nous prouvons le Théoréme 0.17 grace a la version de Kempf-Rousseau du critére numé-
rique de Hilbert-Mumford [Kem78, Rou78] : elle nous permet de ne considérer que des sous-groupes
a un parametre définis sur K. Ceci est 'unique information «arithmétique » que I'on utilise dans la
démonstration de ce résultat : aucune considération sur les hauteurs n’est nécessaire.

Si y estun K-pointde P et u = 0 est un nombre réel, le « coefficient d’instabilité » du point [N(y, u| )]
de la grassmanienne associé au sous-espace

N(y, ulr):={seT(P,0p(r)) :ind(s, ) = u}

se calcule facilement grace a la connaissance d'une base explicite de cet espace vectoriel. Le calcul du
coefficient d’instabilité du point [N(x, fx | r)] ne présente donc aucune difficulté.

En ce qui concerne le point [N(0, g | )], considérons les points 8; =0, ...,0, conjugués a 6, définis
dans une cloture algébrique K de K. Le Lemme de Dyson en plusieurs variables (dans la version dé-
montrée par Nakamaye dans [Nak99] 9), affirme quesi se N(0, fg | r) est un élément non nul, pour tout
K-point y de P tel que pour touta = 1,...,d et pour touti =1,...,nona

pr;(y) # pr;(0q),

9. Laversion d’Esnault-Viewheg [EV84] conviendrait également. Il suffit de définir € ;(r) par

n n rj
eqn:=1T] (1+(d—1) > —)—1.
i=1

j=i+1Ti
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alors
dvol A(fg) +vol A(ind(s, 1)) < 1 +¢€4(r).

En particulier, si 1 +€4(r) — dvol A(tg) € [0, 1], par définition de uy4(r, tg) on a
vol A(ind(s, fg)) < 1+¢€4(r) — dvol A(tg) = vol A (uy4(r, tg))
et donc ind(s, ty) < u,(r, tg). Autrement dit, pour tout nombre réel u > u;(r, ty) on a
N, tg|r) N N(y, ulr) =1{0}.

Gréce a un choix convenable d'un K-point y de P et a une version précisée de la semi-stabilité d'un
couple de sous-espaces supplémentaires, nous ramenons la majoration du coefficient d’instabilité du
point [N(6, ty | r)] ala majoration du coefficient d’'instabilité de [N(y, u| r)]. Ce dernier, comme dit plus
haut, se calcule de maniere élémentaire.

xviii



Table des matieres

Introduction i
I Généralités 1
1 Conventions . . . . . . . . it e e e 1
1.1  Généralitéssurlesespacesannelés . .. ... ... ..... .. .. ... .. ..... 1

1.2 Généralités sur les faisceauxdemodules . . . ... ... ... ... .. .. ..., . 2

2 Morphismesrationnels . . . .. ... ... . e 2
2.1 Conesaffines . ... ... ... .. e 2

2.2 Morphismes entre cones affines . . . ... ... ... ... ... .. .. . .. .. ... 3

3 Théorie géométrique des invariantsrelative . . . ... ... ... ... .. ... .. ... .. 5
3.1 Définitions catégoriques. . . . . . . . .. e 5

3.2 Invariants . . . . . ... e e e e 7

3.3  Actionséquivariantes . . . . . . . ... e e e 9

34 Groupesréductifs . . . . .. ... L 10

3.5 Quotients:lecasaffine .......... ... . .. ... . ... .. e 10

3.6 Quotients:lecasprojectif . . . . . ... ... .. L 11

4  Critere numérique de semi-stabilité . . . . ... ... ... ... .. .. . . .. 13
4.1 Pointlimite . ... ... . .. e 13

4.2  Coefficientd’instabilité . . ... .. ... ... ... .. .. L. 15

43 Enoncéducrittre numérique . . . . . . . ... 16

4.4 Exemples. . . ..o 16

5 Espacesanalytiques . . . . . . ... .. ... e 20
5.1  Espacesanalytiques archimédiens . . . . .. ... .... ... ... ... ...... 20

5.2  Espaces analytiques non archimédiens . . . . .. ... ... ... ............ 30

5.3  Définition de fonctions sur I'espace topologique sous-jacent . . . ... ... .. .. 36

6 Actions d'espaces analytiquesengroupes . .. ... .. ... ... .. ... 38
6.1  Orbites, parties stablesetsaturées . . . . . ... ... ... ... ... 38

6.2  Bon quotient topologique par une relation d’équivalence . . ... .......... 39

7  Foncteurs représentables élémentaires . . . . .. .. .. ... e 43
7.1  Géométrie algébrique . . . ... .. ... 43

7.2  Géométrieanalytique . . . . ... . ... 46

8  Normes géomeétriques . . . . . . . . o v ittt e e e e 50
8.1  Normes géométriques sur les espacesvectoriels . . . . .. ... ............ 50

8.2  Normes géométriques hermitiennes. . . . . ... ... .. ... ... . ....... 54

8.3  Normes géométriques non archimédiennes . . . .. ... ... ............ 57

8.4  Invariance par sous-groupes COmpacts . . . . . . . . ... v v v v v v 61

8.5 Espacedesnormesgéométriques . . .. ... .. ... ..o 65

Xix



10

11

8.6  Comparaison avec la notion de norme pour les corps localement compacts . . . .
8.7 Distancesurl’espaceprojectif . ... .. ... ... ... .. .. ..
8.8  Normes géométriques sur les faisceaux cohérents . . . . . ... ... .. .......
Groupes réductifssuruncorpscomplet. . . . .. ... ... .. L Lo oo
9.1 Casarchimédien . ... ... ... . .. . . .. e
9.2 Casnonarchimédien. . ... .. .. ... ... ...
Fonctions plurisousharmoniques . . . . ... ... ... ... . ...,
10.1 Fonctions sousharmoniques archimédiennes . . . ... ... .............
10.2 Fonctions sousharmoniques non archimédiennes . . . ... .............
10.3 Fonctions plurisousharmoniques . . ... ... ... ... ... ... .......
10.4 Propriétésdeconvexité . ... ... ... .. ...
Géométrie d’Arakelov . . . . . . ... e e
11.1  CorpsglobauX . . . . . . . . e e
11.2 Faisceaux cohérents adéliques . . .. .. ... ... ... ...,
11.3 Degréetpente . . . . . . . v v it et e e e e e
11.4 Hauteurs . . . . . .. i e

II Théorie géométrique des invariants sur un corps complet

0
1

Introduction . . . . ... .. L
Minimasurlesfibres . . . . .. . ... .. L
1.1  Définition et propriétésgénérales . . . .. ... ... ... .. ... .. .. ...
1.2 Morphismes d’espaces analytiques . . . . ... ... ... ... ... .. ...,
1.3  Métrique des minimalelonglesfibres . . ... .. ... ... ... .. ... .. ...
1.4  Mesure de non-projetabilité . . ... ... ... ... ... L
1.5  Exemple:les projectionslinéaires . . . .. ... ... ... .. ... .. .. ... ...
Minimasurlesorbites . . . ... ... . . ...
2.1 Définitions . . . . . . ..
2.2 Propriétés ensemblistes de I'analytification du quotient algébrique . . ... .. ..
2.3  Comparaison des minima sur les orbites et surlesfibres . . . . ... ... ... ...
2.4  Topologie analytique du quotient algébrique . ... ... ... .. ... .......
2.5 Continuité des minima surle quotient . ... ... ... ................
2.6 Lanorme géométriquesurlequotient . .. ... .. ... ... ... .......

ITII Théorie géométrique des invariants sur un corps global

0
1

Introduction . . . . . . . . e e
Morphismes rationnels ethauteurs . . . ... ... ... ... ... .. .. . .. . ...
1.1  Cadre et notation générale suruncorpsglobal . . . . .. ... .. ...........
1.2 Rappelsdesrésultatslocaux . .. ... ... ... . .. ... ...
1.3 Applicationauxhauteurs . . ... .. ... ... .. ... .. .
1.4  Exemple: projectionslinéaires . . . . ... ... ... ... .. .. ..
Hauteur sur le quotient de la théorie géométrique des invariants . . . . ... ... .....
2.1  Cadre et notation généralesuruncorpsglobal . . . . ... ...............
2.2 Rappelsdesrésultatslocaux . . ... .. ... ... ...
2.3 Applicationauxhauteurs . ... ... ... ... .. ... e
Quotient et torseurs : version géométrique . . . . . ... ... L Lo
3.1 Formetordue parunfibré principal . . . ... .. .. ... ... ... ... ...
3.2 Formes tordues des quotients de la théorie géométrique des invariants . . . . . . .
3.3 Isomorphisme canonique du quotient . ... .. ... ... .. ... ...,
3.4  Unexemple:lesreprésentations homogeénes . .....................

69
72
74
79
79
81
86
86
87
92
94
97
97
99
100
103

107
107
108
108
109
112
115
116
118
118
119
122
126
128
129



Quotient et torseurs : version adélique . . . .. ... ... ... L e
4.1  Formes tordues par un fibré principal adélique . ... ... ... ... ........
4.2  Forme tordue de la norme géométrique des minima sur les orbites . .. ... ...
4.3  Isomorphisme canonique duquotient . ... .. ... ... .. .. ... . ...,
4.4  Unexemple: représentations homogeénes . .. ... ..................
Borne inférieure sur Amin (X, L)IG) . . . o o o e
5.1  Rappels de théorie classique des invariants . . ... ..................
5.2  Minoration de la constante pour les représentations homogenes . . . . ... .. ..
Un exemple:l'inégalité de Liouville . . . . ... ... ... ... .. ... .. ... .. ....
6.1 Introduction . . ... .. ... .. ... e e
6.2  Coefficient d'instabilité d'un diviseur effectif sur la droite projective . . . . . . . ..
6.3  Enoncé du théoréme de semi-stabilité . ... ......................
6.4 Majorationdelahauteur .. ... ... ... ... ... .. ... e
6.5  Majoration de la mesure d’instabilité . ... .. ... ... .. ... .. .. ... ..

6.6 PreuveduThéoreme6.1 . . . ... ... ... ...
IV Application au Théoréeme de Roth et a ses généralisations
0 Introduction . . . . . .. . . . . . e e e
0.1 Fnoncéetpreuveclassique . . .. ... ... ...t
0.2 Laminoration effective fondamentale et la théorie géométrique des invariants .
1 Unformulaire . . . .. ... .. .
1.1  Cubesettriangles . . . . . . . .. ... ..
1.2 Volumes . .. .. ... .
1.3 Intégrales . . . . . . . . . e e
2 Conditionsd’indice . . . . . . . . .. L
2.1 Indiced'unesérieformelle ... ... ... ... ... .. .. ... ...
2.2 Sous-schémas décrits par des conditionsd’indice . . . . ... .............
2.3 Le Lemme de Dyson a n variables d’Esnault-Viewheg et Nakamaye ... .. .. ..
3 Semi-stabilité d'une configuration de points définie par des conditions d’indice . . . . . .
3.1  Coefficient d’instabilité d’'un sous-schéma défini par des conditions d’indice
3.2 Enoncé du théoréme de semi-stabilité . .. .......................
4 EBstimationsdehauteurs . . . . .. ... ... ..
4.1  Sous-schéma d’indice supporté enunpoint . . . .. ... .. ... .. .. ......
4.2 Sous-schéma d’indice supporté en le point algébrique . . . . . ... ... ... ...
5 Majoration des mesures d'instabilité . . . ... ... .. ... o L oL,
5.1  NoOtatiOns . . . . . .t vttt e e e e e e
5.2  Développement de Taylor et conditions d’indice . . ..................
5.3  Sous-schéma d’indice supporté enunpoint . . . .. ... ... ... .. .......
5.4  Sous-schéma d’indice supporté en plusieurs points . . . ... ... .........
6 Conclusion . . .. . ... ... e
6.1  Application de I'inégalité deshauteurs . .. ... ... .. ... ............
6.2 PreuveduThéoréme6.1 . . . . . . . . ... ..
6.3  Laminoration effective fondamentale. . . . . ... ... ... ... ... .. ...
Références

193
193
193

. 200

203
203
204
206
209
209
210
212
214

. 214

221
225
225
226
231
231
234
238
241
243
243
246
253

267



XXii



Chapitre I
Généralités

1 Conventions

1.1 Généralités sur les espaces annelés

Définition 1.1. Un espace annelé est un couple X = (|X|, Ox) formé d'un espace topologique |X| et d'un
faisceau d’anneaux O%.
Un espace annelé est dit localement annelé si pour tout point x € |X|, 'anneau

Ox,x :=1imI'(U,0x)
xeU

est un anneau local (la limite étant prise sur le systéme inductif des voisinages ouverts du point x).

Si X = (|X|,0x) est un espace annelé, par abus de notation, on désignera souvent par X I'espace
topologique [X]. Si X est un espace localement annelé et x est un point de X, on désignera par my x
I'idéal maximal de 'anneau local Ox et par x(x) = Ox ,/mx , son corps résiduel.

Définition 1.2. Soient X = (|X|,0%), Y = ([Y|,Oy) des espaces annelés. Un morphisme d’espaces annelés
f:X—Yestuncouple (| f], f“) formé d’une application continue d’espaces topologiques | f| : |X| — [Y]
et un d’homomorphisme de faisceaux d’anneaux f*: Gy — | f|.0x.

Soient X = (IX|,0%), Y = ([Y|,0y) des espaces annelés. Un morphisme d’espaces annelés f: X —Y
est un morphisme d’espaces localement annelés si pour tout x € X, '’homomorphisme d’anneaux

f;g 10y, fx) — Ox,x
est un homomorphisme local, i.e. (f)g)’1 (mx,x) =My, £(x)-

Si X et Y sont des espaces localement annelés, on note Morjgcan (X, Y) I'ensemble des morphismes
d’espaces localement annelés.

Définition 1.3. Soient X,Y des espaces annelés. Un morphisme f : Y — X d’espaces annelés est une
immersion si

i. I'image f(Y) est une partie localement fermée de 1'espace topologique X;

ii. siU=X-(f(Y)—f(Y)) estle plus grand ouvert de I'espace topologique X dans lequel I'image f(Y)
est fermée, ’homomorphisme de faisceau d’anneaux f* : Gy — f.Oy est surjectif.
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Une immersion f:Y — X est dite fermée (resp. ouverte) sil'image f(Y) est une partie fermée (resp.
ouverte) de I'espace topologique X.

1.2 Généralités sur les faisceaux de modules

Soit X = (|X],Ox) un espace annelé. Un faisceau F de Gx-modules est dit de type fini (resp. de pré-
sentation finie) s'il existe un recouvrement ouvert X = ;e X; de X et, pour tout i € I, une suite exacte
de Ox-modules,

@?Z — Flx, — 0, (resp. @;(':" — 6;(’; — Flx, — 0)

ol m; et n; sont des nombres entiers positifs.
Un faisceau F de Ox-modules est dit cohérent s’il est de type fini et si pour tout ouvert U c X et
pour tout homomorphisme de faisceaux de Ox-modules

¢:0; —E
le noyau Ker ¢ est un faisceau de Gy-modules de type fini.

Proposition 1.4 ([Ser55, 13, Théoréme 1]). Soit X un espace annelé. Si le faisceau structural Ox est
cohérent, un faisceau de Ox-modules F est de présentation finie si et seulement s’il est cohérent.

Définition 1.5. Une immersion f : Y — X est dite de présentation finie si le noyau de ’homomor-
phisme de faisceau f*: Gy — f.Oy est un faisceau de Gy-modules de type fini, o1 U est le plus grand
ouvert de I'espace topologique X dans lequel I'image f(Y) est fermée.

2 Morphismes rationnels

Dans ce numéro on résume des faits contenus dans [EGA 2, §2-§4,§8] sur les spectres homogeénes
(relatifs) d’algébres graduées et leur morphismes.

2.1 Cones affines

Soit S un schéma noethérien.

Définition 2.1. Un S-cone affine est le spectre relatif d'un faisceau quasi-cohérent de Gg-algebres gra-
duées a degrés positifs, et de type fini en tant que faisceau de Os-algebres.
SiA=&,-0A, estun faisceau quasi-cohérent de s -algebres graduées a degrés positifs et de type
fini, le faisceau cohérent d’idéaux de A,
A :=PAg

d=1

est homogene. SiX = Specg A le S-cone affine défini par A, la section nulle est le sous-schéma fermé
03 :=V(A;) =SpecgA/A;.
Pour tout entier §, soit A(d) le A-module gradué

A®) = P Aaxs.
da=0
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Proposition 2.2. SoientA = @ ;>0 A,4 est un faisceau quasi-cohérent de Os -algebres graduées a degrés
positifs et de type fini, et X = Projg A. Soit d un nombre entier.

Le faisceau cohérent de Ox-modules Ox(8) associé au A-module gradué A(S) est inversible si et
seulement si, lorsque les éléments a parcourent Ag, les ouverts D (a) recouvrentX.

Définition 2.3. Soient X un S-schéma projectif, a : X — S son morphisme structural et L un faisceau
inversible a-ample sur X. Le cone affine deX par rapport a L, noté Xy, est le spectre relatif du faisceau
quasi-cohérent de Os-algebres graduées a degrés positifs

A= P a. (15,
a=0

Proposition 2.4. Soient X un S-schéma projectif, a : X — S son morphisme structural, L un faisceau
inversible a-ample surX et
A= P a. L2,

d=0
L’homomorphisme canonique de faisceaux de Ox -algébres
afA— @ L®d,
d=0

induit un isomorphisme 6 : X — Projg A.
De plus, siL est engendré par ses sections globales relativement a a, i.e. si’homomorphisme d’ad-
jonction o* oL — L est surjectif, alors :
i. le faisceau inversible Ox (1) associé au A-module gradué A(1) est canoniquement isomorphe au
faisceau inversible L;

ii. le morphisme naturel de S-schémas V(L) — X induit un isomorphisme de S-schémas
V(L) - e(X) — X -0

(e:X — V(L) la section nulle).

2.2 Morphismes entre cones affines

Soit S un schéma noethérien.

2.2.1. Morphismes d’algebres graduées et construction du spectre homogene. — Soient A et B des
Os-algebres quasi-cohérentes graduées a degrés positifs de type fini et soient respectivement X et Y
leurs spectres homogenes relatifs Projg A et Projg B sur S.

Soit ¢ : B — A un homomorphisme homogeéne de degré D > 0 de Gs-algebres graduées, i.e. un
homomorphisme de Os-algebres tel que pour tout entier positif d I'image de B; par ¢ soit contenue
dans Ap,. Le faisceau d’'idéaux de A

I:=@(B,)-A

engendré par ¢(B.) est homogene. Si on désigne par U I'ouvert complémentaire du sous-schéma
fermé Z:= V. (I) dans X, '’homomorphisme ¢ induit un morphisme de S-schémas

f:U—Y

Le morphisme f ainsi défini est affine : en effet, pour toute section homogene b de B, son image ¢(b)
est une section homogene de A et I'image réciproque par f de I'ouvert affine D, (b) = Specg B(y est
I'ouvert affine D (¢(b)) = Specg A p)),

7D (b) = Dy (@(b))
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(ici Bp) et Ay désignent la composante de degré 0 respectivement des faisceaux de Os-algebres
graduées By, et Ay ).

Définition 2.5. Sile morphisme f est surjectif on dit que U est I'ouvert de projection et Z est le centre
de projection.
On dit qu'un point de U est projetable et un point de Z est non projetable.

Soit & un entier positif tel que les ouverts de la forme D (a) et D, (b) recouvrent respectivement X
et Y lorsque a parcourt I'ensemble Ag et b I'’ensemble Bg. Les faisceaux cohérents O (8) et Oy (8) sont
alors inversibles. Chomomorphisme ¢ induit un isomorphisme de faisceaux inversibles

[ 0y(8) — OxB)IFP.

2.2.2, Compatibilité au changement de base. — Soient S’ un schéma noethérien et 1: S’ — S un mor-
phisme de schémas. Les objets avec une apostrophe désigneront les objets déduits par changement
de base par rapport a T : par exemple, on aura X' :=X xg S, A':=1*Aet¢': A’ - B'.

Proposition 2.6. Les constructions de I'ouvert de projection et du centre de projection sont compa-
tibles au changement de base, i.e.

U':=UxgS et Z:=ZxgS

sont respectivement I'ouvert de projection et le centre de la projection associés a 'homomorphisme
/

@'

2.2.3. Morphismes d’algebres graduées et cones affines. — Soient X,Y des S-schémas projectifs et
a:X—S,p:Y — Sleurs morphismes structuraux. Soient L, M des faisceaux inversibles respectivement
sur X et Y amples par rapport aux morphismes structuraux respectifs, et

A= Pa. 1
d=0

B:= P . (M®9).
d=0

Les spectres homogenes relatifs Projg A et Projg B de A et B sur S s’identifient aux S-schémas X et Y.
Soit ¢p : B — A un homomorphisme homogene de degré D > 0 de Os-algebres graduées. Soit Z le
sous-schéma fermé de X décrit par 'idéal homogene @(B.) - A et soit U I'ouvert complémentaire dans
X. Chomomorphisme ¢ induit un morphisme de schémas f: U — Y et un isomorphisme de faisceaux
inversibles
"M —LEP. (2.2.1)

Soient Xp le cone affine de X par rapport au faisceau inversible L®P, i.e. le spectre relatif Specg Ap
du faisceau quasi-cohérent de Os-algebres graduées

Ap = @ a. (L5PY,
d=0

et Yy = Specg B le cone affine de Y par rapport a M.
Lhomomorphisme ¢ se factorise de maniére unique par un homomorphisme homogene de degré
1 de Os-algebres graduées @p : B — Ap. Ce dernier induit un morphisme de S-schémas affines

~

f:XD—>?.
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On suppose que L et M sont engendrés par leurs sections globales : les morphismes canoniques
0:V(L®") —Xp, w:VM)—Y

sont alors propres et ils induisent un isomorphisme en dehors de la section nulle. En outre, il suit de
I'isomorphisme (2.2.1) que les diagrammes (x) et (x %) ci-dessous :

Xp~f'0g) Xp > F71(0g) - 0g, (22.2)

6 (%) 6 (%) 6

VLIEP) - e(U) ———— V(L) «— V(LIZP) - e(2)

sont cartésiens.

3 Théorie géométrique des invariants relative

Dans cette section on présente d’abord les notions fondamentales concernant les actions de sché-
mas en groupes, introduites en [GIT, §1.1,§1.3] et puis étudiés en profondeur en [SGA 3, Exposé I].
On introduit ensuite la notion de schéma en groupes réductifs en suivant [SGA 3] et [Dem65, Exposés
XIX - XXVI]. On conclut en rappelant les résultats d’existence du quotient au sens de la théorie géo-
meétrique des invariants : pour la situation sur un corps ils peuvent étre trouvés dans [GIT, §1.2, §1.4],
pour la situation relative dans [Ses77].

3.1 Définitions catégoriques

Soit € une catégorie munie de produits fibrés et soit S un objet de €. On désigne par €/S la
catégorie des S-objets dans €.

Définition 3.1. Un S-objet en groupes dans € est un S-objet G (a : G — S le morphisme structural),
muni de €-morphismes de S-objets

m:GxsG— G (multiplication)
e:S—G (unité)
inv:G— G (inverse)

satisfaisant aux propriétés suivantes :
— associativité : le diagramme suivant est commutatif :

pry xm
GxsGxsG——— GxgG
mxprg m

GxsG—2 4G

— les deux applications composées

G=——0Gx3sS =% GxsG—>G
G=—=SxG2"GxsG—2—G

coincident avec l'identité idg de G;
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- si A: G — G xg G désigne le morphisme diagonal, les deux applications composées

id xinv m

G—2 +GxsG GxsG G

invxid m

G—2 +GxsG GxsG

G

coincident avec I'application composée
G——S—>G.
Si G est un S-objet dans € et

G =Homg/s(—,G) : { S-objets dans € } — { ensembles }

le foncteur des points, se donner une structure de S-objet en groupes a G équivaut a se donner une
factorisation du foncteur G a travers la catégorie des groupes. Si G est un S-objets en groupes, on
désignera encore par G le foncteur en groupes qu'il représente.

Définition 3.2. Soit G un S-objet en groupes dans €. Une action dans la catégorie € de G sur un
S-objet X est un € -morphisme de S-objets
0:GxgX—X
satisfaisant aux propriétés suivantes :
— associativité : le diagramme suivant est commutatif :
pry xo
GxgGxgX — > G xgX

mxprs o

GxgX ————X

— l'application composée

X —— S xs X 2, GxgXx —2 5 X

coincide avec l'identité idx de X.
On dit que I'action de G sur X est triviale sile morphisme o est la deuxiéme projection.

Si G est un S-objet en groupes et X un S-objet dans €, se donner une action dans la catégorie
% de G sur X équivaut a se donner une action du foncteur en groupes G sur le foncteur X : cette
derniére signifie, pour tout S-objet T dans ¥, se donner une action fonctorielle en T du groupe G(T)
sur 'ensemble X(T).

Définition 3.3. Soit G un S-objet en groupes dans €. Soient X, X’ des S-objets dans € respectivement
munis d’'une action 0,0’ dans la catégorie ¥ de G. Un ¥-morphisme de S-objets f : X — X’ est dit
G-équivariant sile diagramme suivant est commutatif :

GxgX ——— X

idxf f

!

GxgX —X— X

Sil’action o' est triviale, un €-morphisme G-équivariant f : X — X’ est dit G-invariant.
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Si X, X’ sont des S-objets dans € respectivement munis d'une action de G, se donner un €-
morphisme G-équivariant f : X — X’ revient a se donner un morphisme de foncteurs f : X — X' tel
que, pour tout S-objet T dans €, 'application

FO): XM —X'(T)
est G(T)-équivariante.
Définition 3.4. Soit X un S-objet dans ¥ muni d'une action ¢ d’'un S-objet en groupes dans €. Un

couple (Y, ) formé d’'un S-objet Y dans € et d'un €-morphisme G-invariant de S-objets m: X — Y (Y
muni de I'action triviale) est un quotient catégorique s’il satisfait a la propriété universelle suivante :

pour tout couple (Y, ') formé d'un S-objetY' dans € et d’'un € -morphisme G-invariant
deS-objetsn’' : X — Y’ (Y muni de I'action triviale), il existe un unique 6 -morphisme de
S-objets0:X — X' tel que i’ = 0o .

Si un quotient catégorique existe, il est unique a un unique isomorphisme pres.

3.2 Invariants

Soient S un schéma et F un faisceau quasi-cohérent de Os-modules. Les lois de somme et de mul-
tiplication par les scalaires définissent des morphismes de X-schémas

s:V(F) xg V(F) — V(F) (somme)
h:V(F) xs Ay — V(F) (homothétie)
Définition 3.5. Soient G un S-schéma en groupes et F un faisceau quasi-cohérent de Os-modules. Une

action o : G x V(F) de G sur le S-schéma V(F) est dite linéaire si elle satisfait aux propriétés suivantes :
— compatibilité a la somme : le diagramme suivant

grwr————(g-vg-w

G x5 V(F) x5 V(F) ——— 3 V(F) x5 V(F)
idG X Sl ls
G x5 V(F) o V(F)

est commutatif;
— homogéneité : le diagramme suivant

1 pridAl 1
G xgV(F) xgAg — > V(F) x5 Ag
idg xh h

GxgV(F) — V(P

Soient Y : G — S un S-schéma en groupes et F un faisceau quasi-cohérent de Gs-modules. Pour
i =1,2so0it p1; : G x G — G la projection sur le i-iéme facteur. Se donner une action linéaire de G sur F
équivaut a se donner un isomorphisme de faisceaux de Gg-modules, dit G-linéarisation,

¢:Y'F—Y'F
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tel que le diagramme suivant

* * pr;tp * * * *
pr, Y F—)przy F——prly F
pry ¢
* % H*(P EE * |,k

soit commutatif.

Soit F un faisceau quasi-cohérent de 0s-modules muni d’'une action linéaire d'un S-schéma en
groupes G. Pour tout S-schéma 1: S’ — S le groupe G(S') agit linéairement sur le T'(S’,0s/)-module
des sections globales I'(S’,T*F) de F sur S’ et cette action est fonctorielle en S’. D’autre part, toute
telle action linéaire fonctorielle du foncteur des points de G sur les foncteur des sections globales de
F provient d'une (unique) action linéaire du S-schéma en groupes G sur le faisceau quasi-cohérent
de Ox-modules F. Pour plus de détails sur I'interpretation fonctorielle des action linéaire on renvoie a
[SGA 3, Exposé I, sec. 4-5].

Définition 3.6 ([SGA 3, Exposé I, Remarque 4.7.1.2]). Soit F un faisceau quasi-cohérent de Os-modules
muni d’une action linéaire d'un S-schéma en groupes G. Le sous-faisceau des invariants FC est défini
comme suit : pour tout ouvert de S, on pose

I'(U,F%:={tel(U,F):g-ty =ty pourtout 1: S’ — U, g € G(S")},
ol tg désigne la section de T*F sur S’ déduite par changement de base.

Soit y: G — S un S-schéma en groupes affine. On désigne par Og[G] le faisceau quasi-cohérent de
Os-algebres v.0g. Se donner une action linéaire de G sur un faisceau quasi-cohérent de Os-moduels
F revient a se donner un homomorphisme de Os-modules

of:F— 03[G] ®F

satisfaisant aux propriétés suivantes :
- le diagramme suivant

ot

F Os|G]®F

o mieid
ideo?
Os|G]®F ———— — 0s[G] ® O5[G] ® F

est commutatif (m! : G5 [G] — G5 [G] ® G5 [G] I'homomorphisme de faisceaux de Os-algebres dé-
finissant la loi de multiplication de G) ;
— l'application composée

# ! oi
F—2 65(GloF 22, g oF

F

est'identité idp de F (e : G5 [G] — O I'homomorphisme de faisceaux de Os-algebres définissant
I'identité de G).
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Soit F un faisceau quasi-cohérent de @s-modules muni d'une action linéaire de G définie par un
homomorphisme de @x-modules o' : F — G5[G] ® F. On désigne par g* : F — 0s[G] ® F ’'homomor-
phisme canonique de faisceaux de Gx-modules. Le sous-faisceau des invariants FC s’identifie canoni-
quement au noyau de ’homomorphisme o* — g,

F¢ =Ker(c* — g).

Proposition 3.7. Soient G un S-schéma en groupes affine et F un faisceau quasi-cohérent de O -
modules muni d’une action linéaire de G. Soit 1 : S’ — S un morphisme de schémas.

Le faisceau quasi-cohérent de Ox -modules F' := n*F est naturellement muni d’une action linéaire
du S’-schéma en groupes affine G' := G xg S’ donnée par 'homomorphisme de faisceaux de Og -
modules

o F =n'F— F ®g,, Og[G'] = 1" (Feg, Os[G]).

L’homomorphisme n* (F6) — n*F déduit de I'inclusion canonique FS — F se factorise de maniére
unique, par propriété universelle du noyau, a travers un homomorphisme de Os -modules

g:n* (F6) — P9,

Si le morphisme m est plat, alors 'homomorphisme canonique € est un isomorphisme.

3.3 Actions équivariantes

Soit S un schéma, X un S-schéma et F un faisceau quasi-cohérent de Gx-modules. Les lois de
somme et de multiplication par les scalaires définissent des morphismes de X-schémas

$:V(F) xx V(F) — V(F) (somme)

h:V(F) xx Ay — V(F) (homothétie)
Définition 3.8. Soient X un S-schéma d’'une action ¢ d'un S-schéma en groupes G et F un faisceau
quasi-cohérent de Ox-modules.

Une action équivariante du S-schéma en groupes G sur le faisceau quasi-cohérent de Ox-modules
F est une action linéaire o de G sur F telle que le morphisme canonique V(F) — X soit G-équivariant.

Soient X un S-schéma d’une action o d’'un S-schéma en groupes y: G — S et F un faisceau quasi-
cohérent de Ox-modules. On désigne par pry : G xs G xs G — X la projection sur X et par pry; : G xs
xg x X — G xg X la projection sur le deuxieme et troisiéme facteur. Se donner une action équivariante
de G sur X équivaut a se donner un isomorphisme de G x-modules, dit G-linéarisation,

@:prxF— c*F

tel que le diagramme suivant

Pry3 ¢
prESPr;F;)prggo*FZ(idG X()')*pr)*(F
(idxo)* ¢
. * * (pXidx)*q) . * % . * ok
(u xidx)* pry F ————— (u xidx)* 0*F =—— (idg x0)*¢"F

soit commutatif (voir [SGA 3, Exposé I, Remarque 6.5.3]).
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Proposition 3.9 ([SGA 3, Exposé I, 6.6]). SoitX unS-schéma séparé et quasi-compact muni de I'action
d’'un S-schéma en groupes plat G. Soit F un faisceau quasi-cohérent muni d’une action équivariante
deG.

Sia:X — S désigne le morphisme structural de X, le faisceau quasi-cohérent p.F est muni d’une
action linéaire de G et ’homomorphisme d’adjonction p* p.F — F est G-équivariant.

3.4 Groupes réductifs

Définition 3.10. Soit k un corps algébriquement clos. Un k-schéma en groupes G est dit réductif s’il
est de type fini, affine, lisse, connexe et ne possede pas de sous-groupe distingué lisse connexe et
unipotent distinct de son sous-groupe unité.

Définition 3.11 ([SGA 3, Exposé XIX, Définition 2.7]). Soit S un schéma. Un S-schéma en groupes G
est réductif (ou, G est un S-groupe réductif) s’il vérifie les conditions suivantes :

i. Gestaffine et lisse (donc plat et de type fini) sur S ;

ii. pour tout s € S, le s-schéma en groupes G; est connexe et réductif (o1 s désigne le spectre d'une
cloture algébrique du corps résiduel k(s)).

Un exemple de groupe réductif sur un schéma S sont les tores. Un S-schéma en groupes T est un
tore s'il existe un recouvrement étale S’ — S tel que le S’-schéma en groupes T xg S’ soit isomorphe en
tant que S’-schéma en groupes a un produit fini de groupes multiplicatifs G, 5. On dit qu'un tore est
déployé si on peut prendre S’ = S.

Soit G un S-schéma en groupes. Un sous-S-schéma en groupes T est dit tore maximal s’il est un
tore et, pour tout s € S, le sous-s-schéma en groupes T5 est un tore maximal de G5 (ou s désigne le
spectre d'une cloture algébrique de k(s)).

On dit qu'un S-groupe réductif est déployé s'il contient un tore maximal déployé. A tout S-groupe
réductif G on associe une donnée radicielle et le résultat principal de [Dem65] est la généralisation sui-
vante du Théoréme de classification de Chevalley : pour tout schéma non vide S, les classes d’isomor-
phisme de S-groupes réductifs déployés sont en correspondance biunivoque avec les classes d’iso-
morphisme de données radicielles. En particulier, tout S-groupe réductif déployé provient par chan-
gement de base d'un Z-groupe réductif déployé.

3.5 Quotients:le cas affine

Définition 3.12 ([EGA 4, chap. 0, Définition 23.1.1]). On dit qu'un anneau integre A est japonais si,
pour tout extension finie K’ de son corps des fractions K, la fermeture intégrale A’ de A dans K’ est
un A-module de type fini (autrement dit, une A-algebre finie). On dit qu’anneau A est universellement
Japonais si toute A-algebre de type fini est japonais.

On dit qu'un schéma intégre S est japonais (resp. universellement japonais) s'il existe un recou-
vrement ouvert fini S = Ul’.’:1 S; par des schémas affines S; = SpecA; ou pour tout i = 1,...,n 'anneau
A; estjaponais (resp. universellement japonais).

11 est clair que tout corps est un anneau universellement japonais. Tout anneau de Dedekind de
corps des fractions de caractéristique nulle est un anneau universellement japonais (en particulier Z,
Zy).

P

Théoréme 3.13 ([Ses77, 11.4, Theorem 3]). Soit S un schéma noethérien. Soient X = Specg A un S-
schéma affine muni d’une action du S -groupe réductif G et

n:X—»Y::SpecsAG
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le morphisme de S-schémas déduit de I'inclusion AS c A. On suppose qu'il existe un Gs-module lo-
calement libre de rang fini E muni d’une action linéaire de G et : X — V(E) une immersion fermée
G-équivariante. Alors,

i. le morphisme est G-invariant et surjectif;
ii. le morphisme m est affine;
iii. siZ cX est une partie fermée G-stable, son image n(Z) est une partie fermée deY ;

iv. soit’s:SpecK — S un point géométrique de S (K corps algébriquement clos) ; pour tous K-points
x,x' € X5(K), on a alors :

11(x) = (x') si et seulement si Gs-xNGs- X' #¢,

I'adhérence des orbites étant prise dans X5 ;

v. 'homomorphisme de faisceaux n* : Gy — n,0x se restreint 4 un isomorphisme
. G.
0y — (1.0x)%;

vi. sileschémas est de type fini sur un schéma universellement japonais, alorsY est de type fini sur
S;

vii. le couple (Y, ) est un quotient catégorique du S-schémaX par le S-schéma en groupes G.

3.6 Quotients: le cas projectif

3.6.1. Points semi-stables. — Soit S un schéma noethérien. Soient X un S-schéma projectif et plat
muni de I'action d'un S-schéma en groupes affine et plat G. Soit L un faisceau inversible sur X muni
d’une action équivariante du S-schéma en groupes G.

Sia:X — S désigne le morphisme structural de X, d’apres la Proposition 3.9, pour tout d = 1 le S-
schéma en groupes G agit sur le faisceau cohérent de Gs-modules a. (L®%). En tant que sous-faisceau
d’un faisceau cohérent, le faisceau quasi-cohérent de Os-modules [a. (L29)]C, formé des invariants de
. (L), est cohérent. Pour tout entier d = 1, on considere I'ouvert X% (L) défini par la surjectivité de
I'application composée

o [o(*(L®d)]G . 0(*0(* (L®d) . L®d,

(la premiére fleche est induite par I'inclusion canonique de [a, (L®%)]C dans a, (L®%) et la deuxieme
est obtenue par adjonction).

Définition 3.14. On appelle
SS . SS
XM szJon (L)
I'ouvert des points semi-stables de X (par rapport au faisceau inversible L et a I'action de G).
Un point x € X est dit semi-stable (par rapport au faisceau inversible L et a I'action de G) s’il appar-
tient a X5S(L).

Proposition 3.15. Pour tout morphisme de schémas noethériens 1:S' — S le S'-schéma X' qui s’en
déduit par changement de base

I X
X :=XxgS —— X
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est muni naturellement d’une action du S’-schéma un groupes G' := G xg S’ et le faisceau inversible
4L surX’ est et muni d’une action équivariante de G' naturelle; on a alors :

Til(Xss(L)) c X)*(tgL).
Si, de plus, T est un morphisme plat, alors
T3 X® (L) = X)*(t5L).
On consideére le faisceau quasi-cohérent de Os-algebres

A= Prx,Le9.
d=0

Linclusion AS c A induit un morphisme de S-schémas
7:X%(L) — Y := Projg (A).
3.6.2. Quotient des points semi-stables. — On revient aux notations du paragraphe 3.6.1.

Théoreme 3.16 ([Ses77, II.1, Proposition 7]). Soit S un schéma noethérien. Soient o : X — S un S-
schéma projectif et plat muni de I'action d’un S-schéma en groupes réductif G. Soit L un faisceau
inversible a-ample sur X muni d’une action équivariante du S-schéma en groupes réductif G.

Pour tout morphisme de schémas noethériens 1:S' — S le S’-schéma X' qui s’en déduit par chan-
gement de base

X =X xgS —> 14X

S — L 5
est muni naturellement d’une action du S'-groupe réductif G' := G xs S' et le faisceau inversible T3 L
surX' est o -ample et muni d’'une action équivariante naturelle de G' ; on a alors :

T (X®(L) = XS (15 L).

Théoréme 3.17 ([Ses77, I1.4, Theorem 4]). SoitS un schéma noethérien. Soienta :X — S un S-schéma
projectif et plat muni de I'action d’'un S-schéma en groupes réductif G. Soit L un faisceau inversible
a-ample sur X muni d’une action équivariante du S-schéma en groupes réductif G. On désigne par
X%8(L) I'ouvert des points semi-stables de X. Le couple (Y, 1) formé du S-schéma

Y := Projg (@ I'x, LM)G)
d=0

et du morphisme 7 : X% (L) — Y induit par I'inclusion de faisceaux de Os -algebres graduées
ProL2HC c @re, Lo

d=0 d=0

satisfait aux propriétés suivantes :
i. le morphisme est G-invariant et surjectif;

ii. le morphisme m est affine;
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iii. siZ cX estune partie fermée G-stable, son image n(Z) est une partie fermée deY ;

iv. soit’s:SpecK — S un point géométrique de S (K corps algébriquement clos) ; pour tout K-point
x,x" € X3%(L)5(K), on a alors :

7(x) = w(x') si et seulement si G;- xN Gg- X' # @,

I'adhérence des orbites étant prise dans X*$(L)5;

v. ’homomorphisme de faisceaux n* : Gy — 1., Oxss(1) se restreint 4 un isomorphisme
Oy — (M. Oxss 1))

vi. sileschémas est de type fini sur un schéma universellement japonais, alorsY est de type fini sur
S (donc projectif) ;

vii. le couple (Y, m) est un quotient catégorique du S-schéma X% (L) par le S-schéma en groupes G.

Sile schéma S est de type fini sur un schéma universellement japonais, alors le schéma Y est pro-
jectif et pour tout nombre entier D = 1 assez divisible il existe un faisceau inversible -ample (ol
B:Y — S désigne le morphisme structural) et un isomorphisme de faisceau inversibles sur X*5(L),

D
@p : 1" Mp — Ligs)

compatible al’action de G. Les sections globales du faisceau inversible Mp s’identifient a travers I'iso-
morphisme @p au sections globales G-invariantes de L®°. On considére les faisceaux de Os-algébres
graduées

A= P a. 12D
d=1

B:= @PB. M.

d=1

Les S-schémas X et Y s’identifient aux spectres relatifs homogenes de A et B et le morphisme quotient
n correspond a 'homomorphisme de faisceaux de Gg-algebres graduées induit par ¢p,

B— ACcA.

Le morphisme 7t est alors une projection au sens de la section 2.2 et un point x € X est n-projetable
(resp. non n-projetable) si et seulement s’il est semi-stable (resp. unstable) sous I'action de G et par
rapport au faisceau inversible L.

4 Critere numérique de semi-stabilité

On revient ici sur des considérations élémentaires autour du critere numérique de semi-stabilité.
On analyse la semi-stabilité d'une couple de sous-espaces d’'un espace vectoriel donné : on utilisera
ces considérations dans I’étude de la semi-stabilité des configurations des points liés au Théoreme de
Roth. Ce matériel peut étre trouvé dans la plus part des textes sur la théorie géométrique des inva-
riants : on tient quand méme a citer [GIT], [New78], [Kem78] et [Rou78].

4.1 Pointlimite

Soit k un corps.
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4.1.1. Défintion. — Soit X un k-schéma propre muni d'une action A du k-groupe multiplicatif G,.
Soit x un k-point du k-schéma X. On consideére le morphisme de k-schémas

Ay: G, —X
TH———A(T)-x

Par le critere valuatif de proprété le morphisme A, s’étend de maniére unique a un morphisme de
k-schémas

oAl —X
équivariant par 'action naturelle de G, sur A'.
Définition 4.1. Le point limite de x sous l'action A de G, est le k-point
lim A (1) - x:= Ax(0)
du k-schéma X.

Puisque le morphisme A est G,,-équivariant, le point limite lim;_.o A(t) - x est un k-point fixe sous
l'action du k-groupe multiplicatif G,,.

4.1.2. Fonctorialité. — Soient X, X’ des k-schémas propres munis respectivement d’une action A, \’
du k-groupe multiplicatif G,,. Soit f : X — X’ un morphisme de k-schémas G,-équivariant.

Proposition 4.2 (Fonctorialité). Avec ces notations, pour tout k-point x du k-schémaX on a :
LimA' (1) f(x)=f (lim A(T)- x) .
1—0 T—0

4.1.3. Produit. — Soient X, X’ des k-schémas propres munis respectivement d’'une action A,A’ du k-
groupe multiplicatif G,,. Soient p : XxX' — X, p’ : XxX' — X' les deux projections. Le k-schéma produit
X x X' est propre et il est muni d’'une action naturelle A x A’ du k-groupe multiplicatif G, par rapport
alaquelle les projections p, p’ sont des morphismes G, -équivariants.

Proposition 4.3 (Compatibilité au produit). Avec ces notations, pour tout k-point (x, x') du k-schéma
XxX'ona:

LmA x A (1) - (x, x") = [lim A (1) - x, lim A/ (1) -
0 0 —0

4.1.4. Extension des scalaires. — Soit X un k-schéma propre muni de 'action A du k-groupe mul-
tiplicatif G,,. Soit K une extension du corps k. Le K-schéma Xy := X x4 K déduit du k-schéma X par
extension des scalaires est naturellement muni d’'une action Ax du k-groupe multiplicatif G, x. Pour
tout k-point x du k-schéma X, on désigne par xx le K-point du K-schéma Xk qui s’en déduit par ex-
tension des scalaires.

Proposition 4.4 (Compatibilité aux extensions des scalaires). Avec ces notations, pour tout k-point
du k-schémaX, ona:

lim Ak (1) - xg = (lim A1) - x)
-0 0 K
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4.2 Coefficient d’instabilité

Soit k un corps.

4.2.1. Définition. — Soit X un schéma propre sur k muni d'une action A du k-groupe multiplicatif
G,,. Soit L un faisceau inversible sur X muni d'une action équivariante de G;,. Si x est un k-point du
k-schéma X, le point limite
Xo:=limA(T)-x
=0
est un k-point du k-schéma X fixe sous 'action du k-groupe multiplicatif G,,. Laction du k-groupe

multiplicatif G, sur la fibre xjL en xo du faisceau inversible L est linéaire;; il existe, donc, un nombre
r € Z cette action est définie par le morphisme de k-schémas

Gm x V(x;L) —— V(x;L)
(t,8) —— 1’s

Définition 4.5. Le coéfficient d'instabilité du point x par 'action \ par rapport au faisceau inversible L
estle nombre entier

MLA, X) :=T.
Remarque 4.6. Le choix du signe dans cette définition est opposé au choix dans [GIT, Definition 2.2].

Proposition 4.7. Soit x un k-point du k-schéma X. Avec les notations introduites avant, on a :
ML ()\, HII(I))\(T) . x) = uL(A, x).
—

4.2.2. Fonctorialité. — Soient X, X’ des k-schémas propres munis respectivement d’une action A, A’
du k-groupe multiplicatif G,,. Soit f: X — X' un morphisme de k-schémas G,,-équivariant.

Soit L' un faisceau inversible sur le k-schéma X’ muni d'une action équivariante du k-groupe mul-
tiplicatif G,,. Le faisceau inversible sur X,

L:=f*L/,
est naturellement muni d'une action équivariante du k-groupe multiplicatif G,.
Proposition 4.8 (Fonctorialité). Pour tout k-point x du k-schémaX on a
uy A, £(x) = pe(d, x).

4.2.3. Compatibilité au produit. — Soient X, X’ des k-schémas propres munis respectivement d'une
action A, A’ du k-groupe multiplicatif G,,. Soient p : X xX' — X, p’ : X x X' — X' les deux projections. Le
produit X x X’ est propre et il est muni d’'une action naturelle A x A\’ de G,,, par rapport a laquelle les
projections p, p’ sont des morphismes G,-équivariants.

Soient L, L’ des faisceaux inversibles respectivement sur X et X’ munis d’une action équivariante
de G,,,. Le faisceau inversible sur le produit X x X/,

LKL :=p*Lep’ L’

est naturellement muni d’une action de G,,, équivariante par rapport a 'action A x A’ sur le produit
XxX'.
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Proposition 4.9 (Compatibilité au produit). Pour tout k-point (x,x") deX xX' on a
e A x A, (x, X)) = pLA, x) + pp (V, X).

4.2.4. Invariance par extension des scalaires. — Soit X un k-schéma propre muni de I'action du k-
groupe multiplicatif G,,. Soit K une extension du corps k. Le K-schéma Xk := X x; K déduit du k-
schéma X par extension des scalaires est naturellement muni d'une action Ax du K-groupe multipli-
catif G, x. On désigne par @k : Xx — X le morphisme d’extension des scalaires.
Soit L un faisceau inversible sur le k-schéma X muni d'une action équivariante du k-groupe mul-
tiplicatif G,;,. Le faisceau inversible
L := (I)EL

sur le K-schéma est, alors, naturellement muni d'une action équivariante du K-groupe multiplicatif
Gm K

Proposition 4.10 (Invariance par extension des scalaires). Soient x un k-point du k-schémaX et xx le
K-point du K-schéma Xx qui s’en déduit par extension des scalaires. Alors,

Mg Ak, xK) = HL(A, X).

4.3 Enoncé du critére numérique

4.3.1. — Soit X un schéma projectif sur k muni d’'une action d’'un k-groupe réductif G. Soit L un fais-
ceau inversible L muni d'une action équivariante du k-groupe réductif G.

Pour tout sous-groupe a un parametre A : G, — G, on désigne encore par A I'action du k-groupe
multiplicatif G, sur X induite par celle de G.

Théoreéme 4.11 (Critere numérique de Hilbert-Mumford, [GIT, Theorem 2.1]). Soient k un corps al-
gébriquement clos, X un schéma projectif sur k muni d’'une action d’un k-groupe réductif G et L un
faisceau inversible ample muni d’une action équivariante de G.
Un k-point x du k-schéma X est semi-stable si et seulement si pour tout sous-groupe a un para-
meétreA: G, — Gona
HL(A, x) <0.

Théoréme 4.12 (Critere numérique de Kempf-Rousseau, [Kem78, Theorem 4.2]). Soient k un corps
parfait, X un schéma projectif sur k muni d’une action d’un k-groupe réductif G et L un faisceau in-
versible ample muni d’une action équivariante de G.
Un k-point x du k-schéma X est semi-stable si et seulement si pour tout sous-groupe a un para-
meétreA:G,, — Gona
HL(A, x) < 0.

4.4 Exemples

4.4.1. Espace projectif. — Soient E un k-espace vectoriel de dimension finie et P(E) 'espace projectif
des quotients localement libres de rang 1 de E.

Se donner une action de G, sur P(E) et une action équivariante sur le faisceau inversible G (1) est
équivalent a se donner une action linéaire A du k-groupe multiplicatif G, sur V(E). Une telle action
est définie par un homomorphisme de k-espaces vectoriels

M:E—Eoklt,1 | =@E-1".
beZ
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Pour tout nombre entier b, on considere le sous-espace vectoriel
Ep={veE: M) eE-1%.
Proposition 4.13 ([GIT, Proposition 2.3]). Pour tout k-point x du k-schémaV(E), on a :
M)A, [x]) =min{beZ: x: E} — k est surjectif}.

4.4.2. Grassmaniennes. — Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie. Soit A une action linéaire
du k-groupe multiplicatif G, sur le k-schéma V(E). Elle est définie par un homomorphisme de k-
espaces vectoriels
MiE—Eeklt,1T | =@E-1°.
beZ

Pour tout nombre entier b, on considere le sous-espace vectoriel du k-espace vectoriel E,
Ep={veE:N(v)eE-17).

Le k-espace vectoriel dual EZ s'identifie avec le sous-espace vectoriel du k-espace vectoriel EY formé
par les éléments x : E — k tels que

)\(T)~x:'rb-x.

Pour tout nombre entier b, on considére le sous-espace vectoriel du k-espace vectoriel EY,

EV[D):= @ E),.
b'=b

Les k-espaces vectoriels EV [b], pour b qui varie dans Z, définissent une filtration décroissante du k-
espace vectoriel EV.

Soient r = 0 un nombre entier et Grass, (E) la grassmanienne des quotients localement libres de
rang r de E. Un k-point du k-schéma Grass, (E) correspond a une classe d’équivalence d’homomor-
phismes surjectifs de k-espaces vectoriels ¢ : E — F, ou F est de dimension r.

Laction linéaire A du k-groupe multiplicatif G, sur le k-schéma V(E) induit une action naturelle
du k-groupe multiplicatif G,, sur la grassmanienne Grass, (E). Elle induit aussi, par puissance éxté-
rieure, une action sur le k-espace projectif P(A" E) et une action équivariante sur le faisceau inversible
O,rg(1) et le plongement de Pliicker

® : Grass,; (E) — P(/\’ E)
est G;-équivariant. Le faisceau inversible sur le k-schéma Grass, (E),
L:= Q*@ArE(l),

est naturellement muni d'une action équivariante du k-groupe multiplicatif G,,.

Soient F un k-espace vectoriel de dimension r et ¢ : E — F un homomorphisme surjectif de k-
espaces vectoriels. Chomomorphisme dual ¢ : F¥ — EV est injectif et il identifie le k-espace vectoriel
FY avec un sous-espace vectoriel de EV : dans la suite on sous-entendra cette identification. Pour tout
nombre entier b, on pose

FY[b]:=F' nE"[b].

Proposition 4.14 ([GIT, 4.4]). Soient F un k-espace vectoriel de dimension r et ¢ : E — F un homo-
morphisme surjectif. Soit [@] le k-point du k-schéma Grass,(E) défini par sa classe d’équivalence.
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Alors, avec les notations introduites avant, on a :

HL A, [@]) = ) b(dimg FY [b] — dimg FY [b +1])

beZ
bmax
=bmindimgF+ ) dimgFY[b].
b=bpin+1

Corollaire 4.15. SoientF un k-espace vectoriel de dimension r et ¢ : E — F un homomorphisme sur-
jectif. Soit [] le k-point du k-schéma Grass, (E) défini par sa classe d’équivalence.

Soit vy, ..., v, une base du k-espace vectoriel FV. Pour tout i = 1,...,n, on désigne par [v;] le k-
point de I'espace projectif P(E) défini par la classe d’équivalence du vecteur v;.

Avec les notations introduites avant, on a :

.
L\ [oD) = Y popy O, [viD).
i=1

SiF =E et ¢ = idg, on désigne par [E] le k-point de la grassmanienne Grassgin, g (E) associé.

Corollaire 4.16. Avec les notations introduites avant, on a :

uL\ [ED = Y b(dimg EY [b] — dimg EY [b + 1]).
beZ

De plus, (A, [E]) = 0 si et seulement si le détérminant de la représentation G,, — GL(E") est triviale.

Corollaire 4.17. SoientF un k-espace vectoriel de dimension r et ¢ : E — F un homomorphisme sur-
jectif. Soit ] le k-point du k-schéma Grass, (E) défini par sa classe d’équivalence.
Avec les notations introduites avant, on a :

UL (A, [F]) < bmin (dimy F — dimg E) + pp (A, [ED).

4.4.3. Couples de sous-espaces. — Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie. Soit A une action
linéaire du k-groupe multiplicatif G, sur le k-schéma V(E).

Pour i = 1,2, soient F; un k-espace vectoriel de dimension r;, ¢; : E — F; un homomorphisme
surjectif et [F)] le k-point de la grassmanienne Grass,, (E) défini par sa classe d’équivalence. Uhomo-
morphisme dual ¢; : F} — EY est injectif et identifient le k-espace vectoriel F} avec un sous-espace
vectoriel de EY : dans la suite on sous-entend toujours cette identification.

Proposition 4.18. Pour i = 1,2 soit ¢; : E — F; un homomorphisme surjectif de k-espaces vectoriels.
Alors, avec les notations introduites avant on a :

MO\ [BYD) + N [FY D < wA, [FY +Fy D + A, [FY nFy D),
ol les coefficients d’instabilité sont relatifs aux plongements de Pliicker respectifs.
Démonstration. Laction linéaire A est définie par un homomorphisme de k-espaces vectoriels

M:E—Eoklt,1'|=E- 1"
beZ

Pour tout nombre entier b, on considére le sous-espace vectoriel su k-espace vectoriel E,

Ep:={veE:A(v)eE-1P}.
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Soit bax (resp. bmin) le plus grand (resp. le plus petit) nombre entier b tel que Ej, # 0. Pour tout nombre
entier b on pose :

EV[b]:= @ E),
b'zb
F)[b]:=F) NnEY[b]
F)[b] :=Fy nEY[b]
(FY +FY)[bl := (F) +F})nEY[b]
(FY NFY)[b] := (FY nF;) NEY[b] = FY [l nFy [b].

D’apres la Proposition 4.14 on a :

bmax
R, [FY]D) + U\, [FY]) = Dynin (dimg FY +dimg Fy)+ Y dimF} [b] + dim Fy [b] 4.4.1)
b:bmjn+1
Par la formule des dimensionson a:
dimy F‘l’ + dimy F:\z/ = dimk(Fi’ + F%’) + dimk(F}’ al F}’) (4.4.2)

Pour tout nombre entier b le k-espace vectoriel F}’ [b] + F%’ [b] est contenu dans le k-espace vectoriel
(FY +E))[b]. En particulier,

dimy FY [b] + dimy Fy [b] = dim (F [b] + F3 [b]) + dimy (F} [b] N Fy [b])
< dim (F) + F})[b] + dim (F{ NF3)[b] (4.4.3)
En utilisant (4.4.2) et (4.4.3) dans (4.4.1), on obtient :
MO, [FYD) + (A, [y D)

bmax
< bin (dimg (FY +Fy) +dimg(FY nFy))+ Y dimg(Fy +F3)[b] +dimy (F} nFy)[b]
b:bmin+l
=\, [FY +FyD + u(A, [FY nEYD,
ce qui acheve la preuve. O

Corollaire 4.19. Avec les notations introduites avant, si on suppose de plusFY NFy =0, ona:
MO\ [FY D) + WO\, [EY1) < Dinin (dim Fy + dimye Fy — dimyc E) + p(A, [E),

ot les coefficients d’instabilité sont relatifs aux plongements de Pliicker respectifs.

Démonstration. D’apres la Proposition 4.18 on a
U TEY D + A [FY D) < WA, 0) + p(A, [FY +Fy ) = p(A, [FY +Ey ).
Puisque FY +F; est contenu dans EY, en vertu de la Proposition 4.14 on a:

bmax

R\, [FY +FY]) = bmindimyg (FY +Fy)+ ) dimy (F} [b] + F [b])
b=Dbmin+1
bmaX

< bmindimg (FY +Fy)+ ). dimgEV[D]

b=Dbpin+1

bmax
= bmin dimy (FY +F¥ —dimy E) + | bin dimi E + Z dimyEY [b]
b=bmin+l

= bmin dimy (Fy +FY — dimg E) + p(A, [E]),
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ce qui termine la preuve. O

5 Espaces analytiques

5.1 Espaces analytiques archimédiens

Dans cette section on rappelle la notion d’espace analytique complexe et on introduit celle d’es-
pace analytique réel. Une référence pour le cas complexe est la suite d’exposés au Séminaire Cartan
faite par Grothendieck, notamment [Gro61b], [Gro61c] et [Gro61d]. Linfluence de cette derniére sur
la présentation des espaces analytiques réels qu'on donne ici est évidente.

5.1.1. Quotient d’'un espace annelé par un groupe. — Soit X = (|X|,0x) un espace annelé muni de
I'action d'un groupe G, i.e., d'un homomorphisme de groupes

0:G— AUtespan (X)r

ol Autespan (X) est le groupe des automorphismes de X en tant qu’espace annelé.

On définit 'espace annelé quotient de X par G, noté X/G, comme suit. Soit |X|/G l'espace to-
pologique quotient et  : |X| — |X|/G la projection sur le quotient. Si U c |X|/G est un ouvert, son
image inverse n1-1(U) < |X| est un ouvert stable sous 'action de G. Le groupe G agit alors sur 'anneau
(™1 (U),0x) et on pose

I'(U,0x/6) =T (U),05°.

Si X est un espace localement annelé, alors X/G 'est aussi.
Lespace (localement) annelé ainsi défini est le quotient catégorique de X par G dans la catégorie
des espaces (localement) annelés.

5.1.2. Espace affine analytique. — Soit n = 0 un nombre entier. Lespace affine analytique complexe
de dimension n, noté A¢, est 'espace localement annelé en C-algebres formé de 'espace topologique
C" muni du faisceau des fonctions holomorphes O¢n.

Le groupe de Galois Gal(C/R) = {id, T} agit sur Al en tant qu’espace localement annelé et R-algebres :
siz=(zy,...,2,) € C", on pose

1(2):=(21,..-,2n),

et, si f est une fonction holomorphe sur un ouvert U c C", on considere la fonction holormorphe sur
I'ouvert 1(U) définie par

(f):iz— f(1(2) = f(z1,...,20)-

Lespace affine analytique réel de dimension n, noté A, est '’espace localement annelé en R-algébres
quotient de Ag par Gal(C/R),
Ag :=Ag/ Gal(C/R).

5.1.3. Définitions. — Soit k un corps complet pour une valeur absolue archimédienne. En tant que
corps complet il est isomorphe a R ou a C. Dans la suite on sous-entendra un tel isomorphisme.

Définition 5.1. Un k-espace analytique est un espace localement annelé en k-algebres tel qu'il existe
un recouvrement ouvert X = [J;¢; X; de X tel que pour tout i € I il existe un nombre entier positif n; et
une immersion de présentation finie d’espaces localement annelés en k-algebres €; : X; — Azi.

Exemple 5.2. SiX est un k-espace analytique, alors tout ouvert U de I'espace topologique sous-jacent
|X| est naturellement muni d'une structure de k-espace analytique en prenant la restriction de Gx a U
comme faisceau structural.
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Exemple 5.3. Soient X un k-espace analytique et I un faisceau d’idéaux de Gx de type fini. Le support
du faisceau de Ox-modules Gx /1,

Supp(@x /1) = {x € X: x™ (Ox/1) # 0}
={xeX:x"I1#x"0Ox},

est une partie fermée de X. On le munit de la structure de k-espace analytique en prenant la restriction
de Ox /1 a Supp(Ox /1) comme faisceau structural.

Définition 5.4. SoientX,Y des k-espaces analytiques. Un morphisme de k-espaces analytiques f : X —
Y est un morphisme d’espaces localement annelés en k-algebres.
Lensemble des morphismes de k-espaces analytiques f:X — Y est noté Morg._, X, Y).

Remarque 5.5. Si k = C, on retrouve les notions usuelles de C-espaces analytiques et de morphismes
entre eux.

Si k =R, la catégorie qu'on obtient est équivalente a la catégorie des couples (X,1x) formés d'un
C-espace analytique et d'une involution anti-holomorphe 1x : X — X (voir Remarque 5.20).

5.1.4. Structure locale des espaces analytiques complexes. — Si k = C il s’agit de faits classiques,
dont une référence peut étre [Car52, exposé 11] et [Car54, exposé 6].

Théoréeme 5.6. SoitX un k-espace analytique. Alors :
i. pour tout x € X, I'anneau local Ox x est noethérien;

ii. le faisceau Ox est cohérent en tant que faisceau de Ox -modules.

5.1.5. Structure locale des espaces analytiques réels. — Dans ce numéro on montre comme la des-
cription locale de 'espace affine analytique réel se déduit par descente de Galois de celle de I'espace
affine analytique complexe. Dans [Poil2] on peut trouver une preuve directe de ces faits (Théoremes
8.17 et 10.9).

Soient n > 1 un nombre entier et un ouvert U < Ay stable sous la conjugaison complexe. On note
® : A{ — Ag le morphisme quotient. Louvert o 'Uc A¢ est stable sous la conjugaison complexe et
le groupe de Galois Gal(C/R) agit sur les sections sur @ 'U du faisceau structural F(G)‘IU,@’AS) en
associant a toute fonction holomorphe f la fonction holomorphe

() :iz— f(1(2) = f(z1,...,20)-

Par définition, les sections sur U du faisceau structural de AK s’'identifient aux sections invariantes
sous I’action de Galois,

F(U,@’Ag) = r(@*IU’@Ag)Gal(C/R).

Soit f une fonction holomorphe sur I'ouvert ® U : elle s’écrit de maniére unique alors sous la forme
f=u+ivou
f+T(N 1f-1(f)
u:=—— Vi= - —,
2 i 2

(ol i est une racine carrée de —1) sont des fonctions holomorphes invariantes sous I'action de Galois,
c’est-a-dire, des éléments de F(U,@Ag). Ceci montre que pour tout ouvert U A}’{ I'homomorphisme
canonique de C-algébres

I (U,0p1) 8RC— F(a)_lU,@Ag)
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est un isomorphisme. En particulier, la C-algebre F(@‘IU,@Ag) estunT'(U, 6A1'{) module libre de rang
2 et le morphisme d’espaces localement annelé en R-algebres ® : A¢ — Ag est un morphisme fini et
fidelement plat.
Soit x € A} un point. On considere les germes des fonctions holomorphes autour de la fibre du
morphisme ® en le point x,
@Ag@_l(x) = lim T(UAg).
o~ l(x)cU

Linclusion canonique Opn  — @)Ag’d)—l (x induit un isomorphisme de C-algebres
Oppx ®RC — Opn -1 1y
Proposition 5.7. Pour tout point x € A7, I'anneau local @Ag,x est noethérien.

Démonstration. On remarque d’abord que la C-algebre @Agm_l(x) est noethérienne. La fibre ® ! (x)
est en fait constitué d’'un ou deux points de I'espace affine anlytique complexe et on a

Opporo= [1 Onpy-
D(y)=x

En tant que produit fini d’anneaux noethériens, 'anneau @’Ag@q(x} est noethérien. Soit I un idéal de
I’'anneau Ol x- Lidéal I ®g C de 'anneau @Ag'a—l(x) est de type fini : il existe donc fi,..., f; € I qui
I'engendrent. Pour tout f €1il existe ay,...,a, € @’Ag,m—l(x) tels que

n
= aifi.
i=1
D’autre part, comme f etles f; sont fixes sous I'action de Galois, on a

_fr) i aifitv(aifi) _ i a; fi + 1(a) fi

f
2 i=1 2 i=1 2
a; +1(a;)
-y ;) i
i=1 2
Pour tout i =1,...,nlafonction
a; +1(a;)
b; = ———
2
est fixe sous I'action de Galois et elle appartient donc a Op x- Les fonctions fi,..., f, € I engendrent
alorsI'idéal I dans @A}’{, »» Ce qui termine la preuve. O

Corollaire 5.8. SoitX unR-espace analytique. Alors pour tout x € X I'anneau local Ox x est noethérien.

Soient U c Aﬁ un ouvert, Ug := ® U et F un faisceau de @y -modules. Limage inverse ®*F est un
faisceau de Oy,-modules et il est muni d’'une action équivariante du groupe de Galois Gal(C/R). Pour
tout point x € U, les germes des sections de ®*F autour de la fibre ® ! (x),

* .—— . *
(@ Fp1:= lim TV,0F)
o l(x)cV

sont alors munies d’'une action du groupe de Galois Gal(C/R) et 'homomorphisme injectif F, —
(®"F)p-1(x) induit un isomorphisme de Oy, -1 (,)-modules

Fx ®RC - ((D*F)(Dfl(x).
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En particulier 'homomorphisme naturel de faisceaux de ®~'@y-modules, ® 'F — ®*F, induit un
isomorphisme canonique de faisceaux de Oy.-modules,

® 'FerC— @*E

D’autre part, le groupe de Galois agit sur le faisceau de Oy -modules @, ®*F et 'homomorphisme
d’adjonction F — ®.®*F induit un isomorphisme de faisceau de Gy-modules

0:F — ((D*(D*F)Gal(C/R) )

(5.1.1)
Proposition 5.9. Soient U c Ag un ouvert et Ug := ®~1U. Un faisceau de @y -modules F si et seule-
ment si le faisceau de Gy -modules ®*F I'est.

Démonstration. Comme le foncteur image inverse est exact a droite, si F est de type fini, ®*F I'est
aussi. On suppose donc que I'image inverse ®*F soit de type fini. Soit x un point de Ag. 1l s’agit de
trouver un voisinage ouvert U de x et un nombre fini de sections sy,...,s, € I'(U,F) qui engendrent
Fly.

On prouve d’abord qu'il existe un voisinage V de la fibre ® ! (x) stable sous la conjugaison com-
plexe et tel que ®*F soit engendré un nombre fini de sections sur V. Si la fibre ® ! (x) de ® en x est
constitué d'un seul point y il suffit d’appliquer I'hypothése de finitude au voisinage de y et de le res-
treindre pour le rendre stable sous l'action de Galois. Si la fibre ® ! (x) est formée de deux points
distincts y1, y» on considere pour i = 1,2 un voisinage V; de y; tel que ®*Fly, soit engendré par un
nombre fini de sections sur V;. Puisque I'espace topologique ®~! (U) est séparé, on peut supposer que
V1 et V, ne se rencontrent pas. De plus, quitte a les restreindre, on peut aussi supposer que I'ouvert

V=ViuV,

soit stable sous l’action de Galois. Les sections de ®*F sur V s’'identifient a la somme directe des sec-
tions sur V; et V, : 'ouvert V donc convient.

Soit donc V un tel voisinage et soient sy, ..., s, des sections de ®*F sur V. Comme V est stable sous
la conjugaison complexe, les sections de ®*F sur V s’identifient a travers I'injection canonique

F@V),F) —T(V,@ B,

aTl'(@(V),F)®r C: on peut donc supposer que les sections sy, ..., S soient fixes sous I'action de Galois,
i.e., elles soient des sections de F sur ®(V). Les sections sy, ..., s, engendrent alors Flg .

En effet soit x’ € ®(V) et s € F» un germe de section de F au voisinage de x’. En mimant I'argument
d’avant, on peut trouver un voisinage W de la fibre @" stable sous la conjugaison complexe et des
sections fi,..., f; du faisceau structural Oy telles que

;
s=Y fisi.
i=1

Comme les sections s et s; sont fixes sous I’action de Galois, on a :

o f+1( _ Zl a;s; +2T(fi5i) :ilfisi +2T(f,-)sz'
= i=

" (fi+T(f)
2 RS
i=1
Pour tout i = 1,...,r la section du faisceau structural

)
8i= >
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est fixe sous I'action de Galois et elle appartient donc a T(U,@AI';)- Les sections s,..., s, engendrent
alors la tige F,/, ce qui termine la preuve. O

Corollaire 5.10. Pour tout R-espace analytique X, le faisceau structural Ox est cohérent en tant que
faisceau de Ox -modules.

Remarque 5.11. Soient U c Ag un ouvert, I un faisceau d’'idéaux de Oy de type fini et Z = Supp(Oy /1)
le sous-R-espace analytique fermé définit par le faisceau d’idéaux I. Puisque le morphisme d’espaces
localement annelé @ : Ag — Ay est plat, le foncteur image inverse est exact et le faisceau de Oy, -
modules I¢ := ®*I (ol1 Ug := ® 'U) est un faisceau d’idéaux de Oy, de type fini. On note Z¢ :=
SuppOy, /Ic le sous-C-espace analytique fermé de U défini par le faisceau d'idéaux Ic.

Par platitude de ®, on a Oy /Ic = ®* (Oy/1). 1l suit de I'isomorphisme (5.1.1) que le morphisme
d’espaces localement annelés en R-algebres @ : Z¢ — Z descend en un isomorphisme

Zc/Gal(C/R) — Z,

ol le quotient est pris au sens de quotient catégorique dans la catégorie des espaces localement an-
nelés (voir paragraphe 5.1.1).

5.1.6. Détérmination des morphismes a valeurs dans A;". — Soit X un C-espace analytique. La com-
position avec le morphisme naturel d’espaces localement annelés en C-algebres Ag — SpecCl1y, ..., fp]
définit une application

@c : Morc.an (X,Ag) — Morc.jocan X, SpecClty, ..., tp]) = T(X,0x)".

Théoréme 5.12 ([Gro61c, Théoréme 1.1]). SoitX un C-espace analytique. L'application
@c : Morc.an(X,Ag) — I'X,0x)"

est une bijection.

Soient k un corps complet pour une valeur absolue archimédienne et X un k-espace analytique.
Comme avant, la composition avec le morphisme naturel d'espaces localement annelés en R-algebres
Al’% — SpecR[f4,..., t,] définit une application

(R : MOTR Jpcan X, Aﬁ) — Morg.jocan X, SpecRI1, ..., tp]) =X, 0x)".

Théoréme 5.13. Soient k un corps complet pour une valeur absolue archimédienne etX un k-espace
analytique. L'application
@R : MorR.an (X, Ag) — T'(X,0x)"

est une bijection.

Démonstration. On suppose d’abord que k soit le corps des complexes C et que X soit un C-espace
analytique. La composition avec le morphisme d’espaces annelés en R-algebres dc : AZ — Ag définit
une application

0:Morc.an(X, AZ) — Morg jocan X, Aﬁ),
et le diagramme

0
Morc-an (X, Ag) — Morg.jocan X, Ag)

9c PR

I'X,ox%) I'X,0x)
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est commutatif. Lapplication @¢ étant bijective en vertu du Théoréme 5.12, I'application g est sur-
jective : il s’agit donc d’en prouver l'injectivité. Il suffit de montrer que tout morphisme d’espaces
localement annelés en R-algebres f : X — A} se factorise de maniére unique a travers un morphisme
3 . n
de C-e.spaces analythu.e's fo:X—Ag. ‘ ‘
Soit x € X. Par définition de morphisme d’espaces localement annelés, le diagramme

#
P(AR, Oap) ——— T(X,0%)

i
nf T Ox,x

fiw
K(f(x) ——x(x)=C

Au niveau ensembliste, 'application f est uniquement déterminée par I'image des sections #; dans C

a travers ’'homomorphisme f*(x). Lapplication fc est alors définie par

fo) = (FH ) (1), ..., fH) (1))

et, comme f = ®ce fc, elle est automatiquement continue. De plus, pour tout ouvert U Aﬁ, il n’existe
qu’'un seul homomorphisme de C-algébres

£} ¢:T(U,0a0) ®r € — (X, Ox)
rendant commutatif le diagramme suivant :

fu
T (U, Gpn) ———— T(X,0x)

f
I'(U,Opp) &R C ——— (X, 0%)

En vertu de 'isomorphisme canonique de faisceaux de C-algébres (D_I@Ag orC — @Ag’ on conclut
qu’il n’existe qu'un unique morphisme d’espaces localement annelés en C-algebres fc : X — Ag; tel
que f=0ceo fc.

On suppose désormais que X soit un R-espace analytique et on va démontrer que 'application
R est bijective. La question étant locale sur X on peut supposer d’avoir une immersion de R-espaces
analytiques € : X — Ag’. Soit U le plus grand ouvert de Az ot I'image de € est fermée et I le noyau
de 'homomorphisme de faisceaux de R-algebres el : 0y — €.0x. On note encore ¢ :A:’f — Al’{l le
morphisme d’extension des scalaires et on considéere 'ouvert Uc := G)‘EIU c Ag et le faisceau I := G)él
d’idéaux de Oy, de type fini. On considére le sous-C-epsace analytique fermé X¢ = SuppOy,. /I¢ définit
par le faisceau d’idéaux I¢. Le morphisme ®¢ induit un isomorphisme d’espaces localement annelés
en R-algebres

Xc/Gal(C/R) — X

ol le quotient est pris au sens de quotient catégorique dans la catégorie des espaces localement anne-
lés (voir Remarque 5.11). Se donner un morphisme de R-espaces analytiques f : X — Ag revient ainsi
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a se donner un morphisme Gal(C/R)-équivariant de C-espaces analytiques fc : X¢ — A, c’est-a-dire,
en vertu du Théoréme 5.12, un n-uplet (fi,..., f,) de sections globales de Ox,, fixes sous I'action du
groupe de Galois. D’apres de I'isomorphisme canonique

I'(X,0x) = T (X, Ox,) 4R,

celarevient a un n-uplet (fi, ..., f;) de sections globales de Ox. Cela termine la preuve. O

5.1.7. Produit fibré. — Soient X, Y et S des k-espaces analytiques et f : X — S, g:Y — S des mor-
phismes de k-espaces analytiques. Un produit fibré de X et Y sur S est un k-espace analytique Z muni
de morphismes de k-espaces analytiques p: Z — X, q:Z — Y tels que fop = go g satisfaisant a la
propriété universelle suivante :

pour tout k-espace analytique Z' muni de morphismes de k-espaces analytiques p’ :
7' - X, q :7Z' —Y tels que fop' = goq' il existe un unique morphisme de k-espaces
analytiques (p',q"):Z' — Z telque p' = po(p',q) etq' =qo(p',q).

Théoreme 5.14. SoientX, Y et S des k-espaces analytiques, et f : X — S, g:Y — S des morphismes
k-espaces analytiques. Alors, le produit fibré X xg Y existe.

Lemme 5.15. SoientX etY des k-espaces analytiques et soit f : Y — X un morphisme de k-espaces
analytiques. Soient X' un k-espace analytique et € : X' — X une immersion de présentation finie de
k-espace analytique.

Alors le produit fibré X' xx Y existe, le morphisme de k-espaces analytiques € xid : X' xx Y — Y est
une immersion de présentation finie et elle est ouverte, resp. fermée, lorsque € I’est.

Démonstration. On suppose que € soit une immersion ouverte. Le produit X’ xx Y est alors donné par
le sous-espace analytique ouvert f~!(X') de Y.

On suppose que € soit une immersion fermée de présentation finie. Soit I le noyau de ’homomor-
phisme de faisceaux d’anneaux &’ : Gx — €,0x. Limage de ’homomorphisme canonique f*I — Gy
est un faisceaux ] d’idéaux de Oy de type fini. Le produit X' xx Y est le sous-espace analytique fermé
de Y décrit par I'idéal J.

Le cas d'une immersion en général suit de la combinaison des deux cas précédents. O

Lemme 5.16. Soient X;, X, des k-espaces analytiques. Pour tout i = 1,2, soit X’ un k-espace analy-
tique ete; : X, — X; une immersion de présentation finie de k-espaces analytiques.

Sile produit X; x X, existe, alors le produitX| x X, existe, le morphisme de k-espaces analytiques
€1 X€: X’1 X X’2 — Xj x Xy est une immersion de présentation finie et elle est ouverte, resp. fermée,
lorsque €, etey le sont.

Démonstration. On pose Y := X; x X». D’apres le lemme précédent, pour tout i = 1,2, le produit fi-
bré Y; =Y xx; X’l existe et 1); = id xg; : Y; — Y est une immersion de présentation finie. Par le lemme
précédent, le produit fibré Yy xy Y, =X x X}, existe et le morphisme

N1 X1M_2 ZX’I XX/Z =Y1 Xng —>Y=X1 XXz
coincide avec le morphisme €; x €. O
Lemme 5.17. SoientX etY des k-espaces analytiques. Soient {X;};e; un recouvrement ouvert de X et

{Y;}jej un recouvrement ouvert deY. Si, pour tout i € I et pour tout j €], le produitX; xY; existe, alors
X x Y existe.
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Démonstration. Pourtout i €let j €] soitZ;; =X; xY;. Pourtous i,i’ €I et pour tous j, j' €], en vertu
du lemme précédent, le produit

Zijij=XinXy)x (Y;nYj)
existe et s'identifie a un ouvert de Z;; et Z; jr. Ces isomorphismes permettent de recoller les Z; ; en un

espace analytique Z, muni de deux projections p : Z — X, g : Z — Y. On vérifie aussitot que Z est un
produitde X et Y. O

Soient X, Y des k-espaces analytiques. Pour prouver que X x Y existe on peut se ramener, grace
aux lemmes précédents, au cas ou X = A;” et Y = Al : par la propriété universelle de I'espace affine, le
produit de AJ” et A" : k est AJ"*".

Soient f :X — S, g: Y — S des morphismes de k-espaces analytiques. Le produit fibré X xsY s'iden-
tifie au produit fibré

XxY)xgxgS — S

XXYL}SXS

On conclu grace au lemme suivant :

Lemme 5.18. Soit S un k-espace analytique. Alors le morphisme diagonal As : S — S x S est une im-
mersion de présentation finie.

Démonstration. D’apres les lemmes précédents, on peut supposer S = Aj’. Dans ce cas S x S = Ai” et,
si t1,..., tr, sont les coordonnées de Ai", le morphisme diagonal s’identifie a I'immersion du sous-
espace analytique fermé décrit par 'idéal engendré par les éléments ¢;., — t; aveci =1,...,n. O

5.1.8. Complexification. —

Théoréme 5.19. SoitX un R-espace analytique. Le foncteur

Xc: {C-espaces analytiques} —— { ensembles }
Y +——— Morg.jocan(¥,X)

est représentable par un C-espace analytique X¢ muni d’un morphisme fini, fidélement plat d’espaces
localement annelés en R-algébres ®¢ : X¢ — X.

De plus, le C-espace analytique X¢ est muni d'une action du groupe de Galois Gal(C/R) et le mor-
phisme ®¢ induit un isomorphisme d’espaces localement annelés en R-algébres

Xc/Gal(C/R) — X.

Remarque 5.20. En particulier, se donner un morphisme de R-espaces analytiques f : X — Y est équi-
valent a se donner un morphisme Gal(C/R)-équivariant de C-espaces analytiques f¢c : X¢c — Yc.

On se ramene a le prouver quand X = Aj} comme suit.

Lemme 5.21. Soient X,Y des R-espaces analytiques et € : Y — X une immersion de R-espaces analy-
tiques. Si le R-espace analytique X vérifie la conclusion du Théoréme 5.19, alorsY la vérifie.
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Démonstration. Soit®¢ : X¢ — X1e morphisme d’espaces localement en R-algebres induit par la com-
plexification de X. Si € est une immersion ouverte, la complexification de Y¢ est I'image inverse a)(‘:lY
de Y par ®c.

Si € soit une immersion fermée de R-espaces analytiques, soit I le noyau de ’homomorphisme
de faisceaux d’anneaux €' : Gx — €,0y. Le morphisme ®¢ étant plat, I'image réciproque I¢ := ®¢ du
faisceau d’idéauxI est un faisceaux I¢ d’idéaux de Ox, de type fini. La complexification de Y est alors le
sous-espace analytique fermé de X¢ défini par I¢. L'assertion sur le quotient découle de la Remarque
5.11.

Le cas d’'une immersion quelconque suit de la combinaison des deux cas précédents. O

Lemme 5.22. Soient X un R-espace analytique et X = ;1 X; un recouvrement ouvert de X. Si pour
tout i €1, Ie R-espace analytique X; vérifie la conclusion du Théoreme 5.19, le R-espace analytique X
la vérifie aussi.

Démonstration. Pour tous i, j € I et j €] soit X;; = X; nX;. En vertu du Lemme précédent, pour tous
i, j €1,TouvertX;; deX; vérifie la conclusion du Théoréme 5.19 etla complexification de X; j s'identifie
a un ouvert de (X;)¢. On obtient ainsi, pour tous i, j € I, un isomorphisme de C-espaces analytiques
Gal(C/R)-équivariant

B,-,- : (Xij)c — (Xﬁ)C'

Les C-espaces analytique (X;)¢ se recollent le long les isomorphismes 6;; en un C-espace analytique
Xc. Par propriété universelle du recollement, le C-space analytique X¢ est une complexification de
X. Lassertion sur I'action du groupe de Galois suit de la Gal(C/R)-équivariance des isomorphismes
0i. O

On est donc ramené a prouver le Théoréme 5.19 pour 'espace affine X = Ag. Dans ce cas X¢ = A¢
etle Théoreme 5.19 est une conséquence du Théoreme 5.13.

Proposition 5.23. SoientX, Y et S des R-espaces analytiques et f : X — S, g:Y — S des morphismes
de R-espaces analytiques. Alors, le morphisme naturel de C-espaces analytiques

XxsY)c — Xc xs¢ Yo
est un isomorphisme.
5.1.9. Analytification. —

Théoréme 5.24. SoitX un schéma localement de type fini sur k. Le foncteur

X : {k-espaces analytiques } —— { ensembles }
Y ——— Morg jocan (Y, X)

est représentable par un k-espace analytique X*" muni d’'un morphisme d’espace localement annelés
en k-algebres 0y : X3 — X,

On se ramene a le prouver pour X = A}

Lemme 5.25. Soient X,Y des k-schémas localement de type fini et € : Y — X une immersion. Si le
foncteur X" est représentable, alors le foncteur Y2 est aussi représentable.
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Démonstration. Soit 0 : X?" — X le morphisme d’espaces localement en k-algebres induit par 1’ana-
Iytification de X. Si € est une immersion ouverte, 'analytification de Y est I'image inverse G;(IY deY
par 6x.

Si € soit une immersion fermée de k-schémas, soit I faisceau cohérent d’idéaux de Ox qui définit
Y. Limage de 'homomorphisme canonique 031 — Oxan est un faisceaux I*" d’idéaux de Oxan de type
fini. L'analytification de Y est alors le sous-k-espace analytique fermé de X#" défini par 12",

Le cas d’'une immersion quelconque suit de la combinaison des deux cas précédents. O

Lemme 5.26. SoientX un k-schéma localement de type fini et X = ;1 X; un recouvrement ouvert de
X. Sipour touti€l, le foncteur)_(*i’“ est représentable, alors le foncteur X" I’est aussi.

Démonstration. Pour tous i, j € I et j €] soit X;; = X; nX;. En vertu du Lemme précédent, pour tous
i, j €I, le foncteur X?? est représentablepar un ouvert de (X;)". On obtient ainsi, pour tous i, j €I, un
isomorphisme de k-espaces analytiques

an

@ij: (Xi)™ — (Xj)

Les k-espaces analytique (X;)*" se recollent le long les isomorphismes ¢;; en un k-espace analytique
X3, Par propriété universelle du recollement, le k-space analytique X*" représente le foncteur X*". O

On est donc ramené a prouver le Théoréme 5.24 pour I'espace affine X = Al’. Dans ce cas X*" =
A" et le Théoréme 5.24 est une conséquence du Théoréme 5.12 pour k = C et du Théoréme 5.13

pour k =R.

Proposition 5.27. SoientX, Y etS des k-schémas localement de type finiet f : X — S, g:Y — S des
morphisme de k-schémas. Alors, le morphisme naturel de k-espaces analytiques

(X XS Y)an N Xan x gan Yan

est un isomorphisme.

Proposition 5.28 (Compatibilité aux extensions des scalaires). SoitX unR-schéma localement de type
fini. Le C-schéma X¢ qui s’en déduit par extension des scalaires est localement de type fini et le mor-
phisme naturel de C-espaces analytiques

(Xan)c N (Xc)an
est un isomorphisme.
Proposition 5.29 (Adhérence analytique d'une partie constructible). Soient X un k-schéma locale-

ment de type fini et 0x : X®" — X le morphisme de k-espaces analytiques induit par analytification.
Alors, pour toute partie constructible Z c |X|, I'inclusion naturelle

0x(2) 0L (2)
est une égalité.
Démonstration. Sik = C c’est [SGA 1, Exposé XII]. Puisque le foncteur d’analytification est compatible

ala complexification, le cas réel se déduit du cas complexe car le morphisme d’extension des scalaires
®c : XG' — X" est propre au sens topologique. O
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5.2 Espaces analytiques non archimédiens

Dans ce numéro on présente la notion de Berkovich d’espace analytique sur un corps complet
pour une valeur absolue non archimédienne. Elle est étudiée en détail en [Ber90] et [Ber93].

5.2.1. Anneaux de Banach et leur spectre. — Un anneau de Banach est un anneau muni d'une norme
sous-multiplicative || - ||o pour laquelle il est complet. Son spectre est I'ensemble

M (A) = {x:A— R, semi-norme multiplicative: x(f) < || flla V f € A}

On le munit de la topologie la moins fine pour laquelle, lorsque f varie dans A, les applications | f] :
M (A) — Ry, x — x(f) sont continues. Si A # 0, le spectre ./ (A) est un espace topologique non vide,
séparé et compact [Ber90, Theorem 1.2.1].

Si A,B sont des anneaux de Banach, un homomorphisme d’anneaux ¢ : A — B est dit borné s'il
existe un nombre réel C > 0 tel que, pour tout f € A on ait

lo(H s =Cliflla-

Si ¢ : A — B est un homomorphisme borné d’anneaux de Banach, la composition avec ¢ induit une
application continue
M(Q): MB) — M(A).

Soit k un corps complet pour une valeur absolue non archimédienne.

5.2.2. Algebres affinoides. — Soient n = 1 un nombre entier et r = (ry,...,7;) un n-uplet de nombres
réels strictement positifs. On désigne par kiry Yoo, T, lyyla k-algebre de Banach obtenue en com-
plétant la k-algébre des polyndmes k|1, ..., t,] par rapport a la norme
5 £n «— e eﬂ
F=2 apt)' -t — I fll, :=max|ag|r;" - ry".
0eN” ¢eN”
Une k-algebre de Banach est dite affinoide s’il existe un nombre entier n > 1, un n-uplet r = (ry,..., 1)
de nombres réels strictement positifs et un homomorphisme surjectif et continu de k-algebres de
Banach
P: k{rl_ltl,...,rrjltn} —A

tels que lanorme | - || de A soit équivalente a la norme quotient par '’homomorphisme ¢,
geA— inf |fl,.
o(f)=g

Une k-algebre affinoide A est dite strictement affinoide si un tel homomorphisme peut étre choisi avec
ri=1pourtouti=1,...,n.

Puisque la k-algebre k{r; Yo, r 1¢.} est noethérienne, une k-algebre affinoide est toujours noe-
thérienne.

5.2.3. Espaces affinoides. — Soient A une k-algebre affinoide et X = .4 (A) son spectre. Un domaine
affinoide de X est une partie V c X telle qu'il existe une k-algebre affinoide Ay et un homomorphisme
borné de k-algebres de Banach py : A — Ay satisfaisant a la propriété universelle suivante :

pour toute k-algebre affinoide B et pour tout homomorphisme borné de k-algébres de
Banach ¢ : A — B tel que I'image de I'application induite .4 (B) — ¢ (A) soit contenue
dans 'V, il existe un unique homomorphisme de k-algébres de Banach @y : Ay — B tel
que @ =@y opy.
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La k-algebre affinoide Ay est déterminée a un unique isomorphisme pres par cette propriété et
I'application naturelle .# (Ay) — V est un homéomorphisme.

La famille des domaines affinoides est stable par intersections finies et le Théoréme d’Acyclicité
de Tate [Ber90, Proposition 2.2.5] affirme que I'association A ~~ Ay est un faisceau sur le site des do-
maines affinoides.

Soit x un point du spectre X. Lanneau

Ox,x:= lim Ay
xeVv
domaine
affinoide
est un anneau local et noethérien [Ber93, Theorem 2.1.4]. La semi-norme multiplicative sur A qui
définit le point x se prolonge a une semi-norme multiplicative sur Ox et on a

mx x ={f €0x x:|f(x)|=0}.

Cette semi-norme induit une valeur absolue sur le corps résiduel en x, x(x) = Ox x/mx . Sa complétion
est appelée corps résiduel complété en x et notée K(x) (contrairement a la convention usuelle #(x)).

5.2.4. Espaces analytiques. — Les k-espaces affinoides sont les briques des k-espaces analytiques.
Puisque leur espace topologique sous-jacent est séparé et compact, leur recollement est plus délicat
que dans le cas des schémas.

Définition 5.30. Soit X un espace topologique. Un quasi-réseau est une collection de parties de X
vérifiant la propriété suivante : pour tout x € X, il existe Vy,...,V, tels que, pour tout i = 1,...,n, x€V;
etVy U---UV, est un voisinage de x.

Un quasi-réseau est dit réseau si pour tous V,V’ € 1, la collection

Tyav = WeT:WeVnV'}
est un quasi-réseau sur VNV’ (muni de la topologie induite par X).

Définition 5.31. Soit X un espace topologique localement séparé. Un k-atlas affinoide sur X est un
triplet (1, A, €) formé d'un réseau T de parties compactes de X, d'un foncteur

A:1— { k-algebres affinoides }

et d'une collection € = {¢(V)}yer d’homéomorphismes (V) : 4 (A(V)) — V, vérifiant la propriété sui-
vante : pour tous W,V € T avec W c 'V, le diagramme suivant

M (AW)) L} W

HM(AV)) L)V

est commutatif, W s’identifie 8 un domaine affinoide de V et A(W) a la k-algebre affinoide A(V)w
associée a W comme domaine affinoide de V.
Un k-atlas affinoide (1, A, €) est dit maximal s’il satisfait, de plus, aux propriétés suivantes :

i. siVe1x et WcV est un domaine affinoide, alors W € tx ;
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ii. si V<X estun partie recouverte par Vy,...,V, € Tx tels que
- pour tout i, j, V; NV; appartient a Tx, ’homomorphisme borné de k-algebres de Banach

Ax (V) ®rAx (V) — Ax(V;NV})

est surjectif et la norme sur Ax (V; n'V;) est équivalente a la norme quotient,
— I'égalisateur Ax (V) des fleches (dans la catégorie des k-algébres de Banach)

n n
[TAx(V) —= J] Ax(VinV))
i=1 i,j=1

est une k-algebre affinoide,

— l'application continue naturelle V — .# (Ax(V)) est un homéomorphisme, et pour touti =1,...,n,
V; s’identifie a un domaine affinoide de V et Ax(V;) ala k-algebre affinoide associé a V; comme
domaine affinoide de V,

alors V appartient a Tx.

Dans [Ber93, 1.2] (notamment les Propositions 1.2.6 et 1.2.13) Berkovich démontre qu’a partir
d’'un k-atlas affinoide (7, A, €) on peut toujours construire un k-atlas affinoide maximal (A, T,€) «quile
contient », i.e.,, muni d'un morphisme de k-atlas affinoides

A,%,8) — (A, T,8).

L'adjectif maximal est di au fait que le k-atlas affinoide (A,7,€) est stable sous cette construction,
c’est-a-dire

=

A8 =(AT,8).

—
—

Définition 5.32. Un k-espace analytique X est la donnée d'un espace topologique localement séparé
IX| et d'un k-atlas affinoide maximal (1x, Ax, €x) tel que pour tout x € X, la collection

Tx:={V € 1x : V voisinage de x}
est une base de voisinages de x.

Remarque 5.33. Cette définition correspond a la définition dans [Ber93] de bon k-espace analytique
muni de son k-atlas affinoide maximal. Dans cette theése on ne se servira pas de la notion de k-espace
analytique non bon.

Exemple 5.34. Si A est une k-algebre affinoide, on lui associe un k-espace analytique, dit encore
spectre et noté ./ (A), comme suit :

IX| = (A)
Tx = {V < [X]|: V domaine affinoide}
Ax (V) = Ay = k-algebre affinoide associée au domaine affinoide V

€x(V) = homéomorphisme canonique .# (Ay) — V.

Il faut d’abord montrer que Tx est un réseau sur X. On sait que les voisinages affinoides d'un point
x € X forment une base de voisinages de x. Si V,V' sont des domaines affinoides de X et xe VNV/,
on considére un voisinage affinoide W de x : la partie VN V' "W est un domaine affinoide de X et un
voisinage de x dans VNV’ (par rapport a la topologie induite).
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Par définition le triplet (tx,Ax,€x) est un atlas k-affinoide sur X. Si V,V’ sont des domaines affi-
noides, alors VNV’ est un domaine affinoide, "Thomomorphisme borné de k-algeébres de Banach

Ax(V)8Ax (V) — Ax(VNV')

est surjectif et la norme de Ax(V NV’) est équivalente a la norme quotient. Il reste a vérifier que si
Vi,...,Vy, sont des domaines affinoides de X et I’égalisateur des fleches

n n
HAX(Vi) 9 l_[ Ax(VinV;)
i=1 i,j=1

est une k-algebre affinoide, alors V=V, u---UV, est un domaine affinoide. C’est une conséquence du
Théoreme d’Acyclicité de Tate : une référence est par exemple [Ber90, Corollary 2.2.6, iii.].

Exemple 5.35. SiX estun k-espace analytique, toute partie ouverte U de |X| est munie d'une structure
de k-espace analytique, en posant :

[Ul=U
Ty={Vetx:VcU}
Ay (V) =Ay(V)

ey (V) =ex(V).

Les propriétés dans la définition de k-espace analytique sont automatiquement vérifiées.
5.2.5. Morphismes d’espaces analytiques. — Soient X, Y des k-espaces analytiques.

Définition 5.36. Un morphisme de k-espaces analytiques f : X — Y est un couple (| f|, f*) formé d'une
application continue |f] : [X| — [Y| et d'une collection d’homomorphismes bornés de k-algebres de
Banach

fﬁ:{f\fiw:Ay(W)—>Ax(V):VETX,WETytelsque|f|(V)cW}

satisfaisant a la propriété suivante : pour tous V,V' € 1x, pour tous W,W’ € Ty avec V< V/, W c W/,
IfI(V) cW et |fI(V) c W/, le diagramme

 fa .
Ay(W') ————— Ax(V")

Ry
AyW) — 5 Ax(V)

est commutatif.

Lensemble des morphismes de k-espaces analytiques f : X — Y est noté Mor._,, (X, Y). Avec cette
définition, les k-espaces analytiques forment une catégorie : elle est équivalente a la sous-catégorie
pleine des k-espaces analytiques formée par les bons k-espaces analytiques au sens de [Ber93] (voir
loc. cit., Proposition 1.2.15 et 1.2.17) et a la catégorie des k-espaces analytiques au sens de [Ber90] (voir
[Ber93, 1.5]).

La construction du spectre d'une k-algebre affinoide est fonctorielle et le foncteur .4 : A — 4 (A)
est pleinement fidele.

La catégorie des k-espaces analytiques est munie de produit fibré.
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5.2.6. Espace localement annelé associé et faisceaux cohérents. — Soit X un k-espace analytique.
Le foncteur Ax est un faisceau sur le site tx et on considere le faisceau structural Gx sur 1'espace
topologique [X| en posant, pour tout ouvert U c |X],

Ox(U) := lim Ax(V).

\%=1V)
Vetx

Le couple (|X|,0x) est un espace localement annelé en k-algebres. Le faisceau structural Ox est cohé-
rent (en tant que Gx-module) et, pour tout point x € X, I'anneau local Gk x est noethérien. En parti-
culier, les concepts de faisceau de Ox-modules de présentation finie et de faisceau cohérent de Ox-
modules coincident.

Dans la suite, avec un abus de notation, on utilisera la méme lettre pour désigner un k-espace
analytique et ’espace localement annelé en k-algebres associé.

5.2.7. Propriétés topologiques. — Puisque les k-espaces affinoides sont compacts et tout point d'un
k-espace analytique admet une base de voisinages formée par des k-espaces affinoides, les espaces
topologiques sous-jacents aux k-espaces analytiques sont localement compacts.

Méme si en général les k-espaces analytiques sont loin d’étre localement métrizables, Poineau
[Poill] a montré que toute partie compacte est séquentiellement compacte, i.e., toute suite dans une
partie compacte contient une sous-suite convergente.

En outre, les k-espaces analytiques admettent une base de la topologie formée par des ouverts
localement compacts paracompacts et connexes par arcs [Ber93, 1.2.4].

5.2.8. Extension des scalaires. — Soit K une extension analytique de k, i.e. un corps complet pour
une valeur absolue |- [x muni d'un plongement isométrique k — K. Si A est une k-algebre affinoide,
la K-algebre de Banach Ax := A®;K est une K-algebre affinoide. L'inclusion canonique A — Ay induit
une application continue et surjective

ok | 2 | A (A — [ A (A)].

De plus, si V c .#(A) est un domaine affinoide, Vi := (1)121 (V) est un domaine affinoide de .4 (Ax) et on
a un isomorphisme canonique Ay®;K — (Ax)v,. En particulier, on obtient un morphisme d’espaces
localement annelés en k-algébres @ : A (Ax) — 4 (A).

Si X est un k-espace analytique, cette construction se recolle et donne un K-espace analytique Xx
muni d'un morphisme d’espaces localement annelés en k-algebres

(0)'8'¢ Xk — X,

Lapplication @y k est surjective et propre au sens topologique ; puisque les espaces topologique sous-
jacents aux espaces analytiques sont localement compacts, ®x k est une application fermée.

La construction de 'extension des scalaires est fonctorielle et compatible a des extensions des
scalaires successives.

5.2.9. Fibres. — Soit X un k-espace analytique, x € X un point et K(x) son corps résiduel complété. Le
point x induit un morphisme de K(x)-espaces analyttiques

€x 1 MEKX)) — Xg)-

Si F est un faisceau cohérent de Ox-modules, sa fibre en x, notée x*F, est le K(x)-espace vectoriel de
dimension finie €;F.
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Soient Y un k-espace analytique et f : Y — X un morphisme de k-espaces analytique. La fibre en x
de f, notée Yy, est le K(x)-espace analytique

Yi = YR XXgqp X —— {x}

fi(x)
YR(x) X

Le morphisme d’extension des scalaires @y () : Yg(x) — Y se restreint a un homéomorphisme
Y- ).
5.2.10. Analytification. —
Théoréeme 5.37. SoitX un k-schéma localement de type fini. Le foncteur
X {k-espaces analytiques } —— { ensembles }
Y H——— Morg.jocan (¥, X)

est représentable par un k-espace analytique X*" muni d’'un morphisme d’espace localement annelés
en k-algebres 0y : X3 — X.

Si X = SpecA est affine, 'espace topologique sous-jacent a X2 est I’ensemble
{x:A — R; semi-norme multiplicative : x| = |- [}

muni de la topologie la moins fine pour laquelle, lorsque f varie dans A, les applications | f|: 4 (A) —
R4, x — x(f) sont continues.

Proposition 5.38. SoientX, Y etS des k-schémas localement de type finiet f : X — S, g:Y — S des
morphisme de k-schémas. Alors, le morphisme naturel de k-espaces analytiques

(X XS Y)an _ Xan x gan Yan
est un isomorphisme.

Proposition 5.39 (Compatibilité aux extensions des scalaires). Soient X un k-schéma localement de
type fini et K une extension analytique de k. Le K-schéma Xx qui s’en déduit par extension des sca-
laires est localement de type fini et le morphisme naturel de K-espaces analytiques

(Xan)K N (XK)an
est un isomorphisme.

Proposition 5.40 (Adhérence analytique d'une partie constructible). Soient X un k-schéma locale-
ment de type fini et Ox : X®" — X le morphisme de k-espaces analytiques induit par analytification.
Alors, pour toute partie constructible Z c |X|, I'inclusion naturelle

0x(2) < 0L (2)

est une égalité.
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5.2.11. Espace affinoide associé a un modele entier. — Soit k° I'anneau des entiers de k, i.e., I'en-
semble des éléments de valeur absolue < 1. Soient 2 un k°-algebre plate et de présentation finie et
A:=2® k. Pour tout f € A, on pose

I fllg = infiAl: Ae k™, f/A €A

Lapplication || - lg ainsi définie est une semi-norme sur A et la complétion AdeA par rapporta || - [l
est une k-algebre affinoide. Soient X = SpecA et X" le k-espace analytique obtenu par analytification
de X. On dit que le domaine affinoide

M (A) = {x: A — R, semi-norme multiplicative : x(f) < || fllo V f € A} c X"
est'espace affinoide associé au k° -schéma affine X = Spec|.

Remarque 5.41. Une telle construction peut se généraliser, par recollement, aux k°-schémas plats et
de présentation finie. Lespace que I'on obtient n'est pas forcément un k-espace analytique a notre
sens : en effet, il peut se passer qu’il existe des points n’admettant pas de voisinages affinoides.

Un exemple de ce phénomene s’obtient en considérant la droite affine sur k° avec I'origine dou-
blée, c’est-a-dire, le recollement de deux copies de Al, = Speck®[t] le long I'ouvert Speck°[t,t™']
(I'isomorphisme de transition étant 'identité). Le k-espace analytique qui s’en déduit est le recol-
lement de deux copies du disque D = {|£(x)| < 1} le long la partie {|#(x)| = 1} : on peut vérifier que le
point de Gauss, i.e., le point défini par la semi-norme

Y a;t' — max|al,

n'admet pas de voisinages affinoides.

5.3 Définition de fonctions sur I'espace topologique sous-jacent

Soit k un corps complet pour une valeur absolue.

Définition 5.42. Un systeme cofinal d’extensions analytiques de k est une sous-catégorie pleine & dela
catégorie des extensions analytiques (ExtAn),; de k ayant la propriété suivante : pour tout extension
analytique K de k il existe une extension analytique K’ de k appartenant 2 & et muni d’'un plongement
isométrique de k-algébres de Banach K — K'.

Exemple 5.43. Si K est une extension analytique de k, le foncteur oubli (ExtAn),x — (ExtAn),; est
fidele et la sous-catégorie pleine engendré par son image est un systéme cofinal d’extensions analy-
tiques de k. Autrement dit, pour toute extension analytique k' de k il existe une extension analytique
K’ de K (et donc de k) et un plongement isométrique de k-algebres de Banach k' — K'. Ceci sera
I'unique exemple de systeme cofinal d’extensions analytiques qu’on rencontrera dans ce texte.

Remarque 5.44. Si & est un systeme cofinal d’extension analytique, alors il est filtrant, c’est-a-dire,
pour tout K, K’ € & il existe Q € & qui les contient. En effet, il existe stirement une extension analytique
L de k qui contient K et K’ : il suffit donc de prendre Q € & qui contient L.

Définition 5.45. Soient X un k-espace analytique et K une extension analytique de k. Un K-point du
k-espace analytique X est un morphisme de K-espace analytiques x : 4 (K) — Xk ol Xk estle K-espace
analytique déduit de X par extension des scalaires.

Lensemble des K-points du k-espace analytique X est noté X(K).
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Soient X un k-espace analytique, Y un ensemble et f : |X| — Y une application quelconque. Pour
toute extension analytique K, on dit que 'application composée

F0): X(K) Xl 2L x LB

est I'application induite par f sur les K-points de X (out @k : Xx — X est le morphisme d’extension
des scalaires). En outre, si K — K’ sont des extensions analytiques emboités de k, le diagramme d’en-

semble

F&
XK) ———Y

W JEK)
XK)———Y
est commutatif. Autrement dit, I'application f induit un morphisme de foncteurs f:X — YouXestle
foncteur des points de X et Y est le foncteur constant de valeur Y sur (ExtAn) k.

Proposition 5.46. Soient X un k-espace analytique, Y un ensemble et & un systéme cofinal d’exten-
sions analytiques de k. On considére une collection d’applications {f(K) : X(K) — Y : K € &} telle que
pour toutes extensions analytiques emboités K — K’ le diagramme d’ensembles qui s’en déduit

fK
XK) ——Y

(%)

(9
XK) ——Y

soit commutatif. Autrement dit, on se donne un morphisme de foncteurs f : X — Y ou X est le foncteur
des points de X restreint 4 & etY est le foncteur constant de valeurY sur &.

1 existe alors une unique application f : |X| — Y telle que pour toute extension analytique K € &
I'application induite sur le K-points de X coincide avec f(K).

Si k = C (muni d’'une valeur absolue archimédienne) cet énoncé triviale : I'inclusion canonique
X(C) — [X] est en fait une bijection. Si k = R cet énoncé affirme que pour se donner une fonction f :
|X| — Y il faut et il suffit se donner une fonction f : X(C) — Y invariante sous la conjugaison complexe.

Démonstration. Pour tout point x € |X]| il existe par cofinalité du systéme & une extension analytique
K € & du corps résiduel complété K(x). Soit xk le K-point du k-espace analytique X associé. On pose
alors :

f) = fEK) (xk).

On montre que cette définition ne dépend pas de I'extension K choisie. Soient K’ € & une extension
analytique de k contenant le corps résiduel complété K(x). Comme un systéme cofinal est filtrant (Re-
marque 5.44) il existe une extension analyique Q € & de k qui contient K et K'. Soit xk (resp. xi/, resp.
xq) le K-point (resp. K'-point, resp. Q-point) du k-espace analytique X associé. Par commutativité du
diagramme (%) on a alors :

FK) () = f(Q) (xq) = £K) (x),

ce qui montre que f(x) ne dépend pas de I'extension choisie. Par définition de f, 'application que f
induit sur les K-points coincide avec f(K). O
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6 Actions d’espaces analytiques en groupes

Dans ce numéro on introduit des notions liés a I'étude des espaces analytiques en groupes sur un
corps k complet pour une valeur absolue. Si k est corps des nombres complexes C, il s’agit des notions
usuelles. Une exposition de ces concepts est présente dans [Ber90, Chapitre 5].

6.1 Orbites, parties stables et saturées

6.1.1. Définitions. — Soit k un corps complet pour une valeur absolue |- |.

Définition 6.1. Soit G un k-espace analytique en groupes. Une partie H < |G| de I'espace topologique
sous-jacent a G est dite un sous-groupe si elle stable sous les opérations de G. Plus précisément, on a:

- m(pry*(H) npry ' (H)) c H;
- e€eH;
— inv(H) c H.

Proposition 6.2. Soit G un k-espace analytique en groupes. Une partie H c |G| est un sous-groupe si
et seulement pour toute extension analytique K de k, H(K) est un sous-groupe de G(K).

Soit X un k-espace analytique muni de I’action d'un k-espace analytique un groupes G. Soient
0:GxX—X

le morphisme de k-espaces analytiques définissant1’action de G surX et prg : GxX — G, prx : GxX —
X les deux projections.
Soit H c |G| un sous-groupe du k-espace analytique G.

Définition 6.3. Soit F c |X| une partie de 'espace topologique sous-jacent au k-espace analytique X.
Lorbite deF (sous l'action de H) est la partie

H.F:= c(prél (H) mpril(F)) cIX].

La partie F est dite H-stable (ou stable sous l'action de H) si H-F = F. Si la partie F est un singleton
{x}, on désigne son orbite par G- x et on I'appelle I'orbite du point x.

6.1.2. Extension des scalaires. — Soit K une extension analytique de k. Soient
Oy Xg =X x K—X, 0G:Gk:=Gx  K—G

les morphismes d’extension des scalaires. Le morphisme oy : Gk x Xx — Xk, déduit par extension des
scalaires, définit une action du K-espace analytique en groupes Gg sur le K-espace analytique Xx. Avec
les notations introduites, on le diagramme commutatif suivant :

OK
Gg xXg — Xx
[DTeRdD)'¢ [0)'¢

GxX —2—X

On désigne par Hy le sous-groupe G)al (H) du K-espace analytique en groupes Gg.
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Proposition 6.4. Soit F c [X| une partie de I'espace topologique sous-jacent au k-espace analytique
X. Alors,

i Hg o3 (F) = oy (H-F);
ii. la partie F est H-stable si et seulement si a);(l (F) est Hk-stable;
iii. H-ox(F) =oxHk -F).

6.1.3. Compatbilité a 'analytification. — Soit X un k-schéma de type fini muni de I'action d'un k-
schéma en groupes G de type fini. Soient X*" (resp. G*") le k-espace analytique obtenu par analytifi-
cation de X (resp. G) et

Ox : X*" — X, (resp. 0g: G — G)

le morphisme d’espaces localement annelés en k-algebres induit par le foncteur d’analytification. Le
k-espace analytique en groupes G*" agit naturellement sur le k-espace analytique X.

Proposition 6.5. Soit x un point fermé du k-schéma X. Soit G- x < X I'orbite du point x sous I'action
du k-schéma en groupes G. Alors,

i GMx=(G 0™ :=01(G x);
ii. T'orbite G- x est fermée si et seulement si I'orbite G2 - x est fermée;

iii. I'adhérence de I'orbite de x, G2 - x, contient une orbite fermée.

6.2 Bon quotient topologique par une relation d’équivalence

6.2.1. Définitions et propriétés fondamentales. — Soit X un espace topologique et soit 2 une rela-
tion d’équivalence sur X. Si x est un point de x, la partie Zx := {x’ : X’ Zx} de X sera appelé I'orbite de
x par .

Définition 6.6. Une partie F de X est dite Z-stable (ou stable par la relation d’équivalence %) si pour
tout x € F son orbite Z x est contenue dans F.

Une partie F de X est dite & -saturée (ou saturée par la relation d’équivalence %) si pour tout x € F,
I'adhérence de son orbite Zx est contenue dans F.

Une partie Z-saturée est Z-stable; si F est une partie fermée %-stable alors elle est Z-saturée.

Définition 6.7. Si Y est un espace topologique, on dit qu'une application continue f:X — Y est -
invariantesi f(x) = f(x') pour tout x, x" € X tel que xZx'.

Définition 6.8. Un espace topologique X satisfait a l'axiom de séparation T, (ou il est un espace topo-
logique T}) si tout point de X est fermé.

Proposition 6.9. Soit X un espace topologique T1 muni d’une relation d’équivalence %. Si Y est un
espace topologiqueT; etn : X — Y est une application continue et Z-invariante, on a les faits suivants :
i. pourtoutxeXetx' € Zx,onan(x')=m(x);

ii. siF est une partie deY, alors n~! (F) est Z-saturée.

Définition 6.10. Soit X un espace topologique T; muni d'une relation d’équivalence 2. Un couple
(Y,m) formé par un espace topologique Y qui satisfait I'axiom de séparation T; et une application
continue 7 et Z-invariante n : X — Y est un bon quotient de X par % s'il satisfait aux propriétés sui-
vantes :



40 Chapitre I. Généralités

BQ1. 7 estsurjective et Z-invariante; L
BQ2. six,x’ sont des points de X, alors 7t(x) = n(x’) si seulement si ZxNRx' # @ ;
BQ3. siF est une partie fermée Z-stable, son image n(F) par 7 est fermée dans Y.

Proposition 6.11. SoitX un espace topologique T, muni d’une relation d’équivalence %. Un bon quo-
tient (Y, ) de X par & satisfait aux propriétés suivantes :

i. pour tout x € X il existe au plus une orbite fermée contenue dans Zx ;
ii. siEF sont des parties %-saturées, 1(F) N t(F') # @ si et seulementsiFNF # @ ;
iii. une partieV deY est ouverte si seulement si n=1(V) est ouverte dans X ;

iv. une partie ouverte U de X est Z-saturée si et seulement si U = n~! (n(U)) ; en particulier, 'image
de U parn est ouverte dansY.

Démonstration. Soient y,y' € Zx des points d’orbite fermée. D’apres la Proposition 6.9 on a n(y) =
7(y"). Par la propriété BQ2 on a
RYNRY = RyNRY # &,

ce qui entraine Zy = Zy'.

Pour (ii), soient EF' = X des parties Z-saturées. Si EF' se rencontrent, leurs images se rencontrent
aussi. Si (F), n(F)’ se recontrent il existe x € F et x’' € F' tels que 7(x) = n(x’) : par la propriété BQ2, on
a

RXNRX # P.

Puisque F (resp. F') est saturée par la relation d’équivalence %, I'adhérence de I'orbite Zx (resp. Zx')
est contenue dans F (resp F'). En particulier,

B #RxNRx <cFNF.

Pour (iii), si V c Y est une partie ouverte, son image réciproque est ouverte par continuité de m.
On suppose que 7! (V) soit une partie ouverte. D’apreés la Proposition 6.9 elle est Z2-saturée. La partie
complémentaire F = X — 17! (U) est une partie fermée et Z-stable. Par la propriété BQ3, son image
ni(F) est fermée dans Y. Puisque 7 est surjective, on a V=Y — n(F) et donc V est une partie ouverte.

Pour (iv), si U = n~ ! ((U)), d’apres la Proposition 6.9 la partie U est Z-saturée. On suppose que U
soit Z-saturée. Le complémentaire F = X—U est une partie fermée %-stable, donc Z-saturée. Puisque
T est surjectif, on a

n(unF) =Y
Comme U et F ne se rencontrent pas, par (ii) on a
n(U)nn(F) = @.
On a donc U = ! (n(U)), ce qui termine la preuve. O

Corollaire 6.12. SoitX un espace topologique T; muni d’une relation d’équivalence %. Un bon quo-
tient (Y,n) de X par & est le quotient catégorique de X par % dans la catégorie des espaces topolo-
giques Ty, c’est-a-dire qu'il satisfait a la propriété universelle suivante :

pour tout couple (Y', ") formé par un espace topologiqueY' qui satisfait a I'axiom de sé-
paration T; et une application continue 1’ : X — Y' et % -invariante, il existe une unique
application continue 0:Y — Y’ tel que v’ =0om.



6. Actions d’espaces analytiques en groupes 41

Démonstration. SoitY' un espace topologique T; et f : X — Y’ une application continue £-invariante.
1l s’agit de définir une application continue 0:Y — Y’ telle que f = 0o . Soient x € X et y = n(x) € Y.
On pose:

0(y) := f(x).

On vérifie que I'application 6 est ainsi bien définie. Soit x’ € X est tel que n(x’) = (x). Par la propriété
BQ2 les adhérences de leurs orbites se rencontrent et la Proposition 6.9 entraine f(x) = f(x'). Ceci
implique, en particulier,

f=0o0m.

On démontre la continuité de 0. Soit V c Y’ une partie ouverte. Son image réciproque f~!(V) c X est
une partie ouverte et, par la Proposition 6.9, Z-saturée. Puisque f =8om, on a

n(f vy =071

et conclut grace a la Proposition 6.11 que la partie 6! (V) est ouverte. O

Corollaire 6.13. Soit X un espace topologique T, muni d’une relation d’équivalence %. On suppose
que l'orbite Zx de tout point x € X soit fermée.
Le quotient X/ % de X par % en tant qu’espace topologique est un bon quotient de X par &.

Démonstration. Le quotient X/Z de X par & en tant qu’espace topologique est défini comme suit : si
n: X — X/Z est la projection de X sur 'ensemble des classes d’équivalence de 2, une partie V< X/ %
est par définition ouverte si n~1(V) X est ouverte.

On va vérifier les propriétés dans la définition de bon quotient. En ce qui concerne la propriété
BQ1, I'application &t est évidemment Z-invariante et surjective.

Comme toutes les orbites sont fermées, la propriété BQ2 est équivalente a dire que si x, x’ € X alors
1(x), m(x") coincident si et seulement si leurs orbites coincident.

Pour la propriété BQ3, si F c X est une partie fermée %-stable, alors son complémentaire U = X—-F
est une partie ouverte telle que U = 171w (U)). En particulier n(F) =Y — n(U) est fermé. O

Proposition 6.14. SoitX un espace topologique T} muni d’un relation d’équivalence Z. SoitF c X une
partie fermée % -stable. Si (Y,n) est un bon quotient de X par %, alors (n(F), n|g) est un bon quotient
deF par %.

Démonstration. On va vérifier les conditions dans la définition de bon quotient. La propriété BQ1 est
automatiquement satisfaite.

Pour la propriété BQ2 soient x, x’ € F : la partie F étant fermée et Z-stable, elle est Z-saturée. Les
adhérences de Zx, Zx' sont donc contenues dans F. En particulier, elles se rencontrent dans F si et
seulement si se rencontrent dans X.

Pour la propriété BQ3, si F' est une partie fermée %-stable de F, elle est une partie fermée et %-
stable de X. Son image n(F’) est fermée dans Y et donc dans n(F). O

6.2.2. Application aux quotients des schémas de type fini sur un corps. — Soient k un corps et X =
SpecA un k-schéma affine muni de I'action d'un k-schéma en groupes de type fini G. On désigne
par [X]p le sous-espace topologique de |X| formé par les points fermés de X. Par définition, I'espace
topologique [X], satisfait a I'axiom de séparation T;.

On consideére la relation d’équivalence suivante sur X : si x, y € X,

XA y<=G-x=G-}.

On suppose que le k-schéma en groupes G soit réductif. Soient Y = SpecAS le quotient de X par G
et m: X — G le morphisme quotient. Le propriétés suivantes sont alors satisfaites :
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i. le morphisme n: X — Y est G-invariant et surjectif;

ii. pour tous points fermés x,x' € X, ona:

n(x) = n(x') sietseulementsiG-xNG- x' # @;

iii. si F X estune partie fermée G-stable, I'image n(F) est fermée dans Y.

Ceci entraine que le sous-espace topologique |Y|y de [Y| formé par les points fermés de Y est le bon
quotient topologique de |X|( par la relation d’équivalence Z.

Proposition 6.15. Soient k un corps et X = SpecA un k-schéma affine muni de I'action d’un k-groupe
réductif G. Soit Z = Spec(A/I) € X un sous-schéma fermé G-stable. Le morphisme canonique de k-
schémas

€:7Z/1G:= Spec(A/I)G —X/G:= SpecAG

induit une immersion fermée des espaces topologiques sous-jacents.

Remarque 6.16. Si la caractéristique de k est nulle, le morphisme € : Z/G — X/G est une immersion
fermée de k-schémas. En fait, I'existence et la fonctorialité de la projection sur les invariants (i.e.'opé-
rateur de Reynolds) entraine que la construction des invariants est un foncteur exact sur la catégorie
des représentations de G.

En caractéristique p > 0, on a seulement le fait suivant : si f € (A/I)C il existe n > 1 tel que f”" ap-
partient 2 AS/I°, En prenant un ensemble fini de générateurs de (A/I)C en tant que k-algebre, on peut
trouver une puissance ¢ de p qui convient pour tout élément de (A/I)S. Uhomomorphisme composé
de k-algebres

AG 4 (A/mS — (A/mS

est alors surjectif et il induit une immersion fermée

F
71G —~ 716 —£ = X/G) ,

(ouF;:Z/G — Z/G est le morphisme de k-schémas induit par —9:(A/DS — (A/D)S). Puisque le mor-
phisme F; induit un homéomorphisme sur les espaces topologiques sous-jacents, le morphisme €
induit une immersion fermée des espaces topologiques sous-jacents.

Démonstration. En général, si S est un k-schéma et |S|y le sous-espace topologique de |S| formé par
ses points fermés, une partie F c |X| est fermée (resp. ouverte) si et seulement si F c [S|y est fermée
(resp. ouverte) dans |S|p.

Pour montrer que € : Z/G — X/G induit une immersion fermée des espaces topologiques sous-
jacents, on peut se borner a démontrer qu’elle induit une immersion fermée au niveau des points
fermés

€0 :1Z/Glo — 1X/Glop

(le 0 en indice désigne comme avant le sous-espace topologique formé par les points fermés). Puisque
IX/Glg et |Z/Glg sontles bons quotients topologiques respectivement de [X|g et |Z|o par la relation %,
ceci est affirmé par la Proposition 6.14. O

6.2.3. Bon quotient topologique pour 'action d’'un espace analytique en groupes. — Soit k un corps
complet pour une valeur absolue. Soit X un k-espace analytique en groupes muni de I'action d'un k-
espace analytique en groupes G.
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Soit H c |G| un sous-groupe de G. On considere la relation d’équivalence sur X définie de la ma-
niere suivante : si x, y € X,
XA uy<—H-x=H-y.

SiY est un bon quotient de X par la relation d’équivalence 2y, on dira simplement que X est le
bon quotient de X par H et on le désigne par X/H ou |X|/|H| pour souligner qu’il s’agit d'un quotient
au niveau topologique.

Si le sous-groupe H est compact, les orbites sous 'action de H sont fermés. En vertu du Corollaire
6.13, le bon quotient X/H coincide avec le quotient catégorique par la relation d’équivalence %y (dans
la catégorie des espaces topologiques).

En général, si Z est une relation d’équivalence sur un espace localement compact telle que la %-
saturation (i.e. la plus petite par Z-saturée contenant une partie donnée) d’'une partie compacte est
compacte, alors le quotient catégorique X/Z (dans la catégorie des espaces topologiques) est locale-
ment compact et la projection sur le quotient X/ est une application propre au sens topologiqiue.

Par conséquent, I’espace topologique |X| étant localement compact, I’espace topologique X/H 1'est
aussi. Si’espace topologique [X]| est de plus séparé, il en est de méme pour X/H.

7 Foncteurs représentables élémentaires

Dans cette section on discute la représentabilité de certains foncteurs élémentaires, comme le
fibré vectoriel associé a un faisceau de Ox-modules, le fibré projectif, les grassmaniennes... On se place
d’abord dans la catégorie des schémas et ensuite dans la catégorie des espaces analytiques au sens
de la section 5. Dans le cadre de la géométrie algébrique on en profite pour fixer des conventions
(notamment celle de Grothendieck sur les fibrés vectoriels et projectifs, qui est adoptée dans ce texte)
et pour squisser comment la représentabilité de ces foncteurs s’étend en fait a la catégorie des espaces
localement annelés. Ceci n’est pas accompli pour un simple désir d’abstraction, mais pour faciliter la
comparaison entre les objets algébriques et analytiques construits.

Pour les schémas, ces questions sont traitées en détail dans [EGA 2, §4] et dans [SGA 3, Exposé I].
Pour les espaces analytiques, on suit [Gro61d].

7.1 Géométrie algébrique
Remarque 7.1. Soient X un espace localement annelé et A un anneau. L'application naturelle
Morjgcan X, SpecA) — Hom(A, I' (X, Ox))

est une bijection. En effet, et de maniere équivalente, il existe un morphisme d’espaces localement
annelés mx : X — SpecI'(X,Ox) avec la propriété universelle suivante :

pour tout anneau A et pour tout morphisme d’espaces localement annelés f : X — SpecA,
il existe un unique morphisme d’espaces localement annelés f': SpecI'(X,0x) — SpecA
tel que f = f'omy.

Le morphisme mx est défini de la maniére suivante. Au niveau ensembliste, I'idéal premier mx (x) €
SpecI'(X,0x) estle noyau de 'homomorpisme d’évaluation I'(X, Gx) — k(x). Si f € I'(X,0x), 'image in-
verse par nx de 'ouvert principal D(f) c SpecI'(X, Ox) est la partie ouverte Xf={xeX: f(x) #0}. Ceci
entraine que l'application nx est continue et 'homomorphisme de restriction I'X,0x) — F(Xf,@x)
se factorise de maniére unique a travers un homomorphisme I'(X,0x) f — T'(Xr,0x). Puisque les ou-
verts principaux de SpecI'(X,0x) forment une base de sa topologie, on obtient un homomorphisme
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de faisceaux d’anneaux
f.
Tyt OspecT(X,65) — Tx+0X.

Remarque 7.2. Soient A un anneau et X = SpecA son spectre. Soient M un A-module et F un faisceau
de Ox-modules. Lapplication naturelle

Homg, mod (M, F) — Homy_med (M, T(X, F))

est une bijection. En effet, et de maniere équivalente, il existe un homomorphisme de Ox-modules
er: T'X,F)™ — F avec la propriété universelle suivante :

pour tout A-module M et tout homomorphisme de Gx-modules ¢ : M — F, il existe un
unique homomorphisme de Ox-modules ¢’ :M — T'(X,F)~ tel que p =ego@’.

Lhomomorphisme er est défini de la maniére suivante. Pour tout f € A, 'homomorphisme de
restriction I'X,F) — I'(D(f),F) se factorise de maniére unique a travers un homomorpisme de A r-
modules

IO, IXB):=TXFexAr— I'D(),F).

Puisque les ouverts principaux de X forment une base de sa topologie, on obtient un homomorphisme
de faisceaux de Ox-modules e : T'(X,F)~ — F.

7.1.1. Spectre relatif. — Soit X un un schéma. Pour tout faisceau de Ox-algeébres A, on consideére le
foncteur

X-espaces

localement annelés } { ensembles }

SpecX (A): {

Y, /) ——— Homg, aig(f*A,Oy)

Proposition 7.3. Soit A un faisceau quasi-cohérent de Ox-algebres. Le foncteur SpecX(A) est repré-
sentable par un X-schéma Specy (A).

Démonstration. La question étant locale sur X on peut le supposer affine. Dans ce cas, d’apres les
Remarques 7.1 et 7.2, on a les bijections fonctorielles suivantes :

Homg,q1¢(f* A, Oy) = Homg, a4 (A, f.Oy)
=Homgy_41g(A,T'(Y,0y)7)
=Homrx 6y)-alg(T' X, A), T'(Y, Oy))
= Moryx_sch (SpecI'(Y, Oy), SpecI' (X, A))
= Morx.jocan (Y, SpecI'(X, A)).

Le foncteur SpecX (A) est donc représenté par le X-schéma SpecI' (X, A). O

7.1.2. Fibrés vectoriels. — Soit X un schéma. Pour tout faisceau de Gx-modules F, on considere le
foncteur :

X-espaces
localement annelés

V(F): { } —— { groupes abéliens }

N, f) —— Homﬁy—mod(f*E@Y)
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Proposition 7.4. SoientF un faisceau quasi-cohérent de Ox-modules et Symg, F désigne laOx -algebre
des puissances symétriques de F. Le foncteur V(F) est représenté par le X-schéma

V(F) = Specy Sym@X E
Le X-schéma V(F) est appelé fibré vectoriel associé a F.

Proposition 7.5 (Compatibilité aux changements de base). SoientX' un schéma et f : X' — X un mor-
phisme de schémas. Soit F un faisceau quasi-cohérent de Ox-modules. Le morphisme naturel de X' -
schémas

V(f*F) — V(B) xx X’

est un isomorphisme.

7.1.3. Schéma des morphismes linéaires. — Soit X un schéma. Pour tous faisceaux des Ox-modules
E,F, on considere le foncteur

X-espaces

Homy (EE): { localement annelés

} —— { groupes abéliens }
Y, f) —— Homﬁy—mod(f*F,f*E)

Proposition 7.6. Soient E un faisceau de Ox-modules localement libre de rang fini et F un faisceau
quasi-cohérent de Ox -modules.
Le foncteur Homy (E E) est représente par le X-schéma Homy (EE) := V(EY ® F).

Proposition 7.7. Soit E un faisceau de Ox localement libre de rang r. Le foncteur en groupes

GLE): { X-espaces }

localement annelés

Y, f) —— Autg,-mod(f*E, f*E)

—— {groupes}

est représenté par un X-schéma en groupes GL(E).

7.1.4. Fibrés projectifs et grassmaniennes. — Soit X un schéma. Pour tout faisceau de Gx-modules F
et tout nombre entier r = 0, on considere le foncteur

X-espaces

Grass, (F): { localement annelés

} —— {ensembles }
E localement libre de rang r,
& {(E'(p) ‘ ¢: f*F — E epimorphisme }/N

Proposition 7.8. Soit F un faisceau quasi-cohérent de Ox -modules et r un nombre entier positif.
Le foncteur Grass,. (F) est représentable par un X-schéma Grass, (F), dit grassmanienne d’indice r
deF.

Démonstration. La question étant locale sur X, on peut supposer que le faisceau quasi-cohérent F
est engendré par une famille de sections {s;};e1. Pour tout X-espace localement annelé (Y, f) et toute
partie H c I a n éléments, on considere '’homomorphisme défini par les s; avec i € H,

(pH_YiﬁYn—>f*F.



46 Chapitre I. Généralités

Pour chacune de ces parties H de I, on définit une partie Grass, (F)(Y) de Grass, . (F)(Y) par la condi-
tion suivante : Grass; (F)(Y) est formée des quotients E de f*F localement libres de rang n, tels que
I'homomorphisme composé

on 2 fF——E

soit surjectif, et donc un isomorphisme. La partie Grass, (F)(Y) s’identifie a I'ensemble des homomor-
phismes y: f*F — 0y tels que Yoy y = id+p. En d’autres termes, si on définit les applications
Homg,-mod(f*E @{;) — Homgy.mod (@{{l , @{;)
A : Y ——— Y oyuy
p:yr——id

la partie Grass,, (F)(Y) s’identifie a I'égalisateur des applications ay, . D’apres la Proposition 7.6, le
foncteur Grass, (F) est représentable (dans ce cadre plus général) par I'égalisateur Grassy (F) des mor-
phismes de X-schémas

ay,p : Hom(E Gy) — Hom(Oy, Oy)

induits par ayy, . Le reste de la preuve suit sans changements. O

Proposition 7.9 (Compatibilité aux changements de base). SoientX’ un schéma et f : X' — X un mor-
phisme de schémas. Soient F un faisceau quasi-cohérent de Ox -modules et r = 0 un nombre entier. Le
morphisme naturel de X'-schémas

Grass, (f*F) — Grass, (F) xx X’

est un isomorphisme.

Proposition 7.10. Soient EF' des faisceaux quasi-cohérents de Ox -modules. Le morphisme de Segre
ogp :P(F) xxP(F) — P(F®F)

est une immersion fermée.

Proposition 7.11. Soit F un faisceau quasi-cohérent de Ox-modules et r = 0 un nombre entier. Le

morphisme de Pliicker
oF : Grass, (F) — P(A\"F)

est une immersion fermée.

7.2 Géométrie analytique

Soient k un corps complet pour une valeur absolue et X un k-espace analytique. Pour toute exten-
sion analytique K du corps k, on désigne par Xx le K-espace analytique déduit de X par extension des
scalaires et par

Ok : Xk — X

le morphisme d’extension des scalaires.
Définition 7.12. Un espace analytique surX est un triplet (K, Y, f) formé d’'une extension analytique K

du corps k, d'un K-espace analytique Y et d'un morphisme f:Y — Xx de K-espaces analytiques.
Soient (K, Y, f) et (K',Y', f') des K-espaces analytiques. Un morphisme d’espaces analytiques surX,

(€8:K,Y,f)— KY,[)



7. Foncteurs représentables élémentaires 47

est un couple formé d’une injection isométrique € : K — K’ de k-algébres de Banach et d’'un mor-
phisme de K'-espaces analytiques g : Y’ — Yy tel que le diagramme

vy —f vy

f -
XK[ P— XK[
soit commutatif.

7.2.1. Fibrés vectoriels. — Soient X un k-espace analytique. Pour tout faisceau de Ox-modules F, on
considere le foncteur :

V(F): {espaces analytiques surX} —— { k-espaces vectoriels }

(K.Y, f) —— Homg, mod(f*®5EOy)

Proposition 7.13. SoitF un faisceau de Ox-modules de présentation finie. Le foncteur V(F) est repré-
sentable par un k-espace analytique sur X, V(F), dit fibré vectoriel associé a F.

Démonstration. En suivant [Gro61d, Proposition 1.1], on suppose d’abord que F soit le faisceau de
Ox-modules Oy . Dans ce cas, on a les bijections fonctorielles en Y,

Hom(@{(’, Oy) — Hom(Gy,0y)" — T'(Y,Gy)".

Pour (K,Y) variable dans la catégorie des espaces analytiques sur k, le foncteur exprimé par le terme
a droite est représentable par I'espace A” ; donc, pour (K,Y, f) variable dans la catégorie des espaces
analytiques sur X, ce méme foncteur est représentable par le k-espace analytique sur X,

Ay :=Al xX.

On revient au cas d'un faisceau quelconque de Gx-modules de présentation finie F. La question étant
locale sur le k-espace analytique X, on peut supposer qu'il existe une suite extacte

@)’("L@)?LF

ol m, n = 0 sont des nombres entiers. Pour tout espace analytique sur X, (K,X, f), on en déduit une
suite exacte

0 —— Homg, -mod (f*G.)EF, Oy) —— Homg,-mod (@?, Oy) —— Homg,-mod (@{{n, Oy) .
Cela montre que le foncteur V(F) est représentable par le produit fibré

Al xpn X ————— X

/
Ap———4¢

ou f estle morphisme induit par 'homomorphisme ¢ et e est la section nulle. O
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Proposition 7.14 (Compatibilité aux changements de base). Soient (K,Y, f) un espace analytique sur
X et F un faisceau de Ox-modules de présentation finie. Le morphisme naturel de K-espaces analy-
tiques

V(f*ogF) — V(F)x xx Y

est un isomorphisme.
Corollaire 7.15 (Compatibilité al'’extension des scalaires). SoientK une extension analytique du corps
k et F un faisceau de Ox-modules de présentation finie. Le morphisme naturel de K-espaces analy-

tiques
V(@I’QF) — V(F)x

est un isomorphisme.

Corollaire 7.16 (Compatibilité a la construction des fibres). SoientX un k-espace analytique etK une
extension analytique du corps k. Pour tout faisceau F de Ox-modules de présentation finie, le mor-
phisme naturel de K-espaces analytiques

V(x*F) — V(F)y

est un isomorphisme.

Proposition 7.17 (Compatibilité a I'analytification). Soient X un k-schéma localement de type fini et
F un faisceau cohérent de Ox -modules. Le morphisme naturel de k-espaces analytiques

V(F™) — V()"

est un isomorphisme.

7.2.2. Espace analytique des morphismes linéaires. — Soit X un k-espace analytique. Pour tous fais-
ceaux de Ox-modules E, F, on consideére le foncteur

Hom, (FE): {espacesanalytiques surX} —— { groupes abéliens }

K)Y, f) ——— Homgy mod(f*®gE f*®gE)

Proposition 7.18. Soient E un faisceau de Ox-modules localement libre de rang fini et F un faisceau
de Ox-modules de présentation finie.
Le foncteur Hom, (EE) est représenté par le k-espace analytique V(E" ® F).

Proposition 7.19. SoitE un faisceau de Ox localement libre de rang r. Le foncteur en groupes

GL(E): {espaces analytiques surX } —— { groupes }
(K) Y’ f) | — AUtﬁy—mOd (f* COI*(E) f* COI*(E)

est représenté par le k-espace analytique surX en groupes GL(E).

7.2.3. Fibrés projectifs et grassmaniennes. — Soit X un k-espace analytique. Pour tout faisceau de
Ox-modules F et tout nombre entier r = 0, on consideére le foncteur

Grass, (F): {espaces analytiques surX | —— { ensembles }

K.Y, f) { E ) ‘ E localement libre de rang r, } / N

¢ : f*ogF — E epimorphisme
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Proposition 7.20. SoitF un faisceau de Ox-modules de présentation finie et r un nombre entier posi-
tif.

Le foncteur Grass,.(F) est représentable par un k-espace analytique sur X, Grass, (F), dit grassma-
nienne d’indicer deF.

Démonstration. La question étant locale sur X, on peut supposer que le faisceau de Ox-modules F est
engendré par une famille de sections {s;};e;. Pour tout espace analytique sur X, (K,Y, f), et toute partie
H c1a n éléments, on considere 'homomorphisme défini par les s; avec i € H,

PHY: @{(l — f*(DEF

Pour chacune de ces parties H de I, on définit une partie Grass, (F)(Y) de Grass,(F)(Y) par la condi-
tion suivante : Grass, (F)(Y) est formée des quotients E de f*F localement libres de rang r, tels que
I'homomorphisme composé
PHY .,
0y —— f*F——E
soit surjectif, et donc un isomorphisme. La partie Grass, (F)(Y) s'identifie a I'ensemble des homomor-
phismes y : f*F — 0 tels que yo @y y = id +p. En d’autres termes, si on définit les applications

Homegy.mod (f*E @){(l) — Homgy.mod (@{(l ) @){(l)
Q: Yy ——vyopny
B:wr——id

la partie Grass, (F)(Y) s’identifie a I'égalisateur des applications ay, . D’apres la Proposition 7.6, le
foncteur Grassy, (F) est représentable (dans ce cadre plus général) par I'égalisateur Grassy (F) des mor-
phismes de k-espaces analytiques sur X,

ap,p : Hom(E 6y) — Hom(Oy, Oy)

induits par oy, f. Par des arguments standard de recollement, on se raméne a démontrer les deux faits
suivants :

- Soit (K,Y, f) un espace analytique sur X. Etant donné un quotient localement libre de rang r de
f*@gF, I'ensemble des points y € Y tel que 'homomorphisme X(y)" — x*F déduit de I'homo-
morphisme composé

0y — f*ogF —E
soit surjectif, est ouvert, et égal a T seulement si le-dit composé lui-méme est surjectif.

— Avec les notations précédentes, la réunion des Uy est Y.

Le premier est une conséquence du lemme de Nakayama; le deuxiéme est vrai car les sections {s;}
engendrent f*®gF. Cela acheve la preuve. O

Proposition 7.21. Soient EF’ des faisceaux de Ox-modules de présentation finie. Le morphisme de
Segre
ogp : P(F) xxP(F) — P(F®F')

est une immersion fermée.

Proposition 7.22. SoientF un faisceau Ox -modules de présentation finie et r un nombre entier posi-
tif. Le morphisme de Pliicker
7 : Grass, (F) — P(A"F)

est une immersion fermée.
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Proposition 7.23 (Compatibilité aux changements de base). Soit (K, X, f) un espace analytique surX.
Soient F un faisceau de Ox -modules de présentation finie et r un nombre entier positif. Le morphisme
naturel de K-espaces analytique surX,

Grass, (f“F) — Grass, (F) xx X/,

est un isomorphisme.

8 Normes géométriques

Dans cette section on présente une notion de norme sur un espace vectoriel E de dimension finie
adaptée aux espaces analytiques. Si k est le corps de nombres complexes C on retrouve la notion de
norme sur EY ; si k est le corps de nombres réels on trouve la notion de norme sur EV ®g C invariante
sous 'action de Galois. Dans le cas non archimédien cette notion permet d’éviter des difficultés qui
apparaissent quand le corps n’est pas localement compact : I'étude est inspirée par [GI63] et [RTW11,
§1.2].

8.1 Normes géométriques sur les espaces vectoriels

8.1.1. Définition et propriétés fondamentales. — Soit k un corps complet pour une valeur absolue
|-]. Soit E un espace vectoriel sur k de dimension finie. Les lois de somme et de multiplication par les
scalaires définissent des morphismes de k-espaces analytiques

s:V(E) xV(E) — V(E) (somme)
h:Al xV(E) — V(E) (homothétie)

On désigne par ¢ la cordonnée sur A}C.

Définition 8.1. Une norme géométrique sur E est une application p : [V(E)| — R, satisfaisant aux
conditions suivantes :

i. homogénéité : le diagramme suivant

IA! x V(E)| —2—— |V(E)|

IAL] x [V(E)] P

[t]xp

R, xR, — 4 LR,

est commutatif (ot p désigne la multiplication de nombres réels) ;
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ii. sous-addivité ou inégalité triangulaire : si on consideére le diagramme suivant,

IV(E) x V(E)] —~—— |V(E)|

IVE)| x [V(E)] p

pxp

R, xR, — % R,
ol a désigne I'addition de nombres réels, alors on a
poasao(pxp);
iii. pour tout x € [V(E)|, si p(x) =0, alors x = 0.

On dit qu'une norme géométrique sur un k-espace vectoriel E est continue si elle '’est en tant que
fonctions su I’espace topologique |V(E)|.

Proposition 8.2. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie. Une application p : V(E) — R, est
une norme géométrique si et seulement si pour toute extension analytique K de k, I'application com-
posée

p
I I omy. (8,k) : Homg (E,K) —— [V(E)k]| IV(E)I R,

est une norme sur le K-espace vectoriel Homy (E,K).

Corollaire 8.3. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie muni d’'une norme géométrique p.
Pour toute extension analytique K de k, 'application composée

px: IVE)] V() —— R,

est une norme géométrique sur le K-espace vectoriel E ® K, qu’on appellera la norme géométrique
déduite par extension des scalaires de k a K.

Exemple 8.4 (Normes géométriques £7). Soient E un k-espace vectoriel de dimension finie n, 11, ..., t,
une base de E et g = 1 un nombre réel. En vertu de la Proposition 8.2 la fonction

pea: VEE) — Ry

x —— Y1)+ + 1, ()]
est une norme géométrique continue sur le k-espace vectoriel E. Il en est de méme pour la fonction

peeo : V(E) —— R,
x —— max{|f; (x)],..., |t ()]}

Proposition 8.5. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie. Si p,q sont des normes géomé-
triques sur I'espace vectoriel E, il existe des nombres réels c,C > 0 tels que

cq=p=Cq.
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Démonstration. On peut supposer que la norme géométrique g soit une norme géométrique ¢,
c’est-a-dire, de la forme
q:max{|tl|r---y|tn|}

ol f1,..., I, est une base du k-espace vectoriel E. Soit ey,...,e, la base de EY duale a 1,,..., ty, i.e, la
base formée par les éléments de la forme e; (z;) = 8;; (ol §;; estle delta de Kronecker). Soient x € V(E),
Kune extension analytique de k qui contient son corps résiduel complété et xx le K-point du K-espace
analytique V(E)x qui s’en déduit. En tant qu’élément du K-espace vectoriel EY ® K, le point xx s'écrit
sous la forme

n
x=) xieix
i=1

ol ejx = e;®1 € EY @ Ketles x; sont des éléments de K. D’apres I'inégalité triangulaire, on a :

n
p(x) = px(xx) = px (Z xiei)

i=1
n n
<) Ixilkpkle) = Y Ixilkp(e;)
i=1 i=1
n n
< ( p(e,-)) ‘max {|x;lx}= (Z P(ei)) q(x).
i=1 i=1,..,n i=1
On peut ainsi prendre C=Y"_, p(e;).

En suite, on suppose par 'absurde qu'’il n’existe pas de nombre réel ¢ > 0 tel que p = cq. 1l existe
alors une suite de points non nuls {x; : i = 1} de V(E) telle que pour tout nombre entier i = 1 on ait

1
p(x;) < ;q(xi). (8.1.1)

On peut construire par induction sur i une suite d’extensions analytiques emboitées {K;}, i.e. munies
de plongements isométriques K; — K;1, telle que K; contient les corps résiduels des points x,..., X;.
Le corps

limK;

i1
est naturellement muni d'une valeur absolue faisant des inclusions des K; des isométries. La complé-
tion K par rapport a cette valeur absolue est une extension analytique de k contenant tous les corps
résiduels des points x;. Pour tout i = 1, on note x;x le K-point du K-espace analytique V(E)x corres-
pondant.

On considére les normes sur le K-espace vectoriel de dimension finie EY K,

p(K), ¢(K) : EY ® K = Hom (E,K) — V(E) — R,.

Puisque EY ®; K est un K-espace vectoriel de dimension finie sur le corps complet K, il existe un
nombre réel ¢(K) > 0 tel que p(K) = ¢(K)g(K). En particulier, pour tout nombre entier i = 1 on a

p(x;) = pK)(xix) = c(K)g(xix) = cK)g(x;),

ce qui contredit (8.1.1). O

Corollaire 8.6. SoitE un k-espace vectoriel de dimension finie muni d’une norme géométrique conti-
nue p. Pour tout nombre réel r = 0, I'adhérence de la partie

{xeV(E):p(x)=r}

est compacte dans V(E).
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8.1.2. Norme associée a une norme géométrique. — Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie
muni d'une norme géométrique p : [V(E)| — R,. Pour tout ¢ € E, en vertu de la Proposition 8.5 la
fonction |z|/ p est borné supérieurement et inférieurement par des nombres réels. On pose alors

[£(x)]
lzllp:= sup .
0£xeV(E) P(X)

Lapplication ainsi définie est une norme sur le k-espace vectoriel E et on I'appelle la norme associée
a la norme géométrique p. Sila norme géométrique p est claire dans le contexte, on désigne la norme
Il simplement par || - ||.

8.1.3. Quotients. — Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie muni d'une norme géométrique
p. Soit m : E — F un homomorphisme surjectif de k-espaces vectoriels. Chomomorphisme n induit
une immersion fermée

€:V(F) — V(E).

Définition 8.7. La norme géométrique quotient sur F déduite de p et m est 'application composée

V() —= V(E) —2=— R, .

8.1.4. Sous-espaces. — Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie muni d’'une norme géomé-
trique p. Soit F un sous-espace vectoriel de E. L'inclusion € de F dans E induit un morphisme surjectif
de k-espaces analytiques

1:V(E) — V(BF).

Proposition 8.8. Avec les notations introduites avant, I’application
plg:=mp: VF) —— R,

y —— inf p(x)
n(x)=y

est une norme géométrique sur le k-espace vectoriel F, dite la restriction de la norme géométrique p
au sous-espaceF. Si de plus p est continue, alors p|r 'est aussi.

Lopération de soustraction de E induit un morphisme de k-espaces analytiques
s:V(E) x V(E) — V(E).

Définition 8.9. Soient pr,,pr, : V(E) x V(E) — V(E) les deux projections. Pour toutes parties X;,X,
V(E) on pose
dp(Xl,Xg) = inf{p(s(x)) :pr;(x) €X; pour i = 1,2}.

Proposition 8.10. Soient E un k-espace vectoriel muni d’'une norme géométrique continue et F c E
un sous-k-espace vectoriel.

Si plg désigne la restriction de la norme géométrique p au sous-espaceF, pour tout point y € V(F)2"
ona

ple(y) = dp (n1 (1), VEE/F)™).
Démonstration. Pour prouver |'égalité

ple(y) = dp (n~' (1), VEE/F)?),
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il suffit de montrer qu’on a
s(pry' () npry ' VE/B) = (9.

En effet, si cela est vrai, les nombres réels plr(y) et d, (n’l (y),V(E/F)an) sont le minimum de la fonc-
tion p sur la méme partie de E. On remarque d’abord que, comme V(E/F) contient le point 0, il suffit
de montrer I'inclusion

s(pry' () npry ' VE/B) et (9).

Quitte a prendre une extension analytique de k qui contient le corps résiduel de y, on peut supposer
que y soit un k-point. Dans ce cas on a

pry w7 (y) npry L V(E/F) = 1 (y) xx V(E/F).

Pour toute extension analytique K de k, pour K-point x de n~!(y) et pour tout K-point v de V(E/F) on
a alors
n(x—v)=n(x)—-n(v) =7n(x) =y.

Cela termine la preuve. O

8.1.5. Norme géométrique d’opérateur. — Soient E,F des k-espaces vectoriels de dimension finie
muni respectivement de normes géométriques pg, pr.
On munit le k-espace vectoriel Hom(E E) d'une norme géométrique p&% m(E,F) COMMe suit. Soient

¢ € Hom(E,F) = V(Hom(E E))

et K une extension analytique de k qui contient le corps résiduel complété de ¢. Soient @k : Ex — Fx
I’homomorphisme de K-espaces vectoriels associé et ¢y : V(Fx) — V(Ex) le morphisme de K-espaces
analytiques qui lui correspond.

En vertu de la Proposition 8.5 la fonction sur V(Fg) — {0},

o pEx (Y (X))
PEK(X)
est bornée et on pose

op ._ PEX ((pv ()
K (@)= sup —————.
pHom(E,F) ¢ O#xEVI?FK) PEk(X)

Il découle de la surjectivité du morphisme d’extension des scalaires que si K’ est une extension analy-
tiquedeKona

Priome,n K (@) = Pliom e K (@).

En vertu de la Proposition 5.46 cela définit donc une fonction ploi’)m(E F) Sur V(Hom(E, F)) et en vertu
de la Proposition 8.2 la fonction pglﬂ m(E,p) €St une norme géomeétrique.

8.2 Normes géométriques hermitiennes

8.2.1. Définition et propriétés. — Soit k un corps complet pour une valeur absolue archimédienne
|-]. Soit E un espace vectoriel sur k de dimension finie. Les lois de somme et de multiplicati