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1.1 FElectromagnétisme numérique et méthodes de type Galerkin dis-
continu

1.1.1 Electromagnétisme numérique : modélisation et applications

Les modéles mathématiques ont la capacité de décrire des phénomenes de nature trés variées,
qui peuvent étre tout aussi bien physiques, que biologiques, économiques, ou encore démogra-
phiques, géologiques, etc. Il existe un nombre considérable de modéles, de différentes familles,
parfois établis bien avant la naissance des premiers ordinateurs. Certains sont stochastiques
(avec prise en compte de l'aléatoire, pouvant également s’appliquer au traitement du signal et
de lI'image), d’autres déterministes (prenant par exemple la forme d"une équation différentielle
ordinaire ou d"un systéme d’équations aux dérivées partielles), et permettent de simuler des phé-
noménes du monde réel, pouvant ainsi jouer un rdle de prédiction. A 1’ere numérique, I’étude
et I’exploitation de ces modeles est essentielle pour 1'ingénieur. L'importance de la modélisation
numérique n’a cessé de croitre avec 'augmentation des capacités de calcul et de stockage des
ordinateurs et notamment avec 'avénement des calculateurs paralléles. Ceci a d’autant plus été
ressenti dans le domaine de 1’électromagnétisme avec la mise au point de nouvelles méthodes
numériques adaptées a ce type d’architecture de calcul. La simulation numérique dans ce do-
maine, traditionnellement réservée aux applications militaires comme la furtivité radar ou la
vulnérabilité des systéemes d’arme, s’est aussi ouverte a un large spectre d’applications civiles.

Ainsi, I’électromagnétisme numérique est aujourd’hui une discipline en plein essor et on constate
que son champ d’application s’est élargi a des contextes aussi variés que 1’électronique, les ac-
célérateurs de particules, la magnétohydrodynamique, I'optimisation de forme d’antennes, la
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conception de dispositifs hyperfréquences ou la compatibilité électromagnétique. Ce dernier est
particulierement crucial car les nouveaux matériaux qui composent les aéronefs, les batiments
ou les voitures, n’assurent plus la protection des nombreux composants électroniques contre la
foudre ou d’autres sources électromagnétiques. La santé au sens large est un autre contexte d’ap-
plication de 1’électromagnétisme numérique. Il s’agit essentiellement de quantifier numérique-
ment 1’absorption d"un champ électromagnétique dans des tissus biologiques, soit pour évaluer
les éventuels effets nocifs de 1’exposition a ces champs [Bernardi et al. 2001, Scarella et al. 2006],
soit pour des besoins de planification du traitement par hyperthermie (échauffement local des
tissus biologiques) de tumeurs cancéreuses [Lin et al. 2000, Siauve et al. 2003].

Les équations qui modélisent (i.e. le modele mathématique) les problemes de propaga-
tion d’ondes électromagnétiques est un systeme d’équations aux dérivées partielles appelées
équations de Maxwell. Celles-ci suscitent un engouement tant de la part des physiciens que de
la part des mathématiciens, en raison notamment des applications industrielles pressenties. La
simulation numérique a contribué & une meilleure compréhension des phénomenes physiques
sous-jacents, motivant de nombreuses recherches afin de parvenir a des méthodes qui restituent
au mieux les caractéristiques mathématiques de ces équations et 1'universalité de leur applica-
tion, avec a la clef un souci de performance.

1.1.2 Simulation des ondes électromagnétiques et résolution numérique des équa-
tions de Maxwell

Ces vingt dernieres années ont vu de nombreuses avancées méthodologiques concernant la
résolution numérique des équations de Maxwell, qui reste malgré cela une tache difficile, en
particulier lorsqu’il s’agit de prendre en compte des structures géométriques complexes ou
lorsque les milieux de propagation sont hétérogenes. C’est pourquoi plusieurs applications de
I'électromagnétisme numérique restent hors de portée des capacités des méthodes numériques
pour la résolution du systéme de Maxwell (dont un état de l'art est proposé dans l'article
[Reitich & Tamma 2004]).

Plusieurs difficultés émergent lorsque 1'on tente de modéliser et de développer des méthodes
de calcul pour simuler numériquement des phénomeénes de propagation d’ondes électromagné-
tiques :

¢ la plupart des phénomeénes électromagnétiques a modéliser requierent un domaine de cal-
cul non borné;

e la précision des méthodes d’approximation des équations d’une part, et la discrétisation
du domaine de calcul d’autre part, doivent étre compatibles avec le caractére ondulatoire
des phénomenes de propagation d’ondes électromagnétiques ;

e les nouveaux matériaux constituant les objets étudiés possedent des caractéristiques
électromagnétiques de plus en plus complexes o, par exemple, les hypotheses de linéarité
et d’isotropie ne s’appliquent pas. Ces matériaux nécessitent donc des algorithmes robustes
pour la résolution des équations de Maxwell ;

e les applications d’intérét industriel conduisent a la résolution numérique de systemes dis-
crets dont la taille, évaluée en termes du nombre d’inconnues pour atteindre une précision
donnée, est treés grande. Par exemple, les longueurs caractéristiques sont généralement
de l'ordre de quelques dizaines de longueur d’onde mais peuvent dépasser la centaine,
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conduisant a des maillages qui peuvent contenir jusqu’a dix millions de mailles pour des
maillages volumiques. La résolution numérique de problémes de cette taille ne peut se
faire qu’en exploitant pleinement les possibilités des calculateurs paralléles. L'algorithme
généré par la méthode doit donc avoir un haut degré de parallélisme.

Ce travail de these porte sur la résolution numérique des équations de Maxwell en domaine
temporel. Comme mentionné plus haut, différentes familles de stratégies de résolution, ont été
développées pour résoudre numériquement ces équations mais il semble qu'aucune méthode ne
soit prédominante, le choix étant déterminé essentiellement par le type d’application considéré.
Ces méthodes peuvent étre regroupées en plusieurs classes, suivant que 1’'on souhaite traiter les
équations de Maxwell en domaine temporel en regardant 1’évolution en temps du champ élec-
tromagnétique, ou les équations de Maxwell en domaine fréquentiel (ou régime harmonique) en
regardant cette fois-ci le comportement du champ électromagnétique lorsque le terme source suit
une dépendance harmonique en temps. Bien que ces deux formulations aient un lien physique
étroit (voir par exemple [Helluy 1994]), les méthodes numériques développées pour leur ap-
proximation peuvent s’attaquer indistinctement aux deux systémes d’équations ou au contraire
étre spécifiques a chacun. Les méthodes mises au point pour la résolution des équations en do-
maine temporel utilisent le plus souvent une formulation des équations au premier ordre, alors
que les méthodes congues pour la résolution des équations de Maxwell en domaine fréquentiel
s’appuient habituellement sur la formulation des équations du deuxiéme ordre dans laquelle
on élimine le champ électrique ou le champ magnétique, afin de réduire la taille des systemes
algébriques résultants.

Malgré d’importants progrés dans ces méthodes numériques, la méthode DFDT (Différences
Finies en Domaine Temporel) basée sur le tres répandu schéma de Yee [Yee 1966] (une des
premieres méthodes proposée par K.S. Yee en 1966) et [Taflove & Hagness 2005], reste 1’ap-
proche proéminente pour le traitement de problemes d’électromagnétisme numérique réalistes
en domaine temporel, grace en particulier a la facilité d’implémentation et aux faibles temps
de calcul. Dans la méthode DFDT, le domaine de calcul entier est discrétisé par un maillage
structuré (Cartésien), simplifiant ainsi le processus de discrétisation mais représentant aussi
la principale limitation de cette méthode lorsque des objets a géométrie complexe rentrent
en jeu. Les méthodes EFDT (Eléments Finis en Domaine Temporel) nodaux classiques sont
connues pour générer des modes parasites faussant les simulations numériques. Les éléments
finis d’arétes [Nedelec 1980, Nedelec 1986] ont été développés notamment pour s’affranchir de
ces problemes mais sont pénalisés par la complexité de mise en oeuvre et les cofits des cal-
culs. Les méthodes de VFDT (Volumes Finis en Domaine Temporel) en maillages non-structurés
[Cioni et al. 1993, Piperno et al. 2002] sont plus flexibles vis-a-vis de la prise en compte des hétéro-
généités du milieu de propagation et de formes géométriques irrégulieres, mais sont néanmoins
de précision limitée.

1.1.3 L’intérét croissant pour les méthodes de type Galerkin discontinu

Depuis ces dix dernieres années, des méthodes d’éléments finis discontinus, plus connues sous le
nom de méthodes GDDT (Galerkin Discontinu en Domaine Temporel) sont apparues et semblent
offrir un cadre propice a la construction de méthodes de discrétisation de précision élevée. Grace
a l'utilisation d’espaces éléments finis discontinus, les méthodes GDDT peuvent facilement étre
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traitées avec des éléments de différents types et formes. De plus, aucune continuité n’est im-
posée aux interfaces entre les éléments et le degré du polyndome d’interpolation peut aussi va-
rier localement, permettant ainsi d’offrir une grande flexibilité dans la conception des maillages
(qui peuvent étre non-structurés, non-conformes, etc.). Les méthodes GDDT ont été dévélop-
pées sur des maillages quadrangulaires en deux dimensions d’espace (2D) ou hexaédriques en
trois dimensions (3D) [Cohen et al. 2006, Pernet et al. 2006, Montseny et al. 2008], aussi bien que
sur des maillages triangulaires (cas 2D) ou tétraédriques (cas 3D) [Hesthaven & Warburton 2002,
Fezoui et al. 2005, Fahs 2009a, Fahs & Lanteri 2010, Dosopoulos & Lee 2010a]. Les méthodes de
type Galerkin discontinu présentent plusieurs avantages parmi lesquels :

o elles sont naturellement adaptées a la discrétisation de fonctions discontinues et a la prise
en compte d’hétérogénéités (par exemple du milieu dans le cas d"un probléme de propa-
gation d’ondes),

o elles se prétent bien a 'utilisation de maillages non-structurés pour la discrétisation de
géométries complexes,

o elles autorisent un raffinement local non-conforme du maillage et un degré d’interpolation
variable en espace (en d’autres termes, elles définissent un cadre idéal pour la mise au point
de méthodes auto-adaptatives),

e elles sont naturellement parallélisables.

Ce caractere discontinu de I'approximation impose d’avoir recours a une formulation faible lo-
cale c’est-a-dire dont le support d’intégration est 1'élément (un triangle ou un quadrangle en
2D, un tétraedre ou un hexaédre en 3D). Une intégration par parties fait alors apparaitre un
terme de bord dont le calcul conduit a I'introduction d"une fonction de flux numérique (similai-
rement a ce qui est réalisé dans les méthodes VFDT [Cioni et al. 1993, Piperno et al. 2002]). Une
particularité de la méthode GDDT est d’utiliser une fonction de flux numérique centrée. Par
ailleurs, ces méthodes ont aujourd’hui atteint une certaine maturité et permettent de s’adapter
a des contextes de modélisation de plus en plus complexes, comme [Dosopoulos & Lee 2010a,
Dosopoulos & Lee 2010b, Konig et al. 2010, Niegemann et al. 2009, Stannigel et al. 2009] entre
autres; elles ont alors réussi a s’intégrer dans plusieurs communautés scientifiques et techno-
logiques. Nous pouvons aussi relever que cette méthode a été pour la premiere fois choisie pour
un logiciel commercial comme alternative en domaine temporel d"un outil bien connu de simula-
tion d’ondes électromagnétiques [Songoro et al. 2010]. Dans tous les travaux cités précédemment
sur les méthodes GDDT, le premier ordre, ou mixte, des équations de Maxwell instationnaires
est considéré ainsi qu’a travers chaque élément le champ électromagnétique est approché par un
polyndme d’interpolation nodal d’ordre arbitraire.

1.2 Le but des méthodes hybrides

Par la suite, plusieurs essais ont été réalisés pour développer et combiner des méthodes en do-
maine temporel sur des maillages structurés avec des formulations VFDT (qui peut étre vue
comme le plus bas ordre de la méthode GDDT), EFDT ou encore GDDT sur des maillages non-
structurés. Une stratégie de bas ordre allant dans ce sens est présentée dans [Ferrieres et al. 2004,
Yang et al. 2000] ou [Edelvik & Ledfelt 2000] sous la forme d’une combinaison de DFDT avec
VEDT . Une hybridation VFDT avec une méthode DFTD d’ordre élevé est également étudiée
dans l'article [Nordstrom & Gong 2006] pour des problemes hyperboliques ot la procédure de
couplage est basée sur une estimation de 1’énergie. Une méthode hybride mixant DFDT avec



1.3. Objectif, contributions, et plan de la these 5

GDDT est décrite dans [Garcia et al. 2008] pour des problémes 2D. Le principal objectif, comme
dans la plupart des méthodes hybrides de ce type, est de modéliser avec précision les détails
géométriques d’objets courbes, tout en maintenant la simplicité et la rapidité de DFDT pour le
reste du domaine de calcul. Ces stratégies reposent sur un schéma couplé simple, une couche in-
termédiaire (i.e. un recouvrement) d’éléments quadrangulaires est introduite entre la grille Car-
tésienne (de la méthode DFDT) et le maillage triangulaire (de la méthode GDDT). A l'intérieur
de cette couche, DFDT est alors considéré comme un cas particulier (plus précisément d’ordre 0)
de GDDT et vice versa. Un flux centré est choisi pour la méthode GDDT et les deux méthodes
utilisent un schéma saute-mouton d’ordre 2 pour la discrétisation en temps. Un autre couplage
GDDT-DFDT, utilisant également une couche intermédiaire, a été développé pour les équations
de I'aéroacoustique dans [Léger 2011], traitant de problemes a la fois 2D et 3D.

Dans un esprit similaire, des hybridations EFDT-DFDT ont été proposées comme par
exemple dans [Beilina & Grote 2010] ott un estimateur d’erreur a-posteriori est dégagé. Ces
combinaisons font souvent appel a une stratégie hybride également pour l'intégration en
temps, ou un schéma explicite est appliqué sur la grille Cartésienne (utilisant DFDT) et
un schéma implicite, ou implicite/explicite, est employé sur la partie non-structurée (utli-
sant EFDT) du maillage [Zhu et al. 2012, Hallerod & Rylander 2008, Venkatarayalu et al. 2007,
Degerfeldt & Rylander 2006]. Cette méthode hybride EFDT-DFDT peut étre de plus parallélisée
[Xie et al. 2009]. Une comparaison entre un solveur hybride VFDT-DFDT et un autre solveur hy-
bride implicite/explicite EFDT-DFDT a été réalisée pour des problemes complexes de diffraction
[Edelvik & Ledfelt 2002] ; il apparait que la méthode EFDT-DFDT converge plus rapidement, est
plus efficace et donne des résultats plus précis. Par ailleurs, une autre approche, moins générale,
est proposée dans [Schnepp et al. 2010]. Il s’agit d"un schéma combinant une méthode VFDT avec
la technique d’intégration finie ; un seul type de maillage est utilisé (Cartésien) et cette hybrida-
tion vise a améliorer les propriétés de dispersion le long d"une direction.

Une hybridation d’ordre élevé a récemment été étudiée dans [Davies ef al. 2009] qui combine une
méthode d’éléments finis spectraux sur un maillage quadrangulaire avec une méthode GDDT
sur un maillage triangulaire. Le couplage des deux méthodes est obtenu en utlisant un flux nu-
mérique décentré sur la frontiére interne (c’est-a-dire entre les maillages triangulaires et quadran-
gulaires). Dans les deux méthodes, un schéma Runge-Kutta d’ordre 4 est choisi pour I'intégration
en temps. La précision de cette méthode hybride EFDT-GDDT est clairement démontrée pour
des problemes en 2D mais il ne figure pas de comparaison avec des maillages completement tri-
angulaires. Enfin, une méthode hybride proposée dans l’article [Hermann et al. 2010], considére
un schéma GDDT en maillages hybrides triangulaires/quadrangulaires pour la propagation des
ondes sismiques en 2D, cette approche rejoint davantage ce que nous allons maintenant proposer.

1.3 Objectif, contributions, et plan de la these

Comme pour les méthodes hybrides discutées plus haut, 1’objectif général de notre étude est
d’améliorer 1'efficacité globale de la simulation numérique de scenes de propagation mettant
en jeu des structures irrégulieres entourées de zones de vide. Pour cela, on cherche a combiner
l'usage de quadrangles (cas 2D)/hexaédres (cas 3D) orthogonaux pour discrétiser les zones de
vide et le recours a des triangles (cas 2D)/tétraedres (cas 3D) pour une discrétisation fidéle des
structures irréguliéres. On imagine aussi que le fait d’utiliser deux types d’élément raccordés de
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facon non-conforme, va permettre de simplifier la construction du maillage de telles scenes de
propagation en envisageant un processus de discrétisation par zone avec des interfaces planaires
entre zones. Contrairement aux travaux similaires réalisés jusqu’ici, on vise dans notre étude
l"utilisation d’un schéma unique, de type Galerkin discontinu, et on cherche a exploiter pleine-
ment les possibilités de ce type de schéma, notamment la non-conformité de la discrétisation
(i.e. en autorisant la présence de nceuds flottants) et de I’approximation (i.e. en réglant locale-
ment le degré de la représentation polynomiale de la solution). L'adoption d'un schéma unique
va aussi permettre de réaliser une analyse rigoureuse, de stabilité et convergence a-priori, du
schéma Galerkin discontinu résultant en offrant un cadre variationnel adapté.

Danas ce contexte, les principales contributions de ce travail de thése sont les suivantes :

e La formulation d"une méthode Galerkin discontinue en domaine temporel, que nous no-
tons GDDT-P,Qy, combinant une interpolation polynomiale nodale de degré p en triangle
(cas 2D)/tétraedre (cas 3D) et une interpolation polynomiale nodale de degré k en qua-
drangle (cas 2D)/hexaedre (cas 3D) pour la résolution numérique des équations de Max-
well instationnaires 2D et 3D. Cette méthode GDDT-IP,Q; repose sur 1'utilisation de flux
centrés pour l’évaluation des intégrales aux frontiéres entre éléments voisins et sur des
schémas d’intégration en temps explicites de type saute-mouton.

e L’analyse mathématique de la méthode GDDT-P,Qy. Du fait de I'utilisation de flux centrés
et de schémas d’intégration en temps de type saute-mouton, la méthode GDDT-P,Q; résul-
tante est non-dissipative. On étudie tout d’abord la stabilité de cette méthode par une ap-
proche énergétique et on prouve que la méthode GDDT-P, Qy est stable sous une condition
de type CFL simple. On produit aussi une estimation a-priori de I’ordre de convergence de
la méthode.

e Une étude numérique détaillée de la méthode GDDT-P,Qy en 2D. On peut alors utiliser des
maillages hybrides triangulaires/quadrangulaires conformes ou non-conformes, et donc
évaluer I'impact de la non-conformité, principalement sur la précision des calculs. On vé-
rifie numériquement les estimations théoriques (stabilité et convergence) en considérant
un probléme test académique. On présente aussi des résultats de simulations numériques
portant sur des problémes de propagation en milieux homogenes et hétérogenes.

e Une mise en ceuvre en 3D de la méthode GDDT-PP,Q; sur la base de maillages hybrides
tétraédriques/hexaédriques non-conformes d’un certain type. On présente des résultats de
simulations numériques portant sur un probleme test simple permettant de valider une fois
de plus les propriétés théoriques de la méthode, ainsi que sur deux autres problémes tests
afin d’étudier le comportement numérique (notamment l’existence de réflexions parasites
aux interfaces non-conformes) de la méthode et ses performances computationnelles.

Ce mémoire de these est organisé de la facon suivante :

e Dans le Chapitre 2, nous commencgons par positioner de probleme de Maxwell : apres
quelques rappels historiques et physiques (sur la modélisation des phénomenes électro-
magnétiques), nous présentons le systeme des équations de Maxwell en domaine tempo-
rel. Nous formulons ensuite, en détaillant les différentes étapes, la méthode de type Galer-
kin discontinu GDDT-P,Q; en maillages multi-éléments tétraédriques / hexaédriques en
trois dimensions d’espaces. Enfin, nous exposons les schémas explicites de discrétisation
en temps de type saute-mouton d’ordre 2 et d’ordre 4.
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e Le Chapitre 3 a pour objet d’analyser mathématiquement la méthode GDDT-P,Qy pro-
posée. Premierement, nous étudions la stabilité L2 théorique de ce schéma : aprés avoir
démontré qu’il conserve une énergie discrete, nous exhibons une condition suffisante de
stabilité de type CFL. La seconde analyse consiste a prouver la convergence en h de ce
schéma conduisant a un estimateur d’erreur a-priori théorique.

e Le Chapitre 4 est conscacré a plusieurs expériences et tests numériques en deux dimensions
d’espace. Nous exposons tout d’abord le systeme des équations de Maxwell 2D et donnons
des indications sur l'implémentation de la méthode GDDT-P,Q; en maillages hybrides
triangulaires / quadrangulaires visant a la résolution numérique de ce systéme. Plusieurs
cas tests sont mis en ceuvre afin de montrer différentes propriétés et caractéristiques de la
méthode : convergence numérique, performance, comparaison avec des maillages triangu-
laires, etc.

e Dans le chapitre 5, nous présentons, dans un esprit similairs au chapitre 4, les expériences
numériques en trois dimensions d’espace. Nous donnons ici aussi des explications sur I'im-
plémentation de la méthode GDDT-P,Q; ou de nouvelles difficultés sont en jeu. Apres
avoir décrit les problémes tests considérés, nous commentons et discutons les résultats ob-
tenus au cours des différentes expérimentation et montrons d’autres particularités de la
méthode hybride.

e Enfin, dans le chapitre 6 nous résumons et synthétisons 1’ensemble des résultats obtenus,
ainsi que les apports de cette méthode de type Galerkin discontinu en maillages hybrides.
Nous terminons par énoncer les perspectives a court et a long termes.
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CHAPITRE 2
Résolution des équations de Maxwell
par une méthode GDDT-P, Q)
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Ce chapitre est destiné a exposer le contexte physique et méthodologique de cette étude.
Nous positionnons le probleme de Maxwell, en rappelant les origines du phénomene on-
dulatoire (électromagnétique), et en expliquant la modélisation de ce probleme aboutissant
a un systeme d’équations aux dérivées partielles instationnaires. Nous présentons ensuite
la méthode Galerkin discontinue en maillages multi-éléments tétraédriques / hexaédriques
en trois dimensions d’espace, que nous appelons méthode GDDT-PP,Q;. Nous formulons
enfin des schémas d’intégration en temps de type saute-mouton du deuxeme ou du qua-
triéme ordre.

2.1 Equations de Maxwell tridimensionnelles

2.1.1 Aspects historiques et équivalence des formulations intégrales et E.D.P.

Rappelons 1’aspect historique de ces équations. Les équations de Maxwell sont des lois fonda-
mentales de la physique qui constituent les postulats de base de 1’électromagnétisme. Ces équa-
tions représentent une synthése harmonieuse des diverses lois expérimentales découvertes (lois
de l'électrostatique, du magnétostatique, de l'induction, etc.) par les prédécesseurs de James
Clerk Maxwell, qui régissaient 1’électromagnétisme avant que ce dernier ne les réunisse. Elles
donnent ainsi un modele mathématique précis au concept fondamental de champ introduit en
physique par Michael Faraday dans les années 1830. Cette synthese n’a été possible que parce
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que Maxwell a su dépasser les travaux existants, en ajoutant dans une équation un "chainon
manquant", appelé le courant de déplacement, dont la présence assure la cohérence de 1’édifice
unifié. De plus, les équations de Maxwell montrent notamment qu’en régime stationnaire, les
champs électrique et magnétique sont indépendants I'un de 1’autre (totalement découplés), alors
qu’ils ne le sont pas en régime variable (i.e. instationnaire). Dans le cas le plus général, il faut
donc parler du champ électromagnétique, la dichotomie électrique/magnétique n’étant plus va-
lable. Ces travaux de Maxwell ont permis ultérieurement les deux plus grandes avancées de la
physique moderne, a savoir la théorie de la relativité restreinte et la physique quantique.

Trois publications de James Clerk Maxwell furent essentielles lors de ses travaux sur ces équa-
tions. La premiére est un papier en quatre parties, publié entre 1861 et 1862 [Maxwell 1862] (Max-
well était alors agé de 30 ans) et intitulé On Physical Lines of Force dans lequel apparaissent d’ores
et déja individuellement (i.e. de fagon séparées) chacune des équations de Maxwell modernes.
C’est dans ce papier que Maxwell introduit le concept de courant de déplacement pour étendre
aux régimes instationnaires le théoreme d’Ampere, alors valide en magnétostatique. Le docu-
ment a inauguré une nouvelle ere de 1’électrodynamique classique et a déclenché également de
nouveaux progres mathématiques dans le domaine du calcul vectoriel. Pour cette raison, il est
considéré comme 'une des publications les plus importantes historiquement dans le domaine
de la physique et de la science en général. Dans l'article A Dynamical Theory of the Electromagnetic
Field [Maxwell 1865], plus précisément dans la partie III intitulée General Equations of the Elec-
tromagnetic Field, Maxwell présente vingt équations a vingt inconnues (il utilise alors la version
modifiée du théoreme d’Ampere en y ajoutant le courant de déplacement au terme de courant
électrique). Dans ce papier, Maxwell propose de plus, pour la premiére fois, une vision de la
lumiere comme un phénomeéne (une onde) électromagnétique. C’est en 1873, dans son célebre
ouvrage A treatise on Electricity and Magnetism [Maxwell 1873], que les équations apparaissent
pour la premiere fois dans leur forme pleinement développée; la aussi, vingt équations, déja
modifiées par rapport a la version de 1865, et écrites a ’aide de quaternions. Ce n’est que plus
tard, dans les années 1880, que le physicien autodidacte Oliver Heaviside, réécrivit les équations
de Maxwell dans leur forme actuelle. Il reformula alors les vingt équations en quatre équations
écrites sous une forme vectorielle (huit équations au total, aux dérivées partielles, et en faisant
intervenir, entre autres, la notation V).

Les équations de Maxwell actuelles sont connues sous deux formes différentes : formulations a
I'aide d’équations intégrales et formulations a I'aide d’équations aux dérivées partielles (E.D.P.).
Nous nous intéressons, dans ce document, uniquement au systéeme formulé par des E.D.P.
(i.e. formulations locales), et nous ne retranscrirons donc pas les formulations intégrales. Ce-
pendant, il est important de rappeler que ces deux formulations sont équivalentes, ceci se dé-
montre a 'aide de deux théorémes majeurs en physique mathématique, que nous mentionnons
brievement. Le théoréeme de la divergence de Gauss (ou théoreme de Gauss-Ostrogradsky, ou
théoreme de flux-divergence, ou encore théoreme de Green-Ostrogradsky) s’énonce de la ma-
niere suivante : soit F : R® —— R3 un champ de vecteurs sur un volume V € R3 dont la frontiere
est la surface fermée 0V, alorson a :

///VdiV(F) dx = ﬁgv (F-n) dS,

ou "-" désigne ici le produit scalaire usuel, dx est un élément de volume, dS un élément de surface
infinitésimal de la frontiére 0V bornant V, et 1i la normale unitaire sortante a cette surface. Ce

"won
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théoreme permet par ailleurs de déduire les formules d’integration par parties de Green. Le
second théoreme, nommé théoreme de Kelvin-Stokes (ou théoréme de Stokes), s’applique au
méme champ de vecteurs F et a une surface X dont le contour est 0%, une courbe fermée orientée

dans R3 :
//Z (rot(F) - i) dS — 5582 (F-¥) dI,

ou dl est un élément de longueur infinitésimal de la courbe frontiere 0%, et f le vecteur tangent
unitaire a 0X. On peut alors déduire les formulations E.D.P. des équations de Maxwell a partir des
formulations intégrales, en appliquant ces deux théoremes et en prenant un volume (ou une sur-
face) infinitésimal ; la réciproque se démontre facilement en appliquant également ces théorémes.
Aujourd’hui, les théoremes de Kelvin-Stokes et de divergence de Gauss sont simplement des cas
particuliers du théoréme de Stokes généralisé, en géométrie différentielle. Nous concluons cette
sous-section par une anecdote concernant le théoreme de Kelvin-Stokes : ce dernier est apparu
pour la premiere fois dans une lettre de William Thomson, plus connu sous le nom de Lord Kel-
vin, a Sir George Stokes, le 2 Juillet 1850. Stokes posa alors ce théoreme comme une question
a I’examen du Prix Smith en 1854, et le gagnant de ce prix (premier ex-eecquo), cette année 1a,
n’était autre que James Clerk Maxwell.

2.1.2 Présentation des équations de Maxwell et matériaux diélectriques

Soit () un ouvert, borné et régulier de R3 de frontiere 0Q). Un champ électromagnétique dans ()
est décrit par un quadruple champ de vecteurs :

E(x,t) : champ électrique,

H(x,t) : champ magnétique,

D(x,t) : induction électrique,

B(x,t) : induction magnétique,

ol x = (x1,x2, x3)T et chacun de ces champs ont trois composantes. Une étude d'un phénomeéne
électromagnétique consiste a déterminer a I'instant t € RT et au point x € R? les quatres champs
de vecteurs ci-dessus. Ces derniers sont reliés a :

p(x,t) : densité de charge électrique,
j(x,t) : densité de courant.

Remarque : p est scalaire et j a trois composantes.

Les variations en espace et en temps de ces quantités sont alors régies par les équations de
Maxwell :

( 9;B + rot(E) = 0 : équation de Maxwell-Faraday,
oD —rot(H)+j = 0 : équation de Maxwell-Ampere,

div(D) = p : équation de Maxwell-Gauss,

div(B = 0 : équation du flux magnétique,
q gnetiq
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d
ol d = 5 L’équation de Maxwell-Faraday (trois équations au total) lie la force électromotrice

a la variation de flux d’induction. L'équation de Maxwell-Ampere (forme locale du théoréme
d’Ampere assorti de la correction de Maxwell, trois équations au total) quant a elle relie le champ
magnétique a ses sources et au champ électrique. L'équation de Maxwell-Gauss (une seule équa-
tion, qui sous sa forme intégrale est connue sous le nom de loi de Gauss) relie le champ électrique
a ses sources. Enfin, I'équation du flux magnétique postule I’absence de charge magnétique (une
seule équation). Nous avons alors ici un systeme de huit équations a douze inconnues (B, D, E
et H).

Nous notons de plus que les densités p et j sont alors nécessairement reliées par la loi de conser-
vation de la charge (en prenant la divergence de I'équation de Maxwell-Ampere, en dérivant
I’équation de Maxwell-Gauss et en ajoutant, membre & membre, les deux équations obtenues) :

Or, ces équations ne suffisent pas a caractériser le champ élctromagnétique. Il convient alors de
décrire les lois de comportement du matériau qui vont permettre de relier les champs D et E
(resp. B et H) ainsi que de préciser les propriétés de conduction du matériau qui vont induire
une relation entre la densité de courant j et le champ électrique E.

Nous nous contenterons ici de considérer des matériaux linéaires isotropes sans perte. Les lois
de comportement de ces matériaux obéissent aux principes suivants :

e la loi reliant D (resp. B) a E (resp. H) est locale en espace et en temps : D(x, t) ne dépend
que de E(x, t) (pour un méme x et un méme ¢),

e laloireliant D a E est indépendante de la direction de D (hypothése d’isotropie du mileu),

e laloireliant D a E est linéaire : cette hypotheése est toujours justifée quand on considere des
champs d’intensité suffisamment faible.

Ces considérations entrainent que D (resp. B) est proportionnel a E (resp. H). On introduit alors
deux fonctions scalaires £(x) et j(x) telles que 1’on ait, en tout point et & tout instant :

D(x,t) = e(x)E(x,t),

B(xt) = u()H(x1),
ol ¢ et y sont respectivement la permittivité diélectrique et la perméabilité magnétique du milieu.
Pour des raisons énergétiques, les quantités ¢(x) et p(x) sont strictement positives. La dépen-
dance en x de ces coefficients caractérise une éventuelle hétérogénéité du mileu de propagation.
Dans le vide, qui est un milieu homogene particulier, ces quantités, notées alors ¢ et g, prennent
les valeurs suivantes :

{so — (36m.10°) ',
po = 4m1077.

La vitesse de propagation ¢y des ondes dans le vide est donnée par :

2
gopocy =1,

cette égalité reste valable pour des valeurs de ¢, u et de la vitesse de propagation (notée alors c)
relatives. Ceci donne alors numériquement la valeur bien connue de la vitesse de la lumiere :
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co = 3.108 m.s~ 1.

Il nous reste enfin a présenter la modélisation des propriétés de conductivité. Il convient en gé-
néral de diviser la densité de courant j en deux parties :

j(x, t) = is(x/ t) + jC(X,t),

ol js est un courant source, qui, dans la pratique, sera une donnée des problemes que 1’on aura
a résoudre, courant imposé de fagon "extérieure" et ou1 j. est le courant de conduction, dt aux
mouvements des électrons libres dans le matériau. C’est la caractérisation de j. qui fait intervenir
les propriétés intrinseques du matériau. Le plus souvent, j. est relié au champ électrique par la
loi d’'Ohm :

je(x, 1) = o(x)E(x, 1),

o1, dans un milieu isotrope, (x) est une quantité scalaire et positive appelée conductivité élec-
trique du matériau. Lorsque ¢ = 0, le milieu est non conducteur. C’est, par exemple, le cas du
vide. En général ¢ > 0 est synonyme de phénomenes d’absorption : une onde qui se propage
dans un milieu conducteur est atténuée au cours de sa propagation.

2.1.3 Réécriture des équations et conditions aux limites

Nous pouvons a présent, réécrire un systeme d’équations ot seuls les champs électrique et ma-
gnétique E et H vont intervenir. A partir de maintenant, les équations que nous présentons sont
celles que nous étudions tout au long de ce document. Nous rappelons que () est un ouvert,
borné et régulier de R® de frontiére dQ). Le systéme des équations de Maxwell tridimensionnelles
est donné par :

edtE —rot(H) = —0E—js,
2.1)
uoH+rot(E) = 0,
ou
Ex(x/ t) Hx(x, t)
E(x,t) = [ E,(x 1) et H(x,t)=| Hy(xt)
E.(x,t) H.(x,t)

Nous pourrions adjoindre les deux équations :
div(¢eE) = p,
div(uH) = 0,
mais ceci n’est pas utile car ces derniéres sont considérées comme redondantes, en effet :

e l'équation div(eE) = p peut étre considérée comme définissant le densité de charge p(x, t),
e 'équation div(yH) = 0 est une conséquence, a une dérivation par rapport au temps pres,
de la seconde équation de (2.1).
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Les équations (2.1), qui sont désormais un systéme de six équations (deux équations vectorielles
de trois composantes chacune) a six inconnus (E et H), ont été redimensionnées et ¢ et p défi-
nissent des quantités relatives. Notre objectif est de résoudre le systeme (2.1) sur Q) de frontiere
0Q) = 90" U O™, en le complétant par les conditions aux limites suivantes, oii n désigne la
normale sortante a 9() :

e sur d0)" : n x E = 0, qui est appelée condition aux limites métallique ;

e sur 90" : F(E,H) = F(Einc, Hinc) o1 F(X,Y) = n x X —zn x (Y x n), avec z = //e et
(Einc, Hinc) un champ incident donné. Cette condition est dite absorbante, ou plus précisé-
ment condition de Silver-Miiller qui est une approximation du premier ordre de la condi-
tion aux limites absorbante exacte. Le bord dQ)*, sur lequelle cette condition est appliquée,
représente une troncature artificielle d’'un domaine de calcul infini.

Ce probleme est également muni de conditions initiales (i.e. pour ¢ = 0) que nous explicitons
en début de section 3.2. De cette maniére, mathématiquement, seules les équations (2.1), munies
des conditions aux limites et initiales, suffisent & déterminer de fagon unique la solution (E, H)T.
Nous préciserons en détails dans quel cadre fonctionnel il convient de chercher la solution, en
début de section 3.2.

Nous réécrivons le systéme (2.1) sous une forme condensée, appelée aussi forme pseudo-
conservative :

QW)+ V- F(W) =], (2.2)
ou:
Q = [€I3X3 033 ] une matrice de taille 6 X 6,
O3x3  pl3x3
—0E —j
E 0 Js F (W)
W = <H>ER6,]: 0 cRlet FW) = | R(W) | € R,
F(W)
0
avec :
[ 03 3 N1 1 T
F(W) = _ —;11 03 W = (0, H;, —H,, 0, —E., E,)" €RS,
B(W) = Oaxs N2y _ (—H,, 0, Hy, E,, 0, —E)" € RS,
| —N2 03x3 |
[ 03 3 N3 1 T
F(W) = _ _133 055 | W = (H, —H, 0, —E,, E;, 0) €RS,

et N1, N», N3 sont les matrices (anti-symétriques) données par :

0 0 0 0 0 -1 0 10
Ny=1[0 0 1 , No=10 0 0 , Ng3=| =1 0 0
0 -1 0 1 0 O 0 00
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non

Il est important de souligner que la notation "-" est ici un abus de notation dans le sens o1 il ne
s’agit pas 1a d"un produit scalaire. Nous définissons celle-ci, uniquement pour cette sous-section

a
et pour les sous-sections 2.2.1 et 2.2.2, de R3 x R18 dans R? : soit a = a € R? et soit
as
by
b= b, e R®oub, désigne les 6 premieres composantes de b, b, les 6 suivantes et bz les
b3

6 dernieres, on a alors:a-b = a;by + asb, + azbs.

Ainsi, dans le systéme (2.2) ona:

V-F(W) =0y, F1(W) + 05, (W) + 0., F3(W) € R,

2.2 Discrétisation spatiale en maillage hybride par une méthode
GDDT-P,Q;

Nous présentons dans cette section ’ensemble des étapes de la méthode Galerkin discontinue en
trois dimensions, d’ordre arbitraire, en maillage hybride tétraédrique / hexaédrique (triangulaire
/ quadrangulaire en deux dimensions), que I'on appelle méthode GDDT-P , Q.

Le domaine () est supposé discrétisé par (), = Ufil ci = I, U2y, oltles c; désignent des cellules
qui sont des tétraedres (€ .73,) ou des hexaedres (¢ Z;,) en 3D (des triangles ou des quadrangles
en 2D).

Dans le cas 2D, le maillage obtenu peut étre conforme, ou non-conforme (comme par exemple
dans [Fahs 2009a, Fahs & Lanteri 2010]) i.e. comportant des noeuds flottants sur une face com-
mune a deux éléments de différents types. D’autre part en 3D, pour obtenir un maillage hy-
bride conforme, il faut faire appel a des éléments intermédiaires (car les faces des tétraedres
sont des triangles alors que celles des hexaédres sont des quadrangles), prismes ou pyramides
(cf [Bergot et al. 2010]), ce qui complique notablement le processus de construction du maillage.
Dans le cadre d"une méthode de discrétisation Galerkin Discontinue, il n’est pas nécessaire d’im-
poser une telle conformité. Dans la présente étude, nous considérons des maillages hybrides
et non-conformes, tout en nous limitant a un certain type de non-conformité schématisé sur la
tigure FIG. 2.1.

Autrement dit, on se limitera au cas oti, sur une face hybride, 'ensemble des faces triangulaires
(issues des tétraedres) coincide avec la face quadrangulaire de I’hexaédre voisin. Nous schéma-
tisons sur la figure FIG. 2.2, un exemple de non-conformité quelconque ne correspondant pas a
ce cadre.

Sous cette condition, nous pouvons de plus faire coincider plusieurs faces triangulaires avec la
face quadrangulaire de I'’hexaédre voisin. Ce nombre de faces est indicé par un entier que 1’on
note 7,,¢ (cf FIG. 2.3). Par convention, 1,,s = 1 correspond au cas, ol une face quadrangulaire
coincide avec 2 faces triangulaires, n,,s = 2 lorsqu’elle coincide avec 8 faces triangulaires, etc.
Nous reviendrons sur cet indice de raffinement dans le chapitre 5.
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/ 2

q2

tl

FIG. 2.1 — Gauche : Type de non-conformité considérée en 3D, entre un hexaédre (q2) et deux
tétraedres (t1 et t2). — Droite : Vue 2D d’une face hybride non-conforme entre I’hexaedre g2 et les
deux tétraédres t1 et t2.

FIG. 2.2 — Exemple de non-conformité entre plusieurs éléments, sortant du cadre considéré.

FIG. 2.3 - Exemples de non-conformités considérées. Gauche : n,,¢ = 1. — Droite : 1,5 = 2.
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2.2.1 Formulation faible avec fonctions tests scalaires

Pour la présentation des schémas de discrétisation, nous considérons uniquement des frontieres
métalliques (i.e. 00)* = &) et nous supposons également J] = 0. Nous notons ¢ une fonction test
scalaire. En multipliant (2.2) par ¢ et en intégrant sur c;, nous obtenons :

/VQ(atW)l[J dx—i—/v(V-F(W))t/J dx = 0. (2.3)

En utilisant une formule d’intégration par parties (Green), nous avons :

/ Q3 W) dx — / Vo F(W) dx +/a (#- F(W))  dS = 0. (2.4)
cj Cj Ci

Soit P [c;] I'espace des fonctions polynomiales de degré au plus p sur ¢; € 7, (par exemple,
les polynomes P, en 2D sont de la forme ag + ajx1 + a2xp + azxix2 + uc4x% + uc5x%), muni de
la base locale ¢; = (@i, @i, ..., @ia.)" avec d; le nombre de degrés de liberté pour le tétra-
eédre ;. Soit Qx[c;] I'espace des fonctions polynomiales de degré au plus k par rapport chaque
variable séparément sur ¢; € 2 (par exemple, les polynomes Q> en 2D sont de la forme
Yo + Y1X1 + Y2X2 + Y3x1X2 + YaXZ + Y5%3 + Yex3X2 + Y7x1%5 + Ysx3x3), muni de la base locale
0, = (191-1,191-2,...,19ibi)T avec b; le nombre de degrés de liberté pour 1'hexaedre c;. Plus de dé-
tails sur les fonctions de base que nous utilisons sont donnés dans les sous-sections 4.1.2.1 (2D)
et 5.1.1 (3D), ainsi que dans l'annexe A. Les degrés de liberté locaux sont notés W;; € RS et
W, € R° définira la restriction de la solution approchée a la cellule ¢; (i.e. W; = Wy|.,). Ainsi,
P,[c;] = Vect (¢i1, ..., 9ia;), Qilci] = Vect (91, ..., ;) et nous avons :

di

d; Y Eigiu(x) E;(x)

e Si Ci € % : Wi(X) = Zwilq)ﬂ(x) = l(i:il = ( HZ' ) . (25)

=1 Y Higi(x)
=1

bi

Y Eqtdi(x) E
I= _ i(x)

1 B < H;(x) > ' 26)

Remarque : plus précisément, chaque composante de W;(x) s’écrit dans la base ¢;; ici, on écrit
directement W;(x) sous forme vectorielle. On ne se soucie pas, pour le moment, du type de base
choisi (i.e. modale ou nodale, hirarchique ou non, orthogonale ou non, etc.).

bi
e Sic; € 2 wi(X) = Zwilﬁil(x) = b;

=1 Y Hyd;(x)
1=1

Nous cherchons alors une solution approchée Wj, dans 1’espace d’approximation global V¢, dé-
fini par :

Yei € T, vnl, € Pyle] } 2.7)

V, = {vh c L2(O)
Ve € 2y, vy, € Qilci]

Maintenant, notons a;; = ¢; N ¢; la face commune entre ¢; et ¢; et ¥ = {jleiN i # @} l'ensemble

des éléments voisins de ¢;. Cette définition comprend également les faces 4;; se situant sur la

frontiere Q) (c; étant alors une cellule au bord du domaine) en introduisant dans ce cas ¢; comme
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une cellule fictive. On introduit également la notation fi;; qui est le vecteur normal unitaire a a;;
sortant dirigé de c¢; vers ¢; et it;; = (7 11], ﬁlzj, “3) € R3;si a;j est une face frontiere (i.e. sig;; € 9Q)),
issue d’un tétraédre ou d'un hexedre, 1i;; est sortante au domaine (). On suppose enfin que les
coefficients électromagnétiques ¢ et i sont constants par élément. En injectant W, dans 1’équation

2.4 (et en remplagant alors [, . Par Yicy; / u’_]_), nous obtenons :

/‘Q(atwh)lp dx—/_ Vi F(W,) dx+ 2/ (5 F(W,)) 9 dS = 0,

i

— Qi/_(atWi)wdx—/_Vl/J-F(Wi) dHZ/_ (- F(Wy)) pdS = 0. (28)

je%i

gl 0 N
avec Q; = [ i73x3 3x3 ], ou ¢; et yu; sont des valeurs constantes sur c;.
O3x3  Hil3xs

Puisqu’aucune forme de continuité n’est assurée d’un élément a un autre pour le champ de vec-
teurs Wy, un traitement particulier doit étre introduit pour 1’évaluation des intégrales de bord
sur la face a;. Dans le contexte des méthodes volumes finis, on parle de flux numérique. Nous
utilisons ici un flux numérique basé sur un schéma centré :

+W;
2

‘“1]

ﬂzj

wh‘ﬂ,‘j -

Par conséquent (en utilisant la linéarité de F) :

El,tromess = B, (nw (Wiiwf)w

= *Z W) pdS + 3 Z -F(W;)) p dS

]67/ az] ]67/ ‘11]

= 5| -0 pas + 3 Y [ (g FOW)) pas.

Ci ]e“// ajj

A Tlaide, une seconde fois, d’une intégration par parties appliquée au terme
1
2/a (115 - F(W;)) ¥ dS, nous avons :

Ci

y/ )yas = % /(<V-F( i)+ V- F(W;)) dx +

o - (2.9)
1
5 ]g . W))) ¢ dS.

Ainsi, en remplagant (2.9) dans 1’équation (2.8), nous obtenons :
1
Q [ @ewiydx+ / (V- F(W:)) g~ V- F(W,)) dx +
Ci Ci

72 W))) pdS =0,

]67/ az]
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ce qui peut étre réécrit comme :

1 3 3
Qi /C_(ath')lP dx+ 5 /C ((Z axka(Wi)> P — l;(axklP)Fk(Wi)> dx +

’ k= (2.10)

1 3.
5o ( nﬁ;Pk(wj)> pdS =0.
aij \k=1

j€vi
Maintenant, nous définissons les matrices suivantes :

.Nk:[03><3 N ]

_Nk O3><3
23 22
2k 03x3 N 3. 03 i ”11']'
> X 1 NG o 9 o
o M;j= Znijj\f = [ N 0 ] ],ou Njj = niij = | —j 0 |,
k=1 ij Y3x3 k=1 72—l 0
ij ij

et enfin 1’équation (2.10) devient :

Qi /C‘(atWi)l/J dx + ;/C

1

3 3
((Z akakWi> Y- Z(axklp)/\/kwi> dx +
3
(2 ﬁi-}/\/kwj> $dS =0,

— Qi/c_(atwi)lpdx + 1/6

1

k=1

3 3
((2 akakwi) Y — Z(axklﬁ)NkWi) dx +
@.11)

Remarques :
e Y XcR3ona Nl-jX = X x 1i;;. De plus, it;; = —1i;; et donc Nij = —Nﬁ.
e Les matrices N; et NZ-]- sont de taille 3 x 3 et sont anti-symétriques ; les matrices N’ ket Mi;
sont de taille 6 x 6 et sont symétriques.

Pour le traitement numérique des conditions aux limites i.e. pour les interfaces a;; localisées sur
la discrétisation de dQ)™, nous considérons une cellule fictive c; et nous établissons :

0
—I3x3 0O3x3 . E —E; 0
. m. R . . — . _
Sur a;; € 0QY" : W; [ Oses  Lsxs } W;, ie. : (H]' H, .Donc: Wh\a,-]- 0
HZ ‘ll,']‘
. . " — . —I3x3 0Osx3 _
Ainsi, dans (2.11), si a;; € 9Q)™, on obtient : M;;W; = M;; W; = S;,,W;,
O3x3  Isxs
o 03><3 sz . . . PR
avec Sjy, = 9 , qui est une matrice 6 X 6 anti-symétrique.
Nij  O3x3

Nous distinguerons par la suite deux cas différents :
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e Cas (A) : ¢; € . c; est un tétraédre et les cellules voisines de ¢; sont des tétraédres ou
des hexaeédres. Une face de 1’élément fini c;, est alors soit une face frontiere métallique de
tétraedre (i.e. a;; € 7,), soit une face interne commune a deux tétraédres (i.e. a;; € 7)),
soit une face interne commune a un tétraedre et un hexaedre, dite hybride (i.e. a;; € J77).
Autrement dit, pour j € ¥ onac; € 7, J 2y, etdonca;; € ;U T U T,

En séparant alors dans I'équation (2.11) la somme pour j € ¥ en somme pour a;; € 7,
somme pour 4;; € 7, et somme pour 4;; € 5, nous obtenons la formulation faible spéci-
fique aux cellules tétraédriques (sous forme d’un systeme de 6 équations) suivante :

20; /Ci(atwi)lpdx—k / |

1

((i akakwi> 110 - i(axk¢)Nkwi> dx +
k= —

Y. | MyWipdS+ ) SimWipdS + ) /Ml]W]l[)dS—O

a,']‘E-gdi aij a,-jeﬂ,,’; aij a; E%’”

(2.12)

Remarque : dans chaque terme W; € P[c;] (resp. W; € P, [c;]), excepté dans la somme sur
%i ouW; e Qk[C]'].

e Cas (B): ¢; € 9. c; est un hexaedre et les cellules voisines sont des hexaédres ou des tétra-
édres. Une face de 1'élément fini c;, est alors soit une face frontiere métallique d’hexaedre
(e a;j € 2!, soit une face interne commune & deux hexaedres (i.e. ajj € in), soit une face
interne commune a un hexaedre et un tétraedre, dite hybride (i.e. ajj € ). Autrement dit,
pourj € ¥ onac; € 72y, etdonca; € ;U2 2,

En séparant alors dans I'équation (2.11) la somme pour j € % en somme pour a;; € 2,
somme pour 4;; € 2}, et somme pour a;; € ], nous obtenons la formulation faible spéci-
fique aux cellules hexaédriques (sous forme d"un systéme de 6 équations) suivante :

3 3
20; /(atw )pdx + / <(Z akakwi> P — Z(axkzp)Nkwi) dx +

/ MWipdS + Y / SimWipdS + Y / MW pdS = 0.

a,le,@Z ajj €9 i a,/EJf’ @ij

(2.13)

Remarque : ici, dans chaque terme W; € Q[c;| (resp. W; € Qx[c;]), excepté dans la somme
sur £} ou W; € P,|cj.

Remarque : des conditions initales sont associées a ces deux formulations faibles. Nous les expli-
citons dans la section 3.2.

2.2.2 Formulation faible équivalente avec fonction test vectorielle

Nous avons considéré en section précédente, une fonction test scalaire i afin d’aboutir aux
formulations faibles (2.12) et (2.13), chacune obtenue sous forme d’un systéme de 6 équa-
tions. Or, certains aspects ou démonstrations théoriques relatifs a la méthode GDDT-P,Qy
(comme l’analyse de convergence) peuvent nécessiter 1'utilisation de formulations faibles sous
forme d’une seule équation (dans le cas (A) et dans le cas (B)). Pour cela, nous notons 1? =
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(Y1, %2, 3, ¥4, 5, P6)T € R® une fonction test vectorielle. En appliquant le produit scalaire (eu-
clidien, noté (., .)) par ¢ au systeme (2.2) et en intégrant sur c;, nous obtenons :

/C_ (Q(O:W), P)dx+ / (V-E(W), §)dx = 0. (2.14)

Pour obtenir les formulations faibles, nous suivons les mémes étapes que dans la sous-section
2.2.1 (en reprenant les mémes notations, définitions, etc.). Ainsi, nous déduisons dans le cas (A)
la formulation faible suivante, sous forme d"une seule équation :

ZQi/ci (W, {ﬁ> dx—i—/Ci <<kéaxk/\/kwi, {ﬁ> —Ig<axklﬁ, NkWi>> dx +

(2.15)
Z <Mijwj ’ ll_;> das + Z <Simwi ’ lij> s + Z <Mi]'W]' , lﬁ> dS = 0.
ay €7 i a;i € 75 i aje Al il
De méme dans le cas (B) :
, 3 AR
ZQf/ (Wi, ¢>dx+/ <<Zaxk/\/’<wi, ¢> - Y (0u¥, N"wi>> dx +
) CA = (2.16)

Z /a~ <Mijwj ’ ll_;> as + Z <Simwi ’ 1l_5> ds + Z <M1']‘W]' , l[?> ds = 0.

ﬂ,‘jefg‘; aijeﬁ@,’;, aij a,'je,%ﬂd" aij

Remarque : les conditions initales associées a ces deux formulations faibles sont explicitées dans
la section 3.2.

Enfin, I'utilisation de fonctions tests vectorielles nécessite d’introduire les 64; fonctions de base
vectorielles @1, ..., @) qui sont des vecteurs de R®, composés des fonctions de base scalaires
@i, - - -, Qig, de Pp[c;] (pour d; fonctions de base scalaires, on a 6d; fonctions de base vectorielles
associées) et de la forme :
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Pin 0 0
0 (Pil 0
i 0 . 0 o 0
Pi1 = 0 ; Pi2 = 0 ’ ; Qie = 0 ’
0 0 0
0 0 Pin
Pi2 0 0
0 (PiZ 0
o 0 R 0 R 0
Pi7 = 0 ; @i = 0 ;e Qi2 = 0 ,
0 0 0
0 0 Pi2
Pid; 0 0
0 Pid; 0
i 0 R 0 o 0
Pi(ed;—5) = 0 r Piedi—4) = 0 s Qited) T 0
0 0 0
0 0 Pid;

-

Nous introduisons également les 6b; fonctions de base vectorielles B,..., i) qui sont des
vecteurs de R, composés des fonctions de base scalaires 9jy, ..., 0y, de Qi[c;] (pour b; fonctions
de base scalaires, on a 6b; fonctions de base vectorielles associées) et de la forme :

=1l
I

" (01, 0,0, 0,0, 0), ...,8 = (0,00 0 0 ),

—

Bien—5) = (B, 0, 0, 0, 0, O)T,

!

i(6b;)) — (0/ 0, 0, 0, O 191'171. )T.

2.2.3 Equations semi-discrétisées pour les cellules tétraédriques

A partir de maintenant, on suppose le nombre de degrés de liberté d; identique pour tous les
tétraedres c;. On introduit les notations suivantes :

®; = / ipldx, D — / (61 (0590)" = @up) @7 ) dx, @iy = / 9y S

i

et:

Y = / ¢i6dS,
ll,‘]'

ou:

e ¢; est un vecteur colonne de R% et ¢! (resp. 4)}) est un vecteur ligne de R% (resp. de R% ).



2.2. Discrétisation spatiale en maillage hybride par une méthode GDDT-P,Q; 23

o G}F est un vecteur ligne de RY.

o ®; est une matrice d; x d; symétrique définie positive et <I>f" une matrice d; X d; anti-
symétrique.

o ®;; est une matrice d; x d; (d; = d;) symétrique positive.

e Y; est une matrice rectangulaire de taille d; X b;. L'ordre des indices (i puis j) est a respecter.

Posons E; et H; , qui désignent les vecteurs de R3% des degrés de liberté locaux E;; et H;; (qui
sont chacun des vecteurs de R3) pour ! = 1,...,d;, associés au tétraedre c; (notation spécifique
aux tétraedres). Posons Ej et ﬁj, qui désignent les vecteurs de R% des degrés de liberté locaux
Ej et Hj pourl =1,...,bj, associés a I'hexaedre c; (notation spécifique aux hexaedres) :

Afin d’obtenir les 6d; équations semi-discrétisées, on effectue plusieurs remplacements dans la
formulation faible (2.12) (resp. (2.15)). Dans les intégrales sur ¢; et sur a;j pour a;; € 7} et a;; €
T, on remplace W; (resp. W) par son expression (cf (2.5)) dans la base ¢; (resp. ¢;) de Pp|c;]
(resp. Pp[cj]) ; en revanche pour le terme de somme sur . on remplace W; par son expression
(cf (2.6)) dans la base 6; de Qi|c;]. Enfin, on remplace ¢ par ¢; pour [ = 1,...,d; (resp. ¢ par
@i pourl =1,...,6d;). Proposons ainsi une expression du systeme de 6d; équations associé a la
formulation hybride dans le cas (A) :

+ZXWL%Z Hi+ Y X+ Y AH =0,

v a,j67 ﬂ,‘]‘GZ,’; ﬂ,’jEJf&"
¢ € T (2.18)
L ZX”E - L GE+ ) GuEi— ) AE =0,
a,leﬁ a,vjeﬂni ai]Eijji

avec :
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[ (Pi)1i(eilzxz)  (Pi)1a(eilzxs) - (Pi)1g,(eil3x3)
v (Pi)21(eilsxs)  (Pi)2(eilzxs) -+ (Pi)og(€il3x3)
€1 - . . . 7
| (®i)aa(eilzxs) (Pi)az(eilzxa) -+ (Pi)aa (eil3x3)
[ (P11 (pilzxs)  (Pi)ia(pilzxs) -+ (Pi)1a, (Hilzx3)
v (@i)a1(pilzxs)  (Pi)22(pilsxz) -+ (Pi)aa;(Hilsx3)
o : : : ¢
L (Pi)aa (pilsxs)  (Pi)aa(pilaxs) - (Pi)aa, (Milsxs)
[ (@)uNe (D7 )Nk -+ (D7 )14, Nk
o (P7)2Nk  (P7)22Nk -+ (P*)ag, Ni
i - : . : 7
L (@7)a1Nk (D7 )aa2Ne -+ (D) a,a, Ni
[ (@)uNy  (Py)12Ny - (Py)1a Ny
v (Pij)a1iNy  (Pij)22Nyj -+ (Pij)ag, Ny
v : : : !
L (@i))aaNij  (Pij)aaNij -+ (Dij)a,a, Nij
[ (Csz)ulsfim ((Dij)uzs]im (cDij)ld,»ZS]im
¥ (@ij)1Nim  (Pij)2Nim - (Pij)2a,Nim
im = . . . 7
L (qDZJ)dIl Vzm (q)ij>di2sz (q)lj)did,szm
[ (Yi)uN;  (Yi)1Ny (Yij) 1, Nij
- (Yij)1Nij - (Yij)22Nij -+ (Yij)op, Nij
v : : :
| (Yi)aaNij (Yi)aaNi - (Yi)an Ny

ou X;; et &), ; sont des matrices symétriques définies positives, X" est une matrice symétrique,
Xjj et Xjy, sont des matrices anti-symétriques. Toutes sont de taille 3d; x 3d; sauf A;; qui est une
matrice rectangulaire (correspondant aux interfaces hybrides) de taille 3d; x 3b; (H; et E; étant

des vecteurs de R%, A;;H; et A;E; sont des vecteurs de R ce qui correspond bien au nombre
i Tl q p
d’équations du systeme).

2.2.4 Equations semi-discrétisées pour les cellules hexaédriques

Nous faisons ici la méme hypothese que pour les tétraedres : on suppose b; identique pour tous
les hexaédres c;. On introduit les notations suivantes :

;= / 0,0] dx, o) = / <6i (axk9i>T — (9x6:) 9;F> ax O = / GiedeS,
Ci aij

Ci

et on rappelle que :
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N

ou:

e 0; est un vecteur colonne de RY et GiT (resp. GJT) est un vecteur ligne de Rbi (resp. de RY );
cpjT est un vecteur ligne de R

e O; est une matrice symétrique définie positive, ®;* une matrice anti-symétrique et @;; une
matrice symétrique positive, toutes trois de taille b; x b; (b; = b;).

. YT est une matrice rectangulaire de taille b; x d;. L’ordre des indices (j puis i) est a respecter.

Nous rappelons les notations E; et H; de vecteurs de degrés de liberté locaux spécifiques aux
hexaedres, et E; et H; pour ceux spécifiques aux tétraddres.

Pour obtenir le systeme de 6b; équations semi-discrétisées, on effectue plusieurs substitutions
dans la formulation faible (2.13) (resp. (2.16)). Dans les intégrales sur ¢; et sur a;; pour a;; € 2
et a; € 2, on remplace W; (resp. W;) par son expression (cf (2.6)) dans la base 6; (resp. 6))
de Qx[c;] (resp. Qx[c)]); en revanche, pour le terme de somme sur Z;, on remplace W; par son
expression dans la base ¢; de P, [c;] (cf (2.5)). Enfin, on substitue ¢ par ¢; pour! = 1,.. ., b; (resp.

 par &; pour ] = 1,...,6b;). Proposons ainsi une expression du systeme de 6b; équations associé
a la formulation hybride dans le cas (B) :

i
2Wei—rr +Zw"kH+ Y. wiH+ Y WiH+ Y BH; =0,
Ve € 2 2 e e 2.19)
C; h - ~ :
dH,; =
Wiy ZW""E - Y WiE+ Y WiE - Y BjE =0.

a;j€ 2 a;€ 2, a;j €A
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avec:

[ (©i)11(eil3x3)  (Oj)12(eilzx3) -+ (Oi)1p,(€il3x3)
W (Oi)21(eil3x3)  (Oi)22(eilzxz) -+ (Oi)a, (eil3x3)
g1 - . . . 7
L (@)pa(eil3x3) (Oi)pp(eilzxs) -+ (Of)pp, (eil3x3)
[ (@)1 (pilax3) (@) 12(pilzxs) -+ (O, (1il3x3)
W (@i)21(Hilzx3z)  (©p)n(Milzxz) -+ (Oi)ap, (Hil3x3)
wi = . . . ’
L (@i)p1(Hilsxs)  (@i)pa(pilaxs) <+ (O, (Hilsx3)
[ (O7) 1N (07%)12Ng -+ (07%)15, Nk
Wo (©)21Ne (O )Ni -+ (0;%), Ny
i - : . . s
L (©7)5aNk (07 )p2Ne -+ (O )y, Ni
[ (®ij)111§]ij (®ij)1zzsfij e (G)ij)lbizsjij
W — (©)21Nij  (04j)22Njj (©4j)21, Nij
ij = : ,
L (0i))51Nij  (04))p,2Nij (©4) b, Nij
[ (®ij)1lzsfzm (@)ij)lﬂsjim (G)ij)lhizsjim
W (®ij)21 im (®ij)22Nim (®ij)2biNim
im - . . . 7
(®l])bllN1m <@ij>bi2Nlm (@)ij)bibiNim
T (vT) ¥ T\ ¢ ™ ¥
(Yﬂ)u Nij (Yﬁ>1z Nij (Yﬂ>1d Nij
T\ ~« T\ ¢ ™ ¥
B = (Y]’) 21 Ni (Yﬁ) 2 Nij (Yﬂ> 2d; Nij
T\ X T\ ¢ T o
L <Y]’>b,1 Ni <Yﬁ)b,-2 Ni (Y]l)b,'dj Ny i

ot1, de méme, W, ; et W,,; sont des matrices symétriques définies positives, W;* est une matrice
symétrique, Wj; et Wi, sont des matrices anti-symétriques. Toutes sont de taille 3b; x 3b; sauf
B;j qui est une matrice rectangulaire (correspondant aux interfaces hybrides) de taille 3b; x 3d;.
Enfin, du fait que NjTi = —Nj; = Njj, nous pouvons remarquer que :
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ji

(Yij)llNij (Yij)12Ni]‘ (Yij)lijl]
(Yz‘j)ZlNz‘j (Yij)ZZNi]' (Yij)Zb]-Nq

N : : : = Ajj,
L (Y’])dlel] (Yzj>d1-2Nz] (Yij)diijl]

2.3 Discrétisation en temps

Le choix de la discrétisation en temps est une étape clé pour l'efficacité globale d’'une méthode
numérique. Nous adoptons ici des schémas explicites. Leur principal avantage est la facilité de
mise en ceuvre et il est aussi relativement aisé de construire des schémas explicites d’ordre élevé.
En revanche, la stabilité de ces schémas est contrainte par une condition de stabilité (sur le pas
de temps) qui peut s’avérer parfois restrictive pour des maillages localement raffinés lorsque
I'on utilise un pas de temps global (qui est donc le méme pour tout le maillage, et déterminé
par la plus petite maille). Parmi les différents schémas explicites existant, deux types sont prédo-
minants pour la résolution numérique des équations de Maxwell. Les schémas de type Runge-
Kutta, introduits dans l’article [Carpenter & Kennedy 1994], sont les plus populaires pour I'inté-
gration en temps du systéme de Maxwell semi-discrétisé en espace par une méthode Galerkin
Discontinue, comme proposé par exemple dans [Hesthaven & Warburton 2002, Chen et al. 2005].
Les schémas de type saute-mouton (Leap-Frog), que nous choisissons alors d’utiliser, sont des
schémas non-dissipatifs. Ceux-ci qui peuvent étre formulés a des ordres élevés, comme intiale-
ment mis en avant par Young [Young 2001] et approfondi dans [Spachmann et al. 2002] ou encore
dans [Fahs 2009b].

Commencons par écrire sous une forme différente les systemes (2.18) et (2.19) de la méthode
GDDT-P,Qy qui sont désormais des systémes d’équations différentielles ordinaires (EDO) lo-
caux :

e Cas(A): i
H.
22,00 = A,
T i
a (2.20)
JE;
2X£,l‘d7tl - Athi 7
avec :
3 ~
xi _ _
A, = YAE+ ) NE- ) AnE+ ) AE,
k=1 we 7] 47 syt
3
A, = —kZXikai— Y, XHj - ) XeHi— ) AjH;

uijE%i ai]ve.%z aijeii”bii
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e Cas (B):
dH;
ZWI‘riTtZ = Eji /
B (2.21)
dE;
ZWS,iditl Hh,/
avec:
3 ~ ~ ~
N _
B, = YL W/'E+ ), WiE— ) WuE+ ) ByE,
k=1 a,-]-€£2"1 ﬂi]‘GQ;n ul-je}f;’
3
B, = - LWIH - ¥ WS L Wl T B,
k=

1 ai; € OZi IIUEQ;,, aijej?,”dl

Maintenant, nous définissons les opérateurs suivants. Soient G,; et G,¢ tels que :

Gy Vf’ — Vh3
E, +— Gu(Ey),

et

Gmug : V}? - V}?

Nous rappelons que pour un vecteur X € V3, comme indiqué en sous-section 2.2.3 (cf (2.17)),
la notation X;, spécifique a un tétraedre c; que I'on note ici 7;, représente un vecteur colonne de
R dans lequel nous reportons les coordonnées de X dans la base ¢; (i.e. les degrés de libertés
locaux). De méme, la notation )~(1-, spécifique a un hexaedre c¢; noté ici ¢;, est un vecteur colonne
de R dans lequel nous reportons les coordonnées de X dans la base 6;. Afin de présenter les
deux schémas en temps avec clarté, nous introduisons les notations v, (X) et vy, (X), équivalentes
UTI.(X) = Xi, VX e V}?,Ti S

5%()() = >~(1', VXe V;,qi € 2.

aux précédentes, c’est-a-dire telles que : {

Ainsi, dans les cas (A) et (B), nous avons les définitions suivantes des opérateurs G,; et Gy :

e Cas(A):

U, (G (Ey)) = 5 EM -1 A, .,
_ 1 _
Oy (Guag(Hn)) = 5 [Xei] ™" Ay,
e Cas (B):
- 1 -1
qu(Gel (Eh)) ) [Ww'] BEw‘ ¢
~ 1 _
Ug; (Gmag<Hh)) ) [WVei] ! BH, i



2.3. Discrétisation en temps 29

Nous formulons alors les schémas saute-mouton, du deuxiéme et du quatriéme ordre. Nous
notons At > 0 le pas de temps global pour t € [0, tf] (tf le temps final) et ¢, une discrétisation du
temps avec t, = nAt,oun =0,... My et donc tp= tnf.

2.3.1 Schéma saute-mouton d’ordre 2

Des systemes (2.20) et (2.21), nous déduisons les deux schémas saute-mouton d’ordre 2, oit le
champ électrique et le champ magnétique sont évalués sur une grille en temps décalée.

e Cas(A):

| 1 At
H:‘H—z = Hzn 24_7 [‘Xﬂxi] ' Z},,i’
A (2.22)
_ _ t _ 1
BT = E?+7[x&i] LAy
e Cas (B):
~pal ~py_1 At _
R T
A (2.23)
~ ~ t _ 1
B = B o el B

1 1
. n n n+§ n+§ . e[
Les notations AEM, et BEM, (resp. Ay, ” et By, ) signifient que nous remplacons dans les expres-

sionsde A,  etB,  (resp.A,  etB, ) E;E, E; et E; par leur valeur au temps nAt : E;, f;?, E!' et

- e~ o~ 1 —ntl bl ~ppl gyl
E7 (resp. H;, H;, H; et H; par par leur valeur au temps (1 + E)At : H?+2, H;.HZ, H;.Hz et H;.Hz).

Enfin, nous réécrivons les schémas (2.22) — (2.23) comme suit :

e Cas(A):
il 1
H™ = H77+8t0,(Ga(E]))
(2.24)
=n+1 =N — n+3
EY = Etato, (Gmug(Hh 2)>
e Cas (B):
SO n_1
HZ»H_Z = H? 2+ At aqi<Gel(EZ)) ,
(2.25)
g+l _ Jn 5 n+y
B = B4+ A0 (G (H ) )

La condition initiale du schéma (2.24) (resp. (2.25)) est compatible avec le schéma saute-mouton,
1 1 -
soit en H? (resp. H?) et E? (resp. EY).
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2.3.2 Schéma saute-mouton d’ordre 4

Toujours a partir des systéemes (2.20) et (2.21), nous formulons les deux schémas saute-mouton
d’ordre 4, ot les champs électrique et magnétique sont la aussi évalués sur une grille en temps
décalée.

e Cas (A):
el 1 _ A
H ™ = H *+A0, (Gd(EZ)> tog Vs (Gel © Gimag © Gel(EZ)) :
_ _ 1 A3 1
E?+1 = E +At Uy, (Gmag (Hzﬂ)) + Yy Ug, <Gmag 0 G1 © Ginag (HZ+2)>
(2.26)
e Cas (B):
] 1 - A
H"? = B+ 6o, (Ga(E])) + = Ui (Ger © Guag © Gar(E}) )
_ - B 1 AP !
Bl = ErtaAtD, (Gmag(HZ+z)> + 55 (Gmg 0 Gy o Gmag(HZ""z))
(2.27)

La condition initiale du schéma (2.26) (resp. (2.27)) est également en H;
EY).
1

(resp. Hé) et E? (resp.

i

N|—

Remarque : comme nous verrons par la suite, bien que ce schéma saute-mouton d’ordre 4 néces-
site plus d’opérations, il permet en revanche de prendre un pas de temps plus grand qu’avec le
schéma saute-mouton d’ordre 2, tout en préservant la stabilité du calcul.
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L’objectif de ce chapitre est d’étudier la validité mathématique (théorique) de la méthode
GDDT-P,Qy proposée. Nous analysons dans un premier temps la stabilité L? de ce schéma
en montrant qu’il conserve une énergie discrete et en exhibant une condition suffisante de
stabilité de type CFL. Nous montrons ensuite la convergence en / de ce schéma, et déga-
geons un estimateur d’erreur a-priori.

3.1 FEtude de stabilité

3.1.1 Théoréme de Poynting et déroulement de I’étude

L’étude de stabilité se basera sur un théoréme physique, le théoréeme de Poynting. Ce théoréme
stipule que I'énergie électromagnétique, dans le vide, en absence de charge et de courant, vérifie
la relation :

/ (3:€)dx +/ Pt dS — 0,
1% Vv

pour tout volume V fermé de frontiére dV réguliere, o1 € est 1’énergie électromagnétique et P est
le vecteur de Poynting définis par :

1
(’3:§<8ETE+;£HTH> et P=ExH.

Pour des conditions aux limites de type métallique E x i = 0, le théoreme de Poynting montre
que I’énergie est exactement conservée.

L’étude, que nous réalisons pour le schéma d’intégration en temps LF2, est alors divisée en deux
parties :
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e Nous proposons une formulation d’énergie électromagnétique discrete ", et nous véri-
fions, de fagon & étre cohérents avec le théoreme de Poynting, qu’elle est exactement conser-
vée.

e Nous cherchons ensuite a exhiber une condition suffisante de stabilité en démontrant que
I'énergie discrete est une forme quadratique définie positive sous une condition de type
CFL sur At. Nous pouvons alors conclure que notre schéma hybride est conditionnellement
stable.

3.1.2 Résultats connus, notations et hypotheéeses

Pour présenter la méthode hybride, nous avons noté toutes les cellules c;. Pour plus de clarté,
nous adoptons dans cette étude de stabilité, la notation 7; (ou ;) pour spécifier que la cellule en
question est un tétraedres et g; (ou g;) pour désigner un hexaedre; ces derniers restent bien stir
des cellules c; (ou ¢;) faisant partie d"un seul et méme maillage ;.

Afin de réaliser 1'étude de stabilité de la méthode GDDT-P,Qy, nous nous basons sur certaines
étapes de I'étude de stabilité de la méthode GDDT-P, en maillage tétraédrique proposée dans
[Fezoui et al. 2005]. Nous exposons donc les résultats connexes déja connus ; nous commengons
par rappeler/présenter certains points, utilisés pour 1’'étude et permettant de comprendre ces
résultats :

e Concernant les vecteurs normaux, 1i;; est le vecteur normal unitaire sortant a la face a;j,

dirigé de c; vers c¢;. On désigne alors par n;; = / f;; dS (et n;; = (nl], nl], n )T) le vecteur
ﬂl’]‘

normal non unitaire correspondant. Le vecteur n;; est normalisé en 1i;; c’est-a-dire que I'on

n;j

a iy = || || (|[-]l la norme euclidienne). Ceci implique que ||n;;|| = [ 14dS, cette valeur
1 aij

correspond ainsi a la longueur de I’aréte a;; en 2D ou a laire de la face a;; en 3D.

e On note par |7;| = / 1dx le volume du tétraedre (I'aire du triangle en 2D) 7; et par
T

lgi| = / ldx le volume de 1'hexaédre (I'aire du quadrangle en 2D) g;. Enfin, on pose

qi

pi = Y_ |Inijll, qui correspond la valeur de l'aire totale (la somme de l'aire des faces) de
j€”i

I'élément c; (tétréadre ou hexaedre) en 3D (et donc du périmetre en 2D).

e VX € (IPP[’Q])S, on note dans cette étude de stabilité par ||X||;, la norme L? du champ X
sur 7; (habituellement notée ||X||or,, nous simplifions la notation dans cette section), i.e.
X2, = / |X]|?dx. On utilise la méme notation pour définir la norme L?> du champ X sur
la face a;;. On admet alors les hypotheses suivantes.

Hypotheses 1. On suppose que pour tout tétraedre T, il existe des constantes af et Bf; (j € V),
telles que :

VX € (P,[t])°, [rot(X)]l, < PIX ],

Bijllnjll

ke

(3.1)

3
VX € (Ppla])”, X2, < X117
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Remarque : dans le cas d'un maillage conforme, les valeurs (calculées analytiquement) des
constantes a; et /317] sont connues pour les ordres Py et P;. Pour Py, i.e. un schéma volume
fini classique, Vi,af = 0 et Vi, Vj € 7, ,BIT] = 1. Dans le cas Py, et pour des fonctions de base
nodales linéaires, Vi,aT = 3 et Vi, Vj € ¥;, ﬁf] = 3. Pour des ordres plus élevés et pour des
maillages non-conformes, Iévaluation analytique des valeurs de ces constantes est difficile
dans la plupart des cas, elle peut néanmoins se réaliser dans certains cas en se restreignant
par exemple a un maillage triangulaire orthogonal.

e VX € (Qi[g:])°, on note par [IX]|; la norme L? du champ X sur g;, i.e. [|X[|7, = [1X]2dx.
qi
On utilise la méme notation pour définir la norme L? du champ X sur la face a;;. On admet

alors les hypotheses suivantes.

Hypotheéses 2. On suppose que pour tout hexaedre g;, il existe des constantes ! et ,B?] (j € %),

telles que :
3 o] pi
VX € (Qelail)”, rotX)lla, - = 7 I Xlla
(3.2)
3 Gl
VX € (Quelai))”,  IXIE, < o Xla

N

Nous pouvons a présent énoncer le résultat de I'étude de stabilité de la méthode GDDT-
P,. Premierement, il a bien été démontré que l'énergie discréte €7 est exactement conservée
(i.e. A€, = ¢l — ¢ = (). La condition suffisante de stabilité sur le pas de temps que nous

notons ici Atr est alors définie par :
lei  [p 4|7;] /¢
2uf +ﬁ1] max{ }] | 1 (3.3)
l

Sous cette condition (qui comprend également le traitement des faces frontiéres métalliques en
remplacant j par i), €} est une forme quadratique définie positive.

Vi,Vje ¥+ Atg

Dégageons enfin un pas de temps At,, correspondant au schéma GDDT-Q en maillage hexa-
édrique. L'énergie discrete (&;) est 1a aussi exactement conservée, et la condition suffisante de

stabilité sur At; est donnée par :
J&i | Ui 4\qi|./¢€
204 + [3 max { }] ’ql| Z‘ul (3.4)

Sous cette condition (qui comprend également le traitement des faces frontieres métalliques en
remplagant j par i), € est une forme quadratique définie positive.

ViYje v o At

Le résultat souhaité pour le pas de temps global At, du schéma hybride, est : At = min{At, At,}.
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3.1.3 Conservation d’une énergie discreéte

Nous introduisons I’énergie discrete €" pour le schéma hybride. Soit N; le nombre de tétraedres
du maillage et N, le nombre d’hexaedres, le bilan global d’énergie est donné par :

1| /T . = —n—INT iyl
¢ = |} (E?) Xg,iE?+(H? 2) X, HT) 4
2 |i=
(3.5)
Al = \T1s, =n -3\ T e+l
o ((Br) W+ (B 2) w02 )]
i=1
Nous évaluons alors la variation d’énergie au cours d’un pas de temps :
Ae = ertl_en
1 Nt —n+1 T —=n+1 n+1 T n—+
CE((E - ) -
1=
T o INT
(@em )
(3.6)

& ((<E)WE b () )
((E?)ng,iﬁ? + (ﬁ?_é>TWV/iﬁ?+%>)].

En utilisant les propriétés élémentaires suivantes :
e Soient A une matrice n x m et B une matrice m x p (n,m,p € N),ona (AB)T = BTAT,
e Vx,y vecteurs colonne € R" (n € N),onax'y = y'x,
ainsi que la symétrie de X;; et X}, ;, nous pouvons remarquer que :
—=n+1\T =n+1 —=n\ T =N —n+1  =n\T =+l 5n
o (B) B - (B) B = (B +E) 2 (BT -F),
—nt+INT . —=nt3 = INT O ——pgl et INT —nt+3  —=ntl ol ]
o (H772) B2 — (B 2) X, 12 = (H]2) (B2 -1+ | | ),

i i

Par un raisonnement similaire avec les termes dans la somme pour i = 1, .., N;, '’équation (3.6)
devient :

puis :
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e = S B (7 vm) e () o))
N‘?

L (B mn) st (1) (0 emy )|

i=1

Nous allons maintenant remplacer dans (3.7) les termes de flux par leurs expressions explicitées
dans (2.22) et (2.23). Toujours en utilisant les propriétés précédentes et la symétrie des matrices
Xix", on remarque que les termes de gradient s’annulent dans la somme pour i = 1,.., N;. De
la méme maniere, ceux dans la somme pour i = 1,., N; s'annulent également. Il reste donc
uniquement les termes de sommes sur les ensembles de faces, et nous pouvons réécrire (3.7)
sous la forme :

At
A€ = —- ( ITnt + R;et + R?nt + Rjnet + Rﬁyb + RZyb) ’

4
avec :
s [ — T i1 o IN\T _ _
Ri, = L ¥ |-(B7+E) xH" + (H") % <E7“+E}“)],
i 1”ije=?di L
N [ =t =n\T L —ntl =t I\ T =+l =n
Rig = 3 ¥ |- (B +E) xH" — (H7) x (B +E) |,
izlaijeﬂng -
Al [ ~ne1 . =n)\ L ~pn+1 - INT ~nt1
G- L L [EeE) s () ) |
l':laijegfi -
o (e wn\ h mt ot I\ T 1
Rho = L L |- (B08) wal ™ - (57 (81048 |,
izlai/EQm -
i [ =ntl | =n\T = ntl =t 1\ T =n+l | T
Rﬁyb = Z Z _<El +El) AI]H] : + (Hl 2) Az] (E] +E7) ,
izlazjejif; L
R~y (e tE) B H 81 B, (B + E
hyh—ng‘_<i+i> ijH; +<i>l](j+1>
= ﬂl‘]'E,'“/dl -

Nous introduisons maintenant de nouvelles notations : .7; désigne 'ensemble de toutes les faces
internes communes a deux tétraedres (du maillage Cy) et .7, I'ensemble de toutes les faces métal-
liques issues des tétraeédres du maillage. Pareillement, 2; désigne 1’ensemble de toutes les faces
internes du maillage communes a deux hexaedres, et 2,, I'ensemble de toutes les faces métal-
liques issues des hexaedres du maillage. Enfin, nous notons par .7 I'ensemble de toutes les faces
hybrides (communes a un tétraedre et un hexaedre) du maillage Cj,.

Compte tenu de leurs formes respectives, nous pouvons exprimer RY , comme une somme sur
4 (en faisant attention de prendre en considération, pour chaque a;;, le tétraedre 7; et le tétraedre
), R?nt comme une somme sur Z; (en prenant en considération, pour chaque 4;;, 'hexaédre g;
et 'hexaedre g;), R},,; comme une somme sur .7, et R, comme une somme sur 2, :
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—n+1  —=n\T —ntl —ntIN\T — —
R, = ¥ |(B7+E) (caaE™ o+ (B (BT E) +
51/6'711
=l | =n\T s+l wt\T, (entl | =
(57 8) Camt o () ()
~ ~\T ~ el et INT ~ ~
Rl, = ¥ Km“+ﬁﬂ (—wy) B+ (ETE) oy (B 4 ) +
alje.,@d
B+l 4 R T et et T T+l | Fn
(B4 B) (-w B+ (B77) wy (B 4B |
T =l =\ T —=n+3 =n+3 T n+l = Fn
Rie = L |(B7+E) ca)®E™ - (H7) . (B +E)|,
aljegm
~ ~\T iyl - INT
RZWt = Z |:<E?+1+E?) ( Wim)H?Jrz - (H?+2) Wim (E?+1+En):|
uzjegm

En utilisant les mémes propriétés élémentaires, I’antisymétrie de &j;, Xjy,, Wij et Wiy, ainsi que

les propriétés X;; = —Xj; et W;; = —W;;, nous obtenons :
. fn+% T =n+1l  5=n 7n+% T =n+1l  =n
R, = Y ( ]. ) XZ-]-(Ei +Ei)+(Hi )xij(Ej +E].> +
a; €
fn—t-% T =n+l | E=n frH—% T =n+l | E=n
(B7) (~x) (57 +8) + (H) (-a) (B +E)| = o
R7 _ I’_VI”JF% TW Ertl g I’_VI”JF% TW Ertl g
v () )« () ) -
azjegd
T T Er1 4 g et B T+l | fn —
(F7°2) () (B +B) + (1]°2) (-wy) (B +E1)| = o,
RT . fn+% T =n+l  =n fn+% T =n+1l  =n
o= ¥ (Hi )Xim<Ei +Ei)—<Hi )Xi <Ei +Ei) — 0,
aije._?m
RY _ I"_i”JF% TW ErHl o En ﬁn+% T Fn+l | Fn _
ai/egn,

I nous reste donc a considérer maintenant les termes R} , et Rzyh. Compte tenu de leurs formes,

; T q — RT q
nous pouvons exprimer Rhyb et Rhyb comme une somme sur % en posant Ry, = Rhyb + Rhyh et
en prenant en considération, pour chaque 4;;, le tetraedre 7; et 1'hexaedre g; (ce choix est arbitraire,
nous pourrions prendre ’hexaedre g; et le tétraedre T;) :

=nt+1 | =n\T ~ 3 =t 1\ T © =
Ri,,+Rl, = Ryp = Y. [— (Ei +EZ-) AH 2+<Hi 2) Ay (E?*%E}“) -

(B ) s (7)o (87 B
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En effectuant le méme type de manipulation que précédemment, nous avons :
T - -
Rip = Y [_( AR o ) A,]Hn+2 +< i ) Ay <E7+1+E}1) _
aije'%ﬂd
)" (e7) (1 B (5B ()
(Hi ) L) (B +Er) + (B +E) (BF)H 2|,
Or, nous rappelons que B}; = Ay, alors :

Rhyb = Z [— (E?+1+E7) AZ]HH+2_|_( ”*2) Al] (En+1+En> _

+}:0.
— RT = R1

Ainsi, R, et I =Rl = Riyy = Ry, + Rzyb = 0 et nous avons bien A€ = 0. Donc,
dans le cas de conditons aux limites de type métallique, I’énergie est exactement conservée, ce
qui est cohérent avec le théoréme de Poynting.

M=

—n+I\T ~ ~ ~
(H;H_Z) -Az] (E;Z-O-l + E]n) + (En-‘rl LE ) .AZJH7

3.1.4 Condition suffisante de stabilité

Nous allons donc maintenant chercher a minorer 1'énergie électromagnétique. Réécrivons tout
d’abord ¢" sous une forme différente :

1| M _ o I\T 1
e = z!Z<(E7) (A )
i=1
Ny T - 1
( WSZE” (H;1 2) WWHf*Z)
i=1
(3.8)
1 & n ”_z *"_% n
= 2 |X (el plmg e + 58 (B E) An ) +
i=1
q —1 At 1
n)2 n 2 2 n—z n
(eI + 4+ 5 (A7) )]

- INT il sy INT —n-1 At 1 At T
(F7) = () o (F 2+ 5[] An ) = w22+ 52 () Ar

~n—I\T ~ntd ~n—I\T ~pn-1 At -1 n— At n—1\T
(R 2) W B2 = (H]7) & <Hi ‘4 5[] th,l_) w7 + (Hl *) B

_1 _1
Remarque : il ne faut pas confondre E/ dans || E}'||, (resp. H; 2 dans |[H, 2||;) qui est la restric-
tion de Ej, au tétraédre 7;, au temps 7 (resp. de Hj, au tétraédre 7;, au temps 1 — 3) et appartenant a

"1 1
(P, [Ti])3 (donc un vecteur a trois composantes), avec E! dans ||E/ |, (resp. H; * dans |H] 2||,,)

qui est la restriction de E;, a 'hexaédre q;, au temps 7 (resp. de H), a 'hexaédre q;, au temps n — 1)
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et appartenant a (Qx[g;])° (un vecteur a trois composantes également). De méme, il convient de
- —n—1
distinguer ces derniers de E; (resp. H? ) qui est le vecteur des degrés de liberté locaux (de

- _1

3d; composantes) associés au tétraedre 7; et de E! (resp. Hln *) qui est le vecteur des degrés de
liberté locaux (de 3b; composantes) associés a 1'hexaedre g;. Nous devons bien considérer cette
différence dans la suite de cette démonstration.

__,IN\T oy INT
Nous nous intéressons aux termes (H:l 2) A:} et (HZ1 2) BZ} . dans I'équation (3.8) :

_ 1\ T 1\ T
(), = (B (S0E s T o8- © wEs T A

a,]e? a; €T} a,jej?”
S A T2 n
= Z(Hz ) XUE 4+ ) (Hi ) ij ]+ Z ( ) AE],
k=1 a;e T{U Tk
et:
1 ~n—I\T
(17 2) B, = (H 7 wakEn—F Y WiE - Y WuE+ Y BE
a,JEQ a,jegl al]e%’
— : e 1 T Xk |n n=3 n %T "
Y (Hi ) WOE + Y (Hi ) WE! + Y ( ) ByE].
k=1 ﬂijea@; U gfn HIJG /tm

Nous pouvons a présent vérifier que (démonstration longue, non détaillée ici) :
N — -1\ T gqhi—3
(Hi 2) XE; = —/ (rotHl 2) E! + (rotE}')" H, ?|dx,
= T

1\T 1\ T 1 T
w2 7 n—3 7. F"1Q — n—3 n <
(H]?) % _/ (1;2) Ni]-E].dS_/ <Hl. ><Ej> i1;;dS.
o .

1

Ainsi, en utilisant principalement les hypotheses (3.1), I'inégalité triangulaire, de Cauchy-
Schwarz et I'inégalité suivante :

I < 5 ( %HH”_EIF Vo HE”H2> (3.9)

(quels que soient i, j et la norme que I'on utilise), nous pouvons obtenir la minoration suivante

3 s, IN\T _ 1
-y @ wEs ¥ (@) g

k=1 a;€T{U T
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AT > _|AT|
S\ T 1
> — / (rotH;1 2) El'dx| — /(rotE”) Hln 2| — fl 2 x Ef | [n|ds
T Ti aeTiUg Y i
> —[rotH] || | B}l — [[rotE!|, HH"_EHTI
1 n
1> <5w1w%,/nw0,
aijQEZiiUKZViI
et enfin :
2] _1 1 Il B /B et ;| B5; /%]
I L M A DD ( Il 2+ 1517

7l /% iy

N kg aij€ iU 7

Remarque : nous pourrions décomposer la somme sur .7 U J,, en une somme sur les faces
internes (les termes dans la somme ne changeraient pas) et une somme sur les faces frontieres

1 1
métalliques dans laquelle nous poserions (par convention) : ||H7 iy = IH, |+, IE} | =
|E} (|, |T]‘ = |, Bii = Bij, ¢j = ei ety = ;.

Maintenant, en vérifiant que (la aussi démonstration longue, non détaillée ici) :

3 i INT 0w n—1 T T gy~ 5
Z(Hi 2) Wi"E?:—/ <rotHi 2) E! + (rotE}')" H, ?|dx,
qi

k=1

e INT SINT —1 T
(B 2) wyEy = / (H;?) NiEjds = / (H ’ ><E7> i1;;dS.
ij ij

gl

Par le méme raisonnement, en utilisant les hypotheses (3.2), nous déduisons la minoration de

3 ey INT ~
vy (BT wrE s Y (B W
k=1 a;j€ 2\ 2,
VIS TS VI T B w1 e VL My
— ail e a \ lailvE Tl

Remarque : nous pourrions ici aussi décomposer la somme sur 2 U 2,, en une somme sur 2}

et somme sur 2!, dans laquelle nous poserions par convention : HH : g, = HH” z llgir HE”H g =

|E} ||q, ”1]| = |qil, .B S€ = ¢gietyup = ;.

Nous en déduisons la minoration de ’énergie suivante :
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1N
n -
@222[

i=1

( )3 Hm;H) I3 + £ ( )3 |\an> e
j€v; pi j€Y;
At _1
z< ] (ZHm;H) B B
i

IS4

Y (2 P jtye g IS g ”H) -
aije%iuyl |T|\/> |T]|\/7

o

=

y () aE )|+

1
ﬂl‘/'ijdi

( Y Hnin> B} (12 + < Y. HnuH> HH"THq,
je i\ /5,

At _1
2 Y o ) 8] 1 7, —
Mz je;

VT NG
Ll | g B+ 5 B ) |+
aijegéugz ’q ‘ |q]’

(3.10)

5

N =
T |

D (ﬁ?%)TBz’ff?

aijejfjj

At

Remarque :
e Dans la somme pour i = 1, .., Ny qui concerne les tétraedres,
pi=Y gl = Y [l + Y [l + Y lngll,
€% €T} ;i€ Ty aEA]
e Dans la somme pour i = 1,.., N; qui concerne les hexaedres,

pi= ) Il = 3 Inll+ X gl + 3 fmgl-

JE€Y a; €2} lZ,']'E.,OZ’m a;; €N

Nous réécrivons la minoration (3.10) de ¢" sous la forme :

1
¢ > (S;t + ST, + 8

2 + Srqnet + Sﬁyb + SZyb) ’

int

avec:
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sy ¥ unqul B + (m

i=1a;e7]

PLEVI) Jar -
4|l (/7

TA
“ 1 Vfi
‘T| HHn ZHTIHEHHTI_4|T’ H n” ]/
L JIvVH

. At\/u 1
n Hi ij H' 2|12
ST, = n|| | =€ Fi_ 2|12 -
W= L L ]H[ B2 + (Fi 4|mf)” I3

i= 1111]6“2111
af At TA t\/ei
IH; zllnllE"Hn ~ 2 IEF|I3,
‘Tz| | z‘\/

i ZA\F
Sh = Z > Inulll I1E? 15, + (”,— ] )H R -

=y pi AlailyE

‘1
AL b B, — Y B2,
| g il

lgil

. 1At /1
SZM’ = n; 7En2 &_ U S 22,—
T T ]H[ B 115 + ( dgrve ) G

i=1g;€2i, pi
’1
L T g
14i] 4|q;|\ /i ’
; _1 af At _1 At /ey INT
St =3 & Il SV, + B et 42 = S ol ) + 5 (B ) A8
i=1 g€} pi
q o & ni2 Hi ”—% 2 Dﬂ 71—7 n At ~n—% L—
St = L L Il G+ EEy T - ,HH oI ) + 5 (B 2) BiE).
i=1 g€ pi pi qi

n_7 | ||EY||, dans ST , et ST, et en sommant sur

Maintenant, en appliquant I'inégalité (3.9) a
I, et I, nous obtenons :

Sil;lt Z Z Hnl]H int’s

ﬂrje%

;et Z Z Hnl]H met/
uij€=7m

avec :
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int pi AulyE 20Tl pi ATlyg 20TlVeE

(81 'B]TIAt\/a TAtxﬁ) I nH I (Vj ﬁ]TlAt\/PT] TAt\F) IH "_EH

- ‘ T .
L (si BiArE a;At\/a) - <yi NI waf\/E> AR 4

pi Aglyvm 20yl pi 4glvea 2hlyE

T, = (G- BANVE arAVE e ( PURVIT AVEL
e pi  4ulym 2ulym )T pi  AlulveE  2ulyE

n_,

Et en appliquant une nouvelle fois (3.9) a [|[H; 2||,,||E"|,, dans S! , et S!,,, et en sommant sur

2, et 2,,, nous obtenons :

met’

S?nt 2 Z Hnl]” int’

a,je.,@d
Sth 2 Z ||n1]H mets
a,'jEQm

avec:

: e PAVE  alAtyE o pi BEAWEL I\ ey
pi |q1|\/77] |’71|\/> pi |5/z|\/7 |5/z|\/;
g ﬁ%Atwﬁ¥' &; Atvff IE "H N Mo 52Atwﬁ@' &; IAt b1 H 2”2
pi AlajlvHi 2Iv/]\\ﬁ pi  AgjlvE ZI%IW o

q X q ;
o (81,_/31.].&\/5 aAtf) R+ (w BIAL/Hi aAtf) e

et pi 4ailvim 2l pi Alalve  2lailvE

Enfin, compte tenu de leurs formes, nous pouvons exprimer S,leb et Szyb comme une somme sur
H;, en les additionnant et en prenant en considération par choix arbitraire, pour chaque a;;, le
tetraedre 7; et ’hexaedre g; (nous pourrions prendre I'hexaedre g; et le tétraédre 7)) :

& Wi n—1 n—x
Stp+Sh, = ¥ [nniju <Z,||E?||%+Z,HHZ' e - S 2||T1||E"||n)
ai]ve%fi 1
At /—
3 (@) g

g (3.11)
&j E" |2 Hj H”—% 2 4 At H”—z E"
[l EH qu,-erfjH e |H g, I1EJ llg;

Iq
AZt(ﬁ;?—%)TBﬁE?] .

Ensuite, en remarquant que :



3.1. Ftude de stabilité 43

o INT A -3 !
(H? 2) AijE;l:/a (H7 2) Ni].E;ﬂdsz/a <H;1 2 ><E]’"> 1;;dS,
i

ij

1 _1
ottici H; 2 = Hh\ € (]Pp[ri]) alors que E/ = Ej by (Qk[qj])3. En se servant principalement

de l'inégalité triangulaire, de 1'inégalité de Cauchy—Schwarz, de (3.9), ainsi que de (3.1) et (3.2),
nous avons :

*n—% T n ”_% n Tv
(Hi )AijE]. > H' % E}) iiydS
ﬂz‘j
PSR [
> — Hi XEj Hn”HdS
> / I B s
>

_ ‘ul ”_E /ﬁ n2
2 ( H ||Lllj ‘ulHE] HLZ,‘j)

> n Uu(,ﬂﬂﬂ?*ué 7 g13).

De plus, en remarquant que :

n—1 B
(E?XH]- 2> ﬁide,

1 _1
ouici Ef = Ej} € (]Pp[’ri])3 alors que H;l ?=H, L, € (Qk[ﬂj])s. Par un raisonnement similaire,
]

g INT —\T ~p_1 N\ T ~p_1
(8] ) BE = (B:E) B * = () A8 ? = /ﬂ

ij

nous obtenons aussi :

aINT 1
(7] ?) BiE > ( SRR, m,,)

W e BV
2l Uu(| N L Rl m,)

Nous utilisons alors ces deux dernieres minorations dans (3.11) ot nous appliquons également

'inégalité (3.9) a

nif || ||| et HHWi g, HE”H%, ce qui nous donne ainsi :

Shyb+shyb > Y (Il Thy,
a,»jeffj;

avec :
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T, — & ,BZAt\ﬁ af At\/e; IER + Hi :B;'rjAt\/E oaf Aty /1 |H' 2||2 n
Y pi  Alulym 2’Tz|\f pi  ATlyE 2ulveE

q q q
pi 4l 2|%|\F pi  Alglve  2lqlyE i

Finalement, nous déduisons la minoration de 1’énergie électromagnétique suivante :

1
¢ > > Z ||n11H T + E Hn1]|| met + Z ||n11|| mt+ Z Hn1]|| met+
(1,16% a1,67 aljegd aijeg,n
Y Inii || Thys
a;j €A

Ainsi, pour avoir ¢”" > 0, il suffit que T} ,, T}, TI T et € Thyp 501ent strictement positifs (en

mt’ met’ ~int’

supposant Ei et Hl. 2 non tous nuls pour i = 1,2,.., Ny et El" et Hi % non tous nuls pour i =
1,2,..,N,):
VA AAY] q

e Pour TY, et TT

int met/

il suffit que At soit tel que :

(& BiALVEL aTAL /e
pi Aulym 2l
Hi 51‘?’“\/@ TA’f\/»

L i 4TlyE 2|Tz|f
( 45 A m
5 —|—21x
4|Ti‘ At &
—_— > il —+2af |,
pi W(ﬁ]\/’:f )

et enfin, nous appelons At: le pas de temps (noté At ci-dessus) satisfaisant ces inégalités,
qui est alors défini de la fagon suivante :

e e

Remarque : cette condition reste valable dans le cas des faces frontieres métalliques (T},,, >
0) avec la convention que j est remplacé par i.

>0,
Vi, Vi€ ¥ :

— Vi, Vje:

Vi, Vie ¥ 1 Atg

Donc, si nous prenons un tel At;, nous aurons T}, > 0 et T, > 0. Nous pouvons re-
marquer que ce pas de temps At; correspond a celui de I'étude de stabilité de la méthode

GDDT-P, en maillage tétraédrique défini par (3.3).
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e De la méme maniére pour T e et T
soit tel que :

1 et, il suffit que le pas de temps, que nous appelons At,,

oo ] - 2

Remarque : cette condition reste valable dans le cas des faces frontieres métalliques (T}, >
0) avec la convention que j est remplacé par i.

Vi, Vi et Al

1. > 0etT!, > 0. Nous pouvons re-
marquer que ce pas de temps At; correspond a celui de la méthode GDDT-Q; en maillage
hexaédrique défini par (3.4).

Dong, si nous prenons un tel Atq, nous aurons T

e Maintenant, pour Tj,; il suffit de trouver At tel que les expressions :

<si_ﬁ5Afﬁ_aZAt¢a> (ui ?;-Afﬁ_mm)

pi 4ulyim 2l pi Aulyg 2ulvE

& _ ﬁ;‘]im\ﬁf B “;‘]At\/‘?j W ,B?iAt\/]Tj - tx?At\/],Tj
pi Alalvi o 2lalvi R INCEING]

soient strictement positives. Nous remarquons que ’on retrouve les deux premiéres dans

T? ,, donc pour que celles-ci soient strictement positives il suffit de prendre At défini comme
At;. Regardons les deux suivantes, nous voyons clairement qu’il suffit de prendre At défini
comme At, (Vj, Vi € ¥}) pour que ces deux expressions soient strictement positives. Ainsi
pour que Tj,;, soit strictement positif, il suffit de prendre un pas de temps égal au minimum
entre At et At,.

Pour conclure, en notant At le pas de temps global, la condition suffisante de stabilité est définie
par:

At = min{At, Atg}. (3.12)

Sous cette condition et sous les hypotheéses définies dans (3.1) et (3.2), €" est une forme quadra-
tique définie positive, c’est-a-dire que nous avons bien :

—n —n—1
¢ >0 (VE,L H 2, i=1., Ny et VE, A" 2, i=1,,Nyet
n-3

¢"=0=— (Vi=1,.,N;, E: =0, Hf*f =0etVi=1,.,N, E' =0, H >=0).

1

Remarques :

e une généralisation (que nous ne présenterons pas) de cette étude de stabilité, prenant en
compte a la fois les schémas en temps LF2 et LF4, est a soumettre prochainement (article
en préparation [A2], cf sous-section 1.4).

e cette condition (3.12) de stabilité est une condition suffisante, a ne pas confondre avec une
condition nécessaire. Cette condition dit ici que, si nous prenons un tel pas de temps, alors
nous avons la garantie d"un calcul stable ; mais celle-ci n’affirme en aucun cas la réciroque,
qui serait : prendre un pas de temps différent de (3.12) (i.e. plus grand) implique l'insta-
bilité du schéma (réciroque contraposée). Autrement dit, en pratique il n’est pas exclu, par
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exemple, de conserver un calcul stable en prenant une valeur du pas de temps se situant
entre Aty et At,.

e Dans [Fahs 2008], il est démontré pour la méthode GDDT-IP,, maillages tétraédriques, que
le schéma LF4, préserve la stabilité tout en pouvant multipilier la valeur du pas de temps
correspondant au schéma LF2, par : v/2 + V4 ~ 2.847.

3.2 Ftude de convergence

Nous continuons l’analyse mathématique de la méthode GDDT-P,Q; et nous nous intéres-
sons a présent a la convergence en h de ce schéma, afin de dégager un estimateur d’erreur a-
priori [Fezoui et al. 2005] (ou encore [Pernet & Ferrieres 2007, Lanteri & Scheid 2011]). Pour étu-
dier cette convergence, commencons tout d’abord par bien resituer le probleme (2.1). On rappelle
que (2.1) (cf [Fezoui et al. 2005]) admet une unique solution (exacte) W dans l'espace fonctionnel
suivant :

W e ([0, 4], (L*(©2))®) (N €°([0, tf], (H(rot, Q2))°), (3.13)

pour toute condition initiale Wy € (H(rot,)))® satisfaisant les conditions aux limites décrites
dans la section 2.1. De plus, on associe ainsi aux formulations faibles (2.15) et (2.16) (d'inconnue
W;,(1)) la condition initiale : W;,(0) = P,(Wo) ot P, : (L?(Q2))® — VP désigne le projecteur
orthogonal sur V? selon le produit scalaire (L?(2))® (dans un abus de notation, nous utiliserons
également P, quand nécessaire pour la projection orthogonale sur V). Nous faisons maintenant
plusieurs hypotheses et introduisons quelques notations.

3.2.1 Propositions, lemmes, hypotheses et notations

Dans ce qui suit, i, désigne le diametre de la cellule (tétraedre ou hexaédre) c;. On considere
une famille de grilles non-structurées (%), (hybrides et non-conformes), o1 & est le parametre

de maillage de chaque grille, défini par h = max he,. Les maillages ¢, sont supposés compatibles
[HSXT%

avec la frontiere du domaine 9d(), i.e. le volume discrétisé (), = (J..cq;, ¢; tend vers Q.

Nous faisons les deux hypotheéses suivantes :

Hypothese 1. Les grilles non-strucutrées ¢y, sont uniformément “shape reqular” : il existe une constante
n > 0 telle que :
Vh, Yei € €y, hefpe; < 1, (3.14)

ol p, est le diametre de la plus grande boule incluse dans I'élément fini c;.

Hypothese 2. Nous admettons I'hypothese suivante, dite "inverse assumption” : il existe une constante
v > 0 (indépendante de h) telle que :

Vh, ¢ € G Vi € Vi, hoJhe, < . (3.15)
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Nous supposons également que les coefficients électromagnétiques ¢ et p sont uniformément
bornés et constants par morceaux et on note (); les sous-domaines de () ot ¢ et y sont constants.

On introduit ensuite les espace de Sobolev morcelés PH**1(Q)) = {v | V], 7| 0 € H**1(Q)))} mu-

/
nis de la norme ||v|| ppys+1() = (Z]' 010 H§+1,Qj) , 0 ||.[[s41,0; désigne la norme H**! standard
sur ();.

Enfin, nous présentons les trois formes bilinéaires suivantes (utilisées dans toute cette analyse de
convergence) :

m(T,T') = 2/<QT,T’>dx,
Q

3 3
a(T,T') = /Q<<k;aﬁk1\/kT,T’>—k§<a§3kT’,N’<T>>dx,

b(T,T') = /@ (v}, [U]) = (U}, VD) = {V'} U + {U'} VD)) dS +

/ ((U,axV)+(V,axU))ds,
ym

avec :

/
T= ( S > ER%etT' = ( 3, ) € R® (et U, V, U’ et V' appartiennent chacun a R?).

Ui‘”i/ + Uj aij .
5 sont respectivement le saut et le

[[Uh]]ij = (Uf‘ai; — Ui\u,-]) X 1i;; et {Uh}ij =
flux de Uy, sur la face a;;.

#, désigne I'ensemble de toutes les faces internes et .%,, I'ensemble de toutes les faces
métalliques du maillage.

(92 T) |, = 0% (T|e,) pour k = 1,2,3.

e Dans l'intégrale sur .%#,,, sur chaque face ajj, Uet Vsont U|, et V.

Maintenant, en réalisant la somme de (2.15) sur chaque cellule ¢; € .7, et de (2.16) sur chaque
cellule ¢; € 2;, on obtient que la solution discrete W, € Vh6 satisfait :

m(3Wy, T') 4+ a(Wy,, T') +b(W,;,, T') =0, VT € V.. (3.16)

On montre alors, dans la Proposition 1, que la méthode GDDT-P,Qy est consistante avec le sys-
teme (2.1) :
Proposition 1. Soit W la solution exacte de (2.1) (et satisfaisant (3.13)), on a :

m(W, T') +a(W,T') + b(W,T') =0, VT’ € V¢. (3.17)
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Démonstration. Dans un premier temps, regardons m(d;W, T') :

N
m(atW, T/) =2 Z <QafW P T/> dx.
i=17¢i

Deuxiemement, on s’intéresse & b(W, T') :

bW,T) = [ (R, [UT) = ({B}, VD)~ (V') B+ ({U'}, [HD) ) d5 +

/f ((E, axV')+(H,ixU")) dS
= & [ ((omy w1, - () -
<{V/}ij ’ [[Eﬂij> + <{U/},‘]’ , [[Hﬂij> ) das +

/ (Ele;, i x Vi) + (Hlg, , ;5 x Up) ) dS
;i€ T

Du fait que les composantes E et H appartiennent a H(rot, ), leur trace tangentielle est continue.
Autrement dit, sur a;; € F;, ona: E|; X fi;; = E|; x fijj et H|, X fij; = H|; X fi;; et donc :

e [E]; = [H];; = 0.
o {H}; x iijj = H x iij; et {E};; x ft; = E x fi;;.

Par ailleurs, toujours dans I'intégrale sur a;; € %4, on remarque les égalités suivantes (propriétés
du produit mixte) :

* <{H}ij , [[U/]]ij> = <{H}ij x 1y, Uj — U;>
° <{E}i]. , [[V/]]ij> = <{E}i]. X jj V§ —V;->.
Enfin, dans l'intégrale sur ajj € Fy,ona:

o (E|,, njj x V}) = (E|, x 1;, V) = (E x 1;;, V}).
s <H‘Ci , Ayj X U:> = <H‘Ci X Ry, U;> = <H X 1jj U;>

Ainsi, nous arrivons a la forme de b(W, T’) suivante :

bW, T) = / (Hx 1y, U —Uj) — (E x 17, V§—V§>> ds +
H,JE/d aij

L [ ((Exm, Vi) + (Hoxny, U) ) as

aijeym aij
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Pour finir, on traite a(W, T') :

a(W,T') = /Q<Zah N'W, T’> /(li<a§kT/,Nkw>dx

k=1 =1

=

3
Y- (05T, NAW) dx

k=1

= Z <iaxk1\/’<w, T’>dx—i/€l

k=1 i=1

En utilisant la formule d’intégration par partie ci-dessous :

3 3
Y (35T, N*W)dx = —/ <Z I N*W, T’> dx + Z (T, i (/\/"w) )dS
Ci k=1 ¢ \k=1 aci k=1

on obtient, en définissant .7} comme l’ensemble de toutes les faces internes de la cellule ¢; et .7},
comme l’ensemble de toutes ses faces métalliques :

a(W,T) = 2% <Zaxk/\/"w T’>dx—2 Z(T/ it (VW) )ds
i=1v¢Ci

ac; k=1

- 2%% : <V-F(W),T’>dx—iz i(T',ﬁfj (VW) )ds

i=1jev; v 4ij k=1

N N 3
= 22/<V.F(W),T/>dx—22/ <Zﬁ§fj/\/kw,T'>ds
i=17¢€i ai; \k=1

i=1je%

= 2% <V-F(W),T/>dx—iz (MW, T')dS
i=1v¢Ci

i=1je7; / aij
N
= 2) [ (V-F(W), T )dx—
i=1Y¢
N N
YL [ (W, Thas-Y ¥ [ (myw, T)as,
iilaijeﬂi u’j izlaijeylln ai]

et finalement :
N
a(W,T) = 22/<V-F(W),T’>dx—
N
Y X [ (Mg, U) = (Bl x iy, V) ) ds-
j é ajj

7
N
Z: ) ( (H|, x 15, Uj) — (E|, x #i;;, V}) ) dS.
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On réalise a présent la somme sur toutes les faces internes et sur toutes les faces métalliques,
a(W, T') devient alors :
/ , T dx—
Ci

/ (H,,  #;, UL — (Bl x 7, VI)+
a;j

aW, T) = 2

™=

Il
—_

i

m

aij i

<H‘c]- X 1’1]'1' , U;> — <E‘cj X fl]'z' , V;> ) dS—

M

/ (H|, % #;, UJ) — (E|q, x f;, V1) ) dS

]Ey"
N
= 22/ ), Tdx—
i=1Y¢
;d 5 (Hx i, U = Uf) = (Ex fyj, Vi — V) ) dS—

Z/ (H x iy, UJ) — (Ex #t;, V) ) ds.
a;;€

On obtient donc la somme des trois formes m (W, T'), a(W, T') et b(W, T’) suivante :

N
m(OW, T') +a(W, T') + b(W, T') = 22 QW) , Tdx+2) [ (V-F(W), T )dx+
i=17¢

2 2/ (E x njj, Vi)dS.

QUEJW aijj

Or, sil’on prend T’ la fonction test vectorielle dans (2.14) et que 1’on somme pour chaque ¢; € (),
cela implique que :

22 , T) dx+22 <V-F(W),T’>dx:0,

i=1
et, pour finir, en apphquant la condition aux limites sur le bord métallique 02", qui nous est
donnée par : E x it = 0, on obtient ainsi :

m(3W,T') +a(W,T') + b(W,T') =0, VT’ € V} et pour W solution exacte.

Dans la suite, nous nous servons du lemme de stabilité suivant :

Lemme 1. Pour tout T € V0, ona:

a(T, T)+ (T, T") =0. (3.18)
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Démonstration. On constate pour a(T’, T') que :
3 3
a(T,T) = / YR NMT, T Yax— | Y (b T, N*T')dx
Q \k=1 Qk=1
= Z(a’;k/\/kT’ T') dx—/ Z<ah T, N*T')dx
3
- / Z(/\/" ahkT') , T dx — / Y (E T, N*T )dx
QO O k=1
3
= [ Y@, (N") T )dx — 2 (LT, N*T')dx
Qg=1

3
_ / E<ah T, NFT Ydx / Y (@ T, NFT Y
Qg Q k=1

De méme pour b(T', T') :

b(T', T') = /y (V3 U] = {ud, VD = (Vi U] + {U'}, [VT]) ) dS +

[ (U ax vy v mx ) ) as
= / ((U,axV)—(U,axV')) dS=0.

On a donc:
a(T, T))+b(T, T') =0, VT' € V.

Remarque : on peut montrer de facon similaire que a et b sont anti-symétriques.

Ceci implique, en remplacant dans (3.16), T par W), € V{ la solution approchée :
m(atWh, Wh) =0.

1 d
On définit 1’énergie semi-discrete par : €,(t) = Em(Wh, W,,). Elle est constante car aeh(t) =
m(atwh, Wh> =0.

Nous terminons cette sous-section en rappelant deux résultats déja connus dans les méthodes

d’éléments finis, ot |.|,, désigne la semi-norme standard H" sur ¢; et ||.||, 5., la norme standard
7 1

L? sur dc; :
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Lemme 2. (cf [Ciarlet 1978]) Soit T, € F, (resp. q; € 2y) et u € H (7)) (resp. u € H*T(gq;))
pour s > 0. Soit IT un opérateur linéaire de H™1(1;) (resp. H™(g;)) dans P[] (resp. Qx|q;]) tel que
IT(u) = u, pour tout u € P[] (resp. Qx[q;]). Alors, ona:

1(u) —ul,, < CHE™ )|, r=0,1, (3.19)
IT0G) = ullgp < CHE™CPH2 ]|y, (3.20)
et respectivement :
TI(u) —ul,, < CHY™ )|, r=0,1, (3.21)
IT1() = ullgay, < CHEMEI2 gy, (3.22)

ot C est une constante strictement positive dépendant uniquement de p (resp. k), s et du parametre de
régularité du maillage 1.

Lemme 3. (cf [Ciarlet 1978]) Pour tout v € Pp[7;] (resp. v € Qx[qi]), ona:

1915, < Chz[olloz, (3.23)

ol < Chg'l|ollox, (3.24)
et respectivement :

[0llo5 < € g2 ll0ll0g: (3.25)

[olly,, < Chylollog (3.26)

ot C est une constante strictement positive dépendant uniquement de p (resp. k), s et du parametre de
régularité du maillage 1.

3.2.2 Convergence du probleme semi-discret

Nous démontrons dans ici le résultat suivant :

Théoreme 1. Soit (%},),, une famille de maillages non-structurés (hybrides et non-conformes) satisfaisant
(3.14) et (3.15). Soit € et p uniformément bornés et constants par morceaux. Vj, est donné par (2.7).

Soit W la solution exacte de (2.1) vérifiant (3.13) et appartenant de plus a C°([0, t¢], (PH*T1(Q))®)
pour s > 0, soit Wy, € C1([0,ts], V?) la solution semi-discrete satisfaisant (2.15)-(2.16) (et W et W,

satisfont les conditions initiales énoncées en début de cette section). Soit &, = max {h?m{s’p h hgﬁn{s’k}}

avec hy = m@((hn) et hy = max (hy,), alors il existe une contante C > 0 (utilisée de facon générique
T qi

dans toute cette étude) indépendante de h telle que :

tgﬁ(?}}(HPh(W(f)) = Wi(B)lloa) < Coutr [Wlleogo,prsi () - (3.27)
iy
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Démonstration. Notons w(t) = W(t) — Wy(t) = < II?I((tt))_—EI-}Ith(Z) > = (:1((?) > er-

reur au temps t € [0,ts] et { la valeur minimale de & et pu. Notons également

& () = %m(Ph(w(t)),Ph(w(t)),ainsi:

en () = [ (QPw(t), Pulw(t)) dx > € /Q (Puw(t), Pulw(t))) dx,

et:
[ (Pw), PuCw(e))) dx = a;/ Pi(e(t)), P(e(r) )+
Pu(h(t), P(h(t))) ) dx (3.28)
= Z(IP(e®)3a+IBBEIEA)-
Donc:

Cp, (1) = C(IPu(e(®)ll5n + IP(h(t)[50 ) - (3.29)

En tenant compte des conditions initiales discrétes, on a €p, (0) = 0, et pour t € [0, t¢] :

&n. (1) / ag En(6) 4o = 2/ im(Ph(W@))fPh(W(g)))dg :/0 m(dsPy(w(c)), Pu(w(c))) dg,

0

du fait que P, (w(t)) € VP onaaussia(P,(w(t)), Py(w(t))) +b(Py(w(t)), Py(w(t))) = 0, etdonc:

en(t) = [ (m@Pwe), Pwe)) +aPw@) PwO) + 530,
(P (w(c)), Pu(w(c))) ) d.

D’autre part, si l’on soustrait (3.16) a (3.17) en prenant T = P,(w(t)), la bilinéarité de m, a et b
nous donne :

m (9W(t) — oWy (t), Pr(w(t))) +a (W(t) — Wi(t), Py(w(t))) +
b(W(t) — Wi (t), Py(w(t))) = 0.

On remarque dans (3.30) que (P, linéaire et W), € VP) : Py(w(t)) = P(W(t) — Wy,(t)) =
Py(W(t)) — Wy (t), dotx:

en) = [ (OB W(E)) — AeWa()), Pa(w(c))) + a(Py(WI(c)) — Walc), By(wlc))) +

b(P(W(c)) — Wi(g), Pu(w(c))) ) dg.
(3.32)

En intégrant alors (3.31) sur [0, t] et en soustrayant a (3.32), on obtient (en utilisant la bilinéarité
dem,aeth):
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Ep,(t) = /0 (m(d:Py(W(g)) — W (g), Pr(w(s))) + a(Pu(W(¢)) —W(g), Pi(w(s))) +
b(P,(W(5)) — W(5), Pa(w(g))) ) de.

Donc (cf (3.29)) :

C(IPelfa+ 1Peh()Fa) < /Ot (m(9cPu(W(g)) — 9 W(c)), Pu(w(c))) +
a(Py(W(g)) — W(g), Pu(w(c))) +
b(Py(W(c)) — W(c), Pu(w(c))) ) d.

De plus, P, étant linéaire, indépendant du temps et défini de facon unique, on trouve :

m(@P(W(E)) — 3 W(), Pi(w(c)) = m(PL(BW(c)) —AW(c), Py(w(c)))
= 2 (QIROM(E) ~W(e)], Pu(w(c)) )ax

= 2 [ (R@W(©) ~2W(5), QPL(w(e)) ix.

Or, P, est le projecteur orthogonal de (L?(0)))® dans le sous-espace vectoriel V2, du fait que
I W(g) € (L2(Q))8, que P,(9:W(g)) € VP soit son projeté orthogonal et que Q' P, (w(g)) € VP
(e et u constants sur chaque c;), on a, par définition (théoreme de projection orthogonale sur un
sous-espace vectoriel) :

m(9Pu(W(g)) —9;W(g), Pu(w(c))) =0,

C(IPe)lia+ IPh()Fa) < /Ot (a(Pi(W(g)) = W(c), Pu(w(c))) +
b(Pi(W(g)) — W(g), Pu(w(c))) ) de.

(3.33)

Nous nous intéressons a présent aux deux termes restant dans cette intégrale sur [0, t]. A partir
de maintenant, nous omettons la variable temporelle afin d’alléger la notation et nous notons T;
les tétraedres et g; les hexaeédres. Commengons par a(P,(W(g)) — W(¢), P,(w(g))) :
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e

I N [Py (W) — W], Ph(W)> -

a(Py(W) — W, P,(w)) = /Q<<

»
I
—_

e

(0 Py(w) , N*[P,(W) — W] >> dx

-/ << 9N (W) — W], Ph<w>>—
Q k=1

W)~ W, (A%) "3l By (w) >) dx

6
€V

_ / <ia’;kN’< P, (W) — W], Ph(w)> dx
Q \k=1

-~
Il
—_

Mm
—
'NU

T
X

= % <iakak [Pr(W) — W], Ph(W)>dX+
=177

k=1

N 3
Z/ < aka’k [Ph(w) - W] , Py (W)> dx.
i=179i \k=1

Ensuite, 'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne :

a(P,(W) =W, Py(w)) < |a(P(W)—W,Py,(w)) |

IN
Tz

_.
Il
—_

3
Y O NE[PL(W) — W[ [[Py(w)]lgr, +
k=1 0,7

=z

3
Y O N [P(W) = W] [[Pu(w) [, -
k=1 0.4i

Il
—_

On pose u(x,t) = P,(W(x,t)) — W(x,t) € R d’ou:

aX3u5 - axzu6
Oy, U — Ox;lig
a3521/14 - a3c1145
aszS' - ax3u2
ax3ul - axlu?)
ax17/12 - aJCQI’ll

3
) Ay N* u
k=1

0,7

0,7

19x345 0,7, + lI0x2 16 lo 7, + 191 tt6 o5, + [[Oxstallg 7, +

IN

||axz”4Ho,T,~ + Ham“SHo,ri + HaXZMBHO,Ti + Hax3”2Ho,r,» +

||ax3u1||0,ri + ||axlu3||0,ri + ||aX1u2||0,Ti + ||axzu1H0,T[ ’

(3.34)
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or, pour chaque u; (I = 1,...,6), on a : [[dxuly,. < [[Vuly, pour k = 1,2,3. De plus, la
définition de la semi-norme H'(7;) étant |u|1 ., = [Vu[o,., on obtient en utlisant 'inégalité
(3.19) (avecr = 1) du Lemme 2 :

6 6
X < 2) |ulhy Z W) 1z
0,7; 1=1 I=1
6
< zzcwm{s PNl
= 2Ch%1m{s,p} (HEXHS+1,T,' + HEst—i-l,T,- + HEZHSJrl/Ti +
| Hxllosng + [ Hyllsn g+ 1 Heleon o)
< 20K (3Bl + 3 I H i )
<

CHE™ ) (B 1+ 1 Hr ) -

On applique maintenant l'inégalité : [m +n| < /2m? +2n2, Vm,n € Ra |[E|; . et [[H|;,
(tous deux positifs) :

IN

SN [P (W) — W] TP (1Bl g+ I1H )

0,7

IN

Chmm{s ? (2 HEHerlr +2 HHHSJA T’)

Nj—

in{s, 2 2
< ™ (|1l + IHIZ )

, 1
Egalement, on remarque que (cf (3.28)) : ||Py(W)lg-. = (IPs(e)I[§+ + [I1Px(h)[[§ )?. Ainsi, en
adoptant un raisonnement similaire sur g; (on utilise notamment 1'inégalité (3.21) du Lemme 2),
l'inégalité (3.34) devient :

N|—

1
2 2 2
a(Bo(W) — W, By(w)) < ):cf““{sp}(HEHSH,T,.+HHHSH,T,.) (1P (@) 3 + a0 [3) -+

NI

N, 1
in{s,k 2 2 2
Y CH™ ) (BN, 1+ 18I, )" (1P, + 12 () 3,,)

A partir de maintenant, la notation ” - ” désigne, quand nécessaire (et dans cette démonstration),
la multiplication (classique). Enfin, 1'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :
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N: 1

2 2 2
Y (NI s+ I ) - (1) I3 + 1P ()13,
i=1

NI
IN

i=1

N, !
(; 1P (e) 135, + [P (h )II%,TI.)> :

. :
2 2
<Z<\|E|\s+1,~q+|\H||s+1,n)> -

En appliquant cette méme inégalité a la somme sur les hexaedres et ayant utilisé i, h, et j, (
reporter au Théoreéme 1 pour leurs définitions), on obtient :

N—=

a(P(W) =W, By(w)) < CH™ P (IR o) + (B 7))
1
2

1P 5, + PRI )" +

1
min{sk} :
Chy <HEHPH5“ (2 [l s Qh)) . (3.35)
< b

1P()II} o, + 1P (B3 ,)

N

< C& (HEH%HSH(Q) + HHH%’HM(Q))

(I12u() B+ 1Pa(0) B0)

Maintenant, on examine le terme b(P,(W(g)) — W(¢), P,(w(g)) dans (3.33) :

b(Py(W) =W, Py(w)) < | b(P(W)—W,Py(w)) |

VAN
3
o
VRS

(3.36)

)

/a <[Ph(E) — E]|, , fyj % Ph(h)‘cz-> das

_|_

) |

/ﬂ <[Ph(H) —H]J |, fi; x Ph(e)\ci> s
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Dans la somme sur les faces internes (i.e. a;; € %), a;; peut étre une face hybride, dans ce cas
on consideére (arbitrairement) le tétraedre 7; et 'hexaédre g;. On se sert a nouveau de l'inégalité
de Cauchy-Schwarz, ainsi que des inégalités (3.20) et (3.22) du lemme (2), et (3.23) et (3.25) du
lemme (3) :

[Py(H) — H] |, + [P,(H) — H] |,

/m]- <{Ph(H) —Hj;, [[Ph(e)ﬂif> as| < 2 0,0
[GICTRLICT R
< (Jmon—n ], + e -n, |, )

+ th(e)‘qj

(HPh(e)Ti 0,a,7>

<Chmm{s p}+2 ||HHS+1T + Chmln{sk}+2 ||H||S+1,qj> .

0,4

IN

_1 _1
(Che? Il + Chi* 13 oy, )
< C- max{hmln{Sp}+2 hmm{SkHz} -max{h;% hq_%}'
_— i 4 ]

(I 1+ 18 ) - (1P o, + 1Pu() ) -

1 1
Cherchons alors a majorer max {hn:m{s Zias hmm{S k) +2} - max {h Z,hq } Les puissances de

h+, et hy, étant différentes, nous avons quatres possibilités :

max{hn,m{s PH hmm{SkHz} -max{hllth]%} T AL
[}

hinin{s,p} < Ch/

VAN

max {hmm{s P+l hmm{s )+ } . max {h;; hq_% } _ h;nm{s k}+2h _ h;nin{s,k}
° T i i i

< R <og,

e En utilisant (3.15), avec ¢; = T; et ¢; = q; (et le parametre de régularité y) ,on a:

max {hrTrIun{s P+l hmm{s e+l } . max {]’l;%, hq—]% } _ h;?in{s,p}+%h11—j% < mm{s pr+i \F th 3
< V7 hrTI}m{s/p}
< \F’Y hr;lﬁn{s,p}
< ﬁ gh/
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e En utilisant (3.15), avec ¢c; = gjetc; = 7;, ona:

max {hmm{s PI+3 hmm{s K3 } . max {hTi;, hq’]% } _ hg;in{s,k}Jr%h;% < mm{s kh+1 \F hq]
N
< \F’)’ h;nm{s,k}
< Ve

Dans les quatres cas de figure on obtient donc :

max {hmm{s PI3 hmm{s k}+2} - max {h ],h } <cs,

Ainsi, si a;; est une face interne hybride (on note J; 'ensemble de toutes les faces hybrides du
maillage) :

/a <{Ph(H> —H};, [[Ph(e)]]i]'> ds

ij

< i (Ml 1+ 8, ) (1P () o + IPa(e) o)

Nl—

2 2
< Cg (M2, + 1HI2,4,,)

(IPs(@) 1B+ IPa(e)IR )

Nl—=

Si a;; est une face interne commune a deux tétraedres (on considere les tétraedres 7; et 7j, et on
note .7; I’ensemble de toutes les faces communes a deux tétraedres du maillage) :

NI—=

IN

/a ({Pu(E) ~H}; , [Pi(e)];) dS

ij

in{s, 2 2
™) ([H2,  + IHIE, )

NI—=

(IR (@)1 + 1Pu(e) )

1

2 2 2
Con (IHIZ 0 + 1HI2 )

1
2
(IPu(e) I, + 1Pu(e)Es, )

Si a;; est une face interne commune a deux hexaedres (on considere les hexaedres g; et g;, et on
note 2, I'ensemble de toutes les faces communes a deux hexaedres du maillage) :

IN

1
infsk 2 2 2
< o (B, E )

/a ({Pu(E) ~H}; , [Pi(e)];) dS

ij

1
2
(IPu(e)I13g, + I Pa(e) 3, )

Nl

2 2
< € (M), + IHIE, )

(IPute) By, + I1PsCe)IRs, )

NI
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On obtient les mémes inégalités pour le terme
Lll']'

<{Ph(e)}ij , [Pu(H) — H]]ij> dS' (cf (3.36)), et

des inégalités similaires (mais faisant intervenir les normes de E et de P, (h)) pour les termes

/ <{Ph(E) —E}ij, [[Ph(h)]]ij>d5 / <{Ph(h)}ijz [P (E) —E]]ij>d5|-

ﬂl’]‘ ﬂl']'

et

Par ailleurs, toujours dans (3.36), regardons la somme sur les faces métalliques (i.e. a;; € %), si
a;j est la face d’un tétraédre (on note 7, 'ensemble de toutes les faces métalliques du maillage
issues de tétraedres) :

IN

/ <[Ph(H) —HJ [, fijj % Ph(e)\fi> ds

ﬂ,‘]‘

|(p(r) - H] |,

‘Ph(e)\fi

O,Il,']' 0,11,']'

IN

ChE™ P ]| - 11Pa(e) o

< C(:h HHHS+1,T,' th(e)HO,Ti :

On a la méme inégalité pour le terme / <[Ph(E) —EJ |, fijj X Py(h) \rz> dS|, et des inégalités

a,‘]‘

similaires si 4;; € 2, (avec 2, l'ensemble de toutes les faces métalliques du maillage issues
d’hexaedres).

Ce qui entraine la majoration suivante :

NI

meW—WJmW»sc@(:Z (MHMHE+MWQMJQ@m@m&+wm@ma)%—

ll,‘jE%

Nl—=

1
2 2 2
@mwmﬂmuw)omm%mﬂm@m@))+

1 1
2 2 2 2
(0 IR ) (IR, + I, )

ﬂ,‘jefgd

NI=

1
2
(B2 + NEIZ ) (IPAR) IR, + 1P (0B, )

1
2 2 2
(1R + TEE ) (IR + i)

11,76%

k=1
-
=

1 1
2 2 2 2
(VEIZ 1+ VEIZ 1) (IPA I + 1P (B, )

Y (Il g1 1P o, + NE o PR o) +

;i € T

Z(Mmﬂwa@mwwwwwwmmﬁ).

aijegm

-

2

1
Enfin, en utilisant 'inégalité : Y, mn; < (Zl m%) ’ (Zz n%) , Vmy,n; € RY (ingalité de Cauchy-

Schwarz discrete), on peut déduire a la majoration de b(P,(W) — W, P, (w)) :
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b(P,(W) =W, Py(w)) < Cgy (HHHpHs+1<Q> 1Pn(e)[lo.0 + IEll prs1 () th(h)Ho,Q)
(3.37)

N|—

1
< C& (IElpens () + 1Hlpe ey ) (IPu(@) B + 1P (0) 3 0)

Nous pouvons ainsi revenir a I'inégalité (3.33). En exploitant alors la majoration (3.35) du terme
a(P,(W) —W, P,(w)), la majoration (3.37) de b(P, (W) — W, P,(w)) et en introduisant la notation

1
suivante : |W||ppss1(q) = <||E||%Hs+1(0) + HHH%HSH(Q)> *, on obtient ainsi :

N—=

Z(IPu (et 5.0+ lIPa(h(1)][5.0) S/OCé‘h W) I prss(y (IPu(e(e)) 50 + 1 Pa(h(e)) I50) * de.

Onnote A(t) = ||Py(e(t))l[5.0 + IPa(h(£)) 1§ = I1P(E()) = En(t)[§ o + [ Pu(H(£)) — Hi(8) [§
et on déduit de I'inégalité précédente, Vt € [0, t(] :

t tf
A(t) < Cg, / IW () pgs () AlG)? dg < CEy / W) gy A2 dg. (3.38)

Maintenant, on rappelle que l'on a : [|Wlleoo s, prei()) = tg?&);] (Hw(t)HPHSH(Q)) _
sup (Hw(f)||pHs+1(Q)>. Donc (3.38) devient :
i’E[O,tf}
ty .
max (A1) < CE [ IW(E) oy Ale)? ds
tE[O,tf] 0
< ca [ 1wl max (A(0)}) 4
; X :
= h 0 CO([0,tf],PHS+1(QY)) ce o] G G

N—=

Du fait que max <A(t)

1
2
) = [ max (A(t))] , on a la majoration suivante :
te[O,tf}

te [O,tﬂ

1
2

[max (1P (E(H) = Ex() 5.0 + 1P (H(E) = Bu()[5a) | < Cuts [Wlleo(oe,,pre1(c2)) -

te[0,tf]

NI=

et du fait que [P, (W (1)) — Wi ()]on = (IIP(E() — Ex(D]30 + ([P (H() — Hy(8)[35) " on
obtient enfin :

e (IPa(W(#)) = Wi(B)llon) < CEntg IWlleo(o,,prs1(02)) -
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Corollaire 1. Sous les hypothéses du Théoreme 1, il existe une constante générique C > 0 indépendante
de h telle que l'erreur w = W — Wy, satisfait I'estimation a-priori suivante :

[Wlleoqoey, 2y = COntr IWlleo((o),prs+1(a)) - (3.39)

Démonstration. D’aprés I'inégalité de Minkowski :
Iwlloo = [W=Willon = [[W—P,(W)+ P,(W) = Willoa

< [[W=DP,(W)lloa + [IP,(W) = Wy[[on-

Or, en se servant une nouvelle fois des inégalités (3.19) — (3.21) (pour ¥ = 0) du Lemme 2, et
pour h; et h,; proches de 0, on a:

Nz N‘i
W=PW)5a = Y IW—=P(W)I[5,+ Y IW—P(W)3,
i=1 i=1

T

IN
[\12

2 N i z
(Chmm{s P41 ||WHS+1,TI'> i 2 (Ch{r;i\m{s,k}+1 ||WHS+1,L71‘>

i=1 i=1
Nz 2 Ny 2
S (Chrmn{s p}+1||st+1Tl> (Chmln{s k}+1||w||s+1 ql>
i=1 i=1
N¢ 2 Ny . 2
< Y (CHETIW )+ Y (R W)
i=1 i=1

< Cgh (ZHWHS+1T1+ZHW||S+1I]Z>

(C&n)* WP 10y -

IN

On obtient ainsi : [W — P,(W)loa < C8n [Wllppsiiiqy < Cteln [Wl pps+1(q), ce qui entraine
finalement :

||W||CO([O,tf],L2( < CQnty ||WHCO ([0,t],PHsT1(Q)) -
L]

En conclusion, on obtient une erreur pour le schéma semi-discret d’ordre O(¢;) (ot O est le
grand O de Landau).

3.2.3 Convergence du probléeme totalement discret

Nous étudions a présent la convergence du probléme totalement discretisé. Nous détaillons les
étapes pour le schéma d’intégration en temps saute-mouton d’ordre 2 et exposons le résultat ainsi
que quelques étapes clef pour le schéma saute-mouton d’ordre 4 (la démonstration complete
pour le schéma LF4 est & soumettre prochainement (article en préparation [A2], cf sous-section
1.4).
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Le schéma complétement discrétisé (2.22) — (2.23) peut étre vu comme la discrétisation en temps
d’un systeme d’équations différentielles ordinaires.

La formulation globale (3.16) donne :
m(9;Wy(t), T') = — [a(Wy(t), T') + b(W,,(t), T')], VT' € V¢.

Cette derniére équation peut étre évaluée aux temps t, et f, . 1 et on déduit que :
2

oEy(t, 1) ) Ej,(t) ) Ej,(tn)
m 2 T | =—|a T +0 T 3.40
(( oHy, (tn) Hh(tn—i-%) Hh(tn+%) (3.40)
Le schéma totalement discret quant a lui peut se réécrire sous la forme suivante :

En+1 ETZ

m ?Hl T = m n;il T | —
H, * H, °
(3.41)

At

E} E}
a nlil ,T' | +0b nil ,T
H, * H, *

Remarque : pour le schéma LF4, nous avons a ce stade :

E?H-l En
Hh Hh
n+%
Atin((C%@(Hh )),Tj
Ger (E)
1
Aitg) [m << Gmag 0G0 Gmag (HZ+2) ) T/)
24 n !
Ger © Gmag 0 Gy (Eh)

Dans un premier temps, on étudie l'erreur de consistance du schéma. Pour cela, on définit E'*"

_|_

gl
et H, > par:

E\ )\ Ej,(tn) ,
o) m) = () 7)-

Ej(tn) , Ej(ty) ,
(e ) ) e (e ) 7))

2 - , :
—Hy(t, ! )HOQ) caractérise alors 'erreur de consistance,

(3.42)

An+%

a@%ﬂ—mmﬂmﬂﬂmh

, . . Ej(ths1) ,
que I’on cherche a majorer en fonction de At. Dans (3.42), en soustrayant m Hy(t ., |’ T
1’l+§

et en utilisant (3.40), on obtient :
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E”H Ej(tns1) , Ej,(tn) — En(tuy1) /
(ot iy ) ™) = (i RS ) )
(il ) )

atHh(tn>

Ainsi, en supposant W € C3([0, tf], (L*(02))®) et en faisant usage de deux développements de
Taylor-Lagrange, on trouve :

At

1

~ + 2
(1B~ Bt + 1B~ Bl ) < COP Wl (G49)

Remarque : pour le schéma LF4, nous supposons W € C°((0, t¢], (L*(€2))®) et trouvons :

1

~ + 2
(1B ~ Bt o+ 185 — Bt )l ) < COPIWles s 20

Maintenant, nous nous intéressons a 1’erreur globale du schéma. Autrement dit, on cherche a
évaluer :

1

n—3 2
max <||E(fn) —Ejll50 + 1H(t,_,) - H, 2||5,0>
ne{O,.,.,nf} 2

On commence alors par étudier :

n_1l
IEn(t) — Ejllgo + 1Ha(t,_1) —H, *[l50-

1
2

Eh(tn+1)

On additionne m ( Hy (¢

,T’) a(342),ona:

n+%)

Byllaen) ~Eatn)
(R ) ) =l

Eh(tn+l) - EZ—H /
m ~ntd | T
Hy(t,,1) —H,
_1 1
En posant ¢/ = Ej,(t,) —Ejeth, > = Hh(tn_%) —H, ? eten soustrayant (3.41) a (3.44), on peut
écrire :
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et t1l ol ol el
m If1+% T = m };l_% ST | — At |a }:H—% ST +0 Z+% , T
bh bh bh hh
Eh(tn—i-l) - EZ+1 /
m An+% /T .
Hh(thr%) - Hh
Remarque : pour le schéma LF4, nous obtenons a cette étape :
() ™) - ’”<< o )T> !
Gl eh

1
< mag © G el © Gmug (hZ+2) ) T/>

lonagoGl 22)

(
(tn-i-l En+1 /
(( Hilt,.,) - >T>

+

+

At3
+

On définit ensuite 'énergie :

N 1
2 n—s n+s;
= Z‘ﬁ?, avec N = ||e}'[l5 .. +/ <hi >, b; >dx ol ¢ = ey, et b = by,
i=1 Ci

De facon similaire a ce qui a été fait pour I'étude de stabilité dans la section précédente (et dans
le méme esprit que [Lanteri & Scheid 2011]), on peut montrer que sous une condition CFL du
méme type ona:

1
1 2
(I 15! H 1) < COPIWloxos 20 (345
Remarque : dans le cas du schéma LF4 :

1
1 2
(180 150 B ) < COFIWles o200

Ainsi, I'erreur due au schéma en temps saute-mouton d’ordre 2 est en O(At?) et nous pouvons
donc conclure par I'inégalité triangulaire et le Corollaire 1 que nous obtenons une erreur, pour le
schéma totalement discret dans le cas LF2, d’ordre :

O(A?) + O(&,). (3.46)
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Enfin, 'erreur due au schéma en temps saute-mouton d’ordre 4 est donc en O(At*), nous obte-
nons ainsi une erreur, pour le schéma totalement discret dans le cas LF4, d"ordre :

O(AtY) + O(&). (3.47)
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Nous présentons dans ce chapitre les expériences numériques en deux dimensions d’es-
pace. Nous commengons par exposer le systeme des équations de Maxwell 2D, en donnant
certaines explications sur 'implémentation et la résolution numérique de celui-ci. Nous
présentons ensuite les différents cas tests étudiés dans ce chapitre; enfin, nous montrons,
commentons et discutons les résultats obtenus dans les différents tests réalisés.

4.1 Préambule et spécifications

41.1 Equations de Maxwell 2D

Nous considérons dans cette étude le cas des ondes transverses magnétiques TM,, pour les-
quelles :
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0 Hx(x1/x2/ t)
E(x1,x2,t) = 0 et H(xy,xo,t) = [ Hy(x1,x2,t)
Ez(xl,xz,t) 0

(différentes des ondes transverses électriques TE,, pour lesquelles seuls Ey, E, et H; sont non
nuls). Ainsi, nous résolvons les équations de Maxwell 2D en mode TM, qui s’écrivent alors en
supposant ¢ = 0 et en notant j; la troisiéme composante de j :

edtE; — 0y Hy +0y,Hy = —Jg,
uotHy + 0y, E; = 0, 4.1)
]/‘atHy — 0y, E; = 0.

4.1.2 Quelques précisions mathématiques et algorithmiques
4.1.2.1 Fonctions de base, degrés de liberté, éléments de référence et application affine

Pour l'approximation des composantes du champ électromagnétique dans un élément du
maillage, nous utilisons une interpolation de Lagrange classique. Les fonctions de base (locale)
P, (7] (resp. Qx[q;]) sont définies par ¢;;(x™) = dj,, (resp. O (x™) = dy,) pour 1 < I, m < d; (vesp.
1 < I,m < b;), ou éy, est le symbole de Kronecker et x" le m-ieme nceud du triangle T; (resp.
quadrangle g;). Ces fonctions de bases sont explicitées en détails dans I’annexe A (cf A.1).

Le nombre de degrés de liberté par élément dépend de la géométrie de celui-ci et de I’ordre d'in-
terpolation. Pour un triangle (en 2D donc) sur lequel on applique l'interpolation IP,, le nombre
de degrés de liberté (ou le nombre de fonctions de base, ou encore la dimension de IP,) est égal a :

[
CIZ = (pz—f;j) Pour un quadrangle (2D) sur lequel on applique l'interpolation Qy, le nombre

de degrés de liberté est égal a : (k +1)2.

Dans cette mise en ceuvre 2D de la méthode GDDT-IP,Qy, et dans le cas d'un maillage conforme
(hybride, triangulaire, ou quadrangulaire), nous stockons toutes les matrices élémentaires (ma-
trices de masse, de gradient et de surface) sur un élément de référence. Pour la partie triangu-
laire du maillage, 'élément de référence est le triangle isocele rectangle dont les sommets sont :

=~ (S _ [0\ = (S21\ [(1\ & (S%) [0 .
Sl—<§2>—<0>,52—<§§2>—<0>,53—<§§2>—<1>.Pourlapartle

: : = s1
quadrangulaire du maillage, I’élément de référence est le carré de sommets : 51 = ﬁl =
2

0\ — 52, 0\ = S3, 1\ —~ S4, 1
S =| ) = 3= 22t ) = N A .
() == (2)-(0)==(2)-(s)=(2)-(})

Nous définissons ensuite une application qui associe 1’élément de référence a un élément du
maillage (i.e. a un élément physique). Nous déduisons alors les coefficients des matrices (i.e. des
intégrales) sur les éléments physiques a partir des coefficients des matrices sur I'élément de ré-
férence, en établissant un lien par une formule de changement de variable. Pour utiliser efficace-
ment ce lien dans notre implémentation, le déterminant de la matrice Jacobienne (le Jacobien) de
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I'application doit étre constant. De cette fagon, nous pourrons calculer les fonctions de base et les
intégrales correspondantes uniquement sur I'élément de référence.

Concernant la partie triangulaire, ’application qui associe (FIG. 4.1) le triangle de référence Ta

un triangle physique T de sommets S1 = ( gi; ) , 52 = ( 22 > , S3 < gg; >, est définie de

la facon suivante :

FT:T—> T

»)

— Az X+ Bz

(2 521 — 511 531 — 511
§=<’ﬁl>,Af= eth:<Sll>.
X2 52, —S81, S3, —S1, 51,
Nous remarquons que cette application s’exprime en fonction des coordonnées des sommets du
triangle T et qu’elle est affine (son Jacobien est donc bien constant).

A
S3
52
F,
I
_
S3
A A
S1 52

S1

avec :

FIG. 4.1 - Application (affine) F7 qui au triangle de référence T, associe un triangle quelconque
T.

Concernant la partie quadrangulaire, ’application qui associe (FIG. 4.2) le carré de référence Q a

un quadrangle physique Q de sommets 51 = Sk , 82 = 521 , 83 = 531 , 54 =
512 522 S32

< 54 ), dans le cas général est définie de la fagon suivante :

S4,
Fs Q — Q
X — Fs(x)
avec :
Fo®) = ( (831 — S21) X1 + (S11 — S21) X2 + (821 — S1y + S4; — S31) X132 + S24 ) |
(83 — §25) X1 + (S1p — §2;) X + (S22 — S1p + Sdo — S3;) X1 %2 + 527

Cette application s’exprime en fonction des coordonnées des sommets du quadrangle Q, et son
Jacobien n’est ici pas constant.

Or, si 'on impose que le quadrangle quelconque Q soit un rectangle, numéroté de maniere a
répondre aux égalités suivantes :
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A = S4
S1 S4
A +
4 g s1
A A S3
s2 S3
52

FIG. 4.2 - Application F5 qui au carré de référence Q, associe un quadrangle quelconque Q.

S, = S
54 = 83
S3, = 52,7
S4, = S1,

I'application F5, qui au carré de référence associe un tel rectangle, devient (FIG. 4.3) :

avec :
S3, —S2 0
Ag = oA etBQ:<521>.
0 S1, — S2, 52,

Ainsi, I'application Fg est 1a aussi affine et son Jacobien constant.

A A Sl 54
S1 54
6 E,
Q
Q
A A
S2 S3

S2 S3

FIG. 4.3 — Application (affine) FQ qui au carré de référence Q, associe un rectangle Q.

4.1.2.2 Matrices de surface et particularité des maillages non-conformes

Un des avantages de la méthode Galerkin discontinue est de pouvoir 1'appliquer sur des
maillages non-conformes. Lorsque le traitement d'un probleme conduit a la construction de
maillages ayant des différences prononcées entre la taille de ses éléments, le raccordement entre



4.1. Préambule et spécifications 71

les éléments de petite et de grande taille peut étre facilité par la non-conformité; ce que 1’'on
constate clairement sur la figure FIG. 4.4 pour la jonction entre des triangles de petite dimension
et des quadrangles de grande taille.

FIG. 4.4 — Maillages hybrides triangulaires / quadrangulaires. Gauche : maillage conforme. —
Droite : maillage non-conforme.

Comme nous avons pu le voir dans la sous-section précédente, dans le cas d'un maillage
conforme, pour calculer les matrices sur les interfaces (communes a deux triangles, communes
deux quadrangles, ou hybrides), nous utilisons la combinaison : matrice stockée (calculée au
préalable sur une aréte de référence) - application affine. Cette matrice précalculée ne dépend
aucunement du maillage, mais son utilisation nécessite en revanche que la conformité soit assu-
rée entre les deux éléments adjacents a la face traitée.

Ainsi, si 'agencement de deux éléments est non-conforme (exemple : FIG. 4.5), nous ne pouvons
plus utiliser cette matrice stockée. Nous ne pouvons pas non plus précalculer d’autres types de
matrices stockées, car, 1'utilisation de matrices de surface précalculées nécessite de connaitre, au
préalable (et indépendamment du maillage), pour toute face traitée de cette fagon, la disposition
exacte entre ses deux éléments adjacents. Or, I'agencement non-conforme entre deux éléments
varie pour chaque maillage et ne peut donc étre anticipé.

FIG. 4.5 — Exemple de non-conformité entre deux éléments
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En d’autres termes, dans le cas d’un maillage non-conforme, nous devons calculer numérique-
ment la matrice de surface associée a chaque interface non-conforme. Nous calculons donc ces
matrices lors du calcul, dans une phase de prétraitement apres lecture du maillage (une seule
fois), par une formule de cubature numérique [Cools 2003] basée sur les zéros des polyndmes de
Legendre i.e. les noeuds de la formule de cubature de Gauss-Legendre. Nous expliquons alors
la méthode que nous utilisons pour calculer la matrice associée a une interface non-conforme
entre un triangle 7; et un quadrangle g; (la méthode est exactement la méme pour une interface
non-conforme entre deux triangles 7; et 7; ou entre deux quadrangles g; et 4;). Comme présentée
/ @itjmdS,
ajj
pourl <[ <djetl <m < bj. On note N1 le nombre minimal de points et poids]de Gauss
nécessaires pour obtenir une intégration exacte des polyndmes de degré < 2Ng;, — 1. Donnons
une représentation matricielle des opérations a effectuer :

en sous-section 2.2.3, la matrice d’interface entre 7; et g; est définie par : (Y;;) m =

Y, ~ P'B(P?)",

ot les matrices P! et P? sont respectivement de dimension d; x Ng; et bj x NgL, et la matrice B
est diagonale et de dimension Ng X Ngr. Les coefficients de ces matrices sont définis de la fagon
suivante :

(PY),, = @a(x™), pour1<I<djetl<m< Ng,
(P?),, = 0u(x™), pourl<Il<betl <m< Ng,
(B)yyw = wm pourl <m < Ngp, et (B),,, =0sil#mpourl <I,m< Ngp,

ou les parametres x™ et w,, sont ici respectivement les points et poids de la méthode de Gauss-
Legendre.

4.1.2.3 Initialisation et calcul du pas de temps

Conformément aux schémas d’intégration en temps adoptés dans la section 2.3, nous initialisons

At
HyetHyat= " etE at=0.

Le pas de temps global, dans notre implémentation, est calculé de la maniere suivante :

e On calcule la quantité géométrique suivante, dépendant uniquement de la partie triangu-

. . . (4T . . . N
laire du maillage : & = min ( M) , ot |7;| est l'aire du triangle 7; et p; son périmetre.
pi

TET

e On calcule la quantité géométrique suivante, dépendant uniquement de la partie quadran-

gulaire du maillage : &, = min <4’0]1‘| ), out |g;| est l’aire du quadrangle g; et p; son péri-

qi€2y pi
metre.
e On calcule le pas de temps correspondant a .7, : At; = CFL; - &, ott CFL est le coefficient
CFL spécifique a la partie triangulaire du maillage, choisi par lutilisateur.

¢ On calcule le pas de temps correspondant a 2y, : At; = CFL, - &4, ot CFL; est le coefficient
CFL spécifique a la partie quadrangulaire du maillage, choisi par 1"utilisateur.
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e On en déduit At, le pas de temps global : At = min{At, At,}.
e Sile schéma en temps utilisé est le schéma LF4, nous multiplions ce pas de temps par 2.847.

& (resp. &;) est ainsi toujours évalué directement dans le code de calcul et dépend uniquement
du maillage, CFL: (resp. CFL; ) est quant a lui imposé par 'utilisateur et dépend de I’ordre d’in-
terpolation. Afin de connaitre la valeur limite (i.e. la plus grande valeur préservant la stabilité du
calcul) de A; pour tout maillage triangulaire (ou toute partie triangulaire d"un maillage hybride),
nous testons différentes valeurs de CFL; sur un maillage triangulaire donné pour chaque ordre
d’interpolation P, ; et ainsi pour tout maillage, nous pouvons fixer la valeur de CFL; et obtenir
alors le A limite. Nous appliquons le méme raisonnement pour A,.

Nous analyserons les valeurs numériques des pas de temps At;, At, et At pour les différents
ordres d’interpolation, dans la sous-section 4.3.2.

4.1.24 Calcul numérique des flux

Présentons enfin 'algorithme d’évaluation des flux qui suit les cinq étapes suivantes :

e Dans la premiere étape, nous faisons deux boucles sur les faces triangle-triangle, une
sur les conformes et une sur les non-conformes. Et nous faisons de méme pour les faces
quadrangle-quadrangle. La contribution des flux sur ces faces est assurée en multipliant
les matrices de surface (stockées pour les faces conformes, calculées numériquement pour
les faces non-conformes) par les vecteurs des degrés de liberté. Notons que nous respec-

tons les schémas (2.18) et (2.19) dans lesquels les flux centrés sont séparés, i.e. I’expression
WZ ‘uij + W] ‘ﬂ[]'

de la solution approchée W), sur une face a;; : Wy, |,. = , napparait plus sous
ppP i a;j pp P

cette forme dans les équations semi-discrétisées, conséquence de la double intégration par
parties, explicitée en sous-section 2.2.1. Nous évaluons alors séparément le flux du coté de
la cellule ¢; et le flux du coté de la cellule ¢;, ce qui est nécessaire lors du parcours des faces
non-conformes ainsi que des faces hybrides.

e La deuxieme étape suit le méme principe que la précédente, en parcourant les faces hy-
brides conformes (en appliquant les matrices hybrides précalculées) et les faces hybrides
non-conformes (en appliquant les matrices hybrides calculées numériquement).

e La troisieme étape consiste a évaluer la contribution des flux pour les faces situées sur la
frontiere physique du domaine de calcul, et appliquer les conditions aux bords.

e Dans la quatriéme étape, nous parcourons toutes les cellules triangulaires, et toutes les
cellules quadrangulaires. Ainsi, la contribution des flux est ici assurée en multipliant les
matrices faisant intervenir les termes de gradients (contenant les intégrales volumiques)
par les vecteurs des degrés de liberté.

e L'étape finale nécessite, conformément aux schémas d’intégration en temps (section 2.3),
de multiplier I'ensemble de ces contributions, par la matrice de masse inverse.
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4.2 Description des cas tests considérés

Nous utilisons plusieurs cas tests durant cette étude numérique, certains simples disposant d"une
solution exacte, d’autres plus complexes. Nous consacrons cette section a leur présentation et a
leur description. Dans les sections suivantes, pour chaque test réalisé nous préciserons alors quel
cas test est exploité. Notons des lors que pour les cas tests n°1, 2, 3 et n°5, le milieu de propagation
est le vide (homogene), pour le cas test n°4 le milieu est hétérogene.

4.2.1 Castestn®1: mode (1,1) dans une cavité métallique carrée

Ce premier cas test est celui de I’évolution d’un mode dans une cavité métallique carrée et uni-
taire, i.e. le domaine de calcul Q3 = [0,1] x [0,1]. L’énergie de la solution est ici conservée et ce
probleme test présente également I'intérét que la solution exacte est connue (i.e. nous permettant
de calculer une erreur), et donnée par :

E.(x1,x2,t) = sin(mxq)sin(mwxy) cos(wt),
Hy(xq,x2,t) = —g sin(7tx1) cos(7txy) sin(wt),
Hy(x1,x2,t) = gcos(nxl) sin(7rxy) sin(wt),

ol w = 27 f désigne la pulsation, et f la fréquence qui est ici égale a f = 212 MHz.

4.2.2 Cas test n°2: résonateur circulaire métallique

Nous considérons ici un résonateur circulaire métallique ; le domaine () est un disque de rayon
R = 0.5 m et centré en (0,0). La solution exacte du probléme, obtenue a partir de la condition
au bord métallique E, = 0 sur le cercle de rayon R, est donnée par (cf [Turkel & Yefet 2000] pour
plus de détails) :

E.(x1,x2,t) = Ji(wr)sin(wt+6),
Hy(x1,x0,t) = %[[g(wr) — Jo(wr)] cos(wt +6) — %EZI
Hy(xi,x0,t) = =SHJo(wr) = J(wr)] cos(wt +6) — “5E,,

ol w = 2rtf avec f = 670 MHz; (r,0) représente les coordonées polaires usuelles. ], (n

un entier positif) désigne les fonctions de Bessel d’ordre n de premiere espéce, qui peuvent

étre définies, par exemple, par la série entiere (de rayon de convergence infini) : J,(x) =
X\ —1)! 1 [ . ,

(§> lz()lem, ou encore par l'intégrale : J,(x) = 27_[/_”61(”""5““’) dv (ouieC

est I'unité imaginaire).

4.2.3 Cas test n°3: diffraction d’'une onde plane par un profil d’aile d’avion

Dans ce probleme test, nous simulons la diffraction d'une onde plane par un profil d’aile d’avion
métallique. Le domaine de calcul est artificiellement délimité par un rectangle Q = [—1,2] X
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[—1, 1], sur lequel on impose la condition absorbante de Silver-Miiller. Nous avons ici un champ
incident, donné par :

Ezinc(x1,X2,t) = cos(wt —xx1),
Hx,inc(xli X2, t) - OI
Hyjnc(x1,x2,t) = —% cos(wt — xx1),

ot le vecteur d’'onde k = (x,0)T avec x = w/cy (co la vitesse de la lumiere dans le vide et
w = 27tf). La fréquence est égale a f = 600 MHz et nous ne disposons pas de solution exacte
pour ce probléme.

4.2.4 Cas test n°4: diffraction d'une onde plane par un disque diélectrique

Nous présentons maintenant le cas test de la diffraction d"une onde plane par un disque diélec-
trique dans le vide. Ce probleme test a pour particularité de simuler un scénario de propagation
en milieu hétérogene. Le disque est de rayon R = 0.002 m centré en (0,0) et le domaine de calcul
est artificiellement borné par un carré () = [—0.045,0.045] x [—0.045, 0.045] sur lequel est impo-
sée la condition absorbante de Silver-Miiller. Nous supposons que le disque est illuminé par une
onde plane harmonique de la forme :
Ez,inc — efi(;qxfwt), Hy,inc — _efi(lefwt)’

ol k1 = w,/e1f1 (= w/c1) et w = 27f (nous prenons dans notre implémentation la partie
réelle de ces champs). Dans ce cas, la solution exacte du probléme est donnée par (cf par exemple
[Cai & Deng 2003]) :

i Cloty, (kar)el™®, r <R,
E.(x1,x2,t) = Ex(r,0,t) = €@ { "0 . A
Y (" alrar) + C,‘flffH,sz)(Klr))eme, r >R,

n=—oo
r _iKz io: Ctot]/ (K ) inf - R
i wWH2 nInK2l)€ r <R,
Hy(r,0,t) = —! —ix o ) ) .
1 Z (ifn];/q (Kli’) + CglffH’SZ) (Klr))e”“e, r>R,
Wy e
( . .S
1 E in C;Ot]n (KzT)L’mg, P <R
H,(r,0,t) = —elt Wit oo
1 Y, in(i"u(rr) + CAf ) (k1)) ¢ > R,
wyr ==

out (r,0) sont les coordonées polaires usuelles, Hy et H, désignent les composantes angulaire et

radiale du champ magnétique total. |, et H,SZ) (n un entier positif) représentent les fonctions de
Bessel de premiére espece et les fonctions de Hankel du deuxieme type d’ordre n. Les fonctions
de Hankel (aussi nommeées fonctions de Bessel de troisieme espéce) peuvent s’exprimer en fonc-
Jon(x) =" ]u(x)

tion des Bessels de premiére espece, ainsi : HP? (x) = —
—isin(nrm)

. Enfin, ko = w,/exji; est
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la constante de propagation en milieu diélectrique, et les coefficients d’expansion pour le champ
total a I'intérieur du disque et pour le champ diffracté sont donnés par :

o G /)T RV HY ()1R) — (k1/ 1) HYY (<1R) Ju(k1R)
(ko/ 2) J1,(kaR)HY? (k1R) — (11 /1) Hy (k1R) [} (2R)

4

tot _
C, =

et

cditt _ o (K1/p) [ (1 R) [ (12R) — (k2/pi2) Jn(k2R) Jn(k1R)
' (k2/ p2) I (k2R)H (k1 R) = (1 /) HY (k1R (2R)

Donnons enfin les coefficients caractérisant a ce milieu hétérogéne. Les quantités e, et o
concernent le disque diélectrique de rayon R, a l'intérieur duquel la permittivité relative du ma-
tériau (aprés redimensionnement des équations) vaut e; = 7 et la perméabilité relative est de
y2 = 1 (matériau non magnétique). Les quantités &; et y; concernent le reste du domaine (exté-
rieur au disque diélectrique) ot le milieu est le vide, i.e. e = py; = 1 (et ¢; est donc égal a co).
Enfin, la fréquence est ici réglée a f = 30 GHz.

4.2.5 Cas test n°5: source Gaussienne modulée et localisée

Le domaine de calcul est ici un carré () = [—2,2] x [—2,2] contenant deux obstacles métalliques :
un cercle de rayon R, = 0.1 m et un demi-cercle de rayon R; = 0.2 m (cf FIG. 4.33). On applique la
condition absorbante de Silver-Miiller sur la frontiere artificielle carrée du domaine (). Le champ
électromagnétique est stimulé par un terme source localisé :

8(x1, x2)
f(t) TP
&llo,0
ou f est une fonction dépendante du temps dont la courbe est tracée sur la figure FIG. 4.6; et
g une fonction Gaussienne de dimension deux centrée en (x{%, ;%) = (—1.0,0.0) (cf FIG. 4.6),
dépendante de x; et x; et définie par :

je(x1,x0,t) =

SO () VRS

avec f = 2 X 10%. La fréquence est ici de 1 GHz et nous ne bénéficions pas de solution exacte
pour la simulation de ce phénomene.
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1
—Temporal signal 1
0.9

08 i 0.8

10.7
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05

alx. x.)

04 05

FIG. 4.6 — Gauche : Signal temporel f(t) pour t € [0,2.667 x 10~8]. - Droite : fonction Gaussienne
de dimension deux g(x1, x2) représentée pour (x1,x2) € [—1.2, —0.8] x [—0.2,0.2].

4.3 Tests préliminaires

Commencons a présent par exposer les premiers tests numériques. Pour les deux sous-sections,
nous exploitons le cas test du mode propre dans la cavité métallique carrée (cas test n°1, sous-
section 4.2.1) et nous utilisons le schéma en temps saute-mouton d’ordre 2. Le temps physique de
simulation est de 6.67 x 107 s, et son équivalent en métres (apres redimensionnement, i.e. apres
multiplication par cp) est de 200 m.

4.3.1 Tests sur maillages quadrangulaires

Lors de la construction d’un maillage hybride, nous sommes amenés a nous poser la question sui-
vante : est-il préférable de construire des quadrangles de petite taille (pour y appliquer un ordre
d’interpolation faible) ou de de grande taille (et y appliquer un ordre d’interpolation élevé)?
Pour répondre a cette question, nous réalisons quatre tests sur des maillages cartésiens totale-
ment quadrangulaires. On applique la méthode GDDT-Q; sur un maillage de 49 x 49 points, la
méthode GDDT-Q); sur un maillage de 25 x 25 points, la méthode GDDT-Q3 sur un maillage de
17 x 17 points et la méthode GDDT-Q4 sur un maillage de 13 x 13 points (FIG. 4.7).

Lors de la construction des maillages, nous faisons en sorte que les nceuds des degrés de liberté
soient répartis exactement de la méme maniére dans le domaine (2 pour les quatre cas, comme
nous pouvons le voir sur la figure FIG. 4.7. Nous pouvons alors comparer ces différentes situa-
tions, dont nous résumons les résultats dans le tableau TAB. 4.1.

Dans une méthode Galerkin discontinue, le nombre total de degrés de liberté (# ddl dans TAB. 4.1)
est comptabilisé par élément (i.e. par exemple pour GDDT-Q; sur un maillage de N, éléments, #
ddl = 4 x Nj), ainsi celui-ci est différent dans les quatres cas (a cause des points doubles sur les
faces ou quadruples sur les sommets) malgré que les noeuds des degrés de libertés coincident
spatialement.

Nous constatons que nous avons une meilleure précision pour la méthode GDDT-Q, que pour
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FIG. 4.7 — Maillages quadrangulaires cartésiens et noeuds des degrés de liberté de la méthode
GDDT-Qy associée. En-haut a gauche : maillage 49 x 49 points et méthode GDDT-Q;. — En-haut
a droite : maillage 25 x 25 points et méthode GDDT-Q,. — En-bas a gauche : maillage 17 x 17
points et méthode GDDT-Qg3. — En-bas a droite : maillage 13 x 13 points et méthode GDDT-Qy.

TAB. 4.1 — Temps de calcul, nombre total de degrés de liberté et maximum (en temps) de la norme
L? de l'erreur globale, pour chaque ordre d’interpolation.

Type de maillage | Ordre d’interpolation || Temps CPU | #ddl | Erreur L* max

GDDT-Q, 400s 9216 | 587 x 102
T GDDT-Q, 289s 5184 | 1.64 x 102
vadrangtiaire GDDT-Q;3 26.1s 4096 | 1.43 x 102

GDDT-Q4 332s 3600 | 1.25 x 1072
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GDDT-Q; ainsi qu'un meilleur temps de calcul. Le schéma GDDT-Q3; donne également un résul-
tat plus précis et plus rapide que GDDT-Q (et plus précis et plus rapide que GDDT-Q,, dans
une moindre mesure). La meilleure précision est obtenue avec le schéma GDDT-Qy4, qui présente
cependant un temps de calcul légerement plus long que GDDT-Q; et GDDT-Q3 (mais plus pe-
tit que GDDT-Q). Ainsi, la méthode GDDT-Q; donne ici la solution la moins précise pour le
temps de calcul le plus long. Compte tenu de ces observations, nous préfererons ainsi choisir
lors de la construction des maillages hybrides, une taille plus grande pour les quadrangles, afin
d’y appliquer les méthodes GDDT-Q3 ou GDDT-Q4 (ou éventuellement GDDT-Q,). Nous notons
enfin sur la figure FIG. 4.8 que pour ces quatres ordres d’interpolation, la norme L? de l’erreur
est croissante et évolue régulierement au cours du temps.

107

—DGTD-Q1
— DGTD-Q2
—DGTD-Q3
—DGTD-Q4
0 1 2 3 4 5 6

Time (s) x10"

107"

Evolution of the L 2-norm of the error

FIG. 4.8 — Evolution en temps de la norme L? de l'erreur globale, pour chaque ordre d’interpola-
tion.

4.3.2 Pas de temps et validation de 1’étude de stabilité

Nous voulons a présent valider numériquement 1’étude de stabilité théorique de la section 3.1.
Nous faisons des tests avec la méthode GDDT-P, sur un maillage totalement triangulaire (FIG.
4.9, maillage de gauche), ainsi qu’avec la méthode GDDT-Qj sur un maillage totalement qua-
drangulaire (FIG. 4.9, maillage du milieu), et nous reportons les pas de temps limites (i.e. la plus
grande valeur préservant la stabilité) dans le tableau TAB. 4.2 pour chaque ordre d’interpolation.

Nous réalisons ensuite des tests avec la méthode GDDT-P, Q; sur un maillage hybride, conforme,
dont la partie triangulaire et la partie quadrangulaire ont exactement la méme forme que les
deux précédents maillages (FIG. 4.9, maillage de droite). Pour chaque hybridation GDDT-P,Qy,
le pas de temps global considéré (comme indiqué en sous-section 4.1.2.3) est le minimum (cf
TAB. 4.2) entre les pas de temps limites des méthodes GDDT-IP, (utilisé sur le maillage trian-
gulaire) et GDDT-Qy (utilisé sur le maillage quadrangulaire). La stabilité est alors obtenue pour
chaque hybridation, ce qui nous donne une validation de la condition suffisante de stabilité théo-
rique (3.12). Nous montrons enfin sur la figure FIG. 4.10 I'évolution temporelle de 1’énergie (cf
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FIG. 4.9 — Maillages structurés basés sur 17 x 17 points. Gauche : maillage triangulaire. — Milieu :
maillage quadrangulaire . — Droite : maillage hybride (conforme).

(3.5)) pour quelques ordres d’interpolation P,, Qi et IP,Q, nous vérifions que celle-ci est bien
constante (donc conservée) dans chacun des cas.

0.13

----DGTD-P1
0.129- DGTD-P2
—DGTD-Q0
0.128- —DGTD-Q4
DGTD-P1Q2
0.1271 ~--DGTD-P3Q3
---DGTD-P2Q0
.. 0.126¢ , , : DGTD-P0Q4
o b e " - u i . ;
2 0.125K
w
0.124p
0.123}#
0.122 .
0.121 .
| | | | | |
01% 1 2 3 4 5 6

Time (s) x107

FIG. 4.10 — Evolution en temps de I'énergie, pour quelques ordres d’interpolation.

La stabilité reste acquise lorsque 1’'on multiplie le minimum des deux pas de temps par 2.847 en
utilisant le schéma LF4. Précisons enfin que pour des maillages non-conformes, les pas de temps
limites sont (tres) légerement plus petits. Ceci est uniquement dii a la non-conformité, et non a
I'hybridation (la condition suffisante de stabilité reste inchangée).
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TAB. 4.2 — Pas de temps globaux (en picosecondes). En-haut a gauche : méthode GDDT-P, sur le

maillage triangulaire. — En-haut a droite : méthode GDDT-Q sur le maillage quadrangulaire . —

Bas : GDDT-P,Qy sur le maillage hybride.

Ordre d’interpolation At
GDDT-Py 146.4 ps
GDDT-P; 53.7 ps
GDDT-IP, 29.3 ps
GDDT-P3 18.3 ps
GDDT-P, 12.2 ps

Ordre d’interpolation At

GDDT—]P()QO 146.4 pPS
GDDT-PyQ; 72.9 ps
GDDT-PyQ;

GDDT']POQ3 20.8 ps
GDDT-PyQq4 14.6 ps
GDDT-P1 Qo 53.7 ps
GDDT—IP1Q1 53.7 Ps
GDDT-P;Q,

GDDT-P1Q3 20.8 ps
GDDT-P; Q4 14.6 ps
GDDT—]PQQO 29.3 pPs
GDDT-P,Qq 29.3 ps
GDDT—IPzQZ 29.3 ps

Ordre d’interpolation At
GDDT-Q 293.8 ps
GDDT-Q, 72.9 ps
GDDT-Q,

GDDT-Q3 20.8 ps

GDDT-Qq4 14.6 ps

Ordre d’interpolation At

GDDT-P,Q3 20.8 ps
GDDT-P,Q4 14.6 ps
GDDT—IPgQQ 18.3 Ps
GDDT—IPgQ] 18.3 Ps
GDDT-P;Q; 18.3 ps
GDDT-P3Q3 18.3 ps
GDDT-P3Q4 14.6 ps
GDDT-P4Qg 12.2 ps
GDDT-P,Q, 12.2 ps
GDDT-P4Q, 12.2 ps
GDDT—IP4Q3 12.2 Ps
GDDT-P4Qq 12.2 ps
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4.4 Tests de convergence numérique : comparaison LF2 / LF4

Nous étudions dans cette section la convergence numérique en  de la méthode GDDT-P,Q,
et comparons les schémas saute-mouton (Leap-Frog) d’ordres 2 (noté LF2) et 4 (noté LF4). Nous
travaillons sur le cas du mode propre dans la cavité métallique carrée (cas test n°1, sous-section
42.1).

Nous utilisons quatre maillages hybrides et non-conformes, basés respectivement sur 7 x 7,
13 x 13,19 x 19 et 25 x 25 (FIG. 4.11) points. Ces maillages sont obtenus en prenant des maillages
hybrides et conformes et en raffinant deux fois (par raffinement non-conforme) la partie triangu-
laire.

FIG. 4.11 — Maillages hybrides et non-conformes (les interfaces hybrides correspondent aux in-
terfaces non-conformes). En-haut a gauche : maillage basé sur 7 x 7 points. — En-haut a droite :
maillage basé sur 13 x 13 points. — En-bas a gauche : maillage basé sur 19 x 19 points. — En-bas a
droite : maillage basé sur 25 x 25 points.
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4.4.1 Convergence en /1 des schémas LF2 et LF4

Nous montrons la convergence en /1 de certaines hybridations et vérifions que nous trouvons des
ordres de convergence conformes au résultat théorique (3.46). Le temps physique de simulation
est ici de 3.33 x 108 s (équivalent en metres : 10 m).

Pour chaque résolution, et pour chaque hybridation, on mesure le maximum au cours du temps
de la norme L2 de I’erreur en fonction de la racine carrée du nombre total de degrés de liberté, et
nous calculons les pentes (en échelle dite loglog) correspondantes (cf FIG. 4.12). Compte tenu de
la régularité de la solution exacte pour ce cas test, du résultat de 1’étude de convergence théorique
(3.46) et de l’échelle loglog choisie, la valeur de la pente (correspondant a I’ordre de convergence)
attendue pour une hybridation GDDT-P,Q est ici, pour le schéma LF2 égale a : min{2, p, k}, et
pour le schéma LF4 (compte tenu de l'estimateur (3.47)) égale a : min{4, p, k}.
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FIG. 4.12 — Maximum (en temps) de la norme L? de l'erreur globale en fonction de la racine
carrée du nombre total de degrés de liberté, et pentes correspondantes. Haut : schéma LF2. -
Bas : schéma LF4.
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Pour le schéma LF2, on observe sur la figure FIG. 4.12 que l'on obtient les valeurs de pentes
attendues : pour GDDT-P;Q3 et GDDT-P1Q4 la pente est bien approximativement égale a 1;
pour les autres hybridations d’ordres plus élevés, ont voit que 1’on est toujours limité, comme
escompté, par 'ordre 2 du schéma temporel. Concernant le schéma LF4, on obtient les bons
ordres pour GDDT-P1Q3; et GDDT-P1Q4 (pentes égales a 1.01), ainsi que pour GDDT-P3Q3 et
GDDT-P3Qq4 (pentes tres proches de 3). Pour les hybridations GDDT-P,Q3 et GDDT-P,Qy4, les
valeurs des pentes obtenues sont légerement plus grandes (i.e. meilleures) que celles attendues
(i.e. 2). Enfin, pour la méthode GDDT-P4Q4, on observe une super convergence, la pente obtenue
étant égale approximativement a 5, au lieu de 4. Pour des ordres d’interpolation élevés, le schéma
LF4 permet conformément a la théorie, une plus grande vitesse de convergence.

En conclusion, la convergence numérique en & est ainsi acquise dans chacun des cas, et nous
obtenons des ordres de convergence en accord avec les résultats théoriques.

4.4.2 Comparaison des performances des schémas LF2 et LF4

Nous utilisons a présent les quatres méme maillages hybrides et non-conformes (FIG. 4.11), pour
un temps physique de simulation de 3.33 x 1077 s (équivalent en metres : 100 m).

Afin de comparer 1'efficacité et la précision des deux schémas de discrétisation en temps, nous
mesurons pour chaque résolution et chaque hybridation, le maximum en temps de la norme
L? de l'erreur en fonction du temps de calcul (cf FIG. 4.13). Autrement dit, pour réaliser ces
comparaisons correctement, nous nous fixons un maillage, une hybridation, et nous regardons
les différences d’erreur et de temps CPU entre les schémas LF2 et LF4; nous pouvons ensuite
réitérer ceci pour chaque maillage et chaque hybridation.

Pour les méthodes GDDT-IP; Q3 et GDDT-P;Q4, nous ne notons pas une nette diminution de l'er-
reur entre les schémas LF2 et LF4, et voyons une légere amélioration du temps de calcul. Pour
les méthodes GDDT-P,Q3, GDDT-P,Q4 et GDDT-P3Q3, nous constatons une importante dimi-
nution de l'erreur sur chaque maillage avec le schéma LF4 (d"un facteur allant de 30 a 100) par
rapport au schéma LF2), pour des temps CPU légerement plus faibles. La réduction de l'erreur
due au schéma LF4 par rapport au LF2, est encore plus marquée avec ’hybridation GDDT-P3Q4
(d"un facteur 500 pour le maillage 7 x 7 et d"un facteur d’environ 2000 pour le maillage 25 x 25),
pour des temps de calcul la aussi légerement diminués. La méthode GDDT-P4Qy4, qui bénéficie
pleinement de 'ordre élevé de convergence du schéma LF4, voit avec ce dernier, une améliora-
tion de sa précision (par rapport au schéma LF2) d"un facteur d’environ 1000 pour le maillage le
plus grossier et d’environ 7 x 10* pour le maillage le plus fin. Ainsi, pour des ordres d’interpola-
tion élevés, nous voyons clairement que le schéma LF4 offre un avantage en termes d’efficacité,
mais surtout de précision.

Les courbes de la figure FIG. 4.13 nous permettent également de faire des comparaisons, pour
un schéma en temps fixé, entre les différentes hybridations GDDT-IP, Q. Par exemple, pour
le schéma LF2, nous pouvons voir qu’avec la méthode GDDT-P,Q3 sur le maillage 13 x 13
(deuxiéme point sur la courbe), nous obtenons une erreur plus faible d’un facteur d’environ 6
par rapport a GDDT-IP1Q4 sur le maillage 19 x 19 (troisieme point sur la courbe), avec un temps
CPU réduit de moitié. Autre exemple, pour le schéma LF4 et I'hybridation GDDT-P4Qq4 sur le
maillage 13 x 13, nous avons une réduction du temps CPU d’un facteur approximativement égal
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FIG. 4.13 - Maximum (en temps) de la norme L? de l’erreur globale, en fonction du temps de
calcul. Haut : schéma LF2. — Bas : schéma LF4.
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a 2.5 et une réduction de l'erreur L? d’un facteur d’environ 50, par rapport 8 GDDT-P3Qj3 sur le
maillage 25 x 25 (quatriéme point sur la courbe).

Plus généralement, ces courbes permettent de se fixer un temps CPU et regarder les niveaux
d’erreurs atteints par chaque combinaison. Ou inversement, on peut fixer une erreur et constater
la différence de temps CPU pour l’atteindre.

4.5 Tests d’efficacité et de précision de la méthode GDDT-P,Q;

L'objectif de cette section est de comparer des simulations avec la méthode GDDT-P), sur des
maillages tout triangulaire, a des simulations avec la méthode GDDT-P,Q; sur un maillage hy-
bride et non-conforme afin de montrer les améliorations en termes de précision et de temps de
calcul que cette derniére peut apporter.

4.5.1 Résonateur circulaire métallique

Nous commengons donc par le cas test n°2 (sous-section 4.2.2), et nous travaillons sur deux
maillages (FIG. 4.14) : un maillage triangulaire composé de 3840 triangles, ayant une aréte mini-
male de longueur égale & 6.12 x 1073 m, et un maillage hybride non-conforme composé de 4704
triangles et de 196 quadrangles (i.e. 4900 éléments), avec une aréte minimale de longueur égale a
6.23 x 1073 m et comportant 112 interfaces hybrides et non-conformes (comme nous pouvons le
voir sur la figure FIG. 4.14, les interfaces hybrides correspondent aux interfaces non-conformes).

04 E 04

0.2 E 02

02 E 02

04 F 1 04

0.4 0.2 0 02 04 04 -0.2 0 02 04

FIG. 4.14 — Gauche : maillage triangulaire (non-structuré). — Droite : maillage hybride (non-
structuré / structuré) et non-conforme.

Le temps physique de simulation de 6.67 x 1078 s (équivalent en metres : 20 m) et le schéma
en temps utilisé est le schéma LF2. Nous testons les ordres d’interpolation GDDT-P; et GDDT-
IP3 sur le maillage triangulaire, que nous confronterons ainsi aux hybridations GDDT-P1Q, et
GDDT-P;,Qs testées sur le maillage hybride. Pour faire des comparaisons pertinentes, nous nous
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donnons ici la contrainte d’analyser conjointement trois criteres : le temps de calcul, le nombre
total de degrés de liberté et le maximum (en temps) de la norme L? de l'erreur globale (cf TAB.
4.3). Nous montrons sur la figure FIG. 4.15 I’évolution temporelle de 'erreur L2.

TAB. 4.3 — Temps de calcul, nombre total de degrés de liberté et maximum (en temps) de la norme
L2 de l'erreur globale, pour les deux maillages et chaque ordre d’interpolation.

Type de maillage | Ordre d’interpolation | Temps CPU | #ddl | Erreur L?> max
T i GDDT-P; 125.6 s 11520 | 1.96 x 107!
ranguiatre GDDT-P; 13189s | 38400 | 7.18 x 1073
. GDDT-P; Q, 163.6 s 15876 | 2.78 x 102
Lol GDDT-P,Q; 6261s | 31360 | 7.52 x 1073
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—DGTD-P1Q2
— DGTD-P2Q3

Evolution of the L 2—norm of the error
=
oI
Il

—DGTD-P3

0 1 2 3 4 5 6
Time (s) x 10

-8

FIG. 4.15 — Evolution en temps de la norme L? de 'erreur globale, pour les deux maillages et
chaque ordre d’interpolation.

Nous comparons alors les méthodes deux a deux et nous calculons dans le tableau TAB. 4.4
les rapports de ces différents criteres. En confrontant les méthodes GDDT-P1Q, et GDDT-P,
nous pouvons voir que I’hybridation GDDT-P;Q, engendre une erreur L? globale 7 fois plus
faible pour un temps de calcul et un nombre total de degrés de liberté tres proche de GDDT-
Py. Toujours avec la méthode GDDT-P;Qy, nous obtenons une erreur 4 fois plus importante
qu’avec la méthode GDDT-IP3 mais un temps de calcul 8 fois plus faible (et nombre de degrés de
liberté plus petit également). La méthode GDDT-P,Q3 a un temps de calcul 5 fois plus important
GDDT-P; mais une erreur 26 fois plus faible. Enfin, pour une derniére comparaison significative,
I'hybridation GDDT-P,Q; donne quasiment la méme erreur L? que la méthode GDDT-PP3 pour
un nombre total de degrés de liberté trés proche, et un temps CPU diminué d’un facteur 2.11.
Ainsi, pour ce cas test, nous obtenons avec la méthode hybride, de meilleurs compromis entre
précision et temps de calcul.
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TAB. 4.4 - Différentes comparaisons entre méthode GDDT-P,, et méthode GDDT-P,Q : rapport
des temps de calcul, rapport des degrés de liberté et rapport des maximums (en temps) de l'er-
reur L2 globale.

Comparalson Temps CPU(a) # ddl(a) Erreur Lz max(a)

Meéthode (a) | Méthode (b) || Temps CPU, | #ddly) | Erreur L2 max,
GDDT-P, GDDT-P1Q; 0.77 0.73 7.05
GDDT-P; | GDDT-P;Q, 8.06 2.42 0.26
GDDT-IP4 GDDT-P,Q3 0.20 0.37 26.06
GDDT-IP3 GDDT-P,Q3 2.11 1.22 0.95

Enfin, nous tracons, sur la figure FIG. 4.16, 1’évolution en temps des composantes Hy et E; en
un point du domaine de calcul (se situant sur une interface entre un triangle et un quadrangle)
et nous présentons les lignes de contour (FIG. 4.18 et FIG. 4.17) pour la composantes H, a deux
temps distincts. Nous remarquons que les courbes en temps ainsi que les lignes de contour cor-
respondant aux méthodes GDDT-P,Q3 et GDDT-P;3, coincident avec celles de la solution exacte.
En revanche, I'hybridation GDDT-P1Q, montre des différences avec la solution exacte, et de
fagon plus marquée, la méthode GDDT-P; en présente également (conformément aux niveaux
d’erreurs trouvés, TAB. 4.3).

4.5.2 Mode (1,1) dans une cavité métallique

Nous revenons ici une ultime fois sur le cas test n°1 (sous-section 4.2.1), avec un temps (physique)
de simulation de 3.33 x 107 s (équivalent en metres : 100 m) et en utilisant le schéma en temps
LF2.

Nous travaillons sur deux maillages (FIG. 4.19). Le premier maillage est triangulaire composé
de 3778 triangles, avec une aréte minimale de longueur 8.69 x 10~ m. Le second maillage est
un maillage hybride non-conforme composé de 896 triangles et de 32 quadrangles (i.e. 928 élé-
ments), avec une aréte minimale de longueur 1.17 x 1072 m, et comportant 64 interfaces hy-
brides et non-conformes (on peut voir sur la figure FIG. 4.19 que les interfaces hybrides corres-
pondent aux interfaces non-conformes). Ce dernier est obtenu en prenant un maillage hybride et
conforme, et en raffinant trois fois (raffinement non-conforme) la partie triangulaire.

Nous testons alors plusieurs ordres d’interpolation pour les deux maillages, et nous résumons les
résultats dans le tableau TAB. 4.5. Nous comparons ici conjointement les trois criteres suivants :
le temps de calcul, le maximum (en temps) de la norme L? de l'erreur globale et le pas de temps
global (cf TAB. 4.6).

Nous pouvons tout d’abord constater que dans toutes les comparaisons considérées, les pas de
temps globaux ne présentent pas d’importantes différences (facteurs de comparaisons proches
de 1); ainsi, ce critere ne sera pas déterminant dans les éventuels écarts de temps de calcul.
Regardons alors les deux criteres restants, et discutons de certaines comparaisons. En opposant
la méthode GDDT-PP; aux hybridations GDDT-P1Q3 et GDDT-IP;Q4, nous obtenons des temps
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FIG. 4.16 — Evolution en temps de deux composantes des solutions exactes et approchées (en

fin de simulation et pour chaque ordre d’interpolation) au point (0.3,0.3) du domaine de calcul.

Haut: H,. - Bas: E;.
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Solution exacte

Méthode GDDT-P, Méthode GDDT-IP1 Q)

Méthode GDDT-P; Méthode GDDT-P, Q3

FIG. 4.17 — Lignes de contour de la composante H, des solutions exactes et approchées (pour
chaque ordre d’interpolation) au temps t = 6.667 x 10~ s (équivalent en metres : 2 m).
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FIG. 4.18 — Lignes de contour de la composante H, des solutions exactes et approchées (pour
chaque ordre d’interpolation) au temps t = 6.667 x 1078 s (équivalent en metres : 20 m).



92

Chapitre 4. Expériences numériques 2D

08

0.6

04

0.2

08

06

04

02

!
0.2

FIG. 4.19 — Gauche : maillage triangulaire (non-structuré). — Droite : maillage hybride triangulaire
/ quadrangulaire (non-structuré / structuré) et non-conforme.

TAB. 4.5 — Temps de calcul, nombre total de degrés de liberté, maximum (en temps) de la norme
L? de I'erreur globale et pas de temps global (en picosecondes), pour les deux maillages et chaque

ordre d’interpolation.

Type de maillage | Ordre d’interpolation || Temps CPU | #ddl | Erreur L? max At
GDDT-P, 714s 11334 3.91 x 1072 8.14 ps
el GDDT-P, 3228s 22668 | 3.18 x 107* 4.36 ps
GDDT-P3 918.7 s 37780 | 133 x107* 2.84 ps
GDDT-P, 25741s | 56670 | 5.90x 107> | 1.89ps
GDDT-P1Q3 16.2s 3200 5.68 x 1073 11.07 ps
GDDT-P,Q3 64.6 s 5888 5.84 x 10~* 5.92 ps
GDDT-P3Q3 174.6 s 9472 2.60 x 10~* 3.86 ps
Hybride GDDT-P1Qq 19.7 s 3488 5.68 x 107 | 11.07 ps
GDDT-P,Qq4 71.8s 6176 5.76 x 1074 592 ps
GDDT-P3Q4 187.5s 9760 2.45 x 1074 3.86 ps
GDDT-P4Q4 492.2s 14240 | 1.09 x 104 2.57 ps
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TAB. 4.6 - Différentes comparaisons entre méthode GDDT-PP,, et méthode GDDT-P,Q : rapport
des temps de calcul, rapport des maximums (en temps) de l'erreur L? globale et rapport des pas
de temps globaux.

Comparaison Temps CPU ) | Erreur L2 max,) Aty
Méthode (a) | Méthode (b) Temps CPU ;) | Erreur L? max ) Aty
GDDT-P; | GDDT-P1Q3 441 6.88 0.74
GDDT-P; | GDDT-P1Qq4 3.62 6.88 0.74
GDDT-P, GDDT-P,Q3 1.10 66.95 1.37
GDDT-P; | GDDT-P2Qq4 0.99 67.88 1.37
GDDT-P, | GDDT-P3Q3 1.85 1.22 1.12
GDDT-P, | GDDT-P3Qq4 1.72 1.30 1.12
GDDT-P; | GDDT-P,Q 1.87 1.22 1.10
GDDT-P;, | GDDT-P4Qq 5.23 0.54 0.74

CPU plus petits (d'un facteur d’environ 4) pour des solutions plus précis (d"un facteur d’environ
7) avec les deux méthode hybrides. Nous comparons également, toujours a la méthode GDDT-
IP1, I'hybridation GDDT-IP,Qy4 ; nous obtenons les méme temps de calcul pour une amélioration
tres importante de la précision (d'un facteur d’environ 68) avec la méthode GDDT-P,Q4. En
confrontant les méthodes GDDT-P, et GDDT-P3Qy4, ainsi que les méthodes GDDT-P3 et GDDT-
P4Q4, nous observons que la aussi, le calcul effectué avec les méthodes hybrides est plus efficace
et plus précis. La meilleure précision est obtenue avec la méthode GDDT-P, sur le maillage
triangulaire, cependant nous avons une précision comparable avec I'hybridation GDDT-P3Q4
(erreur 2 fois plus importante) pour un temps de CPU diminué d'un facteur 5.

Ainsi, pour ce cas test, les hybridations présentées donnent de trés avantageux compromis entre
temps de calcul et précision.

4.5.3 Onde plane diffractée par un profil d’aile d’avion

Nous nous intéressons au cas test n°3 (décrit en sous-section 4.2.3). Nous faisons des simulations
pour un temps physique de 1.67 x 10~ s (équivalent en metres : 5 m) et avec le schéma en temps
LF2.

Nous présentons sur la figure FIG. 4.20 les deux maillages utilisés. Le maillage triangulaire est
composé de 8444 triangles, et la longueur de I’aréte minimale est de 1.82 x 1072 m. Le maillage
hybride non-conforme est composé de 11584 triangles et de 172 quadrangles (i.e. 11756 élé-
ments) pour une aréte minimale de longueur égale a 1.57 x 10~ m et 120 faces hybrides et
non-conformes (les faces hybrides correspondent aux faces non-conformes).

Ce probleme test ne disposant pas d"une solution exacte, nous regardons les solutions approchées
(sous différents aspects) et comparons simultanément les deux critéres : le temps de calcul, le
nombre total de degrés de liberté. Nous expérimentons divers ordres d’interpolation pour les
deux maillages, dont les résultats sont reportés dans le tableau TAB. 4.7, et nous tragons pour
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chacun des cas 1’évolution en temps de la composante E, en deux point du domaine de calcul
(cf FIG. 4.21 ol le point est dans la partie quadrangulaire du maillage hybride et FIG. 4.22 le
point est situé pres de l'aile dans la partie triangulaire pour les deux maillages). De plus, nous
calculons une transformée de Fourier discréte au cours de la derniére période de la simulation
et nous représentons les lignes de contour de sa partie réelle (pour chaque ordre d’interpolation
testé) sur les figures FIG. 4.23 et FIG. 4.24.

1

0.5

-0.5

0.5

-0.5

FIG. 4.20 — Maillages modélisant le profil d’une aile d’avion. Haut : triangulaire. - Bas : hybride
et non-conforme.

Le tableau TAB. 4.8 met en évidence plusieurs comparaisons, commentons quelques unes d’entre
elles. Les méthodes GDDT-P, et GDDT-P;Q3 ont un rapport des nombres de degrés de liberté
proche de 1, alors que le calcul effectué avec I'hybridation GDDT-IP1 Q3 est 4 fois plus rapide. De
plus, nous pouvons voir que les courbes d’évolution en temps (en les deux points considérés,
FIG. 4.21 et FIG. 4.22) coincident pour ces deux méthodes; on observe aussi que les lignes de
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FIG. 4.21 — Evolution en temps de la composante E, de la solution approchée pour les six ordres
d’interpolation testés (séparés en deux graphiques) au point (1.6, —0.6) du domaine de calcul.

TAB. 4.7 — Temps de calcul, nombre total de degrés de liberté et pas de temps global, pour les
deux maillages et chaque ordre d’interpolation.

Type de maillage | Ordre d’interpolation | Temps CPU | # ddl
GDDT-P; 132.8 s 50664
Triangulaire GDDT-IP3 3799 s 84440
GDDT-P4 1201.9 s 126660
GDDT-P1Qs3 325s 37504
Hybride GDDT-P>Q4 152.0s 73804
GDDT-P3Q4 437.2s 120140
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1.5
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FIG. 4.22 — Evolution en temps de la composante E, de la solution approchée pour les six ordres
d’interpolation testés (séparés en deux graphiques) au point (—0.1,0.0) du domaine de calcul.

TAB. 4.8 - Différentes comparaisons entre méthode GDDT-P,, et méthode GDDT-P,Q : rapport
des temps de calcul et rapport des degrés de liberté.

Comparaison Temps CPU,, | #ddl
Méthode (a) | Méthode (b) || Temps CPU,, | #ddly
GDDT-P, GDDT-P1Q3 4.09 1.35
GDDT-P3 GDDT-P1 Q3 11.69 2.25
GDDT-P; GDDT-P,Qq4 2.50 1.14
GDDT-P, | GDDT-P;Q; 36.98 3.38
GDDT-P4 GDDT-P,Qq4 7.9 1.72
GDDT-P4 GDDT-P3Q4 2.75 1.05
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FIG. 4.23 — Lignes de contour de la partie réelle de la transformée de Fourier discrete (calculée
durant la derniere période de la simulation) de deux composantes de la solution approchée pour

trois ordres d’interpolation. Gauche : H,,. — Droite : E.
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FIG. 4.24 — Lignes de contour de la partie réelle de la transformée de Fourier discrete (calculée
durant la derniere période de la simulation) de deux composantes de la solution approchée pour
trois ordres d’interpolation. Gauche : H,. — Droite : E,.
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contour (FIG. 4.23) présentent le méme aspect, avec plus de netteté (moins de bruit) pour celles
de la méthode GDDT-P;Q3. En opposant les méthodes GDDT-P3 et GDDT-P;Q3, nous avons
avec la méthode GDDT-IP3 un nombre de degrés de liberté environ 2 fois plus important pour un
temps de calcul multiplié par un facteur d’environ 12 par rapport a ’hybridation GDDT-P; Q3 ;
les courbes d’évolution en temps (FIG. 4.21 et FIG. 4.22) coincident pour ces deux méthodes et les
lignes de contour (FIG. 4.23) ont aussi quasiment la méme allure (légerement plus de bruit pour
celles de la méthode GDDT-P;Q3). En opposant également les méthodes GDDT-P4 et GDDT-
P>Q4, le nombre total des degrés de liberté est environ 1.7 fois plus grand pour GDDT-P4 avec un
temps CPU multiplié par facteur d’environ 8 par rapport a GDDT-P,Qy ; les courbes d’évolution
en temps (FIG. 4.21 et FIG. 4.22) coincident pour ces deux méthodes et les lignes de contour
(FIG. 4.24) présentent le méme aspect. Enfin, en confrontant la méthode GDDT-P, a la méthode
hybride GDDT-P3Q4, nous observons que pour le pour méme nombre de degrés de liberté et
pour le méme aspect de la solution (courbes d’évolution en temps et lignes de contour), le temps
de calcul est environ 3 fois plus important avec GDDT-Py.

En conclusion, dans ces diverses comparaisons deux a deux, nous obtenons grace aux hybrida-
tions, des temps de calcul largement diminués par rapport a la méthode GDDT-P, sur le maillage
triangulaire, tout en gardant des solutions numériques identiques (ou proches).

4.5.4 Onde plane diffractée par un disque diélectrique

Nous réalisons a présent des tests avec le cas test n°4 (cf sous-section 4.2.4), un temps physique
de simulation de 6.67 x 1071° s (équivalent en meétres : 0.2 m) et le schéma en temps LF2.

Les deux maillages considérés sont 1a aussi triangulaire pour 1'un, hybride non-conforme pour
le second. Le maillage triangulaire (cf FIG. 4.25) est composé de 22216 triangles pour une aréte
minimale d"une longueur égale a 5.40 x 10> m; le maillage hybride (cf FIG. 4.26) comporte 9432
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FIG. 4.25 — Maillage triangulaire d’un milieu hétérogene. Gauche : grossissement x 1. — Droite :
grossissement x 10.
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FIG. 4.26 — Maillage hybride et non-conforme d’un milieu hétérogene. Gauche : grossissement
x 1. - Droite : grossissement x10.

éléments (7128 triangles et 2304 quadrangles, 112 interfaces hybrides et non-conformes) avec une
aréte minimale identique a celle du maillage triangulaire.

Nous testons la méthode GDDT-P; que nous souhaitons comparer avec la méthode GDDT-P,Q;,
ainsi que la méthode GDDT-P3 que nous voulons confronter a ’hybridation GDDT-P3Qy. Les
résultats obtenus sont alors montrés dans le tableau TAB. 4.9. Une transformée de Fourier discréte
est appliquée a la solution temporelle durant la derniere période de la simulation, 1'erreur L2 est
ensuite calculée en fréquence sur la base de cette solution.

TAB. 4.9 — Temps de calcul, nombre total de degrés de liberté et norme L? de I'erreur globale de
la transformée de Fourier discrete (de la solution approchée), pour les deux maillages et chaque

ordre d’interpolation.

Type de maillage | Ordre d’interpolation || Temps CPU | #ddl | Erreur L? Fourier
Tt GDDT-P, 391.1s 133296 2.40 x 102
GDDT-P3 1351.0 s 222160 6.21 x 1073
Hybride GDDT-P,Q, 165.6 s 63504 1.86 x 1072
GDDT-P;Q, 458.7 s 92016 488 x 1073

Nous constatons que la méthode hybride GDDT-P,Q, apporte un gain en temps de calcul d"un
facteur 2.4 par rapport au schéma GDDT-IP, pour une précision légerement meilleure. De méme,
I'hybridation GDDT-P3Q, donne une erreur plus faible que la méthode GDDT-P3 avec un temps
CPU diminué par un facteur 3. Une nouvelle fois, pour ce probleme test, 'agencement du
maillage hybride non-conforme sur lequel on applique la méthode GDDT-P,Q; engendre une
amélioration en termes a la fois de précision et d’efficacité. Les figures FIG. 4.27 et FIG. 4.28 illus-
trent la coupe 1D selon x; (x; fixé en 0.0) de la partie réelle de la transformée de Fourier discréte
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des solutions exacte et approchées (composantes H, et E;), ot1 I'on voit que les ordres GDDT-PP»
et GDDT-P;,Q; sont insuffisants pour que les courbes s’harmonisent précisément avec la solution
exacte, ce qui est en revanche le cas pour les méthodes GDDT-P3 et GDDT-P3Q».
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FIG. 4.27 — Coupe 1D selon x; (x; fixé en 0.0) de la partie réelle de la transformée de Fourier
discrete (calculée durant la derniere période de la simulation) de la composante H,, des solutions
exacte et approchées, pour les deux maillages et chaque ordre d’interpolation.

Enfin, nous exposons les lignes de contour de la partie réelle de la transformée de Fourier discréte
des solutions exacte et approchées (composantes H, et E;) sur les figures FIG. 4.29, FIG. 4.30,
FIG. 4.31 et FIG. 4.32. Nous pouvons vérifier (FIG. 4.30 et FIG. 4.32) que le cas affichant le plus de
similitudes avec les lignes de contour de la solution exacte est '’hybridation GDDT-P3Q».



102 Chapitre 4. Expériences numériques 2D

1.5

__ExactE
b4

—--DGTD-P2
L ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ |+~ DGTD-P2Q2
-0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04
X
1.5
l, -
0.5 =
0, —
LuN
_0.57 -
_1 -
___Exact EZ
-1.5-
——DGTD-P3
2 ‘ ——DGTD-P3Q2
-0.04 -0.03 -0.02 -0.01 )(() 0.01 0.02 0.03 0.04

FIG. 4.28 — Coupe 1D selon x; (x; fixé en 0.0) de la partie réelle de la transformée de Fourier
discrete (calculée durant la derniere période de la simulation) de la composante E, des solutions
exacte et approchées, pour les deux maillages et chaque ordre d’interpolation.
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Solution exacte
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FIG. 4.29 — Lignes de contour (répartition continue des couleurs) de la partie réelle de la transfor-
mée de Fourier discréte de la composante H, des solutions exactes et approchées (pour chaque

ordre d’interpolation).



104 Chapitre 4. Expériences numériques 2D

- |
>

8828°8288" %

Solution exacte

x.
x|

T
x|

gs28°828s-

Méthode GDDT-P3

Méthode GDDT-P;

Méthode GDDT-P,Q; Méthode GDDT-P3Q;

T
x|

FIG. 4.30 = Zoom (x14) sur les lignes de contour (répartition des couleurs en bandes) de la partie
réelle de la transformée de Fourier discréte de la composante H, des solutions exactes et appro-

chées (pour chaque ordre d’interpolation).
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FIG. 4.31 - Lignes de contour (répartition continue des couleurs) de la partie réelle de la transfor-
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FIG. 4.32 — Zoom (x14) sur les lignes de contour (répartition des couleurs en bandes) de la partie
réelle de la transformée de Fourier discréte de la composante E, des solutions exactes et appro-
chées (pour chaque ordre d’interpolation).
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4.5.5 Source Gaussienne modulée

Nous exploitons, dans cette sous-section, le cas test n°5 (sous-section 4.2.5), le temps physique
de simulation est de 2.67 x 1078 s (équivalent en metres : 8 m) et le schéma en temps utilisé est
le schéma LF4.

Afin d’opérer une nouvelle comparaison entre la méthode GDDT-P, en maillage triangulaire et
la méthode GDDT-P,Qj en maillages hybrides et non-conformes, nous imposons ici d’avoir un
maximum de similitudes géométriques entre les deux maillages étudiés. Nous les affichons sur
la figure FIG. 4.33 et détaillons donc les statistiques de ces derniers.

Le maillage triangulaire a pour caractéristiques :

e Nombre de sommets : 13291
e Nombre d’éléments (uniquement triangulaires) : 26080

e Nombre d’arétes internes (communes a deux triangles) : 38868

e Nombre d’arétes frontieres (issues de triangles) : 504, divisées en :
> Nombre d’arétes metalliques : 312
> Nombre d’arétes absorbantes : 192

e Aréte minimale du maillage : 4.05 x 1073 m.

Le maillage hybride a pour statistiques :

e Nombre de sommets : 13921

e Nombre d’éléments : 24736, divisés en :
> Nombre de triangles : 22480
> Nombre de quadrangles : 2256

e Nombre d’arétes internes : 38142, divisées en :
> Nombre d’arétes conformes communes a deux triangles : 33366
> Nombre d’arétes conformes communes a deux quadrangles : 4328
> Nombre d’arétes non-conformes communes a deux quadrangles : 64
> Nombre d’arétes non-conformes et hybrides : 384

e Nombre d’arétes frontiéres : 516, divisées en :
> Nombre d’arétes metalliques (issues de triangles) : 324
> Nombre d’arétes absorbantes (issues de quadrangles) : 192

e Aréte minimale du maillage : 4.05 x 1073 m.

Comme nous pouvons le constater, le nombre de sommets, d’éléments, d’arétes internes et
d’arétes frontieres sont tres proches (quasi-identiques) pour les deux maillages, et les arétes
minimales sont égales. Nous remarquons aussi la présence d’arétes non-conformes entre deux
quadrangles (contrairement aux précédents tests) pour le maillage hybride. Nous faisons une
simulation avec 1’'ordre d’interpolation GDDT-P, sur le maillage triangulaire et testons quatre
hybridations sur le maillage hybride et non-conforme; nous calculons de plus, a la moitié du
temps physique de simulation, I'erreur L™ relative a GDDT-P, (plus précisément, cette erreur
est linéique le long de xj, x; étant fixé en —0.5). Nous récapitulons les résultats obtenus dans le
tableau TAB. 4.10.

Nous comparons alors les solutions obtenues, en tenant compte de l'erreur L*, ainsi que les
temps de calcul. Avant cela, pour bien comprendre ce phénomene de propagation, nous visuali-
sons tout d’abord les lignes de contour de lintensité du champ électrique a plusieurs temps
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FIG. 4.33 — Maillages d"'un domaine comportant deux obstacles métalliques. Haut : triangulaire.
- Bas : hybride et non-conforme.
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FIG. 4.34 - Lignes de contour de |E;| (i.e. intensité du champ électrique) pour la méthode GDDT-
P,Q4 ; aux temps, respectivement de gauche a droite et de haut en bas : t = 6.667 x 1077 s,

1x107%s,1.167 x1078s,1.333 x 10°8s,15x 1078s,1.833 x 1078 s (équivalents en metres : 2

m,3m,3.5m,4m,4.5m,55m).
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FIG. 4.35 - Lignes de contour de |E;| pour la méthode GDDT-P,Q4, au temps final de la simula-
tion : t = 2.667 x 10~ s (équivalent en metres : 8 m).

TAB. 4.10 — Temps de calcul, nombre total de degrés de liberté et erreur L* relative 8 GDDT-Py,
pour les deux maillages et chaque ordre d’interpolation.

Type de maillage | Ordre d’interpolation || Temps CPU | #ddl | Erreur L* rel.
Triangulaire GDDT-P4 2624.4 s 391200 0

GDDT-P; Q3 782s 103536 | 9.45 x 102

. GDDT-P1Q4 120.1s 123840 | 9.31 x 1072

Hybride GDDT-P,Q, 3479s | 191280 | 9.69 x 10~3

GDDT-P3Q4 864.3 s 281200 | 7.95x 1073

de la simulation ; nous choisissons la méthode GDDT-IP,Q4 sur le maillage hybride pour montrer
ces visualisations (cf FIG. 4.34 et FIG. 4.35).

Maintenant, nous montrons (FIG. 4.36), I'évolution en temps de la composante H, en trois points
du domaine de calcul (le premier est dans la partie quadrangulaire du maillage hybride, les deux
autres sont situés préts des obstacles dans la partie triangulaire pour les deux maillages), nous
voyons clairement que dans chacun des cas, les courbes sont confondues. Par ailleurs, en regar-
dant les lignes de contour de |E;| a la moitié du temps physique de simulation (cf FIG. 4.37), nous
constatons que celles obtenues avec les méthode hybrides GDDT-P1Q4, GDDT-P,Q4 et GDDT-
P3Q4 sont quasiment identiques a celles de la méthode GDDT-P,. Les lignes de contour pour
I'hybridation GDDT-P1Q3 sont aussi tres similaires, bien que 1’observe un faible bruit. Nous
constatons que l'erreur L* en ce méme temps physique de simulation, est effectivement plus im-
portante pour les méthodes hybrides GDDT-P; Q3 et GDDT-IP;Qq4 ; ces erreurs restent cependant
faibles pour les quatres hybridations. Si 'on compare a présent les temps de calcul, les hybrida-
tions GDDT-P3Q4, GDDT-P,Q4, GDDT-P;Q4 et GDDT-P1Q3 sont environ et respectivement 3,
7.5,22 et 33.5 fois plus rapides que la méthode GDDT-P, sur le maillage triangulaire.
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Ainsi, les hybridations permettent la aussi d’avoir des temps de calcul considérablement dimi-
nués, avec de faibles erreurs relatives et sans changement manifeste de la solution numérique.
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FIG. 4.36 — Evolution en temps de la composante H, de la solution approchée pour chaque ordre
d’interpolation en trois points du domaine de calcul. Haut : (0.0,0.0). — Milieu: (1.0, —1.0). - Bas:

(—0.2,1.25).
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Méthode GDDT-P;Q; Méthode GDDT-P; Q4

Méthode GDDT-P,Q4 Méthode GDDT-P3Q,

FIG. 4.37 - Lignes de contour de |E;| pour chaque ordre d’interpolation, au temps + = 1.333 x
10~8 s (équivalent en metres : 4 m).
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Nous présentons dans ce chapitre les expériences numériques en trois dimensions d’espace.
Nous donnons quelques explications sur I'implémentation de la méthode GDDT-P,Qy vi-
sant a la résolution numérique des équations de Maxwell 3D. Nous décrivons ensuite les
différents cas tests étudiés dans ce chapitre; enfin, nous montrons, commentons et discu-
tons les résultats obtenus dans les différents tests réalisés.

5.1 Précisions mathématiques et algorithmiques

5.1.1 Fonctions de base, degrés de liberté, éléments de référence et application affine

Pour l'approximation des composantes du champ électromagnétique dans un élément du
maillage, nous utilisons comme en 2D une interpolation de Lagrange classique. Ces fonctions de
bases utilisées sont explicitées en détails dans I’annexe A (cf A.2). Le nombre de degrés de liberté
par élément est bien sur différent en 3D. Pour un tétraédre sur lequel on applique l'interpolation
P,, le nombre de degrés de liberté (ou le nombre de fonctions de base, ou encore la dimension
de IP)) est égal a : CZ 3= W Pour un hexaédre sur lequel on applique 'interpolation Q,

le nombre de degrés de liberté est égal a : (k + 1)°.
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Dans cette mise en ceuvre 3D de la méthode GDDT-P,Qy, nous utilisons le méme principe qu’en
2D (cf sous-section 4.1.2.1) de stockage des matrices élémentaires (matrices de masse, de gradient
et matrices sur les faces conformes) sur un élément de référence. Pour la partie tétraédrique
du maillage, 1’élément de référence est le tétraedre "rectangle" dont les sommets sont : S1 =

0 1 0 0
0],2=(0],83=(1],%=/|0] Pourla partie hexaédrique du maillage,
0 0 0 1
0 1 1
I’élément de référence est le cube de sommets: S1 = | 0 , s2=10 , 3=11 , S4 =
0 0 0
0 0 1 1 0
1|,55=101],%=(0],57=(1],88=[1
0 1 1 1 1

Toujours en appliquant le méme principe que celui adopté dans 'étude numérique 2D, nous
définissons une application, a Jacobien constant, qui associe ’élément de référence a un élément
du maillage (i.e. a un élément physique). Concernant la partie tétraédrique, I’application qui

1y
associe le tétraedre de référence T a un tétraddre physique T de sommets S1 = ( 51, ) , 52 =

S1;
521 531 541
S2, |,S3=] 53, |, S4=| S4, | estdéfinie dela facon suivante:

S2; S33 S4s
Fz : T — T
? f——><AT§—FBT
avec :
% $2; —S1; S3;—S1; S4;—S1; 51,
x=| % |,A;=] S-Sl S3;,—Sl, S4,-S1, | etBz=| S,
ié 513

523 —S13 S33—S13 S43 — S13

Nous remarquons que cette application s’exprime en fonction des coordonnées des sommets du
tétraedre T et qu’elle est affine (son Jacobien est donc bien constant).

Concernant la partie héxaédrique, le Jacobien de l’application qui associe le cube de référence Q

51y 524 S34
a un héxaeédre physique Q de sommets S1 = | S1, |, S2=| 52, |, S3=| S3; |, S4=

S1; 523 533
S44 554 561 S71 584
( S4, ) , Sb = ( 55, ) , S6 = ( 56, ) , S7 ( 57, ) , S8 = ( 58, ) n’est pas constant
545 553 563 573 583
dans le cas général.

On impose alors que I'héxaeédre quelconque Q soit un pavé droit (i.e. un parallélépipede rec-
tangle), numéroté de maniere a répondre aux égalités suivantes :
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S3; = S2; ((S2, = S1, S2; = Sl
S4, = S1; S4, = S3, S3; = Sl1;
S5, = S1; S5, = Sl ot S4; = S,
S6; = S2; 7 S6, = Sl1, ’ S6;3 = S5;
S7, = S2 S7, = §3, S75 = S5;
S8, = S1; S8 = S3, S8 = S5,

L’. application F, qui au cube de référence associe un tel parallélépipede rectangle, est alors défi-
nie par :

Fp : Q — Q
avecC :
$2, — S1; 0 0 51,
AQ = 0 53, — 51, 0 et BQ = S1,
0 0 S55 — Sl 513

Ainsi, I'application Fj est la aussi affine et son Jacobien constant.

5.1.2 Matrices d’interfaces non-conformes, 7,, f, pas de temps et calcul des flux

Comme nous 'avons mentionné dans la section 2.2, en 3D, la jonction entre des éléments tétra-
édriques et des éléments hexaédriques est nécessairement non-conforme. De la méme maniére
qu’en 2D, nous calculons numériquement (i.e. sans utiliser la matrice stockée et I’application
affine) les matrices de surface associées aux interfaces non-conformes (et hybrides). Ces ma-
trices sont 1a aussi calculées dans une phase de prétraitement du code de calcul, apres lecture
du maillage. Compte tenu de la définition d"une interface a;; = c; N¢j, et de la condition que
nous avons imposé sur les maillages hybrides, a savoir que 1’ensemble des faces triangulaires
(issues des tétraedres) coincide avec la face quadrangulaire de I'hexaedre voisin, toutes les faces
hybrides non-conformes que nous aurons a traiter sont donc triangulaires. Ainsi, nous utilisons
des formules de cubature pour les triangles, dont les points et poids de Gauss sont donnés dans
l'article [Dunavant 1985]. Nous appliquons alors une méthode similaire que celle décrite en 2D,
dans la sous-section 4.1.2.2.

Comme également introduit en section 2.2, le nombre de faces triangulaires pouvant coincider
avec la face quadrangulaire de I'hexaedre voisin est indicé par un entier noté n,,s (cf FIG. 2.3).
Nous définissons les valeurs de cet indice de la fagcon suivante :

e 1,y = 1:laface quadrangulaire coincide 2 faces triangulaires,
Nyp = 2 la face quadrangulaire coincide 8 faces triangulaires,
nyp = 3 :la face quadrangulaire coincide 18 faces triangulaires,
nyp = 4 :la face quadrangulaire coincide 32 faces triangulaires.

Concernant l'initialisation et le calcul du pas de temps, nous initialisons pour la 3D également

At
H,, H,et H, at = —, et Ey, E, et E; at = 0. Le pas de temps est calculé selon le méme
principe (cf sous-section 4.1.2.3) que celui adopté pour 1’'étude numérique 2D (notons seulement
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que dans les quantités & et &, |c;| et p; désignent alors respectivement le volume et la surface
de l'élément c;). Précisons que pour cette étude numérique 3D, nous utilisons uniquement le
schéma d’intégration en temps LF2. Enfin, le calcul numérique des flux suit les mémes étapes
que celles présentées en sous-section 4.1.2.4.

5.2 Description des cas tests considérés

5.2.1 Castestn®l: mode (1,1,1) dans une cavité métallique cubique

Nous considérons tout d’abord 1’évolution d’'un mode dans une cavité métallique cubique et uni-
taire, i.e. le domaine de calcul Q) = [0,1] x [0, 1] x [0, 1]. L'énergie de la solution est ici conservée
et ce probleme test bénéficie d'une solution exacte (i.e. nous permettant de calculer une erreur),
donnée par :

Hy(x1,x2,x3,1) = —g sin(7txy) cos(7txy) cos(7rxz) sin(wt),
27 . .
Hy(x1,x2,x3,t) = o cos(7txy) sin(7rxy) cos(7rx3) sin(wt),
H,(x1,x2,x3,t) = —g cos(7rx1) cos(mxy) sin(7rxz) sin(wt),
Ex(x1,x2,x3,8) = —cos(7txy)sin(7txy) sin(7rxs) cos(wt),
Ey(xll'XZI X3, t) = 0/
| Ez(x1,x2,x3,t) = sin(7xq)sin(7xy) cos(mxz) cos(wt).

ol w = 27 f désigne la pulsation, et f la fréquence qui est ici égale a f = 260 MHz.

5.2.2 Cas test n°2: pulse Gaussien

Ce deuxieéme cas test est celui de la propagation d'un pulse Gaussien selon une direction d’es-
pace, plus précisément dans la direction des x; décroissants. Le domaine de calcul est parallé-
lépipédique : QO = [0,2] x [0,1] x [0, 1]. Ici, nous nous intéressons uniquement a la composante
Hy du champ électromagnétique (et seuls Hy et E, sont non nuls), dont I'expression analytique
(i.e. la solution exacte) est :

Hy(xll X2, X3, t) = g(XL t)/

fﬂ(xl fx§g+cot)2,

g(xy,t)=e

avec B = 20, ¢ la vitesse de la lumiere dans le vide et xig = 1.5. Cette fonction Gaussienne est
centrée en x| = xig = 1.5 au temps initial (! = 0) et sera centrée en x; = 0.5 au temps final

_ 1
(t=21).
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5.2.3 Cas test n°3 : onde plane diffractée par une sphére métallique

Nous prAlsentons maintenant le probleme test de la diffraction d’une onde plane par une
sphére métallique de rayon R = 1 m. Le domaine de calcul est délimité par un cube () =
[—2.5,2.5] x [—2.5,2.5] x [—2.5,2.5], sur lequel on impose la condition absorbante de Silver-
Miiller. Nous avons ici un champ incident, donné par :

([ Hyine(x1,x2,x3,t) = cos(wt—xx3),
Hyjnc(x1,%2,x3,t) = 0,
Hzjnc(x1, 22, x3,1) = 0,
Eyinc(x1,%2,%3,8) = O,
Eyjnc(x1, %2, X3,t) = —g cos(wt — kx3),
Ezjinc(x1,%2,%3,t) = 0,

ot le vecteur d’'onde k = (0,0,x)T avec x = w/cy (co la vitesse de la lumiére dans le vide et
w = 27f). La fréquence est égale a f = 300 MHz et nous ne fournissons pas de solution exacte
pour ce probleme.

5.2.4 Cas test n°4: propagation d’une source dans un modéle hétérogéne de téte hu-
maine

Dans ce dernier cas test, nous simulons la propagation d"une onde électromagnétique, émise par
une source, au travers d'une téte humaine modélisée de maniére réaliste. Ce probleme test a
pour particularité de simuler un scénario de propagation dans un milieu présentant plusieurs
hétérogénéités. A partir d’images médicales tirées du projet Visible Human 2.0 [Ratiu et al. 2003],
les tissus de la téte sont séparés en quatre milieux différents : la peau, le crane, le liquide cérébo-
spinal (ou liquide céphalo-rachidien) et le cerveau. A l'extérieur de la téte, le milieu considéré
est Iair (ou le vide). Nous résumons les caractéristiques électromagnétiques de ces cinq milieux
physiques dans le tableau TAB. 5.1.

TAB. 5.1 — Caractéristiques électromagnétiques des milieux considérés.

Milieu de propagation & o4
Air (ou vide) 1.00 0
Peau 43.85 | 1.23
Crane 15.56 | 0.43
Liquide cérébro-spinal || 67.20 | 2.92
Cerveau 4355 | 1.15

L’onde électromagnétique est donc ici émise par un terme source de type dipole, localisé prés de
l'oreille droite de la téte. Ce terme source, imposé a 1'équation pour la composante E., est défini

par:
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Js(xt) = z0 8(x —x%) f(t),
ol zp est I'impédance du vide, J est la distribution de Dirac en 0, x* est le centre de la source et
le signal temporel f(t) est une fonction sinusoidale.

Enfin, pour ce cas test, le domaine entier (), maillé entierement par des tétraédres, est délimité
par une sphére de rayon R = 0.3 m. En revanche, le domaine délimitant le maillage hybride non-
conforme est plus volumineux, et cubique : Q = [—0.3,0.3] x [—0.3,0.3] x [—0.3,0.3]. Aux bords
de ces deux domaines, nous imposons la condition absorbante de Silver-Miiller ; la fréquence est
ici réglée a f = 1.8 GHz et bien siir, nous ne disposons pas de solution analytique pour ce
probléme.

5.3 Test de convergence numérique en h

Nous étudions dans cette section la convergence numérique en i de la méthode GDDT-P,Qy,
mais aussi des méthodes GDDT-P, et GDDT-Qy, pour le schéma saute-mouton d’ordre 2 (LF2).
Nous travaillons sur le cas du mode propre dans la cavité métallique cubique (cas test n°1, sous-
section 5.2.1). Le temps physique de simulation est ici de 6.67 x 1078 s (équivalent en metres : 20
m).

Nous réalisons des tests sur quatre maillages tétraédriques (pour la méthode GDDT-P,), quatre
maillages hexaédriques (pour la méthode GDDT-Qy) et sur quatre maillages hybrides et non-
conformes (pour la méthode GDDT-PP, Q) en prenant 1,y = 1, basés respectivement sur 5 x 5 x
5,9x9x9,17 x 17 x 17 et 33 x 33 x 33 points (exemple sur la figure FIG. 4.11).

FIG. 5.1 — Coupe transversale de maillages volumiques, utilisés pour 1’étude de convergence et
basés sur une discrétisation 17 x 17 x 17 points (les autres maillages basés sur 5 x 5 x 5,9 x 9 x 9
et 33 x 33 x 33 points, ont le méme aspect). Gauche : tétraédrique. — Milieu : hexaédrique. -
Droite : hybride et non-conforme (11,,f = 1).

Nous montrons la convergence en h de certaines hybridations (dont des combinaisons avec
'ordre 0) et vérifions que nous trouvons des ordres de convergence conformes au résultat théo-
rique (3.46). Pour chaque résolution, et pour chaque ordre d’interpolation, on mesure le maxi-
mum au cours du temps de la norme L2 de l’erreur en fonction de 1/h, avec h correspondant a
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sa définition en sous-section 3.2.1; nous calculons ensuite les pentes (en échelle loglog) corres-
pondantes et nous reportons ces résultats sur les figures FIG. 5.2 et FIG. 5.3. Compte tenu de la
régularité de la solution exacte pour ce cas test, du résultat de 1'étude de convergence théorique
(3.46), du schéma LF2 utilisé et de I’échelle loglog choisie, la valeur de la pente (correspondant a
l'ordre de convergence) attendue pour une hybridation GDDT-P,Qy est ici égale a : min{2, p, k},
et pour la méthode GDDT-PP), (resp. méthode GDDT-Qy) égale a : min{2, p} (resp. min{2,k}).
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FIG. 5.2 — Maximum (en temps) de la norme L? de I'erreur globale en fonction de 1/#, et pentes
correspondantes. Haut : méthodes DGTD-P, et DGTD-Qy. — Bas : méthode DGTD-IP, Q.

Nous observons sur la figure FIG. 5.2 que 1’'on obtient les valeurs de pentes escomptées. Pour
les méthodes GDDT-P,, GDDT-Q, et GDDT-P,Q)y, les pentes sont bien proches de 2. Pour les
hybridations GDDT-P;Q;, GDDT-P,Q; et GDDT-P1Q;, les valeurs des pentes obtenues sont
plus grandes (i.e. meilleures) que celles attendues (i.e. 1). Concernant les méthodes GDDT-P; et
GDDT-Q, les valeurs des pentes sont la aussi bien meilleures que celles estimées (i.e. 1), et nous
constatons de plus une super convergence pour le schéma GDDT-P,. Enfin, nous observons une
super convergence et une réduction d’erreur pour la méthode GDDT-Qq (sur le maillage hexa-
édrique cartésien).

Maintenant, nous analysons les résultats obtenus pour les différentes hybridations faisant inter-



122 Chapitre 5. Mise en ceuvre 3D de la méthode GDDT-P,Q;
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FIG. 5.3 - Maximum (en temps) de la norme L? de I'erreur globale en fonction de 1/ et pentes
correspondantes, pour des hybridations DGTD-IP,Qy (échelle ici différente de celles en FIG. 5.2)
faisant intervenir 1’ordre 0.

venir I'ordre 0 (i.e. méthode Volumes Finis). Nous remarquons que ces méthodes convergent,
avec un ordre plus élevé que celui prévu théoriquement (i.e. 0). Nous voyons en revanche, que
malgré le caractere structuré des maillages utilisés et contrairement aux autres hybridations, nous
obtenons des pentes irrégulieres et des niveaux d’erreurs élevés.

En conclusion, la convergence numérique en h est ainsi acquise dans chacun des cas, avec des
ordres de convergence en accord avec les résultats théoriques. Il est également mis en évidence
que pour le cas des méthodes hybrides, le couplage avec 'ordre 0 ne donne pas des résultats
convenables.

5.4 Mise en évidence de réflexions parasites

Nous utilisons ici le cas test de la propagation d"un pulse Gaussien selon une dimension (cas test
n°2, sous-section 5.2.2), le temps physique de simulation est égal a 3.33 x 107 s (équivalent en
metres : 1 m).

Nous considérons deux discrétisations du domaine de calcul : une basée sur 17 x 9 x 9 points et
une basée sur 65 x 33 x 33 points. Pour chacune de ces deux discrétisations, nous construisons
quatre maillages : un maillage tétraédrique, un maillage hexaédrique et deux types de maillages
hybrides (en prenant n,,; = 1) ou le domaine de calcul est séparé en deux parties par le plan
x1 = 1 (sur lequel sont disposées les interfaces hybrides non-conformes), dans le premier type
les tétraedres sont situés sur la partie x; > 1 du domaine et les hexaedres sur la partie x; < 1,
le deuxiéme type répartit les tétraedres sur la partie x; < 1 du domaine et les hexaedres sur la
partie x; > 1 (FIG. 5.4).

Nous cherchons dans ce test a observer si des réflexions parasites apparaissent lors du passage
du pulse Gaussien a travers les interfaces hybrides et non-conformes, comme il a pu étre étu-
dié pour le passage d’interfaces non-conformes dans [Canouet 2003] ou aussi pour la méthode
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FIG. 5.4 — Coupe transversale de maillages volumiques, hybrides et non-conforme (1,, r=1),et
boite délimitant le domaine de calcul. Gauche : basé sur 17 x 9 x 9 points, partie tétraédrique
pour x; > 1 et partie hexaédrique pour x; < 1.— Droite : basé sur 65 x 33 x 33 points, partie
tétraédrique pour x; < 1 et partie hexaédrique pour x; > 1.

hybride GDDT / DFDT lors du passage d'un schéma a l’autre (pour I'équation des ondes) dans
[Léger 2011]. Nous expérimentons plusieurs ordres d’interpolation pour chacun des maillages,
et comparons les résultats obtenus sur les maillages tétraédriques, hexaédriques et hybrides non-
conformes, en tragant sur la figure FIG. 5.5 la coupe 1D de la composante H, des solutions exacte
et approchées. Avec les deux types de maillages hybrides considérés, le pulse Gaussien peut se
déplacer de la partie tétraédrique (sur laquelle est appliquée l'interpolation IP,) vers la partie
hexaédrique (sur laquelle est appliquée 1'interpolation Qy), ou inversement.

Nous remarquons (FIG. 5.5) que lorsque 1'ordre 1 est appliqué sur tout le domaine, le cas Py
vers Q; (des tétraedres vers les hexaedres) présente le plus de réflexions parasites (que ce soit
pour la discrétisation 17 x 9 x 9 ou pour la discrétisation 65 x 33 x 33). Les cas IP; (en maillages
tout tétraédriques), Q; (en maillages tout hexaédriques) ou Q; vers IP; (des hexaédres vers les
tétraedres) se comportent approximativement de la méme maniere et coincident quasiment avec
la solution exacte pour la discrétisation 65 x 33 x 33. Lorsque 1'ordre 2 est appliqué sur tout le
domaine, pour la discrétisation 17 x 9 x 9, c’est la aussi le cas P, vers Qo (des tétraedres vers les
hexaedres) qui présente le plus de réflexions parasites. Les cas P, (maillage tout tétraédrique),
Q2 (maillage tout hexaédrique) ou Q; vers P, (des hexaedres vers les tétraedres) se comportent
approximativement de la méme maniere en présentant peu de réflexions parasites (pour la dis-
crétisation 17 x 9 x 9). En revanche, pour la discrétisation 65 x 33 x 33, dans ces quatre cas (IP;,
Qo, IP; vers Q2 et Q2 vers Py) la solution approchée est confondue avec la solution exacte. Enfin,
dans les cas P vers Qy et P, vers Q; pour la discrétisation 17 x 9 x 9, nous ne voyons pas de
différence majeure avec les cas Py, Q; et Q; vers PPy, et les réflexions parasites sont plus impor-
tantes que celles observées avec 1’ordre 2. Sur le maillage de 65 x 33 x 33 points, le cas IP vers Q
présente de petites réflexions parasites, contrairement au cas P, vers Q; qui coincide bien avec
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FIG. 5.5 — Coupe 1D selon x; (x2 et x3 fixés en 0.5) de la composante H, des solutions exacte
et approchées, au temps final de la simulation : t = 3.33 x 10~? s (équivalent en meétres : 1 m),
pour chaque maillage et chaque ordre d’interpolation. Gauche : tests sur les maillages basés de

17 x 9 x 9 points. — Droite : tests sur les maillages de 65 x 33 x 33 points.
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la solution exacte.

Ainsi, lorsque le pulse Gaussien traverse les interfaces non-conformes en passant des hexaedres
aux tétraedres, il semble ici que ce passage ne génere pas davantage de réflexions parasites (ou
trés peu) par rapport a une propagation en maillages tout tétraédriques ou tout hexaédriques. En
revanche, le passage des tétraedres aux hexaédres crée des réflexions parasites supplémentaires
pour des ordres d’interpolation et des raffinements de maillages peu élevés. Cependant, nous
montrons de plus que pour des ordres d’interpolation et des raffinements de maillages suffisa-
ment élevés, ces réflexions parasites disparaissent (dans les cas hybrides également) et la solution
approchée coincide avec la solution exacte.

5.5 Tests d’efficacité et de précision de la méthode GDDT-P,Q

5.5.1 Mode (1,1,1) dans une cavité métallique

Nous revenons ici sur le cas test n°1 (sous-section 4.2.1, avec un temps (physique) de simulation
de 6.67 x 10~ s (équivalent en metres : 20 m).

Nous travaillons sur deux maillages (FIG. 5.6). Le premier maillage est tétraédrique composé
de 196608 éléments, avec une aréte minimale de longueur 3.125 x 1072 m. Le second maillage
est un maillage hybride non-conforme, tel que n,,f = 4, composé de 24576 tétraedres et de 448
hexaedres (i.e. 25024 éléments), avec une aréte minimale 1a aussi de longueur 3.125 x 102 m, et
comportant 3072 interfaces hybrides et non-conformes (on peut voir sur la figure FIG. 5.6 que les
interfaces hybrides correspondent aux interfaces non-conformes).

FIG. 5.6 — Coupe transversale de maillages volumiques. Gauche : tétraédrique. — Droite : hybride
et non-conforme (11,,f = 4).

Nous testons alors plusieurs ordres d’interpolation pour les deux maillages et nous résumons les
résultats dans le tableau TAB. 5.2. Nous montrons de plus sur la figure FIG. 5.7 I'évolution tempo-
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relle de l'erreur L2 et vérifions que celle-ci croit progressivement au cours du temps. Nous faisons
alors des comparaisons entre les méthodes GDDT-PP, et GDDT-IP,Q; en se fixant la contrainte de
comparer conjointement les deux critéres suivants : le temps de calcul, le maximum (en temps)
de la norme L? de I'erreur globale (cf TAB. 5.3).

TAB. 5.2 - Temps de calcul, nombre total de degrés de liberté et maximum (en temps) de la norme
L? de l'erreur globale, pour les deux maillages et chaque ordre d’interpolation.

Type de maillage | Ordre d’interpolation || Temps de calcul | #ddl | Erreur L?> max
I GDDT-P, 26 minet9s 786432 | 837 x 103
ctraedrique GDDT-P, 150 min et 565 | 1966080 | 5.50 x 104
GDDT-P,Q 3minet33s 101888 2.19 x 1071
e GDDT-P; Q, 4minet37s 110400 | 4.23x 1073
ybriae GDDT-P,Q, 20minet23s | 249344 | 2.30 x 10~
GDDT-P,Q, 22 minet55s | 257856 1.92 x 1073
10° ‘
g 10'1;— g
é 107 i
o WVVMW
é 107
s . —DGTD-P2
3 10 DGTD-P1Q1
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Time (s) x10°

FIG. 5.7 — Evolution en temps de la norme L? de l'erreur globale, pour les deux maillages et
chaque ordre d’interpolation.

Nous pouvons tout d’abord constater que les méthodes GDDT-P1Q; et GDDT-P,Q; ne donnent
pas des erreurs convenables, ce qui est di au fait que l'interpolation Q; n’est pas suffisante sur
des hexaedres de taille si importante. En opposant la méthode GDDT-P; a I’hybridation GDDT-
IP1Q,, on obtient une erreur 2 fois plus faible avec la méthode hybride pour un temps CPU di-
minué d'un facteur 5.66. Toujours comparée a la méthode GDDT-P4, I'hybridation GDDT-P1Q;
donne une erreur L? plus faible d'un facteur 4.36 pour un temps de calcul proche. La méthode
GDDT-P; donne l'erreur L? la plus petite, mais nous obtenons tout de méme de meilleurs com-
promis entre la précision et le temps de calcul avec les méthodes hybrides GDDT-IP1Q; et GDDT-
P>Qy. En effet, I'hybridation GDDT-P1Q; (resp. GDDT-IP;Q;) est moins précise par un facteur
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TAB. 5.3 - Différentes comparaisons entre méthode GDDT-PP,, et méthode GDDT-P,Qy : rapport
des temps de calcul et rapport des maximums (en temps) de l'erreur L? globale.

Comparaison Temps CPU,y | Erreur L? max,)

Méthode (a) | Méthode (b) || Temps CPU ;) | Erreur L2 max
GDDT-P; | GDDT-P,Q, 5.66 1.98
GDDT-P, GDDT-P,Q; 1.14 4.36
GDDT-P, GDDT-P1Q2 32.69 0.13
GDDT-IP, GDDT-P,Q; 6.59 0.29

d’environ 7.5 (resp. d’environ 3.5) mais est plus efficace par un facteur d’environ d’environ 33
(resp. d’environ 6.5).

Ainsi, pour ce cas test, les hybridations considérées présentent de tres avantageux compromis
entre temps de calcul et précision.

5.5.2 Diffraction d’'une onde plane par un obstacle

Nous travaillons sur le cas test n°3 (décrit en sous-section 5.2.3). Nous faisons des simulations
pour un temps physique de simulation de ¢ = 3.33 x 10~ s (équivalent en metres : 10 m). Nous
pouvons voir les deux maillages utilisés sur la figure FIG. 5.8. Le maillage tétraédrique est com-
posé de 873483 tétraedres, et la longueur de 1’aréte minimale est de 2.90 x 1072 m. Le maillage
hybride non-conforme est composé de 247363 tétraedres et de 35208 hexaédres (i.e. 282571 élé-
ments), ayant une aréte minimale de longueur égale a 2.67 x 10~2 m et comportant 12288 faces
hybrides et non-conformes (1,,s = 2, les faces hybrides correspondent aux faces non-conformes).

Comme nous n’utilisons pas de solution exacte dans ce probléme test, nous regardons les so-
lutions approchées (sous différents aspects) et comparons les temps de calcul obtenus. Nous
appliquons la méthode GDDT-P; sur le maillage tétraédrique et les méthodes GDDT-P1Q; et
GDDT-P,Q; sur le maillage hybride, les résultats sont reportés dans le tableau TAB. 5.4. Nous
tracons pour chacun des cas 1’évolution en temps des composantes H, et E, en trois points du
domaine de calcul (FIG. 5.9), le premier étant situé pres de la sphere dans la partie tétraédrique
pour les deux maillages, les deux autres dans la partie hexaédrique pour le maillage hybride.
De plus, nous représentons les lignes de contour (pour chaque ordre d’interpolation testé) des
composantes Hy, H; et E, (FIG. 5.10, FIG. 5.11 et FIG. 5.12) au temps final de la simulation.

Nous voyons sur la figure FIG. 5.9 que pour le premier point de visualisation, la courbe obte-
nue avec la méthode GDDT-P; présente des irrégularités contrairement a celles obtenues avec
les méthodes hybrides GDDT-IP1Q; et GDDT-IP,Q; (qui coincident entre elles), ce qui laisse pen-
ser que les solutions obtenues avec ces hybridations en ce point sont meilleures. Pour les deux
autres points de visualisation, les courbes sont confondues pour les trois ordres d’interpolation.
Nous constatons également que les lignes de contour (FIG. 5.10, FIG. 5.11 et FIG. 5.12) des trois
composantes présentées ont le méme aspect pour chaque ordre d’interpolation. Ainsi, pour des
solutions quasi-identiques (et davantage régulieres pour les hybridations au premier point de



128 Chapitre 5. Mise en ceuvre 3D de la méthode GDDT-P,Q;

FIG. 5.8 — Coupe transversale de maillages volumiques. Gauche : tétraédrique. — Droite : hybride
et non-conforme (11,,f = 2).

TAB. 5.4 — Temps de calcul, nombre total de degrés de liberté et pas de temps global (en picose-
condes), pour les deux maillages et chaque ordre d’interpolation.

Type de maillage | Ordre d’interpolation | Temps CPU #ddl At
Tétraédrique GDDT-P, 8het7min | 8734830 | 10.81 ps
Hvbride GDDT-P; Q> 1het20 min | 1940068 | 12.89 ps
Y GDDT-P,Q> 4het19min | 3424246 | 7.73 ps
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FIG. 5.9 — Evolution en temps des composante Hy (gauche) et E, (droite) de la solution approchée
pour chaque ordre d’interpolation en trois points du domaine de calcul. Haut : (0.0,1.1,0.0). —
Milieu : (2.0,2.0,2.0). - Bas : (0.0,1.75, —1.75).
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FIG. 5.10 — Lignes de contour de la composante H, de la solution approchée (pour chaque ordre
au temps final de la simulation : f = 3.33 x 108 s (équivalent en metres : 10 m). En-haut a gauche:
méthode GDDT-P,. — En-haut a droite : méthode GDDT-P,Q>. — Bas : méthode GDDT-P1Qy.
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FIG. 5.11 - Lignes de contour de la composante H, de la solution approchée (pour chaque ordre
au temps final de la simulation : # = 3.33 x 108 s (équivalent en metres : 10 m). En-haut a gauche:
méthode GDDT-P;. — En-haut a droite : méthode GDDT-P,Q>. - Bas : méthode GDDT-P1 Q2.
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FIG. 5.12 - Lignes de contour de la composante E, de la solution approchée (pour chaque ordre au
temps final de la simulation : t = 3.33 x 1078 s (équivalent en metres : 10 m). En-haut a gauche :
méthode GDDT-P,. — En-haut a droite : méthode GDDT-IP,Q>. — Bas : méthode GDDT-P1Qy.

visualisation), nous obtenons en comparaison a la méthode GDDT-IP,, un temps CPU, 2 fois plus
faible avec I'’hybridation GDDT-P,Q; (utilisant un pas de temps légerement plus petit) et 6 fois
plus faible avec I'hybridation GDDT-P;Q; (utilisant un pas de temps légerement plus grand).

En conclusion, ces comparaisons montrent ici que ces hybridations offrent des temps de calcul
clairement diminués par rapport a la méthode GDDT-IP; sur le maillage tétraédrique, tout en
gardant des solutions numériques tres proches.

5.5.3 Propagation d’un terme source dans une téte humaine

Nous exploitons enfin le cas test n°4 (décrit en sous-section 5.2.4). Nous faisons des simulations
pour un temps physique de simulation de t = 2.78 x 1077 s (équivalent en metres : 0.83 m).
Pour les deux maillages considérés, tétraédrique et hybride non-conforme, le maillage a la sur-
face et a I'intérieur de la téte est le méme, nous le montrons sur la figure FIG. 5.13. Nous pouvons
également voir les deux maillages utilisés (en domaine donc sphérique pour le maillage tétra-
édrique et en domaine cubique pour le maillage hybride et non-conforme) sur la figure FIG. 5.14,
ou les milieux de propagation sont mis en évidence par différentes couleurs. Le maillage tétra-
édrique est composé de 361848 tétraédres, et la longueur de I’aréte minimale est de 1.85 x 1073
m. Le maillage hybride non-conforme est composé de 288604 tétraedres et de 8532 hexaedres
(i.e. 297136 éléments), ayant une aréte minimale de longueur égale aussi a 1.85 x 107> m et com-
portant 8748 faces hybrides et non-conformes (1,,5 = 3, et les faces hybrides correspondent aux
faces non-conformes).
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FIG. 5.14 — Deux coupes transversales de maillages volumiques. Haut : tétraédrique. — Bas : hy-

bride et non-conforme (1,,5 = 3). Chaque couleur représente un milieu de propagation.
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Nous regardons les solutions approchées sous différents aspects, et comparons les temps de cal-
cul obtenus. Nous adoptons la méthode GDDT-PP; sur le maillage tétraédrique et les méthodes
GDDT-P;Q; et GDDT-P,Q; sur le maillage hybride, nous résumons les résultats dans le tableau
TAB. 5.5. Nous tragons pour chacun des cas I'évolution en temps des composantes H, et E, en
quatre points du domaine de calcul : les deux premiers se situant a 'extérieur de la téte (un
point au centre de la source, I'autre point étant de l'autre coté de la téte, dans la partie hexa-
édrique du maillage hybride), cf FIG. 5.15; les deux suivants sont a I'intérieur de la téte (un point
proche de 1'oreille, I’autre point, au milieu de la téte), cf FIG. 5.16. De plus, nous calculons une
transformée de Fourier discréte du champ électrique au cours de la derniere période de la simu-
lation, nous prenons ensuite le module (i.e. la norme 2) de la partie réelle de cette transformée,

: 2
ie. \/Ex,four

+ E; tour T E2 fours dONt nous représentons les lignes de contour (pour chaque ordre

d’interpolation testé) sur la figure FIG. 5.17.

TAB. 5.5 — Temps de calcul et nombre total de degrés de liberté, pour les deux maillages et chaque
ordre d’interpolation.

Type de maillage | Ordre d’interpolation || Temps CPU #ddl
Tétraédrique GDDT-P, 4het55min | 3618480
Hvbride GDDT-P;Q; Ohet38min | 1384780
y GDDT-P,Q; 3hetOmin | 3116404

Nous constatons, sur les figures FIG. 5.15 et FIG. 5.16, que pour les quatre points de visualisa-
tion, les courbes obtenues avec les méthodes GDDT-IP; et GDDT-P,Q); coincident pour les deux
composantes (mis a part pour la composante E, au second point de la figure FIG. 5.15, ot1 'ampli-
tude est trés faible : de 'ordre de 10~%), et nous voyons de légeres différences avec I’hybridation
GDDT-P;Q; dans certains cas. Les lignes de contour (FIG. 5.17) présentées, ont le méme aspect
pour GDDT-P; et pour GDDT-P,Q;, elles montrent de tres légéres différences avec la méthode
GDDT-P;Q;. Ainsi, nous obtenons en comparaison a la méthode GDDT-P,, un temps CPU : 1.63
fois plus faible avec I'hybridation GDDT-P,Q», pour des solutions quasi-identiques et un nombre
total de degré de liberté proche; 7.69 fois plus faible avec I'hybridation GDDT-P;Q,, pour des
solutions assimilables.

Pour conclure, ces comparaisons démontrent, ici aussi, que ces hybridations offrent des temps
de calcul clairement diminués par rapport a la méthode GDDT-P; sur le maillage tétraédrique,
sans changement majeur de la solution approchée.
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FIG. 5.15 — Evolution en temps des composante H (gauche) et E; (droite) de la solution appro-
chée pour chaque ordre d’interpolation en deux points du domaine de calcul, extérieurs a la
téte. Haut : situé au centre du terme source. — Bas : situé de 1’autre c6té de la téte (dans la partie
hexaédrique pour le maillage hybride).
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FIG. 5.16 — Evolution en temps des composante H, (gauche) et E; (droite) de la solution appro-
chée pour chaque ordre d’interpolation en deux points du domaine de calcul, intérieurs a la téte.
Haut : situé prés de l’oreille. — Bas : situé au centre de la téte.
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FIG. 5.17 - Lignes de contour, a la surface (gauche) et a I'intérieur (coupe tranversale, droite) de
la téte, du module (en norme 2) de la partie réelle de la transformée de Fourier discrete du champ

électrique approché (i.e. \/ EZ. .+ E; cour T E2 o), POUT les trois ordres d’interpolation. Haut :

GDDT-P;. - Milieu : GDDT-P>Q;. — Bas : GDDT-P1Qo.
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Je tiens a rappeler que cette thése a été financée par la Région Ile-de-France, dans le cadre
du projet MIEL3D-MESHER du cluster Systematic Paris-Région. Ce projet avait pour but
de mettre au point des outils de maillages automatiques, hexaédriques ou hybrides hexa-
édriques/tétraédriques, visant a des applications comme la mécanique, la mécanique des fluides,
et I'électromagnétisme. Notre contribution a été de montrer l'intérét de tels maillages, dans notre
cas hybrides et non-conformes, pour des problémes de propagation d’ondes électromagnétiques.

6.1 Synthése des résultats et apports de la méthode hybride GDDT-
IPka

L'objectif principal de cette thése était de proposer une méthode de type Galerkin discontinu
d’ordre élevé en maillages multi-éléments non-conformes pour résoudre numériquement le sys-
téme des équations de Maxwell en domaine temporel.

Comme nous l'avons évoqué dans l'introduction générale, de nombreux travaux ont déja été
réalisés sur la résolution numérique des équations de Maxwell instationnaires par, entre autres,
des méthodes de type Galerkin discontinu en maillages structurés ou non-structurés, ainsi que
par des méthodes hybrides s’appliquant sur des maillages structurés/non-structurés. Toutefois,
la majorité des contributions passées visant a exploiter des maillages hybrides structurés/non-
structurés ont proposé de combiner des méthodes différentes (DFTD et EFDT, ou DFDT et GDDT,
etc.) et ont rarement considéré le cas 3D compte tenue la complexité de la mise en ceuvre infor-
matique des approches proposées (notamment pour la construction et gestion des maillages de
calcul). De plus, parmi les méthodes hybrides proposées, peu offrent la possiblité de définir un
ordre d’approximation élevé a la fois sur les parties structurées et non-structurées. Egalement,
ces stratégies de résolution s’appuient rarement sur un cadre variationnel permettant une ana-
lyse mathématique fine des propriétés de stabilité et de convergence. Enfin, le caractere non-
conforme de la discrétisation est rarement exploité.

Le point de départ de notre étude a été la méthode GDDT-IP, non-dissipative en maillages trian-
gulaires (cas 2D)/tétraédriques (cas 3D) conformes formulée et étudiée dans [Fezoui et al. 2005],
ainsi que son adaptation au cas de maillages triangulaires non-conformes considérée dans
[Fahs 2008] (cas 2D uniquement). Nous avons ici proposé une généralisation de cette méthode
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permettant de traiter de maillages hybrides structurés/non-structurés non-conformes, combi-
nant une interpolation polynomiale nodale de degré p en triangle (cas 2D)/tétraedre (cas 3D)
et une interpolation polynomiale nodale de degré k en quadrangle (cas 2D)/hexaedre (cas 3D).
La méthode résultante est nommée GDDT-P, Q. Malgré le caractere hybride du maillage, le fait
d’avoir un seul schéma pour le couplage des parties tétraédrique et hexaédrique du maillage
permet de définir un espace de discrétisation global. La méthode hybride GDDT-P,Q; formulée
ici repose sur une approximation centrée pour évaluer les flux numériques aux interfaces entre
cellules et on a considéré un ordre d’interpolation arbitraire (aussi bien sur les tétraédres que sur
les hexaedres) pour approcher le champ électromagnétique. De plus, nous avons fixé en 3D un
type de non-conformité entre éléments tétraédriques et éléments hexaédriques, et nous utilisons
des schémas de type saute-mouton, d’ordre 2 ou 4, pour l'intégration en temps de ces équations
semi-discrétisées.

Toujours en 3D, nous avons ensuite chercher a analyser les propriétés mathématiques de cette
méthode GDDT-P,Q; en étudiant la stabilité L? et la convergence a-priori. L'analyse de stabi-
lité, developpée pour le schéma en temps LF2, montre que la méthode GDDT-P,Qy est non-
dissipative et qu’il est suffisant de prendre un pas de temps égal au minimum entre le pas temps
correspondant a la partie tétraédrique et celui correspondant a la partie hexaédrique pour assu-
rer la stabilité. Par ailleurs, nous avons détaillé I’analyse de convergence en /1 pour le schéma en
temps LF2, conduisant a un estimateur d’erreur a-priori ; nous avons également exposé (et donné
quelques étapes de la démonstration) le résultat de cette analyse pour le schéma en temps LF4.

Nous avons ensuite réalisé une étude numérique compleéte en 2D en faisant de nombreuses ex-
périences. En 2D, les maillages hybrides (conformes ou non) sont constitués de triangles et de
quadrangles. Tout d’abord, lors d"un test préliminaire sur des maillages tout quadrangulaires,
il a été mis en évidence que l'utilisation d’approximation d’ordre plus élevé améliore la préci-
sion, méme avec un choix de maillages plus grossiers, ainsi que 1'efficacité. Le résultat théorique
obtenu dans I'étude de stabilité L? a été validé numériquement en vérifiant que pour chaque
hybridation GDDT-IP,Qy, le pas de temps global utilisé correspond au minimum entre les pas
de temps des méthodes GDDT-PP, (en maillage triangulaire) et GDDT-Qy (en maillage quadran-
gulaire). Les estimateurs d’erreur a-priori théoriques, pour les schémas en temps LF2 et LF4,
résultant de 1’analyse de convergence ont également été confirmés par les tests de convergence
numérique en h et ce pour des maillages hybrides et non-conformes. De plus, nous avons pu
constater que le schéma LF4 offre comme attendu de meilleures vitesses de convergence que
le schéma LF2, particuliéerement pour des ordres d’interpolation élevés. Nous avons alors exa-
miné la norme L2 de I'erreur en fonction du temps CPU, afin de comparer les schémas en temps
LF2 et LF4, mais aussi les différentes hybridations GDDT-P,Qy entre elles. 1l est trés clairement
apparu que le schéma LF4 est dans quasiment tous les cas testés plus efficace et plus précis
que le schéma LF2, de méme, certaines hybridations sont préférables a d’autres au niveau a la
fois de la précision et du temps CPU. Enfin, I'apport de la méthode hybride GDDT-P,Qy, au
niveau du compromis entre précision et efficacité a été démontré grace a plusieurs tests com-
parant la méthode GDDT-P, en maillages triangulaires a la méthode GDDT-P,Q; en maillages
hybrides et non-conformes. La possibilité d'utiliser deux types d’élément, ainsi que des raffine-
ments non-conformes, a permis des agencements de maillages adaptés aux diverses simulations
considérées, offrant ainsi, en appliquant la méthode GDDT-IP,Q;, une amélioration (par rapport
a la méthode GDDT-P,), considérable dans certains cas, en termes de précision et de temps de
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calcul.

Ces résultats ont été confirmés dans des expérimentations numériques en 3D, ol1 la convergence
en h est 1a aussi démontrée, et le compromis entre la précision et le temps CPU est amélioré par
la méthode GDDT-P,Q; sur des maillages hybrides non-conformes par rapport a la méthode
GDDT-P;, en maillages tétraédriques. Il a été par ailleurs mis en évidence que le couplage avec
I'ordre 0 (i.e. GDDT-PP,Qo ou GDDT-PyQy) converge mais ne donne pas de résultats suffisam-
ment précis, ce qui est probablement dfi au saut aux interfaces hybrides (plus important lorsque
I'ordre élevé est couplé avec 1'ordre 0). Enfin, nous avons relevé que des réflexions parasites
peuvent s’ajouter avec le schéma hybride GDDT-P,Q; pour des ordres d’interpolation peu éle-
vés (et des maillages grossiers), i.e. la présence des interfaces non-conformes et hybrides n’est
pas sans conséquence dans certains cas.

6.2 Travaux en cours et perspectives

Nous travaillons actuellement sur un développement plus complet du code de calcul pour les
simulations en 3D. Dans des objectifs a court termes, nous étendrons l'interpolation en espace
pour des ordres supérieurs GDDT-IP,Q; (en allant par exemple jusqu’a GDDT-P4Q4 comme pour
I'implémentation 2D) et nous ajouterons également I'implémentation du schéma d’intégration en
temps saute-mouton d’ordre 4. De plus, les cofits en temps de calcul des simulations 3D néces-
sitent une parallélisation du schéma GDDT-P,Q; (une des principales difficultés étant la prise
en compte du cas de figure ou les faces artificielles entre sous-domaines de calcul coincident
avec les faces hybrides entre tétraédres et hexaedres), qui fonctionne d’ores et déja pour des cas
simples et que nous continuerons a étendre. Enfin, comme nous 'avons déja précisé, une exten-
sion des études théoriques de convergence et de stabilité (avec démonstration compléte) traitant
conjointement les schémas en temps LF2 et LF4, est a soumettre prochainement.

Dans des perspectives a plus long terme, nous chercherons tout d’abord a mettre en ceuvre
la méthode GDDT-P,Q; pour des applications numériques en 3D plus complexes et réa-
listes (en milieu hétérogene, éventuellement conducteur, etc.). D’autre part, l'efficacité de cal-
cul pourrait encore étre améliorée tout en minimisant les erreurs de dispersion, grace notam-
ment a une stratégie de pas de temps local [Grote & Mitkova 2010] ou éventuellement en utili-
sant un schéma d’intégration en temps hybride implicite/explicite [Piperno 2006, Verwer 2010,
Moya 2012]. On pourrait également exploiter d’autres types de fonctions de base, orthogonales
[Bergot & Duruflé 2012], pour I'interpolation Q sur les hexaedres. D’autres investigations théo-
riques seront aussi a envisager, comme des études de complexité ou encore analyser en détail les
constantes dans les expressions des CFL théoriques, afin d’en dégager des valeurs et les compa-
rer a celles que 1’on obtiendrait numériquement. Enfin, nous pourrions aussi reconsidérer le type
de non-conformité entre les éléments tétraédriques et hexaédriques en prenant en compte toutes
les formes que cette non-conformité peut avoir, ainsi que traiter avec des éléments hexaédriques
généraux (non orthogonaux).
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Nous présentons dans cette annexe les fonctions de base ainsi que les coordonnées des noeuds
des degrés de liberté correspondants, utilisées dans le code de calcul, en 2D et en 3D. Celles-ci
sont exprimées sur les éléments de référence explicités en sous-sections 4.1.2.1 (2D) et 5.1.1 (3D).

Remarque : Les fonctions de bases IP, pour p > 1 peuvent s’exprimer dans un premier temps
en fonction des fonctions barycentriques (qui correspondent aux fonctions de bases IP1). Nous
donnons ici directement les expressions factorisées des fonctions de bases P, en fonction de x;
et xo (ainsi que x3 en 3D).

A.1 Fonctions de bases 2D

A.1.1 Fonctions de bases sur le triangle de référence
A111 Interpolation IP;
Dans ce cas, les noeuds des degrés de liberté ont respectivement pour coordonnées :

0,0)T; (1,0)%; (0,1)T.

Les fonctions de bases correspondant respectivement a ces noeuds sont alors définies de la fagcon
suivante :

p1(x1,x2) = 1—x1—x2
(Pz(XLXz) = X1

§03(xl/x2) = X2
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A.1.1.2 Interpolation IP,

Dans ce cas, les noeuds des degrés de liberté ont respectivement pour coordonnées :
(0,05 (1,0)% (0,1)%; (1/2,0)%; (1/2,1/2)%; (0,1/2)".

Les fonctions de bases correspondant respectivement a ces noeuds sont alors définies de la ma-
niere suivante :

p1(x1,x2) = (1—2x1—x2)(1—2x1 —2x2)
P2(x1,x2) = x1(2x1—1)

@3(x1,x2) = x2(2x2 —1)

Pa(x1,x2) = 4x1(1—2x1—x2)

¢s(x1,x2) = 4dxix2

Pe(x1,x2) = 4xp(1—2x1 —x2)

A.1.1.3 Interpolation IP3

Les nceuds des degrés de liberté ont dans ce cas respectivement pour coordon-
nées : (0,0)T; (1,0)F; (0,1)T; (1/3,0)7; (2/3,0)7; (2/3,1/3)T; (1/3,2/3)T;
(0,2/3)T,' (0,1/3)T; (1/3,1/3)T.

Les fonctions de bases correspondant respectivement a ces nceuds sont alors définies de la fagon
suivante :

p1(x1,x2) = %(1 —x1 —x2)(2 —3x1 — 3x2) (1 — 3x1 — 3x2)
pr,) = onm(n—1)(-2+43)

p3(x1,%2) = %xz(?’xz —1)(8x2—2)

pa(x1,%2) = ;xl(l —x1 —x2)(2 —3x; — 3x2)

¢s5(x1,x2) = §x1(1 —x1—x2)(3x; — 1)

po(x1,x2) = §x1Xz(3x1 —1)

p7(x1,x2) = §x1x2(3x2 —1)

ps(x1,x2) = ;xz(l —x1 —x2)(Bxp — 1)

Po(x1,%2) = ;xz(l —x1 —x2)(2 — 3x1 — 3xp)

¢P10(x1,x2) = 27x1%2(1 — x1 — x2)

A.1.1.4 Interpolation P4

Les noeuds des degrés de liberté ont dans ce cas respectivement pour coordonnées :
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0,005  (1,0% (o, (1/4,0% (1/2,005; (3/4,00;, (3/4,1/4)%;, (1/2,1/2)T;
(1/4,3/4)%; (0,3/4)%; (0,1/2)T; (0,1/4)%; (1/4,1/4)%; (1/2,1/4)T; (1/4,1/2)T.

Les fonctions de bases correspondant respectivement a ces nceuds sont alors définies de la ma-
niere suivante :

¢1(x1, x2) %(—1 +x1 4+ x2) (=3 +4x1 +4x2) (=1 4+ 2x1 + 2x2) (—1 4+ 4x1 + 4x7)
parr,) = am(-144x)(~1+20)(-3 +4n)

@3(x1,x2) %x2(4x2 —1)(2xp — 1)(4x2 — 3)

@a(x1,x2) 13—6x1(1 —x1 —x2) (=34 4x1; +4x2)(—1+ 2x1 + 2x2)
@5(x1,x2) 4(—14x1 + x2)x1 (=34 4x1 +4x2)(—1 + 4x7)
@6(x1, x2) 13—69(1(1—x1—x2)(—1 +4x1)(—142x7)

¢7(x1, x2) %xlxz(—l +4x1) (=14 2x1)

Ps(x1,x2) 4x1xp(—1+4x1)(4x — 1)

Po(x1,x2) 13—6x1x2(4x2 —1)(2xp — 1)

¢10(x1, x2) 13—63(2(1 —x1—x2)(4x2 —1)(2x, — 1)

¢11(x1, x2) 4xy(—1 4 x1 +x2) (=3 +4x1 +4xp)(4xp — 1)

P12(x1, x2) 13—6x2(1 —x1 —x2) (=3 +4x1 +4x) (=14 2x1 + 2x3)
P13(x1, x2) 32x1x2(—=1 4+ x1 + x2) (=3 + 4x1 + 4x7)

¢14(x1, x2) 32x1x2(1 — x1 — x2) (4x1 — 1)

¢15(x1, x2) 32x1x2(1 — x1 — x2) (4x2 — 1)

A.1.2 Fonctions de bases sur le quadrangle de référence
A.1.2.1 Interpolation Q;
Dans ce cas, les nceuds des degrés de liberté ont respectivement pour coordonnées :

(0,1)7% (0,05 (1,0)T; (1, 1T

Les fonctions de bases correspondant respectivement a ces nceuds sont alors définies de la fagon
suivante :
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A.1.2.2 Interpolation Q;

Dans ce cas, les noeuds des
01T (0,07 (1L,0)5; (1,1T

(x1,%2) = x2(1—x1)
(x1,x2) = (T—x1)(1—x)
O3(x1,x2) = x1(1—1x2)
(x1, x2)

= X1X2

degrés de liberté ont respectivement pour coordonnées :
0,1/2)%; (1/2,00%; (1,1/2)T; (1/2,1)7%; (1/2,1/2)%.

Les fonctions de bases correspondant respectivement a ces noeuds sont alors définies de la ma-

niére suivante :

A.1.2.3 Interpolation Q3

Les nceuds des degrés de
données : (0,1)T; 0,0)T;
(273,005 (1,1/3)%; (1,2/3);
(2/3,1/3)T.

= x2x1—1)(-14+x1)(2xp —1)

= (201 =1 (=14x1)(2x2 —1)(—1+ xp)
= x1(2x1 —1)(=1+x)(2x2 —1)

= x1x2x —1)2xp — 1)

= —4x2x1 — 1) (=14 x7)(—1+ x2)

= —4x1(—14x1)(2x2 —1)(—1+ x2)

= —4x1x2(2x1 — 1) (=1 + xp)

= —4x1x(—=14x1)(2x, — 1)

= 16x1x2(—1+x1)(—1+x2)

liberté ont dans ce cas respectivement pour coor-
(1,0)T; (L,1)T; (0,2/3)%; (0,1/3)7; (1/3,0)%;
(2/3,1)%; (1/3,1)%; (1/3,2/3)%; (1/3,1/3)%; (2/3,2/3)%;

Les fonctions de bases correspondant respectivement & ces noeuds sont alors définies de la fagon

suivante :
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i(x1, 1) — —%x2(3x2 —1)(3x2 = 2) (31 — 1)(3x1 — 1)(3x1 — 2)
folxm) = (n-1)Br—1)Gr—2)(xn 1)@ - 1)(En -2)
05(x1, 1)) = —%xl(xz 1) (3xs — 1)(3x — 2) (331 — 1) (331 — 2)
Oa(x1, 1)) = %x1x2(3x2 1) (32— 2) (31 — 1)(3x; — 2)
O5(x1, 1)) = Zx2(3x2 S 1)(xa— 1) (x1 — 1) (3xy — 1)(3x1 — 2)
B6(x1,x2) = —Zx2(3x2 —2)(x2 = 1)(x1 = 1) (3x1 = 1)(3x1 — 2)
8 (x1,x2) = —Zx(xQ 1) (Bxs—1)(B3xs = 2)(Bx1 —2) (11 — 1)
Os(x1, 1)) = le(x2 1) (3x2 = 1)(3x2 —2) (31 — 1) (x1 — 1)
Bo(x1, 1)) = Zx1x2(3x2—2)(xz—l)(3x1—1)(3x1—2)
d1o(x1,x2) — —lexz(sz C1)(x2—1)(3x1 — 1)(3x; — 2)
O (x1,x2) — —lexz(y,xz 1) (B — 2) (31 — 1) (31 — 1)
O (x1,x2) = lexz(sz—l)(sz—Z)(?)xl—2)(x1—1)
d13(x1,x2) — —%xlxz(?)xz C1)(x2— 1) (331 — 2)(x1 — 1)
B1a(x1,x2) = %xlxz(&cz —2)(x2—1)(331 — 2)(x1 — 1)
B15(x1, x2) = %x1x2(3x2 1) (x2 = 1) (31 — 1) (x1 = 1)

| o) = —%x1x2(3x2—2)(x2—1)(3x1—1)(x1—1)

A.1.2.4 Interpolation Q4

Les nceuds des degrés de liberté ont dans ce cas respectivement pour coordon-
nées : (0,1)T; (0,005, (1,005, (@,1T (0,3/4)%; (0,1/2)Y;, (0,1/4)7;, (1/4,0)T;
(1/2,0)F; (3/4,0)7T; (1,1/4)%; (1,1/2)%; (1,3/4)%; (3/4,1)F; (1/2,1)%;
(1/4,1)%  (1/4,3/4)%; (1/4,1/2)%;, (1/4,1/4)%; (1/2,3/9)Y;, (1/2,1/2)%; (1/2,1/4)%;
(3/4,3/4)%; (3/4,1/2)T; (3/4,1/4)T.

Les fonctions de bases correspondant respectivement a ces noeuds sont alors définies de la ma-
niére suivante :
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fi(0,m) = gl —3)(20 — 1)(dn —1)(a —1)(4n - 3)@2n — 1) - 1)
Brx,m) = gl 1)(dxn —3)(2x 1) — 1)(n - 1)(En -3)(2xn —1)(En - 1)
85 (x1, 22) %xl(xz 1) (dxs — 3) (222 — 1) (dxa — 1) (4x1 — 3) (221 — 1) (%1 — 1)
84(x1, %2) %x1x2(4x2 —3)(20 — 1) (4x2 — 1) (4x1 — 3) (231 — 1) (421 — 1)

8 (x1, %) —19—6x2(x2 —1)(2x2 — 1) (4 — 1) (31 — 1) (41 — 3) (231 — 1) (dx1 — 1)
fo(x1m2) = 3m(n —1)(dx —3)(40 — 1)(n —1)(4n - 3)(2x —1)(4n - 1)
0r(0,m) = — (o~ 1) —3)2n — 1)(n —1)(En -3)(2x0 —1)(En - 1)
Bo(x1m) = — (2~ 1)(dx —3)(20 — 1) (dx — 1)(x1 — 1) (40 ~3) (23 — 1)
B (1, 22) %xl(xz 1) (4xs — 3) (220 — 1) (4% — 1) (x1 — 1) (4x; — 3) (dxy — 1)
(1) = —gmln—1)(4n —3)20 1)@ — 1)@ - 1)(2x0 —1)(En - 1)
011 (x1, x2) —gﬁxlx2<x2 —1)(dx2 — 3) (252 — 1) (dx1 — 3) (231 — 1) (4x1 — 1)
f(a,m) = smmlo —1)(dn - 3)(En - 1) - 3)(2n —1)(En - 1)
fy(x,7) = —xixa(a - 1)(2x —1) (40— 1)(4n - 3)(2x — 1)(4n - 1)
B1a(x1, x2) —%xlxz(ﬁlxz —3)(2x0 — 1) (422 — 1) (31 — 1) (21 — 1) (dx; — 1)
B15(x1, %2) §x1x2(4x2 —3)(20 — 1) (4xp — 1) (31 — 1) (dx; — 3) (43, — 1)

d16(x1, %2) —19—6x1x2(4x2 —3)(2x2 — 1) (dx2 — 1) (31 — 1)(dx1 — 3)(2x1 — 1)
br(n,m) = 2am(n —1)(2w - 1)(En -~ 1)(n - 1) (4 -3)2n ~1)

S5 (x1, %) —63—4x1x2(x2 1) (dxs — 3)(Axa — 1) (31 — 1) (431 — 3) (231 — 1)

B0 (x1, %2) 22—6x1x2(x2 —1)(dxp — 3) (2% — 1) (31 — 1) (dx1 — 3)(2x1 — 1)
fo(x,1) = —Smm(n — 1) (20 —1)(E0 - 1)(n —1)(4n - 3) (4 —1)

O (1, x2) = 16mxa(xs— 1)(dxs — 3) (dx2 — 1) (x1 — 1) (dx1 — 3) (dx1 — 1)
tnlx,7) = — (v 1)(dx - 3)(26 — 1)(n — 1)(4x - 3)(4n 1)
tn(xm) = Somm(n — 1) (2 — 1)@ —1)(a - 1)(2n - 1)(@dx ~1)
a1, 7) = — S~ 1)(dx —3)(4n — 1)(n — )20 —1)(En 1)
brs(x1,7) = Saomma(n —1)(4r2 - 3)(2x — 1) — 1)(2n — 1)(dx —1)
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A.2 Fonctions de bases 3D

A.2.1 Fonctions de bases sur le tétraedre de référence
A.21.1 Interpolation IP;
Dans ce cas, les noeuds des degrés de liberté ont respectivement pour coordonnées :

(0,0,0)T; (1,0,0)T; (0,1,0)T; (0,0,1)T.

Les fonctions de bases correspondant respectivement a ces nceuds sont alors définies de la ma-
niére suivante :

P1(x1,x2,x3) = 1—x1—x2—x3
¢2(x1,%2,x3) = x1
P3(x1,Xx2,%3) = X2
Pa(x1,%2,%3) = X3

A.2.1.2 Interpolation PP,

Les nceuds des degrés de liberté ont dans ce cas respectivement pour coordonnées :
0,0,00%; (1,000, (0,1,00;, (0,0,1)T;, (1/2,0,0)T; (1/2,1/2,0)T;  (0,1/2,0)T;
(1/2,0,1/2)T; (0,0,1/2)T; (0,1/2,1/2)T.

Les fonctions de bases correspondant respectivement a ces noeuds sont alors définies de la fagon
suivante :

(p1(x1,x2,x3) = (201 —1+2x +2x3)(x3 — 1+ x2+ x3)

@2(x1,20,x3) = x1(—1+2x1)

@p3(x1,x2,x3) = x2(—142xp)

pa(x1,%2,%3) = x3(—1+2x3)

¢s(x1,x2,x3) = —4xi(x1 —1+x2+x3)

P6(x1,x2,x3) = 4dxox;

@7(x1,x2,x3) = —4xa(x1 —1+x2+x3)

Ps(x1,x2,x3) = 4x1x3

@Po(x1,x2,x3) = —4xz(x; —1+x2+ x3)

P10(x1,X2,%3) = 4x2x3
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A.2.2 Fonctions de bases sur I’hexaédre de référence
A.2.21 Interpolation Q;

Dans ce cas, les noeuds des degrés de liberté ont respectivement pour coordonnées :
(0,0,0)%; (1,0,0)%; (1,1,0)%; (0,1,0)F; (0,0,1); (1,0,1)%; (1,1,1)T; (0,1,1)%.

Les fonctions de bases correspondant respectivement a ces noeuds sont alors définies de la ma-
niere suivante :

( ) = 2y —1)(=14x1)(2x; — 1)
( ) = (2x1—1)(=1+x1)2x2 —1)(—1+4xp)
( ) = x1(2x1 —1)(—=14x2)(2x2 — 1)
( ) = x1x2(2x1 —1)(2x, — 1)
O5(x1,x2,x3) = —4x22x1 —1)(=14+x7)(—1+ x2)
( ) = —4x1(—14x1)(2x2 —1)(—1+ x7)
( ) = —dx1x0(2x1 —1)(—1+x2)
( )

= 16X1XQ(—1 + Xl)(—l + XZ)

A.2.2.2 Interpolation Q;

Les nceuds des degrés de liberté ont dans ce cas respectivement pour coordon-
nées : (0,0,00T;, (1,000, (1,1,0%  (0,1,0);, (0,0,1)%; (1,01 (1,1,1)F
(0,1,1)%; (1/2,0,0)%; (1,1/2,0)%; (1/2,1,0)%; (0,1/2,0)%; (1/2,1/2,0)F; (1/2,0,1)F;
(1,1/2,1)% (1/2,1,1) (0,1/2,1)%; (1/2,1/2,1)%; (0,0,1/2)%; (0,1,1/2)T; (0,1/2,1/2)%;
(1,0,1/2)%; (1,1,1/2)%; (1,1/2,1/2)%; (1/2,0,1/2)%; (1/2,1,1/2)Y; (1/2,1/2,1/2)™.

Les fonctions de bases correspondant respectivement & ces noeuds sont alors définies de la fagon
suivante :
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B10(x1, %2, x3)
011 (1, x2, x3)
B12(x1, X2, x3)
B13(x1, x2, x3)
B14(x1, X2, x3)
B15(x1, X2, x3)
B16(x1, X2, X3)
B17(x1, X2, x3)
O18(x1, X2, x3)
B19(x1, X2, x3)
B20(x1, X2, X3)
021 (1, X2, x3)
022(x1, X2, X3)
823 (1, X2, x3)
824 (1, X2, X3)
825 (x1, X2, X3)
26 (1, X2, X3)
827 (x1, x2, x3)

(=1+2x3)(x3 —1)(—14+2x2)(x2 — 1) (=1 +2x1)(x1 — 1)
x1(—=142x3)(x3 — 1) (=14 2x2) (22 — 1)(—1+ 2x7)
x1x2(—=142x3)(x3 — 1) (=1 4+ 2x2) (=1 + 2x7)
xo(—142x3)(x3 — 1) (=14 2x7)(x1 — 1)(—1 4 2x7)
x3(—142x2)(x2 — 1) (=14 2x7)(x1 — 1)(—1 4 2x3)
x1x3(—1 4+ 2x) (%2 — 1) (=1 4+ 2x3) (=1 + 2x1)

x1%2x3(—1 4+ 2x3) (=14 2x2) (=1 + 2x7)

xox3(—1 4 2x7)(x1 — 1) (=14 2x3) (=1 + 2x2)
—4x1(=142x3)(x3 — 1) (=14 2x2) (22 — 1)(x1 — 1)
—4x1x2(—1+2x3)(x3 — 1) (x2 — 1) (=1 4 2xq)
—4x1x0(—142x3)(x3 — 1) (=1 +2x2)(x1 — 1)
—4xy(—1+2x3)(x3 —1)(—=1+2x1) (2 —1)(x2 — 1)
16x1202(—1 4 2x3)(x3 — 1) (22 — 1) (x1 — 1)
—4x1x3(—142x2) (22 — 1) (=1 4+ 2x3)(x1 — 1)
—4x1x0x3(—1 4+ 2x3)(x2 — 1) (=1 + 2x7)

—4x1x0x3(—=1 4+ 2x3) (=1 +2xp)(x1 — 1)
—4xox3(—1+2x1)(x3 —1)(—1+2x3) (22 — 1)
16x1200x3(—1 4+ 2x3) (x2 — 1) (x7 — 1)

—4x3(—1+2x2) (22 — 1) (=14 2x1) (v — 1)(x3 — 1)
—4xox3(—1+2x1)(x1 —1)(x3 — 1) (=1 4 2xp)
16x2x3(—142x1)(x1 — 1) (23 — 1) (x2 — 1)
—4x1x3(—142x2)(x2 — 1) (x3 — 1) (=14 2x7)
—4x1x0x3(x3 — 1) (=1 4+ 2x2) (=1 + 2x7)
16x12x0x3(x3 — 1) (2 — 1) (=14 2x7)
16x1x3(—1 4+ 2x2) (22 — 1) (x5 — 1)(x3 — 1)
16x1x0x3(x3 — 1) (=1 +2x2)(x1 — 1)
—64x1xx3(x3 — 1) (22 — 1) (x7 — 1)
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Résumeé : Cette these porte sur I'étude d'une méthode de type Galerkin discontinu en domaine temporel
(GDDT), afin de résoudre numériquement les équations de Maxwell instationnaires sur des maillages
hybrides tétraédriques/hexaédriques en 3D (triangulaires/quadrangulaires en 2D) et non-conformes, que
I'on note méthode GDDT-P,Q;. Comme dans différents travaux déja réalisés sur plusieurs méthodes
hybrides (par exemple des combinaisons entre des méthodes Volumes Finis et Différences Finies, Eléments
Finis et Différences Finies, etc.), notre objectif principal est de mailler des objets ayant une géométrie
complexe a 'aide de tétraedres, pour obtenir une précision optimale, et de mailler le reste du domaine (le
vide environnant) & 1’aide d’hexaedres impliquant un gain en terme de mémoire et de temps de calcul.
Dans la méthode GDDT considérée, nous utilisons des schémas de discrétisation spatiale basés sur une
interpolation polynomiale nodale, d’ordre arbitraire, pour approximer le champ électromagnétique. Nous
utilisons un flux centré pour approcher les intégrales de surface et un schéma d’intégration en temps
de type saute-mouton d’ordre deux ou d’ordre quatre. Apres avoir introduit le contexte historique et
physique des équations de Maxwell, nous présentons les étapes détaillées de la méthode GDDT-P, Q.
Nous réalisons ensuite une analyse de stabilité L? théorique, en montrant que cette méthode conserve une
énergie discréte et en exhibant une condition suffisante de stabilité de type CFL sur le pas de temps, ainsi
que l’analyse de convergence en h (théorique également), conduisant a un estimateur d’erreur a-priori.
Ensuite, nous menons une étude numérique complete en 2D (ondes TMz), pour différents cas tests, des
maillages hybrides et non-conformes, et pour des milieux de propagation homogenes ou hétérogenes.
Nous faisons enfin de méme pour la mise en ceuvre en 3D, avec des simulations réalistes, comme par
exemple la propagation d"une onde électromagnétique dans un modele hétérogeéne de téte humaine. Nous
montrons alors la cohérence entre les résultats mathématiques et numériques de cette méthode GDDT-
P, Qy, ainsi que ses apports en termes de précision et de temps de calcul.

Mots clés : équations de Maxwell, méthode de type Galerkin discontinu, méthode hybride, multi-
éléments, maillage non-conforme, stabilité, convergence, précision d’ordre élevé, temps de calcul

High order non-conforming multi-element discontinuous Galerkin method for
time-domain electromagnetics

Abstract : This thesis is concerned with the study of a Discontinuous Galerkin Time-Domain me-
thod (DGTD), for the numerical resolution of the unsteady Maxwell equations on hybrid tetrahe-
dral/hexahedral in 3D (triangular/quadrangular in 2D) and non-conforming meshes, denoted by DGTD-
P,Qx method. Like in several studies on various hybrid time domain methods (such as a combination of
Finite Volume with Finite Difference methods, or Finite Element with Finite Difference, etc.), our general
objective is to mesh objects with complex geometry by tetrahedra for high precision and mesh the sur-
rounding space by square elements for simplicity and speed. In the discretization scheme of the DGTD
method considered here, the electromagnetic field components are approximated by a high order nodal
polynomial, using a centered approximation for the surface integrals. Time integration of the associated
semi-discrete equations is achieved by a second or fourth order Leap-Frog scheme. After introducing the
historical and physical context of Maxwell equations, we present the details of the DGTD-P,Q; method.
We prove the L? stability of this method by establishing the conservation of a discrete analog of the ele-
tromagnetic energy and a sufficient CFL-like stability condition is exhibited. The theoritical convergence
of the scheme is also studied, this leads to a-priori error estimate that takes into account the hybrid na-
ture of the mesh. Afterward, we perform a complete numerical study in 2D (TMz waves), for several test
problems, on hybrid and non-conforming meshes, and for homogeneous or heterogeneous media. We do
the same for the 3D implementation, with more realistic simulations, for example the propagation in a
heterogeneous human head model. We show the consistency between the mathematical and numerical
results of this DGTD-P,Q; method, and its contribution in terms of accuracy and CPU time.

Keywords : Maxwell equations, discontinuous Galerkin method, hybrid method, multi-element, non-
conforming mesh, stability, convergence, high order accuracy, CPU time
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