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[...Jby speeding up and simultaneously reducing the cost of design
iterations, developers can increase the frequency of problem-
solving cycles while reducing the total amount of time and mo-
ney spent on the RED process [THOMKE, 1998].

La diminution des temps de Recherche et Développement (R&D) est un enjeu économique
important pour l'industrie. Ces 30 dernieres années, ’émergence de la modélisation et de la
simulation numérique a permis de diminuer fortement le colit et le temps consacré aux phases
de conception. En revanche, les phases de validation des systemes restent critiques car elles ar-
rivent tard dans le cycle de conception. Les chiffres précis different en fonction des études, mais
le cotit de correction d’une erreur détectée au stade des tests est tres largement supérieur au
cotit de correction d’une erreur lors des phases de spécification. Au dela de la problématique de
cout liée a la détection tardive des erreurs, la non détection de ces dernieres peut entrainer une
catastrophe telle que celle médiatisée du lanceur Arianne 5 qui s’est auto détruit le 04 juin 1996
apres 40 secondes de vol. Le rapport de la commission d’enquéte a montré qu’une suite d’erreurs
dans le cycle de conception du systeme inertiel, servant au contréle de la trajectoire, a conduit
a la catastrophe [LIONS, 1996]. La défaillance du systéme, repris d’Arianne 4, est due a des
erreurs de spécification conduisant & des fautes lors de la conception (un modele de détection de
fautes inadapté au nouveau lanceur) et a des fautes lors de 'implémentation (un code générant
des erreurs dues a une conversion de données). Lors des tests de validation, seule l'interface du
systeme a été testée car le comportement fonctionnel avait été validé avec Arianne 4. Ainsi les
tests intégrés ont été incomplets, conduisant a la non détection de cette anomalie.

La difficulté de la validation du systeme présenté dans cet exemple issu du domaine spatial,
se retrouve dans d’autres industries, telles que ’aéronautique et ’automobile. Dans ces secteurs
industriels, les ingénieurs sont confrontés chaque jour a des problématiques de validation de plus
en plus complexes comme, par exemple, la validation des systemes mécatroniques qui associent
des systemes mécaniques avec des systemes électriques et des systémes électroniques program-
mables. Ces nouveaux systemes nécessitent de concevoir de nouvelles méthodes et de nouveaux
outils de validation qui integrent les différents métiers concernés dans une approche unifiée.

Dans un objectif de diminution des temps de conception d’un systeme, les industriels cherchent
a faire intervenir les phases de validation de plus en plus tot dans le cycle de conception. Cepen-
dant, dans les premieres phases de conception, les systemes sont modélisés sur des plateformes
de simulation spécifiques au métier. Aussi, la validation d’un systéme mécatronique nécessite
de simuler simultanément des environnements hétérogenes de modélisation. Ces nouveaux chal-
lenges sont a la naissance d’outil de co-simulation permettant de faire intervenir, lors de phases
de validation, aussi bien des modeles de natures différentes, que des systemes physiques. Les
co-simulateurs sont des logiciels de supervision de tests qui assurent la cohérence et la synchro-
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nisation des données échangées entre les différentes plateformes de simulation. La création d’un
superviseur capable de piloter des plateformes logicielles hétérogenes et des moyens d’essai est
a lorigine du projet TestInView (la vision globale sur les tests).

L’objectif du projet TestInView est de concevoir un logiciel de pilotage multi-environnement
de tests et de validations d’Equipements Electriques et Electroniques embarqués (EEE) pour les
bancs de test xIL : HIL (Hardware In the Loop), PIL (Processor In the Loop), SIL (Software In
the Loop) et MIL (Model In the Loop).

Ce projet regroupe deux acteurs du domaine du test et de la validation, Clemessy et National
Instrument, un constructeur automobile, Renault et I’Université de Haute-Alsace, au travers du
laboratoire MIPS (Modélisation Intelligence Processus Systemes). Le besoin spécifié par Renault
est de concevoir un produit de test permettant de réduire les cotits et de fiabiliser les dévelop-
pements d’EEE de plus en plus présents au niveau de leurs produits. National Instrument,
entreprise leader au niveau de l'instrumentation virtuelle, des plateformes de simulation et de
validation, fournit le matériel nécessaire au projet. Clemessy, entreprise spécialisée, entre autres,
dans le test automobile et aéronautique, veut utiliser la synergie des deux activités pour déve-
lopper une nouvelle activité de concepteur de banc de validation d’EEE. Le laboratoire MIPS
et plus particulierement 1’équipe MIAM (Modélisation et Identification en Automatique et Mé-
canique) intervient dans la modélisation, 'identification et le controle de systémes complexes.
Dans le cadre de ses projets, I’équipe est confrontée a la complexité liée aux nouvelles techno-
logies d’architectures distribuées. Elle exprime le besoin de développer des outils de conception
de modele multi-environnement appliqués aux domaines de ’automobile et de ’aéronautique,
avec pour principal objectif "amélioration du comportement du véhicule. Ainsi, le besoin de
construire un modele générique et évolutif du comportement dynamique du véhicule a aussi été
identifié.

Le projet TestInView, financé par la région Alsace, est un projet labellisé par le pole Véhi-
cule du Futur et se place a l'intersection de deux thématiques du pole, « Véhicules et Réseaux
Intelligents » pour les applications visées et « Excellence de la filiere » programme « Ingénierie
innovante » pour les techniques mises en ceuvre. Ce projet s’inscrit immédiatement en aval du
projet VETESS (Vérification de systemes embarqués VEhicules par génération automatique de
TESts a partir des Spécifications) et est en cohérence avec le projet A2PNUM (Architecture
Process Produit dans un environnement collaboratif et NUMérique).

Les objectifs techniques du projet TestInView sont de proposer un nouveau concept de co-
simulation supervisée. Dans ce contexte, les principaux points traités sont :

— L’aspect multi-environnement, avec la prise en compte d’un ensemble d’environnements de
simulation existants, afin de mettre en place et de valider un « atelier de co-simulation ».

— L’aspect multi-métier, avec la prise en compte dans I’atelier de co-simulation des princi-
paux environnements « métier » afin d’obtenir un ensemble cohérent. Les environnements
« métier » décrivent les modeles physiques des systemes électriques, mécaniques, hydrau-
liques, électrotechniques et d’électroniques de puissance.

— L’aspect générique, en concevant 'atelier de co-simulation de fagon modulaire et générique.
L’objectif est de pouvoir faire évoluer I’environnement de modélisation-simulation au fur et
a mesure de ’évolution de la pertinence des modeles des différents composants, matériels
et logiciels.

— L’aspect distribué, avec I'analyse des différents modes d’échanges de bus automobiles et



la prise en compte dans I’étude de la stabilité globale de ’ensemble supervisé.

Lors du projet TestInView, un logiciel éponyme a été créé pour pouvoir mettre en ceuvre ’en-
semble des objectifs techniques présentés précédemment. Cependant, la connexion de matériels
physiques avec des plateformes de modélisation nécessite d’effectuer les simulations en temps
réel. La contrainte temps réel impose aux simulations de délivrer des résultats aussi exacts que
possibles dans des délais imposés. Or, un modele dont la complexité est élevée peut nécessiter
des temps de calculs supérieurs au temps disponible. Si I'augmentation des capacités de calculs
peut étre une solution, les contraintes de cout ameénent généralement a préférer 'utilisation de
méthode de simplification des modeles. Lorsque le systeme est décrit par des équations différen-
tielles linéaires, la simplification peut alors s’effectuer par la réduction de l'ordre des modeles.
La réduction de 'ordre des modeles permet de diminuer la complexité de ces derniers tout en
préservant au mieux leur comportement entrée-sortie.

En conséquence et en considérant les objectifs techniques, les objectifs scientifiques du projet
TestInView sont de :

— définir un environnement de modélisation multi-métier ;

— proposer des méthodes de réduction de modele afin de pouvoir co-simuler des modeles

complexes ;

— proposer des outils théoriques permettant de prendre en compte les interconnexions;

— valider les points précédents sur un démonstrateur.

Ainsi, dans le cadre du projet, le but de cette these est de développer un modele du com-
portement dynamique du véhicule dans un environnement multi-métier et de réduire ce dernier
afin qu’il puisse étre utilisé en simulation temps réel et en co-simulation.

Pour répondre aux objectifs, un environnement de modélisation multi-métier doit étre pro-
posé. La classe de modeles sélectionnée est celle des Modeles Structurés en Second Ordre (MSSO).
Ils permettent de modéliser différents domaines de la physique tels que des systemes électriques,
mécaniques ou thermiques. En plus de décrire des systemes de nature différente, cette classe
de modele assure une cohérence physique du modele, a condition que ce dernier respecte les
conditions dites structurelles. En effet, les conditions structurelles assurent différentes propriétés
du modele telles que sa causalité, sa stabilité et en fonction des sorties considérés, sa passivité.
Or, un systeme physique sans source d’énergie vérifie toujours ces propriétés.

Cependant, les méthodes de réduction d’ordre appliquées a cette classe de modele, ne pré-
servent généralement pas ces conditions structurelles. Ainsi, des méthodes de réduction pré-
servant le modele sous forme d’'un MSSO d’une part et préservant les conditions structurelles
d’autre part, doivent étre développées.

Cette classe de modele est utilisée pour créer un modele générique et évolutif de la dy-
namique du véhicule. Un modele évolutif permet de proposer différents niveaux d’abstraction
d’un sous-systeme ou d’en améliorer la représentativité. Le concept de modele générique permet
de modifier 'architecture du modele ou de réutiliser des composants pour d’autres modélisa-
tions. Par exemple, en modifiant I'architecture d’un modele de véhicule qui utilise quatre fois
la modélisation du sous-systeme roues-suspensions, il est envisageable de créer un modele a
trois roues-suspensions (dynamique d’un avion lorsque ce dernier roule sur la piste) ou a deux
roues-suspensions (modele bicyclette du véhicule). Le modele développé permet de valider les
développements réalisés dans le cadre de I'étude et de la réduction d’ordre des MSSO.
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La mise en ccuvre de I’ensemble des points précédents est présentée en 4 chapitres.

Le Chapitre 1 propose un rappel des principales propriétés des modeles a temps continu
mis sous forme de réalisation d’état. Ensuite, les relations qui existent entre un modele for-
mulé en représentation d’état et en MSSO sont explorées. Basées sur ces relations, les propriétés
bien connues pour les réalisations d’état (stabilité, commandabilité,...) sont étendues aux MSSO.

Le Chapitre 2 présente les méthodes de réduction de modele. En particulier, il est montré
que les méthodes congues dans le domaine de 'automatique sont efficaces en termes d’erreur
d’approximation. Mais, dans le cas des MSSO, une perte de la structure est a noter. Des mé-
thodes permettent de préserver la structure et plus particulierement les conditions structurelles
existent, mais généralement au prix de 'augmentation de I’erreur d’approximation. Dans ce cha-
pitre sont développées deux méthodes de réduction de modele basées sur les propriétés des MSSO
développées précédemment. Ces méthodes permettent de préserver les conditions structurelles
et présentent une bonne erreur d’approximation.

Le modele de la dynamique du véhicule est développé au Chapitre 3. Pour étre générique et
évolutif, le modele proposé est un modele par bloc définissant des sous-systemes. Chaque bloc
est défini en termes de dynamiques modélisées, d’entrées-sorties considérées et de parametres
utilisés pour représenter au mieux un organe ou une dynamique du véhicule. De nombreux
principes d’automatique sont développés dans le cadre des systemes linéaires invariants dans le
temps. De méme, les méthodes de réduction de modele, développées au Chapitre 2, nécessitent
la linéarisation du modele. Ainsi, a partir du modele par bloc de la dynamique du véhicule, un
modele linéaire est extrait.

Le Chapitre 4 présente I'identification du modele. De par sa structure par bloc, I'identification
est effectuée par sous-systeme du véhicule. Une méthode d’interconnexion des sous-systemes
est ensuite proposée pour créer automatiquement une représentation monobloc du modele, a
partir de I’ensemble des sous-modeles identifiés. Le modele développé est validé avec des signaux
mesurés sur le véhicule d’essai du laboratoire et peut étre simulé pour étudier le comportement
du véhicule routier lors de suivi de trajectoires. En revanche, la complexité du modele empéche
de simuler ce dernier en temps réel. Ainsi, les méthodes de réduction de modele proposées au
Chapitre 2 sont utilisées pour simplifier le modele tout en préservant les conditions structurelles.
Les modeles réduits sont validés expérimentalement sur un banc de test de la dynamique verticale
du train avant d’un véhicule. La capacité a simuler en temps réel les modeles et la validation
comportementale de ces derniers permettent de mettre en ceuvre la co-simulation HIL. Cette
derniere est effectuée en interconnectant le banc de test avec un modele simulant les parties
qui ne sont pas présentes physiquement sur le moyen d’essai. L’ensemble de ces résultats sont
présentés dans la seconde partie du Chapitre 4.
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Chapitre 1. Représentation et étude des systémes LTI

Notations
Générales
x - un scalaire ou un vecteur ;
X - une matrice;;
z et zl - respectivement un vecteur colonne et son transposé (vecteur ligne) ;

XT X~ 1et X T

Xt
T et |z
X*et X%

T et
X>0et X >0

X<0et X <0

1
g(t —to)
[z y](t)

x
n
Lo

X
A, B, CetD

Wc, Wo, Wa et Wn

respectivement la transposée, I'inverse et la transposée inverse d’une

matrice X ;

- pseudo-inverse de Moore-Penrose de X ;

- respectivement le conjugué et le module de x;

- respectivement la transposée conjuguée et la transposée conjuguée
inverse d’une matrice complexe X ;

- la dérivée premiere et la dérivée seconde de z(t) par rapport au

temps;

respectivement une matrice définie positive et une matrice semi-

définie positive;

respectivement une matrice définie négative et une matrice semi-

définie négative ;

partie réelle de x;

partie imaginaire de x ;

- valeurs propres de la matrice X ;

spectre de la matrice X ;

- polynome caractéristique en s de la matrice X ;

respectivement ’ensemble des nombres réels et des entiers positifs;

respectivement ’ensemble des nombres réels et des entiers négatifs ;

respectivement ’ensemble des nombres réels et des entiers, 0 exclu ;

- ensemble des nombres complexes a partie réelle positive ;

ensemble des nombres complexes a partie réelle négative;

respectivement la matrice identité et la matrice nulle aux dimen-

sions appropriées ;

vecteur colonne de coefficients égaux a 1 a la dimension appropriée ;

variable de Laplace;

variable de la transformée en 7 ;

impulsion de Dirac;

produit de convolution.

Représentations d’état

vecteur d’état ;

nombre d’états ;

conditions initiales;

vecteur d’état en fréquentiel ;

- matrices des dynamiques, de commande, d’observation et d’action
directe;

- respectivement les grammiens de commandabilité, d’observabilité,

d’atteignabilité et de constructibilité.
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Modeéles du second ordre

vecteur des coordonnées généralisées ;
ng - nombre de coordonnées généralisées ;

(S
1

q - vecteur des coordonnées généralisées en fréquentiel ;

M, Cet K - matrices des masses, des amortissements et des raideurs générali-
sées ;

F - matrice de commande ;

Gp, Gy et Gg - matrices d’observation respectivement des positions, des vitesses et

des accélérations généralisées ;
Wc,, Wo,, Wa, et- respectivement les grammiens de commandabilité, d’observabilité,

Wh,, d’atteignabilité et de constructibilité en position;

Wc,, Wo,, Wa, et- respectivement les grammiens de commandabilité, d’observabilité,
Whn,, d’atteignabilité et de constructibilité en vitesse;

Q(N) - polynéme quadratique matriciel MA? + C\ + K ;

A - ensemble des valeurs propres solution de Q(A);

Py et Py - matrices des racines du polynome quadratique matriciel Q(\);

S - matrices solution de I’équation de Sylvester P;.S — SP, + 1 = O.

Communes aux représentations d’état et aux modeles du second ordre

respectivement la dimension du vecteur d’entrée et la dimension du
vecteur de sortie du modele ;

vecteurs des entrées ;

- vecteur des entrées en fréquentiel ;
vecteur des sorties;

vecteur des sorties en fréquentiel ;

- systeme;

fonction de transfert ;

fonction de transfert du systeme dual ;
matrice de commandabilité ;

matrice d’observabilité ;

matrice de Hankel ;

parametres de Markov ;

t) - réponse impulsionnelle.
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1.1 Introduction

La modélisation des phénomenes (physiques, chimiques, problemes de trafic ou de flux ...)
se fait en les isolant du monde extérieur. Les modeles résultants sont composés d’'un ensemble
de relations causales entre des grandeurs d’entrée (causes) et des grandeurs de sortie (effets). La
délimitation du systeme fixe ses liens d’entrée et de sortie avec son environnement. Les entrées
sont les variables qui influent sur le systéme, elles sont mesurées. Les sorties sont les variables
produites par le systeme, elles aussi sont mesurées. Le systeme possede des variables internes dont
I’action sur 'environnement n’est pas directement perceptible. Ces dernieres régissent 1’évolution
du systeme et elles sont appelées variables d’état. La notion de systeme d’un point de vue entrées-
sorties-états est présentée a la FIGURE 1.1 (page suivante).
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— systeéme —
|:.> .:(>
entréess (( etat]s ‘ sorties
— —
environnement

FIGURE 1.1 — Représentation entrées-sorties-états d’un systeme

Les systemes considérés dans cette these sont décrits par des équations différentielles linéaires
a parametres invariants dans le temps (LTI). Un modele linéaire obéit au principe de superpo-
sition, c’est-a-dire qu’a toute combinaison linéaire des entrées correspond la méme combinaison
linéaire en sorties. Ces modeles sont régis par des équations différentielles, et nous nous inté-
ressons plus particulierement aux équations différentielles du premier et du second degré. Les
équations du premier degré sont tres utilisées en automatique car elles ont été tres largement
étudiées depuis cinquante ans. Les équations du second degré sont issues des théories de la
physique, et sont utilisées dans de nombreux domaines (mécanique, électrique,...). Comme les
équations du second degré sont issues de lois physiques, leurs parametres peuvent étre reliés a
des grandeurs physiques telles qu’une masse, une raideur, une résistance. .. La formulation des
équations différentielles du premier et du second degré sont :

dx(t)

e az(t) + bu(t) équation différentielle du premier degré, (1.1)
d*q(t) | dq(t
m dqtg ) +c (il(t ) + kq(t) = fu(t) équation différentielle du second degré. (1.2)

Dans le cas d’un systeme a plusieurs degrés de liberté et en considérant les sorties, I’équation
(1.1) peut étre écrite sous forme matricielle. Le systeme est alors décrit par les deux équations
suivantes :

(t) = Ax(t)+ Bu(t)
{ x(t()) = Xo, (1.3)

y(t) = Ca(t) + Du(t)

ott u(t) € R™*! est le vecteur des entrées du systéme, y(t) € RPX! le vecteur des sorties,
z(t) € R™! le vecteur des états du systéme et zg € R™! les conditions initiales. La matrice
B € R ™ est la matrice de commande, la matrice A € R™ "™ est la matrice d’état, la matrice
C € RP*™ est la matrice d’observation et la matrice D € RP*™ est la matrice d’action directe.
Ce modele est appelé réalisation ou représentation d’état.
De méme I’équation (1.2) peut étre écrite sous forme matricielle. Le systéme est alors décrit
par les deux équations suivantes :
{Mm +Cq(t) + Kq(t) = Fu(t)  alto) = a, L4)
y(t) = Gai(t) + God(t) + Gpalt)  dlto) = do.
ott u(t) € R™*! est le vecteur des entrées du systeme, y(t) € RP*! le vecteur des sorties,
q(t) € R™*! le vecteur des coordonnées du systéme et qo, o € R™*! les conditions initiales.

La matrice F' € R™*™ est la matrice de commande, les matrices M, C' et K € R™*" gont
respectivement les matrices de masse, d’amortissement et de raideur et les matrices G\, Gy, G,
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€ RP*™ gont les matrices d’observation des positions, vitesses et accélérations. Ce modele est
appelé Modele Structuré en Second Ordre (MSSO).
L’utilisation des MSSO afin d’analyser un systeme linéaire demande de développer différents
outils pour caractériser le systeme. En particulier, nous nous intéressons a :
— la stabilité;
— la commandabilité ;
I’'observabilité ;
— la passivité.
— les parametres de Markov;
— les grammiens d’atteignabilité et d’observabilité.

La premiere section de ce chapitre est consacrée aux rappels des théoremes et définitions
permettant d’étudier ces propriétés dans le cas d’un modele formulé en réalisation d’état. L’ob-
jectif étant I'étude des MSSO, une seconde section décrit la formulation de tels modeles puis
les relations entre réalisation d’état et MSSO. Enfin, I'ensemble des criteres formulé pour les
réalisations d’état est transposé dans le cas des MSSO afin de fournir les outils nécessaires a la
réduction de I'ordre de tels modeles.

1.2 Rappels sur les systemes LTI du premiere ordre

1.2.1 Fonction de transfert

La fonction de transfert d’'un systeme, est le rapport entre la transformée de Laplace du
signal de sortie et la transformée de Laplace du signal d’entrée. Elle permet de transformer une
équation différentielle linéaire a coefficients constants en une équation algébrique de la variable
s. Sur le systeme d’équation (1.3), noté :

A|B
_ (n+p) x (n+m)
Y — [Jﬁc 5 } eR :

la transformée de Laplace permet d’obtenir, avec zg = 0,

{ sX(s) =AX(s)+BU(s),
Y(s) =CX(s)+DU(s),

Ainsi, la fonction de transfert du systéme est donnée par
H(s) = C(sI —A)"'B+D et Y (s) = H(s)U(s). (1.5)

Une notion important pour ’étude des systemes LTT est la dualité qui se définit de la maniere
suivante :

Définition 1.2.1 Un systéme dual associé au systeme ¥ est défini par :

ST i(t) = ATz(t) + Clu(t),
Ny =BTx(t) + D u(t).

On en déduit directement la fonction de transfert duale d’un systeme

H(s)" = BT (s1 — AT)"1c” + D7 et Y (s) = H(s)TU(s).
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1.2.2 Matrice de transformation et base modale

En définissant une matrice T' non singuliere de transformation d’état telle que
z="Tz,

alors la matrice de transformation permet de réécrire la représentation d’état ¥ sans modifier le
comportement entrée-sortie du modele avec :

T-'AT | T7'B

=" [ b

En effet, la fonction de transfert H(s) de la représentation d’état ¥ est défini par

H(s) = CT(sI — T~'AT)"'T~'B + D,
— CT (T"N(TsT™' = A)T) "' T"'B+D,
= C(sI —A)"'B+D.

Ainsi, pour une méme réalisation d’état, il existe une infinité de matrices A, B, C, D. En particu-

lier, en définissant la matrice de transformation comme étant les vecteurs propres de la matrice

A (A¢p = Ag¢), il est possible de trouver une réalisation [ég Bﬂ dont la matrice d’état Ay est

diagonale ou bloc diagonale.
Aq=¢"Ap = A, Bs = ¢ 'B, Cq=Co et Dy = D. (1.7)

La réalisation [ég g‘; ] est la projection du systeme ¥ dans la base modale.

1.2.3 Réponses temporelles

1.2.3.1 Réponse impulsionnelle

La réponse du systeme a I'impulsion de Dirac est appelée réponse impulsionnelle h(t). La
particularité de I'impulsion de Dirac est de constituer I'unité du produit de convolution, et
par le principe de superposition, la sortie du systeme y(¢) a une entrée u(t) est donnée par
[D’ANDREA—NOVEL et CHOEN DE LARA, 2000]

“+o0o
y(t) = / h(t — T)u(r) dr = [h * u(t).
t

0

Ainsi, la fonction de transfert permet de calculer la réponse d’'un systéme a une entrée en
fréquentielle et la réponse impulsionnelle permet de calculer la réponse en temporelle. Pour une
représentation d’état, la réponse impulsionnelle est donnée par la proposition suivante.

Proposition 1.2.2 La réponse impulsionnelle d’une représentation d’état pour t > tg, est dé-
terminée par :

y(t) = CAUHIB 4 DE(t — t).
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La fonction de transfert d’une représentation d’état est la transformée de Laplace de la
réponse impulsionnelle. A noter que pour une réalisation d’état dont la matrice directe est non
nulle (D # O), la réponse est infinie & t = ty. Si la matrice D est nulle, la réponse impulsionnelle
d’un systeme simple entrée correspond & la réponse libre (u(t) = 0) avec les conditions initiales
Trog = B.

Pour un systeme multi entrées, les réponses impulsionnelles du modele sont les réponses
obtenues pour des conditions initiales valant alternativement chacune des colonnes de la matrice
B.

1.2.3.2 Réponse a une entrée

La réponse impulsionnelle permet de décrire la réponse libre d’'un systeme. Pour calculer la
réponse d’'un systéme & une entrée u(t) # 0, il faut résoudre analytiquement ’équation différen-
tielle (1.3).

Proposition 1.2.3 Soit xg une condition initiale et u(t) une entrée, les réponses dynamiques

x(t) et y(t) pourt >ty peuvent étre déterminées par :

t
z(t) = Aty —l—/ ABu(r) dr,
0 o+ | @ .

y(t) = Cx(t) 4+ Du(t).
1.2.4 Propriétés des systémes linéaires du premier ordre
1.2.4.1 Stabilité

La stabilité d’un systeme est une notion qui permet d’assurer la non divergence du systeme.
Il existe différentes notions de stabilité qui dépendent de la structure du modele étudié.
Pour les systemes modélisés sous forme de représentation d’état, la stabilité est définie en

utilisant les points d’équilibre [D’AN DREA-NOVEL et CHOEN DE LARA, 2000].

Définition 1.2.4 L’état x. est appelé état d’équilibre ou point d’équilibre pour X si lorsque
xo = xe alors x(t) = xe, YVt >0 avec u(t) = 0.

La FiGURE 1.2 illustre la notion de point d’équilibre pour une bille posée sur différentes surfaces.

F1GURE 1.2 — Illustration d’un point d’équilibre
Comme tout point d’équilibre peut étre ramené a l’origine par le changement de variable & =
x — X, sans perte de généralité, les définitions et théoremes ci-dessous sont établis pour x, = 0.

La notion de stabilité pour les systemes dynamiques est définie par le comportement du
systeme a proximité d’un point d’équilibre

11
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Définition 1.2.5 L’état d’équilibre x. =0 est
— stable s VR > 0, 3r > 0, tel que

|zo|| <7 = |jz(t)]| <R Vt>O0.
— asymptotiquement stable si v peut étre choisi tel que

[lzol| <7 = thme(t) =0.

— marginalement stable s’il est stable sans étre asymptotiquement stable.
— instable s’il n’est pas stable ;

L’exemple d’une bille posée sur différentes surfaces permet d’illustrer la stabilité d’un systeme
en écartant la bille de son point d’équilibre (¢f. FIGURE 1.3).

stable au sens large asymptotiquement stable marginalement stable instable
O
= ¢ 9,
avec frottement avec frottement sans frottement

z (rad}
‘ .?c‘(rad) -
x (rad)

L, o fd)

7 tcmﬁs (s) 7 ‘tcmps (s) ! 7 tcn}bs (s) 7 temps (s)

stable instable

F1GURE 1.3 — Illustration de la stabilité d’un systeme et allure de la réponse impulsionnelle

Pour un modele linéaire a temps continu, I’étude des poles permet de définir la stabilité d’un
systeme. Les poles d’un systeme sous forme de représentation d’état sont donnés par les racines
du polynéme caractéristique xa(s) = det(sl — A). Substituer s par A, permet de constater que
les poles d’un modele sont donnés par les valeurs propres de la matrice A.

Théoreme 1.2.6 Un systéme linéaire ¥ est
— stable ssi les valeurs propres de la matrice d’état sont a parties réelles négatives

Re(X\(A)) <0 pour i1=1,...,n,

et si les poles a parties réelles nulles sont simples ;

— asymptotiquement stable ssi les valeurs propres de la matrice d’état sont a parties réelles
strictement négatives

Re(X\i(A)) <0 pour i=1,...,n.

Une matrice A avec ces propriétés est dite Hurwitz. Un second critere de stabilité asymptotique
est la stabilité de Lyapunov.

Théoreme 1.2.7 Un systéme linéaire ¥ est

12
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— stable ssi, pour toute matrice symétrique semi-définie positive Q, il existe une matrice
symétrique définie positive P satisfaisant I’équation

ATP+PA+Q=0

et la paire (Q,A) est observable.
— asymptotiquement stable ssi, pour toute matrice symétrique définie positive Q, il existe une
matrice symétrique définie positive P satisfaisant I’équation

ATP+PA+Q=0

1.2.4.2 Passivité

Dans le cas des systemes interconnectés, la stabilité de chacun des sous-systemes ne garantit
pas la stabilité du systeme global. Ainsi, est apparue la notion de passivité d’un systéme avec
la propriété qu'un systeme créé par l'interconnexion de deux systémes passifs est passif. De
plus, un systeme passif est stable, ainsi 'interconnexion de deux systemes passifs garantit que le
systeme global est stable. Le concept de passivité pour les systémes linéaires a été introduit par
[WILLEMS, 1976]. Une interprétation physique d’un systeéme passif est que la quantité d’énergie
possédée par un systeme passif n’excede pas la quantité d’énergie fournie par les sources externes.
D’un point de vue entrée-sortie, en définissant I’énergie instantanée d’un systéme par u’y si
m = p, on peut définir la passivité par la définition suivante :

Définition 1.2.8 Une réalisation est passive si f(f ul (7)y(7) dr > 0 pour toutes entrées u(.).

De part sa définition, la passivité n’est définie que pour les systemes carrés, i.e. m = p.
Dans le cas d’une représentation d’état, la passivité peut étre caractérisée a l’aide de la
fonction de transfert H(s) [CURTAIN, 1999].

Lemme 1.2.9 Soit H(s) une fonction de transfert d’un systéme stable, alors le systéme est
passif ssi

H(iw) + H*(iw) >0 VYw € R. (1.9)

Il peut étre montré qu’un systeme est passif ssi il est stable et que sa fonction de transfert
est positive réelle [BAI et FREUND, 2000].

Définition 1.2.10 La fonction de transfert carrée H(s) est positive réelle si

1. H(s) est analytique sur CT ;
2. H(5)=H(s) VseC;
3. Re(H(s)) >0 VseCt.

Le théoreme suivant permet de lier les systémes positifs réels avec leur stabilité.

Théoréme 1.2.11 Si la fonction de transfert H(s) est positive réelle, alors H(s) n’a ni péle ni
zéro dans CT et tous les poles ou zéros imaginaires purs sont simples.

Ce théoreme permet d’affirmer qu’un systéme positif réel (ou passif) est stable mais les conditions
sur les zéros empéchent d’assurer qu’un systeme stable soit réel positif.

Le lemme de Kalman - Yakubovich - Popov permet de définir un critere garantissant qu’un
systeme est réel positif et donc passif.
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Lemme 1.2.12 (Generalized Positive-Real lemma ou KYP lemma) Soit une réalisation H(s)
stable et minimale, alors le systéme est réel positif ssi il existe des matrices P = PT >0, W et
L telles que les équations de Lure suivantes soient satisfaites :

PA+ATP=_LTL, (1.10)
PB—CT' = —LTw, (1.11)
D+ DT =wwT. (1.12)

Dans [CURTAIN, 1999], une formulation des équations (1.10)-(1.12) sous forme d’équation
de Riccati est donnée. En effet, les équations de Lure peuvent étre transformées en une inégalité
matricielle linéaire :

ATP+PA PB-CT

B’p_c -pT_p|=Y

Dans le cas oti la matrice D + DT est non singuliere, résoudre les équations de Lure revient
a résoudre ’équation de Riccati algébrique

PA+ATP=—(PB-CR'(BTP - (), (1.13)

ou R =D+ DT,

Dans le cas des systemes ne possédant pas de matrice directe D, il est impossible de calculer
I'équation de Riccati (1.13).

Par contre, si le systéme est minimal, une version singuliere (D = 0) du lemme 1.2.12 permet
de s’affranchir de cette problématique.

Lemme 1.2.13 Soit (A,B, C) une réalisation minimale, alors la fonction de transfert H(s) =
C(sI — A)~!B est réelle positive ssi il existe une matrice P = PT > 0 telle que

ATP+PA<O,
BTP =_C.

1.2.4.3 Atteignabilité

Un systeme est dit atteignable s’il existe une loi de commande permettant de transférer le
systeme d’un état initial a tout état final. Cette propriété est définit de la maniere suivante :

Définition 1.2.14 Une représentation d’état est atteignable sur [to,ts] si pour tout état initial
x(to) = 0 et pour tout état final x(ty) = xy, il existe une entrée u(.) telle que la solution de (1.3)
satisfait x(ty) = xy en un temps ty —to > 0 fini.

A la place de l'atteignabilité, il est courant d’utiliser la notion de commandabilité et de
présenter par dualité ’observabilité. Mais d’un point de vue formel, le dual de I'observabilité est
I’atteignabilité comme nous le verrons a la Section 1.2.4.6.

Théoreme 1.2.15 Les propositions suivantes sont équivalentes
— la paire (A,B) est atteignable ;
— le grammien d’atteignabilité (cf. Section 1.2.4.6)

t
Wal(to, t) = / " At BT AT (1) dt,

to

est positif pour tout t > 0 ;
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— critére de Kalman : la matrice
C=(B AB ... A"B), (1.14)

est de rang plein ;
— critére de Hautus : la matrice de commandabilité

( A—-X B ) ,
a l’ensemble de ses colonnes linéairement indépendantes pour tout A € C.

1.2.4.4 Observabilité

On peut constater que ’observabilité d’un systeme est la notion duale de la commandabilité.
Ainsi, observabilité d’un systéeme correspond a la commandabilité du systeme dual ou systeme
transposé [ZHOU et al., 1995].

Définition 1.2.16 Un systeme décrit par Uéquation (1.3) est observable sur [to,tf] si tout état
initial ©(0) = xo peut étre déterminé grace aux sorties y(t) du systéme dans lintervalle [to,ty].

Théoreme 1.2.17 Les propositions suivantes sont équivalentes :

— la paire (C,A) est observable ;
— le grammien d’observabilité

t
Wo(to,tf):/feA(t_tO)CCTeAT(t—to) dt,

to

est positif pour au moins un t > 0;
— critére de Kalman : la matrice d’observabilité

o= , , (1.15)

est de rang plein.
— critére de Hautus : la matrice

A=Al
C )
a l’ensemble de ses colonnes linéairement indépendantes pour tout A € C;

1.2.4.5 Parameétres de Markov

L’expansion en série de Neumann de la réalisation H(s) donne
H(s) =) CA™'Bs"+D=> his™" +ho,
i=1 i=1

ou les h; sont appelés les parametres de Markov [BOLEY, 1994].
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Démonstration
La série de Neumann nous permet d’écrire :

(I-X)t= iX
1=0

Ainsi la réalisation H(s) satisfait :
H(s) = C(sI —A)"'B + D,

=> CA"'Bs ' 4D,

=1

= i hisii + ho.
=1

0
On associe aux parametres de Markov la matrice de Hankel définie par :
hi hy hs ... hy
ha  h3 o hag
H=| hy hto (1.16)
hn thrl hn+2 e h2n

D’apres les équations (1.14) et (1.15), il est aisé de voir le lien entre la matrice de Hankel et
les matrices de commandabilité et d’observabilité

= OcC. (1.17)

1.2.4.6 Grammiens

Aux Section 1.2.4.3 et 1.2.4.4 ont été présentés les grammiens d’atteignabilité (Wa) et d’ob-
servabilité (Wo). Deux autres grammiens sont définis, les grammiens de commandabilité (Wc)
et de constructibilité (Wn). La définition de la commandabilité est la suivante :

Définition 1.2.18 Un systéme décrit par Uéquation 1.3 est commandable sur [to,tf], si pour
tout état initial x(tg) =7# 0 il existe une entrée u(t) telle que x(ty) = 0.

Et la définition de la constructibilité est la suivante :

Définition 1.2.19 Un systeme décrit par l’équation 1.3 est constructible sur [to,tf], si I'état
final x(ty) = x5 peut étre déterminé grace aux sorties y(.) du systéme dans l'intervalle [to,t¢].
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Dans le cas général, ces quatre grammiens sont définis par

WC(to,tf) = /:f ‘I’(to,t)B(t)BT(t)q)(to,t)T dt,
Wa(to, ty) = /ttf ®(ts, )B(H)BT (1) ®(ts, 1) dt,
Wn(to, ty) = /tf O(t,tp)CT()CH)P(L,ty)T dt,

Wol(to, t7) = / Y Bt 1) CTC) (DB (t t0)T d.

to

ou ®(t,1tp) est la matrice de transition état.
Dans le cas des systemes LTI, la matrice de transition état est

B(t, tg) = A1), (1.18)

Les grammiens ainsi définis sont des fonctions dépendantes du temps. Il est aussi possible de
définir des grammiens asymptotiques qui ne dépendent plus du temps.

Théoréme 1.2.20 Soit le systéme LTI donnée par (1.3) supposé asymptotiquement stable, alors

le grammien asymptotique
— de commandabilité est

o0
We = — / eABBT At gt
0
— d’atteignabilité est
o0 T
Wa :/ eATBBT et (gt
0
— de constructibilité est
o0 T
Wn = —/ eAtCTBeA dt
0
— d’observabilité est
o0 T
Wo :/ A TCTCe dr.
0

Démonstration
Pour le grammien de commandabilité.

t
We(to, tf) = / " At BT (AT (t0—1) dt,

to
ty—to T
= / e A"BBT e 7 dr, en posant T =t — tg
0
et donc le grammien asymptotique (t; = —00)

We = — / eATBBT AT dr.
0
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Pour le grammien d’atteignabilité.
ty T
Wal(to, tf) = / AR T A (tr=t) gt

to
ty—to
- / eATBBT AT dr,
0
et donc le grammien asymptotique (t; = 00)

o0 T
Wa :/ eATBBT A T dr.
0

Pour le grammien de constructibilité.
ty T
Wn(to, t7) = / e =t T CeAl=tr) gy,

to
ty—to
:/ e~ ATTCT CemAT dr,
0
et donc le grammien asymptotique (t; = —o0)

Wn = — / eATTCTCeAT dr.
0

Pour le grammien d’observabilité.

t
Wo(to’tf) _ / f 6AT(t—t0)CTC€A(t—t0) dt7

to
ty—to
:/ eATTCTCeAT dr,
0
et donc le grammien asymptotique (t; = 0o)

Wo = / eATTCTCeAT dr.
0

en posant 7 =1ty —t

en posant 7 =1t —t

en posant 7 =1t — g

0

Il apparait clairement que la commandabilité et la constructibilité d’une part et que l’at-
teignabilité et I'observabilité d’autre part, sont des notions duales. Les grammiens sont aussi
définis par la réponse des états du systeme a une impulsion de Dirac. Pour cette définition nous

ne particularisons pas le type de grammien.

Définition 1.2.21 Un grammien infini est défini par

+00

W = za! dt,

to

ou x est la réponse impulsionnelle du systeme. Avec le théoréme de Parseval, le grammien peut

aussi étre exprimé dans le domaine fréquentiel

W /+wi(iw)i*(iw)dw,

:% .

ou T est la transformée fréquentielle du signal temporel x.
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1.2. Rappels sur les systemes LTI du premiére ordre

En remplacant z par la solution temporelle du systeme (1.3) (z(t) = eA(*~%)B), on constate
que Wa et Wo sont les grammiens du systeme et du systeme dual définis par la réponse im-
pulsionnelle sur l'intervalle [0, 00[. En posant 7 = —t, les grammiens de commandabilité et de
constructibilité sont

0
Wc = / ATBBT AT dr,
—00

0
Whn :/ eATTCTCeAT dr.

—00

Ainsi Wc et Wn sont définis par la réponse impulsionnelle sur l'intervalle | — oo, 0].
Il est possible de calculer les grammiens grace a I’équation de Lyapunov.

d d (% At pRT AT (—1)
£WC(t,O) = dt/t € BB e dT, (119)
)
_ Y ( AGt—T)pRT AT (t—7) _ rRrT
/t o (e BB e ) dr — BB, (1.20)
= AWc(t,0) + Wc(t,0)AT — BBT. (1.21)

Or dans le cas ou le systeme est asymptotiquement stable, pour ¢ — oo, %Wc(t, 0) = 0 donc
le grammien de commandabilité asymptotique est solution de 1’équation de Lyapunov AWc +
WcAT — BBT = 0. De méme, les trois autres grammiens sont solutions des trois équations de
Lyapunov suivantes :

WaAT + AWa = —BBT,  WoA+ATWo=CTC, et ATWn4+WnA=-CIC (1.22)

Une interprétation des grammiens est que ces derniers quantifient 1’énergie nécessaire pour
commander ou observer un état du systeme. En posant

J(v(t),a,b) = /bv(t)Tv(t) dt, (1.23)

I’énergie de v(t), une fonction vectorielle dans l'intervalle [a,b], dans [GLOVER, 1984], il est
montré que

m J(u(t), —00,0) = 2d We .
e (u(t), —00,0) = zy We™ g

Ainsi, le grammien de commandabilité quantifie le minimum d’énergie nécessaire en entrée pour
amener un état quelconque a la valeur nulle. Le grammien d’atteignabilité minimise

in J(u(t),0,00) = 2l Wa~lzy,
L (u(t),0,00) = g Wa™ "zo

ce qui quantifie le minimum d’énergie nécessaire en entrée pour amener un état a une valeur
quelconque. Pour le systéeme transposé, le grammien d’observabilité minimise

in J(y(t),0,00) = z1 Woz,
L (y(£),0,00) = xy Wozg

ce qui quantifie ’énergie minimale fournie par un état amené a une valeur quelconque. Pour
finir, le grammien de constructibilité minimise

in J(y(t), —o00,0) = 2t W
e (y(t), —00,0) = x5 Wnzg

et donc quantifie ’énergie minimale fournie par un état amené a la valeur nulle.
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Chapitre 1. Représentation et étude des systémes LTI

1.3 Systemes linéaires invariant dans le temps structurés en se-
cond ordre

La section précédente a permis de définir un ensemble de propriétés d’'un modele. Ces pro-
priétés sont formulées pour un modele décrit par une représentation d’état. Dans cette seconde
section, nous allons étendre ces propriétés aux Modeles Structurés en Second Ordre (MSSO).
Une premiere étape consiste a étudier les relations qui existent entre ces deux représentations.
Cette étude permet de reformuler la fonction de transfert des MSSO. Basée sur cette réécriture,
il sera possible d’étendre les propriétés développées précédemment aux MSSO.

1.3.1 Description des systemes

Les systémes linéaires considérés sont les systemes modélisés par les équations différentielles
ordinaires du second degré a parametres invariants dans le temps

.. {Méj(t) +Cq(t) + Kq(t) = Fu(t) 4(0) = qo, (1.24)

y(t) = Ga(t) + Gu(t) + Gpa(t) 4(0) = qo,
ot u(t) € R™*! est le vecteur des entrées du systeme, y(t) € RP*! le vecteur des sorties, q(t) €
R"™*! Je vecteur des coordonnées du systeme et g, go € R™*! les conditions initiales. La matrice
F € R™*™ est la matrice de commande, les matrices M, C, K € R™*" gont respectivement
les matrices de masses, des amortissements et des raideurs et les matrices G, Gy, G, € RP*™
sont respectivement les matrices d’observation des positions, vitesses et accélérations.
La transformée de Laplace permet d’écrire la fonction de transfert d’un MSSO.

H(s) = (s°Gy + sGy + Gp)(Ms2 +Cs+K)'F et Y(s)=H(s)U(s). (1.25)

Les modeles du second ordre peuvent modéliser différents domaines de la physique tels que
des systemes électriques, mécaniques ou thermiques [DORF et BISHOP, 2008].

Domaine Efforts Vitesses Déplacements
généralisés généralisées généralisés

Mecamque de Effort [N] | Vitesse [m.s~!] | Position [m]

translation

Mécanique de . 1

rotation Couple [Nm] | Vitesse [rad.s™'] | Angle [rad]

Electrique Tension [V] | Courant [A] Charge [A.s]

Hydraulique Pression [Pa] x]f)ciziique [m?.s7! | Volume [m?]

Thermo , Flux 1

-dynamique Tempéragure [K] de chaleur 571

Acoustique Pression [Pa] | Débit acous- [m3.s7!] | Volume [m?]

tique

TABLEAU 1.1 — Variables utilisées par un MSSO selon le domaine de la physique

Le TABLEAU 1.1 donne les variables physiques a prendre en compte afin de pouvoir déterminer
un modele structuré en second ordre selon le domaine physique considéré. Pour ’ensemble de ces
domaines, trois matrices seront ainsi définies, qui peuvent étre liées a des parametres physiques
donnés au tableau TABLEAU 1.2 (page ci-contre).
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1.3. Systemes LTI structurés en second ordre

. Masses Amortissements Raideurs
Domaine f s 1e s s 1e R
généralisées généralisés généralisées
Mécani d . .
Ceamdue €€ 1 Masse [N.m~!s?] | Amortissement [N.m~'.s] | Raideur [N.m™1]
translation
Méca'nique de Tnertic N.m.s?] Amort%ssement B Raideu.r N.rad~1]
rotation angulaire [N.rad™".s] | angulaire
) I — —
Electrique ,nduc.t anee [V.A7Lg] I/%esmt‘ance [V.A7] /Capa@te [V-1.Ag]
électrique électrique électrique
. Inert Ssist ité
Hydraulique Herance [Pa.m™3.s?] Résis ance [Pa.m™3.s] Capaci ¢ [Pa—!.m3]
hydraulique hydraulique hydraulique
Th I — —
ermo nduct.anc? K.J-1.2) Re81st.ance K.J1s] Capac.lte K]
-dynamique thermique thermique thermique
Acoustique? Inertar.lce Pa.m-? Résistz'mce Pam—2.s1] Capaci‘té [Pa~!.m?.s?]
acoustique acoustique acoustique

TABLEAU 1.2 — Parameétres utilisées par un MSSO selon le domaine de la physique

1.3.2 Conditions structurelles

Lors de la modélisation d’un systeme par un MSSO, les conditions suivantes, appelées condi-
tions structurelles assurent que le systeme est stable et que le systeme a une cohérence avec les
lois de la mécanique :

M = MT >0 éléments inertiels généralisés
K = KT >0 ©éléments capacitifs généralisés
C = Ci1+Cy avec (= C’;‘F > 0 éléments dissipatifs généralisés

et Cy=—-CF éléments conservatifs généralisés

Les conditions structurelles sont déduites de considérations énergétiques sur le systeme. En
examinant 1’énergie cinétique définie par . = %(j(t)TM G(t), on se rend compte que la matrice
M est symétrique d’une part, et semi-définie positive d’autre part. Dans le cas des conditions
structurelles, la matrice M est définie positive car il est fréquent de ne considérer que les sys-
temes dont chaque coordonnée généralisée est liée a une masse généralisée. Pour les mémes
raisons, en examinant 1’énergie potentielle élastique Ej,. = %q(t)TK q(t) la matrice K est symé-
trique et semi-définie positive. La symétrie des matrices peut aussi étre constatée par le fait que
l'action entre deux coordonnées généralisées est réciproque (principe d’action-réaction). Pour
finir, comme les éléments dissipatifs n’apportent jamais d’énergie au systeme, alors C; > 0
[HUGHES et SKELTON, 1980].

1.3.3 Transformation entre représentation d’état et MSSO

Afin d’étudier les propriétés des MSSO, il est intéressant de pouvoir transformer un MSSO en
modele d’état. Cette transformation permet de transformer I’ensemble des MSSO non singuliers
en modele d’état non singulier.

L La proposition de P’existence d’une inductance thermique est faite par analogie aux domaines mécanique et
électrique mais il n’y a pas de phénomeéne thermique connu & température ordinaire qui le confirme (voir
[BREEDVELD, 1982] pour une discussion & ce propos).

2 L’analogie entre I’acoustique, la mécanique et I'électrique a été i