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n � \ ® ������	����LGm� J ��� � P � k �R� n�M 	 ������������������������������������������������������� \cbLj
n � � � 	�� P ��	���	�E � G C�C ��EF����Gm� J ���a	y�?� P ��� M \���	'��� ������	 C � J � JFO0P 	�� ��������������������� \cb �n � a � 	�� P ��	���	�E � G M � E J � P ��	���	���������	�����	�� P �R¬ G C 	 ����������������������������������� \Xg �n � b � 	�� P ��	���	�E%G \ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	 ����������������������������������������������������� \Xg a
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	y��� ��	�����	���������G P ��� J � J �3GH^�	I��	�E%G�����GH��� J � J ��� J ���H����� � 	 d:��� M Gm� JFO0P 	 ����������� \XgRg
n � � � �:����E J ��Gm� J ���a� P � K ����� MNn ��	���� K�k �R��������� J � ������������������������������������� \XgRj
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��� ��.�.��(5D�+4 /��
	
� q�W-IQI&E'u7sctUK�u$W�K��UJL�yu$� ByM$E PHu$WYscscM���tUE S>C{tQOUETs �yu|t+vXM$�yO�SUET�)M|PRE'u|u$E's$B[JLWYOyvoE's @�� ?
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3� J � ����������������������������� \ ���� � � � � £ K ����EF��^ J 	�	�� ^���� M �y��� J 	'��	 ¸ � P 	y����	 ����������������������������������� \ � j� � � � a � j K 	#GH� l \3GH��� J ��^��I	�� ^���� M �y��� J 	I��	 ¸ � P 	y����	 ����������������������������� \ ���
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H � \ k K ����� J 	 ������������������������������������������������������������������������� \Xj'\

H � \ � \ ® E%GH��� � GH��GHEFE n EF	�� J ��
3� J � ������������������������������������������������� \Xj �H � \ � ���'��� M �y��� J 	 C�� ��	zl � E%GH� ��������������������������������������������������� \XjNb
H � \ � a �'��� M �y��� J 	I��	 ¸ � P 	y����	 ������������������������������������������������� \Xj �H � � F « � ��� J 	�� C 	�� ��������������������������������������������������������������������� \Xj �H � � � \ ® ��� C ��� P ��	�	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 ����������������������������������������������� \Xj �H � � � � ® ��� C ��� P ��	���� G�� P �R��	 M 	�������	�������������	�� η2(ω, γ̇1)

����������������������� \Xjin
H � � � a � � P �R��	 M 	����?	�� E � GH\���	�� C 	���	�� � K 	#GH� l \3GH��� J ��^�� # γ̇1 < γ̇min

&Z������������� \ ���H � � � b j P � 	�� � ��� J � J �����3GH����EF	'����^ JFM 	I��	�� � K 	#GH� l \3GH��� J ��^�� ��������������������� \ � bH � a ¸ ��� C E P � J ��� ����������������������������������������������������������������������� \ ���
4�� J'u$�+PHM|� JHvoKNM$E tQuwvoKXWYs �yOU�[KXE @�� C
¸�� \ � �����LGH^�	�	z« � ��� JFM 	����LGHE ��������������������������������������������������������� \ � n¸�� � £���� P E �LGm���,	z« � ��� JFM 	����LG P « ������������������������������������������������������� \on�\

¸�� � � \ ª �y��	�� MNJ �3Gm� J ���a��	�E%G�� J ��	�����	���	���� � E%G C 	 M 	�������	�E%GZ\3GH����	 ������������� \on�\
¸�� � � � _I� C�J EFE%Gm� J ��� ��	�E%G \3GH����	 ������������������������������������������������� \on�\
¸�� � � a ! ��� J 
 C Gm� J ������	�E%G�� K ����� J 	 ����������������������������������������������� \on �
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Á G M G������ J ���,��	��>� P�J ��	�� P � J E J ����� O0P �H� J � J 	�����	 M 	�������	?������� � GH�8��	��=� P�J ��	��8� JFM � EF	���# C �����R� J l
� P ���<��� P ����	 P E�� k � 	8��	 M ��EF� C�P EF	 & � J0M�
�M 	D��	��U� P�J ��	��c��	 �,����� J 	�����#³� J � C ��� J ��� J ����� � 	����3GH����	8��	��C ��������G J ����	��IG ��� E JFO0P ��	�� & M G J ����	���� P�J ��	�� C � M � EF	z«]	�� ��¸ 	�� � P�J ��	�� � ����� n ��	���� P ��	 MNJFC �����R��� P�C l
� P ��	 C GH��G C ����� J ����	 � GH� P ��	�� CLK 	�EFEF	'��	�EF����^ P 	 P � J ����	�� M ��� J G J ��	�	�������	�E%G��LG J EFEF	 M ��EF� C�P E%G J ��	�	y��E%G
�LG J EFEF	 MNJ EFE JFM �y��� JFO0P 	 � P ��� C�J � J 	���� ��Á 	 C ������� � EF	,��	 C 	y����	 MNJFC �����R��� P�C � P ��	�	��R��G P ��� P ����� K0P�J3P �N	��:l
��	 P � C�J 	���� J 
 O0P 	�	y� � C ����� MNJFO0P 	 JFM � ���R�LGH���=�3GH���D��	�� ��� M G J ��	��DGHEFE%GH���=��	,E%G MNJFC ���ml ��EF	 C ������� JFO0P 	
�ZE � GH^����ml GHE JFM 	����LG J ��	�	�� � GH����GH��� � GH��E%G C ��� M �y� JFO0P 	 �� PWC � P ������	 C 	y����	 � K�n ��	��i��� P ���y� P � J ������	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	�����EF	���	ED
	y������� P ��	 J ���R�LGH\ J E J ���K�k �����:� k �3G MNJFO0P 	 � P � P � � P�J ��	 C � M � EF	z«]	 � F ��	ED
	y���
��	 ��� M \���	 P ��	�� J ���R�LGH\ J E J ����� K�k �����:� k �3G lMNJFO0P 	�� #|l�GH��GH�3G k � H ���3GH���:l � GH��GH��^���� J � k G k EF��� l ¸ � P 	y����	�� £?G k EF	 J ^ K l H ���3GH��� � � � & J �������:� P�J ��	������#� J G
E � G ��� GH� J � J ��� ��	 � M �H� J ¬­� ��� P ��	ZEF����^ P 	 P � C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	 ��� � 	����3GH������	�� � ��� � � J �y����� � K�k � JFO0P 	��
� P � P�J ��	�G P ��� J \ J 	�� O0P 	���	�E � 	z« C�J �LGm� J ��� C G P ��GH���?E � J ���R�LGH\ J E J ��� �]Á G MNJFC �����R��� P�C � P ��	���� P � � P�J ��	C � M � EF	z«]	���� P�MNJ ��� P ��	���	�EFEF	 J ���R�LGH\ J E J ������	y�:��G J �?��	���������^�GH� J ��	�����	�EF��� C 	y����	�EF����^ P 	 P �,��� ������	 �À ����	�����	 M 	������i���µ��� Gm����	����U� C 	 O0P 	 E%G � ������	�� C 	a��� P ��	 MNJFC �����R��� P�C � P ��	 M �:� J 
3	Z¬­���R��	 M 	�����E%G
��� � ������	�� P � P�J ��	�� P ��	 J ���R�LGH\ J E J ��� K�k �����:� k �3G MNJFO0P 	 �cÁ 	 C � P � E%GH^�	 	�������	 MNJFC �����R��� P�C � P ��	Z	y�J ���R�LGH\ J E J ��� K�k �����:� k �3G MNJFO0P 	���� P E n ��	Z����� C � E P � J 	 P ��� O0P 	��R� J ������¬­�����3G M 	����LGHEF	���
 C � MNM 	����IE%GMNJFC �����R��� P�C � P ��	 M �:� J 
3	zl*�Rl 	�EFEF	8E � G ��� GH� J � J ��� ��	 M �H� J ¬­� G P l ��	���� P �8� P ��	 P�J E3��� J ���R�LGH\ J E J ������� P 	�EFEF	J ��� P 	�� C 	 C 	�� M �H� J ¬­� � 	 P ��	����Rl J EcG#��� J �,� P ��E � ����^�GH� J ��Gm� J ���a��	 C 	y����	 MNJFC �����R��� P�C � P ��	��� � P �½	�����G k ��������	���� � ��������	'� C 	�� O0P 	��R� J �����½	�� P � J E J ��GH��� P ��	 J ���R�LGH\ J E J ��� K�k �����:� k �3G MNJFO0P 	
\ J 	�� C � M � � J ��	?	y� C GH��G C ����� J ����	��3GH���½EF	��=� P�J ��	�����	 �,����� J 	����I
:E � J ���R�LGH\ J E J ���½��	�l�GH��GH�3G k � O0P�JqC ��� l
��	�� � ����� � E%G �����R�LGH\ J E J ��Gm� J ���µ��� P ��	�� P �R¬ G C 	sE J \���	 ��� P�MNJ ��	s� ��	������ C�J EFE%Gm� J ��������	��R� JFC GHEF	�� ��� �
G#�HGH���LGH^�	Z��	 M GH� O0P GH\�EF	 ��	 C 	y����	 J ���R�LGH\ J E J ����	��R��EF	 ��	�E%Gm� J ��	 M 	����'\q��� C ������� � EF	Z��	ZE%GaEF����^ P 	 P �
��� ������	 C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	'� P � P ��	'^�G MNM 	IGHEFE%GH����� k � JFO0P 	 M 	�������	 1

MNM � 1
C�M ��� � P � � � P �������

G J ��� J ��������	���E%G���� � ������	���	�E%G MNJFC �����R��� P�C � P ��	?����	���	z« C�J �LGm� J �����8��	�EF����^ P 	 P ��� C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	��
� J D
����	�����	�� ��� � P � P � J E J ������� � � J � C�J � GHEF	 M 	���� P � � P�J ��	 C � M � EF	z«]	 M �:� n EF	��3EF	��?����E P � J �����?��	 MNJ lC 	�EFEF	���^��#GH����	��,�3GH����EF	�����^ JFM 	?��	 MNJ l � J E P ��� M G J �8��� G P ����	��3� P�J ��	�� C � M � EF	z«]	��½��������G P ��� J �y� P � J ���C � MNM 	'EF	��,� P � � 	���� J �����?��	'� J � P � ��� �Á 	 � E%GH�s��	�E%G�� K�n ��	�	��R�?EF	'� P�J �HGH����


d ª GH��� P ��	 � ��	 MNJFn ��	 � GH�R� J 	��m��� P � � ������	���������� E � J ���R�LGH\ J E J ���D��	Dl�GH��GH�3G k 	y� ��� P � � GH���������D	��
��	y� P 	�EF	��'����� P E �LGm���I� K ����� JFO0P 	���	y��	z« � ��� JFM 	����LG P «���\]��	�� P ��� P � O0P � GHEF�����'�3GH����EF	�� � P�J ��	��
� JFM � EF	���	y�,EF	��=� P�J ��	�� C � M � EF	z«]	�� ��ª GH��� C 	y����	 M�
�M 	 � GH�R� J 	��:��� P � J �������:� P�J ��������EF	��8��	 CLK l
� JFO0P 	���	z« � ��� JFM 	����LGHEF	�� P � J E J ����	���G PsC � P ���?��	 C 	y����	'� K�n ��	 �

d � PUC � P ���Z��	aE%G���	 C ������	 � GH�R� J 	 ��	 C 	y����	a� K�n ��	��DG � � n �ZG#��� J � � ������	������sEF	�� ����E P � J ��������	
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MNJFC 	�EFEF	��I^��#GH����	�����	 ¸½®8¸ E l � G j GHE ��EF	 � P�J ��	 M G������ J �LG J ��	 M 	������y� P � J �NG P7C � P ������	 C 	y����	
� K�n ��	�� ��� P � � ������	���������� EF	�������� P E �LGm���N��	��N	z« � ��� J 	�� C 	�� ��	�l�GH��GH�3G k 	ED
	 C � P ��	��a�3GH��� C 	
� P�J ��	I��� n �,� J � C �:��E%GH�R� JFO0P 	�	y� C � M � GH�������,����������� P E �LGm���?� C 	 P « ��\]��	�� P � � � P �,��	��D� P�J ��	��
� JFM � EF	�� �:� � P � J ����	�� � ���y�������½EF	��8¬­���R����	ED
	y���½��	IE%G�� J � C �:��E%GH�R� JFC�J ���?��\���	��R�����,� P �½EF	���	 P�J Eq��	
E � J ���R�LGH\ J E J ���,��	 l�GH��GH�3G k � GH�½E � 	z« J �R��	�� C 	'��� � ������	��,�R�LGm� J �����3G J ��	�����E%GH�R� JFO0P 	�� �I	��a����E P�M 	 �� � P � M 	y����������	���� P�J ��	�	����y� J ��	�� C 	�	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	���� C 	��?������	��?��E%GH�R� JFO0P 	���	y�?��	�E J �����
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d F ��
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#³� J � P � ¬­� &z�D� � P ����� M ������������� �D�3GH��� C 	�� � P�J ��	�� �DE � 	z« J �R��	�� C 	s��� P � ¬­���R� C � P � E%GH^�	�	�������	MNJFC �����R��� P�C � P ��	'	y� J ���R�LGH\ J E J ���?��	ml�GH��GH�3G k �
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ª GH��� C 	 � ��	 MNJ 	�� CLK G � J ����	��H��� P � � ������	���������� E � 	z« � ��� J 	�� C 	,��	Dl�GH��GH�3G k 	y� ����� J ����	�� � ���y�LGm� J ���
� K ����� JFO0P 	 � � � � n � P ��\���	y¬ K�J �R����� JFO0P 	 C ��� C 	����3GH��� C 	y����	 J ���R�LGH\ J E J ��� K�k �����:� k �3G MNJFO0P 	���	y��	�� P 	C E%GH��� JFO0P 	��H��� P �i��G ��� 	�EF�����i�����ZE J 	�� G#��	 C E � ��� C�J EFE%Gm��	 P � � GH��G M �y��� JFO0P 	�G#�HGH���D��	½���y�LG J EFEF	��cEF	 C GHE C�P E
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3� J 	'	y� � � P �,��	��,¬­��� O0P 	�� C 	��?� P�� ��G MNM 	�����¬ G J \�EF	�� � � PsC � P ���
��	 C 	y����	'� K�n ��	��3��� P �?G#������� P � J E J ����E � G ��� ��� CLK 	 � ��� � ������	 � GH� � � � P�M GH�½	y� ÁD� k P�C fH	�� M GH� � g � 

	y�?EF	 � GH��GH^���G � K 	'� P�J �HGH���?	�� ����� P�M 	�EF	�� � � J � C�J � GHEF	��½�y�LG � 	�� �

����� � u�x��½��x |�~Ar�t<u�vswyxywztc{ xyw�p�{�u�wz�i~
� ��	ZGH�3GHE k ��	���	 �R�LGH\ J E J ���'E J ���#G J ��	 C � M � E n ��	�G �y��� � ��� � ������	�	�� \onRnib � GH��� � � P�M GH�?	y� ÁD�k P�C fH	�� M GH� � g � 
 �3¸ 	y����	'GH�3GHE k ��	�����G J ��	�EF	 C GH�½^���������GHE���	I��	 P « C � P�CLK 	��,��	 � P�J ��	��½� P � 	�� � ������	��

��	 K G P ��	 P ����	�� � 	 C � J ��	 h1
	y� h2

�c�3GH��� P ��	 C 	�EFE P EF	ZE%Gm������GHEF	 M 	���� J ��
3� J 	 �.ª GH����E%G�� P�J ��	��.��� P �C � M � GH�������Z����������� P E �LGm���Z	z« � ��� JFM 	����LG P «»� C 	 C GHE C�P E½� P�M ��� JFO0P 	 � � � P ��	�� ���y�LG J EFEF����� ����� CC�J l ��	������ P ��EF	�� � � J ����� JFM � ���R�LGH����� �



� �
����� � ��� � � �������2� � � �2�2
��#���2	�� \Xg

/������ / � 032�����/��>. ���	� � �7/1��%�

� � ���>�+4
� � P �8��� P � E JFMNJ �������=G PNC GH�8��� P � � P�J ��	�	�� C �����LG C �½G#��	 C E � G J � # C ¬ � 
3^ P ��	 \ � a &z��� �H����	 C � P�CLK 	

h

x

z
y

λ
c

air

fluide
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400

600

800

1000

��²³¼�� \ � a d ¸ � P�CLK 	a��	 � P�J ��	N��	 K G P ��	 P � h 	�� C �����LG C �ZG#��	 C E � G J ����� P�MNJ ��	 � ��	���� J \���Gm� J �������	��R� JFC GHEF	�� �
��	�� P�J ��	���	 K G P ��	 P � h � P�J ��EF	���� O0P Gm� J ��������	 � G#� J 	��ed j ���RfH	���


ρ[∂t + (U · ∇)]U = −∇P + η∇2U − ρG(t)ez,
# \ � \ � &

∇ · U = 0, # \ � \R\ &

��� ρ 	��R�'E%G M GH����	�����E P�MNJFO0P 	���	 ���H����	m� P�J ��	�� U E%G�� J ��	�����	�� P E%G � ��	���� J ����� η E%G�� J � C ��� J ������	C�J ��G J EFEF	 M 	������ ez
EF	���	 C ��	 P � P � J �LG J ��	���	�EF����E%GN� J ��	 C � J ��� ��	��R� JFC GHEF	���� J 	���������	����'EF	 K G P �I	y� G(t)E%G ^���G#� J ��� M �:� P EF��	 � GH�,EF	��,� J \���Gm� J �����I


G(t) = g − a cos(ωt), # \ � \ � &

��� g = 9.81
M � � −1 	��R� E%G�^���G#� J ���s	y� a E � G M � E J � P ��	a��	�� ��� C�J EFE%Gm� J ����� ��	 E � G C�C ��EF����Gm� J ��� � _I�E J ���#GH� J ��	�E � � O0P Gm� J ��� # \ � \ � & G P ��� P �s��	µE � �y�LGm�s��� � O0P�J E J \���	 K�k �������R�LGm� JFO0P 	 U0 = 0 	y� P0 =

−ρG(t)zez
� _I� J �������:� P�J � � � P � C 	�E%G�EF	�� � 	��R� P ��\3Gm� J ����� u 	y� p ��	�EFEF	�� O0P 	 U = U0 + u 	y�

P = P0 + p
� � EF����� � u 	y� p �������?EF	�������E P � J �����½��	��?� O0P Gm� J �����,E J ���#GH� J ����	��'


ρ∂tu = −∇p + η∇2u, # \ � \ a &
∇ · u = 0. # \ � \cb &

_I�7��E JFMNJ ��	�E%G C � M � ����GH����	 K ��� J21 �����LGHEF	 ��	NE%G � J ��	�����	N	�� P � J E J ��GH���'E � � � ����Gm��	 P � ez · ∇ × ∇× �Á � � O0P Gm� J ��� # \ � \ a & ��	y� J 	�����GHEF�����'

(

ρ∂t − η∇2
)

∇2w = 0, # \ � \Xg &

��� w 	��R��E%G C � M � ����GH����	'��	��R� JFC GHEF	'� PsCLK G M � ��	'� J ��	�����	 u
�
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Á Ga��	 P EF	 J � C ����� P 	Z��	ZE � � O0P Gm� J ��� # \ � \Xg & 	��R�'E%GN� J ��	�����	 ��	��R� JFC GHEF	 w

� k � P ��	y¬­� J � �qE � 	z« J �R��	�� C 	
��� P ��	'� P �R¬ G C 	'E J \���	 JFM � E JFO0P 	 P ��	'��	 P « JFn�M 	 J � C ����� P 	Z
]E%G K G P ��	 P � ξ(x, y, t) ��� P ��	'�y��	���� P 	�EFEF	���y¬­��� M Gm� J ��� ��	�E � J ����	��R¬ G C 	�G P ��� P �'��	 z = 0

�.� � P �����y�LG J EFEF����� JFC�J EF	�� C ����� J � J �����'G P «�E JFMNJ ��	��O0P�J � 	�� M 	y��������������	������ P ��	��½EF	�� CLK G M � � w 	y� ξ
� _I� JFM � ����	 P ��	 C ����� J � J ��� ��	������:l ^�E J ����	 M 	����

G P ¬­����� ��	�E%G C 	�EFE P EF	 # z = −h
& 


w(−h) = 0, # \ � \ � &
∂zw(−h) = 0. # \ � \Xj &

j � J � ξ(x, y, t) E%G K G P ��	 P �<��	8E%G,���y¬­��� M Gm� J ������	8E � J ����	��R¬ G C 	 � ® GH� C ����� J � P�J ��� ��	��c� J ��	�����	��i������^�GHEF	E%G�� J ��	�����	���	��R� JFC GHEF	'� P � P�J ��	'	�� z = ξ 	y� C 	�EFEF	'��� P ��	 � GH�R� JFC�P EF	 � P�J ��	'� J � P ��	��ZE � J ����	��R¬ G C 	Z

[∂t + (u · ∇)]ξ = w|z=ξ,

# \ � \ � &
C 	 O0P�J �3GH���?E%G E JFMNJ ��	?��� P � C GHE C�P E.��	��R�LGH\ J E J ����E J ���#G J ��	7# � ��	 MNJ 	��,��������	�	�� w 	y� ξ

& ��	y� J 	�����

∂tξ = w|z=0.

# \ � \on &
ª � G P ����	 � GH�R���#	�� P � J E J ��GH����E%G C ����� J � J ���'��� J � C � M � ��	���� J \ J E J ��� # \ � \cb & ��E%G C ����� J � P�J ���=��	DE%G C ��������G J ����	
�LGH��^�	���� J 	�EFEF	'�ZE � J ����	��R¬ G C 	'��� � C � J ��


η(∇2
H − ∂zz)w = ηair(∇2

H − ∂zz)wair,
# \ � �H� &

��� ∇H = ∂xx + ∂yy
��	 � ��	�����	�� C � M � ��	 O0P 	�EF	�� C � M � ����GH����	�� K ��� J21 �����LGHEF	��,� P ^���GH� J 	���� �<F �

����^�E J ^�	#GH���,E%G C ������� J \ P � J ������	�E � G J � # ηair ≪ η
& �����s����� P ��	�


(∇2
H − ∂zz)w|z=ξ = 0. # \ � � \ &

Á � 	z« J �R��	�� C 	���� P ��	����y¬­��� M Gm� J ���7��	aE � J ����	��R¬ G C 	 J ��� P�J � P ��	a� J D
����	�� C 	a��	 � ��	���� J ���U��	 � GH�R�Z	y�
��� G P ����	 ��	 E � J ����	��R¬ G C 	 # � ��	���� J ������	 Á G � E%G C 	 &z�3F ������^�E J ^�	#GH���.E%G C ������� J \ P � J ������	DE � G J � ��������\]� J 	����
E � � O0P Gm� J ����� P�J �HGH����	���E � J ����	��R¬ G C 	 


p = 2η∂zw|z=0 + ρG(t)ξ + σ∇2
Hξ, # \ � ��� &

��� σ 	��R�'E%G���	���� J ������	�� P �R¬ G C 	 ��� ��	ZG P ����	 ��	�E%Gm� J ��� � ��	��3GH���'	�� C � M � ��	�E%G � ��	���� J ��� 	��R�I� J ����	��	�E%G � J D
����	�� C 	���	���� J ��	���^�	�� C 	�� K ��� J21 �����LGHEF	��,��	�E � � O0P Gm� J ������	 � G#� J 	�� l j ���RfH	���

∇2

Hp =
(

η∇2 − ρ∂t

)

∇H · u =
(

ρ∂t − η∇2
)

∂zw. # \ � � a &
Á GI��	���� JFn ��	½��^�GHE J ���8	��R� ��\]��	�� P 	,	�� P � J E J ��GH���<E%G C ����� J � J ��� ��� J � C � M � ��	���� J \ J E J ����# \ � \cb &z�HÁ 	��D��	 P «
� O0P Gm� J ����� � ��� C ����	�����	�� � 	�� M 	y����	����?��� ��\]��	�� J � �3��E � J ����	��R¬ G C 	��]E%G C ����� J � J ����� P�J �HGH����	�


(ρ∂t − η∇2)∂zw = 2∇2
H∂zw|z=0η + G(t)∇2

Hξρ + σ∇4
Hξ. # \ � � b &
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/������ 	 �z8�� �&%Y:<����/��>.�4'/1.32�4����X���> 1�
_I� � P ��� ����	 M G J ����	��3GH��� O0P 	�E%G � J ��	�����	 ��	��R� JFC GHEF	 w 	y� E%G����y¬­��� M Gm� J ���U��	�E%G�� P �R¬ G C 	 ξ� 	 P ��	�������� � C � J ��	�


w(x, y, z, t) = w(z, t) sin(kxx + kyy), # \ � � g &
ξ(x, y, t) = ξ(t) sin(kxx + kyy), # \ � �H� &

��� kx
	y� ky

������� ��	�� � 	 C � J ��	 M 	����8EF	,��� M \���	½��� ������	���	�EF��� x 	y� ��	�EF��� y
� _I�����H��	 k =

√

k2
x + k2

yEF	���� M \���	���� ������	 K ��� J21 �����LGHE � j � P � C 	y����	 K�k � �H� K�n ��	��
��� � 	 P ������� C � J ��	����H����	 ��	 P ��� � O0P Gm� J �����
# \ � \Xg & ��# \ � \ � & ��# \ � \Xj & ��# \ � \on & �+# \ � � \ & 	y� # \ � � b & 


[ρ∂t − η(∂zz − k2)](∂zz − k2)w = 0, # \ � � j &
w(−h) = 0, # \ � �H� &

∂zw(−h) = 0, # \ � � n &
η(∂zz + k2)w|z=0 = 0, # \ � a � &

(ρ∂t + η[3k2 − ∂zz])∂zw|z=0 = −[ρG(t) − σk2]k2ξ, # \ � a \ &
∂tξ − w|z=0 = 0. # \ � a � &

¸ � 	��R� C 	y�?	�����	 M \�EF	���� � O0P Gm� J ����� O0P � J E
¬ G P � M G J ����	��3GH���,������� P ����	 �
/�������� �T,�8 �&%-/1�!�����  ��7032��(���(�x4'8�%-/1�+4x����� �>2 %-/1��%
¸ � MNM 	 G(t) G P ��	 � ��� J �:� JFC�J ���8��	 M � ����	�EFEF	 T = 2π/ω �HE%GI� K ����� J 	,��	 liEF� O0P 	y� ��� P � � J � O0P 	

w(z, t) 	y� ξ(z, t) � 	 P ��	�������� � C � J ��	���� P �?E%G�¬­��� M 	Z

w(z, t) = e(µ+iα)tw̃(z, t[2π/ω]), # \ � aRa &

ξ(t) = e(µ+iα)tξ̃(t[2π/ω]), # \ � a b &
��� α 	y� µ ����������	�������	�EF�?	y��E%G����H�LGm� J ��� t[2π/ω] � J ^�� J 
3	 t

M �:� P EF� 2π/ω
��ª 	 � E P � � C � MNM 	 w̃	y� ξ̃ ������� � ��� J �:� JFO0P 	�� ����� � 	 P �?EF	������y��	�EF� ��� 	���	�� ����� J 	�����	ml3� P � J 	��I


w̃(z, t[2π/ω]) = Σ∞

n=−∞
wn(z)einωt, # \ � a g &

ξ̃(t[2π/ω]) = Σ∞

n=−∞ξne
inωt. # \ � a � &

Á � � O0P Gm� J ��� # \ � a � & C ����� P�J �?GHEF�������ZE%G ��	�E%Gm� J ����� P�J �HGH����	�	�������	 wn
	y� ξn



wn(z = 0) = [µ + i(α + nω)]ξn.

# \ � a j &
F ��� P \��R� J � P GH���8EF	��D� O0P Gm� J ������# \ � aRa & 	y��# \ � a g & �3GH���DE � � O0P Gm� J ����# \ � � j & �H���NGH��� J ��	��'E%G�����E P � J ����


wn(z) = a1e
kz + a2e

−kz + a3e
qnz + a4e

−qnz, # \ � a � &
��� a1

� a2
� a3

	y� a4
������� O0P Gm����	 C � M � EF	z«]	������ � 	����3GH������	 qn

	y�

q2
n = k2 + ρ

µ + i(α + nω)

η
. # \ � a n &
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F ��¬ G J ���m�3GH��� EF	 C GH����	�� P�C GHE C�P E���	��R�LGH\ J E J ����E J ���#G J ��	���� � � P�M GH�=	y� ÁD� k P�C fH	�� M GH�N����� M ���������
� P�M ��� JFO0P 	 M 	���� O0P 	���	 P EF	�����	 P «��HGHEF	 P ���'��	 α ������� � 	��R� J ��	�����	�� α = ω/2 	y� α = 0 � C ������	�� l� �����3GH���?��	�� � 	 C � J ��	 M 	����IG PsC � M � ���R��	 M 	�������� P � l K GH� M ��� JFO0P 	'	y� K GH� M ��� JFO0P 	I��	�E%GZ� P �R¬ G C 	 �Á 	���� J D
����	������ M �:��	��,��������GHEF����� C � P � EF��� � GH�,E � � O0P Gm� J ��� # \ � a \ & O0P � ��� ����� C � J � � � P � CLK G O0P 	M �:��	'	y�?	�� z = 0 


[ρµ + iρ(α + nω) + 3ηk2]∂zwn − η∂zzzwn + (ρg − σk2)k2ξn = ρk2[Γ(t)ξ̃(t)]n, # \ � b � &
��� Γ(t) 	��R�½E � J ����	�����	���	?E%G � GH�R� J 	?��� C�J EFE%GH����	,��	�E � G C�C ��EF����Gm� J ����	y� [Γ(t)ξ̃(t)]n

	��R�½E%G nme
C � M � �ml

��GH����	���	�E%G ����GH���R¬­��� M ��	���	ml3� P � J 	��,��	 Γ(t)ξ̃(t)
��® � P � P ��	�	z« C�J �LGm� J ��� � P ��	���	 P EF	'¬­��� O0P 	�� C 	��

��� Gs

Γ(t) =

a

2
(eiωt + e−iωt), # \ � b-\ &

C 	 O0P�J.C ����� P�J ����

[Γ(t)ξ̃(t)]n =

a

2
(ξn+1 + ξn−1).

# \ � b � &
ª � G � � n �sE � � O0P Gm� J ��� # \ � a j & ��	�� z = 0 � ∂zwn

	y� ∂zzzwn
������� � ��� � ���R� J ������	�EF�a� ξn

�,Á � � O0P G l
� J ���5# \ � b � & � 	 P ��GHEF�����,��	������ C � J ��	���� P ��E%G�¬­��� M 	Z


Anξn = a(ξn+1 + ξn−1),
# \ � b a &

��� An
	��R� P � C �:	 �NC�J 	���� � P�M ��� JFO0P 	s��	 ��� � 	����3GH��� � J ��	 w � J ��	 ξ

� Á G C ����� J � J ��� w ����	�EJFM � ����	 

ξ−1 = ξ∗1,

# \ � bRb &
�3GH����EF	 C GH� K GH� M ��� JFO0P 	 # α = 0

& 	y���
ξ−1 = ξ∗0,

# \ � bLg &
�3GH����EF	 C GH����� P � l K GH� M ��� JFO0P 	 # α = 1/2

&z��Á GZ��������E P � J ������	�E � � O0P Gm� J ���5# \ � b a & ��	���G MNn ��	�GHEF�����
G J ��� M 	����?�ZE%GZ��������E P � J ������� P ��	�� O0P Gm� J ��� M Gm��� JFC�J 	�EFEF	?��	�E%G�¬­��� M 	Z


B−1Aξ = aξ, # \ � b � &
��� A

C � M � ��	�����EF	�� An
	y� B C ������	�� � ����� ��E � � C � J � P ��	 M Gm��� JFC�J 	�EFEF	?� P ��	 C ��	 P � ξn+1 + ξn−1

P ��	
¬­� J �,EF	�� C ����� J � J ����� J � J � J GHEF	��½��G M 	�����	��?G P�C GH� n ≥ 0

�3À EcG ��� GH��G J � O0P 	�E � G C�C ��EF����Gm� J ��� a 	��R� P ��	�HGHEF	 P � � ��� � ��	I��	'E%G M Gm��� JFC 	 B−1A �]Á G ��������E P � J ���a� P � ����\�E n�M 	IG P « �HGHEF	 P ��� � ��� � ��	�� �����#GHE J ����	� P�M ��� JFO0P 	 M 	������ � 	�� M 	y����	���	 M ������	��?G P « G C�C ��EF����Gm� J �����½����E P � J �����,��	�E � � O0P Gm� J ���5# \ � b � &z�

/�������� � �> 1*(2� .32 :<8�%-/1032��!�(�� 1�>.�)>2��+4x��� %-8+4��>.��>.�*(�
F � � K ����� J 	�� A 	y� B �������a��	�� M Gm��� JFC 	�� C GH������	��a��	��LG J EFEF	 J ��
3� J 	 �8ª GH���aE%G � ��Gm� JFO0P 	��8���

��	 E JFMNJ ��	Z� ��	�� M Gm��� JFC 	�����	N�LG J EFEF	 N × N � N �HGH� J GH������	 5 � 10 ��	�EF���µE%G � ��� C�J � J ���7��� P E P 	 �ª GH��� EF	 C GH����	��m� P�J ��	���� JFM � EF	�� � N = 5 ��������	a��� 	z« C 	�EFEF	������������ P E �LGm��� � � ��	N¬­� J � N 
]«]���i���C GHE C�P EF	�EF	�� M Gm��� JFC 	�� A 	y� B � � P � ω 	y� k 
]«]��� � � P�J �IE%G M Gm��� JFC 	 B−1A � _I� CLK 	�� CLK 	NGHEF�����?EF	��
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��²³¼�� \ � b d Á GH��^ P 	��a��	 ���������3GH� C 	A# J � 	 � G C�C ��EF����Gm� J ��� a 	�� ¬­��� C � J ��� � P ��� M \���	���� ������	 k
&C GHE C�P EF��	��Z� P�M ��� JFO0P 	 M 	���� � GH�ZE%G M �y� K �:��	���	�E%G ���y¬­����	�� C 	 � g � 
 � � P � f = 50

] 1 � � � P � P �
� P�J ��	���	�� J � C ��� J ����� P EFEF	 #­E J ^���	 C ����� J � P 	 & 	y� � � P � P ��� P�J ��	 ��	 � J � C ��� J ��� 10

M ® G � � #­E J ^���	
	�� � � J ��� J EFEF��� &z� #­\ & � ^���GH��� J ����	 M 	�������	�E%GUE%GH��^ P 	���	����������3GH� C 	µ� f/2

� j 	y� ] ����� J ^���	����
��	�� � 	 C � J ��	 M 	�����EF	��,E%GH��^ P 	������ P � l K GH� M ��� JFO0P 	��,	y� K GH� M ��� JFO0P 	�� �

�HGHEF	 P ��� � ��� � ��	��Z��	 B−1A �3GH����EF	 C GH� K GH� M ��� JFO0P 	�	y��EF	 C GH����� P � l K GH� M ��� JFO0P 	 � a(k, ω) 	��R�GHEF�����DE%G � E P � � 	y� J ��	,��	��D�HGHEF	 P ��� � ��� � ��	�� ����	�EFEF	�� �������N� P EFEF	��D	y� � ��� J � J ��	�� ��	 B−1A �0Á 	�� C � P ��\q	��
a(k, ω) � ω 
]«]�*# C ¬ � 
3^ P ��	 \ � b & ������� G ��� 	�EF��	�� � E%GH��^ P 	��a��	����������3GH� C 	�� � _I����\]� J 	�������	 P «
� k � 	�����	ZE%GH��^ P 	�� �.EF	��'E%GH��^ P 	�� C ������	�� � �����3GH����� P ��	���� C�J EFE%Gm� J ������	ZE � J ����	��R¬ G C 	�� P � M P E � J � EF	
��	�E%G7¬­��� O0P 	�� C 	7��� 	z« C�J �LGm� J ��� 
 ω0 = nω ��	y�sEF	��aE%GH��^ P 	�� C ������	�� � �����3GH��� � P ��	���� C�J EFE%Gm� J ���
��	 E � J ����	��R¬ G C 	s����� M \���	s��	 MNJ l 	���� J 	��Z��	s¬­� J �ZE%G ¬­��� O0P 	�� C 	���� 	z« C�J �LGm� J ��� 
 ω0 = 2n+1

2
ω
�8¸ 	��

¬­��� O0P 	�� C 	��I�������'G ��� 	�EF��	��?��	�� � 	 C � J ��	 M 	�����¬­��� O0P 	�� C 	�� K GH� M ��� JFO0P 	���	y����� P � l K GH� M ��� JFO0P 	�� �qÁ G
E%GH��^ P 	���	 ���������3GH� C 	ZG P � E P � � 	y� J �I��� M \���	���� ������	 C ������	�� � ������� E%G ��� � ������	 ��	 E%GN� P �R¬ G C 	Z�
f/2

��¸ K G O0P 	'��� P ��	�EFEF	�E%GH��^ P 	 C ������	�� � �����s� P ��	'G P ^ M 	����LGm� J ��� ��	IE%G�¬­��� O0P 	�� C 	���	I���������3GH� C 	
��	 f/2

� � J ��� J �#E%G � ��	 MNJFn ��	 E%GH��^ P 	D	��R�i��� P � l K GH� M ��� JFO0P 	�# � f/2
& �fE%G,��	 C ������	�	��R� K GH� M ��� JFO0P 	�# �

f
& �#E%G������ J � JFn�M 	i��� P � l K GH� M ��� JFO0P 	�# � 3f/2

& ��	y� C � j 	�EF����E%G � ���H¬­������	 P �.��	 E%G C 	�EFE P EF	��yE%G�¬­��� O0P 	�� C 	
��� 	z« C�J �LGm� J ��� 	y�?EF	�� � GH��G MNn ����	�� � K�k � JFO0P 	���� P � P�J ��	��3E%GZ��� � ������	���	�E � J ����	��R¬ G C 	��3����������	 � GH�?EF	MNJ � JFM P�M ^�EF��\3GHE
��	 a(k, ω) � � 	 P � 
 ����	���� J � K GH� M ��� JFO0P 	I��� J ����� P � l K GH� M ��� JFO0P 	 �� ��	�¬­� J � a(k, ω)

C ����� P 	��
��� CLK 	�� CLK 	ZEF	 MNJ � JFM P�M ��	 a � ω 
]«]� 	y����� ����� P ��	 ac(ω) 	y�IEF	��� M \���	���� ������	 C ������	�� � �����3GH���,	��R� kc(ω)
� F ��
3���]	��a�HGH� J GH��� ω �:��� C �����R��� P�J �½EF	�� C � P ��\q	�� ac

	y�
kc
	��s¬­��� C � J ���s��	 ω

�

/������ � ��8+4'2� ������4��(��*��=: 6 �&%-�>/14��>.��< #"$�(57698�%-/1�+.�*(�
ª GH���DEF	 C GH�D��� P � � P�J ��	,� JFM � EF	�� E � G C�C �����Z	�������	,	z« � ��� J 	�� C 	,	y� C GHE C�P E]� P�M ��� JFO0P 	½	��R� � ��	�� O0P 	

� GH�R¬ G J � �DÁ G��HGHE J � J ���a� P»C GHE C�P E���	s�R�LGH\ J E J ����E J ���#G J ��	�G��y����� 	�� 	ED
	y���D����� J 
3��	�� � E P � J 	 P ������	zl
� � J ��	��6#­	 � ^ � � b �3� g 
 &z�3Á G 
3^ P ��	 \ � g � ������	�����	 ac

	y� kc
	���¬­��� C � J ���s��	'E%G ¬­��� O0P 	�� C 	���� 	z« C�J �LGm� J ���

f
M 	�� P �����'� P � P ��	 K0P�J EF	�� J E JFC ����	�G#��	 C ���H����	 M �����LGH^�	�	z« � ��� JFM 	����LGHE O0P�J ��	���Ga��� C � J ��G P CLK G l

� J ����	 a � GH^�	 b-\ �=� � P �Z��	y����� P ������� JFC�J�P � 	z« C 	�EFEF	����NG C�C �����U	�������	�	z« � ��� J 	�� C 	s	y�Z� K ����� J 	 � P �
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��²³¼�� \ � g d ac
	y� kc

M 	�� P ������	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	���� # . & � � P � P ��	 K0P�J EF	 � J E JFC ����	 # ª � � ¸ ����� J ��^ª'¸ �H��� & 	y�Z����� P E �LGm��� PUC GHE C�P E8� P�M ��� JFO0P 	 ��	 � P�M GH��	y� k P�C fH	�� M GH� � g � 
 #­E J ^���	�� C ����� J � P 	�� &
G#��	 C ρ = 968 f0^ � M −3 � η = 0.1

® G � �8	y� σ = 0.025
��� M

−1 ��Á G'��	���� J ����	y�8E%G�� J � C ��� J ���,������� C 	�EFEF	��J ��� JFO0P ��	�� � GH��EF	�¬­� P ��� J ����	 P � ��Á GN��	���� J ��� ��	 � P �R¬ G C 	ZG �y��� M 	�� P ����	 J ����� � 	����3G MNM 	���� � GH��E%GM �y� K �:��	'��	�� J E K 	 M E k # G#��	 C�P ��	 J � C 	��R� J � P ��	'��	 ±10%
&z�
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� ��	�� � ������� � \

��� P ��	�E%G ^�G MNM 	I��	'¬­��� O0P 	�� C 	���	z« � EF������	�� �F � C ��� C E P � J ������EF	 C GHE C�P ED��	N�R�LGH\ J E J ����E J ���#G J ��	 � ��� � ����� � GH��� P�M GH�'	y� k P�C fH	�� M GH� � ����� J �
E � G C�C ��EF����Gm� J ���N	y�½EF	?��� M \���	���� ������	 C � J � JFO0P 	������ P � � P�J ��	�� JFM � EF	��3GH��� P �a��� C�J � J 	�������	 � ���H¬­���:l
��	 P � 
3� J 	Z	y����	Z� JFM 	���� J �����'E%Gm������GHEF	�� J ��
3� J 	�� �.ª GH����E%Ga� P�J ��	������ P ����� C � J ��������\�� JFn ��	 M 	�����EF	C � M � ���R��	 M 	����I��� P � � P�J ��	 � JFM � EF	�� M 	�� P ��	 O0P 	ZE � G C�C ��EF����Gm� J ����	��R��G P ^ M 	�������	ZG P l ��	���� P �'��	
E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 �

����
 � ���3|�~�rcrc�sr�|s��r.~���wyx
Á 	 C � M � ���R��	 M 	�������� P ��	 C � P�CLK 	I��	�� P�J ��	�� J \�����	?��	��R� JFC GHEF	 M 	����½EF����� O0P 	 a > ac

	��R� P � C GH�C E%GH��� JFO0P 	'��	'����GH��� J � J ��� ��	����?EF	 CLK GH����� � Gm� J �ml*��	 M � ����	�E �]¸ 	y����	'����GH��� J � J ����	��R� C ������� � EF��	 � GH� P �
��	 P E � GH��G MNn ����	Z
�E � G C�C ��EF����Gm� J ��������� P�J ��	 #­� P � C GH�R�?��E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 & ǫ ��� 
3� J � GH�'


ǫ =
a

ac
− 1. # \ � bLj &

¸ 	���� 	��R� � GH�iEF	�\ P �=��	 C 	y����	8� K�n ��	½��� 
 ����	½	z« K G P �R� J ��	½� P �iEF	�� � K ����� MNn ��	��=��	�� C �����������DG P l ��	���� P �
� P ��	 P�J E �:� � P �8��	���� C � J ���������3GH��� C 	 O0P�J � P�J � O0P 	�EF	�� C � M � ���R��	 M 	������ � k � JFO0P 	�����\���	��R�����½�3GH���
EF	��3� P�J ��	���� JFM � EF	���G P l ��	���� P �?� P ��	 P�J E���� J ���R�LGH\ J E J ��� �
/���� � / ( ����/ � 4x�(�x032��>4'/-,i: ����/ � 4
� � P � ��� P � J ��������	���������� JFC�J \�� JFn ��	 M 	���� �UE � ����^�GH� J ��Gm� J ��� � � Gm� J GHEF	 ��	�� ������	�� ��	�� P �R¬ G C 	C � MNM P ��� M 	���� G ��� 	�EF��	 � M �H� J ¬ ��� P � � Gm����	���� ��	�� GH��^�E%G J � � F � 	ED
	y���,EF	���������	�� ��	�� P �R¬ G C 	��

� 	 P ��	���� � ��	�������	 � E P � J 	 P ���N¬­��� M 	��N��	�EF��� E%G7�3Gm� P ��	�� P � P�J ��	��8E%G�¬­��� M 	 � P ��� C�J � J 	����a	y�aE%G
¬­��� M 	s��	 E � 	z« C�J �LGm� J ��� �D� � P � � ������	����������a��� GH\q����� ��	�� �y� P ��	�� 	z« � ��� JFM 	����LGHEF	���	y�N� K ����� JFO0P 	��
� � P � P ��	I	z« C�J �LGm� J ���N� J � P ���ih*�3GHEF	�G#�HGH���½��	I����� P�M 	���EF	��8����� P E �LGm������\]��	�� P � � � P � P ��	�	z« C�J �LGm� J ���C ������	��3GH��� � E P � J 	 P ���½¬­��� O0P 	�� C 	�� �
���YvXM��es
Á 	�� M �H� J ¬­��G ��� GH��G J ����GH��� � E%G � P �R¬ G C 	 ��� P ��	 C � P�CLK 	a��	 � P�J ��	�� J \�����	N��	��R� JFC GHEF	 M 	���� � ���zl

��	�����	���� P ��	 � 1 �:��EF��^ J 	��½�HGH� J ��	��]GHEFE%GH������	�E J ^���	�� � GH��GHEFE n EF	�� � b�
 ����	�� K 	z«�GH^�����	�� � a \	
 	�� � GH����GH���
� GH�i��	�� C 	�� C EF	�� C ��� C 	������ JFO0P 	�� � aRa 
 	y�D��	�� C GH��������� � b�
 ��¸ 	�� M �H� J ¬­� � 	 P ��	����8��� J ����	�� � ���y��	�� C � MNM 	
E%G�� P � 	�� � ��� J � J ���a��	 M �:��	��½��	 M�
�M 	�EF����^�	 P ����� ������	���� P �]EF����� O0P 	IE � G C�C ��EF����Gm� J ��� 	��R�?G P ^ M 	��:l
����	IG P l ��	���� P �,��	�E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	��:��	�EF����^�	 P ���8��� ������	 � ��� CLK 	�� � � j 
 �]Á G�EF����^�	 P �8��� ������	
����EF	 C � J ��������	N	��R��¬­��� C � J ������	NE%Ga¬­��� O0P 	�� C 	 ��� 	z« C�J �LGm� J ��� �.ª 	 � E P � � C 	�� M �H� J ¬­�I��������¬­���R��	 M 	����J ��� P 	�� C ��� � GH��E%Gs^���� M �y��� J 	���	 E%G C 	�EFE P EF	 � � g 
 	y��EF	N������� ��� G P �LGH��� � E P � O0P 	aE%G�� J � C ��� J ���N	��R�
¬ G J \�EF	 �:ª J D
����	������,^���� P � 	�� � � g ��� n � b � 
 ����� M ���������I	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	����½	y�½� K ����� JFO0P 	 M 	���� O0P 	
E%G � ������	�� C 	���	 � E P � J 	 P ��� M �H� J ¬­� � ����� J \�EF	��,� P ��	 M�
�M 	�¬­��� O0P 	�� C 	 � � P �HG J � C ����� P�J ��	�G PsCLK GH���
	y� C 	 M�
�M 	�� ��	��NG C�C ��EF����Gm� J ����� � ��� CLK 	�����	�E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 �D¸ 	 CLK GH���Z	��R� C ����� � GH�
E � G ��� GH� J � J ����� P�C�C 	���� J ��	�� P � JFM P E �LGH����	?��	 � E P � J 	 P ���8� k � 	��,��	 M �H� J ¬­� �]¸ 	 � 	����3GH����� M�
�M 	�� J EF	��M �H� J ¬­�½� J D n ��	�������EF	'��� M \���	���� ������	�	y�?E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	'� P�J ��	����IEF	��½�HGHEF	 P ����� P�M ��� JFO0P 	��
����������	�� � GH�,EF	 C GHE C�P E.��	�� P�M GH�½	y� k P�C fH	�� M GH� � g � 
 �
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� tUWYscM � � �YvXM��es
Á 	�� O0P GH� J l M �H� J ¬­�IG ��� GH��G J ����	�������E%Ga� P �R¬ G C 	���� P ��� P�J ��	Z��� P�MNJ �'� P ��	NG C�C ��EF����Gm� J ������	ZE%G

¬­��� M 	Z

G(t) = g + f(t), # \ � b � &

f(t) = a[cos(θ) cos(nωt) + sin(θ) cos(lωt + φ)], # \ � bHn &
��� a 	��R� P ��	7G C�C ��EF����Gm� J ����� n 	y� l ��	�� 	���� J 	���� � φ

P ��	 � K GH��	�	y� 0◦ < θ < 90◦
P � GH��^�EF	M �:� P E%GH���NEF	 ��G ��� ���R� ��	�� C ������� J \ P � J ��������	 CLK G O0P 	�¬­��� O0P 	�� C 	 �,¸ 	�� k � 	���� 	z« C�J �LGm� J ��� G7�y���

�y� P � J � 	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	���� � GH� l�G P ��	Z	y� F � �½GH����� � a � � aRa 
 	y�'� K ����� JFO0P 	 M 	���� � GH� H 	��������  #"
$'&)( � \ � 
 �mª � G P ����	½^���� P � 	��<�����DG P ��� J ����G#�HG J EFEF�D� P � C 	8� k � 	½��� 	z« C�J �LGm� J ��� � bLj � jNb 
 �HÁ 	�^���GH��� J ������� 
 �
��� P ��	,	z« C�J �LGm� J ���Z�I��	 P «Z¬­��� O0P 	�� C 	�� � GH�D��G ��� ���R�D� P ��	,	z« C�J �LGm� J ���Z� P ��	,��	 P EF	½¬­��� O0P 	�� C 	�	��R� E%G
� ����� J \ J E J ���i��	 CLK GH��^�	��<EF	 M �H� J ¬]G ��� GH��G J ����GH���i�,E%G,� P �R¬ G C 	8	������ P GH���<� P �<EF	D��G ��� ���R�<��� G M � E J � P ��	
	�������	sEF	��Z��	 P « 	z« C�J �LGm� J ����� # θ &z� ¸ 	��R�LG J ��� M �H� J ¬­����\]��	�� P �N������� C � MNM P ����G P «U	z« C�J �LGm� J �����Z�P ��	�	y����	 P «W¬­��� O0P 	�� C 	�� 
 C GH������� �DE J ^���	�� � GH��GHEFE n EF	�� � K 	z«�GH^�����	�� �8� G J � EF	�� O0P GH� J l M �H� J ¬­� #³��� J �

3^ P ��	 \ � � & ������� � ��� � ��	�� G PµC GH����	N��	 P «7¬­��� O0P 	�� C 	�� ��� 	z« C�J �LGm� J ����� �cÁ 	 C GHE C�P E � P�M ��� JFO0P 	���	

��²³¼�� \ � � d ® K �H����^���G � K�J 	,��� P � O0P GH� J l M �H� J ¬3��	�� k:M �y��� J 	 \ ��� J ����	,��	,E%G'���y¬­����	�� C 	�� a � 
 ��Á 	7� P�J ��	
	��R� P � M ��E%GH��^�	s	#G P d:^�E k:C ������E # 82 d 28%

& �3GH��� P � Cyk E J ������	���	 120
MNM ��	 � J G MNn ����	s	y�a��	

� ���H¬­������	 P � 29
MNM � T = 23◦

¸��]Á 	�� � GH��G MNn ����	��8��	�E � 	z« C�J �LGm� J ����������� a EF��^ n ��	 M 	������ P � ��� J 	 P �� ac
#­�����:l M 	�� P ��� & � θ = 66.1◦ � k = 4 � l = 5 � φ = 66◦ 	y� f = 31

] 1 �
� P�M GH� 	y� k P�C fH	�� M GH�a	��R��¬ G C�J EF	 M 	�����GH�3G � �LGH\�EF	?G P C GH����	���	 P «N¬­��� O0P 	�� C 	��,��� 	z« C�J �LGm� J ��� � \ � 
 �Á 	�������� J 	�����	ml3� P � J 	��,��	����y��	�EF� ��� 	�����	�� nω 	y�?E � � O0P Gm� J ���5# \ � b � & ��	y� J 	�����


[f(t)ξ̃(t)]n =
a

2
[cos θ(ξn+k + ξn−k) + sin θ(ξn+l + ξn−l)].

# \ � g � &
Á 	 � ����\�E n�M 	 ��	 ������� P ��	���� P�J ��	���	 E%G M�
�M 	s¬ G'0���� �½¸ � MNM 	 � � P � EF	 C GH��� P ��	�¬­��� O0P 	�� C 	
��� 	z« C�J �LGm� J �����HE � G C�C ������	�������	 C GHE C�P EF�=� P�M ��� JFO0P 	�� 	y� ����� P E �LGm���D	z« � ��� JFM 	����LG P «�	��R� ��� n �D\q��� � \ � 
 �



� ��� ��� � � � � � � � ���'��� � a
/���� � � ��� �> 12D��/��>. ���! #"$�=: 6  1/ ��2����
ª GH���ZEF	 C GH� ��� P ��	�	z« C�J �LGm� J ���U� P ��	a¬­��� O0P 	�� C 	��DEF����� O0P 	aE � G C�C ��EF����Gm� J ��� a 	��R��EF��^ n ��	 M 	����� P � ��� J 	 P ��	�� E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 ac

# ǫ < 0.1
& �]EF	 M �H� J ¬�¬­��� M � � GH�½EF	��½������	�����	I� P �R¬ G C 	'	��R�

�R�LGH\�EF	 ��Á � G P ^ M 	����LGm� J ��� ��	'E � G C�C ��EF����Gm� J ��� ��	�����GH� P�J � � GH� P ��	�G P ^ M 	����LGm� J ��� ��	IE � G M � E J � P ��	 ξ��	���������	�����	?� P �R¬ G C 	�	y� � GH� E � 	z« C�J �LGm� J ��� � ����^���	���� J ��	���� G P ����	��8¬­��� O0P 	�� C 	�� ��Á � G P ^ M 	����LGm� J ������	
E � G M � E J � P ��	���	���������	��'��	�� P �R¬ G C 	�G��y���Z�y� P � J ��	�	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	���� � GH� �µ	�����	y�  #"�$'&)( � � g 
 �
� � P �<��	�E � K0P�J EF	 � J E JFC ����	��#^���� C 	½� P ��	 M �y� K �:��	8��	����#�3	z« J ������	�E%G�E P�MNJFn ��	8�?E%G�� P �R¬ G C 	�� P � P�J ��	 �¸ 	I����G#�HG J E�G MNJ ��	�� �y� J ��	�� C 	 O0P 	 � � P � ǫ < 0.01 d 0.02 � ξ ∝ √

ǫ # C ¬ � 
3^ P ��	 \ � j ���sE � G M � E J � P ��	
��	���������	�����	�� P �R¬ G C 	�	��R�?���H����	 η

&z��F � 	ED
	y���3��	'¬ G'0����s^���������GHEF	����3GH���,EF	 C GH����� P ��	 J ���R�LGH\ J E J ���

��²³¼�� \ � j d � M � E J � P ��	 M G « JFM GHEF	 ηmax
	���¬­��� C � J ������	�E � G C�C ��EF����Gm� J ��������� P�J ��	 ǫ � � P � P ��	C � P�CLK 	 ��� K0P�J EF	N� J E JFC ����	�# ρ = 934 f0^ � M −3 � σ = 20.1

M ��� M
−1 � η = 7.8

M ® G � j & ��� � � G J ����	 P �
3
MNM � J \�����	 ��
�# G & f = 60

] 1 � #­\ & f = 80
] 1 ��# C & f = 120

] 1 	y� #­� & f = 160
] 1 �cÁ 	��

� k:M \q��EF	�� � EF	 J ���D��	 � ������	�����	����½EF	�� ����� P E �LGm��� 	z« � ��� JFM 	����LG P « �0Á 	��8E J ^���	�� C ����� J � P 	��8��	 � ������	�����	����
EF	�� ����� P E �LGm���Z��	�E � GH�3GHE k ��	a��	 � 	��R� P ��\3Gm� J ���U�����:l E J ���#G J ��	N��	�E%G����y¬­����	�� C 	 � ��� 
 �DÁ 	��Z� k:M \q��EF	��C ��	 P «N�������8EF	��D����� P E �LGm��� ��	�E%GI� JFM P E%Gm� J ��� � P�M ��� JFO0P 	 ��Á 	�� � � J ��� J EFEF���<�3GH��� E%G 
3^ P ��	$# G & J ��� JFO0P 	
E%G ^�G MNM 	I��� 	�����	 P �?��	�E%G���	 CLK � JFO0P 	�	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 � l J ^ P ��	��,	z«:����G J ��	�����	�E%G ���y¬­����	�� C 	 � � g 
 �
K�k �����:� k �3G MNJFO0P 	 #³��� J � � GH� 	z«]	 M � EF	 � ��� 
 + \ 	y� + g & �8������� Gm����	������ C 	 O0P 	�E � G M � E J � P ��	���	
E � J ���R�LGH\ J E J ���?� P�J ��	 P ��	�EF� J � P � k � 	�


τ0
dξ

dt
= ǫξ − b|ξ|2ξ. # \ � g'\ &

Á G � ��	 MNJFn ��	 � GH�R� J 	���	�E � � O0P Gm� J ��� τ0
dξ
dt

= ǫξ
C ������	�� � �����s��E � � O0P Gm� J ��� � J D
����	���� J 	�EFEF	�E J ���#G J ��	���	

E%G C ��� J ����GH� C 	 ��	 E � J ���R�LGH\ J E J ��� 	y� −b|ξ|2ξ 	��R� P �µ��	�� M 	N�����:l E J ���#G J ��	ZE JFMNJ �LGH���'E � G M � E J � P ��	 ��	



� b ��� �������
	����

�������������	
�������

E � J ���R�LGH\ J E J ��� # b � ��� J � J ¬ &z� � EF����� ��	�� ����^ JFM 	'�R�LGm� J �����3G J ��	�E � G M � E J � P ��	���Gm� P ��	���E%G��HGHEF	 P �'


ξ =

√

ǫ

b
. # \ � g � &

Á � G C�C ����� O0P GH��� J �LGm� J ¬
	�������	 C 	y����	�EF� J 	y��EF	��8����� P E �LGm���8	z« � ��� JFM 	����LG P «N��� 	��R���HGHE%GH\�EF	 O0P 	�� P � P ��	
^�G MNM 	�E JFMNJ ����	 # ǫ < 2%

&z��® � P ����	���G C�C ��EF����Gm� J �����½� P � ��� J 	 P ��	�� � J Eq¬ G P � � ��	�������	'	�� C � M � ��	IEF	��
��������	���� P � ��� J 	 P ����	�� ǫ �3GH����E � � O0P Gm� J ��� # \ � g'\ &z�
¸ GH\q	 1 G  #" $'&)( � \on 
 �����½G P ��� J ���#GHE J ��� P ��	��y� P ��	I��	?E � �y����E P � J ���N��	�E � G M � E J � P ��	,��	���������	�����	

� P �R¬ G C 	?��� P ��	 C � P�CLK 	?��� 	#G P � J �R� J EFEF��	,G#��	 C ǫ
�:® � P � C 	�E%G � J EF�=����� P � J E J ��� P ��	 M �y� K �:��	 C G � G C�J � J ��	

� � P � M 	�� P ��	�� EF	 ��� � E%G C 	 M 	����a��	 E � J ����	��R¬ G C 	 ��¸ 	y����	��y� P ��	�G MNJ ��	����y� J ��	�� C 	 E � G ��� GH� J � J ���

��²³¼�� \ � � d j � 	 C ����	N��	Z¬­��� O0P 	�� C 	 � P ��� � E%G C 	 M 	�������	NE � J ����	��R¬ G C 	�� f = 40
] 1 � # G & G#�HGH����EF	

��	 P�J E � a = 34
M � � −2 # ǫ = −0.093

& � #­\ & G P ��	 P�J E a = 37.5
M � � −2 # ǫ ≃ 0

& � # C & 	y�ZG P ��	���� P �
� P ��	 P�J E a = 54.1

M � � −2 # ǫ = 0.44
& � #­� &

a = 62.1
M � � −2 # ǫ = 0.66

& ����E%GH��^ J ����	 M 	�������	�� � JFC � �
#­	 &

a = 68.2
M � � −2 # ǫ = 0.82

& 	y� #³¬ &
a = 74.3

M � � −2 # ǫ = 0.98
& �
����^ JFM 	 CLK GH�H� JFO0P 	 � l J ^ P ��	��

	z«:����G J ��	�����	 � \on 
 �
��	�� ��������	�� � P � ��� J 	 P ��� �3GH��� EF	N� � 	 C ����	���	N¬­��� O0P 	�� C 	���	�� ��� C�J EFE%Gm� J ��������	 E%G � P �R¬ G C 	 ξ(t) # C ¬ �


3^ P ��	 \ � � &z� j J �i� ǫ � 	y� J ���<��	 P E P � � JFC � f/2 	��R�Z� J � J \�EF	�� C ������	�� � �����3GH���N��E%G���� � ������	���� P � lK GH� M ��� JFO0P 	���EF����� O0P 	 ǫ G P ^ M 	�����	�������� J �'G ��� GH��G��F����	���	�� � JFC �IG P «�¬­��� O0P 	�� C 	�� nf/2 # G#��	 C n



� ��� ��� � � � � � � � ���'��� � g

	���� J 	�� &z�cª 	 � E P � �.E%GaE%GH��^�	 P �'��	�� � JFC ��G P ^ M 	�����	�# C ¬ � 
3^ P ��	 \ � �5# C & 	y� #­� & & � P � O0P � � C 	 O0P 	NEF	M �H� J ¬c��	���� J � � E P � � ��� J �:� JFO0P 	I	y�?��	y� J 	�����	 CLK GH�H� JFO0P 	 # 
3^ P ��	 \ � ��#³¬ & &z�

/���� � 	 �R.�4H��� 	 /1 1/ ��8�4'�+*��>.����>/e%-�!�(���'%-�>.�4'/ ��/��>. �>��%-4� 1�!*-,�� �>4
Á ����� O0P 	 ǫ ≥ 0.1 � J E<G ��� GH��G��F� P ��	 J ���R�LGH\ J E J ���'��	 C �����3G J ��	 � � j � \ � 
 
qEF	 M �H� J ¬=��	����y¬­��� M 	�	y��y����E P 	 �3GH���IEF	���	 M � �I��	 M GH� JFn ��	 O0P GH� J l � ��� J �:� JFO0P 	 �qÁ ����� O0P 	 (a − ac)/ac > 0.15 �qE%GN� P �R¬ G C 	� 	����N��� P � C GH��G C � n ��	����y��	�� MNJ � J �R��	�	y�8��	y� J 	���� CLK GH�H� JFO0P 	 � F ��
3� EF����� O0P 	 a 	��R��	�� C ����	�G P ^ M 	��������	��?^�� P ����	��,��������� ��	 C ����	��?��	�E%G � P �R¬ G C 	 � a � � a j 
 �

��²³¼�� \ � n d B ����E P � J ���N� P M �H� J ¬
EF����� O0P 	 a G P ^ M 	�����	 � � P � P ��	 C � P�CLK 	���	?^�E k:C ������Eq� T = 44◦
¸

� J \�����	N� f = 40
] 1 � # G &Iª ��\ P ����	�E � J ���R�LGH\ J E J ������E%G�� P �R¬ G C 	���� ����^�GH� J ��	 ǫ = 0.005 � #­\ & E J ^���	��� GH��GHEFE n EF	�� � ǫ = 0.029 � # C & G ��� GH� J � J ������	 E � J ���R�LGH\ J E J ������	 C �����3G J ��	�� ǫ = 0.098 � #­� & M �:� P E%Gm� J �����	 M � ����	�EFEF	���	ZE � J ���R�LGH\ J E J ������	 C �����3G J ��	�� ǫ = 0.103 � #­	 & G ��� GH� J � J ������	Z���y¬ G P ��� � ǫ = 0.144 � #³¬ &CLK GH����� � Gm� J �ml*��	 M � ����	�E � ǫ = 0.180

� l J ^ P ��	��½� J ����	��,��	 � � j 
 �
F � ����� P�M ����E � J ���R�LGH\ J E J ������	9l�GH��GH�3G k G��y�����y� P � J ��	���	�¬ G'0���� G ��� ���H¬­����� J 	��3GH���?EF	��D� P�J ��	��

� JFM � EF	���G P ��� J � J �3GH^�	�� P ��	 P�J E 	y� G P l ��	�E%�s��	 E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 �cª 	�� �y� P ��	���� K ����� JFO0P 	��
� ����� J ��	���� � ��� C�J ��� M 	�����E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	��<EF	 ��� M \���	a��� ������	a	y� EF	 M �H� J ¬,��	a� P �R¬ G C 	�G P
��� J � J �3GH^�	I��	 ac

� � P l ��	���� P �?��	 ac
��E � G P ^ M 	����LGm� J ���a��	�E � G M � E J � P ��	?��	���������	�����	�� P �R¬ G C 	�	y��E%G

����GH��� J � J ��� ��	����,EF	 CLK GH���,� � Gm� J �ml*��	 M � ����	�Eq�����,�y���'�y� P � J ��	��,�3GH���,� J D
����	������3� P�J ��	��½� JFM � EF	�� ��Á 	C � M � ���R��	 M 	�������	�� � P�J ��	���� JFM � EF	��½� J \���������	��R� JFC GHEF	 M 	����?	��R������� C�M G J ����	��3GH���?\ J 	�� C � M � � J � �ª GH���,E%G � P�J ��	��]E%G C � P�CLK 	���	 � P�J ��	I� JFM � EF	�	��R�?��	 M � E%G C ��	 � GH� P ��	 C � P�CLK 	���	 � P�J ��	 C � M � EF	z«]	 �
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Á 	 CLK G � J ����	 � ��� C ����	���� G M ��������� O0P 	��.��	 � P�J �'EF	�� � ��	 MNJFn ��	��I�y� P ��	�� � GH��l�GH��GH�3G k ����	 ��� n �
��� M \���	 P «7����G#�HG P «µ����� �y��� C ������G C �����Z� E � 	ED
	y� ��	���� J \���Gm� J ��������	��R� JFC GHEF	���� P � P ��	 C � P�CLK 	a��	
� P�J ��	I��	 �,����� J 	�� ��ª GH��� C 	 CLK G � J ����	��3G � � n �,��	'\���	y¬­�,��G ��� 	�EF�½� P ��EF	�� � P�J ��	�� C � M � EF	z«]	��,	y�,EF	 P �
� K ����EF��^ J 	������ P ����	 C 	���������� EF	�� � � J � C�J � G P «������ P E �LGm������\]��	�� P � � ��� C ����	 MNM 	������ P ��E � J ���R�LGH\ J E J ���
��	ml�GH��GH�3G k �3GH����� J ��	����D� P�J ��	�� C � M � EF	z«]	�� ��� � P ����	���������� O0P 	�EF	��½����G#�HG P « GH������� J 	 P ���?��	��������C ��� C 	������������ P ��EF	�� � ��E k:MNn ��	�� ��EF	���^���GH� P E%G J ��	��½��	 C �?	y� � E P �,��� C 	 MNM 	����?EF	���� P � � 	���� J ����� �

- �	� oqpZt.�i�N|s�s�8tcwy��p u�� � ����w�|�~�r��������sxy~��a~�r

� ��� P�J ��	 C � M � EF	z«]	I	��R� P ��� P�J ��	 � ���������3GH��� P ��	 MNJFC �����R��� P�C � P ��	�� C � 	��R�Rl � l � J ��	 P ��	'� CLK 	�EFEF	
��	��LG J EFEF	 C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	 C � M � � J ��	�	�������	ZE%GN�LG J EFEF	��3GH��� M �y��� JFO0P 	���	ZE%G M ��EF� C�P EF	�	y� C 	�EFEF	 M G lC ����� C � � JFO0P 	7� P ��� C�J � J 	���� O0P�J�C ����� J 	�����EF	T� P�J ��	 �?ª 	�¬ G J ���½E%G M G������ J ������	�� � P�J ��	�� P � J E J �����O0P �H� J � J 	�����	 M 	���������������	��m� P�J ��	�� C � M � EF	z«]	�� � �H� � gNb�
 �cÁ G MNJFC �����R��� P�C � P ��	 � 	 P � � ���f��	�� J ����	
E � ����^�GH� J ��Gm� J ���a��� ��EF� M 	�������	�������E P � J ��� # M ��EF� C�P EF	�����	���� J ��G C � J ��	���
3��G#������� �qE JFO0P�J ��	��HG J ����	�EFEF	'� PM ��EF� C�P EF	�� � ��E k:M ��� JFO0P 	���
 C GH� P � CLK � P�C & �½��	�E%G � ������	�� C 	���	 � GH�R� JFC�P EF	��N����E J ��	�� #­�3GH���aE � G J �s

��GH\�EF	���� P�C ��	��0	y� C � �3GH��� P � � P�J ��	,� P � � 	����3GH����
RfH	y� CLK0P � �:^�� P ��������� M � P �LGH����	��'E � GH� C�J 	�����	 & ��� P	�� C ����	½��	�E � � M P EF� J 
 C Gm� J ������	���	 P « E JFO0P�J ��	��<����� MNJ � C�J \�EF	�� # M G k �����3G J ��	�� � J �3G J ^���	y����	�� M � P ����	 &z�® GH��	z«]	 M � EF	��q�3GH����EF	 C GH����� P ��	 � M P EF� J �����3E%G��LG J EFEF	 C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	���	�E%G MNJFC �����R��� P�C � P ��	�	��R�
EF	'� J G MNn ����	I��	��?^�� P ����	�EF	y����	��,��� K0P�J EF	'	�� � P � � 	���� J �����3GH����E � 	#G P #³� k � JFO0P 	 M 	���� \ � \ ��� µ

M &z�
_I����� J �,����� C�O0P 	'EF	��3� P�J ��	�� C � M � EF	z«]	��,�������?� M � J � ������	������,�3GH���,E%G�� J 	'��	I��� P �,EF	�� ��� P ��� �Á � �y� P ��	���	�EF	 P ��� � ��� � � J �y�����,	��R�?����� C�JFM � ���R�LGH����	'G P ��� J \ J 	�� ��� P � � � J ���,��	'� P 	'¬­�����3G M 	����LGHEO0P 	8��� P � � � J ���c��	D� P 	 J ��� P �R��� J 	�E�	y� C � MNM 	�� C�J GHE ��ª GH���<E%G,� P�J ��	�� M�
�M 	D� J E � �y� P ��	 ��	�� � ��� � � J �y�����

�'E � � O0P�J E J \���	8��	��&� P�J ��	�� C � M � EF	z«]	�� C �����R� J � P 	½��� P � P � � GH����	,E%GI��	 CLK 	�� CLK 	�G C � P 	�EFEF	��H��� P �D��� P �C ��� C 	������������ P � JFO0P 	 M 	����?� P ��EF	 P ��� � ��� � � J �y�����,��� � C � P EF	 M 	���� �

� j
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� ��	a��	�� M �y� K �:��	���EF	�� � E P � C � P ��G MNM 	���� P � J E J ����	�� � � P �����y��	�� MNJ ��	���EF	�� � ��� � � J �y��������� P �

� P�J ��	 C � M � EF	z«]	�	��R��E%GN� K ����EF��^ J 	�� C � 	��R�Rl � l � J ��	��y� k:M ��EF��^ JFO0P 	 M 	�����E � �y� P ��	 ��	 E%G�¬ G'0���� ������� J E
��� � C � P EF	 �H® � P � C 	 ¬ G J ��	��f��� � E%G C 	 P ��	 C � P�CLK 	���	=� P�J ��	 	�������	���	 P « � E%G O0P 	�� � GH��GHEFE n EF	���	y� P ��	���	��
��	 P « � E%G O0P 	��?	��R� MNJ ��	'	�� M � P ��	 M 	���� � F � C � M � GH��GH���?E%G � J ��	�����	���	�E%G � E%G O0P 	 MNJ ��	'	�� M � P l
��	 M 	�����	y��E%GI¬­��� C 	�	z«]	�� C ��	�� P �8E%G � E%G O0P 	������aG C�C�n ��	���E%G'����� J �R�LGH� C 	?� P � P�J ��	�G P ��� � E%G C 	 M 	����
	y� ����� C � ��G � J � C ��� J ��� �iÁ G M 	�� P ��	 ��	 E%G�� J � C ��� J ��� 	��µ¬­��� C � J ���µ��	 E%G�¬­��� C 	 � P ��	 E%Gs� J ��	�����	
G ��� E JFO0P ��	�� E%G � GH��� J�M ��\ J EF	 C �����R� J � P 	�E � ��\ ��	y�Z��	�E%G�� K ����EF��^ J 	 � �����:l E J ���#G J ��	�� � � EF����� O0P � 	�EFEF	
��	��R��	 C �����R�LGH����	 �3GH��� P �x� P�J ��	s��	 �,����� J 	����DE%G � J � C ��� J ������� � 	����»¬­���R��	 M 	����N��	�� C ��������G J ����	��
G ��� E JFO0P ��	���� P � � P�J ��	 C � M � EF	z«]	s
 P ����	�E C � M � ���R��	 M 	����������:l ��	 �,����� J 	��µ����� P E ��	���	NE%G � ���zl
��	�� C 	 ��	�E%G MNJFC �����R��� P�C � P ��	 �������aE � ����^�GH� J ��Gm� J ��� 	��R�a� P � C 	 � � J \�EF	���� 
 ����	�¬­���R��	 M 	���� M �:� J 
3��	
� GH�8E � � C � P EF	 M 	���� #­�y� J ��	 M 	�����	y�½GHE J ^���	 M 	����8��	 M ��EF� C�P EF	��8��	 � ��E k:MNn ��	�� ��� P � C�J ��G J EFEF	 M 	���� � GH�
	z«]	 M � EF	 &z�Á � 	z« � ��� J 	�� C 	�E%G � E P �c� JFM � EF	=	��R� C �����R� J � P ��	 ��� P ��	 C � P�CLK 	���	&� P�J ��	 ��� � � G J ����	 P � e 	�������	8��	 P «� E%GH��� K ��� J21 �����LG P « � J ��
3� J ��	y� � GH��GHEFE n EF	�� � _I�����H��	 z E%GN� J ��	 C � J ������	��R� JFC GHEF	��qEF	 � E%GH� � P � ��� J 	 P �# z = e

& 	��R��	�� M � P ��	 M 	�������E%Ga� J ��	�����	 v(t) 	y��EF	 � E%GH� J �]¬­��� J 	 P � # z = 0
& 	��R� JFMNM ��\ J EF	 �qÁ GC ����� J � J ��� ��	,�����:l ^�E J ����	 M 	����DG P «Z\q�������=��� P �D� J � O0P 	,E%G�� J ��	�����	,� P � P�J ��	½	��R� � P EFEF	½	�� z = 0 	y��HG P � v(t) 	�� z = e

�#À E k G,GHEF��������	 P « M GH� JFn ��	�����	 ���#GHE J ��	�� P ��	D	z« � ��� J 	�� C 	 �mÁ G � ��	 MNJFn ��	 C ����� J �R��	
� JFM � ����	���E%GZ� J ��	�����	 v(t) 	y�'� M 	�� P ��	���E%GZ¬­��� C 	 � GH� P � J ������	�� P �R¬ G C 	 # G ��� 	�EF��	 C ��������G J ����	���	C�J ��G J EFEF	 M 	���� & σ(t) � ��� C 	�����G J ��	 � � P �D��\]��	�� J � C 	y����	,� J ��	�����	'
 C � 	��R� P ��	,	z« � ��� J 	�� C 	�� C�J ��G J EFEF	 M 	����JFM � ����� ��Á G'��	 C ������	 M �y� K �:��	 C ����� J �R��	?� JFM � ����	�� σ(t) 	y��� M 	�� P ��	�� E%G�� J ��	�����	 v(t) 
��������#GHE J ��	G J ��� J�P ��	 M 	�� P ��	�� C ��������G J ����	 JFM � ������	 �

� � /�� � ��,�8 �> ���)>/1� . �>. ,N 1/1.�8+�>/e%-�
_I� JFM � ����	 P ��	 � J ��	�����	 C �����R�LGH����	�# v(t) = v

& #­��	�� � 	 C � J ��	 M 	���� P ��	 C ��������G J ����	 C �����R�LGH����	
# σ(t) = σ

& & �0�'E%G � E%G O0P 	,� P � ��� J 	 P ��	���	y�8��� M 	�� P ��	�E%G�¬­��� C 	 � GH� P � J ���,��	�� P �R¬ G C 	 σ 	z«]	�� C ��	 � GH�EF	�� P�J ��	�� P �?E%G � E%G O0P 	 #­��	�� � 	 C � J ��	 M 	����IE%G � J ��	�����	 v ��	�E%G � E%G O0P 	 &z�qÁ 	 � � J � C�J � 	I¬­�����3G M 	����LGHE��	�E%G � k �3G MNJFO0P 	���������	 � � P � P � � P�J ��	 O0P 	�E C ��� O0P 	N

∇ · σ̄ = ρdtv, # � � \ &

��� σ̄ 	��R�?EF	I��	�����	 P �?��	�� C ��������G J ����	���	y� v EF	 CLK G M � ��	'� J ��	�����	��3GH����EF	 � P�J ��	 �® � P � P � � P�J ��	���	 �,����� J 	����3��� GZE%GZ��	�E%Gm� J ��� C �����R� J � P � J ��	�

σ = ηγ̇, # � � � &

��� σ = σ̄xz = σ̄zx
	��R��E%G C ��������G J ����	 G ��� E JFO0P ��	�G P � P�J ��	�� γ̇ 	��R�sEF	 �LG P « ��	 C�J ��G J EFEF	 M 	��������� 
3� J �<�3GH����E � 	z« � ��� J 	�� C 	a��	 � K ����EF��^ J 	���� C � J ��	aG P � GH��GH^���G � K 	 � ��� C ����	������ C � MNM 	 ∂zvx

	y� ηE%GW� J � C ��� J ��� ��Á 	��s��	 P « � O0P Gm� J ����� � ��� C ����	�����	���G MNn ��	������ � � P ����	 P « � E%G O0P 	�� � GH��GHEFE n EF	�� 	��
�
σ �����	�
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 � 	�� � � ��� ��� 
 ��� ��� �'����� � ����	 � ����� � � � n

����GH����E%Gm� J ���s� � J ��	�����	 v
C �����R�LGH����	��q��


σ(z) = σ = constante, # � � a &
v(z) = v

z

e
ex.

# � � b &
F �µ� K ����EF��^ J 	��
���7��� 
3� J ��E%Ga� J � C ��� J ��� η

J ����� � 	����3G MNM 	�������	���� P ��	�EF� J=C �����R� J � P � J ��	N� � GH�R� J �
��	�� M 	�� P ��	�����	 σ 	y� γ̇ � GH�,EF	'��G ��� ���R��


σ

γ̇
= η, # � � g &

��� η ��� � 	�����G � � J ��� J ��	 σ 	y�,��	 γ̇
��F �s	ED
	y��� � � P � P ��� P�J ��	 C � M � EF	z«]	��]E%G MNJFC �����R��� P�C � P ��	�	��R�

� P � C 	 � � J \�EF	 ��� 
 ����	 M �:� J 
3��	 � GH��EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	���� �.ª GH��� C 	��R�LG J ���m� P�J ��	�� # MNJFC 	�EFEF	��'^��#GH����	���	��
����^ JFM 	���	 MNJ l � J E P �6#­�y� P � J ��	�� � E P �½EF� J � & �0����E P � J ��������	 � ��E k:MNn ��	�� �]	y� C � & ��EF	��½��\ ��	y���½� P GH^�����^�Gm���C �����R� J � P GH����E%G MNJFC �����R��� P�C � P ��	 ��� GHE J ^���	����'�3GH���'EF	Z��	�������	ZE � � C � P EF	 M 	���� C 	 O0P�J � ��	����3GH� C 	N�
� JFMNJ � P 	�� E%G'����� J �R�LGH� C 	�� P � P�J ��	 �:Á G�� J � C ��� J ����� P � P�J ��	?� JFMNJ � P 	������ C EF����� O0P 	?EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	����
G P ^ M 	�����	µ
 C � 	��R��EF	 � K ����� MNn ��	���	�� K ���ml � P�J � J ��Gm� J ��� �D� � P �N��	���������� P � 	z«]	 M � EF	 C E%GH��� JFO0P 	
��	�� P�J ��	 � K ���i� P�J � J 
�GH��� ������G#��	����aE � �y� P ��	 ��	�� ����E P � J ��������	 MNJ l � J E P ��	�����	 MNJFC 	�EFEF	��Z^��#GH����	�� �F � ��	y�HGH� CLK 	�� � � P � ��� G P ����	�� � P�J ��	���#­� P � � 	���� J ��������	 C ��EFEF�ih*��	�� � MNJFC 	�EFEF	���^��#GH����	��Z	�� ����^ JFM 	
� J E P � 	y� C � & ��E%G MNJFC �����R��� P�C � P ��	���	 ���#GH����GH��^�	 � � P �N����� J �R��	����µE � � C � P EF	 M 	���� �8Á G7� J � C ��� J ����� P
� P�J ��	 G P ^ M 	�����	 G#��	 C EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	���� �

C � 	��R��EF	 � K ����� MNn ��	 ��	 � K ���ml � � G J ��� J ����	 M 	���� #³��� J � � GH�
	z«]	 M � EF	 E%G 
3^ P ��	�� � \ � J ����	 ��	 E%G ���y¬­����	�� C 	 � \R\ 
 &z��Á 	��'� P � � 	���� J �����'��� G MNJ ����� � P ��	 M GNh 1 	��3G
�������?��	��?	z«]	 M � EF	�����	'��	�EF�3� P�J ��	�� P � J E J �����½�3GH����E%G � J 	 O0P �H� J � J 	�����	 �

��²³¼��H� � \ d ! J � C ��� J ��� ��� P ��	8� P � � 	���� J ������	 � GH�R� JFC�P EF	��c��	 H J _ ¸ E;# G & 	���¬­��� C � J ������	8E%G C ��������G J ����	
	y�$#­\ & 	���¬­��� C � J ���a� P�C�J ��G J EFEF	 M 	������0	���� CLK 	�EFEF	��,EF��^�GH� J � K�MNJFO0P 	�� �:¸ K G O0P 	�� k:M \q��EF	 C ������	�� � �����
� P ��	�¬­��G C � J ���s����E P�MNJFO0P 	�� J D
����	�����	�	�� � GH�R� JFC�P EF	�� � • 
 11.5% � ◦ 
 16.5% � � J G M GH����� � EF	 J ����

17.5% � ♦ 
 19% �

C GH������� � EF	 J ���'
 21% � �

 22.5%

� l J ^ P ��	'	z«:����G J ��	'��	�E%G ���y¬­����	�� C 	 � \R\	
 �
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F �7� K ����EF��^ J 	�E J ���#G J ��	��q��� JFM � ����	 ��	 � 	y� J ��	��'���y¬­��� M Gm� J �����IG P � P�J ��	 � J G P � C�J ��G J EFEF	 M 	����

��� C�J EFE%GH��� γ̇(t) = γ̇ cos(ωt) #­��	�� � 	 C � J ��	 M 	���� P ��	 C ��������G J ����	a��� C�J EFE%GH����	 σ(t) = σ cos(ωt)
& 	y�



a � ��� � � � � ��� � ��
 � �
	������'	 �

��� M 	�� P ��	NE%G���� � ������	N� P � P�J ��	 �c® � P � P � � P�J ��	���	 �,����� J 	����cE%Ga¬­��� C 	N��	Z¬­� JFC � J �����y�LGH��� � ���ml
� ���R� J ������	�EFEF	N� E%Gs� J ��	�����	��i���W��� Gm����	���� � P ��	a��� � ������	a	�� � K GH��	�G#��	 C E � 	z« C�J �LGm� J ��� JFM � ������	 

σ(t) ∝ γ̇(t)

�iª 	 � E P � � η = σ/γ̇ ��	 ��� � 	���� � GH� ��	aE%Gs¬­��� O0P 	�� C 	 ω
� � PUC ��������G J ��	�� � � P � P �

����E J ��	���E%GH�R� JFO0P 	��c���µ��� Gm����	����U� P ��	 ��� � ������	 	��µ��� � K GH��GH^�	 ��	 π/2 � σ(t) ∝ ∂γ̇
∂t

��F �µ	ED
	y���<E%G
��� � ������	 ��� P �µ����E J ��	Z��E%GH�R� JFO0P 	N	��R� � ��� � ���R� J ������	�EFEF	Z� E%G����y¬­��� M Gm� J ���A# J � 	 � �sE � J ������^���GHEF	 γ � P�LG P «s��	 C�J ��G J EFEF	 M 	������:� P 	�� C ����	 � � P �,��	�� � 	��R� P ��\3Gm� J ������� J � P ���ih*�3GHEF	�� �3�Z��G������ J ����	 &z�ª 	�¬ G'0����U^���������GHEF	��=�3GH��� P ��� P�J ��	 C � M � EF	z«]	��=E%G����y¬­��� M Gm� J ���W��	�E%G MNJFC �����R��� P�C � P ��	a	��R�P ��	����y¬­��� M Gm� J ������E%GH�R� JFO0P 	�� M G J � C 	y����	����y¬­��� M Gm� J ������� G C�C � M � GH^���	���	����#GH����GH��^�	 M 	������ J �����zl
��	���� J \�EF	�� O0P�J ��������	�����E J 	 P � P ��	N��� � ������	���	�� k � 	Z� J � O0P 	 P «µ	�� � K GH��	 G#��	 C E � 	z« C�J �LGm� J ��� ��Á G
��� � ������	½��� P � � P�J ��	 C � M � EF	z«]	½� P ��	½	z« C�J �LGm� J ��� � J � P ���ih*�3GHEF	 � 	 P �D����� C ��	½��� C � M � ����	��=	��Z��	 P «
��	�� M 	�� � P ����	�� M 	���E%GH�R� JFO0P 	�	�� ��� � K GH��GH^�	 ��	 π/2 � GH�?��G ��� ���R�I� E � 	z« C�J �LGm� J ��� C ������	�� � �����3GH���� P ��	���� � ������	Z��	Z� k � 	Z����E J ��	 	y� P ����	�� M 	 	�� � K GH��	�G#��	 C E � 	z« C�J �LGm� J ��� C ������	�� � �����3GH����� P ��	
��� � ������	���	'� k � 	�E JFO0P�J ��	 � = �LG P «���	 C�J ��G J EFEF	 M 	���� JFM � ������	 # γ̇(t) = γ̇ cos ωt

& �]E%G C ��������G J ����	'��	C�J ��G J EFEF	 M 	����½	��R�?E%G ��� MNM 	'��	���	 P «s��	�� M 	���

σ(t) = σ′′ cos ωt − σ′ sin ωt. # � � � &

_I� � 	 P �?GHEF�����,��� 
3� J �,��	 P «s� J � C ��� J ����� C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	���


η′ =
σ′

γ̇
, # � � j &

η′′ =
σ′′

γ̇
. # � � � &

ª 	 C 	��s��	 P « �HGHEF	 P ��� �½��������� P�J ��EF	 M �:� P EF	���	 C�J ��G J EFEF	 M 	���� G′ = −ωη′ 	y�sEF	 M �:� P EF	 ��	
� 	��R��	 G′′ = ωη′′

� _I� ��	 � ������	�����	 C � P ��G MNM 	�����E%G���� � ������	�E J ���#G J ��	'��� P ��� P�J ��	�	�������G'0#GH����� P �P � M�
�M 	a^���G � K�JFO0P 	 G′(ω) 	y� G′′(ω)
� F � 	ED
	y��� C 	y����	s��	 � ������	����LGm� J ��� � 	�� M 	y����	�� J � P GHE J ��	��

��G � J ��	 M 	����?EF	 C � M � ���R��	 M 	����?� P � P�J ��	 �qÁ ����� O0P 	 G′′ < G′ ��EF	 � P�J ��	�G P � C � M � ���R��	 M 	����?��	
� k � 	�����E J ��	'	y�?EF����� O0P 	 G′′ > G′ EF	 � P�J ��	�G P � C � M � ���R��	 M 	�������	'� k � 	�E JFO0P�J ��	 �Á 	��?���H�LGm� J ����� C � M � EF	z«]	�����������	���� P ��	�G P ����	'���H�LGm� J ��� � ����� J \�EF	Z


σ(t) = σei(ωt+φ), # � � n &
γ̇(t) = γ̇eiωt, # � � \ � &

φ = arctan
σ′

σ′′
. # � � \R\ &

_I� ��� 
3� J �?GHEF�����½E%G � J � C ��� J ��� C � M � EF	z«]	 η∗(ω) � GH��


η∗(ω) =
σ(t)

γ̇(t)
=

σ

γ̇
eiφ. # � � \ � &

_I� ��	y����� P ��	'¬ G C�J EF	 M 	����,EF	 M �:� P EF	I��	 C�J ��G J EFEF	 M 	����½	y�?EF	 M �:� P EF	I��	 � 	��R��	�

G′(ω) = −ωℑ(η∗(ω)) = −ω

σ

γ̇
sin φ, # � � \ a &

G′′(ω) = ωℜ(η∗(ω)) = ω
σ

γ̇
cos φ. # � � \cb &



� � � � � ��� � ��� 	�� �+����� ���+� ��� �+����� ��������� � ��� ��� �����+����� ���+� ��� 	�� � ��� ��	 �	� 	 �	��� �
� � � ����	��

Á G C �����3G J ����GH� C 	s��	 η(σ, γ̇) � GH�ZE%G � K ����EF��^ J 	 �����:l E J ���#G J ��	N	y�N��	 η∗(ω) � GH�ZE%G � K ����EF��^ J 	E J ���#G J ��	���������	Z����� C ��	�� J �]¬­��� M Gm� J ������� P �IEF	 C � M � ���R��	 M 	����I��� P � � P�J ��	 C � M � EF	z«]	Z� ^���GH����	
	y��� � 	y� J ��	 ���y¬­��� M Gm� J ��� �<ª GH���ZE%G � P�J ��	��i��� P � M ������������� O0P � J E�	��R� � ����� J \�EF	 ��	a��	 M ������	��ZG PC � M � ���R��	 M 	�������� P � � P�J ��	 C � M � EF	z«]	�EF�����½��� P ��	�	z« � ��� J 	�� C 	���� J ���R�LGH\ J E J ������	ml�GH��GH�3G k �

- �.- � u�x��½��x |�~�r�t<u�vswyxywztc{ xyw�p�{�u�wz�i~ �����a� x�� w�psr�t<u�vswyxywztc{ |�~��au �
�=u�|su�� |su�psr �sp ����w�|�~¹�������sxy~��a~

� � � � / ��*(*(8+ 18�%-����/��>.
�(�x. �=: 	�%-�!� " �>.���� *y%-/ ��/1032��+4
F � \onRnRn � j � � P�M GH� G � ��� � ����� � g'\	
 O0P 	 EF	 C � M � ���R��	 M 	���� ��� P ��� P�J ��	 C � M � EF	z«]	 �3GH���

E � 	z« � ��� J 	�� C 	���� J ���R�LGH\ J E J ���I��	ml�GH��GH�3G k � 	 P � 
 ����	������ P�J �?��	�� M 	�� P ��	��?��	�� K ����EF��^ J 	IE J ���#G J ��	I	��
��	 M � E%G'0#GH���c� JFM � EF	 M 	����c�3GH���<E � � O0P Gm� J ��� # \ � a n & η � GH� η∗(nω+α)

�fÁ � K�k � �H� K�n ��	½��	8\3GH��	8	��R� O0P 	
E � G M � E J � P ��	���	��?���y¬­��� M Gm� J �����,G P ��� J � J �3GH^�	'� P ��	 P�J E.��	��R��	�� P�� ��G MNM 	����?¬ G J \�EF	 � � P � � � P ��� J �
G ��� E JFO0P 	�� E%G'� K ����EF��^ J 	,E J ���#G J ��	 � _I� � ��	����aG J ��� J 	�� C � M � ��	�E%G���� � 	����3GH� C 	�	�� ω ��	�E%G'��� � ������	��� P ��� P�J ��	 C � M � EF	z«]	�� P ��	�	z« C�J �LGm� J ���s��� C�J EFE%GH����	 � j � � P�M GH��G G J ��� J.C GHE C�P EF��E%GZ��� � ������	���� P �
� P�J ��	'��	 � G «���	�EFE�# η∗ = η0

1+iτω
+ ηS

�:��� J � + b � � � � GH^�	 j a & G ��	��,� J \���Gm� J ��������	��R� JFC GHEF	��,	y�?G MNJ �
	��µ�y� J ��	�� C 	 E%G � ������	�� C 	 � ����� J \�EF	���� P ��	N��� � ������	 K GH� M ��� JFO0P 	Z��	NE%Gs� P �R¬ G C 	 �<� � P ����	y��	��������
� E P �'EF� J � � P � C 	 � K ����� MNn ��	NG P + � � a]� \ � � GH^�	 a b �.ª 	 � E P � ����� P � M ������������� C�J l ��	������ P � O0P 	�EF	C GHE C�P Ec��	��R�LGH\ J E J ���'E J ���#G J ��	 � 	 P �Rl 
 ����	 P � J E J ��	�� � � P �?���y��	�� MNJ ��	���� P�M ��� JFO0P 	 M 	�����E%GZ� J ��	�����	�� P
� P�J ��	'�3GH���?EF	I����E P�M 	 �

� � � � � � ,��=: 6 ��� �7/ ���+4'4'�
Á 	 C GHE C�P E<� P�M ��� JFO0P 	 � ��� � ����� � GH� j � � P�M GH� � g'\	
 ��������	 ac

	y� kc

M G J ��G P ��� J E � G M � E J � P ��	
ξn
� PaM �:��	?� nωt ��	 ξ

� F � 	ED
	y� � � P � P ��	?¬­��� O0P 	�� C 	 ω ����������	��:���N��\]� J 	���������� ��	 P EF	 M 	�����E%G�HGHEF	 P � � ��� � ��	 #­��^�GHEF	 � E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 & M G J �?G P ��� J EF	���	 C ��	 P � � ��� � ��	 C ������	�� � �����3GH��� �¸ 	½��	 C ��	 P � � ��� � ��	,	��R� ��^�GHE�� ξn
� P ��	 C �����R�LGH����	 M P E � J � E JFC Gm� J ��	 � � n � O0P�J ��� 	��R� � GH�D���y��	�� MNJ ����	

� P�M ��� JFO0P 	 M 	���� �+F �7	ED
	y��E � GH�3GHE k ��	Z��	Z�R�LGH\ J E J ����E J ���#G J ��	���	Z��������	NG C�C�n � O0P � �sE%G � ��� � ���R� J ���
��	�E%Gm� J ��	I��	�� C � M � ����GH����	��,��	'E%G����y¬­��� M Gm� J ��� 	y�������s� EF	 P ���HGHEF	 P �,GH\�����E P 	 ��ª 	 � E P � �]EF	 C GHE C�P E
��	 j � � P�M GH�½��������	 � � P ��E%G C � M � ����GH����	'��	��R� JFC GHEF	'��	�E%G�� J ��	�����	�E � 	z« � ��	���� J ���7


wn(z) = a1e
kz + a2e

−kz + a3e
qnz + a4e

−qnz, # � � \Xg &

���sEF	�� C � M � ����GH����	�� ai
# i = 1..4

& ��� � 	�����	����I��	 n 	y�

q2
n = k2 + ρ

µ + i(α + nω)

η∗(α + nω)
. # � � \ � &



a � ��� � � � � ��� � ��
 � �
	������'	 �

Á � � O0P Gm� J ���A# � � \ � & ��� 	��R� O0P � P ��	N^���������GHE J ��Gm� J ��� ��	�E � � O0P Gm� J ���A# \ � a n & # � GH^�	 \Xj & G P�C GH����� P ��	
� J � C ��� J ��� C � M � EF	z«]	 � _I�s��G ��� 	�EFEF	'	���
3� EF	�� C ����� J � J ������G P «sE JFMNJ ��	���


w(−h) = 0, # � � \Xj &
∂zw(−h) = 0, # � � \ � &

(∂zz + k2)w = 0, # � � \on &
∂tξ − w|z=0 = 0. # � � �H� &

F � J ��	���� J 
�GH����EF	��½��	�� M 	�����	 M�
�M 	I¬­��� O0P 	�� C 	��q��������� P ��	 � � P � ωn



wn(−h) = 0, # � � � \ &
∂zwn(−h) = 0, # � � ��� &

(∂zz + k2)wn = 0, # � � � a &
∂tξn − wn|z=0 = 0. # � � � b &

¸ � MNM 	 EF	 C GHE C�P E���	 j � � P�M GH�N��������	 k = kc
	y� ξn

�8��� � 	 P ��GHEF�����N������� P ����	 C 	 � k �R� n�M 	
��� � O0P Gm� J ����� # � � \Xg �c� � � \ �.� � ��� �c� � � a �.� � � b & � � P � P �7	���� J 	�� n ��������� �cÁ Ga��������E P � J �����
	ED
	 C � P ��	
^���� C 	�G P EF��^ JFC�J 	�E � G � EF	�� C ����� P�J �?��

a1 = bn

(

(e2hkc − 1)k3
c + (1 + e2hqn − 4ehkc+hqn)k2

cqn + (e2hqn − 1)kcq
2
n + (1 + e2hqn)q3

n

)

,

a2 = bnehkc
(

4ehqnk2
cqn + ehkc+2hqn(k3

c − k2
cqn + kcq

2
n − q3

n) − ehkc(k3
c + k2

cqn + kcq
2
n + q3

n)
)

,

a3 = 2bnkc

(

(e2hkc+1 − ehkc+hqn)k2
c + (e2hkc − 1)kcqn − ehkc+hqnq2

n

)

, # � � � g &
a4 = −2bnehqnkc

(

e2hkc+hqnkc(kc − qn) + ehqnkc(kc + qn) − ehkc(k2
c + q2

n)
)

,

bn = −η∗(α + nω)ξn

ρ

1

(1 + e2hkc)(−1 + e2hqn)kc − (−1 + e2hkc)(1 + e2hqn)qn
.

F ����	 � ��	��3GH���iE%G½��� 
3� J � J ���'��	 wn
����������	 � GH�.E � � O0P Gm� J ��� # \ � a g & �#��� � 	 P �<��	y����� P ��	��<E � 	z« � ��	���� J ���

��	ZE%G�� J ��	�����	��3GH���IE%G � J ��	 C � J ��� z
�.® � P �I����� P ��	��IEF	��'G P ����	�� C � M � ����GH����	��'� P ��	 C ��	 P �'� J ��	�����	��

��� P � J E J ��	ZE%G C ����� J � J ���7��� J � C � M � ��	���� J \ J E J ��� ∇ · u = 0
�<� � P �����y�LG J EFEF����� C�J l ��	������ P ������� J � C GH�

� GH�R� JFC�P E J 	���� �
49WYs S>C{tQO � �YvXM��7E'O�}QWYOQSUE's IQW-KXWYu|u�2'u$E's 


_I����	 � E%G C 	 �3GH���cEF	 C GH�c����EF	 M �H� J ¬:	��R� C �����R� J � P � ��	8\3GH����	�� � 	�� � 	���� JFC�P E%G J ��	��c�,E%G,� J ��	 C � J ���
x
� � EF����� �3	���� P ��� ����GH����EF	�� k �R� n�M 	 J ���HGH� J GH��� � GH� P ��	�����GH����E%Gm� J ���s��	�EF��� y ��� G u.ey = 0

� F �
���H�LGH��� u = (u, v, w) �]E%G C ����� J � J ������� J � C � M � ��	���� J \ J E J ������	������ P�J �?��


∇ · u = ∂zw sin(kcx) + ∂xu = 0. # � � �H� &
j � J ���

u =
∂zw

kc
cos(kcx). # � � � j &

¸ � MNM 	 w 	��R� C ����� P ^���� C 	'G P «�E � � O0P Gm� J �����'# � � \Xg & 	y� # � � � g & �:���s	�������� P�J � u
� _I� � 	 P �?G P ��� J

����� P ��	��8EF	 CLK G M � ��	�� J ��	�����	 � � P �8��	�� M �H� J ¬­� � E P � C � M � E JFO0P ��� 	�� EF	�� ��� C � M � ����GH����	�� ��� MNM 	
��	 M �H� J ¬­�½E J ���#G J ��	�� �



� �
����� � ��� � � �������2� � � �2�2
��#���2	�� � � � aRa

49WYs S>C{tQO � �YvXM��DPRW-KXKXJ 
® � P � P � M �H� J ¬ C GH��������E%G � J ��	�����	���	�EF��� z 	��R�?��	�E%G ¬­��� M 	

w(x, y, z, t) = w(z, t) cos(kxx) cos(kyy) =
w(z, t)

2
(cos(kxx + kyy) + cos(kxx − kyy)) .

# � � �H� &
_I� G������ C�P ��	 ��� MNM 	s��	���	 P « M �H� J ¬­�ZE J ���#G J ��	��Z��	 M�
�M 	s��� M \���	 ��� ������	 C � J � JFO0P 	 kc =
√

k2
x + k2

y
�½����� C ��	 M�
�M 	�� J ��	�����	���	��R� JFC GHEF	 w

�½ª GH���sEF	 C GH����	���� P ��	7GH�3GHE k ��	���	��R�LGH\ J E J ���
E J ���#G J ��	�� J E'� P�� � 	���� P�J ��	7��	�����G J ��	�� CLK G O0P 	 M �H� J ¬�E J ���#G J ��	 ��� � GH��� M 	���� 	y� ��	µ��� MNM 	���EF	��
� J ��	�����	���G J ��� J ����� P ����	�� �

u(x, y, z, t) = w(z, t) cos(kxx) cos(kyy)ez − # � � � n &
∂zw(z,t)

kc

(

kx

kc
sin(kxx) cos(kyy)

)

ex − ∂zw(z,t)
kc

(

ky

kc
sin(kyy) cos(kxx)

)

ey.

49WYs S>C{tQO
� �[Kov PR�yO���OUE'� E'Oyv SUWYOQs tQOUETSQM$KXE'PivXM$�yO 
j J ����� P ��� ����	 O0P 	 E%G C � P�CLK 	8��	&� P�J ��	D	��R�<�3GH��� P ��	 C 	�EFE P EF	D�½¬­���R�.��G ��� ���R�c��� GH� � 	 C ��# L ≫ l
& �

EF	��,������	�����	'� P �R¬ G C 	'�������?��	 � ��� J � J ������	�� � 	�� � 	���� JFC�P E%G J ��	 M 	������ E%G ^���GH����	'� JFM 	���� J ��� L
O0P 	

��� P �I���H������� x
��Á G � J ��	 C � J ������	 E%G � 	y� J ��	�� JFM 	���� J ��� l 	��R�'���H����	 y

�
ª 	 � E P � �q	z« � ��� JFM 	����LGHEF	zlM 	�������EF	 M ��� J � O0P 	Z	��R����� P ��	���� G C�C ��� CLK ��G P \q��������	ZE%G C 	�EFE P EF	 # C ¬ � + a]� \ � \ � � GH^�	 b a & � C 	 O0P�JJFM � ����	IEF	��,����� J � C � M � ����GH����	���	 v � P EFEF	��'

u(y = l, 0) = v(y = l, 0) = w(y = l, 0) = 0 # � � a � &

ξ(y = l, 0) = 0. # � � a \ &
Á 	�� C ����� J � J ������G P «sE JFMNJ ��	�� C�J l ��	���� P � JFM � ����	�����


ky =
nπ

l
, # � � a � &

v = 0, # � � aRa &
u ∝ sin (kyy) , w ∝ sin (kyy) # � � a b &

kx =
√

k2
c − k2

y.
# � � a g &

Á 	��?� O0P Gm� J ����� � ��� C ����	�����	�� C ����� P�J ��	����'G P «s	z« � ��	���� J ��������	�� C � M � ����GH����	��?��	�E%G � J ��	�����	���	�EF���
z 	y�?��	�EF��� x 


w(x, y, z, t) = w(z, t) sin(kxx) sin(kyy), # � � a � &
u(x, y, z, t) =

∂zw(z, t)

kx

cos(kxx) sin(kyy). # � � a j &
� � P � P � J E J ��	��������½E � � O0P Gm� J ��� # � � a j & �3GH����E%GZ� P�J ��	 � � P � J ����	�� � ���y��	��?������	z« � ��� J 	�� C 	���	�� C 	�EFE P EF	
��	 C �LGH��^ P E%G J ��	 # C ¬ � + a]� a � � GH^�	�� n &z�� � P ��G#�������'����� CZM ��������� O0P � � P ��	 C �����R�LGH����	 M P E � J � E JFC Gm� J ��	 � � n � � J E<	��R� � ����� J \�EF	���	Z���zl
��	�� MNJ ��	���EF	 CLK G M � ��	�� J ��	�����	 � � P � P ��	 C � P�CLK 	���	m� P�J ��	 C � M � EF	z«]	�� J \�����	���	��R� JFC GHEF	 M 	����IG P
��� J � J �3GH^�	 JFMNM ��� J Gm��� P ��	 P�J E �



a b ��� � � � � ��� � ��
 � �
	������'	 �

- ��� � {�rc��xzt<u't<r ~��a��{½�iw���~�pZt<u�� �
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� ��	���	��'¬ G MNJ EFEF	��?��	 � P�J ��	�� C � M � EF	z«]	�����������EF	 C � M � ���R��	 M 	����'�3GH����E � 	z« � ��� J 	�� C 	���	 l�G l
��GH�3G k Gµ�y����EF	 � E P � �y� P � J � 	��R��E%G7¬ G MNJ EFEF	���	�������E P � J �����N��	 � ��E k:MNn ��	��a�3GH���aEF	�����^ JFM 	 � J l
E P � �q¸ 	��D� P�J ��	�� � ������	�����	���� P ��	�� K ����EF��^ J 	'	�����	���� J 	�EFEF	 M 	����D� P�J ��	�G#��	 C � 	 P ��	�� J � C �:��E%GH�R� JFC�J �����
G′ ∝ G′′ − ηSω ∝ ω0.5 # ηS

� J � C ��� J ���N� P ����E �HGH��� &z�cª 	�� �y� P ��	���� K ����� JFO0P 	�� � � j � g'\	
 ����� � ���zl
� J � O0P 	�E%GN� J � C �:��E%GH�R� JFC�J ������	 C 	��'����E P � J ����� JFM � ����	 P ��	Z��� � ������	 K GH� M ��� JFO0P 	���	ZE%G � P �R¬ G C 	��
\3GH����	,¬­��� O0P 	�� C 	��]GHEF����� O0P 	�� � � P � P � � P�J ��	,� JFM � EF	��HE%GI��� � ������	���	�E%GI� P �R¬ G C 	�	��R� ��� P ��� P ��� ��� P � lK GH� M ��� JFO0P 	 ��¸ 	y����	���� � ������	���� P � l K GH� M ��� JFO0P 	�G7�y��� MNJ ��	s	�� �y� J ��	�� C 	 	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	����
� GH� �WGH^���	��  #"�$'&)( � � a 
 � � P � P ��	�����E P � J ��� ��	 MNJ l � J E P ��	���	 1.5 �,� % ��� G C�J ��	 � ��E k G C � k E%G MNJ ��	zlC �ml G C � k E JFC # ® ��� & � J E P �I�3GH��� P � M ��E%GH��^�	 60 : 40 ��	�^�E k:C ������E d:	#G P #³��� J ��
3^ P ��	�� � � &z�

��²³¼��c� � � d � C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	������ M GHE J ����	 � GH�IE%GN^���G#� J ��� ac/g
	y�'��� M \���	���� ������	 C � J � JFO0P 	

	�� ¬­��� C � J ��� ��	�E%G'¬­��� O0P 	�� C 	I��� 	z« C�J �LGm� J ��� f
�:Á 	�� C 	�� C EF	�� � EF	 J ����#­��	�� � 	 C � J ��	 M 	���� C GH������� � EF	 J ��� &

������� EF	��a����� P E �LGm���s	z« � ��� JFM 	����LG P « � � P ��EF	������ � ������	�� K GH� M ��� JFO0P 	�� # f < 40
] 1 & 	y� ��� P � lK GH� M ��� JFO0P 	�� # f > 40

] 1 & ��	NE%G�����E P � J ������	 � ��E k:MNn ��	 �cÁ GsE J ^���	 C ����� J � P 	 #­��	�� � 	 C � J ��	 M 	����
E J ^���	�� J � C ����� J � P 	 & ��	 � ������	�����	 EF	�������� P E �LGm���?� P�M ��� JFO0P 	�� C ������	�� � �����3GH������� J �����?��	�E%GN� K ����EF��^ J 	
E J ���#G J ��	 η∗(ω)

�3Á 	��?� J G M GH�����,	y�?E%GZE J ^���	I	�� � � J ��� J EFEF��� M ��������	����?EF	��,����� P E �LGm����	z« � ��� JFM 	����LG P «
	y��� P�M ��� JFO0P 	�� � � P ��EF	�����E �HGH��� # M ��E%GH��^�	Z	#G P d:^�E k:C ������E 40 : 60

&z�cÁ Gs��� � ������	 � P ����E �HGH����	��R�
��� P ��� P ������� P � l K GH� M ��� JFO0P 	'�3GH����E%G ^�G MNM 	I��	'¬­��� O0P 	�� C 	����y� P � J ��	 �
ª 	 � E P � �H£?G k �3GHE  #" $'&)( � j � 
 ����� M ��������� O0P 	½EF	8��� M \���	���� ������	 C � J � JFO0P 	���	��=����E P � J �����c��	 � �ml

E k:MNn ��	��i�3GH���DEF	�����^ JFM 	8� J E P ��#³��� P � C � MNM 	 C 	�E P�J ��	��~� P�J ��	��=� JFM � EF	�� & 	��R� � ��� CLK 	½��	½E%G���	�E%Gm� J ���
��	N� J � � 	���� J ��� # \ � n & 	y� O0P 	 E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	�	��R��\ J 	��µ��� C � J ��	 � GH��EF	 C GHE C�P E � P�M ��� JFO0P 	
� ��� � ����� � GH� j � � P�M GH� � g'\	
 �<F ��
3��� �WGH��^  #"%$'&)( � � b�
 ����� MNJ �½	�� �y� J ��	�� C 	�E � JFM � ���R�LGH� C 	���	'E%G
� ������	�� C 	N��	 ��	���� J ��G C � J ¬­��� P ��	 � ��E k:MNn ��	��'�aE%G � P �R¬ G C 	�EF����� O0P 	 C 	�EFEF	zl C�J 	��R�������R�LGH\ J E J ����	 �.¸ 	y�
	ED
	y� G��y��� � � J �Z	�� C � M � ��	s� P�M ��� JFO0P 	 M 	���� � GH�*� P�M GH�  #" $'&)( � g � 
 � Á 	 C � M � ���R��	 M 	�������	��
����E P � J �����8��	 � ��E k:MNn ��	���� J D n ��	������ C ��	 C 	�E P�J ��	��3� P�J ��	��½� JFM � EF	�� �:� C G P ��	'��	�EF	 P ��� � ��� � � J �y�����
� J � C �:��E%GH�R� JFO0P 	�� M G J �iG P ��� J � C G P ��	½��	½E%G � ������	�� C 	,��	 � ��E k:MNn ��	½��E%G?� P �R¬ G C 	 � � ��	,G P ����	�¬ G MNJ EFEF	



��� � � � � ��� � �������
	���	 �

 � ��� � a g

��	�� P�J ��	�� C � M � EF	z«]	��½�������,EF	 C � M � ���R��	 M 	����½��� P �,��� C�J EFE%Gm� J �����8G��y���I��� n �½�y� P � J �I	��R��E%G�¬ G MNJ EFEF	
��	�� M Gm����� J G P «a^���GH� P E%G J ��	�� �

� � 	 � � ( ����8�%-/1�>2D5 )&%-�>.32� 1�>/e%-�+4
Á 	�� M Gm����� J G P « ^���GH� P E%G J ��	�� C �����R� J � P 	���� P � G P ����	�� k � 	'��	 � P�J ��	 C � M � EF	z«]	I��� P ��	����?�y� P � J �

�3GH����E � 	z« � ��� J 	�� C 	���� J ���R�LGH\ J E J ��� ��	 l�GH��GH�3G k �+F �µ	ED
	y���cEF	�� M Gm����� J G P «�^���GH� P E%G J ��	��I� J \������'��	�� l
� JFC GHEF	 M 	���� � ������	�����	���� P � ^���GH���U��� M \���	���	 C � M � ���R��	 M 	������ J ��������	�����GH����� O0P 	s��� P �ZE J �R�������C�J l ��	������ P �6# M�
�M 	'��� J E���	�������� � GH��E J �'��E � J ���R�LGH\ J E J ���?��	ml�GH��GH�3G k � ��� � ��	 M 	����?� J ��	 &z�

d Á G���	���� J ����#³��� J � 
3^ P ��	½� � a & ��� P ��	 C � P�CLK 	���	8^���G J ���.� J \�����	 ��	��R� JFC GHEF	 M 	����iG P ^ M 	�����	8G#��	 C
EF	N��	 M � � �D¸ 	 � K ����� MNn ��	���	 C � M � G C � J ���WG����H�LG MNM 	���� �y���a�y� P � J � � GH� � � �½Gif�� j'\ 
 

EF����� O0P � P ��	 C � P�CLK 	���	'^���G J � � 	 PsC � M � G C ����	'	��R�,� J \�����	I��	��R� JFC GHEF	 M 	������]	�EFEF	I��	 C � M � G C ��	
	y� O0P 	�E%G C � M � G C � J ���WG P ^ M 	�����	aG#��	 C E � G M � E J � P ��	Z��	�� � J \���Gm� J ����� � � PWC ��������G J ��	�� P ��	C � P�CLK 	���	�^���G J ����	�����	�G ��	����3GH� C 	���G P ^ M 	�����	�����	'����E P�M 	���E%G C � M � G C � J ���s� JFMNJ � P 	 �

��²³¼���� � a d B ����E P � J ��� ��	 E%G���	���� J ��������E P�MNJFO0P 	���	 E � � CLK GH��� J EFEF��� ρ 	�� ¬­��� C � J ��� � P ��G ��� ���R���	sE � G C�C ��EF����Gm� J ���U��	���� J \���Gm� J �����Z��E%G�^���G#� J ��� Γ = a/g
�DÁ G C � P�CLK 	 ^���GH� P E%G J ��	a��	 \ J EFEF	�����	

��	�����	 M �����:� J � � 	�����	���#­� J G MNn ����	 d = 3
MNM

±3%
& 	��R� � ��� � GH����	��3GH��� P �a�y�LGm� � 	 PaC � M � G C ����	

¬ G J \�EF	 C ��� C 	�������Gm� J ��� ����E P�MNJFO0P 	 �
Á � G M � E J � P ��	���	��'��� C�J EFE%Gm� J ������	��R��GHEF�����IG P ^ M 	�������	�# • & � P�J �� JFMNJ � P ��	�# ◦ &z�cÁ G�¬­��G C � J ��������E P�MNJFO0P 	Z	��R� M 	�� P ����	 G � � n � 105
Cyk:C EF	�� � � P � CLK G O0P 	 Γ

� l J ^ P ��	
	z«:����G J ��	'��	�E%GZ���y¬­����	�� C 	 � j'\ 
 �

d = � E P � K G P ��	IG C�C ��EF����Gm� J �����0E%G C � P�CLK 	'��	�^���G J � 	��R� � P�J � J ����	�
:E%G C � M � G C � J ���N� JFMNJ � P 	?	y�
EF	��½^���G J ����������� M ��\ J EF	�� C � MNM 	���	�� M ��EF� C�P EF	��½G P ��	 J ����� P ��� P�J ��	 � E P � � � O0P � JFMNM ��\ J EF	��
�3GH��� P �N������	#G P C � J �R�LGHEFE J � C � MNM 	,�3GH��� ����E J ��	 ��Á 	 � E P � ��� P ��	������ J E k G C �:	z« J �R��	�� C 	?��� P ��	C � P�CLK 	���	'^���G J ��� � P�J � J ����	'	y����� P ��	 C � P�CLK 	�����E J ��	 � ��� 
 ��¸ 	 C � M � ���R��	 M 	����,	��R�?� JFMNJ E%G J ��	
� P ��	I����GH��� J � J ��� ��	 � K GH��	��3��� ��� P � � GH��GHEFE n EF	 � ����� J \�EF	�	�������	�G M � E J � P ��	���	��,��� C�J EFE%Gm� J �����
	y����	 M � ����Gm� P ��	�� �

d Á ����� O0P 	 EF	��c\ J EFEF	��
�������<��	D�LG J EFEF	��
� J D
����	�����	�� � J EH��	 � ���:� P�J �.��� P �.� J \���Gm� J ����� P � � K ����� MNn ��	
��	�����^�����^�Gm� J ���A# � � P � P ��	���	y� P 	��.��� J � � b � 
 & 
�EF	���^���G J ��� MNJ ^���	�����	y����	���	�^���� P � 	���� � GH�
�LG J EFEF	 ��® � P ����	�¬ G J \�EF	���G M � E J � P ��	�� ��EF	���^���G J ����EF	�� � E P ��^���������	 ��	y����� P ��	���� 	�� K G P ����	
E%G C � P�CLK 	 #­	ED
	y����	 � ��� J «W� P H ����� J E � & � M G J � J EF� � 	 P ��	����aG P ��� J ��	s��	y����� P ��	���	��»\3GH�Z� J



a � ��� � � � � ��� � ��
 � �
	������'	 �

EF	��½� J \���Gm� J �����½�������?� P�� ��G MNM 	���� JFM � ���R�LGH����	�� � � P �3� P�J � J ��	��,E%G C � P�CLK 	���	�^���G J ���$#³��� J �

3^ P ��	 � � b &z�qª GH���?EF	 C GH� # G & ��EF	���^���������	���\ J EFEF	�� M ������	�����	y����	���	y����� P ��	����'	�� K G P ����	�E%G

��²³¼���� � b d À EFE P �R����Gm� J ���U��	sE%G C � M � EF	z« J ������	sE%G�����^�����^�Gm� J ���»�3GH����EF	���� k �R� n�M 	��N� J \������ � Á 	��
^���������	�� � GH�R� JFC�P EF	�� � 	 P ��	����,��� ��EF	y��	��½G P ��� MNM 	y�8� P C � P EF	��8G P ¬­����� ��	?E � 	 M � J EF	 M 	���� ��	�EF���NEF	 P �
��	���� J ����� P ��� G P ����	�� � GH��G MNn ����	�� � K�k � JFO0P 	�� �
® K �H������	z«:����G J ��	�����	�E%G ���y¬­����	�� C 	 � \ � 
 �

C � P�CLK 	���	'^���G J ��� �3GHEF����� O0P 	��3GH���,EF	'��	 C ����� C GH�6#­\ & ��EF	��,^���������	��?\ J EFEF	�����	���	y����� P ��	����IG P
¬­�����s� P ��� C�J � J 	���� �

d � ��	 G P ����	 C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	Z¬­��G ��� GH����	N��	�� M Gm����� J G P «�^���GH� P E%G J ��	��'� J \������'��	��R� JFC GHEF	 M 	����
	��R� E%G � ������	�� C 	���	N�����R��	z« � �H� �i��� � bHn � a � 
 � C � 	��R�Rl � l � J ��	N��	 1 ����	�� ��	 ��	 C�J � C�P E%Gm� J ������	��
^���G J �����N^���GH����	�� CLK 	�EFEF	 ��¸ ��������G J ��	 M 	����'G P «�� P�J ��	���� JFM � EF	�� ��E%G�� J ��	�����	ZG P « � GH��� J �?	��R�
�����s� P EFEF	 � j 	�EF���sE � G M � E J � P ��	?��	������ C�J EFE%Gm� J ����� �:EF	��,^���G J ��� M ������	���� � GH�,EF	 C 	�������	�	y����	�� lC 	�����	���� � GH��EF	��,\q��������� PsJ ����	�����	 M 	���� �

d F ��
3��� EF	�� C � P�CLK 	��i��	 M Gm����� J G P «'^���GH� P E%G J ��	�� � ������	�����	����=��	�� C � M � ���R��	 M 	������c� JFMNJ E%G J ��	��
�
E � J ���R�LGH\ J E J ��� ��	 l�GH��GH�3G k # 
3^ P ��	?� � g &z� � P l ��	���� P �8��� P ��	 C 	��R�LG J ��	�G C�C ��EF����Gm� J ��������	�� M �H� J ¬­�
G ��� GH��G J ����	����'� E%G�� P �R¬ G C 	 � � b � \ � bLg �
� g 
 � � ��	 � GH�R� J 	���	�� M �H� J ¬­� O0P�J G ��� GH��G J ����	������NE%G
� P �R¬ G C 	 ��	 C � P�CLK 	a��	 ^���G J ����� J \�����	�����	��R� JFC GHEF	 M 	�������	���	 M \�EF	������ C 	 P «W��\���	��R�����Z�3GH���P ��	 C � P�CLK 	���	 � P�J ��	'� JFM � EF	7# 
3^ P ��	�� � g # G & 	y�6#­\ & & �3GHEF����� O0P 	 C 	��R�LG J ��� C � M � ���R��	 M 	������ �C � MNM 	 E � G ��� GH� J � J ���µ��	a¬­��G C � P ��	a��� � GH��GH����E%G � P �R¬ G C 	�	�� ��	 P « 1 ����	�� # 
3^ P ��	 � � g # C & 	y�
#­� & & ��������� C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	��,��	�� MNJ E J 	 P « ^���GH� P E%G J ��	���� J \������ �

� � 	 � 	 ��2D�'%-�+4 � 2�/1���+4x*��=: 6  1�(5D�+4
® E P �?��� C 	 MNM 	���������	��?	z« � ��� J 	�� C 	������ J ���R�LGH\ J E J ���I��	9l�GH��GH�3G k �����?�y�������#GHE J ����	��?� P �?��	��?� k � l

� n�M 	������ � 	����3GH����¬­���R��	 M 	�������	 E%G���	 M � ����Gm� P ��	 �<� �H�LG MNM 	������ ] P \q	��  #" $'&)( � bRb 
 ����� �y� P � J �
E%G���� � ������	 G P « � J \���Gm� J ��������	��R� JFC GHEF	������ P ��	 C � P�CLK 	 ��	s���y����G C ����GH����E$# ¸

24
]

50
&z� = C G P ��	 � PC ����
3��	 M 	���� �s��	 P «7� JFM 	���� J ����� ��E%G�� P �R¬ G C 	N^ n EF	�� P ��	���	 M � ����Gm� P ��	 Tg = 54◦
¸ � P � ��� J 	 P ��	

�sE%G ��	 M � ����Gm� P ��	���	N����E J � J 
 C Gm� J ��� � P � P�J ��	 T = 50◦
¸�� ] P \q	��  #"�$'&)(c����� M ��������� O0P 	NE � G C lC ��EF����Gm� J ����	y��EF	���� M \���	N��� ������	 C � J � JFO0P 	���G P ^ M 	�����	�����\�� P �LGHEF	 M 	�����EF����� O0P 	NE%Ga��	 M � ����Gm� P ��	
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 � ��� � a j

��²³¼��<� � g d � �H� J ¬­�I��\���	��R�������aE%G � P �R¬ G C 	Z��� P ��	 C � P�CLK 	���	Z\ J EFEF	���	Z\������ 1 	Z��	 0.15 d 0.18
MNM

��	I� J G MNn ����	�	y�,��	 � ���H¬­������	 P � 1.2
MNM � J \�����	'� f = 67

] 1 � # G & H GH����	�� � GH��GHEFE n EF	��8��� C�J EFE%GH�����
f/2 # ac = 3.3g

& � #­\ & K 	z«�GH^�����	��'��� C�J EFE%GH����� f/2 # ac = 4g
& � # C & � P �R¬ G C 	 � E%Gm��	 � ���������3GH��� P ��	C ��	y�HGH����	 # ac = 5.8g

& ��#­� & C � M � �y� J � J ���s	�������	 ��	�� C GH�������I	y�I��	���\3GH����	��I��� C�J EFE%GH����� f/4 # ac =
6g
& ��#­	 & K 	z«�GH^�����	������ C�J EFE%GH���?� f/4 # ac = 7.4g

& 	y�7#³¬ & C � M � ���R��	 M 	���� CLK GH�H� JFO0P 	 # ac = 8.5g
&z�

® K �H������	z«:����G J ��	�����	�E%G ���y¬­����	�� C 	 � ��� 
 �



a � ��� � � � � ��� � ��
 � �
	������'	 �

��	�� C 	���� 	�����	������ P �8��	 Tg
#³��� J � 
3^ P ��	?� � � &z��¸ 	y����	�� P � � P ��	���	 ac

� 	 P �8��� J ����	�� � ���y��	�� C � MNM 	 P �CLK GH��^�	 M 	����'��	�� C ����� J � J ������G P « E JFMNJ ��	��?� E%GN� P �R¬ G C 	 � F ��	ED
	y����� E%G � P �R¬ G C 	��
��� � GH����	Z��� P ��	
� P �R¬ G C 	 E J \���	 � � P � P ��	 � P �R¬ G C 	 ¬­����� P 	 # T > Tg

& �i� E%G � ������	�� C 	a��� P ��	 C � P�CLK 	 J ������E P \�EF	Z��	
��	���� J ��G C � J ¬­�8EF����� O0P 	IE%G�� P �R¬ G C 	I^ n EF	 � F � C � M � GH��GH���½EF	�������� P E �LGm����	z« � ��� JFM 	����LG P «a	y�½E%G�� K ����� J 	
��	 � P�M GH�  #" $'&)( � g � 
 � ] P \q	��  #" $'&)(]����� MNJ �8	����y� J ��	�� C 	 P � ��� n �½\q����G C�C �����a	�������	'	z« � ��� J 	�� C 	
	y��� K ����� J 	 �

��²³¼���� � �9d � � M \���	���� ������	�	y�IG C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	�� kc
	y� ac

	�� ¬­��� C � J ��� ��	�E%G ��	 M � ����Gm� P ��	
� � P � f = 150

] 1 �fEF����� O0P 	 E%G½��	 M � ����Gm� P ��	 � JFMNJ � P 	 # ◦ & 	y�<EF����� O0P � 	�EFEF	 M ������	�# • &z� F � C GH�R�8
 M �H� J ¬� k�� gNb ◦ ¸���Á 	��½E J ^���	��8����E J ��	���	y�½EF	�� � � J ��� J EFEF���D��	 � ������	�����	����?��	�� � 	 C � J ��	 M 	�����EF	�������� P E �LGm���½� P lM ��� JFO0P 	�� � � P �8��	�� C ����� J � J ����� ��	?� P �R¬ G C 	�E J \���	�	y� � � P � P ��	 C ����� J � J ���N��	?�����Ld:^�E J ����	 M 	�������E%G
� P �R¬ G C 	 ��Á 	�� � n�CLK 	�� M GH� O0P 	����,EF	���� J � C ����� J � P�J ��������	����HGHEF	 P ��� C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	��½��	IE � 	z« � ��� J 	�� C 	
��	ml�GH��GH�3G k ac

	y� kc
� l J ^ P ��	'	z«:����G J ��	'��	�E%GZ���y¬­����	�� C 	 � bRb 
 �

® � P ����	�� MNJ ��	�� � M 	���� J ����������� P ��	 	z« � ��� J 	�� C 	 JFM � ��	���� J �����3GH����	U���#GHE J ����	 � GH� � 	�� f��  #"
$'&)( � � a 
 � P �I��	���� P�J ��	��I� K ���ml � � G J ��� J ����GH����� �
��	��'� P � � 	���� J �����'��� G MNJ ������	y�I��	��'� P � � 	���� J �����I��	
\ J EFEF	��8��	I��	�����	 �q¸ 	��,	z« � ��� J 	�� C 	�������� M ��������� O0P 	'��	��½� J \���Gm� J �����8��	��R� JFC GHEF	�� � 	 P ��	������R�LGH\ J E J ��	��P ������� P �3GH����E � � � G J ����	 P �?� P � P�J ��	 #³��� J � 
3^ P ��	Z� � j &z�qª 	 � E P � ��EF����� O0P 	�E � G C�C ��EF����Gm� J ���s��	y� J 	����
� P�� ��G MNM 	���� JFM � ���R�LGH����	���EF	�� \q������� ��	�� ����� P � ��	?�����R�LGH\ J E J ��	���� 	y�8	����HG K�J ����	�������� P ��	�E%G C 	�EFE P EF	
#³��� J ��
3^ P ��	 � � j # C & 	y� #³¬ & &z��Á 	��?G P ��	 P ���?��	�E J 	����?E%G �R�LGH\ J E J ��Gm� J ���a��	�������� P ��G P C GH��G C � n ��	�� K ���:�zl
� G J ��� J ����GH���=��	½EF	 P ���Q� P�J ��	�� � F � 	ED
	y���HE%G�� J � C ��� J ������	��=� P � � 	���� J �����D��� G MNJ ������	y�=��	 MNJFC ���ml \ J EFEF	��
��	Z��	�����	 G P ^ M 	�����	Z\�� P �LGHEF	 M 	�����EF����� O0P 	 γ̇ ≃ 8 � −1 � C 	 O0P�J 	��R� C � M � GH��GH\�EF	ZG P7C�J ��G J EFEF	 M 	����JFM � �����?G P « � GH��� J �8� P ����� P � GH�8E � G C�C ��EF����Gm� J ���N��� C�J EFE%GH����	 �:¸ 	y����	 J ����	�� � ���y�LGm� J ��� 	��R� C ��������\q������	
� GH�8E%G � ������	�� C 	I��� P ��	���� C�J EFE%Gm� J ��� K ��� J21 �����LGHEF	,	y� K GH� M ��� JFO0P 	6# � f

& ��	?E%G � GH��� J ��	��8����� P � � F �:l
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 � ��� � a n

��²³¼��.� � j d ! P 	���	 ��	���� P �I��� P ��	 � P � � 	���� J ������� G MNJ ����� # # G & d # C & & 	y�I��	 MNJFC ���Xd:\ J EFEF	��½��	���	�����	
# #­� & d #³¬ & & � J \�����	�����	��R� JFC GHEF	 M 	���� �,Á 	�\�E%GH� C C ������	�� � ����� G P « � JFC ��	y� EF	 ��� J ��G P « C ��	 P « O0P�J
Gm����	 J ^���	���� � ��	�� O0P 	µEF	�¬­����� ��	7E%G C 	�EFE P EF	 � k ��� P ����GH����������	�� ��	)l�GH��GH�3G k 
6# G & a = 12g �
f = 150

] 1 	y� #­� & a = 30g � f = 100
] 1 �
¸ �:	z« J �R��	�� C 	���	������ P ��	y����� ������	��?��	9l�GH��GH�3G k 
�#­\ &

a = 12g � f = 60
] 1 	y� #­	 & a = 27.3g � f = 92

] 1 � B �LGm�,����EF� C GHE J ���7#­EF	�������� P �,������	����HG K�J ��� P ��	
E%G C 	�EFE P EF	 & 
�# C & a = 30g � f = 120

] 1 	y� #³¬ & a = 30g � f = 60
] 1 �.À M GH^�	���	z«:����G J ��	�����	�E%G

���y¬­����	�� C 	 � � a 
 �



b � ��� � � � � ��� � ��
 � �
	������'	 �


3��� J E.	��R� J ��������	�����GH������	����H��	�� O0P 	�EF	�� M �H� J ¬­�,��	�� P �R¬ G C 	�� P ����E � J ���R�LGH\ J E J ������	9l�GH��GH�3G k �������C � M � GH��GH\�EF	���� C 	 P «s����� P ����� � � P ����	�� M Gm����� J G P «a^���GH� P E%G J ��	��,��	 C �IG#��	 C�C �:	z« J �R��	�� C 	 � ����� J \�EF	
��	 1 ����	�� � E%Gm��	��,	y�?��	 1 ����	��������R�LGH\ J E J ����	�� �� J ��� J �<� J ��	�� ����G#�HG P «µ� K ����� JFO0P 	��Z	y�Z	z« � ��� JFM 	����LG P «W�����Z�y���a���#GHE J ������� P � E � J ���R�LGH\ J E J ���Z��	
l�GH��GH�3G k �3GH���Z��	�� � P�J ��	�� C � M � EF	z«]	�� � J EF� ��	s������� C ��� C 	����������N� P �ZE � 	z« J �R��	�� C 	s��� P ��	s��� � ������	K GH� M ��� JFO0P 	 �3GH���<EF	��<����E P � J �����.��	 � ��E k:MNn ��	�� �f	y�i� P �<EF	�� M �H� J ¬­�.�3GH���<EF	�� M Gm����� J G P «'^���GH� P E%G J ��	��
��	 C � � = E � 	z« C 	 � � J ������	��c����G#�HG P «���� C 	������i��	 � 	�� f��  #" $'&)( � � a 
 �fEF	��.����G#�HG P «�GH������� J 	 P ���c�����<����^�E J ^��
E � J ����	���G C � J ��� � ����\3GH\�EF	�	�������	 J ���R�LGH\ J E J ���½	y� MNJFC �����R��� P�C � P ��	 � _I� �0G P � P ��	��8^���GH����	 P ��� MNJ ��	�� 	��

��	 P EF�����8��� P ��	�	z« � ��� J 	�� C 	���	 l�GH��GH�3G k #³¬­��� O0P 	�� C 	��]���y¬­��� M Gm� J ��� & ����� ��� Gm����	���������	�� C � P � E%GH^�	��J ��������	�����GH������	�������	 MNJFC �����R��� P�C � P ��	�	y� J ���R�LGH\ J E J ��� ��Á G MNJ ��	�	��µ�y� J ��	�� C 	N	y��E%G C GH��G C ����� J ��Gm� J ���
��� P �s��	�E C � P � E%GH^�	 C �����R� J � P 	�EF	 C � P �,��	 C 	y����	'� K�n ��	 �

- ��� � ��tcw��'u'tcwy��psr¥|�~ x�u t�����r.~
� PµC � P ������	 C 	y����	N� K�n ��	��<��� P ��G#������� CLK 	�� CLK �a� M 	y������	�	��µ�y� J ��	�� C 	 ��	 P « � K ����� MNn ��	�� �k � P �,��� GH\q�������:��� P �½��� P �½��� MNM 	�� J ����	�������^����½� P �½E � JFM � ���R�LGH� C 	���	IE%G�� J � C �:��E%GH�R� JFC�J ����� P � P�J ��	

� P �'E � J ���R�LGH\ J E J ������	 l�GH��GH�3G k � F ��	ED
	y����EF	�������G#�HG P «�	ED
	 C � P ��� � P � O0P 	�E%� � P �'��	�� � P�J ��	��I� J � C �ml
��E%GH�R� JFO0P 	�� � � a � j � 
 ����� � ���R����� P �I��	���� P�J ��	�� � $	��
�&2 
�  
� ".� J � C �:��E%GH�R� JFO0P 	�� �
Á 	 C GH��G C � n ��	�� J � C �ml
��E%GH�R� JFO0P 	���	 C 	��D� P�J ��	��?��	 C ����� P�J �?GHEF����� O0P � � P ��	����y� J Gm� J ��� � GH����G ��� ���R��G P C GH����� P ��� P�J ��	
� JFM � EF	 ��� �H�LG MNM 	�������£?G k �3GHE� #"�$'&)( � j � 
 ����� M ��������� O0P 	�EF	Z��� M \���	Z��� ������	 C � J � JFO0P 	Z��	ZEF	 P �
� P�J ��	�� P�J �HG J ��E%Gs��	�E%Gm� J ������	N� J � � 	���� J ���7��	�� � P�J ��	���� JFM � EF	�� �cÁ 	 C � P ����	 C 	y����	N� K�n ��	N��	 � ����	
� P �DE � P � J E J ��Gm� J ������	3� P�J ��	��D������� EF	 C � M � ���R��	 M 	����D��E%GH�R� JFO0P 	½��� MNJ ��	½EF	 C � M � ���R��	 M 	����=E JFO0P�J ��	 �� � P � M 	y������������G J ��� J 	����y� J ��	�� C 	���	�� C � M � ���R��	 M 	���������� n �?� J D
����	������?��	 C 	 P «���\���	��R�������3GH���
��	��D� P�J ��	��,� JFM � EF	��,� P �3GH������	��?����E P � J �����½� J E P ��	�����	 � ��E k:MNn ��	�� �Á 	���	 C ����� � K ����� MNn ��	��y� P � J ��	��R��E%G � ����� J \ J E J ���I��	 M �:� J 
 C Gm� J ������	�E%G MNJFC �����R��� P�C � P ��	�� P
� P�J ��	 � GH�'EF	��I������	��'��	Z� P �R¬ G C 	Z�R�LGm� J �����3G J ��	��IG ��� GH��G J ����GH����G P l ��	���� P ��� P ��	 P�J Ei��� J ���R�LGH\ J E J ��� �¸ � MNM 	'��� P ��E � G#�������,� P � � � P ����	�� M Gm����� J G P «�^���GH� P E%G J ��	�� �]EF	��,� J \���Gm� J ��������	��R� JFC GHEF	�� � 	 P ��	����M �:� J 
3	��ZE%G MNJFC �����R��� P�C � P ��	s��� P ��� P�J ��	 C � M � EF	z«]	 # � K ����� MNn ��	 ��	 ����^�����^�Gm� J ��� &z� � ��	 � J �R��	J ��������	�����GH����	�	��R��GHEF�����aE%G � ����� J \ J E J ��� ��� ����^�GH� J ��	��aE%G MNJFC �����R��� P�C � P ��	�� P � P�J ��	�G#��	 C�C � MNM 	
�LG J EFEF	 C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	'E%G EF����^�	 P �½��� ������	 C � J � JFO0P 	 λc = 2π/kc

� C 	 O0P�J ��	y� J 	�������G J ���Z�R��� P�C � P ��	��
EF	 � P�J ��	 � P � P ��	�EF����^�	 P � C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	*# ∼ 0.1 � 10

MNM & J ����	�� M ��� J G J ��	 	�������	�E%Gµ�LG J EFEF	C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	 ��	 E%G MNJFC �����R��� P�C � P ��	 # ∼ 1 � 100 µ
M & 	y��E%G��LG J EFEF	s� P ��� C�J � J 	����5# ∼ 0.1 �

0.1
M &z�
� � P �'��� P �'Gm����	������������ C 	 O0P 	Z��	���	�EF� C � P � E%GH^�	�����	 � ���:� P�J ��	����'�3GH������� P �'EF	�����E P�M 	���	

���H����	 C � P�CLK 	���	 � P�J ��	 ��® � P �D�y� P � J 	�� C 	�� � K ����� MNn ��	�� � P ��	,�y� P ��	 C E%GH��� JFO0P 	½��	½E%G�� P �R¬ G C 	,��� 	��R�
GHEF����� � E P �'� P�� ��GH����	 � � P l ��	�E%� � P � J � � ��� J � J ¬ C E%GH��� JFO0P 	 � 	�� M 	y���LGH���'��� G C�C ����	���G P « C GH��G C ����� J � l
� JFO0P 	���� P ��	 P�J ED��� J ���R�LGH\ J E J ��� # M 	�� P ��	N��	 ac

	y� kc
& �c��� P ��G#������������� C �y��� C ����� P�J ����� M 	y������	

	�� � E%G C 	 ��	�����	 CLK � JFO0P 	��a� � � C�J 
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2D
) � GH���G ��� ���R�<�,E%G½��	��R� JFC GHEF	 �fÁ G,E P�MNJFn ��	=���#�3� CLK�J 	 ¬ G J � P ��GH��^�EF	 β−2α � GH�.��G ��� ���R�<�,E%G½��	��R� JFC GHEF	 �3F EFEF	J ����	�����	 C ��	�EF	 � E%GH� z = D

C ������	��3GH���8EF	 C 	�� C EF	,��	,� J �:��	�� � P ��	,� J �R�LGH� C 	 di = D tan(β−2α)−r� P7C 	�������	 � P7C 	�� C EF	���	N� J �:��	�� � j J di ≤ dobj/2 ��E%G�E P�MNJFn ��	ZGm����	 J ����E%G ¸,¸½ª 	y��E � JFM GH^�	 ��	�E%G� P �R¬ G C 	�	�� C 	 � � J ���,	��R�?\�� J EFE%GH����	 �3¸ 	y����	 C ����� J � J ������� � C � J ��


2α ≥ β − arctan

(

dobj + 2r

2D

)

. # a]� \ &
j J ���U� P ��� ����	 O0P 	���� P �ZEF	��ZGH��^�EF	�� ������� � 	y� J ��� ��	y�HGH��� 1 �=��� � 	 P ��� JFM � E J 
3	���E � � O0P Gm� J ���� ��� C ����	�����	 O0P�J ��	y� J 	�����


α ≥ dcercle − dobj − 4r

4D
. # a]� � &

_I��	�� ����� P�J � O0P 	 α 	��R� M G « JFM P�M � � P � r = 0 	y� MNJ � JFM P�M � � P � r = 30
MNM # J � 	 � G P \q�����

��	sE%G C 	�EFE P EF	 &z�=Á 	����HGHEF	 P ���Z	z«:��� 
�M 	�� C ������	�� � �����3GH����	�� ������� α = 32.5
M ��GH� = 1.9◦ 	y� α =

2.5
M ��GH� = 0.14◦

� F � � ��Gm� JFO0P 	������ P �?���y��	 C �������?EF	'��	 P�J E.��� J ���R�LGH\ J E J ���I	�� ��\���	��R�HGH����E%G � P �R¬ G C 	
	�� r ≃ d/4

C 	 O0P�JcC ������	�� � ������� P ��GH��^�EF	'��	����y��	 C � J ��� J ����	�� M ��� J G J ��	 
 α = 17.5
M ��GH� = 1◦

�
F ��
3���D� J ��� GH��� JFMNJ EF	NE%G ���y¬­��� M Gm� J ���µ��	�E%G�� P �R¬ G C 	 � P ��	�� J � P ���ih*��	���	���� M \���	a��� ������	

kc
��E � GH��^�EF	 M G « JFM P�M αmax

¬­��� M � � GH�½E%G�� P �R¬ G C 	'	y��E � K ��� J21 �����LGHEF	?��� � C � J �'
 αmax = arctan kcξ0��� ξ0
	��R��E � G M � E J � P ��	���	7E%GU���y¬­��� M Gm� J ��� ��F � � ��	��3GH��� C � MNM 	���	 P�J E'��	����y��	 C � J ��� E � GH��^�EF	C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	 α = 1◦ 	y� E%G��HGHEF	 P ��� k � JFO0P 	 kc = 500

M
−1 �8E%G����y¬­��� M Gm� J ��� MNJ � JFM GHEF	 ξ0���y��	 C �LGH\�EF	�G#��	 C ���H����	�� J � � ��� J � J ¬.�HG P ��
 ξ0 = α/kc = 35 µ

M �
	 � /�� � � % ��� �7*��> 1����� :<�+4'2 %-������ #"$�>*(*(8+ 18�%-����/��>.��(����2 . �=: 	�%-��� " �>.����

*y%-/ ��/1032��+4
� PHPRJ'u$JLKXW�vXM$�yO�PRKNMwvXM���tUE
® � P ��	��R� JFM 	��,E � G C�C ��EF����Gm� J ���sG P ��	 P�J E���� J ���R�LGH\ J E J �����:����G P ^ M 	�����	'��� GH\q�����sE � G M � E J � P ��	���	��

� J \���Gm� J ����� � P � O0P � � C 	 O0P 	�E � J ����	��R¬ G C 	'��	������R�LGH\ J E J ��	 C � M � E n ��	 M 	������ � P�J ����� � JFMNJ � P 	IE � G M � E J l
� P ��	 � P � O0P � �aE%GN� J � � GH� J � J �������H�LGHEF	���	�E � J ���R�LGH\ J E J ���I	y�I��� ���H��	�E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C ������	�� � �����3GH����	 �= � GH�R� J ����	 C 	y����	���	���� JFn ��	a�HGHEF	 P � �=���U��	 CLK 	�� CLK 	 � E P � � ��� C�J ��� M 	����NEF	a��	 P�J E½	��»G P ^ M 	����LGH���
E � G M � E J � P ��	,��	 1% ��� P ��	��½EF	�� MNJ � P ��	�� � P � O0P � �ZG ��� GH� J � J ���N��� ������	��½��	I� P �R¬ G C 	 � _I�a���H��	 acmaxE%G7�HGHEF	 P � C ������	�� � �����3GH����	���	�E � G C�C ��EF����Gm� J ��� � _I��� JFMNJ � P 	 �W��� P ��	#G P E � G M � E J � P ��	��W��G J �����
��	 1% ��� P ��	���EF	�� MNJ � P ��	�� � _I�����H��	 acmin

E � G C�C ��EF����Gm� J ��� � � P �aE%G O0P 	�EFEF	�EF	��a������	��s��	�� P � l
¬ G C 	 � J � � GH��G J ����	���� C � M � E n ��	 M 	���� � Á � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 ac

� ������	�������	 �3GH��� C 	 M GH� P � C � J �
	��R�'��� 
3� J 	 � JFM � EF	 M 	���� � GH��
 ac = (acmax + acmin)/2

�
Á 	��I\3GH����	��I��� 	�����	 P �I�������'����������	�� � GH�
±(acmax − acmin)/2

�
F � E � GH\���	�� C 	?��� K�k �R����� n ��	�� C 	 � ���H��� C ��EF	 � 	�� M 	y�8��	?���y��	�� MNJ ��	�� E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	�G#��	 CP ��	 � ��� C�J � J ���Z��	�E � ��������	,��	 1%

�:¸ 	y����	 � ��� C�J � J ��� � 	 P � 
 ����	�G M ��E J ������	½	��NG P ^ M 	����LGH��� EF	½��	 M � �
��� Gm����	�����	 	y���m� P 	���� JFMNJ � P GH����E � G M � E J � P ��	���	��I��G P ��� � � GH��	z«]	 M � EF	 	���G P ^ M 	����LGH���I��	 0.5%��� P ��	��ZEF	�� ��	 P « MNJ � P ��	�� �D¸ 	 � 	����3GH�����DE%G�� P ����	���� P ��	�	z« � ��� J 	�� C 	 G P ^ M 	�����	�G J ��� J ��� n � � J ��	



b � ��������
����
� � � ��� � � � � � � � � ��� � �������
	���	 �

 � ��� �

� P�J � O0P 	�EF	,��	 M � �8��� G ��� GH� J � J ������	�E � J ���R�LGH\ J E J ���½G P ^ M 	�����	 C � MNM 	�E � J ����	�����	?��	�E � � C GH�R��G P ��	 P�J E �¸ � 	��R� � � P � O0P � J �8��G P ¬��3GH���a��	�� C GH� � GH�R� JFC�P E J 	�������� C 	���� J �LGH��� P ��	 ��� n �a\q������	 � ��� C�J � J ��� # C ¬ �CLK G � J ����	 n � � GH^�	 \cb � & ��EF	,��	 M � �8��� Gm����	�����	�	y��E � G M � E J � P ��	½��	�����G P ����������� 
]«]���½��	�� � 	 C � J ��	 M 	����
� 1

MNJ ��	y� 1%
�

8��y�T}QKXE S>CF�yOQSUE�PRKNMwvXM���tUE
Á 	 ��� M \���	 ��� ������	 C � J � JFO0P 	s	��R� M 	�� P ����� � GH�R� J ����� P ��	 JFM GH^�	���	 E%G�� P �R¬ G C 	���\]��	�� P 	��

acmax
�<Á G 
3^ P ��	 a]� b # G & M ��������	 P �W	z«]	 M � EF	N��� P ��	N��	�EFEF	 JFM GH^�	��3GH����EF	 C GH����	 ��� P ��	 C � P�CLK 	

��� K0P�J EF	�� J E JFC ����	'� J \�����	Z� f = 51
] 1 ��ª GH��� C 	 C GH� �qE%GNEF����^�	 P �?��� ������	 C � J � JFO0P 	 λc

	��R�'����������	
� GH�?E � � C GH�R��	�������	������ J ��¬­��GH��^�	��?\�� J EFE%GH����	�� � F � 	ED
	y���qEF	��?����^ J �����?\�� J EFE%GH����	�� C ������	�� � ������	�����G P «1 ����	��?��	 � E P �½¬­���R��	 � 	�����	����������?E%G � ��� J �:� JFC�J ����� � Gm� J GHEF	I�HG P � λc/2 # C ¬ � 
3^ P ��	 a]� b #­\ & &z�

λ
c

10 mm

(a) (b)

diodes

λ
c
/2

objectif

��²³¼�� a]� b d # G & j P �R¬ G C 	 ��� P ��	 C � P�CLK 	���� K0P�J EF	�� J E JFC ����	 # ª'¸ �H��� ª � � ¸ ����� J ��^ & ��� � � G J ����	 P �
h = 10

MNM � J \�����	�� f = 51
] 1 	y� a = acmax

� #­\ & j CLK � M GN��	�E%GZ���#�3	z« J ������	�E%G�E P�MNJFn ��	I� P �
E%G � P �R¬ G C 	 �

F � M � k 	����3GH����� P ��EF	 � E P ����	�¬­��GH��^�	�� � ����� J \�EF	�� �.E%G � ��� C�J � J ������\]��	�� P 	N� P ��E%G M 	�� P ��	���	
kc = 2π/λc

	��R� ��	,E � ��������	½��	 5%
� k � P ��	y¬­� J � � C 	y����	 � ��� C�J � J ��� � 	 P �D�HGH� J 	��=	��Z¬­��� C � J ��� � P � P�J ��	��

��	IE%G�¬­��� O0P 	�� C 	'	y�,� PaM �H� J ¬.� GH�3GHE k ��	��'# C ¬ � 
3^ P ��	 a]� � &z�]Á 	��½\3GH����	������ 	�����	 P � � ������	�������	���� P � kcC ������	�� � ������	�������E%G����y� J Gm� J ���a�R�LGH���3GH������	I����� J �½� C�J � O � J D
����	�����	��,	��R� JFM Gm� J �����8	ED
	 C � P ��	���� P �P ��	 M�
�M 	 JFM GH^�	 �

	 � /�� 	 ��%'����� �>*[��4x�(��4��>2 %-*(�+4x� "$/1.�*(��%'��/ ��2����!6 �>4'4'/
	  1�+4
��E'sctUKXETSUETu1CFWYPHPRJ'u$JLKXW�vXM$�yO
� � P ��G#������� ��� ��� M 	���� J ������� C�J l ��	���� P �sEF	�� C ��������G J ����	��s	z« � ��� JFM 	����LGHEF	�� J � K ����	�����	����UE%G

���y��	�� MNJ �3Gm� J ������	�E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	�	y� O0P�J E JFMNJ ��	½E%G � ��� C�J � J ���a��	���� J ����� 1%
� k � P ��	y¬­� J � J EC ����� J 	�����G P ��� J ��� ��E JFMNJ ��	������ 	 M \�EF��	'��� G P ����	��,��� P � C 	��?��� 	�����	 P ��� � ����� J \�EF	�� � � J ��� J E%G M ��������	I	��

��	 M � ����Gm� P ��	�� P � �H��� J \���GH��� C ����� P�J ������	����HGH� J Gm� J �����½EF	�����	��?��	�E � G M � E J � P ��	I��	��?��� C�J EFE%Gm� J �����
� � P � P ��	���	���� J ��� ��� GHE JFM 	����LGm� J ���a����������	 ��¸ 	y��	ED
	y������� � 	����3GH�����y� J ��	 MNM 	����?��	�E � G M � E J � P ��	




 � � �'	�� � ����� � � � �2
 ����� � � � ���'��� bLj

	y�<��	8E%G½¬­��� O0P 	�� C 	���	��c� J \���Gm� J ����� �#��� C 	���� J ��	8��� Gm����	�������	 � k � JFO0P 	 M 	���� P ��	 ����	����LG J ��	 ��	 MNJ � P ��	��
G#�HGH���?��� 	ED
	 C � P 	��?EF	�� M 	�� P ��	�� �ª � G P ����	 � GH�R����� J ��� M 	�� P ��	�E � G C�C ��EF����Gm� J ����G PsC � P ����� P ��	 M � � �����s��	���	���� C � M � ��	 O0P � 	�EFEF	
��� C�J EFEF	�G P ��� P �8��� P ��	?�HGHEF	 P � M � k 	�����	 ��¸ � MNM 	�EF	 M ��������	�E%G 
3^ P ��	 a]� g �0E%G'¬­��� O0P 	�� C 	I��	������ C�J E l
E%Gm� J ��������	 a(t) 	��R����� n ��EF	�����	 C � M � GH����	 � C 	�EFEF	���	��?� J \���Gm� J ����� �qÁ � ��� J ^ J ��	'��	 C 	���� P�C � P Gm� J �������	��R��	 J � C 	��R�LG J ��	I
�G M � E J 
 C Gm��	 P �i��	,E � G C�C ��EF����� MNn ����	�� ��	 M � � C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	½��	,��� � ������	,��	,E � G C lC ��EF����� MNn ����	Z� P � P \3G J ��� K 	�� M ���R�LGm������	y� C � � �7GH����	��R� J ����	 M 	���� ��	�E%G ��	���� J ���7��� GHE JFM 	����LGm� J ���
� P � J \���	 P �?��E%G M 	�� P ��	���� G C�C ��EF����Gm� J ��� � � P ����G J ����GH���?��� P ��	�G M ��E J ����	��½E%G��R�LGH\ J E J ���I��	���� J \���G l
� J ����� �c¸ 	 � 	����3GH����� C 	���� P�C � P Gm� J �����'��	��R��	�������	Z��� n �'¬ G J \�EF	 G M � E J � P ��	 ≃ 0.1% ����� J � P �7��������	
��	�^���GH����	 P � J �]¬­��� J 	 P ��	����ZE%G � ��� C�J � J ���s��	������ M 	�� P ��	�� �

0 20 40 60 80 100
59.25

59.3

59.35

59.4

t (s)

a 
(m

.s−
2 )

��²³¼�� a]� g d � C�C ��EF����Gm� J ��� M 	�� P ����	 � GH�,E � G C�C ��EF����� MNn ����	�G PsC � P ����� P ��	 M � �?� f = 100
] 1 �

��� EHvXs SUE voWYM|u|u$E ��OQM$E sctUK�u$W � E'sctUKXETSUE
kc

= \3GH����	I¬­��� O0P 	�� C 	 #³� k � JFO0P 	 M 	���� f < 40
] 1 & �:EF	���	ED
	y���½��	 C ����
3��	 M 	����,��	�¬­�����½��	���� J � C GH�

E%G �LG J EFEF	���	�E%G C 	�EFE P EF	���	 � 	�� M 	y� � E P ����� G C�C � MNM �:��	�� P ��^���GH���7��� M \���	Z��	�EF����^�	 P �I��� ������	 �¸ � MNM 	�EF	 M ��������	�E%G 
3^ P ��	 a]� � � J E � 	 P ��GHEF��������	y��	�� J �,� J �NC�J EF	���	I���y��	�� MNJ ��	�� � ��� C�J ��� M 	���� P �
��� M \���	½��� ������	 C � J � JFO0P 	 C GH�=E%G�� k:M �y��� J 	½� PZM �H� J ¬ CLK GH��^�	�G#��	 C E%G?¬­��� O0P 	�� C 	�	y�DE%G�^���� M �y��� J 	8��	
E%G C 	�EFE P EF	 �:¸ 	��½	ED
	y������	?�LG J EFEF	 
3� J 	?��� G C�C � M � GH^���	����½��	 � E P �8��	 � K ����� MNn ��	��½��	?� J � C ���y� J ��Gm� J ���
� jRj 
 �<¸ � 	��R� � � P � O0P � J ��� P � G#������� CLK � J � J ��	 E JFMNJ ��	���E%G�^�G MNM 	���	�¬­��� O0P 	�� C 	�� 	z« � EF������	����3GH���
���H����	 C 	�EFE P EF	 Cyk E J ����� JFO0P 	�� f = 20 d 120

] 1 �

	 � /���� ��8+4'2� ������4)6 �>2 %�2�. � 2�/1���!4'/;: 6  1�
Á G 
3^ P ��	 a]� j � ������	�����	NEF	�� M 	�� P ��	�����	 ac

	y� kc
	ED
	 C � P ��	����3GH��� P � M ��E%GH��^�	 	#G P # 22%

& d
^�E k:C ������E6# 78%

& 	��»¬­��� C � J ��� ��	 E%G�¬­��� O0P 	�� C 	 f
� j P �N��� P ��	 E%G�^�G MNM 	���	 ¬­��� O0P 	�� C 	�� � ac

	y�
kc

C ��� J ����	�������	 M GH� JFn ��	 M �����H������	 G#��	 C E%GN¬­��� O0P 	�� C 	 �<¸ � MNM 	�EF	 M ��������	����'EF	��'G�� P �R��	 M 	������
��\]��	�� P �iG#��	 C ρ = 1.19 ^ � C�M −3 � η = 0.05

® G � �c	y� σ = 0.06
��� M � C 	��<����������	��<������� � GH�R¬ G J ��	 M 	����

��	 � ���:� P�J ��	�� � GH�,EF	 C GHE C�P E���	��R�LGH\ J E J ���IE J ���#G J ��	���	�E%G ���y¬­����	�� C 	 � g � 
 # C ¬ � ��	 C � J ��� \ � b � GH^�	 \Xg &z�



b � ��������
����
� � � ��� � � � � � � � � ��� � �������
	���	 �

 � ��� �

1 cm

��²³¼�� a]� � d À M GH^�	��Z��	�E%G�� P �R¬ G C 	 � � P � P ��	 C � P�CLK 	s��	 M ��E%GH��^�	a	#G P # 22%
& d:^�E k:C ������E # 78%

&
��� P ��	 K G P ��	 P � h = 10

MNM � J \�����	�� f = 29
] 1 # ��^�G P�CLK 	 & 	y� f = 71

] 1 # ������� J ��	 & � � � P �
a = acmax
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��²³¼�� a]� j d ª �y��	�� MNJ �3Gm� J ���Z� P ��	 P�J E���� J ���R�LGH\ J E J �����3GH��� P � M ��E%GH��^�	½	#G P # 22%
& d:^�E k:C ������E+# 78%

& �
� � P � P ��	 C � P�CLK 	a��� � � G J ����	 P � h = 10

MNM 	y�Z� P ��	 ��	 M � ����Gm� P ��	 ��	 21◦
¸�� F � K G P ��� ac

�:�
f
�;F � \3GH� � kc

�:� f
�qÁ 	���E J ^���	�� C ����� J � P 	�� C ������	�� � ������	�����G P�C GHE C�P Ec��	��R�LGH\ J E J ����E J ���#G J ��	I��	�E%G

���y¬­����	�� C 	 � g � 
 G#��	 C ρ = 1.19 ^ � C�M −3 � η = 0.05
® G � ��	y� σ = 0.06

��� M �
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����+� � ��	�� 	���� � ��	�����	�� �
��� � � � � bHn
� �.- � ~�rc�a�i~A|�~ x�� u����sxywzt<�s|�~ |�~�r���ps|�~�r |�~Arc�a���Hu���~
� P l ��	�E%����	IE%G����y��	�� MNJ �3Gm� J ��� � ��� C�J ��	I� P ��	 P�J E
��� J ���R�LGH\ J E J ��������� P �½��� P �½��� MNM 	�� J ��������	��������

G P C � M � ���R��	 M 	������ P � P�J ��	�EF����� O0P 	�E � G C�C ��EF����Gm� J ��� a 	��R�IG P ^ M 	�������	�G P l ��	���� P ����	�E � G C�C ��EF����G l� J ��� C � J � JFO0P 	 ac
�<Á 	���^���GH����	 P ��� � 	��R� J ��	�����	���	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	������������ZGHEF�����'E � G M � E J � P ��	 ��	��

������	�����	�� P �R¬ G C 	 ξ 	y��EF	 P �?��� M \���	���� ������	 k �q	���¬­��� C � J ��� ��	�E � � C GH�R����	�E%Gm� J ¬DG P ��	 P�J E<��� J ���R�LG l\ J E J ��� ǫ = (a − ac)/ac
�<® � P ��G C�C ����	�� � ξ �c��� P ��G#������� MNJ ��	�� � E%G C 	NEF	�� J � � ��� J � J ¬�� � � C�J 
 O0P 	

���y�LG J EFEF� C�J l ��	������ P � �

	 � � � / �z/14L6 �>4'/ ��/ ���(57698�%-/;:<�+.=���> 
Á G 
3^ P ��	 a]� � � ������	�����	 P ��	 � P 	 ��	a��	���� P � � PUM �����LGH^�	 � 	�� M 	y���LGH����E%G M 	�� P ��	 ��	 E � G M l

� E J � P ��	 ��	�� ������	��Z��	a� P �R¬ G C 	 �DÁ 	��ZG P ����	��Z��EF� M 	������ # � �H��� J \���GH�����c� J � P GHE J ��Gm� J ��� � GH� l ��	���� P � �M 	�� P ��	���� G C�C ��EF����Gm� J ��� & ������� J ��	���� JFO0P 	��?G PsM �����LGH^�	'��	�E%G 
3^ P ��	 a]� \ �

PC

analyseur

polariseur

lentille

x
z

rapide
caméra

y

fibre
optique

��²³¼�� a]� �md � �����LGH^�	���	����y��	 C � J ��� ��	�E � G M � E J � P ��	��:	��s� P 	���	���	���� P � �

49E'u|u|tQu$E�SUET� E'sctUKXE
® � P � M 	�� P ��	��?E � G M � E J � P ��	I��	��?������	��?��	�� P �R¬ G C 	��q��� P �?G#������� CLK � J � J ��� P � J E J ��	�� P ��	 C 	�EFE P EF	

� GH��GHEFEF��EF� � J � ��� JFO0P 	'��	 C �LGH��^�EF	 C �����R� J � P ��	���	���	 P «�E%G M 	��?��	 MNJFC ����� C � � 	�	�� ��	�����	 	�� � G C ��	��I��	
6
MNM �=Á G 
3^ P ��	 a]� n M ��������	 P �»� CLK � M G7	y� P ��	 � K �H����^���G � K�J 	���	 C 	y����	 C 	�EFE P EF	���	sE%GH��^�	 P �

l = 6
MNM 	y�'��	 EF����^�	 P � L = 72

MNM �
Á � � � G J ����	 P �'��	9� P�J ��	 	��R�I�HGH� J GH\�EF	�	�������	 0.5 	y� 2
C�M �

_I� P � J E J ��	 P � J ����	��R�HGHEFEF	 l ≪ L 	�������	�EF	�����	 P « E%G M 	��,��	���	�����	 � � P �,¬­��� C 	���EF	 M �H� J ¬i�3GH��� P ��	� J ��	 C � J �����]EF	���������	������ ��� J 	����LGH��� � 	�� � 	���� JFC�P E%G J ��	 M 	�����G P « � GH��� J �,��	'��	�����	 �
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bain

thermostaté

couvercle

température

sonde de

eau thermostatée

vibreur

accéléromètre

��²³¼�� a]� n d ¸ 	�EFE P EF	 � GH��GHEFEF��EF� � J � ��� JFO0P 	 P � J E J ����	 � � P �½EF	�� M 	�� P ��	��,��	'E � G M � E J � P ��	���	��,������	��½��	
� P �R¬ G C 	 �




 � � �'	������ ��� �
	 � �2� � � ������� � � 
���� � ��� � �'	 � ����� g'\

��M|sctUWYu|M|s W�vXM$�yOxIQW-K voKXWYOQsc�)M|scscM$�yO
Á G C 	�EFE P EF	I	��R�?� C E%G J ����	'	�� E P�MNJFn ��	I\�E%GH� CLK 	�^���� C 	�� P ��	 
3\���	�� � � JFO0P 	��������?EF	I¬ G J � C 	#G P 	��R�

��E%GH��^ J 	���E � G J ��	'��� P ��	�EF	���� J EFE � _I� ��\���	��R��	 E%G C � P�CLK 	���	 � P�J ��	 � GH������GH��� MNJ ��� J ���s� J ��	 C ��	���	�E%G
E P�MNJFn ��	N� E � G J ��	N��� P ��	 C G M ����G ��G � J ��	 # � J f0���H����� � ¸ \ a \ � � C G � ��	 P � ¸,¸½ª \ � \ ��� b × \ �H��� �g ��� JFM GH^�	�� � GH����	 C ������	'	�� � EF	 J ��	?��������E P � J ��� & 	y�,��� P ����\ ��	 C � J ¬ #|l P � J ������� 1 : 1.4 � 25

MNM &z�:Á G
� J ��	�����	���� G C�O0P�J � J � J ������	�E%G C G M ����GZ	��R� 
]«]��	��Z� J «a¬­� J �½E%G�¬­��� O0P 	�� C 	���� 	z« C�J �LGm� J ��� f

�3Á GZ� P ����	
��� P � 
3E M C ������	�� � ����� � P ��	'� J ��^H�LG J ��	I��	 � ��� J �:��	��6# 200

JFM GH^�	�� &z�

� M$KXJ � KNM|O�B[E'OQPRE
� � ��	 P ��	 � ��E%GH� J ��	 P � �HGH�3GHE k ��	 P ����� P � � 	�� M 	y����	 � E P ����� 	ED
	 C � P 	��Z��	�� M 	�� P ��	�� ��	 \ J ���zl

¬­� J ��^�	�� C 	'��� P ��� J \���Gm� J ����� �3¸ 	�� M 	�� P ��	��?��	��������?���y�LG J EFEF��	��½�3GH����E%GZ��	 C � J ��� g � a � � GH^�	���� �

	 � � � � ( �+4'2 %-� ���! #"$�=: 6  1/ ��2����
ξ(x, t)

���+4 �>.����+4x��� 4'2 % � �>*(�
® � P �����y��	 C ��	��?EF	��,���y¬­��� M Gm� J �����½��	'E%G � P �R¬ G C 	������ P �,	z« � EF� J �������,E%G � ������	�� C 	���	 M ��� J � O0P 	��

� P ��EF	�� � GH��� J �?��	���	�����	 � F � 	ED
	y��� C 	�� M ��� J � O0P 	������y¬­��G C ��	����'E%G�E P�MNJFn ��	�	y��¬­�����'G ��� GH��G��F����	�	��
��� J �?E%G 1 ����	 � J � P ��	��3GH����E � � M \���	���	�� M ��� J � O0P 	�� # C ¬ � 
3^ P ��	 a]� n &z�qÁ G 
3^ P ��	 a]� \ � � ������	�����	 P �
	z«]	 M � EF	s��	�� J � P GHE J ��Gm� J ���W�3GH��� P � M ��E%GH��^�	a	#G P # 32%

& d:^�E k:C ������E'# 68%
& G P l ��	���� P � � P ��	 P�J E

��� J ���R�LGH\ J E J ��� �0À E
	��R�?GHEF�����8¬ G C�J EF	���	'���y��	 C ��	��,E%G � ��� J � J ���a��	'E%G�� P �R¬ G C 	'�3GH���½E � 	�� � G C 	'	y���3GH���,EF	
��	 M � ��	�� CLK 	�� CLK GH���IEF	���G P �?��� J ����	���� J ����	�������	�EF	�� 1 ����	��?��� J ��	��6# M ��� J � O0P 	 & 	y�?\�E%GH� CLK 	 #w� P�J ��	
	��s����E P�M 	 & ��	�EF���sE%G � ��� C ��� P ��	 C�J l ��	������ P � �

5 mm

100

200

300

��²³¼�� a]� \ �md ! J � P GHE J ��Gm� J ���a��	������y¬­��� M Gm� J �����½��	�E%G � P �R¬ G C 	���� P � M ��E%GH��^�	I	#G P # 32%
& d:^�E k:C ������E

# 68%
& � � P � f = 100

] 1 	y� ǫ = 5.4%
�

® � P �½���y��	�� MNJ ��	��8E%G � ��� J � J ���N��	�E%G�� P �R¬ G C 	��]��� ��� J ��������	�����	���E%G�� J D
����	�� C 	���� J ����	���� J ����	�������	
��	 P «µE J ^���	�� C ������� C�P � J ��	�� ��� P ��	 M�
�M 	 JFM GH^�	 �.ª GH����E%Gs� P�J ��	��c���µ���H��	 I(j, k) E � J ����	���� J ����� P� J «]	�Ei��	 E%G je E J ^���	�	y�'��	 E%G ke

C ��EF������	 � _I����	 CLK 	�� CLK 	NEF	 MNJ � JFM P�M � P ^���GH� J 	����I��� J ����	���� J ���
��	�EF���aE%G�� J ��	 C � J ���N��	��R� JFC GHEF	 δI(j, k) = I(j, k)− I(j + 1, k) � C � 	��R�Rl � l � J ��	�EF	 � GH����GH^�	I��	IE%G 1 ����	��� J ��	Z� PµM ��� J � O0P 	N�sE%G 1 ����	N\�E%GH� CLK 	���	NE%G C � P�CLK 	N��	 � P�J ��	 �cª 	 M�
�M 	��.	��7��	 CLK 	�� CLK GH���ZEF	
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M G « JFM P�M ��	 δI �3GH���8E%G � GH�R� J 	 J �]¬­��� J 	 P ��	���	�E � JFM GH^�	��H��� � 	 P �½���y��	 C ��	���E%G � ��� J � J ��� ζ � P ¬­�������	�E%G C 	�EFE P EF	 ��Á G 
3^ P ��	 a]� \R\ J EFE P �R����	 C 	y����	 � ��� C ��� P ��	���	'����G J ��	 M 	����,��� JFM GH^�	 �
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��²³¼�� a]� \R\ d �'��GH� J 	���� ��� J ����	���� J ��� δI(j, k) ��	�EF��� E%G�� J ��	 C � J ���»��	��R� JFC GHEF	 � � P �NE � JFM GH^�	s��	�E%G

3^ P ��	 a]� \ � � F ��\3GH� �
EF	��'E J ^���	���\�E%GH� CLK 	�� J ��� JFO0P 	�����E%G � P �R¬ G C 	Z���y��	 C ����	NG J ��� JiO0P 	�E%G � ��� J � J ���
� P ¬­����� �

F ����� � �y�LGH��� C 	�����G J ��	 M 	������ P ����� P ��	��?EF	�� JFM GH^�	��,��� P � 
3E M ����� � 	 P ����	 M ������	��?��E � �y����E P l
� J ��� ��	 M � ����	�EFEF	���	�E%G � ��� J � J ��� ��	�E%GN� P �R¬ G C 	 ξ(x, t) 	y�I	�������� P�J ��	�E � G M � E J � P ��	'��	��I������	�����	� P �R¬ G C 	 ξ0

�q® E P � � ��� C�J ��� M 	���������� C � MNM 	�� C 	 � GH����	y� J ��	���� ξ(x, t) ��G��HGHEF	 P � M � k 	�����	 � P�J �?��GC � M � ����GH����	 K GH� M ��� JFO0P 	 # J � 	 � ��� C�J EFE%GH���i� f
&z��Á G 
3^ P ��	 a]� \ � � ������	�����	�EF	������ P E �LGm�D��	 C 	 � ��	 MNJ 	��

����G J ��	 M 	�����	ED
	 C � P ��� P �s��	�������	���	�E � ������	'��	�� P �R¬ G C 	 �¸ 	?����G J ��	 M 	���� � 	�� M 	y����� ��E JFMNJ ��	��=EF	��8��� C�J EFE%Gm� J �����=E J ��	��8G P ��� � E%G C 	 M 	�������	?E%G C 	�EFE P EF	�� � � P �
��	�¬­� C GHE J ��	��I� P ��E%G���� � ������	���� P � l K GH� M ��� JFO0P 	�E J ��	��sE � J ���R�LGH\ J E J ��� # J � 	 � � f/2

&z�cÁ G 
3^ P ��	 a]� \ a
� ������	�����	 E � G M � E J � P ��	N��	�E%G C � M � ����GH����	���� P � l K GH� M ��� JFO0P 	a��	 ξ(x, t) 	��U¬­��� C � J ���U��	 x

� _I�
	���� J ��	���	 P « J �]¬­��� M Gm� J �����'
qE � G M � E J � P ��	'��	��I������	��I��	�� P �R¬ G C 	�	y�IEF	���� M \���	���� ������	 ��	�EF��� x

�
Á � G M � E J � P ��	 M � k 	�����	���	��?������	�����	�� P �R¬ G C 	�	��R��G J ��� M 	���� C GHE C�P EF��	'��	�EF����


ξ0 =
π

2
< ξ >x,

# a]� a &
��� <>x

J ��� JFO0P 	 P ��	 M � k 	�����	 � � J ��	�� P � x
�qÁ 	�¬ G C ��	 P � π/2 � P ��� ����	 O0P 	 ξ ��� � C � J � ξ0 sin(kx)

�
ª 	 � E P � �½�������H��	 O0P 	�E � G M � E J � P ��	 ��	 ξ ��� 	��R� � GH� � GH�R¬ G J ��	 M 	���� C �����R�LGH����	7G#��	 C x

�?¸ 	y����	
�HGH� J Gm� J ��� � � Gm� J GHEF	 � � P �HGH����Gm����	 J ������	 50% ��	�E � G M � E J � P ��	 M G « JFM GHEF	 � F EFEF	,	��R�8������	 M 	�������	�E J ��	
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��²³¼�� a]� \ � d Á J ^���	 C ����� J � P 	�
 � ��� J � J ����\�� P ��	Z��	�E%Ga� P �R¬ G C 	 ξ(x0, t)
���y��	 C ����	N� P ����	�������	���	

E � ������	N�3GH��� P � M ��E%GH��^�	N	#G P # 32%
& d:^�E k:C ������E�# 68%

& � � P � f = 100
] 1 	y� ǫ = 5.4%

�iÁ J ^���	
� � J ��� J EFEF��	?
HEF	 M�
�M 	½� J ^��3GHE�G P�O0P 	�E�����G'��� P �R����G J �D��G��HGHEF	 P � M � k 	�����	?G J ��� J]O0P 	,��G C � M � ����GH����	K GH� M ��� JFO0P 	 �

�sE%G � ������	�� C 	 ��� P � M ��� J � O0P 	NE J \���	ZG P «7\q����������	�E%G C 	�EFE P EF	Z	y���sE%GaEF����^�	 P ����	�E%G C 	�EFE P EF	 ��	
� 	�� M 	y���LGH��� O0P � P ����� M \���	������ � ��	��R����	 J ������	 M �:��	�� � � P �IE%G C ����� J ������	�� C � MNM 	 J ��
3� J 	��3GH���
E%G�� J ��	 C � J ��� x

��F ��
3���:���a��\]� J 	����,G P ��� J EF	���� M \���	?��� ������	 kx
� C � M � ����GH����	���	 k ��	�EF��� x �]� 1%� � n ��^���� C 	��ZE%G M 	�� P ��	���	�E%G � ��� J �:��	'� � Gm� J GHEF	I��	 ξ
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��²³¼�� a]� \ a d � M � E J � P ��	 ξ ��	������ C�J EFE%Gm� J �����8	���¬­��� C � J ������	'E%G � ��� J � J ���a�3GH����E%G C 	�EFE P EF	��3GH��� P �M ��E%GH��^�	I	#G P l ^�E k:C ������E�# �H� l ��� % & � � P � f = 80
] 1 	y� ǫ = 5.4%

�
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	  1�+4
Á G���	���� J ���µ��	NE � 	z« � ��� J 	�� C 	N���y��	�EF� ��� ��	 � � P ��E%G M 	�� P ��	N��	 ξ � ����� n ��	 ��	 P «7���y¬ G P ��� M G l

��	 P ����
3EF	I¬­���R� C ����
3��	 M 	����?	y�?E%G � ������	�� C 	���� P � M ��� J � O0P 	 �

��E'sctUKXE's S>CFWYPHPRJ'u$JLKXW�vXM$�yO
À E�	��R� C ����� P�O0P 	 EF	 C ����
3��	 M 	����<	y�cE%G � ������	�� C 	8��� P � M ��� J � O0P 	 C ����� P�J ��	����i� P ��	 � J ��� J � Gm� J ���

G C�C � P 	��3GH���DE � 	z« � ��� J 	�� C 	,��	Dl�GH��GH�3G k � ��� 
 �0¸ 	�E%GI��	½����GH� P�J � � GH� P ��������G C�C �����N���H�LGH\�EF	�	�������	�EF	��M 	�� P ��	�����	���	 P�J Ec	ED
	 C � P ��	��I�3GH����E%G C 	�EFE P EF	'��	 C �LGH��^ P E%G J ��	���� C � J ��	 � ��� C ����	 MNM 	����I	y�IEF	 C GHE C�P E
��� GH�3GHE k ��	a��	a�R�LGH\ J E J ���NE J ���#G J ��	N��	aE%G����y¬­����	�� C 	 � g � 
 �D¸ 	a������G C�C ����� 	��R� J EFE P �R�����N� P � E%G 
3^ P ��	a]� \cb �
����EF	��'����������	��'	z« � ��� JFM 	����LGHEF	��'��\]��	�� P 	����3GH���'EF	 M ��E%GH��^�	�	#G P # 20%

& d:^�E k:C ������E�# 80%
& �

������� C � M � GH����	���G P « � ����� JFC � J �����,� K ����� JFO0P 	�� �qÁ � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	'	z« � ��� JFM 	����LGHEF	�	��R�IG J ��� J
� P � ��� J 	 P ��	���	 27% �ZE%G � ����� JFC � J ��� � � P � f = 80
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��²³¼�� a]� \cb d ª �y��	�� MNJ �3Gm� J ����� P ��	 P�J E0��� J ���R�LGH\ J E J ���i�3GH��� P � M ��E%GH��^�	D	#G P # 20%
& d:^�E k:C ������E # 80%

& �
� � P � P ��	 C � P�CLK 	���� � � G J ����	 P � h = 10

MNM 	y�?� P ��	I��	 M � ����Gm� P ��	'��	 23◦
¸�� # G & ac

�:� f
� #­\ & kc�:� f

�qÁ 	���E J ^���	�� C ����� J � P 	�� C ������	�� � ������	�����G P�C GHE C�P Ec��	��R�LGH\ J E J ���'E J ���#G J ��	'��	�E%G����y¬­����	�� C 	 � g � 

G#��	 C ρ = 1.208 ^ � C�M −3 � η = 0.047

® G � �?	y� σ = 0.06
��� M �

��E'sctUKXE's SQt OU�y�T}QKXE S>CF�yOQSUE
¸ � MNM 	 ��� P � E � G#������� M 	���� J �������a��E%G ��	 C � J ��� a]� \ � a �<EF	���	ED
	y��� ��	 �LG J EFEF	 
3� J 	aGHE � n ��	����ZEF	M �H� J ¬ �D� P �R��� P �s�7\3GH����	 ¬­��� O0P 	�� C 	��½	y�aE JFMNJ ��	����NE%G � ��� C�J � J ��� � P � k

��ª GH���aEF	 C GH� � GH�R� JFC�P E J 	��
��� P ��	 C 	�EFE P EF	 � GH��GHEFEF��EF� � J � ��� JFO0P 	Z��¬­���R����G ��� ���R����� GH� � 	 C ��	y��	�� � ������	�� C 	a��	 C ����� J � J ������G P «
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	 � �2� � � ������� � � 
���� � ��� � �'	 � ����� gRg

\q��������E J \���	�� �3E%G C � M � ����GH����	���	�EF��� y � P ��	 C ��	 P ����� ������	 k ��� 	��R� � GH��G C�C 	���� J \�EF	�	y�?��	 P E kx
	��R�M 	�� P ��GH\�EF	 � GH��GH�3GHE k ��	Z��� JFM GH^�	 � � J ��� J �
��� P �'��� MNM 	�� C ��������G J �����'��	Z� P ��� ����	�� ky = pi

l
� � P �

��	 M ������	���� kc =
√

k2
x + k2

y

�
��� EHvXs u|M$J's WYt+G�� J'OQM|s ��tUE's
ª GH���I���H����	 C 	�EFE P EF	 � GH��GHEFEF��EF� � J � ��� JFO0P 	���E%GNE J ^���	���	 C �����LG C �I��� 	��R� � GH� 
]«]��	 � GH��EF	�� C ����� J l

� J �����NG P «»E JFMNJ ��	�� �=Á 	 M ��� J � O0P 	 	��R�a����� C E J \���	���	 ��	���� � E%G C 	��N��� P �NE � 	ED
	y�N��	��N� J \���Gm� J ����� �F � � GH�R� JFC�P E J 	�� �cE%G M �:� P E%Gm� J ���7��	aE%G�^���G#� J ��� J ��� P�J ����	�� �HGH� J Gm� J ��������	aE%G�EF����^�	 P � C G � J EFE%G J ��	
lc =

√

σ/ρg � O0P�JqC ����� P�J ��	����,��E%G'^���������Gm� J ��� ��� � ������	��8��	 M ��� J � O0P 	�� � GH� C ������	��R�HGm� J ��� � P ���mlE P�M 	 � a � 
 �]¸ 	��8������	����������8¬ G C�J EF	 M 	���� MNJ ��	�� 	�� �y� J ��	�� C 	��½	�� ���#GHE J ��GH��� EF	,����G J ��	 M 	���� ��� JFM GH^�	��
��� C � J � C�J l ��	���� P ��	��a��	������ P �½� P ��	 P�J E���� J ���R�LGH\ J E J ��� ��Á G 
3^ P ��	 a]� \Xg M ��������	 O0P 	�E � G M � E J � P ��	½��	��
��� C�J EFE%Gm� J �����D��	IE%G�� P �R¬ G C 	I	��R�,� P � ��� J 	 P ��	I��� 	���� J ����� 20% � C 	�EFEF	?��	��½��� C�J EFE%Gm� J ����� � P ¬­�����a��	IE%GC 	�EFE P EF	 �
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��²³¼�� a]� \Xg d Á J ^���	 C ����� J � P 	 
 � ��� J � J ���s��	�E%G�� P �R¬ G C 	 < ξ >x (t) G P�C � P ����� P ��	 M � �?�3GH��� P �M ��E%GH��^�	½	#G P # 32%
& d:^�E k:C ������E�# 68%

& � � P � f = 100
] 1 	y� ǫ = −2.7% #­��� J �D	��N��	������ P ��� P ��	 P�J E

��� J ���R�LGH\ J E J ��� &z�]Á J ^���	 � � J ��� J EFEF��	�
 � ��� J � J ����� P ¬­����� < ζ >x (t) G P C � P ����� P ��	 M � � �
¸ 	y����	�� J D
����	�� C 	 � � P ����G J �'G P ��� J ��� 	z« � E JFO0P 	�� � GH� P ��	ED
	y����	Z���y¬­��G C � J ��� ��	ZE%GaE P�MNJFn ��	�� P �

EF	�� M ��� J � O0P 	�� C ����� P�J ��GH��� � P ��	 M G P �HG J ��	�	��R� JFM Gm� J ���U��	 ξ � GH� P � 	ED
	y�N��	 EF	���� J EFEF	 �i® � P ���E JFMNJ ��	�� C 	y����	 � ����� J \ J E J ��������� P �,G#�������,���#GHE J ������	�� M 	�� P ��	��,� P �½E%G�� P �R¬ G C 	�G P ��	 � ���½	��a�HGH� J GH���M GH� P 	�EFEF	 M 	����cE%G � ��� J � J ���I��	��R� JFC GHEF	8��	8E%G C 	�EFE P EF	 �fÁ G 
3^ P ��	 a]� \ � M ��������	8GHEF����� O0P 	8EF	 C �:	 �NC�J 	����
��	 � ��� � ���R� J �����3GHE J ����	�������	ZE%G � ��� J � J ������	ZE%G � P �R¬ G C 	Z	y� C 	�EFEF	 � P ¬­����� �HG P � 0.999 	y�'����� 1.2

�
� ��	 J ����	�� � ���y�LGm� J ��� � P ��	 M 	���� � � � JFO0P 	 	��µ��	�� M 	N��	 ���y¬­��G C � J ���µ��	 � 	�� M 	y� ��� G J EFEF	 P ��� � GH����	
��	�������	 C � M � ��	½� P ��� � K GH��GH^�	,��\���	��R����	�������	 < ξ >x (t) 	y� < ζ >x (t)

� _I� � 	 P �D����� C,C ��� C E P ��	
��E � GH\���	�� C 	I��� GH�R��	y¬ G C ���½� � � JFO0P 	���	y� C ����
3� M 	���E%G � ������	�� C 	'��� ������	��½��	I� P �R¬ G C 	I	���^�	���������	�� � GH�
EF	�� M ��� J � O0P 	�� �� �H�������?��� P ��	y¬­� J � O0P 	 C 	��I������	�����	 M ��� J � O0P 	������ C�J EFEF	������ E%GZ¬­��� O0P 	�� C 	 f ��	���� J \���Gm� J ����� �F � ��E JFMNJ �3GH����E%G C � M � ����GH����	 K GH� M ��� JFO0P 	s� P � J ^��3GHE ξ(x, t) � ���H����	 ����G J ��	 M 	����N��	 ����������	��� 	�� M 	y����� ��E JFMNJ ��	���E%G C ������� J \ P � J ������	��?������	�����	 M ��� J � O0P 	�� �
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��²³¼�� a]� \ � d ® ��� J � J ������	7E � J ����	��R¬ G C 	�	�� ¬­��� C � J ������	7E%G � ��� J � J ����� P ¬­����� # ◦ & �,	y� M 	 J EFEF	 P �
G�� P �R��	 M 	���� � GH� P ��	������ J ��	 �3Á G � 	�����	���	�E%G ����� J ��	I�HG P � 0.999

�

��E'sctUKXETSUE's � WYM$}~u$E's WY� I~u|MwvXtQSUE's
� P «U¬ G J \�EF	�� G M � E J � P ��	�� �<EF	a��	 P�J E½��	����y��	 C � J ��� 	��R� 
]«]� � GH� E%G � J «]	�EFE J ��Gm� J ���µ��	�� JFM GH^�	�� �Á ����� O0P � ���µ	z«:����G J ��E%G C � M � ����GH����	���� P � l K GH� M ��� JFO0P 	���	 ξ(x, t) �.���7��\]� J 	���� P ��	 � ��� C�J � J ������	E � ��������	'� P ��	 MNJ l � J «]	�E
� P ��E � G M � E J � P ��	��:��� J � P ��	 K G P ��	 P ����	�E � ��������	'��	 30 µ

M �

��E'sctUKXETSUE's � �[KovoE's WY� I~u|MwvXtQSUE's
F ��
3��� EF����� O0P 	sE � G M � E J � P ��	 ��	���������	��N��	s� P �R¬ G C 	s��	y� J 	���� C � M � GH��GH\�EF	���E%G K G P ��	 P ��� PM ��� J � O0P 	��0���H����	,����G J ��	 M 	���� ��	?����������	������ 	��R� � E P �8G ��� E JFC GH\�EF	 C � MNM 	,E � J EFE P �R����	½E%G 
3^ P ��	 a]� \Xj �Á 	��?G M � E J � P ��	��½� P � ��� J 	 P ��	���� 1

MNM ��	��������?����� C � GH�?G C�C 	���� J \�EF	�� �

5 mm

��²³¼�� a]� \Xj d j P �R¬ G C 	N��� P � M ��E%GH��^�	Z	#G P # 32%
& l ^�E k:C ������E # 68%

& � J \����N� f = 100
] 1 � � P � ǫ =

30%
�HÁ GIE J ^���	 ��� G C�C ��� CLK GH^�	,� P M ��� J � O0P 	½	��R� C E%G J ��	 M 	����i���y¬­��� M ��	 � GH�iEF	��<�HGH^ P 	�� ��¸ 	 � 	����3GH���

EF	'� k �R� n�M 	���� 	��R� � GH� CLK GH�H� JFO0P 	 �
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	 � � ��� ��8+4'2� ������4)6 �>2 %�2�. � 2�/1���!4'/;: 6  1�
Á G 
3^ P ��	 a]� \ � � ������	�����	IEF	�� M 	�� P ��	��8��� G M � E J � P ��	½	y����	���� M \���	?��� ������	�	ED
	 C � P ��	��½�3GH��� P �M ��E%GH��^�	 	#G P # 32%

& d:^�E k:C ������E # 68%
& � P ��	8¬­��� O0P 	�� C 	 f = 100

] 1 	���¬­��� C � J ������	�E � G C�C ��EF����Gm� J ���
a
� £?G ��� 	�EF����� O0P 	�E%G � K ����� J 	 � ���y��� J � P ��	�� O0P Gm� J ��� ��� G M � E J � P ��	I��	�E%G�¬­��� M 	Z


dξ0

dt
= ǫξ0 − b3ξ

3
0 − b5ξ

5
0 + ... # a]� b &

= E � �y�LGm�,�R�LGm� J �����3G J ��	I	y���ZE � ��������	 3 	�� ξ0
� C 	y����	�� O0P Gm� J ��� � ���y��� J ��


ξ0 =
√

ǫ/b3.
# a]� g &

¸ 	y����	IEF� J 	�����G C�J ��	 C GH������	�� C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	I��� P ��	�����GH��� J � J ����«0«�� P � 	�� C � J � JFO0P 	�«0« �3G�� P �R��	I\ J 	��
EF	�������������	��,	z« � ��� JFM 	����LGHEF	��8�LGH��� O0P 	 ǫ ��	��R��	 J �]¬­��� J 	 P ��� 2%

��® � P ����	��,� C GH�R���,��E � G C�C ��EF����Gm� J ���C � J � JFO0P 	 � E P � JFM � ���R�LGH�����'# ǫ > 2%
& ��E%G � � J ��	'	�� C � M � ��	�� P ��	�� M 	'��� ��������	 5

C ����� P�J �?�s


ξ0 =

√

−b3 +
√

b2
3 + 4ǫb5

2b5
. # a]� � &

¸ � MNM 	 EF	 M ��������	 E%G 
3^ P ��	 a]� \ � � C 	y����	���	���� JFn ��	�� O0P Gm� J ��� G�� P �R��	 � GH�R¬ G J ��	 M 	����<E � G P ^ M 	����LGm� J ���
��	�E � G M � E J � P ��	���	������ C�J EFE%Gm� J ������� P �,��� P ��	�E%G ^�G MNM 	I��� G C�C ��EF����Gm� J ��� G C�C 	���� J \�EF	 �
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��²³¼�� a]� \ ��d # G & � M � E J � P ��	 ξ ��	��,��� C�J EFE%Gm� J ����� 	���¬­��� C � J ���a��	IE � G C�C ��EF����Gm� J ��� �3GH��� P � M ��E%GH��^�		#G P # 32%
& d:^�E k:C ������E # 68%

& � P ��	?¬­��� O0P 	�� C 	 f = 100
] 1 # ◦ &z�:Á G�E J ^���	 � � J ��� J EFEF��	,��	 � ������	�����	'EF	M 	 J EFEF	 P �iG�� P �R��	 M 	���� � GH�=E � � O0P Gm� J ��� # a]� g & G#��	 C b3 = 2.07
M

−2 � � P � ǫ < 3%
��Á GIE J ^���	 C ����� J � P 	C ������	�� � ������G PZM 	 J EFEF	 P �<G�� P �R��	 M 	���� � GH�iE � � O0P Gm� J ��� # a]� � & G#��	 C ac = 61.8

M � � −2 � b3 = 1.84
M

−2

	y� b5 = 41.4
M

−4 � #­\ &,� � M \���	'��� ������	 kx
	��s¬­��� C � J ���s��	�E � G C�C ��EF����Gm� J ��� �

ª 	 � E P � ��E%G 
3^ P ��	 a]� \ �<#­\ & M 	y��	�� �y� J ��	�� C 	 P ��	µ��� C ��� J ����GH� C 	W� P ��� M \���	7��� ������	µ��	
E � ��������	½��	 5%

�:¸ 	�� ����� P E �LGm���=������� C � M � Gm� J \�EF	��=G#��	 C EF	��=	z« � ��� J 	�� C 	���GH������� J 	 P ��	��D� P � EF	���� P�J ��	��
� JFM � EF	�� � \on �<� g 
 	y����� P � � 	�� M 	y����	�������	N�HGHE J ��	������H����	 M �����LGH^�	 � � P ��������	z« � ��� J 	�� C 	�� P E ���zl
� J 	 P ��	���� P ��EF	��3� P�J ��	�� C � M � EF	z«]	�� �
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F ��
3���qE � �y� P ��	���	�� K GH� M ��� JFO0P 	���� P � ��� J 	 P ��	��7# 3f/2 � 2f � � � & M 	y�?	����y� J ��	�� C 	�E%G C ��� J ����GH� C 	��	�� C � M � ����GH����	��������:l E J ���#G J ��	��'��	NE � ��� C�J EFE%Gm� J ��� �
Á G 
3^ P ��	 a]� \on � ������	�����	aE � �y����E P � J ������	 M � �ml
��	�EFEF	Z��	�E%G����y¬­��� M Gm� J ������	NE%G�� P �R¬ G C 	 � � P � P ��	 G C�C ��EF����Gm� J ��� � ��� CLK 	N� P ��	 P�J E ǫ = 0.23% 	y�
EF� J � G P l ��	���� P � � P ��	 P�J E ǫ = 20%

� _I� C �����R�LGm��	 O0P � G P \�� P�J �N� P ��E%G M 	�� P ��	 � � n � � EF	s� J ^��3GHE
	��R� � GH�R¬ G J ��	 M 	���� ��� P �:l K�1 � M ��� JFO0P 	 � � P � ǫ = 0.23% GHEF����� O0P � P ��	 C � M � ����GH����	�� 3f/2 	��R�C E%G J ��	 M 	����½� J � J \�EF	'� ǫ = 20%
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��²³¼�� a]� \on d Á J ^���	�� C ����� J � P 	���
f�y����E P � J ������	 M � ����	�EFEF	=��	8E%G,���y¬­��� M Gm� J ���'��	8E%G,� P �R¬ G C 	½��E%G O0P 	�EFEF	
���NG'��	y� J ���,E%G C � M � ����GH����	 K GH� M ��� JFO0P 	$# � f

&z��Á J ^���	�� � � J ��� J EFEF��	���
�EF	 M�
�M 	½� J ^��3GHE3G P�O0P 	�E3���NG
G P ��� J ��	y� J ����E%G C � M � ����GH����	���� P � l K GH� M ��� JFO0P 	 # � f/2

& �3�3GH��� P � M ��E%GH��^�	'	#G P # 32%
& d:^�E k:C ������E

# 68%
& � J \������ P ��	'¬­��� O0P 	�� C 	 f = 100

] 1 � � � P �$# G & ǫ = 0.23% 	y� #­\ & ǫ = 20%
�

® � P � MNJ 	 P « O0P GH��� J 
3	�� C 	 � K ����� MNn ��	������ C � M � GH��	�E � G M � E J � P ��	?��	�E � K GH� M ��� JFO0P 	 f/2 � P� J ^��3GHEc��	 � P �R¬ G C 	 #­���H����	 ξ0
& �NE � G M � E J � P ��	���	�E � K GH� M ��� JFO0P 	�� P � ��� J 	 P ��	 3f/2 #­���H����	 ξ1

&z�
Á G

3^ P ��	 a]� �H� M ��������	 O0P 	 EF	s��G ��� ���R����	��N��	 P « K GH� M ��� JFO0P 	�� ξ1/ξ0

	��»¬­��� C � J ��� ��	 a ��	 M \�EF	��Gm� P ��	��,��	���� P ��	'�HGHEF	 P �,��	�E � ��������	'��	 0.2
�
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��²³¼�� a]� �H��d�£?G ��� ���R�8��	�E � G M � E J � P ��	½��	?E � K GH� M ��� JFO0P 	�� 3f/2 	y����	�E � K GH� M ��� JFO0P 	�� f/2 �3GH���P � M ��E%GH��^�	I	#G P # 32%
& d:^�E k:C ������E�# 68%

& � P ��	'¬­��� O0P 	�� C 	 f = 100
] 1 # ◦ &z�
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�M 	�� J.P ��	�GH�3GHE k ��	�� � 	 C ����GHEF	 � E P � � � P ������	���	�����������������	�����	���G J ����GH���?��� P ��	 � ����� J \�EF	��P ��	��y� P ��	���	 E%G7����GH��� J � J ��� ��	�����EF	 CLK GH����	��R� JFC�J?K ��������	 ���H����	 � ��� � ��� �,� � P � C �����R�LGm�������
��� P ��	y¬­� J � O0P 	 ��� P �I��	y����� P �������IEF	�� C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	��I	�����	���� J 	�EFEF	�����	 E � J ���R�LGH\ J E J ���'G P l ��	���� P �'� P
��	 P�J E.����� P�M ��	���G P + \ � g � a � � GH^�	�� g �
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Á 	���	z« � ��� J 	�� C 	�� � ��� C ����	�����	�� ��� J ��������	�����	���� ��� P � � GH�R� JFC�P E JFn ��	 M 	������sE%G�� P �R¬ G C 	N� P � P�J ��	 �® � P ����������	���EF	���	ED
	y������	 E � J ���R�LGH\ J E J ������	�l�GH��GH�3G k �3GH����E � � � G J ����	 P ����	 E%G C � P�CLK 	 ��	 � P�J ��	��
��� P ��G#��������G P ��� JDMNJ ��G P � � J ����EF	 M �����LGH^�	 ��	Z����EF� C�JFM �y��� J 	 � GH� JFM GH^�	�� J 	���	 � GH�R� JFC�P EF	�� #­� P®DÀ%! � � � GH�R� JFC�P EF	�� JFM GH^ J ��^���	�EF� C�JFM 	y��� k � & ��� C � J � C�J l ��	������ P � �
	 � 	 � / �z/14L6 �>4'/ ��/ ���(�����+*-,�.�/1032����(57698�%-/;:<�+.=���> 1�
Á G 
3^ P ��	 a]� � \ � ������	�����	 P ��	I� P 	'��	'��	���� P ��� PsM �����LGH^�	I��	 ®DÀ%! ��¸ � MNM 	 � ��� C ����	 MNM 	������

��� P � P � J E J ������� P ��	 C 	�EFE P EF	 � GH��GHEFEF��EF� � J � ��� JFO0P 	�	y��EF	 � �H�I� J \���GH����	y��E%G M 	�� P ��	���� G C�C ��EF����Gm� J ���
������� C 	 P « M ����������� 
3^ P ��	 a]� \ �<À C�J �<E%G M 	�� P ��	 � P ��� M \���	 ��� ������	 kx

	��R� ���#GHE J ����	 ^���� C 	a��E%G
� J � P GHE J ��Gm� J ��� � GH�,EF	 C 	�� C EF	���	�� J �:��	'	z« � E JFC�J ����	�G P + a]� \ � \ � � GH^�	 bRb �

��²³¼�� a]� � \ d � �����LGH^�	���	'����EF� C�JFM �y��� J 	 � GH� JFM GH^�	�� J 	���	 � GH�R� JFC�P EF	��,	��s� P 	���	���	���� P �

49E'u|u|tQu$E�SUET� E'sctUKXE
® � P � M 	�� P ��	��½E%G�� J ��	�����	'� P � P�J ��	'� E � J ������� J 	 P �8��	IE%G C � P�CLK 	'��	�� P�J ��	��]��� P � P � J E J ������� P ��	C 	�EFE P EF	½����GH��� � GH��	�����	?	�� ® EF	z« J ^�E%GH� �0¸ � MNM 	,EF	 M ��������	,E%G 
3^ P ��	 a]� ��� ��EF	 M ��� J � O0P 	�	��R�½G C�C ��� CLK �

G P \q����� ��	�E%G C 	�EFE P EF	 ^���� C 	½� P � M � � E%Gm� �m® � P �<¬­��� C 	��iEF	��i������	��=��	½� P �R¬ G C 	��3GH��� P ��	�� JFM 	���� J ���
#­������	�� � GH��GHEFE n EF	��I�sE%GaE%GH��^�	 P � & �����H����	 C 	�EFE P EF	 � ����� n ��	 �s��� P ��	#G PµP ��¬­���R����G ��� ���R����� GH� � 	 C � �j 	��Z� JFM 	���� J ����� �������s
 K G P ��	 P � h = 10

MNM �<E%GH��^�	 P � l = 4
MNM � P l = 8

MNM 	y��EF����^�	 P �
L = 180

MNM �
0����
Á G C 	�EFE P EF	�	��R������G#��	�������	��3GH���,��GZEF����^�	 P � � GH� P ��	'�3G ��� 	'E%GH��	��,���#GHE J ����	 � GH� P � E%GH��	��½��� P ^�	] 	zl � 	Z	y����	 P «7EF	���� J EFEF	�� Cyk E J ����� JFO0P 	�� # k K ����E%GH\�� Á�� \ a \ � Á \ F = 4

MNM � H = 4
MNM 	y� L =
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��²³¼�� a]� ��� d ® K �H��������	�E%G C 	�EFE P EF	I	y�?� P M �����LGH^�	 P � J E J ����� � � P �,������	z« � ��� J 	�� C 	��?��	 ®DÀ%! �
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6
MNM 	y� k K ����E%GH\�� Á�� \R\ � g Á \ F = 80

MNM � H = 20
MNM 	y� L = 22

MNM &z� Á 	�� EF	���� J EFEF	��
��������	�� � G C ��	�� ��	 22

MNM � _I�7���#GHE J ��	NG J ��� JDP ��	 �3G ��� 	 � GH��GHEFE n EF	 ��� � � G J ����	 P � ∼ 1
MNM 	y����	K G P ��	 P � 15

MNM � E P ��^���GH����	 O0P 	�E%G K G P ��	 P � h = 10
MNM ��	 E%G C � P�CLK 	 ��	9� P�J ��	 G P ^ M 	�������	

� P ����\3Gm����	 M 	���� M G « JFM P�M # ∼ 2
MNM &z�

¸ � MNM 	NEF	��m� P�J ��	����y� P � J ��� ������������GH��� � GH��	������ �=���WEF	���	�����	 M 	�� C 	 � GH����	�� � J D P ��	 P ��� � JFC�J
��	��Z\ J EFEF	�����	 ��	�����	 C ��	 P ��	��Z��	�� J G MNn ����	 M � k 	�� 11.7 µ

M 	y�Z��	 M GH����	 ����E P�MNJFO0P 	 M � k 	�����	
1100 f0^ � M −3 # j � K 	�� JFC 	�E � ® �H����	���� À ��� P �R��� J 	�� &z�iÁ G C ��� C 	�������Gm� J ��� M GH��� JFO0P 	 ��	N� J D P ��	 P ����	��R�
��	 0.01%

�c¸ � MNM 	 C 	���\ J EFEF	��I������� C ��	 P ��	�� �i	�EFEF	��'����� P ��¬­���R� C ��������GH�R��	N��� J ��� JFC 	Z	y��� J D P ��	����
��� n �?\ J 	���E%G�E P�MNJFn ��	 �3� � P �?��\���	��R�������IE%GZE P�MNJFn ��	�� J D P ����	��Z����G#��	����IEF	�� � GH��� J ��E%Gm������GHEF	�����	�E%GC 	�EFE P EF	,G#��	 C E%G C G M ����G'��G � J ��	$# � J f0���H������� � ¸ \ a \ � � C G � ��	 P � ¸,¸½ª \ ��� b × \ �H��� & 	y� P �N��\ ��	 C � J ¬
#|l P � J ������� 1 : 1.4 � 25

MNM & ��� ��G P � J E J ����� � ��� C ����	 MNM 	���� �:Á G'� J ��	�����	?��� G C�O0P�J � J � J ������	?E%G C G M ����G
	��R� 
]«]��	½��� J «I¬­� J �cE%G½¬­��� O0P 	�� C 	���� 	z« C�J �LGm� J ��� f

�mÁ G,� P ����	���� P � 
3E M C ������	�� � ����� � P ��	 � J ��^H�LG J ��	
��	 � ��� J �:��	��$# �H��� JFM GH^�	�� &z�

	 � 	 � � ( �+4'2 %-� ��2 *-,��=: 6 ��� �7/ ���+4'4'�
_I� CLK 	�� CLK 	 EF	 CLK G M � ��	�� J ��	�����	 � � P � P ��	 C � P�CLK 	 ��	m� P�J ��	������R�LGH\ J E J ����	 � � P � P ��	�¬ G J \�EF	

G M � E J � P ��	���	��D������	�� ��	,� P �R¬ G C 	 ��Á 	�� � ����\�E n�M 	��=E J ���=�'E%G?�LG J EFEF	8��	��D�HGH^ P 	��D������� 	z« � E JFC�J ����� � E P �
EF� J � # C ¬ � ��	 C � J ��� a]� a]� a � � GH^�	I��� &z�:Á 	�� 
3E M �8�������,����� C ���#GHE J ����� � P �R��	IG P l ��	���� P �,� P ��	 P�J E<
:���a��	
� E%G C 	8� ǫ ∼ 1 d 2%

� ® � P �iG#��� J �<G C�C�n �i��E%G,� J ��	�����	8EF� C GHEF	D� P � P�J ��	��f������� J ��������	�����	,G P�CLK GH��^�	 M 	����
EF� C GHE.��	�E � J ����	���� J ����� J D P ����	 � GH�?EF	��?\ J EFEF	��,��	���	�����	��3GH���?EF	���	 M � � �qÁ G 
3^ P ��	 a]� � a M ��������	 P �
	z«]	 M � EF	�� k � JFO0P 	 ��� JFM GH^�	Z	�����	�^ J �R������	 � GH��E%G C G M ����G � � P � P � M ��E%GH��^�	�	#G P # 22%

& d:^�E k:C ������E
# 78%

&z�

5 mm

50

100

150

200

250

��²³¼�� a]� � a d À M GH^�	�	�����	�^ J �R������	 �3GH��� P � M ��E%GH��^�	�	#G P # 22%
& d:^�E k:C ������E # 78%

& 	�����	 M 	�� C � � GH�
0.01 % ��	�\ J EFEF	��½��	'��	�����	�	y��� J \������ f = 64

] 1 � 21◦
¸��

Á ����� O0P 	µEF	 � P�J ��	�\q� P ^�	�� J E'	�������G��%��	7G#��	 C E P�J EF	��s� J D P ��	 P ��� � C 	 O0P�J'CLK GH��^�	7EF	 CLK G M �
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��� J ����	���� J ��� ��F � C � M � GH��GH���aEF	 CLK G M � ��� J ����	���� J ��� 	�������	���	 P « JFM GH^�	�� � P�C�C 	���� J ��	�� �?��� � 	 P �
����� C ��	 M ������	���G P CLK G M � ��	�� J ��	�����	��3GH����EF	 � P�J ��	 �
� JHvoE'PivXM$�yO�SQt
� �yOQS
® � P � � � P ��� J � C � M � GH��	��NEF	�� CLK G M � � ��� J ����	���� J ����� J D P ����	��7E � J ������� J 	 P �N��	�E%G C 	�EFE P EF	��D���

��� J ����� G�D
��GH� CLK�J ��� P M � P ��	 M 	���� J ��� P�J � � GH�,EF	 � �H�,� J \���GH���?	y�?����� C�C � MNM 	�� C 	�� � GH�����y��	 C ��	��
E%G � ��� J � J ���»� P ¬­����� ��	�E%G C 	�EFE P EF	 �8® � P � C 	�E%G � P � ��	 C ������E%GH��	�� C ����	 P � � � �H�aE P�MNJ ��	 P «»G P
¬­��������	 E%G C 	�EFE P EF	 �;F �����y��	 C �LGH����EF	 M � P ��	 M 	����'��	 C 	 � � �H���
��� � 	 P �'���y��	�� MNJ ��	���E � �y����E P � J ���
��	 M � ����	�EFEF	���	 E%G � ��� J � J ���7� P ¬­�����µ��	aE%G C 	�EFE P EF	 ��F � � ��Gm� JFO0P 	��<���µ���y��	 C ��	aEF	 M G « JFM P�M � P
^���GH� J 	����a��� J ����	���� J ��� δI ��	�EF��� z

�½Á G 
3^ P ��	 a]� � b M ��������	�EF	 ^���GH� J 	����a��	�E � J ����	���� J ��� ��	�EF��� zM � k 	�������� P ��E%G E%GH��^�	 P �,� P � � �H� C ����� � GH�,EF	'��	 C ������E%GH��	�� � � P �,E � JFM GH^�	���	�E%G 
3^ P ��	 a]� � a]�
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��²³¼�� a]� � b d �'��GH� J 	�������� J ����	���� J ��� δI ��	�EF��� z 	��s¬­��� C � J ������	 z � � P � P ��	 JFM GH^�	�����������	 ��® � P ����y��	 C ��	��?EF	I¬­����������� CLK 	�� CLK 	�EF	 M G « JFM P�M ��	 δI 	�������	�EF	�����	 P « E J ^���	��½	�� � � J ��� J EFEF��� �
¸ 	I� J ^��3GHEq	��R�½	���� P�J ��	'G�� P �R��� � GH� P � C ��� J � P ����	�¬­��� O0P 	�� C 	 f 	y�½E � G�� P �R��	 M 	����½	��R��GH��������� J �E � 	���� J 	���# � J «]	�E & EF	 � E P � � ��� CLK 	 � Á � G�� P �R��	 M 	���� � GH� P � C ��� J � P � � 	�� M 	y�c��	 ��� G�D
��GH� CLK�J �.��	��c	�����	 P ���

� ��� C � P 	�EFEF	�����	a���y��	 C � J ���W� P ¬­����� O0P 	 � 	 P ��	���� � ���f��� O0P 	�� ��	��Z���#�3	z« J ����� � E P � J ����	�����	�� � P �C 	��R�LG J ����� J D P ��	 P ��� �qÁ G 
3^ P ��	 a]� � g M ��������	'E%G � ��� J � J ����� P ¬­����� ���y��	 C ����	���E � G�� P �R��	 M 	���� O0P � ���
	���	z«:����G J ��G J ��� J.O0P 	�EF	����HGHEF	 P ����	ED
	 C � J ��	 M 	���� P � J E J ����	�� � � P ��EF	���	 C GH����GH^�	���	�E � JFM GH^�	 � _I� ��	
����G J ��	 GHEF����� O0P 	 EF	�� 1 ����	��'��	�� JFM GH^�	�� C � M � � J ��	��I	�������	ZEF	�¬­������	y�'E%GN� P �R¬ G C 	�G P ��	 � ��� ��ª GH���
E%G � P�J ��	��3���s��	 C ����� J � n ��	 � E P � O0P 	�EF	�� JFM GH^�	�� C ����� J ^���	���� P M � P ��	 M 	�������	�E%G C 	�EFE P EF	 �

� KXWYMwvoE'� E'Oyv SQt P��UWY� I S>C{M|OyvoE'OQscMwvoJ
F � ®DÀ%! �����a��	I� P�J � � GH�½� J ��	 C ��	 M 	����,EF	���� J D P ��	 P ��� J ��� J � J � P 	�EF� M G J �8EF	 CLK G M � ��� J ����	���� J ���

��	�0 P � GH�'E%G C G M ����G �.® E P � � ��� C�J ��� M 	������.��� C � M � GH��	ZE � JFM GH^�	 � � J ��	NG P ��	 M � � t 	y� C 	�EFEF	 � � J ��	G P ��	 M � � t + dt
� j � J ������� C I(j, k, t) E � J ����	���� J ����� P � J «]	�E j, k ��	 E � JFM GH^�	 � � J ��	 G P ��	 M � � t
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��²³¼�� a]� � g d ® ��� J � J ��� � P ¬­����� ���y��	 C ����	 # ◦ & � � ��� J � J ���»G�� P �R����	 #­E J ^���	 C ����� J � P 	 & 	y� � ��� J � J ���	ED
	 C � J ��	 M 	���� P � J E J ����	 # • &z�

_I����� C � P � 	NE � JFM GH^�	 � � J ��	�G P ��	 M � � t 	�� C GH����������	Z�LG J EFEF	 n × n � J «]	�EF� �.® � P ��G P ^ M 	�����	���EF	��� M \���	'��	 � � J �����,��	 M 	�� P ��	�� C 	�� C GH������� � 	 P ��	�������	�� P � 	�� � ����	�� �q® � P � CLK G C�P ����	 C 	�� C GH������� �
������� 
3� J ���3�3GH����E � JFM GH^�	 � � J ��	�G P ��	 M � � t + dt � P � C GH��������	 N × N � J «]	�EF����	 M�
�M 	 C 	�������	��
G#��	 C N > n

�]Á G 
3^ P ��	 a]� �H� M ��������	?��	 P « JFM GH^�	�� C ������� C�P � J ��	��,	�����	�^ J �R������	�� � � P � P � M ��E%GH��^�	
	#G P # 22%

& d:^�E k:C ������E�# 78%
& 	�����	 M 	�� C � � GH� 0.01 % ��	�\ J EFEF	��,	y�?� J \������ f = 96

] 1 ��EF	�� C GH�������
\�E%GH� C � M ��������	�����EF	�� 1 ����	�� n × n 	y� N × N ����G J ����	���G#��	 C n = 11 	y� N = 21

�
® � P ��E � 	�����	 M \�EF	���	�� C GH����������	'�LG J EFEF	 n × n

C ������	�� P �?�3GH���?EF	 C GH����� N × N ��� C GHE C�P EF	Z

dI(n1, n2) = Σm1Σm2(I(j+m1+(N−n)/2, k+m2+(N−n)/2, t)−I(j+m1+n1, k+m2+n2, t+dt))2.# a]� j &
_I����\]� J 	����'GHEF������E%G � J D
����	�� C 	 ��� J ����	���� J ��� 	�������	Z��	 P « C GH�������'	�� ¬­��� C � J ��� ��	 E � � C GH�R�'��	 EF	 P ���
� ��� J � J �����½��	�� � 	 C � J ��	�� �
Á G 
3^ P ��	 a]� � j � ������	�����	�E%GZ� J D
����	�� C 	 dI 	��s¬­��� C � J ������	 n1

	y� n2
�

_I� CLK 	�� CLK 	a	���� P�J ��	NE%G � ��� J � J ���A# n1min, n2min
& � PµMNJ � JFM P�M ��	 dI

�c® � P ����\]��	�� J ��EF	����zl
� E%G C 	 M 	����I��	�EF��� x �
��� C GHE C�P EF	�EF	 � ��E k � ��M 	���� ��������	���	 P « O0P�J � GH����	 � GH��EF	�� � � J �����7# n1min −
1, dI(n1min − 1, n2min)

& ��# n1min, dI(n1min, n2min)
& 	y� # n1min + 1, dI(n1min + 1, n2min)

&z��Á 	
��� � E%G C 	 M 	�����	�� � J «]	�EF�'��	�EF��� x 	��R��GHEF�����'E%G�� J D
����	�� C 	�	�������	�E%G � ��� J � J ����� P7MNJ � JFM P�M ��	 C 	� ��E k � ��M 	,	y� (N −n)/2+1 � � ��� J � J ���Z� P MNJ � JFM P�M � J EF	7� P�J ��	���	?\q� P ^�	 � GH� �:ª 	 M�
�M 	�� � � P ���\]��	�� J �iEF	½��� � E%G C 	 M 	����D��	�EF��� y �m��� C GHE C�P EF	�EF	 � ��E k � ��M 	���� ��������	½��	 P « O0P�J � GH����	 � GH�=EF	�� � � J �����# n2min−1, dI(n1min, n2min−1)

& ��# n2min, dI(n1min, n2min)
& 	y� # n2min+1, dI(n1min, n2min+1)

&z�
Á G 
3^ P ��	 a]� �H� M ��������	 dI ��	�EF��� x 	y� y G J ��� J�O0P 	�EF	�� � ��E k � ��M 	�� ��� ��������	?��	 P « C ������	�� � �����3GH��� �Á � � C GH�R��	�������	IEF	 � � J ��� [(N − n)/2 + 1, (N − n)/2 + 1] 	y�,EF	 � � J ��� (dx, dz)

C ������	�� � �����3GH���
G PZMNJ � JFM P�M ��	��8G�� P �R��	 M 	������ � 	�� M 	y�D��� 	��R� JFM 	��=E%G?� J ��	�����	 K ��� J21 �����LGHEF	 u = dx/dt 	y�=��	��R� JFC GHEF	
w = dz/dt

�3Á G 
3^ P ��	 a]� � n � ������	�����	�EF	 CLK G M � ��	'� J ��	�����	 C GHE C�P EF�I	�������	�E � JFM GH^�	�G P ��	 M � � t 	y�E � JFM GH^�	IG P ��	 M � � t + dt � P � 	�� � �������ZE � JFM GH^�	�	�����	�^ J �R������	�G P ��	 M � � t
�

= C G P ��	 ��	 E%G�� J � C ���y� J ��Gm� J ���7��	NE � JFM GH^�	Z	�� � J «]	�EF� �cEF	������ C�J EFE%Gm� J �����I��	 E%G C 	�EFE P EF	Z��	N�������
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��²³¼�� a]� �H� d À M GH^�	��'	�����	�^ J �R������	���� t 	y� t + dt �3GH��� P � M ��E%GH��^�	 	#G P # 22%
& d:^�E k:C ������E # 78%

&
	�����	 M 	�� C � � GH� 0.01 % ��	,\ J EFEF	��=��	½��	�����	?	y�D� J \������ f = 96

] 1 �0Á 	�� C GH������� 	��NE J ^���	�� C ����� J � P 	��
\�E%GH� CLK 	�� ��	 � ������	�����	�������	 P « 1 ����	�� C ��������EF��	�� ��Á 	 C GH�����7	�� � � J ��� J EFEF��� P � E � JFM GH^�	 ��	7����� J ��	
��	 � ������	�����	�E%G 1 ����	���	 M 	�� P ��	���	�E%G C ��������E%Gm� J ��� �

n
1

n 2

2 4 6 8 10

2

4

6

8

10 0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

��²³¼�� a]� � j d dI(n1, n2) � � P ��EF	�� C GH������� M ������������� P ��E%G 
3^ P ��	 a]� �H� �



� � ��� �
��	 ��� 	���� � ��	 ��	 �����
	��������%� ��	 � ����� ��� � � � ����� � g

2 4 6 8 10
0

1000

2000

dI
x

pixel
2 4 6 8 10

0

1000

2000

dI
z

pixel

4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5
500

1000

1500

2000

dI
x

pixel

dx

4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5
1000

1100

1200

1300

1400

1500

dI
z

pixel

dz

��²³¼�� a]� �H� d dI ��	�EF��� x 	y� z 	�� ¬­��� C � J ��� ��	�E%G � ��� J � J ������	7E%G 1 ����	7��	 C ��������E%Gm� J ��� �½Á 	��
E J ^���	�� C ����� J � P 	����������½EF	��½G�� P �R��	 M 	������ � GH� P � � ��E k � ��M 	?��	���	�^�������	 P « ��Á � � C GH�R�,��E%G � ��� J � J ���M ��� J GH��	�� JFC�J 6me � J «]	�E ����������	�EF	'��� � E%G C 	 M 	����?� P � P�J ��	'	�������	�EF	��,��	 P « JFM GH^�	�� �
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��²³¼�� a]� � n d À M GH^�	�	�����	�^ J �R������	 � GH�ZE%G C G M ����G�	y� CLK G M � ��	�� J ��	�����	 � � P � P � M ��E%GH��^�	�	#G P
# 22%

& d:^�E k:C ������E�# 78%
& 	�����	 M 	�� C � � GH� 0.01 % ��	�\ J EFEF	��½��	'��	�����	�	y��� J \������ f = 64
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� GH� � GH�R¬ G J ��	 M 	���� � P ��� � JFM ��	�� ��E%G � ��� J � J ��� � P ¬­����� � 	 P �a�HGH� J 	��N��	 ±1 � J «]	�E �8À E k GW����� CP ��	 J � C 	��R� J � P ��	 JFM � ���R�LGH����	�� P ��E%G����y��	�� MNJ �3Gm� J ���s��	�E%GZ� J ��	�����	���	��R� JFC GHEF	 w
�q® � P ���y� J ��	��?��	��

GH�R��	y¬ G C ���?E J ���?� C 	 � ����\�E n�M 	��3������	���	��R����	 J ��� � GH�?E%G�� P�J ��	���E � �y� P ��	���	�E%GZ� J ��	�����	���	�EF��� x 
 u �F � CLK G O0P 	 � � J ��������� G�� P �R��	�GHEF�����½E%G � J ��	�����	 u(t) � GH� P � C ��� J � P ��

u(x, z, t) = u(x, z)cos(πft + φ(x, z)). # a]� � &

Á G 
3^ P ��	 a]� a � � ������	�����	IE%G'� J ��	�����	IG PaC � P ����� P ��	 M � ���3GH��� P � � � J ���8��	�E � 	�� � G C 	IG J ��� J�O0P 	
EF	 M 	 J EFEF	 P � G�� P �R��	 M 	���� � GH� C ��� J � P ����� P � l K GH� M ��� JFO0P 	 f/2

�]¸ 	y����	 M 	�� P ��	���������	IG J ��� J G C�C�n �,�
��	 P « ^���GH����	 P ����� � Gm� J GHEF	���
�E � G M � E J � P ��	½��	�E%G'� J ��	�����	 u(x, z) 	y��E%G � K GH��	 φ(x, z) # 
3^ P ��	 a]� a \ &z�
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��²³¼�� a]� a � d ! J ��	�����	 u ��	�EF��� x 	��U¬­��� C � J ���W� P ��	 M � � � � P � P � � � J ��� ������������� P � M ��E%GH��^�		#G P # 22%
& d:^�E k:C ������E6# 78%

& � J \������ f = 72
] 1 �½Á GµE J ^���	 C ����� J � P 	 ��	 � ������	�����	�EF	 M 	 J EFEF	 P �

G�� P �R��	 M 	���� � GH� P � C ��� J � P ����	'¬­��� O0P 	�� C 	 f/2
�

_I� � 	 P � GHEF����� C � M � GH��	�� C 	��i�HGHEF	 P ���=G P ����� P E �LGm�i� P C GHE C�P E:� P�M ��� JFO0P 	�� PZCLK G M � ��	�� J ��	�����	
��� P � l K GH� M ��� JFO0P 	 � � P � n = 0 # � f/2

&z�]Á G 
3^ P ��	 a]� a � M ��������	�E � G M � E J � P ��	���	IE%G�� J ��	�����	'��	�EF���
x 	���¬­��� C � J ������	 z

M � k 	�������	N� P � x G J ��� J=O0P 	�EF	 C GHE C�P E=� P�M ��� JFO0P 	 � � P � ρ = 1188 f0^ � M −3 �
η = 0.05

® G � �I	y� σ = 0.06
��� M

−1 ��Á � G C�C ������	�������	 C GHE C�P E<	y�'	z« � ��� J 	�� C 	Z	��R�I��� n �I��Gm� J �R¬ G J ��GH���
#­��G P ¬ � � P � z < 1

MNM � C ¬ � GH�R��	y¬ G C ��� � ����� J \�EF	�� C�J l ��	������ P � &z�

	 � 	 � 	 ��%'����� �>*[��4x�(��4��>2 %-*(�+4x� "$/1.�*(��%'��/ ��2����+4x6 �>4'4'/
	  1�+4
49�yO���OUE'� E'Oyv

F � 
]«�GH����EF	 M ��� J � O0P 	�G P « \q�������?��	�E%G C 	�EFE P EF	��3��� JFM � ����	'	�� � ��Gm� JFO0P 	 P ��	�� J ��	�����	�� P EFEF	
G P « � GH��� J � C � MNM 	 ��� P �ZE � G#�������Z��� ��G �y��� O0P � G P + � � � � � � � GH^�	 aRa]� _I� � 	 P � M �:����E J ��	�� C 	y�
	ED
	y� 	�� ���H�LGH��� E%G � J ��	�����	 v = v(x, z, t) sin(πy/l) �=��� l 	��R� E%G�E%GH��^�	 P ����	 E%G C 	�EFE P EF	 �D® � P �
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��²³¼�� a]� a \ d = ^�G P�CLK 	N
 � K GH��	 φ(x, z) ��	�E%G � J ��	�����	���	�EF��� x
� = ����� J ��	Z
�G M � E J � P ��	 u(x, z) ��	E%Ga� J ��	�����	 ��	�EF��� x 	��7¬­��� C � J ������	NE%G � ��� J � J �������3GH��� P � M ��E%GH��^�	Z	#G P # 22%

& d:^�E k:C ������E # 78%
&

� J \������ f = 96
] 1 �

��²³¼�� a]� a � d = ^�G P�CLK 	a

G M � E J � P ��	 < u(x, z) >x
	y��� ����� J ��	N
 � K GH��	 < φ >π/kx

	�� ¬­��� C � J ���
��	�E%G � ���H¬­������	 P � z � � P � P � M ��E%GH��^�	a	#G P # 22%

& d:^�E k:C ������E # 78%
& � J \������ f = 96

] 1 �DÁ 	��
E J ^���	�� C ����� J � P 	�� � ������	�����	����ZEF	������ P E �LGm��� PµC GHE C�P ED� P�M ��� JFO0P 	���	 � P�M GH�'	y� k P�C fH	�� M GH��� g � 

G#��	 C ρ = 1188 f0^ � M −3 � η = 0.05
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O0P 	�EF	 C GHE C�P E���	��R�LGH\ J E J ���NE J ���#G J ��	 ��� J ���HGHE%GH\�EF	��<���U��� J ��GHEF����� P � J E J ��	�� kc =
√

k2
x + k2

y
G#��	 C

kx
EF	���� M \���	���� ������	 M 	�� P ������	�EF��� x 	y� ky = π/l

�
¸ 	 O0P�J ��	y� J 	����'�N��G���� P ��	�� P ����	 MNJ l M �:��	
����GH���R��	�����	�G P ��� M \���	���� ������	 �=¸ � 	��R� C 	y����	 � ��� C ��� P ��	 O0P�J G �y��� G ��� E JFO0P ��	 � � P ����\]��	�� J ��EF	��
����� P E �LGm����� P�M ��� JFO0P 	�� � ������	���������� P ��E%G 
3^ P ��	 a]� a � �Á G � ������	�� C 	���	 C 	?��	 MNJ l M �:��	 JFM � ����	�G P ��� J�P ��	,�HGHEF	 P � MNJ � JFM GHEF	 � � P � EF	,��� M \���	���� ������	 �= \3GH����	N¬­��� O0P 	�� C 	��iEF	 � P�J ��	N��	N�����R�LGH\ J E J ��	NGHEF������� P ��	aG C�C ��EF����Gm� J ������� n ��� P � ��� J 	 P ��	 � C 	�EFEF	
� ����� J ��	 � GH��EF	 C GHE C�P E���	 �R�LGH\ J E J ���aE J ���#G J ��	 � F � 	ED
	y��� ��� ��	 � 	 P � � GH�N�����R�LGH\ J E J ��	���EF	 M �:��	
EF	 � E P � J ���R�LGH\�EF	 �LGH��� O0P 	 kc < π/l

�Dª GH��� C 	�� C ����� J � J ����� �iE � J ���R�LGH\ J E J ������	 l�GH��GH�3G k ����\ P ��	
� J ��	 C ��	 M 	����?�3GH����EF	'����^ JFM 	 CLK GH�H� JFO0P 	 �

� WYt+voE'tUK�SUE's7@-W�BytUE's
Á 	���	 C ����� GH�R��	y¬ G C ��	��R�sE J � �WE � J ���R�LGH\ J E J ���s	�EFEF	zl M�
�M 	 �8Á ����� O0P 	�E%Gµ� P �R¬ G C 	�� P � P�J ��	 	��R�

�����R�LGH\ J E J ����	�� J EDG ��� GH��G��F�'��	����HGH^ P 	�����	Z�LG J EFEF	 
3� J 	 ξ0
�<¸ 	����HGH^ P 	�� � ��� n ����	������3GH����EF	 � P�J ��	��C 	 O0P�JDC ����	 P ��	 1 ����	�	�������	 z = 0 	y� z = ξ0

���7EF	Z� P�J � J �'��	 � GH�R� JFC�P EF	��'��������	���	�������� P E �LGm���
¬ GH���LG J � J �R��	�� �HÁ G 
3^ P ��	 a]� aRa M ��������	�E%G?� P �R¬ G C 	,��� P ��	 C � P�CLK 	,��� P � M ��E%GH��^�	8	#G P # 22%

& d:^�E k:C ������E
# 78%

& 	�����	 M 	�� C � � GH� 0.01 % ��	?\ J EFEF	��D	y�8� J \������ f = 48
] 1 � _I� C �����R�LGm��	 C E%G J ��	 M 	���� O0P 	�EF	��

�HGH^ P 	�� � ��� n ����	������3GH���,EF	 � P�J ��	 �3¸ 	�E%G ��	I����GH� P�J � � GH� P ��	I��� C ��� J ����GH� C 	���	IE%G�� J ��	�����	 M 	�� P ����	
��E � G ��� ��� CLK 	s��	sE%G � P �R¬ G C 	�� ��� C ��� J ����GH� C 	 O0P�J,J ����	��R� J 	���� G#�HGH��� C 	�EFEF	 � ����� J ��	 � GH�ZEF	 M �:� n EF	
� P�M ��� JFO0P 	 # C ¬ � 
3^ P ��	 a]� a � &z�

��²³¼�� a]� aRa d À M GH^�	'��	�E%G � P �R¬ G C 	���� P � M ��E%GH��^�	I	#G P # 22%
& l ^�E k:C ������E # 78%

& � J \�����	�� f = 48
] 1

EF����� O0P 	ZE%G � P �R¬ G C 	�	��R��G P�M G « JFM P�M ��	Z���y¬­��� M Gm� J ��� �
Á GaE J ^���	 C ����� J � P 	 J ��� JFO0P 	 E%G � ��� J � J ���
��	'E � ������	���	'� P �R¬ G C 	 � � P l ��	���� P ����	�� � � J ��� J EFEF��� �0E%G M 	�� P ��	I��	 ®DÀ%! ��	�EF����E%G � ��� C ��� P ��	'��� C � J ��	
G P + a]� a]� � ��� P � l 	��R� JFM 	'¬­���R��	 M 	�����E%G�� J ��	�����	�� P � P�J ��	 �

	 � 	 ��� ��8+4'2� ������4)6 �>2 %�2�. � 2�/1���!4'/;: 6  1�
_I��	�����	�^ J �R����	,��	�� 
3E M �D� � E P � J 	 P ���=¬­��� O0P 	�� C 	�� � P � P � M ��E%GH��^�	½	#G P # 22%

& d:^�E k:C ������E # 78%
&

	�����	 M 	�� C � � GH� 0.01 % ��	8\ J EFEF	�����	 ��	�����	 ��F ������G J �LGH��� C 	���
3E M � �#��� G C�C�n ��	�G P�CLK G M � ��	 � J ��	�����	
�3GH����EF	 � E%GH� # x, z

&z�
_I�s����� J 
3	�	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	���� O0P 	�� � � P � P � ��� M \���	'��� ������	�� P�� ��G MNM 	����?^���GH���s��	y�HGH���

1/h ���3GH��� P � � P�J ��	�� JFM � EF	���E%GZ� J ��	�����	 ��� C ���'�F����	 M GH� JFn ��	�	z« � ����	���� J 	�EFEF	�G#��	 C E%G � ���H¬­������	 P �
z �
E%G EF����^�	 P � C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	 �y�LGH��� � ��� � ���R� J ������	�EFEF	��aE � J ����	�����	 � P ��� M \���	���� ������	 kc

�
Á G 
]l
^ P ��	 a]� a b � ������	�����	�E � G M � E J � P ��	 u ��	�E%G�� J ��	�����	�	��s¬­��� C � J ���s��	 z � � P � � E P � J 	 P ���,¬­��� O0P 	�� C 	�� �
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��²³¼�� a]� a b d � M � E J � P ��	 u ����� M GHE J ����	 � GH��EF	 M G « JFM P�M ��	sE � G�� P �R��	 M 	���� � GH��EF	 C GHE C�P E,� P lM ��� JFO0P 	 ��	 � P�M GH�7	y� k P�C fH	�� M GH� � g � 
 	��¿¬­��� C � J ��� ��	 E%G � ���H¬­������	 P � M P E � J � E J � � GH�WEF	
��� M \���	���� ������	 kcz

� � P � P � M ��E%GH��^�	 	#G P # 22%
& d:^�E k:C ������E7# 78%

& 	�����	 M 	�� C � � GH� 0.01 %��	�\ J EFEF	�� �HÁ J ^���	,^�� J ��	 C ����� J � P 	�
 C GHE C�P E�� P�M ��� JFO0P 	���	 � P�M GH�=	y� k P�C fH	�� M GH� � g � 
 � 96
] 1 G#��	 C

ρ = 1188 f0^ � M −3 � η = 0.05
® G � ��	y� σ = 0.06

��� M
−1 � = ^�G P�CLK 	 
���	 � ������	����LGm� J ��� 	���� CLK 	�EFEF	��

E J ���#G J ��	�� ���Z����� J ��	Z
3	�� � CLK 	�EFEF	���EF��^�GH� J � K�MNJFO0P 	�� �

® � P �=����� P�M 	�� C 	 CLK G � J ����	��m��� P �DG#�������=���y��	�EF� ��� ����	��=	z« � ��� J 	�� C 	�� C E%GH��� JFO0P 	�� # G P ��� J � J �3GH^�	
� P ��	 P�J E & 	y����� J ^ J �3GHEF	��'# M 	�� P ��	������ G M � E J � P ��	���	y� ®DÀ%!'& 	y����� M ����������EF	 P � � 	��R� J ��	�� C 	��3GH����EF	C GH����	�� P�J ��	��,��	 �,����� J 	���� # M ��E%GH��^�	��½	#G P d:^�E k:C ������E &z��� � P �?GHEFEF�����½�3GH����E%G � P�J ��	�G ��� E JFO0P 	�� C 	��M�
�M 	I��	 CLK � JFO0P 	���G P C GH����	�� P�J ��	�� C � M � EF	z«]	�� �
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ª GH��� C 	 CLK G � J ����	Z��� P � � ������	�����������EF	 � k �R� n�M 	Z��	 MNJFC 	�EFEF	��?^��#GH����	���	�������^ JFM 	���	 MNJ l � J E P �P � J E J ���I�3GH����E � 	z« � ��� J 	�� C 	���	ml�GH��GH�3G k ��Á GZ� P�J ��	���	 C 	y����	���	 C ������	 � GH�R� J 	'	��R�?����� J ��	���E � 	z« � �����
��	��8����� P E �LGm���8	z« � ��� JFM 	����LG P «NG P ��� J � J �3GH^�	,� P ��	 P�J E � P�J ����EF	 P � J ����	�� � ���y�LGm� J ���N^���� C 	?G PNC GHE C�P E
� P�M ��� JFO0P 	I	y�?����	��,	z« � ��� J 	�� C 	�����	I����EF� C�JFM �y��� J 	?	y�,��	'\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	 � F ��
3������� P � � ������	����������
� P�C�C�J ����	 M 	���� O0P 	�E O0P 	��?����� P E �LGm���,��\]��	�� P ��G P l ��	���� P �?� P ��	 P�J E.��� J ���R�LGH\ J E J ��� �

� �	� � x�� { �N��wyxywyv��i~
� � P ��G#����������� C�J ������	�����G#�HG J EFEF	��,G#��	 C ��	��?����E P � J �����,��	 MNJFC 	�EFEF	��,^��#GH����	�� # � � P � P ��	���	y� P 	

��� J � � j 
 & �]��	'EF����^��½GH^�����^�Gm��� Cyk E J ����� JFO0P 	��½	y�7�3	z« J \�EF	��½��	I��	���� J ��G C � J ¬­����	 O0P 	�E O0P 	����3GH��� MNn ����	��
��	 � J G MNn ����	 � � P � � E P � J 	 P ��� MNJFC ��� MNn ����	��?��	 EF����^ �
¸ 	�� MNJFC 	�EFEF	�� � 	 P ��	�������	 C � P � 	���	y�'��	 ��	zlC � M \ J ��	��=�3GH��� EF	���	 M � � �0Á 	 P �=�LG J EFEF	8��� 	��R�8����� C � GH� 
]«]	������ ����EF	½��� M ��	 � � ��E k:MNn ��	��i� J �HGH����� � �Á G �LG J EFEF	 M � k 	�����	���	 C 	�� MNJFC 	�EFEF	�� �:����������� C � P EF	'EF	�� � ��� � � J �y����� � K�k � JFO0P 	��?��	������3� P�J ��	�� ��	��R�

]«]��	 � GH� P ��� O0P�J E J \���	I� K 	�� M �:� k �3G MNJFO0P 	 ��Á GN� K ����EF��^ J 	'��	������D� P�J ��	����HGN����� C ��� � 	�������	���	
E%G'��	 M � ����Gm� P ��	��0��	�E%G C ��� C 	�������Gm� J ��� 	�� ��	���� J ��G C � J ¬
	y�½��	?E%G C ��� C 	�������Gm� J ���a	�� ��	�Eq��	����H����	?���ml
E P � J ��� �0Á 	�� C ��� C 	�������Gm� J ����� CLK � J � J 	��8�������½��	�EFEF	�� O0P 	 C 	�� MNJFC 	�EFEF	�� �������½	�� CLK 	y� 
 ������	��?	y�8¬­��� M 	����P ��������	#G P � C � 	��R�IEF	�����^ JFM 	'��	 MNJ l � J E P � ��F � C � M \ J �3GH����EF	 M �:� n EF	'��	���	 � �LGm� J ��� ��	�� � ��E k:MNn ��	��
	y�IEF	�� � ��� � � J �y�����I��	 C � P � P ��	 	y�I��	 C � M \ J �3G J ������� ¸ Gm��	��* #" $'&)( � � \	
 ����� � GH�R¬ G J ��	 M 	�������� C � J �IE%G
� K ����EF��^ J 	IE J ���#G J ��	���	��?����E P � J �����½��	 MNJFC 	�EFEF	��½^��#GH����	�� �

� �.- � �i�����iwy{½tc{�r � w�rc����{,x�u�r�tcw	�N��~�r
� � P ��G#������� CLK � J � J.C � MNM 	 � P�J ��	 C � M � EF	z«]	���	��?����E P � J �����,��	 MNJFC 	�EFEF	��½^��#GH����	��?¬­��� M ��	��,��	C 	y� k E � k � J � J � JFP�M CLK EF��� J ��	 	y�'��	Z��GHE JFCyk E%Gm��	���	Z���:� JFP�M # ¸½®8¸ E d � G j GHE & ��	Z��G ��� ���R�I��	 C ��� C 	��:l

����Gm� J ��� M ��E%G J ��	 � ¸½®8¸ E 
 � � � G j GHE 
 � ��	y� � J E P ���=�3GH��� ��	,E � 	#G P ��GHEF��	$# 0.5 M ��E � Á −1 ��	 � G ¸ E & � � � P �
��	�� C ��� C 	�������Gm� J ������	�� ¸½®8¸ E d � G j GHE<GHEFE%GH���?��	 2 � 8% 	�� M GH����	 ��¸ 	 � k �R� n�M 	 G �y������� n ���y� P l
� J � � jin � \ � � n � a g 
 � C 	�� � P�J ��	��Z����������	�� � P�J ��	��Z��	 � G «���	�EFE M �:� n EF	 � � \	
 �i	y��EF	 P � � K ����EF��^ J 	
�����:l E J ���#G J ��	 � ������	�����	 P � C � M � ���R��	 M 	����8� J ��^ P E J 	�� � P �8EF	 O0P 	�Eq��� P �8��	y��	��������½	��a���y�LG J E3�3GH����E%G
��	 C � J ��� b � a]�
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Á GZ� J � C ��� J ��� C � M � EF	z«]	'��� P � � P�J ��	���	 � G «���	�EFE η∗(ω) 	��R�?��	�E%G�¬­��� M 	 


η∗(ω) =
G0τ

1 + iωτ
+ ηS, # b � \ &

��� G0
	��R�½EF	 M �:� P EF	,��E%GH�R� JFO0P 	�� τ EF	���	 M � � C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	?��	?��	�E%G «�Gm� J ����	y� ηS

E%G'� J � C ��� J ���?� P
����E �HGH��� � _I� � 	 P �8G J ��� J ��� 
3� J �=E%G�� J � C ��� J ������¬­��� O0P 	�� C 	?� P EFEF	 η0 = G0τ

��EF	 M �:� P EF	���	��R��� C fmGH^�	
G′(ω) 	y�?EF	 M �:� P EF	I��	 � 	��R��	 G′′(ω) � GH�

G′(ω) = −ωℑ(η∗(ω)) =
G0τ

2ω2

1 + τ 2ω2
, # b � � &

G′′(ω) = −ωℜ(η∗(ω)) =
G0τω

1 + τ 2ω2
+ ηSω. # b � a &

¸ � MNM 	 ��� P � E � G#������� ��G ��� 	�EF�aG P + � � \ � a � � GH^�	s� n � C 	��Z��	 P «W��	���� JFn ��	�� �HGHEF	 P �����������Z��	�E J ��	��
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�����8	z« � ��� J 	�� C 	������ J ���R�LGH\ J E J ���,��	�l�GH��GH�3G k �0ª � P ��	 � GH�R��� C 	��>� P�J ��	��8����������� n � � J � C �:��E%GH�R� JFO0P 	��8	y�
��	 C � M � ���R��	���� C � MNM 	���	��½����E J ��	�� � � P � f > 1

] 1 �]	y�,��� G P ����	 � GH�R���]EF	 P � MNJFC �����R��� P�C � P ��	 � 	 P �
 ����	 M �:� J 
3��	 � GH� P ��	 C ��������G J ����	�	z«:����� J 	 P ��	 �
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ª GH��� C 	 CLK G � J ����	��8��� P � � ������	�����������EF	��N����� P E �LGm��� ��	��a	z« � ��� J 	�� C 	��a���#GHE J ����	��N� P �a��	�� ���ml
E P � J �����I��	 MNJFC 	�EFEF	���^��#GH����	�� # ¸½®8¸ E l � G j GHE & �3GH����EF	Z����^ JFM 	 ��	 MNJ l � J E P � �
Á G C ��� C 	�������Gm� J ����	��
��	���� J ��G C � J ¬,�HGH� J 	a��	 2 � 8%

�DÁ 	�\ P ����	 C 	��Z	z« � ��� J 	�� C 	��N	��R����	 M 	y������	a	�� �y� J ��	�� C 	sEF	�� 	y¬%l
¬­	y������� P ��	N¬­���R��	�� J � C �:��E%GH�R� JFC�J ���Z�3GH����E � 	z« � ��� J 	�� C 	N��� J ���R�LGH\ J E J ��� ��	�l�GH��GH�3G k �c� � P � M �������������
��� GH\q�����7E � JFM � ���R�LGH� C 	�� P ��	 M � E J ����GH^�	 	y�������7� � EF	Z�3GH����EF	 CLK � J «�� PµM �H� J ¬ ��ª GH��� P �µ��	 C �����
��	 M � � ����� P � � ������	����������IEF	�� C � P ��\q	�� ac

	y� kc
	�� ¬­��� C � J ���s��	 f

��� � P � M ������������� O0P 	 C ��������G J l
��	 M 	����s� P � � P�J ��	 � JFM � EF	�� C 	�� C � P ��\q	�����	 ������� � GH� M �����H������	��a	y����� P � J ����	�� � ���y������� C 	
� K ����� MNn ��	�	�� ��	�� M 	���� ������	����R�LGm� J �����3G J ��	��,��E%GH�R� JFO0P 	�� �;F ��
3������� P � � ������	����������I��	�� M 	�� P ��	��
��	�� CLK G M � ����	�\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	��'	y����	Z� J ��	�����	NG P ��	 J ����	�E � � CLK GH��� J EFEF��� �
Á G������:l M �����H����� J 	���	C 	�� CLK G M � � C ����
3� M 	'E%G � ������	�� C 	���� ������	��?�R�LGm� J �����3G J ��	��½��E%GH�R� JFO0P 	�� �


 �	� / v r.~½���'u'tcwy��psr �N�su�xywzt<u'tcw�� ~�r
ª GH���?EF	�������E P � J �����,��	 MNJFC 	�EFEF	��½^��#GH����	�� ��EF	 M �H� J ¬<��� � 	�����\q	#G P�C � P � � P ��	 M � E J ����GH^�	'	y�?��	

E%G � ���#« JFMNJ ����� P ��	 P�J E � _I� ���#GHE J ��	 � E P � J 	 P ���?¬­� J �?E%G M�
�M 	�	z« � ��� J 	�� C 	ZG#��	 C E%G M�
�M 	�����E P � J ���
��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE<� 8%

�
¸ � MNM 	����H����	 � P�J ��	�	��R�?��� n �?� J � C �:��E%GH�R� JFO0P 	�� J E.��� � C � P EF	�EF	�����	 M 	�����	y�P � C ������� � EF	 � ��� C�J ��� P ��	 M � E J ����GH^�	Z	��R��� J �NC�J EF	 �.Á G � ��� C�J � J ���7� P � h 	��R� ����� C ��� n � J �]¬­��� J 	 P ��	� C 	�EFEF	 � � P � P ��� P�J ��	�� JFM � EF	 	y��	��R����	�E � ��������	a��	 ±0.1
MNM �=® � P �Z	��R� JFM 	�� E � J ��� P 	�� C 	�� P

��	 M � E J ����GH^�	���EF	���	z« � ��� J 	�� C 	�������������� � �y����	�� � E P � J 	 P ���'¬­� J ��	��7� J �3GH����E%G C 	�EFE P EF	Z	�������	 CLK G O0P 	
	z« � ��� J 	�� C 	�	y�?	�� E%G ��	 M � E J ����GH��������� P ��	#G P �® � P � CLK G O0P 	�	z« � ��� J 	�� C 	�� J � 	 � � � P � P �U��	 M � E J ����GH^�	N����������� ac

	��R�Z��� 
3� J 	�G#��	 C�P ��	 � ���zlC�J � J ���W��	aE � ��������	a��	 1%
�D¸ 	 � 	����3GH�����D	�������	���	 P «U	z« � ��� J 	�� C 	�� � ac

� 	 P � �HGH� J 	�����	 � � n � 10%	y� C 	y����	Z�HGH� J Gm� J ��� ��� � 	����µ��	ZE%Ga¬­��� O0P 	�� C 	 �<Á G 
3^ P ��	 g � \ M ��������	 ac
	���¬­��� C � J ������	 f � � P ������ J � 	z« � ��� J 	�� C 	��N� � P � P ��	�����E P � J ���W��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE,� 8%

�=Á 	 C � M � ���R��	 M 	����Z^�EF��\3GHE8��	��
����� J � C � P ��\q	���	��R�½� JFMNJ E%G J ��	 M G J � ��	���� J D
����	�� C 	�� JFM � ���R�LGH����	�� ��������� J � J \�EF	�� 	�� C 	��R�LG J ��� � � J ����� �� � P �?��	����������'�NE%GN��	 C � J ��� � P�J �HGH����	 O0P 	�E%GN^�G MNM 	���	�¬­��� O0P 	�� C 	 ��� EF	�� C � P ��\q	��I�������IEF	 � E P �
� J D
����	�����	�� C ������	�� � ������� P ��	 1 ����	���	'���������3GH� C 	�	�������	 P ��	�������	'� MNJ ��	 � GH�,E%G � P �R¬ G C 	�	y� P ��	

jin
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��²³¼�� g � \ d ac
	�� ¬­��� C � J ��� ��	 f � � P � ����� J � ��	 M � E J ����GH^�	��N� J D
����	������ � � P � P ��	 ����E P � J ��� ��	MNJFC 	�EFEF	��'^��#GH����	�����	 C ��� C 	�������Gm� J ��� 8%

�cÁ 	���\3GH����	������ 	�����	 P ����������� � E P � � 	y� J ��	�� O0P 	NE%G��LG J EFEF	
��	�� M GH� O0P 	 P ��� �

������	����#�3� CLK�J 	�G P ¬­�����s��	�E%G C 	�EFE P EF	I	y�?��� � 	���� ����� C ¬­���R��	 M 	����?��	�E%G K G P ��	 P ����	�� P�J ��	 �� �H������� O0P 	ZEF	���	 M � E J ����GH^�	���� P 	ZG P ��� J � P � kc
� _I� C �����R�LGm��	 	���	ED
	y� O0P 	 � � P � P ��	 M�
�M 	

¬­��� O0P 	�� C 	�� � E P � J 	 P ��� M �H� J ¬­�8������� � ����� J \�EF	�� �]Á G 
3^ P ��	 g � � M ��������	 P ��	 � 1 �:��EF��^ J 	��������a	z« K G P � l
� J ��	N��	�� M �H� J ¬­��G ��� GH��G J ����GH���Z� E%Gs� P �R¬ G C 	 ��� P ��	 C � P�CLK 	a��	 ����E P � J ���7��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE8� 8%��	 K G P ��	 P � h = 10 ± 0.1

MNM �q¸ K G O0P 	 JFM GH^�	�	��R� � � J ��	 M � J ������� P � � � P � C 	����'G P l ��	���� P �'� P
��	 P�J E � j J�J E�	��R�8¬ G C�J EF	½��	?���y��	�� MNJ ��	�� P �N��� M \���	���� ������	 C � J � JFO0P 	 kc

�3GH���8EF	 C GH�8��	?E J ^���	�� � GH��GHE l
E n EF	���	y�,��	 C 	�� C EF	�� C ��� C 	������ JFO0P 	�� � J Eq	��R� � E P �½� J �NC�J EF	?��	I���y��	�� MNJ ��	�� kc

� � P ��EF	��,G P ����	�� M �H� J ¬­�
# M �H� J ¬3��� G ��� GH��G J ����GH��� O0P � G P «Z\q������� �H� k:M �y��� J 	½��� ��������	 n

� � � &z��¸ 	��D��\���	��R�HGm� J �����=	z« � E JFO0P 	���� O0P 	
E%G � ��� C�J � J ���7� P ��E%G M 	�� P ��	 ��	 kc

	��R� ��	y����	 M 	���� � E P ��¬ G J \�EF	�#­��	 E � ��������	���	 ±10%
& � � P ��EF	��

����E P � J �����8��	 MNJFC 	�EFEF	�� ^��#GH����	�� O0P 	 � � P ����	�E � K0P�J EF	�� J E JFC ����	������aEF	 M �H� J ¬
	��R�½��� P ��� P ��� C �����R� J � P �
��	�E J ^���	�� � GH��GHEFE n EF	�� �

F ��
3���
EF	���	 M � E J ����GH^�	 ��� P 	�� P �I��	 P «�¬ G C ��	 P ��� ��Á 	 � ��	 MNJ 	�� C ������	�� � ������G P «�	ED
	y���I��	 � ���ml
¬­������	 P � 
3� J 	I
m� J E%G K G P ��	 P �=��	3� P�J ��	8�HGH� J 	��mE%G?�HGHEF	 P �i��	½E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	8�HGH� J 	½G P ��� J ��Á 	
��	 C ����� 	��R�I��	�E J ���NE%G � ������	�� C 	 ��� P � M ��� J � O0P 	�G P « \q����������	�E%G C 	�EFE P EF	 �q¸ � MNM 	���� P ��E � G#�������
� P �3GH���,EF	 C GH�,��� P ��� P�J ��	I� JFM � EF	 + a]� \ � a � � GH^�	 bLj & � C 	 M ��� J � O0P 	 ��� P 	'G P ��� J � P �,E%G��HGHEF	 P �½� P
��	 P�J E �3	y�?EF	���	 M � E J ����GH^�	 CLK GH��^�	���G C � P ��\ P ��	 C 	 O0P�JcM �:� J 
3	 C 	���	ED
	y��� �
¸ 	��?	ED
	y������������� J �NC�J l
EF	 M 	���� O0P GH��� J 
�GH\�EF	�� �.ª GH����E%Ga� P�J ��	���	y� � E P � � GH�R� JFC�P E JFn ��	 M 	����I�3GH����EF	�� C GHE C�P EF�I� P�M ��� JFO0P 	�� �O0P�J ��	 � ��	�����	���� � GH��	�� C � M � ��	�EF	��,	ED
	y���?��	�\q����������� P ��� P ��� ����	������������ P ��� P ��� h = 10

MNM �


 �.- � w�r.~ ~�p�{ � w�|�~�ps��~A| � �sp�~���~½t � w�rc����{,x�u�r�tcw	�N��~
ª GH��� C 	y����	 � GH�R� J 	��,��� P � � ������	�����������EF	�� M 	�� P ��	�� ��� G C�C ��EF����Gm� J ����	y����	���� M \���	���� ������	C � J � JFO0P 	��½	ED
	 C � P ��	���� P �½��	��,����E P � J ��������	 MNJFC 	�EFEF	��8^��#GH����	�� ¸½®8¸ E d � G j GHE���� J D
����	�����	�� C ��� C 	��:l

����Gm� J ����� � k � P ��	��DEF	�� M 	�� P ��	��D��	,��	 P�J E]��� J ���R�LGH\ J E J ��� � ������	�������	��8�3GH��� C 	y����	 � GH�R� J 	�������� � k �R��� M G l
� JFO0P 	 M 	������ P�J � J 	�����	�� M 	�� P ��	���� K ����EF��^ JFO0P 	��,��	�� M �:� P EF	��½� J � C �:��E%GH�R� JFO0P 	�� G′(ω) 	y� G′′(ω) ���




 � � � �
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 ��� ��� � � � ��� � � � � � ���
� � � \

f = 52 Hz

10 mm

f = 66 Hz

f = 85 Hz

��²³¼�� g � ��d À M GH^�	�����	�E%GW� P �R¬ G C 	���\]��	�� P 	����W����� J � ¬­��� O0P 	�� C 	�� #­��	 K G P �s	�� \3GH� f = 52 �
66 	y� 85

] 1 & 	y� � � P � ����� J � 	z« � ��� J 	�� C 	�� � J D
����	�����	���� P � P ��	�����E P � J ��� ��	 MNJFC 	�EFEF	��N^��#GH����	��
��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE,� 8%

�DÁ 	�� M �H� J ¬­� #­��������������	�^�G P�CLK 	 � ����� J ��	a	y����	 K G P ��	�� \3GH� & �������s
M �H� J ¬­�IG ��� GH��G J ����GH��� P � JFO0P 	 M 	�����G P «�\q������� #­� k:M �y��� J 	 ��� ��������	 \R\ � & � C 	�� C EF	�� C ��� C 	������ JFO0P 	�� �
E J ^���	�� � GH��GHEFE n EF	�� �:E J ^���	�� � GH��GHEFE n EF	�� �]� k:M �y��� J 	'��� ��������	 g ��� k:M �y��� J 	���� ��������	 b ��E J ^���	�� � GH��GHEFE n EF	�� �
� k:M �y��� J 	'��� ��������	 j �3E J ^���	�� � GH��GHEFE n EF	�� �
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� GH�R� J �D��	�� O0P 	�EFEF	������ ��	 M ������	?G P « � GH��G MNn ����	�� G0
	y� τ � P M �:� n EF	,��	 � G «���	�EFE C ������	�� � �����3GH���# C ¬ � ��	 C � J ��� b � � � � GH^�	 jNb &z�:� � P � M 	y��������� JFC�J 	��a�y� J ��	�� C 	�E%G�� J ^��3Gm� P ��	���	�E%G'� J � C �:��E%GH�R� JFC�J ����� P

� P�J ��	½� P �DEF	���	 P�J E]��� J ���R�LGH\ J E J ���8��	7l�GH��GH�3G k # C 	��D����� P E �LGm���=�����D�y��� � P \�E J ���3GH���DE%G?���y¬­����	�� C 	�� � 
 &z�

� � � � / � �> 12D��/��>. ��� � � �  
 � � �7�> �
4 %

_I�����#GHE J ��	 P ��	,	z« � ��� J 	�� C 	���� J ���R�LGH\ J E J ���8��	Dl�GH��GH�3G k �3GH��� P ��	,����E P � J ��� ��	 MNJFC 	�EFEF	��i^��#GH����	��
� 4%

�mÁ � 	z« � ��� J 	�� C 	�	��R�i���#GHE J ����	 � 20◦
¸ �3GH���<E%G C 	�EFE P EF	 Cyk E J ����� JFO0P 	�#­��� C � J ��	�G P + a]� \ � \ � � GH^�	 b-\ �

� J G MNn ����	 d = 60
MNM 	y� K G P ��	 P � h = 10

MNM &z�]¸ � MNM 	 � � P � P ��� P�J ��	�� JFM � EF	��0E � G C�C ��EF����Gm� J ���C � J � JFO0P 	 ac
	y��EF	Z��� M \���	���� ������	 C � J � JFO0P 	 kc

G P ^ M 	�����	�����G#��	 C E%Ga¬­��� O0P 	�� C 	 � k � P ��	y¬­� J �'�3GH���P ��	 ����E P � J ��� ��	 MNJFC 	�EFEF	�� ^��#GH����	�� � C 	y����	�G P ^ M 	����LGm� J ��� ��� 	��R� � GH� M �����H������	 �DÁ G 
3^ P ��	 g � a
� ������	�����	�EF	�� M 	�� P ��	�����	 ac

	y� kc
	���¬­��� C � J ������	 f � � � P � P ��	 C � P�CLK 	���� � � G J ����	 P � h = 10

MNM
��� P ��	�����E P � J ���N��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE
� 4%

� _I� C �����R�LGm��	 O0P 	�E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 ac
��� C�J EFEF	�G#��	 C
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��²³¼�� g � a d � C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 ac
	y����� M \���	���� ������	 C � J � JFO0P 	 kc

	��N¬­��� C � J ������	�E%GI¬­��� O0P 	�� C 	
f � � P � P ��	�����E P � J ������	 ¸½®8¸ E d � G j GHE.� 4%

�

E%G�¬­��� O0P 	�� C 	W
 ���»� J �R� J ��^ P 	 C E%G J ��	 M 	����N��	�� M G « JFM G 	y� ��	�� MNJ � JFM G EF� C G P « ����^ P E JFn ��	 M 	����
	�� � G C ��� �8ª GH����E%G � P�J ��	��=��� ���H��	 δf E � J ����	��R�HGHEFEF	 ��	�¬­��� O0P 	�� C 	 	�������	s��	 P « MNJ � JFM G � P ��	 P «M G « JFM G ��ª 	 � E P � �����N��	 M GH� O0P 	 O0P 	?EF	���� M \���	���� ������	 C � J � JFO0P 	 kc
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3����	 �qª GH��� P ��� P�J ��	
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ª 	I¬ G'0����a^���������GHEF	��]E%G�� J ��	�����	 c ��	 � ��� � GH^�Gm� J ��� ��	��,������	��,��	 C�J ��G J EFEF	 M 	����8	��R�,����������	 � GH�

c =
√

G′(ω)/ρ
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3� O0P 	 � E P ��E%G C ��� C 	�������Gm� J ����	��R�s��EF	y����	 � E P �aEF	���� M G J ��	���	 ¬­��� O0P 	�� C 	7G C lC 	���� J \�EF	'	��R��E JFMNJ ��� � F �s	ED
	y��� C � MNM 	�E%G�� J � C ��� J ����G P ^ M 	�����	�¬­���R��	 M 	����?G#��	 C E%G C ��� C 	�������Gm� J �����
� � P � P ��	 M�
�M 	 ¬­��� O0P 	�� C 	�E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	�G P ^ M 	�����	�G#��	 C E%G C ��� C 	�������Gm� J ��� �m® GH� C �������zlO0P 	������ � P�J � O0P 	½E%G�¬­��� O0P 	�� C 	 M G « JFM GHEF	 G C�C 	���� J \�EF	½	��R�DE JFMNJ ����	 � GH�iE%G � P�J ����GH� C 	½� P � �H�i� J \���GH�����
� E P �,E%G C ��� C 	�������Gm� J ���sG P ^ M 	�����	�� � E P �½E%G�¬­��� O0P 	�� C 	 M G « JFM GHEF	�G C�C 	���� J \�EF	'	��R� � 	y� J ��	 ��ª 	 � E P � �
EF	 ��� M \���	 ��� ������	�� JFMNJ � P 	 EF����� O0P 	 G0

G P ^ M 	�����	 # C ¬ � 
3^ P ��	 g � g &z�½Á 	���	ED
	y������	�\q�������a��	
¬­����������� C ��	���� J ��� ��	���¬­��� O0P 	�� C 	�� ��	 � E P ��	�� � E P ��^���GH����	�� � M 	�� P ��	 O0P 	 E%G C ��� C 	�������Gm� J ���
G P ^ M 	�����	 �
Á GN¬­��� O0P 	�� C 	 MNJ � JFM GHEF	'G C�C 	���� J \�EF	 #­	�����	������ P �'��	�E%G O0P 	�EFEF	�EF	���	ED
	y���I��	�\q����� ��	zl
� J 	�����	���� � ��� � ����������GH����� & G P ^ M 	�����	IG#��	 C E%G C ��� C 	�������Gm� J ��� � F ��
3��� C � MNM 	 δf G P ^ M 	�����	�G#��	 CE%G C ��� C 	�������Gm� J ������������� Gm����	����7� C 	 O0P 	ZEF	 ��� M G J ��	���	 ¬­��� O0P 	�� C 	���G C�C 	���� J \�EF	Z��	y� J 	�����	���G � J l
��	 M 	���� � E P � � 	y� J � O0P 	 δf

C 	 O0P�J ��	 � 	�� M 	y� � E P �?��� ��\���	��R��	��'EF	��?��� C�J EFE%Gm� J �����½��	 ac
	y� kc

�;F �
� ��Gm� JFO0P 	������ ��	�E JFMNJ ��	I� P ��	 C ��� C 	�������Gm� J ��� M G « JFM GHEF	?��	 8%

�

� � � ��� ���9�(�x���! 1� ���U: 698�%-����2 %-�
_I����� J ��������	�����	 JFC�J �aE � J ��� P 	�� C 	 � P ��	 C ����� � GH��G MNn ����	 � P�M �:� n EF	���	 � G «���	�EFE,

EF	���	 M � �C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	 τ

�½® � P �a�y� P � J 	��aE � J ��� P 	�� C 	 ��	 C 	 � GH��G MNn ����	�� P ��EF	���	 P�J E���� J ���R�LGH\ J E J �����D���M 	�� P ��	 ac
	y� kc

	�� ¬­��� C � J ��� ��	 f �µ��	 P « ��	 M � ����Gm� P ��	�� 19◦
¸ 	y� 23◦

¸�� F ��	ED
	y� J E�G7�y���M ��������� � a g 
 O0P 	�� J τ ��� � 	�����¬­���R��	 M 	�������	�E%GZ��	 M � ����Gm� P ��	�� G0

k 	��R� � ��	�� O0P 	 J ����	���� J \�EF	 ��Á G

3^ P ��	 g � j � ������	�����	aEF	�� M 	�� P ��	�� ��	 ac

	y� kc
	��µ¬­��� C � J ���µ��	 E%Gs¬­��� O0P 	�� C 	 f � T = 19◦

¸ 	y�
23◦
¸ � � P � P ��	�����E P � J ������	 ¸½®8¸ E d � G j GHEc� 4%

�
_I����	 C �����R�LGm��	�G P�C�P ��	'� J D
����	�� C 	I��	 M GH� O0P GH\�EF	I	�������	'EF	��½��	 P «�	z« � ��� J 	�� C 	�� � ac

	y� kc
�������

� P � 	�� � ����GH\�EF	��N��E%G � ��� C�J � J ���U��	�� M 	�� P ��	�� � � n � �8¸ 	 ����� P E �LGm����� 	z« � E JFO0P 	�¬ G C�J EF	 M 	����Z�3GH����EF	C GH����	Z��	ZE � � O0P Gm� J ��� # g � \ &z� F ��	ED
	y����E%G � K ����EF��^ J 	�E J ���#G J ��	���������	�
�� T = 19◦
¸ � G0 = 31

® G
	y� τ = 0.74 � � 	y�a� T = 23◦

¸ � G0 = 32
® G7	y� τ = 0.37 � 
 G0

�HGH� J 	���	 3% EF����� O0P 	 τ�HGH� J 	'��� P � ¬ G C ��	 P � 2
� _I� �3E � � O0P Gm� J ���5# g � \ & ��	���� � 	���� O0P 	���	 G0

#­	y� � GH����	 τ
&z�3À Ec��� 	��R������� C

� GH��� P � � ��	��3GH������� ��\���	��R��	��,	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	���� O0P 	 δf ��	���� � 	���� � GH�½��	�E%G���	 M � ����Gm� P ��	 T 

δf19 ≃ δf23 ≃ 17.5±1.5

] 1 � F ��
3���:G#��	 C EF	��D�HGHEF	 P ��� ��	 G0

C�J d:��	���� P ��E � � O0P Gm� J ��� # g � \ & � ���y��� J �
δf19 = 17.61

] 1 	y� δf23 = 17.89
] 1 � C 	 O0P�J 	��R�?	���G C�C ����� O0P GH��� J �LGm� J ¬iG#��	 C E � 	z« � ��� J 	�� C 	 �

� � � � � � �>.�*( 12�4'/��>.�� �>.����+4�8+ 1�>4H��/1032��+4
Á G 
3^ P ��	 g � �7��GH����	 M \�EF	�EF	����HGHEF	 P ���N��	 δf

M 	�� P ����	��a	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	������8�7� J D
����	�����	��C ��� C 	�������Gm� J ����� � K G P ��	 P ����	y����	 M � ����Gm� P ��	��'	���¬­��� C � J ������	�E%G � ����� JFC � J ������	ZE � � O0P Gm� J ���A# g � \ &
��\]��	�� P 	�� � GH�R� J �½��	����HGHEF	 P ���,��	 G0

M 	�� P ����	��?	�� � K ����EF��^ J 	IE J ���#G J ��	�	y�?��	 ρ = 1000 f0^ � M −3 �
_I� C �����R�LGm��	 P ��	z« C 	�EFEF	�����G C�C ������	�������	�E � � O0P Gm� J ��� # g � \ & 	y��EF	��I����� P E �LGm���I	z« � ��� JFM 	����LG P « �¸ 	 C�J ��	�� MNJ ��	 ��	 �HGHE J ��	��Z���H����	 J ����	�� � ���y�LGm� J ���»� P � K ����� MNn ��	W
 EF	��N��� C�J EFE%Gm� J ����� ��	 ac

�������
��	�E J ��	��,� E%G � ������	�� C 	���� ������	��,�R�LGm� J �����3G J ��	��½��E%GH�R� JFO0P 	��½�3GH���,E%G � ���H¬­������	 P �,��	'E%G C 	�EFE P EF	 � k � P l
��	y¬­� J � � C 	y����	 J ����	�� � ���y�LGm� J ������� 	z« � E JFO0P 	 � GH�=� J ��	 C ��	 M 	����=EF	�� CLK0P ��	��D\�� P �LGHEF	��i� P ��� M \���	���� ������	
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��²³¼�� g � j d � C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 ac
	y����� M \���	���� ������	 C � J � JFO0P 	 kc

	��N¬­��� C � J ������	�E%GI¬­��� O0P 	�� C 	
��� 	z« C�J �LGm� J ��� f � � � P � P ��	?����E P � J ���Z��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE�� 4% �:� T = 19◦C # △ & 	y� T = 23◦C # ▽ &z�
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��²³¼�� g � �Td ◦ � 	�� P ��	��s	z« � ��� JFM 	����LGHEF	�� ��	 δf #­��\]��	�� P 	�� � GH�R� J �N��	 ac
& 	�� ¬­��� C � J ��� ��	 E%G

�HGHEF	 P � � ���y� P 	 � GH�IE � � O0P Gm� J ��� # g � \ &z�
G0

	��R����������� � GH�IE%G � K ����EF��^ J 	�E J ���#G J ��	���	�������E P � J ������	y�
ρ = 1000 f0^ � M −3 � Á GZE J ^���	 C ����� J � P 	���	 � ������	�����	�E%GZ����� J ��	 y = x

�
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� P �R¬ G C�JFO0P 	 kc
�0® � P � ���y��	�� MNJ ��	��DEF	�� C G P ��	��8��	 C 	 � K ����� MNn ��	��0�����y� P � J 	��3GH��� E%G'� P�J ��	�EF	3� P�J ��	

�3GH���D��G � ���H¬­������	 P � � � P �i��	�����	�� ��	 M 	y������	½	��N�y� J ��	�� C 	�� J ��	 C ��	 M 	���� EF	��=������	�� ��	 C�J ��G J EFEF	 M 	����
	y�?��	�E J 	��½EF	 P ��� � ��� � � J �y������G P «��HGH� J Gm� J �����½��	 kc

�
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ª GH��� C 	y����	 � GH�R� J 	 ��� P � � ������	����������iEF	��<����� P E �LGm���<��\]��	�� P �iEF�����c��	8E � �y� P ��	8��	8E%G,\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	
��� P ��	½����E P � J ������	 MNJFC 	�EFEF	��c^��#GH����	��=��� P�MNJ ��	��=����	��i� J \���Gm� J �����c��	��R� JFC GHEF	�� ��¸ � MNM 	8��� P �=E � G#�������
� P #­��	 C � J ��� b � a � � GH^�	 jRg & �3EF	�� MNJFC 	�EFEF	��½��� GHE J ^���	����?��� P �?E � 	ED
	y�?� P C�J ��G J EFEF	 M 	���� � _I� � 	 P ������� C
��	���	 M GH����	���� J<P ����	�EiGHE J ^���	 M 	����?��� J ����	��R� J 	���� � GH�IG P ��� J �3GH����E � J ���R�LGH\ J E J ���I��	 l�GH��GH�3G k ��� P �
E � 	�	y¬­	y�'��	��I������	��'��	 � P �R¬ G C 	 �+F ��	ED
	y����E � G M � E J � P ��	'� P�C�J ��G J EFEF	 M 	����?��� C�J EFE%GH���?	���^�	���������	N� E%G
� P �R¬ G C 	���	�E%G C � P�CLK 	���	�� P�J ��	 � 	 P � 
 ����	�	��R� JFM ��	'� JFM � EF	 M 	���� � GH��


γ̇ ∝ ξkcω. # g � a &
� � C GHE C�P E=��� ��������	Z��	�^���GH����	 P ��G#��	 C ξ = 50 µ

M � kc = 500
M

−1 	y� ω = 300 ��GH� � � −1 ��������	
γ̇ = 7.5 � −1 �:Á 	 C�J ��G J EFEF	 M 	���� J ��� P�J � � GH��E � ��� C�J EFE%Gm� J ��� ��	?E%G�� P �R¬ G C 	I	��R�½����� C G � � J ��� J � P � ��� J 	 P �
� γ̇I ≃ 1 � −1 � C�J ��G J EFEF	 M 	������ k � JFO0P 	���� 	���������	N�3GH����EF	 � E%Gm��	#G P ��	 C ��������G J ����	�# C ¬ � ��	 C � J ��� b � a �
� GH^�	 j � &z� � EF����� �cG P ��	 P�J ED��	N���y��	 C � J �����.EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	����I^���������� � GH��EF	��'������	�����	N� P �R¬ G C 	�	��R�
� P � ��� J 	 P �½G PaC�J ��G J EFEF	 M 	���� C � J � JFO0P 	 γ̇I

�]Á 	�� MNJFC 	�EFEF	�� �������,����� C � P � C 	 � � J \�EF	��½��	I��� GHE J ^���	�� �0® � P �
�y� P � J 	�� C 	y����	 � ����� J \ J E J �����:���s���#GHE J ��	'��	���	z« � ��� J 	�� C 	�����	�\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	 �

� � 	 � / � %-�U:</ ��%-�+4 � 	 4'��% �~����/��>.�4
¸ 	�� M 	�� P ��	��������������#GHE J ����	��?�3GH���?E%G C ����
3^ P ��Gm� J ���s	z« � ��� JFM 	����LGHEF	���	 M 	�� P ��	���� G M � E J � P ��	

��� C � J ��	 	�� ��	 C � J ��� a]� � � � GH^�	 bHn � _I��G���� P ��	�� JFM � EF	 M 	�������	 P « � ��E%GH� J ��	 P ��� C ��� J �����I��	 � GH�R�I	y�
��� G P ����	���	�E%G C 	�EFE P EF	½��	 C �LGH��^ P E%G J ��	 ��Á ����� O0P 	�EF	3� P�J ��	�	��R��G P ��	 � ��� � P EF����� O0P � J E]	��R�8� J \������ P ��	
G C�C ��EF����Gm� J ��� J �]¬­��� J 	 P ��	 � E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 ac

�cE � JFM GH^�	Z��	 \ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	�	��R� K � M ��^ n ��	
	y�?��� J ��	 � j J ��� ��	 � E%G C 	�� a > ac

�3E%G � P �R¬ G C 	�	��R�������R�LGH\ J E J ����	'	y�?���s��� J ��G ��� GH��G��F����	'��	���� � �H���
E P�MNJ ��	 P « ����^ P E JFn ��	 M 	�����	�� � G C ���'�3GH���IE%G C � P�CLK 	Z��	m� P�J ��	 ��Á G 
3^ P ��	 g � n M ��������	 P ��	 JFM GH^�	
��	�\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	 � � P � P ��	�����E P � J ������	 ¸½®8¸ E d � G j GHE.� 8% � J \�����	�� 80

] 1 �
ª 	 P «a��EF� M 	������8�������½��	 M GH� O0P GH\�EF	�� � k � P ����� GH\q�������0EF	 M �H� J ¬
��	?\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	�G �0��	�EF��� x �0E%GM�
�M 	 � ��� J �:��	 O0P 	ZEF	 M �H� J ¬=��	Z� P �R¬ G C 	 �.� G J � �
E%�N����������� Gm����	�������G J �I�3GH���IEF	 C GH�'��� P � � P�J ��	

��	 �,����� J 	��µ\ J ���y¬­� J ��^�	������ P ��	N��� C ��� J ����GH� C 	 	z« � ����	���� J 	�EFEF	N��	NE � J ����	���� J ���NG#��	 C E%G � ���H¬­������	 P �
z � J � 	 � � JFMNJ E%G J ��	?G P�CLK G M � ��	I� J ��	�����	��3��� C �����R�LGm��	���	��,��� C�J EFE%Gm� J �����8� � Gm� J GHEF	��½��	'E%G E P�MNJ ����� J ������ P �<¬­��� M 	8��	�� � �H���iE P�MNJ ��	 P « ��F ��� P�J ��	��m��� ��	 M GH� O0P 	 O0P 	�E%G?E P�MNJ ����� J ���D��	��i� � �H���=��� C�J EFEF	D�3GH���
EF	I��	 M � ���ZE%G�¬­��� O0P 	�� C 	���� 	z« C�J �LGm� J ��� # � f

& � C � 	��R�Rl � l � J ��	�G#��	 C�P ��	 � ��� J �:��	���� n ��� P � ��� J 	 P ��	�G P
��	 M � � C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	�� P � P�J ��	 τ ≃ 1 � �<Á G 
3^ P ��	 g � \ � M ��������	�E � �y����E P � J ������	 M � ����	�EFEF	Z� PM �H� J ¬<��	�\ J ��	y¬­� J ��^�	�� C 	 � � P � P ��	�����E P � J ������	 ¸½®8¸ E d � G j GHEc� 8% � J \�����	�� 80

] 1 � _I�s��	y� J 	����
� E P �,EF� J ��� P � C 	y����	���	���� JFn ��	'��	 M GH� O0P 	 # C ¬ � CLK G � J ����	 j � � GH^�	 \ � \ &z�
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���� � n

5 mm

��²³¼�� g � n d À M GH^�	I��	�\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	 � � P � P ��	�����E P � J ������	 ¸½®8¸ E d � G j GHE.� 8% � J \�����	�� 80
] 1 �

5 mm

t=0 s t=0.0012 s t=0.0037 s

t=0.0062 s t=0.0087 s t=0.0112 s

��²³¼�� g � \ �Td B ����E P � J ��� � P�M �H� J ¬I��	�\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	�� P � P ��	 � ��� J �:��	 # T = 1/f
& � � P � P ��	

����E P � J ������	 ¸½®8¸ E d � G j GHEc� 8% � J \�����	�� 80
] 1 �



n � ��� � � � � ��� � �������
	���	 �

 � ��� � ����� � � � �2
 ����� � � � ���'���

� � 	 � � ���+*-,���%-*-,������  #"$�>.�)> 1�!� "$�(53��/1.�*[��/��>.
Á 	��Z� � �H��� E P�MNJ ��	 P « C ������	�� � ������	���� � P �»GHE J ^���	 M 	�����EF� C GHE ��	�� MNJFC 	�EFEF	�� � _I� � 	 P ������� C

��� J ����	�������^�	��,� P �,E%G�� J ��	 C � J ������� GHE J ^���	 M 	����½��	�� MNJFC 	�EFEF	��8�3GH��� C 	��,� � �H��� ��® � P � C 	�E%G �]������� P ����	
E � 	�����	 M \�EF	 � ��E%GH� J ��	 P �ed]GH�3GHE k ��	 P ����� P ��GH��^�EF	 θ 	y�����s	�����	�^ J �R����	 P � 
3E M ��� P ��	�� P ����	 ≃ 20/f

�
_I� M 	�� P ��	 GHEF������E � �y����E P � J ��� G#��	 C θ ��	�E � G M � E J � P ��	���	�� �HGH� J Gm� J ��������� J ����	���� J ��� ��	�E%G7\ J ���zl¬­� J ��^�	�� C 	��3GH����E%G C 	�EFE P EF	 ��® � P � J ����	�� � ���y��	�� C 	�������� P E �LGm��� ����� C ����� J � n ��	 O0P 	�E � GHE J ^���	 M 	�������	��MNJFC 	�EFEF	�� J ��� P�J � P ��	�\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	 ∆n �qG#��	 C�C � MNM 	�G «]	�� � ��� � ��	����3GH���?EF	 � E%GH� x, z ��E%GZ� J ��	 C l� J ������� GHE J ^���	 M 	����½��	�� MNJFC 	�EFEF	�� x′ 	y����GZ� J ��	 C � J �������R� K ��^����3GHEF	 z′

� j J �������H��	 χ E � GH��^�EF	?¬­��� M �� GH� x′ 	y�DE%G?� J ��	 C � J ����� P � ��E%GH� J ��	 P � �mGHEF�����iE � J ����	���� J ���8��	½\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	 I ��� J �i� P�J �:��	½E%G?EF� J � g � 
 


I =
I ′

2
sin2 δ

2
sin2 2χ, # g � b &

G#��	 C 

δ =

2πl

λ
∆n, # g � g &

��� l = 6
MNM 	��R��E � � � G J ����	 P �?��	�E%G C 	�EFE P EF	�� λ E%GZEF����^ P 	 P ����� ������	���	�E%GZE P�MNJFn ��	�� I ′ E � J ����	���� J ���J � C�J ��	�����	�� P ��EF	 � ��E%GH� J ��	 P � �:¸ � MNM 	 ∆n 	��R� � 	y� J ���:��� � 	 P � C ����� J ������	�� O0P 	�� M�
�M 	?	���E P�MNJFn ��	\�E%GH� CLK 	�� λ 	��R� C �����R�LGH����	 λ ≃ 600 � M � Á G7E P�MNJ ����� J �������y��	 C ����	 � GH�NE%G C G M ����G7��� J �N����� C
 ����	 � P EFEF	 � � P � χ = 0 [π]

� F �µ��� P ���3GH��� EF	 C � P � EF	 � ��E%GH� J ��	 P �ed]GH�3GHE k ��	 P � �.��� CLK 	�� CLK 	sGHEF����� �
	�� CLK G O0P 	 � � J ���,��	�E � 	�� � G C 	��3E � GH��^�EF	 θ(x, z) � � P �,EF	 O0P 	�E.E � J ����	���� J ��� I(x, z) 	��R� MNJ � JFM GHEF	�� J � 	 �
χ(x, z, θ(x, z)) = 0 [π]

�
® � P �<EF	��c� k �R� n�M 	��i��	 MNJFC 	�EFEF	���^��#GH����	�� � ��� M ��������	 	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	���� � gRg 
 O0P 	 ∆n ≪ l/λ

�
ª 	 � E P � �=E � J ����	���� J ���a��	�\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	a��� C�J EFEF	N�3GH����EF	 ��	 M � � ����� C ∆n ��� � 	����»� P ��	 M � �Z	y�	��R�N� P E�G P ��	 � ��� � j J ��� � P ��� ����	 O0P 	 θ(x, z) ��	���� � 	���� � GH�Z��	 t �=��� � 	 P ��� C � J ��	�
 ∆n =
∆n0 cos(ωt/2+ φ)

�]¸ 	�E%G C ����� P�J �½��E � 	z« � ��	���� J ���a� P�J �HGH����	���	IE � �y����E P � J ���N��	�E � J ����	���� J ����G#��	 C EF	
��	 M � ��	�� P � � � J ���$# x, z

& ��	�E � 	�� � G C 	�


I(x, z, t) =
I ′

2

(

πl∆n0

λ

)2

cos2

(

ωt

2
+ φ

)

sin2 2χ(x, z, θ). # g � � &

_I� ��	y����� P ��	�\ J 	�� JFC�J.O0P 	�E � J ����	���� J ���'��� C�J EFEF	���E%G ¬­��� O0P 	�� C 	 f
��® � P �?��� G�D
��GH� CLK�J ����	�E%G���� � 	��:l

�3GH� C 	Z��	 M � ����	�EFEF	������ C GHE C�P EF	 E%Ga���y� J Gm� J ��� �R�LGH���3GH���
# std & ��	 I G#��	 C EF	���	 M � � � _I����G ��� 	�EFEF	O0P 	N

I0 =

√

< I2 >t − < I >2
t ,

# g � j &
��� <>t

	��R��E%G M � k 	�����	���	 M � ����	�EFEF	 � _I�s����� P ��	�GHEF�����'


I0(x, z) =
I ′

4

(

πl∆n0

λ

)2

sin2 2χ(x, z, θ). # g � � &

¸ � MNM 	Z���7��	 C �����3G��F� � GH��EF	���� J ��	 C � J ����� � ��� � ��	�����	N���H����	 C � P � EF	 � ��E%GH� J ��	 P �ed]GH�3GHE k ��	 P � # θ��� 	��R� C ����� PsO0P � � P ��	 C �����R�LGH����	�GH��� J � J ��	 � � n � & �����a�y� P � J 	�E � �y����E P � J ��� ��	IE � J ����	���� J ��� M � k 	�����	
< I0 >x,z

��	�0 P 	 � GH�,E%G C G M ����G 	��s¬­��� C � J ������	'E � � C GH�R�?� P � GH��^�EF	 J � J � J GHE
GH��\ J ����G J ��	�� PsC � P � EF	
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��²³¼�� g � \R\ d # G &�À ����	���� J ��� < I0 >x,z
	���¬­��� C � J ������	 θ � � P � P ��	�����E P � J ������	 ¸½®8¸ E d � G j GHED�

8% � J \�����	Z� 80
] 1 # ◦ &z��Á G E J ^���	 C ����� J � P 	 ��	 � ������	�����	�EF	 M 	 J EFEF	 P �?G�� P �R��	 M 	���� � GH�IE%G�¬­��� M P EF	

−a cos(π(θ − θ0)/45) + b �,G#��	 C θ0 = 48◦
� #­\ &�À M GH^�	��a	�����	�^ J �R������	��aEF����� O0P 	 < I >x,z

	��R�M G « JFM GHE � � P � � E P � J 	 P ����GH��^�EF	��,��	�� � ��E%GH� J ��	 P ��� �

� ��E%GH� J ��	 P �ed]GH�3GHE k ��	 P � �qÁ G 
3^ P ��	 g � \R\ M ��������	 E%G M � k 	�����	Z� � Gm� J GHEF	 < I0 >x,z
	�� ¬­��� C � J ������	

θ
�
ª GH���=E%G�� P�J ��	��m��� � ����	 θ0

E � GH��^�EF	 C ������	�� � �����3GH���DG P MNJ � JFM P�M ��	�E � J ����	���� J ��� M � k 	�����	��3GH���
E%G C 	�EFE P EF	 ��¸ 	y��GH��^�EF	 ��� P �'��	��R����� GH��^�EF	 ��	 ���y¬­����	�� C 	 �cª 	 � E P � �
�������H��	 χ(x, z) = χ(x, y, θ0)E � GH��^�EF	,	�������	�E%G'� J ��	 C � J ���N��� GHE J ^���	 M 	���� ��	�� MNJFC 	�EFEF	��=	y��E � GH��^�EF	,��	?���y¬­����	�� C 	���GHEF����� χ(x, z, θ)−
θ = χ(x, y)− θ0

�<F � G�� P �R�LGH����	�� CLK G O0P 	 � � J ���,��	IE%G C 	�EFE P EF	 I0(x, z) � GH�½E � � O0P Gm� J ��� # g � � & �]���
���y��	�� MNJ ��	 χ(x, z) �3GH���IE � 	�����	 M \�EF	���	 E%G C 	�EFE P EF	 �qÁ G 
3^ P ��	 g � \ � M ��������	 O0P 	 ��� P �IEF	�� � � J �����
E P�MNJ ��	 P « C ������	�� � ������	����D� χ = 2◦±5◦

�H¸ � MNM 	 	�������	���	 P « 
3E M � χ �HGH� J 	 ��	 5◦ � E%G � ��� C�J � J ������	E%G M 	�� P ��	���	�E � GH��^�EF	���� 	z«:� J � C � J ��� 	��R�½��^�GHEF	�� ±2.5◦
�]ª ��� C EF	��8� � �H����E P�MNJ ��	 P « C ������	�� � ������	����

� P ��	 P � JFO0P 	8� J ��	 C � J ������� GHE J ^���	 M 	����<��	�� MNJFC 	�EFEF	�� � � G J � � EF� J ����	��=� � �H���<E P�MNJ ��	 P « �fE%G�� J ��	 C � J ���
��� GHE J ^���	 M 	����?��	�� MNJFC 	�EFEF	��?G ��� GH��G��F��� J D
����	�����	 ��	 2◦ ± 5◦

� k � P ��	y¬­� J � � C � MNM 	�EF	�\�� P�J ����	�E%Gm� J ¬
G P ^ M 	�����	 EF����� O0P 	 E%G E P�MNJ ����� J ���Z� JFMNJ � P 	��cEF	���GH��^�EF	�� M 	�� P ����� �3GH����EF	�� 1 ����	�� ��� M \���	����������
� E P ��� J �NC�J EF	���� J ����	�� � ���y��	�� �iÁ G � ��� C�J � J ���W��	 ����� M 	�� P ��	�� ��	 � 	�� M 	y� ����� C � GH����	a� J ��	N��� J E
��� GH^ J �I��� P ��\�� P�J �'	z« � ��� JFM 	����LGHE<� P ��� P � CLK GH��^�	 M 	���������	�Ei��	Z� J ��	 C � J �����3GH���'E � 	�� � G C 	 ��	Z�����MNJFC 	�EFEF	�� �

F ��
3���8��� �y� P � J 	 E � �y����E P � J ��� ��	�E � GH��^�EF	���� 	z«:� J � C � J ��� �3GH��� EF	���	 M � � χ(t)
�½¸ K G O0P 	 
3E M

	��R�Z��G M 	����a� P ��	a��	 P EF	 � ��� J �:��	N��� ��� C�J EFE%Gm� J ������	 E � J ����	��R¬ G C 	 ^���� C 	a��E%Gs����GH���R¬­��� M Gm� J ��� t =
t [2/f ]

��® � P � M G « JFMNJ ��	��ZEF	�� J ^��3GHE,����G J ��� 	y��G J ��� J�MNJ � JFMNJ ��	��ZEF	 \�� P�J ��� ��� ��� J ��������	�����	�� P �
� � J ���8E P�MNJ ��	 P « �0Á G 
3^ P ��	 g � \ a M ��������	?E � �y����E P � J ������	?E � J ����	���� J ��� M � k 	�������	�� P � 100 � J «]	�EF� 	��¬­��� C � J ��� � P ��	 M � � t 	y�I��	�E � GH��^�EF	 θ

�qÁ G 
3^ P ��	 g � \ a � ������	�����	ZG P ��� J χ 	���¬­��� C � J ��� � P ��	 M � � �



n � ��� � � � � ��� � �������
	���	 �
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��²³¼�� g � \ � d F � K G P � χ(x, z) � � P � P ��	�����E P � J ���N��	 ¸½®8¸ E d � G j GHEq� 8% � J \�����	I� 80
] 1 � F �a\3GH�

χ(x, z0)
	��s¬­��� C � J ���s��	 x

�



�������
	����

���� � ��� ���2	�� � 	��2
 ���

���� n a

_I� ��� J � O0P � G P « C � P ����� P ��	 M � � ��E � GH��^�EF	 ��� 	z«:� J � C � J ��� ��	��R��	 C �����R�LGH�����LGH��� O0P 	�E � J ����	���� J ���

��²³¼�� g � \ a d F � K G P ��
 χ 	���¬­��� C � J ����� P ��	 M � � t � P � M G « JFM P�M ��� J ����	���� J ��� � F � \3GH��
 J ����	���� J ���
	��s¬­��� C � J ���s� P ��	 M � � t 	y�?��	 θ � � � P � P ��	�����E P � J ������	 ¸½®8¸ E d � G j GHEc� 8% � J \�����	�� 80

] 1 �

E P�MNJ ��	 P ��	�	��R� � P�� ��GH����	 � _I����\���	��R��	 P ��	�� J ��	���^�	�� C 	���	 χ EF����� O0P 	�E � J ����	���� J ����	��R�s¬ G J \�EF	 �¸ � MNM 	 � � P ��E � �y����E P � J ���µ� � Gm� J GHEF	N��	 χ � J E8	��R�Z� J �NC�J EF	 ��	 ����GH� CLK 	�� 	�������	 P �U\�� P�J � � � ��E%G
¬ G J \�EF	IE P�MNJ ����� J ����	y� P � CLK GH��^�	 M 	�������	�E � ��� J 	����LGm� J ���a��	�� MNJFC 	�EFEF	��½�3GH����EF	I��	 M � � �

_I� M ��������	���G � E P �<EF� J � #­��	 C � J ��� � � a]� � � � GH^�	 \R\cb & O0P 	��m�3GH���<EF	��<� � �H���<E P�MNJ ��	 P « �#EF	�� MNJFC 	�EFEF	��
��� GHE J ^���	���� � � J � C�J � GHEF	 M 	����½��	�EF��� x 	y� z

�

� � 	 � 	 �x.���� 4H������/��>.�.��>/e%-��8+ 1�>4H��/1032��

� � P �<��� P �c��	 M GH��������� JFC�J�C � MNM 	����c�y����E P 	 EF	 ��� M \���	 ��	 � � �H���cE P�MNJ ��	 P «'�3GH���cE%G,� J ��	 C � J ���
��	��R� JFC GHEF	 z EF����� O0P 	�E%Ga¬­��� O0P 	�� C 	N�HGH� J 	 �.Á G 
3^ P ��	 g � \cb # G & M ��������	�E � �y����E P � J ����� P ��� M \���	���	
� � �H������	�EF��� z 	��s¬­��� C � J ������	'E%G�¬­��� O0P 	�� C 	���� 	z« C�J �LGm� J ��� f � � P � P ��	�����E P � J ���a��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE� 5%

� j P �?E%G 
3^ P ��	 g � \cb #­\ & ����� P ��G#����������	 � ���R����EF	�� M 	�� P ��	���� P ��� M \���	���� ������	 kx
��\]��	�� P 	

� JFM P E �LGH��� M 	���� � GH�?GH�3GHE k ��	'��	�� JFM GH^�	��½��	�E%G � P �R¬ G C 	 �
= CLK G O0P 	 CLK0P ��	���	 kc

�3EF	���� M \���	���	�� � �H���?E P�MNJ ��	 P «sG P ^ M 	�����	���� P ��	 P � J ��� � j J ����GH�����mlC�J 	�EF	���� M \���	Z��	��R� JFC GHE ��	N� � �H����E P�MNJ ��	 P «�G P ��� M \���	N��	�EF����^ P 	 P ������� ������	N��	 C�J ��G J EFEF	 M 	����
� ������	�����	��,�3GH����E%G C 	�EFE P EF	���	�EF��� z �:��� � 	 P �½��	�E J 	�� EF	��8��� C�J EFE%Gm� J �����=��	 kc

��E � G P ^ M 	����LGm� J ������	 C 	
��� M \���	 ��® � P � C ����
3� M 	�� C 	�E J 	��������s���#GHE J ��	'�3GH����E%G � P�J ��	���	���	z« � ��� J 	�� C 	��?��	'����EF� C�JFM �y��� J 	 �
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��²³¼�� g � \cb d # G &8� � M \���	I��	I� � �H���½E P�MNJ ��	 P «N��	�EF��� z 	��a¬­��� C � J ���a��	IE%G�¬­��� O0P 	�� C 	���� 	z« C�J �LGm� J ���
f � � P � P ��	�����E P � J ������	 ¸½®8¸ E d � G j GHE.� 5%

� #­\ & kx
	��s¬­��� C � J ������	 f

�
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¸ � MNM 	 � � P �cEF	��<	z« � ��� J 	�� C 	��i��	 ����EF� C�JFM �y��� J 	D�3GH��� P �m� P�J ��	 � JFM � EF	�#­��	 C � J ��� a]� a � � GH^�	 gin & �
����������E P � J �����'��������	�����	 M 	�� C ��	��ZG#��	 C ��	���\ J EFEF	��'��	���	�����	�� C ��	 P ��	�� �iÁ G�� J � C ��� J ��� JFM � ���R�LGH����	
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� K�k � JFO0P 	 O0P 	�E � � O0P Gm� J ���5# g � \ &z�
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ª GH����E%Gs� P�J ��	��cE%G�� J � C ��� J ����� P ����E �HGH������	���G � � J ��	N��^�GHEF	N� C 	�EFEF	���	NE � 	#G P ηS = 1
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	y� EF	�� CLK0P ��	�����	 kc
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���H����	�����E P � J ������	 ¸½®8¸ E d � G j GHE.� 3%
�3ª GH��� C 	 C GH� �3E%GZ� K ����EF��^ J 	�E J ���#G J ��	I��� P ����������	 C � MNM 	M 	 J EFEF	 P �=G�� P �R��	 M 	���� � GH� P � � P�J ��	���	 � G «���	�EFE G0 = 18

® G�	y� τ = 0.67 � �0® � P �8��	��R��	�� � ��� CLK 	��	 C 	����HGHEF	 P ��� �D��� CLK � J � J � C � MNM 	��HGHEF	 P ��� C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	�� � � P ������� C GHE C�P EF�Z� P�M ��� JFO0P 	�� 

G0 = 20

® G � τ = 0.5 � � ηS = 0.001
® G � � � ρ = 1000 f0^ � M −3 	y� σ = 0.03
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��²³¼��?� � ��d ac
	���¬­��� C � J ������	 f 	y� ��	 h � � P � P �z� P�J ��	���	 � G «���	�EFE�G#��	 C G0 = 20

® G
	y� τ = 0.5

�=Á 	��ZE J ^���	���	�� � � J ��� J EFEF����������������������	�� � GH� EF	���¬­��� M P EF	�� f = 3.25/h
√

G0/ρ
	y�

f = 7.7/h
√

G0/ρ
�

Á 	�� MNJ � JFM G M P E � J � EF	�����\���	��R����� � � P � h = 10
MNM �������Z����� C P �W	ED
	y�Z��	 � ���H¬­������	 P � 
3� J 	 �

_I� � 	 P ��EF	�� J ����	�� � ���y��	�� C � MNM 	'��	���	ED
	y���?��	����������3GH� C 	�E J �'�NE%G � ������	�� C 	���� ������	�����E%GH�R� JFO0P 	��
�3GH��� E%G K G P ��	 P � � P � P�J ��	 � j J E � ��� � P ��� ����	 O0P 	 CLK G O0P 	 E%GH��^ P 	 C ������	�� � ������� P � ��� M \���	
	���� J 	�� n ��� ������	�����	 C�J ��G J EFEF	 M 	������3GH����E%G C � P�CLK 	���	 � P�J ��	�# C ¬ � ��	 C � J ���µ� � \ � a � � GH^�	 \ � \ & �
���C �����R�LGm��	 O0P 	 E � GH\�� C�J ����	 k ��	�� MNJ � JFM GaEF� C G P «7� JFMNJ � P 	�EF����� O0P 	 n G P ^ M 	�����	 �<Á 	�� CLK0P ��	�� ��	
kc

C ������	�� � ������	�����GHEF�����,G P � GH����GH^�	���	�E%G E%GH��^ P 	 n � E%G E%GH��^ P 	 n + 1 
����s��G P ��	�\�� P �LGHEF	 M 	����� P MNJ � JFM P�M5C ������	�� � �����3GH����� n ������	��?��	 C�J ��G J EFEF	 M 	����½G PsMNJ � JFM P�M5C ������	�� � �����3GH���I� n + 1������	��I��	 C�J ��G J EFEF	 M 	���� �3ª 	 � E P � �qE%G 
3^ P ��	 � � a M ��������	�EF	�E J 	���	�������	 CLK0P ��	 ��	 kc
	y� M G « JFM P�M

��	 ac
��F ��	ED
	y���½G#�HGH����EF	���G P ���½E � G C�C ��EF����Gm� J ��� MNJ � JFM GHEF	���	 E%GµE%GH��^ P 	���	 ���������3GH� C 	���� P �edK GH� M ��� JFO0P 	 C ������	�� � �����UG P7MNJ � JFM P�M EF� C GHE � � P � n ������	�����E%GH�R� JFO0P 	����3GH����E%G C 	�EFE P EF	 �.ª ��� C

ac = an
�D	y� an

G P ^ M 	�����	sG#��	 C f
� � P C ��������G J ��	��=EF	 MNJ � JFM P�M EF� C GHE���	 a

C ������	�� � �����3GH��� �
n + 1 ������	��½��E%GH�R� JFO0P 	�� an+1

� JFMNJ � P 	?EF����� O0P 	 f G P ^ M 	�����	 �]Á ����� O0P 	 an = an+1
�:E � G C�C ��EF����Gm� J ���C � J � JFO0P 	 � GH����	 ��	 an

� an+1
�D��� � GH����	 ��	sE%G�E%GH��^ P 	 n ��E%G�E%GH��^ P 	 n + 1 	y� P ��	s������	s��	C�J ��G J EFEF	 M 	���� � P ��� EF� M 	����LG J ��	�	��R�,��G���� P ����	��3GH���½E%G K G P ��	 P ��� P � P�J ��	 ��¸ 	 C�J ��	?����GH� P�J � � GH� P ��	CLK0P ��	N\�� P �LGHEF	Z��	 kc

�cª 	 � E P � �.� P � P ��	 C 	��R�LG J ��	Z^�G MNM 	 ��	Z¬­��� O0P 	�� C 	�� G � � n ��E%G CLK0P ��	�� an+1C ����� J � P 	���	�� JFMNJ � P 	���EF����� O0P 	 f G P ^ M 	�����	 �
® GH� C ������� O0P 	������.G � � n � P ��	 G P ^ M 	����LGm� J ��� ��	 n �
ac
� JFMNJ � P 	 � _I� GZ����� C�P � M G « JFM P�M EF� C GHE���	 ac

EF�����,��� P ��	 CLK0P ��	���	 kc
�
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��²³¼��
� � a d F � K G P ��
�E%GH��^ P 	��?��	����������3GH� C 	�� # G C�C ��EF����Gm� J ��� a 	���¬­��� C � J ��� � P ��� M \���	���� ������	
k
& � � P � P � � P�J ��	 ��	 � G «���	�EFE½G#��	 C G0 = 20

® G�	y� τ = 0.5 � � � P � # G & f = 52.4
] 1 ��#­\ &

f = 53.1
] 1 ��# C & f = 53.4

] 1 	y� #­� & f = 54.1
] 1 ��	�� � 	 C � J ��	 M 	����Z��� P � l K GH� M ��� JFO0P 	�� # • &	y� K GH� M ��� JFO0P 	���# ⋄ & � � P � P ��	 � ���H¬­������	 P � h = 10
MNM �=Á 	���E J ^���	�� C ����� J � P 	��N	y� � � J ��� J EFEF���

��	 � ������	�����	���� ��	�� � 	 C � J ��	 M 	����sEF	�� E%GH��^ P 	��a��	����������3GH� C 	���� P � l K GH� M ��� JFO0P 	��a	y� K GH� M ��� JFO0P 	��
� � P � P ��	 � ���H¬­������	 P � J ��
3� J 	 � F �N\3GH��
���� M \���	���� ������	 C � J � JFO0P 	 kc

	���¬­��� C � J ������	�E%G�¬­��� O0P 	�� C 	
f
�3Á 	���¬­��� O0P 	�� C 	�� C ������	�� � �����3GH����� (a) − (d) �������?	������ P ����	�� �
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 � �'����� ��� 
 � ��� � ��� \ � \
� � /�� � � ,��=: 6 ��� �7/ ���+4'4'�

_I��G ��� ���N� P #­��	 C � J ���7� � � � � GH^�	 a \ & O0P 	�� � � n �I� P ��	 P�J Ei	y�I�3GH���IE%G C 	�EFE P EF	 � GH��GHEFEF��EF� � J � �zl
� JFO0P 	��3E%G C � M � ����GH����	���� P � l K GH� M ��� JFO0P 	 # � f/2

& ��	�E%G�� J ��	�����	���	�EF��� z � 	 P �?��� � C � J ��	�

w0(x, y, z, t)+w−1(x, y, z, t) = 2ℜ

(

eiωt/2 sin(kxx) sin(kyy)(a1e
kcz + a2e

−kcz + a3e
qz + a4e

−qz)
)

,# � � � &
��� kx

	y� ky
�������?��	�� � 	 C � J ��	 M 	�����EF	'��� M \���	���� ������	���	�EF��� x 	y�?��	�EF��� y � kc =

√

k2
x + k2

y
	y��


q2 = k2
c +

iρω/2

η(ω/2)
. # � � a &

ª GH����E%GZ� P�J ��	������ P �,����G#�HG J EFEF������	�� ���H�LGm� J ��� C � M � EF	z«]	���E � � O0P Gm� J ���5# � � � & ��� � C � J ��GHEF�����'

w(x, y, z, t) = eiωt/2 sin(kxx) sin(kyy)(a1e

kcz + a2e
−kcz + a3e

qz + a4e
−qz), # � � b &

Á G 
3^ P ��	'� � b # G & M ��������	IEF	 CLK G M � ��	�� J ��	�����	�G J ��� JqO0P 	'E � G M � E J � P ��	 u 	y�,E%G � K GH��	 φ
C GHE C�P EF��	��

� � P �����H����	 � P�J ��	 M �:� n EF	?� f = 47
] 1 �3GH��� P ��	 C 	�EFE P EF	���	I� JFM 	���� J ����� L = ∞ � l = 35.7

MNM
	y� h = 10

MNM �0Á 	 C GHE C�P Eq� P�M ��� JFO0P 	 � ���y��� J �½E � 	z« J �R��	�� C 	���	�� � � � &2 .$ ��� � &)$ �#"���� �  �� O0P�J ^���� n ��	����
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(a)

��²³¼��8� � b d ¸ K G M � ��	�� J ��	�����	 � � P � P �x� P�J ��	���	 � G «���	�EFE���	 � GH��G MNn ����	�� G0 = 20
® G�	y�

τ = 0.5 � ���3GH��� P ��	 C 	�EFE P EF	���	Z� JFM 	���� J ����� L = ∞ � l = 35.7
MNM 	y� h = 10

MNM �
Á 	9� P�J ��	
	��R��� J \������ f = 47

] 1 � # G &,¸ K G M � ��	'� J ��	�����	�� t = 0 ��#­\ & u(x, z) ��# C & φ(x, z)
�

EF	��,��� C�J EFE%Gm� J �����8��	'E � G M � E J � P ��	?��	�E%G�� J ��	�����	�G#��	 C E%G � ���H¬­������	 P � z
��Á G ¬­��� M 	I��	 C 	������ P EF	#G P «

	��R� O0P GHE J �LGm� J ��	 M 	����?� JFMNJ E%G J ��	I� C 	�EFEF	���	������ P EF	#G P « ��E%GH�R� JFO0P 	�� MNJ ��	�� �y� J ��	�� C 	 	z« � ��� JFM 	����LG l
EF	 M 	���� � φ ��	 � ������	�����	 ��� P ��E%Ga¬­��� M 	���� P �7� CLK�JFO0P�J 	���G#��	 CNP �µ��� � K GH��GH^�	N��	 π 	�������	 CLK G O0P 	C GH��	���	y� u � ������	�����	���	�� M G « JFM G EF� C G P «�G P « C 	�������	�����	 C 	�� M�
�M 	�� C GH��	�� �F ��
3���.E%G 
3^ P ��	�� � g M ��������	 E � �y����E P � J ����� P�CLK G M � ��	�� J ��	�����	NG P�C � P ���'� P ��	 M � �'� P � P �O0P GH�R�,��	 � ��� J �:��	��:� PaMNJ � JFM P�M G PaM G « JFM P�M ��	 w � � � P �����H����	�� P�J ��	 M �:� n EF	�� f = 47

] 1 �
� � /�� 	 ���(� �>2 %�4'2 %� #"$/1.=����%�6�%-8(������/��>. 6 , �74'/1032��

�'��� C 	��ZE � � O0P Gm� J ���5# � � b & ����� � 	 P ����	 M ������	��?�ZE � 	�����	 M \�EF	'��	���^���GH����	 P ��� C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	��
��	��'��� C�J EFE%Gm� J �����?��\���	��R����	���� P � ac

	y� kc
	y�'� P �'EF	 CLK G M � ��	 � J ��	�����	 �c� � P � M �������������I�3GH��� C 	
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(a)

��²³¼��8� � g d ¸ K G M � ��	�� J ��	�����	 � � P � P �x� P�J ��	���	 � G «���	�EFE���	 � GH��G MNn ����	�� G0 = 20
® G�	y�

τ = 0.5 �,�3GH��� P ��	 C 	�EFE P EF	?��	'� JFM 	���� J ����� L = ∞ � l = 35.7
MNM 	y� h = 10

MNM �:Á 	�� P�J ��	I	��R�
� J \������ f = 47

] 1 �q¸ K G M � ��	'� J ��	�����	���# G & t = 0 ��#­\ & t = 1/2f 	y�6# C & t = 1/f
�

O0P�J � P�J � O0P 	�EF	 C GHE C�P E3� P�M ��� JFO0P 	 � 	�� M 	y����	 C ����
3� M 	��8E � J ����	�� � ���y�LGm� J ��� � K�k � JFO0P 	 � ��� � ������	?	��
��	 C � J ��� g � � # � GH^�	���� &z�
A>�yO�BytUE'tUKNs SUE I&J'OUJHvoKXW�vXM$�yO
Á � � O0P Gm� J ��� # � � b & M ��������	 O0P 	 EF	 CLK G M � ��	D� J ��	�����	8	��R� C � M � �����D��	 O0P Gm����	D��	�� M 	��D
 P ��	 ������	

� MNJ ��	 � GH��E%Gs� P �R¬ G C 	 C ������	�� � �����3GH���ZG P ��	�� M 	�	�� e−qz � P ��	aGm������� P Gm� J ���7��	NE%Gs���y¬­��� M Gm� J ���
��	�E%Ga� P �R¬ G C 	�	�� e−kcz �cG J ��� JiO0P 	NEF	��'���#�3	z« J ����� C ������	�� � �����3GH����	�� O0P�J ��������	�����EF	��I��	�� M 	��'	��
ekcz 	y� eqz �.Á G C ����� J � J ������	 � J ��	�����	�� P EFEF	�G P ¬­��������	ZE%G C 	�EFE P EF	 � 	�� M 	y�'��� G ��� ���#« JFM 	�� a2

	y�
a4
� GH� � 
 a2 = e−2kcha1

	y� a4 = e−2qha3
� j � P ��E � K�k � �H� K�n ��	��D����� J 
3��	 � E P �ZEF� J ��� ℜ(q) > 0 �EF	�����	�� M 	���	�� ekcz 	y� eqz ����������	�� � 	 C � J ��	 M 	���� � 	y� J ������	y�HGH���IEF	��,��	�� M 	��?	�� e−kcz 	y� e−qz � _I�

����� P�J ����	 E � � O0P Gm� J ��� # � � b & ��	 P «»EF����^ P 	 P ���Z��	 � �����y����Gm� J ��� 1/kc
	y� 1/ℜ(q) 
DE%G�� J ��	�����	�G P� � J ���?��� GHE � J � P ��	 z ��	y� J 	���� � 	y� J ��	���	y�HGH���IE%GZ� J ��	�����	�	�� z = 0 ��EF����� O0P 	�E%G�� J �R�LGH� C 	 � GH� C � P � P 		��R�?� P � ��� J 	 P ��	���E%G � E P ��^���GH����	'��	��?��	 P «sEF����^ P 	 P ������	 � �����y����Gm� J ����� �ª GH���8EF	 C GH� ��� P � � P�J ��	���	 �,����� J 	��N��	,� J � C ��� J ��� η ����� � 	 P ��G J ��� M 	���� C GHE C�P EF	�� ℜ(q) 	y� ℑ(q)��	�EF����


ℜ(q) = kc

√

√

√

√

1 +
√

1 + ω2

4η2k4
c

2
, # � � g &

ℑ(q) = kc

√

√

√

√

√

1 + ω2

4η2k4
c
− 1

2
. # � � � &

_I����� J �i����� C8O0P 	 � � P � P �m� P�J ��	8��	 �,����� J 	����m��� G���� P ��� P ��� 1/ℜ(q) < 1/kc

 E%G�EF����^ P 	 P �c��	

� �����y����Gm� J ��� C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	'	��R� 1/kc
	y��E%G�� J ��	�����	'� JFMNJ � P 	'G#��	 C E%G � ���H¬­������	 P � C � MNM 	 e−kcz �¸ � 	��R�IEF	 C GH�?� P M ��E%GH��^�	�	#G P d:^�E k:C ������E.�y� P � J � G P�CLK G � J ����	 a]��® � P � 
]«]	���EF	�� J ����	�� � � ��	��������IEF	

���
�4�?�
:������4���
� �� !� &
��+,��� �
���4�8���4�?&
� ��� &
� �� 0�-� ai �
�� 0�8���� � ����4� �!�*�?� 2 �450�!�.��� �� 
���' ��� � ;��!�������	�
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��#���2	�� � � �'	 �'
 � �'����� ��� 
 � ��� � ��� \ � a
C GH����� P � � P�J ��	���	 �,����� J 	��W��	�� J � C ��� J ��� η = 0.05

® G � ��	y����	N��	���� J ��� ρ = 1 ^ � C�M −3 � J \���� �
f = 50

] 1 ��F � � ����GH��� kc = 500
M

−1 # J � 	 � 1/kc = 2
MNM & ����������� P ��	 1/ℜ(q) ≃ 0.77

MNM �
Á GaEF����^ P 	 P �I��	 � �����y����Gm� J ��� 1/ℜ(q) 	��R� 13 ¬­� J � � E P � � 	y� J ��	 O0P 	ZE%G K G P ��	 P �'��	Z���H����	 C 	�EFE P EF	
h = 10

MNM 	y� 2.6 ¬­� J � � E P � � 	y� J ��	 O0P 	 1/kc
�<ª 	 � E P � �c���WG G P ��� J 1/kc ≪ h

� _I�µ	��R� ����� C
� ��� CLK 	Z��	�� C ����� J � J ��������	 � ���H¬­������	 P � J ��
3� J 	 � � J ��� J � � � P � P �T� P�J ��	 ��	 �,����� J 	�����E%G EF����^ P 	 P �
��	 � �����y����Gm� J ��� 1/ℜ(q) 	��R�8��� P ��� P ��� � E P � � 	y� J ��	 O0P 	 1/kc

	y��EF	��D��	�� M 	�� e±qz ������������^�E J ^�	#GH\�EF	��
�3GH����E%G ���y��	�� MNJ �3Gm� J ����� P CLK G M � ��	'� J ��	�����	���	�EF���sE � � O0P Gm� J ��� # � � b &z�ª GH����EF	 C GH����	�� P�J ��	��Z� J � C �:��E%GH�R� JFO0P 	�� �=E%G � J � C ��� J ��� J ����	��R� J 	������3GH����EF	�� ��	�� M 	��Z	�� e±qz

	y�*&2 ��  ��� #" ��� � � ��� � &)$ �#"���� �  �� � � � " ��� � "  
� � � � $	��� q
�.ª GH����EF	 C GH����	����H����	 � P�J ��	Z��	 � G «���	�EFE

# G0 = 20
® G � τ = 0.5 � � ηS = 0.001

® G � � � ρ = 1000 f0^ � M −3 	y� σ = 0.03
��� M

−1 & 	y���3GH���
EF	�� M�
�M 	�� C ����� J � J ��������	�¬­��� O0P 	�� C 	 	y����	���� M \���	���� ������	 # f = 50

] 1 	y� kc = 500
M

−1 & �����
����� P ��	 1/ℜ(q) ≃ 78

MNM ��Á G EF����^ P 	 P �?��	 � �����y����Gm� J ��� 1/ℜ(q) 	��R� � � n �I��	 8 ¬­� J �?� P � ��� J 	 P ��	�NE%GZ�LG J EFEF	'��	����H����	 C 	�EFE P EF	 h = 10
MNM �3	y� 39 ¬­� J � � E P �?^���GH����	 O0P 	 1/kc

�qÁ � ������	 C ������	�� � ���:l
�3GH����G PWC � M � ���R��	 M 	������ J � C �:��E%GH�R� JFO0P 	 � P � P�J ��	��i��� C � J ��	 � GH��EF	�����	�� M 	�� 	�� e±qz �<	��R������� C
��	�E%Gm� J ��	 M 	���� � 	 P Gm������� P ��	�G � � n � P � GHEFEF	�� l ��	y��� P � � ����G#��	����NE%G C 	�EFE P EF	 # e−20/78 = 0.77382

& �M G J � E%G C � M � ����GH����	���	sE � ������	 C ������	�� � �����3GH���aG P C � M � ���R��	 M 	���� � C E%GH��� JFO0P 	����=	�� e±kcz �=	��R�
	�EFEF	 O0P GH� JFM 	���� � P EFEF	 # e−20/2 = 0.00005

&z� � J ��� J � C ��������G J ��	 M 	����ZG P � P�J ��	 ��	 �,����� J 	��U���WEF	��
	ED
	y������	 � ���H¬­������	 P � 
3� J 	Z� J � � GH��G J ����	������ n � O0P 	 kch > 1 �.�3GH����EF	 C GH����	 � P�J ��	��'¬­���R��	 M 	����� J � C �:��E%GH�R� JFO0P 	�� �HEF	��=	ED
	y���=��	 � ���H¬­������	 P � 
3� J 	 � 	 P ��	���� 
 ����	 JFM � ���R�LGH����� M�
�M 	 � � P � kch

^���GH���
��	y�HGH��� 1

�
¸ � MNM 	����7� J 	�������	NEF	���� J � �.EF	���	ED
	y������	 � ���H¬­������	 P � 
3� J 	�������� ��	�E J ����G P «���	�� M 	�� e±qz �ª GH���IE%G�� P�J ��	��q��� ���H��	 q = ikz + 1/lz

�
lz
	��R�IE � J ����	�����	 ��	�E%G � GH�R� J 	�����	�EFEF	���	 q 	y�I��	 � ������	�����	E%G�EF����^ P 	 P �8��	 � �����y����Gm� J ��� ��	�E%G C � M � ����GH����	?� J � C �:��E%GH�R� JFO0P 	 # e±qz & � PaCLK G M � ��	?� J ��	�����	 ��Á GC � M � ����GH����	 JFM GH^ J �3G J ��	���	 q 	��R�?E � � O0P�J �HGHEF	����,��� P � ��� M \���	'��� ������	'��	�EF��� z

��® � P ����� 	�� ��	�������	C � M � ��	�� J E�� P�� �?��� � C � J ��	�E%G � GH�R� J 	I����	�EFEF	'��	 e−qz 
 ℜ(e−qz) = e−z/lz cos(kzz)
�
2π/kz

	��R������� C
\ J 	��WE%G � ��� J �:��	 ��	��Z��� C�J EFE%Gm� J �����'� � Gm� J GHEF	�����	aE%G � J ��	�����	�� C 	 O0P�J½C ����
3� M 	 O0P 	�EF	�� � ��� P EF	#G P «
��E%GH�R� JFO0P 	�� �?����������	���	ED
	y������	 � ���H¬­������	 P �

3� J 	?� P �½��E%G'¬­���R��	�� J � C �:��E%GH�R� JFC�J ���,��	������8����E P � J ����� �

4 ��t+voE's SUE
kc� ��	 C q = ikz + 1/lz

�3��� � 	 P �?����� C � J ��	�E � � O0P Gm� J ���5# � � a & 


−k2
z + l−2

z + 2i
kz

lz
= k2

c +
iρω/2

η(ω/2)
, # � � j &

��� J ��	�� � ��	��3GH���?E%G � GH�R� J 	'����	�EFEF	'��	�E � ��^�GHE J ��� � ��� C ����	�����	 


k2
c + k2

z = l−2
z −ℜ

(

iρω/2

η(ω/2)

)

. # � � � &

_I��G � P C�J l ��	���� P � O0P 	 1/lz ≪ kc
�3Á � � O0P Gm� J ��� # � � � & ��	�� JFM � E J 
3	������ C ��	�EF���7


k2
c + k2

z = −ℜ
(

iρω/2

η(ω/2)

)

. # � � n &
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 ��� �#�
����� ����� � � �������2� � � �2�2
��#���2	��

_I�s����� P ��	�G J ��� J�P ��	���	�E%Gm� J ����	�������	 kc
	y� kz

�
� � P �iGHEFEF����� M G J ����	��3GH��� M ��������	�� O0P 	 kz

	��R�i� J � C ���y� J ��� � ® � P � C 	�E%G �#��� P � � � P ��� J ����� CLK 	�� CLK 	��
��	�� C ����� J � J �����ZG P «UE JFMNJ ��	�� # z = 0,−h

& JFM � ����GH��� ��	�� �HGHEF	 P ��� � J � C � n ��	�� � � P � kz
��� ��	���	��C ����� J � J �����aG P «�E JFMNJ ��	��N� P ��E%G7� J ��	�����	���	��R� JFC GHEF	 JFM � ����	 w = 0 G P ¬­��������	�E%G C 	�EFE P EF	 #­	��

z = −h
&z��¸ 	 � 	����3GH������G P�C�P ��	 ��	�� C ����� J � J �����?G P «�E JFMNJ ��	�� P � J E J ����	����3GH����EF	 C GHE C�P Ec� P CLK G M �

��	 � J ��	�����	 #­��	 C � J ��� � � � � GH^�	 a � & ��� JFM � ����	N��	 C ��������G J ����	 � P � w 	�� z = 0
� = ���y¬ G P � ��� P ��	C ����� J � J ���UG P «WE JFMNJ ��	�� �.���U��G J � O0P 	�E%G ��������E P � J ���W� P C GHE C�P E8��	��R�LGH\ J E J ���NE J ���#G J ��	 JFM � ����	N��	

����� P ��	���EF	 MNJ � JFM P�M ��	�E � G C�C ��EF����Gm� J ��� a
� F �a	ED
	y���:EF	?��� M \���	?��� ������	 kc

����EF	 C � J ������� MNJ � JFMNJ ��	
a(k)

�:® � P ��G#��� J � a(k) ��E � ��������	 0 � J E]¬ G P ����G J � ������� P ����	IGHEF^���\�� JFO0P 	 M 	���� E � � O0P Gm� J ��� # \ � b � & G#��	 C
n = 0 � C GHE C�P EF	�� E%G'����� J ����	?��	 a 	��N¬­��� C � J ������	 k ������� P ��	��8EF	��D�HGHEF	 P ��� ��	 k GH��� P E%GH���8E%G'����� J ����		y� P � J E J ��	���E%G ��	�E%Gm� J ��� # � � � & � � P � 
3�3GHEF	 M 	���������� P ��	�� kz

� _I�W��	 C ������	�����	 JFC�J ��	 C GHE C�P EF	�� kc� P�M ��� JFO0P 	 M 	����8	y�8��� 	��N����� P�J ��	 kz
�'E � G J ��	,��	�E%GI��	�E%Gm� J ����# � � � &z��Á G 
3^ P ��	?� � � M ��������	 kz

	y� kc	�� ¬­��� C � J ��� ��	 f G J ��� JcO0P 	 kzh [π]
C GHE C�P EF��� P�M ��� JFO0P 	 M 	���� � � P � P ��� P�J ��	���	 � G «���	�EFE<G#��	 C

G0 = 20
® G�	y� τ = 0.5 � � _I� C �����R�LGm��	 O0P 	�EF	�� CLK0P ��	��8��	 kc

�������8E J ��	��D�'��	��8G P ^ M 	����LGm� J �����=��	
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(b)

��²³¼���� � ��d # G & kz
#­E J ^���	 C ����� J � P 	 & 	y� kc

#­E J ^���	 � � J ��� J EFEF��	 & 	��a¬­��� C � J ��� ��	 f � � P � P � � P�J ��	���	� G «���	�EFEcG#��	 C G0 = 20
® G�	y� τ = 0.5 � � #­\ & kzh [π] 	��s¬­��� C � J ���s��	 f � � P �,EF	 M�
�M 	 � P�J ��	 �

kz
��	 π/2h

�
kz
��� 	��R�D����� C � GH�=� J � C ���y� J ���½� � ��� � ��	 M 	���� � GH��EF	�� M G J � kzh [π] � ����� n ��	 P ��	�\3GH����	J ����	���� J ��	'��	�E%GH��^�	 P � π/2

O0P 	 kz
��	 � 	 P ������G#��	�����	�� O0P � 	�����G P �LGH���?��	 π/2h

�3Á G���	�E%Gm� J ���5# � � � &JFM � E JFO0P 	IGHEF����� O0P 	�E � G M � E J � P ��	���� P ��	 CLK0P ��	���	 kc
�HG P ��


δkc = kc −
√

k2
c −

πkz

h
− π2

4h2
, # � � \ � &
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��#���2	�� � � �'	 �'
 � �'����� ��� 
 � ��� � ��� \ � g

��� kc
	y� kz

C ������	�� � ������	����ZG P «7��� M \���	������ ������	 � P �R��	 G#�HGH����E%G CLK0P ��	 �iª 	 � E P � �.	�������	 ��	 P «CLK0P ��	�����	 kc
� kz

G P ^ M 	�����	 C ����� J � �
M 	����?��	 π/2h

� � P ���H�LGHE�� P � δf � kz
G P ^ M 	�����	���	 π/h

�
Á G�
3^ P ��	8� � j M ��������	DE � G M � E J � P ��	<��	 E%G�� J ��	�����	 ��	�EF��� z G P ��	 P�J E���	 ���y��	 C � J ��� # ξ0 = π/180kc

�
��� J � + a]� \ � \ � � GH^�	 bRb & 	���¬­��� C � J ��� ��	 E%G � ���H¬­������	 P � z �

P �R��	�G#�HGH���'	y� � P �R��	�G � � n � P ��	 CLK0P ��	
��	 kc

� � P � P � � P�J ��	'��	 � G «���	�EFEcG#��	 C G0 = 20
® G�	y� τ = 0.5 � �3Á G C � P ��\q	 C ������	�� � �����3GH�����

f = 52.1
] 1 � ������	�����	'����� J � M G « JFM G�EF� C G P « �]GHEF����� O0P 	 C 	�EFEF	 C ������	�� � �����3GH����� f = 54.1

] 1 	��
� ������	�����	 O0P Gm����	'� J ��� C � M � ��	 C 	�E P�J 	�� z = 0

� _I��	��s����� P�J � O0P 	'E%G CLK0P ��	'��	 kc

C ������	�� � ����� �
E � G ��� GH� J � J ������� P � M G « JFM P�M EF� C GHE3� P ��� EF� M 	����LG J ��	 � � P � w � C � 	��R�Rl � l � J ��	���E � J �������:� P�C � J ������� P �
��� P ��	#G P ��� P EF	#G P ��E%GH�R� JFO0P 	���	�EF���sE%G � J ��	 C � J ������	��R� JFC GHEF	 �
49WYu|PHtQu SUE

δf
® � P � MNJ 	 P « C � M � ��	�������	�EF	 C � M � ���R��	 M 	���� � P � P�J ��	a�3GH��� E%G � ���H¬­������	 P �Z��	aE%G C 	�EFE P EF	��

���µ¬ G J � P �U���y��	�EF� ��� 	 M 	����ZE JFMNJ ���NG P � ��	 MNJ 	�����������	 	�� 1/kz
��	 q G#��	 C EF	�� G ��� ���#« JFM Gm� J ������ P�J �HGH����	�� ��\3GH����	��,� P �,EF	����HGHEF	 P ���8� k � JFO0P 	�����	�¬­��� O0P 	�� C 	�	y�,��	I� J � C ��� J ��� MNJ ��	��½	�� ��	 P �3GH���½EF	��

	z« � ��� J 	�� C 	���

ρω

2η(ω/2)
≫ k2

c ,
# � � \R\ &

ωτ/2 ≫ 1, # � � \ � &
G0τ

1 + iωτ
≫ ηS. # � � \ a &

Á 	���� O0P Gm� J �����6# � � b & 	y� # � � a & C ����� P�J ��	�����GHEF��������


q = i
ω

2

√

ρ

G0
− i

k2
c

ω

√

G0

ρ
+

ω2ηS

8

√

ρ

G3
0

+
1

2τ

√

ρ

G0
, # � � \cb &

��� J ��


kz =
ω

2

√

ρ

G0
− k2

c

ω

√

G0

ρ
, # � � \Xg &

lz = 2τ

√

G0

ρ

1
ω2τηS

4G0
+ 1

. # � � \ � &

Á 	���	�� M 	 ��� MNJ �3GH���I	��R� iω
2

√

ρ
G0

��Á GaEF����^ P 	 P �I��	 � �����y����Gm� J ��� lz ≃ 80
MNM 	��R������� C ^���GH����	

��	y�HGH���'E%GNEF����^ P 	 P �?��� ������	���	��R� JFC GHEF	 2π/kz ≃ 6
MNM � _I� ���y��	�� MNJ ��	 G J ��� J ��� E � ��������	 1 ����� �qE%G

� ��� J �:� JFC�J ����� � Gm� J GHEF	 kz
� ω ��	��?��� C�J EFE%Gm� J ������� PsCLK G M � ��	'� J ��	�����	�G#��	 C E%G � ���H¬­������	 P � z 


kz(ω) =
ω

2

√

ρ

G0
. # � � \Xj &

¸ � MNM 	a��� E � G�� P � ��� C ����	 MNM 	������DEF	�� CLK0P ��	��N��	 kc
��������E J ��	���� E � G ��� GH� J � J ���µ��� P �»��� P EF	#G P

� P ��� EF� M 	����LG J ��	��3GH���=E%G C 	�EFE P EF	�� C 	 O0P�J]C ������	�� � ��������E � G ��� GH� J � J ������� P ��	½��	 MNJ EF����^ P 	 P �i��� ������	
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��²³¼��c� � j d Á J ^���	 C ����� J � P 	s
 w 	���¬­��� C � J ������	 z � f = 52.1
] 1 ��� J � � P �R��	NG#�HGH��� P ��	 CLK0P ��	

��	 kc
�3Á J ^���	 � � J ��� J EFEF��	�
 w 	��s¬­��� C � J ������	 z � f = 54.1

] 1 ��� J � � P �R��	�G � � n � P ��	 CLK0P ��	���	 kc
�

� � P � P � � P�J ��	���	 � G «���	�EFEcG#��	 C G0 = 20
® G�	y� τ = 0.5 � �
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���� ��� ���7\ � j

� P ��� EF� M 	����LG J ��	�	y� �sE � G P ^ M 	����LGm� J ������	 kz
��	 δkz = π/h

�cª � G � � n ��E � � O0P Gm� J ���A# � � \Xj & � C 	y����	
�HGH� J Gm� J ��� δkz

C ������	�� � ������� P ��	'�HGH� J Gm� J ��� δω ��	�E%G�¬­��� O0P 	�� C 	 ω 


δω =
2π

h

√

G0

ρ
. # � � \ � &

_I����	y����� P ��	 JFC�J GH�3GHE k � JFO0P 	 M 	����aE � � O0P Gm� J ��� # g � \ &z��Á 	��a��� C�J EFE%Gm� J ��������	 ac
	y�aEF	�� CLK0P ��	�����	

kc
�����Z����� C \ J 	��UE%G M�
�M 	 � ��� J �:��	 δf = 1

h

√

G0

ρ

� F EFEF	�� ����������	�E J ��	�� � E%G � ������	�� C 	 ��� ������	��
��	 C�J ��G J EFEF	 M 	������3GH���IE%G C 	�EFE P EF	 �qÁ 	 C GHE C�P Ec��	 �R�LGH\ J E J ���'E J ���#G J ��	�	��R�I����� C C � K ����	�����G#��	 C ���H����	J ����	�� � ���y�LGm� J ��� � K�k � JFO0P 	,� P � K ����� MNn ��	 ��ª 	 � E P � � C 	 C GHE C�P E �m	y�D	�� � GH�R� JFC�P E J 	��<E � � O0P Gm� J ��� # � � a & �
� 	�� M 	y����	����y��	�� MNJ ��	��,EF	�����������	���� P � ��� J 	 P ����� P ���y��	�EFEF� � 	 M 	�����E JFMNJ ��� �
A=M|�)MwvoE's SQt ��� A �
Á 	���	�� M 	 k2

c

ω

√

G0

ρ

C ������	�� � �������NE%G M �:� P E%Gm� J ���s� P ��� M \���	���� ������	 ��	 � ���H¬­������	 P � kz
� GH�

EF	N��� M \���	N��� ������	 ��	 E%Gs� P �R¬ G C 	 kc
�i¸ � 	��R� C 	N��	�� M 	 O0P�J8J ��� P�J ��EF	�� MNJ � JFM GaEF� C G P «7�3GH����EF	��

E%GH��^ P 	��½��	'���������3GH� C 	 # C ¬ � ��	 C � J ��� � � \ � \ � GH^�	 nHj & C GH� J E C � P � EF	 kz
	y� kc

�3® E P � � ��� C�J ��� M 	�����EF	��
��� M \���	������ ������	 k ��	�� MNJ � JFM G��������?��	�EF� O0P 	�


k2 = k2
c +

nπ

h
. # � � \on &

Á ����� O0P 	 E%G�� J � C ��� J ��� # J � 	 � G0
� J G η0 = G0τ

& ��	y� J 	���� JFM � ���R�LGH����	�� C 	���	�� M 	�	��R��� � ��	�������	�	��C ����� J ������Gm� J ���s�3GH����EF	 C GHE C�P E���	 δf
�

Á 	�����	�� M 	�� ω2ηs

8

√

ρ
G3

0

	y� 1
2τ

√

ρ
G0

�3GH��� E � � O0P Gm� J ��� # � � \cb & C ������	�� � ������	����N��E%G � ���H¬­������	 P �
��	 � �����y����Gm� J ��� lz

#­� O0P Gm� J ��� # � � \ � &z�8Á 	 � ��	 MNJ 	��Z��	�� M 	 C ����� J 	���� ηS
�½¸ � MNM 	 C 	s��	�� M 	 	��R�

� ��� � ���R� J ������	�E0� ω2 � J E � 	 P �=��	y��	�� J � JFM � ���R�LGH���<� K G P ��	 ¬­��� O0P 	�� C 	I
mE%G,EF����^ P 	 P �<��	 � �����y����Gm� J ���
� JFMNJ � P 	a	y�NEF	��Z��� C�J EFE%Gm� J ������� J � � GH��G J ����	���� � Á 	���	 C �����»��	�� M 	 � ��	���� 	�� C � M � ��	�EF	a��	 M � �Z��	
��	�E%G «�Gm� J ���U� P � P�J ��	 � ® E P � C 	�E P�J l C�J 	��R� � 	y� J ��� � E P ��EF	�� P�J ��	s��	 C � M � ���R��	 C � MNM 	 P �x� P�J ��	
� JFM � EF	I	y� � E P �,E%G � ���H¬­������	 P �,��	 � �����y����Gm� J ���s� JFMNJ � P 	 �ª GH����E%GZ� P�J ��	������ C � M � GH��	 O0P GH��� J �LGm� J ��	 M 	����?EF	��?����� P E �LGm����� P�M ��� JFO0P 	���G P « ����� P E �LGm���?	z«0l
� ��� JFM 	����LG P « �

� �.- oqpa����~�ps��~�|s� ���N|��,xy~�� ��{,��xy� ��w	�N��~ rc�a� xy~ �½u�x��½��x pN�s��{ �
�iw	�N��~

® � P � C � M � GH��	�� O0P GH��� J �LGm� J ��	 M 	����IEF	 C GHE C�P E<� P�M ��� JFO0P 	 G P « ����� P E �LGm����	z« � ��� JFM 	����LG P « �q���
���#GHE J ��	�EF	 C GHE C�P E ��	N�R�LGH\ J E J ���ZE J ���#G J ��	 � � P ��EF	 M 	 J EFEF	 P �'G�� P �R��	 M 	���� ��	NE%Gs� K ����EF��^ J 	Z��	N���H����	
����E P � J ��� ��	 MNJFC 	�EFEF	��,^��#GH����	�� � GH� P � � P�J ��	���	 � G «���	�EFE �
Á 	��I����� P E �LGm���?��	 C 	y����	 GH�3GHE k ��	��������
� ������	���������� P ��E%G 
3^ P ��	�� � � �Á 	 C GHE C�P E � ����� J � C ������	 C ��	 M 	���� δf 	y� kc

� F ����	y�HGH� CLK 	��½E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 C GHE C�P EF��	
� P�M ��� JFO0P 	 M 	����,	��R� J �]¬­��� J 	 P ��	���	 � � n �,��� P ����������	I��	'^���GH����	 P �,G P «a����������	��,	z« � ��� JFM 	����LGHEF	�� �
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��²³¼���� � � d = ^�G P�CLK 	�
�� K ����EF��^ J 	�E J ���#G J ��	 � � P � P ��	�����E P � J ���a��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE.� 3% 	y��G�� P �R��	zlM 	���� � GH� P ��� P�J ��	���	 � G «���	�EFEiG#��	 C G0 = 18
® G � τ = 0.69 �?	y� ηS = 1

M ® G � � � = ����� J ��	 ac	y� kc

 M 	�� P ������	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	����$# • & 	���¬­��� C � J ������	�E%G�¬­��� O0P 	�� C 	���� 	z« C�J �LGm� J ��� f

�3Á GZE J ^���	C ����� J � P 	���	 � ������	�����	�EF	'����� P E �LGm��� P C GHE C�P E�� P�M ��� JFO0P 	 � � P � P � � P�J ��	���	 � G «���	�EFE �

Á G���G J ����� � � J � C�J � GHEF	 � � P � C 	y����	s� J D
����	�� C 	s	��R�N��GH������� P ��	s� P 	 G P « E JFMNJ �LGm� J ��������	s�����M 	�� P ��	�� � K ����EF��^ JFO0P 	�� �<E%G ¬­��� O0P 	�� C 	 M G « JFM GHEF	NG C�C 	���� J \�EF	������H����	a� K ��� MNn ����	 # � £��H����� � k �À ���R��� P�M 	������ & �y�LGH���sE JFMNJ ����	 � P ��	�� J21 G J ��	 ��	 ] 	��R� 1 � F ��	ED
	y���½E%G M 	�� P ��	�� K ����EF��^ JFO0P 	�	��R�
	ED
	 C � P ��	 � � P � f < 10

] 1 �DGHEF����� O0P 	��3GH���Z����� 	z« � ��� J 	�� C 	������ J ���R�LGH\ J E J ���N��	�l�GH��GH�3G k ��� G
f > 20

] 1 �.� 
�M 	Z	�����	��3GH��� C � M � ��	 ��	ZE%G ��� � ������	Z��� P � l K GH� M ��� JFO0P 	 ��	 E%Ga� P �R¬ G C 	�� f/2 >
10
] 1 � C 	 O0P�J 	��R�I� J �NC�J EF	 M 	����IG C�C 	���� J \�EF	 � GH� P ��	 M 	�� P � 1 � K ����EF��^ JFO0P 	 �
¸ � MNM 	 δf 	��R�I\ J 	����� C � J � � GH� P ��� P�J ��	���	 � G «���	�EFE ����� � 	 P ��� P ��� ����	�� G′(ω) ≃ G0

��ª 	 � E P � ��EF	��,¬­���R��	����HGHEF	 P ���
��	 ac

��\]��	�� P 	���	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	���� ��	 M \�EF	���� J ��� JFO0P 	�� O0P � � K G P ��	�¬­��� O0P 	�� C 	�� G′′ 6= ηSω
�

¸ 	y����	s���y� J Gm� J ��� G P M �:� n EF	a��	 � G «���	�EFE�� K G P ��	�¬­��� O0P 	�� C 	 ��	 M \�EF	 C ����
3� M ��	 � GH�ZE%G�¬­���R��	
G P ^ M 	����LGm� J ������	 G′′ � � P � f > 10

] 1 # C ¬ � 
3^ P ��	�� � � & M�
�M 	,� J E%G M 	�� P ��	�� K ����EF��^ JFO0P 	,��	y� J 	����
� 	 P 
�GH\�EF	 � C 	��N¬­��� O0P 	�� C 	�� � _I� ����� C � J � ����� C E%G�� J � C ��� J ��� ��	 M GH� JFn ��	 � E P �N^���������GHEF	 � � P �
� ��	�������	�	�� C � M � ��	'EF	�� K G P ��	���¬­��� O0P 	�� C 	���


η(ω) =
G0τ

1 + iωτ
+ ηS + η+(ω), # � � �H� &

��� η+

C ����� J 	�����EF	 C � M � ���R��	 M 	����8� K G P ��	,¬­��� O0P 	�� C 	I��	����H����	D� P�J ��	 � � EF����� ��EF	����y��	�EF� ��� 	 M 	����
E JFMNJ ������	 q ��	���	y����� P ��	�	�� CLK GH��^�	#GH��� ηS

� GH� ηS + η+
�3GH���?E � � O0P Gm� J ��� # � � \cb &z��ª GH���?E%GZ� P�J ��	��

��� P �D��	��R������� � E P � J 	 P ��� M �:� n EF	��=� K ����EF��^ JFO0P 	�� C E%GH��� JFO0P 	�� � � P �=��	�����	�� ��	 MNJ 	 P « ��	�������	 C � M � ��	
��	�E%G�� J � C �:��E%GH�R� JFC�J ���'G P «�¬­��� O0P 	�� C 	�� JFM � E JFO0P ��	��½�3GH����E � 	z« � ��� J 	�� C 	���	ml�GH��GH�3G k �
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_I� � P ��� ����	���� GH\q����� O0P 	 ���H����	 � P�J ��	s	��R� P ��� P�J ��	s��	 _IEF����� k � � j � � j a 
 �8Á G�� J � C ��� J ���C � M � EF	z«]	'��� � C � J ��GHEF�����'


η(ω) = G0τ
1 + iωτO

1 + iωτ
+ ηS, # � � � \ &

��� τO
	��R� P �W��	 P « JFn�M 	���	 M � � C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	N� P � P�J ��	 ��F �µ��� G P ����	N��	�� M 	��.���WG JFC�J η+ =

iωG0ττO

1+iωτ

�cÁ 	 M 	 J EFEF	 P �IG�� P �R��	 M 	�������	�������������	���� K ����EF��^ JFO0P 	��'��\]��	�� P 	N	�� C ������	��R�HGH��� G0
	y� τ����� P ����� � ��� C ����	 MNM 	���� ��������	 τO = 0.00055 ��	y� C ����� P�J � � P ��	 M 	 J EFEF	 P ��	 ��	 � ������	����LGm� J �����	�� ����������	��Z	z« � ��� JFM 	����LGHEF	�� G′ 	y� G′′

O0P 	aEF	 M �:� n EF	N��	 � G «���	�EFE �iÁ 	�� ����� P E �LGm����� PWC GHE C�P E
� P�M ��� JFO0P 	 � � P � C 	y� G�� P �R��	 M 	������������ ��GH����	 M \�EF��� � P �sE%G 
3^ P ��	µ� � n � _I� C �����R�LGm��	 O0P 	7EF	��
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��²³¼��c� � n d = ^�G P�CLK 	s
�� K ����EF��^ J 	 E J ���#G J ��	 � � P � P ��	�����E P � J ��� ��	 ¸½®8¸ E d � G j GHED� 3% 	y��G�� P � l
��	 M 	���� � GH� P ��� P�J ��	s��	 _IEF����� k � G#��	 C τO = 0.00055 � � = ����� J ��	�
 ac

	y� kc

M 	�� P ����� 	z«0l
� ��� JFM 	����LGHEF	 M 	���� # • & � 	y�a����� P E �LGm� � P C GHE C�P E�� P�M ��� JFO0P 	 � � P �NEF	 � P�J ��	���	T_IEF����� k � #­E J ^���	��C ����� J � P 	�� &z�

����� P E �LGm���=� PZC GHE C�P E]� P�M ��� JFO0P 	½������� ��	y����	 M 	���� � E P � � ��� CLK 	�� ��	��D����� P E �LGm���=	z« � ��� JFM 	����LG P « O0P 	C 	 P «7��\]��	�� P � � � P � P ��� P�J ��	���	 � G «���	�EFE �+F � � GH�R� JFC�P E J 	�� � ac
	��R� C 	y����	Z¬­� J �'� P7M�
�M 	Z��������	O0P 	�EF	�� M 	�� P ��	��Z	z« � ��� JFM 	����LGHEF	���	y�ZEF	�� M G « JFM G C ������	�� � ������	���� �Dª 	 � E P � �iE%G � JFMNJ � P � J ���7��	

E � G M � E J � P ��	½��	�� CLK0P ��	�����	 kc
G ��� GH��G��F�8G P ��� J �3GH���8EF	��8����� P E �LGm��� � P C GHE C�P E3��	?�R�LGH\ J E J ���½E J ���#G J ��	 �� �#GH� M � J ��� �0� K G P ��	?¬­��� O0P 	�� C 	 # f > 70

] 1 & �:E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	���\]��	�� P 	I� P�M ��� JFO0P 	 M 	����
��	��R��	���� P ��� P ������	y����	 M 	���� J �]¬­��� J 	 P ��	���E%G �HGHEF	 P ��	z« � ��� JFM 	����LGHEF	'	y�?EF	���� M \���	���� ������	 C � J � JFO0P 	
��� G�� P �R��	 � E P � � GH�R¬ G J ��	 M 	����,E%G C � P ��\q	�	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 �
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���+S�2'u$E SUE q��ytQs E
_I�µ�y� P � J 	N	���� P�J ��	NE%G � ����� J \ J E J ��� O0P � � K G P ��	N¬­��� O0P 	�� C 	��<���H����	 � P�J ��	N� P�J ��	 EF	 M �:� n EF	Z��	

£�� P ��	 # � gNb�
 + a � � GH^�	�� \ �H�od \ � j & ��	�� G���� P �LGH��� C 	y����	�¬­� J �?�NE%GZ� J � C ��� J ��� P � ��	�� M 	 η+ ∝ ω−1/2 �Á G � J � C ��� J ������� � C � J �?GHEF�����'

η(ω) =

G0τ

1 + iωτ
+ ηS + aR(1 − i)

1√
ω

. # � � ��� &
Á 	 M 	 J EFEF	 P �iG�� P �R��	 M 	�������	�� C � P ��\q	��8��	�� K ����EF��^ J 	�E J ���#G J ��	½��\]��	�� P � 	�� C ������	��R�HGH��� G0 = 19

® G
	y� τ = 0.69 �½��������	 aR = 0.067

j � ÀL��Á 	��½����� P E �LGm����� PaC GHE C�P Eq� P�M ��� JFO0P 	 � � P � C 	y�,G�� P �R��	 M 	����
������� � ������	��������½� P �8E%G 
3^ P ��	�� � \ � �0Á 	��8����� P E �LGm��� ��������� JFMNJ E%G J ��	��=� C 	 P «N��\]��	�� P � � � P � P � � P�J ��	
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��²³¼��]� � \ ��d = ^�G P�CLK 	�
0� K ����EF��^ J 	�E J ���#G J ��	 � � P � P ��	?����E P � J ���N��	 ¸½®8¸ E d � G j GHEq� 3% 	y�,G�� P �R��	zlM 	���� � GH� P � � P�J ��	���	 � G «���	�EFEqG P�O0P 	�E3	��R�½G���� P ��� P ����	�� M 	,��	?£�� P ��	?G#��	 C aR = 0.067
j � ÀL� =

����� J ��	 
 ac
	y� kc

M 	�� P ������	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	����$# • & ��	y��EF	I����� P E �LGm����� P � C GHE C�P E�� P�M ��� JFO0P 	 � � P �EF	 � P�J ��	'��	�£�� P ��	 #­E J ^���	 C ����� J � P 	 &z�
��	 _IEF����� k ��
 ac

	��R� � E P � ^���GH��� O0P 	 � � P �8EF	7� P�J ��	?��	 � G «���	�EFE�	y��EF	�� CLK0P ��	��½��	 kc
��� Gm������� P 	����

EF����� O0P 	�E%G ¬­��� O0P 	�� C 	�G P ^ M 	�����	 �D¸ 	 � 	����3GH�����D� J EF	�� �HGHEF	 P ��� � P�M ��� JFO0P 	���G�� P �R��	���� MNJ 	 P «WEF	��
�HGHEF	 P ���'	z« � ��� JFM 	����LGHEF	��I� P ��� M \���	Z��� ������	 C � J � JFO0P 	 kc

��E � G C�C ������	��R� M � J ���I\q��� O0P 	 � � P �'EF	
� P�J ��	'��	 _IEF����� k �s	�� C 	 O0P�J.C ��� C 	�����	�E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 ac

�
���+S�2'u$E SUE��>M|�)�

_I� ��G���� P ��	 
3�3GHEF	 M 	���� P ����	�� M 	���	�� JFMNM # � gNb�
 + a � � GH^�	�� \ a b d \ a � & �NE%G�� J � C ��� J ��� η+ ∝
ω−1/3 ��ª GH��� C 	 C GH�?E%G�� J � C ��� J ���'��� � C � J ��


η =
G0τ

1 + iωτ
+ ηS + aZ

(

1 − i√
3

)

ω−1/3. # � � � a &



� � � � � ��� 
�� 	�� � � � ����� � ��� � ��� 
��
	�� � ��� � � � ��� � � � � � \R\R\

Á 	 M 	 J EFEF	 P �DG�� P �R��	 M 	����½��	�� C � P ��\q	��8��	�� K ����EF��^ J 	,E J ���#G J ��	½��������	 aZ = 0.04
j � ÀL�:Á 	�������� P E �LGm���

� PaC GHE C�P E3� P�M ��� JFO0P 	 � � P � C 	y�,G�� P �R��	 M 	����½������� � ������	��������,�3GH����E%G 
3^ P ��	�� � \R\ �]¸ � MNM 	 � ��� C �zl
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��²³¼��
� � \R\ d = ^�G P�CLK 	 
�� K ����EF��^ J 	'E J ���#G J ��	 � � P � P ��	�����E P � J ��� ��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE<� 3% 	y�IG�� P � l
��	 M 	���� � GH� P � � P�J ��	'��	 � G «���	�EFEcG P�O0P 	�Ec	��R��G���� P ��� P �s��	�� M 	���	 � JFMNM G#��	 C aZ = 0.04

j � ÀL�
= ����� J ��	�
 ac

	y� kc

M 	�� P �����½	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	����'# • & �:	y�½����� P E �LGm�½� P�C GHE C�P Eq� P�M ��� JFO0P 	 � � P ��EF	� P�J ��	'��	 � JFMNM #­E J ^���	 C ����� J � P 	 &z�

��	 MNM 	������ ac
	��R� � E P �½^���GH��� O0P � 	���E � GH\���	�� C 	I��	���	�� M 	 C ������	 C � J ¬ �:EF	�� CLK0P ��	�����	 kc

��� Gm������� P 	����
\ J 	���EF����� O0P 	�E%GI¬­��� O0P 	�� C 	�G P ^ M 	�����	 M G J �=E � G C�C ������� P � E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	,��	��R��	 O0P GHE J �LGm� J ¬ �H J 	�� O0P � G P�C�P � ��	�������� J � M �:� n EF	�� � ��� C ����	������ ��	 ��	 � ���:� P�J ��	 � GH�R¬ G J ��	 M 	�����EF	�������� P E �LGm���
	z« � ��� JFM 	����LG P « � J EF��	�� ������� � E P � � ��� CLK 	�� O0P 	7EF	���	 P E M �:� n EF	 ��	 � G «���	�EFE # η+ = 0

&z�,Á G
� J D
����	�� C 	�	�������	 M �:� n EF	�� P�M ��� JFO0P 	�	y��	z« � ��� J 	�� C 	�	��R�I����� C ������	 M 	����IE J ��	�G P�C � M � ���R��	 M 	����
� K ����EF��^ JFO0P 	'� K G P ��	'¬­��� O0P 	�� C 	���	����H����	�� P�J ��	 �

� ��� � �su�����|�~ � wztc~�rcr.~A~½t�� �su�����|�~ vswz�i{ � �iw�p ��~�ps��~
� � � n �'��� P � 
 ����	 J ��������	���������G P « M 	�� P ��	��'��	 ac

	y� kc
�
��� P � C � M � GH���������3GH��� C 	y����	 � GH�R� J 	

EF	�� M 	�� P ��	��?��	'� J ��	�����	�	y����	�\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	�G P C GHE C�P E�� P�M ��� JFO0P 	 �

� � 	 � / � ,��=: 6 ��� �7/ ���+4'4'�
F « � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	������ � E P � J 	 P ��� 
3E M ����������	�����	�^ J �R�������s�3GH��� E%G C 	�EFE P EF	 ��	 C �LGH��^ P E%G J ��	 ��	

E%GH��^�	 P � l = 4
MNM � � P � P ��	s����E P � J ���W��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE½� 4%

�D® � P � � ��	�������	s	�� C � M � ��	aE%G
� K ����EF��^ J 	�� K G P ��	�¬­��� O0P 	�� C 	��q����G�� P �R��	�E%GZ� K ����EF��^ J 	'E J ���#G J ��	I��	����H����	�����E P � J ��� � GH� P ��� P�J ��	
��	 � G «���	�EFE
G P�O0P 	�E
��� ��G���� P ��	 P � ��	�� M 	?��	 � JFMNM ��	�EF��� E � � O0P Gm� J ��� # � � � a & �:G#��	 C G0 = 28

® G �
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��#���2	��

τ = 0.87 � � ρ = 1000 f0^ � M −3 � σ = 0.03
��� M

−1 	y� aZ = 0.05
j � ÀL��Á G 
3^ P ��	�� � \ � � ������	�����	�EF	��M 	�� P ��	��?��	 G′ 	y� G′′ G J ��� J�O0P 	�E � G�� P �R��	 M 	�������\]��	�� P G#��	 C EF	��½�HGHEF	 P ��� C�J l ��	���� P � �
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��²³¼���� � \ �Td £ K ����EF��^ J 	�E J ���#G J ��	 ��� P ��	�����E P � J ��� ��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE'� 4% � G′ # • & � G′′ # ⋄ & 	y�G�� P �R��	 M 	���� � � P � P � � P�J ��	 ��	 � G «���	�EFE½G P�O0P 	�E����W��G���� P ��	 P �µ��	�� M 	 ��	 � JFMNM G#��	 C G0 =
28
® G � τ = 0.87 ��	y� aZ = 0.05

j � À #­E J ^���	�� C ����� J � P 	�� &z�
Á G 
3^ P ��	�� � \ a C � M � GH��	 EF	��N����� P E �LGm����	z« � ��� JFM 	����LG P « 	y� EF	�� C GHE C�P EF��� P�M ��� JFO0P 	�� � � E P l

� J 	 P ��� ¬­��� O0P 	�� C 	��'# f = 48 � 63 � 78 � 87 	y� 93
] 1 &z��¸ � MNM 	 � � P �8EF	7� P�J ��	?� JFM � EF	$#­��	 C � J ��� a]� a]� b �

� GH^�	I� n & �0���aG�� P �R��	�E%G C �����R�LGH����	 M P E � J � E JFC Gm� J ��	½� P � u � � P �8��	 � ���:� P�J ��	�G P MNJ 	 P «NEF	�������������	��	z« � ��� JFM 	����LGHEF	�� �<ª GH������� P ��EF	�� C GH� �<E%Ga¬­��� O0P 	�� C 	a� � Gm� J GHEF	Z��	������ C�J EFE%Gm� J �����I��	 u 	��7¬­��� C � J �����	 z 	��R��\ J 	�����	 � ���:� P�J ��	 � GH�'EF	 C GHE C�P E=� P�M ��� JFO0P 	 � k � P ��	y¬­� J � �
E � G M � E J � P ��	���	������ P EF	#G P «����zlC ���'�F� ��� P ��� P ��� ��	y����	 M 	���� � E P �N� J ��	 G#��	 C E%G � ���H¬­������	 P �a�3GH���aEF	�� 	z« � ��� J 	�� C 	�� O0P 	 �3GH����EF	C GHE C�P E ��� � P � � ��� � �����������3GH����E%G ��	 C � J ����� � g C�J l ��	������ P �?��	���	z« � E JFC Gm� J ����� � ����� J \�EF	�� � � P � C 	y����	
� J D
����	�� C 	 �

� � 	 � � � ,��=: 6 ��� 	 /e%-8�� %-/1.�)>�+.�*(�
� � P �sG#�������a� P�O0P 	�EF	 CLK G M � ��	�� J ��	�����	��y�LG J �a��������� � GH� E � � O0P Gm� J ��� # � � \Xg & 	y� � GH�aE%GC ����� J � J ������� J � C � M � ��	���� J \ J E J ��� # \ � \cb &z� _I� � 	 P � 	��µ����� P�J ��	NEF	���� J D
����	���������	�� M 	���� P ��	�����	 P �

��	��?^���GH� J 	������,��	'� J ��	�����	N

γ̇i,j =

∂vi

∂j
, # � � � b &

G#��	 C i = x, y, z 	y� j = x, y, z
�

F « � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	�������EF	�� JFM GH^�	�����	�\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	 M ��������	���� O0P 	 EF	��?� � �H����E P�MNJ ��	 P «s�������
� J � P ������� P ��EF	�� 1 ����	�����	����y¬­��� M Gm� J ��� M G « JFM GHEF	���	ZE%Ga� P �R¬ G C 	 �cÀ E=	��R���y� J ��	���� O0P 	�EF	��'���y¬­��� lM Gm� J ����� M G « JFM GHEF	��?��	�E%Ga� P �R¬ G C 	���	Z����� P ��	 G P�M G « JFM P�M ��	 w(x, 0)

�.Á 	�� C � M � ����GH����	���� PC�J ��G J EFEF	 M 	���� J ��� P�J ��GH����E%Gs\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	N����������� C E%G M�
�M 	 � K GH��	a��	�EF��� x
O0P 	 w

�<Á 	�����	 P EF�
��	�� M 	�� O0P�J ����� J 
3	���� C 	y����	 C ����� J � J ����������� ∂u

∂x
	y� ∂w

∂z

�Hª GH���D�����=	z« � ��� J 	�� C 	�� ��E%G?\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	�	��R�
����� C½J ��� P�J ��	 � GH�=E � �y� J ��	 M 	����i	y�DE%G C � M � ��	���� J ��� ��¸ � MNM 	���� G � � n �DEF	�� K�k � �H� K�n ��	�� ��� J � C � M � ��	�� l
� J \ J E J ���½� P � P�J ��	?	y����	?� J ��	�����	�� P EFEF	���	�EF��� E%G'� J ��	 C � J ��� y # � � P � P ��	 C 	�EFE P EF	 � GH��GHEFEF��EF� � J � ��� JFO0P 	
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��²³¼���� � \ a d ! J ��	�����	 u ��	�EF��� x 	���¬­��� C � J ������	�E%G � ���H¬­������	 P � z � � P � P ��	 ����E P � J ��� ��	 ¸½®8¸ E d� G j GHEq� 4% # ◦ &z�0Á 	���E J ^���	�� C ����� J � P 	�����	 � ������	�����	�����EF	������ P E �LGm���8� PaC GHE C�P E�� P�M ��� JFO0P 	 � � P � P �� P�J ��	���	 � G «���	�EFE � � JFMNM G#��	 C G0 = 28
® G � τ = 0.9 � � ρ = 1000 f0^ � M −3 � σ = 0.03

��� M
−1

	y� aZ = 0.06
j � ÀL� # G & � #­\ & � # C & � #­� & 	y� #­	 & C ������	�� � ������	�������	�� � 	 C � J ��	 M 	������ f = 48 � 63 � 78 � 87	y� 93

] 1 �

��	�¬­���R�i��G ��� ���R�=��� GH� � 	 C � & � ∂u
∂x

= −∂w
∂z
�HEF����� O0P 	�EF	=� P�J ��	�	��R� C � M � � JFM �8��	�EF��� z � J E0	��R�D�y� J ������	�EF���

x 	y� J ����	�����	 M 	���� � � EF�����IEF	�� MNJFC 	�EFEF	��?��	�����	������a��� GHE J ^���	��I��	�EF��� x � P ��	�EF��� z
�.Á G 
3^ P ��	�� � \cbM ��������	 EF	 C GHE C�P Ei� P�M ��� JFO0P 	 ��	 ∂w

∂z
� � P � P �T� P�J ��	 ��	 � G «���	�EFEDG P�O0P 	�E=	��R��G���� P ��� P � ��	�� M 	

��	 � JFMNM ��	 � ���:� P�J ��GH����EF	�� C � P ��\q	�� ��	 � K ����EF��^ J 	ZE J ���#G J ��	���� P ��	 ����E P � J ���7��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE8�
8% �c� J \�����	a� 80

] 1 �3GH��� P ��	 C�P ��	a��	aE%GH��^�	 P � l = 6
MNM �<Á 	 C GHE C�P E8� P�M ��� JFO0P 	 ��	 � ���:� P�J �O0P GHE J �LGm� J ��	 M 	���� EF	�� JFM GH^�	�� ��	?\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	���\���	��R����	��½	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	�����# C ¬ � ��	 C � J ��� g � a]� � �

� GH^�	�� n &z�

� ��� � �i��vsx
����~ w�p � ~½�=r.~

_I�W��	a��	 M GH����	 JFC�J �.��� J E 	��R� � ����� J \�EF	 � ��	 M ������	�� ��E%Gs� K ����EF��^ J 	N� � K G P ��	�¬­��� O0P 	�� C 	��a��	
���H����	 � P�J ��	N� � GH�R� J �'��	�������� P E �LGm����	z« � ��� JFM 	����LG P «7��\]��	�� P ��� P ��E � G C�C ��EF����Gm� J ����	y��EF	���� M \���	
��� ������	 C � J � JFO0P 	 � � ��	 � ��	 MNJFn ��	 � ��� C ��� P ��	I	��R����	 CLK � J � J � P ��	'EF� J ��	 C � M � ���R��	 M 	����'# _IEF����� k ���
£�� P ��	�� � JFMNM � � � & � � P � M �:����E J ��	��8EF	 C � M � ���R��	 M 	�������	I���H����	�� P�J ��	I� � K G P ��	�¬­��� O0P 	�� C 	��'	y�½��	
��	�^�GH����	�� O0P 	�EF� � GH��G MNn ����	�� # τ2

� aR
� aZ

� � � & G�� P �R��	����ZEF	 MNJ 	 P «µ����������� P E �LGm����	z« � ��� JFM 	����LG P « �Á 	�� � ��	 MNJFn ��	��NEF� J � O0P 	 ��� P ����	��R������� ������� C 	�EFEF	������ C � J ��	�� ��	 C � J ��� � � �*# � GH^�	 \ � j &z�8¸ 	�� EF� J �
�����ZE � G#�HGH���LGH^�	 ��	a��	 � ����������	�� O0P � P � ��	 P E � GH��G MNn ����	�G�� P �R�LGH\�EF	 	�� � E P � � PUC � M � ���R��	 M 	����
��� P � � P�J ��	���	 � G «���	�EFEi����� P�J �I��	��I	z« � ��� J 	�� C 	��'��	�� K ����EF��^ J 	 � � P � f < 10

] 1 ��Á 	 C GHE C�P E<� PM 	 J EFEF	 P ��G�� P �R��	 M 	����Z	��R�Z����� C ��	�E%Gm� J ��	 M 	���� ��G � J ��	��c��	aE � ��������	N��� P ��	a��� P�1 G J ��	 ��� K 	 P ��	�� ��	C GHE C�P E � GH� P ��	 M �y� K �:��	���	 M � J ������	�� C GH������� ��Á G 
3^ P ��	 � � \Xg M ��������	�EF	 M 	 J EFEF	 P ��G�� P �R��	 M 	����
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��²³¼��H� � \cb d ¸ K G M � ��� �y� J ��	 M 	���� ∂w
∂z
����� P E �LGH���i� P�C GHE C�P E0� P�M ��� JFO0P 	 � � P � P �9� P�J ��	8��	 � G «���	�EFE

G P�O0P 	�E�	��R�iG���� P ��� P �'��	�� M 	D��	 � JFMNM G#��	 C aZ = 0.067
j � À � G0 = 123

® G � τ = 1 � �fÁ G½¬­��� O0P 	�� C 	�HG P � f = 80
] 1 �

��	��?����������	��?	z« � ��� JFM 	����LGHEF	�� ac
	y� kc

� � P � P ��	�����E P � J ������	 ¸½®8¸ E d � G j GHEc� 3% � GH� P � � P�J ��	
��	9_IEF����� k � � j J E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 C GHE C�P EF��	'� P�M ��� JFO0P 	 M 	�������� 	��R�?��G ��� ��� CLK ��	���	��,�HGHEF	 P ���
	z« � ��� JFM 	����LGHEF	�� � GH�½��G ��� ���R��G P ����� P E �LGm�,� P�M ��� JFO0P 	�� J ���I��	'E � G�� P �R��	 M 	����,��	 G′ 	y� G′′ � GH� P �
� P�J ��	Z��	 _IEF����� k ����EF	��'��� C�J EFE%Gm� J ��������	 ac

	y��EF	�� CLK0P ��	�����	 kc
��\]��	�� P 	���� P�M ��� JFO0P 	 M 	������������C 	y����	,¬­� J �=��	y����	 M 	���� � E P � � 	y� J ��	�� O0P 	 C 	�EFEF	��=��\���	��R����	���	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	���� ��® GH� G J EFEF	 P ��� � C 	y����	

� ��� C ��� P ��	���	 M � J ������	�� C GH������� C ����� P�J ��� P �7G C�C ����� M � J ���I\q����� P ��EF	��'�HGHEF	 P ���'��	 G′′ � � P �
f > 10

] 1 ��ª 	�������� P E �LGm���½� JFMNJ E%G J ��	��D����������\���	��R����� � � P �½EF	��½��	 P « G P ����	�� M �y� K �:��	��'# � JFMNM 	y�
£�� P ��	 &z�Á G � K ����EF��^ J 	���	�� MNJFC 	�EFEF	���^��#GH����	��I�y�LGH��� M GHE C ����� P 	�� K G P ��	�¬­��� O0P 	�� C 	������ � 	 P � � 	�����	��O0P � G P�C�P � M �:� n EF	 C E%GH��� JFO0P 	I��	���� G ��� E JFO0P 	 � � ��	'G P ����	 M GH� JFn ��	���	 � ��� C ����	��½	��R��GHEF�����8��	 CLK 	�� lCLK 	�� � � J ��� � GH� � � J ���?E%G � J � C ��� J ��� C � M � EF	z«]	���� C 	�����G J ��	 � P � \q����G�� P �R��	 M 	����I��	�������������	�� ac	y� kc

� _I�s� P ��� ����	 O0P 	 C 	y����	'� J � C ��� J ��� � 	 P ����� � C � J ��	�� CLK G O0P 	�¬­��� O0P 	�� C 	N


η(ω) =
G0τ

1 + iωτ
+ ηS + ηℜ − iηℑ, # � � � g &

��� G0
	y� τ ��������� J ������� PWM 	 J EFEF	 P ����G�� P �R��	 M 	���� � GH� P � � P�J ��	N��	�_IEF����� k � # G0 = 18

® G�	y�
τ = 0.71 � & 	y� ηℜ

	y� ηℑ ����������	�������	�EF� C �����R�LGH����� �c��	Z��	�EFEF	 �����R��	 O0P 	 η+(nω) = η+(ω)
� _I�

Ga����� C ��	 P « � GH��G MNn ����	��'G�� P �R�LGH\�EF	�� �.® � P � CLK G O0P 	Z¬­��� O0P 	�� C 	 f �
��� CLK 	�� CLK 	 ηℜ
	y� ηℑ

#­	�������	
−0.02 	y� 0.04

® G � ��G#��	 CsP � � GH�Z��	 0.001
® G � � & O0P�J½MNJ � JFMNJ ��	�����E � � C GH�R�Z	�������	sEF	�� ����� P E �LGm���

� P�M ��� JFO0P 	��c	y�<EF	��c����� P E �LGm���c	z« � ��� JFM 	����LG P « �m¸ � 	��R� P ��	 M �y� K �:��	D��� n �cEF� P ����	 C GH� J EH¬ G P � � ��	�������	
	�� C � M � ��	���	 P « � GH��G MNn ����	��?E J \���	��?	y�I����� C�MNJ � JFMNJ ��	�� P ��	�� J �R�LGH� C 	��3GH��� P � � E%GH� �qª 	 � E P � �
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��²³¼���� � \Xg d = ^�G P�CLK 	U
,� K ����EF��^ J 	�E J ���#G J ��	 � � P � P ��	�����E P � J ��� ��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE'� 3% � G′

	y� G′′ � M 	�� P ����� � GH� P � � K ��� MNn ����	A# ◦ 	y� • & ��G�� P �R������� J ��	 C ��	 M 	���� � GH� P �z� P�J ��	 _IEF����� k �
#­E J ^���	�� � � J ��� J EFEF��	�� & G#��	 C η0 = 12.9

® G � � � τ = 0.71 � � τO = 0.6.10−3 � �
	y������� P�J �I� P M 	 J EFEF	 P �
G�� P �R��	 M 	���� ��	 ac

	y� kc
� GH��E%G M �y� K �:��	N��	�� M � J ������	�� C GH������� #­E J ^���	�� C ����� J � P 	�� & G#��	 C η0 =

12.9
® G � � � τ = 0.71 � � τO = 1.3.10−3 � � = ����� J ��	�
 ac

	y� kc

M 	�� P �����N	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	����
# • & �:	y� M 	 J EFEF	 P �8G�� P �R��	 M 	���� � GH�½E%G M �y� K �:��	���	�� M � J ������	�� C GH�������'#­E J ^���	 C ����� J � P 	 & �]	y�½� J ����� PM 	 J EFEF	 P �½G�� P �R��	 M 	����?��	 G′ 	y� G′′ � GH� P � � P�J ��	'��	 _IEF����� k � #­E J ^���	�� � � J ��� J EFEF��	�� &z�
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��²³¼��0� � \ �Dd = ^�G P�CLK 	'
�� K ����EF��^ J 	�E J ���#G J ��	 � � P � P ��	�����E P � J ��� ��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE�� 3% 
 G′ 	y� G′′ �M 	�� P ����� � GH� P �N� K ��� MNn ����	6# ◦ 	y� • & ��	y�8����� P�J � ��	 ac
	y� kc

� GH�DE%G M �y� K �:��	,��� C � J ��	 C�J l ��	���� P ��# ⋄	y�,EF����GH��^�	��½��� J ��� &z� = ����� J ��	 ac
	y� kc

M � P �����,	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	����'# • & �]	y� M 	 J EFEF	 P �8G�� P �R��	 M 	����� � J ��� � GH� � � J ��� � GH�,E%G M �y� K �:��	���� C � J ��	 C�J l ��	���� P � #­E J ^���	 C ����� J � P 	 &z�

ac
	y� kc

	��R� C 	y����	�¬­� J �?	z« C 	�EFEF	������qE%GZ� J � C ��� J ��� C � M � EF	z«]	���	 ��	 M \�EF	 � GH� � ����������	��'��	���	����3GH� C 	
� GH�R� JFC�P E JFn ��	 � 	�� M 	y���LGH��� ��	,�HGHE J ��	�� P � M �:� n EF	�� J � C �:��E%GH�R� JFO0P 	 � 	��R� J ��	���� � F �N	ED
	y����������� J � O0P 	
G′′(ω) ��� C�J EFEF	NG#��	 C ω � E%G � ��� J �:��	 δf

� _I�W��	 � 	 P � ����� C � GH� G�� P �R��	���EF	�������� P E �LGm������\]��	�� P �
� GH� P � M �:� n EF	I� K ����EF��^ JFO0P 	'� JFM � EF	 � _I�s	�� C ��� C E P � O0P 	�E%G � J D
����	�� C 	�	�������	 C GHE C�P E.� P�M ��� JFO0P 	
	y� 	z« � ��� J 	�� C 	a��� 	��R� ��GH��� ��� P ��	 � GH� P � JFO0P 	 M 	���� E J ��	N��E%Gs� K ����EF��^ J 	 K G P ��	N¬­��� O0P 	�� C 	 �=� � P �
��	y� J 	������������ � E P �c�LGH��� � P �iEF	��i��� J ^ J ��	�� � ����� J \�EF	��i��	 C 	y����	½� J D
����	�� C 	 # C ¬ � ��	 C � J ���Z� � g � � GH^�	 \R\ � &z�
Á Ga��	����LGm� J ��	���	Z��	 M ������	�����E%G � J � C ��� J ��� C � M � EF	z«]	 η(ω) ��	����H����	 � P�J ��	 � GH��G�� P �R��	 M 	������	 ac(ω) 	y� kc(ω) ��� 	��R�a����� C � GH����� n � C ��� C E P GH����	 ��¸ 	y����	 J ����	�� J � J � J GHEF	 M 	���� � ��� � ������	 � GH�l � £?G k �3GHE� #"�$'&)( � j � 
 �.��	��R��	 � � P �R�LGH��������� P�J ��GH����	 � � ��	N��	���� JFn ��	 M �y� K �:��	 � ����� J \�EF	Z��	���G J ����	

��	 M ������	�����E%G�� J � C ��� J ���I� J GZEF	 CLK G M � ��	'� J ��	�����	 M 	�� P ������� P ��� J \���Gm� J ����� ��F � 	ED
	y�?E%G C � M � �ml
��GH����	'��� P � l K GH� M ��� JFO0P 	I��	IE%G�� J ��	�����	'��� � 	���� ��	 η(ω) � J G q

��ª 	 � E P � � q 	��R��E%G���	 P EF	 J � C ����� P 		z« � ��� JFM 	����LGHEF	 C GH�i��� C �����3G��F� ky
� kx

� ω 	y� h � F � CLK 	�� CLK GH���8E%G��HGHEF	 P �i��	 q
O0P�J]MNJ � JFMNJ ��	 E � � C GH�R�

G P « M 	�� P ��	���	z« � ��� JFM 	����LGHEF	��'��	 u ��������� J ���
	�� � � J � C�J � 	�� � � P ��� J �I��	 M ������	���� η(ω)
�
q �y�LGH���C � M � EF	z«]	��:���aG ����� P ��	#G P ��	 P « J � C ����� P 	�� ��Á G 
3^ P ��	I� � \Xj M ��������	�EF	�� M 	 J EFEF	 P ���8G�� P �R��	 M 	������

��\]��	�� P ��� P � u 	��N¬­��� C � J ���N��	 z � � � P � P ��	?����E P � J ������	 ¸½®8¸ E d � G j GHEq� 4% � J \�����	���� J D
����	�����	��
¬­��� O0P 	�� C 	�� �]¸ 	�� G�� P �R��	 M 	������ ������� ��	y����	 M 	���� � E P � C �����HG J � C GH����� O0P 	 C 	 P «���\]��	�� P � � � GH�R� J �i��	
E � G�� P �R��	 M 	����8��	?E%G'� K ����EF��^ J 	'# C ¬ � ��	 C � J ��� � � a]� \ � 
3^ P ��	�� � \ a & � � GH^�	 \R\ a &z� � ��	,¬­� J � q ���y��	�� MNJ �����
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	 � � \R\Xj

��²³¼���� � \Xj d u 	��»¬­��� C � J ���»��	 E%G � ���H¬­������	 P � z � � P � P ��	�����E P � J ��� ��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE?� 4%
�

£���� P E �LGm���.	z« � ��� JFM 	����LG P « # ◦ & �#	y� M 	 J EFEF	 P ����G�� P �R��	 M 	������iG#��	 C q
C � MNM 	 � GH��G MNn ����	DE J \���	 #­E J ^���	��C ����� J � P 	�� &z� # G & � #­\ & � # C & � #­� & 	y� #­	 & �3��	�� � 	 C � J ��	 M 	���� � � P � f = 48 � 63 � 78 � 87 	y� 93

] 1 �

��� � 	 P �?��	 M ������	��?� G′ 	y� G′′ ^���� C 	�G P «s��	�E%Gm� J �����I


G′ = −ρω2ℑ
(

1

q2 − k2
c

)

, # � � �H� &

G′′ = ρω2ℜ
(

1

q2 − k2
c

)

. # � � � j &

Á G 
3^ P ��	½� � \ � M ��������	8E%G�� K ����EF��^ J 	 ����� P�J ��	8��	 C 	��=G�� P �R��	 M 	������i	���¬­��� C � J ������	�E%G,¬­��� O0P 	�� C 	
	y� E%G C � M � GH��	 �7E%G�� K ����EF��^ J 	�E J ���#G J ��	 M 	�� P ����	 � GH� P � � K ��� MNn ����	 �8Á 	��N����� P E �LGm���N�������N��� n �
\�� P�J ����� �<� �#GH� M � J ��� �.��	�����	����3GH� C 	��ZG ��� GH��G J ����	���� � = E%G � ��� C�J � J ���7��	N������G�� P �R��	 M 	������ � � n � �
G′ ��	��R��	���	���� J \�EF	 M 	�������^�GHED� G0

�+F �7��	y�HGH� CLK 	�� G′′ 	��R����� n ��� P � ��� J 	 P ����E%G �HGHEF	 P ��Gm����	���� P 	
� � P � P ��� P�J ��	���	 � G «���	�EFE � C 	 O0P�J ��	 M \�EF	 C ����
3� M 	���E � JFM � ���R�LGH� C 	���	NE%Ga� K ����EF��^ J 	Z� K G P ��	
¬­��� O0P 	�� C 	 �3GH����������	z« � ��� J 	�� C 	�� � F � C 	�E%G �.EF	���	z« � ��� J 	�� C 	�����	 ®DÀ%! ������� C � K ����	�����	��ZG#��	 C EF	��M 	�� P ��	�����	 ac

	y� kc
�]ª 	 � E P � �0��� P ����	 � � P ������� � GH�8����� � E P �8����� P�J ��	 P � M �:� n EF	�� K ����EF��^ JFO0P 	

��	��?	z« � ��� J 	�� C 	��?��	 ®DÀ%! �� P 
3�3GHE �i��� P ��������	�����G J ����	 M 	�� P ��	�����	sE%G � J � C ��� J ��� C � M � EF	z«]	 � GH� P ��	s	z« � ��� J 	�� C 	s��	
l�GH��GH�3G k ��	�������� M ����������� � 	 P�C ��� C E P GH����� ��Á 	���	 P E � GH��G MNn ����	'� K ����EF��^ JFO0P 	'��	�E%Gm� J ��	 M 	�����\ J 	��
����� P�J ����	 C 	�� 	z« � ��� J 	�� C 	�� 	��R� EF	 M �:� P EF	���E%GH�R� JFO0P 	 G0

� _I�W��\]� J 	�������	 P EF	 M 	���� P �W��������	N��	
^���GH����	 P ��� P C � M � ���R��	 M 	����,� K ����EF��^ JFO0P 	�� � K G P ��	'¬­��� O0P 	�� C 	�� # f > 10

] 1 &z��Á 	'��	 M � � C GH��G C l
����� J �R� JFO0P 	Z� P � P�J ��	 τ ��� 	��R� � GH��G C�C 	���� J \�EF	 � GH� C 	y����	 M �y� K �:��	 C GH� J E=	��R������� � ^���GH������	y�HGH���
1/ω < 0.02 ��GH� � � −1 �
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��²³¼��.� � \ � d G′ 	y� G′′ 	���¬­��� C � J ������	 ω � � P � P ��	Z����E P � J ������	 ¸½®8¸ E d � G j GHE=� 4% 
 M 	�� P �����
� GH� P �U� K ��� MNn ����	 # • 	y� ◦ & 	y�Z����� P�J ����� PUCLK G M � � ��	 � J ��	�����	5# C GH������� ��� J ����	y�Z\�E%GH� C � &z�iÁ 	��E J ^���	�� C ����� J � P 	��,��	 � ������	�����	����?EF	 M 	 J EFEF	 P �8G�� P �R��	 M 	���� � GH� P ��� P�J ��	���	 � G «���	�EFE � G0 = 28

® G
	y� τ = 0.89 � � # G & ��	 � ������	����LGm� J ��� 	�� � CLK 	�EFEF	���E J ���#G J ��	�� �+#­\ & 	�� � CLK 	�EFEF	���EF��^�GH� J � K�MNJFO0P 	�� �

� ��
 � ���a�=��~�r | � ~½�<�i~��a�=r

® � P �iEF	��<	z« � ��� J 	�� C 	��D��	 M 	�� P ��	8��	 ac
	y� kc

� E%G � ��	 MNJFn ��	8	z« � E JFC Gm� J ��� � ����� J \�EF	 � � P � P ��\ J G J �
	�������	������D	z« � ��� J 	�� C 	�� 	y� EF	 C GHE C�P E]� P�M ��� JFO0P 	,	��R� E%GI� J ��� J � Gm� J ���ZG P «Z\q������� ��� � P �8G#�������=����� J 
3�
�3GH���?��	�� � P�J ��	��?� JFM � EF	��$# K0P�J EF	�� J E JFC ����	�� M ��E%GH��^�	'	#G P l ^�E k:C ������E & O0P 	 C 	y��	ED
	y��	��R������^�E J ^�	#GH\�EF	
# C ¬ � ��	 C � J ��� a]� \ � b � � GH^�	 bLj &z�=¸ 	 � 	����3GH����� C � MNM 	NEF	�� ����E P � J ��������	 MNJFC 	�EFEF	���^��#GH����	��Z����� ��	��
EF����^ P 	 P ���a��	 � �����y����Gm� J ��� ��� n ��� P � ��� J 	 P ��	��s� C 	�EFEF	��a��	�� � P�J ��	���� JFM � EF	�� # C ¬ � ��	 C � J ����� � \ � a �
� GH^�	 \ ��� & �:���a��	 � 	 P � � GH��	z« C E P ��	 P �a	ED
	y� � E P � JFM � ���R�LGH���8��	��½�y��	���� P 	�EF� M ��� J � O0P 	��½	y�,��	�E%G
� J ��� J � Gm� J ���sGH����� C�J ��	 �

� ��	½G P ����	 � ����� J \ J E J ��� C ��� C 	�����	½E � Gm������� P Gm� J ������	��i������	��=��	 C�J ��G J EFEF	 M 	����cEF�����<��	�E%G����#�3	z« J ���
G P ¬­��������	�E%G C 	�EFE P EF	 � F � 	ED
	y��� J E.	��R� � ����� J \�EF	 O0P 	�E%G C 	�EFE P EF	�GH\�������\q	 P ��	 C 	��R�LG J ��	 � GH�R� J 	���	
E � ����	���^ J 	N��	�� ������	�� ��E%GH�R� JFO0P 	�� � j � J E k G Gm������� P Gm� J �����cE � G M � E J � P ��	Z��	aE � ������	N��	 C�J ��G J EFEF	 M 	����
���#�3� CLK�J 	 � 	 P � 
 ����	 M � J ��� JFM � ���R�LGH����	 � _I�µ��	N��G ��� ��� CLK 	 GHEF��������� P ��	N	z« � ��� J 	�� C 	 	�� � ���H¬­���:l
��	 P � J ��
3� J 	 � _I� ����� M ��������	,� P�M ��� JFO0P 	 M 	���� O0P 	?E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 � � P � P ��	 � ���H¬­������	 P �J ��
3� J 	½	��R�8� P � ��� J 	 P ��	��'E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 � � P � P ��	 � ���H¬­������	 P � 
3� J 	 ��ª ��� C E � Gm������� P Gm� J ���
��E%G����#�3	z« J ���aG P ¬­����� ��	?E%G C 	�EFE P EF	,	�������G��%��	���G J � P ��	IG P ^ M 	����LGm� J ������	�E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 �¸ 	�����	 P «µ	ED
	y����������� C � K ����	������ZG#��	 C EF	�� M 	�� P ��	���	z« � ��� JFM 	����LGHEF	������ ac

	��R� � E P ��^���GH��� O0P 	
E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 � ����� J ��	 � GH�,EF	�� C GHE C�P EF�,� P�M ��� JFO0P 	�� �Á 	�� M�
�M 	��s��� P � C 	�� ��� 	�����	 P ��� ������� � � ��	�������	7	�� C ����� J ������Gm� J �����3GH��� E � G�� P �R��	 M 	���� � PCLK G M � ��	?� J ��	�����	 ��ª 	 � E P � �:EF	���G�� P �R��	 M 	������½���#GHE J �����8��	 � ����	����,� P ��E � K�k � �H� K�n ��	 v = 0

� j JqC 	y����	K�k � �H� K�n ��	I	��R� MNJ ��	�	�� ���y¬ G P ���:GHEF����� ���H����	�	z« � ��	���� J ���a��	 u ��� 	��R� � E P � �HGHE%GH\�EF	$# C ¬ � ��	 C � J ���a� � � �� GH^�	a� � a j &z� k � P ��	y¬­� J � �.EF	���	z« � ��� J 	�� C 	�� � P � P � � P�J ��	�� JFM � EF	���	 M \�EF	���� C ����
3� M 	�� O0P 	 v = 0# C ¬ � ��	 C � J ��� a]� a � � GH^�	a� n &z�<� � P � G#������� ��� ��� M 	���� J ������� ��E%Gs��	 C � J ��� a]� a]� a �cE%G � 	��R� P ��\3Gm� J ���
	���^�	���������	 � P �NEF	�� M 	�� P ��	�� � P CLK G M � ��	 � J ��	�����	 � GH�NE%G � ������	�� C 	 ��	 �HGH^ P 	�� �7E%G�� P �R¬ G C 	 �



� � � ��� ���+�	� \R\on

ª GH����EF	 C GH����� P � � P�J ��	 � JFM � EF	�� C 	y����	 � 	��R� P ��\3Gm� J ���µ��	N����GH� P�J � � GH� P ��	a��� P � l 	��R� JFM Gm� J ������	
E%Gs� J ��	�����	 M 	�� P ����	�� � ���#« JFMNJ ���N��	aE � J ����	��R¬ G C 	 � _I�W��� GH\��R����G J ��¬ G C�J EF	 M 	�������	 C 	y�ZGH�R��	y¬ G C � 	��
��	 � ��	��3GH��� � GH��	�� C � M � ��	 EF	�� � ��	 MNJ 	���� � � J ��������	����H����	 CLK G M � ��	 � J ��	�����	 ��ª GH����EF	 C GH�
��� P � � P�J ��	�� J � C �:��E%GH�R� JFO0P 	��qE � 	ED
	y�'��	��'������	��I��	Z� P �R¬ G C 	 	��R����	y����	 M 	���� � E P � C � M � EF	z«]	 C GH�IE%G
�HGH� J Gm� J ����EF� C GHEF	I��	�E%G K G P ��	 P � � 	 P � CLK GH��^�	��?E%G � ��� J � J ������	��?��� P EF	#G P «s�3GH���?EF	'��	 M � � � C 	 O0P�J
� 	 P ��	 M � 
�CLK 	�����	�� J �R� J ��^ P 	�����	 P «���� P EF	#G P « � ��� CLK 	�� �
Á G � ����� J \ J E J ���I��	 C 	y�'GH�R��	y¬ G C �?	��R� MNJ �
	��Z�y� J ��	�� C 	 � GH�iE%G C � M � GH��G J ��������	�� 
3^ P ��	��D� � \ a # � GH^�	 \R\ a & 	y� � � \Xj # � GH^�	 \R\Xj & � 	�� � GH�R� JFC�P E J 	��
� f = 93

] 1 � _I� C �����R�LGm��	 O0P 	 EF	 M 	 J EFEF	 P ��G�� P �R��	 M 	���� � ����� n ��	 P � ��� P EF	#G P ��	 M � J ��� O0P 	 EF	
��� M \���	 � ����� J � � GH�,E � G�� P �R��	 M 	����?��	�E%G � K ����EF��^ J 	IE J ���#G J ��	 �

� � � � wyx�u�p
Á 	 C GHE C�P Eq��	��R�LGH\ J E J ����E J ���#G J ��	 � ��� � ����� � GH�%� � � P�M GH�8	y� ÁD� k P�C fH	�� M GH� � g � 
 	y�½��G M �:� J 
]lC Gm� J ��� � GH�%� � � P�M GH� � g'\ 
 ¬­��� M 	���� P � � P�J ����GH���,� P � J E � � P � � ����� J ��	 M G J �8G P ��� J
C � M � ��	�������	IEF	C � M � ���R��	 M 	����'��� P ��� P�J ��	 C � M � EF	z«]	Z��� P �'��� C�J EFE%Gm� J ��� �qª GH����EF	 C GH����	�����E P � J ��������	 MNJFC 	�EFEF	��

^��#GH����	�� � C 	 C GHE C�P E � ����� J �?EF	������ C�J EFE%Gm� J �����½��	�E � G C�C ��EF����Gm� J ���s	y�IEF	�� CLK0P ��	��I\�� P �LGHEF	��?� P ��� M \���	
��� ������	 C � J � JFO0P 	�G J ��� JcO0P 	�EF	 P � � ��� J �:��	 � F ���q� JcJ Ec	z« J �R��	���	���� C GH�R��� JFM � ���R�LGH������	�������	�E � G C�C ��EF�zl
��Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 � ����� J ��	 � � P � P � � P�J ��	?��	 � G «���	�EFE�	y��EF	��8����� P E �LGm���8	z« � ��� JFM 	����LG P « � C 	���� C GH�R���
��������¬­���R��	 M 	����½����� P�J ��� � GH�8E%G � � J ��	?	�� C � M � ��	���	�E%G�� K ����EF��^ J 	 K G P ��	?¬­��� O0P 	�� C 	�� � GH��	z«]	 M � EF	
� GH�,E � G�� P �R��	 M 	���� � GH� P � � P�J ��	���	9_IEF����� k � �= E � G J ��	½��	 C 	 C GHE C�P E �H��� P �8��� MNM 	��D��	 M ���������8�'E � 	z« � ��	���� J ��� � PNCLK G M � ��	,� J ��	�����	�G P ��	 P�J E
��� J ���R�LGH\ J E J ��� ��Á ��G P ��� J �0EF	 CLK G M � ��	?� J ��	�����	 C GHE C�P EF��� P�M ��� JFO0P 	 M 	�������	 � ���:� P�J �8EF	�� � � J � C�J � G P «C � M � ���R��	 M 	������c� P�CLK G M � ��	 � J ��	�����	8	z« � ��� JFM 	����LGHE0����G#��� J �cE � 	z« J �R��	�� C 	8��	 ��� P EF	#G P «���E%GH�R� JFO0P 	��C ��������GH���H�LGm� J ¬­�½��� C�J EFE%GH���,�3GH����EF	I��	 M � � �ª 	 � E P � � C 	 C GHE C�P E���������	�E%Gµ\3GH��	 � K ����� JFO0P 	 ��� C 	�����G J ��	 � � P � C � M � ��	�������	 E%G C G P ��	���	
E%G � ������	�� C 	���� ������	��N�R�LGm� J �����3G J ��	��Z��E%GH�R� JFO0P 	��Z�3GH���NE%G � ���H¬­������	 P ����	sE%G C 	�EFE P EF	�� � GH�R� J � ��	
E � �y� P ��	Z� P ��� M \���	Z��� ������	 C � M � EF	z«]	 q

�.� � P ��G#��������G J ��� J=C � M � � J � O0P 	 C 	���������	�����������E J ��	��
G PsC � M � ���R��	 M 	���������E J ��	'��	����H����	'����E P � J ������	 MNJFC 	�EFEF	��½^��#GH����	�� �F ��
3��� C 	 C GHE C�P E � 	�� M 	y�D��	½��	 M ������	��=��E%G�� K ����EF��^ J 	8��	½���H����	=� P�J ��	 C �����3G J ����GH��� ac

	y� kc
� P

u
�0� 
�M 	½� J�C 	�� ����� P E �LGm���=��	,������� � GH� C ��� C E P GH����� � J EF� M 	y����	���� C E%G J ��	 M 	����=	����y� J ��	�� C 	�E � JFM � ��� l
� J \ J E J ���?��	���	 C ������	�����	��?��� P ��� P�J ��	'��	 � G «���	�EFE � � P �,��� C � J ��	'EF	 C � M � ���R��	 M 	����,��	�������E P � J �����
��	 MNJFC 	�EFEF	���^��#GH����	�� � n � O0P 	 f > 10

] 1 G J ��� J8O0P 	aE%G � ������	�� C 	���� GH�R��	y¬ G C ��� 	z« � ��� JFM 	����LG P « �
GH\������ � � J ���s��	���������	��?���#�3� CLK�J 	�� P � J � C ���y� J ��Gm� J ��� �¸ 	 � 	����3GH������EF	 C GHE C�P E<��	��R�LGH\ J E J ����E J ���#G J ��	'��	��R��	 E JFMNJ ����� ǫ ¬ G J \�EF	 ��ª GH��� C 	 O0P�J � P�J ������� P �� ������	�������������	�������� P E �LGm������� 	z« � ��� J 	�� C 	��?���#GHE J ����	��,��� n �?G P l ��	���� P �?� P ��	 P�J E���� J ���R�LGH\ J E J ��� �
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ª GH������� P � C 	 O0P�J � ��� C�n ��	��]��� P �½��� P �½��� MNM 	�� J ��������	�����������E � 	ED
	y�½��	�E%G�� J � C �:��E%GH�R� JFC�J ����� P �
E � J ���R�LGH\ J E J ������	 l�GH��GH�3G k G P ��� J � J �3GH^�	Z� P ��	 P�J E � k � P ��	y¬­� J � �.���H����	���	 CLK � JFO0P 	 ��	N���y��	 C � J ���7��	
� P �R¬ G C 	 � 	�� M 	y��G P ��� J ��� �y� P � J 	���EF	 C � M � ���R��	 M 	����,� P � P�J ��	�G P l ��	���� P ��� P ��	 P�J E �3® E P � � ��� C�J ���zlM 	������q��� P �I��� P � J ��������	����������'�3GH��� C 	 CLK G � J ����	 �NE � �y����E P � J ������	�E%GN\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	�	�� ¬­��� C � J ���
��	�E � � C GH�R�?�ZE � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 ǫ ��� 
3� J � GH��


ǫ =
a − ac

ac
. # j � \ &

� �	� � �i�N��{�|s�a�i~A~��a��{½�iw���~�pZt<u�xy~
® � P � P ��	�¬­��� O0P 	�� C 	 ��� 	z« C�J �LGm� J ��� f 
]«]��	��
����	�����	�^ J �R����	 � E P � J 	 P ��� 
3E M ��	���G P ^ M 	����LGH��� ǫ	�������	 CLK G C�P �µ��� 	 P « �<Á 	 CLK � J «���� G P ^ M 	�����	�� ǫ � J ��	N�s��	��R����	 J ������	NEF	��'	ED
	y������	 M � P�J EFE%GH^�	���	��� GH��� J � � GH�IEF	 M ��� J � O0P 	 � F ��	ED
	y����� ¬­���R��	����y¬­��� M Gm� J ������EF	�E JFO0P�J ��	 GN��	����3GH� C 	�� M � P�J EFEF	��,EF	��

� GH��� J � � � n � ��	�� 1 ����	��Z��	N¬­���R��	a���y¬­��� M Gm� J ��� ��F � C � MNM 	���0#GH��� � GH��EF	���¬ G J \�EF	����HGHEF	 P ��� ��	 ǫ ���� ��� GH��� P ��	 O0P 	�� � � P � CLK G O0P 	 	z« � ��� J 	�� C 	�� EF	 M � P�J EFE%GH^�	N��	�� � GH��� J � 	��R� MNJ � JFM GHE �<Á 	�� 
3E M �
�����������#GHE J ����� � � P � P �aGH��^�EF	 χ � P C � P � EF	 � ��E%GH� J ��	 P �ed]GH�3GHE k ��	 P � C ��� J ����� M G « JFMNJ ��GH���DE � J ����	���� J �����	�0 P 	 � GH�,E%G C G M ����G�# C ¬ � ��	 C � J ��� g � a]� � � � GH^�	 n � &z�Á G�
3^ P ��	 j � \ M ��������	 P ��	 JFM GH^�	8� k � JFO0P 	,	�����	�^ J �R������	 � GH�=E%G C G M ����GIEF����� O0P 	,EF	�� � ��E%GH� J ��	 P ���
������� C ��� J ������	y�½EF����� O0P 	?EF	�� � ��E%GH� J ��	 P ��� �������½��� C ��� J ����� �3¸ � MNM 	���� P ��E � G#����������	�EF	y��� � ��� C ����	 M lM 	�������EF	��I� � �H���'E P�MNJ ��	 P «���������� J � P �����aE � G � EF� M \���	�� 1 ����	��'��	 � E P �I¬­���R��	��I���y¬­��� M Gm� J ��������	
E%G � P �R¬ G C 	 #³��	�������	��?��	�E � ������	���	�� P �R¬ G C 	 &z�� � P � � ���y��� k �����7# C ¬ � ��	 C � J ��� g � a]� � ��� O0P Gm� J ��� # g � � & � GH^�	 n � & O0P 	�E � J ����	���� J ���I� P�J �?E%G EF� J 


I(x, z, t) =
I ′

2

(

πl∆n0(x, z)

λ
)

)2

cos2(ωt/2 + φ) sin2 2χ(x, z). # j � � &
Á � J ����	���� J ���a��	a\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	 ��� C�J EFEF	a��E%G M�
�M 	N¬­��� O0P 	�� C 	 f

O0P 	�E%G � ��� J � J ���µ� P ¬­�����U��	aE%GC 	�EFE P EF	�	y�½��	 P «N¬­� J � � E P � � J ��	 O0P 	�E%G�� P �R¬ G C 	 �]Á G 
3^ P ��	 j � � M ��������	?E � J ����	���� J ��� I(x0, z0, t)
��� P �

\ � \
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	���	 �

 � ��� � ��� ��� � � � � � � � ���'���

5 mm

(a) (b)

��²³¼�� j � \ d # G &8À M GH^�	I��	'\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	I��	'E%G C � P�CLK 	���	 � P�J ��	'�����R�LGH\ J E J ����	IEF����� O0P 	'EF	�� � ��E%GH� J l
��	 P ���'������� C ��� J ������	y� #­\ & EF����� O0P � J EF�?�������'��� C ��� J ����� � � � P � P ��	 ����E P � J ������	 ¸½®8¸ E d � G j GHEi� 5%� J \�����	�� 65

] 1 �

� � �H�ZE P�MNJ ��	 P « �cE%G � ��� J � J ���µ� P ¬­�����W��	�E%G C 	�EFE P EF	N	y�ZE%G �LG J EFEF	 ξ ��	����HGH^ P 	���# M 	�� P ����	a��	�EF���E%G � ��� C ��� P ��	N	z« � ������	a	��µ��	 C � J ��� a]� � � � � � GH^�	 g'\ & G P7C � P ����� P ��	 M � � � � P � P ��	N����E P � J ������	¸½®8¸ E d � G j GHE
� 8% � J \�����	'� 80
] 1 ��¸ � MNM 	 � ���y� P �]E%G � ��� J �:��	?��	 ξ 	��R�,��	 P « ¬­� J � � E P ��^���GH����	O0P 	NE%G � ��� J �:��	���	NE%G � ��� J � J ����� P ¬­�����»
.E%G���� � ������	 � P � P�J ��	�	��R��\ J 	��7��� P � l K GH� M ��� JFO0P 	 # �

f/2
&z�]¸ 	 � 	����3GH�����:E � J ����	���� J ���?��	?\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	?��� �y����E P 	 � GH����	 M GH� JFn ��	 � GH�R¬ G J ��	 M 	���� K GH� M �ml

� JFO0P 	 # � f
&z�3À E.��� G���� P ��	 P ��	 C � M � ����GH����	���� P � l K GH� M ��� JFO0P 	�������	 M 	�������	�E J ��	���E%G � ������	�� C 	���	

�HGH^ P 	������ G M � E J � P ��	 
3� J 	 ��E%Gs� P �R¬ G C 	 O0P�J ��� � E%G C 	���� � ��� J �:� JFO0P 	 M 	�����E%G � ��� J � J ���7� PWM G « J lM P�M ��� J ����	���� J ��� �3® � P � MNJ � JFMNJ ��	�� C 	y��	ED
	y������� M � k 	�����	�E � J ����	���� J ����� P � P ��	 � ��� J �:��	�� � Gm� J GHEF	
2π/kx



I(z0, t) =

kx

2π

∫ 2π/kx

0

I(x, z0)dx. # j � a &
Á 	N� J ^��3GHEDG J ��� J ��\]��	�� P 	��R� GHEF�����'\ J 	�� K GH� M ��� JFO0P 	 � _I�7��� 
3� J ��	���
3�µE � G M � E J � P ��	 ��	����HGH� J G l
� J ��������� J ����	���� J ��� I0

C � MNM 	NE%G C � M � ����GH����	 K GH� M ��� JFO0P 	 # � f
& ��	 E � J ����	���� J ��� M � k 	�������	a� P �

2π/kx
�8ª 	 M�
�M 	�� ��� ��� 
3� J � E � G M � E J � P ��	a��	�� ������	�� ��	�� P �R¬ G C 	 ξ0

C � MNM 	sE%G C � M � ����GH����	
��� P � l K GH� M ��� JFO0P 	 # � f/2

& ��	������ C�J EFE%Gm� J ��������	�E � J ����	��R¬ G C 	 �

� �.- � ���sxywzt<�s|�~A|�~�r���ps|�~�r |�~Arc�a���Hu���~
Á G�
3^ P ��	 j � a M ��������	=E � �y����E P � J ���I��	 ξ0

G#��	 C ǫ
�m¸ � MNM 	 � � P ��EF	�� P�J ��	=� JFM � EF	������ P � C � MNM 	��:l

0������ � GH�'G�� P �R��	��'E%G C � P ��\q	 ξ0
�:� ǫ � GH��E%GN¬­��� M P EF	 √ǫ/b3

� _I� C �����R�LGm��	 O0P 	 C 	y��G�� P �R��	 M 	����
��� 	��R�N�HGHE%GH\�EF	 O0P 	 � � P � ǫ < 0.01

� ® � P ����	�� G C�C ��EF����Gm� J ��� � P � ��� J 	 P ��	�� � ��� P �NG�� P �R������� C 	y����	C � P ��\q	 � GH�,E%G ¬­��� M P EF	 # j � b & ��� ��� P � J E J ����	'	�� ��	 C � J ��� a]� � � b # � GH^�	 gRj & 


ξ0 =

√

−b3 +
√

b2
3 + 4ǫb5

2b5
. # j � b &

¸ � MNM 	 � � P � P � � P�J ��	,��	 �,����� J 	����0E � G�� P �R��	 M 	���� ��	 � ���:� P�J � � GH�R¬ G J ��	 M 	����DE � �y����E P � J ���Z��	�E � G M l
� E J � P ��	�	���¬­��� C � J ��� ��	�E � � C GH�R�'G P ��	 P�J EiG#�HGH��� O0P 	�E � J ����	��R¬ G C 	���	���	y� J 	�����	 CLK GH�H� JFO0P 	 J � 	��LGH���O0P 	 ǫ < 0.12
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� P � M G « JFM P�M
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	y� #­\ & ��� M \���	Z��� ������	 k ��	���������	�����	Z� P �R¬ G C 	�	���¬­��� C � J ��� ��	E � G C�C ��EF����Gm� J ���7����� P�J ��	 ǫ � � � P � P ��	a����E P � J ���µ��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE�� 8% � J \�����	a� f = 80

] 1 �iE%G
E J ^���	 C ����� J � P 	���	 � ������	�����	NEF	 M 	 J EFEF	 P �IG�� P �R��	 M 	���� � GH�IE � � O0P Gm� J ���*# j � b & 	y��E%GaE J ^���	 � � J ��� J EFEF��	
EF	 M 	 J EFEF	 P �½G�� P �R��	 M 	���� � GH��E%G�¬­��� M P EF	 √ǫ/b3
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	��s¬­��� C � J ���s��	 ǫ � � P � P ��	�����E P � J ������	 ¸½®8¸ E d � G j GHEc� 8% � J \�����	�� f = 80

] 1
# ◦ &z�
C � P ��� 	�� �]� d�l � H 	�����	y�Z	y� j �=Á 	���� P ^�	 � gRg 
 �iEF	 � GH��G MNn ����	 � 	��R� J ��	����Z��� 	��R� � GH� ǫ

M G J ��EF	N�LG P «
��	 C�J ��G J EFEF	 M 	���� � _I�µ��� 
3� J ������� CNP � C�J ��G J EFEF	 M 	����'� O0P�J �HGHEF	�����	z« � ��� JFM 	����LGHE γ̇ = ξ0kω ��� ξ0	y� k ����������	 � ������	���������
3^ P ��	 j � a]��Á G 
3^ P ��	 j � g M ��������	�E � �y����E P � J ���s��	 I0

G#��	 C γ̇ G J ��� J.O0P 	�EF	��M 	 J EFEF	 P ����G�� P �R��	 M 	������ � GH� P ��	IEF� J ��	 � P�J ����GH� C 	'	y� � GH� P ��	 � GH��GH\q��EF	 �:Á � G�� P �R��	 M 	�������	 I0(γ̇)
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��²³¼�� j � g d I0
	���¬­��� C � J ����� PsC�J ��G J EFEF	 M 	������ O0P�J �HGHEF	���� γ̇ = ξ0kω � � P � P ��	�����E P � J ���a��	 ¸½®8¸ E d� G j GHE8� 8% � J \�����	 � f = 80

] 1 # ◦ & 	y�ZG�� P �R��	 M 	������ � GH� P ��	 EF� J ��	 � P�J ����GH� C 	a��� 	z« � ����GH���
p = 2.051 #­E J ^���	 C ����� J � P 	 & 	 � GH� P ��	 � GH��GH\q��EF	 # � � J ��� J EFEF��� &z�
� GH� P ��	�EF� J ��	 � P�J ����GH� C 	 C ����� P�J �=� P � 	z« � ����GH��� p = 2.05±0.06

��F � P � J E J ��GH���cE � � O0P Gm� J ��� # j � � & �
���s	�� ����� P�J �?E%G ��	�E%Gm� J ����	�������	 γ̇ 	y� ∆n 


∆n ∝ γ̇1.03±0.03. # j � g &
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 �0���N��� Gm����	����a� P ��	�EF� J ∆n ∝ γ̇

�:¸ 	y����	?EF� J 	��R�8����� J 
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���#GHE J ��	,E%G M�
�M 	,	z« � ��� J 	�� C 	 � � P � P ��	�����E P � J ���Z��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE3� 5% � J \�����	?� f = 65
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��²³¼�� j � � d I0
	���¬­��� C � J ����� PsC�J ��G J EFEF	 M 	������ O0P�J �HGHEF	���� γ̇ = ξ0kω � � P � P ��	�����E P � J ���a��	 ¸½®8¸ E d� G j GHE8� 5% � J \�����	 � f = 65

] 1 # ◦ & 	y�ZG�� P �R��	 M 	������ � GH� P ��	 EF� J ��	 � P�J ����GH� C 	a��� 	z« � ����GH���
p = 1.92 #­E J ^���	 C ����� J � P 	 & 	y� � GH� P ��	 � GH��GH\q��EF	 # � � J ��� J EFEF��� &z�
P ��	 EF� J ��	 � P�J ����GH� C 	Z��� 	z« � ����GH��� p = 1.92 ± 0.09 G P�M � J ��� � � P � γ̇ < 50 � −1 �
Á � J � C 	��R� J � P ��	
� P ��E � 	z« � ����GH���?	��R� � E P ��^���GH����	 C GH��E � J ����	���� J ���I	��R� JFC�J � E P �½¬ G J \�EF	I��� P �s¬ G C ��	 P � 10

�
ª GH���=EF	��<��	 P «�	z« � ��� J 	�� C 	�� �HE%G � ��� C�J � J ������	������ M 	�� P ��	��i��	 � 	�� M 	y� � GH�i��	�� J �R� J ��^ P 	��c	�������	

EF	 M 	 J EFEF	 P �8	z« � ����GH����	y� P � 	z« � ����GH��� 2
�3� ��������� P E �LGm���,�������?����� C�C � K ����	�������G#��	 C E%GZ��	�E%Gm� J ��� 

∆n ∝ γ̇1±0.05. # j � � &

F � C ��� C E P � J �����mG P ��� J \ J 	�� � � P �<E � G M � E J � P ��	=��	��i������	��=��	8� P �R¬ G C 	 O0P 	���� P � � � J ���<��	8� P 	�� K ���Xd
� � � JFO0P 	������H����	�� P�J ��	���	 C � M � ���R��	 C � MNM 	 P ��� P�J ��	���	 �,����� J 	�� �qª 	 � E P � �qG#�HGH����E � G ��� GH� J � J ���
� P ����^ JFM 	 CLK GH�H� JFO0P 	������N��\���	��R��	�G P�C�P � � E%Gm��	#G P ��	 I0

	���¬­��� C � J ����� P�C�J ��G J EFEF	 M 	����=� O0P�J �HGHEF	����
ξ0kω

� _I� 	�� C ��� C E P �N��E � GH\���	�� C 	s��	a����GH��� J � J ��� J ���H����� � 	 d:��� M Gm� JFO0P 	 J ��� P�J ��	 � GH�ZEF	��Z������	��
��	a� P �R¬ G C 	��3GH���Z����� 	z« � ��� J 	�� C 	�� � Á 	a������	#G P ��	 MNJFC 	�EFEF	���	�� CLK 	y� 
 ������	��N��	����y¬­��� M 	 M G J ��EF	��MNJFC 	�EFEF	�� ��	 ��	 ������	�� CLK 	y� 
 ����	���� � GH� ��F � C 	�� M�
�M 	�� J EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	����Z� O0P�J �HGHEF	���� � ��	���� ��	��
�HGHEF	 P ��� J ���R�LGH���LGH����	������ n ��� P � ��� J 	 P ��	���G P7C�J ��G J EFEF	 M 	���� C � J � JFO0P 	 γ̇I

# C ¬ � + b � a � � GH^�	 j � &z��� ��	
¬ G'0���� ��	?EF	y��	�� C 	 � GH��GH���#«]	IG ��� GH��	�����	��R�½��	 C � M � GH��	�� EF	���� M \���	?��GH����� JFM 	���� J ��� γ̇/ω ≃ kcξ0G P ��� M \���	Z��GH���'� JFM 	���� J ��� C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	 � � P � P ��	Z����E P � J ��� ��	 MNJFC 	�EFEF	��?^��#GH����	�� τ γ̇I

� _I� �
G P M G « JFM P�M ��	 ���y¬­��� M Gm� J ��� ξ0 ∼ 0.5

MNM 	y� kc ∼ 1000
M

−1 � ����� C kcξ0 ∼ 0.5
C 	 O0P�J

��	��R��	 J �]¬­��� J 	 P �a� τ γ̇I ∼ 1
� _I� C � M � ��	���������� C�O0P 	�EF	 ��	 M � ��� P ��GH����EF	 O0P 	�EIEF	�� P�J ��	 	��R�

¬­���R��	 M 	���� C�J ��G J EFEF��	��R� ����� � C � P �R� � � P � J ��� P�J ��	NE%G ����GH��� J � J ���µ��� GHE J ^���	 M 	���� �i® � P � C ����
3� M 	��C 	N����� P E �LGm��� P ��	 	z« � ��� J 	�� C 	 J ��������	�����GH����	 C ����� J �R��	���G J ��� P � J E J ��	��IEF	���� J � � ��� J � J ¬­� C E%GH��� JFO0P 	�����	
� K ���ml � � � JFO0P 	a��� P � P � C�J ��G J EFEF	 M 	�������� C�J EFE%GH������� G M � E J � P ��	 γ̇ 	y�N� M 	�� P ��	��ZE%G�EF� J I0

�:� γ̇ 	��¬­��� C � J ��� ��	�E%G�¬­��� O0P 	�� C 	'��	��½��� C�J EFE%Gm� J ����� � F �a	ED
	y���������H����	 C �����3G J ����GH� C 	��]��	 P EF	��½��	�� M 	�� P ��	��
��	'\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	I��� P � C�J ��G J EFEF	 M 	���� � 	�� M GH��	����6# J � 	 � ��¬­��� O0P 	�� C 	�� P EFEF	�	y������� C �3GH���,EF	�����^ JFM 	
�����:l E J ���#G J ��	 & �����?�y����	ED
	 C � P ��	�� �
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� ��	�G P ����	 M GH� JFn ��	½��� ��\]��	�� J � P ��	,��	�E%Gm� J ��� 	�������	 ∆n 	y� γ̇ 	��R� ��	 C � M � GH��	��=E � G M � E J � P ��	 ��	��������	��I��	 � P �R¬ G C 	Z	y�IE � J ����	���� J ������	 E%GN\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	 G P C � P ���I��	 E � G ��� GH� J � J ��� ��	 E � J ���R�LGH\ J E J ��� �® � P � C 	�E%GN���s¬ G J �?\�� P � O0P 	 M 	���� � GH����	���E � G C�C ��EF����Gm� J ���s��� 	�� ��	������ P ����	�E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	
# ǫ = −10%

& � ǫ ≃ 10% 	y����� M 	�� P ��	N� JFM P E �LGH��� M 	���� ξ0(t)
	y� I0(t)

�<Á G 
3^ P ��	 j � j M ��������	
E � G M � E J � P ��	���	��½������	��½��	I� P �R¬ G C 	 ξ0(t)

	��a¬­��� C � J ���a��	�E � J ����	���� J ������	I\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	 I0(t)
� � P �P ��	�����E P � J ���»��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE?� 8% � J \�����	 � f = 80

] 1 �½¸ K G O0P 	��HGHEF	 P �N	��R�a� J ����	 ��� P ��	M � k 	�����	 � P � P ��	�� P ����	 T = 4/f
�qª GH��� C 	 C GH� �
EF	 M 	 J EFEF	 P ��G�� P �R��	 M 	����I��	�E%G�¬­��� M 	 I0(t) ∝
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��²³¼�� j � j d I0(t)
	�� ¬­��� C � J ��� ��	 ξ0(t)

� � P � P ��	 ����E P � J ��� ��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE�� 8% � J \�����	��
f = 80

] 1 # ◦ & 	y��G�� P �R��	 M 	���� � GH� P ��	�EF� J ��	 � P�J ����GH� C 	���� 	z« � ����GH��� p = 2.8 #­E J ^���	 C ����� J � P 	 &z�

ξ(t)p ��������	 p = 2.8± 0.05
�:� � P �½��	���G#������� � GH� � � P � O0P � J E%G � P�J ����GH� C 	��HG P � JFC�J 2.8 	y�½����� 2

�
À E.	��R� � ����\3GH\�EF	 O0P 	 C 	�E%G���� J �,� ��G P C GH��G C � n ��	������s�R�LGm� J �����3G J ��	I��	�E � 	z« � ��� J 	�� C 	 �� J ��� J �<G P l ��	���� P ��� P ��	 P�J E �.���H����	 � P�J ��	N��	 � P \ J � � GH����	N����GH��� J � J ��� J ���H����� � 	 d:��� M Gm� JFO0P 	 �Á 	�� MNJFC 	�EFEF	�� C ������	��R��	���� P ��	��R��� P�C � P ��	 ��	�������	#G P 	�� CLK 	y� 
 ������� P � O0P � G P ����\ P �'��	�E � J ���R�LGH\ J E J ���
��	 C �����3G J ��	 � � ��	 � ����� J \ J E J ��� J ��������	�����GH����	�� M G J �8�����a����G J ����	I�3GH��� C 	I����G#�HG J E �0	��R� O0P 	'E%G�����GH��� J l
� J ��� J ���H����� � 	 d:��� M Gm� JFO0P 	 J ��� P�J ��	?E%G�����GH��� J � J ������	����½EF	 CLK GH��� ��F �a	ED
	y��� O0P 	�E O0P 	��½��\���	��R�HGm� J �����O0P GHE J �LGm� J ��	�� ��	�����	������ C ����
3� M 	�� C 	I� C ���3GH� J � � � P �8EF	�������E P � J �����8EF	�� � E P � C ��� C 	���������	���
]��E � G � l
� GH� J � J ���µ� PUCLK GH��� �=��� G ξ0k ∼ τ γ̇I

	y�Z��� � GH����	���G � J ��	 M 	����Z��� P ��	 J ����	��R¬ G C 	a� J � P ���ih*�3GHEF	a�P ��	 J ����	��R¬ G C 	 CLK GH�H� JFO0P 	 �0ª GH���8E%G � ��� CLK G J ��	 � GH�R� J 	,��� P � M ������������� O0P 	����3GH��� C 	��R�LG J ����� P�J ��	�� �
E � J ���R�LGH\ J E J ���?��	ml�GH��GH�3G k � 	 P � J ��� P�J ��	IEF� C GHEF	 M 	���� P ��	'����GH��� J � J ��� J ���H����� � 	 d:��� M Gm� JFO0P 	 �



� � � �x� � ����� �

ª GH��� C 	y����	Z��	 P « JFn�M 	 � GH�R� J 	��
��� P ��G#������� M ��������� O0P 	ZEF	��'����� P E �LGm���'��\]��	�� P �'EF�����I��� 	z« � �zl
� J 	�� C 	��,��� J ���R�LGH\ J E J ���?��	ml�GH��GH�3G k � P � P ��	 C � P�CLK 	���	�� P�J ��	�¬­���R��	 M 	����,� J � C �:��E%GH�R� JFO0P 	I� J D n ��	����
��	y����	 M 	�������	 C 	 P «7��\]��	�� P � � � P � P ��� P�J ��	�� JFM � EF	 ��� � P ����� P ����� MNM 	�� C ��� C 	������������ P ����	��
����E P � J �����?��	 MNJFC 	�EFEF	���^��#GH����	�� # ¸½®8¸ E d � G j GHE & 	�������^ JFM 	���	 MNJ l � J E P � ��ª GH��� C 	 � k �R� n�M 	 � GH�R� J lC�P E J 	�� �qEF	���	ED
	y���'��	 E%G�� J � C �:��E%GH�R� JFC�J ������	�����GH� P�J ��	���� � GH�IE%G � ������	�� C 	���� ������	��'��E%GH�R� JFO0P 	����3GH���
E%G K G P ��	 P ����	�E%G C 	�EFE P EF	 �3¸ 	��?������	�� J ��� P�J ��	����?��	������ C�J EFE%Gm� J �������3GH����E%G � J ��	 C � J ��� z � P CLK G M ���	�� J ��	�����	�� C 	 O0P�J ��	s����GH� P�J � � GH��E � 	z« J �R��	�� C 	s��� P � ��� M \���	���� ������	 kz

�3GH���NE%G � J ��	 C � J ��� z
�

Á 	���� M \���	���� ������	����H�LGHE.	��R������� C �Z����� J �,� JFM 	���� J ������	y�?E%GZ� J � C ���y� J ��Gm� J ���s� P ��� M \���	���� ������	
��	�EF��� z

JFM � E JFO0P 	,��	�� CLK0P ��	��½\�� P �LGHEF	��8� P ��� M \���	?��� ������	���	?� P �R¬ G C 	7#­����� C � P ��� M \���	?��� ������	C � J � JFO0P 	 kc
& G J ��� J�O0P 	���	��?��� C�J EFE%Gm� J �����8��	�E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 ac

�
� � P ��G#������� MNJ �I	����y� J ��	�� C 	�E � 	�����	 M \�EF	 ��	 C 	���	ED
	y����G P ��� J \ J 	���� P�M ��� JFO0P 	 M 	���� O0P � 	z«0l

� ��� JFM 	����LGHEF	 M 	�����^���� C 	N� P ��	N	z« � ��� J 	�� C 	 C E%GH��� JFO0P 	���	 M 	�� P ��	N��	 ac
	y� kc

	y��^���� C 	N�s��	 P «
	z« � ��� J 	�� C 	��?��� J ^ J �3GHEF	���
 P ��	�	z« � ��� J 	�� C 	���	'����EF� C�JFM �y��� J 	 � GH� ®DÀ%! 	y� P ��	�	z« � ��� J 	�� C 	���	�\ J ���zl
¬­� J ��^�	�� C 	'��� P ��� J \���Gm� J ����� �� � P �'��� P �I��� MNM 	��IG P ��� J ��	 M GH�������'� J E � J ���R�LGH\ J E J ���'��	 l�GH��GH�3G k � � P �HG J �I��� P � � 	�� M 	y������	
��	����y��	�� MNJ ��	���E%GZ� J � C ��� J ��� C � M � EF	z«]	���	����H����	�� P�J ��	���	�� � GH�R� JFC�P E J 	��,� K G P ��	�¬­��� O0P 	�� C 	 # f =
10 d 50

] 1 &z��� 
�M 	�� J EF	��s����� P E �LGm���s¬­� P ��� J � � GH� E%GU��������E P � J ������� P ����	�E�� � ����\�E n�M 	 J ����	�����	��
��	�������� � GH� C �����HG J � C GH�����N	y�aE%G J ����	����N��	�� O0P 	��R� J ����� � P ��	��R��	�� C ��� C 	����3GH���aE � J ��� P 	�� C 	���	 E%G
� J ��� J � Gm� J ����G P « � GH��� J �I� P E � 	��R� JFM Gm� J ������	�E%G � J ��	�����	NG P ��� J � J �3GH^�	 � P ��	 P�J E � C 	���	z« � ��� J 	�� C 	��
����� � 	�� MNJ �a��	 M 	y������	�	�� �y� J ��	�� C 	�E � J ��� P 	�� C 	���	�E%GW� J � C �:��E%GH�R� JFC�J �����3GH��� P � ��� M G J ��	 ��	
¬­��� O0P 	�� C 	 J �3G C�C 	���� J \�EF	��ZE%G � K ����EF��^ J 	 C E%GH��� JFO0P 	 #­E JFMNJ ����	�� f ≤ 20

] 1 &z�
F ��
3���,��� P � G#�������s�y� P � J ��EF	 C � M � ���R��	 M 	����s��	����H����	 � P�J ��	�EF����� O0P 	�E � G C�C ��EF����Gm� J ��� 	��R�

� P � ��� J 	 P ��	��ZE � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	'	y�?��� P �?G#������� M ��������� O0P 	 M�
�M 	'� J EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	���� � 	 P �
Gm����	 J ������	 EF� C GHEF	 M 	���� ��	��a�HGHEF	 P ��� JFM � ���R�LGH����	�� ��EF	 ��	 M � � MNJ � 	�� ��	 P 	��R������� � C � P �R� � � P �J ��� P�J ��	'E%G�����GH��� J � J ��� J ���H����� � 	 d:��� M Gm� JFO0P 	I�3GH�������H����	'� k �R� n�M 	���� P ��� J \���Gm� J ����� �Á G � GH�R� J 	�� P�J �HGH����	 	��R� C ������G C ����	N� E � �y� P ��	 ��	Z��	 P «�G P ����	�� � P�J ��	�� 

EF	�� MNJFC 	�EFEF	��?^��#GH����	��
�3GH����EF	'����^ JFM 	I� J E P �'	y��EF	���� P � � 	���� J �����?��	'� J � P � ��� �
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ª GH����E%G � GH�R� J 	 � ��� C ����	�����	��
��� P ��G#�������?	ED
	 C � P � P ��	��y� P ��	�	z« K G P �R� J ��	���	�E � J ���R�LGH\ J E J ���?��	
l�GH��GH�3G k �3GH���.��	��c����E P � J ��������	 MNJFC 	�EFEF	��
^��#GH����	��c	�������^ JFM 	=��	 MNJ l � J E P �<	y� MNJ ��	����y� J ��	�� C 	 E � 	ED
	y�
��	�E%G � J � C �:��E%GH�R� JFC�J ����� P ��EF	Z��	 P�J E=��� J ���R�LGH\ J E J ��� �
� � P ��GH\q����������� JFC�J=P ��	Z�y� P ��	 � E P �'��G � J ��	 ��	
E � 	ED
	y�½��	���� J \���Gm� J ����� ��	��R� JFC GHEF	���� P ����	 P «sG P ����	��=� P�J ��	�� C � M � EF	z«]	���
 P ��	I����E P � J ���N��	 MNJFC 	�EFEF	��
^��#GH����	�� �3GH��� EF	,����^ JFM 	½� J E P ��� � P�J �8G P�CLK G � J ����	,� P�J �HGH����� P ��	�� P � � 	���� J ���N��	�\ �m��������	y��� � J ^ J ��	�� �ª GH��� EF	 ����^ JFM 	N��	�� ^���GH����	���� J E P � J ����� �.EF	�������E P � J ��������	 MNJFC 	�EFEF	���^��#GH����	�� � ������	�����	���� P �
� K ����� MNn ��	a��	a� K ���:� � G J ��� J ����	 M 	���� # G P ^ M 	����LGm� J ���7��	aE%G � J � C ��� J ���aG#��	 C EF	N�LG P «W��	 C�J ��G J EFEF	zlM 	���� & �������NE � ��� J ^ J ��	 ��	��R��	 J ��	z« � E JFO0P ��	s	y�N� P ��	y����	 � C ���������f��	�����	 � b a � \ a � b-\ � b � � � � a n � � 
 �� � P �I��� P ����	 M GH��������� JFC�JcO0P 	�EFEF	�� � 	 P ��	���� 
 ����	 EF	�� C ������� O0P 	�� C 	������ P � ��	�E � K ����� MNn ��	��3GH���
E � J ���R�LGH\ J E J ���'��	 l�GH��GH�3G k � F � � GH�R� JFC�P E J 	�� ����� P �'�y� P � J �����IEF	���	 M � �I��� G ��� GH� J � J ������	��'������	��I��	
� P �R¬ G C 	 P ��	s¬­� J �ZE � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	���� � GH������	�	y� ��� P � M ������������� O0P 	 C 	s��	 M � ����� � 	����
��	�E � K�J �R��� J ��	���	ZE%G C � P�CLK 	���	 � P�J ��	 �+F ��
3���.��� P � � ��� � ��������� P ��	 M �:����E J ��Gm� J ��� � JFM � EF	 ��	 C 	
� K ����� MNn ��	�� O0P�J � 	�� M 	y����	���	�������	 C � M � ��	���	�������� P E �LGm����	z« � ��� JFM 	����LG P « �

� �	� � �i{�r.~�pZt<u'tcwy��p |s��r��ar�t ����~
� � P �<G#������� P � J E J ���=�3GH���c���H����	 	z« � ��� J 	�� C 	8��� J ���R�LGH\ J E J ���i��	=l�GH��GH�3G kIP ��	 ����E P � J ���'��� n �c� J E P ��	

��	 ¸ k � H d � G j GHE � 250 ��� M �c¸ 	�� k �R� n�M 	 Gs��� GH\q�������y�����y� P � J � J E k G P ��	�� J21 G J ��	Z��� GH������	� GH� Á JFP 	y� ® J ��	 � g � 
 � O0P�J ����� M ��������� O0P 	 EF����� O0P 	 C 	 � P�J ��	s	��R�N��� P�MNJ �N� P � C�J ��G J EFEF	 M 	����C �����R�LGH����� P�� ��G MNM 	���� JFM � ���R�LGH�����½��GU� J � C ��� J ���7G P ^ M 	�����	µG#��	 C EF	���	 M � � � � P � Gm����	 J ������	��
G � � n � � E P � J 	 P ��� MNJ � P ��	�� �3��	����HGHEF	 P ��� 5 � 10 ¬­� J �,� P � ��� J 	 P ��	�����E%G � J � C ��� J ���'��	�E%GZ����E P � J ���sG P��	 � ��� �
Á G 
3^ P ��	 � � \ M ��������	�EF	�� M 	�� P ��	��I��	�� J � C ��� J ����	���¬­��� C � J ����� P C�J ��G J EFEF	 M 	�����	ED
	 C � P ��	��
� GH� Á JFP 	y� ® J ��	 ��Á 	���G ��� ���R�½��	�� J � C ��� J ����	�������	IEF	 � P�J ��	 C�J ��G J EFEF��	y�,EF	D� P�J ��	I����� C�J ��G J EFEF� � GH����	
� GH� P � M G « JFM P�M # ≃ 10

& � � P �N��	�� C�J ��G J EFEF	 M 	������Z��	 E � ��������	 ��	 5 d 10 � −1 ��¸ 	 � K ����� MNn ��	
��	 � K ���:� � G J ��� J ����	 M 	����N��� 	��R� � GH� J ���R�LGH���LGH��� M G J � J ����	��R� J 	���� G � � n � P � ��	 M � ����� Gm����	�����	 ��	
� k � JFO0P 	 M 	���� 500 � � C � MNM 	'EF	 M ��������	'E � J ����	��R� J ������	�E%G 
3^ P ��	�� � \ �� � P � C � MNM 	���0������ � GH������� J 
3	�� O0P 	'���H����	I����E P � J ���a	��R�?G P ��� J � K ���:� � G J ��� J ����GH����	 �3® � P � C 	�E%G
��� P � P � J E J ������� P ��	 ^���� M �y��� J 	 � ��� P \�EF	 C � P 	y����	���	y� P � � K ��� MNn ����	 � £ F j ��Á G 
3^ P ��	 � � ��#­\ &M ��������	ZE � �y����E P � J ������	�E%G � J � C ��� J ���NG#��	 C EF	���	 M � ��	�����	�^ J �R������	��3GH�������H����	�����E P � J ����� J E P ��	 ��	

\ a \



\ a � 
 ����� ����� � ���#��
 � � � ����
 � ��� 	�� ����	 ��� ��� � �

��²³¼��H� � \ d ! J � C ��� J ��� 	���¬­��� C � J ����� P�C�J ��G J EFEF	 M 	���� � � P �c����� J �c����E P � J �����.� J E P ��	��<��	 ¸ k � H d � G j GHE
�3GH���I��	ZE � 	#G P �
Á � J ����	��R� � ������	�����	ZE%G C ��������G J ����	 	�� ¬­��� C � J ��� � P ��	 M � �IEF����� O0P � P � C�J ��G J EFEF	 M 	����
� P � ��� J 	 P �?G P C�J ��G J EFEF	 M 	���� C � J � JFO0P 	'��	�� K ���:� � G J ��� J ����	 M 	����?	��R� JFM � ������G P ��	 M � � t = 0

�q¸ 	y����	

3^ P ��	�	��R�?	z«:����G J ��	'��	�E%G ���y¬­����	�� C 	 � g � 
 �
MNJFC 	�EFEF	��N^��#GH����	��s� 250 ��� M ��� P�MNJ ��	�� P � C�J ��G J EFEF	 M 	���� C �����R�LGH���s��	 4 � −1 �½® 	����3GH��� P ��	C 	����LG J ��	I��	���	 C ������	�� �3E%G�� J � C ��� J ������	I���H����	 � P�J ��	�	��R� C � M � GH��GH\�EF	�� C 	�EFEF	?��	IE � 	#G P # 1 M ® G � � &z�Á G�� J � C ��� J ��� C ���'�F�Z	���� P�J ��	a��G � J ��	 M 	�����G#��	 CsP �U��	 M � � C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	���	aE � ��������	a��	 400 � �C � M � GH��GH\�EF	 G P ��	 M � � ��� Gm����	�����	 ����� P ��� � GH� Á JFP 	y� ® J ��	��8G#�HGH���a��� Gm����	 J ������	 P � � E%Gm��	#G P �
10
M ® G � � �0� � P �D�y� P � J ����� G P ��� J E � �y����E P � J ��� ��	,E%G�� J � C ��� J ����G#��	 C EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	���� # 
3^ P ��	�� � ��# G & &z�® � P � C 	�E%G �0��� P �8����G#�HG J EFEF����� � C�J ��G J EFEF	 M 	���� JFM � ����� �:® � P � CLK G O0P 	 � � J ��������� P �½Gm����	���������� 900 �O0P 	�E%G C ��������G J ����	 ��	��R�LGH\ J E J ��	 � P�J � ��� P � M � k 	������������ P � 100 � � � � P �a��\]��	�� J � η(γ̇)

��� � P �M ��������������G J ��� JDO0P 	N���H����	�����E P � J ����	��R��� K ���:� � G J ��� J ����GH����	 �i¸ 	 � 	����3GH�����c��� C �����R�LGm��	 O0P 	 �����M 	�� P ��	���������� � 	 P ��	 � ���:� P�C � J \�EF	��?	y� M � J ��� � ��� C�J ��	�� O0P 	 C 	�EFEF	��?��	 Á JFP 	y� ® J ��	 �;F � 	ED
	y���q�����M 	�� P ��	���������� ���#GHE J ����	���� γ̇
JFM � ������� C 	 O0P�J 	��R� � J �NC�J EF	�� C 	���¬ G J \�EF	��'� J � C ��� J ����� �iª 	 � E P � � C 	

� k �R� n�M 	���	 MNJFC 	�EFEF	��½^��#GH����	��?� J E P ��	��,	��R�?��� n ����	���� J \�EF	�G P « � 	��R� P ��\3Gm� J �����,	z«:����� J 	 P ��	�� # � P ��	y���
��	,E � 	#G P 	y�D� P ��	���� J ��G C � J ¬ � JFM � P ��	y�����=� J ��	�����	�� � J � C 	��R� J � P ��	�� P �DE%G M 	�� P ��	,��	�� C ��� C 	�������Gm� J ����� & �
��� ��� P ��	�� J �NC�P E �����Z��	 � ���:� P�J ��	'	z«�G C ��	 M 	�����EF	��,����������	��?��	 Á JFP 	y� ® J ��	 �
_I�WGs� P 	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	���� # CLK G � J ����	 j � � GH^�	 \ � g & O0P 	 EF	��'�HGHEF	 P ����� PµC�J ��G J EFEF	 M 	������

E%G�� P �R¬ G C 	 ��	s���H����	 � P�J ��	s��� P ��� J \���Gm� J ����� � 	 P ��	���� 
 ����	 EF� C GHEF	 M 	���� ��� n � JFM � ���R�LGH����	�� � _I�
� 	 P �,����� C �3Gm� P ��	�EFEF	 M 	����½��	I��	 M GH����	������ J Eq	��R� � ����� J \�EF	���� J ��� P�J ��	?� P � K ���:� � G J ��� J ����	 M 	����,EF�����
��� P ��	�	z« � ��� J 	�� C 	���	ml�GH��GH�3G k � k � P ��	���EF	��,	z« � ��� J 	�� C 	�� � ������	�������	��?�3GH����E%G � P�J ��	'�����������#GHE J ����	��
� T = 21◦

¸��

� �.- � {�rc��xzt<u't<r ~��a��{½�iw���~�pZt<u�� �
� � P � � ������	���������� ��� GH\q����� EF	�� M 	�� P ��	��N� P ��� M \���	s��� ������	 	y�N��	 E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	

� � P �����H����	�����E P � J ����� J E P ��	���	 ¸ k � H d � G j GHE �
¸ 	�� M 	�� P ��	��I��	 M ��������	����'G � � J ��� J � GH����� 	ED
	y�
���H�LGH\�EF	I��	�E%G MNJFC �����R��� P�C � P ��	'� P � P�J ��	'� P ��EF	'��	 P�J E���� J ���R�LGH\ J E J ��� � k � P ��	y¬­� J � �]��� P � C �����R�LGm�������
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��²³¼��q� � �md ! J � C ��� J ��� η ��	����H����	�����E P � J ���s��	 ¸ k � H d � G j GHE<� 250 ��� M � # G & η 	�� ¬­��� C � J ���s� PC�J ��G J EFEF	 M 	���� �<¸ K G O0P 	 � � J ������	 � ������	�����	 P ��	 M � k 	�����	a� P ������� J ��	z« � ��� J 	�� C 	��Z� J D
����	�����	�� � �=Á G
���y� J Gm� J ���7�R�LGH���3GH���W� P � C 	�� M 	�� P ��	���	��R� ��	 E � ��������	���	 40%

� #­\ & ! J � C ��� J ���N��� P �µ� CLK GH��� J EFEF���C�J ��G J EFEF�I� γ̇ = 5 � −1 	��s¬­��� C � J ����� P ��	 M � � �

E%G � ������	�� C 	���� P ��	 K�k �R��������� J �?� P � ac
G � � n � O0P 	�EF	 � P�J ��	�G J �,�y���'� J \�����EF� J �sG P ��	���� P ��� P ��	 P�J E �¸ � 	��R� � � P � O0P � J ��� P �IG#����������� C�J ������� �y� P � J 	��?EF	���	 M � �?��� G ��� GH� J � J ���s��	���������	��?��	�� P �R¬ G C 	�	��

¬­��� C � J ���s��	�E�� K�J �R��� J ��	���	�E��:� CLK GH��� J EFEF��� �

� � � � / ( �+4'2 %-� ���! #"$�>*(*(8+ 18�%-����/��>. �(����2�. �=: 	�%-�!� " �>.���� *y%-/ ��/1032��
Á � 	z« � ��� J 	�� C 	 C E%GH��� JFO0P 	���� J ���R�LGH\ J E J ������	 l�GH��GH�3G k # M 	�� P ��	���	 ac

	y� kc
& ��	 M ��������	�G P�C�P �C � M � ���R��	 M 	����?� J ��^ P E J 	��,��	��?����E P � J ��������	 MNJFC 	�EFEF	��,�3GH���?EF	�����^ JFM 	'��� n �?� J E P � # C ¬ � 
3^ P ��	�� � a &z�Á 	���� M \���	a��� ������	�	y�ZE � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	��Z������� M �����H������	�� 	y� C � M � GH��GH\�EF	�� G P ����� P E �LGm�

	�� C � M � ��� � � P � P �x� P�J ��	 � JFM � EF	a	y� ��	 � ������	�����	���� � GH�N��	 � K ����� MNn ��	 ��� K�k �R��������� J � ��	 M GH� lO0P GH\�EF	 �.� �H�������'��� 	 M \�EF��	 O0P 	����H����	Z����E P � J ��� ��	 MNJFC 	�EFEF	��?^��#GH����	���� J E P ��	 	��R�'��� n � � 	 P � J � C �ml
��E%GH�R� JFO0P 	 � b-\	
 � _I�µ��	���� Gm����	����W����� C � GH���s��\���	��R��	�����	���	ED
	y��������� P E �LGH������� ������	�����E%GH�R� JFO0P 	��C � MNM 	��3GH���IE%G � GH�R� J 	 � ��� C ����	�����	 M G J � � E P � � �I��	��'	ED
	y���I� P � K ���:� � G J ��� J ����	 M 	���� ��ª 	 P «�¬ G C l
��	 P ���,	�������	����?	���E J ^���	���	 C � M � ��	 � � P �½	z« � E JFO0P 	��½E � GH\���	�� C 	'��� 	ED
	y�����H�LGH\�EF	I��	IE%G MNJFC �����R��� P�C l
� P ��	?� P � P�J ��	 � k � P ����� GH\q������� CLK G O0P 	 M 	�� P ��	?��	 ac

	y� kc
	��R�½���#GHE J ����	�	�� 3±1

MNJ ��� C 	 O0P�J 	��R�C � P �R� � GH����G ��� ���R��G P ��	 M � � C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	���	 � K ���:� � G J ��� J ����	 M 	���� τe ≃ 500 � ��F ��� P�J ��	 EF	C�J ��G J EFEF	 M 	����=��� C�J EFEF	½� P ��	,¬­��� O0P 	�� C 	 f/2 ≃ 50
] 1 �0Á G'� P ����	?��� P ��	 � ��� J �:��	,	��R�8����� C 	�EFEF	,G P ��� J

��� n � C � P �R��	���	y�HGH����EF	,��	 M � � C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	���	?� K ���:� � G J ��� J ����	 M 	���� � F �N	ED
	y���0� J ��	 � ��	��3GH����EF	��
GH��^ P�M 	���������	�E%G ��	 C � J ��� j � a � � GH^�	 \ � b ����� C � M � GH��	'EF	��,��� M \���	�����GH���?� JFM 	���� J ��� γ̇τe

	y� ξkc
�

��� γ̇ ≃ 5 � −1 	��R��EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	����?� k � JFO0P 	N��	�� K ���:� � G J ��� J ����	 M 	������ ξ = tan(π/180)/kc
	��R��E%GK G P ��	 P � MNJ � JFM GHEF	,���y��	 C �LGH\�EF	 � � P ��EF	���������	��,��	I� P �R¬ G C 	I	y� kc

	��R�,EF	���� M \���	���� ������	 C � J � JFO0P 	��
���s����� P ��	 γ̇τe ≃ 2000 ≫ tan(π/180) ≃ 0.02

� _I� C � M � ��	���� O0P 	�EF	'� K ���:� � G J ��� J ����	 M 	�������� G J �
� GH��EF	I��	 M � ����	���	 � ���:� P�J ��	 �

_I����	 M GH� O0P 	�	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	���� O0P 	�EF	���� M \���	���� ������	 k �HGH� J 	 � 	 P G#��	 C E � � C GH�R�I��E � G C lC ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 ǫ
�
® � P �IG P ^ M 	�����	���EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	�����G ��� GH��	����'� E%G�� P �R¬ G C 	�� P � P�J ��	�������	
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��²³¼�� � � a d � C�C ��EF����Gm� J ���U	y����� M \���	a��� ������	 C � J � JFO0P 	�� ac
	y� kc

	��U¬­��� C � J ���U��	�E%G ¬­��� O0P 	�� C 	
��� 	z« C�J �LGm� J ��� f � � P � P ��	�����E P � J ������	 ¸ k � H d � G j GHE<� 250 ��� M �

� E%G C 	�� ǫ = 1 �.��� J ���s��	 P «�¬­� J �IE � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 � _I�7G P ^ M 	�����	NG J ��� J ξ � k
C �����R�LGH��� �j J EF	 � P�J ��	 	��R��� J \����a� ǫ = 1 � 	����3GH��� P ��	 � P ����	 C � M � GH��GH\�EF	N� τe

� P�J ��� J \����a� ǫ = 0.05 �������	 M GH� O0P 	 O0P 	�E%G�� P �R¬ G C 	 ��� 	��R� � GH�������R�LGH\ J E J ����	 ��Á G 
3^ P ��	 � � b M ��������	�E � �y����E P � J ����G#��	 C EF	
��	 M � ��� P M �H� J ¬D� E%GN� P �R¬ G C 	���� P ��	 C � P�CLK 	Z��	m� P�J ��	 � ���#GHE%GH\�EF	 M 	����?� J \�����	 � ǫ = 1 � 	����3GH���
43
MNJ �N	y�8� J \�����	?	���� P�J ��	�� ǫ = 0.05 � � GH�R� J � ��	 t = 0

��À E3¬ G P �½Gm����	�������	 P �N��	 M � � C � M � GH��GH\�EF	
� τe

� � P ����� J ��G ��� GH��G��F����	�EF	 M �H� J ¬���	N� P �R¬ G C 	 �iÁ 	 M �H� J ¬ O0P�J G ��� GH��G��F����	��R��	N��� GH\q�����µ�R�LGH\�EF	
� 	����3GH��� P ��	,� J21 G J ��	½��	 MNJ � P ��	�� � � P�J �D��� ��� J � ��	����y��	�EF� ��� 	�� E � J ���R�LGH\ J E J ��� ��	 C �����3G J ��	 ��ª ��� C �0�M 	�� P ��	 O0P 	?EF	½��	 M � � ��� � C � P EF	��0E%GI� P �R¬ G C 	?��	 C � M � ���R��	,��� GH\q����� C � MNM 	,� J a < ac

� � P�J � C � MNM 	
� J a ≃ ac

	y�8	���
3� C � MNM 	½� J a > ac
�0¸ 	y����	��y����E P � J ������	 � ���:� P�J �D� P � ��	�� ��	 M � �=��� n � � P � ��� J 	 P ���

G P ��	 M � �,��� G ��� GH� J � J ��� � PsM �H� J ¬ � � P � P ��� P�J ��	'� JFM � EF	 � £��#GHE J ��	�� P ��	 M 	�� P ��	'��	 ac
	y� kc

#­	��
≃ a MNJ � & GHEF����� O0P 	���	 � ���:� P�J � C 	y����	��y����E P � J ��� C ����� P�J ��GHEF����� � P ��	 K�k �R��������� J �NG ��� GH��	�����	 �® � P ��	�����G k 	�����	 O0P GH��� J 
3	�� C 	 � K ����� MNn ��	������ P �����#GHE J �������I�3GH����E%Ga� P�J ��	Z��	���	z« � ��� J 	�� C 	�����	M 	�� P ��	�� P ��	 M � ����� G ��� GH� J � J ��� �

� � � � � � �U: 6 4�� "$�&6�6 �&%-/ ��/��>. 6 �>2 %� 1� � 2�/1����/1.�/ ��/1�> 1�U:<�+.=���>2�%-��6 �>4

� � P � C � MNM 	���0������ � GH�?�y� P � J 	���EF	���	 M � ����� G ��� GH� J � J ��� ��	�E � J ���R�LGH\ J E J ���I�3GH��� P ��	 ����E P � J ���
� J E P ��	'��	 MNJFC 	�EFEF	���^��#GH����	�� � � � "�� $'&2 
�  
� " $ � �  �� � � �
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 � ��� � \ a g

t=−10 s t=10 s t=520 s t=600 s

t=900 s t=1710 s t=1720 s t=1730 s

��²³¼���� � b d B ����E P � J ���a��	 M � ����	�EFEF	�� PsM �H� J ¬c��� ������	�����	'� P �R¬ G C 	��3GH��� P ��	�����E P � J ���a��	 ¸ k � H d� G j GHE,� 250 ��� M � J \�����	s� ǫ = 0.05 	y� f = 120
] 1 	y� � ���#GHE%GH\�EF	 M 	������ J \�����	s� ǫ = 1 	y�

f = 120
] 1 � 	����3GH��� b a MNJ � �i® � P � ǫ = 1 EF	 M �H� J ¬,	��R� C GH����� � = t = 0 �iE � G C�C ��EF����Gm� J ���µ	��R���G M 	�����	�� ǫ = 0.05

��® 	����3GH��� ∼ 8
MNJ ���]E%G�� P �R¬ G C 	���	��R��	 � E%Gm��	 � _I�a��� J ��	���� P�J ��	�G ��� GH��G��F����	IEF	M �H� J ¬ O0P�J ��	Z���y��	�EF� ��� 	 � 	����3GH��� ∼ 5
MNJ � � F ��
3�µG � � n � P ��	Z� J ��^H�LG J ��	���	 MNJ � P ��	�� ��EF	 M �H� J ¬

�y����E P 	��3GH����EF	I��	 M � �6# J ���R�LGH\ J E J ���?��	 C �����3G J ��	 &z�
� @y�yu|t+vXM$�yO�SUETu1CFWY� I~u|MwvXtQSUE�SUE's �yOQSUE's SUETsctUK � WYPRE W @yE'P u$E�voE'� I~s
Á GW� K ����� J 	���	�� J ���R�LGH\ J E J ����� #³��� J � � GH��	z«]	 M � EF	 � ��� 
 � CLK G � J ����	 \ & � ���y��� J � O0P 	�EF	 ��	 M � �

��� G ��� GH� J � J ��� ta
��� C ���'�F� C � MNM 	'E � J ����	�����	���	�E � G C�C ��EF����Gm� J ���s����� P�J ��	 ǫ = (a − ac)/ac

�;F ��	ED
	y���
� J E � ���s� P ��� ����	 O0P 	�E � G M � E J � P ��	 ξ ��	���������	��?��	�� P �R¬ G C 	�� P�J ��E � � O0P Gm� J ���s� J D
����	���� J 	�EFEF	�


τg∂tξ = ǫξ + bξ3 + O(ξ2), # � � \ &
��� τg

	��R��EF	 ��	 M � � C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	Z��	 C ��� J ����GH� C 	���	���������	�����	Z� P �R¬ G C 	��.	y� b E � J ����	�����	���� P ��	EF����^ P 	 P � � j J ξ 	��R� � 	y� J ��� C 	y����	�� O0P Gm� J ���s��	y� J 	����I��

τg∂tξ = ξǫ, # � � � &
ξ = ξ0e

ǫt/τg , # � � a &
��� ξ0

	��R�?E � G M � E J � P ��	���	�E%G � 	��R� P ��\3Gm� J ����� P M �:��	'��	�� P �R¬ G C 	���	���� M \���	���� ������	 kc
� t = 0

�
j J ���N���H��	 ξd

E � G M � E J � P ��	���	�� �HGH^ P 	�� EF����� O0P � 	�EFEF	��D��	y� J 	�����	���� M 	�� P ��GH\�EF	�� 	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	����
� GH�,���H����	�� J � � ��� J � J ¬ # C ¬ � + a]� \ � \ � � GH^�	 bRb & �3��������� P ��	�


ta =
τg

ǫ
ln

(

ξd

ξ0

)

. # � � b &
� EF����� ����� � 	 P �?� C � J ��	�


ta =
T0

ǫ
, # � � g &



\ a � 
 ����� ����� � ���#��
 � � � ����
 � ��� 	�� ����	 ��� ��� � �

��� T0 = τg ln
(

ξd

ξ0

) �
® � P ����	�� O0P 	��R� J ��������	N���H�LGm� J ����� �����7���H��	 a0
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| � u��s� u'�iwztcwy��p |�~�r���ps|�~�r |�~Arc�a���Hu���~

_I� ��G J � O0P 	 � � P � P ��� P�J ��	�� JFM � EF	sE � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 ac
	��R� � ��� � ���R� J ������	�EFEF	s�7E%G

� J � C ��� J ��� ν � a � 
 �3® � P � � ��	�������	�	�� C � M � ��	'EF	��,�HGH� J Gm� J ��������	�E%G � J � C ��� J ��������� � P ��� ����	 O0P 	

ac = a0
ν

ν0
, # � � j &

��� ν0
	��R��E%G�� J � C ��� J ����� P � P�J ��	��ZE � � O0P�J E J \���	I	y� a0

E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	'� P � P�J ��	�G P ��	 � ��� �ª 	 � E P � ��EF	'��	 M � � C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	���	 C ��� J ����GH� C 	���	���������	��?��	�� P �R¬ G C 	 τg
��� � 	�����G P ��� J ��	�E%G

� J � C ��� J ��� � a � 
 


τg =
2

νk2
c

, # � � � &
C 	 O0P�J.C ����� P�J ���3EF��� O0P � ��� � ��	���� 	�� C � M � ��	'E%G � J � C ��� J ����G P ��	 � ����


τg = τg0
ν0

ν
, # � � n &

��� τg0
	��R�ZEF	���	 M � � C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	N��� G ��� GH� J � J ���7� PUM �H� J ¬½��E � � O0P�J E J \���	 � _I�W� P ��� ����	a	���
3�O0P 	�E%G � J � C ��� J ������	�E%G «]	�	z« � ����	���� J 	�EFEF	 M 	�����G#��	 C�P ����	 P Ec��	 M � � C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	���	���	�E%G «�Gm� J ���

τ
� F � ��� G P ����	�����	�� M 	�� ����� � P ��� ����	 O0P 	�E%G � J � C ��� J ���'�y����E P 	�G#��	 C EF	I��	 M � ��	�� � P�J �HGH����E%GZEF� J 


ν(t) = ν0(1 + δe−t/τ ), # � � \ � &
��� δ 	��R� P � C �:	 �NC�J 	����=� P�M ��� JFO0P 	 C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	8� P � K ���:� � G J ��� J ����	 M 	���� J ��� P�J � � GH�<EF	��<� J \���G l� J ����� � ���#GHE%GH\�EF	��=��	,�����R��	 O0P 	 ν(t = 0) = ν0(1+δ)

� _I� � 	 P �8G J ��� J ��� 
3� J �D��	 P «NG C�C ��EF����Gm� J �����½

a1 = a0(1 + δ), # � � \R\ &

ac(t) = a0(1 + δe−t/τ ), # � � \ � &
O0P�J=C ������	�� � ������	�������	�� � 	 C � J ��	 M 	������aE � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 � J � J � J GHEF	���� J � 	 � P �R��	�G � � n �'EF	��I� J l
\���Gm� J ����� � ���#GHE%GH\�EF	�� #­��	 15

MNJ � & 	y��� E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 ��	a���H����	 � P�J ��	a� P �W��	 M � � tO0P 	�E C ��� O0P 	�G PaC � P ���½��	IE%G���	�E%G «�Gm� J ��� � _I��� P ��� ����	 O0P 	IE%G�� P ����	'��	���� J \���Gm� J �����8	��R�,� P�� ��G M lM 	���� JFM � ���R�LGH����	 � � P � O0P 	�E � � O0P�J E J \���	I��� J ��Gm����	 J ���6# C ¬ � 
3^ P ��	�� � ��#­\ & & �F ����� P ��	 � J ^ P 	 P � � J E?	��R�a��� n � � ����\3GH\�EF	 O0P 	�E%G7� J � C ��� J ��� �HGH� J 	���� P � � � J �����µE � G P ����	���	
E � � CLK GH��� J EFEF��� � ���#GHE%GH\�EF	 M 	������ J \���� �D¸ 	 � 	����3GH�����=E%G M �:����E J ��Gm� J ���7��	�E � �y����E P � J ���µ��	aE%G � J � C �ml
� J ��� � GH� EF	 ��	�� M 	 δe−t/τ 	��R�a� P�� ��G MNM 	�����^���������GHEF	 � � P � � � P ��� J �N��� C � J ��	 � E P � J 	 P ���N� k � 	��
��	 C � M � ���R��	 M 	������ C � MNM 	 � GH��	z«]	 M � EF	 P ��	s� J � C ��� J ��� K � M ��^ n ��	��3GH���NE � � CLK GH��� J EFEF���U� P E%G
� P � 	�� � ��� J � J ������	 C � P�CLK 	��?��	'� J � C ��� J ������� J D
����	�����	�� �� ��	I¬­� J �½E � G C�C ��EF����Gm� J ��� a 
]«]��	 � � P �½E%G M 	�� P ��	'��	 ta

�]��	 P « C GH�,������� � ����� J \�EF	��I
 a ≤ a1
� P

a > a1
��Á GZ� J � C�P ��� J ��� ��	 C 	�����	 P « C GH�,¬ G J �,E � ��\ ��	y����	�� � GH��GH^���G � K 	���� P�J �HGH����� �
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 � � � ����
 � ��� 	�� ����	 ��� ��� � �

� � 	 � / � �>4
a ≤ a1

=
t = 0 �8���»� J \���	�EF	 � P�J ��	 G#��	 C P ��	�G C�C ��EF����Gm� J ��� J �]¬­��� J 	 P ��	��µE � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	

� J � J � J GHEF	�� a1 = ac(0)
� k GH��� O0P 	 ac(t) ≥ a �.E%G � P �R¬ G C 	���	��R��	 � E%GH��	 	y��E%G � J � C ��� J ���Z��	�E%G «]	���	����

ν0
� _I�s���H��	 t1

EF	I��	 M � �,��	�E O0P 	 ac(t1) = a
� � ��	 C ǫ = (a − a0)/a0

�3E � � O0P Gm� J ���5# � � \ � & C ����� P�J �
��


t1 = τ ln

(

δ

ǫ

)

. # � � \ a &
_I��	ED
	 C � P 	NGHEF������EF	 CLK GH��^�	 M 	�������	 �HGH� J GH\�EF	�� P�J �HGH���Z
 t ⇒ t − t1

� C 	 O0P�J � O0P�J �HG P ���a� C � J ��	
ν = ν0(1 + ǫe−t/τ )

� _I� CLK 	�� CLK 	 M G J ����	��3GH���?EF	���	 M � � t2
��� C 	�����G J ��	 �NE � G ��� GH� J � J ������	���������	��

��	Z� P �R¬ G C 	Z�3GH���'EF	 C GH� a1 = a
�.® � P � C 	�E%G �
����� P \��R� J � P 	ZE � � O0P Gm� J ��� # � � \ � & M �:� J 
3��	��3GH���'EF	��

� O0P Gm� J �����6# � � j & 	y�6# � � n & 

ac(t) = a0(1 + ǫe−t/τ ), # � � \cb &

τg =
τg0

1 + ǫe−t/τ
. # � � \Xg &

# � � \ � &
_I� � 	 P ������� C�C GHE C�P EF	�� ǫ(t) 


ǫ(t) =
a − ac(t)

ac(t)
= ǫ

1 − e−t/τ

1 + ǫe−t/τ
. # � � \Xj &

ª � G � � n �?E � � O0P Gm� J ���s� � \ ������G�

dtξ

ξ
=

ǫ(t)

τg(t)
, # � � \ � &

F � J ������^���GH����E � � O0P Gm� J ��� � ��� C ����	�����	��q���s��\]� J 	�����

ln

(

ξ(t)

ξ0

)

=

∫ t

0

ǫ(t)dt

τg(t)
, # � � \on &

ln

(

ξ(t)

ξ0

)

=
ǫ

τg0

∫ t

0

(1 − e−t/τ )dt. # � � �H� &
Á 	��N������	�� ��	 � P �R¬ G C 	�������� ���y��	 C �LGH\�EF	�� 	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	���� � � P � ξ(t2) = ξd

� Á � 	z« � ��	���� J ���
ln
(

ξd

ξ0

)

= T0

τg0

C ����� P�J �?GHEF�����,��E � � O0P Gm� J ��� JFM � E JFC�J ��	?� P�J �HGH����	 � � P � t2



T0

ǫ
=

∫ t2

0

(1 − e−t/τ )dt. # � � � \ &
j J ����� P ��� ����	 t2/τ ≪ 1 �#��� � 	 P �.¬ G J ��	 P �����y��	�EF� ��� 	 M 	����<E JFMNJ ���c	�� t2/τ

��	DE � � O0P Gm� J ��� # � � � \ & � C 	O0P�J.C ����� P�J �?�s

t2 =

√

2T0τ

ǫ
. # � � ��� &

Á 	'��	 M � �,��� G ��� GH� J � J ����� P M �H� J ¬ ta 	��R�?����� C E%G ��� MNM 	'��	���	 P «s��	�� M 	���


ta = t1 + t2 = τ ln

(

δ

ǫ

)

+

√

2T0τ

ǫ
. # � � � a &



� � ��� ��� �'
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 ��� � � � � � ��� � � � � \cb-\

� � 	 � � � �>4
a > a1ª GH��� C 	 C GH� �3����G ��� P ��� P ��� ǫ > δ

� � EF����� ǫ(t) 	��R����	�E%G�¬­��� M 	Z


ǫ(t) =
ǫ − δe−t/τ

δe−t/τ + 1
# � � � b &

� � C GHE C�P E.� JFMNJ E%G J ��	IG P C GHE C�P E � ��� C ����	���� � � P � t2
����� P ��� P ������� P �?E � K�k � �H� K�n ��	 t2 ≪ τ � C ����� P�J ���


ta =
(

1 − ǫ

δ

)

τ +

√

(

1 − ǫ

δ

)2

τ 2 +
2T0τ

δ
. # � � � g &

® � P � ǫ = δ �?��� ��	y����� P ��	W\ J 	�� EF	 C GH� a = a1
� J � C�P ���WG P � GH��GH^���G � K 	 � ��� C ����	����A#­� O0P G l

� J ��� # � � ��� & &z� Á � 	�����	 M \�EF	���	�� ����� P E �LGm���N	z« � ��� JFM 	����LG P « � f = 110
] 1 	��R� � ������	������ � P �NE%G


3^ P ��	?� � � � _I� G�� P �R��	 ta(ǫ)
����� P ���?	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	���� � GH� EF	��D� O0P Gm� J ������# � � � a & 	y��# � � � g & G#��	 C

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

ε

t a (
s)

��²³¼��,� � ��d k 	 M � ����� G ��� GH� J � J ��� ta
	�� ¬­��� C � J ��� ��	 ǫ � � P � P ��	 ����E P � J ��� ��	 ¸ k � H d � G j GHE� 250 ��� M}J � J � J GHEF	 M 	����ZG P ��	 � ��� # • & 	y� � � P � P ��	 ����E P � J ���»��	 ¸ k � H d � G j GHE?� 250 ��� M� ���#GHE%GH\�EF	 M 	����'� J \�����	 � 	����3GH��� 15
MNJ � P ��	���� ǫ = 1 # ⋄ & � � P � f = 110

] 1 �<ª GH����EF	 C GH����	��
� J \���Gm� J ����� � ���#GHE%GH\�EF	�� �8E%G7E J ^���	 C ����� J � P 	 ��	 � ������	�����	�E � G�� P �R��	 M 	���� � GH�aEF	�� � O0P Gm� J ����� # � � � a &
	y� # � � � g & G#��	 C T0 = 0.24 � � τ = 560 � � a0 = 14.96

M � � −2 	y� δ = 0.12
�

C � MNM 	 � GH��G MNn ����	��?E J \���	�� δ 	y� τ �����s����� P ��	 P ��	�G P ^ M 	����LGm� J ���s��	 ν ��	�E � ��������	'��	 δ = 10%
�

ª 	 � E P � ����� � 	 P � C GHE C�P EF	�� a0(1 + δ) = 16.83
M � � −2 �qÁ � 	ED
	y��	��R������� C \ J 	�� O0P GH��� J 
�GH\�EF	 C � M l

� GH���Z�aE%G � ��� C�J � J ��� ��	ZE%GN��	y��	�� MNJ �3Gm� J ������	 a0
# ≃ 1%

� &�Á 	��I� O0P Gm� J ����� # � � � a & 	y� # � � � g & �������
�HGHE%GH\�EF	������ P ��E%G C ����� J � J ��� t2 ≪ τ

� _I�7����� J 
3	 G � ���R��	�� J ��� JDO0P 	 C 	y����	 C ����� J � J ����	��R���HGHE%GH\�EF	
�LGH��� O0P 	 ǫ ≥ 0.01

�
� � P �IG#�������'	z« C E P EF	�� � � J ����� #­	�� ¬ G J ����EF	 � ��	 MNJ 	�� � � J ��� & ��	������ J 
�GH��� � GH�C 	y����	 C ����� J � J ������	�E � G�� P �R��	 M 	����?��	 ta
� ������	��������3GH����E%G 
3^ P ��	�� � � �� �H����	���	�� C � J � � J ��� � P � K ����� MNn ��	'G#��	 CIP � ��	 M � ����	���	�E%G «�Gm� J ���N��� C � J �½����� C�O0P GH��� J �LGm� J ��	zlM 	�����EF	�� M 	�� P ��	���	z« � ��� J 	 M 	����LGHEF	�����	 ta
�
Á 	���	 M � � C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	���	���	�E%G «�Gm� J ��� τ = 560 �	��R� C � M � GH��GH\�EF	aG P ��	 M � � C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	a��	�� K ���:� � G J ��� J ����	 M 	�����# ∼ 400 � & M 	�� P ��� � GH� EF	� K ��� MNn ����	 �:Á G � ������	�� C 	'��	���	 P « ����^ JFM 	�� �:��¬­���R��	 # ǫ > δ

& 	y�,��¬ G J \�EF	$# ǫ < δ
& G C�C ��EF����Gm� J ������	��R�

\ J 	��s��	 � ���:� P�J ��	 � GH�����H����	 M �:� n EF	 �
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� ��� � �a��{½�iwy~�ps��~�r �������sxy{���~�pZt<u�wz�i~�r
� � � n �IG#��� J � M ����������E%GZ�HGHE J � J ������	����H����	 M �:� n EF	�G P � GH��GH^���G � K 	 � ��� C ����	������q��� P � � ������	��:l

������� JFC�J<O0P 	�E O0P 	��'	z« � ��� J 	�� C 	�� C � M � EF� M 	����LG J ��	�� O0P�J � 	�� M 	y����	����'��	 C ����
3� M 	���E � J ��� P 	�� C 	 � P
� K ���:� � G J ��� J ����	 M 	���� J ��� P�J � � GH����	���� J \���Gm� J �����'� P ��EF	 ��	 M � ����� G ��� GH� J � J ������	NE � J ���R�LGH\ J E J ������	
l�GH��GH�3G k �

� ����� / � �&%-/1����/��>. ���
f

® � P � P � M�
�M 	a��	 M � E J ����GH^�	��<��� P ��G#�������Z��� � �y����E � 	z« � ��� J 	�� C 	a��� C � J ��	sG P + � � � � a ������� J �
¬­��� O0P 	�� C 	��I� J D
����	�����	�� � f = 65 � 85 	y� 135

] 1 �qÁ G C � P�CLK 	���	 � P�J ��	�	��R�?� J \�����	 � ���#GHE%GH\�EF	 M 	����
� 	����3GH��� 10

MNJ �s� ǫ = 1 	y�I��E%G M�
�M 	I¬­��� O0P 	�� C 	 ��Á � G�� P �R��	 M 	�������	��?����������	��IG J ��� J ��\]��	�� P 	��� 	�� M 	y�=��	���	 M ������	��=�?E%G?��� � 	����3GH� C 	½��	 T0, a0, δ 	y� τ 	�� E%G�¬­��� O0P 	�� C 	 ��Á G 
3^ P ��	,� � n � ������	�����	EF	��I����� P E �LGm���I��\]��	�� P ��� C 	��I����� J �?¬­��� O0P 	�� C 	���	y�'EF	��LGH\�EF	#G P � � \ ��GH����	 M \�EF	 EF	�� � GH��G MNn ����	��I��	��
G�� P �R��	 M 	������ � GH�,EF	 M �:� n EF	 � ��� � ����� � ��� C ����	 MNM 	���� �

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
0

10
1

10
2

10
3

ε

t a (
s)

(a)

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
0

10
1

10
2

10
3

ε

t a (
s)

(b)

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
0

10
1

10
2

10
3

ε

t a (
s)

(c)

��²³¼��,� � n d k 	 M � ����� G ��� GH� J � J ��� ta
	�� ¬­��� C � J ��� ��	 ǫ � � P � P ��	 ����E P � J ��� ��	 ¸ k � H d � G j GHE� 250 ��� M J � J � J GHEF	 M 	�����G P ��	 � ��� # • & 	y� � � P � P ��	 ����E P � J ��� � ���#GHE%GH\�EF	 M 	������ J \�����	 � 	����3GH���

10
MNJ � P ��	��a� ǫ = 1 # ⋄ &z�8Á 	��aE J ^���	�� C ����� J � P 	�� ��	 � ������	�����	���� EF	��aG�� P �R��	 M 	������a��	 ta

� GH� EF	M �:� n EF	 � ��� � ������G P + � � a]�3Á 	��½�HGHEF	 P ���,��	�� � GH��G MNn ����	��,������������������	��?�3GH����EF	��LGH\�EF	#G P � � \ � # G &
f = 60

] 1
� #­\ & f = 85

] 1
� # C & f = 135

] 1
�

f # ] 1 & � g � g \ a g
a0
# M � � −2 & j � a \ � � n \on � a

T0
#­� & � � bHn � � a g � � �H�

τ #­� & g � \ g � g g ���
δ � � \ a � � � \ � g � � � j �

� ��� ��� � \ d ® GH��G MNn ����	�����	��?G�� P �R��	 M 	������ � GH�,EF	���� O0P Gm� J �����$# � � � a & 	y� # � � � g &z�

¸ � MNM 	a��� � 	 P ����� k Gm����	�������	�� τ ��	a�HGH� J 	 � GH�Z��	a¬ G'0����U� J ^�� J 
 C Gm� J ��	�G#��	 C E%G ¬­��� O0P 	�� C 		y� a0
G P ^ M 	�����	ZG#��	 C E%GN¬­��� O0P 	�� C 	 �cª 	 � E P � �
������	 M GH� O0P 	 O0P 	 T0

	y� δ � JFMNJ � P 	����IEF����� O0P 	 f
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G P ^ M 	�����	 �q® � P � C � M � ��	�������	 O0P 	 T0
� JFMNJ � P 	�G#��	 C f ����� ��G ��� 	�EFEF	 O0P 	 τg = 2/νk2

c

�qª 	 � E P � �
EF	 M �����LGH^�	�	��R�'��	�E O0P 	ZEF	�� 1 ����	��IE P�MNJ ��	 P ��	��?¬­��� M 	����'G#��	 C E � K ��� J21 �����LGHEF	 P ��GH��^�EF	�� P � ��� J 	 P �
� 1◦

��Á 	���	 P�J E.��	����y��	 C � J ���s	z« � ��� JFM 	����LGHE C ������	�� � ����� ����� C � ξdkc = tan(π/180) ��� J ��


ξd =
1

kc

tan
( π

180

)

. # � � �H� &

Á � 	z« � ��	���� J ��� T0 = τg0 ln
(

ξd

ξ0

) C ����� P�J ��GHEF�����,��


T0 =
2

νk2
c

ln

(

1

ξ0kc

tan
( π

180

)

)

. # � � � j &
j J ����� P ��� ����	 O0P 	 ξ0

�HGH� J 	 � 	 P G#��	 C kc
� C � MNM 	 kc

G P ^ M 	�����	 EF����� O0P 	 f G P ^ M 	�����	�� T0
��� J �

� JFMNJ � P 	��aEF����� O0P 	�E%GW¬­��� O0P 	�� C 	7��� 	z« C�J �LGm� J ��� f G P ^ M 	�����	 � F � C 	 O0P�J'C ��� C 	�����	 δ ������� � ��	¬ G C ��	 P ��� #­��� � 	����3GH� C 	���	 ξ G#��	 C ǫ 	y� f �c�HGH� J Gm� J ���7��	aE%G ¬­��� O0P 	�� C 	�� PUC�J ��G J EFEF	 M 	���� & ���������� ��	�������	 	�� C � M � ��	 � � P ��	z« � E JFO0P 	��?¬ G C�J EF	 M 	�������Ga� JFMNJ � P � J ��� �3Á 	�¬ G C ��	 P ��EF	 � E P � JFM � ���R�LGH���
��	 M \�EF	 
 ����	�E%GW� JFMNJ � P � J ���»��	�E � � � G J ����	 P � e ��	�E%G 1 ����	 ¬­���R��	 M 	���� C�J ��G J EFEF��	 EF����� O0P 	 kc

#­	y�
����� C f

& G P ^ M 	�����	�� C 	 O0P�J 	�������G��%��	 P ��	'� JFMNJ � P � J ���a��	'E � 	ED
	y��� P � K ���:� � G J ��� J ����	 M 	�����G#��	 C E%G
¬­��� O0P 	�� C 	 �

� ����� � � �&%-/1����/��>. ���  1� ��2 %-8+�!���+4 �7/
	�%-����/��>.�4x6�%-8+�> 1� 	  1�+4
_I�a�HGH� J 	 M G J ����	��3GH���½E%G�� P ����	 tv

��	���� J \���Gm� J ����� � ���#GHE%GH\�EF	��½� ǫ = 1
�]® � P � C 	�E%G �:������	 C � P 	

EF	 � P�J ��	N� ǫ = 1 � 	����3GH��� P ��	N� P ����	 tv
� � P�J �����µGH��� 
 ��	�EF	��'� J \���Gm� J �����'	y�����7��	 � E%G C 	�	���
3�

� P ��	�� J �R�LGH� C 	 
]«]��	 � P ��	 P�J E ǫ = 0.05
�8Á 	 M �H� J ¬IG ��� GH��G��F�aGHEF�����NG � � n � P � ��	 M � � ta

� _I�
��� 
3� J � P ��� C GH�R��GH� k:M � ���H� JFO0P 	'� E%G�� J � C ��� J ���IG P ��	 � ��� δ∞

��	�E O0P 	 ν −→tv→∞ ν0(1 + δ∞)
��ª 	

� E P � �0��� � P ��� ����	 O0P 	?EF	���	 M � �8��� � � G J ��� J ����	 M 	�����	y��EF	���	 M � �8��	?��	�E%G «�Gm� J ����������� J ��	���� JFO0P 	���	y�
��^�G P « � τ

�
Á G�� J � C ��� J ��� �NE%G 
3� ��	�E%G � ��� J �:��	���	�� J \���Gm� J ����� � ���#GHE%GH\�EF	���� ǫ = 1 ��� � C � J �'GHEF�����
ν = ν0(1+ δ∞(1−etv/τ ))

� F � ��	 � ��	��3GH���½EF	��8GH��^ P�M 	������8���y��	�EF� ��� ����G P CLK G � J ����	?� � a � GH^�	 \ a n �
��������� P ��	 O0P 	�EF	I��	 M � ����� G ��� GH� J � J ������	�E � J ���R�LGH\ J E J �����HG P ����� J δ∞(1 − e−tv/τ ) > 0.05 


ta =

√

2τT0

(

1 +
1

0.05

)

+ τ ln

(

δ∞(1 − e−tv/τ )

0.05

)

, # � � �H� &

	y�?� J δ∞(1 − e−tv/τ ) < 0.05 


ta = τ

(

1 − 0.05

δ∞(1 − e−tv/τ )

)

+

√

τ 2

(

1 − 0.05

δ∞(1 − e−tv/τ )

)2

+
2T0τ

δ∞(1 − e−tv/τ )
. # � � � n &

Á G�
3^ P ��	,� � \ � M ��������	 ta
	��Z¬­��� C � J ��� ��	 tv

G J ��� J]O0P 	,EF	 M 	 J EFEF	 P �iG�� P �R��	 M 	���� ��\]��	�� P ^���� C 	�G P «
� O0P Gm� J ����� C�J d:��	���� P � � _I�N����� P ��	 O0P 	 τ 	��R��� P M�
�M 	���������	?��	�^���GH����	 P � O0P 	 C 	�E P�J�M 	�� P ���I��E%G��	 C � J ��� � ��� C ����	�����	 # τ ≃ 500 � &z�qª 	 � E P � ����� C �����R�LGm��	 O0P 	 � � P � tv > 900 � � ta ��	��HGH� J 	 � E P �� J ^�� J 
 C Gm� J ��	 M 	���� ��Á 	D� P�J ��	?Gm����	 J ��� ����� C?P �N�y�LGm�8�R�LGm� J �����3G J ��	,��� P � � J \���Gm� J ��� � � P � t ≥ 900 � �C 	 O0P�J � P �R� J 
3	�G � ���R��	�� J ��� J E � K�k � �H� K�n ��	�� P,+ � � � � a � � GH^�	 \ a j �
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��²³¼��<� � \ � d k 	 M � ����� G ��� GH� J � J ��� ta
	���¬­��� C � J ���7��	NE%G�� P ����	 tv

��	���� J \���Gm� J ����� � ���#GHE%GH\�EF	����
ǫ = 1 � � P � P ��	�����E P � J ���s��	 ¸ k � H d � G j GHE<� 250 ��� M � J \�����	�� f = 100

] 1 �qÁ 	�� C � P ��\q	��?	��
����G J � � EF	 J ����������EF	��'G�� P �R��	 M 	���������	 ta

� GH�'EF	��I� O0P Gm� J ����� # � � �H� & 	y� # � � � n & G#��	 C T0 = 0.24 � �
τ = 461 � � a0 = 13.5

M � � −2 	y� δ∞ = 0.149
� # G & £�	 � ������	����LGm� J ����	���� CLK 	�EFEF	��'EF��^�GH� J � K�MNJFO0P 	��

	y� #­\ & 	�� � CLK 	�EFEF	���E J ���#G J ��	�� �

F � C ��� C E P � J �����i���H����	 M �:� n EF	a� P �U��	 M � � C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	 τ ��	 � ���:� P�J � O0P GHE J �LGm� J ��	 M 	����E � �y����E P � J ������	 ta
	��7¬­��� C � J ���7��	 tv

�i¸ 	 � 	����3GH�����i���7��	 M GH� O0P 	 O0P 	 EF����� O0P 	 tv
	��R��^���GH����� ta��� 	��R� � E P � M �����H������	s	y�a��	 M \�EF	�� P�C � P 	��aG P ��� P �N��	�E%G � ����� JFC � J ���»��	����H����	 M �:� n EF	 �8¸ 	y����	

�HGH� J GH\ J E J ��� ��G ��� 	�EFEF	 EF	��s� J D
����	�� C 	��s��\���	��R����	������ P ��	7	z« � ��� J 	�� C 	7��	�� K ����EF��^ J 	��UE � G P ����	*# C ¬
��	 C � J ��� � � \ � � GH^�	 \ aRa & 	y� � � P ����G J � 
 ����	aE J ��	 � E%G�� J �NC�P E ��� ��� ��\]��	�� J � P �U�y�LGm� � GH�R¬ G J ��	 M 	����
��	 � ���:� P�C � J \�EF	�G � � n � O0P 	�EF	������ C�J EFE%Gm� J �����8��� J 	����?�R��� ��� ��	�� �

� ����� 	 � 4H��/;:<����/��>. ��2 *(/14'�>/1 1 1�U:<�+.=�
® � P � ��\]��	�� J � P �W��������	 ^���GH����	 P ��� PWC�J ��G J EFEF	 M 	���� JFM � �����N�����H����	 � P�J ��	NEF����� O0P 	 E%G � P � l

¬ G C 	 	��R� �����R�LGH\ J E J ����	��.��� P �����#GHE J ����������	�� M 	�� P ��	�����	 E � G M � E J � P ��	 ��	�� ������	�����	 � P �R¬ G C 	 # C ¬ �
��	 C � J ��� a]� � � � GH^�	 bHn & � P ��	N¬­��� O0P 	�� C 	���� 	z« C�J �LGm� J ��� f = 88

] 1 � � � � n � G#��� J ��	��R� JFM � ac
�c���

G P ^ M 	�����	�E � G C�C ��EF����Gm� J ���Z��	 ǫ = −0.5 � ǫ = 1 � GH� � 	y� J ��	��8G P ^ M 	����LGm� J �����D� P�C�C 	���� J ��	��½��	 a
�:Á 	

� P�J ��	 	��R�'� J \���� � 	����3GH��� 20
MNJ � � CLK G O0P 	Z�HGHEF	 P � J ����	�� M ��� J G J ��	���	 a ��	y� P � 
3E M 	��R�����#GHE J ���

� P � P ��	a� J ��^H�LG J ��	 ��	 � ��� J �:��	�� ��	�� � J \���Gm� J ����� � _I�U	z«:����G J �Z��	 C 	�� 
3E M ��E � G M � E J � P ��	 ξ0
��	��

������	�����	�� P �R¬ G C 	�G J ��� J�O0P 	�EF	'��� M \���	���� ������	 k ��	�EF���sE%G���	 CLK � JFO0P 	���� C � J ��	 + a]� � � � � � GH^�	 g'\ �
_I� 	��R� JFM 	�GHEF����� EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	���� � E%G � P �R¬ G C 	 � GH�ZE%G ¬­��� M P EF	 γ̇ ∝ kξ0ω

�=Á G 
3^ P ��	s� � \R\
� ������	�����	�EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	�����	��R� JFM �N	��µ¬­��� C � J ���µ��	 E � � C GH�R� G P ��	 P�J E �<Á 	 C�J ��G J EFEF	 M 	���� J ��� P�J � � GH�
E � J ���R�LGH\ J E J ��� ��	Dl�GH��GH�3G k 	��R� ����� C ��� n � JFM � ���R�LGH��� � GH�=��G ��� ���R� G P�C�J ��G J EFEF	 M 	���� C � J � JFO0P 	 M 	�� P ���
� GH� Á JFP 	y� ® J ��	 # γ̇ ≃ 5 � −1 & 
 � � P � ǫ = 1 ����������� P ��	 γ̇ ≃ 300 � −1 � k � P ��	y¬­� J � � C 	 C�J ��G J EFEF	 M 	����
��� 	��R� � GH� � 	�� M GH��	���� M G J ����� C�J EFE%GH��� � F � C � M � GH��GH��� P ��	���� P ��	�EFEF	 ¬­� J �IEF	��'��� M \���	��'��GH����� J lM 	���� J ��� γ̇τ # ∼ 2000

& 	y� ξkc
# ∼ 0.5

& �
��� C � M � ��	���� O0P 	 δ ��� J �'��	 P EF	 M 	�������	ZE � ��������	���	 0.1� � P � P ��	�	z« � ��� J 	�� C 	���� J ���R�LGH\ J E J ���I��	 l�GH��GH�3G k 	y� O0P � J E<Gm����	 J ^���	���	��?�HGHEF	 P ���?��	�E � ��������	���	 10� � P � P ��	�	z« � ��� J 	�� C 	�	�� C�J ��G J EFEF	 M 	���� C ����� J � P �
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��²³¼��i� � \R\ d ¸ J ��G J EFEF	 M 	���� γ̇ = kξω 	��µ¬­��� C � J ���7��	 E � � C GH�R��G P ��	 P�J E ǫ � � P � P ��	 ����E P � J ������	¸ k � H d � G j GHEc� 250 ��� M � J \�����	�� f = 88
] 1 �

� ��
 � ��ps��x��sr.wy��p
� � P �½G#������� MNJ � 	��a�y� J ��	�� C 	 P � � ��� C 	���� P �½��	�� K ���:� � G J ��� J ����	 M 	����½	���^�	�������� � GH��E � J ���R�LGH\ J l

E J ���,��	�l�GH��GH�3G k � J G�EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	���� ��E%G�� P �R¬ G C 	 �:ª 	 � E P � ����� P �½G#������� M ��������� O0P 	�E � J ���R�LGH\ J E J ���
��	 l�GH��GH�3G k 	��R� P ��\q��� M � k 	�� � � P �I���y����EF	��'��	Z¬ G J \�EF	��?�HGH� J Gm� J ��������	ZE%GN� J � C ��� J ���Z^���� C 	��aE%GM 	�� P ��	�� P ��	 M � ����� G ��� GH� J � J ���a��	��?������	�����	�� P �R¬ G C 	 � F ��
3������� P �?G#������� � ��� � ����� P � M �:� n EF	
� P ����	 M � � C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	 � � P �½��� C � J ��	IEF	 C � M � ���R��	 M 	����½� P ��	 M � �½��� G ��� GH� J � J ���aG � � n � O0P 	
EF	�� P�J ��	'G J �½�y����¬­���R��	 M 	����½� J \����'G P � ���#GHE%GH\�EF	 �]¸ 	 M �:� n EF	���	 � ���:� P�J � O0P GH��� J �LGm� J ��	 M 	����½E � �y���ml
E P � J ����� P ��	 M � ����� G ��� GH� J � J ��� ta

G P ��� J \ J 	��WG#��	 C E � � C GH�R��G P ��	 P�J E ǫ
O0P � G#��	 C E%G�� P ����	 tv

��	��
� J \���Gm� J ����� � ���#GHE%GH\�EF	�� �cª 	 � E P � �.EF	Z��	 M � � C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	 τ ≃ 500 ��	��R� � GH�R¬ G J ��	 M 	���� C � M l
� Gm� J \�EF	�G#��	 C EF	���	 M � �?��� J ��� P�C � J ����� P � K ���:� � G J ��� J ����	 M 	����I����� P�J ����	�� M 	�� P ��	��I� K ����EF��^ JFO0P 	�� �F ��
3������� P � C ��� C E P ����� C 	 CLK G � J ����	 � E P ��� P�C�C�J ��� O0P 	�EF	�� � ��� C ����	���� � GH��E � 	z« � ��������� P � M �:� n EF	
� JFM � EF	���	����LGH���?��� 	z« � E JFO0P 	���EF	�����\���	��R�HGm� J �����,	z« � ��� JFM 	����LGHEF	�� �
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ª GH��� C 	 CLK G � J ����	������ P �8��� P � J ��������	����������½�'E � J ����	���G C � J ��� MNJFC �����R��� P�C � P ��	zl J ���R�LGH\ J E J ������	 l�G l
��GH�3G k �3GH��� P ��	Z� P � � 	���� J ���7��	�\ �m��������	y���'��	 MNJ l �3	z« J \�EF	�� #³� J � P � ��� &z�.® E P � � ��� C�J ��� M 	���������� P �
�y� P � J ������E � GHE J ^���	 M 	������ P ��	 C ��	 P � � J ��	 C ��	 P ����	 C 	�� \ �m��������	y��� J ��� P�J � � GH��EF	���������	�����	 � P � l
¬ G C 	 �0Á 	��8����� P E �LGm��� � ������	�������� C�J l ��	������ P � � ���f� J 	�����	�������� 	z« � ��� J 	�� C 	������#GHE J ����	�� 	�� C ��EFE%GH\q����Gm� J ���
G#��	 C ® G#�:E JFC f Á 	y��� J ��^�G
#|l � ��� E JFCLK & 	y� F � JFC �'��	�EF	y� # ¸ £ ® ®�&z�½� ���a����������	��a	z« � ��� JFM 	����LGHEF	��M ��������	���� O0P 	���EF�����,��� P ��	�	z« � ��� J 	�� C 	���	ml�GH��GH�3G k �3EF	��,\ �m��������	y���?��� GHE J ^���	������3GH����E%GZ� J ��	 C � J ���
��	NE � � C � P EF	 M 	���� �.Á Gs� P � � 	���� J ���µ��� ����^�GH� J ��	�� P � P ��	N\3GH����	N��	�¬ G J \�EF	 � � G J ����	 P ��G P ��� J � J �3GH^�	
��	�E%G � P �R¬ G C 	�	y� C 	y����	�����^�GH� J ��Gm� J ���a� P � P�J ��	 � ����� n ��	�E%G M�
�M 	IEF����^ P 	 P � C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	 O0P 	
E � ������	a��	�� P �R¬ G C 	 ��F ��
3���=��� P � C ��� C E P ����� C 	 CLK G � J ����	 � E P � � P�C�C�J ��� O0P 	sEF	�� � ��� C ����	������ � GH�
E � 	z« � ��������� P � M �:� n EF	I� JFM � EF	���	����LGH������� 	z« � E JFO0P 	���EF	��,��\���	��R�HGm� J �����,	z« � ��� JFM 	����LGHEF	�� �

� �	� � �i{�r.~�pZt<u'tcwy��p |s��r��ar�t ����~
Á 	��D� J � P � ��� ������� P ��� k �R� n�M 	 M �:� n EF	���	,\ �m��������	y��� ��	 MNJ l �3	z« J \�EF	�� #³��� J � � GH�=	z«]	 M � EF	 � b � 
 &z�Á 	��,� J � P ���������?��� n � M �����:� J � � 	�����	�� �3��	�EF����^ P 	 P � Lfd = 0.88 µ

M � � P � P � � J G MNn ����	'��	 dfd =
6.6 � M 	y�=��	�EF����^ P 	 P �c��	 � 	���� J �R�LGH� C 	 Lp = 2.2 µ

M � Á 	��<� J � P �i������� MNJ �c	�� � P � � 	���� J ���Z�3GH��� P �
�LG M � ���N��	 k � J � ] ¸ Eq��	 � ] � � \Xg � = C 	 � ] �0EF	�� � J � P �8������� CLK GH��^����½G#��	 C�P ��	 CLK GH��^�	?��	?� P �R¬ G C 	
��	 1 	 − � � M −1 �3® � P �½� C ��GH����	��,EF	�� J ����	���G C � J ��������EF	 C �������R�LGm� JFO0P 	��,	�������	'EF	��8� J � P � ��������G���� P ��	I� P
��	�E�# � G ¸ E & �3GH����EF	I�LG M � ��� � _I������G#�HG J EFEF	IG J ��� J � C ��� C 	�������Gm� J ��� J ��� JFO0P 	'��	 20

M �7�
Á 	��<� J � P � ��� � ������	�����	�������G#��	 C E%G C ��� C 	�������Gm� J ����	y�iE%G,¬­��� C 	 J ��� JFO0P 	�� P ��� J GH^���G MNM 	=��	 � K GH��	C � M � EF	z«]	 #³��� J � 
3^ P ��	 n � \ &z�q� � P ����� P � J ��������	���������� JFC�JcP � JFO0P 	 M 	����'�NE%GZ����GH��� J � J ��� J ���H����� � 	 d

��� M Gm� JFO0P 	 � �+F �7	ED
	y��� C 	y����	Z����GH��� J � J ��� ��� GHE J ^���	 M 	���� � 	 P ��G P ��� J 
 ����	Z���#GHE J ����	 K �����'� O0P�J E J \���	# C ¬ � 
3^ P ��	 n � �
	 & 	������ P�M 	y���LGH���,EF	 � P�J ��	I� P � C�J ��G J EFEF	 M 	���� C �����R�LGH���,� P�� ��G MNM 	���� JFM � ���R�LGH���
#³��� J � � GH�I	z«]	 M � EF	 � gRj 
 &z��Á ����� O0P 	ZEF	9� P�J ��	 	��R� C�J ��G J EFEF����EF	�� J ��	 C ��	 P �I��	������a��� GHE J ^���	����3GH���'E%G
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��²³¼�� n � \ d ª J GH^���G MNM 	8��	 � K GH��	��D��	��=� P � � 	���� J �����D��	½� J � P � ��� 	�� ¬­��� C � J ������	,E%G C ��� C 	�������Gm� J ���
	y� ��	NE%Gs¬­��� C 	 J ��� JFO0P 	 �<Á 	���� P � � 	���� J ��������	N� J � P � ��� � ������	�����	���� P ��	 � P�C�C 	���� J ���U��	 � K GH��	��a
J ���H����� � 	�� CLK ��EF	��R����� JFO0P 	��H� M 	 C � JFO0P 	��m	y�D��������������������	,� M 	�� P ��	 O0P 	½E%G C ��� C 	�������Gm� J ���ZG P ^ M 	�����	 �
l J ^ P ��	I	z«:����G J ��	���	�E%G ���y¬­����	�� C 	 � � n 
 �

� J ��	 C � J ���U��	sE � � C � P EF	 M 	������ C 	 O0P�J G � � P �Z	ED
	y�N��	�� JFMNJ � P 	�� E%G�� J � C ��� J ������	sE%G � P � � 	���� J ��� �� J ��� J � C � MNM 	'EF	 M ��������	'E%G 
3^ P ��	 n � a ��EF	���� P � � 	���� J �����?��	�� J � P � ��� �������?� K ���i� P�J � J 
�GH����	�� ��ª 	
� E P � �3E%G�� J � C ��� J ���'� JFMNJ � P 	�G P ��� J G#��	 C E%G C ��� C 	�������Gm� J ��� 	��s� J � P � �À Ec	��R�I����� C � ����� J \�EF	���� GHE J ^���	��,EF	��,� J � P � ��	y������� C ��	�����GH��� J ��	�����	�����E%G � K GH��	���� M Gm� JFO0P 	����
��	�� C ��� C 	�������Gm� J ����� J �]¬­��� J 	 P ��	�� �'E%G C ��� C 	�������Gm� J ��� C � J � JFO0P 	,��	,����GH��� J � J ��� J ���H����� � 	 d:��� M Gm� JFO0P 	 �¸ 	 � 	����3GH����� J E���� GH^ J �,E%�Z��� P ��	'����GH��� J � J ��� K ������� O0P�J E J \���	 # � � J ��	�����	������ � P EFEF	 &z�¸ � MNM 	'��� P ��E � G#����������� ���Z� P �3E%GZ���y¬­��� M Gm� J ������	�E%G � P �R¬ G C 	 � GH�,��	��?������	�����	�� P �R¬ G C 	�G PC � P ���<��� P ��	�	z« � ��� J 	�� C 	���	 l�GH��GH�3G k 	���^�	�������	½��E%G�� P �R¬ G C 	8� P � P�J ��	 P � C�J ��G J EFEF	 M 	����.� O0P�J �HGHEF	����JFM � ���R�LGH��� � _I� � 	 P �'����� C ��� Gm����	�������	N� P � C � P � E%GH^�	 � P ��	 C ��	 P ��� J ��	 C ��	 P �'G#��	 C EF	 CLK G M � ��	
� J ��	�����	 J ��� P�J � � GH��E � J ���R�LGH\ J E J ���N��	 l�GH��GH�3G k � F � P � J E J ��GH���ZEF	�� M�
�M 	��Z	z« � ��� J 	�� C 	�� O0P 	 � � P �
EF	��N����E P � J �����N��	 MNJFC 	�EFEF	��Z^��#GH����	�� ����� P � 	z«�G MNJ �������N�3GH��� C 	 O0P�J � P�J � EF	 C � M � ���R��	 M 	����N��	
� P � � 	���� J �����?��	'� J � P � ��� ��� P�MNJ ��	�������	������ C�J EFE%Gm� J �����8��	��R� JFC GHEF	�� �

� �.- � ~�rc�a�i~ |�~ x�� u��½��{,xy{½�=u'tcwy��p ~½t}|s� p���� v��i~ | � ��ps|�~ �8�iw �
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� � P � ���#GHE J ����������	�� 	z« � ��� J 	�� C 	��Z��	 M 	�� P ��	a��	 ac
	y� kc

	��µ¬­��� C � J ���µ��	 f � � P ����	�� � P � l� 	���� J �����'��	�� J � P � ��� � ����� J � C ��� C 	�������Gm� J �����'� J D
����	�����	��Z
 P ��	 C ��� C 	�������Gm� J ����� P � ��� J 	 P ��	��aE%GC ��� C 	�������Gm� J ��� C � J � JFO0P 	'��	�����GH��� J � J ��� J ���H����� � 	 d:��� M Gm� JFO0P 	 # c = 13.6
M ^ � M Á −1 & � P ��	 C ��� C 	��:l

����Gm� J ������� n ��EF��^ n ��	 M 	���� J �]¬­��� J 	 P ��	Z��E%G C ��� C 	�������Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 # c = 11.2
M ^ � M Á −1 & �
	y� P ��	C ��� C 	�������Gm� J ���Z��	y����	 M 	���� J �]¬­��� J 	 P ��	½�IE%G C ��� C 	�������Gm� J ��� C � J � JFO0P 	'# c = 5.8

M ^ � M Á −1 &z��¸ 	��=����� J �
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��²³¼�� n � � d ª J GH^���G MNM 	 ��	 � K GH��	�� ��	���� P � � 	���� J ����� ��	�� J � P � ��� 	��»¬­��� C � J ���U��	 E%G C ��� C 	��:l
����Gm� J ��������� M GHE J ����	 � GH� Cnem

	y�I� P�C�J ��G J EFEF	 M 	���� γ̇
�
Á 	�� K G CLK0P ��	��'��	�� C 	����3GH����	�� J ��� JFO0P 	����IE%G

����^ J ���a\ J � K GH� JFO0P 	 ��Á G ����^ J ���a��� J ��	 J ��� JFO0P 	IE%G 1 ����	'��	I\3GH����	��,��	 C�J ��G J EFEF	 M 	���� �0Á 	�� K G CLK0P ��	��
GH� C 	����3GH����	�� J ��� JFO0P 	�����E%G 1 ����	���	�� � P�M \�E J ��^�� � l J ^ P ��	'	z«:����G J ��	'��	�E%GZ���y¬­����	�� C 	 � gRj 
 �

��²³¼�� n � a d ! J � C ��� J ��� η 	���¬­��� C � J ���a� P �LG P «���	 C�J ��G J EFEF	 M 	���� γ̇ � � P �½��	���� P � � 	���� J ��������	I� J � P ���� � c = 9.12
M ^ � M Á −1 # C GH������� � EF	 J ��� & � c = 4.04

M ^ � M Á −1 # • & � c = 2.68
M ^ � M Á −1 #³��� J GH��^�EF	��

� EF	 J ��� & � c = 1.56
M ^ � M Á −1 #

�
& � c = 0.88

M ^ � M Á −1 # ◦ & � c = 0.22
M ^ � M Á −1 # △ &z� l J ^ P ��	

	z«:����G J ��	'��	�E%GZ���y¬­����	�� C 	 � b � 
 �
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C ��� C 	�������Gm� J �����I�����'�y��� M 	�� P ����	���G � ���R��	�� J ��� J G#��	 C F � JFC �'��	�EF	y� � GH��� � 	 C ������� C � � J 	Z��� GH\������ � l
� J ��� ��� ! � # �'	���	�� k � \ � � ! � k K 	�� M � F EF	 C ������� &z�8¸ � MNM 	sE%G C ��� C 	�������Gm� J ��� C � J � JFO0P 	s��� � 	����
¬­���R��	 M 	�������	�E%G ��	 M � ����Gm� P ��	������H����	�� k �R� n�M 	�	��R��� K 	�� M ���R�LGm����� T = 20 ± 0.1◦

¸��
® � P � C � M � GH��	�������������� P E �LGm����G#��	 C�C 	 P «W��\]��	�� P � �3GH��� P � � P�J ��	N� JFM � EF	��c��� P �����#GHE J �������

G P ��� JiP ��	 	z« � ��� J 	�� C 	 ��	 M 	�� P ��	 ��	 ac
	y� kc

� � P � P � M ��E%GH��^�	�	#G P # 32%
& d:^�E k:C ������E # ��� % &z��Á G��G ��� ���R����� 	#G P 	y����	N^�E k:C ������E=	��R� CLK � J � J ��	�E O0P 	NE � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	���� J ��� JFMNJ E%G J ��	�� C 	�EFEF	

��\]��	�� P 	��3GH��� ���H����	 � P � � 	���� J ��� E%G � E P � C ��� C 	���������	 � Á 	�� ����� P E �LGm��� ��	�� M 	�� P ��	��Z��	 ac
	y� kc#­	ED
	 C � P ��	����3GH���?E%G C 	�EFE P EF	 Cyk E J ����� JFO0P 	���� C � J ��	�G P CLK G � J ����	 a � � GH^�	 b a & ������� � ������	��������I� P ��E%G


3^ P ��	 n � b �]Á 	�� M 	�� P ��	�� � � P ��E%G�� P � � 	���� J ������� M Gm� JFO0P 	��������,���#GHE J ����	��½	���� P�J �HGH���½EF	 � ���H��� C ��EF	
� ������	������IG PNCLK G � J ����	 a � � GH^�	 bLg �0� � P �D��	���������� C�J l ��	������ P �8E � J ��� P 	�� C 	�� P � ���H��� C ��EF	,��	 M 	�� P ��	
� P ��EF	�����	 P « G P ����	���� P � � 	���� J �����?��	'� J � P � ��� �¸ � MNM 	 � � P � P � � P�J ��	�� JFM � EF	 #³��� J � CLK G � J ����	 a � � GH^�	 b � & � ac

	y� kc
������� M �����H������	�� �¸ 	 � 	����3GH�����iG P7C � P ������	�� M 	�� P ��	���� P ��E%G�� P � � 	���� J ���U� c = 11.2

M ^ � M Á −1 �.��� P ��G#����������	zlM GH� O0P � O0P 	a��� P �Z��	 � � P � J ����� � GH�Z� JFMNJ � P 	���GH��\ J ����G J ��	 M 	�����E � K�k �R��������� J �Z� P �ZE%G M 	�� P ��	a��	
ac
	��µG P ^ M 	����LGH����EF	 ��	 M � ����� Gm����	�����	N�3GH����EF	 � ���H��� C ��EF	Z��	 M 	�� P ��	 � _I� ����� P ��G#��������� P G PCLK G � J ����	 � ��� C ����	���� O0P 	�� � � P � P ��� P�J ��	�� JFM � EF	��3EF	���	 M � �?��� G ��� GH� J � J �����HGH� J 	 C � MNM 	 1/ǫ �����

ǫ 	��R�'E � � C GH�R�'�aE � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 �
Á 	 M�
�M 	���G J ��������	 M 	���� M ��������	 O0P 	ZEF	���	 M � �I��	 � J � l� GH� J � J ������	���������	�����	N� P �R¬ G C 	�EF����� O0P 	 ǫ 	��R������^�Gm� J ¬8�HGH� J 	 C � MNM 	 −1/ǫ
�cª ��� C �cE%G � ��� C�J � J ���

��	�� M 	�� P ��	��½��	 ac
��� J ��� � � P � P � � P�J ��	?� JFM � EF	����HGH� J 	�� C � MNM 	 1/t ��� t 	��R�½EF	���	 M � �8��� Gm����	�����		�������	���	 P «s�HGH� J Gm� J ��������	 a � C 	 O0P�J 	��R�?����� J 
3��	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	���� � � P � P � � P�J ��	'� JFM � EF	 ��F ���	y�HGH� CLK 	�� � � P �����H����	I� P � � 	���� J ���s��	�� J � P � ��� � c = 11.2

M ^ � M Á −1 � M�
�M 	�	�� J � C ��� M 	����LGH��� a��	 0.1% ��� P ��	��½EF	��8��	 P « MNJ � P ��	�� �:E � G C�C ��EF����Gm� J ��� ��E%G O0P 	�EFEF	�EF	���������	��½��	�� P �R¬ G C 	'G ��� GH��G J ����	����
	y��E � G C�C ��EF����Gm� J ���N��E%G O0P 	�EFEF	,	�EFEF	�� � J � � GH��G J ����	������ J D n ��	����8��� G P M � J ��� 2%

�:ª GH����E%G M�
�M 	 C ����
]l
^ P ��Gm� J ������E � K�k �R��������� J � M 	�� P ����	 � � P ��EF	 M ��E%GH��^�	'	#G P d:^�E k:C ������E.	��R����^�GHEF	���E%G � ��� C�J � J ���s��	������M 	�� P ��	��7# < 0.1%

&z�qÁ G � ������	�� C 	 ��� K�k �R��������� J �I�3GH���������?� P � � 	���� J �����I��	�\ �m��������	y���?� J ^ J ��	���	��R�
����� C�C 	��R�LG J ��	 M 	�����E J ��	��ZE � 	z« J �R��	�� C 	���� P ��	 MNJFC �����R��� P�C � P ��	 �® � P � C � M � GH��	�� O0P GH��� J �LGm� J ��	 M 	�����E%G �HGH� J Gm� J ��� ��	�E � K�k �R��������� J ��G#��	 C E%G C ��� C 	�������Gm� J ���������CLK � J � J �NEF	 � ���H��� C ��EF	�	z« � ��� JFM 	����LGHE�� P�J �HGH���N��	 M 	�� P ��	 ��	 ac

	y� kc
� � P �N������� P � � 	���� J �����a�

c = 11.2
M ^ � M Á −1 	y� c = 5.8

M ^ � M Á −1 G J ��� J<O0P 	 � � P �I���H����	9� P�J ��	 ��	Z���y¬­����	�� C 	�# M ��E%GH��^�	
	#G P # a � % & d:^�E k:C ������E # ��� % & &�� 
]���sG P ^ M 	�����	 a ��	 0.5% ��� P ��	��,EF	�����	 P « MNJ � P ��	���� P � O0P � ��G ��� G l
� J � J ����� PµM �H� J ¬ � _I�µGm����	����WGHEF����� P ��	 MNJ � P ��	 O0P 	 EF	 M �H� J ¬���	N�R�LGH\ J E J ��	�� � P�J �����µ� JFMNJ � P 	 a��	 0.5% ��� P ��	��IEF	�����	 P « MNJ � P ��	�� � P � O0P � �a� J � � GH� J � J ���s� P�M �H� J ¬ ��Á G M � k 	�����	 ��	 E � K�k �R��������� J �
� P �½��� P ��	'E%G�^�G MNM 	���	I¬­��� O0P 	�� C 	����y� P � J ��	��6# 30 d 140

] 1 & 	���¬­��� C � J ������	'E%G C ��� C 	�������Gm� J ����	��
� J � P ��	��R� � ������	�������	a� P ��E%G 
3^ P ��	 n � g �cÁ 	���\3GH����	������ 	�����	 P ������	 � ������	�����	����ZE � � C GH�R�Rl*� k � 	N��	 C 	��M 	�� P ��	��8��� K�k �R��������� J � �]Á G 
3^ P ��	 n � g � ������	�����	IG P ��� J E%G M 	�� P ��	���	�E � K�k �R��������� J ��� 100

] 1 ���#GHE J ����	
�3GH���DE%G C 	�EFE P EF	 � GH��GHEFEF��EF� � J � ��� JFO0P 	 P � J E J ����	 � � P �=EF	��D	z« � ��� J 	�� C 	�� ��	�\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	'# L = 72

MNM
	y� l = 6

MNM & G#��	 C EF	 � ���H��� C ��EF	�� P�J �HGH���Z

����G P ^ M 	�����	 a ��	 0.1% ��� P ��	��'EF	�����	 P « MNJ � P ��	��
� P � O0P � �aG ��� GH� J � J ��� � P M �H� J ¬ � � P�J �?����Gm����	���� P ��	 MNJ � P ��	 O0P 	�EF	 M �H� J ¬i��	 �R�LGH\ J E J ��	��3	���
3� ���
� JFMNJ � P 	 a ��	 0.1% ��� P ��	���EF	�����	 P « MNJ � P ��	�� � P � O0P � ��� J � � GH� J � J ���a� P M �H� J ¬ �® � P � C 	�� ��	 P «Z� k � 	�� ��	 M 	�� P ��	�� ��� C �����R�LGm��	 O0P 	�E � K�k �R��������� J �8G P ^ M 	�����	�G#��	 C E%G C ��� C 	�������G l

� �
���
�!�
���� !�
� �� � c = 13.6 +��!' + � −1 � =0�* 0� �
��� ��� � �������������6���4�*� ���
��� � �4�6������:��*�������4�<�
�!�
���� !�
� �� !��;7� �  ��

 ����!�?�>�!��� �
���<���0���
� A�� �<�72 � � �4& �������8� �4� +,�4�
�����4�?���6�
����� �7�� ��
��� �.�* 0�8&
�<�����*����&
��� � �,&
�
�
���6&
�� !&
�� 0���-�.��� �� 3'
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��²³¼�� n � b d � C�C ��EF����Gm� J ���µ	y����� M \���	N��� ������	 C � J � JFO0P 	���	��µ¬­��� C � J ���7��	 E%G�¬­��� O0P 	�� C 	a��� 	z« C�J �LG l
� J ��� � � P � # G & P ��	a� P � � 	���� J ���U��	N� J � P � ��� �3GH��� E%G � K GH��	a��� M Gm� JFO0P 	 # c = 13.6

M ^ � M Á −1 & �
#­\ & P ��	s� P � � 	���� J ��� ��	�� J � P � ��� �3GH���NE%G � K GH��	 J ���H����� � 	 � ��� CLK 	s��	sE%G ����GH��� J � J ��� J ���H����� � 	 d
��� M Gm� JFO0P 	 # c = 11.2

M ^ � M Á −1 & ��# C & P ��	 � P � � 	���� J ��� ��	�� J � P � ��� �3GH��� E%G � K GH��	 J ���H����� � 	
# c = 5.8

M ^ � M Á −1 & 	y�6#­� & P � M ��E%GH��^�	I	#G P d:^�E k:C ������E # a �cd]��� % &z�]À ����	��R����
 JFM GH^�	���	'E%G�� P �R¬ G C 	� � P � a EF��^ n ��	 M 	������ P � ��� J 	 P �?� ac
# ǫ ≃ 0.01

& 	y� f = 100
] 1 �

� J ��� � P � O0P � � E%G C ��� C 	�������Gm� J ��� C � J � JFO0P 	�� � P�J ��� JFMNJ � P 	 �3Á � K�k �R��������� J ��	��R� M G « JFM GHEF	 � � P �����H����	
� P � � 	���� J ��� J ���H����� � 	 � ��� CLK 	,� P ��	 P�J E �H� � P � � 	���������� O0P 	 C 	y����	 K�k �R��������� J �D	��R� E%G�� J ^��3Gm� P ��	���� P �
GHE J ^���	 M 	���� ��	���\ �m��������	y���8�3GH���8E%G�� J ��	 C � J ������	�E � � C � P EF	 M 	���� J ��� P�J � � GH�8EF	�� ������	�����	?� P �R¬ G C 	 �F ��	ED
	y��� C 	y��GHE J ^���	 M 	�����GH\3G J ����	 E%G�� J � C ��� J ����� P � P�J ��	 � ��� CLK 	 ��	 E%GN� P �R¬ G C 	 C 	 O0P�J � JFMNJ � P 	
E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 �;F � � JFMNJ � P GH���?E � G C�C ��EF����Gm� J ��������� � JFMNJ � P 	�E%GZ�LG J EFEF	'��	���������	��I��	�� P � l
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��²³¼�� n � g d � M � E J � P ��	���	�E � K�k �R��������� J � 	�� C 	�EFE P EF	 Cyk E J ����� JFO0P 	 M � k 	�������	�� P � E � 	�����	 M \�EF	,��	��=¬­���zlO0P 	�� C 	�� # ◦ & 	y�D� f = 100
] 1 	�� C 	�EFE P EF	 � GH��GHEFEF��EF� � J � ��� JFO0P 	�# ⋄ & 	���¬­��� C � J ������	�E%G C ��� C 	�������Gm� J ���	��s� J � P � ��� �3Á 	�������������	���� c = 0

C ������	�� � ������	����IG PsM ��E%GH��^�	'	#G P # a � % & d:^�E k:C ������E # ��� % &z�

¬ G C 	��=����� C EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	���� �=¸ 	 � 	����3GH�����=�LGH��� O0P 	sEF	 C�J ��G J EFEF	 M 	�����	��R�N� P�� ��GH��� � � P ��GHE J ^���	��P ��	 C � P�CLK 	���	 � P�J ��	��0E%G�� P �R¬ G C 	���	��R��	I�����R�LGH\ J E J ����	 ��À E3¬ G P ����	y����	 M 	����½� JFMNJ � P 	�� E � G C�C ��EF����Gm� J ���
� � P � O0P 	�EF	��½�HGH^ P 	���� J � � GH��G J ����	���� C � M � E n ��	 M 	���������� ��� E � K�k �R��������� J � �
® � P � C ����
3� M 	�� C 	�� C ���3GH� J � �:��� P �����#GHE J �������8��	���	z« � ��� J 	�� C 	��,��	 M 	�� P ��	���� G M � E J � P ��	�	y����	

\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	 �

� ��� � ~�rc�a�i~A|�~ x�� u����sxywzt<�s|�~ |�~�r���ps|�~�r |�~Arc�a���Hu���~

_I�����#GHE J ��	 ��	�� M 	�� P ��	��s��� G M � E J � P ��	�	y����	�EF����^ P 	 P �a��� ������	���	���������	��s��	�� P �R¬ G C 	�	��P � J E J ��GH���8E%G M �y� K �:��	?��� C � J ��	IG P + a]� � # � GH^�	 g'\ &z�:Á 	��½����� P E �LGm������	 C 	�� M 	�� P ��	��½������� � ������	��������
	��»¬­��� C � J ���»��	 E � G C�C ��EF����Gm� J ��� � P �NE%G 
3^ P ��	 n � � �8ª GH��� C 	y����	 C ����
3^ P ��Gm� J ����� J E k G7G P ��� J?P �
� K ����� MNn ��	a��� K�k �R��������� J � JFM � ���R�LGH����� P � E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 # C ¬ � 
3^ P ��	 n � g &z�<Á � K�k �R��������� J �
	��R�a	�� C ����	 � E P �N��	 M GH� O0P GH\�EF	s� P �NEF	�� M 	�� P ��	�� ��� G M � E J � P ��	 �D® � P �NEF	�������� J ��� P � � 	���� J ����� ��	
� J � P � ��� �cEF����� O0P 	 EF	 M �H� J ¬½G ��� GH��G��F���.E � G M � E J � P ��	 ��	���������	�����	 � P �R¬ G C 	 	��R� ��� ��� JFM � ���R�LGH����	
��� J ��	'��Gm� P ����	 # C ¬ � 
3^ P ��	 n � �<#­\ & &z�
® � P �iEF	��<��	 P « � P � � 	���� J ����� J ���H����� � 	�� � EF����� O0P 	8E � G C�C ��EF����Gm� J ����� JFMNJ � P 	��fE � G M � E J � P ��	=� JFMNJ � P 	

EF��^ n ��	 M 	����½G#�HGH������	 � GH����	���\�� P �LGHEF	 M 	����½� 1 ����� # C ¬ � 
3^ P ��	 n � �<#­\ & 	y� # C & &z�:® � P ��E%G�� P � � 	���� J ���
��� M Gm� JFO0P 	�� E � G M � E J � P ��	D� JFMNJ � P 	 ��	���� J \�EF	 M 	���� � E P � O0P 	½�3GH���iEF	 C GH�i��	��i� P � � 	���� J ����� J ���H����� � 	��
G#�HGH������	Z��� M \q	��'� 1 ����� ����	������R��	 O0P 	�EF	 Cyk:C EF	���� K�k �R��������� J ��	��R����	y����	 M 	���� � E P � � 	y� J � ��� � P �M ��������	��������D�3GH���DE%GI� P�J ��	'# + n � � � � GH^�	 \XgRj & O0P 	 C 	�E%G'	��R� ������	 M 	����8��	�E J �½� P �Z��	 M � �D��	,������� J 	��:l
�LGm� J ������	��½� J � P �,�3GH����E%G � K GH��	'��� M Gm� JFO0P 	'��	y����	 M 	���� � E P �½EF����^ O0P 	 C 	 M�
�M 	I��	 M � �,�3GH���,E%G
� K GH��	 J ���H����� � 	 �
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��²³¼�� n � � d � M � E J � P ��	»��	��W���y¬­��� M Gm� J ��������	 E%G � P �R¬ G C 	 # ◦ & 	y�WEF����^ P 	 P �7��� ������	 # ⋄ & 	��¬­��� C � J ��� ��	 E � G C�C ��EF����Gm� J ��� � � P ��# G & P ��	 � P � � 	���� J ��� ��	�� J � P � ��� �3GH���NE%G � K GH��	 ��� M Gm� JFO0P 	
# c = 13.6

M ^ � M Á −1 & ��#­\ & P ��	�� P � � 	���� J ���W��	�� J � P � ��� �3GH����E%G � K GH��	 J ���H����� � 	 � ��� CLK 	N��	NE%G
����GH��� J � J ��� J ���H����� � 	 d:��� M Gm� JFO0P 	 # c = 11.2

M ^ � M Á −1 & ��# C & P ��	�� P � � 	���� J ��� ��	'� J � P � ��� �3GH����E%G
� K GH��	 J ���H����� � 	 # c = 5.8

M ^ � M Á −1 & 	y�6#­� & P � M ��E%GH��^�	I	#G P # a � % & d:^�E k:C ������E # ��� % &z�

� ��� � ~�rc�a�i~A|�~ x�u�vswz�i{ � �iw�p ��~�ps��~
F � C ��� J ��GH����EF	�� � ��E%GH� J ��	 P ��� �]��	�� M 	�� P ��	��?��	'\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	'�������?���#GHE J ����	��,	�� M�
�M 	I��	 M � �O0P 	�EF	�� M 	�� P ��	������ G M � E J � P ��	 ��® � P �'EF	��'� P � � 	���� J ����� J ���H����� � 	�� � P ��	�\3GH����	Z\ J ���y¬­� J ��^�	�����	�G � l

� GH��G��F����E%Gs� P �R¬ G C 	aEF����� O0P 	 E%Gs� P �R¬ G C 	a��	 �����R�LGH\ J E J ��	 # C ¬ � 
3^ P ��	 n � j # G & 	y� #­� & &z�iÁ G �LG J EFEF	 ��	



\XgNb � 	�� � � �
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C 	y����	�\3GH����	 C ��� J ��EF����� O0P 	�E � G C�C ��EF����Gm� J ���NG P ^ M 	�����	7# C ¬ � 
3^ P ��	 n � j #­\ & � # C & � #­	 & 	y�'#³¬ & &z�:Á ����� O0P 	
EF	��,������	��?��	�� P �R¬ G C 	�� J � � GH��G J ����	������ C 	�� 1 ����	���\ J ���y¬­� J ��^�	�����	���� J � � GH��G J ����	����?G P ��� J �

5 mm

(a)

5 mm

(b)

ε

5 mm

(c)

5 mm

(d)

c

5 mm

(e)

5 mm

(f)

5 mm

(g)

5 mm

(h)

5 mm

(i)

��²³¼�� n � j d À M GH^�	��N��	�\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	 
3E M ��	�� � GH�NE%G C G M ����G���G � J ��	 � � P � 
 P ��	�� P � � 	���� J ���
��	 � J � P � ��� �3GH���aE%G � K GH��	 J ���H����� � 	 # c = 5.8

M ^ � M Á −1 & � # G & ǫ = 0.1% ��#­\ & ǫ = 5.1% �
# C & ǫ = 15.2% �

P ��	Z� P � � 	���� J ���7��	 � J � P � ��� �3GH���'E%G � K GH��	 J ���H����� � 	 � ��� CLK 	���	ZE%G ����GH��� J � J ���J ���H����� � 	 d:��� M Gm� JFO0P 	 # c = 11.2
M ^ � M Á −1 & ��#­� & ǫ = 0.1% ��#­	 & ǫ = 5.1% ��#³¬ & ǫ = 17.4% �

P ��	
� P � � 	���� J ���7��	 � J � P � ��� �3GH���'E%G � K GH��	���� M Gm� JFO0P 	 # c = 13.6

M ^ � M Á −1 & �5#­^ & ǫ = 0.1% ��# K &
ǫ = 4.8% ��# J & ǫ = 14.7%

�

Á ����� O0P 	µ��	��s�HGH^ P 	���G ��� GH��G J ����	������ E%GU� P �R¬ G C 	7��	7E%GU� P � � 	���� J ��� ��� M Gm� JFO0P 	��,EF	T� P�J ��	
��� ����^�GH� J ��	�� P � P ��	�\3GH����	 � ��� CLK 	���	�E%G�� P �R¬ G C 	 # C ¬ � 
3^ P ��	 n � j #­^ & &z��ª GH��� C 	y����	�\3GH����	 � ��� CLK 	
��	�E%G'� P �R¬ G C 	��0EF	,� J ��	 C ��	 P � ��� ��� J 	�����	��3GH���8E%GI� J ��	 C � J ������	�E � � C � P EF	 M 	���� 	y��G������ C ���3GH���8EF	 � E%GH�



������� � ��� ����� ����	�������� ���;��� � � � � ������� � 	�� �+� � � �	��� � ��� � � � � � � � � ��� � ����
�������� ���7\XgRg

# x, y
& � P ��	 � ��� J �:� JFC�J ���?� � Gm� J GHEF	���^�GHEF	I� E%G�EF����^ P 	 P �½��� ������	'��	'E � J ���R�LGH\ J E J �����0GHEF����� O0P 	 � � P �,EF	

� P�J ��	½G P ��	 � ���=EF	��i\ �m��������	y���=������� GHE J ^������<� P �=��	 � 	y� J ���i��� M G J ��	�� M G J �<��� ����� � GH�i��	½� J ��	 C � J ���
� � J � J EF��^ J ��	 C � MNM 	?	��a��� M � J ^���	�E%G � ��	z«:� P ��	��I��\���	��R����	 � � n �½� P ¬­�����a��	�E%G C 	�EFE P EF	 �:Á ����� O0P 	IEF	��
�HGH^ P 	���G ��� GH��G J ����	�������EF	�� \ �m��������	y���a��� ��� J 	�����	����s�3GH���aE%G7� J ��	 C � J ��� ��	 E � � C � P EF	 M 	������ C 	 O0P�J
� JFMNJ � P 	'E%G � J � C ��� J ����� P � P�J ��	 �
� G J � C ��������G J ��	 M 	�����G P «s� P � � 	���� J ����� J � J � J GHEF	 M 	���� J ���H����� � 	�� �
EF	���\ �m��������	y������	��R��	����ZGHE J ^������I�3GH����EF	Z��	�������	�E � � C � P EF	 M 	�����EF����� O0P 	�E � G M � E J � P ��	 ��	��'�HGH^ P 	��
� JFMNJ � P 	I	y�?E%G � J � C ��� J ���'��	��R��	�¬ G J \�EF	 ��Á GZ� P �R¬ G C 	���	��R��	������ C �����R�LGH\ J E J ����	 � � P ����	��?G M � E J � P ��	��
� E P �.¬ G J \�EF	�� O0P 	 C 	�EFEF	D��� C 	�����G J ��	���E � GHE J ^���	 M 	�������	��<\ �m��������	y��� �fÀ E�	��R�=G P ��� J0J ��������	�����GH���i��	 ���H��	��O0P 	 EF����� O0P 	�EF	����HGH^ P 	���� J � � GH��G J ����	������qEF	��?� J � P ����	��R��	�����GHE J ^��������3GH����EF	���	����'��	�E � � C � P EF	 M 	����
� 	����3GH��� � E P � J 	 P ��� MNJ � P ��	�� � _I� � 	 P �,GHEF����� ��	I��	 M GH����	�� � � P � O0P � J E � K�k �R��������� J �½	��R� � E P �8¬ G J \�EF	
�3GH����E%G�� P � � 	���� J ���a��� M Gm� JFO0P 	 O0P 	��3GH����E%G�� P � � 	���� J ��� J ���H����� � 	 � ��� CLK 	���	�E%G'����GH��� J � J ��� � � ��	
	z« � E JFC Gm� J ��� � ����� J \�EF	'	��R� � ��� � ������	 C�J l ��	������ P � + n � � � � GH^�	 \XgRj �Á G7� J D
����	�� C 	 ��	 C � M � ���R��	 M 	����N	�������	�� P � � 	���� J ��� J ���H����� � 	s	y� ��� M Gm� JFO0P 	s	��R� ��	�E J ��	 G P
��	 M � �a��	�������� J 	����LGm� J ��� ��	�E%G � K GH��	 ��� M Gm� JFO0P 	 �3GH��� C 	���� P � � 	���� J ����� � O0P 	�E O0P 	��s��	 C ������	��
� � P ��������� P � � 	���� J ����� J ���H����� � 	'	y� � J ��
3� J � � � P � P ��	�� P � � 	���� J ��� ��� M Gm� JFO0P 	 � _I� � C 	���	 M � ����	
������� J 	����LGm� J ���Z� J ��	���^�	?��E � G ��� ��� CLK 	,��	?E%G�����GH��� J � J ��� J ���H����� � 	 d:��� M Gm� JFO0P 	 � F �N��	 � E%G'0#GH���8� P ��	C ��� C 	�������Gm� J ��� O0P GH� J l J ��	���� JFO0P 	'�ZE%G C ��� C 	�������Gm� J ��� C � J � JFO0P 	�� J E
��	y�:��G J � 
 ����	 � ����� J \�EF	I��� ��\]��	�� J �P ��	 1 ����	���� M Gm� JFO0P 	'�R�LGm� J �����3G J ��	'G P ��	 J �s��� P ��� P�J ��	 J ���H����� � 	 �

� ��
 � ��~½t��
�i~�|a�i~�rcr.{�� u�� � ��w�r.w�psu���~ |�~ x�u5t.�=u�psr.wztcwy��pAw�r.��t.�i����~��
p�{�� u'tcw	�N��~

® � P ����	��R��	���E � K�k � �H� K�n ��	 � ��� C ����	�����	�� ® G#�:E J f Á 	y��� J ��^�GN��� P �IG � ��� � GH��� P ��	 � P � � 	���� J ��� ��	
� J � P � ��� E%G � E P � � ��� CLK 	 � ����� J \�EF	?��	�E%G'����GH��� J � J ��� J ���H����� � 	 d:��� M Gm� JFO0P 	,��� P ��	��a��	��R�LGH���½�3GH����E%G
� K GH��	 J ���H����� � 	'#­E%G C ��� C 	�������Gm� J ������	 C 	y����	�� P � � 	���� J ���N��� G � GH� �y��� M 	�� P ����	 &z�0� � P � C � M � GH�������
E � �y����E P � J ��� ��	 E%G�\3GH����	���� M Gm� JFO0P 	s	���^�	���������	 � GH��EF	��N������	��N��	�� P �R¬ G C 	 ��	 C 	y����	�����E P � J ���
� C 	�EFEF	���	�E%Gµ� P � � 	���� J ��� � c = 11.2

M ^ � M Á −1 �,® � P � C 	�E%G ���������#GHE J ��	 P ��	�	z« � ��� J 	�� C 	���	
\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	Z� f = 100

] 1 	y� ǫ = 0.1 � � P �IEF	��I��	 P «�� P � � 	���� J ������	y�'����	�����	�^ J �R����	 P � 
3E M
��	 300

JFM GH^�	���� 1000
JFM GH^�	�� � GH����	 C ������	��<��� J � P ��	�����	����LG J ��	N��	 � ��� J �:��	�� �cª GH����EF	�����	 P «C GH� � P ��	 1 ����	�¬­���R��	 M 	�����\ J ���y¬­� J ��^�	�����	�G ��� GH��G��F� � � n ����	�E%GZ� P �R¬ G C 	 #³��� J � 
3^ P ��	 n � � &z��® � P �?E%G

� P � � 	���� J ���µ� c = 11.2
M ^ � M Á −1 EF	�� 1 ����	���\�� J EFE%GH����	������������ J � P ��	�� � P �R��	���� P ��E%Ga� P �R¬ G C 	 # C ¬ �


3^ P ��	 n � �<# G & & ��GHEF����� O0P 	 � � P �½E%G�� P � � 	���� J ��� � ��� CLK 	'� P ��	 P�J E J E
	z« J �R��	 P ��	 1 ����	�\ J ���y¬­� J ��^�	�����	
� J � P ��	 ��	y����	 M 	����s	�����	������ P �s��	�E%G 1 ����	���	 � �����y����Gm� J ������	��a�HGH^ P 	�� ����	 � ������	�������	7�3GH���aE%G

3^ P ��	 n � �<#­\ & 	�������	 E%GsE J ^���	 � � J ��� J EFEF��	 	y��E%GsE J ^���	�� J � C ����� J � P 	 �<Á G E P�MNJ ����� J ���Z��	 C 	y����	 1 ����	
��� ��� C�J EFEF	 � ��	�� O0P 	 � GH���3GH����EF	Z��	 M � � � C ��������G J ��	 M 	�������E � J ����	���� J ���Z��	�� 1 ����	���\�� J EFE%GH����	��I��	�E%G
� P � � 	���� J ��� � c = 11.2

M ^ � M Á −1
O0P�J ��� C�J EFEF	'�ZE%G ¬­��� O0P 	�� C 	���� 	z« C�J �LGm� J ��� f

�
® � P � MNJ 	 P «���	 � ������	�����	�� C 	 � K ����� MNn ��	�� ������	 CLK 	�� CLK 	½EF	 � J «]	�E��3GH���<E � JFM GH^�	i�������iE � J ����	���� J ���M � k 	�����	 	��R� M G « JFM GHEF	 	y�����µ� P�J ��E � �y����E P � J �����3GH����EF	Z��	 M � ����	NE � J ����	���� J ������	 C 	 � J «]	�E �cÁ G


3^ P ��	 n � n � ������	�����	sEF	����HGH� J Gm� J ��������	aE � J ����	���� J ���a� P � J «]	�E½EF	 � E P � E P�MNJ ��	 P «µ�3GH���ZEF	 ��	 M � � �
_I����� J � O0P 	�E � J ����	���� J ��������� M GHE J ����	 # I

<I>t
− 1

& �HGH� J 	�\q	#G P�C � P � M � J ��� � � P �?E%G�� P � � 	���� J ����E%G
� E P � � ��� CLK 	���	�E%G ����GH��� J � J ��� J ���H����� � 	 d:��� M Gm� JFO0P 	 O0P 	 � � P ��E%GZ����E P � J ��� � c = 11.2

M ^ � M Á −1
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5 mm

(a) (b)

��²³¼�� n � �3d À M GH^�	��i	�����	�^ J �R������	�� � GH�iE%G C G M ����G���G � J ��	 � � P �i��	��=� P � � 	���� J �����=��	�� J � P � ��� � J \�����	��
� f = 100

] 1 	y��� ǫ = 0.1 � � P �$# G & E%G � P � � 	���� J ����� c = 11.2
M ^ � M Á −1 	y� #­\ & E%G � P � � 	���� J ���

E%G � E P � � ��� CLK 	�� P ��	 P�J E �

0.01 0.02 0.03 0.04
−0.4

−0.2

0

0.2

t (s)

I(
t)

/<
I>

t−
1 

��²³¼�� n � n d À ����	���� J ��������� M GHE J ����	'� P � J «]	�EcEF	 � E P ��E P�MNJ ��	 P «s	�� ¬­��� C � J ��� � P ��	 M � � � � � P � P ��	
� P � � 	���� J ������	�� J � P � ��� � c = 11.2

M ^ � M Á −1 #­E J ^���	 � � J ��� J EFEF��	 & 	y� � � P ��E%GZ� P � � 	���� J ��� E%G � E P �
� ��� CLK 	 � ����� J \�EF	'��	�E%G�����GH��� J � J ��� J ���H����� � 	 d:��� M Gm� JFO0P 	 #­E J ^���	 C ����� J � P 	 &z�

# 5%
C ��������	 30%

&z�;F � ��� G P ����	��?��	�� M 	�� �qEF	 CLK G M � ��	�\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	���	��R��	 C �����R�LGH���IEF����� O0P 	�E%GC ��� C 	�������Gm� J ���Z��	,E%GI� P � � 	���� J ����	��R� � P�� ��G MNM 	���� � ��� CLK 	,� P ��	 P�J E ��GHEF����� O0P 	,E � J ����	���� J ���½��� C�J EFEF	
� f � J E%G C ��� C 	�������Gm� J ���s	���� J � P � ��� ��� ��EF� J ^���	I��	'E%G�����GH��� J � J ��� �]Á 	I��	 M � �,��	'������� J 	����LGm� J ���a��	��� J � P �c��	 M \�EF	 ����� C \ J 	�� 
 ����	 EF	 C � J � n ��	 ���y��	�� MNJ �3GH��� � � P �c��\]��	�� J �.��	�� 1 ����	��<��� M Gm� JFO0P 	��c�R�LGH\�EF	��
G PsC � P ���?��	�E � J ���R�LGH\ J E J ���?��	ml�GH��GH�3G k �



��� � � 
 � 		���+� � ����� � � 	�� � ��� � � 
 � ��� 	 � � ���+����� ��� � � \XgRj
� � � � �N|�{,xyw�rcu'tcwy��p |s� � ��{�p���� ��p�~A| � �Z�ar�tc{½�i{�r.w�r
ª GH��� C 	y����	N��	 C � J �����.��� P ��	�����G k ��������	 M �:����E J ��	��I� JFM � EF	 M 	����'EF	 C � M � ���R��	 M 	�������	���� P � l

� 	���� J �����N��	s� J � P � ��� ��� P ��� J \���Gm� J ��� � F � � GH�R� JFC�P E J 	�� �i��� P � M ������������� O0P � J E�	��R� � ����� J \�EF	���	C � M � ��	�������	�E%G � ������	�� C 	Z� JFM P E �LGH����	���� P ��	 C � P�CLK 	�GHE J ^�����	���	�EF��� E � � C � P EF	 M 	���� J ��� P�J � � GH��EF	��
������	�����	�� P �R¬ G C 	�	y�?��� P ��	 C � P�CLK 	�G P ��	 � ��� �j P ��� ���������i��� GH\q����� O0P � J E�	z« J �R��	 P � C�J ��G J EFEF	 M 	����.� O0P�J �HGHEF	���� C � J � JFO0P 	 γ̇s

G P l ��	���� P �i� P�O0P 	�E:��	
� ���:� P�J � E � GHE J ^���	 M 	����D��	���\ �m��������	y����G#��	 C E � � C � P EF	 M 	���� �0ª 	 � E P � �0�3GH��� P ��	 � ��	 MNJFn ��	?G ��� ���#« J lM Gm� J �����0E%G�� J ��	�����	'	y�,����� C EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	����8� JFMNJ � P 	����,G#��	 C E%G � ���H¬­������	 P � z

C � MNM 	 e−kz �]	y���
E%G � P �R¬ G C 	���EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	����½� O0P�J �HGHEF	����,�HG P � ξkω

� l J �3GHEF	 M 	������:EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	���� � 	 P �?��� � C � J ��	�

γ̇(z) = ξkωe−kz. # n � \ &

ª � G P ����	 � GH�R��EF	�� JFM GH^�	��'��	N\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	 # C ¬ � 
3^ P ��	 n � j � � GH^�	 \XgNb & ��� P � J � C�J ��	������ � 	�����	��O0P 	��:��� P �8� J \���Gm� J ������E � � CLK GH��� J EFEF���Z	��R� C �����R� J � P �?��� P ��	 C � P�CLK 	IGHE J ^�����	,����^�GH� J ����	 � GH� EF	��8������	��
G P ��� J � J �3GH^�	���	�E%G�� P �R¬ G C 	�	y� O0P 	�EF	?��	��R��	���	�E � � CLK GH��� J EFEF��� C ������	��R��	IE%G M�
�M 	��R��� P�C � P ��	 O0P 	IEF	
� P�J ��	 G P ��	 � ��� �
Á G � ��� J � J ��� ��	 E � J ����	��R¬ G C 	�	�������	�E%G C � P�CLK 	 ����^�GH� J ����	�	y�IEF	 � P�J ��	 �RG P ��	 � ��� �
��	'����� P ��	�	�� zs

��	�E O0P 	 γ̇(zs) = γ̇s
��Á � � O0P Gm� J ��� # n � \ & C ����� P�J �?�s


zs =
1

k
ln

(

ξkω

γ̇s

)

. # n � � &

À E]��� P �i��	��R��	��?��	�E J 	��<E � G M � E J � P ��	 ξ ��	��=������	��=��	½� P �R¬ G C 	½	y�=E � G C�C ��EF����Gm� J ��� a ��	��i� J \���Gm� J ����� �® � P � C 	�E%G ��������G ��� 	�EFEF	�E%Ga��	�E%Gm� J ��� 	�������	�E � � C GH�R���aE � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	Z	y��E � G M � E J � P ��	���	��
������	�����	�� P �R¬ G C 	N


ξ = lξ
√

ǫ, # n � a &
��� lξ

	��R� P ��	?EF����^ P 	 P � C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	 �:¸ 	 � 	����3GH����� ǫ ��� � 	���� ��	 zs
� F �N	ED
	y���0EF	,��	 P�J E3��� J ���R�LG l

\ J E J ������� � 	�������	 E � � � G J ����	 P � zs
��	 E%G C � P�CLK 	Z��	m� P�J ��	ZGHE J ^���� � _I� CLK � J � J �IE%GN��	�E%Gm� J ��� E%G � E P �

� JFM � EF	 � ����� J \�EF	'	�������	 ac
	y� zs
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, # n � b &

��� a0
	��R�½E � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	 � � P � P ��	 C � P�CLK 	���	 K G P ��	 P � h ��	D� P�J ��	��RG P ��	 � ��� ��� a0 − δacE � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	?��� P ��	 C � P�CLK 	'��	 K G P ��	 P � h ��	�� P�J ��	'GHE J ^���� �]¸ 	y����	'G ��� ���#« JFM Gm� J ���N	��R��y� J ��	 MNM 	����=¬ G P ����	�� n � O0P 	 h � P zs

������� � P�� ��G MNM 	����8^���GH����� M G J �i	�EFEF	���� P � � GH��G��F� � ��Gm� JFO0P 	
� � P � 
]«]	��ZEF	�� J ����	�� � F � P � J E J ��GH����EF	���� O0P Gm� J ����� # n � � & 	y��# n � b & �<���µ����� P ��	 C � MNM 	N� O0P Gm� J ���
� � P � zs



zs =

1

k
ln

(

lξkω
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)

. # n � g &
� � P �D��������E �������=� P�M ��� JFO0P 	 M 	���� C 	y����	½� O0P Gm� J ��� JFM � E JFC�J ��	D� P � zs

� � P �i��	��=�HGHEF	 P ���i� k � JFO0P 	��
��	�� � GH��G MNn ����	�� #³��� J ��
3^ P ��	 n � \ � &z�H® � P � a−a0 > 0 �m��� C �����R�LGm��	 O0P � J E:��� k G O0P � P ��	 � ���H¬­������	 P �
zs
� ����� J \�EF	 �<ª 	 M�
�M 	�� J E 	z« J �R��	 P ��	�G C�C ��EF����Gm� J ��� MNJ � JFM GHEF	 amin

	��W��	������ P �Z��	 E%G O0P 	�EFEF	NEF	
��	 P E � � J ���a�R�LGH\�EF	 	��R� zs = 0

� _I����	 M GH� O0P 	 O0P 	 amin
	��R� � E P �a^���GH��� O0P 	 a0 − δac

�,® GH�
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C ��������	��q� J amin < a − a0 ≤ 0 ����� J ������E P � J ������������� � ����� J \�EF	�� ����	 P «�����E P � J �������R�LGH\�EF	��?��� � GH����	��� GH� P ��	N����E P � J ��� J ���R�LGH\�EF	 �cÁ G � ���H¬­������	 P � C ������	�� � �����3GH���Z�sE%G � ��	 MNJFn ��	�����E P � J �����R�LGH\�EF	�	��R�
�y� J ��	 MNM 	���� zs = 0

�<F � 	ED
	y���3� J a < a0
	y� zs = 0 EF	 � P�J ��	'��	'��	������R�LGH\ J E J ��	 � GH� �3Á GZ��	 C ������	�HGHEF	 P � �R�LGH\�EF	sG P ^ M 	�����	�EF����� O0P 	 a G P ^ M 	�����	�
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��²³¼�� n � \ � d ® ���H¬­������	 P �N� J ����	 ��	�E � � O0P Gm� J ��� # n � g & 	�� ¬­��� C � J ���»��	 zs
� � P � a−a0

a0

�HGHE%GH���N��	K G P ��	��7\3GH� 0.02 � 0.01 � 0 � −0.01 � −0.02 �cG#��	 C 
 h = 0.01
M � f = 100

] 1 � a0 = 50
M � � −2 �

δac = 3.3
M � � −2 � lξ = 0.0025

M 	y� γ̇s = 10 � −1 ��Á 	�� � � J ��������� J ���?��	 � ������	�����	�����EF	�������E P � J �����
��	�E � � O0P Gm� J ���5# n � g & � � P � a−a0

a0
= 0.01

�

Á 	 M �:� n EF	 � JFM � EF	 � ��� � ����� C�J l ��	���� P �=	z« � E JFO0P 	�E%G � ������	�� C 	,��� P ��	 K�k �R��������� J � JFM � ���R�LGH����	 � P �
����� M 	�� P ��	���
.EF����� O0P 	ZE � G C�C ��EF����Gm� J ������� � GH����	NE � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	�� J E=��	Z¬­��� M 	 P ��	�\3GH����	
GHE J ^�����	���	 K G P ��	 P � zs

�.Á ����� O0P 	ZE � G C�C ��EF����Gm� J ����� JFMNJ � P 	�	y� � GH����	Z	�����	������ P ����	 a0
� J E<	z« J �R��	��

� P � P ��	 C 	��R�LG J ��	�^�G MNM 	a��� G C�C ��EF����Gm� J ����� � P ��	 K G P ��	 P � zs
����� � P EFEF	�	y� J �]¬­��� J 	 P ��	�� zs(a0)� � P �'E%G O0P 	�EFEF	�E%Ga� P �R¬ G C 	�	��R�������R�LGH\ J E J ����	 �c¸ � MNM 	 C 	y����	 C ����
3^ P ��Gm� J ����	��R���R�LGH\�EF	���E%Ga� P �R¬ G C 	

��	��R��	������R�LGH\ J E J ����	 �3Á G 
3^ P ��	 n � \R\ M ��������	'E � �y����E P � J ���sG#��	 C ǫ1 = a−a0

a0

��	�������E P � J �����,�R�LGH\�EF	���	y�J ���R�LGH\�EF	��i��	�E � � O0P Gm� J ��� # n � g &z�m® � P � P � ǫ1
�����������H	�� � GH�R�LGH���=��� P ��	½� P �R¬ G C 	 � E%Gm��	��m� J E � � � G J ����	 P �

��	�E%Ga\3GH����	�GHE J ^�����	 	��R��� P � ��� J 	 P ��	N��E%Ga����E P � J ��� J ���R�LGH\�EF	 ��	ZE � � O0P Gm� J ���*# n � g & ��E%Ga� P �R¬ G C 	���	
�����R�LGH\ J E J ��	 �0ª 	 M�
�M 	���� J E � � � G J ����	 P �8��	?E%G'\3GH����	IGHE J ^�����	,	��R� J �]¬­��� J 	 P ��	?��E%G�����E P � J ��� J ���R�LGH\�EF	��
E%G�� P �R¬ G C 	N��	��R��	 � E%Gm��	�� P � J 	�EFEF	Z	��R�������R�LGH\ J E J ����	���EF	���������	�����	�� P �R¬ G C 	N� J � � GH��G J ����	���� ��F ��
3���
EF����� O0P 	NE � G C�C ��EF����Gm� J ��� � GH����	 	��µ��	������ P � ��	NE � G C�C ��EF����Gm� J ��� amin

� J ED��� k G � E P ����	 K G P ��	 P � zs����� � P EFEF	I�R�LGH\�EF	��3EF	��,������	��?��	�� P �R¬ G C 	�� J � � GH��G J ����	���� �� �H����	 M �:� n EF	 � 	�� M 	y�?G P ��� J ��	 C � M � ��	�������	 � � P � O0P � J E � K�k �R��������� J ��	��R� � E P � � 	y� J ��	 � � P �,EF	
� P�J ��	���� M Gm� JFO0P 	 O0P 	 � � P �?EF	 � P�J ��	 J ���H����� � 	 � F � 	ED
	y���qEF����� O0P 	�E � ��� CLK 	�� CLK 	 � ��� C�J ��� M 	���� ac	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	������3��� � GH����	���� P ��	�����G P l ��	���� P ��	y��	�� ��	������ P ����	 C 	y����	��HGHEF	 P � ��ª GH����EF	 C GH�
��	�� P � � 	���� J ����� J ���H����� � 	�� �qE%G���G � J ��	���������� J 	����LGm� J ������	���� J � P �?��� P �'GH��� P ��	 O0P 	 E � G C�C ��EF����Gm� J ���C � J � JFO0P 	 M G « JFM P�M ����� P ����	 	��R��\ J 	�� a0

�<� G J ���3GH����EF	 C GH����� P ��	N� P � � 	���� J ���µ��� M Gm� JFO0P 	 C 	��
GHEFEF	�����	y�,��	y��� P ���,G P ��� P �½��	 a0

GHE J ^���	�����EF	�� P�J ��	IEF� C GHEF	 M 	�����	y� C 	y��GHE J ^���	 M 	���� � 	 P � � 	���� J �R��	��
� E P � J 	 P ��� MNJ � P ��	�� ��Á G � ������	�� C 	 ��� P ��	�\3GH����	�GHE J ^�����	 � � n �?��	�E%GZ� P �R¬ G C 	 C ����� P�J ��� P ��	�G C�C �zl



����� � � � � � � � � � � � \Xgin

−0.02 −0.01 0 0.01
0

1

2

3

4

5
x 10

−3

z s (
m

)

ε
1

��²³¼�� n � \R\ d ® ���H¬­������	 P �?��	�E%G�\3GH����	 GHE J ^�����	�	���¬­��� C � J ��� ��	�E � � C GH�R���NE � G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	
��	�E%G C � P�CLK 	���	 � P�J ��	�G P ��	 � ��� ǫ1 = a−a0

a0

� � � P ��E%G � ���H¬­������	 P ���R�LGH\�EF	 #­E J ^���	 C ����� J � P 	 & 	y��E%G
� ���H¬­������	 P � J ���R�LGH\�EF	 #­E J ^���	I	�� � � J ��� J EFEF��� &z�

EF����Gm� J ��� M G « JFM GHEF	 M 	�� P ����	 J �]¬­��� J 	 P ��	I� a0

]E � K�k �R��������� J �½	��R� � E P � � 	y� J ��	 ��Á G��LG J EFEF	 � E P ��¬ G J \�EF	

� P�Cyk:C EF	Z��� K�k �R��������� J ���3GH���'EF	 C GH�'��� P ��	Z� P � � 	���� J ������� M Gm� JFO0P 	 ����� P E ��	 ����� C ��� P � ��	 M � �I��	
������� J 	����LGm� J ��� � E P � EF����^ � � GH��G MNn ����	�� k �3G MNJFO0P 	 O0P�J ��� 	��R� � GH� � � J � 	�� C � M � ��	?�3GH��� EF	 M �:� n EF	 �� �H������� O0P 	����H����	 M �:� n EF	'��	��R��	���� n � O0P GHE J �LGm� J ¬ � F � � GH�R� JFC�P E J 	��½E � � O0P Gm� J ���5# n � b & 	��R�?\q	#G P lC � P � ����� � � JFM � E J 
 C Gm��� JFC 	 � � ��	�����E P � J ��� � E P � C ������	 C ��	���	���G J �D��	 C GHE C�P EF	�� ac

� � P � P ��	�� P � 	�� � �ml
� J � J ���s��	���	 P « C � P�CLK 	�����	 � P�J ��	��Z¬­��� O0P 	�� C 	���� 	z« C�J �LGm� J ��� 
]«]��	�	y����	��HGH� J 	��,EF	�� K G P ��	 P ���?��	CLK G O0P 	 C � P�CLK 	 � _I�s����� P ��	���G J �?G J ��� J�P ��	���	�E%Gm� J ��� ac(zs)

� E P � � ��� CLK 	���	�� C ����� J � J �����,����	�EFEF	�� �

� � � � ��ps��x��sr.wy��p
Á 	�� 	z« � ��� J 	�� C 	�� � ������	�������	��N�3GH��� C 	 CLK G � J ����	 M ��������	���� O0P � J E8	��R� � ����� J \�EF	 ��	a�R��� P�C � P ��	��P ��	 � P � � 	���� J ���µ��	N� J � P � ��� � GH��E � J ����	�� M ��� J G J ��	 ��	NE � J ���R�LGH\ J E J ������	�l�GH��GH�3G k � H J 	�� O0P 	N��� P �

��� G k ����� � GH�<	 P EF	D��	 M � �<��	�EF	 ¬ G J ��	8G P�C � P ���<��	 C 	y����	8� K�n ��	�� J E0��	���G J � J ��������	�����GH���=��	����#GHE J ��	��c��	��
	z« � ��� J 	�� C 	���� JFMNJ E%G J ��	���G#��	 C ��	�� C 	�EFE P EF	�� � E P � � 	y� J ��	���	y� � E P ��EF��^ n ��	�� � � � P � � � P ��� J ��Gm����	 J ������	
��	��'¬­��� O0P 	�� C 	�� � E P ����EF	y����	���	y����� J �'��� J E=	��R� � ����� J \�EF	Z��	��R��� P�C � P ��	���EF	 � P�J ��	Z� P ����	���� CLK 	�EFEF	��
� E P � � 	y� J ��	�� ��	aE � ��������	 ��	 0.5

MNM C ��������	 5
MNM �3GH��� EF	�� 	z« � ��� J 	�� C 	�� M ����������	�� C�J l ��	���� P � �F ��
3������	�� 	z« � ��� J 	�� C 	�� C � M � EF� M 	����LG J ��	��i��	���G J 	����8��� C 	�����G J ��	�� � � P � J ����	�� � ���y��	�� C � M � E n ��	 M 	����

EF	��,	ED
	y��� MNJ �½	�� �y� J ��	�� C 	 JFC�J 	y��G � ��	���EF	 M �:� n EF	 � ��� � ����� �
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� PµC � P ������	 C 	�����G#�HG J E �
��� P ��G#������� MNJ �'	��µ�y� J ��	�� C 	 P ��	�¬­���R��	 J ����	���G C � J ����	�������	NE%G MNJ lC �����R��� P�C � P ��	���	�� J ��	����7� P�J ��	�� C � M � EF	z«]	��,	y� P ��	 J ���R�LGH\ J E J ��� K�k �����:� k �3G MNJFO0P 	 C E%GH��� JFO0P 	��3E � J �:l
�R�LGH\ J E J ���?��	�l�GH��GH�3G k �]® � P � C 	�¬ G J ��	��:��� P �,G#��������GH�3G � ���I��	��½��	 CLK � JFO0P 	��,��	I����EF� C�JFM �y��� J 	�	y�,��	
\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	Z�aE � �y� P ��	 	�������E P�M 	���� P ��	 C � P�CLK 	Z��	 � P�J ��	�� J \�����	 ��	��R� JFC GHEF	 M 	���� � F � C � M \ J l
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E � J ����	���G C � J ��� MNJFC �����R��� P�C � P ��	zl J ���R�LGH\ J E J ���I��	�����GH� P�J � � GH�?E%G � ������	�� C 	 ��� P ��	 � ������	��R�LGm� J �����3G J ��	
��E%GH�R� JFO0P 	�� �3GH����EF	�����E P�M 	 �.Á G � ������	�� C 	N��	 C 	y����	�������	���	�EF����E%G � J ��	 C � J ��� ��	��R� JFC GHEF	Z	�������G��%��	
��	������ C�J EFE%Gm� J �����I��	NE � G C�C ��EF����Gm� J ����	y��� P ��� M \���	N��� ������	 C � J � JFO0P 	���G#��	 C E%Ga¬­��� O0P 	�� C 	 �iÀ E=¬ G P �
GHEF����� � ��	�������	?	�� C � M � ��	 P �N� k �R� n�M 	���� J � JFM 	���� J ������	�E � C � MNM 	,EF	 � ��� P ��	�����EF	�� 	z« � ��� J 	�� C 	��8��	
\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	 	y�i��	 ����EF� C�JFM �y��� J 	 � ¸ 	��i	z« � ��� J 	�� C 	�� M 	y����	���� C E%G J ��	 M 	����c	����y� J ��	�� C 	�E%G � ������	�� C 	
��	 ��� P EF	#G P « � ��E%GH�R� JFO0P 	�� ���R��� P�C � P ����� K ��� J21 �����LGHEF	 M 	����IG#��	 C E%G M�
�M 	�EF����^ P 	 P ����� ������	 O0P 	 E%G
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��� G C�C ��EF����Gm� J ��� C � J � JFO0P 	Z	y����� G M � E J � P ��	���	���������	�����	�� P �R¬ G C 	 �<¸ 	y����	 K�k �R��������� J ��	��R����� G P �LGH���
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E%G � P�J ��	��3��� P ����� P � J ��������	����������?� P �R��� P ���ZE%G � J � C ��� J ��� C � M � EF	z«]	 η
O0P 	���� P ��� C � J ��������


η(ω) =
η0

1 + iωτ
+ ηs,

# � � � &

G#��	 C η0 = G0τ
��Á G � J � C ��� J ����� P ����E �HGH����	��R� 
]«]��	���^�GHEF	�� C 	�EFEF	'��	�E � 	#G P ηS = 1

M ® G � � �
\ � g



\ ��� ��������� �

10
0

10
2

10
0

10
1

10
2

ω (rad.s−1)

G
’ G

’’ 
(P

a)

��²³¼�� � � \ d � �:� P EF	��8� J � C �:��E%GH�R� JFO0P 	������ P ��	I����E P � J ���N��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE
� 4%
�
G′ # • & � G′′ # ⋄ & 	��¬­��� C � J ��� ��	�E%G'¬­��� O0P 	�� C 	 ω
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^���� M �y��� J 	?��	 ¸ � P 	y����	'G#��	 C'P �a� K ��� MNn ����	I� C ��������G J ����	 JFM � ������	 # � £��H����� � k � À ���R��� P�M 	������ &z�¸ � MNM 	���� P �,E � G#�������½��� ��� ���H����	'G P + b � � � � GH^�	 jNb �]E � G�� P �R��	 M 	���� � GH� P � M �:� n EF	���	 � G «���	�EFE
	��R� � GH�R¬ G J � � � P � G′(ω) 	y�?��	����s��� n �?\ J 	�� C � M � ��	'��	 G′′(ω) �LGH��� O0P 	 ω < 60 ��GH� � � −1 �

� �.- � ��{,��xy� ��wy~}p���p���xyw�p�{�u�wz�i~

� � � � / ���7,��+�&%�
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� � P ��G#����������� ��� � P #­��	 C � J ��� b � � � � GH^�	 j � & O0P 	UEF	�� MNJFC 	�EFEF	���^��#GH����	�� � ����� n ��	���� P ��	C ��������G J ����	 C � J � JFO0P 	 σ∗ G P l ��	�E%����	?E%G O0P 	�EFEF	�	�EFEF	�� � P \ J ����	���� P ��	?����GH��� J � J ���N��� GHE J ^���	 M 	���� C GH��G C l

����� J ����	 � GH� P � ��G P �?� P C�J ��G J EFEF	 M 	����½��	 γ̇I
� γ̇N

EF����� O0P � ��� JFM � ����	 P ��	 C ��������G J ����	 C �����R�LGH����	 �
= C�J ��G J EFEF	 M 	���� JFM � ��������EF����� O0P 	 γ̇I ≤ γ̇ ≤ γ̇N

�0E � � C � P EF	 M 	����8��	���� � GH��	?	�� � E P � J 	 P ���8\3GH����	��
��	��R��� P�C � P ��	 J ���H����� � 	 	y����� M Gm� JFO0P 	�� C � 	��R�NEF	 � K ����� MNn ��	s��	 � � K 	#GH� l \3GH��� J ��^�� �iÁ 	�� MNJFC 	�EFEF	��
�3GH���IE%G � K GH��	 J ���H����� � 	��������'	�� CLK 	y� 
 ������	���	y�I��������������������	�� �cª GH���IE%G � K GH��	Z��� M Gm� JFO0P 	��q	�EFEF	��
��� GHE J ^���	����c	y�<��	8��	���	�� CLK 	y� 
 ����	�����
f	�EFEF	�� � ����� n ��	����DG J ��� J�P ��	D� J � C ��� J ��� ηN = σ∗

γ̇N

��� n � J �]¬­��� J 	 P ��	 �
E%G?� J � C ��� J ���½��	,E%G � K GH��	 J ���H����� � 	 ηI = σ∗

γ̇I

��Á G�����GH��� J � J ������� GHE J ^���	 M 	����=	��R� ����� C ��� n �=¬­���R��	 M 	����
� K ���i� P�J � J 
�GH����	 �3Á � � � G J ����	 P �����H�LGHEF	I��	���\3GH����	��?��� M Gm� JFO0P 	��?�ZE � � O0P�J E J \���	?�HG P � � ��� 
 


hN = e
γ̇ − γ̇I

∆γ̇
, # � � a &
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 � �2�2
��#���2	�� \ � j

G#��	 C e E � � � G J ����	 P ����	sE � 	�������	y¬­	�� �D	y� ∆γ̇ = γ̇N − γ̇I
E%G �LG J EFEF	N� P � E%Gm��	#G P ��	 C ��������G J ����	 � Á G

��	�E%Gm� J ���
# � � a & 	��R�Z��� P ��	����NG ��� 	�EF��	 � EF� J � P EF	y� J 	�� � # � GH� GH�3GHEF��^ J 	NG#��	 C E%G � n ^�EF	 ��	 � G «���	�EFE
� � P �,EF	��,����GH��� J � J �����½��	 � K GH��	���E � � O0P�J E J \���	 &z�

_I� ��� 
3� J �?GHEF�����,EF	 � GH��G MNn ����	'��� ��������	�

α =

hN

e
. # � � b &

α = 1
C ������	�� � ������� P ��� P�J ��	�	���� JFn ��	 M 	���� ��� M Gm� JFO0P 	 	y� α = 0

C ������	�� � ������� P ��� P�J ��	J ���H����� � 	 � � P C � P ������	�E%G�����GH��� J � J ���s� C�J ��G J EFEF	 M 	���� JFM � ������� α � GH����	 C ����� J � �
M 	����?��	��N� \ �

_I� M ��������	���G � E P �sEF� J � #­��	 C � J ��� H � � � a � � GH^�	 \ ��� & O0P 	7EF����� O0P 	 γ̇ < γ̇I
� σ � P�J �sE%GUEF� J

	 M � J � JFO0P 	 

σ = η0γ̇

1 + τ1τ2γ̇2

1+τ3 γ̇

1 +
τ2
1 γ̇2

1+τ3γ̇

+ ηS γ̇. # � � g &
® � P � γ̇ > γ̇N

�3��� � 	 P ��G�� P �R��	�� σ(γ̇) � GH� P � � P�J ��	���	 H J ��^ K G M � ��� 
 

σ = ηBγ̇ + σB . # � � � &

¸ � MNM 	 σ(γ̇I) = σ(γ̇N) = σ∗ ����� ��\]� J 	�����EF	��,��	�E%Gm� J �����I

σ∗ = ηB γ̇N + σB, # � � j &

σ∗ = η0γ̇I

1 +
τ1τ2γ̇2

I

1+τ3γ̇I

1 +
τ2
1 γ̇2

I

1+τ3γ̇I

+ ηS γ̇I .
# � � � &

¸ 	��c��	�E%Gm� J �����
�������c�HGHE%GH\�EF	�� � � P � P ��	D^���� M �y��� J 	 C�� ��	zl � E%GH�����'EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	����
	y�cE%G C ��������G J ����	
������� K � M ��^ n ��	��=�3GH���DE � 	�� � G C 	 � F ����	y�HGH� CLK 	���	�EFEF	��i��� J ��	���� 
 ����	 M �:� J 
3��	�� � � P � P ��	,^���� M �y��� J 	
��	 ¸ � P 	y����	��0^���� M �y��� J 	 O0P 	?��� P � P � J E J ��	�������� � E P � EF� J � # + ¸�� \ � � GH^�	 \ � n & � � P �D����� 	z« � ��� J 	�� C 	��
��	'����EF� C�JFM �y��� J 	 P E ����GH����������	 �
� � � � � ��,�8 �> ���)>/1�!�+. )>8 �=:<8(�'%-/1� ��� � �>2��(�L���
Á G»^���� M �y��� J 	���	 ¸ � P 	y����	7	��R� C �����R� J � P ��	7��� P � Cyk E J ������	 J ����	�����	7��	7��G k ��� RI

	y����� P �Cyk E J ������	�	z«:��	�����	'��	I��G k ��� RE
��� P �½��	 P «���	 K G P ��	 P � h

��Á 	��½��	 P « Cyk E J ������	��½�����,EF	 M�
�M 	�G «]	
	y�'EF	m� P�J ��	�	��R� � E%G C � 	�������	 EF	��I��	 P « Cyk E J ������	�� ��Á 	 Cyk E J ������	 J ����	�����	 	��R�'	�������G��%��� 	������H�LGm� J ���
^���� C 	I��E � G ��� E JFC Gm� J ������� P � C � P � EF	 Γ � GH��EF	?� K ��� MNn ����	 � = C G P ��	I��	IE%G C � P ��\ P ��	I��	�� Cyk E J ������	�� �E%G C ��������G J ����	Z��� 	��R� � GH� C �����R�LGH����	�	�������	ZEF	 Cyk E J ������	 J ����	�����	Z	y�'EF	 Cyk E J ������	 	z«:��	�����	 � _I�����H��	
e = RE − RI

E � � � G J ����	 P ����	�E � 	�������	y¬­	���	y� σ(0) = Γ
2πhR2

I

E%G C ��������G J ����	�G PWCyk E J ������	 J ����	�����	 �Á � � O0P Gm� J ���s� P M � P ��	 M 	����?	�� ����^ JFM 	I�R�LGm� J �����3G J ��	I��������	�

∇ · σ = 0. # � � n &

Á G ��������E P � J ��� ��	 C 	y����	 � O0P Gm� J ��� 	�� C �:��������������	�� Cyk E J ����� JFO0P 	�� � 	�� M 	y����	U���y��	�� MNJ ��	�� E%GC ��������G J ����	�� P ��	�� J �R�LGH� C 	 r � P Cyk E J ������	 J ����	�����	�

σ(r) =

σ(0)

(1 + r
RI

)2
. # � � \ � &
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ª GH����EF	 C GH����� P ��� P�J ��	 � 	 �,����� J 	�����	�� J � C ��� J ��� η
C �����R�LGH����	��q��� � 	 P � C GHE C�P EF	���E%GZ� J ��	�����	

ω ��	����H�LGm� J ����� P Cyk E J ������	 J ����	�����	�	y��E%G � J ��	�����	 v = ωRI
��E%G � GH��� J � P ���H�����'


v =

∫ e

0

γ̇(r)dr =

∫ e

0

σ(r)

η
dr, # � � \R\ &

v =
σ(0)

η

∫ e

0

1

(1 + r
RI

)2
dr =

eσ(0)

η

1

1 + e
RI

, # � � \ � &
# � � \ a &

��� C � M � ��	����sGHEF����� O0P 	 � � P � J ��� JFO0P 	���E%G�\q������	?�HGHEF	 P ����	 η = σ
γ̇
EF	�� K ��� MNn ����	���������	 C � MNM 	

�HGHEF	 P �,��	 σ 

σ =

σ(0)

1 + e
RI

. # � � \cb &

� 
�M 	 � � P � P �9� P�J ��	8��	 �,����� J 	���� J E k G?����� C�P ��	�� J D
����	�� C 	�	�������	½E%G,�HGHEF	 P �cEF� C GHEF	�# γ̇(r), σ(r)
&

	y��E%G M 	�� P ��	�^�EF��\3GHEF	 # γ̇, σ
& J ��� JFO0P ��	 � GH�aEF	�� K ��� MNn ����	�	���^���� M �y��� J 	 ��	 ¸ � P 	y����	 ��¸ 	y����	

� J D
����	�� C 	���� ��������	 \ 	�� e/RI
� 	 P ��G#��� J �N��	�� C ������� O0P 	�� C 	�� JFM � ���R�LGH����	����3GH��� EF	 C GH�N��� P �

� P�J ��	 C � M � EF	z«]	 �
ª GH����E%G�� P�J ��	������ P ���y� P � J ����� C � MNM 	����?E%G�^���� M �y��� J 	���	 ¸ � P 	y����	ZG�D
	 C ��	�EF	
� E%Gm��	#G P ��	 C ��������G J ����	'�3GH����EF	�������E P � J �����½��	 MNJFC 	�EFEF	��½^��#GH����	�� �

� � � � 	 ���7,��+�&% , 	 �>.���/1.�)����+. )>8 �=:<8(�'%-/1�!��� � �>2��(�L���
F ��^���� M �y��� J 	s��	 ¸ � P 	y����	���E � J � K � M ��^������ J ������	�E%G C ��������G J ����	 C ����� P�J ���7E%G7EF� C GHE J ��Gm� J ���

��	ZE%G 1 ����	Z��� M Gm� JFO0P 	ZG P ��� J � J �3GH^�	�� P ���H����� # C ��������G J ����	�� � E P ��¬­���R��	�� & 	y��� C 	�EFEF	 ��	ZE%G 1 ����	J ���H����� � 	 � � n ��� P �R�LGm������# C ��������G J ����	�� � E P �Z¬ G J \�EF	�� &z� _I�»G������ C ��	 P EF	 M 	����N��	 P « \3GH����	�����	C�J ��G J EFEF	 M 	���� � j 
 � j � J � r E%G � ��� J � J ��� ��	�E � J ����	��R¬ G C 	�	�������	�EF	�����	 P «�\3GH����	�� ��	 C�J ��G J EFEF	 M 	���� �¸ � MNM 	NE%G C �:	z« J �R��	�� C 	a��	a��	 P «U\3GH����	�� 	��R�Z���#GHE J ����	 � � P � σ = σ∗ GHEF����� � σ(r) = σ∗
�=¸ 	y����	C ����� J � J ���U	��R�N����� J 
3��	 ��	 P EF	 M 	����N�3GH��� P ��	 ^�G MNM 	a��	 C ��������G J ����	 GHEFE%GH���Z��	 σ∗/(1 + e

RI
) �

σ∗(1+ e
RI

)
�fÀ E0	z« J �R��	8����� C ��	 P « C ��������G J ����	�� C � J � JFO0P 	�� σmin = σ∗/(1+ e

RI
) 	y� σmax = σ∗(1+ e

RI
)
�

_I� � 	 P �½����� C ��� 
3� J �8EF	�����	 P « C�J ��G J EFEF	 M 	������ C ������	�� � �����3GH����� γ̇min
	y� γ̇max


 � � P � γ̇min < γ̇ <
γ̇max

� J E k GZ��	 P « \3GH����	����3GH����EF	'^�G � �
F � ^���� M �y��� J 	 ¸ � P 	y����	��8E%G 1 ����	���	 C �:	z« J �R��	�� C 	���	 C ������	�� � ����� ����� C � GH� � P � � E%Gm��	#G P

��	 C ��������G J ����	 � σ = σ∗
M G J ����� �y��	����W��	 (σ, γ̇) = (σmin, γ̇min) � (σ, γ̇) = (σmax, γ̇max)

�<Á G
\3GH����	I��� M Gm� JFO0P 	��0¬­���R��	 M 	���� C�J ��G J EFEF��	���	��R� C � M � � J ��	�	�������	 0 	y� r 	y�½E%G�\3GH����	 J ���H����� � 	�� M � J ���C�J ��G J EFEF��	��<	��R� C � M � � J ��	�	�������	 r 	y� e

� _I� ��� 
3� J � GHEF�����ZE%G C ��������G J ����	 M � k 	�����	 �3GH��� CLK G O0P 	
\3GH����	�


σI =
1

e − r

∫ e

r

σ(0)
(

1 + r′

RI

)2dr′ =
σ(0)

(1 + r
RI

)(1 + e
RI

)
, # � � \Xg &

σN =
1

r

∫ r

0

σ(0)
(

1 + r′

RI

)2dr′ =
σ(0)

1 + r
RI

. # � � \ � &
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 � 
 � �2�2
��#���2	�� \ � n
¸ � MNM 	 σ(r) = σ∗ = σ(0)/(1 + r/RI)

2 �3��� � 	 P ��G P ��� J � C � J ��	Z


σI = σ∗
RI + r

RI + e
, # � � \Xj &

σN = σ∗

(

1 +
r

RI

)

. # � � \ � &

_I�µ��G ��� 	�EFEF	�	���
3� O0P 	aE%G C ��������G J ����	 J ��� JFO0P ��	 � GH��EF	N� K ��� MNn ����	��HG P � σ(0)/(1 + e
RI

)
� j J ���C �����3G��F�DEF	��D��	�E%Gm� J ����� ηI(σ) 	y� ηN (σ) ��	�� � 	 C � J ��	 M 	����8�3GH��� E%G�\3GH����	 J ���H����� � 	½	y� �3GH��� E%G�\3GH����	��� M Gm� JFO0P 	��]��� � 	 P �?GHEF���������y��	�� MNJ ��	��½EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	������3GH���,E%G 1 ����	'��	 C �:	z« J �R��	�� C 	�	y�,����� C E%GC � P ��\q	���� � C � P EF	 M 	���� η(σ) � � P � σmin < σ < σmax

�
® � P ������G C 	�� γ̇(σ) �3GH����E%G 1 ����	 ��	 C �:	z« J �R��	�� C 	a��	�� � K GH��	�� J ���H����� � 	���	y� ��� M Gm� JFO0P 	�� �<���C GHE C�P EF	���� GH\q����� EF	�� C�J ��G J EFEF	 M 	������ γ̇I

	y� γ̇N

M � k 	��������D�3GH���=EF	��=\3GH����	�� J ���H����� � 	��i	y�D��� M Gm� JFO0P 	��
��	�� � 	 C � J ��	 M 	�����^���� C 	�G P «s��	�E%Gm� J �����I


γ̇I =
1

e − r

∫ e

r

σ(0)

ηI(σ(r′))

1
(

1 + r′

RI

)2dr′, # � � \on &

γ̇N =
1

r

∫ r

0

σ(0)

ηN(σ(r′))

1
(

1 + r′

RI

)2 dr′. # � � �H� &

_I� C GHE C�P EF	 M G J ����	��3GH��� α ^���� C 	��ZE%G ��	�E%Gm� J ����


α =
RI

e

(
√

σ

σ∗
− 1

)

. # � � � \ &

l J �3GHEF	 M 	������]��� P � J E J ��	IE%G EF� J � P EF	y� J 	��I

γ̇ = (1 − α)γ̇I + αγ̇N . # � � ��� &

Á G�
3^ P ��	 � � � � ������	�����	�EF	�� M 	�� P ��	��D��	,E%G C ��������G J ����	 σ 	��Z¬­��� C � J ��� � PZC�J ��G J EFEF	 M 	���� γ̇ � � P � P ��	����E P � J ������	 ¸½®8¸ E d � G j GHED� 4% G J ��� J=O0P 	�E � G�� P �R��	 M 	�������	 C 	y����	 C � P ��\q	 � ��	��3GH����	�� C � M � ��	
E%G � ������	�� C 	µ��	7��	 P « \3GH����	�� �?Á � G C�C ����� 	�������	7E � G�� P �R��	 M 	���� 	y��EF	����HGHEF	 P ����� P�M ��� JFO0P 	�� 	��R�
	z« C 	�EFEF	���� � F � � GH�R� JFC�P E J 	�� ����� C �����R�LGm��	 O0P 	�E%G � 	�����	���	�E%G 1 ����	���	 C �:	z« J �R��	�� C 	�	��R�½\ J 	�� ��	 � ���ml
� P�J ��	 �F � C ��� C E P � J ������EF	 C � M � ���R��	 M 	�������	�� MNJFC 	�EFEF	��I^��#GH����	�����	 ¸½®8¸ E d � G j GHE=	��R��\ J 	������ C � J ��	
� GH� P ��� P�J ��	���	 � G «���	�EFE<	���� K ����EF��^ J 	'E J ���#G J ��	I	y� � GH�?EF	 � K ����� MNn ��	���	 � � K 	#GH� l \3GH��� J ��^��'	��
� K ����EF��^ J 	������7E J ���#G J ��	���	�E O0P 	���� C � J � � GH� j GHE M ���  #" (%$'&)( � ��� 
 �cª GH����E%Ga� P�J ��	������ P ���y� P � J �����
EF	 C � M � ���R��	 M 	�������	 C 	��,����E P � J �����8��	 MNJFC 	�EFEF	�� ^��#GH����	��,EF����� O0P � P � C�J ��G J EFEF	 M 	���� C �����R�LGH���,	y� P �C�J ��G J EFEF	 M 	����½��� C�J EFE%GH���½�������?� P � 	�� � ���������3GH��� P ��	 M�
�M 	'	z« � ��� J 	�� C 	 �
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��²³¼�� � � � d £ K ����EF��^ J 	�������E J ���#G J ��	 � � P � P ��	�����E P � J ��� ��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE=� b
%
�c¸ ��������G J ����	 σ	��W¬­��� C � J ���µ� PWC�J ��G J EFEF	 M 	���� γ̇ ����� P ����	�	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	���� # ◦ & 	y� M 	 J EFEF	 P ��G�� P �R��	 M 	���� � GH�E � � O0P Gm� J ����# � � g & #­E J ^���	�� C ����� J � P 	�� & G#��	 C τ1 = 0.77 � � τ2 = 0.7

M � � τ3 = 0.56 �D	y� η0 = 43
® G � �

� � P � γ̇ < γ̇min
	y� � GH�NE � � O0P Gm� J ��� # � � � & G#��	 C ηB = 0.7398

® G � � 	y� σB = 39.75
® G � � P �

γ̇ > γ̇max
��F ������	 γ̇min

	y� γ̇max
E%GaEF� J � P EF	y� J 	�� #­� O0P Gm� J ���
# � � ��� & & ��� G ��� E JFO0P 	 �.Á 	�� � � J ��� J EFEF���J ��� JFO0P 	�����EF	��,�HGHEF	 P ���,��	 γ̇I

����	 γ̇N
	y�?��	 σ∗

�
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� � � ��� � �<���y����� �

ª GH��� C 	y����	�GH����	z«]	��H��� P �<��� P�M 	y���������<�����U� P�J ��	��i����	��i��� C�J EFE%Gm� J ��������	8E%G C ��������G J ����	8G P ��� P �
��� P ��	��HGHEF	 P � M � k 	�����	������ � P EFEF	 � j J E%G C ��������G J ����	 M � k 	�����	�	��R��� P�� ��G MNM 	���� JFM � ���R�LGH����	�� J Ek � ������	�� C 	���	���	 P « \3GH����	����3GH���?E � 	�������	y¬­	�� �3� � P ��GHEFEF����� M ��������	�� O0P 	���	 � 	y� J ��	������ C�J EFE%Gm� J �����
��	aE%G C ��������G J ����	N¬­�����Z��� C�J EFEF	���E%G E%GH��^�	 P ����	�� \3GH����	�� 	y� O0P 	aEF	�� M 	�� P ��	��Z� K ����EF��^ JFO0P 	����3GH���P ��	,��	�EFEF	½	z« � ��� J 	�� C 	���	�� P � 	�� � ��� J � J ��� � 	�� M 	y����	����8��	���	 M ������	�� �'E%GI� k �3G MNJFO0P 	,��	�E � J ����	��R¬ G C 	
	�������	�EF	��,\3GH����	�� �F � � P � 	�� � ��� J � J ������E%G C ��������G J ����	 σ 	y�?EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	���� γ̇ � 	 P ��	����I��� � C � J ��	�


σ = σ1 + σ2e
iωt, # H � \ &

γ̇ = γ̇1 + γ̇2e
iωt. # H � � &

_I� ��� 
3� J �?GHEF�����,��	 P «s� J � C ��� J ����� C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	���

η1 =

σ1

γ̇1
, # H � a &

	y�
η2 =

σ2

γ̇2

. # H � b &
_I� M ��������	Z	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	���� O0P 	 η1

	��R����^�GHED�aE%G � J � C ��� J ��� M 	�� P ����	�EF�����I��� P ��	�	z« � �zl
� J 	�� C 	?��	?� K ����EF��^ J 	,�����:l E J ���#G J ��	 C E%GH��� JFO0P 	 # C ¬ � 
3^ P ��	 H � \ &z�0ª 	 � E P � � η2(γ̇ = 0) 	��R�½E%GI� J � C ��� J ���C � M � EF	z«]	 M 	�� P ����	�EF�����½��� P ��	�	z« � ��� J 	�� C 	���	�� K ����EF��^ J 	IE J ���#G J ��	 C E%GH��� JFO0P 	 �ª GH������� P ��	'E%GZ� P�J ��	��3EF	�� J ��� JFC 	�� 1 	y� 2 ��	���G ��� ���R��	����?��	�� � 	 C � J ��	 M 	����IG P ��	�� M 	 M � k 	�� 	y�G P ��	�� M 	'��� C�J EFE%GH���,��� P ��	�^���GH����	 P ��� K ����EF��^ JFO0P 	 ��� � P �����y��	�EF� ��� �����,��� P ����� GH\q����� P � M �:� n EF	
� K ����� JFO0P 	Z��	�E%Ga� P � 	�� � ��� J � J ��� � � P � P �T� P�J ��	 � ������	����LGH������	���\3GH����	�����	 C�J ��G J EFEF	 M 	���� �q® � P �C 	�E%G �0��� P � C ����� J ������������� P�C�C 	���� J ��	 M 	�����EF	��8� J D
����	�����	���^���� M �y��� J 	��8	z« � ��� JFM 	����LGHEF	�� �:Á G���	 C � J ���
� P�J �HGH����	���	���G C ������G C ����	�G P «s����� P E �LGm���,	z« � ��� JFM 	����LG P «s	y���ZEF	 P ��G�� P �R��	 M 	���� � GH�,E%G � K ����� J 	 �

� �	� � ��{,���iwy~
ª GH��� C 	y����	 � GH�R� J 	��q��� P �����y�LG J EFEF�����?���H����	 M �:� n EF	�	y�'��� P �I���y��	�� MNJ ��������EF	��?� J � C ��� J �����I���zl

� P�J ��	��'��	 C 	 M �:� n EF	 � � P � � E P � J 	 P ���I^���� M �y��� J 	�� � F � � GH�R� JFC�P E J 	�� ����� P �'��� P � J ��������	������������aE%G
��� � 	����3GH� C 	���	 η2 = σ2/γ̇2

G#��	 C ω 	y� σ1
� P γ̇1

�
\Xj'\
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��²³¼�� H � \ d»£ K ����EF��^ J 	������:l E J ���#G J ��	 � � P � P ��	�����E P � J ��� ��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE?� b % ��! J � C ��� J ��� η	��7¬­��� C � J ����� P7C�J ��G J EFEF	 M 	���� γ̇ � � P � P ��	N	z« � ��� J 	�� C 	N��	N� K ����EF��^ J 	Z�����:l E J ���#G J ��	 # • & �.	y� η1
	��

¬­��� C � J ������	 γ̇1

M 	�� P ����	?�3GH��� P ��	������ J 	���� 	z« � ��� J 	�� C 	�����	�� P � 	�� � ��� J � J ��� # ◦ &z�0Á 	�� ��	 P « C � P ��\q	����	�� P � 	�� � ����	���� � GH�R¬ G J ��	 M 	���� � # G & £�	 � ������	����LGm� J ��� 	���� CLK 	�EFEF	���E J ���#G J ��	�� 	y� #­\ & 	���� CLK 	�EFEF	��
EF��^�GH� J � K�MNJFO0P 	�� �

� � /�� / �T 1�>.�4�6 �&%-�> 1 �+ 1�+4�/1.�� .�/14
Á 	 C�J ��G J EFEF	 M 	���� M �:� n EF	s��� ��\]� J 	����N	�������	���	 P « � E%GH��� � GH��GHEFE n EF	�� J ��
3� J ��	��»����GH����E%Gm� J ��� 	y�

��� � GH��������� P ��	 C � P�CLK 	���	 � P�J ��	'��� � � G J ����	 P � e
��ª GH��� C 	y����	���	 C � J ���������s��	 � E%G C 	'�3GH��� C 	 C GH����	

� K ����� JFO0P 	 ��Á 	�����	 P « � E%GH���,�������?	�������G��%������	��s����GH����E%Gm� J ������	������R��	 O0P 	�

σ = σ∗ + σ2e

iωt, # H � g &
γ̇ = γ̇1 + γ̇2e

iωt, # H � � &
��� σ1 = σ∗ 	��R� E%G � C ��������G J ����	 � E%Gm��	#G P � C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	���	�E%G C �:	z« J �R��	�� C 	7��	�\3GH����	�� ��	C�J ��G J EFEF	 M 	�����# C ¬ � ��	 C � J ��� b � a � � GH^�	 j � &z� � EF�����8G P � ��	 MNJ 	�� ��������	?	�� σ2

�0E%G � ��� � ���R� J ���N��	D� P�J ��	
GHE J ^����I��� 
3� J � GH��E � � O0P Gm� J ���5# � � b & � 	 P �?��� � C � J ��	�


α = α1 + α2e
iωt. # H � j &

® � P ����\]��	�� J � P ��	���	�E%Gm� J ��� 	�������	 σ2
	y� γ̇2

�q��� C � MNM 	�� C 	 � GH� CLK 	�� CLK 	��'��	��I��	�E%Gm� J �����?	�������	 α	y� σ 	y��	�������	 α 	y� γ̇
� _I� � P ��� ����	 O0P 	�E%G � EF� J � P EF	y� J 	�� � # � � a & ��	��R��	��HGHE%GH\�EF	'��� P �?��� C�J EFE%Gm� J �����

��	������R��	 O0P 	�

γ̇(t) = (1 − α(t))γ̇I(t) + α(t)γ̇N(t). # H � � &

Á 	�� C�J ��G J EFEF	 M 	������<�3GH���DEF	��=\3GH����	�� I 	y� N � 	 P ��	����8	 P «0l M�
�M 	��=��� � C � J ��	 C � MNM 	½E%G���� MNM 	���� P �
��	�� M 	 C �����R�LGH���½	y�½��� P �a��	�� M 	?��� C�J EFE%GH����� ω

�:Á � � O0P Gm� J ��� � ��� C ����	�����	 � 	 P �,GHEF����� ��	I����� C � J ��	IG P
� ��	 MNJ 	��,��������	'	�� σ2




γ̇1 + γ̇2e
iωt = (1 − α1 − α2e

iωt)

(

σ∗

ηI1

+
σ2

ηI2

eiωt

)

+
(

α1 + α2e
iωt
)

(

σ∗

ηN1

+
σ2

ηN2

eiωt

)

. # H � n &



� ����� 	���� \Xj a

j � J ���

γ̇1 + γ̇2e
iωt = (1 − α1)

σ∗

ηI1
+ α1

σ∗

ηN1
+ eiωt

(

(1 − α1)
σ2

ηI2
+ α1

σ2

ηN2
+ α2σ

∗

(

1

ηN1
− 1

ηI1

))

.# H � \ � &

F � J ��	���� J 
�GH����EF	��½��	�� M 	�� C �����R�LGH�����?	y�?EF	��½��	�� M 	���	�� eiωt �3��������� P ��	N


γ̇1 =
(1 − α1)σ

∗

ηI1
+

α1σ
∗

ηN1
, # H � \R\ &

O0P�J.C ������	�� � ����� �ZE%G � EF� J � P EF	y� J 	�� �I�R�LGm� J �����3G J ��	��]	y�

γ̇2 =
(1 − α1)σ2

ηI2

+
α1σ2

ηN2

+ α2σ
∗

(

1

ηN1

− 1

ηI1

)

, # H � \ � &

���
ηN1 =

σ∗

γ̇N1
, # H � \ a &

ηI1 =
σ∗

γ̇I1
, # H � \cb &

ηN2 =
σ2

γ̇N2

, # H � \Xg &

ηI2 =
σ2

γ̇I2

. # H � \ � &
ª � G P ����	 � GH�R����£?GH� P EF	�� C�P � jRg 
 ����� M ��������� O0P 	������ P � C 	��R�LG J ��	�� K�k � �H� K�n ��	�� ��E%G�� J ��	�����	 c ��	��� � E%G C 	 M 	����,��	'E � J ����	��R¬ G C 	�	��R� � ��� � ���R� J ������	�EFEF	�� σ − σ∗ 
 c = c0

σ−σ∗

σ∗

� j � J � hN
E%G��LG J EFEF	?��	IE%G

\3GH����	���� M Gm� JFO0P 	�������GZE%G ��	�E%Gm� J ����

ḣN =

σ

σ∗
c0 − c0.

# H � \Xj &
Á 	���� O0P Gm� J �����6# � � b & 	y� # H � j & C ����� P�J ��	����IGHEF�����,�s


ḣN = iωeα2e
iωt. # H � \ � &

F � C � M � GH��GH����EF	��,� O0P Gm� J �����6# H � \Xj & 	y� # H � \ � & �����s����� P ��	�

α2 =

σ2

σ∗

c0

ieω
. # H � \on &

F � J � ��	 C �LGH��� C 	y����	I	z« � ��	���� J ��� � � P � α2
�3GH����E � � O0P Gm� J ��� # H � \ � & 	y�,	�� P � J E J ��GH��� η2 = σ2/γ̇2

�:���
����� P ��	�


1

η2
=

1 − α1

ηI2
+

α1

ηN2
+

∆γ̇

σ∗

c0

ieω
. # H � �H� &

Á G � J � C ��� J ��� C � M � EF	z«]	s	��R������� C E%G ��� MNM 	���	���	 P « ��	�� M 	�� � P � � ��	 MNJ 	�����	�� M 	 1−α1

ηI2
+

α1

ηN2

� JFMNJ E%G J ��	���E%G EF� J � P EF	y� J 	���	y� P �U��	 C �����W��	�� M 	 ∆γ̇
σ∗

c0
ieω

C ������	�� � �����3GH����G P ��� � E%G C 	 M 	����
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��	sE � J ����	��R¬ G C 	 �=ª GH����E%G E JFMNJ ��	���	��Z¬ G J \�EF	���¬­��� O0P 	�� C 	�� ω ≪ ηI2c0∆γ̇/σ∗ 	y� ηN2c0∆γ̇/σ∗ �=E%G
� J � C ��� J ��� C � M � EF	z«]	 η2

��	����7��	���� 0
�cª 	 � E P � �c��\3GH����	�¬­��� O0P 	�� C 	 ω → 0 �.���7��� Gm����	���� C 	 O0P 	EF	 � P�J ��	 � GH� C � P ��	�G P C � P ����� P ��	 M � �,EF	����y�LGm�����R�LGm� J �����3G J ��	�� � C 	 O0P�J � O0P�J �HG P ���ZE%G ��	�E%Gm� J ����


η2(ω) −→ω→0
∂σ1

∂γ̇1

� #³��� J ��G P ��� J EF	��a� O0P Gm� J ����� # H � j � & 	y�5# H � j'\ & & �,¸ 	y����	���	�E%Gm� J ��� 	��R�s\ J 	��
����� J 
3��	 � GH�,���H����	'� K ����� J 	 �¸ 	 � 	����3GH�����3E � � O0P Gm� J ���5# H � �H� & � P ��� ����	 O0P � � CLK G O0P 	 J ���R�LGH�����]E%G EF� J � P EF	y� J 	��½��� J �½�HGHE%GH\�EF	 �¸ 	 C�J � P ��� ����	 O0P 	�E%G C ��������G J ����	Z	��R� C �����R�LGH����	��3GH����EF	 ^�G � ��® � P �I��	��R��	���E%G �HGHE J � J ������	 C 	y����	K�k � �H� K�n ��	��
������	 � ��	���� E � � O0P Gm� J ��� ��	 � G#� J 	��ed j ���RfH	����3GH����EF	 C GH����� P ��	�� J ��	�����	���� C�J EFE%GH���?�NE%G
¬­��� O0P 	�� C 	 ω 


iρωv2 = ∂zσ2.
# H � � \ &

σ2 ≃ constante ��	y� J 	�������� C � J ��	Z

∫ e

0

∂zσ2dz ≪ σ2,
# H � ��� &

∫ e

0

iρωvdz ≪ σ2.
# H � � a &

¸ � MNM 	 v2 ≃ γ̇2e
��GHEF�����½����GH��� J ��	��ZE%GZ��	�E%Gm� J ��� 


iρωe2 ≪ η2.
# H � � b &

ª GH����E%GZE JFMNJ ��	?��	��?\3GH����	���¬­��� O0P 	�� C 	������ G η2 ≃ σ∗eω/∆γ̇c0
� C 	 O0P�J.C ����� P�J ���

∆γ̇c0eρ

σ∗
≪ 1. # H � � g &

F « � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	����������aG #­	�� P � J ����� j � À & 
 e = 10−3 � σ∗ ≃ 10 � ∆γ̇ ≃ 10 � c0 ≃ 10−4 � ρ ≃ 103 �C 	 O0P�J.C ����� P�J ���
∆γ̇c0eρ

σ∗
∼ 10−4 ≪ 1. # H � �H� &

Á G C ����� J � J ��� 	��R��\ J 	�� ����� J 
3��	 � � P � ω � 	y� J � � � P « K G P ��	��I¬­��� O0P 	�� C 	�� # ω ≃ 100 ��GH� � � −1 & �
���
����� P ��	�	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	���� η2 ≃ 1

® G � � ��Á G���	�E%Gm� J ��� # H � � b & ��������	�GHEF�����I

ρωe2 ∼ 10−1 ≪ η2 ∼ 1. # H � � j &

® � P � C ��� C E P ��	��=E%G C ����� J � J ��� σ2 = constante �3GH���ZE � 	�������	y¬­	��Z	��R�Z�HGHE%GH\�EF	 ��	 ω = 0 � ω =
100 ��GH� � � −1 � C 	 O0P�JqC ������	�� � ��������E%G�^�G MNM 	���	?¬­��� O0P 	�� C 	�� P � J E J ����	?�3GH����������	z« � ��� J 	�� C 	�� ��Á 	��K�k � �H� K�n ��	�����	����H����	 M �:� n EF	I��������GHEF����������� J 
3��	�� �

� � /�� � � 8 �=:<8(�'%-/1�!*��>.��;,X6  1�>.
� � P �8��� P � J ����	�������^�	������ M G J ����	��3GH��� � P �8EF	�� M �:� J 
 C Gm� J �����D��G ��� ���R��	��8�'E � � O0P Gm� J ��� # H � �H� &

�3GH���s��	�� ^���� M �y��� J 	��a����	�EFEF	���
,E%GW^���� M �y��� J 	 C�� ��	zl � E%GH��	y� E%GU^���� M �y��� J 	 ��	 ¸ � P 	y����	 ��� � P �
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C ����� J �����������'��� P �'��� GH\q������EF	 C GH����� P � C�� ��	���	Z��G k ��� rmax
	y����� P � � E%GH��	������H�LGm� J ����G P ��� P �

��	'E � G «]	 C 	�������GHE�� PsC�� ��	 � _I�����H��	 r E%G�� J �R�LGH� C 	'	�������	 P � � � J ���,� PsC�� ��	'	y��E � G «]	I��	����H�LGm� J ���	y� e E%G � J �R�LGH� C 	'	�������	 C 	 � � J ����	y��EF	 � E%GH� � � EF����� e ��� � 	�������	 r ��	�EF���sE%G EF� J e = r tan β ��G#��	 C
β E � GH��^�EF	a� P»C�� ��	�G#��	 C E � K ��� J21 �����LGHEF	 #­��� ����^�E J ^�	�E%G ������� C Gm� P ��	 &z� Á � � � G J ����	 P �N��	 E � 	�������	y¬­	����� � 	���� ����� C ��	�E � � C GH�R� �UE � G «]	���	����H�LGm� J ��� �,¸ 	 � 	����3GH����� � � P � CLK G O0P 	 r �,E � 	�����	 M \�EF	���	����	�E%Gm� J ����� � ��� C ����	�����	�����	��R��	��HGHE%GH\�EF	I	y�?��� � 	 P �?� C � J ��	Z


1

η2(r)
=

1 − α1

ηI2
+

α1

ηN2
+

∆γ̇

σ∗

c0

iωr tan β
. # H � �H� &

ª 	Z¬ G J ���
E%G�^���� M �y��� J 	 C�� ��	zl � E%GH� JFM � ����	 P � C�J ��G J EFEF	 M 	���� C �����R�LGH��� � � P �I��� P � r
� _I�7G������ C �

� � P �D��� P � r � γ̇ = γ̇1 + γ̇2e
iωt �0ª GH��� P ��	?	z« � ��� J 	�� C 	���	?� P � 	�� � ��� J � J ����	�� ^���� M �y��� J 	 C�� ��	zl � E%GH���C � 	��R������� C�P � JFO0P 	 M 	����?E%G C ��������G J ����	 O0P�J �HGH� J 	IEF� C GHEF	 M 	�����G#��	 C r ��	�EF���7


σ2(r) = η2(r)γ̇2.
# H � � n &

® GH� C ������� O0P 	������q��� G � � n ��E � � O0P Gm� J ��� # H � \on & � α2(r)
�HGH� J 	'G P ��� J ��	�EF����


α2(r) =
σ2(r)

σ∗

c0

iωr tanβ
. # H � a � &

Á GI�HGH� J Gm� J �������H�LGHEF	���	,E%G � ��� � ���R� J ��� ��	3� P�J ��	�GHE J ^���� α2tot
	y� E%G C ��������G J ����	 M � k 	�����	 σ2moy��	'����� P ��	������ JFM � EF	 M 	����,	�� J ������^���GH����EF	�����	�E%Gm� J ����� � ��� C ����	�����	�� � � P ����� P � r 


α2tot =
3

r3
max

∫ rmax

0

α2(r)r
2dr, # H � a \ &

σ2moy =
2

r2
max

∫ rmax

0

σ2(r)rdr, # H � a � &

��� rmax
	��R�?EF	'��G k ��� � P C�� ��	 � F � ���H�LGH����


1

η20
=

1 − α1

ηI2
+

α1

ηN2
, # H � aRa &

1

∆η
=

∆γ̇c0

iσ∗ωrmax tan β
, # H � a b &

��������� P ��	 � � P � η2



η2 =
σ2moy

γ̇2
= η20

(

1 − 2
η20

∆η
+ 2

η2
20

∆η2
ln

(

1 +
∆η

η20

))

. # H � a g &

ª 	 � E P � �3E � J ������^���Gm� J ���a��	�E � � O0P Gm� J ���5# H � a \ & C ����� P�J �?�s


α2tot =
σ2

σ∗

3c0

2irmaxω tan β
. # H � a � &
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ª GH����E%GZE JFMNJ ��	 ∆η
η20

≪ 1
P � ���y��	�EF� ��� 	 M 	����?E JFMNJ ���?��	�E � � O0P Gm� J ��� # H � a g & C ����� P�J �?��


η2 =
2

3
∆η − 1

2

∆η2

η20
, # H � a j &

C 	 O0P�J 	��R�IG P ��� J EF	'���y��	�EF� ��� 	 M 	�����E JFMNJ ��� # � P �s¬ G C ��	 P � 8/9 � ����� & ��	�

1

η2(r)
=

1 − α1

ηI2
+

α1

ηN2
+

∆γ̇

σ∗

3c0

iωrmax tanβ
. # H � a � &

Á 	�� � O0P Gm� J ����� H � a � 	y� # H � a � & ������� � JFMNJ E%G J ��	��aG P «�� O0P Gm� J ����� # H � �H� & 	y� # H � \on & G#��	 C e =
2rmax/(3 tanβ)

�
ª GH��� EF	 C GH��E JFMNJ ��	Z� ��� ����� ��� ∆η

η20
≫ 1 � P �W���y��	�EF� ��� 	 M 	���� E JFMNJ ���Z��	 E � � O0P Gm� J ���
# H � a g &C ����� P�J �?��

η2 = η20 − 2

η2
20

∆η
, # H � a n &

C 	 O0P�J G�EF	 M�
�M 	I���y��	�EF� ��� 	 M 	�����E JFMNJ ��� O0P 	N

1

η2(r)
=

1 − α1

ηI2
+

α1

ηN2
+

∆γ̇

σ∗

2c0

iωrmax tanβ
. # H � b � &

¸ 	y����	�� O0P Gm� J ��� 	��R��GHEF�����½� JFMNJ E%G J ��	��ZE � � O0P Gm� J ��� # H � �H� & G#��	 C e = rmax/(2 tanβ)
�

F �U¬­��� C � J ���W��	 ∆η/η20
�=��� � 	 P � P � J E J ��	���E � P ��	a� P E � G P ����	 ��	 C 	���G ��� ���#« JFM Gm� J ����� � � P �

G#��� J � P ��	I\q������	�	��R� JFM Gm� J ���N��	 c0
��ª 	 � E P � �:EF	��8¬ G C ��	 P ��� 2/3 	y� 1/2 ��������GH����	 1 � ��� CLK 	��I
:� J E%G� ��� C�J � J ��� ��	�E%G M 	�� P ��	�	��R�I¬ G J \�EF	�� P ��G�� P �R��	 M 	���� � GH��E � � O0P Gm� J ��� # H � �H� & � 	 P � 
 ����	�� P�� ��GH��� �

_I�s����� P ��	�GHEF����� P ��	�� J ��	�����	 C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	 C � M � � J ��	'	�������	 3c0/2 	y� 2c0
�

� � /�� 	 � 8 �=:<8(�'%-/1�!��� � �>2��(�L���
Á Gµ^���� M �y��� J 	 ¸ � P 	y����	 	��R� � E P � � P \]� J EF	 O0P 	�EF	�� ��	 P « ^���� M �y��� J 	�� � ��� C ����	�����	�� � � P�J � O0P 	

EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	����N	y�sE%G C ��������G J ����	��HGH� J 	����a��� P �aEF	�����	 P «��3GH����E � 	�� � G C 	 � _I����G ��� 	�EFEF	 O0P 	�E%GC ��������G J ����	�EF� C GHEF	 σ(r) ��� � C � J ��

σ(r) =

σ(0)

(1 + r
RI

)2
. # H � b-\ &

ª GH���?EF	 C GH����� P ��	�	z« � ��� J 	�� C 	���	�� P � 	�� � ��� J � J ��������� � ����	��
σ(0) = σ1 + σ2e

iωt. # H � b � &
ª � G � � n �DEF	 + � � � � a # � GH^�	 \ ��� & � P ��� C � P EF	 M 	����D	���\3GH����	��D��	 C�J ��G J EFEF	 M 	����i��	,���y��	�EF� ��� 	���GI�3GH���
E%G C 	�EFE P EF	I��	 ¸ � P 	y����	�EF����� O0P 	 σ1 ± σ2

	��R� C � M � � J �½	�������	 σ∗ 	y� σ∗(1 + e
RI

)2 �j � J ������� C r∗ 	y� r1
��	�EF� O0P 	N


σ∗ =
σ(0)

(1 + r∗

RI
)2

, # H � b a &

σ∗ =
σ1

(1 + r1

RI
)2

. # H � bRb &
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� �N���y��	�EF� ��� 	 M 	����8E JFMNJ ���8	�� σ2
	y� r∗2

��\]��	�� P � � GH�R� J �=��	��8� O0P Gm� J ������# H � b � & 	y��# H � b a & ��������	�


r∗ = r∗1 + r∗2e
iωt = r1 + RI

σ2

2σ∗(1 + r1

RI
)
eiωt. # H � bLg &

ª � G P ����	 � GH�R���3���s��G ��� 	�EFEF	IE � 	z« � ��	���� J ���7


α̇ =
c0

e

( σ

σ∗
− 1
)

. # H � b � &
ª GH���?EF	 C GH����� P ��	�^���� M �y��� J 	'��	 ¸ � P 	y����	�� C 	y����	�	z« � ��	���� J ��� ��	������ C � J ��


ṙ = c0

(

σ(r)

σ∗
− 1

)

. # H � bLj &

� ��	 C r = r1 + r2e
iωt 	y��	�� P � J E J ��GH���½E � � O0P Gm� J ���5# H � b-\ & �3��������� P ��	�


iωr2e
iωt = c0







(

1 + r1

RI
+

r∗2
RI

eiωt
)2

(

1 + r1

RI
+ r2

RI
eiωt
)2 − 1






. # H � b � &

� � ���y��	�EF� ��� 	 M 	����?E JFMNJ ���IG P � ��	 MNJ 	��,��������	'	�� σ2

C ����� P�J �?��


iωr2 =
2c0

RI + r1

(r∗2 − r2),
# H � bHn &

��� J �

r2 =
r∗2

1 + iω(RI+r1)
2c0

. # H � g � &

� P 
3�3GHE �
r2 = RI

σ2

2σ∗

1

1 + r1

RI

1

1 + iω(RI+r1)
2c0

. # H � g'\ &

_I� �3��� GZ��� ���Z� P G P,+ � � � � a # � GH^�	 \ ��� & O0P 	N


σI =
σ(0)

(

1 + e
RI

)(

1 + r
RI

) . # H � g � &

Á 	����y��	�EF� ��� 	 M 	����?E JFMNJ ���IG P � ��	 MNJ 	��,��������	'	�� σ2
��������	�


σI =
σ1

(

1 + e
RI

)(

1 + r1

RI

) +
σ2e

iωt

(

1 + e
RI

)(

1 + r1

RI

)

(

1 − 1

2 + iω(RI+r1)
c0

)

. # H � g a &
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	y�
σN = σ(0)

1+ r
RI

, # H � gNb &

σN = σ1

1+
r1
RI

+ σ2eiωt

1+
r1
RI

(

1 − 1

2+i
ω(RI+r1)

c0

)

. # H � gRg &
Á G � EF� J � P EF	y� J 	�� �'��������	�


γ̇2 = α2

(

σN1

ηN1
− σI1

ηI1

)

+
σ2

1 + r1

RI

(

1 − 1

2 + iω(RI+r1)
c0

)(

1 − α1

ηI2(1 + e
RI

)
+

α1

ηN2

)

. # H � g � &

_I� ��G ��� 	�EFEF	 O0P � 	���^���� M �y��� J 	I��	 ¸ � P 	y����	���EF	'� K ��� MNn ����	 M 	�� P ��	�


σ =
σ(0)

1 + e
RI

. # H � gRj &
� EF����� �

1

η2
=

γ̇2

σ2

(

1 +
e

RI

)

. # H � g � &

l J �3GHEF	 M 	������]���s��\]� J 	�����

1

η2
=

(

1 − 1

2 + iω(RI + eα1)/c0

)

(

1 − α1

(1 + eα1/RI)ηI2
+

α1(1 + e
RI

)

(1 + eα1/RI)ηN2

)

# H � gin &

+
RI

e

(

1

ηN1
− 1

1 + e
RI

1

ηI1

)

1

2 + iω(RI + eα1)/c0
.

Á 	��,� J � C ��� J ������	 M � EF� k ��	��?�3GH��� C 	���� O0P Gm� J �������������?����������	 � GH�'


ηNj = ηNj

(

σ∗

(

1 +
eα1

RI

))

, # H � ��� &

ηIj = ηIj

(

σ∗
1 + eα1

RI

1 + e
RI

)

. # H � � \ &

_I�'����� J 
3	 O0P 	 EF����� O0P 	 RI −→ ∞ �#������	y����� P ��	D\ J 	���E%G½� K ����EF��^ J 	i	�� � E%GH��� J ��
3� J � ��	�� � GH�R� JFC�P E J 	��
E � � O0P Gm� J ���5# H � �H� &z�

� �.- � �a��{½�iwy~�ps��~�r
� � � � / � % �7*(8+��2 %-�!�(57698�%-/;:<�+.=���> 1�
® � P � ����� J 
3	�� ���H����	 M �:� n EF	��<��� P �ZG#�����������#GHE J ���N��	��Z	z« � ��� J 	�� C 	�����	a� P � 	�� � ��� J � J ��� � � P �

��	�������E P � J �����s��	 MNJFC 	�EFEF	���^��#GH����	�����	 ¸½®8¸ E d � G j GHE ��Á 	7� K ��� MNn ����	 P � J E J ���*# � £ �H����� � k �
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À ���R��� P�M 	������ & ����G#�HG J EFEF	�� C ��������G J ����	 JFM � ������	 ��� � P � JFM � ���������s����� C G P � P�J ��	7�y� P � J � P ��	C ��������G J ����	 M � k 	�����	 σ1

C �����R�LGH����	 M �:� P EF��	 � GH����	��,��� C�J EFE%Gm� J ����� ��	 C ��������G J ����	I��	�EF���aEF	 M�
�M 	
� J ��	 C � J ����	y�?��� G M � E J � P ��	 σ2

�
ª GH���<��� P ��	�E%G,� P�J ��	��mEF	�� J ��� JFC 	�� 1 	y� 2 ��	���G ��� ���R��	����=��	�� � 	 C � J ��	 M 	����DG P ��	�� M 	 M � k 	�� 	y�=G P��	�� M 	I��� C�J EFE%GH���½��� P ��	'^���GH����	 P � �3ª 	 M�
�M 	��]EF	�� J ��� JFC 	�� I 	y� N ��	'��G ��� ���R��	�������	�� � 	 C � J ��	 M 	����

�ZE%G � K GH��	 J ���H����� � 	'	y���ZE%G � K GH��	���� M Gm� JFO0P 	 �� � P � C � M � GH�������ZEF	��Z����� P E �LGm���Z��\]��	�� P � � C 	 P «»��\]��	�� P � � � P �Z��	��N	z« � ��� J 	�� C 	��N��	�� K ���ml
EF��^ J 	��R�LGH���3GH��� #­��GH��� ��� C�J EFE%Gm� J ����� &z�.® � P � � E P ����	 C E%GH�R�����c���W���H��	 η∗(ω) = (G′′ − iG′)/ω E%G
� J � C ��� J ��� C � M � EF	z«]	N����� P�J ��	 ��	aE%Gs� K ����EF��^ J 	�E J ���#G J ��	 # J � 	 � � γ̇1 = 0

& �<	y� σstat(γ̇) � γ̇stat(σ) 	y�
ηstat(γ̇) ��	�� � 	 C � J ��	 M 	����8E%G C ��������G J ����	���EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	����i	y�8E%G�� J � C ��� J ���,��� P � C�J ��G J EFEF	 M 	����D�'E � �y�LGm��R�LGm� J �����3G J ��	I��\]��	�� P 	��?	�� � K ����EF��^ J 	I�����:l E J ���#G J ��	��R�LGH���3GH��� # J � 	 � � � P � γ̇2 = 0

&z�
Á 	�� 	z« � ��� J 	�� C 	�� ������� ���#GHE J ����	��D	���^���� M �y��� J 	���	 ¸ � P 	y����	�
HEF	 Cyk E J ������	 J ����	�����	�G � � P �=��G k ���

RI = 24
MNM 	y��EF	 Cyk E J ������	Z	z«:��	�����	 � � � P �I��G k ��� RI = 25

MNM ��Á G C 	�EFE P EF	�	��R��¬­	�� M ��	 � GH�P � C � P ��	�� C EF	 � � P �½�y� J ��	��,E � �y�HG � ����Gm� J ��� 	y�,� K 	�� M ���R�LGm����	'� 20◦
¸��3® � P � � ���y��	�� J �,	�� � GH�R� J 	IEF	��J ���R�LGH\ J E J ��������	 � P �R¬ G C 	Z�N¬­���R���LG P « ��	 C�J ��G J EFEF	 M 	������3E%GN� P �R¬ G C 	Z� P � P�J ��	 	��R�'	�� C �����LG C �'G#��	 C

EF	 C � P ��	�� C EF	 O0P�J ¬ G J �,� �NC 	���	�� \q� P�CLK ��� � �Á 	?� K ��� MNn ����	 JFM � ����	 P ��	 C ��������G J ����	 σ = σ1 +eiωt � M 	�� P ��	?E%GI� J ��	�����	?	y�8	��N� J ��	 η2(ω, σ1)
�

_I������� J 
3	 	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	���� O0P 	 γ̇1
��	���� � 	���� � GH����	 E%G�¬­��� O0P 	�� C 	 � _I� � 	 P �I����� C � C � J ��	

η2(ω, σ1) = η2(ω, γ̇1)
�

� � � � � � % �7*(8+��2 %-�!� "$���L2�4H���U:<�+.=�����+4�� �>.�.�8+�+4
η2(ω, γ̇1)Á 	 \ P �Z��	 C 	�� 	z« � ��� J 	�� C 	�� 	��R�Z��� G C�C ����	��Z��E%G � k �3G MNJFO0P 	N��	aE � J ����	��R¬ G C 	N	�������	aE%Gs\3GH����	

� 	 P C�J ��G J EFEF��	�	y��E%G'\3GH����	���� n � C�J ��G J EFEF��	 ��ª GH���8���H����	 M �:� n EF	�� C 	y����	?� k �3G MNJFO0P 	?	��R��	���� JFn ��	 M 	����C ������	�� P 	 �3GH����E%G�� J ��	�����	 C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	 c0
� O0P � J ED��� P ��¬ G P �����y��	�� MNJ ��	�� � _I�µG M ��������� O0P 	

�3GH����EF	 � E%Gm��	#G P ��	 C�J ��G J EFEF	 M 	�����E%GZ� J � C ��� J ��� C � M � EF	z«]	 η2
� 	 P �I��� � C � J ��	 C � MNM 	�E%GN��� MNM 	���	

��	 P «s��	�� M 	��'

1

η2
=

(

1 − 1

2 + iω(RI + eα1)/c0

)

(

1 − α1

(1 + eα1/RI)ηI2
+

α1(1 + e
RI

)

(1 + eα1/RI)ηN2

)

# H � ��� &

+

(

RI

e

∆γ̇

σ∗
+

1

ηN1

)

1

2 + iω(RI + eα1)/c0

.

ª 	 � E P � �3� J ���s� P ��� ����	 e
RI

<< 1 � P � ���y��	�EF� ��� 	 M 	����?E JFMNJ ����	�� e
RI

� 	�� M 	y����� � C � J ��	�

1

η2
=

1

ηI2
+

1

2 + iωRI/c0

RI

e

(

1

ηN1
+

1

1 + e
RI

1

ηI1
+

1

ηI2

)

+
α1

ηF1
+

α2
1

ηF2
. # H � � a &

α1
	��R�½����� P�J ����	?E%G���	�E%Gm� J ��� σ1 = σ∗(1+α1

e
RI

)2 � = � GH�R� J � ��	�E%G M 	�� P ��	?	z« � ��� JFM 	����LGHEF	?��	 η2
�

��� � 	 P ��� � � P � CLK G O0P 	�¬­��� O0P 	�� C 	 ω �3G�� P �R��	��?E%G C � P ��\q	 1/η2(ω, α1)
� GH� P � � ��E k � ��M 	'��� ��������	

2 	�� α1
��F � � ��	��3GH����E%G��HGHEF	 P ����	 C 	 � ��E k � ��M 	�	�� α1 = 0 �]���sG C�C�n ��	�� E%G�� J � C ��� J ��� η2(ω, 0) 


1

η2(ω, 0)
=

1

ηI2
+

1

2 + iωRI/c0

RI

e

(

1

ηN1
+

1

1 + e
RI

1

ηI1
+

1

ηI2

)

. # H � � b &
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Á 	�� J � C ����� P 	��8��	 C 	y����	?	z« � ��	���� J ��� ������� ηI2
� ηN1

� ηI1
	y� c0

��Á G'�HGHEF	 P �DE%G � E P �=¬ G C�J EF	,��G ��� ���#« J lM 	���	��R� ηN1
�;F � 	ED
	y����EF����� O0P 	 γ̇ > γ̇max

�3��� � 	 P �IG�� P �R��	��?E%G C � P ��\q	 σ1(γ̇1)
� GH� P � � P�J ��	���	H J ��^ K G M ��F � � ��	��3GH���?E%G �HGHEF	 P �,��	 C 	y��G�� P �R��	 M 	����?	�� σ = σ∗ ����� ��\]� J 	�����E%G�� J � C ��� J ��� ηN1

�
À E.��	��R��	 M G J ����	��3GH���?�Z����� P ��	�� ηI2

	y� ηI1
� � GH�R� J �,��	��?����������	��?	z« � ��� JFM 	����LGHEF	�� � � P � γ̇1 <

γ̇min
�

� � � � 	 � �L2�4H���U:<�+.=���+.  #"$� 	 4'�+.�*(�!��� �L4',��+�&% , 	 �>.���/1.�)�� �
γ̇1 < γ̇min �ª GH��� C 	y����	Z��	 C � J �����q��� P ������G J �������?EF	 C GH� γ̇1 < γ̇min

�
À E<��� k �3GH���IE � 	�������	y¬­	�� O0P � P ��	 \3GH����	J ���H����� � 	 �3ª GH��� C 	 C GH� � η1 = ηI1
	y� η2 = ηI2

�
��� tQs#voE'� E'Oyv IQW-K�tQO���tQM|SUETSUE�� u|SUKX�'ZUS

F � \on ��� � H �:� J � � \cb � \Xg 
 G M ��������� O0P 	 E � � O0P Gm� J ��� ������� J � J � C ����� P 	�� � ��� � ������	 � GH��_IE l
����� k � � j � � j a 
 


(

1 + τ1
d

dt

)

pik = 2η0

(

1 + τ2
d

dt

)

eik,
# H � � g &

��� pik
	��R�aEF	s��	�����	 P �a��	�� C ��������G J ����	�� 	y� eik

EF	s��	�����	 P � ��	 C�J ��G J EFEF	 M 	������DG MNn ��	�� �3GH��� P ��	
	z« � ��� J 	�� C 	���	�� P � 	�� � ��� J � J ������G P «s��	�E%Gm� J �����I


η1(γ̇1) = η0
1+s2γ̇2

1

1+s1γ̇2
1

+ ηS, # H � ��� &

η2(ω, γ̇1) = ηS + η0
1−τ1τ2ω2(1+s1γ̇2

1 )+γ̇2
1 (3s2−s1+s1s2γ̇2

1 )+iω(τ1+τ2+γ̇2
1 (τ1s2+τ2s1))

(1+s1γ̇2
1)((1+iτ1ω)2+s1γ̇2

1)
, # H � � j &

��� τ1
	y� τ2

�������?��	�����	 M � � C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	�����	����H����	�� P�J ��	'	y� s1
	y� s2

��	��?^���GH����	 P ��� C GH��G C l
����� J �R� JFO0P 	�� K � M ��^ n ��	��?G PsC GH��������� P � ��	 M � � � _I�s� J ��	'EF	��½�HGHEF	 P ��� τ1

� τ2
��	�E%G C � P ��\q	 η2(ω, 0)#­� K ����EF��^ J 	½E J ���#G J ��	½�R�LGH���3GH��� & ��	y� s1

� s2
��	�E%G C � P ��\q	 η1(γ̇1)

��\]��	�� P 	?	�� � K ����EF��^ J 	½�����:l E J ���#G J ��	
� � P � γ̇1 < γ̇min

��Á 	�� M 	 J EFEF	 P ���,G�� P �R��	 M 	������?��	 η2(ω, 0) 	y� η1(γ̇1)
��\]��	�� P � � � P � P ��	�����E P � J ���

��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE3� 5.8% ������� � ������	��������8� P � E%G 
3^ P ��	 H � � � _I�Z����� P ��	 τ1 = 0.69 � � τ2 = 0.001 � �
s1 = 0.25 � 2 	y� s2 = 0.024 � 2 �ª � G P ����	 � GH�R���qE%G 
3^ P ��	 H � a M ��������	 η2

	���¬­��� C � J ��� ��	 ω � � P � � E P � J 	 P ��� γ̇1
������� P EF� � _I�

����� J 
3	 O0P 	 E � � O0P Gm� J ��� # H � � j & G�� P �R��	 \ J 	���E%G�¬­��� M 	=��	�� C � P ��\q	�� η2(ω, γ̇1)
EF����� O0P 	 γ̇1

	��R�<������� P E �® � P �I��	�¬ G J \�EF	�� C�J ��G J EFEF	 M 	������6# 
3^ P ��	 H � a (a), (b), (c)
& �
E � G�� P �R��	 M 	���� � GH��E � � O0P Gm� J ��� # H � � j &

��	�� C � P ��\q	�� η2(ω, γ̇1)
	��R��	z« C 	�EFEF	���� ��F �µ��	y�HGH� CLK 	��<EF����� O0P 	�EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	���� M � k 	��WG P ^ M 	�����	

# 
3^ P ��	 H � a #­� & � #­	 & � #³¬ & & �cE � G�� P �R��	 M 	�������	 η2(ω, γ̇1)
��� 	��R� � E P ��G P ��� J \q����� M�
�M 	N��� J E � ����� J �O0P GHE J �LGm� J ��	 M 	����,EF	 C � M � ���R��	 M 	������ K ����EF��^ JFO0P 	I��	 η2(ω, γ̇1)

�
��� tQs#voE'� E'Oyv E'� I~M$KNM���tUE I&�ytUK

γ̇1 < γ̇min

_I� CLK 	�� CLK 	 JFC�J<P ��	Z� O0P Gm� J ��� O0P�J ��� C � J ��	 MNJ 	 P «�EF	 C � M � ���R��	 M 	����I��	 ���H����	9� P�J ��	 �
® � P �C 	�E%G ����� CLK 	�� CLK 	 �����y��	�� MNJ ��	��,E � �y����E P � J ���s��	 s1
	y� s2

G#��	 C γ̇1
� _I��G�� P �R��	������ C η2(ω, γ̇1)

� GH�
E%G�¬­��� M P EF	Z


η2 = ηS + η0
1 − τ1τ2ω

2(1 + t1) + (3t2 − t1 + t1t2) + iω (τ1 + τ2 + (τ1t2 + τ2t1))

(1 + t1) ((1 + iτ1ω)2 + t1)
, # H � ��� &
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��²³¼�� H � � d # G &�� ��� M 	Z��	�E%G � J � C ��� J ��� C � M � EF	z«]	 η2
	���¬­��� C � J ������	�E%G ¬­��� O0P 	�� C 	 ω

M 	�� P ����	
G P C � P ���a��� P ��	 	z« � ��� J 	�� C 	 ��	 � K ����EF��^ J 	sE J ���#G J ��	 C E%GH��� JFO0P 	 # γ̇1 = 0

& � � P � P ��	 ����E P � J ��� �
5.8% ��E%G�E J ^���	 C ����� J � P 	���	 � ������	�����	?E � G�� P �R��	 M 	���� � GH�=E � � O0P Gm� J ����# H � � j &z� #­\ &�! J � C ��� J ��� M 	�� P ����	
	�� � K ����EF��^ J 	 �����:l E J ���#G J ��	 C E%GH��� JFO0P 	5# γ̇2 = 0

& � � P � P ��	�����E P � J ���U� 5.8% �=E%G�E J ^���	 C ����� J � P 	
��	 � ������	�����	�E � G�� P �R��	 M 	���� � GH��E � � O0P Gm� J ���5# H � ��� &z�
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.

��²³¼�� H � a d � ��� M 	a��	aE%G � J � C ��� J ��� C � M � EF	z«]	 |η2| 	��U¬­��� C � J ���W��	�E%G ¬­��� O0P 	�� C 	 ω � � P � P ��	
����E P � J ����� 5.8% �qEF	��?E J ^���	�� C ����� J � P 	�����	 � ������	�����	�����EF	���G�� P �R��	 M 	������ � GH�?E � � O0P Gm� J ��� # H � � j &z� γ̇1�HG P ����	�� � 	 C � J ��	 M 	����7# G & 0.017 �+#­\ & � � � g � ��# C & � � \ � ��#­� & � � gin ��#­	 & \ � � ��#³¬ & \ � n � −1 �
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����EF	�� � GH��G MNn ����	���E J \���	��a������� t1
	y� t2

��Á 	����HGHEF	 P ������	 τ1
� τ2

	y� η0
������� ����������	�� � GH��E%G

� K ����EF��^ J 	�E J ���#G J ��	 � _I� ��\]� J 	����IGHEF�����?��	 P « C � P ��\q	���
 t1(γ̇1)
	y� t2(γ̇1)

O0P 	 E � ��� G�� P �R��	 � GH����	��
EF� J �<��	 � P�J ����GH� C 	 cγ̇n �HÀ E�G ��� GH��G��F�DGHEF����� O0P 	 t1

	y� t2
������� \ J 	���G�� P �R����� � GH� P ��	,EF� J ��	 � P�J ����GH� C 	

��� 	z« � ����GH��� n = 1.5 #³��� J �8EF	���E J ^���	��8� J � C ����� J � P 	��½� P �½E%G 
3^ P ��	 H � b & GHEF����� O0P 	 H �:� J � � ����� J � P �
	z« � ����GH��� 2

� F �Z��� G P ����	��=��	�� M 	�� �H���Z	�� C ��� C E P � O0P 	,EF	��i��	�� M 	�� s1
	y� s2

�3GH���DE � � O0P Gm� J ��� # H � ��� &
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��²³¼�� H � b d # G & t1
	���¬­��� C � J ������	 γ̇1

� #­\ & t2
	���¬­��� C � J ��� ��	 γ̇1

� � � P � P ��	�����E P � J ��� ��	 ¸½®8¸ E d� G j GHE]� 5.8%
�HÁ 	��=E J ^���	�� C ����� J � P 	��=	y�=� J � C ����� J � P 	��=��	 � ������	�����	���� ��	�� � 	 C � J ��	 M 	���� EF	�� M 	 J EFEF	 P ���

G�� P �R��	 M 	������ � GH�,EF	���EF� J � s1γ̇
2
1/(1 + τ3γ̇1)

	y� c1γ̇
1.5
1

�

��	Z������� � GH� J ����� � 	����3GH��������	 γ̇1
	y�'� JFMNJ � P 	����'EF����� O0P 	 γ̇1

G P ^ M 	�����	���� � � ��	Z��G J ����� � ����� J \�EF	
� � P � C 	y��� C GH�R��	��R� O0P 	 C 	 M �:� n EF	 � P ��� ����	 O0P 	�EF	9� P�J ��	Z	��R� J ���H����� � 	 � _I� ����� � 	 P � M ��������	��
� GH�?\ J ���y¬­� J ��^�	�� C 	 O0P 	�EF	�� MNJFC 	�EFEF	��½��	�����	����'�N��� GHE J ^���	����3GH����EF	���	����I��	�E � � C � P EF	 M 	���� � gRg 
 �
Á 	
� P�J ��	'��� 	��R�IGHEF����� � GH� J ���H����� � 	 C 	 O0P�J � 	 P � C ������� J \ P 	��?�Z� JFMNJ � P 	�� s1

	y� s2
�

¸ 	 � 	����3GH���������s��� Gm����	������ C 	 O0P � � ¬ G J \�EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	����½EF	 C GH��G C � n ��	 J ���H����� � 	I� P � P�J ��	'��� J �C ������	��R����� J � 	 � ti ≃ siγ̇
2
1
	y� ����� � ti ≃ ciγ̇

1.5
1
� � P � γ̇1 −→ 0

� _I� CLK 	�� CLK 	 ����� C �8�3GH��� P �
��	 P « JFn�M 	'��	 M � � ����G�� P �R��	���E%G C � P ��\q	 η1(γ̇1)

� GH��E � 	z« � ��	���� J ��� � P�J �HGH����	�


η1 = η0

1 +
s2γ̇2

1

1+τ4γ̇1

1 +
s1γ̇2

1

1+τ3γ̇1

+ ηS, # H � � n &

Á 	���G�� P �R��	 M 	�������	 ti
� GH� 1 +

siγ̇
2
1

1+τ2+iγ̇1

	y� � GH� ciγ̇
1.5
1
��������GHEF����� J ��� J � C 	����3GH\�EF	�� # C ¬ � EF	��'E J ^���	��C ����� J � P 	��<� P �<E%G�
3^ P ��	 H � b &z� = E%G � ��� C�J � J ����	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 � � n � � ��� � 	 P � CLK � J � J � τ4 = τ3

� C 	 O0P�J
��	�����E � � O0P Gm� J ��� # H � � n & J ����	���� J \�EF	 � F � P � J E J ��GH��� C 	y����	I	z« � ��	���� J �����]��� ����� P ��	 O0P 	IE � G�� P �R��	 M 	����
��	 η1

� GH�DE � � O0P Gm� J ��� # H � � n & 	��R� M 	 J EFEF	 P � O0P 	 C 	�E P�J � GH� E � � O0P Gm� J ��� # H � ��� &z��ª 	 � E P � � J E3G ��� GH��G��F�O0P 	 s1 ≃ τ 2
1
	y� s2 ≃ τ2τ1

�<F ��
3����EF����� O0P 	 ω −→ 0 ����� � 	 P ��� C � J ��	�


γ̇(t) = γ̇stat(σ1 + σ2 cos ωt), # H � j � &



�������
	����

���� � \ � a

	y���3� J σ2
	��R��� P�� ��G MNM 	���� � 	y� J ���]���s����� P ��	�


γ̇(t) = γ̇1 + γ̇2 = γ̇stat(σ1) + σ2 cos ω(t)
∂γ̇stat

∂σ
, # H � j'\ &

l J �3GHEF	 M 	������]���s��\]� J 	�����E%G C ����� J � J ����


η2(ω, γ̇1) −→ω→0
∂σ1

∂γ̇1

. # H � j � &

_I�s����� P ��	�G J ��� J E%G ��	�E%Gm� J ����	 M � J � JFO0P 	I� P�J �HGH����	 � � P ��EF	�� C � P ��\q	�� ηI1
	y� ηI2(ω, γ̇) 


η1(γ̇1) = η0

1+
τ1τ2γ̇2

1
1+τ3γ̇1

1+
τ2
1

γ̇2
1

1+τ3γ̇1

+ ηS, # H � j a &

η2(ω, γ̇1) = ηS
# H � jNb &

+η0

−τ1τ2ω2(1+
τ1τ2γ̇2

1
1+τ3γ̇1

)+
1+2τ3γ̇1(1+τ1τ2γ̇2

1 )+γ̇2
1(3τ1τ2+τ2

3−τ2
1 )+γ̇4

1τ3
1 τ2

(1+τ3γ̇1)2
+iω

(

τ1+τ2+
2τ2

1 τ2γ̇2
1

1+τ3γ̇1

)

(

1+
τ2
1 γ̇2

1
1+τ3γ̇1

)(

(1+iτ1ω)2+
τ2
1 γ̇2

1
1+τ3γ̇1

) .

_I� ����� P�J � τ3
��	½E%G C � P ��\q	½��	�� K ����EF��^ J 	 �����:l E J ���#G J ��	 	��ZG�� P �R�LGH��� η1(γ̇1)

� GH�iE � � O0P Gm� J ��� # H � j a &z�Á G 
3^ P ��	 H � g � ������	�����	NEF	 M 	 J EFEF	 P ��G�� P �R��	 M 	���� � GH�'E � � O0P Gm� J ���*# H � j a & � � P � P ��	�����E P � J ��� ��	¸½®8¸ E d � G j GHE:� 5.8% 
m��������� P ��	 τ3 = 0.47 � � F � J � ��	 C �LGH��� C 	y����	8�HGHEF	 P �<�3GH���<E%G�¬­��� M P EF	�# H � jRg &
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��²³¼�� H � g d η1

M 	�� P ����	½	��Z� K ����EF��^ J 	 �����:l E J ���#G J ��	 �R�LGH���3GH��� 	�� ¬­��� C � J ������	 γ̇ � � P � P ��	½����E P � J ���� 5.8%
�]Á G�E J ^���	 C ����� J � P 	I��	 � ������	�����	�G�� P �R��	 M 	���� � GH��E � � O0P Gm� J ��� # H � j a & G#��	 C η0 = 57.2

® G � � �
τ1 = 0.68 � � τ2 = 0.0003 �,	y� τ3 = 0.47 � �
������	y����� P ��	IEF	�� C � P ��\q	��½	z« � ��� JFM 	����LGHEF	��½��	IE%G�� J � C ��� J ��� C � M � EF	z«]	 �]Á G 
3^ P ��	 H � � C � M � GH��	�EF	��C � P ��\q	��c��\]��	�� P 	��<^���� C 	 �,E � � O0P Gm� J ��� # H � jRg & G P « M 	�� P ��	��c	z« � ��� JFM 	����LGHEF	��.��	 ηI2

	��'¬­��� C � J ���'��	
ω � � P � γ̇1 < γ̇min

�mÁ � G�� P �R��	 M 	����DG J ��� J ���#GHE J ��� 	��R�i\ J 	�� M 	 J EFEF	 P � O0P 	 C 	�E P�J ��������� � GH�<E � � O0P Gm� J ���
��	 H �:� J � �q	�� � GH�R� JFC�P E J 	��IG P «�\3GH����	���¬­��� O0P 	�� C 	�� � _I� � 	 P ������� C ���y��	�� MNJ ��	�� � ��� C�J ��� M 	���� ηI2	y� ηI1

� l J �3GHEF	 M 	������:E%GZ��	 P EF	 J � C ����� P 	���	��R�LGH���?�3GH����E � 	z« � ��	���� J ��� # H � � b & 	��R� c0
�
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��²³¼�� H � ��d � ��� M 	���	�E%G�� J � C ��� J ��� C � M � EF	z«]	 η2(ω, γ̇1)
	��a¬­��� C � J ��� ��	 ω � � P � P ��	I����E P � J ���N��	¸½®8¸ E d � G j GHEi� 5.8%

��Á 	��IE J ^���	�� C ����� J � P 	��'��	 � ������	�����	�����E � G�� P �R��	 M 	���� � GH��E � � O0P Gm� J ��� # H � jRg &
G#��	 C η0 = 57.2

® G � � � τ1 = 0.68 � � τ2 = 0.0003 ��	y� τ3 = 0.47 � �

� t+voKXE's PR�yOQPRE'OyvoKXW�vXM$�yOQs
® � P �Z����� J 
3	�� O0P 	sE � � O0P Gm� J ��� # H � jRg & 	��R� J ����� � 	����3GH����	s��	sE%G C ��� C 	�������Gm� J �����=��� P �����#GHE J l

����������	���	z« � ��� J 	�� C 	�����	'� P � 	�� � ��� J � J ��� �Z��	 P « G P ����	�� C ��� C 	�������Gm� J ������	�� ¸½®8¸ E d � G j GHE ��ª GH���CLK G O0P 	 C GH� ��E � G�� P �R��	 M 	���� � GH� E � � O0P Gm� J ��� # H � jRg & 	��R�a��	y����	 M 	���� M 	 J EFEF	 P � O0P 	 E � G�� P �R��	 M 	����
� GH��E � � O0P Gm� J ���5# H � � j &z� F ��
3��� C 	���G�� P �R��	 M 	������ � 	�� M 	y����	�����G P ��� J ��	 M 	y������	�	�� �y� J ��	�� C 	�E � J �:l
� P 	�� C 	?��	�E � G ��� GH� J � J ������	�E%GI\3GH����	���� M Gm� JFO0P 	 � F �N	ED
	y����� n � O0P 	�E � ��� � ��� n ����	?�3GH��� EF	½����^ JFM 	
��	 � � K 	#GH� l \3GH��� J ��^�� # γ̇1 > γ̇min

& �.E%G O0P GHE J ������	���G�� P �R��	 M 	���������	 ���y����� J ����	Z¬­���R��	 M 	���� �<Á G 
]l
^ P ��	 H � j C � M � GH��	 η2(ω, γ̇1)

	y�ZEF	a����� P E �LGm� ��	aE � � O0P Gm� J ��� # H � jRg & � P �R��	sG#�HGH���Z	y� � P �R��	�G � � n �
EF	�����\ P � � P � E%Gm��	#G P ��	 C ��������G J ����	 � � P ������� J � C ��� C 	�������Gm� J ������� J D
����	�����	���	�� ¸½®8¸ E d � G j GHE�

4, 5.8 	y� 8%

�:ª n � O0P 	?E%G 1 ����	?��	�� � K 	#GH� l \3GH��� J ��^��,	��R�½Gm����	 J ����	��0��\3GH����	?¬­��� O0P 	�� C 	��:EF	��D�HGHEF	 P ���
� ����� J ��	�� � GH�'E � � O0P Gm� J ��� # H � jRg & ������������� � ¬ G J \�EF	�� ��ª GH���'EF	 CLK G � J ����	Z� P�J �HGH��������� P ��GH�3GHE k �������
EF	��,����������	��?��\]��	�� P 	�� � � P � γ̇1 > γ̇min

�3GH����EF	'\ P ����� 	�������� P�J ��	 P ��	 M 	�� P ��	���	 c0
�

� � � ��� �72 69��%�6 �>4'/ ��/��>. ���>.�4x 1� %-8+)>/;:<�!��� �L4',��+�&% , 	 �>.���/1.�)��
Á GN^���� M �y��� J 	 P � J E J ����	��3GH���������?	z« � ��� J 	�� C 	��'	��R� P ��	�^���� M �y��� J 	���	 ¸ � P 	y����	���	�� MNJ ����	 � GH�P � C�� ��	 �,� ��� M 	�� P ��	���� K ����EF��^ JFO0P 	��a�������s����� C EF	�� M � k 	�����	��s��� P ��	�� K ����EF��^ J 	 ¸ � P 	y����	�	y�

��� P ��	�� K ����EF��^ J 	 C�� ��	zl � E%GH� � H J 	�� O0P 	�E%G ^���� M �y��� J 	 C�� ��	zl � E%GH����� J � CLK � J � J 	Z��	 ��	�EFEF	 �����R��	 O0P 	
EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	����,��� J �?EF	 M�
�M 	 � � P �?EF	��?��	 P «�^���� M �y��� J 	�� ���3GH����EF	 C GH����� 	z« � ��� J 	�� C 	��I��	�� P � 	�� l
� ��� J � J ���7�3GH��� EF	N����^ JFM 	N��	 � � K 	#GH� l \3GH��� J ��^���� C 	�E%G G ��� ���R��	N��	�� C � M � E JFC Gm� J ����� �cÁ 	 � � J � C�J � GHE
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��²³¼�� H � j d η2(ω, γ̇1)
	���¬­��� C � J ��� ��	 ω 	y� G�� P �R��	 M 	���� � GH�aE � � O0P Gm� J ��� # H � jRg & � P �R��	7G#�HGH���

# (a), (c), (e)
& 	y� � P �R��	ZG � � n � # (b), (d), (f)

& EF	�����\ P �'� P � E%Gm��	#G P ��	 C ��������G J ����	�� � � P �?����� J �C ��� C 	�������Gm� J ������� J D
����	�����	��?	�� ¸½®8¸ E d � G j GHE 4% # (a), (b)
& � 5.8% # (c), (d)

& 	y� 8% # (e), (f)
&
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� ����\�E n�M 	 � ����� � GH�ZE%G � ������	�� C 	 ��	s��	 P « ^���� M �y��� J 	��Z	��R� O0P 	sEF	 � E%Gm��	#G P ��	 C � MNM 	�� C 	 � GH�
G P�M�
�M 	 M � M 	����,�3GH��� CLK G C�P ��	���� 	�EFEF	 ��ª GH���,E%G�^���� M �y��� J 	���	 ¸ � P 	y����	��3E%G�\3GH����	'��� M Gm� JFO0P 	
G ��� GH��G��F� � � P � σ = σ∗ RI

RI+e
GHEF����� O0P � 	�EFEF	�G ��� GH��G��F� � � P � σ = σ∗ �3GH���,E%G ^���� M �y��� J 	 C�� ��	zl � E%GH� �ª 	 � E P � ��� J E%GI^���� M �y��� J 	,��	 ¸ � P 	y����	�¬­��� C 	�E%G'��� � GH��Gm� J ����� P � P�J ��	�	��N��	 P « �:�3GH��� E%G'^���� M �y��� J 	C�� ��	zl � E%GH����EF	 � P�J ��	 � 	 P ����	���� � GH��	���	�� � E P �'��	���	 P «7\3GH����	�� � \Xj 
 #³��� J � 
3^ P ��	 H � � &z�c¸ 	 O0P�J

��²³¼�� H � �7d À M GH^�	�� P �LG P « ��	 C�J ��G J EFEF	 M 	����<EF� C GHE:��\]��	�� P 	 � GH�i���������3GH� C 	 M GH^����y� JFO0P 	�� P�C EF�#G J ��	
� P � P ��	7����E P � J ������	 ¸½®8¸ E d � G j GHE �,Á 	��LG P « ��	 C�J ��G J EFEF	 M 	����a	��R� C �:���7	�� � J ��	#G P «���	7^�� J �
GH��\ J ����G J ��	 � l J ^ P ��	I	z«:����G J ��	'��	�E%GZ���y¬­����	�� C 	 � gin 
 �
��	 � GH����	 �3GH��� C 	y����	�^���� M �y��� J 	 C � M � ��� J ��	�	��R�I����� C�C � M � E JFO0P � � _I� CLK � J � J �IGHEF��������� P � J E J ��	���E%G
¬­��� M P EF	 � K ����� JFO0P 	�E%G � E P ��� JFM � EF	 � � P ��	�����G k 	�����	N���y��	�� MNJ ��	�� c0

�<�s��G#��� J ��E%Ga¬­��� M P EF	 � � P �
��	 P « � E%GH��� J ��
3� J �,	y� � GH��GHEFE n EF	��I


1

η2
=

1 − α1

ηI2
+

α1

ηN2
+

∆γ̇

σ∗

c0

ieω
. # H � jRg &

_I� � ��	�������G � � P � α1
E%G M � k 	�����	½��	 α1 = γ̇1−γ̇I

∆γ̇
� � P � P � C�� ��	zl � E%GH��	y�=��	 α1 = R

e

(√
σ1σ

∗ − 1
)

� � P � P ��	�^���� M �y��� J 	'��	 ¸ � P 	y����	 �
_I�����#GHE J ��	�GHEF����� � E P � J 	 P ���?	z« � ��� J 	�� C 	�����	�� P � 	�� � ��� J � J ���s� P ��EF	 � E%Gm��	#G P � _I������� P�J ����	�E%GC � P ��\q	 σ1(γ̇1)

EF	��½�HGHEF	 P ���½��	 σ∗ � γ̇I
	y� γ̇N

�3® � P �,E � 	�����	 M \�EF	'��	�� C � P ��\q	�� η2(ω, γ̇1)
� P �,EF	 � E%G l

��	#G P �H��� C GHE C�P EF	 α1
�H® � P � P ��	�¬­��� O0P 	�� C 	 
]«]��	������ � 	 P � GHEF�����<����G C 	�� η2(α1)

�HÁ � � O0P Gm� J ��� # H � jRg &
��� P �½� J � O0P 	IE%G C � P ��\q	 1/η2(α1)

��� J � 
 ����	 P ��	������ J ��	���	��HGHEF	 P ����E � ��� J ^ J ��	6#³��� J �

3^ P ��	 H � n & 

1

η2

|α1=0 =
1

ηI2(ω, γ̇I)
+

∆γ̇

σ∗

c0

ieω
. # H � j � &

ª � G P ����	 � GH�R���,��� C �����3G J � ηI2(ω, γ̇I)
^���� C 	µ� E � � O0P Gm� J ��� # H � jRg &z� F « � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	������,���C GHE C�P EF	'����� C 


ηc0(ω) = −ℑ
(

η2ηI2

ηI2 − η2

)

. # H � jRj &
l J �3GHEF	 M 	������0����G�� P �R��	IE%G C � P ��\q	 ηc0(ω) � GH� P ��	'����� J ��	 #³��� J � 
3^ P ��	 H � \ � &z�]Á G � 	�����	I��	 C 	y����	����� J ��	'��� J �½�HGHEF� J � σ∗e

∆γ̇c0
����� E%G ��	 P EF	 J � C ����� P 	�	��R� c0

�
¸ � MNM 	�EF	 M ��������	�E%G 
3^ P ��	 H � \ � �3	�� G�� P �R�LGH��� ηc0(ω) � P ����� P ��	�E%G�^�G MNM 	I��	�¬­��� O0P 	�� C 	��	z« � EF������� �0���N����� P ��	 c0 = 0.1±0.1

MNM � � −1 � k � P ��	y¬­� J � ��E � G�� P �R��	 M 	����8��\]��	�� P ��� 	��R� � GH�8��Gm���R¬ G J l
��GH��� �:® E P � J 	 P ��� ¬ G C ��	 P ��� � 	 P ��	����½	z« � E JFO0P 	��8E%G�� J � � 	��R� J ������	�������������	��½G P ��� P �8��	�� � ����� JFC � J �����
� K ����� JFO0P 	�� �0ª � GH\q������� P � J E J ��	��=E%G�¬­��� M P EF	 � � P �D��	 P « � E%GH��� � GH��GHEFE n EF	��i	��R� � 	 P �Rl 
 ����	,����� � ����� P�C l
��	 P � � F ��� P�J ��	���EF	 C GHE C�P E]��	 α1

C � MNM 	 M � k 	�����	,��	 C 	�E P�J Gm����	���� P �3GH���=EF	��=��	 P «�^���� M �y��� J 	��i	��R�
G P ��� JiP ��	 � JFM � E J 
 C Gm� J ��� JFM � ���R�LGH����	 �;F ��
3��� J E<	��R� � ����� J \�EF	 O0P 	ZE%G � ��� C�J � J ������	 ����� M 	�� P ��	��
� K ����EF��^ JFO0P 	��,��	���� J � � GH��� P�� ��GH����	 � � P �,���#GHE J ��	�� P ��	��y� P ��	�G P ��� J � � P ������	 �
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��²³¼�� H � n d ® GH�R� J 	�����	�EFEF	 # �µ^�G P�CLK 	 & 	y� JFM GH^ J �3G J ��	 # �7����� J ��	 & ��	 1
η2(ω)

	�� ¬­��� C � J ���»��	 α1� � P � P ��	Z����E P � J ������	 ¸½®8¸ E d � G j GHED� 8% 	y� M 	 J EFEF	 P ��G�� P �R��	 M 	���� � GH� P ��	Z����� J ��	 � � P � ω =
0.1 ��GH� � � −1 # ⋄ 	y��E J ^���	��,	�� � � J ��� J EFEF��� & �:	y� ω = 0.96 ��GH� � � −1 # • 	y�?E J ^���	�� C ����� J � P 	�� &z�
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��²³¼�� H � \ ��d ηc0
	��N¬­��� C � J ������	 ω � � P � P ��	?����E P � J ���Z��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE�� 8%

�0Á G�E J ^���	 C ����� J � P 	
��	 � ������	�����	�EF	 M 	 J EFEF	 P �'G�� P �R��	 M 	���� � GH� P ��	 ����� J ��	 G#��	 C 
 c0 = 0.1

MNM � � −1 � ∆γ̇ = 3.6 � −1 �
σ∗ = 100

® GZ	y� e = 1
MNM �
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� ��� � ��ps��x��sr.wy��p
� � P � G#������� ���y��	�EF� ��� � P � M �:� n EF	 � � P �N��	�������	 C � M � ��	 ��� 	z« � ��� J 	�� C 	�� � K ����EF��^ JFO0P 	�����	

� P � 	�� � ��� J � J ���U�3GH����EF	a����^ JFM 	a��	 � � K 	#GH� l \3GH��� J ��^�� �D¸ 	y����	 GH�3GHE k ��	���� P �NG � 	�� MNJ � ��� ��\]��	�� J �P ����������	 ��	 ^���GH����	 P �I��	 E%G�� J ��	�����	 c0
��	 ��� � E%G C 	 M 	����'��	 E � J ����	��R¬ G C 	�	�������	Z��	 P «�\3GH����	��I��	C�J ��G J EFEF	 M 	���� �3GH����EF	?� k �R� n�M 	���	 MNJFC 	�EFEF	�� ^��#GH����	�� ¸½®8¸ E d � G j GHE � j J E � ��� ��� 	�� � J 	����½G PaM 	 J EFEF	 P �

G�� P �R��	 M 	����?��\]��	�� P � P ��E%G 
3^ P ��	 H � \ � �����s����� P ��	 c0 = 0.1 ± 0.1
MNM � � −1 �k � P ��	y¬­� J � �=���H����	��y� P ��	 G���	�EF	y���s��� JFM � ���R�LGH����	�� � J D
����	�� C 	��N	�������	�� K ����� J 	a	y�N	z« � ��� J 	�� C 	 �� � P � � ��� � ������������� J ����	�� � ���y��	�� C 	��½� J D
����	�� C 	�� � GH��E � JFM � 	��R¬­	 C � J ������	IE%G�^���� M �y��� J 	?	z« � ��� JFM 	��:l

�LGHEF	 � F ��	ED
	y��EF	�� Cyk E J ������	�� P � J E J �����N	�� � ��Gm� JFO0P 	 �3GH��� P ��	�^���� M �y��� J 	 ��	 ¸ � P 	y����	 ��	 �������
� GH� J ��
3� J ��
cE%G � GH�R� J 	 J �]¬­��� J 	 P ��	�� PWCyk E J ������	 J ����	�����	 	��R� C�� � JFO0P 	 � � P ��E JFMNJ ��	��IEF	���	ED
	y������	
\q������� �iª GH��� EF	 C GH� ��	 M 	�� P ��	�� ��	 � P � 	�� � ��� J � J �����c� P �R��� P �Z� C ��������G J ����	 JFM � ������	�� C 	�� 	ED
	y���
� 	 P ��	����?��	y��	�� J � JFM � ���R�LGH����� � � P�J � O0P � ���s��� J � � ��	�������	'	�� C � M � ��	 P ��	 C � M � ����GH����	I� P 	�� P ��	
^���� M �y��� J 	 C�� ��	zl � E%GH�µ	y� P ��	 C � M � ����GH����	N� P 	 � P ��	N^���� M �y��� J 	 Cyk E J ����� JFO0P 	 ��F � � GH�R� JFC�P E J 	�� �
E � � O0P Gm� J ��� # H � � a & ��� 	��R� � E P ��G ��� E JFC GH\�EF	 �3ª 	 � E P � �
��¬ G J \�EF	'¬­��� O0P 	�� C 	��
EF����� O0P 	 γ̇I < γ̇1 < γ̇N

�
E%G C � P�CLK 	���	D� P�J ��	�� J � P ��	?��� P �8EF	 C�� ��	 CLK GH��^�	?	���� JFn ��	 M 	�������� �y�LGm�½G PNC � P ���8��� P ��	 � ��� J �:��	�� C 	O0P�J ��� 	��R� � GH� � � J ��	�� C � M � ��	��3GH���½EF	 M �:� n EF	 � F ��
3�����3GH��� C 	y����	I^���� M �y��� J 	��0E%G����y��	�� MNJ �3Gm� J ���
��	 γ̇N

	y� γ̇I
��� 	��R����GH������� P ��	 � GH�?GH����	 1 � ��� C�J ��	 � � P � � 	�� M 	y������	���	�\q�����?G�� P �R��	 M 	����?��	 η2

�
Á 	��s	z« � ��� J 	�� C 	�����	y�:��G J 	����s����� C 
 ����	�	ED
	 C � P ��	���	�� ^���� M �y��� J 	 C�� ��	zl � E%GH� � F � 	ED
	y���½	��

^���� M �y��� J 	 C�� ��	zl � E%GH��� γ̇I
	y� γ̇N

�������D� J ��	 C ��	 M 	����=���y��	�� MNJ ����� � GH�iEF	�����\ P �D	y�DE%G 
3�Z� P � E%Gm��	#G P �¸ 	 � 	����3GH����� � � P � � � P ��� J �i��\]��	�� J � � E P � J 	 P ��� M 	�� P ��	�� ��	 η2(ω, γ̇1)
� P �=EF	 � E%Gm��	#G P �mE%G�^���� M �y��� J 	C�� ��	 d � E%GH� JFM � ����	���	N����G#�HG J EFEF	���� C�J ��G J EFEF	 M 	���� JFM � ������� C 	 O0P 	 ������� K ��� MNn ����	�����	N¬­����� � GH�

��� n �?\ J 	�� �q® � P �?��	��R��	�� � E P � � ��� C�J ��� M 	����IE%G �HGHE J � J ���'��	����H����	 M �:� n EF	��3��� P ��G#�����������#GHE J ������	��
	z« � ��� J 	�� C 	��?��	'����EF� C�JFM �y��� J 	 P E ����GH����������	 � ������	�������	����3GH����E � GH����	z«]	�� P�J �HGH����	 �
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 � � ��� � �y� � � � � � � ���

� � P � � ������	������������3GH��� C 	y����	aGH����	z«]	 EF	�������� P E �LGm������\]��	�� P � � GH������EF� C�JFM �y��� J 	 P E ����GH����������	
EF�����<��� 	z« � ��� J 	�� C 	��D��	�� P � 	�� � ��� J � J ����	ED
	 C � P ��	��D�3GH���iEF	8����^ JFM 	 ��	
� � K 	#GH� l \3GH��� J ��^�� � � � P � M ���:l
��������� O0P 	�EF	�� � ����
3EF�<��	8� J ��	�����	�	�����	�^ J �R�������i	���^���� M �y��� J 	 ��	 ¸ � P 	y����	 � 	�� M 	y����	����i��	 M 	�� P ��	��<E%G
� J ��	�����	 c0

��	I��� � E%G C 	 M 	����½��	IE � J ����	��R¬ G C 	�	�������	IEF	�����	 P «�\3GH����	��½��	 C�J ��G J EFEF	 M 	���� �0¸ 	�� M 	�� P ��	��
� J 	�����	���� C ����
3� M 	��,E � G ��� ��� CLK 	I� K ����� JFO0P 	 � ��� � ������	��3GH����E � GH����	z«]	 H �

� �	� � ��pZt<u���~A~��a��{½�iw���~�pZt<u�x
� � P � M ������������� JFC�JIP ��� J � � ��� J � J ¬ P E ����GH����������	 MNJ �aG P � � J ���sG P�C � P ���s��	���GW� K�n ��	 � GH�Á k � J GH��	 H � C�P � a 
 � k � P �'EF	��I���y�LG J EF����	 CLK � JFO0P 	�� C ��� C 	����3GH����E%G M �y� K �:��	 ��	 M 	�� P ��	Z����������GH� l

��	 M \�EF���'�3GH����E%G ���y¬­����	�� C 	 � � \ 
 �cÁ 	 M �����LGH^�	 	z« � ��� JFM 	����LGHE=	��R��EF	 � P�J �HGH��� #³��� J � 
3^ P ��	 ¸�� \ & 

EF	 � P�J ��	a	��R� � E%G C �a�3GH��� P ��	 C 	�EFE P EF	N��	 ¸ � P 	y����	���	a� JFM 	���� J ����� RI = 25

MNM � e = 1
MNM �

h = 29
MNM � � ��� M 	y����	 P � l ��� C 	 � ��	 P �'	������ J 	Z��	��'������	�� P E ����GH����������	���¬­� C GHE J ����	�����	 ¬­��� O0P 	�� C 	

f = 36
� ] 1 � GH� JFM � P EF� J ��� ��Á GZ¬­��� O0P 	�� C 	 ��	���� � �y� J � J ���s��	�� JFM � P EF� J �����½	��R�I��	 1 f ] 1 �q® � P �

�y� J ��	��,EF	I^�E J ����	 M 	�����G P ���H����� �]EF	I���H�����½	��R����GH\�EF� �3® � P � P ��	 M 	 J EFEF	 P ��	�� J D P � J ���a��	�� P E ����GH������� �
EF	'�R�LGm�����,	��R�?E J ����	 �¸ � MNM 	I	�� ®DÀ%! ������	�����	 M 	�� C 	�EF	��½����E P � J �����½��	 MNJFC 	�EFEF	���^��#GH����	���G#��	 C ��	��,\ J EFEF	�����	I��	�����	C ��	 P ��	��½��	?� J G MNn ����	 M � k 	�� 11 µ

M �0¸ 	y����	?¬­� J � ��E%G C ��� C 	�������Gm� J ��� M GH��� JFO0P 	?	�� \ J EFEF	½	��R� � ��� CLK 	
��	 1% 	�� M GH����	 � � ��	 C ��� C 	�������Gm� J ���7��	 1% 	�� M GH����	 � 	�� M 	y����� ��\]��	�� J � P �7� J ^��3GHED� � � JFM GHE
� � P �ZE%G M 	�� P ��	s��	�� J ��	�����	 � GH� P E ����GH������� � F �»	ED
	y���DEF	��Z����E P � J ����� ��	 MNJFC 	�EFEF	���^��#GH����	����������
����GH��� � GH��	�����	���G P « P E ����GH������� ��Á 	��I\ J EFEF	��?��	���	�����	Z����� P � ¬­���R� C ��������GH�R��	Z��� JFM � ���3GH� C 	 G C � P � l
� JFO0P 	IG#��	 C E � 	#G P 	y�½� J D P ��	����,����� C \ J 	��aEF	��½������	�� P E ����GH����������	�� � F ��
3���]��� P �,G#������������� J 
3� O0P 	
E%G � ������	�� C 	���	�\ J EFEF	��½��	'��	�����	�� CLK GH��^�	 � 	 P E%GZ� K ����EF��^ J 	I��	�����������E P � J ����� �Á 	�� P E ����GH���������������½� J D P ����� � GH��EF	���\ J EFEF	�� ��	?��	�����	'	y�½E � � M 	y����	 P � l ��� C 	 � ��	 P � C G � ��	 P ��	 � GH� l
� J 	�� P � J ^��3GHE3� J D P ��� �:¸ �����3G J ����GH����E%G'� J ��	�����	?� P ����� �3GH���8EF	7� P�J ��	?�y� P � J ��	y��EF	,��	 M � � MNJ � � GH�
EF	��D� CLK ��� � � P �D��	y��	�� J �8G P ��� C 	 � ��	 P � �0��� � 	 P �8���y��	�� MNJ ��	��DE%G � ��� J � J ��� ��	��8� J D P ��	 P ��� �3GH��� E � 	��:l
����	y¬­	�� � F � C ��������E%GH���IEF	��?� J ^��3G P «���	�0 P � � GH�?E � � M 	y����	 P � l ��� C 	 � ��	 P � �q����G C�C�n ��	ZG P ��� � E%G C 	 M 	����
��	��?� J D P ��	 P ����	y���3��	�E%� ��G P CLK G M � ��	'� J ��	�����	��3GH����E � � � G J ����	 P �,��	�E � 	�������	y¬­	�� �Á G 
3^ P ��	 ¸�� � � ������	�����	�E%G7� J ��	�����	�	���¬­��� C � J ��� ��	 E%G � ��� J � J ��� �3GH����E � 	�������	y¬­	�� � � P � P �

\ � n
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��²³¼�� ¸�� \ d ª J � � ��� J � J ¬8	z« � ��� JFM 	����LGHED��	�����EF� C�JFM �y��� J 	 P E ����GH����������	�	��µ^���� M �y��� J 	Z��	 ¸ � P 	y����	 �Á 	�� 1 ����	���^�� J ��	��,��	 � ������	�����	����IEF	�� � GH��� J �½	�� � EF	z« J ^�E%GH� �]EF	�� C 	�� C EF	����3GH���,E � 	�������	y¬­	��,� k:M \q��E J ��	����
EF	��,� J D P ��	 P ��� �
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��²³¼�� ¸�� ��d ! J ��	�����	 � P � P�J ��	 	�� ¬­��� C � J ������	 ��G � ��� J � J �����3GH��� E � 	�������	y¬­	�� �aÁ 	�� E J ^���	��C ����� J � P 	�� ��	 � ������	�����	���� EF	�� G�� P �R��	 M 	������ E J ���#G J ��	��7��	�E%G � J ��	�����	��3GH���UE%G \3GH����	 J ���H����� � 	
# positiondansl′entrefer > 0.5

MNM & 	y�<�3GH���<E%G½\3GH����	8��� M Gm� JFO0P 	�# positiondansl′entrefer <
0.5

MNM &z�0Á G�E J ^���	 � � J ��� J EFEF��	,��	 � ������	�����	IE%G'� J ��	�����	'Gm����	���� P 	 � � P � P � � P�J ��	?� JFM � EF	���� P�MNJ �8G PM�
�M 	 C�J ��G J EFEF	 M 	���� �
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C�J ��G J EFEF	 M 	����IG ��� E JFO0P � G P�MNJ E J 	 P � P � E%Gm��	#G P ��	 C ��������G J ����	 �.Á G � ������	�� C 	���	Z��	 P «�\3GH����	��'��	C�J ��G J EFEF	 M 	�����	��R� C E%G J ��	 M 	������ J � J \�EF	 �<® � n � � P �R�LGm����� # r = 1
& �<EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	�����	��R� � E P ��¬ G J \�EF	O0P � G P ��� J � J �3GH^�	Z� P ���H����� # r = 0

&z� _I� � 	 P ��G J ��� J ���y��	�� MNJ ��	��'E%G � ��� J � J ������	�E � J ����	��R¬ G C 	 # JFC�J
r ∼ 0.5

MNM & 	�������� P �HGH���cEF	 � � J ���c��� J ����	�����	 C � J ������	��<G�� P �R��	 M 	������<E J ���#G J ��	���� P � ����
3E���	D� J ��	�����	
�3GH��� EF	�����	 P « ����^ JFM 	�� � ª GH��� E%G�� P�J ��	�� ��� �y� P � J 	 E � �y����E P � J ��� ��	 E%G � ��� J � J ��� ��	�E � J ����	��R¬ G C 	
EF����� O0P 	�EF	 � P�J ��	'	��R�?��� P�MNJ ��� P � C�J ��G J EFEF	 M 	����½��� C�J EFE%GH��� �

� �.- � {�rc��xzt<u't<r ~��a��{½�iw���~�pZt<u�� �
� � P ����� P � J ��������	������������3GH��� C 	 O0P�J � P�J ��� P ��	N����E P � J ���7��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE8� 6%

� = C 	y����	C ��� C 	�������Gm� J �����=EF	 � E%Gm��	#G P ��	 C�J ��G J EFEF	 M 	�����	��R�N\ J 	��W� J � J \�EF	 � ��� 
 	y�Z��� �y��	����»��	 γ̇I = 2.6 ���
γ̇N = 6 �?� σ∗ = 70.5

® G �
� � � � / �z8(����%Y:</1.�����/��>. ���! 1� �7/ ���+4'4'�!��� ��8�6  1�>*(�U:<�+.=�����! 1� 	 �>.����
_I� C � MNM 	�� C 	 � GH�,���#GHE J ��	�� P ��	�	z« � ��� J 	�� C 	���	�� K ����EF��^ J 	I�����:l E J ���#G J ��	 � � P �����y��	�� MNJ ��	��,E%GC ��������G J ����	 � E%Gm��	#G P σ∗ G J ��� J=O0P 	 γ̇I

	y� γ̇N
� _I� JFM � ����	 	���� P�J ��	 P ��	 C ��������G J ����	 σ = σ∗ ± σ2G#��	 C σ2 = σ∗e/2RI

� _I����� GH��� P ��	�G J ��� JiO0P 	ZE%G \3GH����	 ��	��R��	Z\ J 	����3GH���IE � 	�������	y¬­	�� # C ¬ � + � � � � a �
� GH^�	 \ ��� &z� � ��	 ¬­� J ��EF	 ����^ JFM 	N�R�LGm� J �����3G J ��	aGm����	 J �����<��� � GH����	���G � J ��	 M 	���� ��	 σ = σ∗ ± σ2� σ = σ∗ 	y�Z���U	�����	�^ J �R����	aEF	�� � ����
3EF����	 � J ��	�����	 v(x, t) ��� P ��	�� EF	�� 0.5 � � _I�U��\���	��R��	sGHEF�����E � �y����E P � J ������	8E%G � ��� J � J ��� r ��	8E � J ����	��R¬ G C 	 	�������	�EF	��c��	 P «�\3GH����	��i�3GH���<E � 	�������	y¬­	�� �m® � P � C 	�E%G �f��	��G�� P �R��	 M 	�������E J ���#G J ��	��8��	�� � ����
3EF����	I� J ��	�����	��������,���#GHE J �����½�3GH��� CLK G O0P 	�\3GH����	'��	 C�J ��G J EFEF	 M 	����
# C ¬ � 
3^ P ��	 ¸�� � &z� _I��G�� P �R��	�	���� P�J ��	 r(t) � GH� P ��	�	z« � ����	���� J 	�EFEF	Z


r = (r0 − r∞)e−2c0t/RI + r∞. # ¸�� \ &
_I� 	�� ����� P�J ��E%G�� J ��	�����	 C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	'��	���� � E%G C 	 M 	����?��	�E%GZ\3GH����	 c0

�
Á G 
3^ P ��	 ¸�� a M ��������	�E%G � ��� J � J ���»��	�E � J ����	��R¬ G C 	 �3GH��� EF	 ^�G � 	�� ¬­��� C � J ��� � P ��	 M � � t

�
Á ����� O0P 	aE%G C ��������G J ����	 � GH����	a��	 σ∗ + σ2

� σ∗ �<E � � � G J ����	 P ����	 E%G \3GH����	a��� M Gm� JFO0P 	N� JFMNJ � P 	
	��»� P�J �HGH��� P ��	sEF� J 	z« � ����	���� J 	�EFEF	 �Dª 	 M�
�M 	��iEF����� O0P 	sE%G C ��������G J ����	 � GH����	s��	 σ∗ − σ2

� σ∗

E � � � G J ����	 P �a��	 E%G7\3GH����	���� M Gm� JFO0P 	 G P ^ M 	�����	 	���� P�J �HGH��� P ��	 EF� J 	z« � ����	���� J 	�EFEF	���	 M�
�M 	
��	 M � � C GH��G C ����� J �R� JFO0P 	 RI/2c0

�.¸ 	 � 	����3GH����� r � ������	�����	 P � M G « JFM P�M EF� C GHE # � �f��	���� K �:�H� � � P �E%G 
3^ P ��	 ¸�� a �.E%G���	�E%G «�Gm� J ����G � � n ��E � �f��	���� K �:�H����� 	��R� � GH��G�� P �R����	��<���7��G���� P ��	NGH��\ J ����G J ��	 M 	����P ��	?��� C ��� J ����GH� C 	�	z« � ����	���� J 	�EFEF	,��	 M�
�M 	 c0
&z�:ª GH���8EF	�� ��	 P « C GH� �0EF	�� ����������	���	z« � ��� JFM 	����LGHEF	��

������� C � M � Gm� J \�EF	���G#��	 C c0 = 0.28 ± 0.03
MNM � � −1 �8� �H������� O0P 	 C 	y����	 �HGHEF	 P ��	��R�a� P M�
�M 	

��������	N��	 ^���GH����	 P � O0P 	 C 	�EFEF	N	��R� JFM ��	 G P + H � � � b � � P � P ��	 ����E P � J ������	 ¸½®8¸ E d � G j GHE8� 8%
�

¸ 	 � 	����3GH�����.E%G � ��	 C�J � J ������	�E%Gm� J ��	Z� P �'E%G M 	�� P ��	Z��	 c0
	��R� M 	 J EFEF	 P ����� P ��¬ G C ��	 P �'� J «�G#��	 C E%GM �y� K �:��	'��	'����EF� C�JFM �y��� J 	 P E ����GH����������	 � GH�,��G ��� ���R�?�ZE%G ��	 CLK � JFO0P 	���	�� P � 	�� � ��� J � J ��� �

� � � � � �x4'*(/1 1 1����/��>.
���  1� 	 �>.����
ª GH��� C 	 O0P�J � P�J ���,E%G C ��������G J ����	���� C�J EFEF	�G P ��� P �s��	�E%G C ��������G J ����	 � E%Gm��	#G P 
 σ = σ∗ +

σ2 cos(ωt)
��Á 	��'�y����E P � J �����I�3GH���'EF	���	 M � �'��	ZE%G � ��� J � J ��� r(t) ��	ZE � J ����	��R¬ G C 	ZG J ��� JiO0P 	Z� P�C�J l��G J EFEF	 M 	���� γ̇I(t)

�3GH����E%G�\3GH����	 J ���H����� � 	�	y���3GH����E%G�\3GH����	���� M Gm� JFO0P 	 γ̇N(t) ������� � ������	�������	��
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��²³¼�� ¸�� a d ® ��� J � J ���a��	'E � J ����	��R¬ G C 	I	���¬­��� C � J ���a� P ��	 M � � � � P � P �s��G P ����	 69.5
® GZ� 70.5

® G
# ��^�G P�CLK 	 & 	y����	 71.5

® Gs� 70.5
® G5# ������� J ��	 &z��Á 	���E J ^���	�� C ����� J � P 	�����	 � ������	�����	NEF	 M 	 J EFEF	 P �

G�� P �R��	 M 	���� � GH��E%G���	�E%G «�Gm� J ����	z« � ����	���� J 	�EFEF	�����������	 � GH��E � � O0P Gm� J ���A# ¸�� \ & G#��	 C c0 = 0.28 ±
0.03

MNM � � −1 �

� P �½E%G 
3^ P ��	 ¸�� b ��Á G � ��� J � J ��� ��	�E � J ����	��R¬ G C 	���� C�J EFEF	?��E%G�¬­��� O0P 	�� C 	 ω 	y�½E � G M � E J � P ��	���	��½��� C�J E lE%Gm� J �����<� JFMNJ � P 	�EF����� O0P 	 ω G P ^ M 	�����	 ��ª 	 � E P � �H�3GH��� CLK G O0P 	�\3GH����	���EF	 C�J ��G J EFEF	 M 	����i��� C�J EFEF	��IE%G¬­��� O0P 	�� C 	���� 	z« C�J �LGm� J ��� ��F � M 	�� P ��GH���?E � G M � E J � P ��	 γ̇2
��	��,��� C�J EFE%Gm� J ��� � P �LG P «���	 C�J ��G J EFEF	 M 	����

�3GH��� CLK G O0P 	�\3GH����	��q��� � 	 P ������� P�J ��	���	 C 	���	z« � ��� J 	�� C 	��IE%G������ M 	���	�E%GZ� J � C ��� J ��� C � M � EF	z«]	
|η2| = σ2/γ̇2

�3GH��� CLK G O0P 	�\3GH����	 �Á G 
3^ P ��	 ¸�� b M ��������	 	���
3� O0P 	�E � ��� � 	 P �Z	��R� JFM 	���	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	�����E � G M � E J � P ��	���	��
��� � E%G C 	 M 	���������	�E � J ����	��R¬ G C 	'^���� C 	�� P ��G�� P �R��	 M 	����?��	��?����������	�� � GH� P ��	�� J � P ���ih*��	 �

� � � � 	 � 8�%-/ � *(����/��>. ���! 1� ��,�8 �&%-/1�
Á 	 M �:� n EF	 J �������:� P�J �,�3GH����E � GH����	z«]	 � � � � ����� J ��


r(t) = eα1 +
σ2

σ∗

RI

1 + eα1

RI

1

2 + iω RI

c0
(1 + eα1

RI
)
eiωt. # ¸�� � &

Á � G M � E J � P ��	 r2
��	��?��� C�J EFE%Gm� J ��������	�E � J ����	��R¬ G C 	��HGH� J 	'����� C G#��	 C ω 	�� � P�J �HGH����E%GZEF� J 


r2 =
σ2

σ∗

RI

1 + eα1

RI

1

2 + iω RI

c0
(1 + eα1

RI
)
. # ¸�� a &

_I� �.��� P ��EF	�����	�� M 	�����	 C 	y����	a	z« � ��	���� J ��� # σ2
� σ∗ � RI

� ω � c0
� α1

& ������� ��� J � 
]«]��� � GH��E � 	z« � �zl
� JFM 	����LGm��	 P �'��� J �'���y��	�� MNJ ����� J ����� � 	����3G MNM 	�������	���	z« � ��� J 	�� C 	�����	�� P � 	�� � ��� J � J ��� � F �7	ED
	y���
c0
G��y��� M 	�� P ���sG P � GH��GH^���G � K 	 � ��� C ����	����N	y� α1

	��R������� P�J �Z��	�E%G M 	�� P ��	���	 σ∗ 	y�Z��	 σ1
�

Á G 
3^ P ��	 ¸�� g C � M � GH��	IE � �y����E P � J ���a��	 r2
	���¬­��� C � J ���a��	 ω

M 	�� P ����	'	z« � ��� JFM 	����LGHEF	 M 	����,	y�,E%G
� ����� JFC � J ������	�E � � O0P Gm� J ���A# ¸�� a & � � P ��������	z« � ��� J 	�� C 	�� �<Á G�� K ����� J 	Z��	 � ���:� P�J ��EF	��'	z« � ��� J 	�� C 	��
��GH���?G P�C�P � � GH��G MNn ����	'E J \���	 �
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��²³¼�� ¸�� b d = ^�G P�CLK 	�
 � ��� J � J ������	NE � J ����	��R¬ G C 	�	��µ¬­��� C � J ����� P ��	 M � � �<Á 	���E J ^���	�� C ����� J � P 	��
��	 � ������	�����	�����EF	��'G�� P �R��	 M 	���� � GH� P ��� J � P � � = ����� J ��	a
 C�J ��G J EFEF	 M 	������?�3GH���IEF	��I\3GH����	��'��	 ¬­���R�C�J ��G J EFEF	 M 	�������	y�'��	Z\3GH� C�J ��G J EFEF	 M 	����IG J ��� J<O0P 	ZEF	 C�J ��G J EFEF	 M 	��������H�LGHEi	���¬­��� C � J ��� � P ��	 M � � t

�
= ^�G P�CLK 	 
 � ��� J � J ��� ��	�E � J ����	��R¬ G C 	�	���¬­��� C � J ����� P ��	 M � � �
Á 	���E J ^���	�� C ����� J � P 	�����	 � ������	�����	����
EF	��,G�� P �R��	 M 	���� � GH� P ��� J � P � � � � P � P ��	 C ��������G J ����	 M � k 	�����	I��	 70.5

® G 	y�,��� C�J EFE%GH���½G#��	 C'P ��	
G M � E J � P ��	I��	 1

® G ��� P ��	'¬­��� O0P 	�� C 	��HGHE%GH���,��	 K G P �?	�� \3GH� 0.025 � 0.05 � 0.1 	y� 0.2 ��GH� � � −1 �
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��²³¼�� ¸�� g d � M � E J � P ��	 r2
��	�� ��� C�J EFE%Gm� J ����� ��	 E%G � ��� J � J ��� ��	 E � J ����	��R¬ G C 	s	��»¬­��� C � J ���»��	 E%G

¬­��� O0P 	�� C 	 ω
�3Á G�E J ^���	 C ����� J � P 	���	 � ������	�����	�EF	 C GHE C�P E � GH�,E � � O0P Gm� J ��� # ¸�� a &z�

F � C ��� C E P � J �����.��� P ��G#������� � ��� � ����� P � M �:� n EF	Z��� C � J �HGH����EF	 C � M � ���R��	 M 	�������� P � � P�J ��	
� P \ J ����GH����EF	 � K ����� MNn ��	N��	 � � K 	#GH� l \3GH��� J ��^��ZEF�����'��� P ��	 	z« � ��� J 	�� C 	N��	N� P � 	�� � ��� J � J ��� �.� � P �
G#��������	���� P�J ��	 M ��������� O0P 	�E%GZ� K ����EF��^ J 	'E J ���#G J ��	I��� P � C�J ��G J EFEF	 M 	����½��� P ��	�����E P � J ���s��	 MNJFC 	�EFEF	��
^��#GH����	��,��	 ¸½®8¸ E d � G j GHE � 	 P � 
 ����	I��� C � J ��	 � GH� P ��� P�J ��	I��	 _IEF����� k � M �:� J 
3� #­� JFMNJ � P � J ���N��	
τ1
G#��	 C γ̇1

&z� F ��
3����^���� C 	�����	��?	z« � ��� J 	�� C 	��?��	�����EF� C�JFM �y��� J 	 P E ����GH����������	������ P ��G#������� � ��� P ���O0P 	 ���H����	 M �:� n EF	���� C � J ��\ J 	�� EF	 C � M � ���R��	 M 	�������	s���H����	�� P�J ��	s��� P�MNJ �Z� P � C�J ��G J EFEF	 M 	����
��� C�J EFE%GH���,G P ��� P �,��� P ��	'�HGHEF	 P � M � k 	�����	���	�E%G C ��������G J ����	'� J � P ��	'�3GH����EF	'����^ JFM 	I��	'\3GH����	�����	C�J ��G J EFEF	 M 	���� �
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