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mécanismes aéroacoustiques

intervenant dans l’interaction

pale-sillage d’un rotor d’hélicoptère.
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Tél. pour les étudiants de EN à ME : 01 42 34 68 41
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ËW�Ul d ������ �	�	;��q����o��l�h¢��!e�?©��U� d !������6��h��� �h�!�l����u��
E
E�� �q d !e������ ��Z�]�������f�fqr�f� d �Z ��e��qrq����S��	���!������
�Sh����ú���Z�����r�� ��Z �!�����sShWj �f�Ø����
����Zl�!��E" w �Û�����]l� ��Z�º�f�Zl�����	|���Z�e��m����¨l��U	���!��������f!�Ò��� �qr	�!����Zl�!��å�kj£ �!��f
E�f�Z�
	��Sn�����sohZ��l��������i	�� d �Z �q����Z�����?©Z�ÃlAj£����! d l�h��f!�����������ò|�����G"�ËW���Ø� d �f���� �	�����!����=û�soh��A�� ��S�~��q���� d �gÒ���h�!ÂÁ
�� �����!������g��
E
E�� �q d !e������ ��Z��Ò]m������e�u���f���f��hZl��Eû��  ��S�g���f�Z���W�kj£ �m�ü����gl����Z �q�m�!���hZ����� d ��hZl����G"

§ ��	;��h��Xl��������f��
EhZ��!X��!� ����N�� �h�!������Xl��tm�!�h��f�N��h�!X���������ÀqU�������f�Z�~ý����t!� ��� �!Dl���sShZ��hZ�Eû=�����Wq� �����h�!��N���X���
!� ��� �!¿	�!��f�Z���f	����k"oË¿j �fqr	; �!��e���Z���g!����������f����l��������¿�e �h�!������¿l��Øm�!�h��f�¿�E��!����i������ ��������¿�� ���©Z
Eh�!e������ ��Z�Ûl��Ø�� ��k"

° ���� ��DÒ�m����������p�f���������Eû����um�!�h��f�gl���!� ��� �!�	�!��f�Z���f	����NlAj � d �f���� �	�����!����������� ��Z�����f��h d l�����!� ����g�� �qr	| �Á
�e���o�����g	�!��f�Z���f	���������l� ��S�~�����~�=��!e����� d !���������sShZ���~���g�����~ �!��f
E�f�Z����	��Sn�����sShZ���~�� ��o��l���ò d !����S�����=";ËX��©Z
Eh�!�� b
q� ��S��!��º�kj �f�S�����Z���f� d l�hÅm�!�h��f��!e��n� ���� d ���Å�  ��Z������ ��6l������å�P! d sohZ���Z���r	; �h�!]l���ò d !����o�������� ���©Z
Eh�!e������ ��Z�
l��u�� ��DlZ���Z�����u�=����lAj h��Z�uqU��sohZ��������l��u!� ��� �!~Òr�kj d ���Z���f���

1/3
";¡*��!� �!�l�!���l����H! d sohZ���Z������!� ������ú���S���u�����

l���ò d !����S����m�!�h��f���i!����Z�� ��S��! d �~�� ��S��ý
b "gËW�ºð Ô�w�þ ðÛ����l�� Ô  �!������ w �S����!e�������� ��Iÿ]soh��������]h��3m�!�h��f�����f��h d ��h�!]���
©Z
Eh�!�� b lZ���Z�]����m����Zl��
l����H! d sohZ���Z���

[500Hz : 2500Hz]
þ
[170Hz : 800Hz]

lZ���Z�������=����lAj h��Ã!� ��� �!~Òr�kj d ���Z���f���
1
ÿ�" § �

	;��h��u�� ��f!]��h�!u���
©Z
Eh�!�� b sohWj �f���e���=��!e����� d !�������	���!�h��3��	|������!��Ul���!e�����U���f
E�����o�]�� ��3�=��!e��������!��
	 d !��� pl���sShZ�Û���*l d ����!�qr�f���������E" � h�!N���gq�Ö�q��À©Z
Eh�!��Û ��]!���qU��!�sohZ�ÛsohZ�Eû?m�������sohWj �f���� ��f�D	�! d �e���S�tlZ���Z�
�� �h������g�������� ���©Z
Eh�!e������ ��Z�~l����� ��kû��� ����f�S�����Z���f� d �=j£��òA ��Zl�!���Òrq�����h�!���sohZ�u�kj{����
E����lAj �f�Z���f�f�������e ��
l�hU!� ��� �!Øl��fqr�f�ShZ�E" �  ��º�=��!e��������!��~�fqr	�h������� ����Z���kû�l� ��Z����!����Û
�Ö������S�Ø	; �h�!������À!��f����!e���f�Z�Gûp���¨���k���f�
����	�!��f�Z���f	����D��h�ü�����l���� d ��hZl����g��h�!i����m�!�h��f�gl���!� ��� �!�	�!��f�Z���f	����Xl���	�h����g�����g����� d ���~¦ v "
�  ��� �!��f
E�f�Z��	��onp����sShZ��������qU���f�S���������o��m������ d �e��m��f���åý�����ð Ô�w ����������! d ��h��f�e���~lAj h��Z�u�f�S����!e�������� ��
sSh�������Ák	���!e���f�������º���S��!��ºh��Z��	������º����h��Å�� �h�!�m��f�f�� ��×sSh��Û�� ��Zl�h��f�]Ò�l��rm�!�hZ��sohZ��� Ê hZ����h������� ��Z�]l��
	�!��������� ��3��h�!�	������º	�!� ol�h����e���o�rl������� �h�!����������� �hZ������sohZ���]�f�S�����Z������������ �!�! d � d �������×�� �!�l��º���]���
���S����!�
Eh�!��u	�!� pl�h����e���o��h��Ãm�!�h��f����!�����l��f!�����������"
ËW��� d ��hZl����X��òA������h d ���DÒÛ�kj §��~°¿ª ®3��h�!D���t��h�üÂ���W ��o�W	|��!�qr���W�kj d ����m| �!e������ ���l��¿�� pl����Wl��t	�! d �p������ ��Z�
l�h�m�!�h��f��� ¦ � û�«��D��h��U�ú��qrq����S��	�! d �����g	| �h�!g	|��!�q�������!��������� ��Z����	����� ��¢l��u!� ��� �!~q� ��f�Z�gm�!�h�nS���o�
þ !� ��� �! °¿ª ®t} § � �Ev �Hÿ�"

z�"gËW��ð	� w~þ ð�����l��
�6��Ì�� w �o����!e�������� ��IÿØsSh��W�����ih��
m�!�h��f�	������!�
���m����Zl��
�����f��h d ��h�!Ø����©Z
Eh�!�� b lZ���Z�
���]m����Zl���l����P! d sShZ���Z���

[3KHz : 6KHz]
þ
[1KHz : 2KHz]

lZ���Z�g���u�=����lAj h���!� ��� �!~Ò��kj d ���Z���f���
b ÿ�" �  ��å����	;�����¿����!�
���m����Zl��g�����Àm������UqU��!�soh d ��h�!À����©Z
Eh�!����=��!Û��hZ��h��Z��!e�������Wj d q���!�
��E" § �U	|��h��
!���qU��!�sShZ��!���hZ�e���AsShZ��lZ���Z�g�����=����lAj h��
�� ��Xl���q� ��S� d ��q� ol d ! d � þ

αtpp = −3.9◦
ÿ�����ð	� w �����i���

m�!�h��f��l� �qr�f�����S��l�h
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� " ° ��©Z�¢����m�!�h��f�~	�!� �	�!�� þ����
� ��������� �!� ÿ�soh��N p����h�	|�������~����h������~�P! d sShZ���Z������l�h¢��	;������!��]���~����!�����!���Á
�������f����q����S��	|��h¢���¢�f�o�����Z���f� d sShZ���f����sohZ���� ��f���kj �f�Z���f�f�������e ��6l�h¢!� ��� �!=" � �]m�!�h��f���Uh��¬�=��!e��������!��
������!�
���m����Zl��
�e"
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� �*l���	�h�����h��Z��soh���!e���S�e���f�Z�rlAj{����� d ���GûI���]ð Ô~w ���k���f���kj£ �m�ü����~lAj h��¢
E!e���Zl��Z �q�m�!���lAj d ��hZl���������l��
q�����h�!����������ohºl��iqr����h����� �qr	�!����Zl�!��g�� ��U �!��f
E�f�Z�����Àl��i	| �h��� ��f!À���U! d l�h��f!������im�!�h��f�="SËW�gð~� w û�sSh����o�
Ò��fh��kûp�Wj{��	���� d � d �kj£ �m�ü����ilAj h��Z�������f�������������o���� ��W"ZÚ������� �!���sShZ��q����o���f�I�Hh��ilAj{��m| �!�l¨qr���Û��� d �p��l����Z����	���!
ðÛ!� o �Ì��v�{zEz[��"�®ß	���!����f!¿l��i��	|������!����¿���� �hZ������sohZ���t���p	 d !��fq����S�e��h��Aû�ðÛ!� p �Ìp�¿��!����f� d ���Ûm�!�h��f�ÀÒ~����!�
��Øm����Zl��
����
����Zl�! d 	���!Ø���~!� ��� �!i��h��åq� =n������Z���Ø�P! d sohZ���Z������Ò�l���� Ê hZ����h������� ��Z�i�Z ��¨	 d !��� ol���sohZ���Øl��~����	�!����e���� ��
��h�!�������	��������="W¡*��!��e���S��l��U���������r��l d �EûWðÛ! d É��f�f�� �� �
�e�Z��!���� d Ò d �e��m��f�f!uh��Å�f�����6���o��!��U����� Ê hZ����h������� ��Z�
l��]	�!��������� ��ÅÒº����!�
���m����Zl��r����lAj d �����S��hZ���f�����u�f�o����!e�������� ��Å	��������ÂÁ����f�f����
��C�{z v ��";¡N �h�!u��������û|�f�¿�å�� �qr	���! d
���]�f����hÅl���� Ê hZ����h������� ��Z�ul��]	�!��������� ��¢q�����h�! d ���u��h�!~������	���������lZ���Z�����ºm����Zl��rl����P! d sShZ���Z���rl�h¬ð	� w û
Ò�����h��
l����i�f�S����!e�������� ��Z��	�!� o�e�Z���g���o��!������]	������u���i�����i�� �h�!�m��f�f�� ��Z�gqU��!�
E�f����h��¨	�! d �phZ�i	���!gl����g�=������h����
l������f�f����
����=" � ���������� �qr	���!e������ ��¬�fh��¿�º	;��!�qr����l��]q�������!������ d �p��l����Z���rsohWj£������ ��tl��]q� ��S� d ������ð	� w
! d ��h��f���ºlAj �f�S����!e�������� ��Z�]�  �!�����q����S�r �m��f��sShZ�����������ºl������� �h�!�m��f�f�� ��Z�]qU��!�
E�f����h��6	|��h���
 d � þ « v=� ��� b=�Ev=�
lAj���
��Gÿ�"

¡N���ZlZ���S���� ���
E����qr	Z�Gû������Ø��!e���E��h��å��òA������h d ����h�!Û���~��h�üÂ���i ��S�i��h�	�	| E� d sohZ������	�� d �Z �q����Z�ul�h
ð	� w
d �e���f�*�f� d Ò��kj �f�o����!e�������� ��ºl��Û����	������i�������il����t����!�hZ����h�!����*��h�!�m�h������o�����¿�Z �q� �
����Z���t���� ���!� �	|���t�� ��Z�����S��! d ���
��h��� �h�!Àl����*�� �h�!�m��f�f�� ��Z��l����t	��������t	�! d � d l����S�����G"�ËW���t	�!���qr����!����Àq d ���Z ol����¿l��Ø	�! d �p������ ���l��i���Øm�!�h��f�¿ ��o�
q� ��S��! d sohZ���kj d �Z��!�
E���º��h�!�m�h������S���¨�� ��S�����ohZ�
lZ���Z��h��3�� �h�!�m��f�f�� ��×���� �� d �Z�º	;��!�q������e���f�]	����]lAj£ �m��������f!
l��������f���=��h���l���m�!�h��f�~�� �qr	���!e��m������uÒr����h���l�h�ð	� w � �Sv ��"������ d ��hZl����~����	 d !��fq����o�e����������h�!��kj �f�S����!e����Á
���� ��6	|��!�	|���Zl�����h������f!��ºlAj h��Z�U	������º�������ºh��6�� �h�!�m��f�f�� ��× ��S������ �!���q� ��o��! d sohZ�r�kj d �Z��!�
E���º��h�!�m�h������S���¨Ò
�kj �f�S� d !�����h�!�������h��� �h�!il�h¨�� �h�!�m��f�f�� �����h�
Eq����S�e���f��l����k���� ��å�fqr	| �!��e���S���u��	�!����ØsohZ�������fh���Á����A���f�Ø�f�o����!e��
E�
��������h��Z��	������C�{« � û|« � û|« � ��" ° �¬	�!��������S�����Å�� �qr	����r����	�� d �Z �q����Z�Eû c ����
E
Ã �m��������S��l��������f���=��h��¬���
������ �!�l��=����������h��
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q�Ö�q��¿�� �!���sohZ�¿l���h����� �h�!�m��f�f�� ��Z�NqU��!�
E�f����h��u������hZ�Wl����X	��������X	�! d � d l����o�����N�e ��S�W��!� �	]����	���� d �X	| �h�!
�f�S����!e��
E�f!Ix Ï �¬������qr	����rlAj �f�S����!e�������� ��3�=������h��¬�� �h�!�m��f�f�� ���Ð����� �� d Ð�û|	�!� =�� psSh����o��l������f�S�����Z���f� d �
l��
	;��!���h�!�m������� ��Z�å�Z ���Ák� d 
E�f�f
��=��m������=ûÛ������q� ��o��! d ��h�!����¢©Z
Eh�!���z¬lZ���Z�U����l� �qU���f�Z����É��fq�h��e���
Ψ ∈ [120◦; 150◦]

" � ���¿l���h��]!���qU��!�sShZ���t�������e�����S�¿��h�	�	| E����!tsohZ�ilAj{��h���!����t!e������ ��Z�tsohZ�����~	�! d �e���Z���
lAj h�����h���!��u�� �h�!�m��f�f�� ��Wû|�� �qrq��������  �!�q������f�f�f	�����sohZ��l����~�!î�h�!���l����� �h�!�m��f�f�� ��Z��lAj£���p��!���qr�f� d �~l��
	���������ü���h��Z���=ûÛ����h�!¨��!e�?üÂ������ ��f!��¬�� �h�!�m|�EûØ �h������
�� ��o��!e���f�S�����
�f�Zl�h��f�����Ã	���!å�������f�f����
��¢l�hÜ!� ��� �!
	; �h�!�!e�������o�~��hZ�����A	|��!�q�������!����kj d q���!�
����Z����lAj h��Z���f�Z���e��m��f�f�f� d l����àno	|�����f�f�f	�����sohZ�E"

ËW��m�h��t	�!��f�Z���f	����Il��Ø�Z ���!�� d ��hZl����e��!e��lAj d ��hZl�����!���hrq� =n����ål��i���fq�h��������� ��Z�À�Sh�q d !���sohZ���À���~�E���f��l��f� d
l����*�Snp	| ����Z�������¿l��iðØ �hZ���Z���¿soh����S�ÀÒ~���~�=��	������f� d l��Û�kj �f�S����!e�������� ��å���S��!��i	������i���t����!�hZ����h�!����¿�� �h�!�m��f�f�� ���Á
�����f!����f�Z���e��m�������Ò¨
 d � d !���!u����m�!�h��f��ð	� w ����l����e�Z��!����Z��!�sShZ�����uq d �=��������q����=ûD��h���!��UsShZ�r���
	�! d �����Z���
lAj h����� �h�!�m��f�f�� ��WûÀ	; �h�!�!e�������o�º����
����Zl�!���!¨ �hß	�! d ���f	��f����!U�kj d q���!�
����Z����lAj �f�Z���e��m��f�f�f� d �¨Ò¢�kj �f�S� d !�����h�!¨l����
�� �h�!�m��f�f�� ��Z�~l������f�f����
��E"

Ï �Z�����fq�h��������� ��ål�h�	�� d �Z �q����Z�~��h�q� =n����¨lAj h��U�=������h��|� d !� ol�np����qr��sShZ�glAj h��U!� ��� �!À�� �qr	��������Wj£�����
	��������������e���fm�����������hZ���f����q����o�=" � j£�����g���usohZ��q� ��S��!���h��Z� d �E���fh������� ���l�hÃ�Z �q�m�!���qr�f���fq�h�q¥l��u	; ��f�o���
� d �������e���f!����uÒå���������]q� pl d �f���e������ ��ÅÒU�kj{����l���l���� d soh������� ��Z��lAj ° h�����!=ûW�������]h��Z�]q d ���Z pl��rlAj{��lZ��	��e������ ��
l��åqU���f�f����
������Z ���Á�����!�hZ����h�! d �� �	����fqU�����E"t�����Z����������� d �����fh������� ��  ��×�Z�U	�!����Zl�!e��	��������×�� �qr	����¨�����
��òA������l��������f	�������� ��l��������e� d qU�����oh�q d !���sShZ���ºsShWj �f�i	| �h�!�!e���f�UÖ���!��
� d �������ú���f!��Ãl��
�� �qr	;���Z�e��!�	���!rh��Z�
l�������! d �����e������ ���	��fhZ�i�fqr	| �!��e���S���E"
��j h��Z�~	���!��=ûo	| �h�!Øq� ol d �f���e��!����~	�� d �Z �q����Z��	��Sn�����sohZ�Eûp���u	�!����������¨�� �qr	�����lAj h��å!� ��� �!isoh���l�!��f	�����������Á
!e���f�*� d �������e���f!��E"E��j{��h���!��Û	���!��=û��kj �f�Z���e��m��f�f�f� d sohZ���kj£ ��r�e�Z��!����Z�gÒgq� ol d �f���e��!*�����N�f� d �iÒ����g�P �!�q��Ø���f�f�f	�����sohZ�
l�hå�� �h�!�m��f�f�� ��Wû�����������!�hZ����h�!����il����p!� ��S�iÖ���!��~l�������! d ����� d ���i����������håq� ��f�Z� � 	| ��f�S���Û	���!Û!e��n� ��W"�ËX���e���f�f���
lAj h��¢�� �h�!�m��f�f�� �� d �e���S�ulAj£���o�o�f!� ��

10%
l����� �!�l��EûI�k"£��lZ���Z�����]�=����lAj h��Z�]	������]ð §]b=vE� ÒU�kj£�����Z���f���

1/3
û

l��u�kj£ �!�l�!���l�h������S���fq�����!��Eû;�����e���f�f����l��uqU���f�f����qr�f���fqU����������!e�Ul����kj£ �!�l�!���l�h�qr�f�f�f�fq�����!��E"IËX�r�� ���
EhZ��h�!
lAj£ ��Zl���l����g�f�Z���e��m��f�f�f� d �~���f�f�f	�����sohZ��� d �e���S���� �qr	���!e��m����r��h�!e�=n� ���l�h��� �h�!�m��f�f�� ��Wû;���u
S���f�¬��	�	; �!�� d 	���!
�kj h����f�f���e������ ��¨l���qU���f�f����
����Ø�������� ���!� �	|���M� b �;�Z�g����!e��	�������!����¿�fqr	| �!��e���S�=" § �º�������fq��gsohZ�����g�=������h��;�Z �hZ�
��q����Z��!e�6Ò�h��Z�Ã! d �� ��fh����� �����h�!�l����rqU���f�f����
����ºl��Ãsoh���!e���S���
qr�f�f�f�� ��Z�ºl��
	; ��f�o���=" ° ��©Z�WûÀ�����r	�� d �Z �Á
q����Z���]sShZ���Z �hZ���� �h������f�� ��Z��q� pl d �f������!��e�r��!� �h������o�]��h6�!î�h�!]l�hÅ�� �h�!�m��f�f�� ��WûX�Ej£������Ò
l��f!�����ÒÃ ��Å�����
qU���f�f�����Ø����!� ��S�Û������	��fhZ�¿©Z�Z���=ûo�kj h����f�f���e������ ��¨lAj h��å�e��� d qU��l���l�������! d �����ú������ ��º����qr	| �!����f��������	��f�����f���~����!e���f�
�� ��Z�����f�f� d �E" Ï �Z�������f���å���fq�h��������� ��Wû*���Û���f���º������	; E�e���fm����EûW�Z�º����!e���f��	�������lZ��	�� d �¨ÒÃ�Z ���!�� d ��hZl��º�=��!]���
�Z �q�m�!���l��i�=������h����¿	| �h������o�¿Ö���!�����òA������h d �¿����!e���f�¿��!����t�f�fqr�f� d ûS���t�kj£ �m������S���� ��ºl��Ø! d ��h��f�e�����À����	��� ��f�e��m������
�Z�u����!e���f�i	����~������h�! d �E"

ËW����	; ��f�o��� b "����iz�" d �Z ��Z� d ��	��fhZ�Ø����h��i�Z��	|��h������S��l� ��Z�~Ö���!��u��m| �!�l d ��sohZ��l���qU��������!���l����PüÂ ��f�o���E"
ËX��	�!� �m�� d qU������sohZ��l����������������Z�������� ��Z����������l� ��Z��Ò]! d 	; ��Zl�!�����h��
l���h��
sohZ�������� ��Z����h��f�E���S������ý
b " � �Xl������f�Z���e��m��f�f�f� d �~���f�f�f	�����sohZ��������l d ������ �	�	;���o��lZ���Z�g�������� �h�!�m��f�f�� ��Z��lAj£������! d qr�f� d l��u	�������lAj � d Á
�f���� �	�����!��EûX�������=��!e����� d !���������sohZ����l�����	|��!���h�!�m������� ��Z�rl��U	�!����e���� ��3��h�!]	������å����l�h m�!�h��f��!e�=n� ���� d
������hZ�gl����kj �f�S����!e�������� ��¬	|��!�	|���Zl�����h������f!��]���o��!�������������!�hZ����h�!��������~h��Z��	������]�� �!�!�����	| ��Zl�!� ��S�ÂÁ����f�����
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Ò������f������l�h�ð	� w x
z�"�ËX�����=��!e����� d !���������sohZ����
 d  �q d ��!���sohZ���]lAj h��Å�� �h�!�m��f�f�� ��3lAj£������! d qr�f� d l��r	������UlAj � d �f���� �	�����!��uü���h��Z�

þ �� p��h�!Àl�h��� �h�!�m��f�f�� ��å���f�f�f	�����sShZ�Eûo���À�� �h�!�m�h�!��gl�h�©Z����q����S�À�� �h�!�m��f�f�� ��������f!��GÿAü� �hZ���S�ÂÁ����f������h���!7þ����
��h�!i���r���e��m��f�f�f� d l��u�����fh���Á����?x

ÿ ô.s'}�y ul÷�÷2}�ô ��� y
�����Z�]�Z ���!��å��	�	�!� p���Z�å�Z �hZ������ ��Z�r�e�Z��!���� d Ò�l d ������ �	�	|��!�l�����q� pl��������]�Sh�q d !���sohZ���r�?©Z� l��º! d Á

	| ��Zl�!���Ò������Àl���h��]sohZ�������� ��Z�À�������i�� �qrq��g �m�üÂ���������|lAj{��m; �h����f!�Ò~l����t����qr	Z�Àl��Û�=������h�������������ÉØ!�������!����f�S���
	| �h�!i�Z �hZ��	|��!�q�������!��ulAj£��ò|������hZ��!�h��

E!e���Zl
�Z �q�m�!���lAj£���p	 d !��fq����S�e������ ��Z�G"

¡N �h�!���������h��Z�Ul����usShZ�������� ��Z��	; E� d �����Z �hZ������ ��Z�ul d ������ �	�	 d h��Z��q d ���Z pl���q������e���S�����åü���h¬	��fh�Á
������h�!��t �h����f���t�oh�q d !���sShZ���G" Ï �Z�Ø	�!���qr����!��Øq d ���Z pl��g� d � d l��������� �	�	 d �i	| �h�! d ��hZl�����!¿�kj �f�S����!e�������� ��ålAj h��Z�
	������¨�������ºh��3�� �h�!�m��f�f�� �� �f�Z���e��m����E" ° �f���º�� ��Z���������ºlAj{��m| �!�l×ÒÃ���fq�h�����!���h q� =n����×lAj h�� �� pl��º�� ��fh�q����
©Z����������l d ������ �	�	;��q����o��lAj h��Z�u�f�Z���e��m��f�f�f� d ���f�f�f	�����sShZ����h������f��lAj h��Z�u	����f!���l��u�� �h�!�m��f�f�� ��Z���������fnp����sohZ���
	���!e���f���������u!��������f�f�f
E�Z���uh������P �!�q����=" ° �Z��h��f���rh��Å �h����f�����oh�q d !���sShZ�UÒ d � d l d ������ �	�	 d �r	| �h�!ul d ����!�qr�f�Z��!
������	;��!���h�!�m������� ��Z��l��u	�!����e���� �����h�!�	����������e��hZ���gl����kj �f�S����!e�������� ��¢	;��!�	|���Zl�����h������f!���lAj h��Z��	������]��������h��
�� �h�!�m��f�f�� ��W"NË¿j£ �!��f
E�f�����f�f� d l������
q d �Z pl���! d ����l��UlZ���Z���kj£���p��!e�������� ��×l�����l� ���� d ����l�h3�� pl�� �ÛÇ � 	| �h�!
 �m��������f!r�����]	;��!���h�!�m������� ��Z�Ul��º	�!����e���� �� ��h�!]	������E" Ï �Z�¨������ ��Zl��åq d ���Z ol��å�Sh�q d !���sohZ�ÃÒ����Z��h��f��� d � d
l d ������ �	�	 d ��	; �h�! d ��hZl�����!����]���e��m��f�f�f� d l����Û�� �h�!�m��f�f�� ��Z�glAj£������! d qr�f� d l��~	�������lAj �Z���f���� �	�����!��E"Z¡N �h�!g���������
d ��hZl��Eû|h��Z��q d ���Z pl��rm���� d ����h�!�h��Z�rl�������! d �����e������ �� c ������!�Ìo�f�Ål������� ��o���f�ShZ�ºl���� d sSh������� ��Z�ulAj ° h�����!u�f��Á
� d ��!���� d ���ålZ���Z�U����l� �qU���f�Z�Ã�P! d sohZ���S������� þ �Z �hZ�Uh����f�f���e��!� ��Z�ºlZ���Z�å���Ãq d q� ��f!�����������!�q���RS[WBDL�:GFH>I9DK
@�� � BNOQ\o<åOPFP9DRSL�<�FQKGRS\SK¨TDL�<�Y6>I9NFQ[WBD\SK�ÿÛ�����gl d ������ �	�	 d �E"IË¿j£ �!��f
E�f�����f�f� d l��u����q d ���Z ol���! d ����l���lZ���Z�g���
! d �� ��fh����� ���l�h ��np����q��¨�f�f� d ���f!��
 �m������ShâÒ�	���!����f!�l��
���������
l�������! d �����e������ �� 	���!rh��Z�¨q d ���Z pl��
l��f!��������
�  �!�����q����S�g	���!e���f����������	�	;��� d ��q d ���Z pl��ul��ul d �� �qr	| E���f���� ���l���l� �qU���f�Z�E"

ïEz7ulò w�y{z7uËs � úYñ�ylý
ËX�u	�!���qr����!���	���!������~l��i�������Z���e���=j �f�S� d !����e���gl� ��Z�~ÒuOà��L�CS>IBDK�:GFH[WBX\º@D\åO���FP9;:=\S<�L�CE:GFH>I9 @���BD9D\��NLZOQ\

L�ç;\SCUBN9¢:=>;BX<�MNFPOPOH>I9ÅFP9DK�:=L�M*OQ\I" � �������i	���!������������¿�� �qr	; E� d �gl���l���h����e����	��f��!����="SËX�i	�!���qr����!��e����	��f��!��
�=j{�����e���e�Z�gÒ�	�! d �����o����!¿�����t	�!��f�Z���f	���h��r! d ��h��f�e�����¿���������e���S����h�!t�kj d ��hZl���l����t�f�Z���e��m��f�f�f� d �����f�f�f	�����sShZ����lAj h��Z�
	����f!���l��~�� �h�!�m��f�f�� ��Z�="�¡D �h�!���������ûph��Z��	�! d �����o�e������ ��

 d � d !e������l����Øq d �=��������q����Ø�f�Z���e��m������i����!e�]lAj{��m| �!�l
��òA������h d �E"pËD��qU�?ü� �!��f� d l���� d ��hZl����Ø	; �!��e���o�Ø��h�!Ûl����Û	�!� �©Z���il����� �h�!�m��f�f�� ��Z�g�������fno����sohZ���=ûp ��
���Z��!����Z��!e�
���Z��h��f���gÒul d ©Z���f!=ûoÒ~	���!����f!�l���! d ��h��f�e�����À����	 d !��fq����o�e��h������i	�!� �©Z�I�������fnp����sShZ�����Ø!e��	�	�!� p�������S�Û���iqr����h��
l����i�� �h�!�m��f�f�� ��Z��l������f�f����
���lAj � d �f���� �	�����!��E" ° ��©Z�Wû�h��Z��	�! d �e���S�e������ ���l����Ø! d ��h��f�e�����i��� d  �!���sShZ�����������p	 d Á
!��fq����S�e��h�� ���p�����e���o����h�!��������f�Z���e��m��f�f�f� d �]���f�f�f	�����sohZ�������Ul d ������ �	�	����S�rlZ���Z�uh��Z�U	����f!��Ul����� �h�!�m��f�f�� ��Z�
�� �!� ��e������� �glZ���Z�i���u�=���gl����i	�!� �©Z������ �h�!�m��f�f�� ��������f!����~���Z �������������!e���k���f���E"
ËW�i������ ��ZlU������	��f��!���	| �!�����!e����h�!t�kj d ��hZl��g���� �hZ������sShZ��l��Ø�kj �f�o����!e�������� ��U	��������~�� �h�!�m��f�f�� ��º	;��!���h�!�m d "E¡N �h�!
��������h��Z�����fq�h��������� ��¨�Sh�q d !���sohZ�~l����kj �f�Z���e��m��f�f�f� d ���f�f�f	�����sShZ������!e����ò|������h d �����ºh����f�f���e���S�Øh��Z�~�� ���©Z
Eh�!e�?Á
���� ������fqr	��f��© d �ilAj h��Z�Û	����f!��il��Ø�� �h�!�m��f�f�� ��Z�¿�� �!� ��e������� �*	���!e���f���������=ûE!��������f�f�f
E�Z���¿���*h������  �!�q����="EËX��! d 	| ��Z���
l������r	��������f�S����!e��
E�����e���o�u��������h��������N	�� d �Z �q����Z������!e�� �m������ohZ�]����h����f�f���e���S��������� d  �!����]lAj£®�qr�����=";ËX�
��� d  �!����glAj£®�qr������� � �Z	|��!�q����ÀlAj£ �m��������f!À����! d 	; ��Z���glAj h��Z�i	������gÒ�l����¿	|��!���h�!�m������� ��Z�Ûl��Ø�o�f�������e�Ø	;��!�	|����Á
l�����h������f!��uÒ������f����Á����k"�ËX�]�� ���©Z
Eh�!e������ ��Ãl����kj �f�o����!e�������� ���l��~���u	��������=�������������� �h�!�m��f�f�� ��Z�g����!e� d �E���fh d ��Ò
	���!����f!gl��������e�e������Ú~® ª } � ��� û � ¦O�X���gl����g�� ol���l���	�! d �p������ ��Z��l������f�f����
��ul d ������ �	�	 d ����Ò]�kj §��~°¿ª ®]"

ËX�¢l���h�������q��¨	���!������
l��¨�������Z�����
�=j{�����e���e�Z��Ò d ��hZl�����!ºOHL�K�:=L�MNFPOPFQ:=R�@���BD9ã:=>IBD<?M*FPOPOQ>;9Ñ@N\�<�> ë
:=>�<���<?RoLZOPFQK=:=\���"NËW�ºm�h���!����e�Z��!���� d �������kj d ��hZl��ºl�h3	�� d �Z �q����Z�ålAj{��qr	��f��©��=������ ��×�f�f� d ���f!��Eû*���¿�f�Ûn¬���
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�rh��Wû�l��u�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d ���f�f�f	�����sShZ�� �h�lAj h��Z����h���!����f�Z���e��m��f�f�f� d �Z ���Ák�p����sohZ��hZ���E"�ËD�rl����U��h��f� d lAj h��Z�������f���
d ��hZl���! d ����l���lZ���Z�������k���f��sShZ�����u�� �h�!�m��f�f�� ��¬�� ��Z����l d ! d �Wj£�����g���N!��������f�f�f
E�Z�����Nh������  �!�q��E" Ï �Z�uq� pl d �f��Á
�e������ ��6���¬��!� �����l��fq����Z���� ��Z��l�h¬	�� d �Z �q����Z�º�����ul� ��Z�r� d �������ú���f!��E" § �¬	�! d �����S����!e��lAj{��m; �!�lAûXlZ���Z��h��
	�!���qr����!�������	��f��!��EûDh��Z��q d ���Z pl��U�f�f� d ���f!��å��lZ��	�� d �å��h��6�=��!e����� d !���������sohZ���]��h�	�	; E� d ����l����kj �f�Z���e��m��f�f�f� d "
� ��������q d ���Z pl��������Àm���� d ����h�!¿h��Z�i�P �!�q�h��������� ��º����!�q� �����sohZ�gl���� d sSh������� ��Z��lAj ° h�����!À�f�f� d ��!���� d ���G"S�����Z�
h�� 	�!���qr����!]����qr	Z�GûN �� 	�! d �����o����!e�����Ã�  �!�q�h��������� ��ßl�h 	�!� �m�����q��å�����e��l�������! d �����e������ ��×!���	; E�ú���S�r��h�!
h��Z��q d ���Z pl�� c ������!�Ìo�f�
l������� ��o���f�ShZ�E" ° �Z��h��f���Eû�l����i�� ��Zl��f���� ��Z�g��h��å�f�fqr�f�����g��lZ��	�� d ���g��h¨	�!� �m�����q���l��
���e��m��f�f�f� dºd ��hZl�� d ����!� ��o� d �����fh d ���G" ° ��©Z� ���rq� ol������U����!e�¨�E���f��l d ��h�!�l������=���ulAj �f�Z���e��m��f�f�f� d ��m���l��fq�����Á
���� ����Z���f�����="
ËW�
l���h�������q��
������	��f��!��Ãl��
���������¨	���!������¨	| �!�����!e�¢��h�!��kj{��	�	��f���=������ ���l��
���������¨q d ���Z pl��¨�Sh�q d !���sohZ��Ò
�kj d ��hZl���	���!e��q d ��!���sohZ�Ul����u�f�Z���e��m��f�f�f� d ��l��r�� �h�!�m��f�f�� ��Z��l������f�f����
����ul���!� ��� �!�lAj � d �f���� �	�����!��E"XË¿j h����f�f���ú�?Á
���� ���lAj h��Z��q d ���Z ol��
�f�f� d ���f!�����h�	�	; E�e�¨���¢	�!������Ã���ß�� �qr	�����lAj h�� d �e���Ul��
m������
���e������ ��������f!��E"À¡N �h�!
�kj£ �m��������f!=û�h��Z�����fq�h��������� ��Ã���e������ ��������f!��~lAj h��¨!� ��� �!Øq� ��Z �	�����������!e����ò|������h d ����h¨q� =n����
l�h
�� pl���������®
� � «��Øl d ������ �	�	 d Ò
�kj §��~°¿ª ®]" Ï �Z�UÉ= ��Z�ºl��U������ ��fh����� ��× �m������ShZ�å����!e�����Z��h��f�����f�o����!�	; �� d �å	| �h�!�	|��!ÂÁ
q�������!���h��Z� d ��hZl����� o�=�����]l������e��m��f�f�f� d " ° ��©Z�Wû|ÒU	���!����f!~l�����! d ��h��f�e�����~ �m������ShZ�=û;h��Z����l����S����©��=������ ��¬l�h
	�� d �Z �q����Z�� �mZ�e��!�� d ����!e�]�k���f���E"
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����	�h����i����������	 d !������Z������l�� ª ��np�Z ���l���� ¦ � ��û�����!�� b=�E�E� û��kj d ��hZl��ul����Ø�f�Z���e��m��f�f�f� d �g�Sn�l�!� ol�np����qr��sohZ���
 p����h�	;�]h��Z�]	�����������!� ������e���S����lZ���Z�����º!������Z��!��e�Z�EûA�Z ��e��qrq����S�u���Å� d !� �����h�����sohZ�r ��¬������	�� d �Z �q����Z���
	|��h������S�¨���S��!e�%$��Z��!åh�����������
���q����o�
l�!e��������sShZ��l����º�=��!e����� d !���������sohZ���ål��Ã�kj d �� �h�����q����S�="ØË¿j �fqU��
�� b " b
q� ��S��!��]���U�o����h����f���e������ ���	���!��������� �
E�����Sn�l�!e��h��f��sShZ��l����� �h�!�m��f�f�� ��Z�����f����!�� d ��l�h¢���f�f����
��]lAj h��Z��	�����sohZ�
qr�f�Z���U�ú���Z���f�Z����l����Z���E"XËX�Ã	�! d �����Z����l������� �h�!�m��f�f�� ��Z��l���!�!�����!��U���å	�����sShZ�º���������r! d ��h��f�e����lAj h��3q d �=�?Á
������q����f�Z���e��m����E"

,.- /.0 b " b�1 }X �h�!�m��f�f�� ��Z�����f����!�� d �~l�hÃ���f�f����
��ulAj h��Z��	�����sohZ��qr�f�Z���u�e���Z���f�Z����l����Z���E" þk�  �h�!���� §��~°¿ª ®�ÿ
¡N �h�!r�����]�f�Zl�hZ����!��������=ûD������ �qr	�! d �Z���Z���� ��ßl��U������! d ������ �� l��º�����]	�� d �Z �q����Z���������]h��×����üÂ��h qU�?Á

ü���h�!��=��!����f����	|��!�q�������!e���f�]l��å�� ��S��!7þ�����!]����h�!��r��	�	���!��f���� ��Z�="D¡*��!�������qr	����EûD���Ãl��������f	������� ��3!e��	���l��ål����
�� �h�!�m��f�f�� ��Z�]l������f�f����
���lAj{�=�o�� ��3	���!u�����  �!7�=��
��UlAj h��Z�r�f�Z���e��m��f�f�f� d 	;��!�q�������!e���f�]l���l��fqr�f�ShZ��!]���r!�����sohZ�
lAj �f�Z����l����S����� d !������Z�gl�hZ��Ò����]!����Z�� ��S��!���lAj h������p�� ������������������f�f����
���
 d � d ! d 	���!gh������p�� ��Ã	�! d � d l����S�="

° ��� d !� ����� �hZ������sohZ�������º�f�Z���e��m��f�f�f� d �º�Sn�l�!� ol�np����qr��sohZ���º	|��h������S��ü� �hZ��!ºl���ò d !����S���å!7þ������ºlZ���Z�U���
	�!� pl�hZ������ ���l���m�!�h��f��ý

1âÏ �¬!7þ����rl��f!������=ûX�Ej£������Ò¨l��f!��rsShZ������� Ê hZ����h������� ��Z���Sn�l�!� pl�no����qr��sohZ���=ûW����
����Zl�! d ����	���!ul��r�������
q d �=��������q����=û��f�o����!e��
E���������S�Ø���S��!������f�����À���Û�����t�f�S����!e�������� ��Z�Ø��! d ���S�Øl����¿ ��Zl����Ûl��i	�!��������� ��å���� �hZ�ÂÁ
����sohZ�E" � ��
�����!���l���	�� d �Z �q����Z�������~����
E!e���Zl���	���!�������!�����	| ��Z�e��m�����l�h�m�!�h��f��l���üÂ���g	�!� =���������S�
l��u�kj �f�S����!e�������� ������o��!��u����������!�hZ����h�!�������h�!�m�h������S�����~�� ��S�����ohZ����lZ���Z�������fh���Á����k"

1âÏ �¢!7þ������f�Zl��f!������=ûW�Ej£�����uÒål��f!��rsShZ�]�kj �f�o����!e�������� ��3l��r����� Ê hZ����h������� ��Z���=������h��Z��	���!� ��¿��! d �rl����
 ��Zl����Ûl���	�!����e���� ��å���� �hZ������sohZ�E" � j£�����À���g�=���Gû�	���!�������qr	����Eû�	| �h�!À���gm�!�h��f�À	�!� �	�!��~l���	�!� �©Z� þ��!�
� ���
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�����a�+� ÿ�l� ��S�]���Ã�� �h�!����º�����u������hZ�ºl����kj �f�o����!e�������� ��×l��U���¨��h�!�m�h������Z���¨����
����Zl�! d �U	���!����Ã�� �hZ�e�Z�
�f�fqr�f����l�hÃ	�!� �©Z�D�������������fh���Á����k"

�  ��Z����!������o�r���Um�!�h��f�rð	� w ûNðÛ �hZ�e�Z���C� b=� � d q������kj �Snp	| ����Z�����¨lAj h��3q d �=��������q��å�f�Zl��f!�������l��º	�!� �Á
l�hZ������ ��Ãl��~m�!�h��f�i	���!Ø�kj �f�S����!e�������� ���lAj h��Z��	���������������h��¨�� �h�!�m��f�f�� ��Ã��h�m����e�e���S�ih��Z�~�f�Z���e��m��f�f�f� d ��	�	|��� d �
�f�Z���e��m��f�f�f� d ���f�f�f	�����sohZ�E" w �W�����g���f�Z���X� d �������e���f!��ul����=j �f�o� d !���������!�Òr����l�no����qr��sohZ�ul��u����
�����!���l���	�� d �Z �Á
q����Z�E"

Ë¿j£ �m�ü����rl��¨���å�e����	��f��!��
�����rl� ��Z�¨l��U	�! d �����o����!r��������!e���E��h�� ��òA������h d �r��h�!]�������f�Z���e��m��f�f�f� d �r�� �h�!ÂÁ
m��f�f�� ��������f!����~��hZ������	����fm�������l��Øü� �hZ��!ih��Ã!7þ����ulZ���Z������
 d � d !e������ ���l�hÃð	� w "

¡N �h�!r��������ûDlZ���Z��h��3	�!���qr����!]����qr	Z�=ûD�Z �hZ�]!e��	�	;���f����!� ��Z�]m�!���������q����S�r�����]�� ��Z����	����r������ p��� d ����h��
�f�Z���e��m��f�f�f� d �g�Sn�l�!� ol�np����qr��sShZ�������������iq d ���Z pl����gl d ������ �	�	 d ����	| �h�!i����� d ��hZl�����!="
° �Z��h��f���Ø�Z �hZ�*�Z �hZ�¿�f�S� d !���������!� ��Z�¿	��fhZ�*	���!�������h��f����!���q����S�i��h���q d �=��������q����t�f� d �¿��h�� d �� �h�����q����S������ �h�!ÂÁ
m��f�f�� ��������f!����="
¡th����=û��Z �hZ�å���Z��!����Z��!� ��Z�Gû�ÒÅ	���!����f!¨l���! d ��h��f�e�����å����	 d !��fq����S�e��h��Aû�h���	�!� �©Z�u�������fno����sohZ����hZ������	����fm����
lAj{��	�	�!� p���Z��!�l���� ���� ��Ã�e��������� �����e���o���������i�� �h�!�m��f�f�� ��Z�~l���m; �h���l���	������ul���!� ��� �!="
° ��©Z�]�Z �hZ�X	�! d �e���S����!� ��Z�N�����W	�!��f�Z���f	���h���! d ��h��f�e�����X��� d  �!���sohZ���=û����p	 d !��fq����S�e��h������D�Sh�q d !���sohZ���N��!� �h�� d �
lZ���Z�i�����f�f��� d !e����h�!���	; �h�!i���u	�!� �©Z�XsShZ���Z �hZ����h�!� ��Z��!��������ShW"

8 ý 8 9 ðYò2ðÉ}�ulz7óRs�ðYñ ñ'ö�} zO|Jð�s�ö2w�y{w2yYñäó7ò�ñBs�uvù�ó7z7óRs�ðYñ �;: w�}�ô�w : ò2u�ûüó=<
ö2yYñQý
� ������������������ ��U	�! d �����o���gl���� ���� �����!����À
 d � d !e�����g������ o�=��m�h������f!��~���¿�����¿q d ���Z pl������f� d ����Ò��kj d ��hZl���l����

�f�Z���e��m��f�f�f� d �]�Sn�l�!� pl�no����qr��sohZ���=" � �������º	�! d �����o�e������ �� �Z �hZ��	;��!�q�������!e���Z �����qrq����S�rl��Uqr����h��6l d ©Z���f!
�����Û�=��!e����� d !���������sShZ���Øl����Û�f�Z���e��m��f�f�f� d �Øsoh��I����!� ��o� d ��hZl�� d ���ØlZ���Z�Û���ul���h�������q��g	���!������~l�håq d q� ��f!��~���Ûl��
l d ©Z���f!�h��Z��q d ���Z pl����oh�q d !���sShZ��lAj d ��hZl�����lZ��	�� d ��Ò]����h�!��������fn����E"
>@?A>B?A> CEDGF%H2I�JLKAMNKOH2PQFSR(T6U6V.W�U�T6DGI�XYKNZ\[G]QF_^

ËW�º����!�q��º�f�Z���e��m��f�f�f� d 	| �!����å��h�!����Ã! d 	; ��Z���ºlAj h�� �e����qr	×�Sn�l�!� ol�np����qr��sShZ�¨Ò
h��Z�º	|��!���h�!�m������� ��
�� p�=���f��� d �E" � �Û����	;��!���h�!�m������� �� l d ��!� E$�����h �� �h�!���l�h ����qr	Z��lZ���Z���� �h��]���ål� �qU���f�Z�¨���� �!��] ��×l��f�]sohZ�
�kj d �� �h�����q����S�¨���������e��m����E" ° �ß!����E���Z���Z�EûÀ�������������
q�Ö�q��
	|��!���h�!�m������� �����!� E$��=ûtq�Ö�q��
�� p�=������q����S�=ûÛ��h
q� ��f�Z�ul�h�!e���o��h��Å����!��e���f�Å����qr	Z�=ûX ��Ål��f��sShZ���kj d �� �h�����q����o���������f�Z���e��m����E"W¡N��!����
��h��f�����kj d �� �h�����q����S�
�� ��Z����l d ! d �ú���Z�i	;��!���h�!�m������� �������!e�r��hZ�����X��	�	|��� d C�TXLZY6���¿>I<G:=\pBX<] �hÃC�TXLZY6��@N\ÃMNL�K=\�"

ËW���N�f�Z���e��m��f�f�f� d �N�onpl�!� pl�no����qr��sohZ���*�� �qr	������S�*
 d � d !e������q����S�t��!� ����D	����������Nl���l d ������ �	�	|��q����S�=" Ï �Z�
	��������]OHFP9DRSLZFH<�\
lAj{��qr	��f��©��=������ ��¢ �h�h��Z���� ���
EhZ��h�!�lAj£ ��Zl��]����!e�U��qr	��f��© d ��l����k���� �������	| ��Z���S�������f���r��h
�� �h�!���l�h¢����qr	Z�=" Ï �Z��	��������,`�LZFHMNOH\pYÅ\o9;:Ã9D>I9 ë OPFH9DRSLZFH<�\¨ ����kj{��qr	��f��©��=������ ��6l������º�� ���
EhZ��h�!�lAj£ ��Zl��
�f�Z���e��m������� ��o���f�ShZ��qU�����t�����À�e �hZ�*����!�q� �����sShZ���Ûl������������i�� ���
EhZ��h�!ÀlAj£ ��Zl����� ��S�Û��hZ��������qr	��f��© d ���=" ° ��©Z�
h��Z�ul���!�������!���	������e�EûZl��f����9D>I9 ë OHFP9DRSLZFH<�\�û��� �!�!�����	| ��ZlZ���S�~Òr�����e����h�!e������ ���l����kj �f�Z���e��m��f�f�f� d "

�����Z�t���i�=��l�!���lAj h��Z� d ��hZl��i�f�f� d ���f!��i�� p�=�����EûE�k"£�Ø�� �!���sohZ�Ø�kj£ ���� d 
E�f�f
��i�kj d �� ��fh����� ��U��	������������gl��Ø�kj d �� �h�Á
����q����S��lZ���Z�Û���������Z�Ûl����e�u	�!� �	���
S������ ��Wû�l���h��¨���f��h������� ��Z�Û	;��h������o�i�f�S����!��������f!i�� �!���sohZ�~h��Z�g�f�Z���e��m��f�f�f� d
��	�	���!e�%$��="
�  ��f��h��Z��	|��!���h�!�m������� ����f���f����������q����o���� p�=���f��� d ����������	������E" � �X����������	|��!���h�!�m������� �����!� E$����� p�=������q����S�~���
����qr	Z�t ���l��f�NsohZ�Û�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d �����NL�MNK=>;OHBD\�"������Z�*���Û�=���GûGq�Ö�q��Ø���p���g�e �h�!����Ûl���	|��!���h�!�m������� ����=j{��!�!�Ö����
Ò�h��åq� �q����o�i���~	�� d �Z �q����Z��lAj{��qr	��f��©��=������ ����� ��S���f�ohZ�EûZ ��ål��f�isohZ�g���~	�� d �Z �q����Z���=j{��h��� �Á����o��!����������S�="
° �
!����E���Z���Z�Eû����|����	|��!���h�!�m������� ��Ã�Wj£�����Ø	����g��qr	��f��© d ���� p�=������q����S��qU�����isohWj£���f������!� E$������¨q�Ö�q�������qr	Z�
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sohWj£���f������������ ��S������� d �]	���!�����������qr	�	; �!�����h�!� ���l��f�~sShZ���kj �f�Z���e��m��f�f�f� d ������C�>;9;çI\oCE:GFQçI\�";�����Z�������=���=û
�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d l d 	;���ZlÃl��u����	�! d �����Z���ulAj h��Z�u�e �h�!���������!�q� �����sShZ��l���	|��!���h�!�m������� ��W" � �X���������u�e �h�!����u�����
��!�!�Ö�� d ������ �!����kj �f�Z���e��m��f�f�f� d l�����	���!e�%$��="

° �r! d ��h�q d ���o�kj£ ��r�� ��Z����l���!��
u(x, t)

�� �qrq��Û�����e ��fh����� ���lAj h��r	�!� �m�����q��Øl��Ø���e��m��f�f�f� d û��f���f�������f��� d �Z ��
	���!Ûh��Z���� �h�!����~l���	|��!���h�!�m������� ��¨qU�����Û	���!�h��Z�~�� ��Zl��f���� ��¨�f���f���������Eûp���� �!��Û��!� ����Û�� ��Zl��f���� ��Z�Ø	;��!�q����������o�
l��ul d ©Z���f!������g�� ��Z����	����gl��u���e��m��f�f�f� d �oh
	�! d � d l���qrq����o�]ý

b " � �
limt→∞ u(x, t) = 0 ∀ C tel que x/t = C

���� �!��g�kj d �� �h�����q����S�����������e��m����
z�" � �

limt→∞ u(x, t) = ∞ pour x/t = 0
���� �!����kj d �� �h�����q����o�~�����g��mZ�e ��fh�q����S�g�f�Z���e��m����

� " � �
limt→∞ u(x, t) = ∞ pour au moins un C tel que x/t = C avec C 6= 0

���� �!����kj d �� �h�����q����S�
�������� ��S���������f����q����o���f�Z���e��m����E"

� ���Ã�� ��Z����	����� ��S� d � d ��m| �!�l d �¨	���!ÃËX���ZlZ��h � � z��ulZ���Z�
���¢�=��l�!��¬l��¢���3��h�!�m�h������Z���Å�����Sn�l�!� �Á
l�np����qr��sShZ�E"¿�����r��!��f����!����� ��o�����Z��h��f��� d � d
d �E���fh d ��	; �h�!�l��������f��
EhZ��!������rl���h�� �=��� þ ��mZ�� ��fh�q����o�U �h
�� ��S���������f����q����o�g�f�Z���e��m����GÿÛ�e���� ��å�����Ø�=��!e����� d !���������sohZ����l�h
������qr	
	| �!�����h�!��{z b ��"������Z�Ø������h��f����l������������
���Z�����Eû��kj h����f�f���e������ ���l��Ø�����tl���h��]����!�q����¿����!e���f� d �i��h��=��!e��������!�����h��� �Á����S��!��������Shå �h��Z ���l����kj �f�Z���e��m��f�f�f� d "

ËW���Àq d �=��������q�����	;��!�q������e���o�À�kj d q���!�
����Z���glAj �f�Z���e��m��f�f�f� d �À	|��h������S�Ø��hZ�����ZÖ���!���l���ò d !����S���="o�����Z�¿����!ÂÁ
�e���f�Z�*�=���D�Ej£�����D��� T+� �%67���
�_8JH sSh��o	;��h��N	��f�� �����!*���¿	�� d �Z �q����Z�E"E¡*��!N������qr	����ØlZ���Z�X���Û�=���DlAj h�� d �� �h�����q����S�
lZ���Z�Ûh��å�� ��Zl�h��f� þ ����	 d !������Z����l�� ª ��np�Z ���l��úÿt���I����������!�q����Ø�o���esShZ��h��U�� ��o���Z��
E�f�f
 d lZ���Z�Û����q� ol���������h�Á
��h��Z���f�Z���e��m��f�f�f� d �Wj{��	�	���!e�%$��=" ° �U!����E���Z���Z�~���Z�����À����!�q����À�p����sohZ��h����� ��S��	�!��������å�� �qr	����EûoÒ�	���!����f!ÛlAj h��
����!��e���f� ª ��np�Z ���l��=ûW�kj d �� �h�����q����o��l����p�����S�]�f�Z���e��m����E" � �U�àno	|��l���q d �=��������q��º��������	�	;��� d FP9XK�:=L�M*FPOPF�:=R
çXFHK=[WBD\oBDK=\�"
�����Z��lAj{��h���!������=���=û;���]	�� d �Z �q����Z�r�f�Z���e��m������Wj£������	�����	��f�� �� d 	���!����U�p������ E���f� d û;	���!u������qr	����rlZ���Z�����
�=���glAj h���� d �� �h�����q����S�~	| �!�����h�!������e���f�f� d sohZ���Z �hZ��	�! d �����S����!� ��Z��	���!g������h��f���EûZ ���l��f!e�º���� �!��gsohZ���kj �f��Á
���e��m��f�f�f� d ������9D>I9 ë çXFHK=[WBD\oBDK=\�";�����Z�u���r�=���=û;���å�o���e�� E���f� d l�h Ê h���l��U��h�!e�å	��fh��7þ��uh��¢!7þ����r���e��m��f�f���e���o�
��h�!i���ul d ������ �	�	|��q����S��l����kj �f�Z���e��m��f�f� d "

�  ��� ��Z�tsShWj h��rq�Ö�q��Ø�àno	|�Øl��Û	�!� �©Z�Zl��Û�e����qr	�	| �!�����h�!N	|��h��=ûE������ ��������t�=���=û����S��!e�%$��Z��!À�kj{��	�	���!��f���� ��
lAj h��Z�]�f�Z���e��m��f�f�f� d �� ��S���������f���� �h¬��mZ�� ��fhZ�E"|¡*��!�������qr	����Eû;�� �!���sohZ���kj£ ��¬�� ��Z����l���!��]h���	�!� �©Z�*l����p�f���������
���Ã�e����
����o���u�Snp	|��!�m; ��f��sohZ�ul� ��S�g�kj d sSh������� ���������l������]�  �!�q��rý

U(y;R) = 1 +Rtanh(y)

� ���� ��U�������E������h�!��Àl�hU	���!e��q�����!�� ª �kj �f�Z���e��m��f�f�f� d ����!e��l��i��np	|����mZ�� ��fhZ�� �hU�� ��S���������f���E"�Ú�hZ��!�!��g���À�� ���Á
Ìp�����o�f���e� � � ¦O�i ��o��q� ��S��! d sohZ�å���

R < 1.315
�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d �����]�� ��o���������f���Ã���r���

R > 1.315
���f���¨�����

��mZ�� ��fhZ�E"
ËX�����fq�h��������� ��¨l��f!��������EûS�Ej£������Ò�l��f!��i	���!�����! d �� ��fh����� ��ºl���� d sSh������� ��Z��l�� � ���p����! � �� �Ì����À�� �qr	����������Gû

	|��!�q�����lAj£ �m��������f!��kj£���Z����q�m����¨l���� d �e��	|����l��ºl d ������ �	�	|��q����S��l������f�Z���e��m��f�f�f� d ��qU���������f���º�Z�U	|��!�q����
	�����l���������l������e o��� d �=" � �������]q d ���Z ol���	;��h�������! d � d ����!�h����f����lZ���Z�~h��¢�=��l�!����f�Zl�hZ����!������N	| �h�!~q�����h�!���!
l��f!���������q����S���kj �fqr	�������l���������	�� d �Z �q����Z������h�!�h�� d �� �h�����q����o�=" ° �¢!����E���Z���Z�EûW���f�����ål���h��¬l d �e���E����Á
�e��
����åýWlAj h��Z��	���!��u���º�� gf���l��U�=������h���	;��h����=j{��� d !���!��fqr	; �!��e���o�]sohZ�������� ��f�����6����	�������q d q� ��f!��º �h
���¨����qr	Z� � ¡ Ï ûplAj{��h���!��~	���!��i���f���~	;��h��i�� ��Zl�h��f!��uÒ�l����il����U��h��f� d �ilAj �f�S����!�	�! d �e������ ���l�����	�� d �Z �q����Z���
	��Sn�����sohZ���="Z¡*��!~������qr	����ulZ���Z�����u�=��l�!��ul����kj d ��hZl���l������r���e��m��f�f�f� d l�hÃ	�� d �Z �q����Z�]l�����!e���Z���f���� ��¢Ò����
��h�!�m�h������Z���ulAj h��Z���� �hZ���Z���f�fqr�f���Eû����]���fq�h��������� ��Ã�� �qr	����������Z��	;��!�q����i	����Øl���l������� p������!Ø�����Ûl���ò d !����S�����
�f�Z���e��m��f�f�f� d ���� ��Zl�h����e���S��Òr����� d �e���="



b z &(' ³*);¼k»P¾�¶,+.-<"J#Z¸=»�³�´�¼fµf¼k»0/e¸ '21 ·�¾%$o· 1 #I³?¹r¼43�&p¶e¸u¶G»65,7 "*-
¡N �h�!�qr����h����� �qr	�!����Zl�!��]�kj£ �!��f
E�f�Z�]l��u�������g	�� d �Z �q����Z���~�����ohZ�Eû�	���!�������qr	����Eû�l����� ��S��!7þ�����!�����h�!

��	�	���!��f���� ��ß �h×����h�!rÉ= ��Z�¨l��å��!� ����e�e���Z���Eû* �� ��l� ��Z�¨m|���� ��f�×l��º	| �h��� ��f!�l���ò d !����Z������!r�����]l���ò d !����S�����
	�����������l��u����h�!gl d ������ �	�	;��q����o�="
�����Z�]�����e�������� �� ��h��f�E���S���å�Z �hZ���Z �hZ�]�f�S� d !����e����!� ��Z��h�����sShZ��q����o�U��h��6q d ���Z pl������Sh�q d !���sohZ����l d ����Á
�� �	�	 d ����	; �h�! d ��hZl�����!r����	��������å�f�f� d ���f!��
lAj{��qr	��f��©��=������ ��âl������f�Z���e��m��f�f�f� d �r�Sn�l�!� pl�no����qr��sohZ���=" �  �hZ�
����!�!� ��Z�Ø	���!Û����q�Ö�q��� p���=������ ��¨sShZ�~lZ���Z�Øl����Z �q�m�!���h��å�=���Û����! d hZ�����f���~l��������Ûq d ���Z pl����i�����Û�f� d �~��h��
�=��!e����� d !���������sohZ���=û�l d ©Z��������	��fhZ������h��=ûZl����i�f�Z���e��m��f�f�f� d � d ��hZl�� d ���="
>@?A>B?ih jkPlH.R6W�U6]QFmMAKND6PnI@KAV.]QFpoqWr[6VsMutvPlH.[GUG]wUG]QFxKNDGF%H2I�JyKAMNKOH2PQF�?

� ���gq d ���Z ol������� ��S��
 d � d !e������q����o��m���� d ������h�!����r! d �� ��fh����� ���lAj h��Ã	�!� �m�����q��]��h��
��������h�!��g	�!� �	�!����
 �m������Shß��	�!����]�f�f� d ��!����e������ ��ßl���� d sSh������� ��Z��l�� � �=�o����!ÂÁ � �� �Ì���� þ  �h lAj ° h�����!úÿ]��h��� �h�!rlAj h��×������qr	 l��
m������E" � �Ul���!�������!�üÂ �hZ�Uh��6!7þ������fqr	| �!��e���S����h�!����Ã�� �qr	��������f� d l�����	�!� �m�����q�����ÒÃ! d �� �hZl�!��E" ° �3��òA���=û
�Z �hZ�g���f�� ��Z�i�� ��f!�sShZ��	��fhZ�i�����e����qr	�l���m��������� ��Z����l d ! d ���������fqr	����Eû�	��fhZ�i����� d sSh������� ��Z�gÒ]! d �e �hZl�!������
�� ��o����hZ�����k"

¡N �h�!�l�����!e�����e ��Z��l����f�fqr�f�e������ ��Ål������=��	������f� d ���f���  �!�qU������sohZ���=û����U	�!���qr����!��]q d ���Z ol���Òå���� ��f! d � d
l d ������ �	�	 d ���� ��Z���������~Ò��� ��Z����l d !���!�h��å������qr	
l���m����e��h������  �!�q���lZ���Z�Û���ul��f!��������� ��¨l����kj d �� �h�����q����S�i���
�E��!������S��lZ���Z�Àh��Z������h�����l�����l��f!��������� ��Z�� �!����Z �
� ����������ØÒ������fh���Á����k" �  ��f��l� ��Z�ih��Z� d sSh������� ��Ul���ò d !����S�������f���
m���l��fq����Z���� ����Z���f�����f�f� d ���f!��u �m������ShZ�]��	�!����i�f�f� d ��!����e������ �����h��� �h�!glAj h��Ã�e����qr	�l���m����������e������ ��������f!��ul��
�����  �!�q���ý

∂u

∂t
+ Lu = 0

þÂb " b ÿ
§ �ÃË6������ �	 d !e������h�!��f�f� d ���f!���l d 	;���ZlZ���o�gl�h�������qr	�	; �!�����h�!=" ° �Ã�� ��Z����l d !e���S�~sShZ���kj d �� �h�����q����o�~�=j£���HÁ
� ������hZ�
������ ��ß�kj{�?���å�×����sohZ�¨��������!��������� ���l�hß������qr	�	| �!�����h�!r�Z�Ãl d 	|���Zl sShZ�
l��Ãn�û*h��Z� d ��hZl��Ãl��
���e��m��f�f�f� d �� ��Z����������Ò����Z��!��e�Z��!~l����g�� ��fh����� ��Z���� �hZ�Ø�  �!�q��ul���q� pl������Z �!�qU��h��Åý

u(x, t) = Re{û(y)ei(kx−ωt)} þÂb "{z�ÿ
 ��

k ∈ C
�����gh��Ã�Z �q�m�!��]lAj£ ��Zl��Eû

ω ∈ C
h��Z��	�h����e������ ��Wû����

û
l d ���f
E�Z��������!e���Z�Â�  �!�q d ��l�� Ç  �h�!�����!����

l��uËX��	���������l��
u
"

� �������ul d �� �qr	| E���f���� ���	|��!�q����gl���!e��q����Z��!��kj d sSh������� �� þÂb " b ÿiÒ�h��Z� d soh������� ���l���ò d !����S�������f���]l���l��fq�����Á
���� �� b l��������P �!�q��rý

(−iω + L̂(k))û(y) = 0
þÂb " � ÿ

° ���kj d ��hZl���l��]���e��m��f�f�f� d �� ��Z����������ÒU���Z��!����Z��!������Z =nS��h¢l��u�kj£ �	 d !e������h�! −iω + L̂(k)
";�����Z�g���U��h��f���EûZ���

!����������� ��� �m������ohZ��	���!g����������!������Z��!��e�Z�����o��!��
k
���
ω
�e��!e�r��	�	;��� d �u<�\oOHL�:GFH>I9�@D\�@NFHK=�¿\o<?K?FQ>;9¬sohZ���kj£ ��

	| �h�!�!e���Z �����!�ý
D(ω, k) = 0

þÂb " � ÿ
ËW �!���sohZ���kj£ �	 d !e������h�!

L̂
þ ��!e���Z�Â�  �!�q d ��l�� Ç  �h�!�����!�l��

L
ÿÛ�����g�� �qr	��f��sSh d û� ��������g��q���� d Ò]! d �� �hZl�!��u���

	�!� �m�����q��u	���!gh��Z��q d ���Z ol����Sh�q d !���sohZ�E"������Z�����u�=���=ûZ��	�!�����l�������! d �����e������ ��WûZ���g	�!� �üÂ�������� ���lZ���Z�gh��Z�
m������Eû�
 d � d !e������q����o�~l���	| ��fnp�Bþ�q����gl���}X�e�Z��mSn����Z���|û;���]! d �� ��fh����� ���l����kj d soh������� �� b " � ����!e��q����Z�]Ò]h��
	�!� �m�����q�����h��¨�E������h�!��i	�!� �	�!�����
 d � d !e���f��� d ����l�hÃ��np	|�rý

Au = λBu
þÂb " � ÿ

�����Z�Ø�����=���i ��¨�kj£ ��¨�P��!e�]h��Z� d ��hZl�������qr	| �!����f���Eû����� �!��
λ = ω

���Ø�����ØqU����!��������
A
���
B
l d 	|���Zl�!� ��S�gl��

k
" � �| ��
��òA������hZ��h��Z� d ��hZl�����	������������u���� �!��i ��Ã��h�!e�

λ = k
���Ø�����ØqU����!��������

A
���
B
l d 	|���Zl�!� ��S��l��

ω
"

�����¿�� ��fh����� ��Z�À�Z �����!��f�o���������Àl���������n�������q��i�������������S�À�e��h�����q����S���������Ø�Z �q�m�!��glAj£ ��Zl��gÌ]���t�����H! d sohZ���Z���



+.-{zl-6²�$G&�¾G´�¼fµfµ*$+#Z¸u¶G»¿¸�¼fµfµQ³�|�¶e¸�·\d ' /�µf¼*(!$e)*» ½�¾�¶%- b=�

ω
�ú�������Â�P ��o�����U!����������� ��Ål��]l�����	|��!����� �� þÂb " � ÿ� ��¢�äl d ���f
E�Z�]����l d ����!�qr�f�����S��l�� þ

A − λB
ÿ�"IðØ�=��hZ�� �h�	

lAj{��	�	��f���=������ ��Z�Û ��S� d � d �k���f�����¿���rh����f�f���e���S��������������	�	�!� o�e�Z�E" § �r	;��h��¿���f����!¿�����������fÌ����{¤ � �ZlZ���Z�t���i�=��l�!��
l����i�f�Z���e��m��f�f�f� d �~����l d ������ �	�	����o��lZ���Z�������tüÂ������ �hÃ�¢����Ìç�{¤ v �W	| �h�!��������e��m��f�f�f� d l������� �hZ���Z���g�f�fqr�f�����="

ËW �!��esShZ�]����������qr	¢	| �!�����h�!~�E��!������ ���fm�����q����o�ulZ���Z�~���ºl��f!��������� ��¬l����e�U	�!� �	���
S������ ��Wû|�f�*	;��h���Ö���!��
����	�!��fq d �� �hZ�À���~�  �!�q��

u0(y,X)
�=�����g������������
���q����S�il��g����!�����m����

X = ǫx
"�Ë¿j d ��hZl����� o�=�����g	;��h��Û���� �!��

Ö���!�� d �����Zl�hZ��������	�	�!� o�e�����S�~������������qr	Z��l���	;��!���h�!�m������� ��Z�g	���!�ý

u(x, y, t) = ũ(y,X)ei(
Θ(X)

ǫ
−ωf t)

þÂb "{¤�ÿ

ũ
���������Z��h��f���]l d ������ �	�	 d ����npqr	��� �����sohZ��q����S�����~}�" � �]l d ������ �	�	;��q����o�����S��!e�%$��Z�]���r� d ���������f� d l���! d Á

�� �hZl�!��¨h��ß����!��e���f� �Z �q�m�!��Ãl��¨	�!� �m�����q����U��h��3�E������h�!��r	�!� �	�!������e���� �� �kj£ �!�l�!��
l��¨�kj{��	�	�!� =�p�fqU������ ��W"
¡N �h�!Û	��fhZ�Ûl���	�! d �������� ��Z�����g����������h�!�	|��h����e��! d � d !���!ÛÒuðØ���Zl���!
� bEb �I	| �h�!Àh��Z�g	�! d �����S�e������ ��¨
 d � d !e�����~l��
���åq d ���Z pl��E" Ï �¬������qr	����rlAj{��	�	��f���=������ ��3lZ���Z�������=���ulAj h��Å�e����qr	6�����e���f�f� d �k���fm�����q����S���Z ���Ák	���!e���f�������
	|��h��*Ö���!��Û��!� �h�� d lZ���Z�tÚ�hZ��!�!���� � z[��" ° ��©Z�Wû � �Z �qU��Éi�{z�¦[�Z�gq� ��S��! d sohWj h��Z�Û�� ��Zl��f���� ��r� d �����e�e���f!�� þ qU�����
�Z ��U��h��U�ú���S���GÿN	| �h�!À��	�	��f��sShZ��!����i
�����!��ilAj d ��hZl�� d �e���f�t�kj£�������������Z����lAj h��Z�i! d 
E�� ��å��mZ�� ��fh�q����S���f�Z���e��m����
lZ���Z���kj d �� �h�����q����o��	| �!�����h�!="

ËW �!��esShZ�������e����qr	¢�������  �!�����q����S���Z ���Ák	���!e���f�������Eû|�Ej£�������Ul��f!���sohWj �f�Dl d 	|���Zl�l���l���h��� �h���!� ������E�?Á
!�����m������]lAj£����	������EûW����������q� pl d �f���e������ ��3�Wj£�����u	��fhZ�u�E���f��l��E"WËX�
q d ���Z ol��º�� ��Z���������U���� �!��]Ò¨�Z����h�	�	| E����!
sohZ�r���¨	 d !��� ol������f� d ���6����qr	Z��l�h6	�� d �Z �q����Z�EûD �h6lZ���Z�������=����lAj h��6������qr	 	; �!�����h�!�h������P �!�q��ºlZ���Z�
h��Z��l����À��!� ����Àl��f!��������� ��Z�¿����	 d !��� pl������f� d lZ���Z�¿����������l��f!��������� ��W" Ï �Z�i!����phZ��l����t! d ��h��f�e������ �m������ShZ�Û���Àl����
q d ���Z pl������oh�q d !���sShZ����l d ������ �	�	 d ���~	;��h���Ö���!��u��!� �h�� d ��lZ���Z��}Ø�Z�� �©Z�f����� �E� ��" � ��������q d ���Z pl���	|��!�q����
l�����!� �h�����!~�����iq� pl�����
E�� �m���h��Aû��Ej£������Ò�l��f!��u�����iq� pl������f�Z���e��m���������h��� �Á����S��!��������ohZ��lAj h�� d �� �h�����q����S�="
° �¨!����E���Z���Z�Eû����f���~�Z�g	|��!�q����Ø	����Ûl���!����Zl�!����� �qr	�����l��g���]��!� ������e���Z������!e���Z���f�� ��f!���l��~����!��e���f�Z�Ø	�� d �Z �Á
q����Z���À �hºl��i����! d ����	����f�p�f� d l��i�kj d �� �h�����q����o�ØÒ�h����P �!7�=��
��i�� p�=���f��� d " � �Z �qU��É2�{zE¤[�I����	��f��sShZ������! d ��h��f�e���
	���!����º�Z ���Ák�Z �!�qU���f�f� d�� l����kj£ �	 d !e������h�! � ���p����!ÂÁ � �� �Ì����="A¡N �h�!� �m��������f!����å�� ��fh����� ��WûA ��¬l� ��f��! d �� �hZl�!��
�Z ��U����h�����q����o�¿���Ø	�!� �m�����q���l��f!������¿qU��������hZ���������Ø	�!� �m�����q��g��l�ü� ��f�S�À�=��!t�����¿����������h�!��¿	�!� �	�!����¿l��Ø�kj£ �	 d Á
!e������h�!g���gl����� ��Ãl�h����W�Z���� g� �Z����l����S�~	����="

8 ý�� �Iôlö�}�ù�ó7z7z]ôlò�ñ y�sxñ'ó7z]z7u��lyYñ wK| � ðYz7ó � ôv÷�s�úÉ}�ylý
>@?ih�?A> C%DGF%H2I�JLKNMAKOH2PQFSUG]�H2Wr[GV.JLKNMAM�W(DGF�?

ËW������!e�=����h��¢��h�!~�����g�f�Z���e��m��f�f�f� d ���� �h�!�m��f�f�� ��������f!������� ��S�~�Z �q�m�!���h��¬l�h�� ���f��l��]����h�!����fqr	��f���=������ ��Z�
lZ���Z��l��U�Z �q�m�!���h��×l� �qU���f�Z�����f�Zl�hZ����!��������B�D���ß������!� �	��onp����sShZ�å����
 d  �	��onp����sShZ�t� ¦ v ��û*���f�Z���ØsShZ�ålZ���Z�
	��fhZ������h�!��r����������h�!��rl��º�kj{� d !� �����h�����sohZ�E" Ç ��m�!��t� �E� ��û*�Ã	���!r������qr	���� d ��hZl�� d ���º
�����!��¨l��å	�� d �Z �q����Z�
lZ���Z�Û�����=��l�!���l����Ø���f�f����
����ØlAj{���p�� ��Z�="p¡t�fhZ������h�!��Ø�àno	|���ØlAj �f�Z���e��m��f�f�f� d �Û	;��h������o�g��	�	���!e�%$���!�����h¨�����f�¨lAj h��
d �� �h�����q����S�~�� �h�!�m��f�f�� ��������f!��åý
�k"�Ë¿j �f�Z���e��m��f�f�f� d l�� � !� �� � �Ev �Àsoh��¿������h��Z�r�f�Z���e��m��f�f�f� d Òå
E!e���Zl����u�� ���
EhZ��h�!���lAj£ ��Zl����=ûA	���!u!e��	�	| �!��
��h¬!e��n� ��6l�h¬�� �h�!�m��f�f�� ��W" ° �f���r���rl d ������ �	�	|�rlZ���Z��h��Z��	����f!��rl����� �h�!�m��f�f�� ��Z�=ûW����	�!����Zl¬���U�  �!�q��
lAj£ E�����f�f�������� ��Z�¿���f�ohZ�� g�klZ�������t���Û�� ���
�l��Û�kj{�?���il�h��� �h�!�m��f�f�� ��W" � �������Ø�f�Z���e��m��f�f�f� d �Wj{��	�	���!e���f�ÀsohZ�ØlZ���Z�
l����U�� ���©Z
Eh�!e������ ��Z�
l���	����f!����ºl����� �h�!�m��f�f�� ��Z�å�� ��o��!e��!� ��e�������P�G"L�E�fq����Z��É�� � «����¬������òA���Uq� ��o��! d
sShWj£���f���u�Wj£���p�����e���f�i	�����lZ���Z�i�����=���glAj h��Z�u	����f!��ul����� �h�!�m��f�f�� ��Z���� �!� ��e������� �="

� ³AÀ�µÓ½
A
¶�¸�À�Ô5¹¾·J´]½d¹¾¶[·�¹¾½

A
∗
Æ�¹£¿[¶�´�ÆG¿[¹YÑR¹�½QÀ�Ô5¹¾·J´]½d¹¾¶[·:±�Â�¸
¿[µÓ½�»!¶�¹ÉÝé¹R³*½�¸�À�¸
¸�À]·dºl´�Æ=³Aµ

AA
∗ 6= A

∗
A
±
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�f�k"�Ë¿j �f�Z���e��m��f�f�f� d l��C�â��l������f���{«Ez���û¿ �hâ���f�f�f	�����sShZ�EûÛ���Ãl d ������ �	�	|��lZ���Z�ºh��ß�� �h�!�m��f�f�� ��Ü�� �h�qr���¨Ò¢h��

������qr	�lAj d ���f!���q����o�=" � �������¿�f�Z���e��m��f�f�f� d 	�!����Zlu�����  �!�q��¿lAj£ E�����f�f�������� ��Z�NÒØ�� �h�!������W�� ���
EhZ��h�!��DlAj£ ��Zl����=û
l��À�kj£ �!�l�!��il�h�!e�=n� ���l�h]�� �h�!�m��f�f�� ��U���À�� ���
ul��Û�kj{�?���Ûl�h��� �h�!�m��f�f�� ��WûE���t���Û�=��!e����� d !������Ø	���!*h��rl d 	����?Á
����q����S�Ûl�hº�����S��!������Àl�������	 d !��f	�� d !�����l�h��� �h�!�m��f�f�� ��ålZ���Z��l����Àl��f!��������� ��Z�Ø �	�	| E� d ���="�Ë¿j h����f�f���ú������ ��
l���l���h��
����!�q����i	; �h�!�l d ���f
E�Z��!g����	�� d �Z �q����Z���o�����o�gl�h¨� ���f��sShWj �f�X� d � d qr������� d �o��l����Z����Ò�	���!ÂÁ
���f!�l���l���h��
�P �!�qU���f����q�����l���ò d !����S���=";��j{��h���!���	���!��=ûI���u����!�q��]lAj �f�Z���e��m��f�f�f� d ���f�f�f	�����sShZ�]l d ���f
E�Z��h��
	�� d �Z �q����Z�u	��fhZ�i
 d � d !e���Nl d �� �h�����!��g	���!gði�=no�fnç� � �X��h�!��������e��m��f�f�f� d l���� d �� �h�����q����o����Ò]�f�f
E�Z����l��
�� �h�!e���S�g���f�f�f	�����sohZ���=" Ï �Z��!����phZ��l��u�����i�f�Z���e��m��f�f�f� d �g	;��h���Ö���!�����!� �h�� d ��lZ���Z�i� ��b ��"

�f�f�k"i�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d �����S��!����Ph�
��2� �E� �|�����Àh��Z���f�Z���e��m��f�f�f� d sSh��;���gl d ������ �	�	|��Òu���u	 d !��f	�� d !����~l����À�� �h�!�m��f�f�� ��Z�
�?�p����noq d ��!���sohZ���g���~l� ����Z�u�f����h�Ò����r��! d ������ ��¢lAj{�����Z�=��h����� �h�!�m��f�f�� ��������f!�������h��� �h�!~l�h��� �h�!�m��f�f�� ��W"
Ï �Z�i���������Z���� ��ºÒ~�kj d ��hZl��gl������e��m��f�f�f� d lZ���Z�À���i�=���¿l����¿�� �h�!�m��f�f�� ��Z�À�Z ���Áà�?�p����npq d ��!���sohZ����� d � d �k���f���
	���! � �f	�	�� � z���"
° ���� ��Z���fhZ���� ��¢l��u�e�����Z�����Eû ° !�����ðØ �hZ�e�Z��� d q������kj �Snp	; ����Z�����]sohWj h��Z��l����g�e �h�!�������	�!��f�Z���f	���������l�h

m�!�h��f�Dð	� w �e��!e���f�W������hZ�¿l��¿�kj �f�S����!e�������� ���l��t���Ø	��������=�����Àl����X�f�Z���e��m��f�f�f� d �X���f�f�f	�����sohZ���Dsoh��S���tl d ������ �	�	|���S�
lZ���Z��l���h����� �h�!�m��f�f�� ��Z��qU��!�
E�f����h����� �!��esShWj �f������ ��o��	�!� o�e�Z���="A�����Z������q d q� ��f!��EûW�Z �hZ�����Z��!����Z��!� ��Z�,�
�E���f��l���!Ø���������~�ono	| ����Z�����E"������Z�Û������h��f���~l��~�������������������� ��¨�Z �hZ�Û�Z�~�Z �hZ�Ø�f�S� d !���������!� ��Z�il� ��Z��	��fhZ�ØsohWj{Ò
������np	|�ulAj �f�Z���e��m��f�f�f� d "

ËW���Û�=��!e����� d !���������sohZ����l��������¿�f�Z���e������ �������!��f� d � d �e���o�À�  �!�����q����S���f� d ���Û��hU�e����qr	º	| �!�����h�!��� ��Z����l d ! d û
 ��3�¨lAj{��m| �!�l¬m|���� ��f�Ål�����!� �h�����!�h��¬q� pl������U�������fnp����sShZ��l����� �h�!�m��f�f�� ��Å	;��!�q������e���o��l����=��!e����� d !����e��!
l����k���� �����������	��e��m����u�����i�� �h�!�m��f�f�� ��Z�~l���m| �h��gl���	������E"
>@?ih�?ih ��]QF�H2Wr[GV.JLKNMAM�W(DGFpI@D6I@MOT�H.KAZ�[6]�Fs?�?�?

�����Z��h��U!���	|��!��g��np�f�f�Zl�!���sShZ�EûSh��U�� �h�!�m��f�f�� ��
�?�p����npq d ��!���sohZ�g�����=��!e����� d !����e�g	���!�h��Z���� ��Il��gçXFQ:=\SK=K=\
Ll�SFPY¢BW:=LZOH\

Vθ(r)
����h��Z�~OH>;FD@N\ºçXF�:=\oK=K=\¨L�ìXFHLZOH\

U(r)
"��¿LÃCoFQ<�CSBNOHL�:GFQ>;9¢l��g���g�� �h�!�m��f�f�� ��¨�����Àl d ©Z�����

	���!
Γ = limr→∞(2πrVθ(r))

"�¡N��!Ø������h��f���Eû� ��ål d ©Z���f!e������<?LSVI>;96çXFHK=[WBD\oBXì
a
l�h¨�� �h�!�m��f�f�� ��
�� �qrq��

����q� �q����S�~lAj£ �!�l�!���z�l�h��e����qr	�l����� �!��������f� d �Ej£�����gÒ�l��f!��

a2 =
1

2Γ1

∫

[r2]
∂rVθ
∂r

dr
þÂb " ¦Eÿ

° ��l d �� �qr	| E�e���o�����]�o�f�����e���u�?�p������� Ï�þ !úÿÛ�� �hZ�i�����  �!�q��
U(r) = U0 + U1(r)

���
P (r) = (p(r) − p0)/ρ������	�!��������� ���! d l�h��f���
�eûZ����� d soh������� ���l�� � ���p����!ÂÁ � �� �Ì����g����! d l�h����e���S�~Ò¨ý















V 2
θ

r = ∂P
∂r

∂Vθ

∂t = ν ∂
∂r

(

1
r
∂(rVθ)
∂r

)

∂U1
∂t = − 1

U0

∂p
∂t + ν

(

1
r
∂
∂r

(

r ∂U1
∂r )

))

þÂb " � ÿ

w �À���p�������EûXlZ���Z�����
�f�f��� d !e����h�!��Eû*l���h��Å
E!e���Zl����u�k��qr�f�f�����]l����� �h�!�m��f�f�� ��Z�=ûD�������� �h�!�m��f�f�� ��Z�r�=�����º �h �e���Z�
�p�f���������u�?�������k"
� >IBD<?M*FPOHOH>;9XK�K=LZ9DK�RSCS>IBNOQ\pYÅ\p9;:�L�ìXFQLZBXìt`

ËW�u	��fhZ���� ����Sh�l���������	�!� �©Z�����������e���Z�il� �h����u������ �h�!�m��f�f�� ���l�� ª ����Ìp�f�Z�ul d ©Z���W	���!uý

Vθ =

{

Γr
2πa2 r < a
Γ

2πr r > a

þÂb "{«�ÿ



+.-{zl-6²�$G&�¾G´�¼fµfµ*$+#Z¸u¶G»¿¸�¼fµfµQ³�|�¶e¸�·\d ' /�µf¼*(!$e)*» ½�¾�¶%- b=�

� ���� �h�!�m��f�f�� ��
��hå	�!� �©Z�|	;��hº! d ���f��������ûoÒ��=��hZ���~l��g�������f��
Eh�����!��f� d ���
r = a

ûp�����À�P �!�����q����o�Ûh����f�f��� d lZ���Z�
����� d ��hZl�����l��u���e��m��f�f�f� d �=��!i�f�W	|��!�q�����h��

E!e���Zl
�Z �q�m�!���l��ul d ������ �	�	|��q����S�����������fnp����sShZ�E"

�����Z��� � «���û Ô ���������e����	�!� �	| E����h��Z��� ��qr�f�f���~l����� �h�!�m��f�f�� ��Z�i�������fnp����sShZ���Û�e���Z�À���f��
Eh�����!��f� d l d ©Z������	���!
�����p�f���������u����
Eh������f!���ý

Vθ =
Γ

2π

(

r

(a2n + r2n)1/n

) þÂb " b=v ÿ
�������

n ∈ N ";�����Z�g�����=����	���!�������h��f����!u �h���� b  ���!�����!� �h����]����	�!� �©Z�*�� �h�!�m��f�f�� ��������f!��rl�����np	;� � ��h��f�fn
� ¦ � �Xl� ��o���Z �hZ�gl�������h�����!� ��Z��lZ���Z�i����	���!������u��h��f�����o���E"

ËW����l���h���	�!� �©Z����	�! d �e���S� d ��	�! d � d l���qrq����o���� ��o�u�� ��fh����� ��Z�ul���� d soh������� ��Z�ulAj ° h�����!����e������ ��������f!����
þ ��soh������� �� þÂb " � ÿ��=�����

ν = 0
ÿ�" ° �×!��������Z�e�Z�å�f�Û�Wj£�����������º	�����l��º	�!� �©Z�Ø�� �h�!�m��f�f�� ��������f!��Ã�e ��fh����� ��×l����

d soh������� ��Z�gl�� � ���p����!ÂÁ����� �Ì����g���e������ ��������f!��E"
" w �;������������h��å	�!� �©Z�Al����� �h�!�m��f�f�� ��WûZ��	�	;��� d �� �h�!�m��f�f�� ��Ãl���ËX��q�m�Á § �������WûZsoh��I�fh��A�����Ø�� ��fh����� ��Ã��h��� �Á

���fqr�f�����f!��]l�������� d sSh������� ��Z�~���D�kj£ ���	| E���
a2(t) = 4νt

�������
ν
������ o�
�U�������o�~l����o���e�� E���f� d ���f� d qU������sohZ�E"

� ���p�f�����������e����
����o�������f����������l d ©Z������	���!uý

Vθ(r) =
Γ

2πr

(

1 − e−r
2/a2

) þÂb " bEb ÿ
�  ��� ��Z��sohZ�g���gq� ol������~�����À�fh��|��hZ�����;�� ��fh����� ��ºl���� d sSh������� ��Z�ØlAj ° h�����!Ø���e������ ��������f!����="p����	��fhZ�=ûo ��º	|��h��
!���qU��!�sohZ��!]sohZ���kj d soh������� �� b " b=v �������

n = 2
������h��Z�¨��	�	�!� ����fqU������ �� l��U���º	�!� �©Z��	���!�h��3l d ������ �	�Á

	|��q����S�r�f�fqr�f� d "*��j{��h���!��º	���!�������l d ©Z���f���� ��ßl�h3!e�=n� �� �o���esShZ��h��6l� ���� d �¨��� b " ¦
�Z�¨�� �!�!�����	| ��Zl 	����
lZ���Z�g�����=������hÃ�f����hÃ ��Ã���]�p�f�����������e����
����S�������f���������iqU�?���fq�h�qÃ" ° ����ò|���=û��f�Xnå��h��¨�k��������h�!

1.12
���S��!��

�����ul���h��Åsoh����S���f� d �=" � �
avm

l d ���f
E�Z�r����!e��n� ��  ��Å���å�p�f�����������e����
����S�������f���å������qU�?���fq�h�qÃûN���� �!��u ��3�
avm = 1.12a

� >IBD<?M*FPOHOH>;9XKrLSçI\SC�RSC�>;BDOH\oY6\o9;:UL�ìXFHLZOà`
Ë¿j d �� �h�����q����o���?�p�����ÀlAj h��3�� �h�!�m��f�f�� ��3	|��h���Ö���!���l�����np	;��ü��������

Vz > 0
 �h6���f�f����
��U���

Vz < 0
û
Vzl d ���f
E�����o�������p�f�����������?����������l�h��� �h�!�m��f�f�� ��W"pËW�iq� pl�����������	��fhZ�À�� �qrq�h�� d q����o�Øh����f�f��� d �����¿������ �h�!�m��f�f�� ��

l��uði���������� �!��� �h @%�JT���9
8J�7� l d ©Z���f��	���!�����������qr	Z�~l����p�f���������rý
{

Vθ(r) = Γ
2πr

(

1 − e−r
2/a2

)

Vz(r) = W0e
−r2/a2

þÂb " b z�ÿ

� ���� �h�!�m��f�f�� ��������å�=��!e����� d !���� d 	���!
�� ��â�Z �q�m�!��¬l�� �e�Y�_9
� û����p	�!��fqU���o�
���Å!����������� ������o��!������6�p�f���������
�e����
����S�������f����qU�?���fq�h�q

V max
θ

û���������qU�?���fq�h�q&l����p�f���������u�?���������
W0

ý

q ≈| 1.57
V max
θ

W0
|

>@?ih�?i� ?�?�?q��M�I�X�W�U6PQMNKAFEI�H.K�WrD�U6]QF�HgW([6V.JyKAMAMAWrDGFSUG]�FgKNMAM�I��B]r?
§ �¨���Z��!��e�Z��qU���f�o���������S��Ò d �e��m��f�f!Û�����Û�=��!e����� d !���������sShZ���Øl������� �h�!�m��f�f�� ��Z�ØlAj£���p��! d qr�f� d l���	������~lAj � d Á

�f���� �	�����!���	| �h�!�	| �h��� ��f!������Ûq� pl d �f������!���hºq� Gn����ÃlAj h��ål����Û	�!� �©Z���Ø	�! d �����o� d �ØlZ���Z�Ø����� d soh������� ��Z� þÂb "{«�ÿ
Ò þÂb " b z�ÿ�"�¡D �h�!¿�������g�Z �hZ�¿���� ��Z�t�e�Z �������l����Z �hZ�Nm�������!*��h�!tl����N! d ��h��f�e�����*���p	 d !��fq����S�e��h��A"EËW�Ø���Z �����lAj h��
q� pl�������l��r�� �h�!�m��f�f�� �� d �e���o��� d �������ú���f!���	| �h�!������uq d ���Z pl�����l��r	�! d �p������ ��6l�hÅm�!�h��f��ð Ô�w ûA ��Å��!� �h����
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lZ���Z�~�����f�f��� d !e����h�!��rl����Z �q�m�!���hZ�e����! d � d !����Z��������h�!�������h�üÂ���~	; �h�!�l������� �h�!�m��f�f�� ��Z��lAj���
��]��h�	 d !�����h�!�Ò
h��å�� �h�! þ �Z ��e��qrq����o��lZ���Z�������Û�����e�����ÛÚ~® ª }x� ��� û � ¦O�Hÿ�" ° �º!����E���Z���Z�~	|��hºlAj �f���  �!�qU������ ��Z�i�� ��S�Øl�����	| �Á
���fm������g��h�!i�����i�� �h�!�m��f�f�� ��Z��	��fhZ�¿üÂ��h��Z���="

�A>I<�Y6L�:GFQ>;9�@N\SK�:=>;BX<�M*FHOPOH>I9DK�@À�f\SìA:=<?RpY6FQ:=R�@N\Ã�NLZOH\Z`
����!�!�����!���h��Ã	�!� �©Z�A	| �!��e���S�~�����P �!�q��uh��Z������	�	;�ul����� �!��������f� d l� ��S���kj �f�o�����Z���f� d �� p�=�����������i�f� d �u��h��


E!e��l������S���å�������o����!�
Eh�!���l������¬���f!���h��������� �����h�!U���¢	������E" � ���������� �!��������f� d �����U����	���!�������h��f����!U�f�S�����Z�e�
����m; �h���l���	������]�=��!~�����~
E!e��l������S���ul��]���f!���h��������� ��Å�� ��o�~�fqr	| �!��e���S����lZ���Z�����������]É= ��Z�E"|®Ñ	���!����f!�lAj h��
����!��e���f� ���f���=��h lAj �f�o�����Z���f� d ûX��������	�	|�U�=j£����!� �h����º	; �h�!]l� ����Z��!��f����h Ò
h��Z�º����!�hZ����h�!��U�� �h�!�m��f�f�� ��������f!��
�� �� d !����S����soh��X�� ��Z�����f��hZ�����u�� �h�!�m��f�f�� ��¢l��um| �h���l���	������E"�ËX�Ul�h�! d ��l������������u	���������	;��h�������!�����!~������ ��
�����r�� ���©Z
Eh�!e������ ��Z�Ul��å�� ��i���������� ��×�����r��!��f����!����r!��������ohZ�r	; �h�!rl d ����!�qr�f�Z��!�����©Z� l��¨�kj£����!� �h�����q����S�="
¡N �h�!��Z ���!�� d ��hZl��Eû|�Z �hZ������ ��Z���e�Z ������tl���l d ©Z���f!����U©Z�¢l����kj£����!� �h�����q����o���� �h�!�m��f�f�� ��������f!����� �qrq��]���
q� �q����S�Û �����������!�hZ����h�!����� �h�!�m��f�f�� ��������f!������il��������f��
EhZ�gl��Ø��������	�	|��l��i�� �!��������f� d ���U����!�q��glAj �f�S�����Z���f� d "

,.- /.0 b "{z 1º° ����qr	�����lAj£����!� �h�����q����S��l�h
�� �h�!�m��f�f�� ���lAj£������! d qr�f� dºþ ���e��hÃl��Z� �E� �Hÿ�"
ËX� Ç �f
Eh�!�� b "{zåq� ��o��!��r�kj d �� ��fh����� ��3l��]���å����	�	|�rl����� �!��������f� d l���!�!�����!��rh��Z��	������rð §]b=vE� ûWlZ���Z�����

�=���ilAj h��Ã�� ��Al���l����������o���E" � ���i! d ��h��f�e�������e ��S�i������hZ�Øl����iq�����h�!�����¡ wàÔ þ ¡*��!���������� w qU��
�� Ô ���� p���fq�����!�nZÿ
��òA������h d ��	|���ZlZ���S�r�����������ú������Ú~® ª }�zc� � ¦[��û

ψv
!���	�! d �����o���¨�kj���
��ºl�h×�� �h�!�m��f�f�� �� ���ß��É��fq�h��rl��å	������E"
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§ �¬!���qU��!�sohZ��sShZ�Eû|��!������7þ��=ûD��h¬m; �h���l��r���������r����	�	|�r ��Ål��������f��
EhZ��h��Z�r����!�hZ����h�!��r�� �h�!�m��f�f�� ��������f!��E"
� �W�kj �f�o�����Z���f� d l������]����	�	|�����gl�h
�� �h�!�m��f�f�� ����������� �qr	���!e��m����u�� �!���sohZ�

ψv = 3.3◦
ûZ��hÃ�� �h�!���l�h
����qr	Z�=û

�����Ø�E������h�!��i���S��!��u�����il���h��¨����!�hZ����h�!�����l��f����!�
����S�=" ° �Ã��ò|���=ûp�kj �f�o�����Z���f� d l��~��������	�	;��l����p�����S�i��!� ����Û�  ����
�f��� d !�����h�!��ÃÒÃ������ �!��������f� d qU�?�p�fqU���il�h �� �h�!�m��f�f�� �� �� �!���sohZ�

ψv = 10.3◦
	; �h�!����������f�Zl�!��¨���Z��h��f���åh��Z�

�f�S�����Z���f� d �f��� d !�����h�!���Ò
1/4

l��u�����f���ul�h
�� �h�!�m��f�f�� ��W"
§ �]	;��h��*��hZ������!���qU��!�sohZ��!t��h�!D���������À�fqU��
���sohZ�¿������ �!��������f� d qU�?���fqU�����Ûl�h��� �h�!�m��f�f�� ���l��fqr�f�ShZ�Øl��t�k���� ��
�fqr	| �!��e���S����	|���ZlZ���S�����������~	���������lAj£����!� �h�����q����S�=" � �������~�����ZlZ���Z���������Ø�� ���©Z!�q d ��	���!i����®��f��������!
�{¤E¤��
lZ���Z�i�����=���ilAj h��Ã!� ��� �!����
�� ��W���e������ ��������f!��E"Z�����Z���� ��
���p	 d !������Z���Eû���h
�� �h�!���l���� �Sv 	�!���qr����!��gl���
E! d �
lAj{��É��fq�h��=ûI������ �!��������f� d qU�?�p�fqU�������� ��S�����ohZ��lZ���Z�g������ �h�!�m��f�f�� ���	|��!�l
	��fhZ��l��

50%
l��u�e���E������h�!=ûZ	�h����

����l d ��!� ������e���Z����l��u����������sSh����o���f� d �� ��o���f�ShZ�uqU��������������h��Z��	|���S����m|�=��hZ�� �h�	Ã	��fhZ�Ø�k���fm����E" w �W��	�	���!e���f�
l� ��Z��sShZ�~���u�P �!�qU������ ��
l�h¨�� �h�!�m��f�f�� ��
	���������	���!Øh��Z�~	��������g��!e���Z���f�� ��f!���	��f�� �� d ��	���!Ø����l�no����qr��sohZ��l��
�kj£����!� �h�����q����S�~�� �h�!�m��f�f�� ��������f!��E"

Ï �Å��h���!���! d ��h��f�e���u �mZ����!�� d ���p	 d !��fq����S�e������q����o�S�{zE«�û �S� û �E� ûA¤E¤[�t���������U�  �!�q��]���f�f�f	�����sohZ�EûA�����Z ��
�?������noq d ��!���sohZ�Eû�l����D�� �h�!�m��f�f�� ��Z�tl���m| �h��Nl���	������E" � �������Ø���f�f�f	��������f� d �����D	�! d �����S���ØsohZ���psohZ���e ��f�X�kj���
��Øl����
�� �h�!�m��f�f�� ��Z�¿qU�����¿Ò�l����tl���
E! d �*	��fhZ����h]q� ��f�Z�¿�fqr	; �!��e���o���="�®��� �!��tsShZ�Û���~l d �P �!�qU������ ��º�����*
E!e���Zl���lZ���Z�
�����~	�!���qr����!�����É��fq�h����Gû;���f����l��fqr�f�ohZ��!e��	���l���q����S�ul�h�!e���S�����]	�!���qr����!�soh���!���l����� �h�!�	; �h�!�©Z��������q����S�
�������e��m��f�f������!="AËD�¨l d �P �!�qU������ ��6l������� �h�!�m��f�f�� ��Z�2��
 d �������u����	��f��sSh d �]	���!uËW��������qU��� � �E� �À�� �qrq���������hZ�
l��������  �!�q����� �h�!�m|�gl�hº©Z����q����S�Ø�� �h�!�m��f�f�� ��������f!��E"�ËX��l d �P �!�qU������ ��¨	��fhZ��	�!� ��Z ��Z� d �~lZ���Z��������	�!���qr����!��
��É��fq�h�����! d ��h��f���EûW������ ��¬����q�Ö�q��º��h�����h�!=ûWl������¨�� ��S��!e�������� ��×l������å����	�	;���� �h�!�m��f�f�� ��������f!��E"N�����Z ���!��
	| ��f�S�rl��å�ohZ�Eû*���������¨l d �P �!�qU������ ��ßl�h �� �h�!�m��f�f�� �� 	| �h�!�!e���f�r��hZ�e���i�=j£���p	��f��sohZ��!]	���!]����	�! d �����Z���¨l��º���
����	�	|�ul����� �!��������f� d ��! d ���o�gh��Ã�� ��S��!e���f�o����l���l d �P �!�qU������ �����h�!i������ �h�!�m��f�f�� ��W"

æ TD>IFQì @À��BN9ß�N<?>Q�*Oà`
ËW���]q d ���Z pl����rl��U	�! d �p������ ��Z�]l�h ð Ô�w h����f�f�������S�rl����]q� pl��������]l��º�� �h�!�m��f�f�� ��Z���������fnp����sShZ���="N¡N �h�!

����������!e������ ��Wû� ��
��!� �h�����h��Ã����!��e���f�
�Z �q�m�!��ulAj{��!����������������Z��!��e�����S��Ò d �����fhZ��!ih��
	�!� �©Z�Wl��~�p�f���������~�e����Á

����S�������f���u!���	�! d �����S�e�������¿l�������h��¨ �mZ�e��!�� d �i���p	 d !��fq����S�e������q����o�=" ° �
!����E���Z���Z�Eû��kj �f�o����!e�������� ���l�������	������
�������u������ �h�!�m��f�f�� ���lZ���Z�i����
�����!���l����=��� d �e���o�i	;��!�	|���Zl�����h������f!��Eû�����	�!� �©Z�Wl��~�p�f�����������?�p�������~�Wj£������sohZ�
	|��hål�������h�� d " �  �hZ�i���� ��
���Z��!��e� d lZ���Z�Û���������~�f�f���¡ e����h�!���sohZ�����Û	�!� �©Z���Ûl����� �h�!�m��f�f�� ��Z�g�������fnp����sShZ���Ø�� ��o�
h����f�f��� d �Û	| �h�!�!���	�! d �����o����!i�����À�� �h�!�m��f�f�� ��Z�il��~���f�f����
���	; �h�!Û�����Ø�=������h����Øl��g	�!�¢�p������ ��¨l�håð Ô�w " � ��h��f�fnë� ¦ � �
��!� �h����]lZ���Z���� �� d ��hZl���l�����	�!� �©Z����l��u�� �h�!�m��f�f�� ��Z�~	�!� p���Z����l����g�� �h�!�m��f�f�� ��Z��l�� Ô ���������e�����������

n = 1
"

�����Z���{¤E¤[��ûp���g	�!� �©Z�A�� �!�!�����	| ��ZlZ���S����h��º�� �h�!�m��f�f�� ��Z�*üÂ��h��Z���Ø�����i��hZ�����;h��¨�� �h�!�m��f�f�� ��Ãl�� Ô ���������e���ØqU�����
�����������������å�P ����

n = 3
���� �!��rsShZ�
Ú����ä� �S� �g���rðØ��
S���i� ¦O����!� �h������o�

n = 2
"*�����Z�r�kj{��!����������
l��
Ú~���Wû

�kj{��h�����h�!Û�Z �������hZ�����IsShZ�g����	�!� �©Z�Il��g�� �h�!�m��f�f�� ��ål��gËX��q�m�Á § �������
�� �!�!�����	| ��Zlº���e����Égm������¨��h���! d ��h��f�e�����
����	 d !��fq����o�e��h��|" � ��������!���qU��!�sohZ�r�������� �
E��sohZ��	�h�����sShZ�EûA�� �qrq����Z �hZ���kj{�=�� ��Z��l��f��	�! d � d l���qrq����S�=ûD���
�� �h�!�m��f�f�� ���l�� Ô ���������e���g�������

n = 2
�����ih��Z����	�	�!� ����fqU������ ��¢l�h
�� �h�!�m��f�f�� ���l���ËX��q�m § �������W"

®�h6��h�ü����ul�����	�!� �©Z����l����o�f�������e���?�p�������E"A�����u! d ��h��f�e����������	 d !��fq����o�e��h��6���f� d �u	��fhZ������h���q� ��S��!����S�
l��¨qU��������!��Ã
 d � d !e�����Ãh��ßl d ©����f�Ul��¨�o�f�����e���
l� ��S�����¨	�!� �©Z�������r
S��hZ���������W" � �¨! d ��h��f�e���º�����r�� ���©Z!�q d
	���!gÚ����W"Z�����Z���{¤E¤�û �S� û �E� ��û������i! d ��h��f�e�����gq� ��S��!����S��sohZ����!����i�7þ��g���ul d ©����f�~l����p�f����������l����p�����S��	|�����f�
l����E���S�À�����o�f�������e�ØqU�?�p�fqU�����g�e����
����S�������f���E"pËW������h�����h�!��� �m����������Z���S�Ûh���!e��	�	; �!���l��

1/5
���S��!��������¿l���h��

soh����S���f� d �="
� �]!e��	�	; �!����Z �hZ�u�U	; �hZ�e� d 	| �h�!����å��h��f����l��]�Z ���!�� d ��hZl���ÒU� d 
E�f�f
���!�����l d ©����f�ul��]�p�f�����������?�p�������]l�h
�� �h�!�m��f�f�� ��W" ° �6��òA���=ûW�� ��Z����l d !���!�h��Z���o�f�������e���?�p�������r	| �h�!uh��Z� d ��hZl��U���� �hZ������sohZ��lZ���Z�u�����=����lAj h��Z�
�f�S����!e�������� ��â	|��!�	;���Zl�����h������f!���	��������?�� �h�!�m��f�f�� ����Z�rüÂ �hZ��!e�¢	����Uh��ß!7þ����
	�!��fq� �!�l���������h�!������r! d ��h��f�e�����="
��j{��h���!���	���!��=ûNËX��	| �!����ë� ��� ��q� ��o��!��UsohWj h��6!e��	�	| �!���l��º������ �!�l�!����Z�º��������
��º	����u���
l�np����qr��sShZ�ºl��



b=� &(' ³*);¼k»P¾�¶,+.-<"J#Z¸=»�³�´�¼fµf¼k»0/e¸ '21 ·�¾%$o· 1 #I³?¹r¼43�&p¶e¸u¶G»65,7 "*-
�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d ���f�f�f	�����sohZ�r���rl d ������ �	�	����o��lZ���Z�����å	����f!��rl����� �h�!�m��f�f�� ��Z�="WËX��q� ol������rl��]�� �h�!�m��f�f�� ��6sohZ�
�Z �hZ�¿h����f�f���e��!� ��Z�ÀlZ���Z�¿������h��f����l������������i���Z�����g����!e��l��i��np	|��ËX��q�m�Á § �e�����W" � �i	�!� �©Z��	�! d �����S�������U �h���!��
�kj �f�S� d !�Ö���lAj{���� ��f! d � d ����!�
���q����S� d ��hZl�� d lZ���Z�*���Û�=��l�!��il����*�f�Z���e��m��f�f�f� d �t���f�f�f	�����sShZ���¿sohZ�Û�Z �hZ�*	�! d �����S�� ��Z�
lZ���Z�i���r�e�������� �����h��f�E���S���E"

8 ýN£ #)ò2ñ�s�uvù2ó]z7óRs�ðYñ yYz7z7ó:÷�s�ó=<
ö2yYñ wI|dö2ò2y�÷�uló:}�y{w�y s�ôlö�}�ù2ó7z]z7ôlò2ñQý

§ �ß	�! d �e���S����lZ���Z�U�������������������� ��ß�����Ul���ò d !����o����! d ��h��f�e�����U��!� �h�� d �UlZ���Z�����¬�f�f��� d !e����h�!�����h���h�ü����
l������f�Z���e��m��f�f�f� d �����Ul d ������ �	�	����o��lZ���Z��h��Z�º	����f!��ºl��U�� �h�!�m��f�f�� ��Z�rl��UËX��q�m�Á § �������W"tËW�����f�S����!e�������� ��Z�
�� �h�!�m��f�f�� ��������f!�������h��e���f�ÜlAj h��Ü!� ��� �!
q������e���o����� üÂ��h�l����¨�f�S����!e�������� ��Z��l����� �h�!�m��f�f�� ��Z���� �!� ��e������� �=û
�Z �hZ���Z �hZ���f�S� d !����e����!� ��Z��	��fhZ��	���!�������h��f����!���q����S��Òå����	�� d �Z �q����Z�E"X®g	�!����u�=�� ��f!�m�!���������q����S�u!e��	�	|��� d
�����~q d ���Z ol�����lAj d ��hZl������f�f� d ���f!�����l��������~�f�Z���e��m��f�f�f� d �=û| ��¬l� ����Z��!e�åh��Z���P �!�q�h�����lAj{��	�	�!� ����fqU������ ��6l�h
�e��h���lAj{��qr	��f��©��=������ ��Ål��u�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d �����P ��Z������ ���l���l���ò d !����S���~	���!e��q�����!����=";¡th����� ���	�! d �e���S����!e�º�����
d ��hZl����*���p	 d !��fq����S�e����������nS���S�*qr���*��� d �o��l����Z���Ø����	�� d �Z �q����Z�i���=û?����©Z�Wû��Z �hZ�N	���!�����!� ��Z�tl����Dl���ò d !����S���
��!e���E��h��
�Sh�q d !���sohZ������òA������h d ����h�!�������h�üÂ���="
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ËW�����f�Z���e��m��f�f�f� d �g���f�f�f	�����sohZ���i! d ��h��f�����o�g���
h��Z��l d �P �!�qU������ ��¢Ò������P ����il�hÃ�!î�h�!gl�h
�� �h�!�m��f�f�� ���qU�����
��hZ������l����� ����?���E"À¡D �h�!U� ���f!��
h��Z� d ��hZl��Ãl��Ã���e��m��f�f�f� d û¿ ���������l� ��Z����q���� d Ò¢�� ��Z����l d !���!ºl����r	|��!ÂÁ
��h�!�m������� ��Z�¨��!���l��fq����Z���� ����Z���f�����=" ° � b=�E�Ev ûÛËX �!�lâÙ����f�p�f���6��òA������h d h��Z�¬�������fnp����l��¢���e��m��f�f�f� d lAj h��
�� �h�!�m��f�f�� ��Ãl�� ª ����Ìp�f�Z�E"o¡N �h�!i��������ûo�f�A����h�	;��!�	| E� d Òu�kj d �� �h�����q����o�gl���m������gh��Z��	|��!���h�!�m������� ��

u′
sohWj �f�

��l d �� �qr	| E� d ����h�!Øh��Z��m������� �!����Z �
� ��������EûZ�����iq� pl����i�� ��o�iqU���f�S���������S����	�	;��� d ��q� ol����il���Ù����f�p�f�Ã���
�=j d ��!��f�����o��ý

u′(r) = U ′(r)eikz+imθ−iωt þÂb " b=� ÿ
 ��

U ′(r)
������l d ����!�qr�f� d 	���!������P �!�q���l�h�	�!� �©Z�tl����p�f���������]l�h¢�� �h�!�m��f�f�� ��Wû

kz
�����~�����Z �q�m�!���lAj£ ��Zl��

�?�������kû
m
�����i�����Z �q�m�!���lAj£ ��Zl�����É��fq�h��e���N���

ω
�����H! d sohZ���Z���E"

° �â�fqr	; E�ú���S�¨l����º�� ��Zl��f���� ��Z�Ã��h��ß�f�fqr�f�����¨��h�!
r
 ��� �m��������S�¨h��Z��!����������� ���l���l�����	|��!����� ��Ül�h���np	|�

D(ω, k,m)
"�ËW �!�l�Ù����f�p�f��q� ��o��!������f�Z���ZsohZ�Ø���Ø�� �h�!�m��f�f�� ��ºl�� ª ����Ìo�f�Z�Ø���e �� d �����tqU��!�
E�f��������q����S�Ø���e��m����

	| �h�!i�� �h���q� ol���l���Ù����f�o�f�W"
�����Z�r���¨�=����lAj h�� �� �h�!�m��f�f�� ���l��
ËX��q�m § ������� �f�g��	�	���!e�%$���l������� �hZ�e�Z���U��!��f����sohZ�ÃÒ��kj£���Zl�!� ��f�U �� ���
�p�f���������Å����
Eh������f!��6l�h��� �h�!�m��f�f�� ��.l����o�����o� d 
S�����6Ò×���3�P! d sohZ���Z���Ål�h�q� pl��¬l��¬Ì����f�o�f�W" � �f	�	�� �Ev ���
! d �� ��fh¢���u	�!� �m�����q�������h����f�f���e���S��h��Z��q d ���Z ol��]l�� ���)�+�58*�_�?P " w �N �m��������S�=û|lZ���Z�~�����=����lAj h����� �h�!�m��f�f�� ��
�?������noq d ��!���sohZ�EûZl����iq� pl�����soh��W�� ��S�~��q� �!�������	| �h�!������i�Z �q�m�!�����lAj£ ��Zl����i�k���fm������="

¦ :=L�MNFPOPFQ:=R�@��fBN9D\Ã�DLZFH<�\�@N\Ã:=>;BX<�MNFPOPOH>I9DKE`
ËW �!��esShWj h��
�� �h�!�m��f�f�� ��Ã�f�o����!e��
E�f�g��������h�����h���!���l��~�k���� ��
���e����É�	�!� o�e�Z�Eû��f�|�����Ø�e �h�qr����Ò�h��
�e����qr	

lAj d ���f!���q����S��sSh���l d �  �!�q��i���f�f�f	�����sShZ��q����o�À�����N�f�f
E�Z���¿l��Ø�� �h�!e���S���="E�� p �!��Û��� � �?ò|qU���<�{¤E«[�Z ��S�t	�! d �����o� d
h��Z��q d ���Z pl���
 d � d !e������lAj{�������fnp���E"�ËX��h�! d ��hZl����� ��Z����!������f��h��¨�� �h�!�m��f�f�� ��Ã!��������f�f�f
E�Z��h������P �!�q����e �h�qr���
Ò
h��×������qr	×lAj d ���f!���q����S�rh������  �!�q��ºq� ol d �f���e���o���kj£��òA����lAj h��6�� �h�!�m��f�f�� �� lAj h��Z�U	����f!��ål����� �h�!�m��f�f�� ��Z�
�� ��S��!e��!� ��e������� ����h�!Û�kj{��h���!��E"������Z�i�����=���=ûp ��
l� ��f��	�!����Zl�!������¨�� �qr	����EûZ���E���S�Øh��Z� d ��hZl���l��g! d �e ������Z���
l����¿q� pl����Àl��gÙ����f�o�f�WûS����l d �P �!�qU������ ��
Ò��kj �f�o� d !�����h�!Ûl�hº�� �h�!�m��f�f�� ��U�f�Zl�h��f����	���!¿����������qr	¨lAj d ���f!���q����S�=û
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�Ej£������Ò�l��f!���sohZ�u���
u0

l d ���f
E�Z�����u�e����qr	��� ��fh����� ��������� p��� d Ò�h��Ã�� �h�!�m��f�f�� ��¬�?�p����noq d ��!���sohZ�Eû����u�e����qr	
	| �!�����h�!g�� ��Z����l d ! d lZ���Z�g�kj d ��hZl��ul��u���e��m��f�f�f� d �e��!e�¨ý

u = u0 + ǫu1
þÂb " b�� ÿ

 ��
ǫ≪ 1

���
u1

l d ���f
E�Z�����g	�!� �©Z�;l��g���ul d �  �!�qU������ ��¨Òu�kj �f�S� d !�����h�!il�hU�� �h�!�m��f�f�� ��å�f�Zl�h��f���g	���!����g�e����qr	
lAj d ���f!���q����S�=" � ��	�!� �©Z�Xl���l d �  �!�qU������ ���������l d ����!�qr�f� d Ò]	���!����f!gl������]! d �� ��fh����� ���lAj h��Z� d sSh������� ���l����HÁ
� d !����S�������f���uq� ��Z Ul��fq����Z���� ����Z���f����� ¦�¤���"

�� o �!��U��� � �?ò;qU���Åq� ��o��!����S��sShWj h��Z���f�Z���e��m��f�f�f� d �f�o����!��o�����o���� �!���sohWj h��Z���� ��Zl��f���� ��3l���! d �� ������Z���
������� d !���© d �Ã���o��!��
l���h��  ��Zl�����l��¨Ù����f�p�f�ß���]���
�e����qr	ßlAj d ���f!���q����S�=" � �������
�� ��Zl��f���� ���l��¨�� �h�	�����
��
�=j d ��!��f��ý







k1 − k2 = 0
m1 −m2 = 2
ω1 − ω2 = 0

þÂb " b=� ÿ

�����Z�u���r�=����lAj h��Z�r	����f!��Ul����� �h�!�m��f�f�� ��Z�]l���ËX��q�m § �������Å����	�!� �m�����q����Z��	| E������l��r	����ul��U�� ��fh����� ��
�������fnp����sShZ�E" ° �� =n¬���uËW�r�~�fÉ=���U� � z[�����f�Z���¿sohZ� � �f	�	b� �Ev �¿ ��S���e�Z��!���� d Òå�kj{����l���lAj{��	�	�!� ����fqU������ ��Z���oh�Á
q d !���sohZ����������q� pl������f�Z���e��m�������lZ���Z�~�����=����lAj h��Z��	����f!���l��]�� �h�!�m��f�f�� ��Z�u�� ��o��!e��!� ��e�������P�=" � �f	�	¢q� ��o��!��
sohZ�]�e��h��D���]�� �h�	����

(m1 = 1;m2 = −1)
��������qr	��f��© d �=��!�lZ���Z�~��������h���!������=���~�kj h��¬l����~l���h���q� ol����

�����g����� d �oh d 	���!�����	�! d �e���Z���ul������r�� �hZ���Z����!��f����sShZ�E"
ËW �!��esShZ�å�kj£ ��×�� ��Z����l���!��åh��Z�U	����f!��¨l��ål���h��6�� �h�!�m��f�f�� ��Z�r�� �!� ��e�������P���kj d ��hZl��¨l��å���e��m��f�f�f� d l����o�����o�

	��fhZ�~�� �qr	��f��sSh d �E" ° ����ò|�������r	�! d �����Z���]l���l���h��Ã�� �h�!�m��f�f�� ��Z��l� ��S�~�������f!���h��������� ��¬�����~l��uq�Ö�q������f
E�Z�
	�!� =�� psohZ������qr���������Ã!� ��e������ ���l�h���n�������q��uÒ]�����p�f���������

Ωz
l d ©Z���f��	���!�ý

Ωz =
Γ1 + Γ2

2Πd2

§ �
Γ1

���
Γ2

l d ���f
E�Z���S�������~���f!���h��������� ��Z��l�����l���h����� �h�!�m��f�f�� ��Z�����
d
���ºl������e���Z����l���� d 	���!e������ ��¢���S��!��

����h�!��]l���h��6�!î�h�!��="XËX�Ã	�!���������� �� �qr	����ºl��U���¨!� ��e������ ��3!����Zl6	��fhZ��l����U���f���º�����=������h��Øl��r�kj d ���f!���q����S�
Ò��kj �f�S� d !�����h�!Ul�h �� �h�!�m��f�f�� ��ß�=��!�h��Z�¨���f��
Eh�����!��f� d lZ���Z�]�kj d soh������� ��ßl���ò d !����o�������f���Ã��	�	���!e�%$��]�� �!��esShZ�º���
�p�f���������g����
Eh������f!��~l�h��� �h�!�m��f�f�� ��
�����Sh��������u�o�f�����e���il���!� ��e������ ��ål�hº��n�������q���l��i�� �h�!�m��f�f�� ��Z�G"SËX�u! d �� ��fh�Á
���� ��¨l��g����	�!� �m�����q��~������	�! d �����S� d ��	���!�ËW�~�~�fÉ=���ÀlZ���Z��� � ¤���"S�����Z������!���	|��!��g���º!� ��e������ ��WûS������ ��Zl��f���� ��
l���! d �� ������Z���������g��hZ�����W�e������
 d �Eû����f���ul����p�����S�]ý







k1 = k2 = 0
m1 −m2 = 2
ω1 − ω2 = 2Ωz

þÂb " b ¤�ÿ

¬ :GBX@N\SKUOH>AC�LZOH\oK
�����Z�¿����	���!e��
E!e��	��Z�g	�! d � d l����o������q d ���Z pl��glAj{�������fn����g!���	; E���g��h�!t�kj �Snp	; ����Z���e�glAj h��U�� �h�!�m��f�f�� ��ål��

�e���f�f���il��i�!î�h�!*©Z�����E"EËW�Û�k���f�tsShZ�Ø�����*�f�Z���e��m��f�f�f� d �À���f�f�f	�����sShZ���=û���h��� ��o��!e���f!���l����*�f�Z���e��m��f�f�f� d �¿�����o��!����Hh�
����Gû
!����������o�Û�� ���©Z� d ���ÛlZ���Z�À�����!î�h�!�l�hº�� �h�!�m��f�f�� ��º!����ZlU	; E�����fm�����h��Z���������fn����g�� o�=������l��g���ul�np����qr��sShZ��l�h
�!î�h�!gl�hÃ�� �!������Ã������h�	�	; E�e���o�gsohZ���������� ���
EhZ��h�!��glAj£ ��Zl����g!e��l����������gl����kj �f�Z���e��m��f�f�f� d �� ��o����!�����	|�����f�����
l����E���S�g���]�e���f�f����l�h��!î�h�!="

Ë¿j �ono	| ����Z�����U	�!��f�Z���f	��������������k���f���r��h�!������u�=��!e����� d !���������sohZ����l��r�kj d �� �h�����q����o�=" § �6��h�	�	; E���rsohZ�����
Ê h���l��g�����À����!� ��e������ ��º�e ��f��l��gÒ�h��Z���p�f��������������
Eh������f!��

µ
���À�� �h�qr���ÛÒ�h��U������qr	ål����� ��S��!e���f�o���

Si
lZ���Z�
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h�� Ê h���l�������!� ��e������ ��¬Òrh��Z���o�f�������e������
Eh������f!��

Ω
"Z�����Z�g����!���	|��!��u�� �h�!������o������������qr	¢l��u�p�f������������h

�����S��!���l���������sohZ�u�� �h�!�m��f�f�� ���������ý

U =





0 −µ+ Ω − Eint 0
µ− Ω − Eint 0 0

0 0 1









x
y
z





þÂb " b ¦Eÿ

� �t�àno	|�tlAj d �� �h�����q����S�t� d � d  �mZ����!�� d 	���!W¡¿����!�!����Sh�q�m|��!��v� ¦ b ���Sh�q d !���sohZ��q����S�=" � ���A! d ��h��f�e�����Xq� ��S��!����o�
sohZ������� d �� �h�����q����S�~�����i�f�Z���e��m�����	| �h�!�l����i�f�Z���e��m��f�f�f� d �g��!���l��fq����Z���� ����Z���f�����="�ËÀj d ��hZl��u��� d  �!���sohZ�ul������
	�!� �m�����q���� d � d � ���f����	���!gði���f�fnt� � ��"Z�����?ü� �h��e���S�~Ò������ d �� �h�����q����S��l����i	;��!���h�!�m������� ��Z��l��������  �!�q���ý

(u0, p0)e
i< ~k(t),~x>−iωt

�������
~k(t) = k0





sin(ξ)cos((µ− Ω)t+ χ0)
sin(ξ)sin((µ− Ω)t+ χ0)

cos(ξ)





���
ω2 = 4µ2cosξ�������

k0
���~�Z �!�q���l�hr����������h�!ÀlAj£ ��Zl���� ~k(t)

û
<,>

l d ���f
E�Z�i���Ø	�!� pl�h��f�À���=�������f!��ØhZ��hZ�������
ω
�����H! d sohZ���Z���E"

Ë¿j{����
E���
ξ
�����D�kj{����
E���Øqr�f���fqU���ZsohZ��� ���f�N���Û����������h�!¿lAj£ ��Zl����������Ø�kj{�?��� þk§ É?ÿ�"�¡N �h�!¿����l d qU��!����Z�g��l� �	�� d �

	| �h�!� �m��������f!g�����i�e��h��
lAj{��qr	��f��©��=������ ��Z�~�� ��f!l�6������ò|�Z�{« b ��"
° ��©Z�Wû��kj �f� Ê hZ���Z����l������]�p������ E���f� d l�h Ê h���l���Ò d � d�d �����fh d ��	���!�ËX���Zl�qU��������� � �?ò|qU����� �E� ��"
Ýº�D�N<?>pìXFPYÅL�:GFH>;9ß@N\SK�:=LZBXìß@À�fLZYÅ�*OPFi�NC�L�:GFH>;9¿`

ËW�Ø�~�fÉ=���N���NËX��	| �!����
� � ¦[��û�����! d h��������ú���S�*�����N! d ��h��f�e�����* �m������ShZ�*	���!*�����Nl���h���q d ���Z ol����* �m����������Z���S�
h��Z����	�	�!� =�p�fqU������ ��
l�hº�e��h��rlAj{��qr	��f��©��=������ ��

σ
	| �h�!À������ �h�	����gl��gq� ol����Û��É��fq�h��e��h��

(m1 = 1;m2 =
−1)

	| �h�!åh��Z��	����f!���l����� �h�!�m��f�f�� ��Z�
�� �!� ��e������� �¨�����  ��Z������ ��Ül�h�!e������ 
a/d

l������3���f!���h��������� ��
Γ
���

l�hß�Z �q�m�!���lAj£ ��Zl����?�p�����
kz

	| �h�!������Ul���ò d !����S�����ºm�!e���Z���Z���¨l��
�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d ûÛlZ���Z�������=���Ul��Ãl���h��
�� �h�!�m��f�f�� ��Z�~l���q�Ö�q�����!e��n� ��Z�g�o���esShZ��h��
���iq�Ö�q����g���f!���h��������� ��Z�~����������!����������� ����=j d ��!��f��ý

σ∗ =

√

(
3

4
− a2

2d2
)4 ∗Knl(a, b) −

4d4

a4
(
1

2
− a2

d2
− cos(ξ))2

þÂb " b=� ÿ
 �h
Knl

!���	�! d �����o���i���Ø!e������ ����S��!������i������qr	UlAj d ���f!���q����o�Ø��h������o��!���l�hr�� �h�!�m��f�f�� ��U���¿�����fh���Ò~�kj£����� d !�����h�!
l�hÃ�� �h�!�m��f�f�� ��W"�h��Z�u��	�	�!� ����fqU������ ���l�������!e������ U������l� ���� d �ulZ���Z��� � ¦O�N�� �hZ�i�����  �!�q���ý

Knl(a, b) = 1.5 + 0.038 ∗ (0.16 − a2

d2
)

° ��©Z�Wû��� �h�üÂ �h�!���lZ���Z������q�Ö�q��]��!����������Eû�ËW�u�~�fÉ=���� �m��������S�gh��Z�]��	�	�!� ����fqU������ ���l��
cos(ξ)

���Ã�P ��Z������ ��
l�hå�Z �q�m�!���lAj£ ��Zl��

kz
���Ûl������um�!e���Z�e�Z�

n
l����kj �f�Z���e��m��f�f�f� d Òu	���!����f!ØlAj h��Z� d ��hZl���l��~���e��m��f�f�f� d h����f�f���e���S�

�����iq� pl�����l��uÙ����f�p�f�6ý
cos(ξ)n =

1

2
− (2.26 + 1.69n) − kza

14.8 + 9n�����Z�Ø�����  �!�q�h���� b " b=� û
σ∗

�����Ø�Z �!�q d 	���!Û����	 d !��� ol���l���!� ��e������ ��Ãl��~����	����f!���l��~�� �h�!�m��f�f�� ��Z�="������Z�Û���
��h��f���]l��u�kj d ��hZl��Eû;�����e��h���lAj{��qr	��f��©��=������ ��¬h����f�f��� d �e��!e�������e��h���lAj{��qr	��f��©��=������ ��¬�Z ����Z �!�qU���f��� d

σ
ûI�����

sohZ�rý
σ = σ∗2πΩz

þÂb " b «�ÿ



+.-¨§©-C"�#Z¸=»�³�´�¼fµf¼k»0/e¸�¶�µfµf¼ª)*»P¼43�&p¶e¸�·\d &�#|¶«)W³?¼f¾�¶u·�¶�»¾$G&�¾G´�¼fµfµ*$+#Z¸�- z b

,.- /.0 b " ��1 �fqU��
��ulAj h��Z���f�Z���e��m��f�f�f� d ���f�f�f	�����sShZ��lAj h��Z��	����f!��ul����� �h�!�m��f�f�� ��Z���� �!� ��e������� �i������hZ��l��������p	 d Á
!������Z�����g��òA������h d ����	���!�����h�������!��{¤�¦O��"

>@?i��?ih ¤­H.[LU6]QF�]n®�oqPQV¯KAX�]QD(H2I@M�]QF�?
° ��	 d !��fq����S�e������q����S�������������f�Z���e��m��f�f�f� d � d � d  �mZ����!�� d �ulAj{��m| �!�l¨	���!g�¢���fÌohZ���{¤ � �XlZ���Z�������=����lAj h��

��np�f�f�Zl�!��ul�� Ê h���l��u���Ã!� ��e������ ��W"ZËX����	�!���qr����!��gÒ��=�� ��f!�qr������� d �p��l����Z���u����	�� d �Z �q����Z�ulZ���Z�g�����=��l�!��
l����kj �f�o����!e�������� ��Ã���S��!��~l���h����� �h�!�m��f�f�� ��Z�Ø�� ��S�ÛËW�*����Ì��������â�f�f�f����q��� ��t� � ¤[�;lZ���Z�����g�=���Ûl��gl���h����� �!������
�� ��S��!e��!� ��e������� �=" w ���� �mZ����!������S�Û����l d ������ �	�	|��q����S�ilAj h��Z���f�Z���e��m��f�f�f� d l�� � !� ��â����lAj h��Z���f�Z���e��m��f�f�f� d ���f�f�f	�Á
����sohZ�E"I¡N �h�!����U�� ���©Z
Eh�!e������ ��¬lAj h��Z��	����f!��]l����� �h�!�m��f�f�� ��Z���� �!� ��e�������P�GûI����h�������!2�{¤�¦��Dq�������� d �p��l����Z���
�kj d q���!�
����Z����l��������������f�Z���e��m��f�f�f� d l� ��S�i�����iq� pl����i�� �h�	�� d �g�e ��S�

(m1 = 1;m2 = −1)
������ ��¨!7þ����ulZ���Z�

���]�PhZ���� ��Ãl������� �h�!�m��f�f�� ��Z�G"�ËX�]©Z
Eh�!�� b " � 	�! d �����S��������! d ��h��f�e���glAj h��Z��l�������������	 d !������Z�����~Ò�h��Ã�f�Z���e���o�
©�� d "NËÀj d ��hZl��
l��å����h�������!��Ã�Z ��e��qrq����o��	|��!�qr���rl��U�E���f��l���!����Ã�  �!�q�h����
lAj{��	�	�!� =�p�fqU������ ���l�h �e��h��
lAj{��qr	��f��©��=������ ��¢���p	��f�����f� d �u��� b " b=� "

>@?i��?i� °�KAX�[GM�I�H.K�W(DGFSD�[GX�PnV¯KNZ\[G]QF�?
Ï �Z�Ãl�����	�!���qr����!����å���fq�h��������� ��Z�U�oh�q d !���sShZ���ål��Ã�����r�f�Z���e��m��f�f�f� d �å������l�hZ��Ò¢ð��f�f�����o� �!8�;�� � b=� ��"

ËX�¢�� ���©Z
Eh�!e������ �����!e���f� d � d �e���f�rh��ßl��f	�þ����
l��
ËD��q�m�Á � ����	��fnp
E�f�Wj£�ºsoh���������h��Z�
�� ��fh����� ������Z�������
l����
d soh������� ��Z�glAj ° h�����!��f�Z�� �qr	�!��������fm�������!���	�! d �e���S�e���S�~h��Z��	����f!��ul����� �h�!�m��f�f�� ��Z�~�� ��S��!e��!� ��e������� �="
Ï �Z�u
E!e���Zl��]�� ��S��!��fm�h����� ��ÅÒ��������fq�h��������� ��¢�Sh�q d !���sohZ��l������f�Z���e��m��f�f�f� d �~lAj h��Z�u	����f!��]l��u�� �h�!�m��f�f�� ��Z���
d � d ��	�	| �!�� d �i	���!ÀËX��	| �!����i� ��� û �E� û � ¦���"E�����Z�¿�����=��l�!���lAj h��Z� d ��hZl�����h�!t�������e��m��f�f�f� d l����t�� �h�!�m��f�f�� ��Z��l��
m| �h���lAj{���f�����g����l��u�� ��������glAj{�=�o�� ��Z�~l�����!e���Z��	| �!��=ûZ�f�D��ò|������hZ��h��Ã
E!e���ZlÃ�Z �q�m�!���l��u���fq�h��������� ��Z��lZ���Z�
l����g�� ���©Z
Eh�!e������ ��Z�~��!�����l���ò d !����o�����="���j h��Z��	���!��=û��f�Wq� ol d �f���e�����r���e��m��f�f�f� d lAj h��Z�u	����f!��ul����� �h�!�m��f�f�� ��Z�
l��Ã�àno	|�ÃËX��q�m�Á § �������ÜlZ���Z�U���Ã�=���º�� Å���º�� ��o��!e��!� ��e�������P�GûÀqU�����U�f� d ��hZl���������	��fhZ���kj �f� Ê hZ���Z����l��
���
�p�f�����������?���������ul������� �h�!�m��f�f�� ��Z�~��h�!�����l d ������ �	�	;��q����o�~l��u�����g�f�Z���e��m��f�f�f� d �="I�~�u	��fhZ�=û��f�X�����i���u	�!���qr����!=û
����Ò]�Z ���!��u�� ����������e�e���Z��������l���!�������!=û�Òr�=�� ��f! d ��hZl�� d �������e��m��f�f�f� d lAj h��Z��	����f!��ul����� �h�!�m��f�f�� ��Z��! d ���f���������="
¡N �h�!���������ûo�f�A���f��üÂ����� d ���¨�� ��Zl��f���� ��Z�ilAj£���S��! d ���ih��Z�~	����f!��~l����� �h�!�m��f�f�� ��Z�Ø���e��hZ��lAj h��
�=������h��Al��~���f�f����
��
��hZsohZ���À�f���Ã�?ü� �h�� d h��Z�U	;��!���h�!�m������� ��W"N�~h¬� ���f��l��r�kj �fqr	; �!��e���Z���ºl�h6����qr	Z��l����=������h��kû b ¦ vEv �Z��h�!����=û
�� �� d ��hZl����=j£���������
!����E���Z���Z�u�f�fqr�f� d ��Ò]h��Z�u����h������P! d sShZ���Z����	| �h�!������� �h�!�����l���	;��!���h�!�m������� ��W"
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�����Z�Û�����e����	��f��!��Eûo�Z �hZ�Ø���� ��Z�Û	�! d �����o� d �����Àq d �=��������q����Ø����������q d ���Z pl�����
 d � d !e������q����S�iqr�������Û���
î�h��p!��g	| �h�! d ��hZl�����!Ø�����Û�f�Z���e��m��f�f�f� d �Ø�onpl�!� pl�no����qr��sohZ���=" �  �hZ�Û�=�� ��Z�Ø	��fhZ��	���!�������h��f����!���q����o��	�! d �����o� d
���Û	�� d �Z �q����Z��lAj �f�Z���e��m��f�f�f� d ���f�f�f	�����sohZ�Ø	; �h�!*h��Z�Û	����f!��il��Û�� �h�!�m��f�f�� ��Z�¿�� �!� ��e������� �=û�	�� d �Z �q����Z����h�	�	| E� d
Ö���!��rÒ��kj£ �!��f
E�f�Z�rl�h¬ð	� w ";ËW����	�!��f�Z���f	���h���! d ��h��f�e��������� d  �!���sShZ���=û;�oh�q d !���sShZ���u��������	 d !��fq����o�e��h��� ��o�
d � d q� ��o��! d �="X}D �h������������ d ��hZl����� ��S�u	|��!�qr����l���qr����h��Å�� �qr	�!����Zl�!��º������q d �=��������q�����Òå�kj£ �!��f
E�f�Z�ºl��
�����������f�Z���e��m��f�f�f� d ���i�kj d ��hZl���l��������i�=��!e����� d !���������sohZ���gl���l d ������ �	�	|��q����S�=" ° �
!��������Z�e�Z��	|��hÃlAj{��	�	��f���=�?Á
���� ��Z�gÒrl�����	�!� �m�����q������f�Zl�hZ����!��������� ��S� d � d ��òA������h d �="

� �¨������	��f��!��Ã�Z �hZ������hZ�e���Ø	;��!�qr���rl��¨l d ����!�qr�f�Z��!=û¿���ß�=j{��	�	�h�nS���o����h�!������f�f������!e����h�!��Eûth�� 	�!� �©Z�
�������fnp����sShZ�ål��U�� �h�!�m��f�f�� ��Wût��� �kj£ p����h�!����Z���å�����fh��Øl��¨ËX��q�m § �������WûD!���	�! d �����o�e�������~l����]�� �h�!�m��f�f�� ��Z�rl��
���f�f����
�����l��u!� ��� �!glAj � d �f���� �	�����!��EûIÒ�	���!����f!�l���! d ��h��f�e�����g����	 d !��fq����o�e��h��|" �  �hZ��!e��	�	;���� ��Z�i����l d ©Z���f���� ��
l������]�p�f�����������e����
����o�������f���Eû

Vθ
l�������	�!� �©Z�Àý

Vθ(r) =
Γ

2πr

(

1 − e−r
2/a2

) þÂb "{z v ÿ
� ��	�!� �©Z�W�E�]�Z �hZ��	|��!�q�������!��ulZ���Z�g����	���!������u��h��f�E���S���ulAj d �E���fhZ��!g����!e�=n� ����Z��q����S�u���� �hZ������sohZ�������� p��� d
Ò]h��Z���f�o����!e�������� ���	��������?�� �h�!�m��f�f�� ����f�Z���e��m����E"
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�
ý 8 #�ò�s�}�ô�w2ö � s�ó7ô�òKý
�  �qrq����Z �hZ�g�kj{�=�� ��Z�~�oh�lZ���Z���kj �f�S��!� pl�hZ������ ��¢
 d � d !e�����Eû�����	�!��f�Z���f	����D! d ��h��f�e���~l������r���Z������lAj ° !����

ðØ �hZ���Z���å�����r�kj d �e��m��f��������q����o�UlAj h��ß�f���������o��!��

 d � d !e������ ���l��Ãð	� w ���r�kj �f�S����!e�������� ��âl����r	��������º�=�����
l���������!�hZ��!����� �!�
S������� d ���]��hÅ�� ������f����
���l������� �h�!�m��f�f�� ��Z���������
�=��!e����� d !����ú������ �� l�������������!�hZ����h�!����=" w ���
l d q� ��S��! d sShZ������� Ê hZ����h������� ��Z�ul���	�!����e���� ��¬��h�!�	������rlZ���Z�����åm����Zl��rl����P! d sohZ���Z���rl�hÅð~� w�d �e�������o�
l�hZ���iÒ��kj �f�o����!e�������� ��Ãl�������	������~�=������l����Û����!�hZ����h�!����Ø�� �!�! d � d ���Ø���Ø�������� ���!� �	|���Û���f��h d ���iÒ�	�!� ����fqr�f� d l����
�� �h�!�m��f�f�� ��Z�~
 d � d ! d �~	���!g������	��������g	�! d � d l����o�����=" w �N�Ul��u	��fhZ��!���qU��!�sSh d sShZ������� Ê hZ����h������� ��Z�~������	��fhZ�
�f�S�����Z�e��� d �e�������S�r�� p�=���f��� d ���rÒ�l����r��É��fq�h����r �� �f�Ûn3�=�����f��h��Z�å�f�S����!e�������� ��ß	�!� p���Z�¨���o��!��º�� �h�!�m��f�f�� ��Z�
ü���h��Z���=" � ���������� ��Z���e���e������ ����kj{�U��q���� d Ò�!e��	�	�!� p���Z��!�����������!�hZ����h�!����~l��u�����f�����gsohZ���kj£ ��Ã!�����!� �h������� �!��
l�h×l d ������ �	�	;��q����o��lAj �f�Z���e��m��f�f�f� d �����f�f�f	�����sShZ�����=��hZ� d ����	���!��kj �f�o����!e�������� ��ßlAj h��Z�U	����f!��ål����� �h�!�m��f�f�� ��Z�
�� �!� ��e������� ��	�!� o�e�Z���=" � �t�����������Snp	; ����Z���e�r�����~�P ��Zl d ����h¢!���
S��!�l¬l�����! d ��h��f�e����������	 d !��fq����S�e��h��AûX��hZ��h��
! d ��h��f�e�����Wj£�����������Sh��� ���©Z!�q���!~ �h�l d q����S���f!~�����������Snp	| ����Z������Ò����Ûü� �h�!="

Ï �Z��q d ���Z ol����oh�q d !���sShZ��	; �h�!�q� ��S��!���!�sShZ�r���]
�����!��rl��rl�np����qr��sShZ��	| �h�!�!e���f�uÖ���!���Òº�kj£ �!��f
E�f�Z�
l�h�ð	� w ������l����=������h�����!~���~�� �qr	���!���!�Ò��kj£����	 d !������Z��������!e��n� ����Z��q����S������ �hZ������sShZ��lAj h��Z�u�f�S����!e�������� ��
	��������?�� �h�!�m��f�f�� ��×�f�Z���e��m����UlZ���Z��l������� ��Zl��f���� ��Z��lAj �f�S����!e�������� ��×	�!� p���Z���]l��������f������!����Z�� ��S��! d �������p	 d !���Á
q����S�e������q����o�=" � j£�����t���ØsohZ���Z �hZ�*�Z �hZ�*	�!� �	| E�� ��Z�tl����k���f!��ÛlZ���Z�t���Ø�e����	��f��!��E" �  �hZ�t�=�� ��Z�¿���Z ������kû�	| �h�!
�kj d ��hZl��EûD�������� ��Zl��f���� ��Z�]l����P ��Z������ ����Z��q����o�rl�h6!� ��� �!��� �!�!�����	| ��ZlZ���S�rÒ
h��6�� ���l��rq� ��o� d �Uq� pl d ! d �
� ��� �A	| �h�!i����sShZ���A�kj£����	 d !������Z�����]q� ��S��! d sohZ�~����ð~� w l� �qr�f�����f�g����!e��n� ����Z��q����S������ �hZ������sohZ��l�h
!� ��� �!
�{z v ��"

®±	���!����f!�lAj h��Z�u���fq�h��������� ���l����Ø�f�Z���e��m��f�f�f� d �����f�f�f	�����sShZ����lAj h��Z�u	����f!���l����� �h�!�m��f�f�� ����� �!� ��e������� �=û�	��?Á
!e���f����������!��������f�f�f
E�Z���gh������P �!�q����gl� ��S���������=��!e����� d !���������sShZ���g	��Sn�����sShZ���g���i�����Ø	���!e��q�����!��u
 d  �q d ��!���sohZ��� þ
l������e���Z�����=û| �!������o�e������ ��¬	���!~!e��	�	| �!��uÒ����U	������Gÿ� ��S� d � d ���f! d ��l���! d ��h��f�e�����~����	 d !��fq����S�e��h��¬ �h��oh�q d Á
!���sohZ���=ûW�Z �hZ������ ��Z� d �E���fh d �����]�=��!e����� d !���������sShZ����l���� Ê hZ����h������� ��Z��l���	�!��������� �� ��h�!�	������å����l�h3m�!�h��f�
!e��n� ���� d 
 d � d ! d ��	���!��kj �f�o����!e�������� ���lAj h��Z�u	���������������h����� �h�!�m��f�f�� ��Ã	;��!���h�!�m d "

�����Z��h��Z�r	�!���qr����!��U	���!������U�Z �hZ�u	�! d �����o����!� ��Z�]���
���fq�h��������� ��Z�]�oh�q d !���sShZ�ål��r�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d ���f�f�f	�Á
����sohZ�]lAj h��Z��	����f!��rl��]�� �h�!�m��f�f�� ��Z�u�� �!� ��e������� �=" �  �hZ��l d ��!��f!� ��Z���Z ��e��qrq����S�������~l���ò d !����S�����u	�����������l��
�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d " �  �hZ��	�! d �����S����!� ��Z�]���Z��h��f���r���
�e���%$��Z�Ul����=������h��Àqr�����U��hÅ	| ��f�S��	; �h�!u �m��������f!�Ò¨	���!����f!

z �



z � &(' ³*);¼k»P¾�¶;zl-�¼�»:&p·�¶�³G(!$G&E¸G»P¼43�&p¶u·�¶�µed ¼W#I» ¶�¾ú³G(G»P¼*$+#�)W³?µP¶�¸�¼fµfµQ³�|�¶�·\d &�#Ã¾%$S»¾$=¾�·\d ' /�µf¼*(!$e)*» ½�¾�¶
l����r! d ��h��f�e�����rl����U���fq�h��������� ��Z�ºlAj �f�Z���e��m��f�f�f� d ������! d 	| ��Z���
lAj h��Z�
	������ÃÒ��kj �f�Z����!e�������� ��â�=�����Ã���¨
�����!��
l��]����!�hZ����h�!��E" ° ��©Z���Z �hZ�~	�! d �����o����!� ��Z�������g! d ��h��f�e������ �m������ohZ� þ �=��!e����� d !���������sShZ����l���� Ê hZ����h������� ��Z��l��
	�!��������� �����h�!i	������u����l�hÃm�!�h��f��!e�=n� ���� d ÿi���i�������� �qr	���!���!� ��o����h��¨! d ��h��f�e���������p	 d !��fq����S�e��h���Ú~® ª }�"
½å\oYÅL�<�[WBD\ � `PJ�`�èW`HJ¿¾ �%8A8J��4�;59
8*�d�
;.�!;��_8Q�7^ �GD4À!�%8£FQ^ >)���
67��g�g�>)�B�*6];58*�*�5�ée2�:^ Á6Âl� o�Ã.Ã¯Ä�n�Ä2Å:p ;��_������@%>��
F�^ >?���.4�>�D
�`�A67;58*�A����è	;=6]6]�J4�8JH7�
èveS�7^ åMj:å�å�À%�5>?9
��;����R�MåM�_9:6%9R;:�
8JV
�
ý�� Æts�ö2w�y ò�ö�ûüðÉ}�ó=<
ö�y w2yYñõó]ò�ñBs�uvù�ó7z7óRs�ðYñ yYz7z]ó:÷�s�ó=<
ö�yYñ w2y s�ôlö�}�ù�ó7z7z7ô�ò�ñ

� ôl}�ô.s�u.s�ó=Ç!ñ
h�?ih�?A> ÈpI�V¯I�É�H2PnV©KAF%H.KAZ�[6]QF�UG]QF�H2Wr[GV.JLKNMAMAWrDGFSU6]ÊFgKAMNM�I��B]B?

�����Z������������	��f��!���	�! d � d l����S�å�Z �hZ�º���p�� ��Z�U�e�Z��!���� d Ò¬l d ����!�qr�f�Z��!Uh���	�!� �©Z�gl��
�� �h�!�m��f�f�� ��������?Á
�fnp����sShZ��!���	�! d �����o�e�������gl������� �h�!�m��f�f�� ��Z��lAj£������! d qr�f� d l��r	������E"X¡D �h�!���������ûW�Z �hZ���Z �hZ� d ���� ��Z�um���� d ����h�!
	��fhZ������h�!�� d ��hZl����t����	 d !��fq����o�e�������¿����!���qU��!�sSh����o�¿sShZ�Eû�sohZ���f�����tsShZ�Û�� ������S�t�����*�� ���©Z
Eh�!e������ ��Z� d ��hZl�� d ���Gû
������	�!� �©Z���~l����� �h�!�m��f�f�� ��Z� d �e�������S�u�����e��É�	�!� p���Z���=" Ç �f��������q����S���Z �hZ�~�� �qrq�������!�!��f� d ��ÒU������ ��Z���fhZ���� ��
sohZ�������� �h�!�m��f�f�� ���l���ËX��q�m�Á § ������� d �e���f��h��
m; ��Ã�=���Zl���lZ����	; �h�!i�kj d ��hZl������S�p���e��
 d �E"
�����Z�����������]���������� ����Z �hZ���� �h��� ��Z� d �E���fhZ��!������~�=��!e����� d !���������sohZ����	��onp����sShZ��� þ ���f!���h��������� ��¬����!e�=n� ����p���ÂÁ
sohZ��h��ZÿÛl����i�� �h�!�m��f�f�� ��Z�¿üÂ��h��Z���Gû��k"£�i��
 d ��l���q� ��f�Z��l��

180◦
lAj{��É��fq�h��=" � ���������P ����i������ ���©Z
Eh�!e������ ���l��

�� ��A���fq�h�� d �����Ø�kj���
���l�h¨�� �h�!�m��f�f�� ��Ã ��S�Ø����h�!Ø�fqr	; �!��e���Z���E" ° �
��òA���=û�������	���!e��q�����!����g�� ��S�il��f!���������q����S�
�f� d ��Òr���r���f!���h��������� �����h�!�����	������E" § !~���������u���f!���h��������� ���	|��h����E��!�����!gl���qU��������!����fqr	; �!��e���o���������� ��������
�� ���©Z
Eh�!e������ ��Z�]l����� ��kûA���å�o�f�����e����l���!� ��e������ ��3l�h¬!� ��� �!=ûA���º�  �!�q��r���������ul��fq����Z���� ��Z��l������å	������EûW �h
�kj{����
E���ulAj{�����e��sohZ��l�h
	�!� �©Z�k"
�¢���f�Z��h�!���hZ����q����S�u��hZ��h��Z�]l� ���� d ������	 d !��fq����o�e�������Wj£�����������Eû�	; �h�!������������ú�����gÚ~® ª } � ��� û � ¦O��û���h�!~�����
�=��!e����� d !���������sohZ����lZ���Z�u�����=����lAj h��Å�� ���l��rq� ��S� d �Uq� ol d ! d �E" �  �hZ���=�� ��Z��l� ��Z� d �E��� d Ò¨�kj{����l��Ul��r���
�����%$��Z��l��~�=������h�� §��~°¿ª ®�ð Ô�w � ¦ � �;���u�E������h�!Ûl������u���f!���h��������� ��Ã���Ûl�hº!e�=n� ��¨�o����sohZ��h��Ul�hå�� �h�!�m��f�f�� ��W"
�  �hZ������ ��Z�����Z ������;l����� ��Z����l d !���!������¿! d ��h��f�e������ �m������ShZ��	; �h�!¿����É= ��Z�g��É��fq�h��e�����

ψ = [90−120]
"�¡D �h�!

���º���f!���h��������� ��WûA ��� �m��������o�
Γ = 4.7 m2s−1 ";¡D �h�!�����!e��n� ��¢�o���esShZ��h��Ã���]���Z ����¬� d � d � ���f��l��]�� ��Z����l d Á!���!������g! d ��h��f�e�����g����	 d !��fq����o�e��h��� �m������ShZ�g	; �h�!gl����g�� �h�!�m��f�f�� ��Z����
 d ��l���q� ��f�Z�gl�� b=�Ev l���
E! d �=" �  �hZ�

��!� �h��� ��Z�~h���!e�=n� ��¢�o����sohZ��h��Ãq� =n����
a = 0.13C

û; ��
C
�����������e���f�f���]l��u���º�� �!�l���l������U	�������ð § Á b=vE�

þ
C = 0.125m

ÿ�"o�����Z�������=���ÛlAj h��U�� �h�!�m��f�f�� ��¨l��gËX��q�m�Á § �������Wûo�����Û�=��!e����� d !���������sohZ������ ��Zl�h����e���S�iÒ�h��Z�
�p�f�����������e����
����S�������f����qU�?�p�fq�h�q&lAj£���o�o�f!� ��

28
qÃ"£� −1 "

ËX�Ã©Z
Eh�!��¨z�" b ÒÃ
S��hZ���Z�ºq� ��S��!��å���Ã	| E���f���� ��WûNÒ
h�� �f�Z���e���S��l� ���� d ûDl����]�� �h�!�m��f�f�� ��Z��lAj£������! d qr�f� d
l��º	������r�  �h�!�����	���!]h�� �=������h��Øl��U���f�f����
��ºlZ���Z�]���U�=���]lAj h�� �� ��Ûl��ºq� ��S� d �ºq� ol d ! d �E" § �3	;��h��]�� ��f!
sohZ��lZ���Z�u���¨É= ��Z�å��É��fq�h��e�����å ��6l����u	|��!���h�!�m������� ��Z�]l��r	�!��������� ��6��h�!u	������º�����e o��� d ������h3ð~� w ��	�	��?Á
!e�����������o�=û

ψ ∈ [90◦, 120◦]
û;�f�*n��ºh��Z���f�o����!e�������� ��Å	�!� p���Z�r���S��!���������l���h����� �h�!�m��f�f�� ��Z��������hZ��l�����l���h��

	��������¿	�! d � d l����o�����="������Z�¿������h��f���EûS�Z �hZ�¿h����f�f������!� ��Z��	| �h�!¿�Z �qrq���!�������l���ò d !����o���À�� �h�!�m��f�f�� ��Z��������hZ�Àl����
	���������	�! d � d l����o�����~�����Sh�q d !� ��e������ ��¢h����f�f��� d ����h�!g����������©Z
Eh�!��E" � �������u�f�S����!e�������� ���	| �h�!�!e���f�g	|��!�q�������!��
���Øl d ������ �	�	;��q����o�ÀlAj �f�Z���e��m��f�f�f� d �¿���f�f�f	�����sohZ���=" � h�!t���gq�Ö�q��Û©Z
Eh�!��Eû�Ò�l�!� ��f���Eû������*!���	�! d �����o� d ���Øl� �qU���f�Z�
l��i�P! d sohZ���Z���g	| �h�!����u	�!���qr����!��~m�!e���Z���Z�~l��g�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d ���º�P ��Z������ ��¨l�������l������e���Z���~���S��!��~l���h��U�� �h�!ÂÁ
m��f�f�� ��Z����h�	�	| E� d ��	���!e���f���������G" � �������U©Z
Eh�!��
� d � d  �m������ShZ�
Ò�	���!����f!]l��º�kj{��	�	�!� ����fqU������ ��ßl� ���� d �å	���!
���¨�  �!�q�h���� b " b «Ã���3h����f�f���e���S�]	| �h�!u���Ã���f!���h��������� ��×�������U!e��n� �� �o����sohZ��h��¬������soh����S���f� d ��l d ©Z��������	��fhZ�
����h��=" � h�!�����������q�Ö�q��~©Z
Eh�!��u����l� �qU���f�Z�u���f��h d ���S��!��u������l���h��å�f�f
E�Z����!� �h�
����i�f�Zl���sShZ�u����l� �qU���f�Z�ul��
�P! d sShZ���Z���rl�hÅð	� w �  �h�!����t	���!��kj£���p	|��!������Z���E" § �¬	|��h��u�� ��Z���e������!usShZ�����rl� �qU���f�Z�rl��]�P! d sohZ���Z���rl����
�f�Z���e��m��f�f�f� d �����f�f�f	�����sShZ���������im�������lZ���Z�i���ul� �qU���f�Z��l����H! d sohZ���Z���ul�hÃð	� w "
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,.- /.0Az�" b�1 �7
S��hZ�e�Z�¨ýZ��!e�?ü������� ��f!��]l�h¢���f�f����
��]lZ���Z�g���]�=���~lAj h����� ��*l��uq� ��o� d �E"A�Ñl�!� ��f���ºýIl� �qU���f�Z�
�P! d sShZ���o�������Dl����kj �f�Z���e��m��f�f�f� d ���f�f�f	�����sShZ�u���Ã�P ��Z������ ���l�������l������e���Z���u���S��!��u�������� �h�!�m��f�f�� ��Z�="

}D �h�üÂ �h�!��i��h�!���� Ç �f
Eh�!���z�" b �f�|��	�	���!e�%$��i�������f!���q����S�isShZ������!e������ 
d/a

��h��Z�g�f� Ê hZ���Z���~qU�?ü���h�!�����h�!
�������f�Z���e��m��f�f�f� d �g���f�f�f	�����sohZ���=" ° ����òA���=ûZ��h�!�����������©Z
Eh�!��������E������h�!gl�hÃ�e��h��
lAj{��qr	��f��©��=������ ��������gl� ���� d �
	���!U�kj d �e�Z���f���¢l����� �h�����h�!å���f�����o�ål�h�����!��å��h6ü���h��Z�E" § ���� ��Z���e������sShZ�Ã���Ã�e��h���lAj{��qr	��f��©��=������ ��������
lAj{��h��e���S��	��fhZ���fqr	; �!��e���o�usShZ���������� �h�!�m��f�f�� ��Z���� ��S��	�!� p���Z���=" � �t�����àno	|��lAj �f�Z���e��m��f�f�f� d ������l d ������ �	�	|�
��hÅ�!î�h�!�l�h¢�� �h�!�m��f�f�� ��WûA������	;��!���h�!�m������� ��Z�u	;��h������o�ul d �P �!�q���!=ûW��h¢m| �h��ulAj h��¢����!��e���f�¬����qr	Z�Gû|���U	 d Á
!��f	�� d !����rl�h¢�� �h�!�m��f�f�� ��W" � �]	�� d �Z �q����Z�r������ �mZ����!�� d ���E���S�����º�e����h�!e������ ��Ål������f�Z���e��m��f�f�f� d �=" � �f	�	E� ��b �
q� ��S��!��Eû;lZ���Z�i���u�=����lAj h��Z��	����f!���l��u�� �h�!�m��f�f�� ��Z���� ��o��!e��!� ��e�������P�~sShZ�u�kj{��qr	��f�f��hZl���Ò�����sohZ���f���u�e����h�!����o�
�������f�Z���e��m��f�f�f� d �����f�f�f	�����sShZ����l d 	;���Zl¬l������Ãl������e���Z���r���S��!��U�����ul���h����� �h�!�m��f�f�� ��Z�G"W¡t�fhZ�u�������� �h�!�m��f�f�� ��Z�
�� ��o�gl������e���S���g�kj h���l����kj{��h���!���	��fhZ�������g��qr	��f�f��hZl�����l����ú����h�!e������ ����� ��o��	;�����f�����G"

¡N �h�!ºl����r!e�����e ��Z�Ul��
�� ��S��!e���f�o�����å�Sh�q d !���sohZ���=ût�Z ��e��qrq����S�¨��h�!r�������� ��Zl��f���� ��Z�å��h�� �f�fqr�f�����=û*���
�� ���©Z
Eh�!e������ ��3l������å	����f!��rl����� �h�!�m��f�f�� ��Z������!e�å���fqr	��f��© d �����Å�� ��Z����l d !e���o��l������� �h�!�m��f�f�� ��Z��	���!e���f���������
!��������f�f�f
E�Z���~���ih������P �!�q����="

¡N �h�! d �E���fhZ��!i����l������e���Z���
d
���o��!��������Ø�� �h�!�m��f�f�� ��Z�=ûZ�Z �hZ���=�� ��Z�g�����ú��n d lAj£�������fq���!�h��Z��l������e���Z����!���Á

	�! d �����o�e�����f���gl����¿�f�o����!e�������� ��Z�� �mZ�e��!�� d ���¿���p	 d !��fq����S�e������q����o�="�¡D �h�!À���������Z �hZ�t�Z �hZ�À�� �qrq�������	�	�h�n d �
��h�!������u! d ��h��f�e�����]l��UðÛ!���É��f�f�� �� �{z v ��ûA�Z ��e��qrq����S�r��h�!]�����fh��À	�! d �����o� d ��h�!����¨©Z
Eh�!��åz�"{z�" � �������U©Z
Eh�!��
q� ��S��!��¨������	|��!���h�!�m������� ��Z�rl��U	�!��������� ��×��h�!�	������
������ p��� d ���]��h×ð	� w ���3�  ��Z������ ��×l��º�kj{��É��fq�h��rl��º���
!� ��e������ �� 	; �h�!�l���ò d !����S�����]���������� ��Z��lAj£���S����!�
Eh�!��E" § �Å!���qU��!�sohZ�UsohWj{Ò¨�kj{��É��fq�h��

90◦
l���� Ê hZ����h������� ��Z�

l���	�!��������� ��¨��h�!À	��������f�S�����Z�����i�e ��S�Û	�! d �����S�����Ø��h�!Û���u���������� ��
r/R = 0.97

þ �������
R = 16C

���g!e�=n� ��ål�h
!� ��� �!úÿ�ûX�����u	;��!���h�!�m������� ��Z����nS���o� d � d ��l����o����© d ������ �qrq��r�kj �f�o����!e�������� �� l������å	������U�������U������ �h�!�m��f�f�� ��
z�"A®�h�q�Ö�q�����É��fq�h��=ûWl�����	;��!���h�!�m������� ��Z��l���	�!��������� ��¬��h�!����º	������r�� ��S���=��	�� d ���u���

r/R = 0.90
ûW�����

d �����Z��q����S�����=nS���S� d � d !����f� d �~Òr�kj �f�S����!e�������� ��¢l��u����	������]�������u���u�� �h�!�m��f�f�� �� � " � �X�kj£ �����h�	�	| E����sohZ�����
l������e���Z�������S��!��~�����¿�� �h�!�m��f�f�� ��Z�Ø���¿����	��������� ��S�Ûl�h�q�Ö�q��g �!�l�!��Eûp ���	|��h������U�� ��Z���fh�!��~sohWj{Ò������Û��É��fq�h��
�������� �h�!�m��f�f�� ��Z�~�� ��o�~Ò�h��Z��l������e���Z�����kj h���l��u�kj{��h���!���lAj£���S�p�f!� ��

7%
lAj£���S����!�
Eh�!��]�� ��f�

1.12C
"�ËX�u!e������ 

 �m������Sh¢������l� ��Z�
d/a = 8.3

"Z����q�Ö�q���!e�����e ����Z��q����S�~	;��h��gÖ���!��u� ���f�~�������u�����g���������� ��Z�
r/R = 0.87

���
r/R = 0.94

	| �h�!��kj{��É��fq�h��
ψ = 95◦

" � ��! d ��h��f�e��� d �e���S��h��Z�U��	�	�!� ����fqU������ �� �Z �hZ������ ��Z�]���Z ������Àl��
�� ��Z����l d !���!�h��Z��l������e���Z���

d/a = 10
"
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,.- /.0Nz�"{z 1 Úg������ �!���sohZ��l���� Ê hZ����h������� ��Z��l��r	�!����e���� ��Z����h�!�	������º������ p��� d ������h ð~� w 	; �h�!�l���ò d !����S�����
���������� ��Z��l���	������ulZ���Z�i���u�=����lAj h����� ��Xl���q� ��S� d ��q� ol d ! d �E" w ����hZ��l��Z�{z v �

h�?ih�?ih ÎÏV.PQFE]QD(H2I�H2KAWrDÐU6]�M=tvW([�H.KAMcD\[LX�PnV¯KAZ�[G]B?
¡N �h�!r���fq�h�����!]���ºl d ������ �	�	|��q����S��l������f�Z���e��m��f�f�f� d �����f�f�f	�����sohZ���]lZ���Z�]������ ���©Z
Eh�!e������ ��×!��������ShZ�EûN���

���Z ������ d � d �k���f��l����Z��	������� ��Z����l d !���!���������òA������l������]�p������ E���f� d " � �u�e�Z ����
!���	; E������h�!�l���h��¨!e�����e ��Z�uý
b "���j h��Z��	���!��=û|�� �qrq����Z �hZ���kj{���� ��Z�u�oh¢lZ���Z������������	��f��!��r	�! d � d l����o�=ûA�����~�f�Z���e��m��f�f�f� d �u���f�f�f	�����sohZ���

�e��l d ������ �	�	����S��lZ���Z�i����	����f!��ul����� �h�!�m��f�f�� ��Z���Z���� ��S�g	����glAj£ �!��f
E�f�Z���p����sohZ��hZ���E"
z�"���j{��h���!��]	���!��~	; �h�!~���u!e������ 

d/a = 10
û|ËX��	| �!����S� ��� �Dq� ��S��!���sohWj{��hZ��h��¢	�� d �Z �q����Z�]l�����!e���Z����Á

���� �� Òå���å��h�!�m�h������Z���r�Wj �f�S����!��p�����S�]qU������	��fhZ��h��Z�r��hZ�������e���� ��Ål���	�� d �Z �q����Z�����f�Z���e��m������u���ul��
!������e��m��f�f���e������ ��Z�="

ËX�����fq�h��������� ��å�����Û��ò|������h d ��Ò��kj{����l��~l�hº�� pl����� ��fh�q�����Á ©Z�����Û�����e® � � «[�;l d ������ �	�	 d Òu�kj §���°¿ª ®�" � �
�� ��f����h�!ih����f�f������l�����qU���f�f����
����g����!�hZ����h�! d �="�ËX�������fq�h��������� ��Z�� ��S� d � d q���� d ���g���
h����f�f���e���S��h��Z��l�������! d ����Á
�e������ �����������qr	Z�����p	��f�����f���E"IËW�u���e� d qU�rl��ul�������! d �����ú������ �����	����������X�����ih�������� d qU�������S��! d lAj£ �!�l�!��]z�l��
��np	|�,�o��q����� ��W"WËW������!�q��rl���l��������f	������� ��ÅlAj£ �!�l�!��ºzº������©�� d Ò v ���~��������!�q��rl���l��������f	������� ��ÅlAj£ �!�l�!��
� ������©�� d 	; �h�!gsohZ�����Ul��������f	������� ����e ��f��qr�f���fqU�������� �h��~����������h�!e���o�g���U���e��m��f�f�f� d l�h��=������h��k" Ï �Z��	�! d Á
�����o�e������ ��3l����u���e� d qU����l��rl�������! d �����ú������ ��WûX���Å����qr	Z�u�������Å����	������EûAh����f�f��� d ��	;��h��uÖ���!��r��!� �h�� d �UlZ���Z�
�kj{�����Z�����gð�" ° ��©Z�ål����¿�� ��Zl��f���� ��Z�Û��h��r�f�fqr�f�����Ûl��i	 d !��� ol������f� d �� ��S�¿�fqr	| E� d ����lZ���Z�¿���i	������å �!����Z �
� ������
Ò]�kj{�?���ul����i�� �h�!�m��f�f�� ��Z�~����l������� ��Zl��f���� ��Z��l����e����qr	��� ��f�o�e���f��lZ���Z�i�����g��h���!�����l��f!��������� ��Z�="

ËW�åqU���f�f����
��¨�����]q� ��Z �m��� o�¨qU������ �	����fqr��� d 	| �h�!]sohZ�å����h����å���Ã! d 
E�� ��  �� ���º��!� �h����º����	����f!��¨l��
�� �h�!�m��f�f�� ����e ��f�im�������l d ©Z�����E"ZÚ~ �!���l�������������É= ��Z�Eû����]�e���f�f���ul�����qU���f�f��������h�
Eq����S�������Ã����!e��	�	�!� p�������S�
l�h m; �!�lA"N�����Z�����º	������

(O,~ex, ~ey)
 �!����Z �
� �������ÒÃ�kj{�?���ºl����]�� �h�!�m��f�f�� ��Z�����º�Z �q�m�!��¨l��º	; ��f�o������ ��e���

�����gl�� � ¦�«E¤ b "I�����Z�����rl��f!��������� ��
~ez
ûZ�����~�� ��Zl��f���� ��Z�~l��u	 d !��� ol������f� d h����f�f��� d ���g�fqr	| E�����o��h��Z���� ���
EhZ��h�!

lAj£ ��Zl���qU�?���fqU������l����kj �f�Z���e��m��f�f�f� d l��������e���f�f���ul������rl������e���Z���u���S��!���������l���h��å	������Z�����p��!���q����G"
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�  �hZ�Û�=�� ��Z��h����f�f��� d ����������	�!� �	�!�� d � d lZ���Z�Àh��º	�!���qr����!Û�àno	|�gl��~�=������h��kûpsShZ�g�Z �hZ���Z �qrq���!� ��Z�
Cal1

ûo���
©��Z���S�����º�e���f�f����l�h¢l� �qU���f�Z�rlZ���Z������������l��f!��������� ��6Òºh��Z������h����]�� ���
EhZ��h�!ulAj£ ��Zl��E" � �]��np	;��l����=������h��
�Z �hZ�Ø	|��!�q�������!e��lAj{��	�	�! d ������!i�kj �f� Ê hZ���Z����l��������� ���
EhZ��h�!�lAj£ ��Zl������fq�h�� d �~��h�!Û�����e��h��ålAj{��qr	��f��©��=������ ��W"
��j{��h���!��r	���!��=ûA�f�t�Z �hZ��	|��!�q�������!e�
lAj d �E���fhZ��!��kj£��ò|������h�!����r!e��n� ����Z��q����o�]���� �hZ������sohZ��l����kj �f�S����!e�������� ��
lAj h��Z��	��������=������l���������!�hZ����h�!�������!������� �!�! d � d ���="
�����Z�¨�����=���
 ��â�Z �hZ�Ã���� ��Z�
���fq�h�� d 	��fhZ������h�!��¨�� ���
EhZ��h�!��ÃlAj£ ��Zl����
l���ò d !����S�����=ûÛ�Z �hZ�Ã�=�� ��Z�¨h����f�f��� d
h��Z��l�������! d �����e������ ��¬l���z v 	| ��f�S���~	���!~�� ���
EhZ��h�!�lAj£ ��Zl�������q� =n������Z�E" � �]�=������h��t����!e�º��	�	|��� d

Cal2
" w �

�Z �hZ�¿	|��!�q�������!e�ulAj d �E���fhZ��!¿�kj �fqr	������Ûl�� Ê hZ����h������� ��Z��l���	�!��������� ���q� ��f�Z���� �!�! d � d ���À��h�!¿����!e��n� ����Z��q����S�
���� �hZ������sohZ�E"

h�?ih�?i� ÈÏWrDGULKOH.K�W(DGF�KADLKOH.K�I@MA]QF�?

x

y

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

,.- /.0iz�" �ç1 ËA�f
E�Z���
l����� �h�!e���o�
l����º�� �h�!�m��f�f�� ��Z�ÃÒ6���Å©Z�âl�hÜ�=������h���z���"ÛËW���å���� �Á���h�!Â�k�������¨�� ��� �! d ���
!���	�! d �����o�����S��l���ò d !����o�������f���=��h��Ãl����� �!��������f� d lZ���Z�g������ �h�!�m��f�f�� ��W"

Ë¿j d �� �h�����q����o���f���f�������À�����u�� �qr	| E� d lAj h��Z�r	����f!���l����� �h�!�m��f�f�� ��Z�]l��rËX��q�m�Á § �������3	���!e���f���������GûAh�����Á
�  �!�q����u������ �!� ��e������� �="WËW���u���f!���h��������� ��Z�]����!e��n� ��Z���o���esShZ��h��¢h����f�f��� d �u����!� ��o������h�� d �����fh d �u	�! d � d l���q�Á
q����S�=" � �X����	�!� �©Z�Nl����o�f�����e����h����f�f��� d �������� ��fh����� ���l���� d soh������� ��Z�~lAj ° h�����!=û����U��h�	|��!�	; E���f���� ���l����gl���h��
������qr	Z��l����o�f�������e���Wj£�����=û����f���Eû�	������e ��fh����� ���l�������� d soh������� ��Z�="�Ë¿j£ �m������o���� ��¬lAj h��Z���� ��Zl��f���� ��¢�f���f���������
�e�������Â�k�����e���o����	; �h�!i�����=������h��D���
��!� ����gl��fq����Z���� ��Z�������� �m������ShZ�����¨�k�����e���o��h��
	�!���qr����!g�=������h��X���Ãl���h��



z � &(' ³*);¼k»P¾�¶;zl-�¼�»:&p·�¶�³G(!$G&E¸G»P¼43�&p¶u·�¶�µed ¼W#I» ¶�¾ú³G(G»P¼*$+#�)W³?µP¶�¸�¼fµfµQ³�|�¶�·\d &�#Ã¾%$S»¾$=¾�·\d ' /�µf¼*(!$e)*» ½�¾�¶
l��fq����Z���� ��Z�="EËD���e �qrq��il����tl���h��]������qr	Z�À�����*h����f�f��� d �Ø�� �qrq��i�� ��Zl��f���� ����f���f���������il��Ø���Û�=������h��k"E�~h�!e���o�
�������fq�h��������� ��WûS���g������qr	ºl��g�� ��S��!e���f�S���~�f�Zl�h��f��	���!¿����	�! d �����Z����l��i�kj{��h���!����� �h�!�m��f�f�� ��ål d �P �!�q��g�����!î�h�!
l�h¬�� �h�!�m��f�f�� ��3���f�f�f	�����sohZ��q����S�=" � ��������l d �  �!�qU������ ��6�������k���fm����rl�h¢� ���f�ul������¨l������e���Z���r���o��!���������l���h��
�� �h�!�m��f�f�� ��Z�="ZËD��©Z
Eh�!��uz�" � 	�! d �����S��������! d ��h��f�e���� �m������oh��]����©Z�Ãl��~�������fq�h��������� ���z���"����f����q� ��o��!��������
���� G��������h�!��Øl����� �!��������f� drþ ���å�� �h�����h�!��úÿ¿���Û�������f�f
E�Z����l��~�� �h�!e���S�=ûp��!e��� d ���ÛlZ���Z�����g!���	;��!����f� d ��h¨��n�������q��
l��¿�� �h�!�m��f�f�� ��Z�G" § ��!���qU��!�sShZ�ÛsShZ�À�����W�f�f
E�Z���Nl��À�� �h�!e���o�N	�!� p���Z���Nl����D�� �h�!�m��f�f�� ��Z�N�e ��S�Xm����������f�f�f	�����sohZ���="

Ï �Z���  ���������	�� d �Z �q����Z� d �e��m��f�kû� ��� �m��������S�g�������� �qr	; E�ú���S�����
(uT , vT )

�����e����sShZ��	; ��f�o�
(x, y)

l��
���ul����e��! d �����e������ ��ºl�hål� �qU���f�Z��l����=������h��;z���"������e ��fh����� ��º �m������ShZ�������Û���� �!�� d �����Zl�hZ��lZ���Z�À������!� ���������q��
l��fq����Z���� ��W";���u	��fhZ�=û�	; �h�!��f���f������!g���u	�� d �Z �q����Z�]�f�Z���e��m����Eû�h���m�!�h��f��m������Z���������f�S��!� pl�h��f�="|¡D �h�!���������û
 ��Ãl d ©Z���f�ih��
�Z �q�m�!������ d ���� ��f!���!i�����WsShZ� ‖r‖ < 0.5 10−3

û��������
�� �h��i	| ��f�S��l����� p �!�l� ����Z���
(x, y, z)l��]���¨l�������! d �����e������ ��Ål�hÅl� �qU���f�Z� � � �������� �qr	| E�e���S�����

(u0, v0, wO)
l������º�p�f���������]���å�o�f�����e�����f���f���������

�� ��o�gl� ���� d �������f�Z���¿ý






u0(x, y, z) = uT (x, y)(1 + r)
u0(x, y, z) = uT (x, y)(1 + r)
w0(x, y, z) = uT (x, y)(1 + r)

þ z�" b ÿ

h�?ih�?vÑ Ò�JGHg]�DrH.KAWrDÐU6]QF�HgI@[6®ÓU�tÔI�X�oyMAKOÕ«ÉºI�H2KAWrDGF�?
®g©Z�ßlAj£ �m��������f!��������e��h�� lAj{��qr	��f��©��=������ ��Z�Ul�h ! d 
E�fq��¨�f�f� d ���f!��Ãl��¨�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d ûÀlZ���Z�����
�=���rl����

�=������h�����l�h¢��np	;�
Cal1

û;�Z �hZ������ ��Z��qr�������¢	��������]h��Z�]	�!� o� d l�h�!���	| �h�! d �E���fhZ��!��kj d �� ��fh����� ��6��h¬�� �h�!��
l�hÅ����qr	Z�ul����kj d �Z��!�
E�������f� d ����sShZ�º������ p��� d ��Ò¨���å�� ���
EhZ��h�!�lAj£ ��Zl��r�f�Z���e��m����E"WËW �!��ul�hÅ! d 
E�fq����f�f� d ���f!��
��������� d �Z��!�
E����l� ��f����!� E$���!���l���� ���� ��
����	; ��Z���o�������f���rýp�e ��f�

Eck
�kj d �Z��!�
E�������f� d ����sohZ�u������ p��� d ����h¨�Z �q�m�!��

lAj£ ��Zl���Ì;ûI���X	| �h�!������Z �q�m�!���lAj£ ��Zl���h��Z�u�f�Z���e��m��f�f�f� d ����l d ������ �	�	;�Eû; ���l� ��f������ ��f!�	| �h�!g�� �h��~����qr	Z�
t
ý

Eck(t) = Ek(0)e
σkt

þ z�"{z�ÿ
 ��

σk
l d ���f
E�Z�������e��h��ÃlAj{��qr	��f��©��=������ ��¢���e�� o��� d ��hÃ�Z �q�m�!���lAj£ ��Zl��uÌ|"Z�����Z�i�Z E�g�=������h����=û��Z �hZ���=�� ��Z�

���Z ������XlAj d �����fhZ��!������Z �q�m�!���l������]� ���� ��Ã��h��f�����o����ý

σk =
1

T − T0

∫ T

T0

1

Ek(t)

∂Ek
∂t

(t) dt
þ z�" � ÿ

 ��
T − T0

����!e�]h��Z�ul�h�! d ��©�� d ���f�Z���fhZ�e�ulZ���Z�i���]	 d !��� ol��ul���l d ������ �	�	|��q����S�~�f�f� d ���f!��E"
¡N �h�!Ã	|��!�q�������!��Ål��¬l������� p������!¨�kj d �� ��fh����� ��±l��¢�kj d �Z��!�
E���Å���f� d ����sohZ�¢	; �h�!Ã�e����sShZ�Å�� �h�!�m��f�f�� ��Wû� ��

l d ©Z���f�gl���h��Ãl� �qU���f�Z���
Di

�����e o��� d ��Ò��e������h���l����i�� �h�!�m��f�f�� ��Z�~�� �qrq��u��h��f��ý

Di = {(x, y, z) ∈ D tel que |x− xci | < 3a, |y − yci| < (3a)}
§ �

D ∈ R
3 l d ���f
E�Z������l� �qU���f�Z�Ûl����=������h������ (xci , yci)

�����D�� p �!�l� ���� d ���tl�h������o��!��Øl����X�� �h�!�m��f�f�� ��Z�="�ËW���
l��fq����Z���� ��Z�Nl�h�l� �qU���f�Z�ÛlZ���Z�X��������h��Z�Ûl����Wl��f!��������� ��Z�*�� ��o�W!�����	|�������f����q����S�

Lx
û
Ly
û
Lz

���X�����W�Z �q�m�!����
l��]	; ��f�o����l��rl�������! d �����e������ ��Å�� ��o�����ShZ�ulZ���Z�

Di
lZ���Z��������sohZ�rl��f!��������� ��Å�� ��S�

nx
û
ny
û
nz
";ËX����	; ��f�o���

l��å����l����e��! d �����e������ �� ����!� ��S��l d ���f
E� d �]	���!������]����!�����m������
(xp, yq, zr)

û
p ∈ {1, .., nx}

û
q ∈ {1, .., ny}

û
r ∈ {1, .., nz}

"Z®D�����������������Z ��e������ ����kj d �Z��!�
E�������f� d ����sShZ�����Ã������sohZ�u	| ��f�S�gl�h
qU���f�f����
����=j d ��!��f��ý

Ec(xp, yq, zr, t) =
1

2
(u2 + v2 + w2)(xp, yq, zr, t)

þ z�" � ÿ
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Ï �Z� d �Z��!�
E����q� =n������Z��	; �h�!��e������h���l����g	������
(zr)r∈{1,nz}

�����g���Z��h��f��� d �E���fh d ��ý

Emc (zr, t) =
1

LxLy

∑

p=1,nx

∑

q=1,ny

Ec(xp, yq, zr, t)∆x,p∆y,q
þ z�" � ÿ

 ��
∆x,p = xp+1 − xp

���
∆y,q = yq+1 − yq

" Ç �f��������q����o�����r��	;������!���l����kj d �Z��!�
E���º���f� d ����sShZ�UlZ���Z�����
l��f!��������� ����?���������Eû�Ò��e����sShZ���f�Z���e���S�

t
û������� �m������Sh�	���!�h��Z����!e���Z�Â�  �!�qU������ ���l�� Ç  �h�!�����!gl�������!�������ý

Êc(k, t) =
1

nz

∑

r=1,nz

Emc (zr, t)e
iπkr/nz þ z�"{¤�ÿ

ËW�Û�Z �q�m�!��glAj£ ��Zl��Ûl����e��!����NÌ�l d 	;���Zlrl������~l�������! d �����e������ ���l�hrl� �qU���f�Z�i���*����!����Ûl�� {1, nr

2 } "�ËW�Û�Z �q�m�!��lAj£ ��Zl���l��fq����Z���� ���� d �����
kd = kπ

Lz

���������� ���
EhZ��h�!�lAj£ ��Zl����������� p��� d �
λd = 2Lz

k

"
Êc(k, t)

!���	�! d �����o�������
�e��h��Ul���	|��!���h�!�m������� ��¨lAj d �Z��!�
E�������f� d ����sohZ�������e o��� d ��hº�Z �q�m�!��~lAj£ ��Zl���l����e��!����ÀÌrlZ���Z�À���gl� �qU���f�Z�

Di
"

ËX���� ���
EhZ��h�!U�������¨�Z �q�m�!��
lAj£ ��Zl��Ã����!� ��S�r	���!r������h��f���
��l��fq����Z���� ���� d �U	���!r���å!e��n� ��ß�p����sohZ��h��3l�h
�� �h�!�m��f�f�� �����h�����qr	Z�i�f���f�������Dl������r���fq�h��������� ����e ��f�uý

λ∗ =
λd
a0
, k∗ = kda0

þ z�" ¦Eÿ

h�?ih�?iÖ ×mP�FE[LMOH2I�H.F©?
ËW�����=������h����r��òA������h d �]	; �h�!]���º�=���

Cal1
�Z �hZ�� ��S��	;��!�qr����lAj£ �mZ����!�����!�������l���ò d !����S������	����������]l��

�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d ���f�f�f	�����sShZ�E"�Ø�h�����!��U�=������h����� ��S� d � d ��ò|������h d �����Å©��Z���S�u���Ã�e���f�f����l�h6l� �qU���f�Z�ål����=������h��
lZ���Z�¿���ul��f!��������� ��å�?���������gÒ�l���ò d !����S�����¿�� ���
EhZ��h�!��Ø��	�	���!����������S�iÒ�����É= ��Z�gl��i! d �� ������Z���gl��Ø����	�!���qr����!��
m�!e���Z���Z��l����kj �f�Z���e��m��f�f�f� d ���f�f�f	�����sohZ�E" � ����! d ��h��f�e�����i ��o�Û���Z��h��f��� d � d �� �qr	���! d �iÒu���u�P �!�q�h������������fno����sohZ�
������hZ��l���� � ¦O��"

k*

ti
m
e

5 10 15 20

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

Energie

1.1000E+01

1.0851E+00

1.0704E­01

1.0560E­02

1.0417E­03

1.0276E­04

1.0137E­05

1.0000E­06

,.- /.0tz�" �ë1Å° �� ��fh����� ��ßl��U�kj d �Z��!�
E���¨���f� d ����sohZ�U	| �h�!�������sohZ�º�Z �q�m�!��¨lAj£ ��Zl��å���fq�h�� d lZ���Z�]���º�=���] ��
Lz/a = 3.05

"



�Ev &(' ³*);¼k»P¾�¶;zl-�¼�»:&p·�¶�³G(!$G&E¸G»P¼43�&p¶u·�¶�µed ¼W#I» ¶�¾ú³G(G»P¼*$+#�)W³?µP¶�¸�¼fµfµQ³�|�¶�·\d &�#Ã¾%$S»¾$=¾�·\d ' /�µf¼*(!$e)*» ½�¾�¶

,.- /.0iz�" �31�w �� �Á���h�!Â�k�������ºl����� �!��������f� d l�hâ�� �h�!�m��f�f�� ���Ò6���Å©Z��l�hÜ! d 
E�fq����k���fm�����q����S�
�Z ���Ák�f�f� d ���f!��E"
§ ��!���qU��!�sohZ��sohZ�Ã���Ål d �P �!�qU������ ����?�p��������l�h��!î�h�!¨l�hß�� �h�!�m��f�f�� ��â�����U�f�S����!�� d �Ã	���!U!e��	�	| �!��åÒ6�e�
l d �  �!�qU������ ���Ò]����	 d !��f	�� d !����E"

,.- /.0�z�"{¤ 1 ���e �Á���h�!Â� �������gl����� �!��������f� d l�h
�� �h�!�m��f�f�� ��
�� �!���l��~�����e����h�!e������ ��
�Z ���Ák�f�f� d ���f!��E" § �¨!���qU��!�sohZ�
sohZ�����Z�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d �e����h�!��g��h�!¿���i�� �h�!�m��f�f�� ��¨l��gl�!� ��f���EûS���f���g�����¿�� �h�ü� �h�!�������	������e�glAj{��qr	��f��©��=������ ��¨��h�!
������ �h�!�m��f�f�� ���l��u
S��hZ���Z�E"
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ËW�il d ������ �	�	|��q����S��l����kj �f�Z���e��m��f�f�f� d ���f�f�f	�����sShZ�i�e���=��!e����� d !�������	���!N��!� ����*	������e���=û�l� ��S�t�����tl���ò d !����Z�����
��	�	���!e�����������o����h�!����U©Z
Eh�!���z�" � " � �������]©Z
Eh�!���!���	�! d �����S���r�kj d �� ��fh����� ��Ål����kj d �Z��!�
E���r���f� d ����sohZ�������� p��� d �
Ò�h�� l������� �h�!�m��f�f�� ��Z�r	; �h�!r�e����sShZ�å�Z �q�m�!���lAj£ ��Zl��
���fq�h�� d ��� �P ��Z������ ��ßl�h×����qr	Z�rlZ���Z�����¨�=���� ��
Lz/a = 3.05

"W¡N �h�!uh��Z�]q����f�f����h�!��r!���	�! d �����o�e������ ��WûW�������� �h�����h�!������e�� o��� d ���uÒº�kj �f�o�����Z���f� d l��]�kj d �Z��!�
E���
���f� d ����sohZ�r�� ��S��! d 	���!��������������� ��¢h��Z�������Z���f���r����	; ��Z���o�������f���E"AËW�����f�f
E�Z��������!������=���������� �!�!�����	| ��Zl����S����h��
�Z �q�m�!����rlAj£ ��Zl������fqr	| E� d ��	���!�����l�������! d �����e������ ��W"tËD�Ã	�!���qr����!��å�f�f
E�Z�

k∗z = 2.06
�� �!�!�����	| ��ZlZ���S����h

�Z �q�m�!���lAj£ ��Zl��ul�������!����
k = 1

"ZËX���i��!� ����i	������������� �!�!�����	; ��Zl����o��Òrl�����l�np����qr��sohZ���i��!�����l���ò d !����S�����]ý
b "gËX�å	�!���qr����!���	��������rlAj{��qr	��f��©��=������ �� �f�f� d ���f!��EûW ��Åh��Z�r�e��h����r�� ���
EhZ��h�!�lAj£ ��Zl�����������qr	��f��© d �º���
���f��hZ����	�	�!� =�p�fqU�����f����q����o��lZ���Z�å����l� �qU���f�Z������qr	| �!����

t ∈ [0.01; 0.1]
��h�!º���¬©Z
Eh�!��¢z�" � " � �

! d ��h��f�e���u����� d �E���fh d ���¬���������S���� �qr	����Ul������¨l��fqr�f�Sh����� ��3l����kj d �Z��!�
E���U���f� d ����sShZ�U���e�� o��� d ����h��
��h���!����i�Z �q�m�!����~lAj£ ��Zl����="

z�"����º�e���� ��Zl��r	��������r�� �!�!�����	| ��ZlZ���S��ÒU���å	������e�rlAj{��qr	��f��©��=������ ��6�k���fm�����q����S�u�Z ���Ák�f�f� d ���f!��å��	�	���!ÂÁ
�������S�
��hâl� �qU���f�Z������qr	| �!����

t ∈ [0.1; 0.2]
"�ËXÒ�û��� �hZ�å�����º�e �hZ�ÂÁk����!�q� �����sShZ���
l������¬�� ���
EhZ��h�!

lAj£ ��Zl����f�Z���e��m������� ��S����qr	��f��© d �=" � �~q d �=��������q��u��	�	���!e�%$��i�Z��������q����o�g��h�!Ø����©Z
Eh�!��uz�" � 	| �h�!Ø�����
�Z �q�m�!�����lAj£ ��Zl��������f��h d �u���S��!�� b=� ����z v "AËW �!���l������å	����������f�f� d ���f!��EûW�kj d �Z��!�
E�������f� d ����sShZ�º������ �Á
��� d �UÒ
�����u�Z �q�m�!�����lAj£ ��Zl�����l��fqr�f�Sh����f�r���� �!��]sShZ��lZ���Z������������	��������U���f���U��h�
Eq����S���E" Ï �Z��l����
�=��!e����� d !���������sShZ����l��º�kj d �� ��fh����� �� �f�f� d ���f!��¨�����k���fm�����q����S���Z ���Ák�f�f� d ���f!��
l��º�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d ��	�	���!e�%$��
��h�!u���å©Z
Eh�!��¨z�" � ûAq� ��S��!e���o�rl���h��Å���� =�E������h�!���l����� �!��������f� d ��h3����qr	Z�

t = 0.16
" § �6	|��h��u�� ��f!

sShZ�~����l d �  �!�qU������ ������f�ShZ�e g�klZ������Ò����]	 d !��f	�� d !�����l�hÃ�!î�h�!�l�h
�� �h�!�m��f�f�� ������������Ãl d 	������e��
���	���!
!e��	�	; �!���Ò��ú��l d �P �!�qU������ ��¢��hÃ�����S��!��E"

� "gËX�¨l���!�������!��r	��������r�� �!�!�����	| ��ZlÅ��h¬! d 
E�fq��r�Z ��¬�f�f� d ���f!��E"WËX �!��ul��r��������� d �e��	;�EûW�� �h��������������� ���Á

EhZ��h�!���lAj£ ��Zl��������fq�h�� d ������ ��o����qr	��f��© d ��� þ 	���������h�����q����S���������e �hZ������!�q� �����sohZ���úÿ~���~©Z�����������o�
	���!º�e����h�!���!=" � h�!å���¢©Z
Eh�!��¢z�" � ûÀ����	�� d �Z �q����Z�¢l����e����h�!e������ ��â�f�S����!��p�����S�Ã���o�o�f!� �����h�����qr	Z�
t = 0.23 s

"
Ë¿j d �����fh������� ��Ãl����kj{��qr	��f�f��hZl���l��~�ú����h�!e������ ��Ã �m������ShZ�ulZ���Z�i�����=������h��A�Z �hZ�il� ����Z� δ

d = 0.0097 ±
0.00175

	| �h�!
k∗ = 2.06

"�ËX��	�! d �o������ ��
 �m������ohZ��	���! � �f	�	ç� ��b �|	; �h�!Ø�kj{��qr	��f�f��hZl���l����e����h�!e������ ��
l����i�f�Z���e��m��f�f�f� d �g���f�f�f	�����sohZ���glZ���Z�g���u�=����lAj h��Z��	����f!���l����� �h�!�m��f�f�� ��Z���� �!� ��e������� ��	| �h�!i�����Z �q�m�!��
k∗ = 2.26

ûW�� �!�!�����	| ��ZlZ���S����h¬�Z �q�m�!��rlAj£ ��Zl��r���]	��fhZ���f�Z���e��m����rlZ���Z�����������r�� ���©Z
Eh�!e������ ��WûX�����
��������Ég	�!� p���Z�E" � �~! d ��h��f�e���Û	;��h��Ø�=j£����	��f��sShZ��!Ø	���!Û�����k���f�ØsShZ�EûplZ���Z�Û�����=��� d ��hZl�� d  ��º����!e������ 

d/a�����g
E!e���ZlAû;���r�p�f���������]l��u!� ��e������ ��¬l�h¢��n�������q��u�� �h�!�m��f�f�� ��������f!����������k���fm�����l����E���S�����r�p�f����������l��
!� ��e������ ���l�hÃ�� �h�!�m��f�f�� ��W"�ËD��l�no����qr��sohZ�ul����kj �f�Z���e��m��f�f� d ������l� ��Z��	�!� p���Z�ul�h��=������ ��S��!e��!� ��e��������"

ËX�Ã©Z
Eh�!��¨z�"{¤Ãq� ��o��!��EûN��h 	�!���qr����!�	������WûD���Ã����!�hZ����h�!��ålAj h��3�� �h�!�m��f�f�� ��×�� �!���sShZ�U�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d �e�?Á
��h�!�� þ

t = 0.23
ÿ�"|®gh������� ��Zl�	������Wû; ���	|��h��g�� ��f!�sohZ�u�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d ����l d ������ �	�	����o�u��h������f��l����kj{��h���!��

�� �h�!�m��f�f�� ��������=ûÀ���f���EûÛ���â	����������f�f� d ���f!���lAj{��qr	��f��©��=������ ��W" � ��	�� d �Z �q����Z��l���l d �� �h�	�����
��¢l����ºl���h��
�f�Z���e��m��f�f�f� d ��� d � d  �mZ����!�� d 	���!�ËX��	| �!����ë� ��� �ÀlZ���Z�������=����l��r!e������ 

d/a
l��������� �!�l�!��E"W��j{��h���!���	���!��=û

lZ���Z���Z E���=������h����=ût��	�!����]���Ã	��������¨l��å�e����h�!e������ ��Wû*���º�� �h�!�m��f�f�� ��ß���U!������e��m��f�f�����¨�������º	�� d �Z �q����Z�
l��
l d ���e��m��f�f���e������ ��
!����� �qrq����Z���E" � ��! d ��h��f�e���i�����i��hZ�����|���¨������ �!�l
�=����������h��º �m������ShZ�ilZ���Z�
� ��� �t"oËX�g�k���f�
sohZ���kj �f�Z���e��m��f�f�f� d ����l d ������ �	�	|�]�f�Zl d 	;���ZlZ��qrq����o����h�!���������h��Ål����~�� �h�!�m��f�f�� ��¬�Z �hZ��	|��!�q�������!e��ûAlZ���Z�
���r��h��f���Eû�l���l������� p������!i����������!�hZ����h�!��������e�� o��� d ��������������h���lAj£��h��A"

ËW �!��esShZ�Ã���Ã!e������ Å������	��fhZ�r	|�����f�=ût���¢l�np����qr��sShZ��l��¨���¢	����f!��Ãl��
�� �h�!�m��f�f�� ��â������l���ò d !����S���E"ÀËX���
�f�Z���e��m��f�f�f� d �~���ul d ������ �	�	|���S��l����k���� ������fqr�f�����f!���lZ���Z�g������l���h��¨�� �h�!�m��f�f�� ��Z�GûI�Ej£�����ÂÁàÒ?Á�l��f!���sShWj{��h�q�Ö�q��
�f�Z���e���o���������f�Z���e��m��f�f�f� d ����h�!�������sohZ�U�� �h�!�m��f�f�� ��×�� ��o��Ò
���¨q�Ö�q�� d �e��	|��l��Ul d ������ �	�	|��q����S�="*��j{��h���!��
	���!��=û*������l d �P �!�qU������ ��Z���?�����������r��h�!���������h��ßl������� �h�!�m��f�f�� ��Z���e ��S�����S������npq d ��!���sohZ����	���!]!e��	�	| �!�����h
�����S��!��ºl���!� ��e������ �� l��r���¨	����f!���l��r�� �h�!�m��f�f�� ��Z�G" � �r	�� d �Z �q����Z�¨� d � d  �mZ����!�� d �Sh�q d !���sohZ��q����S��	���!
ËX��	| �!��������N���p	 d !��fq����S�e������q����o�t	���!N����h�������!~�{¤�¦���" ° ��©Z�Wû?���i	���������l��À�e����h�!e������ ����Z ����f�f� d ���f!��Û��m| �h����f�
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 d � d !e������q����S��Ò]h��Ã	�� d �Z �q����Z����!e���Z���f�� ��f!��u�� ��Zl�h����e���o�~Ò��kj{��	�	���!�����q����o�~l�����l���h��¨�� �h�!�m��f�f�� ��Z�="
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,.- /.0�z�" ¦ 1U�  �qr	���!e�����e ��¨���o��!��g�������e��h��ºlAj{��qr	��f��©��=������ ��Ã �m������ohZ��	| �h�!Û����� � �=������h����Øl�����np	|�
Cal1

���
�kj{��	�	�!� ����fqU������ �� b " b=� "

Ç �f��������q����S�=ûW�������e��h��¢lAj{��qr	��f��©��=������ ��Å��!� �h�� d �� ��S� d � d �� �qr	���! d �uÒå����h���l d ©Z������	���!������P �!�q�h����
b " b=� "ØËW���
l���h����� �h�!�m|���=ûÛ!� �h�
��¢���åm�����hZ�¢l������6©Z
Eh�!��¢z�" ¦pûÛ	�! d �����o�����S�
�����¨! d ��h��f�e�����¨ �m������ohZ�
	���!
�����������P �!�q�h�����	| �h�!g���U�� ���©Z
Eh�!e������ ��Å���fq�h�� d �E";ËX�º�� �h�!�m;��!� �h�
���!���	�! d �����o���]���r	�!���qr����!���m�!e���Z���Z��l��
�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d �������¬�� �h�!�m|�
m�����hZ�Ã���¢������ ��Zl��E" ª ��qU��!�sohZ ��Z�UsohZ�
�����r�Z �q�m�!����ºlAj£ ��Zl����º�fqr	; E� d �r	���!
���¢�e���f�f���

Lz
l�h�l� �qU���f�Z��l��Ã�=������h��~ ��S� d � d ���Z ��������º	; �h�!ºsShWj �f���U�Z���� ������o�U	�����h���q�h��f���f	�����l��
���

m����Zl��ål����P! d sShZ���Z���å������ p��� d �ºÒ����Ãl���h�������q��Um�!e���Z�e�Z�¨l��U�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d "NËW���]! d ��h��f�e�����] �m������ShZ�r�� ��o�
����m| ��������� �!�lA" § ���Z ����uh��Z����!�!���h�!�qU�?���fq�h�q¥l��

7%
���o��!������]�  �!�q�h������������fnp����sShZ�u����������! d ��h��f�e�����

�Sh�q d !���sohZ���=û����������fq�h��������� ��Z�g�Sh�q d !���sohZ�����e �hZ�ÂÁ��������fqU���S��Ò�������sohZ���  ����i�����e��h��ÃlAj{��qr	��f��©��=������ ��W"
� h�!t����������©Z
Eh�!��Eû������D! d ��h��f�e�����¿�������fno����sohZ���t ��S� d � d ��!e��� d �*�e���Z�*�������f!t�� �qr	����il��À�����p������ E���f� d l�h Ê h���l��Eû
�������fq�h��������� ��Ã�Sh�q d !���sohZ�u�Z�~���������S��	����i�� �qr	����ul�������	���!e��q�����!��E" �  ��� ��Z�i�� �h���l���q�Ö�q��usohZ��lZ���Z�
�����=����l������U	�!����������¬�� �qr	�����l��]���]	���!e��q�����!��EûA���N�����~�e��h���lAj{��qr	��f��©��=������ ��6�e ��S�u����� d �Sh d ��	| �h�!������
l���h��¨m�!e���Z���Z���=û������e��h��¨lAj{��qr	��f��©��=������ ���qU�?���fq�h�q¯l������]	�!���qr����!��um�!e���Z���Z�ul����kj �f�Z���e��m��f�f�f� d �����Ø	��fhZ�
d ����� d sohZ�������fh��Xl������������� ��Zl��E"

h�?ih�?iÙ CED(Hg]QV.oGV.PnHgI�H.K�W(DÚUG[ÛoyR6PQDGWrX�ÜQD6]¿U6I@DGFÝM�]�ÉºI@UGV.]�U_tÔ[GDÛPQÉºWr[LM�]QX�]QD(HÞI@[�H2Wr[GVU_tÔ[GDßV.W@H2WBVn?
ËX��©Z
Eh�!��uz�" � q� ��S��!���h��Z���� �qr	���!e������ ��Ã���o��!���l���h��º! d ��h��f�e�����Ø�oh�q d !���sShZ���g �m������ShZ�����Û�����P �!�q�h����

�������fnp����sShZ����	�	�!� o�e� d ��l���ËW�]�~�fÉ=����� � ¦���" � h�!����������u©Z
Eh�!��EûI��������qr	Z��� d � d ��l��fq����Z���� ���� d 	���!~���r	 d Á
!��� pl���l��g!� ��e������ ��¨l�hå!� ��� �!=" § �º	|��h���!���qU��!�sohZ��!ØsShZ�EûplZ���Z�������������� ���©Z
Eh�!e������ ��Wûp��������qr	Z��� d �����e�e���f!��
��hºl d ������ �	�	|��q����S�il��g�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d 	| �h�!Û���������f�Zl�!��������e����h�!e������ ��¨�����ÛlAj£���S�p�f!� �� � �� �h�!��Ûl���!� ��� �!��G"S���
	��fhZ�=û��f�X��	�	���!e�%$��~sShWj£�����kj£����	������ulAj h���soh���!��gl����� �h�!�l���!� ��� �! þ �f�S����!��E���f����l�������qr	Z��� d 	���!����S���kj d qr���ÂÁ
���� ��ßlAj h�� �� �h�!�m��f�f�� ��ß	���!rh��Z�¨	������
l� ���� d �
�����e �� �f�S����!e�������� ����=�����
����	������
��h��f�E���S���Eû*�f�S����!e�������� ��
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,.- /.0�z�" �.1��  �qr	���!e������ ������S��!��������X�� ��fh����� ��Z�D�Sh�q d !���sohZ���*���W��� d  �!���sShZ���D	| �h�!Dl���h����� ���
EhZ��h�!��*lAj£ ��Zl����="
ËW������qr	Z�������g��l��fq����Z���� ���� d 	���!����]	 d !��� pl���l���!� ��e������ ���l�h
!� ��� �!="


 d � d !e���S�~l�h�ð	� w û����N©Z
Eh�!���z�" b ÿÛ�kj{��qr	��f��©��=������ ���l��u�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d �����Ø�k���fm����E"
� �u��!� �	��k���fm����u�e��h���lAj{��qr	��f��©��=������ ��¬	|��h���Ö���!��u���U�� ��Z� d sohZ���Z����l������f�Z����!����f��hZl������� ��Z����!������S�������g�E�?Á
����h�!���l����u	���!e��q�����!������f� d ����h��¢�� �h�!�m��f�f�� ��Z�]���ul�h6�=��!e��������!������fqr	��f�������Ul��r���åq� ol d �f���ú������ ��W" ° �6��òA���
lZ���Z�����å�P �!�q�h���� b " b=� �����u	���!e��q�����!�����ü� �h����S��h��3!7þ����r�fqr	| �!��e���S��lZ���Z�����¨�E������h�!�l�h3�e��h��ÅlAj{��qr	��f��Á
©��=������ ��ß�� ��o�r����l������e���Z���

d
���]�������f!���h��������� ��

Γ
"N¡¿�fhZ�r��	 d ����©�sohZ��q����S�=ûÀ�Ej£�������kj �f�S�����Z���f� d l�h ������qr	

lAj d ���f!���q����S�º��h�!����å�� �h�!�m��f�f�� ��ßsoh��Ø�f� Ê hZ���Z���¨���U	��fhZ�����º�e��h�� lAj{��qr	��f��©��=������ ��W"¿¡¿�fhZ�r���å�e����qr	ß����!e�
�f�S�����Z�e�EûI	��fhZ�������e��h���lAj{��qr	��f��©��=������ ��Å����!e�r
E!e���ZlA"|���u	��fhZ�GûI���D����q� pl d �f���e������ ��¢l���l���h��Ã�� �h�!�m��f�f�� ��Z�
!��������f�f�f
E�Z���=û;	���!e���f�������������gh������  �!�q����~�Z �hZ�g	|��!�q����~l���q�������!������ d �p��l����Z����l���� ���� ����e�������Â�k�����e���S���������
q� pl�����l���	;��!���h�!�m������� ��Å�f� d �uÒº�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d ���f�f�f	�����sShZ�EûA������������	�	�!� p���Z�r�Wj£�����u����!����E���Z���Z��	����u��������É
! d ���f�������å	| �h�!]�� ��Z���fh�!��¨��h�!��������e��h�� lAj{��qr	��f��©��=������ ��ß �m������ShZ�=" ° �×��ò|���=ûNlZ���Z�]���º�=��l�!��¨lAj h�� d �� �h�Á
����q����S�]��h��� �h�!�lAj h��¬!� ��� �!ulAj � d �f���� �	�����!��EûA���¨l������e���Z���r���o��!��r�������� �h�!�m��f�f�� ��Z���E��!����E" � �t�kj£ ��Å�� ��Z����l���!��
h��Z�rl������e���Z���]q� ��f�Z���fqr	| �!��e���S���r���]�e��h��¢lAj{��qr	��f��©��=������ ��6l��]�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d ����!e�º	��fhZ���fqr	| �!��e���S�="A¡*��!
������qr	����EûD���

d/a = 4
�����e��h��6lAj{��qr	��f��©��=������ ��ß����!e�����S�p�f!� �� � �  �����	��fhZ���fqr	; �!��e���o�=û*lZ���Z�����º�=�������

����qr	Z���fqr	���!�����	| �h�!À �m��������f!�l����Û��qr	��f�f��hZl������� �qr	���!e��m������i��h��U��qr	��f�f��hZl�����l����e����h�!e������ ��ºl����kj �f�Z���e�?Á
m��f�f�f� d �Z������!e�UsohZ�]l���h��¢�� �h�!�l���!� ��� �!="|��j{��h���!��]	���!��=û��������e����qr	Z�ul���l d �  �!�qU������ ��¢�f�Zl�h��f��	;��h������o�
Ö���!���lAj£ �!��f
E�f�Z���~l��f����!������=" ° ��©Z�WûI���]�P �!�q����� �h�!�m;��l�h
©Z����q����S�~�� �h�!�m��f�f�� ��������f!��r���f�Z���DsohZ������	�!� �©Z�N����Á
�f�f	�����sohZ�~l�h
�!î�h�!il����Û�� �h�!�m��f�f�� ��Z�ilAj£���p��! d qr�f� d l��~	������ÀüÂ��h��Z���Gûo�Z ��å	�!����i���¨�� �qr	�����lZ���Z������	�! d �����o���
���fq�h��������� ��WûA	;��h������o�ÛüÂ �hZ��!�h��¢!7þ�����	�! d 	| ��Zl d !e���S����h�!����ål�np����qr��sShZ��l��]�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d "A}D �h��������~�k����Á
����h�!���	|��h������S��ü� �hZ��!�h��Ã!7þ����u�fqr	| �!��e���S�~��h�!������e��h��ÃlAj{��qr	��f��©��=������ ��¬l��u�����f����Á����k" � ��������	|�������g����!� ��o�
��m| �!�l d �glZ���Z�i���u�e����	��f��!�� � "



��� &(' ³*);¼k»P¾�¶;zl-�¼�»:&p·�¶�³G(!$G&E¸G»P¼43�&p¶u·�¶�µed ¼W#I» ¶�¾ú³G(G»P¼*$+#�)W³?µP¶�¸�¼fµfµQ³�|�¶�·\d &�#Ã¾%$S»¾$=¾�·\d ' /�µf¼*(!$e)*» ½�¾�¶
�
ýN£ Æts�ö2w�yáà � ôlö2ñ�s�óu<�ö2ylý

ËX�º©Z
Eh�!��ºz�"{«å	�! d �����S���r������l���ò d !����o����� d �e��	|����qr�������u���¬	��������r	| �h�!� �m��������f!=ûXÒå	���!����f!�l����u���fq�h�Á
�������� ��Z�]l������f�Z���e��m��f�f�f� d �]l d ��!��f������lZ���Z�����
���������� ��6	�! d � d l����o���U����� Ê hZ����h������� ��Z��l��U	�!��������� ��6��h�!u	������
	�!� pl�h��f���u	���!g����!����Z�� ��S��!������S��!�������	�����������l������� �h�!�m��f�f�� ��Z���f�Z���e��m�������������h�©Z�����������um�!�h��f��!e�=n� ���� d "
ËW����l���h���	�!���qr����!�����	���!���������l��]�������������������� ���l d ��!��f�����o�u��������h��Z�rl���� d �e��	|���g!���	�! d �����o� d ���u��h�!����������
©Z
Eh�!��E"�ËX�]	�!���qr����!���q� ��o��!��u�� �qrq����S�~�� ��S�� �m������ohZ���i������l� ���� d ����lAj£���o��! d ����	| �h�!Ø�����=������h��Wl���� Ê hZ��Á
��h������� ��Z�il��~	�!��������� ��¨��h�!Û	������~soh��|����!e�]l d ��!��f�ØlZ���Z�Û����	���!���������h��f�E���S���E"�¡th����Ø�����Ø�=��!e����� d !���������sohZ���il����
Ê hZ����h������� ��Z�~l���	�!��������� �����h�!�	������u����	 d !��fq����o�e��������Ú~® ª } � ��� �X�e��!� ��S�~��hZ�e���A	�! d �����S� d ���G" ° ��©Z�WûIlZ���Z�
h��Z�Øl���!�������!��Û	���!������Eû?�Z �hZ�*�����*�� �qr	���!���!� ��Z�ÀÒ������f�����* �m������ShZ���t	���!*�Z ���!��Ûq d ���Z pl��E" �  �hZ�N	�! d �����S����!� ��Z�
l�����	�! d �o������ ��Z���Sh�q d !���sohZ����l��U!e�=n� ����Z��q����S�U���� �hZ������sohZ�U��òA������h d ���rÒ
	���!����f!�l�����	|��!���h�!�m������� ��Z��l��
	�!��������� ��¢��h�!~	��������=������h�� d ���G" � ���~! d ��h��f�e����������!� ��o���� �qr	���! d �u��h���! d ��h��f�e���������p	 d !��fq����S�e��h��¬Ú~® ª }�z
� � ¦[��"

,.- /.0Iz�"{« 1ºª ��	�! d �����o�e������ ���l��������e���%$��Z��l����=������h��Dqr���������Ã	��������E"
h�?i��?A> â,®�H2V.I@É�H.K�WrDÓU6]QFxoq]nV2H.[6V¯JGI�H.K�WrDLF�UG[ãÉ©R6I@X�oÐKNDGÉlKNU6]QD(Hl?

�����Z��h��¬	�!���qr����!�����qr	Z�=û|�f�*�k��h���l� ��Z�rl d ����!�qr�f�Z��!u����� Ê hZ����h������� ��Z��l��]	�!��������� ��Å��h�!~	����������e��hZ���
lAj h��Z�i�f�o����!e�������� ��º���S��!���h����� �h�!�m��f�f�� ���	|��!���h�!�m d ���À�����f����Á����k"SËX�~��� d  �!�����lAj£®�qr������� � �Z	;��!�q�����lAj£ �m��������f!
����! d 	| ��Z���~lAj h��Z�g	������~Ò�l�����	|��!���h�!�m������� ��Z�Ûl��g�o�f�����e����	|��!�	;���Zl�����h������f!���Òu����	������E"p�����Z�Û������������� d  �!����
����	������~������q� pl d �f��� d ��	���!Ûh��Z�~	�����sohZ�g	������Z�����Û����������qr	¨�f�Z����l����S�������Ø��h�	�	| E� d Ö���!��gm���l��fq����Z���� ����Z���k"



zl-¨§©-�Ë�»:&p·�¶åä�(!$G&E¸=»P¼43�&p¶%- �E�

§ �¬�Ul� ��Z��m;���e ��f��lAj£������!e���f!���l�h¢������qr	¬�� ��fh����� ��¬l����~�=������h�� � �Ñh���	������¢	���!e���f����������h�l����esShZ��!� ��� �!
��h�!~����sShZ���t����!� ��o��l d ©Z�������������~�p�f�������������Z �!�qU�������uÒå�����fh���Á����k";¡N �h�!���������û|lZ���Z��h��¢	�!���qr����!�����qr	Z�=ûIh��
qU���f�f����
��u	�������������l d ©Z���DÒ]	���!����f!gl����kj{����
E����lAj �f�S����!e�������� ��

β
���ih��Z�ul������e���Z���

md
���o��!��u���]	������u���i���

	����f!��gl��g�� �h�!�m��f�f�� ��Z�À	|��!���h�!�m d �="�ËX��©Z
Eh�!���z�" b=v Ò�
S��hZ���Z��	�! d �����S����l��Ø� ���� ��å����� d qU������� d ���kj£ �	 d !e������ ��W"
ËX��	; E���f���� ��ål�håqU���f�f����
���������!���	�! d �e���S� d 	���!�������!e���f�Û!� �h�
��E"pËÀj£���p�����Z���� ��¨���¨���S����!�
Eh�!���l��~���g	������¨�����
l d ©Z���f�~	; �h�!~�Z�u	�!����Zl�!��]������ �qr	�����sohZ�u������	|��!���h�!�m������� ��Z�u������ p��� d ����Ò�h����e��h��X�� �h�!�m��f�f�� ��W" �  �qrq��
�Z �hZ�Ø�kj{���� ��Z�Ø�ph¨lZ���Z�Ø�������������� ��¨	�! d � d l����o���Eû�����l������e���Z���~�e�Z ������������S��!��~�����Û�� �h�!�m��f�f�� ��Z�i	| �h�!����]���fq�h�Á
�������� ��
���S��!e���f�Z��h��Z��l�np����qr��sShZ�~l��~�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d 	�!� �	�!���Ò���������h��Ãl����Û�� �h�!�m��f�f�� ��Wû� ��å	;��h��Øl� ��Z�~m������
l������� p������!i������	|��!���h�!�m������� ��Z�����e��hZ����l��������� �h�!�m��f�f�� ���l��������f�����gl����kj{��h���!��E"
Ë¿j d �����Zl�h�l�hÃ	������ÃlZ���Z������l��f!��������� ���l����kj£���S����!�
Eh�!��]�� �!�!�����	; ��Zl�Ò

5%
l�hÃ!e��n� ���l��u���]	������uð § Á b=vE� "

ËX���� �qr	; E�ú���S���¨l��U�p�f���������U�Z �!�qU�����
��h3	������ �����]���Z��h��f���º������!e���f���¨l��������� ��fh����� �� � � 	���!]�f�S����!�	| �Á
�������� ��Å�f�f� d ���f!��ºl�h6������qr	6l����o�f�������e�r���u����!e�
�� ��Z����l d ! d ���� �qrq������ÅÐ�!e�?� ������Ðr�� �!��ul��r�kj{��	�	��f��soh������� ��
l��]���º��� d  �!����]lAj£®�qr�����=" � �������r �	 d !e������ ��¬������!���	�! d �����o� d �r��h�!~����©Z
Eh�!��rz�" b=v Òål�!� ��f���E"|¡D �h�!�	| �h��� ��f!
�� ��Z����l d !���!�h��Z�º�f�S����!e�������� �� ���S��!��å����	������º�������U�� �h�!�m��f�f�� �� lAj h��Z�ål�h�! d �U	��fhZ�]�fqr	| �!��e���S���¨sShZ�º�����f���
�fqr	| E� d ��	���!i���]�e���f�f���

Lz
l�hÃl� �qU���f�Z��l����=������h��kû�����	������Ãl��u	;��!���h�!�m������� ���������!e���f�g����� d �����Zl�h

N
�  ����

lZ���Z������l��f!��������� ���lAj{���E���Z����q����S��l�������	������E"
¡N �h�!gl d ����!�qr�f�Z��!i�����i�� ��Z���e���o�����

β
���
md

�Z �hZ�Û�Z �hZ�i�� �qrq�������	�	�h�n d �g��h�!Ø������! d ��h��f�e�����i �m������ShZ�
	| �h�!Nl����N�=������h����Dl��Û���f�f����
����D	���!X���������%$��Z� §���°Àª ® ð Ô~w ������ ���©Z
Eh�!e������ ��rl��¿�� ���l��¿q� ��S� d �Ûq� pl d ! d �E"
� ����	���!e��q�����!������� ��o�����Z��h��f����h����f�f��� d �~�� �qrq��rl� ���� d ����lZ���Z�~�����=������h��tl���� Ê hZ����h������� ��Z�ul���	�!����e���� ��
��h�!i	�������m���� d ��h�!i���]��� d  �!�����lAj£®�qr�����="

2

β

blade

V

V3

md

,.- /.0Øz�" b=vt1 ® 
S��hZ���Z� ý¿	���!e��q�����!����å	�!����å������ �qr	������� �!���l����kj£���p��!e�������� ���l�����	|��!���h�!�m������� ��Z�¨l�h
�=������h��Zl����*�f�Z���e��m��f�f�f� d �t���f�f�f	�����sohZ���="E®ßl�!� ��f����ý?!���	�! d �����S�e������ ��å��� d qU������� d �Øl��Û�kj£���p��!e�������� ���l��Û�����p�f���������
�Z �!�qU������Ò]���r	������E"

h�?i��?ih Ò�JGH2]QD(H2KAWrDÓU6]QFxoq]nV2H.[6V.JLI�H2KAWrDGFxU6]�oGV.]�FEFgKAWrDÐFE[GVæoGI@M�]B?
�����Z�~���U��h��f���� ��¬�� ��Z����l d !���!e�

(O,~eη , ~eξ)
h��¢!���	;��!����f� d ÒU���U	������] �h

η
l d ©Z���f!e�º�������� o �!�l� ���� d ���

������ �!�l��EûZ���
ξ
�������� p �!�l� ���� d ���g���Ã���o����!�
Eh�!��E"

ËX����� d  �!����¨lAj£®�qr�����K� � û � �il� ����Z�º����! d 	| ��Z���ºlAj h�� 	�!� �©Z�kû*�� ��f�]h��Z�º����h����å���������� �� l��º���Ã	�����sohZ�
	������Z�Eû�Ò6h��Z�¢	;��!���h�!�m������� ���l����p�f�����������Z �!�qU�����Eû���hZ��������	�	;��� d ��!e�?�k�����Eû�	| �!�� d ��	���!¨h��Ü�e����qr	�l��
�p�f���������rh������  �!�q��U	���!e���f�������¨Ò
���
	�����sShZ�E" � ����������� d  �!����¨�
���Z��h��f��� d � d ��lZ��	�� d �å��h��ÅqU�������f�Z���]�� �h�!ÂÁ



� ¤ &(' ³*);¼k»P¾�¶;zl-�¼�»:&p·�¶�³G(!$G&E¸G»P¼43�&p¶u·�¶�µed ¼W#I» ¶�¾ú³G(G»P¼*$+#�)W³?µP¶�¸�¼fµfµQ³�|�¶�·\d &�#Ã¾%$S»¾$=¾�·\d ' /�µf¼*(!$e)*» ½�¾�¶
�����S�����ÀlZ���Z�*�����=��l�!��il��Û�kj d ��hZl��il�h�m�!�h��f�tl���!� ��� �!¿lºf�Ò��kj �f��
��������� ��rl��Û��h�!�m�h������Z���g����q� E��	�� d !���sohZ���{¤[��"

ËW��������qr	��f�Z����l����S��l���	;��!���h�!�m������� ��¢l����p�f���������� �m������oh¢��	�!��������p��!e�������� ���������qU���f�S���������o���� ��Z����Á
l d ! d �� �qrq��¨�� ��S������� d Ò�h��Z�º�p�f���������º�Z �!�qU���f��� d �å	���!�����l���qr�i�� �!�l��

U∞
	���!e���f�������
Ò

~eη
����l d ©Z�����

	���!�ý
U∞ =

2(ΩrR+ Uavsin(φ))

C§ �
Ωr = 114 rad s−1 ���������U�p�f��������������
Eh������f!��rl�h¢!� ��� �!=û Uav ���U�p�f����������lAj{�=�����Z����q����o��l��]�kj � d �f���� �Á	�����!��E"������Z�Ø�����=���i�� ��Z����l d ! d�þ �� ��Al���q� ��S� d ��q� pl d ! d �Gÿ

Uav = 0.15ΩrR
"
φ
!���	�! d �����o�����kj{����
E�������S��!��

ξ
������������������h�!gl d ©Z���X	���!i����l��f!��������� ���l����kj{���E���Z����q����S��l����kj � d �f���� �	�����!��E"
� ����������	�	�!� p���Z����� d  �!���sShZ�Ã	;��!�q����Ul��Ã	�!����Zl�!��Ã������ �qr	����Ãh�������
E����lAj �f�S����!e�������� ��

γ
���S��!��Ã���

	������¨�����kj{�?���ål�h×�� �h�!�m��f�f�� ��Wû
γ = 0

���f
E����©��
���� �!��rsohZ�U�kj �f�o����!e�������� ������S��!��¨����	������¨�������å�� �h�!�m��f�f�� ��
������	;��!�	|���Zl�����h������f!��E"*ËW���]��������h�!��]l�����	���!e��q�����!����

β
û
γ
���
md

ûW�� �hZ�]��h�	�	; E� d ���� ��Z���e���o���r��h �� �h�!��
l�h]����qr	Z�=û?�e ��S�*�������fq d �tÒ�	���!����f!*l��À! d ��h��f�e�����N����	 d !��fq����S�e��h��]���*l������g�e���%$��Z�Ûl��Û�=������h�� §���°Àª ® ð Ô~w "

�����Z�i���]��h��f���
η
���
ξ
�� ��o�i!e��	�	; �!�� d �gÒ]���]�e���f�f����l��~����l���qr�W�� �!�l��Eû����f�Z���| �����h�!e� −1 ≤ η∗ ≤ 1

���
−A ≤ ξ∗ ≤ A

"
�  ��f��l� ��Z��h��Å�e����qr	3l���	|��!���h�!�m������� ��6l����p�f�����������Z �!�qU���������f��h d lZ���Z�u����	������Ål��r���å	������r���ul��

�Z �q�m�!���lAj£ ��Zl�� ~k = (kη∗ , kξ∗)
�������

kη∗ = kd cos(γ)C2
���
kξ∗ = kd sin(γ)C2

" ° ����h�	�	| E�e���S��sohZ�
�kj{����
E����lAj �f�Z����l����Z����l������¬	������������º�Sh��kûÛ®gqr�����ål d ©Z���f�º���3l���ò d !����Z����l��Ã	�!����e���� ����f�o��!e��l� �Á����p��!e��l� 
�� p�=�����

∆P
Ò]��!e������!��g����	�!� �©Z�W	���!i���]�  �!�q�h����Uý

∆P (~k, t, η∗, ξ∗) = CπρU∞A(~k)g(η∗, ~k,M)ei(kξ∗ ξ
∗−kη∗U∞)t þ z�" � ÿ

 ��
A(~k)

�����Û�kj{��qr	��f�f��hZl������e�� o��� d ����hå����������h�!ØlAj£ ��Zl�� ~k û M ���g�Z �q�m�!���l����¢�����Wû����
g
���������u�P ��Z������ ��

l��Û��!e���Z�Â� ��!��*���o��!��i�����o�f�����e���À�f�Z����l����o�������*�����t�e��h����*l��Ø	�!��������� ��r��h�!N	������E"EËW���t�� p�
�U�������S���¿l��Ø	| �!��e���Z���
cz
�� ��o�� �m������ohZ�~�����f�S� d 
E!e���o�~�������P �!������~l���	�!��������� �����h�!������� �!�l������~������ �qrqU���o���������� ��S��!��fm�h����� ��Z�

l����� �hZ�i����������������h�!��glAj£ ��Zl�����ý

cz(t, ξ
∗) =

2

ρ(U∞C/2)2

∫ +∞

−∞

∫ +1

−1
∆P (~k, t, η∗, ξ∗) dη∗d~k

þ z�"{«�ÿ
ËW������ ���
EhZ��h�!���lAj£ ��Zl�����l������f�Z���e��m��f�f�f� d �����f�f�f	�����sohZ������ ��o�~	|�����f������l����E���S�����U�e���f�f���rl������å�� �!�l��E"|�����Z�
���U�=���GûX�����kj �f�S����!����������� �� ���S��!��º���
	������å�������Ã!e�?� �����å����l d 	��������¨l���� ���� �� ��h�	;��!��e �����sShZ�U	���!�!e��	�	| �!��
��h Ê h���l��EûD����	�!� �©Z�Øl������Ã! d 	; ��Z�e�Ul�������	������ºÒÃ���
	|��!���h�!�m������� �� ������l d ����!�qr�f� d 	���!����
�P ��Z������ ��×l��
��!e���Z�Â� ��!��

g ∈ C
ý

g(η∗, ~k,M) = g1(η
∗, ~k,M)

(

1 +

√

(1 + η∗)

2

[

(1 + i)E

(

2
kη∗

1 −M2
M∞(1 − η∗) − 1

)]

) þ z�" b=v ÿ
�������Uý

M∞ =

√

√

√

√

(

M2 − (1 −M2)
k2
η∗

k2
ξ∗

)

E(x) =
1√
2π

∫ x

0

e−ir√
r
dr

g1(η
∗, kη∗ , kξ∗) =

1

π
√

π(1 +M)kη∗(1 + η∗)
e
i

kη∗

1−M2 (M∞(1+η∗)−M2η∗−1)+ π
4
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h�?i��?i� ÈÏI�V.I@É�HgPQV¯KAF%H.KAZ�[6]�Fç]l®�oqPnV©KAX�]QD(H2I�MA]QFpU6]èMAI�V.PnoGI�V2H.K�H2KAWrDÞU6]�FSoq]nV2H.[6V.JLI�H2KAWrDGFSUG]oGV.]QFgFgK�W(D�]�DãÉºWBV¯U6]r?
ðÛh�!�����n �%8�;5� �{z � �� ��o�U���Z��qr�f� d �����r! d ��h��f�e�����º���p	 d !��fq����S�e��h��Aût©Z�f��! d ��lZ���Z�U���
l� �qU���f�Z��l��¨�P! d Á

sohZ���Z���Ul�h3ð	� w ûAl�������	|������!�����l�� Ê hZ����h������� ��Z�]l���	�!����e���� ��6��h�!u	������U������hZ�ul����]�����e������Ú�® ª }�zç� � ¦[�
	| �h�!�l������=��	�����h�!������f��h d �uÒºl����~	| E���f���� ��Z�����¬�� �!�l��rl���ò d !����o������qU�����uÒU���Uq�Ö�q��r���o����!�
Eh�!��E" w ���~ ��o�
!���qU��!�soh d sohZ�i����l d ��!� ������e���Z�������r�H! d sohZ���Z����l�hU��	;������!���l�������! d 	; ��Z�e�����r	�!��������� ��U�����À���fqr�f�����f!���	| �h�!
�� �h��������������E������h�!��~l��]���º	| E���f���� ��¬������ �!�l��

η
" � �������]	�!� �	�!�� d � d �����Zl¬Òºq� ��S��!���!usohZ�]���Ul�������!��fm�h����� ��

���Ã�� �!�l���l���� Ê hZ����h������� ��Z��l���	�!��������� ��
	|��h��ØÖ���!�������	�!��fq d �u������ ��
h��Z�~�  ��Z������ ��Ãl��
η
" w �A����q�m����u���� �!��

sohZ�����]! d 	���!����f���� ���l���	�!��������� ������Ã�� �!�l��uz�" � 	�!� �	| E� d ��	���!g®�qr�����i�Wj£�����i	�������lZ��	�� d �ulZ���Z���Z ���!��u�=���
	�h�����sohWj£���f���rl d 	;���Zl¢l�h¢�Z �q�m�!��rlAj£ ��Zl���	�!��������¬�� �qr	����E"A¡N �h�!u����������!e������ ��Wû;�Z �hZ���Z���� ��Z����l d !���!� ��Z�
sohZ���������� p�
�U�������S���gl��u	; �!��e���Z����	���!����������� ��Ã �m������ShZ����	���!g����������q d ���Z pl��E"

�¢���f�Z��h�!���hZ����q����S�=û��f�I�����Àm������å�� ����Sh¨sShZ�g�� �!���sShZ�������À�� ���
EhZ��h�!��ÛlAj£ ��Zl����i���� �hZ������sShZ���Û���uü���hU�� ��o�
l��r�kj£ �!�l�!���l������Ã�� �!�l��rl�hÅ	�!� �©Z�kûW �h¬�f��� ��!�����h�!�Ò
�����f����Á����kûAh��¬	�!� �©Z�Àl���	��������Z�r	;��h��uÖ���!��U�� ��Z����l d ! d
�� �qrq����� �qr	������Û���¨�� �!�l���	; �h�!����g�=������h��|l�hº!e�=n� ����Z��q����S�g���� �hZ������sohZ�E" § �
�ul� ��Z��m|���� ��f�ºl��~l d ©Z���f!
h��Z�r�  ��Z������ ��6soh��¿�Z �hZ�u	|��!�q��������Ul���! d 	���!����f!���������òA �!�������h�!u���
�� �!�l��E" �  �hZ���=�� ��Z���e�Z��!���� d Ò
l d ©�Á
���f!�h��Z�]�  ��Z������ ��

f
�� ��o���f�ShZ�U�����f�o� d 
E!e��m����Usoh��¿���E���S�e��
���!e�
����m| �!�l¢lAj{�����e��sShZ�U���u����!e�ål d ��!� ������e���S���

�� �!���sohZ���kj£ ��Å����!e��	�	�!� p���Z��!e�Ãl�h¬m| �!�l¬l��]�Ph��f���E"AËX�¨l d ��!� ������e���Z����l��r���������r�P ��Z������ ��6� d � drd �E���fh d �UÒ
	���!����f!�l�����! d ��h��f�e����������	 d !��fq����S�e��h�� Ú�® ª }�z����e��hZ��lAj h��Z�
���������� �� �� �qr	; �!��e���o�Ul��¨�Z �q�m�!���h�� �=��	�Á
����h�!��=" Ï � ������qr	�����l��������f
E����h�� ���p	 d !��fq����S�e��h�� 	�!��������ß�� �qr	����Ã�����r	�! d �����S� d ��h�!r����©Z
Eh�!���z�" bEb "
� ��������©Z
Eh�!���q� ��S��!��������~	|��!���h�!�m������� ��Z��l���	�!����e���� ��¬��h�!�	�������lZ���Z�~���ºm����Zl���l����P! d sohZ���Z���]l�h¢ð	� w
	| �h�!rh��Z�¨!� ��e������ ��ßl��¨!� ��� �!UÒ������� p �!�l� ���� d �

ξ/R = 0.87
" § � 	;��h��r!���qU��!�sohZ��!���h�!r����©Z
Eh�!��
l��


S��hZ���Z�~�� �qrq��~��h�!À����©Z
Eh�!���z�"{zusohZ���kj£ ��º	;��h��Û� d 	���!���!À�������f
E�����I���ål���h�����!e���f�Z��lAj£ ��Zl�����	�!��f�Z���f	���h��Aû
��������h�������! d � d !e���S�~Ò]h��Z�u�f�S����!e�������� ���l��u���]	��������������������g�� �h�!�m��f�f�� ��Z��z� �h � " þ ���*©Z
Eh�!���z�" b ÿ

,.- /.0|z�" bEb�1
Ç �fhZ����h������� ��Z��l���	�!��������� ���q�����h�! d ���g��h�!�����	����������g©Z�f��! d ���glZ���Z������m����Zl���l����H! d sohZ���Z���
l�h
ð	� w ���å�  ��Z������ ��
l����kj{��É��fq�h��=ûZ���������� ��

ξ/R = 0.87
ûZÒ

3%
l����� �!�l�� þ Ò�
S��hZ���Z�GÿÛ����Ò

6%
l��~�� �!�l��

þ Òrl�!� ��f���Gÿ�"
®�	�!�����©Z�f��!e��
��]lZ���Z�~���Um����Zl���l����P! d sShZ���Z���]l�h�ð	� w û������E������h�!��
�U�=�����]l�h¢���f
E�����

P(η∗+1)/2
�����

�=������h�� d �rlZ���Z�~������l���h��Ã�P���ZÖ���!����u��É��fq�h��e�������u�� �!�!�����	| ��ZlZ���S��Òº��������h��Z�rl����~�f�S����!e�������� ��Z�u�� �h�!�m��f�f�� ���Á
�����f!����="A¡*��!�������qr	����EûA���Å�� ��Z����l d !e���S�u���U� ���ZÖ���!��������� p��� d �rÒå�kj �f�S����!e�������� �� �=������������ �h�!�m��f�f�� ��3z þ �� ��f!
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Ç �f
Eh�!��iz�" b ÿW ��� �m��������S�t����!e������ 

P0.06/P0.03 = 0.48
���
P0.1/P0.03 = 0.35

"EËX���D! d ��h��f�e�����N�e ��S�t���fqr�f�����f!����
	| �h�!����]� ���ZÖ���!��������� p��� d �uÒ��kj �f�S����!e�������� ��¢l�������	��������������u���u�� �h�!�m��f�f�� �� � "Z���u�����i�f���  �!�qU������ ��Z�=û��Z �hZ�
���� ��Z��l d l�h��f�����]�  ��Z������ ��

f
ý

f(η∗) =
2

If

1 − e
−α(η∗+1)2

2(0.02)2

1 + η∗
þ z�" bEb ÿ

§ �
α =

√
1.256

�����Uh��Z�¢�� ��Z���e���o����	|��!�q������e���S�ÃlAj£ �m��������f!¨����qU�?�p�fq�h�qøl������Å�  ��Z������ ��
f
	| �h�!

η∗ = −0.96
���
If

�����U���¢��������h�!ºl��
�kj �f�S� d 
E!e�����¢l��
f
��h�!����Å�� �!�l��E" Ç �f��������q����S�=û����Ã�� p�
�U�������S�¨l��

	�!��������� ��Z�
∆cp(η

∗)
������ �m������oh����Ãl�������!��fm�h����o�g���u�� p�
�U�������S�~l���	; �!��e���Z������h�!i���r�� �!�l��u�� ��f�uý

∆cp(η
∗) = czf(η∗)

þ z�" b z�ÿ

C�>;TXRo<?\p9XC�\�\o9�\o9;ç;\S<��IBD<?\�@D\oKr�¿\S<?:GBX<�MNL�:GFQ>;9ß@N\��N<?\oK=KGFH>I9DKE`
ËX�¨�� �� d !����Z���U���Å���S����!�
Eh�!��Ul�����	|��!���h�!�m������� ��Z��l���	�!����e���� ��6��h�!e�åh��Z���f� Ê hZ���Z���rqU�?ü���h�!�����h�!����

m�!�h��f�i!e��n� ���� d " ° �
��ò|���=û����f���Ûü� �hZ��!e�]Ò������  ����Ø��h�!Ø�kj �f�S�����Z���f� d l�h¨m�!�h��f�iqU��������hZ�����|��h�!Û�e�]l��f!��������f�p�f� d ý
	��fhZ�]���º���f
E�����Û����!e���� �� d !����S�����×���S����!�
Eh�!��Eû*	��fhZ��l��f!��������������]�f�S�����Z���¨����!e�Ã���Um�!�h��f�="*ðØ �hZ���Z���C� b «��i�
�������fq d ���]�� �� d !����Z���u���
���S����!�
Eh�!���l����Ø	;��!���h�!�m������� ��Z��l���	�!����e���� ��Ã��h�!Ø	������u������ p��� d ���i��hÃð~� wgþ 	| �h�!
h��Z��	�! d �����o�e������ ��Ã	�! d ��������l�������q d ���Z ol����� ��f!i� b=� �Hÿ�"p�¢���f�Z��h�!���hZ����q����o�g�����Ø! d ��h��f�e����������	 d !��fq����S�e��h��
�Z��	|��!�q������e�������S�~	����ih��Z�um| ����Z�u�������fqU������ ���l�hÃ	�� d �Z �q����Z���=��!g�������=��	�����h�!�� d �e�������o�g��!� �	 d �� ��f
E� d �="
ËW �!���l����������e������Ú~® ª }�zé� � ¦[�t���]l d �k��h��u� d � d �� �!�!��f
 d �����Z �hZ�u���� ��Z��	�hWû|����h����f�f���e���S�����ºq�Ö�q��]q d Á
���Z pl��Eû d �����fhZ��!g������ �!�! d �������� ����������o����!�
Eh�!���l��������f
E����h��Ãl���	�!��������� ��������� p��� d ����h�ð	� w "

,.- /.0Dz�" b z 1¢�  �!�! d �������� ��3���Å���o����!�
Eh�!���l�����	|��!���h�!�m������� ��Z��l���	�!��������� ��6Ò
3%

l��r�� �!�l��E"X®ã
S��hZ���Z��ý
���S��!��rl���h��¢�=��	�����h�!��u���f��h d �����

ξ/R = 0.87
���
ξ/R = 0.88

"X®ãl�!� ��f���
ý|���S��!��rl���h��¬�=��	�����h�!��u���f��h d �
���

ξ/R = 0.85
���
ξ/R = 0.87

° �3�� ��Zl��f���� ��6l����� ��Àl���q� ��S� d �EûX������	|��!���h�!�m������� ��Z��l���	�!��������� ��Å��h�!�	������U������ p��� d ���u��hÅð	� w ���
���f��hZ���o�]lZ���Z�����
É= ��Z�¨��É��fq�h��e�����

φ ∈ [90◦; 120◦]
���]lZ���Z�����ÃÉ= ��Z�ºlAj£���o����!�
Eh�!��

ξ ∈ [0.85R; 0.94R]
"

Ë¿j d �����Zl�hZ�¨���×���S����!�
Eh�!��
������l�hZ�åÒÃ�kj£ �m��f��sSh��f� d l����]�f�S����!e�������� ��Z�r���o��!��å������	������������]�������� �h�!�m��f�f�� ��Z�G"
ËW���
! d ��h��f�e�����
�� ��S�
	�! d �����o� d �Ã��h�!
���6©Z
Eh�!��Åz�" b z�" w ���¨q� ��S��!����S�������
�� �� d !����Z�������������S����!�
Eh�!��6l����
Ê hZ����h������� ��Z�Øl���	�!��������� ��º��h�!¿	������Eûo�����  ��Z������ ��ºl��g�kj ����!�q� �����sShZ�~l������u!� ��e������ ��Wûo �m������ohZ����	| �h�!Àl���h��
�=����ýA�kj h��3���6�� ��Z����l d !e���S�����������f
E����h��¬l������=��	�����h�!������f��h d �����

ξ/R = 0.87
���
ξ/R = 0.88

ûX�kj{��h���!��
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���S��!���l���h��º�=��	�����h�!��i���f��h d �Û���
ξ/R = 0.85

���
ξ/R = 0.87

" � ���Û! d ��h��f�e�����Û�����Zl����S��Òuq� ��o��!���!�sShZ�������
	|��!���h�!�m������� ��Z��l���	�!��������� ����� ��S���� �!�! d � d ���g��h�!ih��Z� d �����Zl�hZ���� �qr	�!������u���S��!��

1%
���

2%
lAj£���S����!�
Eh�!��E"

h�?i��?vÑ ×mP�FE[LMOH2I�H.F©?
æ >I9r�*�IBD<?L�:GFH>I9DKr<�\�:=\o9ABD\SK�`

¡N �h�! d �E���fhZ��!U�����º�=��!e����� d !���������sohZ���ºl���� Ê hZ����h������� ��Z�ål���	�!��������� �����h�!�	����������º���
m�!�h��f�U!e�=n� ���� d
������hålAj h��Z�g�f�o����!e�������� ��¨	��������?�� �h�!�m��f�f�� ��å�f�Z���e��m����EûS�Z �hZ�Ø���� ��Z�Ø�� ��Z����l d ! d 	��fhZ������h�!��Û�� ���©Z
Eh�!e������ ��Z�=" ° �
��òA���=ûS�����Ø�� pl�����l��~���f�f����
���������hZ���f����q����S�ih����f�f��� d �iÒ��kj §���°Àª ®Ü�Z��	;��!�q����������o�i	����Ûl���	�! d �� ��f!Øl����k���� ��
��h��U�e��qrq����o�g	�! d �������u�����i�f����h��ÃlAj �f�S����!e�������� ��Z�="
ËW�
�=������h��gl��¨�àno	|�

Cal1
!��������Sh��� �!�!�����	; ��Zl�Ò������� ���
EhZ��h�!ålAj£ ��Zl��

k∗ = 2.06
"¿�����Z�r�� �hZ���������=���

 ��¢�� ��Z����l d !���!e������! d ��h��f�e����lAj h����=������h��*lAj �f�Z���e��m��f�f�f� d 	;���ZlZ���o������	����������k���fm�����q����S���f�f� d ���f!��E";¡D �h�!����
�=������h��Xl����àno	|�

Cal1
û���������qr	Z�

t = 0.16
� d � d !��������ShW"

Ï �Z� d ��hZl��]	���!e��q d ��!���sohZ�rl��]�kj �f� Ê hZ���Z���rl����� �hZ�������~	���!e��q�����!���� þ
γ
û
β
û
md

û
Ce

ÿ��e��!e���f�~����m| �!�����hZ���E"
�����Z�Û�Z E�Û�=������h����GûS�Z �hZ���=�� ��Z���f�fqr�f� d �kj d ��hZl���Ò������f����l��~�kj �f� Ê hZ���Z����l��

γ
���Øl��

md
ûS����	���!e��q�����!��

Ce
û

l d ���f
E�����o�¿���������o��!���l�h�	������rlAj£���p�e�������� ���lZ���Z�*���~l��f!��������� ���l��Û�kj£���S����!�
Eh�!��Eû d �e���o�¿l d ����!�qr�f� d 	| �h�!*sohZ�
������	|��!���h�!�m������� ��Z�ul��]	�!��������� ��¬��h�!�	������r�� ������S���� p�=���f��� d �������Ål����~�f����h��¢���Å������ �!�lÅ�=������������! d ��h��f�e�����
����	 d !��fq����o�e��h��|"
Ë¿j �f� Ê hZ���Z����l�h�	���!e��q�����!��

β
�Wj{��	���� d � did ��hZl�� d " � �Ø	���!e��q�����!���	|��h��|üÂ �hZ��!th���!7þ����i��h�!t�kj �f�S�����Z���f� d l����

	|��!���h�!�m������� ��Z�~l��u	�!��������� �����h�!�	������u�=��!g����l d �P �!�qU������ ��¢l�hÃ�� �h�!�m��f�f�� ��¢�=j£��ò|������hZ��lZ���Z��h��Ã	�������	�! d Á
� d !����S�������k";Ë¿j �f�S�����Z���f� d l����g	;��!���h�!�m������� ��Z�~�p�f�������������Z �!�qU��������Ò�����	������u	|��h���l� ��Z��Ö���!�����!�����l���ò d !����o���
������ ��Å�kj{����
E���

β
�� ��Z����l d ! d "W��j{��h���!��r	���!��=ûA���
����!��������� ��6l��U����	���!e��q�����!��U���S��!e�%$��Z��!e���f��l����ul������e���Z�����

lAj �f�S����!e�������� ��¢l���ò d !����S���������o��!������]	����������i������l���h��¨�� �h�!�m��f�f�� ��Z�="ZË¿j d ��hZl��ul����kj �f� Ê hZ���Z����l��
β
�� ��Zl�h���Á

!e���f�gl� ��Z��Ò]h�����!� �	Ã
E!e���Zl
�Z �q�m�!���l����=������h����="
° ��©Z�Wûo���ul�h�! d ��lAj �f�S����!e�������� ��
l������u	��������������������¿�� �h�!�m��f�f�� ��Z�Û	|��h��Û��hZ�����EüÂ �hZ��!�h��U!7þ�������h�!¿�kj �f�S�����Z���f� d
�������Ul��f!��������f�p�f� d l�h�m�!�h��f�=" ° ���� ��tl��]q� ��S� d ��q� pl d ! d �Eû;�����~	;��!���h�!�m������� ��Z�ul���	�!��������� ��¬��h�!~	������]�����
	��fhZ�i�f�o�����Z�����g����	�!� pl�h��������o�glZ���Z�i����l� �qU���f�Z����É��fq�h��e���

ψ ∈ [90◦; 120◦]
"�¡N �h�!��Z E���=������h����=û�������	���!e�?Á

q�����!����gl d ©Z�����e�e���S��������
 d  �q d ��!������glAj �f�o����!e�������� �� d �e���S�g��h�	�	| E� d ���� ��Z���e���S�����Z �hZ������ ��Z�����Z ������Nl����Z�
�� ��Z����l d !���!~sShZ��l����i�f�o����!e�������� ��Z�g	�������Ák�� �h�!�m��f�f�� ��¢lZ���Z�����ul� �qU���f�Z�]��É��fq�h��e���k"

ËW���e��m����=��h�z�" b=� ! d ��h�q��������� ��e���f�f� d l����i�=���i�� ��Z����l d ! d �="�ËW���=����Ý&���Ø�����=���i^ �Z �hZ��	;��!�q�������!� ��o�
lAj£�������fq���!r�kj£��òA����l���������
E������lAj �f�S����!e�������� �����h�!������r�=��!e����� d !���������sShZ���ºl�����	;��!���h�!�m������� ��Z�Ul��º	�!����e���� ��
��h�!i	������u���f�Z���WsohZ����h�!i����m�!�h��f��!e�=n� ���� d "ZËW�����=������h�����^¨û æ û ê û � ûn�Ü���åé¯	|��!�q�������!� ��S�~lAj{��	�	�! d ������!
�kj d �� ��fh����� ��¨l����kj �f�S�����Z���f� d l�hºm�!�h��f�À!e��n� ���� d ���r�  ��Z������ ��ºl��g���ul������e���Z����lAj �f�S����!e�������� ��W" ° ��©Z�U�����=������h��ê¯�Z �hZ�¿	|��!�q�������!e�ulAj d �E���fhZ��!À�����À�=��!e����� d !���������sShZ���ØlAj h��Z���f�o����!e�������� ��¨�=������h��Z�g!e�?� ������l� ��S�À���g�� ��S�����Sh
�P! d sShZ���o�������|�����À	��fhZ�Û!������Z�E" ° �¨��ò|���=ûplZ���Z�Û���g�=������h��

Cal2
ûS����l��fq����Z���� ��¨�?����������l�h¨l� �qU���f�Z��l����=������h��

� d � d ©�� d �]	| �h�!�sohZ�]l���ò d !����o�������� ���
EhZ��h�!��ulAj£ ��Zl�����l��]�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d ��	�	���!e�����������o�����¢q�Ö�q��]����qr	Z�="
� �]�=������h��*�º��hZ�����W	|��!�qr����l���q� pl d �f������!g����l d ������ �	�	;��q����o�ul��u�� ���
EhZ��h�!���lAj£ ��Zl����~	��fhZ�g	|�����f������l������
l���h�������q��um�!e���Z���Z��l����kj �f�Z���e��m��f�f�f� d "
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æ Ý ¦ æ LZOHCSBNO
γ β md Ce γ β md CeÝ

Cal1 10◦ 7◦ 0.16C 91.5 15◦ 7◦ 0.16C 89.5^
Cal1 15◦ 7◦ 0.16C 93.5 20◦ 7◦ 0.16C 91.5æ
Cal1 15◦ 7◦ 0.24C 93.5 20◦ 7◦ 0.24C 91.5ê
Cal1 15◦ 7◦ 0.32C 93.5 20◦ 7◦ 0.32C 91.5�
Cal1 15◦ 7◦ 0.48C 93.5 20◦ 7◦ 0.48C 91.5�
Cal1 15◦ 7◦ 0.0C 93.5 20◦ 7◦ 0.0C 91.5é
Cal1 15◦ 7◦ 0.08C 93.5 20◦ 7◦ 0.08C 91.5ê
Cal2 15◦ 7◦ 0.16C 93.5 20◦ 7◦ 0.16C 91.5

,.- /.0;z�" b=�21 �e��m����=��h�! d �=��	��f��h����������Àl������=���g�� ��Z����l d ! d ��	; �h�!����u�=������h��Dl����g	;��!���h�!�m������� ��Z��l���	�!����e���� ��
��h�!i	������u����l�h
m�!�h��f��!e��n� ���� d "

æ L�<�L�CE:=RS<�FHK�:GFH[WBX\oKU@N\SKìëtBXC�:GBXL�:GFH>I9DKr@N\��N<?\oK=KGFH>I9�KGBX<U�DLZOH\Z`
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,.- /.0|z�" b���1 ¡N��!���h�!�m������� ��Z�ul���	�!��������� ��¢��h�!g	�������	�! d �ohZ���~	���!~�����=������h��*���
ξ/R = 0.87

"|®7
S��hZ���Z�¨ý
lZ���Z�i���u�=���gl��������� ���©Z
Eh�!e������ ���Ý�"Z®.l�!� ��f����ý�lZ���Z�������=����l������r�� ���©Z
Eh�!e������ ���^¨"

®g©Z��lAj{��	�	�! d ������!��kj �f� Ê hZ���Z���rl����kj{����
E���rl����kj �f�S����!e�������� ��Å	��������?�� �h�!�m��f�f�� ��Z��	|��!���h�!�m d �=ûI ��Å�º�� �q�Á
	���! d �����t	|��!���h�!�m������� ��Z�Àl���	�!��������� ��U��h�!t	�������������hZ���tl����¿�=������h����ÛÝä���¿^¨"E¡N �h�!������¿�=������h����GûE�Z �hZ���=�� ��Z�
Ð�	������ d Ð������~©Z����q����o���u�� �h�!�m��f�f�� ��������f!�����	; �h�!usohZ�]��������É��fq�h�����lAj �f�S����!e�������� ��3���

ξ/R = 0.87
�� �!�!����ÂÁ

	| ��Zl����S�i��h�����É��fq�h����Ø ��Ul����À	|��!���h�!�m������� ��Z�Ûl���	�!��������� ��º��h�!À	������~������ p��� d ���À��hºð	� w �e ��S���� ��Z���e��� d ���
lZ���Z�Û�����Ø���p	 d !������Z�����="pËX��©Z
Eh�!���z�" b�� q� ��S��!���������! d ��h��f�e�����Ø �m������ShZ��Ò������������� o �!�l� ���� d ��lAj£���S����!�
Eh�!��E"
§ �r	|��h��N!���qU��!�sohZ��!¿sohZ�Ø�����tl� �qU���f�Z���À��É��fq�h��e��h���lAj �f�S����!e�������� ��å�� �!�!�����	| ��Zl����S�¿m�������Ò�����h��] �mZ�e��!�� d �
��h�!����~©Z
Eh�!��~z�"{zu	; �h�!�����q�Ö�q����� o�=���f���e������ ��å���º���o����!�
Eh�!��E"p��j{��h���!��g	���!��Û ��º	;��h��¿�Z �����!ØsohZ�i�����  �!�q��

 d � d !e������l����À	|��!���h�!�m������� ��Z�i�����Ø��hZ�����|���å������ �!�l
�������~�����f�����Øl��g���u©Z
Eh�!��~z�"{z�	| �h�!Ûl����Ø��É��fq�h����i ��å�����
�f�S����!e�������� ��Z�������e o��� d ���gÒ�������sohZ���� �h�!�m��f�f�� ����e ��S��	��fhZ��l������e���S�������kj h��Z�ul����kj{��h���!������Ã����!�q���lAj{��É��fq�h��
þ 	���!g������qr	�����	| �h�!

ξ/R = 0.97
ÿ�"
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§ �
	|��h����� ��Z���e������! d 
S������q����o�gsShZ��m������ÃsohZ�~������l������e���Z����	�������Ák�� �h�!�m��f�f�� ��Z�~�� ������S�i������q�Ö�q����=û������
��qr	��f�f��hZl�������!�Ö�����Á���!�Ö�����l���� Ê hZ����h������� ��Z�il��~	�!��������� ��¨��h�!Û	����������e�� o��� d ���Ø��h¨�� �h�!�m��f�f�� �� � �e ��S�Ø� d 
���!���Á
q����S�Ø	��fhZ�Û�f�S�����Z�e���ÛsohZ�g�����f�����i�����e o��� d ���Ø��hº�� �h�!�m��f�f�� ��Ãz�" � �������~l���ò d !����Z���~�����À�f� d ��Ò�l���h��º	�!� �	�!�� d � d �
l������P �!�q�h������Ø	�! d �����S� d ���ilZ���Z�Û�������������� ��å	�! d � d l����S���rýo	��fhZ���kj{����
E���

γ
������
E!e���Zlº	��fhZ�Û����	;��!���h�!�m������� ��

�phZ��	���!t����	������iÒ�h��Z�Ø�� ���
EhZ��h�!¿lAj£ ��Zl����t�fqr	| �!��e���S���E" § !*����! d 	; ��Z�e�Ûl��Û����	�������Ò�h���q� ol�h����ilAj{��h��e���o�
	��fhZ� d ����� d sohZ�r�������� ���
EhZ��h�!��]lAj£ ��Zl����]l������Ã	;��!���h�!�m������� ��×�� ��o��
E!e���Zl����="D��j{��h���!��U	���!��=û*�¨	| E���f���� ��
���¬���S����!�
Eh�!��]©�� d �Eû;������	|��!���h�!�m������� ��Z�������e o��� d ������h��� �h�!�m��f�f�� �� � ��	�	���!e�����e�����S��Òºl�������É��fq�h����u �h����
�p�f���������

U∞
�����i	��fhZ���fqr	| �!��e���S����sohWj{��h��Ã��É��fq�h����gl��u�kj �f�S����!e�������� ��¢l�������	��������������u������ �h�!�m��f�f�� ���z�"

° ��©Z�WûN��h�!����Ãq�Ö�q��r©Z
Eh�!��å ��6	|��h����� ��Z���e������!�sohZ�EûX�� �qrq��U �� 	| �h������f���Gj n6���������Zl�!��EûX	��fhZ���kj{����
E���
lAj �f�S����!e�������� ��������À
E!e���Zl þ �� �h�!�m��f�f�� �� � ÿ¿	��fhZ���kj �f�o����!e�������� ��Ã���S��!��~�������������� ��
l��g����	����������Û������ �h�!�m��f�f�� ��
�������� �h�!����E"

ξ

∆
P

0.84 0.85 0.86 0.87 0.88 0.89 0.9 0.91 0.92

-2000

-1000
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1000

,.-_/.0�z�" b=��1 l�������!��fm�h����� ����������o����!�
Eh�!���l�hÃ�e��h��gl���	�!����e���� ���Ò
3%

l����� �!�l��E"
ËX�¢©Z
Eh�!���z�" b=� q� ��S��!������¬l�������!��fm�h����� ��â���ß���S����!�
Eh�!���l����r	;��!���h�!�m������� ��Z�ål��¨	�!��������� �����h�!r	������

������ p��� d ������h�	�!���qr����!g�� �h�!�m��f�f�� ��¢l�h��=������h��D^¨" � h�!g���������u©Z
Eh�!��Eû��� ��o����!e��� d ���~���Ã�Z ��f!g�������=��!e����� d !�����Á
����sohZ����l��~�����À	|��!���h�!�m������� ��Z�Û	; �h�!Øl���ò d !����S���i��É��fq�h����Ø���f��h d �Û���S��!��

104◦
���

105◦
" § �U	|��h���!���qU��!�sohZ��!

���rl d 	������e��
��rsoh��¿��	�	���!e�%$���lZ���Z�����º! d 	; ��Z���rl��]���º	������rlºf6Òº�kj{����
E���rlAj �f�S����!e�������� �� ���S��!������å	����������
������ �h�!�m��f�f�� ��W";ËX���� �h�!�m|��m�����hZ��q� ��S��!��u���r! d 	���!����f���� ���l��u�����g	;��!���h�!�m������� ��Z���� �!���sohZ�

ψ = 100◦
" ° �f���

	|��!�q����Ul��
���¨!����Zl�!��
�� �qr	����Ãl�hß
E�f���e����q����S�U���ß���o����!�
Eh�!���l����r	|��!���h�!�m������� ��Z�U��h�!r	������ÃÒ�q�����h�!��
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�����Û���uq�Ö�q������¨�����Øl���h��º	| ��f�S���="pËX�]��h�! d �E���fh������� ��¨l����Û���f���=��h��¨lZ���Z�����~�=������h��|	�! d �����S� d �Z�~l� ��f�Û	����
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md
" § �
!���qU��!�sohZ��sohZ������m������e����l�h

���f���=��h¬qU�?���fq�h�qÕl���m�!�h��f���Wj£������	������f�f� d ���f!��E" ° �Å��òA���=û|�� �!���sohZ�]���ºl������e���Z���rlAj �f�S����!e�������� ��3���o��!��r���
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�E��!�����l��g� ���� ��º�fqr	; �!��e���o����� b=� �;l�hº� ���f�Ûl��g�E��!��������� ��Z�Øl�����l������e���Z�����ÛlAj �f�o����!e�������� ��ÃlZ���Z�Û�kj£���p	 d !������Z���E"
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,.- /.0�z�" b ¦ 1º�  �qr	���!e������ ��
���S��!��~! d ��h��f�e�����Ø�����Û�=��!�������m�!�h��f���i�=������h�� d ���Ø���Ø���p	 d !��fq����S�e�������G"�®Ü
S��hZ���Z��ý
! d ��h��f�e�����oh�q d !���sShZ�E"I®±l�!� ��f���Uý�! d ��h��f�e���g����	 d !��fq����o�e���k"
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,.- /.0�z�" b=��1�° �E���fh������� ��¨l��g�kj£��òA������h�!��������=��!������Ûl���m�!�h��f�À!e��n� ���� d l��g����l������e���Z����lAj �f�S����!e�������� ��Ã���o��!��
���]	������u������������ �h�!�m��f�f�� ��Z�="�®�
S��hZ���Z�Uý��� ���©Z
Eh�!e������ ���^ "�®±l�!� ��f���UýZ�� ���©Z
Eh�!e������ �� æ
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,.- /.0�z�" b « 1�° �� ��fh����� ��Ãl�h¨qU�?���fq�h�q l���m�!�h��f�Ø�=������h�� d ���º�  ��Z������ ��¨l��~����l������e���Z����lAj �f�S����!e�������� ��
md

"

^�<�BNFQ:r<?LSVI>I9N9DR��¿>;BX<UBN9ßCSLZOQCoBDOÛ@N\Ã:eVW�À\
Cal2° ��©Z�¢	| �h�! d �E���fhZ��!��kj �fqr	�������lAj h������f
E�����N	��fhZ�~!������Z����������!�q��]l����� ���
EhZ��h�!���lAj£ ��Zl�����l����~����!�hZ��Á

��h�!������� �h�!�m��f�f�� ��������f!����=û|�Z �hZ�u�=�� ��Z����ò|������h d h��¬�=������h��tlAj �f�Z���e��m��f�f�f� d �u����©������o�~���ål��fq����Z���� ��Å�?���������
l�hºl� �qU���f�Z��l����=������h��;l��g�����f���g�� �!�����sShZ�����f�Zs��� ���
EhZ��h�!��ÛlAj£ ��Zl����Û�f�Z���e��m������Ûl���ò d !����S�����i��	�	���!e�����������o�="
ËW �!��ål��
���Å���fq�h��������� ��Wû��Z �hZ���Z �hZ�å�� �qrq�����!����Zl�hâ�� �qr	�����sohZ�Eû¿lAj h��Z�Ã	���!��=ûÀ	��fhZ������h�!��º�� ���
EhZ��h�!��
lAj£ ��Zl����ål��¨���¢	�!���qr����!��Ãm�!e���Z�e�Z��lAj �f�Z���e��m��f�f�f� d �å���
l d ������ �	�	��������S�¨qU�����U��hZ�e���gsohZ�
l��
	��fhZ��	|�����f�����
�� ���
EhZ��h�!��ulAj£ ��Zl������� �!�!�����	| ��ZlZ���S�]Ò����ål���h�������q���m�!e���Z���Z�rlAj �f�Z���e��m��f�f�f� d �u�e��l d ������ �	�	��������o����hZ�����*���
�f�S����!Â� d !e�������S���=�����]�����g	�! d � d l����o�����="A��j h���	| ��f�S��l����phZ�u�oh�q d !���sShZ�Eû;���ºl�������! d �����e������ ��¬l��������~	|�����f�����
����!�hZ����h�!���� d �e���o�ul����kj£ �!�l�!���l�� b=v 	| ��f�S���GûI���]�e��h���lAj{��qr	��f��©��=������ ��3l� ��f�~Ö���!����� �hZ���������fq d û;qU���������f���
��������h��U�e���o���]	; �h�!�m������¬l d ©Z���f!������  �!�q���l����kj£ ��Zl��E"AËD��©Z
Eh�!��rz�"{z v q� ��S��!��������~���� E��h�!Â� ��������l��]�� �!ÂÁ
�������f� d l��]���¨�� ��fh����� ��¬l������å���fq�h��������� ��¬�oh�q d !���sShZ�UÒºh��¢����qr	Z� d 
S������Òº��!� �����!� ��e������ ��Ål��]!� ��� �!=" § �
	|��h��~!���qU��!�sohZ��!usohZ�����ål d �  �!�qU������ ��6�?�p��������l�h¢�� �h�!�m��f�f�� ��6Òål�!� ��f����������q� ��f�Z��Ð��Z��������Ð�sShZ��lZ���Z�����
�=����l������å���fq�h��������� ��

Cal1
þ ���Øz�" � " � �������r�=��!e����� d !���������sohZ��	;��h��uÖ���!��r������!��fm�h d �UÒº�kj{��qr	��f��©��=������ ��6l��

�� ���
EhZ��h�!���lAj£ ��Zl�����l���l���ò d !����S�����~m�!e���Z���Z����l����kj �f�Z���e��m��f�f�f� d ��h�q�Ö�q������Zl�!� ��f�=" � ���������� ��fh����� ��¢� d � d
!��������ShZ��	; �h�!g�����=������h��D���� �hZ������sohZ�ul� ��S�������i	���!e��q�����!����g�� ��o�g����h��Ãl�hÃ�=���_ê¬"

ËX�g©Z
Eh�!��iz�"{z b q� ��S��!��Ø���~�=��!����Øl��Àm�!�h��f�t �m������ohZ�Ø	���!*���Û�=������h��k" � ��������©Z
Eh�!��Øl� ��f�*Ö���!��Û�� �qrq����S� d �
��hß!���
S��!�l l��
����©Z
Eh�!���z�" b=� �=��!����¢�� ���©Z
Eh�!e������ ���
 d  �q d ��!���sohZ�ÃlAj �f�S����!e�������� ��Ü���S��!��Ã����	������Ã���r�����
�� �h�!�m��f�f�� ��Z�g�����i���]q�Ö�q��usShZ�������f����l�hÃ�=���g^åû��e��h������i�����il� ���� d ���gl�hÃ�=������h�� �ÛÇ �7l���ò d !����S�=" § �Ã	|��h��
!���qU��!�sohZ��!ºl���h��Aû¿lZ���Z�����Ãl���!�������!å�=���r���
���f���=��h�l�hßm�!�h��f�º!e��n� ���� d l��fqr�f�ShZ�6ýÀ�����Z�����Ã�=����^¨ût���
���f���=��håqU�?�p�fq�h�q l��gm�!�h��f� d �e���f��l��

101.2db
lZ���Z�������=���yê¯�f�Z�Wj£������	��fhZ��sohZ��l��

92.8dB
ûo	��fhZ�À	�!� p���Z�

l�hÅ���f���=��h6����	 d !��fq����S�e���k" � ��������l��fqr�f�Sh����� ��×���¬���f���=��h6	| �h�!�!e���f��Ö���!��r���
�� ��Z� d sShZ���Z����lAj h��Z��q� ��f�Z�

E!e���Zl����� �� d !����Z����������É��fq�h��~l���������!�hZ����h�!������� �h�!�m��f�f�� ��������f!����G"
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,.- /.0Xz�"{z vZ1�w �� E��h�!Â�k��������l����� �!��������f� d lZ���Z�������=����l��]���å���fq�h��������� ��6l��]	��fhZ������h�!����� ���
EhZ��h�!���lAj£ ��Zl����
�f�Z���e��m������~��h
����qr	Z�

t = 3
�� �h�!���l���!� ��� �!="
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�����Z�t���������Ø	���!������Ø�Z �hZ�¿���� ��Z� d �����fh d �����t�=��!e����� d !���������sohZ���¿l����*	|��!���h�!�m������� ��Z�¿l��Û	�!��������� ��r��h�!*	������
����l�h�m�!�h��f�g!e��n� ���� d lZ���Z�����u�=���glAj h��Z���f�S����!e�������� ��¬���S��!���h��Z�u	����������gh��Ã�� �h�!�m��f�f�� ������f�f�f	�����sohZ��q����S�
�f�Z���e��m����E"�¡N �h�!g��������û�h��Z�����fq�h��������� ��
�Sh�q d !���sohZ�ul����Ø�f�Z���e��m��f�f�f� d ����h�	�	| E� d ���iÖ���!��uÒ��kj£ �!��f
E�f�Z�ul�h
ð	� w
� d � d q���� d �����Ã�� ��Z����l d !e���S�ih��Z���� ���©Z
Eh�!e������ ������fqr	��f��© d ��l����� �h�!�m��f�f�� ��Z�gl���ËX��q�m�Á § ��������	���!e���f���������
!��������f�f�f
E�Z�������gh������  �!�q����=";ËX�ºl�no����qr��sohZ��l�h�l d ������ �	�	;��q����o�ul����g�f�Z���e��m��f�f�f� d �~���f�f�f	�����sohZ������h������f��l��
�������� �h�!�m��f�f�� ��Z�u� d � d ���fq�h�� d �E"AËW����! d ��h��f�e�����~ �m������ohZ�u ��S� d � d �� �qr	���! d �uÒål����~! d ��h��f�e��������� d  �!���sohZ���
����h��
m| ��������� �!�l��=�����u����h��Ã���X� d � d ��!� �h�� d "
ËW�
�e����qr	�� d !� ol�np����qr��sShZ�
�e ��fh����� ��ßl��å�����r���fq�h��������� ��Z�º�����Z��h��f��� d � d h����f�f��� d 	| �h�!�l d ����!�qr�f�Z��!r���
! d 	| ��Z����lAj h��Z�]	�������l���!� ��� �!�!����Z�� ��o��!e���S�������~	|��!���h�!�m������� ��Z�uÒUl�������É��fq�h����� ��¢l���� Ê hZ����h������� ��Z��l��
	�!��������� ��º��h�!¿	����������e�� o��� d ������hUð	� w �� ��S�Û�� ��Z���e��� d ���Û���p	 d !��fq����S�e������q����o�="p¡N �h�!���������ûSh��U������qr	ºq� �Á
�Z pl��fq����Z���� ����Z���;�� ��o���������S�i�����À	;��!���h�!�m������� ��Z�Øl����p�f�����������À�Z �!�qU�������Û��hº	������ºl��g����	������Eûo� d � d ������!e���f�
l�����!�����h��f�e������l��������fq�h��������� ��Z�u� d !� ol�np����qr��sohZ���~�������r! d 	| ��Z���]l��u���U	������]� d � d �=������h�� d ��Òr	���!����f!�l��
���º��� d  �!�����lAj£®�qr�����=";������	�!� �©Z���ul��]	|��!���h�!�m������� ��Ål���	�!��������� ��¬��h�!�	����������fqr�f�����f!�����Òå����h����� ��Z���e��� d �
lZ���Z�������g���p	 d !������Z������Ú~® ª } b ����Ú~® ª }�z� ��o� d � d  �mZ����!�� d �="
Ç �f��������q����S�=ûÛ������	|��!���h�!�m������� ��Z�¨l��Ã	�!��������� �����h�!�	������� �m������ShZ���¨ ��S� d � d h����f�f��� d ���U�� �qrq���l� ���� d ���
lAj£���S��! d �u	; �h�!Øh��
�=������h��Wl��~!e��n� ����Z��q����S������ �hZ������sohZ�E"�ËW���Ø���f���=��h��¨l��~m�!�h��f�����Ø�����il��f!��������f�p�f� d ��lZ���Z�
h���	��������Z �!��fÉ= ��S�e���t�� �hZ�g���u!� ��� �!� ��S� d � d �=������h�� d �������� �qr	���! d ����h��
! d ��h��f�e���������p	 d !��fq����S�e��h��A";¡t�fh�Á
������h�!��Û�� ���©Z
Eh�!e������ ��Z�ilAj �f�S����!e�������� ��
	��������� �h�!�m��f�f�� ��Z�Ø ��S� d � d �=������h�� d ���="pË¿j �f� Ê hZ���Z����l��g���ul������e���Z���~���
l��u�kj{����
E���]lAj �f�S����!e�������� ��¬���o��!��������g�� �h�!�m��f�f�� ��Z�~���g���r	�������Ò d � d �Z ��e��qrq����o��l����e��h�� d " Ï �Ãm; ��¢������ �!�l
�����~��!� �h�� d ���S��!���������l��f!��������f�o�f� d ������	 d !��fq����S�e�����������������f�������=������h�� d ���=" w �t�º��hZ�e��� d � d q� ��o��! d sShZ�]l����
���f���=��h��Ål���m�!�h��f�u	�!� p���Z����l��r����h��¬ �mZ����!�� d �u����	 d !��fq����S�e������q����S��	|��h������S��Ö���!��r �m������ohZ�=" ° ��©Z�WûA�����
���f���=��h����=������h�� d ���� ��S����!����������Z���fm�������Òål����~����!��������� ��Z��l�����	���!e��q�����!�����
 d  �q d ��!���sohZ���ulAj �f�S����!e�������� ��Wû
���¨	�!���qr����!i�f����hx������l������e���Z����	�������Ák�� �h�!�m��f�f�� ��W" � �����A�����i���
������ �!�lÃ�=�����������Û����!��������� ��Z��l�h
ð	� w lAj h��
�� �h�!g��h�!i�kj{��h���!����� ��Z���e��� d ���g����	 d !��fq����S�e������q����S�="

ðÛ�����
sShZ�~�� �hZ�Ø�����Û	; ��f�o���Ø�����Zl����S�gÒ�q� ��S��!���!�sohZ���������f�Z���e��m��f�f�f� d �����f�f�f	�����sShZ���il����� �h�!�m��f�f�� ��Z���� ��o�
h��Z�
�� �qr	| E�e���S���
	�!��f�Z���f	�������l�h m�!�h��f��ð~� w ûN����!��e���f�Z���ºsShZ�������� ��Z��!����������S�U���Z�� �!��
���ß��hZ��	;���Z��	| �h�!
	| �h��� ��f!��kj{�[��!�q���!="

��j h��Z�]	���!��=û;�������f�Z���e��m��f�f�f� d �����f�f�f	�����sShZ����soh��*��	�	���!e�������e���S�ulZ���Z�~���º	����f!���l��]�� �h�!�m��f�f�� ��Z�����]l d ����Á
�� �	�	|���S��lZ���Z�Ûh��¨	������º	�! d � d !����S�������kû�����h�!Û�e��h��ålAj{��qr	��f��©��=������ ��Ãl d 	|���Zl¨l��~����l������e���Z�������o��!��������Øl���h��
�� �h�!�m��f�f�� ��Z�t���=ûG�� �qrq����Z �hZ�D�kj{���� ��Z�Nq� ��S��! d û�����l������e���Z����lAj �f�o����!e�������� ������o��!��Û���i	������À���N�����W�� �h�!�m��f�f�� ��Z�
ü� �hZ��h��6
E!e���Zl6!� ����U��h�!��kj �f�S�����Z���f� d l�����	;��!���h�!�m������� ��Z�]l���	�!��������� ��3��h�!�	������E" Ï �Z�r	�! d l��������� �� l��r���
��!e�?ü������� ��f!��~l����Û�� �h�!�m��f�f�� ��Z�ilAj£������! d qr�f� d l��g	�������	��fhZ�Û	�! d ���������e��!e���f�Ûl� ��Z��� d �������e���f!��~	| �h�!�	|��!�q�������!��
l���	�! d �� ��f!g�� �!�!���������q����o�������g�=��!e����� d !���������sShZ���~l�h
m�!�h��f��!e�=n� ���� d "

° ��©Z�Wû;�� �qrq����Z �hZ�g�kj{�=�� ��Z�g�phWûZ�����e��h���lAj{��qr	��f��©��=������ ��¬l��������g�f�Z���e��m��f�f�f� d ��	�! d �ph�	���!g�����=������h��
����q�m����u��!� �	¨�k���fm����u���A����h�!���	�	���!��f���� ��������ih�����sShZ��q����o��l�hZ�uÒ����]	�! d �e���Z���ulAj h�����h���!����� �h�!�m��f�f�� ��W" ° �
��òA���=ûp��hº�ohZ��l����À�e��h��UlAj{��qr	��f��©��=������ ��Ãl��g�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d �i���f�f�f	�����sShZ�Eûoq�Ö�q��~������������ �h�!�m��f�f�� ��Z�Ø�� ��S�Û��! d �
	�!� p���Z���=û��f�;�k��hZl�!e���f�g��håq� ��f�Z�

3/4
l��~�� �h�!�l��~!� ��� �!i	; �h�!Ø	|��!�q�������!��uÒ��Íòf�Z���e��m��f�f�f� d l������~l d ������ �	�	;��!

��h��U�e��qrq����o�=" � �=��qrq� ��f�Z�å�����U�e��h���lAj{��qr	��f��©��=������ ��Z�¨�� ��o� d � d  �m������ShZ�º	; �h�!ål����º�� ���©Z
Eh�!e������ ��Z�
���fqr	��f��© d ��l���	����f!�����l����� �h�!�m��f�f�� ��Z�u	���!e���f� d �����=û;!��������f�f�f
E�Z���=û|h������P �!�q����G";�����Z�~���ºl���h��p����q��]	���!�������l��
�Z ���!�� d ��hZl��EûX�Z �hZ�����f�� ��Z���e�Z��!����Z��!UÒ d ��hZl�����!��������e��m��f�f�f� d l������� �h�!�m��f�f�� ��Z�]	; �h�!]l������� ���©Z
Eh�!e������ ��Z�
	��fhZ�u	�!� p���Z����l��������f�����ul������� �h�!�m��f�f�� ��Z��! d �����ul���!� ��� �!�lAj � d �f���� �	�����!��º	; �h�!��� ��f!����tlAj{��h���!������k��������h�!��
	|��h������S�~����� d ����!���!g���ul d ������ �	�	;��q����o�~l������f�Z���e��m��f�f�f� d �="
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�����Z�Û����l���h�������q���	���!������~l������gq d q� ��f!��Eû� ��å����h���! d 	| ��Zl�!���Ò�����l���h��p����q��~sohZ�������� ��º	| E� d �~lZ���Z�
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¡N �h�!���������ûW ��3�� �h������f���rq� pl d �f������!u�������f�Z���e��m��f�f�f� d ��	| �h������o�����rl d ������ �	�	|��!�lZ���Z���������� �h�!�m��f�f�� ��Z�
! d ���f����������lAj£������! d qr�f� d l���	����������i	��fhZ��	�! d ����� d q����S� d �����fhZ��!��������e��m��f�f�f� d lAj h��Z������	�	;���� �h�!�m��f�f�� ��������f!��
���6����!� �h�����q����o�]lZ���Z���������f�f����
��r	�!� p���Z�ºl��r���å	������E"X®g©Z�6l��rl d ����!�qr�f�Z��!]�������� ���
EhZ��h�!���lAj£ ��Zl������=�?Á
!e����� d !���������sohZ����l��
�������f�Z���e��m��f�f�f� d �=ût ��ß��m|���� ��f�ßlAj£��ò|������hZ��!rh��×�Z �q�m�!��
�fqr	; �!��e���o�Ul��¨���fq�h��������� ��Z�
�Sh�q d !���sohZ���="
®È�kj �Z��h�!��¢������hZ���f����h��Z�����fq�h��������� ���l�������	�� d �Z �q����Z�¢	���!ºh��Ü�=������h���� d !� ol�np����qr��sShZ�¢lAj h��â!� ��� �!
�� �qr	��������Z������q�m�����	����u���������e���fm�����	; �h�!�l������=������h�����! d 	 d � d �=" ° �¬��ò|���=û|lAj h��Z��	���!������ºq� pl d �f���e������ ��
l��
�����r�f�Z���e��m��f�f�f� d ��� d ���������f����!e���f��h��Z�
l�������! d �����ú������ ��ß�fqr	; �!��e���o���Ãq�Ö�q��Ã��� h����f�f���ú���S��h��Z�¨q d ���Z pl��
lAj{��lZ��	��e������ ��6l��]qU���f�f����
�� þk§ �Å�������fq���sShWj£���o�o�f!� ��Åz v qr�f�f�f�� ��Z��l��]	; ��f�o��������!e�������S��� d �����e�e���f!�����lZ���Z�
���~�=���Û ��å�kj£ ��¨�Z���� ��Z����l d !���!e���f�ØsohWj h��Z������h�����	������Gÿ�"£�]j{��h���!���	���!��Û�kj h����f�f���e������ ��
lAj h��
����� d qU������qr	| �!����
����	��f�����f������ ��Zl�h��f!e���f�iÒ�l���������qr	Z��l����=������h��;��!� �	U�fqr	| �!��e���S���G"o¡N �h�!Û������qr	����EûSËD��	; �!����EûplZ���Z�À�e�����Z�����
� ��� ��û���q� ol d �f��� d 	���!ih��Z�~���fq�h��������� ���l��f!��������������Ø�f�Z���e��m��f�f�f� d ������l d ������ �	�	����S�glZ���Z�������Ø�� �h�!�m��f�f�� ��Z��l��
���f�f����
��ulAj{�=�o�� ��Z������������qr	�	�!� o�e�Z� d �����Zl�hW" � �������u���fq�h��������� ����]� d �����e���f� d�b ¦ vEv �Z��h�!�����l����=������h��k"
�  �qrq�������m�h��Øl����kj d ��hZl��~������l��g!������Z��!����Z��!Ø�������e��h��UlAj{��qr	��f��©��=������ ��
l����À�f�Z���e��m��f�f�f� d �GûSh��Z�~��	�	�!� o�e�Z�
�f�f� d ���f!���������	| E�����fm����E" ° �¬!����E���Z���Z�Eû|�kj d �� �h�����q����o��l d ©Z�������e���o��h��Å����!� �h�����q����S�u�� �h�!�m��f�f�� ��������f!��ºl���!ÂÁ
!�����!���h��Z�u	������ d �e���S���P �!�����q����o���Z ���	���!e���f���������Ej£�����ÂÁàÒ?Á�l��f!���sohZ������� d �� �h�����q����S���Wj£�������� ��Z���e���S��lZ���Z�
��hZ��h��Z���Àl����Àl��f!��������� ��Z�¿l��Ø�kj£����	������EûEh��Z� d ��hZl��i�� p�=����� þ ���A������	��f��!�� b ÿD�Z���e��!e���f�t	����¿��lZ��	�� d �E"S���Û	��fhZ�=û
�Z �hZ�~����!�!� ��Z��lZ���Z������������	��f��!�� � sShZ��lZ���Z�����º�� ���©Z
Eh�!e������ ��¬�� ��Z����l d ! d �]�����g�f�Z���e��m��f�f�f� d ��!����e�Z��!���� d ���
�� ��o�Ûl�����np	;�~�� ��S���������f�����G" Ï �Z�g!������Z��!����Z��l���q� pl�����
E�� �m���h��º�Wj£�����Ûl� ��Z��	����i��lZ��	�� d ��Ò��Z ���!�� d ��hZl��E"

ËW�gm�h��Àl��������e����	��f��!��g������l��i	�! d �����S����!�����q d ���Z pl��i�Sh�q d !���sohZ��sohZ�Ø�Z �hZ���=�� ��Z��l d ������ �	�	 d ��	| �h�!
�Z �hZ�i	|��!�q�������!��ulAj£��òA������hZ��!ih��Z� d ��hZl���	���!e��q d ��!���sShZ��l����������e��m��f�f�f� d l����i�� �h�!�m��f�f�� ��Z�glAj£������! d qr�f� d l��
	������ulAj � d �f���� �	�����!��E"

� «
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ËW�Øl d ������ �	�	|��q����S�Ûl��Û�����t �h����f��� d � d ! d ���f��� d ��h�!*����m������Øl�h��� pl�� � ¡I® �Û° l d ������ �	�	 d Ò��kj §��~°¿ª ®]"

� ���� pl���	���!e���f��������! d �� �h�������� d sSh������� ��Z��lAj ° h�����!g�f�f� d ��!���� d �������
!���	;��!���©����uÒ]�kj{����l��ulAj h��Z�ul����e��! d �����e�?Á
���� �����	�������������l��u�àno	|� c ������!�Ìo�f��l������� ��S���f�ohZ�] ��������i�  ��Z������ ��Z��l���m������u�� ��o��l�����	; ��fnp�Bþ�q����~lAj£ �!�l�!����
d ����� d � þ ü hZ�esShWj{Ò��kj£ �!�l�!��u¦����¨l��fq����Z���� ��Ãz���� � ÿ¿���Øl���� Ê h��U�� ��e������q����S��l d �����o��! d �="�ËW�~����� d qU�]l��~l����ÂÁ
��! d �����e������ �������qr	; �!����f���������gl����àno	|� ª h���
���Á�Ù�h����e�ºÒrl���h��
	����="Z�����Z�����r�e�������� �� � " b ûZËX�r�P �!�q�h��������� ��
l���� d soh������� ��Z��lAj ° h�����!��f�f� d ��!���� d ����lZ���Z�ih��
!���	|��!������
!� ��e������ ��Ãh������P �!�q��������Ø	�! d �����S� d �Eû�	�h����i ��Ãl����ÂÁ
��h�����l����g�Snp	; ����Z���e���g� d �������ú���f!����~Ò�����q� ol d �f���ú������ �������!�q� �����sohZ��l����g	�� d �Z �q����Z���~	��Sn�����sShZ���G"Z�����Z�
�������������� �� � "{z�û� ��Ã	�! d �����S���u�������� ��Zl��f���� ��Z�~��h��¨�f�fqr�f�������fqr	�� d q����o� d ����lZ���Z�g������ ol��u����!�q� �����sShZ�E"
�����Z�i�������������� �� � " � û�����l�������! d �����ú������ ��Ã	���!ih��Z��q d ���Z ol�� c ������!�Ìo�f�Ãl����e�� ��S���f�ShZ�������i	�! d �����o� d �u���i�kj£ ��
l�������h�����l��g����qr���������U	���������lAj h��Z��É= ��Z� d 	; ���
��im���� d ����h�!¿h�� �%8*9:�!8d6
�G�_�?P �������� ���!� �	|�E"S�����Z�¿���u���������� ��
� " � û;h��Z�]q d ���Z ol��rl��]! d �� ��fh����� ��¬	���!e���f�������rl�h¬��n�������q����f�f� d ���f!���m���� d ����h�!�h��Z��q������Z pl���l���l d �� �q�Á
	| E���f���� ���l���l� �qU���f�Z�������g	�! d �����o� d �E" ° ��©Z�¢���rq d ���Z pl���qr��������h�	; ��f�o�~�����������f��l d �]lZ���Z�������=��l�!��]l��
l���ò;� d !����o���g�=���im���l��fq����Z���� ����Z�����~lZ���Z�i���r�e�������� �� � " � "
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��?A>B?A> ø6WBV¯X"[LM�I�H.K�WrDÝH2]QX�oqWBV.]QMNM�]
�����Z�t������h��f���EûE ��U��h�	�	| E���isShZ�Ø���Ø!���	|��!��i�� �h�!������o�������t	| �!�� d 	���!t�kj{�?���

Oz
���¿sShWj �f�������¿���r!� ��e������ ��

h������  �!�q���Ò�h��Z���p�f���������u����
Eh������f!��
Ω
ý

Ω = (0, 0, ωz)
t

�������
ωz

�� ��Z���e���o�="
ËW��� d soh������� ��Z�glAj ° h�����!�lZ���Z������!���	|��!��u�=j d ��!��f�����o��ý
�� ��f� ~U = (u, v,w)t

��������������h�!g�p�f���������Eû
ρ
����l����Z���f� d û

S
�kj£���S��!� �	����ºý

∂ρ

∂t
+ ~U.▽ρ+ ρ▽.~U = fe1

þ � " b ÿ

ρ
∂~U

∂t
+ ρ~U.▽ ~U + ▽p+ 2ρ(~Ω ∧ ~U) − ρfe + ρ~Ω ∧ (~Ω ∧ ~r) = ~fe2

þ � "{z�ÿ

ρ
∂S

∂t
+ ▽.(ρ~US) = fe3

þ � " � ÿ
�����Z�������=���UlAj h�� d �� �h�����q����o�
��l�����m�������sohZ�Eû��kj d �e���U���Z��!�q� pl�no����qr��sohZ��l�h Ê h���l���l d 	|���Zl�l��Ãl���h��
�E��!�����m����������Z��!�q� pl�np����qr��sShZ������ �qrq��

p
���
ρ
���~������	�!� �	�!�� d � d �~���Z��!�q� pl�no����qr��sohZ����! d ��h��f�����o�ulAj h��Z�

����h�����!����������� ����P ��ZlZ��q����o�e������sohZ���kj£ ��
	;��h��g	�!����Zl�!��u�� �hZ�i���]�  �!�q��
S = S(ρ, p)

"
° � d �� �h�����q����S�u��l�����m�������sohZ��l�� Ê h���l��u	���!Â�k���f�=û��kj£���o��!� �	�����lAj h��Z��	���!�������h���� Ê h���l����e���� ��Z����!����]�e��h��ÀÒ
���¨��!e�=����!�� d �UlAj h��6�e�Z o��ýWlZ���Z��h��Z�r! d 
E�� �� �e���Z�u���Z p�EûA�kj d �� �h�����q����o�]�������������S��!� �	���sohZ�E" � �¿�� �h������������
	���!�������h������¿	�!� G�o�������Z���o��lAj h��Z�Ø! d 
E�� ��� ��r�kj£���o��!� �	����g�����*h������  �!�q��i���¿�� ��Z���e���S����lZ���Z�¿��������qr	Z� þ �Ej£�����t���
�=���t�����kj£ ����� ��Z����l���!��Ø	���!¿������qr	����Øh�� d �� �h�����q����S�À��h�mZ�� �����sShZ����h��� �h�!¿lAj h��r	�!� �©Z�Qÿ�û����� �!��À���]�kj{��mZ�e���Z���
l��g�e�Z o�EûS�kj£���S��!� �	����~!��������ih������  �!�q��~���À�� ��Z���e���S����lZ���Z�À�� �h��À�kj d �� �h�����q����S�="�ËÀj d �� �h�����q����S�i���������� �!��Ûl��f�
�Z �q����S��!� �	���sohZ�E"
�����Z�~���º�� ���©Z
Eh�!e������ ��3l����� ��t�� ��Z����l d ! d � þ �k"£�]�� ��tl��]q� ��S� d ��q� pl d ! d �Gÿ�û|�kj d �� �h�����q����S����h��� �h�!�l��]���
	������r!��������r��h�mZ�� �����sShZ���f�À�Wj n¢�¨l� ��Z�r	�����l��r���Z p�E" § �Å��h�	�	| E����!e�
l� ��Z��	���!u���¨��h��f���UsShZ�����r�e����qr	
	| �!�����h�!��������Z �q����o��!� �	���sShZ�Eû;�Ej£������Òrl��f!���sohZ���kj£���S��!� �	����]l�h���n�������q��u�����g�� ��Z���e���S���]lZ���Z�����u�� ��fh�q��E"
� ���������Snp	; ����Z�������Z �hZ�~	;��!�q�������!e�ºl��u�Z��	������� ��Z����l d !���!~���U��!� ���������q�� d soh������� ���l�h¢��n�������q�� þ � " � ÿg���
���f�Z���Wl����kj{���f� d 
���!="
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ËX�Ã�f�f� d ��!����e������ ��×l���� d soh������� ��Z��lAj ° h�����!]��h�	�	; E�e�r���
l d �� �qr	| E���f���� �� l�h6����������h�!��� ��fh����� �� ���Åh��
������qr	�	; �!�����h�!����ih���������qr	�l���	;��!���h�!�m������� ��WûI�� ��f��ý















~U = ~U0 + ~U ′

ρ = ρ0 + ρ′

p = p0 + a2
0ρ

′

fe = fe0 + f ′e

þ � " � ÿ

�������
fe = (fe1, ~fe2)

t "®�	�!����Ul d ������ �	�	|��q����S�¨���U������h�	�	| E�e���o�UsShZ�Ã���
������qr	�	| �!�����h�!º�������� ��fh����� ������e������ ��������f!���l����
d soh������� ��Z�glAj ° h�����!~lZ���Z������q�Ö�q���!���	|��!����� �h�!������S�=ûI������n�������q���l���ò d !����o�������Dl����p�����S�]ý

∂ρ′

∂t
+ ~U ′.▽ ρ0 + ~U0.▽ ρ′ + ρ′ ▽ .~U0 + ρ0 ▽ .~U ′ = 0

þ � " � ÿ

ρ0
∂~U ′

∂t
+ ρ0

~U ′.▽ ~U0 + ρ0
~U0.▽ ~U ′ + ρ′~U0.▽ ~U0 + ▽(a2

0ρ
′)

+2ρ′(~Ω ∧ ~U0) + 2ρ0(~Ω ∧ ~U ′) − ρ′fe0 − ρf ′e + ρ′~Ω ∧ (~Ω ∧ ~r) = 0
þ � "{¤�ÿ

� ����n�������q��g	|��h��iÖ���!������fqr	��f��© d ���å�� ��Z����l d !e���o�gsohZ�g����������qr	¨	| �!�����h�!������Ø�� ��fh����� ��
���e������ ��������f!���l����
d soh������� ��Z�ÀlAj ° h�����!Û����!���	;��!��Ø�� �h�!������o�=" § �å�����U�� ��Z����l d !e���S������l���h�������q�� d sSh������� ��ºl�hU��n�������q�� � " � ý

~U0.▽ ~U0 = −▽p0

ρ0
− 2(~Ω ∧ ~U0) + ~fe − ~Ω ∧ (~Ω ∧ ~r) þ � " ¦Eÿ

° �Ã�f��ü������e���S�~��������� d 
S���f�f� d lZ���Z� � "{¤� ��� �m��������S���kj d sSh������� ��6ý

ρ0
∂~U ′

∂t
+ ρ0

~U ′.▽ U0 + ρ0
~U0.▽ U ′ − ρ′

ρ0
▽ p0 + ▽(a2

0ρ
′) + 2ρ0(~Ω ∧ ~U ′) = ρ0

~f ′e
þ � " � ÿ

Ç �f��������q����S�=û������� ��Z����l d !e���o�X���¿�e������
���q����S�*l��t����!�����m����
µ′ = ρ′a0

ρ0

 ��� �m��������S�D���¿��n�������q��tlAj d sSh������� ��Z�Ûý
�� ��f�

φ = (u′, v′, w′, µ′)t

∂φ

∂t
+A1

∂φ

∂x
+A2

∂φ

∂y
+A3

∂φ

∂z
+Bφ = f ′e

þ � "{«�ÿ
�������

f ′e
���r�� �h�!�����l��u	;��!���h�!�m������� ��Z������ý

A1 =









u0 0 0 a0

0 u0 0
0 0 u0 0
a0 0 0 u0









A2 =









v0 0 0 0
0 v0 0 a0

0 0 v0 0
0 a0 0 v0









A3 =









w0 0 0 0
0 w0 0 0
0 0 w0 a0

0 0 a0 w0









���

B =











∂u0
∂x

∂u0
∂y − 2ωz

∂u0
∂z

1
ρ0

(∂a0ρo

∂x − 1
a0
∂p0
∂x )

∂v0
∂x + 2ωz

∂v0
∂y

∂v0
∂z

1
ρ0

(∂a0ρo

∂y − 1
a0
∂p0
∂y )

∂w0
∂x

∂w0
∂y

∂w0
∂z

1
ρ0

(∂a0ρo

∂z − 1
a0
∂p0
∂z )

a0
ρ0
∂ρ0
∂z

a0
ρ0
∂ρ0
∂y

a0
ρ0
∂ρ0
∂z − 1

a0
~U0.▽ a0











§ � �k���f�rqU���f�S���������o�º�kj �ono	| ����Z�����Ãl��Ã	;��!���h�!�m������� ��Z�Um���!� ���!� �	;���º�Ej£�����ºÒ¢l��f!��ÃsohZ�¨�kj£ �����h�	�	| E���
sohZ���kj �f� Ê hZ���Z����l����g����!��������� ��Z�~���S��!� �	���sohZ���~������� d 
E�f�f
��=��m����]l��������o�~�����f���ul����g����!��������� ��Z�~l�������qU�������
�� ��fh�qr��sohZ��� § ���rl� ��Z� ∂p0

∂ρ0
= a2

0

"�����	��fhZ�g���]�� ��Xl����i
S��É�	���!Â�k���f���gl� ����Z�
a2

0 = γ p0ρ0
" § ����!�!��f���ul� ��Z�
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a0
▽ a0 = γ−1

ρ0
▽ ρ0

" ° �
!���qU��!�soh����S��sShZ�~����������qr	�	; �!�����h�!������i�� ��fh����� ��Ã���e������ ��������f!��
l���� d soh������� ��Z�glAj ° h�����!=ûI ��
	;��h������fqr	��f��©���!��kj£����	�!��������� ���l�������qU����!�������ðâsoh��Wl����p�����S��ý

B =











∂u0
∂x

∂u0
∂y − 2ωz

∂u0
∂z −∂a0

∂x
∂v0
∂x + 2ωz

∂v0
∂y

∂v0
∂z −∂a0

∂y
∂w0
∂x

∂w0
∂y

∂w0
∂z −∂a0

∂z
a0
ρ0
∂ρ0
∂x

a0
ρ0
∂ρ0
∂y

a0
ρ0
∂ρ0
∂z

(γ−1)
2 ▽ .~U0











�  ��f�
Ω
h��� �h�����!��ål��

R
n û¿���ß���������S�å�� �qr	�����l��
���¢��noq d ��!����Ãl����UqU����!��������

Ai
û*�kj d sSh������� ��âl��
m���Á

������lAj d �Z��!�
E����
E�� �m���������h�!
φ
������ p��� d ��Ò¬�kj d soh������� �� � "{«6�=j d ��!��f�å�=�����Ã���Å�� ��o�����S���� ���l��Ã�� �qrqU������ ��

lAj ° �f�Z�������f� ý
1

2

∂

∂t

∫

Ω
φ2 +

1

2

∫

Ω
φt(B +Bt − ∂iAi)φ+

1

2

∫

∂Ω
φtAiniφ =

∫

Ω
f ′eφ

þ � " b=v ÿ
ËW��	�!���qr����!i����!�q��g!���	�! d �e���S�e���S�g���u�E��!��������� ��
lAj d �Z��!�
E���~lZ���Z�Û������ ��fh�q��

Ω
ûS������!� ���������q��~����!�q��g��� Ê h��

lAj£���Z��!�
E����Ò����g�H!� ��o������!��i���D���Øl���!�������!t����!�q��Ø�kj£���Z��!�
E���Û�  �h�!�������	���!*���~�� �h�!����E"�ËW�Ø������ ��Zl]����!�q��il��Ø���������
d soh������� ��Ã����h��¨����!�q���Ð~���� �����sohZ�rÐ�!���	�! d �����S�e���o�����~m��f����� d �Z��!�
 d ����sohZ��l��~�kj �f�S����!e�������� ��Ãqr�f�f����h�Á� ��Zl��E"
ËW�
��n�������q�� � " b=v �Wj£�����r	����]�  �!�� d q����S�Ul����e���f	��������Âû*���¨���f
E�Z�
l��¨�kj£ �	 d !e������h�!

B + Bt − ∂iAi
�Wj d �e���o�

	�����l d ����!�qr�f� d ûA ��¢�Z�]	;��h���l� ��Z�]	����u������h�!���!��e�º���e��m��f�f�f� d
L2
loc(Ω)

" � ��	|���ZlZ���S�����¢	| E�e���S�
ψ = eαt�������

α ∈ R
�������¿�kj£ ��3��h�	�	; E���rsohZ�r�����e����qr	3	| �!�����h�!������

C1(Ω)
ûW ��3�� ��f��sShZ���kj£ ��6	|��h��uqU�?üÂ �!���!

�kj£ �	 d !e������h�!="�ËX����!� ������ú���Z���ul��������� ��fh����� ����e��!e������ �!��g��hÃ	��fhZ������	| ��Z���S�������f���E"
° ��©Z�WûIlZ���Z���e�]���Z�����Eû Ô ���o��!��fm; �h��2�{« v �Wq� ��S��!����kj£���p���������Z���u�����kj h��������f� d l��u������ ��fh����� ����� �hZ������!��e���f�Z���
�� ��Zl��f���� ��Z�Øl���! d 
Eh�����!��f� d ��h�!¿����l� �qU���f�Z����	����������kûol����À�� ��Zl��f���� ��Z�i��h����f�fqr�f�����Ø��l�qr�������fm������Û���¿	; �h�!�h��
����qr	Z��©Z���k" � ��! d ��h��f�e���Ø������ �m������oh¨lZ���Z�����g�=���ÛlAj h��Z�g�P �!�q�h��������� ��¨l���� d soh������� ��Z�ÛlAj ° h�����!Û�f�f� d ��!���� d ���
lZ���Z��h��U!���	|��!��g�fqrq� �m��f����qU�������Gj{��	�	��f��sShZ�~�e���Z�Û�� ��S��!e���f�S��������hå�=����l�hº!���	;��!��~���U!� ��e������ ��åh������  �!�q��E"
��?A>B?ih ø6WBV¯X"[LM�I�H.K�WrDÓR6I�V¯X�WrDLKAZ�[6]B?

�  ��f�
f ′e

h��Z�r�� �h�!�����l���	|��!���h�!�m������� ��Å	 d !��� pl���sohZ�Eû
f ′e = geiωt

ûA���
φ
���¨�� ��fh����� ��6l�h¬	�!� �m�����q��EûXÒ

�� �h����f�Z���e���o�i©�� d
t0
������������ ��fh����� ��Ã	|��h�������l d �� �qr	; E�e��!����
h��Z�u�� �qr	| E�e���S��������!�q� �����sShZ� ~φh

û��Ej£�����ÂÁ
Ò?Á�l��f!���h��Z���� ��fh����� ��¬	 d !��� ol���sohZ����������qr	Z��l��]���º�  �!�q�� ~φh(t0, x) = eiwt0 ~φ0(x)

ûA����h��Z���� �qr	| E�e���S���
��!e���Z���f�� ��f!�� ~φt �� ��f��ý

∀t0 ∈ R
+, ~φ(t0, .) = ~φh(t0, .) + ~φt(t0, .)� ���� ��������º�=��!e����� d !���������sohZ���ºl��
�kj d �� �h�����q����o�
���������U�� ��Zl��f���� ��Z�¨��h�� �f�fqr�f�����º������ p��� d ���º��h�	�!� �m�����q��

l���ò d !����S���g�=����	;��h������o��l� ��Z�u��h�!��������f!�ý
1 �������� ��Zl��f���� ��Z����h����f�fqr�f�������Z���� ��S��	�������������Érl��������f	������f����� þ 	�� d �Z �q����Z�rlAj£ �mZ���e����������!e��	�	��f��
oÿ
 �h����u	�� d �Z �q����Z��	��onp����sShZ�]�� ��Zl�h��f��ÒUh��Z�]��!� ������e���Z��������qr	; �!����f����l����kj d �Z��!�
E������ p�=�����]l�h���n��ÂÁ
����q��Eû þ 	���!*������qr	����ÛlZ���Z�X���Û�=���Nl����X	�� d �Z �q����Z���tlAj �f�Z���e��m��f�f�f� d �t��mZ�� ��fhZ����ÿ�û����� �!��N������ �qr	| E�e���o���
��!e���Z���f�� ��f!��ul��������� ��fh����� ��Ã!����������Z ��Ã�Sh��f���u���g���]! d �� ��fh����� ��Ã�� �!���sohZ����������qr	Z�i�����Zl
����!����kj �f��©Z���
l�hÃ��np������q�� � "{«r�Z�u����! d l�h��f��	����gÒ]���r! d �� ��fh����� ���lAj h��Ã	�!� �m�����q�������!�q� �����sShZ�E"

1 �������� ��Zl��f���� ��Z�Û��h��r�f�fqr�f�������� ��S�Ø��������Égl��������f	������f�����À���¿�kj d �Z��!�
E���~l�hU��n�������q��i�Z����!� E$���	����¿�� p�=������Á
q����o�g �h���h��Z����!� ������e���Z����©Z���������
����qr	Z� § �
	;��h������f����!��� �qrq��u������qr	������������fq�h��������� ���l������
	�!� �	���
S������ ��ÃlAj h��Z�� ��Zl������¨������qr	
�f�fm�!��~ �hå�������fq�h��������� ��ÃlAj h��Z���f�Z���e��m��f�f�f� d �� ��o���������f���E"������Z�
�����i�=���Gûo�����e ��fh����� ��
��!e���Z���f�� ��f!��������Zl¨����!�� v �� �!���sohZ����������qr	Z�gl����o�����o��
E!e���Zl
���Ø������ ��fh����� ��Ãl�h
��np������q�� � "{«]!����p�����S��Ò]! d �� �hZl�!�������	�!� �m�����q��Uý

{

(iω +A1∂x +A2∂y +A3∂z +B)ψ = g dansΩ
Mφ = 0 surΓ

þ � " bEb ÿ
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§ �
M

�����ih��� �	 d !e������h�!gsSh��W�e��!e�rl d ©Z���f�glZ���Z�i���r�e�������� �����h��f�E���S���E"
ªgd �e �hZl�!��r����	�!� �m�����q���!����o�����o��Òå���Z��!����Z��!����¨�� ��fh����� ��ÅlAj h��¬	�!� �m�����q������¬! d 
E�fq�� d �e��m��f�k" § �Å��	�	|���
������np	;��l��u	�!� �m�����q���h����N<?>IMNOH�pYÅ\�TDL�<�YÅ>I9NFH[WBX\I" � ����np	;��l��u	�!� �m�����q���� d � d ��m; �!�l���!�lZ���Z��l����HÁ
� d !����S��l� �qU���f�Z������ �qrq����kj{� d !� d �������������f� d ���g�kj{� d !� ����� �hZ������sShZ�E"Að d �=�����Z������ðØ ����Z���ÂÁ�ðÛ���Zl������ � b=v û b ¤��
 ��S�u��m| �!�l d ����	�!� �m�����q��]����!�q� �����sShZ�r��	�	��f��soh d ��h�� d soh������� ��Z��l�� c ���fm�!�h��¬Òr�����  ����g	| �h�!gh�� d �� �h�Á
����q����S��	| �!�����h�!gh������  �!�q������~�����e���f�f� d ����l��fq����Z���� ��¬z�"������Z�������=��l�!���l������r! d �� ��fh����� ��¢l��u�kj d soh������� ��
l����� ��Zl����=ûZ�����iq d ���Z ol�����ð ° � þ ðÛ �h��ZlZ��!�n ° ����q����o���������Z ol�ÿØh����f�f�������S�g������������	�	�!� o�e�Z�E"
Ë¿j �f�o� d !�Ö���l�������������q� pl d �f���e������ ��������gsShZ������	�!� �m�����q��]����! d l�h��f�~��	�!����~l�������! d �����e������ ��¬Ò�����! d �� ��fh����� ��
lAj h��
��n�������q��g�f�f� d ���f!��E"�ËX�~�=������h��A����!e��l� ��Z�~
 d � d !e������q����S��	��fhZ�i�� �h�!��=" ° �¨!����E���Z���Z�~����! d �� ��fh����� ��
l�h
��n�������q���	;��h��i�=j{�=� d !���!��� gf�����hZ�������åq d q� ��f!������Ø���S��!e���f�Z��!gh��Z���f�fqr�f�e������ ��Ã��h�!������e���f�f����l�h¨	�!� �m�����q��E"
�����Z�t���i�=��l�!���l��Ø�Z ���!�� d ��hZl��i ��U�Z �hZ�¿���Z��!��e�Z��!� ��Z�ÛÒ����fq�h�����!Àl����t	�� d �Z �q����Z���À�f�Z���e��m������¿�� ��S���������f����Á
q����S�=ûZ����	�!� �m�����q���sShZ�~�kj£ ��Ãl� ��f�g���� �!��Ø! d �� �hZl�!��u�����Øl d ©Z���f!�l����i�� ��Zl��f���� ��Z�~��h��º�f�fqr�f��������hZ������	����fm������
l���	|��!�q�������!������r���fq�h��������� ���l����i	�� d �Z �q����Z��������������qr	��f�fm�!��E"

£iý�� ² ôlò2w�ó:s�ó7ôlò2ñ ulö�û z]ó]ûüóRs�yYñ y�sÝüQôlò2y ðÉ÷Sôlò,�ly
��?ih�?A> ÈÏWrDGULKOH.K�W(DGFSI@[�®ÐMAKAXYK�Hg]�FÏDGWrDÐV.PlýyPQÉ¯RLKAFgFEI�D(H2]QF�?

�����Z�����������U	���!������¨ ��×����m����e�º��h�!]��������!e���E��h��3��ò|������h d �]	���! Ô ���S��!��fm| �h��+�{« v ��"N�����Z���ú�Ã���Z�����º�f�
l d ©Z���f��l������� ��Zl��f���� ��Z�u��h��Ã�f�fqr�f�������Z ���! d�Ê�d �e�������e���o�����u��h�q� =n����¬l����� ��Zl��f���� ��Z��l��u��!e���Z��	���!����Z���rÒ
�kj£ �!�l�!�� b soh��t	|��!�q����������S��h��Z���Z ���Ák!�� Ê ���p�� ��3�� ��e������lZ���Z�������=���ulAj£ ��Zl������Z �!�qU�������=" � ������ ��Zl��f���� ��Z�
�� ��o�gl d ©Z�����������f�Z����ý
�  ��f�





∑

s=1,q

A′
sns





+

= sup





∑

s=1,q

A′
sns, 0





° �




∑

s=1,q

A′
sns





−

= inf





∑

s=1,q

A′
sns, 0





®��� �!���lZ���Z�������=����lAj h�� d �� �h�����q����S�~	; �!�����h�!g���o��!e���S�~ �h��� �!��e���S�=û� ���l d ©Z���f������qU����!������
M

	���!�ý

M = −





∑

s=1,q

A′
sns





−

��?ih�?ih þæoGoLMNKAÉºI�H.K�WrD�U�tÔ[LD6]�ÿlWrDG]wPQoqWrD6�B]ÊUG]èH�T�oq]wÎÏj��¶?
�����Z�������=���Ul��Ã����!�hZ����h�!����U	��fhZ�U�� �qr	����������å���������f
E�����o�º������m; �!�l��ºl�h�l� �qU���f�Z��l��Ã�=������h�� þ 	���!

������qr	����
l����]����!�hZ����h�!����rl��º�� �!��������f� d ��ÿ]�����]�� ��Zl��f���� ��Z�º��h��6�f�fqr�f�����r���¨�� ��S��q� ��o��! d ���r�f�Z��h��U�e���o�����
	| �h�!º	|��!�q�������!�������h�!��¨�� �!��������å���ºl����å! d�Ê ������ ��Z�å	���!e�����f�����º�e ��S�
��	�	���!�hZ���ålZ���Z�å���ÅÉ= ��Z��l����=������h��
��nS���o�i	; �h�!Û��ò|���Øl���	;��!���h�!�m|��!��kj d �� �h�����q����o�=" w �|��l� ��Z�g�k���f�fhºq�������!������U	��������~h��Z��É= ��Z�� ��¨�������f�Z���e�?Á
m��f�f�f� d ������!� ��o����mZ�e �!�m d ���=";�����Z�~�����f�f��� d !e����h�!��]	��fhZ������h�!���q d ���Z pl������� ��S��	�!� �	| E� d ���=";ËW�]����������h�!~	|��h��
����! d � d !���!�Ò �  ��� ����fhZ�Z�{z � �N	; �h�!~h�������	; E� d l��]�����gq d ���Z pl����=";¡D �h�!��Z ���!���	���!��=û��Z �hZ���Z �hZ���e �qrq����
�f�S� d !����e� d �rÒ�l���h��Å�àno	|����l��å�� ��Zl��f���� ��Z�=" Ï �Z�U�� ��Zl��f���� �� l��f���º¡À��Ë þ��l�
9_�+�:6!8*����� ;58d6
�G�_�?P<X�;��G�
9 ÿu���
h��Z�r��h���!����� ��Z�������e���S�uÒU	�!� �
E!��������f����q����o����
E!e���Zl��f!~�����~qU���f�f����� þ �Z �hZ�~h����f�f������!� ��Z������q� �� �%8*9:�!8d6
�G�_�?P ÿ
lZ���Z�W���iÉ= ��Z�¿ ��u���i�� ��fh����� ��]l� ��f�XÖ���!��À����� d �oh d �E" �  �hZ�A	�! d �����o����!� ��Z�X���il���h�������q��¿q d ���Z pl��t	���!W������h��f���E"
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ËW��	�!��f�Z���f	|�ul������� ��Zl��f���� ��Z��¡¿��ËÅ������lAj£ �m��������f!�h��Ã��n�������q��~�����XsohZ�~������ ��fh����� ��Ã� d !���©�������� d soh��?Á

���� ��Z�UlAj ° h�����!U�f�f� d ��!���� d ���å��������	������
�f�fm�!���lZ���Z��h���l� �qU���f�Z�
Ω
l��

R
n ���UsohWj£���f���Ãl d ��!� ������������p	| �Á

�Z���S�������f����q����o�Ã��h�!
R
n \ Ω

" � ��
�����!���l��Ãq d ���Z pl��¢� d � d �f�S��!� pl�h��f����	���!åðØ��!�����
���!¨lZ���Z�º�����=��l�!��
l��u�kj d ��������!� �ÁkqU��
E� d ������q��K� b=� ��"IËW����	�!���qr����!���� d ��hZl����~ ��S�gq� ��o��! d sohZ���kj{��	�	��f���=������ ��¬l��f!���������l������������
������������sohZ����h�� d sSh������� ��Z�~lAj ° h�����!~�f�f� d ��!���� d ������ ��Zl�h����ú���f��ÒUl������f�Z���e��m��f�f�f� d ��lZ���Z������É= ��Z��¡À��Ë þ �Z �Á
�e��qrq����S�~Úgh3� �S� �XsSh��A	| �h�!�	����f����!�Ò�����	�!� �m�����q��uh����f�f������h��
©Z�f��!e��
����oh�q d !���sShZ�Gÿ�"

�����Z�º���Ã�=��l�!���l������¬���fq�h��������� ��â�oh�q d !���sShZ��l���� d soh������� ��Z�¨lAj ° h�����!U�f�f� d ��!���� d ���=ûÀ�����º¡¿��Ë± ��o�
d � dUd ��hZl�� d ����	| �h�!�l�����l�������! d �����ú������ ��Z��l��U��np	;��l���ò d !����Z������©Z�������S� �S� �ÛqU��������hZ������lZ���Z�������=��l�!��ºl��
�  �!�q�h��������� ��Z� d � d q����S����©Z�����uqr�����������{z � ��" § �3���r	�!� �	| E���r�����Àl��r�����]��	�	��f��sShZ��!]lZ���Z�u�����=��l�!��ºlAj h��Z�
l�������! d �����e������ �� c ������!�Ìp�f��l������� ��o���f�ShZ�����Ã�  �!�q�h��������� �������!�q� �����sShZ�E" Ï �Z� d ��hZl���� d � d q���� d ��lZ���Z�gh��
�=��l�!��������e��É�	�!� o�e�Z��	���!gðØ ����Z���ÂÁ�ðØ���Zl������<� b ¤��WqU�����g	; �h�!i����! d �e ��fh����� ���l���� d soh������� ��Z�gl�� c ���fm�!�h��W"

�  ��f�¨�kj d soh������� ��Ül���ò d !����S�������f���¬z���ûÛ�� �!�!�����	; ��ZlZ���o����h�� d soh������� ��Z�ålAj ° h�����!
�f�f� d ��!���� d ���å	; �h�!åh��
������qr	�	; �!�����h�!gh������P �!�q���ý

(iw +A1∂x1 +A2∂x2)
~φ = 0

§ �����Z��!����Z��Ògl d ������ �	�	|��!*h��Z���� ��Zl��f���� ���¡¿��Ë
lZ���Z�N���gl��f!��������� ��
x1
"?¡N �h�!t�������� ���� d 	���!��Û����	�!� �m�����q��

	| �h�!D �m��������f!*h��]��np������q��� ����e����sShZ� d sSh������� ��r����!e�������� p��� d ����h���l d !��f� d ���*���
xi, i ∈ 1, 2

�Ej£�����ÂÁàÒ?Á�l��f!���ý










~φ = ~φ1 + ~φ2

iw ~φ1 +A1
∂~φ
∂x1

= 0

iw ~φ2 +A2
∂~φ
∂x2

= 0

þ � " b z�ÿ

Ë¿j{��	�	��f���=������ ��Ul��Ø¡¿��ËÃlZ���Z�N���~l��f!��������� ��
x1

�� ��Z���������iÒg!e�?üÂ �h�����!ÀÒ�����	�!���qr����!�� d soh������� ���l���ò d !����S�������f���
l�h���n�������q�� � " b z]h��Ã����!�q���lAj{��q� �!�����������q����S�

σx1

ý










~φ = ~φ1 + ~φ2

(iw + σx1)
~φ1 +A1

∂~φ
∂x1

= ~0

iw ~φ2 +A2
∂~φ
∂x2

= ~0

þ � " b=� ÿ

§ ��� d !���©��Û����� d q����S�*sohZ�t�� �!���sohZ�
σx1 = 0

�����Dl���h��u��np������q����XlAj d soh������� ��Z� � " b zg��� � " b=� �� ��o�X��l����o����sShZ���="
����	��fhZ�g������n�������q�������� d soh��f�E�������S�~��hÃ��np������q��rý















~φ = ~φ1 + ~φ2

iω ~φ1 + iω
iω+σx1

A1
∂~φ
∂x1

= ~0

iω ~φ2 +A2
∂~φ
∂x2

= ~0

þ � " b�� ÿ

Ë¿j{��	�	��f���=������ ���lAj h��Z��¡À��Ë¬���å�  �!�q�h��������� ��Ã����!�q� �����sohZ���� ��Z����������l� ��Z�uÒu� ���f!��~������!e���Z�Â�  �!�qU������ ��Ã��h�!
�kj£ �	 d !e������h�!�l���l d !��f� d ��ý

∂

∂x1
−→ α(x1)

∂

∂x1

þ � " b=� ÿ
�������

α(x) = iw
iw+σ(x1)

���usoh��A�fqr	��f��sShZ�����]��!e���Z���P �!�qU������ ����� �qr	��������u��h�!i��������!�����m����
x1

ý

x1 −→ x1 +
i

ω

∫ x1

x0
σ(s)ds

þ � " b ¤�ÿ
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Ú�h�� � ¤[�ilZ���Z�]���º�=��l�!��ål���� d sSh������� ��Z��lAj ° h�����!��f�f� d ��!���� d ���r �h×ð d �=�����Z�t�{z � �ØlZ���Z�����å�=��l�!��å	��fhZ�

 d � d !e���Øl�������n�������q������Snp	;��!�m| ��f��sShZ���GûX ��S��q� ��S��! d sShZ�ºlZ���Z�����U�=����lAj h�� ������qr	 	; �!�����h�!�Ò
�p�f���������
�Z ����Sh��f����������¡¿��Ë 	; �h��E�������S��Ö���!����f�Z���e��m������=" � �����f�Z���e��m��f�f�f� d ����	�	���!e�����������o���� �!���sShZ�������g�p�f������������l��

E!� �h�	|�
���]�������p�f������������l��å	��������¨l����r ��Zl����r�� ��o��l��å�e���Z�] �	�	| E� d �="*�����Z�C� � ¤������C�{z � ��ûN��������h�����h�!��
	�!� �	| E�����S�~lAj{��	�	��f��sShZ��!�h��Z����!e���Z�Â�  �!�qU������ �����	������� �Ák����qr	| �!����f����lZ���Z�g����É= ��Z�u¡¿��Ë×�?©Z��sShZ��lZ���Z�����
��n�������q��ål��º�� p �!�l� ���� d ������ �h������������] ��Zl����r�������o��l����]�p�f�����������]l��U	������e���]����l��å
E!� �h�	;����l��ºq�Ö�q��
���f
E�Z�E"

®g©Z� lAj{���e��h�!���!��������e��m��f�f�f� d l��º���ÃÉ= ��Z�¨¡¿��Ë¿û*Ú�h6	�!� �	| E���U���¨�e������
���q����S��l��å����!�����m����ålZ���Z�����
l� �qU���f�Z���P! d sohZ���S�������Àý

k∗ = k + λx
� ���e������
���q����S��l��r����!�����m�����!����o�����o�]Ò
�?ü� �h�����!

iωλ
Òå���
��!e���Z�Â�P �!�qU������ �� l d ©Z��������� � " b=� �=�����

λ =
kM

1−M2

û� ��
M

�����Ø�����Z �q�m�!��ul��������e�
q� =n�����l����kj d �� �h�����q����o�=" Ç �f��������q����S�g������np������q�� � " bEb l����o�����o�
{

(iω(Id+ λA1) +A1α(x1)∂x1 +A2∂x2 +A3∂x3 +B)~φ = ~g

M~φ = 0

þ � " b ¦Eÿ
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� �Û����l d ©Z���f���� ��×l��
λ
�� ��S�p�����S�rm������ 	| �h�!�h�� d �� �h�����q����S�r�Z ��×h������  �!�q��UqU�����]	���!e���f�������Eû*�f�Ø�����

m|�=��hZ�� �h�	U	��fhZ�Ûl����U���f���gl���l d ����!�qr�f�Z��!Ø���������g�� ��Zl��f���� ��¨lZ���Z�¿�����=��l�!���lAj h�� d �� �h�����q����o�Û�Z ��U	���!e���f�������
���i�������e��m��f�f�f� d l������]É= ��Z��¡À��Ë6�Wj£�����g���� �!��i	��fhZ�g������h�! d �E" � ��������!���qU��!�sShZ���Z �hZ���r��q���� d Ò]���Z��!����Z��!
lAj{��h���!�����q d ���Z pl����gsoh��A�Z �hZ�i	|��!�q�������!e�������S�~lZ���Z�������=����lAj d �� �h�����q����o��	| �!�����h�!��� �qr	���������l��ul d ©Z���f!
h��Z��É= ��Z� d 	; ���
��¢�
�U�=�����E" �  �hZ�º	�! d �e���S����!� ��Z�ÃlZ���Z�¨��� ���������� �� � " � " � h��Z��q d ���Z ol���m���� d �¢��h�!¨���
�
8*97�%8d6
�?� �?P �������� ���!� �	;��l�h
qU���f�f����
��E"

£iýN£ à ÷�÷2}�ô�ûió]ûüu.s�ó]ôlòõ÷�uv} ö�ò2y ûüð�s � ô�w2y 9 ulz7yÉ}���ó7ò w�ó]ñ � ôlòMs�ó7ò
ö�ylý

� ���Z �hZ�*�Wj{�=�� ��Z�t	����=ûE��hZ�� �h�!��tl��Û�Z ���!��Øm��fm��f�� �
E!e��	������i��!� �h�����!À��hZ��h��Z�Ø! d � d !����Z���i��h�!Dh��Z�Øq������Z pl��
c ������!�Ìp�f�6l������� ��o���f�ShZ�¨��	�	��f��sSh d �å��h�� d soh������� ��Z��lAj£��h�����!��f�f� d ��!��������������¬�  �!�q�h��������� ��3����!�q� �����sShZ�EûD�f�
���Å�����������EûA���¢!��������Z�e�Z�EûAh��Å����!��e���f�Z�u�Z �q�m�!�����h�!����������rq d ���Z pl�����	�	��f�f��sSh d �U��h���q�Ö�q���� d soh������� ��Z�
qU�����u�����  �!�q�h��������� ��6����qr	| �!����f���E"A¡N �h�!u����� d ��hZl����ul��r���e��m��f�f�f� d �=û|ðØ��!�������Ìp�À����¡t�f	|��!��Z 3� b�� �Àsoh��* ��o�
d ��hZl�� d ���=�����uh��Z�������f����q d ���Z pl������r���e��m��f�f�f� d lAj d �� �h�����q����S����z��Ñ��� � ��"

�  ��f�
Vi

h�� ���Z����q�m����ålAj£ �h�����!������� ����Z�������GûXl���h��3ÒÃl���h��6l���� üÂ ��f�o���������ÛsShZ� ∪iVi = Ω
" Ï �Z�Uq d Á

���Z pl���l��~l����e��! d �����e������ ��Ãl�����np	;� c ������!�Ìp�f�
l������� ��S���f�oh��� ��Z����������Ò�! d �� �hZl�!���h��
���Z����q�m����ulAj d soh������� ��Z�
l���ò d !����S�������f�����å�� o�=�������º��h�!������

Vi
l� ��S�º�����U�� ��Zl��f���� ��Z�º��h�� �f�fqr�f�����å�� ��S�ºl d ����!�qr�f� d ���åÒ¢	���!����f!ål����

�� ��Zl��f���� ��Z�~l����e��h��g��h�!i�������e ��fh����� ��Z�g���S��!��u������ �h�����!����="Z¡t�fhZ�g	�! d ����� d q����S�=û � �W�kj£ ��
�Z �����ý
1
E =

{

~v/~v ∈
(

Hk+1
m (Ω)

)q}  �� (
Hk+1
m (Ω)

)q l d ���f
E�Z���kj£���Z����q�m�����l������  ��Z������ ��Z�
Hk+1 	���!Ûq� �!ÂÁ���=��h��A"

1
(Vi)0<i≤N

�kj£���Z����q�m�����l����g �h�����!����g�� ����Z��������l����PüÂ ��f�o���gl���h��ÃÒrl���h��
 �� ~φ ∈
(

Hk+1
m (Ω)

)q
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1
S = ∪Si = ∪∂Vi \ ∂Ω

�kj£���Z����q�m�����l�����l������� ��S���f�oh��f� d ��l�� ~φ° �º	; E�ú���S�
A′
i = α(x)iAi

 ��
~α(x) = (α(x), 1, 1)

���
C = iω(Id+λA1)+B

������np������q�� � " b ¦~	;��h��
�=j d ��!��f!�����hÃ�e���Z��l����gl�������!��fm�h����� ��Z��ý
��!� �h�����! ~φ ∈ E

�����DsShZ�rý










C~φ+
∑

s=1,q A
′
s∂xs

~φ = ~g presque partout sur Ω
∑

s=1,q A
′
sns[

~φ] = 0 sur S

M~φ = 0 sur ∂Ω

þ � " b=� ÿ

��?i��?A> ø6WBV¯X"[LM�I�H.K�WrD���I�V¯KAI�H2KAWrDGDG]QMAMA]B?
½å\oYÅL�<�[WBD\ � ` � `PJI`HJ�� ;5�����W;K��>)�*8J�U���ç�
>+4G4����!�%9R; @%>B���7^ �
�B�!�
g�D
�\�UFG�
�ZF�� �%6]���'8*�_�B>?�*8JH�����>)92�W;<F�� �
8*9
�_�
D
>�8*�*�5� ~ψ

���%8��\��g��%gU�2@%>B�v4���>)9 ~φ V ¾ �%8A8J������4��58_�ºô
�!�Z���%8'�!;��*8J�	4��5>?9�;5� �\HAPG�
9��:^ H:6%9
�*8*>?97�ZFG�����_�'8JHAP�9:;��\���!V

�u<�>��¿>IKGFQ:GFH>I9 � ` � `PJ �W;��!��9
g�>?�W;58*�A���ëT[;59��A;58*�A���B���
�_�\�2�
8*9:��>)T��
9 ~φ ∈ E

8J�
�Q@!>�� ∀ψ ∈ E
�

∑

i

∫

Vi
< C~φ+

∑

s=1,q A
′
s∂xs

~φ, ~ψ >Cq +
∫

Si
<
(

∑

s=1,q A
′
sns

)−
[~φ], ~ψ− >Cq

+
∫

∂Ω < M~φ, ~ψ >Cq=
∫

Vi
< ~g, ~ψ >Cq

þ � " b «�ÿ

���t�
� ~n ��;�����9
gU;��\��>)�B�*8d;�� 97�i�%��9%8d;��'8J�2e

∂Vi
V

� <,>Cq
FGH����WP������\�v4�9R�OF�>?�*8~�%67;5��;��_97��FG�

C
q V

� (∑
s=1,q A

′
sns

)− hd97���J4��:6!8*�_T��
g��
�'8 (∑
s=1,q A

′
sns

)+ q gU;58*9��A6]�K;����%�+6%�dH7�I;�>5�éT[;��\�
>)9]�
4�9:��4�97���
e
4�;59
8*�d���i97H7�
�_�W������HAP=;58*�_T����Khd97���d4��76!8*� T��
g��
�'8lei4�;�9%8*�A�
�i9:H7�%� �\���v4������*8*� T��
� q FG� ∑

s=1,q A
′
sns

V
� �%���*8

x ∈ Si
è
ψ+ �%8

ψ− �%����8~FGH_N��B�A�
�i;5� ���
���

ψ+ = lim
ǫ→0

ψ(x+ ǫn)

ψ− = lim ǫ→ 0ψ(x− ǫn)

[ψ] = ψ+ − ψ−

���%8.H7@%>?�_T[;��\�
�'8J�UeU�W;��?V ì5í V

�u<�\oBXçI\��;¡D �h�!�l d q� ��o��!���!�sShZ�����u! d �e ��fh����� ��¨l�h¨	�!� �m�����q�� � " b=� !����o�����o��Òu! d �� �hZl�!�� � " b «��f�|��h����
lAj d ��!��f!��������g!����������� ��Z�g��h��f�E���S�����uý

b "
ker(

∑

s=1,q A
′
sns) ⊂ ker(

(

∑

s=1,q A
′
sns

)−
)

z�"
ker(

∑

s=1,q A
′
sns) ⊂ ker(

(

∑

s=1,q A
′
sns

)+
)

 �����l� ��Z�
∑

s=1,q

A′
sns[

~φ] = 0 sur S ⇒





∑

s=1,q

A′
sns





−

[~φ] = 0 sur S
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���usoh��W���S��!e���f�Z�ºý
∫

Si

<





∑

s=1,q

A′
sns





−

[~φ], ~ψ− >Cq= 0
þ � "{z v ÿ

�� ��Z����	�!����Ø�=�� ��f!Øq�h��f���f	��f� d ���u	�!���qr����!����f�f
E�Z�~l�� � " b=� 	���!Øh��Z�g�P ��Z������ ��
ψ ∈ E

ûo�kj{���� ��f!Ø�f�S� d 
E! d ����h�!
�����

Vi
ûo	�!����i���¨�� �qr	��������]�� ��o��!��fm�h����� ���l����Ø�� ��Zl��f���� ��Z�g��h��º�f�fqr�f�����i���Ønº�=�� ��f!g�?üÂ �h�� du� "{z v  ��Ã��!�!��f���

Ò������  �!�q�h��������� �� � " b «�"
� d q� ��S��!� ��Z��qU���f�S���������S��sohZ�º! d �� �hZl�!��U���º	�!� �m�����q�� � " b «Ã!����p�����S�rÒ�! d �� �hZl�!�� � " b=� " �  �qrq��º���

�  �!�q�h��������� ���������� d !���© d �
	| �h�!��� �h�� ~ψ ∈ E
 �� �e�Z ������f��lZ���Z�rh��×	�!���qr����!r����qr	Z��l���������������h�!�� ~ψ Ò

��h�	�	| �!��g�� �qr	������g��h�!g�����
Vi
���� ��� �m��������o��l��f!���������q����S�~���]	�!���qr����!�� d soh������� ���l�� � " b=� "

�  ������S��l���h��� �h�����!����
Vi

���
Vj

l��
Ω
soh��u���¢��!� �h������o���!þ����6Ò �!þ����E" § ���Z ����

B = Vi ∪ Vj
" ° �

!���	�!��������S�À����l���h�������q��Ø�f�S� d 
E!e�����gl����kj d soh������� �� � " b «�û�����!���qU��!�sSh����o�ÀsShZ�Ø��h�!*���Ûm; �!�l ~ψ+|i = ~ψ−|j
���

~ψ−|i = ~ψ+|j
 �� |i

l d ���f
E�Z�¿���i!�������!��������� ��]l��t���i�P ��Z������ �� ~ψ Òi�kj d � d q����S�*�S���DsohZ�
(

∑

s=1,q A
′
s(−ns)

)−
=

−
(

∑

s=1,q A
′
s(−ns)

)+
)
���������� �qrqU���S�g	; �h�!g��������!�q��u�������� ��S��!��fm�h����� ��Z��l����X���*üi ��Ã �m��������S�]ý

∫

B
<





∑

s=1,q

A′
sns





−

[~φ], ~ψ− >Cq + <





∑

s=1,q

A′
sns





+

[~φ], ~ψ+ >Cq

Ç �f��������q����S�~�����P �!�q�h��������� �� d �e���o��� d !���© d �u	| �h�!i�� �h������  ��Z������ ��
ψ
ûZ ��
	| E��� ~ψ+ = ~ψ− ���g ��Ã �m��������o�

m������Ã���rl���h�������q���!����������� ���l�h���np������q�� � " b=� "
Ë¿j d soh��f���������Z�������S��!���������l���h��å	�!� �m�����q����������gl� ��Z�ul d q� ��o��! d �E"

��?i��?ih ��KAFgÉºV.PlH.KNF%I�H.K�W(D FEoGI�H.K�I@M�]
§ ���� ��Z����l���!���qU���f�S���������o��h��Z����!�������
Eh��������� �� T l��

Ω
�����f���usShZ� T = ∪i=1,Nh

τi
"

�  ��f�
V
k
h =

{

~v ∈ (Hk+1
m (Ω))d+1, ~v|τi ∈ (Pk(τi))

d+1 , i = 1,Nh

}

 ��
Pk(τi)

�����u�kj£����	������Ul������P ��Z������ ��Z��	; ��fnp�Z �qr���������]l��Ul���
E! d Ì��������� �!������f�����rÒ¨�E������h�!��]lZ���Z�
C
" § �

��h�	�	| E����!e�rl���	��fhZ��sShZ� ∀i τi ⊂ Vi
"

ËX�]�  �!�q�h��������� ���� ���fm�����l�h
	�!� �m�����q��������g���� �!���ý
 9R��>)T��
9 ~φh ∈ V

k
h

8J�%�Q@%>B�2�

∫

τi
< C ~φh +

∑

s=1,q A
′
s∂xs

~φh, ~ψh >Cq +
∫

∂τi
<
(

∑

s=1,q A
′
sns

)−
[ ~φh], ~ψh

−
>Cq

+
∫

∂T < M ~φh, ~φh >Cq=
∫

Vi
< ~g, ~ψh >Cq , ∀ ~ψh ∈ V

k
h, ∀τi ∈ T

þ � "{z b ÿ

�  ��f� ~Y ill=1,dl
h��Z��m�������l��~�P ��Z������ ��Z��l��

(Pk(τi))
d+1 "�¡N �h�!gl�������! d ��������!��kj d soh������� ��� ��Ãl d �� �qr	| E��� ~φhlZ���Z�g���������um��������� ��f�uý

∀x ∈ τi,
~φih(x) =

∑

1≤j≤dl
φijh

~Y ij(x)
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§ ����m| �h����f�i©Z��������q����S����h���n�������q����f�f� d ���f!���ý

∀k ∈ {1...dl}
∑

1≤j≤dl φ
ij
h

(

∫

τi
< C ~Yij +

∑

s=1,q A
′
s∂xs

~Yij , ~Yik >Cq +

∫

∂τi
<
(

∑

s=1,q A
′
sns

)−
[ ~Yij], ~Yik

−
>Cq +

∫

∂T < M ~Yij , ~Yik >Cq

)

=
∫

τi
ghYik

þ � "{zEz�ÿ

� ��������l�������! d �����e������ ��¨�Z �hZ�i��q����Z��l� ��Z��Ò�! d �� �hZl�!��~h��¨��np������q��g�f�f� d ���f!���l�hå��np	;�
Ax = b

��������®�h��Z�
qU����!������u�� �qr	��������u�Z ��Ã��npq d ��!���sohZ�u���Ø�¨���gmÃl����i����������h�!����=������l������� �qr	| E�e���S������lZ���Z�

C
"

��?i��?i� !�D6]�ÿlWrD6]�PnoqW(D6�B]#"©�BPQWrX�PlH2V¯KAZ�[6]$"�?
Ï �Z����h���!��uq d ���Z pl���sohZ�������f���u	�! d �����S� d �]lZ���Z�g�������������� �� � "{z�"{z�	; �h�!������ d �ohZ��!������g	;��!���h�!�m������� ��Z�

	|��h���Ö���!��Ul��ºl d ©Z���f!�h��Z��É= ��Z�ºl�� �
8*97�%8d6
�?� �?P ûD�Ej£�����]ÒÃl��f!��rh��Z�UÉ= ��Z�U ��6������qU���f�f�������e��!� ��S��l���	��fhZ�
���×	��fhZ� d ���f! d ���rlZ���Z�����¢l��f!��������� ��ßl��¨	�!��f�p�f� d 
E� d �¨	���!]���
�e����qr	 	; �!�����h�!=" � �Ø�kj£ ��ß�� ��Z����l���!��
sohZ�å���
	|��!���h�!�m������� ����� ��S�������o��	;��h
l����� ���
EhZ��h�!���lAj£ ��Zl����gl���ò d !����o�����g���� �!��i�����Ø�� ���
EhZ��h�!���lAj£ ��Zl���������!� ��o��l��
	��fhZ�t���r	��fhZ�*qU���Zl d ©Z�������¿soh����Zl����f�����¿����	�!� �	���
���!� ��S��lZ���Z�t���������Ø! d 
E�� ���üÂhZ��sohWj{Ò~���isShWj£���f�����*�Z�i�� ������o�
	��fhZ�i! d �� ��fhZ���G"
ËW�u�� �qr	| �!�����q����S��l����iÉ= ��Z����l�� �
8*97�%8d6
�G�_�?P l d 	|���ZlÃl�������q d ���Z pl���l���l����e��! d �����e������ ���h����f�f��� d �������Z �Á
�e��qrq����S�ul��������e� d qU����l�� Ê h����Sh�q d !���sohZ���=" ° �¢l���ò d !����Z�����~©Z�������~	| �h�!�h��Z�]! d �� ��fh����� ��¢����qr	| �!����f���Eû
	���!�������qr	�����lZ���Z�g�����=����l��u����� d qU���~l�� Ê h��Ã�����o��! d �=û������� �q�m��f�������� ��¢l�h �%8*9:�%8d6%�G� �)P l�����qU���f�f�����~���
lAj h��
©Z�f��!e��
���	|��!�q����gl���m������ d �f�fqr�f�Z��!������i	|��!���h�!�m������� ��Z��� ��b ��"
¡N �h�!�qr����h��6����!��Z��!u�kj£��òA����l�h6�e��� d qU�Ãl d �����o��! d 	�! d �e���S� d lZ���Z� � " � ûW ��3�e��	�!� �	; E���UlAj{�������fnp����!��kj �f��Á
Ê hZ���Z���gl��g���u�� �q�m��f�������� ��å�e��� d qU�����Sh�q d !���sohZ���e� �
8*97�%8d6
�G�_�?P lZ���Z�À�����=���ÀlAj h��Z� d sSh������� ��ål��gl���ò|hZ���� ��
b ��" �  �qrq���������	�� d �Z �q����Z����l���	�!� �	���
S������ ��3���¢l��fq����Z���� ��6zº��� � �� ��S��	��fhZ���� �qr	����������usohZ������h��
����l��fq����Z���� �� bUþ soh��X	|��h������S�~Ö���!��u�f�S����!�	�! d � d ��lZ���Z�������=����l��u�� ��Zl��f���� ��Z����h��¨�f�fqr�f�����~®~ð � �� �qrq��
���r�� �q�m��f�������� ���l���l���h��
	�!� �m�����q�����l���l���ò;hZ���� ��Z��l d �� �h�	�� d �úÿØ�����g! d ��h��f�e�����g �m������ohZ�~�����Xl� ��f�����S��Ö���!��
�f�S����!�	�! d � d ����������! d ����!����E" ° �6��òA���=û|�����u�� ��Zl��f���� ��Z��Òå!�����	|��������!���h�!�������qU���f�f����
���� b �ä	| �h�!�!� ��S�]Ö���!��
�� ��Z����l d ! d ������ �qrq���� d �������e���f!����~Ò]����q� ol d �f���ú������ ��Ãq�h��f����l��fq����Z���� ����Z���f���]qU�����i�Z �����h��U�e���S�����G"
Ýº�D�*OPFQCSL�:GFQ>;9�ÞÅBN9D\ÃRS[WBDL�:GFH>I9�@D\�@NF&%�BDKGFH>I9ÜJ ê

§ ���� ��Z����l���!����kj d sSh������� ��3ý
(−iω + c

∂

∂x
)u = δx=x0

þ � "{z � ÿ
�������

c ∈ C
	| �h�!i	|��!�q�������!��u�kj£�������������Z����l��u�� ��fh����� ��Z������	| ��Z���S�������f����q����S����qr	��f��© d ���=" � ������� d sSh������� ��

��l�q����������� ��fh����� ��
u = 1

ce
iω

c
x "�ËD��l�������! d �����e������ �����������òA������h d �u���Ã�� ��Z����l d !e���o�gh��Z��l�������! d �����ú������ ����������	������ul����àno	|�

P1
"�ËW����np������q����f�f� d ���f!��u �m������Sh������i! d �� ��fhÃ	���!�h��Z��q d ���Z pl��ul��f!���������l�����np	;�

LU
"

½å\oYÅL�<�[WBD\ � ` � ` � `HJÞî �58d�5����@%>��IFG;����Z�W�K67;��UgZ�5���+F��_g��
�����A���B���
�Y�W�
�S67����F��*8*�A������FG�������B��9:H*�v�:�5�*���
>�8*� �`�a�+H7���.4��%9�g��%8A8J�
��8.F?�.4�;�9 �!;��*8J�
g��
�'8'�%;��_97���!��9%8*� 9��\��������F?����;58A8J�
�WP���;��'8~�\�2D7��9RFIF�> F=��gU;��_���+V

° � ������sohZ�ºl���
E! d l��r�f�fm|��!�� d ûX �� d �E���fhZ��!e�
h��Z�º��!�!���h�!�l��ºl��������f	������� ��
Ed

���u���Ã	��������
Eφ

���o��!��
���º�� ��fh����� ��¢�������fnp����sohZ�����~������ ��fh����� ��¢l�������!������E" �  ��f�

u(xp)
���
ui(xp)

!�����	|�������f����q����S�����º�� ��fh����� ��¢l��
! d � d !����Z�������N������ ��fh����� ��r �m������ohZ��	���!N���À�=������h������]h���	| ��f�S�

xp
l��¿����l�������! d �����e������ ��Wû������Dl���h���soh����S���f� d �

d �e���S��Ò]��������h�!��glZ���Z�
C
"

Ed = ||u||C − ||ui||C
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Eφ = Arctan

(

Im(UUi)

Re(UUi)

)

 �� ||u||C =< u, u >C�����Z��h���	�!���qr����!g����qr	Z�~ ����� ��Z����l���!��uh����=���~ ��
c ∈ R

�=�����
ω = 2Π

���
c = 1.

§ ���Z �����!e�
λ
���

�� ���
EhZ��h�!�lAj£ ��Zl�����	������������u���
h
���u	�����l���l�������! d �����e������ ��
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���À �!e����
��Gÿ¿���Àl d 	������e��
�� þ �� �h�!�m;����m�����hZ���úÿ*���o��!��
������ ��fh����� ����������fno����sohZ�u���������� ��fh����� ���l�������!������E"
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,.-_/	0 � " �U1 ��Ö�q������� �qrq����o�e���f!�����sShZ��	; �h�! � "{z
"

ËW����©Z
Eh�!���� � " b ��� � " � q� ��o��!����S��������	���!��������]! d ���f�����]l�����! d ��h��f�e������ �m������ohZ��	; �h�!]l���h��6l�������! d ����Á
�e������ ��Z����	��������������]h������  �!�q����]l���ò d !����S�����r�X�kj h��Z�¨���6	�!��������o� λ

h = 14
���]�kj{��h���!�� λ

h = 7
"XËX���]��!�!���h�!��

�� �qrqr����������h�!~�����g	������e���~���~��������qr	��f�f��hZl�����	; �h�!~������l���h���qU���f�f����
������� ��S�~q� ��S��! d ������h�!~�����g©Z
Eh�!����
� "{z¨��� � " � " � h�!u������l���!�������!����=ûA���å�� �h�!�m|��!� �h�
��rq� ��S��!����kj£��!�!���h�!u�� �qrqr��������h�!��kj{��qr	��f�f��hZl��r	| �h�!������
l���
E! d �]l��U�f�fm|��!�� d ���f��h d �]Ò

S��hZ�e�Z� þ

d+ ÿ�l���� d � d q����o���rl�������l�������! d �����e������ ��×�������
�� �h�!�m|�º �!e����
��U���
q�Ö�q���sSh����o���f� d 	; �h�!Û�����Øl���
E! d �Ûl��~�f�fm|��!�� d ���f��h d �ØÒ�l�!� ��f��� þ

d−
ÿÀl���� d � d q����o���=" ° ��©Z�Wû������� �h�!�m;��m�����h

�  ��Z� d l d ©Z����������	������e�g������ p��� d �gÒ þ
d+ ÿt���¿������ �h�!�m|�im�����hU�������f!À����	��������g������ p��� d ��Ò þ d− ÿ�" � ���¿�� �h�!�m|����  ��S�~m������¬��	�	���!e�%$���!��]�����~�e��h��������f��h d ��Ò��kj �f�o����!Â� ���������S��!����e����sShZ� d ����q����S�=" § �¬!���qU��!�sohZ�]sShZ��	��fhZ�

h�����t	|�����f�¿q� ��f�Z�À���i�ú��h��À�����t�fqr	| �!��e���S�="SËX�Ø� ���f�¿sohZ�Ø�kj£��!�!���h�!��� �qrqr���e�g��hr	; ��f�o�ÀlAj£ �!��f
E�f�Z�gl��������� �h�!����
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�� ��f�Ø� d 
S�����f���u������lºfÃÒ]���]	�!� �ü��������� ��Ãl��������� �h�!�������h�!Ø����l�������! d �����e������ ��W" § �
!�����!� �h����u�����Ah��
! d ��h��f�e���
�� ����ShÅl������e��� d qU������ ��e������q����S�]l d �����S��! d �u�Ej£�����ÂÁàÒ?Á�l��f!���h��Z�]��!�!���h�!ul���l��������f	������� ��¬�fqr	; �!��e���o����qU�����
h��Z�r��!�!���h�!ul��]	��������]�k���fm����E" � �������r��!� ����e�e���Z���rl����kj£��!�!���h�!u��h�!����¨l��������f	������� ��Ål�hZ�rÒº�kj{��h�
Eq����S�e������ ��
l������u�e���f�f���~l�hº	����ØlAj£����	�������	|��h��ÛÖ���!����f�S����!�	�! d � d ���� �qrq���h��U©Z�f��!e��
���l�h¨����� d qU���oh�q d !���sShZ����h�!Û�����

E!e���Zl����i�P! d sohZ���Z�����="

Ï �Ã�=������h��D�r���Z��h��f��� d � d ��ò|������h d ���Ã�� ��Z����l d !e���S�~h��Z��l�������! d �����e������ �� λ
h = 14

	; �h�!
0 ≤ x < 10

���
λ
h = 7

���f�Z ��W"�ËX���Ø! d ��h��f�e�������� ��o�Û	�! d �e���S� d �g��h�!Û�����Û©Z
Eh�!���� � " � ��� � "{¤�"�®�h¨q� �q����S�gl�h¨	������ú��
���lAj h��Z�
l�������! d �����e������ ���Ò��kj{��h���!��EûZ ��� �mZ����!����uh��Ã�e��h��gÒ������  �������h�!i�kj{��qr	��f�f��hZl���������h�!i���]	��������E"ZËX�r	�! d �����Z���
l������r�e��h���h�����sShZ��q����o����h�!���������������h�!������e�� o��� d ������h��

d−
�=j£���p	��f��sohZ�rlZ���Z�u���U�=���ul��r�kj d soh������� ��6l��

���ºl���ò;hZ���� ���	���!����]�����Z��h�����sShZ�]l��u	�!� �	���
S������ ��¬l����kj£ ��Zl��E"|ËX�r	�! d �����Z����l�h��e��h����Wj �f� Ê hZ���Z���]	��������
É= ��Z�r��q� ��S��lZ���Z�����]�=����	�! d �e���S���=��!��������=��!e����� d !�����sohZ����l��]�kj d sSh������� ��¬�=��!~�������f
E�Z��l�h�	���!e��q�����!��

cl��u�kj d soh������� �� � "{z � �fqr	; E�e�u���rl��f!��������� ��¢l��u����	�!� �	���
S������ ��W" ° ��!��������Z�e�Z��lZ���Z�����u�=���~l���� d soh������� ��Z�
lAj ° h�����!i�f�f� d ��!���� d ���g���¨l��fq����Z���� ���z]��� � l����Ø!�� Ê ������ ��Z�Ø	; �h�!�!e�������o����	�	���!e�%$���!��u���Ø!���q� ��S����!g�kj d �� �h�����Á
q����S�="
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§ �Ã��l� ��Z�~�e�Z��!���� d h��Z���  ��Z������ ��å	|��!�q������e���S��l���l d ©Z���f!Øh��¨!e��	�	; �!��Ø �	����fqU���W���S��!���l���h��åqU���f�f�����
	| �h�!gsShZ�u�����g�e��h���� þ ���S��!��u����l� �qU���f�Z��l��u�=������h��N���g����É= ��Z��l�� �
8*97�%8d6
�?� �?P ÿ���h�!��kj£��!�!���h�!�lAj{��qr	��f�f��hZl��
���¿�����fh�����h�!t���il d 	������ú��
��gl�����	���!e�������e���S�¿�� �h��¿����	|��!�q������e���S�Ûl��il��������f	|��!t������ ��fh����� ��U��h�!th��Z�gl������e���Z���
qr�f���fqU�����E" �  ��f�

hmin
���u�e���f�f���gl��iqU���f�f���~Ò��kj �f�S� d !�����h�!Øl�������É= ��Z��l����=������h��kû

hmax
�����e���f�f���iqU�?���fqU�����

l����*qU���f�f�����¿���
L
�����e���f�f���il��Û���gÉ= ��Z�il�� �%8*9:�%8d6%�G� �)P "EËX���  ��Z������ ��

f
l� ��������o�¿	; �h�!t�e����sShZ�Û������l������e���Z���

Ò]����qU���f�f���u��h��f�����o���u������l d ©Z���������f�Z���¿ý

f(x) = (hmin)e[ln(hmax
hmin

)]
(x−x0)

L

ËW���~! d ��h��f�e�������� ��o�~	�! d �e���S� d ����h�!~������©Z
Eh�!���� � " ¦U��� � " � "I�����Z�����]�=���
hmin = 1

14

���
hmax = 1

"|ËX�
É= ��Z�]l�� �
8*97�%8d6
�?� �?P �� �qrq����Z�������

x = 10
" � h�!g����	�!���qr����!���©Z
Eh�!��� ���	;��h����� ��f!~sohZ�u���U�� ��fh����� ��������

	�!�����sohZ���� ��e������q����S������� d �Sh d ����h�m| �h��gl��u���f�Zså�� ���
EhZ��h�!��~lAj£ ��Zl����=ûZ���u�Z �q�m�!��]l���	; ��f�o���g�� ��e���DlZ���Z�
����É= ��Z�ºl�� �
8*97�%8d6
�G�_�?P3d �e���S�rl��¨zEz�" � h�!]���Ã©Z
Eh�!�� � " �  �� !���qU��!�sShZ�åsShZ�º������l������� ��S���f�oh��f� d ����h�!]�����
�� �h�!�m|���~ ��o�ul�����	���!�hW"|��j{��h���!���	���!��=û;�������� �h�!�m|����!� �h�
��]���� �!e����
��r������ p��� d ����Ò����ål��������f	������� ��¢�oh�q d Á
!���sohZ� d �� ��fhZ���o������	; ��Z���o�������f����q����S��lZ���Z�����ºÉ= ��Z�rl�� �
8*97�%8d6
�G�_�?P û|�k"£��sohZ�����å�� ��fh����� ��Å����������� d �oh d �rl��
�k���� ������p	| ��Z���S�������f����lZ���Z�g����������É= ��Z�E"
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,.-_/	0 � " ��1 ��Ö�q������� �qrq����S�e���f!�����sohZ��	; �h�! � "{z

° ��l���!�������!��f����h
	; �h�!i�E���f��l���!g����! d ��h��f�e����lZ���Z�������=���� ��
������ ��fh����� �����!� ��f�g����	| ��Z���S�������f����q����S�~ ��
���e�Z ������Nh��Z�����fq�h��������� ��� ��

c = 1 + 0.05i
"|ËW���~! d ��h��f�e�����~�� ��S��	�! d �����S� d ����h�!�������©Z
Eh�!���� � "{«U��� � " b=v "

§ �¢!���qU��!�sShZ����h�!~���º	�!���qr����!��]©Z
Eh�!���sShZ�Eû;�� �qrq��rlZ���Z�~�����=����	�! d � d l����o�=û|���º�e ��fh����� ��¢����������� d �oh d �
lZ���Z�~���rÉ= ��Z��l�� �%8*9:�!8d6
�G�_�?P �������f�Zs
�� ���
EhZ��h�!���lAj£ ��Zl����="|���u	��fhZ�=ûI�������� �h�!�m|���~!���	�! d �����S�e���o���kj£��!�!���h�!
��h�!Û�kj{��qr	��f�f��hZl��~�Z���e������
����S�i	����Û	���!�!e��	�	| �!��i��hå�=����	�! d � d l����S�����Ø����h��;���gl d 	������e��
���sohWj£���S��!e�%$��Z�����
l d !e�[���Z��q����S������q�m����u	��fhZ�i�fqr	| �!��e���S�~lZ���Z�i���ul���!�������!g�=��� d ��hZl�� d "
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l d !e�[���Z��q����S�º���p	| ��Z���S�����������f�Z ��W"*¡*��!������å! d ���f���
l��������� ��fh����� ���l�������!������E"
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,.-_/	0 � " b=vM1 ��Ö�q����¿�� �qrq����o�e���f!����ÛsohZ�i	| �h�! � "{z

ËW���Ã! d ��h��f�e�����
 �m������ShZ�Ã�e ��S�Ã���Z�� �h�!e��
��=���S����lZ���Z�¨�kj£ �	�����sShZ�¬l���q�������!��¬����	���������h��Z�¢É= ��Z�¢l��
�
8*97�%8d6
�?� �?P lZ���Z�������=���~q�h��f����l��fq����Z���� ����Z���k" § �¢	�! d �����S����qU���f�o���������S�u���ºq d ���Z pl���h����f�f��� d ��	; �h�!~
 d Á
� d !���!�l����ÀqU���f�f����
����À�Z ���Á�����!�hZ����h�! d ��q�h��f����l��fq����S���� ����Z�����g��lZ��	�� d �ØÒ�����q� pl d �f���e������ ��º����!�q� �����sShZ�~l����
d soh������� ��Z�glAj ° h�����!��f�f� d ��!���� d ���="
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�����Z�~�������=����z�� ��� � �ãsoh��N�e��!� ��S� d ��hZl�� d �~lZ���Z������������	��f��!��r���g���]������	��f��!�����h��f�E���S�~���ºl d ����!�qr��Á

�������� ��6lAj h��¬qU���f�f����
��U��lZ��	�� d ������h��¬	; ��f�o����� d l������åq� pl d �f���e������ ��W"W�����Z�������u���fq�h��������� ��Z��sohZ���kj£ ��
�� �h������f���r��òA������hZ��!=û|���r������qr	Å	| �!�����h�!��� ��Z����l d ! d �Wj£������	�����h������  �!�q��E" � �*�kj£ ��¬����h���q�������!��r���¬	��������
h��Z��É= ��Z��l�� �
8*97�%8d6
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<,>
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||u||M =
√
< u, u >M =

√

< u,Mu >
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(A2

1, A
2
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 �h
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T1
	���!

���]��!e���Z�Â�  �!�qU������ ��3ý
f : x −→ βx
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Aire(Ti)

�kj{���f!���l�h
��!�������
E���
Ti
û
Aire(T2)

�
βAire(T1)

" � �|�kj£ ��Ã�� ��Z����l���!���qU���f�S����Á
�����S��h��Z��m������ul��~�  ��Z������ ��Z��	| ��fno�Z �qr���������

P1(Ti)
û�������l d !��f� d ��l��u�����Ø�  ��Z������ ��Z�gl���m����������e ��S��ý

∂wi
∂x1

|Tj =
yi+1 − yi+2

2Aire(Tj)

 �����l� ��Z�
∂wi
∂x1

|T1 = β
∂wi
x1

|T2

§ ����l� ��Z��h��Z�u��!e���Z�Â�P �!�qU������ ���l�������q�Ö�q����  �!�q���sShZ�u�kj d sSh������� �� � " b=� �������
αx = β ∈ R
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,.-_/.0 � " b z 1 �oh�q d !� ��e������ ���lZ���Z�g�����=����lAj h��Z��q d ���Z pl�� c ������!�Ìp�f��l������� ��o���f�ShZ�E"
��j h��U	| ��f�S�Øl��i�phZ��qU����!����������kûp������h�!����gl� �qU���f�Z�

(T s)s∈{1,2}
 ��º���Z��!��e�Z�~h��Z�g�� ��fh����� ��

(~φs)s∈{1,2}
û

��������������h�!g	|��h���Ö���!��u� d 	���! d ���Ãl���h��
�� �qr	| E�e���o������ý

~φ(s) =

(

~u
(s)
i

~u
(s)
p

)

 ����kj �f�Zl��������D�k���f��! d � d !����Z���r��h����f�Z�� ����ShZ���uÒU�kj �f�S� d !�����h�!�l�� T s ���~	�� ���f�~! d � d !����Z���r��h����f�Z�� ����ohZ���uÒ�kj �f�S����!Â�k�����å���S��!��������]l���h��¬��!�������
Eh��������� ��Z�="N®X�����º�����u�Z ��e������ ��Z�������uqU����!��������] �m������ShZ���]	; �h�!�������sohZ�
�� �hZ�ÂÁ�l� �qU���f�Z���� ��S�gl��u�����P �!�q���ý

A(1) =

(

A
(1)
ii + Ã

(1)
ii Ã

(1)
ip

Ã
(1)
pi A

(1)
pp + Ã

(1)
pp

)

A(2) =

(

A
(2)
ii + Ã

(2)
ii Ã

(2)
ip

Ã
(2)
pi A

(2)
pp + Ã

(2)
pp

)

ËW���
.̃
�f�Zl���sohZ���S�Ø������qU����!��������i�� ��Z����!�h��f�����iÒu	���!����f!il����À� �������Gûo���Û�����À�f�Zl��������

pp
l d ���f
E�Z���o�Û�����ÛqU����!��������

�� ��Z����!�h��f�����iÒ�	���!����f!il���������!�q����Øl d 	;���ZlZ���o�Ûl����Û�Bî�hZl��Û���f��h d �iÒ��kj �f�S����!Â�k���������S��!�� T1
��� T2

" ° ��©Z�¨��h�!
Ts

 ��º	|��h�� d ��!��f!��
b(s) =

(~b
(s)
i

~b
(s)
p

) ° �å���������S�i�� �qr	�����l��~�����À�Z ��e������ ��Z�Ø����	�!� �m�����q��~
E�� �m����;	|��h��Ø�=j d ��!��f!��
�� �hZ�i�����  �!�q���ý
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





A
(1)
ii + Ã

(1)
ii 0 Ã

(1)
ip

0 A
(2)
ii + Ã

(2)
ii Ã

(2)
ip

Ã
(1)
pi Ã

(2)
pi App + Ãpp













~u
(1)
i

~u
(2)
i

~up






=







~b
(1)
i
~b

(2)
i
~bp







þ � "{z � ÿ

�������
App+ Ãpp = A

(1)
pp + Ã

(1)
pp +A

(2)
pp + Ã

(2)
pp

��� ~(bp) = ~b
(1)
p +~b

(2)
p

§ �¨������l� ��Z��!e��q���� d Òuh��Z�g�P �!�q�h�Á
�������� ��3l�h6	�!� �m�����q�� d soh��f���������o���º��h6�=���ulAj h��Z�ºl�������! d �����e������ �� l��r��np	;� d � d q����o���u©Z�����G" § �Å	�! d �����o���
qU���f�S���������o�u���ºq d ���Z ol�� Ç*° } w Òºl���h����e����qr	Z��h����f�f��� d �]	; �h�!~! d �� �hZl�!��]������n�������q��E" � �������]q d ���Z pl��
���Z ��e��qrq����S� d � d 	�! d �����S� d lZ���Z�����
�=���rl��¨����! d �� ��fh����� ���l���� d sSh������� ��Z��l��
Ú~���fqr�Z ��f��É3� ��� �g���rl��
�kj d �������������f� d �f�f� d ���f!��U�{¤Ez�û�¦�«[��"
��?vÑG?ih jáPlH.R6W�U6]Êøåâ(<ÏC�3�U6]Q[6®ÓÉ©R6I@X�oLF

�����Z�Û���u��h��f���Eûo	| �h�!Ø���f� d 
���!Û�kj d ��!��f��h�!��Eû� ��º�Z��l���ò d !����Z������!e��	��fhZ�Û�����ÀqU����!��������Ø�� ��Z����!�h��f�����iÒ�	���!����f!
l����Ø�k�����������gl����i�� ��fh�q����G"
ËX�~q d ���Z pl��il��Øl d �� �qr	; E���f���� ���l��Øl� �qU���f�Z���ÀÒ~l���h��]q�h��f���f	��f���=������h�!��Ûl��ÛËD��
E!e����
��i�� ��Z����������Ò���!� �h�����!
λ = (λ(1), λ(2))

	; �h�!g������sShZ�������������� ��fh����� ��Z�gl�����	�!� �m�����q������� p�=��h��¬ý
(

A
(s)
ii A

(s)
ip

A
(s)
pi A

(s)
pp +R(s)

)(

~u
(s)
i

~u
(s)
p

)

=

(

~b
(s)
i

~b
(s)
p − λ(s)

)

∀s = 1, 2
þ � "{z � ÿ

�e�������Â�  ��S�~Ò]�kj �f�S����!Â�k���������S��!�� T1
��� T2

�����g�� ��Zl��f���� ��Z��ý
{

λ(1) + λ(2) − (R(1) +R(2))u
(2)
p = 0

λ(1) + λ(1) − (R(1) +R(2))u
(1)
p = 0

þ � "{zE¤�ÿ
ËW���iqU����!��������

Rs
����!� ��S�g��	�	|��� d ���Ø	���!i������h��f���� �	 d !e������h�!��g��h�
Eq����S� d �=" � ������ ��Zl��f���� ��Z��l d ©Z�����������o�����

! d ����l�hÃl�h¨	�!� �m�����q����f�S����!Â�k������soh��|�����Û! d �e ��fhå	���!Øh��Z��q d ���Z pl���l���Ù�!�no�� G�;"�ËW����n�������q�� � "{z � l����o�����o�
	���!g�� ��Zl����Z�e������ ���l����i�E��!�����m��������f�S����!��Z����ý

[

S(s) +R(s)
]

x
(s)
p = cs + λ(s) ∀s ∈ 1, 2

þ � "{z�¦Eÿ
ËW���~qU����!��������

Ss
���~�����g����������h�!��

cs
d �e���o�~!�����	;�������f����q����o�������~�� �qr	�� d q����o���ul�� � ���Sh�!����~������������ ��Zl

q���q�m�!����~�� ��Zl����Z� d ��ý
S(s) = A

(s)
pp −A

(s)
pi A

(s)
ii

−1
A

(s)
ip

cs = ~b(s)p −A
(s)
pi A

(s)
ii

−1 ~b(s)i

þ � "{z � ÿ

° ���� �q�m��f�����S������� d soh������� ��Z����h�� d sSh������� ��Z� � "{zE¤�����	�!� �m�����q�����h��¨�f�S����!Â�k��������l����p�����S��ý
(

Id Id− (R(1) +R(2))
[

S(2) +R(2)
]−1

Id− (R(1) +R(2))
[

S(1) +R(1)
]−1

Id

)

(

λ(1)

λ(2)

)

=

(

(R(1) +R(2))
[

S(2) +R(2)
]−1

c(1)

(R(1) +R(2))
[

S(1) +R(1)
]−1

c(2)

)

þ � "{zE«�ÿ

§ �¨!���qU��!�sShZ��sohZ�~lZ���Z�Ø�����=���Ø ��¨�kj£ �	 d !e������h�!������ d 
S���W��h
�� �qr	�� d q����S�gl�� � �e�Sh�!�l�h
l� �qU���f�Z�~�� ������f�
���r��n�������q�����������!�����m������Å�� ��Zl��f���� ���� d ���u�� ��S����!�
��U����h��Z���f� d !e������ ��W"X¡t�fhZ��
 d � d !e������q����S�=ûDlZ���Z�Z�{¤ b �
�����i��h�����h�!��Øq� ��S��!����o�gsShZ�����;�kj£ ��¨�� ��Z����l���!�� � �� �hZ�ÂÁ�l� �qU���f�Z���Gûo����q d ���Z pl����� ��S����!�
��u��h¨	��fhZ�Ø��� � Á b
�f� d !e������ ��Z�=" ° ��	�!e������sohZ�Eû�	; �h�!N�Z�Û	����*��!� �	���h�
Eq����S����!¿�����Z �q�m�!���l��Û����!�q����tl�������qU����!������ilAj �f�S����!Â�k�����
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��!���hZ���E" � �������Ã��	�	�!� ����fqU������ ����� ��Z���������¨Ò��� ��Z����l d !���!åÒ�����	��������
l�� � ����qU����!������
App

l�h¢l� �qU���f�Z���� ������f��	��fhZ�~���º�� ��Zl����Z�e������ ��¬��h�!gh��Z��	���!�������l��u�kj �f�S����!Â�k������l����~�f�Z�� ����ShZ����l�h¢�� �hZ�
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��?iÖ�?A> ÎÏV.PQFE]QD(H2I�H2KAWrDÐUG[ÐoLV.WBJLMAÜQX�]
®g©Z�¬l����E���f��l���!������~l d ������ �	�	|��q����S������ò|������h d �=û|l��������fq�h��������� ��Z�u�� ��S��! d ���f��� d ����lZ���Z�~�����=����lAj h��

d �� �h�����q����S�º	���!e���f�������������e���f�f� d z���"¿������! d ��h��f�e�����U��� d  �!���sShZ����	;��h������o�ºÖ���!��¨��!� �h�� d �UlZ���Z�U�����e�����fÌ��
�{¤ � �W����Ú�hZ��!�!��2� � z��|	| �h�!�����
�����!���lAj d �� �h�����q����S�=" � ���Ø! d ��h��f�e�����i��� d  �!���sohZ���� ��S� d � d �� ����P!� ��S� d �~Ò]l����
! d ��h��f�e����������	 d !��fq����S�e��h��
 �m������ShZ��	���! Ç !���npq�h����c� �E� �WlZ���Z�Ø���~�=���ilAj h���ü����=" § �Ã���~	���������lZ���Z�Ø�����=���
lAj h�� d �� �h�����q����o�g�f�Z�� �qr	�!��������fm����������kj£ ��Ã�� ��Z����l���!������������e���f�f����q����S��	���!e���f�������Uý

Ux(x, y) =
Uo
2

(1 + tanh(
y

2Θm
))

þ � " �Ev ÿ

Uy(x, y) = 0
þ � " ��b ÿ

Vx

Y
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,.-_/	0 � " b=��1 	�!� �©Z�Dl��������o�f�����e���E"
�����Z���Z ���!���������qr	����

Θm = 0.025
qïû

U0 = 34
qÃ"£� −1 "*���¬�o�f�������e�
l�h��� ��ßlZ���Z����� Ê h���l��������

c = 340
qÃ"£� −1 ";ËX��	�!� �©Z�¿l������º�o�f�������e���e����
����o�������f���������~	�! d �����S� d ��h�!~���U©Z
Eh�!�� � " b=� ";ËX���Z �q�m�!��rl��
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�¢��������h������o��!���l�hÃ�����e���f�f����q����o�=û��Ej£�����ÂÁàÒ?Á�l��f!�����Òr ��Ã����l d ������ �	|��!e�r�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d �����
M = Uo

2c = 0.05
"

§ ���� ��Z����l d !���!e�ih��Z�¿�� �h�!����t	 d !��� ol���sohZ�tl��t	|��!���h�!�m������� ���l��*	�!��������� ���l��*���Û�  �!�q��
h = p(x, y) cos(2πft)�������

p(x, y) = Aoe
σ2

r ((x−x0)2+(y−y0)2))

 ��
(x0, y0)

l� ���� d ��!���	�! d �����S�����o�r���U�����S��!��ål��º���Ã�� �h�!����E" § � �� �qr	���!���!e���������e ��fh����� ��Z���oh�q d !���sShZ���
 �m������ShZ������h��¨! d ��h��f�e��������� d  �!���sohZ���g���Ã�� ��Z����l d !e���o�g�����g����!�����m������i�Z �!�qU���f��� d ����ý

1 fθm

U0

�����P! d sShZ���Z���ul��u������ �h�!����E"
1
αrθm

���]�� ���
EhZ��h�!�lAj£ ��Zl��ul����kj �f�Z���e��m��f�f�f� d "
1
αiθm

�����e��h��
lAj{��qr	��f��©��=������ ���l��u�����������f�Z���e��m��f�f�f� d "
®g©Z� l��U	| �h��� ��f! d �����fhZ��!r������l���ò d !����o�����rsSh����o���f� d �r��h�!������]! d ��h��f�e������ �m������ShZ�=ûtl����]��!e���f����q����S���

�� ��o��� d �������e���f!�����"
Ýå9XLZOQVWK=\�@D\oKr<?RoKGBNO�:=L�:=K

�  ��f�
yci

���i�����S��!���l�h������ú���f�f����q����S�=ûS ���©����Ûh��r	����¿lAj£����	������
∆x

lZ���Z�*����l��f!��������� ��Ul��Ø�kj d �� �h�����q����S�
	�h����Ø ��U�f�o����!�	; ����~���u�e ��fh����� ��å��h�!������oh���
��~l��g	; ��f�o���Ø �m������ShW"�Ë¿j �f�S����!�	| ��������� ��
�f�f� d ���f!��~l��g������ ��fh����� ��
��h�!i�����oh���
���l���	| ��f�S�g�����Ø� ���f���ul�������� ���� ��Ã��h��f�E���S���Uý
�  ��f�

M = (x, yci)
h��º	; ��f�o����	�	���!����������S����h��oh���
��gl��i	| ��f�S���Û���À�� ��f�

T
�kj d � d q����S�Øl��i������!�������
Eh��������� ��

T ��hZsShZ���|����	; ��f�o�
M

��	�	���!��������S�=" § �å�Z ����
(Pk)k=1,3

�����Ø�� �qrq������Øl���������!�������
E�������
Tk

�����Û��!�������
E�����
l� ��S�* ��r�i!���qr	������ d ������ �qrq����

Pk
	���!

M
" � �

V (k)1≤k≤3
l d ���f
E�Z�����i�E������h�!*l��¿�����e ��fh����� ���Ò��f�S����!�	| �����!

���
V (M)

���]�E������h�!gl��������� ��fh����� �����hÃ	; ��f�o�
M

���� �!���ý

V (M) =
1

Aire(T )

∑

k=1,3

V (k)Aire(Tk)

§ �¨���p��!e���f�Û�kj£���S������ �	�	|��l������������~�� �h�!�m;�~���Û�kj£ ��å���ål d l�h��f�Û�����e��h��UlAj{��qr	��f��©��=������ ��
	���!Ûh��Z�gq d ���Z pl��
l��t! d 
E!��������� ������p	| ��Z���S���� ����Z���f���Û��h�!A���i�e ��fh����� ��� �m������ShZ�ÛlZ���Z�A���¿l� �qU���f�Z��l��t�=������h��k" ° ��©Z�����Û�� ���
EhZ��h�!
lAj£ ��Zl���l����kj �f�Z���e��m��f�f�f� d �������=������h�� d ��Òr	���!����f!gl����i	| ��f�S���gl����kj£���o������ �	�	;�E"
ËX�u©Z
Eh�!�� � " b�� �f�f�fhZ����!�������� d �e��	|����l��g����	�!� p� d l�h�!��Eûo������ �h�!�m;�g!� �h�
��gq� ��o��!��g���g! d ��h��f�e���Ø �m������Sh
��	�!����
�f�S����!�	| ��������� ��¨l��i������ ��fh����� ��å��h�!¿���i�oh���
��gl��i	| ��f�S���=ûoËW���¿	| ��f�S���À�Z ��f!��¿q� ��o��!����S�Û�kj£���S������ �	�	|��������!e���f���
l��u���������u�� �h�!�m|�u���i���r�� �h�!�m|������!�����!���	�! d �����o���u����! d ��h��f�e���gl�������! d 
E!��������� ������p	| ��Z���S�������f���E"

,	-_/.0 � " b��Z1ºw �f�fhZ����!e������ ���l�����l���ò d !����o����� d �e��	|����l�����!e���f����q����o��l������e ��fh����� ��Z���Sh�q d !���sohZ���="
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¦ >IBD<?C�\oKr\�:ºY6LZFPOHOHL��I\SK�C�>;9XK?FQ@NRS<�RSK
�����Z�������ul���h��¬	�!� p�������f�Z�������������� ��Z�=û � " � "{z¨��� � " � " � ûX ��Å�� ��Z����l d !���!e�
������q�Ö�q������� �h�!������ul���	|��!ÂÁ

��h�!�m������� ��Z�r�������
σr = 104 ��� f = 34Hz

" �  �hZ��©�����!� ��Z�
(x0, y0) = (1.5, 1.)

"tËW������ ��Zl��f���� ��Z�r��h��
�f�fqr�f����������!� ��o��l����~�� ��Zl��f���� ��Z�ul����Z ���Ák!�� Ê�d �p�� ��Å��h�!g�� �hZ��������m; �!�l���l�h¬l� �qU���f�Z�E"|�~��	��fhZ�=û;������ ��¢�����
�=����l���ò d !����S���gqU���f�f����
���������!� ��o�g�� ��Z����l d ! d ��ý

1âÏ �Ã	�!���qr����!~qU���f�f����
���	| �h�! d �E���fhZ��!g����q d ���Z ol���l�� �
8*97�%8d6
�?� �?P �������� ���!� �	|��l d �����f�� �	�	 d �������k"IËW�
l� �qU���f�Z��l����=������h��D�����

[0; 3.5] × [0. : 2.]
��������l� �qU���f�Z�ul�� �
8*97�%8d6
�?� �?P �����

[3.5; 6] × [0. : 2.]
" � �

qU���f�f����
���sohZ�g�kj£ ��å�Z �qrq���!e��	���!Ø������h��f���~� °�� Ú b �����Ø�� �qr	; E� d l���z �E�E��� ��!�������
E�����=ûp���g!e��	�	| �!��
lAj{�������e ���!� �	����ºl�h3qU���f�f����
�� þ

hminx/hminy
ÿu� d � d ©�� d Ò

3
lZ���Z�����
É= ��Z�Ul��º�=������h��k"D�����Z�����

É= ��Z��l���l d !e�?©Z�Z��q����o������!e��	�	| �!��g��h�
Eq����S����ü hZ��sohWj{��z � "�ËW���Z �q�m�!��ulAj d � d q����S����lZ���Z�i���]É= ��Z�
d 	| ���
�� þ É= ��Z�ul�� �%8*9:�!8d6
�G�_�?P ÿi������l�� �E� z � "

1âÏ �������� ��ZlâqU���f�f����
��¢	; �h�! d �E���fhZ��!
���3q d ���Z ol��¬¡¿��ËÑ����	��f�����f� d �¬lZ���Z�¨���×���������� �� � "{z�"{z�"iËW�
l� �qU���f�Z��l����=������h��D�����

[0; 3.5] × [0. : 2.]
��������l� �qU���f�Z�ul�� �
8*97�%8d6
�?� �?P �����

[3.5; 4] × [0. : 2.]
" � �

qU���f�f����
���sohZ�g�kj£ ��å�Z �qrq���!e��	���!Ø������h��f���~� °�� Ú~z������Ø�� �qr	; E� d l�� b « � ¤E«���!�������
E�����=ûp���g!e��	�	| �!��
lAj{�������e ���!� �	����ºl�h3qU���f�f����
�� þ

hminx/hminy
ÿu� d � d ©�� d Ò

3
lZ���Z�����
É= ��Z�Ul��º�=������h��k"D�����Z�����

¡À��Ë6�����Z �q�m�!���lAj d ����q����o����������l���z vE�E� "
��?iÖ�?ih CED(HgPQVMLlH.F�U6]ÊMAI�X�PlH.R6W�U6]�R6I�V¯X�WrDLKAZ�[6]B?

�����Z������������	���!������� ������� �h��fh��� �qr	���!���!����~! d ��h��f�e����lAj h��Z�����fq�h��������� ��Ã�oh�q d !���sShZ����ò|������h d �u�=�����
h����� ��f����h�!i����!�q� �����sohZ��Ò������fh��X������hÃl�h��=������h��D�=������h����� ��f����h�!g����qr	; �!����X��h�!ih��Ãq�Ö�q���qU���f�f����
��E"

Ï �Z��	�!���qr����!��]l����U��h��f� d ��������	�	���!�hZ���� �!��gl������U���fq�h��������� ����=��!g���u�� �qr	| �!�����q����S��l������U�� ��fh����� ��
lZ���Z�i����É= ��Z��l�� �
8*97�%8d6
�?� �?P l���òA��!��������� ��¨�kj h����f�f���e������ ���l����kj h��Ã �h
�kj{��h���!���l����g�� ��f����h�!��=" ° �Ã��òA���ilZ���Z�
�����=���t����!�q� �����sohZ�Eû����u�� ��Zl��f���� ��º��h�!t����q d ��!���sohZ�� �m������ohZ�glZ���Z�¿�����e�������� �� � " � " � " v 	|��!�q����¿h��Z�im| ����Z�
l��������f	������� ���l��¨���¬�� ��fh����� ������r	|��hßl��
! d�Ê ������ ��Z�UlZ���Z�r����É= ��Z�Ãl����=������h��k" ° �ß!����E���Z���Z�
�� �!��ºl��¨���
���fq�h��������� �������qr	| �!����f���u���u�� �qr	| �!�����q����S��l��������� ��fh����� ����� �!���l����kj£���S��! d �]lZ���Z������É= ��Z��l�� �
8*97�%8d6
�?� �?P
��� ���f����	�	���!e���f��!��ul����  �!������Ø! d�Ê ���p�� ��Z�glZ���Z�Ø����É= ��Z��l����=������h��k" Ï �Z���� �qr	���!e������ ���l����il���h��å�e ��fh����� ��Z�
�Wj{���E���f�gl� ��Z��	��fhZ��l��������Z�="

¡N �h�!�	;��!�q�������!���qU���f
E! d �������Uh��Z�]�� �qr	���!e������ ������o��!��]������l���h��Ãq d �Z pl�������������!�q��]l�������qr	Z�~l��
�=������h��W����l����� gf��iq d q� ��f!��u ����]���Z ������Xl����� �qr	���!���!���������qr	Z��l����=������h��W���i����q d q� ��f!����p�f����h����f�f��� d �
���S��!���h��6�=������h��¿����!�q� �����sohZ�����uh��Å�=������h��¿����qr	| �!����À��òA������h d ü hZ�esShWj{Ò¨���rsohZ�����åÉ= ��Z��l�� �
8*97�%8d6
�?� �?P
	�!� =�� psohZ�gl����t! d�Ê ������ ��Z�À	���!e�����f�����ÀlZ���Z�¿���~É= ��Z���=������h��k"�ËW�����=������h����� ��o� d � d ��òA������h d �À����	���!e���f����������h�!
� 	�!� o�������e��h�!��="o�����Z�Û���~�=���Ûl����Û�=������h����Ø����qr	| �!����;�����Z �q�m�!���lAj �f� d !e������ ��Z�g� d � d ©�� d Ò ���SvEvEv ûp�Z �q�m�!��
lAj �f� d !e������ ��Z��� d �������e���f!����¿	| �h�!¿sohZ�i����	|��!���h�!�m������� ��å���������f
E�Z�����~É= ��Z� d 	; ���
��E"SËW�i�e��m����=��h � " b=� ! d ��h�q��
�����r! d ��h��f�e�����U �m������ShZ�="¿ËX�Ã�=������h��i����qr	; �!����~� d � d ��ò|������h d ��� h����f�f���ú���S�Ul���h��×q d ���Z ol�����ý*�kj h��Z�
���
���� p��ÌE���S�¿�����ÀqU����!��������

Ai
ûE�kj{��h���!������������À!����=������h������S�iÒ�������sohZ���f� d !e������ ��W"SËD��	�!���qr����!���q d ���Z pl�� d �e���o�

	��fhZ�i!e��	���l���sShZ������������ ��Zl��uqU������� d ���������f�e���o��	��fhZ�gl������� o�eÌ���
���q d q� ��f!��E"
ËW���g! d ��h��f�e�����gq� ��o��!����S��sShZ�u����
S���f�����Ã����!�q���l�������qr	Z�~l��u�=������h��N��	�	| �!�� d 	���!����rq d ���Z ol�������!�q� �Á
����sohZ����������!����À�fqr	| �!��e���S� þ l��g�kj£ �!�l�!���l�� �Ev ÿ�" ° �U!����E���Z���Z�~���g�� gf��Ø���º����!�q��~l���q d q� ��f!��~�p�f���g�������fh��
	��fhZ�i�fqr	| �!��e���S�=ûZl����kj£ �!�l�!���l���¦��  ����Ø	���!i!e��	�	| �!��gÒ]���]q d ���Z ol��u�=�����u���� p��ÌE��
���l������]qU����!������E" � �������
q d ���Z pl���������l� ��Z�~��	�	| �	�!�� d �~Ò�l���� d ��hZl����Û	���!e��q d ��!���sohZ���=ûo���º!��������Z�e�Z�g���u�e���f�f����l����À	�!� �m�����q����Ø����!e�
�f�fqr�f� d ��	���!��kj£����	�������q d q� ��f!��u� d �������ú���f!��E"



§©-IH©-KJI³?µf¼P·p³p»P¼*$+#6·�¶gµQ³�¹S/G» ' $o·�¶�·p³[#Z¸�µP¶�(�³�¸�·\d &�#s/!(!$G&�µP¶�¹¨¶7#;»\)W³?¾ú³?µfµP½�µP¶%- ¤E«
� d ���Z pl�� Ú���!�q� �����sShZ� ����qr	| �!����f�����=�����u���� p��ÌE��
��ul����

Ai
����qr	| �!����f���

����qr	Z� � ¡ Ï
206 s 9500 s 56000 s� d q� ��f!��u�o�f���

2678 Mb 319 Mb 248 Mb

,.- /.0 � " b=��1��  �qr	���!e������ ��ål����À����qr	Z� � ¡ Ï ���Àl��i����q d q� ��f!��g�o�f����h����f�f��� d �À	| �h�!¿���iq�Ö�q��~�=������h��;�=�����
l���ò d !����S���~�� ��f����h�!��="

��?iÖ�?i� ÈÏWrX�oGI�V.I@KAFEWrDÓ]QD(H2V.]wÎÏjN� ]lHæU6PnV¯I�Õ«D6]QX�]QD(H~UG]ÊX I@KNMAM�I��B]
®g©Z�
l��g� d !���©���!Ø���������f��l��f� d l����Øl���h��å�� ��Zl��f���� ��Z����h��U�f�fqr�f�����il d ������ �	�	 d ���Ø�����kûp ��
����òA������h d l���h��

�=������h����¨ýX�kj h�� �������åh��Z�ºÉ= ��Z�º¡À��ËÜ��� h����f�f���e���S������qU���f�f����
��¨� °�� Ú�z����]�kj{��h���!��
�������ºh��Z�UÉ= ��Z�ål��
�
8*97�%8d6
�?� �?P ���¬h����f�f���ú���S�u����qU���f�f����
���� °�� Ú b "A¡D �h�!����åÉ= ��Z��¡¿��Ë ���r�� o�
�U�������o��lAj{��mZ�� �!�m����� ��

σ(x1)������l d ©Z���D	���!uý
σ(x1) = C0

|x− x0|2
|D|2®D�����

D
������ ���
EhZ��h�!�l��~����É= ��Z��¡¿��Ë¬lZ���Z�Ø���]l��f!��������� ����?����������l����kj d �� �h�����q����o�=û

C0 = 40
"�ËX����������h�!

l��å���������º�� ��Z���e���o���å� d � dUd �E���fh d �å��qr	��f!���sShZ��q����o�="tËW���u©Z
Eh�!���� � " b ¤���� � " b ¦Ãq� ��S��!����o�r�kj{��qr	��f��©��=�?Á
���� ��3��	������������Ul������
�o�f�������e�U�?�p�������º����l������
�o�f�������e�r�Z �!�qU�����U�� �h������]l���h��¬�Z �!�qU���f��� d ����	���! U0

2

" � ���
©Z
Eh�!�����q� ��S��!����S�~������! d ��h��f�e������lZ���Z�g����É= ��Z��l��u�=������h��N����lZ���Z�g����É= ��Z��¡¿��Ë¿"IËX���f�f
E�Z�u!� �h�
��u©Z
Eh�!��
���ål d qU��!��=������ ��6���S��!���������l���h���É= ��Z���="|�����Z�~���ºÉ= ��Z��¡¿��Ë×���º�e ��fh����� ��Å��������!������p�f��������� d �Sh d �����~���
�P! d sShZ���Z���å��	������������ål����kj£ ��Zl��å����q�m����¨l���	��fhZ�]��� 	��fhZ���� �h�!����¨Ò
q�����h�!��åsohZ���kj£ ��×����!e��	�	�!� p���Z�ål�h
m| �!�l þ �� ��f! � " � " � "{z�ÿ�" § �
!���qU��!�sShZ�u��hZ�����|sohZ�����]�� ��fh����� ��Wû��� �!���sohWj£���f���u���������f�S������m| �!�l¨l�hÃl� �qU���f�Z��l��
�=������h��kûp�Wj£�����Û	������oh��f����������! d ��l����À	|��!���h�!�m������� ��Z�ilZ���Z�Û���uÉ= ��Z�~¡¿��Ë¿" w �;����q�m��������å!��������Z�e�Z��sShZ�~�����
	�� d �Z �q����Z�����Z�u�=��hZ�����S�g	����� �hÃ	|��hÃl���! d�Ê ���p�� ���lZ���Z�i����É= ��Z��l��u�=������h��k"

,.- /.0 � " b ¤ 1ºw �� o�� ��o�� �h�!��gl��������� �qr	| E�e���S��� 2Ux

U0

l��������� ��fh����� ��W"�ËX���f�f
E�Z��!� �h�
��u���f��hZ������l d m�h��gl������
É= ��Z�u¡¿��Ë¿"

ËX�
©Z
Eh�!�� � " b=� q� ��S��!������������� p�� ��S�� �h�!��]l����kj d �� ��fh����� ��3��	������������Ul���	�!����e���� ��W" § �6!���qU��!�sohZ�UsohZ�
�����Û! d�Ê ���p�� ��Z�Û�� �!���sohZ�������� ��fh����� ��Ã��	�	�!� p���Z�����gm| �!�lºl�������É= ��Z��¡¿��Ë¢�� ��S�Ûh��å	;��hº	��fhZ���fqr	| �!��e���S�����G"
}X �h������  ����*�f�p� ��h��N�������f!t�� �qr	����Øl����kj£��òA���*lAj d ���Z���f���ilºf�Ò����g!���	�! d �����o�e������ ��UlAj h��Z�Ø�� ��fh����� �����h�
Eq����S�e���S�
����	; ��Z���o�������f����q����S�Ø���U����	������E" ° �º��ò|���t�����t���e =�E������h�!��À ��S� d � d ���Z �������������h�!t�����t©Z
Eh�!����t	| �h�!¿	|��!�q�������!��
l��~�� o�=���f���e��!Û���]�� �h�!�����l����Ø	|��!���h�!�m������� ��Z���Ej£�����ÂÁàÒ?Á�l��f!���sohZ�g����	��fhZ�Ø	|�����f���~���� ������Û�f��� ��!�����h�!��uÒ��kj{��qr	��f��Á
��hZl���l��u���r�� �h�!����ul���	|��!���h�!�m������� ��W" § !��Ej£�����g�������������� G��������h�!~sSh��D����q�m����u���f
E����©���!�l�����	�!� �m�����q�����l��
! d�Ê ������ ��Z�g���S��!������]É= ��Z�u¡¿��Ë6���i����É= ��Z��l����=������h��k"
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,.- /.0 � " b ¦ 1ºw �� o�� ��o�� �h�!��gl������r�� �qr	| E�e���o��� 2Uy

U0

l��������� ��fh����� ��W"ZËD���f�f
E�Z��!� �h�
��u���f��hZ������l d m�h��gl������
É= ��Z�u¡¿��Ë¿"

,.- /.0 � " b=�M1�w �� o�� ��o�� �h�!��¿l��Ø���~	�!��������� ��ºl��Ø������ ��fh����� ��UlZ���Z�t���i�=���¿l��Ø�kj h����f�f���ú������ ��UlAj h��Z�iÉ= ��Z� d 	| ���
��
¡¿��Ë¿"

� �������i���fq�h��������� ��å����hZ������	|��!�qr���tl��Ø�����f��l���!t�kj h����f�f���ú������ ��Ul����¿�� ��Zl��f���� ��Z�À��h����f�fqr�f�����¿l��Ø�Z ���Ák! d�Ê ������ ��
	| �h�!i�kj d ������	�	|��q����S��l����g ��Zl����g���� �hZ������sohZ���=" ° �Ã��òA���i������ �h�!�����l���	;��!���h�!�m������� ����f�S��!� pl�h��f���������W��! d �
l����U ��Zl����¨���� �hZ������sohZ���Usoh��g���
	�!� �	���
����o�¨	���!��� �h��ºlZ���Z�����ÅÉ= ��Z��l��Ã�=������h��k"������U�� ��Zl��f���� ��Z�¨¡¿��Ë
�Wj d �e���S����	�	��f��sSh d ����sShZ��lZ���Z�����������Z��l��u	�!� �	���
S������ ���l����i�f�Z���e��m��f�f�f� d �g�onpl�!� pl�no����qr��sohZ���=û������g�� ��Zl���Á
���� ��Z����h����f�fqr�f������l��]�Z ���Ák!�� Ê�d �p�� ��Z���e��q�m������S���
�U�=��������	; �h�!~	;��!�q�������!��]���å�� �!������]l����� ��Zl����u���� �hZ�ÂÁ
����sohZ����l�h�l� �qU���f�Z�ul��u�=������h��k"
ËW���]©Z
Eh�!���� � " b «¢��� � "{z v q� ��o��!����S���������� �qr	| E�e���o������l��¨�o�f�����e������l��¨���¢�� ��fh����� ��ßlZ���Z�����
�=���rl�h

�=������h�����h�!u���rqU���f�f����
��å� °�� Ú�z�"WËW�ºl d m�h���l��r���ÃÉ= ��Z��l�� �%8*9:�!8d6
�G�_�?P ������©Z
Eh�! d 	���!u���
�f�f
E�Z��!� �h�
��E"
ËX�º	�! d �����Z���rl��]���ºÉ= ��Z��l�� �%8*9:�!8d6
�G�_�?P �Z�]�e��q�m�����	��������� ��f!ulAj �fqr	������u��h�!�������l���h��¢sSh����o���f� d ��lZ���Z�
����É= ��Z�~l����=������h��k"�ËX�]��!� ������e���Z���~l����Ø�f�Z���e��m��f�f�f� d �i����q�m������� ��S���f�ShZ��!�lZ���Z�Ø�����Û	�!���qr����!����ØqU���f�f�����il������
É= ��Z� d 	| ���
��iqU�����À����	�� d �Z �q����Z�g�����¿�o�f��������� d �Sh d ���Z��h��f������ �!���sohZ�i�����À�� ���
EhZ��h�!���lAj£ ��Zl������� ��S��q� ��f�Z�
! d �� ��fhZ���="

ËX��©Z
Eh�!�� � "{z b q� ��o��!��������g���� p�� ��S�� �h�!���l����kj d �� ��fh����� ��¬��	�������������l���	�!��������� ��W" § ��	;��h����Z �����!~sohZ�
�kj �f� Ê hZ���Z����l�������É= ��Z��l�� �
8*97�%8d6
�?� �?P ��h�!����U�� ��fh����� ��¢����q�m�������!������k���fm����uq�Ö�q������X���U��npq d ��!����]�?���������
l�h¬q� pl��rlAj �f�Z���e��m��f�f�f� d �u�Z������q�m����r	�����	�! d ����!�� d ��	| �h�!����¨l���!�������!��r�� ���
EhZ��h�!ulAj£ ��Zl��U�=�����o�u���åÉ= ��Z�
l�� �%8*9:�%8d6%�G� �)P "
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,.- /.0 � " b « 1ºw �� o�� ��o�� �h�!��gl��������� �qr	| E�e���S��� 2Ux

U0

l��������� ��fh����� ��W"�ËX���f�f
E�Z��!� �h�
��u���f��hZ������l d m�h��gl������
É= ��Z�ul�� �%8*9:�!8d6
�G�_�?P "

,.- /.0 � "{z v�1ºw �� o�� ��o�� �h�!��gl������r�� �qr	| E�e���o��� 2Uy

U0

l������r�� ��fh����� ��W"�ËX�]�f�f
E�Z��!� �h�
��u���f��hZ�u����l d m�h��gl������
É= ��Z�ul�� �%8*9:�!8d6
�G�_�?P "

,.- /.0 � "{z b	1]w �� p�� ��S�� �h�!���l��i������ �qr	| E�e���S����l��i	�!��������� ��Ul��������� ��fh����� ��W"SËX���f�f
E�Z��!� �h�
������f��hZ������l d m�h��
l������]É= ��Z�ul�� �
8*97�%8d6
�G�_�?P "
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®g©Z��l��Ø	; �h��� ��f!¿l d ��!��f!��gl��Û� ���� ��r	��fhZ�*	�! d ���������kj �f� Ê hZ���Z����l����tÉ= ��Z���tl�� �
8*97�%8d6
�?� �?P ��h�!t�kj d �� ��fh����� ��
��	������������rl������¨�� ��fh����� ��¬�oh�q d !���sShZ�U �� d �����fhZ�]�����e��h��¬lAj{��qr	��f��©��=������ ��6q� =n����Ål����kj �f�Z���e��m��f�f�f� d ���u�e�
�� ���
EhZ��h�!�lAj£ ��Zl��u	| �h�!g���r	�!����e���� �����h�q� =n����¢l����g �h����f���~l d ��!��f����lZ���Z���������������� �� � " � " b "�ËW���Sh���
��]l��
	| ��f�S������ ��Z����l d ! d ������l d ©Z���i��h�!�����l�!� ��f���

y = 1
������h�!����ºl� �qU���f�Z�

x ∈ [1.5; 3.5]
"¿ËW�º�e��h��3lAj{��q�Á

	��f��©��=������ ������r������ ���
EhZ��h�!UlAj£ ��Zl��Ãq� =n������Z��l��¨�kj �f�Z���e��m��f�f�f� d �� ��S�r	�! d �e���S� d �UlZ���Z�����¨�e��m����=��h � "{z � "
ËW����! d ��h��f�e�����u �m������ShZ�]�� ��o�����3������ �!�l6�=�����������u �mZ����!��E������ ��Z���k���f�����ulZ���Z�����
���������� �� � " � " � " v ��h�!u�����
���e� d qU���il���l�������! d �����ú������ ��åh����f�f��� d �=ûp���� �!��ØsohZ���kj£��!�!���h�!il���	���������������	�!�����sohZ���Sh��f���Eû����ºq� Gn������Z�Eû��kj£��!ÂÁ
!���h�!ul���l��������f	������� ��¬������	��fhZ���fqr	| �!��e���S��� þ l���ò d !����Z���rl��

7%
���o��!������å�� ��fh����� ��¬��� d  �!���sShZ�r�������]�e��h��

lAj{��qr	��f��©��=������ �����!� �h�� d 	���!������=������h��X��h�!�� °�� Ú b ÿ�"

ËX� l���ò d !����Z���¢���S��!��������¨l���h����=������h����¨��h�!º�����e��h���lAj{��qr	��f��©��=������ ���	|��h��¨Ö���!�������	��f��sSh d ���~�kj£ ��
!���
S��!�l��º���¨©Z
Eh�!�� � "{zEz�ûW!���	�! d �����o�e���S�r�kj{��qr	��f��©��=������ �� ��	������������ål������
	�!����e���� ��WûW	���!]���Ul���!�������!]	; ��f�o�
��!� �h�� d lZ���Z�Ø���~�=���il�h¨�=������h��X�=������h��Z�~É= ��Z� d 	| ���
���l��~��np	;��¡¿��Ë¿" ° �
��òA���Û�f�W��	�	���!e���f��sohZ�g���~�e��h��
lAj{��qr	��f��©��=������ ��������Ø��!����Ø� d 
���!���q����o������� d �Sh d �=�����o�i���]É= ��Z��¡¿��ËÀ"��]j{��h���!���	���!��i���������~©Z
Eh�!���	|��!�q����
l����� ��f!�sohZ���������� ��fh����� ��Z�glZ���Z��������l���h��
�=���g�� ��o�g��������É�	�!� p���Z���="
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,.- /.0 � "{zEz 13� �� ��fh����� �����	������������
l��¨�kj{��qr	��f�f��hZl���l��¨�kj �f�Z���e��m��f�f�fm��f�f�f� d 	| �h�!�l���ò d !����S���U�=������h����G"t	; ��f�o�
!� �h�
���ý�¡¿��Ë¿ûZ�=��!�! d �g�Z ��f!�ý �
8*97�%8d6
�?� �?P "

� ������h�� −αiθm αrθm}Ø� d  �!���sohZ�
0.84

v " ���
� °�� Ú b

0.79 0.34� °�� Ú�z
0.77 0.34

,.- /.0 � "{z ��1 }D��h��
lAj{��qr	��f��©��=������ ������i�Z �q�m�!��ulAj£ ��Zl��u��	����������WlZ���Z�������=����l����i�=������h������=������h��Z��É= ��Z�
¡¿��Ë6���g�=�����uh��Z��É= ��Z��l�� �%8*9:�!8d6
�G�_�?P "
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¡N �h�!i©Z���f!il��~�����f��l���!Ø����q d ���Z ol���l�� �%8*9:�%8d6%�G� �)P û�	��fhZ������h�!��i�=������h����i ��S� d � d ��òA������h d �i���i�� �qr	���! d �
��h��Å! d ��h��f�e������������hZ��lAj h��Z� d ��hZl��ºlAj �f�Z���e��m��f�f�f� d �� p�=����� þ l����]l d �e���f������h�!u���º�� ol��Uh����f�f��� d 	|��h������S��Ö���!��
��!� �h�� d �¿lZ���Z�v� ��b �Hÿ�"E¡N �h�!¿�������~ ��r�~��òA������h d 	��fhZ������h�!��t�=������h����¿�� �!�!�����	| ��ZlZ���S�ÀÒ~l���ò d !����S�����¿�H! d sohZ���Z�����
����qr	| �!����f�����="

° �¬!e�����e ��Ål������U�E��!�� d � d l����~�P! d sShZ���Z����������qr	| �!����f���������fq�h�� d ���=ûAl���ò d !����S����qU���f�f����
����u ��o� d � d � d Á
�������e���f!����º��h��×���fq�h��������� ��Z�="¿ËW�¨qU���f�f����
���� °Û� Ú b � d � d h����f�f��� d 	| �h�!����fq�h�����!��������=���r �P

0.0306 ≤
fθm

U0
≤ 0.0204

" ° �Ã!����E���Z���Z��	| �h�!������Ø�P! d sohZ���Z������	��fhZ���� �h�!������=ûZh�����h���!���qU���f�f����
���� d � d h����f�f��� d " � h�!
���ÛqU���f�f����
��Ø���Øl� �qU���f�Z�il��Û�=������h��������

[0 : 8]×[0 : 4]
���*���Øl� �qU���f�Z�il�� �
8*97�%8d6
�G�_�?P �����

[8 : 12]×[0. : 4.]
"

ËW�ul� �qU���f�Z���� ��e���X������l�������! d ����� d ��� � ¦ b zEz���!�������
E�����gl� ��o�~¤ � zE«rlZ���Z������É= ��Z�ul�� �
8*97�%8d6
�?� �?P "
ËW���À! d ��h��f�e�����¿ �m������ShZ���� ��S�À��!e��� d �À��h�!t����©Z
Eh�!�� � "{z � "SËX�~©Z
Eh�!���l��Ø
S��hZ�e�Z��	�! d �����o���i�����t�e��h��rlAj{��qr	��f��Á
©��=������ ��U �m������ohZ�������  ��Z������ ��Ul��Ø�����P! d sShZ���Z���g��l��fq����Z���� ���� d �gl��Ø������ �h�!����E" § �r	|��h��t�� ��f!ÀsohZ�i�� �qrq��
lZ���Z�Û���g�=���Û	���!�������h��f����!il��g�������������� ��å	�! d � d l����S����������! d ��h��f�e�����Û�Sh�q d !���sohZ���i ��S�Û�����ZlZ���Z����Ò��� �hZ�Û��������Á
q���!*�����N�e��h��]lAj{��qr	��f��©��=������ ��W"�ËW���N	|�����f����� Ê hZ����h������� ��Z�¿��h�!N����� d �=��!����t���S��!��Û���~�� �h�!�m;�Û������hZ�Ûl��Û�kj d ��hZl��
�� p�=�����~l��~���e��m��f�f�f� d ���Ø�����Û! d ��h��f�e�����Û�Sh�q d !���sohZ���i	;��h������o�i�=j£���p	��f��sohZ��!Ø	���!������k���f�ÛsohZ������l�������! d �����ú������ ��
	���!��� ���
EhZ��h�!ulAj£ ��Zl����Wj£������	����~���ºq�Ö�q��r������ ��¢�������=����	�h����esShZ����������h��3l�����qU���f�f����
������� ��Z����l d ! d ���
d � d h����f�f��� d 	| �h�!À	��fhZ������h�!��Û���fq�h��������� ��Z�="�ËX��©Z
Eh�!��~l��g
S��hZ���Z�~q� ��S��!��~�������� ���
EhZ��h�!��ØlAj£ ��Zl����Û��	��������������
 �m������ShZ���i���U�P ��Z������ ��¨l��������H! d sohZ���Z���~l������u�e �h�!����E" � h�!Û����������©Z
Eh�!��~ ��U	|��h����Z �����!ÛsShZ�g�����À! d ��h��f�e�����
������hZ�gl�����l���h��åq d ���Z pl����g�e ��S����!����i	�!� p���Z���G"
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,.- /.0 � "{z �t1 �  �qr	���!e������ ������o��!��
�����r! d ��h��f�e�����U �m������ShZ��	���!rh��Z� d ��hZl��
lAj �f�Z���e��m��f�f�f� d �� p�=�����Ã����l����
�=������h����="ZËD���f�f
E�Z���Z ��f!���!���	�! d �����o���u�����i! d ��h��f�e�����g �m������ShZ�g	���!�h��Z� d ��hZl����f�f� d ���f!��u�� o�=�����u���i������	; ��f�o���
!� �h�
��u����h��Ã �m������ShZ�g	���!������=������h��k"

° �.�� ��Z���fhZ���� ��Wû~���������Åq d ���Z pl��Å�Sh�q d !���sohZ� ����q�m���� l� ��Z�Å	�!� �	������ Òß���fq�h�����!������Ã	�� d �Z �q����Z���
�� ��S���������f����q����o���f�Z���e��m������="�¡D �h�!��Gj£���
���e��h�!���!=û� ��
���~	�!� �	; E���~qU���f�o���������S��lAj d ��hZl�����!g�kj d �� ��fh����� �����	��?Á
���������ul����i�f�Z���e��m��f�f�f� d �gl��uÙ����f�p�f��Ú~���fq� ��f��É�lZ���Z�i���u�=����lAj h���������qr	�	| �!�����h�!��Z ���Ák	���!e���f�������E"
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�����Z������������	���!������U ��Åh����f�f������!e�
���rqU���f�f����
��U� °�� Ú b "XËX�¨�p�f���������rl�h3������qr	6	| �!�����h�!������ul d ©Z�����
���f�Z���¿ý

Ux(x, y) =
Uo
2

(1 + tanh(
y − y0

2Θm(x)
))

þ � " � z�ÿ
�������

θm(x) = 0.02 + 0.05x
"AËX��©Z
Eh�!�� � "{z � !���	�! d �����o�����kj d �� ��fh����� ��¬��	�������������l������U�o�f�������e���?����������l�h

������qr	Z��	| �!�����h�!=" �  ��� ��Z��sShZ�rlZ���Z�������=���������e����qr	6	| �!�����h�!u�Wj£�����u	��fhZ���� ��fh����� ��6���e������ ��������f!��ºl����
d soh������� ��Z�tlAj ° h�����!¿�=��!*�f�o�Z�Û� d !���©��Û	��fhZ�*�kj d sSh������� ��rl��Ø�� ��Z����!��E������ ��rl�������qU�����e�E"?Ë¿j d �� ��fh����� ��º��	������������
l������]�e���f�f����l�hÃ�����e���f�f����q����o� d �e���S����!����i� ���fm��������������u��	�	�!� =�p�fqU������ ��������i�� �h�!e��qrq����S�gh����f�f��� d �ulZ���Z�Ø���
�=���ul���� d ��hZl�����l��r������qr	Z�u� ���fm�����q����o���Z ���Ák	���!e���f��������� þ �� ��f!�� � z[�Hÿ�"W¡N �h�!���������� d ��hZl��r�Z �hZ���Wj{���p�� ��Z�
	����Ûl���! d ��h��f�e�����Ûl��g! d � d !����Z���E" § �U�Z�tüÂh�
���!e�usohZ�gl����������ZlZ���Z�����Øl����À! d ��h��f�e�����Û��hº�ohål��g����h��r�  �h�!������
	���!gÚ�hZ��!�!��u��� ª  E�e���Y� � z��À"

,.-_/.0 � "{z ��1 ¡¿!� �©Z�Xl������]�p�f���������u�?���������ul�h�������qr	Z�g	; �!�����h�!="
ËX�g�� �h�!����¿l��t	|��!���h�!�m������� ��������X���������t�  ����A	������ d �À���

(x0, y0) = (1.; 1.)
���W���i�� �h�!�����l��t	|��!���h�!�m������� ��

�����ih��Z�u�e �h�!������� �h�!�m��f�f�� ��������f!���l� ���� d ��	���!i����� d soh������� ��Z�uý

u′(x, y) = − (y − y0)
2

√

(x− x0)2 + (y − y0)2
e−σ

2
r((x−x0)2+(y−y0)2))

v′(x, y) =
(x− x0)

2

√

(x− x0)2 + (y − y0)2
e−σ

2
r ((x−x0)2+(y−y0)2))

�����Z�i���r��h��f���Eû������g�� ��fh����� ��Z�glZ���Z�g���]É= ��Z� d 	; ���
��u�Z������!� ��S��	����g	�!����������� �qr	����E"
ËX�r©Z
Eh�!�� � "{zE¤�	�! d �����S�����kj d �� ��fh����� ��¬��	�������������l����kj{��qr	��f�f��hZl��]l������r	|��!���h�!�m������� ���l���	�!��������� ��W" � �������
�  ����=û����~	;��!���h�!�m������� ��º�Z����!� ��f�¿	��fhZ�¿����	| ��Z���S�������f����q����S�ÛqU�����¿���Ø�e��h���l��i��!� ������ú���Z����l��fqr�f�ShZ�g�� �!���sShZ�

x��h�
Eq����S���E" � ��! d ��h��f�e��� d �e���f�Û���������Zl�hW" ° �º��òA���=û����g�����e���f�f����q����S�Ø���
(1.; 1.)

�� �!�!�����	| ��ZlºÒ������H! d sohZ���Z���
��l��fq����Z���� ���� d � fθm

U0
= 0.025

û*	�h����]	��fhZ���3��h�
Eq����S���å	��fhZ�
θm(x)

��h�
Eq����S���E" § � 	|��h����� ��f!r��h�!����
©Z
Eh�!�� � "{z � sShZ�º���å�e��h��3lAj{��qr	��f��©��=������ ���l��fqr�f�ShZ�ÃÒ�q�����h�!��¨sohZ�U���Ã�H! d sohZ���Z���
��h�
Eq����S���E"tËW�å�e��h��
lAj{��qr	��f��©��=������ ����� o�=���Wl����kj �f�Z���e��m��f�f�f� d �rl� ��Z�������ZlZ���Z����Ò�l��fqr�f�ShZ��!="
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,.-_/.0 � "{zE¤ 1º° �� ��fh����� ���l����kj{��qr	��f�f��hZl���l�������	;��!���h�!�m������� ��¢��hÃ�����S��!���l�hÃ�����e���f�f����q����S�="

,.- /.0 � "{z�¦ 1ºw �e o�� ��o�� �h�!gl������]�����p�f���������
Ux

"



¦�¤ &(' ³*);¼k»P¾�¶­§©-S÷�/G» ' $p·�¶ ' ³?¾�¹I$+#�¼43�&p¶
Ï ��! d ��h��f�e���¿q� ��f�Z�Û���������Zl�hº�����������fh�����!e��� d ��h�!À���~©Z
Eh�!�� � "{z�¦p"SËX�i	�!� �©Z�Il�h�q� pl�������q�m����g�e������
���!

��h¬�� �h�!���l����� �� d �� ��fh����� ��Å��	������������E"A¡t�fhZ��	�! d ��������q����o�=ûWÒº���ºl���ò d !����Z���rl��]���r©Z
Eh�!�� � " b «�û|�f�*����q�m����
sohZ�������� ���
EhZ��h�!ulAj£ ��Zl�����	�������������l��

Ux
�e��l d ������ �	�	����S��lZ���Z�g���]l���qr�*	������

y ≥ 1
�� ��f�~	��fhZ�g
E!e���Zl��

sohZ�u�����f��������l d ������ �	�	����S��lZ���Z�g����l���qr�X	������
y ≤ 1

"�®��� �!��gsohZ�ulZ���Z�������=����	���!e���f���������������� �h�!�m��f�f�� ��Z�
	�!� pl�h��f���N�e ��S�*l������f
E�Z�Ø���f����!�� d û�lZ���Z�D���Û�=���=û�Ò�h��Z��
E!e���Zl��Ûl������e���Z���Øl��¿������ �h�!����Eû? ��]	| �h�!�!e���f�t���e����������!
Ò������� �����m��f�e������ ���l��~�� �h�!�m��f�f�� ��Z�g�� �!� ��e������� �i����l� ��Z�uÒ�����h�!Ø�HhZ���� ��W" � �~	�!� p��������hZ� d �e���S�i�Z ���Ák�f�f� d ���f!��Eû
���]�f�fqr�f����l����E���f��l��f� d l�h��=������h��D����!e���f�g���������f�S���E"

£iýZY ² ôlò � z7ö2ñ'ó]ôlò
�����Z�����������U	���!������EûX�Z �hZ�]���� ��Z��	�! d �����S� d h��Z��q d ���Z pl����oh�q d !���sShZ�º	|��!�q������e���S��lAj£��ò|������hZ��!]l����

d ��hZl����gl������e��m��f�f�f� d lZ���Z�������=���� ����kj d �� �h�����q����S�~	; �!�����h�!g�� ��Z����l d ! d �Wj£�����i	�����	���!e���f�������E"
� ��������q d ���Z pl��u��nS���S� d � d l d ������ �	�	 d ��	| �h�! d ��hZl�����!ih��
	�� d �Z �q����Z�u���e������ ��������f!���lZ���Z�ih��¨!���	|��!������
!� ��e������ ��Å�� ��Z���e���o���EûA�Z �hZ�u���� ��Z��	�! d �e���S� d h��Z���  �!�q�h��������� ��6l���� d soh������� ��Z�ulAj ° h�����!��f�f� d ��!���� d ����lZ���Z�
h��U�����;!���	|��!��E"o¡th������Z �hZ�Ø���� ��Z�Øl�������h�� d l����À�ono	| ����Z�������Û	��Sn�����sohZ�������o��!e�%$������S�i�kj d soh��f���������Z���~���S��!������
! d �� ��fh����� ��ÅlAj h��Z�]�  �!�q�h��������� ��Å����qr	| �!����f���rl��r����� d soh������� ��Z�u��������h�!~! d �e ��fh����� ��6�����P �!�q�h��������� ��Å����!ÂÁ
q� �����sohZ�E" w �������¿��	�	���!�h�sohZ�Û���p�kj d �� �h�����q����o�À	| �!�����h�!*�Z�Ø	�! d �����S�e���f�À��hZ��h��r�f����h� ��r�f� d �e���f�À��mZ�� ��fh�q����o�
�f�Z���e��m����u�����gl���h��å�  �!�q�h��������� ��Z�g�����ZlZ�������S�=û|��h
m; �h���lAj h�������!��e���f�Ã����qr	Z�

t
û�����!��i����q�Ö�q��u�e ��fh����� ��W"

¡N �h�!N! d �e �hZl�!��Û����	�!� �m�����q��Øh��Z�Ûl�������! d �����e������ ��rl��Û��np	;� c ������!�Ìp�f�]l������� ��o���f�ShZ��� d � d qr���������� p��h��o!��Û���
l���ò d !����S������É= ��Z��� d 	; ���
����� ��o� d � dud �E���fh d ���i	; �h�!Ø	|��!�q�������!��ul���q� pl d �f������!ih�� d �� �h�����q����S�~���
qr�f�f����h
�f��©Z���k"|¡D �h�!u��������û|l���h���q d ���Z pl����� ��S� d � d 	�! d �����S� d ���������� �qr	���! d ���="|Ë¿j h��Z�r������m���� d �]��h�!~�����~É= ��Z���
d 	| ���
����]l��å�àno	|�º¡À��Ë����]�kj{��h���!��¨��h�!����¨����!������e���f��
6�������� ���!� �	|�ºl�h×qU���f�f����
��E" � ���rl���h��6q d ���Z pl����
���]�� ��S�u�=� d ! d ���u�
�U�=��������lZ���Z�������=��� d ��hZl�� d  ��¢���]������qr	¬	| �!�����h�!��� ��Z����l d ! drd �e���f�~h�����l��f!��������� ����Z���k"
° ��!��������Z�e�Z�EûI	| �h�!gl�����!e������ ��Z�~l������fqr	��f�����f� d l��uqr���������� p��h��o!���lZ���Z�g�����=����lAj h�� d �� �h�����q����S���Z ��
	���!e���f�������Eû¿���¬q d ���Z ol���l��Ã����!����������f��
 �������� ���!� �	|�Ãl�hßqU���f�f����
���� d � d !��������ohZ�E" ° ��©Z�âl����U������qr	������
lAj{��	�	��f���=������ ��Z�~lZ���Z�����u�=����lAj d �� �h�����q����S���~	���!e���f���������g�����Z ���Ák	���!e���f���������� ��o� d � d 	�! d �����o� d �=" ° ��	���!�����Á
��h��f����!=û|������! d ��h��f�e������ �m������ohZ��lZ���Z�������=����lAj h�� d �� �h�����q����S�u	���!e���f�������r�e ��S�u���¢��!�����m; ��Å������ �!�lÅ�=�����
�����i! d ��h��f�e�����g��� d  �!���sShZ���g��!� �h�� d �glZ���Z�i���]�f�f��� d !e����h�!��E"
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�_^;`ba_cedgfihj^;kOlnm
oidºz�ûp`bq�hbar^tsMq�`ba�q�q�`um
o d sShbdvcedta_a
m
o�hbfVm�hOoidtawfx^;oy^�fVm d o
leay^;`�m�cedtazln`baimy^�mOlncnlnm d a�dVcncnlnk�Á
m
l�sohbdtaglOdzmiq�hOo�mOlncnceq�`ba{k�q�hOs|^;ledV`�mgÖVm
oid�oidta
k�q�`ba�^�mOcedta�l�h�ð	� w~}�° `�d�ò�dVm�`bq�hba{^xsMq�`ba�sphÃsShbdwa
l�c�^vkj^;ced
m
oy^tsMdVoia�^;lnm~hO`�miq�hOo�mOlncnceq�`�ln`ba
my�̂mOcedEûpcedta{fx^;oy^�fVm d o
lea
m
l�sohbdta�lOdta Ê hbfVm�hj^;m
leq�`ba�lOdwkOoidtaiaileq�`�a�hOo�kj^;cedrdVm~l�h
mOo�hOlnm�oy^=nMq�`O` d�d my^;ledV`um�dV`�^�ftftq�o�l�^tsMdtfrftdVcncedtagl�h�mOo�hOlnm�ð	� w~}��~d ^;`�q�q�ln`ba=ûblnc?dtaim{^;kOkj^;o�h�sohbd_ced�my^�h��
lAj�^�q(kOcnl�©jfx^;m
leq�`ÃlOd�ftdta
ln`baimy^�mOlncnlnm d aÛlb^;`ba�ced{fx^�a�ailfq(kOcnl�© d lAj hO`bd�kj^;lnoid~lOd�miq�hOo�mOlncnceq�`bailOd�Ë?^�q�m�Á § aidtdV`
kj^;oy^;cnc��Vcedta=û�oidtfVm
lncnln�|`bdtaGûWhO`Ol��Sq�o�q�dta_`Wj d my^;lnm�kj^�a�a�h��@a�^;`�m=û�k�hOlea�sohWj lnc*��^;cnc�^;lnmr�̂h¬q(ln`Olfq�h�q

3/4
lOdgmiq�hOo

lOd�oiq�miq�ork�q�hOovq�mOmidV`Olno�lOdtawk�dVo
m�hOo�mj^;m
leq�`ba�lOd�kOoidtaya
leq�`�a�hOorkj^;cedEû�leaia�hbdta�lOd�ckj ln`�midVoy^�fVm
leq�` lOd@c�^�kj^;ced
^tsMdtfgcedgmiq�hOo�mOlncnceq�ẀûXlAj ln`�midV`ba
lnm d ftq�q(kj^;oy^�mOcedUÒ�ftdVcncedtaw^�ayaiqufVl d dta_^�hÅð	� w�} Ë�dgkOh d `bq�q��V`bd�ð	� w l�lOdV`�Á
m
l�© d d���k d o
lfq�dV`umy^;ced�q�dV`�m�q�dVm
my^;`umwdV`¨ü
d�h�hO`�miq�hOo�mOlncnceq�`c�;� d lAj hO`¬sohj^;o
mulOdvmiq�hOo=û�c�^*ayd�hOcedgkOo d aidV`bftd
lAj hO`�^�hOm
oidzmiq�hOo�mOlncnceq��̀lAj�d���m
o d q(lnm d lOdzkj^;ced�`bd_a�h���m�lOq�`bfzkj^�a�ÒvdV`O�MdV`Zl�oidVo�hO`�my^�h��ålAj�^�q(kOcnl�©jfx^;m
leq�`
a�h��@ay^;`um }
§ `�ayq�hOhj^;lnmidEûXlb^;`bavftd@fihj^;kOlnm
oidEû�ay^xsMq�lnora
lÀlAj�^�hOm
oidtavkOh d `bq�q��V`bdtark�q�hOo
oy^;ledV`umrk�dVo�q�dVm
m
oidålAj�^�ftfVoiqE$em
oid
ftd�my^�h��ålAj�^�q(kOcnl�©jfx^;m
leq�` } ¡�q�hOo�ftdVc�^�û�lnc�dtaim
` d ftdtaia�^;lnoid~lAj d m�hZl�ledVo�c�^va
my^�mOlncnlnm d lAj hO`�kOoiq�©bcAlOd�miq�hOo�mOlncnceq�`
kOcfhba�kOoiq�fihbd�lOdta�kOoiq�©bceaglOdzmiq�hOo�mOlncnceq�`ba~lAj�d���m
o d q(lnm d lOdzkj^;cedØü
d�hO`bdta }
� q�qrq�d�`bq�hba�ckj�^tsMq�`ba{soh�^�h�fihj^;kOlnm
oid b ûbftdta�miq�hOo�mOlncnceq�`ba{`bd�aiq�`um�kj^�a{^?��lea�npq d m
o
l�sShbdta�dVm�aiq�`�m�fx^;oy^�f�Á
m d o
lea d a�kj^;o�c�^rkOo d aidV`bftd�lAj hO`bdz`j^;kOk�d�lOd�sMq�o
m
lefVlnm d a=j�dV`Ooiq�hOc�^;`um{�̂hOmiq�hOoglOd_ftdVcfhOl�Á�fVl }�w c�dta
m�dV`�oidVs�^;`bfyhbd
l�l��@fVlncedUlAj d my^�mOcnlno�hO`�cnledV`�dV`um
oid@ftdVm
mid�dVcncnlnkOm
lefVlnm d dVm�c�^�kOo d aydV`bftd�lOd�c�^�`j^;kOk�d�lOd(sMq�o
m
lefVlnm d|}D° `�d�ò�dVm
lb^;`ba�cedta�d���k d o
ledV`bftdta�d�ò�dtfVm�h d dta�a�hOo=c�^���q�o�q@^;m
leq��̀lOdta=miq�hOo�mOlncnceq�`ba�lOd_a
lncnc�^;�Md�lAj�^ts�leq�`�lnc?^;kOkj^;oy^%$emgsohbd
ftdVm
midgdVcncnlnkOm
lefVlnm d dta
m~q�q�lnZ̀l�oidK� �E� �NmOledV`¬sohbdwcedrkOh d `bq�q��V`bdrlAj�dV`Ooiq�hOced�q�dV`�m�lOdrc�^@`j^;kOk�d�lOdrsMq�o
m
lefVlnm d
aiq�lnm
�̂hbaya
lbkOo d aidV`um }ow cjaid�q�mOcedglOq�`bfgsohbd�lAj�^�hOm
oidta
kOh d `bq�q��V`bdta=ûumidVcncedgsohbd�c�^~�Sq�o�q�d�ftq�hOo�m�d�l�h�©bc��̂q�dV`um
miq�hOo�mOlncnceq�`O`j^;lnoidEû+k�q�hOo
oy^;ledV`�m�üDq�hbdVo]hO`�o7þ�ced*a�hOoray^
��q�o�q�d*dVcncnlnkOm
l�sShbd }t� dVm
midål�l��@f�hOcnm d Ò�l�lOdV`�m
l�©jdVovc�^
aiq�hOoiftdºlOd�c�^Ãl d �Sq�o�q@^;m
leq�`×l�h�miq�hOo�mOlncnceq�`�`bq�hbard�q(k|ÖtfihbdålOd�q�dV`bdVo]hO`bd d m�hZlOdºlOd@a
my�̂mOlncnlnm d cnln` d ^;lnoid
^�h�q�qGnMdV`�lAj hO`�kOoiq�©bc�^;`j^;cfn�m
l�sohbd }�° `�d�ò�dVm=ûbk�q�hOo{ckj�d�ò�dtfVm�hbdVo=ûplncW��^�hZl�oy^;lnm{ftq�`O`j^%$em
oidrc��̂l d ©b`Olnm
leq�`¢l�h
fihj^�q(k¢lOdwftq�`um
oy^;ln`�midvd���m d o
led�hOo_^;kOkOcnl�soh d ^�h�miq�hOo�mOlncnceq�` } �zd�kOcfhba�cedta{fx^;oy^�fVm d o
lea
m
l�sohbdta~l�h�miq�hOo�mOlncnceq�`
d sMq�cfhj^;`�m�oy^;kOl�lOd�q�dV`um�dV`�midVo�q�d�lAj�^�Étlfq�hOm�ceq�oia�sohWj lnc�dtaim�dV`�kOhj^�aid~lAj�dV`Ooiq�hOced�q�dV`�m=û�hO`bd�midVcnced~q�qpl d cnleay^?Á
m
leq�`�`bd�aydVoy^;lnm�k�d�hOmÂÁ�ÖVm
oidwkj^�a�a�h��@ay^�qrq�dV`um�oidVkOo d aidV`umy^;m
lnsMd }
� q�hba�^xsMq�`ba~lOq�`bfvfihbq�leail*lOdu�S^;lnoid�hO`bd d m�hZlOd]lOdva
my^�mOlncnlnm d dV`�`bdwftq�`bail�l d oy^;`�mzkj^�a~hO`�fihj^�q(k�k�q�o
mid�hOo
^;`j^;cfn�m
l�sShbd�q@^;lea�cedzo d a�hOcnmy^;mglAj hO`�fx^;cef�hOc?`Sh�q d o
l�sohbd�lAj hO` d ftq�hOced�q�dV`um�Òvm
oy^xsMdVoia�hO`�oiq�miq�o }

¦E¦



¦ � &(' ³*);¼k»P¾�¶¶ðº-�äy)l);µf¼*(�³p»P¼*$+#��]µed /G»:&p·�¶u·�¶e¸i¼W#Z¸=»�³�´�¼fµf¼k»0/e¸u·�¶�»¾$G&�¾G´�¼fµfµ*$+#Z¸�·�¶~¸�¼fµfµQ³�|�¶
¡�q�hOo�d�ò�dtfVm�hbdVo�hO`bd d m�hZlOd�lOdga
my^�mOlncnlnm d cnln` d ^;lnoidEû�c�^ål d ©b`Olnm
leq�`ÅlAj hO`�fihj^�q(k�k�q�o
mid�hOozaimy^;m
leq�`O`j^;lnoid

dta
m�` d ftdtaia�^;lnoid } ¡�q�hOo�oidtaik�dtfVmidVo�c�^gftq�`Zl�lnm
leq�`�lOd_aimy^;m
leq�`O`j^;o
lnm d lOd_ftd_fihj^�q(kWûZlb^;`ba�ced_fx^�l�oidul�h�fx^;cef�hOc
lOd�a
lncnc�^;�Md
lAj hO`�oiq�miq�o=û+c�^�aid�hOced�ftq��̀©b�EhOoy^;m
leq�`âlOd*sMq�c�k�q|aia
lfmOced�dta
m(ced�sMq�c�a
my^;m
leq�`O`j^;lnoidEû�c�^�aiq�cfhOm
leq�`
hOm
lncnlea d d_k�q�hOo�ced�fyhj^�q(k�k�q�o
mid�hOo�lOdVs�^;`um�ÖVm
oid�d���kOo
lfq d dulb^;`ba�ced_oidVk|�Voidzcnl d Òvc�^gkj^;ced }
�_^;`ba�ftd�oidVk|�VoidEû|a
lZlOdta�ln`baimy�̂mOlncnlnm d a
^;kOkj^;oy^;leaiaidV`um
^;ceq�oia�q�`(k�d�hOm�a�hOkOk�q|aidVo¿sohWj�dVcncedta�aidVoiq�`um�ftq�`�sMdtfVm
lnsMdta=û
lb^;`ba�ced�aidV`ba�q���dVcncedta�`Wj�^�hOoiq�`um�kj^�a¨hO`�fx^;oy^�fVm��Void�^�hOmiq�Á�dV`um
oidVmidVS̀h }g° `�d�ò�dVm=ûØlb^;`ba�ftd�oidVk|�VoidEû�cedta
miq�hOo�mOlncnceq�`ba�aidVoiq�`um�ftq�`�sMdtfVm d a]Ò@c�^*s�lnmidtaiaid�lOdvoiq�my^;m
leq�`Ål�h¬m�q�hOm�lOdvc�^*kj^;cedEû�dVm_ftdVm
midgsulnmidtaiaydvdtaim~l�l��
�Sq�lea�a�hOk d o
led�hOoid�Òvc�^vsulnmidtayaidzmy^;`O�MdV`�m
ledVcnced�q@^?��lfq�h�q&l�h�miq�hOo�mOlncnceq�` }
Ë¿j d m�hZlOdÅlOd�aimy^�mOlncnlnm d aid�o d a�h�q�dVoy^ lOq�`bfÅÒ�ckj d m�hZlOdÅlOd�c�^�o d k�q�`baid¬Ò hO`Ü�Sq�o7�x^;�Md�hj^;o�q�q�`Ol�sShbd } Ë?^
q d m
hbqplOd�l d fVo
lnmid�kj^;o � hbq�q@^�É�lb^;`baë�{z�¦[��k�q�hOo
oy^;lnmºÖVm
oidÃhOm
lncnlea d d
q@^;lea�`bd�aidVoy^;lnm�kj^�a@q�kOm
lfq@^;ced�fx^;o
lnc���^�hZl�oy^;lnm�fx^;cef�hOcedVo¨Ò�c�^¢�Sq�lea�cedta*sMdtfVmid�hOoia*kOoiq�kOoidta¨l�hXkOoiq�mOc���q�d�l�lnoidtfVmåq@^;lea��̂hbaya
l�l�hXkOoiq�mOc���q�d
l�hj^;c�k�q�hOo�hO`5a�n�a
m���q�d�ftq�q(k�q�o
my^;`umºhO`X�|oy^;`ZlB`bq�q�mOoid�lOd�lOdV�|o d aºlOd�cnlfm�dVo
m d|} Ë�d�fyhj�̂q(kâlOdÃmj^�aid
d my^;`�mvm
o
l�l�lfq�dV`ba
leq�`O`bdVc=ftdtawfx^;cef�hOcear` d ftdtaia
lnmidVoiq�`um�hO`�mid�q(kbawlfq(k�q�o
my^;`�m } �zd(kOcfhbarftq�qrq�d@ced�q�q�`um
oid
ckj�^�hOmid�hOo]hO`bd@k�dVm
lnmid@dVo
oid�hOoga�hOowc�^�l d midVo�q(ln`j^;m
leq�` lOdtaws|^;ced�hOoiarkOoiq�kOoidta]l�h�a�n�a
m�Ö�q�d@dV`um
oyé̂�;ln`bdºhO`bd
dVo
oid�hOo�lfq(k�q�o
my^;`�mid�a�hOo�c�^�l d midVo�q(ln`j^;m
leq�`ålOd�c�^_aiq�cfhOm
leq�` } Ë?^�q d m
hbqplOd�q(leaid�dV`@kOc�^�ftdglb^;`ba�ced�fyhj^;kOlnm
oid
kOo d f d lOdV`�m�ftq�`ba
lea
my^;`umÛÒ�lOdVmidVo�q(ln`bdVo�c�^zayq�cfhOm
leq�`Ul�lnoidtfVmid�q�dV`�m�kj^;o�c�^�o d aiq�cfhOm
leq�`UlAj hO`*a�n�aim���q�d=cnln` d ^;lnoidEû
dVcnced_kj^;oy^;lnm�kOcfhba{^�lb^;kOm d d�Òv`bq�m
oid d m�hZlOd }

1 �_^;`ba�hO`�kOoid�q(ledVormid�q(kbaw`bq�hba�kOo d aidV`umidVoiq�`bavc�^¨q d m
hbqolOdUhOm
lncnlea d d�k�q�hOowa
lfq�hOcedVorced�miq�hOo�mOlncnceq�`
kOoiqpl�hOlnm�kj^;o�c�^(oiq�my^;m
leq�`¬lAj hO`bdrkj^;ced�lAj h d cnleftq�kOm��Void } Ë�dta{o d a�hOcnmy^;miazq�mOmidV`ShbazaidVoiq�`um{kOo d aydV`�m d azdVm
ftq�q(kj^;o d a�sShj^;cnlnmy^;m
lnsMd�q�dV`um�Ò�lOdtaglOq�`O` d dta�d���k d o
lfq�dV`umy^;cedta }

1 �_^;`ba
c�^_kj^;o
m
ledza�hOlns|^;`�mid{`bq�hba�l d fVo
lnoiq�`ba�c�^�q d m
hbqolOd�hOm
lncnlea d d{k�q�hOo=^�m�q�hOm
lnoiÒ�hO`Uq@^;lncnc�^;�Md�`bq��̀Á
aim
o�hbfVm�hOo d q�kOm
lfq@^;c�k�q�hOorckj d m�hZlOdºlOd*a
my^�mOlncnlnm d lb^;`ba�hO`bdUÉxq�`bd@kOo d fVleaidUlOd@ckj d ftq�hOced�q�dV`�m(a
lfq�hOc d
kOo d f d lOd�q�dV`um }

1â° `�©b`�`bq�hba_kOo d aidV`umidVoiq�`bawcedta_o d a�hOcnmy^;miawq�mOmidV`Shbawceq�oiaulOd(ckj d m�hZlOd(kj^;oy�̂q d m
o
l�sohbdUlOdgc�^�a
my�̂mOlncnlnm d
l�h�miq�hOo�mOlncnceq��̀lAj�d���m
o d q(lnm d lOdzkj^;ced }
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Ë�d�fx^;cef�hOc�l�hKa
lncnc�^;�Md¨lAj hO`bd�kj^;ced¨lAj h d cnleftq�kOm��Void�^ d m d q�dV` d dV`×hOm
lncnleay^;`�mrhO`bdåq d m
hbqplOd¨lAj�^�lb^;k�Á
my^;m
leq�Å̀lOd]q@^;lncnc�^;�Md(fx^;o
m d a
ledV`O`bd�l d sMdVceq�kOk d d�Ò*ckj §���°¿ª ®�kj^;o�ð=dV`bq�lnm �%8�;�� � b z[�¿lOdVk�hOlea�z vEvEv�}X� dVm
mid
q d m
hbqplOd�^¬l d ü�Ò d m d ^;kOkOcnl�soh d d�^tsMdtf�a�hbftf��taUlb^;`ba@ced�fx^�a�lAj hO`Boiq�miq�o�dV`BsMq�c�a
my^;m
leq�`O`j^;lnoid�Ò�kj^;o
m
lno
lOdta d sohj^;m
leq�`baulAj ° hOcedVo } Ë�dta Ê h���`oh�q d o
l�sShbdta�ayq�`�m_lfq(kOc d q�dV`�m d ag^�h¬q�q=nMdV`3lAj hO`�aifih d q@^�ftdV`um
o d lOd
}¿n�k�d�� � } � ¦E¦O� þ ��^�q�dtaiq�Ẁû � fyh�q(l�l�m@dVm�}WhOo�ÌMdVcQÿ�lAj�q�o�l�oidÃz } Ë�^�aiq�cfhOm
leq�`�oidtfihbdVoifyh d d d my^;`�m*a
my^;m
leq��̀Á
`j^;lnoidEûpckj�q�o�l�oid]l�h�aifih d q@^*mid�q(k�q�oidVc�`Wj�^@kj^�a~lAj lfq(k�q�o
my^;`bftd }|° `�oidVs�^;`bfyhbdEû�ckj hOm
lncnleay^;m
leq��̀lAj hO`�aifyh d q@^
lfq(kOcnlefVlnmidvk�dVo�q�dVm
m
oy^ålOd�l d ©b`Olno~hO`bdr�|oy^;`ZlOdgftq�`Zl�lnm
leq�` �ÛÇ ËKdVm�lOq�`bf�lOdvftq�`�sMdVo
�MdVozkOcfhba�s�lnmidwsMdVoia{c�^
aiq�cfhOm
leq�` } Ë?^�l�leaifVo d m
leay^;m
leq�`�mid�q(k�q�oidVcnced�fihbq�lea
led�aidVoyûhO`�aifyh d q@^�lOd�m�n�k�d�lfq(kOcnlefVlnmid�Ò�hO`@kj^�a ° hOcedVo�o d Á
m
oiq��|oy�̂lOd }�§ `roy^;kOk�dVcO^�hrcedtfVmid�hOotsohWj hO`bd�kOo d aidV`umy^;m
leq��̀lOd
ftdta+aifyh d q@^�a�k�d�hOm*ÖVm
oid�m
oiq�hOs d d�^�ckj�^;`O`bd���dÛð }

Ë?^ºq d m
hbqplOdrlAj�^�lb^;kOmy^;m
leq�`6lOd�q@^;lncnc�^;�Md(fx^;o
m d a
ledV`O`bdgoidVk�q|aydva�hOo~hO`�� d ` d oy^;mid�hOow^�hOmiq�q@^;m
l�sohbdrlOd
�|o
lncncedta�fx^;o
m d ailedV`O`bdta�Ògkj^�a�ftq�`baimy^;`�m };� dta��|o
lncncedta�aidzoidtftq�hOs�oidV`�mzdVm�l�leaifVo d m
leaidV`um�c�^gkOcfhba��|oy^;`ZlOd�kj^;o
m
led
l�h¨lOq�q@^;ln`bd�lOd�fx^;cef�hOc } Ë?dta�Éxq�`bdta�kOoiq�fihbdtaØlOdta�ftq�o
kba
aiq�`um=û�dVcncedta=û�q@^;lncnc d dta�kj^;o�ckj hOm
lncnleay^;mid�hOo=û�� d ` d oy^;ced�Á
q�dV`�mgÒwckj�^;l�lOd�lOd��|o
lncncedta�f�hOo
sulncnln�|`bdtailOd�my^;lncncedta=o d l�hOlnmidta=ûO^;kOk�dVc d dta=�|o
lncncedtaÛlOdrÐVftq�o
kbaGÐ } Ë�d�m
oy^;`baÂ�SdVo
milOd
c�^zaiq�cfhOm
leq�`(`oh�q d o
l�sShbd�^�h(`OlnsMdx^�h�lOdtatÉxq�`bdta¿lOd=oidtftq�hOs�oid�q�dV`�m
dtaim$^�aya�hOo d kj^;othO`bd=midtfihO`Ol�sohbd�fyhOlfq��Void }
¡$cfhba
kOo d fVlea d q�dV`�m=ûplb^;`ba
cedta¿Éxq�`bdtaÛlOd�oidtftq�hOsuoid�q�dV`um�dVm��̂h�sMq�lea
ln`j^;�Md~lOdta�k�q�ln`�mia�q@^�a�soh d a=û|c�^waiq�cfhOm
leq�`
`Sh�q d o
l�sohbdwdtaim d s�^;cfh d d_kj^;o�ln`�midVo
k�q�c�^;m
leq�` }
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Ë�d�oid�q@^;lncnc�^;�Md@ftq�`ba
lea
midEû�^�h�ftq�hOoia�l�h�fx^;cef�hOckûXÒ�ftq�`baim
o�hOlnoid�dV`�m
l��Void�q�dV`um�hO`�`bq�hOsMdx^�h6q@^;lncnc�^;�MdºÒ
kj^;o
m
lno�lAj ln`Zl�lefx^;mid�hOoia�fx^;cef�hOc d a�a�hOo�ced�kOo d f d lOdV`um } �_^;`ba=ced�fx^�ailOd�`bq�m
oid_fx^;cef�hOckû�ckj ln`Zl�lefx^;mid�hOo�aidVoy^��Sq�`Zl d
a�hOo{c�^(s|^;ced�hOo~l�h�oiq�my^;m
leq�`O`bdVc+^�h�mid�q(kba

n − 1
} Ë¿j�^�lb^;kOmy^;m
leq�`�aid��S^;lnm�dV`ba�hOlnmidrdV`�midV`j^;`�mzftq�q(kOmidw`bq�`

aid�hOced�q�dV`um�lAj hO`bd*s|^;ced�hOo(aid�hOlnc=a�hOo(ftdUq@^;lncnc�^;�Md̈ q@^;lea(�̂hbaia
lØlAj hO`Koy^;kOk�q�o
mrlOd�my^;lncnced¨lOdUq@^;lncnced�dV`um
oid
lOd�h����|o
lncncedta�sMq�lea
ln`bdta�©�� d kj^;o�ckj hOm
lncnlea�^;mid�hOo=û�lb^;`ba�`bq�m
oid�fx^�a�`bq�hba{^tsMq�`ba d my^�mOcnlnm�ftd_oy^;kOk�q�o
m�Ò

1.7
}

Ñ6?ih�?ih ÈÏWrDGULKOH.K�W(DGF�KADLKOH.K�I@MA]QFÏUL[ãÉºI@MAÉl[GMu?
Ë?^�©b�EhOoid �b} z�lOd����̂hbfyhbdEû�q�q�`�m
oid�cediq@^;lncnc�^;�Md�sMq�cfh�q(l�sohbd�f�hOo
s�lncnln�|`bd�l d ©b`Oleaiay^;`um�c�^��|o
lncnced�lOd�ftq�o
kba=û

dVm{ftq�`umidV`j^;`�mzc�^(kj^;ced�lOq�`�m�ceduq@^;lncnc�^;�Md�lOd�c�^�a�hOoÂ�S^�ftdrdta
m�kOo d aidV`um d ÒUl�oiq�lnmidwa�hOo{c��̂q�Ö�q�du©b�EhOoid }|� hOo
ftdVm
mid�lOdVo
`Ol��VoidEû�q�`*k�d�hOm
oid�q@^;o�sohbdVoisShbd{ced�q@^;lncnc�^;�Md�dtaimÛl d ©b`Ol�k�q�hOoÛsohbd�cedta�q@^;lncncedta�aiq�ledV`um��|oiq|aya
l��Voidta
dV`�kOled�l¨lOd�kj^;ced~q@^;lea�©b`bdtaiÒwckj�^�hOm
oidzd���m
o d q(lnm d|}Z� d�q@^;lncnc�^;�Mdza�hOoÂ��^�fVl�sohbd~l�leayfVo d m
leaidghO`bd�kj^;ced�ð § Á b=vE�
lOq�`�m{cedta�fx^;oy^�fVm d o
lea
m
l�sohbdta�aiq�`um�kOo d aidV`um d dtaglb^;`ba�cedzmy^�mOcedx^�h �b}fb|}
Ë�d�s�o
lncnc�^;�Md~lOd{c�^wkj^;ced�dtaim
cnln` d ^;lnoidEû

αp
dVm
αe

oidVkOo d aidV`�my^;`um�oidta
k�dtfVm
lnsMd�q�dV`um�ckj�^;`O�|ced�lAj�^;m
my�̂sShbdzdV`�kOled�l
lOd_kj^;ced�dVm�dV`�d���m
o d q(lnm d lOd�kj^;ced }�° `�©b`

C
oidVkOo d aidV`umid�c�^gmy^;lncnced�lOdzc�^(ftq�o�lOdul�h�kOoiq�©bc }

¡�^;ced�ð § Á b=vE�
}�^;lncnced þ f�qºÿ z vEv
Ô o
lncnc�^;�Md þ ◦ ÿ �
αp

þ ◦ ÿ b z�û �
αe

þ ◦ ÿ � û �
C
þ f�qåÿ b z �

° kj^;leaiaid�hOo þ
%C

ÿ b z
,.- /.0 �b}fb~1 my^�mOcedx^�h�o d fx^;kOlnm�hOc�^;m
l��WlOdta�fx^;oy^�fVm d o
lea
m
l�sohbdtaÀlOd=c�^�kj^;cedið § Á b=vE� hOm
lncnlea d d=k�q�hOo$c�^za
lfq�hOc�^;m
leq�` }

Ë�d�lOq�q@^;ln`bd�lOd_fx^;cef�hOc
D
dta
mgl d ©b`Ol�^;ln`ba
l¿ý

D = {(x, y, z) tels que − 15
q ≤ x ≤ 15

q
,−15

q ≤ y ≤ 15
q
,−4

q ≤ z ≤ 4
q }

�_^;`ba�cedwoidVk;�Void_cnl d Ògc�^gkj^;cedEûjckj�dV`�sMdVo
�EhOoidvdta
mgl�lno
ln� d dwaydVceq�`
~ey

dVm�c�^(ftq�o�lOdraidVceq�`
~ex
} Ë�d�kOled�l�lOd_kj^;ced

`Wj d my^;`�m�kj^�a�d��b^�fVmid�q�dV`�m�ailnm�h d ^�h�ftdV`�m
oid�l�håq@^;lncnc�^;�MdEû�ckj�d���m
o d q(lnm d lOd�c�^rkj^;ced�oidtfVmy^;`O�EhOc�^;lnoid_dta
m�^;ceq�oia
a
lnm�h d d�dV`

y = 2.05
}

Ë?^�s�lnmidtaiaid lOd�oiq�my^;m
leq�`ãl�h:oiq�miq�o�dta
m¬lOd
114.

oy^�l } a −1 } Ë�dta�s|^;o
l��̂mOcedta ρ û ~u dVm
p
ayq�`�m�©�� d dta

^�h�mid�q(kba�ln`Olnm
l�^;c�ftq�qrq�d d ��^;cedta@�̂h��Kfx^;oy^�fVm d o
leaim
l�sShbdtaºlOd�ckj�^;lno@�̂h�oidVk�q|a�ayq�lnmÃý
ρ = 1.23

Ùz� } q −3 û
~u = (0, 0, 0)

q } a −1 û p = 101325.
¡�^

½å\oYÅL�<�[WBD\�ÆW` � ` � `PJ�� ;5���M�W;2��>)�*8J���W�
�
F=���'��H7�����d4�;=8*�*;��\���M�!�
9:���'8�;GF�� g��
�B���A���B��H7�
�Y4�;�9
�W;UF��_gU�%�����A���
FG���W;K6]��9RF?�

C
�%8��:^  +PG�2F�>é8d��>?9+D
�_� �W��� �!�%9R;C�:��4�9��_g�H2�%�ç;[ê%�_g2>�8_�!V

Ë?^ra
lfq�hOc�^;m
leq�`*`oh�q d o
l�sShbd_^ d m d q�dV` d d�k�q�hOo�o d k�q�`Zl�oid~Ò�lOd�h��@q�m�üDdtfVm
l��Sa } �]j hO`bd�kj^;o
m=û�q�`�fihbdVoifyhbd
Ò�q�mOmidV`OlnouhO`¢©bc�^�q�dV`umwmiq�hOo�mOlncnceq�`O`j^;lnoidålOq�`�mrckj d sMq�cfhOm
leq�`3lOdgc�^�fVlnoif�hOc�^;m
leq�`�dVm�lOdgc�^�sulnmidtayaidgmy^;`O�MdV`�Á
m
ledVcnced�aiq�`um�dV`@^�ftftq�o�l@^tsMdtf�ftdVcncedta�ftq�`ba
my^;m d dta�d���k d o
lfq�dV`umy^;ced�q�dV`�m } ��j�^�hOm
oid�kj^;o
m=ûMq�`�fihbdVoifyhbd�Òza
lfq�hOcedVo
ckj�dV`Ooiq�hOced�q�dV`�m�lOd{c�^_`j^;kOk�d{miq�hOo�mOlncnceq�`O`j^;lnoid_dVm�c�^u��q�o�q�d{dVcncnlnkOm
l�sShbd�l�h@miq�hOo�mOlncnceq�`�dV`º��q�o�q@^;m
leq�` } ¡�q�hOo
ftdVc�^�ûOlncA��^�hZl�oy^]hO`bdul�leaifVo d m
lea�^;m
leq�`�lfq(k�q�o
my^;`�midwa�hOoihO`�ftdVo
my^;ln`�`bq�q�mOoid�lAj�^�Étlfq�hOmia�lOdVo
o
l��Void�c�^vkj^;ced }
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,.- /.0 �b} z 1 ®#��^�hbfihbd�ýO�|o
lncnced�lOd_ftq�o
kba } ®.l�oiq�lnmid�ý�l�leaifVo d m
leay^;m
leq��̀lOdzc�^(a�hOoÂ��^�ftd�lOd_c�^vkj^;ced }

Ë?^~q d m
hbqplOdilAj�^�lb^;kOmy^;m
leq�`ºlOdÛq@^;lncnc�^;�Mdiq(leaid�dV`Uî�hOs�oid�k�dVo�q�dVmÀÒ�ckj hOm
lncnlea�^;mid�hOoÀlOdil d ©b`OlnothO`bd=my^;lncncedilOd
q@^;lncnced�q(ln`Olfq@^;ced }Z° `�`bq�hba�mj^�ay^;`�m�a�hOoihO`bdzmy^;lncnced�lOdzoy^=nMq�`�suleaesShbd�h��¨lOdzckj�q�o�l�oid�lOd

0.1C
`bq�hba�^tsMq�`ba

dta
m
lfq d sohWj hO`bd(my^;lncncedUq(ln`Olfq@^;cedUlOdrq@^;lncnced@k�dVo�q�dVm
my^;`um�hO`bd�l�leaifVo d m
lea�^;m
leq�3̀lOd
5
k�q�ln`�miavdV`Åq�q=nMdV`O`bd

kj^;o=oy^�nMq�`�s�lea�sShbd�h���aidVoy^;lnm�a�h��@ay^;`�mid�k�q�hOo=q�mOmidV`OlnoilOdta�� d q�q d m
o
ledta�lOd{miq�hOo�mOlncnceq�`ba�o d ^;cnlea
midta þ c�^rmy^;lncnced
lOd�q@^;lncnced�q(ln`Olfq@^;ced�oidVmidV`ShbdwaydVoy^rlOq�`bfulOd

0.02C
ÿ }

Ë?^]q d m
hbqplOd�lAj�^�lb^;kOmy^;m
leq�`�lOd�q@^;lncnc�^;�Md�k�dVo�q�dVm��̂hbaiail|lOd�l d ©b`Olno�lOdtaØÉxq�`bdta�q���ced�q@^;lncnc�^;�Mdzln`Olnm
l�^;c
`bd�aydVoy^Ûü
^�q@^;lea=^�lb^;kOm d ftd�sShOljk�dVo�q�dVmÛlOd�o d l�hOlnoid{ced�`bq�q�mOoid{miq�my^;c;lOd�k�q�ln`umiaÛÒ�c�^�©b`UlOd�^�a
lfq�hOc�^;m
leq�` }
� q�hba�^tsMq�`ba{fihbq�lea
lXlOd�l d ©b`Olno�ftdVm
mid�Éxq�`bdEûZsohbdz`bq�hba{^;kOk�dVcedVoiq�`ba

Zna
û�lOd�c�^��S^��tq�`�a�hOlns�^;`umid�ý

Zna = {(x, y, z) ∈ R
3/− 15

q ≤ x ≤ 0.5
q
,−15

q ≤ y ≤ 1.2
q
,−4

q ≤ z ≤ 4
q }

� dVm
mid�Éxq�`bdzoidtftq�hOs�oid�hO`bdzkj^;o
m
ledulOdzc�^vkj^;ced } Ë¿j hSn�k�q�m
hZ�taydw^ d m d �S^;lnmid�sohWj�^�h�kOcfhba=û�cedta
40

lOdVo
`OledVoia
k�q�hOoiftdV`�miailAj�dV`�sMdVo
�EhOoid�lOd{c�^w`j^;kOk�d�lOd{sMq�o
m
lefVlnm d ü
q�hj^;ledV`�mØhO`�o7þ�ced~lb^;`ba
ckj�dV`Ooiq�hOced�q�dV`umgl�h�miq�hOo�mOlncnceq�`
lAj�d���m
o d q(lnm d lOdgkj^;ced } ��j�^�hOm
oid�kj^;o
m=û?ftdVm
midrÉxq�`bd(k�dVo�q�dVm
m
oy
̂lOd(`bdgoy^[��`bdVo�sohbdgc�^¨Éxq�`bd�q���cedtawmiq�hOoÂÁ
mOlncnceq�`ba�aydVoiq�`�mM�;� d a�lOduq�q�ln`baglOd

180◦
lAj�^�Étlfq�hOm }

Ñ6?ih�?i� ×æPQFg[LMOH2I�H2F�?
Ë�dgfx^;cef�hOc$dta
mzd�ò�dtfVm�h d dV`�hOm
lncnleay^;`um_k�q�hOo�c�^*�|o
lncnced]lOdgftq�o
kba~hO`�aifih d q@^ålAj�q�o�l�oid�z*dV`�dta
kj^�ftd } Ë?^

ftq�`Zl�lnm
leq�` �ÛÇ Ë�dta
m]©�� d d¨Ò¢z v�} Ë�d�fx^;cef�hOc�^�l�hOo d dV`�s�lnoiq�` b z v hbd�hOoidta(a�hOo]hO`�kOoiq�ftdtaiaid�hOo w my^;`Olfh�q
dVmr^�` d ftdtaya
lnm d

16
c ðÑlOdrq d q�q�lnoid@sulnsMd*�̂hÅq@^?��lfq�h�q } Ú�hOlnm�oid�q@^;lncnc�^;�Mdtavq�`�m d m d ` d ftdtaiay^;lnoidtawdVmwced

q@^;lncnc�^;�Md�©b`j^;c�ftq�q(k�q�o
mid
16.5

q(lncncnleq�`ba�lOdzk�q�ln`umia }
Ë�dtaW©b�EhOoidta �b}{� dVm �b} � q�q�`um
oidV`�m�cedta�leaiq¡s�^;ced�hOoiaNlOd$sMq�o
m
lefVlnm d lOd$c�^�aiq�cfhOm
leq�`vfx^;cef�hOc d d }�� hOo?c�^�kOoid�q(l��Void

©b�EhOoidEûOcedta�m
oy^;lnmia�`bq�lnoia�oidVkOo d aidV`umidV`�m�cedta�ftq�`�miq�hOoia~lOd_�|o
lncncedta�fyhOlfq��Void�ln`�midVoiftdVkOmy^;`um{ced�kOc�^;`
z = 0

ý
� hOo�ftdVm
mid�lfq@^;�MdEû�c�^¬Éxq�`bd�lOd�`bq�`�Á�oy^[��`bd�q�dV`um�k�d�hOmUÖVm
oid�^;kOkOo d fVl d d } ��j hO`bd�kj^;o
m=û¿hO`5ay^�hOm�dta
m

kOo d aidV`um�ceq�oia�sShbd�ckj�q�`�oidV��^;o�lOdzc�^ro d kj^;o
m
lnm
leq�`�lOd�c�^rsMq�o
m
lefVlnm d a�hOo
c�^rkj^;ced } ��j�^�hOm
oidzkj^;o
m=û�c�^]lOdV`ba
lnm d lOdta
�|o
lncncedta�fyhOlfq��Voidta{�̂hO�Eq�dV`umidraid�hOced�q�dV`um�Ògkj^;o
m
lnoglAj hO`bdwftdVo
my^;ln`bdwdV`�sMdVo
�EhOoidra�hOo�c�^gkj^;ced }

� hOo�ftdtailOd�h��º©b�EhOoidta=û�c�^�l�nu`j^�q(l�sohbdz�|ceq�mj^;ced�l�h�a
lncnc�^;�MdEû�lb^;`ba�cedta=kOoid�q(ledVoia�^�Étlfq�hOmia=ûbaid�q�mOced�ÖVm
oid
dV`�^�ftftq�o�lK^tsMdtf*ftd�sShbd�ckj�q�`�q�mbaidVo
sMd*d���k d o
lfq�dV`�my^;ced�q�dV`um þ f��Ø©b�EhOoid b|} zÃl�h � hj^;kOlnm
oid b ÿ } ¡$cfhbarkOo d Á
fVlea d q�dV`um=ûXlb^;`barcedta_kOoid�q(ledVoiav�̂Étlfq�hOmiarq�`K^¨mOledV`�c�^�kOo d aydV`bftdUlAj hO`bd�`j^;kOk�d�lOd(sMq�o
m
lefVlnm d lAj ln`�midV`bailnm d
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ftq�q(kj^;oy^�mOcedgÒzftdVcncedil�hgmiq�hOo�mOlncnceq�ÙlAj�d���m
o d q(lnm d lOd�kj^;ced } ¡thOlea$lnc�nv^�hO`�l d fyhOlnoid�q�dV`�m�lOd=c�^{`j^;kOk�d=miq�hOoÂÁ
mOlncnceq�`O`j^;lnoidz^�h��@dV`�s�lnoiq�`ba�lOd�ckj�^�Étlfq�hOmÛlOd�oiq�my^;m
leq�`

ψ = 40◦
ûMfEj�dta
mÂÁàÒ?Á�l�lnoid~sohbd�c�^_`j^;kOk�d�lOd�sMq�o
m
lefVlnm d dVm

ced�miq�hOo�mOlncnceq�`�aid�q�mOcedV`�m=û�Ò_kj^;o
m
lnoÛlOd�ftd�q�q�q�dV`um=û d sMq�cfhbdVoØlOdi��^��tq�`ºl�lea üDq�ln`umid } ®�kj^;o
m
lno�lOd{ftd�q�q�q�dV`um=û
ckj ln`�midV`bailnm d lOd(c�^�`j^;kOk�dºl�lfq(ln`Shbd�oy^;kOl�lOd�q�dV`um�^;ceq�oia�sohbd(c�^�a
m
o�hbfVm�hOoid@miq�hOo�mOlncnceq�`O`j^;lnoid*ftq�`baidVo
sMdUhO`bd
ln`�midV`bailnm d lfq(k�q�o
my^;`�mid }

� q�hba�fyhbdVoifihbq�`ba�lb^;`ba�ftd�fyhj^;kOlnm
oid�Ò(fx^;oy^�fVm d o
leaydVo�c�^go d k�q�`baidulOdta�miq�hOo�mOlncnceq�`ba¿ü
d�hO`bdta�lAj�d���m
o d q(lnm d
lOd�kj^;cediÒ�hO`bd�k�dVo
m�hOo�mj^;m
leq�` }S§ `gayq�hOhj^;lnmid�dV`gd�ò�dVm d m�hZl�ledVo+c�^�a
my�̂mOlncnlnm d lOd
c�^{aim
o�hbfVm�hOoid
miq�hOo�mOlncnceq�`O`j^;lnoid
ceq�oia�sohbd�c�^�`j^;kOk�dºlOd�sMq�o
m
lefVlnm d ^�dV`bftq�oidºhO`bd�ln`umidV`ba
lnm d a�h��@ay^;`umid@k�q�hOo�ü
q�hbdVo�hO`�oiq�ced@a�hOorc�Ã̂l d �Sq�oÂÁ
q@^;m
leq�`×l�h�miq�hOo�mOlncnceq�` }*Ï `bd@midVcnced d m�hZlOd@` d ftdtaia
lnmidålOd@ftq�`ba
l�l d oidVo]hO`��|oy^;`Zl�`bq�q�mOoidålOdr��o d sohbdV`bftdta=û
lOq�`bf�lOdu��^;lnoid]hO`��|oy^;`Zl�`bq�q�mOoidrlOdra
lfq�hOc�^;m
leq�`ba=û�k�q�hOo{k�q�hOsMq�lno�l d midVo�q(ln`bdVo_ced�lOq�q@^;ln`bd���o d sShbdV`um
ledVc
lAj d ��lea
midV`bftdulOd_ckj ln`ba
my^�mOlncnlnm d|}
Ë?^�` d ftdtaia
lnm d lOdU�S^;lnoidºhO`K�|oy^;`Zl�`bq�q�mOoid
lOd�a
lfq�hOc�^;m
leq�`ba(`bd*`bq�hbagk�dVo�q�dVmvkj^�aGûNÒ�ckj hbd�hOoid�^�fVm�hbdVcncedEû
lOd_kOoidV`Zl�oid�dV`�ftq�q(kOmid�c�^vmiq�my^;cnlnm d l�h�a
lncnc�^;�Md }�° `�d�ò�dVm=û�c�^]q d m
hbqplOd_hj^;o�q�q�`Ol�sohbdul d sMdVceq�kOk d d�ceq�oia�lOd
ftdVm
midzm
hZ�taidEû�`bd�k�dVo�q�dVm�kj^�ailOdzftq�`ba
l�l d oidVo�ced�`bq�q�mOoid�lOdzk�q�ln`umia=` d ftdtaiay^;lnoidta�Òrc�]̂l�leaifVo d m
leay^;m
leq�Ã̀lOd�c�^
miq�my^;cnlnm d l�h�ailncnc�^;�Md } ��j�^�hOm
oidvkj^;o
m=û�a
l�ckj�q�`�d�ò�dtfVm�hj^;lnm�lOdtazfx^;cef�hOcea_^tsMdtfvcedvaiq�cnsMd�hOo�mid�q(k�q�oidVckû�cedrmid�q(kba
� ¡ Ï oid�sohOlea�k�q�hOoDhO`vfx^;cef�hOc�aidVoy^;lnm?m
oiq�kvlfq(k�q�o
my^;`�m+k�q�hOo�k�dVo�q�dVm
m
oid�hO`v�|oy^;`Zlw`bq�q�mOoidÛlOd
a
lfq�hOc�^;m
leq�`ba }

� q�hbar^xsMq�`ba�lOq�`bf*fihbq�lea
lÛlOd�ftq�`bftdV`�m
oidVog`bq�m
oid d m�hZlOdºlb^;`bauhO`bdUÉxq�`bd@^�Étlfq�hOmy^;ced�ln`bfVcfhbaid�lb^;`barced
lOq�q@^;ln`bd

ψ ∈ [0◦; 30◦]
ûbftq�o
oidta
k�q�Z̀lb^;`�m�Òvc�^�Éxq�`bdulAj�dV`Ooiq�hOced�q�dV`um~lOdzc�^g`j^;kOk�d�lOd_sMq�o
m
lefVlnm d|}

¡�q�hOo�k�dVo�q�dVm
m
oiduhO`bd�a
lfq�hOc�^;m
leq�`�dV`�ftq�`ba
l�l d oy^;`�m~hO`�`bq�q�mOoid�lOdulOdV�|o d aglOd�cnlfm�dVo
m d ^�ayaid�É�cnlfq(lnm d k�q�hOo
hO`�fx^;cef�hOc=^tsMdtf�ced(ayq�cnsMd�hOowhj^;o�q�q�`Ol�sohbdEû�ced�lOq�q@^;ln`bdºl�h�fx^;cef�hOcÀlOd�a
my^�mOlncnlnm d aidVoy^�o d l�hOlnm�Ò
hO`bdrÉxq�`bd
^�Étlfq�hOmy^;ced]lAj�dV`�s�lnoiq�`

10◦
ailnm�h d d�dV`�m
oid_ckj�^�Étlfq�hOm

ψ = 20◦
dVm
ψ = 30◦

}
¡�q�hOo d s|^;cfhbdVo�c�^usShj^;cnlnm d lOd�c�^_aiq�cfhOm
leq�`�q�mOmidV`Shbd{kj^;o�ced�fx^;cfhOcpaimy^;m
leq�`O`j^;lnoidglb^;`ba�ftdVm
midiÉxq�`bd{^�Étlfq�h�Á

my^;cedEûp`bq�hbaz^xsMq�`ba�m
oy^�f d cedrkOoiq�©bcNlOdta�ftq�q(k�q|a�^;`�midta�lOdwc�^�sulnmidtayaid�leaia�hbdtaglOdrc�^�a
lfq�hOc�^;m
leq�` } ¡�q�hOo_ftdVc�^�û
`bq�hba�^xsMq�`ba?kOoiq�ü
dVm d cedta�fihj^�q(kbaNlOd$s�lnmidtaiaid�^�h��ulOd�h���d���m
o d q(lnm d aDlOd�ftd¿lOq�q@^;ln`bd
a�hOoWhO`�kOc�^;`

(O,~er, ~ez)`bq�o�q@^;cÀÒ@ckj�^?��d]l�h�miq�hOo�mOlncnceq�` }X� q�ledV`�m
ur

c�^�ftq�q(k�q|ay^;`�mid�lOdvs�lnmidtaiaidvaidVceq�`
~er
û
uz

c�^�ftq�q(k�q|a�^;`�mid�lOd
s�lnmidtaiaid�aidVceq�`

~ez
dVm
uθ

c�^@ftq�q(k�q|ay^;`umid�lOdwsulnmidtayaid_`bq�o�q@^;ced�Ò@ftd�kOc�^;Ẁûjc�^gkOoiq�üDdtfVm
leq�`¢lOd�c�^(sulnmidtaiaydul�h
fx^;cef�hOc � �Ñlb^;`ba�ftd�kOc�^;`�lfq(kOcnl�sShbd�ced_fihj^;`O�Md�q�dV`�m�lOd_s|^;o
l��̂mOced�dV`�ftq�q�o�lOq�`O` d dta{f�n�cnln`Zl�o
l�sShbdta�ý

{

r =
√

x2 + y2

z = z





ur
uθ
uz



 =





cos(ψ) −sin(ψ) 0
sin(ψ) cos(ψ) 0

0 0 1









uy
ux
uz





Ï `bdÛ��q�lea�c�^�m
oy^;`baÂ�Sq�o�q@^;m
leq�`�d�ò�dtfVm�h d dEû�c�^�sulnmidtaiayd�lOd�ftq�`usMdtfVm
leq�`�q�q=nMdV`O`bd�l�h(a
lncnc�^;�Md�dtaim+ayq�hba
m
oy^;lnmid
^�h�fyhj^�q(k�lOdzs�lnmidtaiaid_q�mOmidV`Sh }

Ë?^Å©b�EhOoid �b}{� q�q�`um
oid�c�^�`bq�o�q�d¢l�h5oiq�my^;m
leq�`O`bdVculOd�c�^�aiq�cfhOm
leq�`�Ò�ckj�^�Étlfq�hOm
ψ = 20◦

lb^;`ba�ced
oidVk|�Void_cnl d ^�h�miq�hOo�mOlncnceq�` }A§ `�k�d�hOm�`bq�midVo�c�^]�Sq�o�q�d�dVcncnlnkOm
l�sohbd�lOd�ftdVcfhOl�Á�fVlkû þ ftdusShOl�dtaim�dV`�^�ftftq�o�l�^xsMdtf
cedta�o d a�hOcnmy^;miazd���k d o
lfq�dV`�my^�h��¢lOdr¢�f�®{cnlea
midVo��{¤E¤[�Hÿ�dVm~hO`bdrln`�midV`ba
lnm d lOdrc�^�`j^;kOk�d�lOdrsMq�o
m
lefVlnm d dV`bftq�oid
oidVc�^;m
lnsMd�q�dV`�m@lfq(k�q�o
my^;`umid�ftq�q(kj^;o d d¨Ò�ckj ln`umidV`ba
lnm d l�h q@^?��lfq�h�qÍlOd�oiq�my^;m
leq�`O`bdVc } Ë�d�oy^;kOk�q�o
mvdV`um
oid
ftdtaulOd�h��¬sShj^;`um
lnm d a d my^;`um�lOd

1/6
û�lnc�dta
m�dV`�^�ftftq�o�l�^tsMdtf�cedgo d a�hOcnmy^;m�lOdgc�^¨¡ wàÔ lOdgc�^º©b�EhOoid b|} z¨l�h

� hj^;kOlnm
oid b ^�h�q�Ö�q�dw�̂Étlfq�hOm }
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,.- /.0 �b}{�M1]w aiq|a�hOoÂ��^�ftdil�h�oiq�my^;m
leq�`O`bdVcIlOd�c�^zaiq�cfhOm
leq�`ºlOd=c�^_ailfq�hOc�^;m
leq�`*dVm�oidVkOo d aidV`�my^;m
leq�`̈ lOdta�ftq�`�miq�hOoia
lOdtaiq@^;lncnc�^;�Mdta{fx^;o
m d a
ledV`ba�ln`umidVoiftdVkOmy^;`�mzcedzkOc�^;`

z = 0
}

,	-_/.0 �b} �Z1ºw aiq|a�hOoÂ�S^�ftd�l�h�oiq�my^;m
leq�`O`bdVcNlOdzc�^(aiq�cfhOm
leq�`�a�hOo�ckj�dV`baid�q�mOced�l�hÃlOq�q@^;ln`bd�lOd_fx^;cef�hOc }
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r

z

1.96 1.98 2 2.02 2.04 2.06 2.08 2.1

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

rot: 600 1200 1800 2400 3000 3600

,.-_/	0 �b}{��1¨� q�`umiq�hOo�l�h�oiq�my^;m
leq�`O`bdVcNlOdzc�^(aiq�cfhOm
leq�`�Òvckj�^�Étlfq�hOm
ψ = 20◦

� q�hba�^tsMq�`ba=dV`ba�hOlnmid�d���m
oy^;lnmØlOd�ftdVm
mid�ftq�hOk�d{cedta�ftq�q(k�q|ay^;`umidtailOd�s�lnmidtaiaid{aidVceq�`@ced{sMdtfVmid�hOo
~er
dVm
~eθkj^�aiay^;`um�kj^;o�ced�q@^?��lfq�h�q¥lOd_oiq�my^;m
leq�`O`bdVcDlOdzc�^(ayq�cfhOm
leq�` }
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Ë�dta�o d a�hOcnmy^;mia�aiq�`um(m
oy^�f d a�a�hOo(cedta]©b�EhOoidta �b} ¤�û �b} ¦�dVm �b}{��} Ë�dtar©b�EhOoidta�lOd���^�hbfihbd�oidVkOo d aydV`�midV`�m
cedtavftq�q(k�q|ay^;`umidtarlOd�s�lnmidtaiaid*d���m
oy^;lnmidtarÒ

ψ = 20◦
dVmvftdVcncedta�lOdUl�oiq�lnmid�cedtarftq�q(k�q|ay^;`umidta]lOd@sulnmidtayaidta

d���m
oy^;lnmidta�Ò
ψ = 30◦

}�� hOo�c�^�©b�EhOoid �b} ¤zc�^�l�lea
my^;`bftd�dV`um
oid�cedØq(ln`Olfq�h�q¥dVm$cediq@^?��lfq�h�q lOd=s�lnmidtaiaid
∆xψdta
milOd

∆x20 = 0.203C ± 0.02C
k�q�hOo=c�^u©b�EhOoid�lOd����̂hbfyhbd_dVmØlOd

∆x30 = 0.232C ± 0.02C
k�q�hOo=ftdVcnced

lOd�l�oiq�lnmid }I� hOo�c�^�©b�EhOoid �b} ¦vdVcnced_dtaim�lOd
∆x20 = 0.224C ± 0.02C

Òv��^�hbfihbd
∆x30 = 0.239C ± 0.02CÒ�l�oiq�lnmid } ¢�^;cn�|o d c�^woid�q@^;o�sohbd �b} z }{��}fb q�`�`bq�mid�lOq�`bfghO`bdzftdVo
my^;ln`bdzdVcncnlnkOm
lefVlnm d l�h*kOoiq�©bc } ��j�^�hOm
oid�kj^;o
m=û

ckj�dta
m
lfq@^;m
leq�`�l�hKoy^=nMq�`BsuleaesShbd�h�� Ò�dV`usulnoiq�`
0.1C

��^;lnmid�kOo d f d lOd�qrq�dV`�m*ayd�q�mOced�dV`5^�ftftq�o�lB^tsMdtf�cedta
o d a�hOcnmy^;miavq�mOmidV`Shba }t§ `�k�d�hOmv^�hbaya
l�oid�q@^;o�sohbdVo�sohbd@ftd@oy^�nMq�`Kaid�q�mOced�^�hO�Eq�dV`�midVorlOdr��^��tq�`�kOcfhbarlfq�Á
k�q�o
my^;`�midrlb^;`ba�hO`bd�l�lnoidtfVm
leq�`ÅsShbd�lb^;`bazckj�^�hOm
oid }A° `�d�ò�dVm=û�^;ceq�oia�sShbdrcedvoy^;kOk�q�o
m

∆x30/∆x20 = 1.14k�q�hOovc�^�©b�EhOoid �b} ¤�lncilOdVs�ledV`�m
∆x30/∆x20 = 1.06

a�hOorc��̂©b�EhOoid �b} ¦ }tw c�ayd�q�mOced
lOq�`bf
sohbd*ced�kOoiq�©bc
l�h�miq�hOo�mOlncnceq�`�midV`ZlOdrsMdVoia~hO`�kOoiq�©bc+?̂��lea�npq d m
o
l�sShbd }|° `�©b`Wû�q�`�`bq�midra�hOo�ftdta�lOd�h��Ã©b�EhOoidta�c�^@oidVc�^;m
lnsMd
m�q�`O`bd�ftq�`baydVo
s�^;m
leq�`�lOd
c�^{sulnmidtaiayd�my^;`O�MdV`um
ledVcnced�dV`�m
oid�cedtatlOd�h��v^�Étlfq�hOmia=ûEsShOl�oidta
mid�^�hOmiq�hOotlOd
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q } a −1 }

� hOo
c�^~©b�EhOoid �b} ¤�ûuq�`@k�d�hOm�sMq�lno�sohbd�ced�kOoiq�©bc;l�h�miq�hOo�mOlncnceq�`*`Wj�dtaim�kj^�a�a�noq d m
o
l�sohbd�fx^;o�lnc�n(^�hO`�kOlef
a�hOo�c�^@ftq�hOo�m�drceq�oia�sShbdrckj�q�`�aid�l d kOc�^�ftd�lb^;`ba{cedraydV`ba~lOdta

z
` d ��^;m
l���a }A� drkOlefrdta
m�lºf¬Ò�c�^@kOo d aidV`bftd]lOd

c�^(`j^;kOk�d�lOd�sMq�o
m
lefVlnm d ûjc�^�sulnmidtaiayd�sShWj�dVcncedwln`Zl�hOlnm�dta
m{ftq�q(kj^;oy�̂mOced]Ògc�^�sulnmidtayaid_my^;`O�MdV`�m
ledVcnced]q@^?��lfq@^;ced
l�h�miq�hOo�mOlncnceq�`�a�hOo�cedta�ftq�hOo�m�dta�lOdul�oiq�lnmid�dVmglOdz��^�hbfyhbd }
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Ë?^�©b�EhOoid �b}{� q�q�`�m
oid�ckj d sMq�cfhOm
leq�`ºl�h�l d ©jfVlnmÛlOd=sulnmidtaiayd�^�h@ftdV`�m
oid�l�h(miq�hOo�mOlncnceq�` } Ë�d�oy^;kOk�q�o
m�dV`um
oid

c�^�s�lnmidtaiaid�my^;`O�MdV`�m
ledVcnced�l�h�miq�hOo�mOlncnceq�`XdVm�ftd�l d ©jfVlnm@dta
m�a�hOk d o
led�hOo
4
}�� l�ckj�q�`BoidVkOoidV`ZlBc�^¢l d ©b`Olnm
leq�`

lOdr`bq�q�mOoidrlOdva¡��lno
c
q
û;lOq�`O` d lb^;`ba{cedvfihj^;kOlnm
oid b ceq�oia�lOdvc�^�kOo d aidV`umy^;m
leq�Å̀lOdta�miq�hOo�mOlncnceq�`baw^tsMdtf�ü
dVmia

^?��l�^�h��|û�q�`K^;o
o
lnsMd¨Ò
q ≃ 6.3

} �_^;`bawced�fx^�l�oidålAj hO`bd d m�hZlOdålOd*aimy^�mOlncnlnm d lAj hO`bd*kj^;lnoidºlOd@miq�hOo�mOlncnceq�`ba
ftq�`�m
oy^;oiq�my^;m
l��Sa=ûZË�^;k�q�o
midZ� ��� ��ûpq�q�`um
oidusShbdzk�q�hOo�ftd�`bq�q�mOoidEûbckj ln`baimy^�mOlncnlnm d dVcncnlnkOm
l�sShbd�dtaim=dV`bftq�oidzc�^]l�noÁ
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m d `ShbdVozced�my^�h��
lAj�^�q(kOcnl�©jfx^;m
leq�`¨lOd=ckj ln`ba
my^�mOlncnlnm d|}G� q�miq�`ba�dV�̀©b`Wû�sohbd�ftd�l d ©jfVlnm�ayd�q�mOcedgl�lfq(ln`ohbdVo�oy^;kOl�lOd�q�dV`um
fx^;o�dV`um
oid
ckj�^�Étlfq�hOm

ψ = 20◦
dVm
ψ = 30◦

ced�q@^?��lfq�h�q l�h¬l d ©jfVlnmulOdrsulnmidtayaid�l�lfq(ln`ShbdrlOd
8%

}W� dVm
midrmidVZ̀lb^;`bftd
^;kOkj^;oy^%$em�^�hbaya
l�a�hOo�cedta d m�hZlOdta{d���k d o
lfq�dV`�my^;cedta�lOduÚ�^;3̀� �S� �?dVm�ð=^;��^;l~� ¦[� }
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ψ = 20◦
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ψ = 30◦
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,	-_/.0 �b} ¦ 1 ¡$oiq�©bcXlOd_c�^vs�lnmidtaiaid
uz
} ®����̂hbfyhbdUýZÒgckj�^�Étlfq�hOm

ψ = 20◦
} ®±l�oiq�lnmid�Òvckj�^�Étlfq�hOm

ψ = 30◦
}

w cu^;kOkj^;oy^%$em*lOq�`bfÀsohbd�c�^�ailfq�hOc�^;m
leq�`gd�ò�dtfVm�h d d�k�dVo�q�dVm�c��̂l d ©b`Olnm
leq�`�lAj hO`ra
lncnc�^;�Md=^�aiaid�É�oidVkOo d aydV`�my^;m
l��
lOdta�ailncnc�^;�Mdta�miq�hOo�mOlncnceq�`O`j^;lnoidta�lAj hO`�oiq�miq�oglAj h d cnleftq�kOm��Void };Ï `bd d m�hZlOdulOd_c�^go d k�q�`baidul�h�fyhj^�q(k�q�mOmidV`oh
Ò�hO`bd�k�dVo
m�h�mj^;m
leq�`�ceq�fx^;cnlea d d�aydVoy^ulOq�`bf{oidVkOo d aidV`�my^;m
lnsMd�lOd�c�^�l�nu`j�̂q(l�sohbd~lOdta�miq�hOo�mOlncnceq�`baØlAj�d���m
o d q(lnm d
lOd�kj^;cedÅlAj hO`�oiq�miq�o } �_^;`ba�c�^KaydtfVm
leq�`¦a�hOlns�^;`umid�`bq�hba�kOo d aidV`umiq�`baÃhO`bd¢q d m
hbqplOd�k�q�hOo�q�mOmidV`OlnoÃhO`
q@^;lncnc�^;�Mdr`bq�`�Á�a
m
o�hbfVm�hOo d ^�lb^;kOm d Ò(ftdVm
mid d m�hZlOdEû;lb^;`ba�c��̂Éxq�`bdr^�Étlfq�hOmy^;cedgftq�`ba
l�l d o d dEû�a�hOo{ced�sShbdVc�`bq�hba
ln`�midVo
k�q�cedVoiq�`ba{ced_fihj^�q(k�^ d oiqpl�n�`j^�q(l�sShbdulb^;`ba�cedzoidVk;�Void�lOdzc�^gkj^;ced }
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iωϕ+ [Ax ∂x] ϕ+ [Ar ∂r]ϕ+
1

r
[Aθ ∂θ]ϕ+ [B]ϕ = 0 ,

⇐⇒ iωϕ+ [Ax ∂x] ϕ+ [Ar ∂r]ϕ− jm

r
[Aθ] ϕ+ [B]ϕ = 0 ,

O
x = x0 + εx1 + O(x2)
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


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∂x u0 ∂r u0
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r ∂θ u0 − ∂x a0

∂x v0 ∂r v0
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r ∂θ v0 − ∂r a0

∂x w0 ∂rw0
1
r ∂θ w0 −1

r ∂θ a0

a0
ρ0
∂x ρ0

a0
ρ0
∂r ρ0

a0
ρ0

1
r ∂θ ρ0 (γ − 1) (∂x u0 + ∂r v0 + 1

r ∂θ w0 + 1
r v0)
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∀h, ∀ψh ∈ wk(ωh),
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ωh

(iωϕh+Ai ∂ W ϕh+Bϕh).ψhdΩ+
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M(n)(ϕ+
h −ϕ−

h ).ψ−
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g.ψh dΩ,
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L(ϕh,ψh) =

∫

Ω

(iωϕh+Ai ∂ W ϕh+Bϕh).ψhdΩ+
∑

h

∮

∂ωh

M(n)(ϕ+
h−ϕ−

h ).ψihdΓh−
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Ω

g.ψhdΩ = 0.
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{

ϕh ∈W k(ωh) | ∀ψh ∈W k(ωh) ; L(ϕh,ψh) = 0

}
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L(ϕh,ψh) =

∫

Ω

ψh . iωϕh +
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Ω

ψh .Ai ∂ W ϕh +
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ψh . Bϕh

+
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∂ψh|∂Ω

ψh . [Aini]
−(ϕ+

h −ϕ−
h ) +

∮

∂ωh∩∂Ω

ψh . (Mϕh − gs) −
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Ω

ψh . gv .
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∫

Ω

ψh . [iω+Ai ∂ W +B] ϕh dΩ =

∫∫∫

x r θ

ψh .

[

iω+Ax ∂x +Ar ∂r +
1

r
Aθ ∂θ +B

]

ϕh r dxdrdθ

= 2π

∫∫

r z

ψh .

[

iω+Ax ∂x +Ar ∂r −
jm

r
Aθ +B

]

ϕh r dxdr
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[Ai.ni]
− = inf(0,v0.n)






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1 − n2
x −nxnr 0 0

−nxnr 1 − n2
r 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0









+
v0.n− a0

2
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n2
x nxnr 0 −nx

nxnr n2
r 0 −nr

0 0 0 0
−nx −nr 0 1
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


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= 2π
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ψih .M(n) (ϕoh −ϕih) rdr
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(
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− ν (Ω)TΩ

]

= − 1

ν (Ω)
RΩ �
� ³�À�ä/�

��·���±
F (WΩ,WΩi

)
�j����ãr¦0�yã�ó��
©Q¯j�­ã��A�
¬

RΩ
�j�k©7���Q¯jÝrã3Ý��kó�°(Ý��
��¯j�%��¬Q¯j°�� ��±�°��y¬7�
�,���y¬��j���u±�°��y¬Q©Q¯���ã�¬Q¯j°����Ý��0����Ýr¯j�7±
©7�
¬Q¯j�÷��¬Q¯j°��Æ�Q¸,��¬Q¯����j�cÝrãO��ãr¦_±�°��y·���±
¬Q¯¾ªQ�,ÝrãP��ãr¦FÝr¯¾ø.ã��Q¯¾ª��
¬�Ýrã�¬7�
©Qó��c�7°�ã�©7±��w³

� gQDKgml R��TS�U6| � oV��WX�mxY��x�twoZFzo\[]�ôs�^ o`_bac�kt�t��ed¢ifWz�]p
�*����ª�°�©Qó[ã�����¬Q¯j°��hÝ������Fó��
¬Q²�°(Ý��¹Ý��"g�ã���Ç��§¨Y<?ã�¬Q¬%�£õO%�¸,���V� ¸.�
©Qó��
¬Q¬%���y¬�Ý]ñ���·w����±��
©����Æ�7°���ã�¬Q¯j°���yã�ó��
©Q¯j�­ã��[ÝrãÆ¸,����Ý��?¬7�
ó�¸��

tn
��ã_¸,���*Ý��?¬7�
ó�¸��

tn+1 = tn + ∆t
���Q¬9�����Qã�¯�·w���y¬7�"	







































































W (0) = W n

∆W (1) = −α1
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