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Introduction générale

Beaucoup de problémes issus de la physique et de la mécanique sont formulés
comme des problémes aux limites dans des domaines tridimensionnels. Mais le cal-
cul tridimensionnel cotite trés cher et est parfois impossible avec les moyens actuels
a cause de la complexité de I’équation aux dérivées partielles et de la géométrie du
domaine. Il est classique, en mécanique de contourner la complexité de la géométrie
tridimensionnelle et de réduire le domaine d’étude. Par exemple, pour les structures
ayant deux dimensions petites par rapport a la troisieme comme les barres, ou celles
ayant une dimension petite par rapport aux deux autres comme les plaques ou les
coques, on fait des approximations qui raménent les problémes initialement tridimen-
sionnels & des problémes respectivement monodimensionnels ou bidimensionnels [32].
Dans le cadre de cette thése, on suppose que le domaine initial est invariant par
rotation autour d’'un axe (axisymétrique) et que l'opérateur intérieur et 'opérateur
de bord satisfont des propriétés d’axisymétrie. Le probléme peut alors étre réduit,
sans aucune approximation et par des développements en coefficient de Fourier par
rapport a la variable angulaire, en une famille dénombrable de problémes bidimen-
sionnels. Cette réduction est d’autant plus intéressante que si en plus les données sont
axisymétriques, seuls les coefficients de Fourier d’ordre zéro subsistent. Dans le cas
de données initiales quelconques, une méthode d’approximation consiste & négliger
les fréquences de grands ordres et réduire le probléme initial & un nombre fini de
problémes bidimensionnels associés & un nombre fini de coefficients de Fourier. Ils y
étudient en outre. L’erreur due a cette troncature a été étudiée dans 3.4 : il est prouvé
que pour des données analytiques, cette erreur décroit exponentiellement par rapport
a la troncature sur les fréquences. Ce type de problémes axisymétriques a été traité
par la méthode des éléments finis [14] et [15] et par la méthode spectrale [8], dans
un cas d’une décomposition conforme avec une condition de continuité a travers les

interfaces.



Le domaine axisymétrique le plus simple est évidemment le cylindre généré par
un rectangle unique. Quoique intéressant et assez fréquent dans la physique, ce cas
est restrictif pour les problémes réels. C’est pourquoi on généralise & un domaine
méridien polygonal qui peut donc étre décomposé en un nombre fini de rectangles
ou de trapezes disjoints. Néanmoins, la présence de coins dans le domaine méridien
induit des limitations séveres sur la régularité des solutions [29] et donc une faible
vitesse de convergence lorsqu’on approche notre solution par une méthode spectrale
ou d’éléments finis [21], [35]. On décompose alors la solution en une partie réguliére,
avec régularité optimale, et une combinaison linéaire de fonctions singuliéres [31].

Les méthodes de décomposition de domaines consistent & partager le domaine
de résolution d’'une équation aux dérivées partielles, en sous-domaines de plus petite
taille et dans la mesure du possible de géométrie plus simple. Pour ces méthodes, les
conditions de transmission (contraintes de raccord sur les interfaces) sont détermi-
nantes pour une bonne approximation de la solution du probléme initial, ainsi que
pour Defficacité numérique (cout de calcul, adaptation au parallélisme).

On distingue deux types de techniques de décomposition de domaines : conforme et
non conforme. Pour des discrétisations de type variationnel, la conformité se traduit
par Pappartenance des fonctions discrétes a I'espace apparaissant dans la formula-
tion variationnelle : comme ces fonctions sont, en général, trés réguliéres sur chaque
sous-domaine, cette appartenance se réduit a I'imposition de conditions de raccord
appropriées sur les interfaces. Ainsi pour un probléme de Laplace la conformité se
traduit par la continuité des fonctions. Notons que ce type de raccord suppose, en
général, une disposition particuliére des sous-domaines, de leurs maillages est I'utili-
sation de discrétisations du méme type sur chacun d’eux.

La méthode de joints s’inscrit dans le cadre de méthodes de décomposition de
domaine sans recouvrement avec discrétisations de type variationnel. Elle a été in-

troduite et étudiée pour des problémes d’ordre deux, pour des éléments spectraux et



pour le couplage des méthodes spectrales et de la méthode des éléments finis dans [19],
[18], [20], [27] et [39], en fait la méthode fournit un cadre approprié pour le couplage
de différentes discrétisations dans les sous-domaines. De nombreuses applications, ba-
sées sur la méthode de joints, ont vu le jour pour des problémes d’ordre deux et
notamment, 1’extension de celle-ci aux problémes tridimensionnels non conforme [13],
le couplage de méthodes spectrales et des éléments finis [34]. On cite également les
travaux de Y. Achdou, Y. A. Kuznetsov et O. Pironneau [3] et [4] pour les
problémes de la mécanique des fluides en dimension trois.

Dans ce travail, on se propose d’étendre la méthode de joints, a la résolution
d’équations de Laplace et de Stokes tridimensionnels dans un domaine axisymétrique.
En effet ces problémes interviennent dans de nombreux systémes de mécanique des
milieux continus, aussi bien pour des solides que des fluides. Pour la résolution directe
de ce genre de problémes, les méthodes spectrales fournissent un cadre approprié,
puisque les polynémes approchent bien les fonctions régulieres (il est bien connu que
I’erreur d’approximation décroit comme une puissance négative du degré maximal des
polynomes).

Dans le premier chapitre, on introduit les domaines d’étude qui sont principa-
lement trois types de domaines présentant des singularités d’arétes.

On rappelle I'expression explicite des fonctions singuliéres associées & 'opérateur
de Laplace, et le résultat d’approximation polynomiale de ces fonctions. Ces types
de singularités sont totalement connus dans les cas bidimensionnel d’ou l'interét de
traiter les problémes axisymétriques. On montre aussi 1'utilité de ce résultat pour
doubler l'ordre de I’estimation d’erreur en norme H' entre la solution du probléme
continu et la solution discréte du probléme de collocation sur [—1, 1].

Dans le deuxiéme chapitre, on introduit la discrétisation spectrale qu’on adopte
dans les éléments et on présente les outils nécessaires a la méthode de joints, a savoir

les opérateurs d’interpolation polyndmiale et les opérateurs de projection. Ensuite



on traite le probléeme de Laplace dans le cas de conditions aux limites de type Di-
richlet homogénes. La discrétisation du probléme continu repose sur la formulation
variationnelle et s’effectue par la méthode de Galerkin avec intégration numeérique.
L’espace d’approximation n’est pas contenu dans l’espace continue, il s’agit d’une
non-conformité d’espace. On montre notamment que l’erreur ne dépend que de la
régularité locale de la solution exacte dans les sous-domaines. Il faut noter que les
estimations d’erreur qu’on obtient sont optimales.

Ensuite une partie est consacrée a ’analyse mathématique de l’algorithme de
Strang et Fix. Deux algorithmes pour le calcul de coefficients de singularité, celui
Amara et Moussaoui [6] et celui de Strang et Fix [40], ont été étendus au cadre
de la méthode de joints pour le bilaplacien [11] et le Laplacien et Stokes [31] dans le
cas bidimensionnel. Dans 1’étude théorique de notre probléme, on traite séparément
les cas axisymétrique, général et tridimensionnel.

A la fin du chapitre 1, on présente la mise en ceuvre de la méthode de joints et les
matrices associées au probléme. Le code de calcul est développé en langage MATLAB.
Des résultats numériques prouvant 'efficacité de la méthode des joints sont présentés
et commentés.

Par analogie au deuxiéme chapitre, le chapitre 3 est consacré a I’étude mathéma-
tique et numérique du probléme de Stokes par la méthode spectrale des éléments avec
joints, pour une décomposition géométrique non conforme dans des domaines axisy-
métriques, et a I'étude de I'algorithme de Strang et Fix. On prouve deux conditions
inf-sup sur les deux formes bilinéaires discrétes qui interviennent dans les problémes
discrets dans les deux cas axisymétrique et général. On présente aussi les estimations
pour les solutions u et p. On utilise ensuite une autre fois I’algorithme de Strang et Fix
pour agrandir seulement ’espace discret de la vitesse. Nous prouvons deux conditions
inf-sup sur les deux formes bilinéaires discrétes qui définissent les problémes discrets

dans les deux cas axisymétrique et dans le cas général. Il est & signaler que dans le cas



non homogene on perd du coté de la singularité et on a un terme N > log(N) qui inter-
vient dans toutes les inégalités du coté de la singularité, mais ceci n’empeche pas la
convergence de la méthode. Les estimations d’erreur sur u et p sont aussi bonnes que
dans le cas conforme avec continuité d’interface et de méme ordre, il n’y pas de perte
d’optimalité dans les estimations de ’erreur réelle, ce qui prouve 'efficacité de la mé-
thode des joints. Enfin on termine le chapitre 3 par une mise en ceuvre de 1’algorithme
de Stokes ou on présente les outils nécessaires (matrices A, B, F' et GG, et matrices de
raccord. .. ), suivi des tracés et des courbes d’erreur analysés et commentés.

Dans le chapitre 4 et 5, c’est - & - dire dans 'annexe 1 et 2, on explicite le choix
des bases en fonction de la discrétisation choisie, les équations discrétes et le calcul
des coefficients des matrices associées aux deux problémes de Laplace et Stokes. Enfin

on explicite les matrices qui assurent le raccord entre les interfaces.
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Chapitre 1

CADRE GENERAL

Le but de ce chapitre est d’introduire le cadre général de la théorie spectrale de
Fourier pour les problémes axisymétriques dans lequel s’insérent le probléme de La-
place et le probléme de Stokes. Nous décrivons la géométrie et les espaces fonctionnels
pour un probléme elliptique et nous écrivons les formulations variationnelles associées
dans un premier lieu & des données axisymétriques, ensuite a des données générales.
Nous donnons quelques résultats de régularité des solutions.

Les résultats de ce chapitre figurent dans [8, Chapites I et I1], nous y référons

pour les démonstrations.

1.1 Géométrie

Pour un point de R3, on utilise les coordonnées cartésiennes (z,y,2) ou cylin-

driques (, 6, z) avec
x=rcosb,y=rsind,reR, 0¢c|—m x|,

et

—Arccos® siy <0,
r=+z2+y?, 0= "

Arccos% siy > 0.

On note R? le demi-espace de R? défini par :
R% = {(r,z) e R*, r > 0}.

Soit © un polygone de R?, de frontiere 9Q = '61 I'; formée d’'un nombre fini

1=

de segments I';, 1 < ¢ < n, dits cotés de 2. Les extrémités de ces cotés sont dits

12



1.1. GEOMETRIE Cadre général

coins de €2. On appelle ¢, cs, ...cy les coins du polygone qui sont sur 'axe r = 0, et
e1, €z, ...e; les autres coins de €2. On note I'y 'intersection de 02 avec 'axe r = 0 et
I' = 9O\T. On note €2 le domaine de R? obtenu par rotation de Q autour de 1'axe

r = 0. L’ensemble (2 sera appelé domaine méridien de Qetona
Q={(r.0,2) €R® (r,2) €QUILy, —T<O< 7} (1.1.1)

Dans la suite, on va travailler dans des domaines présentant des obstacles, comme

illustré dans les figures 1.1.1 et 1.1.2

e e e
2 5 6
4 /1—
& € -
o > 3 >
Fig. 1.1.1:  Exemple de géométrie 1
AT AT
r
é pd €,
) e, e, -
- ﬁ -
1) - ¢ c, c; c, "

Fig. 1.1.2:  Exemple de géométrie 2
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1.2. PROBLEMES AXISYMETRIQUES Cadre général

1.2 Problémes axisymétriques et réduction de la
dimension

On considére le probléme elliptique [A, E] défini dans par :

o . Ay = f dans Q,
A, B|< ) (1.2.1)
Bv =g surdf2
ol A et B sont respectivement des M x M et m x M opérateurs différentiels, ¥
est une inconnue & M composantes et f et g sont des données correspondant aux
forces extérieures. On renvoie a [5] pour les définitions générales et les propriétés des

opérateurs elliptiques.

On note R, la rotation de R* d’angle 7 autour de l'axe r = 0, elle est définie par :
R, (z,y,2) = (xcosn — ysinn, xsinn + ycosn, z) (1.2.2)

Il est évident que Q) est invariant par la rotation R, que le vecteur normal 7 au bord
O est obtenu par rotation du vecteur n normal a I' autour du méme axe et que pour

%

tout ¥ € D'(£2), on a la formule :

(%0 Ry, w) = (B, WoR,") Vi € D(Q). (1.2.3)

%

Ci-dessus, D(£2) dénote I'espace des fonctions indéfiniment différentiables & support

compact dans ) et /() 'espace des distributions associé.

Définition 1.2.1 Le probléme [A, E] est dit axisymétrique si, pour tout n dans
[—7, 7] il existe un automorphisme I, de RM et un automorphisme J,, de R™ tels que
toute fonction réguliére o : Q — RM satisfasse :

Y

A(Iy(50 Ry) =1, ((Av)o R,).

B (J,(80Ry)) = J, <(1§{,> . Rn) ' (1.2.4)

Remarque 1.2.1 Dans le cas ou M = 1, I, est la fonction multiplication par une

constante. La propriété (1.2.4) devient alors A (%o R,) = (A®) oR,,.

14



1.2. PROBLEMES AXISYMETRIQUES Cadre général

1.2.1 Problémes invariants par rotation

Définition 1.2.2 Le probléme [A, é} est dit invartant par rotation si, pour toute

fonction réguliére B : Q2 — RM et pour tout 1) € [—m, 7] on a :
(1.2.5)

Une propriété équivalente & la définition 1.2.2 est la suivante.
Propriété Le probléme [A, Bﬂ est invariant par rotation si et seulement les
opérateurs A et B écrits en coordonnées cylindriques ont des coefficients indépendants

de 6, c’est a dire qu’il peuvent étre écrits sous la forme :

A (2,y,2;0,,0,,0.) = Al(r,2;0,,0,0.) (1.2.6)

B(z,y,z;@x,ﬁy,ﬁz) = B(r,z; Oy, O, 0,)

Exemple 1.2.1 Le laplacien A = 9? + 85 + 0% s’écrit en coordonnées cylindriques
02 + 10, + 505 + 02. Associé a des conditions de Dirichlet sur le bord, le laplacien

est donc invariant par rotation.
Définition 1.2.3 Soit ¥ € D'(2), % est dit invariant par rotation si :
Vn € [-m, 7], Yo R, = ®. (1.2.7)

Maintenant, si toutes les données du probléme (1.2.1), a savoir A, B, f et g, sont

invariants par rotation, alors celui ci se réduit au probléme bi-dimensionnel suivant :

Av=Ff dans (),

(1.2.8)
Bv=g sur T,
ou
f (T72> :f(.13,y,2), g(T,Z) = § (x,y,Z>,
A(r,20,,0.) = A (r,2,0,,0,0.), (1.2.9)

B (r,z;0,,0,) = B (r,2;0,,0,0,) .

On voudrait généraliser cette réduction aux problémes axisymétriques.
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1.2. PROBLEMES AXISYMETRIQUES Cadre général

1.2.2 Problémes axisymétriques avec données axisymétriques

Définition 1.2.4 Soit ¥ € D’(Q) et § une fonction définie sur ). La distribution
0, resp. la fonction g, est dite axisymétrique si, pour tout n dans [—m, 7| il existe un

automorphisme I, de RM | resp. un automorphisme J, de R™, tel que :

I,(6oR,) = ¥, (1.2.10)

Jn(go Ry) = (1.2.11)

Q¢

Remarque 1.2.2 Si le probléme [A, B/} est axisymétrique dans le sens de la défini-
tion 1.2.1, alors A% est azisymétrique dans le sens (1.2.10) et B est azvisymétrique

dans le sens (1.2.11).

Dans le but de réduire la dimension d’un probléme axisymétrique, nous allons faire

I’hypothése suivante.

Condition 1.2.1 On suppose que les opérateurs n —— I, n —— J, sont des mor-

phismes de groupes, c’est-a-dire :
Vn € [-m, 7| ,V§ € [-m,m] Lype=1,0l et Jye=J,0Je. (1.2.12)

Moyennant cette hypothése, on peut montrer facilement que si le probléme [A, B]
et les fonctions o, f et g sont axisymétriques, alors les applications suivantes sont

invariantes par rotation :
(r,0,2) — Lo (r,0,2), (r,0,2) — Lf (r,0,2), (r,0,2) — I,g(r,0,z)
et on a la proposition suivante.

Proposition 1.2.1 Si le probleme [A, Bﬂ est axisymétrique, alors le probléme as-

vk v

socié [A ,B*} est invariant par rotation, ou [A*, E*] est défini par :

*

(A"%) (r,0,z) = I (A(I_¢®))(r,0,z), (1.2.13)

*

(B ) (,0,2) = Jo (B(I_y¥))(r,0,2).
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On déduit de cette proposition que les opérateurs A" et B” s’écrivent sous la forme :

ok P

A (2,9,2,0,,0,,0,) = A(r,z;0,,09,0,), (1.2.14)

-é* (xayaz;aiwayaaz) - B(TVZ; 87‘78978,2)

et on pose A (r,z;0,,0,) = A(r,z0,.,0,0,) et B(r,z;0,,0,) =B (r,2;0,,0,0,).

Proposition 1.2.2 On suppose que le probléme [A, E] est axisymétrique et que
(A, B ) est défini sur un espace V & valeurs dans un espace produit FxG. On définit
‘7(), Fg et éo comme sous-espaces respectifs de ‘u/, F et G des fonctions axisymétriques.
Alors il existe des espaces de fonctions V', F et G, définies sur (), tels que les fonctions

suivantes sont des isomorphismes :
@V:%—>V (I)FZF(]—>F @G:é0—>G
Py 'b<707 z) = (I@’l\j)('f’,e, Z)? Qp f(?“, Z) = (Igf)('f’,e, 2)7 (I)G g(?”, Z) = (Jgﬁ)(?’, 97 z)'

Par construction, les problémes [A, 15;'] et [A, B] sont équivalents et la réduction est
décrite par le diagramme suivant :

. (AB) o

% (—>) FO X GO

Py ~I/ ~L PrpxXPg

\%4 (Aj) Fg X G()

Finalement, si [A, 1;’} est axisymétrique et si les données f et ¢ sont axisymétriques,
alors on a I’équivalence entre i) et ii) :

i) ¥ est solution du probléme [A, E’] et est axisymétrique,

ii) v est solution du probléme [A, B].
En plus, si [A, E} est bien posé, toute solution © associée a des données axisymé-

triques est axisymétrique.
1.2.3 Problémes axisymétriques avec données quelconques

On peut transformer les problémes axisymétriques avec des données non néces-

sairement axisymétriques, en problémes invariants par rotation. On commence par
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définir  comme un produit :

Q={(r0,2); (r,2)eQ, —m<60<n}. (1.2.15)

Proposition 1.2.3 On suppose que le probléeme [A, B] est azisymétrique et que
(A, ]§) est défini sur un espace V & valeurs dans un espace produit F x G. Alors
il existe des espaces de fonctions V, F et G, définies sur Q, tels que les fonctions
sutvantes sont des isomorphismes :
Oy V —V Op:F — F de:G— G
Dy B(r,0,2) = (IyB)(r,0,2) @ f(r,0,2) = Lf)(r,0,2) @ §(r,0,2) = (Jo§)(r,0, 2)
En plus, les opérateurs A (r,2;0,,0p,0,) et B (r,2; 0y, 0y, 0,) donnés par (1.2.14)
sont tels que les problémes [A, E] et [A, B} sont équivalents et la réduction est

décrite par le diagramme suivant :

Dy, \l/ Jz PrxPg

%4 (ﬁ) Fxd

Un moyen naturel de réduire un probléme axisymétrique défini sur Q) en une
suite de problémes posés sur €2 est d’utiliser le développement de Fourier par rapport
a la variable angulaire #. Ce cadre est d’autant plus intéressant que le probléme
réduit ne dépend pas de 0 et donc le probléme initial induit une suite de problémes
complétement découplés.

Soit ¥ une fonction définie sur € et soit ¥ = Ip® la fonction correspondante définie

dans Q. Pour chaque k € Z on associe le coefficient de Fourier
¥ (r,2) = b / o(r,0,2)e”*dp. (1.2.16)
V2

Alors le probleme [A, B] est équivalent a la famille dénombrable des problemes

réduits suivants :

Aot = fF dans Q,
Vk € Z (1.2.17)
B,v* = g¢  sur 09,
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ou les opérateurs A, et By sont définis par :

A (r,2;0,,0,) = A(T,Z;@r,ik,ﬁz), (1.2.18)

By (r,2;0,,0,) = B(r,z;@r,ik,ﬁz).

Remarque 1.2.3 Si les fonctions v, f et g sont azrisymétriques, tous leurs coeffi-
cients de Fourier sont nuls, sauf v°, f et g° respectivement et le probléme [Ag, By

coincide avec le probléme [A, B] .

1.3 FExemples

Afin d’appliquer ce qui précede a des problémes physiques réels tels que le probléme
de Laplace ou celui de Stokes, on commence par écrire les différents opérateurs qui
interviennent en coordonnés cylindriques, dans les deux cas scalaire et vectoriel.

Soit (7., Ty, T,) une base cylindrique orthonormée associée a la base (Tx, Ty TZ)

cartésienne. On a les formules de bases :
1. ) 1
0y =cosf 0, — —sinf 9y et 0, =sinb 0, + - cosf 0. (1.3.1)
r r

On en déduit les formules suivantes.

1) Cas scalaire :

Coordonnées cartésiennes | Coordonnées cylindriques

Vv 00 Ty + 0,0 Ty + 0.0 T, o T, + %891) To+ 0.0 T,

Av 20 +020 4020 O2v +10,v +195v + 92v

2) Cas vectoriel :
Pour le cas vectoriel, on rappelle quun vecteur ¥ a valeurs dans R? s’écrit en
coordonnées cartésiennes v, T, + v, T, + v.T. et en coordonnées cylindriques v, 7, +

V9T9 + v, T, ce qui implique que

U, =vycos8 +v,sinf et vy = —v,sinf + v, cosb, (1.3.2)
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Cadre général

et on a
Coordonnées cartésiennes Coordonnées cylindriques
div Dpy + Oyvy + 0,0, Orvy + 10, + +0gvg + 0.0.

(020, + L0, + Ld3v, + 9?v,
(8%1)1, + (‘93% + afvw) T+ —%21),, — %09129)7',,

Av (820, + D20, + D2v,) T+ +(02vg + 10,09 + 207vp + 02vg
(8§vz + 85122 + (‘ﬁvz) T, —%Ug + %89%)7'9

+ (afvz + %&vz + %8302 + afvz) T,

1.4 FEspaces de Sobolev a poids

Par le changement de variables des coordonnées cartésiennes en coordonnées cy-

lindriques, la mesure dxdydz se transforme en rdrdfdz. En écrivant le probléme de

Laplace ou celui de Stokes sous forme variationnelle réduite définie sur €2, il apparait

des mesures comme rdrdz ou r~'drdz. Ce changement de mesure donne lieu a de

nouveaux espaces de Sobolev a poids.
Définition 1.4.1 1) On définit ’espace

L1,(Q) = {u: Q — C mesurable, (/ [u? (r, 2) \rildrdz)% < +oo}
0

qut est un espace de Hilbert quand il est muni de la norme suitvante
sz, o = ([ f? (r2) rtdrde)t.
Q
2) Pour m € N*| on définit ’espace
m k
H™(Q) = {u: Q — C mesurable, (ZZHafaf—quif(m)% < 400}

k=0 ¢=0

qut est un espace de Hilbert quand il est muni de la norme suitvante

m k
_ 1
el = (33 I005 ull2s )

k=0 ¢=0

20
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il est ausst munt de la semi norme

m - i
[ulpiey = QN0 ullizq))?.
=0

3) Pour s réel positif non entier, on définit l’espace H; () par interpolation entre
’espace Hl[s]Jrl (Q) et H{S} (Q), ou [s] désigne la partie entiére de s.
f e 13 : , 1
4) On définit lespace de Hilbert Vi}(2), muni de la norme (||||§{11(Q) + ||.||%31(Q))2
par :

VHQ) = HY Q)N L2 (Q). (1.4.3)

1.5 Fonctions axisymétriques

On étudie séparément les cas covariant et contravariant, qui correspondent res-

pectivement aux fonctions invariantes par rotation et axisymétriques avec I, = R_,.

1.5.1 Cas covariant

9

On consideére les fonctions de H*(£2) qui sont invariantes par rotation dans le sens
(1.2.7). On note 'espace correspondant H*(£2). Soit # € H*(£2), ¥ est caractérisé par

Pexistence dune fonction v définie sur €2 par :
v(r,z)=0(z,y,z2). (1.5.1)

Théoréme 1.5.1 Soit s un réel positif, alors l’application :

() — H3(9)

— v
est un isomorphisme, ot H% () est défini comme suit :

i) si s n'est pas un entier pair

H:(Q) = {w e H{(Q),07  wr, =0, et 1 < j <s/2}, (1.5.2)

muni de la norme ||.||ms @) = ||.|#;(9),
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it) si s est un entier pair

H(Q) ={we H{(Q),07  wr,=0,1<j<s/2etdweL? ()} (15.3)

. - 1/2
muni de la norme ||w||x: @) = (||w| %f‘f(ﬂ) + |02 le%El(Q)) :

1.5.2 Cas contravariant
Soit H"(€2) Tespace des fonctions & = (v, vq,v3) € H*() qui vérifient (1.2.10)

avec I, = R_,. On considére la fonction invariante par rotation ¥ = (v,, vy, v,) = Ip®,

alors on a :

v, = cost v, +sinf v,
vg = —sinf v, + cosd v, (1.5.4)

VU, = U,.

En conséquence de la Proposition 1.2.1 on a :
vnp € [-m 7, R, (boR,) =10
<= v,,Vy,V, sont invariants par rotations.
Théoréme 1.5.2 Soit s un réel positif alors l’application :

H(Q) — H*(Q) x H*(Q) x H2(Q)

b — B(vr,v9,0z)

est bien définie et injective ou H*® () est défini comme suit :

i) si s n'est pas un entier impair
. -1
H? () = {w € Hj(Q),07wmr, =0, et 1 < j < ST} (1.5.5)

munt de la norme

[w] Hs (Q) = [w] H$ ()5

it) si s est un entier impair

s—1

H*(Q) = {w € H{(Q),07wmr, =0,1<j< et 07w € L2_1(Q)} ., (1.5.6)

muni de la norme

2 s—1 2 1/2
) 1107 w||L2_1(Q)> -

[/l o = (o]
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1.6 Coefficients de Fourier

Le but ici est d’étendre les résultats de la section précédente aux espaces standards

de Sobolev H*(2).

Définition 1.6.1 Soit ¥ € H*(Q2). On définit, comme dans (1.2.16), les coefficients

de Fourier de ¥ notés v* par :
P (1, 2) = L /17 (r,0,2) e”"*qg. (1.6.1)
V2T
On définit aussi la troncature de la série de Fourier pour chaque entier positif K par :
y 1 k k0
(T,y,2) = — ve(r,z) e 1.6.2

|k|<K

On traite comme précédemment les deux cas covariant et contravariant.
1.6.1 Cas covariant

Théoréme 1.6.1 1) Soit s un réel positif alors Uapplication suivante est un isomor-
phisme :
H*(Q) — 11 ka)(ﬂ)

kEZ
o= (ke

ol

i) st |k| > s—1, Hy, (Q) = V() muni de la norme

||l

1/2
_ 2 2s —s 2
s @ = ([0l + Pl ) (1.6.3)

i) si k| <s—1

we H(Q),wip, =0,1<j<|kl—-1}, si k est pair,
{we H*(Q),00w/r, =0,1<j<|k|—1}, si k est impair,

munt de la norme

||| ms @), ik est pair,

[lwllag, @) =

[w|| s (@), stk est impair.
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On a en plus ’équivalence suivante des normes :

%
< d||v
(z| ) < il
keZ

2) Soit t un réel positif tel que t < s. Il existe une constante c telle que pour tout

ol|9|

o (@)- (1.6.5)

entier naturel K, on a :

ey VO € H*(Q). (1.6.6)

19 — O]l ey < cK°||9]
1.6.2 Cas contravariant

Théoréme 1.6.2 Soit s un réel positif. On introduit lespace H,, (1) comme suit :
i) silk|l > s, Hiy (Q) = V7(Q),

it) si |k| <s,
we H(Q),dwmr, =0,1<j <kl -2}, si k est pair,
H(Sk)*(Q>: { ( ) | /To J | | } 4
{we Hi(Q), 0w, =0,1<j<|k|—2}, sik est impair.
(1.6.7)

Alors Uapplication

H(Q) — ILH,(©)
Y H(Uﬁ’vg vvlg)kezz(vk)kGZ

est un isomorphisme, ot H{;,(Q) est ’espace des (wk, wi, wh) € H (@) x Hig,y () X
HG () qui vérifient :

Gik\fl(wr + ‘k‘wg) € L*,(Q) silk]=s,

O (wy + Hwg) i =0 si k] <5,

avec
1) Si k| # s
1
2
1w, 2) sz, @) = (1lenl B,y + NewollB, @ + sl )
2) Si |k| = s
1w, w2) e o = (el @y + ool @+ Nl @)

ik 1
+H[O) (w, + T wo)l[72 (o) )
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Et on a équivalence suivante :

[V

C||7’HHS(§2) < (ZH”W%};H(QO < C/||'7’||HS(§2)- (1.6.8)

keZ

1.6.3 Le probléme de Laplace

v

On considére le probléme de Laplace tridimensionnel dans €2

(1.6.9)

Si f et § sont invariants par rotation autour de I’axe (Oz), alors le probléme (1.6.9)

se raméne au probléme défini sur () par

—02u — 10,u — 92u = f dans Q,
(1.6.10)
u=g¢g surl,

ou u, f et g sont des fonctions de r et z, 2 et I' sont définis dans la section 1.
Si f ou ¢ ne sont pas invariants par rotation, alors le probléme (1.6.9) se rameéne

a un nombre dénombrable de problémes définis de la fagon suivante :

—02uF — 19,0 — 02k + f—zuk = f* dans Q,
(1.6.11)
uF =g¢*  surT,

ol pour k entier relatif, u*, f* et ¢g* sont les coefficients de Fourier respectivement

de u, f et ¢, comme définis dans (1.6.1).
1.6.4 Formulation variationnelle
La formulation variationnelle du probléme (1.6.9) s’écrit :

Trouver % dans H'(€2)
avec 1 — ¢ dans H2 (), tel que (1.6.12)

i (i, 8) =< .6 >, Vo € HY(Q),
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ou & (i1, ¥) :/va.w dQ, et < f, % >:/f1“) ds).
Q Q y
On note encore § un relévement de la trace de g dans H'(Q)). Par application du

lemme de Lax Milgram, pour f dans Hil(fl) et ¢ dans Hl(Q), la probléme (1.6.12)

a une solution unique dans H'(€2).
1.6.4.1 Cas axisymétrique

On introduit I’espace
H{,(Q)={ve H{(Q);v=0sur '} (1.6.13)
L’application Z définie sur H}(2) a valeurs dans H, () par

@) =v, (1.6.14)

v(r,z) = v(z,y, 2)

est un isomorphisme appelé opérateur de réduction. On note Hj, ()’ 'espace dual de

HL(Q). On a pour f € HL(Q), fe H Q) et
Yo e HL(Q), < fiv>=<f,0>.

(On rappelle que < f,v >= [, f v rdrdz si f et g € L}(2)).
Soit g I'image de ¢ par I'isomorphisme

H'(Q) — H{ ()

avec u — g appartenant a Hi (), voir [8, Chapitre II].

On définit la forme bilinéaire a associée & a par
a(u,v) = a(u,v) Y(u,v) € H(Q)
et qui est donnée par

a(u,v) = [,(8,udv + 0.ud,v) rdrdz.
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Le probléme (1.6.10) s’écrit :

Trouver u dans H} (1),
avec u — g dans H{ (), tel que (1.6.15)

Vo € Hi, (Q), a(uw) =< f,v>.

Proposition 1.6.1 La formea (.,.) est elliptique sur Hi (). Pour tout f dans H{ ()’
et g dans H}(Q), le probléme (1.6.15) a une unique solution. Elle coincide avec l'image
de 1 solution du probleme (1.6.12) par I définie dans (1.6.14), avec f dans H()
et g dans Hl(fl). De plus si on suppose que f € L3(Q), alors il existe C > 0 telle
que

||u||H11(Q) < C(||f||L%(Q) + ||9||H}(Q))-
1.6.4.2 Cas général

Dans le cas général, on constate d’apres le théoréme 1.6.1 que si © est dans H 1((2),
alors son coefficient de Fourier v° d’ordre 0 est dans I'espace Hi () alors que pour

k # 0, v* € V(). Pour cela on a besoin d’introduire 'espace

VE(Q)={veV}Q);v=0surI'}. (1.6.16)
On introduit maintenant la forme sesquilinéaire a; définie sur V}}(Q) x V{1 (Q) par :

ag(u,v) = /(&u 0,0 + O,u 0,0) rdrdz + k* / wortdrdz.

Q Q

On a pour i et & dans H' () :
> ar(ufo¥) = afi, v).
k

On consideére pour k # 0 le probléme variationnel :

Trouver u* dans V/'(£2),
avec u* — g* dans V1 (Q), tel que (1.6.17)

Vo e VL (Q), ay (uFv) =< fF o>
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Proposition 1.6.2 Soit k un entier non nul. Pour f* € VL(Q) et g € V),
le probléme (1.6.17) a une unique solution. Elle coincide avec le k™ coefficient de
Fourier ufde u solution du probléme (1.6.12) ot f* et g* sont les K™ coefficients de

Fourier de f et g. De plus il existe une constante C > 0 indépendante de k telle que

il

L@ S C(||fk||L§(Q) + 11" |2 ©)-

(k)

On finit ce paragraphe par un résultat d’approximation par troncature de séries
de Fourier. Pour cela, on introduit pour m et s des entiers relatifs, Iespace H™*({2)
par :

H™(Q) = {v € H"(Q); 056 € H™(Q),1 < ( < s}.
Si s n’est pas entier, on définit H™™*(Q) par interpolation entre H™ () et H™5171(Q).
On signale aussi que la norme induite par la définition de cet espace est equivalente

a la norme (3,5 (1 + |k|2)s||vk||§{gg)(9))-
1.6.5 Approximation par troncature

Pour s réel strictement positif, on suppose que (f,§) € H-15(€) x H"*(£2) alors
on a:
||t — || ey < CK’S(HJ;HH—LS(@ + 19 1))
ou % est la solution du probléme (1.6.9), et 1) son approximation obtenue par

troncature de la série de Fourier définie dans (1.6.2).

1.6.6 Régularité

1.6.6.1 Cas azisymétrique

Pour (f,g) € H(Q) x HE(Q), s réel positif, la solution u du probléme (1.6.9)
n’est pas en général dans Hf“l(Q). Ceci est dti au domaine €2 qui n’est pas régulier
aux points e; et ¢;, voir figure 1.1.1 et 1.1.2. Toutefois il y a des conditions sur s pour

que la solution u soit dans H5(Q).
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La premiére est que s soit inférieur au minimum des 7=, ot w; est 'angle au point
J

e;j. La seconde est que s soit inférieur au minimum des 1/1(0) + 1, ou VZ(-O) est le plus
petit réel stictement positif solution du probléme P?(cosa;) = 0 ol a; est 'angle au

point ¢; et P2 est la fonction de Legendre (v > 0) [8, Prop. 18. 10] et [2, Chap 8§].
1.6.6.2 Cas général

Dans le cas général la premiére condition aux points e; reste la méme. Pour la
deuxiéme, on considére P* au lieu du polynome P?. P* est ici la fonction de Legendre

) est le plus petit réel strictement positif solution du

de degré v et d’ordre k et ng
probléme P*(cos a;) = 0.

On énonce maintenant un théoréme qui va résumer les deux situations.

Théoréme 1.6.3 Soit s > 0
1) Si(f,9) € HYy N(Q) x HYNQ), s < 2, j =1, J, ets <+ 3 i=1,.,1,
alors la solution u du probléme (1.6.15) est dans HZ™(Q).
2) Si (f* ¢*) € ka_)l(Q) fo,;'Sl(Q), s < wij, j=1,.,J,ets< u§’“’+§, i=1,.,1,
alors la solution u* du probléeme (1.6.17) est dans Hf,;;l(Q)
3) Si (f.9) € H Y Q) x HH(D), s < Z,j=1,.,J, et s </ +1, k€2,

i=1,..,1, alors la solution i du probleme (1.6.9) est dans H**'(Q) et elle vérifie :

] prosaery < Ul f 1 ge=r ey + 191 prssaeny)-
1.6.7 Les singularités

On a vu dans le paragraphe précédent que les singularités du domaine ont une
influence majeure sur la régularité de la solution u. Dans ce paragraphe on a choisi
trois domaines d’études €2y, Qs, Q3 (voir fig 1.6.1), qu’on va les adopter dans la partie
numérique.

Dans ces cas de domaines, il n’y a pas de singularités de coins, (en effet en faisant

tourner ces domaines autour de 1’axe (r = 0), on ne vois que des arétes). Pour cela
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=
bl
=

-1 -1

Bl
—
B3| -
[

Fig. 1.6.1:  Domaines d’étude

on se limitera & I’étude des fonctions singuliéres aux voisinages des arétes.
1.6.7.1 Fonctions singuliéres au voisinage des arétes

Fixons e dans {ej, e, .., €6} et V. un voisinage de e dans 2. On peut déterminer
les fonctions singuliéres SHE qu probléme (1.6.11) pour chaque k dans Z. L’avantage
est que le terme dominant de S ne dépend pas de k et coincide avec la fonction

singuliére S du probléme de Laplace bidimensionnel, [8, Chapitre II]. On a

[

we i (LT - AT
ree sin(2L6, st = &N,
SA =2 (iz6e) o & (1.6.18)
ree [logre sin(f}—t@e) + 0, COS(i—’ZQe)] st % eN,

(re,0e) étant les coordonnées polaires de e . On choisit les points (r.,.) dans le

repére tel que le secteur de sommet e vérifiant 0 < 0, < w,. Voir la figure 1.6.2.

\ 99
\\"\' \ r, o
e / )
/// ey -
/ e

Fig. 1.6.2:  Schéma explicatif
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1.6. COEFFICIENTS DE FOURIER

Cadre général

S SM +re ZZZk”rp 1og? 7c0ppq (0c),

n>0p>1 ¢>0

\ e . / LN
ol ¥y, est une fonction réguliére en 6,.

On fait le changement de variables :

(1e,0c) — (feaee) = (|/€|T6,96)

si k#0et
S8 (re, ) = K| 351K, 00)

On peut alors énoncer le théoréeme suivant.

(1.6.19)

(1.6.20)

Théoréme 1.6.4 Soit e € {ey,eq,..,e5} et V. un voisinage de e dans Q disjoint

avec de certains voisinages V., de e; , pour tout e; € {e1, e, .., e6}\{e}. Soit x, une

fonction de troncature de r. a support dans V. et qui vaut 1 dans un voisinage de e.

Soit s un réel strictement positif et soit (f,§) dans H* () x H*(Q). Si s # b

¢ =1,2,...alors pour tout k, u* vérifie :

,,eg + Z’y Xo(|k|re) SPE dans V. N Q et ureg HSH(V NQ)  (1.6.21)

ot S est définie dans (1.6.20). Pour s vérifiant 0 < f}—: <sona

byl vy + (L4 [R50 R < (175

o Hg 1(9) ||9 |

On déduit de (1.6.21) que
U = Upeg + Zﬂsmg ¢ AVeEC Uyey € H (V. N Q)
¢
Ureg €6 Uging ¢ sont définis par :
Uyeg = ﬁ%ﬂ'ﬁeg(% z)et?
tlsing ¢ = ﬁ—ﬂ;évé’“”.xe(|k|re>s§’“>‘(r, 2)eio,

Le principal terme de g, ¢ est v2(0)S2, on

€ s—ix
7E(0) = ¢ﬁZW*Wm%eH«MM%m.
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1.6. COEFFICIENTS DE FOURIER

Cadre général

1.6.7.2 Cas d’aréte non conveze

On suppose que f soit dans LQ(Q) et ¢ dans HZ(Q). Si we > 7 alors

ub = ufeg + vgk).xe(|k|re)56 et ufeg € H(Qk)(VE N Q)

T

avec S, = r¢* sin(Z

<) et on a

9

U = Upeg + (7. * X.) dans lu/e

ou

1 .
(0 :—E Rkl ot y, % X, = —— E o(|E|re)e™
Ve(0) /—QWkGZ'Ye Ve * X 7 )X (klre)

keZ
et v, € H o (R/2n7Z).

1.6.7.8 FEstimations de bases

(1.6.25)

Les formules (1.6.19) et (1.6.20) du paragraphe précédent, nous meénent & définir

les ensembles suivants.

i) pour k£ = 0, chaque fonction est la somme d’un nombre fini d’éléments de

I’ensemble suivant
£ON = L8O 5O =y (r2)r} log(re) p(0.),
e € C™[0,w.] et p(0) = p(we) = 0},

avec)\:f:—’:—l-poﬂpetqzo.

ii) Pour k& # 0, on note I’ensemble

L0 — 190 k) — (kM) log(|k|re)%o(6,),

o € C™0,w] et p(0) = p(w.) = 0}.

avec)\zf:—’:—i-poﬂpetqzo.
On définit les espaces H;, (€2) et H;_(€2) par :

H:(Q) = L3(A;D(A%)) N D(A})(A; LA(A)),

H: (Q) = L2,(A;D(A%)) N D(A})(A; L3(A))
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1.6. COEFFICIENTS DE FOURIER Cadre général

ou A est l'opérateur de Strum — Liouwville défini par :

/

A=—[1-&w]
et Ay et A_; sont définis par :
A = —(1+9A-9HA+ T,
Ay = —(1+9[a-9vT.

Proposition 1.6.3 1) La fonction S deéfinie dans (1.6.26) est dans H}, () pour
s <2X\42.

2) La fonction S™) définie dans (1.6.27) est dans H?_ () pour s <2A+2 et on a

IS¢

s\
e () S € k|27 pour k # 0.

Pour la preuve consulter [8, Chapitre V] et [24, Prop. 14].

On utilisera ces espaces pour améliorer les estimations.

On note A =] —1,1[, ¥ = (] —1,1[)?, Px(A) I'ensemble des fonctions polynomiales
définies sur A de degré inférieur ou égal a N et P4, (A) est 'ensemble des polynomes

de Py (A) qui s’annulent en —1. On introduit les opérateurs de projection orthogonale

suivants :
n : L2(A) — Py(A), 7 : L2(A) — Py(A) et 1y : L2 (A) — Pi(A).
On définit les opérateurs de projection orthogonale bidimensionnels par

My = m@ony : L3(Z) — Pu(D),

Iy = 7y9en®:L2,(2) — Py (D).
voir [8, Chapites I et II].

Proposition 1.6.4
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1.6. COEFFICIENTS DE FOURIER Cadre général

1) Pour tout s et tout ¢ tels que 0 < 2t < s, il existe ¢ positif tel que pour tout
v € H (X) on ait
o = T4l sy < eN*72[ol] s, (v)-
2) Pour tout s et t tels que 0 < 2t < s, il existe C positif tel que pour tout

v € H? () on ait

[0 = Ty vl + o = yoll2 ) < CN* o]

HY (%)

Remarque 1.6.1 1) Soit ¢ > 0, Si s = 2\ + 2 — ¢, alors ‘ et

s

H; ()

HSék)H sont majorées par 173,
H{_ (%)
2) On peut poser dans ce cas € = (LogN)™', et on a alors N¢ = e.
3) La proposition 1.6.4 reste vraie si on remplace ¥ par €2, ot S est un rectangle

quelconque (avec un coté sur 'aze).

Voir [8, Chapitre V] pour les détails.
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Chapitre 11

DISCRETISATION DU PROBLEME DE

LAPLACE PAR LA METHODE DES JOINTS

2.1 Introduction

Dans cette partie on va utiliser la méthode des joints, pour discrétiser le probléme
de Laplace dans un domaine €2 qu’on décompose en sous domaines. Chaque sous-
domaine est un rectangle de cotés paralléles aux axes r = 0 et z = 0. Ensuite on va
considérer I'algorithme de Strang et Fix et mettre en évidence son importance dans

I’amélioration de ’erreur entre la solution du probléme continu et la solution discréte.

2.2 Géométrie de la décomposition

2.2.1 Géométrie

On décompose le domaine €2 en sous-domaines rectangulaires ouverts €2y, 1 < ¢ <

L, voir fig 1.6.1 de sorte que

ﬁz,}fﬂﬁb 0N, =2, 1<l<m<L.

On note '™, 1 < j < 4, les cotés de Q et v = 9Q, N O, ¢ # t, quand Qy et
ont un coté commun. On désigne par (€)1<¢<r, les rectangles tels que 9Q, NTy # &
et par (£2)r,+1<e<r, ceux tels que 9y N Ty = &, o Ly est un entier naturel compris
entre 1 et L. Pour 1 < /¢ < Ly, on note Qy = |0, 7 [x] z¢, 27| et pour Ly +1 < ¢ < L,

on note p = |rery [X] 24, 2]
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2.2. GEOMETRIE DE LA DECOMPOSITION Probléme de Laplace

2.2.2 Formules de quadrature

On rappelle dans ce paragraphe quelques résultats démontrés dans [8, Chapitre
ITII]. On note £, = —1, &y = 1 et (&;)1<i<n—1 les zéros du polyndome L'y, ou Ly
désigne le polynome de Legendre de degré N. Soit Py (A) l'espace des fonctions

polynomiales définies sur A de degré < N. La formule de quadrature de Gauss-Lobatto

sur lintervalle A = |—1, 1] s’écrit
1 N
V6 Pyt (N), [ @O dE=D o) (22.1)
- =0

ou les p;, 0 < 7 < N, désignent les poids de Gauss-Lobatto pour la mesure d§. On

définit un produit discret sur I’ensemble des fonctions continues sur A par :

(0, 0)% = D_0 (&) v (&), (22.2)

et on a
Von € By (M), [lonlz2 < (0n: dn)y < 3llonlzz -

Voir [8, (VLL4)]
Remarque 2.2.1 On note que (., )(z)v est un produit scalaire sur Py (A).

On définit & présent une seconde formule de quadrature. Soient ¢; = —1, (y g =1

et (Cj>2§j§N les zéros du polynome My ott My est défini par My (¢) = %Lg“@

On rappelle que la famille (1/,,),, est orthogonale pour la mesure (1 + ¢) d¢. On consi-

deére la formule de quadrature :

1 N+1
Yoy ePaa (), [ o (OU+Qd =Y on(Clun (223

-1 i=1
ol w;, 1 <i < N+ 1, sont les poids de Gauss-Lobatto pour la mesure (1 + () d(.

Le produit discret associé est défini, pour des fonctions ¢ et ¢ continues, par :

N+1

(6, 0)y = Z¢ (&) ¥ (&) wy, (2.2.4)
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2.2. GEOMETRIE DE LA DECOMPOSITION Probléme de Laplace

et vérifie [8, lemme VI.I.4]

Yoy € Pn (A), ||¢N||i§(/\) < (dn: On)y < 4 ||¢N||i§(/\)

En combinant les formules (2.2.2) et (2.2.4), on obtient la formule de quadrature sur

le carré ¥ = |—1,1[* :
N+1 N
Yoy € Paxs ( / o () (14 Q) dCde = 303 o (G &) win,.
=1 5=0
Le produit discret associé est donné par :
N+1 N
(by 0w = DD 0n (G &) ¥ (G &) winy-
=1 7=0
Ceci nous permet d’avoir les inégalités suivantes
Yoy € By (2), [on I3 < (On, dn)y < 120n ]2y (225)

On peut aussi définir la formule de quadrature
Vo € Poy_i ( / 6 (G VI =373 b (60 6,) s
=0 =0
et le produit scalaire associé
N N
(Dn:on))h = DD on (€65) Un (60:€5) par;
i=0 j=0

et on a

Yon € Pr (), oIz < (0n: én)i < 9l owllzes) - (2.2.6)

Le changement de variable r = % (14 ¢) permet d’en déduire des formules d’inté-
gration correspondant a la mesure rdr sur [0, 1].

Par transformations affines, on définit les formules de quadrature sur €2, de la
maniére suivante. Pour 1 < £ < L, soient (£9)o<i<n, et (p%)o<i<n, respectivement les

nceuds et poids de Gauss-Lobatto sur €2, pour la mesure d¢ et (C J1<j<Np+1, (w?)lgjgzvﬁl
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2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

ceux de Gauss-Lobatto pour la mesure rdr. Les noeuds Sf, C? et les poids pf,wﬁ sont
les noeuds et poids correspondant respectivement a §;, (;, p;; w; et sont donnés par les

formules :

pour 1 << Lo, (§=%(;+1),1<i< N, +1,

pour Lo+ 1< £ < L, ¢ = Urde | —) 0<i<N, (2.2.7)

2

et pour 1 <0< L, &8 = (ZZ;ZZ)&‘ +

Pour 1 < ¢ < Ly, on prend sur €2, la formule déduite de celle de Gauss-Lobatto,
pour la mesure d¢ sur |—1, 1[, dans la direction axiale et pour la mesure (1 + ¢)d(
dans la direction radiale. Pour Lo+ 1 < ¢ < L, on prend sur (), la formule déduite
de celle de Gauss-Lobatto, pour la mesure d( dans les deux directions. On définit un

produit discret sur Q pour ¢, € C° (Q) par

Lo N¢+1 Ny
(¢7¢)6 - Z Z Z¢|Qe (Cﬁg ) ¢|Qf (ng )Wfpﬁ
= 1 =1 j=
. (2.2.8)
bS5 Blanl€ €l €0 ENE bt yt
{=Lo+14,j=0

2.3 Le probléme de Laplace : Cas axisymétrique

2.3.1 Probléme continu

On consideére le probléme (1.6.10), avec g nul sur le bord I'. Q est décomposé en L

sous-domaines disjoints. La forme bilinéaire a (., .) s’écrit, pour tout u et v € C° (Q) ,

L
v) = Z/VW r,z) .Nvg (r, z) rdrdz (2.3.1)
=1

Z
ou Vu désigne le vecteur (0,v, 0,v). Et u, désigne la restriction de u & 2.
On introduit les espaces X} et X[, par :
L
X () ={v=(v1,..,0) € éngll (€2)}

XL(Q)={veX!(Q),v=0surT }.
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2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

On munit X} (Q) de la norme ||.|| 1 et de la semi norme || 1 données par :

L
2 1
Iollag = (X el )
P 1 (2.3.2)
g = (3l

On définit 'espace Hi, () par :

L
HL (@) = {o = (vr,...v) € 1T H} ()

v = 0 sur (002N OQ)\Ig et v, = vy sur v 1 <m < { < L},

et on le munit de la norme induite :

L
2 1
ol g = QO vl )2
=1

Vue la continuité des traces sur les interfaces, H1, () est isomorphe a I'espace Hi, (Q2)

et on a la proposition suivante.

Proposition 2.3.1 Le probléme (1.6.10) admet la formulation variationnelle sui-

vante :

Trouver u € Hi, (Q), vérifiant

a(u,v) = eé/(fw) (r,2) rdrdz, Yv € HL (). (2.3.3)

Et pour toute donnée f dans L3(S2), le probléeme (2.3.8) admet une solution unique
qui vérifie :

g < el fll ey (2.3.4)

ou la norme |[.[| 72 est définie par

L
2 1
2z = QO I Z2@n)*- (2.3.5)
=1
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2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

Preuve 1) Soit u,v et w € H{, (). On a au sens des distributions, Au = 9?u +

10,u + 02u et la formule de Green donne :

_/Q(Au)wTdeZ = —Z Z /em 8nz

l=1m=(+1
+Z/Q VuyVwerdrdz,
=17k

ol [w] est le saut de continuité a travers v*™. En effet sur v on a Uglybrm = Upp|ytm -

Comme f € L} (), on au e Hj(), s > 2 [8, Chapitre II] ce qui implique que :

(9ue . 8um
8ng - 8nm '
Le terme Z Z f o ( w]dr s’annule puisque [w] = Wy tm — Wy,p4em = 0. On en

(=1m=t+1
déduit que u est solution du probléme (2.3.3).

2) Pour l'existence et 1'unicité on a besoin de montrer la continuité et la coercivité
de la forme bilinéaire a sur 'espace de Hilbert Hi, (Q) a savoir qu’il existe deux

constantes ¢ et ¢ telles que :

la(u,0)| < cllully vl ¥ (u,v) € Hi, () x Hi, (Q), (2.3.6)
a(uu) > ¢ HuH?\? Yu € H}, ().
a) La premiére inégalité est obtenue facilement, avec ¢ = 1, en utilisant I'inégalité de
Cauchy-Schwarz sur chaque sous domaine €,.
b) Pour la deuxiéme inégalité, on écrit a (u,u) = |ul%,; et on suppose par I'absurde
1

que pour chaque entier n strictement positif, il existe u,, € H{, () non nul tel que

On pose
Up,

= Up.
[[ttn]] 2z

On a alors anHXll =1 et nl_l)I}_loo |vn]X11 = 0. La suite (vyq,) est donc bornée dans

Hi (€) . Comme Pespace H] (£,) est un espace de Hilbert (donc réflexif) et I'injection
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2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

de H{ () dans L? (€2,) est compacte [8], il existe une sous-suite de (v,,),, notée encore
(v5),, qui converge faiblement dans Hi (€) et fortement dans L? (€,) vers un élément
vy € H{ (). On en déduit que

L
. . 2
0= lim inf v, | = 2 IVeellzza,) -

{=1

Ceci implique que vy est constante dans €2, pour tout ¢ et que par conséquent v, = 0
pour tous les ¢ tels que mes (09, NT") > 0.
Puisque v, = v,,, sur ¥ alors on déduit que v, est nul pour tout 1 < ¢ < L. Ceci
. . . o 2
contredit le fait que ||v||X11 = n1_1>2100 ||vn||X11 = 1, donc la propriété a (u,u) > ¢ ||u||X11
est vérifiée.

c) Pour prouver l'inégalité (2.3.4), il suffit d’écrire

a(u,u) = |u|X1 —Z/furdrdz
=17,
< 1l gagey Ml zgay < ey el
et utiliser b). =
2.3.2 Probléme discret
On considére la forme bilinéaire discréete définie par :

as (u,v) = (Vu, Vo),

D’apres (2.2.8) on a

i]\gjg’f: dug dvy aw 8@5) (¢4, €5 wip!
07“ 87" 82’ 0z J7 > iMj
/=1 1= ].] 0
3ue avf 8u5 av@ ()¢ "y
+€ %};12]20 or 37“ aZ 82)(5 5)5 pzp]

2.8.2.1 Choiz de l'espace discret X

On note S I'union des cotés des sous-domaines €2, qui sont intérieurs a €2, c’est-

L
a-dire S = éulam\aﬂ. On choisit un sous-ensemble de cotés des sous-domaines €2,

41



2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

qui recouvre S. Soit (7 )1<u<ar+, tels que :
MY ot At /
S = MLlevu, Y Ny = @ pour p # ', (2.3.7)
et tels que pour tous entiers 1 < p < M, il existe deux entiers ¢(u) et j(u) avec
v =TI 1 < () < L, 1< j(p) < 4.

Pour v € L?(f2), on construit une fonction ¢, qu'on appellera fonction joint associée

awvsur S, par :

Pyt = VTt -
On définit 'espace discret X5 comme suit :

X(g(Q) = {U5 S L%(Q) tels que Vs, = Ve € IP)N@ (Qg) , (238)

Vered = G i (4,7) = (€ (), (1),
Jres (e =) (1) (1) dT =0,V € Py, 5 (T%) 1< j<4et1 << L si

(€,5) # (), 5 (1))}

La mesure d7 intervenant ci-dessus correspond a :
a) la mesure dz sur les cotés paralleles a 'axe (Oz),
b) la mesure r dr sur les cotés strictement paralleles a I'axe (Or),

Finalement on définit I’espace Xj :
X5(Q) = {vs € X5(); vs =0 sur I'} (2.3.9)

Remarque 2.3.1 On désigne les non joints par -y, , (c’est & dire les cotés des Qy qui

M-
ne coincident pas avec un 7:[ )etonaS = Ulfy;17 Y VY = & pour m #m/’, et
m=

/ (v = 9) (MY (M) dr =0,¥) €Py__ 2 (7). (2.3.10)

m

(ot Ni,-y = N, 7, coté de SY).
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2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

On munit X3 de la norme induite [|.|| 1 q, donnée par :

L

2 1

losllzr = O loelza,)?
/=1

Remarque 2.3.2 L’espace discret X§ n'est pas inclu dans Hi, (), Uapprozimation
est dite non conforme. Cette non conformité est due a la continuité sur les interfaces

qui est imposée uniquement dans un sens faible et dite condition des joints.
2.3.2.2  Formulation variationnelle

On définit les opérateurs suivants [8, Chapitre VI] :

I Vopérateur d’interpolation de L?(€,) dans Py (), qui vérifie f((’ﬁ,ff) =
I]tff((?ff), pour f continue sur €y,

Ix Vopérateur d’interpolation de L?(£2,) dans Py (£2), qui vérifie f(fg.r)f,gf) =
INf(SY)Z, ff), pour f continue sur €, ol Cf, ff sont les zéros définis dans (2.2.7).

On considére le probléme discret

Trouver us € X§ vérifiant :
(2.3.11)

Yvs € Xg, as (’LL5,’U5) = (Igf, U5)6'

ou sjq, = Iy, si Q touche l'axe r = 0 et Zsjq, = Zy, sinon.
On va maintenant étudier l'existence et 'unicité de solution pour le probléme

(2.3.11). Pour ceci, on a besoin des deux propositions suivantes.

Proposition 2.3.2 La formule bilinéaire a5 est continue et coercive sur X muni de
sa semi-norme c’est a dire, il existe deux constantes ¢ et ¢ qui ne dépendent que de

Q telles que :
Yus € Xg(Q),VU(s € Xg(Q),

|as (us, vs)| < clus|x|vs]x (2.3.12)

as (ug, ugs) > c’|u(;]i11.
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Probléeme de Laplace

Preuve 1) Continuité : On a, pour (us, vs) € X5(£2) x X3(Q) :

Ny+1 Ny

Lo
as (us, vs) = Z > Z(&ff G 4 Gl ((5,£7) wip

1=

1
L NZ Ouy O 8 0 (r)¢
F S (G e e vl

=

Ouyp Ouy

Le terme 55t est de degré 2N, — 2 par rapport a r et le terme

or
degré 2N, —

8w 81)5
z/zara
i Z / 8u@ avg

e S (% or

5 (ugs, vs) pjrdr

)(r, &) pirdr

Lo Ne+1 zé 8ue avé , ,
Y e (55) (¢G5 2) widz
/=1 =1 Z
Lo 15 ouy ov
+ 303 [T e

|CL5 ué;”é

8u£
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wa—”j est de

0z

2 par rapport a z. On peut donc utiliser (2.2.1) et (2.2.3) pour obtenir :
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On utilise ensuite (2.2.2) et (2.2.4) pour obtenir :

aUg vy
as (ug, vs) < 3{2/ 15, (s Dllzzeapll 5~ (r Dllzacee,zpyrdr
aUg vy
=30 I Ml 5 Wl
= L0+1
/ Lo

8u v
* Z / Z/ e ||L 1(re, n)Ha_;(-az))||L§(w,r;)dZ}

l=Lo+1Y 73 (=1
8Ug avg
-+4{j{j%/" 152 (2Dl roll S G 2Dz 023

On utilise une autre fois I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

8u v
as (us, vs) <%Z = izl Nlzzan (2.3.13)

8Ug 61}4

"‘H HL () H HL ©0))}

8u@ (%g
+4{ Z ||L (Qg)||_||L ()

= Lo+1

8’&[ (%g

“‘H HL @)}

lezenll 5

On en déduit que :

L L

1 1

as (us, v5) <40 lwelin0,)? O lueling,)?
(=1

=1
et la premiére inégalité est prouvée.
2) Coercivité : On a pour us € Xy

Lo N¢+1 Ny

(MWW—ZEZWW + |2 2) (¢4, €5) wipt
Lo N . ¢ )e
+ZZWWWM@W#@$M

{=Lo+15=0

On remarque que % et % ont des degrés < N, — 1 en z respectivement en r. On

utilise (2.2.1) et (2.2.3) pour obtenir :

as (s, u5) = ZZI aWIQ(T&)pﬁdHZZf”\aW (&) prdr+

LJ

+ZZIWW >fw+2:2fwm &7 e pld.

= Lo+1i=
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2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

Les inégalités (2.2.2) et (2.2.4) permettent de déduire que :

0
o 15, 15) 2 Y85 I M+ 1520 B )+
L=
S (TN, B + 212 2) 2, oy 2):
£L0+1
On a alors

a’LLg Bw
as (us,us) > Z(H ||L () +|| ||L (Qg))

(=1

ou ou
+ Z (115, Wezan + 1155 Nz

(=Lo+1
> |u(5|§(11
et la preuve est términée. m
On va montrer maintenant que [[v][z2(q) est majoré par la norme [v]y; fois une
constante indépendante de . Pour cela on introduit d’abord le nombre N, comme
étant le nombre maximal de coins de €, contenus dans Vs L <m < M.
Pour tout v € v € L}(Q), vjo, € Vi'(Q), on associe ¢ la fonction de joint. On

définit alors ’espace X par :

X(Q) = {veLiQ), va, € Vi'(%) tel que

V1 < mSM_,V¢EPNa,/(U—qﬁ)wdT—O,v—OsurF}.

TYm
On note que 'espace X (€2) n’est pas discret mais contient tout les X§ pour lesquels

les Ny, sont > N, + 2. On a alors la proposition suivante.

Proposition 2.3.3 1[I existe une constante c¢ positive ne dépendant que de §2 telle que

Uon a pour tout v € X () (défini dans (2.3.9) :
v]lz2(0) < vl - (2.3.14)

Preuve 1) Soit v € X(2) tel que |v] xp = 0, on déduit que v, est constante pour

tous les ¢ en plus v, = 0 dans € tel que mes (9, NT) > 0. Mais ici on ne peut
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2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

pas conclure directement que v, = 0 pour tout ¢, parce qu’on a pas nécessairement
Uy = Uy, SUT ,yem_ On fixe m tel que 1 < m < M~ et mes (092, NT") > 0, on a alors :

/_ (U,m — @) ()Y (1) dr =0,V € Pp-_ (7,) -

m
d’ou

S o w) v =00 € By, (7).

jeJ
avec ¥ = Q; N Q. et mes(y?™ = Q; N Q) > 0. Puisque v, est constante pour tout

¢, on déduit que

Z (U% —v;) ijw(r) dr = 0.

jed
On introduit les extrémités a;, et a;,—; de I'interface 77°™ et on consideére le polynome

x défini sur v, et de degré N, — 1 tel que

X (@) = x(a1) = --- = x(ajo-1) = 0 et x(aj) = x(aj1) == x(as) = 1.

Voir fig 2.3.1. Puisque S < N,, alors on peut choisir 1;, = x". Un tel ¢, existe et on

yhm

&
i

Fig. 2.3.1: Les points a;
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2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

ol ¢ désigne le symbole de Kronecker. Par suite, on a

Z (U%_n - Uj) / 1/}1’0 (T> dr = (U'Yr_n - UJ'O) =0,
jeJ ¥
et donc v - = vj,. On déduit que v, = 0 pour tout ¢ tel que €2, est adjacent & un
rectangle qui touche la frontiére 9Q\I'y. Par extension, on peut montrer que tous les
vy sont nuls.

2) On a montré dans 1) que |v| x1 €st une norme, on peut alors appliquer le lemme

de peetre-tartar [35, Chapitrel. Th 2.1] avec A =V et A € L(E1, E»), B = Idg,—g,,
Ey = H} (Q) et By = E3 = L} (Q), pour déduire (2.3.14). =

Remarque 2.3.3 2) On suppose dorénavant que l’espace Xy (S2) vérifie la condition
Ny>N,+2,V1</{<L.
On peut énoncer maintenant le théoréme d’existence et d’unicité.

Théoréme 2.3.1 Si f est dans L2(R2), le probléme

Trouver us € X§ vérifiant :

(2.3.15)
Yvs € Xg, as (U5, U(g) = (Igf, U(;)é .
admet une unique solution. Cette solution vérifie :
[lusllxp < cllZsfl22(0)- (2.3.16)

Preuve Pour prouver 'existence et 'unicité, on utilise le lemme de Lax Milgram

et les deux propositions précédentes. Pour prouver Iinégalité (2.3.16), on écrit

as (u5vu5) = (-,Z'—(Sfa U,(;)(; )

et on utilise (2.2.5) et (2.2.6) pour conclure que

Cllus|Z < as (us, us) < ||f1|2olusl| ;-
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2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

2.3.3 Estimations d’erreurs

Proposition 2.3.4 Soit u la solution du probléme (2.3.3), et us celle du probléme

(2.3.15). On a Uestimation suivante :

lu —usl|y3 < C(vgg)f;g}{nu_vénxll (2.3.17)
a (vs, ws) — as (vs, w
+ sup (vs, ws) — as (vs 5)}
ws€X? [[ws || 1
_Z S (=) [ws)dr
+ sup Ym€ES
wsEXS [[ws|| 21
wsrdrdz — (Zsf, w
N supfﬂf 5 (Zsf 5)5).
wsEXE [ws | 1

Preuve L’ellipticité de as donne I'existence d’'un 5 > 0 tel que 'on ait pour tout

5 HU5 - Ué”?\fll S as (U5 — Vs, Us — U(;) . (2318)

On pose us—vs = ws. On a en utilisant le fait que u; est solution du probléme discret :
as (us — vs, ws) = —ag (vs, ws) + (Zsf,ws)s. (2.3.19)
En plus on a, moyennant le fait que u est solution du probléme continue et ws € X°
— /(Au)w(;rdrdz — / fwsrdrdz = 0. (2.3.20)

Q Q

En rappellant que Au = 02u + 10,u + 02u

_ /Q (Awwsrdrdz = — Y / (2 gl (2.3.21)

Ym€ES

L
+Z VuVwsrdrdz,
=1 7Sk
ot [w;] est le saut de ws & travers . Utilisant (2.3.19) et (2.3.20), on obtient

as (us — vs, ws) = —ag (vs, ws)+(Zs f, w(g)(g—/(Au)wgrdrdz—/ fwsrdrdz. (2.3.22)
Q Q
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2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

En injectant (2.3.21) dans (2.3.22) on obtient
L
as (us — vs,ws) = —ag(vs,ws) + Z VuVwsrdrdz (2.3.23)
=17k
ou
-3 [ Gt

+(Igf,w5)5—/fw5rdrdz.
Q

Or on a
L L
Z Vqu(;rdrdz = Z/ (Vu — Vus)Vwsrdrdz + Z VousVwsrdrdz.
=1 7S
(2.3.24)
Moyennant (2.3.18) et (2.3.24), la formule (2.3.23) donne :
a (vs, ws) — as (vs, ws)
lus = vs3: < - Vsl ey lwsllxp + sup [ Hlws|l s
5 ’w(;GX ||u]5||k‘11
Z f anm 'U)5 dT
mES
+ sup [ ] llws]] 2z
wsEX} ||w5||)(11 !
(Zsf,ws)s — [q fwsrdrdz
+ sup | . J lwsl] s}
w(;EXllo Hw(SHXII

Enfin, on divise par ||wsl| 1 et on utilise l'inégalité triangulaire
s = sl s < = sl g =+ Ilis — sl
pour déduire le résultat. m

Remarque 2.3.4 L’erreur entre la solution continue et celle discréte, est majorée
par Uerreur d’approximation (c’est le premier terme dans (2.5.17) ajoutée o l'erreur
de consistance (c’est le troisiéme terme dans (2.5.17), plus Uerreur due a l'intégration

numérique (c’est le deuzieme et le quatriéme terme).

On va dans ce qui suit les majorer une a une.
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2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

2.3.83.1 FErreur d’approrimation

Proposition 2.3.5 Soit u la solution du probléme (2.53.3), on suppose que vy, €

H* (Q) avec sg > % et sp > % si ¥ < Ly. Alors on a

sg+l

oot Ml = vsllg < CX"ZN el
ot
A\s = max{ -, == (2.3.25)

pour tout joints ”ylf, ou 1 est pris sur tous les 1 < pu < M™ et non joints vy, , avec

1 <m < M~ tels que ’y: N7,, & une mesure positive.

Avant d’aborder la preuve on introduit les notations suivantes et on énonce les
deux lemmes qui suivent dont la preuve peut étre consultée dans [8, Chapitre II].

Notation : On note P (A) I'ensemble des polynomes s’annulant en +1 et P, (A)
I’ensemble des polynomes s’annulant en 1. On considére les opérateurs de projection

orthogonale définis par :
Ty Ho(A) — B (A), et myt® s Hi(A) — PR(A)

Lemme 2.3.1 1) I existe un opérateur 7y, : HY(A) — Py (A), défini par :

TAP(O) = me(C) — B(-1)1 5> ~ 1) T2,
P(0) = B(C) — P(-1) 15> ~ 1) T2E,
qui vérifie pour 0 <t <1< s :
/ 11(92) _ A oWdr = 0, Vi € Py (M), (2.3.26)
16~ 7@y < ON* 1@l
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2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

2) Il existe un opérateur 757" : HL(A) — Py (A) défini par

~ ~ 1
A0 = T (O + IS
avec
~ ~ 1
50 =50 - L
cet opérateur vérifie pour 0 <t <1<s:
1
/ (b — 7 dypdr = 0, Vb € Py_o(A), (2.3.27)
-1
7 ~+,17% t—s || 7
‘ =Ty ¢) HI(A) s ON ¢) Hy(A)

En plus on a pour s > 2

IN

Hgo_ﬁ-}\/oﬁ-}\/@HHt(E) CNt_S||(10||H5(E)7 VQO € H* (2)7

lo = 7x" omnell ey < NIl

i Vo € Hi(S).  (2.3.28)

1
Soit v un coté de 3. On rappelle la fonction trace de Hi (X) dans H{ (), et on

1
munit H? () de la norme

v = inf .
o130, = 02 el

On note (¢, &) les points générique dans ¥ et (1 + () le poids. On énonce alors le

lemme suivant.

Lemme 2.3.2 Soit v un coté de 3 alors on a :
a) Pour tout entier N > 2, il existe un opérateur R : PY () — Py (X) tel que

pour tout py € P (7) on a :
R0y =@y sury, et R7py =0 sur 0¥\,

De plus, il existe une constante c positive et indépendante de N telle que :

Yoy € Py (7)), ||R7S0N||H1(E) <c ||80N||H%m :
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2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

b) Si~y n'est pas inclus dans 'axe {( = —1}, pour tout N > 2, il existe un opérateur
R vérifiant :

(1) Siy C {¢ =1}, RY opére de P () dans Py () et pour tout oy € P (),
Ry coincide avec @y sury et s’annule sur les trois autres cotés de X. De plus, il

existe une constante ¢ positive et indépendante de N telle que :

Von € Py (1), IR ewllm ey < cllenll g,

(i1) Siy C {¢ =1}, RL opére de PS, (y) dans Py (X) et pour tout ¢y € P, (),
Ry coincide avec @y sury et s’annule sur le coté opposé a vy et sur le coté inclus
dans {¢ = 1}. De plus, il existe une constante c¢ positive et indépendante de N telle
que :

Yoy € Py (7)), HR1<PNHH11(E) <c H(pN“Hl%(v) -
c¢) Siy nest pas inclus dans Uaze {C = —1} , pour tout N > 2, il existe un opérateur
R qui opére de PY; (v) dans Py (2) et pour tout o €PY (7), RL@y coincide avec

©n sury et s’annule sur les trois autres cotés de ¥. De plus, il existe une constante
c positive et indépendante de N telle que :
(i) Siy c{¢ =1},
Yoy € Py (1), ||R190N”V11(2) <c ||90N||H%(7) :
(17) Siy C{¢==%1}
P i < )
Yoy € Py (1), HR—SOJVHvll(z) =cC HQONHH%(V)

La preuve de ce lemme peut étre consultée dans [16].

Lemme 2.3.3 Soit a,, 1 <p < P, P points distincts dans A. Pour tout N > P + 2,
et tout p, 1 < p < P, il existe un polynome n,, dans Pxn(A) tel que n, est égale a 1 en

ap et 0 en £1 et en ayy,. Ce polynome n,, satisfait :
an”Lf(A) <cN73, HW;HL%(A) <N, (2.3.29)

La constante ¢ dépend seulement des points a,.
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2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

Preuve La preuve consiste a considérer le polynéme de Lagrange ¢, pour 0 <
i < N — P —1, associé aux nceuds ¢; de Gauss-Lobatto. On utilise [17, Lemma 2.3]

combiné avec I'inégalité inverse on a :

H‘pz‘_Hif(A) <eN7H (- <2)90i_HL§(A) <ceN77et (1- <2)90;’H11(A) < N,

Soit alors 7 Iindice tel que (; < a, < (;,,. et on pose

_1-C ¢ e ¢ —ay
1 - CLZ (go; + (p;+1)(ap) p’?épap - ap/

1,(C)

n, vérifie les propriétés désirées. m
Revenons & la preuve de la proposition 2.3.5
Preuve La preuve se divise en trois étapes :
Etape 1 : Construction de v}

On pose

I]J\“,[u sur 2, sil1 <V < L

Inu sur QpsiLo+1<{¢<L

ot T u(Ceh) = u(C, &), 1 <i < N+1et0<j<N), et Iyule &) =
u(€,€), (0<i < Net0<j<N).

On a d’apres [8, Chapitre VI.3], pour s, > %(Sg > % si < Lg)

HU‘QZ - Ul}HHll(Qe) S CN[S[ Hu|Qg’ Hfé‘*'l(Ql) . (2332)
et
1 s
et = vl ggqey + Ve e = w2l gy < ONF Jwiaull e,y » 1< €< Lo
(2.3.33)

Ici C et C'dépendent du maximum de |y — 7| si Lo+ 1< ¢ < L.
Cependant v} ne vérifie pas la condition du joint sur les interfaces, on va pour cela

relever les vj ainsi construits sur les non joints. Ces termes relevés doivent s’annuler
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2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

sur les coins de la partie non jointe. Pour cette raison une étape intermédiaire sera
nécessaire.

Etape 2 : Construction de v} :

Soit 77, 1 < pu < M™ les joints et C;| I'ensemble de tout les coins qui se trouvent

sur 7,r. On pose

S 50 ) () Pie

Hn= 1e€C+
ou

. ®,. dans QF
o= " g (2.3.34)

0 dans Q\Qf

P, . est obtenu de ® par homothétie et translation, ou ®(¢,n) = np(C)(l—;’Z)NfT.

On a alors v; + v§ est égal & u sur tous les nceuds de C; et

ZHUgHHl(QZ) _CZZ| 5|Q+ )|

p=leeC,

avec ¢ indépendant de N. En effet en combinant (2.3.29) et le fait que ||(52)"]| Ho (@)
1
¢N*~z on concliit que 1D, |l i} €st majoré indépendamment de N .

En applicant I'inégalité de Galiardo — Niremberg sur chaque fy;f ona:

1 1
1 1 2 1 2
Hu U0 | ey = Hu S 2t ‘u ot 3
< pJ+ sj
= C( u) ||U| HTI+1(QI)
D’ou on a
L Mt
2 _ +
Z H%HH%(QZ) - CZ(N @
=1 pu=1 1 "
De méme on a en utilisant le lemme 2.3.3, et (2.3.35) :
sy < e bl
||U5HL2 ’Ym) S C(N/j)_g_su ||U||H15;L+1(Q:) .

Etape 3 : Construction de v}
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On désigne respectivement par ﬁ;;l’(r)’z , 1 <0 < Ly, 7?]1\’,?)’6, Lo+1</{¢< Let

ﬁ}\}iz)’e, 1 < ¢ < L, les opérateurs de projection correspondants respectivement a 7 4!

dans la direction r, 7} dans la direction 2. L’indice ¢ est relatif au sous-domaine €y,
1</ <L

12— 92 gannule sur

On pose v}% = vj + v2. D’apreés la premiére partie, on a Vsne — Vst
m m

toutes les extremités de v,,, 1 < m < M~. On définit maintenant 'opérateur 7=

par :
7hb) si g /) (Or) et touche axe {r = 0}
7= ¢ &L siq- // (Or) et loin de Paxe {r = 0}

7L sigg /] (Oz).

On définit v3 par :

-
of = Y R o® (vl —vil )] (2.3.36)
m=1

ou v, est le coté v, vu dans I'autre direction voir fig 2.3.2

Q+

Yu =

Q+

Q+

By

Fig. 2.3.2: Décomposition du domaine

1) R7™ resp R sont les relevements déduis de R7™ resp R, par homothétie

et translation. On note alors

. R si Or) et touche I'axe {r =0
» v // (Or) { } (2.337)

R sinon.
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2) On utilise pour tout s réel, la notation :

H: Ve L2) si Or) et touche 'axe {r =0
PR U RS EERACE (r=0)
(H*,V*, L?) sinon.

~’yfno~’yfn 12 12 — PDYm (012 12
Remommm Wy = Vi) = R Wi = Vi)

—RYm(Id — 77 (02, —v!2 ).

v _
s 8ym

S C(NT;>T78 ||<)0||Ha,'yfn(,77—n)7 pour 0 S r S

On utilise le fait que H — Fm ‘

1§s.Icionprendr:%ets:l,onaalors:

HRZ'_'LOﬁV;L(v;2+ —vng)H _ < c
"Ym |'Ym HLm (Q:n)

12 12
() — Vg - _
( 5"77+n 5|7m)HV%v’Ym(77—n)

Id —70m) (v, — o2 _ )
T H< )( 8y Olym H%’W;L(%—n)

On utilise (2.3.26) et (2.3.27) pour déduire que

DY ~Y 12 12 12 12
R Y (o]
m m Hl,Pym(Qm) m m VQY’Ym(,.Ym)
1
3 12 12
+N,,? (v6 L= g B )
Ivm [vm Hl,'ym(,y;l)

12 et u—v!?  annulent sur les extrémités de v,,, alors ils

Puisque les termes u — v
4 s 817

2 _ g’annule sur vy, on a alors

appartiennent a V27m (). On a en plus Uiy

1

B . TRUY S
Ym Tm Véﬁm('\/r_n) TYm Vf?'Ym(,y;L) Ym Vg»"/m(,y;)
et
SR I UL S TR
[ [vm HYm(v7) [vm H1m (ym) [Ym. HLm (vm)
D’apres I'inégalité d’interpolation on a
1 1
12 12 |2 12 |2
U — V4 _ < Hu—v + _ ‘u—v + _
H o lly3m () ol L2 (y7) o Lt (47n)
1
1 1 2 1 2
U — Vg — _ < Hu—v _ H — _ .
H Ovm ’H%,’Ym<7m) - Slym LQ,'y,,_n(,y;L) Slvm HI’V;’L(’Y»,;)
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2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

On note K, 'ensemble des indices , 1 < u < M, tel que v,, N fy:[ a une mesure non

nulle. On écrit alors

Y= D Ym N
HEK,

On a alors

12 12 —\—sm
H(Uélﬁl N v(wn)) ngny = )T N g ey
_ ot
+C'Y';L Z (N:> o ||u||Hsj+l,'y:—(Q:{)
HEK
ou
¢,- = max(N})1/ min (N;)1
BeE, 7S] o
et
1 s
(Non) ™2 <v§\2% B vgf‘% ‘Hlv“/m(%_n) < () lul Hem 1 7m (Qp)
1 1gF
+(Nm) 2 Z (N;)Q o HU/| HsI«l»l,'y;f(QI)]'
HEK,
On a aussi
1 1+ 1 1
(V)5 30 Ol gy < (V) max(ND,
Hen, "
_ ot
> (N Ull 1o )
nekm
On pose
NI N>
s = max{ -, 21}
N’ NF
1
On a les termes (N)2 maxueK;(N;)% et ¢ - sont majorés par A\j. En effet on a
max, - (N;F)? . 2(N})2
C- =
" 2(N;,)? min,, - (N,f)3

D’otl on obtient que

L L
l —
Z ||”§HH%(W> - CA?ZNZ lull gser gy -
/=1 /=1
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On conclut finalement que vs = vj + v3 + v} satisfait la condition des joints et

appartient bien a ’espace X;. m

Remarque 2.3.5 1) On peut remplacer le terme global \s par un terme local A, :

A = N N,
(= mﬁxﬁ%}f{ Ny N

(2.3.38)
ot le premier max est pris sur les m des non joints vy, qui est un coté de . Et on

a !

1o
A Z”“ Vsll gy ) = Z( AN lull e g,

S p=1
Corollaire 2.3.1 Soit u la solution du probléme (2.8.3), on suppose que ujq, €
H () avec sy > % et sp > % si £ < Lg. On suppose de plus que la géométrie

est conforme alors on a

L L
inf > [lu—vsll gy <Y N lull yze+1 g - (2.3.39)
=1 =1

’U(;EX:;

Preuve Dans une géométrie conforme, on remarque qu’on peut éliminer le terme
As, effet on procéde comme dans I'étape 1 de la preuve de la proposition 2.3.5 en
choisissant vj. Ensuite, puisque pour tout m, 1 < m < M, v, est un c6té commun
a Qy et Qp, on choisit alors Q- = Qp et QF = Qp si Ny > Npet Q- = Qp et QF = Qp

sinon. On pose maintenant

Yo
ZR 5|'Y'm 6"77n)

ceci implique que

DY (01 1 o1 o1

R, (Utﬂﬁn /U(S"Ym)HHil(Q;l) < el U5|QM)HV5(Q— i Hu U5|Q+> ‘vﬁ(m)
< —87_n 57n
— C<N UH fm+1( ) + N ||Hfjn+1(ﬂ;tl))

D’otl en sommant sur m, et en posant vs = v} + v2, on obtient I'inégalité (2.3.39). =
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2.3.3.2  Erreur d’interface

Proposition 2.3.6 Soit u la solution du probléme (2.3.3). On suppose que ujq, €
H ), s¢> 3 (50> 3 si € < Lyg). Alors on a pour tout ws € Xy

L

ou s
1Y [ G wsldr] < CLY N, (0g NP ulgos o sl

Vm€S =1
ol py est égal a 1 si l'un des cotés de €y est un vy, et intercecte au moins deux

sous-domaine Qg,ﬁl # (et 0 sinon.

Preuve On considére ici deux cas :
Le premier traite le cas ou la décomposition est conforme. Ensuite le deuxiéme
traite le cas ol la décomposition est non conforme.

a) Cas ou 7,, est un coété entier commun a Q, et Q, voir fig 2.3.3

Y. = | € 7.

Fig. 2.3.3: Décomposition du domaine : cas conforme

On suppose que I'* est le joint et ¢ la fonction joint correspondante (le cas ou

Iest pris pour joint se traite de la méme maniére), on a alors

On a par définition de Xy

Vi € By (I), / (6 — wsiay) ¥ (7) dr = 0,

Tt
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2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

et par conséquent on a

/Vm(ai_um)[w‘s]dT B / (gz ) (¢ — waja,) (1) dr. (2.3.40)

-Pour t et £ > Lo, on remarque que la fonction joint ¢ est dans H %(Ft). On

déduit de (2.3.40) que

|/ w5dT|<‘

Soit my, la projection orthogonale de L?(I'*) sur Py, (I'Y). On prend pour ¢ =

3 () o= wsnll s ooy

TN, —2 (gn) on a alors

ou
| 7(@

Tm

Jusldr] < ey E P28

H5~ 3 ()

(9n
(meHH%%) + H¢HH%m»)'

Sachant que l'opérateur trace est continu de H! (€,) dans H= (I') et que l'opérateur

trace normale Pest de H** () dans H*~2(I''), on peut déduire que :

ou
| _(%

TYm

Jwsldr] < N7 ull s o (2.3.41)

(HwathHl(m) + HwélﬂzHﬂl(m))'

- Pour ¢ et £ < Ly, la fonction ¢ est dans Hp (T).

Soit 7}, la projection orthogonale de L3 (') sur Py, (I'). On prend pour ¢ =

7T7\_,t ( an) on a alors
| vm(%)[wa]dﬂ : ’%_ML Hy? )Hqs_wthHl%(Ft)
< N} @
S PRI
(HwathHl%(rt) + H¢HH1%(N))
< N7 |ul ()

(Hw6|QtHH11(Qt) T Hw‘S‘WHH%(ﬂe))'
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2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

b) Cas ou v,, C Uj<i<r Q,, I étant un nombre entier positif voir fig 2.3.2.

Dans ce cas on a wsg, € Hléfe(v;l) pour tout £ > 0 si {2, touche 'axe {r = 0},
sinon wsjo, € H2(~). En effet ws|q,, € Hléfs(v;l N d€,) pour tout € > 0. Or
D’aprés [26, Rem?2.10] on a pour tout € > 0 le prolongement par zéro est continu de

H2™(y) dans H2%(y;,) ot 7y est une partie de 7,, avec

(2.3.42)

< ey

I3y < :
HE4 () ()

1
Ce résultat reste valable pour la norme de H? (7).
Pour unifier les deux cas ¢ > Ly et { < Lg, on va utiliser le fait que la norme

et la norme H||H%( - sont équivalentes si v,, est loin de l'axe {r = 0},

1 m

avec une constante qui dépend de la valeur absolue de la mesure de 7,,. De la méme
fagon si €, est loin de 'axe {r = 0}, on a la norme ||'||H1(Qti) et la norme H'HH}(Qti)
sont équivalentes. Dans le cas général on peut considérer que la constante dépend

i et @, _ estle

du diametre de Q. Puisque [ws] = w;,- — @ - ou @ - = > Wy, Sy

1<i<I

. _ sur ,,. On a alors

prolongement de w 5109, e

|/vm%[w5](7>dflsc’g_“

+®] 1. 2.3.43
) (2343

m

n

( Ws|0 ,H 1_
_n) H Tm H12 E(’y

1
H™ 2% (y;

En utilisant I'inégalité

LRSS ¥

loe _
1<i<I HY ~(9m)
et (2.3.42) on a :
ou ou
[ Lgryan < oW——¢+
v O on Hl%_s(%?z)

~1 i
(Hwﬂz%HH%_E(W)%—% Z Hw6|Qti Hl%_s(%))

1<i<I
0
< C(l+ece™) gyt )
on 12 ()
ol e
(H ‘vm H(Qm) 1<Zi<1 818, H}(Qti))
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2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

oun Yt = W}mﬂ (d ) D’autre part on a en posant ¢ = 1/log N,,

@_¢+ < CN( —3)—(sm— 2)||8u‘
an H;%+E(7:n) B an Hsm_j('ym)
< Nl Sm
= ce Han‘ Hsm g(’ym)
1—sm
< ceN,, * ||u||Hfm(Qm)~
On en déduit que
ou e
’ B a_n ['U)&] (7-) dT| S 0(1 + ce )Nm HuHHfm(Qm) Hw5|]X11 , (2344)
Tm
et
/2 o0 AL
1

Finalement en sommant sur m on obtient le résultat. =

Erreur d’intégration sur le second membre Nous sommes maintenant en me-

sure d’énoncer la proposition suivante.

Théoréme 2.3.2 Soit [ une fonction, telle que fio, € H{' (§), 00 > 1 (0y > %
si 0 < Lg) . On suppose que ug est solution du probléme (2.3.15) et u du probléeme
(2.8.3), qui vérifie en plus uj, € Hy' (Q), avec s > 2 (se> 2 si 0 < Ly). Alors

on a

1
[ —usllyy < CZ (14 Ae)2 Ny (log No) |lull

sg+1 )
"‘Ng TN e p])-

ol ¢ est une constante positive et p, est égal a 1 si l'un des cotés de §2y est v et

. . . N / .
intersecte au moins deux sous-domaines 2y, ¢ # { et 0 sinon.

Preuve Erreur d’intégration
a) Onpose 6 —1 = (N; — 1, Ny — 1,..., N, — 1), on note x5_; I’élément qui vérifie

Ts-1lq, = Hﬁfflu, HE’;1 est Uopérateur de projection orthogonale de Hi(€,) dans
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2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

Pn,—1(€2). On a

—as (an U)g) +a <U57 U)g) = a (U(S - xé—hwo) — a5 (Ué — T5-1, w§)
L
2 1
< D Mvs = s allFngan )2 lwslla
/=1
<

L

I o =55l
/=1

+ [l = vs 1310y 32 1wl -

Pour la derniére inégalité, on utilise [8, Proposition V.3.3] pour déduire que

L
07 [lvs = sl 0} < ZN‘“\IW\
/=1

m\»—t

94+1

et que
L

< cfllu—vsllay + DNy uel
(=1

a(v(;,w(;) — as (U57w5)
[[ws|| 21

. (2.3.45)

b)
On utilise le fait que ¢’ ||.[ o q,) < [[-[lgor(ay) < €ll-Ilgoe (o, Pour Lo+1 << L,
(c et ¢ dépendent seulement de la géométrie de 2) pour déduire que :

/fwydrdz—(I(;f,w(;)(S = /( Jwsrdrdz
Q Q

(I5f HNZ o f w5)5

L
< ) (I = T8, fllzzan
/=1
+||I(;f Iy, _ Wz wsl L2y
< SIF - Alisan

=1
+[| f _I(Sf||L%(Qg))||w5||L%(Qg)-

ou ITy, _; est opérateur de projection orthogonale de L3(€) dans Py, 1(€). On
rappelle que Zsq, = Ij{,e, si € touche l'axe (Or) et Zsqo, = Zy, sinon, on a alors

d’apres [8, (VI.3.1) et Proposition V.2.1 et VL.3.1] :

f = TN 1 fllezn < eNZ 7Nl oe o,
Lf = Zs fllz00 < N7 Nl goe o,

(2.3.46)
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2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

D’ou

L
<O N7 lluee o, lwsll g - (2.3.47)
1 1

(=1

/wa(;rdrdz — (Zs f,ws)s

avec C' dépend du diametre de (2.
La preuve est obtenue en combinant (2.3.45), (2.3.47) et les propositions 2.3.3 et
2.36. m

Remarque 2.3.6 Dans l'inégalité (2.3.17), on peut considérer vs € X5 NPs_y, alors

le terme a (vs, ws) — as (vs, ws) = 0 et il reste & estimer ’U(;G)%?EP(;,l [l — ]| 41 -

2.3.4 Estimations d’erreur : (cas des fonctions singuliéres)

Avant d’énoncer un théoréme important sur les estimations d’erreur des singula-
rités, on commence par donner un résultat qui a été démontré dans le cas conforme

[16, Théoréme 4.36]. On va ici étendre le résultat dans le cas non conforme.

Proposition 2.3.7 Soit Sé?) appartenant a £ défini dans (1.6.26) et q > 0 fizé.

Alors pour tout Re(\) >0, on a

inf [|S© — zs||x2 < eN-*(log N,, )42 (2.3.48)
ZJGX:; i 1 i
ot
N,, = min{ Ny, 2, N supp(Sé?)) #2,1<(<L}. (2.3.49)

Preuve On va supposer que le support de Sé?) est assez petit, de sorte que sa
valeur soit nulle sur les cotés ne contenant pas e;. On divise le probléme en trois
étapes :

Etape 1 : Construction de u}

0)

On approche Séi , sur chaque domaine €2, par un polynéme qui s’annule sur les

sommets e; de {2y extérieurs a axe {r = 0}.

65



2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

On considere pour cela la fonction u; telle que u; = ugq, vérifie :
‘ ¢ j
up(r, z) =TSO (r,2) = > TS (ey)p (r, 2),
J
ot 7 est un polynome dans P;(€2), qui est égal & 1 en e; et 0 sur les autres cotés

dans €, qui ne contiennent pas e;. Puisque e; n’est pas sur ’axe {r = 0}. Evidemment,

uy(r, 2) s’annule sur tout les coins e en dehors de €.

On utilise 'inégalité de Gagliardo — Nirenberg :
1
Vo € Hi(Q), [v(es)] < |[v]]7

201l 200, -

. 0
et puisque Séi) s’annule sur les e; on a

15 = utlluiy < [1SQ —TESY

|H11(Qé)

IS - 0

240, 1S90 — 113/ 519 2

HH{“(QZ)’

on utilise la remarque 1.6.1, la proposition 1.6.3 et la proposition 1.6.4, on obtient

156 — TS5

IA

eNg~*[|SE)

H: ()

< NPk
Puisque s =2\ +2 —cet N =eon a

HS(E?) — H}fSé?) CN; 2 tegm1ms

IN

110

< N, P(log Np)*tz
De la méme fagon on a

156 = TSN

HL§(Q) <cN, QHS HHS

(©)

et

158 — I SENI

||H12( <cN

HS + (@)

66



2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

D’ot on déduit que

3 —s
19— 1135022 1S9 ~ TSz, < eNZlISY)

()

HE (Q)
< N, P(log Np)*tz
Etape 2 : Construction de u?

La fonction u} construite dans ’étape 1 n’appartient pas & X3, on construit u2

par relévement et projection de uj comme suit :

=Y RImod m(ug . —uy )| (2.3.50)

ou{v,, 1 <m < M~} est ’ensemble des non joints. Ici on utilise les mémes notations

de R et 77 que dans la proposition 2.3.5. On a

2 - m( 1
43| 0z < Z Hm oMl s — “(Slvm)‘vaHlmm)' (2.3.51)
u} est nul sur tous les e; en dehors de {r = 0}, en plus u} dépend du support de

Se, © qui est pris assez petit. On note alors 7~ I’ensemble des indices , 1 < u < M,

tel que v, N, Ma support{S )} a une mesure non nulle. On écrit alors

Yo = > Y V5 O support{SD},
HETm
On en déduit :

H’]ézv_n o 7m (U;hi% — *Mw_n

< H(u‘lﬂ + = Seg?)

O |t (@) " H ()
+ H ul S(O) 1 .
Z_ (g = e HE ()
UETm
En effet ué‘ _ s’annule sur tous les coins de 7, donc u! s, €St dans H 2( —) et on
peut écrire u6| . Z U Nt ol ujlv+ est le prolongement continu de u} Nty Par 0et
HETm
1 1
on a la continuété de de I'opérateur Hy (v,7) dans Hy (v,,). D’ot :
| R ol — b g < cl(N;) 2 (log Ny, )
* 5|’7E O Ym/ 1Ym Hll(Q:n) - m m
+ Z 2>\ log N+)q+2]

Hejm
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2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

Finalement on somme sur m avec 1 <m < M~.
Etape 3 : Construction de z;
On pose
Z5 = ug + uj. (2.3.52)

On voit que Zs vérifie la condition des joints mais Z% n’est pas nul sur le bord T'. Pour

remédier a ce probléme on prend

wn=4- Y,  RiEnN- D, RGl)

’YCFﬂQg, 1<Lg ’YCFQQ@, £>Lg
Comme Sé?)ll“ =0ona:
SO=80— > RSO - D> RSO
~CI'NQy, £<Lg ~CI'NQy, €>Lg

Enfin 5 — z; vérifie 'inégalité (2.3.48). =m

Remarque 2.3.7 On a supposé dans notre preuve que la décomposition est quel-
conque au voisinage du point singulier. On peut aussi supposer que la décomposition

est conforme au voisinage de ce coin.

Maintenant on va utiliser ce dernier résultat, pour énoncer un théoréme sur ’erreur

entre la solution continue et la solution discréte.

Théoréme 2.3.3 On suppose que f € H_Sfl (Q) avec s > g, alors il existe une
constante positive c telle que, la solution u € H{(Q) du probléeme (2.8.3) et la solution

us du probléme discret vérifient :

lu = sl g < C(L+A5)2 sup{N; ", Es} |||

) (2.3.53)

ol

Ns=min{Ny,,1 < /¢ <L} et Es =max{F;,, 1 </(<L} (2.3.54)
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2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

et
0 si Q ne contient pas des e;,
Eg=1q N:*(logN.)? siy contient e; avec w, = =, (2.3.55)
_4 _
N, *(log Nei)% s1 §2y contient e; avec w,, = 37”
N, est défini dans la proposition 2.3.7.
Preuve On a
Uéig)f(g Ju— UJH){% < C(wirelg(g [treg — wé”xll (2.3.56)
; (0) 0) _
+Jnf, 71527 = 2l
+ inf [~©¢] ] 5@ _ ¢ .
2t IS = 2ill)

En effet on pose

U= Upeg + 7 VSO + Z'ySwSéo)é et v = ws + 7025 + ngwzﬁ.
(=2 (=2

On utilise la définition

1
SO =y (rMr)(logre)ip(6,) avec A = hl +p, p>0etqg>0.
Wi
et l'inégalité (2.3.7) avec A = f%, et £ = 1. Pour le cas w; = 7, ¢ = 0, on obtient

J
o

|

résultat. m

< N-*(log N,,)2. Et pour le deuxiéme cas wj = 3T, ¢ =0, on obtient
X} '

N

!
< Ne;’(log N, )2.

1

D’autre part d’aprés (1.6.22), on a

S8 Za‘

0
0

< c||f||Hf_1(Q) pour s > 2, d’ou le

Remarque 2.3.8 Sous les mémes hypothéses de la proposition précédente, on peut

écrire une estimation ou apparaissent des quantités locales.

L

o = sl < e I+ A% N7 (log N [l
=1

+sup(N; 7 B) | e[| s, -

(2.3.57)

HH(Q)
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2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

Théoréme 2.3.4 On suppose que f € Hi () avec s > g, alors il existe une
constante positive c telle que, la solution u € H} () du probléeme (2.5.3) et la solution

ugs du probléme discret vérifient :

1 s A
||u — U5||L%(Q) <1+ Ag)2 sup{N(;1 , N, 1 log(Ns)?Es} || f]

HEL Q) (2.3.58)
ot ¢ est nul si la décomposition est conforme et 1 sinon et Es est défini dans (2.3.54).

2 1 . . 2
Preuve Ona [[u — usl| 12(q) = (Z [ — us|72(q,))2 - La majoration de [lu — us||72 g,

s’obtient grace a la méthode de dualité d’Aubin-Nitshe, qui consiste & remarquer que

/ (1 — ug) (r, 2) g (v, 2) rdrd=

Q

||u—u5||22 = sup
h® geEL2(Q) ||9||L§(Q)

Pour toute fonction g dans L2(€) tel que gie, = ge pour chaque £, 1 < ¢ < L et on

note x,, la solution dans Hi, () du probléme

—Ax, = g dans €2

0 sur 9y si € > Ly (2.3.59)
Xe =
sur I'y si ¢ < L

et on a
/(u—u(; g rdrdz = Z/AXz U — Ug)
o =17,

Soit x I'élément vérifiant x|, = x,, on remarque que x € Hj, (©2)

/(u—m; grdrdZ—Z/ VXKVu—u(ng—Z/ . Vu — usldr.
nm

Q ’YTTL 68

1) On remarque que f 8nm Ju —ugldr = > f )[us]dr. On reprend la
Ym€ES Ym€ES
preuve de la proposition 2.3.6. La régularité de v nous permet de conclure comme

dans (2.3.43) que

[u — ug dr| < C’H — " Hu TR e | S
| / () dr] H™ 2+ (4) ( " . HE (o)
d— 2.3.60
+ H um%_n HI%*E(%;)) ( )
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2.3. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Laplace

On procéde comme dans la preuve de la proposition 2.3.6 pour déduire que

L
D / X s () dr) < €SN (108 No [ xell gy 1o — sl

=1
< Ny (10g N5) 9l pzioy llu — wslly  (2:3.60)
En effet puisque €2, est convexe, alors y, € HZ({) et on a H)@HH%(QZ) <c HgéHLf(Qe)-

On remarque que si la décomposition est conforme on a

5 / X [ = ) (7) dr] < N5 g s N — sl -

L
2) Pour majorer le terme a(x,u — us) = Y. fﬂe Vx,V(u — ug)dr, on choisit x,;_; tel
=1

que pour chaque ¢, 1 </ < L

I:Ij(,;_olxg sil<tl<L

Xs-10, = (2.3.62)

My xesi Lo << L

ol f[;(,{l_i Popérateur de projection orthogonale de Hj, (€) dans Py, _; (), et f[;vel_i
Popérateur de projection orthogonale de Vi, (€) dans P, (Q,) déduits de H}el_ol
resp l_I]_V;_O1 défini dans [8, Chapitre V]

On remarque que x;_; € Hi, (), ceci implique que
a(Xs_1,u — ug) = / fXs-1dm = (Zsf, X5-1)s
Q
et que

a(x,u —us) = a(x — X5_1,u — us) + / IXs1dT — (s f, Xs5-1)s-
Q

On sait d’aprés 2) de la preuve de la proposition (2.3.2) que si f € H5 ' () alors on

a

| Pxoadr = @t sl < N Il sl
< CNél_S ||f||Hf—1(Q) (”X - X5—1HX11 + ||X||X11)

< eN; |l

H:7H(Q) ”g”Lg(Q) (2.3.63)
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2.4. CAS GENERAL Probléeme de Laplace

puisque

IN

L
= xoallg < N el
/=1

Ny 1911220 -

IA

[8, Proposition V.3.2 et V.3.6]. Ceci implique aussi que

IN

a(X = Xs—1, U — Us) CHX_X5—1HX11 HU_W“Xll

< CN6_1 ||9||L§(Q) llu — u5||)c‘11 . (2.3.64)

Pour majorer |u — U5||X11, on utilise 'estimation (2.3.57). En combinant (2.3.57),

(2.3.63), (2.3.61) et (2.3.64), on déduit 'estimation (2.3.58). m

Remarque 2.3.9 Dans la preuve précédente, on est obligé de poser le probléme
(2.8.59), sur chaque sous-domaine avec nullité sur le bord, pour pouwvoir assurer la
condition de compatibilité. La difficulté vient du fait que ’espace discret n’est pas inclu
dans [’espace continue et donc si on pose x tel que
—Ax = g dans ()
X =0 surl’
alors pour un choiz de x5_, le méme que celui dans (2.3.62), on aura a(xs_q,u) #

f fxs—1, ce qui bloque la suite de la démonstration.

2.4 Le probléme de Laplace : Cas général (k # 0)

2.4.1 Probléme continu

On considere le probléme de Laplace (1.6.9) dans un domaine tridimensionnel €.
On ne suppose plus dans cette section que f et ¢ sont invariantes par rotation et on
développe la solution @ et les données initiales en séries de Fourier si bien que I'on se

rameéne & la résolution pour tout k£ d’un probléme du type :
—0%uF — Louh — 9Pub + Buk = 5 dans Q,

(2.4.1)
ufF =0 sur I'.
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2.4. CAS GENERAL Probléeme de Laplace

ou  est décomposé en polygones comme dans la fig (1.6.1).

On définit les espaces X}, (), XL () et VI, ()

XL (Q) ={v=(v1,..,0) € glillHll ()N L2, ()} (2.42)
XL (Q)={ve X, (Q),v=0surT}.

et
VL (@) = (v = (vr...v) € T (9) N 22,(©)
vy =0sur I et v, =v, sur v, 1 <m < (< L}.

On remarque que Vi, () est isomorphe a ViL(Q2) = HL, () N L2 ,(Q).

On munit X7, (Q) de la norme |||y définie par :

0] 2 = ZHWHHl @)? (2.4.3)

(k)

ou

el @ = (lvellzap + 1R lvellz2 qy)-
H(k)(QZ) H1 (Ql) L71(Ql)

On pose

a ub v
ap(uf v) = Z / V (uf) (r,2) V () (r, 2) rdrdz + k2(7, ;) (2.4.4)

=17,

ou

L
= E /ugw r,z) rdrdz.
=1

Q

La formulation variationnelle du probléme (2.4.1) est pour k # 0

;

Trouver u* € Vi, (),

vérifiant, Yo € Vi, (),

24.
) (245
ap(u®,v) = /fk Vg rdrdz.
=1
0

\
Proposition 2.4.1 Le probléme (2.4.5) admet une solution unique u*. Cette solution

vérifie :

’ a1 S chkHLf(Q).
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Preuve On a

L
ag(u,v) = Z(/ V (ug) (r, 2) V (By) (7, 2) rdrdz + k? /(U,[l_)g) (r,z) r~tdrdz)
=1 7, iy
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a
L

ag(u,v) < Z(HUZHH%(QZ) H'WHH%(QZ) + K HWHLZ_I(m) HUZHL2_1(QZ))
=1

M) =

(el gy o, + F lluell 2 ) (lvell o) + F llvell 22 ()

)
X

L

1 1
(luell gy, + % ||u€||L31(Qe))2]2 [Z(HWHH}(QZ) +k ||W||L31(Qe))2]2
1 =1

A
M=

o~
Il

et

ar(u,v) < 2 ||ul

)l U|x*1~

On en déduit que ay, est continue sur VL (Q)*. La coercivité de a;, découle du fait que

I'on a :
ap(u,u) = ||u||§(*1 ‘
En plus on a :
2
||uHX*1 - ak(u7u)
L
- Z/(f%iué) (’T‘, Z) rdrdz.
(=17,
2
< cllul fk”L%(Q).

d’ou le résultat. m
2.4.2 Probléme discret

Pour définir le probléme discret, on rappelle 'espace introduit dans (2.3.9)
Xg ={vs € L} (Q) Jue = vsj0, € Pn, (%), 1 <€ < Let vs =0 sur I et il existe
une
fonction joint ¢ définie par @jre; = ugres si (4,7) = (£(m),j(m)) et

Jpes (we — @) (7) ¥ (1) dr = 0,V € Py, , (T'*) sinon}.
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et on définit I’espace X§ par :
X5(Q) = {7}5 € X5(Q) /ve=vs0, € L*1 (), 1 << L}.
On remarque que
X5(92) = {vs € X5(Q), vs =0 sur 'y} .

La discrétisation du probléme (2.4.5) par méthode de Galerkin avec intégration nu-

mérique pour k # 0 est:

Trouver uf dans X3 () tel que
Vos € X9(Q), ans (uf,vs) = (I5fk,’115)5,

ot la forme ay s (.,.) est définie par :

(2.4.6)

Uu, v
ars (us, v5) = as (us, vs) + k* (—6, —5) :
T /8

et Zs est 'opérateur d’interpolation introduit dans la section 2.3.2.2 .

Proposition 2.4.2 [l existe des constantes c et ¢’ indépendantes de k, de la géométrie
de Q et de sa décomposition telles que, pour tout entier fixe k # 0, la forme ags (., .)

satisfait les propriétés de continuité et de coercivité suivantes :

Yus € Xg(Q),V’U(; S Xg(Q)
a5 (us, vs)| < cllus|p (Vs (2.4.7)
ars (us, us) > ¢ J|ug|3

Preuve On a d’aprés (2.3.13)

L

as (us,vs) < CZ‘UK‘H%(QZ)’W’H%(QZ)' (2.4.8)
=1

En plus on a 22 € Py,_; si {), intersecte 'y, soit en utilisant I'inégalité de Cauchy-

Schwarz, (2.2.5) si ¢ < Lg et (2.2.6) si Lo+ 1 < ¢ < L on obtient :

L
Us Vs
B (5, 20) < kY oz, o Ivelze o - (2.4.9)
(=1

r r
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D’ot on déduit que

L
ks (us,v5) < > (|uelmiay + K luell g2 o)) (Ve g + E llvell 12 oy))-
/=1

En utilisant, une autre fois I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

a5 (us, v5) <

ou (' est une constante indépendante de k. On a d’autre part

us U
aké(“éyué)—aé(uéavé)+k2( = 6) .
r’r/s

En utilisant (2.3.14), (2.3.12), (2.2.5) et (2.2.6), on obtient

L

2 2
ar,s (us; us) 2 c([|us|zr + Ky [uellz2 (0,));
/=1

d’ou
ks (us, us) > c|lus|3
oll ¢ est une constante indépendante de k. m
Théoréme 2.4.1 Le probléme (2.4.6), admet une solution unique uf dans X3(Q) qui

vérifie :

LS Hf’“HL%(m (2.4.10)

Preuve La proposition précédente implique I'existence et 'unicité de la solution.

On a ensuite
(Zof* 5) 5 < Nl an 1751 2

d’ou

Clluflls < aes (uf, u5) < [|us 230

L’inégalité (2.4.10) en découle. m
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2.4. CAS GENERAL Probléeme de Laplace

2.4.3 Estimations d’erreur

On va maintenant estimer I’erreur entre la solution continue et la solution discréte
et montrer que comme dans le cas invariant par rotation, cette erreur est majorée par
Perreur d’approximation, l'erreur de consistance, l’erreur de quadrature et une erreur

due a la non conformité sur les interfaces. Et traiter ensuite ces erreurs une a une.

Proposition 2.4.3 Soit u* la solution du probléme continu (2.4.5) et uf la solution

du probléeme discret (2.4.6), il existe une constante C' telle que l'on ait :

k k . k
| = uillay < OC e ("~ vs] s
+ sup ay, (vs, ws) — ) (v(;,w(;)}
wsEX ||w6||;c*1
k k
T sup Jo Frwsrdrdz — (Zs f ,w5)6
wsEXE ||w5||x*l
k
Z fr_n <aanim> [ws]dT
+ sup Tm€ES )
WsEXS [[ws]| 1

Preuve Par ellipticité de ay g, il existe 3 > 0 tel que pour tout vs; € X () on a

85 — v < s (05— 5 — )

On pose ulg —vs = ws. On a

ar,s (uf — vs, ws) = —ags (vs, ws) + (Ts ¥, ws)s.

Comme on a — [,,(Auf)wsrdrdz— [, ffwsrdrdz =0, avec —AuF = —92uF —19,u* —
O2uk + f—zuk on obtient
—/(Auk)w(;rdrdz = — Z / Ou [ws]dT (2.4.11)
Q = anm
ymes ™
L
+Z VuFVwsrdrdz
(=17

L
+k22/ uFwsrtdrdz,
=1 7S
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en déduit alors que

_/Q(Auk)wérdrdz _ —Z/ ( )[wg]df (2.4.12)

ymeswIm

+ag (ulg, wg) .
ol [ws] est le saut de ws & travers v™. On déduit que

ars (us —vs,ws) = —aks (vs, ws) + (Zsf*, ws)s

—/(Auk)wgrdrdz—/f’“w(;rdrdz,
Q Q

On remplace — [,(Au*)wsrdrdz par sa valeur donnée dans (2.4.12) on obtient

aps (us —vs,ws) = —aks (vs, ws) + ax (V5, ws)
ouF

= /_ <_an )[w(;]dT
ymeS ™ "

+(Ts ", ws)s / frwsrdrdz.
Enfin en utilisant

< = el + =l

on obtient le résultat. m

Proposition 2.4.4 :erreur d’approximation
Soit u* la solution du probléme (2.4.5). On suppose que u‘kﬂe € Hy* () et sg > 5

(s¢> 32 si £ < Ly). Alors on a

inf
vsE€EXY

L
b =] 0 < AZSONS ], (2.4.13)
/=1

ot \s est définie dans (2.3.25), pour tout joint v, 1 < u < M™ et non joint 7,,,

s 1 .
ﬁ ()

1 <m < M~ tels que 7: N7, a une mesure positive.

Pour la preuve, on a besoin du lemme suivant dont la preuve figure dans [8,

Chapitre IV.4 et Chapitre V.4].
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2.4. CAS GENERAL Probléeme de Laplace

Lemme 2.4.1 I existe un opérateur de projection,
v VHA) — PR(A)

qui vérifie :

1
/ (e — 7' @)pdr = 0, Vip € Py_y(A). (2.4.14)
-1

N "(k)’l’“’ < Cles

Y—TN @ o

En plus on a pour s > 1 :

~(k),1,(r ~1,(z —s s
Hap - ’/TSV) ™y 7TN( )90’ o) <N ¢l Hg () 5 VP € Hiy (%) (2.4.15)
0
et si X2 n'intersecte pas l'axe {( = —1} on a :
1,(r -5 s
lo -7 o7, o SN T el m Vo € Hiy (). (24.16)

Hijy
Preuve de la proposition 2.4.4 La preuve se déduit de la preuve de la proposition
2.3.5 et suit les mémes étapes. On va donner ici les changements a faire pour chaque
étape.
Etape 1 : On pose

v = I](V)u sur ()

On a d’apres [8, Chapitre VI.3], pour s, > 1

| ufo, —vj||H(1k)( < ON7* |July,| HE @y (2.4.17)
et
1-s
Hulkﬂp - Ul}HH(lk)(I‘) + Ne Hulkﬂz - UéHL%(F) S C,NZ2 ‘ ||u\kﬂgl H(slf;Ll(QZ) ) 1 S l S L.
(2.4.18)

ou I' est un coté de €2,.

Etape 2 : On pose

BT U50) () Bie

p=leeC,
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2.4. CAS GENERAL Probléeme de Laplace

ol CTDM . est défini dans la preuve de la proposition 2.3.5. En utilisant (2.3.29) on a

2 _ _1
[ HL%(A) <N et HUPHL%(A) SceNe. (2.4.19)
d’ou
1= e e < el gy < o
(1= ¢*)e; HLL(A) S CPi @) =€
en déduit que
an”L2 ) < cN-z. (2.4.20)
D’autre part on a yy = (:52)V qui vérifie
11— \N s—2
(T) < cN°7 2, (2.4.21)
Hi(2)
En combinant (2.4.19), (2.4.20) et (2.4.21), on obtient que
][50 < c|kIN .
L2,(9)
En utilisant le fait que |k]N6_1 <1let ”wa " < ¢, on déduit que
Hl
2 —st
v <c £l .
3 g0 <D0
De méme on a :
2 +\i-st
(95 |2y < V)27 [ . (2.4.22)

et
P A T .
Ll(’Y'm) - H H;:)+ (Qj)
Etape 3 : On note :
()= ML) i o paralléle a (Or)
7T6 = ’
ﬁgfm’l’(z) si 7, parallele & (Oz).
et on pose
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2.4. CAS GENERAL Probléeme de Laplace

et
~ (k)Y (,,12 12 - A—
7y i (p —v ) (T —(o0)] dans Q2
'U(:;’* _ 0 ( Slvih 5|’Ym)( )>_<Nm( )] m (2423)
0 dans Q\€),.
On a enfin

-
>
m=1
ou 7 resp o sont les variables tangentielle resp normale & v, et X - est obtenu de
Xn- Par homothétie et translation (xy- (o) = (5%)""). Pour simplifier on notera

Xy- au lieu de y-. L'idée de cette construction est inspiré de [8, (V.6.6)], avec

quelques changements. On consideére seulement le cas ou 7, est parallele a (Or). On

12

pose vé‘ — Uélvm =z
~ (k)svo, ~ (k) Ym
A0 oy = AFTE Il 2429
(k) (Fom 1
~ (k) Ym (12
+H7T5 (2 )‘L% HXN,;HH;(A—
~ (k) v,
HR{|E G L sl
d’ol en déduit que
~ (k)Y /12 < H~(7f)m7z 12 ‘ -
A0 | ) < AT HmeHHll(m
~ (k)
+H7T‘(S ! (212>HH(1)( X HL2
(*) D’autre part, on a
~ (k)Y [ 12 12,12
H7T5 (z )‘L%m) < ‘%ML ol 22 (4m) (2.4.25)
< — —Sm k
< (W) lu ||H )
(N)) e
+ Z Hu H H)+1(Q+)}
peEX
En déduit que
012 12 —\—5m
Yslvi, ~ Yolvm )HXN;L Hi(Am) < e(N) Hf’;“(@%)
+ —st
+Cl’yn_1 Z (N " HU/ (Q+)
HEKX
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2.4. CAS GENERAL Probléeme de Laplace

avec
N1, 1
€1y = (Ny,)2/ min (N,)2,
HEK
1
et ¢ - <A;.
(**) D’apres (2.4.18) et (2.4.22) on a
Hﬁgkm;L(ZH)‘ HXN— < ¢ v§2+ —1);2, HXN— L
H(lk)(’Yr_n) m LY (Am) [y [vm H(lk,)(Wv_n) m I L3(Am)
< (NS ||| -
< N
—st k
ey 30 O ]
pekn, (k) ¥

avec

1 1
Core = maX(N:)Q/(N )2

HEK
et ¢y - < )\5%. Et on termine la preuve en sommant sur m.
Le cas ou v, est parallele a (Oz) se traite de la méme fagon.
Ainsi la fonction vs = v} 4+ v + v}, appartient & l'espace discret Xy et vérifie

I'inégalité (2.4.13). m

Remarque 2.4.1 On remarque que [’étape 3 de la preuve a été changé par rapport
a la preuve de la proposition 2.3.5, en effet si on avait utilisé le relévement 7@1 défini
dans 2.3.37, on aurait alors une estimation du type

inf
vsEXS

L
1
[ — vy < AFIRID NG ] -
(=1

Corollaire 2.4.1 Dans le cas d’une décomposition conforme avec k et Ny choisis de

fagon quelconque, on a :

inf
vs EX(?

L
1
0¥ = 5| S AFD NS Huk”Higl(m) : (2.4.26)
=1

Preuve Dans la preuve on a pas besoin de 'étape 2, donc la condition & < Nj,
ne sera plus nécéssaire. En pluson a ¢ - = (N-)2 /(N2 et Cor = (N)2 /(N2 .
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2.4. CAS GENERAL Probléeme de Laplace

Proposition 2.4.5 :erreur d’interfaces

Soit u* la solution du probléme (2.4.5) et ws dans X3(Q), alors on a

L

3 / w5]dT| < oD N (log No) [t g1 g,

ymes T Im =1

et o, est égal a 1 si l'un des cotés de () est vy, et intersecte au moins deur sous-

domaines Qu, (' #{ et 0 sinon.

Preuve On utilise la méme démarche que dans le cas axisymétrique, on conclut

comme dans (2.3.44) que

I/ 7)dr| < C(1+ce )N ||u” |H3m+1(9 sl (2.4.27)

avec € = 1/log N,,, d’out le résultat. m

Nous sommes maintenant en mesure de donner une estimation de ’erreur locale :

Proposition 2.4.6 On suppose que avec s; > % (s¢ > % si 0 < Lg), et f* une

fonction tel que f(;zl € H7" () avec oy > 2. Alors il existe une constante positive ¢

mndépendante de k telle que :

+1
HIETH ()

L
o Ly el A DN (o N
/=1

+CZN“” 1 7

(k)

ot u® est la solution du probléeme continu (2.4.5) et uf la solution du probléme discret

(2.4.6) et o, est défini dans la proposition 2.4.5.

Preuve On a

L

a5 (vs, ws) — ay (vs, ws) < C{ZN o Huk‘
=1

5[+1(Qg) + ||u U(;HX*l}.

En effet on utilise l'opérateur de projection orthogonale H( , de H(lk)(Q) dans

H (k)(Q) N Px,—1(£2) et [8, Proposition V.4.2]. Suivant la démarche de la preuve de
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la proposition (2.3.2) on obtient :

|ak.s (vs — w51, ws) — ak (vs — 251, ws)| < C{Z llvs = w5l (QZ)}2 [[ws]] s

2

C{ZH N" 1y HHl

(k) (QZ)

IN

+ || WHHI)(QZ)F

donc

lag.s (vs — T5-1, ws) — ag (Vs — T5_1,ws)| < c{||uk - U5Hx1 (2.4.28)

+ZN | |ug|

S[Jﬁl

D’autre part on a

o frwsrdrdz — (I(;fk,w(;)

[[ws ] x;

L
0 -0 k
< CZN “Af HH?If)(QZ)a (2.4.29)

en effet on utilise les mémes operateurs que dans 2) du théoreme 2.3.2.
En combinant (2.4.28), (2.4.29), les propositions 2.4.4 et 2.4.5 on obtient 'estima-

tion d’erreur requise. m
2.4.4 Estimations d’erreur (Cas avec singularités)

Avant d’énoncer un théoréme important sur les estimations d’erreurs des singula-

rités, on commence par donner quelques résultats.

Proposition 2.4.7 Soit S appartenant a £ défini dans (1.6.26) et q > 0 fizé.

Alors pour tout Re(\) >0, on a

SH) — zs]|a1 < c|k|N_**(log N, )™ (2.4.30)

inf
25€XQ

avec

N., = min{ Ny, Q, N supp(S_ ) # 9,1 <(< L}
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Preuve Etape 1 : Construction de ul k

On consideére le support de Sei assez petit, pour que sa valeur soit nulle sur les
ALz . TN — 0~k .
cOtés ne contenant pas e;. Sur chaque domaine (2, on considere 1, Séi ). Ensuite on

considere la fonction u} 5 " telle que

1,k 1,k
Usiq, = U™

avec
gt (r,2) = TS (r,2) = Y TSI (e’ (r, 2)
J

ou 7/ est un polynome dans P;(£2), qui est égal a 1 en e; et 0 sur les deux autres

cotés dans €2, qui ne contiennent pas e;. Alors u;’k(r, z) est nul sur les e; de Q, qui
ne sont pas sur 'axe r = 0, (evidemment il est nul sur les e en dehors de €2;).On a

d’aprés [8, ChapitreV.7]

15E = g™,

() (20) < CN[Q/\(IOg Np)**

Etape 2 : Construction de u?k

7 (h ) "que dans la proposition 2.4.4, et on

On utilise les mémes notations de R” et TN
répete la méme démarche que dans la proposition 2.3.7. On pose comme dans (2.3.50)

M-

2.k 5%m =~k (o LE Lk
us = ZRZ o 7H (u5|ﬁL uﬁlﬁz) Ym?
m=1
et
2,k:‘ HRvm ~(k)oym (o Lk Lk ‘ 9.4.31
U U u 4.
On a
5%m ~ ~(k)vm o Lk L1k ) < H Lk a(k)
HR, o A (b, — bt )| . bl =59y (2432)
- ) Vs
Z_ UN+ €i HI% (,7:))
MEJNL
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et
5Ym ~ K)oy (o, Lk Lk -2
[ o7l = Ol gy I g N
+ Z 22 logN+)q+2]
RETm

Etape 3 : Construction de z;

On pose
et

> R,

’YCFﬂQg
et on termine la preuve comme dans la preuve de la proposition 2.3.7. m

2.4.4.1 Estimations d’erreur globale

Remarque 2.4.2 1) On suppose dorénavant que
K < Ny pour1</{¢<L. (2.4.34)

Grace a la condition (2.4.34), comme le prouve le théoréme suivant, on a les
mémes estimations que dans le cas du probléme ot la solution discréte est prise dans

un espace continue X5 C Vi1 () voir [8, Chapitre VIII].

Théoréme 2.4.2 On suppose que f* € H* ' (Q), avec s > g, alors il existe une
constante positive c telle que, pour toutes fonctions u* dans VL (Q) solution du pro-

bleme (2.4.5), et uf solution du probléeme discret on a :

[uf = u5]| 4y < e+ As)2 sup{N, =", Es} || f¥|

HiSH Q)
ot
Ns =min{Ny,1 < (<L} et Es=max{E;, 1 <(<L}

et By est défini dans (2.5.55).
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Preuve La preuve se déduit des preuves des propositions 2.4.3 et (2.3.2) et de la
proposition 2.4.7 en utilisant la définition

l
SU = (1l (Qog(Klre) o 0e) avee A =+ p o p et ¢ > 0.
Wy

et l'inégalité (2.4.7) avec A = %, et £ = 1. Pour le cas w; = 7, ¢ = 0, on obtient
J

|

résultat. m

Sék) — Z§

< |k|N4(log N..)2. Et pour le deuxiéme cas wj = 3%, ¢ =0, on obtient
x} :

S 2 ‘

_4
< |KINe;? (log N.,)z.
X}

D’autre part d’apres (1.6.22), on a |k| ~F)

<c ka||Hs_1(Q), pour s > 2, d’ou le
(k)

Remarque 2.4.3 Sous les mémes hypothéses que pour le théoréme précédent, on peut

utiliser une estimation en fonction de quantités locales :

L
[ = w5y < C;[(l + Ae)2 N, " log(No)* ||u| Hily (@)
+sup{ NG b £ o0 (2.4.35)

ol o, est défini dans la proposition 2.4.5.

Théoréme 2.4.3 On suppose que f € H* ' (Q) avec s > g, alors il existe une
constante positive c telle que, la solution u* € VL(Q) du probléeme (2.8.3) et la solution

us du probléme discret vérifient :

¢ < e(1+ As)? sup{N;~*, Ny log(N5)?Es} || /"]

(2.4.36)

[

= 5|30 HH @)

ol o est nul si la décomposition est conforme et vaut 1 sinon et Es est défini dans

(2.8.5/).

Preuve On procéde de la méme fagon que dans la preuve du théoréme (2.3.4).

On a

/ (u* — uf) g rdrdz

k Q

[ _ulgHL%(Q): Sup

geL2() HQHLg(Q)
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Pour toute fonction g dans L?(€2), on note x5 1'unique solution dans Vi () du
probléeme
—Axk =g, dans Qy,
X =0 sur 9.

Soit x* tel que xfy, = x§ , on a x* € Vi, (Q) et

o k
/ (0" = uf) g rdrdz = ap(x* v —uf) — Y /— <%)[“k — usldr.
Q Ym€ES Tm "

1) On utilise 1) de la preuve de la proposition 2.3.4 et (2.4.5), pour déduire que

Y [ 5 - ] () dr] < N o Na) gl [ =

V€S TYm
m

Si la décomposition est conforme on a

D / — ] () drl < N7 gl pg o — bl (2437)

ymes

2) Pour majorer le terme ay(x*,u® — uk), on choisit y* , tel que pour chaque ¢,

1</¢< L,ona
_—
X§—1|Q£ = HNZ—lef
et H 1 Popérateur de projection orthogonale de V7, (€) dans P}, _; (€) décrit dans

la preuve du théoréme (2.3.4). On remarque que Y%, € Hi, (), ceci implique que

lar(x5_q, v —uf)| = |/kaX’§1dT— (Zs /", x5-1)s] (2.4.38)

ey~ [|F%]

IN

Hi™H(9) ([[x* = Xlg—le,g + HXkHX*l)'

Puisqu’on a
L

I = x5l < QN IXE Nz -
=1

[8, Proposition V.3.2 et V.3.6], on déduit que

(X" = X511t = uf) < eNi gl 2oy Ut = uh]] - (2.4.39)

Pour majorer le terme Hu — u(;H x15 O utilise l’estimation (2.4.35). En combinant

(2.4.37), (2.4.38) et (2.4.39), on déduit (2.4.36). m
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2.5 Retour au probléme tridimensionnel

Pour le retour au probléme tridimentionnel, On définit pour K un entier fixé g
et Uk s par :

1 )
g (x,y,2) = N Z uf (1, 2) e, (2.5.1)

k| <K
et

y 1 i
uK,é(xu Y, Z) = \/_2_7'(' Z ulg (T’ Z) € k9' (252)

|k|<K

ou ud (r, z) est solution du probléme (2.3.11) pour des données f° et ¢°,
et uf (r,z), (k # 0) est solution du probléme (2.4.6) pour des données f* et g*.
Et on définit uy ; par

ok 1 7
uK,ﬁ(‘ra Y, Z) = \/_2—7_[_ Z u];(,é (Ta Z) € kev (253)
k[ <F

ol uf 5 (1, z) est solution du probleme (2.3.11) pour des données f3 et g,
et ufe 5 (r, z), (k # 0) est solution du probléme (2.4.6) pour des données fi et gf.

L’erreur de troncature entre @ et iy est estimée comme suit voir [8, (VII.1.3)et(I1.1.8)] :

< cK'#||ul

(2.5.4)

i — i o

HE(S)
Et d’apres les définitions de @k et Uk 5, on remarque que U s n’appartient pas I’espace
H'(), et on a :

L
Z HizK - iZK,(sHHl(QZ) <c Z Huk - UIEHH(lk)(Q) . (255)
(=1 |kI<K

On va donner, dans le théoréme suivant, une estimation d’erreur globale entre
la solution exacte u et la solution tronquée & l'ordre K discrétisée par la méthode

spectrale.

Théoréme 2.5.1 On suppose que | € H* Q) avec s > 2. Soit u la solution du

probléme (1.6.9) tix s et Uy 5 les sommes finies induites dans (2.5.2) et (2.5.3). On a

L
Sl = iscall i < o1+ A0) (NG ) + KR F| L (256)
(=1

)
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et
L
v sk 1 1—s 1—s i
1 = tiall gy < o1+ 2 sup(N B + K1) 1l @57
Ou
Ns =min{N,,1 </ < L} et Es =max{F; 1 </{<L}
et By est défini dans (2.5.55).
Preuve 1) Preuve de (2.5.6)
En utilisant (2.5.4) et (2.5.5), on a
L L
=tk sllpg, < D lE— il g, + ik = sl e,
=1 =1
L
—S||& k
é—1|k|<K
S [ D w1y o T It
k<K (=1
D’apres les théorémes 2.3.3 et 2.4.2 on a
[t = sy < CCLA+ AN, Es} | fll yery si k=0 (2.5.8)
et
1 s .
[ — ||y < C(L+ N5)2 sup{N;~*, Es} || /| ety SUE# 0 (2.5.9)
on utilise le fait que
k y
s 1 : 2.5.10
Z ”f Hiy (@ Hf) Hs-1() ( )

keZ

et que ||.| ) pour déduire (2.5.6) & partir de (2.5.8-2.5.9).

H(Q)
2) Preuve de (2.5.7)

Utilisant I'inégalité triangulaire, on a

~
~

U — iﬁ(,é”Hl(Q[) < Z(Ha - ij’K,CS“Hl(Qg) + ”f‘Kﬁ o iz}ﬁHHl(QZ))'
=1 /=1
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L
Le terme }° (|t — tig s/ 1 () €st majoré par (2.5.6). On remarque que pour majorer
=1

sk ) N
uK,éHHl(m)’ . D’apres

L
il suffit de majorer é; Hulg N u%’é“H(lk)(QZ)

L
le terme Y |[tig,s —
=1

Dellipticité et la continuité de as(.,.) et as(.,.) on a pour tout k € Z

L
Z Hulg - “IIf(,éHH(lk)(QZ) < ZHI(S — f%) L2020 (2.5.11)
—1

< CZ{ka_I5kaL§(QZ)
—1
/5 = Lo Sk 200

+||f* - f[k(HL%(Qg)}'
Comme on a pour tout k € Z voir (2.3.46)

1 = Zs ¥ 2,y < N0l

Hen ()

on en déduit, moyennant (2.5.10) que

L
SO I = T2, < NS

(=1 keZ

H‘Sfl(Q) (2.5.12)
Pour le deuxiéme terme de droite de 'inégalité (2.5.11) on a :

£k = Tsfillzan < NIkl @
< NI - fKHH(k) Q)

+1f*]

H(gk)l(QZ))

On somme sur ¢ et k et on utilise (2.5.4), (1.6.5) et (2.5.4) pour déduire que :

ZZka fK Heo () < CHJE—]EK|H571(Q)

(=1 keZ
< | f]

Hs=1(£))

et que par conséquent

L
SO N = Tsfillzaco,) < N3~ f]

(=1 keZ

Ho-1(0)- (2.5.13)
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Enfin pour le troisiéme terme de droite de 'inégalité (2.5.11) on a

L
SO = frillzony < dlf = Frllra

(=1 keZ
< K| Fll o1y
On a alors
L
ZZka — fil i (90) < cK'"||f] He-1(52) (2.5.14)
(=1 ke
Combinant (2.5.11)-(2.5.14), on obtient :
L L
y % k_ ok
Z [iircs — “Kﬁ”Hl(m) < CZZ a5 — uK,éHH(lk)(Qg) (25.15)
=1 keZ =1

< (K NGl goer
qui est ’estimation requise. m

Théoréme 2.5.2 On suppose que [ € H*1() avec s > 2. Soit u la solution du

probléme (1.6.9) lig,s et Uy 5 les sommes finies induites (2.5.2) et (2.5.3). On a

1d = trcsll oy = e(l+ As)2 {sup(N}~*, Ny log(N5)° Es) (2.5.16)

K
S 1 i .
et
i = sl oy < e+ As) 2 {sup(N;~, Nyt log(Ng)?Es)  (25.17)
K],
L)
ol

Ns =min{Ny,1 <{ <L} et Es=max{E, 1 <(<L}.

o est nul si la décomposition est conforme et vaut 1 sinon et Es est défini dans

(2.8.5/).
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Preuve 1) Preuve de (2.5.16)
En utilisant (2.5.4) et (2.5.5), on a

[ = tircsll oy < 10—tk + ik — ﬂKéHLz ; (2.5.18)
< {K™ s||uHH5+1(Q) + Z Z H“ HL2 () }
= 1|k|<K
< oK f‘ . > Z 1 = 5] 2}
k<K (=1
—1-s|| F k
< oK f‘ Ho-1(8) Z Hu “6||L§(Q)}
k|<K
< K77 4+ sup(N1*, Ny (log N;) Es }HfH V
1(Y)
2) Preuve de (2.5.17) :
Grage a (2.5.15), on conclut que
ks = el oy < O + NE) 1 fll sy (25.19)

En combinant 1) et (2.5.19), on déduit (2.5.17). =
2.5.1 Algorithme de Strang et Fix : cas axisymétrique

On note S; la premiére fonction singuliére qui apparait dans la solution du pro-
bleme (2.3.3).

On considére ensuite 1’espace
X5 = X{+RS.

Remarque 2.5.1 On va dans ce qui suit étudier le cas d’une singularité due & un

coin convexe et celui de la singularité due a un coin non convexe. On note

s = us+ S,

Vs = Us+ ,uSl.
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2.5. PROBLEME TRIDIMENSIONNEL Probléeme de Laplace

On munit Uespace Xy des normes ||.||, et |.Il,; définies par

1

L
I8sll, = 3 (el + NP [0 [PSE
et
L 1
10sl6, = 2 ||,U5|QEHH1(QZ))§'

On définit la forme bilinéaire discrete sur X5(Q) comme suit :

L
as (’&5, ?35) = as (u(;, Ug) + Z()\/ VS Vuerdrdz

Qg Q

Tenant compte des singularités, le probléme (2.3.11) devient :
Trouver 75 € X5(9) vérifiant
Viis € X5(Q)
as (s, U5) = (Zs f, Vs) s -

Remarque 2.5.2 On remarque que

Ilor < e ll-llo

Vu,VSyrdrdz + )x,u/ (VSy)? rdrdz).

(2.5.20)

(2.5.21)

(2.5.22)

(2.5.23)

avec une ¢ constante indépendante de N et que (Xj, |.||,) est un espace de Hilbert.

Proposition 2.5.1 [l existe une constante o positive et indépendante de & qui véri-

fie :
s (15, 05)] < o ||iis]|, 98]l ¥ (s, B5) € X5() x X5(Q).

Preuve On a pour (is, 85) € X5(Q) x X5(Q)

Lo Net1 Ny

(tis, Us) ZZZ VU(S\Q/VUMQZ (Cjag )Wfpﬁ

lele

+ Z Z Vs, Vusa,) (67", €))7 ol

{=Lo+14,j=0

L
+> (A / V.S, Vugrdrdz + pu / VueV Syrdrdz

Qy

+An / (VSy)? rdrdz).
Q
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2.5. PROBLEME TRIDIMENSIONNEL Probléeme de Laplace

Les deux premiers termes correspondent a as (ug, vs), et on a d’apres (2.3.13)

L
jas (us, vs)| - < 4> (10ruell 20,y 10rve ] 1200 (2.5.25)
/=1

F 11021l 120, 10202l 12, )

L
< 4Z|UZ|H}(QZ)|U€|H11(QZ)-
/=1

Le terme restant peut étre majoré par :

L
ST(A fﬂe VS Vugrdrdz + u er Vu,VSirdrdz
=1

(2.5.26)
+A\p fm (VS))* rdrdz)‘

L
< Z{|/\||51| mr@olvel g + 1081 m1 @ [wel 510y
=1

+|A[|pl 1S 2Hll(ﬂé)}-
En combinant les deux termes 2.5.25 et 2.5.26 on obtient :
L
las (s, 35)] < €Y (|uelmpan + IS s )
=1
<|W|H11(Qg) + [ ][] Hll(m)> .

On utilise maintenant 'inégalité (a + b) < ¢(a® + b%)2 pour conclure que

~
-

) o o 2
as (s, 55)] < €Y (Juelyan + NP1 Py )

/=1
1

2
(|U5|§{}(QZ) + |pf?[Sy ZH%(QZ))

et donc (2.5.24) est vérifice. m

Proposition 2.5.2 ] existe une constante o positive telle que :
Vi € Xs(Q) s (ts, ) > a ||| . (2.5.27)

Pour la preuve de cette proposition, on a besoin du lemme suivant.
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Lemme 2.5.1 Soit S appartenant a L3(Q)\Pn(Q). Il existe py < 1 qui ne dépend

que de N et S, tel que :
Vay € Py(Q), / Sunrdrdz < py I/l z lnll 2 (2.5.28)
Q

Preuve 1) Si I'un des termes |[S][ (o) ou [[un||z2(q) est nul, alors uy ou S est nul
presque partout et I'inégalité (2.5.28) est vérifiée.
2) On suppose S non nul et on note IIyS la projection orthogonale de S sur
Py (£2). On a
/(S —yS)unrdrdz =0
Q

et

2 2 2
1S = Iy S 720y + 1N S|1Z2(0) = 1511720y -

On en déduit que :

|fQ Sum‘drdz‘ B UQ(HNS)uNrdrdz|
HSHLi(Q) HuNHL%(Q) HSHLf(Q) HUNHLf(Q)
ISl 20
1Sl
2
B 1S = Hn STy

S P

151172 @)

en effet le terme S — IS n’est jamais nul. m

Remarque 2.5.3 On remarque que pyy — 1 st N — 400. De point de vue numérique

on peut supposer que N est fini.

Preuve de la proposition 2.5.2. On a

L
as (’&5, ?DL(;) = as (U5, U(s) + Z(?)\/ VS51Vuerdrdz

=1 Qe

+)\2/ (VSy)? rdrdz).
Q
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On utilise (2.2.5) pour déduire que :

&5(&571005) Z Z/ VUg Tdrdz
Qy

—22)\,01\@ |VS1HLf(Q[) HVUEHLf(Qg)
=1

+)\2/ (VSy)? rdrdz)
Q

v

(I—0p Z/Q (Vauy)® + N (V.Sy)?|rdrdz,

(p = sup{py,, 1 <L < L}).
D’ou (2.5.27) est prouvé. m
Remarque 2.5.4 On peut prouver plus facilement que
s (119, 15) > o ||fis]|%, Vs € X
En effet on a

L
s (us, us —1—2 / V51 Vuprdrdz
=1 Q

+2? / (VS1)?rdrdz)
9]

L L
> CZ/ (Vﬁg)Qrdrdz = czmgﬁ{ll(m).
=1 7S =1

Utilisant la continuité et la coercivité de a5 sur X on a le théoréme suivant.

Théoréme 2.5.3 Pour toute fonction f appartenant o L? (), le probléme (2.5.22)

admet une solution unique @y dans X5 vérifiant :
sl < C I fll 22
2.5.2 Estimation d’erreurs
On va maintenant, étudier l'erreur entre la solution continue du probléme (2.3.3)

et la solution discrete qui tient compte des singularités.
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Proposition 2.5.3 Soit u la solution du probléme continue (2.3.3) et ts la solution

du probléme discret (2.5.22). On a :

lu—sll, < C(inf {[lu— 5, (2.5.29)
VsEXs
& (65, 105) — Gug (85, 10
+Sup(5 5)0 5 (Vs 5)}
12)56)25 ||w6||o
wsrdrdz — (Zsf,w
1 sup fo 4 - ( 6f 6)6
12)56)25 ||w6||0
> ) (ai—fn) [ws)dT
+ sup 22 - )
11’)56)0(5 ||w5||o

Preuve La preuve est exactement identique & la preuve de la proposition 2.3.4.

Proposition 2.5.4 Soit 0, > 1, on suppose que fio, € H* () et que ujg, €
H ™ (Qy), avee sp > T(se>3 511 <0< L), alors on a :

1)

o /o o o o o L
(l(U(;,U)g) — as (U57w5) )
Sup o S C[ZNZ ¢ ||u| H5£+1(Qé)] ) (2530)
1556)0(5 ||w5||o =1
2)
Jo, fiosdzdy — (Zs f,s) s Lo
sup o <O N ey (2.5.31)
113(56)0(5 ||w6||o =1

3)

> I (afl_m) [tis]dr .
sup 225 < C[> N, *(log Ny)™ ||ul

11")56)0(5 ||w5||o =1

HS€+1(Q[)} (2532)

ol py est donné dans la proposition 2.3.6.
Preuve 1) On remarque que d’apres la définition as (.,.) on a

a (Vs, Ws) — as (Vs, ws) = a (vs, ws) — as (vs, ws)

1

en plus —— est majoré par ——
llws] 1

llws]l,

, on en déduit alors 1 ’inégalité (2.5.30).
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2) La preuve de (2.5.31) est identique & la preuve du 2) de la proposition (2.4.3).
3) Pour prouver (2.5.32), on remarque qu’au voisinage de e, le terme (121§|Qk — 12}§|Qé>
est égal a (w(;mk — w5|gé) puisque S; est continue et qu’a l'extérieur de ce voisinage,

on a |’égalité encore car S; est nul. m

Théoréme 2.5.4 Soit s > g On suppose que f € H5 ' (Q). Il existe une constante
positive c telle que, pour toute fonction u dans H}(Q) solution du probléme (2.3.3),

et tout us solution du probléme discret (2.5.22) on a :

lu — dis]|, < C(1+ As)2 sup{N~, Es} || f]

(@)

o
Ns =min{N,,1 < (<L} et Es :maX{Eg,l </< L}
et
0 si Qy ne contient pas des e;,
By = N;S(log Nei)% si € contient e; avec w; = o3 (2.5.33)

=8 _
N.? (log Nei)é s1 §)y contient e; avec w; =

N, est défini dans la proposition 2.3.7.

Preuve Il reste uniquement a estimer I’erreur d’approximation dans la proposition
2.5.3.

On a u = Upeg + AS1 + 1S3 et v5s = 25 + AS1 + paws. On en déduit que

inf |lu—vs

. < inf [treg — 25
ws€Xs 25€XS

o

+oinf M ][Ss — ws|| + ...
ngXg °©

D’apres la proposition 2.3.5, on a

(2.5.34)

L
1

inf |[tpey, — 2 <c)\25 N_”Hu | sp4l e

Zan:;H reg 5HO = (5£ - ¢ Jie% H (@)
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Pour le deuxiéme terme, on utilise la définition de SO — X (r))r2(logre)ip(0,) et
I'inégalité (2.3.48) avec A = =T, et £ = 2. Pour le cas w; = 7, ¢ = 0, on obtient
wmf 152 — ws|. < N, ¥(log Ny)2. (2.5.35)
Pour le cas w; = 37”, q = 0, on obtient
1nf S —ws]|, < N, % (log Np)3. (2.5.36)

On a aussi d’apres (1.6.22) sup(])\\ ) < cl|f]

Hi () Pour s > 2.
Enfin le résultat est déduit en combinant les propositions 2.5.3 et les inégalités

(2.5.34), (2.5.35) et (2.5.36). =
2.5.3 Algorithme de Strang et Fix : cas général
Comme pour le cas axisymétrique, on considére espace X5 = X 5 + RSy, on écrit
alors pour u¥ et v¥ € Xj
up = ub + \S.
vy = wvs+ wuSt.

Remarque 2.5.5 La premiére singularité est indépendante de k, et la singularité Sy

est la méme que celle du cas axisymétrique.

On définit la forme bilinéaire discréte sur Xs comme suit :

Col,k,(g (’&lg, 135) = Qg (ulg, U(;) (2537)

L
+Y (A [ VS Vurdrdz+p | VufVSirdrdz

(=1 L 2

—i-/\,u/ (VSf)rdrdz—F)\kz/ (Syve)r~tdrdz
Q

Qg
+uk:2/ (Sluf)r_ldrdz+)\uk2/ (SHrtdrdz).
Qp Q
Le probléeme devient :

Trouver us € X4 vérifiant :

Vs € X, .5 (u’g,v(;) (fk f’f‘)a

(2.5.38)
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On définit les normes

o L 2 2 2 1
1050 = Z(”v‘S\QEHH(lk)(QZ) + (Al HsllﬂzHH(lk)(Qg))2

et (2.5.39)
o L 1
||U5||ok:1 Z ||U6|QZHH1 QZ))i

Remarque 2.5.6 On remarque que

[-llokr < € ll-llo (2.5.40)

ot la constante c est indépendante de k.

Proposition 2.5.5 [I existe une constante v positive et indépendante de o telle que :

Vit e X;, Vs € X, (2.5.41)

(2.5.42)

g5 (5, Us) ok

Preuve On remarque que

)\/ V51Vwrdrdz+)\k2/ (Syve)rtdrdz < |)\|(‘51|H11(Qz) |U4|H11(QZ)
Qp Qy
+k (1512, 0y Vel 12, 0,)
< (A8 gy + #1512 0,)

(el g + K llvell 2 (0,)-

On utilise I'inégalité (a + b) < v/2(a® + b2) pour conclure que
)\/ V31va7“d7’dz + )\/{;2/ (SlfUz) 1d7”dZ < |)\| ||Sl|| Hl (QE)H ZHH(k) Q)
Qy Qg

On a en plus

i [ (9S2yrdrdz + 3k [ (82 tdrdz) < [Nl 1181l
Qp Qq §
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Or on a

ars (ug,vs) < e (gl +F [Jut]l 2 q,)
/=1

(\W\Hl(m) + Ellvellr2 (o)

¢ ZHUEHH(M a0l ZHH(k) Q) -

IA

On en déduit alors que :

L
s (45,85) < O (gl on + NS s, )
=1

(lvell 3,

L@ T il {151 H(lk)(m))

IN

L
e (el + NS iy @)
(=1

L

@0 el 1S @0)-

(ol "

(k)
=1

Enfin on obtient

VI

L
ins (#5,85) < O (Iklidn, @ + PEIS iy 0n)

(=1

[N

{(IlwelZ, a + P18 B, o) )

et (2.5.41) est vérifice. m
Proposition 2.5.6 Il existe une constante [ positive telle que :
Vis € X5(Q), s (s, tis) > B |||, - (2.5.43)
Preuve On a

s (Ul + NS, ul +0S)) = s (uk 4+ Sy, uf + \Sy)

i o),
—1—2)\2 / (Syuf)r—tdrdz
+/\2Z / r~tdrdz].

+k2[(
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On utilise le lemme 2.5.1 pour déduire que

L
s (uh + AS1,uf +281) = (1= )Y [[VUf|[faq,) + X IV 720)]
(=1

et on applique ce méme lemme 2.5.1 pour I'espace L? | et le produit scalaire (S, uy)_; =

Jo(S un)r~tdrdz pour déduire que

I [( +2)\Z / (Syuf)r 1drdz+A2Z / rdrdz]

est minorée par

™~

2 2 .
=Y oy + A 1Sz, o)) (puisque [k] > 1)
=1

2 2 L .
Comme .|| () € |.| i (,) Sont équivalentes on conclut en écrivant :

L
COL]W; (Ulg + /\Sl,ulg + OZ)US’l) > CZ Huﬁ HH(k)(Qg)
E_

2
+A ||Sl||H(1k)(Qg)]'

ol la constante ¢ ne dépend pas de k. m
La continuité et coercivité de ay s sur X5 X X5 vont nous permettre d’obtenir le

théoréme suivant.
Théoréme 2.5.5 Pour toute fonction f* appartenant a L? (), le probléeme (2.5.38)
admet une solution unique 1} dans X; vérifiant :

(&

o < OF*

HL%(Q)
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2.5.4 Estimation d’erreurs

Proposition 2.5.7 Soit u* la solution du probléeme continu (2.4.5) et 4§ la solution
du probléme discret (2.5.38), on a alors :

||u* — g

o S CCnt {[lu® =5, +
VsEXs

Qg5 (U5, Ws) — a(Vs, ﬁ’)&)}
ws

|ok:
Jo ¥ wsdady — (Z5 f*, 1) 5
+ sup .
1D§EX5 ||w6||ok

zifm(;ﬁ)h%uT

Ym€E

qu,;EX(;

).

+ sup .
HGJ(;EX(; ||w5||ok

Preuve C’est la méme démarche que dans la preuve de la proposition 2.4.3. =

Théoréme 2.5.6 Soit u” la solution du probléme continu (2.4.5) et 4% la solution

du probléme discret (2.5.38). On suppose que f* € H* 1 (Q) avec s > % alors on a

< O(1+ As)7 sup{ N} %, Es} || £

lu* = 5], @)
ol

Ns =min{N,, 1 </ <L} etf?(;:max{ég,l </t < L}
et B, est défini dans (2.5.33).

Preuve La démarche est similaire a celle de la proposition 2.5.4. Il suffit de
remarquer d’abord que le terme day, 5 (05, ws) — ax(Vs, Ws) = ak.s (vs, ws) — ag(vs, ws)
qui est déja majoré dans la preuve de la proposition (2.4.3). Ensuite on a :

k
reg

inf" ||’U,k — ’135

< eCing [k — 2oLy 0E A1 — sl g+ nf 1l 1S5 — wgll g+
wWsEXs °© 2s€Xs 1 wseXs L wsE€Xs 1

ol on a posé uf = uf + A\S; 4+ pSs et U5 = 25 + Sy + pws. Le premier terme est

reg

inférieur a

L
1 s
CXs2 ) N, ™ ||ufjq,|
=1
Pour le deuxiéme on utilise la remarque 2.5.5 et I'inégalité (2.4.7), on obtient alors le

sp+1 .
H(;ﬁ) (Ql)

résultat. m
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2.5.5 Retour au probléme tridimentionnel : Algorithme de Strang et Fix

On pose

. 1 . ;
Uk s(w,y,2) = on Z iy (r, z) e™

|k|<K

ol
1) @9 (r, 2) est solution du probléme (2.5.22) pour des données f° et ¢,
2) 4% (r, 2), (k # 0) est solution du probléme (2.5.38) pour des données f* et g.

Et on pose

o 1 ok iko
uK,é(‘rv Y, Z) = T = Z Uk s (Tu Z) €
V2T ik
avec
1) a5 (7, 2) est solution du probleme (2.5.22) pour des données fi- et g%
2) 5 (r,2), (k # 0) est solution du probléme (2.5.38) pour des données [ et
gk-On définit @ 5 par

1 |
e s(w,9,2) = = > s (r2) e (2.5.44)

k<K

Théoréme 2.5.7 Soit f dans H*1(2), s > 2 et @ la solution du probléme (1.6.9)

on a .
L
D i = iscall i < 1+ A0 Hsmp (NG ) + KV A| L (2545)
/=1
et
L 1
Dl = il ey < e A0 sup (N B+ K (AL 2540
=1
ol

Ns =min{N,, 1 < /¢ <L} etE(;:maX{Eog,l SKSL}

et Iy est défini dans (2.5.33).
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Preuve 1) On a

th

i —ixcall e,y < 18—l g, + ik = dxsll i g,)
/=1

< oK™ HUHHH + Z ||u —U5HH1

k|<K

Grage a I'inégalité (2.5.5) on obtient

L
zzl"a_ﬁK’6||H1(m)§c{K_s . + 37 |t —u’gHHl

k
k| <K o @

a) Pour k # 0 et d’aprés le théoréme 2.5.6, on a
o = ], < OO+ A sup (N B -

On a en plus d’apres (2.5.40)

Dl = ieally < [t

k0 k0

< C( —l—)\é)%SUP{Nl ° E5}2kaHH(k
k£0

)

L
ou ||if — 4 okl (; |k — ﬁ?{,&“i[(lk)(ge))%.

b) Pour k£ = 0 et d’apres le théoréme 2.5.6, on a
[ = 5ll, < OO+ 20)2 sup{N; =, B} |7 oy

On a en plus d’apres (2.5.23)

o () o ()
Hua — Uk

0 o0
ol S HU _UI&HO

< C(1+Xs)? sup{N; ", Es} 17252y

L
L= OO0 |8 - &(}(JHZI )z. En combinant a) et b) et en utilisant
° =1 ’ 1(Qe)

N o ()
o ||

I’équvalence des normes

L
2 1
Z(Z H-|’H(1k)(m))2 ~ [l )

keZ (=1
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et le fait que H.||H(10)(QZ) = ||-Ilz2 @,y on obtient (2.5.45)
2) On a

L
S = sl ey € SO0~ il + s — sl (254)

L
/=1

Le premier terme Z [t =tk s g1y, €St déja majore.
=1
(@, On procéde comme suit.
14

a) Pour k # 0, on utilise Dellipticité et la continuité de a4 (.,.) pour la norme

Pour le second terme ) H&*K,é - ﬁK,éH o
-1

|.l,x- Et on obtient

L
i = il < DI = o

=1
On a en plus d’apres (2.5.40)

|5 — s

bl = CZHIé — f%) L20)

ou

l\J

l
okl ZHU5 quS”Hl Q,_; )

ok
H’“a .

ceci entraine que

> g — ikl < ZZH% — Fillz2 gy (2.5.48)

k0 k£0 (=1

b) Pour £ = 0 on utilise l'ellipticité et la continuité de ds (., .) pour la norme ||.||. .

On obtient :

> |l < CZZH% ~ 200

k0 k=0 £=1

On a en plus d’apres (2.5.23)

> g | < CZZHZ; — 2

k£0 k£0 (=1

L
ou ||a§ — S|, = (e; |k — &'}(76}@%(9”)%. En combinant a) et b) et en utilisant

I’équivalence des normes

L
2 1
Z(Z H-|’H(1k)(m))2 ~ [l )

keZ (=1

107



2.6. ALGORITHME DE RESOLUTION Probléeme de Laplace

et le fait que H.||H(10)(QZ) = ||-Ilz2 @,y om Obtient :
L L
Z H&;(,é - /&K’(SHHl(Qg) S ZZ||I5<fk - fIk()HL%(Qg)
=1 kA0 (=1

Enfin on utilise la méme démarche que dans 2) de la preuve du théoréme 2.5.1, on

obtient :

L
S Nies = aesll ey < O+ NI
=1

Finalement en combinant (2.5.45), (2.5.47) et (2.5.49) on obtient (2.5.46). m

o1 (6 (2.5.49)

2.6 Mise en ceuvre de lI’Algorithme de résolution
2.6.1 Description du systéme linéaire

2.6.1.1 Cas de Q = [a,b] X [c,d]

On rappelle les noeuds Gauss-Lobatto mensionnés dans le début de ce chapitre.
r§2>=%ﬁomgigjvﬂetgj,ogjgjv.

On va décrire la matrice du systéme linéaire dans le cas d’un cylindre c’est a dire
ou € est un rectangle [a, b] X [c, d]. Le maillage est fait sur un carré de référence 3. On
note Y I’ensemble des nceuds du maillage sur . I ’ensemble des indices des nceuds
(7“2(2), §;) de X tels que (7“2(2), §;) € LN (QUTYy). I* P'ensemble des indices des noeuds
de ¥ tels que (7"52)7 ;) € XN Q et B l'ensemble des indices des noeuds (7‘1(2), §;) de ¥
tels que (r@),&j) exnT.

7

Pour k = 0, le vecteur inconnu est U = (ug,ij), (1,7) € I et pour k # 0, le vecteur
inconnu est Uy = (uj,.), (i,7) € I* puisque u* est nul sur T
Pour retrouver le maillage ((2,5}), ainsi que les poids d’intégration p} et w; sur

chaque Q = [a, b] X [¢,d], & partir des noeuds et poids donnés sur le carré de référence

3], on utilise les formules de changement de variables classiques :

b—a b+a d—c_, d+c
Cz 2 Cz+ 2 e 5] 2 5]—’_ 9 ’
et
d—c b—a.,
Py =g pjetwi = (—5—)w



2.6. ALGORITHME DE RESOLUTION Probléeme de Laplace

On introduit ensuite les polynémes de Lagrange, associés respectivement aux

noeuds ((;)i=1,...n+1 €t (5 )j=1,...~ définis par
lz@)(gk) = 0 et (&) = i,

ou 0 désigne le symbole de Kronecker. Les polynomes {l§2) ®l,1 <1< N+1et
0 < j < N} forment une base de Py (X). Donc, tout polynome uy € Py(X) peut

s’écrire dans cette base sous la forme

N+1 N

ZZUU i , ou Uiy = Uqgj (C'm 5])

=1 7=0
Les probléemes (2.3.11) et (2.4.6) s’écrivent alors sous la forme d’une famille de
systémes linéaires :
AoUo = Fy et AUy, = Fy pour k # 0, |k| <K,

ou l'inconnu U, = (u?j)(m)e 1 est le vecteur associé a la vitesse pour k£ = 0, et
U* = (uf;) i j)er~ est celui pour &k # 0 .

Les matrices Ag et Ay sont données par :

Ao = (an(1P1;,191,)), (i,5) € I et (p,q) €1,
et
Ay = (e n (IP1,121,)), (5, §) € T* et (p,q) € I".
ou
P 000) = C oy + o (S byt
—{—k‘2d — ¢ Ogq-Opp

2 (14,2

(Voir Annexe 1), pour les détails.

Les vecteurs Fy, = (£, ), (p,q) € I* (resp (p,q) € I si k =0), sont donnés par
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2.6. ALGORITHME DE RESOLUTION Probléeme de Laplace

* —a —c 2 (2
Fipa = (525 fh oty — D dhessann (00, 101,),

(i,7)eB
avec
fi <<p’£q> - flk(,m - 2K+1 Z f Cpr e, € Je~ o,
[(|<K
et
I (&) = Gy = 325 D 9(Cp 00, €)% ot 0, = 2.
[¢|<K

L
2.6.1.2 Cas d’un domaine décomposé () = eL—J1Q£

Le systeme globale est de la forme

AUy = F (2.6.1)

ou U¥ est constitué par les valeurs de u* sur la grille des nceuds, privées de ceux
existant sur la surface I'. En pratique, on numérote les degrés de liberté de facon a
disposer, dans l'ordre, les nceuds internes (1 < ¢ < L, (N, — 1)? points sur chaque

), et puis les nceuds frontieres (moins de 4(Ny + Ny + - -+ + Ny ) points). On a

Agp 0 -+ 0 DBya
0 Ago -+ 0  DByo
A= o (2.6.2)
0 0 Arr Brr
Cra Cho Cr, Dy

Ou Ay représente la matrice qui agit sur les nceuds internes pour chaque €.

By et Cy e et Dy, représentent les matrices qui agissent sur la squelette S.

2.6.2 La matrice des joints

On note @ la matrice qui traduit la condition de transmission aux interfaces
des sous-domaines. Elle permet de purger le vecteur des inconnues des faux degrés

de liberté (les nceuds esclaves). Le calcul de cette matrice est purement local pour
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chaque paire de cotés. Le calcul des valeurs de vy aux noeuds spectraux d’une aréte
I'1<k<K,1< /<4, nedépend que de la connaissance de ¢/y™(voir annexe 2).
Pour pouvoir exprimer le systéme approché total sous forme matricielle (bien qu’elle
ne soit jamais explicitement construite), on introduit une matrice de couplage global.
Celle ci appliquée au vecteur des degrés d

e liberté nous donne le vecteur des inconnues admissibles.

Notons que le systéme linéaire (2.6.1) est & matrice A¥ symétrique définie positive.
On le résout par un algorithme de gradient conjugué. Mais on ne résout pas le systéme
(2.6.1) parce qu’il comporte de faux degrés de liberté qui sont les valeurs de la solution
aux neeuds dits esclaves. Ces noeuds sont éliminés par I’action de la matrice Q7. Le

systeme global qu’on résout est alors :
(QTA,Q)i" = Q" Fy. (2.6.3)
2.6.3 Mise en ceuvre de I’Algorithme de Strang et Fix

Le probléeme da; (s, U5) = (Zs f, Vs)s s’écrit sous forme matricielle

AUs = F (2.6.4)
La matrice A a la forme suivante :.
. A K
A=
M J

ou la matrice A est décrite dans (2.6.2 pour k = 0),
La matrice K est formée d’éléments y, fﬂe V51Vl§,2 )lj/ dr, o x, = 1 si la singula-
rité est contenu dans €2, et 0 sinon. La matrice M est formé d’éléments x, fm VS VZZ@)ZJ-

dr et enfin la matrice J est I’élément er (VSy)? dr, voir [31, Chapitre ITI].

2.7 Résultats numériques

Dans cette section, on va présenter des testes numériques qui confirmeraient nos

prédictions théoriques dans les cas axisymétrique et général. Ces tests seront faits
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2.7. RESULTATS NUMERIQUES Probléme de Laplace

sur trois types de domaines convexes ou non Q°, . Q°. chacun des domaines est
décomposé en sous domaines convexes ce qui nous permettra de mettre en évidence

la convergence de la méthode des joints.

2.7.1 Cas axisymétrique

2.7.1.1 Domaine convexe 2% :

o]
LB

Fig. 2.7.1: Domaine ¢

On consideére le carré de la figure (2.7.1), décomposé en trois sous domaines 27,
a a

Pour une premiére série de tests, on suppose que :

f=0 dans Q*
52 iz = +1

g:
T sir=1.

On présente dans la figure 2.7.2 d’une part le tracé de v dans les parties 2 avec N =
24, resp Q2§ avec N = 28 et 2 avec N = 24 ensemble. Et d’autre part le tracé de la
solution u obtenue de maniere globale sans décomposition de domaines.

La figure 2.7.3 représente les isovaleurs de la solution u avec N = 24 dans les trois
sous domaines.

La figure 2.7.4 représente un agrandissement de la partie encerclée de la fig 2.7.2.
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0o axe-I- oo axe-I-

Fig. 2.7.2: Tracé de la fonction u avec et sans décomposition de domaine

0 0.z 0.4 08 08 1

axe-I-

axe-r-

-1 -0g <08 02 02

Fig. 2.7.3: Domaine Q¢ : isovaleurs de u pour N = 24.

Fig. 2.7.4: Domaine Q* : agrandissement de la partie de raccord
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Commentaire : pour ce premier cas on remarque que pour N assez grand les
trois parties dans la figure 2.7.4 collent parfaitement et que les lignes des isovaleurs

dans la figure 2.7.3 sont continues a travers les interfaces.

2.7.1.2 Domaine non convexe QP :

y

-1

Fig. 2.7.5: Domaine Q°

On considére maintenant le domaine de la figure 2.7.5 décomposé en 5 sous do-
maines :
Dans un premier test, on considére les fonctions f et g données par :
f= 7“1/2(2’2 + %7‘2 —1) dans Q°
0 siz==1
r52(1 — 2%) sinon
On présente dans la figure 2.7.6 le tracé de u dans les parties 2 avec N = 24, Q5 avec
N =28, Q% avec N = 24, Q) avec N = 24, et Qf avec N = 24 ensemble.
Ensuite on représente dans la figure 2.7.7, les isovaleurs de u avec N = 24.
Enfin I'agrandissement de la partie encerclée de la figure 2.7.6 est présenté sur la
figure 2.7.8.
On fait un second test, avec :
f =rY%z dans Q°

g = 0 sur le bord 9Q°
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axe-I-

Fig. 2.7.6: Domaine Q° : tracé de la fonction u

axe-I-

Fig. 2.7.7: Isovaleurs de la courbe u

115



2.7. RESULTATS NUMERIQUES Probléme de Laplace

,\‘

Fig. 2.7.8: Domaine 2 : agrandissement de la partie de raccord

On présente dans la figure 2.7.9 le tracé de u dans les parties Q) avec N = 28,

avec N = 30, Q5 avec N = 30, Q4 avec N = 30, et Q2 avec N = 24 ensemble.

Fig. 2.7.9: Domaine Q° : tracé de la fonction u

Ensuite on représente dans la figure 2.7.10, les isovaleurs de v avec N = 28 sur les
5 sous domaines.
et ’agrandissement de la partie encerclée de la figure 2.7.9 sur la figure 2.7.11.

Commentaire des deux cas : on remarque que tant qu’on choisit les N; dans
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oois

axe-r-

Fig. 2.7.11: Domaine Q° : agrandissement de la partie de raccord
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chaque domaine de telle sorte, que A\s défini dans (2.3.25) ne soit pas grand alors
les tracés dans les différentes parties du domaine collent parfaitement et les figures
2.7.9 et 2.7.10 montrent la continuité dans la répartition des couleurs a travers les

interfaces.

2.7.1.3 Domaine non convexe §)°

-1 -

Fig. 2.7.12: Domaine €2°

On consideére le domaine non convexe de la figure 2.7.12 décomposé en cing sous

domaines 2{— €¢. On consideére les fonctions f et g suivantes :

f =rY3(r —0.245)z dans Q°
0.045z sir=1.

g =
0 sinon

On représente dans la figure 2.7.13 le tracé de u dans les parties 2{— Q¢ avec N = 24
sur €27, 25 et Qf et N = 20 sur 23, Q.

Dans la figure 2.7.14 on illustre les isovaleurs de u, avec N = 24 sur 2, (25 et f
et N = 20 sur 5, Q).

Commentaire : on remarque qu’on a choisi la fonction de bord ¢ discontinue,

et on obtient un bon résultat.
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B

iy ke

b

AL
iy

s

iy

e
e
ey

Fig. 2.7.13:

axe-r-

Fig. 2.7.14: Isovaleurs
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2.7.1.4 Mesures de l’erreur

1) Soit la fonction singuliére u = r'%3(z — 1). Dans le tableau suivant, on mesure

les erreurs

lw = us| 20 » llw = sl g1 gy, Sur le domaine de référence Q sans décomposition.

N | Norme L*()) | Norme HY(UQ,)

8 | 1.478 x 1075 | 2.0354 x 10~°

16 | 2.077 x 107% | 4.0009 x 1077

24 | 1.568 x 1072 | 3.6931 x 1078

36 | 1.012 x 1071 | 2.8021 x 107*

48 | 1.568 x 1071 | 4.5421 x 10710

Dans la figure 2.7.15, on donne les courbes (10g10(N), logq ||u — u(;]\LQ(Q)) et

<10g10(N), logy [lu — Ué”Hl(qu))-

u=r"*¥(z-1), domaine Q

.
—— L0y
——

Iogm[ ETEUr)

Fig. 2.7.15: Courbes d’erreur

Commentaire : On remarque que dés que N atteint 48 on a une erreur de u de
I'ordre 10~ en norme L? et de 'ordre de 4.10719, en effet la méthode spectrale est

connue par sa précision.
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Dans la figure 2.7.15, on remarque des droites, ceci est en accord avec les estima-

tions (2.3.53) et (2.3.58).

2) Deuxiéme test : u = r7/2

z
on mesure dans le tableau suivant les erreurs

[ = usll 2@y » [l — usll g1, sur le domaine de référence O

N | Norme L*(2) | Norme H'(USY)

8 |2,7348 x 1077 | 5,667 x 1076

16 | 3,1957 x 107° | 8,9067 x 1078

24 | 2,1294 x 10710 | 7,2774 x 10~°

36 | 1,3589 x 107! | 5,6555 x 10710

48 | 1,9073 x 10712 | 9,0036 x 10~ !

Ce tableau montre que le taux de convergence se comporte comme cN 7, ce qui
nous donne un doublement de 'ordre de convergence. Ce résultat est conforme aux
prédictions théoriques (voir les estimations d’erreur : cas des fonctions singuliéres

section 3.2.4).
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On calcule les erreurs ||u — U/(SHLQ(Q?) et |ju— U5||H1(Q?) (t=1,---,3), sur le do-
maine €2 :

sur Qf sur €23
Nz HI($%) 12(03) (%)
8 [ 9,0121 x 1078 | 1,0331 x 1077 | 1,2588 x 10~7 | 2,2035 x 10~
16 | 5,3549 x 1071° | 2,0154 x 107 | 1,1877 x 107? | 3,3670 x 1078
24 | 7,0543 x 10712 | 4,2049 x 107 | 7,7155 x 107!t | 3,0130 x 10~?
36 | 5,1530 x 10713 | 3,3548 x 10712 | 7,5280 x 107!3 | 4,3511 x 10!
48 | 2.0130 x 107 | 4.2030 x 107! | 1,0570 x 10713 | 6,8820 x 10~'2

sur 2§

N 12(0%) (%)
8 2,0140 x 1077 5,2191 x 10~
16 2,3675 x 107° 2,0346 x 1077
24 7,0327 x 10~ 11 3,1247 x 10~°
36 4,1342 x 10712 4,3644 x 10710
48 2.8920 x 10713 2.4516 x 10711

Commentaire : on donne les estimations sur chaque sous domaine, les estima-

tions d’erreur dépendent aussi des dimensions de chaque domaine en plus de .

2.7.2 Algorithme de Strang et Fix

On consideére la fonction exacte u = 721z et on utilise I’algorithme de Strang et
Fix sur le domaine ©°. On remarque alors une nette amélioration des erreurs sur les
courbes (loglO(N), logyo [|u — uexp||L2(Qb)> et (loglO(N), log,o [|u — uepoHl(Qb)), comme

le montre les figures 2.7.16 et 2.7.17.

Cette nette amélioration, coincide bien avec les résultats théoriques prouvés dans

le chapitre 11
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u=r*'z, sur 0°
T T T T T
—— LY
—4— H'(0"
1 1 1 1 1
1 > 1.4 1.6 1.8

log, (N}

Logm[ ETELr)

T
75 1
' 0.8

Fig. 2.7.16: Courbes d’erreur de u sans l’algorithme de Strang et Fix

u=r*'z, zur 0F (avec lalgorithme de strang et Fix)

—— LI0Y
—4— HI)
2k 4
B -10f B
-
=
(=]
-
A2k 4
14k -
_15 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.3 0.8 1 1.1 12 13 1.4 15 15 17 128

log, (N}

Fig. 2.7.17: Courbes d’erreur de u avec ’algorithme de Strang et Fix
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2.7.3 Cas général
2.7.3.1 Cas du domaine Q2 = [0,1] x [—1,1]

Dans le domaine de référence €2, on considére le cas ot

f=r3zsin() dans Q

g=20 sur I'.

On représente alors pour ( N = 30, K = 4 ), le tracé de u” resp Re(u'?) et Re(u?)

sur les figures 2.7.18 resp 2.7.19 et 2.7.20.

-1y4 -4
10 10

axe-r-

axe-I-

Fig. 2.7.18: Tracé de la fonction u°

2.7.8.2 Domaine Q¢

On considére le domaine 2* de la figure 2.7.1. On prend

f=7"2zsin(x +y) dans Q°
g=20 sur I’
On présente dans la figure 2.7.21 le tracé de u° dans les parties Qf avec N = 24
et K =6, Qf avec N =24 et K =6, Qf avec N =24 et K = 6 ensemble d’une part

et d’autre part le tracé de u° sans décomposition de domaine.
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M=30;=4 k=1

G

axe-r-

Fig. 2.7.19: Tracé de la fonction Re(u')

G 5
& &
N=30K=d k=2
& 0s g
b
[

axe-I-

Fig. 2.7.20: Tracé de la fonction Re(u?)
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On représente ensuite dans la figure 2.7.22 les isovaleurs de u® avec N = 24 et

K =6.

co

axe-r-

)

0 L L L L L L L L 3

axe-z-

Fig. 2.7.22: Isovaleurs de u°

On présente dans la figure 2.7.23 le tracé de Re(u') dans les parties Q% avec N =
24 et K =6, Q5 avec N =28 et K = 6, (2§ avec N = 28 et K = 6 ensemble d’une
part et d’autre part le tracé de Re(u') sans décomposition de domaine.

On représente ensuite les isovaleurs de Re(u') sur la fig 2.7.24 avec N = 24 et
K =6.

Pour K = 6, on présente dans la figure 2.7.25 le tracé de u? dans les parties Qf
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0o

ooos J .o

-0.00s5 4. -

oo

Fig. 2.7.23: Tracé de la fonction Re(u')

axe-r-

Fig. 2.7.24: Tsovaleurs de Re(u')
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avec N = 24, Q1§ avec N = 28, ) avec N = 28 ensemble d’une part et d’autre
part le tracé de u? sans décomposition de domaine.

f=rm*sin(x+y)*z; g=0

AN
S
oo
<

7
U
0/
%//,,f//

%,
)

g 3
STt
o "0‘:‘:

axe-I-

Fig. 2.7.25: Tracé de la fonction 1>

Remarque 2.7.1 La solution u'®, k # 0 est compleze ¢’est pourquoi on précise dans

les figures Re(u™) ou bien Im(u®).
2.7.3.8  Domaine Q° :

On considére les fonctions :

f=cos(x+y+z) dans Q
g=0 sur I
Pour K = 4, on représente dans la figure 2.7.26 le tracé de u® dans les parties Q0
avec N = 20, 5 avec N = 30, 5 avec N = 30, 4 avec N = 30 et Q% avec N = 20.
On représente dans la figure 2.7.27, les isovaleurs de u° avec N = 24.
Pour K = 4, on représente dans la figure 2.7.28 le tracé de Re(u!) dans les parties
Qb avec N = 24, Q% avec N = 20 et O3, 05, Q4 avec N = 30. On représente dans la

figure 2.7.29, les isovaleurs de Re(u') avec N = 24.
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f=cos(x+y+Z), g=0
K=4

Fig. 2.7.26: Tracé de la fonction u°

axe-r-

Fig. 2.7.27: Isovaleurs de u°
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(ray

axe-r-

axe-I-

Tracé de la fonction Re(u')

Fig. 2.7.28

0.01

0.005

-0.01
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2.7. RESULTATS NUMERIQUES Probléme de Laplace

2.7.8.4 Mesures de l’erreur

Cas du domaine 2 = [0,1] x [-1,1]. 1) On considére la fonction réguliere u = zz.
On remarque une convergence en 1071°, pour K = 2 dés que N = 5.

2) On considére ensuite la fonction singuliére :
u=(x2+1)"32%siny

On choisit K’ le plus proche de log(/N), on calcule les erreurs [|u — us|| ;o) €t [|u — us|| g1 (5,

N | K | Norme L*()) | Norme H(UQy)

8 |2 | 1.296 x 107 | 8.106 x 1072

16 | 3 | 5.054 x 107* | 3.550 x 1073

24 |3 | 5.054 x 107 | 3.550 x 103

36 |4 | 7,046 x 1075 | 6,410 x 107°

48 |4 {7,046 x 107¢ | 6,410 x 107°

Domaine * Soit la fonction singuliére u = r7/3(cos? f + sin ), on fixe K = 3. Les
calculs des normes |lu — “5||L2(§zg) y lu— U,gHHl(Q?) (i=1,---,3), sur le domaine Q

donne :
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Probléeme de Laplace

sur Q‘f sur Q%
N | L) H'($) L2(Q3) H'($3)
8 | 2,0141 x 1077 | 2,8068 x 10=° | 1,7973 x 107¢ | 2,8068 x 10~°
16 | 3,1212 x 1078 | 1,2380 x 107¢ | 8,1056 x 10~ | 1,9875 x 10~°
24 | 1,2093 x 107 | 4,0938 x 10~ | 1,2093 x 10~% | 4,0938 x 1077
36 | 1,4203 x 10710 | 5,1421 x 1078 | 1,7504 x 1072 | 8,3975 x 1078
48 | 1,0012 x 10711 | 2,4571 x 107 | 1,2001 x 1071° | 3,2140 x 10~°

sur Qg
N L2(03) H'($)
8 1,0986 x 1076 2,1212 x 1075
16 3,2674 x 1078 1,5887 x 1076
24 4,3161 x 107 2,9994 x 1077
36 5,8363 x 10710 5,3171 x 1078
48 2,1047 x 1071 2,1540 x 107°
Commentaire : on remarque que pour un choix K qui n’est pas trés élevé on

trouve une trés bonne précision pour N = 48. En effet le s dans 'estimation (2.5.7),
ne depend que de la régularité de u. Ce qui montre que notre choix de prendre K < Nj

dans les estimations ne géne absolument pas les résultats numériques.

Domaine () Pour la fonction singuliére u = (z — ) (z2 + y2)%, on fixe K =4 et on
donne les courbes <log10(N), logy, ||u — u(;HLQ(ﬁb)) et <log10(N), logy ||u — UéHJ{l(Qb))
sur la figure 2.7.30.

Commentaire : dans ces estimations d’erreur, on a aussi des droites, et ceci est

en parfait accord avec les estimations théoriques (2.5.7) et (2.5.17).

132



2.7. RESULTATS NUMERIQUES

Probléeme de Laplace

Logml EITEr)

U=y +y?) ™, Domaine 0°, K=4
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N
S e

.

e

N
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Fig. 2.7.30: Courbe d’erreur
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Chapitre 111

DISCRETISATION DU PROBLEME DE

STOKES PAR LA METHODE DES JOINTS

3.1 Introduction

Le probléme de Stokes régit I’écoulement lent d’un fluide visqueux incompressible

dans un domaine donné. Pour un domaine tridimensionnel (2, il s’écrit

—Au+grad p = f dans Q,
divia = 0 dans €, (3.1.1)
=g sur 0.
ou @(x) est la vitesse du fluide et p(x) est la pression hydrostatique au point & =
(z,y,2).

On suppose que Q) est axisymétrique comme décrit au chapitre I et on utilise les
coordonnées cylindriques pour les vecteurs u, f et g.

Dans le cas de données axisymétriques, ou f = (frs fo, f2) et @ = (9r,90,9:)
sont indépendantes de 6, ce probléme tridimensionnel se réduit & deux problémes
bidimensionnels non couplés. Un premier probléme ot I'inconnue est la composante
ug de la vitesse @ et un second probléme ou les inconnues sont les composantes u,. et
u, de @ et la pression p.

Dans le cas de données non axisymétriques, le probléme de Stokes est équivalent

k

& une famille de problémes bidimensionnels en coefficients de Fourier (u¥, uf, u*, p*)

de la solution (@, p).
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3.2. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Stokes

3.2 Cas arisymétrique

3.2.1 Probléme continu

Pour des données f = (fr, fo. f-) et § = (gr, g9, g) le probleme (3.1.1) se décom-

pose sous forme de deux problémes découplés :

—0%ug — L0,ug — O%ug + Sug = fo dans Q

(3.2.1)
ug =g sur
et )
—0%u, — 20,u, — %u, + Oyp = fr dans Q
—0u, — %&uz — %u, +90,p=f., dans
(3.2.2)

Oty + %ur + O,u, =0 dans

(ur,uz) = (gr, 92) sur I’

ou (U, u,,uy) sont les coordonnés cylindriques de @. Le probléme (3.2.1) est du type
Laplace et est traité dans le chapitre précédent.

La formulation variationnelle du probléme (3.2.2), s’écrit :

(

Trouver (u,,u.,p) dans V! (Q) x H} (Q) x L2 (Q),

avec u, — g, dans VL (Q) et u, — g. dans H{, (), tel que

V (v, v,) € VL (Q) x Hi, (), (3.2.3)
a (up, vr) + @ (uz,v2) + 0 (vr, v25p) = (fr 00) + (2, 02)

Vg € L (), b(ur, ussq) =0,

\

Les espaces V. (Q) et H{, () sont définis dans (1.6.13) et (1.6.16). Les formes a (., .)
et aj (.,.) sont définies dans (2.3.1) et (2.4.4) avec k = 1. La forme b (v,,v.;p) est
définie par :

1
b (v, v,5p) = — / q(0rv, + ;vr + 0.v,)rdrdz.
Q

On rappelle I'espace

V(Q) = {(vr,v:) € Vio (Q) x H, ()3 Vg € LT(Q), b(vy,v:39) =0}, (3.24)
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3.2. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Stokes

qui est en fait 'ensemble de (v,,v,) qui vérifient 0,v, + %UT + 0,v, = 0 dans 2. On
note

A(u, v) = a1 (up,v.) + a(u,,v,).
avec u = (u,,u,) et v = (v, v,).

Le probléme (3.2.3) admet alors une solution unique [8, Chapitre IX].

3.2.2 Probléme discret

L

On suppose que 2 est décomposé en L sous-domaines €2 : ) = éung et on utilise,
comme dans le chapitre précédent, des polyndémes de degrés différents dans chaque
sous-domaine €2, pour définir nos espaces discrets. On note 0 le L-uplets (N,), <<

Ny > 2. On rappelle l'espace discret X4(€2) introduit dans (2.3.8) donné par :
X5(92) = {vs € L3(Q) tels que vsia, = v¢ € Py, (),

Vgress = 925\7;'; si (gvj) = (f (/JJ) ;j (M))v
Jpes (e = @) (1) (1) dT =0, Vi) € Py, (I7), 1< j<4et1<L<L si
(€,5) # (€(n) ;5 (1))}

On rappelle ensuite

X3(2) = {vs € X5(Q) tels que vs =0 sur I'},
X;(Q) = {vs € X5(Q),v = vgj0, € L? (), 1 < (<L}, (3.2.5)
XE(0) = X2(2) N X3(9).

On remarque que 'espace X7 (12) est constitué des fonctions de X;(2) qui s’annulent

sur I'g. Pour la pression discréte, on considére I'espace

Ms = {ps € L2 (Q) |p, = Plo, € Pr,—2 (S) et / ps (r,z) rdrdz = 0}. (3.2.6)
Q

Cet espace ne contient pas de modes parasites puisqu’on a réduit le degré des pressions

[8]. L’espace Xg(€2) est muni de la norme induite

L

2 1

leslly = (3 el ).
/=1
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3.2. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Stokes

Sur X7(€2), on définit la norme induite :

l
Z ||W||v1 1)

x = ||||X1 pour k = 1.

On définit aussi sur chaque €2, une formule de quadrature et un produit scalaire
discret et on en déduit un produit scalaire sur {2 dont on rapelle ’expression. Pour ¢

L 0o
et ¢ dans ZglC (Qg) ,

Lo Ne+1 N,
DD e, (@) Yiae (o) o (3.2.7)
=1 i=0 j*O
L
+ Z Z¢|QE yl] 7\/J|ng (ylj) 5 T) Epfj
{=Lo41%,j=0

L _
Les formes bilinéaires discrétes sont définies comme suit, pour v et v € U C° (Qg)
=1

et nuls sur r = 0,

as (u,v) = (Vu, Vo),
et
ars (u,v) = as (u,v) + (%, 2)s
_ L0 (0 )12 L 0 (6
et pour w = (u,v) € {gL:JlC (Q)}2 et g€ ZSIC (Q)
bs (w,q) = — (div,w, g)s
ou 'opérateur div, est donné par :
. 1 1
div,w = Opu + —u + 0,v = =0, (ru) + 0,v.
r r
Soit Zs I'espace défini par :
Lo Lo
Zs = {'w5 = (U§,U5) € ZEIVI (Qg) X gl;llHl (Qg)}
On définit la norme produit ||.||, par :

2 Fllvsll s (3.2.8)

HwéHZ
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3.2. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Stokes

On introduit Z 5 'espace produit X; x Xy, sur lequel on définit la norme induite ||.||,, .

Le probléme discret associé au probléme (3.2.1) s’écrit

Trouver usy € X;(2)
tels que usg — Zsgg € X3 (82) (3.2.9)

Ywsg € X5(2)  ars (use, wsg) = (Zs fo, wse)s
et a fait le sujet du chapitre II.

Le probléme discret associé au probléme (3.2.2) s’écrit :

(

Trouver (us, usz, ps) € X;5(2) x Xs5(Q) x Ms(£2)
tel que us, — Zsg, € X5(Q) et us, — Lsg, € X5 ()
Yws = (ws, ws,) € X () x XZ(Q
5 = (wer, ws:) € X3(02) x X3(€2) (3:2.10)
ars (Usr, War) + a5 (Usz, Ws) + bs (Ws, ps) = (Ls fr, wsr)s + (Ls fa ws2) 5,

et Vqs € M

b(5 (u(57Q5) = 07

\
Ce probléme (3.2.10) se met dans le cadre abstrait de problémes mixtes. Les ingré-
dients essentiels pour montrer qu’il soit bien posé sont la vérification d’une condition
inf-sup pour la forme bilinéaire bs et sa continuité ainsi que la continuité et coercivité
des formes aq5, as. On rappelle que dans notre cas, il existe des constantes a, ay, vy, v,

positives, telles que :

Jas (us, v5) | < o llusl| gy 05l s et as (us,us) > v [lusllz; -

2
U:5| X -

|ass (ug, v5)| < e llusll v, 105l et ars (up, us) = 7y [|ugl

On notera As(.,.)
As (us, ws) = ai5 (Urs, Wys) + a5 (Uzs, W2s) -

avec Us = (Ups, Us5) €6 ws = (Wrs, W), on déduit que As est continue et coercive sur

Xs x Xj pour la norme |.||,.
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3.2. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Stokes

On remarque que sur chaque 2y, 1 < ¢ < L, 'exactitude de la formule de quadra-

ture fait que
L
Vvs € Zs,Vqs € Ms, bs (vs,qs) = Z/ q (r,2) div,ve rdrdz = b(vs, qs) ,
=1 /%

on en déduit que la forme b; (.,.) est continue sur Zs; x Ms et que la constante de
continuité est indépendante de 9.
La proposition suivante montre I’existence d’une condition inf-sup globale sur

la forme b5 (., .) .

Proposition 3.2.1 On a la condition inf-sup suivante, pour tout qs € Ms,

bs (ws, gs)
sup ———— > G5 ||gs 3.2.11
s Zs HUMHZ ) H ”L%(Q) ( )

ou

__1 _ _

Bs = Ny ?(log Ns) ™' et Ny = max{N,,1 < ¢ < L}. (3.2.12)

Preuve On se donne un élément g5 de Ms. On décompose ¢s de la maniére suivante
=05+ ds

avec

1
Qv = %‘Qg = m/%(?‘, Z)T’d?‘dz.

Q

1) Sur chaque 2, on remarque que ¢y = g5, € M, ol
M,={q¢€ ]PNZ_2(Qg),/q(T, 2)rdrdz = 0,1 < ¢ < L}.
9]
D’apres [8, Proposition X.2.5] et [23, Chapitre V, (25,24)] on a les résultats suivants.
a) Si € > Lo, alors il existe @y = (tiy.¢, Ure) € PY, () X PY;, (Qe) tel que b(by, Gr) =
1Gel 720,y et

||"7’6||v11(m)2 < ¢év/ Nelog Ny ||€7£||L§(Qg) :
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3.2. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Stokes

b) Si 1< /(< Ly il existe Wy = (U g, Urp) € PY L (Qe) < PR, (€2) tel que b(wby, Gr) =
1Gel 720,y et

[Bellvi o xmpon) < &V Nelog Nellgell 0, -

Soit s tel que Ws|g, = Wy, alors Ws = (Uys, Urs) € X5(2) X X5(Q2) et on a :

b(Ws, §s) = H%Hif(m
[4b5]l,, < CV/Nslog N [|s] 120 (3.2.13)
Ns = max{N,,1 < (< L}.
2) Comme s est constante sur chaque €2, on a d’apres [8, Lemme XI.1.1] 'existence
de ws € X3(Q)? telle que
b(Wy, qr) = H%H%f(ﬁ)
et

@5l < ||ws]

xoxx, S sz - (3.2.14)

On utilise la décomposition qui est due a Boland et Nicolaides, on pose alors ws =
Ws + AWs on a ws € Xg(Q2) x X7(N2). Il reste a trouver A pour que la condition

(3.2.11) soit vérifice. On a

bs(ws, qs) = gsdiv,ws(r, z)rdrdz

ds + @s)div,(Ws + \ws)(r, 2)rdrdz

Gsdiv,Wws(r, z)rdrdz — Gsdiv, ws(r, z)rdrdz

Gsdiv,Ws(r, z)rdrdz — X\ | Gsdiv,ws(r, z)rdrdz.

|
ks
| |
| /

Puisque

/(jgdivrﬁ’)g(r, 2)rdrdz = Gs / ws(r, z).nrdrdz = 0,
Q e}
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3.2. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Stokes

on en déduit que

v

sz 2 v i

||QJ||L§(Q) +A ||Q<5||L§(Q) —cA ||96||L§(Q) “%HL%(Q) '
o A

> (1— T) 105720y + AL — 2—772) 1351720

bs(ws, gs)

ou 1 > 0. En posant n = % et A =n? on a finalement :

1

bé(w(% qé) Z ll’lf{@,

1
5} H%Hi%(m- (3.2.15)

De méme en utilisant (3.2.13) et (3.2.14), on obtient

|wsl|7 < Cv/Nslog N [|gs]| 12 e (3.2.16)

En combinant (3.2.15) et (3.2.16) on obtient (3.2.11).
La continuité et la coercivité de a; et a;s5 respectivement sur Xg x Xj et Xjx Xj

et la condition inf-sup (3.2.11) permettent d’avoir le théoréme suivant. m

Théoréme 3.2.1 Pour tout f € L3()? et g € H{(Q)? le probléeme (3.2.10) admet

une solution unique (us,ps) dans Zs x Ms.

Preuve La condition inf-sup pour la forme bilinéaire bs et sa continuité ainsi que

la continuité et coercivité des formes a5, as donne 'existence et I'unicité de la solution

(us,ps). m

3.2.3 Estimation de ’erreur

On considére maintenant ’espace Vs donné par :
Vs ={w; € Zs | bs (ws,q5) = 0,Vqs € Ms},

Proposition 3.2.2 Soit (u,p) la solution du probléme (3.2.2) et (us,ps) la solution
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3.2. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Stokes

du probléme (3.2.10). On a alors :

lu—wll, < of inf [lu—vl, (3.2.17)
v5€Vs
A(vs, ws) — As(vs, w
+ sup (vs, ws) s(vs 5)]
wsEZs ||'w5||z

+q51é11\f45 1P — sl 2 ()

Jof 25 (1, 2) rdrdz — (Isf , 25),

+ sup
z2s€EZs ||z5||Z
S A 4o () [us] () dr
+ sup YmeS }.
vs€Zs sl

ol ¢ est une constante positive indépendante de d.

Preuve Pour tout vs € Vs on a
As(us—vs, us—v5) = (Isf , us—v5)s — as(vs, us—vs) (3.2.18)

On pose us—vs = ws € Vs on a

/(—f — Au+ Vp)wsrdrdz = A(u, ws) + b(ws, p) (3.2.19)
Q

—/fw5rdrdz

Q
0
+> / (—87“ +p n (7). [ws () dr
’Y;LES m m
= 0.

On injecte le terme (3.2.19) dans le terme (3.2.18), on obient :

as(ws, ws) = (Zof , ws)s — /wa(;rd'r’dz (3.2.20)
+b(ws, p)
—i—A(u, ’UJ5) — A5<’U5, ’UJ5)

+) / (2% (7). [ws) (7) dr.

- 0n,,
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3.2. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Stokes

Combinant la coercivité de as sur Vg, la continuité de b sur Zs x M;, la condition

inf-sup (3.2.11) et le fait que b(ws, q) = 0 on obtient :
lus —vs [z < As(ws, ws)

< lp — @sllez@llwsllz + [|u — vs|z||ws||z
+ sup {(Iaﬁ z5)s — Jo f zsrdrdz
zs€Zs ||Z5HZ
+A(vs, ws) — As(vs, ws)
> [ Ao+ pn(n)}ys) (7)dr

Ym€S

Hlws||z

+ sup {
Ys€Zs sl

Hiws] |z

On utilise I'inégalité triangulaire ||u — usl|, < ||lu — vs||, + ||us —vs ||, pour

conclure. m

Remarque 3.2.2 Si on considére l'espace Vi = Vs NPs_y et on choisit vs dans cet

As(vs5,ws)—As(vs,ws)

s’annule.
lwsll

espace, le terme sup
wsEZs

On va maintenant estimer le terme inf [Ju — vs||,, en deux étapes, dans la pre-
vsEVs

miére, nous allons considérer la géométrie du domaine conforme et dans la seconde

non conforme. Pour cela on commence par introduire pour tout entier naturel m le

polynome Py°(A) défini par :
PUO(A) = {v € Py(A), v(£1) = - =™ Y(£1) = 0}

avec la notation Py (A) = P%(A). Ensuite on va introduire Popérateur de relévement

de trace R?? qui va nous servir dans la preuve.

Lemme 3.2.1 Pour tout coté v de mesure non nulle de 3, il existe un opérateur de

relevement R>7 de P30 () x P& (7), dans Py (%) telle que

Vo = (g, 1) € PR () x PX ()

on a .
P sur

0 sur 0Q\y

O, R*7(9) =
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3.2. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Stokes

. s 3 5 )
ou k € {0,1}, et pour tout réel s tel que 5 < s <3 on a :

IR Mgy < e (Ioulos Foils, ) 220

Hy % (
Pour la preuve on cite [18] et [17]. Grace & ce lemme, on est maintenant en mesure

d’énoncer la proposition suivante, on suppose toutefois qu’on est dans le cas homogéene

(le cas non homogene sera traité ultérieurement).

Proposition 3.2.3 Soit u = (u,, u,) la solution du probléme (3.2.3), on suppose que
ujq, € HiTH () alors il existe vs dans Vs et c tels que :

L
3 —S
Hu — U5HZ S C)\(gl E N3¢ HuZHVfZH(QZ)XH?H(QZ) . (3222)
(=1

ot A\s est défini dans (2.3.25).

Preuve I) Cas homogéne

a) Etape 1 : construction de v}?

Soit la fonction 77(¢) modifiée de la fonction construite dans le lemme 2.3.3 et qui
a les mémes propriétés que 7,() :

1-¢)" o + e, ¢ —ay
(1 — Clg)z (SOZ_ + Spi_+l)(ap)p/¢pap - apl7

n,(C) =

ou ¢, est le polynome de Lagrange avec 0 <7 < N — P — 3, associé aux nceuds (;
de Gauss-Lobatto. cette fonction 7y est dans Py (A) et vérifie n5(a,) = 1 et 0 en £1

et en a4, Ce polynome 7y, satisfait :

La constante ¢ dépend uniquement des points a,. Soit v:, 1< pu < MT les joints et

<cN7z, | < N2 et | < ¢N2 (3.2.23)

pllz2(a) ol 1) "ol fr2(n)

C;f I’ensemble de tous les coins qui se trouvent sur fy:[. On construit alors la fonction

déduite de (2.3.34) par
- ¢* . dans QF
or = o " (3.2.24)
0 dans Q\€2F
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3.2. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Stokes

¢, . est obtenu a partir de ®* par homothétie et translation, ou (¢, n) =

,€

() (5N
On pose u = Rot, ().

*) Soit v; tel que v, = v;= Rot,(I1571,). On construit z} avec z} = i,
alors on a
M+
2= > (W= 20:)(0)P;
r=lecch

On pose z}% = 2} + 22
**) Soit v}? = Rot, (24?), cette fonction vérifie la nullité sur T, et est a divergence
nulle, et on a 25\ 25| _ s’annule sur toutes les extrémités des non joints v, ,

1 <m < M~ (v} étant le coté ;. vu dans Pautre direction voir figure 2.3.2). D’une

part on a
L
1
uU— v -
421 H 5HH11(QZ)2 — H¢ ’ HZ(Q)?

L

< czzv—sz 190 g2e+2(c
=1
L

< CZNise | el VI Qo x HET Q)
=1

D’autre part on a

z Bt ()] 4y 0,0 < ZZ\ = 230 0) [ Rota(2;,0)

en utilisant (2.3.35), on a
L Mt
R ta 2 < N+ —SI— ‘~*
;H o <Z5)HH11(Qe)2 — C'uz;( ,u) Hf:LrJrQ(QI) uw,e H%(QI)
D’apreés la définition de ®* fes OIL &
|27, ell oy < €N (3.2.25)
En effet on a
1—
H(T")N < cN*3 (3.2.26)
H ()
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En combinant (3.2.23) et (3.2.26, pour s =0, s = 1, s = 2), on déduit (3.2.25). Enfin

on a
L M+ .
; |Rot, (zg)HHll(QZ)Q < CE(N;)—% lelly oot g4 et ) -
= =

D’ot on déduit que

L L
12 -
Z ||u — U ”H}(QZ)Q < CZN Se ||'u,g| Vls[Jrl(Qe)XHingrl(QZ) . (3.2.27)
£=1 £=1
b) Etape 2 : construction de ﬁ;ﬂ et T
L’¢lément v} = Rot, (2}?) ne vérifie pas la condition sur les interfaces ~,,,

1 < m < M~. Pour relever ce terme, on commence par définir deux opérateurs
. . ~+.2 ~
T T
de projections 7 5* et 7%,

%) L'opérateur 71 de H? (A) dans Py (A) vérifie
Sy GN*e = @) ¥ (r) rdr = 0, ¥y € Py 5 (A)

(73" =) (£1) =0
(7¥%0—¢) (1) =0

et pour 0 <t <2 < s et pour toute fonction ¢ € Hj (A), on a

~+,2 t—s
En effet en considérant ’application
2,0
J Py (A) Py (A)
X Y@
qui est un isomorphisme, on peut donc montrer que 7?;’2 = ﬁ}’iﬁ((p — ¢5) + 5, ol

7177 est lopérateur de projection orthogonale de V2(A) dans P%° (A) et ¢§ est un
polynome de degré 3 tel que p5(—1) = p(—1),¢% (1) = ¢'(—1) et p3(1) = ¥ (1).
Cette construction est dae a [1], et I'inégalité (3.2.28) est une conséquence de la

proposition 1V.3.9 de [?].
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3.2. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Stokes

#x) L’opérateur 7% de H?(A) dans Py (A) vérifie
Jo (7o — @) ¥ (r)ds =0,y € Py ()
(Thp =) (£1) =0
(R =) (1) = 0

et pour 0 <t <2 < s et pour toute fonction ¢ € H* (A), on a
HSO - ﬁ-?VSOHHt(A) < CNtiS H(AOHHS(A) :

On reéfere a [11, lemme 1.5] pour I’étude de cet opérateur. On note alors 7?}2,_ ,

7% si A est paralléle a Paxe r = 0
N (3.2.29)

,.,*72 .
TN @ SIOI.

c) Etape 3 : construction de v? :

~ %2 12 12 n ~ %2 12 12
Onposeo - =70 (222, =212 ) —, 0" =0 <7T_ 22—z —>.On

p Tm Nm_2( 6"7’;; 5|'ym)"7m7 TYm n Nm_2( 5'7;; 5|'Ym)|,ym
remarque que o et ¢”_ s’annule sur les extrémités de 7,,. En effet Zéfw* — zifv _ est
m m

m
%2 4,2 . .
o et 0,7° conserve la nullité sur les coins.

nulle sur les extrémités de v,, et Ne—2 Na—2

3.
Donc on pose vy :

.
v = Rot, (23°) + ZRota o R*m (0=, o).
m=1

On remarque que v} est la bonne approximation de u. En effet v} est nul sur T, a

divergence nulle et vérifie la condition de compatibilité. De plus on a

: <c HR?m‘n (0., 0:;1)‘

HRotaoRz’V;L(Jv;@,U",)) B .
TN HE(Qm)
En utilisant (3.2.21) on a
524 ~x2 12 12
R2Vm(g__ o™ < c(||7% 2oy — 2 )
H ( Ym’ 'Ym> H%(Q:n) — ( N7Z72< 5"}/:; 5"7m>hm VI%(,YT?L)
~%,2 12 12
+ ’ aﬂﬂN&*Z(zéhjﬁ Z(S|’Y;7,)|'Y1:1 Vl%(’y’;l)
<2 12 12
< e|[7E (zns — 2 )=l s
= — 2\ 8|y Slym/ 1vm -
Ny —2 [y [/ 1y VF(’Ym)
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Probléme de Stokes

En utilisant la continuité des traces de H{(Q) dans H,

2 () et le fait que

‘ N C vavﬁwm = H <]d - —2> s = 2o b ‘vlgwm
L [T N
< (;|27m ;im)lvm vﬁ(m)
1
+ (Vo) || Gss — %) 0
on déduit que ¢ — zé‘ L et Y — z | _ s’annulent sur les extrémités de v, ainsi que

leurs dérivées premiéres, alors ils appartiennent & Vf (7). On a en plus le fait que

_ s’annule sur 7, ce qui implique

5\
12 12 12
-z < z
H( 5"Ym 5|’Ym)‘ V1%(’Yr_n) - HZ/} 5"77+n % — + Hw 5|’Ym V1%('Yr_n,)
et
12 12
6 m 5 m‘ Hw 6 % Hw 6 m - '
H Rz ly b |l B2 (47m) | 12 (i)

On rappelle I'inégalité d’interpolation pour 1» € V{(y) ou 7 est un coté de R et

0<r<s
[Pl < C||¢||L2 (3.2.30)
Ceci entraine pour r = % et s =2 que
1 3
Hw — 22 oy S Hzp R L - Hw i ;(m (3.2.31)
On a aussi I'inégalité suivante
H¢ o Zl}HH%(F)_FNE H¢ o ZK}HH}(F)_"NEQ W o Zl}HL%(F) S Nf%ise 1] H 2 () (3.2.32)

ou I' est un coté de Q. On note K Pensemble des indices, 1 < p < M, tel que

Yo N 7;: a une mesure non nulle. On écrit alors

=D TNy

HEK R
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3.2. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Stokes

On a
12 12_ < S’HL
+C”/7 Z< #)7 sP+2,
" — Hl (Qu)
HEKM,
ou
c'_ = max(N+)3/ min (N+)%
" HEK m nEK,
On a
3 3 max,, (Nﬂ% Nf%
max (N)s/ min (NJ)s < phn Tn )7 m 3
HEK HEK 2N,,* 2 minuelcm (NJ) 2
< A
et
12 12 o
R 0wy .
D DEC Ll L

(€u)

Ceci implique que

M-
3 [Rotee 2, )
m=1

sp+1 sp+1 .
HN Q) Vit (Qe)x Hy "t (Q)

combiné avec (3.2.27), on déduit (3.2.22). =

Dans le cas conforme on peut éliminer le terme As et nous avons le corollaire

suivant :

Corollaire 3.2.1 Soit u = (u,,u.) la solution du probléme (3.2.3), on suppose que
U, € H:(Qy) alors il existe vs dans Vs et ¢ tels que :

L
lu — sl < e N7 ||

(=1

‘/'152+1(Q,@)XH192+1(Q,€) . (3233)
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3.2. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Stokes

Preuve Soit u = (u,,u,) la solution du probléme (3.2.3). On suppose que u €
H:;(Q), d’aprés [8, remarque 1X.1.2], il existe 1) dans H$?(Q) tel que u = Rot, (1))

avec ¢ = 0 et 0,1) = 0 sur I'. Dans le cas axisymétrique on pose

1
ROta(M) - (az/% _;ar(rlu)) .
On remarque qu’avec la définition
. 1
div,(u) = Opu, + —u, + O,u,
r

on a

div,(Rot, (1)) = 0. (3.2.34)

On définit les opérateurs de projection orthogonale T13; et ITy? déduits de T3 et T

par homothétie et translation [8, Proposition V.3.9] :
% : VA(E) — Py (%)

et
Iy V2(E) — PY(D)

et qui vérifient pour 0 <t <2 <s

< Nt—s
i <N

H¢ B ﬁj\ﬁw H3 () - (3.2.35)

avec

113, si Q est loin de I'axe 7 = 0
I,” si Q touche 'axe r = 0.
Cet opérateur conserve les valeurs des coins de €) et la nullité des cotés de 0f).

a) Etape 1 : construction de v;
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3.2. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Stokes

On travaille localement. Soit vs tel que vjo, = v,= Rota(ﬁ}k\f@b@), or d’apres

(3.2.34), div,vs = 0 et on a 'approximation suivante :

L
lu—vsll, = > | Rotalw, - 15700)

=1 Hi ()
L
SO IS
9 R
L
< CZN_SZ [ell o2 g
/=1
et donc
L
||u - 'U(SHZ < C;N_Se ||’U/ZHVfZJrl(QZ)XHffrl(Qe) . (3.2.36)

L’inconvénient est que v ne vérifie pas la condition de compatibilité sur les interfaces.
Pour le corriger on va lui ajouter au terme vs un terme de type Rot, (1) pour satisfaire
la condition (3.2.34) d’une part et la condition de compatibilité sur les interfaces
d’autre part.

b) Etape 2 : Construcion de wy

On considére la figure 3.2.1.0n choisit v,, le non joint de fagon a avoir toujours

Fig. 3.2.1: Décomposition conforme
N,, > N;\. Apres avoir choisi I’ensemble de non joints indéxés par M~ (on garde les
mémes notations que dans la preuve de la proposition 2.3.5), on note zs 1’élément

rr*,2 %, 2
tel que z510, = Iy Yy et 25, = Hy (Onty). On pose (zg,+ — 25,-),- = 0.~ et

151



3.2. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Stokes

(27 — 20 _ )| - = ¢"_. On remarque que o.- et ¢’_ sont nuls sur les extremités de
dvm lym” 1m Y Ym ¥

m

— . k.2 . .
Y,m PuUisque H*]\} conserve les valeurs des coins et que v, et 0,1, sont continues sur

les interfaces pour s > g On pose alors

.
ws = ZRota o 7@2’””71(0%71, o). (3.2.37)
m=1

On a alors

HRota o R*Mm (o a”,))

<o Hﬁzm (o, ‘7:;1)‘

Ym? S am | g, " H3 ()
En utilisant (3.2.21) on a
oot = o]
H (Uvm me) H2(OQ5) o (ZML ZMm)hm ng(w%)

1
la continuité des traces de H(Q) dans H, 2(7) nous permet de déduire que

et o)

m Y

oy S U0 = 2l + 19 = 2l +

m

||3n¢ - ZZSZHHII(Q;L) + ||8n¢ - Zg“Hll(Q"'))?

on déduit ensuite de (3.2.35) que

19 = 2sll 20y + 1 = 2l 2@y < N7 (Y] (3.2.38)

_st
N7 ]

= ()
+
Hym k)

et

100 = 25 || 105y + 1000 = 25 11 (0z) < N7 |91))|

_st
+N7 |00 |

(3.2.39)

S
Hm o)

+
sm+1
HY™ ()

IN

I

o (05)

_st
+NT Y]

+ .
Hy Q)
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3.2. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Stokes

Enfin en combinant (3.2.38), (3.2.39) et en sommant sur m, on déduit que

L
sl < XN [z,

et que
L

lwsllz < €Y N7 fluyl
(=1

Vlse+1(QZ)XH182+1(QZ) . (3240)

c) Etape 3 : Construction de y; = vs +w;
On vérifie que y; vérifie la condition de compatibilité. En combinant (3.2.36) et

(3.2.40), on déduit que

L
lu = yslly < ) N7
=1

sp+1 sp+1 .
V1£ (QZ)XH1£ ()

Proposition 3.2.4 Soit (u,p) la solution du probléme (3.2.2) et (us, ps) la solution
du probléme (3.2.10). On a alors :

—1 .
P = Dsll120) < c(1+ 55 ){q;&% 1P — sl 20 + [l — ws]ly
«4(’057105) - A&('véawé)

inf [[lu— vsll, + sup

]

v5€Zs wsE€EZs ||w5||Z
+sup Jofz5(r,2)r dr dz — (Isf , 2s)
2Zs€Z5 ||Z5||Z
> [ A—ans (1)} lys] (r) dr
+ sup mES }
Ys€EZLs HyJHZ

ol ¢ est une constante positive indépendante de § et [ est défini dans (3.2.11).

Preuve Soit ws € Z;5 on a

bs(ws, ps — q5) = (Lsf , ws)s — As(us, ws) — bs(ws, gs)
et
0 = /Qf'w(;rdrdz — A(u, ws)
—b(ws, g5) — b(’wa,p )

+3 [ (gt p )l () dr

Y ES TYm
m
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3.2. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Stokes

La condition inf-sup (3.2.11) donne

b(ws,p — qs
55||p6—CI6||L§(Q) < sup M
wsEZs ||’w(5||Z
< |lp — glle2 @
+ sup A(u, ws) — As(us, wy)
wsEZs ||w5HZ
T sup foz5 (r,z)rdrdz — (Isf , zs);
25€7Z;5 Hz5||Z
> [-A—an +pn(n)} lys] (1) dr
+ sup YmES
ys€Zs lysll,

On obtient le résultat en utilisant 'inégalité triangulaire et le fait que

CL(’U,, U75) _a5<u57w5> - A(’U,— 'v(;,'w(;) _Aé(ué—'vda'wé)

+A(’l)5, w5) — .Ag(’Ug, w5)

IN

c{llw = vsllz + llw = uslly

+la(vs, ws) — as(vs, ws)|}

Finalement et pour étre en mesure de majorer ’erreur, il nous reste & majorer I’erreur

d’approximation qui est le sujet de la proposition suivante. m

Théoréme 3.2.2 Soit (u,p) la solution du probléme (3.2.2) et (us,ps) la solution
du probléeme (3.2.10). On suppose que ujo, € Vi () x Hy ™ (Q0), po, € Hi (Q)
avec s > 5 (s¢ > 3 si 0 < Ly) et flg, € HY' (Q)? avec oy > 1 (0 > 3 si0 < Ly).
Alors on distingue deux cas :

1) Cas homogéne : on a

L
3
lu — wsllz + Bsllp = pslluzy < elD(1+ AN, ™ (log No) [lullyees g proetiq,
/=1

L

+3 N, (log No)* ||p|
/=1

L
+ZN6_JZ 1F 1 s7e 2 -
=1
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3.2. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Stokes

2) Cas non homogéne : on a

L
— 1 —s
lw = wsllz + Bollp = psllzey < {85 D_(1+ M) N (og No)* [[ullyevs g e o
(=1
L
+y N, *(log No)? |Ipl e ) (3.2.42)
(=1

L
ESONTT NS D
=1
ot
Ns = max{N,,1 < /(< L}
et o, resp Mg sont définis dans (2.4.5) resp (2.3.38).
Preuve Nous allons étudier chacun des termes des propositions 3.2.2 et 3.2.4.
1) Erreur de consistance : On a
A(v, ws) — As(vs, ws) = ar(vp, wrs) — ars(vr, wes)
+G(UZ, sz) - (15(’02, wzé)-
Pour le terme a4 (v,, w,5) — a15(vy, wys), on intercale xs5_; tel que z5_1]g, = ]};alur,
ol Hj_v;lq est Poperateur de projection orthogonale de V;!(€;) dans Py, _1(%). Pour
le terme a(vz, wz(g) — aa(vz, w26)7 on intercale ys5_; tel que y5_; |Qg = HJJ\r/gl—luz’ ou HIJ\?el—l
est Poperateur de projection orthogonale de Hi(€,) dans Py,_1(£) et on applique

[8, Proposition V.3.3 et V.3.8] pour conclure que

L
A(v, ws) — As(vs, w;) < CZ(HW - H]_\[;:I;lu'r'”‘/ll(ge)
=1

+1
+ Huz — HNe_luz

L
< CZN[SZ |l
=1

2) Erreur de quadrature : On a

I @)

VI Q) P ()

/ Fagrdrd: — (Tof . 2s); — / fozsrdrdz — (Tofy. 2s);
Q Q

+/ fozsrdrdz — (Lsf., 226) 5 -
Q
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3.2. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Stokes

L L
Le premier terme est majoré par N, || f; || yoe @, et le second par 35 N, || 2] goe g, )-
=1 =1
3) Erreur d’approximation sur les pressions :

L
On a inf |[|p — gsl|z2) < 22N, ™ |Ipllgoeq,) - En effet il suffit de prendre
qs€Ms 1 =1 1B

1
= IIsp — IIsp d
ds 5P mes(Q) /Q sp art

et de remarquer que p — g5 = (p — lsp) + fQ IIsp — p) dr pour conclure.

’H’LBS

4) D’apres la proposition 2.3.6 on a

2 [ ome sl (7) dr

Ym€ES

<c

sup

*(log Ng)° ||w||y,se+1
Ys€Zs Y5l vi!

Q) xHy ()

IIMh

2 - on()-lysl(r)dr

YmES

et pour le terme sup , on utilise les mémes arguments on obtient

lysll
Ys€Zs oz

Ym€S s
sup <c) N,/(log No)* |Ipll s
o Tl 2 @)
L
5) Le terme mf Hu — ;]| est majoré par 02(1—1—)\@)2]\7_5’-’ || | VR ()< O ()
v§ /=1 1

En effet on utilise la proposition 2.3.5 et la proposition 2.4.4, (pour k = 1).

6.a) Dans le cas homogene, le terme vilgl 5 |u — wsl|, est majoré dans la proposi-
tion 3.2.3.

6.b) Dans le cas non homogeéne on utilise un résultat général pour estimer la
distance entre (u?,u?) et V¥ (), voir [35, Chapitre. II, (1.16)], or d’aprés [22, Thm

23.10] on a

inf .y w.vyev @) (luy — wT‘N||V11(Q) + Jug — wZN”Hll(Q))

< o1+ By) inf(y, y v v)ers, @xes @ (145 = vrnllyagy + [0S = vanll g1 (o))

(3.2.43)

Si ) ne touche pas I'axe r = 0, on prend dans le second membre de l'inégalité

(vrn, Vo) € PQ(Q) x P(D).
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3.2. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Stokes

Si on généralise ce résultat, dans le cas d'un domaine 2 décomposé en sous do-

maines, on obtient que
_ 1 _
Bt < NflogNs,V 1<(<L.

et
L

. _ —1 —Sy
oaf, = vsllz < e ;N’v’ lully e @)@ -

]
3.2.4 Estimations d’erreur : cas avec singularités

On commence par rappeler un résultat sur les singularités qui est analogue au cas

de Laplace on cite [8] et [24].

Théoréme 3.2.3 On suppose que f € H*'(Q) x HH(Q) et g € HTH(Q) x
H™(Q), avec s > 2. Soit (u,p) la solution du probléme (3.2.2) et (us,ps) la so-
lution du probléeme (3.2.10). Alors on distingue deuz cas :

1) Cas homogéne : on a

3 —s
|w — uslly, + Bsllp — pol| L2 < e(1+ As)4 sup{N; *, E; } |1 | Hi7H@)? (3.2.44)

2) Cas non homogéne : on a

lu — wslly + Bsllp — psllr2) < c(l+ As)? sup{N; =, B, ES} (3.2.45)

(Nl =12 + gl s 02)-
o
EY =max{E’, 1 <(<L}. (3.2.46)
et
0 si Q me contient pas des e;,
EY = Ne:2n(%)(10g Nei)% st Q contient e; avec w,, = %, (3.2.47)
_op(3m _
Nei%( 2 )(log Nei)% si Sy contient e; avec w,, = 37”

N, est défini dans la proposition 2.3.7.

157



3.2. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Stokes

Remarque 3.2.3 On a les valeurs approvimatives (%) ~ 2, 73959 etn(%’r) ~ (0, 54448.

Preuve 1) Cas homogéne

On écrit u, = Upreg + nuSﬁ?e) + ZauSr(?e)g, Uy = Uypeg + nuS,g?e) + Zausé?gf et
(=2 (=2

P = Dreg + nps,ﬁ? + Z%S;S)e. D’une part on utilise 2.3.7 pour estimer ||u, — Sﬁ,oe)
=2

|

la méme technique que dans la preuve du théoréme 2.3.3 d’une part et les inégalités

17

/=
(0) (0)
UZ - SZ,E Xll et Hp - Spe L2

1

) seul A change, voir [8, Théoréme XI.1.5]. On utilise
Q

1l g1 ye + 1Pl )2 < € lIF 102

pour déduire (3.2.44).
2) Cas non homogéne

_ 1 _
On utilise 1) et le facteur Ny log N5 qui intervient dans in{/ |lu — wvsl|,, donc
vsEVs

qui apparait dans le facteur | u| H ()2 En plus on a

I

a2 T 1Pl e < cllf g1 + 119l g1 (0)2)

et

N7 log N5(N;* log Nj) < eN1— (3.2.48)

on déduit alors (3.2.45). m

Théoréme 3.2.4 On suppose que f € H*'(Q) x HZ'(Q) et g € H*™(Q) x
HT™(Q), avec s > 2. Soit u la solution du probléme (3.2.2) et us la solution du
probléme (3.2.10). On distingue deux cas :

1) Cas homogéne : on a

= sl py g < e(1+ As)T sup{N}~*, Ny (log N3)* E§} 1|

Hf_l(Q)2 . (3.2.49)
2) Cas non homogéne : on a

lu — usll 2 < c(l+ As)? sup{ N}, ;' (log N5)¢ N; 'ES} (3.2.50)

(1

@2 9] Hf+1(9)2)-
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Probléme de Stokes

avec ¢ égal a 0 si la décomposition est conforme et 1 sinon. Ny = min{Ny,1 < ¢ < L},

E5 resp s sont définis dans (3.2.46) resp (2.3.25).

Preuve On a

/('u, — ugs).h rdrdz

lw — wsl| 20 = sup =
L@ heL2(Q)? HhHL%(Q)Q
Pour toute fonction h dans L3(Q)?, on note x;, = (X,.4, X.,) I'unique solution du
probléme
(
-Axy+ Ve, =hy dans €y
div.(x,) =0 dans €y
(3.2.51)
sur 0§y si > Ly
X =0
\ sur I'y si ¢ < L

avec x, € VL () si € > Lo et x, € VL (%) x H], (Q) si £ < Ly on note que

o= 20— 0% : :
Ar x = (o i ) Vi = (570) et dive(Xe) = 9iXep + Xpe + 02Xz Du

1
02X, 1=+ 0r X5 0—02X 5 0

probléme (3.2.51) on déduit que

Q

L
/(u — ug).h rdrdz = Z Vo (Xre) Vi (ty — ups)rdrdz
=1 7k
L
+Z/ V(X)) Vi(uz — us)rdrdz
=17
0
- (22X 4 o) [u — ugldr
- Ym on,
YmES
= A(X, u — u5) - ZE:S /ym(aaTXm + nnm)[u — U5]d7'.
TYm

a)Ona Y. f%(

YmES

ox

onm

+n.1).Ju — usldr = > f%(a—x + 1.1, [us]dT. On utilise

ong,
Ym€ES

4) de la preuve du théoréeme 3.2.2. La régularité de u nous permet de conclure que

ox t
| Z / (8T +0.10m)[u — ugldr| < ZNz *(log NE)QZ(||X||V12(QZ)XH12(QZ)

ymes ©Im

/=1

1l 2 ) 1w = usll,

(3.2.52)

< ¢Ny'(log Nj) Hh'”Lf(Q)2 |u — usll
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3.2. CAS AXISYMETRIQUE Probléme de Stokes

puisque [8] on a

L L
Z ||X”v12(m)xH12(Q,_,) + Z ||nHL%(QZ) <c ||h||L§(Q)2~
=1 =1

On remarque que si la décomposition est conforme on a

ax _
1Y [ G e = uidr] < N Rl g usl,. (3253)

b) On pose x tel que xjq, = X, alors x € Vi, () x H{, (Q).

Soit II*° la projection orthogonale de V2 () dans P%° (€), ot P%° (Q) est
’ensemble des polynomes dans Py (€2;) qui s’annulent sur 0§, ainsi que leurs dérivées
normales. On sait que pour tout x = (X, x,) solution du probléme (3.2.51), on associe
e H(Q) tel que i = 9pp = 0sur Tysil <0< Lyety =0, =0 sur 9Q si
Lo < € < L. vérifie x, = 0.4 et x, = —20,(rv)) voir [8, Remarque IX.1.2].

On pose x;_; tel que Xs_qj0, = (8,211;,’62_’011/1, —%&(rﬁ&f_’olw)) . On a alors x;_4 €
VL () x H{, (Q), en plus x;_; € VN Vs [8, Proposition X.1.4]. Par cette construction

on déduit que

A vu=w) = [ Fx50 = @fx 1) (3:2.54)
Q
< NG 10 (Ix = Xsllz + l1xlz)
< NG a1 a2 1Pl 22y
et
A(X = X5-15 w0 — ug) < Nyt ||h||L§(Q)2 | — uslly, (3.2.55)
puisque
L
HX - X571HZ < CZNa_l ||X||v12(ge)xﬂl2(m)
=1

< eyt 1]l 1202 -

En combinant le théoréme 3.2.3 pour majorer ||u — usl|,, avec (3.2.52), (3.2.54) et

(3.2.55), on déduit alors le résultat. m

160



3.3. CAS GENERAL Probléme de Stokes

3.3 Cas général

3.3.1 Probléme continu

Dans le cas général f et g ne sont pas axisymétriques, le probléme devient :

(

—2ul — 100k — Pul - By 4 2k k49 pb = fF dans Q,

—O2uf — 10,uf — Puf + By — kgl ikl — f5 0 dans Q,
—2ul — 100k — Pul + Bk £ 0k = fF dans Q, (3.3.1)

Ouk + Luk + Eyk 4 9.0k =0 dans Q,

(uk ulg’ k) (gwgg,gz) sur I,

\
ot £ = (fF, £, f*) et g* = (¢, gk, g*) sont les coefficients de Fourier respectifs
de f et g.
On multiplie par r et on intégre les équations du probléme (3.3.1), ensuite on

pose :
L

A (u,w) = A(u,w)—l—Z/Q[

2ik k?
— (Ueewrz — UpeWey) + ﬁuzngg]TdeZ )

1+ k2
7’2

(UreWyre + UgeWor) + (3.3.2)

B, (w, q) Z/ 8 - Wyp —|— UJM — ik @91) + ﬁzwzg]rdrdz,
Q
avec U = (U, ug,u,) et w = (w,,wy, w,) et A (u, w) est définie par
A(u, w) = a(up,v,) + a(ug,vg) + a(uy,v,).

Alors on a a résoudre pour chaque k :

p

Trouver (u",p") dans Hj,, (Q) x L} (),

avec ub — gk dans Hj,, (), tel que

Vo € Hiy,, (Q), A (u¥,v) + By (v,¢") = (f* vy,
Vge L3 (Q), By (u*q) =0.

(3.3.3)

\

Pour l'existence et I'unicité voir [8, Chapitrel X].

161



3.3. CAS GENERAL Probléme de Stokes

3.3.2 Probléme discret

La discrétisation du probléme (3.3.3) s’écrit :

Trouver (uf,pf) dans X;5(Q) x M; (Q),

avec u§ — Zsg* dans X3, 5(Q), tel que

Vs € X3 5(Q), Agys (uf, vs) + Bis (vs,05) = (ZsF", v5)s, 334
| Vas € M5 (), Brgs (uf,qs5) =0.
avec
A s (us,vs) = A (us, vs) (3.3.5)
+(1+ k:Q) [(T_lur(;, T_lvr(;)& + (r_lu@(;, 7“_11105)5]
+2ik[(r’1u95,r’1w§)5 — (r s, 7“717)06)5 ]
+k? (r_luzg, 7’_11)2(5)5 ,
et
Bres (vs,4s) = bs (vrs, V=5, G5) + ik (qs, 7 ves) 4
ou

Us = (ur57u957uz5) , Vg = (’Ums, Uaa,vza) )

Les espaces X 5(Q2) et X7 5(€2) sont définis par :

Xi.s(2) = {(vrs, vos, v25) € X5(Q) x X5(Q) x X;(Q);
Urs + ikvgs = 0 sur Ty, si k = £1}
et
Xs(2) = X3(Q)3 si |k| > 2, on pose aussi
55.4(9) = Xp.(0) N HL Q)"

L
On rappelle que les normes H||X11 et ||.|[ 1 sont données par ||115||X11 =(> vaHiIll(Qe))%,
=1

L
et [vslly = <e21 “W”?ﬁk)mw)%- On définit la norme |.[| . par
L
2 1
ez, = Q72 007
(=2
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3.3. CAS GENERAL Probléme de Stokes

A Taide de ces trois normes on définit les normes produits suivantes :

lvslle, = llorsllxz + llvosll 2z +

lvrs + ik?ﬁeauczl + ”Uz6||x*1

sik = =1
et
1vslley, = llvrsllan + llvosllxr + 05l 2
sil|k| > 2.

Sur I'espace X}, 5(€2), on utilise la norme induite .||, -

Remarque 3.3.1 On remarque que la norme |||, et la norme H'“H%k)(Q) (s =1)

définies dans le théoréme 1.6.2 sont équivalentes sur Xy, 5(€2).

On définit aussi I’espace
Vk,& = {’U(s - Xkﬁv Bk#; (’05, q5) = O,Vq(s - M(g} . (336)

Pour montrer que le probléme (3.3.4) est bien posé, il suffit de montrer les pro-
priétés suivantes :

1) Ags (.,.) est continue sur X, 5 avec une norme indépendante de 9.

2) La forme By s (.,.) est continue sur X 5 x M; et la constante de continuité est

indépendante de 9.
3) Aks (.,.) est coercive sur Vy s avec une constante de coercivité indépendante de

d et By (.,.) vérifie une condition inf-sup avec une constante indépendante de 0.
Remarque 3.3.2 La condition By s (vs, qs) = 0 est équivalente a :
1 1k
Ol 4+ ~uf + =l + 04" =0
r r

et on note

1 k
divpu® = Oul + —ul + Z—ulg + 0,uk (3.3.7)
T T
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3.3. CAS GENERAL Probléme de Stokes

Proposition 3.3.1 Pour k fixé, il existe 5 et X indépendantes de k qui vérifient :

V’U,(g,’v(sé Xk:,d
Acs(unvs) = Bllusly sl (3.38)

Ap.s (us, us) > A ||ul;|\§(3
Preuve 1) Si |k| > 2,0on a:

| As (us, vs) | < c1(([urs]

ar 1vrs e+ Nlwos |l xa llvosll ey + llzsl an llvzsll2)- (3:3.9)

Et pour les autres termes on a

|(1 + k) [(7"_11LT(;,7"_11JT5)5 + (r_lu@(;,r_lvg(;)é” < c(llursl r [lors]] s (3.3.10)

+ [luosl| 2 [[vosllx1)

et
‘2ik[(7”1u@5,7”1vr5)6 — (r " ups, v 0gs) 4 )| < ([lues |l ox lorsll 4o (3.3.11)
+ llwrsllxa [lvos| 1)
et
‘]{32 (Tﬁluzcg, 7“711),25)5! </ HUZ(SHX,} ”UZ(;HX,} (3312)

On combine (3.3.9-3.3.12) pour montrer la continuité de Ay 5.

Pour la coercivité on utilise la définition de Ay 5 et on obtient

Ars (s, us) = a5 (Ups, trs) + (1 +52) (r s, 77 )
+ag (ugs, ugs) + (1 + /{72) (T71UQ5, 7’71UQ5)5
tas (U, z5) + K (1 s, 7 usg)

> OlJurs|

ol + llussllz ),

finalement on a le résultat en utilisant Vinégalité (a® +b* 4+ ¢?) > 3(a+ b+ ¢)?.
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3.3. CAS GENERAL Probléme de Stokes

2)Silk|=1,ona

Ap.s (us, v5) = As (us, vs)
—|—2(T’_1{UN§ + il{?UQg}, T_l{l)r(s + ikvgg})g
+(T71uz57 Tﬁlvzé)é-

En utilisant (3.3.9), on obtient :

|(T—1{ur(5 + z'k:ue(;}, T_l{'l)ra —+ 7:]61)95})6} S ||u7,5 + iku€5||£2_1 ||UT5 + 'ikl)95||£2_1

[T R S P N 72 BV | 1 P

On en déduit que Ay s (us, vs) < S ||U5||;\g3 ||'U<$HX3 .
D'autre part on a
Ak,a (Ua, U&) = A (’U«S, u5)
+2(r Hups + ikugs b, v Hups + ikugs s
+(r s, 7 M) s
= As (us, us) + 2 |[urs + thugs|| o2+ |uzsll 2|

On a alors A s (us, us) > A ”uéH?\fg - B

Proposition 3.3.2 Pour k fixé, il existe ¢ indépendant de k et de 0 tels que
Vgs € M(;(Q), Vs € Xk75(Q)
By s(vs, 45) < cl|vs||xs11g5] [ 20 -
Preuve On a
Bris(vs, @s) = bs(vrs, V265 q5) + 1k (Ves, 45)s-

Si k| > 2, ona

|b6(vr57 V265 Q§)| S C1<HU7’5|

Silk|=1, ona

xrtl[vas )l gs] L2y et |ik(vas, gs)s| < callves||xal|gs]| L2 )

|b6(U7"57 V263 Q(S)l < Cl(H”r(Sl‘Xll_'—l‘Ule

x)lasl 2 et [ik(ves, 45)s| < col|vas|| 1 lgs]] 20

D’ou le résultat. m
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3.3. CAS GENERAL Probléme de Stokes

Proposition 3.3.3 Il existe ¢ indépendant de 0 et de k, (avec |k| < K) tel que :

Vas € My(), sup DER) 5 g il
U(;GX)C’(;(Q) ||,05||X3

ol

_1
Bis =K "N *(log Ny)™".

Preuve Soit ¢s € M;s(f2). On a gs|lq, € Pn,—2(%), or d’aprés [8, Proposition
X.2.14 et (X.2.32)] et [8, (XI.1.51)] on peut construire sur chaque sous domaine €y,

vy, € P}, (Q)?, tel que

B vN,, {a—1 _
Vg € Py, 2(Q),  sup L ACAT] > cK'N, * (log No) Mlall 20, (3.3.13)

N, EPY, () vl !Hgk) ()
On pose ensuite vs avec vs|lg, = vy, et on a le résultat. m

3.3.3 Estimation d’erreurs
Proposition 3.3.4 Soit (u®,p*) la solution du probléeme (5.3.3) et (uf,p%) la solu-
tion du probléeme (3.3.4). Alors on a :

Huk_ulgHX3 + 5K,5||Pk —p§||L§(Q) < C{uéienvfm ||uk_”5Hx3

Ay (s, ws) — Ag.s (v5, ws)

+ sup
wsE€Xy 5(Q) Hw(;HX3

: Kk k
+ inf [[P" = 45| 0
Jo fFzs (r,2) rdrdz — (Zsf*, 25),

+ sup
z,;eXk,g(Q) ||Z6HX3
k
> S A (1)} [ys] (1) dr
YmES
+ sup
ygexkyg(ﬂ) ||y§||X3

Preuve La preuve est classique. On utilise la démarche des preuves des proposi-
tions 3.2.2 et 3.2.4, et on remplace (A (.,.) resp As (., .) resp bs (.,.) par A (.,.) resp

Ak (-, .) resp Bys(.,.)), la norme |||, par [.||,, et 'espace V5 par V5. m
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3.3. CAS GENERAL Probléme de Stokes

Proposition 3.3.5 Soit u* = (u¥, u%, u*) la solution du probléme 3.2.3, on suppose

que uk|Qz € H‘E]‘;;rl (Q¢) alors il existe vs dans Vi 5 et ¢ une constante positive tels
que :

| —ws |, < c)\4;]\/' | (u;fHHEﬁ)H(QD. (3.3.14)

Preuve Soit u® = (uf, uf, u”) la solution du probléeme (3.2.2). On pose v} tel que
vFs et v sont déduits de la construction faite dans la preuve de la proposition 3.2.3,
/. N . . ] .
c’ést-a-dire pour construire vf5, on pose z§ tel que z; = Iy u,, ensuite on pose
s 12 _ 1, 2 _ a2 12 _ 12
ZZ 6|QJr >(I)u er %5 = 25 T 25, Oy = 7TN;L—2(25\7;2 Zah;)h?m
H= 1e€C+

et
.
ol = On <7~er2 (2 ;\2% ;l%ym)wm> ,oubs =2 422 4 Zfz?mz(g%, 03;)
m=1
On définit v*; de la méme fagon en changeant v, par v,. On pose ensuite
vgs = —ik(0,(rvks) + 0.(rvy)). (3.3.15)

On voit que par cette construction, que v, v%; et vj; sont nuls sur le bord et vérifient

la condition (3.3.7). Ensuite on a

L

1 = il < wezlzv Yol -

et

(k) (k)

L
Zzl HU]; Z5HH1 < C)\64ZN Sé ‘U HHS£+1 ()

Enfin la condition

ZH“e U95||H1 J(2) < C>‘54ZN b ||u ||HSZ+1 ()

(=1 (=1

se déduit de la condition (3.3.15). m

Remarque 3.3.3 1) Dans la preuve, on utilise toujours la condition K < Nj

2) Le terme Ay (vs, ws) — Ag.s (vs, ws) s’annule si on cherche vs dans Vi sNPs_;.
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3.3. CAS GENERAL Probléme de Stokes

Théoréme 3.3.1 Soit (u”,p) la solution du probléeme (3.2.2) et u% la solution du
probléme (3.2.10). On suppose que “klﬂe € HS‘Jrl (), plg, € HY* () avec s > :
(s¢ > 2 sil < Ly) et flq, € H* (%) avec ¢ > 1 (0 > 3 si 0 < Lg). Alors on

distingue deux cas :

1) Cas homogéne : Il existe une constante positive c telle qu’on a

uf—ub||, + Bl — phllizey < cf(1+ ) ZN “log(No)* [|u'|y
/=1

+Zlog (Ng)® Hp |

1
HL™ ()

oL (
(k)

+ZN "1 Wz
)
=1
et o, est égal a 1 si l'un des cotés de () est v, et intersecte au moins deur sous-
domaines Qy, (' # 0 et 0 sinon. Et Ay est donné dans (2.3.38).

2) Cas non homogéne : Il existe une constante positive c telle qu’on a

(P

SZ+1

L
k k —s
P =15l < c{(1+Ag)? Bs ; ;" (log No)# || || H ()

s;

—l—;N *(log Ny ) ||p ‘ 1 @

+ZN "1 e

(k)

A (vs,ws)—Ag 5(vs,ws) L
Preuve 1) Ona sup ==mpimmms=em=e <oy (N> | uf|
wsE€Xy,5(Q) dllxg /=1

En effet en utilisant la remarque 3.3.1 et (3.3.8) on a

H(,ﬁ)(ﬂ

A (vs, ws) — Aps (05, ws) < B |lvs — @51l o, [|ws]l 4, -

et

lvs = @51l lwsll g < (0§ = wal|, + [[uf = @51 4) wsl -
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3.3. CAS GENERAL Probléme de Stokes

a) Si |k| >2ona

¥ \

k 1
ok~ sl = znum roally o)

L

Z |U§5 - x@é—llli{(lk)(geﬂé

2 1
|u’§5 - de_lHH(lk)(Qg))é

IIFﬂb4

k

(*) Si |k| > s, la norme H‘HH(S,C)*(Qe -l ers (o) On pose alors @51 = Hg@flur,

(k)
Tos_1 = Hgvj (Ul et o5y Hg\l,?fluz et on applique [8, Proposition V.4.2] pour

déduire que ||u5 — m5_1HX3 < ciN*SZ ||u’§|
=1

H{[ (Q0)

(**) Si |k| < s, la norme |.|

1 (00) = (1] (0, OU Il Vf’(ﬂz)> suivant la parité

de k et s. Alorson a :

4 ey < €€6) - o

D’ou Hué—m(; 1”2« <CZN SfHu’g‘

s[ 1 (20)

Le cas |k| =1 se tralte de la méme fa(;on.
On peut aussi étendre le résultat [8, lemme X.1.9] pour déduire qu'il existe un

operateur H%Z’_l qui satisfait

v — ﬁ%fq”HH(lk)(Qe) < ceN7¥ vl

s (
(k) §2e)

avec v € Hip () N H%k)(Qg). On pose alors x5_1), = ﬁ}i\}z’flufm , on somme sur ¢
et on utilise la remarque 3.3.1 pour conclure. Les majorations

Ja sza(v“,z)rdrdz—<fk7zé)6 L o, i
S ;NZ ||f£HH?]f)(QZ)7

||z6HX3

sup
z5€Xg,s

L
lnf Hp ngLz S ZN*S@ ||p§HH€£)(QE)’

qs €M
D +p n(T)}[ sl(m)dr I
Ym €S k
. ysseusgg,a HyéHX3 S szle (log NZ Hp£| (Slf)(Qé)—i_Huz ‘ ?ﬁ) Ql))'

sont prouvés exactement comme celles du théoréme 3.2.2, avec la remarque que

wiron < Ml
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3.3. CAS GENERAL Probléme de Stokes

5) Dans le cas homogene, d’apres la proposition 3.3.5 on a

[ < en TG o

HS+I(Q)

5.a) Dans le cas non homogene, on utilise (3.2.43) pour déduire que

[, < AN

Hs+1 ) .

m\»—t

ot B! = N7 (log N;). m

Théoréme 3.3.2 On suppose que f* € ka_)l () et g € H‘(;,j)l (Q) avec s > 2. Soit
(u®, p*) les solutions du probléeme (3.2.2) et (uf, pf) du probléeme (3.3.4). On distingue
alors deux cas

1) Cas homogéne : Il existe une constante positive c telle que l'on a :

=5, + Bresllp® = Pl 2@y < 1+ Xa) T sup{NG™, ESHIF ey (3:3:16)

2) Cas non homogéne : Il existe une constante positive c telle que l'on a :

N

|u* —uf| . + Brsllp” = D5llz) < c(1+X5)2sup{N;~*, 55 E5} (3.3.17)

(||

ot Ny = min {Ny, 1 < ¢ < L}, ES resp \s sont définis dans (3.2.46) resp (2.3.25).

HH(9) + Hg | H L Q))

Preuve On écrit uf = u” ,qeg—l—nuSﬁ? +£_2204us7('k2£7

. D’une part on combine le théoreme 2.4.7 et [8, T héoréme

(k
z zreg+7]u ze+ZOZuSZe et

(k)¢
p _preg+77p pe —I—ZOCP e

uk — 57(1’12) uk — 55’2 et Hpk — S,(,lé) d’autre part
X*

L3(Q)

Y
Xt

X1.1.12] pour estimer )

on utilise le résultat du théoreme 3.3.1 et (3.2.48) pour conclure. m

Théoréme 3.3.3 On suppose que f € ka_)l (Q) etge Hf,j)l (Q), avec s > 3. Soit u
la solution du probléme (3.2.2) et ws la solution du probléme (3.2.10). On distingue

deux cas :
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3.3. CAS GENERAL Probléme de Stokes

1) Cas homogéne : on a

Huk_uk

5HL§(Q)3 < (14 Xs) T sup{ N}, N; (log N5)?E5} |£*]

(3.3.18)

Hsl

2) Cas non homogéne : on a

1 —s
[ =]l g < e+ As)2 sup{N; Ny ' 55 (log No)? 5} (3.3.19)

k k
(R PR P T
avec 0 = 0 si la décomposition est conforme et 1 sinon. Ng = min {Ny,, 1 < ¢ < L} et

E3 resp \s sont définis dans (3.2.46) resp (2.3.25).

Preuve On a

k__.,k h
H'“’k_ulg“L%(QP: sup M

3.3.20
i T (3.3.20)

Pour toute fonction h dans L?(§2)3, on note (X ,n") Punique solution dans H o (€2¢) %
L? () du probléme

(
_82XTZ - r TXTZ 82X7«€ 1—::2k Xre + 27_22]€X6*£ + aﬁ?f = hf,[ dans Qg
_agXe,e - ;arXe,e - 8,39(9@ + h:f Xa!z - 2:_2ka5 + 77@ = h’g,f dans €
2

_anlzc,e - % er,:,e - 82Xz€ + 1;2 Xl;z + azng = h’j,z dans €,
aTXM + FXr,e + %Xg,z + azX]Ze =0 dans ()

sur 0€ sif > Ly

X" =0
L sur I'y si ¢ < L

(3.3.21)

En utilisant (3.3.3), on déduit que (x*,n") appartient a Hi,, () x LT (Q) et

o k
Ay, (xk, uk—ulg) — ZS Wn(ﬁ + nknm).[uk—ug]dT = <uk—u§, hk>
YmE

avec Ay (.,.) défini dans (3.3.2).

k

—uk]dr on procéde de la méme

a) Pour majorer le terme f 67%]1 +nfn,,).[u

Ym€ES

fagon que dans (3.2.52). On a :

0 k
Z (i + 1 ny,). [uf —ufldr| < cN; ' (log Ns) ||thL%(Q)3 Huk—ulng3 :

Y ES Tm m
m
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3.3. CAS GENERAL Probléme de Stokes

X" k k k —1||pk k k
Z 77(% + n"ny,).[u”—ugldr| < cNj Hh HL%(Q)g Hu —u5||X3.
Ymes ™

dans le cas conforme.
b) Pour majorer le terme Ay (Xk> uk—ulg), on utilise la méme démarche que dans

(2) de la preuve du théoreme 3.2.4. On a
k
A (X" v —ug) = A =x5_ 15w —u5) + Ae(XG 15 v — ),

S ~rdiv(r rrdiv(z ~rdiv(r ~rdiv(z
On choisit x;_; tel que x;_y)0, = (HNZEB OHN,_;£1)> (X)), HNZEE resp HN££1) sont

déduits de H%Z(Tf resp H%ZEZI) par translation et homothétie et on IT%("

) est I’opérateur
de projection de H%k)o (Q) dans P'ensemble des fonctions qui sont des polynomes de
degré inférieur & N dans la direction r, et H%v(z) est 'opérateur de projection de
H%k)o (Q2) dans 'ensemble des polynomes de degré inférieur a N dans la direction z.

Et qui sont en plus & divergence nulle. Avec un tel choix x;_; € H%k) L ()NV NV,

et on a
Ak(Xlg—l’ Uk_ulg) = <fk7 X§—1> - (Iéfka X§—1>5' (3.3.22)

et
L

||Xk—X§71Hx3 < CN;Z HXkHHgk)(Qg) :
=1

Ceci implique que

A(X" =x5o1 s uP—ug) < e[ xFxd|| g, (et =gy,

L
< cNa’lZ HXkHH%k)(Qg) Huk_ulngg

=1
< eN;? HthL%(Q)?, Huk—u’gHX3 . (3.3.23)

En effet d’apreés [8], on a puisque €2, est convexe

1 sz, @ + 17| 2y < € 12° ] 200
d’oul

L
> (I g 0+ i) = €1y
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3.4. PROBLEME TRIDIMENSIONNEL Probléme de Stokes

On sait d’aprés 2) de la preuve du théoréme 3.3.1 que si fre ka) (Q2) alors on a :

(P x5) = (Taf ™y x5a)sl < NG || ]

g, @) (X=X X ) (3:3:24)

Pour majorer Huk—ug“”XB, on utilise le théoreme 3.3.1.

Enfin en combinant (3.3.20), a), (3.3.23), (3.3.16), (3.3.24) et le théoréme 3.3.1 on

déduit le résultat. m

3.4 Retour au probléme tridimensionnel

On pose
1 . 1 .
Ug = o Z Rou” (r,2) e* et pr = . Z p* (1, 2) ™. (3.4.1)
[k|<K [k|<K
Soit (%x s, Px,s) approximation de la solution (@, p) du probléme (3.1.1), avec
.o 1 k ik6 Lo 1 k iko
s =5 Z Roug (r,2) ™ et prs = gy Z Py (r,z)e™, (3.4.2)
[k|<K [k|<K
Le couple (u,p?) est la solution des problemes (3.2.9) et (3.2.10) avec f° et g°
pour second membres. Le couple (ulg,p'g‘) avec k # 0 est la solution du probléme
(3.3.4) avec second membres f" et g~.
Soit ('Fl,}(’[;, ]5},5) I'approximation de la solution (i, p) du probléme (3.1.1), avec
% 1 i ok 1 i
Uk s = Gy Z Reulf(,zs (r,2)e " et Prs = Gy Z p?{,& (r,2)e ", (3.4.3)
k| <K lk|<K
Le couple (u% 5, p% 5) est la solution des problémes (3.2.9) et (3.2.10) avec second

membres f9 et g%. Le couple (u’fg(s,p%ﬁ) avec k # 0 est la solution du probléme

(3.3.4) avec second membres f% et g..

Remarque 3.4.1 Si @ € Hl(fl), alors U5 et Uy 5 n'appartiennent pas nécessai-
rement a Hl(fl) Pour le retour au probléeme 3D, on doit définir une norme qu’on

appelera ||.|| ,-
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3.4. PROBLEME TRIDIMENSIONNEL Probléme de Stokes

Notation 3.4.1 On définit la norme X par :

1

L
= E@,)? (3.4.4)
=1

Théoréme 3.4.1 Soit s > 5 f est dans H*1(Q0) et g est dans H**1(2). Alors si
(1‘1}75,]5}{75) est l’approximation de la solution (@, p) du probléme (3.1.1).

1) Cas homogéne :

o Brallp = Freslliz < (14 X) i {sup(NJ™, E5)  (3.4.5)

e

Hs— 1 ) ’
2) Cas non homogéne :

3k

H"uﬁ — Uk

vk i —s - —s
;;3+ﬁK,5||P—pK,5HL§(Q) < o1+ As) 2 {sup(Ny By ES) + K¢}

() + 1) 349
ot N5 =min{Ny,, 1 < ¢ < L} et E§ resp \s sont définis dans (5.2.46) resp (2.3.25).

Preuve 1) Cas homogéne :

a)

en trois parties :

L
DY H-HHl(m)v d’autre part on décompose Hi}, — U
=1

Hﬁ - ﬁﬂf{,&”@ < CZ{H'& - ﬁKHHl(m)

+ ||ﬁK_ﬁK,5||H1(Q£) + HﬁKﬁ_ﬁ;{ﬁHHl(Qe)}'

On distingue trois cas :
(*) On a d’apres (1.6.6) et (1.6.5)

L

— il <)) [[w'—uilly -

(=1 k€eZ

Mh

~
Il

On remarque que

L
Dl o = [l ik #0
(=1
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3.4. PROBLEME TRIDIMENSIONNEL Probléme de Stokes

et

= c”“gj) N “é%)‘

e,
X} Z

(0) (QZ

L
Z H“(O) - UHH1
—1

Donc on peut utiliser (2.3.53), (3.2.49) et (3.3.16) et le fait que Es < Ef pour déduire

que

H ()

L
Z % — Gl g,y < c(l+ )\5)% sup{N'"*, E(SS}Z ||fk} -
=1 |

kEZ

Hsfl(Q

Enfin ’équivalence des normes » H fr HHS_l @ et H f ’ . donne que
keZ ()

Mh

. . 1 1-s S 2
1% = txllgm o,y < c(1+ As)2 sup{N™, B} HfHHsl(fz) ‘

~
I

1

(**) On a d’apres (1.6.8)

L L
Z ||1V1:K—?\2K,5||H1(Ql) < CZ Huk_ulgHﬂl
=1

(k)(ﬁl) ’

on conclut comme dans (*).

(***) En utilisant (3.2.9) et (3.3.8) si k =0, on a

lus — uwills < As (us — uf, us — uy) =Y(Z(f0 — F%), uf — ud)

luas — ugslzg < Bars (uas — ups, wos — ugs) = B(Ts(fg — fox)s wos — )

ce qui donne

IN

HI§<.fO _fg()HZ + HI§<fg - ng>H;(11

< |1Z5(F5 = £l

[lws — wjll; + [Jugs — u;s&”xll

avec 9= (f°, f9, f°). D’autre part si k # 0, on a d’aprés (3.3.8) :

Hulg — ulg*His < MNA; (ulg — ulg*, u’§ — ulg*)

= MT(F* = fio) s — i) < || T = £l [lub — us”

Xs *
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3.4. PROBLEME TRIDIMENSIONNEL Probléme de Stokes

D’otl on obtient :

-

o= Uics ||,y < >3 {2”“6 )(Qe)}
=1 k<K ¢=1

< ey |
k<K

< Y |BE =il
k<K

< e A =T Ml + 11F 5% = Zof )l
k<K
HIFE = Ficlla

Pour le premier terme > {||f" — Zsf"||x, on a :
k| <K

L
ST =T e < S I - T ey, o)

lk|<K =1 \k\<K

N1~ Z .
c & HI L6

IN

et pour le terme > ||fh — Zsf%)||a,, on a
|k|<K

L
DIk —Tf il < ) Y Nk —Iaf'fglln%k)m

|k|<K =1k|<K
L
< ClesZ Z 1f %] HY L (6)
=1|k|<K
L
< NS (184 Pl + 1 )
(=1]k|<K

On utilise de nouveau (1.6.6) et (1.6.8) pour conclure que

iz 171

He O () < c||f]
(=1|k|<K

Hs=1()>

et

> > AlFt skl

(=1 |k|<K

HI () S | N1
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3.4. PROBLEME TRIDIMENSIONNEL Probléme de Stokes

Pour le dernier terme > |[f* — % ||x,, on a
k<K

L
Z 1F* = Fille < CZ Z £ _f];(HH%k)(QZ)

k<K (=1 k<K
L
< ) If = Frllay
=1
On utilise (*) pour conclure que
L
CZHf _fKHHl(QZ) < CKlszfHHs—l(m)
=1
Finalement, en utilisant (*), (**) et (***) on obtient

Hu—uK(SH <C(1+ M) {sup(N1 S ES)+ K™ S}Hf‘

Hs— 1 ) ’
On utilise la méme démarche pour démontrer que

¢ e 1 e
Brslld = Prsllize < C(1+ As)2{sup(N; L E3)

]

Hsl

et la preuve est terminée.

2) Cas non homogeéne :

Comme dans le cas axisymétrique et général, le terme 65_1 intervient dans le
facteur contenant ||ul|, et ||u®|| x,- En utilisant 1), (3.2.50) et en sommant sur & dans

'inégalité (3.3.17), on obtient (3.4.6). =

Théoréme 3.4.2 On suppose que f € Hs_l(Q) et g € HS“(Q) avec s > 2. Soit &
la solution du probléme (3.1.1) tiks et Uy 5 les sommes finies induites dans (3.4.2)
et (3.4.3).

1) Cas homogéne : on a

o . 3 s e
% — il ogys < (14 Xo) 3 {sup(N; %, Ny EF) (3.4.7)

]

Hsl
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3.4. PROBLEME TRIDIMENSIONNEL Probléme de Stokes

2) Cas non homogéne : on a

-~ o L —s —1 - —s
”u - uK,éHLz(Q)s < C(l + /\5)2 Sup{Nl , N 156 1(10g Né)QE;Sga K! }

(I ) T 18l ) (3.4.8)

Hsl

ot 0 = 0 si la décomposition est conforme et 1 sinon. Ns = min {N,,1 < ¢ < L} et

ES resp \s sont définis dans (3.2.46) resp (2.3.25).
Preuve 1) On a
[ — sl gy < 16— o + bl (349)

Or d’apres

]

Hs+l(Q S CHf’ Hs— 1 )

on déduit que

& — tucall e < 4Kl

Hs+1 Q)+ZZ H’u, HL2 ()3 5}

(=1 |k|<K
L
< oK o fHHs 1($2) Z <Z”uk_u§||L%(ﬂe)3)}'
k<K ¢=1
S C{K—l s f‘HS 1{] + Z Hfu, ulgHL%(Q)Z”} (3410)

|k|<K

On utilise le théoreme 3.2.4, pour majorer Hu —Uug H 120

2) La coercivité et la continuité de Ay, et le fait que
Ay (uk—ulg,uk ) <I(;f u —u5>

nous méne & utiliser la méme démarche que dans la preuve du théoreme 2.5.1, pour
déduire que

irca— e o] o < A+ N2)

|7

Hsl

En combinant 1) et 2), on déduit le résultat. m
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3.4. PROBLEME TRIDIMENSIONNEL Probléme de Stokes

3.4.1 Algorithme de Strang et Fix

3.4.1.1 Le probléeme discret : cas homogéne

Dans cette partie on va agrandir ’espace discret ot est définie la vitesse. Pour la

pression, on garde I'espace Ms. On va se limiter au cas homogéne avec w; = 37” et
wy = 5. Pour cela, soit S; la premiére fonction singuliere de la vitesse, on définit,

alors 'espace Z s comme suit :

o

Zs=Z;+RS;

C’est a dire, si us appartient & Z s il existe us qui appartient a Zs et \ appartenant
a R tel que :
s = us + AS;

On sait que Sy, appartient & Vi! () x H{ (), on définit, alors la norme suivante :

1
= (luslz + A2 11S1]I2)2

Ainsi, on définit le probléme discret comme suit :
Pour une donnée f = (f1, f) continue sur Q, trouver @; = (s, ti5.) dans Zs et
ps dans Mj tel que pour tout v5 = (Vs Us,) dans Z s et pour tout ¢s appartenant a

My, on a :

G5 (s, B5) + s (95, 05) = (Tsf , B5);

bs (s,q5) =0

(3.4.11)

avec

as (s, V5) = Qus (Usy, Vsr) + Qs (s, Vs)

ou as (.,.) est défini dans (2.5.21) et a5 (.,.) est défini dans (2.5.37) pour k = 1, et

(Zsf . 05)5 = (Ls frs Vsr) s + (s fz,052)5 -

Enfin, bs (.,.) est définie de la fagon suivante, pour @s = s +ASy, dans Zs et qs

dans Ms :

o

L
bs (s, qs) Z div,us, gs) y —|—)\/ (div,81)gsrdrdz). (3.4.12)
(=1 Qg
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3.4. PROBLEME TRIDIMENSIONNEL Probléme de Stokes

Comme div,S1, =0, on a

bs (s, qs) = bs (ws, qs)

Soit le noyau discret de b (., .)
Vs = {’55 € Zs, bs (95, q5) = 0,Yg; € Ma} :

On va montrer que le probléme (3.4.11) est bien posé, on commence par montrer les

propriétés suivantes :

Proposition 3.4.1 La forme bilinéaire as (.,.) est continue et coercive sur Vs et il

existe deux constantes o5 et 35 telles que

V’&,(g,’lo)(; < Vd,

IN

o5 sl s [l

Bs

as (s, s)

(A%

2. (3.4.13)

Qg (s, ) Us

Preuve 1) On a ds (s, V5) = 15 (Urs, Urs) + G5 (s, Vss), €6

|5 (25, Vz5)| < o [|tz]| ya [[02s ] 22

|&16 (&réaf)réﬂ S aq ||&r5| X, 'lo}r6| X,

D’ou

)

5 (a5, 5)] < n(llasll g+ Nirsl) (16l r + ovsll,)

et

[zl g + Nltirsl e, < sz

en effet sur chaque €, on utilise inégalité (a2 + b2)? < 2(a + b) pour déduire que

2 2 1 2 2 1
(lrsliy, + AP IS 1502 + (sl + 1M 11S1: 1)

1
< c[([furs] xSl

T vssllan)® + AP (S

On a alors le résultat de la premiere inégalité.
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3.4. PROBLEME TRIDIMENSIONNEL Probléme de Stokes

2) On prend @s = us + AS; de \075, (puisque div, Sy, = 0). Alors on a d’aprés
(2.5.27) et (2.5.43, k =1), on a

~

© (o o 2 2
a5 (G5, 45) > ey {(lurellipia,) + AP 1516l )
=1
2 2
H(llusellzr ) + A I1S1rsellr0)}

D’ou

o o ° 2 2
a5 (s, @5) > ¢ (luslz, + [N [IS]Z,).

On démontre maintenant la condition inf — sup sur l;(;(., ).

Proposition 3.4.2 On a la condition inf-sup suivante sur la forme lo)5 (.,.). Il existe

une constante (5 telle que

bs (@
vqé €M5, Sup 5( 57Q5)

- > Bsllasll 2
as€Zs ||u5”Z° L)

avec

Bs = Nga(log Ns)™.

Preuve Puisque 'espace Z ;s est inclus dans I'espace Zs on a

bs (s, qs) > sup bs (us,qs)

sup ~ > ,
aseZ; 1IWs |Z us€Zs HUéHZ
et puisque
bs (us, qs
sup 2B 8) 5 g ey

us€Zs HU5HZ

cecl termine la démonstration. =

Proposition 3.4.3 Pour tout f appartenant o L2 (Q)?, le probleme (3.4.11) admet

une solution unique (s, ps) dans Zsx Ms vérifiant :

181



3.4. PROBLEME TRIDIMENSIONNEL Probléme de Stokes

3.4.2 Estimation de ’erreur

Ici on s’intéresse & I'erreur sur la vitesse car c’est elle qu’on va améliorer. Puisque
la forme as (.,.) est continue et coercive, on montre de la méme fagon que dans le
chapitre précédent, que l’erreur entre la solution du probléme continu (3.1.1) et celle

du probléme discret (3.4.11) vérifie la proposition suivante :

Proposition 3.4.4 Soit (u,p) la solution du probléme (3.1.1), (us,p) la solution du

probléme (3.4.11). Alors on a :

1w — sl 2, + Bs Ip = pill 2y < c{ inf [[u— 4]l z, + sup A=p)Fexba)

85€Vs Ws€Zs sz
. _ (b—bs)(s,q5)
+ of llp = asllze) + o ||w5||z~5 )
. . > f n(7))[abs](T)dr
+ sup fQ f’w(g(T,Z)'I‘ud’l’ dez_(l—5f7w5)5 + sup YmES _ : }
o sl z, B sl z,
WsEZs w5€Z5

(3.4.14)

ol ¢ est une constante positive indépendante de 6.
Preuve La preuve est une conséquence directe des propositions 3.2.2 et 3.2.4. m

Théoréme 3.4.3 Soit (u,p) la solution du probléme (3.1.1), (s, p) la solution du
probléme (3.4.11). On suppose que pour 1 < £ < L, wjo, € Hy* (Qg)2, Do, € Hy ()

pour tout sg > 2 et que la donnée f vérifie fq, € H* (94)2 pour tout o, > 1. On a

alors :
L
lw — sl z, + BsIp — pollp2) < (L4 As) %Z % 1og(No) (|| we, | o ()2
=1
+ ”p\ﬂe HfZ(Qg))

N HfIQeHHfZ(Qé)Q]
Preuve D’aprés (3.4.14) on remarque que

£ |lu— £ flu—
ol flu— sz, < b llu = vsllz,
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3.5. ECRITURE MATRICIELLE Probléme de Stokes

(A=A5)(D5,D5)

. est majoré
lldsll 2,

en effet il suffit de prendre u — 5 = U,eq—v;. Le terme sup
’Li)(;GZD(S

» si on choisit 95 = vs (voir 1) de la preuve du théoréme

L
sy
par ezleZ ||’U;|Q£|

3.2.2. Le terme sup
ws€Zs
majorent comme dans le théoréme (3.2.2). =

s 1
H Q)

(b=bs)(Ws,qs)

Twsl s s’annule pour gs € M. Pour les autres termes ils se
Zs

Théoréme 3.4.4 On suppose que f € H*'(Q) x HZ'(Q) et g € H*™(Q) x
Hi“ (Q) avec s > g, alors il existe une constante positive c telle que, la solution

(u,p) solution du probléme (3.2.2) et (s, ps) solution du probléme (3.4.11) vérifient :

1) Cas homogéne : on a

. 3 s
lw — sl + Bsllp = pslla) < e(1+ As)T sup{N;~*, E5°} || f | wip  (34.15)

2) Cas non homogéne : on a

. 1 e o
|w — @5l + Bsllp — psllrz) < c(1+ As)2 sup{N; %, By E5°}

U sz + gl s o) (3.4.16)
o
Ny =min{Ny,1 <{ < L} et B;® =max {E;°,1 < (<L} (3.4.17)
0 si Q0 me contient pas des e;,
E}S = N;M(%)(log Nei)% si Q contient e; avec w,, = zZ (3.4.18)

—4n(3r 1 .= .
Ne, 73 )(log Ne,)z  si €y contient e; avec w,, = 2.

et \s est définie dans (2.3.25).

Preuve La preuve est identique a la preuve du théoréme 3.2.3. m

3.5 FEcriture matricielle du probléme de Stokes
3.5.1 Dans un cylindre de référence

3.5.1.1 Cas axisymétrique

2)
Onrappellequer?):%oﬂ1§i§N+1et£j,O§j§N. On a
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3.5. ECRITURE MATRICIELLE Probléme de Stokes

N+1 N

wn (1 2) = 30 Yurgli? (1)1 (2).

=2 5=0
N+1 N

U,y (1,2) = ZZUW (r) 4 (2)

i=1j=
NNl

pN—ZX;]pr "(rym; (2).

On pose Z, respectivement Z*, respectivement 5 ’ensemble d’indice (7, j), 1 <i <
Netl<j<N-—1,respectivement 2 <7 < Netl1l<j <N —1, respectivement
1=N+4+1let0<j< N, 1<i<Netj=0ouj= N). On remarque que
Upij = g,ﬂ(rg?),fj) et u,;; = gz(rl(z),fj) sur B. On pose U le vecteur u,;;, (7,j) € I* et
Uz, (1,7) € 1.

N N-1

1) Pour m =1, py = ZZQJZ pijm ( )m; (2), ou mgl) respectivement m; associé
avec rz@) 2 <¢< N et fj, 1 <j < N —1. On note P le vecteur constitué par p;;
1<i<Net0<j<N+1.

Le systéme linéaire s’écrit

A B U F
BT 0 P

Les expressions de A, B, F et

A0 B, F, ,
A= . B = L F = et U=

La matrice A

La matrice A, est constituée d’éléments ain (121}, 131;) avec (i,7) € I* et (¢, ') €

I* et la matrice A, est constituée d’éléments ay (121;,131;/) avec (i,j) € L et (¢, ') € 1.
La matrice B
La matrice B, est constituée d’éléments by (121;:,0,121;) avec (¢, 5') € I et (i,]) €
TUB et la matrice B, est constituée d’éléments de type by (0, IZ1;,121;) avec (¢, j') € I*

et (i,j) € IUB.

La matrice U
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3.5. ECRITURE MATRICIELLE Probléme de Stokes

La matrice U, = u,;; avec (i,j) € I* et la matrice U, = u,,; avec (4,j) € I et
p = pi; avec (i,]) € I*.

La matrice F' se décompose en F;. et F, avec

Fr,i’j’ = 1/4f7’(,r w 10] ZgT alN(l l]’lz’l ) ( .I) c€rr
(i,7)eB
Foop=1AL0D &)wi o, =D 0., &) an (1, 31y, (¢, j') € T .
(4,7)€B

3.5.1.2 Cas général
Cas |k| > 2 Le systéme s’écrit :

A By Uk Fy,
BF 0 Py 0
La matrice Uy
Le vecteur Uy, est constitué des u,;; = qu(rz@),{’ ), Ugij = ubn(r (2),§j) et u,;; =
ugN(ng), i), (i,7) € I*. Py est le méme que P pour k = 0.

La matrice A,

La matrice Ay se décompose en A,r, A, Aror €t A, avec :

A Ao O
Av =40, Agr 0
0 0 A
La matrice A, est constituée d’éléments aN(lZ@)lj, ZE?)ZJ-/)—f—(l + k%) (r*1l§2)lj, rilll(?)lj/)N
avec (i,7), (i, 7") € I*.
La matrice A, g, est constituée d’éléments 27;]{:(7"71&(2)[‘7'7 T’llZ(?)lj/)N avec (i,7), (i',7') €
I~
La matrice Agy est constituée d’éléments aN(l )lj, 17 l D41+ k?) (r‘ll§2)lj, r‘llE?)lj/)N
avec (i,7), (i, j") € I*.
La matrice A, est constituée d’éléments aN(l @ ZJ, 122)l N+ kz(r_ll?)lj, r‘llE?)lj/)N

avec (i,7), (i, 7") € I*.
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Probléme de Stokes

I~

I*.

I~

La matrice F;

F}. se décompose en F resp Fyi resp F,p avec

ifr(n(?)’g )w( Pjr — AkN(g Ay ), (i) eT"
10 W py = A (§ Hoay), (0.5 €T
4f7~(7"/ 75 )w( Pjr — AkN(.g Loigr), (7, 5) € T

ou §* = g*(rP,€)), (i,j) € Bet 0si (i,5) € T

b = (113,0,0) o0 = (0,091,0) et €205 = (0,0.871;)

La matrice B,

La matrice By se décompose en B,, By, et B, avec

Brk
B = | B
sz

La matrice B, est constituée d’éléments bN(l @ 50, lgz)lj) avec (7,7) et

La matrice By est constituée d’éléments zk;(ll2 i, r~ lg?)lj/)N avec (i, 7) et

La matrice B,y est constituée d’éléments by (0, lf?)lj/, l§2)lj) avec (i,7) et

(7,5 €

(7,5 €

(.5 €

Cas k= £1 Le vecteur Uy est constitué par u,;;, ug; (¢,7) € I et u,;;, (4,5) € I*

La condition v,y + tkvgy = 0 sur I'y se traduit par :

U154 + ikUQ’lj = 0, 1 Sj < N —1.

Ici I'idée est d’introduire une matrice qui injecte cette hypothése. On 'apellera

R, avec

U.=R.U..
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Le systéme devient

RTA.Q.Uy + RTB.P. = RTF,

BIR .U, =0
Matriciellement le probléme s’écrit :
RY, AL Ry RY, By U | [ Fa

3.5.2 Dans un domaine décomposé

L
Soit Q) = Eung La matrice Ay est présentée sous la forme donnée dans (2.6.2) et

By, est de la forme

E, 0 -+ 0

0 FEy -+ 0
By, =

0 0 - Ep

FL F - Fy

ou F;, 1 < ¢ < L, sont les matrices qui agissent sur les noeuds internes a 2, et les

matrices Fy, 1 < ¢ < L agissent sur la squelette S. On resoud alors le systéme
AUy + BLP, = Iy (3.5.1)
Bfp, = 0.
On peut traiter chaque sous domaine par un algorithme itératif.
3.5.3 La matrice des joints

On note () la matrice qui traduit la condition de transmission aux interfaces des
sous-domaines. On ne résout pas le systéme (3.5.1) parce qu’il comporte de faux degrés

de liberté qui sont les valeurs de la solution aux noeuds dits esclaves. Ces noeuds sont
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éliminés par 1'action de la matrice Q7. Le systéme global qu’on résout est alors :

QAU+ Q"BP. = QTF, (3.5.2)
BFQP., = o.
3.5.4 L’algorithme d’Uzawa
On pose QTA,Q = Ay, QTBy, = By, et QTF, = F},.

On calcule d’abord P & l’aide de I’équation B{A;kak = B,{A,;lﬁk ensuite on

calcule U, qui est égale a fl;lﬁk — A?BkPk.

3.6 Résultats numériques

Dans cette section, nous allons présenter comme dans le cas de I’équation de
Laplace, des tests numériques. Ces tests confirment bien les résultats théoriques dans
les deux cas axisymétrique et général. On se limitera aux deux types de domaines 2*

et Q.
3.6.1 Cas axisymétrique

Dans ce paragraphe, on commence par faire des tests sur un domaine de référence

() sans décomposition en sous domaines.
3.6.1.1 Domaine Q = [0,1] x [—1,1].

1) Pour un premier test on utilise les données suivantes :
fr = —45/4r3/2% — 2rT/2 — 1 f, = 3/8r/22(252% + 24r?),
gy = 17222, g, = —3/25/%33,

N = 20.

Dans les figures 3.6.1, resp 3.6.2 et 3.6.3 on représente les tracés de u, resp u, et

2) Pour un deuxiéme test, on considére les données suivantes :

fr=—-6rf,=16z,9,=0,9. =0, N = 24.
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axe-I-

axe-I-

Fig. 3.6.2: Tracé de la fonction wu,

Fig. 3.6.3: Tracé de la fonction p
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Dans les figures 3.6.4, 3.6.5 et 3.6.6 on présente les tracés de u,, u, et p.

Fig. 3.6.5: Tracé de la fonction u,

Commentaire : dans ce cas la solution exacte on 1’a connait et on a bien (u,, u,) =

(0,0).
3.6.1.2 Domaine ¢

Soit le domaine (2* décomposé en trois sous domaines, voir la figure 2.7.1. On
considére les fonctions f, = 1, f, = 0,9, = r7/22%, g, = —3/2r%%23, avec N = 20 sur
Q2,07 et QF et N =22 sur 3. Dans les figures 3.6.7, 3.6.8 et 3.6.9, on représente les
tracés de u,,u, et p.

Dans les figures 3.6.10, 3.6.11 et 3.6.12, on représente les isovaleurs de u,., u, et p.
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Fig. 3.6.6: Tracé de la fonction p

Fig. 3.6.7: Tracé de la fonction wu,

Fig. 3.6.8: Tracé de la fonction wu,
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axe-r-

axe-r-

axe-I-

Fig. 3.6.11: Isovaleurs de u, avec N = 20 sur chaque sous domaine
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]

L

30

20

-10

-20

== -30
1

Fig. 3.6.12: Isovaleurs de p avec N = 20 sur Qf,Q§ et N = 22 sur 2§

On remarque 'exellent raccord entre les trois parties du domaine 2¢ et la bonne

répartition des couleurs dans les figures 3.6.10 et 3.6.11.

Remarque 3.6.1 Dans [’exemple précédent la solution exacte n’est pas connue.

3.6.1.8 Mesures de Uerreur sur le domaine Q°

On considére les fonctions singuliéres suivantes :

u, = 17222, = —3/2r5/2z3,p = rl/2,

On mesure alors les erreurs ||u — ws|| 12 (g0 » (% — sl 10y €8 [P — Dol 2630y, SUT

Qe
N | Norme L2de p | Norme L%de u | Norme V]! xHlde u
8 9.8305x10—° 7.4125x10—6 7.5842x10—°
16 3.7346x10—6 4.5674x10—8 1.1940x10-6
20 1.2261x10—6 8.4821x10—9 3.0756x10~7
24 4.8009x10-7 2.1992x10—9 1.0347x10-7
30 1.6068x10~7 4.4262x10—10 2.6800x10—8

On représente alors les courbes <10g10(N), logyo || — 'U:J”LQ(Qa)),
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3.6. RESULTATS NUMERIQUES Probléme de Stokes

(10g10<N)= logy [lw — uéHHl(m)) et (10g10<N)a logyo [[p — p6||L2(Qa)>7 sur la figure

3.6.13.

Domaing £¥

— L%y

Lagﬁ' EITELr)

1 11 12 13
Log,jiN)

Fig. 3.6.13: Les courbes d’erreur sur u et p

Commentaire : sur la figure 3.6.13, on remarque qu’on obtient des droites ce qui

confirme les estimations dans le théoréme 3.2.2.
3.6.1.4 Domaine QY

Soit le domaine 2’ illustré, dans la figure 2.7.5.

On considére les fonctions, f, = —6r, f, = 162, g, = 13, g, = —4r?z.

On représente dans les figures 3.6.14, resp 3.6.15 et 3.6.16 les tracés de u, resp u,
et p avec N = 30 sur chaque sous domaine.

On représente ensuite dans les figures 3.6.17, resp 3.6.18 et 3.6.19 les isovaleurs
de u, (avec N = 30 sur 25,05, Q4 et N = 28 sur Q¥ et QF), resp u, avec N = 30 sur
chaque sous domaine et p avec N = 30 sur 05,05, Q4 et N = 28 sur Q5 et Q2.

Commentaire : on remarque dans toutes ces figures 'exellent raccord entre les

cinq parties du domaine Q°.
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o
axe-r- AxE-T-

Fig. 3.6.14: Tracé de la fonction u,, avec N = 30 sur chaque sous domaine

axe-r- o -

Fig. 3.6.15: Tracé de la fonction u,

0s

i}

o 4
ANE-I- AxE-T-

Fig. 3.6.16: Tracé de la fonction p
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axe-Z-

axe-r-

axe-r-

-1 -0.s ]

axe-z-

Fig. 3.6.17: Isovaleurs de wu,

ul
aNE-I-

Fig. 3.6.18: Isovaleurs de u,

Fig. 3.6.19: Isovaleurs de p
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3.6. RESULTATS NUMERIQUES Probléme de Stokes

3.6.1.5 Mesures de Uerreur sur le domaine Q°

On considére maintenant les fonctions suivantes dans le domaine 0 :

up = 17222 u, = —3/2%22% p = —r.

On mesure les erreurs ||w — |2 » @ — sl g1 ey €t ([P — psll 2y sur Qv

N | NormeL2de p | NormeL?de w | NormeV!xHide u
8 7.0340x10—5 4.4125x10—6 4.1011x10-°
16 3.9970x10-6 4.3193x10-8 1.3043x10—6
20 1.5144x10-6 9.7311x10—9 4.0839x10-7
24 7.0100x10~7 2.8579x 109 1.5671x10~7
30 2.7460x10—7 6.1090x10—10 4.7943x10—8

Dans la figure 3.6.20, on présente les courbes (loglo(N), logy, [[u — 'u,5||L2(Qb)>,

(10g10<N)a logyg [lw — uéHHl((zb)) et (10g10(N), logy [lp — p5||L2(éb)> :

ur=r'eze uz=-32T 7 pe-r

p
Domaine ¥

Logm[ Emeur)

10 L L L L L L L
0. 1.1 12 13 1.4 1.8 186

ch_:ullj:

o
=
w

Fig. 3.6.20: Mesures d’erreur sur u et p

Commentaire : on remarque que la courbe de la pression est au dessus de la
courbe de la vitesse et ceci est dii au terme 3; dans les estimations dans le théoréme

3.2.2
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3.6. RESULTATS NUMERIQUES Probléme de Stokes

3.6.2 Cas général
2.6.2.1 Domaine Q°

On considére pour un premier test les fonctions :

(f?"? f97 fz) = (T3/2260897 T5/2ZSZ'716, TZQCOSQG) et (gT7 g6, gz) = <O7 07 0)

On représente alors les tracés de u® resp ud, u2, p° (avec N = 30, K = 8 sur chaque
sous domaine sur les figures) 3.6.21 resp 3.6.22, 3.6.23, 3.6.24, et les tracés de u! resp

ug,ul (avec N = 30, K = 8 sur chaque sous domaine), sur les figures 3.6.25 resp

3.6.26 et 3.6.27.

M=30;k=5;k=0

axe-I-

Fig. 3.6.21: Tracé de la fonction u?

M=30;K=5; k=0

Fig. 3.6.22: Tracé de la fonction u)
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M=30 k=5 k=0

£l
4
by,

o
ot
rerer
Ay ey

o
=
=

iy

e
=
e
o

Fig. 3.6.24: Tracé de la fonction p°

o.m

0005 f.o

-000s .

-0.m

Fig. 3.6.25: Tracé de la fonction u!

T
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N=30, =5 =1

o -
axe-r- 1 —_—

Fig. 3.6.26: Tracé de la fonction uj

h=30 K=5 k=1

nz
1 g et

Fig. 3.6.27: Tracé de la fonction u!
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3.6. RESULTATS NUMERIQUES Probléme de Stokes

On représente ensuite les isovaleurs de u? (avec N = 24 sur Q9,Q%.et N = 28 sur
Q4 et K = 8) resp u?,p® et p'(avec N = 30 et K = 8), sur les figures 3.6.28 resp ,
3.6.29, 3.6.30 et 3.6.31.

_'_'_'_'___'_/_,_A-'-“

a

Fig. 3.6.29: Isovaleurs de u? avec N = 30, K = 8

Commentaire : on remarque, comme dans le cas axisymétrique, I’exellente liaison

entre les trois parties du domaine Q°.

Remarque 3.6.2 Dans cet exemple, la solution exacte n’est pas connue.

201



3.6. RESULTATS NUMERIQUES Probléme de Stokes

axe-r-

___________________________

0
aKg-z-

Fig. 3.6.30: Isovaleur de p° avec N = 30, K = 8

N=304=5 fi=1
1
09
08 .
07
06 .
4035
=
L]
04 -0
03 -
02 A
04 .
o
A 05 02 0z 06 1
axe-I-

Fig. 3.6.31: Isovaleurs de p! avec N = 30, K =8
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3.6.2.2 Mesures de Uerreur sur le domaine Q°

On considére les fonctions suivantes :

U, = 229y% u, = 0,u, = —2z2y% et p = (22 + y?)%/4(2? — 1)*/2. On donne alors les

courbes <log10(N), logyg [|u — 'U«S”Lz((za)) ) <10g10(N), logyg [|u — Ué”Hl(Qa)) et

<10g10(N), logyo llp — p5||L2(f2a)>7 sur le domaine Q°, sur la figure 3.6.32.

Logm[ Emeur)

Fig. 3.6.32: Mesures de 'erreur sur u et p

On a la méme remarque sur la droite de la pression qui est au dessus de la droite

de la vitesse. Le théoréme 3.3.1 confirme ce résultat.

2.6.2.3 Domaine

On considére les fonctions :
(for fys =) = (2% + 2 + 92, =22y, —222) et (ga, gy, 9-) = (0, —2y(1 — 22),0).
(1 ) (N =34, K =5 sur

On représente les tracés de ufal)resp Imag(u, '), P et uy

chaque sous domaine) sur les figures , 3.6.33 resp 3.6.34, 3.6.35 et 3.6.36.

Dans les figures 3.6.37 resp 3.6.38 on présente les isovaleurs de u? resp de p? et u3

avec N =20, K =5.
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h=34;K=5 k=1

axe-I-

Fig. 3.6.33: Tracé de la fonction u}

axe-I-

Fig. 3.6.34: Tracé de la partie Imaginaire de u}

N=3;H=5 k=1

axe-I-

Fig. 3.6.35: Tracé de la fonction p!
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axe-r-

M=34;K=5 k=3

axe-I-

Fig. 3.6.36: Tracé de la fonction u?

N=20 k=5 k=0

axe-r-

Fig. 3.6.37: Isovaleurs de u®

i 2 b= =5 k= -16 Les isovaleurs de uZ. M=20 K=5 k=2 =17
Les izovaleurs de p© MN=20K=5 k=2 %10 N | | «10
L ey Fmm- gy 3 1
o E i : E -
: ] : 3 E : i ] 13
08 bt f’.....i ............... .............. g" ........ : DB Eee et e e L N 1
h : ] Y )
: i 1 0s
06 B Bl LB 0 0
-0.5
04 ............................................... -1 _1
2 -1.5
T P 2
-3
-2.5
o
-1 0.5 a as 1 4

Fig. 3.6.38: Isovaleurs de p? et u}
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3.6.2.4 Mesures de l’erreur sur le domaine Qv

On considére les fonctions suivantes :

up = (2% + y?) 3 u, = 0ju, = =2 (22 + y*)"?22 et p = z2. Dans la figure 3.6.39,

on représente les courbes <10g10(N), logyo |luw — u5||L2(Qb)>,
<10g10(N), logyo [|u — u5||H1(Qb)) et <10g10(N), logyo llp — p5||L2(Qb)> , sur le domaine

Qb

—4— H'y 4
—=— %
_O_ L:-U |

Logm[ ETeLr)

-
in

.
1.1 1.2 1.3
Log, (N}

=
=
=

Fig. 3.6.39: Courbes d’erreur de u et p

206



3.6. RESULTATS NUMERIQUES Probléme de Stokes

Conclusion

Dans cette thése on s’est intéressé aux problémes tridimensionnels de Laplace et de
Stokes dans des domaines axisymétriques. Ces problémes sont réduits, sans approxi-
mation et par des développements en coefficients de Fourier en une famille dénom-
brable de problémes bidimensionnels. Les domaines qu’on a considérés présentent des
singularités géométriques et sont décomposés de facons non nécessairement conformes.
Les non conformités sur les interfaces entre les sous-domaines sont traitées par la mé-
thode des joints. La méthode de base de discrétisation est la méthode spectrale. On
a montré alors des résultats d’approximation optimaux, proches de ceux trouvés lors
de I'approximation conformes avec des contraintes de continuités sur les interfaces.
Ceci prouve encore une fois 'efficacité de la méthode de joints. On a fait en outre
plusieurs tests numériques qui ont confirmé nos prédictions théoriques. Quelques re-
marques sont & signaler concernant ces tests. On note que les erreurs sur la vitesse et
sur la pression perdent une partie de I'information théorique sur les interfaces, ceci
nous a obligés & augmenter le nombre de nceuds pour avoir une bonne précision. On
note aussi qu’aprés un certain seuil, I’ordre de troncature dans les séries de Fourier
n’a plus d’influence sur la convergence de la vitesse et la pression.

Enfin, les techniques utilisées dans ce travail pourraient étre généralisées a des
géométries axisymétriques plus complexes parfaitement réalistes dans les applications
tels que les cones ou les sphéres (qui présentent des singularités de coins) ou encore
a des fluides ayant des lois de comportements plus complexes tels que ceux régis par

les équations de Navier-Stokes.
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Chapitre 1V

ANNEXE]1 : CALCUL DES POLYNOMES

4.1 Polynémes orthogonaur dans L*(A)

On appelle (L), la famille des polynémes Legendre orthogonaux dans L*([—1,1])

vérifiant pour tout n € N

(1—=CAL,) +n(n+1)L, =0 (4.1.1)

et

1
Vo >0, / L (Q) L () d¢ = 2nm

1
1 n+2

en plus on a la relation de recurence :

Lo(¢) =1 et Ly () = C.
(04 1) Lt (€) = (20 + 1) Ly (€)= nLu 1 (O), > 1.

4.2 Formules de Gauss-Lobatto associées a L',

On appelle formule de quadrature de Gauss-Lobatto, la formule de quadrature sur

[—1, 1] exacte pour les polyndomes de degré < 2N — 1 qui s’écrit :

VO € Py (A), /1(1)(5) d§ = Z(D (Sj) Pj

ou les points d’intégration sont

§o=—1 &Eyv=1 &, 1<j<N-—1 sontles zeros du polynome Ly

1 <5 < N —1 sont les poids associés
(4.2.1)

— e = 2 2
Po = PN = NvrD) P N(N+1)L%(&5)
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4.3. POLYNOMES ORTHOGONAUX DANS L*(A) Annexe 1

4.8 Polynémes orthogonaur dans L*(A\)

On définit une famille de polynomes (M,,),, par :

Ln (€) + Lny1 (¢)

M, = > 0.
Ces polynémes vérifient I’équation différentielle :
(1+ 021 =M +n(n+2)(1+¢) M, =0 (4.3.1)

et sont orthogonaux dans L?([—1,1]) et vérifient :

/an(g)Mm(C)(1+§)d§ ~ 0 et My(1)=1.

[ oaroa = 2

et la formule de recurrence :

My(Q)=1 et M (¢)=3(3¢—1),

=2 M1 (Q) = (¢ = s ) Ma(O) = 58 Mot (Q), n> 1.

4.4 Formules de Gauss-Lobatto associées a M),

Ce sont des formules de quadrature & N + 1 points exactes sur Poy_1([—1,1]) qui
s’écrivent :

1 N+1

VP € Poy_y (A). / Q) (1+¢)d¢ =Y (¢ )w?,

-1 =1

ou

C&Q) =1 C§\27)+1 =1 C§2)7 2 < j < N sont les zéros du polynome M},

(2 _ 8 (2 _ 4

Wi = ooy W= W, 2 < j < N + 1 sont les poids associés

(4.4.1)
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4.5. POLYNOMES DE LAGRANGE Annexe 1

4.5 Polynémes de Lagrange

4.5.1 Explicitation de l](?)

On note l](?) le j-ieme polynéme de base de Lagrange associé aux zéros de (1 —

¢*)My, on a la proposition suivante.

!

Proposition 4.5.1 Le polynéme lj(?) de Lagrange, associé aux zéros de (1 — C*)My

vérifie
( o
J— (1_C )MN . .
N(N+2)My (¢?)(¢c—c?) si2<i< Net(# Cj

N+ 20-OMN(©) o o
l(2)(C) _ (_1) N(N+1—)(Z]\\;+2) si1=1 (451)
z +OMy(©Q) & -

WQ) si i=N+1
0y si¢=¢et1<j<N+L

\

Preuve Par définition de ZZ@), on a ZEZ) (§;) = 05,1 <j < N+1etil existe ce R

tel que

!

(1 - ¢*)My
(€—¢)

Il reste & calculer ¢ pour que Chng l§2)(C ) soit égal a 1.

(3

P =c (4.5.2)

1) Si 2 < i < N un développement de Taylor donne que lin(12) (]CM—NC Eg))) = My ().

D’autre part, la formule (4.3.1) donne My ((;) = —% On remplace dans

(4.5.2), on trouve alors

!

(1— )My
N(N +2)My(¢;)(¢ = ¢;)

2) Sii = 1 on utilise (4.3.1) pour ¢ = (; = —1, on obtient My (—1) = — XML

10 = -

oit My(—1) = (=1)" (N+1). On remplace My (—1) dans (4.5.2), on trouve le résultat.
3) Sii = N + 1 on utilise (4.3.1) pour ¢ = (y,; = 1, on obtient M (1) =
NED My (1), ot My (1) = 1. On remplace My (1) dans (4.5.2), on trouve le résultat.

2

210
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Proposition 4.5.2 Soit l](?) les polynomes de Lagrange associés aux zéros de (1 —

C*)My. Alors on a :

Mn(¢;) . . o
N CC,—C) si2<i<N etj+#i

—m si2<i<Net j=i

2(-1)VMn(¢;) > L
) P sii=1et j#1
51(2)((’]-) _ ) WD) (4.5.3)
N(N+2) sii=1let j=1

6
_(111(45)) sii=N+1etj#i
2 .. N y
\W—i—l sii=N+1etj=1.

Preuve D’aprés la proposition précédente on a

. . 2 1-¢*)M
DSi2<i <N 1Y) =~y e

(
a) On dérive ((1 +Q)(¢ — C.)ZEQ)(§)> et on utilise (4.3.1). On pose ( = (; avec
)
My (¢)(G=¢)

J # i, on obtient l(Q) (¢;) = )(
b) On dérive deux fois ((1 +O(C¢ = ¢l @ (C)) et on utilise (4.3.1). On pose ¢ = ¢,

. (2) - _ 1
on obtient ;7 (¢;) = 20Dy’

. 2 N+1 2(1-C)M (¢
2) Sii=1 onal?()=(~)"" LG

a) On dérive <(1 + C)QZZ@)(()) et on utilise (4.3.1). On pose ¢ = (; avec j # i, on

2(-1)N My ()
(N+) A+

b) On dérive trois fois ((1 + C)HE”(C)) et on utilise (4.3.1). On pose ( = (; = —1,

obtient 11?'(¢;) =

on obtient ng)I(Cl) = —NUGV)“)-
.. 2 14+ My (¢
3)Sii=N+1,0nall, () = Mo
a) On dérive <( ()lﬁﬂ(g)) et on utilise (4.3.1). On pose ¢ = (¢, avec j # i, on

My (¢$?)
(¢ "
b) On dérive deux fois <(1 - C)lg\?ll((’)) et on utilise (4.3.1). On pose ( = (1 =

1, on obtient lﬁﬂ

obtient lN+1(C ) =—

( ) _ N(N+1312(N+2) + 1.

On note m; le polynoéme de base de Lagrange associ¢ a (;, 1 < j < N —1 (; étant

les zéros de Ly. m
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4.5. POLYNOMES DE LAGRANGE Annexe 1

Proposition 4.5.3 Soit l](?) le polynomes de Lagranges associés & (1 — () My. Alors

on a:
TG ey SIS N et
(1+1<1-)2 N J?\f((l]ig)) srsisNetj=i
((—Nlﬁ)ﬁ(—ﬂlﬁvc(c); sii=1et2<j<N
N—1)N(N+1)(N+3 . ;
12(¢5) = E—1>N) (N(ixz)v(m) | SZ' Z . et]’ B o
2(N+1) st =
_% sii=N+1et2<j<N
(,1)N(N+11)2(N2+2N*6) sii=N+1letj=1
\ (N41)2 (3{\;2+6N+2) +1 sii=N+1letj=i
Preuve 1)

(¢ 3C-—2)MN(CJ)
(14+¢;)(¢=Ci)* M (¢5)

b) On dérive trois fois ( 14+ (¢ —¢ )1(2)(@ et on utilise (4.3.1). On pose ¢ = (;,

a) On dérive deux fois < (1+0)(C—¢ )Z(Q)(C) et on utilise (4.3.1). On pose ¢ = (;
(¢

avec j # i, on obtient l(2)" i) =

@y N(N+2)
on obtient li (Cj) = (1+g) T 3-¢)
2)

a) On dérive deux fois ((1 + QQIP(C)) et on utilise (4.3.1). On pose ( = (; avec

Jj#iet2<j < N+1, onobtient l§2)"((j~) = % et 1177(1) = (71)N2(5V;11))(N+3).

b) On dérive trois fois ((1 + C)2l(2)(o) et on utilise (4.3.1). On pose ¢ = (;, on

obtient 1(2(—1) = (N=UNIH)(N+3)

3) On dérive deux fois ((1 — C2)l§al(o> et on utilise (4.3.1). On pose ¢ = (; avec

(1+3¢;)Mn (¢5)

Tae)a-—,): ™

j#iet1<j <N, on obtient l%l’l(fj) =
4.5.2 Explicitation de m;

On note m; le polyndme de base de Lagrange associ¢ a {;, 1 < j < N —1 ¢,

étant les zéros de Ly
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4.5. POLYNOMES DE LAGRANGE Annexe 1

Proposition 4.5.4 On a

(1-e)Ln(g,) -
' sij#q

m’ (€,) { Lw(@)(l—fi)(@—ﬁg) o
e I

Preuve On remarque que, d’aprés (4.1.1), on a :

_ (1-&) Liv (§) |
mj(f)——N(N+1)LN(§j)(g_gj),pour£7é§j et 1<j <N

On en déduit que :

__(1=¢)
m; (—1) = ST ©) Ly (-1) (4.5.5)
et
_(1+¢)
m; (1) = ST, @) (4.5.6)

On dérive le polynéme (1 — 52) (= éj) m;(€) deux fois et on utilise (4.1.1), on

trouve :

: (1 - &)Ly (&)

_ (2£j T 65(1)
"6 = S e (s 26,6, 1)

N (N +1) (fq—fj)

],pourq:OouN,

en remplagant ¢ par N et 0, on obtient

’ . (1 +€j)
=)

(—L§V (1) + Ly (1) (8- 53')) (4.5.7)

et

) =) [, Ly (-1) (3+¢))
T (LN A () ) '

Pour 1 < ¢ < N — 1 on trouve

(4.5.8)

(-9 () |
) S T, ) e ) P

et
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4.5. POLYNOMES DE LAGRANGE Annexe 1

4.5.2.1 FExplicitation de mZ@)

(2)

Proposition 4.5.5 Soit m;,”’ le iéme polynome de base de Lagrange associé aux

neuds de (§2) ,2<i < N. Alors on a :

7

’(2) ()M (g,)
(Cp) (1*C§)MN(C7:)(CP7C7T

) pour p # i

Preuve On remarque que, d’aprés (4.3.1) on a

m? () =— (1 — C?) M (€)
' N(N +2)My (&) (€ = ¢)

1

,pour ( #(; et 2<i < N+1

On en déduit que :
(1+¢) My (—1)

m® (1) = - B () (4.5.9)
et
2 _ (1=G) My (-1)
m® (—1) = - ) (4.5.10)

On dérive le polynéme (1 —¢*) (14¢) (¢ — Cj)mz@) (&) deux fois et on utilise (4.3.1),

on trouve alors

g (Gt e BG=T My ()
0= e S (0 -+ EEGEE)  sa
et
m{(2) 1) — (1 - Q) ‘ s (9 + 3Cz) My (_1)
oD MH@MMKJOH@M%(D+ 1 )

(4.5.12)

Pour 2 < p < N on trouve

(1 - &) My (S,)

"(2) _ ;
") = a6 —0) P
et
1(2) o 5@ —1
m; (gz) - 9 (1 . C?)
[ |
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4.5. POLYNOMES DE LAGRANGE Annexe 1

4.5.3 Ecriture des intégrales dans un rectangle [a,b] X [c, d]

Lemme 4.5.1 On a

ot w' resp p' sont les poids associés a ¢ resp & dans un rectangle [a,b] X [c, d].

Preuve Ces formules s’obtiennent simplement en faisant le changement de va-

riable

1) On pose ¢ = (52)¢ + (H2) et a(¢') = w(¢). On a alors

/ AN —apa¢ = (L% / w(C(Q) (1 + )¢

d’ol
b—a
2

2) Soit & € ]—-1,1[ et & € Je,d[. On pose & = (59)E + (E<) et a(£') = u(). On

wi = ( )wi.

alors
/ W(§)o(€)E = D ale)H(E;
= [ om0
= Sue)ee) S 0
d’ou
o= (5.
| |

On déduit du lemme précédent que les produits scalaires sur [a, b] et [c, d] s’écrivent

respectivement

215



4.6. CALCUL DES MATRICES Annexe 1

(@, o))y = (— )2 ((ue, vc)) y

((afgv'{}{;))N = ( 9 )((ufi’vfi>)N'

et

((Ogrtt, 0 0)) v = ((Ocu, Ocv))

((G,000)) = (O, 0c0)) .

4.6 Mise en ceuvre du Laplacien et du probléme de
Stokes
4.6.1 Calcul de la matrice A

Lemme 4.6.1 Pourtouti>2, p< Netl1<j,q<N—-1 0ona

2
1 Ul 100

(2, 2 )y = 5

Wpp,.
r r Prg

2
Tp

Lemme 4.6.2 Pour tout2 <i,p< N ,1<jetq<N—-1,0na

1
((azl](f)lq, azlz(»?)lf/))N = Zépp’wpaqq“

ou )
4 /

Qg = Qlgig = 0<g< < N

94" = QT NNF) Ly (€, ) v (6 )(€g—E0 )2 =459 >

2

= —2___ ]1<g<N-1

“ T 30—z (e) 1=

2

tp = ayy = VENEL

\

Pour la preuve, voir [21].

216



4.6. CALCUL DES MATRICES

Annexe 1

Lemme 4.6.3 On a

1
((0,1P1,, 0,15 1)) v = 1090 PaPp

et trois cas se distinguent.

Si2<p,p<Netl<qg¢dg<N-1lona

8
N(N+2)Mn (¢, ) Mn () (6=,

N(N+42) 1
wp[S(l*(%) 2<1+CP)2]

2)Sip=let2<p<Netl<qg,d<N-—-1lona

wP#D,
Bop =

p=7p.

64
N (N +2) My () My (¢)(14¢p)?

3)Sip=petl<qg,¢d<N-—1lona

/Blp’ -

4
511:2—!—%(3—]\[(]\7%—2)).

Preuve La formule d’exactitude, donne pour 1) et 2)

(2
1 Ly
((arlf)lqﬁrlg)lq'))fv = _Z5qq’wp’:0q’ (l;?)ll<rp’) + .

Pour 3) On a

1
—l(2)”(7'1) +

((arl§2)lq>arl§2)lq’))N = _5qq’pq' 1

On utilise (4.2.1) (4.4.1) (4.5.3) et (4.5.4) pour conclure. m
4.6.2 Ecriture de ay,a%,

On a

. d—
(022 <

or on a

Y (ry)

oo Ol ly))n = ((Ocly, Ocliy))w ( 5 (g 1))

(g5 lg))v = 5qq’pq> ((aélqa a£lq/))N = Qgq's ((l§> li’))N = Oppwp €t (((%lf,, adi/))zv = Bpp'
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4.6. CALCUL DES MATRICES

Annexe 1

On déduit alors que

d—rc

500 PyByy €t (Oelyly, Delyly)) = (

((ac’[;iq’ 64/[2,[,1/))1\7 = (

De méme on a N o
lglq 53/ ly d— ¢ Oppdgq

C
C,_ajm) N:( 2 )(1+<p)2wppq-

b—a

2

On peut écrire finalement dans le cas de I’équation de Laplace :

Y . - d— b—
A O BN = (G pyBy + (5
d—c (5 /6 /
+k*( 5 )(1pj_ g§>2wppq'
et
anN = CL?V .

4.6.3 Calcul de la marice B
4.6.3.1 La matrice B,y

Lemme 4.6.4 Pour tout2 <i,p< N etl<jq<N-—-1,o0na

1
2
bN( lz()z)l‘b O’ ml( )m]) = ZCqupqu/yip?

ou ( ) ( )
1-¢ M (Cp .
: (l_ 127> MN(CZ)(CP_CL) ¢ 7é p,
Yip 5¢,-1 | '
(1-¢3) i # p.

Preuve On a

127
N

1 2
Z(qupqu (mg ),(Tp) +

On utilise la proposition 4.5.5 pour conclure. m
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4.6. CALCUL DES MATRICES Annexe 1

Lemme 4.6.5 1) Siq=0, on a

pom; (—1) (3mP' (=1)wr +m? (<1)) sip =
by (1P, 0;mPm;) = pom; (=1) Am® (DY wy i —m? (1)) sip=N+1
5Py (—1) m{? (¢,) wp sipe [2,N].

m? (=D wy +m® (=1)) sip=1.

m?’ (Dwni1 — mz@ (1)) sip=N+1.

sonm; (1) mz(?)/ (¢,) wp sip € [2,N].

3)Siqe[l,N—1],etpe[l,N+1] ona

pa0iaEm (=1 wi +m® (1)) sip=1.

by (121, 0;mPm;) =

N | = N | =

Pq0ia m§2), (1) wys1 — ml@) (1)) sip=N +1.
Preuve On utilise la propriété d’exactitude.

151
bN(lz(,Q)lq,O;m(Q)mj) = —((m?)mj,&lf)lq + —pr )

= Sanyl [ WP I~ P D)),

ensuite on utilise le fait que ﬁz?)'(r) = 2m§2)'(§“) et [ mZ@)'(r)lz(;Q)(r)rdr = %mZ(?)'(Cp)wp

et la proposition 4.5.5 pour conclure. m
4.6.8.2  La matrice By

Lemme 4.6.6 Pour tout2 <i,p< Netl<j,qg<N-—-1,0na

ll(?)lq _ 1 5ip5jq

4 Tp

)N

2
(( mg )m]7 wppq'

4.6.83.8 La matrice By,

Lemme 4.6.7 1) Pour tout2 <i,p< Netl1<jqg<N-1,o0na

1
2
bn (0, lévlq,mg )mj) = Zéiqpqwlﬁjq
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4.6. CALCUL DES MATRICES Annexe 1

" () (e
1-¢2)  Ln(g,
) e neeg 79
’yjq 2§q .
(1-¢) S
2) Pourtout2 <i< N etl1l<jg<N-1,o0ona
1
2 2 2
b (0, 121, mimy) = Zmi® (G) pgne,
" (1-2) in(e)
1-€2)  Ln(&, .
) Fe) e ks
/yjq 2§q .
(1753) J=4q,

Preuve Pour la preuve du lemme 4.6.7, on a la propriété d’exactitude

1

b (0, 121, mPm;) = 1

—OipPap; (5 q) :
et

1
T PqW1Y g (gl)

bn (0, 197, mPm;) = .

ol vy, = m; (5 q) . Enfin pour calculer m/ (5 q) et m (C 1) on utilise les propositions

454 et 455 =

Lemme 4.6.8 1) Siq=0, on a

m@) (Cp) Wp (Po m; (—1) +m; (-1)) sip=1oup=N+1

1
by (0, Nlg,mPm;) = *
0wy (po M5 (—1) +m; (1)) sip € [2,N].

1) Sig=N

ml(?) (¢,) wp (o mf (1) =m; (1)) sip=1oup=N+1.

1
b (0, Ny, mPm;) =
10ipp (o mf; (1) —my (1)) sip € [2,N].

1) Sige[1,N —1]

1 .
by (0, llj,vlq,m?)mj) = Zmz(?) (Cp) WpPgVjq StP=10up=N+1.
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4.6. CALCUL DES MATRICES Annexe 1

Preuve On utilise la proprieté d’exactitude.

—((my, 0.lg)) = / O ~ I O]

donc

(om0 ) = mj(€,) siq € [1,N —1].
- gy Uzlq))N —
m’(§,) £ m;(F1) si ¢ =0 ou N.

Enfin on utilise la propositon 4.5.4 pour conclure. m

4.6.4 Calcul de p

N-1
On sait que py(r,z) = >, > pijmgm (r)m;(z), on en déduit que

/QpN(r, 2)rdrdz = éNZ:_;lpm(/ mEQ)(r)rdr)(/ m;(2)dz).

On prend la solution ps = py — —5 [, pn (7, 2)rdrdz pour que

1
mesS)

/p(;(r, 2)rdrdz = 0.
Q
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Chapitre V

ANNEXE 2 : CALCUL DE LA MATRICE DES

JOINTS

Pour traiter les trois domaines €21, {25 et {23, on est contraint d’étudier quatres cas

possibles de joints.

5.1 Clas de la figure 1

a

Fig. 5.1.1: 1°" cas du joint

On considére I'inconnue ¥; appartenant a Py, (€2), ® la fonction joint appartenant
a Py, (). et la fonction test ¥ appartenant a Py, _o(I'2).

La relation de joint s’écrit sur I'.

b b
[ i)e —aoc = [ac b - o (5.1.1)
Ceci donne :
(b B a)z Ni+1 ~ (b . CL)2 Na+1 ~ ~
T 2 (GG = = > B(C (¢t (5.1.2)

222



5.1. CAS DE LA FIGURE 1 Annexe 2

ou

w; resp w? sont les poids associés aux polynomes
de degré N resp Ny pour le segment de référence [—1,1],
¢} resp (7 sont les nceuds associés a (1 — ¢*) My, resp

(1 — ¢*)My, pour le segment [a,b] .

Puisque (b, ) = ®(b, €) et ¥ (a,e) = ®(a,e), on a

N 3 Notl .
> 01wy = Y B¢ e)U(¢H)a
1=2 i=1

S M2 2 - ~2 2 1ot 2 2 1
oulw; =w;si2<i<N,07=wi—wj et Wy, 1 = Why1 — Wiy i1

On écrit (5.1.1) avec la fonction de base ¥ = l?’Nl*2 définie par ZJQ-’N“Q(G) = 0,

)

i, 7 €{2,..,N1}. On note 9,(¢}, e) = 9™, on a alors

Ny N

~ 1 T /-1 ~iN AN
Son(ch bl = #Vw, = B,
=2 =2

avec Bji = (L-jwj etj € {2, ..,Nl} .

De méme, en notant ®(¢%, e) = @' on obtient

Na B B N2+1~
DO UG = Y MM}
i=2 =1

No+1

- Z Pji(i)li.
i=1
avec
2,N1 -2/ -2\ ~
Py =1 (¢)w?.
On a ainsi B = P® et puisque B est inversible, on peut écrire :

7, = B~'Pd.

En posant Q = B~'P on a finalement :

07 intérieurs I 0 07 intérieurs
71 extérieurs 0 Q PO
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5.2. CAS DE LA FIGURE 2 Annexe 2

La matrice du probléme s’écrit :
QTAlQ = QTF 1-

5.2 Cas de la figure 2

g

d

Fig. 5.2.1: 2°" cas du joint

On considére inconnue #; appartenant a Py, (Q;), ® la fonction joint appartenant
a P, () et fonction test U appartenant a Py, _o(I'2).

La relation de joint s’écrit :

d d
/ 51(,€) D (€)0¢ = / B(g,)T(€)0€. (5.2.1)

En simplifiant les constantes, on obtient :

u ; 2 Zﬁl(g, ENV(ENp; = (d ; J Zcﬁ@, )T (£2)p2, (5.2.2)

ou

pi Tesp p; sont les poids associés aux polynomes
de degré N; resp Ny pour le segment de référence [—1,1].
&} resp &7 sont les noeuds associés aux polynomes

de degré Ny resp Ny pour le segment de référence [c, d.
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5.3. CAS DE LA FIGURE 3 Annexe 2

On a alors
N1—1 B N2 _
> 0lg, EDW(ENp = Y B9, E)W(EN7E,
i=1 =0

ou

pi =ppsii€{1,2,...,Noa =1}, piy, = piy, — Py, ©t o = pg — Po-

On écrit (5.2.1) avec les fonctions de base lelf2 définies par Z§V172(§2-1) = Jij,

Z.uj € {]-7 “7N1 - 1} OIl a 61(975@) - T)thLMa et

Nl]- N11

Zvl g, 5 ‘T’ ~N1+h 1 Z i U1 (g, 5

avec
_ 1
Bji = 6ij10j .

En notant ®(g,&?) = &% on obtient

Zi)(g’f \i’ Z@Z’LZNI

avec

Py = ;"2 (€)p}

(2

On déduit que B = P9, et puisque B est diagonale non nulle, alors on a écrire :
o =B7'Pd.
On pose Q = B~1P et on a finalement :

% intérieurs I 0 9% intérieurs
o extérieurs 0 @ Pl

La Matrice du probléme s’écrit :

Q"AQ=Q"F.
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5.3. CAS DE LA FIGURE 3 Annexe 2

a

Fig. 5.3.1: 3°™ cas du joint

5.3 Cas de la figure 3

On considere l'inconnue ¥; appartenant a Py, (€2;), deux fonctions joints 6132 €
P, (Qs) et s € Pn,(Q3), et la fonction test U appartenant a Py, —2(T"). On suppose

que N; < inf(Ns, N3), on a

b . ;
/ (¢, )P(¢) (¢ = a)aC = / (¢, )W (C)(¢ —a)aC’ + / b3(¢, €)¥(¢) (¢~ a)ad
Ceci donne :
N1+1 Not1
& _4“)2 5(¢, )0 ((w; = (c —4a>2 S Bo(CE ) (CHw? (5.3.1)
=1 i=1
(b - C) o 4 3 jad 3 3 3
+ 9 Z (1)3 (52 ) 6)\1[(51)(52 a)ﬂz )
i=1

¢; resp (7 sont les noeuds associés aux polynomes

de degré N resp N pour le segment [a, b].

d’ou
Al ~ c—a 2 No#1 .
> 0w = (b — a) > Bo(C2 ) (H)? (53.2)
=2 i1
b— ) ~
S S HENE
=0



5.3. CAS DE LA FIGURE 3 Annexe 2

ou
- : . - a2
O =w?si2<i<No+1 et @ =w?— (22) wi

c—a

~ . . ~ b—a
p?:pf SIOSZSN?)_]‘ et p§V3:p?V3_2((b—c))w]1V1+1'

On écrit (5.3.2) avec la fonction de base l2 M=2définie par l2 M2 = 644, 5 €

{2,..,N1}. On a &, ((},e) = 9™, et on a

N1 Nl
D n(Ch eV (Hw = HNw; =Y Bibti((]€)
i=2 =2
avec j € {2,..,Ni}.
avec
Bji = (5ijwi.
On a aussi

N1 ~ 2 Na+1 ~
S i (! = (b_a) Z% 2 ()
=2

. e)V(ENE —a)p?, (5.3.3)

Ensuite, on note ®,(¢2,e) = &% et @3(5?,6) — &%, On conclut alors que P; =

(P2 P?),2<j<DN,avec

- (B ha
Pﬁzﬁﬁﬁm (€& — a)p}
.. P2
On peut déduire alors que Bo = PP ou ¢ = 3 , et puisque B est diagonale
@3

non nulle, alors on peut écrire 9; = B~'P®. En posant () = B~'P on a finalement :
~z] . . ~Z] . .
vy 1nterieurs I 0 vy 1nterieurs

U7 exterieurs 0 Q P

La Matrice du probléme s’écrit alors

QTAIQ = Q" Fi.
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5.4. POLYNOMES ASSOCIES AUX JOINTS Annexe 2

5.4 Polynémes associés a la matrice de raccord

5.4.1 Polynéme l?’N_2

Soit ZJQ-’N_z € Py_5 () le polynémes de Lagrange associés aux zéros de My,. Dans

o . , . 2,N—2 . .
la proposition suivante on va écrire [; explicitement :

Proposition 5.4.1 Soit Z?’Nﬁ les polynomes de Lagrange associés aux zéros de My .

On a

!

2N-2 . (1—¢HMy(Q) . .
[ (C)__N(N+2)MN(Cj)(C—Cj) si ¢ # (; et 1 sinon.

Preuve Si 2 < j < N, on écrit Z?’Nﬁ2 de la forme suivante :

!/

30 =gy

Si¢—(;,ona

!

PN =1=alim My(©)

! ¢—¢(C—=¢;)
Comme on a
L My(Q)
Ch_r{}j (C€—=¢;) = Mxl6,)
et
" N(N +2)My (¢,
i) = MG ey
on déduit que
-
~ N(N +2)My(¢;)

5.4.2 Polynéme l;V_Q

. — N ., , !/ o .
Soit lj-v ? les polynomes de Lagrange associés aux zéros de L),. Pour expliciter ce

polynoéme, on utilise la proposition suivante :

Proposition 5.4.2 Soit lj-v_2 le polynomes de Lagrange associés aux zéros de L.

Alors on a :

’

N2/, (1—&)Ly(©) , :
[75(6) = NIV + DLn(E,)(E — ) si§ # &, et 1 sinon. (5.4.1)
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5.4. POLYNOMES ASSOCIES AUX JOINTS

Annexe 2

Preuve Pour 2 < 5 < N, on écrit ZJJ.V ~2 de la forme suivante :

_ Ly(€)
ZN 2 — N
=g
Sié— fj
Neagen 1 v Ln(Q)
i E)=1= aclnéj €—¢;)
or
o Ly(Q)
Ciﬂl(j (¢— C]) a LN(Cj)
et
" N(N +1)Ln(;) .
Ly(¢) =— = 2<j<N
R (1-&)
d’ou

(1-¢&)
N(N +1)Ln(&;)

On en déduit (5.4.1). m
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