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Investigation et application des méthodes d’ordre réduit

pour les calculs d’écoulements dans les faisceaux tubu-
laires d’échangeurs de chaleur

Résumé

Cette thèse s’intéresse à la faisabilité de la mise en place de modèles d’or-
dre réduit pour l’étude des vibrations sous écoulement au sein de faisceaux tubu-
laires d’échangeurs de chaleur. Ces problématiques sont cruciales car les systèmes
étudiés sont des éléments majeurs des centrales nucléaires civiles et des chaufferies
embarquées dans les sous-marins.

Après avoir rappelé le fonctionnement et les risques vibratoires existants
au sein des échangeurs de chaleur, des calculs complets d’écoulement et de vibra-
tions sous écoulement ont été effectués, d’abord pour un tube seul en milieu in-
fini, puis pour un faisceau de tubes. Ces calculs ont été menés avec l’outil CFD
Code_Saturne. La méthode de réduction de modèle POD (Proper Orthogonal De-
composition) a été appliquée au cas des écoulements avec la structure laissée fixe.
Les résultats obtenus montrent l’efficacité de la méthode pour ces configurations,
moyennant l’introduction de méthodes de stabilisation pour l’écoulement au sein
du faisceau.

La méthode POD-multiphasique, permettant d’adapter la méthode POD
à l’interaction fluide-structure, a ensuite été appliquée. Les grands déplacements
d’un cylindre seul dans la zone d’accrochage (lock-in) ont été correctement repro-
duits par cette méthode de réduction de modèle. De même, on montre que les
grands déplacements d’un cylindre en milieu confiné dans un faisceau de tubes
sont fidèlement reconstruits.

Enfin, l’extension de l’utilisation de la réduction de modèle aux études
d’évolution paramétrique a été testée. Nous avons d’abord utilisé la technique con-
sidérant une base POD unique pour reproduire des écoulements à divers nom-
bres de Reynolds autour d’un cylindre seul. Les résultats confirment la prédictivité
bornée à une gamme de paramètres de cette méthode. Enfin, l’interpolation de
bases POD pré-calculées pour une famille de paramètres donnés, utilisant les var-
iétés de Grassmann et permettant de générer de nouvelles bases POD, a été testée
sur des cas modèles.

Mots-clés : Vibrations sous écoulement, Interaction Fluide-Structure, POD, POD-
multiphasique, réduction de modèle, faisceaux tubulaires



Investigation and application of reduced-order methods

for flows study in heat exchanger tube bundles

Abstract

The objective of this thesis is to study the ability of model reduction for
investigations of flow-induced vibrations in heat exchangers tube bundle systems.
These mechanisms are a cause of major concern because heat exchangers are key
elements of nuclear power plants and on-board stoke-holds.

In a first part, we give a recall on heat exchangers functioning and on vi-
bratory problems to which they are prone. Then, complete calculations leaded with
the CFD numerical code Code_Saturne are carried out, first for the flow around a
single circular cylinder (fixed then elastically mounted) and then for the case of
a tube bundle system submitted to cross-flow. Reduced-order method POD is ap-
plied to the flow resolution with fixed structures. The obtained results show the
efficiency of this technique for such configurations, using stabilization methods for
the dynamical system resolution in the tube-bundle case.

Multiphase-POD, which is a method enabling the adaptation of POD to
fluid-structure interactions, is applied. Large displacements of a single cylinder
elastically mounted under cross-flow, corresponding to the lock-in phenomenon,
are well reproduced with this reduction technique. In the same way, large displace-
ments of a confined moving tube in a bundle are shown to be faithfully recon-
structed.

Finally, the use of model reduction is extended to parametric studies. First,
we propose to use the method which consists in projecting Navier-Stokes equations
for several values of the Reynolds number onto a unique POD basis. The results
obtained confirm the fact that POD predictability is limited to a range of parameter
values. Then, a basis interpolation method, constructed using Grassmann mani-
folds and allowing the construction of a POD basis from other pre-calculated basis,
is applied to basic cases.

Keywords : Flow-Induced Vibrations, Fluid-Structure Interaction, POD,
multiphase-POD, Model Reduction, Tube Bundles
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Introduction générale

Les programmes industriels de R&D regroupent aujourd’hui des activités de
production de systèmes complexes et de développement pour l’optimisation

et l’innovation de ces derniers. Certains domaines stratégiques comme l’industrie
nucléaire, civile ou de défense, mettent l’accent sur la recherche afin de conserver
les savoirs et savoir-faire nécessaires à la conception de systèmes fiables et durables.

L’agencement d’une centrale nucléaire pour la production d’électricité civile
diffère en de nombreux points de celui d’une chaufferie nucléaire embarquée per-
mettant la propulsion de bâtiments de la marine (notamment les sous-marins).
Cependant, ces deux systèmes présentent des similarités en terme de fonction-
nement et sont donc également soumis aux mêmes problématiques.

L’une des problématiques majeures se posant aux ingénieurs du domaine
nucléaire est l’apparition de vibrations des systèmes soumis à de fortes sollici-
tations induites en cours de fonctionnement (qui suppose températures élevées
et écoulements turbulents) au sein d’installations complexes. Que ce soit à cause
d’une trop grande amplitude de ces vibrations ou de leur répétition fréquente,
elles peuvent mener à la ruine du système en place. L’étude de ces phénomènes est
donc cruciale ; l’objectif est de tenter de les éviter dès la phase de conception, ou
du moins, de les réduire pour maintenir le système en conditions opérationnelles.
De plus, les phénomènes vibratoires observés au sein d’une installation nucléaire
sont de natures très variées. L’un d’entre eux, auquel nous allons nous intéresser
plus particulièrement, apparaît lorsque les structures sont soumises aux contraintes
induites par le fluide en écoulement incident. On retrouve notamment ces interac-
tions fluide-structure au sein des échangeurs de chaleur, où les cylindres en réseau
qui les composent sont baignés par un fluide en écoulement turbulent, mono- ou
diphasique. Les mécanismes y entrant en jeu sont nombreux, couplés et difficile-
ment dissociables, c’est pourquoi leur modélisation est nécessaire.

Cette étude a longtemps été menée via des campagnes d’essais visant à
reproduire les conditions réelles, ou au moins à s’en rapprocher. L’amélioration
notable des capacités informatiques (puissance des ordinateurs, grande capacité
de stockage des données, architectures adaptées au calcul massivement parallèle)
a permis de compléter ces expériences par des modèles numériques rendant pos-
sible l’étude systématique de certains phénomènes plus difficiles à reproduire ou
à instrumenter. Le coût que représentent les essais a ainsi été diminué, grâce à
la complémentarité apportée par la modélisation numérique. Cependant, au vu
de la complexité des mécanismes à étudier et avec l’augmentation des exigences
en matière de finesse des résultats, le coût des calculs peut lui aussi s’avérer élevé.
C’est pourquoi le niveau actuel des performances informatiques ne permet toujours
pas d’absorber les grandes quantités de données à traiter en un temps acceptable
pour des cas d’études complexes et parfois même pour des cas élémentaires.

Ainsi, une étape supplémentaire dans le développement de méthodes
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2 Introduction générale

numériques pour les études industrielles consiste à s’intéresser à la réduction de
modèle. Cette dernière consiste à écrire des modèles numériques de taille très in-
férieure à celle des modèles classiques déjà existants, ce qui permet d’approcher
les solutions de ces modèles en un temps réduit. L’utilisation de modèles réduits
ne permet pas de s’affranchir des modèles classiques ; cependant elle permet d’ef-
fectuer un plus grand nombre de calculs à moindre coût, ce qui permet notamment
d’envisager la systématisation d’études paramétriques (suivi de l’évolution d’un
paramètre pour une configuration donnée), voire le contrôle actif d’un système.

L’utilisation de la réduction de modèle dans le cadre de l’étude numérique
des interactions fluide-structure au sein d’un faisceau de tubes d’échangeur de
chaleur vise également à accéder à des informations encore inaccessibles du fait du
coût prohibitif d’un seul calcul numérique complet. Pourtant, la réduction de mo-
dèle pour l’interaction fluide-structure en grands déplacements et avec un maillage
mobile reste un défi à l’heure actuelle. Les travaux s’y intéressant restent relative-
ment rares, de par la difficulté qu’entraîne la présence de structures mobiles et
parfois déformables à suivre au cours du temps. La tendance actuelle tend cepen-
dant à se modifier, grâce à la multiplicité des types de réduction de modèle qui
se développent ainsi que par la parution de récents résultats qui ont montré la
possibilité de traiter efficacement l’interaction fluide-structure par l’utilisation de
modèles réduits. L’objectif de cette thèse consiste à proposer l’application d’une
méthode de réduction de modèle, basée sur la classique méthode POD (Proper Or-
thogonal Decomposition) adaptée à l’étude des vibrations sous écoulement des fais-
ceaux de tubes d’échangeurs de chaleur.

Ces travaux s’inscrivent dans le cadre de la collaboration industrielle entre
DCNS Research et EDF R&D, deux partenaires industriels confrontés à des thé-
matiques similaires qui ont décidé d’associer leurs programmes de recherche. EDF
R&D développe depuis une dizaine d’années un code de calcul pour la mécanique
des fluides, appelé Code_Saturne, qui est particulièrement adapté aux écoulements
confinés des installations nucléaires. Ce code de calcul a fait ses preuves sur une
large gamme de problèmes d’écoulements fluides et d’interactions fluide-structure :
son développement s’inscrit dans le cadre de la mise en œuvre de méthodes
numériques pour la modélisation d’écoulements monophasiques ou diphasiques
au sein de différents composants des centrales nucléaires et Code_Saturne est l’outil
de référence à EDF R&D pour ces problématiques.

Dans le cadre de cette thèse, Code_Saturne a été déployé au sein des équipes
de calcul de mécanique des fluides de DCNS. Ce code est libre (ou OpenSource),
il est distribué sous la licence GNU/GPL. L’usage d’un tel code de calcul au sein
d’une entreprise présente des avantages certains au vu des coûts de licence d’un
code commercial, d’autant plus élevés dans le cadre du calcul parallèle, tandis que
ces coûts sont nuls dans le cadre de la licence de type GNU/GPL 2.

Dans ce cadre, nous avons effectué la mise en place des calculs avec
Code_Saturne ainsi que sa qualification pour les besoins spécifiques de DCNS. L’ob-
jectif est de proposer aux ingénieurs une utilisation du code de calcul complémen-
taire à celle des codes commerciaux. Ce travail a été mené en collaboration avec une
équipe de techniciens et d’ingénieurs à DCNS et avec l’équipe de développement

2. Un forum Internet (http ://code-saturne.info/) dédié à la communauté des utilisateurs du code
ainsi que la réunion annuelle Code_Saturne User Meeting sont autant d’outils permettant de faciliter
l’usage du code.
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de Code_Saturne à EDF R&D. De même, les calculs effectués dans le cadre de cette
thèse ont été, sauf mention contraire, menés avec l’outil Code_Saturne.

Dans ce rapport, nous nous attarderons sur les principales techniques qui
ont été utilisées pour étudier les vibrations sous écoulement ainsi que sur les mé-
thodes de réduction de modèle. Sans prétendre à l’exhaustivité, le présent docu-
ment a pour objectif d’être, autant que possible, autosuffisant pour faciliter son
utilisation future dans un contexte industriel.

Dans le premier chapitre, les échangeurs de chaleur et leur fonctionnement
seront décrits dans le détail, ainsi que les problèmes vibratoires auxquels ils sont
soumis. Certains mécanismes, comme l’instabilité fluide-élastique, sont très des-
tructeurs et à éviter. Divers modèles, empiriques, analytiques et numériques seront
présentés pour l’étude de ces phénomènes afin de montrer tout l’intérêt de l’ap-
proche de couplage de codes fluide/structure pour un traitement numérique ro-
buste.

Le deuxième chapitre est dédié à l’étude numérique avec Code_Saturne de
deux cas de vibrations de structures sous écoulement. Nous considèrerons d’abord
le cas d’un tube seul sous écoulement, puis celui d’un faisceau de tubes soumis
à un écoulement transversal. Le premier cas permet de confirmer la validité du
code par l’étude du phénomène dit “d’accrochage mécanique”. Ceci, ajouté aux
études concluantes déjà existantes de phénomènes d’interaction fluide-structure
avec Code_Saturne, permettra de passer au cas de l’étude du modèle de faisceau
de tubes. Ce dernier est assez simplifié par rapport à une configuration proche
de la physique réelle. Ces deux applications numériques permettront de mettre
en place l’étude de la réduction de modèle pour l’interaction fluide-structure dans
le contexte des vibrations induites par écoulement, ce qui justifie le choix de ne
pas travailler directement dans le cadre de calculs “très haute fidélité”, puisque
l’objectif premier est de tester la validité des méthodes d’ordre réduit utilisées. Le
travail n’est donc pas axé sur l’étude fine des résultats obtenus par rapport à une
physique connue ou à des connaissances issues d’études numériques de réference,
mais plutôt sur la possibilité de l’exploitation des méthodes de réduction de modèle
pour la mise en place de telles études comparatives.

Dans un troisième chapitre, nous nous intéresserons à l’état de l’art des
méthodes de réduction de modèle. L’intérêt pour ces approches se manifeste
dans un grand nombre de disciplines variées et elles se déclinent donc sous di-
verses formes. Nous préciserons d’abord ce qui est entendu par réduction de modèle,
puis nous proposerons de distinguer les méthodes construites pour les problèmes
linéaires de celles pour les problèmes non linéaires. Enfin et surtout, la réduction de
modèle adaptée à l’interaction fluide-structure sera abordée. Nous séparerons les
méthodes conservant un domaine fixe de celles qui proposent la mise en place du
suivi d’un domaine mobile. Parmi les méthodes les plus utilisées, nous décrirons
de façon plus précise celles qui semblent présenter des avantages de robustesse et
d’adaptabilité.

Le choix que nous faisons d’utiliser la méthode POD nous amène à rappeler
son origine ainsi que sa définition mathématique dans le quatrième chapitre. Elle
y sera appliquée aux études numériques effectuées dans le premier chapitre, dans
le but de vérifier sa capacité à reproduire divers régimes d’écoulement. La stabi-
lisation de la méthode sera également présentée, puisqu’elle s’avère nécessaire dans
certaines configurations étudiées. La méthode de projection optimale, qui semble
être une approche intéressante pour stabiliser le système (notamment pour le con-
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trôle d’écoulements), sera décrite et appliquée dans le cadre des études numériques
proposées.

Au cœur du sujet de cette thèse, le cinquième chapitre aborde l’adaptation de
la méthode POD à l’interaction fluide-structure via la méthode dénommée POD-
multiphasique, technique qui permet de suivre l’évolution d’un solide en grands
déplacements au sein d’un fluide en écoulement. Elle semble adaptée à l’étude des
phénomènes vibratoires dont les faisceaux tubulaires d’échangeurs de chaleur sont
le siège. Le fonctionnement de la méthode POD-multiphasique sera illustré pour le
cas de vibrations sous écoulement d’un cylindre seul et d’un réseau de cylindres
sous écoulement transversal.

Le sixième et dernier chapitre permet d’ouvrir l’application des méthodes
de réduction de modèle aux études paramétriques. Une idée simple et peu coûteuse
proposant l’utilisation de la méthode POD est appliquée à l’étude d’un écoulement
dont un paramètre change. Des modèles constituant des améliorations possibles de
cette technique seront ensuite présentés et étudiés. Les résultats obtenus permet-
tront d’établir des premières conclusions pour l’application de ces méthodes aux
écoulements qui nous intéressent : pour une observation globale de l’écoulement,
la projection pour plusieurs valeurs du paramètre sur une base POD unique est en-
visageable. Pour une étude plus fine, il est nécessaire de recourir à des techniques
plus riches comme l’approche utilisant la géométrie grassmannienne.

Enfin, les conclusions de ces travaux seront tirées, notamment concernant
l’application des méthodes d’ordre réduit pour l’interaction fluide-structure et par-
ticulièrement de la méthode POD multiphasique, pour l’étude des vibrations sous
écoulement dans les échangeurs de chaleur. L’intérêt principal de l’utilisation de
cette méthode réside dans sa robustesse à l’étude de grands déplacements d’une
structure dans un écoulement, ce qui est prometteur justement pour l’insertion de
cette technique dans les codes de calculs adaptés aux besoins de la R&D.



1Problèmes vibratoires et
échangeurs de chaleur

Dans ce premier chapitre, les mécanismes vibratoires auxquels sont soumis
les faisceaux de tubes d’échangeurs de chaleurs sont décrits. En effet, l’ob-

jectif est de construire un modèle numérique pertinent pour toute une gamme
de régimes de fonctionnement ; il est donc nécessaire de balayer l’ensemble des
phénomènes pouvant se produire au niveau du système étudié. Dans une première
partie, le fonctionnement et l’agencement du générateur de vapeur d’une centrale
et d’un système de propulsion navale nucléaires sont présentés et les principales
grandeurs caractéristiques ainsi que les différentes configurations d’utilisation de
ces échangeurs sont précisées.

Puis, les quatre types d’excitation vibratoire qui peuvent se mettre en place
au sein d’un faisceau de tubes de générateur de vapeur sont décrits, pour un
faisceau de tubes sous écoulement monophasique liquide ou gazeux, ou bien un
écoulement diphasique.

Ces mécanismes vibratoires sont étudiés de façon approfondie depuis les
dernières décennies. Le défi consiste à déterminer des modèles robustes et à large
spectre permettant de couvrir l’ensemble des configurations possibles et ce, de la
façon la moins coûteuse possible. Quelques modèles proposés par différents au-
teurs sont présentés. Certains relèvent de la théorie ou présentent des configura-
tions simplifiées d’arrangements de tubes, d’autres sont très proches d’une vision
industrielle, proposant des critères numériques pratiques permettant de s’assurer
du bon fonctionnement du générateur dans tous les régimes d’utilisation. Ces mod-
èles sont tous, au moins partiellement, issus de données tirées de l’expérience. Ils
ont permis de grandes avancées dans la connaissance des phénomènes vibratoires
du faisceau de tubes.

Aujourd’hui, ces modèles sont à confronter aux modèles numériques qui
peuvent s’appuyer sur la puissance de calcul numérique : la dernière partie de ce
chapitre propose une présentation des méthodes numériques de couplage fluide-
structure qui sont actuellement utilisées pour poursuivre l’étude des mécanismes
de vibrations sous écoulement au sein des faisceaux tubulaires.

5
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1.1 Les générateurs de vapeur

1.1.1 Fonctionnement général d’un générateur de vapeur

Avant de détailler le fonctionnement d’un générateur de vapeur, un bref
rappel sur celui d’un réacteur nucléaire s’impose. Il existe un grand nombre de
réacteurs nucléaires dans le parc mondial de l’énergie nucléaire civile, et ces réac-
teurs diffèrent encore des réacteurs de propulsion embarqués dans les bâtiments de
la marine. L’objectif ici n’est pas de s’étendre sur l’ensemble des types de réacteurs
existants, mais d’en décrire le principe de base.

Les réacteurs français de production d’électricité sont tous à eau pressurisée,
de même que les chaufferies nucléaires embarquées. Cela signifie que la chaleur
produite par la réaction de fission en chaîne au cœur du réacteur est véhiculée par
un fluide caloporteur (circuit primaire, voir figure 1.1) à un second circuit d’eau
au travers d’un générateur de vapeur. L’eau de ce second circuit ainsi vaporisée au
moment du passage par le générateur de vapeur permet d’actionner une turbine.
Grâce à un alternateur, l’énergie mécanique est alors transformée en énergie élec-
trique. Le fluide caloporteur du circuit primaire est de l’eau à 300 degrés Celsius
maintenue sous pression (environ 155 bars) demeurant ainsi sous phase liquide.

L’eau du circuit secondaire, après son passage dans la turbine, est refroidie
grâce à un troisième circuit d’eau qui, s’il est ouvert, peut être la mer ou une rivière.
C’est la raison pour laquelle un grand nombre de centrales nucléaires se trouvent
à proximité d’un point d’eau important. De même, dans le cas d’un propulseur
nucléaire marin, l’eau de mer constitue une source directement utilisable d’eau
froide.

Figure 1.1 – Fonctionnement général d’un Réacteur nucléaire à Eau Pressurisée (REP). Source :
Areva.

Au niveau d’un générateur de vapeur, le mécanisme est présenté de façon
générale, puisque les principes fondamentaux sont identiques dans le contexte des
centrales nucléaires, par exemple les centrales exploitées par EDF, ou bien dans le
contexte de la propulsion navale nucléaire, développée notamment à DCNS.
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Les réseaux de tubes permettant l’échange thermique entre l’eau du circuit
primaire et l’eau du circuit secondaire sont minces, élancés et de forme cintrée.
La figure 1.2 donne une vue simplifiée d’un générateur de vapeur du type des
générateurs utilisés dans les Réacteurs à Eau Pressurisée (REP). L’eau chaude du
circuit primaire alimente les tubes par le bas du générateur et passe au travers des
tubes grâce à un système de pompe. La première branche d’un tube traversée par
cette eau est appelée la branche chaude et la seconde, branche froide, puisque la
chaleur est extraite par l’eau du circuit secondaire par l’intermédiaire de la surface
d’échange que constituent les tubes. L’eau du circuit secondaire arrive par le haut
du générateur, elle vient au contact des tubes sous forme liquide et, par ascension
le long des tubes, récupère la chaleur de l’eau du circuit primaire et se vaporise.

Figure 1.2 – Fonctionnement d’un générateur de vapeur de Réacteur à Eau Pressurisée (REP)

Le principe de fonctionnement général d’une chaufferie nucléaire embar-
quée est similaire à celui d’une centrale ; les réacteurs sont tous les deux à eau
pressurisée. Le fluide caloporteur pour un propulseur nucléaire est aussi l’eau
maintenue sous pression. La figure 1.3 donne une comparaison simplifiée des deux
types de réacteurs : on appelle "réacteur à boucles" le système utilisé pour les cen-
trales nucléaires (figure 1.3 (a)), tandis que pour la propulsion nucléaire, on parle
de "réacteur intégré" (figure 1.3 (b)). Dans le cas du réacteur à boucles, pour un
cœur, plusieurs générateurs de vapeur de grande taille (24,1 m par exemple pour
un réacteur à eau pressurisée de type N4) sont utilisés, alors que pour le réacteur
intégré, la chaufferie est compacte : un seul générateur, placé au-dessus du cœur,
est utilisé. La taille du générateur doit tenir compte du diamètre du sous-marin,
parfois assez faible (environ 7 mètres pour les sous-marins nucléaires d’attaque).
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(a)

(b)

Figure 1.3 – Dispositif d’un réacteur nucléaire (a) à boucles, (b) intégré ou compact. Source : CEA

Le générateur de vapeur utilisé en propulsion nucléaire diffère du généra-
teur de vapeur d’une centrale nucléaire sur un certain nombre de points, le plus
évident concernant les dimensions. En effet, les contraintes de compacité pour une
chaufferie de propulseur nucléaire sont très importantes : c’est pourquoi le généra-
teur de vapeur dans ce cas est très compact. Ceci implique notamment que les tubes
du générateur sont beaucoup plus rapprochés les uns des autres. Le confinement
des tubes est alors particulier, et certains des phénomènes décrits ci-après peuvent
apparaître dans des conditions d’utilisation différentes, ou ne pas être observés,
selon que le générateur est celui d’un réacteur à boucles ou intégré.

1.1.2 Le faisceau de tubes

Comme une certaine compacité du générateur est requise (d’autant plus
restrictive dans le cas d’une chaufferie nucléaire embarquée), le diamètre de l’en-
ceinte du générateur est limité, ce qui interdit une grande surface d’échange. Or,
entre les circuits primaire et secondaire, un grand coefficient d’échange global est
nécessaire pour obtenir un rendement intéressant. Cependant, pour une surface
d’échange donnée, le coefficient d’échange ne dépend ni du diamètre des tubes,
ni de leur nombre : ainsi, pour augmenter le coefficient d’échange avec un volume
à occuper inextensible, il faut réduire au maximum le diamètre des tubes, ce qui
permet d’en loger un grand nombre dans l’enceinte du générateur de vapeur et
donc, d’augmenter la surface d’échange. Les tubes ont ainsi un profil très élancé,
et sont très rapprochés les uns des autres.
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Il existe différentes manières d’agencer les tubes entre eux, compte tenu des
contraintes de confinement, de vibration des tubes, d’écoulement... Très souvent, ils
sont arrangés selon un motif régulier ; ce motif est appelé "motif élémentaire" du
faisceau, exactement de la même manière que pour la description des arrangements
d’atomes en cristallographie. La maille élémentaire témoigne de l’arrangement uni-
taire choisi. Le motif permettant de placer le plus grand nombre de tubes dans
l’enceinte est hexagonal, on dit souvent "triangulaire", et l’on spécifie la direction
de l’écoulement par rapport à la maille : ainsi, on distingue la maille triangulaire
parallèle (pour laquelle l’écoulement est parallèle à un côté du triangle équilatéral)
de la maille triangulaire normale (pour laquelle l’écoulement est parallèle à une
hauteur du triangle). La figure 1.4(a) illustre ces différentes configurations, avec
U∞ la vitesse moyenne de l’écoulement. La distance entre deux axes de tubes est
appelée pas inter-tubes et notée P. Vient ensuite une configuration dont la maille
est carrée : dans ce cas aussi, l’écoulement peut être dirigé selon le côté du carré
(maille "en ligne") ou selon la diagonale (maille "en quinconce"), (figure 1.4(b)).

Maille triangulaire Maille carrée
normale parallèle en ligne en quinconce

(a) (b)

Figure 1.4 – Mailles unitaires les plus courantes des faisceaux tubulaires

Comme cela vient d’être évoqué, les tubes sont très minces et généralement très
longs. De ce fait, lorsque l’eau du circuit secondaire s’écoule autour du faisceau, les
tubes sont amenés à vibrer sous cet écoulement, et comme ils sont très proches les
uns des autres, ils risquent de s’entrechoquer. Il est donc nécessaire de les maintenir
suivant leur longueur. Pour cela, les tubes sont déjà maintenus à leur extrémité
grâce à une plaque à tubes qui impose une condition d’encastrement. En outre, des
grilles de maintien sont disposées de façon régulière tout au long des tubes.

1.1.3 Paramètres du système

Le problème de vibration sous écoulement d’un faisceau de tubes sous-
entend d’une part que des interactions fluide-structure vont apparaître et d’autre
part que les paramètres mécaniques du système sont spécifiques pour tenir compte
des conditions du système (écoulement turbulent, confinement, géométrie, fluide
diphasique, etc.). Dans ce paragraphe, ces paramètres sont précisés et sauf excep-
tion, ils sont utilisés dans la suite de ce document.

Le diamètre extérieur d’un tube est noté D et, lorsqu’il est régulier, le pas
inter-tubes est noté P. Dans le cas où l’on distingue les deux directions dans le
plan de l’écoulement pour le motif du faisceau, on note P le pas inter-tubes dans
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la direction transversale à l’écoulement, et L le pas dans la direction parallèle à
l’écoulement.

Vitesse caractéristique et nombres sans dimension

La vitesse moyenne de l’écoulement en l’absence d’obstacle est notée U∞.
Dans le cas du faisceau de tubes, la vitesse moyenne tient compte de la présence
des tubes : elle est appelée vitesse de pas, notée Up et est décrite par :

Up = U∞

P
P − D

(1.1)

Les nombres adimensionnels utilisés sont les suivants : le nombre de Reynolds Re

(caractérisant le rapport entre les forces d’inertie et les forces de viscosité dans le
fluide) et le nombre de Strouhal St (rapport de la longueur de référence avec la
longueur parcourue par une particule fluide à la vitesse de référence pendant une
durée de référence de l’écoulement) ; ils sont définis comme suit :

Re =
UpD

ν
(1.2)

St =
fSD
Up

(1.3)

avec fS la fréquence de détachement des tourbillons en aval du tube et ν la viscosité
cinématique du fluide.

À partir de ces nombres de références et de considérations sur les caractéris-
tiques des écoulements observés, un grand nombre de modèles se sont développés
depuis les dernières décennies. L’annexe A.1 présente un modèle fournissant l’éva-
luation des grandeurs et paramètres dans un faisceau tubulaire en vibrations sous
écoulement. Ce modèle a notamment été proposé par Pettigrew et Taylor (2003a;b).
Il n’est pas unique mais a cependant été largement utilisé (tel quel ou par des
versions approchantes) dans l’industrie nucléaire, la méthode a pour intérêt de
proposer un cadre pour les écoulements diphasiques.

Afin d’étudier les vibrations au sein des générateurs de vapeur, le
développement de modèles (semi-empiriques, semi-analytiques, analytiques ou
numériques) permettant de décrire l’ensemble des situations observées au sein
d’un réseau de cylindres soumis à un écoulement s’est accru depuis que les ca-
pacités de calcul se sont améliorées, à partir des grandeurs et nombres sans di-
mensions présentés ici. La partie 1.2 propose une présentation des différents types
d’excitations vibratoires observés.
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1.2 Vibrations sous écoulement : différents types d’excita-
tion

1.2.1 Un bref historique

Dès 1878, les premières études concernant les interactions entre un écoule-
ment et une structure mobile sont menées par Strouhal. Les applications qui en dé-
coulent sont vastes : l’aéronautique, l’hydrodynamique navale, mais aussi l’étude
au sens large de toutes les structures soumises à un écoulement (câbles électriques,
cheminées, ponts suspendus, ...) et se trouvant au sein d’un système complexe
(moteur, échangeur de chaleur, ...). L’une des études menées consiste à observer un
écoulement transversal autour d’un cylindre. C’est notamment ainsi que le méca-
nisme d’émission de tourbillons à l’arrière du cylindre est mis en lumière par Von
Karman ; la fréquence réduite d’émission de ces tourbillons est appelée nombre de
Strouhal. Gerrard (1966) explique la raison pour laquelle le nombre de Strouhal
est pratiquement constant pour une large plage du nombre de Reynolds. L’année
suivante, Koopman (1967) étudie les effets des oscillations transversales d’un cylin-
dre dans un écoulement sur la fréquence d’émission des tourbillons. Il détermine
les conditions pour lesquelles les fréquences d’émission de tourbillons et d’oscilla-
tion du cylindre coïncident, pour un écoulement à faible nombre de Reynolds. En
faisant varier la fréquence d’oscillation du cylindre, il détermine le domaine pour
lequel on assiste au phénomène d’accrochage, ou "lock-in" : les deux fréquences
coïncident, et l’émission de tourbillons est contrôlée par la fréquence propre du
cylindre.

1.2.2 Vibrations sous écoulement d’un faisceau tubulaire

Dans le cas d’un faisceau tubulaire en fonctionnement normal, l’eau du
circuit secondaire s’écoule autour du faisceau. C’est la détermination des forces
exercées par cet écoulement sur les tubes qui permet de quantifier la réponse de
ces derniers.

Pour un fluide monophasique, cadre dans lequel nous nous plaçons dans
toute la suite de nos travaux, on compte quatre formes différentes de mécanismes
d’excitation vibratoire des tubes sous un écoulement transversal : l’excitation tur-
bulente, l’excitation par détaché tourbillonnaire, la résonance acoustique et enfin
l’instabilité fluide-élastique. La figure 1.5 représente l’écart à la moyenne de l’am-
plitude des vibrations sous écoulement d’un cylindre seul en fonction de la vitesse
réduite.
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Figure 1.5 – Évolution de l’écart-type σY de l’amplitude de la réponse vibratoire d’un tube en
écoulement transverse en fonction de la vitesse réduite

L’apparition de ces différents mécanismes dépend de l’ensemble des
paramètres du système. Dans cette partie, chacun de ces phénomènes est décrit
(écoulement monophasique, diphasique, liquide ou gazeux, régime de l’écoule-
ment, etc. ) ainsi que les conséquences qu’il implique. Cette description est une
première étape importante pour l’analyse vibratoire des systèmes étudiés.

1.2.3 Excitation turbulente

L’excitation d’un tube de générateur de vapeur dans l’écoulement du circuit
secondaire est inévitable. En effet, le régime de l’écoulement est tel que la turbu-
lence y est intrinsèque (le nombre de Reynolds est généralement compris dans la
gamme Re ∈ [104 − 107]). De plus, un écoulement turbulent est même précon-
isé, puisque la finalité de l’échangeur est d’optimiser les transferts de chaleur au
niveau des tubes. La turbulence de l’écoulement n’engendre cependant que des
mouvements structurels a priori bornés. En effet, la génération d’éventuelles struc-
tures tourbillonnaires organisées en aval des tubes pouvant augmenter le niveau
vibratoire des tubes est empêchée par le caractère aléatoire de l’écoulement. Mais
le phénomène d’excitation turbulente doit tout de même être pris en considération,
puisque les vibrations générées, même faibles, peuvent avoir un effet sur l’usure
du tube à long terme.

Plusieurs cas d’excitation turbulente sont à distinguer, comme le rappel-
lent Pettigrew et Taylor (2003b). D’une part, ce mécanisme s’observe pour les cas
d’écoulements transversaux monophasiques liquides, d’autre part, pour les écoule-
ments diphasiques. Pour un écoulement monophasique gazeux, quel que soit le
gaz, sa densité est trop faible pour engendrer des forces excitatrices assez impor-
tantes sur les tubes et les amener à vibrer. En effet, Pettigrew et Taylor (2003b) ont
noté, pour une vitesse d’écoulement donnée, que ces forces sont inférieures d’en-
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viron un ordre de grandeur pour un gaz par rapport à celles d’un liquide ou un
mélange diphasique. Cependant, si l’écoulement est maintenu à une forte pression,
il est possible que les vitesses et densités soient relativement élevées, et dans ce cas,
l’amplitude des vibrations peut être non négligeable.

Pour l’écoulement transversal monophasique liquide, Pettigrew et Taylor
(2003b) distinguent deux types d’écoulements. D’une part, l’écoulement existant
au cœur du faisceau, où les tubes sont excités par des turbulences générées au
sein même du faisceau. La nature de l’excitation est gouvernée par la géométrie
du faisceau lui-même. D’autre part, les tubes se situant à l’entrée du faisceau sont
excités par des éléments se trouvant en amont de l’écoulement, comme par exemple
les orifices d’entrée, les tuyaux d’admission ou d’autres canalisations en amont
de l’échangeur. C’est la géométrie des lignes de courant en amont qui régit les
niveaux de turbulence, lesquels sont généralement beaucoup plus importants que
ceux générés au cœur du faisceau.

Le cas de l’écoulement transversal diphasique est beaucoup plus complexe,
de par la multiplicité des régimes d’écoulements existants, comme le rappelle Ax-
isa (2001) : l’écoulement peut être à gouttelettes, à bulles, voire intermittent. Les
niveaux de turbulence peuvent être relativement élevés, notamment dans la partie
coudée (en "U") des tubes. Pettigrew et Taylor (2003b) font la distinction entre les
écoulements à faible fraction de vide (inférieure à 10%), où les forces aléatoires
engendrées par l’écoulement ont globalement le même comportement que pour
un écoulement turbulent monophasique, et les cas d’écoulements où la fraction de
vide est supérieure à 10%, où les effets du mélange commencent à apparaître, voire
à régir complètement l’évolution des champs de forces fluctuantes (Pettigrew et
Taylor 2003b).

1.2.4 Vibrations induites par détaché tourbillonnaire

Dans le cas d’un écoulement autour d’un tube seul, dès lors que le nombre
de Reynolds est suffisamment élevé (à partir d’environ Re ∼ 50), le sillage se
détache à l’arrière du tube et des tourbillons se forment, de façon asymétrique de
part et d’autre de la ligne médiane de l’écoulement en aval du tube. Ceci est dû à
l’apparition de petites instabilités dans un écoulement laminaire. Ces perturbations
s’amplifient rapidement en aval du tube, pour créer des tourbillons, à partir de
fluctuations en vitesse et en pression. La génération de ces tourbillons est pério-
dique, on peut donc définir une fréquence d’émission des tourbillons fS, dont la

forme sans dimension couramment utilisée est le nombre de Strouhal St =
fSD
U∞

avec D le diamètre du cylindre et U∞ la vitesse moyenne de l’écoulement.
Il est parfois possible d’observer un pic dans l’amplitude de la réponse vi-

bratoire d’un tube sur une gamme de vitesses réduites (figure 1.5, zone "réponse
aux tourbillons"). Ce pic apparaît lorsque la fréquence du détachement tourbillon-
naire à l’arrière du tube est proche de la fréquence propre du tube. Sur la gamme
de vitesses réduites où le pic est observé (l’amplitude des vibrations est inverse-
ment proportionnelle à la masse réduite et à l’amortissement structurel (Khalak
et Williamson 1999, Shiels et al. 2001)), c’est la vibration du tube qui régit l’or-
ganisation de l’écoulement, c’est-à-dire que le tube impose sa fréquence de vi-
bration au phénomène de détachement tourbillonnaire du sillage. Dans le cas
où ce phénomène dit d’accrochage mécanique apparaît, les forces d’excitation aug-
mentent, mais leur amplitude reste limitée par les non-linéarités de l’écoulement,
elles-mêmes issues du mouvement du tube lui-même. De plus, lorsque la vitesse
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réduite augmente encore, cet accrochage disparaît et la loi que suivait l’amplitude
adimensionnelle pour de faibles vitesses reprend son cours, c’est le décrochage.

Comme le cas du tube seul en vibrations sous écoulement transversal fait
l’objet d’un grand nombre d’études, nous nous attardons sur quelques résultats qui
permettent de classifier les mécanismes observés, tant au sein du sillage à l’arrière
du cylindre que dans l’interaction fluide-structure due au phénomène de détache-
ment tourbillonnaire.

1.2.4.1 Cas d’un tube seul

Mise en situation du problème

En figure 1.6, on présente schématiquement l’écoulement bidimensionnel
autour du cylindre de diamètre D, en coupe dans un plan (x, y), U∞ est la vitesse
à l’infini en amont du cylindre. Pour les travaux en trois dimensions, il faut consi-
dérer la direction selon z, sur laquelle on voit apparaître beaucoup de phénomènes
complexes en interaction avec les phénomènes bidimensionnels.

Figure 1.6 – Écoulement transversal autour d’un cylindre

Grandeurs caractéristiques

De par l’introduction de ce phénomène de vibrations, le cylindre est soumis
à des efforts selon les deux directions x et y. Ces efforts sont respectivement appelés
traînée et portance. On introduit alors, pour décrire ces efforts quelle que soit la
configuration, les coefficients hydrodynamiques sans dimension : le coefficient de
traînée défini comme :

CD =
Fy

0.5 ρ U2
∞ D

(1.4)

où Fy est la force exercée par le fluide sur le cylindre dans la direction y perpendi-
culaire à la direction de l’écoulement et le coefficient de portance :

CL =
Fx

0.5 ρ U2
∞ D

(1.5)

où Fx est la force exercée par le fluide sur le cylindre dans la direction x de l’écoule-
ment et 1

2 ρU∞ représente l’effort exercé sur le cylindre en hypothèse d’écoulement
non détaché.

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à un cylindre ayant la possibi-
lité de vibrer, c’est-à-dire monté de façon élastique, tel un système masse-ressort,
comme dans le cas d’un grand nombre d’études portant sur un cylindre fixe (Chen
1987, Norberg 2001). Ainsi, il est possible de relever et quantifier les effets de l’é-
coulement comportant un détaché tourbillonnaire sur la réponse du cylindre d’une
part, et en retour, des effets du mouvement du cylindre sur la forme de l’écoule-
ment, notamment sur le sillage. Pour un cylindre long et un nombre de Reynolds
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assez grand, les mouvements générés nous amènent à considérer non seulement la
forme du sillage dans le plan (x, y), mais aussi les structures observées selon l’axe
du cylindre (direction z), et les effets engendrés.

Réponse du cylindre en amplitude
L’une des principales questions que l’on se pose pour le problème considéré est
celle de l’amplitude maximale que peut atteindre la réponse du cylindre. Khalak et
Williamson (1999) introduisent le choix, maintenant généralement utilisé, de tracer
le maximum en amplitude de la réponse adimensionnelle du cylindre en fonction
de la vitesse réduite. Dans ce cas, les observations faites par Khalak et Williamson
ont mis en lumière plusieurs phénomènes.

D’abord, les choix de la masse de la structure et de son amortissement
conduisent à des profils de réponse différents. Les grandeurs considérées sont le
coefficient d’amortissement réduit ζ et la masse réduite :

m∗ =
m

ρπl(D2/4)
(1.6)

avec l la longueur du cylindre. Khalak et Williamson (1999) montrent que l’on peut
décrire le problème grâce à un seul paramètre couplé masse-amortissement m∗ζ.
Cependant, ils n’écartent pas la possibilité qu’il existe des conditions entraînant
que m∗ ait une influence sur la valeur de l’amplitude, même à m∗ζ constant.

Dans ces conditions, selon que le paramètre m∗ζ est faible ou élevé, les réponses
en amplitude diffèrent : en figure 1.7, on peut observer que pour m∗ζ grand, on n’a
que deux branches de réponse, appelées respectivement (pour une vitesse réduite
croissante, notée U∗ sur la figure) branche d’excitation initiale et branche inférieure.
Par contre, si m∗ζ est faible, on a trois branches distinctes : on retrouve la branche
d’excitation initiale, puis une nouvelle branche appelée branche supérieure, et enfin
la branche inférieure.
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Figure 1.7 – Schéma des deux types de réponse en amplitude possible selon le paramètre m∗ζ choisi
(Khalak et Williamson, 1999)

Plusieurs observations peuvent être faites sur les détails de ces réponses : sur la
figure 1.7, au passage de la branche initiale à la branche inférieure ou supérieure
selon le cas, est indiqué un phénomène d’hystérésis : selon que l’on fasse les expéri-
ences pour une vitesse réduite croissante ou décroissante, la forme de la réponse
diffère. D’autre part, le passage de la branche supérieure à la branche inférieure
dans le cas de faible m∗ζ est caractérisé par un comportement non pas hystérétique
mais intermittent, c’est-à-dire que l’on observe des valeurs très fluctuantes pour
une certaine plage de valeurs de la vitesse réduite.

D’autres auteurs proposent, dans certaines conditions, de ne pas tracer
l’évolution de l’amplitude maximale réduite en fonction de la vitesse réduite, mais
plutôt en fonction d’un paramètre combinant le coefficient de masse réduite m∗ et
la rigidité réduite k∗, appelé rigidité effective et notée k∗eff par Shiels et al. (2001),
qui travaillent à Re ∼ 100. Ces derniers souhaitent observer les vibrations induites
pour des conditions extrêmes, avec masse, amortissement et rigidité (réduits) nuls.
Dans ce cas, ils observent des vibrations induites par l’écoulement, sans que l’on
puisse réellement parler ni de couplage mécanique, ni de phénomène d’accrochage
(puisqu’il n’y a pas de fréquence mécanique définissable). Lorsqu’ils ajoutent des
coefficients m∗ et k∗ non nuls, en gardant un amortissement nul ou très faible (in-
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férieur à 1 × 10−2, afin de n’avoir qu’un effet négligeable sur le mouvement), ils
montrent que l’on peut combiner m∗ et k∗ en k∗eff, coefficient qui définit complète-
ment le système, pour un nombre de Reynolds donné. Ceci présente un intérêt dans
le cadre d’analyses numériques de sensibilité paramétrique (Leonard et Roshko
2001).

Modes d’émission de tourbillons
Revenons sur les observations faites par Khalak et Williamson (1999). Ils observent
le sillage à l’arrière du cylindre, et, selon la branche de réponse dans laquelle on se
trouve, constatent des modes d’oscillation différents.
Pour la branche initiale, l’émission des tourbillons consiste en des détachements
alternés aux côtés opposés du cylindre, et le tourbillon de dessus tourne dans le
sens opposé à celui du tourbillon de dessous (figure 1.8 (a)). Ce mode est appelé
"2S" d’après Khalak et Williamson (1999), pour 2 Single vortices shed per cycle.

(a) Mode d’émission des tourbillons pour la branche initiale : 2S

(b) Mode d’émission des tourbillons pour la branche inférieure : 2P

(c) Mode d’émission observé dans certains cas lors de l’accrochage : P+S

Figure 1.8 – Différents modes d’émission des tourbillons selon la branche d’observation

Pour la branche inférieure, l’émission des tourbillons est décrite comme suit :
deux tourbillons sont lâchés simultanément des deux côtés du cylindre (figure 1.8
(b)), on appelle ce mode "2P", pour 2 Pairs of vortices shed per cycle. Ce mode semble
avoir des caractéristiques de périodicité presque parfaites, par rapport aux autres
modes observés dans le régime de synchronisation (accrochage). En ce qui concerne
la branche supérieure, Govardhan et Williamson (2000) expliquent clairement l’ob-
servation du mode 2P.

Nobari et Naderan (2006) constatent que lorsque l’accrochage est possible,
si l’amplitude de la réponse du cylindre est augmentée, un second tourbillon est
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observé d’une part ou de l’autre du cylindre, en plus de chaque tourbillon lâché. On
appelle ce mode "P+S", pour Pair of vortices + Single vortice shed per cycle (figure 1.8
(c)). Ce mode est observé par Placzek et al. (2008) pour des simulations à Re = 100,
et est également détecté dans des simulations effectuées par Singh et Mittal (2005)
pour des nombres de Reynolds situés au-delà de Re ∼ 300, pour un cylindre libre
d’osciller dans les deux directions (x et y), mais il reste à vérifier que ce mode est
bien observé dans la réalité.

Les forces de traînée et portance
Lors des vibrations du cylindre, on peut observer non seulement des valeurs maxi-
males de ces forces assez importantes en comparaison avec les valeurs du cas du
cylindre fixe, mais aussi de grandes fluctuations des grandeurs. Leur courbe de
tendance, que ce soit pour la force de traînée ou de portance, est la suivante : elles
augmentent rapidement pour des valeurs croissantes de la vitesse réduite dans la
zone de la branche inférieure, atteignent leur maximum au début de la branche
supérieure (quand elle existe, c’est-à-dire pour une masse réduite faible), puis elles
diminuent rapidement le long de la branche supérieure, et enfin, diminuent lente-
ment dans la branche inférieure. La portance, dans la zone de la branche inférieure,
diminue beaucoup, pour atteindre des valeurs très faibles, même inférieures à celles
observées dans le cas du cylindre fixe (Khalak et Williamson 1999, Guilmineau et
Queutey 2004).

Le cas d’écoulements tridimensionnels
Dès lors que l’on dépasse environ Re ∼ 190, les effets tridimensionnels de l’écoule-
ment sont à prendre en compte. Pour des observations qualitatives, certains auteurs
se permettent de rester à des cas de simulation en deux dimensions, puisque les
évènements restent observables.

Afin de pouvoir capturer les caractéristiques 3D d’un écoulement, il faut
introduire la notion de longueur de corrélation. C’est une grandeur caractéristique
pour la direction de l’axe principal du cylindre, soit z, elle représente la longueur
selon z sur laquelle se détache un tourbillon (en effet, un tourbillon a une "épais-
seur" selon l’axe du cylindre).

De Langre (2002) évoque les effets tridimensionnels observés dans le sillage
d’un cylindre de grande dimension. Il définit une fonction de corrélation entre les
signaux de fluctuations de l’écoulement observés à différentes sections du cylindre.
Cette fonction notée r est définie comme :

r(x2 − x1) =
< f (x1, t). f (x2, t) >

< f 2(x1, t) >1/2< f 2(x2, t) >1/2 (1.7)

où < . > représente la moyenne temporelle et f est la fréquence d’émission des
tourbillons en différentes sections (repérées par les points x1 et x2). Pour un cylin-
dre, De Langre montre que cette fonction décroit de façon exponentielle avec l’aug-
mentation de la distance entre les sections d’observation, sachant qu’elle vaut 0
pour des signaux totalement décorrélés (pour lesquels on ne peut pas trouver d’in-
fluence réciproque) et 1 si les signaux sont identiques ou proportionnels. Ainsi, dès
lors que la distance entre deux sections dépasse quelques diamètres, les signaux
sont décorrélés.

De la même façon, les efforts transversaux (de portance) que le fluide ap-
plique au cylindre sont décorrélés le long du tube. Il résulte, comme le montre
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De Langre (2002) par un exemple simple, que plus le tube est long, plus l’ampli-
tude des déplacements du cylindre sous l’effet des efforts du fluide est faible. Ceci
peut se résumer par le fait que, étant donné que les détachements de tourbillons ne
se font pas au même moment selon l’axe du cylindre, la force subie par le cylindre
diminue si la longueur de corrélation diminue aussi.

Dans le cas des installations de faisceaux tubulaires d’échangeurs de
chaleur, les tubes sont maintenus régulièrement le long de leur axe par des grilles ;
ce qui crée artificiellement des "morceaux" de tubes qui peuvent parfois être con-
sidérés comme des tubes indépendants (si le maintien est effectif), dont la longueur
individuelle est bien inférieure à celle du tube complet. Ainsi, la fonction de cor-
rélation est potentiellement importante sur chacun de ces tronçons.

1.2.4.2 Cas du faisceau de tubes

Dans le cas présent du faisceau de tubes, l’écoulement à l’arrière des tubes
peut, lui aussi, présenter des phénomènes de détachement tourbillonnaire, comme
le montre la figure 1.9, mais il est globalement bien plus complexe que pour un
tube seul en milieu infini, sachant de plus que les plages de nombre de Reynolds
d’intérêt sont élevées (Re ∈ [104 − 107]), ce qui implique que l’écoulement comporte
un grand nombre de structures dites cohérentes de tailles variées. Un phénomène
d’accrochage mécanique, engendrant de grandes amplitudes, est mis en évidence
par Pettigrew et Gorman (1981).

Figure 1.9 – Phénomène de détachement tourbillonnaire à l’arrière d’un tube en configuration de
faisceau en air (Weaver et al. 1993), pour Re ∼ 106

La vibration des tubes sous l’effet de réponse au détaché tourbillonnaire (ou
synchronisation) est généralement observée dans le cas d’un écoulement liquide,
comportant des caractéristiques uniformes dans l’espace et dans le temps. Ainsi, le
problème ne se pose en général pas dans les zones où l’écoulement est fortement
turbulent ou peu uniforme, comme c’est le cas dans la région d’entrée de généra-
teurs de vapeur. Le développement de la turbulence tend en effet à réduire l’excita-
tion par détaché tourbillonnaire, comme le rappellent Pettigrew et Taylor (2003a).
Le détachement tourbillonnaire n’engendre généralement pas de vibrations exces-
sives en écoulement diphasique, en distinguant cependant les mélanges où le taux
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de vide est très faible ( εg . 10% selon Pettigrew et Taylor (1994)) : la situation est
alors très proche du cas monophasique liquide (Pettigrew et Taylor 2003a).

Il est difficile de déterminer l’ordre de grandeur des forces qu’exerce le flui-
de sur un tube lors du mécanisme de détachement tourbillonnaire, c’est pourquoi
les informations sont extraites des fréquences de détachement des tourbillons.
Ainsi, la description du phénomène se fait à partir du nombre de Strouhal St,
des coefficients de portance CL et de traînée CD , définis de façon analogue au cas
du tube seul :

CL =
Fy

0, 5ρDUp
2 (1.8)

CD =
Fx

0, 5ρDUp
2 (1.9)

Le nombre de Strouhal dépend de la configuration de l’assemblage du fais-
ceau de tubes. De plus, pour une configuration de faisceau donnée, le nombre
de Strouhal correspond à certaines gammes de valeurs de la vitesse de pas : ce
sont les gammes où le phénomène de détachement tourbillonnaire est susceptible
de se déclencher. Dans le cas de vitesses d’écoulement non uniformes, seules les
forces fluctuantes correspondant à ces zones de vitesse adimensionnelle sont con-
sidérées. Finalement, Pettigrew et Taylor (2003b), en réunissant différentes données
disponibles, montrent la dépendance des forces fluctuantes dues à l’émission des
tourbillons, à la configuration du faisceau, à la localisation du tube considéré au
sein du faisceau (en entrée, en sortie, au milieu, ...), au nombre de Reynolds, au
niveau de turbulence, à la densité du fluide, et enfin au confinement, c’est-à-dire
au rapport P/D.

Weaver et al. (2000) évoquent également le cas où, malgré la présence de
structures turbulentes empêchant a priori l’apparition d’un phénomène de détache-
ment tourbillonnaire à l’arrière des tubes, un mécanisme de ré-alimentation en aval
du tube (par la présence d’une autre structure par exemple) peut autoriser la for-
mation de structures périodiques organisées juste à l’arrière du tube.

Païdoussis (1982) met l’accent sur la difficulté qui réside dans le discerne-
ment entre le phénomène de vibration par excitation turbulente et celui issu de
l’excitation par détachement tourbillonnaire, d’autant que, selon la position du
tube dans le faisceau, les effets de la turbulence peuvent différer. Païdoussis cite
notamment Owen (1965) qui, remettant en cause la mise en place du phénomène
de détachement tourbillonnaire, propose d’utiliser la fréquence dominante du spec-
tre d’énergie turbulente fb comme fréquence de référence, qui coïncide éventuelle-
ment avec la fréquence propre du tube ; il détermine alors un nouveau nombre de
Strouhal basé sur cette fréquence fb. Les auteurs qui succédent à Owen (1965) main-
tiennent l’idée de la possibilité de vibrations induites par le détaché tourbillonnaire,
en revoyant tout de même sa définition dans le cas d’un faisceau tubulaire (Chen
1968). Païdoussis (1982) conclut qu’il n’existe qu’un seul et même phénomène
périodique générant de la résonance, que les uns appellent détaché tourbillonnaire
et les autres excitation turbulente. Ce phénomène apparaît dans des conditions par-
ticulières et, même lorsqu’il apparaît, ce n’est pas de façon uniforme dans tout le
faisceau. En effet, Païdoussis relève différentes études (Grover et Weaver 1978, Pet-
tigrew et al. 1978) qui montrent la forte dépendance de la forme de l’écoulement
à la position du tube dans le faisceau, ainsi que la différence quantitative notable
entre le phénomène de vibration induite par l’écoulement dans le cas du faisceau



22 Chapitre 1. Problèmes vibratoires et échangeurs de chaleur

de tubes par rapport à un écoulement autour d’un tube seul, notamment en ce qui
concerne le coefficient de portance.

1.2.5 Résonance acoustique

Un autre type d’accrochage peut être observé dans les échangeurs gazeux,
c’est l’accrochage acoustique. Dans ce cas, l’apparition de fréquences d’émissions
de tourbillons dans le sillage des tubes, coïncidant avec une fréquence propre
acoustique de l’enceinte qui contient le faisceau, génère un bruit acoustique très
intense. En effet, les niveaux sonores atteignent des valeurs de l’ordre de 150
dB d’après Axisa (2001). Le bruit mais aussi les dommages sérieux qui en résul-
tent amènent à se préoccuper du dimensionnement de l’échangeur dans l’optique
d’éviter ce phénomène. Selon Pettigrew et Taylor (2003b), la résonance acoustique
suppose deux conditions :

– la coïncidence entre la fréquence d’émission périodique de structures (tourbil-
lonnaires ou autres) dans le sillage et une fréquence acoustique de l’enceinte,

– une énergie acoustique suffisante, ou bien un amortissement acoustique suffi-
samment faible pour permettre l’émission d’une résonance par une onde
acoustique stationnaire.

Dans les faisceaux de tubes des échangeurs de chaleur, les ondes acoustiques sta-
tionnaires sont généralement perpendiculaires à la fois à l’axe des tubes et à la
direction de l’écoulement.

La fréquence associée aux ondes acoustiques stationnaires, notée fai pour le
ième mode, est définie par Pettigrew et Taylor (2003b) comme :

fai =
iC

2W
(1.10)

où W est la dimension, dans la direction perpendiculaire à l’écoulement et à l’axe
des tubes, de la cavité dans laquelle se trouve le faisceau de tubes, i est le numéro
du mode considéré, et C est la vitesse effective du son, définie par Ziada et al.
(1989) comme suit :

C ≃ C0
√

1 + σ (1.11)

La célérité du son C0 est calculée comme C0 =
√

Cs pp/ρp avec Cs le coefficient de
chaleur spécifique (Cs = 1.33 pour la vapeur), pp et ρp respectivement la pression et
la densité pariétales du fluide, du côté de la calandre. Le coefficient σ, dit coefficient
de solidité, est introduit afin de prendre en compte l’effet de la présence des tubes
et de leur confinement sur la vitesse du son. Ce coefficient est le rapport entre le
volume occupé par les tubes et le volume du faisceau entier :

– pour un faisceau à maille triangulaire : σ = πD2

2
√

3P2 ;

– pour un faisceau à maille carrée : σ = πD2

P2 .

avec P le pas inter-tubes. Il suffit de calculer les fréquences des ondes acoustiques
stationnaires pour les premiers modes acoustiques (les cinq premiers suffisent en
général, Pettigrew et Taylor (2003b)). Si une ou plusieurs de ces fréquences modales
en vient à se trouver dans la gamme des fréquences de détachement tourbillon-
naire, alors les conditions sont réunies pour rendre possible une résonance acous-
tique.

Howe (1975) développe une procédure de calcul de la puissance acoustique
Πa générée par la convection de la vorticité ω au sein d’un champ acoustique. Une
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formule existe dans le cas d’un nombre de Reynolds élevé et d’un nombre de Mach
relativement faible :

Πa = −ρ
∫∫∫

Ω
ω · (v × u)dΩ (1.12)

où ρ est la densité du fluide, Ω le volume de fluide contenant le champ de vorticité,
v est la vitesse du fluide et u la vitesse particulaire du champ acoustique. Ainsi, en
fonction du signe de la puissance Πa, la vorticité est soit une source, soit un puits
acoustique. Ceci montre aussi qu’il existe une condition de phase entre l’émission
des tourbillons et les ondes acoustiques pour avoir une source, ce qui explique
pourquoi la résonance acoustique est susceptible de se déclencher uniquement sur
une certaine gamme de nombres de Strouhal.

Weaver et al. (2000) rappellent que, la plupart du temps, les modes des on-
des acoustiques stationnaires dans un conduit sont excités par le mécanisme de
détachement tourbillonnaire en aval d’une structure disposée (et confinée) dans ce
conduit. Les modes excités sont ceux qui sont perpendiculaires à la fois à la direc-
tion de l’écoulement et à l’axe de la structure. Dans le cas où aucune structure ne se
trouve dans le sillage, la source acoustique est associée au processus de formation
de tourbillons. Dans le cas où des objets se trouvent dans le sillage, une source
sonore supplémentaire entre en jeu. Alors, l’existence d’une résonance dépend de
l’effet ajouté des différentes sources acoustiques au niveau des zones de séparation
de l’écoulement et d’empiétement de l’écoulement sur l’objet situé dans le sillage.
Des résonances acoustiques de très grande amplitude peuvent alors se développer.

Les auteurs s’accordent aujourd’hui pour dire que le phénomène d’excita-
tion acoustique est très différent selon que le faisceau possède une configuration
en quinconce ou alignée. Dans le premier cas, la résonance est déclenchée par l’ex-
citation tourbillonnaire, qui domine l’écoulement même avant la mise en place de
la résonance : pour définir la vitesse de l’écoulement de déclenchement de la ré-
sonance acoustique, il faut alors se baser sur le nombre de Strouhal de l’excitation
tourbillonnaire. Dans le second cas, le déclenchement de la résonance n’est pas
nécessairement dû à l’excitation tourbillonnaire propre. Il est alors nécessaire de
construire un nombre de Strouhal acoustique, basé sur des données en résonance
existantes pour déterminer la vitesse de départ en résonance. Et, comme cela a déjà
été mentionné, cette vitesse d’écoulement ne suffit pas pour déclencher la réso-
nance : il faut aussi une énergie d’excitation suffisante.

Weaver et al. (2000) proposent d’axer les travaux sur la caractérisation
des coefficients d’amortissement et d’absorption des modes de résonance, afin de
mieux estimer l’intensité des résonances prévues, et de déterminer si l’accrochage
acoustique peut avoir lieu.

1.2.6 Instabilité fluide-élastique

Le phénomène d’instabilité fluide-élastique mène à une ruine très rapide
du tube qui y est sujet, c’est donc une instabilité à éviter. Elle apparaît lorsque
la vitesse moyenne de l’écoulement dépasse une certaine valeur seuil, appelée la
vitesse critique, notée UC sur la figure 1.5. À partir de ce seuil, le mouvement
de la structure produit une force fluide dirigée dans la direction du mouvement
de la structure et les amplitudes vibratoires deviennent largement supérieures à
celles observées en régime usuel. Seules une rupture ou une usure très rapide du
tube, par des impacts répétés avec les grilles de maintien du faisceau, mettent fin
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à l’excitation vibratoire. C’est pourquoi ce phénomène est appelé instabilité fluide-
élastique, puisqu’il est auto-entretenu (on parle aussi de feedback positif ) et dépend
de l’interaction mutuelle des forces fluides avec les déplacements de la structure
élastique. L’instabilité fluide-élastique se distingue fortement du phénomène d’ac-
crochage mécanique par le fait qu’aucun décrochage n’a lieu puisque la ruine du
tube est presque immédiate : augmenter la vitesse de l’écoulement ne fait qu’aug-
menter l’amplitude des vibrations, contrairement au cas d’accrochage mécanique
où il existe une vitesse supérieure pour laquelle le décrochage a lieu.

Remarque 1.1 L’instabilité fluide-élastique d’un cylindre seul sous écoulement transversal
a été étudiée par de nombreux auteurs, on peut se référer aux travaux de Jus (2011) pour
une bibliographie récente. Ici, seul le cas du faisceau de tubes est évoqué.

Price (1995) rappelle l’importance de classifier les types d’instabilités. En
effet, l’efficacité des moyens mis en place pour éviter l’instabilité dépend fortement
de la nature de son mécanisme (c’est-à-dire de sa nature statique ou dynamique).
Par exemple, une instabilité statique n’est pas affectée par un amortissement struc-
turel. Ainsi, on sait que l’instabilité fluide-élastique est une instabilité dynamique.
Cependant, il faut encore définir si elle est due à des forces de vibrations dépen-
dantes de la vitesse ou bien du déplacement de la structure.

Price (1995) propose une définition simple permettant de comprendre la
source de l’instabilité fluide-élastique. Il considère un cylindre à un seul degré de
liberté en mouvement harmonique. Son déplacement x est donc défini comme :

x = Xsin(ωt) (1.13)

avec X l’amplitude des oscillations, ω la pulsation et t le temps. Si l’on se place
dans l’hypothèse de la dynamique linéaire quasi-statique d’un fluide, la force que
le fluide exerce sur le solide est simplement donnée par :

F = Cx (1.14)

avec C la “raideur” du fluide, proportionnelle à la pression dynamique de l’écoule-
ment. Le travail des forces fluides sur le cylindre, pour une période d’oscillation
est donc :

W =
∫ 2π

ω

0
ẋFdt (1.15)

avec ẋ la dérivée du déplacement par rapport au temps. Comme le système est
conservatif, le travail W est nul. Ce qui montre que la force fluide ne peut pas
mener à une instabilité dynamique, même si C est négatif. Une instabilité statique
peut apparaître avec C < 0, lorsque la pression dynamique est assez grande : en
effet, la raideur du fluide est négative et dépasse, en valeur absolue, la raideur
positive du solide.

Par contre, pour que l’on observe une instabilité dynamique pouvant mener
à un mécanisme d’instabilité fluide-élastique, il faut que le travail W soit négatif.

Axisa (2001) rappelle les travaux de Blevins (1974) qui formule un modèle
de ce phénomène d’instabilité, initialement proposé par Connors (1970), pour le cas
de rangées de tubes. Dans le cas où l’on considère que le temps d’établissement de
l’écoulement perturbé par le mouvement des tubes est faible devant la période des
vibrations, les forces sont supposées quasi-statiques et donc proportionnelles au
déplacement vibratoire. Ce modèle suppose que le déplacement d’un tube modifie
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l’écoulement interstitiel, et donc la répartition des pressions pariétales sur les cylin-
dres avoisinants. Comme on assiste alors à une perte de la symétrie des pressions,
des forces fluctuantes apparaissent. La projection des équations vibratoires sur les
modes transverses des tubes donnent un système d’équations couplées de façon
asymétrique.

Des auteurs proposent d’autres modèles afin de tenir compte de l’aspect dy-
namique de l’instabilité, d’autres abandonnent la formulation quasi-statique. Pour
cela, ils se basent sur l’idée que l’écoulement ne réagit pas de façon strictement
spontanée aux sollicitations de l’obstacle : ils introduisent ainsi la notion de re-
tard de la réponse par rapport à la contrainte dans les équations qui régissent le
phénomène de couplage fluide-élastique. C’est de ce retard que dépend fortement
la limite de stabilité en vitesse réduite de l’écoulement.

Price (1995) montre que mathématiquement, le mécanisme d’instabilité
fluide-élastique est dû à un travail négatif des forces fluides sur une période d’oscil-
lation. Physiquement, ceci correspond à une extraction de l’énergie du fluide par
la structure. Pour que cette extraction soit possible, trois mécanismes peuvent être
mis en place d’après Price.

Le premier correspond à un déphasage entre le déplacement de la struc-
ture et les forces fluides générées par ce mouvement, ces dernières ayant une com-
posante en phase avec la vitesse de vibration du cylindre : ceci signifie que ce mé-
canisme est régi par l’amortissement (qui est le facteur devant le terme de vitesse
dans l’équation du mouvement). Le départ en instabilité apparaît donc lorsque cet
amortissement devient négatif (Blevins 1974).

Figure 1.10 – Réponse excitée d’un faisceau de tubes en fonction de la vitesse de pas (Weaver et al.
2000).

La figure 1.10 reporte l’amplitude moyenne en fonction de la vitesse de pas
inter-tubes, et montre la pente abrupte en amplitude. La question se pose alors
de la définition de la vitesse critique de départ en instabilité fluide-élastique : en
effet, elle diffère d’un auteur à l’autre. Pour les uns, le départ est défini comme
une amplitude seuil du déplacement de la structure : lorsqu’elle dépasse une cer-
taine fraction du diamètre, la vitesse pour laquelle cette amplitude est obtenue est
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définie comme critique. D’autres auteurs s’intéressent au concours des tangentes
des deux parties de la courbe de la figure 1.10 (la partie des faibles vitesses, où
règne le phénomène d’excitation turbulente, et la partie des vitesses plus élevées,
où l’amplitude subit une augmentation brutale). Il est aussi possible (Weaver et
Grover 1978) de considérer la mise en place d’oscillations sinusoïdales cohérentes,
d’observer l’annulation de l’amortissement, ou bien encore de se baser sur l’ampli-
tude du bruit généré par les impacts des cylindres : cette disparité complique la
mise en confrontation des différentes données de la littérature.

Malheureusement, le phénomène d’instabilité fluide-élastique n’épargne
aucune configuration de faisceau et aucune nature de fluide. L’annexe A.2 présente
quelques modèles pour l’analyse vibratoire.
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1.3 Méthodes numériques pour l’analyse vibratoire

Ce paragraphe devrait constituer à lui seul une synthèse bibliographique
complète, tant l’activité de recherche sur le sujet est dense, bien que relative-
ment nouvelle, compte tenu de l’amélioration récente des capacités informatiques.
Cependant, cette partie ne se veut pas exhaustive, le but est seulement d’abor-
der les méthodes et problématiques actuelles dans la simulation des écoulements
transverses autour de faisceaux de tubes ainsi que de la prédiction du départ en
instabilité fluide-élastique.

1.3.1 Enjeux et problématiques

La simulation numérique des phénomènes vibratoires des échangeurs de
chaleur constitue un enjeu important à plus d’un titre. D’abord, connaissant les
coûts et la difficulté de la mise en place d’expérimentations, il devient nécessaire
de simuler les phénomènes physiques autant que faire se peut, lorsque l’on sait
les modéliser. La puissance des calculateurs actuels permet d’effectuer des simu-
lations fournissant des résultats dont la qualité s’est bien améliorée. D’autre part,
il reste délicat de mesurer de façon précise et exhaustive tous les paramètres d’un
écoulement et du faisceau de tubes. Les champs de vitesse et de pression de l’é-
coulement, notamment en écoulement diphasique, restent difficiles à capturer. Là
encore, la simulation numérique permet de fournir des données en plus grande
quantité et ainsi de mieux appréhender les phénomènes vibratoires complexes, la
compréhension totale de ces évènements restant bien sûr hors de portée avec le
seul apport de la simulation numérique.

Le phénomène d’accrochage mécanique a été étudié en profondeur depuis
quelques dizaines d’années et, même si des divergences persistent, les principales
caractéristiques de ce mécanisme sont aujourd’hui relativement bien comprises et
bien reproduites numériquement. Pour quelques exemples d’études sur le sujet
ainsi qu’une bibliographie complète, on pourra se référer aux articles suivants :
Khalak et Williamson (1999), Shiels et al. (2001).

L’excitation turbulente se caractérise par son aspect multi-échelle et fon-
damentalement tridimensionnel. Tout un panel de modèles a été formulé pour
décrire au mieux les écoulements turbulents ainsi que leurs effets sur le mouve-
ment d’une structure dans l’écoulement. L’existence de toutes les échelles pose des
problèmes. On choisit soit l’utilisation de méthodes plus coûteuses mais précises,
soit de faire des choix sur les échelles que l’on conserve, par exemple par l’utili-
sation d’un opérateur de moyenne (temporelle, spatiale ou statistique). La simula-
tion numérique permet ainsi de fournir des spectres d’excitation turbulente, tandis
que Weaver et al. (2000) mettent le doigt sur la faible quantité de données expéri-
mentales disponibles concernant les forces d’excitations turbulentes. Des auteurs
comme Perrin et al. (2008) exploitent au mieux les techniques de mesure actuelles
les plus poussées en les couplant à la simulation numérique, notamment en uti-
lisant les méthodes d’ordre réduit permettant de minimiser les temps de calcul,
afin d’accomplir des analyses physiques relativement complètes et précises.

Enfin, la simulation numérique du départ en instabilité fluide-élastique fait
partie des défis actuels, notamment par le fait que ce phénomène implique un
couplage entre les comportements dynamiques de la structure et du fluide. Simuler
l’instabilité fluide-élastique pour tenter d’en comprendre les mécanismes reste un
challenge à part entière (voir par exemple les travaux de Longatte et al. (2003)),
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les calculs à mettre en œuvre restant lourds, a fortiori lorsqu’un grand nombre de
degrés de liberté est mis en jeu.

1.3.2 Stratégies de couplage

Le couplage rend les gestions des équations du fluide et de la structure
indissociables. Les échelles de temps entre les évolutions des deux domaines fluide
et solide étant du même ordre, il est impossible de s’affranchir des conditions à
l’interface entre les deux milieux afin de reproduire correctement les phénomènes
physiques observés (vibrations induites par les tourbillons, départ en instabilité,
dynamique de flottement, etc.).

1.3.2.1 Formulations selon les domaines

L’étude numérique d’un domaine solide se traite plus naturellement avec
une approche lagrangienne, tandis que celle d’un domaine fluide est généralement
effectuée avec une méthode eulérienne. Si l’on considère un domaine global Ω de
l’espace, supposons que l’on souhaite observer l’évolution dynamique des points
qui le constituent. On considère un domaine Σ qui tient lieu de fenêtre d’obser-
vation (voir figure 1.11) : l’approche lagrangienne consiste à partir d’un domaine
initial Σ0 qui se déplace et se déforme au cours du temps en Σ(t) afin de suivre
l’ensemble des particules qui étaient situées en son sein à l’instant initial. L’ap-
proche eulérienne, quant à elle, consiste à garder Σ fixe au cours du temps et à
observer l’ensemble des particules qui seront passées par cette zone au cours de
l’intervalle de temps considéré [0, T].

(a) (b)

Figure 1.11 – Différence entre les approches (a) lagrangienne et (b) eulérienne : exemple de l’écoule-
ment d’un fluide autour d’un cylindre

En termes de formalisme, on peut écrire qu’un point matériel M(X, t) suivi de
façon lagrangienne est représenté par X sa coordonnée spatiale à l’instant initial et
t ∈ [0, T] sa coordonnée temporelle. Dans sa représentation eulérienne, sa coordon-
née spatiale est notée x et on souhaite observer la variation de la position des points
de Σ. Il existe un C1-difféomorphisme φ permettant de passer de la représentation
lagrangienne à la représentation eulérienne :

φ : Σ0 × [0, T] −→ R
3

(X, t) −→ x = φ(X, t)
(1.16)
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La vitesse eulérienne d’un point étant :

u(x, t) (1.17)

sa formulation lagrangienne est :

U(X, t) =
∂φ(X, t)

∂t
(1.18)

1.3.2.2 Méthodes de couplage

Quelle que soit la formulation choisie, il est également nécessaire de se
poser la question de la résolution du problème couplé fluide-structure : soit on
résout le système couplé sous la forme d’un seul système à résoudre contenant les
inconnues fluide et solide, soit on sépare la résolution sur les deux domaines.

La première approche consiste à considérer le système fluide-structure dans
son intégralité et permet de résoudre ensemble les équations du problème fluide et
du problème structure. Cette méthode est dite monolithique. Le problème couplé
est formulé en bloc et le transfert d’énergie à l’interface fluide-structure est exact :
c’est généralement la raison pour laquelle elle est utilisée (Blom 1998, Etienne et Pel-
letier 2005, Hübner et al. 2004). Cependant, par cette formulation unique, le nombre
d’inconnues peut devenir très important et engendrer des matrices mal condition-
nées. Cette approche est donc réservée aux géométries simples et aux systèmes
comportants peu de degrés de liberté. Comme le rappelle Piperno (2005), la mise à
jour d’un tel code reste lourde puisqu’il est nécessaire de reformuler l’ensemble du
modèle lorsque l’on souhaite y intégrer une nouvelle méthode numérique.

L’autre approche, plus couramment utilisée, appelée approche partition-
née, consiste à résoudre les équations de façon séparée en tenant compte de con-
ditions de conservation à l’interface entre la partie fluide et la partie solide. Une
plateforme de couplage entre deux codes de calcul traitant chacun un domaine est
ainsi construite. L’objectif, ici, est de tenir compte de l’efficacité des codes fluide
et structure chacun dans son domaine. Numériquement, nous l’avons vu, la dif-
férence fondamentale est que les équations pour la structure sont formulées avec
une méthode lagrangienne et les équations fluides avec la méthode eulérienne.
Pour l’approche partitionnée, le problème de la conservation de l’énergie lors du
passage de l’information du solveur fluide au solveur structure se pose. Cela étant,
cette approche est largement préférée à l’approche monolithique dans la plupart
des codes de calcul, car elle est plus réaliste en ce qui concerne la mise en œuvre
de calculs couplés pour des géométries complexes.

Dans cette approche partitionnée, des algorithmes de couplage entre les
deux codes sont développés : il s’agit d’une méthode itérative (et non directe) pour
la résolution. Un cyclage entre les deux résolutions fluide et solide est mis en place,
parfois même avec des sous-cyclages permettant l’amélioration des résultats par
la vérification de certains critères de convergence. À l’interface entre le domaine
fluide et le domaine solide, les efforts et les déplacements sont échangés : les efforts
que le fluide impose à la structure sont transférés à cette dernière via l’interface.
De fait, la structure se déplace et parfois se déforme : elle modifie simultanément
l’écoulement du fluide. Le schéma 2.1 résume ce mécanisme de couplage fluide-
structure.
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Figure 1.12 – Couplage entre les milieux fluide et solide

En résumé, l’application de l’approche partitionnée pour un couplage fluide-
structure fort nécessite les outils suivants (Sigrist 2004, Piperno 2005) :

⊲ Un code de calcul structure qui résout les équations de la dynamique de la
structure. Pour cela, le code doit être capable de recevoir les données concer-
nant les efforts que fournit le fluide au solide. De plus, après une avancée en
temps, le code de calcul structure envoie les nouvelles données en termes de
déplacement et de vitesse du solide.

⊲ Un code de calcul fluide qui résout les équations de la dynamique des fluides.
Pour cela, le code doit être capable de recevoir les données concernant les
déplacements du solide qui est en contact avec le fluide. Ceci entraînera une
déformation du domaine où se situe le fluide. Enfin, après une avancée en
temps, le code de calcul fluide envoie les nouvelles données en termes d’ef-
forts exercés à l’interface fluide-structure.

⊲ Une interface de couplage en espace : comme le solide se déplace au sein ou au
bord du domaine fluide, le domaine global est modifié au cours du temps.
L’interface de couplage en espace se charge de transférer les données cinéma-
tiques et d’efforts dans les deux sens. Elle est nécessaire dès que les formu-
lations fluide et solide sont différentes et/ou que les maillages utilisés sont
différents.

⊲ Une interface de couplage en temps qui a pour rôle essentiel de réduire au maxi-
mum le décalage temporel introduit de façon intrinsèque par la séparation
des résolutions.

Le problème structure est traité, généralement, par un modèle en Éléments Finis,
même s’il existe des travaux ayant mis en place des modèles de volumes finis
pour le traitement de phénomènes de mécanique des structures (Giannopapa et
Papadakis 2004). Le problème fluide, lui, est formulé grâce au modèle des Volumes
Finis la plupart du temps. De récents travaux proposent l’utilisation des Élements
Finis dits avancés pour traiter des applications d’écoulements fluides, avec des ré-
sultats très intéressants (Hachem et al. 2009).

1.3.3 Couplage en espace

Le travail de l’interface de couplage en espace se fait après avoir considéré le
type de discrétisation spatiale utilisé. En effet, selon les caractéristiques du maillage
de chacune des zones, mais aussi selon le choix d’approche de discrétisation (Éle-
ments Finis, Volumes Finis), le couplage spatial ne se fait pas de la même façon. Il
existe même des méthodes permettant de travailler avec un maillage commun aux
deux domaines, voire sans maillage pour la zone fluide par exemple.
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1.3.3.1 Projection des données à l’interface

Dans le cas du calcul dans le milieu solide, on demande au solveur d’être
capable de simuler de façon précise les efforts induits par l’écoulement sur une
structure discrétisée. L’inconvénient majeur est que, si l’on considère que le fluide et
le solide possèdent chacun leur maillage et leur géométrie tous deux disjoints, con-
server les conditions limites à l’interface commune aux deux milieux peut s’avérer
complexe. Il faut également distinguer les cas où les interfaces sont jointes (i.e. où
l’interface physique est confondue avec les interfaces fluide et structure à tout in-
stant) et où elles sont disjointes (Farhat et al. 1998, Maman et Farhat 1995, Huvelin
2008).

1.3.4 Gestion de la dynamique de maillage

La difficulté de la discrétisation du domaine fluide réside dans sa prise en
compte des déplacements de la structure à l’interface fluide/structure et donc du
suivi de cette interface. Comme on l’a énoncé plus haut, le problème fluide est
usuellement formulé de façon eulérienne et le problème solide de façon lagran-
gienne.

1.3.4.1 La formulation Arbitraire Lagrange-Euler

La formulation mixte Euler/Langrange permet de s’affranchir (ou d’a-
menuiser) des inconvénients des deux méthodes eulérienne et lagrangienne et d’en
garder les avantages, lors de l’étude des vibrations d’une structure dans un fluide
pour des petits ou grands déplacements de la structure. Cette méthode est appelée
la méthode ALE (Arbitrary Lagrange Euler) et est devenue extrêmement classique
dans le traitement numérique de l’interaction fluide-structure. Dans ce cas, le mail-
lage du domaine fluide est amené à se déplacer en fonction du déplacement de
la structure. On introduit ainsi la vitesse du maillage dans les équations de la dy-
namique du fluide. À partir de la valeur de cette vitesse, le maillage se déplace
plus ou moins : le déplacement des points du maillage qui sont situés proches de
la structure est voisin du déplacement de la structure, ces points sont ainsi repérés
par une approche lagrangienne. La vitesse de maillage est donc proche de la vitesse
du solide. Par contre, le déplacement des points du maillage qui sont situés très loin
du solide en mouvement (proche des bords extérieurs du domaine fluide) est nul :
la vitesse de maillage est nulle puisque la description est eulérienne. Enfin, pour la
zone du domaine qui se situe entre ces deux secteurs, on attribue au maillage une
vitesse arbitraire qui permet de lisser les déformations du maillage. La figure 1.13

représente l’application de cette méthode pour le cas simple d’un cylindre dans un
domaine fluide.
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Figure 1.13 – Principe de la méthode Arbitraire Lagrange Euler pour le cas d’un cylindre dans un
domaine fluide

Ici, on rappelle rapidement la formulation ALE, mais une description complète
de la méthode et de ses applications peut être trouvée dans les travaux de Donea
et al. (2004). L’utilisation de cette méthode pour les problèmes d’interaction flui-
de/structure est proposée par exemple par Souli et al. (1999) et Souli et Zolesio
(2001). Dans le cadre de l’étude des vibrations tubulaires sous écoulement, cette
méthode est notamment exploitée dans les travaux de Newman et Karniadakis
(1996; 1997) qui étudient les vibrations induites par les tourbillons le long de câbles
extracteurs d’une plate-forme pétrolière, ou encore Longatte et al. (2003) et Huvelin
(2008) qui, eux, s’intéressent au cas des vibrations d’un tube en faisceau dans un
écoulement transversal.

Considérons le domaine d’étude mobile au cours du temps Ω(t). On in-
troduit un autre domaine arbitraire Ωale qui représente une discrétisation arbitraire
du domaine Ω(t) et qui coïncide avec le maillage eulérien du domaine fluide sur sa
frontière. Un point matériel M du domaine Ωale dont les coordonnées eulériennes
sont représentées par x est repéré par ses coordonnées ξ vérifiant :

x = ψ(ξ, t)

w(ξ, t) =
∂ψ(ξ, t)

∂t
= w̃(x, t)

(1.19)

avec ψ une fonction régulière et injective, w la vitesse du point M dans Ωale.
Reprenant les notations (1.16), une quantité f s’exprime dans le repère eu-

lérien en fonction des coordonnées dans le repère lagrangien par :

f (x, t) = f (φ(X, t), t) (1.20)

Sa dérivée particulaire s’écrit alors :

d f
dt

=
∂ f
∂t

+ u · ∇x f (1.21)

avec u = u(x, t) et ∇x l’opérateur gradient dans l’espace eulérien. On pose main-
tenant

f (x, t) = f (ψ(ξ, t), t) = f̂ (ξ, t) (1.22)

Il vient :
∂ f̂
∂t

=
∂ f
∂t

+ w · ∇x f (1.23)

Ainsi, nous en déduisons la dérivée particulaire de la quantité f dans le domaine
Ωale :

d f
dt

=
∂ f̂
∂t

+ (u − w) · ∇x f (1.24)
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Considérant la quantité f = u, soit la vitesse du fluide, on peut finalement écrire les
équations de conservation (Navier-Stokes) pour l’écoulement incompressible dans
le domaine Ωale :







ρ f
[∂û

∂t
+ (u − w) · ∇xu

]
= −∇xσ f + f f

∇x · u = 0

(1.25)

avec ∇x · l’opérateur divergence dans l’espace eulérien.
À cette écriture, il est nécessaire de rajouter une équation supplémen-

taire liant le taux de variation d’un volume élémentaire à la divergence de la
vitesse. Cette équation, permettant de vérifier la contrainte dite Loi de Conser-
vation Géométrique (Geometric Conservation Law, Lesoinne et Farhat (1996)), a pour
objectif de minimiser les erreurs induites sur l’écoulement par la déformation des
volumes de contrôle définis par la méthode des Volumes Finis. Grossièrement, la
GCL a la conséquence suivante : si la divergence de la vitesse est positive, le volume
de contrôle augmente et inversement. Concrètement, la loi énonce que la variation
du volume de contrôle Ωk doit être égale au volume parcouru pendant ce temps
par les faces de bords Γk de ce même volume de contrôle :

d
dt

∫

Ωk

dx =
∫

Γk

w · ndx (1.26)

L’équation 1.26 permet d’assurer que le champ de vitesse est à divergence nulle. Le
respect de la GCL est une condition nécessaire pour assurer la stabilité du schéma.

L’actualisation du maillage est un point clef dans l’algorithme général, car
étant appelée à chaque pas de temps, elle doit être robuste pour ne pas entraîner
de trop grande modification de la topologie du maillage. De plus, son algorithme
doit être adapté à des formes de mailles très diverses et enfin, elle ne doit pas être
trop gourmande en temps de calcul. Malheureusement, il n’existe pas d’algorithme
satisfaisant toutes ces conditions, notamment celle de la conservation de la topolo-
gie qui est difficile à assurer. Dans le but de garder des mailles régulières, le choix
de la vitesse de maillage peut se baser sur différentes méthodes (Donea et al. 2004).
Dans le cas où l’on choisit une loi linéaire pour la vitesse du maillage, on peut faire
l’approximation du premier ordre suivante :

wn
i =

ξn+1
i − ξn

i

∆t
(1.27)

avec ξn+1
i et ξn

i les déplacements du maillage aux instants respectifs n + 1 et n, wn
i

la vitesse du maillage à l’instant n et enfin ∆t le pas de temps choisi.

1.3.4.2 Méthode de Transpiration

Pour des petits déplacements de la structure dans le fluide, il est possible
de conserver un domaine totalement fixe et d’adopter la technique dite de “trans-
piration”. Celle-ci considère que, du point de vue du fluide, le déplacement de
la structure est équivalent à un développement limité au voisinage de la position
initiale de la structure. A l’interface fluide-structure, on modifie donc les conditions
aux limites au cours du temps et on attribue au fluide une vitesse de transpiration
au travers du solide. Mais cette méthode reste adaptée uniquement aux cas des
petits déplacements.
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Fernández-Varela (2001), se basant sur la technique de "transpiration" origi-
nellement introduite par Lighthill (1958) propose l’approche qui consiste à con-
server un domaine global fixe où l’on modifie les conditions aux limites à l’interface
fluide/solide au cours du temps. Cette technique semble bien adaptée aux mou-
vements de faible amplitude. L’idée est de n’avoir pas à traiter de domaine mobile
comme cela est fait lorsque l’on considère une structure mobile dans un domaine
fluide et qu’il est nécessaire de recalculer, à chaque pas de temps, la position et
la forme de l’interface et donc de modifier en conséquence la forme du maillage.
La méthode permet ainsi de s’affranchir de ces calculs et de ne considérer que
des modifications à l’interface entre le fluide et le solide. De plus, les méthodes
habituelles associées aux déformations du maillage comme la méthode ALE sont
très intrusives, c’est-à-dire que les équations du domaine fluide sont modifiées pour
traiter les déformations du maillage. Comme la méthode de transpiration se borne
à des modifications sur l’interface, seules les conditions aux limites du problème
à résoudre sont affectées, ce qui permet de garder les équations de Navier-Stokes
originelles.

Le principe de la méthode est le suivant : considérons trois domaines : le
domaine fluide Ω f , le domaine solide Ωs et l’interface entre les deux Γi, qui sont
tous des domaines de R

3. Soit x la variable d’espace et t la variable temporelle.
On considère l’interface entre le fluide et la structure comme étant une mem-
brane "poreuse", au travers de laquelle le fluide peut s’écouler avec une vitesse
différente de celle du domaine fluide, cette vitesse est dite vitesse de "transpira-
tion". La vitesse du fluide u f est développée à l’ordre 1 au voisinage de l’interface
fluide/structure :

u f (x0 + δxs) = u f (x0) +∇u f (x0)δxs sur Γi(t) (1.28)

où les notations sont les suivantes (figure1.14) :
• u f la vitesse fluide à l’instant considéré,
• x0 un point pris sur l’interface fluide-structure à la date t = 0
• δxs un petit déplacement de la structure
• ∇u f le gradient de la vitesse fluide

Figure 1.14 – Principe de la méthode de transpiration, d’après Fernández-Varela (2001)

La vitesse de la structure us, elle, correspond à la dérivée temporelle du petit
déplacement δxs, on a donc : us = ˙δxs dans Ωs(t). Si l’on impose la continuité
des vitesses à l’interface fluide/structure lorsque celle-ci est située au voisinage du
point x0, après un petit déplacement, soit :

u f (x0 + δxs) = us sur Γi(t) (1.29)



1.3. Méthodes numériques pour l’analyse vibratoire 35

Ceci implique la loi de transpiration pour un fluide visqueux :

u f (x0, t) = us −∇u f (x, t)δxs (1.30)

sur l’interface Γi,0, au point x0. Cette condition est rajoutée à l’expression de la
formulation forte des équations adimensionnelles régissant le système pour un
fluide incompressible avec p le champ de pression et Re le nombre de Reynolds :







∂u f

∂t
+ (u f · ∇)u f +∇p − 1

Re
∆u f = 0 dans Ω f (t)

∇ · u f = 0 dans Ω f (t)

u f = uΓ f sur Γ f où Γ f = ∂Ω f \Γi

u f (x0, t) = us −∇u f (x, t)δxs sur Γi,0

(1.31)

Dans cette formulation, les équations sont considérées sur les domaines à la date
courante t tandis que la condition de transpiration est exprimée sur la frontière fixe
Γi,0 : pour plus de cohérence, une simplification supplémentaire consiste à identifier
les domaines à la date courante t avec le domaine dans sa configuration initiale.

Une difficulté évidente est le caractère implicite de la condition de transpi-
ration telle qu’elle est formulée en (1.30). Fernández-Varela propose de simplifier
cette formulation en considérant que l’on peut supposer que le système couplé est
fait de la somme d’un écoulement permanent et de vibrations de la paroi solide.
Alors, il identifie le gradient ∇u f (x, t) par le gradient de la vitesse à sa configura-
tion initiale, soit ∇u f (x0). La continuité des vitesses à l’interface implique que :

u f (x0 + δxs) · n = us · n (1.32)

sur l’interface Γi,0. On a donc

u f (x0, t) · n = (us −∇u f (x0)δxs) · n (1.33)

n est la normale extérieure au solide.
Le terme du gradient de vitesse est souvent négligé en première approximation,
car il est d’ordre inférieur au terme us.

Reste le problème de l’application des contraintes fluides à l’interface
fluide-structure. En effet, il est nécessaire de connaître la position et la forme de
l’interface à chaque instant ; or il n’en est rien puisque l’on choisit la formula-
tion en transpiration. C’est pourquoi le champ des contraintes fluides est lui aussi
développé au premier ordre afin d’imposer une condition de "transpiration" pour
les contraintes à l’interface. On écrit ainsi, avec σ f le tenseur des contraintes flui-
des :

σ f (x0 + δxs) = σ f +∇σ f δxs (1.34)

Cette formulation reste une façon d’appréhender la technique de transpiration,
mais concrètement, elle n’est pas appliquée de cette manière. Fernández-Varela
propose une écriture issue de la linéarisation du problème couplé fluide-structure
autour d’un état stationnaire. La linéarisation a pour avantage de permettre de se
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placer dans le cas d’une configuration fixe et d’écrire un problème totalement in-
dépendant de l’extension de δxs. La formulation variationnelle est ainsi associée à
ces conditions aux limites non standard sur l’interface fluide-structure, les condi-
tions cinématiques sont remplacées par des conditions de transpiration similaires à
(1.30) et la continuité des efforts à l’interface est assurée par des termes correcteurs.
Une variante est proposée pour se placer dans le cas non-linéaire. Fernández-Varela
propose l’application de cette technique pour la détection d’instabilités de cou-
plage, en l’appliquant au cas d’une structure bidimensionnelle soumise à trois
degrés de liberté, une rotation et deux translations, sous écoulement visqueux
incompressible. L’instabilité recherchée est bien capturée par la méthode : cette
approche présente un intérêt certain pour l’application aux cas de départs en in-
stabilité qui intéressent fortement l’ingénieur, comme par exemple le départ en in-
stabilité fluide-élastique des tubes au sein d’un échangeur de chaleur. Cependant,
encore une fois, l’hypothèse des petits déplacements doit être vérifiée pour la mise
en place d’une telle méthode.

1.3.4.3 Autres techniques de gestion du domaine spatial

Bogaers (2010) présente différentes techniques de remaillage au cours du
temps pour des maillages non structurés de domaines fluides, pour l’étude de
problèmes d’interaction fluide-structure. La première consiste à effectuer une in-
terpolation des fonctions de base radiales (FBR). Ces fonctions sont basées sur la
connaissance des déplacements des noeuds situés sur les bords du domaine. Ainsi,
il suffit de connaître ces derniers pour reconstruire, point par point, les déplace-
ments des nœuds internes. Aucune connaissance des connectivités n’est nécessaire.
Considérons les fonctions d’interpolations suivantes sj, définies par la somme d’une
famille de fonctions de base radiales Φ données :

sj = s(xj) =
Nb

∑
i=1

αiφ
(
‖xj − xbi‖

)
+ p(xj) pour j = 1, ..., N (1.35)

avec N le nombre total de nœuds dans le maillage, Nb le nombre de nœuds sur la
frontière du domaine, xbi les nœuds de la frontière dont on connaît la position et
les xj les noeuds de l’intérieur du domaine où est évaluée sj. p est un polynôme
linéaire et les αi sont des coefficients réels à déterminer. On sait que l’on doit avoir
l’égalité suivante :

s(xbi) = dbi le déplacement des nœuds du bord (1.36)

Une condition supplémentaire est donnée par :

Nb

∑
i=1

αiq(xbi) = 0 (1.37)

pour tout polynôme q de degré inférieur ou égal à celui de p. Grâce à ces deux
conditions, on peut construire un problème matriciel pour déterminer les αi et les
coefficients du polynôme p. Donc, les fonctions d’interpolation sj sont utilisées pour
définir, point par point, le déplacement des nœuds internes :

dinterne = s(xinterne) (1.38)
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Comme cette interpolation est faite indépendamment pour chaque point, il n’est
pas nécessaire d’avoir la connaissance des connectivités des nœuds. Ainsi, la réso-
lution est très rapide. Les fonctions de base réduite sont souvent choisies à support
compact et échelonnées par un rayon d’influence r, tel que :

Φr = Φ(ξ) (1.39)

avec ξ = x/r. L’augmentation de la taille du rayon r améliore la qualité du mail-
lage, puisque l’interpolation touche un grand nombre de points. En contrepartie, le
nombre d’équations à résoudre est plus important. Cette méthode est très prisée car
elle fournit généralement des résultats très corrects en un temps de calcul restreint.

Une autre méthode étudiée est basée, elle, sur l’optimisation de la qualité
du maillage. Cette dernière n’était pas contrôlable avec la méthode d’interpolation
des FBR, ici c’est la qualité qui régit le mouvement du maillage en se basant sur
une fonction objectif qui permet d’optimiser la qualité du maillage global à chaque
itération. Cette méthode est extrêmement coûteuse en temps de calcul.

On peut aussi se baser sur la considération des nœuds du maillage comme
des masses ponctuelles reliées par des ressorts : leur mouvement est donc régi par
les équations d’élasticité linéaire. Une famille d’équations aux dérivées partielles
est construite pour résoudre le déplacement des nœuds au cours du temps. Le
déplacement des nœuds est ainsi traité par la méthode des Élements Finis. Il est
nécessaire d’imposer un facteur de raideur aux éléments les plus petits du maillage,
afin qu’ils ne se déforment pas trop. Cette méthode est très rapide, même si elle
demande des ressources non negligeables en mémoire. Cette technique, de même
que l’interpolation des FBR, a pour inconvénient majeur de fournir une qualité
de maillage dépendante du nombre d’incréments effectués : ceci peut avoir des
conséquences néfastes dans le cadre de l’interaction fluide-structure (Bogaers 2010).

Pour le moment, nous avons considéré les méthodes pour lesquelles les
domaines fluide et solide comportent chacun leur propre maillage. Cependant, il
existe d’autres approches dont l’objectif est de s’affranchir de la contrainte que
représente le remaillage du domaine fluide par exemple, ou bien le transfert de
champs sur les points de l’interface.

Méthodes à maillage fixe

L’une des méthodes à maillage fixe est appelée méthode des frontières im-
mergées (Peskin 2002). Elle consiste à utiliser un seul maillage cartésien indépen-
dant de la géométrie, qui contient tout le domaine susceptible d’être occupé par
le fluide et le solide au cours du temps. Dans ce modèle, on rajoute un terme
source de type Dirac aux équations de la dynamique des fluides afin de modéliser
la présence de l’interface dans le mouvement. Cette technique a pour avantage de
n’avoir pas à considérer les problématiques de compatibilité à l’interface entre les
deux domaines. Par contre, afin d’obtenir les efforts fournis par le fluide au solide,
il est nécessaire d’effectuer une interpolation à chaque pas de temps sur l’interface,
ce qui peut avoir un certain coût et parfois engendrer des erreurs.

De nombreuses adaptations de la méthode aux frontières immergées ont
été développées ; on note également la méthode des domaines fictifs, développée
par Glowinski et al. (1994) qui consiste à étendre le formalisme des équations flui-
des à la zone solide en utilisant une méthode de pénalisation afin de forcer la
rigidité du solide. Un multiplicateur de Lagrange est introduit dans la formulation
variationnelle pour vérifier cette rigidité.
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La méthode de maillage fixe proposée par Codina et al. (2009) se distingue
également des méthodes de frontières immergées. L’idée est d’adapter le procédé
de la méthode ALE au cas du maillage fixe. Pour cela, un maillage fixe est construit
à la date initiale du calcul. Puis, au lieu de projeter les équations sur un nouveau
maillage à chaque pas de temps, Codina et al. considèrent le maillage ALE comme
fictif. Une fois la position de l’interface recalculée, seules les cellules voisines de
l’interface étant concernées par le déplacement subissent un recalcul, les autres
sont les cellules du maillage initial. Le gain de temps de calcul est colossal et on a
l’avantage d’utiliser la puissance de la méthode ALE.

Méthodes sans maillage

Les méthodes particulaires sans maillage sont particulièrement adaptées
aux problèmes de grands déplacements. Les grandeurs physiques ne sont, dans ce
cas, plus définies sur les noeuds d’une grille fixe ou mobile, mais dans des parti-
cules ayant chacune sa masse, sa densité, sa viscosité. L’avantage des méthodes par-
ticulaires réside dans l’absence de gestion des connectivités et la facilité à gérer les
frontières internes. Ainsi, la méthode SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics) utilise
ce principe. Sur chaque particule (représentée par une petite bille), on procède à
une interpolation des grandeurs physiques des particules voisines. Par exemple,
pour la particule numérotée i, on peut définir une approximation du champ ui en
fonction des champs uj de ses J voisines dont le volume est Ωj par l’utilisation de
la fonction d’interpolation f :

ui = uj

J

∑
j=1

f (xi − xj)|Ωj| (1.40)

avec xi et xj les positions des particules i et j. Dès lors que l’on est amené à con-
sidérer des cas où les voisins peuvent changer (cas des écoulements à surface libre,
etc.), le coût de recherche des voisins peut devenir très important. Il est cepen-
dant possible d’avoir recours à l’utilisation d’une méthode SPH lagrangienne totale
(Maurel et al. (2007), Maurel (2008)) permettant de s’affranchir de cette recherche
de voisins.

Méthodes avec recouvrement de maillage

Une autre méthode considère cette fois la superposition de plusieurs mail-
lages. Cette méthode est appelée méthode Chimère et a pour objectif de ne pas avoir
à traiter un seul maillage, souvent très lourd en mécanique des fluides, au cours
du temps. L’idée est de décomposer le maillage global en plusieurs sous-maillages
indépendants. La seule condition à respecter est que tous les maillages possèdent
entre eux une zone où ils se superposent. D’une part, la création des maillages s’en
trouve simplifiée et d’autre part, la gestion du mouvement d’une structure dans
un fluide par exemple se fait par déplacement des grilles les unes par rapport aux
autres, avec recours à des interpolations consistantes pour les transferts de champs
(voir par exemple les travaux récents de Deloze (2011)).
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1.3.5 Avancée en temps du couplage

Comme, dans un couplage partitionné, les résolutions sur les domaines
fluide et structure ne sont pas effectuées aux mêmes instants, un décalage entre
les données échangées apparaît (Longatte et al. 2005, Piperno et Farhat 2001) et la
conservation de l’énergie peut être affectée. Ce décalage peut être décrit comme
suit (Huvelin 2008) : si l’on connaît le déplacement de la structure à l’instant tn+1,
alors on peut effectuer le calcul permettant de passer d’un état du fluide connu à
la date tn à un nouvel état à la date tn+1 et ainsi en déduire les efforts exercés par
le fluide sur l’interface.
Si maintenant on connaît ces efforts à tn+1, on calcule le déplacement de la structure
à tn+1 à partir de l’état tn, grâce à la donnée des efforts à l’interface à tn+1 (figure
1.15).

Figure 1.15 – Mise en évidence du décalage temporel entre les résolutions des systèmes fluide et
solide

En d’autres termes, le solveur A (fluide ou solide) fournit au solveur B (solide ou
fluide) des informations à la date tn+1, dont le solveur B avait besoin à la date tn et
vice-versa. Ainsi, il existe un décalage lors du calcul du déplacement de l’interface.
Le choix du mode de prédiction de la position de l’interface permettant d’obtenir
une réponse la plus proche possible de la réalité est donc crucial ; il est effectué par
l’interface de couplage en temps.

Il existe un grand nombre de variantes permettant la gestion de ce décalage
en temps. Les procédures de couplage peuvent être explicites (Farhat et Lesoinne
1997) ou implicites (Abouri et al. 2003, Sigrist et Abouri 2006, Farhat et al. 1998,
Hermann et Steindorf 1999). Dans le premier cas, l’attention est portée sur la pré-
diction des données : chaque schéma de prédiction doit être construit en gardant
la conservation de l’énergie à l’interface. Huvelin (2008) propose de tester, pour le
cas de deux cylindres dans un fluide au repos, plusieurs couples de prédicteurs-
correcteurs afin d’évaluer leurs propriétés de conservation de l’énergie. Les pré-
dicteurs en déplacement sont obtenus par développement limité sur le déplace-
ment ou la vitesse d’un pas de temps ou d’un demi pas de temps, jusqu’à l’ordre
3. Les prédicteurs de force, eux, dépendent soit de l’instant auquel sont prises les
variables de calcul, soit du critère de conservation de l’énergie à l’interface entre
les deux domaines. Huvelin propose un classement des couples de prédicteurs en
fonction de leur capacité à conserver l’énergie du système, en procédant à une
comparaison avec une solution semi-analytique de référence.

Les schémas explicites se déclinent en un grand nombre de variantes. Lon-
gatte et al. (2008) proposent une comparaison de deux de ces schémas pour des
configurations élémentaires d’interaction fluide-structure (deux cylindre coaxiaux
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dont l’un est mobile, séparés par un fluide). Ces deux schémas sont respectivement
le schéma explicite synchrone et le schéma explicite asynchrone, décrits ci-après.

Schémas de couplage explicites

– Couplage partitionné explicite synchrone

L’algorithme explicite synchrone résoud les problèmes fluide et structure au
même instant (figure 1.16).

Figure 1.16 – Principe du schéma de couplage explicite synchrone

Comme on l’a vu ci-dessus, il est nécessaire de conserver l’énergie à l’inter-
face, ce qui se traduit par le respect des deux égalités suivantes :







Fn+1
s + Fn

s
2 = Fn+1

f

xn+1
s − xn

s = xn+1
f − xn

f

(1.41)

où Fs est l’effort reçu par la structure, F f l’effort calculé par le solveur fluide,
x f et xs respectivement le déplacement du maillage fluide à l’interface et le
déplacement de la structure, et (·)n une variable calculée au temps tn, (·)n+1

une variable calculée au temps tn+1.
Ces conditions ne sont pas exactement réalisées concrètement ; on détermine
alors une prédiction (·)P pour les efforts sur la structure :

Fn+1,P
s ≃ 2Fn+1

f − Fn,P
s (1.42)

Et le terme explicite indique que l’on prédit la position de l’interface fluide-
structure xifs à l’instant tn+1 en fonction des variables calculées aux temps tn

et tn−1 :
xn+1,P

ifs = xn
s + αo∆tẋn

s + α1∆t(ẋn
s − ẋn−1

s ) (1.43)

où le point supérieur indique une dérivée en temps. Les paramètres αo et α1
sont des paramètres constants du schéma. Selon leur choix, on peut améliorer
la précision du schéma. Par exemple, avec αo = 1 et α1 = 1

2, la précision du
schéma peut être à l’ordre 2.
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– Couplage partitionné explicite asynchrone

Ce schéma (voir le principe sur la figure 1.17), consiste à considérer un pas
de temps intermédiaire t1/2. La prédiction de l’effort Fs

n+1,P au temps n + 1
pour le solveur structure est identifiée à l’effort fluide calculé Ff :

Fs
n+1,P = Fn+1/2

f (1.44)

où l’exposant P signifie que la grandeur est prédite. La position de l’interface
fluide-structure xifs est prédite au temps n+ 1/2 grâce aux variables calculées
au temps n :

xifs
n+1/2,P = xn

s +
∆t
2

ẋs
n (1.45)

La conservation du champ de vitesse et de contraintes à travers l’interface
ne nécessite pas de condition supplémentaire. Piperno et Farhat (2001), qui
détaillent aussi ces méthodes de couplage partitionné, montrent l’intérêt de
cette méthode en comparaison avec le couplage explicite synchrone.

Figure 1.17 – Principe du schéma de couplage explicite asynchrone

Le choix des prédicteurs-correcteurs conditionne la pertinence des résultats (Hu-
velin 2008).

L’utilisation de schémas itératifs, dits aussi semi-implicites (car ils sont
basés sur la même racine qu’un schéma explicite, mais avec implémentation de
sous-cyclages), est préconisée pour obtenir une meilleure conservation de l’é-
nergie). Mais même si cette méthode est moins restrictive concernant le pas de
temps, elle implique des temps de calcul globalement plus longs, puisque son
principe est d’introduire des sous-itérations entre chaque pas de temps, en sui-
vant un algorithme de type point fixe ou algorithme de Newton (Longatte et al.
2008). Le principe d’un schéma semi-implicite est décrit ci-dessous.

Schéma itératif semi-implicite :

Dans le cas de ce schéma, des sous-itérations sont introduites à chaque pas
de temps de la résolution fluide, afin de faire converger la prédiction. Une première
partie de l’algorithme consiste en une phase d’initialisation, puis les prédictions du
déplacement de l’interface sont effectuées grâce aux valeurs obtenues à la sous-
itération précédente (Huvelin et al. 2006). L’algorithme d’une sous-itération type
notée k est présenté ci-après :
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(a) Prédiction initiale de la position de l’interface xifs :

xn+1,k
ifs = xifs(x

n+1,k−1
s , ẋs

n+1,k−1)

(b) Résolution des équations du fluide (u f est le champ de vitesse du fluide) :

pn+1,k = p(pn, un
f , xn+1,k

ifs )un+1,k
f = u f (pn, un

f , xn+1,k
ifs )

(c) Calcul des efforts hydrodynamiques :

Fn+1,k
f = F(pn+1,k, un+1,k

f )

(d) Résolution des équations de la structure :

xn+1,k
s = xs(xn

s , ẋs
n, ẍs

n, Fn+1,k
f )

(e) Test de convergence sur la position de la structure :
∥
∥
∥
∥
∥

xn+1,k
s − xn+1,k+1

s

xn+1,0
s

∥
∥
∥
∥
∥
≤ ε

Avec ε un réel choisi par l’utilisateur. Si le test de convergence est réussi : passage
au pas de temps suivant ; sinon, passage à l’itération suivante k + 1.

Il est à noter que par construction, un schéma de couplage partitionné est
sensible aux déformations des mailles et ce, particulièrement lors de la première
sous-itération du couplage. De ce fait, il est possible de générer des situations hors
équilibre pouvant conduire à des instabilités dans les itérations de couplage, ces in-
stabilités peuvent elles-mêmes engendrer une divergence du calcul. Afin d’éviter ce
phénomène fâcheux, on utilise alors une sous-relaxation adaptative. Cette méthode
consiste à introduire un facteur de relaxation αm

ifs qui permet de pondérer linéaire-
ment la position calculée x̃m

s par la valeur xm−1
s de l’itération précédente afin d’en

déduire la nouvelle position xm+1
s :

xm+1
s = αm

ifsx̃s
m + (1 − αm

ifs)x
m−1
s

avec αm
ifs ∈]0; 1[. Le terme αm

ifs peut être déterminé grâce à un facteur, dit fac-
teur de Aitken, qui lui est calculé par extrapolation à partir des valeurs aux deux
itérations précédentes. Cette méthode de sous-relaxation ne modifie pas la solution
finale convergée.

D’autres tests de convergence pour l’étape (e) peuvent être proposés, par
exemple en incluant aussi la convergence sur les efforts ou encore la vitesse du
fluide.

1.3.6 Conclusion

La simulation numérique du couplage fluide-structure nécessite donc la
mise en œuvre d’outils spécifiques qui ont été développés depuis quelques dizaines



1.3. Méthodes numériques pour l’analyse vibratoire 43

d’années : pour le cas de plusieurs structures rapprochées les unes des autres
soumises à un écoulement, Price (1995) évoque les premiers travaux datant de la fin
des années 1970 et du début des années 1980. Depuis, les techniques numériques
ont été rendues relativement efficaces notamment en ce qui concerne la préci-
sion des résultats. Cependant, très souvent, les modèles numériques développés,
pour des raisons de coût, se plient à plusieurs hypothèses (Liang et Papadakis
2007) : bi-dimensionnalité de l’écoulement, écoulement laminaire à faible nombre
de Reynolds, etc.

En ce sens, la réduction de modèle peut être une solution afin de réduire les
temps de calcul et de mener des études paramétriques, voire d’effectuer du contrôle
actif des phénomènes. Cette thèse a pour objectif de mettre en place plusieurs cas
d’étude des vibrations sous écoulement de tubes grâce à une méthode d’ordre
réduit. Dans le chapitre suivant, nous présenterons la mise en place de ces cas
d’études par calcul numérique. Ceux-ci seront effectués dans le but de construire
un modèle réduit efficace, à partir des données qu’ils fourniront, pour l’étude de
l’interaction fluide-structure de tubes vibrants sous écoulement transversal. Les
choix effectués pour mener à bien cette étude seront présentés dans les chapitres 4

et 5.





2Étude numérique de problèmes
couplés fluide-structure

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons à l’étude numérique de deux cas de
problèmes d’interaction fluide-structure : d’abord le cas d’un tube seul sous

écoulement transversal, puis celui d’un faisceau de tubes dont l’un est soumis à
des vibrations du fait de l’écoulement. La formulation du problème couplé sera
présentée. Nous nous plaçerons dans l’objectif d’un travail pour l’application des
modèles réduits dans un contexte industriel futur ; aussi l’accent sera mis sur la
discussion des outils choisis ainsi que sur les choix de configuration puisque les
calculs couplés effectués dans ce chapitre seront, par la suite, exploités afin de
mettre en place un modèle d’ordre réduit pour l’interaction fluide-structure.
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2.1 Mise en situation d’un problème couplé fluide-structure

Dans cette partie, nous présentons le cadre dans lequel nous nous plaçons
pour la construction des modèles utilisés par la suite. Ces derniers sont des calculs
complets du point de vue de la réduction de modèle ; c’est-à-dire que, loin de
représenter toute la physique du problème, ils possèdent tous les degrés de libertés
que lui imposent les discrétisations spatiales et temporelles. Les modèles réduits,
a contrario, sont construits à partir des modèles complets mais ne possèdent qu’un
nombre très restreint de degrés de liberté.

Dans un premier temps, nous présentons la formulation du problème cou-
plé et les équations effectivement résolues. Le contexte de la mise en place des
calcul, les outils, les choix de géométrie et de configurations sont discutés. Puis, les
résultats des calculs complets sont présentés.

2.1.1 Formulation du problème couplé

Le tableau 2.1 rassemble les notations utilisées dans le cas que nous étu-
dions ici, pour la modélisation des deux milieux. S’il n’y a pas d’ambiguïté, le
champ de vitesse fluide est noté u. Les opérateurs ne sont pas distingués par leur
notation respective dans les variables d’Euler et de Lagrange selon que l’on travaille
dans le domaine fluide ou le domaine structure. Un gradient dans le domaine flui-
de devrait par conséquent être noté ∇x (variables eulériennes) tandis que le gra-
dient dans le solide devrait s’écrire ∇X (variables lagrangiennes). Nous faisons le
choix de confondre les notations, mais il faut garder à l’esprit que les espaces dans
lesquels sont écrites les équations fluide et structure ne sont pas les mêmes.

Domaine Grandeur Notation
Vitesse u f

Déplacement x f

Masse volumique ρ f

Fluide Forces volumiques extérieures f f

Tenseur des contraintes internes σ f

Normale extérieure au domaine n f

Déplacement ds

Vitesse us =
∂ds
∂t

Accéleration u̇s

Structure Masse volumique ρs

Forces volumiques extérieures fs

Normale extérieure au domaine ns

Tenseur des contraintes internes σs

Table 2.1 – Tableau des notations utilisées pour la modélisation des milieux fluide et structure

Nous présentons ici succinctement les équations qui régissent le mouve-
ment de la structure et du fluide en tant que milieux continus, afin de mieux ap-
préhender leur résolution numérique. Une formulation complète de ce problème
est proposée, par exemple, dans les travaux de Sigrist (2004).

Le problème structure est formulé en déplacement. Du point de vue du do-
maine structure, on résout les équations du mouvement dans le but de déterminer
les champs de déplacement, des déformations (s’il y en a) et des contraintes.
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Le problème fluide, lui, est formulé en vitesse et en pression. Dans le do-
maine fluide, on résout les équations de conservation de la masse et de la quantité
de mouvement (Navier-Stokes), afin de déterminer les champs de contraintes et de
vitesse.

On considère un domaine Ω de R
3 contenant un domaine fluide Ω f (t) et

un domaine solide Ωs(t) (on a Ω = Ω f (t)∪Ωs(t)), avec t la variable temporelle sur
un intervalle [0, T] de R

+. Le fluide est incompressible et newtonien, le solide est
considéré comme élastique, vérifiant la loi de Hooke d’élasticité linéaire. L’interface
entre les deux domaines fluide et solide est notée Γi(t). On considère l’absence d’in-
terpénétration entre les domaines fluide et solide et les phénomènes sont considérés
comme adiabatiques. Ainsi, les équations de conservation pour un écoulement flu-
ide incompressible s’écrivent sous la forme :

{

ρ f
[∂u f

∂t + (u f · ∇)u f
]
= ∇ · σ f + ρ f f f dans Ω f

∇ · u f = 0 dans Ω f

(2.1)

où σ f est le tenseur des contraintes de Cauchy tel que

σ f = −pI + 2µD(u f ) (2.2)

avec p le champ pression à l’intérieur du fluide, I la matrice identité, µ la viscosité
dynamique du fluide et D le tenseur des taux de déformations tel que

D(u f ) =
1
2

(
∇u f +∇Tu f

)
(2.3)

Le solide, constitué d’un matériau élastique linéaire isotrope et soumis à des forces
volumiques fs, est décrit par l’équation du mouvement suivante :

ρs
∂2ds

∂t2 = ∇ · σs + ρsfs dans Ωs (2.4)

où le tenseur des contraintes σs est relié au tenseur des déformations ε par la loi
de Hooke :

σs =
E

1 + νP

[
ε +

νp

1 − 2νp
Tr(ε)I

]

(2.5)

avec νp le coefficient de Poisson et E le module d’Young de la structure ; Tr représen-
tant la trace au sens matriciel du terme.
Aux équations (2.1) et (2.4) se rajoutent les conditions initiales associées.

Les domaines fluide et solide peuvent respectivement avoir des vitesses
et efforts imposés à leur frontière ou encore des surfaces libres, chaque cas est
spécifique. Cependant, deux conditions doivent être respectées à l’interface fluide-
structure :

⊲ la continuité des vitesses à l’interface :

u f = us à l’interface (2.6)

⊲ la continuité des efforts à l’interface :

σ f .n f = σs.ns à l’interface (2.7)
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Figure 2.1 – Représentation des domaines fluide et structure

2.1.2 Couplage fluide-structure avec Code_Saturne

Pour les calculs couplés fluide-structure, il est possible de coupler
Code_Saturne avec un code externe de calcul des structures (comme par exem-
ple Code_Aster, également développé par EDF R&D). Dans le cadre de ce travail,
nous avons fait le choix de considérer des structures à un degré de liberté en les
modélisant par un point matériel possédant une masse (éléments discrets). La
résolution temporelle de la dynamique de la structure est effectuée en utilisant le
schéma classique de Newmark. Les deux équations (fluide et solide) sont résolues
de par une approche de couplage partitionné. Les données du domaine fluide sont
moyennées et interpolées sur la masse ponctuelle représentant le solide (figure 2.2).

Figure 2.2 – Simplification de la modélisation de la structure : masse ponctuelle et interpolation
des données moyennées

Les schémas de couplage disponibles au sein du code sont les schémas explicites
synchrone et asynchrone et le schéma semi-implicite (Archambeau et al. 2004).
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2.2 Configurations étudiées de couplage fluide-structure

Dans cette partie, nous présentons deux applications numériques de l’étude
des vibrations d’une structure sous écoulement. Dans un premier temps, le cas
d’un tube seul en milieu infini en présence d’un écoulement à faible nombre de
Reynolds, d’abord pour de faibles amplitudes de vibrations puis dans le cadre de
l’accrochage mécanique.

Puis, une deuxième étape consiste à mettre en place le calcul d’un fais-
ceau de tubes sous écoulement transversal. Ce cas est très simplifié par rapport
à une géométrie et un régime d’écoulement réels. L’objectif de ces deux études
numériques est de pouvoir les exploiter par la suite par une méthode de réduction
de modèle, ce qui justifie les hypothèses simplificatrices choisies.

2.2.1 Outil employé

L’ensemble des calculs effectués dans cette partie est mis en place grâce à
l’outil de calcul numérique des écoulement fluides Code_Saturne. Dans ce code, les
calculs peuvent être bidimensionnels ou tridimensionnels, stationnaires ou insta-
tionnaires. Les écoulements newtoniens incompressibles, laminaires ou turbulents,
isothermes ou non peuvent être modélisés. D’autres modules spécifiques peuvent
être ajoutés (modèles de combustion de gaz, modèles de phénomènes électriques,
etc.) (Archambeau et al. 2004).

Code_Saturne est un code de calcul utilisant la méthode des volumes finis
pour résoudre numériquement les équations de Navier-Stokes sur un maillage qui
peut être mobile ; la méthode ALE y est intégrée.

La résolution temporelle des équations de Navier-Stokes dans Code_Saturne
se fait par une méthode de pas fractionnaire (algorithme de Chorin). Cela signifie
que l’on décompose l’avancée en deux temps :

⊲ D’abord, on effectue une prédiction des termes de vitesses avec les termes
sources, convectif et diffusif de l’équation de quantité de mouvement.

⊲ Puis, la valeur prédite est corrigée, grâce à la résolution d’une équation de
Poisson sur l’incrément de la pression et à la correction de la vitesse avec
l’équation de conservation de la masse.

Pour effectuer la discrétisation temporelle des variables d’intérêt, on utilise un θ-
schéma : Soit Φ une variable, on a

Φn+θ = θ Φn+1 + (1 − θ) Φn

En choisissant θ, on détermine l’ordre du schéma : si θ = 1, on résout le schéma
d’Euler implicite (ordre global en temps : 1), et si θ = 1/2, on résout le schéma de
Crank-Nicolson, d’ordre 2. Dans toute la suite de ce travail, nous choisissons θ = 1.

2.2.1.1 Étape de prédiction

L’étape de prédiction consiste à résoudre dans le domaine fluide l’équation
discrétisée suivante :

ρ

(
ũ − un

∆t

)

+ ρũ · ∇u = −∇pn + ν∆ũ + f n (2.8)

où ũ représente le champ de vitesse fluide prédit, ∆t est le pas de discrétisation
temporelle, f n représente un terme source éventuel.
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Des précisions sur les calculs des différents éléments de l’équation (2.8) sont
fournies en annexe A.3.

2.2.1.2 Étape de correction

On effectue ensuite l’étape de correction : c’est-à-dire que l’on projette la vitesse
sur l’espace des fonctions à divergence nulle. De ce fait, le terme de pression est
mis à jour. On note δp l’incrément de pression défini comme :

δp = pn+1 − pn (2.9)

Comme on souhaite déterminer les champs au temps n + 1, on résout l’équation
de Poisson suivante sur l’incrément de pression :

∆δp =
ρ

∆t
∇ · ũ (2.10)

Ce qui fournit la nouvelle valeur de la vitesse au temps n + 1 :

un+1 = un − ∆t
ρ
∇δp (2.11)

La méthode des volumes finis est utilisée pour la discrétisation spatiale du do-
maine fluide. Les valeurs physiques sont constantes sur chaque élément, et les
variables vitesse et pression sont toutes deux calculées aux centres des cellules,
on dit qu’elles sont colocalisées. Alors, comme on souhaite connaître les flux sur
les faces des mailles, on utilise des méthodes de reconstruction pour déterminer
les valeurs aux faces de bords des mailles en fonction des valeurs aux centres des
mailles. La méthode de réactualisation du maillage est présentée en annexe A.4 1.

2.2.2 Tube seul sous écoulement transversal

2.2.2.1 Modélisation du domaine d’étude

Pour ce premier cas, nous travaillons sur un cylindre seul en deux dimen-
sions, qui doit être placé dans un domaine considéré comme infini (voir figure 2.3)
afin de n’avoir pas à considérer le confinement du tube. Pour cela, il faut éviter les
effets de bords autour du cylindre et de l’écoulement : c’est pour cette raison qu’il
existe des contraintes pour la taille du domaine. En outre, le choix d’un maillage
assez fin est primordial afin de calculer avec précision les efforts du fluide sur le
cylindre, ainsi que les effets du mouvement du cylindre sur l’écoulement aval.

Il existe des recommandations quant au choix de la taille du domaine
en fonction du diamètre du cylindre. Guerouache (2000) précise notamment que
lorsque le nombre de Reynolds est faible, les effets de diffusion sont très importants
(puisqu’ils varient de façon inversement proportionnelle au nombre de Reynolds).
Ainsi, la hauteur du domaine ne doit pas être trop faible.

1. D’un point de vue informatique, Code_Saturne possède une architecture lui permettant d’ef-
fectuer des calculs parallèles efficaces. Sauf indication contraire, la version de Code_Saturne qui a été
utilisée pour les calculs et développements dans le cadre de cette thèse est la version 1.3.3.
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Figure 2.3 – Dimensions du domaine maillé

Nous présentons dans le tableau 2.2 les données géométriques retenues.

Diamètre Hauteur Longueur en amont Longueur en aval
du cylindre (m) du domaine du cylindre du cylindre

D H L1 L2

0.025 20 D 8 D 20 D

Table 2.2 – Tableau des données géométriques du domaine pour le cylindre seul

2.2.2.2 Mise en place de l’écoulement autour du cylindre fixe

Le maillage utilisé est présenté en figure 2.4, il contient environ 65 000

mailles ; les plus petites mailles se trouvent proche du cylindre et leur épaisseur est
d’environ 1.10−4 m. Les conditions aux limites sont résumées sur la figure 2.5.

Maillage total du domaine fluide Zoom sur la partie entourant le cylindre

Figure 2.4 – Domaine fluide maillé en éléments hexaédriques
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Figure 2.5 – Conditions aux limites pour le fluide dans le domaine étudié

Sur les côtés du domaine (de taille L1+ L2), comme on est assez loin du cylindre, on
peut choisir une condition de symétrie, car il n’y a pas d’influence sur l’écoulement
autour du cylindre. Étant donné l’éloignement des bords, il aurait aussi été possible
de choisir des conditions aux limites du type paroi, cela n’aurait pas eu d’influence
sur l’écoulement à l’arrière du cylindre. On travaille en deux dimensions, mais le
maillage possède une maille d’épaisseur dans la troisième direction, on a donc une
longueur du cylindre L non nulle. Ainsi, pour le maillage lui-même, c’est-à-dire
les deux sections créées par l’extrusion du domaine 2D dans la direction axiale,
on applique également une condition de symétrie. Les paramètres physiques de
l’écoulement sont rassemblés dans le tableau 2.3. Le fluide considéré est de l’eau.

Vitesse uniforme de l’écoulement en entrée U∞ = 4 × 10−3 m.s−1

Diamètre du cylindre D = 0.025 m
Masse volumique ρ = 1000 kg.m−3

Viscosité dynamique µ = 1 × 10−3 kg.m−1.s−1

Table 2.3 – Tableau des caractéristiques physiques pour le cylindre seul

Les forces à la paroi sont calculées sur la surface du cylindre. Et comme on
souhaite les ramener à une valeur linéique, ces grandeurs sont divisées par la
longueur L du cylindre, que l’on a choisie telle que : L = D/2 = 0.0125 m.

Le régime de l’écoulement est instationnaire, puisqu’à partir de Re ∼ 50,
apparaît le sillage asymétrique à l’arrière du cylindre. Cependant, en conservant le
nombre de Reynolds à la faible valeur de Re = 100, nous nous affranchissons des
effets tridimensionnels qui sont présents dans le cas où le nombre de Reynolds est
élevé. Le profil des vitesses est uniforme dans la direction x de l’écoulement (figure
2.5).

D’un point de vue numérique, la condition de CFL (Courant-Friedrichs-Levy)
est vérifiée pour un pas de temps ∆t = 0, 025s. Comme le cas d’étude proposé
ici a fait l’objet d’un grand nombre de travaux dans la littérature, il est facile de
comparer les résultats obtenus avec des données pour s’assurer de la validité des
résultats. Nous faisons le choix de comparer le nombre de Strouhal et les coeffi-
cients hydrodynamiques avec les résultats numériques de Guerouache (2000) eux-
mêmes comparés avec les résultats de Norberg (2001). Les grandeurs sont calculées
comme suit : les coefficients de portance fluctuants (auxquels on soustrait la valeur
moyenne) C′

L et de traînée C′
D sont calculés à chaque pas de temps, ainsi que leurs

valeurs moyennes (CL,moy, CD,moy) et RMS (C′
L,rms, C′

D,rms). Si pour une grandeur
quelconque g on note :

g′ = g − gmoy (2.12)
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alors leurs définitions respectives sont :

CL,moy =

n

∑
i=1

CL,i

n
C′

L,rms =

√
√
√
√
√

n

∑
i=1

(C′
L,i)

2

n
(2.13)

CD,moy =

n

∑
i=1

CD,i

n
C′

D,rms =

√
√
√
√
√

n

∑
i=1

(C′
D,i)

2

n
(2.14)

où n est le nombre de pas de temps courant. Les valeurs maximales sont obtenues
par une moyenne des maxima locaux des signaux temporels. Les résultats obtenus
sont rassemblés dans le tableau 2.4.

CD,moy C′
L,max C′

L,rms Str

Résultats présents 1.389 0.328 0.224 0.166

Guerouache (2000) 1.386 0.323 0.165

Norberg (2001) 0.227 0.164

Erreur présent/Guerouache (%) 0.2 1.5 0.6
Erreur présent/Norberg (%) 1.3 1.2

Table 2.4 – Résultats obtenus pour un calcul à cylindre fixe, Re = 100

Ces résultats sont tout à fait corrects, ce qui permet de valider ce calcul comme
régime établi pour mettre en place le déplacement du cylindre.

2.2.2.3 Vibrations sous écoulement : deux cas d’étude

Une fois l’écoulement établi, nous mettons en place un calcul offrant la
possibilité au cylindre de se mouvoir dans la direction y transversale à celle de
l’écoulement moyen. Pour cela, la technique ALE permettant au maillage fluide de
se déplacer en suivant le déplacement du solide est utilisée.

Par défaut, le schéma de couplage utilisé est le schéma explicite asynchrone,
avec une précision à l’ordre 2 pour le calcul de pression. Le pas de temps est fixé à
la valeur ∆t = 0, 025 s.

Les deux cas d’étude qui sont présentés ci-après proposent l’observation
des résultats numériques pour de faibles amplitudes du cylindre, puis pour des
vibrations de plus grande ampleur. Le cylindre est considéré sans amortissement
structurel. Afin de mettre en place ces calculs, on choisit ainsi deux valeurs dif-
férentes de la vitesse réduite pour le même nombre de Reynolds et la même masse
réduite m∗ du cylindre. En effet, pour le nombre de Reynolds Re = 100, une zone
d’accrochage mécanique existe et a été étudiée numériquement par Shiels et al.
(2001) notamment. Comme on l’a vu dans la partie 1.2, cela signifie que le cylindre
peut voir l’amplitude de ses vibrations augmenter pour une certaine gamme de
valeurs de la vitesse réduite, du fait du rapprochement de la fréquence d’émission
des tourbillons à l’arrière du cylindre fStr et donc de la fréquence d’oscillations du
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cylindre f avec la fréquence propre en eau du cylindre fN . Ainsi, si l’on choisit
une vitesse réduite dans cette gamme, les oscillations du cylindre sont de grande
amplitude et si l’on choisit une vitesse réduite hors de cette gamme, les vibrations
restent limitées. La masse réduite du cylindre est définie comme suit :

m∗ =
m

π
4 ρD2L

(2.15)

avec m la masse du cylindre et L la longueur du cylindre.

Premier cas : faible amplitude de vibrations

Dans un premier temps, nous considérons de faibles amplitudes de vibra-
tions du cylindre, c’est-à-dire que nous nous plaçons dans le cas où l’accrochage
mécanique n’est pas mis en place. La vitesse réduite , définie comme :

U∗ =
U∞

fN D
(2.16)

avec fN la fréquence propre en eau du cylindre, est égale à U∗ = 3. Pour cette
valeur, les résultats en termes d’amplitude réduite A∗ = ymax/D (avec ymax la
moyenne des maxima de l’amplitude du déplacement du cylindre), de coefficient
de traînée moyen et de coefficient de portance maximum sont reportés dans le
tableau 2.5.

U∗ A∗ CD CL,max

3.00 0.02 1.40 0.41

Table 2.5 – Résultats des simulations en vibrations induites sans amortissement à Re = 100 et
m∗ = 3.3, vitesse réduite U∗ = 3

L’amplitude du déplacement du cylindre reste faible, puisqu’elle est de deux
ordres de grandeur inférieure au diamètre du cylindre. Le déplacement adimen-
sionnel Y∗ = y/D du cylindre au cours du temps est présenté sur la figure 2.6. Le

temps adimensionnel est défini comme t∗ = t
U∞

D
.
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Figure 2.6 – Déplacement adimensionnel Y∗ du cylindre au cours du temps, U∗ = 3

Second cas : accrochage mécanique

Dans un second cas, nous nous intéressons au cas de vibrations de grande
amplitude du cylindre sous l’effet de l’écoulement. Shiels et al. (2001) observent
un accrochage pour une vitesse réduite aux alentours de U∗ = 5. Ainsi, pour la
vitesse réduite de U∗ = 4.91, les résultats obtenus sont présentés dans le tableau
récapitulatif 2.6.

U∗ A∗ CD CL,max

4.91 0.58 2.36 1.45

Table 2.6 – Résultats des simulations en vibrations induites sans amortissement à Re = 100 et
m∗ = 3.3, vitesse réduite U∗ = 4.91

Cette fois, on note que l’amplitude des oscillations du cylindre est beaucoup
plus importante, les maxima d’amplitude dépassent la valeur du rayon du cylindre.
Le déplacement adimensionnel Y∗ du cylindre au cours du temps adimensionnel
est présenté sur la figure 2.7.
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Figure 2.7 – Déplacement adimensionnel Y∗ du cylindre au cours du temps, U∗ = 4.91

Balayage de la zone d’accrochage

Par la suite, une grande gamme de vitesses réduites est balayée, l’ensemble
des résultats n’est pas détaillé ici. Cependant, en guise de récapitulatif, la figure 2.8
présente la valeur de l’amplitude maximale du cylindre obtenue en fonction d’une
grandeur appelée rigidité effective notée keff et introduite par Shiels et al. (2001).
La définition de cette grandeur, qui a pour avantage de représenter complètement
le système du fait de la nullité de l’amortissement de la structure, est détaillée
en annexe A.5. Ici, on retient qu’à chaque valeur de la rigidité effective correspond
une valeur de la vitesse réduite et que le balayage des valeurs de la rigidité effective
est similaire à celui de la vitesse réduite. On remarque simplement la très bonne
corrélation entre les résultats obtenus avec Code_Saturne et ceux de Shiels et al. Les
deux points correspondant aux deux tests décrits ci-avant (vitesse réduite de U∗ =
3 et U∗ = 4.91) sont représentés de façon distincte, correspondant respectivement
aux valeurs keff = 2.44 et keff = 21.37.



58 Chapitre 2. Étude numérique de problèmes couplés fluide-structure

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

-5  0  5  10  15  20  25

A
*

k*eff

Figure 2.8 – Amplitude adimensionnelle des vibrations du cylindre sans amortissement à Re =
100 et m∗ = 3.3 en fonction de k∗eff. � Données de référence (Shiels et al. 2001) ; � Résultats
Code_Saturne ; H Résultat Code_Saturne correspondant au cas de faible amplitude ; N Résultat
Code_Saturne correspondant au cas de l’accrochage

Les résultats obtenus pour les deux cas de faible et de grande amplitude des
déplacements du cylindre sont corrects, le schéma de couplage explicite asynchrone
fournit des résultats satisfaisants dans ce type de configuration de mécanisme d’in-
teraction fluide-structure. Les données que nous avons obtenues nous permettront
par la suite de mettre en place un modèle d’ordre réduit pour la même confi-
guration, avec un tube seul mobile : cela constituera une première étape dans la
construction d’un modèle réduit pour l’interaction fluide-structure.

2.2.3 Faisceau tubulaire sous écoulement transversal

Nous nous intéressons au cas d’un écoulement bidimensionnel au sein d’un
faisceau de tubes, afin de nous rapprocher du cas d’un écoulement confiné, qui
n’était pas représenté par l’étude du tube seul sous écoulement transversal. Nous
effectuons l’étude numérique en deux temps : d’abord, l’écoulement au sein du
faisceau de tubes fixes est établi, puis un tube au sein du faisceau est laissé libre
d’osciller dans la direction transverse à celle de l’écoulement.

2.2.3.1 Configuration géométrique

Dans une volonté d’alléger les calculs, une configuration bidimensionnelle
est choisie. Comme cela a été présenté dans la partie 1.1, il existe plusieurs con-
figurations possibles concernant l’agencement des tubes dans un échangeur de
chaleur ; celle qui a été retenue est la configuration en pas carré, avec un pas réduit
P/D = 1.44, où P est le pas inter-tubes (distance entre les centres de deux tubes
voisins) et D le diamètre d’un tube. Cette configuration a fait l’objet de plusieurs
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études numériques, voir les travaux de Adobès et al. (2006), Longatte et al. (2003)
et Benhamadouche et Laurence (2003) par exemple. Le diamètre d’un tube est de
D = 0.01 m.

Le choix du nombre de tubes dans la configuration considérée a son impor-
tance. Si l’on considère des conditions aux limites d’entrée/sortie dans le faisceau
ou au contraire, des conditions de périodicité, le comportement de l’écoulement et
donc des tubes qui sont amenés à vibrer s’ils y sont autorisés n’est pas le même.
Un faisceau tubulaire est constitué d’un très grand nombre de tubes ; cependant, il
n’est pas possible de tous les représenter dans une simulation.

En effet, pour des raisons de temps de calcul, un certain nombre d’auteurs
a choisi de travailler avec un maillage contenant le cylindre étudié, entouré de
ses plus proches voisins, avec des symétries (figure 2.9 (a)), en espérant que l’hy-
pothèse de faisceau infini soit validée. Or, Longatte et al. (2003) montrent qu’en
augmentant la taille du domaine aux seconds plus proches voisins, les résultats
sont meilleurs : ainsi, les conditions aux limites de symétrie ne suffisent pas pour
assurer l’hypothèse de faisceau infini. C’est pourquoi il est conseillé de travailler
avec un domaine fluide comprenant plusieurs tubes, même si un seul d’entre eux
est mobile (Longatte et al. 2003, Benhamadouche et Laurence 2003, Huvelin 2008)
(figure 2.9 (b)).

(a) (b)

Figure 2.9 – Différents maillages du domaine fluide : (a) Longatte et al. (2003), (b) Benhamadouche
et Laurence (2003).

Benhamadouche et Laurence (2003) proposent l’utilisation de la méthode LES
pour observer ces effets de la taille du domaine considéré sur la réponse du sys-
tème, ainsi que les effets de l’angle d’attaque de l’écoulement ou encore du con-
finement. Les travaux de Longatte et al. (2003) montrent que dans le cas où l’on
considère un tube et ses 8 voisins, l’étude des vibrations d’un tube dans un fluide
au repos donne de bons résultats. Huvelin (2008) travaille, d’abord sans modèle de
turbulence, sur une configuration plus importante, se basant sur celle d’une ma-
quette d’essai AMOVI du CEA (de Morais 2006, Huvelin et al. 2007), voir la figure
2.10 : cette maquette est constituée de 15 tubes entiers et de 10 demi-tubes. Des
études de vibrations pour un tube au centre de la maquette sont effectuées avec
des conditions d’entrée/sortie dans le sens de l’écoulement. Dans ce cas, l’écoule-
ment se met en place autour des premiers tubes avant d’atteindre le tube central
pour lequel les grandeurs physiques sont relevées et qui est amené à se déplacer
dans la direction transverse à l’écoulement.
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Figure 2.10 – Représentation du modèle de la maquette AMOVI, Huvelin (2008)

Une telle configuration semble intéressante, puisque même si l’ensemble du
faisceau tubulaire n’est pas modélisé, l’influence des tubes voisins est considérée.
Cependant, cette configuration implique de travailler avec un maillage comportant
un nombre de mailles très conséquent. Or, comme nous mettons en place ce calcul
complet dans le but de traiter les données obtenues pour effectuer des calculs d’or-
dre réduit, nous sommes dans l’obligation d’anticiper en évaluant la quantité de
données à stocker : notre objectif est donc de travailler dans un cadre permettant
de reproduire globalement un mécanisme tout en conservant un domaine de calcul
relativement restreint. D’autant que, selon la richesse de la physique de l’écoule-
ment, il peut être nécessaire de conserver un grand nombre de données pour avoir
une représentation pertinente de cet écoulement.

C’est pourquoi il est préférable, dans le cas présent, de travailler dans la
configuration "9 tubes", c’est-à-dire celle pour laquelle on considère un tube et ses
8 plus proches voisins, comme cela est représenté en figure 2.11. Pour pallier la
problématique de la mise en place de l’écoulement et de sa forme autour du tube
considéré, des conditions aux limites périodiques seront choisies ; autrement dit, le
faisceau tubulaire est considéré comme infini dans les deux directions du plan.

a) Maillage complet b) Zoom sur le maillage utilisé

Figure 2.11 – Configuration "9 tubes" bidimensionnelle choisie

Le maillage utilisé comporte environ 64 000 cellules. Les conditions aux limites
choisies ainsi que l’orientation de l’écoulement sont résumées sur la figure 2.12.
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Figure 2.12 – Conditions aux limites et orientation de l’écoulement au sein de la maille élémentaire
"9 tubes" du faisceau

La configuration géométrique du domaine est résumée dans le tableau 2.7.

Diamètre Largeur et longueur Pas inter-tubes Longueur
du cylindre (m) du domaine du cylindre

D H P L
0.01 2, 88 D 1, 44 D 0, 5 D

Table 2.7 – Tableau des données géométriques du domaine pour le faisceau de tubes (m)

2.2.3.2 Calcul de l’écoulement : modèle utilisé, objectif

Le code de calcul CFD utilisé pour calculer l’écoulement au sein de la con-
figuration de faisceau est également Code_Saturne.

L’objectif ici est de travailler non pas dans un contexte d’instabilité (instabi-
lité fluide-élastique, accrochage, ...) qui impliquerait la mise en place d’un cal-
cul très haute fidélité avec toutes les difficultés de représentation du phénomène
physique que cela entraîne, mais plutôt d’observer un régime d’écoulement stable.

Afin d’étudier un écoulement dont les caractéristiques sont tout de même
assez riches, nous cherchons à mettre en place un calcul d’écoulement instation-
naire. Pour cela, il est nécessaire de se placer à un nombre de Reynolds qui permet-
te la mise en place d’instationnarités. Les principales hypothèses adoptées pour ce
calcul sont le fait qu’il reste bidimensionnel et l’absence de modèle de turbulence.

Première hypothèse : calcul 2D

Comme le calcul est bidimensionnel, il est nécessaire de déterminer le nom-
bre de Reynolds le plus faible pour lequel on voit apparaître des instationnarités
dans l’écoulement. En effet, il a été montré (Huvelin 2008) que l’utilisation d’une
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configuration 2D pour décrire un phénomène intrinsèquement tridimensionnel en-
traîne généralement une surestimation des grandeurs physiques : l’écoulement au
sein d’un faisceau tubulaire à haut nombre de Reynolds dépend fortement des ef-
fets tridimensionnels ; il faut donc, en théorie, tenir compte de la longueur de cor-
rélation de l’écoulement sur les tubes. C’est pourquoi, dans le cadre de ce calcul, le
choix du plus faible nombre de Reynolds auquel apparaissent les instationnarités
permet de minimiser l’erreur due à la configuration 2D du domaine.

Rappel

Dans le cadre des travaux sur la configuration de faisceau tubulaire, l’énoncé du
nombre de Reynolds se rapporte au nombre de Reynolds prenant en compte le confinement
des tubes, c’est-à-dire pour rappel :

Re =
UpD

ν
(2.17)

avec

Up = U∞
P

P − D
(2.18)

Après une étude de convergence en nombre de Reynolds, le nombre de Reynolds
pour lequel les premières instationnarités sont observées est mesuré à Re = 2600
avec ce modèle numérique.

Remarque 2.1 Il est important de noter que la configuration de cette étude étant très
particulière, nous ne sommes pas en mesure de pouvoir comparer les résultats numériques
obtenus avec des travaux numériques ou expérimentaux. En effet, à notre connaissance,
il n’existe pas d’étude ayant été effectuée dans une configuration similaire (nombre de
Reynolds, conditions aux limites, nombre de tubes et modèle d’équations). Il n’est donc
pas envisagé de conclure sur la physique de l’écoulement et du déplacement du cylindre.
L’objectif ici est seulement de fournir un calcul numérique de base afin de mener à bien
l’étude des vibrations sous écoulement d’un tube au sein d’un faisceau via la réduction de
modèle. Et, d’un point de vue ingénieur, il est primordial que la méthode de réduction de
modèle soit assez robuste pour reproduire un mécanisme, quelle que soit la provenance des
données de base ayant permis sa construction.

Pour obtenir les instationnarités désirées, plusieurs étapes ont été néces-
saires. Dans un premier temps, au lieu des conditions de périodicité présentées en
figure 2.12, des conditions d’entrée/sortie avaient été imposées sur les faces respec-
tives de gauche et de droite du domaine, et des conditions de symétries appliquées
au niveau du "haut" et du "bas" du domaine. Avec ces conditions aux limites,
aucune instationnarité dans l’écoulement n’était observée, malgré les différentes
configurations de perturbations imposées dans l’écoulement. Ceci est principale-
ment dû au fait que la maille élémentaire du faisceau (c’est-à-dire la considération
de seulement 9 tubes) n’est pas suffisante pour laisser à l’écoulement le temps
de s’établir autour des structures. C’est pourquoi la configuration de la maquette
AMOVI est meilleure dans le cas où ces conditions aux limites sont considérées. De
plus, la configuration actuelle ne permettrait pas d’obtenir des résultats corrects du
fait de l’absence de zones libres en amont et en aval de l’écoulement, contrairement
à ce qui est effectué par Huvelin et que l’on a appliqué dans le cas du tube seul.

Avec des conditions aux limites périodiques, il est possible de mettre en
place un écoulement instationnaire. L’utilisation des conditions aux limites pério-
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diques au sein de Code_Saturne est présentée en détail dans l’annexe A.6. Con-
crètement, comme les conditions aux limites sont périodiques, il est nécessaire
d’imposer autrement ces conditions, puisque la limite du domaine n’est plus con-
sidérée comme un bord mais comme une zone interne au domaine fluide. Pour
cela, un terme source sous forme de flux massique est rajouté au second membre
des équations de Navier-Stokes, il représente le débit que l’on souhaite imposer
à l’écoulement. Ce débit est un débit "cible", vers lequel le système tend au cours
du temps. Il est donc nécessaire d’effectuer un calcul préalable d’initialisation du
débit ; une fois la valeur du débit atteinte, le calcul réel peut débuter.

Le débit imposé est fonction du nombre de Reynolds. Le tableau 2.8 rassem-
ble les caractéristiques physiques de l’écoulement.

Nombre de Reynolds Re = 2600
Vitesse uniforme de l’écoulement en entrée U∞ = 0.079 m.s−1

Masse volumique ρ = 1000 kg.m−3

Viscosité dynamique µ = 1 × 10−3 kg.m−1.s−1

Table 2.8 – Tableau des caractéristiques physiques pour le faisceau de tubes

Pour mettre en place un écoulement instationnaire, une perturbation tem-
porelle sur le débit entrant est imposée ; elle est schématisée en figure 2.13 : un
créneau est imposé au débit entrant. Sur un laps de temps, le débit entrant est
doublé ; ce qui entraîne des perturbations dans l’écoulement a posteriori.

Figure 2.13 – Créneau temporel imposé au débit cible pour introduire une perturbation dans
l’écoulement

Pour satisfaire la condition de Courant-Friedrichs-Levy, le pas de temps choisi est
évalué à ∆t = 1.10−3 s. et est fixe.

La réponse du système à cette pertubation temporelle est représentée en figure
2.14, où la vitesse observée en entrée ainsi que la vitesse correspondant au débit
cible sont tracées en fonction du temps ; le débit cible est atteint, puis le créneau
temporel est imposé, et enfin le débit cible revient à sa valeur initiale ; la vitesse
observée devient fluctuante autour de la valeur cible.
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a) Débit cible et débit calculé au cours du temps

b) Zoom temporel après le créneau

Figure 2.14 – Comportement de la réponse au débit imposé au second membre

L’agorithme utilisé au sein de Code_Saturne pour mettre en place le calcul de ce
débit est présenté en annexe A.7.

Seconde hypothèse : pas de modèle de turbulence

Une seconde et forte hypothèse est la suivante : le calcul est réalisé sans
aucun modèle de turbulence, alors que l’écoulement est mené à un nombre de
Reynolds relativement élevé : en effet, Huvelin (2008) rappelle que dès le nombre
de Reynolds Re = 1200, le système se situe dans la gamme d’initialisation de la tur-
bulence. Cependant, il effectue lui-même différents calculs tridimensionnels pour
des nombres de Reynolds se situant entre Re = 1200 et Re = 6000, en conservant
l’hypothèse de fluide laminaire. Pour le moment, le calcul mené ici est donc bidi-
mensionnel et sans modèle de turbulence. Cette dernière hypothèse nous permet-
tra, lors de la construction du modèle d’ordre réduit, d’observer le comportement
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du modèle sans rajout de termes supplémentaires (viscosité de turbulence, etc.) qui
pourraient avoir une influence sur la stabilité et donc, compliquer l’interprétation
des résultats obtenus.

2.2.3.3 Calcul de l’écoulement pour le faisceau fixe

Caractéristiques de l’écoulement

Une fois l’écoulement établi dans son régime instationnaire, il est possible
de lancer le calcul réel. On remarque que le signal de la vitesse en entrée, au point
de contrôle numéro 1 (figure 2.15) n’est pas parfaitement périodique : au contraire,
des pseudo-périodes sont observées (voir figure 2.16). La figure 2.17 présente l’évo-
lution de la vitesse selon x (direction de l’écoulement d’entrée) aux quatre points de
contrôle présentés sur la figure 2.15 sur une pseudo-période. On remarque l’aspect
très chahuté de l’écoulement.

Figure 2.15 – Points de contrôle des grandeurs physiques dans le domaine du faisceau
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Figure 2.16 – Evolution de la vitesse au point numéro 1
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Figure 2.17 – Evolution de la vitesse selon x sur une pseudo-période aux quatre points de contrôle

C’est dans les deux zones séparant les tubes dans le sens de l’écoulement que
l’on observe les maxima du champ de vitesse ; ceux-ci se déplacent au cours du
temps dans le sens de l’écoulement (figure 2.18). Il existe plusieurs zones où sont
observées des recirculations ; cependant, ces recirculations restent d’une relative
faible amplitude par rapport à l’écoulement moyen. Ces zones se situent princi-
palement à l’arrière des tubes, comme on peut le constater en observant la vorticité
de l’écoulement ainsi que les lignes de courant, qui révèlent des zones tourbillon-
naires (figure 2.19).
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a) Champ de vitesse à la date t = 40.05s b) Champ de vitesse à la date t = 41.05s

Figure 2.18 – Champ de vitesse global au cours du temps

a) Vorticité de l’écoulement b) Lignes de courant

Figure 2.19 – Observation des zones de recirculation dans le domaine fluide

2.2.3.4 Calcul de l’écoulement pour le faisceau mobile

Modèle utilisé

La configuration géométrique utilisée dans le cas du faisceau dit "mobile"
est la même que celle pour le cas du faisceau fixe. La formule de "faisceau mobile"
est utilisée par abus de langage, mais cela signifie simplement que seul le tube cen-
tral de la maille élémentaire du faisceau est autorisé à se déplacer et ce, uniquement
dans la direction perpendiculaire à celle de l’écoulement moyen. C’est-à-dire que le
tube central est amené à se déplacer selon la direction y (figure 2.12). Le domaine
est toujours bidimensionnel et les équations de résolution du mouvement du fluide
sont toujours traitées sans modèle de turbulence.

Pour l’établissement de l’écoulement, on se place exactement dans les
mêmes conditions que dans le cas du faisceau fixe, c’est d’ailleurs ce dernier
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qui tient lieu d’initialisation de l’écoulement au sein du faisceau ; le nombre de
Reynolds étant fixé à Re = 2600. Afin de prendre en compte le déplacement de la
structure, c’est la formulation ALE qui est utilisée puisque le calcul est mené avec
Code_Saturne.

Les tubes sont constitués d’acier, dont la masse volumique est de ρacier =
7850 kg.m−3. Le déplacement du tube central reste faible, on évalue sa raideur
à k = 26.36N.m−1 pour avoir une fréquence d’oscillation proche de 1 Hz et un
déplacement dont l’amplitude ne dépasse pas 4.10−3 m. Dans ce cas, on observe
des déplacements du cylindre qui ne sont pas périodiques, malgré un comporte-
ment quasi-sinusoïdal (figure 2.20). Notons toutefois qu’un comportement pseudo-
périodique apparaîtrait peut-être sur un intervalle de temps plus long. D’autre part,
il sera nécessaire de rassembler un grand nombre de clichés afin de constituer une
base assez riche pour tenter de reconstruire un mouvement aussi agité.
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Figure 2.20 – Évolution temporelle du déplacement selon y du tube central au sein du faisceau

2.2.4 Conclusion

Dans cette partie, nous avons proposé deux applications numériques sim-
ples d’interaction fluide-structure. Dans le premier cas, l’existence d’un grand nom-
bre de travaux numériques et expérimentaux sur le sujet nous a permis de con-
clure quant au bon comportement du code pour le traitement du phénomène d’ac-
crochage en fréquence.

Le deuxième cas, lui, n’est pas validé par l’expérience ou par le calcul et
présente des limites non négligeables ; cependant, il permet de poser les bases pour
la mise en place de calculs d’ordre réduit. En effet, il sera ensuite considéré comme
le calcul "de confiance" à partir duquel seront extraites les données nécessaires pour
construire le modèle réduit.





3
La réduction de modèle : état de
l’art, enjeux et interaction
fluide-structure

La réduction de modèle est un enjeu actuel majeur pour la modélisation
numérique des phénomènes. Les dernières décennies ont vu l’industrie se

transformer du fait de l’arrivée des moyens informatiques dans toutes les étapes de
la vie d’un produit : de la conception à sa mise en œuvre en passant par sa produc-
tion, l’outil informatique est désormais indispensable. C’est grâce à l’amélioration
numérique sur plusieurs fronts (meilleure algorithmique, plus grande puissance et
compacité des composants) que cette transformation a pu avoir lieu, fournissant à
l’ingénieur et au chercheur des outils de grande qualité et lui permettant de dimi-
nuer le coût des bancs d’essai expérimentaux.

Aujourd’hui, la course à la puissance des calculateurs semble s’essouffler,
du fait de la très grande quantité de données à traiter pour accéder à la connais-
sance de phénomènes réels. Bien que les super-calculateurs permettent de se rap-
procher toujours plus de la physique d’un problème, l’accès à de tels moyens de
calcul reste limité, de par le coût qu’ils représentent. De plus, il existe une limite
à la puissance des processeurs classiques (CPU), même si la recherche pour en
modifier l’architecture a permis de fournir des éléments plus puissants, comme le
processeur CELL par exemple, notamment très adapté au calcul parallèle et per-
mettant d’atteindre des fréquences élevées.

D’autres moyens se développent pour tenter de gagner en puissance et en
rapidité de calcul. On peut citer notamment l’utilisation des processeurs graphiques
- dits GPU - pour exécuter les tâches habituellement confiées au seul CPU. Les
performances du système informatique, distribuant les tâches entre le CPU et le
GPU (qui accélère certaines phases du calcul) permettent d’accéder à des résultats
avec une grande rapidité. Le GPU est tout à fait adapté à du calcul massivement
parallèle et les tests de performances montrent la supériorité du GPU face au CPU
à partir d’un petit nombre d’unités. Par contre, l’utilisation des GPU peut avoir des
limites en ce qui concerne la quantité de mémoire à utiliser.

Parallèlement à l’amélioration technique des matériels informatiques, les
méthodes numériques de réduction de modèle sont de plus en plus prisées, sous
toutes leurs formes. Elles consistent à traiter numériquement un problème via les
techniques habituelles de modélisation, mais en proposant un modèle de taille très
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réduite par rapport à celle du modèle complet. Par exemple, l’étude d’un écoule-
ment turbulent tridimensionnel en simulation numérique directe nécessite un raf-
finement en temps et en espace qui demande la résolution d’un système compor-
tant, de façon non exceptionnelle, plusieurs millions de degrés de liberté, ce qui
nécessite des moyens de calcul conséquents. L’objectif de la réduction de modèle
est, pour un problème de ce type, de parvenir à n’avoir à résoudre que des systèmes
dont la taille n’excède pas l’ordre de la centaine de degrés de liberté.

Dans ce chapitre, nous proposons une revue des différents types de réduc-
tion de modèle et de leurs domaines d’application. Nous choisissons une classi-
fication globale entre les méthodes de réduction dites a posteriori, nécessitant une
certaine connaissance du problème étudié et les méthodes a priori, se construisant
sans apport préalable. Certaines de ces méthodes sont décrites plus en détail, dès
lors qu’elles présentent un intérêt particulier dans le cadre de ce projet. Puis, nous
nous intéressons aux méthodes d’ordre réduit pour l’interaction fluide-structure.
Là encore nous distinguons les techniques reposant sur la considération d’un do-
maine fluide-structure fixe au cours du temps de celles qui s’appuient sur le suivi
du domaine mobile dans l’intervalle de temps de l’étude.
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3.1 La réduction de modèle : contexte

3.1.1 Qu’entend-on par réduction de modèle ?

Le terme de réduction de modèle peut prendre un grand nombre de signifi-
cations. Un modèle peut déjà, à la base, être considéré comme une réduction par
rapport à la réalité qu’il représente. La simplification d’un modèle en fonction des
besoins de l’utilisateur constitue une autre réduction : par exemple, dans l’étude
du comportement d’un bateau à la houle, il ne sera pas toujours nécessaire de con-
cevoir le modèle contenant l’ensemble des rivets de la coque. On peut voir égale-
ment le passage de la représentation d’un modèle tridimensionnel à un modèle
unidimensionnel comme une réduction, ce qui est fait par exemple dans la théorie
des coques et des plaques. La discrétisation de problèmes continus est également
une réduction de modèle qui permet de passer d’ Équations aux Dérivées Partielles
à un système d’Équations Différentielles Ordinaires.

Dans le cadre de notre travail, nous nous plaçons dans le contexte suivant :
connaissant un modèle défini par l’équation aux dérivées partielles pour l’inconnue
u ∈ V (espace topologique) et (x, t) ∈ Ω × [0, T] avec Ω ∈ R

3 et T ∈ R
+ :

∂u
∂t

= f (u) (3.1)

où f est un opérateur de u et de ses dérivées. On écrit la discrétisation spatiale de
(3.1) qui fournit le système :

dX
dt

= f h(X) (3.2)

avec X ∈ W où W est une variété de dimension n. La réduction de modèle telle
que nous l’entendons consiste à trouver une variété Wr de dimension N ≪ n tel
que la solution xr ∈ Wr de l’équation

dxr

dt
= fr(xr) (3.3)

vérifie la condition
d(X, xr) ≤ ε (3.4)

où d est une distance, avec ε un réel choisi. W et Wr sont supposées être des variétés
plongées dans R

n. En d’autres termes, on cherche un modèle qui soit équivalent
au modèle 3.2 formulé dans Wr, où la distance et Wr sont à déterminer.

Nous nous intéresserons par la suite plus particulièrement à la définition
des méthodes de réduction de modèle par projection. Nous distinguerons deux
types de méthodes : celles pour lesquelles le domaine d’étude est fixe et celles qui
permettent la gestion de cas mobiles ; ainsi nous pourrons introduire la réduction
de modèle pour l’interaction fluide-structure.
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3.2 Réduction de modèle par projection : problèmes linéaires

et non linéaires

Dans cette partie, nous présentons différentes méthodes de réduction de
modèle en orientant notre description sur les méthodes par projection ; il existe bien
entendu d’autres types d’approches. Nous proposons de distinguer les méthodes
selon les éléments sur lesquels la réduction est effectuée.

Une première famille d’approches nécessite la connaissance préalable de
certaines solutions du problème, elles sont appelées les méthodes a posteriori. C’est
sur l’ensemble des solutions connues que se construira le modèle réduit. Si l’on
réécrit l’équation aux dérivées partielles 3.1 sous la forme de la recherche de u
dans l’espace V tel que :

A(u) = f (3.5)

avec A un opérateur différentiel défini par le problème. Connaissant plusieurs so-
lutions, nous pouvons construire un modèle réduit par projection sur une certaine
base à définir. Si l’excitation est modifiée, les solutions du problème seront modi-
fiées et donc, la base de projection pour la construction du modèle réduit sera
différente.

D’autres méthodes, considérées comme faisant partie des modèles a priori,
ne nécessitent aucune connaissance préalable de la solution. Le modèle réduit est
alors construit à partir des propriétés des opérateurs du système, ou encore même
à partir de l’équation. Par exemple, les méthodes modales sont construites à partir
de la recherche des valeurs propres de l’opérateur A. Ainsi, une modification de
l’excitation initiale n’aura pas d’effet sur la base choisie.

Dans tous les cas, les méthodes de réduction de modèle par projection peu-
vent se définir par le schéma 3.1. Une fois la discrétisation du problème étudié
formulée par

Ah(uh) = f h (3.6)

sur l’espace W , on projette soit le problème continu 3.5, soit le problème discret
(3.6) sur une base de taille réduite, ce qui permet d’obtenir le problème

Ar(ur) = fr (3.7)

dans l’espace Wr de taille très inférieure à celle de W .
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Figure 3.1 – Principe de la réduction de modèle par projection

Nous proposons ci-dessous une description de différentes méthodes de ré-
duction par projection qui nous permettront dans un premier temps de nous at-
tarder sur des méthodes de réduction devenues classiques pour des domaines d’é-
tude fixe, puis de présenter des approches relativement récentes adaptées à l’étude
de domaines mobiles au cours du temps et plus précisément aux problèmes d’in-
teraction fluide-structure.

3.2.1 Les méthodes de réduction pour les problèmes linéaires

3.2.1.1 Réduction par méthode modale

Une première approche de la réduction de modèle pour les problèmes
linéaires consiste à considérer la méthode modale basée sur la recherche des
valeurs propres d’un problème lié à l’équation. Prenons par exemple le problème
linéaire de vibrations d’une structure. Soit xs(t) le déplacement de la structure avec
t ∈ [0, T], T ∈ R

+, M la matrice de masse et K la matrice de rigidité, avec M et K
appartenant à Mn(R). Le problème s’écrit :

M
d2xs

dt2 + Kxs = F (3.8)

Les matrices M et K sont symétriques définies positives. On construit alors le pro-
blème aux valeurs propres suivant : trouver les vecteurs Ψ ∈ R

n et les valeurs
propres associées λ solutions de :

KΨ = λMΨ (3.9)

Ce problème présente les propriétés suivantes :
⊲ Les valeurs propres sont positives, on peut donc écrire λi = ω2

i pour chaque
valeur propre λi, i = 1, ..., n.

⊲ Il est possible d’ordonner les valeurs propres par ordre croissant
⊲ Les vecteurs propres obtenus forment une base de R

n
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⊲ On a ψT
i Mψj = δ

j
i et Kψj = ω2

i δ
j
i avec δ

j
i le symbole de Kroenecker, pour tout

i, j = 1, ..., n.
Si l’on ne conserve que les q premiers vecteurs propres, associés aux q premières
valeurs propres (qui sont les q plus petites valeurs propres parmi l’ensemble des
valeurs propres), on écrit que xs peut s’approcher par la décomposition :

xs ≃ Ψa (3.10)

avec Ψ = (ψ1, ψ2, ..., ψq) et a = (a1, a2, ..., aq)T. De même, on a :

F̃ = ΨT F (3.11)

Alors on peut donc écrire, pour j = 1, ..., q :

d2aj

dt2 + ω2
j aj = F̃j (3.12)

Ainsi, le modèle est réduit à la résolution d’un système de q équations avec q ≪ n.

3.2.1.2 Les approximants de Padé

Nous proposons maintenant de nous intéresser au cas de la réduction de
modèle pour les problèmes de contrôle linéaire, car un grand nombre de problèmes
peuvent être écrits sous la forme d’un problème de contrôle. Dans ce cadre, les
systèmes dynamiques construits peuvent être vus comme l’arrangement d’un en-
semble d’entrées et de sorties, avec une fonction de transfert qui permet de décrire
le système global. Si le système dynamique à résoudre s’écrit de la façon suivante :

{
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

(3.13)

où la première équation représente un système dynamique linéaire, avec x con-
tenant les degrés de liberté du système, x est appelée la variable d’état du système
et y contient les sorties du système, contenant ce que l’on appelle les variables d’in-
térêt du système (par exemple, des efforts, une vitesse, ...) ; u représente l’entrée du
système, qui contient le ou les paramètres à prendre en compte pour comprendre
la réponse du système (cette entrée peut être une géométrie, un nombre adimen-
sionnel, ...).

On a A ∈ M(Rn, R
n), B ∈ M(Rn, R

q), C ∈ M(Rn, R
p), D ∈ R, avec n,

q, p des entiers positifs. Ainsi, x ∈ R
n, y ∈ R

p et u ∈ M(Rq). La fonction de
transfert du système est la matrice qui relie l’entrée à la sortie ; elle est notée H et
est généralement écrite dans le domaine de Laplace :

ŷ(s) = H(s)û(s) (3.14)

où ·̂ représente la transformée de Laplace et s est la variable complexe de Laplace. À
l’observation du système (3.13), on peut définir formellement la fonction de trans-
fert de la façon suivante :

H(s) = C(sI − A)−1B + D (3.15)

où I est la matrice identité. Le calcul de cette matrice n’est pas possible concrète-
ment, car le nombre de degrés de liberté peut être très important, ce qui entraîne
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un calcul d’inversion de la matrice A très lourd. C’est là qu’intervient la réduction
de modèle ; on cherche à projeter le système dynamique sur une base permettant
de réduire la taille de la matrice à inverser. Le problème est de déterminer la base
convenable permettant de réduire considérablement le système, tout en gardant
une bonne précision pour rester proche du système d’origine. La réduction d’un
tel système consiste à construire un système de taille réduite par rapport à celle du
système (3.13), soit de taille N ≪ n. Ce nouveau système réduit peut s’écrire :

{
ẋN(t) = ANxN(t) + BNu(t)
yN(t) = CNxN(t) + DNu(t)

(3.16)

avec AN ∈ M(RN , R
N), BN ∈ M(RN , R

m), CN ∈ M(RN , R
p), DN ∈ R et

‖y − yN‖ ≤ ε en choisissant ε ∈ R.
L’utilisation des approximants de Padé pour traiter ces problématiques de sys-

tèmes automatiques à entrée/sortie est proposée par plusieurs auteurs, par exem-
ple Bai et Freund (1999), qui travaillent dans le cadre de l’étude de circuits RLC
(association de dipôles passifs de type bobine, résistances et condensateurs). Les
approximants de Padé ont été introduits à la fin du 19ème siècle ; l’objectif est d’ap-
procher une fonction analytique f , de la même façon que cela est fait par l’usage
des séries entières. Ces dernières sont des polynômes, tandis qu’un approximant
de Padé s’écrit sous forme de fraction rationnelle de deux polynômes. Considérant
ainsi la fonction de transfert H(s), l’approximant de Padé Hp,q de H au voisinage
de s0 est défini par :

Hp,q(s) =
p+q−1

∑
i=1

ai(s − s0)
i +O

(
(s − s0)

p+q) (3.17)

c’est-à-dire que Hp+q et le développement limité de H au voisinage de s0 :

H(s) =
∞

∑
i=1

ai(s − s0)
i (3.18)

coïncident sur les p + q premiers termes, avec p et q deux entiers positifs. À partir
de cette définition, il est possible de réduire la taille du problème à résoudre pour
calculer la fonction de transfert. En effet, puisque nous réduisons le degré de la
fonction de transfert en nous arrêtant à l’ordre p + q, nous réduisons le nombre de
degrés de liberté du système.

Dans le cas de l’étude des systèmes dynamiques linéaires, la stabilité du
système est recherchée. Le défi de la construction d’un modèle réduit pour ces
systèmes est donc de la conserver. Or, se basant sur deux exemples simples, nous
voyons que les approximants de Padé peuvent ne pas préserver la stabilité : recher-
chons l’approximant de Padé H0,1 au voisinage de s0 = 0 de la fonction de transfert :

H(s) =
6s + 8

s2 + 5s + 4
(3.19)

On trouve H0,1 =
2

1 + 0, 5s
, qui est stable. Par contre, si l’on souhaite travailler avec

l’approximant de Padé H0,1 au voisinage de s0 = 0 de :

H(s) =
18s + 8

s2 + 5s + 4
(3.20)
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cette fois, on a H0,1 =
2

1 − s
qui fournit un système entrée-sortie instable puisque

son pôle admet une partie réelle positive. Cet exemple simple illustre la raison pour
laquelle des techniques ont depuis été mises en place afin de préserver la stabilité et
la “contrôlabilité” du système dynamique : dans le paragraphe suivant, la méthode
dite de “troncature équilibrée” en est un exemple. Il est à noter également que l’u-
tilisation des approximants de Padé ne permet pas toujours de réduire efficacement
les systèmes les plus gros et n’est pas adaptée au cas des problèmes non linéaires.

3.2.1.3 La méthode de troncature équilibrée

Dans le but de conserver les caractéristiques de stabilité et de “contrôlabil-
ité” du système linéaire, une méthode nommée "troncature équilibrée", ou balanced
truncation en anglais (Moore 1981) est proposée. Pour cette méthode, on introduit
les matrices grammiennes, l’une dite de contrôlabilité et définie comme suit :

Wc =
∫ ∞

0
eAτBBTeATτdτ (3.21)

Et l’autre est dite matrice d’observabilité :

Wo =
∫ ∞

0
eATτCTCeAτdτ (3.22)

Elles sont obtenues par la résolution des équations de Lyapounov :
{

AWc + Wc AT + BBT = 0
ATWo + Wo A + CTC = 0

(3.23)

Les critères de contrôlabilité respectifs et d’observabilité de ces grammiennes sont
les suivants : le système étudié est dit contrôlable si et seulement si la matrice
de contrôlabilité Wc est définie positive. De même, le système est observable si et
seulement si la matrice d’observabilité Wo est définie positive.

En notant σi la racine carrée des valeurs propres λi de la matrice WcWo,
valeurs appelées aussi valeurs singulières de Hankel :

σi =
√

λi (3.24)

pour i = 1, ..., n on parle de troncature équilibrée lorsque les matrices Wc et Wo

vérifient :
Wc = Wo = diag(σ1, ..., σn) (3.25)

Dans ce cas, la projection du système (3.13) se fait à partir de ces matrices, et l’on
tronque le système à un ordre N ≪ n. En effet, si le système est observable et
contrôlable, il existe une transformation T telle que l’on puisse écrire le système
sous la forme : {

ẋN(t) = TAT−1x(t) + TBu(t)
yN(t) = CT−1x(t) + Du(t)

(3.26)

et telle que ce système soit équilibré (on tronque aux N premières valeurs propres
σi). xN = Tx est le vecteur réduit contenant les variables d’état. Cette troncature
équilibrée assure la construction d’un système réduit stable, d’où son intérêt pour
la résolution de systèmes dynamiques linéaires de grande taille. Cependant, la ré-
solution des équations de Lyapounov reste lourde à mettre en œuvre.
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Il faut également noter que les techniques de troncature équilibrée et des
approximants de Padé ne s’appliquent qu’à la résolution de systèmes linéaires,
qu’ils soient scalaires ou matriciels. Leur application à des problèmes de types
écoulement fluide ou interaction fluide-structure nécessite donc obligatoirement
une linéarisation des équations.

D’autres techniques existent pour définir la projection sur une base de taille
réduite, comme par exemple la méthode de Krylov, qui permet d’effectuer une pro-
jection sur les sous-espaces de Krylov engendrés par les matrices de contrôlabilité
et d’observabilité.

3.2.2 Les méthodes de réduction pour les problèmes non linéaires

L’étude des problèmes non linéaires via la réduction de modèle est égale-
ment très usitée, puisque les temps de calcul peuvent être très importants (présence
d’opérateurs de grande taille, pas de temps restreint en cas de calcul instationnaire,
etc.). Nous présentons ici, sans exhaustivité, quelques méthodes de réduction de
modèle adaptées aux équations non linéaires.

3.2.2.1 La méthode de Décomposition Orthogonale aux Valeurs Propres (POD)

La méthode de Décomposition Orthogonale aux valeurs Propres, ou POD
(Proper Orthogonal Decomposition) est l’une des techniques de réduction de modèle
les plus prisées actuellement. Elle peut être vue soit comme une compression de
données efficace, soit comme une méthode permettant d’écrire des modèles d’ordre
réduit optimaux (au sens énergétique) pour de nombreuses applications. C’est dans
le cadre de cette utilisation que nous nous plaçons pour nos travaux. La méthode
POD prend également le nom de décomposition de Karhunen-Loève.

La méthode POD fait partie de la famille des méthodes spectrales. En effet,
elle se base sur la transformation du problème initial comportant n degrés de liberté
en un problème aux valeurs propres. De la résolution de ce dernier, on extrait des
fonctions de base constantes, que l’on associe à des variables réduites dépendantes
du temps afin d’approcher la solution du problème dit “complet”, c’est-à-dire le
problème de taille n. C’est le choix des modes propres, qui constituent les fonctions
de base, qui distingue les méthodes spectrales entre elles.

Dans le cas de la méthode POD, l’approche est empirique. En effet, la cons-
truction des modes propres se fait à partir de la collecte de données issues soit de
campagnes expérimentales, soit de calculs existants sur le problème étudié. Une
certaine quantité N de clichés (aussi désignés par l’anglicisme snapshots) est ainsi
placée dans une matrice de corrélation, à partir de laquelle on résout un problème
aux valeurs propres. Les vecteurs propres extraits constituent la base POD.

Parmi les modes propres POD, on ne conserve que les N premiers as-
sociés aux N plus grandes valeurs propres, avec N ≪ n , grâce à un critère
permettant d’indiquer quels sont les modes dont la contribution énergétique est
prépondérante. La méthode POD est dite optimale au sens où elle est la méthode
qui permet de minimiser l’erreur de reconstruction des données par le modèle ré-
duit.

Une description détaillée de la méthode se trouve dans la partie 4.1 : c’est
cette technique que nous choisissons pour traiter les problèmes de réduction de
modèle, notamment en l’adaptant à l’étude des problèmes d’interaction fluide-
structure.
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Holmes et al. (1996) recensent un grand nombre de travaux ayant été effec-
tués avec l’aide de la méthode POD comme outil de réduction de modèle. Malgré
la diversité des domaines où la POD est exploitée, elle trouve un essor particulier
dans le domaine de la mécanique des fluides numérique du fait de l’efficacité de la
réduction elle-même mais également de la qualité de la reconstruction des écoule-
ments, même complexes (Couplet et al. (2005), Iollo et al. (2000) par exemple).
Chinesta (2009) propose des applications de la méthode pour des problèmes de
mécanique des structures.

3.2.2.2 Méthode POD a priori

Ryckelynck (2002) est le premier à proposer l’application de la méthode
POD a priori, appelée approche APR-POD. Cette technique a pour intérêt de ne
pas nécessiter de calcul complet fournissant les données pour la construction de la
base réduite, contrairement à la méthode POD qui se base sur des échantillons de
données initiales (issues de calculs complets ou de banques de données expérimen-
tales).

Cette technique a priori diffère de la POD habituelle par la construction de
sa base. Pour la POD habituelle, on a vu que cette base est construite à partir d’un
échantillon temporel. Ici, la méthode a priori (ou APR pour A Priori Reduction)
consiste à partir d’une base arbitraire, puis à corriger et enrichir si besoin cette base
de façon itérative, jusqu’à ce qu’elle décrive correctement (moyennant un critère
bien choisi) la solution approchée sur l’intervalle de temps considéré. Ainsi, nul
besoin de connaître un comportement préalable du système. Cette méthode est
présentée et appliquée dans la thèse de Verdon (2007), notamment aux équations
de Navier-Stokes.

Les étapes de cette méthode sont décrites ci-après, pour l’approximation
uh(x, t) d’un champ u(x, t).

L’itération APR courante est indicée k, le nombre de modes dans la base
à cette itération est Nk. Le nombre total de coefficients temporels sur l’intervalle
de temps complet [0, T] étudié est M, nous notons alors les coefficients temporels
a(tm), pour m = 1, ..., M avec a(tm) = {an(tm)}n=1,...,Nk . Le domaine physique est
constitué de N points.

• Initialisation de la base réduite. Verdon (2007) préconise l’utilisation de la
condition initiale du problème pour le premier vecteur de la base, ce qui est
plus physique et permet généralement une convergence plus rapide.

• On se place à l’itération k de l’algorithme : de la même manière que pour la
méthode POD habituelle, on construit le modèle d’ordre réduit et on déter-
mine les coefficients temporels. On note ici {ψ

j
n}j=1,..,Nk ; n=1,..,N la base cor-

respondant au sous-espace de projection à l’itération k, et Nk le nombre de
vecteurs de la base. Ainsi, le champ approché recherché uh s’écrit :

uh(x, t) =
Nk

∑
j=1

ak(t)ψ
k(x) (3.27)

Ce champ est injecté dans les équations continues à résoudre que l’on projette
sur la base {ψ

j
n}j=1,..,Nk ; n=1,..,N

• Calcul du résidu R(x, t) de cette projection discrète. Deux options s’offrent
alors :
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– si les résidus pour chaque coefficient temporel sont inférieurs en norme L2

à un certain critère de convergence ε : la base utilisée est apte à reconstruire
l’inconnue sur l’intervalle de temps considéré, l’agorithme s’arrête.

– si l’un des résidus est supérieur en norme L2 au critère de convergence ε,
c’est-à-dire si :

∃ti tel que ‖R(x, ti)‖ > ε (3.28)

c’est que la base utilisée n’est pas valide au-delà de la date ti considérée. Il
est nécessaire de la mettre à jour ; cette mise à jour se décompose elle-même
en deux étapes qui seront décrites ci-après :
⊲ L’amélioration de la base
⊲ L’enrichissement de la base

– Après mise à jour de la base, on a obtenu une nouvelle base qu’il convient
d’orthogonaliser (par exemple, par le processus de Gramm-Schmidt).

• On reboucle le calcul des coefficients temporels avec cette nouvelle base, pour
réévaluer les nouveaux résidus.

• L’algorithme s’arrête lorsque les résidus sont tous inférieurs à ε, quelle que
soit la date ti considérée.

Les étapes d’amélioration et d’enrichissement sont les suivantes :
⊲ L’amélioration consiste à se baser sur l’étape de construction du système dy-

namique à l’itération courante k : les coefficients temporels a1, ..., ak ont été
obtenus. On construit alors la matrice de corrélation K suivante :

Kij =
1
M

M

∑
m=1

ai(tm)aj(tm) pour i, j = 1, ..., Nk (3.29)

De la résolution du problème aux valeurs propres associé à la matrice K, on
extrait des vecteurs propres et des valeurs propres, on effectue une troncature
sur ces dernières (via un critère imposé par l’utilisateur) pour ne conserver
que les Np premiers vecteurs propres notés Vp avec p = 1, ..., Np. La base

{ψ̃
j
n}j=1,..,Nk ; n=1,..,N améliorée par ce processus est la suivante :

ψ̃p =
N

∑
n=1

ψnVp
n (3.30)

pour p = 1, ..., Np.
⊲ L’enrichissement consiste à rajouter un mode supplémentaire à la base exis-

tante à l’itération k. Pour cela, on se base sur le résidu ne satisfaisant pas le
critère de convergence que l’on note R+ et qui est tel que R+

> ε. Puis, on
forme le sous-espace de Krylov d’ordre q qui lui est associé :

Kq = {R+, JR+, ..., Jq−1R+} (3.31)

avec J la jacobienne du système initial à résoudre.
La nouvelle base obtenue à la date k + 1 est ainsi constituée de la concaténation
de la base améliorée {ψ̃

j
n}j=1,..,Nk ; n=1,..,N et du sous-espace de Krylov Kq. Verdon

considère toujours le sous-espace de Krylov d’ordre q = 1.

Verdon (2007) montre la capacité de la méthode APR à fournir des résul-
tats très intéressants sur des temps longs, en comparaison avec une méthode de
réduction de modèle sans amélioration de la base au cours du temps, pour des cas
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simples (équations de convection-diffusion, équation de Burgers 1D et 2D). L’ap-
plication aux équations de Navier-Stokes nécessite une adaptation de la méthode,
qui consiste à utiliser une approche de prédiction/correction : on calcule ainsi une
base à la fois en vitesse et en pression.

Verdon observe des résultats corrects pour des écoulements stationnaires
en vitesse. Le problème est que, au bout d’un certain temps, la pression oscille.
Verdon attribue ces oscillations à la difficulté de la résolution de la condition inf-
sup quand on effectue un enrichissement de la base. En effet, à la différence de
la méthode POD pour laquelle la base est construite a posteriori et vérifie donc la
condition d’incompressibilité, ici on a un couplage entre la base de vitesse et la
base de la pression durant toute la phase d’enrichissement avant convergence. Il
faut donc que, comme pour les problèmes mixtes en Elements Finis, les espaces de
vitesse et de pression vérifient une condition de compatibilité inf-sup (LBB).

Une piste consiste à effectuer un enrichissement plus important sur la
vitesse que sur la pression, ou encore à améliorer l’enrichissement de la vitesse
par le gradient de la pression à chaque étape.

Ryckelynck et Missoum Benziane (2010) propose une modification de la
méthode, effectuant le calcul du résidu seulement dans des régions d’intérêt. Cette
méthode est adaptée aux problèmes non linéaires avec variables internes.

Allery et al. (2011) appliquent la méthode APR à l’équation de Burgers
bidimensionnelle et montrent sa supériorité en ce qui concerne le gain de temps
de calcul par rapport au schéma de Newton-Raphson. La comparaison avec les
résultats obtenus avec la méthode POD montre des caractéristiques similaires : des
applications intéressantes pourraient voir le jour, notamment en ce qui concerne les
équations de Navier-Stokes.

3.2.2.3 PGD : Proper Generalized Decomposition

Une autre méthode itérative, de la même famille que la méthode APR-POD
dans le sens où elle est également une méthode a priori, est appelée la méthode
PGD (Proper Generalized Decomposition) pour “Décomposition Propre Généralisée”.
Cette technique, qui trouve son origine dans le calcul des structures, a connu d’im-
portants développements ces dernières années, notamment proposés et appliqués
par Ladevèze et al. (2010), Pruliere et al. (2010) ou encore Nouy (2010). Elle se base
sur la séparation des variables temporelles et spatiales. Dans le cas linéaire, la base
obtenue est la base POD. Par contre, dans le cas général, il n’y a aucun lien avec un
problème aux valeurs propres, malgré le nom de la méthode.

L’idée est d’effectuer une décomposition des variables pour le problème
complet. Celui-ci est projeté sur des fonctions d’une seule variable, ce qui permet
d’obtenir un système d’équations non linéaires. Ce système est résolu par un al-
gorithme de point fixe, et fournit une nouvelle fonction u que l’on souhaite être
solution du problème. On observe le résidu obtenu par l’introduction de cette fonc-
tion dans le problème complet. Si ce résidu est inférieur à un certain ε réel, alors on
considère que la solution est obtenue, sinon, on reboucle.

On cherche la solution u d’une équation aux dérivées partielles décomposée
selon chacune des variables, soit, généralement :

u(x1, ..., xK) ≃
N

∑
i=1

K

∏
k=1

Fi
k(xk) (3.32)

où les xk peuvent être les coordonnées de l’espace ou le temps, ou bien être des
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paramètres du problème. Lorsque l’on travaille avec des variables dépendant de
l’espace et du temps, l’objectif est de pouvoir séparer les variables spatiales et tem-
porelles et d’écrire :

u(x, t) ≃
N

∑
i=1

Xi(x)Ti(t) (3.33)

Cette séparation des variables permettant de réels gains de temps de calcul. L’étape
principale de la technique est l’enrichissement, qui permet de calculer les nouvelles
valeurs de X et T : ainsi, si à l’itération n (à laquelle le critère d’arrêt n’est pas
satisfait, c’est-à-dire que le résidu reste supérieur à ε), on avait le couple de fonc-
tions (Xn, Tn), on cherche le couple (Xn+1, Tn+1) pour l’itération n + 1 suivante.
Pour cela, on introduit le couple d’enrichissement (Y, S) qui représente le couple
(Xn+1, Tn+1) lorsque l’algorithme de point fixe est terminé. On suppose ainsi que
l’on peut écrire, à l’itération n + 1 :

x(x, t) ≃
n

∑
i=1

Xi(x)Ti(t) + Y(x)S(t) (3.34)

les n premiers Xi et Ti étant connus. On introduit cette expression dans le problème
à résoudre, par exemple, les équations de Navier-Stokes incompressibles que l’on
peut écrire sous la forme simplifiée :

L(u) = F (3.35)

dans un domaine Ω considéré, problème auquel il faut bien sûr rajouter les condi-
tions aux limites. En se basant sur le formalisme choisi par Dumon et al. (2011), on
obtient alors, après introduction de (3.34) dans (3.35) :

L(
n

∑
i=1

Xi(x)Ti(t) + Y(x)S(t)) = F + Resn+1 (3.36)

avec Resn+1 le résidu dû à l’approximation. Pour déterminer Y et S, on projette
l’équation (3.36) d’une part sur Y, d’autre part sur S, selon la méthode de Galerkin ;
c’est-à-dire que l’on force le résidu à être orthogonal à Y et S. On a donc finalement :

(

L(
n

∑
i=1

Xi(x)Ti(t) + Y(x)S(t)), Y
)

= (F , Y) (3.37)

et (

L(
n

∑
i=1

Xi(x)Ti(t) + Y(x)S(t)), S
)

= (F , S) (3.38)

où (·, ·) désigne le produit scalaire dans L2. Ces deux dernières équations sont
résolues simultanément, grâce à un algorithme de point fixe. Une amélioration
de cette méthode, appliquée par Dumon et al. (2011) qui traitent les équations de
Navier-Stokes, consiste à considérer le cas où le résidu est orthogonal à chacune des
fonctions de la décomposition. Ils montrent les performances de la méthode pour
un calcul bidimensionnel. Pour un cas tridimensionnel, l’avantage de la méthode
est moins marqué en ce qui concerne le temps de calcul, du fait de la nécessité de la
résolution de l’équation de Poisson pour la pression et de la gestion de la condition
inf-sup. En effet, comme pour la méthode APR, cette condition n’est pas garantie
et il est nécessaire d’enrichir fortement la base en compensation.
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3.2.3 Conclusion

Dans cette partie, nous avons posé le cadre dans lequel nous nous plaçons
pour étudier la réduction de modèle : l’idée est de chercher un espace de dimension
faible par rapport à celui du problème de départ, afin de décrire la physique étudiée
de façon moins coûteuse mais assez précise. Quelques techniques de réduction de
modèle efficaces pour les problèmes linéaires ou non linéaires ont été présentées.
La méthodes POD est particulièrement adaptée à l’étude des écoulements fluides
et ses améliorations via l’APR ainsi que sa généralisation avec par exemple la PGD
sont autant de possibilités encourageantes pour la poursuite de son utilisation de
façon avancée. Dans le cadre de ce travail, nous souhaitons utiliser une méthode
de réduction de modèle qui soit validée pour les équations de Navier-Stokes. Le
chapitre 4 sera ainsi consacré à la description de la POD et à son utilisation pour
des écoulements dans des configurations d’intérêt pour notre problématique. La
partie suivante 3.3 est consacrée à la construction de modèles d’ordre réduit pour
l’interaction fluide-structure.
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3.3 Réduction de modèle par projection pour l’interaction

fluide-structure

Dans cette partie, nous nous concentrons sur les méthodes de réduction de
modèle qui permettent de traiter des cas de domaine mobile au cours du temps. En
effet, cet aspect induisant le traitement d’un maillage mobile, voire d’une variation
de l’interface, reste un défi aujourd’hui. Là encore, nous pouvons distinguer deux
grandes familles de techniques. Les premières conservent un domaine fixe, tandis
que les secondes se concentrent sur le traitement du mouvement du domaine.

Étant donné que nous allons être amenés à étudier les vibrations d’une
structure sous écoulement, il sera utile de prendre en compte les intérêts et les
limites de chacune de ces méthodes pour notre cas d’étude.

3.3.1 Les méthodes à domaine fixe

Un premier volet de méthodes de réduction de modèle adaptées à des pro-
blématiques d’interaction fluide-structure consiste à considérer le domaine d’étude
fixe, avec une modification de l’écriture des équations pour prendre en compte
le déplacement du domaine mobile (une structure dans un fluide, une interface
mobile, une déformation de domaine, etc.). Plusieurs méthodes se rangent dans
cette catégorie, comme les techniques de linéarisation des équations, la méthode
dite de transpiration ou encore le procédé consistant à changer de repère pour
écrire le système dynamique.

3.3.1.1 Méthodes de linéarisation

Les modèles réduits sont aujourd’hui de plus en plus plébiscités dans le
domaine de l’aéroélasticité. En effet, c’est un domaine dans lequel les calculs pour
la mécanique des fluides sont très largement développés, mais aussi pour lequel
les ressources nécessaires à la mise en place de ces calculs sont colossales. Les
études paramétriques, l’optimisation de formes, l’étude en fatigue et rupture des
structures soumises à un chargement en pression et plus largement l’étude du com-
portement aéroélastique des profils portants ont largement contribué à l’essor des
méthodes d’ordre réduit (on citera par exemple l’étude d’éléments de turboma-
chines (Placzek 2010), de profils d’ailes (Marsden et al. 2007), d’un avion complet
(Lieu et al. 2006) ou de profils portants hydrodynamiques (Ducoin 2008), ...).

Le défi de l’étude d’un système couplé fluide/structure en aéroélasticité
revêt plusieurs aspects, notamment le fait que les nombres de Reynolds auxquels
l’écoulement du système couplé est soumis sont souvent très élevés. Cependant, il
en découle que les échelles de temps ne sont pas les mêmes entre la dynamique
du fluide et celle de la structure : c’est pourquoi on peut, sous certaines conditions,
considérer que le couplage fluide-structure est faible : l’utilisation d’un domaine
fluide fixe y est donc adaptée.

Pour un domaine fluide seul, on peut construire une base à partir des
vecteurs propres de l’opérateur des équations de Navier-Stokes linéarisées, comme
le proposent Dowell et Hall (2001). Cependant, cette technique reste lourde dès que
le nombre de degrés de liberté du système est élevé.

Lors de l’étude d’un système couplé fluide-structure, il faut résoudre de
façon itérative les équations de la dynamique du fluide et du solide, en gérant le
couplage entre les deux. Les équations étant non linéaires, leur résolution n’est pas
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évidente. Dans le cas d’un fluide compressible, Barone et al. (2009) proposent l’écri-
ture linéarisée de l’équation d’Euler, pour q = (u, 1/ρ, p)T le vecteur des variables
d’état (vitesse du fluide, volume spécifique, avec ρ la masse volumique, et pression)
en décomposant u en une partie moyenne et une partie fluctuante (cette dernière
est notée q′) :







q(x, t) = q(x, t) + q′(x, t)
∂q′

∂t
+ Lq′ = 0

(3.39)

avec L un opérateur linéaire. Déjà, cette linéarisation permet de diminuer les temps
de calcul par rapport à la résolution totalement non-linéaire. À partir de ces équa-
tions, un modèle POD-Galerkin est construit. De la même façon, on peut écrire
un modèle réduit pour la structure à partir des équations habituelles. Les termes
sources des deux équations sont couplés, ce qui fournit un modèle réduit que l’on
peut écrire sous la forme (Barone et al. 2009) :

(
Ḟ
Ṡ

)

=

(
A B
C D

)(
F
S

)

(3.40)

où les matrices A et B proviennent du modèle réduit fluide et les matrices C et D
du modèle réduit solide. Le système (3.40) contient les conditions de couplage à
l’interface fluide-structure.

De façon similaire, Lieu et al. (2006) proposent, en partant du problème cou-
plé fluide-structure non linéaire, d’écrire une linéarisation du problème au voisi-
nage d’une configuration donnée de la position de la structure. On a donc le sys-
tème à résoudre sous la forme :







∂u f

∂t
+ Hu f + E

∂x
∂t

+ Gx = 0

∂2us

∂t2 + C
∂us

∂t
+ Ksus = Pu f

x = Kus

(3.41)

où u f désigne le champ de vitesse du fluide, us le déplacement du solide et x la
position de l’interface. Dans la première équation, on peut alors remplacer x en
fonction de us et rechercher des clichés pour le champ de vitesse associés à une
solution de type exponentielle du déplacement de la structure. On obtient alors un
système d’ordre réduit couplé fluide-structure du type (3.40). Les résultats obtenus
par Lieu et al. pour l’étude de l’écoulement autour d’un avion complet (F-16) sont
très corrects.

Ces techniques peuvent ainsi avoir un intérêt pour l’étude des vibrations
sous écoulement, bien que restant limitées aux cas des petits déplacements d’une
structure.

3.3.1.2 Méthode de changement de repère pour les mouvements de corps rigide

Une autre approche pour un écoulement compressible autour d’une struc-
ture en déplacement consiste à se placer dans le repère lié au solide. Cette ap-
proche est notamment proposée par Placzek (2010) qui étudie l’écoulement d’un
fluide compressible visqueux autour d’un profil amené à se déplacer de façon har-
monique et cherche à proposer un contrôle de l’écoulement. L’hypothèse d’un mou-
vement de corps rigide est faite dans le cadre de son étude. L’objectif de Placzek est
de construire un modèle d’ordre réduit permettant d’approcher des phénomènes
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d’écoulements aérodynamiques au sein des turbomachines, phénomènes délicats
à reproduire de par la complexité de la géométrie ainsi que par les conditions ex-
trêmes de fonctionnement. La partie étudiée de la turbomachine est un secteur de
roue aubagée, sous un écoulement non-linéaire, visqueux, compressible et avec des
effets tridimensionnels.

Placzek propose d’écrire la formulation des équations du fluide dans le
repère entraîné, c’est-à-dire dans le repère lié à la structure en déplacement. En
effet, dans certains cas d’écoulement, on peut constater un écoulement stationnaire
lorsque l’on se place dans le repère de la structure mobile, alors que l’écoulement
est instationnaire dans le repère absolu. Des termes supplémentaires sont alors
rajoutés aux équations de Navier-Stokes afin de tenir compte des effets du mouve-
ment de la structure. Les clichés utilisés pour ensuite construire un modèle réduit
par la méthode POD sont construits avec cette formulation, couplée avec la méth-
ode ALE.

Le domaine fluide est d’abord considéré comme ayant des frontières fixes,
afin de choisir un schéma de stabilisation numérique adéquat pour améliorer la
réponse du système dynamique d’ordre réduit (voir la partie 4.2 pour des préci-
sions sur les méthodes de stabilisation du système dynamique). Afin de contourner
la problématique de l’interaction fluide-structure, c’est-à-dire du mouvement de la
structure dans le domaine fluide et donc du traitement du déplacement de l’inter-
face, Placzek propose de considérer un mouvement de corps rigide (sans déforma-
tions) et de formuler les équations dans le repère entraîné associé au mouvement :
le domaine spatial reste alors fixe. Il est possible de formuler le système dynamique
d’ordre réduit POD soit à partir de la vitesse dans le repère absolu, soit à partir du
champ de vitesse relatif au domaine en mouvement.

Le jeu de variables utilisées pour l’écriture des équations de Navier-Stokes
pour l’écoulement n’est pas le jeu de variables conservatives habituel

(ρ, ρu, e) (3.42)

où ρ est la masse volumique du fluide, u son champ de vitesse et e l’énergie totale
du système, mais avec les variables qualifiées de primitives modifiées (Vigo 2000) :

(ϑ, u, p) (3.43)

où ϑ = 1/ρ est le volume pour une unité de masse et p la pression ; ce jeu de va-
riables permet d’écrire un système dynamique sous forme polynomiale. On modifie
également les équations pour travailler non pas avec la vitesse absolue u mais la
vitesse relative ur.

La réponse d’un profil portant est testée avec cette méthode à laquelle une
stabilisation du système est rajoutée, et les résultats semblent encourageants. Cette
technique est bien adaptée aux problèmes d’aéroélasticité dans le cas où les struc-
tures soumises à un écoulement sont dans un milieu non confiné et permet de
simplifier considérablement les calculs. De plus, la formulation couplée reste rela-
tivement simple à mettre en œuvre. Cependant, lorsque l’on considère un solide se
déplaçant dans un domaine confiné, comme c’est le cas pour les vibrations de tubes
au sein d’un faisceau d’échangeur de chaleur, il n’est pas possible d’utiliser cette
méthode puisque les bords fixes autour de la structure en mouvement deviennent
alors mobiles.
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3.3.1.3 Méthode d’introduction de conditions aux limites fictives

Bourguet (2008), qui travaille dans le cadre de la mécanique des fluides
compressibles, propose une technique de réduction de modèle par POD-Galerkin
pour l’étude d’un écoulement autour d’un profil portant pouvant se déformer grâce
à l’introduction de conditions aux limites fictives. Pour cela, il considère une petite
déformation δγi de l’interface Γi fluide/structure. En première approximation, le
champ de vitesse u en un point x de Γi après la déformation peut s’écrire :

u(x, δγi) = u(x, 0) +
∂u(x, 0)

∂γi
δγi (3.44)

où u(x, 0) est la condition aux limites pour le cas non déformé. Bourguet propose

l’introduction de la formule de Hadamard qui fournit une expression de
∂u(x, 0)

∂γi
sur la frontière. La formule d’Hadamard est donnée par l’écriture suivante, pour
une fonction g dépendante de la position de la frontière Γ :

d
dγ

[
∫

Γ
g(γ)dσ

]
δγ =

∫

Γ

∂g(γ)
∂γ

δγdσ +
∫

Γ

[
∇ng(γ) + Cg(γ)

]
δγdσ (3.45)

où σ désigne ici une mesure de la frontière Γ, C est la courbure locale de la frontière
et ∇n est le gradient normal à la frontière. Alors, en supposant qu’il est possible
d’écrire les conditions aux limites telles que l’on ait u(x, 0) = 0 pour x ∈ Γi, on
arrive finalement à :

∫

Γi

∂u(x, 0)
∂γi

δγiψ(x)dσ = −
∫

Γi

∇nu(x, 0)δγψ(x)dσ (3.46)

avec ψ une fonction-test dans l’espace des fonctions recherchées. Ceci donne :

u(x, δγi) ≃ −∇nu(x, 0)δγ (3.47)

pour tout x ∈ Γi. L’introduction de ces conditions aux limites fictives dans le mo-
dèle complet permet alors de collecter des clichés provenant de la configuration
déformée mais pour lesquels les modes POD seront valides, puisque la géométrie
n’est pas modifiée par rapport au cas initial. Ainsi, à partir de clichés issus de la
configuration initiale et de la configuration déformée, Bourguet construit un mo-
dèle réduit valable pour plusieurs déformations intermédiaires, grâce à la capacité
prédictive du modèle réduit POD.

3.3.2 Méthodes à domaine mobile

Nous présentons ici des méthodes de réduction de modèle adaptées aux cas
où le domaine d’étude est mobile au cours du temps. La réduction peut ainsi avoir
lieu sur le processus de suivi de l’entité déplacée (par exemple, les méthodes Multi-
POD et la POD dite adaptative cherchent à réduire le processus de déplacement du
maillage). On peut également effectuer la réduction sur l’étude directe du problème
physique avec prise en compte du déplacement du domaine : c’est ce que propose
la technique POD-multiphasique.
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3.3.2.1 Méthode Multi-POD

Anttonen et al. (2003) s’attaquent au problème de la déformation de mail-
lage couplée à la réduction de modèle. Ce problème apparaît largement dans les
cas d’études d’interaction fluide-structure, dès lors que les données permettant de
construire le domaine sont issues de calculs numériques traités avec une technique
de remaillage, comme par exemple avec la méthode ALE.

Anttonen et al. proposent une variante de la méthode POD pour le traite-
ment des écoulements dans un cas de maillage mobile. Dans un premier temps,
ils montrent la forte influence de la déformation du maillage sur la qualité du ré-
sultat, en comparant une solution analytique à deux études séparées menées avec
la méthode Snapshot POD : la première utilise un maillage qui se déplace en bloc
autour d’une structure (donc pour lequel il n’y a aucune déformation du maillage)
et la seconde se base sur un maillage libre de se déformer selon les déplacements
de la structure. L’application de la méthode POD habituelle sur ces deux études
montre que le second cas nécessite un plus grand nombre de modes POD pour
reconstruire correctement l’écoulement.

Cette dégradation des résultats (pour le même nombre de modes con-
sidérés) due à la présence de déformations du maillage trouve son origine dans
le fait que les clichés utilisés pour construire la base POD (base contenant des
vecteurs spatiaux ne dépendant pas du temps) sont capturés pour différentes con-
figurations du maillage puisque les coordonnées de chaque noeud sont modifiées
au cours du temps, alors que ces dernières ne sont pas considérées ensuite dans la
construction de la base.

Alors, Anttonen et al. proposent l’utilisation d’une technique qu’ils appel-
lent “Multi-POD”, qui permet non seulement de fournir des bases POD issues
de problèmes indépendants dont chacun représente une déformation du maillage,
mais aussi et surtout de choisir la base POD qui convient le mieux pour représen-
ter la déformation au temps voulu. C’est-à-dire que, pour un problème donné, ils
calculent autant de bases POD (dites “indépendantes”) que de déformations po-
tentielles du maillage. Une fois qu’ils ont constitué cette “base de bases”, au lieu
de projeter les équations du problème complet sur toute cette grande base (ce qui,
Anttonen et al. le montrent, n’améliore pas la précision des résultats par rapport
aux problèmes indépendants), ils effectuent le calcul d’une métrique permettant
de faire le suivi de la déformation relative du maillage. La position des nœuds du
maillage est stockée durant le calcul de toutes les bases POD indépendantes. Ainsi,
l’utilisateur peut, grâce à l’observation de l’erreur de déformation, faire le meilleur
choix parmi les bases indépendantes pour reproduire au mieux l’écoulement pour
une gamme large de situations de déformation.

Pour définir le changement de la base, l’idée est la suivante : on compare
l’erreur de grille relative et l’erreur du modèle réduit. Pour cela, on introduit une
matrice modale de grille ΦG grâce à des snapshots extraits sur les différentes posi-
tions pré-calculées (à la même date que sont extraits les snapshots de vitesse), de la
même façon que pour un calcul POD classique. Cette matrice représente l’ensemble
des mouvements de grille durant les calculs initiaux. On écrit le maillage x comme
une combinaison linéaire des clichés de maillages x̂ :

x = ΦGx̂ (3.48)

ce qui donne, par inversion et modification afin d’avoir un système de taille carrée :
x̂ comme :

x̂ = (ΦT
GΦG)

−1ΦT
Gx (3.49)
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Puis, on définit une erreur acceptable pour le modèle réduit, ce qui donne un seuil
d’acceptabilité également pour le maillage déformé. L’erreur e est définie comme :

e(x) = x − (ΦT
GΦG)

−1ΦT
Gx (3.50)

Si le seuil est dépassé, c’est qu’il faut changer la base POD (passer à une autre des
bases POD pré-calculées) pour adapter le modèle réduit au problème.

Anttonen et al. (2005) proposent également l’application de la méthode
Multi-POD au cas des vibrations d’un profil d’aile sous écoulement moyen. Ils
calculent des bases POD pour les différents régimes (amortissement, cycle limite et
instabilité) afin d’avoir un panel de modes permettant d’étudier un large spectre
de configurations.

Cette technique représente un grand intérêt pour les problématiques de
design et d’optimisation de forme par exemple, mais également pour les études
d’interaction fluide-structure. Elle nécessite cependant le calcul de plusieurs bases,
ce qui a un coût initial ; cependant, elle est robuste pour un grand nombre de cas
étudiés.

3.3.2.2 Une méthode POD adaptative

Bogaers (2010) propose l’utilisation de la méthode POD pour traiter des
algorithmes de déplacement de maillage avec plus de rapidité. En effet, dans l’é-
tude numérique d’un problème d’interaction fluide-structure, le temps de calcul
nécessaire au remaillage est parfois prépondérant dans le temps de calcul global.
À partir de différentes techniques de remaillage, Bogaers suggère d’observer les
effets de l’implémentation de la méthode POD.

Le recours à plusieurs techniques de remaillage est proposé par Bogaers
(2010). Ces techniques sont décrites dans la partie 1.3 : la méthode d’interpolation
des fonctions de base radiales (FBR), la méthode d’optimisation de la qualité du
maillage et enfin la technique consistant à considérer le déplacement des noeuds
comme régi par les équations de l’élasticité linéaire.

Afin de mettre en place la méthode POD, il est nécessaire de constituer une
base de données contenant les snapshots qui servent à la construction de la base
POD. Or, cette première phase est coûteuse, puisque cette base de données doit être
assez riche pour contenir la plupart des positions des nœuds du maillage. Il est
donc nécessaire de lancer au préalable des calculs complets permettant de récolter
l’ensemble des données. Bogaers propose, afin d’éviter cette étape, de construire
directement une base de snapshots sans passer par la phase d’échantillonnage du
calcul complet. Pour cela, l’utilisation de la méthode LHS (Latin Hypercube Sam-
pling) est utilisée. Elle permet de générer une distribution de collections de valeurs
des paramètres étudiés (ces paramètres ici sont les translations et rotations du mail-
lage) : ainsi, un échantillonnage est formé. Il suffit ensuite de conserver assez de
snapshots pour avoir une bonne base POD.

Se référant aux trois techniques de remaillage sus-citées, Bogaers construit
un algorithme de réduction de modèle basé sur la méthode POD. Cet algorithme
est le suivant : après création de M snapshots, une base POD est construite de façon
classique. On peut donc écrire :

x ≃
M

∑
i=1

α(xb)iΦi (3.51)
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où x est le maillage recherché (contenant les coordonnées des nœuds), α(xb)
représente les coefficients d’expansion recherchés (les xb sont les coordonnées des
points du maillage sur le bord du domaine) et les Φi sont les modes POD. Par
l’introduction d’une fonction objectif J sur les n coordonnées du maillage :

min
x

(J(x)), x = {x1, x2, ..., xn}T (3.52)

on souhaite finalement résoudre, en remplaçant (3.51) dans (3.52), le problème de
taille réduite M ≪ n :

min
α

(J(x(α))), α = {α1, α2, ..., αM}T (3.53)

Ainsi, avec la méthode d’interpolation des FBR, on détermine les coefficients α

recherchés. Il est possible de devoir considérer les coefficients temporels ainsi
obtenus comme des coefficients de départ pour ensuite appliquer la méthode d’op-
timisation de la qualité du maillage. L’utilisation de la méthode de déformation
élastique est abandonnée, la méthode d’interpolation des FBR fournissant des ré-
sultats suffisamment satisfaisants.

Afin de se passer complètement de la production de snapshots au début du
calcul, Bogaers propose ensuite une méthode POD adaptative, qui se rapproche des
techniques a priori comme la méthode APR-POD par exemple. En effet, la méthode
POD adaptative est basée seulement sur la connaissance du maillage initial dans sa
configuration non déformée et sur le premier pas de temps du calcul complet, avec
déformation du maillage. La base POD constituée à partir de ces renseignements
est utilisée sur les pas de temps suivants, jusqu’à détérioration de la qualité du
maillage. Une fois le seuil de qualité outrepassé, la technique d’optimisation de
la qualité est mise en place : les résultats obtenus permettent de fournir un cliché
supplémentaire à l’échantillon initial. La base POD est alors reconstruite à partir
de ce nouvel échantillonnage, puis on itère et ce, jusqu’à ce que l’on arrive à la date
de fin de l’intervalle de temps étudié.

Les résultats obtenus avec cette méthode sont très intéressants, tant du point
du vue du gain de temps de calcul que de celui de la qualité du maillage obtenue.
Bogaers (2010) montre qu’également, la valeur seuil de la qualité du maillage peut
être rendue adaptative, en la baissant légèrement par rapport à celle de l’étape
d’optimisation précédente. De même, le nombre de modes POD est adaptable à
chaque pas de temps par l’observation du critère énergétique. La technique de
POD adaptative ainsi proposée semble très intéressante, Bogaers suggère que les
étapes d’amélioration de la base POD, malgré le fait qu’elles rajoutent un coût au
temps de calcul, restent préférables à la constitution préalable d’un échantillon de
snapshots. Ceux-ci sont en effet parfois mal choisis, peuvent être en nombre trop
élevé ou, au contraire, insuffisant. La POD adaptative peut être appliquée à tout
code de calcul possédant déjà son propre algorithme de remaillage, notamment
dans le but d’effectuer des calculs rapides qui peuvent fournir une première vision
sur le comportement du système étudié.

3.3.2.3 Méthode POD-multiphasique

L’approche dite multiphasique pour l’application de la méthode snapshot
POD à un problème d’interaction fluide-structure trouve sa justification dans la
définition même de la méthode snapshot POD. En effet, si l’on revient à la défini-
tion de cette méthode, on constate qu’elle se base sur la collecte d’un échantillon
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temporel de données spatiales issues soit de l’expérience, soit d’un calcul préalable.
C’est cet ensemble de données qui permet de constituer la base des modes POD
sur lesquels est projeté le système dynamique afin de construire un modèle réduit
viable. Or, la base POD se construit à partir de données spatiales sur le système
étudié. Par exemple, dans le cas de l’utilisation d’une simulation numérique préal-
able, la vitesse de l’écoulement aux noeuds du maillage. Ainsi, si la position même
des noeuds du maillage évolue au cours du temps, il est nécessaire de se poser la
question de la validité des données spatiales récoltées, comme l’ont fait remarquer
Anttonen et al. (2003) - ce qui a d’ailleurs justifié la mise en place de leur méthode
Multi-POD.

Lors de l’étude d’un écoulement seul sans mouvement de structure, les
valeurs du champ de vitesse du fluide sont échantillonnées pour un maillage fixe
et unique : la base POD est construite sur ce maillage afin de permettre la prédiction
de l’écoulement.

Cependant, dans le cas d’un problème d’interaction fluide-structure initiale-
ment résolu grâce à une simulation numérique utilisant des méthodes de remail-
lage ou encore la méthode ALE aujourd’hui très répandue, le maillage est modifié
à chaque pas de temps. Lorsque l’on désire construire une base POD à partir d’un
tel type de données, l’échantillon est formé de la façon suivante : le premier cliché
de vitesses sur le domaine d’étude Ω est constitué d’un tableau V1 de valeurs de la
vitesse aux noeuds du maillage à l’instant t1 de la prise du cliché, soit le maillage
m1, puis d’un tableau V2 de valeurs de la vitesse aux noeuds du maillage à l’instant
suivant t2 = t1 + ∆t, qui est un nouveau maillage m2 et ainsi de suite jusqu’au
dernier cliché à l’instant tM. Lors de la construction de la base POD, les différents
tableaux V1, V2, . . ., VM sont rassemblés dans le tenseur des corrélations dont on
détermine les valeurs et vecteurs propres. Mais à aucun moment dans la résolu-
tion du problème aux valeurs propres n’est pris en compte le fait que les clichés
de vitesses sont définis pour des maillages différents, ce qui fait perdre à la base
sa validité : le tenseur des corrélations spatiales effectue des corrélations entre des
clichés de la vitesse dont les valeurs sont prises en des points différents. Avec une
telle méthode, lorsque l’on observe la zone proche de l’interface fluide-structure,
il est possible d’effectuer une corrélation inexistante en réalité : par exemple, le
champ de vitesse du fluide peut être évalué à un instant sur un noeud sur lequel,
à l’instant suivant, se trouve le solide !

Un exemple simple de l’échec de reconstruction de la solution par la base
POD ne tenant pas compte du déplacement du maillage se trouve dans la thèse de
Liberge (2008). Liberge, s’appuyant sur les travaux de Glowinski et al. (1994) pro-
pose une approche dite "multiphasique" afin de gérer le déplacement de la struc-
ture au cours du temps tout en appliquant la méthode POD avec une base valable.
Pour cela, il distingue deux étapes. La première concerne la construction de la base
POD. À partir d’un domaine défini contenant le fluide et la structure, noté Ω et
étant un domaine global, Liberge définit un champ de vitesse global pour l’ensem-
ble des points du domaine, l’idée étant de se ramener à un domaine fixe pour
pouvoir construire une base POD de modes spatiaux. Le champ de vitesse vaut la
valeur du champ fluide sur la partie fluide Ω f (t) et la valeur des déplacements du
solide sur la partie solide Ωs(t). À partir de ces champs, Liberge (2008) suggère
d’interpoler, pour chaque instant retenu, l’ensemble des champs de vitesse issus
des snapshots sur un maillage fixe et unique de référence et d’appliquer ensuite
la méthode des snapshots pour les champs de vitesses interpolés sur ce maillage,
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comme le proposent Utturkar et al. (2005). Ainsi, il est possible de construire une
base POD de modes spatiaux.

La question qui se pose est alors la suivante : comment écrire les équations
du problème dans le domaine global Ω pour un champ de vitesses global afin de le
projeter sur la base POD construite précédemment ? L’idée, proposée à l’origine par
Glowinski et al. (1994), est d’écrire les équations de manière monolithique, c’est-à-
dire en résolvant en même temps les équations du fluide et de la structure, avec
un solide considéré comme suivant un mouvement de corps rigide et un fluide,
l’ensemble étant vu comme un fluide comportant deux phases. Afin de distinguer
la phase solide de la phase fluide, la contrainte d’indéformabilité du solide est
imposée, et les caractéristiques physiques (masse volumique, viscosité) ne sont pas
les mêmes selon le domaine : c’est l’application de la méthode de pénalisation. Il
devient alors possible de construire un modèle réduit pour la résolution du système
dynamique.

L’intérêt principal de cette méthode est donc que l’on peut construire une
base POD valable pour la réalisation d’une étude sur un problème d’interaction
fluide-structure avec un modèle réduit et ce, même pour de grands déplacements
ou des déformations du solide.

3.3.3 Conclusion

Ce chapitre nous a permis d’appréhender la réduction de modèle en tant
que méthode d’ordre réduit par projection. Son application à l’interaction fluide-
structure constitue un défi provenant de la complexité intrinsèque à la résolution
d’un problème couplé fluide-structure. Cependant, certaines techniques semblent
offrir d’une part des allègements ponctuels dans la gestion du calcul couplé (avec
notamment les méthodes de réduction pour le remaillage, comme la POD adap-
tative), d’autre part, des solutions efficaces pour la résolution du domaine fluide
couplé faiblement et en petits déplacements du solide (méthodes à domaine fixe,
modification des conditions aux limites) et enfin, efficaces pour l’étude de méca-
nismes avec des mouvements de grande ampleur et un couplage fluide-structure
fort (méthode POD multiphasique par exemple).

L’approche POD multiphasique nous semble la plus adaptée à l’étude des
vibrations sous écoulement au sein d’un faisceau de tubes pour envisager les insta-
bilités. Aussi, nous proposons une description plus détaillée de cette méthode, agré-
mentée d’exemples d’application dans le chapitre 5.





4
Choix d’une méthode de
réduction : la décomposition
orthogonale aux valeurs
propres (POD)

4.1 La méthode POD : état de l’art et description

4.1.1 Débuts de la méthode

L’utilisation de la méthode de Décomposition Orthogonale aux valeurs
Propres (POD) en mécanique des fluides trouve son origine notamment dans les
travaux de Lumley (1967). D’autres auteurs avant lui ont déjà proposé des travaux
se basant sur le même principe (Obukhov 1954). Lumley donne une définition
"constructive" des structures cohérentes à partir des fonctions de la POD. Comme
cela est présenté dans la partie 3.2.2.1, la POD a d’abord été employée comme
méthode d’analyse de données. Cette approche se retrouve aujourd’hui dans nom-
bre de travaux de compression de données et de traitement d’images. C’est avec
l’apparition d’une variante de cette méthode, appelée Snapshot POD introduite par
Sirovich (1987), que la POD s’est imposée parmi les différents moyens de réduction
de modèles, spécialement en mécanique des fluides. La Snapshot POD s’appuie
sur la recherche aux valeurs propres d’un opérateur lié aux corrélations non pas
spatiales mais temporelles, ce qui permet encore de réduire la taille du problème
à résoudre. Les deux méthodes (POD dite "classique" utilisant les corrélations spa-
tiales et Snapshot POD) sont décrites dans les paragraphes qui suivent.

L’étude des problématiques de contrôle optimal amène également à se
pencher sur l’utilisation de la méthode POD (Bergmann et Cordier (2008) par exem-
ple).

4.1.2 Description de la méthode pour la mécanique des fluides incompressibles

4.1.2.1 Contexte et notions prérequises

Dans cette partie, le contexte de travail est présenté et une rapide revue des
notions nécessaires à la compréhension de la mise en place de la Décomposition
Orthogonale aux valeurs Propres est proposée. Pour cela, nous présentons d’abord
les différents outils mathématiques utilisés, puis le principe général de la réduction
de modèle est détaillé. Nous nous plaçons dans le contexte de la mécanique des
fluides incompressibles ; pour le cas des fluides compressibles étudiés avec la mé-
thode POD, on se réfèrera par exemple aux travaux de Bourguet (2008).
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On considère un domaine fluide nommé Ω, un ouvert de R
3. L’écoulement

est décrit par la vitesse instantanée u(x, t) pour x ∈ Ω et t ∈ [0, T] ⊂ R
+.

Notations

Lorsque l’on écrit qu’un champ u est dans l’espace L2(0, T; H(Ω)) , cela
signifie que pour tout t ∈ [0, T], on a u(t) ∈ H(Ω) (où H(Ω) est un espace de

Hilbert) tel que
∫

[0,T]
‖u(t)‖2

H < ∞.

La moyenne temporelle d’une fonction de l’espace et du temps f (x, t) est notée et
représentée par :

f (x) =
1
T

∫ T

0
f (x, t)dt (4.1)

on la note également < · > pour des raisons de simplicité typographique.
Le produit scalaire dans H(Ω) est noté (·, ·) s’il n’y a pas de confusion possible.

Sinon, on l’indice sous la forme (·, ·)H

Le module d’un vecteur est noté | · |.

4.1.2.2 La méthode POD

On suppose le champ de vitesse u ∈ L2(0, T; H(Ω)). L’espace H(Ω) peut
être par exemple l’espace des fonctions de carré intégrable L2, mais qui peut tout
aussi bien être un autre espace, par exemple l’espace H1(Ω).

On cherche un champ stationnaire dans H(Ω) qui soit le plus proche du
champ u au sens de la norme énergétique et en moyenne sur [0, T]. Ceci signifie
que l’on cherche à minimiser la distance entre les deux champs, ce qui revient à
maximiser la valeur de la moyenne de la projection du champ u sur un vecteur Φ.
On cherche donc à déterminer :

max
Φ∈H(Ω)

< |(u, Φ)|2 > (4.2)

sous la contrainte ‖Φ‖2 = 1. On introduit la fonctionnelle suivante :

J(Φ) =< |(u, Φ)|2 > −λ(‖Φ‖2 − 1) (4.3)

avec λ le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte ‖Φ‖2 = 1. Une condi-
tion nécessaire de l’optimalité de la projection est de définir un extremum pour J,
c’est-à-dire d’annuler sa dérivée. On note δJ la dérivée de J suivant la direction δΦ

où δΦ est une variation quelconque de Φ. On cherche ainsi à vérifier :

δJ = 0 (4.4)

soit encore :

< (u, Φ)(u, δΦ) > −λ(Φ, δΦ) = 0 (4.5)

que l’on peut écrire comme étant :

(< u ⊗ u > Φ, δΦ) = λ(Φ, δΦ) (4.6)

où ⊗ est le produit tensoriel.
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On introduit alors l’opérateur R associé au tenseur des corrélations spatiales
en deux points : ce dernier, que l’on note C, est défini comme :

C(x, y) =< u(x, t)u(y, t) > (4.7)

On note R l’opérateur associé à C tel que pour tout Φ ∈ H(Ω) on ait :

R : H(Ω) −→ H(Ω)
Φ −→ RΦ

Avec RΦ défini par :
RΦ(x) = (C(x, ·), Φ) (4.8)

Exemples :
– Si l’on choisit H = L2 (ce qui est très souvent le cas) on a :

RΦ(x) =
∫

Ω
< u(x, t), u(y, t) > Φ(y)dy (4.9)

– Si l’on choisit H = H1
ε (Ω) où H1

ε (Ω) = {u ∈ L2(Ω)|∂xi u ∈ L2(Ω), i = 1, .., n}
muni du produit scalaire (u, v)H1 = (u, v)L2 + ε

n

∑
n=1

(∂xn u, ∂xn v) où ε ∈ R
+∗, on

a :

RΦ(x) =
∫

Ω
< u(x, t)u(y, t) > Φ(y)dy + ε

∫

Ω
< ∂xu(x, t)∂yu(y, t) > Φ(y)dy

(4.10)
La définition de R nous ramène à la résolution du problème aux valeurs propres
suivant :

RΦ = λΦ (4.11)

On montre que R est autoadjoint non négatif. En effet,

(RΦ, Φ) = ((< u ⊗ u >, Φ), Φ)
= (< (u ⊗ u, Φ) >, Φ)
= < (u ⊗ u, Φ), Φ) >
= < (u, Φ), (u, Φ) >

(4.12)

Comme R est un opérateur compact symétrique non négatif, grâce au théorème
de Hilbert-Schmidt, on peut extraire une suite décroissante vers zéro de valeurs
propres positives à laquelle est associée une suite de vecteurs propres orthogonaux
{Φi}∞

i=1, solution du problème (4.11) et formant une base hilbertienne de H(Ω).
Les fonction propres obtenues sont indifféremment appelées fonctions propres em-
piriques, fonctions de base empiriques et fonctions orthogonales empiriques ou
modes POD. Les valeurs propres de ce problème sont classées dans l’ordre décrois-
sant, c’est-à-dire :

λi ≥ λi+1 ∀i = 1, . . . , ∞ (4.13)

Le champ u ∈ L2(0, T; H(Ω)) peut s’écrire 1 :

u(x, t) =
∞

∑
i=1

ai(t)Φi(x) (4.14)

1. où ai(t) = (u(·, t), Φi)
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En pratique, comme le problème de maximisation pour chaque Φi, avec i allant
de 1 à l’infini, revient à choisir les modes POD associés aux plus grandes valeurs
propres, on effectue une troncature sur les M premiers modes :

u(x, t) ≃
M

∑
n=1

an(t)Φn(x) (4.15)

Les coefficients ai, i = 1, ..., M sont définis comme étant :

ai = (u, Φi) ∀i = 1, . . . , M (4.16)

Ces coefficients sont décorrelés, ils vérifient :

< aiaj > = λiδ
j
i

(4.17)

sans sommation sur les indices répétés et avec δ
j
i le symbole de Krönecker.

Optimalité de la base POD

La base POD {Φn}n=1,..,M est optimale au sens énergétique. Cela signifie
que pour toute base hilbertienne orthonormée {Ψn}n∈N de H(Ω) et pour tout M ∈
N

∗, on a :

< ‖u −
M

∑
n=1

(u, Φn)Φn‖2
> ≤ < ‖u −

M

∑
n=1

(u, Ψn)Ψn‖2
> (4.18)

Ce qui revient à écrire :

M

∑
n=1

< an >
2=

M

∑
n=1

λn ≤
M

∑
n=1

< bn >
2 (4.19)

avec bn = (u, Ψn) pour tout n = 1, . . . , M.

Propriétés de la méthode POD

Récapitulons les propriétés intéressantes de la base POD :
⊲ Les valeurs propres représentent les fractions de l’énergie totale que, par sim-

plification de langage, on considère comme étant l’énergie des modes qui leur
sont associés.

⊲ L’erreur induite par la troncature de la base correspond à la somme des
valeurs propres des modes négligés :

< ‖u −
N

∑
i=1

ai(t)Φi‖2
>=

∞

∑
i=N+1

λi (4.20)

Cette relation permet de définir un critère de troncature des modes les plus
énergétiques. Le critère le plus souvent utilisé est celui qui revient à définir
le plus petit entier N tel que :
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1 − ε ≤

N

∑
k=1

λk

∞

∑
k=1

λk

≤ 1 (4.21)

avec ε petit, souvent choisi tel que l’on capture 99% de l’énergie.
⊲ D’une manière générale, s’il existe un opérateur (ou une forme) linéaire con-

tinu L défini sur H(Ω) tel que :

Lu = 0 (4.22)

alors pour tout n ∈ N
∗ on a :

LΦn = 0 (4.23)

Deux cas particuliers peuvent être considérés :
– si u vérifie une condition aux limites homogène sur une partie Γ du bord

∂Ω alors :
u|Γ = 0 =⇒ Φn|Γ = 0 (4.24)

– Si ∇ · u = 0 (écoulement incompressible) alors

∇ · Φn = 0 (4.25)

4.1.2.3 La snapshot POD

Afin d’éviter un calcul POD restant parfois lourd du fait de la grande taille
du domaine spatial, Sirovich (1987) propose d’appliquer la méthode POD séparée
pour un ensemble de M champs discrets relevés ou calculés au cours du temps :
um = u(x, tm), m = 1, . . . , M. Ces champs sont appelés des clichés ou snapshots,
puisque ce sont des "photographies" du champ de vitesse tout au long de l’expé-
rience ou d’un calcul. Sirovich propose de se baser non pas sur l’opérateur associé
aux corrélations spatiales en deux points, mais de passer à un opérateur associé
aux corrélations temporelles 2. Pour cela, on cherche les scalaires Am tels que :

Φ =
M

∑
m=1

Amu(x, t(m)) (4.26)

On introduit pour cela l’opérateur associé aux corrélations spatiales en deux points
(4.7) dans le problème aux valeurs propres (4.11). Pour une illustration claire mais
sans perte de généralité, on choisit d’utiliser le produit scalaire dans L2(Ω), il vient :

∫

Ω
C(x, y)Φ(y)dy = λΦ(x)

∫

Ω

1
M

M

∑
m=1

u(m)(x)u(m)(y)
M

∑
n=1

Anu(n)(y)dy = λ
M

∑
l=1

Alu
(l)(x)

M

∑
m=1

M

∑
n=1

u(m)(x)An
1
M

∫

Ω
u(m)(y)u(n)(y)dy = λ

M

∑
l=1

Alu
(l)(x)

M

∑
m=1

( M

∑
n=1

Bmn An − λAm
)
u(m)(x) = 0

2. En fait, il s’agit de s’intéresser au problème dual du problème POD classique
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avec A = (A1, . . . , AM). Dans le cas où la famille U = (u(1), . . . , u(M)) est libre, on
peut écrire, pour tout m = 1, . . . , M :

( M

∑
n=1

Bmn An − λAm
)
= 0 (4.27)

Par contre, si la famille U n’est pas libre, il est nécessaire d’avoir recours à la dé-
composition aux valeurs singulières. De la famille des vecteurs propres {Φn}n=1,..,M
ainsi construite, on ne garde que les N premiers vecteurs associés aux valeurs pro-
pres les plus importantes, c’est-à-dire ceux vérifiant :

1 − ε ≤

N

∑
n=1

λn

M

∑
n=1

λn

≤ 1 (4.28)

4.1.2.4 Construction d’un système dynamique d’ordre réduit pour les équations de
Navier-Stokes

Pour construire le modèle d’ordre réduit, les équations de Navier-Stokes in-
compressibles sont projetées avec la méthode de Galerkin sur la famille {Φn}n=1,..,N .
Le système est réduit puisque très souvent, on a N ≪ M.

La projection des équations de Navier-Stokes incompressibles dans le do-
maine Ω de R

3 sur la base POD pour le champ vectoriel de vitesse u(x, t) et le
champ scalaire de pression p(x, t), x ∈ Ω, t ∈ [0, T] où T ∈ R

+ donne la formula-
tion variationnelle suivante, sous sa forme adimensionnelle :

∫

Ω
∂tu · Φi dx +

∫

Ω
(u · ∇)u · Φi dx = −

∫

Ω
∇p · Φi dx +

1
Re

∫

Ω
∆u · Φi dx (4.29)

Avec ∇ · Φi = 0 et pour i = 1, .., N.

Système dynamique pour le champ instantané

À partir de cette formulation (4.29), on injecte l’écriture de u(x, t) sous la
forme décomposée (4.15) pour les N ≪ M premiers modes et on tient compte
de l’orthogonalité des modes POD. On obtient donc le système, pour tout i avec
i = 1, .., N :

dai

dt
=

N

∑
n=1

N

∑
m=1

anamCnmi +
N

∑
n=1

anBni + Di (4.30)

où l’on doit expliciter les termes Cnmi, Bni et Di en fonction respectivement du terme
d’advection, du terme en Laplacien et enfin du terme de pression. Ainsi, on a pour
tout i = 1, . . . , N :
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Cnmi = −
∫

Ω
((Φn(x) · ∇)Φm(x) · Φi(x)dx

Bni = − 2
Re

∫

Ω
Tr
[
D(Φn(x))D(Φi(x))

]
dx+

2
Re

∫

∂Ω
D(Φn(x))n · (Φi(x))dγ

Di = −
∫

∂Ω
pΦi(x) · ndγ

(4.31)

où Tr représente la trace au sens matriciel, n est la normale extérieure au domaine
fluide Ω sur la frontière ∂Ω dont une mesure est dγ et avec D l’opérateur des taux
de déformations, défini comme suit :

D(Φ) =
1
2

[
∇Φ +∇TΦ

]
(4.32)

Système dynamique pour le champ fluctuant

Si l’on considère que le champ des vitesses u(x, t) se décompose sous la
forme de la somme d’un champ moyen et de perturbations, c’est-à-dire que l’on
peut écrire

u(x, t) = u(x) + u′(x, t) (4.33)

où · est un opérateur de moyenne et ·′ représente les fluctuations, alors on peut
intégrer cette décomposition au système décrit dans la partie précédente. Ainsi, on
cherche à déterminer les coefficients temporels du champ fluctuant uniquement.
L’avantage est que l’on s’affranchit du champ moyen puisque il est contenu dans
la partie u(x) ; il n’apporte pas d’information supplémentaire donc on se contente
de le rajouter à la reconstruction finale du champ de vitesse. De plus, on mon-
tre (Liberge 2008) qu’il peut avoir une influence néfaste sur la détermination des
coefficients temporels par le système dynamique d’ordre réduit.

Le système dynamique d’ordre réduit pour le champ fluctuant u′(x, t)
s’écrit sous la forme suivante, après avoir injecté la décomposition 4.33 dans la
formulation variationnelle (4.29) :

da′i
dt

=
N

∑
n=1

N

∑
m=1

a′na′mCnmi +
N

∑
n=1

a′nBni + Di + Ei (4.34)
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avec

Cnmi = −
∫

Ω
((Φ′

n(x) · ∇)Φ′
m(x) · Φ′

i(x)dx

Bni = − 2
Re

∫

Ω
Tr
[
D(Φ′

n(x))D(Φ′
i(x))

]
dx +

2
Re

∫

∂Ω
D(Φ′

n(x))n · Φ′
i(x)dγ −

∫

Ω

(
Φ′

n(x) · ∇u
)
· Φ′

i(x)dx −
∫

Ω

(
u · ∇Φ′

n(x)
)
· Φ′

i(x)dx

Di = −
∫

∂Ω
pn · Φ′

i(x)dγ

Ei = −
∫

Ω

2
Re

Tr
[
D(u)D(Φ′

i(x))
]
dx +

2
Re

∫

∂Ω
D(u)n · Φ′

i(x)dγ−

∫

Ω

(
u · ∇u

)
· Φ′

i(x)dx

(4.35)

Ecriture du modèle réduit à partir des équations linéarisées

Une autre façon d’écrire le système dynamique peut être envisagée : l’idée
est de conserver une formulation matricielle, afin de rester plus proche de l’équa-
tion discrète qui est résolue à la base. En effet, lorsque l’on récupère les clichés
issus d’un calcul complet, ce dernier est effectué grâce à la résolution d’un sys-
tème matriciel lui-même provenant de la discrétisation des équations continues de
Navier-Stokes. Nous proposons donc de projeter la matrice discrète utilisée dans le
calcul complet sur les modes POD, afin de ne pas introduire de biais 3.

Supposons que le problème discret à résoudre peut s’écrire sous la forme
suivante :

Ah(uh) = f h (4.36)

avec Ah l’opérateur s’appliquant au champ de vitesse discret uh et f h le second
membre. Dans cette démarche, on projette directement les équations discrètes sur
l’espace engendré par les vecteurs de la base POD. Alors on peut écrire :

uh = aΦ (4.37)

avec Φ la matrice formée par (Φ1, Φ2, .., ΦN) et a = (a1, a2, .., aN)
T. Le modèle réduit

s’écrit alors simplement :
Ara = Fr (4.38)

avec Ar = Φ
T Ah

Φ et Fr = Φ
T f h.

Par défaut, dans la suite des calculs nous utilisons la méthode classique
de projection de Galerkin des équations de Navier-Stokes, mais nous présentons
l’application de la méthode matricielle pour le cas de l’écoulement autour d’un
tube seul et au sein du faisceau tubulaire.

3. Cette technique n’est possible que lorsque le code de calcul utilisé pour la création des clichés
est accessible. L’avantage indéniable de la technique de projection de Galerkin à partir des équations
continues est que les clichés peuvent provenir d’une “boîte noire” sans que l’utilisateur ne connaisse
leur origine (code de calcul, campagne d’essai, ...), ce qui est très fréquent dans le milieu industriel.
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Traitement du terme de pression

On remarque que le terme Di, dans les deux formulations (4.30) et (4.34),
contient le champ de pression. Or, ce dernier n’est pas pris en compte lors de
la construction de la base POD, donc aucune information sur ce champ n’est
disponible. Il est possible de modéliser ce terme de pression, ou bien une alterna-
tive à cette modélisation consiste à utiliser une méthode permettant de transformer
les conditions aux limites en vitesse en une relation en contraintes (Allery 2002,
Batoz et Dhatt 1990).

Soit ud un champ de vitesse imposé sur une partie Γd de Γ f le bord du
domaine fluide, tel que :

u|Γd
= ud (4.39)

Cette condition peut être vue comme une limite de la condition de Neumann,
quand le paramètre de pénalisation G devient grand :

σ f n|Γd
= G(u|Γd

− ud) (4.40)

L’application de cette méthode dans le système dynamique pour le champ fluctuant
donne le système dynamique (4.41).

da′i
dt

=
N

∑
n=1

N

∑
m=1

a′na′mCnmi +
N

∑
n=1

a′n(Bni + Fni) + Di + Ei (4.41)

avec

Fni = G
∫

Γσ

Φ′
n(x)Φ′

i(x)dΓσ

Di = − 2
Re

∫

Ω
Tr
(
D(u)D(Φ′

i(x))
)
dx −

∫

Ω
u · ∇uΦ′

i(x)dx

Ei = G
∫

Γσ

(u − uCL)Φ′
i(x)dΓσ

(4.42)

Les termes C et B étant les mêmes que pour le système (4.34).

4.1.3 Exemples d’application

Dans ce paragraphe, nous présentons l’application de la méthode POD di-
recte, puis la construction du système dynamique réduit pour deux configurations
étudiées : l’écoulement autour d’un tube seul puis l’écoulement confiné dans un
faisceau de tubes, toutes les structures étant ici fixes.

4.1.3.1 Cylindre fixe sous écoulement transversal

Projection de l’écoulement sur la base POD

Afin d’aborder un premier cas d’écoulement autour d’une structure qui,
pour le moment, reste fixe, l’écoulement autour d’un cylindre à Re = 100 est ex-
ploité. La discrétisation des équations de Navier-Stokes est effectuée avec la mé-
thode des volumes finis avec le Code_Saturne sur un temps suffisamment long pour
avoir l’obtention d’un régime établi de détaché tourbillonnaire à l’arrière du tube. À



104

Chapitre 4. Choix d’une méthode de réduction : la décomposition orthogonale aux valeurs
propres (POD)

partir de ces résultats numériques, des clichés de la vitesse instantanée sont stockés
pour y effectuer la décomposition orthogonale aux valeurs propres ; d’abord la
POD "directe", puis la reconstruction du système dynamique.

Les clichés, au nombre de 180, sont pris sur un intervalle de temps de
45 secondes, qui correspond à une période de la force de traînée à l’arrière du
cylindre, avec une fréquence d’échantillonnage de 0.25 s ; le pas de temps entre
chaque itération du calcul complet étant de ∆t = 0.025. Le calcul complet comprend
donc 1800 itérations, effectuées en 66 minutes et 30 secondes en calcul parallèle sur
8 processeurs.

Deux clichés des composantes de la vitesse, l’un pris au début de l’inter-
valle, l’autre à la date t = 24.5 s, sont présentés en figure 4.1. Les classiques allées
de Von Karmán sont bien visibles à l’arrière du cylindre. Ces calculs sont la suite
de ceux effectués dans la partie 2.2.2 pour le cas fixe.

Première composante de la vitesse à t = 0 s Seconde composante de la vitesse à t = 0 s

Première composante de la vitesse à t = 24.5 s Seconde composante de la vitesse à t = 24.5 s

Figure 4.1 – Isovaleurs des deux composantes de la vitesse pour deux dates de la période d’échan-
tillonnage

Le tableau 4.1 présente la contribution énergétique des premiers modes pro-
pres. En premier lieu, on note que très peu de modes sont nécessaires pour capturer
plus de 99 % de l’énergie. En second lieu, l’observation des valeurs propres mon-
tre le "couplage" des valeurs deux à deux, excepté pour la première. En effet, le
premier mode propre s’apparente à l’écoulement moyen, tandis que les suivants se
rapportent aux fluctuations de l’écoulement. Le tableau 4.2 rapporte le résidu cal-
culé en norme L2 pour un nombre croissant de modes POD retenus pour effectuer
la reconstruction de la vitesse. À partir de 7 modes, l’erreur résiduelle est inférieure
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à 1%. Le même résultat était obtenu par Liberge (2008) pour la reconstruction du
champ de vitesse issu d’un calcul de l’écoulement autour d’un cylindre fixe dans
un canal, à Re = 200 effectué 4.
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Figure 4.2 – Erreur résiduelle en norme L2 de la reconstruction d’un échantillon de vitesses pour
le cas de l’écoulement autour d’un cylindre fixe à Re = 100

Indice de la Valeur propre Pourcentage
valeur propre de l’énergie (%)

1 9, 59 · 10−5 98.579

2 7, 03 · 10−7 99.302

3 6, 22 · 10−7 99.942

4 2, 27 · 10−8 99.966

5 2, 01 · 10−8 99.986

6 6, 00 · 10−9 99.992

7 5, 77 · 10−9 99.998

Table 4.1 – Contribution énergétique cumulée des premiers modes propres pour le cas de l’écoule-
ment autour d’un cylindre fixe à Re = 100

4. Liberge (2008) a travaillé avec le logiciel Castem pour le calcul complet
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Première composante du premier mode Φ1 Seconde composante du premier mode Φ1

Première composante du deuxième mode Φ2 Seconde composante du deuxième mode Φ2

Figure 4.3 – Isovaleurs des deux composantes des deux premiers modes POD pour le champ de
vitesses instantané

La figure 4.4 reporte les isovaleurs des premiers modes POD calculés à partir
des clichés du champ de vitesse fluctuant.
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Première composante du premier mode Φ1 Seconde composante du premier mode Φ1

Première composante du deuxième mode Φ2 Seconde composante du deuxième mode Φ2

Figure 4.4 – Isovaleurs des deux composantes des deux premiers modes POD pour le champ de
vitesses fluctuant

Le décalage d’un indice des modes propres POD entre les modes du champ ins-
tantané et du champ fluctuant est bien mis en valeur. Enfin, la figure 4.5 représente
la reconstruction directe du champ de vitesse global grâce à la formule (4.16) par
la POD. La reconstruction est très bonne, comme cela était attendu.

Calcul complet Reconstruction par POD directe

Figure 4.5 – Comparaison entre le champ de vitesse complet et sa reconstruction directe par POD

Nous nous intéressons maintenant à la construction du système dynamique
d’ordre réduit pour ce cas d’étude.
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Construction du système dynamique d’ordre réduit

Afin de calculer le système dynamique d’ordre réduit, nous avons
développé un module au sein de Code_Saturne. Sauf mention contraire, les cal-
culs sont effectués pour le champ de vitesse fluctuant ; c’est-à-dire que le système
résolu est le système (4.34). Le terme de pression n’est pas considéré sur les bords
du domaine fluide et les termes de bord sont négligés.

On considère la résolution du système d’ordre réduit (4.34) pour le cas du
cylindre seul à Reynolds Re = 100 sur une période de l’écoulement. Une étude
de sensibilité au nombre de modes est effectuée. Avec une base constituée de 15

modes, la reconstruction des deux premiers coefficients temporels est légèrement
meilleure que pour les 7 modes préconisés dans l’observation de la contribution
énergétique des modes effectuée dans le paragraphe précédent. Pour cette étude,
nous considérons une base de 15 modes puisque le temps de calcul n’est que très
peu modifié, même si un nombre plus faible serait suffisant pour reproduire déjà
très correctement les caractéristiques de l’écoulement. Le calcul effectué avec 15

modes dure 6 minutes et 48 secondes quand un calcul pour seulement 6 modes
dure 6 minutes et 40 secondes, le tout sur un seul processeur. On remarque l’im-
portant gain de temps de calcul par rapport à la période d’échantillonnage qui, elle,
calculée en parallèle sur 8 processeurs, dépasse l’heure.

La figure 4.6 présente la reconstruction des premiers coefficients temporels
pour un calcul à 15 modes POD. Sur le premier coefficient, on remarque un léger
déphasage entre le coefficient temporel reconstruit et le coefficient calculé directe-
ment à partir de la base POD à la fin de l’intervalle de temps. De plus, pour les
coefficients d’indice élevé, on observe une déstabilisation qui se traduit par une
augmentation de l’amplitude des coefficients. Ceci semble illustrer clairement l’ef-
fet de la troncature de la base : les modes POD contenant la dissipation de l’énergie
n’étant pas représentés, on assiste à une déstabilisation du système. D’autre part,
comme le terme de pression et les termes de bord n’ont pas été pris en compte
et que le terme de pression a lui aussi un effet stabilisateur, il est possible que sa
non-prise en compte ait un effet sur l’instabilité du système. Concernant les termes
de bords, nous verrons par la suite qu’il n’est pas forcément judicieux de les négli-
ger. Cependant, le champ de vitesse global est très bien reconstruit puisque, de la
même manière que sur la figure 4.5 pour la reconstruction par POD directe, on ne
distingue pas de différence entre le calcul complet et la reconstruction par modèle
réduit (la figure n’a donc pas été reproduite ici). Ces résultats peuvent également
être améliorés via la stabilisation du système dynamique.
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Figure 4.6 – Reconstruction des coefficients temporels par le système dynamique d’ordre réduit
pour le champ fluctuant de la vitesse du fluide autour d’un tube fixe ; — coefficient temporel
direct ; +++ coefficient temporel reconstruit
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Modèle réduit par projection matricielle

Nous proposons l’application de la méthode de projection matricielle pour
le cas du tube seul sous écoulement, afin de vérifier si le fait de se conformer aux
formulations internes au code de calcul utilisé nous permet d’obtenir des résultats
plus proches des clichés qui ont été fournis grâce à un calcul complet avec le même
code.

L’opérateur qui est discrétisé par la POD n’est pas exactement celui que l’on
trouve au sein de Code_Saturne. En effet, dans le code, c’est un opérateur légère-
ment différent de celui que l’on obtient de façon analytique par discrétisation des
équations de Navier-Stokes, puisque l’algorithme choisi au sein du code est un al-
gorithme de prédiction-correction. L’opérateur qu’il faut projeter est donc celui qui
est relié à la vitesse prédite (avant l’étape de correction par résolution de l’équation
pour la pression). Nous nous basons donc sur la résolution de l’équation (2.8). On
suppose que le champ de vitesse estimé peut se décomposer sous la forme :

ũ(x, t) ≃
N

∑
i=1

ai(t)Φi(x) (4.43)

Ainsi, en suivant le formalisme (4.38), on multiplie (2.8) par la matrice des modes
POD Φ et on y introduit (4.43). On considère que

∇ · Φ = {∇ · Φ1, ...,∇ · ΦN} = 0 (4.44)

puisque les modes POD sont construits à partir du champ de vitesse convergé.
Ceci permet d’éviter l’étape de correction : en projetant directement, on obtient les
équations de Navier-Stokes discrètes linéarisées. Cependant, il est possible que le
fait de négliger le terme (4.44) induise un biais dans le calcul.

On reconstruit ensuite le champ de vitesse à partir des résultats de la pro-
jection. Le champ sur lequel on travaille est donc le champ instantané et non pas le
champ fluctuant. Les résultats obtenus sont présentés ci-après.

Les figures 4.8 et 4.9 représentent le champ de vitesse au cours du temps, en
différents points, répertoriés sur la figure 4.7. 15 modes ont été utilisés pour cette
reconstruction.

Figure 4.7 – Points de suivi pour l’affichage du champ de vitesse à l’arrière du cylindre
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Lorsque l’on fait la comparaison de cette méthode avec la méthode POD-
Galerkin habituelle, c’est-à-dire la méthode pour laquelle on effectue la projection
de Galerkin dans une routine externe avec projection des équations de Navier-
Stokes (ces résultats sont également présentés sur les figures 4.8 et 4.9), on remar-
que que les champs de vitesse ne sont pas améliorés par la projection de l’opéra-
teur interne au code, sauf, légèrement, pour les points numéro 5, 6, 7 et 8 pour la
vitesse selon x et les points numéro 7 et 8 pour la vitesse selon y. La méthode POD-
Galerkin est effectuée sur le champ instantané également. Cette dernière donnant
des résultats déjà corrects, il n’est pas surprenant de ne pas observer d’amélio-
ration forte par la méthode de projection matricielle. La figure 4.10 représente la
comparaison du champ global reconstruit par projection matricielle avec le champ
complet à une date donnée. L’ensemble est correct, sauf dans les zones éloignées
du cylindre, vers la sortie où l’on observe de légères différences.
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Figure 4.8 – Comparaison entre la vitesse selon x en 8 points prédéfinis du domaine fluide pour
le calcul complet du tube seul fixe et la vitesse selon x reconstruite en ces points avec la méthode de
projection matricielle, champ instantané ; — calcul complet ; +++ Vitesse reconstruite, projection
matricielle ; ×—×—× Vitesse reconstruite, POD-Galerkin
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Figure 4.9 – Comparaison entre la vitesse selon y en 8 points prédéfinis du domaine fluide pour
le calcul complet du tube seul fixe et la vitesse selon y reconstruite en ces points avec la méthode de
projection matricielle, champ instantané ; — calcul complet ; +++Vitesse reconstruite, projection
matricielle ; ×—×—× Vitesse reconstruite, POD-Galerkin
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Calcul complet Reconstruction par projection matricielle

Figure 4.10 – Comparaison entre le champ de vitesse complet et le calcul du modèle réduit par
projection matricielle

4.1.3.2 Faisceau tubulaire fixe sous écoulement transversal

Projection de l’écoulement sur la base POD

Nous partons du calcul complet effectué dans la partie 2.2.3.3 et, de la même
façon que pour le cas du tube seul, une fois que le régime d’écoulement est établi,
nous procédons à l’échantillonnage. Le champ des vitesses présente des pseudo-
périodes et non des périodes claires. C’est pourquoi, dans un premier temps, le
choix a été fait d’extraire des snapshots sur un laps de temps comportant trois
pseudo-périodes. L’argument pour ce choix était de constituer une base de données
comportant un grand nombre d’informations, afin d’avoir la base POD la plus
riche possible. Puis, au vu des résultats obtenus par la reconstruction du champ
des vitesses sur cet intervalle de temps, il s’est avéré qu’il est nécessaire de se
concentrer sur une seule pseudo-période, afin déjà d’obtenir de bons résultats de
reconstruction.

C’est pourquoi le choix final est de capturer un grand nombre de clichés sur
une seule pseudo-période. Une pseudo-période se déroule sur 2 secondes de temps
réel, et le pas de temps du calcul est fixé à ∆t = 1.10−3 s. On capture 1000 clichés
sur cette pseudo-période, soit un cliché tous les 2 pas de temps, afin d’avoir tout
de même à disposition une base très riche. Le calcul complet pour cette pseudo-
période prend 2 heures et 40 minutes sur un seul processeur.

La figure 4.11 présente les premiers modes POD sous la forme de "magni-

tude" : pour chaque mode Φ on représente |Φ| =
√

Φx
2 + Φy

2.
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a) Premier mode b) Deuxième mode c) Troisième mode

d) Quatrième mode e) Cinquième mode f) Sixième mode

Figure 4.11 – Premiers modes POD pour le champ instantané du fluide au sein du faisceau fixe

Ces modes sont obtenus à partir de clichés sur le champ instantané, ce qui
est visible puisque le premier mode représente clairement le champ moyen de l’é-
coulement. Les modes suivants contiennent les fluctuations de l’énergie de l’écoule-
ment. Dans le cadre de la construction du système dynamique, le travail à partir
du champ fluctuant est préféré. Il suffit de rajouter la valeur du champ moyen à la
vitesse reconstruite pour obtenir une expression du champ de vitesse équivalente
à celui dont on a extrait les clichés.

Les coefficients temporels correspondants aux 6 premiers modes pour le
champ fluctuant (c’est-à-dire aux modes 2 à 7 pour le champ instantané) sont
représentés en figure 4.12.



116

Chapitre 4. Choix d’une méthode de réduction : la décomposition orthogonale aux valeurs
propres (POD)

-0.0003

-0.0002

-0.0001

 0

 0.0001

 0.0002

 0.0003

 0.0004

 0  100  200  300  400  500  600  700  800  900  1000

a
1
(t

)

numero de pas de temps

-0.0003

-0.0002

-0.0001

 0

 0.0001

 0.0002

 0.0003

 0  100  200  300  400  500  600  700  800  900  1000

a
2
(t

)

numero de pas de temps

a) Premier coefficient temporel b) Deuxième coefficient temporel

-0.0003

-0.0002

-0.0001

 0

 0.0001

 0.0002

 0.0003

 0  100  200  300  400  500  600  700  800  900  1000

a
3
(t

)

numero de pas de temps

-0.0002

-0.00015

-0.0001

-5e-05

 0

 5e-05

 0.0001

 0.00015

 0  100  200  300  400  500  600  700  800  900  1000

a
4
(t

)

numero de pas de temps

c) Troisième coefficient temporel d) Quatrième coefficient temporel

-0.0001

-8e-05

-6e-05

-4e-05

-2e-05

 0

 2e-05

 4e-05

 6e-05

 8e-05

 0.0001

 0  100  200  300  400  500  600  700  800  900  1000

a
5
(t

)

numero de pas de temps

-8e-05

-6e-05

-4e-05

-2e-05

 0

 2e-05

 4e-05

 6e-05

 8e-05

 0.0001

 0  100  200  300  400  500  600  700  800  900  1000

a
6
(t

)

numero de pas de temps

e) Cinquième coefficient temporel e) Sixième coefficient temporel

Figure 4.12 – Premiers coefficients temporels pour le champ fluctuant du fluide au sein du faisceau
fixe

Remarque 4.1 On remarque l’aspect très chahuté de ces coefficients. Cette caractéristique
rend plus difficile la reconstruction du champ de vitesse par la méthode POD, notamment
dans le cas où le faisceau est mobile. Il est possible que la non régularité observée du champ
de vitesse (et donc des coefficients temporels) qui en découle ne soit pas physique, du fait
du choix des hypothèses de calcul. Cependant, le système dynamique construit doit être
capable de fournir une approximation valable des clichés fournis et c’est sur ce point que
nous décidons de nous concentrer.

Si l’on choisit de travailler avec les critères de troncature habituels, le tableau
4.2 rassemble le nombre de modes nécessaires pour capturer divers pourcentages
de l’énergie.
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Pourcentage de l’énergie Nombre de modes nécessaires
90 7
99 18

99.99 50

Table 4.2 – Évolution du nombre de modes nécessaires selon la quantité d’énergie capturée pour le
cas de l’écoulement en faisceau de tubes fixe

Construction du système dynamique d’ordre réduit

Dans le cas de l’étude du faisceau tubulaire fixe, les équations à résoudre
sont les mêmes que dans le cas du tube seul. Comme les conditions aux limites sont
périodiques sur tous les bords du domaine fluide, les termes de pression sur ces
bords s’annulent. Ainsi, le seul terme de pression qui subsistait dans la formulation
variationnelle (4.34) n’est plus à prendre en compte dans ce cas.

Comme dans le cas du tube seul, on procède à l’application de la méthode
POD-Galerkin pour la construction du système dynamique, et l’on observe les ré-
sultats obtenus en fonction du nombre de modes POD retenus. On travaille sur le
cas complet préparé, 1000 clichés de l’écoulement sur une pseudo-période de l’é-
coulement ont été retenus. Le pas de temps séparant deux clichés est de 2.10−3s.
Cette fois, le calcul sur un seul processeur dure 12 minutes seulement.

Á l’observation de la figure 4.13 qui représente les premiers coefficients
temporels reconstruits par le système dynamique pour différentes valeurs du nom-
bre de modes retenus, il est évident que le système dynamique reconstruit mal le
champ des vitesses. Il est donc nécessaire de recourir à une technique de stabili-
sation du système dynamique, afin d’améliorer la reconstruction de chaque coef-
ficient temporel. Nous ne présentons pas ici le cas comportant 50 modes comme
cela semble être suggéré par l’évolution des valeurs propres associées aux modes
propres, car la qualité des résultats n’en est pas améliorée. De plus, l’utilisation
d’une cinquantaine de modes pour une telle étude n’est pas pertinente.
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a) Premier coefficient b) Deuxième coefficient

c) Troisième coefficient d) Quatrième coefficient

e) Cinquième coefficient f) Sixième coefficient

Figure 4.13 – Observation des coefficients temporels pour le système dynamique d’ordre réduit en
fonction du nombre de modes POD pour le champ fluctuant du fluide autour d’un faisceau tubulaire
fixe ; — calcul direct ; +++ reconstruction avec 10 modes ; ×—×—× reconstruction avec 15 modes ;
×—×—× reconstruction avec 20 modes

L’application de méthodes de stabilisation du système dynamique permet-
tra d’obtenir des résultats beaucoup plus satisafaisants.

Modèle réduit par projection matricielle

Ici aussi, la méthode de projection matricielle est appliquée au cas de l’é-
coulement transversal au sein d’un faisceau tubulaire fixe. Les résultats sont présen-
tés en figures 4.14 et 4.15, les points auxquels la vitesse est évaluée sont les mêmes
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que pour les études précédentes sur le faisceau de tube (voir figure 2.15). Cette fois,
il semble que l’application de la méthode de projection matricielle soit bien plus
efficace que la méthode de POD Galerkin classique qui ne peut pas reconstruire
correctement le champ de vitesse. Pour la projection matricielle, 20 modes POD
sont conservés.
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Figure 4.14 – Comparaison entre la vitesse selon x en 4 points prédéfinis du domaine fluide pour
le calcul complet du faisceau tubulaire fixe et la vitesse selon x reconstruite en ces points avec la
méthode de projection matricielle, champ instantané ; — calcul complet ; ×—×—× Vitesse reconstruite,
projection matricielle
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Figure 4.15 – Comparaison entre la vitesse selon y en 4 points prédéfinis du domaine fluide pour
le calcul complet du faisceau tubulaire fixe et la vitesse selon y reconstruite en ces points avec la
méthode de projection matricielle, champ instantané ; — calcul complet ; ×—×—× Vitesse reconstruite,
POD-Galerkin interne

L’ordre de grandeur de la vitesse, dans les deux directions, est bien conservé par
la projection matricielle et les résultats sont bien meilleurs que ceux obtenus pour
la POD Galerkin classique avec le champ fluctuant. Ce que l’on peut remarquer
également, c’est le décalage temporel qui existe pour les signaux reconstruits par
les deux méthodes : cela signifie que la reconstruction d’un tel champ de vitesse
serait certainement moins bonne sur un intervalle de temps long.

Il est à noter que l’utilisation de la méthode de projection matricielle n’est
pas optimisée en termes de temps de calcul pour le moment, donc son utilisation
reste plus coûteuse que la projection de Galerkin avec construction du système
dynamique.

4.1.4 Conclusion

Nous avons ici présenté l’application de la méthode POD pour des cas d’é-
coulements instationnaires. La méthode fournit d’excellents résultats pour le cas du
tube seul ; concernant le faisceau de tubes, on voit que le système dynamique ré-
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duit n’est pas assez robuste pour reproduire correctement le champ de vitesse dans
le fluide. Une proposition consiste à écrire le système sous forme matricielle, de
façon à se rapprocher de l’écriture du modèle complet. Cette méthode, cependant,
présente deux inconvénients : d’abord, elle nécessite la possibilité de connaître et de
pouvoir interférer dans le code de calcul complet ; d’autre part, elle reste longue à
mettre en œuvre car certaines boucles du code ne peuvent être évitées. Une alterna-
tive consiste à s’intéresser aux techniques de stabilisation du système dynamique,
afin de le rendre plus robuste. Un certain nombre de ces méthodes est présenté
dans la partie suivante.
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4.2 Stabilisation du système dynamique

4.2.1 Stabilisations en première approximation

Quelle que soit la méthode d’ordre réduit utilisée, le fait même d’effectuer
une réduction de modèle peut intrinsèquement amener à une déstabilisation du
système dynamique. En effet, si l’on considère par exemple la technique POD-
Galerkin, la déstabilisation intervient dans le fait de tronquer la base à partir de
laquelle sera construit le système dynamique ; or c’est cette troncature qui fait l’ef-
ficacité du modèle puisque de ce fait, la base est constituée de peu d’éléments. La
méthode POD permet de conserver les modes les plus énergétiques, c’est-à-dire
ceux qui permettent de capturer la plus grande partie de l’énergie du système.
Ainsi, lorsque les équations considérées sont projetées sur la base de ces modes
les plus énergétiques, ce sont les structures principales de l’écoulement qui seront
reconstruites. Cependant, comme seuls les modes contenant le plus d’énergie sont
conservés, ceux qui contiennent peu d’énergie sont négligés. Or, le mécanisme de
dissipation d’énergie se situe à l’échelle de ces modes. Donc, en tronquant la base
des modes POD, on empêche le système de dissiper l’énergie nécessaire. On com-
prend alors que le système dynamique, privé de ces modes POD de faible contri-
bution énergétique, peut se déstabiliser.

Il existe plusieurs façons de stabiliser le système dynamique en POD sans
être obligé de recourir à la projection sur l’ensemble des modes de la base, ce qui
ferait perdre la notion de réduction du système. Ces techniques se divisent en deux
parties : les méthodes empiriques et les méthodes qui ont recours à l’optimisation.
Parmi les méthodes empiriques, deux d’entre elles sont souvent utilisées, pour la
facilité de leur mise en œuvre. La première a été proposée par Rempfer (1996) et
utilisée pour diverses applications, comme l’étude de l’effet Coanda (Allery 2002)
ou encore l’étude de la dispersion de particules dans une cavité entraînée (Verdon
2007). Cette méthode consiste à corriger la viscosité du fluide étudié, de façon simi-
laire à ce qui est proposé lors de la mise en place d’un calcul Large Eddy Simulation
(LES). En effet, pour un calcul LES, seules les grandes échelles de l’écoulement
sont résolues, les petites échelles étant modélisées. Pour cela, une viscosité appelée
"viscosité turbulente" ou "viscosité de sous-maille" est introduite afin de modéliser
les échanges d’énergie entre les grandes et les petites échelles. Cette viscosité artifi-
cielle est utilisée pour corriger la viscosité du fluide, qui, si elle n’est pas modifiée,
ne permet pas d’observer la dissipation de l’énergie. C’est la même idée qui est
appliquée dans la technique de Rempfer. La viscosité cinématique ν est corrigée de
la façon suivante :

νcorr = ν + νartif (4.45)

où νcorr est la valeur finale de la viscosité, ν la viscosité réelle du fluide, νartif
la valeur de la viscosité artificielle qui est rajoutée. C’est une constante, qui est
déterminée de façon empirique, par exemple en utilisant la dichotomie sur des
expérimentations numériques. Cette technique impose de rajouter une valeur con-
stante, quel que soit le mode considéré. Une amélioration de cette méthode est
proposée par Cazemier (1997) puis Rempfer (2000). À partir de considérations én-
ergétiques (en effectuant le bilan énergétique du système dynamique pour chaque
mode POD), Cazemier propose une formulation donnant la valeur de la viscosité
artificielle à rajouter selon le mode POD considéré. Ainsi, selon la contribution
énergétique du mode, la calibration de la viscosité corrigée n’est pas la même.
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Cazemier remarque que la viscosité artificielle à rajouter prend des valeurs quasi-
ment linéaires par rapport au numéro d’indice du mode considéré.

Si l’on considère simplement une loi linéaire pour la viscosité artificielle
en fonction du numéro du mode, il ainsi est possible d’écrire plus simplement la
viscosité corrigée de la façon suivante pour chaque mode :

νcorr = ν(1 + i νartif) (4.46)

où i est le numéro d’indice du mode considéré. La constante νartif est ajustée de
façon empirique.

4.2.1.1 Application au cas du tube seul

La configuration étudiée est celle de la partie 4.1.3.1. Le système dynamique
d’ordre réduit est le système (4.41).

Pour améliorer les résultats obtenus, la stabilisation du système est pro-
posée avec la méthode qui consiste à introduire une viscosité artificielle propor-
tionnelle à l’indice du mode (Cazemier 1997). Dans le cadre de cette étude pour le
cylindre fixe seul, les tests effectués sont sommaires et l’optimisation des résultats
n’a pas été recherchée, étant donné que ce travail a pour but d’étudier de l’écoule-
ment autour du faisceau tubulaire. Cette technique, pourtant simple, fournit les
meilleurs résultats dans les travaux de Placzek (2010), même en comparaison avec
d’autres méthodes plus avancées.

La technique de Cazemier a été implémentée pour le cas du calcul avec 15

modes POD retenus. Après une brève étude de sensibilité, la viscosité artificielle
est fixée à νartif = 0, 5. On observe alors la comparaison entre la reconstruction des
coefficients temporels pour le système non stabilisé avec 15 modes POD retenus, et
le système stabilisé par cette technique avec νartif = 0, 5. Les résultats sur les coeffi-
cients temporels sont observables en figure 4.16. La stabilisation de type Cazemier,
même simple, a donc un effet bénéfique au vu de la reconstruction des coefficients
temporels par le système dynamique.
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Figure 4.16 – Comparaison des coefficients temporels pour le système dynamique d’ordre réduit
stabilisé ou non à 15 modes POD pour le champ fluctuant de la vitesse du fluide autour d’un tube
fixe ; — coefficient temporel direct ; +++ coefficient temporel reconstruit sans stabilisation ; ×—×—×
coefficient temporel reconstruit avec stabilisation

Enfin, à l’observation du champ de vitesse global, on constate que les
niveaux de vitesse ainsi que les structures de l’écoulement sont bien reproduits par
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le système dynamique d’ordre réduit (voir figure 4.17), même si déjà les niveaux de
vitesse étaient très corrects avec le système dynamique non stabilisé. C’est surtout
au niveau des coefficients temporels que l’on observe une amélioration, qui peut
avoir son importance pour des temps de calcul plus longs.

calcul complet modèle réduit

Figure 4.17 – Comparaison du champ de vitesse global pour le calcul complet et le modèle réduit
stabilisé

Influence du type d’écriture des opérateurs

Dans l’étude ci-dessus, afin d’effectuer la projection de Galerkin, nous sui-
vons scrupuleusement la modélisation du système dynamique telle qu’elle est
écrite dans la formulation (4.34), excepté pour le terme de pression et les termes
de bord qui ne sont pas pris en compte. Il est possible que ces derniers aient à
être considérés et qu’il soit donc plus commode de conserver l’écriture des termes
en laplacien sous leur forme non symétrique, c’est-à-dire avant d’effectuer l’inté-
gration par partie généralisée qui permet d’obtenir des opérateurs symétriques du
premier ordre. Nous effectuons donc le test qui consiste à réécrire le système dy-
namique sous la forme (4.47) et (4.48).

da′i
dt

=
N

∑
n=1

N

∑
m=1

a′na′mCnmi +
N

∑
n=1

a′nBni + Di + Ei (4.47)

avec

Cnmi = −
∫

Ω

[
Φ′

n(x) · ∇Φ′
m(x

]
· Φ′

i(x)dx

Bni =
2
Re

∫

Ω
∆Φ′

n(x) · Φ′
i(x)dx −

∫

Ω

[
Φ′

n(x) · ∇u
]
· Φ′

i(x)dx −
∫

Ω

[
u · ∇Φ′

n(x)
]
· Φ′

i(x)dx

Di = −
∫

∂Ω
pn · Φ′

i(x)dγ

Ei =
2
Re

∫

Ω
∆u · Φ′

i(x)dx −
∫

Ω

[
u · ∇u] · Φ′

i(x)dx

(4.48)
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L’application de cette écriture au cas d’étude précédent du cylindre fixe seul sous
écoulement transversal à Reynolds Re = 100 fournit de meilleurs résultats en com-
paraison avec la formulation (4.34) sans termes de bord, en ce qui concerne la pro-
jection de Galerkin sans stabilisation. À l’observation de la figure 4.18, on constate
que ce choix d’écriture en conservant les opérateurs laplacien fournit des résul-
tats très proches de ceux obtenus avec stabilisation du système dynamique, ce qui
donne à penser que la contribution des termes de bord n’est pas nulle. C’est la
formulation en laplacien qui est conservée pour les configurations étudiées dans la
suite de ce travail.
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Figure 4.18 – Comparaison des coefficients temporels pour le système dynamique d’ordre réduit
stabilisé ou non avec opérateurs du premier ordre à 15 modes POD et des coefficients obtenus avec
une formulation sans stabilisation avec les opérateurs de deuxième ordre, pour le champ fluctuant de
la vitesse du fluide autour d’un tube fixe ; — coefficient temporel direct ; — coefficient temporel
reconstruit sans stabilisation et opérateurs du premier ordre ; ×—×—× coefficient temporel reconstruit
avec stabilisation et opérateurs du premier ordre ; +++ coefficient temporel reconstruit sans stabili-
sation avec opérateurs du second ordre
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4.2.1.2 Application au cas du faisceau tubulaire

Formulation du système dynamique

On a vu dans la partie 4.1.3.2 que la reconstruction du champ de vitesse
par le système dynamique d’ordre réduit fourni par la formulation (4.34) n’est pas
satisfaisante. C’est pourquoi nous proposons également une stabilisation du sys-
tème dynamique afin d’améliorer ces résultats. La loi (4.46) est donc utilisée, avec
20 modes POD retenus pour la reconstruction. La valeur de la viscosité artificielle
est fixée à νartif = 0.65 et elle est multipliée par l’indice du mode considéré. Les
résultats en terme de coefficients temporels sont comparés avec ceux du cas sans
stabilisation. L’amélioration des résultats est notable et ce, sur l’ensemble des coef-
ficients temporels (voir figure 4.19 qui représente les six premiers coefficients).
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Figure 4.19 – Comparaison des coefficients temporels pour le système dynamique d’ordre réduit
stabilisé ou non à 20 modes POD pour le champ fluctuant du fluide autour d’un faisceau tubulaire
fixe ; — calcul direct ; ×—×—× calcul du modèle réduit sans stabilisation ; +++ calcul du modèle
réduit avec stabilisation

Pour le premier coefficient temporel, on remarque une surestimation des
valeurs prises par le coefficient. Les coefficients 2 et 3 présentent une légère aug-
mentation de l’amplitude sur la fin de l’intervalle de temps. Les coefficients tem-
porels d’ordre plus élevé possèdent un ordre de grandeur correct ; cependant, les
nombreuses fluctuations qui les caractérisent ne sont pas toujours bien capturées



130

Chapitre 4. Choix d’une méthode de réduction : la décomposition orthogonale aux valeurs
propres (POD)

par les coefficients temporels reconstruits. Ceci est dû au fait que la loi de stabili-
sation entraîne une plus grande dissipation pour les modes d’indice élevé, puisque
la viscosité artificielle est une constante multipliée par l’indice du mode.

La vitesse du fluide en quatre points dans le domaine a été relevée, afin que
l’on puisse observer la qualité de la reconstruction du champ de vitesse. Ces points
sont représentés sur la figure 2.15. Pour ces quatre points, le champ de vitesse
reconstruit a été relevé et est comparé à celui du calcul complet.

La figure 4.20 présente l’évolution du champ de vitesse aux points respectifs
1, 2, 3 et 4, d’une part pour le calcul complet, d’autre part par le système dynamique
stabilisé par la méthode de Cazemier. La reconstruction du champ de vitesse en
ces points semble relativement correcte sur une pseudo-période ; les niveaux étant
globalement respectés, on remarque tout de même un déphasage sur la fin de
l’intervalle de temps.

Enfin, à l’observation des champs de vitesse sur l’ensemble du domaine
fluide (figure 4.21), on constate que la forme de l’écoulement est globalement re-
spectée, même si les niveaux de vitesse sont légèrement différents selon les zones
considérées (surestimation des maxima en figure 4.21 b) ).
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Figure 4.20 – Comparaison du champ de vitesse selon x et selon y en quatre points choisis dans
le domaine fluide pour le calcul complet et le modèle réduit stabilisé ; — calcul direct ; +++ calcul
du modèle réduit avec stabilisation
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calcul complet modèle réduit

a) Champ de vitesse à t = 40.042s

calcul complet modèle réduit

b) Champ de vitesse à t = 40.802s

Figure 4.21 – Comparaison du champ de vitesse global pour le calcul complet et le modèle réduit
stabilisé

Des calibrages mode par mode permettraient d’obtenir des résultats en-
core meilleurs : par exemple, si l’on fixe une valeur plus grande de la viscosité
artificielle pour le premier mode uniquement, en laissant la valeur initialement
choisie pour les modes suivants, cela permet d’obtenir une meilleure reconstruc-
tion du premier coefficient temporel. Or, celui-ci représente le premier mode, qui
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contient une grande quantité d’énergie (pour le champ fluctuant). Donc, l’amélio-
ration sur ce coefficient peut entraîner une meilleure reconstruction du champ de
vitesse. Cependant, un calibrage manuel n’est pas envisageable : il serait nécessaire
de mettre en œuvre un trop grand nombre de tests afin de parvenir au calibrage
optimal.

Une alternative à ces études paramétriques empiriques est de faire une
recherche d’optimum grâce à un algorithme basé sur l’introduction d’un multipli-
cateur de Lagrange, ce qui permet de s’assurer du meilleur choix de stabilisation
pour chaque mode.

4.2.2 Modification du système dynamique

Dans de cette partie, nous allons considérer quelques élements de la famille
des méthodes de stabilisation du système dynamique où ce dernier est modifié.
Ces techniques sont donc intrusives mais elles permettent d’améliorer la projection
de Galerkin telle qu’elle est classiquement définie.

4.2.2.1 Modification du choix de la norme

Dans les paragraphes qui précèdent, nous avons fait le choix d’utiliser la
norme des fonctions de carré intégrable pour la définition des quantités POD (cons-
truction de la matrice de corrélation, normalisation des modes POD). Or, il est
possible de choisir d’autres normes, comme par exemple la norme sur l’espace
H1. Ce choix peut avoir son importance sur la stabilisation du système, comme le
montrent Iollo et al. (2000). L’idée est de considérer le produit scalaire à poids ε
défini pour u et v dans l’espace H1(Ω) :

(u, v)H1 =
∫

Ω
uvdx + ε

∫

Ω
∇u∇vdx (4.49)

ε est un nombre réel que l’on choisit en fonction des choix de dimensionnement. Par
exemple, si l’on choisit ε ∝ τ

Re
avec τ une échelle de temps caractéristique, on peut

avoir des résultats intéressants. Le problème aux valeurs propres ainsi associé est
le problème (4.10), l’opérateur de corrélation temporelle contient donc les clichés
de l’écoulement ainsi que les gradients des clichés. L’orthonormalisation de la base
se fait également avec la norme H1.

Nous effectuons le test de cette technique sur un cas simple : l’équation de
Burgers unidimensionnelle. On considère le champ u ∈ H1(Ω) avec Ω =]0, 1[ et
une viscosité cinématique ν. On résout numériquement :







∂u
∂t

+ u
∂u
∂x

− ν
∂2u
∂x2 = 0 sur Ω

u(0, t) = 0
u(1, t) = 0
u(x, 0) = u0(x) = sin(πx)

(4.50)

On compare alors la reconstruction par POD sur un intervalle de temps de 1 se-
conde avec la norme L2 et avec la norme H1, pour de faibles valeurs de la vis-
cosité pour lesquelles la reconstruction peut donner de moins bons résultats. Le
calcul complet est effectué avec un schéma de Crank-Nicolson. Pour la norme H1,
le paramètre ε est choisi égal à ε = 1

ν . D’abord, pour une viscosité ν = 0.05 m2s−1,
les résultats pour la reconstruction de la vitesse à différents instants pour différents
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nombres de modes dans la base POD sont représentés sur la figure 4.22. Les résul-
tats pour une viscosité encore plus faible (ν = 0.02 m2s−1) sont visibles en figure
4.23. La diminution de la viscosité à de plus faibles valeurs n’a pas permis d’obtenir
de résultats probants, que ce soit pour la norme L2 ou la norme H1. Dans ce cas, la
stabilisation induite par le changement de la norme n’est plus visible.

À l’observation des figures 4.22 et 4.23, on remarque que le choix de la
norme H1 permet de tronquer la base un mode “plus tôt” qu’avec la norme L2 : le
système dynamique pour N modes avec la norme L2 fournit des résultats équiva-
lents à ceux obtenus par le système dynamique construit avec N − 1 modes avec la
norme H1.

4 modes

5 modes

6 modes

norme L2 norme H1

Figure 4.22 – Comparaison entre les reconstructions en norme L2 et H1 du champ u pour l’équation
de Burgers avec ν = 0.05. — calcul complet ; +++ modèle réduit
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7 modes

8 modes

9 modes

norme L2 norme H1

Figure 4.23 – Comparaison entre les reconstructions en norme L2 et H1 du champ u pour l’équation
de Burgers avec ν = 0.02. — calcul complet ; +++ modèle réduit

4.2.2.2 Méthode de viscosité spectrale évanescente (SVVM)

Sirisup et Karniadakis (2004) travaillent sur l’étude de l’écoulement à l’ar-
rière d’un cylindre fixe en mileu infini, dans une configuration bidimensionnelle
pour des nombres de Reynolds Re = 100 et Re = 500. Leur but est de mener des
simulations de longue durée. Ils constatent que, pour une période de temps rela-
tivement courte, la reconstruction du champ de vitesse fluide sur tout le domaine
par l’utilisation du modèle d’ordre réduit POD-Galerkin donne des résultats satis-
faisants. Cependant, pour un intervalle de temps long, arrive une date à partir de
laquelle le modèle diverge. Pour le plus grand nombre de Reynolds, cette diver-
gence arrive plus tôt. Pour améliorer leurs résultats, ils proposent la stabilisation
du système dynamique par l’utilisation de la méthode appelée Spectral Vanishing
Viscosity method (méthode de viscosité spectrale évanescente). Cette méthode con-
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siste à ajouter un terme de dissipation dont la valeur dépend de l’indice du mode
considéré, qui permette de conserver l’entropie du système. Ceci se rapproche de
l’idée de rajouter une régularisation par la viscosité ; la méthode a d’ailleurs été
utilisée pour des besoins de calculs LES (Séverac et al. 2005). L’idée est de travailler
avec une méthode spectrale et de rajouter un terme de viscosité uniquement pour
les grands nombres d’onde.

Cette technique a montré des résultats très intéressants par rapport à l’uti-
lisation de systèmes non stabilisés. Elle requiert le calcul empirique de l’amplitude
de la viscosité, de la même façon qu’il faut déterminer la bonne constante avec la
méthode de Cazemier et l’ajustement de ces paramètres peut dépendre fortement
du nombre de modes utilisés (Placzek 2010). C’est pourquoi, la seconde catégorie
de méthodes de stabilisation, qui consiste à la recherche d’un optimum pour définir
les termes du système à ajuster, a vu le jour. Plusieurs méthodes ont été dévelop-
pées dans ce sens, elles reviennent à la résolution d’un problème d’optimisation
pour la définition des coefficients du système dynamique d’ordre réduit et sont
généralement plus robustes (Gloerfelt 2006).

4.2.2.3 Optimisation de la recherche de constante de stabilisation

Bergmann (2004), dans sa thèse, propose l’application d’une de ces méthodes
d’optimisation à l’application de la méthode POD-Galerkin pour le contrôle d’é-
coulements compressibles. Il se base sur l’idée de Rempfer (2000) et Cazemier
(1997), en supposant que l’on peut rajouter une "viscosité tourbillonnaire" adap-
tée à chaque mode POD. Si l’on se place dans le contexte de la construction d’un
système dynamique POD d’ordre réduit pour les équations de Navier-Stokes in-
compressibles (équation (4.34)) pour le champ de vitesse fluctuant, en notant, pour
des raisons de clarté, ai les coefficients temporels à déterminer, pour i = 1, .., N où
N est le nombre de modes POD retenus, on a, en séparant les termes visqueux des
termes non visqueux :

dai(t)
dt

= Ai +
N

∑
j=1

Bijaj(t) +
N

∑
j=1

N

∑
k=1

Cijkaj(t)ak(t) (4.51)

avec
Ai = Ai +

1
Re

Ãi

Bij = Bij +
1
Re

B̃ij

Cijk = Cijk

où l’on a rassemblé les coefficients du système dynamique ne dépendant que
du mode projeté Φi dans le coefficient Ai et sachant que dans le cas traité par
Bergmann, le terme de pression normalement inclus dans le coefficient Ai est né-
gligé. Bergmann, de plus, rajoute des termes spécifiques au contrôle de l’écoule-
ment, que nous ne faisons pas apparaître ici.

La stabilisation du système (4.51) consiste donc à rajouter une "viscosité

tourbillonnaire" notée
αi

Re
au ième mode POD. Ce qui conduit au système dy-

namique suivant :

dai(t)
dt

= Ai +
N

∑
j=1

Bijaj(t) +
N

∑
j=1

N

∑
k=1

Cijkaj(t)ak(t) +
1 + αi

Re

(
Ãi +

N

∑
j=1

B̃ijaj(t)
)

(4.52)
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système qui peut s’écrire sous la forme :

N (a, α) = 0 (4.53)

où a représente le vecteur dont les composantes sont les coefficients temporels ai et
α est le vecteur dont les composantes sont les viscosités artificielles correspondant
à chaque mode POD. L’ensemble des viscosités artificielles peut être constitué de
coefficients dépendant du temps ou non, le but étant qu’elles minimisent les erreurs
de reconstruction du système dynamique d’ordre réduit. L’erreur de reconstruction
est évaluée comme étant la norme L2 de la différence entre les coefficients tem-
porels ai calculés par le système dynamique et les coefficients temporels a∗i calculés
directement par projection du champ de vitesse discret issu des clichés sur la base
POD construite. On cherche donc à approcher ces derniers au sens des moindres
carrés.

Une fonctionnelle "objectif" est ainsi définie (Bergmann 2004) et notée :

J (a, α) (4.54)

où les calculs sont effectués sur l’intervalle de temps [0, T]. Cela nous ramène à la
résolution d’un problème d’optimisation sous contraintes, puisque l’on cherche à
minimiser la fonctionnelle J sous la contrainte du système à résoudre (4.53). Ce
problème d’optimisation s’écrit :

{
min
α∈RN

J (a, α)

N (a, α) = 0
(4.55)

Afin de passer à un problème d’optimisation sans contrainte, on introduit autant de
multiplicateurs de Lagrange qu’il y a de degrés de liberté sur α, c’est-à-dire que l’on
introduit les multiplicateurs ζi, i = 1, .., N. La nouvelle fonctionnelle (fonctionnelle
de Lagrange) L à minimiser est la suivante :

L(a, α, ζ) = J (a, α)−
( N

∑
i=1

ζi,N (a, α)
)

(4.56)

où (·, ·) est un produit scalaire choisi et ζ contient l’ensemble des ζi, i = 1, ..., N.
On cherche un extremum de cette fonctionnelle, on cherche donc à obtenir :

δL = 0 (4.57)

en supposant les variables a, α, ζ indépendantes, cela revient à déterminer, pour
tout i = 1, .., N :

∂L
∂ai

δai = 0
∂L
∂αi

δαi = 0
∂L
∂ζi

δζi = 0 (4.58)

Ces résolutions (4.58), associées au problème (4.53), constituent un "problème opti-
mal".

Que les viscosités artificielles αi dépendent ou non du temps, Bergmann
constate une nette amélioration dans la prédiction de son système, le cas où les
viscosités dépendent du temps donnant tout de même des résultats clairement
meilleurs. Cela dit, cette contrainte rajoute des calculs à chaque pas de temps, il est
donc nécessaire de vérifier le coût d’une telle technique en fonction de l’améliora-
tion qu’apporte cette dépendance en temps par rapport à des valeurs constantes
dans le temps. Placzek (2010) a testé différentes formes de stabilisation du sys-
tème dynamique pour reproduire le champ aérodynamique autour d’un profil
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NACA0012 ; les résultats qu’il obtient montrent l’équivalence en termes d’erreur
commise entre une technique d’optimisation et la méthode de Cazemier (1997). Par
ailleurs, un défaut de l’approche est qu’il est nécessaire de connaître la solution du
problème avant d’écrire la stabilisation.

Bourguet (2008) propose une technique de stabilisation se basant sur la
calibration du système dynamique d’ordre réduit a posteriori. Pour cela, des coeffi-
cients supplémentaires sont ajoutés au système dynamique obtenu après projection
de Galerkin du système d’équations aux dérivées partielles sur les modes POD. Ces
coefficients sont choisis de telle sorte qu’ils minimisent l’erreur de prédiction des
coefficients temporels avec le même type de calcul d’erreur que celui présenté par
Bergmann (2004) (erreur en norme L2). Le calcul de ces coefficients dits de calibra-
tion revient ainsi à la résolution d’un problème de minimisation sous contraintes.
Pour simplifier cette résolution, le problème est linéarisé ; il permet cependant de
traiter des cas d’écoulements turbulents : le cas du régime transsonique pour un
écoulement est traité par Bourguet et donne des résultats satisfaisants, même si
Bourguet remarque que l’erreur de prédiction augmente avec l’indice du mode.

4.2.2.4 Méthode de projection optimale

Leblond et al. (2010) proposent une amélioration de la méthode POD (qui se
base traditionnellement sur la technique de projection de Galerkin), en s’inspirant
de techniques de stabilisation de problèmes mixtes en éléments finis. La projec-
tion permettant de construire le système dynamique d’ordre réduit s’effectue en
minimisant le résidu. Cette technique appelée projection optimale est adaptée à la
projection des équations de Navier-Stokes.

Principe de la méthode

On se place dans le cadre d’un écoulement incompressible, et l’on considère
un espace Ω dans lequel la variable est notée x, et un intervalle de temps [0, T]
où la variable est notée t. u(x, t) est le champ de vitesse sur Ω × [0, T] et p(x, t)
est le champ de pression. Les équations de Navier-Stokes incompressibles sont
rappelées :







∂u
∂t

+ (u · ∇)u = −∇p +
1
Re

∆u

∇ · u = 0
u(0, x) = u0(x)

(4.59)

où u0 est une condition initiale donnée. L’idée est, tout comme dans le cadre de la
méthode POD, d’écrire d’abord une discrétisation temporelle de ces équations. Le
choix est fait de les traiter avec un schéma numérique d’Euler semi-implicite ; c’est-
à-dire que dans le schéma d’Euler classique, les termes de diffusion et de pression
sont traités de façon implicite (au temps n + 1), et le reste de façon explicite (au
temps n) :







un+1 − un

δt
+ (un · ∇)un = −∇pn+1 +

1
Re

∆un+1

∇ · u = 0
(4.60)
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Les champs de vitesse et de pression sont découplés grâce à une équation de Pois-
son pour la pression : il suffit d’appliquer l’opérateur de divergence à l’équation
(4.60) et d’utiliser la propriété de divergence nulle du champ de vitesse ; on obtient
alors le système suivant à résoudre :

{
un+1−un

δt + (un · ∇)un = −∇pn+1 + 1
Re

∆un+1

∆pn+1 = ∇ · (un · ∇)un (4.61)

Les champs de vitesse et de pression sont vus comme étant la somme d’une partie
moyenne et d’une partie fluctuante ; on les distingue de la façon suivante :

{
un(x) = u(x) + ũn(x)
pn(x) = p(x) + p̃n(x)

(4.62)

où la notation · représente une moyenne en temps et ·̃ représente une fluctuation
temporelle. Toujours en se basant sur les techniques utilisées pour la méthode POD,
ici ce sont à la fois le champ de vitesse et le champ de pression fluctuants qui sont
décomposés selon des modes spatiaux, respectivement Φu et Φp, supposés connus :







ũn ≃
N

∑
i=1

an
i Φu

i (x)

p̃n ≃
Np

∑
i=1

bn
i Φ

p
i (x)

(4.63)

Pour la suite, sans perte de généralité, on supposera Np < N ; le cas contraire se
traite de la même manière. Les modes Φu et Φp sont les modes POD des champs
respectifs, ce qui permet de s’assurer que les modes de la vitesse sont à divergence
nulle et vérifient les conditions aux limites du modèle complet.

Par l’introduction de (4.62) dans (4.61), on obtient le système suivant, sous
forme matricielle :

[
(1 − δt

Re
∆) δt∇

0 ∆

] [
ũn+1

p̃n+1

]

=

[
g(ũn)
h( p̃n)

]

(4.64)

Avec

g(ũn) = ũn − δt
[
(u · ∇)u + (u · ∇)ũn + (ũn · ∇)u + (ũn · ∇)ũn

]
− δt∇p + δt

Re
∆u

h(ũn) = −∆p −∇ ·
[
(u · ∇)u + (u · ∇)ũn + (ũn · ∇)u + (ũn · ∇)ũn

]

(4.65)
Puis, on exprime ũ et p̃ selon leurs définitions respectives, et on les injecte dans
(4.64), supposant Np ≤ N. On obtient le système suivant à résoudre :

Np

∑
i=1




(1 − δt

Re
∆Φu

i ) δt∇Φ
p
i

0 ∆Φ
p
i





[
an+1

i
bn+1

i

]

+

N

∑
i=Np+1




(1 − δt

Re
∆Φu

i ) 0

0 0





[
an+1

i
0

]

=

[
g(an)
h(an)

]

+

[

Rn+1
u

Rn+1
p

]
(4.66)
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avec an = {an
1 , an

2 , . . . , an
N}T et bn = {bn

1 , bn
2 , . . . , bn

N}T. Les fonctions g(an) et h(an)
sont définies à partir des fonctions g(ũn) et h(ũn) avec introduction de la décom-
position (4.62) du champ ũ.

Rn+1
u et Rn+1

p correspondent aux résidus créés par l’approximation de la
décomposition selon les modes Φu et Φp. Ainsi, les équations de Navier-Stokes
ne sont pas exactement satisfaites. On cherche donc à minimiser l’erreur commise,
c’est-à-dire les résidus. Pour cela, Leblond et al. (2010) utilisent la méthode de
minimisation classique définie ci-après.

Généralement, si le résidu du système à résoudre s’écrit sous la forme (sup-
posons que le système s’écrive avec une seule matrice dont les blocs sont de taille
N et que les inconnues sont notées xi et yi pour tout i) :

R =
N

∑
i=1

[
Ai Bi
0 Ci

] [
xi
yi

]

−
[

g
h

]

=
N

∑
i=1

xi

[
Ai
0

]

+ yi

[
Bi
Ci

]

(4.67)

On note la fonctionnelle :

L = ‖R‖2 =< R, R > (4.68)

dont on calcule la variation, en cherchant à l’annuler :

δL = 0 ⇒< R, δR >= 0 (4.69)

Ce qui revient à :

< R,
N

∑
i=1

[
Ai
0

]

δxi +

[
Bi
Ci

]

δyi > = 0 (4.70)

Ceci quelles que soient les variations δxi et δyi. Donc les deux équations à résoudre
sont :

< R,
[

Ai
0

]

>= 0 et < R,
[

Bi
Ci

]

>= 0 (4.71)

Ces équations sont donc à calculer selon le système à résoudre. Ici, le système a
été écrit de façon générique, mais il est nécessaire de l’adapter non seulement au
fait qu’il est constitué de plusieurs matrices - puisque selon le champ de vitesse ou
de pression, le nombre de degrés de liberté diffère (N pour la vitesse, Np pour la
pression) - mais aussi au schéma temporel choisi.

Grâce à cette méthode, Leblond et al. (2010) montrent que, pour minimiser
les résidus, le modèle d’ordre réduit doit être projeté non pas sur les modes POD
(comme cela est fait, classiquement, pour la méthode de Galerkin), mais sur les
"modes" modifiés suivants, pour le champ de vitesse :

Ψu
i =

[
1 − δt

Re
∆
]
Φu

i (4.72)

la projection étant effectuée avec le produit scalaire L2.
Le problème de minimisation donne donc à résoudre :







(Ψu
i , Rn+1

u )L2 = 0 pour i = 1, . . . , N

δt(∇Φ
p
i , Rn+1

u )L2 + (∆Φ
p
i , Rn+1

p )L2 = 0 pour i = 1, . . . , Np

(4.73)



4.2. Stabilisation du système dynamique 141

Cette méthode se rapproche d’une projection de Galerkin, exception faite que les
modes sur lesquels sont projetés les résidus ne sont pas les modes spatiaux Φu

i ,
mais les quantités Ψu

i .
L’autre distinction à faire se trouve dans la présence des termes de pression

dans les résidus Rn+1
u et Rn+1

p : ils ne sont ni négligés, ni modélisés comme cela
peut être le cas avec la méthode de Galerkin.

Ainsi, finalement, le système réduit peut s’écrire, sous forme matricielle :





M δtMc

δtM̃ Mp + δt2M̃c









an+1
i

bn+1
i



 =





G(an)

H(an)



 (4.74)

Ceci en projetant le système (4.66) sur les modes adaptés de la façon suivante : la
première ligne du système est projetée sur Ψu

i , la deuxième ligne est projetée sur
∆Φ

p
i . Les éléments de ce système sont les suivants :

Mij = (Ψu
i , Ψu

j )L2 avec i, j = 1, . . . N
Mc

ij = (Ψu
i ,∇Φ

p
j )L2 avec i = 1, . . . N et j = 1, . . . Np

M̃ij = (∇Φ
p
i , Ψu

j )L2 avec i = 1, . . . Np et j = 1, . . . N
M̃c

ij = (∇Φ
p
i ,∇Φ

p
j )L2 avec i = 1, . . . Np et j = 1, . . . Np

Mp
ij = (∆Φ

p
i , ∆Φ

p
j )L2 avec i = 1, . . . Np et j = 1, . . . Np

(4.75)

avec G(an) et H(an) définis comme :

G(an) = (g(an), Ψu
j )L2

H(an) = (h(an), ∆Φ
p
j )L2 + (g(an), δt∇Φ

p
j )L2

(4.76)

Les coefficients polynomiaux ne sont évalués qu’une fois pour toutes, puisqu’ils
ne dépendent pas du temps. La matrice du membre de gauche est inversée une
seule fois elle aussi, c’est une procédure très rapide du fait de sa petite taille. Enfin,
les coefficients an et bn sont déterminés de façon itérative. Afin de s’affranchir
du problème de l’écriture des laplaciens décrit dans le paragraphe 4.2.1.1, il serait
possible d’écrire la méthode de projection optimale au premier ordre. Ceci aurait en
effet un intérêt pour l’implémentation dans Code_Saturne afin de diminuer les effets
difficiles à contrôler des opérateurs au second ordre. Cette méthode est décrite en
annexe A.9.

Méthode de projection optimale pour l’écoulement au sein d’une cavité ventilée

Nous proposons l’application de la méthode de projection optimale au cas
de l’écoulement d’un fluide au sein d’une cavité ventilée, afin de se référer au cas
étudié par Leblond et al. (2010). L’avantage, pour nous, de ce cas d’étude est qu’il
nous permet de rester dans une configuration dont les conditions aux limites sont
simples. Leblond et al. (2010) souhaitent pouvoir, à terme, effectuer du contrôle
actif dans cette configuration.

Le cas étudié est présenté en figure 4.24. La cavité est bidimensionnelle, de
côté 1 et comporte une zone d’entrée d’air et une zone de sortie sur la frontière.
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Ces deux zones sont d’épaisseur e = 0, 1. Le reste de la frontière est composé de
parois. L’air qui s’écoule est de viscosité dynamique égale à 1.10−3 kg.m−1.s−1 et de
masse volumique 1 kg.m−3. Comme la vitesse d’écoulement en entrée est imposée
à 1 m.s−1, le nombre de Reynolds est fixé à Re = 1000.

Figure 4.24 – Cavité ventilée étudiée pour l’application de la méthode de projection optimale

Avant de présenter les résultats obtenus avec la méthode de projection optimale,
il est intéressant de faire quelques remarques préalables sur l’écriture des différents
coefficients.

L’application de la méthode de projection optimale avec le code de calcul
Code_Saturne nécessite en effet une adaptation à ses spécificités de formulation.
Plusieurs étapes ont ainsi été nécessaires afin de parvenir à une écriture respectant
au mieux l’architecture du code.

D’abord, Code_Saturne est dimensionnel, ce qui signifie que nous devons
considérer l’écriture pour un système dynamique qui n’est pas formulé de façon
adimensionnelle.

Par ailleurs, l’écriture des différents opérateurs d’ordre 1 (gradient, diver-
gence) et d’ordre 2 (laplacien) doit être effectuée avec attention. Afin de calculer le
laplacien, nous choisissons de travailler avec le même opérateur que celui qui est
utilisé pour traiter le terme de diffusion. En effet, ce terme étant sous la forme :

∇ · (β∇A) (4.77)

il est possible, en plaçant artificiellement la variable β à 1, d’obtenir vraiment l’ap-
proximation d’ordre deux du laplacien puisque pour cet opérateur, on se place sur
les faces. Pour décrire son fonctionnement avec un cas unidimensionnel simple, on
obtient, pour le champ u dépendant de la variable d’espace x, avec ΩI le volume de
la cellule numérotée I considérée et hI+1/2 le pas d’espace pour la cellule [I, I + 1]
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(voir figure 4.25) :

d2u
dx2 ≃ 1

|ΩI |
∫

ΩI

d2u
dx2 dx

≃ 1
|ΩI |

[
du
dx

]I+1/2

I−1/2

≃ 1
|ΩI |

[
du
dx

|I+1/2 −
du
dx

|I−1/2

]

≃ 1
|ΩI |

[
uI+1 − uI

hI+1/2
− uI − uI−1

hI−1/2

]

(4.78)

Figure 4.25 – Notations du calcul du laplacien pour un cas unidimensionnel

Donc l’opérateur calculé est bien un laplacien. Dans Code_Saturne, les calculs
de tous les opérateurs aux bords du domaine nécessitent l’introduction de coeffi-
cients spécifiques. Pour plus de précision, on se réfèrera à l’annexe A.8 décrivant la
méthode utilisée.

Par ailleurs, on remarque que, dans l’écriture de h(un) (4.65), après rem-
placement de la vitesse par sa décomposition (4.62), le terme

∇ ·
[
(Φi · ∇)Φj

]
(4.79)

peut s’écrire sous la forme simplifiée suivante :

∇ ·
[
(Φi · ∇)Φj

]
=

∂Φi

∂xj

∂Φj

∂xi
∀i, j = 1, . . . N (4.80)

puisque le champ de vitesse est à divergence nulle et que les modes POD qui y
sont associés vérifient également cette condition.

Dans un premier temps, un calcul complet est effectué afin de constituer
l’échantillon de snapshots. 500 snapshots sur 5000 pas de temps ont été rassemblés
à partir d’un calcul mené par Tallet (2010) avec Code_Saturne sur un intervalle de
temps de 10 secondes.
Le pas de temps entre deux snapshots est donc de ∆t = 0, 02 s.

La méthode POD habituelle avec projection de Galerkin pour la construc-
tion du système dynamique est effectuée sur ce cas. Dans un premier temps, aucune
stabilisation du système dynamique n’est proposée et 15 modes POD sont retenus.
Les résultats en termes de coefficients temporels et de champ de vitesse dans le
domaine sont rassemblés en figures 4.26 et 4.27.
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Figure 4.26 – Observation des coefficients temporels pour le système dynamique d’ordre réduit pour
le champ fluctuant du fluide au sein d’une cavité ventilée ; — calcul direct ; +++ reconstruction
avec 15 modes sans stabilisation
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t = 4 s.

t = 10 s.

Calcul complet Modèle réduit POD-Galerkin

Figure 4.27 – Captures du champ de vitesse global dans le domaine de la cavité à deux dates
différentes, colonne de gauche : calcul complet ; colonne de droite : modèle réduit POD-Galerkin

Le champ de vitesse global est donc correctement reconstruit sur tout l’inter-
valle de temps. La méthode de projection optimale peut avoir un effet stabilisateur
sur les résultats, même si ces derniers sont déjà corrects. Les résultats de l’applica-
tion de la méthode POD-Galerkin par Leblond et al. (2010) sont moins proches du
calcul complet ; c’est pourquoi leur recours à l’utilisation de la méthode de projec-
tion optimale est plus justifiée que dans le cas présent.

Cependant, nous appliquons tout de même la méthode de projection opti-
male pour le cas de la cavité ventilée. Pour cela, nous avons développé un module
spécifique dans Code_Saturne, ainsi que nous l’avons fait pour la méthode POD. Le
calcul est mené avec 15 modes POD pour la vitesse et 8 modes POD pour la pres-
sion. Leblond et al. (2010) conservent 15 modes en vitesse et 12 en pression ; ici le
résultat n’est pas modifié en augmentant le nombre de modes en pression au-delà
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de 8. Les modes modifiés notés Ψ et définis par (4.72) sont normés, de la même
façon que cela est fait dans la méthode POD avec projection de Galerkin.

La figure 4.28 présente les résultats obtenus en termes de coefficients tem-
porels de vitesse, en comparaison avec les résultats obtenus avec la méthode de
projection de Galerkin. On remarque que la méthode de projection optimale a un
léger effet stabilisateur comme cela était attendu, surtout sur les deux premiers
coefficients ; cependant, celui-ci n’est pas très marqué du fait des résultats déjà très
corrects obtenus avec la méthode de Galerkin.

Cependant, un problème persiste dans la reconstruction des coefficients
temporels de pression. En effet, comme on peut le voir sur la figure 4.29, ces
derniers sont mal reconstruits par l’algorithme actuel. L’allure générale du coef-
ficient est bien reconstruite ; par contre, il existe un décalage qui semble être une
valeur constante pour chaque mode mais différente d’un mode à l’autre, puisque
pour les modes d’indices élevés, l’écart entre le coefficient POD et sa reconstruction
semble s’atténuer. Nous n’avons pas pu donner de conclusion satisfaisante à cette
observation ; cependant, une piste proposée est celle qui consiste à rappeler que la
pression est définie à une constante près et que cette dernière n’est pas accessible
lors de la reconstruction des champs par modèle réduit, puisque par définition, les
champs ne sont pas connus au-delà des clichés conservés. La reconstruction globale
du champ de pression n’est pas présentée ici car elle fournit des résultats aberrants.

Remarque 4.2 Ces résultats sont similaires dans le cas de l’étude de l’écoulement autour
du tube seul. En effet, les résultats obtenus avec la méthode de projection de Galerkin sont
déjà très satisfaisants (si l’on conserve la formulation du système dynamique contenant les
opérateurs du second ordre sans faire d’intégration par partie) pour ne pas avoir recours à
l’utilisation de la méthode de projection optimale.

Nous avons procédé à la vérification de cette affirmation et la différence entre les
deux types de projection (Galerkin ou optimale) reste effectivement très faible en ce qui
concerne la reconstruction des coefficients temporels du champ de vitesse ; la reconstruction
des coefficients temporels de pression étant tout aussi mauvaise.

Quant à l’application de la méthode de projection optimale au cas du faisceau de
tubes fixes, nous avons rencontré un problème dans le calcul des opérateurs liés au champ
de pression : en effet, les champs étant déjà très agités, leur reproduction est délicate lorsque
l’on augmente l’ordre de dérivation (les dispersions sont plus importantes). Ainsi, pour des
géométries plus complexes, les résultats semblent se dégrader.

En conclusion, la méthode de projection optimale peut avoir un fort intérêt
dans le cas où la méthode de projection de Galerkin échoue et pour des géométries
relativement simples ; par contre, lorsque cette dernière fournit déjà des résultats
corrects, l’amélioration par la modification de la projection reste faible et n’a donc
pas d’intérêt particulier, puisqu’elle nécessite la création de snapshots pour la pres-
sion ainsi que la construction d’un système dynamique plus lourd, comportant les
termes de pression.
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Figure 4.28 – Observation des coefficients temporels pour le système dynamique d’ordre réduit
pour le champ fluctuant de vitesse du fluide au sein d’une cavité ventilée ; — calcul direct ; ×—×—×
reconstruction avec 15 modes par projection de Galerkin sans stabilisation ; +++ reconstruction avec
15 modes de vitesse et 8 modes de pression par projection optimale sans stabilisation
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Figure 4.29 – Observation des coefficients temporels pour le système dynamique d’ordre réduit
pour le champ fluctuant de pression du fluide au sein d’une cavité ventilée ; — calcul direct ;
+++ reconstruction avec 15 modes de vitesse et 8 modes de pression par projection optimale sans
stabilisation

Pour le moment, le schéma temporel choisi par Leblond et al. (2010) et
reproduit jusqu’alors ici pour la construction du système dynamique par projec-
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tion optimale est d’ordre 1, puisque c’est un schéma d’Euler semi-implicite. Étant
donné que les calculs complets obtenus avec Code_Saturne peuvent être effectués à
partir d’un schéma d’ordre deux en temps, il serait intéressant de travailler avec
un schéma du même ordre pour la construction du système dynamique. L’écriture
de la méthode est proposée en annexe A.10.

4.2.3 Conclusion

La méthode POD présente des avantages indéniables pour réduire les temps
de calcul des écoulements. Ici, nous avons toujours comparé nos modèles réduits
aux modèles complets. Ceci a peu d’intérêt pour l’ingénieur qui cherche à étudier
un problème non connu a priori. Cependant, le fait d’éprouver la méthode d’ordre
réduit sur des cas connus et/ou complexes permet de la calibrer pour une utili-
sation plus avancée (par les méthodes a priori par exemple). Ainsi, nous avons pu
constater la nécessité de mettre en place une méthode de stabilisation pour le cas
du faisceau de tubes.

Les avantages et inconvénients de différentes techniques ont éte explorés. La
méthode de projection optimale, dans notre cas du moins, n’apporte pas d’amélio-
ration notable. La technique de modification de la norme en passant dans l’espace
H1 permet, pour l’équation de Burgers, de réduire d’un mode la base POD. Cela
étant, le gain est faible par rapport à la lourdeur des calculs dès lors que les coef-
ficients du système dynamique sont conséquents. Les méthodes d’optimisation de
la constante à rajouter à la viscosité peuvent devenir également coûteuses et de
plus, elles ne permettent pas toujours de s’affranchir de la connaissance de la solu-
tion. Par sa simplicité et la qualité des résultats fournis, nous avons fait le choix de
conserver la méthode proposée par Cazemier (1997).

Le prochain chapitre est consacré à la description détaillée de la méthode
appelée POD multiphasique adaptée à l’interaction fluide-structure et introduite
par Liberge (2008), technique que nous appliquerons au cas des vibrations d’un
tube en milieu semi-infini, puis confiné dans un faisceau de tubes.





5Une technique privilégiée pour
l’Interaction Fluide-Structure :
l’approche multiphasique

5.1 Principe de la méthode

Nous nous intéressons plus particulièrement à la méthode POD multi-
phasique pour l’étude de vibrations de structures sous écoulement à plus ou moins
grande amplitude. De plus, l’universalité de la méthode concernant la provenance
des données échantillonnées est un atout primordial pour une utilisation indus-
trielle. Cette présentation s’inspire des travaux de Liberge (2008).

5.1.1 Première approche

Soit Ω un espace de R
3 tel que l’on ait Ω = Ωs ∪Ω f ∪ Γi avec Ωs le domaine

occupé par la structure, Ω f le domaine occupé par le fluide et Γi l’interface entre ces
deux domaines. On vérifie Ωs ∩ Ω f = Ø. Les domaines Ωs et Ω f sont dépendants
du temps, on écrit donc Ωs(t) et Ω f (t). L’interface entre ces deux domaines qui
dépend elle aussi du temps est notée Γi(t). On note également Γ f = ∂Ω \ Γi. Par
convention, on choisira toujours la normale n extérieure au domaine solide.

Comme l’on choisit de travailler avec un champ de vitesse u global sur le
domaine Ω, ce champ s’écrit grâce à des fonctions caractéristiques selon qu’il est
calculé dans Ωs(t) ou Ω f (t) :

u(x, t) = us(x, t)IΩs(x, t) + u f (x, t)IΩ f (x, t) (5.1)

avec us(x, t) le champ de vitesse de la structure sur l’espace Ωs et u f (x, t) le champ
de vitesse du fluide sur l’espace Ω f (t). Les fonctions caractéristiques sont respec-
tivement notées IΩs et IΩ f et l’on a IΩs = 1 − IΩ f . La fonction IΩ f est définie
comme :

IΩ f =

{
1 si x ∈ Ω f (t)
0 sinon

La structure est considérée comme rigide. En utilisant le champ de vitesse défini
par (5.1), il est possible d’étendre les équations de Navier-Stokes, initialement va-
lables uniquement sur l’espace Ω f (t) à tout le domaine Ω, en considérant le solide
comme un fluide particulier. Pour cela, les grandeurs physiques de ce fluide parti-
culier seront définies comme différentes de celle du fluide présent dans Ω f (t), et la
contrainte de rigidité du domaine Ωs(t) est prise en compte dans les équations. Les
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grandeurs physiques seront notées avec un indice s si ce sont celles de la structure
et un indice f pour le fluide. La masse volumique est notée ρ.

5.1.1.1 Domaine fluide

Dans un premier temps, on considère les équations sur le domaine fluide
Ω f (t), c’est-à-dire les équations de Navier-Stokes incompressibles pour le domaine
Ω f (t) :







ρ f
(∂u f

∂t
+ (u f · ∇)u f

)
= ∇ · σ f

∇ · u f = 0

(5.2)

avec σ f le tenseur des contraintes de Cauchy dans le fluide. Ce tenseur s’écrit de la
façon suivante :

σij = −pI + 2µD (5.3)

avec I l’identité, µ respectivement coefficient de viscosité dynamique et D le tenseur
des taux de déformations.

5.1.1.2 Domaine solide

Les équations pour la structure, considérée comme un système rigide,
s’écrivent :







m
duG

dt
= F f +Fs

J
dω

dt
+ ω × Jω = M f +Ms

(5.4)

où m est la masse de la structure, uG est la vitesse du centre de gravité de la struc-
ture, ω est le vecteur instantané de rotation de la structure, J est l’opérateur d’iner-
tie de la structure par rapport à son centre de gravité. F f représente la résultante
des forces dues à l’action du fluide sur la structure et Fs la résultante des autres
forces extérieures solides ; M f représente le moment dû à l’action du fluide sur la
structure en son centre de gravité et Ms le moment des autres forces extérieures.
On a sous forme intégrale :

F f =
∫

Γi

σ f · ndx

Fs =
∫

Ωs

fsdx
(5.5)

avec n la normale à l’interface fluide-structure, choisie comme étant positive à l’ex-
térieur du solide. Et également :

M f =
∫

Γi

(x − xG)× σ f · ndx

Ms =
∫

Ωs

x × fsdx
(5.6)

avec x un point du domaine considéré. La condition de solide rigide s’exprime de
la façon suivante :

us(x, t) = uG(t) + ω(t)× (x − xG) (5.7)
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Condition qui, localement, est équivalente à définir un tenseur des vitesses de dé-
formations nul, soit :

D(us(x, t)) =
1
2
(∇us(x, t) + t∇us(x, t)) = 0 ∀x ∈ Ωs (5.8)

Enfin, à l’interface fluide-structure on a les conditions :
{

us|Γi
= u f |Γi

σs|Γi
= σ f |Γi

(5.9)

L’objectif, ici, est d’écrire une équation dans le domaine global Ω, celle-ci est présen-
tée ci-dessous.

5.1.1.3 Formulation variationnelle globale

Sous forme variationnelle on peut écrire, sur l’espace Ω tout entier :
Pour tout u∗ tel que u∗ ∈ {v|v ∈ H(Ω), D(v) = 0 dans Ωs} et pour q ∈ L2

0(Ω) =
{r ∈ L2(Ω)|

∫

Ω
rdx = 0} :

∫

Ω
ρ

∂u
∂t

u∗dx +
∫

Ω
(u · ∇)u u∗dx =

∫

Ω
(∇ · σ)u∗dx +

∫

Ω
IΩs fsu∗dx

∫

Ω
∇ · u q dx = 0

(5.10)

Avec :
u(x, t) = us(x, t)IΩs(x, t) + u f (x, t)IΩ f (x, t)

ρ(x, t) = ρsIΩs(x, t) + ρ f IΩ f (x, t)

σ(x, t) = σs(x, t)IΩs(x, t) + σ f (x, t)IΩ f (x, t)

Ainsi, ce sont les fonctions caractéristiques IΩs et IΩ f qui permettront de
définir si l’on résout cette formulation avec les grandeurs fluides ou solides.

À cette formulation variationnelle, il est nécessaire de rajouter la condition
de solide rigide (5.8) qui n’a pas encore été prise en compte. Pour cela, en pra-
tique, on définit la forme du tenseur des contraintes σs avec un multiplicateur de
Lagrange L. On inclut ce multiplicateur de Lagrange sous la forme d’un tenseur
des déformations, c’est-à-dire que l’on écrit : L = D(Λ). La stabilisation de ce
multiplicateur peut se faire par l’ajout d’un terme de pénalisation qui est en fait
une augmentation artificielle du coefficient de viscosité de dilatation µs. Ainsi, le
tenseur des contraintes pour le solide en tant que fluide particulier s’écrit :

σs = −pI + D(Λ) + 2µsD(us) (5.11)

5.1.1.4 Formulation variationnelle développée

En développant le tenseur des contraintes, on obtient :
∀u∗ ∈ {v|v ∈ H(Ω), v = 0 sur ∂Ω} et q ∈ L2

0(Ω), champ permettant d’introduire
la divergence de la vitesse dans la formulation faible (divergence qui s’annule dans
le cas d’un fluide incompressible), déterminer u ∈ H(Ω), p ∈ L2

0(Ω) et Λ ∈ H(Ωs)
tels que :
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∫

Ω
ρ
[∂u

∂t
+ (u · ∇)u

]
u∗dx =

∫

Ω
p∇ · u∗dx −

∫

Ω
q∇ · udx − 2

∫

Ω
µTr

[
D(u)D(u∗)

]
dx

−
∫

Ω
IΩs Tr

[
D(Λ)D(u∗)

]
dx +

∫

Ω
fs · u∗dx − 2

∫

Γ f

µD(u)n · u∗dγ

−
∫

Γi

IΩs

[
D(Λ)n

]
· u∗dγ −

∫

Γ f

pn · u∗dγ

(5.12)
Avec dγ une mesure de la frontière considérée.

µ(x, t) = µs(x, t)IΩs(x, t) + µ f (x, t)IΩ f (x, t) (5.13)

Liberge (2008) et Liberge et Hamdouni (2010) exploitent cette formulation en ef-
fectuant la décomposition orthogonale aux valeurs propres de différents champs
de vitesse globaux définis pour un domaine Ω contenant une partie fluide et une
partie solide.

Maintenant que le cadre de l’étude est fixé et que la formulation varia-
tionnelle pour l’ensemble du domaine Ω est écrite, il est possible de définir un
système dynamique pour tout le domaine d’étude. Cette écriture permettra ensuite
de définir un modèle d’ordre réduit, ce qui est l’objectif de cette approche multi-
phasique.

5.1.2 Écriture du système dynamique

Grâce à la formulation variationnelle (5.12), il est possible d’écrire un sys-
tème dynamique associé au problème global sur le domaine Ω, pour un champ de
vitesse u(x, t) à divergence nulle que l’on décompose de telle sorte que u = u + u′,
avec u le champ moyen et u′ le champ fluctuant.

En tenant compte des conditions aux limites à l’interface et en rappelant
que le champ de vitesse fluctuant u′ s’écrit de façon approchée sur la base des
modes POD {Φ′}n,n=1,...,N :

u′(x, t) ≃
N

∑
n=1

a′n(t)Φ′
n(x) (5.14)

où la base des modes propres POD fluctuants est {Φ′}n,n=1,...,N , la projection de la
formulation variationnelle (5.12) sur les modes POD fluctuants fournit le système
dynamique suivant pour tout n = 1, . . . , N :







N

∑
i=1

da′i

dt
Ain =

N

∑
i=1

N

∑
j=1

Bijna′ia′j +
N

∑
i=1

Cina′i + Dn + En

D(u) = 0 sur Ωs

∂IΩs
∂t + u · ∇IΩs = 0

(5.15)

avec, puisque l’on teste sur les fonctions propres POD :
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Ain =
∫

Ω
ρ(x, t)Φ′

i(x) · Φ′
n(x)dx

Bijn = −
∫

Ω
ρ(x, t)(Φ′

i(x) · ∇)Φ′
j(x) · Φ′

n(x)dx

Cin = −
∫

Ω
ρ(x, t)

[
(u · ∇)Φ′

i(x) + (Φ′
i(x) · ∇)u

]
· Φ′

n(x)dx

−2
∫

Ω
µ(x, t)Tr

[
D(Φ′

i)D(Φ′
n(x))

]
dx

−2
∫

Γ f

µ(x, t)D(Φ′
i)Φ

′
n(x)ndγ

Dn = −
∫

Ω
ρ(x, t)(u · ∇)u · Φ′

n(x)dx − 2
∫

Ω
µ(x, t)Tr

[
D(u)D(Φ′

n(x))
]
dx

−
∫

Ω
IΩs Tr

[
D(Λ)D(Φ′

n(x))
]
dx

En =
∫

Ω
IΩs fsΦ

′
ndx −

∫

Γi

IΩs D(Λ)n · Φ′
n(x)dγ − 2

∫

Γ f

µ(x, t)D(u)n · Φ′
ndγ

−
∫

Γ f

pn · Φ′
ndγ

La fonction caractéristique suit classiquement la loi d’une équation de transport.
Les modes POD {Φ′

n}n=1,...,N sont orthonormés et de plus, étant à divergence nulle,
ils vérifient ∇ · Φ′

n = 0 pour tout n = 1, . . . , N.
Il est possible (Allery 2002) de modéliser le terme de pression qui apparaît

sur le bord du domaine fluide en dehors de l’interface, de la même façon que
dans le paragraphe 4.1.2. Le terme de pression à l’interface, lui, disparaît puisque
l’on teste la formulation sur les modes POD selon le domaine considéré et c’est
notamment ce qui fait l’intérêt de cette approche POD-multiphasique.

On remarque, dans cette formulation, des modifications majeures par rap-
port au système dynamique classique écrit pour le cas d’un écoulement en présence
d’une structure fixe. Notamment, comme les coefficients du système dynamique
contiennent les grandeurs physiques ρ et ν, qui elles-mêmes sont des fonctions de
l’espace et du temps, il devient nécessaire de recalculer les coefficients à chaque
nouveau pas de temps. Ceci alourdit considérablement les calculs par rapport à
la résolution du système dynamique classique où les coefficients du système sont
spatiaux et sont donc calculés une fois pour toutes.

C’est pourquoi, Liberge et al. (2009) ont proposé une seconde approche qui
permet de ne calculer les coefficients du système dynamique qu’une seule fois au
début du calcul. Pour cela, la fonction caractéristique contenant l’information sur
la position de la structure est elle aussi décomposée selon les modes POD de la
base. Cette seconde approche est présentée dans le paragraphe suivant.

5.1.3 Seconde approche

Une seconde approche est proposée par Liberge et al. (2009) afin d’éviter le
calcul des coefficients du système dynamique à chaque pas de temps, ils proposent
de décomposer la fonction caractéristique IΩs sur une base POD {Φfc

i }i=1,..,Nc et de
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décomposer aussi le multiplicateur de Lagrange sur la base POD utilisée pour le
champ de vitesse. Ainsi, on écrit les décompositions suivantes :

IΩs(x, t) =
Nc

∑
i=1

bi(t)Φ
fc(x)
i (5.16)

Λ(x, t) =
Nl

∑
i=1

ci(t)Φi(x) (5.17)

où Nc et Nl sont respectivement le nombre de modes POD retenus pour la base
décrivant la fonction caractéristique et le nombre de modes POD retenus pour la
base du champ de vitesse pour décrire le multiplicateur de Lagrange. Par la suite,
on imposera Nl = N.

Le système dynamique s’écrit alors, pour le champ fluctuant, pour tout
i = 1, .., N et tout p = 1, ..Nc :

ρ f
dan

dt
+ (ρs − ρ f )

N

∑
k=1

N f

∑
p=1

dak

dt
bp Apkn + ρ f

N

∑
k=1

N

∑
j=1

akajB
(1)
kjn+

(ρs − ρ f )
N

∑
k=1

N

∑
j=1

N f

∑
p=1

akajbpB(2)
kjpn + 2µ f

N

∑
k=1

akC(1)
kn + 2(µs − µ f )

N

∑
k=1

N f

∑
p=1

akbpC(2)
kpn+

ρ f

N

∑
k=1

akC(3)
kn + (ρs − ρ f )

N

∑
k=1

N f

∑
p=1

akbpC(4)
kpn + D(1)

n +
N f

∑
p=1

bpD(2)
pn =

N

∑
r=1

N f

∑
p=1

bpcrFprn

(5.18)
Système qui est associé aux deux équations suivantes, la première régissant l’évo-
lution de la fonction caractéristique, la seconde la condition d’indéformabilité du
solide :

dbq

dt
+

N

∑
k=1

Nc

∑
p=1

akbpEkpq = 0 (5.19)

Nc

∑
p=1

N

∑
k=1

bpakGkpq = 0 (5.20)

Les coefficients du système précédent sont décrits comme suit ; ils ne sont cal-
culés qu’une seule fois pour toutes :
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Apkn =
(
Φfc

p Φk, Φn
)

B(1)
kjn =

(
(Φk · ∇)Φj, Φn

)

B(2)
kjpn =

(
(Φfc

p Φk · ∇)Φj, Φn
)

C(1)
kn =

∫

Ω
Tr(D(Φk)D(Φn))dx

C(2)
kpn =

∫

Ω
Φfc

p Tr(D(Φk)D(Φn)dx

C(3)
kn =

(
∇uΦk + u∇Φk, Φn

)

C(4)
kpn =

(
Φfc

p (∇uΦk + u∇Φk), Φn
)

D(1)
n =

(
f , Φn

)

D(2)
pn =

(
f Φfc

p , Φn
)

Fprn =
∫

Ω
Φfc

p Tr(D(Φr)D(Φn))dx

Ekpq =
(
(Φk · ∇)Φfc

p , Φfc
q
)

Gkpq =
∫

Ω
Φfc

p Tr(D(Φk)D(Φn))dx

Remarque 5.1 Liberge (2008) fait remarquer que la décomposition de la fonction carac-
téristique sur la base POD associée peut faire apparaître des oscillations (phénomène de
Gibbs). Il propose alors la décomposition de la fonction Level-Set pour déterminer la fonc-
tion caractéristique.

5.1.4 Mise en œuvre des calculs pour la méthode POD-multiphasique

En résumé, les étapes du calcul sont les suivantes :
⊲ Un calcul complet est effectué grâce à la méthode ALE par exemple, permet-

tant de prendre en compte les déplacements de la structure
⊲ Un nombre suffisant de clichés temporels du calcul complet est extrait
⊲ Un maillage cartésien, fixe au cours du temps, est créé afin d’y interpoler

chaque cliché mobile
⊲ Les clichés du calcul complet sont interpolés sur la grille fixe, ce qui génère

de nouveau "clichés fixes" à partir desquels sera construite la matrice de cor-
rélation

⊲ La méthode "snapshot POD" est appliquée à ces nouveaux clichés :
– La matrice de corrélation est construite
– La base des vecteurs propres de la matrice de corrélation et leurs valeurs

propres associées sont extraites
– Ces vecteurs propres (modes POD) sont orthonormés
– La condition initiale des coefficients temporels est déduite des modes POD

⊲ Le système dynamique est construit selon la formulation (5.15) ou (5.18), en
projetant les équations du problème sur les modes POD. Le calcul du mul-
tiplicateur de Lagrange permettant d’assurer la contrainte d’indéformabilité
du cylindre se fait grâce à l’implémentation d’un algorithme d’Uzawa :
– Pour l’itération k, on connaît le multiplicateur Λk.
– Sa valeur à la date suivante est Λk+1 = Λk + αu avec α un réel fixé et u le

champ de vitesse à l’itération temporelle courante.
– On écrit ensuite :

D(Λk+1) = D(Λk) + αD(u) (5.21)

– On itère tant que ‖D(u)‖ > ε.
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5.1.5 Intérêt industriel de la méthode

L’approche POD-multiphasique, on l’a vu, permet de traiter les systèmes
d’interaction fluide-structure sans avoir à effectuer de couplage de code de calcul
tout en offrant, a priori, la possibilité de traiter des grands déplacements de la
structure au sein du fluide.

De plus, elle présente un intérêt majeur pour l’utilisateur : il suffit de pos-
séder une grille de lecture des données à traiter pour pouvoir l’appliquer, sans avoir
à connaître leur origine. Ainsi, l’opérateur de la méthode POD-multiphasique peut
recevoir les données d’un calculateur, quel que soit le code de calcul que ce dernier
utilise, ou encore les données d’un opérateur, quel que soit le mode opératoire de
sa campagne d’essais, pourvu qu’il sache comment lire les données. Ainsi, il est
possible d’appliquer la méthode POD-multiphasique en considérant les données
d’entrée comme provenant d’une “boîte noire”.

5.2 Exemple simple d’application

5.2.1 Tube mobile en grands déplacements

Dans un premier temps, afin d’appliquer la méthode POD multiphasique,
nous nous intéressons au cas simple de l’écoulement transversal autour d’un tube
seul soumis aux efforts du fluide. Nous nous plaçons dans la même configuration
géométrique que dans le cas de l’étude POD pour le cylindre fixe (voir figure 5.1
pour rappel). Le cylindre est libre d’osciller dans la direction y transverse à celle
de l’écoulement moyen, de la même façon que dans la partie 2.2 où nous étudions
le phénomène d’accrochage en fréquence. L’effort solide volumique équivalent est
simplement défini par :

fs = ks(y(t)− y0) (5.22)

avec y(t) la position à l’instant t du centre de gravité du solide et y0 sa position
initiale.

Figure 5.1 – Conditions imposées au cas du tube seul mobile en milieu infini

Nous nous intéressons au cas des vibrations de grande amplitude du cylin-
dre, qui est le cas le plus difficile à gérer avec les méthodes de réduction de modèle
actuelles. Le cas des petits déplacements dans une configuration similaire a été
proposé et validé par Liberge (2008). Les résultats obtenus sont encourageants et
nous permettront de nous intéresser au cas du faisceau de tubes. Nous présentons
maintenant les différentes étapes du calcul.
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5.2.1.1 Echantillonnage

Dans un premier temps, nous procédons à l’échantillonnage des données.
Le calcul complet est toujours effectué avec Code_Saturne (avec la méthode ALE)
permettant de traiter les déplacements du maillage, tandis que la suite de la mé-
thode sera effectuée à part, dans un code rédigé en Fortran 90.

Nous nous plaçons dans la configuration où le cylindre subit l’accrochage
fréquentiel. Cette configuration présente un intérêt à plusieurs titres : d’une part,
l’étude de ce phénomène est une des références pour l’ingénieur car l’amplifica-
tion du déplacement d’une structure a des conséquences fortes en termes d’usure
et même de rupture par choc sur les supports des tubes. D’autre part, la capacité
du système dynamique réduit à reproduire de grands déplacements pour un cou-
plage fluide-structure représenterait une avancée dans bien des domaines, car ces
déplacements sont souvent très coûteux dans le cadre de calculs complets. Enfin,
se situer dans le cadre de l’accrochage permet d’étudier la capacité de prédiction
du système. En effet, il serait intéressant d’observer si la construction de la base
POD pour une configuration proche de l’accrochage permet de prédire ce dernier
par un changement de paramètre dans le système.

On se place donc dans le cas d’un écoulement à Reynolds Re = 100, avec un
déplacement d’amplitude maximale atteignant 0, 58D. Cela signifie que le centre de
gravité du cylindre dépasse la zone solide initiale lorsqu’il atteint son maximum,
puisque l’amplitude du déplacement est supérieure à la valeur du rayon. Si l’on
se réfère à la figure 2.8, le couple {vitesse réduite ; amplitude des déplacements}
considéré correspond au point rouge triangulaire, obtenu avec Code_Saturne pour
le cas de l’accrochage à keff = 2, 44. 250 clichés sont retenus pour cette configuration.

De la même façon que lors de l’étude du système dynamique pour l’é-
coulement seul, on travaille sur une seule période ; ici les clichés sont extraits sur
une période du déplacement du cylindre. Tous les calculs ont été effectués à par-
tir du champ de vitesse fluctuant. L’interpolation est effectuée sur une grille fixe
contenant 200 × 250 nœuds.

5.2.1.2 Construction de la base POD

À partir des nouveaux clichés obtenus grâce à l’interpolation, nous procé-
dons de façon classique à la construction de la base POD. 6 modes POD sont néces-
saires pour reconstruire correctement le champ de vitesse et le déplacement du
cylindre.

5.2.1.3 Résultats

La figure 5.2 montre la reconstruction des coefficients temporels avec une
base POD contenant 6 modes POD et 250 clichés. Un très léger décalage est observé
pour les premiers coefficients temporels même si leur reconstruction est globale-
ment correcte, ce que confirme leur portrait de phase (figure 5.3) qui montre une
bonne conservation de l’énergie. La reconstruction des coefficients d’indices plus
élevés est délicate car ils sont souvent d’amplitude moindre et contiennent de pe-
tites fluctuations. Mais leur faible contribution énergétique implique une influence
négligeable de la qualité de leur reconstruction dans le cas où l’on observe les
principales caractéristiques du système. Le déplacement du centre de gravité du
cylindre reconstruit (figure 5.5) reste ainsi très proche du déplacement originel,
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car les deux premiers modes sont dominants par rapport aux autres et capturent
l’essentiel de l’énergie comme le montre la figure 5.4.
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Figure 5.2 – Comparaison entre les deux premiers coefficients temporels issus du calcul direct et
les coefficients reconstruits par le système dynamique construit avec l’approche multiphasique pour
de grands déplacements d’un cylindre en milieu semi-infini ; — coefficient temporel direct ; +++
Coefficient temporel reconstruit
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Figure 5.3 – Portrait de phase pour les deux premiers coefficients ; — coefficient temporel direct ;
+++ Coefficient temporel reconstruit
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Figure 5.4 – Pourcentage d’énergie de chaque mode POD pour le cas du tube seul en grands
déplacements, 50 premiers modes
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Figure 5.5 – Reconstruction du déplacement selon la direction y du cylindre par le système dy-
namique réduit en formulation multiphasique ; — Déplacement du centre de gravité (calcul com-
plet) ; +++ Déplacement reconstruit

Le principal avantage de cette méthode est sa capacité à reproduire de grands
déplacements d’une structure soumise à un écoulement. Nous proposons par la
suite l’application de l’étude des vibrations d’un tube confiné dans un réseau de
tubes, soumis à un écoulement transverse.
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5.3 Application de la POD multiphasique à l’étude des vibra-
tions d’un faisceau tubulaire sous écoulement

5.3.1 Hypothèses et conditions du calcul

Nous proposons maintenant l’application de la méthode POD multi-
phasique au cas du faisceau de tubes, avec le tube central mobile. Les clichés sont
issus du calcul détaillé dans la partie 2.2.3.4. Dans un premier temps, le mod-
èle utilisé est exactement le même, c’est-à-dire que les conditions aux limites sont
périodiques et le nombre de Reynolds est Re = 2600. Par la suite, pour l’étude de
plus grands déplacements, nous effectuerons un test avec des conditions d’entrée
et sortie libres et à plus faible nombre de Reynolds.

Comme pour le cas du tube seul, nous construisons ensuite un système
dynamique : les clichés échantillonnés issus du calcul effectué avec Code_Saturne
et la méthode ALE sont interpolés sur une grille cartésienne. Puis, les modes POD
sont construits pour les nouveaux clichés et enfin, nous effectuons la résolution en
temps décrite selon la formulation (5.15).

5.3.2 Cas des petits déplacements du cylindre central

Considérant le cas des petits déplacements avec conditions aux limites
périodiques, nous effectuons un échantillonnage sur un peu plus d’une pseudo-
période du déplacement du tube central. Cette pseudo-période dure 2,5 secondes
et l’on extrait 100 clichés deux à deux séparés de 0,25 secondes. Dans ce cas, les
déplacements du cylindre sont de faible amplitude, ne dépassant pas 0, 01D. Le
maillage fixe de référence est constitué de 200 × 200 points.

La figure 5.6 permet de vérifier la bonne qualité de la base POD (recons-
truction directe du champ à partir de la formule (4.16)), ce qui est important pour
l’application, par la suite, de la méthode multiphasique par construction du sys-
tème dynamique associé.
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Figure 5.6 – Comparaison entre la vitesse du cylindre par calcul complet et la vitesse reconstruite
par POD directe (petits déplacements) ; — calcul direct ; +++ reconstruction par POD directe
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5.3.2.1 Résolution du système dynamique

Pour 100 snapshots, nous conservons 19 modes POD. Le système dy-
namique est stabilisé avec la technique de Cazemier (1997) (4.46), l’indice de sta-
bilisation est νartif = 0, 01. La reproduction du déplacement du cylindre central
est présentée en figure 5.7 et les quatre premiers coefficients temporels issus de
la reconstruction par POD-multiphasique du champ de vitesse sont visibles sur la
figure 5.8. Ici, comme les conditions aux limites sont périodiques, nous sommes
assurés que l’intégrale du champ de pression s’annule globalement sur le bord du
domaine. Ainsi, le terme de modélisation de la pression dans le système (5.15) n’est
pas considéré.
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Figure 5.7 – Représentation du déplacement du centre de gravité du cylindre central au cours du
temps (CL périodiques) ; — calcul direct ; +++ calcul du modèle réduit POD multiphasique (19

modes) avec stabilisation (νartif = 0, 01)
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Figure 5.8 – 4 premiers coefficients temporels, petits déplacements et CL périodiques ; — calcul
direct ; +++ calcul du modèle réduit POD multiphasique (19 modes) avec stabilisation (νartif =
0, 01)

On constate une mauvaise reconstruction du déplacement du solide : même si
les niveaux sont respectés, de fortes fluctuations inexistantes dans le déplacement
initial viennent polluer le signal reconstruit. À l’observation de la reconstruction
des coefficients temporels, on remarque que les deux premiers sont bien recons-
truits ; par contre, les suivants montrent un fort décalage en terme d’amplitude. Or,
comme le montre la figure 5.9, il n’est cette fois pas possible de négliger l’influence
des modes d’indice supérieur à 2, puisque la contribution énergétique des modes
au moins d’indices 3 et 4 ont une contribution énergétique quasiment du même
ordre de grandeur que celle des deux premiers modes.
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Figure 5.9 – Pourcentage d’énergie de chaque mode POD pour le cas du faisceau de tubes en
grands déplacements, 20 premiers modes

L’augmentation du nombre de snapshots dans l’échantillon permettant de
construire la base POD ne fournit pas d’amélioration à ces résultats : avec 500

snapshots, nous observons exactement le même comportement des champs (vitesse
dans le domaine et déplacement du centre de gravité du cylindre central).

Les résultats dans le cas des petits déplacements du cylindre central avec
des conditions aux limites périodiques ne sont donc pas satisfaisants. Dans le para-
graphe suivant, nous proposons l’application de la méthodes à des conditions aux
limites mieux maîtrisées d’entrée/sortie, avec de grands déplacements du cylindre :
cette configuration a l’avantage de fournir un signal en vitesse (fluide et solide) plus
lisse.

5.3.3 Cas des grands déplacements du cylindre central

Pour cette étude, nous faisons le choix de considérer des conditions aux lim-
ites d’entrée en amont du faisceau (frontière de gauche) et de sortie libre en aval
(frontière de droite). Les frontières situées en haut et en bas du faisceau sont consid-
érées comme symétriques. Cette modélisation modifie le confinement du faisceau,
puisque l’on ne considère plus le nombre de tubes comme infini dans toutes les
directions mais seulement selon l’axe y transversal à l’orientation de l’écoulement.
Le nombre de Reynolds est cette fois égal à Re = 2000. Le déplacement est rela-
tivement important puisqu’il atteint presque la distance inter-tube dit. En effet, on
a dit = 0, 44D et le déplacement maximal du cylindre central est de Ymax ∼ 0, 35D.
Le maillage fixe de référence est toujours constitué de 200 × 200 points.

La figure 5.10 représente la comparaison entre le champ de vitesse inter-
polée et le champ de vitesse issue du calcul complet à deux dates du calcul. On
remarque la très bonne corrélation entre les deux champs. La différence au niveau
du cylindre central est évidemment due au fait que, dans le cas interpolé, la zone du
cylindre est vue comme un “fluide particulier” qui a sa propre vitesse ; la vitesse est
donc non nulle et égale à la vitesse du déplacement du centre de gravité du cylin-
dre. On remarque la bonne corrélation entre la vitesse du cylindre au cours du
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temps issue du calcul complet et sa reproduction par l’application de la méthode
POD sur la figure 5.11.

t1

t2
(a) Calcul complet (b) Vitesse interpolée

Figure 5.10 – Comparaison entre le champ de vitesse complet et le champ interpolé pour le cas des
grands déplacements du cylindre à deux dates t1 et t2, Re = 2000.
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Figure 5.11 – Comparaison entre la vitesse du cylindre par calcul complet et la vitesse reconstruite
par POD directe (grands déplacements) ; — calcul direct ; +++ reconstruction par POD directe
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5.3.3.1 Résolution du système dynamique

Dans le cas des grands déplacements avec conditions d’entrée/sortie, cette
fois nous conservons 120 snaphots et 7 modes POD ; aucune stabilisation du sys-
tème dynamique n’est nécessaire. Dans un premier temps, le système résolu est,
comme pour le cas des petits déplacements, le système (5.15) sans modélisation
du terme de pression. Les résultats en termes de déplacement du tube central et
de coefficients temporels du champ de vitesse sont représentés sur les figures 5.12

et 5.13 (coefficients temporels) et 5.14 (portrait de phase) respectivement. Les co-
efficients temporels sont bien reconstruits et le portrait de phase pour les deux
premiers coefficients montre que si le cycle limite n’est pas parfaitement conservé,
il n’y a pas d’instabilité.

Figure 5.12 – Représentation du déplacement du centre de gravité du cylindre central au cours du
temps (CL entrée/sortie) ; — calcul direct ; +++ calcul du modèle réduit POD multiphasique (7
modes) sans stabilisation
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Figure 5.13 – Deux premiers coefficients temporels, grands déplacements et CL entrée/sortie ; —
calcul direct ; +++ calcul du modèle réduit POD multiphasique (7 modes) sans stabilisation
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Figure 5.14 – Portrait de phase pour les deux premiers coefficients ; — coefficient temporel
direct ; +++ Coefficient temporel reconstruit

Cette fois, la méthode POD multiphasique fournit des résultats très intéressants,
puisque les grands déplacements du cylindre sont bien reconstruits.

5.3.4 Conclusion

Dans cette partie, nous avons présenté l’application de la méthode POD
multiphasique à des cas de vibrations sous écoulement de structures tubulaires.
Pour le cas du tube seul en milieu infini, les résultats obtenus sont très encou-
rageants. Dans le cadre des vibrations d’un tube confiné, les résultats de la confi-
guration avec conditions aux limites périodiques ne sont pas satisfaisants pour le
moment. La problème semble provenir de la présence de conditions aux limites
périodiques, qu’il serait certainement plus pertinent de traiter par une décomposi-
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tion de Fourier. Nous proposons ensuite l’usage de conditions aux limites mieux
maîtrisées. Dans un premier temps, le cas d’un seul tube confiné avec conditions
d’entrée-sortie apporte une bonne reconstruction du déplacement du cylindre en
grands déplacements. L’application de cette méthode de réduction de modèle à
de grands déplacements d’une structure permet d’envisager son implémentation à
un grand nombre de problèmes avec un couplage fluide-structure fort et pouvant
présenter des instabilités. Un travail à effectuer dans la continuité de celui qui est
le nôtre consiste à prendre en compte un plus grand nombre de tubes afin de se
rapprocher de la configuration réelle, par exemple en s’appuyant sur le modèle
AMOVI étudié notamment par Huvelin (2008) et Marcel et al. (2011).





6Réduction de modèle et études
paramétriques

Dans ce chapitre, nous proposons une introduction aux études paramétriques
par les méthodes d’ordre réduit. En effet, c’est dans ce domaine que les mo-

dèles réduits prennent tout leur sens : le besoin est de construire des modèles
prédictifs pour des cas où l’on ne connaît pas de solutions du problème complet.
La prédictivité est ainsi nécessaire dans les études paramétriques où l’on souhaite
effectuer plusieurs calculs répétitifs.

Le traitement numérique par réduction de modèle des études
paramétriques peut se faire selon plusieurs stratégies :

⊲ Une première technique simple et intuitive consiste, avec la connaissance
d’une base de projection donnée, à projeter l’équation étudiée pour dif-
férentes valeurs du paramètre sur cette base unique obtenue pour une cer-
taine valeur du paramètre. On étudie alors la capacité de prédiction du mo-
dèle réduit obtenu.

⊲ La deuxième stratégie consiste à construire un modèle réduit adaptatif par
rapport au paramètre que l’on souhaite modifier. Cette option regroupe des
techniques telles que l’APR-POD, la PGD (séparation des paramètres) ou en-
core la MAN (méthode asymptotique numérique).

⊲ Enfin, il est possible de constituer, grâce à des calculs complets, une base de
données fournissant la connaissance d’un ensemble fini de solutions. On sup-
pose alors que cette famille de solutions nous permettra de calculer la solu-
tion pour n’importe quelle valeur du paramètre étudié. Parmi ces approches,
on considère notamment les méthodes de bases réduites et les méthodes d’in-
terpolation.

Dans un premier temps, quelques-uns des approches et résultats avancés permet-
tant la mise en place des études paramétriques sont brièvement présentés et l’une
de ces méthodes est appliquée au cas de l’équation de Burgers. Puis, une mise en
application qualitative d’une méthode élémentaire pour les deux cas d’écoulements
autour de structures fixes (cylindre seul et faisceau de tubes) étudiés plus tôt est
proposée.
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6.1 Revue rapide de quelques techniques de réduction de

modèle pour l’évolution paramétrique

6.1.1 Méthode élémentaire : une base POD unique

Cette première méthode élémentaire et intuitive est simple : la base POD
calculée pour un paramètre donné λ0 est une base hilbertienne de l’espace H con-
sidéré. Lorsque le paramètre λ change, il est donc légitime de projeter le problème
étudié sur cette même base. Bien entendu, l’optimalité de la base n’est alors pas
garantie : c’est pourquoi il peut être nécessaire d’augmenter le nombre de modes
de la base, afin de compenser l’erreur obtenue sur l’évolution du problème. Tant
que le nombre de modes n’est pas trop élevé, c’est-à-dire que tant que l’on reste
vraiment dans le cadre d’un modèle réduit, le modèle ainsi construit reste valable.

Nous présentons ici un résultat qualitatif, provenant des travaux en cours
de Akkari et al. (2011), permettant de cadrer la gamme de valeurs du paramètre
que l’on peut balayer, en fonction du nombre de modes de la base POD. Supposons
le problème (Pλ) suivant à résoudre dans l’espace H pour le paramètre λ :







∂u
∂t

+ A(u, λ) = f

u(0) = u0

(6.1)

Soit uλ0(t) ∈ H solution du problème (Pλ) pour λ = λ0 et soit {Φ
λ0}n la base POD

associée. Considérons alors le problème :
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(6.2)

obtenu par projection de Galerkin de (Pλ) sur {Φ
λ0}n. Alors, sous un certain nom-

bre de conditions, on peut montrer que :

‖uλ − û‖ ≤ f (N) + |λ − λ0|γg(N) (6.3)

avec û =
N

∑
n=1

aλ,λ0
n Φλ0

n et où l’on a :

f (N) ≤ K
∞

∑
i=N+1

σi (6.4)

avec K une constante à définir et σi les valeurs propres associées au problème résolu
pour la base {Φ

λ0}n ; g(N) est le reste d’une série convergente :

lim
N→∞

g(N) = 0 (6.5)

Enfin, γ est un exposant qui dépend de l’opérateur du problème ; par exemple on
a γ = 1/2 pour l’équation de Burgers.
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6.1.2 Les méthodes de bases réduites

La réduction de modèle par l’utilisation des méthodes de bases réduites,
mises en œuvre dans les années 1980 et 1990 (Noor et Peters 1980), (Barrett et
Reddien 1995), présente un intérêt pour les études paramétriques. Le principe de
ces méthodes (dont l’objectif reste de diminuer fortement le nombre de degrés de
liberté pour l’approximation d’équations aux dérivées partielles) est présenté par
exemple dans les travaux de Maday et Rønquist (2002). L’idée est de construire
des fonctions de base contenant une grande partie de l’information sur le système
étudié.

Si l’on cherche à résoudre un problème dépendant d’un paramètre λ, du
type :

F
(
u(λ); λ

)
= 0 (6.6)

Dans un premier temps, ce problème complet est discrétisé puis résolu pour un en-
semble de N valeurs prédéfinies λ1, ..., λN du paramètre. Ensuite, pour une valeur
de λ n’appartenant pas à {λ1, ..., λN}, on recherche une approximation de u(λ)
dans l’espace engendré par les solutions particulières calculées avec précision. Cette
approximation peut se faire par interpolation ou extrapolation. Généralement, une
méthode de Galerkin est utilisée pour obtenir la meilleure combinaison des solu-
tions particulières. Pour les problèmes d’évolution, le paramètre λ est généralement
le temps, ce qui fournit des solutions qui sont des combinaisons linéaires des clichés
temporels de l’évolution du système.

Maday et Rønquist (2002) ont proposé l’utilisation de cette approche avec
la géométrie du domaine comme paramètre de la base réduite, technique qui peut
s’appliquer pour la recherche d’optimisation de forme. Rozza (2005) lui, évoque les
possibles applications de cette méthode pour le design et plus généralement l’opti-
misation ou encore le contrôle en temps réel. Il l’applique dans le cas d’un problème
de transfert de chaleur en se basant lui aussi sur une géométrie paramétrée, pour
des applications biomécaniques. Il présente la méthode de base réduite comme un
problème d’entrées - sorties, où les entrées sont les paramètres à considérer, comme
justement la géométrie d’un système, et les sorties sont les variables d’intérêt pour
l’ingénieur, comme des efforts par exemple. On fait l’hypothèse que la variable
d’entrée que l’on considèrera se situe et varie dans un espace de plus faible dimen-
sion que celui dans lequel se trouve la solution de l’équation aux dérivées partielles
considérée.

Il est très important de coupler ce genre de méthode à des techniques de
détermination d’erreur a posteriori, afin de s’assurer de la validité de la méthode et
de l’utiliser en toute confiance. Pour cela, comme le présente Rozza (2005), l’erreur
e(λ) est définie, pour un paramètre λ donné, comme suit :

e(λ) = ũ(λ)− û(λ) (6.7)

où ũ(λ) est la solution du problème complet discrétisé sur un espace de dimension
finie. On a ainsi calculé N solutions discrètes λ1, ..., λN , que l’on suppose indépen-
dantes entre elles ; si elles ne le sont pas, il est nécessaire de construire la famille
libre maximale correspondante, c’est-à-dire la base {φn}n=1,..,N . û(λ) est un élément
de l’espace engendré par {φn}n=1,..,N .

Rozza (2005) présente l’avantage de la procédure au niveau du temps de
calcul numérique : l’étape de construction de la base {φn}n=1,..,N se fait une fois
pour toutes, avant le début du calcul. Puis, seulement, la procédure débute pour
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une nouvelle valeur du paramètre λ afin de déterminer û(λ). Ainsi, la réduction
de modèle se trouve dans le fait que la détermination de ce champ ne dépend pas
de la (grande) dimension de l’espace sur lequel ont été approchées les solutions
particulières précises ; d’autant qu’il suffit généralement d’un petit nombre N de
ces solutions particulières pour obtenir une valeur correcte de û(λ). De même,
certaines étapes du calcul des bornes de la solution se font une fois pour toutes, ce
qui permet d’alléger les calculs.

Lassila et Rozza (2010), récemment, se sont intéressés à la problématique
d’optimisation de forme pour le design de structures sous écoulement, traitée par
la méthode de base réduite. Cette approche peut avoir un intérêt certain pour le
traitement des problématiques d’interaction fluide-structure, puisque dans ce cas,
on a affaire au déplacement d’une interface qui, de plus, peut être déformable
si le solide n’est pas rigide. Pour traiter les déformations de la structure, Lassila
et Rozza se basent sur la méthode de déformation de forme libre (ou FFD pour
Free-Form Deformation), qui a l’avantage, si elles ne sont pas brutales, de traiter des
déformations indépendantes des domaine et maillage de référence. L’idée de cette
méthode FFD est de considérer un volume de Bézier régulier, défini par une matrice
de points de contrôle, dans lequel on plonge le maillage de référence de l’objet à
déformer. La transformation appliquée au maillage par déplacement de ses points
de contrôle se répercute ensuite sur l’objet à déformer (Bechmann et al. 1995).

L’objectif de Lassila et Rozza est de paramétrer la forme d’un solide de telle
sorte que cette paramétrisation soit indépendante du maillage et de la géométrie
initiale, ainsi que de la discrétisation du modèle d’équations aux dérivées partielles
qui est choisie. Pour cela, ils procèdent de la façon suivante :

⊲ Utilisation de la méthode FFD pour définir la paramétrisation de la
géométrie, cette paramétrisation est notée µ,

⊲ Écriture des équations aux dérivées partielles à paramètres µ approchées sur
un sous-espace XN de grande dimension N :

a(uN (µ), v; µ) = f (v; µ) ∀v ∈ XN (6.8)

où a est une forme bilinéaire coercive symétrique et f une fonctionnelle
linéaire bornée.

⊲ Construction d’une base réduite à partir des paramètres définis précédem-
ment, en utilisant un algorithme glouton. Des estimations d’erreur a posteriori
sont prévues.

⊲ La forme bilinéaire a et la fonctionnelle f sont paramétrées de façon affine si
on peut les écrire sous la forme de sommes de fonctions dont les variables
sont séparées, soit :

a(w, v; µ) =
Ma

∑
m=1

Θm
a (µ)am(w, v)

f (v; µ) =
M f

∑
m=1

Θm
f (µ) f m(v)

(6.9)

où Ma, M f sont des entiers à définir et Θa, Θ f des fonctions à valeurs dans R.
Cette hypothèse permettra de séparer les calculs en différentes étapes (une
étape avec dépendance en µ et l’autre indépendante du paramètre, à n’ef-
fectuer qu’une seule fois) et de gagner du temps de calcul.
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⊲ Si la paramétrisation n’est pas affine, il est possible d’utiliser une technique
d’interpolation empirique permettant d’approcher la paramétrisation non
affine par une paramétrisation affine.

Lassila et Rozza appliquent cette méthode à l’étude d’un écoulement potentiel au-
tour d’un profil portant faiblement incliné.

Ainsi, cette technique de réduction de modèle qui utilise les bases réduites
a pour intérêt de permettre la mise en place de calculs paramétriques. La réduction
du coût de ces derniers peut être capitale dans les problématiques de design ou
d’optimisation de forme, mais aussi pour les études de fatigue ou encore pour la
recherche de branches d’instabilité pour certains systèmes. Ce dernier point peut
être intéressant pour l’étude des vibrations sous écoulement des faisceaux de tubes.

6.1.3 Utilisation de la géométrie Grassmannienne

Amsallem et Farhat (2008) ont proposé une technique originale pour traiter le pro-
blème des évolutions paramétriques pour des calculs d’écoulements. En effet, l’é-
tude d’un écoulement pour lequel le système à traiter est complexe (géométrie
complexe, écoulements pour lesquels les conditions sont extrêmes, comme par ex-
emple fortes pressions, etc.) est très lourde à mettre en œuvre, ce qui implique des
temps de calculs très longs. La mise en place d’études paramétriques systématiques
pour de telles configurations est donc limitée, voire impossible.

Il semble ainsi intéressant d’utiliser les techniques de réduction de modèle
afin de procéder à ces études paramétriques qui permettent l’étude de l’ensemble
des réponses du système à différentes sollicitations et donc, de cartographier les
mécanismes potentiels. Considérons la méthode POD, par exemple. La construction
d’un système dynamique d’ordre réduit avec cette technique est basée d’abord sur
l’échantillonnage de clichés sur un intervalle de temps donné, puis sur la cons-
truction d’une base dont on ne conserve que les éléments les plus représentatifs de
l’écoulement étudié, et enfin, les équations du problème complet sont projetées sur
cette base.

Lors de la constitution de l’échantillonnage permettant la construction de
la base, les clichés sont extraits d’un calcul complet de l’écoulement pour un
paramètre à étudier s donné, soit s1. Et, il a été montré que, lorsque l’on souhaite
effectuer la projection des équations du problème complet écrites pour une autre
valeur du paramètre s2 6= s1 sur la base POD construite à partir des données col-
lectées pour le paramètre s1, la réponse du système peut être mauvaise si les deux
paramètres sont trop éloignés ou si les problèmes associés à s1 et s2 ne peuvent pas
être considérés comme similaires. C’est pourquoi, il est nécessaire de construire une
autre base POD adaptée à la valeur du paramètre pour lequel on souhaite observer
le comportement du système.

Cependant, la construction d’une telle base est la phase la plus coûteuse
de la réduction par méthode POD. En effet, une fois la base construite, seulement
quelques modes POD sont nécessaires à la reconstruction d’un champ de vitesses
fluides, ce qui rend cette dernière très rapide, parfois quasi-instantanée. Par contre,
la construction de la base elle-même peut prendre un certain temps. D’abord, il
faut effectuer un calcul complet sur un certain intervalle de temps pour extraire
les clichés, ce qui est intrinsèquement coûteux ; puis, il faut construire la matrice
de corrélation temporelle des clichés, rechercher les valeurs et vecteurs propres
de cette matrice et enfin normer ces derniers. Cette phase est donc à prendre en
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compte dans le coût total du calcul. Ceci explique la volonté de mettre en place
des méthodes permettant de construire des bases adaptées aux paramètres étudiés
sans avoir à effectuer de nouveaux calculs complets.

Amsallem et Farhat (2008), ainsi, ont proposé une technique permettant de
construire cette nouvelle base d’ordre réduit adaptée au paramètre d’étude. Cette
technique s’appuie sur des résultats du domaine de la géométrie grassmannienne et
propose une interpolation sur un sous-espace vectoriel, basée sur l’existence préa-
lable d’une famille de bases d’ordre réduit pré-calculées correspondant chacune à
une valeur du ou des paramètre(s) à étudier.

Concrètement, le problème à résoudre est le suivant : on suppose que l’on
a déjà calculé NR systèmes d’ordre réduit, tous de la même dimension, et que
leurs bases orthogonales respectives ont été calculées pour NR ensembles de valeurs
des paramètres à considérer (ces paramètres peuvent être physiques [nombre de
Reynolds, etc.] ou de modélisation [géométrie, maillage, etc.]). Ces ensembles de
valeurs seront appelés "points d’exploitation", et seront notés λi, pour i ∈ J0, NR −
1K. L’ensemble des points d’exploitation pour lesquels les bases réduites ont été
calculées est noté Λ et défini comme suit :

Λ = {λ0, λ1, .., λNR−1} (6.10)

L’objectif est alors d’effectuer une interpolation pertinente des bases d’ordre ré-
duit existantes pour construire rapidement un modèle d’ordre réduit adapté à un
nouveau point d’exploitation λNR /∈ Λ.

Le problème réside donc dans cette étape d’interpolation. Lorsque l’on ef-
fectue une interpolation habituelle de bases d’ordre réduit orthonormées, rien ne
garantit que la nouvelle base construite à partir de ces dernières soit elle-même
orthonormée. Cela implique, ensuite, une difficulté supplémentaire pour la cons-
truction du modèle réduit. C’est pourquoi Amsallem et Farhat (2008) ont proposé
une interpolation sur l’espace tangent en un point d’une variété de Grassmann
adaptée au problème considéré.

Remarque 6.1 Quelques rappels :
Si les NR bases réduites qui ont été pré-calculées sont rassemblées dans NR matrices Φ, où
Φ ∈ R

N×n avec N ≪ n, N étant la dimension de la base et n la dimension du problème
complet, on considère la variété de Grassmann correspondant à l’ensemble des sous-espaces
de dimension N de R

n. C’est une variété différentielle et on peut donc y effectuer des calculs
différentiels. On note G(N, n) cette variété. Tout sous-espace S de R

n de dimension N peut
être vu comme un point de G(M, n) et être représenté de façon non unique par une matrice
de R

N×n dont les colonnes forment une base génératrice du sous-espace S considéré. Cette
matrice appartient à la famille des variétés de Stiefel que l’on note ST (N, n), famille des
matrices de R

N×n et de rang maximal (égal à N).
De plus, pour chaque point S de G(N, n), on peut construire un espace tangent à

la variété de Grassmann en ce point, et cet espace est de même dimension que la variété.
Cet espace tangent est noté TS, c’est un espace vectoriel et chacun de ses points peut être
représenté par une matrice Γ de R

M×n. On munit donc G(N, n) d’une structure rieman-
nienne, le calcul des géodésiques y est possible. C’est cet espace qui sera utilisé pour procéder
à l’interpolation. La figure 6.1 illustre ces différents ensembles.
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Figure 6.1 – Illustration de l’espace tangent TS en un point S de la variété de Grassmann G(N, n)

Il est nécessaire maintenant de définir une géodésique pour G(N, n) : c’est le chemin
le plus court existant entre deux points de cette variété. Elle est caractérisée par deux con-
ditions initiales : la position initiale de la trajectoire, ainsi que la dérivée initiale. On notera
cette géodésique Y(t), avec t le paramètre scalaire qui permet de la définir, variant entre 0

et 1. On note Y0 la position initiale, et Ẏ0 la dérivée initiale.
Si le point S est le point initial de la géodésique, c’est-à-dire que Y(0) = Y0 = S,

alors la dérivée initiale Ẏ0, par définition, appartient à l’espace tangent TS au point S (voir
figure 6.1).

6.1.3.1 Méthode d’adaptation de modèle d’ordre réduit basée sur l’interpolation dans
un espace vectoriel

Grâce à plusieurs résultats utiles permettant de donner le lien existant entre la
géodésique en un point d’une variété de Grassmann et la projection d’un espace
tangent en ce point sur la variété, il est possible d’exprimer la paramétrisation ex-
plicite d’un chemin géodésique dont les conditions initiales sont connues. À partir
de ce résultat, Amsallem et Farhat proposent un algorithme permettant de fournir
un nouveau système d’ordre réduit adapté au(x) paramètre(s) que l’on souhaite
étudier, basé sur l’interpolation sur un espace vectoriel. C’est le fait de se placer
dans les variétés de Stiefel qui nous permet de construire les bases POD.

Formellement, la méthode est la suivante : on se donne une famille de NR

bases déja calculées, toutes de dimension N, chacune étant associée à un point d’ex-
ploitation λi, i ∈ J0, NR − 1K, les matrices qui leur correspondent étant des éléments
de {Φi ∈ R

N×n}i∈J0,NR−1K. L’objectif est de construire une nouvelle base d’ordre ré-
duit pour un nouveau point d’exploitation λNR et sa matrice correspondante ΦNR ,
puis de construire le modèle d’ordre réduit adapté à ce point d’exploitation, à partir
de la connaissance des données initiales et de la nouvelle base.
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Algorithme

Cette méthode peut être appliquée au cas d’un nombre de bases pré-
calculées NR supérieur ou égal à deux, et pour lesquelles les points d’exploita-
tion contiennent plusieurs paramètres à évaluer. La différence avec le cas d’un
seul paramètre se trouve dans la définition des géodésiques. En effet, étant donné
que deux points de la variété de Grassmann (associés à des bases pré-calculées)
ne diffèrent pas forcément que par un seul paramètre, la géodésique qui les re-
lie ne représente pas toujours la variation d’une base d’ordre réduit associée à un
paramètre s. L’algorithme proposé par Amsallem et Farhat est le suivant :

1. ⊲ Choix du point de référence
Lorsque l’on considère plusieurs points {Si}i∈J0,NR−1K, l’un d’entre eux, noté
S0, est choisi comme étant la référence (tous les points devant être situés à
des positions relatives assez proches), et c’est le plan tangent à la variété de
Grassmann en ce point, noté TS0 , qui servira d’espace de projection. Toutes
les géodésiques partent donc de S0, mais ont chacune leur propre dérivée
intiale ; ces dernières appartiennent toutes à l’espace tangent choisi TS0 .

2. ⊲ Projection des points {Si}i∈J0,NR−1K

Chacun des points Si, i ∈ J0, NR − 1K assez proches de S0 est projeté sur TS0 en
utilisant l’application logarithme (Amsallem et Farhat 2008), dont l’expression
est donnée grâce à une SVD, et une matrice Γi, génératrice du point projeté,
est construite pour chacun des points. Cette matrice est définie par :







(I − Φi0ΦT
i0)Φi(Φ

T
i0Φi)

−1 = UiΣiVT
i

Γi = Uitan−1(Σi)VT
i

(6.11)

Les Φi représentent les matrices orthogonales décrivant une base de Si et Φi0
la matrice orthogonale associée au point S0.

3. ⊲ Interpolation
Par la suite, une nouvelle matrice ΓNR est construite par interpolation de
toutes les matrices Γi, i ∈ J0, NR − 1K. L’interpolation peut prendre différentes
formes selon le nombre de paramètres existants dans un point d’exploitation.

4. ⊲ Projection sur la variété de Grassmann
La matrice ΓNR est ensuite projetée sur un sous-espace de la variété G(N, n),
représenté par le point SNR , lui-même engendré par une matrice ΦNR , consti-
tuant la base adaptée au point d’exploitation λNR . Pour revenir à la variété de
Grassmann, on passe cette fois par l’application exponentielle. Concrètement,
on résout : 





ΓNR = UNR ΣNR VT
NR

ΦNR = Φi0VNR cos(ΣNR) + UNR sin(ΣNR)
(6.12)

Pour résumer, l’idée de cette méthode est de passer dans l’espace vecto-
riel qu’est l’espace tangent en S0 afin d’effectuer une interpolation classique, plus
aisée que sur la variété de Grassmann G(N, n), et de se ramener finalement à cette
dernière par ré-interpolation afin de construire la base réduite recherchée.



180 Chapitre 6. Réduction de modèle et études paramétriques

Cette méthode est testée par Amsallem et Farhat (2008), sur des cas de cou-
plage fluide/structure d’écoulements autour d’aéronefs militaires. Dans un article
précédent, Lieu et al. (2006) avaient testé le cas d’une interpolation des angles de
sous-espace (cas particulier contenant deux bases) pour une configuration simi-
laire. Ici, cette configuration est reprise et comparée avec l’application de l’inter-
polation sur l’espace tangent à la variété de Grassmann en un point ; les résultats
obtenus parAmsallem et Farhat sont bien meilleurs avec cette méthode : ils sont
plus proches de la solution, et surtout, permettent de traiter en une seule fois le
problème, sans recalculer de base réduite par l’utilisation d’un calcul complet.

D’autre part, Amsallem et Farhat (2008) montrent la supériorité de cette
méthode d’interpolation face à l’utilisation d’une interpolation directe des vecteurs
de base. Ils montrent aussi l’amélioration du résultat avec l’augmentation du nom-
bre de bases réduites pré-calculées utilisé pour l’interpolation. Enfin, la méthode ne
dépend pas du point choisi comme point de référence pour lequel est construit l’es-
pace tangent à la variété de Grassmann, si tant est que toutes les bases considérées
se trouvent assez proches du point de référence.

Cette technique présente un intérêt non seulement pour la paramétrisation
de forme lors d’études de déformations et d’optimisation de forme, mais également
pour l’interaction fluide-structure : on peut ainsi envisager une paramétrisation du
déplacement de la structure, par exemple, pour plusieurs configurations d’étude.
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6.2 Applications d’études paramétriques

Dans cette partie, nous proposons d’abord deux études paramétriques sim-
ples, basées sur le cas du cylindre seul sous écoulement transversal et sur le cas du
faisceau de tubes. La méthode appliquée consiste simplement à observer la capacité
de la méthode réduite de projection choisie à reproduire un champ pour plusieurs
valeurs d’un paramètre, à partir d’une base calculée pour une valeur donnée de ce
paramètre. C’est une méthode simple et peu coûteuse à mettre en œuvre qui per-
met déjà d’obtenir des résultats intéressants. Le paramètre suivi est le nombre de
Reynolds ; nous étudions la capacité d’une base POD à reproduire un écoulement
à d’autres nombres de Reynolds que celui à partir duquel la base a été construite.

Dans un second paragraphe, nous nous intéressons à une application
basique de la méthode Grassmanienne, pour le cas de l’équation de Burgers unidi-
mensionnelle.

6.2.1 Première méthode : utilisation d’une base unique

Dans le seul but de vérifier nos résultats, il nous est nécessaire de met-
tre en place des calculs complets pour les différents paramètres étudiés. Dans un
premier temps, nous considèrerons donc le cas du cylindre fixe seul sous écoule-
ment transversal étudié dans la partie 4.1.3.1. Le nombre de Reynolds varie de 100
(valeur pour laquelle nous possédons une base POD) à 500. Puis dans un second
temps, nous nous intéresserons au cas du faisceau de tubes, fixe également, étudié
selon la configuration de la partie 4.1.3.2. Le nombre de Reynolds sera modifié
de Re = 2600 (valeur pour laquelle nous possédons une base POD) à la valeur
Re = 2700.

Même si nous mettons en place les calculs complets qui correspondent
aux valeurs du paramètre étudié, le calcul du système dynamique réduit pour
les valeurs modifiées doit bien sûr être totalement indépendant des calculs com-
plets. De ce fait, nous résolvons le système dynamique (4.34) pour lequel le nom-
bre de Reynolds prend la valeur choisie. Par exemple, supposons que le système
dynamique résolu initialement (pour le paramètre λ0, ici le nombre de Reynolds)
s’écrit :

da′i
dt

= G(λ0, a′n, a′m) (6.13)

en reprenant les notations du système (4.34) et avec G la fonction contenant les
différents coefficients du système dynamique. Ce système est obtenu par projection
sur les modes contenus dans la base {Φ}. Nous proposons alors de résoudre le
système pour une autre valeur du paramètre étudié, notée λ.

da′i
dt

= G(λ, a′n, a′m) (6.14)

en projetant toujours les équations sur la base {Φ}.
Comme le paramètre ici est le nombre de Reynolds, le seul élément connu

de la nouvelle configuration est la valeur de la vitesse moyenne à imposer pour
obtenir le nouveau nombre de Reynolds. Si l’on note xΓ les points de la frontière, on
peut définir l’initalisation à donner à t = 0 aux coefficients temporels du nouveau
système dynamique :

a′i(λ, t = 0) =
u0(λ, xΓ)

u0(λ0, xΓ)
a′i(λ0, t = 0) (6.15)
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On notera α =
u0(λ, xΓ)

u0(λ0, xΓ)
. Ce coefficient est également appliqué à la vitesse

moyenne de l’écoulement dans le domaine entier :

u(λ) =
u0(λ, xΓ)

u0(λ0, xΓ)
u(λ0) (6.16)

Nous travaillons toujours dans le code de calcul Code_Saturne. Comme ce
dernier est dimensionnel, nous agissons non pas sur le nombre de Reynolds mais
sur la viscosité du fluide pour modifier les équations projetées.

6.2.2 Cas du tube seul fixe sous écoulement transversal

Pour le cas du tube seul, l’écoulement dont est extrait la base POD est à
Reynolds Re = 100. Nous balayons les valeurs Re = 110, 120, 130, 140 et 150.
La figure 6.2 représente les résultats obtenus en termes de vitesse globale dans
l’écoulement pour les différentes valeurs du nombre de Reynolds. On remarque
un bon respect des niveaux de vitesse pour l’ensemble des valeurs, sauf pour le
cas Re = 140, pour lequel on a une surestimation du champ par la reconstruction
POD. D’autre part, la fréquence d’émission des tourbillons est plus faible dans la
reconstruction que pour les champs complets, comme on peut le voir sur la figure
6.3. Étant donné que dans la gamme de nombres de Reynolds entre 50 et 300, un
grand nombre de régimes divers est observé (Chen 1987), la seule base POD pour
le nombre de Reynolds 100 ne saurait suffire pour décrire l’ensemble des méca-
nismes qui commencent la transition vers la turbulence dès Re ∼ 150. Cependant,
la capacité de la méthode à reproduire globalement l’écoulement reste tout à fait
correcte et est suffisante pour l’ingénieur qui souhaite mener plusieurs calculs avec
de faibles modifications d’un paramètre. Bien entendu, le suivi paramétrique pour
déceler des instabilités ou des bifurcations demande une attention particulière lors
de la construction de la base.
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Champ complet Champ reconstruit par POD

(a) Re = 110

(b) Re = 120

(c) Re = 130

(d) Re = 140

(e) Re = 150

Figure 6.2 – Comparaison entre les champs de vitesse complet et reconstruit par la POD pour le
tube seul, base correspondant à Re = 100



184 Chapitre 6. Réduction de modèle et études paramétriques

Champ complet Champ reconstruit par POD

(a) Re = 110

(b) Re = 120

(c) Re = 130

(d) Re = 140

(e) Re = 150

Figure 6.3 – Comparaison entre les champs de vorticité complet et reconstruit par la POD, base
correspondant à Re = 100
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6.2.3 Cas du faisceau fixe sous écoulement transversal

Pour le cas du faisceau fixe, l’écoulement dont est extrait la base POD est
à Reynolds Re = 2600. Nous effectuons les reconstructions de champs de vitesse
pour les nombres de Reynolds Re = 2650 et 2700.

Le calcul est mené avec la même stabilisation du système dynamique que
pour le cas avec Re = 2600, c’est-à-dire une stabilisation du type de celle de
Cazemier (1997) avec νartif = 0, 65. La figure 6.4 représente les résultats obtenus en
termes de vitesse globale dans l’écoulement pour les différentes valeurs du nombre
de Reynolds. Qualitativement, les niveaux de vitesse sont respectés. Par contre, en
ce qui concerne les fluctuations du champ, on observe des différences non nég-
ligeables. L’aspect chahuté de l’écoulement déjà observé dans le cas du nombre de
Reynolds Re = 2600 peut avoir une influence notable sur ces résultats.

Champ complet Champ reconstruit par POD

(a) Re = 2650

(b) Re = 2700

Figure 6.4 – Comparaison entre les champs de vitesse complet et reconstruit par la POD pour le
faisceau de tubes, base correspondant à Re = 2600

Akkari et al. (2011) montrent qu’en augmentant le nombre de modes POD
dans la base sur laquelle on projette les équations pour le nouveau paramètre,
il est possible d’améliorer le résultat. Ici, nous n’avons pas observé de modifica-
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tion de l’écoulement par une augmentation du nombre de modes, mais le champ
de vitesse reste bien reconstruit ; la méthode permet donc, pour ces cas stables, de
s’affranchir de calculer le champ de vitesse complet pour chaque valeur du nombre
de Reynolds.

6.3 Application simple de la méthode Grassmannienne

Nous proposons l’application de la technique présentée dans la partie 6.1
utilisant la géométrie grassmannienne au cas de l’équation de Burgers, afin de
comparer les résultats obtenus avec ceux de la technique proposée au paragraphe
précédent. Pour cela, nous considérons l’équation de Burgers (4.50) pour différentes
valeurs de la viscosité (notre paramètre d’étude).

D’abord, nous construisons la base POD {Φ}0.01 pour la valeur ν = 0.01
m2s−1. En appliquant la technique présentée en partie 6.2.1 consistant à conserver
une base unique et à projeter les équations pour d’autres valeurs du paramètre d’é-
tude sur cette base, nous obtenons les résultats présentés en figure 6.5. L’équation
de Burgers pour ν = 0.03 m2s−1 est projetée sur la base {Φ}0.01 avec 3 modes.

(a) (b)

Figure 6.5 – Reconstruction du champ de l’équation de Burgers pour ν = 0.03 m2s−1 (a) avec
la base POD construite pour ν = 0.03 m2s−1 avec 3 modes (b) avec la base POD construite pour
ν = 0.01 m2s−1 avec 3 modes ; — calcul complet ; +++ reconstruction

L’application de la méthode de Grassmann est effectuée comme suit, avec deux
bases connues : les bases POD {Φ}0.01 et {Φ}0.05 sont constituées et interpolées
pour construire la base {Φ}0.03. Cette base est comparée avec la base POD directe-
ment calculée pour ν = 0.03 m2s−1 sur la figure 6.6.
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Mode 1 Mode 2 Mode 3

Figure 6.6 – Comparaison entre la base POD pour ν = 0.03 m2s−1 calculée directement et la
même base calculée par interpolation des bases POD pour ν = 0.01 m2s−1 et ν = 0.05 m2s−1 ; —
base directe ; — base interpolée

Les résultats en termes de reconstruction du champ par cette base interpolées
sont bien meilleurs que ceux pour la base directe ou par la méthode avec une base
unique, comme on peut le voir sur la figure 6.7.

Figure 6.7 – Reconstruction du champ de l’équation de Burgers pour la base interpolée pour
ν = 0.03 m2s−1 ; — calcul complet ; +++ reconstruction avec base interpolée

6.4 Conclusion

Dans ce chapitre, l’application de la réduction de modèles aux études
paramétriques a été envisagée. Un premier cas consistant à projeter les équations
de Navier-Stokes sur une base POD unique calculée pour un paramètre donné à
l’écoulement autour d’un tube seul soumis à un écoulement a été proposé. L’écoule-
ment est globalement bien reconstruit pour des cas d’étude similaires et sans bifur-
cation attendue. Il est possible d’aller plus loin en utilisant la méthode POD pour
l’étude paramétrique, plusieurs techniques de la littérature sont décrites. La méth-
ode utilisant la géométrie grassmannienne est appliquée au cas de l’équation de
Burgers. Le cas du problème complet d’un écoulement, voire d’un phénomène d’in-
teraction fluide-structure reste à mettre en œuvre ; il sera alors nécessaire d’adapter
la formulation proposée au cas de l’écoulement incompressible.





Conclusion générale et
perspectives

Grâce à l’observation du nombre de questions ouvertes à propos de la mod-
élisation des mécanismes vibratoires au sein de réseaux de cylindres équipant les
générateurs de vapeur, on réalise la nécessité de proposer un moyen d’effectuer
des études à moindre coût, permettant d’explorer le panel le plus large possible de
paramètres et de grandeurs pour appréhender les phénomènes.

La réduction de modèle a été adoptée dans un grand nombre de disciplines
où l’on est également confronté à des situations de nécessité de réduction des temps
de calcul ou de besoin d’un nombre élevé de calculs.

Afin d’évaluer la possibilité d’écrire un modèle d’ordre réduit pour l’étude
des vibrations sous écoulement d’un faisceau de tubes, plusieurs étapes successives
ont été effectuées. D’abord il est nécessaire de faire le choix du code pour mener
l’ensemble des calculs, afin que son utilisation future pour l’ingénieur souhaitant
effectuer des calculs par modèle réduit soit possible et facilitée. Code_Saturne a
ainsi été choisi et adapté à nos besoins. Il a d’abord été utilisé tel quel pour
mener plusieurs calculs d’écoulement puis des calculs couplés fluide/structure (ac-
crochage en fréquence d’un tube en milieu infini et vibrations d’un tube confiné
dans un faisceau). Ces premiers calculs ont été menés dans le but de construire par
la suite des modèles d’ordre réduit, ce qui explique les choix de simplification des
modèles. En effet, l’objectif était de se concentrer sur les techniques de réduction,
leur capacité à reproduire un champ de vitesse quel qu’il soit, et les améliorations
possibles (stabilisation du système dynamique, adaptation au cas mobile) en tra-
vaillant avec des données nécessitant une allocation de mémoire restant acceptable.

Puis, la méthode POD classique a été implémentée dans Code_Saturne pour
l’étude de l’écoulement autour d’un cylindre fixe puis d’un faisceau de cylindres
fixes. Diverses techniques de stabilisation du système dynamique ont été testées ;
les résultats finalement obtenus par l’application de la méthode POD sont très
corrects, ce qui nous a permis de proposer le passage à l’étude des vibrations sous
écoulement par modèle réduit.

Pour cela, nous nous sommes basés sur les travaux de Liberge (2008) pro-
posant l’adaptation de la méthode POD au cas de l’interaction fluide-structure avec
l’approche POD-multiphasique. Dans un premier temps, le cas de l’accrochage en
fréquence du tube seul sous écoulement où les amplitudes de vibration sont élevées
a été testé. Les résultats obtenus sont satisfaisants ; l’écoulement ainsi que le dé-
placement de la structure sont bien reconstruits dans l’ensemble.

Ces résultats obtenus pour les grands déplacements du cylindre sont par-
ticulièrement encourageants, car les méthodes alternatives existantes de réduction
de modèle pour l’interaction fluide-structure ne sont utilisées que pour de petits
déplacements.
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L’étape suivante a consisté en l’application de la méthode POD multi-
phasique au cas d’un tube mobile confiné dans un réseau de tubes. Le tube est
soumis d’abord à des petits déplacements avec des conditions aux limites péri-
odiques, puis à de grands déplacements avec des conditions plus simples d’en-
trée/sortie. Le cas des petits déplacements, du fait des conditions aux limites pério-
diques, génère dès le calcul complet un signal très chahuté, ce qui complique sa
reconstruction par réduction de modèle. Par contre, les grands déplacements du
cylindre dans le faisceau avec des conditions aux limites d’entrée/sortie fournissent
un signal plus simple à traiter. On observe ainsi une très bonne reconstruction du
déplacement du cylindre central.

Ainsi, cette première étape dans l’application d’un modèle d’ordre réduit
au cas des vibrations sous écoulement des faisceaux tubulaires permet d’envisager,
en guise de perspective de travail, l’extension au cas tridimensionnel à plus haut
nombre de Reynolds, afin de pouvoir d’une part comparer les résultats à ceux de
la littérature (résultats expérimentaux ou numériques classiques), d’aure part d’é-
tudier des conditions se rapprochant des conditions d’exploitation des échangeurs
de chaleur de centrales et chaufferies nucléaires, en termes de régime d’écoulement
et de taille de domaine (nombre de cylindres) notamment.

L’application de la méthode POD à l’étude paramétrique pour le cas des
écoulements autour d’un tube et d’un faisceau fixe a montré la capacité de la
méthode POD avec une base unique à reproduire des écoulements similaires à
celui grâce auquel la base a été construite, si l’on s’intéresse aux caractéristiques
principales de l’écoulement. L’utilisation de la géométrie grassmannienne sur une
première étude a fourni des résultats satisfaisants et allant dans le sens des observa-
tions faites par Amsallem et Farhat (2008), il est envisagé de l’appliquer au cas d’un
problème complet d’écoulement et de l’interaction fluide-structure, moyennant une
adaptation de la formulation au caractère incompressible du fluide.

En ce qui concerne l’observation des fluctuations et des structures fines de
l’écoulement, il est nécessaire d’avoir une base assez riche. Pour cela, nous pour-
rions envisager par exemple l’utilisation de l’APR-POD ou encore le couplage de
la PGD avec la méthode POD-multiphasique et la méthode grassmannienne. Cela
permettrait une ouverture vers des études paramétriques pour déceler des modi-
fications majeures du comportement du système couplé fluide-structure, comme
l’accrochage en fréquence ou encore des instabilités et des bifurcations comme le
départ en instabilité fluide-élastique.
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A.1 Un modèle de description des grandeurs au sein d’un fais-
ceau de tubes sous écoulement

Dans cette annexe, nous présentons un modèle permettant de décrire les
différents paramètres entrant en jeu dans les écoulements et vibrations sous écoule-
ment d’un faisceau tubulaire. Ce modèle, relativement complet, a pu servir lors de
la conception d’échangeurs de chaleur dans l’industrie. Il en existe bien évidem-
ment d’autres, notre propos ne se veut pas exhaustif mais propose un exemple
d’établissement du cadre pour ce type d’étude.

A.1.0.1 Cadre monophasique

Masse linéique

La masse linéique du système est définie comme la somme de la masse
linéique du tube seul mt et la masse linéique du fluide contenu dans le tube (eau
du circuit primaire) mi.

De Langre (2002) rappelle que la masse ajoutée n’est pas la masse d’un
système physique, mais qu’elle est un coefficient inertiel qui donne l’amplitude de la
force résultante du fluide sur la structure en fonction de l’accélération de celle-ci. De ce
fait, la masse ajoutée peut donc être supérieure ou inférieure à la masse du fluide
étudié.

Amortissement

Si l’on considère la présence du support des tubes, plusieurs mécanismes
de dissipation d’énergie contribuent à l’amortissement du mouvement des tubes
(Pettigrew et al. 1986b) :

– ζV l’amortissement réduit par dissipation visqueuse dans le liquide,
– ζL l’amortissement dû à l’effet de lame fluide dans la zone de jeu libre entre

le tube et son support,
– ζF l’amortissement par frottement entre le tube et son support.

Ainsi, l’amortissement total d’un tube dans un écoulement monophasique liquide
transverse s’écrit sous la forme :

ζtot monophasique = ζV + ζL + ζF (A.1)

Il a été précisé plus haut que la longueur et la proximité des tubes entre eux im-
pliquent l’insertion de grilles de maintien le long des tubes. De ce fait, la longueur
représentative du système n’est pas la longueur totale du tube, mais une longueur
"inter-grilles", c’est-à-dire la longueur d’un tronçon de tube entre deux grilles. Cette
longueur, notée lm, est définie de la façon suivante par Pettigrew et Taylor (2003a) :
c’est la moyenne des trois plus longs tronçons d’un tube dans le cas où ce sont
les modes de vibration les plus faibles (et donc les fréquences les plus basses) qui
dominent la réponse vibratoire : c’est le cas la plupart du temps. Dans le cas con-
traire, où les plus hauts modes sont excités de façon prioritaire (par exemple dans
le cas où les vitesses de l’écoulement sont très élevées, comme dans les zones d’en-
trée ou sortie du faisceau), lm est alors la moyenne des trois tronçons les plus courts.
Le nombre total de tronçons d’un tube est noté Nt, et donc (Nt − 1) est le nombre
d’appuis pour un tube.
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La prise en compte des paramètres lm et Nt a permis à Pettigrew et al.
(1986b) de formuler les amortissement de lame fluide et de frottement en écoule-
ment liquide. Pour cela, ils se sont basés sur les données expérimentales fournissant
l’amortissement total des tubes (voir figure A.1), ce qui leur a permis de proposer
des formules semi-empiriques :

ζL =

(
Nt − 1

Nt

)[
1460

f

(
ρD2

m

)(
e

lm

)1/2]

(A.2)

ζF =

(
N − 1

N

)[

0, 5
(

e
lm

)1/2]

(A.3)

où f est la fréquence propre du mode considéré, e est l’épaisseur de la grille sup-
portant le tube, et m la masse linéique totale d’un tube. Le coefficient 1460 choisi
par Pettigrew et al. correspond grossièrement à la valeur la plus faible des valeurs
obtenues lors de la comparaison de données expérimentales et de leur modèle
d’amortissement par effet de lame fluide. Cette comparaison est visible en figure
A.1. Pettigrew et Taylor (2003a) assurent que c’est un modèle réaliste ; cependant,
le modèle reste conservatif, c’est-à-dire qu’il assure un amortissement avec une
grande marge d’erreur, pour être le plus restrictif possible afin de conserver un
régime de fonctionnement sans endommagement. C’est intéressant du point de vue
de la durée de vie du système, mais plus délicat du point de vue de l’ingénieur qui
souhaite exploiter ce dernier dans la plus grande gamme possible de paramètres,
notamment pour avoir une certaine souplesse lors de la conception. L’amortisse-
ment par effet de lame fluide dépend d’un grand nombre de paramètres d’assem-
blage (alignement des tubes, position relative des tubes, position des tubes par
rapport au support, etc.), ce qui implique une assez grande disparité des données
de mesures, comme l’ont montré Pettigrew et Taylor (2003a).

Figure A.1 – Comparaison entre le modèle d’amortissement de lame fluide (A.2) pour un écoule-
ment monophasique liquide et l’expérience, Pettigrew et Taylor (2003a).
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Rogers et al. (1984) ont développé une formule fournissant l’amortissement
visqueux en écoulement fluide. Comme ce dernier dépend du nombre de Stokes
que l’on notera ici Sto :

Sto =
π f D2

2ν
(A.4)

avec ν la viscosité cinématique de l’écoulement et du confinement d’un tube dans
le faisceau, cette formule est valable pour une gamme de paramètres qui couvre la
majeure partie des échangeurs : un confinement de D/D′

< 0, 5 et un nombre de
Stokes St > 3300. Sa forme simplifiée est donnée par :

ζV =
π√

8

ρD2

m

(
2ν

π f D2

)1/2[ 1 + (D/D′)3

(
1 − (D/D′)2

)2

]

(A.5)

La figure A.2 présente une comparaison entre cette formule de l’amortissement par
dissipation visqueuse et l’expérience, menée par Pettigrew et Taylor (2003a).

Figure A.2 – Comparaison entre la formule théorique de l’amortissement visqueux pour un écoule-
ment monophasique liquide et l’expérience, Pettigrew et Taylor (2003a).

Dans le cas d’un écoulement monophasique gazeux, le mécanisme d’amortisse-
ment dominant est celui entraînant le frottement entre les tubes et leurs supports.
Une estimation fournie par Pettigrew et Taylor (2003a) donne :

ζF = 5
(

Nt − 1
Nt

)(
e

lm

)1/2

(A.6)

Il est intéressant de noter la remarque de Pettigrew et Taylor sur l’ordre de grandeur
de ζF : dans le cas d’un écoulement monophasique gazeux, ce coefficient est en-
viron 10 fois plus grand que pour un écoulement monophasique liquide. Ceci peut
s’expliquer par la lubrification, presque inexistante dans le cas gazeux et non né-
gligeable pour un liquide : la lubrification diminue les forces de frottement. D’autre
part, il est possible qu’une certaine partie du coefficient de frottement soit incluse
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dans le terme d’amortissement de film mince dans le cas liquide. En effet, Petti-
grew et al. (1986b) expliquent la difficulté à séparer le terme d’amortissement par
frottement du terme d’amortissement par film mince.

Ainsi, en fonction des critères de l’écoulement (phase considérée, nombre de
Stokes, confinement), l’amortissement du système peut être décrit grâce à la for-
mule (A.1), en y substituant (A.2), (A.3) et (A.5). Cependant, si le résultat de ce
calcul analytique prédit un amortissement inférieur à 0, 6%, Pettigrew et Taylor
(2003b) recommandent de garder ζtot = 0, 6% comme valeur seuil, comme le mon-
tre la figure A.3, afin de rester conservatif.

Figure A.3 – Comparaison entre le calcul de l’amortissement total pour un écoulement
monophasique liquide par la formule A.2 et l’expérience, Pettigrew et Taylor (2003a).

Bien sûr, lorsque les tubes sont munis d’ailettes, ces formules sont à recon-
sidérer. D’après Pettigrew et Taylor (2003a), Hartlen et Barnstaple, en 1971, dans
un rapport non publié ont proposé un récapitulatif des données pertinentes pour
l’amortissement des tubes à ailettes.

A.1.0.2 Cadre diphasique

Fraction de vide

Pour un fluide diphasique, il est nécessaire de quantifier la proportion de
chacune des deux phases au sein du mélange. Pour cela, une grandeur appelée
fraction de vide est introduite. La fraction de vide εg est un rapport des débits volu-
miques, notés V̇g pour la phase gazeuse et V̇l pour la phase liquide :

εg =
V̇g

V̇g + V̇l
(A.7)
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Le problème d’un mélange diphasique est, entre autres, que ce mélange est
rarement homogène ou uniforme le long d’une ligne de courant. Quelques auteurs,
comme Feenstra et al. (2003), considèrent que l’explication de certains phénomènes
(comme l’effet de la gravité pour un écoulement vertical autour des tubes du
générateur de vapeur) provient justement de la différence entre les densités des
fluides du mélange, et qu’il ne faut pas négliger le fait que chaque phase a sa
propre vitesse. Cependant, un grand nombre d’auteurs a choisi de travailler en
considérant un écoulement parfaitement homogène, en supposant que les deux
phases ont la même vitesse. De cette hypothèse, on extrait la forme de la densité
homogénéisée ρ̃ :

ρ̃ = ρgεg + (1 − εg)ρl (A.8)

où ρl et ρg sont respectivement les masses volumiques de la phase fluide et de la
phase gazeuse. Il est aussi possible de travailler avec le titre de gaz (de vapeur dans
le cas du mélange eau-vapeur), qui est un rapport des masses de chaque phase.

Vitesse caractéristique

La vitesse moyenne de l’écoulement pour un écoulement diphasique reste
la même que la vitesse de pas définie pour un écoulement monophasique, soit Up,
mais avec une vitesse à l’infini définie de la façon suivante :

U∞ =
ρlV̇l + ρgV̇g

ρ̃A
(A.9)

où A est l’aire de la zone d’écoulement libre considérée.

Amortissement

Dans le cas d’un fluide diphasique, l’amortissement n’est pas exactement
régi par les mêmes mécanismes que pour un écoulement monophasique. En effet,
les mécanismes apparents sont cette fois (toujours en considérant le support des
tubes) :

– ζS l’amortissement dû à la présence du support,
– ζV l’amortissement visqueux du mélange diphasique,
– ζD l’amortissement intrinsèque au caractère diphasique du mélange.

Selon les conditions thermohydrauliques (la fraction de vide, le régime de l’écoule-
ment, le flux de chaleur, etc.), il faut distinguer les cas où le support du tube est sec
ou humide. Pour un support sec, ce qui est généralement le cas pour les mélanges
à grande fraction de vide, seul l’amortissement par frottement prédomine. Dans ce
cas, l’amortissement du support présente des caractéristiques analogues au cas de
l’amortissement du système pour un écoulement monophasique gazeux, d’après
Pettigrew et al. (1986a), donc l’amortissement dû au support suit alors la loi (A.3).
Mais, généralement, c’est le cas des supports humides qui est le plus courant dans
les générateurs de vapeurs actuels. Et, dans ce cas, il faut de nouveau considérer un
amortissement dû à l’effet de lame fluide entre le tube et le support, qui se rajoute
au coefficient d’amortisssement par frottement. Les formules (A.2) et (A.3) restent
valables dans le cas diphasique, mais cette fois il faut remplacer la masse volumique
ρ dans (A.2) par la masse volumique ρl de la phase fluide uniquement, puisque c’est
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de cette phase que provient l’apparition de l’amortissement par présence du film
mince.

D’autre part, en ce qui concerne l’amortissement visqueux, la formule (A.5)
est reprise elle aussi, avec les propriétés physiques du mélange diphasique supposé
parfaitement homogène, c’est-à-dire la masse volumique ρ̃ et la viscosité cinéma-
tique ν̃ homogénéisées, avec

ν̃ = νl/
[
1 + εg(νl/νg − 1)

]
(A.10)

où νl et νg sont respectivement les viscosités cinématiques de la phase liquide et
de la phase gazeuse. Pettigrew et Taylor (2003a) précisent que pour une fraction
de vide dépassant 40%, l’amortissement visqueux peut être négligé dans la région
coudée des tubes.

Enfin, un dernier mécanisme d’amortissement est relevé et vient s’ajouter
aux autres dans le cas d’un mélange diphasique. Weaver et al. (2000) rappellent
la forte dépendance de l’amortissement du mélange diphasique à la fraction de
vide, au régime de l’écoulement (lui-même lié au confinement et au rapport des
masses du fluide et du tube) et aux propriétés du fluide. Pettigrew et Taylor ont
ainsi développé une formule semi-empirique de cette composante diphasique de
l’amortissement :

ζD = 4
(

ρl D2

m

)

f (εg)

[
1 + (D/D′)3

(
1 − (D/D′)2

)2

]

(A.11)

Et on a donc la formule de l’amortissement total en écoulement diphasique sui-
vante :

ζtot diphasique = ζS + ζV + ζD (A.12)

La fonction f (εg) dans (A.11) est la fonction de fraction de vide, approchée
grâce aux données rassemblées sur la figure A.4 par Pettigrew et Taylor (2003a).
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Figure A.4 – Comparaison entre les préconisations données par la formule (A.12) et les données
d’amortissement en fluide diphasique, en fonction de la fraction de vide. ζTP correspond à ζD nor-
malisé.

La loi d’approximation de f (εg) est la suivante :






f (εg) = εg/40 pour εg < 40%
f (εg) = 1 pour 40% ≤ εg < 70%

f (εg) = 1 − (εg − 70)/30 pour εg > 70%

L’encrassement des tubes n’est pas susceptible de modifier de façon radicale l’amor-
tissement du système. Cependant, l’encrassement du support peut, lui, réduire
considérablement l’amortissement du tube par le support. Le cas limite apparaît
lorsque l’on considère que le dépôt sur le support est tel que le tube y est coincé.
Dans ce cas, Pettigrew et Taylor (2003a) préconisent une valeur de l’amortissement
du support de ζS = 0.2% pour l’analyse vibratoire.
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A.2 L’analyse vibratoire au sein des faisceaux tubulaires

Dans cette annexe, nous nous intéressons aux modèles qui ont été mis en
place pour l’étude des vibrations sous écoulement au sein d’un faiceau de tubes.

A.2.1 Modèles pour l’excitation turbulente

En vue de dimensionner correctement le faisceau de tubes, afin de pou-
voir comparer les données expérimentales existantes et déterminer une limite
supérieure acceptable des amplitudes du mouvement d’excitation turbulente, les
forces linéiques responsables de cette excitation doivent être normalisées sous la
forme d’un spectre. Le problème d’un faisceau de tubes, en comparaison avec une
structure isolée dans un écoulement, est que l’on est obligé de tenir compte du
couplage inertiel entre les tubes, surtout si la densité du fluide est élevée. Ainsi,
le spectre tracé est le résultat des pics fréquentiels de plusieurs tubes, il faut donc
utiliser des méthodes permettant d’identifier les pics de chaque tube.

La méthode de normalisation des résultats retenue par Pettigrew et Tay-
lor (2003b) est appelée "densité spectrale de puissance équivalente", décrite pour
la première fois par Axisa et al. (1990). La densité spectrale de puissance est adi-
mensionnée grâce à une pression et une fréquence de référence, respectivement
p0 = ρUp

2/2 et f0 = Up/D, de la façon suivante :

S̃F( fR) =
SF( f )
(p0D)2 f0 (A.13)

où SF( f ) est la densité spectrale de puissance du signal de réponse, fR est la
fréquence réduite définie comme fR = f / f0. Le calcul de la densité spectrale de
puissance pose un problème car cette dernière s’écrit en fonction de la longueur de
corrélation λc, que l’on ne connaît que rarement. La densité spectrale de puissance
équivalente s’écrit, d’après Axisa et al. (1990), sous la forme :

S̃F( fR)e =
λc

Le
S̃F( fR) (A.14)

où Le est la longueur excitée du tube. À partir de cette définition, la densité spec-
trale de puissance équivalente pour le premier mode peut être définie en fonction
du déplacement du tube y(x) :

S̃F( fR)e =
y2(x)164π3 f1

3m2ζ1

Φ1
2a1

f0

(p0D)2 (A.15)

avec Φ1(x) la forme modale normalisée pour le premier mode, a1 est le facteur
modal, f1 la fréquence propre du tube associée au premier mode et ζ1 est le coeffi-
cient d’amortissement pour le premier mode.

L’équation (A.15) suppose les hypothèses suivantes : il existe un mode do-
minant avec un coefficient d’amortissement faible, les modes sont séparés de façon
distincte et enfin, la longueur de corrélation est très petite devant l’unité. Cette
équation fournit alors le déplacement du tube en moyenne quadratique au carré,
sans avoir à connaître la longueur de corrélation.

Enfin, pour une comparaison correcte du spectre obtenu par des études
expérimentales avec différentes géométries de faisceau, une densité spectrale de
puissance équivalente de référence est définie, à partir d’une longueur de référence
du tube excité L0 :
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S̃F( fR)e
0
= S̃F( fR)e

Le

L0
(A.16)

Ainsi, dans le cas d’un écoulement monophasique, Taylor et Pettigrew (2000) déter-
minent des valeurs bornes à partir d’un ensemble de données expérimentales. Ces
résultats sont visibles en figure A.5. Les bornes extraites de cette compilation de
données sont les suivantes, avec f0 = Up/D :

– pour un écoulement au cœur du faisceau ("interior flows"), c’est-à-dire dans le
cas où le niveau de turbulence à l’intérieur du faisceau est supérieur ou égal
au niveau de turbulence à l’entrée du faisceau :

S̃F( fR)e
0
=

{
4.10−4( f / f0)−0,5 pour 0, 01 < f / f0 < 0, 5
5.10−5( f / f0)−3,5 pour 0, 5 < f / f0

(A.17)

– pour un écoulement en entrée du faisceau ("inlet flows"), c’est-à-dire si
le niveau de turbulence en amont du faisceau est prédominant (ce qui
représente la majorité des cas) :

S̃F( fR)
0
e =

{
1.10−2( f / f0)−0,5 pour 0, 01 < f / f0 < 0, 5

1, 25.10−5( f / f0)−3,5 pour 0, 5 < f / f0
(A.18)

Figure A.5 – Données expérimentales et valeurs limites de la densité spectrale de puissance équi-
valente en fonction du nombre de Strouhal pour un faisceau de tubes soumis à des excitations
turbulentes en écoulement monophasique (Taylor et Pettigrew 2000).

Dans le cas d’un écoulement diphasique, la pression et la longueur de
référence sont évaluées d’une autre façon, proposée par De Langre et Villard (1998) :
p0 = ρ̃gDw où ρ̃ est la masse volumique du mélange diphasique supposé ho-
mogène, g est l’accélération de la pesanteur, et Dw est justement la longueur de
référence, définie par : Dw = 0, 1D/

√
1 − εg avec εg la fraction de vide. Cette
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longueur de référence prend en compte les effets du mélange diphasique sur les
caractéristiques fréquentielles des signaux des forces aléatoires.

Pettigrew et Taylor (2003b) ont rassemblé des données de densité spectrale
de puissance équivalente pour différentes expériences en écoulement diphasique ;
ils ont ainsi pu déterminer une valeur limite pour le dimensionnement. La figure
A.6 est issue des travaux de Pettigrew et Taylor (2003b) :

Figure A.6 – Données expérimentales et valeurs limites de la densité spectrale de puissance équi-
valente en fonction de la fréquence réduite pour un faisceau de tubes soumis à des excitations turbu-
lentes pour divers écoulements diphasiques (Pettigrew et Taylor 2003b).

La valeur limite adoptée est alors :

S̃F( fR)
0
e =

{
16( f / f0)−0,5 pour 0, 001 ≤ f / f0 ≤ 0, 05

2.10−3( f / f0)−3,5 pour 0, 05 ≤ f / f0 ≤ 1
(A.19)

Weaver et al. (2000) notent que l’amplitude des vibrations des tubes du faisceau
sous un écoulement diphasique turbulent peut être assez importante. Les forces
exercées dépendent fortement de la fraction de vide et de la vitesse de l’écoulement,
et de plus, les densités spectrales de puissance dépendent fortement des propriétés
fluides du mélange diphasique. Les résultats obtenus en fonction du mélange
(air-eau, vapeur-eau, Freon, etc.) sont différents. Les disparités s’expliquent par
le régime de l’écoulement diphasique (à bulles, à gouttelettes, intermittent, tourbil-
lonnant, etc.), voir par exemple les travaux de Pettigrew et Taylor (1994) cités dans
ceux de Weaver et al. (2000).

L’équation (A.15) avec les hypothèses nécessaires est souvent utilisée, les
auteurs Weaver et al. (2000) donnent sa version sommée sur tous les modes consi-
dérés :

y(x)2 = ∑
α

ASF( fα)φα
2(x)Jαα( fα)

64π3m2 fα
3ζα

(A.20)
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où A est l’aire de la surface considérée. Cette formule se base sur la fonction Jαα( fα)
dite "d’acceptation multi-directionnelle", ou joint acceptance function en anglais.
Cette fonction est une double intégrale de surface prenant en compte le produit
des formes modales considérées dans le calcul, et la fonction de corrélation spatiale.
D’autre part, la force exercée par l’écoulement turbulent sur le tube est déterminée
par un test de modèle et une analyse dimensionnelle. Cependant, cette analyse
(détermination de la force fluide et de la réponse du tube) est effectuée avec les hy-
pothèses fortes suivantes : les contributions modales transversales sont supposées
négligeables, et les forces turbulentes sont considérées comme homogènes, isen-
tropiques et stationnaires.

Ce modèle est utilisable dans la plupart des cas de structures mono-
dimensionnelles ou bi-dimensionnelles, et pour des écoulements aussi bien
transversaux que longitudinaux. Dans le cadre présent, l’attention est portée sur
les écoulements transversaux. Dans ce cas, lorsque l’écoulement arrive de façon
transversale sur les tubes du faisceau, le front d’onde arrive exactement au même
moment en tout point de la structure. Alors, il n’existe pas de déphasage entre deux
points de la structure, donc l’angle de phase dans le tenseur de corrélation spatiale
est nul, ce qui simplifie l’expression de la moyenne quadratique de la réponse des
structures excitées. Weaver et al. (2000) proposent des évaluations de Jαα( fα) et de
la longueur de corrélation pour des tubes en faisceau. Ils en déduisent des bornes
raisonnables pour le coefficient de portance aléatoire CR proposé par Pettigrew et
Gorman (1981) :

SF( f ) =
(

CR(0, 5ρUp
2)

)2

(A.21)

et Weaver et al. (2000) obtiennent :

CR =

{
0, 025 pour 0 < f < 40 Hz

0, 108.10−0,0159 f pour f ≥ 40 Hz
(A.22)

Comme Pettigrew et Taylor (2003b), beaucoup d’auteurs ont choisi de tracer la
densité spectrale de puissance sans dimension en fonction du nombre de Strouhal.
Mais, comme le précisent Weaver et al. (2000), les incertitudes liées aux approxima-
tions et conditions opératoires des analyses vibratoires mènent à s’assurer que les
bornes englobent les différents résultats rassemblés. C’est pourquoi Weaver et al.
suggèrent les limites suivantes, qui prennent en compte toutes les configurations
de faisceau (différents motifs et différents confinements) :

S̃F( fR) =







0, 01 pour f / f0 < 0, 1
0, 2 pour 0, 1 ≤ f / f0 ≤ 0, 4

5, 3.10−4( f0/ f )7/2
pour f > 0, 4

(A.23)

avec f0 = Up/D. La figure A.7 rassemble les limites précédentes de densité spec-
trale de puissance avec, en toile de fond, des données expérimentales provenant de
plusieurs expériences. Les calculs effectués avec les équations (A.21) et (A.22) sont
aussi tracés.
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Figure A.7 – Densités spectrales de puissance adimensionnées en fonction de la fréquence réduite
pour différents auteurs (Weaver et al. 2000)

Weaver et al. (2000) font remarquer le manque cruel de données expérimen-
tales disponibles sur la force fluide turbulente. De plus, pour les rares données
existantes, le relevé a été effectué de façon indirecte, soit à partir de la mesure de
la force totale de pression aléatoire exercée sur le tube, soit par récupération des
mesures de la réponse du tube en déplacement. Ceci est essentiellement dû à la
grande difficulté de placer des capteurs de pression dynamique dans le faisceau.
Weaver et al. (2000) proposent alors une astuce de réalisation : ayant remarqué que
les valeurs en pression mesurées sur un modèle de petite taille sont inférieures aux
valeurs des modèles de taille réelle, ils proposent d’effectuer des mesures sur un
modèle à grande échelle (afin de faciliter la pose des capteurs), en se souvenant que
les données en pressions prendront des valeurs supérieures à celles d’un modèle à
l’échelle 1.

A.2.2 Modèles pour les vibrations induites par détaché tourbillonnaire

Pettigrew et Gorman (1981) donnent des valeurs du nombre de Strouhal
mesuré sur des échangeurs dans différentes configurations de faisceaux. Ces dif-
férentes valeurs sont réunies sur la figure A.8.
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Figure A.8 – Nombre de Strouhal en fonction du rapport P/D pour différentes configurations de
faisceaux de tubes, d’après Pettigrew et Gorman (1981)

On note une dispersion assez importante des données expérimentales relatives
à l’estimation du nombre de Strouhal en fonction de la configuration étudiée. Petti-
grew et Taylor (2003b) proposent néanmoins les corrélations suivantes pour calculer
le nombre de Strouhal :

– pour un faisceau à pas triangulaire normal :

St = (1/1, 73)(D/P) (A.24)

– pour un faisceau à pas triangulaire parallèle :

St = (1/1, 16)(D/P) (A.25)

– pour un faisceau à pas carré (en ligne ou en quinconce) :

St = (1/2)(D/P) (A.26)

Ces corrélations donnent un nombre de Strouhal St ∈ [0, 32 − 0, 70], pour des
rapports P/D correspondant à des configurations industrielles concrètes, c’est-à-
dire situés dans la gamme [1, 23 − 1, 57]. Ceci correspond à des vitesses réduites
Up
f D ∈ [1, 5 − 3, 0]. Il existe donc un risque vibratoire pour la gamme de vitesse

définie ci-dessus. Dans le cas où la vitesse n’est pas uniforme, seules les forces
fluctuantes correspondant aux zones où l’on a 1, 5 f D < Up < 3, 0 f D seront con-
sidérées.

Les forces fluctuantes dues à l’émission d’un sillage périodique dépendent
d’un grand nombre de paramètres, comme la configuration du faisceau, la localisa-
tion du tube au sein du faisceau, le nombre de Reynolds, le niveau de turbulence,
la densité du fluide et le rapport P/D.

Une estimation du niveau vibratoire du tube peut se faire à partir de la
connaissance du coefficient de portance CL. Pettigrew et Taylor (2003b) donnent une
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synthèse des résultats de mesure de ce coefficient pour différentes configurations
de faisceau en fonction du rapport P/D ; elle est présentée sur la figure A.9.

Figure A.9 – Coefficient de portance en fonction du rapport P/D pour différentes configurations
de faisceau (Pettigrew et Taylor 2003b)

Pour un nombre de Strouhal supérieur à 2, 5, le coefficient de portance est quasi-
ment constant et égal au coefficient de portance d’un tube isolé dans un écoule-
ment. En-dessous de 2, 5, le coefficient de portance est très dépendant du rapport
P/D et il est d’autant plus faible que le rapport P/D est petit : dans un faisceau
confiné, l’apparition de structures tourbillonnaires pleinement développées n’est
quasiment jamais observée et l’effort fluctuant qui en résulte est ainsi plus faible.
Pour la plupart des échangeurs, P/D < 1, 6 et Pettigrew et Taylor (2003b) recom-
mandent dans ce cas d’utiliser la valeur CL = 0, 075 pour estimer le coefficient de
portance en moyenne quadratique s’exerçant sur le tube.

Le dimensionnement de l’échangeur doit éviter la coïncidence entre une
fréquence propre du tube et une fréquence de détaché tourbillonnaire dans la con-
figuration concernée. Lorsque cela n’est pas respecté, Pettigrew et Taylor (2003b)
recommandent alors de vérifier par calcul que l’amplitude vibratoire en moyenne
quadratique Yr.m.s qui résulte de la synchronisation n’excède par 2% du diamètre,
soit le critère :

Yr.m.s < 0, 02D (A.27)

dans les conditions de résonance. En effet, dans ce cas, l’amplitude des vibrations
n’est pas suffisante pour entrer en corrélation avec l’émission des tourbillons le
long du tube, et la réponse vibratoire reste peu importante.

Les suggestions de limite en densité spectrale de puissance de Weaver et al.
(2000) formulées au paragraphe précédent donnent la valeur S̃F( fR) = 0, 2 pour
0, 1 < f D/Up < 0, 4 : cette plage de vitesses réduites correspond à la présence
d’activité tourbillonnaire dans le faisceau de tubes. Dans ce cas, le mécanisme d’ac-
crochage est possible, et le champ de pression aléatoire devient cohérent sur toute
la longueur du tube.
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Feenstra et al. (2003) ont montré, grâce à des essais expérimentaux, que la
simple introduction de gaz dans un écoulement monophasique liquide pour lequel
des structures tourbillonnaires étaient observées a suffi à désamorcer le processus
de vibrations des tubes induites par les tourbillons : ceci conforte l’idée qu’il est
justifié de négliger le phénomène de détachement tourbillonnaire pour les écoule-
ments diphasiques.

A.2.3 Modèles pour la résonance acoustique

Comme cela a été présenté au paragraphe 1.2.5, la coïncidence entre la
fréquence acoustique et la fréquence de détachement tourbillonnaire ne suffit pas
pour déclencher une résonance acoustique, il faut aussi considérer l’énergie et
l’amortissement. Des critères ont été mis en place pour évaluer la susceptibilité
du faisceau de tubes à résonner. Il est montré par Blevins et Bressler (1987), que le
faisceau est moins propice à la résonance si le faisceau de tubes est très dense, ce
qui est probablement dû à l’augmentation de l’amortissement acoustique, et au fait
que la forte densité de tubes empêche la formation de grandes structures tourbil-
lonnaires qui, elles, sont associées à une grande quantité d’énergie acoustique.

À partir de données expérimentales sur le premier mode, Blevins et Bressler
(1987) ont ainsi montré qu’avec P le pas inter-tubes transverse et L le pas inter-tubes
longitudinal (dans le sens de l’écoulement), pour un rapport P/D < 1, 6 et L/D <

3, 0 dans le cas d’une maille de faisceau triangulaire ou pour L/D < 1, 4 dans
le cas de la maille carrée, la probabilité pour que le système rentre en résonance
acoustique est très faible. Mais ce critère n’est pas confirmé pour les modes d’ordre
plus élevé. Pettigrew et Taylor (2003b) reportent que Ziada et al. (1989) proposent
un paramètre de résonance permettant d’évaluer la susceptibilité du système à
rentrer en résonance :

– pour un faisceau à maille triangulaire, ce paramètre Gt prend la forme :

Gt =
√

Rcr

(
ν

CD

)√

(L/D)(P/D − 1)
(L/D)− 1

(A.28)

– pour un faisceau à maille carrée, le paramètre de résonance Gc est :

Gc =
√

Rcr

(
P
D

)(
ν

CD

)

(A.29)

Rcr représente le nombre de Reynolds basé sur la vitesse critique de départ en
résonance, ν est la viscosité cinématique.

Ziada et al. (1989) définissent encore un ratio Lj/h qui correspond au rap-
port entre la longueur du jet sortant d’entre les tubes et l’épaisseur minimale de
ce jet. Ce coefficient permet d’évaluer la stabilité de l’écoulement, et aide donc à
la détermination de la propension du système à entrer en résonance acoustique.
Les figures A.10(a) et A.10(b), issues des travaux de Ziada et al. (1989) donnent
une carte des zones de propension à la résonance, respectivement dans le cas d’un
faisceau à maille triangulaire et d’un faisceau à maille carrée.
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(a) Paramètre de résonance Gt en fonction du rapport
Lj/h donnant une zone délimitée de non-résonance

pour une maille triangulaire (Ziada et al. 1989)

(b) Paramètre de résonance Gc en fonction du rapport
Lj/D donnant une zone délimitée de non-résonance

pour une maille carrée (Ziada et al. 1989)

Figure A.10 – Paramètres de résonance selon les arrangements de faisceau

Pettigrew et Taylor (2003b) ne donnent pas de méthode de prédiction de la
susceptibilité du système à la résonance acoustique par le calcul de la réponse du
tube, ils y préfèrent l’utilisation des paramètres Gt et Gc.

Païdoussis (1982) rappelle les propositions d’indications empiriques de
plusieurs auteurs, en fonction de l’arrangement des tubes : par exemple, le critère
de départ en résonance suivant :

Up

faD
> 2(

L
D

− 0, 5) (A.30)

où fa est la fréquence propre acoustique de la structure, L est le pas longitudinal du
faisceau. Mais les critères ne sont pas universels, et peu de comparaisons croisées
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ont été effectuées pour éprouver leur efficacité. Païdoussis conclut que dans le cas
d’une résonance acoustique inévitable, l’installation de déflecteurs est nécessaire
pour désaccorder acoustiquement le système. Il est aussi possible de casser la pério-
dicité de l’arrangement des tubes (en en enlevant par exemple, ou en utilisant un
pas longitudinal non uniforme).

A.2.4 Modèles pour l’instabilité fluide-élastique

L’instabilité fluide-élastique faisant partie des phénomènes les plus destruc-
teurs pour un faisceau de tubes, un grand nombre d’études a été mené dans le but
de développer des modèles se rapprochant au mieux des conditions d’exploita-
tion des générateurs de vapeur, et de prédire la réponse des tubes du faisceau.
Cependant, les modèles développés, si nombreux soient-ils, ne semblent pas laisser
émerger un seul et unique modèle fiable pour la prédiction.

Pettigrew et Taylor (1991) distinguent deux manières d’aborder le pro-
blème. D’abord, certains auteurs cherchent à mieux comprendre le mécanisme
d’instabilité fluide-élastique. Pour cela, ils travaillent sur des faisceaux de tubes
très bien définis, le plus souvent en écoulement d’air pour des raisons de simplic-
ité, avec un seul tube flexible au sein d’un faisceau de tubes rigides, un amortisse-
ment ajouté de façon artificielle, et avec des conditions de support bien définies. La
seconde approche consiste à chercher à fournir des indications claires de dimen-
sionnement pour l’application industrielle. Dans ce cas, les études sont menées sur
des échangeurs réalistes, c’est-à-dire en écoulement liquide ou diphasique, avec des
conditions de support multiples, et une installation à grande échelle. Un problème
émerge de ces deux visions : la première fournira des résultats parfois éloignés de
la réalité, donc non applicables au niveau industriel, tandis que la seconde, si ses
données permettent de dimensionner les échangeurs en évitant les instabilités, ne
permettra pas de fournir un modèle précis du système.

Tous les auteurs s’accordent aujourd’hui pour affirmer l’importance primor-
diale d’un paramètre masse-amortissement dans le mécanisme d’instabilité fluide-
élastique. Ce paramètre n’est rien d’autre que le nombre de Scruton. Nous rap-
pelons qu’il est défini comme :

2πζm

ρD2 (A.31)

avec les notations de Pettigrew et Taylor (2003a), ou δm
ρD2 par Païdoussis (1982) et

Price (1995) par exemple, où δ est le décrément logarithmique de l’amortissement,
avec ζ = δ

2π . En plus de ce paramètre masse-amortissement, beaucoup d’autres
paramètres entrent en jeu, comme la masse réduite, le confinement des tubes, le
nombre de Reynolds, les effets de turbulence en amont (Feenstra et al. 2003, Paï-
doussis 1982, Pettigrew et Taylor 1991) ... Depuis les années 1960, les auteurs ont
cherché à déterminer tous les paramètres intervenant et à les quantifier.

Trois grandes tendances ressortent des campagnes expérimentales menées :
premièrement, selon que les mesures sont effectuées avec un seul tube flexible au
sein d’un faisceau de tubes fixes ou avec tous les tubes flexibles, la vitesse de dé-
part en instabilité diffère. Toutes les études ont montré que la vitesse critique est
plus faible pour un faisceau entièrement flexible que pour un seul tube flexible.
Païdoussis (1982), rassemblant des études fondamentales de Zdravkovich (1981),
relève en effet que l’amplitude d’un tube est moindre s’il est le seul à être flexi-
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ble, et très importante si tous les tubes de son faisceau sont laissés flexibles aussi.
De plus, les tubes des premiers rangs sont moins susceptibles de vibrer que ceux
des rangs suivants. Pettigrew et Taylor (1991) évoquent une grande différence entre
les vitesses critiques des deux cas (un seul tube flexible / tous les tubes flexibles)
dans le cas d’un écoulement diphasique, ce qui est dû au fait que le comportement
de la vitesse réduite en fonction du coefficient masse-amortissement est différent.
Globalement, Pettigrew et Taylor constatent qu’il est plus "conservatif" (c’est-à-dire
plus sûr en terme de dimensionnement) de considérer que tous les tubes sont flex-
ibles, puisque le départ en instabilité fluide-élastique est, dans ce cas, observé pour
des vitesses plus faibles.

D’autre part, augmenter la turbulence en amont permet aussi d’augmenter
la valeur de la vitesse critique, par exemple par la mise en place de turbulateurs
dont les axes sont perpendiculaires aux axes des tubes en amont du faisceau (Paï-
doussis 1982).

Enfin, comme l’ont montré nombre d’auteurs, citons par exemple Chen et
Jendrzejczyk (1981), le fait de "désaccorder" progressivement les tubes (du premier
rang jusqu’au dernier) permet de stabiliser le système et de retarder le départ en
instabilité, même si cette pratique semble plus efficace en théorie qu’en pratique.

Les modèles existants pour traiter le départ en instabilité fluide-élastique,
dont la finalité est l’évaluation de la vitesse critique de départ en instabilité, sont
très nombreux et divergent parfois, mais Price (1995), en proposant une revue très
fournie des différents modèles existants, note les points de convergence entre eux.

Un premier modèle semi-analytique a été développé par Roberts en 1962

(Roberts 1962) pour les faisceaux de tubes sujets à des écoulements transversaux.
Ce modèle est dénommé modèle de changement alternatif de jet : il suppose qu’un
écoulement de jet est présent entre deux tubes adjacents du faisceau, et qu’à l’ar-
rière de l’un des tubes, la longueur de recirculation est courte, tandis qu’à l’ar-
rière de l’autre tube, la longueur de recirculation est longue. Cette configuration a
mené Roberts à expliquer le caractère hystérétique de l’évolution du coefficient de
pression, et donc le changement brutal mais non instantané, de la direction du jet
interstitiel. Roberts donna une première estimation de la valeur de la vitesse seuil
à partir de laquelle ce mécanisme se mettait en place. Cependant, différentes ap-
proches sont maintenant préférées à celle de Roberts, elles sont détaillées par Price
(1995) et nous en reprenons l’essentiel ci-après.

A.2.4.1 Approches quasi-statiques

Cas d’un écoulement monophasique

Une étude quasi-statique signifie qu’à n’importe quel instant, les caractéris-
tiques dynamiques d’une structure dans un écoulement sont considérées être celles
de la même structure stationnaire dont la configuration est égale à la configuration
actuelle instantanée. Les forces fluides dépendent d’une déviation par rapport à un
état de référence de l’écoulement stationnaire. Ainsi, un nouveau type de modèle
a vu le jour avec l’analyse de Connors (1970) : ce dernier a développé un modèle
quasi-statique semi-empirique en étudiant une rangée de tubes avec un rapport
P/D = 1, 41, et en déplaçant les tubes voisins d’un tube sur lequel les forces étaient
relevées. Connors obtint la relation suivante, donnant la vitesse critique Uc de dé-
part en instabilité :
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Uc/ f D = 9, 9
( mδ

ρD2

)1/2 (A.32)

Cette équation a été par la suite utilisée par de nombreux auteurs, et même, comme
le fait remarquer Païdoussis (1982), pour des configurations qui ne correspondaient
pas du tout à celle dont est issue cette formule (par exemple, des faisceaux com-
prenant plusieurs rangées de tubes). Blevins (1974) a ensuite formulé mathéma-
tiquement le modèle de Connors, en l’améliorant et en tenant compte des effets dûs
à l’amortissement. Cependant la formule de Connors a subsisté, avec la généralisa-
tion suivante :

Uc/ f D = K
( mδ

ρD2

)b (A.33)

où b = 0, 5 et K est la constante de Connors : maintes études ont été menées afin de
déterminer sa valeur optimale. Par exemple, Pettigrew et Taylor (2003b) ont choisi
cette formulation pour prévenir les instabilités. Leur critère de dimensionnement
est donc :

{
Up/Uc < 1, 0
K = 3, 0

Pettigrew et Taylor (2003a; 1991) ont validé leur choix de K = 3, 0 par la réunion
de diverses études rassemblant un grand nombre de configurations de faisceaux.
Pettigrew et Taylor proposent une approche pragmatique permettant de clarifier la
situation en confrontant environ 300 points issus d’études différentes. La difficulté
a résidé dans l’adaptation de ces données entre elles. La définition de la vitesse
critique a déjà été discutée ; viennent s’y ajouter la définition de l’amortissement
et de la fréquence propre d’un cylindre : selon qu’ils ont été définis en air, en
fluide stagnant, ou en écoulement, la formule de la vitesse critique est modifiée.
La volonté n’étant pas d’être trop conservatif et de choisir une borne inférieure
absolue, et comme les données rassemblées sont assez dispersées (voir figure A.11),
le choix effectué par Pettigrew et Taylor a été de garder au moins 90% des points au-
dessus de la valeur choisie de K. La validité de ce choix de paramètre est confortée
par la large échelle de valeurs du paramètre masse-amortissement, ainsi que la
variété des études couvertes : certaines sont menées avec des cylindres très amortis,
ou très peu, en écoulements liquides ou gazeux, à faible ou haute pression. Par
ailleurs, Pettigrew et Taylor (1991) n’ont pas fait le choix de retenir le rapport P/D
comme paramètre significatif du départ en instabilité, puisque son influence n’est
pas systématique.
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Figure A.11 – Calcul de la vitesse critique de départ en instabilité fluide-élastique en fonction du
paramètre masse-amortissement (Pettigrew et Taylor 1991)

Deux ans plus tard, Pettigrew et Taylor (2003b) proposent un paramètre plus
conservatif, correspondant au choix effectué dans l’industrie nucléaire : ils pré-
conisent un rapport Up/Uc < 0, 75. Ils rappellent aussi l’importance de la prise en
compte de l’amortissement fluide dans le cas d’un écoulement liquide (Pettigrew et
Taylor 1991) . Pour eux, il tient une part importante dans la garantie de la stabilité
du système pour les vitesses sous-critiques.

D’autres variantes de la formule (A.33) ont été proposées, notamment
avec un exposant b différent de 0, 5. Dans ce cas, le couple (K, b) varie en fonc-
tion de la configuration du faisceau. D’autres variantes encore plus sophistiquées
existent, détaillées par exemple dans les travaux de Pettigrew et Taylor (1991).
Lever et Weaver (1986a) ont notamment proposé l’introduction d’une fonction F
de plusieurs paramètres comme le nombre de Reynolds, le rapport P/D, la confi-
guration du faisceau, le niveau de turbulence, etc. :

Uc/ f D = F
(2πζm

ρD2

)b (A.34)

F peut être obtenue de façon expérimentale ou analytique.

Cas d’un écoulement diphasique

Dans le cas d’un écoulement diphasique, un certain nombre de paramètres
diffèrent, comme l’amortissement (Pettigrew et Taylor 1991, Païdoussis 1982), la
densité et la vitesse (Feenstra et al. 2003). Feenstra et al. (2003) ont effectué des es-
sais pour un écoulement diphasique sur un faisceau de tubes. Pour cet écoulement,
ils ont choisi de calculer la vitesse selon deux méthodes différentes, qui prennent
toutes les deux en compte le caractère diphasique de l’écoulement. La première
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fournit une vitesse équivalente VEQ basée sur le calcul des énergies cinétiques des
deux phases, et la seconde donne une vitesse interfaciale Vi qui suit les caractéris-
tiques physiques de l’interface liquide/solide.

VEQ =
√

(εgρgUg
2 + (1 − εg)ρlUl

2)/ρ̃ (A.35)

où εg est la fraction de vide qui pondère les énergies cinétiques de la phase gazeuse
(indices g) et de la phase liquide (indices l), et ρ̃ est la masse volumique du mélange
supposé homogène.

Vi = 0, 73(UgS + UlS) +
√

gDe(ρl − ρg)/ρl (A.36)

où UgS et UlS sont les vitesses interfaciales du gaz et du liquide, et De = 2(P − D)
est un diamètre équivalent. Avec ces deux méthodes, Feenstra et al. obtiennent une
très bonne corrélation avec la formule de Connors prise pour K = 3, 0. D’autre
part, ils montrent de façon intéressante que, contrairement à la méthode consistant
à utiliser une vitesse d’écoulement homogène, lors du passage d’un régime à bulles
à un régime intermittent, aucun changement notable de la stabilité du système n’est
observé.

Pettigrew et Taylor (2003a) restent plus prudents et préconisent d’éviter tout
régime intermittent en écoulement diphasique. Dans ce cas, ces auteurs valident
eux aussi la formule de Connors avec K = 3, 0 pour le cas diphasique, pour des
échangeurs dont le pas du faisceau est P/D > 1, 47, ce qui est généralement le
cas pour des échangeurs utilisés dans les milieux industriels. Cette validation est
illustrée par la figure A.12.

Figure A.12 – Calcul de la vitesse critique de départ en instabilité fluide-élastique en fonction du
paramètre masse-amortissement pour un écoulement diphasique (Pettigrew et Taylor 2003a)

Dans le cas d’un faisceau où le pas est P/D < 1, 47, Pettigrew et Taylor (2003a)
recommandent de rabaisser la valeur K en suivant la corrélation suivante :
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K = 4, 76(P/D − 1) + 0, 76 (A.37)

A.2.4.2 Approches quasi-stationnaires

Une autre approche est la théorie quasi-stationnaire : dans ce cas, quelle que
soit la date, les caractéristiques dynamiques d’une structure en mouvement dans
un écoulement sont supposées égales aux caractéristiques de la même structure
en mouvement à vitesse constante, où cette vitesse est égale à la vitesse actuelle
instantanée. Les forces fluides dépendent de la configuration de la structure et
sont proportionnelles à son mouvement. Price et Païdoussis ont développé cette
méthode tout au long des années 1980.

Il est nécessaire, dans ce cas, de redéfinir les coefficients des forces fluides,
en fonction des déplacements apparents des tubes voisins (Price 1995). Au cours de
leurs études, Price et Païdoussis ont déterminé une formule donnant la vitesse cri-
tique de départ en instabilité. L’intérêt ici n’étant pas de détailler toutes les formules
existantes, mais de faire apparaître les éléments déterminants dans la définition de
cette vitesse, et on note que ces études ont révélé l’importance cruciale du retard
de l’écoulement à l’approche des tubes. Comme l’écoulement ralentit à l’approche
d’un obstacle, il arrive avec un certain retard par rapport à la date prévue en cas
d’écoulement à vitesse constante. Cet effet a son importance dans un faisceau de
tubes où de faibles déplacements des tubes engendrent un grand changement dans
les forces fluides.

A.2.4.3 Approches instationnaires

Cette méthode consiste, elle, à considérer que les forces fluides instation-
naires s’exerçant sur une structure sont les mêmes que celles s’exerçant sur la même
structure en mouvement oscillatoire périodique. Dans ce cas, les composantes des
forces fluides sont fonction du déplacement de la structure, des vitesses et des ac-
célérations. Comme le souligne Price (1995), l’espoir d’une approche instationnaire
réside dans le fait que “la clef de l’obtention de bonnes simulations du comportement vi-
bratoire des faisceaux de tubes réside dans la capacité à la prédiction des forces fluides insta-
tionnaires”. Cependant, la nature visqueuse de l’écoulement ainsi que l’interaction
complexe entre les cylindres du faisceau, l’obtention de ces forces instationnaires
pour un cylindre au sein du faisceau reste très difficile. L’expression de la vitesse
critique montre alors une dépendance de cette vitesse aux coefficients des forces
fluides (Chen 1983a).

Chen (1983a) montre aussi que même si le mécanisme d’instabilité dépend
d’une combinaison des phénomènes de contrôle par l’amortissement et par la
raideur, pour une grande vitesse de pas inter-tubes, la vitesse de vibration du cylin-
dre est négligeable face à Up, et donc l’amortissement dépendant de la vitesse est
lui aussi négligeable. De même, pour une faible vitesse d’écoulement, la vitesse de
vibration du cylindre est du même ordre de grandeur que Up et le terme d’amor-
tissement dépendant de la vitesse est dominant. Cette affirmation est cependant
dépendante de la configuration du faisceau, car dans certains cas, ce peuvent être
les effets de la raideur qui sont la cause de l’instabilité, ceci pour toute la gamme
de vitesses Up considérée.

Tanaka et Takahara (1980; 1981) ont mesuré les forces fluides exercées sur
un faisceau de tubes rangés en blocs de 3 lignes et 4 colonnes, en tenant compte,



A.2. L’analyse vibratoire au sein des faisceaux tubulaires 215

pour un tube donné, des effets des forces subies par les tubes qui lui sont directe-
ment voisins. Ainsi, ils ont proposé un modèle d’étude de la stabilité de ce bloc de
tubes grâce à un problème aux valeurs propres classique qui peut être résolu par
méthode itérative. La figure A.13 indique la limite de stabilité obtenue, en présen-

tant la grandeur
Uc
f D

en fonction de
mδ

ρD2 . Cette limite de stabilité contient une

discontinuité, qui délimite deux comportements différents. En-deçà de la limite,
l’écoulement est purement transversal. Au-delà, par contre, la composante longitu-
dinale de la vitesse de l’écoulement est significative : ceci montre une fois de plus
que les instabilités peuvent avoir différentes causes.

Figure A.13 – Limite de stabilité théorique pour l’instabilité fluide-élastique d’un faisceau de tubes
en arrangement carré en ligne, avec P/D = 1.33 : résultats de Tanaka et Takahara (1980; 1981)
avec — δ = 0.01, – – δ = 0.03, . . . δ = 0.1

Par ailleurs, comme d’autres auteurs par la suite avec d’autres méthodes
(Lever et Weaver 1986b), Chen (1983b) a montré l’existence théorique de plusieurs
bornes d’instabilité pour de faibles valeurs du coefficient de masse-amortissement.
Dans la pratique, une limite de stabilité est dessinée. Les exemples de la prédiction
de Chen (1983b) et des résultats de Lever et Weaver (1986b) sont présentés en figure
A.14(a) et A.14(b) respectivement.
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(a) (b)

Limites théorique de stabilité Limites théorique de stabilité

prédite par Chen (1983b). obtenue par Lever et Weaver (1986b).

Les pointillés montrent la solution analytique, Les pointillés montrent la solution théorique,

la ligne pleine montre la solution pratique de stabilité la ligne pleine montre la solution pratique de stabilité

Figure A.14 – Existence théorique de plusieurs bornes d’instabilité (a) selon Chen (1983b), (b)
selon Lever et Weaver (1986b) : vitesse réduite en fonction du paramètre masse-amortissement

Chen a déterminé différentes formules de la vitesse critique en fonction du
paramètre masse-amortissement, dans le cas d’un faisceau à pas régulier de P/D =
1, 33 :







Uc
f D = 3, 4

( mδ
ρD2

)0,18 pour 0, 01 < mδ/ρD2
< 0, 5

Uc
f D = 4, 0

( mδ
ρD2

)0,41 pour 0, 5 < mδ/ρD2
< 3, 5

Uc
f D = 7, 6

( mδ
ρD2

)0,42 pour 3, 5 < mδ/ρD2

où m, f et δ sont définis dans le vide.
Pour les modèles instationnaires où les forces fluides sont mesurées directe-

ment (comme dans les modèles proposés par Chen (1983b) et Tanaka et Takahara
(1980) par exemple) les résultats obtenus sont très proches des résultats expérimen-
taux. Cependant, Price (1995) rappelle le coût colossal que représente le dispositif
expérimental requis pour obtenir les coefficients des forces fluides instationnaires.
C’est la raison pour laquelle un grand nombre de résultats sont obtenus pour seule-
ment une ou deux rangées de tubes, ce qui n’est pas forcément représentatif des
cas réels. Il reste que ces modèles auront permis d’accéder à des informations es-
sentielles sur la mise en place d’instabilités au sein des faisceaux tubulaires.

A.2.4.4 Modèles de fluide parfait

Certains auteurs ont proposé, étonnamment, de travailler en modèle de flui-
de parfait. En effet, comme l’évoque Price (1995), certains assemblages de faisceaux
de tubes sont très denses et la compacité est donc élevée. Ceci est vrai notamment
dans le cas des faisceaux en arrangement triangulaire normal. Dans ce cas, le sillage
est très réduit et, si il a lieu, le détachement tourbillonnaire est restreint à une
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zone d’épaisseur de taille négligeable. C’est pourquoi l’idée a été émise de traiter
l’écoulement comme celui d’un fluide non visqueux. Price rappelle les différents
travaux qui se sont basés sur cette méthode. L’idée est d’approcher le potentiel de
vitesse par un développement en série dont tous les coefficients sont obtenus par la
connaissance des conditions aux limites (notamment la condition d’imperméabilité
à la surface du cylindre). Une fois le potentiel de vitesse connu, on résout l’équation
de Bernoulli dans sa forme instationnaire pour obtenir la distribution de pression.
Ainsi, il est possible d’accéder aux forces fluides exercées sur la paroi des tubes.

Price (1995) conclut que, quel que soit le choix de la méthode et notamment
le choix de la série employée, les résultats prêtent à penser que les modèles de fluide
parfait ne conviennent pas à l’étude de la mise en place d’instabilités vibratoires
sous écoulement transversal.

A.2.4.5 Modèles semi-analytiques instationnaires

Le modèle choisi par Lever et Weaver (1986a;b) est un modèle semi-
analytique. En effet, il se base sur des observations expérimentales puis, grâce à
des hypothèses sur l’écoulement, une équation du mouvement d’un cylindre est
obtenue :

lmÿ +
[
ζ +

1
2

CDρDlUg − F0sinθ0/(ωy0)
]
ẏ + (k − F0cosθ0/y0)y = 0 (A.38)

où l est la longueur du cylindre, m et ζ la masse et l’amortissement linéiques
mesurés en fluide stagnant, F0sinθ0/(ωy0) et F0cosθ0/y0 sont respectivement les
termes d’amortissement et de raideur fluides.

Dans leur modèle, la condition de stabilité est perdue lorsque l’amortisse-
ment total est nul. Une formule donnant la vitesse critique de départ en instabilité
est établie, prenant en compte le coefficient de résistance fluide dans le faisceau,
le coefficient de traînée, les positions d’attachement et de séparation des lignes de
courant, et le retard de phase entre le mouvement du cylindre et les forces fluides.
La courbe de limite en stabilité est disponible en figure A.14(b).

La principale difficulté de ce modèle (développé et modifié par bien
d’autres auteurs, par exemple Price (1995) ou Price et Païdoussis (1984)) réside dans
la détermination de la fonction de retard entre les forces fluides et le mouvement
du cylindre.

Pour que la prédiction de la réponse vibratoire d’un faisceau de tubes
soit relativement représentative du mouvement complexe que représente ce sys-
tème, Pettigrew et Taylor (2003b) recommandent un calcul des formes modales et
des fréquences propres pour un nombre de modes au moins égal au nombre de
tronçons d’un tube. Ils proposent ainsi une autre approche semi-analytique, pour
un écoulement non uniforme le long du tube. Le calcul s’effectue en deux temps :

– dans un premier temps, les caractéristiques en vibrations libres du tube sont
calculées (formes modales et fréquences propres) ;

– dans un second temps, une analyse en vibrations forcées est menée, afin de
prédire les réponses du faisceau aux excitations turbulentes, au phénomène
de détachement tourbillonnaire, et les grandeurs critiques de départ en insta-
bilité fluide-élastique. Pour cette seconde partie en vibrations forcées, l’opéra-
teur se base sur les grandeurs (vitesse, densité, etc.) adaptées au calcul d’é-
coulement dans un faisceau de tubes.
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Afin de prédire la réponse d’un tube, l’hypothèse est faite que les grilles inter-
médiaires sont articulées avec les tubes, ce qui permet d’effectuer une analyse vibra-
toire linéaire. Les conditions de contact diffèrent selon les générateurs de vapeur,
mais on peut généralement considérer que le contact est constitué d’une liaison
rotule au niveau de ces grilles, même si, en réalité, il existe toujours un jeu entre
le tube et la grille. En effet, ce jeu permet d’une part de faciliter l’assemblage du
faisceau, et d’autre part, d’autoriser la dilatation thermique du tube. Le diamètre
du jeu entre le tube et le support est fixé, dans le cas d’échangeurs nucléaires, à 0.38
mm, ce qui est largement supérieur à l’amplitude du mouvement du tube observé
à ce niveau, pour un générateur bien dimensionné.

Cependant, il est très difficile de réunir les conditions pour qu’aucun choc
entre le tube et son support ne soit relevé : très souvent, les tubes, à cause de leur
longueur et de leur nombre, sont décentrés. Pettigrew et Taylor (2003a) montrent
que la probabilité pour qu’il n’y ait aucun point de contact entre le tube et son
support est inférieure à 1% ! Il est donc raisonnable de considérer des conditions
de type appui ponctuel ou rotule au niveau des grilles de maintien.

Si l’espace entre les tubes et les grilles est trop important, cette hypothèse
n’est plus vérifiée, et les supports ne sont plus considérés comme efficaces. Cette
inefficacité apparaît lorsque les tubes sont sujets à la corrosion, ou à un procédé
chimique de nettoyage d’une partie encrassée. Si ces événements sont prévisibles,
ils sont à prendre en considération lors de l’analyse de la réponse vibratoire du
faisceau.

Pettigrew et Taylor (2003b) expriment la réponse vibratoire d’un tube y(x, t)
à une distribution de force g(x, t) pour tout point situé à l’abscisse x le long du tube
et quel que soit le temps t en fonction des coordonnées généralisées qi(t) :

y(x, t) =
n

∑
i=1

φi(x)qi(t) (A.39)

avec φi(x) la forme modale du ième mode, et n le nombre de modes utilisés dans
cette analyse. Les hypothèses sur le système mécanique sont les suivantes : l’amor-
tissement est supposé faible, ce qui permet de considérer que les modes sont dé-
couplés, même lorsque l’amortissement est pris en compte. À partir des équations
de Lagrange, l’équation du mouvement pour le ième mode d’un tube est définie
comme :

q̈i(t) + 2ωiζi q̇i(t) + ωi
2qi(t) =

∫ l

0
g(x, t)φi(x)dx (A.40)

où ζi est le coefficient d’amortissement, l est la longueur du tube et ωi est la pulsa-
tion du ième mode propre. Les modes propres sont normalisés selon la formule :

∫ l

0
mφi

2(x)dx = 1 (A.41)

m est la masse linéique totale. Ayant connaissance de la masse, de l’amortissement,
des abscisses des supports et de la rigidité en flexion du tube, le système d’équa-
tions de type (A.40) permet de déterminer la réponse du système à différentes
formes de distributions de forces. Des hypothèses supplémentaires comme l’unifor-
mité de la distribution de masse, des conditions aux limites homogènes, continuité
au passage des grilles intermédiaires, etc. peuvent être formulées.
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Un critère de stabilité fluide-élastique est alors déterminé par le calcul, pour
le ième mode, d’une vitesse critique effective à laquelle apparaît l’instabilité. Petti-
grew et Taylor (2003b) donnent une expression de la vitesse critique Uci de chaque
mode :

Uci = K
[

2πζi

D2ρ
∫ l

0
u2(x)r(x)φi

2
(x)

]1/2

(A.42)

La vitesse non uniforme est représentée par Uci(x) = Uciu(x), de même que la
densité dépendante de x : ρ(x) = ρr(x).

Un modèle du même type est défini dans l’article de Price (1995), pour le cas
des écoulements tridimensionnels. L’expression de la vitesse critique de départ en
instabilité est de la même forme que (A.42). D’autres auteurs ont poussé l’étude en
prenant en compte l’existence de différents modes de vibrations pour un faisceau
dont les tubes sont maintenus par des grilles (présence de tronçons de tubes).

Païdoussis (1982) s’intéresse lui aussi au cas des tubes d’un générateur de
vapeur comprenant plusieurs grilles-supports, et dont les tubes sont très confinés.
Dans ce cas, Païdoussis rappelle qu’au lieu du premier mode d’excitation vibra-
toire, cela peut être un des modes suivants qui se voit être excité en priorité. Il est
donc nécessaire de considérer les fréquences propres de tout le système. Pour un
fluide dense, le couplage hydrodynamique entre les tubes est indéniable. Alors, le
mouvement d’un cylindre va accélérer le fluide, qui va créer un champ de pression
autour des cylindres adjacents, qui vont se mettre à vibrer eux aussi. Une con-
séquence importante de ce phénomène est que si la structure est un cylindre seul
sous écoulement, on comptera une fréquence propre associée au premier mode,
une fréquence propre associée au second mode, et ainsi de suite. Par contre, pour
un système de Nt cylindres dans un écoulement de fluide dense, on comptera Nt

fréquences propres associées au premier mode, dont les valeurs seront situées aux
alentours de la valeur unique pour le cylindre seul. Il en est de même pour les
modes propres suivants.

Si le nombre de tubes Nt est grand, il est nécessaire d’avoir recours à une
méthode dite d’"homogénéisation" pour déterminer les fréquences propres (Broc
et Sigrist 2006). Enfin, Païdoussis (1982) mentionne la difficulté encore actuelle
de compréhension du mécanisme de couplage hydrodynamique dans le cas d’un
écoulement diphasique.

A.2.5 Conclusion

Ainsi, nous avons pu constater la multitude de modèles utilisés pour ten-
ter de prévoir les situations à risques, sur le court ou le long terme, de vibrations
de tubes sous l’effet de l’écoulement. De même, on remarque la présence quasi-
intrinsèque de valeurs empiriques dans la construction de ces modèles, qui ont
fait leurs preuves en termes de robustesse et d’efficacité. Aujourd’hui encore, des
études expérimentales en laboratoire ou dans l’industrie sont menées afin de tou-
jours mieux comprendre ces mécanismes (Khalifa et al. 2010, Mahon et Cheeran
2010, Ricciardi et al. 2010, Wang J. 2010) Il apparaît maintenant essentiel, en plus
de la poursuite de ces études expérimentales, de s’intéresser à la modélisation
numérique des mécanismes de vibrations sous écoulement.
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A.3 Description des calculs effectués par Code_Saturne dans

la phase de prédiction

Chaque terme est intégré sur chaque volume de contrôle Ωi défini par la
méthode des Volumes Finis, avec i = 1, ..., n où n est le nombre de volumes de
contrôle. On note Sij = ∂Ωi ∩ ∂Ωj l’interface entre deux volumes voisins et Sbik

la ième face de bord de ∂Ωi ∩ ∂Ω, c’est-à-dire la face de bord du domaine Ωi qui
coïncide avec le bord du domaine fluide Ω (voir figure A.16).

A.3.1 Le terme de convection

Dans l’équation (2.8), le terme de convection discrétisé sur toutes les faces
de bord des volumes de contrôle devient :

∑
j∈Vois(i)

[

(ρuij)
n · Sij

]

un+1
f ac,ij + ∑

k∈γb(i)

[

(ρubik
)n · Sbik

]

un+1
f acb,ik (A.43)

avec :
⊲ Vois(i) est l’ensemble des cellules voisines du volume de contrôle i ; γb(i) est

l’ensemble des faces de bord voisines de Ωi.
⊲ (ρuij)

n · Sij et (ρubik)
n · Sbik

sont les flux de masse sur les faces internes et les
faces de bord.

⊲ un+1
f ac,ij et un+1

f acb,ik représentent les valeurs de la vitesse aux faces (internes et
de bord, respectivement). Ces valeurs sont inconnues et doivent être évaluées
en fonction des inconnues calculées aux centres des cellules. Pour cela, trois
schémas sont disponibles : un schéma décentré amont d’ordre 1 (upwind)
ou deux schémas d’ordre deux (centré et décentré amont). La gestion des
non orthogonalités du maillage pour le calcul des gradients se fait avec une
méthode itérative de reconstruction des gradients.

A.3.2 La partie diffusive

Dans l’équation (2.8), le terme contenant la diffusion défini sous sa formu-
lation continue sur un volume de contrôle par

∫

∂Ωi

∇un+1
f · ndx (A.44)

est également discrétisé à partir des valeurs sur les faces, comme suit :

∑
j∈Vois(i)

µ
un+1

f J′ − un+1
I′

I′ J′
Sij + ∑

k∈γb(i)

un+1
f acb,ik − un+1

I′

I′ J′
Sbij

I′F (A.45)

avec I′ J′ et I′F les segments définis sur la figure A.16. Dès que le maillage n’est pas
orthogonal, il est nécessaire d’avoir recours à une technique de reconstruction pour
définir ce terme.
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A.4 Actualisation du maillage dans Code_Saturne

L’article de Huvelin et al. (2006) reprend la méthode d’actualisation du
maillage de Code_Saturne : considérant un domaine dont les bords sont mobiles,
chaque noeud de la grille est relié linéairement à deux noeuds situés sur les bords
du domaine, dont le déplacement est connu (voir figure A.15), grâce à la relation :

Xnoeud = αXlimite 1 + (1 − α)Xlimite 2 (A.46)

où X est une position de noeud et α la coordonnée paramétrique.

Figure A.15 – Schématisation de la méthode d’actualisation du maillage

Ainsi, un noeud situé dans le voisinage du bord du domaine a un déplacement
dont la valeur est proche de celle du point situé exactement sur le bord, et, dans
cette zone mobile, les propriétés du maillage sont respectées.



222 A. Annexes

A.5 Extraction du terme de rigidité effective pour un cylin-
dre en oscillations libres

Cette annexe reprend la description de Shiels et al. (2001).
Les oscillations d’un cylindre amorti libre de se déplacer dans la seule di-

rection y sont gouvernées par l’équation suivante :

mÿ + cẏ + ky = Fy (A.47)

avec m la masse du cylindre, c l’amortissement structurel, k la rigidité du ressort
et Fy les efforts de portance. On rappelle maintenant différentes expressions, re-
spectivement la fréquence propre du cylindre dans le vide, puis en eau, et enfin la
masse d’eau déplacée par le cylindre :

f0 =
√

k
m fN =

√

k
m + md

md = ρπ D2

4 L

Afin de pouvoir décrire l’évolution du système de façon à la comparer avec
d’autres résultats de la littérature, il est nécessaire de rendre les équations adimen-
sionnelles. C’est pourquoi nous cherchons à adimensionner l’équation A.47. On
introduit alors les grandeurs adimensionnelles suivantes, basées sur la fréquence
propre dans le vide du cylindre :

y∗ = y
D τ = ω0t CL =

Fy

1/2 ρ U2
∞ d

Ur =
U∞

ω0D η =
ρD2L

2m β = c
2
√

km

où y∗ est le déplacement adimensionnel, τ le temps adimensionnel, CL le coef-
ficient de portance, Ur une vitesse réduite définie à partir de la pulsation propre
dans le vide ω0, η un nombre de masse et β l’amortissement réduit.

On arrive alors à l’équation sans dimensions suivante :

dy∗2

dτ2 + 2β
dy∗

dτ
+ y∗ = CLηU2

r (A.48)

Un autre choix est de travailler avec les fréquences propres plutôt qu’avec les
pulsations, ce qui entraîne la définition d’une nouvelle vitesse réduite U′

r = 2πUr

et d’un nouveau temps adimensionnel τ′ = τ
2π . D’autre part, on peut choisir de

faire apparaître la masse d’eau déplacée au numérateur du nombre de masse η,
ce qui permet d’introduire le rapport de masse m∗′ = m

md
: η = 2

πm∗′ . On obtient

alors :

dy∗2

dτ′2 + 4πβ
dy∗

dτ′ + 4π2y∗ =
2CL

πm∗′ U
′2
r (A.49)

Il est à noter que toutes les grandeurs sans dimensions introduites ci-dessus
sont essentielles à la compréhension du phénomène bien précis des vibrations in-
duites par l’écoulement. Cependant, nous adopterons ici des grandeurs adimen-
sionnelles légèrement différentes, puisqu’elles seront basées sur la fréquence pro-
pre en eau du cylindre. En effet, Khalak et Williamson (1999) préconisent ce choix
dès lors que l’on travaille avec une masse du système assez faible. Ils définissent
alors les "vraies" grandeurs réduites suivantes, respectivement la vitesse et l’amor-
tissement :
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U∗ = U∞

fN D ζ = c√

k(m + md)

Shiels et al. (2001), eux, proposent un autre panel de nombres adimensionnels
qui ont comme particularité de permettre de s’affranchir des problèmes de domaine
de définition des paramètres précédents dans les cas extrêmes où l’on choisit de
travailler avec une masse et/ou une rigidité nulle :

t∗ = tU∞
D m∗ = m

1/2 ρ D2 L
c∗ = c

1/2 ρ U∞ D L k∗ = k
1/2 ρ U2

∞ L

Ainsi, on obtient finalement l’équation sans dimensions suivante, ne faisant pas
intervenir la pulsation de l’oscillateur, et à partir de laquelle on pourra définir la
rigidité effective utilisée par Shiels et al. :

m∗ dy∗2

dt∗2 + c∗ dy∗

dt∗ + k∗y∗ = CL(t∗) (A.50)

Nous travaillons avec un système mécanique non amorti, donc nous pouvons
négliger le terme en amortissement. Shiels et al. ont, eux, travaillé avec une struc-
ture non amortie, c’est pourquoi ils ont aussi négligé ce terme. Ceci permet de
supposer que la réponse du système sera purement sinusoïdale, avec une certaine
amplitude maximale que l’on notera A∗. De même, la réponse des efforts est sup-
posée purement sinusoïdale, et la grandeur CL désigne la valeur maximale du co-
efficient de portance. Ainsi, on peut exprimer y∗ et CL comme :

{
y∗(t∗) = A∗sin(ω∗t∗)
CL(t∗) = CLsin(ω∗t∗)

⇒ (−m∗ω∗2 + k∗)
︸ ︷︷ ︸

A∗sin(ω∗t∗) = CLsin(ω∗t∗)

k∗eff

Ainsi, on retrouve bien le terme de rigidité effective défini par Shiels et al. :
k∗eff = −4π∗2 f ∗2m∗ + k∗, puisque l’on a la relation ω∗ = 2π f ∗. Il faut cependant
être très attentif et utiliser cette grandeur uniquement dans les cas où l’on a une
réponse parfaitement sinusoïdale, c’est-à-dire des cas où l’amortissement structurel
est négligeable.
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A.6 Description détaillée de l’utilisation des conditions aux

limites périodiques au sein de Code_Saturne

Code_Saturne propose l’utilisation de conditions aux limites périodiques afin
d’éviter de travailler sur un domaine maillé trop important, si celui-ci comporte un
motif répété. Dans le cas de l’étude d’un écoulement autour d’un faisceau tubulaire
de générateur de vapeur, cette option semble être très intéressante, d’autant plus
lorsque l’on sait que le nombre de tubes comportant un faisceau peut être très
important.

Il est possible de définir des conditions de périodicité de deux types : la
rotation ou la translation. Il suffit, dans le premier cas, de fournir l’angle de rota-
tion, la direction et le point invariant, et dans le second cas, les coordonnées du
vecteur de translation. Il est aussi possible de combiner les deux conditions, dans
ce cas, la translation sera appliquée en premier. Le sens de la transformation n’est
pas important puisque les deux sens opposés seront utilisés afin de reconnecter
les faces périodiques. Il est recommandé de spécifier la famille (par une condition
géométrique par exemple) des faces que l’on souhaite rendre périodiques.

La périodicité est compatible avec le parallélisme, ainsi qu’avec des zones
maillées de façon différente (sauf rotation de 180 degrés).

Variable de présence de périodicité : IPERIO = 1. Si IPERIO = 1, les cellules
de bord des cellules adjacentes à une face périodique sont distantes. C’est pourquoi,
lorsque l’on cherche à récolter des informations sur les cellules de bord, il faut
d’abord les chercher sur toutes les cellules n’appartenant pas à la symétrie. Ces
cellules voisines de la périodicité sont stockées dans le "halo". C’est le cas, par
exemple, lorsque l’on souhaite calculer le gradient d’un champ, ou lorsque l’on
souhaite calculer la valeur d’un champ sur une face interne à partir des valeurs de
ce champ sur les cellules de bord. Dans le cas d’un calcul parallèle, il faut donc
d’abord échanger les données entre processus.

Recollement périodique : on choisit un ensemble Σ de faces de bord, que
l’on duplique (ainsi que les arêtes et sommets associés). Cette copie Σ∗ est déplacée
selon le pas de périodicité imposé par l’utilisateur. On garde un lien d’historique
entre Σ∗ et Σ.

On construit ensuite un recollement conforme entre Σ et Σ∗. Ce recollement
déformera légèrement le maillage localement de manière à pouvoir fusionner des
sommets très proches les uns des autres et découpera les faces en vis-à-vis de Σ∗

en sous-faces conformes, dans le cas où les faces périodiques ne le sont pas.
Si nécessaire, on applique ce découpage des faces de Σ∗ à celles de Σ dont

elles sont la copie.
On supprime les entités dupliquées qui n’ont pas participé au recollement.
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A.7 Algorithme utilisé pour mettre en place le débit comme

terme source

Ici est décrit l’algorithme mis en place pour traiter les conditions aux limites
périodiques au sein de Code_Saturne. En effet, comme le domaine pour l’étude de
l’écoulement au sein du faisceau de tube comporte des conditions aux limites pério-
diques sur l’ensemble de la frontière fluide (exceptée la frontière commune avec les
solides), il n’y a pas d’entrée ou de sortie de fluide. Il est donc nécessaire d’imposer
un terme source aux équations de Navier-Stokes qui permettra d’imposer un débit
dans le domaine fluide.

Le terme source que l’on impose correspond à un débit massique que l’on
notera Dcible.

Pour ajouter ce terme source noté TS et permettre au système de converger
vers la valeur imposée, on procède de la façon suivante :

1. ⊲ À l’initialisation, ce terme source est nul. Le débit cible est calculé en fonc-
tion du nombre de Reynolds Re que l’on souhaite imposer à l’écoulement, de
la surface d’entrée §entrée et de la masse volumique du fluide ρ f :

Dcible = ρ f SentréeUp

où Up est la vitesse de pas de référence issue du nombre de Reynolds que
l’on souhaite imposer dans le faisceau de tubes.

2. ⊲ Pour les itérations suivantes, le terme source TS est calculé de la façon
suivante à l’itération n + 1 :







TS = TS + α
2(Dn+1

calc − Dcible)− (Dn
calc − Dcible)

2∆t

TS = VcelluleTS

où α est un coefficient de relaxation permettant d’accélérer la convergence,
Dn+1

calc est le débit calculé à la date courante et Dn
calc le débit calculé au pas de

temps précédent. Dcalc est calculé en faisant la somme des flux de masse pour
chaque cellule de la frontière sur laquelle on souhaite imposer un écoulement
axial ascendant. Vcellule est le volume d’une cellule de cette frontière ; le terme
source est calculé pour chacune d’entre elles.

3. ⊲ Une fois le calcul convergé, c’est-à-dire lorsque le débit imposé et le débit
calculé sont égaux, il est possible d’entamer réellement le calcul de l’écoule-
ment au sein du faisceau. De cette façon, afin d’introduire des instabilités
dans l’écoulement, une première convergence sur la valeur du débit cible est
complétée, puis une fois ce débit atteint, le débit cible est doublé sur un cer-
tain laps de temps (créneau imposé), puis on impose à nouveau la valeur du
débit voulu.
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A.8 Calcul des termes de bords des opérateurs d’ordre 1 et 2

dans Code_Saturne

Lors du calcul des opérateurs d’ordre 1 et 2 des champs étudiés, des coef-
ficients permettant de traiter les termes de bords doivent être spécifiés dans les
routines de calcul de gradients de Code_Saturne. Ces coefficients doivent être ajustés
en fonction de la condition aux limites imposées aux bords concernés.

Le calcul des valeurs aux bords se fait de la façon suivante : si l’on considère
une cellule de bord dont le centre de gravité est I, le centre de la face de bord
considérée est F, et I’ le projeté orthogonal de I par rapport à F (voir figure A.16).

Figure A.16 – Cellule de bord (EDF 2008)

La valeur d’une grandeur sur la face de bord (au point F) est donc évaluée
comme :

uF = A + BuI′ (A.51)

avec A et B les coefficients à déterminer. Donc, le calcul d’un gradient pour une
condition aux limites de Neumann donne, au bord :

uF − uI′

I′F
=

A + (B − 1)uI′

I′F
= fb (A.52)

avec fb le flux imposé au bord. Ce qui permet de définir uF tel que

uF = I′F fb + uI′ (A.53)

Ce qui donne B = 1 et A = I′F fb. Donc, finalement, les conditions aux li-
mites de Neumann sont traitées comme des conditions de Dirichlet. Ceci est dû,
historiquement, au choix qui a été fait lors de l’écriture du calcul du gradient.

Pour des conditions aux limites de Dirichlet, c’est plus simple, on a di-
rectement : B = 0 et A = ub, avec ub la valeur imposée au bord. Concernant les
conditions aux limites de symétrie, celles-ci sont partiellement implicitées pour la
vitesse, ce qui amène à écrire les termes de bord de la façon suivante :

u′(n+1)
Fx

= (1 − ñ2
x)u

(n+1)
I′,x − ñxñyu(n)

I′,y − ñxñzu(n)
I′,z

u′(n+1)
Fy

= (1 − ñ2
y)u

(n+1)
I′,y − ñxñyu(n)

I′,y − ñyñzu(n)
I′,z

u′(n+1)
Fz

= (1 − ñ2
z)u

(n+1)
I′,z − ñxñzu(n)

I′,y − ñyñzu(n)
I′,z
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Et on a des conditions de Neumann homogènes pour la pression sur ces zones.
Ainsi, on calculera les coefficients A et B de la façon suivante (pour le cas du

tube seul) :

Condition Φu, u Φp, p
aux limites

mur A = B = 0 (vitesse nulle à la paroi) A = 0 ; B = 1 (Neumann homogène)
entrée A = 0 ; B = 1 (Dirichlet) A = 0 ; B = 1 (Neumann homogène)
sortie A = 0 ; B = 1 (flux nul) A = 0 ; B = 1 (Neumann homogène)

symétrie valeurs selon la direction : A = 0 ; B = 1 (Neumann homogène)

Ax = Ay = Az = 0 ; Bx = 1, By = 0, Bz = 1
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A.9 Méthode de projection optimale avec opérateurs au pre-
mier ordre

Considérons l’équation suivante :

∆u = f (A.54)

On peut poser :
{ ∇Φ = f

Φ −∇u = 0
(A.55)

Comme pour la formulation éléments finis, on introduit le résidu :

J =
1
2

∫

Ω
(∇Φ − f )(∇Φ − f ) + (Φ −∇u)T(Φ −∇u)dx (A.56)

Dont la variation est :

δJ =
∫

Ω
(∇Φ − f )(∇δΦ) + (Φ −∇u)T(δΦ −∇δu)dx (A.57)

Ceci peut se réécrire sous la forme :
∫

Ω
(∇Φ)∇δΦ + (Φ −∇u)TδΦ − (Φ −∇u)T∇δudx =

∫

Ω
f∇δΦdx (A.58)

Si l’on définit alors les éléments Φ et u comme :

Φ =
N

∑
n=1

bnφn δΦ =
N

∑
n=1

δbnφn

u =
M

∑
m=1

amΨm δu =
M

∑
m=1

δamΨm

(A.59)

On obtient
∫

Ω
(∇Φ)

N

∑
n=1

δbn∇φn + (Φ −∇u)T
N

∑
n=1

δbnφn−

(Φ −∇u)T
M

∑
m=1

δam∇Ψmdx =
∫

Ω
f

N

∑
n=1

δbn∇φndx

(A.60)

Soit encore
N

∑
n=1

[
∫

Ω
(∇Φ)∇φn + (Φ −∇u)Tφndx

]
δbn−

M

∑
m=1

[
∫

Ω
(Φ −∇u)T∇Ψmdx

]
δam =

N

∑
n=1

[
∫

Ω
f∇φndx

]
δbn

(A.61)

Puis, en remplaçant les quantités u et Φ par leurs décompositions respectives
(A.59), on obtient un système classique à résoudre pour ces deux grandeurs. Il est
donc possible d’adapter cette formulation au cas des équations de Navier-Stokes
discrétisées. Le principal avantage de cette écriture est que l’on travaille exclusive-
ment avec des opérateurs du premier ordre en dérivation. Par contre, un léger
inconvénient apparaît : le nombre d’équations est multiplié par deux. Cependant,
comme ce nombre reste faible et que l’erreur de calcul peut être diminuée par cette
méthode, celle-ci peut être parfois plus avantageuse.
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A.10 Méthode de projection optimale à l’ordre deux en temps

Pour écrire la méthode de projection optimale à l’ordre deux, on se base sur
la méthode de Crank-Nicolson. Ainsi, on se place au temps t + δt

2 , indicé n + 1
2 :

un+ 1
2 =

1
2
(un+1 + un) (A.62)

avec n le numéro de pas de temps. Ainsi, le système à résoudre est le suivant :
{

ρ un+1−un

∆t + ρ(un · ∇)un+ 1
2 = −∇pn+ 1

2 + µ∆un+ 1
2

∇ · un+1 = 0
(A.63)

C’est-à-dire qu’il faut résoudre :






2ρun+1 + ∆t
[
(ρ(un · ∇)un+1 +∇pn+1 − µ∆un+1

]
=

2ρun − ∆t
[
ρ(un · ∇)un +∇pn − µ∆un

]

∇ · un+1 = 0

(A.64)

En appliquant l’opérateur divergence à l’équation ci-dessus, afin d’obtenir l’équa-
tion pour la pression, on arrive à :







2ρun+1 + ∆t
[
(ρ(un · ∇)un+1 +∇pn+1 − µ∆un+1

]
=

2ρun − ∆t
[
ρ(un · ∇)un +∇pn − µ∆un

]

∆pn+1 + ρ(un · ∇)un+1 = −ρ(un · ∇)un − ∆pn

(A.65)

C’est l’équation (A.65) que l’on résout avec la méthode de projection optimale.
Matriciellement, on peut écrire :

[
ρ(2 + un∇)− ∆tµ∆ δt∇

ρ(un · ∇) ∆

] [
un+1

pn+1

]

=

[
g(un)
h(un)

]

(A.66)

Avec
g(un) = 2ρun − ∆t

[
ρ(un · ∇)un +∇pn − µ∆un

]

h(un) = −ρ(un · ∇)un − ∆pn (A.67)

en supposant que l’on ne décompose pas le champ instantané en un champ moyen
et un champ fluctuant, afin de simplifier l’écriture. Si l’on décompose les champs
de vitesse et de pression comme suit :







un ≃
N

∑
i=1

an
i Φu

i (x)

pn ≃
Np

∑
i=1

bn
i Φ

p
i (x)

(A.68)

avec Φu et Φp respectivement les modes connus de vitesse et de pression au nombre
de Np et N, on peut écrire, en supposant que Np < N :

Np

∑
i=1

[
((ρ(2 + un∇)− ∆tµ∆), Φu

i ) δt∇Φ
p
i

ρ(un · ∇Φu
i ∆Φ

p
i

] [
an+1

i
bn+1

i

]

+

N

∑
i=Np+1

[
((ρ(2 + un∇)− ∆tµ∆), Φu

i ) 0
ρ(un · ∇Φu

i 0

][
an+1

i
0

]

=

[
g(an)
h(an)

]

+

[

Rn+1
u

Rn+1
p

]

(A.69)
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avec an = {an
1 , an

2 , . . . , an
N}T et bn = {bn

1 , bn
2 , . . . , bn

N}T. Les fonctions g(an) et h(an)
sont définies à partir des fonctions g(un) et h(un).

En considérant les résidus Rn+1
u et Rn+1

p , on définit les deux équations à
résoudre, qui permettent de définir les quantités sur lesquelles on projettera le
système (A.65) :







(Ψu
i , Rn+1

u ) + (ρun · ∇Φu
i , Rn+1

p ) = 0 pour i = 1, ..., N

∆t(∇Φ
p
i , Rn+1

u ) + (∆Φ
p
i , Rn+1

p ) = 0 pour i = 1, ..., Np

(A.70)

Avec Ψu
i =

[
ρ(2+(un · ∇))−∆tµ∆

]
Φu

i pour tout i = 1, ..., N. Cette écriture pourrait
éventuellement améliorer encore la reconstruction de champs de vitesse calculés
avec un code de calcul à l’ordre deux, comme cela peut être mis en place au sein
de Code_Saturne.
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