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CHAPITRE I Introduction

Dans tout ce travail, on s'intéresse a une classe-d'inéquations va-
riationnelles elliptiques, associées a un probléme d'obstacle et dé-
pendant d'un paramétre A : ‘

(1.1) a(u,v-u) > k.er(u) (v-u) dx v € K; u € K.
Q
ol K = { w € Hgl(Q) / w<¥ p.p. sur @ } est le convexe des contraintes
Q est un ouvert borné régulier de RN,
a une forme bilindaire continue coercive sur Hol(Q),
F une non-linéarité réguliére,

Si A désigne 1'opérateur différentiel sous forme divergentielle,
associé & a, ce probléme s'interpréte, avec de la régularité, .comme
un probléme a une phase :

(Ayu) est solution de (1.1)

us¥ p.p. sur Q
<=> Au - A F(u) <0 sur @
(u - ¥)(Au - A F(u)) =0 sur @
u=0 sur 0oQ.
c'est la formulation forte du probléme (1.1).
Si E désigne 1'ensemble de coincidence {u=¥}, on a : Au - A F(u) = 0
sur Q-E, Au < A F(u) sur E , avec les conditions usuelles de transmis-

sion, lorsque la frontiére libre dE est réguliére.
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Le probléme sans contraintes associé a (1.1) s'écrit :
Au = N F(u) sur @, u=0 sur 2Q; i1 a été étudié, de maniére locale ou
globale par de nombreux auteurs avec des non-linéarités variées : ré-

guliéres sur R [C.R], par exemple F(u) el  ou réguliéres sur un
ouvert de R [B.N,M.P], par exemple F(u) = (1-u)-K-k>0 .

On montre que des inéquations du type (1.1), par exemple avec A=-A
F(u)=(1-u)-k k>0 ou F(u)=elU, apparaisent, sous certaines hypothé-
ses, comme limites singuliéres de problémes aux valeurs propres non
linéaires :

-y)m
cau = WMy Q, u=0 sur aQ, =0 [B.N].
e+(1-u)mk
-Au = A 2% el osur @, u=0 sur a9, =0 [Col.

a+la—u|

Ces exemples sont, en particulier, issus de la cinétique enzymatique
ou de la catalyse chimique. Des solutions multiples ont &té mises en
gvidence pour de telles équations non linéaires comme pour les probleé-
mes limites.

Notons, de plus, que des problémes aux valeurs propres non linéai-
res de la forme : Au = A F(u) sur Q, u=0 sur dQ, ou F est discontinue
ont aussi été Atudids [Ch]; u est alors en fait solution d'un probléme
a frontiére libre, qui, dans certains cas, admet une formulation va-
riationnelle de type (1.1). Pour de tels problémes, on montre 1'exis-
tence globale de solutions, mais, a notre connaissance, aucune é&tude
focale n'a été faite.

L'inéquation (1.1) admet, en général, un continuum & non borné de
solutions et plus précisément, pour tout A>0, 1'inéquation (1.1) admet
au moins une solution [Co].
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Des - simulations numériques avec A=-A F(u)=eY, par exemple, ont
montré [Co] que le diagramme de bifurcation d'un continuum € de solu-
tions (A,u) de (1.1) a 1'allure suijvante :

branche inéguation

f
]
mes{u=v} @
[
i
l
I
|
|

~ point de retournement inéquation

=2 point de transition équation-inéauation

A

PO b et s s e e e N e i y,

tut point de retournement éguation

branche équation

v

On note 1'existence d'une branche équation : (A,u) est solution de
(1.1) et Au = A F(u) sur @;

et d'une branche inéquation : (A,u) est solution
de (1.1) et {u=¥}#0.
Ces deux branches sont reliées par un point que nous appelons point de
transition équation-inéquation dont nous donnons, dans la suite de ce
travail, une définition plus précise.
De plus, on constate, numériquement, que des points de retournement
apparaissent sur la branche inéquation.
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Ce travail tend a généraliser aux inéquations, 1'@tude locale clas-
sique faite pour les solutions des équations non lindaires :
- étude locale en un point réguiier (développement selon A)
_ - étude locale autour des points critiques, essentiellement des
points de retournement [C.R].

Cette étude est, en particulier, un premier pas utile pour dévelop-
per dans le cadre des inéquations, des méthodes numériques de suivi
des branches de solutions par continuation.

Le plan de ce travail est le suivant :

Dans le deuxiéme chapitre, nous donnons, tout d'abord, les princi-
pales hypothéses que nous faisons pour &tudier localement les branches
inéquations, puis nous rappelons les résultats classiques sur la
structure locale des solutions des &quations non linéaires de type
(1.3) : Au = N F(u) sur Q, u=0 sur dQ ; au voisinage de points régu-
liers cu de points de retournement [C.R]. L'équation qui régit cette
étude est 1'équation linéarisée de (1.3) en (A,u) sur Q. D'autre part,
aprés avoir rappelé la notion de dérivée conique [H,M,Z], nous donnons
1'inéquation conifiée homogéne, associée & 1'inéquation (1.1) [Co,Coq, .
Co.I,,C0.1] et 1'indquation conifide non homogéne dont les solutions
sont appelées directions coniques [Co,C0;,C0.1,,C0.I]. Ce sont les
principaux outils pour 1'étude locale; ces inéquations conifiées in-
troduites par F. Conrad, étendent le processus de linéarisation du cas
sans contraintes. Elles permettent de classer les solutions (A,u) de
(1.1) en points réguliers ou singuliers.

Le chapitre III, technique, est centré sur un lemme d'inversion d'
opérateurs particuliers, qui interviennent, dans la suite, pour mon-
trer 1'existence de directions coniques ou de développements de solu-
tions.
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Au chapitre IV, on s'intéresse plus particuliérement a 1'étude lo-
cale des solutions de (1.1) au voisinage des points réguliers; essen-
tiellement deux cas se présentent : (A,u) régulier vérifie une certai-
ne condition (I) et le cas "linéaire" régulier que 1'on caractérise.
On montre qu'au voisinage de tels points, i1 existe un développement
de solutions de (1.1) selon A, le terme d'ordre 1 étant la direction
conique [Co.I,,C0,C0.1].

Puis, dans le chapitre V, on prouve, sous certaines hypothéses, 1'
existence d'un développement de solutions autour d'un point singulier
dans le cas "linéaire". Ces hypothéses sont & rapprocher de celles
faites pour les équations [C.R] et sous lesquelles, on a un point de
retournement. Les résultats de ces chapitres représentent un travail
fait en collaboration avec F. Conrad [Co.Iz,Co,Co.I].'

Le point de transition é&quation-inéquation (Ag,ut) peut s'insé-
rer dans le cadre du chapitre IV, on obtient alors quelques propridtés
supplémentaires notamment sur les directions coniques [Co.Ig,Co,Co.IJ.
Une étude plus fine en ce point est faite au chapitre VI . On intro-
duit une nouvelle condition (z"){, plus faible que (z), qui assure
1'existence d'un développement de solutions de (1.1) au voisinage de
(Mt,ug), pour A>hg.

Le chapitre VII est consacré aux solutions maximales et minimales
de (1.1). On rappelle d'abord un procédé de construction et quelques
propriétés de ces solutions; huis en étudiant, notamment, la variation
de 1'ensemble de coincidence le long de la branche maximale, on montre
qu'il existe, en général, un point singulier qui vérifie les hypothé-
ses assurant (chapitre V) 1'existence locale d'un développement de so-
lutions. On note que les conditions () et (Z")¢ sont fortement
liées a des conditions de type stabilité (positivité d'une valeur pro-
pre); de plus des simulations numériques montrent qu'on a un change-
ment de signe au passage d'un point de retournement, parfois méme d'un
point de transition ("échange" de stabilité).

Enfin, en annexe, on donne quelques résultats numériques qui illus-
trent ce travail.
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CHAPITRE II Mise en place des principaux outils pour
1'étude locale des branches de solutions.

Dans ce chapitre, nous donnons, tout d'abord, les hypothéses sous
lesquelles nous nous plagons pour 1'étude locale des branches de solu-
tions de (1.1). Nous rappelons ensuite des théorémes généraux sur la
structure locale des branches de so]utions d'une large classe de pro-
blémes aux valeurs propres non linéaires et nous énoncerons les résul-
tats obtenus pour les solutions de 1'équation (1.3). Enfin nous intro-
duisons le processus de "linéarisation conique” qui est le principal
outil pour 1'étude locale des branches de solutions de {1.1).

II.1 Cadre de 1'étude.

I1.1.1 Hypothéses et notations.

On considére la forme bilinéaire continue symétrique coercive sur
Hol(R) suivante :

4 ou Vav
a(u,v) = 7 faij(x) — (x) = (x) dx.
ij=1vQ %4 3x3j
les ajj étant des coefficients réguliers sur Q,
Q est un ouvert borné régulier de RM (i.e. la frontiére 30 de Q est
au moins de classe C? et Q est localement d'un seul coté de 39.)

On appelle A 1'opérateur du second ordre sous forme divergentielle as-
socié a a :

n
°_ aij.éﬂ 1.

Au - i
ij=1 oax; GXJ'

L'obstacle ¥ est une fonction positive ou nulle sur Q, non identique-
ment nulle, ¥ € L=(Q)NH(Q).
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Ultérieurement, on supposera ¥ quasi-continue pour la capacité asso-
ciée 4 la forme a [A] (c'est & dire : on remplacera ¥ par son repré-
sentant quasi-continu unique a un ensemble de capacité nulle prés c.f
paragraphe I11.3.1). A

Dans tout ce travail, toute notion de capacité (notée parfois cap)

est relative a la forme a.

Enfin, on se donne une fonction f : (x,t) € ox[0,]¥|=] > F(x,t) € R,

bornée, positive, telle que 'F(x,O)éo, t > ka,t) étant croissante,
deux fois dérivable pour tout x € @, f, ft, frt étant de Carathéo-
dory et bornées. On suppose que T admet une extension f sur OxR possé-
dant les mémes propriétés que f; ce qui est vérifié lorsaue f est une
fonction de classe C2 sur [O,|Y\m] indépendante de x, par exemple

?(x,t) = ot

On note F, F', F* les opérateurs de Nemytskii associés a f, f¢,
ft¢ lorsqu'on substitue une fonction u de @ dans R a t :

"F(u)(x) = f(x,u(x)) . F est alors continue de L?(Q) dans L%(Q) et méme
de LP(Q) dans L2(Q) pour tout p>2.

4 . A ,
Dans la suite de ce travail, (,) désigne le produit scalaire usuel
dans L2(Q); ‘ ‘ la norme associée, \ \p la norme usuelle dans
LP(Q) et 1 1 celle de Ho*(Q) : tut? = ‘u|2+ ‘Vulz.

Considérons le probléme d'obstacle suivant, associé a A - A F :
a(u,v-u) > A (F(u),v-u)

(1.1)
¥v EK; uc€kK.

ot K = [ w € Hgl(2) / w<¥ p.p. sur @ }
A est un paramétre réel positif ou nul.

Notation
Soit u € K, on pose C(K,u) = { w € Hol(Q) / 4 w0 : utuw € K }
=u90 p {K-u}

C(K,u) est le cdne des déplacements admissibies dans K & partir de
u; C(K,u) désigne son adhérence dans Hol(Q) fort.
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Remarque II.1

L'inéquation variationnelle (1.1) admet la formulation équiva--
lente :

a(u,z) > A (F(u),z)
{¥ z € C(K,u); u € K.

I1.1.2 Existence de branches de solutions de (1.1).

L'ensemble K = [ w € Ho'(Q) / w<¥ p.p. sur @ }, est un cdne convexe
fermé non vide de Hol(Q): on désigne par Pgx le a-projecteur sur le
convexe K; pour tout v € Hol(Q) Pg[v] est caractérisé par [H] :

a(v;PK[v],w—PK[v]) <0
¥ weK; Pelv] € K.

On désigne par G 1'opérateur de Green de L2(Q) dans Hol(Q) associé a A
avec conditions de Dirichlet homogénes.
L'inéquation (1.1) admet une formulation équivalente en terme de point
fixe :

(1.2)  u = Pg[» GF(u)].
Considérons 1'application T : (A,u) €-R+xH01(Q) > T(A,u) € Hol(Q)
défini par : T(A,u) = u - Pg[A GF(u)]; on montre [Co] que c'est une
application continue et compacte de R*xHyt(Q) dans Hpl(e). En appli-
quant un résultat classique de Rabinowitz [R], on obtient 1'existence
d'un continuum ¥ de solutions (A,u) de (1.1) dans R+XH01(Q), non borné
et contenant (0,0). Plus précisément, on montre que la projection de ¥
sur RT est R* tout entier, ce qui implique que pour tout A>0, 1'iné-
quation (1.1) admet au moins une solution u . De plus, on vérifie que,
pour tout A>0, toute solution u de (1.1) est positive.

Remarque 11.2

Par un procédé itératif, on montrera, [proposition VII.1], que -
pour tout A>0, 1'inéquation (1.1) admet une solution maximale
(pour 1'ordre ponctuel) et une solution minimale.

De plus si AY est une mesure telle que (A¥)~ € LP(Q), p>2, pour tou-
te solution (n,u) de (1.1) on sait [Bre,B.N] que u € H2,P(Q) (car
F(u) € LP(Q)).
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Si ¥ est >0 sur Q et réguliére alors pour tout A0 assez petit, toute
solution de 1'équation associée a 1'inéquation (1.1) :

(1.3) Au = A F(u) sur @, u=0 sur aQ.
est solution de (1.1) car f est bornée sur QxR.

On dit alors que (A,u) est une solution équation de (1.1), c'est a di-
re (A,u) est solution de (1.1) et de (1.3) ou encore (A,u) est solu-
tion de (1.3) et u € K.

Sous ces hypothéses, 1'inéquation (1.1) admet une branche de solutions
équations.

De-plus, si F(0)>m>0 et si ¥ est réguliére alors, pour A assez grand,
toute solution (A,u) de (1.1) a un ensemble de coincidence {u=Y} non
trivial. En effet sinon u serait solution de (1.3) [formulation forte]
et u>hx mG.1 ce qui contredit le fait que u € K.

#*
Ceci justifie 1'introduction [chapitre Il d'une branche de solutions
inéquations ((A,u) solution de (1.1) et {u=v}#@).

Notons de plus que si v € Cz(é) est telle que A¥(x)#\ F(¥)(x) ¥ x €Q
alors : (A,u) solution de (1.1) avec {u=¥}#0 => (A,u) n'est pas solu-
tion de (1.3), on dit alors que (A,u) est une solution inéquation
pure . S

AVant de donner les outils fondamentaux pour 1'étude locale des bran-
ches de solutions inéquations de (1.1), rappelons les résultats locaux

connus pour les équations.

I1.2 Rappel : structure locale des branches de solutions de certaines

équations.

I1.2.1 Théorémes généraux.

Soient X et Y deux espaces de Banach, considérons 1'équation :
H(A,u) = 0

ol H : RxX » Y est réquliére (au moins de classe Cl).
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Soit (Mg,ug) une solution de cette équation, on cherche a décrire la
structure de 1'ensemble des solutions de H(A,u) = 0 au voisinage de

(Mg »ug).
Si Hy(Ag,ug) est un jsomorphisme de X sur Y, on dit que {Ag,ug) est
un point régulier ; on peut alors appliquer le théoréme des fonctions

implicites, d'ol :

Proposition II.1

Soit (Ag,up) un point régulier de 1'équation : H(A,u) = 0,

(A,u) € RxX 3

i1 existe un voisinage ouvert V de (Ag,ug), un voisinage ouvert

W de Ay et une unique application u : X € W » u(A) € X, continue

telle que u(Xrg)=ugp et (A,u(A)) soit 1'unique solution, apparte-

nant a V, de cette équation.

De pltus A+ u(A) est une application de classe ¢t (de classe cK

si H est de classe CK) et u'(nry) est la solution de 1'équation
~Hy(hgsug) z = Hy(Ag,ug).

Ainsi les solutions de 1'équation H(A,u)=0 forment autour de (Ap,uq)
un arc (A,u(r)); A > u(A) ayant la régularité.de H; on a autour de
(Ag,ug) un développement de la forme :
A=2g * S, u(r) =ug+ s u(rg) + s 6(s) avec 1im 6(s)=0 dans X.
s-0

Si Hylxg,ug) n'est pas un isomorphisme de. X sur Y, on dit que
(Ag,up) est un point singulier ; la paramétrisation par A n'est plus
en général possible, mais, sous certaines hypothéses, i1 existe encore
un arc régulier de solutions autour de (Ag,uq).

Théoréme 11.1 [C.R];
Soit (Ag,Ug) un point singulier de 1'équation : H(A,u)=0,

ou H est une application de RxX dans Y, au moins de classe cl
au voisinage de (Ag,ug). '

On fait les hypothéses supplémentaires suivantes :

- le noyau A4"de Hy(rg,ug) est de dimension 1, engendré par ¢.

- 1'image £ de Hy(Mg,ug) est de codimension 1.

- Hy(Ng,ug) € #, cette derniére hypothése est appelée "condi-

tion de transversalité" .
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Soit # un supplémentaire de 4 dans X; alors i1 existe 0 tel
que les solutions de 1'équation H(A,u)=0 au voisinage de (Ag,ug)
forment une courbe paramétrée par s € (-e,e) de la forme :

AMs) = rg * 7(s), u(s) = ug *+ s¢ + sw(s) w(s) € w, de plus
s + (t(s),w(s)) est de classe C! (CK, k»1 si H est de classe
ck) au voisinage de s=0, t(0)=0,<'(0)=0, w(0)=0.

Ces résultats sont applicables lorsque 1'on considére des équations du
type (1.3).

11.2.2 Cas des équations.

On s'intéresse plus particuliérement a 1'équation :
(1.3) Au = A F(u) sur @, u = 0 sur Q.

La non-lindarité f vérifie les hypothéses énoncées au début du para-
graphe II.1.1, de plus :

£ 1 (x,t) € BxR > f(x,t) € R est de classe C?,
f(x,0) > 0 et fr(x,0) >0 ¥+ x €T .

Les solutions (r,u) de (1.3) appartiennent donc a RtxC%(D),remar-
quons que A>0 et (A,u) solution de (1.3) impltiquent u>0 sur Q.

Si p € L®(RQ), notons p;(p) la valeur propre fondamentale de :
Av = u pv sur @, v = 0 sur dQ.

La proposition II.1 s'applique au point (0,0); on obtient les résul-
tats plus précis suivants :

Théoréme I1.2 [C.R],
IT existe N maximal vis a vis de 1'existence d'une branche
(A,u(A)) de solutions positives de (1.3) vérifiant :
- X € (0,A) > u(r) € Co2>%(Q) est continue ¥ o 0<o<l
- ¥ MR ARy (F'(u(r))) donc 1'opérateur :
v € 502,a(§) > Av - A F'(u(A))v € C%Q) est inversible.

Le nombre A peut &tre fini ou infini.
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Proposition II.2

Sous les hypothéses du début du paragraphe 11.2.2, si de plus
A+o et si i1 existe M0 telle que pour tout A, AKX on ait
fu(r)[o<M; alors T = 1im u(A) existe dans C2,B) ¥ « 0<a<l;

AA
(A,0) est solution de (1.3) et on a : A =pi(F'(T)), c'est un
point singulier qui vérifie les hypothéses du théoréme II.1.
L'opérateur A-p;(F'(u)) F'(T) admet un vecteur propre stricte-
ment positif ¢, la condition de transversalité qui dans ce cas
s'écrit
(F(u),¢)#0 est vérifide.
Donc il existe €0 tel que les solutions de (1.3) forment, au
voisinage de (A,d), une courbe (A(s),u(s)), s € (-g,¢)
s € (-e,e) » (A(s),u(s)) € RxCy2>%(R) soit de classe c?
AMs) = A+ 1(s) <(0)=0 <'(0)=0
u(s) =u+s (6 + w(s)) w(0)=0.

Lorsque la non-linéarité f est convexe, on connait de fagon plus pré-
cise 1'allure de la courbe de solutions de (1.3) au vbisinage de
(%,0).

Faisons 1'hypothése supplémentaire suivante :

f : ©xR > R est une application de classe c3 telle que frt(x,t)>0
¥ x €Q, ¥ t>0.

Théoréme I1.3 [C.R],

Si f est une application de classe c? vérifiant les hypothéses

du début du paragraphe 11.2.2 et telle que fit(x,t)>0 ¥ x € @,

¥ £20.

i. si (N,u) est une solution de (1.3) alors A<py(F'(0))<+=.

ji. i1 existe A<py(F'(0)) maximal vis & vis de 1'existence d'une

branche (A,u())) de solutions de (1.3) tel que :

. A€ (0,%) > u(r) € C%%(Q) soit continue ¥ a, 0<a<l.
T'opérateur : v € Cg2s%(R) » Av - A F'(u(M))v € CXR) est

inversible ¥ A, A<A.

. A > u(r)(x) est croissante ¥ x € @ et u(A) est pour A fixé <n

1a solution minimale de 1'équation (1.3).

. (1.3) n'admet pas de solutions pour A>X.



Application
Pour tout Ag, Ag<k, puisque 1'opérateur v > Av-rgF'(u{rg))v est
inversible, (Ag,u(Ng)) “est un point régulier de (1.3), en
appliquant 1a proposition If.l, on montre 1'existence d'un
développement local des solutions de (1.3) autour de (Ag,u{Xrg))
donné par :
u{Ag*s) = u(rg) + sz + se(s)
ol z est la solution de Az = ng F'(u(rg))z + F(u(nrg)) sur @,

= 0 sur 2@ avec lim e(s) = 0 dans C2>a(Q).
s>0

De plus si il existe M0 telle que pour tout AKX, on ait :
|u(r)]w<M; alors [proposition II.2] @ = lim u(A) existe dans
C%,2(Q) ¥ « 0<acl; MA
(A,U) est un point singulier de (1.3),
et il existe €0 tel que les solutions de (1.3) au voisinage de
(A,u) forment une courbe (A(s),u(s)) s € (-e,e) qui vérifie :

. s € (-g,e) » (A(s),u(s)) € R*xCy2»%(%) est de classe C2.

«A(s) =A+ 1(s) 1(0)=0 t'(0)=0
u(s) = o + s(o+w(s)) w(0)=0
la convexité de f implique : 1"(0)(0

Conclusion.
Lorsque la non linéarité f est positive, croissante, convexe, on a
mis en évidence un nombre A<+ tel que si il existe M>0 telle que
pour tout A A<K on ait |u(A)]|.<M; alors :
pour A>A  (1.3) n'admet pas de solutions .
pour A=A (1.3) admet une unique solution u.
pour A<A, A voisin de A,(1.3) admet localement deux solutions .

(x,u) est appelé point de retournement .
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L'équation (1.3) admet le diagramme de bifurcation-suivant :

A 4

I1.3 Le processus de linéarisation conique.

On aimerait obtenir pour les solutions de 1'inéquation variation-
nelle (1.1) des résultats semblables -a ceux obtenus pour les équations
au paragraphe II.2.

Les théorémes précédents étant basés sur le théoréme des fonctions im-
plicites, ils nécessitent la différentiabilité (au sens Fréchet) de
T'application H, ce qui n' est pas vérifié pour 1'inéquation (1.1).

Or  (\,u) est solution de {1.1)
<=> H(A,u) = u=-Pg [ A GF(u) ] =0 d'aprés (1.2).
Nous allons utiliser cette formulation en terme de point fixe pour 1'

étude Tocale des solutions de (1.1).

Notons que 1'application z € Hol(Q) -> PK[z] €.H01(Q) est lipschit-
zienne mais n'est pas Fréchet différentiable; mais elle admet une dif-
férentielle conique en tout point z € Hol(Q).

I1.3.1 Rappel sur la dérivation conique des projecteurs.

Définition [M]
Considérons une application continue R de Hol(Q) dans Hql(Q) et un
dlément z € Hy*(Q).
On dit que R admet une différentielle conique en z , si il existe
un opérateur positivement homogéne Q tel que : ¥ w € Hgl(Q) ¥ t>0
on ait : R [vetw] = R [v] + t Q[w] + t e(t,w)

avec 1im e(t,w) = 0
t>04

Q est alors appelé la différentielle conique de R au point z.
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Si Pg désigne le a-projecteur sur le convexe K, on montre [H,M,Z]
que Px admet en tout point v € Hol(Q) une différentielle conique.

Pour cela, on supposera, dans toute la suite, que ¥ est quasi-continue
(g.c.) [A] (quitte d modifier ¥ sur un ensemble de capacité nulle).

Toute inégalité quasi-partout (g.p.) sur @ entre deux &léments de
Ho'(Q) sous-entendra toujours, par la suite, aue 1'on considére les
représentants quasi-continus [A], uniques, de ces é&léments.

On a ainsi K = [ w € Hol(Q) / ws¥ g.p. sur @ }, c'est [M] un convexe
fermé supstable et héréditaire vers le bas;

donc le projecteur Py admet [H,M,Z], en tout point v € Hyl(Q) une
différentielle conique égale a Pg(y)

avec w=Pg[v] et S(w) = C(K,w) N {v-w},

{v-w}t désigne 1'orthogonal pour la forme a de v-w c'est a dire :

{z € Hy* (@) / a(z,w)=a(z,v)}.

On a en fait le résultat plus précis suivant :
Pelveth] = w + t Pgry)[h] + t e(t,h) >0

avec lim ={t,h) = 0 uniformément par rapport a h, h restant dans un
£>0+ compact de Hol(Q).

I1.3.2 Le spectre conique;

Soit (A,u) une solution de (1.1);

Rappelons que si u appartient a K, C(K,u) = U p {K-u}.
>0

Soit {u=%} 1'ensemble de coincidence défini comme dans [M] & un en-

semble de capacité nulle prés ; alors :
CK,u) = { w € Hyl(Q) / w0 q.p. sur {u=9} }.

on note Su = C(K,u) N {u-AGF(u))rt.
Définitions : [Co]

On appelle inéquation conifiée homogéne de 1'équation (1.3) en
(A,u) par rapport a u; 1'inéquation suivante :

(2.1)

Si w=0 est la seule solution de cette inéquation, on dit que (A,u)

{ a(w,h=w) > A (F'(u)w,h-w)
¥ h € Su; w € Su.

est un point régulier de (1.1); sinon on dit que (A,u) est un

point singulier de (1.1).



- 25 -

Remarquons que :
w est une solution de 1'inéquation (2.1)

<=> (2.1)' w =1 PsyleF'(u)w].

Cette formulation suggére une extension de la théorie spectrale
classique puisque 1'opérateur :

w € Hot(Q) » PsylGF' (u)w] € Hol(@)

est un opérateur compact positivement homogéne mais non linéaire (sauf
si Su est un espace vectoriel, cas qui sera envisagé par la suite
(chapitre 1V)).

L'équation (2.1)' est en fait obtenue, & partir de 1'équation (1.2)

u = Pg[n GF(u)], par un processus de linéarisation conique sembla-
ble au processus de linéarisation utilisé pour 1'étude des é&quations
de type (1.3).

En effet, soit k € Hy'(Q); cherchons i dériver 1'équation :

u = Pg[A GF(u)] par rapport a u selon la direction k.

"Soit t>0, supposons n<4, 1'équation suivante a -alors un sens dans
Hol(Q) (car si n<d Hol(Q) C L*(Q) donc k € Hol(9) => k% € L2(Q)) :

2
GF(u+tk) = GF(u) + t GF'(u)k + g 6F"(2)K?
avec &(x) € [u(x)+tk(x),u(x)] ou € [u(x),u(x)+tk(x)]
“selon si  u(x)+tk(x)<u(x) ou si u(x)<u(x)+tk(x).

Appliquons 1a formule du paragraphe II.3.1 donnant la dérivée conique
de Px au point v=AGF(u) :

avec h = A GF'(u)k + A 3 GF"(2)k2; w = Px[AGF(u)] = u; S(w) = Su;
en utilisant le caractére lipschitzien de Py, on a :
Pl A GF(uttk) ] = u + t Pgy[ A GF'(u)k ] + t e(t,k)

avec lim e(t,k) = 0 uniformément par rapport & k, k restant borné

>0+ dans Hol(9)

(grace & la compacité de 1'opérateur de Green de Hy'(Q) dans lui-méme)
Ainsi, en dérivant par rapport a t, 1'équation u+tk = Pg[A GF(u+tk)]
au point t=04, on obtient :

k = Pgyl » GF'(u)k ] c'est a dire k est solution de (2.1)'.

#
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11.3.3 Les directions coniques en un point (X,u).

Soit (A,u) une solution de (1.1);

Définition : [Co]
On appelle direction conique a droite (resp. a gauche) en (A,u)
une solution, z4 (resp. z_), si elle existe, de 1'inéquation coni-
fiée non homogéne suivante :

(2.2)+ {a(2+,w-2+) > A (F'(u)ze,w-24) + (F(u) W-24)
¥ w€ Su; z¢+ € Su.

(resp. (2.2). ol 1'on remplace z4 par z_, Su par -Su.).

Remarquons que :
z4 est solution de (2.2)4 <=> z4= Pgy | A GF'(u)zy + GF(u) ]

z. est solution de (2.2). <=> z.= P_gy[ A GF'(u)z. + GF(u) ]

Ces équations sont elles aussi obtenues a partir de 1'équation (1.2)
par un processus de linéarisation conique.

En effet, soit k € HOI(Q) et t>0; on montre, par un calcul analogue a
celui fait au paragraphe 11.3.2 que .:
(2.3) P (A+t)GF(u+tk)] = u + t Pgy[M GF'(u)k + GF(u) ] + t (t,k)

avec lim ¢(t,k) = 0 uniformément par rapport a k, k restant borné
>0+ dans Hol(Q).
Donc si on dérive par rapport a t,t>0; 1'équation :
uttk = Pg[ (A+t)GF(u+tk)], au point t=0, on obtient :
k = Pgy[n GF'(u)k + GF(u)], k est donc solution de (2.2)4.
-

Ainsi les outils présentés dans ce paragraphe sont les extensions na-
turelles de ceux obtenus par un processus de linéarisation standard
pour les équations (1.3).



I1.3.4 Une interprétation géométrique de ces concepts.

Dans tout ce paragraphe, on suppose que n<5.

Proposition II.3

Soient Ao>0 donné et A € Rt > u(A) € Hol(Q) une branche de solu-
tions de (1.1), continue & droite (resp. a gauche) en Ag.

u(r)-ug
A=2g
alors on a 1'alternative suivante :

Notons ug= u(Ag) et z = pour MAg (resp. A<ig),

i. soit la famille (z),MNg) (resp. zj,MAg) est bornée dans
Ho'(R) et dans ce cas, toute limite faible dans Hol(Q), notée z,
(resp. z.), de zy lorsque A>Ag, MAg (resp. A<Ag) est une di-
rection conique a droite (resp. a gauche) en (Ag,uq).

ii. soit (Ag,ug) est un point singulier de (1.1).

Remarque 1I1.3

Ces résultats sont valables notamment lorsque u(A) = T(A)
(resp. u(A)) 1la solution maximale (resp. minimale) de (1.1)
[chapitre VII].

Démonstration de la proposition II.3

On fait la démonstration dans le cas ou A»u(A) est continue a droi-
te en Ag € R* donné.
1. Supposons que (z),A\>Ag) soit bornée dans. Hol(Q)

S.oit AAg, U(A) = ug + (A-Ag)zpn € K, donc zp € C(K,ugq).

Soit z4 une limite faible de z, lorsque A+Ag; z4+ appartient a 1!
adhérence faible de C(K,up) c'est & dire & C(K,ug) (car C(K,up) est
un convexe de Hyl(R)).

Montrons que z4+ € {ug-AgGF{ug)t.

(Ag,ug) est une solution de (1.1) donc :
a(ug,v-ug) > Ag (F(ug),v-ug) ¥ v € K.

Prenons v=u(A) et divisons 1'inégalité obtenue par A-Ap>0, on a :
a(ug,zp) > Mo (F(uo),zp)s

lTorsque A>Ag, puisque zy»+z4 dans Hol(@) faible, on obtient :

a(U(},Z+) > Ao (F(UO)’Z+)-
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D'autre part (A,u(r)) est solution de (1.1) donc, avec v=ugy dans
(1.1) on a:

a(u(r),u(r)-ug) < N (F(u(r)),u(r)-ug)
=> a(u(r),za) < A (F(u(r)),zn).
lorsque A>Ag A>Ag, A>u(A) étant continue a droite en Ay, u{A)-ug
dans Hgl(Q) fort, on obtient :

a{ug,z+) < N (F(uo),z4) d'ot 1'égalité; ainsi z4 € Sug.

Enfin montrons que z+ est une direction conique a droite en (Ag,ug)
Soit h € C(K,up) N {ug=-NoGF(ug) -+ alors i1 existe 0 tel que

upteh € K ; si =0 c'est vrai pour tout h.

ug et u(A) sont, par définition, solutions des inéquations suivan-

tes :
a(ug,w-ug) > Ay (F(ug),w-ug) ¥ w € K.
a(u(n),w=u(nr)) > & (F(u(r)),w-u(r)) ¥ wEK

On choisit w = u(X) dans la premiére inéquation, w = ugy+eh dans la
deuxiéme, et on ajoute les inégalités obtenues :

(2.4) a(u(r),eh) + a(ug=-u(r),u(r)-uq) >
>MF(u(r)),eh)=(n=ng) (F(ug),u(n)-ug)-A(F(u(r))-F(ug),u(r)-ug).
En premier lieu, on choisit =0 dans (2.4), on divise 1'inégalité

obtenue par (A-Ag)? =>

alz,z) < (Flug),zy) + n ( FLUM-Fuo) 5y

A=Ag
( FQuOD)-FQUo) 2 y=(F* (uo) 23,20 ) +(A-Ag) ./r £)232.z)dx
avec up (x) < 5(x)<u(k)( ) ou u(A)(x)<E(x)<ug(x
selon si  ug(x)<u(n)(x) ou si u(x)(x)<u0(x)

(zp,\>Ag) étant une famille bornée dans Hol(Q), n<5, les inclu-
sions classiques pour les espaces de Sobolev impliquent :
(z),Mhg) est une famille bornée dans L3(Q);

d'autre part :

‘fF"(i)Z}\zz}\ dx| < C‘Z)\‘33 car F'(g) € L=(Q),
Q

d'ou (A-nrg) J/~"(E)zxzzx dx > 0 lorsque A>Aq.
Q .
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=> a(z+,24+) < 1im inf a(zp,za) < (F(ug),z4+) + Ao (F'(ug)zs,z4),
car a est s.c.i. pour la topologie faible sur Hql(9).

Pour >0, diviséns 1'inégalité (2.4) par A-Ag, en utilisant le fait
que : a(ug,eh) = Ag (F(ug),eh), on a :

a(zy,eh) + a(ug-u(r),zy) >

>(AF(U(M) Ao FCuo)sel) _(r(yq),u(r)-ug)-A(F(u(A))=F(up)>zy)

A=Ag

d'ou lorsque A¥Ag :

a(z4,eh) > Ay (F'(ug)z4,eh) + (F(ug),eh).

En combinant cette inégalité avec le résultat obtenu pour e=0, on a

a(z4,h-24) > Ay (F'(ug)zy4,h-2z4) + (F(ug),h-z4)
¥ h € C(K,ug) M {ug=2gGF(ug) .

donc par densité [M], ¥ h € Su,.

2. Supposons qu'il existe au moins une suite Ap telle que
ApPho Apthg et telle gu'en posant up=u(xp), on ait :

TUp=Yol , +=; montrons que (A,u) est un point singulier.
Ap=A
p~Mo

On peut supposer, sans perte de généralité, que up#ug ¥ p;

posons wp = UpzYo | lwpl=l ¥ p € N, soit w une valeur
"uP‘UO"
d'adhérence de‘(wp)p €N dans Hg!(Q) faible.
On montre, comme pour le point 1. de cette démonstration, que w

appartient a Sug.

Ecrivons les inéquations vérifiées respectivement par ug et up :
a(ug,v-ug) > Ag (F{ug),v-ug) ¥ v E K.
a(up,v-up) > Mp (F(up),v-up) ¥v EK.

Choisissons respectivement v=up et v=ug; faisons la somme des
inégalités obtenues et divisons cette nouvelle inégalité par
lup-ugl?, on a :

a(wp,wp) < g Fup)-F(uo) ,wp) + Mpoho (F(up),wp).
Tup-ugl lup-ugl
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Si «>0 désigne la constante de coercivité de a , on a :

a(wp,wp)>a ¥ p €N ; lorsque p>+=, on obtient :

« < Tim inf a{wp,wp) < Mg (F'(ug)w,w).

( on a de nouveau utilisé 1'hypothése n<5 en faisant appel a une
formule de Taylor, comme pour le point 1. )

ceci implique w*O et on montre, comme pour le point 1., que w est
solution de (2.1).
£ 2
Remarque II1.4
En un point régulier (Ag,ug) d'une branche A » u(A) de solutions
de (1.1) continue a droite en Ay (resp. & gauche) , on peut ap-
pliquer la proposition II.4. On obtient ainsi 1'existence de di-

rections coniques a droite (resp. & gauche) au point considéré.
Ce résultat ressemble, au moins pour de telles branches de solu-
tions, a une alternative de Fredhlom faible et conique.

Remarque II.5

Considérons la branche maximale [chapitre VII] »»T(A) de (1.1).

Soit g € R* tel que (Mg,ug=id{Ag)) soit un point réqulier de

(1.1); si z, désigne une limite faible de :

a(n) -ug
A-Ag

Eg={ug=Y}; 1la branche maximale étant croissante par rapport a A

MAg, dans Hgl(Q) alors z4 € Sug donc z4<0 q.p; sur

on a : z4+20 p.p. sur Q donc g.p. sur Q et Eg, ainsi z+=0 q.p.
sur Eg.

Soit Sg=Sug N -Sug, on a z+ € Sg; on montre (en utilisant la mé-
me démarche que dans la proposition II.4 1. mais avec h
appartenant a C(K,ug) M -C(K,ug) M {ug=AoGF(ug) H) que :

24 = Ps [no GF'(ug)z4 + GF(up)].

Ce résultat n'est plus vrai, le long de la branche minimale de
solutions de (1.1), pour la direction conique a gauche z_.
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CHAPITRE III Un résultat de théorie spectrale non linéaire

Dans ce chapifre, nous nous intéressons a la surjectivité et a 1'
inversibilité d' opérateurs de la forme :
w+w-Pc [ AGF'(u)w+ k |
ol C est un cBne convexe fermé de Hg'(R). Puis nous montrons le lien
qui existe entre ces résultats et la théorie spectrale non linéaire
[F.v, G.M].

III.1 Un résultat d'inversion

Lemne 111.1
Soit C un cone convexe fermé de sommet O inclus dans Hol(Q).
Soit (A,u) une solution de (1.1) vérifiant la condition
suivante (Z)¢:

inf{ a(w,w) - A (F'(u)w,w) / w € C-C, twi=l } >0
alors, ¥ k € Hol(Q) 1'opérateur non linéaire:

w>w=-Pc [ MNGF'(u)w+ k ]
est bijectif de Hol(Q) dans lui-méme; son inverse Rk est
lipschitzien de rapport indépendant de k.
Supposons de plus que C soit stable par partie positive (w € C
=> wt € C); si k = Gh avec h>0 p.p. sur 2 et si g0 p.p. sur @

alors Rk[g]>0 p.p. sur 9.

Remarque III.1

Si C est un espace vectoriel, 1'opérateur:

wE H'(R) »w-Pe [ AGF'(uw + k ] € Hgl(Q)
est une perturbation linéaire compacte de 1'identité, qui est
donc bijective dés qu'elle est ﬁnjective. Cette condition est
plus faible que (Z)c mais n'implique pas nécessairement la po-
sitivité de Ry[g] lorsque k = Gh avec g>0 p.p. sur Q et h>0
p.p. sur Q, méme si C est stable par partie positive.
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Démonstration du lemme III.1

Soit k € Ho(Q) fixé.

1. L'opérateur w > w - Pc [ A GF'(u)w + k ] est bijectif.

Soit g € Ho'(?), on veut montrer que 1'équation:
(3.1) w-Pc[ AGF(uWw+k ]=g

admet une unique solution, notée Rg[g].
L'équation (3.1) est la formulation en terme de point fixe de
1'inéquation suivante:

(3.2) {a(w-g,v-w+g) > a(k,v-wtg) + A (F'(u)w,v-w+g)
: ¥veEC, wgt€tcC

c'est a dire en posant z = w-g

a(z,v-z) - A
(3'3)‘{v VEC zE€

a(vi,vp) = A (F'{u)vi,va) ¥ (vi,vp) € Hol(e)?

F'(u)z,v-2z) » a(k,v-z) + A (F'(u)g,v-2z)

oy —~

Notons b(vi,vs)
<1,v> = a(k,v) + A (F'(u)g,v) ¥ v € Hyl(Q)
b est une forme bilindaire symétrique continue sur Hg(Q).

1 est une forme lindaire continue sur Ho(Q).
(3.3) admet 1a formulation équivalente :
(3.4) b(z,v-2z) > <l,v->¥v EC; z EC.

Considérons 1a fonctionnelle J :
J:vEC~>Jv) = % b(v,v) - <1,v> ER

La condition (Z)¢ implique:

Tim Jd(v) = +o
tvis+o,y € C

18>0 tel que ¥ vi{ € C, ¥ v, € C, b(vy-vy,v;-vy) > B Iv1=vt?

J est donc-une fonctionnelle strictement convexe continue

=> 1'inéquation (3.4) admet une unique solution notée Ty[g] qui
minimise J sur C.

=> (3.1) admet une unique solution Rg[g] = Tlg] + g
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2. Rg_est un opérateur lipschitzien de Hol(Q) dans lui-méme.

IT suffit de montrer que Tk est lipschitzien.

Soient z1 = Tx[a1], z2 = T[g2], (91,92) € Hol(2)?
On peut supposer, sans restriction, que z1# z3.

On a d'aprés (3.3) :

b(zy,v-z1) > a(k,v-z;) + » (F'(u)g,,v-z,) ¥v € C
b(z2,v-22) > a(k,v-z2) + X (F'(u)ga,v-22) ¥v € C

On choisit v z, dans la premiére inéquation, v = z; dans la

deuxiéme et on ajoute les inégalités obtenues :

b(z1-22,2z1-22) < A (F'(u)(g91-92),21-25)

puisque z3-z, € C-C la condition (I)c implique :
b(zy-29,21-29) > B8 lz1-zp02 (B ne dépend pas de k)
de plus il existe L > O (indépendant de k) tel que :
A (F'(u)(91-92),21-27) < L 1g1-gal. 121250

=> ”21‘22" < lé "gl—gzﬂ

Tg et donc Ry est un opérateur lipschitzien de rapport indépen-
dant de k.

3. Si k = Gh avec h>0 p.p., g>0 p.p. alors Rklg]>0 p.p.sur Q.
On pose z = Rg[gl-g = Ty[g].
On note vt (resp. v-) la partie positive (resp. négative) de v €
Hol(Q). ’

z appartient & C donc, C é&tant stable par partie positive, z*

appartient acC.
L*inéquation (3.4) s'écrit dans ce cas :
b(z,v-2z) > (h,v-z) + » (F'(u)g,v-2z) ¥ vEC; zEC

choisissons v = z¥, on a b(z,z") » (h,z") + A (F'(u)g,z") >0
=> b(z",z") <0
or z~

zt - z € C-C ; la condition ()¢ implique z= = 0 p.p.
d'od z > 0 p.p. sur @ => R[g] > g > 0 p.p. sur Q.
#
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Remarque I111.2

Si (A,u) solution de (1.1) vérifie la condition (z')c :

inf{ a(w,w) = A (F'(u)w,w) / WEC, twi=l } >0
plus faible que la condition (z)c, la fonctionnelle J n'est
plus convexe. En utilisant une suite minimisante pour J, on mon-
tre que ¥ g € Hol(Q) 1'inéquation (3.4) admet au moins une
solution, donc 1'opérateur :

wEHM(Q) »w-Pec [ AGF'(u)w+k ]EHHQ)

est surjectif.

Donnons quelques formulations é&quivalentes a la condition ()¢,
elles nous permettront, en particulier la condition ii ci-
dessous, d'interpréter, dans certains cas, (Z)c comme une condition
spectrale pour les équations [paragraphe IV.2 et chapitre VII].

Lemme II1.2

Si F'(u) > 0, les conditions suivantes sont équivalentes :

i. (z)¢ ¢ inf { a(w,w) - (F'(u)w,w) / we€C-C, mwisl } >0
ii. inf { a(w,w - A {F'(u)w,w) / wE C-C, ‘w|=l }>0

jii. A <inf |

/ wWEC-C, w#0}
Jw,w)

)
a(w,w)
(F'(u

Démonstration du lemme II11.2

On fait une preuve circulaire.

1.Montrons que i => ii.

Notons v = inf { a(w,w) - » (F'(u)w,w) / w € C-C, Iwi=1l }
Soit w € C-C, \w|=l alors Iwi#0 et on a :

a(w,w) = A (F'(u)w,w) > y lIwi? > Ylwl2= y

donc inf { a(w,w) - A (F'(u)w,w) / w € C-C, ‘w|=l }>vy>0
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2 .Montrons que ii => iii
Soit w € C-C, w#0; F'(u) > 0 => (F'(u)w,w) > O
Notons y' = inf { a(w,w) - A (F'(u)w,w) / w € C-C, ‘w|=1 }

on a a(w,w) - A (F'(u)w,w) > y'lw|2
Fr(u) € 1(2) = (F'(u)w,w) < M |u|?

donc _Eiﬂzﬂl. > A+ X
(F'(u)w,w) M
d'od pe = inf { _alw,w) / weEC-C, we } > a
(F'{u)w,w)

3.Montrons que iii => i

Supposons que pe soit strictement supérieur a a.
Posons pe = A + e avec ¢ > 0.

Soit w € C-C tel que iwi=1l, on a a{w,w) - (AMe)(F'(u)w,w) >0

A [ A a(w,w) - (AFe) (F'(u)w,w) ]

a(w,w) - & (F'(u)w,w) = x

Qe

Ate
Ca(w,w) - A (F‘(U)w,W)}‘X;E a(w,W) > =

. . _ ae
donc inf { a(w,w) - A (F'(u)w,w) / w € C-C, lwi=l } > = 0:#

Remarque I11I1.3

Méme si 1'hypothése F'(u) > O n'est pas vérifiée, les conditions
i. et ii. restent équivalentes.

—

II1.2 Comparaison avec des résultats de théorie spectrale non linéaire

En appliquant certains résultats de théorie spectrale non li-
néaire [F.V,G.M], on retrouve, parfois sous une forme moins précise,
les résultats précédents [lemme III.1, Remarque III.2].
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En effet, rappe]ons’ quelques définitions de théorie spectrale non
linéaire [F.V.]:

- si Q est un opédrateur continu de Hol(Q) dans lui-méme on dit
que Q est quasi-borné si et seulement si il existe A,B > 0
tels que ¥ w € Ho'(Q) on ait 1Q[w]t < A + B Iwl. Par exemple
un opérateur positivement homogéne et compact est quasi-borné.

-deux opérateurs 0 et Q' aquasi-bornds sur Hgi(Q) sont
asymptotiquement équivalents si et seulement si

Timsup 10[w] - o' Tw]s =0
twil>+eo Hw it

-si Q est un opérateur quasi-borné sur Hyi(RQ), on définit son
spectre asymptotique
2(Q) = { p € € tel que Tliminf Tuw - Ofw]n _ g }
twll>te fwi

Application :

Soit C un cone convexe fermé de sommet O, inclus dans Hol(Q) et
(A,u) une solution de (1.1) telle que F'(u) > 0; alors :
¥ k€ Hgl(Q), les opérateurs non linéaires :

w € Hol(Q) » Uglw] = Pe [ GF'(u)w ] € Hol(Q)

K
X

w € Hol(Q) » ve[w] = Pc [ GF'(u)w + = ] € Ho'(Q)

sont quasi-bornés et asymptotiquement équivalents, Ug est positi-
vement homogéne et compact, donc z(Ug) = =(V¢) [F.V,proposi-
tion 2.2].

On a [F.V] le résultat de surjectivité suivant :

Théoréme III.1

| . . .
Si 5 appartient a la composante connexe non bornée de

C-z(Ug) alors ¥ k € Hyl(e) 1'opérateur non linéaire

wE Hpl(Q) »w-Pe [ AGF'(u)w + k ] € Ho(@)

est surjectif.
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Application : on suppose F'(u) > 0.

Soit p'c = inf | _alww) /e, awiel },
(F'(u)w,w) :

Soit w € C, lwl=1; F'(u) € L=(Q) => (F'(u)w,w) <M Iwi? <M

a{w,w) , @
(F'(u)w,w) M
donc u'c est strictement positif.

=>

Uc est un opérateur compact et positivement homogéne, si v € =(Uc)
alors, [F.V,proposition 2.2] u=0 ou bien il existe w € C, w#0 tel que
uww=Pc [ GF'(u)w ] en particulier on a, dans ce cas,

a(w,w) = & (F'(W)w,w) = p'e < L,
o W
=> la composante connexe non bornéde de €-z(Uc) contient ] L el ,
“'c

en appliguant le théoréme III.1, on obtient :
si A< p'e alors ¥ k € Hyl(Q) 1'opérateur :

wEHM(R) > w-Pc [ MG (u)w + k ] € Hl(e)
est surjectif. On retrouve ainsi le résultat de ka remarque III.2.
Puisque pe<u'c, on a : si A < pe. ( c'est a dire sf ()¢ est
vérifiée )1'opérateur :

wE Hl(R) » w-Pc [ NGF'(u)w + k ] € Ho (e)

est surjectif, ce résultat est moins précis que celui énoncé dans le
lemme III.1. '

Dans la suite de ce travail, nous utiliserons ces résultats de sur-
jectivité et d'inversibilité pour prouver l'existence et éventuelle-
ment 1'unicité de directions coniques & droite et & gauche en certains
points (A,u), et 1'existence de développements de solutions de (1.1)
autour de (A,u). Le cOne C est alors pris égal & Su dans le cas géné-
ral, Su pouvant &tre un espace vectoriel [chapitre IV]; au point de
transition éguation-inéquation, on prendra C = C(K,u) [chapitre VI].
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CHAPITRE IV  Etude locale en certains points réguliers.

Nous nous intéressons, dans ce chapitre, a 1'étude Tocale des solu-
tions de (1.1) au voisinage de certains points réguliers. Nous allons
en fait envisager deux cas :

-(Ag,ug) est un point régulier de (1.1) vérifiant la condition
(Z)C avec C=Sug.

-(Mg,ug) est un point régulier de (1.1) et Sug est un espace
vectoriel.

Nous prouvons que, sous certaines conditions (notamment lorsque 1’
obstacle et la frontiére de 1'ensemble de coincidence sont réguliers),
Sug est un espace vectoriel.

En envisageant ces deux cas, nous décrivons le comportement des so-
lutions de (1.1) au voisinage des points réguliers les plus généraux.
Le point de transition équation-inéquation ne s'insére pas toujours
dans ce cadre d'étude, une étude plus fine sera faite, en ce point, au
chapitre VI.

IV.1 Existence de directions coniques a droite et & gauche en (A,u)

En appliquant les résultats du chapitre précédent, on montre, dans
ce paragraphe , 1'existence, en certains points réguliers, de direc-
tions coniques & droite ( resp. i gauche ) en (A,u) notées z4 ( resp.
z_ ). On cherche donc z4 vérifiant (2.2)4 ( resp. z_ vérifiant (2.2).)
c'est i dire en utilisant la formulation point fixe de ces inéquations

(2.2)+ z4
(2.2). =z
avec Su = C(K,u) N { u - A GF(u) }-.

Psy [ M GF'(u)z4 + GF(u) ]
Pogyl N GF'(u)z. + GF(u) ]

]
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Notation
On dit que (A,u) solution de (1.1) vérifie la condition (%) si et
seulement si

inf { a(w,w) - A (F'(u)w,w) / w € Su-Su, Iwi=l } > 0.

Lorsque F'(u) > 0, on a déja énoncé [ Lemme III.2 | des formu-
lations équivalentes a (z).

Proposition IV.1
Soit (A,u) une solution de (1.1) vérifiant la condition (%)

i i1 existe une unique direction conidue a droite ( resp. &
gauche ) en (A,u) notée zy ( resp. z.).
On a z4+ > 0 p.p. sur Q en particulier z+ = 0 q.p. sur {u=v},
ii De plus, on a z_ > zy p.p. sur @ en particulier z_ > 0 p.p.
sur Q.

Démonstration de la proposition IV.1

i Su est un cOne convexe fermé de sommet 0, montrons que Su est

stable par partie positive.

Soit w € Su, désignons par w' sa partie positive dans Hgi(Q),
C(K,u) étant [M] sup-stable, wt appartient & C(K,u).

Or wt > 0 p.p. sur @ donc g.p. sur {u=¥} ainsi wt € -C(K,u).

L'inéquation (1.1) admet la formulation équivalente suivante :

a(u,v) > A~ (F(u),v) ¥ v € C(K,u); u € K.

Soit h € C(K,u) N -C[K,u), en choisissant v = *h dans 1'inéquation
ci-dessus, on a :
a(u,h) = AM(F(u),h) donc h € Su;
on montre ainsi que C(K,u) N -C{K,u) = Su M -Su.
En particulier wt € Su.

GF(u) et g =0 :

On peut appliquer le lemme III.1 avec C = Su k
il existe une unique solution notée z4+ de :

2+ = Pgy [ M GF'(u)z4 + GF(u) ]
F(u) étant positif on a z+ > 0 p.p. sur Q.

-Su k = GF(u) et g =0 :
il existe une unique direction conique a gauche en (A,u) notée z_;

On peut appliquer le lemme III.1 avec C

on ne peut rien dire a priori sur son signe car -Su n'est pas sta-
ble par partie positive .
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11 Montrons que z_> z;, p.p. sur Q. -

_z4 ( resp. z_ ) sont solutions de (2.2)+ ( resp. (2.2).), elles
vérifient donc les inéquations suivantes :

a(z4,-h) = A (F'(u)z4,-h) > (F(u),-h) ¥ h € -Su.
a(z-, h) = n (F'(u)z., h) > (F(u), h) ¥ h € -Su.
On fait la somme de ces inéquations :
(4.1)  a(z_-z4,h) - A (F'(u)(z.-z4+),h) >0 ¥ h € -Su.

Soit k =(z4-z-)%, k > 0 p.p. sur @, donc k > 0 q.p. sur {u=¥}

= k € -C(K,u).

D'autre part :

z+ € Su, -z_ € Su, donc z4+-z_ € Su (car Su est un cOne convexe);

Su étant stable par partie positive (c.f. point i de cette démons-
tration) on a : k € Su , donc k € Su N -Su.

On peut choisir h=tk dans 1'inéquation (4.1) ce qui donne :

a(k,k) - & (F'(u)k,k) =0 => k=0 p.p. sur @ i.e. z4< z_ p.p. sur 2
(puisque la condition (%) est vérifiée).
%

Remarque IV.1

Si (A,u) vérifie la condition (£'):
inf { a(w,w) - A (F'(u)w,w) / w € Su, twi=l } >0

alors il existe au moins une direction conique a droite en {(A,u)

et au moins une & gauche. L'unicité n'est pas assurée.

Cependant si il existe une direction conique a droite (resp. a
gauche) en (A,u), notée z4 (resp. z_), telle que 2+=0 g.p. sur
{u=¥} ( ce qui est le cas si z4>0 p.p. sur @ ) alors z_> z4
p.p. sur Q.

Remarque IV.2
Tout point (A,u) solution de (1.1) vérifiant (Z) ou (') est un
point régulier,
En effet, si w € Hy'(Q), w#0 vérifie 1'inéquation :

(2.1) a{w,h-w) - A (F'(u)w,h-w) >0 ¥ h € Su; w € Su.

on a : a(w,w) - A {(F'(u)w,w) = 0 avec w € Su w20,

ce qui contredit (Z) ou (2').
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Les conditions () ou (Z'), en un point (A,u), sont plus restrictives
que la régularité de (A,u), considérer par exemple le cas des équa-
tions.

En utilisant le théoréme III.1, on a cependant un résultat d'existence
plus général.

Proposition IV.2

Soit (A,u) une solution de (1.1); notons U 1'opérateur non liné-
aire quasi-borné :
w € Hot(R) » Ulw] = Pgy [ GF'(u)w ] € Ho'(Q)
Si 1 appartient d& la composante connexe non bornée de C-z(U)
A
alors il existe au moins une direction conique a droite en (A,u)

et au moins une a gauche.

Démonstration de la proposition IV.2

L'opérateur non linéaire :
w € Hol(Q) » Pgy [ GF'(u)w + = GF(u) ] € Ho'(Q)

(resp. w € Ho'(Q) > Pgy [ GF'(u)w - = 6F(u) ] € Hol(Q) )

& > e

est quasi-borné et asymptotiquement équivalent a U donc ils ont
méme spectre asymptotique.

Or 1 appartient a la composante connexe non bornée de C-z(U), en

A
appliquant le théoréme III.1, on a :

w € Hot(R) » w - Pgy [ A GF'(u)w + GF(u) ] €-Hol()
(resp. w € Hgl(Q) » w - Psy [ N GF'(u)w - GF(u) ] € Hol(Q) )

est surjectif.
=> il existe z4 tel que z4

Psy [ A GF'(u)zy + GF(u) ]
(resp. il existe z tel que z = Pgy [ A GF'(u)z - GF(u) ])
posons z_= -z on a : z_ = P_gy [ A GF*(u)z. + GF(u) 1.

H#
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Remarque IV.3

Notons enfin que si (Mg,ug) est un point régqulier de (1.1) avec
n<5, appartenant & une branche de solutions (A,u(A)) de (1.1)
croissante en K,\continue a droite en- (Ag,ug) (resp. é.gauche)
alors il existe [ proposition II.3, remarque II.5 ] au moins une
direction conique & droite en (Mg,ug) notée z, (resp. & gauche,
notée z_); on a z4+> 0 p.p. sur @, z+= 0 g.p. sur {u=y}

(resp. z.> 0 p.p. sur 2, on ne peut pas affirmer que z_= 0 q.p.
sur {u=v} ).

En particulier en tout point régqulier de la branche maximale
(resp. minimale) de solutions de {1.1) i1 existe au moins une
direction conique & droite (resp. a qauche) [ chapitre VII J.
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IV.2 Cas ou Su est un espace vectoriel

Si Su est uh espace vectoriel alors :
Su={w¢ Ho*(Q) / w =0 q.p. sur {u=%} }

(en effet C(K,u) N-C{K,u) = Su N-Su c.f. la démonstration de la
proposition IV.1);

et 1'opérateur U : w € Hol(Q) > U(w) = Psy [ GF'(u)w ] € Hol(Q)

est linéaire compact;

si (A,u) est une solution de (1.1) avec A > 0, on a:

(A,u) est un point singulier <=> l est une valeur propre de U.
’ A

Les inéquations (2.2)+ et (2.2). sont alors identiques et se réduisent
a 1'équation suivante :

(4.2) a(z,v) = x (F'(u)z,v) + ( F(u),v) ¥ v € Su; z € Su .

Soit (A,u) une solution de (1.1) telle que Su soit un espace vecto-
riel; si E = {u=¥} désigne 1'ensemble de coincidence défini comme dans
[M], on suppose que dE est réguliére et 1'application w € Su > W/o-F
€ Ho'(Q-E) étant alors bijective, on identifie Su et Ho*(Q-E).

On montre que 1'inéquation (2.1) et 1'équation (4.2) peuvent alors s'
écrire sous la forme de problémes de Dirichlet sur le complémentaire
de 1'ensemble de coincidence Q-E :

(2.1) Aw =X F'(u)w w € Ho(Q-E).

(2.2) Az = A F'(u)z + F(u) z € Ho'(®-E).

De plus, la condition (£) est équivalente a :
v(n,u) = inf { a(w,w) = A (F'(u)w,w) / w € Su, ‘w'=l }>0

v(A,u) est, dans ce cas, la valeur propre fondamentale du probléme de
Dirichlet linéarisé sur Q-E :

(4.3) Aw - A F'(u)w = ww w € Hol(R-E).

Nous donnerons, dans le chapitre VII, plus de détails sur 1'interpré-
tation de la condition (Z).
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Proposition IV.3
Soit (A,u) une solution de (1.1) avec n<4, ¥ € C2(D), on peut
définir E={u=¥} ponctuellement; on suppose que 3E est réguliére

( on ne suppose pas que Su est un espace vectoriel ).

Soit z une solution de (2.2) : Az = A F'(u)z + F(u) dans Q-E,
z=0 sur d{(Q-E); si z > 0 p.p. sur @-E, en prolongeant z par O
sur E, on obtient une direction conique a droite en (A,u).

La démonstration est semblable & celle de la proposition VI.3.
Lorsque {A,u) est une solution de (1.1) telle que Su soit un espace
vectoriel, on est dans le cadre d'application de la remarque III.1,

d'ou le corollaire de la proposition IV.1.

Corollaire 1IV.1

Soit (A,u) un point régulier de (1.1) tel que Su soit un espace
vectoriel.

I1 existe une unique direction conique a droite et a gauche en
(A,u) notée z, i.e. z est solution de (4.2);

on az=20qg.p. sur {u=v}.

Remarque IV.4
Lorsque Su est un espace vectoriel, pour prouver 1'existence et

1'unicité des directions coniques en un point (A,u), on n'a pas
besoin que la condition (&) soit vérifiée, la régularité de
(A, u) suffit mais on ne peut pas garantir alors que z > 0 p.p.
sur Q.

Remarque IV.5

Le cas vectoriel n'est pas le cas général.

En effet si (A,u) est un point de transition équation-inéquation
de (1.1) vérifiant la condition (z) et tel que {u=¥}={xy} avec
n=1, on verra au chapitre VI que z4+(xg)=0, z_{xg)>0 donc z.#z_,
Su n'est pas un espace vectoriel.
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Dfautre part, si {A,u) est un point de transition é&quation-iné-
quation de (1.1) tel que cap{u=¥}=0 (par exemple {u=¥}={xy} avec
n>1 ) alors : ' )

= C(K,u) = { w € Ho*(Q) / w<0 g.p. sur {u=%}} = Ho(Q)
Su est un espace vectoriel.

Montrons que, dans des cas un peu moins simples mais qui réclament no-
tamment des propriétés topologiques et différentielles de 1'ensemble
de coincidence, Su peut @tre un espace vectoriel.

Théoréme IV.1
Soit (A,u) une solution de (1.1).
Désignons par E={u=Y} 1l‘ensemble de coincidence défini comme

dans [M],donc & un ensemble de capacité nulle prés.

On fait Tles hypothéses suivantes : E=#0, E=E, dE réguliére,
1'obstacle v € C?(Q) est tel que AY - A F(¥) ne s'annule pas sur
Q; alors :

Su = {w € Hol(Q) / w=0 q.p. sur E}, c'est un espace vectoriel,
0

et +w€ Su yw=0 ol yw désigne la trace de w sur oE.

Démonstration du théoréme IV.1

1. Montrons, tout d'abord, que Su < {w € Ho(Q) / w=0 p.p. sur E }

Soit w € Su, on a : a(u,w) - » (F(u),w) = 0.
D'autre part :

a(u,w) - A (F(u),w) =ﬁ ¥ aiy(x) 2(x) M(x) - a F(u)(x) w(x))dx
Q OX 4 x4 :

par hypothése (A¥)-€ LP(Q), p > 2 donc u € HZ5P(Q).

Q étant régulier, on peut appliquer la formule de Green:

=> alu,w) - A (F(u),w) = J/EAU - X\ F(u)) w dx
Q

Soit I(u) 1'ensemble de coincidence défini comme dans [L.S] par :
Cl(u) = { u < ¥ au sens de Hol(Q)}; soit E={u=Y} défini comme
dans [M], 3 un ensemble de capacité nulle prés; E et I(u) différent
d'un ensemble de mesure nulle ainsi que leurs complémentaires.

De plus Au - A F(u) est une mesure 3 support dans I(u) [L.S]

donic a(u,w) - A (F(u) .}(1Au - A F(u)) wdx
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Un résultat classique de Stampacchia assure de plus que Au = AY
p.p.sur E

d'ol f(A‘If -AF(M)wdx =0
E

mais w < 0 g.p. sur E donc p.p. sur E, et A - A F(¥) < O sur E
=>w =0 p.p. sur E.

2. Montrons que si w € Hol(Q), w=0 p.p. sur E alors yw = 0.
Par hypothése E=E donc dF = dE et ®E est réguliére (i.e. dE est de
classe C* et E est localement d'un seul coté de oF ).

Soit w € Hgl(Q) tel que w = 0 p.p. sur E, on peut définir la trace
yw de w sur dE 5
puisque w € HI(E), on a yw € Hl’z(aE)
et lywl < C Iwl = C (“/”wzdx + J/ZVW)zdx)l’Z
12 1g

H H*(E) E E
0l-C désigne une constante strictement positive indépendante de w;
donc yw = 0 dans HIL?(aE).

3. Pour finir montrons que Su C { w € HOI(Q) / w=0 q.p. sur E }

Soit w € Su, puisque yw=0, en posant v = g 23; g-E
on définit ainsi un élément de Ho'(Q), on a v-w = 0 p.p. sur @ (c.f
1.); @ étant ouvert on a v-w = 0 g.p. sur Q donc sur E, d'oiw=20

q.p. sur E.
4, Réciproque.
Soit w € Hg*(Q) tel que w = 0 g.p. sur E alors w € C(K,u).

or a(u,w) - A (F{u),w) =“/ﬂ(Au -\ F(u) )w dx  (c.f 1.)
E
'w =0 q.p. sur E donc p.p. sur E d'od a{u,w) - A (F(u),w) =0
=> { wE€ He'(R) / w=0 qg.p. sur £ } <Su.
e

Remarque IV.6

i Il est facile de voir que le théoréme IV.1 reste vrai si on a
seulement v € HZ,P(Q) p>2.avec AY - A F(¥) < 0 p.p. sur E.

ii On a vu que si (A,u) est un point de transition équation-iné-
quation de (1.1) tel que E = {xg} avec n=1 Su n'est pas un espa-
ce vectoriel, mais c'est le cas ot E =@ #E = {xg}.
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Remarque IV.7

La régularité de dE est utilisée dans le théoréme IV.1 pour
démontrer les points 2. et 3.; c'est & dire pour montrer que :
si w€ Hol(Q), w=0 p.p. sur £ alors w=0 q.p. sur E.
Lorsque n=1, cette propriété est vérifide sous 1'hypothése E=E.
En effet, soit w € Hol(Q), w=0 p.p. sur E, on peut choisir w
continu sur Q, alors w=0 sur E, donc par continuité w=0 sur E=E.
Conclusion : Su < { w € Ho'(Q) / w=0 sur E }; pour la récipro-
que, on utilise le point 4. de la démonstration précédente.

&
D'autre part, si n>l et si il existe une suite de sous ensembles
fermés Ep C E, Ep=Ep¢@, dEp réguliére et tels que :
cap(E- 8 Ep) = 0 alors on a aussi

Su={ we€ Ho*(Q) / w=0 g.p. sur E}.
En effet, si w € Su, comme au 2. et 3., on montre que w=0 q.p.
sur Ep ¥ p, en particulier w0 sur E, au sens de Hg'(<)
[L.S] ¥ p donc [A] w0 sur U Ep, c'est & dire w0 q.p. sur
U Ep donc sur E; de la méme maniére, on a w<0 g.p.sur E.

+#*

Grace a cette extension, le résultat du théoréme IV.1 est vala-
ble lorsque 1'ensemble de coincidence est de frontiére dE réqu-
liére sauf en quelques points exceptionnels mais avec E=E & un
ensemble de capacité nulle prés.

IV.3 Etude locale autour d'un point régulier.

Dans tout ce paragraphe, on suppose n<4.

Soit (Ag,ug) un point régulier de (1.1); on va montrer, dans certains
cas ol l'unicité des directions coniques & droite (resp. a gauche) est
assurée, 1'existence d'un développement local de solutions a droite
(resp. a gauche) de (Ag,ug) le terme d'ordre 1 par rapport a A étant
la direction conique a droite (resp. a gauche)
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Soit (Ag,ug) une solution de (1.1), on cherche des solutions de
(1.1) sous la forme suivante : '
A=XA +S U= uUg + sz

IV.3.1 Recherche d'un développement autour de (Ag,ug); formulation du

brob]éme en terme de point fixe.

On choisit s>0 ( un calcul analogue peut etre fait pour s<0 ).

On cherche des solutions de {1.1) sous la forme :

A=Ay + S, U= Uy + SZ.

En utilisant la formulation (1.2) en terme de point fixe de (1.1) le
probléme a résoudre revient & chercher s et z solutions de :

(4.4) ug + sz = Pg[(ng+s) GF(ug+sz)].

Puisque n<4, la formule de dérivation conique (2.3) établie au chapi-

tre II permet d'écrire :
Pel (rg+s) GF(ug+sz)] = ug + s Psy [MoGF'(ug)z + GF(ug) ] + se(s,2)

avec lim e(s,z) = 0 uniformément par rapport a z, z restant borné
50 - dans Hol(9).
D'od la formulation équivalente a (4.4) :

(4.5) zZ= PSUU[xoGF'(uo)z + GF(ug) ] + e(s,2z).

Supposons gque (Ag,ug) vérifie la condition (=) alors d'aprés le
Temme III.1 et la proposition IV.l, il existe une unique direction co-
nique a droite (resp. a gauche ) en (Ag,ug) notée zy (resp. z.) et
1'opérateur non linéaire :

W E Hol () » w - Pgy [Mo6F' (ug)w + 6F(ug)] € Ho'()
gst inversible d'inverse R.

Or, pour s=0, 1'dquation (4.5) se réduit &
z = Pgy,[AoGF ' (ug)z + GF(ug) |
a

c'est a dire z est une direction conique a droite en (rg,uq).

On pose z =z, + 6 0@ € HOI(Q), on a ainsi une formulation équivalente
a (4.4)

(4.6) 0 = R[e(s,0)] - z¢
avec lim e(s,8) = 0 uniformément par rapport a 6, 6 restant borné

520+ dans Hg(Q).
Remarquons que z+ = R[0].
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6(s,8) = Rle(s,0)] - z+.

est en fait un probléme de point fixe :

b = ¢(s,8).

IV.3.2 Existence d'un développement autour de (rg,up).

Théoréme IV.2

Soit (Ag,up) une solution de (1.1) vérifiant la condition (Z);
z¢+ (resp. z_) désigne 1'unigue direction conique 3 droite
(resp. a gauche ) en (Ag,ug).
Alors i1 existe n>0 et une multi-application 64: (0,m) > Ho'(Q)
(resp. 6_: (-n,0) » Hol(g) ) tels que :

Ug + sz4+ + s04(s) (resp. ug + sz_ + s6_(s) ) soit solution de
(1.1) pour A = Ag + s,

De plus 'ue+(s)ﬂ (resp. 18_(s)t ) > 0 quand s+04 (resp. s-0_).

Remarque IV.8

Dans le cas vectoriel ( Sug espace vectoriel ) le théoréme IV.2
reste vrai dés que (Ag,ug) est un point régulier de (1.1). On a
alors z4 = z_ = z et il existe une multi-application :

s € (-m,m) » 6(s) € Hol(q) telle que (ng+s, ug + sz + s6(s))

soit solution de (1.1) avec 1im 18(s)1 » 0.
50

"Remarque IV.9

Au voisinage de (Ag,ug), on obtient grace au théoréme IV.2 des
solutions de (1.1) sous la forme (A,u(A)), u(A) étant une multi-
application admettant, au voisinage de A,, un développement a
1'ordre 1 selon A .

Ce résultat est a rapprocher de ceux obtenus pour les équations
[ proposition II.1 et théoréme II.2 ]. Mais 64 et 6. donc u(A)
sont ici des multi-applications.
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Remarque IV.10

Si (Ag,ug) est un pdint réqulier de la branche maximale (resp.
minimale) de soluticns de (1.1) tel que Su, soit un espace vec-
toriel, ug= T(Ag) (resp. ug= u(nrg)),

pour A = Ag*s s>0 on a [chapitre VII] G(A) = ug+ sz + sB(s)
{resp. pour M = Ag+ s <O on a u(A) = ug* sz + se(s) )

8 (resp. 6 ) est une application de (0,n), n»0, (resp. (-n,0))
dans Hgl(Q). L'interprétation géométrique des directions coniques
i droite et 3 gauche, z; et z. [proposition II.3 et remarque II.5]
implique :

8(s) (resp. 6(s)) » 0 quand s+0 dans L2(Q) et dans Ho'(Q) faible
(a priori on ne sait rien pour la topologie forte).

Démonstration du théoréme IV.2

On raisonne pour s > 0.

D'aprés 1a formulation précédente, on cherche pour tout s>0, voisin
de 0, un point fixe de 1'application :

6 » ¢(s,0) = R[e(s,0)] - R[O].
On rappelle que d'aprés (2.5), pour s>0, on a :

e(s,0) = é (Pk[ (ng+s)GF(ug+sz4+s0) ] - ug) - PSUO[KOGF'(Uo)(2++9)+GF(Uo)]

1. Montrons que ¥ s>0 1'application & € Ho'(Q) + ¢(s,8) € Hol(Q)
est compacte.

Soit (61-)1.€I une famille appartenant & un borné de Hgl(®), on
peut en extraire au moins une suite (ep)pCN telle que :
8p > © € Hol() dans L%(q) fort,

prte '
en particulier Ugtsz4++s8p > uptsz++s9 dans LZ(Q) fort lorsque poteo,
et F(ug+sz4+sep) > F(ug+sz4+se) dans L2(g) fort car (x,t)sf(x,t)
étant réquliére et bornée, 1'opérateur de Nemytskii associé est
continu de L?(Q) fort dans lui-méme, de méme, puisque F'(ugy) € L=(R),

F'(uo)(z++6p) > F'(ug)(z4+0) dans L?(Q) fort lorsque P+,
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On compose avec 1'opérateur de Green G qui est compact de L2(Q)
dans Hol(Q) puis avec Pg, Psy,» et R qui sont continus de
Ho'(@) dans lui-méme ainsi ¢(s,8p) > ¢(s,8) dans Ho'(@) lorsque
prte,

On montre de méme la continuité de o € Hol(Q) + o(s,8) € Hol(Q) en
partant directement d'une suite 0, € Hol(Q) telle que o > ©
lorsque pr+= dans Hgl(Q) donc dans L2(Q).

. Existence d'une multi-application s > 9(s).

On a vu que ¥ s > 0 6 € Hol(Q) » o(s,8) € Hol(Q) est compacte; R
étant lipschitzienne de rapport L et e(s,9) tendant vers 0 lorsque
s » 04+, uniformément par rapport a 6 tel que 16i<l, il existe n>0

tel que : s € (0,n) on ait le(s,0)l < 1 ¥ 0 € Hol(9), tei<l
L

d'otd IR[e(s,8)] - R[O]1 < 1.

Ainsi ¥ s € (0,n) 1'application & » ¢(s,8) envoie la boule unité
fermée de Hol(Q) dans elle-méme. On peut donc appliquer le théoréme
du point fixe de Schauder, et définir pour 0<s<n une multi-appli-
cation s > 84(s) € Ho'(Q) telle que 16,(s)l <1 et
0+(s)=0(s,04+(s)), d'aprés IV.3.1, cela veut dire que:
(Ag+s,ug+sz++s0+(s)) est solution de (1.1).

. Propriété de s > 04(s);
On a 84(s) = o(s,04(s)) = Rle(s,64(s))] - R[O]

d'od 104(s) < L ie(s,84(s))! qui tend vers 0 lorsque s »+ O+ uni-
formément pour 164(s)t < 1.

3
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IV.3.3 Existence de composantes connexes de solutions.

Une autre approche du probléme a été faite [Co,Co0.I.B.N]; sous les mé-
mes hypothéses que celles du paragraphe IV.3.2, a4 1'aide du degré to-

pologique, on prouve 1'existence de composantes connexes de solutions

de (1.1), en les précisant un peu.

Théoréme IV.3 [Co,Co.I1.B.N]
Soit (Ag,ug) une solution de (1.1) vérifiant la condition (Z);

il existe une composante connexe Ct (resp.-C-) de solutions
(M,u) de (1.1) avec A>rgy (resp. A<Ag); Ct (resp. C-) contient
(Aosug), est non bornde dans RxHol(Q) et vérifie la propriété

suivante :

si (xi,ui)iEI € Ct (resp. C) avec Aj¥rg (resp. Aj4Ag)

alors :

ui"uo l -~

————— > 2z (resp. z.) dans Hy*(Q) fort, ot z4 (resp. z.)
}\.1"'}\.0

est 1'unique direction conique a droite (resp. a gauche ) en
(Ao,ug).

Remarque IV.11

i Dans le cas linéaire ( Sug espace vectoriel ) le théoréme
IV.3 reste vrai dés que (Ag,up) est régulier et on a z4=z..

1i Notons que z4+ (resp. z.) sont obtenus comme limite forte de

Uq - Ug
dans Hg(Q) et non pas seulement comme limite faible
As - A

i 0

dans Ho!(Q) ce qui &tait le cas dans 1'interprétation géométrique
[proposition II.3] et dans la remarque IV.10.

Schéma de démonstration du théoréme IV.3

On raisonne pour s>0; on pose A = Agt S U = ugt Sz4+ $6,0 € Hol(Q)
On montre alors que (A,u) est solution de (1.1) si et seulement si
Pl (ng+s)GF (ug+sze+s8) J-ug

o = R[ = PSug[MBF ' (ug) (z4+8)+GF(uo) ]]-R[0]
S
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On a ainsi une formulation point fixe du probléme : 6 = &(s,9) qui
est semblable a la formulation utilisée dans la démonstration du
théoréme IV.2 sauf que 1'on a remplacé e(s,6) par son expression
exacte.

On pose &(0,8) = 0 par continuité.

On utilise alors le degré topologique- pour prouver 1'existence de
ct et de C-.

On a ainsi précisé, par rapport au théoréme IV.2, la structure topo-
logique de 1'ensemble des solutions de (1.1) au voisinage de (Ag,ug).
Cette amélioration peut s'expliquer par le fait que :

pour démontrer le théoréme IV.3, on utilise la compacité de 1'applica-
tion: (s,8) € RTxHgl(Q) » ®(s,8) € Hol(Q)

tandis que pour le théoréme IV.2, on utilise seulement la compacité de
8 € Ho*(R) ~ 6(s,8) € Ho'(Q) ¥ s>0 voisin de 0.
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CHAPITRE V Etude locale autour d'un point singulier.

Nous nous intéressons, dans ce chapitre, a 1'étude locale de solu-
tions de (1.1) autour d'un point singulier (Ag,ug), tel que Sug soit
un espace vectoriel, et qui vérifie quelques propriétés supplémen-
taires. Ces propriétés sont a rapprocher de celles, énoncées au théo-
réme II.1, et qui assurent, pour 1es_équations, 1'existence d'un arc
régulier de solutions autour de (Ag,ug). Nous voulons généraliser ce
résultat aux inéquations de type (1.1).

V.1l Préliminaires.

Dans tout ce chapitre, on suppose n<4.

Soit (Ag,ug) une solution de (1.1) telle que Suy soit ‘un espace
vectoriel. On suppose que (Ag,uy) est un point singulier et plus
précisément que le noyau 4 de 1'opérateur H :

w € Hol(Q) > w - Pgy [hg GF'(ug)w] € Ho'(2)

est de dimension 1. Soit zy un générateur de ce noyau. On se pla-
ce, dans tout le chapitre, sous ces hypothéses et on montre 1'exis-
tence d'un développement autour de (\g,uq).

Lemme V.1
Soit # 1'image de 1'opérateur H :
wE Hol(Q) » w - PSUO[XOGF'(UO)W] € Hol(o)
A est un sous espace vectoriel fermé de Hgl(Q) de codimension 1
et en fait # = { w € Hyo*(Q) / (F'(ug)zy,w)=0 }.

Démonstration du lemme V.1

On a, pour tout w € HOI(Q), H(w) = w - PSUO[KO GF'(ug)w]; H est
une perturbation linéaire compacte de 1'identité. On peut appliquer
les résultats de 1'alternative de Fredhlom [S] :

&= Im(H) est donc un sous espace vectoriel fermé de Hgl(9)

et codim £ = dim A#"= 1.
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Pour montrer que 2 = {GF'(ug)zy}+ = {F'(ug)zy 2, puisque
{F'(uo)zN}-L2 est de codimension 1, i1 suffit de montrer que :
R C {F'(uo)zy?.

Soit w € # ] y € Hol(2) tel que w = y - PsuO[xo GF'(ug)yl; en
appliquant la définition de 1'opérateur Pgy,, On a :

a(AgGF'(ug)y - y + w,h) =0 ¥ h € Sug;
en particulier, si h = zy, on obtient :
(5.1) a(y-w,zy) = Ao (F'(ug)y,zn)
or zy = Psy,[GF'(up)zy]
donc ¥ h € Sug a(rg GF'(ug)zy.h) = a(zy,h)
on choisit h = y-w d'ol
(5.2) aly-w,zy) = ng (F'(ug)yszy) - rg (F'(ug)zy,w).
On soustrait 1'équation (5.2) de 1'équation (5.1)

=> (F'(ug)zy,w) = 0.

H
En appliquant 1'alternative de Fredhlom [S] & 1'opérateur H,
on obtient :
Lemme V.2

Si w est un supplémentaire de 4, par exemple #= 4=, alors
H admet un pseudo-inverse [S] Q de # > wdéfini ainsi
siw€ER I y€# tel que H(y) = w, on pose y = Q(w), Q est li-

néaire continu pour la topologie de Hol(Q).

Nous allons montrer que, sous ces hypothéses, il existe un développe-
ment local des solutions de (1.1) autour de (Ag,uq); par analogie avec
les résultats obtenus pour les équations, nous cherchons des solutions

de (1.1) sous la forme :
A= AgtsS, 8 € R, u=ug + s(zytw), wE # .

V.2 Recherche d'un développement; formulation du probléme en terme de

point fixe.

On choisit s>0 (un calcul analogue peut &tre fait pour s<0).
En utilisant la formulation (1.2) en terme de point fixe de (1.1), le
probléme a résoudre revient a chercher s, § et w solutions de :

(5.3) uo+s(zN+w) = PK[(N0+S6)GF(uo+s(zN+w))].
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On va, pour transformer cette équation, utiliser a nouveau la dérivation
conique des projecteurs. '
Ecrivons un développement de Taylor de F, autour de ug, a 1'ordre 2.

Fluots (zytn)) = F(ug) + s F'(ug) (zyw) + S F'(2) (zyw)
2

£(x) € Lug(x)+s{zn(x)+w(x)),ug(x)] ou [uo(x),ug(x)+s(zy(x)+w(x)) ]
si ug (x)+s(zy(x)+w(x))<ug(x) ou si ug(x)<ug(x)+s(zy(x)+w(x))

=> (Mg+s8)GF(uo+s(zytw)) = xoGF(uo)+s(5GF(uo)+xoGF'(uo)(zN+w))+52k(s,5,w).

et k(s,5,w) = 6GF'(ug)(zy*tw) + %o GF" () (zy+w) 2+ .éGF"(E)(zN+w)2
2 .

~~ N tn

k(s,5,w) reste dans un compact de Ho'(Q) lorsque (s,d,w) est borné

dans R¥xRxH,l(Q).

donc sk(s,5,w) » 0 quand s+0 uniformément par rapport a (8,w),
(6,w) tant borné dans RxH,'(9).

La dérivation conique des projecteurs implique :
PK[(x0+sé)GF(UO+szN+sw)] = u0+sP5uO[6GF(uo)+KOGF'(uo)(zN+w)+sk(s,6,w)]+
+se) ($,6,wW)
Psy, étant lipschitzien, on a :
(5.4)Pk[ (Ag+s8)GF (ug+szy+sw) ] = ug+sPgy [8GF(ug)+roGF ' (ug)(zy+w) J+se(s,s,w)
avec 1im «(s,6,w)=0 uniformément par rapport a (8,w),
5°0 (5,w) borné dans RxHyl(Q).
or Psy, est, ici , un opérateur linéaire,

PSuo[ 8GF(ug) + Mg GF'(ug)(zy*w)] = zy + PSug[KO GF'(ug)w + 8GF(ug) ]
on obtient ainsi la formulation suivante équivalente a (5.3) :

(5.5) w = Pgy,[ng GF'(ug)w + & GF(ug) ] + (s,5,w).

Lemne V.3

Soit (xg,Ug) un point singulier vérifiant les hypothéses énoncées
au début du paragraphe V.1 et tel que (F(ug),zy)#0,

alors 1'opérateur linéaire :

(5,w) € RxW~ w-PSuo[xOEf'(uo)w]-6P5u0[eF(u0)] € Hot(Q)

est bijectif d'inverse Q linéaire continu.
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Remarque V.1

Puisque Pgy, est un opérateur auto-adjoint pour le produit
scalaire associé a la forme a :

a(Psyo[GF(ug) ],6F (ug)zy) = a(PsuO[GF'(uo)zN],GF(uo))=

= a( 24 6F(ug)) = = (2n.F(uo)).
Ao Ao
Ainsi, en utilisant le lemme V.1, on a :
(Fuo),zy) # 0 <=> Pgy,l GF(uO & R , qui est une extension
naturelle de la condition de transversalité introduite pour les

équations (Théoréme II.1).

‘Démonstration du lemme V.3

Soit g € Hol(Q), montrons que 1'équation :
(5°6) W_PSUO[}‘OGF'(UO)W]"SPSU(}[GF(UO)]=g9 (6:‘”) € Rxy”
admet une unique solution (&,w) notée AUq).

Compte tenu des résultats du lemme V.2, 1'équation (5.6) admet une
solution w si et seulement si : g + & Pgy [6F(ug)] € 2

<=> (F'(ug)zy,9) + & (F'(ug)zy,Psy,[6F(ug)]) = 0 (lemme V.I)

<=> (F'(ug)zy,g) + = (zy,F(ug)) = 0 , grace a la remarque V.1.

Ao

> 8 = ag(FLU0)ZN:08) - ot g, (g);
(F(uo),zy)
et g € Hol(Q) » Q:(g) €ER est lindaire continu.
Ce calcul est en fait la projection de 1'équation (5.6)
sur 2+2 = ( F'(ug)zy) .-
Projetons maintenant 1'équation (5.6) sur Z .
L'opérateur w €% > w-Pgy [MoGF'(ug)w] € Ho'(Q) admettant un
pseudo-inverse Q, si w vérifie (5.6), on a :

w=0(g + 6 Pgy [GF(uo)])
w=0(g - M (F*(uo)2zy,9) PsuolGF(uo) 1)  noté Qa2(q).
(F(uo),2zn)
g € Hot(Q) » Q2(a) €W C Hol(Q) est lindaire continu .
g € Hol(2) + Qlg) = (01(g ),Q2(g)) € Rxw est linéaire continu et
répond a la question.

#
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On munit RxHgl(Q) de la norme suivante :
1(5,w)! = max {|6|,nwn} et on note Waﬂ 1a norme de'a, opérateur
linéaire continu de Hpl(Q) dans RxHyi(gQ).

Application:
Notons &(s,8,w) = Q(e(s,5,w)).
On obtient la formulation en terme de point fixe, équivalente a (5.3)

(5.7) (8,w) = &(s,6,w) (&,w) E RxW .

V.3 Existence d'un développement autour de (Ag,ug).

Théoréme V.1

Soit (Ag,up) un point singu]iér de (1.1) tel que Suy soit un es-
pace vectoriel et w » H(w) = w - PSUO[KOGF'(UO)W] ait un ndyau
A de dimension 1, de générateur zy, avec (F(ug),zy)#0;

alors il existe n>0 et une multi-application :

s € (-n,n) > (8(s),w(s)) € RxHol(Q), w(s) € #, un supplémentai-
re donné de A, telle que (Ag+sé(s), ugtszy+sw(s)) soit solu-

tion de (1.1); de plus 6(s) > 0 et Iw(s)h > 0.
’ s>0+ s-0=

Remarque V.2

Ainsi, sous des hypothéses & rapprocher de celles énoncées dans
le théoréme II.1, on obtient, au voisinage de (Ag,up), un déve-
1bppement local des solutions, semblable a celui obtenu pour les
équations [théoréme II.1 et proposition II.2].

Notons cependant que 1'on a ainsi de nombreuses solutions voisi-
nes de (Ag,ug) car on montre 1'existence de multi-applications.
De plus, on ne sait pas si pour s voisin de 0, s>0 ou s<0,
A(s)=hg+s8(s) est toujours plus petit que iy, donc on ne sait
pas si on a vraiment un point de retournement.
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Remarque V.3

On montre qu'il existe, en général, sur la branche maximale, un
‘point singulier (Ax,ux), appelé premier point de changement de
stabilité, qui vérifie les hypothéses du théoréme V.1 [chapitre
VII].

Démonstration du théoréme V.1

On raisonne, pour s>0, en utilisant la formulation en terme de point
fixe (5.7) établie au paragraphe V.2; il est donc nécessaire d'étu-
dier 1'application : (&,w) € Rx# > &(s,8,w) € RxW.

Rappelons que :

e(s,8,wW)=

_ Pl (ng*+s68)GF(ug+szy+sw) |-Pk [AgGF(ug) ]
s

- Psug[MoBF ' (ug) (zy+w)+86F (ug) ]

1. Montrons que ¥ s>0 1'application (5,w) > &(s,5,w) est compacte
pourla topologie de RxHol(Q)

Soit (éi’wi)iEI une famille appartenant a un borné de RXH0¥(Q)

avec wj €% pour tout i € I; on peut en extraire au moins une
sous suite (6p,wp)p€N telle que 6p > 8, wp > w dans L2(Q)

et dans Hg!(Q) faible lorsque p>+=; d'ol w €E#¥ car¥ est un sous
espace vectoriel fermé dans Hol(®);

en particulier ug+szy+tswp > Ug+szy+sw dans L2(Q) lorsque p>+ew

et comme dans la démonstration du théoréme IV.2, on a :
F(ug+szy*tswp) » Fug+szy+sw) dans L?(Q)

F'(ug) (zy*wp) » F'(ug)(zy+w) dans L?(Q).

On compose avec 1'opérateur de Green G qui est compact de L%(®) dans
Hol(Q) puis par Pks Psu, qui sont continus de Hol(@) dans lui-méme;
ainsi (8,w) € Rx#" > &(s,5,w) € Ho'(Q) est compacte

=> (8,w) € Rx ¥ > Q(e(s,56,w)) = &(s,6,w) € Rx#"C RxHol(Q) est
compacte.

On montre de méme la continuité en partant directement d'une suite
. 1 : 2
(6p,wp)p€N qui converge dans RxH,*(Q) donc dans RxL<(Q).
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2. Existence d'une multi-application s>(&(s),w(s)).

On a vu que ¥ s>0, l'applicafion (8,w) € Rx¥ > &(s,6,w) € Rx¥ est
compacte. ‘

D'autre part, Q est continu de Hol(Q) dans Rx# et e(s,s,w)0
lorsque s»04, uniformément par rapport a (&,w) € Rx#Z" Jlorsque
H(&,w)i<l.

Donc i1 existe n>0 tel que, pour 0<s<n, on ait :

te(s,5,w)l < ﬁi. ¥ (5,w) € RxZ” 1(8,w) i<l => 18(s,5,w) i<l
o)
‘Ainsi ¥ s € (0,n) 1'application (8,w) » &(s,5,w) envoie la boule

unité de RxHol(Q) dans elle-méme.

On peut appliquer le théoréme du point fixe de Schauder; on définit
ainsi pour 0<s<n une multi-application :

s € (0,n) = (&(s),w(s)) € RxZ telle que 1(58(s),w(s))n<l et
(8(s),w(s)) = &(s,8(s),w(s))

c'est & dire, d'aprés le paragraphe V.2 ,

(Ag*s6(s),ug+szy+sw(s)) est solution de (1.1).

3. Propriété de': s>(&8(s),w(s)).

on a (8(s),w(s)) = Qle(s,6(s),w(s))),

d'ol 1(8(s),w(s))r < 1Qn ne(s,5(s),w(s))l qui tend vers 0 lorsque
s»04 car H(8(s),w(s)) <1,
On raisonne de méme pour s<0.

V.4 Existence de composantes connexes de solutions.

Une autre approche du probléme a été faite [Co,C0.1.B.N]; sous les
mémes hypothéses que pour le théoréme V.1, a 1'aide du degré topologi-
que, on prouve l'existence de composantes connexes de solutions de
(1.1) en les précisant un peu :
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Théoréme V.2

Soit (Ag,ug) un point singulier de (1.1) tel que Sug soit un es-
pace vectoriel et 1'opérateur w > H(w) = w-PSuO[ngF'(uo)w]

ait un noyau 4 de dimension 1 de générateur zy avec
(F(ug),zy)#0.

Alors i1 existe deux composantes connexes de solutions : C* et
C-, non bornées dans RxHol(Q) telles que C* N C- = {Ag,ug) et
qui sont en fait de la forme suivante :

A= Ag+s8, u = ugtszytsw, s»0 sur C*, s<O sur C-, a(w,zy)=0

et (8(sj),w(sj)) > 0 lorsque si>0t.

Schéma de démonstration du théoréme V.2.

On raisonne pour s>0, on pose A = Ay+sS8, U = ugtszytsw w € #7,
on choisit # = {zy}>, n'importe quel supplémentaire de .# convient.
On montre alors que (A,u) est solution de (1.1) si et seulement si

(6,w) =

b‘( PK[ (KO‘*'S(S)GF( U0+SZN+SW) ]-PK[)\QGF(U()) ]
S

On a ainsi u:e formulation en terme de point fixe du probléme :
(6,w) = &(s,5,w); elle est semblable & la formulation utilisée dans
la démonstration du théoréme V.1 (5.7) sauf que 1'on a remplacé
e(s,5,w) par son expression exacte.
On pose é(O,é,w) = 0 par continuité .
On utilise alors le degré topologique pour prouver 1'existence de
ct et C-.

#*

- Psuo[86GF (ug)+AoGF ' (ug) (zy+w) ])

On a ainsi précisé, par rapport au théoréme V.1, la stucture topologique de

1'ensemble des solutions de (1.1) au voisinage de (Ag,ug). Cette amélioration

peut s'expliquer par le fait suivant : .
on utilise, pour démontrer le théoréme V.2, la compacité de 1'applica-
tion : (s,6,w) € RTxRxHol(Q) » &(s,5,w) € Rx W C RxHgl(Q)

tandis que pour le Théoréme V.1, on utilise la compacité de:

(5,w) € Rx# > 3(s,5,w) € Rx¥ ¥ s>0, ce qui est moins fort.
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CHAPITRE VI  Etude locale en un point de transition|

Nous avons vu que 1'inéquation (1.1) admet, en général une branche
de solutions équations et une branche de solutions inéquations [chapi-
tre I et II]; ces deux branches sont reliées par un point que nous ap-
pelons point de transition équation-inéquation. Dans ce chapitre, nous
donnons, tout d'abord, une définition plus précise du point de transi-
tion puis nous nous intéressons a 1'étude locale des solutions au voi-
sinage de ce point. En appliquant les résultats du chapitre IV, nous
obtenons quelques informations supplémentaires sur les directions co-
nidues. Puis nous faisons une étude plus fine en ce point : sous une
nouvelle condition (2")t, plus faible que (I) et n'impliquant pas la
régularité du point de transition (At,ut), nous montrons 1'exis-
tence d'un développement de solutions selon A, pour A>At.

VI.1 Introduction

VI.1.1 Définition du point de transition équation-inéquation; exemples

Définition
On dit qu'une solution (At,ut) de (1.1) est un point de
transition équation-inéquation si quelque soit le voisinage V de
(At,ut) dans R+xH01(Q), il existe (Aj,u;) € V solution équa-
tion ( c'est a dire solution de (1.3) et de (1.1)) et il existe
(Ao,ug) € V solution inéquation pure ( c'est a dire solution de
(1.1) et pas de (1.3)).

Remarque VI.1 ~
i. si ¥ € C?(Q) et (Ay,uy) est solution de (1.1) et pas de (1.3)
alors cap{u,=Y} > 0.
En effet, puisque ¥ € C%(@), on a u, € H2:P(Q) ¥ p>2 donc ujy €
Cl’“(ﬁ) ¥ a, 0Ka<l.
La mesure Au, - AyF(up) est a support dans I(up)={us=%} [L.S] et
s'annule sur les ensembles de capacité nulle.

Si cap{u,=¥}=0 alors Auz - AoF(uz) = 0 sur @, ce qui contredit
le fait que (A,,up) n'est pas solution de (1.3)
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ii.La définition précédente implique que si (A,u) est un point
de transition équation-inéquation de (1.1), (A,u) est solution
de (1.1) et de (1.3) c'est a dire (A,u) est une solution équa-
tion de (1.1).

Dans certains cas, toutes les solutions inéquations pures (A,u(A))
de (1.1), voisines d'un point de transition (At,ut) sont telles
que cap{u(r)=¥}>0 et mesure{u(A)=¥}=0. Ceci est illustré par 1'exemple
suivant :

Exemple VI.1 .
A=-A, @=]-1,1[, n=1, Y(x)=1+|xl, f(x,t)=1.
La solution explicite de (1.1) est donnée par :

A2 u(x)=§(l-x2) solution équation, elle ne touche pas 1'obstacle
2

A=2 u(x)=(1-x?) solution équation, {u=¥}={0}

2<n<4 u(x)=-5x2+(§-l)lx| solution inéquation, {u=¥}={0}
2 2 , .

+|x]  si |x|<p
W4 u(x)= -%‘x2+(1+7»-.2/7\)|x|-1-%‘+2f)\ si p< |x|<1

avec p=l-—
VA

c'est une solution inéquation et {u=¥}=(-p,p)

Le schéma suivant donne le profil des solutions :

X‘}



- 65 -

(x=2,u(x)=1-x2) est le point de transition équation-inéquation,
cap{u(r)=v} devient strictement positive dés que A>2 tandis que la |
mesure de {u(A)=Y} devient strictement positive seulement si 4.
Cet exemple nous a été proposé par M. Pierre.

VI.1.2 Etude de la condition (Z) en un point de transition

Notons quelques particularités des points de transition équation-
inéquation :
Soit (At,ut) un point de transition de (1.1) alors :

Sut = C(K,ug) et Sug-Sut = Hgl(R)

en effet (At,ut) est une solution équation [Remarque VI.1 ii]
donc {uy - M GF(ut) )}t = Hol(R) et Suy = C(K,ug)

D'autre part soit w € Hol(Q), w = wt-w-, w">0 p.p. sur @ donc q.p.
sur Q; si E¢={ug=¥} est défini comme dans [M], on a en particulier
w0 q.p. sur Ey donc wt € -Suy = -C(K,ut), de méme -w= € Sug
ainsi Sut - Sut = Hol(Q).

H#:

La condition (&) s'écrit sous la forme équivalente suivante :
(2)¢ @ inf { a(w,w) - A (F'(ug)w,w) / w € HoX(Q), twi=l } > 0
On avait aussi introduit la condition ('), qui en ce point devient :

()¢ : inf { a(w,w) - M(F'(u)w,w) / w € C(K,ut),Iwi=1 } > 0

Proposition VI.1

Soit (At,ut) un point de transition équation-inéquation de
(1.1); alors  les conditions (Z)t et (z)¢ sont
équivalentes. De plus si F'(ut)>0, ces conditions s'énoncent
sous la forme suivante :
la valeur propre fondamentale ut du probléme de Dirichlet 1i-
néarisé associé a (1.3) :

Aw - Ay F'(ut)w = p w dans @, w=0 sur 2Q.

est strictement positive .

Démonstration de la proposition VI.1

Soient v¢ = infla(w,w) - M(F'(ut)w,w) / w € Hol(Q), Iwi=1]}

vt = infla(w,w) - M(F'(ut)w,w) / w € CK,ut),wi=1}
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1. Montrons que vi = ve '

En effet puisque C(K,ut) < Hol() on a v < vl
D'autre part, posons b(v,w) = a(v,w) - At(F'(ug)v,w).

Soit w € Hgl(Q) tel que lwi=1

b(w,w) = b(w",w") + b(w=,w"),

or w0 p.p. sur @ donc w" € -C{K,ut), de méme w= € -C(K,ut)

=> b(w,w) > vg'{IwF12+1w=12)=vy!

d'ot vi > vt = vt = vt', (Z)¢ et (z')y sont équiva-
lentes.

2. F'(ut) étant strictement positif, on peut appliquer le lemme
I11.2 :

(2)t <=> inf {a(w,w) - Ay (F'(ut)w,w) / w € Ho(Q), ‘w|=1}>0
<=> up0
© gk

Notons que Suy peut 8tre un espace vectoriel ou pas 3 en effet si
n=1 et {u=%)}={xq} alors Suz = { w € Hg'(Q) / w(xg)<0 } n'est pas
un sous espace vectoriel de Hy(Q).

Mais si m>1 et {ug=%={xy} alors Suz=Hol(Q) car cap{ut=¥}=0.

D'autre part (At,uy) peut @tre un point régulier ou singulier de
(1.1).

Regardons tout d'abord comment, dans certains cas, on peut ekprimer
qu'un point de transition est un point singulier de (1.1).

Soit z € Hol(Q) solution de 1'indquation conifide homogéne (2.1)

a(z,w-z) > \e(F'(ug)z,w-2)
¥ w € C(K,ux)s; z € C(K,ug).

Soit Et={ut=¥} défini comme dans [M] i un ensemble de capacitéd

(2.1)

nulle prés; z<0 g.p. sur Ey donc au sens de Hyl(Q). On définit I(z)
comme dans [L.S] par @-I(z) = { x € Q tels que z(x)<0 au sens de
HOI(Q) sur E¢}, I(z) C Ef et Az - A F'(ug)z est une mesure
négative a support dans I(z) [L.S].
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Supposons que Er={xg} (c'est le cas standard,!'ensemble de.
coincidence peut toute fois Btre plus complexe). ‘

Deux cas se présentent :
-si m>1 alors capEt=0; z est donc solution de : Az = A¢F'(ug)z
sur @, z = 0 sur aQ.
-si n=1 :
soit z(xg)<0 alors I(z)=@ et on a Az = MF'(ug)z sur @,
z = 0 sur aQ.
soit z(xo0)=0 alors I(z)={xq} et on a Az = NF'(ut)z sur
Q-{xg} , z = 0 sur 32, z{xg)=0.
Conclusion
Si (At,ut) est un point de transition équation-inéquation
de (1.1) tel que E¢={xgy} :

si ml (At,ut) est un point régulier de (1.1)
<=> (At,ut) est un point régulier de 1'équation (1.3)

si n=1 (Ag,ut) est un point régulier de (1.1)
<=> (Ag,ut) est un point régulier de 1'équation (1.3) sur
Q et sur Q-{xq}.

Exemple VI.2
n=1, @=]-1,1[, A=-4, F(u)=eY, ¥(x)=a>0.
L'équation (1.3) est alors le probléme de Guelfand [G], bien connu :

"+ n el =0 dans J‘l,l[
(1.3) {3(1) = y(-1) = 0

On peut appliquer les résultats rappelés au paragraphe I1I.1.2;
1'équation (1.3) admet le diagramme de bifurcation suivant :

[

u(0)

P Y S
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Remarque : on aurait pu prendre, & peu prés, n'importe qu'elle
non-linéarité positive croissante convexe pourvu que Ta branche
équation .associée ne se retourne qu'une fois.

si a < u(0)
le point de transition équation-inéquation (At,ux) se situe
avant le point de retournement (X,U) et puisque At < A on a
a(w,w)
(exp(ut)w,w)

At < inf { / w€ Hot(Q), w0 } = pi(ug)

o py(ut) est la valeur propre fondamentale de : Aw = pexp(ut)w
dans @, w=0 sur 3Q; on notera u,(uy) la deuxiéme valeur propre .

La condition (z£)t est donc vérifiée, (At,ut) est un point
régulier de 1'équation (1.3) et de 1'inéquation (1.1).

si a = G(0)
le point de transition équation-inéquation (At,ut) est le point
de retournement (X,u), donc At = p;(ut), la condition (I)¢
n'‘est pas vérifiée, (At,ut) est un point | singulier de
1'équation (1.3) et de 1'inéquation (1.1);
Sut = C(K,ug) = { w € Hgl(R) / w(0)<0 } n'est pas un espace
vectoriel.

si a > u(0)
si (At,uy) est le point de transition équation-inéquation , on
a pi{ug) < Ag < wa(ug), Tla condition (%)¢ n'est pas véri-
fiée .

On ne considére désormais que des points de transition équation-iné-
quation (At,ut) tels que cap{ut=v}20; en dimension 1 c'est le
cas le plus courant avec E={ut=¥}r={xg}.

D'autre part si cap{uz=v}=0, Sux = C(K,uy) = H,l(@) on est donc
dans le cadre vectoriel et on peut appliquer les résultats du chapitre

Iv.
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VI.2 Quelques compléments Torsque (At,ut) vérifie (T)¢

Soit (At,ut) un point de transition équation-inéquation de (1.1).

Proposition VI.2

Si (M,uy) vérifie la condition (Z)y et si F(ug)>0 avec

n<5 alors :

i. i1 existe une unique direction conique & droite (resp. & gau-

che) en (At,ut) notée zy (resp. z.).

di. z4>0 p.p. sur Q@ en particulier z4=0 q.p. sur E={ug=1}

défini comme dans [M].

dii. z.>z4 p.p. sur @, donc z.30 p.p. sur Q.

iv. z. est 1'unique solution de 1'équation linéarisée sur Q :
Az_ - At F'(ut)z. = F(ug) dans @, z.= 0 sur ?Q.

De plus z_ € C2,%(Q) ¥ a, O0<a<l, et en fait z.>0 sur Q.

On obtient ainsi, pour la direction conique a gauche z., quelques pro-
priétés supplémentaires par rapport a celles obtenues dans la proposi-
tion IV.1.

Démonstration de la proposition VI.2

Les points i, ii et iii ont &té démontrés dans la proposition IV.1;

montrons que iv est vérifié.
Considérons 1'équation (6.1) linéarisée de (1.3) en (At,ug) :
(6.1) Az = A F'(ug)z + Flug), 2z = 0 sur aQ.

(At,ut) est un point de transition équation-inéquation de (1.1)
en particulier Aut = Ay F(ug) sur @ => up € HZ,P(Q) p32

=> up € C1H2(@) ¥ o, 0<a<l,

F(ut) appartenant a L=(R), 1la condition (Z); implique que
1'équation (6.1) admet une unique solution z dans Hol(Q).

D'autre part, ¥ n>1 § @>2 tel que Hi(Q) c LA(9);

F(ut), F'(u¢) appartenant a L®(Q), on a :

At F'(ug)z + F(ug) € LIR); z est solution de (6.1), donc
Az € LA(@) => z € H%,4(Q), q dépend de n; par un argument de
boot-strap, on montre que z € H2,0(Q) ¥ q € N, donc z € Cl,(d)
¥ a, 0<a<l.
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Or ug € Cts%(Q) => AF'(ug)z + Flup) € CH) ¥ «,

0<a<l; z étant solution de (6.1) on a [Be] z € C2:%(%Q),

Az = N F'(ug)z + F(ug) > 0 car F(ut)>0; en appliquant 1le
principe du maximum on a : 20 sur @, ainsi z € -Sug.

L'équation (6.1) implique que : ,

a(z,w-z) - M(F'(ug)z,w-2z) = (F(ug),w-2z) ¥ w € Hol(Q);

z est donc solution de (2.2)., c'est [proposition IV.1] 1'unique
solution de (2.2). => z=z_; on a en particulier z_ Glczsa(é) et
z.>0 sur Q. "

Application

Soit (Ag,uy) un point de transition équation-inéquation de
(1.1) vérifiant la condition (Z)t, tel que {up=¥r={xy} avec n=1;
alors z4(xp) = 0, z_(xg) > O donc z # z_ et Sux n'est pas un
espace vectoriel.

On peut appliquer le théoréme IV.2 au point (At,ut); i1 donne 1!
existence de solutions de (1.1) sous la forme d'un développement au-
~tour de (Mtsut) . Cependant (rtsut) étant un  point de
transition, on obtient des résultats plus précis :

Théoréme VI.1 »
Soit (At,ut) un point de transition équation-inéquation de

(1.1) vérifiant la condition (Z)+ et tel que cap{u=¥}#0; on

suppose que n<4 et qu'il existe >0 tel que F(ut)>B.

Notons z4+ {resp. z.) 1' unique direction conique a droite

(resp. a gauche) en (xt,dt).

Alors il existe n>0 et :

i. une multi-application 64: (0,n) > Hol(Q) telle que :
(A+s,uptszetsoy(s)) soit solution de (1.1).

De plus 164(s)t > O lorsque s»04, et quelque soit le voisinage V

de (Ag,uy) dans RtxHol(Q) i1 existe s>0 et 64(s) € Hol(Q)

tels que (Mg+s,up+szy+sOy(s)) soit une solution dinéquation

pure de (1.1) appartenant a V.,

ii. une application continue o_: (=n,0) » C%,%(T), 0<a<l telle

que (Agts,uptsz_+so_(s)) soit la seule solution de 1'équa-

tion (1.3), voisine de (At,uy); de plus on a :

u}+sz_+se_Cs) < ¥ sur @, donc (Ai+s,uptsz_+s6_(s)) est

solution équation de (1.1).
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Démonstration du théoréme VI.1

i. Appliguons tout d'abord le théoréme IV.2 : i1 existe n>0 et une -
multi-application 64: (0,n) + Hol(Q) telle que :
(Mg+s,up+szi+sOi(s)) soit solution de (1.1), de plus 164(s) 10
lorsque s+0+.

Raisonnons par 1'absurde et supposons qu'il existe un voisinage
V¢ de (At,ut) dans R+XH01(Q) tel que si s>0 est assez petit
afin que (At+s,up+szy+s6.(s)) appartienne a V¢, on ait :

(Ag+s)GF(uptszetsO4(s)) = uptszetsou(s).

Lorsque s>04+ on obtient zy = Ay GF'(ug)z4 + GF(ug) sur @,

z4 est donc solution de (6.1), or z_ est 1'unique solution de (6.1)
[proposition VI.2] => z4=z..

D'autre part : z>0 sur Q, =0 qg.p. sur {ug=¥}, donc z;#z_ car
cap{ut=¥}#0 par hypothése; on obtient une contradiction.

ji. On montre que, grdace a la condition (Z)t, on peut appliquer
le théoréme des fonctions implicites a 1'application suivante :
(A,u) € Rx(Co(T) N C252(3)) > &(A,u) = u- A GF(u)

€ Co(R) N 2 (R)
Ainsi, au voisinage de (At,ut) les solutions de (1.3) forment
une courbe (A=A¢+s, uptsz_+sB_(s)) de classe ct.

On considére 1'opérateur B : w > B(w) Aw - At F'(ug)ws Tla
condition (Z)t implique que B vérifie le principe du maximum sur
Q.
Puisque 6_(s) » 0 dans Cy(R) N c2:2(Q) lorsque s-0_,
B(e_(s)) » 0 dans C%(Q) ; B(z_+6_(s)) > F(ug) + B(o_(s))

> B+ B(6_(s)),
B est strictement positif donc pour s voisin de 0, on a :
B(z_+0_(s)) > 5 => z_+6_(s) > 0 et si s<0 on a z_+6.(s) > O

donc ug+sz_+s0_(s) < ux < ¥, -

Afin de pouvoir obtenir des développements de solutions de (1.1)
autour d'un point de transition équation-inéquation ne vérifiant pas
la condition (Z)t, on introduit une nouvelle condition.
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VI.3 Etude locale en un point de transitioh vérifiant une condition

plus faible que (Z)t.

VI.3.1 Introduction d‘une condition plus faible que (%)¢.

Soit (At,ut) un point de transition équation-inéquation de
(1.1).

Définition
Soit Et={ut=¥} 1'ensemble de cofincidence défini comme dans

[M], @¢ = @-E¢; notons St = C(K,ug) N -C(K,ut)
= Sug N -Sug
on a St =1{we€Hy(e) / w0 g.p. sur Et }

On dit que (Ag,uy) vérifie la condition (")t si et seule-
ment si : .
inf { a(w,w) - At (F'(ug)w,w) / w € S¢, twi=l } > 0

Remarque VI.2

Cette condition est intéressante Tlorsque Suy n'est pas un
espace vectoriel car sinon St = Sup et (2)y <= (2")¢.

On a toujours St € Sut, et si Sux n'est pas un espace
vectoriel St(; Sut

Dans ce cas, la nouvelle condition est, en général, strictement
plus faible que (z)t; c'est ce que nous illustrons ci. aprés
avec 1'exemple VI.3.

Notons que le lemme III.2 s'applique dans ce cas, en particulier :
(z")t <=> inf{ a(w,w) - Ay (F'(ug)w,w) / w € S¢, \w|=1 }1>0

et si dE¢ est réguliére, (")t s'énonce ainsi
la valeur propre fondamentale du probléme de Dirichlet linéarisé sur
Qt=Q-E¢ associé a (1.3)

Aw - At F'(ug)w = p w sur @, w=0 sur d(Q¢)
est strictement positive.
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Exemple VI.3

Reprenons 1'exemple VI.2.
Dans ce cas E¢={0} et St = { w € Hol(®) / w(0)=0 }

Soit v = inf { 7™ /g Hel(@), w(0)=0 }
' (exp(ut)w,w)
= y = inf | (Vw, 7w) / weE Hol(®), w impaire }

(exp(ut)w,w)

Soit p;(ut) la valeur propre fondamentale de : Aw = p exp(ut)w
sur @, w = 0 sur 9Q; upy(ut) admet un vecteur propre ¢; tel que
$1>0 sur Q, ¢; est paire, donc si w € Hol(Q) est impaire on a :
(61,w)=0.

Iw, W)

ainsi y > inf | ( [ w € Hol(), (6;.w)=0 } = no(ug)

(exp(ug)w,w)

qui est la deuxiéme valeur propre de : Aw = p exp(ut)w sur Q, w=0

sur 9Q.
si a=u(0)
Moo= opp(ug) <palug) <y
la condition (")t est vérifiée alors que la condition (Z)t ne
1'est pas; (A,ug) est un point singulier de (1.1).
si au(0)

wplut) < Ap < palut).
La condition (z"); est vérifiée, la condition ()t n'est pas
vérifiée, mais (At,ut) est un point régulier de (1.1).

On remarque ainsi que la condition (Z"): n'implique pas nécessai-

rement la régularité du point (At,ut) solution de (1.1).
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VI.3.2 Existence d'une direction coniqﬁe a droite en (Ktzﬂil:

Pour étudier le comportement des solutions de (1.1) autour du point
(Mg,ur), on fait les hypothéses sujvantes :
(M,ut) est un point de transition équation-inéquation de
(1.1) vérifiant la condition (5")t: on suppose de plus que :
n<d et ¥ £ C(Q).
F(ut)>0 ce qui est, par exemple, vérifié dés que F(0)>0.

soit Et={ut=Y}, on suppose que Q¢ est réquliére avec
Qp=Q-E¢ et est telle que quelaue soit xg € aR¢ i1 existe
une boule fermée B — Q¢+ telle que x4y € 2B.

Remarque
(At ur) est solution de (1.3) => Aup = A¢ F(ug) sur @
Flug) € L=() => ug € HZ:P(Q) p>1 => uy € Clso(D)
¥ a 0<a<l; E¢={u=Y} est défini ponctuellement et fermé,
puisque ¥ € C(R).

Tout d'abord nous montrons que, sous ces hypothéses, il existe au
moins une direction conique a droite en (At,ut) notée z qui est
solution de 1'équation linéarisée non homogéne de (1.3) en (At,ut)
sur Qt, puis nous prouvons 1'existence d'un deéveloppement local des
solutions de (1.1) pour ADAt.

Proposition VI.3

Soit (At,ut) un point de transition équation-inéquation de
(1.1) vérifiant les hypothéses énoncées au début du paraaraphe
VI.3.2.

Ve . Az = At F'(ur)z + Flug) dans Ot
L'équation (6.2) {z=0 Sur 30t ,
admet une unique solution z que 1'on prolonge par 0 sur Et en
un élément appartenant 3 St, encore noté z.
De plus >0 sur Qt et 22 <0 sur Q5

dva
z est une direction conique a droite en (Ag,ut);
(v désigne 1la conormale; 1la normale & la frontiére étant

orientée vers 1'extérieur).
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Démonstration de la proposition VI.3

1.Montrons que 1'équation (6.2) admet une unique solution z.

Considérons 1'équation (6.2) linéarisée de (1.3) en (At,ut) sur
R+ ¢

(6.2) Az = Ay F'(ug)z + F(ug), z = 0 sur 3%;.

F(uy) appartenant & L®(Q), la condition (5")y implique que
1'équation (6.2) admet une unique solution z € Hol(Qt).

-

De plus, F(ut), F'(ut) appartenant a L®(Q) et n<4,
M F'(ug)z + Flup) € L%(e¢), donc z € Hol(er) A HZP(ap)
=> z € C*(Q¢) ¥ a, 0<a<l.

D'autre part on a vu que ux € C'»>2(3),

donc A F'(ut)z + F(ug) € C%(Qt)

z étant solution de Az = Ay F'(ug) z + F(ug) sur @, 2z=0
sur dQt, on a [Be] z € C?»2(Q¢); A

De plus, Az = Ay F'(ut)z + F(ug) > 0 sur @, car F(ug)>0,
en appliquant le principe du maximum, on a : z > 0 sur Q.

2. Comportement de z a la frontiére de Qt.

On a vu que z € C%>%(Qt) ¥ a, 0<a<l;
20 sur Qt, z=0 sur 3¢, Az>0 sur Qt;
si n>2 on peut appliquer le deuxiéme principe du maximum de Hopf
[P.W] => 22 (x¢) <O + xq € 20t.
dva

Si n=1, @=]a,b[, Et=[c,d], on montre facilement,en utilisant 1'é-
quation (6.2) et le fait que z(x)=0 ¥ x € [c,d], que z'(c_)>0 et
z'(d4+)<0, d'ou le résultat en orientant la normale vers 1'exté-

rieur,

3.Montrons que z est une direction conique a droite en (At,ut).
Tout d'abord, si z € Hy'(Q) désigne la solution de (6.2) prolongée

par O sur Ey, montrons que, pour h € Hol(Q) :

ova

a(z,h)-At(F'(ug)z,h)-(F(ug),h) = %2 h dr -J/}(ut)h dx
3Rt Et
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En effet, puisque z=0 sur E¢, on a :

a(z,h) - r¢ (F'(ug)z,h) - (F(ut),h) =

= [ aij 220N L AgF(up)zh - Flup)h)dx - [ F(ug)hdx
0Xj 0Xj
Qt Et
En appliquant 1la formule de Green sur @t si n» ( ou si n=1,
Q=]a,b[, Et=[c,d], en intégrant par parties sur (a,c) et (d,b) )
on obtient :

a(z,h) - Ay (F'(ut)z,h) - (F(ug),h) =

= -ﬁAz-xtF‘(ut)z-F(ut)) hdx + [ 2% h dr - /F(ut)h dx
dvp

Qt Rt Et

d'ol le résultat puisque z est solution de (6.2).

Application

Soit h € C(K,ut), on a h<0 g.p. sur E¢; or F(u¢)>0, 2% <o
’ .ovp

sur dQ¢; en appliquant la formule précédente, on a :
a(z,h) - Ay (F'(ug)z,h) » (F(ug),h) ¥ h € C(K,ug)
de plus 1'équation (6.2) implique :
a(z,z) = a¢ (F'ug)z,z) + (F(ut),z), et z € C(K,ug)
donc z est solution de (2.2)+.

#

Remarque VI.3

Puisque z est une direction conique a droite en (At,ut),
z = PR, ug)[ M GF'(ug)z + GF(ut) ]

De plus z appartient 3 St et on a :
z = Pgt[ A GF'(ug)z + GF(uy) J.

En effet, soit h € S, 1'équation (6.2) implique :

a(z,h) - r¢ (F'(ut)z,h) - (F(ug),h) =0
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Lemme VI.1
z est la plus grande des directions coniques a droite en
(At,ug) et c'est 1'unique direction conique a droite nulle
q.p. sur Eg.

Démonstration du lemme VI.1

Soit z4 une direction conique a droite en (At,ut),

soit h € C(K,ut)N-C(K,ut) = Sg, 1'équation (2.2); implique :

(6.3) a(z4,h) - A (F'(ug)z4,h) - (F(ug),h) = 0.

Si z+ € St 1!'équation (6.3) implique que z; est solution de (6.2)

donc par unicité zy = z.

Si z+ n'appartient pas a S, posons k=(z4-z)%.

Puisque z+ € Supx et z € St, on a z4-z € Sup; Sup étant
stable par partie positive [démonstration de la proposition IV.1],
k € Sug; de plus, par définition k>0 p.p. sur @, donc k €
-C(K,ut), en conclusion k € SutM -Su¢ = St.

On choisit h=k dans 1'équation (6.2) et dans 1'équation (6.3), on
fait la différence des égalités obtenues :

a(z4-2,k) = rp (F'(ut)(z4-2),k) = 0
=> a(k,k) - Ay (F'(ug)k,k) = 0.

Puisque k € St la condition (z"){ implique k=0 donc z4< z p.p.
sur Q.
#

Remarque VI.4
Soit (At,ut) un point de transition équation-inéquation de

(1.1), réqulier, appartenant a la branche maximale de solutions
de (1.1) et vérifiant les hypothéses énoncédes au début du
paragraphe VI.3.2.

u(r) - ug
A= At

Posons z, =
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Grace a la proposition II.3, on sait que (za,>A) admet
pour valeurs d'adhérence dans Lz(Q) et dans Ho'(Q) faible lors-
que A > At, des éléments z € Hol(Q) qu% vérifient les proprié-
tés suivantes :

z>0 p.p. sur Q (car A » G(M\) est croissante), z=0 q.p. sur Et

z = PCTR,up)L M GF'(ut)z + GF(ug)] [proposition II.3]

z Pst[ A GF'(ut)z + GF(ug) ] [remarque 1I.5]

z est donc 1'unique solution de (6.2), prolongée par O sur Et
et i1 existe une application A € [Ay,=) > 8()) € Hol(Q) telle
que ulh)= ut + (A-Ag)z (A-Ag)O(N) avec O(A) = 0 dans
Hol(Q) faible lorsque A + At.

On a ainsi obtenu, pour la branche maximale, 1'existence d'un dévelop-
pements des solutions maximales de (1.1) autour de (At,ux) pour
A>Nt.

Nous voulons étendre et préciser ce résultat : si {(At,ut) est un
point de transition équation-inéquation de (1.1) vérifiant les hypo-
théses du début du paragraphe VI.3.2, en particulier vérifiant la
condition (Z")¢ qui est plus faible que la condition (%)¢,
cherchons des solutions de (1.1) sous la forme :
(Mg+s,ut + sz + 58 ), 6 € Hgt(R), 0.

Pour cela, on reprend la démarche utilisée au paragraphe IV.3.; mais
puisque Sug = C(Kjﬁ{}, on peut dériver deux fois coniquement le
projecteur Pg; on obtient ainsi une nouvelle formulation du probléme
en terme de point fixe.
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VI.3.3 Recherche d'un déve]oppement.' Formulation en terme de point

fixe.
Soient s>0, © € Hol(Q).
En utilisant la formulation (1.2) en terme de point fixe de (1.1)

on a :
(At+s,ut + sz + s8) est solution de (1.1)
<=> (6.4) ut + sz + s8 = Pg[ (Ag*+s) GF(ug + sz +s8) ]
Puisge n<4, on peut appliquer la formule de dérivation conique (2.3) :
Pel (Ag+s) GF(uy + sz + s8) | =
= ut + s Psyel M GF'(ug)(z+8) + GF(up) ] + se(s, o)

avec lim e(s,8) = O uniformément par rapport i 6, 8 borné dans Hol(Q).
s>0+

or Suy = C(K,ug) = { w € Hol(®) / w<0 g.p. sur Et }, c'est un
cone convexe fermé sup-stable, héréditaire vers le bas donc M1, 11
existe ¢ g.s.c.i. telle que :

C(K,uy) = { w€E HOI(Q) / w<o g.p. sur Q };
ainsi [M] PSut admet en AGF'(ut)z+GF(uy) une dérivée coni-
que, i.e. ¥ v € Hol(Q), ¥ n>0, voisin de 0, on a :
PSUt[}\tGF'(ut)Z + GF(ug) + nv] = z + n Pct[v] + ney(n,v)

avec C¢ = C(Sut,z) N { z - Ay GF'(ut)z - GF(ug) »

et lim g,(n,v) = 0, uniformément par rapport a v, v restant dans un
04
compact de Hgl(Q).

En particulier, soit v = At 6F'(uy) S—, 620 5 F'(up) € L=(Q),
el

G est un opérateur compact de L2(q) dans Hol(@), donc ¥ o € Hot(Q),

620, Ay GF'(ug) _E_ reste dans un compact de Hyl(Q).
et

Posons n=181, €(6) = e (161, At GF'(ut) S ); on a 1im e(8) = 0
el 60

(6.4) admet, pour 6 borné y compris 6=0, la formulation équivalente
suivante :

(6.5) o = Pct[ A GF'(ut)e ] + e(s,8) + non £(6)
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Remarque : on a en fait dérivé déux fois coniquement le projecteur
Pk, ce qui est possible en un point de transition équation-inéqua-
tion (Ag,uy) de (1.1), car Suy = C{K,uy) est un cdne convexe
fermé sup-stable et héréditaire vers le bas. .

VI.3.4 Etude plus précise de Ct

Proposition V1.4

Soit (At,ut) un point de transition équation-inéquation de
(1.1) vérifiant les hypothéses énoncées au début du paragraphe
VIi.3.2.

Soit z la solution de (6.2) |proposition VI.3].

Si Ct = C(Sut.z) N{ z - A GF'(ug)z - GF(ug)

alors Ct = Sy = { w € Hol(R) / w=0 q.p. sur Et }

Démonstration de la proposition VI.4

1.Montrons que C(Sut,z) = C(K,ut) = Sug

Soit v € C(Sut,z), par définition, pour p0 assez grand il existe
w € Suy tel que v = p(w-2z).

On a w<0 g.p. sur Et, z=0 q.p. sur Et => v<0 q.p. sur Et,

donc C(Sut,z) < C(K,ug).

Réciproquement: soit w € C(K,ut); puisque z=0 q.p. sur Eg,

wtz € C(K,ut) = Sut => w € C(Sug,z).

2.Montrons que Ct = S¢

Soit w € St < C{K,ut); la premiére partie de la démonstration
implique : w € C(Sut,z).

D'autre part, on a vu que z=Ps [Ay GF'(ug)z + GF(ug) ]

donc a(z,w) - At (F'(ut)z,w) - (F(ug),w) =0

=> w € {z - A GF'(ut)z - GF(ug) M => Sy C Ct.

Réciproquement:

Soit w € Ct, donc w € C(Sut,z) = C(K,ug) = w € Sug,

et aussi a(z,w) = Mg (F'(ug)z,w) + (F(ug),w);

utilisons 1'égalité établie dans la troisiéme partie de la démons-

tration de la proposition VI.3 :
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a(z,w) A (F' (up)z,w)-(Flug),w) = | 22 wdr - [ Flug)w dx
dva
Rt ’ E¢
on a donc —Zwdr = ‘/}(ut)w dx ¥ wé€é HOI(Q);
6VA
Q¢ Et

or F(ut)>0, 27 [proposition VI.3] et w<0 g.p. sur Eg;
dvp

ainsi ces deux intégrales ont des signes opposés et sont égales
elles sont donc nulles et on a :

wdr =0 et 2% <0 donc la trace de w sur dQt est nulle
6VA A
0Qt

si Et est de mesure nulle alors w=0 p.p.sur Ei;

sinon ./PF(ut) w dx = 0 et F(ut)>0 donc w=0 p.p. sur E¢.
Et

Ceci permet d'affirmer que w=0 g.p. sur Et; en effet on définit

W sur Q¢
0 sur Et
sur @ donc g.p. sur @ => w=0 g.p. sur Et.

#

un élément v € Hol(Q) en.posant : v = alors v-w=0 p.p.

VI.3.5 Existence d'un développement au voisinaae de (At,ut)

Reprenons la formulation (6.5) établie au paragraphe VI.3.3; en tenant
compte de la proposition VI.4 on a :

(Ag+s,up+sz+se) est solution de (1.1)
<=>(6.6) & = Ps.[ At GF'(ut)e ] + e(s,0) + 161 e(0)

Or (Mg,ut) vérifie la condition (Z")¢; grace au lemme III.1,

1'opérateur linéaire 8 € Hel(e) - e—PSt[xtGF'(ut)e] € Hol(Q)

est inversible, notons Q som inverse.

Posons ¥(s,8) = Q(e(s,8) + 61 (8))
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On obtjent la formulation suivante, équivalente & (6.6)
(6.7) o = ¥(s,0) 8 € Hol().

Théoréme VI.2

Soit (At,ut) un point de transition équation-inéquation de
(1.1) vérifiant les hypothéses du paragraphe VI.3.2 et tel que
cap{ut=v}r#0.

Soit z 1'unique solution de 1'équation 1inéarisée non homogéne
(6.2) de (1.3) en (At,ut) sur Q. _

I1 existe n>0 et une multi-application 8¢ : s € (0,n)+6¢(s)

€ Hol(Q) tels que :

(At*s,ut + sz + s8¢(s)) soit solution de (1.1).

De plus 164¢(s)I»0 lorsque s>0; et quelque soit le voisinage V
de (Ag,ut) dans R+XH01(Q) il existe >0 et 6¢(s) € Hol( @)
tels que (Agts,uy + sz + s6¢(s)) soit une solution inéqua-

tion pure de (1.1) appartenant a V.

On a donc, sous ces hypothéses, un développement local des solutions
de (1.1) & droite de At. Ce développement est a rapprocher de ceux
obtenus pour les équations [propos{tion II.1 et théoréme II.2] et pour
1'indquation (1.1) en certains points réguliers [théoréme IV.2].

Fréquemment, en un point de transition équation-inéquation de (1.1),
on a : Et={xg}; alors si n=1 la capacité de Et n'est pas nulle,
c'est le cas de 1'exemple VI.2. Le théoréme VI.2 donne des solutions
inéquation pure de (1.1), voisines de (At,ut), sous la forme d'un
développement, lorsque (At,ut) est aprés le premier point de re-
tournement de la branche équation (1.3) issue de (0,0) alors que le
théoréme VI.1 ne s'applique pas car la condition (£)y n'est pas vé-
rifiée. Si (At,ut) est avant le premier point de retournement de
la branche é&quation, on sait aussi conclure & 1'existence d'un déve-

loppement, grace au théoréme VI.1.
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Démonstration du théoréme VI.2

D'aprés la formulation précédente, on cherche, pour tout s>0 voisin
de 0, un point fixe de 1'application 6 € Hol(Q) » ¥(s,8) € Hol(Q).
On rappelle que (paragraphe VI.3.2 et VI.3.4) :

Y(s,e)=0(§[PK[(xt+s)GF(ut+sz+se)]-ut]-z—Pst[xtGF'(ut)e])

i. En utilisant les mémes arguments que dans la démonstration du thé-
oréme IV.2, mais en remplagant Pgy,, par Ps. et R par 0, on mon-
tre, grace a 1'expression ci dessus, que : ¥ s>0 1'application :

6 € Hol(Q) » ¥(s,0) € Hol(R) est compacte.

ij. Existence d'une multi-application s+0¢(s)

Puisque 1im €(6) = 0, i1 existe Ry>0, Ry<l tel que pour tout 6 € Hol(Q)

8+0
181<Ry on ait : fe(B)N < 1 .
21Q1
Puisque 1im e(s,8) = O uniformément par rappert & e, l6l<Ry, i1
‘ .

s+0

existe n>0 tel que si 0<s<n on a : le(s,0)l < Rg Torsque 101<R,
2101

D'aprés (6.6) et (6.7) on a :
v(s,8) = 0(e(s,0)) + wen Q(e(8)) ; ainsi si 0<s<n, 161<Ry on a :
1%(s,8)1 < Rq.

L'application 6 » ¥(s,8) envoie, pour 0<s<n, la boule fermée de cen-
tre 0 de rayon Rgy, de Hol(Q), dans elle-méme. On peut appliquer le
théoréme du point fixe de Schauder : pour 0<s<n on définit une
multi-application s € (0,n) » 6¢(s) € Hyl(Q) telle que:

184(s)l < Ry et ét(s)=w(s,et(5)): c'est & dire, d'aprés le para-
graphe VI.3.3, (Ag+s,ut + sz + sO:(s)) est solution de (1.1).
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iii.Montrons que 16t(s)! > 0 lorsque s+04

si 0<s<n, on a d'aprés le point ii :
0t(s) = Q(e(s,0¢(s)) + 1o(s)t Q(e(8¢(s)))

avec 104(s)lI<Rg et 1Q(e(6¢(s)))! <Ro 1
2 2

Posons p(s) = 1Q(e(s,0¢(s)))1

puisque 1im €(s,8) = 0 uniformément par rapport & O, 161<Rg, on a
S*O+
lim o(s) = 0.
>0+

Posons n(6t(s)) = 1Q(e(0¢(s)))1
on a: n(ot(s)) <L et or(s) = w(s,o(s)) ¥ s € (0,n)
2

=> 16¢(s)1 < p(s) + 16¢(s)n n{et(s)) < p(s) + l.net(s)u

2
¥ s € (0,n) => 108¢(s)h < 2 p(s) qui tend vers O lorsque s tend
vers O+.

div. Raisonnons par 1'absurde et supposons qu'ilfexiste un voisinage
Vi de (At,ut) dans R¥xHol(Q) tel que si s>0 est assez petit
afin que (Ag+s,uy + sz + sb¢(s)) appartienne a V¢, on ait :
(Ag+s)GF(ug + sz + sO¢(s)) = ug + sz + sO(s) .
Lorsque s»0+ on obtient : z = Ay GF'(ut)z + GF(ut) sur Q.
L'équation (6.1) admet donc z comme solution; n<4, F
F'(ug) appartenant a L®(Q), A¢ F'(ut)z + F(ux) €
=> z € H25*(Q) = z € C*(D) ¥ «, O0<a<l.
or ug € CcLHra(@) = Ap F'lup)z + F(uy) € C%(Q) donc [Be]
z € C2,“(§) ¥ a, 0<akl; Az = N F'(ug)z + F(ug) > 0 car
F(ut) > 0, le principe du maximum fort implique que 20 sur Q.
z admet donc deux représentants quasi-continus, 1'un étant >0 sur
Q, 1'autre étant nul sur Ef, ce qui n'est possible que si
cap{ut=¥}=0. Contradiction.

#
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CHAPITRE VII  Branches extrémales de solutions.
Résultats numériques.

Aprés avoir construit les solutions minimale et maximale de 1'iné-
quation (1.1), nous nous intéressons a leurs propriétds et plus parti-
culiérement a celles de la solution maximale. En étudiant notamment Te
comportement de 1'ensemble de coincidence le long de la branche maxi-
male, nous mettons en évidence, dans certains cas, un premier point de
changement de stabilité (en un certain sens) et nous montrons que
c'est un point singulier qui vérifie les hypothéses é&noncées au
chapitre V., V .

Ceci est ensuite illustré par les résultats numériques que nous don-
nons a la fin de ce chapitre.

VII.1l Existence et propriétés des branches extrémales de solutions.

Dans ce paragraphe, nous adaptons un procédé itératif de construc-
tion, pour tout A0, d'une solution minimale ( pour 1'ordre ponctuel )
et d'une solution maximale de 1'inéquation (1.1). Nous étudions la mo-
notonie et la continuité de ces brancheé extrémales; 4 1'aide des ré-
sultats des chapitres précédents, nous prouvons 1'existence de direc-
tions coniques et de développements locaux de solutions au voisinage
de certains points appartenant a ces branches.

VII.1.1 Construction des branches extrémales de solutions.

Soit g € L2(Q) donné, pour tout A0, 1'inéquation variationnelle el-
liptique suivante :
a(v,w-v) > A (F(g),w-v)

(7.1)
¥ wEK; v EK.

odK={wE Hol(Q) / w<Y p.p. sur Q }
admet une unique solution v € K, notée v = Ty[q] = Pg[AGF(q) ].
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On définit ainsi une application Ty : g € L2(Q) » Ty[g] € Hol(2);
nous allons mettre en é&vidence quelques propriétés de monotonie de
cette application.

Lemme VII.1
Soit g € L2(Q) et v 1'unique solution de 1'inéquation :

a(v,w=v) > (g,w-v) ¥ w€EK; vEKS; alorsv=PclGg] et 1
application g € L2(Q) - PK[Gg] € Hol(Q) est croissante pour
1'ordre ponctuel.

C'est un résultat classique dans la théorie des inéquations variation-
nelles elliptiques [D.L], nous le redémontrons ici :

Démonstration du lemme VII.1

Soient g, et g, deux éléments de L2(Q); posons vy = Pxl6g; ],
vo = Pg[Ggy] ; vi et v, sont respectivement les solutions des
inéquations suivantes :

alvi,w=vi) > (g1,w-v;) ¥ w€K; v, EK.
a(vy,w-vy) > (go,w-vy) A weEK; vy €K,

On choisit w = min(vy,vy) = vi-(vi-v2)* dans la premiére inéqua-
tion, w = max(vy,vp) = vo+(vi-vy)T dans la deuxiéme et on fait la
somme des inégalités obtenues :

=> a((vi-va)*,(vi-v2)*) < (91-92,(vi-v2)*)
supposons gi1<g, p.p. sur @, alors la coercivité de a implique

(vi-vo)*=0 donc vi<vy p.p. sur Q.

Corollaire VII.1

1. Pour tout A € RT 1'application g € L%(q) » Tk[g] € HOI(Q)
est croissante pour 1'ordre ponctuel.
2. Pour tout g € L2(Q) 1'application A € Rt > Ty[q] € Hol(Q)

est croissante pour 1'ordre ponctuel.
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Démonstration du corollaire VII.1 ;

1. Soient g; et g, appartenant a L2(Q) tels que g1<9s p.p. sur Q;
1'application t » f(x,t) étant, par hypothése, croissante en t, on
a : F(g1)<F(g2) p.p. sur Q; en appliquant le lemme VII.1, on
obtient Talg1l<Ty[g2) p.p. sur Q.
On démontre le point 2. de la méme fagon.
#
Remarquons que:
(M,u) est solution de (1.1) <=> u = Ta[u].
De plus, puisque AF(g)>0 p.p. sur Q pour tout g € L3(Q), A>0, on a :
Talgl>0 en particulier Tp[0]>0 p.p. sur @ ¥ A € Rt et, par
définition Ty[¥]<¥ donc : :
0 est sous-solution et ¥ est sur-solution de 1'inéquation (1.1) au
sens de [M.P,T]; de plus g » Ty[g] est [corollaire VII.1] une appli-

cation croissante; ce qui implique [T] 1'existence, pour tout A € RY,
d'une solution minimale (resp. maximale) de (1.1) notée wu(A)
(resp. G(A)). '

Nous allons en fait redémontrer ce résultat en construisant T(A) et
u(r) comme limites de suites particuliéres; ce procédé est semblable a
celui utilisé pour les équations [Sa], tandis que dans [T], 1'existen-
ce est assurée par un résultat abstrait.

Proposition VII.1

Pour tout A>0, 1'inéquation variationnelle :

(1.1) a(u,v-u) > A (F(u),v-u) ¥ v € K; u € K.

admet une solution maximale (resp. minimale) notée T(\)
(resp. u(r)) (c'est & dire : quelque soit w solution de (1.1)
pour A, on a : w < T(\) p.p. sur @, (resp. w > u(}))).
De plus 1'application A € R* » @(A) € Hol(Q) (resp. u(A)) est
croissante pour 1'ordre ponctuel

Démonstration de la proposition VII.1

Nous allons montrer que pour tout A>0, 1'inéquation (1.1) admet une
solution maximale .

1. Considérons la suite suivante définie par récurrence :

uP(r) = T\P[y] ¥ p EN.



- 88 -

Tp étant une application croissante [corollaire VII.1], la suite
(uP(N),pEN) est décroissante et vérifie :

0 <uP(X) <Y p.p. surQ, ¥ pEN;
elle converge donq ponctuellement lorsque p»>+=,
notons d(A)(x) = 1im uP(A)(x)

p>too
ona:0<Tr) <v, G E Lz(Q); le théoréme de convergence domi-
née de Lebesgue implique : uP(A) > G(A) dans L?(Q) lorsque p>+e.
F étant continue de L?(Q) dans lui-méme, 1'opérateur de Green G
étant continu de L%(Q) dans Hol(Q), 1'opérateur Ty :

g € L2(Q) > Ta[g] = P¢[rGg] € Ho'(R) est continu;
ainsi To[uP(M)] = uPtl(n) » Ta[u(A)] dans Hol(®) lorsque
prro => U(A) = Ta[TG(A)] et G(A) € Hol(Q) donc (A,T(A))
tion de (1.1). '

est solu-

2. Montrons que c'est la solution maximale de (1.1)

Soit (r,v) une solution de (1.1), on a : 0 <v < ¥ et Ty[v]=v.
L'application Ty étant croissante pour 1'ordre ponctuel, on a,
pour tout p € N :

v = THP[v] < TyP[¥] = uP(r) p.p. => v < G(A) p.p. sur Q.

3. En utilisant les propriétés de monotonie-des applications :
A > Ta[g] et g > Ty[g] [corollaire VII.1], on montre par récur-
rence sur p € N que si A < A' on a : uP(A) < uP(n') p.p. sur Q.
L'application A € R¥ > U(r) € Ho'(Q) est donc croissante pour 1'or-

dre ponctuel.

Par un raisonnement analogue, en considérant la suite
up(x)=Tkp[0], on montre, pour tout M0, l'existence d'une so-
lution minimale de (1.1) notée u(A) et la croissance de 1'applica-
tion A € RY > u(r) € Hol(9).

G2
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Montrons, par un procédé analogue a celui utilisé pour les équations
[Sa], que ces branches extrémales sont continues. En effet :

Lemme VII.2

Soit g € LP(®) p>2 et v 1'unique solution de 1'inéquation :
a(v,w-v) > (g,w-v) ¥ we€EK;vEK.,

Si AY est une mesure telle que (AY)- € LP(Q) avec p>n

alors v = Px[Gg] € H2sP(Q) => v € CLox(®) od « = 1-

et 1'application : P

g € LP(Q) » v = Pg[Gg] € H2:P(Q) est continue de LP(Q)
dans H2’P(Q) faible ou dans Cl»(3) fort.

Démonstration du lemme VII.?2
Si A¥ est une mesure telle que (A¥)- € LP(Q), si g € LP(9),
alors [Bre] v = Px[Gg] € H?:P(Q) et il existe une constante
C>0,indépendante de g telle que :

1Pg[Galn,,p < C (fa|p * |(A¥)"|p)

ol 1 1, désigne la norme usuelle dans H%P(Q).
Soit (gj,iEN) une suite d'éléments de LP(Q) tels que gi-~g
>t

dans LP(Q), cette suite est donc bornée dans LP(Q).

Notons vi=Pg[Ggi], tvil, p < C (|91|p +~l(AW)-|P)'

La suite (vj,iEN) est donc bornée dans HZ,P(Q), on peut en ex-
traire une sous-suite, encore notée vj, convergente vers v dans
dans HOI(Q) fort, H2sP(Q) faible et dans Cl»a(B) fort.

Montrons que v = Px[Gg].

g; » g dans LP(@) p»2 donc dans L?(Q); G é&tant un opérateur
continu de L?(2) dans Hol(Q); Px étant lipschitzien sur Hgl(Q);
Pe[Ggi] » Px[Gg] dans Hg(Q) or vi=Px[Ggi] » v dans

1 > 4o 1 & +o )

P [Gg].

La suite (vj,i€EN) admet donc une unique valeur d'adhérence dans
Hol(Q) fort et H2,P(@) faible : v = Px[Gg] donc toute la suite
(vij,i€N) converge vers v dans Hol(Q) fort, H2.P(Q) faible et
cthx(@) fort.

[]]

Hol(Q), par unicité de la limite, on a : v

#
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Proposition VII.2

Si G(r) (resp. u(A)) désigne la solution maximale (resp. minima-
le) de 1'inéquation (1.1) alors : 4

1. 1'application A € RY > G(A) (resp. u(M)) € Hol(Q) est conti-
nue a droite (resp. a gauche).

2. de plus, si ¥ € Cz(ﬁ), ces applications sont continues a
droite (resp. i gauche) de R* dans C'»®(3) ¥ « 0<a<l.

Démonstration de la proposition VII.2

On fait la démonstration pour la branche maximale de solutions.

1. Montrons aue 1'application A € Rt > G(A) € Ho'(Q) est continue a

droite.

Soit Ax € Rt fixé, posons ux = U(Ax).
U(A) décroit lorsque A+ix, U(A)>0 donc G(A) admet p.p. sur Q une
limite ponctuelle v lorsque A+Ax :

vix) = 1im u(A)(x) , v>sux p.p. sur Q.

A A+

Puisque 0<TG(A)<¥Y p.p. 'sur @, le théoréme de convergence dominée de
Lebesqgue implique T(A) » v dans L?(Q) lorsque A+Ax
= a(r) = PgIn GF(T(A))] » Pglax GF(v)] dans Hol(®Q) lorsque
MAe => v E Ho'(Q) et v = Py[a GF(v)] => v<G(A*)=ux p.p.
d'ol v=ux p.p. sur Q . .

2. Supposons ¥ € C2(@) alors quelque soit (A,u) solution de (1.1),

on a : u'€ H2,P(Q) ¥ p>2 , donc u € Clsa(d) ¥ o« 0<o<l.

On a vu au point 1. que T(A) » ux p.p. sur Q Tlorsque A¢ix
Comme O0<T(A)<¥Y p.p. sur @, ¥ € L®(Q), le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue implique que U(A) - ux dans LP(Q) lorsque
AMAx, ¥ p>2.

F étant, par hypothése, continue de LP(Q) dans lui-méme, on a :
AF(G(A)) » AxF(ux) dans LP(Q) lorsque A+Ax

or G(A) = Pg[r GF(TG(1))], la continuité de 1'application :
g € LP(Q) » Px[Gg] € H2sP(Q) faible ¥ p>2 et Cl>%(Q) fort
¥ a, 0<a<l [lemme VII.2] implique T(A) » ux dans H?,P(Q) faible
4 p>2 et dans Cl>%(R) fort ¥ «, O<a<l.
H
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VII.1.2 Développement local des solutions de (1.1) autour d'un point

appartenant a une des branches extrémales.

Les propriétés de continuité et de monotonie des branches extrémales
de solutions de (1.1) nous permettent de construire des directions co-
niques . En effet, grdce a 1'interprétation géométrique des directions
coniques [proposition II.3 et remarque II.5] on sait que :

1. Si (rg,ug) est un point régulier de la branche maximale de solu-
tions de (1.1) (ug = G(Ag)), i1 existe au moins une direction conique
a droite en (Ag,ug) notée z+ . Si Eg={ug=¥} désigne 1'ensemble de
coincidence défini comme dans [M], on peut construire une direction
conique a droite telle que : z4+=0 g.p. sur Eg.

2. Si (rg,upg) est un point régulier de la branche minimale de solu-
tions de (1.1) (ug = u(rg)), i1 existe au moins une direction conique
a gauche en (Ag,ug) notée z. . On a : z_>0 g.p. sur Eq. On ne peut pas -
affirmer que z_=0 q.p. sur Eg.

Le long des branches extrémales, les solutions de (1.1) admettent des
développements locaux, en effet :

Proposition VII.3

Soit (Mg,up) un point appartenant a la branche maximale (resp.
minimale) de solutions de (1.1) tel que 1'une des hypothéses
suivantes (ou les deux) soit vérifiée :
- soit (Ag,uy) est un point régulier de (1.1), Suy étant un
espace vectoriel.
- soit (ag,ug) vérifie la condition (I).
Alors, si n<5, il existe une unique direction conique a droite
(resp. d gauche) en (Ag,up) notée zy (resp. z.), et une applica-
tion 8 (resp. 8) : s € RY > B(s) € Hol(Q) (resp. s € R™ » 8(s) €
Hol(9)) telle que : T(Ag+s) = ug + sz4 + sB(s) ¥ >0

(resp. u(rg+s) = ug + sz. + so(s) ¥ s<0)

avec 1im B8(s) (resp. lim 8(s)) = 0 dans Hgl(Q) faible et, si
S"O+ S'>0-

n<4 dans Hol(Q) fort.
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Démonstration de la proposition VII.3

Raisonnons pour la branche maximale de solutions de (1.1).

1. Existence de 1'application s » 8(s)

On peut appliquer la proposition II.4, (ig,uq) étant régulier dans

les deux cas envisagés, la famille ( Ei&ﬂ:il:ﬂﬂ , >0 ) est
S

bornde dans Hol(Q) et admet, dans L2(Q) et dans Hgl(Q) faible, au
moins une valeur d'adhérence, notée z;, c'est une direction conique

a droite, elle est (compte tenu des hypothéses) unique.

_ ) e
Posons 8(s) =<E£§2_El_39 - z4 pour s>0,
S

alors : T(Ag+s)=ug+sz++sé(s) et 1im B(s) = 0 dans Hol(Q) faible.
s+0+

2. Si n<4, montrons que 8(s) > O dans Hol(Q) fort

(Agts,TU(rg+s) est solution de (1.1)

=> T(ho+s) = Pl (Ag+s) GF(T(rg+s))]

=> (7.2) ug + sz4 + s8(s) = Px[(ro+s) GF(ug+sz4+sB(s))] '

Si n<4, on peut appliquer la formule de dérivation conique (2.3)

Pkl (Rg+s) 6F(ugtszytsb(s))]=
= ug + s Pgyo[ho GF'(ug)(z4+8(s)) + GF(ug)] + s e(s,8(s)).

L'équation (7.2) s'écrit alors sous la forme équivalente suivante :
(7.3) 8(s) = Psy,[roGF' (ug)(z4+B(s)) + GF(ug)] - z+ + &(s,5(s))

Pour tout s>0, (7.3) est vérifiée; (8{s),s>0) étant bornée dans

Hol(Q), 1im e(s,8(s)) = 0 ; B(s) > 0 dans L2(Q) lorsque s > O,
s->0, '

G est un opérateur continu de L2(Q) dans Ho(Q) donc :

PSug [MoGF ' (ug) (24+8(s))+6F (uo) ] : PSug[Mo6F ' (ug)Z++6F (ug) J=z+
S>Ug4

dans Hol(Q) fort;
ainsi 1'équation (7.3) implique 8(s) » 0 dans Hol(Q) fort lorsque
s+04

#
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VII.1.3 Comportement des branches extrémales lorsque A - +o

Supposons ¥ € C%(Q), alors si i1 existe Ay tel que :
inf { -Aw(x) + ry f(x,t) / (x,t) € @R } > 0, on montre [Co] aue,
lorsque A++=, les solutions de 1'inéquation (1.1) pour A>0, notées
u(\), tendent vers ¥ au sens suivant: dist(a,{u(r)=Y}) > 0 Jorsque
A>+o; en particulier u(X) > ¥ dans LP(Q),¥ p>l,car 0<u(A)<|¥|w.
Nous allons montrer que ce dernier résultat est vrai sous 1'hypothése
v € HY(Q) N L®(Q), ¥0, que nous avons faite depuis le début de ce

travail.

Proposition VII.4

Si F(0)>0 alors, pour tout p>l, la solution minimale u(A) de
1'inéquation (1.1) tend vers 1'obstacle ¥ dans LP(Q) Torsque
A>+o; ainsi toutes les solutions u de (1.1) pour A0 tendent

jvers ¥ dans LP(Q) lorsque A>+=,

Remarque VII.O

L'obstacle ¥ n'appartenant, a priori, pas a Hol(Q), une couche
limite apparait au bord de 0.

Cependant, si v € Hol(Q), v € C?(0), et si i1 existe p>0 tel que
F(0)>p, on montre qu'il existe Ay tel que pour tout r»rng, ¥ est
la seule solution de 1'inéquation (1.1). Dans ce cas, toutes les
solutions u de (1.1) pour A>0 tendent vers ¥ dans Ho*(2) lorsque
A>to,

Démonstration de la proposition VII.4

On-raisonne pour la branche minimale de solutions de (1.1), on peut
alors conclure pour toute solution u de (1.1) pour A0 en utilisant”
le fait que 0 < u(A) < u <v,

1. Montrons que y(A) = ¥ dans L1(Q) lorsque As+o

Soit ¢ € D(RQ) telle que 0<o<l, notons Fy = {x € @ / ¢(x)=1},
Qp = Q-Fy; Fy est un fermé aue 1'on suppose non vide .

Soit A>0, on a :

a(u(n),w=u(r)) > & (Flu(r)),w-u(r)) ¥ w € K.
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Or si w= ¢¥ alors w € K,

=> a(u(r),67-u(r)) > A (F(u(r)),0%-u(r))

=>
a(o¥-u(A),0%-u(N) )+ (F(u(N)),¥-u(A))<a(e¥, 6¥-u(r) )+A(F(u(r)),¥-¢¥)

Si o et M désianent respectivement les constantes de coercivité et

de continuité de la forme a, on a :

alldﬂl’-g(?\)llz + kF(O)]g(x)-gh< Mol . neT-u(A) 1 + fo(g(x))(\y-w)dx
Q¢

L'inégalité de Young :

M2a2 | ab?

Mab = ﬁi Jab < E. + . apliquée au terme Muouh. low-uy(r)l
2 2

/& a
imp]iqué :

L new-u(n)12+r F(O)|g(}\)-\y!l< f‘_z. 167N 2+ | 7|, F(12lo)mes(Qy)
2 4

d‘oG, si F(0)>0, on a :

|g(k)-¥}l <G Iowi2 + Co mes(Q,) ol C; et Cp sont des constan-

tes strictements positives indépendantes de ¢; ainsi quelque soit
o € D(Q), 0<¢o<l, telle que Fp#@, on a :

Timsup |g(x)-Y‘l < C2 mes(Qy)
A>+oo

Ceci prouve que u(A) > ¥ dans LI(Q) lorsque As+e,

2. ¥ appartenant a L®(Q), en utilisant le théoréme de converagence
dominée de Lebesque, on montre que u(A) » ¥ dans LP(Q) ¥ p>1

lorsque As+ew,
- +

VII.2 Recherche d'un point singulier sur la branche maximale.

VII.2.1 Evolution de la condition (&) le long de la branche maximale

de solutions.

Dans tout ce paragraphe, nous nous intéressons d la condition (%) en
un point (A,d(A)) de la branche maximale de solutions de (1.1).
On suppose ¥ € C2(3) et F(0)>0, alors T(A) € Cq(9).
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On pose, Eh={U(x)=W}, 1'ensemble de coincidence défini ponctuellement;
En est fermé; @) = Q-Ey.

De plus on suppose que & < @, SG(A) = Hol(9)) (ce qui est vrai dés
que T'on sait que ST(A) est un espace vectoriel et 39 est réquliére)
et que F'(Q(r))>0.

a

(
(F'(u

Posons v(A) = inf {

W)/ we Hollny), we0 ]
(A))w,w)

v(A) est la valeur propre fondamentale du probléme suivant :

Aw = v F'(T(A))w sur @, w =0 sur aQ).

Rappelons que :

(r,T(7)) vérifie la condition (%) <=> A<v(A) [lemme III.2]

Pour étudier 1a fonction v(A), nous allons tout d'abord étudier le
comportement de 1'ensemble de coincidence le long de la branche
maximale de solutions.

Lemme VII.3

Supposons ¥ € C2(8) avec A¥<0.

Soit (A,u) une solution de (1.1), A>0, telle que si E={u=Y},
E+@, dE soit réquliére .

Alors i1 existe k>0 et rg>0 (dépendant de A) tels que pour tout
xo € O-E et pour tout r<rg tel que Bp(xo) c ©, on ait :

sup { u(xo)=%(xg)-u(x)+¥(x) / x € Bp(xo) } > kr2.

(Byr(xqg) désigne la boule ouverte de centre xg et de rayon r

incluse dans Q)

Démonstration du lemme VII.3
Soit (A,u) une solution de (1.1), par hypothése ¥ € C?(T)
donc u € CL>a(T) ¥ a, O<a<l.

Soit xg € Q@-E, posons w(x) = u(xg)-u(x)+(x)=-2(xg)-ki(x-xq)1%.

1. Montrons que 1'on peut trouver k>0 et ry>0 tels que -Aw>0 sur

-Aw(x) = -A¥(x) + Au(x) - 2k ; aji(x) - 2k ;_ Efij(x) (xj=xgq,3)
J o Bx;

On a Au = AF(u) sur Q-F au sens des distributions [formulation
forte];
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Les ajj sont des fonctions, par hypothése, réguliédres sur @ donc
il existe Mi>0, M2>0 telles que :

-2k ; aji(x) > -kM;} ¥ x €@

-2k .Y 8aij

(x) (xj=x0,j) > -kMar ¥ x € Bp(xg)
1] 6X1 .

=> - Aw > A F(0)-kMi-kMar  sur (Q-E) N Bp(xo);

il existe k>0 (dépendant de M) tel que AF(0)-kM>0;

soit k>0 ainsi fixé, i1 existe ry>0 (indépendant de x,) tel aque
pour tout r<rg on ait : AF(0)-kM;-kMsr>0

ainsi -Aw>0 sur Bp(xq) N (Q-E).

2. Montrons que sup{u(xg)-u(x)=¥(xo)+¥(x) / x € Bp(xq)}>kr?

On a w(xg)=0 et -Aw > 0 sur Bp(xq) M (Q-E), appliquons le princi-
pe du maximum fort sur B.(xq) N (@-E) : [G.T]

sup { w(x) / x € Br(xg) M (Q-E)}>0- et est atteint en un point
Xy appartenant a la frontiére de Bp(xq) N (@-E).

Soit x € BE N Br(xg), u(x) = ¥(x) => w(x)=u(xq)=-¥(xq)-ki(x=xg)12
=> w(x)<0 donc xy € 3(By(xg)) N (-E)

=> sup { u(xg)-u(x)-¥(xq)+¥(x) / x € Bp(xg)}>kr? ¥ rsrg.
He

Remarque VII.1
Si 1'on remplace 1'hypothése A¥<0 par : il existe A0 tel que
-Av+ryF(0)>0, alors Te résultat du lemme VII.3 est vrai pour
tout A, A>Ag.

Utilisons ce lemme pour &tudier la variation de 1'ensemble de coinci-
dence le long de la branche maximale de solutions de (1.1).
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Lemne VI1.4 .
Soit ¥ € Cz(ﬁ) tel que A¥<0, et (Ag,ug) un point de la branche
maximale de solutions de (1.1) tel que, si Exg={uo=tl,
Exg#@, dEp, soit réguliére.

Alors, pour tout €>0 (e<rg), il existe n0 (dépendant de Ag) tel
que si Ag<A<Ag+m, dist(Ep,,@p) < & ob @ = e-{a(r)=¥}.

o

(o Y

Démonstration du lemme VII.4

1. Si Ag<n alors ug<G(A)<Y p.p. sur @ donc si Ex={G(A)=¥} on a :
Exg < En-

2. Soit xg € 2@y,, k>0 et rg donnés par le lemme VII.3 "appliqué
a (Ag,ug); si e<rp Be(xg)C @, on a:

sup | -ug(x)+¥(x) / x € Bg(xo) } > ke2, -

D'autre part A € R* » G(A) € Co(R) est continue a droite en Ag
[proposition VII.2] donc i1 existe m>0 tel que si Ag<A<Agtn
‘ﬁ()\)-tjoh& ke2.

Ces deux résultats impligquent :

sup { ¥(x) - TG(A)(x) / x € Be(xg)}>0 donc Be(xo) N o#f ¥ A

Ag<An => dist(Ey > )<e. *

Un résultat semblable a été établi par [C,F] pour le probléme suivant
ux0 sur Q
-Au + f > 0 sur @
(-Au + fu = 0 sur Q
u =0 sur 2Q.
avec f € C%(R) 0<a<l.
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VII.2.2 Etude de la premiére valeur propre du probléme linéarisé sur

le complémentaire de 1'ensemble de coincidence, le long de la

branche maximale.

Dans ce paragraphe, on suppose que ¥ € C2(%), Av<0.
Soit v(\) la valeur propre fondamentale de :

Aw = v F'(T(N)) w sur @, w= 0 sur aQ);
‘nous allons établir le résultat suivant :

Proposition VII.4
Si i1 existe Ax tel gque pour tout A>Ax, SG(A) soit un espa-
ce vectoriel, 3@y réquliére et F'(G( x))>0 alors :

A € Rt > v(\) € R est une application continue 3 droite en Ax.

Considérons une suite de nombres réels Aps  Ap¥hx Torsque ps+o;
on note uy = U(hp), Ux = U(Ax), Qp = Q-Ey ,

p ( p) % ( *) p >‘p
Qx = Q-E)\*.
On sait [proposition VII.1] que up + ux dans H0¥(Q) et dans Cy(@)
lorsque pr+o,

Avec ces notations, on a le résultat suivant :

Lemme VII.5

Pour toute suite Ap telle que Ap¥Ax, et pour tout v €
Hol(Q), on a :
PSUP[V] > P5u*[v] dans Hgl(Q) lorsque ps+e

Démonstration du lemme VII.5

i. Cas ou v € D(Qx)

Soit v € D(@x%), & = dist(Ex,supp(v)) &0.
Appliquons le lemme VII.4 en X+ : il existe p, tel que ¥ p, p>pg,

dist(Ex,2p) < 2 .

2
Or Ex < Ep donc supp(v) < Qp ¥ p3pg donc PSup[V] = v et
puisque Pgylvl = v, on a bien 1lim PSUP[V] = Poyelv]

dans’Hol(Q). pr¥e
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ii. D(@«) étant dense dans Hol(@x), alors en identifiant un &lément
de D(Rx) et son prolongement par O sur Ex, D(Qx) est dense dans

Sux pour la topologie de Hol(Q); PSup, Psux étant des applications
lipschitziennes sur Ho'(Q), on a :

¥ v € Sux PSup[v] > Pguxlv] = v lorsque pr+e.

iii. Soit w € Hol(Q), v = Psyx[w] € Sux donc, d'aprés di,
PSup[PSU*[w]] > Psu*[w] dans Hol(Q) lorsque p+e;

mais pour tout p € N on a Ex C:Ep donc Sup C Sux

=> Pgup[P5u*[w]] = PSup[w] d'ol le résultat.

Notations
Soit Qe 1'opérateur v € Hol(Q) » Qe(v)=Pgu[GF' (ux)v] € Hol(2)
(resp. Qp @ v € Hot () » Qp(v)=P5up[GF'(up)v] € Hol(®) )
c'est un opérateur linéaire compact.
De plus 3Qx étant réguliére et Sux= {w € Hol(Q) / w=0 g.p. sur Ex},
on montre que :
¥ v EH(R), ¥wE Hpt () a(0x(v),w) = [F'(ux)v w dx

Qe
en écrivant a(Q«(v),w) sous la forme d'une intégrale sur Q que 1'on
décompose en une intégrale sur Qx et une autre sur Ex; cette der-
niére est nulle car Qx(v)=0 g.p. sur Ex; on transforme 1'autre en
utilisant la formule de Green sur Qx.
Ainsi Qx (resp.Qp) est un opérateur linéaire compact auto-adjoint
et positif pour a. I1 admet donc une suite décroissante de valeurs
propres positives qui tendent vers 0; ses valeurs propres sont stric-
tement positives car F'(ux)>0 (resp. F'(up)>0 pour p assez grand
par continuité). On note ux! (resp. upl) la plus grande valeur
propre de Qx (resp. Qp).

On montre facilement que : pour u#0

p valeur propre de Qx <=> 1 est valeur propre de :{Aw = v F'(ux)w sur Qx,
w =0 sur aQx.

donc pxt = 1 de méme upl = .
v(Ax) v(Ap)
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Démonstration de la proposition VII.4

Considérons une suite Apthx; 11 suffit de montrer que :

pp! > ux! Torsque prte.

1. Montrons, que pour tout v € L2(Q), Qn{v) > 0x(v) dans Hq'(Q)
Soit v € L2(Q) donné,

Qp(v) - Qx(v) =
Psup[GF‘(up)v-GF‘(u*)v]+P5up[GF'(u*)v]—Psu*[GF'(u*)v]

or F'(up) = F'(ux) + F“(Ep)(up-u*)

ol Ep(x) € [ux(x),up(x)] donc 0<Ep<i¥w p.p. sur @

et il existe M0 telle |F"(Ep)lw <M ¥ p € N.

C désigne dans toute la démonstration diverses constantes stricte-

ment positives indépendantes de p.
“Psup[GF'(up)v—GF'(U*)V]"<C|_(F'(up)-F'(u*))vl2

sCI(up-u*)vlz

sCIup-u*Im {vl2
=> HQp(V)-Q*(V)H<C|up-U*|m\v‘2+HPSup[GF'(u*)v]-PSu*[GF'(U*)V]H
Grace a la proposition VII.2 : \up-u*!m > 0 lorsque p+e.
De plus en appliquant le lemme VII.5 & GF'(ux)v € Ho'(Q), on a :
NQp(v)-Q*(v)H + 0 lorsque p->+o,

2. Montrons que 1Qp~0x! > += lorsque p>+«

Pour tout v € L%(Q), pEN, on a :

nQp(v)n < C nGF'(up)vn < C lF'(up)vlz <C |vl2

car 0<up<|¥|, donc i1 existe M0 telle que |F'(up)fs <M ¥ p EN
(Qp,PEN) est une famille équicontinue d'opérateurs linéaires con-
tinus de L%(Q) dans Hql(2), Qp(v) > Qx(v) dans Hol(Q) # v € L%(Q)
Soit By = { v € Ho*(Q) / a(v,v)=1 }; B, est compacte dans L3(gq).
Le théoréme d'Ascoli appliqué sur By impligue :

1Qp-Qxt = sup { Ya({Qp-0x)(v),(Qp-0¥)(V]) / v € B3 } >0
lorsque p>+=,
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3. Qp (resp. Qx) est un opérateur compact de Hol(g) dans
lui-méme, auto-adjoint, défini positif pour a;

donc pp' = max( a(Qp(v),v) / v € Hol(Q), a(v,v)=1 } = 1Qpl

de méme uxl = 10«1 5 le point 2. implique que  M0pl > N0«
donc upl > u*l lorsque p»>+w, #

Remarque VII.2?

On a aini prouvé, sous des hypothéses assurant que :

up*ux dans Co(R) et dist(Qp,E*) > 0 lorsque p++=, la
convergence de la valeur propre fondamentale de :

Aw = p F'(up)w sur Qp, W =0 sur 2Qp,

vers la valeur propre fondamentale de :

Aw = u F'(ux)w sur Qx, w = 0 sur 2Q«.

Remarque VII.3
Supposons ¥ € C?(8), A¥<0;
Soit Ax tel que pour tous A>Ax, SG(A) soit un esbéce
vectoriel et (A,G(A)) vérifie la condition (&), on sait que,
pour tout A>Ax i1 existe une unique direction conique a droite

et a gauche en (A,u(\)) notée zy. De plus 1'application :
A E [Ax,+e) > ) € Hol(Q) est continue i droite en Ax.

Idée de la démonstration
Considérons une suite Ap¥hx lorsque p>+e, on montre que la sui-
te pr est bornée dans Hgl(@); on peut donc en extraire une

sous-suite qui converge vers z dans L2(Q) fort et Hol(Q) faible;
en utilisant le lemme VII.5, on a 2=23, et g T D
dans Hol(Q) lorsque pr+e .

3
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VII.2.3 Etude du premier point de changement de stabilite.

On suppose ¥ € C%(8), Av<0, F(0)>0.

Notation: _

Supposons qu'il existe un point (A%,ux) appartenant & 1la branche
maximale de solutions de (1.1), ux=0(Ax), tel que :

F'(ux)>0

- ¥ MAx SU(MN) est un espace vectoriel, 3Q) est réguliére.

¥ AOAx (N,T(A)) vérifie la condition (Z) clest a dire A v(A)
Ax=v(Ax),

On dira alors que (A+,ux) est le premier point de changement de
stabilité e long de la branche de solutions maximales.

Nous allons montrer que (Ax,ux) est un point singulier de (1.1) .
vérifiant les hypothéses du théoréme V.1, aqui assurent 1'existence
d'un développement de solutions de (1.1) autour de (Ax,ux).

Remarque VII.A4

1. On peut évidemment remplacer la derniére hypothése :

rx=v(Ax) par la suivante : (Ax,ux) ne vérifie pas 1la
condition (z) ( car 1'application A » v(A) est continue a droite
en Ax [proposition VII.4])

2.des simulations numériques - (c.f. paragraphe VII.3) montrent
qu'en général, on est dans la situation suivante:
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C'est a dire :
- le point de transition équation-inéquation ne vérifie pas la
condition (x) ‘
- il. existe, sur la branche maximale de solutions, un point de re-
tournement (Ax,ux) tel que :
4 MAx  SG(A) est un espace vectoriel, Q) est réquliére,
¥ Mrax (N,G(A)) vérifie 1a condition (Z)
(A*,ux) ne vérifie pas la condition (I).

Proposition VII.5
On suppose que : ¥ € C?(RQ), Av<0, F(0)>0, et qu'il existe un
premier point (Ax,ux) de changement de stabilité le long de

la branche maximale.

Alors {Ax,ux) est un point singulier de (1.1).

Si Hx désigne 1'opérateur linéaire :

w € Hol(Q) » Hx(w)=w-Pg,, [\ GF'(ux)w] € Hol(Q)

alors Ker(Hx) est un sous espace vectoriel de Hgl(Q) de dimen-
sion 1, i1 existe ¢ € Ker(Hx) tel gque &0 sur %, ¢=0 sur
Ex donc (F(ux),¢)>0.

Si n<4, on peut alors appliquer le théoréme V.1l:

Corollaire VII.2 _
On suppose que : n<4, ¥ € C2(D), Av<0, F(0)>0 et qu'il existe
un premier point (Ax,ux) de changement de stabilité le long

de la branche maximale .

Alors il existe n>0 et une multi-application :

s € (-n,m) > (5(s),w(s)) € RxHg*(Q), w(s) € #° (un supplémentai-
re donné de Ker(Hx)) tels que :

(Ax+s8(s) ,ux+so+sw(s)) soit solution de (1.1).

De plus lim &(s) = 0 et Tim 1w(s)=0.
s~0 50
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On obtient ainsi un résultat qui est a rapprocher de ce!ui.obtenu pour
les équations [proposition II.2 et théoréme I1.3], mais on a seulement
des multi-applications et on ne sait pas, méme lorsque la non-linéari-
té f est convexe si Ax+s8(s)>Ax; on ne peut pas affirmer que 1'on
a un vrai point de retournement.

Démonstration de la proposition VII.5

1. Rappelons que W > Qx(w) = PgywlGF' (ux)w]
est un opérateur linéaire compact de Ho'(Q) dans lui-méme tel que
si u*l est sa plus grande valeur propre , on ait :

‘v(x*) = _E_ ; donc Ax = ‘lT , i1 existe w € Hyl(Q) w#0

U Pk

tel que Qx(w) = Ly clest 3 dire w = PSusx A+GF ' (ux)w].
Ak

=> (Ax,ux) est un point singulier de (1.1).

bt

Aw = p F'(ux)w sur Qx, w = 0 sur 3@, F'(ux)>0 donc [K.R]
il existe ¢ € HOI(Q*) tel que A¢ = Ax F'(ux)d sur o,
=0 sur 2Qx, >0 sur Q«.

2. D'autre part._L— est aussi la valeur propre fondamentale de :

On prolonge ¢ en un élément de Ho'(Q), encore noté ¢, en posant ¢=0
sur Ex, alors ¢ = PSU*[A* GF‘(u*)¢]
c'est a dire ¢ € Ker(Hx) et (F(ux),4)>0 car F(0)>0.

De plus, puisque les inverses des valeurs propres de Qx sont les
valeurs propres p de : Aw = p F'(ux)w sur 9%, w = 0 sur aQ«,
les vecteurs propres se correspondant bijectivement par
1'application : ,

w € Sux > w/Qx et réciproquement w € Hol(ex) > v E Sux
avec v=w sur Qx, v=0 sur Ex;

A« étant la valeur propre fondamentale de Aw = pu F'(ux)w sur
Qx, w = 0 sur 2Qx, on sait [K.R] que Ker(Hx) est de dimension

1.
##
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VII.3 Analyse et <interprétation des conditions (2), (Z)t, (")t

Nous avons, au cours de ce travail, introduit diverses conditions,
principalement (&), qui au point de transition équation-inéquation de
(1.1) a été notée (Z)t, et (=")t au point de transition, cette
derniére hypothése est plus faible que (2)t.

Ces deux conditions (=) et (=")t, nous ont permis de prouver 1'exis-
tence d'un développement local de solutions de (1.1).

Nous allons montrer qu'elles sont fortement 1iées & des conditions de
stabilité et nous donnons des résultats numériques qui montrent 1'évo-
lution de (Z) le long de la branche maximale de solutions de (1.1) et
mettent en évidence un échange de stabilité aux points de retour-
nement.

VII.3.1 Analyse de (2) et (I")t.

Soit (A,u) une solution de (1.1), rappelons que :[chapitre IV]
(A,u) vérifie (%)
<=> inf { a(w,w) - A (F'(u)w,w) / w € Su-Su, twi=l } > 0

Dans la suite, nous supposerons que : si (A,u) est solution de (1.1)
on a F'(u)>0

alors si v(i,u) = inf { a(w,w) - A (F'(u)w,w) / w € Su-Su, ‘wl=1 },
d'aprés le lemme III.2, on a :
(A,u) vérifie (%) <=> v(A,u)>0.

Cherchons a estimer, dans divers cas, v(A,u).

1. si {A,u) est une solution équation de (1.1) ( c'est a dire (A,u)
est solution de (1.1) et de (1.3)) telle que cap{u=¥} = 0, alors
SusHol(Q) et v(A,u) est la valeur propre fondamentale de 1'équation

lindarisée de (1.3) sur Q :
(7.6) Aw = A F'(u)w = p w sur @, w= 0 sur aQ.

Dans ce cas , lorsque le théoréme d'échange de stabilité [C.R] s'ap-

plique, on connait le signe de v(A,u).
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ceci est le cas si f est strictement convexe et si 1'équation (1.3)
admet un unique point de retournement (X,d).

A

2 A

(£) est dans ce cas , exactement une condition de stabilité linéarisée
relativement au probléme d'évolution associé a 1'équation (1.3).

2. si {n,u) est une solution de (1.1) telle que Su soit un espace vec-
toriel Su#HOI(Q) (1e théoréme IV.l assure, sous certaines hypothéses,

que 1'on est dans ce cas) alors, E désignant 1'ensemble de coincidence
{u=v},
si dF est réguliére, Su = { w € Hg'(Q) / w=0 g.p. sur E } s'identifie

i Hot(@-E); v(A,u) est, dans ce cas, la valeur propre fondamentale de
1'équation linéarisée de (1.3) sur Q-E :

(7.7)  Aw - » F'(u)w = uw sur Q-E, w = 0 sur d3(Q-E).

3. Envisageons enfin le cas du point de transition équation-inéquation
de (1.1) [chapitre VI] alors Sug-Suy = Hgl(Q) et v(rt,ut) est
la valeur propre fondamentale de 1'équation linéarisée (7.6) sur Q.

Cependant, nous avons vu au chapitre VI, que la conditon (")t :

inf { a(w,w) - At (F'(ug)w,w) / w € Sg¢, twi=l } > 0, qui est
plus faible que (£)t, assure 1'existence d'un développement de solu-
tions au voisinage de (At,ut), MAt.

Rappelons que St = Suy N-Sut = {w € Hy'(Q) / w=0 q.p. sur Et}

avec Ep={uy=¥}.

Toujours sous 1'hypothése F'(ut)>0, la condition (")t est [lemme
111.2] équivalente i :

v'"(Mut) = inf { a(w,w) - M (F'(ut)w,w) / w € St, |w|=1D>0
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si BEy est régulidre alors St=Hol(Q-E¢t) et w(At,ut) est 1la

valeur propre fondamentale de 1'équation linéarisée sur Q-E+ (7.7).

Conclusion : ‘
dans tous ces cas, en un point (A,u) solution de (1.1), la condition
la plus faible, (Z) ou (Z")t, peut s'énoncer ainsi

ve(A,u) >0
ol ve(A,u) est la valeur propre fondamentale de 1'équation linéa-
risée (7.7) de (1.3) sur le complémentaire de 1'ensemble de conci-
dence : Q-E(u) ot E(u)={u=%} (lorsque dE(u) est réguliére).

C'est cette condition qui permet de prouver 1‘'existence d'un dévelop-
pement local de solutions de (1.1) autour de (A,u). |

Nous allons estimer vc(A,u), analytiquement en dimension 1, sur un
probléme particulier, puis numériquement en dimension>l. Cette étude
nous montrera que vec(A,u) change de signe, en particulier aux points
de retournement; par analogie avec les équations (c.f cas 1.) on peut
dire que ve(A,u)>0 est une condition de type stabilité.

VII.3.2 Etude analytique de vo(A,u) en dimension 1.

On choisit A=-A, @=]-1,1[, ¥ est constant égal a a, et f :

t € R > f(t) € Rt est de classe C2?, strictement croissante, f(0)>0 et
telle qu'il existe m>0 vérifiant f"(t)>m ¥ t € R* (cet exemple a été
traité dans [Co]).

L'équation (1.3) devient :

(7.8) -u" = A f(u) sur ]-1,1[, u(1)=u(-1)=0.

Alors [théoréme II.3] i1 existe X € R* tel que 1'équation (7.8) n'ad-
mette des solutions que pour A<N, de plus [M.P] i1 existe M>0 tel que
¥ A<k Ju(r)|w< M, on peut appliquer les résultats rappelés au
paragraphe I11.2.2 :

U = 1im _u(r) existe dans C2,%(q) ¥ a, 0<a<l et (%,0) est un point de
AVA

retournement.
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L'équation (7.8) admet le diagramme de bifurcation suivant :

&

-u(0)

N

v

>
>

Les solutions symétriques, a frontiére libre non triviale, du probléme
de 1'obstacle (1.1) associé & (1.3) vérifient :

u(x)=a si 0<x<r, u(r)=a; u'(r)=0
(7.9) {u" + A f(u) = 0 si r<x<l

u(1)=0

elles ont le profil suivant :

u(x)

g e am e e e e e e ————
At e e o - - am s~ - — - — — =]

L 4

+1 X

1
[
1
-
<
-3



- 109 -

L'inéquation (1.1) admet le diagramme de bifurcation suivant :

G(O) B e it

]
I
1
'
i
l
1
!
¥
]
1

v

At

Notons (At,ut) le point de transition équation-inéquation.
On a, dans ce cas particulier, une formule explicite donnant r en

fonction de A :
LY
» 4N

De plus, on a une estimation de ve(A,u), en effet on montre que :

r =1 pour A>At.

ve(h,u) > A vo(NgsUt) ¥ Mt
At
ol vp(At,ut) est la deuxiéme valeur propre de 1'équation (7.6)

lindarisée en (At,ut) sur @=]-1,1[ qui, dans ce cas, s'écrit
(7.10) -w" - At f'(ug)w = p wdans ]-1,1[, w(-1)=w(1)=0
Rappelons que v(At,uy) est la premiére valeur propre de (7.10).

On montre aussi que :

A
ve(h,u) = = v ¥ MDre, v € R
M
donc A > ve(A,u) est une droite pour MDAt
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Si on a un seul point de retournement (X,0) pour 1'équation (1.3) (ce
qui est, par exemple le cas avec f(t)=el) alors [C.R,M.P] :
vo (Ag,us)>0;
ainsi ¥  A>At (c'est a dire sur toute la branche inéquation)
ve(r,u)>0.

Etudions les changements de signe de vq(M,u) en fonction de 1'obsta-
cle a : '

si a < u(0) _

Le point de transition équation-inéquation est avant le premier
point de retournement équation (A,0), il est donc sur la branche mini-
male de solutions de (7.8) et ¥ A>0 ve(A,u)>0:

Cependant, 1'applicaton A»vc(A,u) est discontinue au passage du
point de transition. ’
Le diagramme de bifurcation a 1'allure suivante :

v (A,u) >0

ol

si a = u(0)

Le point de transition équation-inéquation est le point de retour-
nement équation (\,G);
si u(\) désigne la solution équation de (1.1) pour AKAg (resp.
maximale de (1.1) pour A>At), on a :

Tim ve(A,u(A)) = Tim v(hu(r)) = v(r,u) = 0
AAE Mt

Tim ve(h,u(r)) = ve(rg,ug) > 0 car {up=Y}={0}.
AvAg AMAt

L' application Ave(x u(x)) n'est pas continue en X,
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si a> i(0) ]

Le point de transition est aprés le point de retournement équation
(A,0), i1 n'est pas sur la branche minimale de solutions de (7.8).
Le diagramme de bifurcation a dans ce cas 1'allure suivante :

u(0)

Ag x A
Si u(A) (resp. uU(A)) désigne la solution équation maximale de (1.1)
(resp. inéquation maximale) pour A>A>At (resp. pour A>i¢) alors :

Tim  ve(N,T(A))

ve(rg,ut) >0 [proposition VII.4]

MMt A
im  ve(A,u(r)) = Tim  v(A,u(r)) <0
At Mg

Ce que 1'on peut récapituler ainsi

4!
u(0)

L 4

On remarque une discontinuité de 1'application (A,u) -+ ve(A,u) au

passage du point de transition (\¢,ut)
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Conclusion : pour cette classe de problémes en dimension 1, le long de
la branche inéquation, on a : ve(A,u)>0; on dit, par analogie a la
théorie des équations, que cette branche est stable (en un sens qu'il
faudrait préciser); de plus quelque soit a0, cette branche ne se re-
tourne pas. |

On remarque que 1'application (A,u) = ve{A,u) est discontinue au
passage du point de transition équation-inéquation; et lorsque 2u(0),
elle change méme de signe au passage de ce point, le point de transi-
tion apparait alors comme un point de retournement généralisé avec
échange de stabilité.

VII.3.3 Etude numérique de v.(A,u) en dimension > 1

On choisit A=-A, @=B(0,1) la boule unité ouverte de R, f(t) = eb,
1'obstacle ¥ est 3 symétrie radiale, différents cas ont 8tés testés :
¥(x) = a, ¥(x) = 1-x2, ¥(x) = 2-x2, ¥(x) = 4xx?, ¥(x) = 2-|x|,
¥(x) = 1+5|x‘, ¥(x) = 2+5|x|,....
On s'intéresse aux solutions a symétrie radiale, et & frontiére libre
non triviale, qui vérifient donc:
" n-1 . U - .
(7.11) { R +a el =0 sirpl
u(r)=(r) u'(r)=v'(r) u(l)=0

Ce probléme a été rédsolu numériquement par une méthode de tir [Co,He].
Pour chaque (A,r,u) solution de (7.11), on a calculé numériquement la
valeur propre fondamentale wvq(A,u) de 1'équation linéarisée (7.7)
sur le complémentaire de 1'ensemble de cofincidence, qui dans ce cas
s'écrit : )

(7.12) {z"+_p_ +ael=ypz sirp<l
z(r)

Les résultats [He] apparaissent dans les figures en annexe; ils peu-
vent @tre schématisés par les diagrammes de bifurcation suivants :
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u(0)
0)
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CONCLUSIONS

e En dimension 1, on a ve(A,u)>0 sur toute la branche inéquation et on
vérifie que, si ¥ est constant Asvo(A,u) est une droite. La branche
inéquation ne se retourne jamais.

e En dimension 2, 3 ou 4, des retournements apparaissent parfois sur la

branche inéquation .

On constate que Torsqu'il n'y a pas de retournement sur la branche
inéquation, ve(A,u)>0 4 (A,u) solution de (1.1), MAt,
(Mt,ur) étant le point de transition équation-inéquation.

Nous avons mis en évidence des exemples ol un, voir deux
retournements apparaissent sur la branche inéquation. On observe que
ve(h,u)  change de signe au voisinage de ces points et s'annule en
ces points. De plus pour A assez grand (A>+=) vo(A,u)>0.

La condition wvg(A,u)>0 apparait comme une condition de stabilité,
avec échange de stabilité aux points de retournement. '

e Lorsqu'au voisinage du point de transition (A¢,ut) 1'inéquation
(1.1) admet, pour tout A>At, une solution équation et une solution
inéquation, on constate que vc(A,u) change de signe, sans s'annuler,
au voisinage de At. On peut dire que le point de transition
dquation-inéquation est un point de retournement en un sens
généralisé.

Notons (Ax,ux) le premier point de retournement qui apparait,
lorsque 1'on part de A=+~ ,sur la branche maximale, on a :
ve(A,U(N))>0  pour ADAx,
QC(X*,U*) =0

(Ax,ux) correspond au premier point de changement de stabilité le
long de la branche maximale de solutions de (1.1) [paragraphe VII.2.3]

Si u(A) désigne la deuxiéme branche de solutions de (1.1) au voisinage
de (A#,Ux) pour A>i*; U(A)<ux ;
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on observe que vg(A,u{A))<0 pour A>Ax, A voisin de Ak, ulux.
Ceci justifie mieux le terme de point de changement de stabilité

introduit au paragraphe VII.2.3.

Remarquons enfin que : parmi les exemples considérés, certains véri-
fient les conclusions des résultats théoriques démontrés aux chapitres
VI et VII, sans en vérifier toutes les hypothéses (notamment 1'hypo-
thése A¥<0).
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ANNEXE

QUELQUES RESULTATS NUMERIQUES
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