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✷✾ ♦❝(♦❜+❡ ✷✵✶✷ ✐①





▲✐"#❡ ❞❡" ✜❣✉)❡"

■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥ ✶

✶ ▲❡ ♣$♦❝❡''✉' ❞❡ ❝❧❛''✐✜❝❛.✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡.✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸

■ ❊"❛" ❞❡ ❧✬❛#" ✼

✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥8❡' ✓ ❥♦✉❡. ✔✱ ❛✈❡❝ ✸ .②♣❡' ❞✬♦❜❥❡.' ❡. ✷ $❡❧❛.✐♦♥'✳ ✳ ✽

✸ ▼♦❞A❧❡ ❛❧❣8❜$✐C✉❡ ♣♦✉$ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥8❡' ✓ ❥♦✉❡. ✔✱ ♣$8'❡♥.8 ❞❛♥' ❧❛ ❋✐❣✳ ✷✳ ✳ ✾

✹ ●$❛♣❤❡ ✸✲♣❛$.✐ ♣♦✉$ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥8❡' ✓ ❥♦✉❡. ✔✱ ♣$8'❡♥.8 ❞❛♥' ❧❛ ❋✐❣✳ ✷✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✺ ■❧❧✉'.$❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡'✉$❡ ❞❡ '✐♠✐❧❛$✐.8 ❞✉ ❈♦'✐♥✉'✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✻ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞❡♥❞$♦❣$❛♠♠❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✼ ■❧❧✉'.$❛.✐♦♥ ❞❡ ❙❱❉ ♣♦✉$ ▲❙❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✽ ■❧❧✉'.$❛.✐♦♥ ❞❡ ❣$❛♣❤❡' ♣♦✉$ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣$8'❡♥.8 ❞❛♥' ❧❛ ❚❛❜✳ ✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✾ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛.$✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉'✐♦♥ C✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

■■ ❊"✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦#✐"❤♠❡ χ✲❙✐♠ ✹✶

✶✵ ❈♦♠♣❛$❛✐'♦♥ ❞❡' ♠❡'✉$❡' ❝❧❛''✐C✉❡' ❞❡ '✐♠✐❧❛$✐.8 ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣$♦❝❤❡ ❞❡ χ✲❙✐♠✳ ✳ ✹✺

✶✶ ■❧❧✉'.$❛.✐♦♥ ❞❡ ❝♦✲♦❝❝✉$$❡♥❝❡' ❞✬♦$❞$❡ '✉♣8$✐❡✉$' ❞❛♥' ✉♥ ❝♦$♣✉' '✐♠♣❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✶✷ ▲❡ ❣$❛♣❤❡ ❞❡' ❞♦❝✉♠❡♥.' ❛''♦❝✐8 ❛✉ ❣$❛♣❤❡ ❜✐♣❛$.✐.❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ✶✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✶✸ ▼❛.$✐❝❡ ❞❡ '✐♠✐❧❛$✐.8 ❡♥.$❡ ❧❡' ❞♦❝✉♠❡♥.' ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ✶✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✶✹ V$8❝✐'✐♦♥ ♠✐❝$♦✲♠♦②❡♥♥8❡ ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ❞❡ J ♣♦✉$ ✉♥❡ ♠❛.$✐❝❡ ❞❡

$❡❧❛.✐♦♥ $8❡❧❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

■■■ ▲✬❛❧❣♦#✐"❤♠❡ ♠✉❧"✐✈✉❡ ▼❱❙✐♠ ✻✶

✶✺ ❱✉❡ ❢♦♥❝.✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥'.❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦$✐.❤♠❡ χ✲❙✐♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✶✻ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥8❡' ✓ ❥♦✉❡. ✔✱ ❛✈❡❝ ✸ .②♣❡' ❞✬♦❜❥❡.' ❡. ✷ $❡❧❛.✐♦♥'✳ ✳ ✻✸

✶✼ ❱✉❡ ❢♦♥❝.✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞✬❛❣$8❣❛.✐♦♥ ❆❣❣i✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✶✽ ■♥'.❛♥❝✐❛.✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛$❝❤✐.❡❝.✉$❡ ♣♦✉$ ❧❡ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥8❡' ❞8❝$✐. ♣❛$ ❧❛ ❋✐❣✳ ✷ ✳ ✳ ✻✹

✶✾ ➱✈♦❧✉.✐♦♥ ❞❡' ♣♦✐❞' α♣t! ❡. 1✁ α♣t! ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ t✱ ♣♦✉$ α♣t! ✏ λt✁1
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✷✾ ♦❝$♦❜&❡ ✷✵✶✷ ①✐



▲✐"#❡ ❞❡" ✜❣✉)❡"

✷✵ ■❧❧✉%&'❛&✐♦♥ ❞✉ ❞-❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡% ❝♦❧♦♥♥❡% ❞✬✉♥❡ ♠❛&'✐❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✷✶ ■❧❧✉%&'❛&✐♦♥ ❞✉ ❞-❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡% ❧✐❣♥❡% ❡& ❞❡% ❝♦❧♦♥♥❡% ❞✬✉♥❡ ♠❛&'✐❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

■❱ ❆♣♣❧✐❝❛(✐♦♥+ ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡( ❞❡ ▼❱❙✐♠ ✼✾

✷✷ ❱❛'✐❛&✐♦♥ ❞❡% ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡% ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜'❡ ❞✬✐&-'❛&✐♦♥% T ✳ ✳ ✾✵

✷✸ ❱❛'✐❛&✐♦♥ ❞❡% ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡% ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣%❡✉❞♦✲♥♦'♠❡ k✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✷✹ ❱❛'✐❛&✐♦♥ ❞❡% ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡% ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✉ ♣❛'❛♠?&'❡ ❞❡ %❡✉✐❧❧❛❣❡ p✳ ✾✶

✷✺ ❱❛'✐❛&✐♦♥ ❞❡% ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡% ❞❡ ▼❱❙✐♠ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜'❡ ❞✬✐&-'❛&✐♦♥% TMV✳ ✾✻

✷✻ ❱❛'✐❛&✐♦♥ ❞❡% ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡% ❞❡ ▼❱❙✐♠ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬❛❣'-❣❛&✐♦♥

-❧-♠❡♥&❛✐'❡ F ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✷✼ ❱❛'✐❛&✐♦♥ ❞❡% ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡% ❞❡ ▼❱❙✐♠ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✉ %❝❤-♠❛ ♣♦✉' α♣t!✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✷✽ ❱❛'✐❛&✐♦♥ ❞❡% ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡% ❞❡ ▼❱❙✐♠ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✉ ♣❛'❛♠?&'❡ ❞✬❛♠♦'&✐%%❡✲

♠❡♥& λ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✷✾ C❡'❢♦'♠❛♥❝❡ ❞❡ ▼❱❙✐♠ ♣♦✉' ❞✐✛-'❡♥&% ♥♦♠❜'❡% ❞❡ %♦✉%✲❡♥%❡♠❜❧❡% ❞❡ ♠♦&%✱

❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜'❡ &♦&❛❧ ❞❡ ♠♦&% ✜①-%✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✸✵ C❡'❢♦'♠❛♥❝❡ ❞❡ ▼❱❙✐♠ ♣♦✉' ❞✐✛-'❡♥&% ♥♦♠❜'❡% ❞❡ %♦✉%✲❡♥%❡♠❜❧❡% ❞❡ ♠♦&%✱

❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ♠♦&% ♣❛' %♦✉%✲❡♥%❡♠❜❧❡% ✜①-✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✸✶ C❡'❢♦'♠❛♥❝❡ ❞❡ ▼❱❙✐♠ ♣♦✉' ❞✐✛-'❡♥&% ♥♦♠❜'❡% ❞❡ %♦✉%✲❡♥%❡♠❜❧❡% ❞❡ ❞♦❝✉✲

♠❡♥&% ❡& ❞❡ ♠♦&%✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

❆♥♥❡①❡ ❇ ✿ ❙❡♥+✐❜✐❧✐(5 ❛✉① ♣❛7❛♠9(7❡+ ❞❡ χ✲❙✐♠ ✶✶✼

✸✷ ❱❛'✐❛&✐♦♥ ❞❡% ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡% ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜'❡ ❞✬✐&-'❛&✐♦♥% T ❡&

❞✉ ♣❛'❛♠?&'❡ ❞❡ %❡✉✐❧❧❛❣❡ p✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✸✸ ❱❛'✐❛&✐♦♥ ❞❡% ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡% ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜'❡ ❞✬✐&-'❛&✐♦♥% T ❡&

❞❡ ❧❛ ♣%❡✉❞♦✲♥♦'♠❡ k✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✸✹ ❱❛'✐❛&✐♦♥ ❞❡% ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡% ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣%❡✉❞♦✲♥♦'♠❡ k ❡& ❞✉

♣❛'❛♠?&'❡ ❞❡ %❡✉✐❧❧❛❣❡ p✱ ♣♦✉' T ✏ 2✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✸✺ ❱❛'✐❛&✐♦♥ ❞❡% ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡% ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣%❡✉❞♦✲♥♦'♠❡ k ❡& ❞✉

♣❛'❛♠?&'❡ ❞❡ %❡✉✐❧❧❛❣❡ p✱ ♣♦✉' T ✏ 3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✸✻ ❱❛'✐❛&✐♦♥ ❞❡% ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡% ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣%❡✉❞♦✲♥♦'♠❡ k ❡& ❞✉

♣❛'❛♠?&'❡ ❞❡ %❡✉✐❧❧❛❣❡ p✱ ♣♦✉' T ✏ 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

①✐✐



▲✐"#❡ ❞❡" #❛❜❧❡"

■ ❊"❛" ❞❡ ❧✬❛(" ✼

✶ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉)*+❛*✐❢ ❞✬✉♥ ❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛))✐✜❝❛*✐♦♥) ❞✬♦❜❥❡*) ✭η ✏ 6✱ K ✏ 3 ❡*

m ✏ 3✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

■❱ ❆♣♣❧✐❝❛"✐♦♥1 ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡" ❞❡ ▼❱❙✐♠ ✼✾

✷ ❉❡)❝+✐♣*✐♦♥ ❞❡ *♦✉) ❧❡) ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥=❡) ✕ ♠♦♥♦✈✉❡) ❡* ♠✉❧*✐✈✉❡) ✕ ✉*✐❧✐)=) ❞❛♥)

❧❡ ❈❤❛♣✳ ■❱✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✸ ◆♦♠) ❞❡) ❝❧❛))❡) ❞❡) ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥=❡) ✐))✉) ❞❡ ◆●✷✵✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✹ ◆♦♠' ❞❡' ❝❧❛''❡' ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥0❡' ♠✉❧1✐✈✉❡ ■▼❉❜✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✺ ◆♦♠' ❞❡' ❝❧❛''❡' ❞❡' ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥0❡' ♠✉❧1✐✈✉❡' ❈♦8❛✱ ❈✐1❡❙❡❡8✱ ❚❡①❛'✱ ❲❛✲

'❤✐♥❣1♦♥ ❡1 ❲✐'❝♦♥'✐♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✻ ◆♦♠' ❞❡' ❝❧❛''❡' ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥0❡' ♠✉❧1✐✈✉❡ ❘❡✉1❡8'❊◆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✼ ◆♦♠' ❞❡' ❝❧❛''❡' ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥0❡' ◆●✷✵✲'♣❧✐1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✽ ❘0'✉❧1❛1' ♣♦✉8 ❧❡' ♠01❤♦❞❡' ♠♦♥♦✈✉❡'✱ ❡①♣8✐♠0' ❡♥ ♣80❝✐'✐♦♥ ♠✐❝8♦✲♠♦②❡♥♥0❡

✭J8✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✾ ❘❛♥❣' ♠♦②❡♥' ❞❡' ♠01❤♦❞❡' ❝♦♠♣❛80❡'✱ ❝❛❧❝✉❧0' M ♣❛81✐8 ❞❡ ❧❛ ❚❛❜✳ ✽✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✶✵ ❘0'✉❧1❛1' ❞❡' ♠01❤♦❞❡' ♠✉❧1✐✈✉❡'✱ ❡①♣8✐♠0' ❡♥ ♣80❝✐'✐♦♥ ♠✐❝8♦✲♠♦②❡♥♥0❡ ✭J8✮✳ ✾✹

✶✶ ❘0'✉❧1❛1' '✉8 ❈✐1❡❙❡❡8 ❞❡' ♠01❤♦❞❡' ♠✉❧1✐✈✉❡' ✐♥❝❧✉❛♥1 ▼❱❑▼✱ ❡①♣8✐♠0' ❡♥

❡♥18♦♣✐❡ ✭❍✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✷✾ ♦❝$♦❜&❡ ✷✵✶✷ ①✐✐✐





▲✐"#❡ ❞❡" ❛❧❣♦*✐#❤♠❡"

✶ ▲✬❛❧❣♦'✐)❤♠❡ χ✲❙✐♠ ♦'✐❣✐♥❛❧ ❞❡ ❇✐00♦♥ ❡) ❍✉00❛✐♥ ✭✷✵✵✽✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✷ ▲✬❛❧❣♦'✐)❤♠❡ χ✲❙✐♠ ✉)✐❧✐0❛♥) ❧❡ ♣0❡✉❞♦ ❈♦0✐♥✉0 ❣=♥='❛❧✐0=✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✸ ▲❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞✬❛❣'=❣❛)✐♦♥ =❧=♠❡♥)❛✐'❡ ❜❛0=❡ 0✉' ❈❙D❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✹ ▲✬❛❧❣♦'✐)❤♠❡ ♠✉❧)✐✈✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦✲0✐♠✐❧❛'✐)=0 ▼❱❙✐♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✷✾ ♦❝$♦❜&❡ ✷✵✶✷ ①✈





■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

❈♦♥#❡①#❡

❈❡" ❞❡$♥✐'$❡" ❛♥♥)❡"✱ ♥♦✉" "♦♠♠❡" $❡♥.$)" ❞❛♥" ❧✬1❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦$♠❛.✐♦♥✱ ❡. ❧✬❍♦♠♠❡ ❣)♥'$❡

❞❡" ♠❛""❡" ❞❡ ❞♦♥♥)❡" ♥✉♠)$✐5✉❡" .♦✉" ❧❡" ❥♦✉$"✳ ▲❡ ❞)✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥. $❛♣✐❞❡ ❞✬■♥.❡$♥❡.✱ ❡. ♣❧✉"

❣)♥)$❛❧❡♠❡♥. ❞❡" .❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡" ♥✉♠)$✐5✉❡"✱ ❞❡✈❡♥✉❡" .♦.❛❧❡♠❡♥. ✉❜✐5✉✐.❛✐$❡" ❛✈❡❝ ❧✬❡""♦$ ❞❡"

.)❧)♣❤♦♥❡" ♠♦❜✐❧❡"✱ ♣❡$♠❡..❡♥. ❞❡ ❝$)❡$ ❡. ❞❡ ♣❛$.❛❣❡$ ❞❡" 5✉❛♥.✐.)" ❞✬✐♥❢♦$♠❛.✐♦♥" ❛✉.$❡❢♦✐"

✐♥✐♠❛❣✐♥❛❜❧❡"✳ ❙✐ ♦♥ ❛❥♦✉.❡ @ ❝❡❧❛ ❧❛ ❜❛✐""❡ ❞❡" ❝♦A." ❞❡" "✉♣♣♦$." ❞❡ ".♦❝❦❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡"

❞✐"5✉❡" ❞✉$"✱ ❛✐♥"✐ 5✉❡ ❧❛ ❜❛✐""❡ ❞❡" ❝♦A." ❞❡ .$❛♥"❢❡$."✱ ♣$❡"5✉❡ ♥✬✐♠♣♦$.❡ 5✉❡❧ C.$❡ ❤✉♠❛✐♥

♣❡✉. ❛❝❝)❞❡$ @ ♣$❡"5✉❡ ♥✬✐♠♣♦$.❡ 5✉❡❧❧❡ ✐♥❢♦$♠❛.✐♦♥ @ ♥✬✐♠♣♦$.❡ 5✉❡❧ ✐♥".❛♥.✳ D♦✉$ ✐❧❧✉".$❡$

❝❡..❡ ❢♦$.❡ ❛✉❣♠❡♥.❛.✐♦♥ ❞❡" ❞♦♥♥)❡" ❞✐"♣♦♥✐❜❧❡"✱ ♦♥ ♣❡✉. ❝✐.❡$ ❧❡ ♣$)"✐❞❡♥. ❞❡ ●♦♦❣❧❡ ❊$✐❝

❙❝❤♠✐❞. 5✉✐ ❞✐"❛✐. ❡♥ ✷✵✶✵✱ ✏❡♥"#❡ ❧❡% ❞'❜✉"% ❞❡ ❧✬❤✉♠❛♥✐"' ❡" ✷✵✵✸✱ ❧✬❤✉♠❛♥✐"' ❛ ♣#♦❞✉✐" ✺

❡①❛♦❝"❡"% ❬%♦✐" ✺ ♠✐❧❧✐❛#❞% ❞❡ ❣✐❣❛♦❝"❡"%❪ ❞✬✐♥❢♦#♠❛"✐♦♥✳ ❆✉❥♦✉#❞✬❤✉✐✱ ♥♦✉% ♣#♦❞✉✐%♦♥% ❛✉"❛♥"

❞✬✐♥❢♦#♠❛"✐♦♥ "♦✉% ❧❡% ❞❡✉① ❥♦✉#%✳✑

❆✉❥♦✉$❞✬❤✉✐✱ ❧❡ ♣$♦❜❧'♠❡ ♥✬❡". ♣❧✉" ❞❡ ♣♦✉✈♦✐$ ❛❝❝)❞❡$ ❛✉① ✐♥❢♦$♠❛.✐♦♥"✱ ♠❛✐" ❞❡ ♣♦✉✈♦✐$

"❡ $❡♣)$❡$ ♣❛$♠✐ ❝❡..❡ ♠❛""❡ ✐♥❝$♦②❛❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥)❡"✳ ▲❡" ♠♦.❡✉$" ❞❡ $❡❝❤❡$❝❤❡✱ ❞♦♥. ●♦♦❣❧❡

❡". ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❡♠❜❧)♠❛.✐5✉❡✱ ♥♦✉" ♣$♦♣♦"❡♥. ❞✬❛❝❝)❞❡$ @ ❞❡" ♠✐❧❧✐❡$" ❞❡ ♣❛❣❡" ✐♥.❡$♥❡. ♣♦✉$

5✉❡❧5✉❡" ♠♦." ❝❧)"✳ D♦✉$ ❢❛✐$❡ ❢❛❝❡ @ ❝❡ ❞)❧✉❣❡ ❞❡ ❞♦♥♥)❡"✱ ❞✐✛)$❡♥." ❞♦♠❛✐♥❡" ❞❡ $❡❝❤❡$❝❤❡ ❡♥

✐♥❢♦$♠❛.✐5✉❡✱ ❡. ♣❧✉" ♣❛$.✐❝✉❧✐'$❡♠❡♥. ❡♥ ■♥.❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❆$.✐✜❝✐❡❧❧❡✱ "❡ ❢♦❝❛❧✐"❡♥. "✉$ ❧✬❛♣♣$❡♥.✐"✲

"❛❣❡ ❞❡ ♠♦.✐❢" $)❣✉❧✐❡$" ❞❛♥" ❧❡" ❞♦♥♥)❡"✱ ❧❛ ❝❛.)❣♦$✐"❛.✐♦♥ ❛✉.♦♠❛.✐5✉❡ ❞✬♦❜❥❡." ✭.$♦✉✈❡$ ♣❛$

❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ "✉❥❡. ❞✬✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥.✱ ♣❛$♠✐ ✉♥ ❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡ "✉❥❡." ❝♦♥♥✉"✮✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❛ ❝❧❛""✐✜❝❛.✐♦♥

❞✬♦❜❥❡." ❡♥ ❣$♦✉♣❡" ❤♦♠♦❣'♥❡" ✭❢♦$♠❡$ ❞❡" ❝❧❛""❡" ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥." "✐♠✐❧❛✐$❡"✮✳

❊♥ ❡✛❡.✱ ♠❛❧❣$) ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❞❡ ❧✬■♥.❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❆$.✐✜❝✐❡❧❧❡ 5✉✐ ✈✐"❡$❛✐. ✉♥✐5✉❡♠❡♥. @

❝♦♥".$✉✐$❡ ❞❡" ♠❛❝❤✐♥❡" ❧❡" ♣❧✉" ✐♥.❡❧❧✐❣❡♥.❡" ♣♦""✐❜❧❡"✱ ❧❡" ❝❤❡$❝❤❡✉$" ❞❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥❡ "❡

❝♦♥❝❡♥.$❡♥. ♣❛" .♦✉" "✉$ ❝❡..❡ .1❝❤❡ ♣❛$.✐❝✉❧✐'$❡✳ ❯♥ ❞❡" "♦✉"✲❞♦♠❛✐♥❡" ❞❡ ❧✬✐♥.❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛$✲

.✐✜❝✐❡❧❧❡ ❡". ❧✬❛♣♣$❡♥.✐""❛❣❡ ❛✉.♦♠❛.✐5✉❡ ❞♦♥. ❧✬♦❜❥❡❝.✐❢ ❡". ❧❛ ♠✐"❡ ❛✉ ♣♦✐♥. ❞❡ ♠).❤♦❞❡"

♣❡$♠❡..❛♥. ❞❡ .$♦✉✈❡$ ❞❡" $)❣✉❧❛$✐.)" "♦✉"✲❥❛❝❡♥.❡" ❛✉① ❞♦♥♥)❡" ♦❜"❡$✈)❡"✳ ❈❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡✉.

C.$❡ ❧✉✐ ♠C♠❡ ❞✐✈✐") ❡♥ ♣❧✉"✐❡✉$" "♦✉"✲❝❛.)❣♦$✐❡"✱ "✉✐✈❛♥. ❧❡ .②♣❡ ❞❡ .1❝❤❡" 5✉✬✐❧ ❝❤❡$❝❤❡ @

$)"♦✉❞$❡ ✿

✌ ❧✬❛♣♣$❡♥.✐""❛❣❡ "✉♣❡$✈✐") ♦V ❧❡ ♣$♦❣$❛♠♠❡ ❛♣♣$❡♥❞ ✉♥ ♠♦❞'❧❡ ❞✉ ♠♦♥❞❡ @ ♣❛$.✐$ ❞❡

❞♦♥♥)❡" ❝♦♥♥✉❡"✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐$ ❢❛✐$❡ ❞❡ ❧❛ ♣$)❞✐❝.✐♦♥ "✉$ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡" ❞♦♥♥)❡" ✐♥❝♦♥✲

♥✉❡"✱

✷✾ ♦❝$♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✶



■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

✌ ❡! ❧✬❛♣♣&❡♥!✐))❛❣❡ ♥♦♥ )✉♣❡&✈✐). ♦/ ❧❡ ♣&♦❣&❛♠♠❡ ❡)! )❡✉❧❡♠❡♥! ❢❛❝❡ 3 ❞❡) ♦❜❥❡!) ✐♥❝♦♥✲

♥✉) 8✉✬✐❧ ❞♦✐! ♦&❣❛♥✐)❡& ❡♥ ❣&♦✉♣❡) ❤♦♠♦❣:♥❡) ❡! ❝♦♥!&❛)!.)✳

■❧ ❡①✐)!❡ ❜✐❡♥ ❡♥!❡♥❞✉ ❞✬❛✉!&❡) ❝❛!.❣♦&✐❡) ❞❡ !>❝❤❡) ❞✬❛♣♣&❡♥!✐))❛❣❡ ♣❛&♠✐ ❧❡)8✉❡❧❧❡) ♦♥ ❝♦♠♣!❡

❧✬❛♣♣&❡♥!✐))❛❣❡ )❡♠✐✲)✉♣❡&✈✐).✱ ❧✬❛♣♣&❡♥!✐))❛❣❡ ♣❛& &❡♥❢♦&❝❡♠❡♥!✱ ❡!❝✳

❈❡!!❡ !❤:)❡ ✈❛ ❛❧♦&) )❡ ❝♦♥❝❡♥!&❡& )✉& ❧✬❛♣♣&❡♥!✐))❛❣❡ ♥♦♥ )✉♣❡&✈✐). ❡! ♣❧✉) ♣❛&!✐❝✉❧✐:&❡♠❡♥!

❧✬❛♣♣&❡♥!✐))❛❣❡ ❞❡ )✐♠✐❧❛&✐!.) ❡♥!&❡ ❞❡) ♦❜❥❡!)✱ 8✉✐ ✈❛ ♣❡&♠❡!!&❡ ❞❡ ❧❡) &❡❣&♦✉♣❡& ♣❛& ❧❛ )✉✐!❡

❡♥ ❣&♦✉♣❡) ❤♦♠♦❣:♥❡) ❡! ❝♦♥!&❛)!.)✳ ❊♥ ❡✛❡!✱ ❧❛ !>❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉) ❝♦✉&❛♥!❡ ❡♥ ❛♣♣&❡♥!✐))❛❣❡ ♥♦♥

)✉♣❡&✈✐). ❡)! ❛♣♣❡❧.❡ ❝❧❛))✐✜❝❛!✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥)✐)!❡ 3 &❡❣&♦✉♣❡& ❞❡) ♦❜❥❡!) ❡♥ ❝❧❛))❡)✱ ❞❡ !❡❧❧❡

❢❛D♦♥ 8✉❡ ❧❡) ♦❜❥❡!) ❞✬✉♥❡ ♠E♠❡ ❝❧❛))❡ )♦✐❡♥! ♣❧✉) )✐♠✐❧❛✐&❡) ❡♥!&❡ ❡✉①✱ 8✉✬✐❧) ♥❡ ❧❡ )♦♥! ✈✐)✲3✲

✈✐) ❞❡) ♦❜❥❡!) ❞❡) ❛✉!&❡) ❝❧❛))❡)✳ ❊!&❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛))✐✜❡& ❛✉!♦♠❛!✐8✉❡♠❡♥! ❞❡) ❞♦❝✉♠❡♥!) ♣❛&

!❤:♠❡ ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡ ♣❡&♠❡! ❞❡ ❢♦✉&♥✐& 3 ✉♥ ✉!✐❧✐)❛!❡✉& ✉♥❡ ✈✉❡ ♣❧✉) )②♥!❤.!✐8✉❡ ❞❡) ❞♦♥♥.❡)✳

❊♥ ❡✛❡!✱ )✬✐❧ ❡)! ❢❛❝❡ 3 ✸✵✵✵ ❞♦❝✉♠❡♥!)✱ ✐❧ )❡&❛ ♣&♦❜❛❜❧❡♠❡♥! ❞.)❡♠♣❛&. )✬✐❧ ❝❤❡&❝❤❡ ✉♥❡

✐♥❢♦&♠❛!✐♦♥ ♣&.❝✐)❡✳ ❊♥ &❡✈❛♥❝❤❡✱ )✐ ♦♥ ❝❧❛))❡ ❝❡) ✸✵✵✵ ❞♦❝✉♠❡♥!) ❡♥ ✶✵ ❝❧❛))❡) ♣❛& !❤:♠❡✱ ✐❧

)❡&❛ ❝❡&!❛✐♥❡♠❡♥! ♣❧✉) ❛✐). ♣♦✉& ❧✉✐ ❞❡ )✬② &❡!&♦✉✈❡&✳

■❧ ❡)! ❞✬❛✐❧❧❡✉&) ✐♥!.&❡))❛♥! ❞❡ &❡♠❛&8✉❡& 8✉❡ ❧❡) E!&❡) ❤✉♠❛✐♥) ♦♥! ❝❤❡&❝❤. 3 ❝❧❛))✐✜❡& ♦✉ 3

❝❛!.❣♦&✐)❡& ❧❡) ♦❜❥❡!) 8✉✐ ❧❡) ❡♥!♦✉&❡ ❞❡ !♦✉! !❡♠♣)✳ J♦✉& ♣&❡✉✈❡✱ ✓ ▲❡) ❈❛!.❣♦&✐❡) ✔ ❡)! ✉♥❡ ❞❡)

N✉✈&❡) ♠❛❥❡✉&❡) ❞✉ ♣❤✐❧♦)♦♣❤❡ ❣&❡❝ ❆&✐)!♦!❡✱ ❞❛♥) ❧❛8✉❡❧❧❡ ✐❧ ❞.✜♥✐! ✶✵ ❝❛!.❣♦&✐❡) ❡))❡♥!✐❡❧❧❡)

8✉✐ )♦♥! ❧❡) ❞✐✛.&❡♥!❡) ❢❛D♦♥) ❞❡ ❞.)✐❣♥❡& ❝❡ "✉✐ ❡%&✱ ❡♥ ❣.♥.&❛❧✳ ❈❡ ♥✬❡)! 8✉❡ ❣&>❝❡ ❛✉ &.❝❡♥!

❡))♦& ❞❡ ❧✬✐♥❢♦&♠❛!✐8✉❡✱ 8✉❡ ♥♦✉) ❛✈♦♥) ❝❤❡&❝❤. ❞❡) ♠♦②❡♥) ❞✬❛✉!♦♠❛!✐)❡& ❝❡!!❡ !>❝❤❡✳ ❉❡

♣❧✉)✱ ♠E♠❡ )✐ ❧❡) ❝❤❡&❝❤❡✉&) !&❛✈❛✐❧❧❛♥! )✉& ❝❡ ♣&♦❜❧:♠❡ )♦♥! ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥! ❞❡) ✐♥❢♦&♠❛!✐❝✐❡♥)

❡! ♠❛!❤.♠❛!✐❝✐❡♥)✱ ♣&.❝✐)♦♥) 8✉✬✐❧ ❡①✐)!❡ ❞❡) ❧✐❡♥) ♠✉❧!✐♣❧❡) ❛✈❡❝ ❞✬❛✉!&❡) ❞♦♠❛✐♥❡) ❝♦♠♠❡

❧❡) )❝✐❡♥❝❡) ❝♦❣♥✐!✐✈❡) ♦✉ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ❛✜♥ ❞❡ )✬✐♥)♣✐&❡& ❞✉ ✈✐✈❛♥! ♣♦✉& ❝♦♠♣&❡♥❞&❡ ❝❡ 8✉✬❡)!

❛♣♣)❡♥❞)❡✳ ❉❡ ♣❧✉)✱ ❧❡) ❞♦♠❛✐♥❡) ❞✬❛♣♣❧✐❝❛!✐♦♥) )♦♥! .❣❛❧❡♠❡♥! ♠✉❧!✐♣❧❡)✱ ❝❛& ❧❛ ❝❧❛))✐✜❝❛!✐♦♥

♣❡✉! E!&❡ ✉!✐❧❡ 3 ❧✬❛)!&♦♥♦♠✐❡ ♦✉ 3 ❧✬.!✉❞❡ ❞❡) &.)❡❛✉① )♦❝✐❛✉① ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ 3 ❝❤❛8✉❡ ❢♦✐) 8✉❡

❧✬♦♥ ❝❤❡&❝❤❡ 3 ♦❜!❡♥✐& ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉&❡ ❝♦♠♣&.❤❡♥)✐♦♥ ❞❡) ❞♦♥♥.❡)✳

❈❧❛))✐8✉❡♠❡♥!✱ ❝❡) ♦❜❥❡!) 8✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡&❝❤❡ 3 ❝❧❛))✐✜❡& )♦♥! ❞.❝&✐!) ♣❛& ✉♥ ❡♥)❡♠❜❧❡ ❞✬❛!✲

!&✐❜✉!)✱ 8✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❝♦♠♣❛&❡& ♣♦✉& ❞.!❡&♠✐♥❡& )✐ ❞❡✉① ♦❜❥❡!) ❞♦♥♥.) )♦♥! )✐♠✐❧❛✐&❡) ♦✉ ♥♦♥✳

●.♥.&❛❧❡♠❡♥!✱ ❝❡) ❞♦♥♥.❡) )♦♥! ❛❧♦&) &❡♣&.)❡♥!.❡) ♣❛& ✉♥❡ ♠❛!&✐❝❡ ❞♦♥! ❧❡) ❧✐❣♥❡) )♦♥! ❧❡) ♦❜✲

❥❡!) 8✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡&❝❤❡ 3 ❝❧❛))✐✜❡& ❡! ❧❡) ❝♦❧♦♥♥❡) ❧❡) ❛!!&✐❜✉!)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥!✱ ❞❛♥) ❞❡ ♥♦♠❜&❡✉① ❝❛)

❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥❡ ♠❛!&✐❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥!) ✲ ♠♦!)✱ ❧❡) ❝♦❧♦♥♥❡) ❞❡ ❝❡!!❡ ♠❛!&✐❝❡ )♦♥! ❤♦♠♦❣:♥❡) ❡!

&❡♣&.)❡♥!❡♥! )✐♠♣❧❡♠❡♥! ✉♥ ❛✉!&❡ !②♣❡ ❞✬♦❜❥❡!)✳ ❖♥ ♣❛&❧❡ ❛❧♦&) ❞✬✉♥❡ ♠❛!&✐❝❡ ❞❡ &❡❧❛!✐♦♥✱ ❝❛&

❡❧❧❡ ❞.❝&✐! ❧❛ &❡❧❛!✐♦♥ ❡♥!&❡ ❞❡✉① !②♣❡) ❞✬♦❜❥❡!) ✿ ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡) ❞♦❝✉♠❡♥!) ❡! ❧❡) ♠♦!) 8✉✐

❧❡) ❝♦♠♣♦)❡♥!✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❡) ❣:♥❡) ❡! ❧❡✉& ❡①♣&❡))✐♦♥✳ ❈❡&!❛✐♥❡) ♠.!❤♦❞❡) ❡①♣❧♦✐!❡♥! ❛❧♦&) ❝❡!!❡

❞✉❛❧✐!. ❡♥ ❝❧❛))✐✜❛♥! )✐♠✉❧!❛♥.♠❡♥! ❧❡) ❞❡✉① !②♣❡) ❞✬♦❜❥❡!) ❝♦♥❝❡&♥.) ✿ ❧❛ ❝❧❛))✐✜❝❛!✐♦♥ ❞✬✉♥

!②♣❡ ❞✬♦❜❥❡!) ❢♦✉&♥✐))❛♥! ❛❧♦&) ✉♥❡ &❡♣&.)❡♥!❛!✐♦♥ ♣❧✉) )②♥!❤.!✐8✉❡ ❞❡) ✐♥)!❛♥❝❡) ❞✉ )❡❝♦♥❞

!②♣❡ ❞✬♦❜❥❡!)✱ 8✉✐ )♦♥! ❛❧♦&) ♣❧✉) ❢❛❝✐❧❡) 3 ❝❧❛))✐✜❡&✱ ❡! ✐♥✈❡&)❡♠❡♥!✳

❉❡ ♣❧✉)✱ ✐❧ ❡)! ❞❡ ♣❧✉) ❡♥ ♣❧✉) ❝♦✉&❛♥! ❞❡ ❞✐)♣♦)❡& ❞❡ ❞♦♥♥.❡) 8✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉! ♣❛) &.)✉♠❡& ❡♥

✉♥❡ )❡✉❧❡ ♠❛!&✐❝❡✱ ♠❛✐) ♣♦✉& ❧❡)8✉❡❧❧❡) ✐❧ ❢❛✉! ♣❧✉)✐❡✉&) ♠❛!&✐❝❡)✳ ❖♥ ♣❛&❧❡ ❛❧♦&) ❞❡ ❞♦♥♥.❡)

♠✉❧!✐✈✉❡)✱ ♣♦✉& ❧❡)8✉❡❧❧❡) ❝❤❛8✉❡ ✈✉❡ ❡)! &❡♣&.)❡♥!.❡ ♣❛& ✉♥❡ ♠❛!&✐❝❡ ❞❡ &❡❧❛!✐♦♥✳ ❈✐!♦♥)

❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✜❧♠) 8✉✐ ♣❡✉✈❡♥! E!&❡ ❞.❝&✐!) 3 ❧❛ ❢♦✐) ♣❛& ❧❡) ❛❝!❡✉&) 8✉✐ ② ❥♦✉❡♥!✱ ❡! ♣❛& ❞❡)

♠♦!)✲❝❧.) ❧❡) ❞.❝&✐✈❛♥!✳ ❈❡) ❞♦♥♥.❡) )❡&♦♥! ❛❧♦&) ❝♦♠♣♦).❡) ❞✬✉♥❡ ♠❛!&✐❝❡ ✜❧♠) ✲ ❛❝!❡✉&)✱ ❡!

✷





■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

❈♦♥#$✐❜✉#✐♦♥( ❞❡ ❧❛ #❤.(❡

❉❛♥# ❧❡ ♣'♦❝❡##✉# ❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛.✐♦♥ ♣'/#❡♥./ ❞❛♥# ❧❛ #❡❝.✐♦♥ ♣'/❝/❞❡♥.❡✱ ❧❡# ❝♦♥.'✐❜✉.✐♦♥#

♣'✐♥❝✐♣❛❧❡# ❞❡ ❝❡..❡ .❤3#❡ #❡ ♣❧❛❝❡♥. ❞❛♥# ❧✬/.❛♣❡ ✭✷✮ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ #✐♠✐❧❛'✐./#✳ ❊♥ ❡✛❡.✱ ❜✐❡♥

<✉✬✐❧ ❡①✐#.❡ ❞❡# ♠❡#✉'❡# ❝❧❛##✐<✉❡# ♣♦✉' ❧❛ #✐♠✐❧❛'✐./ ♦✉ ❧❛ ❞✐#.❛♥❝❡ ❡♥.'❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡.#✱ ❡❧❧❡# ♥❡

#♦♥. ♣❛# .♦✉❥♦✉'# ❛❞❛♣./❡# ♥♦.❛♠♠❡♥. ♣♦✉' .'❛✐.❡' ❧❡ ❝❛# ♦? ❧✬♦♥ ❛ ❞❡# ❝♦❧❧❡❝.✐♦♥# ❞❡ ♠❛.'✐❝❡#

❞❡ ❣'❛♥❞❡ .❛✐❧❧❡ ♦✉ .'3# ❝'❡✉#❡#

✷

✳

▲❛ ♣'❡♠✐3'❡ ❝♦♥.'✐❜✉.✐♦♥ ❞❡ ❝❡..❡ .❤3#❡ ❡#. ❧✬/.✉❞❡ ❡. ❧✬❛♠/❧✐♦'❛.✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦'✐.❤♠❡ ❞❡ ♠❡✲

#✉'❡ ❞❡ ❝♦✲#✐♠✐❧❛'✐./ χ✲❙✐♠✱ ✐♥✐.✐❛❧❡♠❡♥. ♣'♦♣♦#/ ♣❛' ❇✐##♦♥ ❡. ❍✉##❛✐♥ ✭✷✵✵✽✮✱ <✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡

❧❛ #✐♠✐❧❛'✐./ ❡♥.'❡ .♦✉.❡# ❧❡# ♣❛✐'❡# ❞✬♦❜❥❡.# ❞/❝'✐.# ♣❛' ✉♥❡ ♠❛.'✐❝❡ ❞❡ '❡❧❛.✐♦♥✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉

#❝❤/♠❛ ❞❡ ♥♦'♠❛❧✐#❛.✐♦♥ ❡#. ❛❧♦'# ♣'♦♣♦#/✱ ❛✐♥#✐ <✉❡ ❧✬✐♥.'♦❞✉❝.✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣#❡✉❞♦✲♥♦'♠❡ ❡.

❞✬✉♥❡ /.❛♣❡ ❞❡ #❡✉✐❧❧❛❣❡ ♣❡'♠❡..❛♥. ❞✬❡♥.'❛✈❡' ❧❛ ♣'♦♣❛❣❛.✐♦♥ ❞✉ ❜'✉✐. ❞❛♥# ❧❡# #✐♠✐❧❛'✐./#

❝❛❧❝✉❧/❡#✳ ❆✉ ❞❡❧J ❞❡ ❝❡# ❛♠/❧✐♦'❛.✐♦♥#✱ ✉♥❡ /.✉❞❡ .❤/♦'✐<✉❡ ♣❡'♠❡. ✉♥❡ ✐♥.❡'♣'/.❛.✐♦♥ ❛❧❣/✲

❜'✐<✉❡ ❞❡ ❝❡..❡ ❛♣♣'♦❝❤❡✱ ❡. ❞✬❛✉.'❡# /.✉❞❡# #♦♥. ❞/.❛✐❧❧/❡#✳

▲❛ #❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥.'✐❜✉.✐♦♥ ❡#. ❧❛ ♠✐#❡ ❛✉ ♣♦✐♥. ❞❡ ❧✬❛❧❣♦'✐.❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠✉❧.✐✈✉❡ ❞❡ ❝♦✲

#✐♠✐❧❛'✐./▼❱❙✐♠ <✉✐ /.❡♥❞ ❧✬❛❧❣♦'✐.❤♠❡ χ✲❙✐♠ ❛✉① ❞♦♥♥/❡# ♠✉❧.✐✈✉❡#✳ ❈❡. ❛❧❣♦'✐.❤♠❡ ♣❡'♠❡.

❛✐♥#✐ ❞❡ ❝❧❛##✐✜❡' ❛✉.♦♠❛.✐<✉❡♠❡♥. ❞❡# ♦❜❥❡.# ❞/❝'✐.#✱ ♥♦♥ ♣❧✉# ♣❛' ✉♥❡ #❡✉❧❡ ♠❛.'✐❝❡✱ ♠❛✐#

♣❛' ♣❧✉#✐❡✉'# ♠❛.'✐❝❡# ❞❡ '❡❧❛.✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ♥♦✉# ♣'♦♣♦#♦♥# ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ ❞❡ ❝❡. ❛❧❣♦'✐.❤♠❡

♣♦✉' ❝❛❧❝✉❧❡' ❞❡# #✐♠✐❧❛'✐./# ❡♥.'❡ ❞❡# ♦❜❥❡.# ❞/❝'✐.# ♣❛' ✉♥❡ #❡✉❧❡ ♠❛.'✐❝❡ ❞❡ ❣'❛♥❞❡ .❛✐❧❧❡✱

♣♦✉' ❧❛<✉❡❧❧❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ ❞✐'❡❝.❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦'✐.❤♠❡ χ✲❙✐♠ ♥❡ #❡'❛✐. ♣❛# ♣♦##✐❜❧❡✳ ◆♦✉# ❞/❝'✐✈♦♥#

❛❧♦'# ✉♥ ♣'♦.♦❝♦❧❡ ♣♦✉' ✓ ❞/❝♦✉♣❡' ✔ ❝❡..❡ ♠❛.'✐❝❡ ❡♥ ❜❧♦❝# ❡. ✉.✐❧✐#❡' ▼❱❙✐♠ ❛✈❡❝ ❝❡# ❜❧♦❝#✳

❙#$✉❝#✉$❡ ❞✉ ♠❛♥✉(❝$✐#

▲❡ '❡#.❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉#❝'✐. ❡#. ♦'❣❛♥✐#/ ❡♥ ✹ ❝❤❛♣✐.'❡# ❝♦♠♠❡ #✉✐. ✿

✌ ▲❡ ❈❤❛♣✳ ■ ❞'❡##❡ ✉♥ /.❛. ❞❡ ❧✬❛'. ❞❡# ♠/.❤♦❞❡# ❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛.✐♦♥✱ ❞❡ ❝♦✲❝❧❛##✐✜❝❛.✐♦♥

❡. ❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛.✐♦♥ ♠✉❧.✐✈✉❡✱ ❛✐♥#✐ <✉❡ ❞❡# ♣'♦❜❧3♠❡# ❧✐/# .❡❧# <✉❡ ❧❛ '❡♣'/#❡♥.❛.✐♦♥ ❞❡#

❞♦♥♥/❡# ❡. ❧✬/✈❛❧✉❛.✐♦♥ ❞❡# ❝❧❛##✐✜❝❛.✐♦♥#✳

✌ ▲❡ ❈❤❛♣✳ ■■ ♣'/#❡♥.❡ ❧✬/.✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦'✐.❤♠❡ χ✲❙✐♠✱ ❛✐♥#✐ <✉❡ ❧❡# ❛♠/❧✐♦'❛.✐♦♥# ❧✉✐ ❛②❛♥.

/./ ❛♣♣♦'./❡#✱ ❡. ❞❡# /.✉❞❡# .❤/♦'✐<✉❡# ♣❡'♠❡..❛♥. ❞✬✐❧❧✉#.'❡' #♦♥ ❝♦♠♣♦'.❡♠❡♥.✳

✌ ▲❡ ❈❤❛♣✳ ■■■ ❞/❝'✐. ♥♦.'❡ ♣'♦♣♦#✐.✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦'✐.❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠✉❧.✐✈✉❡ ❞❡ ❝♦✲#✐♠✐❧❛'✐./✱

♥♦♠♠/ ▼❱❙✐♠✱ ❡. <✉✐ ♣❡✉. S.'❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①.❡♥#✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥/❡# ♠✉❧.✐✈✉❡# ❞❡

❧✬❛❧❣♦'✐.❤♠❡ χ✲❙✐♠✳

✌ ▲❡ ❈❤❛♣✳ ■❱✱ ❡♥✜♥✱ ❞/.❛✐❧❧❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥. ❧❡# ❡①♣/'✐♠❡♥.❛.✐♦♥# ❛②❛♥. /./ ♠❡♥/❡# ❛✜♥ ❞✬/✈❛✲

❧✉❡' ❧❡# ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡# ❞❡# ❛❧❣♦'✐.❤♠❡# χ✲❙✐♠ ❡. ▼❱❙✐♠✳ ❙✉' ❞❡# ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥/❡# ♠♦♥♦✲

✈✉❡# ❡. ♠✉❧.✐✈✉❡# ✭❛❧♦'# ✉.✐❧✐#/# ❝♦♠♠❡ ♣❧✉#✐❡✉'# ❥❡✉① ♠♦♥♦✈✉❡#✮ ♣♦✉' /✈❛❧✉❡' χ✲❙✐♠✱

♣✉✐# ✉♥✐<✉❡♠❡♥. J ❧✬❛✐❞❡ ❞❡# ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥/❡# ♠✉❧.✐✈✉❡# ♣♦✉' ❧✬/✈❛❧✉❛.✐♦♥ ❞❡ ▼❱❙✐♠✳

❉❡# ❡①♣/'✐♠❡♥.❛.✐♦♥# ♣❡'♠❡..❡♥. /❣❛❧❡♠❡♥. ❞✬✐❧❧✉#.'❡' ❧✬❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ ❞❡ ▼❱❙✐♠ J ❞❡#

❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥/❡# ♠♦♥♦✈✉❡# ❞❡ ❣'❛♥❞❡ .❛✐❧❧❡✳

✷✳ ❯♥❡ ♠❛"#✐❝❡ ❝#❡✉/❡ ❡/" ✉♥❡ ♠❛"#✐❝❡ 0✉✐ ❝♦♥"✐❡♥" ✉♥❡ ❣#❛♥❞❡ ♣#♦♣♦#"✐♦♥ ❞✬4❧4♠❡♥"/ ♥✉❧/✱ ❡♥ ♣#❛"✐0✉❡ ❞❡

③4#♦/✳

✹



◆♦"❛"✐♦♥&

◆♦✉# ✉$✐❧✐#❡(♦♥# ❧❡# ♥♦$❛$✐♦♥# ❝❧❛##✐,✉❡# ✿ ❧❡# ♠❛$(✐❝❡# #❡(♦♥$ ♥♦♠♠/❡# ♣❛( ❞❡# ❧❡$$(❡# ♠❛✲

❥✉#❝✉❧❡# ❡♥ ❝❛(❛❝$4(❡# ❣(❛#✱ ❧❡# ✈❡❝$❡✉(# ♣❛( ❞❡# ❧❡$$(❡# ♠✐♥✉#❝✉❧❡# ❡♥ ❝❛(❛❝$4(❡# ❣(❛#✱ ❡$ ❧❡#

✈❛(✐❛❜❧❡# ❡♥ ❝❛(❛❝$4(❡# ✐$❛❧✐,✉❡#✳

◆♦✉# ❝♦♥#✐❞/(♦♥# ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ N  ②♣❡$ ❞✬♦❜❥❡ $ X ✏ !Xn✉
N
n✏1✳ ❈❤❛,✉❡ $②♣❡ ❞✬♦❜❥❡$#

❡#$ ♥♦$/ Xn✱ ,✉✐ ❝♦♠♣♦($❡ ηn ✐♥#$❛♥❝❡# ✿ Xn ✏ !x
♣n"
i ✉

ηn
i✏1✳

❈❡# ♦❜❥❡$# #♦♥$ ❞/❝(✐$# ♣❛( ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ M ✈✉❡$ V ✏ !Vv✉
M
v✏1✳ ❈❤❛,✉❡ ✈✉❡ ❡#$ ♥♦$/❡ Vv

❡$ ♣❧✉# ♣❛($✐❝✉❧✐4(❡♠❡♥$✱ ❧❛ ♥♦$❛$✐♦♥ Vv : Xn ✒ Xn✶

#✐❣♥✐✜❡ ,✉❡ ❧❡# ✐♥#$❛♥❝❡# ❞❡ Xn ② #♦♥$ ❡♥

(❡❧❛$✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡# ✐♥#$❛♥❝❡# ❞❡ Xn✶

✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ❝❡$$❡ ✈✉❡ Vv ❡#$ (❡♣(/#❡♥$/❡ ♣❛( ✉♥❡ ♠❛ .✐❝❡ ❞❡

.❡❧❛ ✐♦♥ Rv✱ ❞❡ $❛✐❧❧❡ ηn ✂ ηn✶

✳ ❯♥ /❧/♠❡♥$ ❞❡ Rv ♥♦$/ r
♣v"
ij ✱ ❞/❝(✐$ ❧✬✐♥$❡♥#✐$/ ❞❡ ❧❛ (❡❧❛$✐♦♥

❡♥$(❡ x
♣n"
i ❡$ x

♣n✶

"

j ✳ A❛( ❛✐❧❧❡✉(#✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ i ❞✬✉♥❡ ♠❛$(✐❝❡ R #❡(❛ ♥♦$/❡ ri:✱ ❡$ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ j #❡(❛

♥♦$/❡ r:j ✳

A♦✉( ❝❤❛,✉❡ $②♣❡ ❞✬♦❜❥❡$# Xn ,✉✐ ❞♦✐$ B$(❡ ❝❧❛##✐✜/✱ #♦♥ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ ❝❧❛$$❡$ .3❡❧❧❡$ ❡#$

♥♦$/ Kn✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ❧❛ ❝❧❛$$✐✜❝❛ ✐♦♥ ❞❡# ✐♥#$❛♥❝❡# ❞❡ Xn ❡#$ ♥♦$/❡ π ♣Xn&✱ ❡$ ❡❧❧❡ ❛##♦❝✐❡ C

❝❤❛,✉❡ x
♣n"
i ✉♥ ❡♥$✐❡( ❡♥$(❡ 1 ❡$ Kn✱ ❛✐♥#✐ π♣x

♣n"
i & ❡#$ ❧❛ ❝❧❛$$❡ ❞❡ x

♣n"
i ✳

▲❡# #✐♠✐❧❛(✐$/# ❡♥$(❡ ❧❡# ✐♥#$❛♥❝❡# ❞❡ Xn #♦♥$ (❡♣(/#❡♥$/❡# ❞❛♥# ❧❛ ♠❛ .✐❝❡ ❞❡ $✐♠✐❧❛.✐ 3

Sn ❞♦♥$ ❧✬/❧/♠❡♥$ s
♣n"
ij ❡#$ ❧❛ #✐♠✐❧❛(✐$/ ❡♥$(❡ x

♣n"
i ❡$ x

♣n"
j ✱ ❝♦♠♣(✐#❡ ❞❛♥# '0,1(✳ ❉❛♥# ❧❡ ❝❛#

♠✉❧$✐✈✉❡ ♦E ♣❧✉#✐❡✉(# ♠❛$(✐❝❡# ❞❡ #✐♠✐❧❛(✐$/# ❝♦♥❝❡(♥❛♥$ ❧❡# ✐♥#$❛♥❝❡# ❞❡ Xn #❡(♦♥$ ❝❛❧❝✉❧/❡#

C ♣❛($✐( ❞❡ ❞✐✛/(❡♥$❡# ✈✉❡#✱ ♦♥ ♥♦$❡(❛ ❧❛ ♠❛$(✐❝❡ ❞❡ #✐♠✐❧❛(✐$/ ❞❡# ✐♥#$❛♥❝❡# ❞❡ Xn ❝❛❧❝✉❧/❡

C ♣❛($✐( ❞❡ ❧❛ ✈✉❡ Vv ❛✐♥#✐ ✿ S
#v$
n ✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥$✱ ♦♥ (❡♣(/#❡♥$❡ ❝❡$ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛$(✐❝❡# ♣❛(

Sn ✏ !S
#v$
n ,S

#v✶

$

n , . . .✉✳

▲✬✐♥#$❛♥❝❡ i ❞❡ Xn #❡(❛ ❣/♥/(❛❧❡♠❡♥$ ♥♦$/❡ x
♣n"
i ✱ ♠❛✐# ♣♦✉((❛ /❣❛❧❡♠❡♥$ B$(❡ (❡♣(/#❡♥$/❡

❡♥ $❛♥$ ,✉❡ ❧✐❣♥❡ ✭♦✉ ❝♦❧♦♥♥❡✮ ❞✬✉♥❡ ♠❛$(✐❝❡ ❞❡ (❡❧❛$✐♦♥ R ✿ ri:✳

A❛( ❛✐❧❧❡✉(#✱ ♥♦✉# ♥♦$❡(♦♥# ❧❛ ♠❛$(✐❝❡ ✐❞❡♥$✐$/ Iη ❞❡ $❛✐❧❧❡ η ✂ η✱ ♦✉ #✐♠♣❧❡♠❡♥$ I ❧♦(#,✉✬✐❧

♥✬② ❛ ♣❛# ❞✬❛♠❜✐❣✉J$/ #✉( #❛ $❛✐❧❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ♥♦✉# ♥♦$❡(♦♥# ❧❛ $(❛♥#♣♦#/❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛$(✐❝❡ R ♣❛(

R
❏

✳

✷✾ ♦❝$♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✺





❈❤❛♣✐%&❡ ■

❊!❛! ❞❡ ❧✬❛'!

❙♦♠♠❛✐%❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐,%❡

■✲✶ ❘❡♣&'(❡♥*❛*✐♦♥ ❞❡( ❞♦♥♥'❡( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

■✲✶✳✶ ▼♦❞'❧❡ ❛❧❣,❜.✐0✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

■✲✶✳✷ ●.❛♣❤❡7 ♠✉❧9✐♣❛.9✐7 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

■✲✷ ▼'*❤♦❞❡( ❞❡ ❝❧❛((✐✜❝❛*✐♦♥ ❡* ❞❡ ❝♦✲❝❧❛((✐✜❝❛*✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

■✲✷✳✶ ❉✐79❛♥❝❡7 ❡9 7✐♠✐❧❛.✐9,7 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

■✲✷✳✷ ▼,9❤♦❞❡7 ❝❧❛77✐0✉❡7 ❞❡ ❝❧❛77✐✜❝❛9✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

■✲✷✳✸ ▼,9❤♦❞❡7 ❞❡ ❝♦✲❝❧❛77✐✜❝❛9✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

■✲✸ ▼'*❤♦❞❡( ❞❡ ❝❧❛((✐✜❝❛*✐♦♥ ♠✉❧*✐✈✉❡( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

■✲✸✳✶ ▼,9❤♦❞❡7 ✢♦✉❡7 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

■✲✸✳✷ ▼,9❤♦❞❡7 ✐77✉❡7 ❞❡ ❧❛ 9❤,♦.✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦.♠❛9✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

■✲✸✳✸ ▼,9❤♦❞❡7 ♣.♦❜❛❜✐❧✐79❡7 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

■✲✸✳✹ ▼,9❤♦❞❡7 7♣❡❝9.❛❧❡7 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

■✲✸✳✺ ❊①9❡♥7✐♦♥7 ❞❡ ♠,9❤♦❞❡7 ❝❧❛77✐0✉❡7 ❛✉ ❝♦♥9❡①9❡ ♠✉❧9✐✈✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

■✲✹ ▼'*❤♦❞❡( ❞❡ ❝♦♥(❡♥(✉( ❞❡ ❝❧❛((✐✜❝❛*✐♦♥( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

■✲✹✳✶ ❙✐♠✐❧❛.✐9, ✐♥❞✉✐9❡ ♣❛. ❧❡7 ❝❧❛77✐✜❝❛9✐♦♥7 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

■✲✹✳✷ L❛.9✐9✐♦♥♥❡♠❡♥9 ❞❡ ❣.❛♣❤❡7 ✐♥❞✉✐97 ♣❛. ❧❡7 ❝❧❛77✐✜❝❛9✐♦♥7 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

■✲✹✳✸ ❈❛.❛❝9,.✐79✐0✉❡7 ✐♥❞✉✐9❡7 ♣❛. ❧❡7 ❝❧❛77✐✜❝❛9✐♦♥7 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

■✲✹✳✹ ❆✉9.❡7 ♠,9❤♦❞❡7 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

■✲✺ ➱✈❛❧✉❛*✐♦♥ ❞❡( ❝❧❛((✐✜❝❛*✐♦♥( ♣&♦❞✉✐*❡( ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

■✲✺✳✶ ▲❛ ♠❛9.✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉7✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

■✲✺✳✷ ▲❛ ♣.,❝✐7✐♦♥ ♠✐❝.♦✲♠♦②❡♥♥,❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

■✲✺✳✸ ▲✬✐♥❢♦.♠❛9✐♦♥ ♠✉9✉❡❧❧❡ ♥♦.♠❛❧✐7,❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

■✲✺✳✹ ▲✬❡♥9.♦♣✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

■✲✺✳✺ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❘❛♥❞ ❛❥✉79, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

▲✬♦❜❥❡❝'✐❢ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛--✐✜❝❛'✐♦♥ ❛✉'♦♠❛'✐2✉❡ ❡-' ❞✬♦3❣❛♥✐-❡3 ✉♥ ❡♥-❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡'- ❡♥ ❣3♦✉♣❡- ❤♦♠♦❣7♥❡-

❡' ❝♦♥'3❛-'8-✱ ❞❡ '❡❧❧❡ ❢❛:♦♥ 2✉❡ ❧❡- ♦❜❥❡'- ❞✬✉♥ ♠;♠❡ ❣3♦✉♣❡ -♦✐❡♥' ♣❧✉- -✐♠✐❧❛✐3❡- ❡♥'3❡ ❡✉① 2✉❡ ❞❡-

♦❜❥❡'- ❛♣♣❛3'❡♥❛♥' = ❞❡- ❣3♦✉♣❡- ❞✐✛83❡♥'-✳ ❈❡''❡ 'A❝❤❡ ♣❛3'✐❝✉❧✐73❡ ❞✬♦3❣❛♥✐-❛'✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥8❡- ❡-'

❝♦♥-✐❞838❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦♥ -✉♣❡3✈✐-8❡ ❛✉ -❡✐♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❧✉- ❣8♥83❛❧ ❞❡ ❧✬❛♣♣3❡♥'✐--❛❣❡ ❛✉'♦♠❛'✐2✉❡✳

▲❡- ♥♦'✐♦♥- ❞❡ ❞✐-'❛♥❝❡- ❡' ❞❡ -✐♠✐❧❛3✐'8- -♦♥' -♦✉✈❡♥' ❛✉ ❝C✉3 ❞❡- ❛♣♣3♦❝❤❡- ❞✬❛♣♣3❡♥'✐--❛❣❡ ❛✉'♦✲

♠❛'✐2✉❡✱ ❡♥ ♣❛3'✐❝✉❧✐❡3 ❞❡- ♠8'❤♦❞❡- ❞❡ ❝❧❛--✐✜❝❛'✐♦♥✱ ❡' ❧❛ ♣❧✉♣❛3' ❞❡- ♠❡-✉3❡- ❝❧❛--✐2✉❡- ♥❡ -♦♥' ♣❛-

❛❞❛♣'8❡- ❛✉① ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥8❡- 38❡❧-✳ ❊♥ ❡✛❡' ❧♦3-2✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐2✉❡ ❝❡- ♠8'❤♦❞❡- = ❞❡- ❞♦♥♥8❡- 38❡❧❧❡-✱

❧❛ ❣3❛♥❞❡ '❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡- ❞♦♥♥8❡- ❡' ❧❡✉3 ❛-♣❡❝' ❝3❡✉① 3❡♥❞❡♥' ❧❡ ♣❧✉- -♦✉✈❡♥' ❝❡- ♠❡-✉3❡- ✐♥❛♣♣3♦♣3✐8❡-✳

❈✬❡-' ❡♥ ♣❛3'✐❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ♣3❡♥❞3❡ ❡♥ ❝♦♠♣'❡ ❝❡- ♣3♦♣3✐8'8- ❞❡- ❞♦♥♥8❡- 38❡❧❧❡-✱ 2✉❡ ❞❡- ❛♣♣3♦❝❤❡-

❞❡ ❝♦✲❝❧❛--✐✜❝❛'✐♦♥ ♦♥' 8'8 ❞8✈❡❧♦♣♣8❡-✳ ❈❡- ❛♣♣3♦❝❤❡- ❝❧❛--✐✜❡♥' -✐♠✉❧'❛♥8♠❡♥' ❧❡- ♠✉❧'✐♣❧❡- '②♣❡-

✷✾ ♦❝*♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✼



N

Xi i ηi

M

Vv Rv

Vv : Xi Xj

Xi Xj

Xa Xb

Xc R1 Xa Xb R2 Xb

Xc



❈❤❛♣✐%&❡ ■ ✿ ❊%❛% ❞❡ ❧✬❛&%

■❧ ❡①✐%&❡ ❞✐✛)*❡♥&❡% ❢❛.♦♥% ❞❡ ♠♦❞)❧✐%❡* ❞❡ &❡❧❧❡% ❞♦♥♥)❡%✱ ❡& ♥♦✉% ❛❧❧♦♥% ✈♦✐* 4✉❡❧❧❡% %♦♥& ❧❡%

❞❡✉① ♣*✐♥❝✐♣❛❧❡% ❞❛♥% ❧❡% %❡❝&✐♦♥% %✉✐✈❛♥&❡% ✿ ❧❡ ♠♦❞8❧❡ ❛❧❣)❜*✐4✉❡ 4✉✐ ❞)❝*✐& ❝❤❛4✉❡ *❡❧❛&✐♦♥

♣❛* ✉♥❡ ♠❛&*✐❝❡✱ ❡& ❧❡ ♠♦❞8❧❡ < ❜❛%❡ ❞❡ ❣*❛♣❤❡%✳ ❈❡% ❡①❡♠♣❧❡% %❡*♦♥& )❣❛❧❡♠❡♥& ✐❧❧✉%&*)% ❛✈❡❝

❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥)❡% ✓ ❥♦✉❡& ✔ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ✷✳

■✲✶✳✶ ▼♦❞'❧❡ ❛❧❣,❜.✐0✉❡

❉❛♥% ❝❡ ♠♦❞8❧❡ ❝❧❛%%✐4✉❡✱ ❝❤❛4✉❡ *❡❧❛&✐♦♥ ❡%& *❡♣*)%❡♥&)❡ ♣❛* ✉♥❡ ♠❛&*✐❝❡✳ Rv ❡%& ❞♦♥❝ ✉♥❡

♠❛&*✐❝❡ ❞)❝*✐✈❛♥& ❧❛ *❡❧❛&✐♦♥ ❡♥&*❡ ❧❡% ♦❜❥❡&% ❞❡ &②♣❡% Xi ❡& Xj ✳ ❆✐♥%✐✱ ❧❛ ♠❛&*✐❝❡ Rv ❞)❝*✐&

✉♥❡ *❡❧❛&✐♦♥ ❡♥&*❡ Xi ❡& Xj ✱ ❡%& ❞❡ &❛✐❧❧❡ ηi ✂ ηj ✱ ❡& ❝❡% )❧)♠❡♥&% r
♣v!

ab ❡①♣*✐♠❡♥& ❧✬✐♥&❡♥%✐&)

❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥&*❡ ❧✬✐♥%&❛♥❝❡ a ❞❡ Xi ❡& ❧✬✐♥%&❛♥❝❡ b ❞❡ Xj ✳ ❉✐✛)*❡♥&% ♠♦❞8❧❡% ♣❡✉✈❡♥& H&*❡ ✉&✐❧✐%)%

♣♦✉* ❞)❝*✐*❡ ❝❡&&❡ ✐♥&❡♥%✐&)✱ ❧❡% ♣*✐♥❝✐♣❛✉① %♦♥& ❞)&❛✐❧❧)% ❞❛♥% ❧❡ ♣❛*❛❣*❛♣❤❡ %✉* ❧❡% ♠♦❞8❧❡%

❞❡ ♣♦♥❞)*❛&✐♦♥ ❞❛♥% ❧❛ ❙❡❝✳ ■✲✶✳✶✳❜✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✶✳ ■❧ ♣❡✉% ❡①✐(%❡) ♣❧✉(✐❡✉)( )❡❧❛%✐♦♥( ✐♠♣❧✐.✉❛♥% ❧❡( ♠/♠❡( %②♣❡( ❞✬♦❜❥❡%(✳

❈♦♥(✐❞7)♦♥( ♣❛) ❡①❡♠♣❧❡ .✉❡ Xi )❡♣)7(❡♥%❡ ❞❡( ✉%✐❧✐(❛%❡✉)( ❡% Xj ❞❡( ✜❧♠(✱ ❛❧♦)( ✐❧

♣❡✉% ❡①✐(%❡) ✉♥❡ )❡❧❛%✐♦♥ ❡①♣)✐♠❛♥% ✉♥❡ ♥♦%❡ ❛%%)✐❜✉7❡ ♣❛) ❧❡( ✉%✐❧✐(❛%❡✉)( (✉) ❧❡(

✜❧♠(✱ ♠❛✐( ❛✉((✐ ✉♥❡ ❛✉%)❡ )❡❧❛%✐♦♥ ✐♥❞✐.✉❛♥% ❧❡( ✜❧♠( .✉❡ ♣♦((:❞❡♥% ❧❡( ✉%✐❧✐(❛%❡✉)(✱

❡%❝✳ ❯♥❡ )❡❧❛%✐♦♥ ♣❡✉% 7❣❛❧❡♠❡♥% ❝♦♥❝❡)♥❡) ✉♥ (❡✉❧ %②♣❡ ❞✬♦❜❥❡%(✱ ❞❛♥( ❝❡ ❝❛( i ✏ j✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡(% ❝❡❧✉✐ ❞✬❛)%✐❝❧❡( (❝✐❡♥%✐✜.✉❡(✱ ❞♦♥% ❧❡( ❧✐❡♥( (❡)❛✐❡♥% ❝❡✉① ❞❡( ❝✐%❛%✐♦♥(✳

▲❛ ❋✐❣✳ ✸ *❡♣*)%❡♥&❡ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥)❡% ✓ ❥♦✉❡& ✔ ❝♦♠♣♦*&❛♥& ✸ &②♣❡% ❞✬♦❜❥❡&% ✿ Xa✱ Xb ❡&

Xc ❀ ❧✐)% ♣❛* ✷ *❡❧❛&✐♦♥% ✿ R1 ❧✐❛♥& Xa < Xb ❡& R2 ❧✐❛♥& Xb < Xc✱ ♣♦✉* ❧❡%4✉❡❧❧❡% ❧❡ ♠♦❞8❧❡

❜✐♥❛✐*❡ ❡%& ✉&✐❧✐%) ✭✈♦✐* ❞❡%❝*✐♣&✐♦♥ ❞❡% ♠♦❞8❧❡% ❞❡ ♣♦♥❞)*❛&✐♦♥ ❙❡❝✳ ■✲✶✳✶✳❜✮✳

❋✐❣✉$❡ ✸ ✕ ▼♦❞%❧❡ ❛❧❣*❜,✐.✉❡ ♣♦✉, ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥*❡3 ✓ ❥♦✉❡5 ✔✱ ♣,*3❡♥5* ❞❛♥3 ❧❛ ❋✐❣✳ ✷✳

■✲✶✳✶✳❛ ❊①'❡♥*✐♦♥ ❛✉① .❡❧❛'✐♦♥* ♥♦♥✲❞②❛❞✐2✉❡*

▲✬❡①&❡♥%✐♦♥ ♥❛&✉*❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞8❧❡ ❛✉ ❝❛% ❞❡% *❡❧❛&✐♦♥% ♣♦❧②❛❞✐4✉❡%

✸

✱ ❡%& ❝♦✉✈❡*&❡ ♣❛*

❧❡% &❡♥%❡✉*%✱ 4✉✐ %♦♥& ❡✉①✲♠H♠❡% ❞❡% ❣)♥)*❛❧✐%❛&✐♦♥% ❞❡% ✈❡❝&❡✉*% ❡& ❞❡% ♠❛&*✐❝❡%✳ ❊♥ ❡✛❡&✱

✉♥ &❡♥%❡✉* ❞✬♦*❞*❡ ✶ ❡%& ✉♥ ✈❡❝&❡✉* ✭✶ ❞✐♠❡♥%✐♦♥✮✱ ✉♥ &❡♥%❡✉* ❞✬♦*❞*❡ ✷ ❡%& ✉♥❡ ♠❛&*✐❝❡ ✭✷

❞✐♠❡♥%✐♦♥% ✿ ❧✐❣♥❡% ❡& ❝♦❧♦♥♥❡%✮✳ R♦✉* ✉♥❡ *❡❧❛&✐♦♥ ❧✐❛♥& t &②♣❡% ❞✬♦❜❥❡&% < ❧❛ ❢♦✐%✱ ♦♥ ❝♦♥%✐❞8*❡

❛❧♦*% ✉♥ &❡♥%❡✉* ❞✬♦*❞*❡ t✳ ❯♥ &❡❧ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ *❡❧❛&✐♦♥ %❡ &*♦✉✈❡ ❞❛♥% ❧❡% %②%&8♠❡% ❞❡ ♥♦&❛&✐♦♥%

❞❡ ✜❧♠% ♣❛* ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦U ✉♥ ✉&✐❧✐%❛&❡✉* u✱ ✈❛ ♥♦&❡* ❧❛ ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛❝&❡✉* a ❞❛♥% ✉♥ ✜❧♠

f ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦&❡ ❝♦♠♣*✐%❡ ❡♥&*❡ ✶ ❡& ✺✳ R♦✉* *❡♣*)%❡♥&❡* ✉♥❡ &❡❧❧❡ *❡❧❛&✐♦♥✱ ♦♥ ✉&✐❧✐%❡ ❧❡ &❡♥%❡✉*

✸✳ ❯♥❡ &❡❧❛%✐♦♥ ❞②❛❞✐4✉❡ ❡6% ✉♥❡ &❡❧❛%✐♦♥ ❡♥%&❡ ❞❡✉① %②♣❡6 ❞✬♦❜❥❡%✳ ❯♥❡ &❡❧❛%✐♦♥ ♣♦❧②❛❞✐4✉❡ ❡6% ✉♥❡ &❡❧❛%✐♦♥

❡♥%&❡ ♣❧✉6 ❞❡ ❞❡✉① %②♣❡6 ❞✬♦❜❥❡%✳

✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✾
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T ✱ !✉✐ ♣❡&♠❡( ❞✬❛,,♦❝✐❡& / (♦✉( (&✐♣❧❡( ♣u,a,f! ✉♥ ,❝❛❧❛✐&❡ ❡♥(&❡ ✶ ❡( ✺✳ ■❧ ❡,( ❡♥,✉✐(❡ ♣♦,,✐❜❧❡ ❞❡

♣&♦❥❡(❡& ✉♥ (❡❧ (❡♥,❡✉& ,✉& ✸ ♠❛(&✐❝❡,✱ ❝❡ !✉✐ ❡♥❣❡♥❞&❡&❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥( ✉♥❡ ♣❡&(❡ ❞✬✐♥❢♦&♠❛(✐♦♥ ✿

✌ ✉♥❡ ♠❛(&✐❝❡ ❛,,♦❝✐❛♥( / ❝❤❛!✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ♣u,a! ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡, ♥♦(❡, ❛((&✐❜✉>❡, ♣❛& ❧✬✉(✐✲

❧✐,❛(❡✉& u / ❧✬❛❝(❡✉& a✱

✌ ✉♥❡ ♠❛(&✐❝❡ ❛,,♦❝✐❛♥( / ❝❤❛!✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ♣u,f! ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡, ♥♦(❡, ❛((&✐❜✉>❡, ♣❛& ❧✬✉(✐✲

❧✐,❛(❡✉& u ❛✉① ❛❝(❡✉&, ❥♦✉❛♥( ❞❛♥, ❧❡ ✜❧♠ f ✱

✌ ✉♥❡ ♠❛(&✐❝❡ ❛,,♦❝✐❛♥( / ❝❤❛!✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ♣a,f! ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡, ♥♦(❡, ❛((&✐❜✉>❡, / ❧✬❛❝(❡✉&

a ♣♦✉& ,❛ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡ ❞❛♥, ❧❡ ✜❧♠ f ✳

❘❡❧❛(✐✈❡♠❡♥( ♣❡✉ ❞❡ (&❛✈❛✉① ✉(✐❧✐,❡♥( ❧❡, (❡♥,❡✉&, ❝♦♠♠❡ ♠♦❞D❧❡ ❞❡ &❡♣&>,❡♥(❛(✐♦♥ ❞❡,
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❞✬♦❜❥❡.& ❞♦♥♥7 ✭❝♦♠♠❡ ♣❛- ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉- ❧❡& ❝✐.❛.✐♦♥& ❡♥.-❡ ❛-.✐❝❧❡& &❝✐❡♥.✐✜;✉❡&✮✱

❧❡ ❣-❛♣❤❡ ♥❡ &❡-❛✐. ♣❧✉& ✈-❛✐♠❡♥. ♠✉❧.✐♣❛-.✐✱ ❝❛- ✐❧ ❡①✐&.❡-❛✐. ❞❡& ❛-A.❡& ❡♥.-❡ ❧❡&

&♦♠♠❡.& ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞✉ ❣-❛♣❤❡✳ ❉❡✉① &♦❧✉.✐♦♥& &♦♥. ❛❧♦-& ♣♦&&✐❜❧❡& ✿ ❞✉♣❧✐;✉❡- ❝❡.

❝♦✉❝❤❡ ❞✬♦❜❥❡.&✱ ♦✉ -❡♠♣❧❛❝❡- ❧❡& ❛-A.❡& ♣❛- ❞❡& ❛-❝& ♣♦✉- ♣♦✉✈♦✐- ♣-❡♥❞-❡ ❡♥ ❝♦♠♣.❡

❞❡& -❡❧❛.✐♦♥& ♥♦♥ &②♠7.-✐;✉❡&✳

▲❛ ❋✐❣✳ ✹ &❡♣&./❡♥)❡ ❧❡ ♠O♠❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥.❡/ 8✉❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ✸ ♠❛✐/ ❡♥ ✉)✐❧✐/❛♥) ✉♥ ❣&❛♣❤❡

✸✲♣❛&)✐✳ ❈❡/ ❞❡✉① &❡♣&./❡♥)❛)✐♦♥/ /♦♥) ♣❛&❢❛✐)❡♠❡♥) .8✉✐✈❛❧❡♥)❡/✳

▲✬❡①)❡♥/✐♦♥ ♥❛)✉&❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞9❧❡ ❛✉ ❝❛/ ❞❡/ &❡❧❛)✐♦♥/ ♥♦♥✲❞②❛❞✐8✉❡/✱ ❡/) ❝♦✉✈❡&)❡ ♣❛& ❧❡/

❤②♣❡&❣&❛♣❤❡/✳ ▲❛ ♥♦)✐♦♥ ❞✬❤②♣❡&❣&❛♣❤❡ ❡/) ✉♥❡ ❡①)❡♥/✐♦♥ ❞❡/ ❣&❛♣❤❡/✱ 8✉✐ ♣❡✉) .❣❛❧❡♠❡♥) /❡

♥♦)❡& H ✏ ♣D,A( ♦> D &❡♣&./❡♥)❡ ❧❡/ /♦♠♠❡)/ ❞❡ ❧✬❤②♣❡&❣&❛♣❤❡ ❡) A ❞❡/ ❤②♣❡&❛&O)❡/✳ ❆ ❧❛

✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✶✶



xi xj

η l xil

D

xi,xj ,xk,D

D xi,xj D xj ,xi

D xi,xj 0 xi xj

D xi,xk D xi,xj D xj ,xk

xi,xj ,D xi,xj 0



❈❤❛♣✐%&❡ ■ ✿ ❊%❛% ❞❡ ❧✬❛&%

▲❛ ❞✐$%❛♥❝❡ ✭❡♥ ❢❛✐% ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❞✐$%❛♥❝❡$✮ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇$❦✐ ❡$% ❝❡2%❛✐♥❡♠❡♥% ❧❛ ♣❧✉$ ❝♦♥♥✉❡ ✿

D♣xi,xj ✏

✄

η
➳

l✏1

⑤xil ✁ xjl⑤
p

☛
1

p

✭✶✮

#♦✉& p ✏ 2✱ ❧❛ ❞✐,-❛♥❝❡ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇,❦✐ ❡,- 45✉✐✈❛❧❡♥-❡ 7 ❧❛ ❞✐,-❛♥❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✱ 5✉✐ ❡,-

♣&♦❜❛❜❧❡♠❡♥- ❧❛ ♣❧✉, ✐♥-✉✐-✐✈❡ ✭❧♦&,5✉❡ ❧✬♦♥ -&❛✈❛✐❧❧❡ ❞❛♥, ✉♥ ❡,♣❛❝❡ ✈❡❝-♦&✐❡❧ ❞✉ ♠♦✐♥,✮ ✿

D♣xi,xj ✏

❜

➦η
l✏1♣xil ✁ xjl 2✱ 5✉✐ ♠❡,✉&❡ ❡①❛❝-❡♠❡♥- ❧❛ ❞✐"#❛♥❝❡ ❡♥-&❡ ✷ ♣♦✐♥-, 5✉❡ ❧✬♦♥

♣❡&@♦✐- ❞❛♥, ❧❡ ♣❧❛♥ ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡✳ ❊✉❝❧✐❞❡ ✭♥4 ❡♥ ✲✸✷✺✱ ♠♦&- ❡♥ ✲✷✻✺✮✱ ❞❛♥, ,❡, -&❛✈❛✉① ❢♦♥✲

❞❛-❡✉&, ❞❡ ❧❛ ❣4♦♠4-&✐❡✱ ❞4♠♦♥-&❛ 5✉❡ ❧❡ ♣❧✉, ❝♦✉&- ❝❤❡♠✐♥ ❡♥-&❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥-, ❡,- ❧❛ ❞&♦✐-❡✱

❝❡ 5✉✐ ❝♦&&❡,♣♦♥❞ 7 ❧✬✐♥4❣❛❧✐-4 -&✐❛♥❣✉❧❛✐&❡✳ ❉❡ ♣❧✉,✱ ♣♦✉& p ✏ 1✱ ❧❛ ❞✐,-❛♥❝❡ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇,❦✐

❞❡✈✐❡♥- ✿ D♣xi,xj ✏

➦η
l✏1 ⑥xil ✁ xjl⑥✱ ❛♣♣❡❧4 ❞✐,-❛♥❝❡ ❞❡ ▼❛♥❤❛--❛♥✱ ♦✉ ❞✐,-❛♥❝❡ ❞✉ -❛①✐ ❝❛&

❡❧❧❡ ❝♦&&❡,♣♦♥❞ 7 ❧❛ ❞✐,-❛♥❝❡ ♣❛&❝♦✉&✉ ♣❛& ✉♥ -❛①✐ ❞❛♥, ✉♥❡ ✈✐❧❧❡ ❛♠4&✐❝❛✐♥❡ ♦J ❧❡, &✉❡, ❢♦&✲

♠❡&❛✐❡♥- ✉♥ 5✉❛❞&✐❧❧❛❣❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥-✱ ❧❡ ❝❛, ❧✐♠✐-❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐,-❛♥❝❡ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇,❦✐ ♣♦✉& p ✏ ✽ ✿

D♣xi,xj ✏ max
l✏1..η

⑥xil ✁ xjl⑥ ❡,- ❧❛ ❞✐,-❛♥❝❡ ❞❡ ❚❝❤❡❜②❝❤❡✈✳

#♦✉& ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞✐,-❛♥❝❡, ❡♥-&❡ ❞♦❝✉♠❡♥-, ❞4❝&✐-, ♣❛& ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞✬♦❝❝✉&&❡♥❝❡, ❞❡ ❧❡✉&,

♠♦-,✱ ❝❡--❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❞✐,-❛♥❝❡ ♥✬❡,- ♣❛, -&N, ❛❞❛♣-4❡✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ♣6 ✁ 5 ✏ ♣1 ✁ 0 ✱ ❛❧♦&, 5✉❡

❧❡ ❢❛✐- 5✉❡ ❞❡✉① ❞♦❝✉♠❡♥-, ❝♦♥-✐❡♥♥❡♥- ✉♥ ♠P♠❡ ♠♦- &❡,♣❡❝-✐✈❡♠❡♥- 6 ❡- 5 ❢♦✐, ❧❡, &❡♥❞

,✐♠✐❧❛✐&❡,✱ ❝♦♥-&❛✐&❡♠❡♥- ❛✉ ❝❛, ♦J ❧✬✉♥ ❞❡, ❞♦❝✉♠❡♥-, ❝♦♥-✐❡♥- ✉♥ ♠♦- ✭♠P♠❡ ,✬✐❧ ♥✬❛♣♣❛&❛Q-

5✉✬✉♥ ❢♦✐,✮ ❡- ❧✬❛✉-&❡ ♥♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉,✱ ✉♥ ❛✉-&❡ ♣&♦❜❧N♠❡ ❞❡ ❝❡--❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❞✐,-❛♥❝❡ ❡,- 5✉❡

❧❡, ❝❛&❛❝-4&✐,-✐5✉❡, ❛✈❡❝ ❞❡, ✈❛❧❡✉&, ❧❡, ♣❧✉, ❣&❛♥❞❡, ✈♦♥- ❞♦♠✐♥❡& ❧❡, ❛✉-&❡,✳ ❉❡ ♣❧✉,✱ ❝❡,

♠❡,✉&❡, ♥❡ ♣&❡♥♥❡♥- ♣❛, ♥♦♥ ♣❧✉, ❡♥ ❝♦♠♣-❡ ❧❛ -❛✐❧❧❡ ❞❡, ♦❜❥❡-, 5✉✬❡❧❧❡, ❝♦♠♣❛&❡♥- ✿ ✉♥ ❧♦♥❣

❞♦❝✉♠❡♥- ,❡&❛ ❛✉-♦♠❛-✐5✉❡♠❡♥- ♣❧✉, ,✐♠✐❧❛✐&❡ ❛✉① ❛✉-&❡, ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝-✐♦♥✱ 5✉✬✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥-

♣❧✉, ❝♦✉&-✳

■❧ ❡,- 4❣❛❧❡♠❡♥- ♣♦,,✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡& ❧✬❡♥-&♦♣✐❡ &❡❧❛-✐✈❡ ❡♥-&❡ ❞❡✉① ❞✐,-&✐❜✉-✐♦♥, ❞✬♦❝❝✉&✲

&❡♥❝❡, ❞❡ -❡&♠❡,✱ ♣❧✉, ❝♦♥♥✉❡ ,♦✉, ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❞✐✈❡&❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡&✱ 5✉✐ ♠❡,✉&❡ ❧❡

❞❡❣&4 ❞❡ ,✉&♣&✐,❡ ❛,,♦❝✐4 7 ❧✬♦❜,❡&✈❛-✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐,-&✐❜✉-✐♦♥ ✭❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥- xi✮ ❛❧♦&, 5✉❡ ❧✬♦♥

❡♥ ❝♦♥♥❛✐,,❛✐- ✉♥❡ ❛✉-&❡ ✭❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥- xj✮✳ ■❧ ♥❡ ,✬❛❣✐- ♣❛, ❢♦&♠❡❧❧❡♠❡♥- ❞✬✉♥❡ ❞✐,-❛♥❝❡✱ ♠❛✐,

❞✬✉♥❡ ❞✐,,✐♠✐❧❛&✐-4✱ ❝❛& ❡❧❧❡ ♥❡ ✈4&✐✜❡ ♣❛, ❧❛ ♣&♦♣&✐4-4 ❞❡ ,②♠4-&✐❡ ❡- ❧✬✐♥4❣❛❧✐-4 -&✐❛♥❣✉❧❛✐&❡✳

❊❧❧❡ ❡,- ❞4✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛@♦♥ ,✉✐✈❛♥-❡ ✿

KL♣xi ⑤⑤xj ✏

η
➳

l✏1

xil log
xil

xjl

❆✈❡❝

➦η
l✏1 xil ✏

➦η
l✏1 xjl ✏ 1✱ ❝❛& xi ❡- xj ,♦♥- ,✉♣♣♦,4❡, P-&❡ ❞❡, ❞✐,-&✐❜✉-✐♦♥, ❞❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐-4,✳

■✲✷✳✶✳❜ ▲❡( ♠❡(✉+❡( ❞❡ (✐♠✐❧❛+✐01

❉❛♥, ❧❡ ❝❛❞&❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛,,✐✜❝❛-✐♦♥ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥-,✱ 7 ❝❛✉,❡ ❞❡, ♣&♦❜❧N♠❡, ❝✐-4, ♣&4❝4❞❡♠♠❡♥-✱

♦♥ ✉-✐❧✐,❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉, ,♦✉✈❡♥- ❞❡, ♠❡,✉&❡, ❞❡ ,✐♠✐❧❛&✐-4,✱ 5✉✐ ,♦♥- ❞4✜♥✐❡, ❞❡ ❧❛ ❢❛@♦♥ ,✉✐✈❛♥-❡ ✿

❉1✜♥✐0✐♦♥ ✷✳ ❅xi,xj ,xk, S ❡"# ✉♥❡ "✐♠✐❧❛+✐#, "✐ ❡❧❧❡ ✈,+✐✜❡ ❧❡" ♣+♦♣+✐,#," "✉✐✈❛♥#❡" ✿

✶✳ ❙②♠,#+✐❡ ✿ S♣xi,xj ✏ S♣xj ,xi 

✷✳ 7♦"✐#✐✈✐#, ✿ 0 ↕ S♣xi,xj ↕ 1

✷✾ ♦❝$♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✶✸
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✸✳ ■❞❡♥&✐&( ❞❡) ✐♥❞✐)❝❡+♥❛❜❧❡) ✿ S♣xi,xj! ✏ 1 # xi ✏ xj

▲❛ ♠❡$✉&❡ ❞❡ $✐♠✐❧❛&✐*+ ❧❛ ♣❧✉$ $♦✉✈❡♥* ✉$✐*+❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❝♦♥*❡①*❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ *❡①*❡ ❡$* ❧❛

$✐♠✐❧❛&✐*+ ❞✉ ❈♦$✐♥✉$ ✿

Cos♣xi,xj! ✏

xi ☎ xj
❛

‖xi‖2 ‖xj‖2

❛✈❡❝ xi ☎ xj &❡♣&+$❡♥*❛♥* ❧❡ ♣&♦❞✉✐* $❝❛❧❛✐&❡ ❡♥*&❡ ❧❡$ ✈❡❝*❡✉& xi ❡* xj ✱ ❡* ‖xi‖2 ❧❛ ♥♦&♠❡ ✷ ❞✉

✈❡❝*❡✉& xi✳ ▲❡ ♥✉♠+&❛*❡✉& &❡♣&+$❡♥*❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝♦$✐♥✉$ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ θ ❡♥*&❡ ❧❡$ ❞❡✉① ✈❡❝*❡✉&$✱ ❡*

❧❡ ❞+♥♦♠✐♥❛*❡✉& ♣❡&♠❡* ❞❡ ❝♦♠♣❛&❡& ✐♥❞✐✛+&❡♠♠❡♥* ❞❡$ ❞♦❝✉♠❡♥*$ ❞❡ *❛✐❧❧❡$ ❞✐✛+&❡♥*❡$ ❡♥

♥♦&♠❛❧✐$❛♥* ❧❛ $✐♠✐❧❛&✐*+ ♣❛& ❧❡ ♣&♦❞✉✐* ❞❡ ❧❡✉& ♥♦&♠❡✳ ❙✐ ❧❡$ ❞♦❝✉♠❡♥*$ $♦♥* ❝♦❧✐♥+❛✐&❡$✱ ❛❧♦&$

❧❡✉& $✐♠✐❧❛&✐*+ ❞✉ ❝♦$✐♥✉$ ✈❛✉❞&❛ 1✱ < ❧✬✐♥✈❡&$❡✱ $✬✐❧$ $♦♥* ♦&*❤♦❣♦♥❛✉① ✭❧❡$ ♠♦*$ ❛♣♣❛&❛✐$$❛♥*

❞❛♥$ ❧✬✉♥ $♦♥* ❛❜$❡♥*$ ❞❡ ❧✬❛✉*&❡✱ ❡* ✈✐❝❡✲✈❡+)❛✮ ❛❧♦&$ ❧❡✉& $✐♠✐❧❛&✐*+ ❞✉ ❝♦$✐♥✉$ ✈❛✉❞&❛ 0✳

▲❛ ♠❡$✉&❡ ❞❡ $✐♠✐❧❛&✐*+ ❞✉ ❈♦$✐♥✉$ ♣❡✉* A*&❡ ✉*✐❧✐$+❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞✬♦❝❝✉&&❡♥❝❡$ ♦✉ ❧❛

♣♦♥❞+&❛*✐♦♥ ❚❋✲■❉❋✳ ▲❛ ❋✐❣✳ ✺ ✐❧❧✉$*&❡ ❧❛ ♠❡$✉&❡ ❞❡ $✐♠✐❧❛&✐*+ ❞✉ ❈♦$✐♥✉$ ❡♥*&❡ ❞❡✉① ✈❡❝*❡✉&$

❞❛♥$ ✉♥❡ ❡$♣❛❝❡ < ❞❡✉① ❞✐♠❡♥$✐♦♥$✳

❋✐❣✉$❡ ✺ ✕ ■❧❧✉%&'❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡%✉'❡ ❞❡ %✐♠✐❧❛'✐&/ ❞✉ ❈♦%✐♥✉%✳ ▲❡ &'❛✐& '♦✉❣❡ '❡♣'/%❡♥&❡ ❧❛ ❞✐%&❛♥❝❡

❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✱ ❡& ❧✬❛'❝ ✜❣✉'❡ ❧✬❛♥❣❧❡ θ✱ ❞♦♥& ❧❡ ❝♦%✐♥✉% ❡%& ❧❡ ♥✉♠/'❛&❡✉' ❞❡ ❧❛ ♠❡%✉'❡✳

▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❏❛❝❝❛&❞ ✭❏❛❝❝❛&❞ ✶✾✵✶✮✱ ❛✉$$✐ ❝♦♥♥✉❡ $♦✉$ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ $✐♠✐❧❛&✐*+ ❞❡ ❚❛♥✐♠♦*♦✱

❡$* ❧❡ &❛♣♣♦&* ❡♥*&❡ ❧❛ *❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥*❡&$❡❝*✐♦♥ ❡* ❧❛ *❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥$❡♠❜❧❡$✳ ❈❡**❡

♠❡$✉&❡ &❡♣&+$❡♥*❡ ✉♥❡ $✐♠✐❧❛&✐*+ ✐♥*+&❡$$❛♥*❡ ❡♥*&❡ ❞❡✉① ❞♦❝✉♠❡♥*$ ✿

Jacc♣xi,xj! ✏

xi ☎ xj

‖xi‖2 ‖xj‖2 ✁ xi ☎ xj

❋✐♥❛❧❡♠❡♥*✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥* ❞❡ ❉✐❝❡ ✭❉✐❝❡ ✶✾✹✺✮✱ ❛✉$$✐ ❝♦♥♥✉ $♦✉$ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ $✐♠✐❧❛&✐*+ ❞❡

❙L&❡♥$❡♥✱ ❜✐❡♥ M✉✬✐♥✐*✐❛❧❡♠❡♥* ♣&+✈✉ ♣♦✉& A*&❡ ❛♣♣❧✐M✉+ < ❞❡$ ❞♦♥♥+❡$ ❜✐♥❛✐&❡$✱ ♣❡&♠❡* ❞❡

❝❛❧❝✉❧❡& ✉♥❡ ♠❡$✉&❡ ❞❡ $✐♠✐❧❛&✐*+ ❡♥*&❡ ❞❡✉① ❞♦❝✉♠❡♥*$ ✿

Dice♣xi,xj! ✏

xi ☎ xj

‖xi‖2 ‖xj‖2

❘❡♠❛$%✉❡ ✸✳ ▲❛ ♠❡)✉+❡ D ✐♥❞✉✐&❡ ♣❛+ ❧❛ )✐♠✐❧❛+✐&( S )✉✐✈❛♥&❡ ✿

D♣xi,xj! ✏

❜

2 ♣1 ✁ S♣xi,xj!!

❡)& ✉♥❡ ❞✐)&❛♥❝❡ ✈❛❧✐❞❡✱ ✈(+✐✜❛♥& ❧❡) ✸ ♣+♦♣+✐(&() ❞❡ ❧❛ ❉❡❢✳ ✶ ✭●♦✇❡+ ❡& ▲❡❣❡♥❞+❡

✶✾✽✻✮✳

✶✹



❈❤❛♣✐%&❡ ■ ✿ ❊%❛% ❞❡ ❧✬❛&%

■✲✷✳✶✳❝ ▲❡ ✢)❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥1✐♦♥♥❛❧✐3)

❉❛♥# ❧❡ ❝❛❞(❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②#❡ ❞❡ ❝♦(♣✉# ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥/# /❡①/✉❡❧#✱ ✐❧ ❡#/ ❛❞♠✐# 3✉❡ ❧❡# ✈❡❝/❡✉(#

(❡♣(5#❡♥/❛♥/ ❧❡# ♠♦/# ❡/ ❧❡# ❞♦❝✉♠❡♥/# #♦♥/ /(6# ❝(❡✉①✱ ❡/ 3✉❡ ❝❡ /②♣❡ ❞❡ ♣(♦❜❧6♠❡ #♦✉✛(❡

♣❛( ❝♦♥#53✉❡♥/ ❞✉ ✢5❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ ✭♦✉ ❝✉"#❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥#✐♦♥❛❧✐-② ❡♥ ❛♥❣❧❛✐#✮✳ ❈❡ /❡(♠❡✱

✐♥/(♦❞✉✐/ ♣❛( ❇❡❧❧♠❛♥ ❡/ ❑❛❧❛❜❛ ✭✶✾✺✾✮✱ ❞5❝(✐/ ❧❡ ❢❛✐/ 3✉❡ ❞❛♥# ✉♥ ❡#♣❛❝❡ E /(6# ❣(❛♥❞❡

❞✐♠❡♥#✐♦♥ ✭♣❧✉#✐❡✉(# ❝❡♥/❛✐♥❡# ♦✉ ♣❧✉#✐❡✉(# ♠✐❧❧✐❡(#✮✱ ❝♦♥/(❛✐(❡♠❡♥/ E ❧✬❡#♣❛❝❡ ♣❤②#✐3✉❡ ✭/(♦✐#

❞✐♠❡♥#✐♦♥# #❡✉❧❡♠❡♥/✮✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧✬❡#♣❛❝❡ ❡#/ #✐ ❣(❛♥❞ 3✉❡ ❧❡# ♣♦✐♥/# 3✉✬♦♥ ② (❡♣(5#❡♥/❡ ♦♥/

/❡♥❞❛♥❝❡ E /♦✉# ❞❡✈❡♥✐( 53✉✐❞✐#/❛♥/# ❧❡# ✉♥# ❞❡# ❛✉/(❡#✱ ❝❡ 3✉✐ ♣♦#❡ ❛❧♦(# ♣(♦❜❧6♠❡ ♣♦✉( /♦✉/❡#

❧❡# ♠5/❤♦❞❡# ❜❛#5❡# #✉( ❧❛ ❞✐#/❛♥❝❡ ✭♦✉ ❧❛ #✐♠✐❧❛(✐/5✮ ❡♥/(❡ ❝❡# ♣♦✐♥/#✳ ▲❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ♣♦✐♥/#

♥5❝❡##❛✐(❡# ♣♦✉( ♦❜/❡♥✐( ✉♥ ♠♦❞6❧❡ #/❛/✐#/✐3✉❡♠❡♥/ #✐❣♥✐✜❝❛/✐❢ ❛✉❣♠❡♥/❡ ❡①♣♦♥❡♥/✐❡❧❧❡♠❡♥/

❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥# ❞❡ ❧✬❡#♣❛❝❡✳ ❆✐♥#✐✱ ❧❡# ♠❡#✉(❡# ❝❧❛##✐3✉❡# ❞❡ #✐♠✐❧❛(✐/5 ✭♦✉ ❧❡#

❞✐#/❛♥❝❡#✮ ♥❡ #♦♥/ ♣❛# ❛❞❛♣/5❡# E ❝❡# ❡#♣❛❝❡# E /(6# ❣(❛♥❞❡# ❞✐♠❡♥#✐♦♥#✳ ❉❛♥# ❆❣❣❛(✇❛❧ ❡- ❛❧✳

✭✷✵✵✶✮✱ ❧❡# ❛✉/❡✉(# ♠♦♥/(❡♥/ ♣❛( ❡①❡♠♣❧❡ 3✉❡ ❞❛♥# ✉♥ /❡❧ ❡#♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ d ♦M ❧✬♦♥

❝♦♥#✐❞6(❡ ✉♥❡ ❞✐#/(✐❜✉/✐♦♥ ❛❧5❛/♦✐(❡ ❞❡ ♣♦✐♥/#✱ #✐ ❧✬♦♥ ♥♦/❡ Dmin ❧❛ ❞✐#/❛♥❝❡ ❡♥/(❡ ❧❡# ❞❡✉①

♣♦✐♥/# ❧❡# ♣❧✉# ♣(♦❝❤❡# ❡/ Dmax ❧❛ ❞✐#/❛♥❝❡ ❡♥/(❡ ❧❡# ♣♦✐♥/# ❧❡# ♣❧✉# 5❧♦✐❣♥5#✱ ❛❧♦(# ❧❡ (❛/✐♦

Dmax✁Dmin

Dmin
/❡♥❞ ✈❡(# 0 3✉❛♥❞ d /❡♥❞ ✈❡(#  ✽✳ ■♥/✉✐/✐✈❡♠❡♥/✱ ❝❡ (5#✉❧/❛/ ❡①♣(✐♠❡ 3✉❡ 3✉❛♥❞

❧✬❡#♣❛❝❡ ❞❡✈✐❡♥/ /(6# ❣(❛♥❞✱ ❧❡# ♠❡#✉(❡# ❞❡ ❞✐#/❛♥❝❡ ✉#✉❡❧❧❡# ♥❡ ♣❡(♠❡//❡♥/ ♣❧✉# ❞❡ ❞✐#/✐♥❣✉❡(

❧❡# ♣♦✐♥/# ♣(♦❝❤❡# ❞❡# ♣♦✐♥/# 5❧♦✐❣♥5#✳

■✲✷✳✷ ▼%&❤♦❞❡+ ❝❧❛++✐0✉❡+ ❞❡ ❝❧❛++✐✜❝❛&✐♦♥

■❧ ❡①✐#/❡ ❞❡ /(6# ♥♦♠❜(❡✉#❡# ♠5/❤♦❞❡# ✈✐#❛♥/ E ❝❧❛##✐✜❡( ❛✉/♦♠❛/✐3✉❡♠❡♥/ ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ η

♦❜❥❡/# ❡♥K ❝❧❛##❡#✳ ◆♦✉# ♥❡ ❢❡(♦♥# ♣❛# ❞❡ ❞❡#❝(✐♣/✐♦♥ ❡①❤❛✉#/✐✈❡ ❞❡ /♦✉# ❧❡# /②♣❡# ❞✬❛♣♣(♦❝❤❡#

♣♦##✐❜❧❡#✱ ❡/ (❡♥✈♦②♦♥# ❧❡ ❧❡❝/❡✉( ✈❡(# ❧❡# ❛(/✐❝❧❡# ❢❛✐#❛♥/ ✉♥ 5/❛/ ❞❡# ❧✐❡✉① ♣❧✉# ❝♦♠♣❧❡/ ❞❡

❝❡# ♠5/❤♦❞❡# ✭❏❛✐♥ ❡- ❛❧✳ ✶✾✾✾✱ ❇❡(❦❤✐♥ ✷✵✵✷✱ ❳✉ ❡- ❛❧✳ ✷✵✵✺✮✳ ◆♦✉# ♣(5#❡♥/❡(♦♥# 3✉❡❧3✉❡#

❡①❡♠♣❧❡# ❞❡ ♠5/❤♦❞❡# ❝❧❛##✐3✉❡# 3✉✐ #❡(♦♥/ ✉/✐❧✐#5❡# ❞❛♥# ❧❛ #✉✐/❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉#❝(✐/✳

■✲✷✳✷✳❛ ▼)3❤♦❞❡1 ❞❡ ♣❛73✐3✐♦♥♥❡♠❡♥3

▲❡# ♠5/❤♦❞❡# ❞❡ ♣❛(/✐/✐♦♥♥❡♠❡♥/ ❝❧❛##✐✜❡♥/ ❞✐(❡❝/❡♠❡♥/ ❧❡# η ♦❜❥❡/# ❡♥ K ❝❧❛##❡#✳ T♦✉( ✉♥

❝(✐/6(❡ ❞♦♥♥5 E ♦♣/✐♠✐#❡(✱ ❡①♣❧♦(❡( ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ♣❛(/✐/✐♦♥♥❡♠❡♥/# ♥✬❡#/ ♣❛# ♣♦##✐❜❧❡✱ ❧❡ ♣(♦✲

❜❧6♠❡ 5/❛♥/ ◆T✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ❡/ ✐❧ ❢❛✉/ ♣❛( ❝♦♥#53✉❡♥/ ✉/✐❧✐#❡( ❞❡# ❤❡✉(✐#/✐3✉❡# ❛✜♥ ❞❡ /(♦✉✈❡( ❞❡#

#♦❧✉/✐♦♥# ❛♣♣(♦❝❤5❡#✳ T♦✉( ✐❧❧✉#/(❡( ❧✬❡①♣❧♦#✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛/♦✐(❡ ❞❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ♣❛(/✐/✐♦♥♥❡♠❡♥/#✱

♣♦✉( η ✏ 100 ❡/ K ✏ 10✱ ✐❧ ❡①✐#/❡ ♣❧✉# ❞❡ 1090 ♣♦##✐❜✐❧✐/5# ✭E ❝♦♠♣❛(❡( ❛✉ ♥♦♠❜(❡ ❞✬❛/♦♠❡#

❞❛♥# ❧✬❯♥✐✈❡(# ❡#/✐♠5# E 1080✮✳

▲❡ ❝(✐/6(❡ E ♦♣/✐♠✐#❡( ❧❡ ♣❧✉# ❝❧❛##✐3✉❡♠❡♥/ ✉/✐❧✐#5 ❡#/ ❧✬❡((❡✉( 3✉❛❞(❛/✐3✉❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ 3✉✐✱

✐♥/✉✐/✐✈❡♠❡♥/ (❡♣(5#❡♥/❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡# ❞✐#/❛♥❝❡# ❡♥/(❡ ❧❡# ♣♦✐♥/# ❞✬✉♥❡ ❝❧❛##❡✱ ❡/ ❧❡ ♣♦✐♥/

✓ ♠♦②❡♥ ✔ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛##❡✱ ♥♦/5 µ ✿
K
➳

i✏1

➳

xj"ci

‖xj ✁ µi‖
2

❉✐✛5(❡♥/❡# ✈❛(✐❛♥/❡# ❡①✐#/❡♥/ ❡♥#✉✐/❡ #❡❧♦♥ ❧❛ ❞5✜♥✐/✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥/ ✓ ♠♦②❡♥ ✔ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛##❡ ✿

✌ K✲♠♦②❡♥♥❡# #✐ µi ✏
➦

xj"ci
xj ✱ ❡#/ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡# ♣♦✐♥/# ❞❡ ❧❛ ❝❧❛##❡ ✭❞♦♥❝ ♣❛# ♥5❝❡#✲

#❛✐(❡♠❡♥/ ✉♥ ♦❜❥❡/ ❞❡ ❧❛ ❜❛#❡✮✱

✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✶✺
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✌ K✲♠❡❞♦%❞❡& &✐ µi ✏ argmin
x✍j ci

➦

xj ci
‖xj ✁ x✍j‖

2
✱ ❡&) ❧❡ ♣♦✐♥) ❧❡ ♣❧✉& ❝❡♥)/❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛&&❡✳

■♥❞3♣❡♥❞❛♠♠❡♥) ❞❡ ❧❛ ✈❛/✐❛♥)❡ ❝♦♥&✐❞3/3❡✱ ❧✬❛❧❣♦/✐)❤♠❡ ✉)✐❧✐&3 ♣♦✉/ )/♦✉✈❡/ ✉♥❡ &♦❧✉)✐♦♥

❛♣♣/♦❝❤3❡ ❝♦♥&✐&)❡ 8 ✐♥✐)✐❛❧✐&❡/ ❛❧3❛)♦✐/❡♠❡♥) ❧❡& ♣♦✐♥)& ✓ ♠♦②❡♥& ✔✱ ♣✉✐& 8 ❛❧)❡/♥❡/ ❥✉&=✉✬8

❝♦♥✈❡/❣❡♥❝❡ ❧❡& ❞❡✉① 3)❛♣❡& &✉✐✈❛♥)❡& ✿

✶✳ ❛&&✐❣♥❡/ ❝❤❛=✉❡ ♦❜❥❡) ❛✉ ♣♦✐♥) ✓ ♠♦②❡♥ ✔ ❧❡ ♣❧✉& ♣/♦❝❤❡✱

✷✳ ♠❡))/❡ 8 ❥♦✉/ ❧❡& ♣♦✐♥)& ✓ ♠♦②❡♥& ✔✳

❉❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞❡& K✲♠❡❞♦%❞❡&✱ ❧✬❛❧❣♦/✐)❤♠❡ ❛&&♦❝✐3 &❡/❛ ❞❛♥& ❧❛ &✉✐)❡ ❞✉ ♠❛♥✉&❝/✐) ❞3♥♦)3  ❆▼

✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐&  ❛$%✐%✐♦♥✐♥❣ ❆$♦✉♥❞ ▼❡❞♦-❞.✮ ❞❡ ❑❛✉❢♠❛♥ ❡) ❘♦✉&&❡❡✉✇ ✭✶✾✾✵✮✳

▲❡ ♣/✐♥❝✐♣❛❧ ❞3❢❛✉) ❞❡ ❝❡& ♠3)❤♦❞❡& ❡&) ❧❛ &❡♥&✐❜✐❧✐)3 8 ❧✬✐♥✐)✐❛❧✐&❛)✐♦♥✱ =✉✐ ❝♦♥❞✉✐) 8 ♦❜)❡♥✐/

❞❡& &♦❧✉)✐♦♥& ❞✐✛3/❡♥)❡&✱ ♣♦✉/ ❞❡& ✐♥✐)✐❛❧✐&❛)✐♦♥& ❞✐✛3/❡♥)❡&✱ ❝♦//❡&♣♦♥❞❛♥) 8 ❞❡& ♦♣)✐♠✉♠&

❧♦❝❛✉①✳ ▲❛ ✈❡/&✐♦♥ ❞❡& K✲♠♦②❡♥♥❡& ❡&) 3❣❛❧❡♠❡♥) &❡♥&✐❜❧❡ ❛✉① ♣♦✐♥)& ❛❜❡//❛♥)&✱ ❛❧♦/& =✉❡ ❧❛

✈❛/✐❛♥)❡ ❞❡& K✲♠❡❞♦%❞❡& ❡&) ♣❧✉& /♦❜✉&)❡ ♣❛/ /❛♣♣♦/) 8 ❝❡ ❝/✐)N/❡ ❧8✳ ◆♦)♦♥& 3❣❛❧❡♠❡♥) =✉❡

❝❡& ♠3)❤♦❞❡& ♥3❝❡&&✐)❡♥) ❞❡ ❝♦♥♥❛P)/❡ ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ❞❡ ❝❧❛&&❡& K✳ ▲✬✉)✐❧✐&❛)✐♦♥ ❞❡ ❝❡& ♠3)❤♦❞❡&

♣❡/♠❡) ❞✬♦❜)❡♥✐/ ❞❡& ❝❧❛&&✐✜❝❛)✐♦♥& /❛♣✐❞❡♠❡♥)✱ ♠R♠❡ ♣♦✉/ ❞❡ ✈♦❧✉♠✐♥❡✉① ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥3❡&✳

❖♥ ♣❡✉) 3❣❛❧❡♠❡♥) ♥♦)❡/ =✉❡ ❞❡& ❛❧❣♦/✐)❤♠❡& ♦♥) 3)3 ♣/♦♣♦&3& ❛✜♥ ❞✬❛❞❛♣)❡/  ❆▼ 8 ❞❡&

❞♦♥♥3❡& ❞❡ )/N& ❣/❛♥❞❡& ❞✐♠❡♥&✐♦♥& ✿ ❈▲❆❘❆ ✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐& ❈▲✉.%❡$✐♥❣ ▲❆❘❣❡ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.✮

❞❡ ❑❛✉❢♠❛♥ ❡) ❘♦✉&&❡❡✉✇ ✭✶✾✾✵✮ ❡) ❈▲❆❘❆◆❙ ❞❡ ◆❣ ❡) ❍❛♥ ✭✷✵✵✷✮✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥)✱ ❛❥♦✉)♦♥& =✉✬✐❧ ❡①✐&)❡ ❞❡ ♥♦♠❜/❡✉&❡& ❣3♥3/❛❧✐&❛)✐♦♥& ❞❡ ❧✬❛❧❣♦/✐)❤♠❡ ❞❡& K✲

♠♦②❡♥♥❡&✱ ♣❛/♠✐ ❧❡&=✉❡❧❧❡& ♦♥ ♣❡✉) ❝✐)❡/ ❧✬❛❧❣♦/✐)❤♠❡ ❞✬❊&♣3/❛♥❝❡✲▼❛①✐♠✐&❛)✐♦♥ ✭❉❡♠♣&)❡/

❡% ❛❧✳ ✶✾✼✼✮✱ ♦✉ ❊▼ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐& ❊①♣❡❝%❛%✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛%✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣♦/✐)❤♠❡ ❊▼ ❡&) ♣❧✉& ♣/3❝✐&3✲

♠❡♥) ✉♥❡ ❝❧❛&&❡ ❞✬❛❧❣♦/✐)❤♠❡&✱ =✉✐ ♣❡/♠❡) ❞✬❛♣♣/❡♥❞/❡ ✭♣❛/ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈/❛✐&❡♠❜❧❛♥❝❡✮ ❧❡&

♣❛/❛♠N)/❡& ❞❡ ♠♦❞N❧❡& ♣/♦❜❛❜✐❧✐&)❡&✳ Y♦✉/ ❝❡/)❛✐♥❡& ❝♦♥❞✐)✐♦♥& &✉/ ❝❡ ♠♦❞N❧❡ ♣/♦❜❛❜✐❧✐&)❡ ✭❞✐&✲

)/✐❜✉)✐♦♥ ♥♦/♠❛❧❡ ❞❡& ❞♦♥♥3❡& ❡♥)/❡ ❛✉)/❡&✮✱ ♦♥ /❡)/♦✉✈❡ ❛❧♦/& ❧✬❛❧❣♦/✐)❤♠❡ ❞❡& K✲♠♦②❡♥♥❡&✳

■✲✷✳✷✳❜ ❈❧❛((✐✜❝❛,✐♦♥ ❍✐01❛1❝❤✐3✉❡

▲❛ ❝❧❛&&✐✜❝❛)✐♦♥ ❤✐3/❛/❝❤✐=✉❡ ❛ ♣♦✉/ ❜✉) ❞❡ ❢♦✉/♥✐/ ✉♥❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛)✐♦♥ ♣❧✉& /✐❝❤❡ =✉❡ ❧❡& ♠3✲

)❤♦❞❡& ❞❡ ♣❛/)✐)✐♦♥♥❡♠❡♥) ❞✐/❡❝)✱ ❝❛/ ❡❧❧❡ ♦/❣❛♥✐&❡ ❧❡& ♦❜❥❡)& ❡♥ ✉♥❡ ❤✐3/❛/❝❤✐❡✱ ❝❧❛&&✐=✉❡♠❡♥)

/❡♣/3&❡♥)3❡ ♣❛/ ✉♥ ❞❡♥❞/♦❣/❛♠♠❡✳ ❈❡))❡ ❤✐3/❛/❝❤✐❡ ♣❡✉) R)/❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡♠❜♦P)❡♠❡♥)

❞❡ ♣❛/)✐)✐♦♥& ❞❡& ♦❜❥❡)&✳ ■❧ ❡①✐&)❡ ❛❧♦/& ❞❡✉① )②♣❡& ❞✬❛♣♣/♦❝❤❡& ✿

✌ ❛&❝❡♥❞❛♥)❡ ✿ ❝❤❛=✉❡ ♦❜❥❡) ❡&) ✉♥❡ ❝❧❛&&❡✱ ♣✉✐& ❧✬❛❧❣♦/✐)❤♠❡ ❛❣/N❣❡ ❧❡& ❝❧❛&&❡& ❞❡✉① 8

❞❡✉① ❀

✌ ❞❡&❝❡♥❞❛♥)❡ ✿ )♦✉& ❧❡& ♦❜❥❡)& ❢♦♥) ♣❛/)✐❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛&&❡ ✉♥✐=✉❡✱ =✉✐ ❡&) ❞✐✈✐&3❡ ❛✉ ❢✉/ ❡) 8

♠❡&✉/❡✳

❈❡& ❛♣♣/♦❝❤❡& &✉♣♣♦&❡♥) ❞♦♥❝ =✉✬✉♥❡ ♠❡&✉/❡ ❞❡ ❞✐&)❛♥❝❡ ✭♦✉ ❞❡ &✐♠✐❧❛/✐)3✮ d ❡&) ❝♦♥♥✉❡

❡♥)/❡ )♦✉)❡& ❧❡& ♣❛✐/❡& ❞✬♦❜❥❡)&✳ ❉❡ ♣❧✉&✱ ❞❛♥& ❧❡ ❝❛& ❞✬✉♥❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛)✐♦♥ ❛&❝❡♥❞❛♥)❡ ❤✐3/❛/✲

❝❤✐=✉❡ ✭❈❆❍✮✱ ♦♥ &✉♣♣♦&❡ 3❣❛❧❡♠❡♥) ❝♦♥♥✉❡ ✉♥❡ ♠❡&✉/❡ ❞❡ ❞✐&&✐♠✐❧❛/✐)3 ❡♥)/❡ ❞❡✉① ❝❧❛&&❡&✱

♣❡/♠❡))❛♥) ❞❡ ❞3)❡/♠✐♥❡/ =✉❡❧❧❡& ❝❧❛&&❡& ❞♦✐✈❡♥) R)/❡ ❢✉&✐♦♥♥3❡&✳ ❉✐✛3/❡♥)& ❝/✐)N/❡& ❡①✐&)❡♥)

♣♦✉/ ❝❛❧❝✉❧❡/ ❝❡))❡ ❞✐&&✐♠✐❧❛/✐)3 ❡♥)/❡ ❧❡& ❝❧❛&&❡& c1 ❡) c2 ✿

✶✻



d c1,c2 min
x c1,y c2

d x,y

d c1,c2 max
x c1,y c2

d x,y

d c1,c2
x c1,y c2

d x,y

c1 c2

d c1,c2
c1 c2

c1 c2
d g1,g2

g1 g2 c1 c2

O 2n

O n3
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■✲✷✳✸ ▼&'❤♦❞❡, ❞❡ ❝♦✲❝❧❛,,✐✜❝❛'✐♦♥

❉❛♥# ❞❡ ♥♦♠❜)❡✉#❡# ❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥#✱ ❧❡# ❞♦♥♥1❡# #♦♥/ /)2# ❝)❡✉#❡#✱ ❝✬❡#/ 4 ❞✐)❡ 5✉❡ ❧❛ ♠❛/)✐❝❡ ❞❡

)❡❧❛/✐♦♥ ❝♦♠♣♦)/❡ ♣❡✉ ❞✬1❧1♠❡♥/# ♥♦♥ ♥✉❧#✱ ❡/ ❧❡# ♠1/❤♦❞❡# ❝❧❛##✐5✉❡# ❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛/✐♦♥ ♥❡ #♦♥/

♣❛# ❛❞❛♣/1❡# 4 ❝❡ ❣❡♥)❡ ❞❡ ❞♦♥♥1❡#✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛)/ ❞❡# ❛♣♣)♦❝❤❡# ❝❧❛##✐5✉❡# #✬❛♣♣✉✐❡♥/

#✉) ❧❡# ❝❛)❛❝/1)✐#/✐5✉❡# ❝♦♠♠✉♥❡# ❞❡# ♦❜❥❡/# 5✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉/ ❝❧❛##✐✜❡)✱ ❡/ #✐ ❝❡# ❝❛)❛❝/1)✐#/✐5✉❡#

❝♦♠♠✉♥❡# #♦♥/ /)2# )❛)❡# ✭❧❡# ❧✐❡♥# ❡♥/)❡ ❞❡✉① /②♣❡# ❞✬♦❜❥❡/#✮✱ ❛❧♦)# ❧❛ ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡#

♠1/❤♦❞❡# ❡#/ #✐❣♥✐✜❝❛/✐✈❡♠❡♥/ ❞1❣)❛❞1❡✳ ■❧ ❛ 1/1 ❛✐♥#✐ )❡♠❛)5✉1 5✉❡ ♠D♠❡ ❞❛♥# ❧❡# ❝❛# ♦E ❧✬♦♥

#✬✐♥/1)❡##❡ ✉♥✐5✉❡♠❡♥/ 4 ❧❛ ❝❧❛##✐✜❝❛/✐♦♥ ❞✬✉♥ #❡✉❧ /②♣❡ ❞✬♦❜❥❡/# ✱ ❧❡ ❢❛✐/ ❞❡ ❧❡ ❝♦✲❝❧❛##✐✜❡) ❛✈❡❝

✉♥ #❡❝♦♥❞ /②♣❡ ❞✬♦❜❥❡/# ✱ ♣❡)♠❡/ ❞✬❛♠1❧✐♦)❡) ❧❛ ❝❧❛##✐✜❝❛/✐♦♥✳ ❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞❡ ❧❛ ❝❧❛##✐✜❝❛/✐♦♥
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❞❛♥# ❧❛ ,✉❛❧✐&2 ❞❡ ❧❛ ♣'♦❥❡❝&✐♦♥✱ ❡& ❞❛♥# ✉♥ ❝♦♥&❡①&❡ ♥♦♥ #✉♣❡'✈✐#2✱ ✐❧ ❡#& ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❧❡

✜①❡' ❛ ♣"✐♦"✐✳

✌ ❧❛ ♠❡#✉'❡ ▲❙❆ #✉♣♣♦#❡ ✉♥ ♠♦❞5❧❡ ❞❡ ❞✐#&'✐❜✉&✐♦♥ ●❛✉##✐❡♥ ❞❡# ❞♦♥♥2❡#✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥&✱

✉♥❡ ♠2&❤♦❞❡ ❛ 2&2 ♣'♦♣♦#2❡ ♣♦✉' '2#♦✉❞'❡ ❝❡ ♣'♦❜❧5♠❡ ❡& ❣2♥2'❛❧✐#❡' ▲❙❆✱ ❝✬❡#& ❧✬❛♥❛✲

❧②#❡ #2♠❛♥&✐,✉❡ ❧❛&❡♥&❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐#&❡ A▲❙❆✱ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐# %"♦❜❛❜✐❧✐()✐❝ ▲❛)❡♥) ❙❡♠❛♥)✐❝

❆♥❛❧②(✐( ✭❍♦❢♠❛♥♥ ✷✵✵✶✮✳

■✲✷✳✸✳❜ ▼'(❤♦❞❡- ❜❛-'❡- -✉0 ❧❛ (❤'♦0✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦0♠❛(✐♦♥

❯♥❡ ❛✉&'❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠2&❤♦❞❡# ❞❡ ❝♦✲❝❧❛##✐✜❝❛&✐♦♥ ❡#& ✐##✉❡ ❞❡ ❧❛ &❤2♦'✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦'♠❛✲

&✐♦♥ ✭❙❧♦♥✐♠ ❡& ❚✐#❤❜② ✷✵✵✵✱ ❉❤✐❧❧♦♥ ✷✵✵✶✱ ❉❤✐❧❧♦♥ ❡) ❛❧✳ ✷✵✵✸✮✳ ❈❡# ♠2&❤♦❞❡# #✬❛♣♣✉✐❡♥&

❣2♥2'❛❧❡♠❡♥& #✉' ✉♥❡ ♠❡#✉'❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥&❛❧❡ ❡♥ &❤2♦'✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦'♠❛&✐♦♥✱ ♣❡'♠❡&&❛♥& ❞❡ ,✉❛♥✲

✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✶✾
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 ✐✜❡$ ❧❛ ♣❡$ ✐♥❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛$✐❛❜❧❡ ♣❛$ $❛♣♣♦$ 0 ✉♥❡ ❛✉ $❡✱ ♥♦♠♠3❡ ✐♥❢♦$♠❛ ✐♦♥ ♠✉ ✉❡❧❧❡ ✿

I♣X1,X2! ✏

➳

x1,x2

P ♣x1,x2! log2
P ♣x1,x2!

P ♣x1!P ♣x2!

■♥ ✉✐ ✐✈❡♠❡♥ ✱ ❧✬✐♥❢♦$♠❛ ✐♦♥ ♠✉ ✉❡❧❧❡ ♣❡$♠❡ ❞❡ ♠❡7✉$❡ ❝♦♠❜✐❡♥ ❞❡ ❜✐"# 7♦♥ ♥3❝❡77❛✐$❡7 ❡♥

♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉$  $❛♥7♠❡  $❡ ❧✬✐♥❢♦$♠❛ ✐♦♥ 9✉❡ X1 ❝♦♥ ✐❡♥ 7✉$ X2 ✭❡ ✈✐❝❡ ✈❡'#❛✮✳ ❊❧❧❡ ✈❛✉ 0

7✐ ❡ 7❡✉❧❡♠❡♥ 7✐ ❧❡7 ✈❛$✐❛❜❧❡7 X1 ❡ X2 7♦♥ ✐♥❞3♣❡♥❞❛♥ ❡7✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❧✉7 ♣♦♣✉❧❛✐$❡ ❞❡ ❝❡  ❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛♣♣$♦❝❤❡ ❡7 ❧❛ ❝♦✲❝❧❛77✐✜❝❛ ✐♦♥ ❜❛73❡ 7✉$ ❧❛

 ❤3♦$✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦$♠❛ ✐♦♥ ■❚❈❈✱ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐7 ■♥❢♦'♠❛"✐♦♥ ❚❤❡♦'✐❝ ❈♦✲❈❧✉#"❡'✐♥❣ ✭❉❤✐❧❧♦♥ ✷✵✵✶✮✳

❉❛♥7 ❝❡ ❝❛7✱ ♦♥ 7✉♣♣♦7❡ 9✉❡ X1 $❡♣$37❡♥ ❡ ✉♥  ②♣❡ ❞✬♦❜❥❡ 7 ✱ ❡ X2 ✉♥ ❛✉ $❡✱ ❧❛ ❝♦✲❝❧❛77✐✜❝❛ ✐♦♥

❞❡ X1 ❡ ❞❡ X2 ❞♦✐ ❛❧♦$7 ♣❡$♠❡  $❡ ❞❡ $37✉♠❡$ ❧❡✉$ $❡❧❛ ✐♦♥✱ 7♦✉7 ❧❛ ❢♦$♠❡ ❞❡ X̂1 ❡ ❞❡ X̂2✱ ❡♥

♣❡$❞❛♥ ❧❡ ♠♦✐♥7 ❞✬✐♥❢♦$♠❛ ✐♦♥ ♣♦77✐❜❧❡✱ ♠❡7✉$3❡ ♣❛$ ❧❛ ❞✐✛3$❡♥❝❡ ❞❡7 ✐♥❢♦$♠❛ ✐♦♥7 ♠✉ ✉❡❧❧❡7 ✿

I♣X1,X2! ✁ I♣X̂1,X̂2!✳ ▲❡ ♣$♦❜❧I♠❡ ❝♦♥7✐7 ❛♥ 0  $♦✉✈❡$ ❧❛ ❝❧❛77✐✜❝❛ ✐♦♥ 9✉✐ ♠✐♥✐♠✐7❡ ❝❡  ❡

❞✐✛3$❡♥❝❡ ❡7 ◆K✲❝♦♠♣❧❡ ✱ ♠❛✐7 ❧❡7 ❛✉ ❡✉$7 ♣$♦♣♦7❡♥ ✉♥ ❛❧❣♦$✐ ❤♠❡ ♣❡$♠❡  ❛♥ ❞❡ ❧❛ $3❞✉✐$❡

0 ❝❤❛9✉❡ ✐ 3$❛ ✐♦♥✱ ♣❡$♠❡  ❛♥ ❞✬♦❜ ❡♥✐$ ❛✉ ♠♦✐♥7 ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✳

❆✉ ❞❡❧0 ❞✉ ♣$♦❜❧I♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✱ ■❚❈❈ 7♦✉✛$❡ ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥ ❞❡ ❞❡✉① ❞3❢❛✉ 7✳

K$❡♠✐I$❡♠❡♥ ✱ ❡♥ ♣❧✉7 ❞❡ ❞❡✈♦✐$ ❢♦✉$♥✐$ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❝❧❛77❡7 ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ 7 ❝♦♠♠❡ ♣♦✉$ ❜❡❛✉✲

❝♦✉♣ ❞✬❛✉ $❡7 ♠3 ❤♦❞❡7✱ ✐❧ ❢❛✉ 3❣❛❧❡♠❡♥ ❢♦✉$♥✐$ 0 ❧✬❛❧❣♦$✐ ❤♠❡ ■❚❈❈ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❝❧❛77❡7

❞❡ ♠♦ 7✱ ❛❧♦$7 9✉✬✐❧ ❡7 ❣3♥3$❛❧❡♠❡♥ ✐♥❝♦♥♥✉✳ ❉❡✉①✐I♠❡♠❡♥ ✱ ❡ 0 ❧✬✐♥7 ❛$ ❞❡7 k✲♠♦②❡♥♥❡7✱

❧✬✐♥✐ ✐❛❧✐7❛ ✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠3 ❤♦❞❡ ❡7 ❛❧3❛ ♦✐$❡✱ ❡ ♦♥ ♦❜ ✐❡♥❞$❛ ❞❡7 ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡7 ✈❛$✐❛❜❧❡7 7❡❧♦♥

❝❡  ❡ ✐♥✐ ✐❛❧✐7❛ ✐♦♥✳ ❘❡♠❛$9✉♦♥7 9✉❡ ❝❡7 ❞❡✉① ❞3❢❛✉ 7 7♦♥ ♣❛$ ✐❝✉❧✐I$❡♠❡♥ ♣$♦❜❧3♠❛ ✐9✉❡7

❞❛♥7 ✉♥ ❝♦♥ ❡① ❡ ❞✬❡①♣❧♦$❛ ✐♦♥ ❞❡7 ❞♦♥♥3❡7✱ ♦N ♥♦✉7 ♥✬❛✈♦♥7 ♣❛7 ❧❛ ♣♦77✐❜✐❧✐ 3 ❞✬3✈❛❧✉❡$ 7✐

✉♥❡ ❝❧❛77✐✜❝❛ ✐♦♥ ❡7 ♠❡✐❧❧❡✉$❡ 9✉✬✉♥❡ ❛✉ $❡✳

■✲✷✳✸✳❝ ▼'(❤♦❞❡- ✢♦✉❡-

❯♥❡ ❞❡7 ❝♦♥❝❡♣ 7 ❢♦♥❞❛♠❡♥ ❛✉① ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐9✉❡ ✢♦✉❡ ❡7 ❧❛ ❢♦♥❝ ✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛$ ❡♥❛♥❝❡✱ 9✉✐

♠♦❞3❧✐7❡ ❧✬❛♣♣❛$ ❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥ 0 ✉♥ ❡♥7❡♠❜❧❡✱ ❣3♥3$❛❧✐7❛♥ ❛✐♥7✐ ❧❛ ♥♦ ✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝ ✐♦♥

✐♥❞✐❝❛ $✐❝❡✳ ❈❡ ❝♦♥❝❡♣ ❞✬❛♣♣❛$ ❡♥❛♥❝❡ ❛ ❛❧♦$7 3 3 ✉ ✐❧✐73 ♣♦✉$ ❧❛ ❝❧❛77✐✜❝❛ ✐♦♥✱ ♠❛✐7 3❣❛❧❡♠❡♥ 

❛❞❛♣ 3 ♣♦✉$ ❧❛ ❝♦✲❝❧❛77✐✜❝❛ ✐♦♥✱ ❡♥ ♣❛$ ✐❝✉❧✐❡$ ❝♦♥❝❡$♥❛♥ ❞❡7  R❝❤❡7 7✉$ ❞❡7 ❞♦❝✉♠❡♥ 7 ❡ ❞❡7

♠♦ 7 ✭❖❤ ❡" ❛❧✳ ✷✵✵✶✱ ❑✉♠♠❛♠✉$✉ ❡" ❛❧✳ ✷✵✵✸✱ ❚❥❤✐ ❡ ❈❤❡♥ ✷✵✵✺✮✳ ❊♥ 7❡ ❜❛7❛♥ 7✉$ ✉♥❡

♠❛ $✐❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥3❡7 R ❞❡  ❛✐❧❧❡ η1✂η2✱ ❧❡ ❜✉ ❡7 ❞❡  $♦✉✈❡$ ❧❡7 ❣$♦✉♣❡7 ❞❡ ❧✐❣♥❡7 ❡ ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡7

❧❡7 ♣❧✉7 ✓ ❞❡♥7❡7 ✔✳ ❙✬❛♣♣✉②❛♥ 7✉$ ❧❛ ♥♦ ✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛$ ❡♥❛♥❝❡ ✢♦✉❡✱ ❝❤❛9✉❡ ❧✐❣♥❡ a ♣♦✉$$❛

❛♣♣❛$ ❡♥✐$ 0 ♣❧✉7✐❡✉$7 ❝❧❛77❡7 c✱ ❝❡ 9✉✐ 7❡$❛ $❡♣$37❡♥ 3 ♣❛$ 7❡7 ❝♦❡✣❝✐❡♥ 7 ❞✬❛♣♣❛$ ❡♥❛♥❝❡ uca✳

K♦✉$ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞♦♥♥3❡✱ ❧❛ 7♦♠♠❡ ❞❡7 ❝❡7 ❛♣♣❛$ ❡♥❛♥❝❡7 ❛✉① ❝❧❛77❡7 ❞❡✈$❛ \ $❡ ♥♦$♠❛❧✐73❡ ✿

➦K
c✏1 uca ✏ 1✳ ❉❡ ❢❛]♦♥ 7✐♠✐❧❛✐$❡✱ ❧✬❛♣♣❛$ ❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ b 0 ❧❛ ❝❧❛77❡ c 7❡$❛ $❡♣$37❡♥ 3❡

♣❛$ ❧❡  ❡$♠❡ ❞✬❛♣♣❛$ ❡♥❛♥❝❡ vcb✱ 9✉✐ 7❡$❛ ♥♦$♠❛❧✐73 ❞❡ ❢❛]♦♥ ❞✐✛3$❡♥ ❡ ✿

➦η2
b✏1 vcb ✏ 1✳

✷✵
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▲✬♦❜❥❡❝'✐❢ ❡*' ❛❧♦-* ❞❡ ♠❛①✐♠✐*❡- ✉♥❡ ❢♦♥❝'✐♦♥ ♦❜❥❡❝'✐❢✱ 4✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉' 6❝-✐-❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛7♦♥

*✉✐✈❛♥'❡ ✿

max
uca,vcb

J ✏

K
➳

c✏1

η1
➳

a✏1

η2
➳

b✏1

uca vcb rab ✁ F

❛✈❡❝

K
➳

c✏1

uca ✏ 1

η2
➳

b✏1

vcb ✏ 1

▲❡ ♣-❡♠✐❡- '❡-♠❡ *♦✉* ❢♦-♠❡ ❞✬✉♥❡ '-✐♣❧❡ *♦♠♠❡ ❡*' ❧❡ ❞❡❣-6 ❛❣-6❣❛'✐♦♥✱ ❡' ❞♦✐' ✐❞6❛❧❡♠❡♥'

;'-❡ ♠❛①✐♠✐*6✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥* ❧❛ ♣❧✉♣❛-' ❞❡* ❛❧❣♦-✐'❤♠❡* ❞❡ ❝❡''❡ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉' ❛❥♦✉'❡- ✉♥

'❡-♠❡ F ✕ ❣6♥6-❛❧❡♠❡♥' ❛♣♣❡❧6 ❢✉③③✐✜❡- ✕ 4✉✐ ♣❡-♠❡' ❞✬♦❜'❡♥✐- ❞❡* ❞❡❣-6* ❞✬❛♣♣❛-'❡♥❛♥❝❡

✢♦✉❡* ❡' ❞❡ ❝♦♥'-C❧❡- ❧❡ ❞❡❣-6 ❞❡ -❡❝♦✉✈-❡♠❡♥' ❞❡* ❞✐✛6-❡♥'❡* ❝❧❛**❡*✳ ■❧ ❡①✐*'❡ ❛❧♦-* ♣❧✉*✐❡✉-*
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▲✬✐❞5❡ ❞❡ ❜❛.❡ ❞❡&&✐X&❡ ❝❡((❡ ♠❡.✉&❡ ❞❡ .✐♠✐❧❛&✐(5 ❡.( ❞❡ ❝♦♥.✐❞5&❡& ✉♥ ♠❛&❝❤❡✉& ❛❧5❛(♦✐&❡ .❡

❞5♣❧❛4❛♥( .✉& ❝❡ ❣&❛♣❤❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥(✳ ▲♦&.8✉✬✐❧ .❡ .✐(✉❡ .✉& ✉♥ .♦♠♠❡(✱ ✐❧ ❝❤♦✐.✐( ❧❡ .♦♠♠❡(

.✉✐✈❛♥( ❡♥ .✉✐✈❛♥( ❧❡. ❛&U(❡. ❞✉ ❣&❛♣❤❡✱ ❡♥ .✉✐✈❛♥( ✉♥ ♠♦❞X❧❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐.(❡ (&X. .✐♠♣❧❡ ✿ ♣❧✉.

❧❡ ♣♦✐❞. ❞❡ ❧✬❛&U(❡ ❡.( ❢♦&(✱ ♣❧✉. ❧❛ ♣&♦❜❛❜✐❧✐(5 8✉❡ ❧❡ ♠❛&❝❤❡✉& ❧✬❡♠♣&✉♥(❡ ❡.( ✐♠♣♦&(❛♥(❡✳

❈❡ ♠♦❞X❧❡ ❡.( (&X. ❝❧❛..✐8✉❡ ❡( ❡.( ❡♥(&❡ ❛✉(&❡. ✉(✐❧✐.5 ♣❛& ❧❡ ♠♦(❡✉& ❞❡ &❡❝❤❡&❝❤❡ ●♦♦❣❧❡
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♣♦✉# ❝❛❧❝✉❧❡# ✉♥ )❝♦#❡ ♣♦✉# ❝❤❛+✉❡ ♣❛❣❡ ✐♥.❡#♥❡. ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ +✉❛♥.✐.1 ❞❡ ❧✐❡♥) ❡♥.#❛♥.)✳

❆✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡# ✉♥❡ ♠❡)✉#❡ ❞❡ )✐♠✐❧❛#✐.1 ❡♥.#❡ ❞❡✉① )♦♠♠❡.) ❞❡ ❝❡ ❣#❛♣❤❡✱ ❧✬✐❞1❡ ❡). ❛❧♦#)

❞❡ ❝♦♥)✐❞1#❡# ❧❡ .❡♠♣) ♠♦②❡♥ +✉❡ ♠❡..#❛✐. ✉♥ .❡❧ ♠❛#❝❤❡✉# ❛❧1❛.♦✐#❡ ♣♦✉# ❢❛✐#❡ ❧✬❛❧❧❡#✲#❡.♦✉#

❡♥.#❡ ❝❡) ❞❡✉① )♦♠♠❡.)✳

;♦✉# ❞❡✉① )♦♠♠❡.) a ❡. b ❞✉ ❣#❛♣❤❡✱ ❧❛ ❞✐).❛♥❝❡ ❞✉ .❡♠♣) ❞✬❛❧❧❡#✲#❡.♦✉# )❡ ❝❛❧❝✉❧❡ < ♣❛#.✐#

❞❡ ❧❛ ♠❛.#✐❝❡ ♣)❡✉❞♦✲✐♥✈❡#)❡ ❞❡ ❧❛ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡ ❞✉ ❣#❛♣❤❡ L
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i,j aij ❞1)✐❣♥❛♥. ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ ❣#❛♣❤❡✱ ❡. ea #❡♣#1)❡♥.❛♥. ❧❡ ✈❡❝.❡✉# ❞❡ ❧❛ ❜❛)❡

❝❛♥♦♥✐+✉❡ ❞♦♥. ❧❡ .❡#♠❡ a ✈❛✉. ✶ ❡. .♦✉) ❧❡) ❛✉.#❡) ✈❛❧❡♥. ✵✳

▲❡) ❛✉.❡✉#) ♠♦♥.#❡♥. 1❣❛❧❡♠❡♥. +✉❡ ❧❛ ♠❛.#✐❝❡ L
 

❝♦♥.✐❡♥. ❧❡) ♣#♦❞✉✐.) )❝❛❧❛✐#❡) ❡♥.#❡ ❧❡)

)♦♠♠❡.) ❞✉ ❣#❛♣❤❡ ❞❛♥) ✉♥ ❡)♣❛❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥ ♦G ❝❡) )♦♠♠❡.) )♦♥. ❡①❛❝.❡♠❡♥. )1♣❛#1) ♣❛# ❧❛

❞✐).❛♥❝❡ ❞✉ .❡♠♣) ❞✬❛❧❧❡#✲#❡.♦✉#✳ ❆✐♥)✐✱ L
 

❡). ✉♥ ♥♦②❛✉✱ ❡. ❧❡) ❛✉.❡✉#)✱ ❛✜♥ ❞❡ ♥♦#♠❛❧✐)❡#

)❡) ✈❛❧❡✉#) ❡♥.#❡ ✵ ❡. ✶✱ ② ❛♣♣❧✐+✉❡♥. ✜♥❛❧❡♠❡♥. ✉♥❡ .#❛♥)❢♦#♠❛.✐♦♥ )✐❣♠♦H❞❡✱ +✉✐ ❡). ✉♥❡

.#❛♥)❢♦#♠❛.✐♦♥ .❡#♠❡✲<✲.❡#♠❡ ❞❡) 1❧1♠❡♥.) ❞❡ L
 

✱ ♥♦.1) l ij ✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜.❡♥✐# ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✉ .❡♠♣)

❞✬❛❧❧❡#✲#❡.♦✉# Kct ✿

♣Kct!ij ✏
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1 $ e✁α l ij④σ
✭✸✮

❛✈❡❝ ❧❡) ♣❛#❛♠J.#❡) α ❡. σ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥.✱ ❧❡ ♣❛#❛♠J.#❡ σ ❝♦##❡)♣♦♥❞ < ❧❛ ✈❛#✐❛♥❝❡ ❞❡) .❡#♠❡)

❞❡ L
 

✱ ❡. )❡#❛ ❞♦♥❝ ❞1.❡#♠✐♥1 ❛✉.♦♠❛.✐+✉❡♠❡♥.✳ ◗✉❛♥. ❛✉ ♣❛#❛♠J.#❡ α✱ ❧❡) ❛✉.❡✉#) ❧❡ ❞1.❡#✲

♠✐♥❡♥. ♣❛# ❞❡) .❡).) ♣#1❧✐♠✐♥❛✐#❡) )✉# ❧❡) ❞♦♥♥1❡)✳ ■♥.✉✐.✐✈❡♠❡♥.✱ ❧❡ #N❧❡ ❞❡ ❝❡ ♣❛#❛♠J.#❡ α ❡).

❞❡ ♠♦❞✐✜❡# ❧❛ #1♣❛#.✐.✐♦♥ ❞❡) ✈❛❧❡✉#) ❞❡ )✐♠✐❧❛#✐.1) ❞❛♥) ❧✬✐♥.❡#✈❛❧❧❡ %0,1&✳ ;❧✉) α ❡). ❣#❛♥❞✱

♣❧✉) ❧❡) ✈❛❧❡✉#) )♦♥. )♦✐. .#J) ♣#♦❝❤❡) ❞❡ 0✱ )♦✐. .#J) ♣#♦❝❤❡) ❞❡ 1✱ ❛✈❡❝ ♣❡✉ ❞❡ )✐♠✐❧❛#✐.1)

♠♦②❡♥♥❡)✳

■✲✸ ▼$%❤♦❞❡* ❞❡ ❝❧❛**✐✜❝❛%✐♦♥ ♠✉❧%✐✈✉❡*

❆ ♥♦.#❡ ❝♦♥♥❛✐))❛♥❝❡✱ ❧❛ ♥♦.✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧.✐✈✉❡ ❞❛♥) ❧❡ ❝♦♥.❡①.❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣#❡♥.✐))❛❣❡ ❛✉.♦♠❛✲

.✐+✉❡ ❛ 1.1 ♣♦✉# ❧❛ ♣#❡♠✐J#❡ ❢♦✐) ✉.✐❧✐)1 ❞❛♥) ❇❧✉♠ ❡. ▼✐.❝❤❡❧❧ ✭✶✾✾✽✮✳ ❉❛♥) ❝❡. ❛#.✐❝❧❡✱ ❧❡)

❛✉.❡✉#) ✐♥.#♦❞✉✐)❡♥. ❧❛ ♥♦.✐♦♥ ❞❡ ❝♦✲❛♣♣#❡♥.✐))❛❣❡✱ ❛✐♥)✐ ❞1♥♦♠♠1❡ ❝❛# ❡❧❧❡ ❝♦♥)✐).❡ < ❡♥.#❛T✲

♥❡# )1♣❛#1♠❡♥. ❞❡✉① ❛❧❣♦#✐.❤♠❡) )✉# ❞❡✉① ✈✉❡) ❞✐).✐♥❝.❡)✱ ❡. ❞✬✉.✐❧✐)❡# ❧❡) ♣#1❞✐❝.✐♦♥) )✉#

❞❡) ❡①❡♠♣❧❡) ♥♦♥ 1.✐+✉❡.1) ❞✬✉♥ ❛❧❣♦#✐.❤♠❡ ❡♥.#❛T♥1 )✉# ✉♥❡ ✈✉❡✱ ♣♦✉# ❛✉❣♠❡♥.❡# ❧✬❡♥)❡♠❜❧❡

❞✬❛♣♣#❡♥.✐))❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛✉.#❡ ❛❧❣♦#✐.❤♠❡✳ ;❛# ❛✐❧❧❡✉#)✱ ❇❧✉♠ ❡. ▼✐.❝❤❡❧❧ ✭✶✾✾✽✮ ✐♥.#♦❞✉✐)❛✐❡♥.

1❣❛❧❡♠❡♥. ❧❛ ♥♦.✐♦♥ ❞✬❛♣♣#❡♥.✐))❛❣❡ )❡♠✐✲)✉♣❡#✈✐)1✱ ✉.✐❧✐)❛♥. < ❧❛ ❢♦✐) ❞❡) ❞♦♥♥1❡) 1.✐+✉❡.1❡)

❡. ♥♦♥ 1.✐+✉❡.1❡) ♣♦✉# ❛♣♣#❡♥❞#❡ ✉♥ ♠♦❞J❧❡ ❞❡ ♣#1❞✐❝.✐♦♥✳

▲❡) ❞♦♥♥1❡) ♠✉❧.✐✈✉❡) ♦♥. ♣❛# ❧❛ )✉✐.❡ 1.1 1❣❛❧❡♠❡♥. ❝♦♥)✐❞1#1❡) ❞❛♥) ❧❡ ❝❛❞#❡ ❞❡ .U❝❤❡

❞✬❛♣♣#❡♥.✐))❛❣❡ ♥♦♥ )✉♣❡#✈✐)1✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥. ❞❡ ✈✉❡ .❡#♠✐♥♦❧♦❣✐+✉❡✱ ♦♥ #❡.#♦✉✈❡ ❞❡) ♣#♦❜❧J♠❡)

)✐♠✐❧❛✐#❡) )♦✉) ♣❧✉)✐❡✉#) ❛♣♣❡❧❧❛.✐♦♥)✱ ♣❛#♠✐ ❧❡)+✉❡❧❧❡) ✿

✌ ❧❛ ❝❧❛))✐✜❝❛.✐♦♥ ❞❛♥) ❞❡) ✉♥✐✈❡#) ♣❛#❛❧❧J❧❡) ✭❲✐)✇❡❞❡❧ ❡. ❇❡#.❤♦❧❞ ✷✵✵✼✱ ❲✐)✇❡❞❡❧ ❡! ❛❧✳

✷✵✶✵✮✱
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■✲✸✳✶ ▼&'❤♦❞❡, ✢♦✉❡,
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#✬❛♣♣✉②❛♥& #✉+ ❧❛ ♥♦&✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛+&❡♥❛♥❝❡ ✢♦✉❡ ✭✈♦✐+ ❙❡❝✳ ■✲✷✳✸✳❝✮✱ ♦♥& /&/ ❛❞❛♣&/❡#

❛✉ ❝♦♥&❡①&❡ ♠✉❧&✐✈✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉& ♥♦&❛♠♠❡♥& ❝✐&❡+ ❧❡# &+❛✈❛✉① ❞❡ W❡❞+②❝③ ✭✷✵✵✷✮✱ ❋+✐❣✉✐ ❡! ❛❧✳

✭✷✵✵✼✮✱ ❲✐#✇❡❞❡❧ ❡& ❇❡+&❤♦❧❞ ✭✷✵✵✼✮✱ ❲✐#✇❡❞❡❧ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✳

❉❡ ❢❛\♦♥ #✐♠✐❧❛✐+❡ ❛✉① ♠/&❤♦❞❡# ❞❡ ❝♦✲❝❧❛##✐✜❝❛&✐♦♥✱ ❝❡# ♠/&❤♦❞❡# #♦♥& ❜❛#/❡# #✉+ ❧❛ ♥♦&✐♦♥

❞❡ ♣+♦&♦&②♣❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛##❡✱ ❡& #✉+ ❧❛ ❞/✜♥✐&✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝&✐♦♥ ♦❜❥❡❝&✐❢ ) ♦♣&✐♠✐#❡+✳ ❯♥ ♣+♦&♦&②♣❡

❡#& ✉♥ ♦❜❥❡& ❛+&✐✜❝✐❡❧✱ +❡♣+/#❡♥&❛♥& ❞✬✉♥❡ ❝❧❛##❡✱ ❡& ❧❡ &❡+♠❡ ❧❡ ♣❧✉# ✐♠♣♦+&❛♥& ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥

♦❜❥❡❝&✐❢ ) ♠✐♥✐♠✐#❡+ ❝♦♥#✐#&❡ ❛❧♦+# ❡♥ ❧❛ #♦♠♠❡ ❞❡# ❞✐#&❛♥❝❡# ❞❡# ♦❜❥❡&# ❛✉① ♣+♦&♦&②♣❡#✱

♣♦♥❞/+/❡ ♣❛+ ❧❡# ❞❡❣+/# ❞✬❛♣♣❛+&❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡# ♦❜❥❡&# ❛✉① ❝❧❛##❡#✳ ❯♥ ♣❛+❛♠B&+❡ ♣❡+♠❡&&❛♥&

❞❡ +/❣❧❡+ ❧❡ ❞❡❣+/ ❞❡ ✢♦✉ ❡#& ❣/♥/+❛❧❡♠❡♥& ✐♥&/❣+/ /❣❛❧❡♠❡♥&✳

W❡❞+②❝③ ✭✷✵✵✷✮ ❛❥♦✉&❡ ) ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ♦❜❥❡❝&✐❢ ❞❡# &❡+♠❡# +❡♣+/#❡♥&❛♥& ❧❡# ❞❡❣+/# ❞❡ ❝♦❧❧❛❜♦✲

+❛&✐♦♥ ❡♥&+❡ ❧❡# ❞✐✛/+❡♥&❡# ✈✉❡#✱ N✉✐ ♣❡+♠❡&&❡♥& ❞❡ ♠❡#✉+❡+ #✐ ❞❡✉① ✈✉❡# #♦♥& ❞✬❛❝❝♦+❞ ♦✉ ♥♦♥✱

❡& N✉✐ #♦♥& ♦♣&✐♠✐#/# #✐♠✉❧&❛♥/♠❡♥& ❛✉① ❞❡❣+/# ❞✬❛♣♣❛+&❡♥❛♥❝❡ ❞❡# ♦❜❥❡&# ❛✉① ❝❧❛##❡#✱ ❡& ❛✉①

♣+♦&♦&②♣❡#✳

❯♥❡ ❛✉&+❡ ❛♣♣+♦❝❤❡ ❝♦♥#✐#&❡ ) ❛##♦❝✐❡+ ) ❝❤❛N✉❡ ♦❜❥❡& ✉♥ ❞❡❣+/ ❞✬❛♣♣❛+&❡♥❛♥❝❡ ) ❝❤❛N✉❡

✈✉❡✱ ❡♥ ♣❧✉# ❞✬✉♥ ❞❡❣+/ ❞✬❛♣♣❛+&❡♥❛♥❝❡ ) ❝❤❛N✉❡ ❝❧❛##❡ ✭❲✐#✇❡❞❡❧ ❡& ❇❡+&❤♦❧❞ ✷✵✵✼✮✱ ❝❡ N✉✐

♣❡+♠❡& ❞❡ ❞/❝♦✉✈+✐+ #✐ ✉♥ ♦❜❥❡& ❡#& ❜✐❡♥ +❡♣+/#❡♥&/ ❞❛♥# ✉♥❡ ✈✉❡ ♦✉ ♥♦♥✱ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ #♦♥

✐♥&/❣+❛&✐♦♥ ) ❧❛ ❝❧❛##✐✜❝❛&✐♦♥ ❞❛♥# ❝❡&&❡ ✈✉❡✳ ❯♥ ♣❛+❛♠B&+❡ ♣❡+♠❡& /❣❛❧❡♠❡♥& ❞❡ ❝♦♥&+^❧❡+ ❧❡

❞❡❣+/ ❞❡ ✢♦✉ ❞/#✐+/ ) ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❧)✳ ▲❡ ❞/❢❛✉& ❞❡ ❝❡# ❞❡✉① ❛♣♣+♦❝❤❡# ❡#& N✉❡ ❧✬♦♣&✐♠✐#❛&✐♦♥ ❡#&

❡✛❡❝&✉/❡ ❞❡ ❢❛\♦♥ #/♣❛+/❡ ❞❛♥# ❝❤❛N✉❡ ✈✉❡✳

❆✜♥ ❞❡ +❡♠/❞✐❡+ ) ❝❡ ❞/❢❛✉& ❡& ) ❞✬❛✉&+❡# ♣♦✐♥&# ❢❛✐❜❧❡# ❞❡ ❧❛ ♠/&❤♦❞❡ ♣+/#❡♥&/❡ ❞❛♥# ❲✐#✲

✇❡❞❡❧ ❡& ❇❡+&❤♦❧❞ ✭✷✵✵✼✮✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧&/ ❞✬✐♥&❡+♣+/&❡+ ❧❡# +/#✉❧&❛&# ✭❝❤❛N✉❡ ♦❜❥❡& ❛②❛♥&

✉♥ ❞❡❣+/ ❞✬❛♣♣❛+&❡♥❛♥❝❡ ) ❝❤❛N✉❡ ❝❧✉#&❡+ ❞❡ ❝❤❛N✉❡ ✈✉❡✱ ❡& ✉♥ ❞❡❣+/ ❞✬❛♣♣❛+&❡♥❛♥❝❡ ) ❝❤❛N✉❡

✈✉❡✮✱ ❲✐#✇❡❞❡❧ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ♣+♦♣♦#❡♥& ❞❡ +❡♠♣❧❛❝❡+ ❧❡ ❞❡❣+/ ❞✬❛♣♣❛+&❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡& ) ✉♥❡

✈✉❡✱ ♣❛+ ✉♥ ❞❡❣+/ ❞✬❛♣♣❛+&❡♥❛♥❝❡ ❞❡# ❝❧❛##❡# ❛✉① ✈✉❡#✳ ❈❡❝✐ ❛ ♣❧✉#✐❡✉+# ❛✈❛♥&❛❣❡# ✿ ♣❡+♠❡&&+❡

❞✬❛✈♦✐+ ✉♥ #❡✉❧ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ ❝❧❛##❡# ❞❛♥# ❧❡# ♠✉❧&✐♣❧❡# ✈✉❡#✱ N✉❡ ❧❡# ♣+♦&♦&②♣❡# ❞❡# ❝❧❛##❡# #♦✐❡♥&

✈❛❧❛❜❧❡# ❞❛♥# ❝❤❛N✉❡ ✈✉❡✱ ❡& N✉❡ ❧❡# +/#✉❧&❛&# ❡♥ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥& ♣❧✉# ❢❛❝✐❧❡♠❡♥& ✐♥&❡+♣+/&❛❜❧❡#✳
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❋✐♥❛❧❡♠❡♥'✱ ❞❛♥* ❝❡,'❛✐♥* ❝❛* ✐❧ ♥✬❡*' ♣❛* ♣♦**✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐, ❛❝❝2* ❛✉① ❞♦♥♥5❡* ❞5❝,✐✈❛♥' ❧❡*

♦❜❥❡'*✱ ♠❛✐* ❡♥ ,❡✈❛♥❝❤❡✱ ♦♥ ❞✐*♣♦*❡ ❞❡ ♠✉❧'✐♣❧❡* ♠❛',✐❝❡* ❞❡ ❞✐*'❛♥❝❡* ❝♦♥❝❡,♥❛♥' ❧❡* ♠8♠❡*

♦❜❥❡'*✱ ❛②❛♥' 5'5 ♦❜'❡♥✉❡* *♦✐❡♥' : ♣❛,'✐, ❞❡ ❞✐✛5,❡♥'❡* ✈✉❡*✱ *♦✐❡♥' : ♣❛,'✐, ❞❡ ❞✐✛5,❡♥'❡*

♠❡*✉,❡* ✭❋,✐❣✉✐ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✼✮✳ ❉❛♥* ❝❡''❡ ❛♣♣,♦❝❤❡✱ ♥♦♠♠5❡ ❈❆❘❉ ✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐* ❈❧✉*!❡+✐♥❣

❛♥❞ ❆❣❣+❡❣❛!✐♥❣ ❘❡❧❛!✐♦♥❛❧ ❉❛!❛✮✱ ✐❧ ♥✬❡*' ❛❧♦,* ♣❧✉* ♣♦**✐❜❧❡ ❞❡ *✬❛♣♣✉②❡, *✉, ❧❛ ♥♦'✐♦♥ ❞❡

♣,♦'♦'②♣❡✱ ❡' ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ♦❜❥❡❝'✐❢ ❢❛✐' ❛❧♦,* ✉♥✐E✉❡♠❡♥' ❛♣♣❡❧ ❛✉① ❞✐*'❛♥❝❡* ❡♥',❡ ❞❡* ♣❛✐,❡*

❞✬♦❜❥❡'*✱ ♣♦♥❞5,5❡* ♣❛, ❧❡✉,* ❞❡❣,5* ❞✬❛♣♣❛,'❡♥❛♥❝❡ ❛✉① ❝❧❛**❡*✳ ❉❡ ♣❧✉*✱ ❞❡* ♣♦✐❞* ❞❡ ♣❡,✲

'✐♥❡♥❝❡ *♦♥' ❛♣♣,✐* ♣♦✉, ❝❤❛E✉❡ ♣❛✐,❡ ❝❧❛**❡ ✲ ✈✉❡✱ ♠❡*✉,❛♥' *✐ ✉♥❡ ✈✉❡ ❡*' ✉'✐❧❡ ♣♦✉, ❧❛

❞5✜♥✐'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛**❡✳ ▲❡* ❛✉'❡✉,* ✐♥',♦❞✉✐*❡♥' ❞❡✉① ✈❛,✐❛♥'❡* ❞❡ ❧❡✉,* ❛❧❣♦,✐'❤♠❡*✱ ❜❛*5❡*

*✉, ❧❡* ❞❡✉① ♠5'❤♦❞❡* ❞❡ ❝❧❛**✐✜❝❛'✐♦♥ ✢♦✉❡* *✉✐✈❛♥'❡* ✿ ❘❋❈▼ ✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐* ❘❡❧❛!✐♦♥❛❧ ❋✉③③②

C✲▼❡❛♥*✮ ❞❡ ❍❛'❤❛✇❛② ❡! ❛❧✳ ✭✶✾✽✾✮ ❡' ❋❆◆◆❨ ✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐* ❋✉③③② ❆◆❛❧❨*✐* ❝❧✉*!❡+✐♥❣✮

❞❡ ❑❛✉❢♠❛♥ ❡' ❘♦✉**❡❡✉✇ ✭✶✾✾✵✮✳

❉❛♥* '♦✉'❡* ❝❡* ❛♣♣,♦❝❤❡*✱ ❧❡* ❝♦♥',❛✐♥'❡* ❞❡ ♥♦,♠❛❧✐*❛'✐♦♥ *✉, ❧❡* ❞✐✛5,❡♥'* ❞❡❣,5* ❞✬❛♣✲

♣❛,'❡♥❛♥❝❡ *♦♥' ✐♥'5❣,5❡* ❛✉ ♣,♦❜❧2♠❡ ❞✬♦♣'✐♠✐*❛'✐♦♥ ❡♥ ✉'✐❧✐*❛♥' ❞❡* ♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'❡✉,* ❞❡ ▲❛✲

❣,❛♥❣❡✱ ❡' ❧❡ ♣,♦❜❧2♠❡ ❡*' ✜♥❛❧❡♠❡♥' ,5*♦❧✉ ❣,R❝❡ ❛✉① ❝♦♥❞✐'✐♦♥* ♥5❝❡**❛✐,❡* ✐♠♣♦*❛♥' E✉❡ ❧❡*

❞5,✐✈5❡* ♣❛,'✐❡❧❧❡* ♣❛, ,❛♣♣♦,' ❛✉① ❞❡❣,5* ❞✬❛♣♣❛,'❡♥❛♥❝❡ ❡' ❛✉① ♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'❡✉,* ❞❡ ▲❛❣,❛♥❣❡

*♦✐❡♥' ♥✉❧❧❡*✳ ❈❡❝✐ ♣❡,♠❡' ❞✬♦❜'❡♥✐, ❞❡* ,2❣❧❡* ❞❡ ♠✐*❡ : ❥♦✉, ♣♦✉, ❧❡* ♣,♦'♦'②♣❡* *✬✐❧ ② ❡♥ ❛✱

❡' ❧❡* ❞✐✛5,❡♥'* ❞❡❣,5* ❞✬❛♣♣❛,'❡♥❛♥❝❡ *❡❧♦♥ ❧❡* ♠5'❤♦❞❡*✳ ▲❡* ❛❧❣♦,✐'❤♠❡* E✉✐ ❡♥ ❞5❝♦✉❧❡♥'

*❡ ,5*✉♠❡♥' : ✐♥✐'✐❛❧✐*❡, ❞❡ ❢❛T♦♥ ❛❧5❛'♦✐,❡ ❧❡* ♣,♦'♦'②♣❡* ❡' ❞❡❣,5* ❞✬❛♣♣❛,'❡♥❛♥❝❡*✱ ♣✉✐* :

❧❡* ♠❡'',❡ : ❥♦✉, ❛❧'❡,♥❛'✐✈❡♠❡♥' ❥✉*E✉✬: ❝❡ E✉✬✉♥ ❝,✐'2,❡ ❞✬❛,,8' *♦✐' ❛''❡✐♥'✱ ❝♦,,❡*♣♦♥❞❛♥'
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♠()❤♦❞❡& ❞❡ ❢❛❝)♦%✐&❛)✐♦♥ ❞❡ ♠❛)%✐❝❡& L ❝❡ ❝❛& ♦X ❞❡ ♠✉❧)✐♣❧❡& ♠❛)%✐❝❡& ❞❡ &✐♠✐❧❛%✐)( S1, . . . ,Sn

&♦♥) ❞✐&♣♦♥✐❜❧❡&✳ ▲❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ L ♦♣)✐♠✐&❡% ❡&) ❛❧♦%& ❧❛ &✉✐✈❛♥)❡ ✿
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❞❛♥# ❧❛%✉❡❧❧❡ ❧❛ ♠❛)*✐❝❡ P ❞❡ )❛✐❧❧❡ n ✂K ❡#) ✉♥✐%✉❡ ♣♦✉* )♦✉)❡# ❧❡# ✈✉❡#✱ ❡) ❝❛♣)✉*❡ ❛✐♥#✐

❧❡# ❢❛❝)❡✉*# ❝♦♠♠✉♥# ❛✉① ❞✐✛4*❡♥)❡# ✈✉❡#✳ ❊❧❧❡ ❝♦**❡#♣♦♥❞ ❛✉① ❛✛❡❝)❛)✐♦♥# ❞❡# ♦❜❥❡)# ❛✉①

❝❧❛##❡#✳ ▲❡# ♠❛)*✐❝❡# ∆v ❞❡ )❛✐❧❧❡ K ✂ K %✉❛♥) : ❡❧❧❡#✱ ❝❛♣)✉*❡♥) ❧❡# ❞✐✛4*❡♥❝❡# ❡♥)*❡ ❧❡#

♠✉❧)✐♣❧❡# ✈✉❡#✳ ▲❡ )❡*♠❡ ❞❡ *4❣✉❧❛*✐#❛)✐♦♥ ♣❡*♠❡) ❧✉✐ ❞✬4✈✐)❡* ❧❡# ✐♥#)❛❜✐❧✐)4# ♥✉♠4*✐%✉❡# ❡) ❧❡

#✉*✲❛♣♣*❡♥)✐##❛❣❡✳

▲❛ ❢♦♥❝)✐♦♥ : ♠❛①✐♠✐#❡* ❞4✜♥✐❡ ❞❛♥# ❧✬❊%✳ ✭✹✮ ♥✬4)❛♥) ♣❛# ❝♦♥✈❡①❡✱ ✉♥ ❛❧❣♦*✐)❤♠❡ ❞✬♦♣)✐✲

♠✐#❛)✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡#) ♣*♦♣♦#4 ♣❛* ❧❡# ❛✉)❡✉*#✱ %✉✐ ❝♦♥#✐#)❡ : ❛❧)❡*♥❛)✐✈❡♠❡♥) ✜①❡* ❧❛ ♠❛)*✐❝❡ P

❡) : )*♦✉✈❡* ❧❡# ♠❛)*✐❝❡# ∆v ♠❛①✐♠✐#❛♥) ❊%✳ ✭✹✮✱ ♣✉✐# : ✜①❡* ❧❡# ∆v ❡) : )*♦✉✈❡* ❧❛ ♠❛)*✐❝❡

P ♠❛①✐♠✐#❛♥) ❊%✳ ✭✹✮✱ ❡) ❝❡ ❥✉#%✉✬: #)❛❜✐❧✐#❛)✐♦♥ ❞❡# #♦❧✉)✐♦♥#✳

❉❛♥# ❧❡ ❝❛❞*❡ ❞❡# ♠4)❤♦❞❡# #♣❡❝)*❛❧❡#✱ ▲♦♥❣ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✻❛✮ ♣*✐✈✐❧4❣✐❡♥) ❧❛ *❡♣*4#❡♥)❛)✐♦♥

#♦✉# ❢♦*♠❡ ❞❡ ❣*❛♣❤❡# ♠✉❧)✐♣❛*)✐# ❞❡# ❞♦♥♥4❡#✳ ▲❡ ♣*✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡))❡ ❛♣♣*♦❝❤❡ ❡#) ❞✬❛❥♦✉)❡*

❞❡# ♥G✉❞# ❝❛❝❤4# ❞❛♥# ❝❤❛%✉❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❝❡ ❣*❛♣❤❡✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡# ♥G✉❞# *❡♣*4#❡♥)❛♥) ✉♥❡

❝❧❛##❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝)✐❢ ❡#) ❛❧♦*# ❞❡ #✉♣♣*✐♠❡* ❧❡# ❛*H)❡# ✐♥✐)✐❛❧❡# ❡♥)*❡ ❧❡# ♥G✉❞# ❞✉ ❣*❛♣❤❡✱ ♣❛* ❞❡#

❛*H)❡# ❛❧❧❛♥) ❞❡# ♥G✉❞# *❡♣*4#❡♥)❛♥) ❧❡# ♦❜❥❡)# ❛✉① ♥G✉❞# ❝❛❝❤4# ❞❡# ❝❧❛##❡#✱ ❡) 4❣❛❧❡♠❡♥) ❞❡#

❛*H)❡# ❡♥)*❡ ❧❡# ♥G✉❞# ❝❛❝❤4# ❞❡# ❝❧❛##❡# ❞❡# ❞✐✛4*❡♥)# )②♣❡# ❞✬♦❜❥❡)#✳ ▲❡# ❛*H)❡# ❛❧❧❛♥) ❞❡#

♥G✉❞# *❡♣*4#❡♥)❛♥) ❧❡# ✐♥#)❛♥❝❡# ❞❡ Xi ❛✉① ♥G✉❞# ❝❛❝❤4# ♣❡✉✈❡♥) H)*❡ *❡♣*4#❡♥)4❡# ♣❛* ✉♥❡

♠❛)*✐❝❡ ✐♥❞✐❝❛)*✐❝❡ i ❞❡ )❛✐❧❧❡ ηi ✂Ki✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ❧❡# ❛*H)❡# ❡♥)*❡ ❧❡# ♥G✉❞# ❝❛❝❤4# ❞❡# ❝❧❛##❡#

❞❡ Xi ❡) ❞❡# ❝❧❛##❡# ❞❡ Xj ♣❡✉✈❡♥) %✉❛♥) : ❡❧❧❡# H)*❡ *❡♣*4#❡♥)4❡# ♣❛* ✉♥❡ ♠❛)*✐❝❡ ✐♥❞✐❝❛)*✐❝❡

Bij ❞❡ )❛✐❧❧❡ Ki ✂Kj ✳

▲♦♥❣ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✻❛✮ ❝❤❡*❝❤❡♥) ❡♥#✉✐)❡ ❧❡# ♠❛)*✐❝❡# ✐♥❞✐❝❛)*✐❝❡# ♠✐♥✐♠✐#❛♥) ❧❛ ❞✐✈❡*❣❡♥❝❡

❞❡ ❇*❡❣♠❛♥ ❡♥)*❡ R ❡) iBij
❏

j ✳ ❈❡ ♣*♦❜❧L♠❡ 4)❛♥) ◆N✲❝♦♠♣❧❡)✱ ❧❡# ❛✉)❡✉*# ♣*♦♣♦#❡♥) ✉♥

❛❧❣♦*✐)❤♠❡ ❞✬♦♣)✐♠✐#❛)✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥)✱ #✐ ❧✬♦♥ ♥❡ ❣❛*❞❡ %✉❡ ❧❡# ♥G✉❞# ❝❛❝❤4# ❞✉ ❣*❛♣❤❡

❛✐♥#✐ ❝♦♥#)*✉✐)✱ ♦♥ ❞✐#♣♦#❡ ❞✬✉♥ *4#✉♠4 ❞✉ ❣*❛♣❤❡ ♠✉❧)✐♣❛*)✐ ❞❡ ❞4♣❛*)✱ ❞✬♦P ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧❛

♠4)❤♦❞❡ ❞❡ ❘❡❧❛!✐♦♥ ❙✉♠♠❛,② ◆❡!✇♦,❦ ✭❘❙◆ ✮✳

■✲✸✳✺ ❊①'❡♥*✐♦♥* ❞❡ ♠/'❤♦❞❡* ❝❧❛**✐4✉❡* ❛✉ ❝♦♥'❡①'❡ ♠✉❧'✐✈✉❡

❋✐♥❛❧❡♠❡♥)✱ ♣❧✉#✐❡✉*# ❡①)❡♥#✐♦♥# ❞✬❛❧❣♦*✐)❤♠❡# ❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛)✐♦♥ ❝❧❛##✐%✉❡# ♦♥) ❞❡♣✉✐# 4)4

♣*♦♣♦#4❡#✱ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡# ❛❞❛♣)❡* ❛✉① ❞♦♥♥4❡# ♠✉❧)✐✈✉❡#✳ ◆♦✉# ♣♦✉✈♦♥# ♣❛* ❡①❡♠♣❧❡ ❝✐)❡* ❇✐✲

❝❦❡❧ ❡) ❙❝❤❡✛❡* ✭✷✵✵✺✮✱ ❉*♦#) ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ %✉✐ ❞4❝*✐✈❡♥) ❞❡# ❡①)❡♥#✐♦♥# ❞❡# ❛❧❣♦*✐)❤♠❡# ❞❡#

k✲♠♦②❡♥♥❡# ❡) ❞✬❡#♣4*❛♥❝❡✲♠❛①✐♠✐#❛)✐♦♥ ✭❊▼✮✳ ❉❛♥# ❇✐❝❦❡❧ ❡) ❙❝❤❡✛❡* ✭✷✵✵✺✮✱ ❧❡# ❛✉)❡✉*#

♣*♦♣♦#❡♥) ✉♥❡ ❛♣♣*♦❝❤❡ ❜❛#4❡ #✉* ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡# ✈❛❧❡✉*# ❞❡ ✈❛*✐❛❜❧❡# ❧❛)❡♥)❡# ❞❛♥# ✉♥❡ ✈✉❡ ❛✜♥

❞❡ ❧❡# ✉)✐❧✐#❡* ❞❛♥# ❧✬4)❛♣❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐#❛)✐♦♥ ♣♦✉* ❧✬❛✉)*❡ ✈✉❡✱ ❡) ✈✐❝❡ ✈❡,3❛✳

❈❡*)❛✐♥❡# ❛♣♣*♦❝❤❡# %✉❛♥) : ❡❧❧❡#✱ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥) ♣❛* ❡①)*❛✐*❡ ❞❡# ❝❛*❛❝)4*✐#)✐%✉❡# ❝♦♠♠✉♥❡#

♣♦✉* ❧❡ )②♣❡ ❞✬♦❜❥❡)# : ❝❧❛##✐✜❡*✱ ❡♥ #❡ ❜❛#❛♥) #✉* ❧❡# ❝♦**4❧❛)✐♦♥# ❡♥)*❡ ❧❡# ✈❡❝)❡✉*# *❡♣*4✲

#❡♥)❛♥) ❧❡# ❛✉)*❡# )②♣❡# ❞✬♦❜❥❡)# ❞❛♥# ❧❡# ❞✐✛4*❡♥)❡# ✈✉❡#✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥)✱ ❝❡# ❝❛*❛❝)4*✐#)✐%✉❡#

#♦♥) ✉)✐❧✐#4❡# ♣♦✉* ❝❧❛##✐✜❡* ❧❡# ♦❜❥❡)# ❝♦♥❝❡*♥4# : ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦*✐)❤♠❡ ❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛)✐♦♥

❝❧❛##✐%✉❡ ✭❇❧❛#❝❤❦♦ ❡) ▲❛♠♣❡*) ✷✵✵✽✱ ❈❤❛✉❞❤✉*✐ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✾✮✳

❉❛♥# ❞❡ ❈❛*✈❛❧❤♦ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✱ ❧❡# ❛✉)❡✉*# ♣*♦♣♦#❡♥) ✉♥❡ ♠4)❤♦❞❡ ✐♥#♣✐*4❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦*✐)❤♠❡

❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛)✐♦♥ ♠✉❧)✐✈✉❡ ❈❆❘❉ ❞❡ ❋*✐❣✉✐ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ✭✈♦✐* ❙❡❝✳ ■✲✸✳✶✮✱ ❡) #✬❛♣♣✉✐❡♥) ❞♦♥❝
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❛✐♥ ✐ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐" ❞,'❡❝'❡" 2✉✬✉♥❡ ✈✉❡ ❞♦♥♥,❡ ❞,❝"✐' ♠✐❡✉① 2✉❡ ❧❡ ❛✉'"❡ ✉♥❡ ❝❧❛  ❡ ❡♥ ♣❛"✲

'✐❝✉❧✐❡"✱ ♣❛" ❡①❡♠♣❧❡  ✐ ❧❡ ♣♦✐❞ wvk ❡ ' ,❧❡✈,✱ ❝❡❧❛  ✐❣♥✐✜❡ 2✉❡ ❧❛ ✈✉❡ v ❞,❝"✐' ❜✐❡♥ ❧❛ ❝❧❛  ❡

k✳
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■❧ ♥♦✉ ♣❛"❛>' ✜♥❛❧❡♠❡♥' ✐♠♣♦"'❛♥' ❞❡ ❝♦♥ ❛❝"❡" ✉♥❡ ♣❛"'✐❡ ❞❡ ❝❡' ,'❛' ❞❡ ❧✬❛"' ❛✉① ♠,'❤♦❞❡ 

❞❡ ❝♦♥ ❡♥ ✉ ❞❡ ❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥ ✈✐ ❛♥'✱ ? ♣❛"'✐" ❞✬✉♥ ❡♥ ❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥ ✭'②♣✐2✉❡♠❡♥'

❞❡ ♣❛"'✐'✐♦♥ ✮ ❞❡ ♠C♠❡ ♦❜❥❡' ✱ ? '"♦✉✈❡" ✉♥❡ ❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥ ✉♥✐2✉❡✳ ❈❡ ♠,'❤♦❞❡ ♦♥' ,',

✐♥✐'✐❛❧❡♠❡♥' ❞,✈❡❧♦♣♣,❡ ❞❛♥ ❧❡ ❝♦♥'❡①'❡ ♠♦♥♦✈✉❡ ❝❧❛  ✐2✉❡✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜'❡♥✐" ♣❧✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡

❞❛♥ ❧❡ ❝❧❛  ❡ ♦❜'❡♥✉❡ ✱ ❡♥ '"♦✉✈❛♥' ❧❡ ❝❧❛  ❡ ❧❡ ♣❧✉ "♦❜✉ '❡ ✱ ❝✬❡ ' ? ❞✐"❡ ❝❡❧❧❡ ❛♣♣❛"❛✐ ✲

 ❛♥' ❢",2✉❡♠♠❡♥' ❞❛♥ ❧✬❡♥ ❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥ ✱ ♣"♦❞✉✐'❡ ? ♣❛"'✐" ❞❡  ♦✉"❝❡ ❞✐✛,"❡♥'❡ 

✭❞✐✛,"❡♥'❡ ✈✉❡ ✱ ❞✐✛,"❡♥' ❛❧❣♦"✐'❤♠❡ ✱ ❞✐✛,"❡♥' ♣❛"❛♠F'"❡ ✱ ❡'❝✳✮✳ ■♥'✉✐'✐✈❡♠❡♥'✱ ❧❛ ❝❧❛  ✐✲

✜❝❛'✐♦♥ ❝♦♥ ❡♥ ✉ ❞♦✐' ♣❛"'❛❣❡" ❧❡ ♣❧✉ ❞✬✐♥❢♦(♠❛+✐♦♥ ♣♦  ✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥ ? ♣❛"'✐"

❞❡ 2✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡ ❡ ' ❝♦♥ '"✉✐'❡✳ ■❧ ❛ ,', ,'❛❜❧✐ 2✉❡ ❧❡ ♣"♦❜❧F♠❡ ❞❡ ❧❛ "❡❝❤❡"❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥

❝♦♥ ❡♥ ✉ ✱ ❛✉  ✐ ❝♦♥♥✉  ♦✉ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♣❛"'✐'✐♦♥ ♠,❞✐❛♥❡✱ ❡ ' ◆H✲❞✐✣❝✐❧❡ ✭❲❛❦❛❜❛②❛ ❤✐ ✶✾✾✽✮✳

▲❡ ♠,'❤♦❞❡ ♣", ❡♥',❡ ❞❛♥ ❧❛  ✉✐'❡ ❞❡ ❝❡''❡  ❡❝'✐♦♥  ♦♥' ❞♦♥❝ ❞❡ ❤❡✉"✐ '✐2✉❡ ♣♦✉" '"❛✐'❡"

❝❡ ♣"♦❜❧F♠❡✳

❈❡''❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠,'❤♦❞❡ ♣❡✉' ,❣❛❧❡♠❡♥' C'"❡ ✉'✐❧✐ ,❡ ❞❛♥ ❧❡ ❝❛❞"❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣"❡♥'✐  ❛❣❡

♠✉❧'✐✈✉❡ ❞❡ ❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥ ✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ✉♥❡ ❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥ ❡ ' ♣"♦❞✉✐'❡ ? ♣❛"'✐" ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ 

✈✉❡ ❞✉ ♣"♦❜❧F♠❡✱ ❡' ✉♥❡ "❡❝❤❡"❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥ ❝♦♥ ❡♥ ✉ ♣❡✉' ❡♥ ✉✐'❡ C'"❡ ✉'✐❧✐ ,❡ ♣♦✉"

♣"♦❞✉✐"❡ ❧❛ ❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥ ✜♥❛❧❡✳

❯♥❡ ❛✉'"❡ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❞❡ ❝❡''❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠,'❤♦❞❡ ,✈♦2✉,❡ ♣❛" ❙'"❡❤❧ ❡' ●❤♦ ❤ ✭✷✵✵✸✮✱ ❡'

'"F  ✐♠✐❧❛✐"❡ ❛✉ ❝❛❞"❡ ♠✉❧'✐✈✉❡✱ ❝♦♥❝❡"♥❡ ❧❡ ❝❛ ♦V ♣♦✉" ❞❡ 2✉❡ '✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❞❡♥'✐❛❧✐',✱ '♦✉'❡ 

❧❡ ❞♦♥♥,❡ ♥❡  ♦♥' ♣❛ ❞,'❡♥✉❡ ♣❛" ✉♥❡  ❡✉❧❡ ❡♥'✐',✳ ❉❛♥ ❝❡ ❝♦♥'❡①'❡✱ ✐❧ ❡ ' ❛❧♦" ✐♥',"❡  ❛♥'

2✉❡ ❝❤❛2✉❡ ❡♥'✐', ❢♦✉"♥✐  ❡  ❛ ♣"♦♣"❡ ❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥✱ ❡' 2✉✬✉♥ ❛❧❣♦"✐'❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥ ❡♥ ✉ ❞❡

❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥  ♦✐' ❡♥ ✉✐'❡ ✉'✐❧✐ , ♣♦✉" '"♦✉✈❡" ❧❛ ❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥ ✜♥❛❧❡✳ ❯♥❡ ❛✉'"❡ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥

♣❡✉' C'"❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐ '"✐❜✉,✱ ♣♦✉" ❞❡ ♠❛  ❡ ❞❡ ❞♦♥♥,❡ '"♦♣ ✐♠♣♦"'❛♥'❡ ♣♦✉" ♣♦✉✈♦✐" C'"❡

'"❛✐',❡ ❞❡ ❢❛X♦♥ ❝❡♥'"❛❧✐ ,❡✳ ◆♦✉ ✈❡""♦♥ ❞❛♥ ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■■■✱ 2✉❡ ♥♦'"❡ ❝♦♥'"✐❜✉'✐♦♥ ❞❛♥ ❧❡

❝❛❞"❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣"❡♥'✐  ❛❣❡ ♠✉❧'✐✈✉❡ ❞❡  ✐♠✐❧❛"✐', ✱ ♣❡✉' ,❣❛❧❡♠❡♥' C'"❡ ✉'✐❧❡ ❞❛♥ ❧❡ ❝❛❞"❡ ❞✉

❝❛❧❝✉❧ ❞✐ '"✐❜✉,✱ 2✉❡ ❝❡  ♦✐' ♣♦✉" ❞❡ "❛✐ ♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❞❡♥'✐❛❧✐',✱ ♦✉ ♣♦✉" ",❞✉✐"❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐',

❡♥ '❡♠♣ ❡' ♠,♠♦✐"❡ ❞✉ '"❛✐'❡♠❡♥' ❞❡ ❞♦♥♥,❡ ✳

◆♦✉ ❝♦♥ ✐❞,"♦♥ ✐❝✐ 2✉❡ ♥♦✉ ❛✈♦♥ ✉♥ ❡♥ ❡♠❜❧❡ ❞❡ η ♦❜❥❡' X ✏ !x1, x2, ..., xη✉ 2✉❡

♥♦✉  ♦✉❤❛✐'♦♥ ❝❧❛  ✐✜❡" ❡♥ K ❝❧❛  ❡ ✳ ❉❡ ♣❧✉ ✱ ♥♦✉ ❛✈♦♥ ✉♥ ❡♥ ❡♠❜❧❡ ❞❡ m ❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥ 

Π ✏ !π1, π2, ...,πm✉✱ ❛✈❡❝ ❅i $ ✈1...m✇, πi♣xj( $ ✈1...K✇ "❡♣", ❡♥'❛♥' ❧❛ ❝❧❛  ❡ ❛✛❡❝',❡ ? ❧✬♦❜❥❡'

j ♣❛" ❧❛ ❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥ i✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❡' ❝♦♠♠❡ ❞❛♥ ❧❡ "❡ '❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉ ❝"✐'✱ ♥♦✉  ✉♣♣♦ ♦♥ 2✉❡

❧❡ ♠,'❤♦❞❡ 2✉✐ ♣"♦❞✉✐ ❡♥' ❧❡ ❝❧❛  ✐✜❝❛'✐♦♥ ❝♦♥♥❛✐  ❡♥' ❧❡ ♥♦♠❜"❡ ❞❡ ❝❧❛  ❡ ✱ ❡' ♣"♦❞✉✐ ❡♥'

❞♦♥❝ K ❝❧❛  ❡ ❞✬♦❜❥❡' ✳ ▲✬♦❜❥❡❝'✐❢ ❞❡ ♠,'❤♦❞❡ ♣", ❡♥',❡ ❞❛♥ ❧❛  ✉✐'❡ ❞❡ ❝❡''❡  ❡❝'✐♦♥ ❡ '

❞♦♥❝ ❞❡ '"♦✉✈❡" ✉♥❡ ♣❛"'✐'✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ? ♣❛"'✐" ❞❡ Π✱ ❞❡ ❢❛X♦♥ ? ♦♣'✐♠✐ ❡" ❞❡ ❝"✐'F"❡ ❞✐✛,"❡♥' ✳

✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✷✾



❈❤❛♣✐%&❡ ■ ✿ ❊%❛% ❞❡ ❧✬❛&%

❖♥ ♣❡✉% ❝❧❛))❡* ❝❡) ❛♣♣*♦❝❤❡) ❡♥ %*♦✐) ❝❛%.❣♦*✐❡) ✿

✌ ❝❡❧❧❡) ❜❛).❡) )✉* ❧❛ )✐♠✐❧❛*✐%. ❡♥%*❡ ❧❡) ♦❜❥❡%) ✐♥❞✉✐%❡ ♣❛* Π 5✉❡ ♥♦✉) ❞.❝*✐✈♦♥) ❞❛♥) ❧❛

❙❡❝✳ ■✲✹✳✶✱

✌ ❝❡❧❧❡) ❜❛).❡) )✉* ❧❡ ♣❛*%✐%✐♦♥♥❡♠❡♥% ❞✬✉♥ ❣*❛♣❤❡ ❝♦♥)%*✉✐% ? ♣❛*%✐* ❞❡ Π 5✉❡ ♥♦✉) ❞.❝*✐✲

✈♦♥) ❞❛♥) ❧❛ ❙❡❝✳ ■✲✹✳✷✱

✌ ❡% ❝❡❧❧❡) ♦A ❧✬♦♥ ❝♦♥)✐❞B*❡ ❧❡) ❝❧❛))✐✜❝❛%✐♦♥) ❝♦♠♠❡ ❞❡) ❝❛*❛❝%.*✐)%✐5✉❡) ❞❡) ♦❜❥❡%) 5✉❡

♥♦✉) ❞.❝*✐✈♦♥) ❞❛♥) ❧❛ ❙❡❝✳ ■✲✹✳✸✳

■✲✹✳✶ ❙✐♠✐❧❛*✐+, ✐♥❞✉✐+❡ ♣❛* ❧❡2 ❝❧❛22✐✜❝❛+✐♦♥2

■❧ ❡#$ ♣♦##✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥#$,✉✐,❡✱ / ♣❛,$✐, ❞❡ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥# Π✱ ✉♥❡ ♠❛$,✐❝❡ ❞❡

#✐♠✐❧❛,✐$4 ❡♥$,❡ ❧❡# ♦❜❥❡$# ❞❡ X✱ ❡♥ ❝♦♥#✐❞4,❛♥$ ❧✬✐❞4❡ #✐♠♣❧❡ #✉✐✈❛♥$❡ ✿ #✐ ❞❡✉① ♦❜❥❡$# ❛♣♣❛✲

,❛✐##❡♥$ #♦✉✈❡♥$ ❞❛♥# ❧❡# ♠:♠❡# ❝❧❛##❡#✱ ❛❧♦,# ✐❧# #♦♥$ #✐♠✐❧❛✐,❡#✳ ❖♥ ❝♦♥#$,✉✐$ ❛✐♥#✐ ❧❛ ♠❛$,✐❝❡

❞❡ ❝♦✲❛##♦❝✐❛$✐♦♥✱ ♦✉ ♠4$❛✲♠❛$,✐❝❡ ❞❡ #✐♠✐❧❛,✐$4 B ❞❡ $❛✐❧❧❡ η ✂ η ✿

B ✏ "bij#1↕i,j↕η ❛✈❡❝ bij ✏
1

m

➳

1↕l↕m

δ ♣πl♣xi%,πl♣xj%% ✭✺✮

♦@ δ♣a,b% ✈❛✉$ ✶ #✐ a ✏ b ❡$ ✵ #✐♥♦♥✱ ❡#$ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛$,✐❝❡✳

▲❛ ♠❛$,✐❝❡ B ❡#$ ❛✐♥#✐ ❝❛,,4❡ ❡$ #②♠4$,✐F✉❡✱ ❡$ ❝♦♥$✐❡♥$ ❞❡# ✈❛❧❡✉,# ❝♦♠♣,✐#❡# ❡♥$,❡ ✵ ❡$

✶✱ cij ✈❛❧❛♥$ ✵ #✐ xi ❡$ xj ♥❡ #♦♥$ ❥❛♠❛✐# ❝❧❛##4# ❡♥#❡♠❜❧❡✱ ❡$ ✶ #✬✐❧# ❧❡ #♦♥$ $♦✉❥♦✉,#✳ ❋,❡❞ ❡$

❏❛✐♥ ✭✷✵✵✷✮ ✉$✐❧✐#❡♥$ ❧❡ $❡,♠❡ ❞❡ ♠4❝❛♥✐#♠❡ ❞❡ ✈♦$❡ ♣♦✉, ❧❛ ❝♦♥#$,✉❝$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛$,✐❝❡ ❞❡

❝♦✲❛##♦❝✐❛$✐♦♥✱ ❝❛, ♦♥ ♣❡✉$ ❝♦♥#✐❞4,❡, F✉❡ ❝❤❛F✉❡ ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ ✈♦$❡ ♣♦✉, ❧❡# ♣❛✐,❡# ❞✬♦❜❥❡$#

F✉✬❡❧❧❡ ❛ ❝❧❛##4# ❡♥#❡♠❜❧❡✳

❆✐♥#✐✱ / ♣❛,$✐, ❞❡ ❝❡$$❡ ♠4$❛✲♠❛$,✐❝❡ ❞❡ #✐♠✐❧❛,✐$4✱ ✐❧ ❡#$ ♣♦##✐❜❧❡ ❞✬✉$✐❧✐#❡, ♥✬✐♠♣♦,$❡ F✉❡❧

❛❧❣♦,✐$❤♠❡ ❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ ✭✈♦✐, ❙❡❝✳ ■✲✷✮ ♣♦✉, ❝♦♥#$,✉✐,❡ ✉♥❡ ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ ❝♦♥#❡♥#✉#✳

N❛, ❡①❡♠♣❧❡✱ ❋,❡❞ ❡$ ❏❛✐♥ ✭✷✵✵✷✮ ♣,♦❞✉✐#❡♥$ ❧❡✉,# ♠✉❧$✐♣❧❡# ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥# / ♣❛,$✐, ❞❡ ❞✐❢✲

❢4,❡♥$❡# ✐♥✐$✐❛❧✐#❛$✐♦♥# ❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐$❤♠❡ ❞❡# k✲♠♦②❡♥♥❡#✱ ♣✉✐# ❝♦♥#$,✉✐#❡♥$ ❧❛ ♠❛$,✐❝❡ ❞❡ ❝♦✲

❛##♦❝✐❛$✐♦♥ B F✉✬✐❧# ❝♦♥#✐❞O,❡♥$ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✏❛❝❝✉♠✉❧❛&✐♦♥ ❞❡ ♣-❡✉✈❡/✑✱ ❡$ ❝❤❡,❝❤❡♥$ ❡♥#✉✐$❡

❧❡# ❝❧❛##❡# ❧❡# ♣❧✉# #$❛❜❧❡# ❡♥ ✉$✐❧✐#❛♥$ ✉♥ ❛❧❣♦,✐$❤♠❡ ❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ ❛#❝❡♥❞❛♥$❡ ❤✐4,❛,❝❤✐F✉❡

♣,❡♥❛♥$ B ❡♥ ❡♥$,4❡✱ ❡$ ✉$✐❧✐#❛♥$ ❧❡ #❛✉$ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♠♠❡ ♠❡#✉,❡ ❞❡ #✐♠✐❧❛,✐$4 ✐♥$❡,✲❝❧❛##❡

✭✈♦✐, ❙❡❝✳ ■✲✷✮✳

❋❡,♥ ❡$ ❇,♦❞❧❡② ✭✷✵✵✸✮ #❡ #✐$✉❡♥$ ❞❛♥# ✉♥ ❝♦♥$❡①$❡ ❞✐✛4,❡♥$✱ ❝❛, ✐❧# ❝❤❡,❝❤❡♥$ / ❝❧❛##✐✲

✜❡, ❞❡# ♦❜❥❡$# ❞4❝,✐$# ♣❛, ✉♥ $,O# ❣,❛♥❞ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥#✳ ▲❡# ❛✉$❡✉,# ✉$✐❧✐#❡♥$ ❛❧♦,#

❞❡# ♣,♦❥❡❝$✐♦♥# ❛❧4❛$♦✐,❡# ❞❡ ❧❡✉,# ❞♦♥♥4❡# ❞❛♥# ❞❡# ❡#♣❛❝❡# ♣❧✉# ,4❞✉✐$#✱ ❡$ ❝♦♥#$,✉✐#❡♥$ ✉♥❡

❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ ♣♦✉, ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡# ♣,♦❥❡❝$✐♦♥#✳ ❈❡# ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥# 4$❛♥$ ♣,♦❞✉✐$❡# ♣❛, ✉♥ ❛❧✲

❣♦,✐$❤♠❡ ❊▼ ✭❊#$✐♠❛$✐♦♥✲▼❛①✐♠✐#❛$✐♦♥✱ ✈♦✐, ❙❡❝✳ ■✲✷✮✱ ❧❡# πl♣xi% ♥❡ #♦♥$ ♣❧✉# ❞❡# ❡♥$✐❡,#

✐♥❞✐F✉❛♥$ ❧❛ ❝❧❛##❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡$ xi ♣❛, πl✱ ♠❛✐# ❞❡# ❞✐#$,✐❜✉$✐♦♥# #✉, 1..K✳ ▲❛ #✐♠✐❧❛,✐$4 ❡♥$,❡ xi

❡$ xj ❡#$ ❛❧♦,# ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡# ♣,♦❜❛❜✐❧✐$4# F✉❡ ❝❡# ❞❡✉① ♦❜❥❡$# #♦✐❡♥$ ❞❛♥# ❧❛ ♠:♠❡ ❝❧❛##❡✳

▲❡✉, ♠❛$,✐❝❡ ❞❡ ❝♦✲❛##♦❝✐❛$✐♦♥✱ ❡#$ ❞♦♥❝ ❜❛#4❡ #✉, ❧❡ ♠:♠❡ ♣,✐♥❝✐♣❡✱ ❡$ ,❡♣,4#❡♥$❡ 4❣❛❧❡♠❡♥$

✉♥❡ ♠4$❛✲♠❛$,✐❝❡ ❞❡ #✐♠✐❧❛,✐$4✱ F✉❡ ❧❡# ❛✉$❡✉,# ✉$✐❧✐#❡♥$ ♣♦✉, ♣,♦❞✉✐,❡ ❧❡✉, ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ ✜♥❛❧❡

/ ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦,✐$❤♠❡ ❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ ❛#❝❡♥❞❛♥$❡ ❤✐4,❛,❝❤✐F✉❡ ✉$✐❧✐#❛♥$ ❧❡ #❛✉$ ♠❛①✐♠✉♠✱

✸✵
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❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛& '❡❣'♦✉♣❡' ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ♦❜❥❡/& 0✉✐ ♥❡ &♦♥/ ♣❛& &✐♠✐❧❛✐'❡&✱ ❝♦♠♠❡ ♠❡&✉'❡ ❞❡

&✐♠✐❧❛'✐/4 ✐♥/❡'✲❝❧❛&&❡ ✭✈♦✐' ❙❡❝✳ ■✲✷✮✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉' ❧❡& ♠4/❤♦❞❡& ❞❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥ ❡/ ❞❡ ❝♦✲❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐♦✲

✐♥❢♦'♠❛/✐0✉❡ ❛ ♣'♦♣♦&4 ❞❡& ♠4/❤♦❞❡& ❞❡ '❡❝❤❡'❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥ ❝♦♥&❡♥&✉&✳ @❛' ❡①❡♠♣❧❡✱

▼♦♥/✐ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ✉/✐❧✐&❡♥/ 4❣❛❧❡♠❡♥/ ✉♥❡ ♠❛/'✐❝❡ ❞❡ ❝♦✲❛&&♦❝✐❛/✐♦♥✱ 0✉✬✐❧& ❛♣♣❡❧❧❡♥/ ❞✬❛✐❧❧❡✉'&

✏♠❛!'✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥-❡♥-✉-✑✱ ❡/ ❝♦♥&/'✉✐&❡♥/ ❧❡✉' ❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥ ✜♥❛❧❡ F ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥

❛&❝❡♥❞❛♥/❡ ❤✐4'❛'❝❤✐0✉❡ ✉/✐❧✐&❛♥/ ❧❡ ❧✐❡♥ ♠♦②❡♥ ❝♦♠♠❡ ♠❡&✉'❡ ❞❡ &✐♠✐❧❛'✐/4 ✐♥/❡'✲❝❧❛&&❡ ✭✈♦✐'

❙❡❝✳ ■✲✷✮✳

■✲✹✳✷ %❛'(✐(✐♦♥♥❡♠❡♥( ❞❡ ❣'❛♣❤❡2 ✐♥❞✉✐(2 ♣❛' ❧❡2 ❝❧❛22✐✜❝❛(✐♦♥2

■❧ ❡①✐&/❡ ❞✐✛4'❡♥/❡& ❛♣♣'♦❝❤❡& ✈✐&❛♥/ F /'♦✉✈❡' ✉♥❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥ ❝♦♥&❡♥&✉&✱ ❜❛&4❡& &✉' ❧❡

♣❛'/✐/✐♦♥♥❡♠❡♥/ ❞❡ ❣'❛♣❤❡& ❝'44& F ♣❛'/✐' ❞❡ ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥& Π ✭❙/'❡❤❧ ❡/ ●❤♦&❤

✷✵✵✸✱ ❋❡'♥ ❡/ ❇'♦❞❧❡② ✷✵✵✹✮✳ ❆✉ /♦/❛❧✱ 0✉❛/'❡ ❣'❛♣❤❡& ❞✐✛4'❡♥/& ♣❡✉✈❡♥/ N/'❡ ❞4✜♥✐& F ♣❛'/✐'

❞✬✉♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥& ✭✈♦✐' ❋✐❣✳ ✽✮✱ ❡/ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡& ❣'❛♣❤❡& ♣❡✉/ N/'❡ ♣❛'/✐/✐♦♥♥4

❛✜♥ ❞✬♦❜/❡♥✐' ✉♥❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥ ❝♦♥&❡♥&✉&✳ ❙/'❡❤❧ ❡/ ●❤♦&❤ ✭✷✵✵✸✮ ❞4✜♥✐&&❡♥/ ✉♥❡ ❢♦♥❝/✐♦♥

♦❜❥❡❝/✐❢ F ♠❛①✐♠✐&❡'✱ 0✉✐ '❡♣'4&❡♥/❡ ❧❛ &♦♠♠❡ ❞❡& ✐♥❢♦'♠❛/✐♦♥& ♠✉/✉❡❧❧❡& ♥♦'♠❛❧✐&4❡& ❡♥/'❡

❧❡& ❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥& ❞❡ Π ❡/ ❧❛ ❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥ ❝♦♥&❡♥&✉&✳ ▲❡& ❛✉/❡✉'& ♣'♦♣♦&❡♥/ ❛❧♦'& /'♦✐& ❣'❛♣❤❡&

❞✐✛4'❡♥/&✱ ❡/ ❋❡'♥ ❡/ ❇'♦❞❧❡② ✭✷✵✵✹✮ ♣'♦♣♦&❡♥/ 0✉❛♥/ F ❡✉① ❧❛ ❝♦♥&/'✉❝/✐♦♥ ❞✬✉♥ 0✉❛/'✐Q♠❡

❣'❛♣❤❡ ❜✐♣❛'/✐✳

❈❙"❆

@♦✉' ❧❛ ♣'❡♠✐Q'❡ ♠4/❤♦❞❡✱ ♦♥ ❝♦♥&✐❞Q'❡ ❧❛ ♠❛/'✐❝❡ ❞❡ ❝♦✲❛&&♦❝✐❛/✐♦♥B ❞4❝'✐/❡ ❞❛♥& ❧✬❊0✳ ✭✺✮✱

❡/ ♦♥ ❝'4❡ ❧❡ ❣'❛♣❤❡ ❜❛&4 &✉' ❧❡& ✐♥&/❛♥❝❡& &✉✐✈❛♥/ G1 ✏ ♣D1,A1" ❛✈❡❝ ✿

✌ D1 ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& &♦♠♠❡/& ❞✉ ❣'❛♣❤❡ '❡♣'4&❡♥/❛♥/ ❧❡& η ✐♥&/❛♥❝❡& ❞❡ X✱

✌ ❡/ A1 ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ❛'N/❡& ♣♦♥❞4'4❡& ♣❛' ❧❡& &✐♠✐❧❛'✐/4& ❞❡ B✳

■❧ ❡&/ ❡♥&✉✐/❡ ♣♦&&✐❜❧❡ ❞✬✉/✐❧✐&❡' ✉♥ ❛❧❣♦'✐/❤♠❡ ❞❡ ♣❛'/✐/✐♦♥♥❡♠❡♥/ ❞❡ ❣'❛♣❤❡ 0✉❡❧❝♦♥0✉❡ ♣♦✉'

♦❜/❡♥✐' ❧❛ ❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥ ✜♥❛❧❡✳ ❉❛♥& ❙/'❡❤❧ ❡/ ●❤♦&❤ ✭✷✵✵✸✮✱ ❧❡& ❛✉/❡✉'& ✉/✐❧✐&❡♥/ ❧✬❛❧❣♦'✐/❤♠❡

❞❡ ♣❛'/✐/✐♦♥♥❡♠❡♥/ ▼❊❚■❙ ✭❑❛'②♣✐& ❡/ ❑✉♠❛' ✶✾✾✾✮✳ ❈❡//❡ ♠4/❤♦❞❡ ❡&/ ♥♦♠♠4❡ ❈❙@❆ ♣♦✉'

❈❧✉-!❡'✲❇❛-❡❞ ❙✐♠✐❧❛'✐!② 5❛'!✐!✐♦♥✐♥❣ ❆❧❣♦'✐!❤♠ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐&✳

▼❈▲❆

@♦✉' ❧❛ ❞❡✉①✐Q♠❡ ♠4/❤♦❞❡✱ ♦♥ ❝♦♥&/'✉✐/ ✉♥ ❣'❛♣❤❡ &✉✐✈❛♥/ ❜❛&4 &✉' ❧❡& ❝❧❛&&❡& G2 ✏ ♣D2,A2"

❛✈❡❝ ✿

✌ D2 ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& &♦♠♠❡/& ❞✉ ❣'❛♣❤❡ '❡♣'4&❡♥/❛♥/ ❧❡& ❝❧❛&&❡&✱

✌ ❡/ A2 ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ❛'N/❡& ♣♦♥❞4'4❡& ♣❛' ❧❡& ✐♥❞✐❝❡& ❞❡ ❏❛❝❝❛'❞ ❡♥/'❡ ❧❡& ❝❧❛&&❡&✳ ❖♥

'❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡♥/ ❝❛❧❝✉❧❡' ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❏❛❝❝❛'❞✱ 0✉✐ ♠❡&✉'❡ ❧❛ &✐♠✐❧❛'✐/4 ❡♥/'❡ ❞❡✉① ❝❧❛&&❡&

ci, cj ✿ Jaccard♣ci,cj" ✏
⑥ci❳cj⑥

⑥ci❨cj⑥
✳
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♠❡//❡♥/ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡' ❧❛ ❝❧❛&&✐✜❝❛/✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛\♦♥ &✉✐✈❛♥/❡ ✿ ♣♦✉' ❝❤❛0✉❡ ♦❜❥❡/ xi✱ ✉♥ &❝♦'❡

❞✬❛♣♣❛'/❡♥❛♥❝❡ F ✉♥❡ ♠4/❛✲❝❧❛&&❡ ❡&/ ❝❛❧❝✉❧4❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ❝❧❛&&❡& ❞❡ ❝❡//❡ ♠4/❛✲❝❧❛&&❡

♦] xi ❛♣♣❛'❛^/✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥/✱ ❝❡/ ♦❜❥❡/ ❡&/ ❛✛❡❝/4 F ❧❛ ♠4/❛✲❝❧❛&&❡ ❛②❛♥/ ♦❜/❡♥✉ ❧❡ ♣❧✉& ❣'❛♥❞

&❝♦'❡✳ ❈❡//❡ ♠4/❤♦❞❡ ❡&/ ♥♦♠♠4❡ ▼❈▲❆ ♣♦✉' ▼❡!❛✲❈▲✉-!❡'✐♥❣ ❆❧❣♦'✐!❤♠ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐&✳

✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✸✶



❈❤❛♣✐%&❡ ■ ✿ ❊%❛% ❞❡ ❧✬❛&%

❍!●❆

▲❛ "#♦✐&✐'♠❡ ♠*"❤♦❞❡ ❡&" ❜❛&*❡ &✉# ❧❛ ❝♦♥&"#✉❝"✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣❡#❣#❛♣❤❡ &✉✐✈❛♥" H3 ✏ ♣D3,A3"

❛✈❡❝ ✿

✌ D3 ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& &♦♠♠❡"& ❞✉ ❣#❛♣❤❡ #❡♣#*&❡♥"❛♥" ❧❡& η ✐♥&"❛♥❝❡& ❞❡ X✱

✌ ❡" A3 ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ❤②♣❡#✲❛#:"❡& #❡♣#*&❡♥"❛♥" ❧❡& ❝❧❛&&❡&✳ <♦✉# ❝❤❛=✉❡ ❝❧❛&&❡ ❞❡ ❝❤❛=✉❡

❝❧❛&&✐✜❝❛"✐♦♥ πi ❞❡ ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ Π✱ ♦♥ ❝#*❡ ❧✬❤②♣❡#✲❛#:"❡ #❡❧✐❛♥" "♦✉"❡& ❧❡& ✐♥&"❛♥❝❡& =✉✬❡❧❧❡

❝♦♥"✐❡♥"✳

■❧ ❡&" ❡♥&✉✐"❡ ♣♦&&✐❜❧❡ ❞❡ ❝#*❡# ❧❛ ♣❛#"✐"✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❡♥ ✉"✐❧✐&❛♥" ✉♥ ❛❧❣♦#✐"❤♠❡ ❞❡ ♣❛#"✐"✐♦♥♥❡♠❡♥"

❞✬❤②♣❡#✲❣#❛♣❤❡ =✉❡❧❝♦♥=✉❡✳ ❉❛♥& ❙"#❡❤❧ ❡" ●❤♦&❤ ✭✷✵✵✸✮✱ ❧❡& ❛✉"❡✉#& ✉"✐❧✐&❡♥" ❧✬❛❧❣♦#✐"❤♠❡

❞❡ ♣❛#"✐"✐♦♥♥❡♠❡♥" ❞✬❤②♣❡#✲❣#❛♣❤❡ ❍▼❊❚■❙ ✭❑❛#②♣✐& ❡! ❛❧✳ ✶✾✾✾✮✱ =✉✐ ❡&" ✉♥❡ ❡①"❡♥&✐♦♥ ❞❡

▼❊❚■❙ ✭❑❛#②♣✐& ❡" ❑✉♠❛# ✶✾✾✾✮ ❛✉① ❤②♣❡#✲❣#❛♣❤❡&✳ ❈❡""❡ ♠*"❤♦❞❡ ❡&" ♥♦♠♠*❡ ❍●<❆ ♣♦✉#

❍②♣❡(●(❛♣❤ +❛(!✐!✐♦♥✐♥❣ ❆❧❣♦(✐!❤♠ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐&✳

❍❇●❋

▲❛ =✉❛"#✐'♠❡ ❛♣♣#♦❝❤❡ ❝♦♥&✐&"❡ R ❝#*❡# ❧❡ ❣#❛♣❤❡ ❜✐♣❛#"✐ &✉✐✈❛♥" G4 ✏ ♣♣D
o
4
,Dc

4
"",A4" ❛✈❡❝ ✿

✌ Do
4
❧❡& &♦♠♠❡"& ❞✉ ❣#❛♣❤❡ #❡♣#*&❡♥"❛♥" ❧❡& η ✐♥&"❛♥❝❡& ❞❡ X✱

✌ Dc
4
❧❡& &♦♠♠❡"& ❞✉ ❣#❛♣❤❡ #❡♣#*&❡♥"❛♥" ❧❡& ❝❧❛&&❡&✱

✌ ❡" A4 ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ❛#:"❡& #❡♣#*&❡♥"❛♥" ❧✬❛♣♣❛#"❡♥❛♥❝❡ ❞❡& ✐♥&"❛♥❝❡& ❛✉① ❝❧❛&&❡&✳ ❈♦♠✲

♠❡ ✐❧ &✬❛❣✐" ❞✬✉♥ ❣#❛♣❤❡ ❜✐♣❛#"✐✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛& ❞✬❛#:"❡ ❡♥"#❡ ❧❡& &♦♠♠❡"& ❞❡ Do
4
✱ ❡" ♣❛&

❞✬❛#:"❡ ❡♥"#❡ ❝❡✉① ❞❡ Dc
4
✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥"✱ ❡" ❝♦♠♠❡ ❞❛♥& ❧❡& ❛♣♣#♦❝❤❡& ♣#*❝*❞❡♥"❡&✱ ✐❧ ❡&" ♣♦&&✐❜❧❡ ❞✬✉"✐❧✐&❡# ✉♥ ❛❧❣♦✲

#✐"❤♠❡ ❞❡ ♣❛#"✐"✐♦♥♥❡♠❡♥" ❞❡ ❣#❛♣❤❡ ❜✐♣❛#"✐ =✉❡❧❝♦♥=✉❡ ♣♦✉# ♦❜"❡♥✐# ❧❛ ❝❧❛&&✐✜❝❛"✐♦♥ ✜♥❛❧❡✳

❉❛♥& ❋❡#♥ ❡" ❇#♦❞❧❡② ✭✷✵✵✹✮✱ ❧❡& ❛✉"❡✉#& "❡&"❡♥" ❧❡✉# ♠*"❤♦❞❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❛❧❣♦#✐"❤♠❡& ❞❡

♣❛#"✐"✐♦♥♥❡♠❡♥" ❞✐✛*#❡♥" ✿ ▼❊❚■❙ ✭❑❛#②♣✐& ❡" ❑✉♠❛# ✶✾✾✾✮ ❡" ❙<❊❈ ✭◆❣ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✷✮✱ ✉♥ ❛❧✲

❣♦#✐"❤♠❡ &♣❡❝"#❛❧✳ ❈❡""❡ ♠*"❤♦❞❡ ❡&" ♥♦♠♠*❡ ❍❇●❋ ♣♦✉# ❍②❜(✐❞ ❇✐♣❛(!✐ ●(❛♣❤ ❋♦(♠✉❧❛!✐♦♥

❡♥ ❛♥❣❧❛✐&✳

❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉./0❛/✐❢

❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉&"#❡# ❝❡& ❞✐✛*#❡♥"❡& ♠*"❤♦❞❡&✱ ❝♦♥&✐❞*#♦♥& ❧✬❡①❡♠♣❧❡ &✉✐✈❛♥" ✿ X ✏ #x1, ..., x6✉✱

Π ✏ #π1, ...., π3✉ ❛✈❡❝ ❧❡& ❝❧❛&&✐✜❝❛"✐♦♥& ❞*❝#✐"❡& ♣❛# ❧❛ ❚❛❜✳ ✶✳ ▲❛ ❋✐❣✳ ✽ ♣#*&❡♥"❡ ❧❡& ✹ "②♣❡&

❞❡ ❣#❛♣❤❡& &✉# ❧❡&=✉❡❧& &♦♥" ❜❛&*❡& ❧❡& ♠*"❤♦❞❡ ♣#*❝*❞❡♥"❡&✳

π1 π2 π3
x1 ✶ ✶ ✶

x2 ✷ ✶ ✷

x3 ✸ ✷ ✸

x4 ✶ ✸ ✶

x5 ✷ ✸ ✸

x6 ✸ ✷ ✸

❚❛❜❧❡ ✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉*+,❛+✐❢ ❞✬✉♥ ❡♥*❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛**✐✜❝❛+✐♦♥* ❞✬♦❜❥❡+* ✭η ✏ 6✱ K ✏ 3 ❡+ m ✏ 3✮

✸✷



O η2Km

O η K m

O η K2m2 K η

πi

X m

Π



❈❤❛♣✐%&❡ ■ ✿ ❊%❛% ❞❡ ❧✬❛&%

❞❡♥#✐%&# ❞✬✉♥ ♠♦❞+❧❡ ❞❡ ♠&❧❛♥❣❡ ♠✉❧%✐✈❛0✐&✳ ▲❡ ♣0♦❜❧+♠❡ ❡#% ❡♥#✉✐%❡ %0❛✐%& ♣❛0 ✉♥ ❛❧❣♦0✐%❤♠❡

❊▼ ✭❊#%✐♠❛%✐♦♥✲▼❛①✐♠✐#❛%✐♦♥✱ ✈♦✐0 ❙❡❝✳ ■✲✷✮✳ ❈❡%%❡ ♠&%❤♦❞❡ ❡#% ❛♣♣❡❧&❡ ◗▼■ ♣♦✉0 ◗✉❛❞$❛%✐❝

▼✉%✉❛❧ ■♥❢♦$♠❛%✐♦♥ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐#✳

❚♦♣❝❤② ❡% ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✱ ✷✵✵✺✮ ❣&♥+0❡♥% ❞❡ ♠✉❧%✐♣❧❡# ❝❧❛##✐✜❝❛%✐♦♥# ❞❡ ❞❡✉① ❢❛J♦♥# ❞✐✛&0❡♥%❡# ✿

✌ ❣0M❝❡ N ❞❡ ♠✉❧%✐♣❧❡# ✐♥#%❛♥❝❡# ❞❡ ❧✬❛❧❣♦0✐%❤♠❡ ❞❡# k✲♠♦②❡♥♥❡#✱ ✉%✐❧✐#&❡# ❞❛♥# ❞❡# ❡#♣❛❝❡#

♣0♦❥❡%&# ❛❧&❛%♦✐0❡♠❡♥%✱

✌ ❣0M❝❡ N ❞❡# ❞✐✈✐#✐♦♥# ❞❡# ❞♦♥♥&❡# N ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❤②♣❡0♣❧❛♥# ❛❧&❛%♦✐0❡#✳

❈❡# ❝❧❛##✐✜❝❛%✐♦♥# ♣❡✉✈❡♥% P%0❡ ❣&♥&0&❡# ❞❡ ❢❛J♦♥ %0+# 0❛♣✐❞❡✱ ❡% #♦♥% 0❡❧❛%✐✈❡♠❡♥% #✐♠♣❧❡#✱

♠❛✐# ❧❡# ❛✉%❡✉0# ♣0♦✉✈❡♥% Q✉❡ ♠P♠❡ N ♣❛0%✐0 ❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛%✐♦♥# ✓ ❢❛✐❜❧❡# ✔✱ ❧❡✉0 ♠&%❤♦❞❡ ♦❜%✐❡♥%

❞❡ ❜♦♥# 0&#✉❧%❛%#✱ ❣0M❝❡ N ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐#♦♥ ❞✬✉♥ ❣0❛♥❞ ♥♦♠❜0❡ ❞✬❡♥%0❡ ❡❧❧❡#✳ ❯♥❡ ❝❧❛##✐✜❝❛%✐♦♥

❡#% ❞✐%❡ ✓ ❢❛✐❜❧❡ ✔ #✐ ❡❧❧❡ ♥❡ ❝❧❛##❡ ❧❡# ♦❜❥❡%# ❞❡ X Q✉❡ ❞❡ ❢❛J♦♥ ❧&❣+0❡♠❡♥% ♠❡✐❧❧❡✉0❡ Q✉✬✉♥❡

❝❧❛##✐✜❝❛%✐♦♥ ❛❧&❛%♦✐0❡✳ ▲❛ ❥✉#%✐✜❝❛%✐♦♥ ❛♣♣♦0%&❡ ♣❛0 ❧❡# ❛✉%❡✉0# ❡#% Q✉❡ ❧❛ #②♥❡0❣✐❡ ❞❡ ❝❡#

♠✉❧%✐♣❧❡# ❝❧❛##✐✜❝❛%✐♦♥# ❝♦♠♣❡♥#❡ ❛❧♦0# ❧❡✉0 ✓ ❢❛✐❜❧❡##❡ ✔✳

■✲✹✳✹ ❆✉&'❡) ♠+&❤♦❞❡)

❋✐♥❛❧❡♠❡♥%✱ ✐❧ ❡①✐#%❡ ❞✬❛✉%0❡# ♠&%❤♦❞❡# ♣♦✉0 ❧❛ 0❡❝❤❡0❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛%✐♦♥ ❝♦♥#❡♥#✉#✱ Q✉✐

✉%✐❧✐#❡♥% ❞❡# ❛♣♣0♦❝❤❡# ❞✐✛&0❡♥%❡# ✭❉✐♠✐%0✐❛❞♦✉ ❡% ❛❧✳ ✷✵✵✶✱ ❉✉❞♦✐% ❡% ❋0✐❞❧②❛♥❞ ✷✵✵✸✱ ▲✐ ❡%

❉✐♥❣ ✷✵✵✽✮✳

❉✐♠✐%0✐❛❞♦✉ ❡% ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮✱ ❉✉❞♦✐% ❡% ❋0✐❞❧②❛♥❞ ✭✷✵✵✸✮ ✉%✐❧✐#❡♥% ✉♥ ♠&❝❛♥✐#♠❡ ❞❡ ✈♦%❡✱

❡% ❝♦♥%0❛✐0❡♠❡♥% ❛✉① ❛♣♣0♦❝❤❡# ♣0&❝&❞❡♠♠❡♥% ❞&❝0✐%❡#✱ ❝❤❡0❝❤❡♥% N 0&#♦✉❞0❡ ❧❡ ♣0♦❜❧+♠❡

❞❡ ❧❛ ❝♦00❡#♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡# ❝❧❛##❡#✳ ❆ ❧✬✐♥#%❛0 ❞❡ ❧❛ ♠&%❤♦❞❡ ❈❙Z❆✱ ❝❡# ❞❡✉① ❛♣♣0♦❝❤❡# #♦♥%

❜❛#&❡# #✉0 ❧❛ ❝♦♥#%0✉❝%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠&%❛✲♠❛%0✐❝❡ ❞❡ #✐♠✐❧❛0✐%& ❝♦♥#%0✉✐%❡ N ♣❛0%✐0 ❞❡# ♠✉❧%✐♣❧❡#

❝❧❛##✐✜❝❛%✐♦♥# ✭♦❜%❡♥✉❡# ♣♦✉0 ❞✐✛&0❡♥%# ❛❧❣♦0✐%❤♠❡# ❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛%✐♦♥ ✭❉✐♠✐%0✐❛❞♦✉ ❡% ❛❧✳ ✷✵✵✶✮

♦✉ ♣♦✉0 ❞✐✛&0❡♥%# &❝❤❛♥%✐❧❧♦♥# ❞❡# ❞♦♥♥&❡# ✭❉✉❞♦✐% ❡% ❋0✐❞❧②❛♥❞ ✷✵✵✸✮✮✳ Z♦✉0 ❝❤❛Q✉❡ ♦❜❥❡%✱

❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡# ♣❛0%✐%✐♦♥# ✈♦%❡ ❛❧♦0# ♣♦✉0 ✉♥❡ ❝❧❛##❡✱ ❡% ❝✬❡#% ✜♥❛❧❡♠❡♥% ❧❛ ❝❧❛##❡ ♠❛❥♦0✐%❛✐0❡ Q✉✐

❡#% &❧✉❡ ❝♦♠♠❡ ❝❧❛##❡ ✓ ❣❛❣♥❛♥%❡ ✔✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ✐❧ ❡#% ❛❧♦0# ♣♦##✐❜❧❡ ❞✬&✈❛❧✉❡0 ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡

❝❡%%❡ ❝❧❛##✐✜❝❛%✐♦♥ ❡♥ ♦❜#❡0✈❛♥%✱ ♣♦✉0 ❝❤❛❝✉♥ ❞❡# ♦❜❥❡%#✱ ❧❛ ♣0♦♣♦0%✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛%✐♦♥# ❞❡

❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ Π ❛②❛♥% ✈♦%& ♣♦✉0 ❧❛ ❝❧❛##❡ ✓ ❣❛❣♥❛♥%❡ ✔✳

❊♥ #❡ ❜❛#❛♥% %♦✉❥♦✉0# #✉0 ❝❡%%❡ ♥♦%✐♦♥ ❞❡ ♠&%❛✲♠❛%0✐❝❡ ❞❡ #✐♠✐❧❛0✐%&✱ ▲✐ ❡% ❉✐♥❣ ✭✷✵✵✽✮

♣0♦♣♦#❡♥% ❞❡ ❝❤❡0❝❤❡0 ✉♥❡ ❢❛❝%♦0✐#❛%✐♦♥ ♥♦♥✲♥&❣❛%✐✈❡ ❞❡ ❝❡%%❡ ♠❛%0✐❝❡ ♥♦%&❡

 B ✿

min
E

‖ B✁EE
❏‖2 ✭✻✮

♦\ E ❡#% ❧❛ ♠❛%0✐❝❡ ❞✬❛✛❡❝%❛%✐♦♥ ❞❡ %❛✐❧❧❡ η✂K Q✉✐ ❛##♦❝✐❡ ✉♥❡ ❝❧❛##❡ N ❝❤❛Q✉❡ ♦❜❥❡%✱ ❛✈❡❝ ❞♦♥❝

❧❛ ❝♦♥%0❛✐♥%❡ Q✉❡ ❝❤❛Q✉❡ ❧✐❣♥❡ ♥❡ ❞♦✐% ❝♦♥%❡♥✐0 Q✉✬✉♥ #❡✉❧ 1✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ❧❡# ❛✉%❡✉0# ❝❤❡0❝❤❡♥% N

♣♦♥❞&0❡0 ❧❡# ❞✐✛&0❡♥%❡# ❝❧❛##✐✜❝❛%✐♦♥# ❞❡ Π✱ ❝❡ Q✉✐ ♠♦❞✐✜❡ ❧&❣+0❡♠❡♥% ❧❛ ❝♦♥#%0✉❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♠❛%0✐❝❡ ❞❡ ❝♦✲❛##♦❝✐❛%✐♦♥

 B ♣❛0 0❛♣♣♦0% N ❧✬❊Q✳ ✭✺✮ ✿

 B ✏

✑

b̃ij

✙

1↕i,j↕η
❛✈❡❝ b̃ij ✏

1

K

➳

1↕l↕K

αl δ ♣πl♣xi$,πl♣xj$$

✸✹



❈❤❛♣✐%&❡ ■ ✿ ❊%❛% ❞❡ ❧✬❛&%

♦! αl ❡#$ ❧❡ ♣♦✐❞# ❛##♦❝✐+ , ❧❛ ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ πl✳ ▲❡ ♣1♦❜❧3♠❡ ❡#$ ❡♥#✉✐$❡ 1+#♦❧✉ ❡♥ ❛❧$❡1♥❛♥$ ❧❡#

❞❡✉① +$❛♣❡# #✉✐✈❛♥$❡# ✿

✌ ❧❡# ♣♦✐❞# ❞❡# ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥# αl +$❛♥$ ✜①+#✱ 1+#♦❧✉$✐♦♥ ❞❡ ✭✻✮ ♣♦✉1 $1♦✉✈❡1 E✱

✌ ❧❛ ♠❛$1✐❝❡ E +$❛♥$ ✜①+❡✱ 1+#♦❧✉$✐♦♥ ❞❡ ✭✻✮ ♣♦✉1 $1♦✉✈❡1 ❧❡# ♣♦✐❞# αl✳

❈❡$$❡ ♠+$❤♦❞❡ ❡#$ , 1❛♣♣1♦❝❤❡1 ❞❡# ❛♣♣1♦❝❤❡# ❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ #♣❡❝$1❛❧❡ ❞+❝1✐$❡# ❞❛♥# ❧❛

❙❡❝✳ ■✲✷✳✸✳❞✱ ❡$ ♣❡✉$ ❡♥ ❝♦♥#+D✉❡♥❝❡ E$1❡ ♣♦$❡♥$✐❡❧❧❡♠❡♥$ ❛♠+❧✐♦1+❡ ♣❛1 ❧❡# ❞+✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥$# ❞❡

❝❡# ❛♣♣1♦❝❤❡#✳

■✲✺ ➱✈❛❧✉❛(✐♦♥ ❞❡. ❝❧❛..✐✜❝❛(✐♦♥. ♣2♦❞✉✐(❡.

■❧ ❡①✐#$❡ ❞❡ ♥♦♠❜1❡✉#❡# ♠❡#✉1❡# ❞✬+✈❛❧✉❛$✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥✱ D✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉$ 1❡❣1♦✉♣❡1 ❡♥

❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡#✱ #❡❧♦♥ D✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡1❝❤❡ , ❡✛❡❝$✉❡1 ✿

✌ ❯♥❡  ✈❛❧✉❛%✐♦♥ ✐♥%❡*♥❡ ✿ ♦♥ +✈❛❧✉❡ ❧❛ ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ ♣1♦❞✉✐$❡ ❡♥ #❡ ❜❛#❛♥$ ✉♥✐D✉❡♠❡♥$

#✉1 ❧❡# ❞♦♥♥+❡#✳ ■❧ ❡#$ ♣❛1 ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦##✐❜❧❡ ❞❡ ♠❡#✉1❡1 ❧❛ ❝♦❤+1❡♥❝❡ ❞❡# ❝❧❛##❡#✱ ❡♥

❝❛❧❝✉❧❛♥$ ❧❡# #✐♠✐❧❛1✐$+# ❡♥$1❡ ❧❡# ♦❜❥❡$# ❛♣♣❛1$❡♥❛♥$ , ✉♥❡ ♠E♠❡ ❝❧❛##❡✱ ❡$ ❝❡❧❧❡# ❡♥$1❡

❧❡# ♦❜❥❡$# ❛♣♣❛1$❡♥❛♥$ , ❞❡# ❝❧❛##❡# ❞✐✛+1❡♥$❡#✳

✌ ❯♥❡  ✈❛❧✉❛%✐♦♥ ❡①%❡*♥❡ ✿ ♦♥ +✈❛❧✉❡ ❧❛ ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ ♣1♦❞✉✐$❡ ❡♥ #✬❛♣♣✉②❛♥$ #✉1 ❞❡#

✐♥❢♦1♠❛$✐♦♥# ✭❝♦♠♠❡ ❧❡# ❝❧❛##❡# ❛$$❡♥❞✉❡# ❞❡# ♦❜❥❡$# ❝❧❛##✐✜+#✮ ♥✬❛②❛♥$ ♣❛# +$+ ✉$✐❧✐#+❡#

♣❛1 ❧✬❛❧❣♦1✐$❤♠❡ ❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥✳

❉❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞❡ ❧✬+✈❛❧✉❛$✐♦♥ ✐♥$❡1♥❡✱ ♦♥ ❝❤❡1❝❤❡ , +✈❛❧✉❡1 ❧✬+$❛♣❡ ✭✸✮ ❞✉ ♣1♦❝❡##✉# ❞❡ ❝❧❛##✐✜✲

❝❛$✐♦♥ ♣1+#❡♥$+ ❞❛♥# ❧✬■♥$1♦❞✉❝$✐♦♥✱ ❛❧♦1# D✉❡ ❞❛♥# ❧❡ ❝❛# ❞❡ ❧✬+✈❛❧✉❛$✐♦♥ ❡①$❡1♥❡✱ ♦♥ +✈❛❧✉❡

❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞✉ ♣1♦❝❡##✉#✳

❉❛♥# ❧❡ ❝❛❞1❡ ❞❡ ❝❡$$❡ $❤3#❡✱ ♥♦✉# ♥♦✉# 1❡#$1❡✐❣♥♦♥# , ❧✬+$❛♣❡ ✭✷✮ D✉✐ ❝♦♥#✐#$❡ , ❝❛❧❝✉❧❡1

❧❡# ♠❡#✉1❡# ❞❡ #✐♠✐❧❛1✐$+ ❡♥$1❡ ❧❡# ♦❜❥❡$# , ❝❧❛##✐✜❡1✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ❡$ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐1 ❝♦♠♣❛1❡1

♥♦# ❛♣♣1♦❝❤❡# ❛✈❡❝ ❞❡# ❛♣♣1♦❝❤❡# ❡①✐#$❛♥$❡#✱ ♥♦✉# ❝❤♦✐#✐1♦♥# $♦✉❥♦✉1# ❧❡ ♠E♠❡ ❛❧❣♦1✐$❤♠❡

❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ ♣♦✉1 ❡✛❡❝$✉❡1 ❧✬+$❛♣❡ ✭✸✮✳ ❊♥ ❢❛✐#❛♥$ ❝❡❧❛✱ ♥♦✉# ❢❛✐#♦♥# ❛❧♦1# ❧✬❤②♣♦$❤3#❡ D✉❡

❧❡# ♣❡1❢♦1♠❛♥❝❡# ❞❡# ❞✐✛+1❡♥$❡# ♠❡#✉1❡# ❞❡ #✐♠✐❧❛1✐$+# #❡1♦♥$ ❝♦♠♣❛1❛❜❧❡#✱ ✐♥❞+♣❡♥❞❛♠♠❡♥$

❞❡ ❧✬❛❧❣♦1✐$❤♠❡ ❝❤♦✐#✐ ♣♦✉1 ❧✬+$❛♣❡ ✭✸✮✳ ❉❛♥# ❧❛ #✉✐$❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉#❝1✐$✱ ♥♦✉# ✉$✐❧✐#❡1♦♥# ❛❧♦1#

✉♥✐D✉❡♠❡♥$ ✉♥❡ +✈❛❧✉❛$✐♦♥ ❡①$❡1♥❡✱ ❡♥ ♣❛1$❛♥$ ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥+❡# ❞+❥, ❝❧❛##✐✜+#✱ ❞♦♥$ ❧❡#

❝❧❛##❡# ❛$$❡♥❞✉❡# ♣♦✉11♦♥$ E$1❡ ✉$✐❧✐#+❡# ♣♦✉1 ❧❛ ♣❤❛#❡ ❞✬+✈❛❧✉❛$✐♦♥✳

❆✐♥#✐✱ ❞❛♥# ❧❛ #✉✐$❡ ❞❡ ❝❡$$❡ #❡❝$✐♦♥✱ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ❞+❝1✐1❡ D✉❛$1❡ ♠+$❤♦❞❡# ❝❧❛##✐D✉❡# ❞✬+✈❛✲

❧✉❛$✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ ✿

✌ ▲❛ ♠❛$1✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉#✐♦♥ ❞❛♥# ❧❛ ❙❡❝✳ ■✲✺✳✶✱

✌ ▲❛ ♣1+❝✐#✐♦♥ ♠✐❝1♦✲♠♦②❡♥♥+❡ ✭R1✮ ❞❛♥# ❧❛ ❙❡❝✳ ■✲✺✳✷✱

✌ ▲✬✐♥❢♦1♠❛$✐♦♥ ♠✉$✉❡❧❧❡ ♥♦1♠❛❧✐#+❡ ✭◆▼■✮ ❞❛♥# ❧❛ ❙❡❝✳ ■✲✺✳✸✱

✌ ▲✬❡♥$1♦♣✐❡ ✭❍✮ ❞❛♥# ❧❛ ❙❡❝✳ ■✲✺✳✹✱

✌ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❘❛♥❞ ❛❥✉#$+ ✭❆❘■✮ ❞❛♥# ❧❛ ❙❡❝✳ ■✲✺✳✺✳

■✲✺✳✶ ▲❛ ♠❛()✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉2✐♦♥

▲❛ ♣❧✉♣❛1$ ❞❡# ♠❡#✉1❡# ❞✬+✈❛❧✉❛$✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ #♦♥$ ❜❛#+❡# #✉1 ❧❛ ♠❛$1✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉#✐♦♥✱

D✉✐ ♥✬❡#$ ♣❛# ❡❧❧❡✲♠E♠❡ ✉♥❡ ♠❡#✉1❡✱ ♠❛✐# D✉✐ ♣❡1♠❡$ ❞❡ 1❛♣✐❞❡♠❡♥$ ✈✐#✉❛❧✐#❡1 ❧❡# 1+#✉❧$❛$#

❞✬✉♥❡ ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐31❡ ❣+♥+1❛❧❡✱ #♦✐$ K ❧❡ ♥♦♠❜1❡ ❞❡ ❝❧❛##❡# ♥♦$+❡# l1 . . . lK ✱ ❛❧♦1#

✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✸✺
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❧❛ ♠❛#$✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉-✐♦♥✱ ♥♦#/❡ C -❡$❛✱ ♣♦✉$ ✉♥❡ ❝❧❛--✐✜❝❛#✐♦♥ ❞❡- ♦❜❥❡#- ❡♥ L ❝❧❛--❡-✱ ❞❡ #❛✐❧❧❡

K ✂ L✳ ▲❡- ❧✐❣♥❡- ❞❡ C $❡♣$/-❡♥#❡♥# ❧❡- ❝❧❛--❡- $/❡❧❧❡- ❡# ❧❡- ❝♦❧♦♥♥❡- ❞❡ C $❡♣$/-❡♥#❡♥# ❧❡-

❝❧❛--❡- ♣$/❞✐#❡-✳ ❆✐♥-✐✱ ❧❡ #❡$♠❡ cij ❞❡ ❧❛ ♠❛#$✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉-✐♦♥ ❡-# /❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜$❡ ❞✬♦❜❥❡#-

❛♣♣❛$#❡♥❛♥# 9 ❧❛ ❝❧❛--❡ li ❡# ❛②❛♥# /#/ ❝❧❛--✐✜/- ❝♦♠♠❡ ❛♣♣❛$#❡♥❛♥# 9 ❧❛ ❝❧❛--❡ lj ✳ ❉❡ ♣❧✉-✱ ci:

❡-# ✉#✐❧✐-/ ♣♦✉$ $❡♣$/-❡♥#❡$ ❧❛ -♦♠♠❡ ❞❡- #❡$♠❡- ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ i ❞❡ ❧❛ ♠❛#$✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉-✐♦♥✱ -♦✐#

❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞✬♦❜❥❡#- ❞❡ ❝❧❛--❡ li✳ ❉❡ ❢❛<♦♥ ❞✉❛❧❡✱ c:j $❡♣$/-❡♥#❡ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞✬♦❜❥❡#- ❛②❛♥# /#/

❝❧❛--✐✜/- ❝♦♠♠❡ ❛♣♣❛$#❡♥❛♥# 9 ❧❛ ❝❧❛--❡ lj ✳ ❖♥ $❛♣♣❡❧❧❡ /❣❛❧❡♠❡♥# >✉❡ N ❡-# ❧❡ ♥♦♠❜$❡ #♦#❛❧

❞✬♦❜❥❡#-✱ /❣❛❧ 9 ❧❛ -♦♠♠❡ ❞❡ #♦✉- ❧❡- #❡$♠❡- ❞❡ C✳

❉❛♥- ✉♥ ❝♦♥#❡①#❡ ❞✬❛♣♣$❡♥#✐--❛❣❡ ♥♦♥ -✉♣❡$✈✐-/✱ ❧❡- ❝❧❛--❡- >✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜#✐❡♥# ♥❡ -♦♥# ♣❛-

/#✐>✉❡#/❡-✱ ❝✬❡-# 9 ❞✐$❡ >✉❡ ❧♦$- ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛$❛✐-♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡- ❝❧❛--❡- ❛##❡♥❞✉❡- ❞❡- ♦❜❥❡#-✱ ♦♥

♥❡ ❝♦♥♥❛A# ♣❛- ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥#$❡ ❝❧❛--❡- ♣$/❞✐#❡- ❡# $/❡❧❧❡-✳ ❊♥ ❞✬❛✉#$❡- #❡$♠❡-✱ $✐❡♥ ♥❡ ♥♦✉-

❣❛$❛♥#✐# >✉❡ ❧❛ ❝❧❛--❡ ♣$/❞✐#❡ i ❝♦$$❡-♣♦♥❞❡ 9 ❧❛ ❝❧❛--❡ $/❡❧❧❡ li✳ ❆✐♥-✐ ♣♦✉$ ❝❡$#❛✐♥❡- ♠❡-✉$❡-

❞✬/✈❛❧✉❛#✐♦♥✱ ♦♥ ❝❤❡$❝❤❡ 9 ❛--♦❝✐❡$ 9 ❝❤❛>✉❡ ❝❧❛--❡ ♣$/❞✐#❡✱ ❧❛ ✓ ♠❡✐❧❧❡✉$❡ ✔ ❝❧❛--❡ $/❡❧❧❡✳ ❈❡

♣$♦❜❧G♠❡ ❡-# ❝♦♥♥✉ -♦✉- ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♣$♦❜❧G♠❡ ❞✬❛✛❡❝#❛#✐♦♥ ❡♥ $❡❝❤❡$❝❤❡ ♦♣/$❛#✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❡# ✐❧

♣❡✉# I#$❡ $/-♦❧✉ ❡♥ #❡♠♣- ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛$ ❧✬❛❧❣♦$✐#❤♠❡ ❤♦♥❣$♦✐- ✭❑✉❤♥ ✶✾✺✺✮✳ P❧✉- ❝♦♥❝$G#❡✲

♠❡♥#✱ ❝❡❧❛ $❡✈✐❡♥# 9 ♠❛①✐♠✐-❡$ ❧❡- #❡$♠❡- ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡ ❧❛ ♠❛#$✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉-✐♦♥ C✳

❋✐❣✉$❡ ✾ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛*+✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉2✐♦♥ C ♣♦✉+ N ✏ 30 ❡* K ✏ L ✏ 3✱ ❛✈❛♥* ❡* ❛♣+52 ♦♣*✐♠✐✲

2❛*✐♦♥ ♣❛+ ❧✬❛❧❣♦+✐*❤♠❡ ❍♦♥❣+♦✐2✳

▲❛ ❋✐❣✳ ✾ $❡♣$/-❡♥#❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛#$✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉-✐♦♥ ♣♦✉$ N ✏ 10 ❡# K ✏ L ✏ 3✱ ❛✈❛♥#

♦♣#✐♠✐-❛#✐♦♥ ♣❛$ ❧✬❛❧❣♦$✐#❤♠❡ ❍♦♥❣$♦✐- -✉$ ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉$❡✱ ♣✉✐- ❛♣$G- ♦♣#✐♠✐-❛#✐♦♥ -✉$

❧❛ ♣❛$#✐❡ ❞$♦✐#❡✱ ♦T ❧❡- ❞❡✉① ♣$❡♠✐G$❡- ❝❧❛--❡- ♣$/❞✐#❡- ♦♥# /#/ ✐♥✈❡$-/❡-✱ ♣♦✉$ ♠❛①✐♠✐-❡$ ❧❡-

♣♦✐❞- -❡ #$♦✉✈❛♥# -✉$ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ C✳

❯♥ ❞❡- ✐♥#/$I#- ❞❡ ❧❛ ♠❛#$✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉-✐♦♥ $/-✐❞❡ /❣❛❧❡♠❡♥# ❞❛♥- ❧❡ ❢❛✐# >✉✬❡❧❧❡ ♣$/-❡♥#❡ ❞❡

❢❛<♦♥ -②♥#❤/#✐>✉❡ ❧❡- ❡$$❡✉$- ❞❡ ❧❛ ❝❧❛--✐✜❝❛#✐♦♥ ♣$♦❞✉✐#❡

✺

✳ ❖♥ ✈❡$$❛ ♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡ ✐♠♠/❞✐❛✲

#❡♠❡♥# -✐ ❧✬❛❧❣♦$✐#❤♠❡ ❛ #❡♥❞❛♥❝❡ 9 ❝$/❡$ ❞❡- ❝❧❛--❡- ❞/-/>✉✐❧✐❜$/❡-✱ ♦✉ -✬✐❧ ❛ #❡♥❞❛♥❝❡ 9 ❜✐❡♥

-❛✈♦✐$ -/♣❛$❡$ ❝❡$#❛✐♥❡- ❝❧❛--❡- ♠❛✐- ❡♥ ❝♦♥❢♦♥❞ ❞✬❛✉#$❡-✳

■✲✺✳✷ ▲❛ ♣()❝✐,✐♦♥ ♠✐❝(♦✲♠♦②❡♥♥)❡

▲❛ ♣$/❝✐-✐♦♥ ♠✐❝$♦✲♠♦②❡♥♥/❡ ❝♦$$❡-♣♦♥❞ ❛✉ ♣♦✉$❝❡♥#❛❣❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥#- ❝♦$$❡❝#❡♠❡♥# ❝❧❛-✲

-✐✜/-✱ ❡# ❡❧❧❡ ❡-# ❣/♥/$❛❧❡♠❡♥# ✉#✐❧✐-/❡ ♣♦✉$ /✈❛❧✉❡$ #♦✉- #②♣❡- ❞❡ #V❝❤❡- ❞✬❛♣♣$❡♥#✐--❛❣❡✱ ❛✉--✐

❜✐❡♥ ❞❛♥- ✉♥ ❝♦♥#❡①#❡ -✉♣❡$✈✐-/✱ >✉✬❡♥ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥/❡-✱ ❡# /❣❛❧❡♠❡♥# ❡♥ ❝❧❛--✐✜❝❛#✐♦♥ ✭❉❤✐❧✲

❧♦♥ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✸✱ ▲♦♥❣ ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✺✮✳ ❙❛ ❢♦$♠✉❧❡ ❡-# ❧❛ -✉✐✈❛♥#❡ ✿

✺✳ ❆ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ 4✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❝❧❛88❡8 8♦✐% &❡❧❛%✐✈❡♠❡♥% ❢❛✐❜❧❡✱ ❝❡ 4✉✐ ❡8% ❧❡ ❝❛8 ❞❛♥8 ❧❛ ♣❧✉♣❛&% ❞❡8

❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥8✳

✸✻



❈❤❛♣✐%&❡ ■ ✿ ❊%❛% ❞❡ ❧✬❛&%

Pr♣C! ✏

1

N

K
➳

i✏1

cii

▲❛ ♣#$❝✐'✐♦♥ ♠✐❝#♦✲♠♦②❡♥♥$❡ ❡'. ✉♥❡ ✈❛❧❡✉# ❝♦♠♣#✐'❡ ❡♥.#❡ ✵ ❡. ✶✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉# ❞❡ ✶ '✐

❧❛ ♠❛.#✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉'✐♦♥ ❡'. ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❡. ♣❛# ❝♦♥'$8✉❡♥. ❧❛ ❝❧❛''✐✜❝❛.✐♦♥ ♣❛#❢❛✐.❡✳

❈❡..❡ ♠❡'✉#❡ ❡'. ❜❡❛✉❝♦✉♣ ✉.✐❧✐'$❡ ❝❛# ❡❧❧❡ ❡'. .#=' ✐♥.✉✐.✐✈❡✱ ♠❛✐' ❡❧❧❡ ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥. ✉♥ ❞$❢❛✉.

♠❛❥❡✉# ✿ ❡❧❧❡ ♣❡✉. ♣♦.❡♥.✐❡❧❧❡♠❡♥. ❞♦♥♥❡# ✉♥❡ ❢❛✉''❡ ✐♠♣#❡''✐♦♥ ❞❡ 8✉❛❧✐.$ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛''✐✜❝❛.✐♦♥✳

❈♦♥❝#=.❡♠❡♥.✱ ❜✐❡♥ 8✉❡ '❛ ✈❛❧❡✉# ♠✐♥✐♠❛❧❡ .❤$♦#✐8✉❡ '♦✐. ✵✱ A ♣❛#.✐# ❞✉ ♠♦♠❡♥. ♦B ❧✬❛❧❣♦✲

#✐.❤♠❡ ❍♦♥❣#♦✐' ❡'. ✉.✐❧✐'$ ♣♦✉# ♦♣.✐♠✐'❡# ❧❛ ♠❛.#✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉'✐♦♥ ❛✈❛♥. ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Pr✱ ❡❧❧❡

♥❡ ♣♦✉##❛ ♣❛' E.#❡ ✐♥❢$#✐❡✉#❡ A

maxi 1..K ⑤Xi⑤

N
✳ ❈❡ ❞$❢❛✉. '❡#❛ ❞✬❛✉.❛♥. ♣❧✉' ❣E♥❛♥. ❞❛♥' ❧❡ ❝❛'

❞✬✉♥ ♣#♦❜❧=♠❡ ♦B ❧❡' ❝❧❛''❡' ♥❡ '♦♥. ♣❛' $8✉✐❧✐❜#$❡'✳ ❙✐ ♣❛# ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♣❧✉' ❣#❛♥❞❡ ❝❧❛''❡ ❞✬✉♥

♣#♦❜❧=♠❡ ❝♦♥.✐❡♥. 80% ❞❡' ♦❜❥❡.'✱ ❛❧♦#' ✉♥ ❛❧❣♦#✐.❤♠❡ 8✉✐ ❝♦♥'.#✉✐#❛✐. ✉♥❡ ❝❧❛''❡ ❝♦♥.❡♥❛♥.

.♦✉' ❧❡' ♦❜❥❡.' ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥$❡'✱ ♦❜.✐❡♥❞#❛ ✉♥❡ ♣#$❝✐'✐♦♥ ♠✐❝#♦✲♠♦②❡♥♥$❡ ❞❡ 80%✳

■✲✺✳✸ ▲✬✐♥❢♦+♠❛.✐♦♥ ♠✉.✉❡❧❧❡ ♥♦+♠❛❧✐23❡

▲✬✐♥❢♦#♠❛.✐♦♥ ♠✉.✉❡❧❧❡ ♥♦#♠❛❧✐'$❡ ✭❇❛♥❡#❥❡❡ ❡. ●❤♦'❤ ✷✵✵✷✱ ❙.#❡❤❧ ❡. ●❤♦'❤ ✷✵✵✸✮✱ ❡'. ✉♥

♣❡✉ ♠♦✐♥' ✐♥.✉✐.✐✈❡ 8✉❡ ❧❛ ♣#$❝✐'✐♦♥ ♠✐❝#♦✲♠♦②❡♥♥$❡✱ ♠❛✐' ♥✬❛ ♣❛' '❡' ❞$❢❛✉.'✳ ❊❧❧❡ '❡ ❝❛❧❝✉❧❡

A ♣❛#.✐# ❞❡ ❧❛ ♠❛.#✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛O♦♥ '✉✐✈❛♥.❡ ✿

NMI♣C! ✏

➦K
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➦K
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✠
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▲✬✐♥❢♦#♠❛.✐♦♥ ♠✉.✉❡❧❧❡ ♥♦#♠❛❧✐'$❡ ❡'. ✉♥❡ ✈❛❧❡✉# ❝♦♠♣#✐'❡ ❡♥.#❡ ✵ ❡. ✶ $❣❛❧❡♠❡♥.✱ ♠❛✐' 8✉✐

❡❧❧❡ ♥❡ ♥$❝❡''✐.❡ ♣❛' ❧✬♦♣.✐♠✐'❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛.#✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉'✐♦♥ ♣❛# ❧✬❛❧❣♦#✐.❤♠❡ ❍♦♥❣#♦✐'✳ ❊.

❝♦♥.#❛✐#❡♠❡♥. A ❧❛ ♣#$❝✐'✐♦♥ ♠✐❝#♦✲♠♦②❡♥♥$❡✱ ❧✬✐♥❢♦#♠❛.✐♦♥ ♠✉.✉❡❧❧❡ ♥♦#♠❛❧✐'$❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛'✲

'✐✜❝❛.✐♦♥ ❛❧$❛.♦✐#❡ ✈❛✉. ✵✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉# ✶ ❡'. $❣❛❧❡♠❡♥. ❛..❡✐♥.❡ ♣♦✉# ❧❛ ❝❧❛''✐✜❝❛.✐♦♥ ♣❛#❢❛✐.❡✱

8✉❛♥❞ C ❡'. ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳

▲✬✐♥❢♦#♠❛.✐♦♥ ♠✉.✉❡❧❧❡ ♥♦#♠❛❧✐'$❡ ❝♦##❡'♣♦♥❞ A ❧✬✐♥❢♦#♠❛.✐♦♥ ♠✉.✉❡❧❧❡ ❡♥.#❡ ❧❛ ❞✐'.#✐❜✉✲

.✐♦♥ ❞❡' ❝❧❛''❡' ♣#$❞✐.❡' ❡. ❞❡' ❝❧❛''❡' #$❡❧❧❡'✱ ♥♦#♠❛❧✐'$❡ ♣❛# ❧❡ ♣#♦❞✉✐. ❞❡' ❡♥.#♦♣✐❡' ❞❡ ❝❡'

❞✐'.#✐❜✉.✐♦♥'✳ P♦✉# ❞❡✉① ❞✐'.#✐❜✉.✐♦♥' X ❡. Y ✱ ♦♥ ❧❛ .#♦✉✈❡ ❧❡ ♣❧✉' '♦✉✈❡♥. ♥♦.$❡ ❝♦♠♠❡ '✉✐. ✿

NMI♣X,Y ! ✏

I♣X,Y !

❛

H♣X!H♣Y !

❛✈❡❝ ■ ❞$'✐❣♥❛♥. ❧✬✐♥❢♦#♠❛.✐♦♥ ♠✉.✉❡❧❧❡ ❡. ❍ ❞$'✐❣♥❛♥. ❧✬❡♥.#♦♣✐❡✳

■✲✺✳✹ ▲✬❡♥.+♦♣✐❡

▲✬❡♥.#♦♣✐❡ ❡'. ✉♥❡ ♠❡'✉#❡ ❧✐$❡ A ❧✬✐♥❝❡#.✐.✉❞❡✱ 8✉❡ ❧✬♦♥ ❛''♦❝✐❡ ❞❛♥' ❞❡ ♥♦♠❜#❡✉① ❝♦♥.❡①.❡'✱

A ✉♥❡ 8✉❛♥.✐✜❝❛.✐♦♥ ❞✉ ❞$'♦#❞#❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉. ❛✐♥'✐ E.#❡ ✉.✐❧✐'$❡ ♣♦✉# ♠❡'✉#❡# ❧❡ ❞$'♦#❞#❡ ❞❛♥'

❧❡' ❝❧❛''❡' ♣#$❞✐.❡'✱ ❡♥.#❡ ❧❡' ♦❜❥❡.' ❞❡' ❝❧❛''❡' #$❡❧❧❡' ✭❇✐❝❦❡❧ ❡. ❙❝❤❡✛❡# ✷✵✵✺✱ ❉#♦'. ❡! ❛❧✳

✷✵✵✻✮✳ ❊♥ ♣#❛.✐8✉❡✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬❡♥.#♦♣✐❡ ❞❡' ❝❧❛''❡' #$❡❧❧❡' ❛✉ '❡✐♥ ❞❡' ❝❧❛''❡' ♣#$❞✐.❡'✱ A ❧✬❛✐❞❡

❞❡ ❧❛ ❢♦#♠✉❧❡ '✉✐✈❛♥.❡ ✿

✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✸✼
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▲✬❡♥$%♦♣✐❡ ♣♦✉% ✉♥❡ ♠❛$%✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉/✐♦♥ ❡/$ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉% ❡♥$%❡ ✵ ❡$ log♣K!✱ ❡$ ♥❡ ♥4❝❡//✐$❡ ♣❛/

♥♦♥ ♣❧✉/ ❧✬♦♣$✐♠✐/❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛$%✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉/✐♦♥ ♣❛% ❧✬❛❧❣♦%✐$❤♠❡ ❍♦♥❣%♦✐/✳ ❈♦♥$%❛✐%❡♠❡♥$

❛✉① ❞❡✉① ♠❡/✉%❡/ ♣%4❝4❞❡♥$❡/✱ ♦♥ ❝❤❡%❝❤❡ ; ❧❛ ♠✐♥✐♠✐/❡% ❝❛% ✵ %❡♣%4/❡♥$❡ ❧❛ ❝❧❛//✐✜❝❛$✐♦♥

♣❛%❢❛✐$❡✱ ♣♦✉% ❧❛=✉❡❧❧❡ ❧❡/ ❝❧❛//❡/ ♣%4❞✐$❡/ /♦♥$ ♣✉%❡/✳

❉❡ ❢❛?♦♥ ✐♥$✉✐$✐✈❡✱ ❧✬❡♥$%♦♣✐❡ ❡/$ ❛❧♦%/ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❜✐$/ ♥4❝❡//❛✐%❡ ♣♦✉% ❡♥❝♦❞❡% ❧❛

❝❧❛//❡ %4❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡$ ; ♣❛%$✐% ❞❡ /❛ ❝❧❛//❡ ♣%4❞✐$❡✳

■✲✺✳✺ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❘❛♥❞ ❛❥✉/01

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛%❡% ❞❡✉① ♣❛%$✐$✐♦♥/ ❡♥$%❡ ❡❧❧❡/✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❘❛♥❞ ✭❍✉❜❡%$ ❡$ ❆%❛❜✐❡ ✶✾✽✺✮

❝♦♥/✐❞K%❡ ❧❡/ ♦❜❥❡$/ ♣❛% ♣❛✐%❡✱ ❡$ %4♣❛%$✐$ /❡/ ♣❛✐%❡/ ❡♥ =✉❛$%❡ ❡♥/❡♠❜❧❡/ ✿

✌ ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ ♣❛✐%❡/ ❞✬♦❜❥❡$/ =✉✐ /♦♥$ ❞❛♥/ ❧❛ ♠M♠❡ ❝❧❛//❡ ❞❛♥/ ❧❡/ ❞❡✉① ♣❛%$✐$✐♦♥/✱

❞♦♥$ ❧❡ ❝❛%❞✐♥❛❧ ❡/$ ♥♦$4 N11 ❀

✌ ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ ♣❛✐%❡/ ❞✬♦❜❥❡$/ =✉✐ /♦♥$ ❞❛♥/ ❞❡/ ❝❧❛//❡/ ❞✐✛4%❡♥$❡/ ❞❛♥/ ❧❡/ ❞❡✉① ♣❛%$✐✲

$✐♦♥/✱ ❞♦♥$ ❧❡ ❝❛%❞✐♥❛❧ ❡/$ ♥♦$4 N00 ❀

✌ ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ ♣❛✐%❡/ ❞✬♦❜❥❡$/ =✉✐ /♦♥$ ❞❛♥/ ❧❛ ♠M♠❡ ❝❧❛//❡ ❞❛♥/ ❧❛ ♣%❡♠✐K%❡ ♣❛%$✐$✐♦♥✱

❡$ ❞❛♥/ ❞❡/ ❝❧❛//❡/ ❞✐✛4%❡♥$❡/ ❞❛♥/ ❧❛ /❡❝♦♥❞❡✱ ❞♦♥$ ❧❡ ❝❛%❞✐♥❛❧ ❡/$ ♥♦$4 N10 ❀

✌ ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ ♣❛✐%❡/ ❞✬♦❜❥❡$/ =✉✐ /♦♥$ ❞❛♥/ ❞❡/ ❝❧❛//❡/ ❞✐✛4%❡♥$❡/ ❞❛♥/ ❧❛ ♣%❡♠✐K%❡

♣❛%$✐$✐♦♥✱ ❡$ ❞❛♥/ ❧❛ ♠M♠❡ ❝❧❛//❡ ❞❛♥/ ❧❛ /❡❝♦♥❞❡✱ ❞♦♥$ ❧❡ ❝❛%❞✐♥❛❧ ❡/$ ♥♦$4 N01✳

▲❡/ ❞❡✉① ♣%❡♠✐K%❡/ ✈❛❧❡✉%/ N11✱ N00 ♣❡%♠❡$$❡♥$ ✐♥$✉✐$✐✈❡♠❡♥$ ❞❡ =✉❛♥$✐✜❡% ❧✬❛❝❝♦%❞ ❡♥$%❡ ❧❡/

❞❡✉① ♣❛%$✐$✐♦♥/✱ $❛♥❞✐/ =✉❡ ❧❡/ ❞❡✉① /✉✐✈❛♥$❡/ N10✱ N01 =✉❛♥$✐✜❡♥$ ❛✉ ❝♦♥$%❛✐%❡ ❧❡ ❞4/❛❝❝♦%❞

❡♥$%❡ ❝❡/ ❞❡✉① ♣❛%$✐$✐♦♥/✳

❆ ♣❛%$✐% ❞❡ ❝❡/ =✉❛♥$✐$4/✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❘❛♥❞ ❡/$ ❞4✜♥✐ ❝♦♠♠❡ /✉✐$ ✿

Rand ✏

N11 $ N00

N11 $N00 $ N10 $N01

❈❡♣❡♥❞❛♥$✱ ❜✐❡♥ =✉❡ ❝❡$$❡ ♠❡/✉%❡ /♦✐$ ❝♦♠♣%✐/❡ ❡♥$%❡ ✵ ❡$ ✶✱ ❍✉❜❡%$ ❡$ ❆%❛❜✐❡ ✭✶✾✽✺✮ %❡✲

♠❛%=✉❡♥$ =✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉% ✵ ♥✬❡/$ ❛$$❡✐♥$❡ =✉❡ ❞❛♥/ ❧❡ ❝❛/ ❡①$%M♠❡ ♦Q ❧✬✉♥❡ ❞❡/ ♣❛%$✐$✐♦♥/ ❡/$

❝♦♠♣♦/4❡ ❞✬✉♥❡ /❡✉❧❡ ❝❧❛//❡ ❝♦♥$❡♥❛♥$ $♦✉/ ❧❡/ ♦❜❥❡$/✱ ❡$ ❧❛ /❡❝♦♥❞❡ ♣❛%$✐$✐♦♥ ❡/$ ❝♦♠♣♦/4❡

❞✬❛✉$❛♥$ ❞❡ ❝❧❛//❡/ =✉❡ ❞✬♦❜❥❡$/✳ ❉❡ ♣❧✉/✱ ✐❧/ ♥♦$❡♥$ =✉❡ ❧♦%/=✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛%❡ ❞❡✉① ♣❛%$✐✲

$✐♦♥/ ❛❧4❛$♦✐%❡/ ❞❡/ ♦❜❥❡$/✱ ❧❡/ ✈❛❧❡✉%/ ♣%✐/❡/ ♣❛% ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❘❛♥❞ /♦♥$ $%K/ ✈❛%✐❛❜❧❡/✱ ❡$ /♦♥$

%❛%❡♠❡♥$ ♣%♦❝❤❡/ ❞❡ ✵✱ ❝❡ =✉✐ /❡%❛✐$ /♦✉❤❛✐$❛❜❧❡✳

❆✜♥ ❞❡ ❝♦%%✐❣❡% ❝❡ ♣%♦❜❧K♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❘❛♥❞✱ ❍✉❜❡%$ ❡$ ❆%❛❜✐❡ ✭✶✾✽✺✮ ♣%♦♣♦/❡♥$ ❛❧♦%/

❞❡ ❧❡ ❝♦%%✐❣❡% ♣♦✉% ♠✐❡✉① ♣%❡♥❞%❡ ❡♥ ❝♦♠♣$❡ ❧❛ ✓ ❝❤❛♥❝❡ ✔ ❞❛♥/ ❧❛ ❝❧❛//✐✜❝❛$✐♦♥✱ ❡♥ ❢❛✐/❛♥$

❧✬❤②♣♦$❤K/❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐/$%✐❜✉$✐♦♥ ❤②♣❡%❣4♦♠4$%✐=✉❡ ❞❡/ ❞♦♥♥4❡/✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❧ ✐♥❞❡① ❝♦%%✐❣4 ❡/$

❛♣♣❡❧4 ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❘❛♥❞ ❛❥✉/$4✱ ♦✉ ❆❘■ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐/ ❆❞❥✉$%❡❞ ❘❛♥❞ ■♥❞❡① ❡$ /❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ; ♣❛%$✐%

✸✽
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❆✐♥#✐✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❘❛♥❞ ❛❥✉#./ ❡#. ✉♥❡ ✈❛❧❡✉1 ❝♦♠♣1✐#❡ ❡♥.1❡ ✵ ❡. ✶ ❡. 7✉✐ ♥❡ ♥/❝❡##✐.❡ ♣❛#

❧✬♦♣.✐♠✐#❛.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛.1✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉#✐♦♥ ♣❛1 ❧✬❛❧❣♦1✐.❤♠❡ ❍♦♥❣1♦✐#✳ ❙❛ ✈❛❧❡✉1 ❡#. ♣1♦❝❤❡ ❞❡ ✵

❧♦1#7✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛1❡ ✉♥❡ ❝❧❛##✐✜❝❛.✐♦♥ ❛❧/❛.♦✐1❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❛##✐✜❝❛.✐♦♥ 1/❡❧❧❡ ❞❡# ♦❜❥❡.#✱ ❡. ✈❛✉.

✶ #✐ ❧❡# ❞❡✉① ❝❧❛##✐✜❝❛.✐♦♥# #♦♥. ❧❡# ♠A♠❡#✳

✷✾ ♦❝$♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✸✾
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❊!✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦*✐!❤♠❡ χ✲❙✐♠

❙♦♠♠❛✐%❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐,%❡

■■✲✶ #$%&❡♥)❛)✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦$✐)❤♠❡ χ✲❙✐♠ ♦$✐❣✐♥❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
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❉❛♥# ❝❡&&❡ #❡❝&✐♦♥✱ ♥♦✉# ♣,♦♣♦#♦♥# ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♥♦,♠❛❧✐#❛&✐♦♥ ♣♦✉, ❧✬❛❧❣♦,✐&❤♠❡ χ✲❙✐♠✱ ❡♥

♣❛,&✐❡ ❜❛#4❡ #✉, ❧❛ ♥♦&✐♦♥ ❞❡ ❈♦#✐♥✉# ❣4♥4,❛❧✐#4 ✭◗❛♠❛, ❡& ●❛✉##✐❡, ✷✵✵✾✮✳ ◆♦✉# ❛❧❧♦♥# ❛✐♥#✐

♠♦♥&,❡, @✉❡ ❧❡# ♠❛&,✐❝❡# ❞❡ #✐♠✐❧❛,✐&4# ❛❧♦,# ❝❛❧❝✉❧4❡# ♣❛, ❧✬❛❧❣♦,✐&❤♠❡ #♦♥& #❡♠✐✲❞4✜♥✐❡# ♣♦✲

#✐&✐✈❡#✳ ◆♦✉# ♣,♦♣♦#❡,♦♥# ♣❛, ❧❛ #✉✐&❡ ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛&✐♦♥ ❞❡ ❝❡&&❡ ♥♦,♠❛❧✐#❛&✐♦♥ ❡♥ ✐♥&,♦❞✉✐#❛♥&

✉♥❡ ♥♦&✐♦♥ ❞❡ ♣#❡✉❞♦✲♥♦,♠❡✱ ♣❡,♠❡&&❛♥& ❞✬❛♠4❧✐♦,❡, ❧❛ ♣❡,&✐♥❡♥❝❡ ❞❡# #✐♠✐❧❛,✐&4# ❝❛❧❝✉❧4❡#

♣♦✉, ❞❡# ❞♦♥♥4❡# ❞❡ ❣,❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥✳

■■✲✷✳✶ ▲❛ ♠❡)✉+❡ ❞❡ )✐♠✐❧❛+✐/0 ❞✉ ❈♦)✐♥✉) ❣0♥0+❛❧✐)0

◆♦✉# ♣,4#❡♥&♦♥# ❞❛♥# ❝❡&&❡ #❡❝&✐♦♥✱ ❧❛ ♠❡#✉,❡ ❞❡ #✐♠✐❧❛,✐&4 ❞✉ ❈♦#✐♥✉# ❣4♥4,❛❧✐#4✱ ✐♥&,♦❞✉✐&❡

♣❛, ◗❛♠❛, ❡& ●❛✉##✐❡, ✭✷✵✵✾✮ ❞❛♥# ✉♥ ❝♦♥&❡①&❡ ❞✬❛♣♣,❡♥&✐##❛❣❡ #✉♣❡,✈✐#4✳ ❉❛♥# ✉♥ ♣,❡♠✐❡,

&❡♠♣#✱ ♥♦✉# ❞♦♥♥♦♥# ❧❛ ❞4✜♥✐&✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣,♦❞✉✐& #❝❛❧❛✐,❡ ❡& ❞✬✉♥ #❡♠✐✲♣,♦❞✉✐& #❝❛❧❛✐,❡ ❞❛♥# ❧❛

❉❡❢✳ ✹✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✹✳ ❙♦✐# E ✉♥ ❡'♣❛❝❡ ✈❡❝#♦,✐❡❧✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ①☎ , ☎② ✿

E✂E $%& R

♣ri:,rj:( $%& ①ri:,rj:②

❡'# ✉♥ '❡♠✐✲♣,♦❞✉✐# '❝❛❧❛✐,❡ '✐ ❡❧❧❡ ❡'# ✿

✌ ❜✐❧✐♥5❛✐,❡ ✿ ❧✐♥5❛✐,❡ ♣❛, ,❛♣♣♦,# 6 ❝❤❛8✉❡ ❛,❣✉♠❡♥# 8✉❛♥❞ ❧✬❛✉#,❡ ❡'# ✜①5✳

✌ '②♠5#,✐8✉❡ ✿ ❅ri:,rj: * E
2, ①ri:,rj:② ✏ ①rj:,ri:②

✌ ♣♦'✐#✐✈❡ ✿ ❅ri: * E, ①ri:,ri:② ➙ 0

❉❡ ♣❧✉'✱ ❝❡##❡ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ❡'# ✉♥ ♣,♦❞✉✐# '❝❛❧❛✐,❡ '✐ ❡❧❧❡ ❡'# ✿

✌ ❞5✜♥✐❡ ✿ ①ri:,ri:② ✏ 0 - ri: ✏ 0

❖♥ ♣❡✉# ❛❧♦,' ❛''♦❝✐❡, ❛✉ ♣,♦❞✉✐# '❝❛❧❛✐,❡ ✭,❡'♣❡❝#✐✈❡♠❡♥# ❛✉ '❡♠✐✲♣,♦❞✉✐# '❝❛❧❛✐,❡✮✱ ❧❛ ♥♦,♠❡

✭,❡'♣❡❝#✐✈❡♠❡♥# ❧❛ '❡♠✐✲♥♦,♠❡✮ '✉✐✈❛♥#❡ ✿ ❅ri: * E, ‖ri:‖ ✏

❛

①ri:,ri:②✳

▲❛ ❉❡❢✳ ✹ ❞4✜♥✐& ❧❡# ♥♦&✐♦♥# ❞❡ #❡♠✐✲♣,♦❞✉✐&# #❝❛❧❛✐,❡# ❡& ❞❡ ♣,♦❞✉✐&# #❝❛❧❛✐,❡# ❞❛♥# ✉♥

❡#♣❛❝❡ ✈❡❝&♦,✐❡❧ E @✉❡❧❝♦♥@✉❡✳ ❖♥ ✐♥&,♦❞✉✐& H ♣,4#❡♥& ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✭#❡♠✐✲✮♣,♦❞✉✐&# #❝❛❧❛✐,❡#

#✉✐✈❛♥&❡# ✿

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✺✳ ❙♦✐# S ✉♥❡ ♠❛#,✐❝❡ '❡♠✐✲❞5✜♥✐❡ ♣♦'✐#✐✈❡✱ ❛❧♦,' ❧✬❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ✿

E✂E $%& R

♣ri:,rj:( $%& ri: ✂ S✂ r
❏

j:

❡'# ✉♥ '❡♠✐✲♣,♦❞✉✐# '❝❛❧❛✐,❡✱ 8✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦#❡ ①ri:,rj:②S✳ ❙✐ ❧❛ ♠❛#,✐❝❡ S ❡'# ❞5✜♥✐❡ ♣♦'✐#✐✈❡✱ ❛❧♦,'

❝❡##❡ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ❡'# ✉♥ ♣,♦❞✉✐# '❝❛❧❛✐,❡✳ ❖♥ ♥♦#❡ ‖ri:‖S ❧❛ ♥♦,♠❡ ✭♦✉ '❡♠✐✲♥♦,♠❡✮ ❛''♦❝✐5❡✳

❖♥ #❛✐& ❞❡ ♣❧✉# ♣❛, ❧❛ ❢❛❝&♦,✐#❛&✐♦♥ ❞❡ ❈❤♦❧❡#❦②✱ @✉❡ ♣♦✉, &♦✉&❡ ♠❛&,✐❝❡ S #②♠4&,✐@✉❡

❙❉M✱ ✐❧ ❡①✐#&❡ ✉♥❡ ♠❛&,✐❝❡ L &,✐❛♥❣✉❧❛✐,❡ ✐♥❢4,✐❡✉,❡ &❡❧❧❡ @✉❡ S ✏ L ✂ L
❏

✳ ❖♥ ♣❡✉& ❛✐♥#✐

,4✲4❝,✐,❡ ❧❡ #❡♠✐✲♣,♦❞✉✐& #❝❛❧❛✐,❡ ①ri:,rj:②S ✏ ri: ✂ S ✂ r
❏

j: ✏ ♣ri: L( ✂ ♣rj: L(

❏

✳ ❖♥ ,❡♠❛,@✉❡

@✉❡ ❅ri: * E, ♣ri: L( ❡#& ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ ✈❡❝&❡✉, ri: ❞❛♥# ❧❛ ❜❛#❡ ✐♥❞✉✐&❡ ♣❛, L✱ ❡& ❞♦♥❝ ①☎ , ☎②
S
❡#&

❧❡ ♣,♦❞✉✐&✲#❝❛❧❛✐,❡ ❞❛♥# ❧✬❡#♣❛❝❡ ✐♥❞✉✐& ♣❛, ❝❡&&❡ ❜❛#❡✳

✹✽
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❊♥ ✉#✐❧✐&❛♥# ❧❛ ♥♦#✐♦♥ ❞❡ &❡♠✐✲♣.♦❞✉✐# &❝❛❧❛✐.❡ ❡# ❧❡& ♥♦#❛#✐♦♥& ❞❡ ❧❛ ❉❡❢✳ ✺✱ ♥♦✉& ♣.5&❡♥#♦♥&

❞❛♥& ❧❛ ❉❡❢✳ ✻ ❧❛ ♠❡&✉.❡ ❞❡ &✐♠✐❧❛.✐#5 ❞✉ ❈♦&✐♥✉& ❣5♥5.❛❧✐&5✱ 9✉✐ ❛ 5#5 ♣.♦♣♦&5❡ ♣❛. ◗❛♠❛. ❡#

●❛✉&&✐❡. ✭✷✵✵✾✮✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✻✳ ❙♦✐# E ✉♥ ❡'♣❛❝❡ ✈❡❝#♦,✐❡❧ ❡# S ✉♥❡ ♠❛#,✐❝❡ ❙❉0✱ ❛❧♦,' ❅ri:,rj: ! E
2
#❡❧' 2✉❡

‖ri:‖S ✘ 0 ❡# ‖rj:‖S ✘ 0✱ ❧❛ '✐♠✐❧❛,✐#3 ❞✉ ❈♦'✐♥✉' ❣3♥3,❛❧✐'3❡ ❡♥#,❡ ri: ❡# rj: '✬3❝,✐# ✿

CosS♣ri:,rj:$ ✏
①ri:,rj:②S

‖ri:‖S ✂ ‖rj:‖S
✭✶✷✮

❆ ❧✬✐♥&#❛. ❞❡ ♥♦#.❡ .❡♠❛.9✉❡ &✉. ❧❡ &❡♠✐✲♣.♦❞✉✐# &❝❛❧❛✐.❡ ①ri:,rj:②S✱ ♦♥ ♣❡✉# ❛✣.♠❡. 9✉❡

❝❡##❡ ♠❡&✉.❡ ❞❡ &✐♠✐❧❛.✐#5 ❝♦..❡&♣♦♥❞ E ❧❛ ♠❡&✉.❡ ❞✉ ❈♦&✐♥✉& ❞❛♥& ❧❛ ❜❛&❡ ✐♥❞✉✐#❡ ♣❛. L ✭❧❛

♠❡&✉.❡ ❞✉ ❈♦&✐♥✉& ❝❧❛&&✐9✉❡ 5#❛♥# ❞❛♥& ❧❛ ❜❛&❡ ❝❛♥♦♥✐9✉❡✱ 9✉❛♥❞ S ❡&# ❧❛ ♠❛#.✐❝❡ ✐❞❡♥#✐#5✮✳

❆✉ .❡❣❛.❞ ❞❡ &❛ ❞5✜♥✐#✐♦♥✱ ♥♦✉& ❝♦♥✜.♠♦♥& 9✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉. ❞❡ ❝❡##❡ ♠❡&✉.❡ ❞❡ &✐♠✐❧❛.✐#5 ❡&#

❜✐❡♥ ❝♦♠♣.✐&❡ ❞❛♥& ❧✬✐♥#❡.✈❛❧❧❡ )0,1*✱ ❡# 9✉❡ ❅ri: ! E✱ CosS♣ri:,ri:$ ✏ 1✳

I♦✉. &✐♠♣❧✐✜❡. ❧❡& ♥♦#❛#✐♦♥& ❞❛♥& ❧❛ &✉✐#❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉&❝.✐#✱ ♥♦✉& ✐♥#.♦❞✉✐&♦♥& ✉♥❡ ♥♦#❛#✐♦♥

♣♦✉. ❧❛ ♠❛#.✐❝❡ ❞♦♥# ❧❡ #❡.♠❡ ❣5♥5.❛❧ ❡&# ❧❛ ♠❡&✉.❡ ❞✉ ❈♦&✐♥✉& ❣5♥5.❛❧✐&5❡ ❞❡ ❞❡✉① ✈❡❝#❡✉.&

❞❛♥& ❧❛ ❉❡❢✳ ✼✳

❉!✜♥✐%✐♦♥ ✼✳ 0♦✉, #♦✉#❡ ♠❛#,✐❝❡ S ❙❉0 ❞❡ #❛✐❧❧❡ η2✂ η2✱ ❡# ♣♦✉, #♦✉#❡ ♠❛#,✐❝❡ R✱ ❞❡ #❛✐❧❧❡

η1 ✂ η2✱ #❡❧❧❡ 2✉❡ ❅i ! ✈1,η1✇, ‖ri:‖S → 0✱ ♦♥ ❞3✜♥✐# ❧❛ ❢♦♥❝#✐♦♥ CosS♣R$ ✏ C✱ #❡❧❧❡ 2✉❡

C ✏ ♣cij$1↕i,j↕η1 ❛✈❡❝ cij ✏ CosS♣ri:,rj:$ ✭✈♦✐, ❧✬❊2✳ ✭✶✷✮✮✳

▲❛ I.♦♣✳ ✶ ❛✣.♠❡ ♠❛✐♥#❡♥❛♥# 9✉❡ ❧❛ ♠❛#.✐❝❡ CosS♣R$ ❞5✜♥✐❡ ❞❛♥& ❧❛ ❉❡❢✳ ✼ ❡&# &❡♠✐✲❞5✜♥✐❡

♣♦&✐#✐✈❡✳

*+♦♣♦-✐%✐♦♥ ✶✳ ❙♦✐# S ✉♥❡ ♠❛#,✐❝❡ '②♠3#,✐2✉❡ ❙❉0 ❞❡ #❛✐❧❧❡ η2 ✂ η2✱ ❡# R ✉♥❡ ♠❛#,✐❝❡ ❞❡

#❛✐❧❧❡ η1 ✂ η2✱ #❡❧❧❡ 2✉❡ ❅i ! ✈1,η1✇, ‖ri:‖S → 0✱ ❛❧♦,' ❧❛ ♠❛#,✐❝❡ C ✏ CosS♣R$ ❡'# 3❣❛❧❡♠❡♥#

❙❉0✳

❉3♠♦♥'#,❛#✐♦♥✳ ❅i ! ✈1,η1✇✱ ♦♥ ♣❡✉# ♥♦.♠❛❧✐&❡. ❧❛ ❧✐❣♥❡ i ❞❡ ❧❛ ♠❛#.✐❝❡ R ♣❛. &❛ ♥♦.♠❡ ❞5✜♥✐❡

♣❛. ❧❛ ♠❛#.✐❝❡ ❙❉I S ✿ ri: ❞❡✈✐❡♥# ❛❧♦.& r̂i: ✏ ri:④♣‖ri:‖S$✳ ❖♥ ♥♦#❡ ❛❧♦.& R̂ ❧❛ ♠❛#.✐❝❡R ❞♦♥# ❧❡&

❧✐❣♥❡& &♦♥# ❛✐♥&✐ ♥♦.♠❛❧✐&5❡&✳ ▲❛ ♠❛#.✐❝❡ S 5#❛♥# &②♠5#.✐9✉❡ ❙❉I✱ ❧❛ ❢❛❝#♦.✐&❛#✐♦♥ ❞❡ ❈❤♦❧❡&❦②

♥♦✉& ❛&&✉.❡ 9✉✬✐❧ ❡①✐&#❡ ✉♥❡ ♠❛#.✐❝❡ L #.✐❛♥❣✉❧❛✐.❡ ✐♥❢5.✐❡✉.❡ #❡❧❧❡ 9✉❡ S ✏ L ✂ L
❏

✱ ♦♥ ♣❡✉#

❞♦♥❝ 5❝.✐.❡ CosS♣R$ ✏ R̂✂S✂ R̂
❏

✏ ♣R̂L$✂ ♣R̂L$
❏
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♥♦✉" ❧✬❛✈♦♥" ♣'(❝(❞❡♠♠❡♥+ ❞✐+ ❧❛ ♠❛+'✐❝❡ A ✏ RR
❏

✭♠❛+'✐❝❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❞✉ ❣'❛♣❤❡ ❞❡"
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♣❧✉"✱ ♥♦✉" ❛✣'♠♦♥" #✉❡ ❧❛ ♠❛+'✐❝❡AA ✏ A
2
'❡♣'("❡♥+❡ ❞❡ ❧❛ ♠8♠❡ ❢❛T♦♥ ❧❡" ❝❤❡♠✐♥" ❞✬♦'❞'❡

✷✳ ❉❡ ❢❛T♦♥ ❣(♥('❛❧❡✱ ❧❛ ♠❛+'✐❝❡ A
t
'❡♣'("❡♥+❡ ❧❡" ❝❤❡♠✐♥" ❞✬♦'❞'❡ t✱ '❡❞♦♥❞❛♥+" ♦✉ ♣❛"✳ ❖♥

❞✐"♣♦"❡ ❛✐♥"✐ ❞✬✉♥❡ "✉✐+❡ ❞❡ ♠❛+'✐❝❡" "A
t
✉✱ ❡+ ❧✬♦♥ "♦✉❤❛✐+❡ ❧❡" ♣♦♥❞('❡' ❛✈❛♥+ ❞✬❡♥ ❢❛✐'❡ ❧❛

"♦♠♠❡✳ ▲✬✐♥+('8+ ❞✬✉♥❡ +❡❧❧❡ ❛♣♣'♦❝❤❡ "❡'❛✐+ ❞❡ ♥❡ ♣❧✉" ❛✈♦✐' % "+♦♣♣❡' ❧✬❛❧❣♦'✐+❤♠❡ ❛♣'F" ✹

✐+('❛+✐♦♥"✱ ♠❛✐" ❞❡ ♣♦✉✈♦✐' ❧❡ ❧❛✐""❡' ❝♦♥✈❡'❣❡' ✈❡'" ❞❡" ✈❛❧❡✉'" ❞❡ "✐♠✐❧❛'✐+( ♣❡'+✐♥❡♥+❡"✳

■❧ ❡①✐"+❡ ❛❧♦'" ♣❧✉"✐❡✉'" ♣♦""✐❜✐❧✐+(" ♣♦✉' ♣♦♥❞('❡' ❝❡" ♠❛+'✐❝❡" ❛✜♥ ❞✬❛♠♦'+✐' ❧❡" ❝❤❡♠✐♥"

❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉' ❧♦♥❣✉❡✉'✱ ❡+ ♥♦✉" ❡♥ ♣'("❡♥+♦♥" ❞❡✉① ✿

✌ "♦✐+ λ $%0,1% ✉♥ ♣❛'❛♠F+'❡ ❞✬❛♠♦'+✐""❡♠❡♥+✱
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▲❛ ♣#❡♠✐'#❡ (♦❧✉,✐♦♥ ❝♦♥✈❡#❣❡ (✐ ❡, (❡✉❧❡♠❡♥, (✐ λ ❡(, ✐♥❢2#✐❡✉# ♦✉ 2❣❛❧ 3 ❧✬✐♥✈❡#(❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉(

❣#❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉# ♣#♦♣#❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛,#✐❝❡ A✳ ❊, ❧❛ (❡❝♦♥❞❡ (♦❧✉,✐♦♥ ❝♦♥✈❡#❣❡ (②(,2♠❛,✐9✉❡♠❡♥, ❝❛#

❝❡❧❛ ❝♦##❡(♣♦♥❞ 3 ❧❛ ❞2✜♥✐,✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥,✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛,#✐❝❡✳ ❉❛♥( ❧❡( ❞❡✉① ❝❛( ♣#2(❡♥,2(✱

(❡ ♣♦(❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥, ❧❡ ♣#♦❜❧'♠❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦#♠❛❧✐(❛,✐♦♥ ❞❡( ✈❛❧❡✉#(✱ ❝❛# ♠?♠❡ (✐ ❧✬❡①♣♦♥❡♥,✐❡❧❧❡

❞❡ ❧❛ ♠❛,#✐❝❡ A ❡①✐(,❡ ,♦✉❥♦✉#(✱ (❡( ✈❛❧❡✉#( (❡#♦♥, ❛ ♣"✐♦"✐ ,#'( ❣#❛♥❞❡(✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥, ❞♦♥❝ ❞❡

♥♦#♠❛❧✐(❡# ❝❡( (✐♠✐❧❛#✐,2( ❡♥,#❡ 0 ❡, 1✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✺✳ ▲❛ ♠❡(✉"❡ ❞❡ (✐♠✐❧❛"✐,- ❈❚❑ .✉❡ ♥♦✉( ❛✈♦♥( ♣"-(❡♥,-❡ ❞❛♥( ❧❛

❙❡❝✳ ■✲✷✳✸✳❞ (❡ ❜❛(❡ (✉" ❧❡ ,❡♠♣( ♠♦②❡♥ .✉❡ ♠❡, ✉♥ ♠❛"❝❤❡✉" ❛❧-❛,♦✐"❡ (❡ ❞-♣❧❛;❛♥,

(✉" ❧❡ ❣"❛♣❤❡ ❞❡( ❞♦❝✉♠❡♥,(✱ ♣♦✉" ❢❛✐"❡ ❧✬❛❧❧❡"✲"❡,♦✉" ❡♥,"❡ ❞❡✉① (♦♠♠❡,( ❞✉ ❣"❛♣❤❡✳

❉❛♥( ❝❡,,❡ ❛♣♣"♦❝❤❡✱ ❧❡( ❝❤❡♠✐♥( "❡❞♦♥❞❛♥,( ♥❡ (♦♥, ♣❛( -❧✐♠-(✱ ♠❛✐( ❛✉ ❝♦♥,"❛✐"❡✱

✐❧( "❡♥❢♦"❝❡♥, ❧❡( (✐♠✐❧❛"✐,-( ❡♥,"❡ ❧❡( (♦♠♠❡,( ❛✈❡❝ ❧✬✐♥,❡"♣"-,❛,✐♦♥ .✉❡ ♣♦✉" ❛❧❧❡"

❞✬✉♥ (♦♠♠❡, x
♣1!

i B ✉♥ (♦♠♠❡, x
♣1!

j ✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❧❡ ♣❧✉( ❝♦✉", ❡(, ✐♠♣♦",❛♥, ♠❛✐( ♣❛(

✉♥✐.✉❡♠❡♥,✳ ❙✐ ❞❡ ♥♦♠❜"❡✉① ❝❤❡♠✐♥( "❡❞♦♥❞❛♥,( ♣❡"♠❡,,❡♥, ❞❡ ❥♦✐♥❞"❡ x
♣1!

i ❡, x
♣1!

j ✱

❛❧♦"( ❝❡( ❞❡✉① (♦♠♠❡,( (❡"♦♥, ❢❛❝✐❧❡♠❡♥, ❥♦✐❣♥❛❜❧❡( ♣❛" ✉♥ ♠❛"❝❤❡✉" ❛❧-❛,♦✐"❡✱ ❞♦♥❝

❧❛ (✐♠✐❧❛"✐,- ❡♥,"❡ ❝❡( ❞❡✉① (♦♠♠❡,( ❞♦✐, D,"❡ "❡♥❢♦"❝-❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥,✱ ✐❧ ❡(, ♣♦((✐❜❧❡ 9✉❡ ❧❡ ♣#♦❜❧'♠❡ ❞❡( ❝❤❡♠✐♥( #❡❞♦♥❞❛♥,( ♣❡#♠❡,,❡♥, ❞✬✐♥,#♦❞✉✐#❡

✉♥ ❛♠♦#,✐((❡♠❡♥, ✐♠♣❧✐❝✐,❡ ❞❡( ❝❤❡♠✐♥( ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉# ❧♦♥❣✉❡✉#✳ ❊♥ ❢❛✐,✱ ❧❡( ❝❤❡♠✐♥(

#❡❞♦♥❞❛♥,( #❡♥❢♦#❝❡♥, ❧❡( ❝❤❡♠✐♥( ❧❡( ♣❧✉( ❝♦✉#,(✱ ❡, ❞✉ ❢❛✐, ❞❡ ❧❛ ♥♦#♠❛❧✐(❛,✐♦♥ ❞❡( ✈❛❧❡✉#( ❞❡

(✐♠✐❧❛#✐,2 ❞❛♥( ❧✬✐♥,❡#✈❛❧❧❡  0,1!✱ ♦♥ ♦❜,✐❡♥, ✉♥ ❛♠♦#,✐((❡♠❡♥, ❞❡( ❝❤❡♠✐♥( ❧❡( ♣❧✉( ❧♦♥❣(✳ ▲❛

❝♦♥❝❧✉(✐♦♥ ❞❡ ❝❡,,❡ ♦❜(❡#✈❛,✐♦♥ ❡(, 9✉✬✐❧ ♥✬❡(, ♣❛( ✐♥,2#❡((❛♥, ❞✬✐♥,#♦❞✉✐#❡ ✉♥ ,❡❧ ❛♠♦#,✐((❡♠❡♥,

(✬✐❧ ♥✬❡(, ♣❛( ♣♦((✐❜❧❡ ❞❡ ♣#❡♥❞#❡ ✉♥✐9✉❡♠❡♥, ❡♥ ❝♦♠♣,❡ ❧❡( ❝❤❡♠✐♥ ♥♦♥✲#❡❞♦♥❞❛♥,(✳

■■✲✹ #$♦❜❧(♠❡ ❞✬♦♣.✐♠✐0❛.✐♦♥ ❧✐3 4 χ✲❙✐♠

❚♦✉❥♦✉#( ❞❛♥( ❧✬♦❜❥❡❝,✐❢ ❞❡ ❝❤❡#❝❤❡# 3 ♠✐❡✉① ❝♦♠♣#❡♥❞#❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦#,❡♠❡♥, ❞❡ ❧✬❛❧❣♦#✐,❤♠❡

χ✲❙✐♠✱ ❡, ❞✬❡((❛②❡# ❞❡ ❧✬❛♠2❧✐♦#❡#✱ ♥♦✉( ♥♦✉( (♦♠♠❡( ♣#♦♣♦(2( ❞❡ ❧✬❡①♣#✐♠❡# ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣#♦✲

❜❧'♠❡ ❞✬♦♣,✐♠✐(❛,✐♦♥ (♦✉( ❝♦♥,#❛✐♥,❡(✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥(✐❞'#❡ ❧✬✐❞2❡ ❞❡ ❞2♣❛#, ❞❡ χ✲❙✐♠ ✿

✌ ❞❡✉① ❞♦❝✉♠❡♥,( (♦♥, (✐♠✐❧❛✐#❡( (✬✐❧( ❝♦♥,✐❡♥♥❡♥, ❞❡( ♠♦,( (✐♠✐❧❛✐#❡(✱

✌ ❡, ❞❡✉① ♠♦,( (♦♥, (✐♠✐❧❛✐#❡( (✬✐❧( ❛♣♣❛#❛✐((❡♥, ❞❛♥( ❞❡( ❞♦❝✉♠❡♥,( (✐♠✐❧❛✐#❡(✳

■❧ (❡♠❜❧❡ 9✉❡ ❧❛ ❢❛J♦♥ ❧❛ ♣❧✉( ♥❛,✉#❡❧❧❡ ❞✬✐♠♣❧2♠❡♥,❡# ❝❡,,❡ ✐❞2❡ ❞❡ ❜❛(❡ ❡(, ❞❡ ❞✐#❡ 9✉✬3 ♣❛#,✐#

❞❡ ❧❛ ♠❛,#✐❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥,( ✲ ♠♦,( R✱ ♥♦✉( ❝❤❡#❝❤♦♥( ✉♥❡ ♠❛,#✐❝❡ ❞❡ (✐♠✐❧❛#✐,2 ❡♥,#❡ ❞♦❝✉♠❡♥,(

S1 ❡, ✉♥❡ ♠❛,#✐❝❡ ❞❡ (✐♠✐❧❛#✐,2 ❡♥,#❡ ♠♦,( S2 ,❡❧❧❡( 9✉❡ ✿

★

S1 ✏ R ✂ S2 ✂ R
❏

S2 ✏ R
❏

✂ S1 ✂ R
✭✶✼✮

❡♥ ② ❛❥♦✉,❛♥, ❧❡( ❝♦♥,#❛✐♥,❡( (✉✐✈❛♥,❡( ✿ ❛✉,♦✲(✐♠✐❧❛#✐,2 ❞❡ 1✱ (✐♠✐❧❛#✐,2( ❝♦♠♣#✐(❡( ❞❛♥( ❧✬✐♥,❡#✲

✈❛❧❧❡  0,1! ❡, (②♠2,#✐❡✳ ❆✐♥(✐✱ ♦♥ ❝♦♥(✐❞'#❡ 9✉❡ ❧❡( ❛✉,♦✲(✐♠✐❧❛#✐,2( ♥❡ (♦♥, ♣❧✉( ❞❡( ✈❛#✐❛❜❧❡(✱ ❡,

❧❛ (②♠2,#✐❡ ❞✐✈✐(❡ ♣❛# ✷ ❧❡ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ✈❛#✐❛❜❧❡( #❡❝❤❡#❝❤2❡( 9✉❡ ♥♦✉( ♥♦,♦♥( η ✏

η2
1
✁η1
2

$

η2
2
✁η2
2

✳

▲❛ (♦❧✉,✐♦♥ 9✉❡ ♥♦✉( #❡❝❤❡#❝❤♦♥( ❡(, ❛❧♦#( ✉♥ ✈❡❝,❡✉# s % R
η
✳

✺✻
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❋✐♥❛❧❡♠❡♥'✱ ♥♦✉+ ❞-✜♥✐++♦♥+ ❧❡ ♣0♦❜❧2♠❡ ❞✬♦♣'✐♠✐+❛'✐♦♥ +♦✉+ ❝♦♥'0❛✐♥'❡+ ♣P! +✉✐✈❛♥' ✿

▼✐♥✐♠✐+❡0

s Rη
J♣s! ✏ ‖S1 ✁ R ✂ S2 ✂R

❏‖2 % ‖S2 ✁R
❏

✂ S1 ✂ R‖2

❛✈❡❝ g1ij♣s! ✏ ✁s1ij ↕ 0 1 ↕ i,j ↕ η1, i ➔ j

g2ij♣s! ✏ s1ij ✁ 1 ↕ 0 1 ↕ i,j ↕ η1, i ➔ j

g3kl♣s! ✏ ✁s2kl ↕ 0 1 ↕ k,l ↕ η2, k ➔ l

g4kl♣s! ✏ s2kl ✁ 1 ↕ 0 1 ↕ k,l ↕ η2, k ➔ l

▲✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ❝♦♥'0❛✐♥'❡+ ✭♣♦✐♥'+ ❛❞♠✐++✐❜❧❡+✮ ❡+' ❧❡ +✉✐✈❛♥' ✿

C ✏ (s ) R
η

④ ❅p ) ✈1,η✇, 0 ↕ sp ↕ 1✉

❖♥ +✬✐♥'-0❡++❡ ♠❛✐♥'❡♥❛♥' < ❞-'❡0♠✐♥❡0 +✐ ❝❡ ♣0♦❜❧2♠❡ ❛❞♠❡' ✉♥❡ +♦❧✉'✐♦♥✱ ❡' +✐ ♦✉✐✱ +✐ ❡❧❧❡

❡+' ✉♥✐=✉❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ J ❡+' ❝♦♥'✐♥✉❡ ❡' ❞❡ ♣❧✉+ C ❡+' ❢❡0♠- ❝♦♠♠❡ ✐♥'❡0+❡❝'✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡+

0-❝✐♣0♦=✉❡+ ❞❡ ❢❡0♠-+ ♣❛0 ❞❡+ ❢♦♥❝'✐♦♥+ ❝♦♥'✐♥✉❡+ ✭❧❡+ ❢♦♥❝'✐♦♥+ g✮✳ ▲✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ❝♦♥'0❛✐♥'❡+

C -'❛♥' -❣❛❧❡♠❡♥' ❜♦0♥-✱ ♦♥ +❛✐' =✉❡ ♣P! ❛❞♠❡' ❛✉ ♠♦✐♥+ ✉♥❡ +♦❧✉'✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥'✱ ❧❡+ ❢♦♥❝'✐♦♥+ g -'❛♥' ❝♦♥✈❡①❡+✱ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ C ❡+' -❣❛❧❡♠❡♥' ❝♦♥✈❡①❡✱ ❡' ❛❧♦0+ ✐❧

❢❛✉' ❡' ✐❧ +✉✣' =✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ J +♦✐' +'0✐❝'❡♠❡♥' ❝♦♥✈❡①❡ ♣♦✉0 =✉❡ ♣P! ❧❡ +♦✐' -❣❛❧❡♠❡♥'✱ ❡'

♥✬❛❞♠❡''❡ ❛✐♥+✐ =✉✬❛✉ ♣❧✉+ ✉♥❡ +♦❧✉'✐♦♥✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳ ▲❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ J ❞)✜♥✐❡ ❞❛♥, ❧❡ ♣/♦❜❧1♠❡ ❞✬♦♣&✐♠✐,❛&✐♦♥ ♣P! ❡,& ❝♦♥✈❡①❡ ✭♠❛✐,

♣❛, ,&/✐❝&❡♠❡♥&✮✱ ✐✳❡✳ ✿

❅s,s✶ ) R
η
❡& ❅t ) /0,10, J♣t s % ♣1 ✁ t! s✶! ↕ t J♣s! % ♣1 ✁ t! J♣s

✶

! ✭✶✽✮

❉)♠♦♥,&/❛&✐♦♥✳ ▲❛ ♣0❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡''❡ ♣0♦♣♦+✐'✐♦♥ +❡ '0♦✉✈❡ ❞❛♥+ ❧✬❆♥♥❡①❡ ❆✳

J ♥✬-'❛♥' ♣❛+ +'0✐❝'❡♠❡♥' ❝♦♥✈❡①❡✱ ❧❡ ♣0♦❜❧2♠❡ ♣P! ❛❞♠❡' ❛✉ ♠♦✐♥+ ✉♥❡ +♦❧✉'✐♦♥✱ ♠❛✐+ ❡❧❧❡

♥✬❡+' ♣❛+ ♥-❝❡++❛✐0❡♠❡♥' ✉♥✐=✉❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥'✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞-'❡0♠✐♥❡0 +✬✐❧ ❡+' 0-❡❧❧❡♠❡♥' ✐♥'-0❡++❛♥' ❞❡ ❝❤❡0❝❤❡0 < 0-+♦✉❞0❡ ❝❡

♣0♦❜❧2♠❡✱ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ❞-❝✐❞- ❞❡ '❡+'❡0 ♣♦✉0 ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥-❡+ 0-❡❧ =✉❡❧❝♦♥=✉❡✱ ❧✬❛❧❣♦0✐'❤♠❡

χ✲❙✐♠ ❛✈❡❝ ❞✐✛-0❡♥'+ ♣❛0❛♠2'0❡+✳ I♦✉0 ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡+ ❥❡✉① ❞❡ ♣❛0❛♠2'0❡+✱ ♥♦✉+ ♦❜'❡♥♦♥+ ❞♦♥❝

❧❡+ ❞❡✉① ♠❛'0✐❝❡+ ❞❡ +✐♠✐❧❛0✐'- S1 ❡' S2✳ ❆ ♣❛0'✐0 ❞❡ ❧❛ ♠❛'0✐❝❡ S1✱ ♥♦✉+ ❡✛❡❝'✉♦♥+ ❛❧♦0+ ✉♥❡

❝❧❛++✐✜❝❛'✐♦♥ ❞❡+ ✐♥+'❛♥❝❡+ ❞❡ X1✳ ❆✐♥+✐✱ ♥♦✉+ ❝❛❧❝✉❧♦♥+ ❧❡+ ❞❡✉① =✉❛♥'✐'-+ +✉✐✈❛♥'❡+ ✿

✌ ❧❛ ✈❛❧❡✉0 ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ J ♣♦✉0 ❝❡+ ♠❛'0✐❝❡+ S1 ❡' S2✱

✌ ❧❛ ♣0-❝✐+✐♦♥ ♠✐❝0♦✲♠♦②❡♥♥-❡ ♦❜'❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛0❛♥' ❧❛ ❝❧❛++✐✜❝❛'✐♦♥ ♣0♦❞✉✐'❡ < ♣❛0'✐0 ❞❡

S1 < ❧❛ ❝❧❛++✐✜❝❛'✐♦♥ 0-❡❧❧❡ ❞❡+ ♦❜❥❡'+✳

❙✐ ❧❡ ♣0♦❜❧2♠❡ ❞✬♦♣'✐♠✐+❛'✐♦♥ ♣P! ❡+' ❡✛❡❝'✐✈❡♠❡♥' ♣❡0'✐♥❡♥'✱ ♦♥ ❞❡✈0❛✐' ❛❧♦0+ ♦❜+❡0✈❡0 ✉♥

❧✐❡♥ ❡♥'0❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉0 ❞❡ J ❡' ❧❛ ♣0-❝✐+✐♦♥ ♠✐❝0♦✲♠♦②❡♥♥-❡ ❛++♦❝✐-❡✳ I❧✉+ ❧❛ ✈❛❧❡✉0 ❞❡ J ❡+' ❢❛✐❜❧❡✱

♣❧✉+ ❧❛ ♣0-❝✐+✐♦♥ ♠✐❝0♦✲♠♦②❡♥♥-❡ ❞❡✈0❛✐' M'0❡ ♣0♦❝❤❡ ❞❡ ✶✳ ▲❛ ❋✐❣✳ ✶✹ 0❡♣0-+❡♥'❡ ✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡

♣♦✐♥'+✱ ❞♦✐♥' ❧❡+ ❛❜+❝✐++❡+ +♦♥' ❧❡+ ✈❛❧❡✉0+ ❞❡ J ❡' ❧❡+ ♦0❞♦♥♥-❡+ ❧❡+ ♣0-❝✐+✐♦♥+ ♠✐❝0♦✲♠♦②❡♥♥-❡+✱

♣♦✉0 ✉♥❡ ♠❛'0✐❝❡ ❞❡ 0❡❧❛'✐♦♥ 0-❡❧❧❡✳ ▲❛ ♠❛'0✐❝❡ ✉'✐❧✐+-❡ ❡+' ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣0❡♠✐❡0 -❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ❞✉ ❥❡✉

❞❡ ❞♦♥♥-❡+ ❞♦❝✉♠❡♥'+ ✲ ♠♦'+ ▼✷✱ ♣0-+❡♥'- ❞❛♥+ ❧❛ ❙❡❝✳ ■❱✲✶✳

✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✺✼



❈❤❛♣✐%&❡ ■■ ✿ ❊%✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦&✐%❤♠❡ χ✲❙✐♠

0.0 0.5 1.0 1.5

Valeur de J

1e15

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

P
r
é
c
i
s
i
o
n
 
m
i
c
r
o
-
m
o
y
e
n
n
é
e

❋✐❣✉$❡ ✶✹ ✕ #$%❝✐(✐♦♥ ♠✐❝$♦✲♠♦②❡♥♥%❡ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉$ ❞❡ J ♣♦✉$ ✉♥❡ ♠❛0$✐❝❡ ❞❡ $❡❧❛0✐♦♥

✐((✉❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥%❡( $%❡❧ ▼✷ ♣$%(❡♥0% ❞❛♥( ❧❛ ❙❡❝✳ ■❱✲✶✳

❖♥ ♦❜$❡&✈❡ $✉& ❧❛ ❋✐❣✳ ✶✹ 1✉❡ ❧❛ 1✉❛❧✐23 ❞❡ ❧❛ ❝❧❛$$✐✜❝❛2✐♦♥ ♥✬❡$2 ♣❛$ ❝♦&&3❧3❡ 9 ❧❛ ✈❛❧❡✉&

♣&✐$❡ ♣❛& ❧❛ ❢♦♥❝2✐♦♥ J ✱ ♣♦✉& ❞❡$ ♠❛2&✐❝❡$ ❞❡ $✐♠✐❧❛&✐23$ S1 ❡2 S2 ❞♦♥♥3❡$✳ ■❧ $❡♠❜❧❡ ❛❧♦&$ 1✉❡

❝❡ ♣&♦❜❧>♠❡ ❞✬♦♣2✐♠✐$❛2✐♦♥ ♥❡ $♦✐2 ♣❛$ ❞✐&❡❝2❡♠❡♥2 ❧✐3 ❛✉ ♣&♦❜❧>♠❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡$ $✐♠✐❧❛&✐23$

♣♦✉& ❧❛ 2?❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛$$✐✜❝❛2✐♦♥ ❛✉2♦♠❛2✐1✉❡✱ ❡2 ♥♦✉$ ♥❡ ♣♦✉&$✉✐✈♦♥$ ♣❛$ ❝❡22❡ 32✉❞❡✳

■■✲✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐/0❡

❉❛♥$ ❝❡ ❝❤❛♣✐2&❡✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ♣&3$❡♥23 ❧✬❛❧❣♦&✐2❤♠❡ χ✲❙✐♠ 1✉✐ ❛✈❛✐2 ✐♥✐2✐❛❧❡♠❡♥2 323 ❞3✈❡✲

❧♦♣♣3 ♣❛& ❇✐$$♦♥ ❡2 ❍✉$$❛✐♥ ✭✷✵✵✽✮✳ ◆♦✉) ❛✈♦♥) ♣.♦♣♦)/ ❞❡) ❛♠/❧✐♦.❛5✐♦♥) 6✉✐ ❝♦♥❝❡.♥❡♥5

♣.✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥5 ❧❛ ♥♦.♠❛❧✐)❛5✐♦♥ ❞❡) ✈❛❧❡✉.) ❞❡ )✐♠✐❧❛.✐5/ ❞❛♥) ❧✬✐♥5❡.✈❛❧❧❡  0,1!✳ ●.:❝❡ ; ❝❡55❡

♥♦✉✈❡❧❧❡ ♥♦.♠❛❧✐)❛5✐♦♥ ❡5 ❡♥ ♥♦✉) ❛♣♣✉②❛♥5 )✉. ❧❡) 5.❛✈❛✉① ❞❡ ◗❛♠❛. ❡5 ●❛✉))✐❡. ✭✷✵✵✾✮ )✉.

❧❛ ♠❡)✉.❡ ❞❡ )✐♠✐❧❛.✐5/ ❞✉ ❈♦)✐♥✉) ❣/♥/.❛❧✐)/✱ ♥♦✉) ❛✈♦♥) ♣.♦✉✈/ 6✉❡ ♣♦✉. ❝❡.5❛✐♥❡) ✈❛❧❡✉.) ❞❡

♣❛.❛♠C5.❡) ❞❡ ♥♦5.❡ ❛❧❣♦.✐5❤♠❡✱ 5♦✉5❡) ❧❡) ♠❛5.✐❝❡) ❞❡ )✐♠✐❧❛.✐5/ ❝❛❧❝✉❧/❡) /5❛✐❡♥5 )❡♠✐✲❞/✜♥✐❡)

♣♦)✐5✐✈❡)✱ ♣.♦♣♦)❛♥5 ❛✐♥)✐ ✉♥❡ ✐♥5❡.♣./5❛5✐♦♥ ❛❧❣/❜.✐6✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣.♦❝❤❡✳

❉❡ ♣❧✉)✱ ♥♦✉) ❛✈♦♥) ✐♥5.♦❞✉✐5 ✉♥❡ ♣)❡✉❞♦✲♥♦.♠❡ k ; ❧✬❛❧❣♦.✐5❤♠❡ 6✉✐✱ ❡♥ ❝♦♥❥♦♥❝5✐♦♥ ❛✈❡❝

❧✬✉5✐❧✐)❛5✐♦♥ ❞✬✉♥❡ /5❛♣❡ ❞❡ )❡✉✐❧❧❛❣❡✱ ♣❡.♠❡5 ❞❡ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣5❡. ❧❛ ♠/5❤♦❞❡ ; ❞❡) ❞♦♥♥/❡) ❞❡

❣.❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥)✐♦♥✱ ❡5 ❞❡ ./❞✉✐.❡ ❧❛ ♣.♦♣❛❣❛5✐♦♥ ❞✉ ❜.✉✐5 ♣❡♥❞❛♥5 ❧✬❡①/❝✉5✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐5❤♠❡

χ✲❙✐♠✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥5✱ ♥♦✉) ❛✈♦♥) /5✉❞✐/ ❞❡✉① ♣✐)5❡) ♣♦✉. ❧✬/5✉❞❡ ❡5 ❧✬❛♠/❧✐♦.❛5✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐5❤♠❡ ✿

✌ ❧✬✐♥5.♦❞✉❝5✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢❛❝5❡✉. ❞✬❛♠♦.5✐))❡♠❡♥5 ; ❧❛ ♠/5❤♦❞❡✱ 6✉✐ ♣❡.♠❡55.❛✐5 ❞❡ ./❞✉✐.❡

❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ♥/❣❛5✐✈❡ ❞❡) ❝❤❡♠✐♥) .❡❞♦♥❞❛♥5)✱ )❛♥) )✉❝❝C) ❥✉)6✉✬; ♣./)❡♥5 ❝❛. ❧❡) ❝❤❡✲

♠✐♥) .❡❞♦♥❞❛♥5) )❡♠❜❧❡♥5 ❛✈♦✐. ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣♦)✐5✐✈❡ )✉. ❧❡ ❝♦♠♣♦.5❡♠❡♥5 ❛❝5✉❡❧ ❞❡

❧✬❛❧❣♦.✐5❤♠❡ χ✲❙✐♠ ❀
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♣✉✐# ❞✬✉.✐❧✐#❡/ ❧✬✉♥❡ ❞❡# ♠❛./✐❝❡# ❞❡ #✐♠✐❧❛/✐.( ❝❛❧❝✉❧(❡# ♣♦✉/ ✐♥✐.✐❛❧✐#❡/ ✉♥❡ ❛✉./❡ ✐♥#.❛♥❝❡

χ✲❙✐♠w✳

▲✬✐♥❝♦♥✈(♥✐❡♥. ❞❡ ❝❡..❡ ❛♣♣/♦❝❤❡ ❡#. 7✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛# ❞✬(7✉✐.( ❞❛♥# ❧✬❡①♣❧♦✐.❛.✐♦♥ ❞❡# ❞✐❢✲

❢(/❡♥.❡# ✈✉❡#✱ ❡. ❞♦♥❝ ❝❡/.❛✐♥❡# ❞✬❡♥./❡ ❡❧❧❡# #❡/♦♥. ♣❡✉.✲A./❡ ♣/✐✈✐❧(❣✐(❡#✳ ❉❛♥# ❞❡# ./❛✈❛✉①

♣/(❧✐♠✐♥❛✐/❡# ✭●/✐♠❛❧ ❡. ❇✐##♦♥ ✷✵✶✵✮✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ✉.✐❧✐#( ✉♥❡ ✓ ❝❛#❝❛❞❡ ✔ ❞❡ ❞❡✉① ✐♥#.❛♥❝❡#

❞❡ χ✲❙✐♠ /(❛❧✐#❛♥. ❝❤❛❝✉♥❡ ✹ ✐.(/❛.✐♦♥# #✉/ ❧❡✉/ ♠❛./✐❝❡ ❞❡ /❡❧❛.✐♦♥ /❡#♣❡❝.✐✈❡✱ #❛♥# ❢♦♥❝.✐♦♥

❞✬❛❣/(❣❛.✐♦♥✱ ❡. ❛✈♦♥# ♦❜#❡/✈( 7✉❡ ❧✬♦/❞/❡ ❝❤♦✐#✐ ♣♦✉/ ❧❡# ❞❡✉① ✐♥#.❛♥❝❡# ❥♦✉❡ ✉♥ /N❧❡ ./O#

✐♠♣♦/.❛♥. ❞❛♥# ❧❡# /(#✉❧.❛.# ♦❜.❡♥✉#✳ ❊♥ ❡✛❡.✱ ❧❛ #❡❝♦♥❞❡ ✐♥#.❛♥❝❡ (.❛✐. #✐❣♥✐✜❝❛.✐✈❡♠❡♥. ♣/✐✲

✈✐❧(❣✐(❡ ♣❛/ /❛♣♣♦/. = ❧❛ ♣/❡♠✐O/❡✱ ❡♥ ❝❡❧❛ 7✉❡ ❧❡# /(#✉❧.❛.# ♦❜.❡♥✉# ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❛#❝❛❞❡ (.❛✐❡♥.

♣/♦❝❤❡# ❞❡ ❝❡✉① ♦❜.❡♥✉# ❡♥ ✉.✐❧✐#❛♥. ✉♥✐7✉❡♠❡♥. ❧❛ #❡❝♦♥❞❡ ✐♥#.❛♥❝❡✳

◆♦✉# ♥♦✉# ✐♥.(/❡##♦♥# ❞❛♥# ❝❡..❡ .❤O#❡ = ❞❡# .R❝❤❡# ❞✬❛♣♣/❡♥.✐##❛❣❡ ♥♦♥ #✉♣❡/✈✐#( ❞❡ #✐♠✐✲

❧❛/✐.(#✱ ❡. ♥♦✉# ♥❡ ❞✐#♣♦#♦♥# ❞✬❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐##❛♥❝❡ ❛ ♣"✐♦"✐✱ ✐❧ ❡#. ❞♦♥❝ ✐♠♣♦##✐❜❧❡ ❞❡ ❞(❝✐❞❡/

#✐ ✉♥❡ ✈✉❡ ❢♦✉/♥✐. ❞❡# ✐♥❢♦/♠❛.✐♦♥# ♣❧✉# ♣❡/.✐♥❡♥.❡# 7✉✬✉♥❡ ❛✉./❡ ❞❛♥# ♥♦./❡ ❝❛#✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥.✱

❞❛♥# ✉♥❡ #✐.✉❛.✐♦♥ ♦T ❧✬♦♥ ❞✐#♣♦#❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐##❛♥❝❡# ❛ ♣"✐♦"✐ #✉/ ❧❛ ♣❡/.✐♥❡♥❝❡ ❞❡# ✐♥❢♦/♠❛.✐♦♥#

❞❡# ✈✉❡# ♣♦✉/ ❝❛❧❝✉❧❡/ ❧❡# #✐♠✐❧❛/✐.(# ❞❡# ♦❜❥❡.#✱ ❝❡..❡ ❛♣♣/♦❝❤❡ ♣❡✉. #❡ /(✈(❧❡/ ✐♥.(/❡##❛♥.❡✳

❖♥ ♣♦✉//❛ ❛❧♦/# ❝❤❡/❝❤❡/ = ♣/✐✈✐❧(❣✐❡/ ❧❡# ✈✉❡# ❢♦✉/♥✐##❛♥. ❧❡# ✐♥❢♦/♠❛.✐♦♥# ❧❡# ♣❧✉# ♣❡/.✐♥❡♥.❡#✳

 ♦❧✐$✐%✉❡ )②♥❝❤.♦♥❡

❈♦♥./❛✐/❡♠❡♥. = ❧❛ ♣♦❧✐.✐7✉❡ ❛#②♥❝❤/♦♥❡✱ ❧✬❛♣♣/♦❝❤❡ #②♥❝❤/♦♥❡ #✉♣♣♦#❡ 7✉❡ .♦✉.❡# ❧❡# ✈✉❡#

#♦♥. ❞✬(❣❛❧❡ ♣❡/.✐♥❡♥❝❡✱ ❡. ❞♦✐✈❡♥. A./❡ ./❛✐.(❡# ❞❡ ❢❛V♦♥ #②♠(./✐7✉❡✱ #❛♥# ❞✐#.✐♥❝.✐♦♥✳ ❈✬❡#.

❞♦♥❝ ❧❛ ♣♦❧✐.✐7✉❡ 7✉❡ ♥♦✉# ❝❤♦✐#✐/♦♥# ♣♦✉/ ♥♦# ❡①♣(/✐♠❡♥.❛.✐♦♥# ❞❛♥# ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■❱✳ ❆✈❡❝ ❝❡..❡

♣♦❧✐.✐7✉❡✱ ❧✬❛❧❣♦/✐.❤♠❡ ▼❱❙✐♠ ❡①(❝✉.❡ ❛❧.❡/♥❛.✐✈❡♠❡♥. .♦✉.❡# ❧❡# ✐♥#.❛♥❝❡# ❞❡ χ✲❙✐♠ ♣♦✉/

❝❛❧❝✉❧❡/ ❧❡# ❡♥#❡♠❜❧❡# ❞❡ ♠❛./✐❝❡# ❞❡ #✐♠✐❧❛/✐.(#✱ ♣✉✐# .♦✉.❡# ❧❡# ✐♥#.❛♥❝❡# ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❆❣❣

❛✜♥ ❞✬♦❜.❡♥✐/ ✉♥❡ ♠❛./✐❝❡ ❞❡ #✐♠✐❧❛/✐.( ✓ ❝♦♥#❡♥#✉# ✔ Ŝi ♣♦✉/ ❝❤❛7✉❡ .②♣❡ ❞✬♦❜❥❡.# Xi✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥# ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■■✱ ♥♦✉# ♥❡ ❞✐#♣♦#♦♥# ❞✬❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐##❛♥❝❡ ❛ ♣"✐♦"✐ #✉/ ❧❡# #✐♠✐❧❛/✐.(#

❞❡# ♦❜❥❡.#✱ ♥♦✉# ✐♥✐.✐❛❧✐#♦♥# ♣❛/ ❝♦♥#(7✉❡♥. ❧❡# ♠❛./✐❝❡# ❞❡ #✐♠✐❧❛/✐.( ♣❛/ ❞❡# ♠❛./✐❝❡# ✐❞❡♥.✐.(

✭❝❤❛7✉❡ ♦❜❥❡. ❡#. #✐♠✐❧❛✐/❡ = ❧✉✐✲♠A♠❡✱ ❡. ✐❧ ♥✬❡#. #✐♠✐❧❛✐/❡ = ❛✉❝✉♥ ❛✉./❡✮✳ Y❛/ ❧❛ #✉✐.❡✱ ❧❡#

♠❛./✐❝❡# ❞❡ #✐♠✐❧❛/✐.( ✓ ❝♦♥#❡♥#✉# ✔ #❡/♦♥. ✉.✐❧✐#(❡# ♣♦✉/ /(✲✐♥✐.✐❛❧✐#❡/ ❧❡# ✐♥#.❛♥❝❡# χ✲❙✐♠v✳

◆♦✉# ♣♦✉✈♦♥# ❛❧♦/# ❞(✜♥✐/ ✉♥❡ ✐.(/❛.✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦/✐.❤♠❡▼❱❙✐♠ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①(❝✉.✐♦♥ ❞❡ .♦✉.❡#

❧❡# ✐♥#.❛♥❝❡# ❞❡# χ✲❙✐♠v✱ ♣✉✐# ❧✬❡①(❝✉.✐♦♥ ❞❡ .♦✉.❡# ❧❡# ❢♦♥❝.✐♦♥# ❆❣❣i✱ ❡. ♥♦✉# ♥♦.♦♥# ❛❧♦/#

✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✻✺



❈❤❛♣✐%&❡ ■■■ ✿ ▲✬❛❧❣♦&✐%❤♠❡ ♠✉❧%✐✈✉❡ ▼❱❙✐♠

TMV ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✐,-&❛,✐♦♥. ✭❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛. ❧❡ ❝♦♥❢♦♥❞&❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞✬✐,-&❛,✐♦♥.

T ❞❡ ❧✬❛❧❣♦&✐,❤♠❡ χ✲❙✐♠✮✳

9&-❝✐.♦♥. ✜♥❛❧❡♠❡♥, :✉✬✉♥ ❝&✐,<&❡ ❞✬❛&&=, ✉,✐❧✐.❛♥, ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✐,-&❛,✐♦♥.✱ ❛✐♥.✐

:✉✬✉♥ ♣❛&❛♠<,&❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ❞❡. ♠❛,&✐❝❡. ❞❡ .✐♠✐❧❛&✐,-. ♣♦✉&&❛ =,&❡ ❞-✜♥✐ ✉♥❡ ❢♦✐. :✉❡

♥♦✉. ❛✉&♦♥. ♣&-❝✐.- ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✬❛❣&-❣❛,✐♦♥ :✉❡ ♥♦✉. ❛❧❧♦♥. ✉,✐❧✐.❡&✳

■■■✲✸ ❋♦♥❝'✐♦♥ ❞✬❛❣-.❣❛'✐♦♥

❉❛♥. ❝❡,,❡ .❡❝,✐♦♥ ♥♦✉. ❞-✜♥✐..♦♥. ♣❧✉. ♣&-❝✐.-♠❡♥, ❧❛ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✬❛❣&-❣❛,✐♦♥ ❆❣❣ ✐♥,&♦❞✉✐,❡

♣&-❝-❞❡♠♠❡♥,✳ ▲❡ &A❧❡ ❞❡ ❝❡,,❡ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✬❛❣&-❣❛,✐♦♥ ❡., ❞❡ ❢✉.✐♦♥♥❡& ❞✐✛-&❡♥,❡. ♠❛,&✐❝❡. ❞❡

.✐♠✐❧❛&✐,-✱ :✉✐ ♦♥, -,- ♣&♦❞✉✐,❡. ♣❛& ♣❧✉.✐❡✉&. ✐♥.,❛♥❝❡. ❞❡ ❧✬❛❧❣♦&✐,❤♠❡ χ✲❙✐♠✱ C ♣❛&,✐& ❞❡.

♠✉❧,✐♣❧❡. ✈✉❡. ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥-❡.✳ ◆♦✉. ♣❛&❧♦♥. ❛❧♦&. ❞❡ ♠❛,&✐❝❡ ❞❡ .✐♠✐❧❛&✐,- ✓ ❝♦♥.❡♥.✉. ✔

❝❛& ❧❛ ♠❛,&✐❝❡ :✉❡ ❝❡,,❡ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞♦✐, &❡♣&-.❡♥,❡& ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡. ✐♥❢♦&♠❛,✐♦♥. .✉& ❧❡.

.✐♠✐❧❛&✐,-. ❞❡. ♦❜❥❡,. ❡①,&❛✐,❡. ❞❡. ❞✐✛-&❡♥,❡. ✈✉❡.✳

❉❛♥. ✉♥ ❝❛❞&❡ ♥♦♥ .✉♣❡&✈✐.- ❡, .❛♥. ❝♦♥♥❛✐..❛♥❝❡ ❛ ♣"✐♦"✐ ♥✐ .✉& ❧❡. ♦❜❥❡,.✱ ♥✐ .✉& ❧❡. ❞✐✛-✲

&❡♥,❡. ✈✉❡.✱ ♦♥ ♣❡✉, ❝♦♥.✐❞-&❡& ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡. ❞❡ .,&❛,-❣✐❡. ♣♦✉& ❧✬❛❣&-❣❛,✐♦♥ ❞❡. .✐♠✐❧❛&✐,-. ✿

✌ ❞❡. ♦♣-&❛,✐♦♥. ,❡&♠❡✲C✲,❡&♠❡ ❞❡ ♠❛,&✐❝❡✱ ,❡❧❧❡. :✉❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡, ❧❛

♠♦②❡♥♥❡ ❀

✌ ❞❡. ♠-,❤♦❞❡. ❜❛.-❡. .✉& ❧❡. ❢✉.✐♦♥. ❞❡ ❝❧❛..❡♠❡♥,.✳

▲❡. ♠-,❤♦❞❡. ❜❛.-❡. .✉& ❧❡. ❢✉.✐♦♥. ❞❡ ❝❧❛..❡♠❡♥,. ❝♦♥.✐.,❡♥, C ,&✐❡& ❧❡. .✐♠✐❧❛&✐,-. ❞❛♥. ✉♥

♣&❡♠✐❡& ,❡♠♣.✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜,❡♥✐& ❛✉,❛♥, ❞❡ ❝❧❛..❡♠❡♥,.✱ :✉❡ ❞❡ ♠❛,&✐❝❡. ❞❡ .✐♠✐❧❛&✐,-.✳ 9✉✐. ❝❡.

♠-,❤♦❞❡. ❝❤❡&❝❤❡♥, C ♦❜,❡♥✐& ✉♥ ❝❧❛..❡♠❡♥, ✓ ❝♦♥.❡♥.✉. ✔✱ :✉✐ ❞-.♦&❞♦♥♥❡ ❧❡ ♠♦✐♥. ♣♦..✐❜❧❡

❧❡. &❛♥❣. ✐♥✐,✐❛✉① ❞❡. .✐♠✐❧❛&✐,-.✳ ❖♥ ♣❡✉, ✜♥❛❧❡♠❡♥, &❡❝♦♥.,&✉✐&❡ ✉♥❡ ♠❛,&✐❝❡ ❞❡ .✐♠✐❧❛&✐,- C
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j &♦♥# ❞❛♥& ❧❛ ♠3♠❡ ❝❧❛&&❡ ♣♦✉/ Vv✮

❋✐♥

❋✐♥

❋✐♥

◆♦✉1 ❛✈♦♥1 ♣+,1❡♥&, ❧❡ ♣+✐♥❝✐♣❡ ❞❡1 ♠,&❤♦❞❡1 ❜❛1,❡1 1✉+ ❧❛ ❢✉1✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛11❡♠❡♥&1 ❞❛♥1

❧❛ ❙❡❝✳ ■■■✲✸✱ C✉✐ 1❡ ❝♦♥❝❡♥&+❡♥& 1✉+ ❧❡ ❝❧❛11❡♠❡♥& ❞❡1 ✈❛❧❡✉+1 ❞❡ 1✐♠✐❧❛+✐&,1✱ ❡& ❝♦♥1&+✉✐1❡♥&

✉♥ ❝❧❛11❡♠❡♥& ✓ ❝♦♥1❡♥1✉1 ✔ C✉✐ ❝❤❡+❝❤❡ D ♣+,1❡+✈❡+ ❧❡ ♣❧✉1 ♣♦11✐❜❧❡ ❧❡1 ❝❧❛11❡♠❡♥&1 ✐♥✐&✐❛✉①✳

❈❡♣❡♥❞❛♥&✱ ♥♦&♦♥1 C✉❡ ❝❡1 ❛♣♣+♦❝❤❡1 ✐❣♥♦+❡♥& ❧❡1 ✈❛❧❡✉+1 ♥✉♠,+✐C✉❡1 ❞❡1 1✐♠✐❧❛+✐&,1 ♣♦✉+

1✬✐♥&,+❡11❡+ ✉♥✐C✉❡♠❡♥& D ❧✬♦+❞+❡ ❡♥&+❡ ❝❡1 ✈❛❧❡✉+1✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ♥❡ ♣❛+❛F& ♣❛1 ♥,❝❡11❛✐+❡♠❡♥&

❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❛♥1 ♥♦&+❡ ❝♦♥&❡①&❡✱ ❡& ♥♦✉1 ❝♦♠♣❛+❡+♦♥1 ❞♦♥❝ ❧❡1 ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡1 ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥

❈❙5❆✱ D ❝❡❧❧❡1 ❞❡1 ❛✉&+❡1 ❢♦♥❝&✐♦♥1 ,❧,♠❡♥&❛✐+❡1 ❞✬❛❣+,❣❛&✐♦♥ ♣♦✉+ ❝♦♥✜+♠❡+ ❝❡&&❡ ✐♥&✉✐&✐♦♥✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✻✳ ◆♦✉& ❛✈♦♥& ✈✉ ❞❛♥& ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■■ 0✉❡ ♣♦✉/ k ✏ 1 ❡# p ✏ 0✱ ❧❡&

♠❛#/✐❝❡& ❞❡ &✐♠✐❧❛/✐#.& ❝❛❧❝✉❧.❡& ♣❛/ ❧✬❛❧❣♦/✐#❤♠❡ χ✲❙✐♠ &♦♥# #♦✉#❡& &❡♠✐✲❞.✜♥✐❡&

♣♦&✐#✐✈❡& ✭❙❉@✮✳ ❘❡♠❛/0✉♦♥& ✐❝✐ 0✉❡ ❧✬❛❧❣♦/✐#❤♠❡ ▼❱❙✐♠ ♣/.&❡/✈❡/❛ ❝❡##❡ ♣/♦♣/✐.#.

&✐ ❧❛ ❢♦♥❝#✐♦♥ .❧.♠❡♥#❛✐/❡ ❞✬❛❣/.❣❛#✐♦♥ ✉#✐❧✐&.❡ ❡&# ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❝❛/ ❧❛ ♠✉❧#✐♣❧✐❝❛#✐♦♥

❞✬✉♥❡ ♠❛#/✐❝❡ ❙❉@ ♣❛/ ✉♥ &❝❛❧❛✐/❡ ❡&# ❙❉@✱ ❡# 0✉❡ ❧❛ &♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛#/✐❝❡& ❙❉@

❡&# ❙❉@ .❣❛❧❡♠❡♥#✳ ■❧ ♥✬❡&# ❡♥ /❡✈❛♥❝❤❡ ♣❛& ♣♦&&✐❜❧❡ ❞❡ ❢♦✉/♥✐/ ❞❡ #❡❧❧❡ ❣❛/❛♥#✐❡ ♣♦✉/

❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✉ ❧❛ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❈❙@❆✳

■■■✲✹✳✷ %❛'❛♠)*'❡ α ❡* ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ ❞❡ ▼❱❙✐♠ ♣❛' ❛♠♦'*✐44❡♠❡♥*

▲❛ ♣❛+❛♠I&+❡ α ❝❤❛+❣, ❞❡ ❝♦♥&+J❧❡+ ❧❛ ♣♦♥❞,+❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥&+❡ ❧❛ ♠❛&+✐❝❡ ❞❡

1✐♠✐❧❛+✐&, ✓ ❝♦♥1❡♥1✉1 ✔ ❞❡ ❧✬✐&,+❛&✐♦♥ ♣+,❝,❞❡♥&❡ ❡& ❧❡ +,1✉❧&❛& ❞❡ ❧✬❛❣+,❣❛&✐♦♥ ,❧,♠❡♥&❛✐+❡

❞❡1 1✐♠✐❧❛+✐&,1 ❝♦✉+❛♥&❡1✱ ❥♦✉❡ ✉♥ +J❧❡ &+I1 ✐♠♣♦+&❛♥& ❞❛♥1 ❧❡ ❝♦♠♣♦+&❡♠❡♥& ❞❡ ❧✬❛❧❣♦+✐&❤♠❡

▼❱❙✐♠✳ ❘❡♠❛+C✉♦♥1 ♣+❡♠✐I+❡♠❡♥& C✉❡ ♣♦✉+ α ✏ 0✱ ❧❡1 1✐♠✐❧❛+✐&,1 ❝♦✉+❛♥&❡1 1♦♥& ✐❣♥♦+,❡1✱

❝❡ C✉✐ ✐♠♣❧✐C✉❡ C✉❡ ❧❡1 ♠❛&+✐❝❡1 ❞❡ 1✐♠✐❧❛+✐&,1 ✓ ❝♦♥1❡♥1✉1 ✔ Ŝi ♥✬,✈♦❧✉❡♥& ♣❧✉1✳ ■♥✈❡+1❡♠❡♥&✱

♣♦✉+ α ✏ 1✱ ❝✬❡1& ❧❛ ♠❛&+✐❝❡ ❞❡ 1✐♠✐❧❛+✐&, ✓ ❝♦♥1❡♥1✉1 ✔ ❞❡ ❧✬✐&,+❛&✐♦♥ ♣+,❝,❞❡♥&❡ C✉✐ 1❡+❛

✐❣♥♦+,❡✱ ❡& ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❆❣❣ 1❡+❛ ❛❧♦+1 ,❣❛❧❡ D ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬❛❣+,❣❛&✐♦♥ ,❧,♠❡♥&❛✐+❡ ❋✳

❆✜♥ ❞✬♦❜&❡♥✐+ ✉♥ ❝♦♠♣♦+&❡♠❡♥& ♣❧✉1 ✐♥&,+❡11❛♥& ❞❡ ❧✬❛❧❣♦+✐&❤♠❡ ▼❱❙✐♠✱ ✐❧ ❡1& ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡

❢❛✐+❡ ❡♥ 1♦+&❡ C✉❡ ❝❡ ♣❛+❛♠I&+❡ α 1♦✐& ❞②♥❛♠✐C✉❡✱ ✐✳❡✳ C✉✬✐❧ ❞,♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬✐&,+❛&✐♦♥ ❝♦✉+❛♥&❡ t✱ ♦♥

❧❡ ♥♦&❡+❛ ❞♦♥❝ α♣t&✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ♥♦✉1 ❛✈♦♥1 ❞,❝+✐& ❧❡ ❝♦♠♣♦+&❡♠❡♥& ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬❛❣+,❣❛&✐♦♥

♣♦✉+ ❞❡1 ✈❛❧❡✉+1 ❡①&+O♠❡1 ❞❡ α✱ ❡& 1✐ ♥♦✉1 1♦✉❤❛✐&♦♥1 C✉❡▼❱❙✐♠ ❝♦♥✈❡+❣❡✱ ♥♦✉1 ♣♦✉✈♦♥1 ❢❛✐+❡

❞,❝+♦F&+❡ α ❛✈❡❝ t✳ ▲❛ ❢❛P♦♥ ❧❛ ♣❧✉1 ♥❛&✉+❡❧❧❡ ❞✬♦❜&❡♥✐+ ❝❡ ❝♦♠♣♦+&❡♠❡♥& ❡1& ❞❡ ❞,✜♥✐+ λ ) *0,1*

✉♥ ♣❛+❛♠I&+❡ ❞✬❛♠♦+&✐11❡♠❡♥&✱ ❡& ❞❡ ✜①❡+ α♣t& ✏ λt✁1
✳ ❆✐♥1✐✱ ♣❡♥❞❛♥& ❧❛ ♣+❡♠✐I+❡ ✐&,+❛&✐♦♥

✭t ✏ 1✮✱ ❧❛ ♠❛&+✐❝❡ ❝♦♥1❡♥1✉1 Ŝ
♣1$

i 1❡+❛ 1✐♠♣❧❡♠❡♥& ,❣❛❧❡ ❛✉ +,1✉❧&❛& ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ,❧,♠❡♥&❛✐+❡

✻✽
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❞✬❛❣$%❣❛&✐♦♥ ❋♣S
♣1!

i !✳ +✉✐- ❛✉ ❝♦✉$- ❞❡- ✐&%$❛&✐♦♥- ❞❡ ❧✬❛❧❣♦$✐&❤♠❡✱ ❧❡ ♣♦✐❞- ✈❛ ♣$♦❣$❡--✐✈❡♠❡♥&

❣❧✐--❡$ ✈❡$- ❧❛ ♠❛&$✐❝❡ ❞❡ -✐♠✐❧❛$✐&% ✓ ❝♦♥-❡♥-✉- ✔ ♣$%❝%❞❡♥&❡✱ ✐♠♣❧✐8✉❛♥& ❧❛ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ ❞❡

❧✬❛❧❣♦$✐&❤♠❡✳ ▲❛ ❋✐❣✳ ✶✾ ✐❧❧✉-&$❡ ❧✬%✈♦❧✉&✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥& ✶✻ ✐&%$❛&✐♦♥- ❞❡ ❧✬❛❧❣♦$✐&❤♠❡✱ ❞❡- ♣♦✐❞-

α♣t! ❡& 1 ✁ α♣t! ♣♦✉$ λ ✏ 0.8✳ ▲✬❊8✳ ✭✶✾✮ ❣%♥%$✐8✉❡ ❞❡✈✐❡♥& ❛❧♦$- ✿

Ŝ
♣t!
i ✏ ♣1✁ λt✁1

! Ŝ
♣t✁1!

i $ λt✁1
❋♣S

♣t!
i ! ✭✷✵✮

1 2 3 4
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8 9 10 11 12 13 14 15 16

Itération t

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

λ=0.8

α(t)

1−α(t)

❋✐❣✉$❡ ✶✾ ✕ ➱✈♦❧✉(✐♦♥ ❞❡- ♣♦✐❞- α♣t! ❡( 1 ✁ α♣t! ❡♥ ❢♦♥❝(✐♦♥ ❞❡ t✱ ♣♦✉2 α♣t! ✏ λt✁1
✳

❯♥ ❛✉&$❡ -❝❤%♠❛ ♣♦✉$ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬❛❣$%❣❛&✐♦♥ ❛ %&% ❡♥✈✐-❛❣%✱ 8✉✐ ❝♦$$❡-♣♦♥❞ ♠✐❡✉① G ✉♥

❛♠♦$&✐--❡♠❡♥& ❞❡- ❝❤❡♠✐♥- ❞✬♦$❞$❡- -✉♣%$✐❡✉$-✱ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉$ ❧♦♥❣✉❡✉$ ✭✈♦✐$ ❧❛ ❙❡❝ ■■✲✸✳✷

-✉$ ❧❡- ❝❤❡♠✐♥- $❡❞♦♥❞❛♥&- ❡& ❧✬❛♠♦$&✐--❡♠❡♥& ♣♦✉$ χ✲❙✐♠✮ ❡& 8✉✐ ❞♦♥♥❡✱ -❛♥- ♥♦$♠❛❧✐-❛&✐♦♥ ✿

Ŝ
♣t!
i ✏

t
➳

t✶✏1

λt✶✁1
❋♣S

♣t✶!
i !

✏ Ŝ
♣t✁1!

i $ λt✁1
❋♣S

♣t!
i !

❙✬✐❧ ❧✬♦♥ ✈❡✉& ♥♦$♠❛❧✐-❡$ ❧❡- ✈❛❧❡✉$- ❞❡ -✐♠✐❧❛$✐&%- ❡♥&$❡ ✵ ❡& ✶✱ ♦♥ ♣❡✉& ✉&✐❧✐-❡$ ❧❛ ❢♦$♠✉❧❡

-✉✐✈❛♥&❡ ✿

Ŝ
♣t!
i ✏

Ŝ
♣t✁1!

i $ λt✁1
❋♣S

♣t!
i !

1 $ λt✁1
✭✷✶✮

❝❡ 8✉✐ ❝♦$$❡-♣♦♥❞✱ -❡❧♦♥ ❧✬%8✉❛&✐♦♥ ❣%♥%$✐8✉❡ ♣♦✉$ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬❛❣$%❣❛&✐♦♥ ✭✶✾✮✱ G ♣$❡♥❞$❡

α♣t! ✏

λt✁1

1$λt✁1 ✳ ❆✈❡❝ ❝❡ -❝❤%♠❛ ❧G✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ ♣❡✉& %❣❛❧❡♠❡♥& M&$❡ ❣❛$❛♥&✐❡ -✐ λ ❛♣♣❛$✲

&✐❡♥& G ❧✬✐♥&❡$✈❛❧❧❡ %0,1%✱ ❝❛$ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❋ ❡-& ❜♦$♥%❡ ❡& ❧❡ ❢❛❝&❡✉$ ❞✬❛♠♦$&✐--❡♠❡♥& λt✁1
❡-&

❡①♣♦♥❡♥&✐❡❧❧❡♠❡♥& ❞%❝$♦✐--❛♥&✳

✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✻✾
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❋✐♥❛❧❡♠❡♥'✱ ♥♦✉+ ✉'✐❧✐+❡,♦♥+ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✬❛❣,2❣❛'✐♦♥ +♦✐' ❧✬❊4✳ ✭✷✵✮ +♦✐' ❧✬❊4✳ ✭✷✶✮ ❞❛♥+

❧❛ ♣❛,'✐❡ ❡①♣2,✐♠❡♥'❛❧❡ ❛✉ ❈❤❛♣✳ ■❱✱ ❡' ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞✬✐'2,❛'✐♦♥+ TMV ❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ ▼❱❙✐♠

+❡,❛ ❣2♥2,❛❧❡♠❡♥' ✜①2 ❡♥',❡ ✶✵ ❡' ✷✵✳ ◗✉❛♥' ❛✉ ❝,✐'D,❡ ❞✬❛,,E'✱ ✐❧ ❝♦♥+✐+'❡ F ❝♦♠♣❛,❡, ❧❡

♠❛①✐♠✉♠ ❞❡+ ♥♦,♠❡+ ❞❡ ❋,♦❜❡♥✐✉+ ❞❡+ ❞✐✛2,❡♥❝❡+ ❡♥',❡ ❧❡+ ♠❛',✐❝❡+ ❞❡ +✐♠✐❧❛,✐'2 ✓ ❝♦♥+❡♥+✉+ ✔

❞❡ ❧✬✐'2,❛'✐♦♥ ❝♦✉,❛♥'❡ ❡' ♣,2❝2❞❡♥'❡✱ ♣❛, ,❛♣♣♦,' F ✉♥ ♣❛,❛♠D',❡ ǫ ✜①2✳ J❧✉+ ❢♦,♠❡❧❧❡♠❡♥'✱

♥♦✉+ ♥♦♠♠♦♥+ ❝❡''❡ 4✉❛♥'✐'2 d♣t!
✱ ❡' ♥♦✉+ ❧❛ ❝❛❧❝✉❧♦♥+ ❝♦♠♠❡ +✉✐' ✿

d♣t!
✏ max

1↕i↕N
‖Ŝ

♣t!
i ✁ Ŝ

♣t✁1!

i ‖
2

✭✷✷✮

❆✐♥+✐✱ +✐ '♦✉'❡+ ❧❡+ ♠❛',✐❝❡+ ❞❡ +✐♠✐❧❛,✐'2 ✓ ❝♦♥+❡♥+✉+ ✔ +♦♥' +'❛❜❧❡+✱ ❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ ♣❡✉' +✬❛,,E'❡,✳

■■■✲✺ ❆❧❣♦'✐)❤♠❡

◆♦✉+ ❞♦♥♥♦♥+ ❞❛♥+ ❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ ✹ ❧❡ ♣+❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♣♦✉, ❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ ▼❱❙✐♠✳ ▲✬2'❛♣❡ ❞❡

+❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡+ p% ❞❡+ +✐♠✐❧❛,✐'2+ ❧❡+ ♣❧✉+ ❢❛✐❜❧❡+ ♥✬❡+' ❞♦,2♥❛✈❛♥' ♣❧✉+ ,2❛❧✐+2❡ ♣❛, ❧❡+ ✐♥+'❛♥❝❡+

❞❡ χ✲❙✐♠✱ ♠❛✐+ ❛♣,D+ ❧✬2'❛♣❡ ❞✬❛❣,2❣❛'✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❧❛ +✐♠✐❧❛,✐'2 ❡♥',❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡'+ ♣❡✉' E',❡

❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥+ ✉♥❡ ✈✉❡✱ ♠❛✐+ +✐ ❝❡❧❛ ♥✬❡+' ♣❛+ ❧❡ ❝❛+ ❞❛♥+ ❧❡+ ❛✉',❡+ ✈✉❡+✱ ❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ +♦✉+✲

❡+'✐♠❡,❛✐' ❝❡''❡ ✈❛❧❡✉,✳ ❆✐♥+✐✱ ❝✬❡+' +❡✉❧❡♠❡♥' +✐ ✉♥❡ +✐♠✐❧❛,✐'2 ❡+' ❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥+ ❧❛ ♠❛',✐❝❡ ❞❡

+✐♠✐❧❛,✐'2 ✓ ❝♦♥+❡♥+✉+ ✔ 4✉✬❡❧❧❡ +❡,❛ +✉+❝❡♣'✐❜❧❡ ❞✬E',❡ ♠✐+❡ F ③2,♦✳

J❛, ❛✐❧❧❡✉,+✱ ♦♥ ♣❡✉' ❝♦♥+✐❞2,❡, 4✉❡ ❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡▼❱❙✐♠ ❡+' ✉♥❡ ❣2♥2,❛❧✐+❛'✐♦♥ ♠✉❧'✐✈✉❡ ❞❡

❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ χ✲❙✐♠✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❝♦♥+✐❞2,♦♥+ 4✉❡M ✏ 1 ❡' 4✉❡ N ✏ 2✱ ❛✜♥ ❞❡ ♥✬❛✈♦✐, 4✉✬✉♥❡ +❡✉❧❡

✈✉❡ ❞2❝,✐✈❛♥' ❧❛ ,❡❧❛'✐♦♥ ❡♥',❡ ❞❡✉① '②♣❡+ ❞✬♦❜❥❡'+✳ ■❧ +✉✣' ❞❡ ✜①❡, TMV ✏ T ✱ α♣t# ✏ 1✱ ❡' ❞❡

❝♦♥+✐❞2,❡, 4✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ 2❧2♠❡♥'❛✐,❡ ❞✬❛❣,2❣❛'✐♦♥ ❋ ❞✬✉♥❡ +❡✉❧❡ ♠❛',✐❝❡✱ ,❡♥✈♦✐❡ +✐♠♣❧❡♠❡♥'

❝❡''❡ ♠❛',✐❝❡ '❡❧ 4✉❡❧✳ ❉❛♥+ ❝❡ ❝❛+ ❛❧♦,+✱ ♦♥ ,❡',♦✉✈❡ ❡①❛❝'❡♠❡♥' ❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ χ✲❙✐♠✳ J♦✉,

❛❧❧❡, ♣❧✉+ ❧♦✐♥✱ ♦♥ ♣❡✉' ,❡♣,❡♥❞,❡ ❧❡+ ❝♦♥❞✐'✐♦♥+ ♣,2❝2❞❡♥'❡+ ❛✉①4✉❡❧❧❡+ ♦♥ ,❡'✐,❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐'✐♦♥

+✉, α♣t#✱ ❡' ♦♥ ,❡',♦✉✈❡ ❧✬✐❞2❡ ❞2✈❡❧♦♣♣2❡ ❞❛♥+ ❧❛ ❙❡❝✳ ■■✲✸✳✷ ♣♦✉, ✐♥',♦❞✉✐,❡ ❞❡ ❧✬❛♠♦,'✐++❡♠❡♥'

❞❛♥+ ❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ χ✲❙✐♠✳

■■■✲✻ ❈♦♠♣❧❡①✐)1 ❡) ♣❛'❛❧❧1❧✐3❛)✐♦♥

❉❛♥+ ❝❡''❡ +❡❝'✐♦♥✱ ♥♦✉+ ❛❧❧♦♥+ 2'✉❞✐❡, ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐'2 ❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ ▼❱❙✐♠ ❡' ♣,2+❡♥'❡,

❝♦♠♠❡♥' ✐❧ ❡+' ♣♦++✐❜❧❡ ❞✬❡①♣❧♦✐'❡, ❧❡+ ❛,❝❤✐'❡❝'✉,❡+ ♠❛'2,✐❡❧❧❡+ F ♠✉❧'✐♣❧❡+ ♥Y✉❞+ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ 4✉✐

❞❡✈✐❡♥♥❡♥' ❞❡ ♣❧✉+ ❡♥ ♣❧✉+ ❝♦✉,❛♥'❡+✱ ❛✜♥ ❞❡ ,2♣❛,'✐, ❧❡+ ❝❛❧❝✉❧+ ❡' ❡♥ ❞✐♠✐♥✉❡, ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐'2

❡♥ '❡♠♣+ ❡' ❡♥ ❡+♣❛❝❡✳ J❛, ♥Y✉❞ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉+ ❡♥'❡♥❞♦♥+ +♦✐' ✉♥ ♣,♦❝❡++❡✉,✱ +♦✐' ❧❡ ❝Y✉,

❞✬✉♥ ♣,♦❝❡++❡✉,✳ ❉❡ ♣❧✉+✱ ♥♦✉+ ♥♦✉+ ✐♥'2,❡++❡,♦♥+ F ❧✬❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❞❡ ▼❱❙✐♠ ❛✉ ',❛✐'❡♠❡♥' ❞❡

♠❛',✐❝❡+ ❞❡ ❣,❛♥❞❡+ ❞✐♠❡♥+✐♦♥+✱ ❡♥ ❡①♣❧♦✐'❛♥' ❝❡''❡ ♣,♦♣,✐2'2 ❞❡ ♣❛,❛❧❧2❧✐+❛'✐♦♥✳

■■■✲✻✳✶ ❈♦♠♣❧❡①✐-. ❞❡ ❧✬❛❧❣♦3✐-❤♠❡ ▼❱❙✐♠

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐'2 ❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ ▼❱❙✐♠ ❡+' 2✈✐❞❡♠♠❡♥' ❧✐2❡ F ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐'2 ❞❡+ ❜,✐4✉❡+ ❞❡

❜❛+❡ ❞♦♥' ✐❧ ❡+' ❝♦♠♣♦+2✱ F +❛✈♦✐, ❧✬❛❧❣♦,✐'❤♠❡ χ✲❙✐♠✱ ❡' ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✬❛❣,2❣❛'✐♦♥ ❆❣❣✳ ❉❛♥+

✉♥ ♣,❡♠✐❡, '❡♠♣+✱ ❝♦♥+✐❞2,♦♥+ 4✉❡ ❧❡+ M ♠❛',✐❝❡+ ❞❡ ,❡❧❛'✐♦♥+ +♦♥' '♦✉'❡+ ❞❡ '❛✐❧❧❡ η ✂ η✳

◆♦✉+ ❛✈♦♥+ ❞2❥F ✈✉ ❞❛♥+ ❞❛♥+ ❧❛ ❙❡❝✳ ■■✲✷✳✸✱ 4✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐'2 '❡♠♣♦,❡❧❧❡ ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡+' ❞❛♥+

❝❡ ❝❛+ ❡♥ O♣η3#✱ ❡' +❛ ❝♦♠♣❧❡①✐'2 +♣❛'✐❛❧❡ ❡+' ❡♥ O♣η2#✳ ▲❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✬❛❣,2❣❛'✐♦♥ ❛ 4✉❛♥' F

✼✵



❈❤❛♣✐%&❡ ■■■ ✿ ▲✬❛❧❣♦&✐%❤♠❡ ♠✉❧%✐✈✉❡ ▼❱❙✐♠

❆❧❣♦$✐&❤♠❡ ✹ ▲✬❛❧❣♦&✐(❤♠❡ ♠✉❧(✐✈✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦✲1✐♠✐❧❛&✐(21 ▼❱❙✐♠

❊♥"#$❡& ✿ ▲❡1 ♠❛(&✐❝❡1 ❞❡ &❡❧❛(✐♦♥  Rv✉
M
v✏1✱ ♣❛&❛♠6(&❡1 ✿ TMV✱ ❋✱ α♣t#✱ k✱ p

❙♦#"✐❡& ✿ ▲❡1 ♠❛(&✐❝❡1 ❞❡ 1✐♠✐❧❛&✐(21  Sn✉
N
n✏1

✭■♥✐$✐❛❧✐'❛$✐♦♥✮

ǫ $ 10✁2

t $ 0

+♦✉$ n ✏ 1 & N ✿

Ŝ
♣t#
n $ Iηn

❋✐♥

✭■$*+❛$✐♦♥' ❞❡ ❧✬❛❧❣♦+✐$❤♠❡✮

❘1♣1&❡$ ✿

t $ t' 1

+♦✉$ v ✏ 1 & M ✿

✭❘2✲✮✐♥✐(✐❛❧✐1❡& χ✲❙✐♠v ❛✈❡❝ Ŝ
♣t✁1#
i ❡( Ŝ

♣t✁1#
j

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ S
$v%
i ❡( S

$v%
j ♣❛& χ✲❙✐♠v♣T ✏ 1, k#

❋✐♥

+♦✉$ n ✏ 1 & N ✿

Ŝ
♣t#
n $ ❆❣❣♣S

♣t#
n ,❋, α♣t## 1❡❧♦♥ ❊=✳ ✭✷✵✮ ♦✉ ❊=✳ ✭✷✶✮

❙❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡1 p% 1✐♠✐❧❛&✐(21 ❧❡1 ♣❧✉1 ❢❛✐❜❧❡1 ❞❡ Ŝ
♣t#
n

❋✐♥

d♣t# $ max
1↕n↕N

‖Ŝ♣t#n ✁ Ŝ
♣t✁1#
n ‖

2

❏✉45✉✬7 t ➙ TMV ❡& d
♣t#

➔ ǫ

✭❆✛❡❝$❛$✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡' '♦+$✐❡'✮

+♦✉$ n ✏ 1 & N ✿

Sn $ Ŝ
♣t#
n

❋✐♥

✷✾ ♦❝$♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✼✶



❈❤❛♣✐%&❡ ■■■ ✿ ▲✬❛❧❣♦&✐%❤♠❡ ♠✉❧%✐✈✉❡ ▼❱❙✐♠

❡❧❧❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐*+ *❡♠♣♦,❡❧❧❡ ❡* -♣❛*✐❛❧❡ ❡♥ O♣η2!✱ ♣❡✉ ✐♠♣♦,*❡ ❧❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❋ ❝❤♦✐-✐❡ ♣❛,♠✐

❝❡❧❧❡- ♣,♦♣♦-+❡- ♣,+❝+❞❡♠♠❡♥*✳

❆✐♥-✐✱ ♣♦✉, M ♠❛*,✐❝❡- ❞❡ ,❡❧❛*✐♦♥- ❡* N *②♣❡- ❞✬♦❜❥❡*- ❞✐✛+,❡♥*-✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐*+ *❡♠♣♦,❡❧❧❡

❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐*❤♠❡▼❱❙✐♠ ❡-* ❡♥ O♣M η3"N η2! ✏ O♣M η3!✳ ❙❛ ❝♦♠♣❧❡①✐*+ -♣❛*✐❛❧❡ ❡-* ❛--♦❝✐+❡

❛✉ ❢❛✐* <✉❡ ❧✬❛❧❣♦,✐*❤♠❡ ❞♦✐* ❣❛,❞❡, ❡♥ ♠+♠♦✐,❡ *♦✉*❡- ❧❡- ♠❛*,✐❝❡- ❞❡ -✐♠✐❧❛,✐*+- ✭<✉✐ ♥❡ -♦♥*

♣❛- ♥+❝❡--❛✐,❡♠❡♥* ❝,❡✉-❡-

✻

✮✱ ❡❧❧❡ ❡-* ❞♦♥❝ ❡♥ O♣2M η2!✳

▲✬❛❧❣♦,✐*❤♠❡ ❡-* ❝❡♣❡♥❞❛♥* ❢❛❝✐❧❡♠❡♥* ♣❛,❛❧❧+❧✐-❛❜❧❡✱ ✐❧ -✉✣* ♣♦✉, ❝❡❧❛ ❞✬❛✛❡❝*❡, A ❝❤❛<✉❡

✈✉❡✱ ❞♦♥❝ A ❝❤❛<✉❡ ✐♥-*❛♥❝❡ ❞❡ χ✲❙✐♠✱ ✉♥ ♥C✉❞ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ❛--✐❣♥❛♥* ❛✐♥-✐ A ❝❤❛<✉❡ ✐♥-*❛♥❝❡
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%)✐❝❡5 ❞❡ 5✐♠✐❧❛)✐%1✱ ❡% ✉♥❡ ♠❛%)✐❝❡ ✐♥%❡)♠1❞✐❛✐)❡ ❞❡ ♠H♠❡ %❛✐❧❧❡✱ ❝❡ -✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐%1

✼✻



❈❤❛♣✐%&❡ ■■■ ✿ ▲✬❛❧❣♦&✐%❤♠❡ ♠✉❧%✐✈✉❡ ▼❱❙✐♠

 ♣❛#✐❛❧❡ ❡♥ O♣4 η2④M2
"✳ ❉❡ ♣❧✉ ✱ ❧❡ 2M ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞✬❛❣23❣❛#✐♦♥ ♣2♦❞✉✐ ❡♥# ❝❤❛❝✉♥❡ ✉♥❡ ♠❛✲

#2✐❝❡ ❞❡  ✐♠✐❧❛2✐#3✱ ❡#  ✐ ❝❡##❡ 3#❛♣❡ ❡ # ❡①3❝✉#3❡  ✉2 ✉♥  ❡✉❧ ♥8✉❞ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱  ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐#3

 ♣❛#✐❛❧❡ ❡ # ❡♥ O♣η2"✳

❊♥  ✉♣♣♦ ❛♥# :✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐ ♣♦ ❡ ❞❡ M2
♥8✉❞ ♣♦✉2 ❧✬❡①3❝✉#✐♦♥ ❞❡ ▼❱❙✐♠✱ ❝❤❛:✉❡ ♥8✉❞ ❛

✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐#3  ♣❛#✐❛❧❡ 23❞✉✐#❡ ; 4 ♣η④M"

2
✏ O♣η2④M2

"✳ ❉❡ ♣❧✉ ✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉ ❧✬❛✈♦♥  ✉♣♣♦ 3

❧♦2 ❞❡ ❧✬3#✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐#3 #❡♠♣♦2❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣2♦❝❤❡✱ ♦♥ ♣❡✉# 3❣❛❧❡♠❡♥# ♣❛2❛❧❧3❧✐ ❡2 ❧❡ 

✐♥ #❛♥❝❡ ❞❡ ❆❣❣✱ ❝❡ :✉✐ ♥3❝❡  ✐#❡ ❞❡ 23✉#✐❧✐ ❡2 2M ❞❡ M2
♥8✉❞ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡

❝❡ ♥8✉❞ ❞♦✐# ❛❧♦2 ♠3♠♦2✐ ❡2 M $ 1 ♠❛#2✐❝❡ ❞❡  ✐♠✐❧❛2✐#3 ❞❡ #❛✐❧❧❡ η④M ✂ η④M ✱ ❞♦♥❝

❧❡✉2 ❝♦♠♣❧❡①✐#3  ♣❛#✐❛❧❡ ♣♦✉2 ❝❡##❡ 3#❛♣❡ ❡ # ❡♥ O♣η2④M"✳ ■❧ ❡ # ❛✐♥ ✐ ♣♦  ✐❜❧❡ ❞❡ 23❞✉✐2❡ ❧❛

♠3♠♦✐2❡ ♥3❝❡  ❛✐2❡ ; ❧✬3#❛♣❡ ❞✬❛❣23❣❛#✐♦♥ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥#❛♥# M ✳

❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ (❡❧❛+✐✈❡ ❛✉ ❞.❝♦✉♣❛❣❡ &❡❧♦♥ ❧❡& ❞❡✉① ❞✐♠❡♥&✐♦♥&

❊♥ ❝♦♥❝❧✉ ✐♦♥✱  ❛♥ ❞3❝♦✉♣❛❣❡ ❡# ❡♥ ✉#✐❧✐ ❛♥# χ✲❙✐♠ ♣♦✉2 #2❛✐#❡2 ❞✐2❡❝#❡♠❡♥# ❧❛ ♠❛#2✐❝❡R✱ ❧❛

❝♦♠♣❧❡①✐#3 #❡♠♣♦2❡❧❧❡ ❡ # ❡♥ O♣η3"✱ ❡# ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐#3  ♣❛#✐❛❧❡ ❡♥ O♣η2"✳ ❆✈❡❝ ❝❡##❡ ❛♣♣2♦❝❤❡✱

❡# ❡♥  ✉♣♣♦ ❛♥# :✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐ ♣♦ ❡ ❞❡ M2
♥8✉❞ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♦♥ ♣❡✉# 23❞✉✐2❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐#3

#❡♠♣♦2❡❧❧❡ ; O♣η3④M3
" ❡# ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐#3  ♣❛#✐❛❧❡ ; O♣η2④M"✱ ❡# ❢♦✉2♥✐2 ✉♥❡ ❛♣♣2♦①✐♠❛#✐♦♥

❞❡ ✈❛❧❡✉2 ❞❡  ✐♠✐❧❛2✐#3 ✳ ❆✐♥ ✐✱ ; ❧✬✐♥ #❛2 ❞✉ ❞3❝♦✉♣❛❣❡  ❡❧♦♥ ❧❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ✉♥✐:✉❡♠❡♥#✱ ✐❧

❡ # ♣♦  ✐❜❧❡ ❞❡ 23❞✉✐2❡ ❧❡ #❡♠♣ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡# ❧❛ ♠3♠♦✐2❡ ♥3❝❡  ❛✐2❡ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥#❛♥# M ✳ ❊♥

2❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ ❢❛✐# ❞✬❛✉❣♠❡♥#❡2 M ❞3❣2❛❞❡ ❝❡2#❛✐♥❡♠❡♥# ❧❛ :✉❛❧✐#3 ❞❡  ✐♠✐❧❛2✐#3 ❝❛❧❝✉❧3❡ ✱ ❡# ✐❧

② ❛ ♣❛2 ❝♦♥ 3:✉❡♥# ✉♥ ❝♦♠♣2♦♠✐ ❡♥#2❡ 2❛♣✐❞✐#3 ❞✬❡①3❝✉#✐♦♥ ❡# ♣23❝✐ ✐♦♥ ❞❡ 23 ✉❧#❛# ✳ ❈♦♠♠❡

♣♦✉2 ❧❡ ❞3❝♦✉♣❛❣❡  ❡❧♦♥ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥ ✐♦♥ ❞3❝2✐# ❞❛♥ ❧❛ ❙❡❝✳ ■■■✲✻✳✷✳❛✱ ♥♦✉ ❛♥❛❧② ❡2♦♥ ❞❛♥ ❧❡

❈❤❛♣✳ ■❱ ❧✬✐♥#32F# ♣2❛#✐:✉❡ ❞❡ ❝❡##❡ ❛♣♣2♦❝❤❡✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✽✳ ▲❡" ♥$✉❞" ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉*✐❧✐"," ❞❛♥" ❧❡" ❛♣♣.♦❝❤❡" ❞,❝.✐*❡" ❞❛♥" ❝❡**❡

"❡❝*✐♦♥ ♥❡ ❞♦✐✈❡♥* ♣❛" 2*.❡ "✉. ✉♥❡ ✉♥✐3✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❝❡ 3✉✐ ❛♥♥✉❧❡.❛✐* ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥

❡"♣❛❝❡ ♠,♠♦✐.❡✳ ❉❡ ♣❧✉"✱ ❝❡❧❛ ❝.,❡.❛✐* ✉♥❡ ❝♦♠♣,*✐*✐♦♥ ❡♥*.❡ ❧❡" ❞✐✛,.❡♥*❡" ♣.♦❝❡""✉"

♣♦✉. ❛❝❝,❞❡. ❛✉ ❜✉" ♠,♠♦✐.❡✳

■■■✲✼ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐/0❡

❉❛♥ ❝❡ ❝❤❛♣✐#2❡✱ ♥♦✉ ❛✈♦♥ ♣2♦♣♦ 3 ❧✬❛❧❣♦2✐#❤♠❡ ▼❱❙✐♠ :✉✐ ♣❡2♠❡# ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡2✱ ; ♣❛2#✐2

❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥3❡ ♠✉❧#✐✈✉❡ ❝♦♠♣♦2#❛♥# M ♠❛#2✐❝❡ ❞❡ 2❡❧❛#✐♦♥ ✱ N ♠❛#2✐❝❡ ❞❡  ✐♠✐❧❛2✐#3

♣♦✉2 ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ #②♣❡ ❞✬♦❜❥❡# ❝♦♥❝❡2♥3 ♣❛2 ❧❡ ❞♦♥♥3❡ ✳ ❈❡# ❛❧❣♦2✐#❤♠❡  ✬❛♣♣✉✐❡  ✉2 ❧✬❛❧❣♦✲

2✐#❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦✲ ✐♠✐❧❛2✐#3 χ✲❙✐♠ ♣23 ❡♥#3 ❞❛♥ ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■■ :✉✐ #2❛✐#❡ ✉♥❡  ❡✉❧❡ ♠❛#2✐❝❡

❞❡ 2❡❧❛#✐♦♥✳ ▲❛ ♥♦#✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞✬❛❣23❣❛#✐♦♥ ❡ # 3❣❛❧❡♠❡♥# ❞3❝2✐#❡ ❡# ♣❧✉ ✐❡✉2 ❢♦2♠❡  ♦♥#

♣2♦♣♦ 3❡ ✱ ♣❡2♠❡##❛♥# ♥♦#❛♠♠❡♥# ❞❡ ❣❛2❛♥#✐2 ❧❛ ❝♦♥✈❡2❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦2✐#❤♠❡ ▼❱❙✐♠✳ I❛2

❛✐❧❧❡✉2 ✱ ✉♥ ❛✉#2❡ ♣♦✐♥# ✐♥#32❡  ❛♥# ❞❡ ❧✬❛❧❣♦2✐#❤♠❡ ▼❱❙✐♠ ❡ # :✉✬✐❧ ♣❡✉# F#2❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡

❣3♥32❛❧✐ ❛#✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦2✐#❤♠❡ χ✲❙✐♠✳

❉❡ ♣❧✉ ✱ ❛♣2J ❛✈♦✐2 3#✉❞✐3 ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐#3 ❞❡ ❧✬❛❧❣♦2✐#❤♠❡✱ ♥♦✉ ❛✈♦♥ ♣2♦♣♦ 3 ❞❡ ❧✬✉#✐❧✐ ❡2

♣♦✉2 ❝❛❧❝✉❧❡2 ❞❡  ✐♠✐❧❛2✐#3 ; ♣❛2#✐2 ❞✬✉♥❡ ♠❛#2✐❝❡ ❞❡ 2❡❧❛#✐♦♥ ✉♥✐:✉❡ ♠❛✐ ❞❡ #2♦♣ ❣2❛♥❞❡

#❛✐❧❧❡ ♣♦✉2 F#2❡ ❞✐2❡❝#❡♠❡♥# #2❛✐#3❡ ♣❛2 ❧✬❛❧❣♦2✐#❤♠❡ χ✲❙✐♠✳ I❧✉ ✐❡✉2 ❛♣♣2♦❝❤❡ ♦♥# 3#3 ❞3❝2✐#❡ 

✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✼✼



❈❤❛♣✐%&❡ ■■■ ✿ ▲✬❛❧❣♦&✐%❤♠❡ ♠✉❧%✐✈✉❡ ▼❱❙✐♠

❡! ♣❡✉✈❡♥! &!'❡ ✉!✐❧✐*+❡* ❡♥ ❢♦♥❝!✐♦♥ ❞❡* ❝❛'❛❝!+'✐*!✐1✉❡* ❞❡ ❧❛ ♠❛!'✐❝❡ ❞❡ '❡❧❛!✐♦♥✱ ❡! ❞❡

❧✬❛♣♣❧✐❝❛!✐♦♥ ✈✐*+❡✳

✼✽



❈❤❛♣✐%&❡ ■❱

❆♣♣❧✐❝❛&✐♦♥) ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡& ❞❡ ▼❱❙✐♠

❙♦♠♠❛✐%❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐,%❡

■❱✲✶ $%&'❡♥*❛*✐♦♥ ❞❡' ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥&❡' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

■❱✲✶✳✶ ❏❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥,❡- ♠♦♥♦✈✉❡- ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

■❱✲✶✳✷ ❏❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥,❡- ♠✉❧4✐✈✉❡- ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

■❱✲✶✳✸ ❏❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥,❡- ♠♦♥♦✈✉❡- ❞❡ ❣8❛♥❞❡ 4❛✐❧❧❡ ♣♦✉8▼❱❙✐♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

■❱✲✷ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞❡ χ✲❙✐♠ : ❧❛ ❝❧❛''✐✜❝❛*✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

■❱✲✷✳✶ ▼,4❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

■❱✲✷✳✷ ❘,-✉❧4❛4- ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

■❱✲✷✳✸ ❙❡♥-✐❜✐❧✐4, ❛✉① ♣❛8❛♠C48❡- ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

■❱✲✸ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞❡ ▼❱❙✐♠ : ❧❛ ❝❧❛''✐✜❝❛*✐♦♥ ♠✉❧*✐✈✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

■❱✲✸✳✶ ▼,4❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

■❱✲✸✳✷ ❘,-✉❧4❛4- ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

■❱✲✸✳✸ ❙❡♥-✐❜✐❧✐4, ❛✉① ♣❛8❛♠C48❡- ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

■❱✲✹ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞❡ ▼❱❙✐♠ ❛✉ *%❛✐*❡♠❡♥* ❞✬✉♥❡ ♠❛*%✐❝❡ ❞❡ ❣%❛♥❞❡ *❛✐❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

■❱✲✹✳✶ ❉,❝♦✉♣❛❣❡ -❡❧♦♥ ✉♥❡ -❡✉❧❡ ❞✐♠❡♥-✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

■❱✲✹✳✷ ❉,❝♦✉♣❛❣❡ -❡❧♦♥ ❧❡- ❞❡✉① ❞✐♠❡♥-✐♦♥- ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

■❱✲✺ ❈♦♥❝❧✉'✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐*%❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

❉❛♥# ❧❡# ❝❤❛♣✐*+❡# ■■ ❡* ■■■✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❞2❝+✐* ❧❡# ❞❡✉① ♣+✐♥❝✐♣❛❧❡# ❝♦♥*+✐❜✉*✐♦♥# ❞❡ ❝❡**❡ *❤5#❡✱ 6

#❛✈♦✐+ ❞❡# ❛♠2❧✐♦+❛*✐♦♥# ❞❡ ❧✬❛❧❣♦+✐*❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦✲#✐♠✐❧❛+✐*2 χ✲❙✐♠ ✐♥✐*✐❛❧❡♠❡♥* ♣+♦♣♦#2 ♣❛+ ❇✐#✲

#♦♥ ❡* ❍✉##❛✐♥ ✭✷✵✵✽✮✱ ❡* ❧❛ ❞2✜♥✐*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦+✐*❤♠❡ ♠✉❧*✐✈✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦✲#✐♠✐❧❛+✐*2 ▼❱❙✐♠✳

◆♦✉# ❢♦✉+♥✐##♦♥# ❞❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐*+❡ ❞❡# ❝♦♠♣❛+❛✐#♦♥# ❡①♣2+✐♠❡♥*❛❧❡# ❛✈❡❝ ❧❡# ♠2*❤♦❞❡# ❞❡ ❧✬2*❛* ❞❡ ❧✬❛+*

♣+2#❡♥*2❡# ❞❛♥# ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■ #✉+ ❞✐✛2+❡♥*# ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥2❡# +2❡❧#✱ ❛✉##✐ ❜✐❡♥ ♠♦♥♦✈✉❡# I✉❡ ♠✉❧*✐✈✉❡#✳

❉❛♥# ✉♥ ♣+❡♠✐❡+ *❡♠♣#✱ ♥♦✉# ♠♦♥*+❡+♦♥# I✉❡ ❧❡# ❛♠2❧✐♦+❛*✐♦♥# ❞❡ ❧✬❛❧❣♦+✐*❤♠❡ χ✲❙✐♠ ♣❡+♠❡**❡♥*

❡✛❡❝*✐✈❡♠❡♥* ❞✬❛❝❝+♦J*+❡ #❛ ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡ #✉+ ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥2❡#✱ ❡* ♥♦✉# 2*✉❞✐❡+♦♥#

2❣❛❧❡♠❡♥* #❛ +♦❜✉#*❡##❡ ✈✐#✲6✲✈✐# ❞❡ #❡# ❞✐✛2+❡♥*# ♣❛+❛♠5*+❡#✳

❉❛♥# ✉♥ #❡❝♦♥❞ *❡♠♣#✱ ♥♦✉# ❝♦♠♣❛+❡+♦♥# ❧❡# ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡# ❞❡ ❧✬❛❧❣♦+✐*❤♠❡ ♠✉❧*✐✈✉❡ ▼❱❙✐♠ #✉+

❞❡# ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥2❡# ♠✉❧*✐✈✉❡#✱ 6 ❧❛ ❢♦✐# ♣❛+ +❛♣♣♦+* 6 ❞❡# ♠2*❤♦❞❡# ♠♦♥♦✈✉❡# ✭❛✜♥ ❞❡ ❞2♠♦♥*+❡+

❧✬❛♣♣♦+* ❞✬✉♥❡ ❛♣♣+♦❝❤❡ ♠✉❧*✐✈✉❡✮✱ ❡* 2❣❛❧❡♠❡♥* ♣❛+ +❛♣♣♦+* 6 ❞❡# ♠2*❤♦❞❡# ♠✉❧*✐✈✉❡#✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ♥♦✉#

❢♦✉+♥✐+♦♥# ❞❡# ❡①❡♠♣❧❡# ❞✬❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦+✐*❤♠❡ ▼❱❙✐♠ ❛✉ *+❛✐*❡♠❡♥* ❞❡ ♠❛*+✐❝❡# ❞❡ +❡❧❛*✐♦♥

❞❡ ❣+❛♥❞❡ *❛✐❧❧❡✱ ❣+K❝❡ 6 ❧❛ ♣❛+❛❧❧2❧✐#❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠2*❤♦❞❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣+2#❡♥*2❡ ❞❛♥# ❧❛ ❙❡❝✳ ■■■✲✻✳ ❉❡✉①

+2#✉❧*❛*# ♣❡✉✈❡♥* N*+❡ ♦❜*❡♥✉# #✉✐✈❛♥* ❧✬♦❜❥❡❝*✐❢ +❡❝❤❡+❝❤2 ✿ ❧✬❛❝❝2❧2+❛*✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉ ❧✬❛♠2❧✐♦+❛*✐♦♥

❞❡# ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡# ❡♥ ♣+❡♥❛♥* ❡♥ ❝♦♠♣*❡ ❞❛✈❛♥*❛❣❡ ❞❡ ❞♦♥♥2❡#✳

✷✾ ♦❝*♦❜%❡ ✷✵✶✷ ✼✾



❈❤❛♣✐%&❡ ■❱ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥0 ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡% ❞❡ ▼❱❙✐♠

■❱✲✶ $%&'❡♥*❛*✐♦♥ ❞❡' ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥&❡'

❉❛♥# ❝❡&&❡ #❡❝&✐♦♥✱ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ♣-.#❡♥&❡- ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥.❡# 5✉✐ #❡-♦♥& ✉&✐❧✐#.#

❞❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐&-❡✱ 7 ❧❛ ❢♦✐# ♣♦✉- .✈❛❧✉❡- ❧❡# ❛♠.❧✐♦-❛&✐♦♥# ❛♣♣♦-&.❡# 7 ❧✬❛❧❣♦-✐&❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

❝♦✲#✐♠✐❧❛-✐&. ♠♦♥♦✈✉❡ χ✲❙✐♠✱ ♠❛✐# .❣❛❧❡♠❡♥& ♣♦✉- .✈❛❧✉❡- ❧❡# ♣❡-❢♦-♠❛♥❝❡# ❞❡ ❧✬❛❧❣♦-✐&❤♠❡

♠✉❧&✐✈✉❡ ▼❱❙✐♠✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❝♦♥❝❡-♥❛♥& ❧❡# ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥.❡# ♠✉❧&✐✈✉❡#✱ ✐❧ ❡#& ♣-✐♠♦-❞✐❛❧ ❞❡

&❡#&❡- ❞❡# ❛❧❣♦-✐&❤♠❡# ♠♦♥♦✈✉❡# #.♣❛-.♠❡♥& #✉- ❧❡# ❞✐✛.-❡♥&❡# ✈✉❡#✱ ❛✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡- ❧✬❛♣♣♦-&

❞❡ ❧✬✉&✐❧✐#❛&✐♦♥ ❞❡ &♦✉&❡# ❧❡# ✈✉❡#✳ ▲❛ ❚❛❜✳ ✷ -.#✉♠❡ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥.❡# ✭✻ ❥❡✉①

♠♦♥♦✈✉❡# ❡& ✽ ❥❡✉① ♠✉❧&✐✈✉❡#✮ 5✉✐ #❡-♦♥& ✉&✐❧✐#.# ❞❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐&-❡✱ ❡♥ ♣-.❝✐#❛♥& ♣♦✉- ❝❤❛❝✉♥

❞✬❡✉① ❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞✬♦❜❥❡&# ❡& ❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ -❡❧❛&✐♦♥#✱ ❛✐♥#✐ 5✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ ❝❧❛##❡# ❞❡ X1 5✉✐

#❡-❛ &♦✉❥♦✉-# ❧❡ &②♣❡ ❞✬♦❜❥❡&# 5✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡-❝❤❡ 7 ❝❧❛##✐✜❡-✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ♣♦✉- ❝❡-&❛✐♥# ❥❡✉① ❞❡

❞♦♥♥.❡#✱ ♣❧✉#✐❡✉-# .❝❤❛♥&✐❧❧♦♥# #♦♥& ❞✐#♣♦♥✐❜❧❡# ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐- ❝❛❧❝✉❧❡- ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡& ❧✬.❝❛-&

&②♣❡ ❞❡# ♠❡#✉-❡# ❞❡ ♣❡-❢♦-♠❛♥❝❡✱ ♣♦✉- ✈❛❧✐❞❡- ❧❛ #&❛❜✐❧✐&. ❞❡# ♠.&❤♦❞❡#✳

❘❡♠❛$%✉❡ ✾✳ ▲✬✐♥$%❣'❛❧✐$% ❞❡, ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥%❡, ✉$✐❧✐,%, ❞❛♥, ❝❡$$❡ $❤3,❡✱ 5✉❡ ♥♦✉,

❧❡, ❛②♦♥, ❣%♥%'%, ♦✉ ♥♦♥✱ ,♦♥$ ♠✐, 8 ❞✐,♣♦,✐$✐♦♥ ,✉' ✐♥$❡'♥❡$✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐' <$'❡

'%✲✉$✐❧✐,%,✱ ❛✜♥ 5✉❡ ❞✬❛✉$'❡, ❝❤❡'❝❤❡✉', ♣✉✐,,❡♥$ ❝♦♠♣❛'❡' ❧❡✉', ♠%$❤♦❞❡, ❛✉① ♥>$'❡,✳

▲❛ ♣❛❣❡ ♦@ ,♦♥$ ❞✐,♣♦♥✐❜❧❡, ❝❡, ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥%❡, ❡,$ ❤!!♣✿✴✴♠❡♠❜(❡)✲❧✐❣✳✐♠❛❣✳❢(✴

❣(✐♠❛❧✴❞❛!❛✳❤!♠❧✳

◆♦✉# ❛❧❧♦♥# ❞✬❛❜♦-❞ ♣-.#❡♥&❡- ❧❡# ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥.❡# ♠♦♥♦✈✉❡#✱ ♣✉✐# ❧❡# ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥.❡#

♠✉❧&✐✈✉❡#✱ 5✉✐ ♣❡✉✈❡♥& I&-❡ ✉&✐❧✐#.# ❝♦♠♠❡ ♣❧✉#✐❡✉-# ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥.❡# ♠♦♥♦✈✉❡# ♣♦✉- &❡#&❡-

❧✬❛❧❣♦-✐&❤♠❡ χ✲❙✐♠✱ ❡& ✜♥❛❧❡♠❡♥&✱ ♥♦✉# ♣-.#❡♥&❡-♦♥# ✉♥ ❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥.❡# 5✉❡

♥♦✉# ❛✈♦♥# ❝♦♥J✉ ♣♦✉- ♣♦✉✈♦✐- &❡#&❡- ❧❡# ♠.&❤♦❞❡# ❞❡ &-❛✐&❡♠❡♥& ❞❡ ♠❛&-✐❝❡# ❞❡ ❣-❛♥❞❡ &❛✐❧❧❡

♣-.#❡♥&.❡# ❞❛♥# ❧❛ ❙❡❝✳ ■■■✲✻✳✷✳

■❱✲✶✳✶ ❏❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥,❡- ♠♦♥♦✈✉❡-

▲❡# #✐① ♣-❡♠✐❡-# ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥.❡# ✉&✐❧✐#.# #♦♥& ♠♦♥♦✈✉❡#✱ ❡& ♦♥& .&. ❝-..# 7 ♣❛-&✐- ❞❡ ❧❛

❝♦❧❧❡❝&✐♦♥ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥&# &❡①&✉❡❧# ❞❡ ◆❡✇,❣'♦✉♣ ✭◆●✷✵✮

✽
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◆●✷

❝♦♠♣✳♦'✳♠'✲✇✐♥❞♦✇'✳♠✐'❝✱ ❝♦♠♣✳✇✐♥❞♦✇'✳①✱ .❡❝✳♠♦"♦.❝②❝❧❡'✱ '❝✐✳❝.②♣"✱

'❝✐✳'♣❛❝❡

◆●✸

❝♦♠♣✳♦'✳♠'✲✇✐♥❞♦✇'✳♠✐'❝✱ ❝♦♠♣✳✇✐♥❞♦✇'✳①✱ ♠✐'❝✳❢♦.'❛❧❡✱ .❡❝✳♠♦"♦.❝②❝❧❡'✱

'❝✐✳❝.②♣"✱ '❝✐✳'♣❛❝❡✱ "❛❧❦✳♣♦❧✐"✐❝'✳♠✐❞❡❛'"✱ "❛❧❦✳.❡❧✐❣✐♦♥✳♠✐'❝

❚❛❜❧❡ ✸ ✕ ◆♦♠% ❞❡% ❝❧❛%%❡% ❞❡% ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥/❡% ✐%%✉% ❞❡ ◆●✷✵✳

❞>❝✐❞❛♥" ❞❡ ♥❡ ❣❛.❞❡. ?✉❡ ✷✵✵✵ ♠♦"' ♣♦✉. ❝❤❛❝✉♥ ❞❡' >❝❤❛♥"✐❧❧♦♥'✱ ❛✜♥ ❞❡ '✉✐✈.❡ ❧❛ ♠>"❤♦❞♦✲

❧♦❣✐❡ ❞❡ ❉❤✐❧❧♦♥ ✭✷✵✵✶✮✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉' '♦♠♠❡' ❞❛♥' ✉♥ ❝❛❞.❡ ♥♦♥ '✉♣❡.✈✐'>✱ ♥♦✉' ♥❡ ♣♦✉✈♦♥'

♣❛' ✉"✐❧✐'❡. ❧✬✐♥❢♦.♠❛"✐♦♥ '✉. ❧❛ ❝❧❛''❡ ❞❡' ❞♦❝✉♠❡♥"' ♣♦✉. '>❧❡❝"✐♦♥♥❡. ❧❡' ♠♦"' ❧❡' ♣❧✉' ❞✐'❝.✐✲

♠✐♥❛♥"'✱ ❡" ❛✈♦♥' ♣❛. ❝♦♥'>?✉❡♥" ✉"✐❧✐'> ❧✬❛❧❣♦.✐"❤♠❡ ❞❡' k✲♠❡❞♦H❞❡' ✭✈♦✐. ❞❡'❝.✐♣"✐♦♥ ❞❛♥' ❧❛

❙❡❝✳ ■✲✷✳✷✳❛✮✳ ❊♥ ❡✛❡"✱ ❝❡" ❛❧❣♦.✐"❤♠❡ .>❛❧✐'❡ ✉♥ ♣❛."✐"✐♦♥♥❡♠❡♥" ❞❡ ❧✬❡'♣❛❝❡ ❞❡' ♠♦"'✱ ❛✜♥ ❞❡

".♦✉✈❡. k .❡♣.>'❡♥"❛♥"'✱ ❝❡ ?✉✐ ❡'" ✉♥❡ ♠>"❤♦❞❡ .❛✐'♦♥♥❛❜❧❡ ❞❛♥' ♥♦".❡ ❝❛'✱ ❝❛. ❝❡❧❛ ♣❡.♠❡"

❞❡ '>❧❡❝"✐♦♥♥❡. ❞❡' ♠♦"' .❡❧❛"✐✈❡♠❡♥" ✐♥❞>♣❡♥❞❛♥"' ❧❡' ✉♥' ❞❡' ❛✉".❡'✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥"✱ ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ "②♣❡' ❞✬♦❜❥❡"' ❡'" ❞❡ ✷✱ ❛✈❡❝ X1 ❞>'✐❣♥❛♥" ❧❡' ❞♦❝✉♠❡♥"' ❡" X2

❧❡' ♠♦"'✳ O.>❝✐'♦♥' ?✉❡ ❧❡ ♠♦❞P❧❡ ❞❡ ♣♦♥❞>.❛"✐♦♥ ✭✈♦✐. ❙❡❝✳ ■✲✶✳✶✳❜✮ ❝❤♦✐'✐ ♣♦✉. ❝❡' ❥❡✉① ❞❡

❞♦♥♥>❡' ❡'" ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ ❝♦✲♦❝❝✉..❡♥❝❡' ❞❡' ♠♦"' ❞❛♥' ❧❡' ❞♦❝✉♠❡♥"'✱ ?✉✐ '❡.❛ ❞♦♥❝ .❡♣.>'❡♥">

♣❛. ❧✬✉♥✐?✉❡ ♠❛".✐❝❡ ❞❡ .❡❧❛"✐♦♥ R1✳

■❱✲✶✳✷ ❏❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥-❡. ♠✉❧1✐✈✉❡.

◆♦✉' ❛✈♦♥' ✉"✐❧✐'> ❤✉✐" ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥>❡' ♠✉❧"✐✈✉❡'✱ ❞♦♥" ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ ✈✉❡' N ✈❛.✐❡ ❡♥".❡ ✷

❡" ✺✱ ❡" ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞✬♦❜❥❡"' M ✈❛.✐❡ ❡♥".❡ ✷ ❡" ✻✳

▲❡ ♣.❡♠✐❡. ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥>❡' ♠✉❧"✐✈✉❡ ❛ >"> ❡①".❛✐" T ♣❛."✐. ❞✉ '✐"❡ ✐♥"❡.♥❡" ■▼❉❜ ✭❞❡

❧✬❛♥❣❧❛✐' ■♥%❡'♥❡% ▼♦✈✐❡ ❉❛%❛❜❛,❡✮✱ ✉♥ '✐"❡ ♣.♦♣♦'❛♥" ✉♥❡ ❜❛'❡ ❞❡ ❞♦♥♥>❡' ".P' ❝♦♠♣❧P"❡ '✉.

❧❡' ✜❧♠'

✶✵

✳ ◆♦✉' ❛✈♦♥' ❝❤❡.❝❤> T ❝❧❛''✐✜❡. ❛✉"♦♠❛"✐?✉❡♠❡♥" ❧❡' ✜❧♠' ❡♥ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉. ❣❡♥.❡

✭❛❝"✐♦♥✱ ❝♦♠>❞✐❡'✱ ❡"❝✳✮✱ ❡" ❛✈♦♥' ♣♦✉. ❝❡❧❛ ❝.>❡. ❞❡✉① ✈✉❡' ♣♦✉. ❧❡' ❞>❝.✐.❡✳ ▲❛ ♣.❡♠✐P.❡ ✈✉❡

V1 ❞>❝.✐" ❧❛ .❡❧❛"✐♦♥ ❡♥".❡ ❧❡' ✜❧♠' ❡" ❧❡' ❛❝"❡✉.' ?✉✐ ② ❥♦✉❡♥"✱ ❝❡ ?✉✐ ❢♦✉.♥✐" ✉♥❡ ♠❛".✐❝❡

❜✐♥❛✐.❡ R1✳ O✉✐'✱ ♥♦✉' ❛✈♦♥' ❡①".❛✐" ✉♥❡ '❡❝♦♥❞❡ ✈✉❡ V2 ❞>❝.✐✈❛♥" ❧❛ .❡❧❛"✐♦♥ ❡♥".❡ ❧❡' ✜❧♠'

❡" ❞❡' ♠♦"'✲❝❧>' ✉"✐❧✐'>' ♣❛. ❧❡' ✉"✐❧✐'❛"❡✉.' ❞✉ '✐"❡ ■▼❉❜ ♣♦✉. ❧❡' ❞>❝.✐.❡✱ ❝❡ ?✉✐ ❢♦✉.♥✐" ✉♥❡

♠❛".✐❝❡ ❞❡ ❝♦✲♦❝❝✉..❡♥❝❡' R2✳ ◆♦✉' ❛✈♦♥' ❛❧♦.' ".♦✐' "②♣❡' ❞✬♦❜❥❡"' ✿ X1 ❞>'✐❣♥❡ ❧❡' ✜❧♠'✱ X2

❞>'✐❣♥❡ ❧❡' ❛❝"❡✉.' ❡" X3 ❞>'✐❣♥❡ ❧❡' ♠♦"'✲❝❧>'✳ ▲❡' ✶✼ ❣❡♥.❡' ❞❡' ✜❧♠'✱ ?✉✐ .❡♣.>'❡♥"❡♥" ❞♦♥❝
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>?✉✐❧✐❜.>' ✭♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✸✻ ✜❧♠' ♣❛. ❣❡♥.❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ >❝❛."✲"②♣❡ ❞❡ ✾✮✳

✶✵✳ ❆❝❝❡&&✐❜❧❡ * ❧❛ ♣❛❣❡ ❤!!♣✿✴✴✇✇✇✳✐♠❞❜✳❝♦♠✴✐♥!❡/❢❛❝❡2✴

✽✷



❈❤❛♣✐%&❡ ■❱ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥0 ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡% ❞❡ ▼❱❙✐♠

◆♦♠ ❞❡% ❝❧❛%%❡%

■▼❉❜

%❤♦*+✱ ❞*❛♠❛✱ ❝♦♠❡❞②✱ ❞♦❝✉♠❡♥+❛*②✱ *♦♠❛♥❝❡✱ ❛❝+✐♦♥✱ ❛♥✐♠❛+✐♦♥✱ +❤*✐❧❧❡*✱

❝*✐♠❡✱ ❢❛♠✐❧②✱ ❛❞✈❡♥+✉*❡✱ ❤♦**♦*✱ ❢❛♥+❛%②✱ ♠②%+❡*②✱ ✇❡%+❡*♥✱ %❝✐✲✜✱ ❜✐♦❣*❛♣❤②
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▲❡% ✻ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥=❡% ♠✉❧+✐✈✉❡% %✉✐✈❛♥+%
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✭❈♦*❛✱ ❈✐+❡❙❡❡*✱ ❈♦*♥❡❧❧✱ ❚❡①❛%✱ ❲❛%❤✐♥❣+♦♥
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♣♦✉* ❧❡% E✉❛+*❡ ❛✉+*❡%✮ ❡+ X2 E✉✐ ❞=%✐❣♥❡ ❞❡% ♠♦+%✳ ❉❡ ♣❧✉%✱ ✐❧% ❝♦♥+✐❡♥♥❡♥+ +♦✉% ❞❡✉① ✈✉❡%
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♠❛+*✐❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥+% ✲ ❞♦❝✉♠❡♥+% *❡♣*=%❡♥+❡ ✉♥❡ *❡❧❛+✐♦♥ ❞❡ ❝✐+❛+✐♦♥ ❞❛♥% ❧❡ ❝❛% ❞❡% ❛*+✐❝❧❡%

%❝✐❡♥+✐✜E✉❡% ❡+ ✉♥❡ *❡❧❛+✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡♥ ❤②♣❡*+❡①+❡ ❞❛♥% ❧❡ ❝❛% ❞❡% ♣❛❣❡% ✐♥+❡*♥❡+✳ ■❧ ❡%+ ❛✐♥%✐

♣♦%%✐❜❧❡ ❞❡ ♣*❡♥❞*❡ ❡♥ ❝♦♠♣+❡ ❧❡ %❡♥% ❞❡% ❧✐❡♥% ✭♦✉ ❞❡% ❝✐+❛+✐♦♥%✮ ❡♥ ✉+✐❧✐%❛♥+ ❝❡++❡ ♠❛+*✐❝❡

+❡❧ E✉❡❧ ♦✉ ❡♥ ❝♦♥%✐❞=*❛♥+ %❛ +*❛♥%♣♦%=❡ R
❏

1
❀ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡ ❧✬✐❣♥♦*❡* ❡♥ ❝♦♥%+*✉✐%❛♥+ ❧❛ ♠❛+*✐❝❡

R1  R
❏

1
✳ ❈♦♥❝❡*♥❛♥+ ❧❡% %✐① ♠❛+*✐❝❡% ❞♦❝✉♠❡♥+% ✲ ♠♦+%✱ ❧❡ ♠♦❞L❧❡ ❞❡ ♣♦♥❞=*❛+✐♦♥ ❛❞♦♣+=

♣❛* ❧❡% ❛✉+❡✉*% ❞❡ ❝❡% ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥=❡% ❡%+ ❧❡ ♠♦❞L❧❡ ❜✐♥❛✐*❡ ✭❛❜%❡♥❝❡ ♦✉ ♣*=%❡♥❝❡ ❞❡% ♠♦+%

❞❛♥% ❧❡% ❞♦❝✉♠❡♥+%✮✳ ▲❡% ❝❧❛%%❡% ❞❡% ❞♦❝✉♠❡♥+% %♦♥+ ✐♥❞✐E✉=❡% ❞❛♥% ❧❛ ❚❛❜✳ ✺✳

◆♦♠ ❞❡% ❝❧❛%%❡%

❈♦*❛

♥❡✉*❛❧ ♥❡+✇♦*❦%✱ *✉❧❡ ❧❡❛*♥✐♥❣✱ *❡✐♥❢♦*❝❡♠❡♥+ ❧❡❛*♥✐♥❣✱

♣*♦❜❛❜✐❧✐%+✐❝ ♠❡+❤♦❞%✱ +❤❡♦*②✱ ❣❡♥❡+✐❝ ❛❧❣♦*✐+❤♠%✱ ❝❛%❡

❜❛%❡❞

❈✐+❡❙❡❡*

❛❣❡♥+%✱ ✐♥❢♦*♠❛+✐♦♥ *❡+*✐❡✈❛❧✱ ❞❛+❛❜❛%❡%✱ ❛*+✐✜❝✐❛❧

✐♥+❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❤✉♠❛♥✲❝♦♠♣✉+❡* ✐♥+❡*❛❝+✐♦♥✱ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛*♥✐♥❣

❈♦*♥❡❧❧✱ ❚❡①❛%✱

❲❛%❤✐♥❣+♦♥✱ ❲✐%❝♦♥%✐♥

%+✉❞❡♥+✱ ♣*♦❥❡❝+✱ ❝♦✉*%❡✱ %+❛✛✱ ❢❛❝✉❧+②

❚❛❜❧❡ ✺ ✕ ◆♦♠% ❞❡% ❝❧❛%%❡% ❞❡% ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥.❡% ♠✉❧/✐✈✉❡% ❈♦6❛✱ ❈✐/❡❙❡❡6✱ ❚❡①❛%✱ ❲❛%❤✐♥❣/♦♥ ❡/

❲✐%❝♦♥%✐♥✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥+✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❝♦♥%+*✉✐+ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥=❡% D ♣❛*+✐* ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝+✐♦♥ ♠✉❧+✐❧✐♥❣✉❡

❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥+% ♣*♦✈❡♥❛♥+ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥❝❡ ❞❡ ♣*❡%%❡ ❘❡✉'❡()

✶✷

✱ ❝*==❡ ♣❛* ❆♠✐♥✐ ❡' ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❙✉✐✲

✈❛♥+ ❧❛ ♠=+❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❑✉♠❛* ❡+ ❉❛✉♠❡ ■■■ ✭✷✵✶✶✮✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❡①+*❛✐+ ✶✷✵✵ ❞♦❝✉♠❡♥+%✱

*❡♣*=%❡♥+=% ♣❛* X1 *=❞✐❣=% ❡♥ ❛♥❣❧❛✐%✱ ❡+ ❛✈♦♥% ❞♦♥❝ ❡①+*❛✐+ ✉♥❡ ♣*❡♠✐L*❡ ✈✉❡ V1 ❝♦♥+❡♥❛♥+

❧❡% ❝♦✲♦❝❝✉**❡♥❝❡% ❞❡% ♠♦+% ❛♥❣❧❛✐%✱ *❡♣*=%❡♥+=% ♣❛* X2✳ V✉✐% ♥♦✉% ❛✈♦♥% ✉+✐❧✐%= ❧❡% +*❛❞✉❝✲

+✐♦♥% ❞❡ ❝❡% ❞♦❝✉♠❡♥+% ❞❛♥% E✉❛+*❡ ❛✉+*❡% ❧❛♥❣✉❡% ♣♦✉* ❝*=❡* E✉❛+*❡ ✈✉❡% %✉♣♣❧=♠❡♥+❛✐*❡%

%✉* ❧❡% ❞♦♥♥=❡%✳ ◆♦✉% ♦❜+❡♥♦♥% ❛✐♥%✐ ❡♥ ♣❧✉% ❞❡ ❧❛ ♠❛+*✐❝❡ R1 ❞❡% ♠♦+% ❛♥❣❧❛✐%✱ ❧❡% ♠❛+*✐❝❡%

R2✱ R3✱ R4 ❡+ R5✱ *❡♣*=%❡♥+❛♥+ *❡%♣❡❝+✐✈❡♠❡♥+ ❧❡% +*❛❞✉❝+✐♦♥% ❞❡% ❞♦❝✉♠❡♥+% ❡♥ ❢*❛♥W❛✐%✱

❛❧❧❡♠❛♥❞✱ ✐+❛❧✐❡♥ ❡+ ❡%♣❛❣♥♦❧✳ ❉❡ ♣❧✉%✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% *=♣=+= ❧❡ ♣*♦❝=❞= %✐① ❢♦✐%✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜+❡♥✐*

✻ =❝❤❛♥+✐❧❧♦♥%✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉* ❧❛ ❝*=❛+✐♦♥ ❞❡% ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥=❡% ♠♦♥♦✈✉❡% ✐%%✉% ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝+✐♦♥

◆●✷✵✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥%✱ ♣♦✉* ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ %❡% ✈✉❡%✱ %=❧❡❝+✐♦♥♥= ✷✵✵✵ ♠♦+% ❡♥ ✉+✐❧✐%❛♥+ ❧✬❛❧❣♦*✐+❤♠❡

❞❡% k✲♠❡❞♦Y❞❡%✳ ▲❡% ❝❧❛%%❡% ❞❡% ❞♦❝✉♠❡♥+% %♦♥+ ❞♦♥♥=❡% ❞❛♥% ❧❛ ❚❛❜✳ ✻✱ ❡+ ❝♦**❡%♣♦♥❞❡♥+ D

❞❡% ❝❛+=❣♦*✐❡% ❞✬❛*+✐❝❧❡%✳

✶✶✳ ❆❝❝❡00✐❜❧❡ 5 ❧❛ ♣❛❣❡ ❤!!♣✿✴✴✇✇✇✳❝(✳✉♠❞✳❡❞✉✴♣-♦❥❡❝!(✴❧✐♥3(✴♣-♦❥❡❝!(✴❧❜❝✴

✶✷✳ ❆❝❝❡00✐❜❧❡ 5 ❧❛ ♣❛❣❡ ❤!!♣✿✴✴♠✉❧!✐❧✐♥❣-❡✉!❡-(✳✐✐!✳♥-❝✳❝❛✴❘❡✉!❡-(▼✉❧!✐▲✐♥❣✉❛❧▼✉❧!✐❱✐❡✇✳❤!♠

✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✽✸



❈❤❛♣✐%&❡ ■❱ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥0 ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡% ❞❡ ▼❱❙✐♠

◆♦♠ ❞❡% ❝❧❛%%❡%

❘❡✉+❡,%❊◆ ❊✷✶✱ ❈❈❆❚✱ ▼✶✶✱ ●❈❆❚✱ ❈✶✺✱ ❊❈❆❚

❚❛❜❧❡ ✻ ✕ ◆♦♠% ❞❡% ❝❧❛%%❡% ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥.❡% ♠✉❧/✐✈✉❡ ❘❡✉/❡3%❊◆✳

❘❛♣♣❡❧♦♥% ♣♦✉, ✜♥✐,✱ ;✉❡ ❝❡% ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥>❡%✱ ❜✐❡♥ ;✉❡ ♠✉❧+✐✈✉❡%✱ %❡,♦♥+ >❣❛❧❡♠❡♥+ ✉+✐❧✐%>%

♣♦✉, +❡%+❡, ❧✬❛❧❣♦,✐+❤♠❡ χ✲❙✐♠ ♦D ❝❤❛;✉❡ ✈✉❡ %❡,❛ +,❛✐+>❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥>❡% ✐♥❞>♣❡♥✲

❞❛♥+✳ ❊♥ ♣❧✉% ❞✬❛❣,❛♥❞✐, ❧❛ ❝♦❧❧❡❝+✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥>❡% %✉, ❧❡%;✉❡❧% ♥♦✉% ❛❧❧♦♥% ❝♦♠♣❛,❡,

❧✬❛❧❣♦,✐+❤♠❡ χ✲❙✐♠ ❛✉① ❛✉+,❡% ♠>+❤♦❞❡%✱ ❝❡❧❛ ❢♦✉,♥✐,❛ >❣❛❧❡♠❡♥+ ✉♥❡ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡ H ❧❛;✉❡❧❧❡

♦♥ ♣♦✉,,❛ ❝♦♠♣❛,❡, ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ♠>+❤♦❞❡% ♠✉❧+✐✈✉❡%✳

■❱✲✶✳✸ ❏❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥-❡. ♠♦♥♦✈✉❡. ❞❡ ❣2❛♥❞❡ 4❛✐❧❧❡ ♣♦✉2 ▼❱❙✐♠

❋✐♥❛❧❡♠❡♥+✱ ❛✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡, ❧❡% ❛♣♣,♦❝❤❡% ❞❡ ❞>❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ ♠❛+,✐❝❡% ❞❡ ,❡❧❛+✐♦♥ ❞❡ ❣,❛♥❞❡

+❛✐❧❧❡ ♣,>%❡♥+>❡% ❞❛♥% ❧❛ ❙❡❝✳ ■■■✲✻✳✷✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❝♦♥%+,✉✐+ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥>❡%

✐%%✉% ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝+✐♦♥ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥+% ◆●✷✵ >❣❛❧❡♠❡♥+

✶✸

✳ ❈♦♥+,❛✐,❡♠❡♥+ ❛✉① ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥>❡%

♠♦♥♦✈✉❡% ❞>❝,✐+% ❞❛♥% ❧❛ ❙❡❝✳ ■❱✲✶✳✶✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ✜①> ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❝❧❛%%❡% H ✶✵ ✭❞♦♥♥>❡% ❞❛♥%

❧❛ ❚❛❜✳ ✼✮✱ ❡+ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❢❛✐+ ✈❛,✐❡, H ❧❛ ❢♦✐% ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥+% %>❧❡❝+✐♦♥♥>% ♣❛, ❝❧❛%%❡✱ ❡+

>❣❛❧❡♠❡♥+ ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ♠♦+% %>❧❡❝+✐♦♥♥>% ❡♥ ✉+✐❧✐%❛♥+ +♦✉❥♦✉,% ❧✬❛❧❣♦,✐+❤♠❡ ❞❡% k✲♠❡❞♦R❞❡%✳

❆✐♥%✐✱ ♥♦✉% ❞✐%♣♦%♦♥% ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥>❡% ❤♦♠♦❣S♥❡%✱ ♠❛✐% ❛②❛♥+ ❞❡% +❛✐❧❧❡%

❞✐✛>,❡♥+❡%✳

◆♦♠ ❞❡% ❝❧❛%%❡%

◆●✷✵✲%♣❧✐+

❝♦♠♣✳❣,❛♣❤✐❝%✱ ♠✐%❝✳❢♦,%❛❧❡✱ ,❡❝✳❛✉+♦%✱ ,❡❝✳%♣♦,+✳❜❛%❡❜❛❧❧✱

,❡❝✳%♣♦,+✳❤♦❝❦❡②✱ %❝✐✳❝,②♣+✱ %❝✐✳♠❡❞✱ %❝✐✳%♣❛❝❡✱

%♦❝✳,❡❧✐❣✐♦♥✳❝❤,✐%+✐❛♥✱ +❛❧❦✳♣♦❧✐+✐❝%✳♠✐❞❡❛%+

❚❛❜❧❡ ✼ ✕ ◆♦♠% ❞❡% ❝❧❛%%❡% ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥.❡% ◆●✷✵✲%♣❧✐/✱ ✉/✐❧✐%.❡ ♣♦✉3 ❧✬❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥

❞❡ ▼❱❙✐♠ @ ✉♥❡ ♠❛/3✐❝❡ ❞❡ ❣3❛♥❞❡ /❛✐❧❧❡✳

▲❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥+% ♣❛, ❝❧❛%%❡ ❡%+ ♣❛,♠✐ ✈40, 80, 160, 320, 640✇✱ ❝❡ ;✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ +♦+❛❧

❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥+% ❡♥+,❡ ✹✵✵ ❡+ ✻✹✵✵✳ ▲❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ♠♦+% ❡%+ ;✉❛♥+ H ❧✉✐ ♣❛,♠✐ ✈250, 500, 1000, 2000,

4000✇✳ ❉❡ ♣❧✉%✱ ♣♦✉, ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡% ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥>❡%✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❝♦♥%+,✉✐+ ✶✵ >❝❤❛♥+✐❧❧♦♥%✱ ❛✜♥

❞❡ ♣♦✉✈♦✐, ❝❛❧❝✉❧❡, ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡+ ❧✬>❝❛,+✲+②♣❡ ❞❡% ♠❡%✉,❡% ❞✬>✈❛❧✉❛+✐♦♥✳

■❱✲✷ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞❡ χ✲❙✐♠ / ❧❛ ❝❧❛00✐✜❝❛*✐♦♥

❉❛♥% ❝❡++❡ %❡❝+✐♦♥✱ ♥♦✉% ❛❧❧♦♥% ✉+✐❧✐%❡, ❧✬❛❧❣♦,✐+❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦✲%✐♠✐❧❛,✐+> χ✲❙✐♠ ♣♦✉,

❝❛❧❝✉❧❡, ❧❛ ♠❛+,✐❝❡ ❞❡ %✐♠✐❧❛,✐+> S1✱ ;✉✐ ❝♦♥+✐❡♥+ ❧❡% %✐♠✐❧❛,✐+>% ❡♥+,❡ +♦✉+❡% ❧❡% ♣❛✐,❡% ❞❡%

✐♥%+❛♥❝❡% ❞❡ X1 ♣♦✉, +♦✉% ❧❡% ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥>❡% ❞>❝,✐+% ❞❛♥% ❧❛ ❚❛❜✳ ✷✳ ●>♥>,❛❧❡♠❡♥+ X1 ,❡♣,>✲

%❡♥+❡,❛ ❞❡% ❞♦❝✉♠❡♥+% +❡①+✉❡❧% ✭❛,+✐❝❧❡% %❝✐❡♥+✐✜;✉❡%✱ ♣❛❣❡% ✐♥+❡,♥❡+✱ ❡+❝✳✮✱ ♠❛✐% >❣❛❧❡♠❡♥+ ❞❡%

✜❧♠% ❞❛♥% ❧❡ ❝❛% ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥>❡% ■▼❉❜✳ ◆♦✉% ❝♦♠♣❛,❡,♦♥% ❧✬❛❧❣♦,✐+❤♠❡ H ♣❧✉%✐❡✉,% ❛✉+,❡%

♠>+❤♦❞❡% ❞❡ ❧✬>+❛+ ❞❡ ❧✬❛,+ ♣,>%❡♥+>❡% ❞❛♥% ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■✳ ◆♦✉% >+✉❞✐❡,♦♥% ❞❡ ♣❧✉% ❧❛ %❡♥%✐❜✐❧✐+>

❞❡% ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡% ❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐+❤♠❡ χ✲❙✐♠ ♣❛, ,❛♣♣♦,+ H ❝❡% ❞✐✛>,❡♥+% ♣❛,❛♠S+,❡%✳

✶✸✳ ❆❝❝❡00✐❜❧❡ 6 ❧❛ ♣❛❣❡ ❤!!♣✿✴✴♣❡♦♣❧❡✳❝*❛✐❧✳♠✐!✳❡❞✉✴❥1❡♥♥✐❡✴✷✵◆❡✇*❣1♦✉♣*✴
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❈❤❛♣✐%&❡ ■❱ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥0 ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡% ❞❡ ▼❱❙✐♠

■❱✲✷✳✶ ▼'(❤♦❞♦❧♦❣✐❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉& ❧✬❛✈♦♥& ♣,-❝✐&- ❞❛♥& ❧✬✐♥1,♦❞✉❝1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝✳ ■❱✲✶✱ ❧❡ 1②♣❡ ❞✬♦❜❥❡1& <✉❡ ♥♦✉&

❝❤❡,❝❤♦♥& > ❝❧❛&&✐✜❡, ❡&1 1♦✉❥♦✉,& X1✱ ♣♦✉, ❧❡<✉❡❧ ♥♦✉& ❞✐&♣♦&♦♥&✱ ♣♦✉, ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ &❡& ✐♥&✲

1❛♥❝❡&✱ ❞✬✉♥❡ -1✐<✉❡11❡ ❝♦,,❡&♣♦♥❞❛♥1 > &❛ ❝❧❛&&❡ ,-❡❧❧❡✳ ❆✐♥&✐✱ ♥♦✉& ❛❧❧♦♥& ❝❧❛&&✐✜❡, ❧❡& ✐♥&✲

1❛♥❝❡& ❞❡ X1✱ > ♣❛,1✐, ❞❡ ❞✐✛-,❡♥1❡& ♠-1❤♦❞❡& ✕ ❞♦♥1 χ✲❙✐♠ ✕ ❡1 ❝♦♠♣❛,❡, ❧❡& ❝❧❛&&❡& ♣,-❞✐1❡&

❛✈❡❝ ❧❡& ❝❧❛&&❡& ,-❡❧❧❡& ❞❡ ❝❡& ✐♥&1❛♥❝❡&✱ > ❧✬❛✐❞❡ ❞❡& ❞✐✛-,❡♥1❡& ♠❡&✉,❡& ♣,-&❡♥1-❡& ❞❛♥& ❧❛

❙❡❝✳ ■✲✺✳ ◆♦✉& ♣,✐✈✐❧-❣✐❡,♦♥& ❧✬✉1✐❧✐&❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣,-❝✐&✐♦♥ ♠✐❝,♦✲♠♦②❡♥♥-❡ ✭G,✮ ❝❛, ❝✬❡&1 ❝❡❧❧❡

<✉✐ ❡&1 ❧❛ ♣❧✉& ✐♥1✉✐1✐✈❡✱ ❡1 ❧❡& ❛✉1,❡& ♠❡&✉,❡& &❡,♦♥1 ✉1✐❧✐&-❡& ♣♦♥❝1✉❡❧❧❡♠❡♥1✱ ❧♦,&<✉❡ ♥♦✉&

♥❡ ❞✐&♣♦&♦♥& ♣❛& ❞❡ ❧✬✐♠♣❧-♠❡♥1❛1✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠-1❤♦❞❡ ❡1 <✉❡ ♥♦✉& ❝✐1♦♥& &✐♠♣❧❡♠❡♥1 ❧❡ ,-✲

&✉❧1❛1 <✉✬❡❧❧❡ ♦❜1✐❡♥1✳ ■❧ ❡&1 -❣❛❧❡♠❡♥1 ✐♠♣♦,1❛♥1 ❞❡ ♣,-❝✐&❡, <✉❡ ❞❛♥& ❧❛ ♣❧✉♣❛,1 ❞❡& ❝❛&✱

❧❡& ❝♦♠♣❛,❛✐&♦♥& ❞❡& ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡& ❞❡ ❞✐✛-,❡♥1❡& ♠-1❤♦❞❡& &♦♥1 ✐♥❞-♣❡♥❞❛♥1❡& ❞❡ ❧❛ ♠❡&✉,❡

✉1✐❧✐&-❡✳

▲❡& ♠-1❤♦❞❡& ❛✉①<✉❡❧❧❡& ♥♦✉& ❛❧❧♦♥& ❝♦♠♣❛,❡, ❧✬❛❧❣♦,✐1❤♠❡ χ✲❙✐♠ &♦♥1 ❧❡& &✉✐✈❛♥1❡& ✿

✌ ❧❛ ♠❡&✉,❡ ❞❡ &✐♠✐❧❛,✐1- ❞✉ ❈♦&✐♥✉&✱

✌ ❧❛ ♠❡&✉,❡ ▲❙❆ ✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐& ▲❛"❡♥" ❙❡♠❛♥"✐❝ ❆♥❛❧②,✐,✮ ❞❡ ❉❡❡,✇❡&1❡, ❡" ❛❧✳ ✭✶✾✾✵✮✱

✌ ❧❛ ♠❡&✉,❡ ❙◆❖❙ ✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐& ❙✐♠✐❧❛.✐"② ✐♥ ◆♦♥✲❖."❤♦❣♦♥❛❧ ❙♣❛❝❡,✮ ❞❡ ▲✐✉ ❡" ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✱

✌ ❧❛ ♠❡&✉,❡ ❈❚❑ ✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐& ❈♦♠♠✉"❡✲❚✐♠❡ ❑❡.♥❡❧✮ ❞❡ ❨❡♥ ❡" ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱

✌ ❧✬❛❧❣♦,✐1❤♠❡ ■❚❈❈ ✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐& ■♥❢♦.♠❛"✐♦♥ ❚❤❡♦.② ❈♦✲❈❧✉,"❡.✐♥❣✮ ❞❡ ❉❤✐❧❧♦♥ ✭✷✵✵✶✮✱

✌ ❧❛ ♠❡&✉,❡ ✐&&✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐1❤♠❡ χ✲❙✐♠ ♦,✐❣✐♥❛❧ ❞❡ ❇✐&&♦♥ ❡1 ❍✉&&❛✐♥ ✭✷✵✵✽✮✳

❊①❝❡♣1- ❙◆❖❙✱ ❝❡& ♠-1❤♦❞❡& ♦♥1 1♦✉1❡& -1- ♣,-&❡♥1-❡& ❞❛♥& ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■✱ ❡1 ❞❛♥& ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■■

♣♦✉, ❧✬❛❧❣♦,✐1❤♠❡ χ✲❙✐♠ ♦,✐❣✐♥❛❧✳ ▲❛ ♠❡&✉,❡ ❙◆❖❙ ❛ -1- ❞-✈❡❧♦♣♣-❡ ❞❛♥& ❧❡ ❝❛❞,❡ ❞❡ ❧❛

❝❛1-❣♦,✐&❛1✐♦♥ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥1& ✭❛♣♣,❡♥1✐&&❛❣❡ &✉♣❡,✈✐&-✮ ❡1 &♦♥ ❝♦♥❝❡♣1 ❞❡ ❜❛&❡ ❡&1 ♣,♦❝❤❡ ❞❡

❝❡❧✉✐ ❞❡ χ✲❙✐♠✳ ❊♥ ❡✛❡1✱ ❧❛ ♠❡&✉,❡ ❙◆❖❙ ❞-✜♥✐1 ❧❛ &✐♠✐❧❛,✐1- ❞❡& ❞♦❝✉♠❡♥1& ♣❛, ,❛♣♣♦,1 > ❧❛

&✐♠✐❧❛,✐1- ❡♥1,❡ ❧❡& ♠♦1& <✉✐ ❧❡& ❝♦♠♣♦&❡♥1✱ ❡1 ✐♥✈❡,&❡♠❡♥1✳ ▲❛ ❞✐✛-,❡♥❝❡ ♠❛❥❡✉,❡ ❡♥1,❡ ❝❡11❡

♠❡&✉,❡ ❡1 χ✲❙✐♠ 1✐❡♥1 > &❛ ♥♦,♠❛❧✐&❛1✐♦♥✱ <✉✐ ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝1 ♠❛❥❡✉, &✉, ❧❛ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡✳

G♦✉, 1♦✉1❡& ❧❡& ♠❡&✉,❡& ❞❡ &✐♠✐❧❛,✐1- ❝✐1-❡& ✭&❡✉❧ ■❚❈❈ ❡&1 ✉♥ ❛❧❣♦,✐1❤♠❡ <✉✐ ❝❧❛&&✐✜❡ ❞✐✲

,❡❝1❡♠❡♥1 ❧❡& ❞♦♥♥-❡&✮✱ ♥♦✉& ❞✐&♣♦&♦♥& ❛❧♦,& ❞✬✉♥❡ ♠❛1,✐❝❡ ❞❡ &✐♠✐❧❛,✐1- S1✱ ❡1 ♥♦✉& ❞❡✈♦♥&

❞♦♥❝ ✉1✐❧✐&❡, ✉♥ ❛❧❣♦,✐1❤♠❡ ❞❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛1✐♦♥✱ ♣,❡♥❛♥1 ❡♥ ❛,❣✉♠❡♥1 S1✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣,-❞✐,❡ ❧❛ ❝❧❛&&✐✲

✜❝❛1✐♦♥ ❞❡& ✐♥&1❛♥❝❡& ❞❡ X1✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❡&1 ❡♥&✉✐1❡ ,❡❧❛1✐✈❡♠❡♥1 ♣❡✉ ✐♠♣♦,1❛♥1 ❝❛,✱ > ♣❛,1✐, ❞✉

♠♦♠❡♥1 ♦[ ❧✬❛❧❣♦,✐1❤♠❡ ✉1✐❧✐&- ❡&1 ❧❡ ♠\♠❡ ♣♦✉, 1♦✉1❡& ❧❡& ♠❡&✉,❡& ❞❡ &✐♠✐❧❛,✐1-✱ ❧❡& ,-&✉❧1❛1&

&❡,♦♥1 ❛ ♣.✐♦.✐ ❝♦♠♣❛,❛❜❧❡&✳ ◆♦✉& ❛✈♦♥& ❛❧♦,& ❝❤♦✐&✐ ❞✬✉1✐❧✐&❡, ❧✬❛❧❣♦,✐1❤♠❡ ❞❡ ❈❧❛&&✐✜❝❛1✐♦♥

❆&❝❡♥❞❛♥1❡ ❍✐-,❛,❝❤✐<✉❡ ✭❈❆❍✮ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝,✐1],❡ ❞❡ ❲❛,❞✱ ♣,-&❡♥1- ❞❛♥& ❧❛ ❙❡❝✳ ■✲✷✳✷✳❜✱ ❡1 <✉✐

♣,♦❞✉✐1 ✉♥ ❞❡♥❞,♦❣,❛♠♠❡✳ G✉✐&✱ ♥♦✉& ❝♦✉♣♦♥& ❝❡ ❞❡♥❞,♦❣,❛♠♠❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥♦✉& ♣❡,♠❡11❛♥1

❞✬♦❜1❡♥✐, ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❝❧❛&&❡& ❞-&✐,-❡&✳ ❊♥ ♣,❛1✐<✉❡✱ ❧✬❛❧❣♦,✐1❤♠❡ ❞❡ ❈❆❍ ♣,❡♥❞ ❡♥ ❛,❣✉♠❡♥1

✉♥❡ ♠❛1,✐❝❡ ❞❡ ❞✐&1❛♥❝❡ ❡1 ♥♦✉& ❞❡✈♦♥& ❞♦♥❝ 1,❛♥&❢♦,♠❡, ♥♦1,❡ ♠❛1,✐❝❡ ❞❡ &✐♠✐❧❛,✐1- S1 ❡♥

♠❛1,✐❝❡ ❞❡ ❞✐&1❛♥❝❡✳ ◆♦✉& ❢❛✐&♦♥& ❛❧♦,& ❧❡ ❝❤♦✐① &✐♠♣❧❡ ❞❡ ❞-✜♥✐, ❧❛ ❞✐&1❛♥❝❡ d♣x
♣1!

i ,x
♣1!

j ! ❡♥1,❡

❞❡✉① ✐♥&1❛♥❝❡& ❞❡ X1 ❝♦♠♠❡ -1❛♥1 1 ✁ s
♣1!

ij ✳

▲✬❛❧❣♦,✐1❤♠❡ χ✲❙✐♠ ❛ -1- ✐♠♣❧-♠❡♥1- ❡♥ G②1❤♦♥✱ ❡♥ ✉1✐❧✐&❛♥1 ❧❛ ❜✐❜❧✐♦1❤]<✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

&❝✐❡♥1✐✜<✉❡ ❙❝✐G② ✭❏♦♥❡& ❡" ❛❧✳ ✷✵✵✶✮✱ 1♦✉1 ❝♦♠♠❡ ❧❛ &✐♠✐❧❛,✐1- ❞✉ ❈♦&✐♥✉& ❡1 ❧❛ ♠❡&✉,❡ ❙◆❖❙✳

G♦✉, ❧❛ ♠❡&✉,❡ ❈❚❑ ❡1 ❧✬❛❧❣♦,✐1❤♠❡ ■❚❈❈✱ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ✉1✐❧✐&- ❧❡& ✐♠♣❧-♠❡♥1❛1✐♦♥& ❢♦✉,♥✐❡&

♣❛, ❧❡& ❛✉1❡✉,& ✭❨❡♥ ❡" ❛❧✳ ✷✵✵✾✱ ❉❤✐❧❧♦♥ ✷✵✵✶✮✳ ◆♦✉& ❛✈♦♥& ❡♥✜♥ ✉1✐❧✐&- ❧✬✐♠♣❧-♠❡♥1❛1✐♦♥ ✐&&✉❡

✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✽✺



❈❤❛♣✐%&❡ ■❱ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥0 ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡% ❞❡ ▼❱❙✐♠

❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ♣②(❤♦♥ ♠❧♣② ✭❆❧❜❛♥❡/❡ ❡% ❛❧✳ ✷✵✶✷✮✱ ❞5❞✐5 7 ❧✬❛♣♣9❡♥(✐//❛❣❡ ❛✉(♦♠❛(✐;✉❡✱ ♣♦✉9 ❧❛

❈❧❛//✐✜❝❛(✐♦♥ ❆/❝❡♥❞❛♥(❡ ❍✐59❛9❝❤✐;✉❡

✶✹

✳

A♦✉9 ❝❡/ ❞✐✛59❡♥(❡/ ♠❡/✉9❡/ ❡( ❛❧❣♦9✐(❤♠❡/✱ ❧❡✉9/ ♣❛9❛♠C(9❡/ ❞♦✐✈❡♥( E(9❡ 95❣❧5/ ❛✉ ♠✐❡✉①✱
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❉❛♥# ❝❡--❡ #❡❝-✐♦♥✱ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# 6-✉❞✐❡. ❧❛ #❡♥#✐❜✐❧✐-6 ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐-❤♠❡ χ✲❙✐♠ < ❝❡# -.♦✐# ♣❛.❛✲

♠8-.❡# ✿

✌ ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞✬✐-6.❛-✐♦♥# T ✱ 2✉❡ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ❢❛✐.❡ ✈❛.✐❡. ❡♥-.❡ ✶ ❡- ✶✵ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛# ❞❡ ✶ ❀

✌ ❧❡ ♣❛.❛♠8-.❡ ❞❡ ♣#❡✉❞♦✲♥♦.♠❡ k✱ 2✉❡ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ❢❛✐.❡ ✈❛.✐❡. ❡♥-.❡ 0,6 ❡- 1,2 ❛✈❡❝ ✉♥

♣❛# ❞❡ 0,2 ❀

✌ ❧❡ ♣❛.❛♠8-.❡ ❞❡ #❡✉✐❧❧❛❣❡ p✱ 2✉❡ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# ❢❛✐.❡ ✈❛.✐❡. ❡♥-.❡ 0 ❡- 0,8 ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛# ❞❡

0,2✳

A♦✉. ✈❛❧✐❞❡. ❧❛ .♦❜✉#-❡##❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐-❤♠❡ ✈✐#✲<✲✈✐# ❞❡ ❝❡# ♣❛.❛♠8-.❡#✱ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥# .6❛❧✐#❡.

✸ ❣.❛♣❤❡# ♣❡.♠❡--❛♥- ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❛♥❛❧②#❡. ❧❡# ✈❛.✐❛-✐♦♥# ❞❡ ♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡# ❡♥ -❡.♠❡ ❞❡ ♣.6❝✐✲

#✐♦♥ ♠✐❝.♦✲♠♦②❡♥♥6❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐-❤♠❡ χ✲❙✐♠✳ ❆✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛# #✉.❝❤❛.❣❡. ❧❡# ❣.❛♣❤❡#✱ ♥♦✉# ♥❡

-.❛❝❡.♦♥# ❧❡# ❝♦✉.❜❡# 2✉❡ ♣♦✉. 2✉❡❧2✉❡# ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥6❡# .❡♣.6#❡♥-❛-✐❢#✱ #❛❝❤❛♥- 2✉❡ ❧❡# ✈❛✲

.✐❛-✐♦♥# #♦♥- #❡♠❜❧❛❜❧❡# ♣♦✉. ❧❡# ❛✉-.❡#✳ ❈❤❛2✉❡ ♣♦✐♥- #❡.❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣.6❝✐#✐♦♥

♠✐❝.♦✲♠♦②❡♥♥6❡ ♣♦✉. ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥6❡#✱ ❡- ❧❡# ❜❛..❡# ❞✬❡..❡✉. .❡♣.6#❡♥-❡♥- ❧❡# 6❝❛.-#✲-②♣❡#✳

▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡- ❧✬6❝❛.-✲-②♣❡ ♣♦✉. ❝❤❛2✉❡ ♣♦✐♥- ❡#- ❝❛❧❝✉❧6❡ < ♣❛.-✐. ❞❡# ❞✐✛6.❡♥-# 6❝❤❛♥-✐❧❧♦♥#

❞✉ ❥❡✉✱ ❡- ❛✉##✐ ❞❡# ❞✐✛6.❡♥-❡# ✈❛❧❡✉.# ❞❡# ❛✉-.❡# ♣❛.❛♠8-.❡#✳
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✐-6.❛-✐♦♥#✱ ♣✉✐# ✉♥❡ ❧❡♥-❡ ❞6❣.❛❞❛-✐♦♥ ❥✉#2✉✬< ❧❛ ❞✐①✐8♠❡ ✐-6.❛-✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐-❤♠❡✳ ❖♥ ♥♦-❡
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♥♦-.❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♥❡ ♣❛# ❧❛✐##❡. ❧✬❛❧❣♦.✐-❤♠❡ ❛❧❧❡. ❛✉ ❞❡❧< ❞❡ ❧❛ 2✉❛-.✐8♠❡ ✐-6.❛-✐♦♥ ❞❛♥# ♥♦#

❡①♣6.✐♠❡♥-❛-✐♦♥#✳

▲❛ ❋✐❣✳ ✷✸ .❡♣.6#❡♥-❡ ❧❛ ✈❛.✐❛-✐♦♥ ❞❡ ♣.6❝✐#✐♦♥ ♠✐❝.♦✲♠♦②❡♥♥6❡ ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞✉ ♣❛.❛♠8-.❡
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❡#- -.8# #-❛❜❧❡ ✈✐#✲<✲✈✐# ❞❡ ❝❡ ♣❛.❛♠8-.❡✱ ❝❡ 2✉✐ ❞6♠♦♥-.❡ ❧❛ .♦❜✉#-❡##❡ ❞❡ ❧❛ ♠6-❤♦❞❡✳ ❖♥

.❡♠❛.2✉❡ 2✉❡ ♠N♠❡ #✐ ❧❛ ♣.♦♣.✐6-6 ❞❡ #❡♠✐✲❞6✜♥✐❡ ♣♦#✐-✐✈✐-6 ❞❡# ♠❛-.✐❝❡# ❞❡ #✐♠✐❧❛.✐-6# 2✉✐

#♦♥- ❝❛❧❝✉❧6❡# ♣❛. ❧✬❛❧❣♦.✐-❤♠❡ ❡#- ✉♥✐2✉❡♠❡♥- ❣❛.❛♥-✐❡ ♣♦✉. k ✏ 1✱ ❧❡# ♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡# ♥❡

#♦♥- ♣❛# ❞6❣.❛❞6❡# ♣❛. ❞❡# ✈❛❧❡✉.# ❞❡ k ✐♥❢6.✐❡✉.❡# < ✶✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ♥♦✉# .❛♣♣❡❧♦♥# 2✉❡ ❝✬❡#-

❧✬♦❜#❡.✈❛-✐♦♥ ❞✉ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦.-❡♠❡♥- ❞❡ ❧❛ ♥♦.♠❡ Lk ♣❛. ❆❣❣❛.✇❛❧ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮ ❞❛♥( ❞❡( ❡(♣❛❝❡(

, ❣.❛♥❞❡( ❞✐♠❡♥(✐♦♥( ♣♦✉. ❞❡( ✈❛❧❡✉.( ❞❡ k ♣❧✉( ♣❡5✐5❡( 6✉❡ ✶ 6✉✐ ❛ ✐♥(♣✐.7 ❧✬✐♥5.♦❞✉❝5✐♦♥ ❞❡

❝❡55❡ ♣(❡✉❞♦✲♥♦.♠❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉. ♣❛. ❞7❢❛✉5 6✉❡ ♥♦✉( ✉5✐❧✐(❡.♦♥( (❡.❛ k ✏ 0,8✳

▲❛ ❋✐❣✳ ✷✹ .❡♣.7(❡♥5❡ ❧❛ ✈❛.✐❛5✐♦♥ ❞❡ ♣.7❝✐(✐♦♥ ♠✐❝.♦✲♠♦②❡♥♥7❡ ❡♥ ❢♦♥❝5✐♦♥ ❞✉ ♣❛.❛♠@5.❡ ❞❡

(❡✉✐❧❧❛❣❡ p ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐5❤♠❡ χ✲❙✐♠✳ ❖♥ ♦❜(❡.✈❡ 6✉❡ ❧❛ ♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐5❤♠❡ ❡(5 .❡❧❛5✐✈❡✲
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❈✬❡(5 ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉. ❧❡( ✈❛❧❡✉.( ❧❡( ♣❧✉( ❢♦.5❡(✱ , (❛✈♦✐. 0,6 ❡5 0,8✱ 6✉❡ ❧❡( ♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡(
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✷✾ ♦❝$♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✽✾



❈❤❛♣✐%&❡ ■❱ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥0 ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡% ❞❡ ▼❱❙✐♠

1 2 3 4

5

6

7

8 9 10

Nombre d'itérations T

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

P
r
é
c
i
s
i
o
n
 
m
i
c
r
o
-
m
o
y
e
n
n
é
e

Jeux de données

M5

NG3

ReutersEN (FR)

❋✐❣✉$❡ ✷✷ ✕ ❱❛$✐❛&✐♦♥) ❞❡) ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡) ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜$❡ ❞✬✐&3$❛&✐♦♥) T ✳ ▲❡) ✈❛❧❡✉$)

)♦♥& ❧❡) ♠♦②❡♥♥❡) ✭❡& 3❝❛$&)✲&②♣❡)✮ ❞❡) ♣$3❝✐)✐♦♥) ♠✐❝$♦✲♠♦②❡♥♥3❡) )✉$ ❧❡) ✶✵ 3❝❤❛♥&✐❧❧♦♥)

❡& ♣♦✉$ k  !0,6; 0,8; 1; 1,2" ❡& p  !0; 0,2; 0,4; 0,6; 0,8"✳

0.6 0.8 1.0 1.2

Paramètre de pseudo-norme k

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

P
r
é
c
i
s
i
o
n
 
m
i
c
r
o
-
m
o
y
e
n
n
é
e

Jeux de données

M5

NG3

ReutersEN (FR)

❋✐❣✉$❡ ✷✸ ✕ ❱❛$✐❛&✐♦♥) ❞❡) ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡) ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡♥ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣)❡✉❞♦✲♥♦$♠❡ k✳ ▲❡) ✈❛❧❡✉$) )♦♥&

❧❡) ♠♦②❡♥♥❡) ✭❡& 3❝❛$&)✲&②♣❡)✮ ❞❡) ♣$3❝✐)✐♦♥) ♠✐❝$♦✲♠♦②❡♥♥3❡) )✉$ ❧❡) ✶✵ 3❝❤❛♥&✐❧❧♦♥) ❡&

♣♦✉$ t  !1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10" ❡& p  !0; 0,2; 0,4; 0,6; 0,8"✳

✾✵



❈❤❛♣✐%&❡ ■❱ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥0 ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡% ❞❡ ▼❱❙✐♠

♣♦✉# ❧❡ ♣❛#❛♠()#❡ ❞❡ +❡✉✐❧❧❛❣❡ p✳ ▲❡ ❢❛✐) 1✉❡ ❝❡ +♦✐) ♣♦✉# ❝❡+ ✈❛❧❡✉#+ 1✉❡ ❧❡+ #4+✉❧)❛)+ +♦✐❡♥)

❧❡+ ♠❡✐❧❧❡✉#+ +❡♠❜❧❡♥) ✐♥❞✐1✉4 1✉❡ ❧✬❛❧❣♦#✐)❤♠❡ ❜4♥4✜❝✐❡ ❣#❛♥❞❡♠❡♥) ❞❡ ❧❛ ♠✐+❡ : ③4#♦ ❞✬✉♥❡

❣#❛♥❞❡ ♣#♦♣♦#)✐♦♥ ❞❡+ ✈❛❧❡✉#+ ❞❡ +✐♠✐❧❛#✐)4+ 1✉✬✐❧ ❝❛❧❝✉❧❡✳

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Paramètre de seuillage p

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

P
r
é
c
i
s
i
o
n
 
m
i
c
r
o
-
m
o
y
e
n
n
é
e

Jeux de données

M5

NG3

ReutersEN (FR)

❋✐❣✉$❡ ✷✹ ✕ ❱❛%✐❛'✐♦♥* ❞❡* ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡* ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✉ ♣❛%❛♠2'%❡ ❞❡ *❡✉✐❧❧❛❣❡ p✳ ▲❡*

✈❛❧❡✉%* *♦♥' ❧❡* ♠♦②❡♥♥❡* ✭❡' :❝❛%'*✲'②♣❡*✮ ❞❡* ♣%:❝✐*✐♦♥* ♠✐❝%♦✲♠♦②❡♥♥:❡* *✉% ❧❡* ✶✵

:❝❤❛♥'✐❧❧♦♥* ❡' ♣♦✉% t  !1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10" ❡' k  !0,6; 0,8; 1; 1,2"✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉+✐♦♥ ❞❡ ❝❡))❡ 4)✉❞❡ ❞❡ ❧❛ +❡♥+✐❜✐❧✐)4 ❞❡ ❧✬❛❧❣♦#✐)❤♠❡ χ✲❙✐♠ : ❝❡+ ♣❛#❛♠()#❡+ T ✱ k ❡)

p✱ ♦♥ ♣❡✉) ❞✐#❡ 1✉❡ ❝❡+ ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡+ +♦♥) +)❛❜❧❡+ ♣♦✉# ❞✐✛4#❡♥)❡+ ✈❛❧❡✉#+ ❞❡ ❝❡+ ♣❛#❛♠()#❡+✱

❡) 1✉✬✐❧ ❡+) ❞♦♥❝ #❡❧❛)✐✈❡♠❡♥) ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐1✉❡# : ❞❡+ )?❝❤❡+ ❞✬❛♣♣#❡♥)✐++❛❣❡ ♥♦♥ +✉♣❡#✈✐+4

♣♦✉# ❧❡+1✉❡❧❧❡+ ✐❧ ❡+) ❞4❧✐❝❛) ❞❡ ❝❤♦✐+✐# ❧❡+ ♣❛#❛♠()#❡+✳ ▲✬❆♥♥❡①❡ ❇ ♣#4+❡♥)❡ ♣❧✉+✐❡✉#+ ❣#❛♣❤❡+

✸❉ ❞❡ ✈❛#✐❛)✐♦♥+ ❞❡+ ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡+ ❞❡ χ✲❙✐♠ ♣❡#♠❡))❛♥) ❞❡ ❝♦♠♣❧4)❡# ❝❡))❡ ❛♥❛❧②+❡✳

■❱✲✸ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞❡▼❱❙✐♠ / ❧❛ ❝❧❛00✐✜❝❛*✐♦♥ ♠✉❧*✐✈✉❡

❉❛♥+ ❝❡))❡ +❡❝)✐♦♥✱ ♥♦✉+ ❛❧❧♦♥+ ✉)✐❧✐+❡# ❧✬❛❧❣♦#✐)❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠✉❧)✐✈✉❡ ❞❡ ❝♦✲+✐♠✐❧❛#✐)4

▼❱❙✐♠ ♣♦✉# ❝❛❧❝✉❧❡# ❧❡+ ♠❛)#✐❝❡+ ❞❡ +✐♠✐❧❛#✐)4 ❞❡+ ❞✐✛4#❡♥)+ )②♣❡+ ❞✬♦❜❥❡)+✱ ♣♦✉# )♦✉+ ❧❡+

❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥4❡+ ♠✉❧)✐✈✉❡+ ❞4❝#✐)+ ❞❛♥+ ❧❛ ❙❡❝)✳ ■❱✲✶✳✷✳ M♦✉# ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡+ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥4❡+✱

✐❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ♣❧✉+✐❡✉#+ )②♣❡+ ❞✬♦❜❥❡)+✱ ❡) ♥♦✉+ ❝❛❧❝✉❧❡#♦♥+ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠❛)#✐❝❡ ❞❡ +✐♠✐❧❛#✐)4 ♣♦✉#

❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡+ )②♣❡+✱ ♠❛✐+ ❧❡ +❡✉❧ )②♣❡ ❞✬♦❜❥❡)+ ♣♦✉# ❧❡1✉❡❧ ♥♦✉+ ❞✐+♣♦+♦♥+ ❞❡ ❝❧❛++❡+ #4❡❧❧❡+ +❡#❛

)♦✉❥♦✉#+ X1✳ ◆♦✉+ ❛❧❧♦♥+ ❝♦♠♣❛#❡# ♥♦)#❡ ❛❧❣♦#✐)❤♠❡ ❛✉① ♠4)❤♦❞❡+ ♠♦♥♦✈✉❡+ ❞4❥: ✉)✐❧✐+4❡+

❞❛♥+ ❧❛ +❡❝)✐♦♥ ♣#4❝4❞❡♥)❡✱ ❡) 4❣❛❧❡♠❡♥) : ❞❡+ ♠4)❤♦❞❡+ ♠✉❧)✐✈✉❡+ ♣#4+❡♥)4❡+ ❞❛♥+ ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■✳

◆♦✉+ 4)✉❞✐❡#♦♥+ ❞❡ ♣❧✉+ ❧❛ +❡♥+✐❜✐❧✐)4 ❞❡+ ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡+ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦#✐)❤♠❡ ▼❱❙✐♠ ♣❛# #❛♣♣♦#)

: ❝❡+ ❞✐✛4#❡♥)+ ♣❛#❛♠()#❡+✳

✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✾✶



❈❤❛♣✐%&❡ ■❱ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥0 ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡% ❞❡ ▼❱❙✐♠

■❱✲✸✳✶ ▼'(❤♦❞♦❧♦❣✐❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉& ❧✬❛✈♦♥& ❞✐- ♣/0❝0❞❡♠♠❡♥-✱ ♥♦✉& &♦✉❤❛✐-♦♥& ❝♦♠♠❡♥❝❡/ ♣❛/ ✈❛❧✐❞❡/ ❧❡ ❢❛✐- 5✉❡

❧✬❛♣♣/❡♥-✐&&❛❣❡ ♠✉❧-✐✈✉❡ ❞❡& &✐♠✐❧❛/✐-0& ♣❡/♠❡- ❞✬❛♠0❧✐♦/❡/ ❧❛ ❝❧❛&&✐✜❝❛-✐♦♥ ❞❡& ✐♥&-❛♥❝❡& ❞❡

X1✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛/❛♥- ❧❡& /0&✉❧-❛-& ❞❡ ❧✬❛❧❣♦/✐-❤♠❡ ▼❱❙✐♠ ❛✉① /0&✉❧-❛-& ❞❡& ♠0-❤♦❞❡& ♠♦♥♦✈✉❡&

♣/0&❡♥-0❡& ❞❛♥& ❧❛ &❡❝-✐♦♥ ♣/0❝0❞❡♥-❡✳ ❙❛❝❤❛♥- 5✉❡ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ❞0❥< ❞♦♥♥0 ❧❡ ❞0-❛✐❧ ❞❡& /0&✉❧-❛-&

❞❡ ❝❡& ♠0-❤♦❞❡& ❞❛♥& ❧❛ ❚❛❜✳ ✽✱ ♥♦✉& ♥❡ /❡♣♦/-❡/♦♥& ❞❛♥& ❝❡--❡ &❡❝-✐♦♥ < -✐-/❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛/❛✐&♦♥

✉♥✐5✉❡♠❡♥- ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉/ &❝♦/❡✱ ♣♦✉/ -♦✉-❡& ❧❡& ♠0-❤♦❞❡& ❡- -♦✉-❡& ❧❡& ✈✉❡& ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞♦♥♥0✳

❆✉ ❞❡❧< ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛-✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣/♦❝❤❡ ♠✉❧-✐✈✉❡ ♣❛/ /❛♣♣♦/- ❛✉① ♠0-❤♦❞❡& ♠♦♥♦✈✉❡&✱

♥♦✉& &♦✉❤❛✐-♦♥& 0❣❛❧❡♠❡♥- ❝♦♠♣❛/❡/ ❧✬❛❧❣♦/✐-❤♠❡▼❱❙✐♠ < ❞❡& ♠0-❤♦❞❡& 0❣❛❧❡♠❡♥- ❝❛♣❛❜❧❡&

❞✬❡①♣❧♦✐-❡/ ❧❡& ♠✉❧-✐♣❧❡& ✈✉❡& ❞❡ ❝❡& ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥0❡&✳ ▲❛ ♣/❡♠✐B/❡ ♠0-❤♦❞❡ 5✉❡ ♥♦✉& ✉-✐❧✐&❡/♦♥&

❡&- ✿

✌ ❧✬❛❧❣♦/✐-❤♠❡ ▼❱❙❈ ✭❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐&▼✉❧#✐✲❱✐❡✇ ❙♣❡❝#,❛❧ ❈❧✉/#❡,✐♥❣✮ ❞❡ ❑✉♠❛/ ❡- ❉❛✉♠❡ ■■■

✭✷✵✶✶✮

❉❡ ♣❧✉&✱ ♥♦✉& ✉-✐❧✐&❡/♦♥& -/♦✐& ✈❡/&✐♦♥& ✓ ♥❛O✈❡& ✔ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦/✐-❤♠❡ ▼❱❙✐♠✱ ♣♦✉/ ❧❡&5✉❡❧❧❡&

TMV ✏ 1 ❛✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡/ ❧❛ ♣/♦♣♦&✐-✐♦♥ 5✉❡ ❧❡ ❢❛✐- ❞❡ ❢❛✐/❡ ❧❡& ✐-0/❛-✐♦♥& ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❣❧♦❜❛❧

♣❡/♠❡- ✉♥ ♣❛/-❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦/♠❛-✐♦♥ ❡♥-/❡ ❧❡& ✈✉❡& ✿

✌ ❧❛ ♠❡&✉/❡ ❈♦&✐♥✉& ▼❱ ❡&- ✉♥❡ &✐♠♣❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡& ♠❡&✉/❡& ❞❡ ❈♦&✐♥✉&✱ ❡- ♥♦✉& ❧✬❛

❝♦♥&✐❞0/♦♥& ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ &✐♠✐❧❛/✐-0 ❞✉ ❈♦&✐♥✉& ♠✉❧-✐✈✉❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦//❡&♣♦♥❞ < ▼❱❙✐♠ ❛✈❡❝

k ✏ 1✱ p ✏ 0✱ α♣t" ✏ 1 ❡- F ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✳

✌ ❧❛ ♠❡&✉/❡ χ✲❙✐♠✰▼♦②❡♥♥❡ /❡♣/0&❡♥-❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❧♦❝❛❧ ✭❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡& ✈✉❡&✮ ❞❡ ❝♦✲

&✐♠✐❧❛/✐-0&✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❣/0❣❛-✐♦♥ &❡✉❧❡♠❡♥- < ❧❛ ✜♥✳ ❊❧❧❡ ❝♦//❡&♣♦♥❞ < ▼❱❙✐♠ ❛✈❡❝

T ✏ 4✱ α♣t" ✏ 1 ❡- F ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✳

✌ ❧❛ ♠❡&✉/❡ χ✲❙✐♠✰❈❙U❆ /❡♣/0&❡♥-❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❧♦❝❛❧ ✭❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡& ✈✉❡&✮ ❞❡ ❝♦✲&✐♠✐❧❛/✐-0&✱

❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❣/0❣❛-✐♦♥ ❜❛&0❡ &✉/ ✉♥❡ ♠0-❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥&❡♥&✉& ❞❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛-✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❝♦//❡&✲

♣♦♥❞ < ▼❱❙✐♠ ❛✈❡❝ T ✏ 4✱ α♣t" ✏ 1 ❡- F ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❈❙U❆✳

U♦✉/ ❧❡& ❞❡✉① ❞❡/♥✐B/❡& ♠0-❤♦❞❡&✱ ❧❡& ✈❛❧❡✉/& ♣♦✉/ ❧❡& ♣❛/❛♠B-/❡& k ❡- p ✈❛/✐❡♥- ❞❛♥& ❧❡&

♠V♠❡& ✐♥-❡/✈❛❧❧❡& 5✉❡ ❞❛♥& ❧❛ ❙❡❝✳ ■❱✲✷✳ ◆♦-♦♥& 5✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ❞✬✐-0/❛-✐♦♥& T ❞❡& ✐♥&-❛♥❝❡& ❞❡

❧✬❛❧❣♦/✐-❤♠❡ χ✲❙✐♠ ♥✬❡&- ❞✬♦/❞✐♥❛✐/❡ ♣❛& ❝♦♥&✐❞0/0 ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣❛/❛♠B-/❡ ❞❡ ▼❱❙✐♠ ❝❛/ ✐❧ ❡&-

✜①0 < ✶✱ ❡- ❧❡& ✐-0/❛-✐♦♥& &❡ ❢♦♥- ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❣❧♦❜❛❧✳ ▲❛ ♠0-❤♦❞❡ χ✲❙✐♠✰▼♦②❡♥♥❡ /❡♣/0&❡♥-❡ ✉♥❡

❡①-❡♥&✐♦♥ ♥❛O✈❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦/✐-❤♠❡ χ✲❙✐♠ ❛✉① ❞♦♥♥0❡& ♠✉❧-✐✈✉❡&✱ ❡- ❧❛ ♠0-❤♦❞❡ χ✲❙✐♠✰❈❙U❆

❢♦✉/♥✐- ✉♥❡ ❝♦♠♣❛/❛✐&♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠0-❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥&❡♥&✉& ❞❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛-✐♦♥✳

❈❡& -/♦✐& ♠0-❤♦❞❡& ♥♦✉& ❢♦✉/♥✐/♦♥& ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛/❛✐&♦♥ ❞❡ ❜❛&❡✱ ❝❛/ ❡❧❧❡& &♦♥- ❞❡& ✈❡/&✐♦♥&

♥❛O✈❡& ❞❡ ❧✬❛❧❣♦/✐-❤♠❡ ▼❱❙✐♠✱ 5✉✐ ♥✬✉-✐❧✐&❡♥- ♣❛& ❧❛ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞✬❛❣/0❣❛-✐♦♥ ❆❣❣✱ ❡- ♣❛& ❧❛ /0✲

✐♥✐-✐❛❧✐&❛-✐♦♥ ❞❡& ✐♥&-❛♥❝❡& ❞❡ χ✲❙✐♠✳

U❛/ ❛✐❧❧❡✉/&✱ ❧❡& ❛✉-❡✉/& ❞❡ ❧✬❡①-❡♥&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦/✐-❤♠❡ ❞❡& k✲♠♦②❡♥♥❡& ❛✉① ❞♦♥♥0❡& ♠✉❧✲

-✐✈✉❡& ✭❉/♦&- ❡# ❛❧✳ ✷✵✵✻✮ ♥✬♦♥- ♣❛& 0-0 ❡♥ ♠❡&✉/❡ ❞❡ ♥♦✉& ❢♦✉/♥✐/ ✉♥❡ ✐♠♣❧0♠❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡

❧❡✉/ ❛❧❣♦/✐-❤♠❡✱ ♠❛✐& ♦♥- ♣✉❜❧✐0 ❧❡& /0&✉❧-❛-& ❞❡ ❧❡✉/ ♠0-❤♦❞❡ &✉/ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥0❡& ❈✐-❡❙❡❡/✳

❆✐♥&✐✱ ♥♦✉& ♥❡ ♣♦✉//♦♥& ♣❛& -❡&-❡/ ❝❡- ❛❧❣♦/✐-❤♠❡ ✕ 5✉❡ ♥♦✉& ❞0&✐❣♥❡/♦♥& ♣❛/ ▼❱❑▼ ❞❛♥& ❧❛

&✉✐-❡ ✕ &✉/ ❧❡& ✽ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥0❡& ♠✉❧-✐✈✉❡& ❞♦♥- ♥♦✉& ❞✐&♣♦&♦♥&✱ ♠❛✐& ♥♦✉& ❝♦♠♣❛/❡/♦♥& &❡&

/0&✉❧-❛-& &✉/ ❈✐-❡❙❡❡/ ❛✈❡❝ ▼❱❙✐♠✳

✾✷
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❆ ❧✬✐♥%&❛( ❞❡% ♠❡%✉(❡% ❞❡ %✐♠✐❧❛(✐&-% ♠♦♥♦✈✉❡% ✉&✐❧✐%-❡% ❞❛♥% ❧❛ %❡❝&✐♦♥ ♣(-❝-❞❡♥&❡✱ ♥♦✉%

✉&✐❧✐%❡(♦♥% ♣♦✉( ❧❡% ♠❡%✉(❡% ❈♦%✐♥✉% ▼❱✱ χ✲❙✐♠✰▼♦②❡♥♥❡ ❡& χ✲❙✐♠✰❈❙9❆✱ ❛✐♥%✐ :✉❡ ♣♦✉(

❧✬❛❧❣♦(✐&❤♠❡ ▼❱❙✐♠ ❧✬❛❧❣♦(✐&❤♠❡ ❞❡ ❈❧❛%%✐✜❝❛&✐♦♥ ❆%❝❡♥❞❛♥&❡ ❍✐-(❛(❝❤✐:✉❡ ✭❈❆❍✮ ❛✈❡❝ ❧❡

❝(✐&A(❡ ❞❡ ❲❛(❞ ✭♣(-%❡♥&- ❞❛♥% ❧❛ ❙❡❝✳ ■✲✷✳✷✳❜✮✱ ♣♦✉( ❝♦♥%&(✉✐(❡ ✉♥ ❞❡♥❞(♦❣(❛♠♠❡✱ :✉❡ ♥♦✉%

❝♦✉♣❡(♦♥% ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥♦✉% ❢♦✉(♥✐%%❛♥& ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ❝❧❛%%❡% ❞-%✐(-✳ ▲❛ ♠❛&(✐❝❡ ❞❡ %✐♠✐❧❛(✐&- S1

%❡(❛ ❛❧♦(% ♣♦✉( ❝❡❧❛ &(❛♥%❢♦(♠-❡ ❡♥ ♠❛&(✐❝❡ ❞❡ ❞✐%&❛♥❝❡ ❡♥ ✉&✐❧✐%❛♥& ❧❛ &(❛♥%❢♦(♠❛&✐♦♥ %✐♠♣❧❡

%✉✐✈❛♥&❡ ✿ ❧❛ ❞✐%&❛♥❝❡ d♣x
♣1!

i ,x
♣1!

j ! ❡♥&(❡ ❞❡✉① ✐♥%&❛♥❝❡% ❞❡ X1 ❡%& ❞-✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ 1 ✁ s
♣1!

ij ✳

❈♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣♦(✐&❤♠❡ χ✲❙✐♠✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ✐♠♣❧-♠❡♥&- ❧✬❛❧❣♦(✐&❤♠❡ ▼❱❙✐♠ ❡♥ 9②&❤♦♥✱ ❡♥

✉&✐❧✐%❛♥& ❧❛ ❜✐❜❧✐♦&❤A:✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ %❝✐❡♥&✐✜:✉❡ ❙❝✐9② ✭❏♦♥❡% ❡! ❛❧✳ ✷✵✵✶✮✳ ◗✉❛♥& P ❧✬❛❧❣♦(✐&❤♠❡

▼❱❙❈✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ✉&✐❧✐%- ❧✬✐♠♣❧-♠❡♥&❛&✐♦♥ ❢♦✉(♥✐❡ ♣❛( %❡% ❛✉&❡✉(% ✭❑✉♠❛( ❡& ❉❛✉♠❡ ■■■

✷✵✶✶✮✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉( ❧❡% ♠❡%✉(❡% ❞❡ %✐♠✐❧❛(✐&- ♠♦♥♦✈✉❡%✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ✉&✐❧✐%- ❧✬✐♠♣❧-♠❡♥&❛&✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❈❆❍ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ♣②&❤♦♥♠❧♣② ✭❆❧❜❛♥❡%❡ ❡! ❛❧✳ ✷✵✶✷✮✱ ❞-❞✐- P ❧✬❛♣♣(❡♥&✐%%❛❣❡ ❛✉&♦♠❛&✐:✉❡

✶✺

✳

❈♦♥❝❡(♥❛♥& ❧✬❛❧❣♦(✐&❤♠❡ ▼❱❙❈✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ✉&✐❧✐%- ❧❡% ♣❛(❛♠A&(❡% ✉&✐❧✐%-% ♣❛( ❞-❢❛✉& ♣❛(

❧❡% ❛✉&❡✉(% ❞❛♥% ❧✬✐♠♣❧-♠❡♥&❛&✐♦♥ :✉✬✐❧% ♥♦✉% ♦♥& ❢♦✉(♥✐❡✱ P %❛✈♦✐( :✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞✬✐&-(❛&✐♦♥%

❛ -&- ✜①- P ✺✱ ❡& ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞❡ ✈❡❝&❡✉(% ♣(♦♣(❡% ✉&✐❧✐%-% ♣♦✉( ❧❛ ♣(♦❥❡❝&✐♦♥ P 1,5✳ 9(-❝✐%♦♥%

-❣❛❧❡♠❡♥& :✉❡ ❧✬❛❧❣♦(✐&❤♠❡ ♥❡ ❢♦✉(♥✐& ❛❧♦(% ♣❛% ✉♥❡ %❡✉❧❡ ❝❧❛%%✐✜❝❛&✐♦♥ ♣❛( ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥-❡%✱

♠❛✐% ✉♥❡ ❝❧❛%%✐✜❝❛&✐♦♥ ♣❛( ✐&-(❛&✐♦♥ ❡& ♣❛( ✈✉❡✳ ❆✐♥%✐✱ ♥♦✉% (❡♣♦(&❡(♦♥% ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉( (-%✉❧&❛&

♦❜&❡♥✉✱ &♦✉&❡% ✐&-(❛&✐♦♥% ❡& &♦✉&❡% ✈✉❡% ❝♦♥❢♦♥❞✉❡%✳

❘❛♣♣❡❧♦♥% ✐❝✐ :✉❡ ❧❡% ♣❛(❛♠A&(❡% ❞❡ ❧✬❛❧❣♦(✐&❤♠❡ ▼❱❙✐♠ %♦♥& ✿

✌ ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞✬✐&-(❛&✐♦♥% TMV :✉❡ ♥♦✉% ✜①♦♥% P ✶✵ ❀

✌ ❧❡ ♣❛(❛♠A&(❡ ❞❡ ♣%❡✉❞♦✲♥♦(♠❡ k ❞❡% ✐♥%&❛♥❝❡% ❞❡ χ✲❙✐♠ :✉❡ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❢❛✐& ✈❛(✐❡( ❡♥&(❡

0,6 ❡& 1,2 ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛% ❞❡ 0,2 ❀

✌ ❧❡ ♣❛(❛♠A&(❡ ❞❡ %❡✉✐❧❧❛❣❡ p ❞❡% ✐♥%&❛♥❝❡% ❞❡ χ✲❙✐♠ :✉❡ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❢❛✐& ✈❛(✐❡( ❡♥&(❡ 0 ❡&

0,8 ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛% ❞❡ 0,2 ❀

✌ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬❛❣(-❣❛&✐♦♥ -❧-♠❡♥&❛✐(❡ F ✱ ♦W ♥♦✉% ❛✈♦♥% ✉&✐❧✐%- ❧❡ ▼✐♥✐♠✉♠✱ ❧❡ ▼❛①✐♠✉♠✱

❧❛ ▼♦②❡♥♥❡ ❡& ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ❈❙9❆ ❀

✌ ❧❡ ♣❛(❛♠A&(❡ α♣t! ❞❡% ❢♦♥❝&✐♦♥ ❞✬❛❣(-❣❛&✐♦♥ :✉❡ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ✜①- %♦✐& P λt✁1
✱ %♦✐& P

λt✁1

1#λt✁1 ✳

❉❡ ❧❛ ♠X♠❡ ❢❛Y♦♥ :✉❡ ❞❛♥% ❧❛ %❡❝&✐♦♥ ♣(-❝-❞❡♥&❡✱ ♥♦✉% ❛❧❧♦♥% ♣(✐✈✐❧-❣✐❡( ❧❛ ♣(-❝✐%✐♦♥ ♠✐❝(♦✲

♠♦②❡♥♥-❡ ✭9(✮ ♣♦✉( ❝♦♠♣❛(❡( ❧❡% ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡% ❞❡ %❡% ❞✐✛-(❡♥&❡% ♠-&❤♦❞❡%✱ ♣❛( (❛♣♣♦(& P

❧✬✐♥❢♦(♠❛&✐♦♥ ♠✉&✉❡❧❧❡ ♥♦(♠❛❧✐%-❡ ✭◆▼■✮ ❡& ❧✬❡♥&(♦♣✐❡ ✭❍✮ :✉❡ ♥♦✉% ✉&✐❧✐%❡(♦♥% ❞❛♥% ❧❡ ❝❛% ♦W

♥♦✉% ❝✐&♦♥% ❧❡% (-%✉❧&❛&% ❞❡ ▼❱❑▼ ❞♦♥& ♥♦✉% ♥✬❛✈♦♥% ♣❛% ❧✬✐♠♣❧-♠❡♥&❛&✐♦♥✳

■❱✲✸✳✷ ❘'(✉❧+❛+(

▲✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% (-%✉❧&❛&% ❡①♣-(✐♠❡♥&❛✉① ♣♦✉( ❧❡% ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥-❡% ♠✉❧&✐✈✉❡% ❞-❝(✐&% ❞❛♥% ❧❛

❙❡❝✳ ■❱✲✶✳✷ %♦♥& ♣(-%❡♥&-% ❞❛♥% ❧❛ ❚❛❜✳ ✶✵✳

❙✉( ❧❡% ✽ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥-❡% ♠✉❧&✐✈✉❡% &❡%&-%✱ ❧✬❛❧❣♦(✐&❤♠❡ ▼❱❙✐♠ ♦❜&✐❡♥& ❧❡% ♠❡✐❧❧❡✉(% (-✲

%✉❧&❛&% ♣♦✉( ✻ ❞✬❡♥&(❡ ❡✉①✱ %♦✐& ✼✺✪✳ 9♦✉( ❧❡% ✷ ❥❡✉① (❡%&❛♥&%✱ :✉✐ %♦♥& ❚❡①❛% ❡& ❘❡✉&❡(%❊◆✱

❞❡% ♠-&❤♦❞❡% ♠♦♥♦✈✉❡% ♦❜&✐❡♥♥❡♥& ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉(❡ ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡✱ (❡%♣❡❝&✐✈❡♠❡♥& χ✲❙✐♠ ❡& ▲❙❆✳

✶✺✳ ❈❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡0% ❛❝❝❡00✐❜❧❡ 8 ❧❛ ♣❛❣❡ ❤!!♣✿✴✴♠❧♣②✳)♦✉,❝❡❢♦,❣❡✳♥❡!✴

✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✾✸



❈❤❛♣✐%&❡ ■❱ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥0 ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡% ❞❡ ▼❱❙✐♠

❉♦♥♥#❡%

▼❡✐❧❧❡✉*

♠♦♥♦✈✉❡

❈♦%✐♥✉%

▼❱

χ✲❙✐♠

✰▼♦②❡♥♥❡

χ✲❙✐♠

✰❈❙(❆

▼❱❙❈ ▼❱❙✐♠

■▼❉❜

0,290

✭χ✲❙✐♠✱ V1✮

0,191 0,298 0,293 0,296 ✵✱✸✹✼

❈♦*❛

0,502

✭χ✲❙✐♠✱ V2✮

0,394 0,550 0,526 0,528 ✵✱✻✾✼

❈✐3❡❙❡❡*

0,608

✭χ✲❙✐♠✱ V2✮

0,405 0,582 0,573 0,578 ✵✱✻✸✺

❈♦*♥❡❧❧

0,631

✭χ✲❙✐♠✱ V2✮

0,364 0,595 0,554 0,519 ✵✱✼✵✽

❚❡①❛%

✵✱✼✷✷

✭χ✲❙✐♠✱ V2✮

0,497 0,594 0,487 0,591 0,679

❲❛%❤✐♥❣3♦♥

0,652

✭▲❙❆✱ V2✮

0,470 0,582 0,526 0,605 ✵✱✼✵✾

❲✐%❝♦♥%✐♥

0,675

✭χ✲❙✐♠✱ V2✮

0,600 0,604 0,566 0,551 ✵✱✼✵✻

❘❡✉3❡*%❊◆

✵✱✻✵✶

✟ 0,031

✭▲❙❆✱ V2✮

0,357

✟ 0,025

0,473

✟ 0,023

0,492

✟ 0.027

0,510

✟ 0,017

0,509

✟ 0,056
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♠#3❤♦❞❡% ♠✉❧3✐✈✉❡% ♣♦✉* ❝❡% ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥#❡%✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥3✱ ❡♥ ♦❜%❡*✈❛♥3 ❧❡% ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡% ❞❡

❧✬❛❧❣♦*✐3❤♠❡ χ✲❙✐♠ %✉* ❧❡% ✷ ✈✉❡% ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥#❡% ❚❡①❛% ❞❛♥% ❧❛ ❚❛❜✳ ✽✱ ♦♥ %✬❛♣❡*G♦✐3 @✉❡

❧❛ ♣*#❝✐%✐♦♥ ♦❜3❡♥✉❡ H ♣❛*3✐* ❞❡ ❧❛ ♣*❡♠✐I*❡ ✈✉❡ ✭❧✐❡♥% ❡♥3*❡ ♣❛❣❡% ✐♥3❡*♥❡3✮ ❡%3 ❞❡ 0,535 ❛❧♦*%

@✉✬❡❧❧❡ ❡%3 ❞❡ 0,722 H ♣❛*3✐* ❞❡ ❧❛ %❡❝♦♥❞❡ ✈✉❡ ✭❝♦✲♦❝❝✉**❡♥❝❡% ❞❡% ♠♦3% ❞❛♥% ❧❡% ♣❛❣❡%✮✳ ❈❡❝✐

%❡♠❜❧❡ ✐♥❞✐@✉❡* @✉❡ ❧❛ %❡❝♦♥❞❡ ✈✉❡ ❡%3 ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉% ✐♥❢♦*♠❛3✐✈❡ @✉❡ ❧❛ ♣*❡♠✐I*❡✱ ❡3 @✉❡ ❧❡%

❛♣♣*♦❝❤❡% ♠✉❧3✐✈✉❡% ♥❡ %♦♥3 ♣❛% ❝❛♣❛❜❧❡% ❞❛♥% ❝❡ ❝❛% ❞✬❛❣*#❣❡* ❝♦**❡❝3❡♠❡♥3 ❧❡% ✐♥❢♦*♠❛3✐♦♥%

♣*♦✈❡♥❛♥3 ❞❡ ❝❡% ✷ ✈✉❡%✳ ❈♦♥❝❡*♥❛♥3 ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥#❡% ❘❡✉3❡*%❊◆✱ *❛♣♣❡❧♦♥% @✉✬✐❧ %✬❛❣✐%%❛✐3

❞✬✉♥ ❞❡% *❛*❡% ❥❡✉① ♦M ❧❛ ♠#3❤♦❞❡ ▲❙❆ ♦❜3❡♥❛✐3 ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉*% *#%✉❧3❛3% @✉❡ ❧✬❛❧❣♦*✐3❤♠❡ χ✲❙✐♠✳
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▼❱❑▼ ▼❱❙✐♠
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✌ ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞✬❛❣.!❣❛"✐♦♥ !❧!♠❡♥"❛✐.❡ F ✱ ♣♦✉. ❧❛4✉❡❧❧❡ ♥♦✉) ❛❧❧♦♥) "❡)"❡. ❧❡ ▼✐♥✐♠✉♠✱ ❧❡

▼❛①✐♠✉♠✱ ❧❛ ▼♦②❡♥♥❡ ❡" ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❈❙@❆ ❀

✌ ❧❡ ♣❛.❛♠;".❡ α♣t!✱ 4✉✐ ♣❡✉" ✈❛❧♦✐. )♦✐" λt✁1
✱ )♦✐"

λt✁1

1!λt✁1 ❀

✌ ❡" ❧❡ ♣❛.❛♠;".❡ ❞✬❛♠♦."✐))❡♠❡♥" λ✱ 4✉❡ ♥♦✉) ❛❧❧♦♥) ❢❛✐.❡ ✈❛.✐❡. ❡♥".❡ 0 ❡" 1 ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛)
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χ✲❙✐♠ ❞)❥7 )"✉❞✐)$ ❞❛♥$ ❧❛ ❙❡❝✳ ■❱✲✷✳✸✱ %✉✐ $♦♥" ❧❡$ ♣❛,❛♠3",❡$ k✱ p ❡" T %✉✐ $❡,♦♥" ❛❧♦,$ ✜①)$

7 ❧❡✉, ✈❛❧❡✉, ♣❛, ❞)❢❛✉"✱ ,❡$♣❡❝"✐✈❡♠❡♥" 0,8✱ 0,6 ❡" 1✳

❆✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡, ❧❛ ,♦❜✉$"❡$$❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐"❤♠❡ ✈✐$✲7✲✈✐$ ❞❡ ❝❡$ ♣❛,❛♠3",❡$✱ ♥♦✉$ ❛❧❧♦♥$ ,)❛❧✐$❡,

%✉❛",❡ ❣,❛♣❤❡$ ♣❡,♠❡""❛♥" ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❛♥❛❧②$❡, ❧❡$ ✈❛,✐❛"✐♦♥$ ❞❡ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡ ❡♥ "❡,♠❡ ❞❡ ♣,)✲

❝✐$✐♦♥ ♠✐❝,♦✲♠♦②❡♥♥)❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐"❤♠❡ ▼❱❙✐♠✳ ❆✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛$ $✉,❝❤❛,❣❡, ❧❡$ ❣,❛♣❤❡$✱ ♥♦✉$

♥❡ ",❛❝❡,♦♥$ ❧❡$ ❝♦✉,❜❡$ %✉❡ ♣♦✉, %✉❡❧%✉❡$ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥)❡$ ,❡♣,)$❡♥"❛"✐❢$✱ $❛❝❤❛♥" %✉❡ ❧❡$

✈❛,✐❛"✐♦♥$ $♦♥" $❡♠❜❧❛❜❧❡$ ♣♦✉, ❧❡$ ❛✉",❡$✳ ❈❤❛%✉❡ ♣♦✐♥" $❡,❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣,)❝✐$✐♦♥

♠✐❝,♦✲♠♦②❡♥♥)❡ ♣♦✉, ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥)❡$✱ ❡" ❧❡$ ❜❛,,❡$ ❞✬❡,,❡✉, ,❡♣,)$❡♥"❡♥" ❧❡$ )❝❛,"$✲"②♣❡$✳

▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡" ❧✬)❝❛,"✲"②♣❡ ♣♦✉, ❝❤❛%✉❡ ♣♦✐♥" ❡$" ❝❛❧❝✉❧)❡ 7 ♣❛,"✐, ❞❡$ ❞✐✛),❡♥"$ )❝❤❛♥"✐❧❧♦♥$

❞✉ ❥❡✉ $✬✐❧ ② ❡♥ ❛✱ ❡" ❛✉$$✐ ❞❡$ ❞✐✛),❡♥"❡$ ✈❛❧❡✉,$ ❞❡$ ❛✉",❡$ ♣❛,❛♠3",❡$✳

▲❛ ❋✐❣✳ ✷✺ ,❡♣,)$❡♥"❡ ❧❛ ✈❛,✐❛"✐♦♥ ❞❡ ♣,)❝✐$✐♦♥ ♠✐❝,♦✲♠♦②❡♥♥)❡ ❡♥ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜,❡

❞✬✐"),❛"✐♦♥$ TMV ❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐"❤♠❡ ▼❱❙✐♠✳ K❛, ,❛♣♣♦," 7 ❧❛ ✈❛,✐❛"✐♦♥ ❞❡$ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡$ ❞❡

χ✲❙✐♠ ❡♥ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜,❡ ❞✬✐"),❛"✐♦♥$ T ✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥"❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣,)❝✐$✐♦♥ ♠✐❝,♦✲♠♦②❡♥♥)❡

❡♥ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡ TMV ♣♦✉, ▼❱❙✐♠ ❡$" ♠♦✐♥$ ♥❡""❡✱ ❡" ❞)♣❡♥❞ ❞❡$ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥)❡$✳ ❖♥ ✈♦✐"

♣❛, ❡①❡♠♣❧❡ %✉❡ ♣♦✉, ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥)❡$ ■▼❉❜✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛$ ❞✬❛♠)❧✐♦,❛"✐♦♥ $✐❣♥✐✜❝❛"✐✈❡✱ ❛❧♦,$

%✉❡ ♣♦✉, ❈✐"❡❙❡❡, ❧❡$ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡$ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐"❤♠❡ ❛✉❣♠❡♥"❡♥" ✈✐$✐❜❧❡♠❡♥" ♣♦✉, ❧❡$ ♣,❡♠✐3,❡$

✐"),❛"✐♦♥$✱ ♣✉✐$ $❡ $"❛❜✐❧✐$❡♥"✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥$ )❣❛❧❡♠❡♥" %✉❡ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ❝♦♠♣❛,❡, ❧❡$ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡$

❞❡ ❧✬❛❧❣♦,✐"❤♠❡ ▼❱❙✐♠ ❛✈❡❝ ❝❡ %✉❡ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ❛♣♣❡❧) ❈♦$✐♥✉$ ▼❱ ✭✉♥❡ ✈❡,$✐♦♥ ✓ ♥❛R✈❡ ✔

❞❡ ▼❱❙✐♠ ❛✈❡❝ ❡♥ ♣❛,"✐❝✉❧✐❡, TMV ✏ 1✮ ❛✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡, ❧✬❛♣♣♦," ❞❡$ ✐"),❛"✐♦♥$✳ ❊♥ ❡✛❡"✱ ❧❡$

,)$✉❧"❛"$ ❞❡ ❈♦$✐♥✉$ ▼❱ )"❛✐❡♥" $✐❣♥✐✜❝❛"✐✈❡♠❡♥" ✐♥❢),✐❡✉,$ 7 ❝❡✉① ❞❡ ▼❱❙✐♠✳
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▲❛ ❋✐❣✳ ✷✻ (❡♣(+,❡♥.❡ ❧❛ ✈❛(✐❛.✐♦♥ ❞❡ ♣(+❝✐,✐♦♥ ♠✐❝(♦✲♠♦②❡♥♥+❡ ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥

❞✬❛❣(+❣❛.✐♦♥ +❧+♠❡♥.❛✐(❡ F ❞❡ ❧✬❛❧❣♦(✐.❤♠❡▼❱❙✐♠✳ ❖♥ ♦❜,❡(✈❡ <✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡..❡ ❢♦♥❝.✐♦♥

❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝. ,✉( ❧❛ ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦(✐.❤♠❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡ ❢♦(.❡, ✈❛(✐❛.✐♦♥, ,✉✐✈❛♥. ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥

F ❝❤♦✐,✐❡✳ ❊♥ ♣❛(.✐❝✉❧✐❡( ♣♦✉( ❧❡, ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥+❡, ❈♦(❛ ❡. ❈✐.❡❙❡❡(✱ ❧❛ ♣(+❝✐,✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡
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♠❡✐❧❧❡✉(❡ ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡✱ ❡. ❡❧❧❡ ❡,. ♣❛( ❝♦♥,+<✉❡♥. ❧❛ ,.(❛.+❣✐❡ ❝❤♦✐,✐❡ ♣❛( ❞+❢❛✉.✳ ▲❛ ❢♦♥❝.✐♦♥
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❝❤♦✐① (❛✐,♦♥♥❛❜❧❡ +❣❛❧❡♠❡♥.✳ ◗✉❛♥. ❛✉① ❢♦♥❝.✐♦♥, ▼✐♥✐♠✉♠ ❡. ❈❙H❆✱ ♦♥ (❡♠❛(<✉❡ <✉✬❡❧❧❡,

♦❜.✐❡♥♥❡♥. ❞❡, (+,✉❧.❛., ✐((+❣✉❧✐❡(, ,✉( ❧❡, ❞✐✛+(❡♥., ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥+❡,✱ ❡. ,♦♥. ❞♦♥❝ D +❝❛(.❡(
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α♣t! ❞❡ ❧✬❛❧❣♦(✐.❤♠❡ ▼❱❙✐♠✳ ▲✬♦❜❥❡❝.✐❢ +.❛✐. ❛❧♦(, ❞❡ ✈♦✐( ,✐ ❧✬✉♥ ❞❡, ❞❡✉① ,❝❤+♠❛, ♣(♦♣♦,+,

♦❜.❡♥❛✐. ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉(❡ ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡✱ ,❛❝❤❛♥. <✉❡ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ❢❛✐. ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉( .♦✉.❡, ❧❡,

✈❛❧❡✉(, ❞❡ λ ❡♥.(❡ 0 ❡. 1 ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛, ❞❡ 0,2✳ ❇✐❡♥ <✉❡ ❧❡ ,❝❤+♠❛ α♣t! ✏

λt✁1

1 λt✁1 ❢♦✉(♥✐,,❡

❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉(❡ ♣(+❝✐,✐♦♥ ♠✐❝(♦✲♠♦②❡♥♥+❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉( ❧❡, <✉❛.(❡ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥+❡, ✉.✐❧✐,+,✱ ❧❛

❞✐✛+(❡♥❝❡ ♣❛( (❛♣♣♦(. ❛✉ ,❝❤+♠❛ α♣t! ✏ λt✁1
♥✬❡,. ♣❛, ,✐❣♥✐✜❝❛.✐✈❡ ❛✉ ✈✉ ❞❡, ✈❛❧❡✉(, ❞❡,

+❝❛(.,✲.②♣❡,✳ H❛( ❝♦♥,+<✉❡♥.✱ ❧❡, ❞❡✉① ,❝❤+♠❛, ,♦♥. ✈✐❛❜❧❡, ❡. ,❡(♦♥. ✐♥❞✐✛+(❡♠♠❡♥. ✉.✐❧✐,+,✳

▲❛ ❋✐❣✳ ✷✽ (❡♣(+,❡♥.❡ ❧❛ ✈❛(✐❛.✐♦♥ ❞❡ ♣(+❝✐,✐♦♥ ♠✐❝(♦✲♠♦②❡♥♥+❡ ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ♣❛(❛♠L.(❡

❞✬❛♠♦(.✐,,❡♠❡♥. λ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦(✐.❤♠❡ ▼❱❙✐♠✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥, <✉❡ ❧❡, ✈❛❧❡✉(, ,♦♥. ❧❡, ♠♦②❡♥♥❡, ❡.

+❝❛(.,✲.②♣❡, ❞❡, ♣(+❝✐,✐♦♥, ♠✐❝(♦✲♠♦②❡♥♥+❡,✱ ♣❛( (❛♣♣♦(. ❛✉① ❞✐✛+(❡♥.❡, ❢♦♥❝.✐♦♥, ❞✬❛❣(+❣❛✲

.✐♦♥ +❧+♠❡♥.❛✐(❡ F ❡. ❛✉① ❞❡✉① ❞✐✛+(❡♥., ,❝❤+♠❛, ♣♦,,✐❜❧❡, ♣♦✉( α♣t!✳ ❖♥ ♦❜,❡(✈❡ ❛❧♦(, <✉❡

✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✾✼



❈❤❛♣✐%&❡ ■❱ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥0 ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡% ❞❡ ▼❱❙✐♠

IMDb

Texas

Cora CiteSeer

Jeux de données

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

P
r
é
c
i
s
i
o
n
 
m

i
c
r
o
-
m

o
y
e
n
n
é
e

Schéma d'agrégation α(t)

λ

t−1

λ

t−1

1+λ

t−1

❋✐❣✉$❡ ✷✼ ✕ ❱❛%✐❛'✐♦♥* ❞❡* ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡* ❞❡▼❱❙✐♠ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✉ *❝❤3♠❛ ♣♦✉% α♣t!✳ ▲❡* ✈❛❧❡✉%* *♦♥'

❧❡* ♠♦②❡♥♥❡* ✭❡' 3❝❛%'*✲'②♣❡*✮ ❞❡* ♣%3❝✐*✐♦♥* ♠✐❝%♦✲♠♦②❡♥♥3❡* ♣♦✉% ❞✐✛3%❡♥'❡* ✈❛❧❡✉%*

❞❡* ♣❛%❛♠='%❡* %❡*'❛♥'*✳

❧❛ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦$✐.❤♠❡ ❡0. .$10 0.❛❜❧❡ ✈✐0✲5✲✈✐0 ❞❡ ❝❡ ♣❛$❛♠1.$❡✱ ❝❡ 7✉✐ ❞9♠♦♥.$❡ ✉♥❡

$♦❜✉0.❡00❡ 0❛.✐0❢❛✐0❛♥.❡ ❞❡ ❧❛ ♠9.❤♦❞❡✳ ■❧ 0❡♠❜❧❡$❛✐. ❝❡♣❡♥❞❛♥. 7✉❡ ❧❡0 ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡0 0♦✐❡♥.

♠❡✐❧❧❡✉$❡0 ♣♦✉$ ❞❡0 ✈❛❧❡✉$0 9❧❡✈9❡0 ❞❡ λ ❡. ❧❛ ✈❛❧❡✉$ 7✉❡ ♥♦✉0 ❝❤♦✐0✐$♦♥0 ♣❛$ ❞9❢❛✉. 0❡$❛ 0,6✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉0✐♦♥ ❞❡ ❝❡..❡ 9.✉❞❡ ❞❡ ❧❛ 0❡♥0✐❜✐❧✐.9 ❞❡ ❧✬❛❧❣♦$✐.❤♠❡ ▼❱❙✐♠ 5 ❝❡0 ♣❛$❛♠1.$❡0

TMV✱ F ✱ α♣t! ❡. λ✱ ♥♦✉0 ♣♦✉✈♦♥0 ❛✣$♠❡$ 7✉❡ 0❡0 ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡0 0♦♥. 0.❛❜❧❡0 ♣♦✉$ ❞✐✛9$❡♥.❡0

✈❛❧❡✉$0 ❞❡ ❝❡0 ♣❛$❛♠1.$❡0✱ ❡. 7✉✬✐❧ ❡0. ❞♦♥❝ $❡❧❛.✐✈❡♠❡♥. ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐7✉❡$ 5 ❞❡0 .?❝❤❡0

❞✬❛♣♣$❡♥.✐00❛❣❡ ♥♦♥ 0✉♣❡$✈✐09 ♣♦✉$ ❧❡07✉❡❧❧❡0 ✐❧ ❡0. ❞9❧✐❝❛. ❞❡ ❝❤♦✐0✐$ ❧❡0 ♣❛$❛♠1.$❡0✳

■❱✲✹ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❞❡ ▼❱❙✐♠ ❛✉ *0❛✐*❡♠❡♥* ❞✬✉♥❡ ♠❛*0✐❝❡ ❞❡

❣0❛♥❞❡ *❛✐❧❧❡

◆♦✉0 ❛✈♦♥0 ♣$♦♣♦09 ❞❛♥0 ❧❛ ❙❡❝✳ ■■■✲✻✳✷ ❞✬✉.✐❧✐0❡$ ❧✬❛❧❣♦$✐.❤♠❡ ▼❱❙✐♠ ♣♦✉$ .$❛✐.❡$ ✉♥❡

♠❛.$✐❝❡ ❞❡ ❣$❛♥❞❡ .❛✐❧❧❡✱ ♣♦✉$ ❧❛7✉❡❧❧❡ ❧✬✉.✐❧✐0❛.✐♦♥ ❞✐$❡❝.❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦$✐.❤♠❡ χ✲❙✐♠ ♥❡ 0❡$❛✐. ♣❛0

♣♦00✐❜❧❡✱ 0♦✐. 5 ❝❛✉0❡ ❞✬✉♥ .❡♠♣0 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ .$♦♣ ❧♦♥❣✱ 0♦✐. 5 ❝❛✉0❡ ❞✉ 0.♦❝❦❛❣❡ ❞❡0 ♠❛.$✐❝❡0

❞❡ 0✐♠✐❧❛$✐.9✱ .$♦♣ ❣$❛♥❞❡0 ♣♦✉$ ❧❛ ♠9♠♦✐$❡ ✈✐✈❡ ❞❡ ❧✬♦$❞✐♥❛.❡✉$ ❡①9❝✉.❛♥. ❧✬❛❧❣♦$✐.❤♠❡✳ ◆♦✉0

❛✈♦♥0 ❛❧♦$0 ♣$♦♣♦09 ❞❡ ❞9❝♦✉♣❡$ ❝❡..❡ ♠❛.$✐❝❡✱ 0♦✐. ✉♥✐7✉❡♠❡♥. 0❡0 ❝♦❧♦♥♥❡0✱ 0♦✐. 5 ❧❛ ❢♦✐0 0❡0

❝♦❧♦♥♥❡0 ❡. 0❡0 ❧✐❣♥❡0✱ ❡. ♥♦✉0 ❝❤❡$❝❤♦♥0 ❛❧♦$0 5 ✈❛❧✐❞❡$ ❧✬✐♥.9$F. ❞❡ .❡❧❧❡0 ❛♣♣$♦❝❤❡0 ❞❛♥0 ❝❡..❡

0❡❝.✐♦♥✳

❘❛♣♣❡❧♦♥0 9❣❛❧❡♠❡♥. 7✉❡ ♥♦✉0 ❛❧❧♦♥0 ✉.✐❧✐0❡$ ♣♦✉$ ❝❡0 ❡①♣9$✐♠❡♥.❛.✐♦♥0 ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❥❡✉①

❞❡ ❞♦♥♥9❡0 ♣$90❡♥.9❡ ❞❛♥0 ❧❛ ❙❡❝✳ ■❱✲✶✳✸✱ ♥♦✉0 ❢♦✉$♥✐00❛♥. ✉♥ ❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛.$✐❝❡0 ❞❡ ❝♦✲

♦❝❝✉$$❡♥❝❡0 ❞♦❝✉♠❡♥.0 ✲ ♠♦.0 ✐00✉❡0 ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝.✐♦♥ ❝❧❛00✐7✉❡ ◆●✷✵✳ ●$?❝❡ 5 ❝❡0 ❥❡✉① ❞❡

✾✽



❈❤❛♣✐%&❡ ■❱ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥0 ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡% ❞❡ ▼❱❙✐♠

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Paramètre d'amortissement λ

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

P
r
é
c
i
s
i
o
n
 
m
i
c
r
o
-
m
o
y
e
n
n
é
e

Jeux de données

IMDb

Texas

Washington

Cora

❋✐❣✉$❡ ✷✽ ✕ ❱❛%✐❛'✐♦♥* ❞❡* ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡* ❞❡ ▼❱❙✐♠ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ♣❛%❛♠1'%❡ ❞✬❛♠♦%'✐**❡♠❡♥' λ✳ ▲❡*

✈❛❧❡✉%* *♦♥' ❧❡* ♠♦②❡♥♥❡* ✭❡' :❝❛%'*✲'②♣❡*✮ ❞❡* ♣%:❝✐*✐♦♥* ♠✐❝%♦✲♠♦②❡♥♥:❡* ♣♦✉% ❞✐✛:✲

%❡♥'❡* ✈❛❧❡✉%* ❞❡* ♣❛%❛♠1'%❡* %❡*'❛♥'*✳

❞♦♥♥#❡% ❞❡ &❛✐❧❧❡ ❞✐✛#+❡♥&❡✱ ♥♦✉% ❛❧❧♦♥% ♣♦✉✈♦✐+ ❢❛✐+❡ ✈❛+✐❡+ ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ %♦✉%✲❡♥%❡♠❜❧❡%✱

❧❡ ♥♦♠❜+❡ &♦&❛❧ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥&% ❡& ❞❡ ♠♦&%✱ ❡& ♦❜%❡+✈❡+ ❧❡% ✈❛+✐❛&✐♦♥% ❞❡ ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡ 5✉✐ ❡♥

+#%✉❧&❡♥&✳

■❱✲✹✳✶ ❉'❝♦✉♣❛❣❡ /❡❧♦♥ ✉♥❡ /❡✉❧❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥

❉❛♥% ❝❡&&❡ %❡❝&✐♦♥✱ ♥♦✉% ❛❧❧♦♥% ❛♣♣❧✐5✉❡+ ❧❡ ♣+♦&♦❝♦❧❡ 5✉❡ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ♣+♦♣♦%# ❞❛♥% ❧❛

❙❡❝✳ ■■■✲✻✳✷✳❛✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞#❝♦✉♣❡+ ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ❝♦❧♦♥♥❡% ❞✬✉♥❡ ♠❛&+✐❝❡ ❞❡ ❣+❛♥❞❡ &❛✐❧❧❡ R ❡♥

M %♦✉%✲❡♥%❡♠❜❧❡%✳ ◆♦✉% ❛✈✐♦♥% ❛❧♦+% ❝❛❧❝✉❧# ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ &❡♠♣% ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡& ❧✬❡%♣❛❝❡ ♠#♠♦✐+❡

♦❜&❡♥✉ ❡♥ ✉&✐❧✐%❛♥& ✉♥❡ &❡❧❧❡ ❛♣♣+♦❝❤❡✱ ♣❛+ +❛♣♣♦+& A ❧✬✉&✐❧✐%❛&✐♦♥ ❞✐+❡❝&❡ ❞❡ χ✲❙✐♠ %✉+ R✱ ❡&

♥♦✉% ❛❧❧♦♥% ♠❛✐♥&❡♥❛♥& ❡%%❛②❡+ ❞❡ +#♣♦♥❞+❡✱ ❣+C❝❡ A ❞❡% ❡①♣#+✐♠❡♥&❛&✐♦♥%✱ ❛✉① ❞❡✉① 5✉❡%&✐♦♥%

%✉✐✈❛♥&❡% ✿

✌ ♣♦✉+ ✉♥ ♥♦♠❜+❡ &♦&❛❧ ❞❡ ♠♦&% ✜①#✱ ❡%&✲❝❡ 5✉✬❛✉❣♠❡♥&❡+ ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ %♦✉%✲❡♥%❡♠❜❧❡%

❞❡ ♠♦&%✱ ❞#❣+❛❞❡ %✐❣♥✐✜❝❛&✐✈❡♠❡♥& ❧❡% ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡% ❞❡ ❝❧❛%%✐✜❝❛&✐♦♥ ❄

✌ A &❡♠♣% ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡& A ♠#♠♦✐+❡ ✜①#%✱ ♣❡✉&✲♦♥ ❛♠#❧✐♦+❡+ ❧❛ 5✉❛❧✐&# ❞❡ ❧❛ ❝❧❛%%✐✜❝❛&✐♦♥ ❡♥

❛✉❣♠❡♥&❛♥& ❧❡ ♥♦♠❜+❡ &♦&❛❧ ❞❡ ♠♦&% ✭❡♥ ❛❥♦✉&❛♥& ❞❡% %♦✉%✲❡♥%❡♠❜❧❡% ❞❡ ♠♦&%✮ ❄

▲✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ♠♦&% ❞✬✉♥❡ ♠❛&+✐❝❡ ❞♦✐& K&+❡ ❞✐✈✐%# ❡♥ ♣❧✉%✐❡✉+% %♦✉%✲❡♥%❡♠❜❧❡%✱ ❝❡&&❡ ❞✐✲

✈✐%✐♦♥ ❡%& ❢❛✐&❡ ❛❧#❛&♦✐+❡♠❡♥&✱ ❝❛+ ♥♦✉% ♥♦✉% ♣❧❛L♦♥% ❞❛♥% ✉♥ ❝♦♥&❡①&❡ ❞✬❛♣♣+❡♥&✐%%❛❣❡ ♥♦♥

%✉♣❡+✈✐%#✱ ❡& ♥❡ ❞✐%♣♦%♦♥% ❞♦♥❝ ♣❛% ❞✬✐♥❢♦+♠❛&✐♦♥ ❛ ♣"✐♦"✐ %✉+ ❧❡% ♠♦&%✳ ▲❡% ♣❛+❛♠M&+❡% ❞❡

▼❱❙✐♠ ♥❡ %♦♥& ♣❛% ♦♣&✐♠✐%#% ❞❛♥% ❝❡&&❡ %❡❝&✐♦♥✱ ❡& %♦♥& %✐♠♣❧❡♠❡♥& ✜①#% A ❞❡% ✈❛❧❡✉+% ♣❛+

❞#❢❛✉& ✿ TMV ✏ 5✱ λ ✏ 0,8✱ k ✏ 0,8✱ p ✏ 0,2✱ ❝❛+ ❧✬♦❜❥❡❝&✐❢ ❡%& %✐♠♣❧❡♠❡♥& ❞✬♦❜%❡+✈❡+ ❧❡%

✈❛+✐❛&✐♦♥% ❞❡ ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦+✐&❤♠❡✳

✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✾✾
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❘!❞✉✐%❡ ❧❡ (❡♠♣+ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡( ❧✬❡+♣❛❝❡ ♠!♠♦✐%❡

❆✜♥ ❞❡ %&♣♦♥❞%❡ ) ❧❛ ♣%❡♠✐.%❡ /✉❡12✐♦♥✱ ♥♦✉1 ✜①♦♥1 ❧❡ ♥♦♠❜%❡ 2♦2❛❧ ❞❡ ♠♦21 ) ✹✵✵✵✱

❡2 ♥♦✉1 ❛✉❣♠❡♥2♦♥1 ♣%♦❣%❡11✐✈❡♠❡♥2 ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ 1♦✉1✲❡♥1❡♠❜❧❡1✱ ✐✳❡✳ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ♠♦21

✉2✐❧✐1&1 ♣❛% ❝❤❛/✉❡ ✐♥12❛♥❝❡ ❞❡ χ✲❙✐♠ ❞✐♠✐♥✉❡ ❡♥ ❝♦♥1&/✉❡♥❝❡ ✿ ✶ ❞✐✈✐1✐♦♥ ❞❡ ✹✵✵✵ ♠♦21✱ ✷

1♦✉1✲❡♥1❡♠❜❧❡1 ❞❡ ✷✵✵✵ ♠♦21✱ ❡2❝✳ ❉❛♥1 ❝❡22❡ ❝♦♥✜❣✉%❛2✐♦♥✱ ❧❛ /✉❛♥2✐2& 2♦2❛❧❡ ❞✬✐♥❢♦%♠❛2✐♦♥

✉2✐❧✐1&❡ ♣❛% ▼❱❙✐♠ %❡12❡ ❧❛ ♠D♠❡✱ ♠❛✐1 ❧❡ 2❡♠♣1 ❞✬❡①&❝✉2✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ /✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡

1♦✉1✲❡♥1❡♠❜❧❡1 ❛✉❣♠❡♥2❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥2✱ ❧✬✐♥❢♦%♠❛2✐♦♥ &2❛♥2 ❞❡ ♠♦✐♥1 ❡♥ ♠♦✐♥1 ❝❡♥2%❛❧✐1&❡✱ ♦♥

1✬❛22❡♥❞ ) ✉♥❡ ❞&❣%❛❞❛2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ /✉❛❧✐2& ❞❡ ❧❛ ❝❧❛11✐✜❝❛2✐♦♥ ❞❡1 ❞♦❝✉♠❡♥21✳ ◆♦✉1 %&♣&2♦♥1 ❞❡

♣❧✉1 ❝❡22❡ ❡①♣&%✐❡♥❝❡ ♣♦✉% ❞✐✛&%❡♥21 ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥21✳ ▲❛ ❋✐❣✳ ✷✾ ♣%&1❡♥2❡ ❧✬&✈♦❧✉2✐♦♥ ❞❡1

♠♦②❡♥♥❡1 ✭❡2 &❝❛%21✲2②♣❡1✮ ❞❡1 ♣%&❝✐1✐♦♥1 ♠✐❝%♦✲♠♦②❡♥♥&❡1 ♦❜2❡♥✉❡1 ♣❛% ▼❱❙✐♠ 1✉% ❧❡1 ✶✵

&❝❤❛♥2✐❧❧♦♥1✱ ♣♦✉% ❧❡1 ❞✐✛&%❡♥21 ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥&❡1 ✭❞✐✛&%❡♥21 ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥21✮✱ ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥

❞✉ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ 1♦✉1✲❡♥1❡♠❜❧❡1 ❞❡ ♠♦21✳

1 x 4000 2 x 2000 4 x 1000 8 x 500 16 x 250

Sous-ensembles de mots

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6
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r
o
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m
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n
é
e

Nombre de documents

400

800

1600

3200

❋✐❣✉$❡ ✷✾ ✕ #❡%❢♦%♠❛♥❝❡ ❞❡ ▼❱❙✐♠ ♣♦✉% ❞✐✛1%❡♥23 ♥♦♠❜%❡3 ❞❡ 3♦✉3✲❡♥3❡♠❜❧❡3 ❞❡ ♠♦23✱ ❛✈❡❝ ✉♥

♥♦♠❜%❡ 2♦2❛❧ ❞❡ ♠♦23 ✜①13✳ ▲❡3 ✈❛❧❡✉%3 3♦♥2 ❧❡3 ♠♦②❡♥♥❡3 ✭❡2 1❝❛%23✲2②♣❡3✮ ❞❡3 ♣%1❝✐3✐♦♥3

♠✐❝%♦✲♠♦②❡♥♥1❡3 3✉% ❧❡3 ✶✵ 1❝❤❛♥2✐❧❧♦♥3✳

▲❛ ❋✐❣✳ ✷✾ ♥♦✉1 ♣❡%♠❡2 ❞❡ ❝♦♥✜%♠❡% ❧❛ 2❡♥❞❛♥❝❡ ) ❧❛ ❞&❣%❛❞❛2✐♦♥ ❞❡1 %&1✉❧2❛21 ❧♦%1/✉❡ ❧❡

♥♦♠❜%❡ ❞❡ 1♦✉1✲❡♥1❡♠❜❧❡1 ❛✉❣♠❡♥2❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥2✱ ❝❡22❡ ❞&❣%❛❞❛2✐♦♥ ♥✬❡12 ♣❛1 2%.1 ✐♠♣♦%2❛♥2❡ ✿

♣❛% ❡①❡♠♣❧❡ 1✐ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛%❡ ❧❡1 %&1✉❧2❛21 ♣♦✉% ✶ ❡2 ♣♦✉% ✽ 1♦✉1✲❡♥1❡♠❜❧❡1✱ ♦♥ ❝♦♥12❛2❡ ✉♥❡

❜❛✐11❡ %❡❧❛2✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣%&❝✐1✐♦♥ ♠✐❝%♦✲♠♦②❡♥♥&❡ ❞❡ ✺✪✱ ♠❛✐1 ❛❧♦%1 /✉❡ ❧❡ 2❡♠♣1 ❞✬❡①&❝✉2✐♦♥

❛ &2& ✻✹ ❢♦✐1 ♣❧✉1 %❛♣✐❞❡✱ ❡2 /✉❡ ❧✬❡1♣❛❝❡ ♠&♠♦✐%❡ ♥&❝❡11❛✐%❡ ✽ ❢♦✐1 ♠♦✐♥❞%❡✳ ❉❡ ♣❧✉1✱ ♦♥

%❡♠❛%/✉❡ /✉❡ ❝✬❡12 ♣♦✉% ❧❡ ♣❧✉1 ♣❡2✐2 ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥&❡1 ✭✹✵✵ ❞♦❝✉♠❡♥21✮ /✉❡ ❧❛ ❞&❣%❛❞❛2✐♦♥ ❡12

❧❛ ♣❧✉1 ✐♠♣♦%2❛♥2❡ ❧♦%1/✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ 1♦✉1✲❡♥1❡♠❜❧❡1 ❛✉❣♠❡♥2❡✳ ❖♥ ♣❡✉2 ❡①♣❧✐/✉❡% ❝❡22❡

❢♦%2❡ ❞&❣%❛❞❛2✐♦♥ ♣❛% ❧❡ ❢❛✐2 /✉❡ ❧❡ ❥❡✉ &2❛♥2 ❞&❥) ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ 2❛✐❧❧❡✱ ❧❡ ❢❛✐2 ❞❡ 2%♦♣ ❞✐✈✐1❡% ❧❡1

♠♦21 ✐♥❞✉✐2 ✉♥❡ ❣%❛♥❞❡ ♣❡%2❡ ❞✬✐♥❢♦%♠❛2✐♦♥✱ ❡2 ❝❡22❡ ❛♣♣%♦❝❤❡ ♥✬❡12 ♣❛1 ✐♥2&%❡11❛♥2❡ ♣♦✉% ✉♥

❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥&❡1 ❞❡ 1✐ ♣❡2✐2❡ 2❛✐❧❧❡✳

✶✵✵
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❊♥ ❝♦♥❝❧✉&✐♦♥✱ ❧♦)&*✉❡ ❧❛ *✉❛♥-✐-. -♦-❛❧❡ ❞✬✐♥❢♦)♠❛-✐♦♥ ✕ ❡✳❣✳ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ♠♦-& ✕ ❡&- ❧✐♠✐-.❡✱ ✐❧

② ❛ ❝❧❛✐)❡♠❡♥- ✉♥ ❝♦♠♣)♦♠✐& ❡♥-)❡ ❧❛ )❛♣✐❞✐-. ❞✬❡①.❝✉-✐♦♥ ✭♣❧✉& ❞❡ &♦✉&✲❡♥&❡♠❜❧❡& ✐♠♣❧✐*✉❛♥-

✉♥ -❡♠♣& ❞✬❡①.❝✉-✐♦♥ ♣❧✉& ❝♦✉)-✮✱ ❡- ❧❛ *✉❛❧✐-. ❞❡ ❧❛ ❝❧❛&&✐✜❝❛-✐♦♥ ✭♠♦✐♥& ❞❡ &♦✉&✲❡♥&❡♠❜❧❡&

✐♠♣❧✐*✉❛♥- ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉)❡ *✉❛❧✐-.✮✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❞✐&♣♦&❡ ❞❡& )❡&&♦✉)❝❡& &✉✣&❛♥-❡& ♣♦✉) ♥❡ ♣❛& ❛✈♦✐)

A ❞✐✈✐&❡) ❧❛ ♠❛-)✐❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥.❡&✱ ✐❧ ❡&- ❜✐❡♥ ❡♥-❡♥❞✉ ♣❧✉& ✐♥-.)❡&&❛♥- ❞❡ ♥❡ ♣❛& ❧❡ ❢❛✐)❡✳ ▼❛✐&

♠C♠❡ ❞❛♥& ❝❡ ❝❛&✱ &✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉- ♣❛) ❡①❡♠♣❧❡ -❡&-❡) ❞❡ ♥♦♠❜)❡✉&❡& ✈❛❧❡✉)& ❞✐✛.)❡♥-❡& ♣♦✉) ❧❡&

♣❛)❛♠E-)❡& ❞❡ ❧✬❛❧❣♦)✐-❤♠❡✱ ❛✈♦✐) ✉♥ -❡♠♣& ❞✬❡①.❝✉-✐♦♥ ).❞✉✐- ❡&- ✉♥ ❛-♦✉- ✐♥❞.♥✐❛❜❧❡✳

❆♠"❧✐♦&❡& ❧❛ )✉❛❧✐+" ❞❡ ❧❛ ❝❧❛..✐✜❝❛+✐♦♥

▼❛✐♥-❡♥❛♥-✱ ❛✜♥ ❞❡ ).♣♦♥❞)❡ A ❧❛ &❡❝♦♥❞❡ *✉❡&-✐♦♥✱ ♥♦✉& ♥❡ &✉♣♣♦&♦♥& ♣❧✉& *✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜)❡

-♦-❛❧ ❞❡ ♠♦-& ❡&- ❝♦♥&-❛♥-✱ ♠❛✐& *✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ♠♦-& ♣❛) &♦✉&✲❡♥&❡♠❜❧❡ ❧✬❡&-✳ ❆✐♥&✐ ❞❛♥& ❝❡

❝♦♥-❡①-❡✱ ♥♦✉& &✉♣♣♦&♦♥& *✉✬✉♥ ♥H✉❞ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥❡ ♣❡✉- ♣❛& -)❛✐-❡) ♣❧✉& ❞✬✉♥ ❝❡)-❛✐♥ ♥♦♠❜)❡

❞❡ ♠♦-&✱ ❡- *✉❡ ❧❛ &❡✉❧❡ ❢❛I♦♥ ❞✬✉-✐❧✐&❡) ♣❧✉& ❞✬✐♥❢♦)♠❛-✐♦♥ ❡&- ❞❡ ❝♦♥&✐❞.)❡) ♣❧✉&✐❡✉)& &♦✉&✲

❡♥&❡♠❜❧❡&✳ ◆♦✉& ✜①♦♥& ❞♦♥❝ ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ♠♦-& ♣❛) ✐♥&-❛♥❝❡ ❞❡ χ✲❙✐♠ A ✺✵✵✱ ❡- ❛❥♦✉-♦♥& ♣❧✉&

❞❡ &♦✉&✲❡♥&❡♠❜❧❡&✱ ♣❛&&❛♥- ❞❡ ✶ &♦✉&✲❡♥&❡♠❜❧❡ A ✷ ♣✉✐& ✹ ❡- ✜♥❛❧❡♠❡♥- ✽✱ ❛--❡✐❣♥❛♥- ✜♥❛❧❡♠❡♥-

✹✵✵✵ ♠♦-& ❛✉ -♦-❛❧✳ ❖♥ ❛✉❣♠❡♥-❡ ❛✐♥&✐ ❧❡ ♥♦♠❜)❡ -♦-❛❧ ❞❡ ♠♦-& ❝♦♥&✐❞.).& ♣❛) ❧✬❛❧❣♦)✐-❤♠❡

▼❱❙✐♠✱ ♠❛✐& ✐❧ ❡&- ♣)✐♠♦)❞✐❛❧ ❞❡ )❛♣♣❡❧❡) *✉❡ ❧❡ -❡♠♣& ❞✬❡①.❝✉-✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦)✐-❤♠❡ ❡&- ❧✉✐

❝♦♥&-❛♥-✱ ❝❛) ♦♥ &✉♣♣♦&❡ *✉❡ ❝❤❛*✉❡ ✐♥&-❛♥❝❡ ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡&- ❡①.❝✉-.❡ ♣❛) ✉♥❡ ✉♥✐-. ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

❞✐&-✐♥❝-❡✳ ▲❛ ❋✐❣✳ ✸✵ ♣).&❡♥-❡ ❧✬.✈♦❧✉-✐♦♥ ❞❡& ♠♦②❡♥♥❡& ✭❡- ❞❡& .❝❛)-&✲-②♣❡&✮ ❞❡& ♣).❝✐&✐♦♥&

♠✐❝)♦✲♠♦②❡♥♥.❡& &✉) ❧❡& ✶✵ .❝❤❛♥-✐❧❧♦♥&✱ ♣♦✉) ❧❡& ❞✐✛.)❡♥-& ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥.❡& ✭❞✐✛.)❡♥-& ♥♦♠❜)❡

❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥-&✮✱ ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ &♦✉&✲❡♥&❡♠❜❧❡& ❞❡ ♠♦-&✱ ❡- ❞♦♥❝ ❞✉ ♥♦♠❜)❡ -♦-❛❧

❞❡ ♠♦-& ❝♦♥&✐❞.).&✳

1 x 500 2 x 500 4 x 500 8 x 500

Sous-ensembles de mots

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6
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e

Nombre de documents

400

800

1600

3200

❋✐❣✉$❡ ✸✵ ✕ #❡%❢♦%♠❛♥❝❡ ❞❡ ▼❱❙✐♠ ♣♦✉% ❞✐✛1%❡♥23 ♥♦♠❜%❡3 ❞❡ 3♦✉3✲❡♥3❡♠❜❧❡3 ❞❡ ♠♦23✱ ❛✈❡❝ ✉♥

♥♦♠❜%❡ ❞❡ ♠♦23 ♣❛% 3♦✉3✲❡♥3❡♠❜❧❡ ✜①1✳ ▲❡3 ✈❛❧❡✉%3 3♦♥2 ❧❡3 ♠♦②❡♥♥❡3 ✭❡2 1❝❛%23✲2②♣❡3✮

❞❡3 ♣%1❝✐3✐♦♥3 ♠✐❝%♦✲♠♦②❡♥♥1❡3 3✉% ❧❡3 ✶✵ 1❝❤❛♥2✐❧❧♦♥3✳

✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✶✵✶



❈❤❛♣✐%&❡ ■❱ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥0 ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡% ❞❡ ▼❱❙✐♠

▲✬♦❜$❡&✈❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ✸✵✱ ❝♦♥✜&♠❡ 7✉✬✐❧ ❡$) ♣♦$$✐❜❧❡ ❞❡ ♥❡))❡♠❡♥) ❛♠:❧✐♦&❡& ❧❛ 7✉❛❧✐): ❞❡

❧❛ ❝❧❛$$✐✜❝❛)✐♦♥✱ ; )❡♠♣$ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥$)❛♥)✱ ❡♥ ✉)✐❧✐$❛♥) ♣❧✉$ ❞❡ ♠♦)$✳ ❊♥ ❡✛❡)✱ ❡♥ ♣❛$$❛♥) ❞❡

✺✵✵ ♠♦)$ ; ✹✵✵✵ ♠♦)$ ❝♦♥$✐❞:&:$ ❛✉ )♦)❛❧ ♣❛& ❧✬❛❧❣♦&✐)❤♠❡ ▼❱❙✐♠✱ ❡) ♠❛❧❣&: ❧❡ ❢❛✐) 7✉❡ ❝❡$

✹✵✵✵ ♠♦)$ $♦✐❡♥) $:♣❛&:$ ❡♥ ✶✻ $♦✉$✲❡♥$❡♠❜❧❡$✱ ❧❡ ❣❛✐♥ &❡❧❛)✐❢ ♠♦②❡♥ ❡♥ )❡&♠❡ ❞❡ ♣&:❝✐$✐♦♥

♠✐❝&♦✲♠♦②❡♥♥:❡ 7✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜$❡&✈❡ ❡$) ❞❡ 65%✳ F♦✉& G)&❡ ❝♦♠♣❧❡)✱ ✐❧ ❢❛✉) ❛❥♦✉)❡& 7✉✬❛✈❡❝ ❧❡$

)❛✐❧❧❡$ ❞❡$ ♠❛)&✐❝❡$ ✉)✐❧✐$:❡$ ♣♦✉& ❝❡$ ❡①♣:&✐♠❡♥)❛)✐♦♥$✱ ✐❧ ❡$) ♣♦$$✐❜❧❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛$ ❞✐✈✐$❡& ❧❡$

✹✵✵✵ ♠♦)$✱ ❝❡ 7✉✐ &:$✉❧)❡ ❡♥ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉&❡ ❝❧❛$$✐✜❝❛)✐♦♥ ❜✐❡♥ ❡♥)❡♥❞✉✳ ❈❡$ &:$✉❧)❛)$ $♦♥) ❝❡✉①

❝♦&&❡$♣♦♥❞❛♥) ; ✶ ❞✐✈✐$✐♦♥ ❞❛♥$ $✉& ❧❛ ❋✐❣✳ ✷✾✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉$✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉) ❝♦♥✜&♠❡& 7✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ ❞❡▼❱❙✐♠ ♣♦✉& ❧❡ ❞:❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ ♠❛)&✐❝❡$

❞❡ ❣&❛♥❞❡ )❛✐❧❧❡ ❡$) &:❡❧❧❡♠❡♥) ✐♥):&❡$$❛♥) ❞❛♥$ ❝❡ ❝♦♥)❡①)❡ ✭♦♥ ♥❡ ❞✐✈✐$❡ 7✉❡ ❧❡$ ❝♦❧♦♥♥❡$✮✳

❆✐♥$✐✱ ❧✬✉)✐❧✐$❛)❡✉& ❡$) ♠♦✐♥$ ❝♦♥)&❛✐♥) ; $❡ ❧✐♠✐)❡& ; ✉♥ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ♠♦)$ &❡$)&❡✐♥) 7✉✐ ❡♥)&❛✈❡✲

&❛✐) ❧❛ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦&✐)❤♠❡ χ✲❙✐♠✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ♠♦♥♦✈✉❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥)✱ ♦♥ ♥♦)❡

7✉❡ ❝❡))❡ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡ ♥✬❛✉❣♠❡♥)❡ ♣❛$ ♥:❝❡$$❛✐&❡♠❡♥) ❞❡ ❢❛P♦♥ ❧✐♥:❛✐&❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡

♠♦)$✱ ❡) 7✉✬✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥) ❞❡ ✜①❡& ❛ ♣"✐♦"✐ ✉♥ ♥♦♠❜&❡ &❛✐$♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ♠♦)$ ✕ ❡♥ $❡ ❜❛$❛♥) $✉&

❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥)$ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝)✐♦♥ ♣❛& ❡①❡♠♣❧❡ ✕ ❛✜♥ ❞✬:✈✐)❡& ❞✬❛❥♦✉)❡& ❞❡$ ♠♦)$ ♥♦♥

♣❡&)✐♥❡♥)$✳

■❱✲✹✳✷ ❉'❝♦✉♣❛❣❡ /❡❧♦♥ ❧❡/ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥/✐♦♥/

❉❛♥$ ❝❡))❡ $❡❝)✐♦♥✱ ♥♦✉$ ❛❧❧♦♥$ ❛♣♣❧✐7✉❡& ❧❡ ♣&♦)♦❝♦❧❡ ❞:❝&✐) ❞❛♥$ ❧❛ ❙❡❝✳ ■■■✲✻✳✷✳❜✱ ❛✜♥ ❞❡

❞:❝♦✉♣❡& ❧❡$ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥$✐♦♥$ ✭❧✐❣♥❡$ ❡) ❝♦❧♦♥♥❡$✮ ❞✬✉♥❡ ♠❛)&✐❝❡ ❞❡ ❣&❛♥❞❡ )❛✐❧❧❡ R ❡♥ M2

$♦✉$✲♠❛)&✐❝❡$✳ ◆♦✉$ ❛✈✐♦♥$ ❛❧♦&$ ❝❛❧❝✉❧: ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ )❡♠♣$ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡) ❧✬❡$♣❛❝❡ ♠:♠♦✐&❡ 7✉✬✐❧

❡$) ♣♦$$✐❜❧❡ ❞❡ ❣❛❣♥❡& ❡♥ ✉)✐❧✐$❛♥) ✉♥❡ )❡❧❧❡ ❛♣♣&♦❝❤❡✱ ♣❛& &❛♣♣♦&) ; ❧✬✉)✐❧✐$❛)✐♦♥ ❞✐&❡❝) ❞❡

χ✲❙✐♠ $✉& R✱ ❡) ♥♦✉$ ❛❧❧♦♥$ ♠❛✐♥)❡♥❛♥) :✈❛❧✉❡& ❧❡$ ✈❛&✐❛)✐♦♥$ $✉& ❧❛ 7✉❛❧✐): ❞❡ ❧❛ ❝❧❛$$✐✜❝❛)✐♦♥

&:$✉❧)❛♥)❡ 7✉✬✉♥ )❡❧ ❞:❝♦✉♣❛❣❡ ✐♠♣❧✐7✉❡✳

❆ ❧✬✐♥$)❛& ❞❡ ❧❛ $❡❝)✐♦♥ ♣&:❝:❞❡♥)❡✱ ❧❡$ $♦✉$✲❡♥$❡♠❜❧❡$ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥)$ ❡) ❞❡ ♠♦)$ $♦♥)

❝♦♥$)&✉✐)$ ❞❡ ❢❛P♦♥ ❛❧:❛)♦✐&❡✱ ❝❛& ♥♦✉$ ♥❡ $✉♣♣♦$♦♥$ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐$$❛♥❝❡ ❛ ♣"✐♦"✐ $✉& ❧❡$

❞♦♥♥:❡$✱ ❞❛♥$ ✉♥ ❝♦♥)❡①)❡ ❞✬❛♣♣&❡♥)✐$$❛❣❡ ♥♦♥ $✉♣❡&✈✐$:✳ ❉❡ ♠G♠❡✱ ❧❡$ ♣❛&❛♠V)&❡$ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲

&✐)❤♠❡ ▼❱❙✐♠ ♥❡ $♦♥) ♣❛$ ♦♣)✐♠✐$:$ ❡) $♦♥) $✐♠♣❧❡♠❡♥) ✜①:$ ; TMV ✏ 10✱ λ ✏ 0,9✱ k ✏ 0,8✱

p ✏ 0,8 ❝❛& ❧✬♦❜❥❡❝)✐❢ ❡$) $✐♠♣❧❡♠❡♥) ❞✬♦❜$❡&✈❡& ❧❡$ ✈❛&✐❛)✐♦♥$ ❞❡ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦&✐)❤♠❡✳

F♦✉& ❝❡$ ❡①♣:&✐♠❡♥)❛)✐♦♥$✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ❝♦♥$✐❞:&❡& ❞❡✉① ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥:❡$ ❞❡ ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞:✲

❝&✐)$ ❞❛♥$ ❧❛ ❙❡❝✳ ■❱✲✶✳✸✱ ; $❛✈♦✐& ❧❡ ❥❡✉ ❝♦♠♣♦&)❛♥) ✸✷✵✵ ❞♦❝✉♠❡♥)$ ❡) ✷✵✵✵ ♠♦)$✱ ❡) ❧❡ ❥❡✉

❝♦♠♣♦&)❛♥) ✻✹✵✵ ❞♦❝✉♠❡♥)$ ❡) ✹✵✵✵ ♠♦)$✳ F✉✐$✱ ; ♣❛&)✐& ❞❡ ❝❡$ ❞❡✉① ❥❡✉①✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ❢❛✐)

✈❛&✐❡& ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ $♦✉$✲❡♥$❡♠❜❧❡$ ❞❡ ❧❛ ❢❛P♦♥ $✉✐✈❛♥)❡ ✿ 1✂1✱ 2✂4✱ 4✂4✱ 8✂8✱ 16✂16✱ ❧❡ ♣&❡✲

♠✐❡& ♥♦♠❜&❡ &❡♣&:$❡♥)❛♥) ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ $♦✉$✲❡♥$❡♠❜❧❡$ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥)$✱ ❡) ❧❡ $❡❝♦♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜&❡

❞❡ $♦✉$✲❡♥$❡♠❜❧❡$ ❞❡ ♠♦)$✳ ▲❛ ❋✐❣✳ ✸✶ ♣&:$❡♥)❡ ❧✬:✈♦❧✉)✐♦♥ ❞❡$ ♠♦②❡♥♥❡$ ✭❡) ❞❡$ :❝❛&)$✲)②♣❡$✮

❞❡$ ♣&:❝✐$✐♦♥$ ♠✐❝&♦✲♠♦②❡♥♥:❡$ $✉& ❧❡$ ✶✵ :❝❤❛♥)✐❧❧♦♥$✱ ♣♦✉& ❧❡$ ❞✐✛:&❡♥)$ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥:❡$✱ ❡♥

❢♦♥❝)✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ $♦✉$✲❡♥$❡♠❜❧❡$ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥)$ ❡) ❞❡ ♠♦)$✳

❆ ❧✬♦❜$❡&✈❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ✸✶✱ ♦♥ $✬❛♣❡&P♦✐) ✐♠♠:❞✐❛)❡♠❡♥) 7✉❡ ❝♦♥)&❛✐&❡♠❡♥) ❛✉ ❝❛$ )&❛✐):

❞❛♥$ ❧❛ $❡❝)✐♦♥ ♣&:❝:❞❡♥)❡✱ ♦Y ❧✬♦♥ ♥❡ ❞✐✈✐$❛✐) 7✉❡ ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ♠♦)$✱ ❧❛ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡ $❡

❞:❣&❛❞❡ $✐❣♥✐✜❝❛)✐✈❡♠❡♥)✳ ❊♥ ❡✛❡)✱ ♣♦✉& ❧❡$ ❞❡✉① ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥:❡$ ✉)✐❧✐$:$✱ ❧❛ ❜❛✐$$❡ &❡❧❛)✐✈❡

✶✵✷
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Nombre de documents× Nombre de mots

3200 × 2000

6400 × 4000

❋✐❣✉$❡ ✸✶ ✕ #❡%❢♦%♠❛♥❝❡ ❞❡ ▼❱❙✐♠ ♣♦✉% ❞✐✛1%❡♥23 ♥♦♠❜%❡3 ❞❡ 3♦✉3✲❡♥3❡♠❜❧❡3 ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥23 ❡2 ❞❡

♠♦23✳ ▲❡3 ✈❛❧❡✉%3 3♦♥2 ❧❡3 ♠♦②❡♥♥❡3 ✭❡2 1❝❛%23✲2②♣❡3✮ ❞❡3 ♣%1❝✐3✐♦♥3 ♠✐❝%♦✲♠♦②❡♥♥1❡3

3✉% ❧❡3 ✶✵ 1❝❤❛♥2✐❧❧♦♥3✳

♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ♣'(❝✐+✐♦♥ ♠✐❝'♦✲♠♦②❡♥♥(❡ ❡♥ ♣❛++❛♥. ❞❡ 1✂1 / 16✂16 ❡+. ❞❡ 86%✱ .♦♠❜❛♥. ❛❧♦'+

❛✉.♦✉' ❞❡ 0,15✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥+ ❛✉ ♣❛++❛❣❡ 7✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ❝❧❛++❡+ ❞❡ ❝❡+ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥(❡+ ❡+. ✶✵✱

❡. 7✉✬✉♥❡ ❝❧❛++✐✜❝❛.✐♦♥ ❛❧(❛.♦✐'❡ ❢♦✉'♥✐'❛✐. ❛❧♦'+ ✉♥ +❝♦'❡ ❞❡ 0,10 ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✳

❯♥❡ ✐♥.❡'♣'(.❛.✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦'.❡♠❡♥. ❡+. 7✉✬❛✈❡❝ ❝❡..❡ ❛♣♣'♦❝❤❡✱ ❧❛ ♠❛.'✐❝❡ ❞❡ +✐♠✐❧❛'✐.(

❡♥.'❡ ❞♦❝✉♠❡♥.+ ♥✬❡+. 7✉❡ ♣❛'.✐❡❧❧❡♠❡♥. ❝❛❧❝✉❧(❡ ♣❛' ❧✬❛❧❣♦'✐.❤♠❡ ▼❱❙✐♠✱ ❡. ❧❡+ ✈❛❧❡✉'+ ❞❡

+✐♠✐❧❛'✐.( ❡♥.'❡ ❞❡+ ❞♦❝✉♠❡♥.+ ♥✬(.❛♥. ♣❛+ ❞❛♥+ ❧❡ ♠B♠❡ +♦✉+✲❡♥+❡♠❜❧❡ +♦♥. ❡♥+✉✐.❡ ❛♣♣'♦①✐✲

♠(❡+✳ ❈✬❡+. ♣'♦❜❛❜❧❡♠❡♥. ❝❡..❡ (.❛♣❡ ❞✬❛♣♣'♦①✐♠❛.✐♦♥ 7✉✐ ✐♥❞✉✐. ✉♥❡ ❢♦'.❡ ❞(❣'❛❞❛.✐♦♥ ❞❡+

♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡+ ❞❡ ❝❧❛++✐✜❝❛.✐♦♥✱ ❡. ✐❧ ❡+. ♣♦++✐❜❧❡ 7✉❡ ❧✬❛♣♣'♦❝❤❡ 7✉❡ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ♣'♦♣♦+(❡ ♣♦✉'

'❡❝♦♥+.'✉✐'❡ ❝❡+ +✐♠✐❧❛'✐.(+ +♦✐. .'♦♣ +✐♠♣❧❡✳ ■❧ ❢❛✉. ❝❡♣❡♥❞❛♥. ♣❡♥+❡' 7✉❡ ❧✬♦❜❥❡❝.✐❢ ❞❡ ❝❡..❡ ❛♣✲

♣'♦❝❤❡ ❡+. ♣'✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥. ❞❡ '(❞✉✐'❡ ❧❡ .❡♠♣+ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡+ +✐♠✐❧❛'✐.(+ ❡♥.'❡ .♦✉.❡+ ❧❡+ ♣❛✐'❡+

❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥.+ ❞(❝'✐. ♣❛' ✉♥❡ .❡❧❧❡ ♠❛.'✐❝❡✱ ❡. ❧❛ ♠(.❤♦❞❡ ♣♦✉' ❛♣♣'♦①✐♠❡' ❝❡+ +✐♠✐❧❛'✐.(+

♠❛♥7✉❛♥.❡+ ♥❡ +♦✐❡♥. ❛❧♦'+ ♣❛+ B.'❡ .'♦♣ ❝♦E.❡✉+❡ ❡♥ .❡♠♣+✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉+✐♦♥ ❞❡ ❝❡..❡ +❡❝.✐♦♥✱ ♥♦✉+ ♣♦✉✈♦♥+ ❞✐'❡ 7✉❡ ❝❡..❡ ❛♣♣'♦❝❤❡ ♥❡ +❡♠❜❧❡ ♣❛+ ❡♥❝♦'❡

♣'B.❡ / B.'❡ ✉.✐❧✐+(❡ ♣♦✉' ❞❡+ ❝❛+ '(❡❧+✱ ❝❛' ❧❡+ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡+ +♦♥. .'♦♣ '❛♣✐❞❡♠❡♥. ❞(❣'❛❞(❡+

❡♥ ❛✉❣♠❡♥.❛♥. ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ +♦✉+✲❡♥+❡♠❜❧❡+✳ ◗✉♦✐ 7✉✬✐❧ ❡♥ +♦✐.✱ '❛♣♣❡❧♦♥+ 7✉❡ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ♦H

♦♥ ❧✬✉.✐❧✐+❡'❛✐. ♣♦✉' ✉♥❡ .I❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛++✐✜❝❛.✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉❞'❛✐. ❛❧♦'+ ❝❛❧❝✉❧❡' .♦✉.❡+ ❧❡+ +✐♠✐❧❛'✐.(+

♠❛♥7✉❛♥.❡+✱ ❡. ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ✈✉ 7✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐.( .❡♠♣♦'❡❧❧❡ +❡'❛✐. ♥✉❧✳ ❈❡..❡ ❛♣♣'♦❝❤❡

♥❡ ❞♦✐. ❝❡♣❡♥❞❛♥. ♣❛+ B.'❡ .♦.❛❧❡♠❡♥. (❝❛'.(❡ ❝❛' ❡❧❧❡ ♣❡✉. B.'❡ ✉.✐❧❡ ♣♦✉' ❞✬❛✉.'❡+ .I❝❤❡+✱

♣♦✉' ❧❡+7✉❡❧❧❡+ ✐❧ ♥❡ +❡'❛✐. ♣❛+ ♥(❝❡++❛✐'❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛J.'❡ ❧✬✐♥.(❣'❛❧✐.( ❞❡ ❧❛ ♠❛.'✐❝❡ ❞❡ +✐♠✐❧❛'✐.(✳

✷✾ ♦❝%♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✶✵✸



❈❤❛♣✐%&❡ ■❱ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛%✐♦♥0 ❞❡ χ✲❙✐♠ ❡% ❞❡ ▼❱❙✐♠

■❱✲✺ ❈♦♥❝❧✉*✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐01❡

❉❛♥# ❝❡ ❝❤❛♣✐)*❡✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# */❛❧✐#/ ❞❡ ♠✉❧)✐♣❧❡# ❡①♣/*✐♠❡♥)❛)✐♦♥# ♣♦✉* ✈❛❧✐❞❡* ❧❡# ♣❡*❢♦*✲

♠❛♥❝❡# ❞❡# ❛❧❣♦*✐)❤♠❡# χ✲❙✐♠ ❡) ▼❱❙✐♠✱ *❡#♣❡❝)✐✈❡♠❡♥) ♣*♦♣♦#/# ❞❛♥# ❧❡# ❈❤❛♣✳ ■■ ❡) ■■■✱

:✉✐ ♣❡*♠❡))❡♥) ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡* ❧❛ ♠❛)*✐❝❡ ❞❡ #✐♠✐❧❛*✐)/ S1 ; ♣❛*)✐* ❞❡ ❧❛:✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❡✉) ❛✉)♦♠❛)✐✲

:✉❡♠❡♥) ❝❧❛##✐✜❡* ❧❡# ✐♥#)❛♥❝❡# ❞❡ X1✳ ❆✉ )♦)❛❧✱ ✶✺ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥/❡# ♦♥) /)/ ✐♠♣❧✐:✉/# ❞❛♥#

❝❡ ❝❤❛♣✐)*❡✱ ❞♦♥) ✽ ❥❡✉① ♠✉❧)✐✈✉❡#✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♣✉ ❝♦♠♣❛*❡* ♥♦# ❞❡✉① ❛❧❣♦*✐)❤♠❡# ;

❞❡# ♠/)❤♦❞❡# ❞❡ ❧✬/)❛) ❞❡ ❧✬❛*)✱ ♥♦✉# ♣❡*♠❡))❛♥) ❞❡ ✈❛❧✐❞❡* ❧✬❛♣♣♦*) ❞❡# ❛❧❣♦*✐)❤♠❡# χ✲❙✐♠ ❡)

▼❱❙✐♠✳

▲❡# ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡# ❞❡ ❧✬❛❧❣♦*✐)❤♠❡ χ✲❙✐♠ ♣♦✉* ❧❡:✉❡❧ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♣*♦♣♦#/ ♣❧✉#✐❡✉*# ❛♠/❧✐♦*❛✲

)✐♦♥# ♣❛* *❛♣♣♦*) ; ❧❛ ✈❡*#✐♦♥ ♦*✐❣✐♥❛❧❡ ✭❇✐##♦♥ ❡) ❍✉##❛✐♥ ✷✵✵✽✮✱ #♦♥) )*J# #❛)✐#❢❛✐#❛♥)❡#✱ ❝❛*

✐❧ ♦❜)✐❡♥) #♦✐) ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉* #❝♦*❡ ✭❞❛♥# 60% ❞❡# ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥/❡#✮✱ #♦✐) ❧❡ #❡❝♦♥❞ ♠❡✐❧❧❡✉* #❝♦*❡

✭❞❛♥# 40% ❞❡# ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥/❡#✮✳

◗✉❛♥) ; ❧✬❛❧❣♦*✐)❤♠❡ ▼❱❙✐♠ :✉❡ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❞/✈❡❧♦♣♣/ ♣♦✉* ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠✉❧)✐✈✉❡ ❞❡ #✐♠✐❧❛✲

*✐)/#✱ ✐❧# ♦❜)✐❡♥) /❣❛❧❡♠❡♥) ❞❡ ❜♦♥# */#✉❧)❛)#✱ ; ❧❛ ❢♦✐# ♣❛* *❛♣♣♦*) ❛✉① ♠/)❤♦❞❡# ♠♦♥♦✈✉❡#✱

✈❛❧✐❞❛♥) ❛✐♥#✐ ❧✬✐♥)/*M) ❞❡ ❝♦♥#✐❞/*❡* ❧❡# ♠✉❧)✐♣❧❡# ✈✉❡# ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥/❡# ❀ ❡) ❛✉##✐ ♣❛* *❛♣✲

♣♦*) ❛✉① ♠/)❤♦❞❡# ♠✉❧)✐✈✉❡# ❛✉①:✉❡❧❧❡# ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❝♦♠♣❛*/ #❡# ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡#✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ♥♦✉#

❛✈♦♥# */❛❧✐#/ ❞❡# ❡①♣/*✐♠❡♥)❛)✐♦♥# ♣♦✉* ❧❡ )*❛✐)❡♠❡♥) ❞✬✉♥❡ ♠❛)*✐❝❡ ❞❡ ❣*❛♥❞❡ )❛✐❧❧❡✱ ♣♦✉*

❧❛:✉❡❧❧❡ ♦♥ ❞✐✈✐#❡ ❧❡# ❝♦❧♦♥♥❡#✱ ❡) /✈❡♥)✉❡❧❧❡♠❡♥) ❧❡# ❧✐❣♥❡#✱ ❡♥ ♣❧✉#✐❡✉*# #♦✉#✲❡♥#❡♠❜❧❡# ❛✜♥

❞✬✉)✐❧✐#❡* ❧✬❛❧❣♦*✐)❤♠❡ ▼❱❙✐♠✳ ◆♦✉# ❛✈♦♥# ❛✐♥#✐ ♠♦♥)*/ :✉❡ ❝❡# ❛♣♣*♦❝❤❡# ♣❡✉✈❡♥) ❡♥ ❡✛❡)

M)*❡ ✐♥)/*❡##❛♥)❡# ❝❛*✱ ❡♥ ♣❛*)✐❝✉❧✐❡* ❧♦*#:✉✬♦♥ ♥❡ ❞✐✈✐#❡ :✉❡ ❧❡# ❝♦❧♦♥♥❡# ✭❡) :✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡*❝❤❡

; ❝❧❛##✐✜❡* ❧❡# ♦❜❥❡)# ❞/❝*✐)# ♣❛* ❧❡# ❧✐❣♥❡#✮✱ ✐❧ ❡#) ♣♦##✐❜❧❡ #♦✐) ❞✬❛❝❝/❧/*❡* ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡) ❞❡ */✲

❞✉✐*❡ ❧❛ ♠/♠♦✐*❡ ♥/❝❡##❛✐*❡✱ #♦✐) ; )❡♠♣# ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ /:✉✐✈❛❧❡♥)✱ ❞✬❛♠/❧✐♦*❡* ❧❛ :✉❛❧✐)/ ❞❡ ❧❛

❝❧❛##✐✜❝❛)✐♦♥✳

✶✵✹



❈♦♥❝❧✉&✐♦♥

❘!"✉♠! ❡& ❝♦♥&*✐❜✉&✐♦♥"

▲❡" ♠❡"✉%❡" ❞❡ "✐♠✐❧❛%✐*+" "♦♥* ❛✉ ❝/✉% ❞✬✉♥ ❣%❛♥❞ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ *3❝❤❡" ❞✬❛♣♣%❡♥*✐""❛❣❡

❛✉*♦♠❛*✐6✉❡✱ ❡* ❧❡✉% +*✉❞❡ ❡"* ♣❛%*✐❝✉❧✐8%❡♠❡♥* ✐♥*+%❡""❛♥*❡ ❞❛♥" ❧❡ ❝❛" ❞✬♦❜❥❡*" ❞+❝%✐*" ♣❛%

✉♥ *%8" ❣%❛♥❞ ♥♦♠❜%❡ ❞✬❛**%✐❜✉*"✳ ❉❛♥" ❝❡**❡ *❤8"❡✱ ♥♦✉" ♥♦✉" "♦♠♠❡" ❝♦♥❝❡♥*%+" "✉% ❞❡"

*3❝❤❡" ❞✬❛♣♣%❡♥*✐""❛❣❡ ♥♦♥ "✉♣❡%✈✐"+ ♠❛✐" ♥♦" ♠❡"✉%❡" "♦♥* ❡①*❡♥"✐❜❧❡" > ❞✬❛✉*%❡" ❝❛*+❣♦%✐❡"

❞❡ *3❝❤❡" ❡♥ ❛♣♣%❡♥*✐""❛❣❡ "✉♣❡%✈✐"+ ♦✉ "❡♠✐✲"✉♣❡%✈✐"+ ♣❛% ❡①❡♠♣❧❡✳

❉❛♥" ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" +*❛❜❧✐ ✉♥ ♣❛♥♦%❛♠❛ ❞❡" ❞✐✛+%❡♥*❡" ❢❛♠✐❧❧❡" ❞❡ ♠+*❤♦❞❡" ✉*✐❧❡"

> ❧❛ ❝❧❛""✐✜❝❛*✐♦♥✳ ◆♦✉" ❛✈♦♥" > ❧❛ ❢♦✐" ❞+❝%✐* ❞✐✛+%❡♥*" ♠♦❞8❧❡" ❞❡ %❡♣%+"❡♥*❛*✐♦♥ ❞❡" ❞♦♥✲

♥+❡"✱ ♠❛✐" ❛✉""✐ ♣%+"❡♥*+ ❧❡" ♠❡"✉%❡" ❝❧❛""✐6✉❡" ❞❡ ❞✐"*❛♥❝❡" ❡* ❞❡ "✐♠✐❧❛%✐*+"✱ ❛✐♥"✐ 6✉❡ ❧❡✉%

❧✐♠✐*❡" ❞❛♥" ❧❡ ❝❛❞%❡ ❞❡ ❞♦♥♥+❡" ❞❡ ❣%❛♥❞❡" ❞✐♠❡♥"✐♦♥"✳ F✉✐"✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ♣%+"❡♥*+ ❞✐✛+%❡♥*❡"

❢❛♠✐❧❧❡" ❞❡ ♠+*❤♦❞❡" ❞❡ ❝❧❛""✐✜❝❛*✐♦♥ > ♣%♦♣%❡♠❡♥* ♣❛%❧❡%✱ ❛❧❧❛♥* ❞❡" ♠+*❤♦❞❡" ❝❧❛""✐6✉❡" ❛✉①

♠+*❤♦❞❡" ❞❡ ❝♦✲❝❧❛""✐✜❝❛*✐♦♥ 6✉✐ ❝❧❛""✐✜❡♥* "✐♠✉❧*❛♥+♠❡♥* ❞❡✉① *②♣❡" ❞✬♦❜❥❡*"✱ ♣♦✉% *❡%♠✐♥❡%

♣❛% ❧❡" ♠+*❤♦❞❡" ❞❡ ❝❧❛""✐✜❝❛*✐♦♥ ♠✉❧*✐✈✉❡ 6✉✐ *%❛✐*❡♥* ♣❧✉"✐❡✉%" *②♣❡" ❞✬♦❜❥❡*" ❞+❝%✐*" ♣❛%

♣❧✉"✐❡✉%" %❡❧❛*✐♦♥"✱ ❡* ❞♦♥❝ ♣❧✉"✐❡✉%" ♠❛*%✐❝❡"✳ ❉❡ ♣❧✉"✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" +❣❛❧❡♠❡♥* ❞+❝%✐* ❞✐✛+%❡♥*❡"

❛♣♣%♦❝❤❡" ❞❡ %❡❝❤❡%❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛""✐✜❝❛*✐♦♥ ❝♦♥"❡♥"✉" ♣♦✉✈❛♥* "✬❛♣♣❧✐6✉❡% > ❧❛ ❢♦✐" ❛✉① ❞♦♥♥+❡"

♠♦♥♦✈✉❡" ❝❧❛""✐6✉❡"✱ ❡* ❛✉① ❞♦♥♥+❡" ♠✉❧*✐✈✉❡"✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥*✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" %❛♣♣❡❧+ ❧❡" ❞✐✛+%❡♥*❡"

❢❛I♦♥" ❞✬+✈❛❧✉❡% ❞❡" ❝❧❛""✐✜❝❛*✐♦♥"✱ ❡♥ "❡ ❝♦♥❝❡♥*%❛♥* "✉% ❧❡ ❝❛" ♦J ❧✬♦♥ ❞✐"♣♦"❡ ♣♦✉% ❝❡ ❢❛✐%❡

❞❡" ❝❧❛""❡" %+❡❧❧❡" ❞❡" ♦❜❥❡*"✳

❉❛♥" ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■■✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ❞❛♥" ✉♥ ♣%❡♠✐❡% *❡♠♣" ♣%+"❡♥*+ ❧✬❛❧❣♦%✐*❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

❝♦✲"✐♠✐❧❛%✐*+ χ✲❙✐♠ ✐♥✐*✐❛❧❡♠❡♥* ♠✐" ❛✉ ♣♦✐♥* ♣❛% ❇✐""♦♥ ❡* ❍✉""❛✐♥ ✭✷✵✵✽✮✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣%♦♣♦"❡%

❞✐✛+%❡♥*❡" ❛♠+❧✐♦%❛*✐♦♥" ❡* +*✉❞❡" *❤+♦%✐6✉❡"✳ ◆♦✉" ❛✈♦♥" *♦✉* ❞✬❛❜♦%❞ ♣%♦♣♦"+ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉

"❝❤+♠❛ ❞❡ ♥♦%♠❛❧✐"❛*✐♦♥ ✐♥"♣✐%+ ❞❡ ❧❛ ♥♦*✐♦♥ ❞❡ ♠❡"✉%❡ ❞❡ "✐♠✐❧❛%✐*+ ❞✉ ❈♦"✐♥✉" ❣+♥+%❛❧✐"+

❞❡ ◗❛♠❛% ❡* ●❛✉""✐❡% ✭✷✵✵✾✮✱ ❡* ❣❛%❛♥*✐""❛♥* 6✉❡ ❧❛ "✐♠✐❧❛%✐*+ ❡♥*%❡ ✉♥ ♦❜❥❡* ❡* ❧✉✐✲♠U♠❡

"♦✐* *♦✉❥♦✉%" ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉"✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ❛❧♦%" ♣%♦✉✈+ 6✉❡ ❧❡" ♠❛*%✐❝❡" ❞❡ "✐♠✐❧❛%✐*+ ❛✐♥"✐

❝❛❧❝✉❧+❡" +*❛✐❡♥* "❡♠✐✲❞+✜♥✐❡" ♣♦"✐*✐✈❡"✱ ♣❡%♠❡**❛♥* ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉%❡ ✐♥*❡%♣%+*❛*✐♦♥ *❤+♦%✐6✉❡ ❞❡

❧✬❛♣♣%♦❝❤❡✳ ◆♦✉" ❛✈♦♥" ❡♥"✉✐*❡ ✐♥*%♦❞✉✐* ❧❛ ♥♦*✐♦♥ ❞❡ ♣"❡✉❞♦✲♥♦%♠❡ ❡♥ ♥♦✉" ✐♥"♣✐%❛♥* ❞❡"

*%❛✈❛✉① "✉% ❧❛ ♥♦%♠❡ Lk ❞✬❆❣❣❛%✇❛❧ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮ ❡* ❧✬❛✈♦♥" ✐♥*+❣%+❡ > ❧❛ ♠❡"✉%❡ χ✲❙✐♠✳ F❛%

❛✐❧❧❡✉%"✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ♣%+"❡♥*+ ✉♥❡ ✐♥*❡%♣%+*❛*✐♦♥ ❡♥ *❡%♠❡ ❞❡ ❣%❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡"✉%❡ ❡* ❛❥♦✉*+ ✉♥❡

+*❛♣❡ ❞❡ "❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡" "✐♠✐❧❛%✐*+" ❧❡" ♣❧✉" ❢❛✐❜❧❡" ❡♥ ❝♦♥"+6✉❡♥❝❡✳ ❊❣❛❧❡♠❡♥* ❞✬❛♣%8" ❝❡**❡ +*✉❞❡

❞✉ ❣%❛♣❤❡✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ♣%♦♣♦"+ ❞✬✐♥*%♦❞✉✐%❡ ✉♥ ❛♠♦%*✐""❡♠❡♥* ❞❡" ❝♦✲♦❝❝✉%%❡♥❝❡" ❞✬♦%❞%❡"

✷✾ ♦❝$♦❜&❡ ✷✵✶✷ ✶✵✺



❈♦♥❝❧✉&✐♦♥

 ✉♣#$✐❡✉$❡ ❞❛♥ ❧❛ ♠❡ ✉$❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥. ♥♦✉ ❛✈♦♥ ❝❤❡$❝❤# 3  ❛✈♦✐$  ✐ ❧✬❛❧❣♦$✐.❤♠❡ χ✲❙✐♠ ♥❡

"#$♦❧✈❛✐* ♣❛$ ✐♠♣❧✐❝✐*❡♠❡♥* ✉♥ ♣"♦❜❧0♠❡ ❞✬♦♣*✐♠✐$❛*✐♦♥✳

❉❛♥$ ❧❡ ❈❤❛♣✳ ■■■✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ♣"♦♣♦$# ❧✬❛❧❣♦"✐*❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠✉❧*✐✈✉❡ ❞❡ ❝♦✲$✐♠✐❧❛"✐*#$

▼❱❙✐♠✱ ;✉✐ ♣❡✉* <*"❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①*❡♥$✐♦♥ ❞❡ χ✲❙✐♠ ❛✉① ❝❛$ ❞❡$ ❞♦♥♥#❡$ ♠✉❧*✐✈✉❡$✳ ❊♥

❡✛❡*✱ ❧✬❛❧❣♦"✐*❤♠❡ ▼❱❙✐♠ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ♠❛*"✐❝❡ ❞❡ $✐♠✐❧❛"✐*# ♣♦✉" ❝❤❛❝✉♥ ❞❡$ *②♣❡$ ❞✬♦❜❥❡*$

♣"#$❡♥*$ ❞❛♥$ ❧❡$ ❞♦♥♥#❡$✱ ❡♥ ✉*✐❧✐$❛♥* *♦✉*❡$ ❧❡$ ✈✉❡$ ❞❡$ ❞♦♥♥#❡$✱ ✐✳❡✳ *♦✉*❡$ ❧❡$ ♠❛*"✐❝❡$ ❞❡

"❡❧❛*✐♦♥$ ❞✐$♣♦♥✐❜❧❡$ ♣♦✉" ❞#❝"✐"❡ ❝❡$ ♦❜❥❡*$✳ ▲✬❛❧❣♦"✐*❤♠❡ ▼❱❙✐♠ $✬❛♣♣✉✐❡ ❛❧♦"$ $✉" ❛✉*❛♥*

❞✬✐♥$*❛♥❝❡$ ❞❡ χ✲❙✐♠ ;✉✬✐❧ ❛ ❞❡ ✈✉❡$ ❞❛♥$ ❧❡$ ❞♦♥♥#❡$✱ ❡* $✉" ❞❡$ ❢♦♥❝*✐♦♥$ ❞✬❛❣"#❣❛*✐♦♥ ❆❣❣

❞♦♥* ❧❡ "D❧❡ ♣"✐♥❝✐♣❛❧ ❡$* ❞❡ ❢❛✐"❡ ❝✐"❝✉❧❡" ❧✬✐♥❢♦"♠❛*✐♦♥ ❡♥*"❡ ❧❡$ ❞✐✛#"❡♥*❡$ ✐♥$*❛♥❝❡$ ❞❡ χ✲❙✐♠

❡* ❞♦♥❝ ❡♥*"❡ ❧❡$ ❞✐✛#"❡♥*❡$ ✈✉❡$✳ ❆♣"0$ ❛✈♦✐" #*✉❞✐# ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐*# ❞❡ ❧✬❛❧❣♦"✐*❤♠❡✱ ♥♦✉$

❛✈♦♥$ ❞#*❛✐❧❧# ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥$ ♣♦$$✐❜❧❡$ ❞❡ ▼❱❙✐♠ F ❞❡$ ❞♦♥♥#❡$ ♠♦♥♦✈✉❡$✱ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$

♦G ❧❛ ♠❛*"✐❝❡ ❞❡ "❡❧❛*✐♦♥ ❡$* ❞❡ *"♦♣ ❣"❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ ♣♦✉" ♣♦✉✈♦✐" ❞✐"❡❝*❡♠❡♥* ② ❛♣♣❧✐;✉❡"

χ✲❙✐♠✳ ❈❡**❡ ❛♣♣"♦❝❤❡ ❡$* ❛❧♦"$ ❜❛$#❡ $✉" ❧❡ ❞#❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡$ ❝♦❧♦♥♥❡$ ✭❡* #✈❡♥*✉❡❧❧❡♠❡♥* ❞❡$

❧✐❣♥❡$✮ ❞❡ ❝❡**❡ ♠❛*"✐❝❡✱ ❝"#❛♥* ❛✐♥$✐ ✉♥ ❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡ $♦✉$✲♠❛*"✐❝❡$ ;✉✐ $❡"♦♥* ❛❧♦"$ ✉*✐❧✐$#❡$

♣❛" ▼❱❙✐♠✳
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▲✐♠✐#❡% ❡# ♣❡'%♣❡❝#✐✈❡%
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ŝ1ij ❡* Ŝ2 ✏ S2✁R
❏
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