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Introduction

En définissant au début du XXeme siecle la notion de nombre absolument normal, Emile
Borel définit rigoureusement la notion de hasard dans I’écriture d’un nombre réel en base entiere.
Depuis, la question de la normalité des constantes les plus connues telles que 7, v/2, ou le nombre
d’or ¢ = (1 +/5)/2... reste en suspend. Un nombre = est par exemple normal en base 10 si
chaque groupe possible de n chiffres apparait dans I’écriture de z en base 10 avec une fréquence
limite de 10~". Par exemple, le chiffre 4 doit apparaitre avec une fréquence 1/10, le nombre 24
avec une fréquence 1/100. .. Il n’est pas encore prouvé aujourd’hui que I'écriture de /2 en base
10 contient une infinité de chiffres 4.

Et si nous savons depuis les travaux d’Emile Borel que presque tous les nombres réels sont
des nombres absolument normaux (nombres normaux dans toutes les bases), la construction
explicite de tels nombres semble extremement difficile : ce n’est qu’en 1916 que Waclaw Sier-
pinski exhibe le premier exemple d’un nombre absolument normal [Siel7]. En 1933, David G.
Champernowne construit en concaténant les uns derriere les autres les entiers successifs, le
nombre 0,123456789101112. .., normal en base 10 [Cha33]. Un peu plus de dix ans plus tard,
Arthur Herbert Copeland et Paul Erdés montrent que le nombre 0,23571113171923... obtenu
en concaténant les nombres premiers est également normal en base 10 [CE46]. En 1950, Emile
Borel conjecture finalement que v/2 est un nombre absolument normal [Bor50]. C’est également
a lui qu’est attribuée la conjecture plus générale que tout irrationnel algébrique est absolu-
ment normal. En 1975, Gregory Chaitin montre que la constante 2 qui porte son nom est un
nombre absolument normal. La constante 2 donne la probabilité qu’un programme informatique
aléatoire s’arréte. Ce nombre réel est par définition non calculable : aucun algorithme ou machine
de Turing n’est capable de déterminer son développement b-adique. En 2002, Veronica Becher
et Santiago Figueira s’inspirent du résultat de Waclaw Sierpinski pour construire un nombre
calculable absolument normal [BF02].

D’un autre c6té, la conjecture de Borel laisse penser que si I’écriture b-adique d’un nombre
réel est trop “réguliere”, ce nombre ne peut pas etre un irrationnel algébrique. En 1997, Sébastien
Ferenczi et Christian Mauduit obtiennent des premiers résultats allant dans ce sens. En 2004,
Boris Adamczewski, Yann Bugeaud et Florian Luca améliorent ce résultat et montrent qu’un
nombre réel dont ’écriture en base entiere est obtenue grace a un automate fini ne peut étre
irrationnel algébrique.

Plan de la theése :

Nos travaux portent essentiellement sur ’étude combinatoire de 1’écriture d’un nombre réel
en base entiere b ou sous forme d’une fraction continue.

Le premier chapitre rappelle les définitions et les notations les plus couramment utilisées tout
au long du mémoire a propos de la combinatoire des mots et de I’approximation diophantienne.
La majorité des définitions et des théoremes énoncés peuvent étre retrouvés dans le livre de J.-P.
Allouche et J. Shallit [AS03].
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Le deuxieme chapitre commence par rappeller ’état des lieux des travaux en 2002 au début
de la these. Le théoreme de Ferenczi-Mauduit [FM97] avait permis de montrer la transcendance
de certains nombres réels substitutifs (par exemple dans le cas d’une suite sturmienne, d’une
suite automatique binaire primitive ou de longueur constante). Notre premier travail consistait
a dessiner le contour des suites automatiques ou substitutives binaires auxquelles il était impos-
sible d’appliquer ce théoreme. Pour cela, nous nous sommes intéressé aux différents ordres de
croissance des lettres et des mots sous l’action d’une substitution (sections 2.2 et 2.3). Nous
établissons une condition équivalente aux hypotheses du théoreme de Ferenczi-Mauduit dans
le cas des suites substitutives, ayant permis d’appliquer le théoreme a une nouvelle famille de
suites binaires substitutives (Théorémes 2.2.1 et 2.2.2). Ce chapitre se termine sur I’étude
d’une famille de nombres réels auxquels il n’est pas possible de I'appliquer (section 2.4).

En 2004, B. Adamczewski, Y. Bugeaud et F. Luca ont considérablement amélioré le théoreme
de Férenczi-Mauduit en adaptant sous une forme combinatoire le théoreme du sous-espace de
W. Schmidt. Cette avancé spectaculaire a permis de prouver entre autres la transcendance
de tous les nombres obtenus a l'aide d’une substitution binaire, englobant tous nos résultats
partiels et toutes les suites binaires auxquelles nous ne pouvions pas appliquer Ferenczi-Mauduit.
La condition du théoreme d’Adamczewski-Bugeaud-Luca porte sur la complexité de la suite :
cette fonction p(n) doit vérifier la condition lim inf L:) < 0. Or la complexité de certains
nombres substitutifs sont de I'ordre de nloglog(n), nlog(n) ou n?. Parmi ces réels substitutifs,
B. Adamczewski, Y. Bugeaud et F. Luca donne dans [ABL04] un exemple auquel ce théoréeme
ne s’applique pas.

Nous prouvons dans la premiere partie du troisieme chapitre que le théoreme peut s’appliquer
aux suites substitutives de complexité en nloglog(n) nlog(n) et méme a certaines suites de
complexité en n? (Théoréme 3.1.1 et son corollaire). Nous exhibons dans ce théoréme un
nouveau critere d’application du théoreme d’Adamczewski-Bugeaud-Luca : I’ordre de croissance
de la taille des itérés de la premiere lettre du point fixe par la substitution. Nous montrons que
cette condition est équivalente a I’existence d’une lettre de croissance maximale sous ’action de
la substitution apparaissant au moins deux fois dans le point fixe.

Dans la deuxieme partie de ce chapite, nous approfondissons I’étude du phénomene empéchant
I’application du théoreme Adamczewski-Bugeaud-Luca au point fixe d’une substitution & crois-
sance polynomiale. Nous montrons que la famille de suites substitutives problématiques vérifie
une autre propriété combinatoire que nous utiliserons dans le chapitre 4 lors de 1’étude de la
fraction continue de I'image d’un réel substitutif par une homorgaphie rationnelle (section 3.2).
Dans la section 3.3, nous exhibons une famille particuliere de suites (pas forcément substitutives)
auxquelles il est impossible d’appliquer le théoreme de transcendance a cause d’une condition
combinatoire décrite & 1’aide d’une fonction gap® que nous présentons.

Le quatrieme chapitre étudie la conservation du critére combinatoire empéchant ’application
du théoreme d’Adamczewski-Bugeaud-Luca lors d’une opération rationnelle sur d’un réel sub-
stitutif. Nous montrons dans ce chapitre que la famille de suites introduite & la fin du troisiéme
chapitre est stable sous l'action de la multiplication ou ’addition d’un rationnel dans le cas
d’une écriture b-adique (Théoréme 4.1.1) ou sous l'action d’'une homographie rationnelle dans
le cas d’une écriture sous la forme d’une fraction continue(Théoréme 4.2.3).

Enfin, en Annexe, nous mettons le code en langage Maple d’une procédure nous ayant permis
de calculer “plus rapidement” que la procédure standard, les coefficients de la fraction continue
de 'image par une homographie rationnelle d’un nombre réel dont la fraction continue est donnée




INTRODUCTION 3

(par exemple par le point fixe d’une substitution). Ce code est la traduction de ’algorithme de
Raney [RanT73].







Chapitre 1

Substitutions et Arithmétique -
Généralités
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1.1 Alphabets et morphismes - Généralités

1.1.1 Définitions

Ce chapitre est une introduction a la théorie de la combinatoire des mots. Nous commencons
par définir alphabet (un ensemble fini de symboles ou lettres) sur lequel nous travaillons. Un mot
est une succession de lettres concaténées de la gauche vers la droite de maniere naturelle. Nous
introduisons ensuite les homomorphismes entre deux monoides libres pour la loi de concaténation
dont les ensembles générateurs respectifs sont deux alphabets. Certains de ces homomorphismes,
appelés aussi substitutions, permettent de construire des mots infinis par récurrence et a partir
d’un nombre fini de regles simples.

Définition 1.1.1. Un alphabet est un ensemble fini non vide, souvent noté A. Ses éléments
sont des symboles appelés lettres.

Dans tout ce qui suit, les lettres sont désignées par des entiers naturels. De plus, les alphabets
que nous utilisons sont de la forme A = {0,1,...,(b—1)} ou A" = {1,...,b} pour un entier
b € N*. Plus précisément, un alphabet du type A est utilisé lors de I’étude de ’écriture d’un
nombre réel en base entiere b > 2 , tandis qu'un alphabet du type A’ est utilisé lors de I’étude
de I’écriture d’une fraction continue a coefficients bornés.

Définition 1.1.2. Un mot w est une suite finie ou infinie a droite de lettres de A.
Son écriture et sa lecture se font toujours de la gauche vers la droite :

w = aijazas....

Le mot vide, noté ¢, est également considéré comme un mot (fini) pour tout alphabet A.
L’adjectif “propre” est employé pour qualifier un mot différent du mot vide.

L’ensemble des mots finis de I'alphabet 4 (y compris le mot vide) est désigné par A*. En
ajoutant des lettres indéfiniment a droite, nous obtenons un élément appelé mot infini a droite.
L’ensemble de ces mots infinis w = ajas ... est noté A“. Enfin, la réunion des mots finis et des
mots infinis & droite est notée A°.

L’ensemble A* est également le monoide libre engendré par I’ensemble A pour la loi interne
‘.” de concaténation, définie de la maniere suivante.

Définition 1.1.3. Pour deuz mots finis w1 = (ajaz...a,) et we = (biba...by) de A*, le mot
concaténé de wy et wo est le mot
w1. W9

s’écrivant de gauche a droite comme la succession des lettres de wy puis de wo :
(a1a2 e an).(blbg e bm) = (a1a2 e anblbg e bm)
Par exemple, posons A = {0,1}, w; = 0010 et we = 1010. La concaténation de w; et wy est
w = wi.we = wiwse = 00101010.

Cette loi est associative mais en général n’est pas commutative (dans ’exemple précédent,
wiwy # waw;). Le mot vide € est I’élément neutre pour cette opération interne ‘.’ de concaténation.

Définition 1.1.4. La longueur d’un mot fini w de A* est égale au nombre de lettres qui com-
posent le mot w. Cette quantité est notée |w|.
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Dans le cas du mot vide, |¢|] = 0. Lorsque a est une lettre de A, |a|] = 1 et pour un mot
composé w = wiws,
jw] = |wi| + |wsl.
En outre, cette notion de longueur peut étre naturellement étendue dans le cas d’un mot infini

a droite w € A¥ en posant |w| = oc.

Définition 1.1.5. Pour w dans A* et a une lettre de A, la quantité |w|, compte le nombre
d’occurences de la lettre a dans le mot w.

Ainsi, pour les mots wy et wo de 'exemple précédent,
‘wl‘o = 3, \w1|1 =1let |w2]0 =2, ’U)Q’l = 2.

Définition 1.1.6. Siv est un mot de A* et w un mot de A*°, nous dirons que v est un facteur
de w lorsqu’il existe deux mots x de A* ety de A tels que

w = TVY.

Dans le cas ou le mot x est vide (w = vy), v est un préfixe de w tandis que dans le cas ou
le mot y est vide (w = xv), v est un suffixe de w. Nous noterons Pre(w), Suf(w) et Fac(w) les
ensembles respectifs des préfixes, suffixes et facteurs du mot w.

Parfois, pour décrire une lettre ou un facteur dans un mot w € A°°, nous indiquerons la
distance a laquelle cette lettre ou ce facteur apparait dans w.

Définition 1.1.7. Soit w = ajas...an... et 1 < i <n. La i lettre de w est notée

wli] = a;.

€ etla

Plus généralement, pour 1 < i < j < n, le mot a;a;y1...a; formé des lettres entre la jem
jéme place est noté

’UJ[Z]] = A;A541 - - - aj

Remarque Lorsque j < i, le mot w[i..j] est vide (wl[i..j] = €).

1.1.2 Homomorphismes - Substitutions.

L’ensemble des mots finis est muni d’une structure de monoide pour la loi de concaténation.
Une application entre deux ensembles A* et B* qui préserve leurs structures de monoides est un
homomorphisme.

Définition 1.1.8. Soient A et B deuz alphabets finis. Un homomorphisme de monoides libres
h de l'ensemble A* dans l’ensemble B* est une application telle que pour tous wi et wo de A*,

h(wy.wg) = h(wy).h(ws).

Dans tout ce qui suit, A = B. De plus, comme il n’y aura pas d’ambiguité possible, nous
appellerons “morphisme” ou plus souvent “substitution”, un homomorphisme de monoides libres.

L’ensemble A* est engendré par I’alphabet A pour la loi de concaténation. Ainsi, un mor-
phisme est défini de manieére unique sur A*, lorsqu’il est défini sur 'alphabet A (ou sur tout autre
ensemble générateur de A*). Ainsi un morphisme h est caractérisé par la donnée de ’ensemble
des images des lettres de A par h.
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Lorsque A = B, nous pouvons itérer le morphisme h en partant de la lettre a : on pose
alors h%(a) = a et h™(a) = h(h" !(a) pour tout n > 1. Pour plus de détails sur les morphismes
et leurs applications, voir par exemple [AS03]. Certains morphismes possedent des propriétés
particulieres.

e Pour un morphisme non effagant, aucun mot non vide n’a pour image le mot e.
Définition 1.1.9. Un morphisme non effacant est un morphisme h tel que :
hw) =€ < w=c¢.
Tous les morphismes envisagés dans la suite sont des morphismes non effagants.

e Un morphisme “d’itérations” est un morphisme que nous allons pouvoir itérer sur une
lettre de maniere a construire un mot h*(a).

Définition 1.1.10. Un morphisme h : A* — A* est un morphisme d’itérations lorsqu’il existe
une lettre a qui est un préfive de son image par h :

Jae€ A h(a)[l] = a.

Dans ce cas, un raisonnement par récurrence sur n montre que h"~!(a) est un préfixe de h"(a).
Si h(a) = aw pour w dans A* \ {e}, la suite des mots a, h(a), h?(a) ... “converge” vers le mot

h*®(a) :=a w h(w) h%(w)...

qui est infini en particulier lorsque h est non effagant puisque |h¥(w)| > 1.
Ce mot est par ailleurs un point fixe du morphisme h. Il vérifie la relation :

h(h*™(a)) = h*™(a).

Pour plus de détails sur la notion de “convergence” évoquée dans la construction du mot
h*°(a), nous renvoyons au paragraphe 1.2 de [AS03].

e Les morphismes uniformes et primitifs jouent un réle particulier. Pour un tel morphisme,
I'ordre de croissance de la suite des tailles des itérés successifs de n’importe quel mot fini est le
meéme.

Définition 1.1.11. Le morphisme h est dit uniforme si toutes les images des lettres de A sont
des mots de méme longueur. Si l désigne cette longueur commune a toutes les images des lettres
de A, h est qualifié de morphisme de longueur .

Dans ce cas, la longueur de la n®™® itération de h & partir de n’importe quelle lettre a de A se

calcule par récurrence : |h"(a)| = I". De la méme maniere, pour des mots finis vy, vy € A*,
h™(v v
17 (03)] = [oxfi" dome 1700 _ 22|
[h™(v2)| v
Les points fixes des morphismes d’itérations [-uniforme pour un entier [ > 2 ont la propriété
de correspondre exactement aux suites [-automatiques.

est constant.

Définition 1.1.12. Une suite w est l-automatique si et seulement s’il existe un morphisme
d’itérations l-uniforme h, une lettre a de A et un code T (un morphisme 1-uniforme) tels que :

w = 7(h*(a)).
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Cette définition des suites automatiques n’est pas la définition habituelle : pour une définition
plus classique et plus de détails sur 1’équivalence de la définition précédente, voir [CobT72]
ou [AS03], théoreme 6.3.2.

Définition 1.1.13. Le morphisme h est dit primitif lorsqu’il existe un entier N tel que pour
tout couple de lettres (a,b) de A2, la lettre a apparait dans le mot h¥ (b).

Dans ce cas, la matrice de transition associée au morphisme A" :

X (0)o [N (D)o .. RV (B)]o

AN [ IRV OR R W)

YO VDl - YO

est une matrice strictement positive (la matrice de transition A de la substitution A est une
matrice primitive).

Le théoreme de Perron-Frobénius (voir par exemple [Gan60]) permet alors de montrer que le
comportement asymptotique de la suite des tailles des mots h™(v) ne dépend pas du mot fini v
fixé au départ :

0" (v1)]
|07 (v2)]

e Enfin, un morphisme croissant est un morphisme pour lequel les longueurs des itérés
d’aucune lettre ne restent bornées.

V(v1,02) € A%, 3 Coy = Corva-

Définition 1.1.14. Nous appelons morphisme croissant un morphisme h tel que pour toute
lettre a de A, la suite |h™(a)| tend vers Uinfini.

C’est le cas pour tout morphisme uniforme de longueur [ > 2 ou tout morphisme primitif
sur un alphabet de plus de deux lettres. Dans ces deux cas particuliers, ’ordre de croissance
de la suite |h"™(a)| est indépendant de la lettre a. L’étude de J.-J. Pansiot [Pan84] montre que
ce n’est pas toujours le cas. Au chapitre 3, nous verrons que pour tout morphisme croissant
(aucune lettre n’étant a croissance bornée) 'ordre de croissance de la suite des longueurs des
itérés de n’importe quelle lettre est au moins exponentiel : en effet, 'existence d’une lettre a
croissance polynomiale (Définition 3.1.2) entraine I'existence d’une lettre a croissance bornée
(voir Lemme 14).

Exemples
Morphisme de Thue-Morse Posons A =B = {0,1} et

w(0) =01
wu(l) =10

C’est un morphisme d’itérations non effacant, uniforme de longueur 2 et primitif et croissant.

Morphisme 2 Posons A = {0, 1,2} et

h(0) = 012
h(1) =12
h(2) =2

Ce morphisme est un morphisme d’itérations non effagant, ni uniforme, ni primitif, ni croissant.
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1.1.3 Répétitions de mots - Puissances

La principale propriété combinatoire dont il est question dans ce mémoire est la question de
I'existence ou non dans un mot infini, de répétitions entieres ou fractionnaires w® dont on peut
a la fois controler la taille |w|, la puissance « et la distance a laquelle apparait ce terme w®.
Ces répétitions seront aussi appelées “puissances”. Nous parlerons dans le paragraphe suivant
des liens existant entre la complexité du mot (en termes de facteurs) et Iapparition de telles
puissances.

Définition 1.1.15. Répétitions “entiéres”. Soient w € A* un mot fini et p > 1 un entier.
La puissance wP désigne le mot w...w, obtenu en concaténant le mot w a p reprises.

Lorsque p = 2, le mot ww est appelé carré (si p = 3, www est un cube).

Définition 1.1.16. Répétitions “fractionnaires”. Soient w € A* un mot fini et « > 1 un nombre
réel.

Notons [« la partie entiére supérieure et || la partie entiére inférieure du réel «.

La puissance w® désigne le mot wl®lw', o w' est le préfize de w de longueur

[(o = [a])|w]].

Le chevauchement sur la lettre a du mot awa est le mot awawa ou a est une lettre de A et w
un mot (éventuellement vide) de A*. Plus généralement, un chevauchement est un mot VV'V’
pour V un mot fini non vide et V'’ un préfixe non vide de V = V'W :

V=V'W
VWVIW V]
awa [awa] (V"W V] V'W V'

FiG. 1.1 — chevauchements

Dans le cas particulier de 1’alphabet binaire .4 = {0, 1}, nous rappellons le résultat suivant
de J. Berstel et P. Séébold [BS93] sur lequel nous reviendrons au chapitre 2 :

Théoréme 1.1.1. Si w, point fixre d’un morphisme h non trivial ne contient aucun chevauche-
ment, il existe un entier k tel que h = u* ot p désigne le morphisme de Thue-Morse. Alors
w = p>(0) ouw = p>(1).

Le lecteur pourra aussi trouver la démonstration de ce théoreme dans [AS03] (Théoréme 1.7.7
et Corollaire 1.7.9).

De maniere similaire, un bégaiement (notion introduite par B. Adamczewski, Y. Bugeaud et
F. Luca dans [ABL04]) est un mot de la forme V'V’ ou V’ est un préfixe non vide du mot fini
V.
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Dans les chapitres 2 et 3, nous nous intéresserons & des mots du type UVVV’ ou UVV’ pour
V'’ un préfixe non vide de V et U fini. Nous appellerons respectivement ces mots chevauche-
ment et bégaiement par abus de langage puisque VVV’ est un chevauchement et V'V’ est un
bégaiement.

Définition 1.1.17. Pour un mot w (fini ou infini), l'exposant critique e(w) de w est le plus
petit nombre réel tel que le mot w me posséde aucun facteur qui soit une puissance strictement
supérieure a e(w) :

e(w) = sup{a ; Jv € Fac(w),v* € Fac(w)}

Remarque 1 Nous avons défini une puissance o comme étant un mot du type zlz tel que
|2/| = [(a — |a])|w]]. Ainsi, le mot 001 001 0 peut étre vu comme 00127 pour tout 0 < € < 1.
Cette notion de puissance fractionnaire vient de F. Dejean (voir [Dej72]).

Nous pourrions définir une puissance a-exacte comme étant un mot du type w®, le préfixe
de wl®! de longueur |w®| = a|w|. Pour cela, il est nécessaire que o|w| soit un entier positif, donc
que o = g avec ¢ qui divise |w|. Par exemple, le mot 001 001 0 est la puissance %—exaete de 001.

Remarque 2 Dans le cadre de la premiere définition, si le mot w contient une puissance oy
et si g < a1, le mot w contient également une puissance ao. En effet, si wloly! avec |w'| =
[(o — |1 ])|w]] est un facteur de w, et si g < ay, le mot wl®2lw” avec |w”| = [(ag — [az])|w]]
est un facteur de w car |w”| < |w'|. Ainsi, nous avons vu que le mot 001 001 O contient une
puissance « pour tout 1 < a < %

Cet ensemble de puissances « est continu.

En revanche, dans le cadre de la deuxieme définition d’une puissance a-exacte, le mot

001 001 O ne contient que la puissance % avec 001 0 et 100 1, la puissance % avec 001 00 et

010 01 et 100 10 la puissance 2 avec 00 et 001 001, la puissance 3/2 avec 01 0 et la puissance %
avec 001 001 0.

Cet ensemble de puissances a-exactes est un ensemble discret. De plus, lorsque le mot w est
fini, les nombres o peuvent tous s’écrire sous la forme % avec ¢ = |w|. L’ensemble des puissances

a-exactes est donc formé de points isolés.

Remarque 3 Dans le cadre de la premiere définition de puissance «, I’exposant critique vérifie
la propriété suivante :

Va € R,a < e(w),Jv € Fac(w),v* € Fac(w)
Va € R,a > e(w),Yv € Fac(w),v* ¢ Fac(w).

Dans ce cas, que le mot soit fini ou infini, I’exposant critique est toujours un point d’accumu-
lation de ’ensemble des puissances « (puisque cet ensemble est continu). Il est toujours atteint
dans le cas d’un mot fini mais peut ne pas ’étre dans le cas d’'un mot infini (comme celui de
Fibonacci, voir [MP92]).

En revanche, dans le cadre de la deuxieme définition de puissance a-exacte, I’exposant cri-
tique vérifie le propriété :

Va € R,a < e(w),38 > o, Iv € Fac(w), v’ € Fac(w)
Va € R,a > e(w),Vv € Fac(w), v ¢ Fac(w).

Dans ce cas, lorsque le mot w est fini, I’exposant critique est atteint. Mais ’ensemble des
puissances a-exactes est un ensemble de points isolés de R. Le nombre e(w) est donc isolé,
comme dans le cas du mot 001 001 0.
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Lorsque le mot w est infini, Pexposant critique peut ne pas étre atteint (comme dans la
suite de Fibonnacci.). De plus, lorsqu’il existe des puissances g pour des mots v de longueurs
aussi grandes que ’on souhaite, le point g est un point d’accumulation dans ’ensemble des
puissances a-exactes existant dans le mot w.

En ce qui nous concerne, outre le probleme de savoir quelles sont les plus grandes puissances
apparaissant dans la suite infinie w, nous nous demandons pour chaque « inférieur a ’exposant
critique e(w), de quelles longueurs sont les facteurs v de w qui apparaissent a la puissance « et
a quelle distance minimale dans 1’écriture de la suite apparaissent ces puissances v®.

Définition 1.1.18. Lorsque UV est un préfixe de la suite w, nous disons que la puissance V¢
apparait & la distance |U|.

De maniere a quantifier ces deux choses, nous introduisons un critére de puissance c.

Définition 1.1.19. Critére de puissance a. Soit w une suite infinie sur ’alphabet A. Soit o > 1.
Nous dirons que la suite w vérifie le critere de puissance « s’il existe des suites de mots finis
(Un)nen, (Vn)nen telles que les conditions suivantes soient réalisées :

— les mots U, V¥ sont des préfizes de w,

— la suite des longueurs (|Vy|)nen tend vers Uinfini lorsque n tend vers l'infini,

|Un|

|V7)n€N est bornée.
n

— la suite (

Ce critere assure d’une part le fait que I'exposant critique e(w) de la suite w est supérieur
a «, d’autre part le fait qu’il existe une infinité de a-répétitions de longueurs de plus en plus
longues et & distances controlées (a un coefficient pres) par la longueur du mot qui se répéte.

Dans le cadre d’étude des puissance « correspondant a la Définition 1.1.16,si 1 < ag < o
et si le mot infini & droite w vérifie le critere de puissance «q, alors, w vérifie le critere de
puissance aa.

Exemple 1 Suite de Thue-Morse. Soit w le point fixe du morphisme p de Thue-Morse. Comme
w =0110..., le mot 11 étant un carré, 'exposant critique e(w) > 2. Mais nous avons déja
mentionné que cette suite ne possédait aucune puissance pour a > 2 (Théoréme 1.1.1).
Donc I'exposant critique de la suite de Thue-Morse est : e(w) = 2.

Par ailleurs, pour tout entier n > 0, |u™(1)] = 2" et le mot p"(1)u™(1) est un facteur de
w. D’autre part, il apparait (entre autres) a la distance de 2™ = |u™(0)|. En effet, pour tout n
entier, le mot w s’écrit : w = p™(0)p" (1) (1) ... (récurrence immédiate sur lentier n).
La suite de Thue-Morse vérifie donc le critere de puissance « si et seulement si 1 < a < 2.

Exemple 2 Posons h le morphisme sur {0, 1,2} tel que : h(0) = 012, h(1) = 12 et h(2) = 2.
Soit w le point fixe de ce morphisme obtenu en itérant h en partant de 0 :

w=0121221222122221222221...

Remarquons que pour tout entier n, le mot 2" est un facteur de w. Ce point fixe contient donc
une puissance « pour tout o > 1 (par exemple, si @ < 5/3, le mot 2 2 2 2 2 peut étre vu comme
2295/3 = 292 22).

Son exposant critique est donc e(w) = +o0.

En revanche, nous montrerons au chapitre 3 (Théoréme 3.1.1) que ce mot ne vérifie aucun
critere de puissance o > 1, le morphisme h étant a croissance polynomiale.
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Exemple 3 Posons A’ le morphisme sur {0,1} tel que : A’(0) =010 1 et (1) = 1. Soit w’ le
point fixe de ce morphisme obtenu en itérant A’ en partant de O :

w=010110101110101101111...

Ce point fixe w’ contient également une puissance « pour tout rationnel o > 1 : en effet, 1
est un suffixe de #/(0), 11 est un suffixe de h'*(0)... et par récurrence, 1" est un suffixe de
R™(0) = K™ 1(0)1/™ 1 (0)1. Son exposant critique est donc e(w’) = co.

Ce mot vérifie également le critere de puissance o pour 1 < a < 2. En effet w’ = 0101 . .. vérifie
un critére de puissance 2 : pour tout entier n > 1, le mot A™(01)A™(01) est un préfixe de w'. 1l
suffit donc de poser U = € et V,, = V! = h"(01). En revanche, nous montrerons au chapitre 2
(paragraphe 2.4) que ce mot ne vérifie aucun critére de puissance o > 2.

1.1.4 Complexité

L’étude des différents facteurs d’un mot infini w permet d’estimer le désordre existant dans
la suite w, dans une échelle allant des mots les plus réguliers (les mots périodiques) aux plus
chaotiques (typiquement, un mot aléatoire). La fonction complexité de la suite w est définie
de maniere a répondre a la question suivante : combien de facteurs distincts de longueur n
apparaissent dans w ?

Définition 1.1.20. Soit A un alphabet de cardinal b. Soit w dans A“. La fonction complezité
pw de N dans N est telle que :

pw(n) = Card{v ; v est un facteur de w et [v| = n}.
Ce nombre vérifie pour tout entier n > 0 les inégalités

1 <pw(n) <b".

Par exemple, posons w = 123 123 123 ou 123 signifie que le mot 123 est répété indéfiniment.
Ce mot infini périodique (qualifié de “simple”) possede 3 facteurs de longueur 1 (les mots 1,2,
et 3), 3 facteurs de longueur 2, les mots 12, 23 et 31, et ainsi de suite,... 3 facteurs de longueur
n, les mots 123 ..., 231... et 312...

Au contraire, w' = 012345678910111213. .. peut étre qualifié de complexe. Par construction,
tous les mots finis de l'alphabet A = {0,1,2,3,...,9} sont des facteurs de w’.
Par conséquent, w’ possede 10 facteurs de longueur 1, 100 facteurs de longueur 2, et ainsi de
suite, 10™ facteurs de longueur n.

Pour plus de détails sur cette fonction complexité, le lecteur est renvoyé par exemple a
Particle [Al194]. Cette fonction permet en particulier d’isoler les suites ultimement périodiques :
en effet, pour toute suite ultimement périodique, p(n) devient constant lorsque n tend vers
linfini [CH73] [MH38].

En revanche, dans le cas de presque tous les mots (typiquement un mot pris “au hasard”), ce
nombre est maximal pour tout n.

Théoréme 1.1.2. Pour presque toute suite w construite sur un alphabet fini A de cardinal b,
la complexité est maximale :
Vn € N, pw(n) = b".
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Pour la démonstration, voir par exemple dans [AS03]. En réalité, ce résultat est un corollaire
du résultat d’E. Borel assurant que presque tout réel est absolument normal [Bor(09].

Définition 1.1.21. Soient f et g deux fonctions de N dans N. Nous disons que f se comporte
comme g a un facteur borné pres lorsqu’il existe une constante M strictement positive vérifiant :

Vn €N, % g(n) < f(n) < Mg(n).

L’ensemble des points fixes d’'un morphisme est formé de mots de basse (ou faible) complexité
en vertu du résultat suivant de J.-J. Pansiot [Pan84].

Théoréme 1.1.3. Soit h un morphisme de A* et a une lettre de A tels que h(a)[1] = a. Posons
w = h*>(a).
Alors, la fonction pw(n) se comporte a un facteur borné prés comme ['une des cing fonctions

suivantes : 1, n, nlog(log(n)), nlog(n) ou n?.

Parmi les suites de basse complexité, certains cas particuliers sont a signaler :
Suites Sturmiennes : elles sont définies comme étant les suites de complexité
pw(n) =n+ 1.

Ce sont les suites de plus basse complexité apres les suites ultimement périodiques : en effet,
s’il existe un entier ng tel que pw(ng) < ng + 1, alors la suite w est ultimement périodique et
sa complexité ultimement constante (voir [CH73] [MH38] et pour une démonstration, voir par
exemple [AS03], théoreme 10.2.6).

Points fixes de morphisme primitif ou uniforme
Pour w = h®(a) avec h un morphisme primitif ou de longueur constante,

Ce résultat a permis a B. Adamczewski, Y. Bugeaud et F. Luca [ABL04] de montrer la trans-
cendance des réels automatiques.

Le chapitre 3, étudie entre autres des propriétés combinatoires de certains morphismes dont les
points fixes sont de complexité quadratique.

Il est logique de penser que limiter la complexité d’une suite entraine l'apparition de nom-
breuses répétitions et par conséquent 1’existence de facteurs élevés a de grandes puissances. C’est
en particulier pour cela qu'un mot de complexité inférieure & celle d’une suite sturmienne finit
inéluctablement par devenir périodique.

Lorsqu’un mot est de trop basse complexité, nous sommes en mesure de montrer qu’il vérifie
des criteres de puissance «. L’argument principal des démonstrations est le principe des tiroirs
de Dirichlet.

Le lemme suivante établit un lien entre ces deux notions combinatoires.

Lemme 1. Soit A un alphabet, et w € A>.

— Supposons qu’il existe un entier My > 0 tel que iminf(pyw(n)) < M.
Alors pour tout o > 1, w vérifie le critére de puissance .
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— Supposons qu’il existe un entier My > 0 tel que lim(pw (n) —n) < M.
Alors il existe o > 2 tel que w vérifie le critére de puissance .

— Supposons qu’il existe un entier My > 0 tel que lim inf(p“’—(n)) < Ms.

n
Alors il existe o > 1 tel que w vérifie le critére de puissance a.

Démonstration :

e D’apres les hypotheses, pour une infinité d’entiers ng, pw(ng) < My. Soit o > 1 fixé. Soit
N € N*. Il existe un entier ny, tel que ny > NaMy. Comme pyw(ng) < My, le préfixe w[l..My+ng]
contient au plus My facteurs distincts de longueur ny.
Il existe donc un mot W = wWiwy ... Wy, qui apparait au moins deux fois dans w[l..My + ng].
Ces deux occurences de w se chevauchent de la maniére suivante :

ds,t,ie N 0<s<t<i<My+1

w;
w1

@1‘4_1 .. ’@nk Ws4np+1 -+ -

w(l..My + ng] = R T _
wiw ... Wg Wg41 - - - w2 ... Wi—1W;Wi41] - - - Wny, Wtgng+1 - - -

WIWo ... Ws WLWY ... | Wi—1
W

Finalement,
w[l..My + ng] = wiws ... ws (W13 . . .@i,l)P ... avec P(i —1)=ny

L’entier i est supérieur & 2. Le mot @' = Wy ... Wy(;—1) est donc de longueur [w’| > N. Enfin,
il apparait au moins & la puissance fractionnaire P > % > NLJ\IZO > «, et cela, a une distance
maximale de My bornée.
Le préfixe w[l..My + ng| a comme facteur une a-puissance Uw'® pour |U| < My et [w'| > N
arbitrairement grand. Le mot w vérifie bien le critere de puissance o pour tout o > 1.

e Le deuxieéme point est démontré dans [All00] en utilisant le fait qu’une telle suite s’écrit a
partir d’un rang comme l'image par un morphisme d’une suite sturmienne, vérifiant un critere
de puissance o > 2 d’apres I’étude de S. Ferenczi et C. Mauduit dans [FM97].

e Le troisieme point est démontré par B. Adamczewski, Y. Bugeaud et F. Luca dans [AB06].
Nous rappelons ici 'idée de leur démonstration, similaire a celle du premier point. Pour une
infinité d’entiers ny, pw(ng) < M ny.

Donc dans le prefixe w([l..(M + 1) ng], il y a au plus n; M facteurs distincts de longueur ny.
11 existe donc un mot W de longueur n; qui apparait au moins deux fois dans w[l..(M + 1) ng].

— Si ces deux occurences ne se chevauchent pas, w[l..(M + 1) ny] = AWBWD et WBW

est une a-puissance avec a > 1 + €.

— Si les deux occurences se chevauchent, il existe un mot W’ tel que |[W'| > |W|/2 qui

apparait a deux endroits différents sans se chevaucher.
Le préfixe
w[l..(M + 1) ng] = AW'B'W'C’

et W/B'W' est une a-puissance avec a > 1 + e.
De plus, dans tous les cas, |W| > |W’| > k|A| pour une constante k > 0. O

Ainsi, un mot w ne vérifiant aucun critere de puissance o = 1 + € doit avoir une complexité
vérifiant lim( p‘"—(n)) = oo [ABLO04].

n

Dans le cas d’un point fixe d’'un morphisme, la structure substitutive sous-jacente permet
d’améliorer les hypotheses sur la complexité de la suite considérée permettant de conclure a
I'existence de chevauchements ou de bégaiements.
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Ainsi, nous montrerons au chapitre 3 (section 3.4) qu’'un point fixe w d’une substitution de
complexié pyw(n) = O(nlog(n)) vérifie encore un critere de puissance o =1 +e.

Il est montré dans [AZ98] que tout point fixe d’une substitution binaire primitive ou de
longueur constante autre que la suite de Thue-Morse vérifie un critére de puissance o = 2 + ¢
(méme pour des complexités du méme ordre que n)

D’autre part, nous montrerons au chapitre 3 (section 3.4) que le point fixe de la substitution :

c: 0 — 001
1 — 12
2 — 2

est une suite de complexité quadratique qui vérifie un critere de puissance a = 2.

En revanche, nous verrons également que le point fixe de la substitution :

A: 0 — 012
1 — 12
2 - 2

est une suite de complexité quadratique qui ne vérifie aucun critere de puissance o > 1.

De maniere a mieux cerner la famille de substitutions ne vérifiant aucun critere de puissance
a > 1, le chapitre 3 relie cette notion combinatoire & un autre élément que la complexité de la
suite. Bien que toutes deux de complexité quadratique (voir chapitre 3 ou [Pan84]), la suite des
longueurs des itérés (|o™(0)|)nen est & croissance exponentielle, tandis que la suite (JA\"(0)])nen
est a croissance polynomiale. Cette partition de I’ensemble des points fixes en partant de 0
selon la croissance de la suite des longueurs des itérés de 0 par la substitution correspond
exactement a la partition de I’ensemble des points fixes vérifiant un critere de puissance o > 1
(et donc auxquels il est possible d’appliquer le théoréme de transdendance de B. Adamczewski,
Y. Bugeaud et F. Luca).

Nous démontrons dans le chapitre 3 (Théoréme 3.1.1 ) le résultat suivant :

Théoréme La suite 0 (0) vérifie un critére de puissance o > 1 si et seulement si la suite
(|e™(0))nen est a croissance exponentielle.
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1.2 Arithmétique - Approximation Diophantienne

1.2.1 Approximation Diophantienne

La théorie de 'approximation diophantienne étudie le caractere algébrique ou transcendant
d’'un nombre réel. Plus précisément, elle indique de quelle manieére (en terme de vitesse de
convergence) un nombre irrationnel peut étre approché par des nombres rationnels. Nous nous
attachons dans un premier temps a la mesure d’une forme de complexité des nombres rationnel
puis a I’étude de la vitesse de convergence d’une suite de rationnels vers un nombre irrationnel.

Un nombre rationnel sera considéré comme plus ou moins “complexe” selon qu’il possede
une pré-période et une période plus ou moins grandes. Ces tailles sont liées a la valeur de son
dénominateur. Par exemple, les nombres rationnels 3, % ou % sont rangés par ordre croissant

en fonction de leur complexité.
D’autre part, la vitesse de convergence d’une suite de rationnels z—" vers un nombre irrationnel
n
a est mesurée grace a la suite des différences |a — %] et son comportement autour de 0.
n

Lorsque nous travaillons en base b, nous estimerons cette différence de deux maniéres différentes
en regardant :

— une majoration du type : |a — g—”] < b=Nn_ qui permet d’observer jusqu’a quelle décimale
n
Z—” et o ont une écriture commune, permettant éventuellement de conclure que le nombre
n
« vérifie une propriété combinatoire.

— une majoration du type : | — %] < @, °, qui permet de qualifier de bonne ou mauvaise

I’approximation du nombre « par le rationnel Z—", en théorie de nombres.
n

La motivation principale de notre travail est I’étude des suites infinies d’entiers obtenues
comme points fixes d’une substitution. De telles suites interviennent dans ’évaluation ou I'ap-
proximation d’un nombre réel. Dans le cas des entiers et des nombres rationnels, la decription ne
pose aucun autre probleme que celui de la mémoire nécessaire a ’écriture effective du nombre.

Les irrationnels peuvent étre divisés en deux ensembles : ceux qui sont qualifiés de nombres
déterministes (un algorithme permet de calculer la suite des entiers de I’écriture du réel en une
base entiére), et les autres qui peuvent seulement étre approchés par une suite de rationnels et
dont nous calculons les décimales en identifiant les chiffres apres la virgule.

Par exemple, le nombre A =Y > | 10~ est un nombre que nous qualifierons de déterministe

tandis que v/2 ne l’est pas.
Construction d’un nombre réel avec un élément de AY :

Les morphismes d’itérations permettent aussi de construire des nombres que nous qualifions
de déterministes.

Soit w une suite infinie de AY = {0,1...,b— 1}. Nous pouvons associer & w un nombre réel
x de diverses manieres :

Ecriture en base b Le mot infini w = wjws ... est vu comme la suite des chiffres apres la
virgule du réel x écrit en base entiere b :

x = 0,wiws ... que nous écrirons aussi z = 0, w.
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Ecriture en fraction continuée Nous construisons a partir de ’entier wy € Z et du mot

infini w = wyws ... construit sur Palphabet A = {1,2...,b}, le réel x
. 1
T = Wy
L1
w1
1
wy + —

que nous écrirons aussi z = [wp; wy, wa,...] ou x = [wo; W|.

La notion de “complexité” d’une suite infinie d’entiers peut étre considérée comme une notion
a cheval entre les mathématiques et I'informatique dont le sens doit étre précisé dans chacun de
ces domaines. Nous avons vu dans le paragraphe précédent la définition que nous emploierons
dans le cadre d’une étude combinatoire.

Du point de vue mathématique, si nous regardons la construction des nombres réels, il peut
sembler naturel de les classer de la maniére suivante des plus simples aux plus complexes : en
premiers, les entiers (naturels puis relatifs), puis les rationnels, les irrationnels algébriques et
enfin les nombres transcendants.

Remarquons par exemple qu’il aura fallu attendre 1844 pour que Liouville explicite un premier
nombre transcendant A = >, 107,

Pourtant, une version “moderne” du théoreme d’approximation rationnelle du méme Liou-
ville permet déja de comprendre qu’un nombre irrationnel algébrique ne peut étre si bien ap-
proché par une suite de rationnels que I’est le nombre A de Liouville.

Théoréme 1.2.1. Liouwville Pour tout nombre algébrique o de degré n > 2, il existe une
constante strictement positive C(«) ne dépendant que de « telle que pour tout rationnel p/q,

o -2 > C(:‘).
q q

Ce théoreme ainsi que le nombre A de Liouville soulevent alors un épineux probléme pour ce
qui est de la définition mathématique de la notion de complexité : certains nombres transcendants
(comme \) sont finalement plus simples & décrire (4 comprendre dans le sens : “théoriquement”
plus rapidement calculables) que n’importe quel irrationnel algébrique de part leur caractere
déterministe.

Cette complexité reposant sur 1’étude de 'approximation du nombre par des rationnels
connait un nouvel élan grace a Thue, ramenant la borne pour un irrationnel algébrique de
degré n a la valeur 1 + n/2, puis Siegel a 24/n et finalement Roth [Rot55], qui posa 2 comme
borne absolue en 1955 (plus petit est I’exposant, plus lente est 'approximation de « par des
rationnels). Ces derniers théoréemes sont rassemblés ci-dessous.

Théoréme 1.2.2. Théoréme de Thue (1909) : Pour tout nombre algébrique o de degré
n > 3 et pour tout € > 0, il existe une constante C(a,€) telle que :
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Théoréme 1.2.3. Théoréme de Siegel (1917) : Pour tout nombre algébrique o de degré
n > 3 et pour tout € > 0, il existe une constante C(«,¢€) telle que :

C
a2 > —~ .
q q2\/ﬁ+6

Théoréme 1.2.4. Théoréme de Roth (1955) : Pour tout nombre algébrique o de degré
n > 2 et pour tout € > 0, il n'existe qu’un nombre fini de rationnels p/q, vérifiant l'inégalité

sutvante : 1

q2+e

\a—£|<
q

Rappelons que depuis Dirichlet, il est connu que pour tout nombre réel z il existe une infinité
de rationnels p/q, vérifiant 'inégalité suivante : |a — g[ < q% (tout réel est “théoriquement” 2-
approchable par les rationnels).

En posant la mesure d’irrationalité d’un réel x comme
. p 1 , . . .\
plz) =inf{peR |z —=| < —, Wa qu'un nombre fini de solutions entieres (p, q)},
q q

nous obtenons les “classes” suivantes de nombres réels :
~sizeQu(x)=1

— si x est irrationnel algébrique, u(x) = 2.

— si @ est irrationnel transcendant, u(z) > 2.

La valeur ambigué de p(x) est 2 : le réel x peut alors étre soit irrationnel algébrique, soit
transcendant. Par contre, tout réel dont la mesure d’irrationalité est strictement supérieure a
2 est transcendant. C’est un raisonnement d’un genre similaire qui avait permit a Liouville de
montrer la transcendance de A dans [Lio44] (voir aussi [HW85]).

Le résultat de Roth fut par la suite amélioré par Ridout [Rid57]. Son théoreme permet de
prouver la transcendance d’un nombre irrationnel approché par des rationnels dont on controle
les décompositions en facteurs premiers des numérateurs et dénominateurs. La condition de
“vitesse” d’approche des rationnels est moins rigide que celle du théoreme de Roth.

Théoréme 1.2.5. Ridout Pour tout réel algébrique o, s’il existe
— des constantes p, c1, ca, c3 strictement positives, 0 < A\, u <1,
— des entiers v’ et v positifs,
— un ensemble fini {w1, ..., Wi} de nombres premiers distincts tels qu’il existe une infinité

de fractions irréductibles B vérifiant |a — B2 < c1|qn| ™7 et

e;(n)

Dn = pizﬂ};wj o

4
>Qn—anj:1 Wy ,

510 < |pl| < calpnl, 0 < || < c3|qn|* pour tout n >0, alors, p < X+ p.

Enfin, Schmidt [Sch72] améliore les théoremes précédents en s’intéressant a 1’approximation
simultanée des nombres algébriques par des rationnels.

Pour un n-uplet x = (z1, z2,...,2,) de Z", nous définissons la norme

HJIH = max{|:c1|, |l‘2‘, sy |xn|}
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Théoreme 1.2.6. Sous espace de Schmidt Soient
Li=anXi+...+a1nXn, ..., Ln =01 X1+ ... + anpn Xpn

des formes linéaires indépendantes aux coefficients algébriques ov;.
Soient ¢, ..., c, des nombres réels tels que c1 + ...+ ¢, < 0.

Alors il existe un nombre fini de sous espaces propres (E;)i=1.. s de Q™ tels que toute solution

x vérifiant le systéme d’inégalités

goooy

[Li(@)] < lal|i21 . n

soit contenue dans la réunion
FiU...UE;.

Cet énoncé contient en particulier ’énoncé de Roth en posant n = 2, L; = X; — aXo,
Ly = X9, c; = —1—cet cag =1 (il contient également celui de Ridout).

Ce théoréme fut exprimé en 1977 par Schlickewei [Sch77] sous une version p-adique et revu
par J.-H. Evertse en 1996 [Eve96] .

Définition 1.2.1. Pour o un nombre rationnel et p un nombre premier, la norme p-adique de
a vaut |al, =p~" our est tel que p” est la plus grande puissance de p divisant .

La norme |.|, définit une distance sur Q. L’ensemble Q,, est la cloture de Q pour cette distance
et C, la cloture algébrique de Qp. La norme |.|, est étendue a l’ensemble C,,.

La norme |.| peut aussi étre notée |.|oo et C peut étre notée Co et oo représente le nombre
premier “infini”.

Le théoreme de Schlickewei peut s’énoncer :

Théoréme 1.2.7. Schlickewei Pour p un nombre premier (fini ou infini), soient

Li(p)=an(p)Xi+...+a1n,(0)Xn, .-, Ln(p) = a1 () X1+ - . . + ann(p) Xn

des formes linéaires indépendantes a coefficients algébriques a;j(p) dans Cp.
Soient aussi ¢;(p) pour i =1,...,n tels que :

chi(p) < 0.

p =1
Alors il existe un nombre fini de sous-espaces propres (E;)i=1,..s de Q™ tels que toute solution
x vérifiant le systéme d’inégalités

Li(p) ()] < [P _,

soit contenue dans la réunion
EiU...UE;.
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1.2.2 Conjecture de Borel

Dans ce paragraphe, nous parlons des diverses techniques utilisées entre autre dans le but
d’approcher la conjecture d’Emile Borel [Bor50]. Il s’agit de montrer que 1’écriture d’un nombre
irrationnel algébrique en base entiere est “dans un certain sens” aléatoire.

Pour définir cette notion de hasard, il nous faut introduire la définition de la fréquence limite
d’apparition d’un mot dans le développement b-adique d’un réel.

Définition 1.2.2. Soit x un nombre réel et b > 2 un entier. Soit apai...aj,aj411a42 ...
Uécriture de x en base b. Les entiers a; appartiennent a l’ensemble des chiffres de la base b,
c’est a dire, l’ensemble A= {0,1,...,b—1}.

Soit w un mot fini sur Ualphabet {0,1,...,b—1}. Pour n > 1, on pose Ny(n) le nombre de
fois que le mot w apparait dans l’écriture b-adique de x dans le mot agay .. . ay.

La fréquence d’apparition (lorsqu’elle existe) du mot w dans le développement b-adique de x
est alors donnée par la limite (lorsqu’elle existe) :

Ny (n) .

Fregy(w) = i
req;(w) = lim -

Définition 1.2.3. Un nombre z € [0,1] sera dit normal en base entiére b si Uécriture v =
apay - .. de x en base b vérifie les propriétés suivantes :
— Pour tout mot w, la fréquence d’apparition de w dans le développement b-adique de x
existe.
— Cette fréquence ne dépend que de la longueur du mot w : ainsi, chaque mot w de longueur
N > 1 fizée doit apparaitre avec la méme fréquence qui est donc donnée par

1

Fregy(w) = WV

Exemples :
e Le nombre de Champernowne

r=0,1234567891011121314 151617181920 21 22...

est un nombre normal en base 10 (voir [Cha33]).
e La constante de Copeland-Erdos

r=0,235711131719...

obtenue en concaténant les termes de la suite des nombres premiers est un nombre normal en

base 10 (voir [CE46]).

Nous pouvons maintenant définir un nombre normal dans toutes les bases entieres. Certains
parlent aussi de nombre absolument normal. Nous dirons simplement “nombre normal”.

Définition 1.2.4. Un réel x est dit normal si pour tout entier b > 2, x est un nombre normal
en base b.

A ce jour, il est connu que presque tous les réels (au sens de la mesure de Lebesgue) sont
des nombre normaux (utilisation du lemme de Borel-Cantelli [Bor09]). Pourtant, il semble tres
délicat d’en expliciter des exemples : W. Sierpinski est le premier & en avoir donné un exemple
explicite dans [Siel7]. G. Chaitin montre dans [Cha75] que la constante €2 portant son nom,
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donnant la probabillité qu’un programme informatique s’arréte, est un nombre normal non
calculable (aucune machine de Turing ne peut écrire ce nombre en base entiere). Enfin, plus
récemment, V. Becher et S. Figueira ont repris la preuve de Sierpinski de maniere a exhiber un
nombre normal calculable (voir [BF02]).

La conjecture de Borel laisse penser que v/2 (et plus généralment tout irrationnel algébrique) en
est un exemple.

D’autre part, remarquons que cette condition de normalité est plus forte que la condition de
complexité maximale. En effet, si pour tout mot w, la fréquence limite d’apparition de w existe
et est strictement positive, cela implique que chaque mot w apparait une infinité de fois dans la
suite des chiffres de z. Cette suite de chiffres est donc de complexité maximale. La réciproque
est fausse comme l’illustre cet exemple.

Exemple : Pour qu’un nombre soit de complexité maximale sans étre normal, il suffit en partant
de I’écriture du nombre de Champernowne de biaiser la fréquence d’une lettre par exemple en
la répétant plus souvent que n’importe quelle autre :

y=0,1121314151617181911011111112111311141115111611171118111911 ...

Dans cet exemple, il est clair que la complexité de y est maximale. En revanche, I'insertion
des mots 1% entre deux entiers successifs n et n 4+ 1 s’écrivant & 1’aide de k chiffres, modifie la
fréquence asymptotique de 1 qui vérifie alors

Freqy(1) > 1/2.

La conjecture de Borel peut alors s’énoncer de la maniére suivante :

Conjecture de Borel Tout irrationnel algébrique est un nombre normal (dans toutes les bases
entieres).

Ainsi, un irrationnel algébrique doit avoir une complexité maximale. La conjecture suivante
découle de la conjecture de Borel :

Conjecture Tout irrationnel de complexité polynomiale (p,,(n) = O(n*)) est transcendant.

Nous rappelons dans le chapitre 2 que le théoreme de Ferenczi-Mauduit [FM97] permet de
couvrir les cas lim(p,(n) —n) < oo (condition impliquant un critére de puissance o > 1 d’apres
le Lemme 1) et dans le chapitre 3 que celui de Adamczewski-Bugeaud-Luca [ABL04] s’applique

aux nombres réels vérifiant lim inf p“’T(") < 00, donc en particulier au cas

Dans le cas d’un nombre réel substitutif, nous montrerons au chapitre 3 (Théoréme 3.1.1
et son corollaire) que ce résultat est encore vrai pour

pw(n) = O(nlog(n)).
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1.2.3 Théorie de Kurt Mahler

D’autres méthodes ont été employées dans le but de montrer la transcendance de nou-
veaux réels. Par exemple D. Bailey, J. Borwein, R. Crandall et C. Pomerance ont montré
récemment [BBCPO04] que la densité des 1 apparaissant dans le développement 2-adique d’un
nombre algébrique x de degré D devait vérifier la condition :

[12"%]]1 > Cn'/P pour une constante C.

Ici, [[2"x |1 représente le nombre de 1 apparaissant parmi les n premiers termes de I’écriture de
x en base 2.
Ce résultat permet entre autres de retrouver la transcendance du nombre de Kempner-Mahler

Z 22",

n>0

D’un autre coté, la théorie algébrique de K. Mahler a permis de compléter des résultats
partiels (par exemple la transcendance du nombre de Thue-Morse) avant 'application récente
du théoreme du sous-espace de Schmidt a la combinatoire des irrationnels algébriques par
Adamczewski, Bugeaud et Luca. Plutét que de rechercher des approximations du réel étudié
par des nombre rationnels, elle repose sur l'existence d’équations algébriques dites de Mahler.
Ces équations ont été employées par Loxton et Van Der Poorten [LVAP82] et [LVAP88] dans le
but partiellement atteint de prouver la transcendance des réels automatiques.

Nous donnons les grandes lignes de la démonstration de la transcendance du nombre de
Thue-Morse comme illustration de cette méthode de K. Mahler (ce résultat est contenu dans le
théoreme d’Adamczewski-Bugeaud-Luca que nous introduiront plus loin et qui utilise le théoréme
du sous-espace de Schmidt). La version complete de cette démonstration figure dans [Dek77]
ou [AS03], chapitre 13.4.

Théoréme 1.2.8. Soit ay, la suite de Thue-Morse sur A = {—1,1}. Soit A(z) = >, 5qan2".
Le nombre de Thue-Morse égal a A(1/2) est transcendant.

La démonstration repose sur l'existence d’une équation fonctionnelle vérifiée par la série
A(z). Cest la structure automatique de la suite qui permet de trouver cette équation : comme
pour tout entier n, asy, = a, et asy11 = —an, nous en déduisons que :

Az) = (1 - 2)A(2%) = Togjem_1(1 — 22 ) A(z*) A(z*")

pour tout z tel que |z| < 1.
Cette équation fonctionnelle mene a ’expression :

A(z) = o<, (1 — 2%)

puisque A(0) = 1. Gréace a quoi il est prouvé (par exemple dans [AS03]) dans un premier temps
que A(z) est transcendant dans Q(z) et dans un second temps que A(%) est transcendant.

Notre intérét ici n’est pas de donner les détails de cette démonstration mais de rappeler
que la structure automatique de la suite de Thue-Morse permet de trouver une “jolie” équation
fonctionnelle vérifiée par la série formelle associée.
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Chapitre 2

Autour du théoreme de
Ferenczi-Mauduit
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2.1 Introduction

2.1.1 Résumé

Il est question dans ce chapitre des résultats de S. Ferenczi et C. Mauduit concernant la
conjecture d’E. Borel [Bor50] sur le développement en base b d’un réel irrationnel algébrique.

Conjecture 1 : E. Borel La suite des chiffres du développement en base entiere b d’un nombre
wrrationnel algébrique est une suite normale.

D’autres résultats plus faibles découlent de cette conjecture dont :
Conjecture 2 : Si la complexité du développement en base entiére b d’un réel vérifie
Vi < 0,p(k) < b*,
alors ce nombre est rationnel ou transcendant.

Avant Pamélioration de B. Adamczewski, Y. Bugeaud et F. Luca en 2004 [ABL04], le critere
combinatoire du théoreme de S. Ferenczi et C. Mauduit [FM97] avait permis d’établir la trans-
cendance des réels dont I’écriture b-adique était donnée par une suite sturmienne, par le point
fixe d’une substitution primitive binaire ou contenant au moins un chevauchement, ou par le
point fixe d’une substitution de longueur constante (voir aussi [AZ98] et le Théoréme 2.1.3).

L’idée commune de ces deux théorémes est d’exploiter I’apparition de motifs dans la suite
w du développement b-adique d’un nombre réel (chevauchements pour Ferenczi-Mauduit et
bégaiements pour Adamczewski-Bugeaud-Luca) en les traduisant en approximations du réel par
des nombres rationnels. Si, en base entiere b, le nombre = s’écrit 0, UV pour a > 1, alors en
posant r = 0,UV,

|z — 7| < b~ (UHelVD),

Le théoreme de Ferenczi-Mauduit est une passerelle entre 'existence d’un critere o = 2 + €
(basé sur des chevauchements) et la possibilité d’appliquer le théoreme de Ridout.

En base 2, il avait été montré par Berstel et Séébold (voir [BS93] et [S85]) que seul le mot
de Thue-Morse ne contenait aucun chevauchement.

D’autre part, la transcendance du réel de Thue-Morse x = 0,01101001 . .. était connue depuis
Mahler et redémontré par Dekking [Dek77] (voir aussi la démonstration de [AS03]).

Certaines parties de ce chapitres correspondent au début de notre étude, toujours avant le
résultat de B. Adamczewski, Y. Bugeaud et F. Luca, durant laquelle nous nous sommes intéressé
aux substitutions binaires sur ’alphabet A = {0, 1} qui ne possédent aucun chevauchement (donc
auxquelles il est impossible d’appliquer le théoreme de Ferenczi-Mauduit).

Nous introduisons les notions de croissance d’une lettre ou d’'un mot de A = {0,1} sous
Papplication itérée d’une substitution (section 2.2). Cette premieére étude dans le cadre d’ap-
plication du théoréme de Ferenczi-Mauduit aux points fixes d’un morphisme binaire a été reprise
et généralisée pour s’adapter au cadre du théoreme de B. Admaczewski et Y. Bugeaud sur un
alphabet quelconque (premiere partie du chapitre 3).

Nous montrons ensuite que la condition combinatoire de posséder une suite de chevauche-
ments vérifiant les hypotheses du théoreme de Ferenczi-Mauduit peut étre remplacée de maniere
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équivalente dans le cas substitutif, par la condition de posséder un chevauchement aWaW a pour
une lettre a a croissance maximale sous l’action de la substitution (section 2.3).

L’exemple d’une famille de suites binaires substitutives ne vérifiant pas cette nouvelle hy-
pothese est présenté en guise de conclusion (section 2.4).

2.1.2 Rappels des résultats

Dans la majeure partie de ce qui suit, A = {0,1}. L’application o est une substitution
d’itérations sur A. Pour simplifier, nous supposerons que o(0)[1] = 0 et désignerons par w le
point fixe ¢°°(0). Nous supposerons que w est un mot infini a droite.

La matrice A de transition de la substitution est la matrice dont le terme général a; ; est définie
par
a;j = |o(j)|; pour i et j dans A.

Alors, la substitution o est primitive si et seulement s’il existe un entier n > 1 tel que tous les
termes de A™ sont strictement positifs.

Le théoreme de Ferenczi-Mauduit, traduction combinatoire du théoreme de Ridout, donne
une condition suffisante sur I’écriture b-adique du réel x permettant de montrer que x est ra-
tionnel ou transcendant.

Théoréme 2.1.1. Soit x un nombre réel dans [0,1], dont l’écriture en base entiére b vérifie
un critére de puissance o > 2. Autrement dit, il eviste (Up)nen, (Vi)nenet(V:)nen € A™ telles
que :
— le développement en base b du nombre x est de la forme : x = 0,U,V,V,,V,....
~ le mot V| est un préfize de V,
— la suite (|Vy|)nen tend vers Uinfini
Vil

- limsup,, % < o0.

Alors le nombre x est rationnel ou transcendant.

La démonstration de ce théoreme et son lien avec le théoreme de Ridout est détaillée
dans [FM97] (voir aussi [All00]).

Dans le cas d’une substitution primitive ou de longueur constante, le théoreme de Perron-

Frobénius est d’une grande aide pour les deux dernieres hypotheses du théoreme précédent
portant sur la comparaison des longueurs de U, V,, et V.

Théoreme 2.1.2. Soit o une substitution primitive ou de longueur constante l > 2 sur lalphabet

A=1{0,1,...,b}.

A>1, Yoe A, Fe(v) >0, lim 7 w) = ¢(v)
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Nous en déduisons le résultat suivant :

Corollaire Soit o, une substitution d’itérations, primitive ou de longueur constante. Soit w son
point fixe et x = 0, u.
Si w posséde un chevauchement UaWaW a, alors les suites

Up:= o"(U)
Vo= o"(aW)
V.= o"(a)

vérifient les conditions du théoréme de Ferenczi-Mauduit donc le réel x est rationnel ou trans-
cendant.

Démonstration (du corollaire) : Posons : Uy = U, V) = aW, VJ = a puis U,, = o™ (Uy),
Vi = a"(Vo), Vi = 0"(V)).

Comme la substitution est primitive ou de longueur constante, il existe un réel A > 1 et des
constantes ¢(Up), c(Vp) et ¢(Vj) strictement positives vérifiant :

n n n /
im 1700 — o), IO g O
Ainsi, limsup, % = i%g; < +00 et liminf, % - Z%ﬁ; > 0.

Le théoreme de Ferenczi-Mauduit s’applique pour le réel z. [

Dans le cas particulier ou A = {0, 1}, il n’est plus besoin de vérifier 'existence d’un chevau-
chement : en effet, la seule suite binaire infinie (& l'interversion pres des lettres 0 et1) n’admettant
aucun chevauchement est la suite de Thue-Morse. Le nombre de Thue-Morse étant transcendant,
le théoréme suivant peut étre énoncé (Allouche-Zamboni) :

Théoréme 2.1.3. Si le développement binaire d’un nombre réel est le point fize d’une substi-
tution primitive ou de longueur constante > 2, ce nombre est rationnel ou transcendant.

2.2 Croissance d’une substitution binaire

Dans ce paragraphe, nous ne nous intéressons qu’au cas substitutif sur un alphabet binaire
A ={0,1}. Nous exhibons parmi les exemples qui ne sont ni primitifs ni de longueur constante,
une famille de points fixes qui vérifient encore les hypotheses du théoreme de Ferenczi-Mauduit.

Pour ces morphismes o, les lettres 0 et 1 ont des croissances comparables.

L’étude du phénomene de croissance de lettres et de mots sous l'action de ¢ nous permet
d’énoncer une hypothése équivalente aux hypotheéses du théoreme de Ferenczi-Mauduit dans
le cas d’une suite binaire substitutive. Cette famille de suites est strictement plus grosse que
I’ensemble des suites binaires points fixes d’une substitution primitive ou de longueur constante :
elle est formée des suites binaires pour lesquelles les lettres 0 et 1 ont méme ordre de croissance
sous l'action de o.

Nous rappelons que ces suites ainsi que les suites substitutives binaires restantes (pour les-
quelles l'ordre de croissance des deux lettres n’est pas la méme) vérifient toutes le théoreme de
B. Adamczewski, Y. Bugeaud et F. Luca que nous introduirons dans le chapitre 3.
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Lemme 2. Sur un alphabet binaire {a,b}, une substitution d’itération qui n’est pas primitive
est de la forme (a4 Uinversion preés des lettres) :

o:a — aW pour W e A*\ {¢}
b — bk

Démonstration La matrice associée a la substitution o est de la forme

A B
A<C D> , A,B,C,D e N.

A2+ BC B(A+D)\ ,
C(D+A) D*+ BC> nest pas
strictement positive. Il faut donc que B =0 ou C =0 ou bien A = D = 0.

e Le cas A = D = 0 ne correspondant pas au cas d’'un morphisme d’itération est exclu.

La substitution o n’étant pas primitive, la matrice A% = <

. : A0
e Dans le cas B = 0, une récurrence sur n montre qu’aucune des matrices A" = < D
n’est strictement positive pour n > 1.
e Le cas C' = 0 correspond apres inversion des lettres a et b au cas B = 0. [J

Comme nous supposons o¢(0)[1] = 0 de maniére a étudier le point fixe 0°°(0), nous nous
plagons dans tout ce qui suit dans le cas B = |o(1)|p = 0.
Posons ng = A = |0(0)|p et n1 = C = |6(0)|;. Remarquons que |o(1)|; = k.

La proposition suivante résume les résultats de croissance des mots formés en itérant la
substitution au deux lettres 0 et 1.

Proposition 1. Pour une substitution o non primitive telle que o(0) = OW avec |W|; # 0, les
tailles des itérés successifs des lettres 0 et 1 sont données par :

n__Ln
ng—k

lo™(0)] =mng+ni-t—f  sik#no
=ng + nnlng_l si k= ng
le™(1)] = k" pour tout k.

. . . I s . \ no 0
Démonstration La matrice de substitution associée & o est égale & A = (no k:>
1

Alors, pour V € A*, en posant |V]p=uet V|1 =v:

v

vn €N, [o"(V)lo= (1 0)A" (Zf) o™ (V)1 = (0 1) A" (Z),!J”(Wﬂ:(l 1) A" (“)

Par récurrence sur I'entier n,

[0"(0)]o = ng
o)1 = ni(ng ' +ng 2k 4 .+ k™2 + kL)
[o"(D]o = 0
oD = k"
et
o™ (0)] = n{+m (%) ou nf +nninf !

"M = k" O
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Remarque 1 : Il est donc possible de comparer les ordres de grandeur de |¢"(0)| et |o™(1)]
lorsque n tend vers 'infini :
o (D)

Si k < ny, nlirgo 7(0)] =0
(1
Sik>mng, 0< lim o™ (1) =l< o0
n—oo |07 (0)]
En effet. si & ") _ e o g
n etet, sl K < ng, (D] — Ln 2w — T00.
. . n(Q ny n—1

Tandis que si k = ny, }Z"EI;} =0 n]?nlno > 1+ 7 — +oo.

. n ng+n ”,?%kn 20y 1
Enfin, si & > ny, }an(l)gi -0 ;n o=k _ (%)n _|_n1( ZO)—k N kfim >0 car ny = ‘0’(0)’1 # 0.

e Rappelons que dans le cas d’une substitution primitive, le théoréme de Perron-Frobénius
donne le résultat suivant :

Il existe un réel A > 1 tel que pour les lettres 0 et 1, il existe des constantes ¢(0) et ¢(1)
strictement positives vérifiant :

_ 0"(0)] o™ (1) o™ (0)] _ <(0)
lim ——> =¢(0), lim ———=— =¢(1) et 1 = —=<(>0).
A e = el0), fim e =) et lim S = o Y
e De méme, si o est de longueur constante,
™0
tim O g ).

noo |0 (1)]

Dans les deux cas, les lettres de I'alphabet ont méme ordre de croissance a Uinfini (i.e. 'ordre
de croissance de la suite des longueurs des itérés successifs de 0 et de 1 est le méme).

Remarque 2 : Dans le cas k < ng (0 est la seule lettre dont la croissance est dominante), pour
V7 et V5 deux mots binaires non vides :

o (V1) = Vilole™ (0)| + [Vilalo™ (1] et [o"(V2)[ = [Valolo™ (0)] + [Val1|o™ (1)]

lo"(V)l . .
Donc, le rapport o, = vérifie :
o7 (V2)]
0 = ")l Vifolo™(0)] + [Va[1|o™ (1))
o7 (Va)| [Valolo™(0)] + [Val1|o™(1)]

9

Plusieurs cas se présentent alors :
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— le mot Vj contient un 0 et V5 n’en contient pas, o, — 400
— le mot Vj ne contient pas de 0 et V5 contient un 0, o, — 0
— le mot V7 et V5 contiennent tous les deux un 0 ou aucun d’entre eux ne contient de 0,

an — L avec 0 < max{}mg, }&Ii} =L < +o0

Remarque 3 : Lorsque k > ng, 1 et 0 sont deux lettres dont la croissance des tailles des itérés
sont du méme ordre. En faisant un raisonnement similaire & celui de la remarque précédente, si

V1 et V5 sont deux mots non vides, dans tous les cas, o, — L' = % tel que 0 < L’ < +o0.

e Rappelons que dans le cas d’une substitution primitive, le théoréeme de Perron-Frobénius
nous dit encore qu’il existe un réel A > 1 tel que pour les mots non vides Vj et Vs, il existe des
constantes ¢(1) et ¢(2) strictement positives vérifiant :

" (V)] 0" (V)] o (V)] _ (D)
lim ———= =¢(1), lim ————= =¢(2) et lim = > 0).
N eVl _ [l
e De méme, si o est de longueur constante, lim,, ———— = — (> 0).
lon(Va)l - [Val

Essayons de tirer un bilan des cas particuliers des suites substitutives binaires. Quitte a
exclure le cas de la suite de Thue-Morse, il existe un chevauchement Uy Vo VoV tel que

xr = 0, U()V()V()VO/...
J.-P. Allouche et L. Zamboni [AZ98] ont souligné le fait que dans le cas d’une substitution

primitive ou de longueur constante, les longueurs |o"(Uy)|, |0"(Vp)] et |o™(Vy)| sont comparables.

Notre étude de la croissance des mots permet d’ajouter également le cas des substitutions
vérifiant k > ng

Théoréme 2.2.1. Si le développement binaire d’un nombre réel est le point fixre o>°(0) (resp.
0>(1)) d’une substitution vérifiant :

7(0)]o < lo ()], (resp. lo(1)l < [o(0)]),

ce nombre est rationnel ou transcendant.

Démonstration Supposons par exemple z = 0, w pour w = 0°°(0). Nous excluons le cas trivial
|o(0)|1 = 0. Le cas d’une substitution primitive releve du théoreme Allouche-Zamboni. Nous nous
restreignons au cas non primitif. Alors, quitte a considérer o(UpVoVoVy) = o(Up)o(Vo)o (Vo)o(Vy),
nous pouvons supposer que 1 € Vj (et donc 1 € Vj car V{ est un préfixe de Vj).

(U
D’apres ce qui a été dit dans la Remarque 3, lorsque k£ > ng, lim ||O-n((‘/0))’| = Ly,,v, finie et
(Vo
. o ), . . o
strictement positive. De meéme, lim ;———== = LV v/ finie et strictement positive.
RN

La suite des chevauchements o™ (Up)o™ (Vp)o™ (Vo) o™ (V) vérifie donc les hypotheses du théoréme
de Ferenczi-Mauduit. Dans ce cas x est un nombre rationnel ou transcendant. [

Dans le cas d'un point fixe 0°°(0) d’une substitution telle que k& < nyg, il est suffisant de
supposer que Vj contient un 0 pour pouvoir appliquer le théoreme de Ferenczi-Mauduit & une
suite de chevauchements du type o”(Up)o™(Vo)o™ (Vo)o™(Vy).
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Théoreme 2.2.2. Si le développement binaire d’un nombre réel est le point fixe o°°(0) (resp.
0*°(1)) d’une substitution possédant un chevauchement du type U OW OW 0 (resp. U 1W 1W 1),
ce nombre est rationnel ou transcendant.

Démonstration Prenons le cas du point fixe 0°°(0). Le cas d’une substitution primitive releve
du théoreme Allouche-Zamboni. Nous pouvons donc supposer la substitution non primitive.
D’apres les Remarques 2 et 3, le chevauchement UV, VyVj avec Vo = OW et Vj = 0 est tel que
U (V¢
i 120 o (10)
o™ (Vo) o™ (Vo)
La suite des chevauchements o™ (U)c"(Vy)o™ (Vo) o™ (V) vérifie donc les hypotheses du théoréme
de Ferenczi-Mauduit. [J

= Ly, > 0 est finie et lim = L§/07V0’ > 0 est finie.

Bien que toute suite binaire 0°°(0) autre que la suite de Thue-Morse contienne un chevau-
chement, il n’est pas évident que ce chevauchement soit du type OWO0WO0 lorsque la substitution
n’est plus primitive.

Dans la partie suivante, nous donnons ’exemple d’une suite n’ayant aucun tel chevauchement
qualifié de “maximal” (dans lequel le mot V{ est un mot d’ordre de croissance maximal parmi
tous les mots de A*). Nous montrons que le théoréme de Ferenczi-Mauduit n’est applicable ni
a la suite en question, ni a toute la famille des suites substitutives binaires ne possédant aucun
chevauchement maximal.

Cette condition combinatoire “la suite w = 0°°(a) posseéde un chevauchement maximal” est
donc une condition équivalente aux conditions d’application du théoreme de Ferenczi-Mauduit
au réel . =0, w.

2.3 Mots de croissance maximale - Théoreme de Ferenczi-Mauduit

Définition 2.3.1. Soit o une substitution non effacante sur un alphabet quelconque A. Une
lettre x de A est dite o-mazximale (ou simplement mazimale s’il n’y a pas d’ambiguité)lorsque
pour toute autre lettre y de A, il existe M, réel tel que :

n
lim sup ‘U (y) ‘

no o ()]

=M, < +o0.

Exemple Définissons sur {0, 1}, la substitution o par :

c: 0— 0101
1—1

Avec les notation du paragraphe précédent, k = 1 et ng = 2 donc

. lo™(0)] : o™ (1)]
lim su = 400 et limsu =0.
w o (D)) w o (0)]

Donc 0 est la seule lettre & croissance maximale de A.

Si o est primitive ou de longueur constante, en vertu du théoreme de Perron-Frobénius,
toutes les lettres de A ont une croissance maximale.

Remarque Pour une substitution o telle que |0™(0)| — oo , la longueur des itérés d’une lettre
x € A o-maximale tend vers l'infini. En effet, |0"(0)| tend vers l'infini et

lim sup ()

=M < +o0.
n |o™(z)]
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Définition 2.3.2. Un mot W de A est dit o-mazimal (ou simplement mazimal s’il n’y a pas
d’ambiguité) s’il existe un entier n tel que o™ (W) contient une lettre a croissance o-mazximale.

Exemple Définissons sur {0, 1}, la substitution o par :

c: 0— 0101
1—1

Nous avons vu que 0 est la seule lettre a croissance maximale. Les mots o-maximaux sont
exactement les mots contenant un 0. En effet, tous les itérés d’un mot ne contenant que des 1
ne contiennent que des 1.

Remarques :
e Dans le cas d’une substitution primitive ou de longueur constante, tous les mots sont
o-maximaux.

e La longueur des itérés d’'un mot o-maximal tend vers l'infini car il contient une lettre
o-maximale.

Définition : Soit 0 une substitution binaire. Soit w un de ses points fires. Nous dirons que
le chevauchement UVVV' dans w est o-maximal (ou simplement maximal s’il n’y a pas d’am-
biguité) si et seulement si V' est un mot o-mazimal.

Nous sommes maintenant pres a réadapter le théoreme de Ferenczi-Mauduit dans le cas de
I’étude d’une suite binaire substitutive. La proposition suivante montre qu’alors, I’existence d’un
chevauchement maximal est une condition nécessaire et suffisante a ’existence d’une suite de
chevauchements vérifiant les conditions du théoreme de Ferenczi-Mauduit.

Proposition 2. Soit o une substitution binaire et w un point fixe de o. Le théoréme de Ferenczi-
Mauduit peut étre appliqué a w si et seulement si w contient un chevauchement maximal.

Démonstration

e Montrons d’abord que la condition est suffisante : Soit UV V'V’ un chevauchement maximal
dans w. Alors en posant U, = o™(U), V;, = o™(V) et V! = o™(V"), la suite de chevauchements
U Vi Vi V) est telle que :

— la longueur |V,| — +oco. En effet, |V,)| — 400 car V' est un mot maximal et V, est un

préfixe de V,.
[Vl
[Vn|
[V |
[Un] U

méme titre que son préfixe V,/. Donc, % tend vers une limite finie.
Le théoreme de Ferenczi-Mauduit s’applique a w.

— le rapport tend vers une limite strictement positive car V! est un mot o-maximal.

— le rapport tend vers une limite strictement positive car V,, est un mot o-maximal au

e Montrons maintenant que la condition est nécessaire. Supposons qu’il n’existe pas de
chevauchement maximal dans w. Nous allons montrer qu’aucune suite de chevauchements ne
peut vérifier les hypotheses du théoreme de Ferenczi-Mauduit.

Lorsque la substitution ¢ est une puissance de la substitution g de Thue-Morse, les hy-
potheéses du théoreme de Fernczi-Mauduit ne sont pas vérifiées. Nous pouvons donc supposer
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que o # p*. Donc ¢ possede au moins un chevauchement. Comme il n’existe aucun chevauche-
ment maximal, la substitution ¢ n’est ni primitive ni de longueur constante.
La substitution o s’écrit donc :

o: 0— 01141002192, (ir]dr
1— 1k

ou les 1,1, . . . %, jr sont des entiers non nuls sauf éventuellement j,.
Soit U, V,,V,,V,, une suite quelconque de chevauchements telle que |V,/| — oc.

La lettre 1 ne peut pas étre une lettre o-maximale. Dans le cas contraire, pour n’importe
quel chevauchement UpVpVyVy, le chevauchement o(Up)o(Vo)o(Vo)o(Vy) serait maximal puisque
o(Vy) contient au moins un 1.

La substitution ¢ est donc de la forme

oc: 00— 0W pour W # ¢
1 1k avec k < |o(0)]o.

Tous les chevauchements de 0*°(0) sont de la forme UVVV’ avec V' = 1% (sinon, 'un d’entre eux

serait maximal). Nous allons montrer qu’'un facteur de la forme 1° n’apparait pas suffisamment

vite dans w. En effet, nous allons voir que pour toute suite U, V,,V,, 150" de chevauchements tels
[Vl

que s(n) tend vers l'infini, la quantité 12} tend vers 0. Cela contredit I'une des deux hypotheses
du théoreme de Ferenczi—Mz}uduit :
— la quantité liminf, % > 0.

— la quantité lim sup,, % < 00

Nous illustrons le cas général en regardant ce qui se passe dans le cas “simple” r =2 :

o1 0— 0115102172 = QW
1 — 1k

avec éventuellement jo = 0 et k < ng.

Dans ce qui suit, Mj2 = max(ji,j2) pour notre cas particulier o1 et My, = max(j1,Jjo2,.-.,Jr)
pour le cas général. Etudions la taille et la place des facteurs 1° les plus longs apparaissant dans
l'itération o7 (0) et o™(0).

Dans 01(0) = 0W, la plus longue série de 1 est de longueur Mjs.
Dans le cas général, elle est de longueur My,

Dans 02(0) = 0Wo1(W), la plus longue série de 1 ne peut étre plus grande que celle obtenue
en concaténant les mots o(0)o(1M12)5(0). Comme o(0) commence par la lettre 0 et termine par
une puissance de 1 plus courte que 1M12_ cette plus longue série de 1 est de longueur inférieure
a kMis + Mya. Ce mot ne peut pas étre un facteur de o(0) privé de la plus longue série de 1
apparaissant dans ¢(0). Donc un tel mot ne peut donc apparaitre qu’a une distance minimale
de |O‘(0)| - Mlg.

Dans le cas général, elle est de longueur inférieure a My, + kM, et apparaitrait au moins apres
le (|o(0)| — My,)®™€ terme.

Dans 03(0) = 0Wa(W)a?(W), la plus longue série de 1 est de longueur inférieure & Mya[1+ k +
k?]. De plus, elle apparait au moins apres le (|oZ(0)] — Mia[1 + k])*™¢ terme.
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Dans le cas général, elle serait de longueur inférieure & M,.[1 +k + k?], et apparaitrait au moins
apres le (|02(0)| — My [1 + k])®™° terme.

De proche en proche, en itérant notre raisonnement, nous obtenons :

Dans ¢7(0), la plus longue série de 1 est de longueur inférieure & Myo[l +k + k? + ... + k" 1.
De plus, elle apparait au moins apres le (|o1(0)| — Mia[l + k + ... + k" ~2])*™ terme.

Dans le cas général, elle serait de longueur inférieure & My, [1 + &k + k? 4+ ... + k"] et et
apparaitrait au moins apres le (|o"~1(0)| — My, [1 4+ k + ...+ k" "2])*™° terme.

Soit alors une suite de chevauchements U, V,,V,,V,! = U,,V,,V;,1%(n) apparaissant dans ¢°°(0).
Supposons qu'il existe un entier N tel que My, [1 +k+ k> + ... + kN2 < s(n) < My, [l +k +
k%4 ...+ kN=1. Alors une telle puissance 15 ne peut apparaitre avant la place |oN~=2(0)| —
Gl + k4. +ENT3).

Ainsi, lorsque My, [1+k+Ek2+.. .+ kN2 < |V!| < My, [1+k+k%>+...+kN~1], nous avons
|Un| > [N 2(0)] — gr[1+k+ ...+ ENV73).

Rappelons que |0V (0)] > |o(0)]}.

Ainsi, lorsque s(n) tend vers U'infini, si k < |o(0)]o

Vol  s(n)
[Unl = |Unl
- My [1+k+k2+. . + kN
- \aN—llgO)l\ — gl +k+ ... 4+ kN3
kN~ 1
< M,
=TTk oV 1(0)]
SC’( ) — 0 lorsque N — co.
lo(0)]o

Comme k < ng = |0(0)]o, limy, Wl — g,
|Un]
La condition d’existence d’un chevauchement maximal est donc une condition nécessaire, ce
qui acheve la preuve de la proposition. [

Nous pourrions essayer de prolonger cette étude au cas général d’un alphabet quelconque
(pas forcément binaire). Cependant, & cette étape de notre travail, le théoreme de Adamczewski-
Bugeaud-Luca a considérablement amélioré les hypotheéses du théoreme de Ferenczi-Mauduit :
plutét que de continuer a étudier une condition sur les chevauchements, nous ne sommes
concentré sur les bégaiements. Dans la premiere partie du chapitre 3, cette étude sur la crois-
sance des mots et ’existence de chevauchements maximaux dans une suite binaire substitutive
sera reprise et généralisée dans un travail sur 'existence de bégaiements maximaux dans une
suite substitutive construite a I’aide d’un alphabet quelconque.

Avant cela, nous donnons I’exemple d’une famille de suites substitutives binaires ne contenant

aucun chevauchement maximal.

2.4 Cas problématiques de substitutions binaires pour le théoreme
de Ferenczi-Mauduit

2.4.1 Premier exemple de substitution problématique

Considérons la substitution suivante :
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o: 0— 0101
1—1
Le morphisme o n’est ni primitif ni de longueur constante. Son point fixe w = ¢°°(0)

appartient a 'ensemble étudié dans la partie précédente : |o(1)| =k =1 < 2 =ng = |o(0)|o.

Dans ce paragraphe, nous montrons que le point fixe w de cette substitution n’admet aucun
chevauchement “maximal”. D’apres la Proposition 2 du paragraphe précédent, ce résultat
est équivalent au fait qu’il soit impossible de trouver une suite de chevauchements vérifiant les
hypotheses du théoreme de Ferenczi-Mauduit, inefficace dans ce cas.

Rappelons que la transcendance de x = 0, w peut étre montrée grace au théoreme d’Adamczewski-
Bugeaud-Luca (voir le corollaire du Théoréme 3.0.1).

Observons les premiers termes de la suite w point fixe de o.
v = 0101 — 101011 — 101011010111 — 101011010111010110101111 — 10101101011101011010.. ...

La suite w ne contient pas de blocs de 0 de longueur strictement plus grande que 1.
Etudions les longueurs successives des blocs de 1 séparés par les 0. Le premier bloc est de
longueur 1, le deuxieme de longueur 2, le troisieme de longueur 1 etc.

Nous définissons la suite (v(n))pen qui pour un entier n mesure la longueur v(n) du n®™e
bloc de 1 de la suite w. Les premiers termes de la suite v sont :

Soit (¢p2(n))nen la suite telle que ¢a(n) = la valuation 2-adique de n (i.e. la plus grande
puissance de 2 qui divise n). Les premiers termes de ¢9 sont :

$2(1) = 0,02(2) = 1,02(3) = 0,02(4) = 2,$2(5) = 0,02(6) = 1,¢2(7) = 0,¢$2(8) =3...
La suite (¢2(n))nen possede les propriétés suivantes :

Lemme 3. Soit m < n deuz entiers. Il existe un entier jo dans [m,n] tel que

VJ € [ma n]a] 7&‘70 ¢2(]) < ¢2(]0)

Démonstration Soit jj tel que ¢2(jo) = max{¢2(j);j € [m,n]}. Supposons par I'absurde qu’il
existe j1 € [m,n] tel que ¢a(j1) = d2(jo). Alors, jo = 2°(2rg + 1) et j1 = 2%(2r; + 1) avec par
exemple 7y < r1. Il suffit alors de remarquer que 2571 (rg + 1) € [m,n] O

Remarque : la valeur ¢(jo) apparait donc une seule fois dans U'intervalle [m,n].

Lemme 4. La suite (¢2(n))nen ne contient aucun carré non vide : il n’existe pas d’entiers i > 1
et j > 1 tels que
Vk e [i,i+j—1],v(k) =v(k+j).

(en se permettant un abus de langage, la suite ¢o ne contient pas de facteur WW pour W # ¢€).

Démonstration Si par 'absurde la suite contenait un carré ¢a(m)pa(m+1) ... ¢2(n)pa(m)pa(m+
1)...¢2(n), alors tout élément du carré apparaitrait au moins deux fois. Cela contredirait 1’exis-
tence d’apres le Lemme 3 d’un indice jy entre m et n tel que ¢(jy) n’apparait qu’'une seule fois.
D’ou le résultat [J
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Lemme 5. Les suites (v(n))y et (¢2(n))n sont liées par la relation :
v(n) = ¢2(n) + 1.

En admettant pour l'instant le fait que ¢2(n) + 1 = v(n), nous avons donc la proposition
suivante.

Proposition 3. La suite w = 0°°(0) ne posséde aucun chevauchement o-mazimal UyVyVoVy
(tel que V{ posséde un 0).

Démonstration Supposons le chevauchement UyVpVpVj o-maximal. Le mot Vj est donc o-
maximal. La lettre 0 appartient donc au mot V{ puisque 0 est la seule lettre o-maximale (pour
la substitution o, on rappelle quek < ny).

Ecrivons VJ = AOB ol A et B sont deux mots finis (éventuellement vides). Comme V{ est
un préfixe de Vg = AOBW, le chevauchement considéré s’écrit finalement :

Uy AOBW A0BW A0 B.

Posons V =0BWA 0BW A 0. Regardons la longueur des blocs de 1 dans V. 1l
correspond & V' un ensemble fini v, vy, .., Uy apparaissant quelque part dans la suite (Un)nen-
Comme V=0 BWA 0 BWA 0, le mot v195..0} est un carré.

Les suites (vp)nen €t (¢2(n))nen devraient donc contenir un carré.
Cela contredit le Lemme 4 ci-dessus et acheéve la démonstration de la proposition [J

Il suffit donc de montrer le résultat annoncé dans le Lemme 5 :
Démonstration (Lemme 5) Soit n un entier strictement positif. Comme les blocs de 0 sont
tous de longueur 1 dans w, le n'®™¢ bloc de 1 est compris entre le ni*™€ et le (n + l)iéme 0 de la
suite w.

Faisons alors la constatation suivante : ¢(0) contient deux 0, 02(0) contient quatre 0, ..., et
0™(0) contient 2™ 0. Ceci vient du fait qu’a chaque itération, chaque 0 est remplacé par un mot
qui contient deux 0 tandis que 1 est remplacé par un mot qui n’en contient pas.

Donc, le ni®™® 0 apparaitra a litération |logy(n)].

Représentons maintenant la suite des itérations ¢™(01) sous une forme bien particuliere
rappellant celle du triadique de Cantor :

0 1 =01
0 10 11 =o0(01)
0 10 110 10 111 = 0?(01)
0 10 110 10 1110 10 110 10 1111 = o3(01)
0 10110 101110 10110 1011110 10110 101110 10110 1011111 = o*(01)

Sur la n°™€ ligne est représenté o™~ 1(01) et le passage d’une ligne  la ligne suivante s’effectue
en “substituant” 0101 aOet 1 a 1...

Le choix de représenter ¢”(01) plutét que o™ (0) permet de voir les “véritables” blocs de 1
a droite. En effet, le chiffre suivant le dernier 1 de chaque ligne d’itération est le premier chiffre
de 0(0), c’est-a-dire un 0.
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Comme 0™(01) = 0" 1(01)0"™ 1(01)o(1) et comme &(0) se termine par un 1, si v(1), v(2),
..., v(2™) sont les premiers termes de la suite vy, alors

v(2"4+j)=v(j) pour 1 <j<2" -1
et
v(2"T) = v(2") + 1.
Il est facile de vérifier qu’il en est de méme de la suite ¢s.

Enfin, en remarquant que v(1) = ¢2(1) + 1, on en déduit que v(n) = ¢2(n) + 1 pour tout n
entier positif. [J

Cela montre que la suite de chevauchements en question ne peut pas vérifier les hypotheses
du théoreme de Ferenczi-Mauduit et donc que ce dernier n’est pas utilisable pour montrer la
transcendance de .

Remarque Le méme type de raisonnement s’applique a la substitution :
o 0— 001
1—1

dont le point fixe est :
w’ = 0010011001001110010011001001111001001100100111001001100100...

Nous trouvons sensiblement le méme point fixe (en fait les blocs 0 sont remplacés par les blocs
00).

2.4.2 Sur la possibilité de tester les substitutions

Etant donnée une substitution o, le probleme est donc maintenant de déterminer ’existence
ou non d’un chevauchement maximal & I'intérieur du point fixe w de o.

Une premiere idée est de regarder si le nombre d’itérations nécessaires pour voir apparaitre
un chevauchement maximal est uniformément borné par une constante C' : il suffirait alors
de “tester”, les C premiéres itérations pour conclure ou non a l'existence d’un chevauchement
maximal.

Le but de ce paragraphe est de montrer qu’'une telle constante n’existe pas puisqu’il est
possible de construire des substitutions o, dont un point fixe w,,, posséde un chevauchement
maximal qui n’apparait qu’a la m'®™® itération.

Commengcons par regarder le cas de la substitution :

o: 0— 019101720178
1—1

dont le point fixe est ¢>°(0) = 0171017201730171 01720173 FF-71
Alors, les premieres valeurs de la suite (vy,)nen des longueurs des blocs de 1 du point fixe de
o sont :

j17 jQ? j3+k'j17 j17 j27 j3+k'j27 jla j27 ]3[1+k] +j1'k2"‘7 j3[1+k] +j1'k27"'
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Ja[l+ k4 K2+ 1. k%, gs[l+ k+ K2 + jo.k3, ..
Gall +k+ k2 + k3 + 1k

En posant al = js et a = j3[1 +k + ...+ k1] + j,.k®, ces termes s’écrivent de maniere
“plus lisible” sous la forme :

o o1 o0 o0 1 0 O 2 0 0 1 0 0 1 0 0 2
ai,09,0a1,0a1,09,09,01,09,071,07,09,01,0A7, A9, Ao, A1, Ao, Ao, . ..

Posons alors j; = jz3 = k = 1 et jo = m, nous obtenons a = 1, a = m, a = s+ 1 et
a3 = s +m et donc la suite :

Pour js = 2, nous obtenons :
1,2,2,1,2,..

Dans ce cas, la suite associée ne comporte pas de chevauchement maximal avant la 2'°™€ itération.
En effet, rappelons que les chevauchements maximaux du type 0 W 0 W 0 correspondent
exactement aux carrés de la suite (vy,)nen.

Pour j2 = 3, nous obtenons :
1,3,2,1,3,4,1,3,3,1,3,2, ..
Dans ce cas, la suite associée ne comporte pas de chevauchement maximal avant la 31™€ itération.
Pour j» = 4, nous obtenons :
1,4,2,1,4,5,1,4,3,1,4,2,1,4,5,1,4,6,1,4,2,1,4,5,1,4,4,1,4,2, ..
Dans ce cas, la suite associée ne comporte pas de chevauchement maximal avant la 4'°™¢ itération.
Pour j5 = 5, nous obtenons :
1,5,2,1,5,6,1,5,3,1,5,2,1,5,6,1,5,7,1,5,2,1,5,6,1,5,4, ..
1,5,2,1,5,6,1,5,3,1,5,2,1,5,6,1,5,7,1,5,2,1,5,6,1,5,8, ..
1,5,2,1,5,6,1,5,3,1,5,2,1,5,6,1,5,7,1,5,2,1,5,6,1,5,5,1,5,2, ..
Dans ce cas, la suite associée ne comporte pas de chevauchement maximal avant la 5°™€ itération.
Plus généralement, en posant jo = m, oy, :

o 0—0101™01
1—-1

nous obtenons une suite qui ne comportent aucun chevauchement maximal avant la m!™®
itération.

Démonstration La suite (v(n)),en prend les valeurs suivantes

1l,m,1+1L,1,m1+m1m2+1,1,m1+1,1,m1+m,1,m2+m,1,m...
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Pour comprendre comment est obtenue cette suite, considérons W = 0101™ : la partie de
(v(n))nen correspondante au mot W = 0101 est 1, m. Lors d’une itération, o(0) = 0101™01 et
o(1) = 1. Dans ce cas, la partie de (v(n))nen correspondante au mot o (W) = 01010110101™011™
est 1,m,2,1,m,m+ 1.

A chaque nouvelle itération du mot W, chaque bloc 01* est transformé en un bloc 0101™01%+1.
Du c6té de la suite (v(n))pen, un mot ki1ks ... ky sera donc transformé en un mot 1,m, k; +
11,m,ka+1...1,m, kxy + 1.

Ainsi, dans la suite (v(n))pen chaque élément k fait apparaitre les éléments 1, m,k + 1. Le
début de la suite (v(n))pen correspondant au mot o(01) = 0101012 étant égal & 1,m, 2, celui
correspondant au mot 02(01) sera donc 1,m,2, 1,m,m+1, 1,m,3, celui correspondant au mot
o3(01) sera 1,m,2, 1,m,m+1, 1,m,3, 1,m,2, I,mym +1, 1,m,m +2, 1,m,2, 1,m,m +
1, 1,m,4... comme l'illustre le tableau suivant :

1

m 2

1 m m—+1 1 m 3

1 m 21 m m4+1 1 m m+2 1 m 2 1 m m+1 1 m 4

Lorsque nous lisons les termes de ce tableau de la premiere ligne a la derniere ligne de gauche
a droite, nous retrouvons les premiers termes de la suite (v(n))peny 1,m,2,1,m,m+1,1,m,3....
Les deux premieres lignes correspondent aux premiers termes de (v(n))peny du mot o(01), les

trois premieres lignes aux termes de 02(01)... et les N + 1 premieres lignes aux termes de
N
o¥ (01).

Montrons maintenant que la suite (v(n)),ey ne contient pas de carré avant la m®™® ligne.
Les valeurs v(3") jouent un role particulier : v(3°) = 1 et v(3""1) = v(3") + 1. En effet, v(3") est
la longueur de la derniére puissance de 1 apparaissant dans ¢™(01), puisqu’a chaque itération,
un mot 01% devient 0101™01%*1. Ainsi, d’une itération sur I’autre, le nombre de mots 17, p > 1
est multiplié par 3. De plus, si i < 3", alors v(i) < v(3™) ou bien v(i) > m. En effet, la propriété
est vraie pour n =1 et le passage de n a n + 1 se comprend avec le tableau ci-dessus.

Ainsi, lorsque n < m, si V2 est un carré de 6™(01), V2 ne peut contenir aucun v(3%) car
le dernier d’entre eux est a la fois inférieur & n < m et strictement supérieur a tous les autres
termes de V2 inférieurs & m. Il ne peut donc pas apparaitre 2 fois dans ¢™(01).

Si V2 est un carré de 0™(01), il doit donc apparaitre strictement entre deux termes v(3% — 1)
et v(3%) pour k& < n. Or le mot m compris entre v(3%) et v(3!) ne contient pas de carré. De
plus, si aias...ar ne contient pas de carré pour a; > 0 et a; # m — 1, il en est de méme de
1,ma; +1,1,myas+1,...1,m,a; + 1.

Finalement le mot 0™~ 1(01) ne contient pas de carré.

Au contraire, le mot ¢ (01) se termine (voir tableau) par ...01"™01™ (la lettre suivante étant
un 0). Donc v(3™ —1) = v(3™) = m. Le mot v(3"™ —1) = v(3") est le premier carré apparaissant
dans la suite (v(n))pen. Ce carré correspond au chevauchement 01™01™0 apparaissant dans
o™(01). O
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Chapitre 3

Autour du théoreme
d’ Adamczewski-Bugeaud-Luca
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En 2004, B. Adamczewski, Y. Bugeaud et F. Luca ont repris ’esprit du théoreme de Ferenczi-
Mauduit en exploitant le théoreme du sous-espace de W. Schmidt (plus précisément sa version
p-adique de Schlickewei) sous une forme combinatoire [ABLO04] et [AB06]. Comme le théoréme
de Ridout est un cas particulier du théoreme de Schmidt, celui de Ferenczi-Mauduit est contenu
dans le résultat d’Adamczewski, Bugeaud et Luca : la condition d’existence d’un critére de
puissance o = 2 + € est remplacée par un critere de puissance @ = 1 + €.

Si le théoreme de Ferenczi-Mauduit avait permis de montrer la transcendance de nombres
sturmiens, primitifs ou de substitution de longueur constante, parfois en base entiere et parfois en
base non entiére dans [All00] [ADQZ01] [AZ98] [RZ00] [ACO03] et [Ada04], cette énorme avancée
permet entre autres de prouver la transcendance de tous les irrationnels substitutifs binaires et
tous les réels automatiques en base entiere.

Théoréme 3.0.1. Soit w = (w,,) une suite a valeurs dans {0,1,...,b— 1} telle qu’il existe un
réel a > 1 et deux suites de mots finis (Up)nen €t (Vi)nen satisfaisant auzx conditions :

— pour tout n > 0, le mot U,V est un préfizve de la suite w

— la suite (%)N est bornée

— la suite (|V,,|)n est strictement croissante.
+o0

Alors le réel x = Z % est rationnel ou transcendant.
k=1

Corollaire En particulier, lorsque la suite w non ultimement périodique est le point fixe 0*°(a)

d’une substitution ¢ binaire quelconque, le réel z = 0, w est transcendant.

Démonstration En effet, si w n’est pas ultimement périodique, la lettre a qui est une lettre

o-maximale apparailt autre part qu’en premiere place. Il existe donc un bégaiement alWa qui est

un préfixe de la suite w. La suite de bégaiements U, V,,V,!, avec U, =€, V,, = c"aW et V! = 0"a

vérifie donc les hypotheses du théoréme 3.0.1 (car a est une lettre o-maximale). Le réel = est

donc transcendant. [

D’apres ce qui a été rappelé concernant les liens entre la complexité d’une suite et les criteres
de puissance a dans le premier chapitre (voir Lemme 1) et dans [ABL04] [ABO06], ce théoreme
assure donc qu’un irrationnel algébrique doit avoir une complexité pw(n) vérifiant :

Comme un réel x automatique possede une complexité en O(n), il est rationnel ou transcendant.

Lorsque I'écriture en base b de x est point fixe d’une substitution, nous rappelons que x
possede une complexité en O(n), O(nloglogn), O(nlog(n)) ou bien en O(n?).

La rigidité de la structure substitutive permet en fait de conclure de la transcendance de
r dans les cas d'une complexité en O(nlog(n)) et dans certains cas de complexité en O(n?).
En fait, nous exhibons dans ce chapitre une condition nécessaire et suffisante pour pouvoir
appliquer le Théoréme 3.0.1 & une suite substitutive. Cette condition s’exprime en terme
d’ordre de croissance de la suite |0™(0)| et nous donne une nouvelle condition suffisante sur la
substitution pour montrer la transcendance du réel x = 0, w ou w = 0°°(0).

Théoreme Soit o une substitution et a € A tels que o(a) = aW. Si la suite (|c™(a)|)nen @
un ordre de croissance exponentiel vers l'infini, i.e. JA > 0,Vn € N, |o"™(a)| > A", alors le réel
x=0,w pour w = 0%(a) est rationnel ou transcendant.
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pw(n)
nlog(n)

Corollaire Soit w = 0°°(0) une suite substitutive. Si limsup < 00, alors le nombre

réel x = 0, w est rationnel ou transcendant.

Dans la premiere partie de ce chapitre (paragraphe 3.1.1), nous généralisons ’étude de
la croissance des mots faite dans le chapitre 2 dans le cas binaire (paragraphe 2.2) au cas
d’une substitution quelconque. Nous étudions plus en détails le cas des substitutions a crois-
sance polynomiale et nous proposons un test permettant de déterminer 'ordre de croissance
de la substitution (paragraphe 3.1.2). Nous montrons ensuite le théoréme cité plus haut
(paragraphe 3.1.4).

Dans la seconde partie de ce chapitre (paragraphe 3.2), nous établissons une propriété
combinatoire empéchant I'existence d’un critére o > 1 que nous utiliserons au chapitre 4 avant
de conclure en comparant les résultats obtenus avec ceux de J.-J. Pansiot [Pan84].

3.1 Croissance des substitutions - Transcendance

3.1.1 Etude de la croissance d’une substitution

Dans toute la suite, o est un morphisme d’itération non effacant sur un alphabet fini A que
nous supposons égal a I’ensemble {0,1...,b— 1} pour un entier b > 2.

Nous supposons que la suite des itérés (6™ (0)),en converge dans I’ensemble des suites infinies
a droite vers une suite w = 0°°(0) point fixe de la substitution o. L’étude suivante s’inspire
largement des résultats de J.-J. Pansiot [Pan84] qui permettent de classer les substitutions selon
leur complexité.

Nous divisons d’abord ’ensemble des substitutions en deux sous ensembles : d’une part les
substitutions dont la taille des itérés successifs de 0 est donnée par une fonction exponentielle
(substitutions “a croissance exponentielle”) et d’autre part les substitutions dont la taille des
itérés de 0 est donnée par une fonction polynomiale (substitutions “a croissance polynomiale”).

Lemme 6. Etant donné une substitution o sur un alphabet fini A = {0,1,....;b — 1}, il existe
pour chaque lettre i des constantes k1 > 0 et ko > 1 telles que,

JA,B > 0,Yn > 0, An*1 kD < |o™(i)| < Bk}

ce que nous notons  |o"(i)| = nF1kg.

De plus, pour tout entier m, la croissance du mot 0™ (i) est comparable a et du méme ordre de
grandeur que la croissance de la lettre i.

Démonstration Le premier point est montré dans [Pan84| et le deuxiéme point vient du fait
que pour toute lettre i, pour tout entier m > 1 fixé,

o™ (0™ (@))] = |o" ™ (@)| = (n+m) kg™ < nky O

Définition 3.1.1. Une lettre a croissance mazximale parmi les lettres de A" C A est une lettre
i de A’ telle que pour toute autre lettre j de A, il existe une constante positive M;; telle que :

a"(5)]

\
Vn € N, -
o™ (1)]

< M;;.
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Lemme 7. Si W est un mot de A*\ {€} et ig est une lettre a croissance mazimale parmi les
lettres de W, les croissances des suites (|o™(W)|)nen et (o™ (i0)|)nen sont comparables et du
méme ordre :

o (W) = [0 (io)]-

Démonstration Soit W € A*\ {e}. Si iy est une lettre de W a croissance maximale parmi les
lettres de W,

" (W) = Z [Wlilo™(2)]

= i) iy el
oo

ieW
"
< |o™(io)]. Z |W|; M, ; car chaque lo n(l)‘ < Mg
€W ’U ZO’
< [0 (io)[.[W]. max(Mi, ;)
< M|o"™(ip)| pour un certain M >0

D’autre part, il est évident que |6 (ig)| < [¢™(W)]|. Ainsi :
|0 (i0)| < |o" (W) < M|o"(io)| O

Lemme 8. Supposons que o : i — W pour un mot W de A* \ {e}. Supposons que j soit une
lettre a croissance maximale parmsi les lettres de W.
Alors i et j sont des lettres a croissances comparables et de méme ordre :

o™ ()] = 0" (4)] = |o"(W)].

Démonstration La propriété |oc"(j)| =< [0™(W)| vient du Lemme 6 et |0"(i)| < |0"(0(7))|
vient du Lemme 7 [J

Corollaire Si 0 : 0 — OW pour un mot W, la lettre 0 est toujours une lettre a croissance
mazximale parmi les lettres de o°°(0).

Lemme 9. Soit x dans A et VIV € A*\ {e} tels que

o(x) =VaW.

Si i est une lettre a croissance maximale parmi les lettres du mot VW, alors

n—1
Ma) =Y lo" ()
k=0

Remarque D’apres le Lemme 8, lorsque x ¢ o(x), si i est une lettre & croissance maximale
parmi les lettres de o(x), alors

0" ()] = [o"(2)]-

Démonstration Supposons que o : x — VaW. Alors
o"(z) =" VW) . .o(V)VaWa(W)...c" " D(W).

|0 ()] o/ (V)| + 14 375 o7 (W)

ol (V)| + |7 (W)

nl
o
j=0 \

=%
<%
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Supposons par exemple que la croissance de W est supérieure a celle de V :

|07 (V)]
) =
Alors . .
S IV + o7 (W) =< D |e? (W)).
j=0 Jj=0

Si i est une lettre a croissance maximale parmi les lettres de W, la lettre i est aussi a
croissance maximale parmi celles du mot VW.
Comme 0 < |07 (W)| < |67 ()], nous avons

n—1 n—1
D W)= 17 ().
§=0 §=0

Ainsi,

n—1
o™ (@) = Y lo? ()| O
7=0

Exemple : Si 0 : 0 — OW pour W # e, supposons que la lettre i soit une lettre & croissance
maximale parmi les lettres de W telle que |0"(i)| = n*1k%, alors :

|6™(0)] < n*1ED si ko > 1 (en particulier, |0™(0)] < |o™(3)]).
16™(0)] < n*1+Y) i ky = 1 (en particulier, [0"(0)] 3> |o™(i)]).

Définition 3.1.2. Dans le premier cas, la croissance de la lettre 0 est dite d’ordre exponentiel,
tandis que dans le second, elle est d’ordre polynomial.

Dans le cas polynomial, 0 est la seule lettre a croissance maximale puisque pour toute autre
lettre i € A\ {0}, [0™(0)] > |o™(i)].

Définition 3.1.3. Dans tout ce qui suit, lorsque la croissance de 0 est exponentielle, nous dirons
que la substitution o est a croissance exponentielle. Sinon, nous dirons que la substitution o est
a croissance polynomiale.

Lorsque la substitution est & croissance polynomiale, toutes les lettres de A ont un ordre de
croissance polynomial. En revanche, nous faisons un abus de langage en disant que la substitution
est & croissance exponentielle : par exemple, la substitution définie par o(0) = 001 et o(1) =1
est & croissance exponentielle car |¢"™(0)| < 2" mais la lettre 1 ne l'est pas (elle est a croissance
bornée).

Les lemmes suivants découlent de ce qui vient d’étre dit. Ils relient la croissance d’une
substitution et I'apparition d’une lettre a croissance maximale & deux endroits différents.

Lemme 10. Supposons que o : 0 — OW pour W € A* \ {e}. Si 0 réapparait ailleurs qu’en
premiére place dans o°°(0), la suite |c™(0)| est a croissance exponentielle.

Démonstration Si la lettre 0 réapparait autre part qu’en premiere place, quitte & remplacer o
par o® tel que 0% (0) = 0V 0V, nous pouvons supposer que (0) = 0V0V’. En posant W = VOV,
la lettre O est une lettre a croissance maximale parmi celles de W d’apres le Corollaire du




3.1. CROISSANCE DES SUBSTITUTIONS - TRANSCENDANCE 46

Lemme 8 . Si [0"(0)| est & croissance polynomiale, disons |¢™(0)| < n™, d’apres le Lemme 9,
nous devrions avoir :

n—1
0™(0)] =< > [e*(0)] < M > nM < |6"(0)], ce qui est absurde.
k=0
La lettre 0 est donc a croissance exponentielle. [

Lemme 11. Plus généralement, si une lettre i a croissance mazimale parmi les lettres de o°°(0)
se répeéte, alors 0 est une lettre a croissance exponentielle.

Démonstration Quitte a considérer une puissance de o, nous pouvons supposer que o : 0 — 0W
ou W contient toutes les lettres i # 0 de °°(0). Si |¢™(0)| est & croissance polynomiale de l'ordre
de n¥, la suite |[™(W)| a une croissance d’ordre strictement inférieur, donc au plus de 1’ordre de
k-

Toutes les lettres de W ont une croissance inférieure a celle de W, elle méme a croissance
strictement inférieure a celle de 0. La lettre 0 est donc la seule a croissance maximale. Le lemme
précédent assure que 0 ne se répete pas.

Donc si i est une lettre maximale qui se répete, la suite |0™(0)| est a croissance exponentielle. [J

Lemme 12. Réciproquement, si 0 est a croissance exponentielle, il existe une lettre i a crois-
sance du méme ordre que celle de 0 qui se répéte.

Démonstration Le résultat est vérifié si la lettre 0 se répete.
Sinon, posons o(0) = OW. D’apres ce qui précede, |o"(W)| =< [¢™(0)| et |[o™(W)| =< |o"(i1)],
pour i1 a croissance maximale parmi les lettes de W. Donc i; # 0 est une lettre a croissance
maximale pour o.
Si i se répete dans une puissance o*(iy), le résultat est vérifié. Sinon,

— lorsque i1 ¢ o(i1) = Wi, soit iy est une lettre maximale de W7,

0" (i)] = [o" (W1)| = [0" (i1)[ = |o"(0)]

donc i ¢ {0,141} est encore & croissance maximale pour o.
— lorsque i1 € o(i1), posons o(i1) = Wy i1 W] avec Wp et W] deux mots éventuellement
vides. D’apres les lemmes précédents, la croissance exponentielle de

lo"(i1)] = [o" Y (W) ... o2 (W) o (W)W iy Wia(W])a?(W])...a" L (W)

est en fait du méme ordre que |0"(i2)| pour une lettre io maximale parmi les lettres de
W1 W/{. Donc iy ¢ {0,141} est encore & croissance maximale pour o.
En itérant ce raisonnement jusqu’a épuisement des lettres de A, nous finissons par trouver une
lettre ayant la méme croissance que 0 qui se répete. [

Nous venons donc de montrer I’équivalence suivante :

Proposition 4. Les substitutions pour lesquelles il existe une lettre a croissance mazimale qui
se répéte sont exactement les substitutions a croissance exponentielle.
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3.1.2 Substitutions a croissance polynomiale

Dans ce paragraphe, nous étudions les substitutions a croissance polynomiale.

Nous montrons que si une telle substitution o vérifie |0™(0)| < n* pour k entier, il existe
au moins une lettre a; pour chaque entier i, 0 < i < k telle que |0™(a;)| < n® (en particulier, il
existe au moins une lettre bornée).

Nous montrons ensuite que si W est un mot dont toutes les puissances entieres W" sont des
facteurs de 0°°(0), W est un mot a croissance bornée.

Cela nous permet de montrer finalement que pour un tel mot W, il existe un entier K tel que
si W™ est un facteur de 0¥ (0), le mot W™ est facteur de oV +#(0). Ce résultat nous permettra
de montrer le Théoréme 3.1.1.

Dans toute la suite de cette partie, o désigne une substitution a croissance polynomiale sur
I’alphabet A :
o :0— OW pour W # € et [0"(0)] < n.

Lemme 13. Pour tout entier i, 0 < i < k, il existe une lettre a € A telle que |0™(a)| < n’.
Démonstration Soit a; € A. Supposons d’abord que |0™(a1)| < n’ pour 0 < j < k.
— lorsque pour m > 1, 0™ (a1) = Va1 W, il existe ag a croissance maximale parmi les lettres
du mot VW. Nous avons vu au Lemme 9 que |0"(ag)| < n/~L.
— lorsque a; ¢ 0™ (a1) pour tout m > 1, posons W = o(ay). Il existe aa # a; a croissance
maximale parmi les lettres de W. Alors d’apres le Lemme 8 [0 (a2)| < [0™(a1)].
De plus a1 ¢ 0™ (az) pour tout m > 0 (aucun itéré de as ne contient la lettre aq).
En itérant ce processus en partant de la lettre 0, nous obtenons toutes les lettres a; de o (0)
par ordre décroissant d’ordre de croissance : n*, nF=1 nk=2_ pkmin
Pour conclure, il suffit de montrer que ki, = 0.
Pour k > 0, posons A = {x € A tel que |o"(z)| < n*}.
Soit k > 1, et a; € Ag. Si a; ne réapparait dans aucun o™ (ay), il existe d’apres ce qui précede,
une lettre ag € Ag \ {a1}. Comme Ay est fini, ce processus doit s’arréter sur une lettre a; € Ay
telle qu’il existe un entier m € N pour lequel

o™ (a;) = Va;W avec VIV # e.

Si [ est une lettre a croissance maximale parmi celles du mot VW, d’aprés le Lemme 9, la lettre
[ est dans I’ensemble Aj_1, qui n’est donc pas vide.
Cela montre que ki, = 0 et acheve la preuve du lemme. [J

Remarques
e En adaptant la preuve du lemme, nous obtenons un résultat un peu plus général.

Lemme 14. Soit a € A et o une substitution quelconque. Supposons que |c"(a)| < n¥. Soit

Ay, ={x € A tel que I m >0,z € 0™ (a)}.

Alors pour tout entier i, 0 < i < k, il existe une lettre b € A, telle que |o™(b)| < n’.
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En particulier, pour a € A, il existe m > 0 et une lettre a croissance bornée b € B telle que
beom(a).
D’autre part, sik > 1 et a € Ay,

Imy,me >1,3c € Ay Nco™ (a), VW € A"\ {e},0™*(c) = VcW.

Alors si d est une lettre maximale parmi les lettres de VW, d € Aj_1.

e Nous pouvons déduire de ce lemme un “test” rapide permettant de savoir si une substitution
est & croissance polynomiale ou exponentielle. Lorsque o est une substitution définie sur A et
lorsque A’ C A, on définie la restriction o’ de o a 'alphabet A’ en “supprimant” les lettres de
A\ A
Par exemple, si A = {0,1,2} et A" = {0,1}. Si 0(0) = 012, o(1) = 102 et o(2) = 02, on définit
o' = o4 par 0'(0) =01 et 0’(1) = 10 (la lettre 2 a été supprimée).

Dans le cas d’une substitution a croissance polynomiale, le deuxieme point du Lemme 14
assure l'existence d’une lettre & croissance bornée b € A. De plus, si o est une substitution a
croissance polynomiale, o/ = 0|.4\5 est encore a croissance polynomiale. Pour une telle substitu-
tion, nous pouvons donc “retirer” les lettres bornées. Par exemple, si

o: 0—012
1—-12
2—2

il n’existe qu’une lettre bornée : B = {2}. Alors, posons :

O‘|A\B:0J2 0—01
1—-1

et ainsi de suite...

Puisque nous enlevons toutes les lettres bornées a chaque étape, en appliquant cette réduction
A une substitution o & croissance polynomiale d’ordre n*, nous obtenons une substitution o’ &
croissance d’ordre polynomial n*~! (chaque lettre voit la puissance de son ordre de croissance
décroitre de 1). Finalement, en itérant cette opération k fois, nous finissons par tomber sur une
substitution a croissance bornée.

Le test est donc le suivant : la procédure o étant a croissance polynomiale, il doit exister
au moins une lettre b (bornée) telle que Vn € N, |o(b)| = 1. En effet, si en revanche, pour toute
lettre a de A, il existe un entier N, tel que |™e(a)| > 2, posons N = max{N,;a € A}. Alors,
pour toute lettre a € A, [6"(a)| > 2". La substitution est donc & croissance exponentielle.

Pour une lettre b telle que Vn € N, |o(b)| = 1, par le principe des tiroirs de Dirichlet, il
existe deux entiers 1 < i < j < Card(A) + 1 et une lettre ', tels que o'(b) = o’(b) = V.
Réciproquement, si un tel triplet (i, j,’) existe, il est facile de voir que la lettre b est bien une
lettre bornée (son orbite sous l'action de o est ultimement périodique et les longueurs de ses
itérés valent toutes 1).

Nous programmons donc une procédure calculant la longueur de o pour chaque
lettre a € A. lorsque cette longueur vaut 1, la lettre a est une lettre bornée. Nous calculons alors
a chaque étape la substitution restreinte & A\ {a} avant de recommencer le processus sur cette
substitution restreinte.

Card(A)+1 (CL)
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Si au bout de Card(A) itérations de ce processus, il ne nous reste plus de lettre dans 1’al-
phabet, la substitution était a croissance polynomiale. En revanche, s’il reste une lettre, la sub-
stitution était a croissance exponentielle (et il reste toutes les lettres a croissance exponentielle
de l'alphabet).

Le programme suivant permet a Maple de tester ’ordre de croissance d’une substitution :

Test d’ordre de croissance sous Maple
> Reduce:= proc(M)
local i,test,init,j,k,init2,a,n,L:
L:=[]; n:=nops(M);
for i from 1 to n do
test:=1:
init:=[i-1]:
j:=1:
while j <= 4 do
k:=1: init2:=[]:
while k <= nops(init) do
a:=init[k]
init2:= [op(init2),op(M[a+1])]: k:=k+1:
end do;
init:=init2;
if nops(init)=1 then j:=j+1 else j:=5 :test:=0 :end if:
end do;
if test<>0 then L:=[op(L),i]: end if:
end do;
end:

VVVVVVVVVVVVVVVYVYVYV
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Test:=proc(M)

local L,N1,Mprim,i,Nprim,stoppe,stoppel,j,k:
L:=Reduce (M) ;

N1:=nops(M):

Mprim:=[]:

for i from 1 to N1 do
Nprim:=[]:

stoppe:=0:

for k from 1 to nops(L) do

if i=L[k] then stoppe:=1 : end if:
end do:

if stoppe=0 then

for j from 1 to nops(M[i]) do
stoppel:=0:

for k from 1 to nops(L) do

if M[i][j]=L[k]-1 then stoppel:=1: end if:
end do:

if stoppel=0 then
Nprim:=[op(Nprim) ,M[i] [j1]:
end if:

end do:

Mprim:=[op(Mprim) ,Nprim] :
else

Mprim:=[op(Mprim) ,M[i]]:

end if:

end do:

Mprim;

end:

CroissSub:=proc(N)

local i,M,stoppe:

M:=N:

for i from 1 to nops(N)+1 do
M:=Test(M): print(M):

end do:

stoppe:=0:

for i from 1 to nops(M) do

else print("croissance exponentielle"):end if:
end:

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVYVVYV

Exemple : Testons le programme sur la substitution : o :

> CroissSub([[0,1,2,3],[1,2,3],[2,3],[3,4],[411);

[[0,1,2,3],[1,2 ?L[2 ,3],13], [4]] (le programme a supprimé la lettre 4 : 0(3) =

if nops(M[i])<>1 then stoppe:=1: end if :end do:
if stoppe=0 then print("croissance polynomiale"):

0— 0123
1— 123
2 — 23
3— 34
4 —4

o(1) = 1)

[[0,1,2],[1,2],[2], 3], [4]] (le programme a supprimé la lettre 3 : 0(2) =
[[0,1], [1], [2], [3], [4]] (le programme a supprimé la lettre 2 :

[[0], [1], 2], [3], [4]] (le programme a supprimé la lettre 1 : o(0) = 0)
[[0], [1], [2], 3], 4]

[[0], [1], [2], [3], [4]] (finalement, la substitution est triviale)

‘croissance polynomiale’’

2)
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Exemple : Testons le programme sur la substitution : ¢ : 0 — 0123
1 — 0123
2 — 23
3— 34
4—4
> CroissSub([[0,1,2,3],[0,1,2,3],[2,3],[3,4],[4]11);
[0,1,2,3],[0,1,2,3],[2,3], 3], [4] (le programme a supprimé la lettre 4 : o(3) = 3)

[ :

[0,1,2],]0,1,2],[2], 3], [4]] (le programme a supprimé la lettre 3 : 0(2) = 2)
[[0,1],10,1], 2], [3], [4]] (le programme a supprimé la lettre 2 : o(1) = 01)
[[0,1],[0,1], 2], [3], [4]] finalement, le programme n’a plus rien a simplifier
[[0,1],[0,1], [2], [3], [4]

[[0, 1], [0, 1], [2], [3], [4]]la substitution n’est pas triviale

3.1.3 Longueurs des plages a croissance bornée

Nous déduisons du Lemme 14 les résultats suivants :

Proposition 5. Soit o une substitution telle que Ay # ().
Alors *°(0) contient des facteurs a croissance bornée arbitrairement longs,

Fact(c®°(0)) N B* est infini .

Démonstration Soit a € A;. Il existe une lettre ¢ € A; telle que o : ¢ — VeW en vertu du

troisieme point du Lemme 14. Alors VW est un mot non vide (car ¢ € A;) et a croissance
bornée et

o (c) = o™ H(V)...a(V)VeWa(W)...a" (W) est & croissance linéaire.

Pour conclure, il suffit de voir par exemple que si W n’est pas vide, le mot Wo (W) ...o" 1 (W)
est a croissance bornée et que

Wo(W)...o" Y(W)|>n0O

Corollaire Si o est une substitution a croissance polynomiale non triviale, c°°(0) contient des
facteurs a croissance bornée arbitrairement longs,

Fact(c®(0)) N B* est infini .

Démonstration Si o est & croissance polynomiale, le Lemme 13 assure que A; # (). O

Remarquons que si b est une lettre bornée, (6"(b))nen est une suite a valeurs dans un
ensemble fini. Il existe donc n; < ng deux entiers tels que o™ (b) = 0™2(b). Donc la suite
(6™(b))nen est ultimement périodique et il existe N, € N tel que :

Vi > Lv]{; c [1 o Nb}O'iNb+n1+k(b) — 0.n1+lc(b).
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Ainsi, quitte a considérer une puissance entieére de o, nous pouvons supposer que :
Vb € B,Vi > 1,0"(b) = o(b).

et donc
VB € B*,Yi > 1,0'(B) = o(B).
C’est ce que nous ferons dans tout ce qui suit.

Lemme 15. Soit o une substitution telle que Ay # 0. Il existe un mot W # € tel que pour tout
entier n € N*, le mot W™ est un facteur de o°°(0).

Démonstration Comme A; # (), d’aprés la Proposition 5, il existe ¢ € A; et VIV # € tel
que le mot o™ (V) ...c(V)VecWa(W)...o" 1 (W) est un facteur de 0>°(0). Comme o*(V) =
a(V) et oF(W) = (W) pour k > 1, le mot o(V)" 'VecWa (W)~ est un facteur de o> (0).
Finalement, si par exemple W # (), le mot W™ est un facteur de 0°°(0) pour tout entier n € N*.
O

Corollaire Si o est une substitution o croissance polynomiale, il existe W # € tel que pour tout
entier n € N*, le mot W™ est un facteur de o°(0).

Nous supposons dorénavant que la substitution est a croissance polynomiale. Nous allons
montrer que les seuls mots W apparaissant a toutes les puissances possibles sont des mots a
croissance bornée.

Proposition 6. Soit o une substitution a croissance polynomiale. Alors la distance maximale
entre deur lettres consécutives a croissance bornée est bornée.

Démonstration D’apres le Lemme 14,pour toute lettre a € A il existe K, > 1 tel que le mot
o%a(a) contient une lettre bornée. Soit K = max{K,;a € A}. Alors, si a et b sont deux lettres
quelconques, 0% (a)o (b) contient au moins deux lettres de B. La distance entre deux lettres
consécutives de B ne peut donc étre plus grande que

2M = 2max(|o” (z)]) O
zeA
Proposition 7. Soit o une substitution a croissance polynomiale. Il existe K € N tel que si W
ne contient aucune lettre bornée et si W™ est un facteur de 0°°(0), alors m < K.

Démonstration Le mot W™ est un facteur sans lettre bornée. Il ne peut donc pas étre plus
long que la distance maximale entre deux lettres bornées consécutives. Ainsi, comme |[W| > 1,
m < 2maxge4 (o’ (2)]). O

Cette Proposition 7 établit le fait qu’il ne peut pas apparaitre de puissances arbitrairement
grandes d’'un mot ne contenant aucune lettre bornée. Il en est en fait de méme pour n’importe
quel mot contenant au moins une lettre croissante.

\

Proposition 8. Soit o une substitution a croissance polynomiale. Soit W un mot contenant
une lettre a croissante. Il existe K > 1 tel que si W™ est un facteur de 0°°(0), alors m < K.
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Démonstration En adaptant la démonstration de la Proposition 5, nous pourrions montrer
que pour tout n € N, pour tout a € C = A\ B, il existe un entier K(/zn > 1 tel que

o%an (@) contient un mot & croissance bornée B de longueur |B| > n.

Soit K, = max{Kj, ,;a € A}
Posons alors n = 2|W/|. Si a et b € C, le mot o™ (a)o’5 (b) contient au moins deux facteurs
a croissance bornée B; et By de longueur |By| > 2|W| et |Bg| > 2|W|. La distance maximale
entre deux mots bornés de longueurs plus grandes que 2|W| est donc plus petite que 2M’ ou
M’ = max,e4 (|05 (a)]).

Alors, si W™ est un facteur de 0°°(0), il est nécessaire que |W™| < 2M’ car W contient une
lettre croissante. Ainsi, m < 2M' [

Corollaire Soit o une substitution a croissance polynomiale. Si pour un mot W et une infinité
d’entiers n, W™ est un facteur de 0°°(0), le mot W a une croissance bornée.

Croissance des plages bornées - Substitutions a croissance polynomiale

Dans la section suivante, nous appliquerons aux substitutions polynomiales les résultats
contenus dans ce paragraphe. Pourtant, ces résultats sont vrais pour toute substitution. Afin
de ne pas dire de trivialités, ces résultats ne sont cependant intéressants que dans le cas d’une
substitution telle que Ay # (.

Nous nous intéressons a la formation de plages a croissance bornée B™ pour B € B* et n
arbitrairement grand.

Considérons un mot B € B* éventuellement vide, facteur de 0°°(0) apparaissant entre deux
lettres croissantes ¢ et d. Les mots o™ (cBd) sont alors des facteurs de 0*°(0). En appliquant
a cBd les puissances successives de o, il se forme autour des itérés de B une plage de lettres
bornées.

En effet, si B.(n) (resp. Bg(n)) représente le plus grand suffixe (resp. préfixe) a croissance bornée
de 0™(c) (resp. 0™(d)), le mot B.(n)o"™(B)Bg(n) est un facteur de o”(cBd).

De plus, comme B.(n) et By(n) sont supposés maximaux, le facteur B.(n)o"(B)Bg(n) est en-
cadré par deux lettres a croissance non bornée ¢, et d,. La suite des couples (¢, dy)nen est a
valeurs dans I’ensemble fini C? avec C = A\ B.

Lemme 16. Pour tout couple (c,d), il existe un entier Nog < Card(C)? + 1 tel que :

Vk S N*, (cchd7decd) - (chdachd)’

Démonstration En effet, il existe deux entiers distincts i < j < Card(C)? 41 tel que (¢;, d;) =
(¢j,dj). Comme chaque ¢, (resp. dy,) ne dépend que de ¢,—1 (resp. dp—1), la suite (cp,dy,) est
donc périodique a partir de I'indice i. L’entier j — ¢ est une de ses périodes.

Enfin, comme j —i < Card(C)? 4+ 1 — i, il existe un multiple N.4 de I'entier j — i tel que

i < Nog < Card(C)* + 1.
Pour cet entier comme pour tous ses multiples,

Vk € N*, (ekn,,» dkn,,) = (CNeds dN,,)- O
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Corollaire Pour toute substitution o, il existe un entier N tel que pour tout couple (c,d)
de lettres croissantes et tout mot (éventuellement vide) B € B*, la suite (cn,d,) des lettres
croissantes encadrant les plages de lettres a croissance bornée autour des itérés de B vérifie la
Propriété :

(ckn,din) = (en,dN).

Démonstration Il suffit de poser

N = ppem{ Ny | (¢,d) € C*}. O

Dans tout ce qui suit, nous posons N = ppcm{ch}(c,d)G 42 et nous écrirons o a la place de o,

La proposition suivante montre que l'ordre de croissance de la longueur d’une telle plage (a
croissance bornée encadrée par deux lettres croissante) est affine.

Proposition 9. Pour toute substitution o, la suite des longueurs des itérés par une puissance
de o d’une plage de lettres a croissance bornée encadrée par deux lettres croissantes est donnée
par une fonction affine (éventuellement nulle).

Démonstration Pour ¢ une substitution, nous écrirons o pour désigner oV avec N défini
comme dans le corollaire de la proposition précédente.

Supposons que cBd soit un facteur de 0°°(0) pour (c,d) € C% et B € B*. Nous venons de
voir que :

o(cBd) = o(c) o(B) o(d) = (Uic1B') o(B) (B"d1Vy) = Uiey By diVi,
02(CBd) = U2 C1 Bc O'(Bl) Bd d1 U2 = U2 C1 BQ d2 U2 et
Vn € N, 0™ (cBd) = Uyc; By, diVy,

pour des lettres ¢; et di € C et des mots B; € B* contenant les images successives de B.

En rappelant que ¢'(B) = o(B) pour tout mot B € B*, les mots B, et By sont tels que
les itérations successives du mot c; B1d; donnent naissance aux plages suivantes entre les deux
lettres ¢y et dy :

c1 By di est un facteur de o(cBd)

c¢1 B. 0(B1) By dy ” o%(cBd)

c1 B. 0(B.) 0(By) 0(By) Ba di,. .. ” o3(cBd)
¢1 B. 0(B.)" 0(By) o(Bg)" By d; ... ” o"*2(cBd)

Pour chaque facteur ¢Bd de 6°°(0), les mots B, et By ne dépendent que de c et d. Ils sont
éventuellement vides. Le mot B; dépend de B et du couple (¢,d). Ces mots sont tels que la
longueur de la plage & croissance bornée contenant le k™€ itéré de B par la substitution o est
donnée par la formule :

lo(B1)| + (k= 2)(lo(Be)| + |o(Ba)l) + |Be| + [Ba| = |o(B1)BeBa| + (k — 2)(|o(BeBa)|)
= kl|o(BeBa)| + (|BcBd| — 2[0(B:Ba)|) + |o(B1)|
ko,d + Lc,d + Lc,d,B
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avec M.q = max{|o(B.)|,|0(Bg)|} (dépendant de ¢ et d), L.q = 2max{|B.|,|Bg|} (dépendant
de cet d) et L.gp = |o(B1)| (dépendant de ¢, d et B).

Lorsque le mot B.By est vide, cette suite de longueurs est constante. Sinon, elle est a croissance
affine O

Corollaire 1 Soit
M = maﬁiﬂB\,B € Fact(o(a)) N B*}.
ac

Pour B € B* et deux lettres c et d croissantes, la longueur de la plage bornée de o*(cBd)
contenant le k™€ itéré de B par la substitution est inférieure a 2M?(k + 1) + |o(B)].

Démonstration Pour tout mot B, le mot B; s’écrit B'o(B)B” avec B’ et B” des éléments de
{Fact(o(a)) N B*}aea, et le mot o(B;) s’écrit o(B')o(B)o(B”), donc :

|By| < 2M + |o(B)| et |o(By)| < 2M.M + |o(B)| = 2M? + |o(B).
D’apres les calculs de la Proposition 9, et comme |B.B,| — 2|0(B.Bg)| < 0,
|o*(¢Bd)| = k|o(BeBa)| + o(B1)| + (| BeBal — 2|0(BeBa)l) < kMea + |o(B1))-

Or B, et B, appartiennent a {Fact(o(a)) N B*}aea, donc Mqq = 2max{|o(B.)|, |o(Bq)|} <
2M? et :
lo¥(cBd)| < 2kM? + |o(By)|

< 2kM? +2M? + |o(B)|
<2M?(k+1) + |o(B)].

Corollaire 2 Soit k € N. Si B' est un facteur borné de 0°°(0) tel que |B'| > 2M?(k +1) + M,
il existe un mot B tel que |B| < M et deux lettres c et d tels que B’ est un facteur de o™ (cBd)
pour m > (k+1).

De surcroit, le mot B' ne peut pas apparaitre avant la (k + 1)™¢

itération.

Démonstration Soit B’ € Fac(c™(0) N B*) tel que |B’| > 2M? + M. Alors pour tout a € A,
B’ n’est pas un facteur de o(a). Il existe By tel que |By| < |B’| et ¢1, di € C tels que B est
un facteur borné de ¢y Byd;. De plus, B’ est un facteur de la plage bornée qui s’étend autour
de o(Bj). Cela implique entre autres que la distance séparant le début de la suite de By est
strictement inférieure & celle séparant le début de la suite de B : By apparait strictement avant
B.

1 B4 d,

. .

Fic. 3.1 -
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Si |B1] < M, nous avons trouvé c¢Bd tel que |B] < M et B’ est un facteur de o(cBd).

En revanche, si |By| > M, nous faisons le méme raisonnement pour le mot B;. Nous construi-
sons ainsi de proche en proche une suite de mots B, tels que |By,t1| < |By| et B,41 apparait
strictement avant B,,.

Cette processus doit s’arréter apres un maximum de N opérations si IV désigne la distance
séparant la premiere lettre de 0*°(0) de la premiere lettre de B’. Il existe donc B € B*, ¢,d € C
et n € N tels que |B| < M et B’ est un facteur de o™ (cBd).

Le fait que le mot B’ ne peut pas apparaitre avant la (k + 1)
I’inégalité de la proposition que nous venons de démontrer. [J

eme jtération vient alors de

Proposition 10. Soit k € N. Si B est un facteur borné de o> (0) tel que |B'| > 2M?(k+1)+M,
il existe un mot W tel que |W| < M et W¥ est un facteur de B'.

Démonstration D’apres le Corollaire 2 précédent, B’ est un facteur de ¢”(¢Bd) pour n >
k + 1. Or d’apres la Proposition 9, la plage bornée ¢"(cBd) contenant B’ est de la forme
61BCO'n_2(BC)O'(B)O'n_2(Bd)de1.

Comme |B'| > 2M?(k + 1) + M > M? = max{o(B);|B| < M}, le mot B.B; # ¢. Donc
B, # ¢ ou By # e. Par exemple, le mot B*~! est un facteur de o**+!(cBd).

D’autre part, | B.By| < 2M. Donc le mot B’ et le mot 6™ 2(B,)o(B)o"2(By) se chevauchent
sur un facteur de longueur supérieure  |B’| —2M > 2M?(k+1) + M —2M = 2M?*(k+1) — M.
Le mot B’ et I'un des deux mots 0" 2(B,) ou 6" %(B,) se chevauchent donc sur une longueur
supérieure & 2M?(k +1) — M — |B| > 2M?*(k + 1) — 2M.

Comme max{c"2(B.), " %(By)} < M?, la puissance de I'un de ces deux mots apparaissant

dans B’ est supérieure a M;# >(k+1)—-1/2>k. 0O

Lemme 17. Soit o une substitution. Si pour W € B* et ¢1,co des lettres croissantes, le mot
c1Wea est un facteur de 0°°(0), il existe un facteur cBd de o*°(0) pour un mot B € {Fact(c(a))N
B*}aca (éventuellement vide) et des lettres c,d € C tels que W est un facteur de l’extension de
B dans le mot o™ (cBd) pour un entier n.

Démonstration Lorsque W € B* N Fac(c°°(0)) est tel que |IW| < M, le mot B = W convient.

Lorsque |W| > M = max{|B| | B € Fac(o(a)) U Bx}, le mot W est forcément 'image de
plus d’une lettre, donc fait partie de I’extension d’'un mot B encadré par des lettres croissantes
c et d. Donc W € Fac(o(cBd)). En itérant ce raisonnement, nous finissons par exhiber B, ¢, d
et n tels que |B| < M et W est un facteur de l'extension de B dans ¢"(cBd). O

Proposition 11. Soit o une substitution. Soit W # € un mot a croissance borné dont toutes
les puissances entieres sont des facteurs de o°(0). Il existe un entier Ky tel que lorsque

W™ € Fact(o™ (¢cBd))
pour un entier n assez grand et N € N, alors
Wt € Fact(oN W (¢Bd)).

Démonstration Supposons que W soit un mot borné tel que pour tout n € N, W™ est un
facteur de 0°°(0). Pour n assez grand, |W"| > 4M? + M, d’apres la Proposition 10, le mot
W™ appartient a un facteur a croissance borné encadré par deux lettres ¢, et d,, croissantes dont
la taille augmente strictement d’une itération sur 'autre.

Si [W"| > 2M?(k+ 1) + M, d’apres les Propositions 9 et 10, le mot W" a un facteur de
la forme Bf ou B(’j . De plus, la puissance de Bf et B(’j augmente strictement a chaque itération.
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Au bout de Ky itérations, elles auront suffisamment augmenté pour que le mot W™+ soit un
facteur de V5w (0). O

Soit ¢ une substitution. D’apres les Propositions 9 10 et 11 , si un mot W est tel que
W™ est un facteur de 0 (0) pour tout entier n, ce mot est en fait formé principalement de la
puissance B* pour un mot B € Fact(o(a)) N B*}aea. Or, pour une substitution o, il existe un
nombre fini de mots primitifs a croissance bornée B), dont toutes les puissances enticres sont des
facteurs de 0°°(0) : ce sont les mots o(B.) et o(Bg) pour I'ensemble des lettres c et d € C.

Corollaire Soit o une substitution. Il existe un entier K ne dépendant que de o tel que, pour
tout mot primitif a croissance bornée W dont toutes les puissances entieres sont des facteurs de
0*°(0), lorsque

W™ € Fact(o™ (cBd))

pour n assez grand et N € N, alors

Wt € Fact(oN T (¢Bd))

Démonstration Il suffit de prendre le maximum des K, pour les mots B, a croissance bornée,
primitifs et dont toutes les puissances sont des facteurs du mot ¢°°(0). O

Nous avons montré, dans un corollaire de la Proposition 5, qu'il existait dans 0°°(0) certains
mots W qui apparaissaient a toutes les puissances entieres possibles. Nous avons montré dans
ce paragraphe que de tels mots sont forcément des mots a croissance bornée et que les plages
WT g’allongent strictement a chaque itération, et ce de maniere affine.

Ce résultat va nous permettre dans le paragraphe suivant de montrer, en écrivant :

o™(0) = "1 (OM) = o™ 1 (0)o" 1 (M) = My Ms,

qu’il existe un facteur de My qui n’est pas un facteur du mot Mj (il se créé a chaque itération
un nouveau facteur).

Nous montrerons dans la premiere partie du chapitre 4 que cette propriété se conserve lors
de la multiplication et addition d’un rationnel au nombre 2z = 0,°°(0).

Nous montrerons au paragraphe 3.2 que les points fixes d’une substitution a croissance
polynomiale vérifient une autre propriété combinatoire qui nous servira dans la deuxieme partie
du chapitre 4.

3.1.4 Croissance et critere de puissance a =1+ ¢

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que le théoreme d’Adamczewski-Bugeaud-Luca est
applicable & un irrationnel x dont le développement b-adique est donné par le point fixe de
la substitution o si et seulement si ¢ est une substitution a croissance exponentielle. Nous en
déduisons le Théoréme 3.1.1 et son corollaire annoncé au début de ce chapitre, permettant de
prouver la transcendance de nombre réel substitutifs dont la complexité est inférieure a nlog(n).

Rappelons que pour pouvoir appliquer le théoreme d’Adamczewski-Bugeaud-Luca, il suffit de
trouver une suite de bégaiements U, V,, V! telle que V,! est un préfixe de V,,, |V,,| — o0, |Un|/| V|
est bornée et |V,,|/|V,!| est bornée.

Soit ¢ une substitution a croissance polynomiale au moins quadratique. Nous avons montré
dans le paragraphe précédent qu’il existe K € N* ne dépendant que de o tel que si W™ est un
facteur de 0 (0) pour tout n, si W* est un facteur de oV (0) pour k assez grand, alors WF+!
est facteur de oV +5(0).
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Lemme 18. Soit w une suite telle qu’il existe Wi, Wy ... W, ... une suite de mots tels que :
- W = W1W2Wn
— Pour tout i € N, il existe un facteur de W; qui ne soit pas un facteur de WiWs..W;_1 :

Fact(W;) \ Fact(W1Wa..W;_1) # 0.

— Les longueurs |Wy,| < n* pour un k > 1.
Alors w me posséde aucun bégaiement permettant d’appliquer le théoréme d’Adamczewski-
Bugeaud-Luca au réel x = 0, w.

Démonstration En effet, si UVV’ est un bégaiement quelconque avec V' (préfixe de V') un
mot commencant par une lettre de W;, alors V est un facteur de W1 Ws...W;. Comme V' est un
préfixe (donc facteur) de V', V' ne peut pas étre plus long que |W;W;11| : en effet, V' ne peut
avoir comme facteur aucun élément de Fact(W;i1) \ Fact(WiWa...W;).

Donc pour toute suite de bégaiements telles que |V,/| — oo, lorsque

|[WiWo. . W;i| > |UpVy| > [WiWa. . Wiq| < i*T1. nous devons avoir
V| < [WiWig1] =< ¥
/
’V’I’L‘ N 0
UnVa|

Une telle suite de bégaiements ne vérifie donc pas les hypotheses du théoreme d’Adamczewski-
Bugeaud-Luca. [J

Ainsi, dans tous les cas, lorsque n — 0, |V,,| > |V,/| — oo donc i — oo. Alors

Proposition 12. Le théoréme d’Adamczewski- Bugeaud-Luca s’applique a un irrationnel substi-
tutif v = 0, w pour w = 0°°(a) si et seulement si le mot 0> (a) est a croissance exponentielle.

Démonstration Supposons que a soit & croissance exponentielle. Nous avons montré qu’il
existe une lettre i de A & croissance maximale qui se répete. Donc 0™ (a) = UiWi. ..
Si on considere la suite U, = o™(U), V,, = 0"(iW) et V! = o(i), comme i est a croissance

maximale, il existe deux constantes A et B telles que “ Vn|‘ >A>0et :V7j < B. Cela suffit pour

conclure de la transcendance de = = 0,0°°(a) grace au théoreme d’Adamczewski-Bugeaud-Luca.

En revanche, pour o a croissance polynomiale (au moins quadratique car x est irrationnel),
il existe un mot W tel que W est un facteur de 0°°(a) pour tout n entier (Lemme 15).

Soit alors K tel que si W™ est un facteur de o (a), le mot W+ est facteur de oV +5(a).

Posons Wy = a et W; = o®i(a) \ W;_1. Remarquons que |W;| < 4% pour k entier et que
O'OO(CL) = W1W2...Wj... donc ‘W1W2...Wj‘ = jk+1.

Soit alors pour j entier, ey (j) = max{n € N|W" est un facteur de W;}.

D’apres la Proposition 11, (e (j))jen est une suite strictement croissante. En effet, si
Wew ) est un facteur de o7 (a), alors Wew )+ est un facteur de o8+ (q).

Donc Wew)+l ¢ Fact(Wjq1) \ Fact(W1W,...W;). En appliquant le lemme précédent, on
en déduit qu’il est impossible d’appliquer le théoreme d’Adamczewski-Bugeaud-Luca au réel
x=0,wouw=0%(a).O

Théoréme 3.1.1. Soit 0 une substitution et a € A tels que o(a) = aW. S"il existe A > 0 telle
que pour tout entier n € N, |oc™(a)|) > A", le réel x = 0,w pour w = 0°(a) est rationnel ou
transcendant.
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Démonstration La condition |0"(a)|) > A™ signifie que la substitution est a croissance expo-
nentielle. Le théoreme d’Adamczewski-Bugeaud-Luca s’applique donc a x qui est rationnel ou
transcendant. [

De ce théoreme, nous déduisons le corollaire suivant améliorant la condition sur la complexité
de la suite dans le cas d’un nombre réel substitutif.

Corollaire Soit cune substitution et a € A tels que o(a) = aW. Si la complexité du mot infini
w = 0™°(a) vérifie
n
lim sup L” < 00,
nlog(n)

le réel © = 0,w pour w = 0 (a) est rationnel ou transcendant.

Démonstration D’apres les travaux de J.-J. Pansiot (voir [Pan84]), les points fixes de substi-
tutions ont une complexité quadratique si et seulement si ils possedent des facteurs a croissance
bornée de taille arbitrairement grande. Ainsi, lorsque la complexité de w = 0°°(a) vérifie

Pw

li —
imsup — log(n)

< 00,

le mot w ne contient que des facteurs a croissance bornée de taille bornée. D’apres le corollaire de
la proposition 5, o est a croissance exponentielle. D’apres le Théoréme 3.1.1, x est rationnel
ou transcendant. [J

Si nous avons développé une preuve de ce résultat autour de 'existence d’une suite croissante
de mots bornés W™, c’est que cette propriété empéchant la formation de bégaiements satisfai-
sant aux hypotheses du théoreme d’Adamczewski Bugeaud et Luca est conservée par certaines
manipulations du réel x (multiplication par des rationnels), ce qui fait I’étude de la premieére
partie du chapitre 4.

3.2 Une autre propriété des plages bornées

Dans tout ce qui suit, o est une substitution a croissance polynomiale. Nous notons W N
Ay Pensemble des lettres de W qui sont & croissance polynomiale d’ordre n* comptées avec
répétitions.

Exemple Supposons que o(0) = 02, o(1) = 12 et 0(2) = 2, Ay = {0,1}. Si par exemple
W = 010220, alors W N .A; = {0,1,0,0}.

Lemme 19. Soit ¢ € Ay, une lettre & croissance du méme ordre de grandeur que n* pour k > 1.
Le nombre de lettres de Ay apparaissant dans les puissances o™(c) (comptées avec répétitions)
est borné :

AC >0, Vn e N, Card(c"(c) N Ax) < C.

Toutes les autres lettres sont dans la réunion
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Démonstration Posons u.(n) = Card(c™(c)N.Ag). Supposons que o™ (c¢)N Ay # 0. Pour chaque
x; € 0™(c)N Ay, il existe une lettre 2} dans o(x;) N Ay d’apres le Lemme 14. Chaque z} € o(z;)
apparait dans o™ *1(c). Donc si 0" (c) N Ay, = {x; }ier (avec répétitions), {2} }ie; C o™ () N Ay.
Finalement, Card(c"*!(c) N A) > Card(c™(c) N Ay). La suite u. = (ue(n))nen est donc une
suite croissante. Montrons qu’elle est majorée.

Pour z une lettre de Ay, il existe une alternative :

e soit x réapparait dans une puissance du type o'V (x) = VyaWy. Dans ce cas, VNWy est
un mot & croissance strictement inférieure & celle de z (Lemme 9). Donc o™V (2) N A, = 1 (il
n'y a qu’une seule lettre dans VyaWy N Ag).
Alors, pour tout entier n > 1, 0™V (x) = V,yzW,n avec VonWyn € A;-<k_1, ce qui entraine
uz(nN) =1 (il n’y a qu'une seule lettre dans o™V (z) = V,,aW,, N Ay).
Comme la suite u, est croissante, elle est constante égale a 1.

e soit pour tout entier N > 1, x ¢ oV (z) et il existe un nombre fini de lettres z1, ..., z; dans
o(x) N Ay telles que pour tout i € [1,j], ; # x (nous avons supprimé la lettre x de I’ensemble
Ay, des candidats possibles).

Dans ce dernier cas, cette alternative existe pour chaque lettres x;. A chaque itération de ce
raisonnement, nous supprimons une nouvelle lettre de ’ensemble Aj;, des candidats possibles.

En partant d’une lettre ¢ € Ag et aprés un maximum de Card(Ay) itérations (Ay est
fini), nous obtenons un entier P, > 0 tel que le mot of*(c) ne contient que des lettres de Ay
réapparaissant dans une de leurs puissances :

UPC (C) =L ... LjCij+1

avec Ly...Lj € A7, _; et oNi(¢;) = Vie;W; pour N; € N* et V;W; € A’_;_,- Le premier point
s’applique donc a chaque ¢; et pour ses itérés Card(o™(c;) N Ax) = 1. Comme les itérés de
L1 ...Lj ne contiennent aucune lettre de Ay,

Vn > P, Card(c"(c) N Ag) = j.

La suite (u¢(n))pen est majorée, donc ultimement constante. Nous avons montré qu’elle le de-
vient au moins a partir du rang P,. [J

Remarque Au passage, nous avons montré qu’il existe une puissance P. dépendant de c telle
que :
UPC (C) = LiciLocy. .. LjCij+1

pour des lettres ¢; de Ay qui réappaissent dans une de leur puissance (Vi (¢;) = Vie;W;) et des
mots L; éventuellement vides de U A;.

j<k—1
Soit C = A\ B I’ensemble des lettres croissantes de l'alphabet A. Dans tout ce qui suit, nous
écrirons o pour désigner en fait sa puissance oV pour N = ppcm{ P, | ¢ € C}. Ainsi, pour toute
lettre croissante ¢ € C,

o(c) =Ll ¢y L} cy. ..Lzl7 Cp L;1>+1 avec o(c;) = Vilg V2.

Rappel 1l est aussi possible quitte a prendre une puissance de o de supposer que pour tout mot
B € B*, 0"(B) = o(B) pour tout n > 1.
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Lemme 20. Soit o une substitution a croissance polynomiale (avec les notations de la remarque
précédente) et c € CNA,,. Il existe un ensemble fini {c1,c2...¢,} C A, et des mots L] € A5 |
tel que les itérés successifs de ¢ sont de la forme :

o(c)=Licy Lyca...Lycp Ly
o®(c) =L VieaVi L3 V3eaV3 .. L2 Vied V2 L2y
o*(c) = L} o(Vi)ViciVio(V3) L3 0(V3)V3eaV3a(V3) ... L) o(VE)Vacp Vaa(V2)LE
o"(c) =LY o™ 3(V])...Vici V... 0" 2(V?) LY 0™ 2(V3)...V3caVa.. . oc" 2(V3)
LY o™ (VE) .. Viep V2L o™ 3(VE) Ly,

Démonstration La premieére égalité découle de la remarque précédente. Le reste vient du fait
que pour tout i € {1...p}, lorsque o(c;) = Vile; V2,

o"(¢;) = e XV ... VigVZ.. . o™ (VD)
Posons L] = o9~ (L}) € Ai ey Ces mots Lj € Ay, | d’apres le lemme précédent. [

Remarque 1 La taille de chaque plage en gras augmente de plus en plus vers l'infini : en effet,
méme si pour chaque entier i € [1, p|, Vi1 ou Vi2 est éventuellement vide, le mot V;l Vi2 ne peut pas
'étre car sinon 0™(c;) = o™ 1(V1)...Vle;VZ...0"71(V2) = ¢;. Or ¢; n'est pas & croissance
bornée.

Remarque 2 Si une lettre ¢ est a croissance linéaire, il en est de méme des lettres ¢; définies
dans le lemme précédent. Le mot V'V est donc un mot & croissance bornée (non vide). Alors
pour tout entier n > 1, o™(Vi!) = o(V!) et 0™(V?) = o(V;?). Chaque plage autour des c; est
donc de la forme :

o) = o (VI Vi VEg(VE

De méme, les mots L7 sont aussi des mots & croissance bornée. Donc si j > 2, LY = L? = o(L}).

Lemme 21. Soit ¢ une lettre a croissance linéaire pour une substitution o. Il existe un ensemble
fini de mots éventuellement vides {Vo, V1, Vo..., Vi1, Vi, Wi, Wo, ... Wy} tels que :

Vn > 2, o"(c) = VoW] P ViWg Vo WPV

Démonstration D’apres le dernier lemme et la derniére remarque :

Vn > 2,0"(c) = o(L1) o (V)" Vel VEa (V)" Lo (Ly) o (V)" 2V, Vo (V)2 o (Lysy).
1l suffit pour chaque entier 4, 1 < i < p, de poser Wo;_1 = o(V;}) et Wa; = o(V;?) (& croissance
bornée) et de désigner par V; le mot qui sépare W; de W1 pour tout entier j, 1 <i <2p—1,
Vo =o(L}) et Vap = o (L, ). O

Remarque Lorsque j est pair, le mot V; = o(L ) est un mot a croissance bornée éventuellement

1
145/2
vide. Lorsque j est impair, le mot V; = V'(;H)/Qc(jﬂ)/QVé.H)/Q est non vide et a croissance
linéaire, comme c(;j 1) /2.
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Proposition 13. Si o est une substitution a croissance quadratique, son point fize est de la
forme :
O'OO(O) =0W WQ Wan

avec W un mot fini et (W;);>2 une suite de mots dont les longueurs sont données par une suite
a croissance linéaire. Chaque mot W; est de la forme :

Wi = VoW 2ViWy Vo .. . W2V

pour des mots Vs (resp. W) ne dépendant que de W, a croissance au plus linéaire (resp. a
croissance bornée).

Démonstration Soit o(0) = OW et 02(0) = OW. Alors o™ (0W) = 0Wo2(W)...o" L (W).
Or W = Bopc1Bi1caBs . .. Bic;Bijy1 est un mot a croissance linéaire contenant un nombre fini de
lettres ¢1...¢; € A;p. D’apres le lemme précédent, chacune de ces lettres vérifie :

Vn > 2,0"(c;) = VoW 2 ViWg Ve WPV

Quitte a remplacer ¢ x f par f et a modifier les mots V; au niveau des charnieres entre les mots
Vo et Vi successifs (voir figures), nous avons :

Wj = Ui(Bocl'Bl . BiflciBi) pour ¢; € ./41, Bj € B*
= 0(30)01(01)0(31) e U(Bi—l)aj (CZ)O'(BZ)

= VoW{ Vi3 2V, WiV O

By C] B (o) B, B Cj B

Y S N S Y

[oBoJvowy2viwy2va.wy2v JoBufvawy2viwy—2vs . wy 2V o(Ba || o(B)|vewy 2viwg v wy2v|o(B)]

Fic. 3.2 -

Exemple C’est par exemple le cas de la substitution

c: 0—012
1—12
2 — 2,

dont un point fixe de croissance quadratique est
o®(0) =012 122 1222 12222 ... 12"...
Dans cet exemple, W = 12122, Wy = 1222... et W,, = 12"*L,

De maniere un peu plus générale que le Lemme 21, pour un mot & croissance linéaire W,
nous avons le lemme suivant :
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cj B Cjt1

B

VoW 2ViWy 2V W2 Vi | O(Big) [ Vo (W= 2viwg—2Vy . W2V

!
Vi

Fig. 3.3 —

Lemme 22. Soit W un mot borné a croissance linéaire pour la substitution o. Il existe un
ensemble fini de mots éventuellement vides {Vo, Vi, Vo..., Vi, W1, Wa, ... W;} tels que :

vn > 2, o"(W) = oW 2VilWy Vo . . Wi 2V,

Démonstration Le mot W s’écrit Byoci Bics . .. Bj_1c;Bj pour ¢; € A et B; € B*. En reprenant
la fin de la démonstration de la derniere proposition, nous avons encore

(W) = VoW MWy Vo . W7 2Vy. O

Lemme 23. Pour une lettre a d croissance quadratique telle que o(a) = VaW (avec V ou W
éventuellement vide mais avec le mot VW non vide et a croissance linéaire), le mot o™ (a) est
de la forme :

oMa) = Va1 ... Vs ViVa W WA Wa.. Wt
pour V; = ot (V) et W; = o*(W).
Démonstration Elle découle du lemme précédent. [

Définition 3.2.1. Dans ce qui suit, nous appelons une “vague” un tel mot de la forme :

o"(a) = Vp_1 LWV ViVa W W, Wy .. . Wy

dans lequel les mots V; et W; sont des mots donnés par les itérations successives des mots V et
W a croissances linéaires. Une définition mathématique plus précise et plus “exploitable” sera
donnée dans le paragraphe suivant (Définition 3.3.4) lorsque nous aurons défini la fonction
gap® pour un ensemble de mots bornés E.

Exemples Soit o; les substitutions :

o1: 0—01 oy: 0—01 o3: 0—01
1—21 1—12 1 — 213
2—24 2— 24 2— 24
4 —4 4 —4 3— 34

4 — 4
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Dans tous les cas, la lettre 0 est a croissance cubique, la lettre 1 a croissance quadratique,
les lettres 2 et 3 a croissance linéaire et la lettre 4 & croissance bornée.

o(0) = 01]21]2421|2442421|24442442421| . . . |247~ 12472 2421 |

o(0) = 01]12]1224]1224244(12242442444] . . . [1224...24" 22471

o%(0) = 01]213|2421334|2442421334344(|244424424213343443444] . . .
|24712472 | 2421334...34" 23471

Le premier point fixe est constitué de “vagues” décroissantes : dans chacune d’entre elles, en-
cadrée par deux signes |, la suite des puissances de la lettre 4 est de la forme n—1,n—2...1,0.
Le second point fixe est constitué de “vagues” croissantes : la suite des puissances de la lettre 4
est de la forme 0,1,...n—2,n — 1.

Le troisieme point fixe est constitué de “vagues” décroissantes puis croissantes : la suite des
puissances de la lettre 4 est de la forme n —1,n—2...1,0,0,1,...n —2,n — 1.

Dans ’annexe B, nous programmons une procédure en langage Maple permettant de tracer
le graphe de la fonction gap® que nous introduirons plus loin et mettant en évidence 1existence
de “vagues” dans le cas de quelques exemples de suites a croissance cubique.

Soit alors une substitution a croissance au moins cubique : ¢(0) = 0W avec W un mot
a croissance au moins quadratique. D’apres le Lemme 14, il existe dans un itéré de W une
lettre a € As de croissance quadratique telle que o(a) = VaW. Autour de cette lettre (comme
autour de chaque lettre quadratique apparaissant dans 0°°(0) se forment au fur et & mesure des
itérations, des “vagues” soit décroissantes, soit croissantes, soit décroissantes puis croissantes
dont le sommet augmente, et la longueur aussi a fortiori.

Dans I'étude précédente, nous nous sommes intéressé a la hauteur de la plus haute “vague”.
Nous avions montré que cette hauteur augmentait a chaque itération et nous en avions déduit
I’apparition d’un nouveau facteur empéchant la formation de bégaiements suffisamment longs
pour appliquer le théoreme d’Adamczewski-Bugeaud-Luca.

Dans ce qui suit, nous introduisons la fonction gap qui nous permet d’étudier la hauteur mais
aussi la longueur d’une vague. Nous allons voir que la longueur de la plus longue “vague”
augmente également a chaque itération, entrainant a nouveau ’apparition d’un nouveau facteur
et empéchant encore la formation de bégaiements assez longs.

Plus loin, nous verrons que lors de certaines transformations de la suite 0°°(0), la hauteur ou la
longueur restent dans un méme ordre de grandeur. Nous en déduirons que ce type de transforma-
tions ne fait pas apparaitre de bégaiements permettant d’appliquer le théoreme d’Adamczewski-
Bugeaud-Luca a la nouvelle suite obtenue.

3.3 Cas de certains réels non substitutifs

Exemple 1. Nous avions donné un exemple de substitution pour laquelle il n’était pas possible
d’appliquer le théoréeme de Ferenczi-Mauduit. La substitution

o 2— 210
1—10
0—0

est un exemple pour lequel il est impossible d’appliquer le théoréme d’Adamczeski- Bugeaud-Luca.
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En effet, la lettre 0 est une lettre bornée : ¢™(0) = 0. Comme (1) = 10 et d’apres le
Lemme 9, la lettre 1 est a croissance linéaire. Enfin, puisque o(2) = 210, toujours d’apres
Lemme 9, la lettre 2 est a croissance quadratique.

Finalement, la substitution o est a croissance polynomiale, donc ne contient aucun bégaiement
maximal (ici du type 2W2W2).

Dans le raisonnement que nous venons de faire, nous avons utilisé des arguments valables
pour les suites substitutives. Pourtant, il est possible de montrer que le théoréme n’est pas
applicable sans faire allusion a la structure de morphisme d’itération.

La formation régulierement croissante de plages de 0 dans le réel :
2 =0,2101001 00010000 1000001 0000001...10%10F"1...
empéche I'apparition de bégaiements convenables.

En effet, si pour U quelconque, V non vide et V’ un préfixe non vide de V, le mot UV V" est
un bégaiement tel que le mot V'’ commence dans la n*™® plage de 0, alors [UV| > Zzi? k> n?
et |[V’| < 2(n+1) car sinon, il “couvrirait” toute la (n + 1)¥™¢ plage de 0, ce qui est impossible
car le mot 0"*! n’apparait pas avant V’ qui doit pourtant étre un préfixe du mot V.

Finalement,
\d 2(n+1)
UV | n2

Donc aucune suite infinie de bégaiements ne peut vérifier les deux conditions

|Un| V2l
<(C<ooet —2
’Vn‘ ’Vn‘

>c>0.

Reprenons ce modeéle de raisonnement dans un cadre un peu plus général :

Proposition 14. Soit w = (an)nen une suite a valeurs dans lalphabet A = {0,1...(b—1)}.
Supposons qu’il existe une “partition” de la suite w en une suite de mots finis (By)N tels que
|Bu| = o(|BoBi - . . Bin—1)|)

Supposons de plus que

Vn eN, dF, € A* \ {6}, F, € Fac(Bn) \Fac(3031 . B(nfl))‘

Alors la suite w ne vérifie pas de critére de puissance o = 1 + € (condition d’application du
théoréme de Adamczewski-Bugeaud-Luca.)

Démonstration Considérons un bégaiement UV1T¢ = UVV' tel que U est quelconque, V' est
un préfixe non vide de V. Supposons que V' apparait dans le mot By(n)- Comme V' est un
préfixe de V, la longueur |V'| ne peut pas étre supérieure a la longueur du mot By (n) Ba(n)+1
puisque le mot F,(,)41 apparaissant pour la premiére fois dans B,(,)41 n’est un facteur ni du
mot By. .. Ba(n) ni de V.

Ainsi,

|V/| < |Ba(n)Ba(n)+1|
Or,
‘UV’ > |BOBI s Ba(n)fl‘
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Pour toute suite de bégaiements U, V,,V,! tel que |V,)| — oo, nous avons donc

Val - _1BamBagu+1l

— 0. O
’UnVn’ - ‘B()Bl . Ba(n)—l‘

La proposition précédente met en avant le fait que 'apparition réguliere de nouveaux mots
dans la suite w empéche ’apparition de puissance o =1 + €.

Cas particulier Lorsque |B,| < n¥, soient m > 0 et M > 0 tels que :

Vn € N,0 < mn® < |B,| < MnF

i=n—1 i=n—1
VneNm Y i*<[Bi..B,a|<M > it
i=1 i=1

vn e N,m/'(n — )" < |By... B, 4| < M'(n— 1)FL
Alors, |By| = o(|BoBi ... Bin_y)|).

Dans I'exemple présenté au dessus (Exemple 1), nous avions By =2, B, =1 0", F,, = 0"
et |B,| < n.

En s’inspirant de ’Exemple 1, un bon moyen d’assurer l'existence d'un mot F,, € Fac(By))\
Fac(By...B,_1) est de supposer que F,, = W/ pour W un mot fini non vide et f(n) une
suite strictement croissante (dans notre exemple, F, = W/ pour W = 0 et f(n) = n).

Il se peut que ces plages de plus en plus grandes soient des puissances croissantes de plusieurs
mots Wi,...W; finis non vides. Dans ce cas, il faudra envisager une famille de fonctions f;(n)
chacune estimant les puissances de W) apparaissant dans la suite considérée.

Ces fonctions fj(n) sont en fait tres proches des fonctions gap"V permettant de collecter les
longueurs successives de plages constituées des puissances du mot W. Ces notions s’inspirent
entre autres de I’étude des liens entre la fonction gap® d’une suite binaire et sa complexité par
I. Gheorghiciuc dans [Ghe05] .

Définition 3.3.1. Soit w € A“ et W € A. Notons gapl¥ (n) la longueur (éventuellement nulle)
de la n'™¢ plage du mot W dans w.

Pour 'Exemple 1, w =21 01 00 1 000 1 0000 1 00000 1... et W =0, nous avons :

gap%,(1) = 0, gap%,(2) = 1, gapl,(3) = 2, gapy,(4) = 3,... gapS, (k) = k — 1.

Il se peut que la suite étudiée soit formée de plages du type W pour différents mots {W;}icr
pour [ fini. Mais pour pouvoir définir sans ambiguité une fonction gap associée a cet ensemble
fini {W;}icr, cette famille de mots £ = {W;}1<i<y doit vérifier certaines conditions. Nous
supposerons que tous les mots W; sont de la méme longueur.

Définition 3.3.2. Ainsi, en partant d’une famille E quelconque finie de mots W;, nous construi-
sons la famille £ = {W/} constituée des mots W/ = VVZkZ avec k; tel que

W = ppem{|W;|}1<i<n-
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Définition 3.3.3. Soit w une suite infinie quelconque construite sur l’alphabet A. Soit un
ensemble fini € = {Wy, Wy, ..., Wy} C A%, tel que |W1| = |Wa| = ... = |W,,| nous généralisons
la fonction gap en notant gapfv(n) la puissance du mot W; apparaissant dans la n*™ plage de
l"un des mots W; € £.
Cette puissance est définie comme étant égale a la plus grande puissance entiere du mot W;
apparaissant dans la plage du mot W; considérée.

La fonction gapfv de maniére unique en parcourant la suite de gauche a droite.

Exemple Pour w = 21 0 1 333 12 00 1 00000 1 515151 2... et E = {0,3,51}, nous avons
€ =1{00,33,51} et en écrivant :

w = 2101 33 312 00 1 0000 01 515151 2...

gap5,(1) =0 gap$,(2) =0 gapl,(3) =0 gap§(4) =
gap%,(4) =0 gap$,(5) =0 gapl,(6) =1 gap%(7)
gap5,(8) =0 gap§,(9) =3

1
2

Certaines conditions sur ces fonctions gap® sont suffisantes pour empécher I’existence d’un
critere de puissance a > 1 et donc l'application du théoreme de Adamczewski-Bugeaud-Luca
au réel © = 0,w. En effet, chaque fois que la fonction gap® prend une nouvelle valeur, il ap-
parailt un nouveau facteur dans la suite w. Il suffit donc que ces nouveaux facteurs apparaissent
suffisamment régulierement pour empécher I'existence d’'un critére de puissance o = 1 + €.

Lemme 24. Soit w une suite infinie quelconque sur l'alphabet A. Soit un ensemble fini & =
{Wi,Wa,...,Wpn} C A*, tel que [Wi| = |[Wa| = ... = |Wy,|. Pour tout entier N, on a
légalité N + Z;ZJIV |Wilgaps, (i) = |W| ou W est le préfive de w formé des premieres N plages
(éventuellement vides) de mots W; € £.

S .
Démonstration Chaque plage est de la forme ngap w(i) pour gap® éventuellement nul. Une

telle plage est toujours préédée d’une lettre a € A. Donc

|a Wigapa(i)‘ =1+ ’Wigapgv(i)’
= 1+ |Wilgapg, (). O

Proposition 15. Soit w une suite infinie quelconque sur l’alphabet A. Soit un ensemble fini
E = {W, Wy, ...,Wpn} C A, tel que |Wi| = |Wy| = ... = |Wy,|. Lorsqu’il existe une suite
(Ny)ien, M et k € N* tels que gap, vérifie les conditions :

j=N; J=Ni—1
(N; — N;_1) + Z Wjlgap (j) < Ni—1 + Z [W;lgaps, ()
J=N;—1+1 J=1

Vi € N, 3jo € I, max{gap$,(j)|j < Ni et W; = Wy} < max{gaps,(j)|j < Ni + M et W; = W, },
les conditions du théoréme de Adamczewski-Bugeaud-Luca ne sont pas vérifiées.

Cas particulier Lorsque
J=N;

Ni+ Y [Wylgaps, (5) = i,
j=1
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la premiere condition est vérifiée.

Démonstration Posons
J=N;

Bi=w[l...N;+ > _ [W|gap (5)]-
j=1

La premiére condition veut donc dire que |B;| < |Bj ... B;_1] et la seconde condition assure
qu’il existe W), € £ tel que la plus grande puissance de W), apparaissant dans Bi...B; est
strictement inférieure a la plus grande puissance de W, apparaissant dans B;y1 ... Biy.

Cela implique entre autres l'existence d'un mot F; € Fac(B;y1 ... Bty )\ Fac(By ... B;). Or
|Bit1 - Bitu|
|B1 ... DB
empéche bien la formation de bégaiements répondant aux hypotheses du théoreme Adamczewski-

Bugeaud-Luca. [

si ¢ tend vers l'infini, tend vers 0. D’apres la Proposition 14, cette condition

Voici une autre condition suffisante dans le méme ordre d’idée permettant de prouver qu’une
suite ne vérifie pas le critere de puissance a > 1.

Proposition 16. Soit w une suite infinie quelconque sur Ualphabet A. Soit un ensemble fini
E = {Wi,Wy,..., Wp} C A%, tel que |Wh| = |[Wa| = ... = |Wy|. Lorsqu’il existe une suite
(Ny)ien et M tels que gapf, vérifie les conditions :

j:NZ j:Ni—l
(Ni=Nie))+ > [Wylgapl () < Nica + Y [Wlgaps,(4)
J=Ni—1+1 J=1

vi € N, max{gap{, (j)|j < Ni} < max{gap{,(j)|j < Ni + M},
les conditions du théoréme de Adamczewski-Bugeaud-Luca ne sont pas vérifiées.

Démonstration Ce qui change ici par rapport a la proposition précédente, c’est que nous
controlons la taille de la plus grande plage (quel que soit les mots W;) au lieu de controler la
taille des plages pour un mot W;, donné. Dans un cas comme dans ’autre, la deuxieme condition
traduit le fait qu’il existe un nouveau facteur dans le mot

I=Ni+Mm

Biym =w[l...Nipm + Z |W;lgaps, (5)]].
j=1

Cette plus grande plage constitue a chaque étape i le mot Fj, nouveau facteur de B;ypy.
Le reste de la démonstration est similaire a celle de la proposition précédente. [

Remarque : Toute substitution a croissance polynomiale vérifie les hypotheses de cette propo-
sition : il suffit de poser & = {IWW} pour un mot W dont toutes les puissances entieres sont des fac-
teurs de 0°°(0)) et d’utiliser la Proposition 11 qui assure que si W” est la plus grande puissance
de W apparaissant dans o (0), alors W"*! est un (nouveau) facteur de eV¥*+5(0) \ ¢V (0) pour
une constante K ne dépendant que de o. La suite (NV;);en+ est alors définie par N; = |0?(0)] < i*
pour k € N* puisque la substitution est a croissance polynomiale.

L’Exemple 1 2101001000100001 ... correspond au cas suivant :

£ ={0},gaps,(j) = (j — 1), N; =i
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J=N; j=i
Ni+ > Wilgap%,(j) =i+ > _[0].(i — 1)
j=1 j=1

max{gap, (j)|j < Ni} = max{(j —1)|j <i} =i —1

Alors, effectivement,

=1

= Cii—1)
z—i—Z\O].(y—l):z—i— 5 <
j=1

etsi M =1pourtouti e N*, (i —1)<(i—1)+ M =1.
Nous avons vu dans le paragraphe précédent un apercu de ce que nous appelons une “vague”.
Nous pouvons définir cette notion de maniere plus rigoureuse grace a la fonction gap.

Définition 3.3.4. Nous appelons une “vague” un facteur de la suite w sur lequel la restriction
de la fonction gap® a ce facteur (gapfméigm) vérifie l'une des conditions suivantes si :
— la vague est croissante en effectuant des pas de longueur K (K-croissante) si :

3K € NVi € [[n1,n2 — K]] 3j € [li,i + K]] gapiy (i) < gapy,(j)-
— la vague est décroissante en effectuant des pas de longueur K (K-décroissante) :

JK e NVie [[n1 + K,no]] 3j € [[i — K,4]] gap, (i) < gapl,(j).

Dans ’annexe B, nous programmons une procédure en langage Maple permettant de tra-
cer le graphe de la fonction gap®. Nous mettons en évidence I’existence de “vagues” pour des
exemples choisis de suites substitutives a croissance cubique.

Etant donné une hauteur H , nous pouvons compter pour chaque vague combien de fois la
fonction gapi, dépasse la valeur H (nombre de pics dans la vague de hauteur supérieure a H).

Notations : Pour W une vague K-croissante ou K-décroissante et H > 0, notons N;ZVC’H le
nombre de “pics” supérieurs & la hauteur H de la fonction gap, (valeurs de gaps, (i) plus grandes
que H) a l'intérieur de la vague W considérée.

Pour N € N* et H, K > 0, notons maxi{{ﬁe(]\f ) le maximum des valeurs N;/Z;H pour 'en-
semble des vagues W effectuant des pas de longueur K apparaissant dans la restriction de la
fonction gap a l'intervalle [[1; N]] notée gapfv(j)USN (lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité sur H
et K, nous noterons simplement maxyqgue(IV)).

Dans le cas d’une suite w quelconque (substitutive ou non), nous avons la proposition sui-
vante.

Proposition 17. Lorsqu’il existe une suite (N;)jen et M, H,K > 0 tels que gapf, vérifie les
conditions :

j=N; Jj=Ni—1

(Ni=Nie))+ > [Wylgapl, () < Nica + Y [Wlgaps,(4)
J=N;_1+1 Jj=1

HK
vague

(N;) < max2E (N, 4+ M),

vague

Vi € N, max

les conditions du théoréme de Adamczewski- Bugeaud-Luca ne sont pas vérifiées.
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Démonstration Toujours dans le méme ordre d’idée que les propositions précédentes, le fait
qu’une mesure (ici la longueur de la plus grande vague maxUHdﬁe) change trop régulierement est
suffisant pour en déduire I'existence d’un nouveau facteur, empéchant ’existence de tout critere
de puissance o pour tout a > 1. [J

Les mots substitutifs a croissance polynomiale au moins quadratique contiennent des vagues
dont le nombre de “pics” arbitrairement haut augmente strictement a chaque itération.

Notation : Pour une substitution o et a € A, notons maxfdﬁe (o™ (a)) le maximum des valeurs
NI‘JZ’H pour 'ensemble des vagues K-croissantes ou K-décroissantes W apparaissant dans le mot
o (a).

Proposition 18. Pour o une substitution telle qu’il existe une lettre a a croissance polynomiale
quadratique, il existe un ensemble non vide £ de mots de méme longueur et K > 0 tels que des
vagues arbitrairement longues effectuant des pas de longueur K soient des facteurs apparaissant
dans l’ensemble des puissances {0 (a)}nen.

Plus précisément, il existe K' > 0 telle que

VYN € N* maxfaéze(aN(a)) < maxﬁ;ﬁe(aNJrK(a))

Démonstration : Quitte & considérer une puissance de o et de poser K et K’ supérieurs &
cette puissance, nous pouvons supposer que o(a) = VaW pour VW # ¢ (en effet, une telle
lettre existe dans une puissance o0"(a) d’apres le Lemme 14, et tous les itérés d’une telle lettres
sont des facteurs de o?¥(a) pour N assez grand).

Supposons par exemple que V ne soit pas vide. Etant un mot & croissance linéaire, ses
itérations s’écrivent o™(V) = VoW VW2V, S WET 2V} d’apres le Lemme 22 pour des
mots Vi et Wy ne dépendant que de V.

Posons E = {W;}hi<i<y et € = {W]/} construit & partir de E selon la Définition 3.3.2. 11

existe C' > 0 tel que |\VV‘[;|‘ = C; < C. Ainsi, lorsque W est un facteur de V, la fonction gap®

prend une valeur plus grande que [ &]. Soit Ky = (f+1)xmax{|Vi|| 0 < i < f}+1. Considérons
le facteur 0" (a) = Vyo1 ... Vo ViVa W Wy Wo ... W, _;.

Le mot V,,_; . V2 V1V est une vague (decrmssante) effectuant des pas de longueur K =
K,C. En effet, lorsque la restriction de la fonction gap$, & un mot V; (1 <i < n —1— C) prend

une valeur || pour une puissance W7, cette fonction gap§, prend la valeur | B3+ HJ sur le mot
J

VVJP +l apparaissant dans V;. Or le nombre maximal de pas a faire entre V; et V; ;1 est inférieur
a K3 par définition de K;. Quitte a poser K = C'Ky, comme C' > C;, pour chaque valeur p que
prend la fonction gap dans V;, il existe une valeur strictement supérieure p + 1 dans Vi ¢.
Lorsque n tend vers 'infini, nous obtenons bien des vagues K-décroissantes de plus en plus
longues.
De plus, comme pour chaque valeur p que prend la fonction gap dans Vj, il existe une valeur
strictement supérieure p + 1 dans V¢, en posant K’/ = C nous obtenons le deuxi¢me point :

VN € N*, maxLE (5N (a)) < maxLE (oNTE(q)) O

vague vague

Corollaire : Pour o une substitution a croissance polynomiale au moins quadratique, il existe
un ensemble non vide £ de mots de méme longueur et K > 0 tels que des vagues arbitrairement
longues effectuant des pas de longueur K soient des facteurs apparaissant dans ’ensemble des

puissances {o" (a)}nen.
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Plus précisément, il existe K’ > 0 telle que

H,K N H,K N+K
YN € N, max, g, (0" (@) < max,gg,.(c" " (a))

Démonstration : Une substitution a croissance polynomiale au moins quadratique possede au
moins une lettre a croissance quadratique (Lemme 14). [

ExemplePour la substitution : 0(0) = 01 o(1) = 12 0(2) = 23 et ¢(3) = 3, nous avons :

o®(0) =01]121223 11223233 12232332333 | 1223233 233323333 |...
Donc pour £ = 3, la fonction gapfv prend les valeurs successives :
0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,2,0,0,1,2,3,0,0,1,2,3,4...

En posant K = 1 et H = 1, maxyggue(l) = 0, maxyggue(2) = 0 puis maxyggue(3) = 1,
MaXyague(4) = 2, MaXyague(D) = 3, MaXyague(6) = 4 et ainsi maxyqgue(N) =N —2...

3.4 Conclusion - Partitions de ’ensemble des substitutions

Soit S I’ensemble des points fixes d’une substitution o d’un alphabet A = {0,1,...6 — 1}
dans A* telles qu'il existe a € A vérfiant o(a) = aW pour W # e.

Nous pouvons partitionner cet ensemble S selon divers criteres :

— selon leur complexité : p(n) de l'ordre de n, nloglogn, nlogn ou n?.

— selon la croissance de la substitution en partant de a : |0"(a)| polynomial ou exponentiel.

— selon l'existence ou non de bégaiements : B ou B.

— selon l'existence ou non d’une lettre & croissance maximale qui se répete : £ ou L.

— selon qu’il existe ou non des facteurs a croissance bornée de longueur arbitrairement
grande : F ou F.

— selon qu’il existe ou non un mot W tel que W™ est un facteur de la suite pour tout n
entier : W ou W.

Les résultats de J.-J. Pansiot [Pan84] sont alors les suivants : F = {x € S|p(n) = O(nlogn)}
et F = {z € Sp(n) < n?)} par complémentaire. On peut méme y lire entre les lignes que
W = {x € S|p(n) = O(nlogn)} et donc W = {z € S|p(n) < n?)} par complémentaire.

Nous avons montré dans le corollaire de la Proposition 14 que £ C W (et donc W C L
par complémentaire), £ = B (et £ = B par complémentaire) et B = {z € S|log(|c"(0)|) < n}.
Nous avons également retrouvé que F = W.

Exemple L’inclusion £ C W est stricte. Considérons la substitution o définie de la maniere
suivante :

o:2 — 221
1 — 10
0 —0
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La lettre 0 est une lettre bornée, la lettre 1 est a croissance linéaire et la lettre 2 est a crois-
sance exponentielle. Cette derniére est donc de croissance maximale et se répete (immédiatement)
dans 0°°(2). Ce point fixe possede donc un bégaiement & croissance maximale et vérifie les hy-
potheéses du théoreme d’Adamczewski-Bugeaud-Luca :

o€ L=B={xecS|log(lc"(0)]) < n}.

Cependant, les itérations de la lettre 1 étant de la forme 100. . .0, le point fixe de la substitution
o possede des facteurs a croissance bornée de taille arbitrairement grande de la forme W™ pour
W = 0. La substitution est donc de complexité quadratique :

o€ F=W=/{zcSp(n)=n?}.

Finalement, o € LN W, donc LNW # (.
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Chapitre 4

Multiples rationnels et
Homographies d’un réel de basse
complexité
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4.1 Multiples rationnels d’un réel de basse complexité

Dans toute la suite, b = p{'p3?...po» désigne un entier supérieur ou égal a 2. Cet entier

servira de base entiére pour 'écriture des réels x et y de [0,1[. On désigne par A l’ensemble
{0,1,...,(b—1)}. Rappelons la Proposition 16 établie au chapitre précédent.

Proposition 19. Soit w une suite infinie quelconque sur lalphabet A. Soit un ensemble fini
E = {Wi,Wy,..., Wp} C A%, tel que |Wh| = |[Wa| = ... = |Wy|. Lorsqu’il existe une suite
(Ny)ien, M et k € N* tels que gap, vérifie les conditions :

=N J=Ni-1
(Ni=Nie)+ > [Wylgapl () < Nica + Y [Wlgaps, (4)
J=Ni—1+1 J=1

Vi € N, 3jp € {0,...i}, max{gaps, (j)|j < Ni} < max{gap&, (5)|j < N; + M},
les conditions du théoréme de Adamczewski-Bugeaud-Luca ne sont pas vérifiées.

Considérons le cas d’un réel x = 0, w dont le développement b-adique vérifie les hypotheses
de la proposition précédente empéchant la critere de puissance o = 1 + €. Il est 1égitime de se
demander §’il en est de méme pour ' = h(z) pour certaines fonctions h algébriques.

En effet, si h est algébrique, h(z) est de la méme nature que z. Par exemple, s’il existait
r1 # 0 et 7 des rationnels tels que le théoreme d’Adamczewski-Bugeaud-Luca [AB06] et [ABL04]
puisse s’appliquer & h(x) = rix + 12, nous en déduirions que h(x) est rationnel ou transcendant
et donc que z est rationnel ou transcendant.

Le travail présenté dans ce chapitre prouve malheureusement que si x vérifie les hypotheses
de la proposition ci-dessus, il en est de méme de h(z) = r1z + r2, quels que soient les rationnels
r1 # 0 et ro.

L’idée de considérer les multiples rationnels du nombre z s’inspire notamment des travaux
de S. Lehr, J. Shallit et J. Tromp [Leh93] et [LST96] et de P. Ketkar et L. Zamboni [KZ98] dans
le but de montrer que certains sous ensembles de suites (par exemple les suites automatiques)
forment un espace vectoriel sur le corps Q. Ces études laissent en effet sous entendre que certaines
propriétés combinatoires sont stables sous l'action d’une multiplication ou d’une addition par
des rationnels.

Notre preuve est composée de plusieurs étapes :
—lecasri €Z et ro =0
—lecasri=letry €Z

— le cas général.

Notre objectif est de montrer qu’a chaque plage W™ (pour W # € et n suffisamment grand)
apparaissant dans le développement b-adique de z, correspond une plage (W’ )"/ (pour W’ +# ¢)
dans le développement b-adique de h(z).

Notre intérét se porte alors sur les liens entre |W|" et |W’
respectives apparaissant dans x et dans h(x).

|”/, les longueurs des deux plages

4.1.1 Cas d’une écriture périodique

Les nombres y = 0, w qui possedent une écriture ultimement périodique sont les nombres
rationnels. Alors, h(y) est encore un rationnel. Nous nous intéressons aux liens entre les pré-
période et période de y et les pré-période et période de h(y) en base b. Rappelons que pour U
borné et W # €, I'écriture y = 0, UW signifie que y = 0,UWWW ...
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Commencons par quelques résultats plus ou moins triviaux.

Lemme 25. Six et r ont des développements en base b qui coincident exactement sur une plage
de la forme UWF, alors pour tout entier N € 7Z*, x + N et r + N coincideront exactement sur
une plage de la forme UWk,

Démonstration En effet, ajouter un entier ne modifie que les chiffres avant la virgule. Le
développement b-adique ne change pas (z = p, UW*, alors 2 + N = (p + N),UW*). O

Soit un rationnel de [0, 1]
p

T 1)
Supposons que les entiers r et s soient minimaux (remarquons que cela ne veut pas dire que la
fraction est sous une forme irréductible : par exemple, 1/3 = 3/9 = , les entiers r = 0

Y

3
100(10T—1)
et s = 1 sont minimaux mais 3/9 n’est pas sous sa forme irréductible). Alors il existe U de
longueur r et W de longueur s > 1 tels que

y =0,UW en base b.

Le mot U est la prépériode minimale : en particulier, la derniere lettre a de U est différente
de la derniere lettre b de W, ce qui a pour conséquence que les mots U et W n’ont aucun suffixe
commun non vide. Le mot U peut étre vide.

Le mot W est la période minimale. Donc W est un mot primitif. Il ne peut pas étre vide. (]

Lemme 26. Soit y = 0,UW avec U et W # € minimauz. Soit
Ny=0,UW'

ot U’ est supposé étre la prépériode minimale. Il existe une constante K1 ne dépendant que de
N telle que
U| - K1 < [U'] <|UJ.

Démonstration En effet, Ny = . Si b ne divise pas le numérateur p’, I'entier

Np _ _ p
br(bs—1) 7 b (bs—1)
r’ est minimal. Alors, en base b, Ny = 0,U'W’ ou U’ est la prépériode minimale. Dans ce cas,
U =71 <r.

Plus précisément, ' < r si et seulement si b divise pN et si m désigne la plus grande puissance
de b apparaissant dans pN (b™ divise exactement pN), ' —r = m.

En écrivant b = p"p5? ... p%", notons

Ky = max{valy,(N))[i =1...n}.

Cette constante K ne dépend que de N et de b.
Comme b ne divise pas p,
r'>r— K

apres simplification de la fraction

Np P’

br(bs—1) b(bs—1)
Ainsi [U| — K1 < |U'| < |U| comme annoncé. [J

Remarque : dans ce cas, il est possible de choisir W’ tel que |W’| = |W| bien que cela ne soit
pas en général la longueur de la période minimale (cette longueur minimale divise la longueur
de la période minimale de y).
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Lemme 27. Soit y = 0,UW avec U et W # € minimauz. Soit

Yy IT377
= =0,UW'
N
ou U’ est supposé étre la prépériode minimale. Il existe une constante K| ne dépendant que de
N telle que

Ul < [U'| < |UT+ K7
Démonstration C’est un corollaire du lemme précédent en posant y' = & et Ny =y. O

Remarque : dans ce cas, en général, W’ est tel que [W’| > |W| : en réalité, la longueur |[W’|
est un multiple de |W|.

Lemme 28. Soit W # € un mot borné (de préférence primitif) et q un rationnel. Soit ry =
0,UW pour un mot U borné (éventuellement vide). Le rationnel qry = m,U'W' avec W' # ¢
primitif. Il existe alors un ensemble fini {W1Wa... Wy} de A*\ € ne dépendant que de W et de
q et un entier j € [[1,n]] tels que W' = W;.

YU € A5, U € A, i {1,...,n} q0,UW =m,UW,.

Cela traduit le fait qu’il n’existe qu’un nombre fini de périodes (minimales) possibles différentes
pour ’ensemble des multiples gr des rationnels r dont la période est W.

Exemple : posons W = 123 et ¢ = 1/11. Alors, par exemple :

0IBIB  _ ) G17193  GUBIE _ g 0702 02123138 _ () (793011
% = 0,028392 % = 0,0374829 % — 0,0465733
0,61125)@ _ 0,0W 0,711213@ _ 0,0m 0,81123@ _ 0,0W
0035125 _ ) ogg9374  CMOL8TB g gogn2s3  MUBIE g 10717193 ..

L’ensemble de toutes les périodes (minimales) possibles des multiples gr des rationnels r dont
la période est 123 est inclus dans I’ensemble fini des mots de longueurs inférieure a 6.

Démonstration Nous allons en fait montrer que la longueur d’une période minimale W' est
bornée par une constante ne dépendant que de |W1| et q.
Soit 0,UW = 0,U + 0, W x b~!IUl. Finalement,

g0, UW = q0,U + b1V x g0, W.

La période de g0, U est aussi celle de qU : sa longueur divise la période P, de q.

Celle de g0, W ne dépend que de |W| et g : elle est de longueur P,y (inférieure & P,|W|)).

La période de g0, UW, leur somme, sera donc de période inférieure & P = ppem(Py, Py w ).
Finalement, les périodes minimales de ¢r étant de longueurs inférieures a P, il n’en existe qu'un
nombre fini possible. [
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4.1.2 Cas d’une plage W™ de I’écriture b-adique d’un réel quelconque

Lemme 29. Soit x un réel de [0,1]. Supposons qu’il existe un rationnel r = =0,UW

#o=T)
avec p minimal tel que

; < ‘:p — i ‘ < 1 .
prtEL — bP(bs —1)| — bptie
Alors il existe des mots bornés U', W' # €, un mot infini V' et un entier k' tels que
|U| = |U'|, |W|=|W', et donc
2 =0,UW*V" avec Ky —s <|W'|" <K, +5s et W ¢ Pref(V'),
cette derniére condition exprimant le fait que k' est en fait choisi comme étant mazimal.

Démonstration Quitte a prendre le plus grand multiple de s inférieur & Ko (resp. supérieur a
K1), nous supposerons que Ky (resp. K1) est un multiple de s.
= Si |z —0,UW| < gy, alors : [pPH2g — 0, UW| < 1.

En posant N; = |02z ] et Ny = [WHK20,UW| = UW'E = UWK, cette inégalité
devient :
Ny — No| < 1.

Lorsque N1 = N, nous avons z = 0, UWEV.

Sinon, par exemple, N; = No+1 = UWX 41. Dans ce cas, lorsque W n’est pas de la forme
(b— 1)W1, seul le dernier bloc W est modifié par Paddition de I'entier 1 : cette retenue est
absorbée dans le dernier bloc qui devient W + 1. Les entiers N7 et No coincident donc sur
tous les autres blocs W. Donc z = 0, UW K1V,

Enfin, lorsque W = (b—1)I"!, la retenue 1 remonte tout le premier bloc W, puis le second...
et ainsi de suite tous les blocs par périodicité jusqu’a la derniere lettre de U (par exemple,
123 999 + 1 = 124 000). Posons alors W/ = 0WI. L’entier p étant minimal, les mots U et
W n’ ont pas de suffixe non vide commun : la derniere lettre a de U n’est donc pas (b—1).
En notant U = Ua, nous en déduisons alors que z = 0,U(a + 1) WK V',

Dans tous les cas x = 0, W' V" avec ¥’ > K — 1, donc
W | > WK1 > K, — .
— D’autre part, par I'absurde, supposons que k' > K1/s+ 1 et ]W’|k/ >Ki+s

En distinguant les cas comme dans ce qui précede, nous obtiendrions :

1 1

|z =0, UW] < gt (Kits)  pprKL’

ce qui contredirait 'inégalité

ik = T e — )|

Ainsi, Ky + 5> |[W/|¥ > Ky —s. O

Proposition 20. Soit W # € un mot borné fixé. Soient x et r un réel et un rationnel ayant
des développements en base b qui coincident sur une plage de la forme UWP* pour un entier k
mazximal. Alors leurs multiples rationnels qx et qr coincident exactement sur une plage de la
forme U'W'* pour | [U| — |U'| |< K, et | |[WF| — |W*| |< K" ot K et K' sont des constantes
ne dépendant que du mot W et du rationnel g # 0.
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Démonstration Posons |W| = s > 1. Comme k est supposé maximal, x = 0, UW*V pour
W & Pref(V) et nous avons les inégalités suivantes :

— 1

Alors, pour g # 0 rationnel, il existe k1 > 0, ko > 0 ne dépendant que de g, tels que :

q o4 q
ks = lgz — q.0,UW| < ke
— 1
!
bpt+ks+s+ki < |q$ —-0,U W/’ < ppt+ks—k2

Avant de poursuivre, remarquons que d’apres ce qui a déja été fait dans le cas d’un nombre
rationnel (paragraphe précédent), | |U’| — |U| |< K pour un entier K ne dépendant que du
rationnel g et s = |[W'| vérifie 1 < &' < P=Pw.

D’apres le lemme ci-dessus, il existe W/ V' et Kk’ tels que :

. ~ K
— le réel gz soit de la forme 0, U'W’"" V'
- k/ - kl

— la longueur |W’" | vérifie : ks — kg — s’ < |W" | <ks+s+k +5.
En posant K/ = max{ke + P,s + k1 + P} qui, d’aprés le lemme précédent, ne dépend que du
rationnel ¢ et du mot borné W, nous obtenons finalement :

[WF =" < KO

Remarque 1 Le Lemme 28 montre qu’il n’existe qu'un nombre fini de périodes minimales de
gr pour des rationnels ¢ et r dont une période est W. Dans le cas général d’un réel x contenant
une plage W¥*, le nombre gz contient donc une plage W’ K’ pour un mot W’ tel que :

— le mot W’ est une période de ¢.0, UW pour un mot U ou

— le mot W’ est le mot (b— 1) ou

— le mot W’ est le mot 0.

Nous en déduisons finalement notre résultat principal suivant.

4.1.3 Théoréme principal

Théoréme 4.1.1. Soit z = 0, w tel que w vérifie les hypotheéses de la Proposition 19 : il existe
un ensemble &, une suite (N;);en et une constante M tels que gapfv vérifie les conditions :

=N J=Ni1
(Ni=Nie)+ > [Wylgapl, () < Nica + Y [Wlgaps,(4)
j=Ni_1+1 j=1

Vi € N,max{gap% (j)|j < N;} < max{gap%,(j)|j < N; + M}.

Pour tous rationnels q1 # 0 et g2, le réel h(x) = q1z + g2 ne vérifie pas les hypothéses du
théoréeme d’Adamczewski-Bugeaud-Luca.

Démonstration Soient g; et g3 deux rationnels. Si w est le développement b-adique de x, nous
désignons par h(w) le développement b-adique de ¢z + go.

Dans un premier temps, nous supposons que g = 0.

D’apres la Remarque 1, a chaque W; € £ correspond un nombre fini de mots primitifs
de la forme Wi/j, (b —1), ou 0 tels que chaque plage de type U Wf est transformée lors de la




4.1. MULTIPLES RATIONNELS D’UN REEL DE BASSE COMPLEXITE 79

multiplication par le rationnel ¢; en une plage U’ I/Vi/kl, (b — 1)" ou 0*. De plus, d’apres la
Proposition 20, il existe K, et K (’11 ne dépendant que de ¢; et £ tels que dans tous les cas,

[U] = U"]] < Kqy et ||WF| = W] < Kq,

(dans le cas de K, qui normalement dépend aussi de W;, il suffit de prendre K, = maxw,ee{ K¢ w;})-
Posons &' = {W } U{0,b—1}.

Ainsi, les plages de w et de h(w) se correspondent les unes les autres : elles commencent
“presque” au méme endroit (a une translation pres de K, constant) et sont “presque” de méme
longueur (a la constante K, pres).

Nous en déduisons que max{gapS (j)|j < N; + M} est atteint pour une plage U’ I/Vi,j]"’1 cor-
respondant a 'image par h d’une plage U Wik vérifiant la condition :

'k
U = Kq < [U'| < U]+ Kq1 et [WF| = K < W, | < W+ K,

Ainsi, [W;"] < max{gap§, (j)|j < Ni} + K}, et
max{gapp ) ()7 < Ni} = Kg, < max{gapl,(j)lj < Ni}-

D’autre part, on doit aussi avoir max{gap () < N;} < ]W/ilfl\ + K'q1 donc

max{gap (j)|j < Ni} = K, < max{gapfy, ()l < Ni}.
En réunissant ces deux dernieres inégalités, nous obtenons finalement :
max{gap, () < Ni} — Ky, < max{gapf,,)()|j < Ni} — K, < max{gap§,(j)]j < N;}.
Ainsi, lorsque x vérifie les hypotheses ci-dessus, il en est de méme de tout multiple g1x.

Ce constat est pratiquement évident dans le cas ot g1 = 1 et g3 = n est un entier : en effet,
comme nous 'avons déja mentionné, le fait d’ajouter un entier ne modifie pas le développement
b-adique de x : ainsi, lorsque x vérifie les hypotheses de la proposition, il en est de méme pour
r+n.

Finalement, dans le cas général (q; et g2 quelconques), en remarquant que ¢z +qo = qg(g—ézﬁ—
1), nous en déduisons dans un premier temps que g—;x vérifie les hypotheses, ainsi que Z—;w +1
puis finalement g1z + go. [

Théoréme 4.1.2. Soit © = 0, w tel que w est le point fire d’une substitution polynomiale.
Alors, pour tous rationnels ¢ # 0 et qa, le réel h(x) = qx + g2 ne vérifie pas les hypothéses du
théoréeme d’Adamczewski-Bugeaud-Luca.

Démonstration Rapellons que si le développement b-adique de x est donné par une suite
substitutive a croissance polynomiale, le réel x vérifie les hypotheéses de la proposition 19,
donc les hypotheses du théoreme précédent. [
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4.2 Images de fractions continues substitutives par une homo-
graphie rationnelle

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a une autre maniere d’écrire les nombres a partir
d’une entier ag et d’'un mot w = ajas ... € A : sous forme de fractions continues.
Les termes de Iécriture de la fraction continue étant tous strictement positifs (& 1’exception

éventuellement du premier), I’alphabet A désigne dans tout ce qui suit 'ensemble {1,...,b}.
Dans ce qui suit, pour a9y € Z et w = ajaz... € A, nous écrivons : x = [ag; W] pour
désigner le nombre réel :
1
r=ap+
0 . 1
a
' 1

Définition 4.2.1. Soit un ensemble fini de mots de méme longueur € = {W;} et w. La fonction
associée gapfv est définie comme dans la définition 3.3.3. Nous appelons coupure a la hauteur
H de la plage de longueur L la fonction suivante :

CI?,‘Z(Z) { =0 st maXi§j§i+L{gap§v(j)} <H
=1 st maXiSjgz‘-}-L{gapfv(j)} > H.

Cette famille de fonctions Cg‘z permettent “de faire disparaitre” les plages de longueurs L
sur lesquelles il n’apparait que des facteurs W (ou W; € &) pour lesquelles la puissance n est
jugée “trop petite”. Pour une suite substitutive w a croissance polynomiale, il existe un ensemble
£ tel que pour tout K € N, la fonction C’Z‘Z n’est pas identiquement nulle. En effet, il existe un
mot W tel que pour tout entier n € N, le mot W™ est un facteur de w = 0°°(0) (corollaire du
Lemme 15). Il suffit alors de supposer qu'une puissance entiere de W appartient a £.

Dans tout ce qui suit, dans le cas d’une suite substitutive, E est ’ensemble (fini) de tous
les mots W primitifs tels que pour tout entier n, W est un facteur de 0°°(0). L’ensemble &
est construit a partir de I’ensemble F comme cela a été indiqué dans le chapitre précédent
au paragraphe 3.3 (en prenant le ppcm des longueurs des mots de F). Lorsqu'’il n’y aura pas

s c e 5 . SO A Ew
d’ambiguité sur 'ensemble £ ni sur w, nous écrirons C'y 1, plutot que C ;.

Rappel 1 Pour une suite w point fixe d’une substitution a croissance polynomiale d’ordre au
moins cubique, la fonction Cp r, possede des plages arbitrairement longues [[i, j]] sur lesquelles
Cu,1r # 0 (Proposition 18 et son corollaire).

Rappel 2 Cette fonction Ck g est assez similaire a la fonction maxf,%ﬁw qui permet de
compter le nombre de “pics” supérieurs a H de la fonction gapg dans une méme vague K-
croissante ou K-décroissante. En effet, la fonction Ck p permet de détecter la présence d'une
telle vague (sur laquelle elle doit étre constante égale a 1) tandis que la fonction maXUKdﬁe calcule
le nombre de fois que la fonction gapt dépasse la valeur H dans une vague.

En 2005, B. Adamczewski et Y. Bugeaud [ABO05] ont amélioré le critére de transcendance de
J.-P. Allouche, J. Davison et M.Queffélec de [ADQZ01] et [All00] qui permettait par exemple
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de démontrer la transcendance d’un réel dont I’écriture en fraction continue était déterminée
par une suite sturmienne ou celle de Thue-Morse (voir [Que98]). Le critere de transcendance
d’Adamczewski-Bugeaud s’applique a une plus grande famille de suites substitutives. La démonstration
du cas de la suite de Thue-Morse a pu d’ailleurs étre simplifiée dans [ABre]. Toutefois, cette
famille de suite ne contient toujours pas les points fixes des substitutions a croissance polyno-
miale. En effet, il est nécessaire (mais cette fois, plus suffisant) que la suite vérifie un critere de
puissance o = 1+ €. En nous inspirant de ’étude de la premiére partie de ce chapitre, nous nous

sommes demandé si I'image d’un réel x = [ap; W] o w est le point fixe d’une substitution a
croissance polynomiale par une homographie y = ‘éfifl pouvait vérifier un tel critére de puissance

a>1.

Plus généralement, nous nous sommes posé la méme question pour un réel x = [ag; w] dont
I’écriture en fraction continue vérifie les hypotheses de la proposition suivante empéchant le
critere de puissance « =1+ € :

Proposition 21. I existe un ensemble fini de mots € = {W;}, une suite (N;);en, K, H > 0 et
M >0, tels que gapfv vérifie les conditions :

j:NZ j:Ni—l
(Ni=Nie)+ > [Wylgapl () < Nica + Y [Wlgaps, (4)
Jj=Ni—1+1 J=1

Vi € N, maxK, H N;) < maxBH (N, 4+ M)

vague( vague

L’idée que nous développons est la suivante : dans le cas de I’étude des multiples de réels
substitutifs, nous avions trouvé une grandeur G(n) qui augmentait régulierement (en fait, quitte
a considérer une puissance de o, G(n) augmentait a chaque itération). De plus, en passant de
T a rix + re, nous avons montré que cette grandeur ne variait que tres peu : pour rix + ro, si
G'(n) est la grandeur de 2’ = h(z), |G'(n) — G(n)| < K pour K > 0.

Cette grandeur G(n) était la longueur de la plus grande plage W apparaissant dans o™ (0).

Cette grandeur ne nous suffit malheureusement pas pour I’étude de la fraction continue de
I'image par une homographie rationnelle d’une fraction continue substitutive. En effet, nous

. az+b . . . . .
allons voir que pour 2777, nous ne pourrions pas obtenir une meilleure approximation que

Ky < (C;;/((:)) < K.

Nous avons donc été obligé de trouver une autre grandeur vérifiant |G'(n) — G(n)| < K pour
K > 0. Cette grandeur est la valeur de maXdegLe, évaluant le nombre maximal de pics contenus
dans une méme vague dont il nous faudra choisir correctement le pas K et la hauteur minimale
H.

Le travail présenté dans cette deuxieme partie de chapitre montre que si x vérifie les hy-
potheses de la proposition ci-dessus pour K et H donnés, il en est de méme de h(z) = ‘c‘;cis,
quels que soient les rationnels (a,b,c,d) avec a ou ¢ non nul et ad — be # 0 pour K' et H’
a déterminer (remarquons que nous pouvons supposer a,b,c et d entiers, quitte a récrire la

fraction). C’est le résultat du théoréme 4.2.3.

Notation Dans tout ce qui suit, lorsque V' € A* est le préfixe d'un mot W, nous notons Wy,
le mot W privé du préfixe V.
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Notre preuve repose sur plusieurs résultats :

e Le théoreme de Lagarias-Shallit [L.S97] montre que I'image d’une fraction continue & coef-
ficients bornés par une homographie rationnelle est une fraction continue a coefficients bornés.

Théoréeme 4.2.1. Soit x = [ag; W] pour ap € Z et w € A* ={1,...,b}.

Soit h(x) = b — [bo; w'] = [bo; b1, b2 .. ].

Il existe alors M > 0 tel que : ¥Yn € N;b, € B={0,1,..., Mb}.

e L’algorithme de Raney [Ran73] : étant donné un entier ag € Z et une suite w = aj ... a
valeurs dans A, nous construisons une suite construite sur 'alphabet {L, R} en posant

L,R __ ymax(0,a9 ai 7 a2 Pas
whlt = pmex(Oa0) par paz pas

Le choix des lettres L et R est expliqué dans I’Annexe A ou l'algorithme est détaillé. Le premier

terme L™ax(0:00) et mis & part car ag peut étre négatif. Dans ce cas, la premiere lettre du mot
L,R

wg,  est un R car max(0,a9) =0 et a3 > 0.

Le théoréme de Raney montre que si @ = [ag, W] et h(z) = [bp, w'] pour h homographie
rationnelle, il existe un transducteur 7 et des préfixes P; et Py de wag™™ et de w’bLO’R tel que
'image par T de w ', est égale 4 w'2F

ge p as /p, st ég b /Py
Théoréme 4.2.2. Soient ag,bg € Z, W = ay... et W = by ... deuzw suites infinies et h une

homographie rationnelle telles que x = [ag; W] et h(z) = [bo; w'].
Il existe un transducteur T sur ’alphabet {L, R} dont le nombre d’états est fini, des mots Py
et Py de A* tels que

L,R _ LR
T(Wao /Pl)_wbo /P2

Gréace au fonctionnement de P'algorithme détaillé dans [Ran73] (voir aussi Annexe A), nous
montrons qu’a chaque plage W™ (pour n suffissamment grand) apparaissant dans la fraction
continue de x correspond une plage W™ dans la fraction continue de h(z).

Notre intérét se porte alors sur les liens entre |W| et |W/|, entre les deux entiers n et n’ puis

. K,H . ,
finalement entre les deux fonctions maxyggue des deux suites w et w'.

4.2.1 Quelques rappels sur I’algorithme de Raney

Commencons par rappeler rapidement le fonctionnement de ’algorithme de Raney [Ran73].
Soit y = h(z) = i;fig Le résultat de Raney assure le fait que si © = [ag; a1, az...] pour des
entiers a; positifs, et si ab — cd # 0, les coefficients de la fraction continue de y peuvent étre
déterminés a 'aide d’un transducteur, objet similaire & un automate dont le nombre d’états est

fini.

Notation Lorsqu’il existe M > 0 tel que a/M < b < aM, nous notons a <7 b.

Définition 4.2.2. Nous dirons que T = {S,V} est un transducteur lorsque S désigne un
ensemble fini non vide (’ensemble des états de T ) et V est un ensemble fini de quadruplets
(S1,V1,Va,83) (I'ensemble des transitions de T ) pour lesquels Sy et Sa sont deuz éléments de S
(deux états) et Vi et Vo deux mots finis non vides (respectivement les mots d’entrée et de sortie)
formés sur Ualphabet C tels que :

— Si (S1,V1,Va,82) €V et (S1,V1, V5, 55) €V, alors Vo =V et So = S5.
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— Pour tout S1 € S, l’ensemble des mots Vi tels qu’il existe un quadruplet (S1, V1, Va, S2)
forment unun ensemble générateur de l’ensemble C* dont aucun sous ensemble n’est générateur
de C*.

Remarque Dans ce cas de transducteur a états finis, il existe une constante absolue C' telle que
max{|V;| | Vi est un mot d’entrée ou de sortie de 7} < C.
Notation Pour un préfixe V' d’un mot W, nous notons Wy, le mot W privé du préfixe V.

L’algorithme de Raney fonctionne donc de la maniere suivante : si z = [ag; a1 .. .| = [ap; W],
nous notons wi' = [max(0.e0) Ra1  De méme, pour y = h(z) = [bo;br...] = [bo; W], nous

notons w’bOL’R = [max(0.bo) b1

Proposition 22. I existe P; et Py deux mots finis de {L, R}*, un transducteur T sur l’alphabet
C={L,R} et un état Sy de T tel que :
L,R L.R
W;)O = Py Ts, (W, /P1)’
ou Tg, signifie que l'initialisation du transducteur T se fait a ’état S;.

Dongc, quitte a omettre un préfixe de chaque suite wg(;R et wéOL’R, ces deux suites sont images

I'une de 'autre par un transducteur dont le nombre d’états est fini.
Dans tout ce qui suit, nous supposons que le probleme est “simplifié¢” et donc que

L,R L,R
Tsl (Wa()’ ) = Wg)o N

Ce qui nous intéresse se passe “loin”. L’ajout ou le retrait d’un préfixe ne change pas ’essentiel
des résultats qui suivent.

Lemme 30. Soient ULT et U B8 deux mots de {L, R} € C* tels que x = [U..] et h(z) =
[U"...]. Supposons que Ts,(UHF) = U’ '8 correspond a I’homographie h. Alors I’homographie
h=Y correspond & une transformation Ts,(U' B8 ) telle que Ts, (U’ 1F) = ULR,

Démonstration Le fait que si 7g, (UXR . .) = U’ LB | il existe un état S tel que Tg, (U7 .. ) =
ULR . est un résultat de Raney (voir [Ran73]). Ce que nous voulons montrer ici est que si
U correspond exactement & U par la transformation 7g,, alors UM correspond exacte-
ment & U'"" par la transformation h=L. Soit Ts,(U" BB) = U” LR Par I’absurde, supposons
par exemple que |U” LE| > |ULE| alors ULS = U” L'F pour un mot S non vide. Soit
ur Lk = yghRg £ " LR Alors :

~ le mot Zg, (U" & ...) doit commencer par U’ &%

— le mot 7g, (U” L1 ...) doit commencer aussi par U’ 1#

— le mot Tg,(U" &%) ... doit commencer par U” % d’aprés le premier point.

Mais d’apres le deuxieme point, il existe un mot S’ tel que le mot 7s, (U’ »%)S" doit com-

mencer par U” LB .. Cela contredit le dernier point puisque U” LB £ U IR,

Le cas |U” BF| > |UBE| se traite de la méme maniére.

Finalement, nous avons bien correspondance dans un sens comme dans I'autre entre U % et
U’ B 3 travers le transducteur 7. [J

Proposition 23. Soit £ un ensemble de mots de méme longueurs L > 0 et W € £. Supposons
que wg(;R commence par UW™ pour un mot U fini non vide et n entier. Si n est assez grand,

WgOL’R —ow" pour : B
Ul =um |U|
(W[ =nm [W|=L

/
n=yn
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Démonstration A un mot d’entrée V; facteur de Wg(;R correspond un mot de sortie V5 facteur
L . Coa
de wgo H . Comme le nombre d’états du transducteur est fini, il existe deux constantes c et C

ne dépendant que du transducteur telles que

Donc si V =T (U), c|U| < |V| < C|U|.

D’autre part, pour chaque occurrence de W, quitte a prendre une puissance de W pour
éviter que le transducteur ne transforme W entierement en une seule fois, 7 s’initialise quelque
part dans W pour la premiere fois a la place ¢ en I’état .S;. Il lit alors toujours le méme mot V;
commencant a la place ¢ dans le mot W faisant parti des mots de transitions de 1’état S;. Le
couple (S;, 1) caractérise exactement ’état du transducteur juste avant de lire le mot V; : ainsi,
lorsque dans une autre occurrence de W, le transducteur se trouve exactement avec le méme
couple (S;,1), les mots de sorties seront identiques.

Comme le nombre d’états possibles S; est borné par S, de méme que le nombre de places 7
possibles par L = |W/|, si n > SL+1, il existe deux occurrences distinctes de W, disons n; < ng
pour lesquelles le transducteur s’initialise exactement de la méme maniere.

De plus, pour les entiers n; = n; + i(n2 — ny), le transducteur s’initialise encore de la méme

s . L,R e .
maniere. Donc, la suite wgo " est périodique pendant un certain temps. La somme des longueurs

de sa pré-période U et de sa période W est de plus inférieure &
Ul < [OW| = |T(UW)] < C(UIW) < CL x SL|U|

W|<TW5) < CL x SL
Et en partant de UW™ pour n > SL + 1, nous obtenons :

TUW™) =TW".

Supposons maintenant que n et n’ sont maximaux (W n’est pas un suffixe de U et W n’est
pas un suffixe de U). Montrons que |U| < K'|U| pour une constante K’ absolue.

Remarquons que si 2’ = h(z), alors x = h/(2) = ;ﬁ?l_zb. Si deux préfixes de z et 2’ se
correspondent par I’algorithme de Raney en considérant la transformation ' = h(z), ils doivent

aussi se correspondre par I'algorithme de Raney par la transformation z = h'(z’). Ainsi, d’apres
le lemme précdent, T(Wn,) =U"W" " Avec, UW" = U"W" ",

Supposons alors par exemple que |U| < ll({'|L_225L' Alors, |U"| < CL2S%‘L;22SL < |U| — 2L. Cela
signifie que W'"" commence strictement avant W™. Par chevauchement des deux “puissances”,
W et W” sont la puissance d’un méme mot primitif. De plus, UW™ = U"W"™" pour |U"| <
|U| — 2L. Donc n n’était pas la puissance maximale possible.

Finalement, si n est supposé maximal, |U| > ‘glj.:fSL. Si |U| > 4L, alors |U| — 2L > % et

|U| > % Sinon, quitte & décaler la période W d’une place vers la droite, il est toujours
possible de poser U > 1 > %.

Dans tous les cas,

— < |U| < M|U
M_| | < M|U]

Il est évident que @ < |W| < CLS|W|, puisque |W| = L et [W| > 1.
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La formation des mots W est essentiellement due & la plage W™. Cependant, il se peut que
certains se forment sur un suffixe de 7 (U%®) en réitérant le raisonnement fait pour la longueur
de U )

Finalement, il existe M > 0 tel que % < [W"| < MW

Ainsi il existe M > 0 tel que, |U| <p |U|, [W| < [W], et [W?| =<, |Wn,] Des deux
derniers résultats, nous déduisons n <y n’ O

4.2.2 Cas d’une écriture périodique

Les nombres y = [ag, W] qui possédent une écriture ultimement périodique sont les nombres
irrationnels quadratiques. Alors, h(y) est encore un irrationnel quadratique. Nous nous intéressons
aux liens entre les pré-période et période de y et les pré-période et période de h(y).

Lemme 31. [l existe une constante K ne dépendant que de h telle que siy = [U,...] et h(y) =
[U',...] sont deux préfizes qui se correspondent (via Raney ou l'algorithme “habituel”),

" !
— < |U'| < K|U|.

Démonstration Via Raney, pour passer de U & U’, nous passons par trois étapes : U — UFE,
puis ULE — U'EE et enfin U'ME — U,

Comme le transducteur est a états finis, |[ULF| =<5, |U'MF| (Proposition 23). Grace au
théoreme de Lagarias-Shallit, |[U"FF| =<, U'.

Enfin, comme A est fini, |U| <, [UFF|.

Finalement, |U| = |U'].

Corollaire De la méme maniére, nous déduisons le fait que siy = [UV ...] (U etV dans A*) et
h(y) = [U'V'...] (U et V' dans A*) tels que T(ULR) = U'HR et T(UVER) = U'V'EE ] alors
TVERE =y LR ot donc que |V| =p V']

ar+b
cx+d”

Dans tout ce qui suit, a,b, ¢, d sont des entiers et ' = h(z) =

Lemme 32. Soit x = [UV"W] pour U,V finis, W infini et n > 0 entier mazximal (cela signifie
que V n’est pas un suffive de U ni un préfize de W.) Si n est assez grand, ' = [UV" W] pour
U,V fini, W infini et n' > 0 entier mazimal.

Démonstration Supposons que x = [UV"W] pour U, V finis, W infini et n > 0 entier maximal.
Il est facile de voir alors que W(f(;R = UbRyLE nyy LR
D’apres la proposition précédente, WZOL’R — ULRYLR "VLR,

Donc finalement, w’ = oV W O

Lemme 33. Dans les mémes conditions que le lemme précédent et d’aprés ce qui précéde, il
existe une constante M telle que

‘U| M ’U‘, ‘V‘ =M ‘V‘ et n’ mMn
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Démonstration Le passage du mot w au mot w(ﬁ;R se fait facilement puisque I’alphabet A est

. . L L (s s . . . .
fini. Celui de wa(;R au mot wéo o 66 démontré dans la proposition précédente. Enfin, celui

de WgOL’R au mot w’ se fait facilement puisque B est fini. (]

Corollaire Si la fonction gapfv correspond au réel z, la fonction gapfvl, correspondant au réel x’/
vérifie la propriété :
Vi < Ny, 3j < Ny, gapl (i) =ar gap (5)-

Ce lemme montre que les “grands pics” de la fonction gapfv sont en bijection avec les “grands
pics” de la fonction gapfvl/. Nous sommes donc capable de mettre en relation les vagues K-
croissantes de la suite w avec les vagues M K-croissantes de la suite w’. En effet, si la distance
entre deux pics est bornée par K dans la suite de départ, elle sera bornée par M K dans la suite
d’arrivée puisqu’a un mot de longueur K correspond un mot de longueur inférieure & M K par
I’algorithme de Raney.

De méme, & un pic de hauteur H de la suite de départ correspond un pic de hauteur H' telle
que H/M < H' < M H dans la suite d’arrivée.

Lemme 34. En particulier, si H > M, lorsque Cy (i) # 0, il correspond un j tel que
Ci.xkm(j) # 0. Plus généralement, lorsque H > aM et Cy (i) # 0, il existe j tel que
Ca,xm(j) # 0.

Corollaire 1 Lorsqu’il existe une vague [[4, j]] telle que Cy i (m) # 0 pour m € [[4, j]], il existe
une vague [[7/, j']] telle que |j —i| = |j' — | et Cu jp,(m) # 0 pour m € [[i/, j']].
M>

Corollaire 2 Supposons que pour j entier, mavadﬁe (j) = L, ce qui signifie que L est le nombre
maximal de “pics” supérieurs a H dans toutes les vagues K-croissantes ou K-décroissantes
existant avant I'indice j de la fonction gapg,.

Alors, d’apres le Lemme 33, & chacun de ces pics correspond un pic de gapfv/, supérieur a
L/M. Ainsi, si j' est 'indice correspondant & j dans la suite d’arrivée,

max /MM () > I

Remarque 1 Mais ce raisonnement est vrai dans I'autre sens puisque w est aussi I'image de w’

C . . . . H/M,KM , .
par une homographie utilisant le méme transducteur 7. Ainsi, lorsque pour j, rlnaocw/gu6 () >
L, nous devons avoir aussi pour j correspondant a j' I'inégalité :

H/M?2 KM?2/ .
maxva/gue (j) Z L.

. . . H/M? KM?, . )
Par contraposition, si pour j, maxva/gue’ () < L, alors pour j',

H/M, KM ;
maxva/gué (]/) < L.
Cette remarque permet de rappeler finalement que :

max/LE () < maxHALEM (51) < yaIM5EME (5
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Ainsi, lorsqu’il existe une constante G > 0 telle que pour la suite de départ,

HEK

. H/M? KM?
|maX'uague (.7) - maxva/gue ’ (])| < G7

. H/M,KM , . . .y .
la fonction maxm/gue (j/) correspondante pour la suite d’arrivée se comporte de la méme
maniere que la fonction de la suite de départ.

Nous supposerons dans toute la suite qu’il existe des constantes H et K positives telles que
cette condition soit vérifée par la suite w.

Remarque 2 C’est le cas pour toutes les suites substitutives & croissance polynomiale d’ordre
au moins cubique. En effet, la croissance des pics étant linéaire au fil des itérations, pour H assez
grand, les pics supérieurs & H sont uniquement formés par les plages WV, WPV, Wn+2r
pour des mots V; bornés. Sur ces plages, la fonction gap$, ne prend qu'un nombre N, fini de fois
des valeurs entre H/M? et H. Ce nombre ne dépend que des valeurs possibles de p. Ce nombre
de valeurs possibles étant fini, il suffit de considérer le maximum des V.

4.2.3 Théoreme principal

Théoréme 4.2.3. Soit x = [w]| tel que w vérifie les hypothéses (Hyp) suivantes et h une
homographie a coefficient rationnels non triviale.

(Hyp) II existe une suite (N;)ien, des constantes H, K, G et M positives tels que gaps, vérifie
les conditions :

. 2 2,
max /55 (7) — max{T KM () < G
j=N; J=N;_1
(Ni=Nie))+ > [Wylgapl () < Nica + Y [Wlgaps,(4)
Jj=Ni—1+1 J=1

Vi € N, maxmgue(N,-) < maxmgue(Ni + M),
Alors, le réel h(z) vérifie encore les hypothéses (Hyp). De plus, les réels x et h(x) ne vérifient
aucun critere de puissance o > 1.
Démonstration Soit G(n) = max"K -vague(n) pour la suite de départ et G'(n) = max!K vague(M)
pour la suite d’arrivée.
D’apres la remarque 2 précédente et la premiere condition

HK
vague

(j) — max/MERME () < @,

|maX vague

si n et n’ se correspondent, les grandeurs G(n) et G'(n’) vérifient :
|G(n) — G'(n)| < G et

G(n) est une suite strictement croissante.

Nous en déduisons que la suite G'(n’) est “presque” strictement croissante, i.e. :

AT eN,Vn e N,G'(n' +T) > G'(n').
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Ainsi, quitte a considérer la sous suite (n'T),/en, nous avons G'(n’ + 1) > G'(n’). D’autre
part, la sous-suite (N;7);en possede la méme propriété que la suite (NV;);en, & savoir que :

Jj=N;T J=N@-nr
(NiT = Na-nr)+ > IWjlgans () < Na-pr + Y [Wjlgap& ()
J=Ng_nr+1 j=1

Le réel h(z) vérifie donc encore les hypotheses de la proposition. Il ne vérifie aucun critere
de puissance o > 1 [

Corollaire Soit ag € Z et w une suite non ultimement périodique & croissance polynomiale, et
x = [ap; W], aucune des écritures des h(x) en fraction continue (h non triviale) ne vérifie de
critere de puissance o > 1. Il n’est donc pas possible de leur appliquer le théoréme d’Adamczewski-
Bugeaud.

Démonstration Les suites a croissance polynomiale d’ordre supérieur ou égal a 3 vérifient les
hypotheses de la proposition. Nous excluons les suites a croissance linéaire qui sont ultimement
périodiques correspondant donc aux cas des irrationnels algébriques. Reste donc a montrer le
résultat pour les suites dont la croissance est quadratique.

Regardons ce qui se passe dans le cas du réel x = [1,2,1,1,2,1,1,1,2,1,1,1,2...], cas qui
se généralise.

Le seul mot primitif qui se répeéte a toutes les puissances entieres est le mot 1. Donc E = {1}
et £ = {1} également.

La fonction gapé(n) = n pour tout n € N.

Soit h(x) = ‘C‘;”is une homographie non triviale. Les différentes plages 11...1 = 1™ sont
transformées en plages P;W;"S; par l'application du 'algorithme de Raney. Cet algorithme ne
peut s’initialiser au début du mot 1™ que d’un nombre fini de manieres différentes. Ainsi, il
n’existe qu'un nombre fini de préfixes de 1" (n supposé assez grand) lus par 'algorithme juste
avant qu’il ne commence a “se périodiser”. De la méme maniere, il n’existe qu'un nombre fini
de maniere d’arréter de produire le mot W; lorsque ’algorithme arrive a la fin de la lecture
du mot 1™. Ce raisonnement mene & la conclusion suivante : les mots P; et S; sont & valeur
dans un ensemble fini et il existe un nombre fini de «; et §; rationnels tel que qu’elle que soit
I'initialisation de I'algorithme au début du mot 1", la puissance n; rationnelle du mot W; vaut :

ni = an + B pour a € {a;}ier, B € {Bitier-

Ainsi, si & = {W;}ier, & un entier n € N, il est possible d’associer un entier v(n) = an + 8
tel que & la plage 1" corresponde une plage “longue” de taille v(n). Réciproquement, si n’ est
suffisamment grand, comme « et 3 sont bornés, VVZ-"' provient automatiquement d’une plage du
type 1" et donc n' = an + (.

Supposons maintenant que UV V' soit un bégaiement de h(z). Il doit correspondre & ce V'V’
un bégaiement dans la suite gap‘;“;zm) (7).

Si ce bégaiement dans la fonction gapizx) contient des éléments n’ suffisamment grands, il
leur correspond un entier n tel que n’ = an + 3. Ainsi, quitte & considérer une coupure de
la fonction gap & une hauteur suffisante, les valeurs strictement positives de gap® et de gap®
se correspondent. Soit alors ng,ny ... n%_1,nh = ng, N = 0. ..n’KH = n} le bégaiement
apparaissant dans gap®. Alors il correspond un entier n dans gap® tel que :

n{):aon+ﬂo,n'1:al(n—i-l)—i-ﬂl...
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_ny _ __oontfo  _ M _ a;n;+5;
Alors 1 = = aK(nO-*'K)-OFﬁK DR n/KJH - aK+j(nilé+j)]+ﬁK+j'

Comme I'ensemble des couples (v, B;, @iy ¢, Biy i) possibles est fini, disons de cardinal C, si

J est suffisamment grand, il existe au moins Z indices pour lesquels le quadruplet est le méme,

disons («, 3,a/, 3"). Pour deux de ces indices i1 et ia,

aiy + 06 1= aig + 3
O/(i1+K)+,8l a/(iQ—I—K)-Fﬁ,

air+ 08— (aig+ ) =/ (1 + K)+ 8 — (& (ia+ K)+ )
aliy —i2) = o' (i1 — ia)
Donc o = o puisque i1 # i2. Ainsi, par exemple, ai; + 5 = a(iy + K)+ 3 et K = %ﬁl
appartient donc € un ensemble fini.

Donc si le bégaiement UVV” est tel que |U| est de I'ordre de n?, lemot [V| < 3, xi <
n?. 11 est donc impossible de trouver une suite de bégaiements vérifiant un critére de puissance
a> 1.

Le cas général d’une substitution a croissance quadratique se traite de la méme maniere en
envisageant la fonction gap® pour E, ’ensemble de tous les mots primitifs appariassant & toutes
les puissances n € N et £ un ensemble de mots correspondant de longueur ppem{|W| | W € E}
et en utilisant le fait que la croissance de la fonction gap est d’ordre linéaire : quitte a extraire,
gapt(a(n)) = aa(n) + b en lieu et place de gapt(n) =n. O
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Annexe A

Algorithme de Raney
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probleme de ’application d’une homographie a
un réel dont on connait ’écriture en fractions continues. Nous désignons par h 'homographie
ar +b
h(z) =
cr +
Soit alors o un nombre réel différent de —d/c dont nous connaissons ’écriture en fractions
continues [ag; a1, as . ..]. Nous nous proposons d’étudier I’écriture en fractions continues du réel
ﬂ = h(a) = [bo;bl,bg .. ]
Pour calculer la suite (by,)neny = b, nous utilisons 1’algorithme de G. N. Raney [Ran73] que
nous allons détailler au fur et a mesure de sa programmation dans le langage Maple.
Expérimenter cet algorithme sur des nombres réels dont les développements en fractions
continues sont fixés par des suites substitutives nous a permis de constater que certaines pro-

priétés combinatoires de la suite de départ (a,)neny = a apparaissaient encore dans la suite
b.

ou a, b, c et d sont des entiers relatifs.

La compréhension du fonctionnement de ’algorithme nous a ensuite permis de démontrer ce
résultat que 'expérience nous avait suggéré.

A.1 Les différentes étapes de I’algorithme de Raney :

De maniere générale, dans tout ce qui suit, (a,)n,eny = a désigne la suite des coefficients la
fraction continue du réel o = [ap; a1, as . ..]. Nous supposerons a ¢ Q de maniere a ce que a soit
une suite infinie.

La suite (b,)neny = b désigne la suite des coefficients de la fraction continue du réel g =
[bo; b1,b2...] = h(«).

Nous supposons que la suite a est a valeur dans un ensemble fini que nous désignons par
A=1{0,1,...,k}. On rappelle que le i coefficient a; doit étre strictement positif lorsque i # 0.

La premiere étape de 'algorithme de Raney est de construire a partir de la suite a a valeurs
dans A, une suite notée a“® & valeurs dans ’alphabet {I,7}.

Dans la deuxiéme étape, nous faisons passer la suite a®* dans un transducteur 7 et nous
obtenons une suite b2 = T (af), toujours & valeurs dans I’alphabet {I,7}.

Enfin, nous reconstruisons la suite b finale & partir de la suite b, Cette suite b est & valeurs
dans un ensemble fini B = {0,1,...,k'} ou k' peut étre majoré en fonction de k (travaux de
Lagarias et Shallit dans [LS97]).

A.2 Analyse et programmation de ’algorithme de Raney :

A.2.1 Quelques notations :

Les lettres p,q,p’,q',d,1,j,k, s1, 59,9 désignent dans toute la suite des entiers strictement
positifs. L’entier d est souvent le PGCD des entiers p et q.

A Taide des entiers p et g, nous construisons le vecteur colonne x = <p >

Les lettres [ et r sont les élements de 1'alphabet {I,7}.
Les lettres M, N désignent des matrices.

Les lettres L et R désignent les matrices L = <1 ?) et R = <(1) i) de My (R).

Nous rappelons que pour tout entier m € Z, L™ = <7711 (1]> et R™ = <(1) T)

Un élément de 'ensemble {L, R} sera désigné par la lettre S;.
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La lettre W, désigne également une matrice de Ma(R)souvent associée a un nombre rationnel
p/q ou a un vecteur colonne x.

A.2.2 Calculer un mot a partir d’'un nombre rationnel :

Soit P = {<§1> ER2|E; > 0,80 > 0,68 # 0} le quart de plan supérieur droit de R? privé
2

de l'origine.

&1
&2

suite (S;i)ien+ @ valeurs dans {L,R} et une suite X = (X;)ien @ valeurs dans P telles que
X = Xy et pour tout entier ¢ > 0,

Lemme 35. Pour un vecteur X = ( > € P, il est posible de construire par récurrence une

X =515...5X;.

Démonstration : pour X = (§1>, si &1 < & (respectivement & > &), alors X' = L 'XepP
2

donc X = LX' (respectivement X = RX').

Ainsi, X = X = 51X1 = 515X2=51...5X, avec S; € {L, R} et X; € P pour tout i > 0.
Remarque : cet algorithme permet de déterminer une suite de maniere unique lorsque pour
&
3

tout entier ¢ > 0, le vecteur X; = ( ) vérifie la relation & # &. Ce résultat meéne au lemme

suivant :

Lemme 36. soit X = <§1> e P.
2

n
Si &1/& € Q, il existe un entier n tel que X,, = <§}l> et &0 =0 = Y N EY. Lalgorithme
2
précédent permet donc de construire deux suites {S, L, R} et {S,R,L>®} ou S = 51,5...5,
est déterminé de maniére unique.
Si &1/&2 ¢ Q, pour tout entier i, £ # & et Ualgorithme précédent permet de construire une
suite S = {51, 52,...} de maniére unique.

Démonstration : ce résultat est entre autres démontré dans les travaux de A. Hurwitz [Hur94]
et rappelé dans [Ran73].

Notre premiere procédure éxecute cet algorithme pour & = p et &2 = ¢ deux entiers. Elle
détermine le produit W), ,, des matrices L et R, entier d = p A q.

La variable “List” conserve les différentes matrices S; tandis que la variable “List2” conserve
les lettres correspondantes ( r pour une matrice R et [ pour pour une matrice L ).

> restart; with(StringTools):with(LinearAlgebra):
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rationalword := proc (p,q)

local i,j,k,M;

global pgcd,List,List2,L,R;

R:=< <1,0>1<1,1>>:

L:=< <1,1>1<0,1>>:

i:=p; j:=q; List:=[NULL]; List2:=[NULL]:

while 1 <> j do

if i>j then
i:=i-j;List:=[op(List),R];List2:=[op(List2),r];
else
j:=j-i;List:=[op(List),L];List2:=[op(List2),1];
end if;

end do;

M:=< <p,q>>;

pgcd:=i;

end:

VVVVVVVVVVVYVVYVYVYV

d est dite équilibrée en lignes (row-balanced en anglais)
si et seulement sia >cetd>boubiena <cetd<b.

P . a
Définition : une matrice N = <
c

En supposant que det(NN) > 0, la condition a > ¢ et d > b est la seule possible a cause du
déterminant qui doit étre positif.

L’ensemble RB,, est composé des matrices équilibrées en lignes et de déterminant n € N*.
. P d—2b
Pour une matrice N € RB,, posons r(N) = =

q a—c
et g sont tous les deux des entiers positifs. Il existe donc une matrice Wy = W,

P
P\ _ d _
<q> =Wy (d) pour d =pAgq.

Le théoréeme 4.4 de [Ran73] démontre que pour toute matrice N € RB,, il existe un unique
triplet (d, s,s") tel que :

). D’apres ce qui précede, p
/q tel que

s+d s
NWN:< s s+d>'

Nous dirons que (d, s, s") est le triplet caractéristique associé a la matrice N.

La procédure suivante calcule pour une matrice N la valeur de son triplet caractérisitque
(d, s,s") et la matrice de transition Wy associée.

Pour cela, nous commengons par calculer le vecteur r(N) associé a la matrice N auquel nous
appliquons ’algorithme précédent. Cela nous donne la matrice Wy . Il ne reste qu’a calculer le
produit NWy pour identifier dans ’ordre les entiers s, s’ et d.
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gss := proc (N)

local a,b,c,d,p,q,e;

global g,s1,s2,MatTrip;

MatTrip:=N;

a :=N[1,1] ; b := N[1,2] ; ¢ := N[2,1] ; d := N[2,2];
p:=d-b ; q:=a-c ;

rationalword(p,q);

for e from 1 to nops(List) do

MatTrip := MatTrip.Listl[e];

end do;

s2:=MatTrip[2,1] ; sl:=MatTrip[1,2] ; g:=MatTrip[1,1]-s2;
end:

VVVVVVYVYVVYVVYV

Définition : une matrice N = (CCL Z

colonnes (doubly-balanced en anglais) si et seulement si

) de déterminant positif est dite équilibrée en lignes et en

a>c,d>ba>bd>c.

L’ensemble DB,, est composé des matrices équilibrées en lignes et en colonnes de déterminant
n € N*.

Le théoreme 4.5 de [Ran73] démontre qu’il existe une unique matrice @ équilibrée en ligne et
en colonne notée @ dont le triplet est (d, s, s’) pour d, s et s’ des entiers fixés. Notre procédure
suivante calcule pour un triplet (d, s, s’) donné, la matrice @ de DB, associée.

"+d
Cette matrice s’obtient en partant de la matrice <S ;,— s j_ d>'

La procédure doublybal (respectivement doublybaltrans) transforme une matrice équilibrée
en ligne, de RB,, (respectivement en colonne, de C5,,) en une matrice équilibrée en ligne et en
colonne, de DB,,.

Par exemple, pour le programme doublybal, lorsque la premiére colonne de la matrice ”do-
mine” la seconde, nous multiplions & droite par la matrice L=! afin de réduire le phénomene.
Finalement, en un nombre fini d’étapes, nous obtenons une matrice équilibrée en colonnes.

Comme tout au long de cette procédure, les matrices restent équilibrées en lignes, la matrice
finale appartient bien & I’ensemble DB,,.

Durant cette procédure, nous mémorisons également le mot wg associé a la matrice Wg qui
/
. s'+d S
ermet de passer de la matrice
P P ( s s+d
préfixes de wg nous serviront plus loin a calculer toutes les matrices équilibrées en lignes ayant
un triplet associé (d, s, s') fixé.

) a la matrice ) € DB,, équilibrée associée. Les
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doublybal := proc (N)

local a,b,c,d,P,s,e;

global R,L,DB,W_DB,W_DB2;

R:=< <1,0>1<1,1>>: L:=< <1,1>[<0,1>>:

P:=N: s:=0:

W_DB:=< <1,0>(<0,1>>; W_DB2 := NULL;

while s=0 do

a :=P[1,1] ; b :=P[1,2] ; ¢ := P[2,1] ; 4 := P[2,2];
if a>=b and c>=d then

P := P.L"(-1); W_DB := L.W_DB; W_DB2 :
else

if a<=b and c<=d then

P := P.R"(-1); W_DB := R.W_DB; W_DB2 :
else

s:=1;

end if;

end if;

end do;

DB:=P;

end:

doublybaltrans := proc (N)

local a,b,c,d,P,s,e;

global R,L,DB,W_DB,W_DB2;

R:=< <1,0>|<1,1>>: L:=< <1,1>[<0,1>>:

cat(1,W_DB2);

cat(r,W_DB2);

P:=N:
W_DB:=< <1,0>|<0,1>>; W_DB2 := NULL;
s:=0;

while s=0 do

a :=P[1,1] ; b := P[1,2] ; ¢ := P[2,1] ; 4 := P[2,2];
if a>=c and b>=d then

P := R°(-1).P; W_DB := W_DB.R; W_DB2 :
else

if a<=c and b<=d then

P := L°(-1).P; W_DB := W_DB.L; W_DB2 :
else

s:=1;

end if;

end if;

end do;

DB:=P;

end:

cat(W_DB2,r);

cat(W_DB2,1);

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVYVVYVYVYV

Soit n € N un entier fixé. Les états du transducteur 7 que nous utiliserons pour calculer les
coefficients de la fraction continue de (8 correspondent exactement & I’ensemble des matrices de
DB,.

Mais nous venons de voir qu’a chaque matrice de DB,, correspondait un et un seul triplé
s . s+d s

canwﬁxwmque(dﬁasﬁ.Pquuedet< o s+ d

dans un premier temps tous les triplés (d, s, s’) vérifiant la relation d(s + s’ + d) = n et dans un

. L . "+d
second temps d’utiliser le programme précédent en partant de la matrice <s ;,— s j_ g) Powr

= d(s+s'+d) = n, il nous suffit de trouver

obtenir ’ensemble de tous les éléments de DB,,.

Comme s et s’ sont des entiers positifs, d < s + s’ + d. Donc les entiers d sont les diviseurs
de n inférieurs a \/n.
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Puis, pour chacun de ces diviseurs d, s + s’ = 7 — d. L’entier s varie donc entre 0 et § —d

et ' =5 —d—s.

Chaque nouveau triplé est ajouté a la liste ListTrip.

triplets := proc(n)

local m,i,j,g,splus;
global ListTrip;
ListTrip:=[NULL]:
j:=floor(evalf(sqrt(n))):
for m from 1 to j do

if n/m=floor(n/m) then
g:=m ; splus :=n/m - g ;
for i from O to splus do
ListTrip := [op(ListTrip),< <g,i,splus-i>>]:
end do;

end if;

end do;

end:

VVVVVVVVYVYVVYVVYV

Nous sommes maintenant en mesure de calculer pour un entier n toutes les matrices équilibrées
en ligne et en colonne de déterminant n.

Pour cela, nous commengons par calculer tous les triplets (g, s, s') associés & l'entier n grace
au programme triplets(n).

/
. . . . s+ .
Puis pour chaque triplet, nous reduisons la matrice , g > en une matrice Qg s o
S 1<

s+g
équilibrée en ligne et en colonne grace au programme doublybal().

ListDB := proc(n)

local i,G,S1,S2,localN;

global ListMatDB;

triplets(n);

ListMatDB:=[NULL];

for i from 1 to nops(ListTrip) do
localN:=ListTrip[il;
G:=localN[1,1] ;

S1:=localN[2,1];

S2:=localN[3,1];

doublybal (< <S2+G,S2>[<S1,S1+G>>);
localN:=DB;
ListMatDB:=[op(ListMatDB),locallN];
end do;

end:

VVVVVVVVVVVYVVYVYV

Etant donné un mot w € {I,7}*, on définit la ramification ( immediate offshoot en anglais)
de w ’ensemble des mots v tels que :

— Tous les préfixes propres de v sont des préfixes de w.

— Le mot v n’est pas un préfixe de w.

La ramification du mot w est notée Ram,,.

Par exemple, la ramification du mot rrirll est ’ensemble {1, rL, rrr, rril, rrire, rririe, rririic}.

La procédure suivante calcule pour une matrice M de RB,, la ramification du mot wy,.




A.2. ANALYSE ET PROGRAMMATION DE L’ALGORITHME DE RANEY : 98

Le mot wj; est associé a la matrice Wy, qui vérifie

s4+d s
Mﬂ@r:( s s+d>'

En partant du mot wj; obtenu en appliquant le programme gss(M ), le programme ImmOff( M)
parcourt le mot en changeant & chaque étape la lettre qui est en train d’étre lue (I en r et r
en [) et stocke le nouveau mot obtenu dans la liste Bjse tandis que les matrices associées sont
stockées dans la liste Bjy.

ImmOff := proc(M)

local i,j,N,N2,Der;

global R,L,W_M,B_M,W_M2,B_M2,Dern;

R:=< <1,0>1<1,1>>: L:=< <1,1>]<0,1>>:

gss(M); W_M:=List; W_M2:=List2; B_M:=[NULL] ; B_M2:=[NULL]; Dern:=[NULL]; Der:=NULL;
for i from 1 to nops(W_M) do

N:=< <1,0>/<0,1>>; N2:=NULL :

j:=1;

while j <= i-1 do
N:=N.W_M[j];
N2:=cat (N2,W_M2[j1);
=i+

end do;

if W_M[i]=L then
N:=N.R;

N2:=cat (N2,r);
Der:=R;

end if;

if W_M[i]l=R then

N:=N.L; N2:=cat(N2,1) ;Der:=L;

end if;

B_M:=[op(B_M),N];

B_M2:=[op(B_M2),N2];

Dern:=[op(Dern) ,Der];

end do;

N:=< <1,0>[<0,1>>; N2:=NULL; j:=1;
while j <= nops(W_M) do
N:=N.W_M[j];N2:=cat(N2,W_M2[jl);j:=j+1;
end do;
B_M:=[op(B_M),N.L
B_M:=[op(B_M),N.R
end:

M2:=[op(B_M2),cat(N2,1)];Dern:=[op(Dern),L];
M2:=[op(B_M2),cat (N2,r)];Dern:=[op(Dern),R];

_

;B_
;B_

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVVVYVYVYV

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer les différents états et transitions d’un
transducteur permettant de transformer la suite alf en la suite b"f pour une homographie

dont la matrice <z d> est une matrice équilibrée en lignes et en colonnes et dont le déterminant
n est positif (a, b, ¢ et d sont toujours des entiers naturels).

Le théoréme 5.1 de [Ran73] démontre que pour M; € RB,, et pour tout élement v € Ramy, ay
de la ramification du mot wyy, associé a M, il existe une unique matrice My € DB, et un unique
mot vy dont la matrice Wy, associée vérifient la relation :

MWy, = Wy, M.
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Les états de ce transducteur sont les différentes matrices équilibrées en ligne et en colonne
de déterminant n. Nous savons les trouver grace a la procédure ListDB(n).

Pour chaque matrice M; de DB,, associée a chaque état du trasnducteur, et pour chaque
mot v1 € Ramy, My le programme calcule I'unique couple (Mas,v9) € DByxRamy, My vérifiant la
relation précédente.

Alors la transition de ’état My vers I’état M est représentée par le quadruplet (M, vq, ve, Ma).

Le mot vy (respectivement vq) est appelé le mot d’entrée (respectivement le mot de sortie)
de la transition de My vers Ms.

Le théoréme 6.6 de [Ran73] démontre que si M € DB, et si al*f est la suite construite &
partir du réel o, alors b est 'image de a®® par le transducteur précédent initialisé en 1’état
M.

2a+1

Nous reprenons l’exemple cité dans [Ran73]. Soit « = [2;2,2,1,6,2,...] et § = o

En posant S = R2L?R?L'RSL? ... et M = <? ;) € DBs3 , les différents états du transduc-
. . (3 0 (21 , (10
teur sont associés aux matrices A = <O 1) ,B = <1 2) et A' = <0 3>.

Les différentes transitions sont (A, R, R3 A), (A,LR,R,B), (A, L?R,RL* A"), (A, L3 L,A),
(B,L,LR, A), (B,R,RL, A, (A, L, L3, A"), (A, R’L, LR?, A), (A,RL, L, B) et (A, R® R, A').

La suite d’entrée est S = R2L2R?L'RSL? ... = (R)(RL)(L)(R)(R)(LR)(R)(R®*)(RL)(L) ...
Les états du transducteur par lesquels I’algorithme passe sont BA'BAAABA'A'BA. ..
Les mots de sortie sont (RL)(L)(LR)(R*)(R3)(R)(RL)(R)(L)(LR)...

Le mot final est donc RL*R°LRL?’R... = R'L*R°L'R'L? ... dont on déduit que la fraction
continue de # = [1;3,9,1,1,2.. ]
> Transit := proc(n)
local i,j,M_1,P_1,P_2,M_2,M,dd:
global L,R,Transitions,Transitions2:
R:=< <1,0>1<1,1>>: L:=< <1,1>1<0,1>>:
ListDB(n) ;Transitions:=[NULL] :Transitions2:=[NULL];
for i from 1 to nops(ListMatDB) do
M_1:=ListMatDB[i]:
ImmOff (M_1):
M:=M_1:
for j from 1 to nops(B_M) do
M_1 := M_1.B_M[j]:
M_1 := Dern[j]l~(-1).M_1:
if Dern[j][1,2]=L[1,2] then
dd:=1;
else dd:=r; end if;
doublybaltrans(M_1):
Transitions:= [op(Transitions) ,[M,B_M[j], Dern[j].W_DB,DB]];
Transitions2:= [op(Transitions2), [M,B_M2[j], cat(dd,W_DB2),DB]];
M_1:=M:
end do;
end do;
end:

VVVVVVVVVVVVVVVVYVVYVVYV




A.2. ANALYSE ET PROGRAMMATION DE L’ALGORITHME DE RANEY : 100

Avant de programmer la procédure principale de ’algorithme qui calcule 'image de al® par
le transducteur, la procédure Reduc(NV) permet de réduire un probléeme général de ’homographie
dont la matrice N est quelconque au cas particulier d’une homographie M dont la matrice est
positive équilibrée en lignes et en colonnes.

Lors de chaque étape, nous transformons le probleme (N, ai, 5) en un probleme “équivalent”
(N', o/, 3') jusqua ce que N’ € DB,,.

. s , , _[(a b+aag
Etape 1 : Si ag < 0, N est remplacée par N' = (c d+ aa0>'

aa+b __
cat+d

En posant, o’ = «a — ag, nous avons o/ = [0;ai,az...]. Or B = [by;b1,...] =
aa’+(b+aap)
ca/+(d+cagp) *

Donc les problemes (N, «, 3) et (N', o/, 3) sont équivalents.

Des lors, 'entier ag sera supposé positif ou nul.

Etape 2:

Si det(N) < 0 posons N’ = (Z i) et of =1,

Dans ce cas, si S est la suite obtenue a partir du réel «, alors INV(S) est la suite obtenue
a partir de la suite o/ ot INV(S) est obtenue en remplagant R par L et L par R.

. . /
Alors, 5 = Zgifl si et seulement si 3 = ZZ'J:Z'

Des lors, le déterminant det(V) sera supposé strictement positif.

Etape 3:

a+b b
Lorsque v < 1 et ab < 0 ou ed < 0, posons N’ = NL = <c+d d) et a = ;.

Alors, sia = L“"R* ... avec a; >0, o/ = LY 1R .

a a+b

En revanche, si « > 1 et ab < 0 ou c¢d < 0, posons N' = NR = <c c—i—d) et o/ =a—1.

Alors, si a = RWL“R® ... avec ap > 0, o/ = R0-I[M R |

Dans tous les cas, cela revient concretement a “effacer” la premiere lettre de la suite .. Dans
les deux cas, a’b’ > ab et ¢/d’ > cd et nous savons qu’au bout d’un nombre fini d’itérations, nous
obtenons ab > 0 et cd > 0, ce que nous supposons dans toute la suite.

A chaque intermédiaire de étape, 5 = Zg—tg si et seulement si 3’ = g,/g,/igi : les problemes
(N,a,3) et (N, &, 3) sont donc équivalents.

E‘tape 4:

Lorsque ¢ < 0 ou d < 0, posons N’ = —N en conservant les valeurs de o et de 3. Dans ce
cas ﬂ _ aa+b _ —aa—b

’ T catd T —ca—d’

Nous supposons donc que ¢ > 0 et d > 0.
Etape 5:
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= 6+ m pour m le plus

Sia<0oub<0, posons N = R™"N = <a+mc b—l—md) et 3

c, d
petit entier positif tel que a +mc > 0 et b+ md > 0 et posons 3’ = 3+ m. Alors les problemes
sont encore équivalents et on peut supposer a > 0 et b > 0.

Des lors, N est équilibrée en lignes et en colonnes et n = det(N).
Etape 6 :

Lorsque N n’est pas équilibrée en lignes, N = P(Q pour P une matrice de transition équilibrée
en lignes et en colonnes de déterminant 1 et () une matrice équilibrée en lignes. Ces matrices
sont calculées par le programme doublybaltrans() qui permet d’équilibrer une matrice en lignes.

- p _ (XY _ _ wh— i p o — LR _
Alors, si P = <z w>’ N =Q, 3 = i”zﬂfx, alors si P = PROD(V) et g/ =S, on a

BLR = V8. 1l faudra donc rajouter & la fin le préfixe V' & la suite obtenue par le transducteur.
Nous pouvons donc supposer que N est une matrice équilibrée en lignes.
Etape 7

D’une maniere similaire, lorsque N n’est pas équilibrée en lignes et en colonnes, il existe des
mots V1,Va et une matrice @ équilibrée tels que M.PROD(Vy) = PROD(V2).Q.

I T2
<1 <2

3 = _wjz%;yxz et N/ = @, les problemes (N, «, 3) et (N', &/, ') sont équivalents.

2 —
4 >, en posant o/ = AYL et
w2

—z1a+x1

Pour PROD(V) = ( 5}1) et PROD(Vy) — (
1

Enfin, si a®f = 8 et /5 = &' alors o/f est obtenu en supprimant le préfixe V; de la
suite S et S5 est obtenu en rajoutant le préfixe V5 & la suite S'.

Des lors, N peut étre supposée équilibrée en lignes et en colonnes.
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Reduc := proc(N)

local 1i,j,M,Suit2;

global Fraccont,Suit,a_O,R,L,etat,INT,ic,ic2, ie,iff,ig,ih,Determ,V_1,V_2,alpha;
R:=< <1,0>1<1,1>>: L:=< <1,1>[<0,1>>:

M:=N; INT:=0;

if a_0<0 then

M:=< <M[1,1],M[2,1]>|<M[1,2]+M[1,1]*a_0,M[2,2]1+M[2,1]*a_0>>;
a_0:=0;print("il faut poser a_0=0");

end if;

if Determinant(M)<0 then

M:=< <M[1,2],M[2,2]>I<M[1,1],M[2,1]1>>;

INT:=INT+1 mod 2;

print("il faut échanger L et R dans 1l’écriture de la suite & rentrer dans le
transducteur") ;

end if;

Fraccont:=[a_0,op(Fraccont)]:

Suit:=num2word(Fraccont) ;

ic:=0;

while ( M[1,1]*M[1,2]1<0 or M[2,1]1*M[2,2]<0 ) do

if Suit[ic+1]="1" then

M:=M.L; else

M:=M.R;

end if;

ic:=ic+l;

end do;

print("il faut enlever les ",ic," permiers termes de la suite initiale");
if (M[2,1]<0 or M[2,2]<0) then

M:=-M;

end if;

if (M[1,1]<0 or M[1,2]<0) then

if M[2,1]1<>0 then i:=-floor(M[1,1]/M[2,1]); else i:=0; end if;
if M[2,2]<>0 then j:=-floor(M[1,2]/M[2,2]); else j:=0; end if;
ie:=max(i,j);

M:=R"(ie) .M;

print("il faut soustraire la valeur : ",ie," a b_0");

end if;

Determ := Determinant(M);

doublybaltrans(M);

M:=DB;

iff:=W_DB2;

print("il faut rajouter le mot ",W_DB2," & gauche du mot final.");
ImmOff (M) ;

i:=1;

while IsPrefix(B_M2[i],Suit)=false do

i:=i+1;

end do;

V_1:=B_M[i]; doublybaltrans(M.V_1);

V_1:=B_M2[i];V_2:=W_DB2; M:=DB;

ig:=V_1;

ih:=V_2;

print("il faut enlever le préfixe ",ig,"a la suite de départ");
print("il faut ajouter le préfixe ",ih,"a la suite de fin");
etat:=M;

end:

VVVVVVVYVVYVVYVYV

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVYVVVYVYVY

Le programme suivant permet de transformer la suite a & valeurs dans A en la suite a® % &

valeurs dans l'ensemble {L, R}.
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> num2word := proc(Mat)

> local letter,i,j;

> global a_0,Suitentree, INT;

> Suitentree:="";

> if INT=0 then letter:=r; else letter:=1; end if;
> for i from 1 to nops(Mat) do

> for j from 1 to Mat[i] do

> Suitentree:=cat(Suitentree,letter);

> end do;

> if letter=r then letter:=1 else letter:=r end if;
> end do;

> Suitentree;

> end:

Le programme suivant permet de transformer la suite b*%

b a valeurs dans ’ensemble B.

a valeurs dans {L, R} en la suite

> word2num := proc (W)

> local i,j,letter;

> global Suitesortie,b_0;

> j:=1:b_0:=0:

> while substring(W,j)=r do

> b_0:=b_0+1:

> ji=j+1:

> end do:

> Suitesortie:=[b_0];

> while j<=length(W) do

> letter:=substring(W, j);

> i:=1:

> while substring(W,j+i)=letter do
> i:=i+1

> end do;

> Suitesortie:=[op(Suitesortie),il:
> ji=j+i;

> end do;

> end:

Enfin, Raney(ao,a;ei,n), M) permet & partir de o = [ap,a1,0a2,...,an,...] et de M =

b . .
(Z d)’ de calculer les premiers termes de la fraction continue de (.

LB puis calcule I'image de alf par le

Le programme commence par transformer a en a
transducteur.

Etant donné un probléeme (N, «, 3), nous avons obtenu un probléme (N', o/, 3') équivalent
et réduit par la procédure précédente.

La procédure suivante calcule 'image de la suite a’™f de o par le transducteur en linitia-
lisant & 1’état N’. Le résultat est la suite b’ de 3.

11 faut donc ensuite reconstruire la suite b**® de 3’ en appliquant les transformations données
par le programme précédent

Enfin, le programme transforme b en b.
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{(il
((il
tlil
((il
(til
((il
((il

VVVVVVVVVVVYVVVVYVYVYV

[]

r
r

VVVVVVVVVVVVYVVYVVYVO

Vv

faut
faut
faut
faut
faut
faut
faut

Raney := proc(entier,fraccont,homograph,TLC)

local L1,L2,final,i;

global Fraccont,long,S,Suit,Suitesortie,etat,nn,vv,ic,ig,b_0,Suitentree,
verificO,verific,verificl,verific2,R,L,output,ie,a_0;

R:=< <1,0>1<1,1>>: L:=< <1,1>[<0,1>>:

a_0:=entier:Fraccont:=fraccont;

Reduc (homograph) :

output:="": long:=length(Suit); Suit:=substring(Suit,length(ig)+ic+1..long);
vv:=gcd(gcd(gecd(etat[1,1],etat[1,2]),etat[2,1]),etat[2,2]);
nn:=Determinant (etat) /vv"2;

etat:=1/vv*etat; S:=Suit:

if TLC=1 then

Transit (nn) ;

end if;

long:=length(S);

while long>1 do

i:=1;

while ((Transitions[i]l[1]1[1,1]<>etat[1,1]) or (Transitions[i][1][2,1]<>etat[2,1])
(Transitions[i] [1]1[1,2]<>etat[1,2]) or (Transitions[i][1][2,2]<>etat[2,2]1))
(not (IsPrefix(Transitions2[i][2],S))) do

i:=i+1;

end do;

output:= cat (output, Transitions2[i][3]):
etat := Transitions[i][4]:

long:=length(Transitions2[i] [2]);
S:= Delete ( S, 1.. long):
long := length (S):

end do:
output:=cat(ih,output); output:=cat(iff,output);
word2num (output) :

L2:=Suitesortie:

L2[1]:=L2[1]-ie:

final:=L2:

print(final);

end:

st:= time():

Raney(-1,(5,1,1,1,2,2,3,1,2,1,1,1,2,2] ,< <-97,62>|<-39,25>>,1);
time() - st;

poser a_0=0""’

échanger L et R dans 1’écriture de la suite & rentrer dans le transducteur’’
enlever les ’’, 2, ‘¢ permiers termes de la suite initiale’’

soustraire la valeur : ’’,2, ‘¢ a b.0’’

rajouter le mot ’’, llrr, ‘‘ & gauche du mot final.’’
enlever le préfixe ’’,r, ‘‘a la suite de départ’’
ajouter le préfixe ’’, rlllll, ‘‘a la suite de fin’’

[-2,2,3,7,1,1,1,17,1,7,3,1]
2.675
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Annexe B

Fonction gapg et mise en évidence
des “vagues”

Le programme suivant permet de représenter les vagues (il trace en réalité le graphe de la
fonction gap® définie au paragraphe 3.3). Dans nos exemple, la liste W contient uniquement
le mot 4. De maniere générale, W contient tous les mots de I'ensemble £ (n étant la taille
commune de tous ces mots) servant a définir la fonction gap®

>

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVYVYVYV

gap:=proc(M,W,n)

local 1,L,gapf,gapn,w,w_1,1,k,x,y,J;
gapf:=[]: gapn:=0:x:=[]:y:=[]:
L:=[-1,0p(M]:

w:=0: w_1:=0:

for i from 3 to nops(L)-n do

for k from 1 to n do
x:=[lop(x),Lli+k-1]1]:

if i+k-2 < nops(L)-n then y:=[op(y),L[i+n+k-1]]: end if:
end do:

for j from 1 to nops(W) do

if x=W[j] then

w_1:=1: gapn:=gapn+1l: i:=i+n:

if x=y then w_1:=2: i:= i-1: end if:
end if:

end do:

if w_1<=1 then

k:=nops (gapf) :

gapf :=[op(gapf), [k+1,gapn]]:
gapn:=0:

end if:

w_1:=0: x:=[1: y:=[]:

end do:

if gapn<>0 then k:=nops(gapf): gapf:=[op(gapf), [k+1,gapn+1]]:end if:
plot(gapf);

end:
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Sigmal:=proc(i)

local M,L,j,k,a:
M:=[]:

L:=[0]:

jo=1:

while j < i+1 do
M:=[]:

k:=1:

while k < nops(L)+1 do
a:=L[k]:

if (a=0) then
if (a=1) then
if (a=2) then
if (a=4) then
k:=k+1

end do;

L:=M:

ji=j+1

end do;

L:=M:

L; end:

gap(Sigmal(20),[[4]1],1);

lop(M),0,1] :end if:
lop(M),2,1] :end if:
lop(M),2,4] :end if:
lop(M),4] :end if:

== ==
W

Fi1c. B.1 — Vagues décroissantes de o3
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Sigma2:=proc(i)

local M,L,j,k,a:
M:=[]:

L:=[0]:

jo=1:

while j < i+1 do
M:=[]:

k:=1:

while k < nops(L)+1 do
a:=L[k]:

if (a=0) then
if (a=1) then
if (a=2) then
if (a=4) then
k:=k+1

end do;

L:=M:

ji=j+1

end do;

L:=M:

L; end:

gap(Sigma2(20), [[4]1],1);

lop(M),0,1] :end if:
lop(M),1,2] :end if:
lop(M),2,4] :end if:
lop(M),4] :end if:

== ==
W

Fi1c. B.2 — Vagues croissantes de o2
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Sigma3:=proc(i)

local M,L,j,k,a:
M:=[]:

L:=[0]:

jo=1:

while j < i+1 do
M:=[]:

k:=1:

while k < nops(L)+1 do
a:=L[k]:

if (a=0) then
if (a=1) then
if (a=2) then
if (a=3) then
if (a=4) then
k:=k+1

end do;

L:=M:

ji=j+1

end do;

L:=M:

L; end:

gap(Sigma3(20), [[4]1],1);

= [op(M),0,1] :end if:
fop(M),2,1,3] :end if:
= [op(M),2,4] :end if:
lop(M),3,4] :end if:
lop(M),4] :end if:

EEEERR
i .

Fic. B.3 — Vagues décroissantes puis croissantes de o3
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