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IntroductionCe travail de do
torat traite de la modélisation généralisée des pro
essus de dé
len
hement et d'am-pli�
ation des auto-os
illations dans les moteurs thermoa
oustiques. Outre la volonté d'apporter sa
ontribution à la 
ompréhension des phénomènes physiques qui entrent en jeu dans les systèmes ther-moa
oustiques, le but de 
e travail est de fournir de nouveaux outils pour le dimensionnement de 
esma
hines, basés sur des modèles analytiques et sur la 
ara
térisation expérimentale des propriétés detransfert du noyau thermoa
oustique.Les ma
hines thermoa
oustiques font partie de la famille des ma
hines thermodynamiques 
y
liquesayant pour vo
ation d'é
hanger de la 
haleur et du travail ave
 leur environnement. Comme toutema
hine thermodynamique, elles possèdent deux modes de fon
tionnement suivant le sens des é
hangesénergétiques : le mode moteur pour lequel le système exploite le transfert de 
haleur d'une sour
e
haude vers une sour
e froide pour produire du travail a
oustique, et le mode pompe-à-
haleur pourlequel le système utilise l'énergie a
oustique d'une sour
e externe pour produire un transfert de 
haleurd'une sour
e de 
haleur vers une autre. L'e�et thermoa
oustique à l'origine du fon
tionnement de 
esmoteurs naît de l'intera
tion entre les os
illations a
oustiques d'un �uide et un gradient de températureimposé le long des parois d'un matériau poreux (généralement appelé sta
k ou régénérateur, selon quele 
onta
t thermique est de nature quasi-adiabatique ou quasi-isotherme).Si le phénomène de transdu
tion thermo-a
oustique peut être 
onsidéré au premier abord 
ommeune 
uriosité s
ienti�que [86℄, son appli
ation dans le domaine industriel n'en demeure pas moins unréel enjeu. En e�et, leur simpli
ité de mise en oeuvre, leur robustesse ou en
ore l'utilisation de �uidesrespe
tueux de l'environnement sont autant d'avantages qui rendent les ma
hines thermoa
oustiquespotentiellement intéressantes pour la génération d'énergie mé
anique. Le fa
teur limitant prin
ipalpour la produ
tion industrielle est le rendement de 
es systèmes qui, malgré le fait qu'il puisse at-teindre un ordre de grandeur raisonnable, reste en
ore trop faible relativement au rendement d'autresma
hines thermiques. L'amélioration du rendement de 
es systèmes 
onstitue don
 naturellement leprin
ipal enjeu en thermoa
oustique. Depuis maintenant une trentaine d'années, un nombre importantde moteurs thermoa
oustiques de géométries diverses ont vu le jour. D'abord en 1979 lorsque Ceperleydis
ute pour la première fois de la faisabilité d'un moteur thermoa
oustique de Stirling [22℄. Il imaginealors un système annulaire dans lequel peut se développer une onde a
oustique progressive, dont le
y
le a
oustique peut être assimilé à un 
y
le de Stirling. Ce système atteint théoriquement un très bonrendement (pro
he de 
elui de Carnot) ; malheureusement, Ceperley é
houe à faire fon
tionner 
ettema
hine. C'est seulement en 1998 que l'idée de Ceperley est reprise par Yazaki et al. qui réussissent à



2 Introductiondimensionner la première ma
hine thermoa
oustique à ondes progressives [105℄. Dès lors, on voit ap-paraître les premiers moteurs thermoa
oustique �optimisés� et réellement e�
a
es : 
itons par exemplele moteur de Stirling développé en 1999 par S. Ba
khaus et G. Swift [9, 10℄, ou en
ore le prototype detransdu
teur thermo-a
ousto-éle
trique développé en 2004 par Ba
khaus et al. en vue d'une utilisationen aéro-spatial [11℄.Le développement de moteurs thermoa
oustiques de plus en plus performants est en grande partieattribuable aux travaux menés au Laboratoire National de Los Alamos (USA), et notamment au dé-veloppement et à la mise à disposition en a

ès libre du logi
iel Delta-E [100℄ (puis Delta-EC [101℄),un outil robuste dédié au dimensionnement des systèmes thermoa
oustiques et qui reste l'outil le plusutilisé à 
e jour. Cependant, bien qu'il soit adapté au 
al
ul du rendement des ma
hines thermoa
ous-tiques, Delta-E n'en possède pas moins quelques défauts impli
itement liés à la théorie sur laquelle ilrepose. En premier lieu, Delta-E est basé sur une appro
he uni-dimensionnelle des e�ets thermoa
ous-tiques et ne permet don
 pas de prendre en 
ompte des éventuelles variations transverses des 
hamps,qui peuvent jouer un r�le non-négligeable dans le pro
essus d'ampli�
ation de l'onde. Ensuite, la mo-délisation de l'instabilité thermoa
oustique est dé
rite en régime stationnaire et ne tient pas 
omptedu régime transitoire de l'onde qui peut 
ependant 
ontenir des informations importantes 
on
ernantles pro
essus non-linéaires responsables de la saturation [89, 111, 69℄. Remarquons également que 
elogi
iel n'est, de fait, pas adapté au 
al
ul des 
onditions marginales de stabilité des moteurs. En�n,la modélisation sous Delta-E est basée sur la théorie linéaire de la thermoa
oustique [83, 88℄ et lesseuls pro
essus saturants pris en 
ompte de façon relativement �able sont le �ux de 
haleur a
ousti-quement induit et les pertes de 
harge singulières en bord de sta
k. Ces quelques limitations soulevéesi
i amènent à se questionner sur le développement d'outils 
apables de dé
rire 
e que Delta-E ne peutprédire : quelle formulation peut être adoptée pour la des
ription de l'ampli�
ation thermoa
oustique,depuis le dé
len
hement jusqu'à la saturation en amplitude ; quelles méthodes peuvent être envisa-gées pour s'a�ran
hir des 
onsidérations uni-dimensionelles et hypothèses simpli�
atri
es 
on
ernantla distribution de température, la présen
e des é
hangeurs de 
haleur ou en
ore les propriétés ther-mophysiques des régénérateurs ; en�n, 
omment prendre en 
ompte 
ertains pro
essus de saturationqui interviennent dans l'établissement des transferts de 
haleur et dans la déformation du 
hamp detempérature (la présen
e d'un é
oulement redressé, par exemple [72℄).L'un des obje
tifs de 
e travail de thèse est don
 de proposer une modélisation de l'ampli�
ationthermoa
oustique, généralisable à plusieurs 
on�gurations de moteur et reposant sur un formalismedédié aussi bien au 
al
ul des 
onditions de stabilité qu'à la des
ription de l'évolution temporelle del'amplitude des auto-os
illations. Le se
ond obje
tif 
on
erne la 
ara
térisation expérimentale et la mo-délisation �ne du noyau thermoa
oustique qui 
onstitue l'élément-
lé du système. En e�et, les moteursthermoa
oustiques les plus ré
ents intégrent de plus en plus d'éléments 
omplexes dont la modélisa-tion pré
ise reste en
ore à développer. Ce
i fait référen
e en parti
ulier aux matériaux poreux utilisés
omme régénérateur et dont les propriétés thermoa
oustiques sont en
ore di�
ilement quanti�ables.A l'heure a
tuelle, la prise en 
ompte de 
es matériaux dans la modélisation des moteurs ne peut sefaire qu'au moyen de lois empiriques permettant d'ajuster les fon
tions thermovisqueuses sur 
ellesdes géométries standards de type empilements de plaques ou pores 
ylindriques [80℄. La 
onnaissan
epré
ise du pro�l de température à l'intérieur du noyau est également de première importan
e ; il a



Introduction 3notamment été démontré lors d'études pré
édentes que la forme du 
hamp de température peut in-�uen
er signi�
ativement le pro
essus d'ampli�
ation thermoa
oustique [73℄. La mesure des propriétésde transfert du noyau 
onstitue don
 une appro
he originale qui présente un double intérêt : elle permetd'une part �d'emprisonner� les propriétés d'ampli�
ation du noyau dans une �boîte noire�, et d'autrepart de pouvoir remonter à 
ertaines informations 
on
ernant ses propriétés internes.Le premier 
hapitre de 
e mémoire aborde la des
ription du taux d'ampli�
ation et des 
onditions destabilité des auto-os
illations pour di�érentes géométries de moteurs thermoa
oustiques. Le formalismeadopté est basé sur l'é
riture des matri
es de transfert des éléments 
onstituant le système. L'ajoutde 
onditions aux limites permet de fermer le problème et d'en déduire une équation 
ara
téristiquedont la solution représente un point de fon
tionnement du moteur. L'ampli�
ation de l'instabilité estalors modélisée par l'introdu
tion d'un 
oe�
ient d'ampli�
ation dé�ni 
omme la partie imaginaire dela pulsation a
oustique : pour un pro�l de température donné dans l'ensemble du dispositif thermoa-
oustique, la résolution de l'équation 
ara
téristique � en parties réelle et imaginaire � permet ainsi de
al
uler la pulsation des os
illations et le taux d'ampli�
ation de l'onde.Le formalisme utilisé au 
hapitre 1 implique la 
onnaissan
e des matri
es de transfert du sta
k ourégénérateur et de la partie passive du noyau thermoa
oustique, éléments le long desquels est maintenule gradient de température. Des expressions analytiques de 
es matri
es peuvent être obtenues à partirde l'équation de propagation de la thermoa
oustique linéaire [39, 48℄, qui né
essitent néanmoins deformuler des hypothèses sur la géométrie des pores du sta
k mais surtout sur le pro�l de température(et don
 a fortiori des hypothèses 
on
ernant la présen
e d'é
hangeurs de 
haleur, l'e�et de 
ondu
tiondans les parois du moteur, et
...). Le 
hapitre 2 présente un proto
ole expérimental pour la mesure despropriétés de transfert du noyau thermoa
oustique 
omplet 1 sous di�érentes 
onditions de 
hau�age.Dans 
e 
hapitre, il est notamment démontré que les matri
es de transfert mesurées introduites dansle modèle dé
rit au 
hapitre 1 permettent de retrouver les 
onditions de dé
len
hement de moteursthermoa
oustiques intégrant le noyau 
ara
térisé expérimentalement. Cette appro
he pour déterminerle seuil de fon
tionnement des systèmes thermoa
oustiques exploite ainsi les propriétés de transfert dunoyau (�boîte noire�) sans avoir à dé
rire les éléments qui le 
onstituent.Si l'on souhaite aller au-delà de 
e que les données expérimentales obtenues grâ
e à la méthodeexposée au 
hapitre 2 peuvent nous fournir (à savoir, les 
onditions marginales de stabilité), il de-vient né
essaire d'aborder la des
ription des transferts de 
haleur qui s'établissent au sein du noyauthermoa
oustique. Le 
hapitre 3 propose don
 une modélisation 
omplète du noyau thermoa
oustiqueétudié au 
hapitre 2 et traite de l'exploitation des données expérimentales pour l'ajustement de pa-ramètres a
oustiques et thermiques du sta
k. L'estimation des paramètres est réalisée en usant d'uneméthode inverse qui 
onsiste à minimiser l'é
art quadratique entre les points de mesure et la théorie.Cette méthode est utilisée pour estimer la porosité, le rayon des pores et la tortuosité, ainsi qu'unelongueur 
ara
téristique de di�usion de la 
haleur dans le sta
k pour l'é
hantillon en 
éramique étudiéau 
hapitre 2 ainsi que pour divers matériaux qui tiennent le r�le de régénérateur.1. i.e. équipé du sta
k/régénérateur et des é
hangeurs de 
haleur.



4 IntroductionEn�n, le dernier 
hapitre du mémoire traite de la modélisation analytique de l'ampli�
ation et de lasaturation par e�ets non-linéaires au 
ours du régime transitoire de l'instabilité. Cette modélisation estappliquée à une géométrie standard de moteur thermoa
oustique, qui 
onsiste en un résonateur droitouvert à l'une de ses extrémités et fermé à l'autre (type quart d'onde). Outre l'e�et du pompage de
haleur thermoa
oustique dans le sta
k, 
e modèle propose la prise en 
ompte des e�ets de 
onve
tiondus à la présen
e d'un é
oulement redressé (vent a
oustique de Rayleigh) qui s'établit dans 
e systèmeà ondes stationnaires. Il s'agit d'un travail préliminaire qui 
onstitue, à notre 
onnaissan
e, le premiermodèle tentant de prendre en 
ompte l'e�et du vent a
oustique de Rayleigh dans le 
al
ul du régimetransitoire des auto-os
illations thermoa
oustiques. Ce modèle est basé sur le formalisme développéau 
hapitre 1 et sur le 
al
ul à 
haque instant t du 
oe�
ient d'ampli�
ation de l'onde à partir del'évolution temporelle du 
hamp de température. Celui-
i est 
al
ulé en usant d'une résolution pardi�éren
es �nies des équations de la 
haleur en régime instationnaire qui intégrent les deux e�ets non-linéaires 
ités pré
édemment. Les simulations numériques (Runge-Kutta d'ordre 4) sont 
omparés auxmesures de pression a
oustique réalisées sur 
e dispositif.Diverses annexes sont disponibles en �n de mémoire, qui ne sont pas indispensables à la 
ompré-hension des quatre 
hapitres mais qui peuvent s'avérer utiles pour une analyse plus approfondie de 
estravaux de thèse.



Chapitre 1

Conditions de stabilité et taux
d’amplicationCe premier 
hapitre est dédié à la des
ription analytique des 
onditions de dé
len
hement et dutaux d'ampli�
ation de l'instabilité thermoa
oustique. Parmi les systèmes thermoa
oustiques étudiés,on distinguera les systèmes dits à ondes stationnaires � 
ara
térisés par un résonateur �droit� � de 
euxdits à ondes progressives, pour lesquels il existe une bou
le de rétroa
tion (anneau, système 
oaxial...)favorable à l'ampli�
ation d'une onde à 
ara
tère progressif.Le paragraphe 1.1 introduit les notations et 
onventions utilisées au travers des équations de lathermoa
oustique linéaire. Dans le paragraphe 1.2, le formalisme général utilisé pour la des
ription dessystèmes thermoa
oustiques est exposé et les équations 
ara
téristiques des moteurs sont développées.Le paragraphe 1.3 introduit le 
oe�
ient d'ampli�
ation thermoa
oustique traduisant l'état instation-naire du système et des résultats pour le 
al
ul du 
oe�
ient d'ampli�
ation et des 
onditions dedé
len
hement sont exposés dans le paragraphe 1.4 pour di�érents 
as de moteurs thermoa
oustiques.1.1 Équations fondamentales de la thermoa
oustiqueDans 
e premier paragraphe, les équations fondamentales de la thermoa
oustique sont posées. Un
ertain nombre d'hypothèses sont retenues, qui permettent de développer des expressions analytiquespour les variables a
oustiques ainsi que l'équation de propagation pour la pression.La dé
ouverte du phénomène d'ampli�
ation par e�et thermoa
oustique est généralement attribuéeaux sou�eurs de verre du XVIIIe siè
le qui entendaient un son émis à l'extrémité ouverte du tube lorsquel'autre extrémité était portée à très hautes températures. Leur instrument de travail rassemblait ene�et les 
ara
téristiques prin
ipales des os
illateurs thermoa
oustiques et 
onstituait le support idéal àl'observation du phénomène. Ainsi, sans le savoir, les sou�eurs de verre furent les premiers à mettre enéviden
e l'entrée en résonan
e d'une 
olonne d'air par e�et thermoa
oustique. Vers la �n du XVIIIe, lestravaux de Byron Higgins sus
itèrent l'intérêt de la 
ommunauté s
ienti�que lorsqu'il réussit à 
réerdes os
illations a
oustiques en plaçant une �amme sur la paroi d'un résonateur. En 1850, Sondhauss



6 1 Conditions de stabilité et taux d’amplicationobserva également un phénomène d'ampli�
ation thermoa
oustique dans un tube muni à son extrémitéd'une 
avité portée à hautes températures [86℄.En 1868, Kir
hho� introduit la 
ondu
tion de la 
haleur et la prise en 
ompte des e�ets visqueuxdans les équations de l'a
oustique. Quelques années plus tard, Lord Rayleigh donne une interprétationqualitative du fon
tionnement du tube de Sondhauss sur la base des travaux de Kir
hho� [50℄ et souligneparti
ulièrement l'importan
e du déphasage entre les os
illations de température et le dépla
ementde la parti
ule de �uide. Entre les années 1970 et 1990, Nikolaus Rott établit �nalement les basesde la thermoa
oustique linéaire et faiblement non-linéaire et propose une des
ription analytique del'instabilité thermoa
oustique dans les tubes de Sondhauss et de Ta
onis [83℄. La théorie de Rott estégalement 
onfortée en 1980 par les travaux expérimentaux de Yazaki et 
oll. portant sur les instabilitésde Ta
onis au sein de systèmes 
ryogéniques [107, 108℄.Dans le 
adre du présent manus
rit, le développement des équations fondamentales de la thermoa-
oustique a prin
ipalement pour but d'introduire les notations, 
onventions et hypothèses ré
urrentestout au long des 
hapitres suivants.1.1.1 Équations fondamentales de l'a
oustique en �uide dissipatifLe mouvement d'une parti
ule de �uide (en l'absen
e de sour
es) est dé
rit par l'équation de
onservation de la masse
∂ρ

∂t
+

−→▽ · (ρ~v) = 0, (1.1)où ρ est la masse volumique du �uide et ~v est la vitesse parti
ulaire, l'équation ve
torielle de Navier-Stokes traduisant la 
onservation de la quantité de mouvement
ρ
d~v

dt
= −−→▽p+ µ

(
△~v +

(
1

3
+

µv

µ

)−→▽(
−→▽ · ~v)

)
, (1.2)où p est la pression et où µ et µv représentent respe
tivement les vis
osités dynamiques de 
isaillementet de volume, et en�n l'équation de 
onservation de l'énergie

ρT
dS

dt
=

−→▽ · (λ−→▽T ) + σ · ▽(~v) (1.3)où T est la température du �uide, S est l'entropie, et où λ et σ représentent respe
tivement la 
ondu
-tivité thermique du �uide et le tenseur des 
ontraintes.Aux équations de 
onservation (1.1)-(1.3) s'ajoutent les relations d'état suivantes, pour un �uide
onsidéré 
omme parfait :
dρ = − ρ

T
dT +

γ

c20
dp, (1.4)

dS =
Cp

T
dT − 1

ρT
dp, (1.5)où γ =

Cp

Cv
est le 
oe�
ient polytropique du �uide, c0 =

√
γRgT
Mmol

est la 
élérité adiabatique du son(Mmol est la masse molaire du �uide et Rg = 8.31J.mol−1.K−1 pour un gaz parfait) et Cp et Cv sontrespe
tivement les 
apa
ités 
alori�ques isobare et iso
hore du �uide.
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Figure 1.1 � Système de 
oordonnées utilisé pour le problème 
onsidéré.1.1.2 Hypothèses simpli�
atri
esLe s
héma donné en �gure 1.1 présente la géométrie du problème 
onsidéré. La dire
tion x représentela dire
tion de propagation de l'onde a
oustique dans un volume de �uide situé à l'intérieur d'un
ylindre de rayon R. Pour la suite des 
al
uls, on introduit alors la 
oordonnée transverse adimensionnée

η dé�nie selon :
η =

r

R
(0 ≤ η ≤ +1). (1.6)A�n d'obtenir des expressions analytiques pour les variables a
oustiques, un 
ertain nombre d'hy-pothèses doivent être formulées. Dans le 
adre de l'a
oustique linéaire ou faiblement non-linéaire, lesvariables thermodynamiques sont exprimées sur la base d'une méthode par approximations su

essivessous la forme :

ξ = ξ0 + ǫξ1 + ǫ2ξ2 +O(ǫ3), (1.7)où ξ représente indi�éremment la pression p, la masse volumique ρ, la température T , l'entropie S oules 3 
omposantes de la vitesse parti
ulaire ~v, et où ǫ est un petit paramètre (ǫ ≪ 1) traduisant l'ordrede grandeur de 
ha
un des termes.Dans l'équation (1.7), les termes à l'ordre 0 (indi
és 0) 
orrespondent aux 
omposantes statiques desvariables thermodynamiques. Parmi 
es 
omposantes, la pression statique p0 est supposée 
onstanteet la température T0(x) est supposée inhomogène dans la dire
tion de propagation de l'onde x. Ladistribution spatiale de la température implique également la prise en 
ompte des variations spatialesde la masse volumique ρ0(x) et de l'entropie S0(x). En�n le �uide est supposé initialement au reposen l'absen
e de perturbations a
oustiques de sorte que ~v0 = ~0.Les termes à l'ordre 1 dans l'equation (1.7) 
orrespondent aux �u
tuations a
oustiques, très faiblesdevant les 
omposantes statiques. Sous l'hypothèse d'une onde plane harmonique se propageant dans ladire
tion x et en adoptant la 
onvention temporelle −iωt, il est possible d'é
rire les variables a
oustiquessous la forme
p1(x, t) = ℜ

{
p̃1(x)e

−iωt
}
, (1.8)



8 1 Conditions de stabilité et taux d’amplicationpour la pression a
oustique, et
ξ1(x, η, t) = ℜ

{
ξ̃1(x, η)e

−iωt
}
, (1.9)où ξ1 représente la partie a
oustique de la masse volumique ρ1, la température τ1, l'entropie s1 ou les 3
omposantes de la vitesse parti
ulaire ~v1. Dans les équations (1.8) et (1.9), ω 
orrespond à la pulsationa
oustique et les amplitudes 
omplexes des variables a
oustiques sont indiquées par le symbole ∼.Les termes à l'ordre 2 ne sont pas traités i
i, mais doivent être 
onsidérés pour la prise en 
ompted'e�ets d'ordres supérieurs 
omme la présen
e d'un é
oulement redressé par exemple [12℄. Ce pointsera dis
uté dans le dernier 
hapitre de 
e manus
rit.En�n, sous l'approximation des 
ou
hes limites, la 
omposante transverse de la vitesse parti
ulaire estsupposée très petite devant sa 
omposante longitudinale (|v1,η| ≪ |v1,x|) et les variations longitudinalesdes variables ξ1(x, η) sont supposées faibles devant les variations transverses (∂x ≪ ∂r).1.1.3 Équation de propagation pour la pression a
oustiqueSous réserve des hypothèses formulées pré
édemment, il est possible d'exprimer les équations fon-damentales (1.1)-(1.5) à l'ordre de grandeur des variables a
oustiques.L'équation de Navier-Stokes (1.2) appliquée à la 
omposante suivant x de la vitesse parti
ulaire,

ṽ1,x, se simpli�e ainsi sous la forme
−iωρ0ṽ1,x = −∂p̃1

∂x
+

µ

η

∂

∂η

(
η
∂ṽ1,x
∂η

)
. (1.10)L'intégration de l'équation (1.10) suivant la variable transverse, en tenant 
ompte de la 
onditionde non-glissement aux parois (ṽ1,x(η = 1) = 0), 
onduit à la solution suivante pour la 
omposantelongitudinale de la vitesse a
oustique

ṽ1,x(x, η) =
1

iωρ0

∂p̃1
∂x

(1− Fν(η)) , (1.11)exprimée en fon
tion du gradient de pression a
oustique. La fon
tion Fν qui apparaît dans l'équation(1.11), et dont l'expression analytique dépend de la géométrie 
onsidérée, traduit le 
ouplage entre�uide et paroi dû aux e�ets visqueux [83, 88, 5℄. L'expression de Fν dans le 
as d'un guide 
ylindriquede rayon R est notamment pré
isée i
i :
Fν(η) =

J0

(
(1 + i)ηRδν

)

J0

(
(1 + i) R

δν

) pour 0 ≤ η ≤ 1, (1.12)où J0 représente la fon
tion de Bessel de première espè
e d'ordre 0. Cette géométrie est davantage
onsidérée dans le reste du manus
rit, mais des expressions équivalentes pour Fν peuvent être obtenuespour des guides à se
tion re
tangulaire ou triangulaire ou des empilements de plaques [5℄, notamment.L'expression (1.12) permet d'introduire un paramètre 
ru
ial en thermoa
oustique, à savoir le rapportentre la dimension transverse du 
anal R et l'épaisseur de 
ou
he limite visqueuse δν =
√

2ν
ω , dépendantde la fréquen
e et de la vis
osité 
inématique du �uide ν = µ

ρ0
.



1.1 Équations fondamentales de la thermoacoustique 9De la même façon que pour la vitesse parti
ulaire ṽ1,x [éq. (1.11)℄, la linéarisation de l'équation dela 
haleur (1.3) et des relations d'état (1.4) et (1.5) permet d'exprimer les variables a
oustiques τ̃1, ρ̃1et s̃1 en fon
tion de la pression a
oustique et de sa dérivée spatiale sous les formes suivantes :
τ̃1(x, η) =

p̃1
ρ0Cp

[1− Fκ(η)]−
1

ω2ρ0

∂p̃1
∂x

∂T0

∂x

[
1− σFν(η)− Fκ(η)

σ − 1

]
, (1.13)

ρ̃1(x, η) =
p̃1
c20

[1 + (γ − 1)Fκ(η)] +
1

ω2

∂p̃1
∂x

T−1
0

∂T0

∂x

[
1− σFν(η)− Fκ(η)

σ − 1

]
, (1.14)

s̃1(x, η) = − p̃1
ρ0T0

Fκ(η) −
Cp

ω2ρ0

∂p̃1
∂x

T−1
0

∂T0

∂x

[
1− σFν(η)− Fκ(η)

σ − 1

]
. (1.15)Dans les expressions (1.13), (1.14) et (1.15), σ = ν

κ est le nombre de Prandtl et la fon
tion Fκtraduisant le 
ouplage entre �uide et paroi dû aux e�ets thermiques est dé�nie de la même façon que
Fν [
f. éq. (1.12) pour un guide 
ylindrique℄, à 
e
i près que δν doit être rempla
é par l'épaisseur de
ou
he limite thermique δκ =

√
2κ
ω , où κ est la di�usivité thermique du �uide.Finalement, à partir des relations (1.11), (1.13), (1.14) et (1.15), et en introduisant les fon
tionsthermovisqueuses moyennées sur la 
oordonnée transverse du guide

fν,κ = 2

∫ 1

0
Fν,κηdη, (1.16)les variables a
oustiques moyennées s'obtiennent aisément sous les formes suivantes :

〈ṽ1,x〉(x) =
1

iωρ0

∂p̃1
∂x

(1− fν) , (1.17)
〈τ̃1〉(x) =

p̃1
ρ0Cp

[1− fκ]−
1

ω2ρ0

∂p̃1
∂x

∂T0

∂x

[
1− σfν − fκ

σ − 1

]
, (1.18)

〈ρ̃1〉(x) =
p̃1
c20

[1 + (γ − 1)fκ] +
1

ω2

∂p̃1
∂x

T−1
0

∂T0

∂x

[
1− σfν − fκ

σ − 1

]
, (1.19)

〈s̃1〉(x) = − p̃1
ρ0T0

fκ −
Cp

ω2ρ0

∂p̃1
∂x

T−1
0

∂T0

∂x

[
1− σfν − fκ

σ − 1

]
. (1.20)Dans le 
as d'un guide 
ylindrique, le report de l'expression (1.12) dans l'équation (1.16) 
onduit àl'expression analytique pour les fon
tions thermovisqueuses fν et fκ :

fν,κ =
2δν,κ

(1 + i)R

J1

(
(1 + i) R

δν,κ

)

J0

(
(1 + i) R

δν,κ

) , (1.21)où J1 représente la fon
tion de Bessel de première espè
e d'ordre 1.Les expressions (1.17) et (1.19) introduites dans l'équation de 
onservation de la masse linéarisée etmoyennée sur la 
oordonnée η 
onduisent à l'équation de propagation pour la pression a
oustique enmilieu dissipatif et en présen
e d'un gradient de température :
∂2p̃1
∂x2

+

[
∂xT0

T0

(
1 +

fκ − fν
(σ − 1)(1− fν)

)
− ∂xfν

1− fν

]
∂p̃1
∂x

+ k20

(
1 + (γ − 1)fκ

1− fν

)
p̃1 = 0, (1.22)
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représente le nombre d'onde sans pertes. Cette équation di�érentielle est équivalente à 
elledonnée par Rott [82℄ et par Swift [88, 90℄ pour un gaz parfait et en 
onsidérant que l'e�usivité du�uide est négligeable devant 
elle du solide. Lorsque la distribution de température T0(x) est 
onnue,la solution de 
ette équation di�érentielle peut s'obtenir soit de manière numérique [100, 101℄, soitde manière analytique sous une forme impli
ite en transformant l'équation (1.22) en une équationintégrale de Volterra de se
onde espè
e [39, 48℄.1.2 Équation 
ara
téristique d'un système thermoa
oustique1.2.1 Générateur d'ondes stationnairesLes systèmes thermoa
oustiques dits à ondes stationnaires sont généralement 
onstitués d'un guided'onde droit permettant la résonan
e d'une 
olonne de �uide (
f. �g. 1.2). Bien qu'ils ne portent quepeu d'intérêt pour des appli
ations industrielles du fait de leur faible rendement, l'étude de 
es systèmesreste essentielle d'un point de vue a
adémique, a�n de mieux 
omprendre les phénomènes 
omplexesqui prennent part dans le fon
tionnement des ma
hines thermoa
oustiques.Le rendement peu élevé des moteurs à ondes stationnaires est impli
itement lié au mouvement de laparti
ule de �uide soumise à une onde stationnaire à proximité de la paroi solide. En e�et, au 
ours d'un
y
le a
oustique, les transformations thermodynamiques subies par la parti
ule de �uide sont similaires
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elles d'un 
y
le de Brayton (
ompression adiabatique - expansion isobare - détente adiabatique -
ontra
tion isobare), 
y
le dont le rendement est par nature inférieur à 
elui de Carnot. Il 
onvient denoter que les 
ompressions/détentes adiabatiques né
essitent un 
onta
t thermique imparfait entre le�uide et les parois solides, d'où l'emploi d'un sta
k dans 
es ma
hines, dont le rayon des pores restede l'ordre de grandeur d'une épaisseur de 
ou
he limite thermique (rs ∼ δκ). Ce type de moteur a étélargement étudié dans la littérature [90, 88, 89, 6, 7, 8, 24, 43℄ et bien qu'il soit potentiellement moinsattra
tif que le système à ondes progressives, il reste un objet d'étude intéressant, mettant en jeu desphénomènes a
oustiques 
omplexes et en
ore di�
ilement prédi
tibles par la théorie.A�n de dé
rire la propagation d'une onde a
oustique dans l'ensemble du moteur représenté sur la�gure 1.2-(a), 
haque région distin
te est vue 
omme un biporte a
oustique, 
ara
térisé par sa matri
ede transfert [37, 99, 98℄. En usant de 
e formalisme, il est possible d'é
rire l'équation reliant les pressionet débit a
oustiques en x = 0 et en x = L sous la forme :
(

p̃1(L)

ũ1,x(L)

)
= Md ×MNT ×Mg ×

(
p̃1(0)

ũ1,x(0)

)
, (1.23)oùMg et Md sont les matri
es de transfert des portions de tube à température ambiante Tc, respe
tive-ment à gau
he et à droite du noyau thermoa
oustique, et où MNT est la matri
e de transfert du noyauthermoa
oustique (i.e. la partie du système soumise à une distribution inhomogène de température),que l'on dé�nit de la manière suivante :

MNT ≡
(

Tpp(ω, T0(x)) Tpu(ω, T0(x))

Tup(ω, T0(x)) Tuu(ω, T0(x))

)
. (1.24)La matri
e de transfert du noyau thermoa
oustique, MNT, dépend des propriétés géométriques etthermophysiques des éléments qui le 
onstituent (sta
k, partie passive et é
hangeurs de 
haleur). Elledépend également de la distribution de température T0(x) le long du sta
k (x ∈ [xs, xh]) et de lapartie passive (x ∈ [xh, xw]), et de la pulsation a
oustique ω. Lorsque la distribution de températureest 
onnue et imposée le long du noyau, la matri
e de transfert MNT peut être obtenue de façonthéorique ([48, 73, 68℄, 
f. annexe A), mais elle peut également être mesurée sous di�érentes 
onditionsde 
hau�age, 
omme il le sera présenté au 
hapitre 2.A partir de la solution de l'équation de propagation (1.22) en l'absen
e de gradient de température(dxT0 = 0 et dxfν = 0) et de la relation (1.17), la matri
e de transfert d'un guide 
ylindrique delongueur d s'obtient sous la forme 
lassique :

M =

(
cos(kd) iZc sin(kd)

iZ−1
c sin(kd) cos(kd)

)
, (1.25)expression faisant intervenir le nombre d'onde 
omplexe

k = k0

√
1 + (γ − 1)fκ

1− fν
(1.26)
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ompte des pertes vis
othermiques pariétales, ainsi que l'impédan
e 
ara
téristique du guidede se
tion S

Zc =
ρ0c0

S
√

(1− fν)(1 + (γ − 1)fκ)
. (1.27)L'expression (1.25) de la matri
e de transfert d'un tube est détaillée en annexe A, de même que desexpressions analytiques de la matri
e du noyau thermoa
oustique et de di�érents éléments pouvant êtreintégrés au système thermoa
oustique. Néanmoins, quelle que soit l'expression retenue pour la matri
ede transfert du noyau thermoa
oustique, l'équation matri
ielle (1.23) est réé
rite de façon 
ompa
tesous la forme suivante :

(
p̃1(L)

ũ1,x(L)

)
=

(
Mpp(ω, T0(x)) Mpu(ω, T0(x))

Mup(ω, T0(x)) Muu(ω, T0(x))

)
×
(

p̃1(0)

ũ1,x(0)

)
, (1.28)ave
 (

Mpp Mpu

Mup Muu

)
= Md ×MNT ×Mg. (1.29)En introduisant les impédan
es a
oustiques Z0 =

p̃1(0)
ũ1,x(0)

et ZL = p̃1(L)
ũ1,x(L)

aux extrémités, la résolutiondu système d'équations (1.28) 
onduit à l'expression générale de l'équation 
ara
téristique du systèmethermoa
oustique :
Z0Mpp − ZLMuu +Mpu − Z0ZLMup = 0. (1.30)Remarque 1 � De façon générale, l'équation (1.30) a 
e
i d'intéressant qu'elle permetde prendre en 
ompte tout type de 
harge a
oustique (paroi fermée, alternateur éle
trody-namique...) dès lors que l'on sait exprimer l'impédan
e ramenée asso
iée à 
ette 
harge. Parexemple dans le 
as d'un tube ouvert sur un espa
e in�ni [
f. �g. 1.2-(b)℄, le rayonnementa
oustique peut être pris en 
ompte par l'impédan
e dé�nie selon [27℄

Zrad

Zc
= i0.6133kδ0 − i(kR)3

[
0.036− 0.034 ln(kR) + 0.0187(kR)2

]

+

(
kR

2

)2

+ (kR)4
[
0.0127 + 0.082 ln(kR)− 0.023(kR)2

]
, (1.31)ave


δ0 = 0.6133R

(
1 + 0.044(kR)2

1 + 0.19(kR)2
− 0.02 sin2(2kR)

)
. (1.32)Il 
onvient de noter que l'expression appro
hée (1.31) de l'impédan
e de rayonnement estvalide pour kR < 1, 5, 
e qui est généralement véri�é dans les moteurs thermoa
oustiques.A l'instar du rayonnement en tube ouvert, l'équation 
ara
téristique (1.30) permet égale-ment de prendre en 
ompte le 
ouplage du système thermoa
oustique ave
 un alternateuréle
trodynamique 
ara
térisé par son impédan
e a
oustique [81℄ :

Zalt = Rma +
i

ωCma
− iωMma +

Rae

1− iωCaeRae
, (1.33)où � Rma = RmS−2

d est la résistan
e a
oustique équivalente aux pertes mé
aniques Rm,
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d est la 
omplian
e a
oustique équivalente à la 
omplian
e des suspensions

Cm,� Mma = MmS−2
d est la masse a
oustique équivalente à la masse de l'équipage mobile

Mm,� Rae = (Bl)2S−2
d (Re + Rch)

−1 est la résistan
e a
oustique équivalente à la somme dela résistan
e éle
trique de la bobine Re et de la résistan
e de 
harge Rch,� Cae = LeS
2
d(Bl)−2 est la 
omplian
e a
oustique équivalente à l'indu
tan
e de la bo-bine Le,

Sd et Bl représentant respe
tivement la surfa
e émissive de l'alternateur et le fa
teur defor
e de la bobine.Remarque 2 � Si l'on 
onsidère les 
as simpli�és pour lesquels les extrémités x = 0et x = L sont 
ara
térisées soit par une impédan
e de rayonnement nulle [
f. �g. 1.2-(b),
Zrad = 0, p̃1 = 0℄, soit par une impédan
e de paroi in�niment rigide 1 [
f. �g. 1.2-(
), ũ1 = 0℄,l'appli
ation des 
onditions aux limites réintroduites dans l'équation (1.28) permet d'obtenirl'équation 
ara
téristique du système pour les quatres 
on�gurations possibles :

Mpp(ω, T0(x)) = 0 pour un système fermé-ouvert, (1.34)
Mpu(ω, T0(x)) = 0 pour un système ouvert-ouvert, (1.35)
Mup(ω, T0(x)) = 0 pour un système fermé-fermé, (1.36)
Muu(ω, T0(x)) = 0 pour un système ouvert-fermé. (1.37)1.2.2 Générateur d'ondes progressivesLes systèmes thermoa
oustiques dits à ondes progressives sont 
ara
térisés par la présen
e d'unebou
le de rétroa
tion favorisant l'ampli�
ation d'une onde progressive. L'intérêt porté à 
es ma
hinespar la 
ommunauté des thermoa
ousti
iens est prin
ipalement motivé par leur rendement, souventbien supérieur à 
elui que pourrait atteindre une ma
hine à ondes stationnaires. Ce rendement po-tentiellement élevé est une 
onséquen
e du mouvement de la parti
ule de �uide soumise à une ondeprogressive à proximité de la paroi solide, mouvement dont le 
y
le thermodynamique s'apparente à un
y
le de Stirling (
ompression isotherme - ré
hau�ement iso
hore - détente isotherme - refroidissementiso
hore). De part la nature même des transformations thermodynamiques subies par la parti
ule au
ours d'un 
y
le a
oustique, le rendement obtenu par e�et thermoa
oustique peut don
 atteindre théo-riquement le rendement de Carnot. Contrairement aux systèmes à ondes stationnaires, les systèmes àondes progressives né
essitent l'utilisation d'un régénérateur dont le rayon des pores est faible devantl'épaisseur de 
ou
he limite thermique (rs ≪ δκ), a�n d'assurer le 
onta
t isotherme entre la parti
ulede �uide et la paroi.Il existe plusieurs 
on�gurations de moteurs favorisant le dé
len
hement d'une onde à 
ara
tèreprogressif, la plus 
lassique étant l'utilisation d'un résonateur annulaire [
f. �g. 1.3-(a,b)℄. En 1979, P.Ceperley fut le premier à proposer 
ette idée a�n de démontrer la possibilité de développer des moteursthermoa
oustiques de Stirling [22℄. Depuis, 
e type de moteur a été largement étudié [23, 105℄. En 1999,Ba
khaus et al. ont notamment développé un prototype de moteur thermoa
oustique de Stirling danslequel la bou
le de rétroa
tion est 
ouplée à un résonateur droit [9, 10℄. Un prototype de transdu
teur1. on néglige également i
i la 
orre
tion de longueur due aux e�ets thermiques au niveau de la paroi.
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Figure 1.3 � Représentations s
hématiques de moteurs thermoa
oustiques à ondes progressives. (a)Résonateur annulaire. (b) Résonateur annulaire 
ouplé à une 
harge a
oustique se
ondaire (résonateurse
ondaire, alternateur éle
trodynamique, et
...). (
) Résonateur 
o-axial.thermo-a
ousto-éle
trique a également été développé par Ba
khaus et al. en 2004 [11℄, dans lequella 
onversion a
ousto-éle
trique est assurée par un alternateur éle
trodynamique linéaire 
ouplé aurésonateur annulaire. En�n, la �gure 1.3-(
) présente une version s
hématique d'un système 
o-axial[14℄ dans lequel la bou
le de rétroa
tion est réalisée en plaçant le noyau thermoa
oustique dans untube de plus grande se
tion.La des
ription des systèmes à ondes progressives est e�e
tuée en usant d'une appro
he équivalenteà 
elle utilisée pour les systèmes à ondes stationnaires. Si l'on néglige l'e�et du rayon de 
ourbure del'anneau sur la propagation des ondes, le système thermoa
oustique annulaire représenté sur la �gure1.3-(a) est également dé
rit par l'équation (1.28), où la matri
e de transfert totale
(

Mpp Mpu

Mup Muu

)
= Md ×MNT ×Mg. (1.38)s'exprime de la même façon que dans le 
as d'un résonateur droit. Dans le 
as du résonateur en bou
le,les points d'abs
isses x = 0 et x = L 
orrespondent 
ependant à la même position au sein du système[
f. �g. 1.3-(a)℄. Le report des relations de 
ontinuité des pressions et débits a
oustiques

p̃1(0) = p̃1(L), (1.39)
ũ1,x(0) = ũ1,x(L), (1.40)
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onduit ainsi à l'équation :
(

p̃1(L)

ũ1,x(L)

)
= Md ×MNT ×Mg ×

(
p̃1(L)

ũ1,x(L)

)
. (1.41)Lorsque qu'un élément se
ondaire est 
ouplé à la bou
le [
f. �g. 1.3-(b)℄, la 
onservation des pressionset débits a
oustiques entre x = 0 et x = L implique d'é
rire dans 
e 
as :

p̃1(0) = p̃1(L), (1.42)
ũ1,x(0) = ũ1,x(L)− Ychp̃1(L), (1.43)où Ych est l'admittan
e a
oustique présentée par la 
harge se
ondaire. Cette admittan
e peut être 
elled'un tube fermé, d'un alternateur éle
trodynamique, ou d'une 
ombinaison de tout élément a
oustique
ara
térisé par son admittan
e ramenée. Les relations (1.42) et (1.43) introduites dans l'équation (1.28)
onduisent alors à :(

p̃1(L)

ũ1,x(L)

)
= Md ×MNT ×Mg ×

(
1 0

−Ych 1

)
×
(

p̃1(L)

ũ1,x(L)

)
. (1.44)En�n, dans le 
as d'un système 
o-axial [
f. �g. 1.3-(
)℄, l'équation matri
ielle (1.28) traduit les relationspression-débit aux extrémités du tube de petite se
tion S. Les relations de 
ontinuité é
rites en x = 0d'une part,

p̃1(0) = p̃a(0), (1.45)
ũ1,x(0) = Ygp̃a(0)− ũa,x(0), (1.46)et en x = L d'autre part,
p̃1(L) = p̃a(L), (1.47)

ũ1,x(L) = Ydp̃a(L)− ũa,x(L), (1.48)font intervenir les pression p̃a et débit ũa,x dans l'anneau périphérique de se
tion SA = π(R′2 −R2) etles admittan
es Yg et Yd des tubes de large se
tion SL = SA + S et de longueurs respe
tives lg et ld :
Yg,l = −iZ(L)

c cot(k(L)lg,d). (1.49)A partir des relations (1.45)-(1.48) et de la matri
e de transfert de l'anneau périphérique notée MA,une se
onde équation matri
ielle reliant les pression et débit a
oustiques en x = 0 et x = L est alorsobtenue sous la forme :(
p̃1(0)

ũ1,x(0)

)
=

(
1 0

Yg −1

)
×MA

−1 ×
(

1 0

Yd −1

)
×
(

p̃1(L)

ũ1,x(L)

)
, (1.50)où la matri
e inverse de MA est introduite i
i pour respe
ter l'axe des abs
isses et les 
onventionsdé�nies en annexe A. Il 
onvient de pré
iser que la matri
e MA d'un tel élément étant symétriqueet ré
iproque, son inverse est bien dé�nie et aisément 
al
ulable. Le report de l'équation (1.50) dans(1.28) 
onduit don
 à l'équation :

(
p̃1(L)

ũ1,x(L)

)
= Md ×MNT ×Mg ×

(
1 0

Yg −1

)
×MA

−1 ×
(

1 0

Yd −1

)
×
(

p̃1(L)

ũ1,x(L)

)
, (1.51)pour le moteur 
oaxial représenté s
hématiquement sur la �gure 1.3-(
).



16 1 Conditions de stabilité et taux d’amplicationFinalement, quelle que soit l'expression de la matri
e de transfert du système impliquée dans l'ex-pression des équations (1.41), (1.44) ou (1.51), 
ette matri
e relie les amplitudes 
omplexes de pressionet débit a
oustiques par l'intermédiaire de la relation (1.28) au même point (x = L), après avoir faitun tour 
omplet de la bou
le de rétroa
tion. Les équations (1.41), (1.44) et (1.51) peuvent notamments'é
rire sous la forme générale suivante :
(

p̃1(L)

ũ1,x(L)

)
=

(
Mpp(ω, T0(x)) Mpu(ω, T0(x))

Mup(ω, T0(x)) Muu(ω, T0(x))

)
×
(

p̃1(L)

ũ1,x(L)

)
, (1.52)équation admettant une solution non-triviale (non-nulle) si et seulement si le déterminant de la matri
e

(
Mpp Mpu

Mup Muu

)
− I2 (1.53)est nul, où I2 est la matri
e identité 2× 2. L'annulation du déterminant 
onstitue l'équation 
ara
té-ristique du système, qui peut se développer sous la forme :

1 +MppMuu −MpuMup − (Mpp +Muu) = 0, (1.54)et qui reste valide pour les trois systèmes dé
rits pré
édemment.1.3 Des
ription de l'ampli�
ation/atténuation de l'onde a
oustiqueComme il l'est démontré dans le paragraphe 1.2, le point de fon
tionnement d'un système ther-moa
oustique est dé
rit par son équation 
ara
téristique
f(ω, T0(x)) = 0, (1.55)où la fon
tion f représente i
i les termes de gau
he des équations (1.30) ou (1.54), en fon
tion de la
on�guration 
onsidérée. Il est important de noter que toutes les équations pré
édentes sont é
ritesdans le domaine de Fourier, 
e qui suppose impli
itement que la pulsation ω est purement réelle et quele système est dé
rit en régime stationnaire. Rigoureusement, une solution (ω, T0) de l'équation (1.55)dans le domaine de Fourier dé
rit soit le seuil de dé
len
hement (frontière entre les régimes stable etinstable de la position d'équilibre), soit le régime établi de l'onde, et 
orrespondant dans les deux 
asà une onde ni ampli�ée, ni atténuée.Il est néanmoins possible, à partir de l'équation (1.55), de dé
rire l'ampli�
ation ou l'atténuationde l'instabilité thermoa
oustique, sous réserve de l'hypothèse de quasi-stationnarité. Pour 
ela, la fré-quen
e est supposée 
omplexe [37, 99, 98, 67℄
ω = Ω+ iǫg, (1.56)de sorte que la pression a
oustique

p1(x, t) = ℜ
{
p̃1(x)e

−iωt
}
= eǫgtℜ

{
p̃1(x)e

−iΩt
} (1.57)
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iller à la pulsation Ω = ℜ{ω}, tandis que l'ampli�
ation/atténuation de l'onde so-nore est 
ara
térisée par le taux d'ampli�
ation ǫg = ℑ{ω}. Sous l'hypothèse de quasi-stationnarité,l'amplitude de pression a
oustique et le 
hamp de température T0(x) sont supposés varier lentementà l'é
helle de temps d'une période a
oustique (ǫg ≪ Ω). De fait, si la distribution de température estsupposée 
onnue, la résolution de l'équation (1.55) réé
rite sous la forme
f(Ω, ǫg) = 0, (1.58)permet de 
al
uler la fréquen
e des os
illations et le taux d'ampli�
ation. La solution de l'équation(1.58) peut être obtenue soit de façon numérique, soit de façon analytique en usant de développementsasymptotiques pour la fon
tion f (
f. annexe B).Pour la résolution numérique, la solution de l'équation 
ara
téristique (1.58) est obtenue en usantd'une méthode itérative de Newton-Raphson. Cette méthode très simple à implémenter est adaptéepour le 
al
ul des ra
ines d'une fon
tion 
omplexe à variable 
omplexe [54, 65℄. La solution de l'équation(1.58) est obtenue au moyen de la relation de ré
urren
e

ωk+1 = ωk −
f(ωk)

f ′(ωk)
, (1.59)où la dérivée au premier ordre f ′(ωk) est 
al
ulée simplement par di�éren
es �nies

f ′(ωk) =

[
df

dω

]

ω=ωk

=
f(ωk +∆ωk)− f(ωk)

∆ωk
. (1.60)Lors des 
al
uls, le pas de dis
rétisation est �xé à ∆ωk = 1.10−3ωk et le pro
essus itératif est stoppélorsqu'une pré
ision e su�sante est atteinte sur la solution, i.e. lorsque

|ωk+1 − ωk| = | f(ωk)

f ′(ωk)
| ≤ e. (1.61)Pour l'ensemble des résultats présentés dans la suite du do
ument, le seuil de pré
ision e est �xé à

e = 10−9 rad.s−1.Il 
onvient de remarquer que dans la plupart des moteurs thermoa
oustiques, les os
illations auto-entretenues sont générées à la fréquen
e du mode le plus instable, généralement le premier mode derésonan
e du système. Cependant, puisque 
es systèmes sont 
onstitués de tubes de longueur �nie,l'équation (1.58) possède en réalité une in�nité de solutions et dans 
ertaines 
ir
onstan
es, des modesd'ordres supérieurs peuvent devenir plus instables que le premier mode (voir par exemple les Refs.[105, 18℄). A�n de faire 
onverger la méthode numérique vers une solution stable et unique, la valeurinitiale ω0 est prise égale à la pulsation d'un mode de résonan
e sans pertes du système 
omplet(de fait, la valeur initiale pour ǫg est �xée à ǫg = 0). Dans le 
as de modes de résonan
e résultantd'un 
ouplage entre di�érents éléments du système, 
ette valeur initiale pour la pulsation peut êtredéterminée graphiquement à partir d'un minimum lo
al du module |f(Ω)|. Ce point sera illustré dansle paragraphe 1.4.2.
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onsidéré au paragraphe1.4.1.1.4 Résultats et dis
ussion1.4.1 Système à ondes stationnairesDans 
e paragraphe, l'étude porte sur un moteur à ondes stationnaires fermé à ses deux extrémités.Une représentation s
hématique de 
e système est donnée en �gure 1.4 : deux tubes de longueursrespe
tives d1 = xs et d2 = L− xw sont 
onne
tés au noyau thermoa
oustique. Dans 
et exemple, lalongueur totale du résonateur est �xée à L = 1 m et les longueurs du sta
k et de la partie passive sont�xées à ls = lw = 5 cm. Les matri
es de transfert qui interviennent dans l'équation (1.36) dé
rivant lefon
tionnement de 
e type de moteur sont données par les expressions (A.10) (pour les tubes) et (A.28)(pour le sta
k et la partie passive) données en annexe A de 
e mémoire. Le �uide de travail utilisé estde l'air à pression atmosphérique et à température ambiante Tc = 293.15 K et le sta
k est modélisépar un réseau de 
anaux 
ylindriques. Le rayon du guide R et le rayon d'un pore du sta
k rs sont �xésde telle sorte que R/δκ = 102 et rs/δκ = 4, δκ étant i
i l'épaisseur de 
ou
he limite thermique 
al
uléeà température ambiante et à la fréquen
e du premier mode sans pertes du guide. A�n de simpli�erle modèle, les é
hangeurs de 
haleur sont supposés pon
tuels et parfaits, et la température T0 estdistribuée linéairement le long du sta
k et de la partie passive, variant de la température ambiante Tcà la température 
haude Th = T0(xh).Pour un rapport Tn = Th/Tc �xé, la pulsation a
oustique Ω et le 
oe�
ient d'ampli�
ation ǫg sont
al
ulés à partir de l'équation 
ara
téristique (1.58) en usant de la méthode de résolution numériquedé
rite au paragraphe 1.3. La valeur initiale de la relation de ré
urren
e (1.59) est 
hoisie égale à lapulsation naturelle d'un mode de résonan
e de l'anneau, multiple de la première pulsation de résonan
e
Ωr = πc0/L. De 
ette manière, Ω et ǫg peuvent être obtenus en fon
tion de la température à l'intérieurdu système. Le seuil de dé
len
hement de l'instabilité thermoa
oustique (illustré graphiquement surles �gures 1.5 et 1.7) est ainsi 
al
ulé en résolvant l'équation

ǫg (T0(x)) = 0. (1.62)de façon numérique grâ
e à une simple méthode de re
her
he de zéros. Notons que sous réserve d'un 
er-tain nombre d'hypothèses simpli�
atri
es, il est possible d'obtenir une expression analytique simpli�éede la 
ondition de seuil à partir de l'équation (1.62) (
f. �B.2 en annexe).



1.4 Résultats et discussion 19

PSfrag repla
ements0
0(L)(a)(b)(
)(d)
-0.15-0.1-0.050.10.051234561020-0.04-0.020.020.91.10.51.52.50.20.40.60.8mode 1mode 2mode 3-0.080.040.08-0.20.20.40.60.80.51.52.5

1.21.41.61.82.22.42.62.83.20.980.990.9880.9920.9961.004
Ω
Ωr

Th
Tc

0
1

1 2 3 4 5
-0.1-0.050.10.05 0.9

1.1

seuil de dé
len
hement (a) Fréquen
e adimensionnée Ω/Ωr .

PSfrag repla
ements0
0(L)(a)(b)(
)(d)
-0.15-0.1-0.050.10.051234561020-0.04-0.020.020.91.10.51.52.50.20.40.60.8mode 1mode 2mode 3-0.080.040.08-0.20.20.40.60.80.51.52.5

1.21.41.61.82.22.42.62.83.20.980.990.9880.9920.9961.004
ǫg
Ω

Th
Tc

0
0

1 2 3 4 5-0.1-0.05
0.10.05

0.91.1
seuil de dé
len
hement

(b) Rapport ǫg/Ω.Figure 1.5 � Fréquen
e et taux d'ampli�
ation en fon
tion de la température normalisée Tn = Th/Tcpour trois positions du sta
k dans un résonateur demi-onde (système fermé-fermé) : xh = L/4 (. . .),
xh = L/2 (−−) et xh = 3L/4 (�). Pour xh = 3L/4, le seuil de dé
len
hement 
orrespond à Tn ≃ 1.6.La pulsation Ωr = πc0/L représente la pulsation de résonan
e du premier mode demi-onde.La �gure 1.5 présente la pulsation Ω [1.5(a)℄ et le 
oe�
ient d'ampli�
ation ǫg [1.5(b)℄ en fon
tiondu rapport Tn = Th/Tc pour trois positions du sta
k dans le résonateur demi-onde : xh = L/4 (· · · ),

xh = L/2 (−−) et xh = 3L/4 (�), lorsque la solution de l'équation (1.58) est 
her
hée pro
he dupremier mode du résonateur demi-onde. Quelle que soit la position du sta
k, Ω reste don
 pro
he de lapulsation Ωr = πc0/L, 
orrespondant au premier mode du résonateur à vide. Pour les deux premièrespositions xh = L/4 et xh = L/2, lorsque Tn > 1, le taux d'ampli�
ation ǫg est négatif et dé
roit
ontinûment, marquant ainsi l'e�et d'amortissement (pertes/atténuation thermoa
oustique) du sta
kpour 
es positions. Au 
ontraire, pour xh = 3L/4, la 
ondition de dé
len
hement de l'instabilité ǫg = 0est obtenue pour Tn,o ≃ 1.6. Il 
onvient également de noter que ǫg < 0 pour Tn < Tn,o � 
e qui traduitune atténuation de l'onde � et ǫg > 0 pour Tn > Tn,o � 
e qui traduit une ampli�
ation par e�etthermoa
oustique. Ces résultats sont 
eux attendus 
lassiquement pour 
e type de système thermoa-
oustique [90℄, pour lequel l'ampli�
ation thermoa
oustique n'est possible que lorsque le gradient detempérature le long du sta
k est du même signe que le gradient de pression a
oustique. Pour un sta
kpositionné en xh = L/4, il est également intéressant d'observer sur la �gure 1.5(b) que le dé
len
hementdu système est obtenu pour un rapport Tn < 1 
orrespondant à un 
hangement de signe du gradientde température.Rappelons que lors de la résolution de l'équation (1.58), la pulsation Ω est re
her
hée pro
he d'unepulsation de résonan
e du système. En adaptant la valeur initiale de la relation de ré
urren
e (1.59),il est don
 possible de 
al
uler Ω et ǫg pour di�érents modes de résonan
e. La �gure 1.6 présente lesrésultats obtenus pour la pulsation Ω [1.6(a)℄ et le 
oe�
ient d'ampli�
ation ǫg [1.6(b)℄ en fon
tionde la position xh du sta
k dans le moteur, pour les trois premiers modes du résonateur demi-onde.Pour 
ette étude, la température 
haude est �xée à une valeur élevée (Tn = 5). Sur la �gure 1.6,il apparaît que ǫg peut être positif pour 
ertaines positions parti
ulières xh qui dépendent du mode
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L(b) Rapport ǫg/Ω.Figure 1.6 � Fréquen
e et taux d'ampli�
ation en fon
tion de la position du sta
k xh dans lerésonateur pour les trois premiers modes du résonateur demi-onde : Ωr = πc0/L (�), 2Ωr (−−) et

3Ωr (· · · ). Le rapport de température est �xé à Th/Tc = 5.
onsidéré. Il existe don
 des positions du sta
k favorables au dé
len
hement d'un ou plusieurs modes.La 
omparaison entre la �gure 1.6 et la distribution spatiale du 
hamp de pression a
oustique dansun résonateur demi-onde est relativement dire
te et 
on�rme le fait que 
es positions favorables sont
elles pour lesquelles le gradient de température est du même signe que le gradient de pression.Lorsque le sta
k est su�samment pro
he de la paroi rigide en x = L, les trois premiers modessont sus
eptibles de devenir instables. La �gure 1.7 présente la pulsation Ω [1.7(a)℄ et le 
oe�
ientd'ampli�
ation ǫg [1.7(b)℄ pour xh/L = 0.9 et pour les trois premiers modes du résonateur demi-onde.Il apparaît 
lairement que pour 
ette position, plus l'ordre du mode est élevé et plus la températureau dé
len
hement Tn,o est grande. Il est également intéressant d'observer que pour une température
Tn su�samment élevée, sus
eptible de dé
len
her les trois modes, les fréquen
es des trois instabilitéssont inharmoniques, 
e qui peut 
onduire à des 
omportements quasi-périodiques et 
haotiques dusystème. Ce type de 
omportement a notamment été observé par Yazaki et al. [106℄ lors d'une étudeexpérimentale des os
illations de Ta
onis dans un système 
ryogénique (système dans lequel il est aiséd'obtenir des rapports Th/Tc élevés).1.4.2 Système à ondes progressivesGénérateur d'ondes annulaireEn 1998, Yazaki et 
oll. ont mesuré les 
ourbes de stabilité et la densité de puissan
e a
oustiqueproduite dans un moteur thermoa
oustique annulaire [105℄. Ils ont notamment observé que la fréquen
edes os
illations auto-entretenues ampli�ées par e�et thermoa
oustique était pro
he de la fréquen
e duse
ond mode (λ = L/2) plut�t que de 
elle du premier mode (λ = L). Parallèlement, ils ont égalementétudié le même système thermoa
oustique sous sa version à ondes stationnaires en réalisant un rupturede la bou
le ave
 une paroi rigide : de 
ette façon, ils ont observé le dé
len
hement de l'instabilité
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Figure 1.8 � Représentation s
hématique du système étudié par Yazaki et al. [105℄. Une paroi rigidepeut être pla
ée en x = 0(L) pour favoriser le dé
len
hement de l'onde sur un mode du résonateur�fermé-fermé�.thermoa
oustique sur le 4e mode du système à ondes stationnaires (pour lequel λ = L/2).La 
omparaison ave
 les résultats expérimentaux obtenus par Yazaki et 
oll. en 1998 semble êtreun bon moyen de valider le modèle présenté aux paragraphes 1.2 et 1.3. Le tableau 1.1 re
ense lesparamètres géométriques utilisés pour dimensionner le système, sur la base des données fournies dansla Ref. [105℄. Ce moteur est représenté de façon s
hématique en �gure 1.8 : le noyau thermoa
oustiqueest inséré dans un tube en verre 2 de rayon interne R2 inférieur au rayon du reste de l'anneau (noté i
i
R1). La position du sta
k est une donnée importante lorsque le 
as à ondes stationnaires est étudié.Si l'on 
onsidère que la paroi rigide � utilisée par Yazaki pour favoriser le dé
len
hement d'une ondestationnaire � est située en x = 0 (
onformément au s
héma de la �gure 1.8), le 
entre du sta
k est2. utilisé pour des mesures de vitesses parti
ulaires par Vélo
imétrie Laser Doppler.



22 1 Conditions de stabilité et taux d’amplicationalors positionné à x = 0.5 m, la longueur totale déroulée étant de 2.58 m. Dans le modèle, la présen
edes é
hangeurs de 
haleur est prise en 
ompte en introduisant les matri
es de transfert de matériauxporeux dans l'expression (1.24) de la matri
e de transfert du noyau. L'expression analytique de 
esmatri
es de transferts est donnée par l'équation (A.11) en annexe A de 
e manus
rit.La température de dé
len
hement Tn,o est présentée en �gure 1.9 en fon
tion du 
arré du rapportentre la dimension 
ara
téristique transverse d'un pore du sta
k rs et l'épaisseur de 
ou
he limitethermique δκ. Con
rêtement, la variation du paramètre (rs/δκ)
2 est impli
itement obtenue par unevariation de la pression statique p0 à l'intérieur du moteur. Les résultats expérimentaux obtenus parYazaki et 
oll. [105℄ pour les deux 
on�gurations ( ◦ : système annulaire, • : système droit) sont
omparés aux 
ourbes théoriques (traits pleins), lorsque la fréquen
e des os
illations est re
her
héepro
he de la fréquen
e du mode λ = L/2. Cette fréquen
e 
orrespond au 2e mode de l'anneau (noté�A� sur la �gure 1.9) et au 4e mode du système droit (noté �D� sur la �gure 1.9).Le modèle reproduit relativement bien les 
ourbes de stabilité pour des rapports rs/δκ faibles etprédit un rapport optimal (permettant le dé
len
hement le plus bas) pro
he de 
elui observé expéri-mentalement. Cependant, pour des rapports rs/δκ élevés, la température de dé
len
hement théoriqueest sous-estimée. Ces di�éren
es entre théorie et expérien
e peuvent notamment être expliquées parles points suivants. D'une part, la distribution de température T0(x) est supposée linéaire en théoriele long du sta
k et de la partie passive du noyau, alors même que de ré
entes études ont démontré ler�le primordial de la forme réelle du 
hamp de température dans les 
onditions de dé
len
hement del'instabilité thermoa
oustique [73℄. D'autre part, 
omme il l'est rapporté dans le tableau 1.1, un 
ertainnombre de paramètres tels que les 
ara
téristiques des é
hangeurs, la longueur de la partie passive oula longueur du tube en verre ne sont pas détaillés dans la Ref. [105℄ et ont don
 été �xés arbitrairement.Yazaki et 
oll. Modèle[105℄Longueur totale 2.58m 2.58mRayon interne R1 20.1mm 20.1mmLongueur du tube en verre in
onnue 0.94mRayon interne du tube en verre R2 18.5mm 18.5mmPosition du 
entre du sta
k 0.5m 0.5mLongueur du sta
k 4cm 4cmLongueur de la partie passive in
onnue 20cmLongueur de l'é
hangeur ambiant in
onnue 2cmLongueur de l'é
hangeur 
haud in
onnue 2cmDemi-épaisseur d'un pore du sta
k rs 0.44mm 0.44mmPorosité du sta
k 0.72 0.72Demi-épaisseur d'un pore des é
hangeurs in
onnue 2× 0.4mmPorosité des é
hangeurs in
onnue 0.88Température ambiante Tc in
onnue 293KTable 1.1 � Données géométriques et thermophysiques pour le moteur thermoa
oustique annulairedimensionné par Yazaki et 
oll. [105℄
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)2Figure 1.9 � Courbes de stabilité pour le se
ond mode de l'anneau (◦) et le quatrième mode dusystème droit (•) obtenues par Yazaki et 
oll. [105℄, 
omparées aux 
ourbes théoriques (traits pleins).Sont également représentées les 
ourbes de stabilité obtenues grâ
e au modèle pour le premier mode(tirets) et le se
ond mode (pointillés) de l'anneau lorsque le 
hangement de se
tion dû au tube en verreest négligé.Le modèle est également utilisé pour donner une interprétation du phénomène de séle
tion de modeobservé par Yazaki et 
oll.. Comme pré
isé pré
edemment, Yazaki a rempla
é une partie du résonateurannulaire par un tube en verre de rayon interne plus petit pour e�e
tuer des mesures de vitessesa
oustiques parti
ulaires par Vélo
imétrie Laser Doppler. Le 
hangement de se
tion résultant peutsembler négligeable (
f. tableau 1.1), mais les résultats de 
al
ul indiquent 
lairement que 
e 
hangementde se
tion est responsable du dé
len
hement du se
ond mode, en �supprimant� le premier mode del'anneau. En e�et, lorsqu'au
un 
hangement de se
tion n'est introduit dans le modèle (R1 = R2), lepremier mode (λ = L, en tirets sur la �gure 1.9) devient naturellement instable pour des rapports detempérature Tn,o inférieurs à 
eux du se
ond mode (en pointillés sur la �gure 1.9). Cependant, lorsquele 
hangement de se
tion est pris en 
ompte, le premier mode de l'anneau peut devenir instable pourdes températures extrêmement élevées, physiquement irréalistes (e.g. Tn,o ≃ 20 pour (rs/δκ)2 ≃ 2.6).Par sou
i de visibilité, la 
ourbe de stabilité n'est pas représenté graphiquement pour 
e mode, maisl'on peut raisonablement 
on
lure que le dé
len
hement sur le premier mode est impossible, simplementen raison de 
ette faible variation de se
tion. L'introdu
tion d'un 
hangement de se
tion pouvant setraduire par l'apparition de ré�exions multiples au sein du système apporte une modi�
ation de ladistribution des 
hamps a
oustiques. En 
onséquen
e, 
ontrairement au système annulaire standardpour lequel les 
onditions de dé
len
hement sont invariantes par translation du sta
k dans la bou
le 3,la position du sta
k devient i
i un paramètre important dès lors que la relation de phase entre lesos
illations de pression et de débit a
oustiques n'est plus né
essairement optimale le long de l'élément3. dans la mesure où l'e�et du rayon de 
ourbure n'est pas pris en 
ompte.



24 1 Conditions de stabilité et taux d’amplication

PSfrag repla
ements0
0(L)(a)(b)(
)(d)
-0.15-0.1-0.050.10.051234561020-0.04-0.020.020.91.10.51.52.50.20.40.60.8mode 1mode 2mode 3-0.080.040.08-0.20.20.40.60.80.51.52.5

1.21.41.61.82.22.42.62.83.20.980.990.9880.9920.9961.004

tube 1

�ne 1jon
tion 1é
hangeur froid 1régénérateuré
hangeur 
haudpartie passiveé
hangeur froid 2

jon
tion 2 tube 2 
�ne 2 alternateur


avité arrièreR1
R2

R3

x
x = 0(L)

x = −Lres

Figure 1.10 � Représentation s
hématique du prototype thermo-a
ousto-éle
trique réalisé au La-boratoire d'A
oustique de l'Université du Maine.poreux.Dimensionnement d'une ma
hine thermo-a
ousto-éle
triqueEn parallèle des travaux présentés dans 
e mémoire de thèse, un prototype de transdu
teur thermo-a
ousto-éle
trique a été dimensionné et réalisé au Laboratoire d'A
oustique de l'Université du Maine.Cette maquette d'étude, fon
tionnant ave
 de l'air pressurisé, est représentée s
hématiquement sur la�gure 1.10. Il s'agit d'un résonateur annulaire 
ouplé à un résonateur droit. Le résonateur se
ondairea

ueille un alternateur éle
trodynamique par l'intermédiaire d'un guide 
onique permettant d'adapterla surfa
e interne du résonateur à la surfa
e émissive plus grande du piston. L'alternateur éle
trodyna-mique, 
hargé à l'arrière par une 
avité fermée, a pour r�le de transformer l'énergie a
oustique produitepar e�et thermoa
oustique en énergie éle
trique.Le dimensionnement de 
e système a été réalisé en usant parallèlement du modèle présenté auxparagraphes 1.2 et 1.3 et du logi
iel libre DeltaEC développé au Laboratoire National de Los Alamos[100, 101℄. Les paramètres géométriques et thermophysiques, ainsi que diverses informations 
on
ernantles éléments 
onstitutifs du moteur, sont re
ensés en annexe C de 
e do
ument.Les di�érents éléments 
onstituant le système sont référen
és sur le s
héma donné en �gure 1.10.Les expressions analytiques des matri
es de transfert utilisées pour dé
rire la propagation a
oustiquedans 
es éléments sont données en annexe A. Plus pré
isemment, l'expression (A.10) est utilisée pourdé
rire la propagation d'ondes planes harmoniques dans les tubes, les jon
tions et la 
avité arrière,tandis que l'expression (A.14) dé
rit la propagation dans les guides 
�niques 1 et 2 (
f. �g. 1.10). Lesé
hangeurs de 
haleur sont traités 
omme des milieux poreux [éq. (A.11)℄ à température uniforme Tc
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Figure 1.11 � Module de la fon
tion f
(
Ω, T0(x) = Tc

) en fon
tion de la fréquen
e, 
al
ulé pourl'anneau seul, l'anneau 
ouplé au résonateur sans alternateur et le système 
omplet. Sur l'axe desabs
isses sont repérées les fréquen
es parti
ulières 
orrespondant respe
tivement à la résonan
e mé
a-nique de l'alternateur falt = (2π√MmaCma

)−1 ≃ 38Hz, au premier mode quart d'onde du résonateurse
ondaire fres = c0/(4Lres) ≃ 53Hz et au premier mode de l'anneau fann = c0/L ≃ 302Hz.(é
hangeurs froids) ou Th (é
hangeur 
haud) et l'expression analytique utilisée pour le régénérateuret la partie passive est 
elle donnée par l'équation (A.28), 
al
ulée pour une distribution linéaire detempérature. En�n, l'alternateur est modélisé par son impédan
e a
oustique dé�nie pré
édemment parl'équation (1.33).Comme il l'a été énon
é au paragraphe 1.3, l'estimation numérique du 
ouple (Ω, ǫg) 
onverge versune solution lo
ale de l'équation 
ara
téristique (1.55) et le 
hoix de la pulsation ω0 autour de laquellela pulsation a
oustique ω est 
al
ulée est important. Lorsque les modes potentiellement instables re-sultent d'un 
ouplage 
omplexe entre di�érents systèmes résonants, 
omme 
ela est le 
as pour le moteurthermoa
oustique 
onsidéré a
tuellement, 
ette pulsation parti
ulière peut être déterminée graphique-ment en traçant le module de la fon
tion f(Ω) � dé�nie 
omme le terme de gau
he des équations(1.30) ou (1.54) � et en séle
tionnant une fréquen
e pro
he d'un minimum lo
al de |f |. La �gure 1.11illustre 
ette idée au travers de l'étude du transdu
teur thermo-a
ousto-éle
trique. Sur 
ette �gure,le module |f(Ω, T0(x) = Tc)| est 
al
ulé en fon
tion de la fréquen
e lorsque seul l'anneau est pris en
ompte (· · · ), lorsque l'anneau est 
ouplé au résonateur sans alternateur (−−) et lorsque le système
omplet est 
onsidéré (�). Ainsi, des modes autres que 
eux propres à la résonan
e de l'anneau (pourlesquels Ω = 2nπc0/L) apparaissent et peuvent potentiellement devenir un support à l'instabilité ther-moa
oustique, en parti
ulier le premier mode 
ouplé dont la pulsation est pro
he du premier modequart d'onde du tube se
ondaire [Ωres = πc0/(2Lres)℄ et de la résonan
e mé
anique de l'alternateur[Ωalt = (MmaCma)
−1/2℄. De fait, il est alors possible d'étudier les 
onditions de stabilité et le pro
essusd'ampli�
ation thermoa
oustique sur n'importe quel mode résultant du 
ouplage entre les di�érentes
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Figure 1.13 � Conditions de dé
len
he-ment de l'instabilité pro
he du mode de réso-nan
e de l'alternateur (Ω ∼ (MmaCma)
−1/2)en fon
tion de la pression statique à l'intérieurdu système. La 
ourbe en gras 
orrespondaux résultats obtenus pour une distributionde température linéaire. Les 
ourbes en traits�ns sont obtenues pour une distribution detempérature exponentielle ave
 a = 10 m−1,

a = 100 m−1 et a = 1000 m−1.parties du système.Lorsque le mode instable est re
her
hé pro
he du premier mode de résonan
e de l'anneau (Ω ∼
2πc0/L), l'ajout d'une 
harge se
ondaire entraine une augmentation importante du seuil de dé
len-
hement, 
omme il l'est montré en �gure 1.12. L'introdu
tion d'une 
harge a
oustique supplémentairesigni�e l'augmentation des pertes dans le système, 
e qui se traduit par une température de dé
len-
hement 
roissante. Sur la �gure 1.13, le mode instable est à présent 
her
hé pro
he du premier mode
ouplé observé sur la �gure 1.11. Les 
roix (+) représentent des mesures des 
onditions de dé
len-
hement du prototype sous plusieurs pressions statiques. Lorsque la distribution de température estsupposée linéaire le long du sta
k et de la partie passive du noyau (
ourbe en gras), le modèle est
apable de reproduire les données expérimentales, notamment 
on
ernant la fréquen
e de dé
len
he-ment pour laquelle l'é
art entre expérien
e et théorie est inférieur à 1 Hz. Néanmoins on peut observerune nette di�éren
e 
on
ernant la température de dé
len
hement pour de faibles pressions statiques.Cette é
art est 
ependant 
onsidérablement réduit lorsqu'un pro�l exponentiel est utilisé pour dé
rirela température dans le noyau :

T0(x) = (Th − Tc)
eax − 1

eals − 1
+ Tc pour 0 ≤ x ≤ ls (régénérateur), (1.63)

T0(x) = (Tc − Th)
e−ax − 1

e−alw − 1
+ Th pour 0 ≤ x ≤ lw (partie passive). (1.64)Des 
ourbes relatives à 
e pro�l de température sont données sur la �gure 1.14 pour Th = 2Tc et

a = 10 m−1, a = 100 m−1 puis a = 1000 m−1. Comme énon
é pré
édemment, l'é
hangeur 
haud est
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Figure 1.14 � Température T0(x) (normalisée) le long du noyau thermoa
oustique pour une distri-bution linéaire et pour trois pro�ls exponentiels : a = 10 m−1, a = 100 m−1 et a = 1000 m−1supposé rester à température 
onstante Th. Il 
onvient de noter que pour un 
oe�
ient a su�sammentpetit de sorte que als ∼ alw ∼ o(1), le report des développements asymptotiques
eax = 1 + ax+O

(
(ax)2

)
, (1.65)

eals = 1 + als +O
(
(als)

2
)
, (1.66)

ealw = 1 + alw +O
(
(alw)

2
)
, (1.67)dans les équations (1.63)-(1.64) 
onduit naturellement à retrouver la distribution linéaire de tempéra-ture 
omme limite asymptotique du 
as exponentiel :

T0(x) ≃ (Th − Tc)
x

ls
+ Tc pour 0 ≤ x ≤ ls, (1.68)

T0(x) ≃ (Tc − Th)
x

lw
+ Th pour 0 ≤ x ≤ lw. (1.69)Cette remarque est illustrée sur la �gure 1.14 par le 
as a = 10 m−1 pour lequel le pro�l de tem-pérature reste très pro
he d'un pro�l linéaire ; la 
ourbe de stabilité obtenue sur la �gure 1.13 marqueainsi une di�éren
e minime ave
 le 
as linéaire. Néanmoins, on peut observer sur la �gure 1.13 que laforme même du 
hamp de température le long du noyau in�uen
e fortement les 
onditions de dé
len-
hement du moteur. Ainsi, pour des valeurs de a su�samment élevées (typiquement, a = 1000 m−1), ilest possible de reproduire, au moins qualitativement, les données expérimentales. Evidemment, il resteun é
art non négligeable entre expérien
e et théorie et réduire 
et é
art impliquerait d'e�e
tuer uneétude paramétrique beau
oup plus 
omplète que 
elle proposée i
i. Cependant, les résultats présentéssur la �gure 1.13 
onfortent le fait que le dé
len
hement de l'instabilité thermoa
oustique dépend defaçon non-triviale de la forme du 
hamp de température qui s'établit le long du noyau [73℄.1.5 Con
lusionLe modèle analytique proposé dans 
e 
hapitre permet de dé
rire le fon
tionnement de diverses
on�gurations de systèmes thermoa
oustique. Cependant, de par le fait même que 
ette théorie est



28 1 Conditions de stabilité et taux d’amplicationdéveloppée dans le domaine de Fourier, 
e type de formalisme est en toute rigueur mathématiquementinadapté pour la des
ription d'un régime instationnaire de l'instabilité thermoa
oustique. La prise en
ompte du taux d'ampli�
ation de l'onde ne peut don
 se faire que par l'introdu
tion d'une fréquen
esupposée 
omplexe et au moyen de l'hypothèse de quasi-stationarité selon laquelle l'amplitude de l'ondeet le 
hamp de température évoluent lentement, restant 
onstant à l'é
helle de temps a
oustique.La 
onnaissan
e de la propagation a
oustique dans le noyau thermoa
oustique est impli
ite dans le
al
ul de Ω et ǫg et la 
omplexité des expressions analytiques des matri
es de transfert du sta
k et dela partie passive rend toute résolution analytique dire
te du problème irréalisable. C'est la raison pourlaquelle une méthode numérique semble en premier lieu mieux adaptée pour la résolution de l'équation
ara
téristique. Néanmoins, 
omme il l'est présenté en annexe B, des expressions analytiques appro
héespeuvent être obtenues sous réserve d'hypothèses fortes 
on
ernant par exemple le régime d'intera
tion�uide-stru
ture, l'épaisseur du noyau ou en
ore la forme du 
hamp de température.A la lumière des résultats et observations présentés dans 
e premier 
hapitre, il est 
lair qu'unedes
ription pré
ise des pro
essus de dé
len
hement et d'ampli�
ation des os
illations auto-entretenuesne peut se faire sans aborder l'aspe
t des transferts thermiques qui régissent la forme du 
hamp detempérature dans le noyau thermoa
oustique. Le 
hapitre suivant aborde une appro
he pragmatiquepour répondre à 
ette problématique, qui 
onsiste à mesurer les propriétés a
oustiques du noyau enusant d'une méthode à quatre mi
rophones.



Chapitre 2

Matrice de transfert expérimentale
d’un noyau thermoacoustiqueDans le 
hapitre pré
édent, le modèle permettant de dé
rire le dé
len
hement et le taux d'ampli�-
ation de l'instabilité a été développé. Ce modèle est intimement lié à la 
onnaissan
e des propriétés detransfert du noyau thermoa
oustique. L'un des éléments 
lés d'un moteur thermoa
oustique reste bienévidemment le matériau poreux au sein duquel l'e�et thermoa
oustique prend toute son importan
e.Lorsqu'il est utilisé en sta
k dans un moteur à ondes stationnaires, son r�le est d'assurer un 
onta
tthermique imparfait (quasi-adiabatique) entre le �uide et les parois solides (rs ∼ δκ). Lorsqu'il est uti-lisé en régénérateur dans une ma
hine à ondes progressives, il permet au 
ontraire d'assurer un 
onta
tquasiment isotherme entre les parois et le �uide os
illant (rs ≪ δκ). A l'origine des premiers moteursthermoa
oustiques, 
es intera
tions thermiques �uide-stru
ture furent réalisées au moyen de stru
turespériodiques type empilements de plaques parallèles en a
ier inoxydable [6, 7℄ ou matériaux en nidsd'abeilles [89℄ ; 
ependant, les avan
ées ré
entes en thermoa
oustique ont mis en éviden
e l'intérêt del'utilisation de matériaux plus exotiques, tels que les réseaux de tiges �nes [91℄, les mousses de 
arboneréti
ulé vitreux (RVC) [2℄ ou les empilements de grilles d'a
ier inoxydable [9℄.Les stru
tures périodiques basiques telles que les empilements de plaques parallèles ou les réseaux de
anaux uniformes de diverses géométries peuvent être dé
rites au moyen de la théorie de la thermoa-
oustique en propagation guidée [83, 88, 5, 87℄. Dans 
ette théorie, le 
ouplage vis
othermique entre le�uide os
illant et les parois solides d'un pore est introduit au moyen des fon
tions thermovisqueuses
fν et fκ, dont les expressions analytiques dépendent de la géométrie du pore. En 1991, Roh et 
oll.[79℄ ont notamment validé expérimentalement les 
al
uls développés par Stinson dans le 
as de pores àse
tion re
tangulaire [87℄. Depuis, un nombre important de travaux, aussi bien expérimentaux qu'ana-lytiques, ont été réalisés dans le but d'étendre 
ette théorie à des stru
tures plus 
omplexes. Dans unesérie d'arti
les [103, 75, 104, 74℄, Wilen et Pet
ules
u ont mesuré 
es fon
tions thermovisqueuses pourdi�érentes géométries de pores et di�érents matériaux (notamment des mousses RVC et des moussesd'aluminium), ave
 ou sans gradient de température. En 2005, Muehleisen et 
oll. [61℄ ont développéune méthode à quatre mi
rophones pour la mesure de l'impédan
e 
ara
téristique et du nombre d'onde
omplexes dans des mousses RVC, et ont 
omparé leurs résultats ave
 des modèles de propagation enmilieu poreux semi-analytiques [29, 77℄ et analytiques [3℄. En�n, Roh et 
oll. [80℄ ont proposé un mo-



30 2 Matrice de transfert expérimentale du noyaudèle mathématique de propagation en milieu poreux inhomogène en température, qui montre un bona

ord ave
 les résultats expérimentaux de Wilen et Pet
ules
u [104, 74℄, malgré un re
alage né
essaireen usant de fa
teurs de forme nν et nκ
1 et de la tortuosité du matériau.A l'instar des propriétés géométriques du sta
k (ou du régénérateur), de nombreux paramètres in-�uent de façon 
ru
iale sur le fon
tionnement du moteur thermoa
oustique. En parti
ulier, la des
rip-tion �ne du seuil de dé
len
hement requiert, outre la 
onnaissan
e des 
ara
téristiques du sta
k, la priseen 
ompte des é
hangeurs de 
haleurs (porosité, résistan
e au passage de l'air) mais aussi et surtout destransferts de 
haleurs qui s'opèrent au sein du noyau thermoa
oustique. En e�et, il reste 
ru
ial d'avoirun 
onnaissan
e pré
ise du 
hamp de température le long du noyau, dont la forme (notamment dansla partie passive) peut avoir un impa
t fort sur le pro
essus d'ampli�
ation [73℄. C'est pourquoi unedes
ription juste des pro
essus de dé
len
hement et d'ampli�
ation de l'instabilité thermoa
oustiquené
essiterait en toute rigueur la des
ription des é
hangeurs et une modélisation 
omplète (à 3 dimen-sions) des transferts de 
haleurs dans 
haque partie 
onstituant le noyau. Cette des
ription pré
ise estd'autant plus ardue qu'elle sous-entend la 
onnaissan
e des propriétés thermophysiques � par exempleles 
ondu
tivités thermiques axiale et transverse � des matériaux anisotropes qui 
onstituent le sta
kou le régénérateur. Notons également que le 
al
ul du régime transitoire de l'instabilité, au-delà dudé
len
hement, né
essiterait également la prise en 
ompte d'e�ets non-linéaires saturants, et 
ela seradis
uté en 
hapitre 4 de 
e manus
rit. Toutes les raisons expli
itées 
i-dessus justi�ent le fait que ledimensionnement et l'optimisation des ma
hines thermoa
oustiques a
tuelles se fassent en partie aumoyen de logi
iels basés sur la théorie de la thermoa
oustique linéaire � ou faiblement non-linéaire �[100, 101℄, et en partie de façon empirique.Les résultats présentés dans le paragraphe 1.4 du 
hapitre 1 illustrent bien les limites d'une mo-délisation théorique simpli�ée du noyau thermoa
oustique. Pour le 
al
ul du taux d'ampli�
ation ǫget des 
onditions de stabilité propres aux di�érents systèmes thermoa
oustiques modélisés, rappelonsque les matri
es de transfert du sta
k et du noyau sont 
al
ulées à partir de la relation (A.28) donnéeen annexe A [73, 68℄, qui, malgré le fait qu'elle 
onstitue une solution analytique exa
te de l'équationde propagation de la thermoa
oustique linéaire, est basée sur une hypothèse uni-dimensionnelle de ladistribution de température T0(x). De plus, les transferts de 
haleur n'étant pas pris en 
ompte dansle modèle, les é
hangeurs sont supposés parfaits d'un point de vue thermique et T0(x) est générale-ment supposée linéaire le long du sta
k et de la partie passive. C'est très probablement la raison pourlaquelle les 
ourbes de stabilité présentées au 
hapitre 1 peuvent marquer une di�éren
e notable ave
les données expérimentales sous 
ertaines 
onditions.Le but des travaux exposés dans 
e 
hapitre est don
 de proposer une méthode semi-analytique pourla détermination des 
onditions de dé
len
hement des os
illations auto-entretenues. Cette méthodeest basée sur une appro
he �boîte noire� du noyau thermoa
oustique, dont la matri
e de transfert esta

essible par la mesure [38℄, sous di�érentes 
onditions de 
hau�age. L'avantage de 
ette appro
he estde faire abstra
tion d'une modélisation des é
hangeurs, de la géométrie (éventuellement 
omplexe...)du sta
k et des transferts de 
haleur qui s'opèrent entre les di�érents éléments du noyau. Le but de1. 
es fa
teurs sont utilisés pour ajuster les rapports (r/δν) et (r/δκ).
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oustique étudié.la mesure de la matri
e de transfert du noyau est double. D'une part, les seuils de dé
len
hementspeuvent être 
al
ulés à partir des données expérimentales en intégrant la matri
e de transfert mesuréeau modèle présenté au 
hapitre 1 (
e
i fait l'objet du paragraphe 2.5 de 
e 
hapitre). D'autre part,
es données expérimentales peuvent être exploitées pour ajuster le modèle théorique des transfertsthermiques dans le noyau, 
omme il sera présenté au 
hapitre 3.Dans le paragraphe 2.1, le noyau thermoa
oustique étudié est entièrement dé
rit, et le ban
 de mesuredéveloppé pour la 
ara
térisation expérimentale des propriétés de transfert de 
e noyau est présentéen paragraphe 2.2. La méthode de mesure utilisée est une méthode à quatre mi
rophones 
ourammentutilisée en a
oustique ; le prin
ipe de 
ette méthode est développé au paragraphe 2.3. Les résultatsde mesure sont exposés et dis
utés au paragraphe 2.4, ainsi que l'estimation des erreurs 
ommises,inhérentes à l'utilisation d'une méthode multi-mi
rophonique. En�n au paragraphe 2.5, les donnéesexpérimentales sont exploitées pour la prédi
tion de seuils de dé
len
hement de moteurs intégrantle noyau thermoa
oustique, et les prédi
tions semi-analytiques sont 
omparées aux seuils réellementobservés lorsque les moteurs sont réalisés.2.1 Présentation du noyau thermoa
oustique étudiéUn s
héma et une photographie du noyau thermoa
oustique étudié sont donnés sur les �gures 2.1et 2.2. Il s'agit d'un guide d'onde 
ylindrique de rayon interne R = 16.7 mm 
onstitué de di�érentespiè
es en aluminium et en a
ier inoxydable, totalisant une longueur de 46 
m entre les ab
isses xg et
xd. Le sta
k, dont une photographie est présentée en �gure 2.3, est un élément poreux en 
éramiquede 7.1 
m de long 
onstitué de pores à se
tion 
arrée, dont la densité surfa
ique est de 600 
ellules parpou
e 
arré (600 Cells Per Square In
h, ou 600 CPSI). La distribution de température est 
ontr�léepar la présen
e d'un é
hangeur de 
haleur 
haud et de deux é
hangeurs froids. L'é
hangeur 
haud est
onstitué d'un 
ylindre de 1 
m d'épaisseur réalisé à partir du même matériau que le sta
k (
éramique à
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hangeur froid.pores 
arrés) à l'intérieur duquel est tressé un �l de Ni
hrome 
hau�ant, de manière à 
ouvrir la quasi-totalité de la surfa
e et d'assurer au mieux l'homogénéité de la distribution transverse de température.La résistan
e de Ni
hrome est 
onne
tée à une sour
e 
ourant-tension stabilisée permettant d'apporterpar e�et Joule une puissan
e de 
hau�age Q au système. L'é
hangeur froid, dont une photographie estdonnée en �gure 2.4, est 
onstitué de deux tubes de 
uivre traversant une stru
ture d'aluminium ennid d'abeilles. Les tubes de 
uivre sont 
onne
tés à un 
ir
uit de refroidissement muni d'une pompepermettant de faire 
ir
uler de l'eau à température ambiante Tc.2.2 Présentation du ban
 de mesureLa méthode de mesure est une méthode à quatre mi
rophones, utilisée pour a

éder à la matri
ede transfert du biporte a
oustique situé entre xg et xd sur le s
héma 2.1, sur une gamme de fréquen
e
[50; 200]Hz et pour plusieurs 
onditions de 
hau�age Q.Une représentation s
hématique et une photographie du ban
 de mesure sont données en �gures 2.5et 2.6. Deux tubes en poly
hlorure de vinyle (PVC) sont 
onne
tés de part et d'autre du noyau ther-moa
oustique. Le tube de gau
he est lui-même 
onne
té à un haut parleur éle
trodynamique 
ontrolépar un ordinateur via une 
arte d'aquisition. Un signal de type sinus glissant est envoyé à la sour
e,
orrespondant à une série de signaux sinusoïdaux de fréquen
es allant de 50Hz à 200Hz par in
rémentde 1Hz. Le tube de droite est quant à lui alternativement ouvert et fermé par une paroi rigide, poure�e
tuer les deux mesures né
essaires à la 
ara
térisation du noyau, 
omme il sera detaillé dans leparagraphe 2.3.Quatre mi
rophones (modèle Bruel & Kjaer 4136) sont pla
és le long des tubes, de part et d'autre dunoyau. A�n de s'assurer qu'au
une dis
ontinuité géométrique ne puisse perturber le 
hamp a
oustique,les mi
rophones sont pla
és dans des piè
es adaptées (
f. �g. 2.7), usinées de manière à épouser le rayonde 
ourbure des tubes, la jon
tion entre l'intérieur du ban
 de mesure et la membrane mi
rophoniquese faisant par un 
apillaire. Les signaux 
aptés sont ré
upérés sur l'ordinateur via la 
arte d'a
quisition,
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 de mesure.ave
 une fréquen
e d'é
hantillonage de 10 kHz, et les informations utiles (amplitude et phase) sontobtenues au moyen d'un estimateur des moindres 
arrés.En amont de la 
ampagne de mesures, un étalonnage relatif des mi
rophones est e�e
tué a�n des'a�ran
hir de leurs sensibilités respe
tives. Les mi
rophones sont pla
és fa
e-à-fa
e au sein d'une
avité de très faibles dimensions devant les longueurs d'onde mises en jeu [55℄, de sorte que le 
hampde pression puisse être 
onsidéré 
omme spatialement uniforme dans la gamme de fréquen
es utilisée(
f. �g. 2.8). Les fon
tions de transfert mesurées au moyen de 
ette méthode sont présentées sur la�gure 2.9. Ces fon
tions de transfert, notées C̃ij et dé�nies 
omme les rapports des sensibilités de
haque mi
rophone dans l'hypothèse d'uniformité du 
hamp de pression
C̃ij ≡

Si

Sj
, (2.1)sont ensuite utilisées 
omme 
orre
tions sur les fon
tions de transfert mesurées in situ.2.3 Méthode à deux 
hargesLe ban
 de mesure développé et présenté dans le paragraphe pré
édent a pour obje
tif la déter-mination de la matri
e de transfert du noyau dé�nie par l'équation (1.24) et obtenue i
i grâ
e à la
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ro-phones.relation suivante :
(

p̃1(xd)

ũ1,x(xd)

)
=

(
Tpp(ω, T0(x)) Tpu(ω, T0(x))

Tup(ω, T0(x)) Tuu(ω, T0(x))

)
×
(

p̃1(xg)

ũ1,x(xg)

)
. (2.2)Le prin
ipe de base de la méthode 
onsiste don
 à 
al
uler les amplitudes 
omplexes de pression

p̃1(xg,d) et de débit a
oustique ũ1,x(xg,d) à partir des mesures de pression aux positions xi [i = 1, 2, 3, 4,
f. �g. 2.5℄. Cependant, la matri
e de transfert du noyau n'étant en toute rigueur ni symétrique, niré
iproque (du fait de la distribution inhomogène de température), deux mesures sont né
essaires poura

éder aux quatre 
oe�
ients de transfert Tpp, Tpu, Tup et Tuu. La méthode à quatre mi
rophonesutilisée, quali�ée de méthode à deux 
harges, 
onsiste don
 à e�e
tuer deux mesures pour deux 
harges
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oustiques di�érentes au niveau de la terminaison, 
orrespondant à deux états du système linéairementindépendants : une première mesure est e�e
tuée en tube ouvert, puis une se
onde mesure est réaliséelorsque le tube est fermé par une paroi rigide.Cette méthode de mesure a été largement étudiée et utilisée dans les domaines des ondes guidéeset de l'aéroa
oustique [95, 96, 56, 62℄. Il 
onvient de noter que des méthodes multi-mi
rophoniqueséquivalentes ont déjà été exploitées en thermoa
oustique [33, 76℄ : par exemple, Pet
ules
u et Wilen[76℄ ont développé une méthode à quatre mi
rophones pour mesurer la puissan
e a
oustique en entréeet en sortie d'un régénérateur soumis à un gradient de température.Dans 
e qui suit, les équations permettant de 
al
uler les 
oe�
ients de transfert à partir des pres-sions mesurées au niveau des mi
rophones sont développées. A�n de ne pas alourdir les notations,les indi
es 1 et x présents dans l'équation (2.2) sont supprimés. Ainsi, p̃ et ũ 
orrespondent aux am-plitudes 
omplexes des 
omposantes a
oustiques de la pression et du débit, et ũ est la 
omposanteaxiale du débit a
oustique. Sous l'hypothèse d'onde plane harmonique se propageant en amont dunoyau thermoa
oustique, la pression a
oustique peut être é
rite 
omme la 
ombinaison linéaire dedeux 
omposantes 
ontrapropagatives :
p̃(x) = p̃+(x) + p̃−(x), (2.3)

= p̃+(xg)e
ik(x−xg) + p̃−(xg)e

−ik(x−xg), ∀x ∈ [0, xg], (2.4)où le nombre 
omplexe k dé�ni par la relation (1.26) tient 
ompte des pertes vis
othermiques pariétalesdans le tube en PVC. De la même façon, la pression a
oustique en aval du noyau prend la formesuivante :
p̃(x) = p̃+(x) + p̃−(x), (2.5)

= p̃+(xd)e
ik(x−xd) + p̃−(xd)e

−ik(x−xd), ∀x ∈ [xd, L]. (2.6)Les pressions a
oustiques au niveau de 
ha
un des mi
rophones sont exprimées en usant des relations(2.4) et (2.6) et, après quelques 
al
uls, les quatre 
omposantes 
ontrapropagatives de pression à gau
heet à droite du noyau sont obtenues par les équations :
p̃+(xg) =

p̃1e
−ik(x2−xg) − p̃2e

−ik(x1−xg)

2i sin
(
k(x1 − x2)

) , (2.7)
p̃−(xg) =

p̃2e
ik(x1−xg) − p̃1e

ik(x2−xg)

2i sin
(
k(x1 − x2)

) , (2.8)
p̃+(xd) =

p̃3e
−ik(x4−xd) − p̃4e

−ik(x3−xd)

2i sin
(
k(x3 − x4)

) , (2.9)
p̃−(xd) =

p̃4e
ik(x3−xd) − p̃3e

ik(x4−xd)

2i sin
(
k(x3 − x4)

) , (2.10)où p̃i = p̃(xi) sont les pressions mesurées par les mi
rophones [i = 1, 2, 3, 4, 
f. �g. 2.5℄. Lorsque lesrelations (2.7)-(2.10) sont introduites dans les équations (2.4) et (2.6) appliquées respe
tivement aux
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isses xg et xd, les pressions a
oustiques sont alors données par
p̃(xg) =

p̃2 sin
(
k(x1 − xg)

)
− p̃1 sin

(
k(x2 − xg)

)

sin
(
k(x1 − x2)

) , (2.11)
p̃(xd) =

p̃4 sin
(
k(x3 − xd)

)
− p̃3 sin

(
k(x4 − xd)

)

sin
(
k(x3 − x4)

) , (2.12)et, en notant H̃ij la fon
tion de transfert inter-mi
rophonique dé�nie selon
H̃ij ≡

p̃i
p̃j

, (2.13)
es relations deviennent
p̃(xg) = p̃1

H̃21 sin
(
k(xg − x1)

)
− sin

(
k(xg − x2)

)

sin
(
k(x2 − x1)

) , (2.14)
p̃(xd) = p̃3

sin
(
k(x4 − xd)

)
− H̃43 sin

(
k(x3 − xd)

)

sin
(
k(x4 − x3)

) . (2.15)D'autre part, le report des relations (2.4) et (2.6) dans l'équation (1.17) pour la vitesse parti
ulairemoyenne, sa
hant que ũ = S〈ṽ〉, 
onduit aux expressions suivantes pour le débit a
oustique :
ũ(x) = Z−1

c

[
p̃+(xg)e

ik(x−xg) − p̃−(xg)e
−ik(x−xg)

]
, ∀x ∈ [0, xg], (2.16)

ũ(x) = Z−1
c

[
p̃+(xd)e

ik(x−xd) − p̃−(xd)e
−ik(x−xd)

]
, ∀x ∈ [xd, L], (2.17)où l'impédan
e 
ara
téristique 
omplexe Zc est dé�nie par la relation (1.27). En introduisant les rela-tions (2.7)-(2.10) dans les équations (2.16) et (2.17) appliquées respe
tivement aux abs
isses xg et xl,les débits a
oustiques sont �nalement donnés par

ũ(xg) = p̃1
H̃21 cos

(
k(xg − x1)

)
− cos

(
k(xg − x2)

)

iZc sin
(
k(x2 − x1)

) , (2.18)
ũ(xd) = p̃3

H̃43 cos
(
k(x3 − xd)

)
− cos

(
k(x4 − xd)

)

iZc sin
(
k(x4 − x3)

) . (2.19)Les relations (2.14)-(2.15) et (2.18)-(2.19) peuvent don
 être utilisées dans l'équation (2.2) pour
al
uler les 
oe�
ients de la matri
e de transfert. Cependant, il apparaît évident que la relation (2.2)
onstitue un système de deux équations à quatre in
onnues, d'où la né
essité d'e�e
tuer deux mesurespour deux états di�érents du système : 
es deux mesures sont indiquées dans la suite par les exposants
(1) et (2). Partant du prin
ipe que 
es deux mesures sont réalisées, l'équation (2.2) 
onduit à l'é
riturede deux systèmes matri
iels �dé
ouplés�, soit

(
p̃(1)(xg) ũ(1)(xg)

p̃(2)(xg) ũ(2)(xg)

)
×
(

Tpp
Tpu

)
=

(
p̃(1)(xd)

p̃(2)(xd)

)
, (2.20)pour la détermination de Tpp et Tpu , et

(
p̃(1)(xg) ũ(1)(xg)

p̃(2)(xg) ũ(2)(xg)

)
×
(

Tup
Tuu

)
=

(
ũ(1)(xd)

ũ(2)(xd)

)
, (2.21)



2.3 Méthode à deux charges 37pour la détermination de Tup et Tuu. Notons que la raison pour laquelle les deux états de mesure (1)et (2) doivent être né
essairement linéairement indépendants apparaît i
i de façon triviale puisque lamatri
e 2 × 2 impliquée dans les deux relations pré
édentes doit obligatoirement être à déterminantnon-nul. Posons alors les six termes de phases Φ21 = k(x2 − x1), Φg1 = k(xg − x1), Φg2 = k(xg − x2),
Φ43 = k(x4−x3), Φ3d = k(x3−xd) et Φ4d = k(x4−xd), pour lesquels toutes les distan
es sont dé�niespositives, et les fon
tions D1 et D2 dé�nies selon

D1

(
H̃ij,Φ1,Φ2

)
= H̃ij sinΦ1 − sinΦ2, (2.22)

D2

(
H̃ij,Φ1,Φ2

)
= H̃ij cos Φ1 − cos Φ2, (2.23)de sorte que les relations de pression et débit a
oustiques (2.14), (2.15), (2.18) et (2.19) appliquées auxmesures (1) et (2) s'é
rivent

p̃(xg)
(1,2) = p̃

(1,2)
1

D1

(
H̃

(1,2)
21 ,Φg1,Φg2

)

sinΦ21
, (2.24)

p̃(xd)
(1,2) = p̃

(1,2)
3

−D1

(
H̃

(1,2)
43 ,Φ3d,Φ4d

)

sinΦ43
, (2.25)

ũ(xg)
(1,2) = p̃

(1,2)
1

D2

(
H̃

(1,2)
21 ,Φg1,Φg2

)

iZc sinΦ21
, (2.26)

ũ(xd)
(1,2) = p̃

(1,2)
3

D2

(
H̃

(1,2)
43 ,Φ3d,Φ4d

)

iZc sinΦ43
. (2.27)Sous 
es 
onditions et après quelques développements, on peut ainsi montrer que les solutions dessystèmes d'équations (2.20) et (2.21) 
onduisent aux expressions suivantes pour les 
oe�
ients detransfert :

Tpp =
H̃

(2)
31 D1

(
H̃

(2)
43

)
D2

(
H̃

(1)
21

)
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(1)
31 D1
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(1)
43
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D2

(
H̃
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21
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H̃

(2)
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(1)
21

] , (2.28)
(iZc)

−1 Tpu =
H̃

(1)
31 D1

(
H̃

(1)
43

)
D1

(
H̃

(2)
21

)
− H̃

(2)
31 D1

(
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(2)
43

)
D1

(
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21
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sinΦ43

[
H̃

(2)
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(1)
21

] , (2.29)
(iZc)Tup =

H̃
(1)
31 D2

(
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(1)
43

)
D2

(
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(2)
21

)
− H̃
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(
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43
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(
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21
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sinΦ43
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(1)
21

] , (2.30)
Tuu =

H̃
(2)
31 D2

(
H̃

(2)
43

)
D1

(
H̃

(1)
21

)
− H̃

(1)
31 D2

(
H̃

(1)
43

)
D1

(
H̃

(2)
21

)

sinΦ43

[
H̃

(2)
21 − H̃

(1)
21

] , (2.31)expressions dans lesquelles apparaît en
ore une fois la 
ondition d'indépendan
e des deux états dusystème (H̃(2)
21 6= H̃

(1)
21 ).



38 2 Matrice de transfert expérimentale du noyauLa méthode à deux 
harges permet don
 de 
al
uler les 
oe�
ients de la matri
e de transfert dubiporte a
oustique à partir des mesures de fon
tions de transfert entre mi
rophones grâ
e aux relations(2.28)-(2.31), et 
e pour di�érentes 
onditions de 
hau�age. Il 
onvient néanmoins de pré
iser qu'ils'agit d'une méthode relativement indire
te, qui né
essite don
 beau
oup de pré
autions pour éviter lapropagation importante d'erreurs sur les résultats �naux. Hormis le pro
édé d'étalonnage des mi
ro-phones dé
rit dans le paragraphe 2.2 de 
e 
hapitre, une attention parti
ulière est portée sur di�érentsfa
teurs sus
eptibles de perturber la mesure. Il est important par exemple d'assurer la parfaite étan-
héité du dispositif aux endroits où les tubes, le noyau et les mi
rophones sont 
onne
tés, a�n d'évitertoute fuite d'air (
e
i est réalisé au moyen de graisse à vide). La distan
e ∆x entre mi
rophones estégalement un paramètre 
ru
ial pour 
e type de mesure qui dépend de la gamme de fréquen
e d'ana-lyse ; elle est �xée à ∆x = 60 cm de manière à respe
ter le 
ritère donné par Åbom dans ses travaux[20, 1℄ :
0.1π < k∆x < 0.8π, (2.32)qui se traduit en l'o

uren
e dans la fenêtre d'analyse utilisée i
i par

34 cm . ∆x . 272 cm pour f = 50 Hz, (2.33)
8.5 cm . ∆x . 68 cm pour f = 200 Hz. (2.34)En�n, pré
isons que les in
ertitudes sur les variables d'environnement (pression statique p0 et tem-pérature ambiante Tc), les dimensions des tubes, les distan
es entre mi
rophones et les mesures defon
tions de transfert sont estimées et leur réper
ussion sur les 
oe�
ients de transfert est prise en
ompte dans une loi de propagation des erreurs (les détails de 
es 
al
uls sont fournis en annexe D de
e do
ument).2.4 Mesure des 
oe�
ients de transfert2.4.1 En l'absen
e de 
hau�ageLa première 
ampagne de mesure est réalisée pour une puissan
e de 
hau�age nulle et une distri-bution de température supposée 
onstante et égale en tout point à la température Tc. Les résultatsobtenus pour les 
oe�
ients de transfert sont présentés en module et en argument sur les �gures2.10(a) et 2.10(b), respe
tivement. Sur 
es �gures, les 
oe�
ients transverses sont adimensionnés etdé�nis selon

T̂pu = Z−1
c Tpu, (2.35)

T̂up = ZcTup. (2.36)Les résultats de mesure, indiqués en traits pleins, sont 
omparés à une solution analytique (+) dé-veloppée en détails dans le 
hapitre 3. Cette solution est obtenue via la modélisation du sta
k et del'é
hangeur 
haud par un milieu poreux de porosité φ = 0.9 et de rayon de pores rs = 0.5 mm etla modélisation des zones annexes (é
hangeurs froids et tubes) par des tubes larges [
f. éqs. (A.10) et(A.11) de l'annexe A℄. A�n de ne pas sur
harger les graphiques par des barres d'erreurs, les in
ertitudesde mesure sont présentées sous forme d'enveloppes grisées. Le détail du 
al
ul de 
es in
ertitudes estdonné en annexe D. Le faible pour
entage d'erreurs et le bon a

ord entre la mesure et la théorie
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(b) ArgumentFigure 2.11 � Modules et arguments des quatre 
oe�
ients de transfert mesurés pour di�érentespuissan
es de 
hau�age Q dissipées dans l'é
hangeur 
haud : Qmin = 7.8W (◦), Q = 35.9W (△) et
Qmax = 83.3W (�).
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onséquen
es des nombreuses pré
autions prises lors de l'expérien
e. La �gure 2.12 présentele 
al
ul du déterminant de la matri
e du noyau
det[MNT] ≡ TppTuu − T̂puT̂up, (2.37)en fon
tion de la fréquen
e. Pour Q = 0W , la valeur moyenne du module du déterminant sur la gammede fréquen
e est de 0.998 (≃ 1, ave
 un é
art-type 
orrespondant de 9 · 10−3) et la valeur moyennede l'argument est de −3.7 · 10−3 rad (≃ 0 rad, ave
 un é
art-type 
orrespondant de 5.2 · 10−3 rad) 
equi 
on�rme le fait que la matri
e de transfert du biporte est bien ré
iproque lorsqu'au
un gradient detempérature n'est imposé.
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Figure 2.12 � Module et argument du déterminant de la matri
e de transfert expérimentale dunoyau en l'absen
e de 
hau�age (Q = 0W ).2.4.2 Pour di�érentes 
onditions de 
hau�ageLes résultats obtenus pour di�érentes puissan
es de 
hau�age Q sont donnés sur les �gures 2.11(a)et 2.11(b). Par sou
i de visibilité, seuls trois 
as sont présentés i
i, 
orrespondant à des puissan
esde 
hau�age Qmin = 7.8W (◦), Q = 35.9W (△) et Qmax = 83.3W (�). L'ensemble des donnéesexpérimentales regroupant 25 valeurs de Q, in
rémentées de 7.8W à 83.3W de façon quadratique(in
rément linéaire de tension aux bornes de la résistan
e 
hau�ante) est donnée en annexe D de 
edo
ument. Il 
onvient de noter que pour 
haque in
rément de 
hau�age, un délai d'attente de 5min. aété respe
té pour atteindre le régime stationnaire des transferts de 
haleur dans le noyau.2.5 Prédi
tion du seuil de dé
len
hementUne fois déterminée expérimentalement, la matri
e de transfert du noyau thermoa
oustique MNTest à présent introduite dans les équations (1.30) et (1.54) pour déterminer les 
onditions de dé
len-
hement de deux 
on�gurations de moteurs thermoa
oustiques : un système à ondes stationnairesouvert-fermé de type quart d'onde [
f. �g. 2.13℄, puis un système à ondes progressives 
onstitué d'une
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ldlg lntFigure 2.13 � Photographie et repré-sentation s
hématique du prototype demoteur à ondes stationnaires intégrant lenoyau thermoa
oustique 
ara
térisé parla méthode à deux 
harges.
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Figure 2.14 � Photographie et repré-sentation s
hématique du prototype demoteur à ondes progressives intégrant lenoyau thermoa
oustique 
ara
térisé parla méthode à deux 
harges.bou
le 
ouplée à un résonateur droit [
f. �g. 2.14℄. A�n de juger de la pré
ision de 
e modèle analyti
o-expérimental, 
ha
un des systèmes simulés a été 
onstruit et les 
onditions ont été mesurées, en termede fréquen
e de dé
len
hement fo et de puissan
e de dé
len
hement Qo.2.5.1 Cal
ul des 
onditions de dé
len
hement à partir des données expérimentalesPour 
al
uler les 
onditions de dé
len
hement, la matri
e de transfert expérimentale est introduitedans les équations 
ara
téristiques (1.30) et (1.54). Il est néammoins important de pré
iser que, du faitque l'équation 
ara
téristique est obtenue pour des valeurs dis
rètes (ωi, Qj), la dérivée intervenantdans la relation de ré
urren
e (1.59) ne peut se faire qu'au moyen d'une interpolation des données, et par
onséquent, la résolution numérique par la méthode de Newton-Raphson ne peut pas être dire
tementappliquée i
i.En toute rigueur, les 
onditions de dé
len
hement peuvent être déterminées simplement à partir dela résolution de l'équation 
ara
téristique (1.58) à l'ordre 0 en ǫg (ǫg = 0), 
e qui revient à déterminer



2.5 Prédiction du seuil de déclenchement 43le 
ouple (Ωo, Qo) solution du système d'équations
ℜ{f(Ω, Q)} = 0, (2.38)
ℑ{f(Ω, Q)} = 0. (2.39)Con
rêtement, 
ela est réalisé en re
her
hant le minimum du module |f(Ω, Q)| dans le plan (Ω, Q),
omme l'illustre la �gure 2.15. Au
une interpolation n'est faite sur les mesures ; le pas de résolutionfréquentiel et le pas d'in
rément de 
hau�age permettent de donner une estimation de l'erreur 
ommisesur le 
al
ul de Ωo et Qo.
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Ω
2π (Hz) Q (W )Figure 2.15 � Module de la fon
tion f en fon
tion de la fréquen
e et de la puissan
e de 
hau�agepour le système à ondes stationnaires �ouvert-fermé� dé
rit dans le paragraphe 2.5.2, ave
 lg = 33.5 cm.Le seuil de dé
len
hement 
orrespond au 
ouple (Ωo, Qo) qui minimise |f |.2.5.2 Système à ondes stationnairesL'étude est réalisée dans un premier temps sur un moteur droit �ouvert-fermé� [
f. �g. 2.13℄. Lenoyau thermoa
oustique 
ara
térisé pré
édemment est à présent 
onne
té à deux guides 
ylindriquesen PVC de rayon interne identique à 
elui du noyau. Le tube à droite est fermé par une paroi rigide etsa longueur est gardée 
onstante de sorte que ld = L− xw = 10 cm. Le tube de gau
he est ouvert surl'extérieur et sa longueur lg varie de 17 cm à 1 m.La �gure 2.16 présente la fréquen
e de dé
len
hement Ωo/(2π) [2.16-(a)℄ et la puissan
e de dé
len
he-ment Qo [2.16-(b)℄ en fon
tion de la longueur lg du tube de gau
he. Les résultats obtenus par le modèlesemi-analytique, représentés en traits pleins, sont 
omparés aux 
onditions réelles de dé
len
hement(◦). On peut noter que la fréquen
e de dé
len
hement diminue ave
 la longueur, restant pro
he de lafréquen
e du premier mode quart d'onde du tube [Ω = πc0/(2L), en trait tireté sur la �gure 2.16-(a)℄.2.5.3 Système annulaire 
oupléLes prédi
tions du modèle semi-analytique sont à présent 
omparées ave
 les 
onditions de dé
len-
hement réellement observées dans un système annulaire 
ouplé à un résonateur se
ondaire droit [
f.
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Figure 2.16 � Conditions de dé
len-
hement du système à ondes stationnaires�ouvert-fermé� en fon
tion de la longueur lgdu tube à gau
he du noyau. Les données ex-périmentales (◦) sont 
omparées aux résul-tats issus du modèle semi-analytique (traitspleins). La fréquen
e théorique du premiermode quart d'onde (Ω = πc0/(2L)) est égale-ment indiquée en trait tireté.
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Lres (m)Figure 2.17 � Conditions de dé
len
he-ment du système à ondes progressives en fon
-tion de la longueur Lres du résonateur droit.Les données expérimentales sont représentéespar des symboles, lorsque le résonateur est ou-vert (▽) et lorsque le résonateur est fermé(�), et 
omparées aux résultats issus du mo-dèle semi-analytique (traits pleins). Les fré-quen
es théoriques (Ω = 2πc0/λ) sont éga-lement indiquées en trait tireté, pour (degau
he à droite) λ = L ≡ (lnt + d2 + Lres),
λ = (4/5)× L et λ = (2/3)× L.�g. 2.13℄. La longueur déroulée totale de l'anneau est de 2.4 m et la distan
e d1 séparant l'é
hangeurfroid et la jon
tion en T est de 65 cm.En �gure 2.17, les 
onditions de dé
len
hement sont présentées en fon
tion de la longueur Lres etde l'impédan
e terminale du résonateur se
ondaire. En 
haque point de mesure � 
orrespondant à unevaleur donnée de Lres � deux 
onditions d'impédan
es terminales ont été testées : sur la �gure 2.17,les triangles (▽) 
orrespondent à une terminaison ouverte, tandis que les 
arrés (�) 
orrespondent àune 
ondition de paroi rigide. Pour 
ha
une de 
es deux 
onditions d'impédan
e, l'absen
e de résul-tats pour 
ertaines longueurs est simplement due à un seuil de dé
len
hement trop élevé (aussi bienthéoriquement qu'expérimentalement), supérieur à la puissan
e de 
hau�age maximale Qmax = 83Wpouvant être apportée à l'é
hangeur 
haud. Selon la valeur de Lres, l'éventuelle ampli�
ation de l'insta-bilité thermoa
oustique est don
 régie par l'impédan
e terminale du résonateur droit : une terminaisonouverte est davantage favorable au dé
len
hement de l'onde pour Lres ≃ [0.6, 1.2] ∪ [1.8, 2.1]m, tandisqu'une terminaison fermée est plus favorable pour Lres ≃ [1.2, 1.8]m.Cette in�uen
e de l'impédan
e terminale du résonateur se
ondaire sur les 
onditions de dé
len
he-ment est dire
tement liée à la distribution des 
hamps a
oustiques dans le moteur. A�n d'illustrer
es propos, les 
hamps de pression et débit a
oustiques sont re
onstruits à partir des propriétés detransfert du noyau et du modèle de propagation linéaire dé
rivant les éléments externes au noyau. La
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Figure 2.18 � Distributions de la pression a
oustique p̃, du débit a
oustique ũ et de l'intensité a
tive
I = ℜ{p̃ũ∗}/(2πR2) dans l'ensemble du système, obtenues pour 3 longueurs du résonateur se
ondaire :(a) Lres = 0.9m, terminaison ouverte ; (a) Lres = 1.50m, terminaison fermée ; (a) Lres = 1.96m,terminaison ouverte. Les 
hamps a
oustiques sont 
al
ulés de sorte que la pression a
oustique soit de
1Pa au niveau de la 
onne
tion entre la bou
le et le résonateur droit [x = 0(L)℄.�gure 2.18 propose un exemple de re
onstru
tion des 
hamps a
oustiques dans l'ensemble du système.La zone grisée 
orrespond au noyau thermoa
oustique à l'intérieur duquel la propagation a
oustiqueest in
onnue. Les 
hamps sont 
al
ulés de sorte que la pression a
oustique soit de 1Pa au niveau de la
onne
tion entre la bou
le et le résonateur droit [x = 0(L)℄. Trois 
as di�érents sont représentés sur la�gure 2.18 : (a) Lres = 0.9m, terminaison ouverte [
f. �g. 2.17, bran
he de gau
he℄ ; (a) Lres = 1.50m,terminaison fermée [
f. �g. 2.17, bran
he au 
entre℄ ; (a) Lres = 1.96m, terminaison ouverte [
f. �g. 2.17,bran
he de droite℄. On peut notamment observer que le taux d'ondes stationnaires est très importantdans le résonateur se
ondaire, l'intensité a
tive transportée par l'onde étant prin
ipalement 
on�néedans la bou
le.



46 2 Matrice de transfert expérimentale du noyau2.6 Con
lusionDans 
e 
hapitre, un ban
 de mesure pour la 
ara
térisation des propriétés de transfert d'un noyauthermoa
oustique est développé. La méthode à quatre mi
rophones utilisée permet d'obtenir de bonsrésultats pour la mesure de la matri
e de transfert du noyau intégrant le sta
k en 
éramique. Il 
onvientde pré
iser que 
ette méthode de mesure est adaptée pour la 
ara
térisation de matériaux à pores assezlarges et de faible résistan
e au passage de l'air, idéale don
 pour traiter des matériaux type sta
k,mais s'avère ine�
a
e pour la 
ara
térisation de matériaux à pores plus réduits type régénérateur[13℄. En e�et, l'insertion d'un matériau possédant une grande résistan
e au passage de l'air induit desré�exions importantes dans le tube en amont du noyau, et très peu de transmission en aval, 
e quirend la méthode extrêmement sensible aux sour
es de bruit et de biais. Pour la 
ara
térisation de 
esmatériaux plus 
omplexes, Bannwart et al. ont notamment développé une méthode basée sur la mesuredes impédan
es d'entrée et de transfert, qui permet d'obtenir de meilleurs résultats que la méthode àdeux 
harges 
lassique [13, 25, 26℄.Les données expérimentales sont dire
tement exploitables pour la prédi
tion des 
onditions de dé-
len
hement lorsque la matri
e de transfert du noyau est utilisée dans le modèle développé au 
hapitre1. Ce
i permet notamment de valider à la fois la qualité des mesures et le modèle utilisé pour la des-
ription de moteurs thermoa
oustiques. L'avantage de 
ette appro
he analyti
o-expérimentale est depouvoir dé
rire le 
omportement du noyau sans avoir à modéliser les éléments qui le 
onstituent, 
equi permet de s'a�ran
hir d'un 
ertain nombre d'hypothèses 
on
ernant par exemple la géométrie despores ou la des
ription uni-dimensionnelle du 
hamp de température.Les données expérimentales peuvent également être exploitées pour ajuster les paramètres a
ous-tiques et thermiques d'un modèle de noyau thermoa
oustique. Dans le 
hapitre 3, la des
ription enrégime stationnaire des transferts thermiques qui s'établissent dans le noyau est développée et une mé-thode inverse est exposée, qui vise à estimer des paramètres physiques mal 
onnus à partir des mesuresa
oustiques.



Chapitre 3

Modélisation du noyau
thermoacoustique et estimation de
paramètres par une méthode inverseLa méthode à quatre mi
rophones présentée au 
hapitre 2 permet de mesurer la matri
e de trans-fert d'un noyau thermoa
oustique sous di�érentes 
onditions de 
hau�age. Les résultats obtenus sontprésentés sur les �gures D.5 et D.6 en annexe de 
e mémoire pour le 
as d'un sta
k en 
éramique(
ordiérite) à pores 
arrés de densité surfa
ique 600 CPSI. Dans le paragraphe 2.5, il est démontrénotamment que la prédi
tion des 
onditions de dé
len
hement est possible à partir de 
es résultatsexpérimentaux, 
onstituant ainsi une méthode �pragmatique� pour la des
ription de moteurs ther-moa
oustiques basée sur une appro
he �boîte noire� pour laquelle il n'est pas né
essaire de dé
rire lesdi�érents éléments du noyau.Les limites d'une appro
he aussi dire
te paraissent en revan
he évidentes. La pré
ision du modèleest intimement liée au nombre de points de mesure (résolution fréquentielle, in
rément de 
hau�age) etaux in
ertitudes sur 
es points. De plus, les mesures étant e�e
tuées à bas niveau sonore, en l'absen
ed'é
oulement et en régime de 
ondu
tion thermique stationnaire, il est 
lair que 
es mesures re�ètentla propagation linéaire des ondes a
oustiques dans le noyau et ne peuvent pas être exploitées pourune des
ription de l'ampli�
ation et de la saturation de l'instabilité thermoa
oustique en régime non-linéaire. En l'état a
tuel des 
hoses, la des
ription des phénomènes physiques mis en jeu au-delà duseuil de dé
len
hement passe don
 obligatoirement par une des
ription des transferts thermiques quis'opèrent au sein du système, y 
ompris 
eux générés par l'a
oustique (vent a
oustique, transport de
haleur thermoa
oustique).Une se
onde appro
he est don
 exposée dans 
e 
hapitre, qui 
onsiste à exploiter les données expé-rimentales pour ajuster un modèle dé
rivant la propagation d'ondes a
oustiques dans le noyau soumisà un gradient de température. Le re
alage du modèle ave
 les données expérimentales est réalisé parl'estimation numérique de paramètres a
oustiques et thermiques et relève du domaine des problèmesinverses. Tout problème inverse, quel que soit son type, 
onsiste à rappro
her l'observation expérimen-tale d'un phénomène physique à un modèle théorique, appelé problème dire
t, dé
rivant au mieux le



48 3 Modélisation du noyau thermoacoustique – méthode inversephénomène observé [45℄. I
i, il s'agit 
on
rêtement de proposer un modèle théorique dé
rivant la ma-tri
e de transfert du noyau thermoa
oustique, et d'estimer des paramètres a
oustiques et thermiquesa�n d'ajuster les 
oe�
ients de transfert Tij théoriques et expérimentaux :� Dans un premier temps, le 
as sans 
hau�age est étudié. Seuls les résultats expérimentaux pour
Q = 0W sont exploités et un modèle analytique de propagation a
oustique (
f. �3.1.1) est déve-loppé. La méthode inverse est appliquée pour l'estimation de la porosité φ et du rayon des pores
rs (et éventuellement la tortuosité αt de l'é
hantillon, 
f. �3.3.2) pour di�érents matériaux.� Dans un se
ond temps, le 
as ave
 
hau�age est étudié. Le problème dire
t est alors dé�ni parun modèle dé
rivant les transferts thermiques qui s'établissent le long des éléments du noyauthermoa
oustique et la méthode inverse est appliquée pour l'estimation d'une longueur 
ara
té-ristique lq traduisant la di�usion de la 
haleur dans le sta
k/régénérateur.Dans le paragraphe 3.1, la propagation d'ondes planes harmoniques dans le noyau en présen
e ou nond'un gradient de température est développée et 
onstitue ainsi le problème dire
t asso
ié à la méthodeinverse. Cette modélisation reste basée sur des 
onsidérations extrêmement simpli�ées de la physiquedu problème 1, le but étant prin
ipalement de mettre à l'épreuve l'utilisation de la méthode inversedans 
ette première appro
he. Le modèle utilisé est don
 volontairement simpli�é et il sera importantde rester 
ritique sur une quel
onque interprétation quantitative des résultats. Dans le paragraphe3.2, la formulation générale du problème inverse et la méthode de résolution sont développées. Cetteméthode inverse est appliquée dans un premier temps aux résultats expérimentaux sans 
hau�agepour l'estimation des paramètres a
oustiques φ, rs et αt ; 
e
i fait l'objet du paragraphe 3.3. En�n, leparagraphe 3.4 présente l'exploitation des données ave
 
hau�age pour l'estimation de la longueur dedi�usion lq.3.1 Propagation a
oustique dans le noyau � problème dire
t3.1.1 Propagation d'ondes planes harmoniquesLe formalisme utilisé pour dé
rire la propagation a
oustique dans le noyau reste en tout pointidentique à 
elui abordé dans les 
hapitres pré
édents, selon lequel 
haque élément 
onstituant la
ellule thermoa
oustique est 
ara
térisé par sa matri
e de transfert. A�n de ne pas sur
harger 
espages par des propos redondants, il sera don
 fait référen
e prin
ipalement aux expressions analytiquesdéveloppées en annexe A.Une représentation s
hématique du noyau thermoa
oustique est donnée sur la �gure 2.1. Dans lemodèle proposé pour dé
rire 
e noyau, les é
hangeurs ambiants sont supposés pon
tuels et de résistan
eau passage de l'air nulle de sorte qu'ils puissent être intégrés aux portions de guide de large se
tion(i.e. hors sta
k et é
hangeur 
haud).1. Par anti
ipation sur la suite du mémoire, 
itons simplement le fait que l'on néglige la présen
e des é
hangeursambiants, la 
ondu
tion de la 
haleur dans les parois du guide et la dépendan
e en température des propriétés thermo-physiques du �uide et des matériaux.



3.1 Propagation acoustique dans le noyau 49Lorsqu'au
une puissan
e de 
hau�age n'est dissipée dans l'é
hangeur 
haud, la distribution de tem-pérature T0(x) = Tc est 
onsidérée 
omme homogène et 
onstante dans l'ensemble du noyau ; 
e dernier
orrespondant au biporte a
oustique situé entre x = xg et x = xd (
f. �g. 2.1) est don
 équivalent àl'asso
iation en série de quatre biportes distin
ts et sa matri
e de transfert totale est alors dé�nie parle produit matri
iel suivant :
(

Tpp(ω, Tc) Tpu(ω, Tc)

Tup(ω, Tc) Tuu(ω, Tc)

)
= Tg,2 ×Thx ×Ts ×Tg,1, (3.1)où les matri
es Tg,1 et Tg,2 
orrespondent aux tubes de large se
tion (rayon interne R) de longueursrespe
tives d1 = xs,c− xg et d2 = xd − xhx et où les matri
es Ts et Thx 
orrespondent respe
tivementau sta
k de longueur ls = xs,h − xs,c et à l'é
hangeur 
haud de longueur lhx = xhx − xs,h (
f. �g.2.1). Conformément aux 
onventions retenues en annexe A de 
e do
ument, les expressions analytiquesdes matri
es Tg,1 et Tg,2 sont données par l'équation (A.10) et 
elles des matri
es Ts et Thx sontobtenues par l'équation (A.11). Le sta
k est 
ara
térisé par sa porosité, notée φ, et par le rayon moyeninterne rs d'un pore. Il 
onvient de noter qu'à 
e stade des 
al
uls, la distin
tion est faite entre lesta
k et l'é
hangeur 
haud, les 
ara
téristiques de 
e dernier étant notées de façon analogue φhx et rhx.Dans le 
adre de la 
ampagne de mesures réalisée et présentée au 
hapitre 2, l'é
hangeur 
haud est
onstitué du même matériau que le sta
k (
éramique à pores 
arrés), soit don
 φhx = φ et rhx = rs. Enusant d'une méthode a
oustique di�érente de 
elle proposée au 
hapitre 2 de 
e mémoire, Bannwart etal. ont également mesuré les propriétés de transfert relatives à di�érents matériaux jouant le r�le desta
k/régénérateur dans 
e même noyau thermoa
oustique [13℄. Pour 
es données supplémentaires, ilest né
essaire de faire la distin
tion entre les 
ara
téristiques du sta
k et de l'é
hangeur 
haud.Lorsqu'une puissan
e de 
hau�age Q est dissipée dans l'é
hangeur 
haud, une distribution inho-mogène de température T0(x) prend pla
e dans le sta
k, l'é
hangeur 
haud et la partie passive (ou�thermal bu�er tube�), de sorte que la matri
e de transfert totale du noyau est redé�nie par le produitmatri
iel suivant :(

Tpp(ω, T0(x)) Tpu(ω, T0(x))

Tup(ω, T0(x)) Tuu(ω, T0(x))

)
= Tg,3 ×Ttbt

(
T0(x)

)
×Thx

(
T0(x)

)
×Ts

(
T0(x)

)
×Tg,1. (3.2)Dans l'équation (3.2), la matri
e Tg,3 
orrespond à présent au tube de longueur d3 = xd − xw [éq.(A.10), annexe A℄ et les expressions analytiques des matri
es de transfert Ts, Thx et Ttbt sont alorsdonnées par l'équation (A.28) dé
rivant la propagation d'ondes planes harmoniques dans un biportesoumis à une distribution quel
onque de température.3.1.2 Di�usion de la 
haleur dans le noyauUne représentation s
hématique du noyau thermoa
oustique est donnée sur la �gure 3.1. Le �uide àl'intérieur du noyau (air) est 
ara
térisé par sa 
ondu
tivité thermique λa. Le sta
k et l'é
hangeur 
haud,
onstitués à la fois de �uide et de solide, sont 
onsidérés 
omme des milieux homogènes équivalents deporosités respe
tives φ et φhx et de 
ondu
tivités thermiques équivalentes :

λs = λaφ+ λm

(
1− φ

)
, (3.3)

λhx = λaφhx + λmx

(
1− φhx

)
, (3.4)
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Figure 3.1 � Représentation s
hématique du noyau thermoa
oustique 
onstitué de quatre milieuxdistin
ts : l'air dans la partie passive du noyau, les parois en a
ier inoxydable, le sta
k/régénérateur etl'é
hangeur 
haud (milieux supposés homogènes).où λm (resp. λmx) est la 
ondu
tivité thermique du matériau qui 
onstitue le squelette solide du sta
k(resp. de l'é
hangeur).A�n de dé
rire les transferts de 
haleur qui s'opèrent dans 
es di�érents milieux, on 
onsidère d'unepart que l'apport de 
haleur Q se traduit par un terme de sour
e volumique dans l'é
hangeur 
haud, etd'autre part que les parois en inox sont de parfaits puits thermiques à température 
onstante T (i) = Tc.En régime stationnaire, les équations de la 
haleur sont alors é
rites dans 
haque domaine de la façonsuivante :
d

dx

(
λs

dT0

dx

)
− hs

D
(T0 − Tc) = 0 ∀x ∈ [−xs, 0], (3.5)

d

dx

(
λhx

dT0

dx

)
− hhx

D
(T0 − Tc) =

Q

lhxπR2
∀x ∈ [0, xhx], (3.6)

d

dx

(
λa

dT0

dx

)
− hw

D
(T0 − Tc) = 0 ∀x ∈ [xhx, xw], (3.7)où D = R

2 est la dimension 
ara
téristique des ailettes (rapport se
tion / perimètre �mouillé� [92℄)et où hs, hhx et hw sont des 
oe�
ients traduisant les é
hanges de 
haleur latéraux entre les paroisen inox et les milieux �sta
k�, �é
hangeur� et �partie passive�, respe
tivement (
f. �g. 3.1). A partir de
onsidérations simpli�ées des e�ets de 
ondu
tion et de 
onve
tion dans les parties �uide et solide, il estpossible d'obtenir des expressions analytiques de 
es 
oe�
ients d'é
hanges pour des 
as a
adémiques.En parti
ulier dans le 
as d'un 
ylindre horizontal de rayon R, le 
oe�
ient d'é
hange hw peut s'é
riresous la forme suivante :
hw =

λaNu

2R
, (3.8)où Nu est le nombre de Nusselt (Nu = 3.66 en régime laminaire [44, 16℄). Les 
oe�
ients hs et hhx sont
ependant plus di�
iles à estimer 
ar ils né
essitent la des
ription pré
ise des �ux de 
haleur dans le



3.1 Propagation acoustique dans le noyau 51squelette solide et dans le �uide saturant. Dans le 
as d'un matériau à pores 
arrés droits (
as du sta
ken 
éramique), Penelet et al. proposent une expression analytique pour le 
oe�
ient hs [71, 68℄. Sur labase de 
es travaux, une expression équivalente est présentée en annexe E et développée i
i selon :
hs =

λs,⊥
ln(2)R

[
1 +

λs,⊥
λi

(
ln(Re/R+ 1)

ln(2)
− 1

)]−1

, (3.9)où λi et Re représentent respe
tivement la 
ondu
tivité thermique des parois en inox et le rayon externedu guide 2, et où λs,⊥ représente la 
ondu
tivité thermique radiale équivalente du sta
k :
λs,⊥ =


1−

√
φ

λm
+

1

4Nuλa + λm
1−

√
φ√

φ




−1

. (3.10)Dans le 
as présent où la 
ondu
tion dans les parois du guide n'est pas prise en 
ompte, la résistan
ethermique asso
iée à l'inox est négligée et l'expression (3.9) se simpli�e sous la forme :
hs =

λs,⊥
ln(2)R

. (3.11)Cette expression peut notamment se déduire de (3.9) en 
onsidérant des parois in�niment 
ondu
tives(λi ≫ λs,⊥) où in�niment �nes (Re → R). Les expressions (3.9)-(3.11) peuvent également être utiliséespour le 
oe�
ient d'é
hange hhx entre l'é
hangeur 
haud et les parois sous réserve que la géométrieinterne de l'é
hangeur soit 
elle d'un matériau à pores 
arrés.Dans 
e qui suit, les propriétés thermophysiques des milieux �uide et solide sont supposées indépen-dantes de la température et les équations de la 
haleur (3.5)-(3.7) se réé
rivent selon
d2T0

dx2
− hs

λsD
(T0 − Tc) = 0 ∀x ∈ [−xs, 0], (3.12)

d2T0

dx2
− hhx

λhxD
(T0 − Tc) =

Q

λhxlhxπR2
∀x ∈ [0, xhx], (3.13)

d2T0

dx2
− hw

λaD
(T0 − Tc) = 0 ∀x ∈ [xhx, xw]. (3.14)Aux trois équations (3.12)-(3.14) sont asso
iées les 
onditions aux limites suivantes :� température imposée en x = −xs et x = xw : 3

T0(−xs) = T0(xw) = Tc, (3.15)� 
ontinuité de la température et du �ux de 
haleur en x = 0 :
T0(0

−) = T0(0
+), (3.16)

λs
dT0

dx

∣∣∣∣
0−

= λhx
dT0

dx

∣∣∣∣
0+

, (3.17)2. Notons que puisque le noyau thermoa
oustique étudié est assemblé par des piè
es de diamètres di�érents (
f. �g.3.1), le rayon externe Re est dé�ni à partir d'un rayon moyen (Re ≃ 3.2cm).3. Les é
hangeurs de 
haleurs sont 
onsidérés i
i 
omme des é
hangeurs thermiques parfaits qui imposent la tempé-rature froide Tc au �uide, quelles que soient les 
onditions de 
hau�age.
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ontinuité de la température et du �ux de 
haleur en x = xhx :
T0(x

−
hx) = T0(x

+
hx), (3.18)

λhx
dT0

dx

∣∣∣∣
x−
hx

= λa
dT0

dx

∣∣∣∣
x+
hx

. (3.19)
Le problème thermique est ainsi entièrement dé�ni par l'ensemble des équations (3.12)-(3.19). Unerésolution par di�éren
es �nies permet don
 de 
al
uler la température T0(x) qui est ensuite introduitedans l'équation (3.2) pour obtenir les 
oe�
ients de la matri
e de transfert du noyau.

3.2 Formulation du problème inverse3.2.1 Critère des moindres 
arrésLe problème dire
t est entièrement dé�ni par les équations (3.1) et (3.2) pour les 
onditions Q = 0et Q 6= 0, respe
tivement. Les paramètres à estimer sont rangés dans un ve
teur Υ à p 
omposanteset le problème inverse 
onsiste à trouver le ve
teur Υ̂ qui minimise l'é
art quadratique S entre lesrésultats expérimentaux et le modèle :
S(Υ) =

n∑

i=1

|Tpp,exp(ωi)− Tpp(ωi,Υ)|2 +
n∑

i=1

|T̂pu,exp(ωi)− T̂pu(ωi,Υ)|2

+

n∑

i=1

|T̂up,exp(ωi)− T̂up(ωi,Υ)|2 +
n∑

i=1

|Tuu,exp(ωi)− Tuu(ωi,Υ)|2, (3.20)
où n est le nombre de points expérimentaux et où la notation exp permet de faire la distin
tion entreles 
oe�
ients de transfert expérimentaux et théoriques. L'é
riture de l'équation (3.20) signi�e que laminimisation s'e�e
tue sur les quatre 
oe�
ients de la matri
e de transfert. En d'autres termes, 
elapeut être 
onsidéré 
omme la minimisation d'une fon
tion 
ontinue par mor
eaux. A�n de simpli�erl'é
riture des équations développées dans la suite, on introduit alors les ve
teurs 
olonnes Texp et T à
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4n 
omposantes, obtenus par 
ombinaison des quatre 
oe�
ients de transfert :

Texp =







Tpp,exp(ω1)...
Tpp,exp(ωn)







T̂pu,exp(ω1)...
T̂pu,exp(ωn)







T̂up,exp(ω1)...
T̂up,exp(ωn)







Tuu,exp(ω1)...
Tuu,exp(ωn)







, T =







Tpp(ω1)...
Tpp(ωn)







T̂pu(ω1)...
T̂pu(ωn)







T̂up(ω1)...
T̂up(ωn)







Tuu(ω1)...
Tuu(ωn)







, (3.21)
et l'é
art quadratique est réé
rit sous la forme suivante :

S(Υ) =
4n∑

i=1

|Texp,i − Ti(Υ)|2. (3.22)3.2.2 Méthode de minimisationDe manière générale, le problème de minimisation est non-linéaire au sens des paramètres (que 
esoit pour le 
as ave
 
hau�age ou sans 
hau�age) :
∂T
∂Υp

= f(Υ), (3.23)
e qui implique l'utilisation d'une méthode itérative pour sa résolution. La méthode utilisée est uneméthode dérivative de type Gauss-Newton. Il s'agit d'une méthode de minimisation relativement ro-buste et rapide pour l'estimation de paramètres, mais qui a le désavantage de diverger si l'on �xe des
onditions initiales trop éloignées de la solution re
her
hée. Ce point est notamment dis
uté au traversd'une simulation d'expérien
e proposée au paragraphe 3.3.1.Introduisons le ve
teur 
omplexe eT à 4n 
omposantes
eT,i = Texp,i − Ti(Υ), (3.24)
orrespondant à l'erreur de prédi
tion (ou d'estimation), 
'est à dire l'é
art entre valeur mesurée etvaleur 
al
ulée par le modèle. L'equation (3.22) peut alors être réé
rite sous la forme d'un produits
alaire :

S(Υ) = eT
† · eT =

n∑

i=1

e∗T,ieT,i, (3.25)



54 3 Modélisation du noyau thermoacoustique – méthode inverseoù ∗ représente le 
omplexe 
onjugué et † représente l'opérateur adjoint (transposé 
onjugué). Laminimisation de l'é
art quadratique se traduit alors par la résolution d'un système à p équations :
∂S

∂Υj
= 0, ave
 j = 1, . . . , p. (3.26)A partir des équations (3.24) et (3.25), la dérivée première de S par rapport au je paramètre Υj s'é
rit

∂S

∂Υj
= −

n∑

i=1

(
e∗T,iXij + eT,iX

∗
ij

)
, (3.27)soit sous forme matri
ielle : [

∂S

∂Υj

]
= −

(
X

t
eT

∗ +X
†
eT

)
, (3.28)

= −
((

X
†
eT

)∗
+X

†
eT

)
, (3.29)

= −2ℜ
(
X

†
eT

)
. (3.30)où X est la matri
e de sensibilité (4n× p) dont les 
oe�
ients sont dé�nis 
omme

Xij =
∂Ti(Υ)

∂Υj
ave
 i = 1, 2, ...4n et j = 1, 2, ...p. (3.31)Finalement, le système d'équations dé�nies par (3.26) se réé
rit au moyen de l'équation (3.30) sous laforme matri
ielle suivante :

ℜ
(
X

†
eT

)
= 0. (3.32)Remarque � Au vu des équations (3.1) et (3.2) dé
rivant le problème dire
t, les expres-sions analytiques des 
oe�
ients de la matri
e de sensibilité sont généralement relativementdi�
iles à obtenir. Les sensibilités du modèle aux paramètres sont don
 estimées numéri-quement ave
 une approximation au premier ordre (di�éren
es �nies) :

∂Ti(Υ)

∂Υj
=

Ti(Υ+ δjl∆Υ)− Ti(Υ)

δjl∆Υ
, (3.33)où ∆Υ est une petite variation du ve
teur Υ (∆Υ = 1 · 10−5 ×Υ) et où δjl est le symbolede Krone
ker.Le problème dire
t étant non-linéaire au sens des paramètres, l'équation (3.32) est résolue de manièreitérative et le ve
teur Υ̂ qui minimise le 
ritère des moindres 
arrés S est alors obtenu à l'itération

(k + 1) en usant de la relation de ré
urren
e :
Υ̂

(k+1)
=

[
Υ̂+

(
ℜ
(
X

†
X

))−1
ℜ
(
X

†
eT

)](k)
. (3.34)Dans 
ette relation, la matri
e 
arrée ℜ

(
X

†
X
) de dimension (p× p) est appelée Hessien de la matri
ede sensibilité. A�n d'alléger les é
ritures, 
ette matri
e est notée H dans la suite de 
e mémoire :

H = ℜ
(
X

†
X

)
. (3.35)Il est important de noter que la relation de ré
urren
e (3.34) fait intervenir des matri
es purementréelles, 
on�rmant ainsi le fait que même si la minimisation s'e�e
tue sur des quantités 
omplexes, leve
teur paramètre estimé reste quant à lui bien réel à 
haque itération.



3.3 Estimation de paramètres acoustiques 55Critère d'arrêt En règle générale, lorsque l'erreur d'estimation provient prin
ipalement d'une sour
ede bruit sur les données expérimentales, l'algorithme d'inversion est arrêté lorsque l'é
art entre théorieet expérien
e est 
omparable à l'é
art-type du bruit de mesure [32, 45℄. Dans le 
as présent, 
et é
artà minimiser est davantage marqué par la présen
e d'un biais systématique plut�t que par un bruitaléatoire des données et 
e 
ritère d'arrêt ne peut pas être retenu. Le pro
essus itératif est don
 stoppélorsque la variation relative du ve
teur Υ̂ est inférieure à 0.1% d'une itération à l'autre : 4
∣∣∣∣∣
Υ̂

(k) − Υ̂
(k−1)

Υ̂
(k−1)

∣∣∣∣∣ < 10−4. (3.36)Stabilité de l'estimation Pour véri�er la nature inversible de H qu'implique l'utilisation de la rela-tion (3.34), il 
onvient de s'assurer d'une part qu'il n'existe pas de relation linéaire entre les 
oe�
ientsde la matri
e de sensibilité ∂T
∂Υj

, et d'autre part que les sensibilités restent du même ordre de grandeur[84℄. Avant toute 
hose, il est don
 né
essaire d'e�e
tuer une étude de sensibilité a�n d'identi�er le jeude paramètres qui pourront être estimés par la méthode inverse.Le degré de 
onvergen
e de la méthode de Newton dépend également de façon 
ru
iale du 
hoixdu ve
teur initial Υ̂(0) ; il est parfois né
essaire de relan
er plusieurs fois le pro
essus itératif pourdi�érentes 
onditions initiales a�n de 
onverger vers une solution satisfaisante. Pour l'ensemble desrésultats issus de 
ette méthode et présentés dans la suite, a�n de s'assurer de la stabilité des solutionsobtenues, la pro
édure suivante a été adoptée :1. Le ve
teur initial est �xé arbitrairement, ave
 des valeurs �pro
hes� du résultat attendu (physi-quement réaliste).2. La solution Υ̂ obtenue à la �n du pro
essus itératif est é
artée de 20% et l'algorithme est relan
éave
 
e nouveau ve
teur initial pour véri�er que l'on retrouve bien la même solution.3.3 Estimation de paramètres a
oustiquesDans 
ette partie du 
hapitre, le problème inverse est appliqué à la mesure de la matri
e de transfertdu noyau en l'absen
e de 
hau�age. Le modèle a
oustique utilisé pour le 
al
ul du problème dire
test alors donné par l'équation (3.1). Dans le paragraphe 3.3.1, la méthode inverse est utilisée pourl'exploitation des données expérimentales obtenues lors de la 
ara
térisation du sta
k en 
éramique (
f.
hap. 2). Son utilisation est ensuite étendue à divers matériaux au paragraphe 3.3.2 : un empilementde grilles en a
ier inoxydable, une mousse de Ni
hrome et une mousse RVC [13℄.3.3.1 Sta
k en 
éramiqueSimulation d'expérien
e � analyse des sensibilités et 
onvergen
e de l'algorithmeLa méthode inverse est utilisée pour estimer la porosité φ et le rayon rs des pores du sta
k dont unephotographie est donnée sur la �gure 3.6(a). A�n de véri�er la robustesse de l'algorithme de minimisa-tion, la méthode d'identi�
ation est appliquée dans un premier temps à une simulation d'expérien
e.4. 
e 
ritère a été retenu après plusieurs essais de la méthode.



56 3 Modélisation du noyau thermoacoustique – méthode inverseL'équation (3.1) (problème dire
t) est utilisée pour simuler les données expérimentales 5. Les paramètres
φ et rs à estimer sont dé�nis 
omme les 
omposantes du ve
teur Υv (indi
e v pour �vrai�) et �xés auxvaleurs suivantes :

Υv =

[
Υv,1 = φ = 0.9

Υv,2 = rs = 0.5 mm

]
. (3.37)Les 
ourbes théoriques représentées par des 
roix (+) sur les �gures 2.10(a) et 2.10(b) du 
hapitre 2sont notamment obtenues à partir de l'équation (3.1) pour 
es mêmes valeurs de φ et rs.Les 
oe�
ients de sensibilité aux deux paramètres φ et rs obtenus par la relation (3.33) sont présentéssur la �gure 3.2, sous une forme réduite :

X̄j = Υj
∂T (Υ)

∂Υj
ave
 j = 1, 2 et Υ =

[
φ

rs

]
. (3.38)Les quatres bran
hes disso
iées 
orrespondent aux quatre 
oe�
ients de la matri
e de transfert. L'alluredes 
ourbes obtenues marque bien l'absen
e d'une quel
onque dépendan
e linéaire entre les 
oe�
ientsde sensibilité, 
e qui signi�e que les deux paramètres pourront être estimés grâ
e à la méthode inverse.En outre sont indiqués sur la �gure 3.2 le fa
teur de 
orrélation

σφ,rs =
H

−1
12√

H
−1
11 H

−1
22

, (3.39)et le déterminant du Hessien. Le fa
teur de 
orrélation σφ,rs respe
te le 
ritère donné par Be
k et al.selon lequel la pro
édure d'inversion é
houera si le 
oe�
ient de 
orrélation est supérieur à 0.9 (envaleur absolue) [15℄. Le déterminant de H 
onstitue également un bon indi
ateur de la stabilité de lapro
édure d'inversion. En e�et, plus det[H] est pro
he de 0, plus H est singulière et plus le 
al
ul de
H

−1 peut 
onduire à des instabilités numériques.A�n de quanti�er le degré de 
onvergen
e de l'algorithme, la méthode de minimisation est testéepour di�érentes 
onditions initiales Υ̂(0) de la relation de ré
urren
e (3.34), plus ou moins éloignée dela solution réelle Υv . Les erreurs relatives obtenues sur φ (◦) et rs (�) sont représentées sur la �gure3.3 en fon
tion du rapport Υ̂(0)
j /Υv,j entre la valeur initiale du je paramètre et la valeur �vraie� 6. Pourl'ensemble des 
onditions initiales imposées à l'algorithme, la valeur réelle de φ et rs est retrouvée ave
une erreur relative inférieure au 
ritère d'arrêt.Simulation d'expérien
e � In�uen
e du bruit de mesure sur l'estimation des paramètresA�n de simuler la présen
e de bruit sur les données expérimentales, les signaux de pression auniveau des quatres mi
rophones (
f. 
hapitre 2) sont re
onstruits à partir de la matri
e de transfert dunoyau dé�nie par l'équation (3.1) (problème dire
t). Pour 
ela, le signal du mi
rophone 1 situé le plus5. Rappelons que pour le sta
k en 
éramique, l'é
hangeur 
haud est 
onstitué du même matériau, et don
 que φhx = φet rhx = rs. Le produit Thx ×Ts intervenant dans l'équation (3.1) est équivalent à la matri
e d'un biporte poreux delongueur ls + lhx.6. Lors de 
haque estimation, le rapport Υ̂

(0)
j /Υv,j est le même pour les deux paramètres.
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pro
he de la sour
e est 
onsidéré 
omme signal de référen
e et les trois signaux restants sont déduits du
al
ul des fon
tions de transfert H̃ij , 
onnaissant la matri
e du noyau et le type de 
harge a
oustiqueau niveau de la terminaison. Sa
hant que les RSB relatifs à 
haque mi
rophone sont 
onnus (
f. �guresD.1 et D.2), un bruit gaussien de varian
e égale à 
elle du bruit de mesure est ajouté à 
es signauxmi
rophoniques re
onstruits et la matri
e de transfert est re
al
ulée suivant le même proto
ole que
elui utilisé lors des expérien
es. L'algorithme de minimisation est alors appliqué sur la matri
e detransfert bruitée pour estimer l'erreur 
ommise sur l'identi�
ation des paramètres.Sur la �gure 3.4 sont présentées les erreurs relatives obtenues sur φ [�g. 3.4(a)℄ et rs [�g. 3.4(b)℄pour 100 estimations sur des simulations de mesures bruitées. La moyenne des estimations est tra
éeen trait plein : les estimations restent très pro
hes des valeurs réelles, ave
 un é
art de l'ordre de 0.01%pour les deux paramètres. A partir de l'é
art-type obtenu sur les résultats [en pointillés sur les 
ourbes3.4(a,b)℄, il est don
 possible de quanti�er les in
ertitudes sur l'estimation de φ et rs :
σφ ≃ 7 · 10−4 ⇒ ∆φ

φ
≃ 0.3%, (3.40)

σrs ≃ 1.2 · 10−6 m ⇒ ∆rs
rs

≃ 0.7%. (3.41)Simulation d'expérien
e � Quanti�
ation des erreursOutre la présen
e de bruit sur les données expérimentales, l'existen
e d'un biais persistant entre lemodèle et la mesure est également responsable d'erreurs lors de l'identi�
ation de paramètres. Ce biaisse traduit par une 
ourbe de résidu en sortie de l'algorithme de minimisation. Parmi les sour
es de
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(b) rayon d'un pore � é
art entre la valeur esti-mée r̂s et la valeur vraie rs,v = 0.5 mmFigure 3.4 � Erreur sur l'estimation de φ et rs pour 100 estimations lorsqu'un bruit gaussien estajouté aux signaux de pressions simulés. Conjointement sont tra
és la moyenne (en trait plein) etl'é
art-type (en pointillés) asso
iés aux 100 estimations.biais, on en distinguera deux types : le biais relatif aux in
ertitudes de mesure � 
on
ernant par exemplela 
onnaissan
e a priori des variables d'environnement, la sensibilité des mi
rophones, les distan
es,et
... � et le biais naturel qui existe entre le modèle et l'expérien
e, impli
itement lié aux paramètresd'environnement que l'on suppose 
onnus 7 et aux hypothèses formulées au départ 8. Tandis que lepremier peut être quanti�é grâ
e à une loi de propagation des erreurs (sous réserve que l'on 
onnaisseles sour
es d'erreurs et les in
ertitudes asso
iées, 
f. annexe D), le se
ond est totalement ina

essiblede façon dire
te du fait que l'on ne peut pas 
onnaître l'erreur 
ommise sur les paramètres du modèle.L'analyse du biais dû aux paramètres �
onnus� est dis
utée en annexe F.Supposons que le modèle exa
t est 
onnu, et que 
e modèle est perturbé par des sour
es de bruit etde biais dues aux mesures :
Texp = T (Υv) + ebr + eM, (3.42)où Υv représente les paramètres réels du modèle exa
t, et où ebr représente le bruit de mesure (variablesto
hastique) de moyenne nulle sur l'ensemble des données tandis que eM traduit le biais de mesure(erreurs systématiques). D'autre part, le modèle imparfait utilisé pour le problème dire
t peut être reliéau modèle exa
t en formulant l'hypothèse selon laquelle les paramètres estimés Υ̂ restent pro
hes desparamètres réels Υv, de sorte que l'on peut faire l'approximation suivante :

T (Υ̂) ≃ T (Υv) +X

(
Υ̂−Υv

)
. (3.43)Le report des équations (3.42) et (3.43) dans (3.24) permet don
 d'é
rire l'erreur de prédi
tion sous laforme :

eT = ebr + eM −Xb
Υ̂
, (3.44)7. Le 
al
ul du problème dire
t né
essite obligatoirement de �xer 
ertains paramètres �
onnus� tels que la températureambiante, la pression statique, la longueur des di�érents éléments, et
...8. Rappelons que le modèle est basé sur des 
onsidérations simpli�ées, 
omme par exemple la transparen
e desé
hangeurs ambiants à la propagation de l'onde a
oustique.
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 b
Υ̂

= Υ̂−Υv .De façon générale, sous réserve de 
onnaître les sour
es d'erreurs ebr et eM, il est don
 possibled'estimer l'erreur b
Υ̂


ommise sur les paramètres estimés à partir du résidu eT obtenu après minimisa-tion. En prin
ipe, ebr et eM sont a

essibles par l'analyse des mesures et des in
ertitudes. Par ailleurs,l'in�uen
e du bruit de mesure ayant déjà été étudiée pré
édemment, on s'a�ran
hira i
i de 
ette sour
ed'erreur (ebr = 0). En l'absen
e de bruit, l'équation (3.44) devient don
 :
Xb

Υ̂
= eM − eT, (3.45)et par suite, en multipliant par la transposée 
onjuguée X

† et en prenant la partie réelle de 
haqueterme, il vient :
ℜ
(
X

†
X

)
b
Υ̂

= ℜ
(
X

†
eM

)
−ℜ

(
X

†
eT

)
. (3.46)Or, d'après la dé�nition du problème de minimisation donnée par l'éq. (3.32), le premier terme dumembre de droite de l'équation (3.46) est nul, 
e qui 
onduit à é
rire le biais b

Υ̂
de la façon suivante :

b
Υ̂

= H
−1ℜ

(
X

†
eM

)
. (3.47)Pour représenter l'in
ertitude obtenue sur les paramètres, il est utile d'introduire la matri
e de 
ova-rian
e dé�nie par

cov(Υ̂) = b
Υ̂
b
Υ̂
t, (3.48)dont les éléments diagonaux 
orrespondent aux varian
es σj = var(Υ̂j) relatives à 
ha
un des para-mètres estimés.Le biais eM étant dire
tement relié à l'in
ertitude sur le 
oe�
ient de transfert mesuré, par simpleidenti�
ation dans la relation (3.42),

eM = ±∆Texp, (3.49)son expression est donnée en fon
tion des in
ertitudes sur le module et l'argument à partir d'une loide propagation des erreurs 
lassique, 
onduisant par exemple pour le 
oe�
ient Tpp à la relation :
eM,pp = ±

√(
cos(φpp)∆|Tpp|

)2
+
(
sin(φpp)|Tpp|∆φpp

)2 (3.50)
± i

√(
sin(φpp)∆|Tpp|

)2
+
(
cos(φpp)|Tpp|∆φpp

)2
, (3.51)ave
 i
i φpp = Arg(Tpp). Notons que des relations équivalentes sont obtenues sur les autres 
oe�
ientsde transfert. A partir des in
ertitudes estimées sur les 
oe�
ients de la matri
e de transfert (voir parexemple la �g. D.7 de l'annexe D), il est don
 possible de quanti�er l'erreur 
ommise sur l'identi�
ationdes paramètres en usant des relations (3.47) et (3.48).
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Figure 3.5 � Sta
k en 
éramique. Module et argument des quatre 
oe�
ients de transfert mesurés(en trait 
ontinu) et 
al
ulé analytiquement (éq. 3.1, en trait tireté), après estimation des paramètres :
φ = 0.90, rs = 0.47 mm.Estimations à partir des données expérimentalesLa matri
e de transfert expérimentale est présentée en �gures 2.10(a) et 2.10(b) du 
hapitre 2 pourle sta
k en 
éramique 600 CPSI. L'estimation des paramètres Υ̂ = [φ; rs] est alors obtenue au moyende la relation de ré
urren
e (3.34) et les in
ertitudes sur 
es estimations sont 
al
ulées à partir desresultats (3.40)-(3.41) et de l'équation (3.48) :

φ = 0.90 ± 0.01, (3.52)
rs = 0.47 ± 0.05 mm. (3.53)La �gure 3.5 présente une 
omparaison entre la matri
e de transfert expérimentale et la matri
ethéorique 
al
ulée après estimation des paramètres. A�n de juger de la 
ohéren
e des résultats issus dela méthode inverse, 
eux-
i peuvent être 
omparés aux données issues du travail de thèse de S. Du�ourdqui traite, entre autres, de l'utilisation du même sta
k en 
éramique 600 CPSI dans un réfrigérateurthermoa
oustique [31℄. Pour 
e matériau, S. Du�ourd mesure en e�et une arête a du pore 
arré de

0.92mm et une épaisseur e des parois en 
éramique de 0.12mm. A partir de 
es mesures, on peut don
aisément remonter à la porosité et au rayon équivalent du pore, soit :
φ =

(
a

a+ e

)2

≃ 0.78, (3.54)
rs =

h

2
≃ 0.46 mm. (3.55)
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arboneFigure 3.6 � Photographies des di�érents matériaux 
ara
térisés au moyen de la méthode à deux
harges [38℄ et de la méthode d'impédan
e [13℄Bien que l'on obtienne un rayon de pore identique, il existe un é
art non négligeable entre la valeurde porosité issue de [31℄ et 
elle trouvée par la te
hnique inverse. L'hypothèse la plus probable reste
elle du biais important qui existe entre le modèle proposé et la réalité physique de l'expérien
e, quipersiste à l'issue de la pro
édure d'inversion. Ce biais est issu des erreurs sur les paramètres supposés
onnus du modèle qui demeurent très di�
iles à quanti�er, mais également des erreurs provenant deshypothèses faites par exemple sur la transparen
e a
oustique des é
hangeurs ambiants. Reste que lesvaleurs obtenues pour φ et rs par la méthode de minimisation sont 
elles pour lesquelles le modèle
hoisi retrans
rit de la façon la plus �dèle les observations expérimentales.3.3.2 Autres matériauxAnalyse de sensibilitésA présent validée pour le 
as du sta
k en 
éramique [
f. �g. 3.6(a)℄, la méthode inverse est utiliséepour l'estimation des paramètres a
oustiques d'autres matériaux jouant le r�le de régénérateur dansle noyau thermoa
oustique. Au moyen d'une méthode de mesure di�érente de 
elle qui fait l'objet du
hapitre 2, Bannwart et al. [13℄ ont 
ara
térisé les propriétés de transfert pour trois matériaux plus
omplexes 9 : un empilement de grilles en a
ier inoxydable, une mousse de Ni
hrome et une mousse de
arbone (RVC). Des photographies de 
es di�érents matériaux sont données en �g. 3.6.9. Cette méthode est basée sur la mesure des impédan
es d'entrée et de transfert du noyau thermoa
oustique.
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det[H] = 5 · 106

(
) rayon Vs. fa
teur nνFigure 3.7 � Coe�
ients de sensibilité réduits. Les paramètres analysés i
i sont la porosité φ, le rayond'un pore rs, la tortuosité αt et le fa
teur de forme nν . Les quatres bran
hes disso
iées 
orrespondentaux quatre 
oe�
ients de la matri
e de transfert. Sont également indiqués le 
oe�
ient de 
orrélation
σx,y et le déterminant du Hessien asso
iés à 
haque 
ouple de paramètre.Pour 
es matériaux, la méthode inverse est utilisée pour identi�er trois paramètres : la porosité φ,le rayon rs des pores et la tortuosité αt de l'é
hantillon. La tortuosité est introduite dans les équationsrégissant le problème dire
t de la même manière que dans la théorie développée en 2007 par Roh etal. [80℄, qui ont proposé une extension de la théorie de la thermoa
oustique linéaire 10 aux matériauxporeux. Dans 
e modèle théorique, la tortuosité joue d'une part le r�le de 
orre
tion de longueur dansl'expression (A.12) du nombre d'onde keq :

keq = αtk0

√
1 + (γ − 1)fκ

1− fν
, (3.56)et apporte d'autre part une modi�
ation du gradient lo
al de pression, intervenant ainsi dans l'expres-sion (A.13) de l'impédan
e 
ara
téristique Zeq :

Zeq =
αtρ0c0

φS
√

(1− fν)(1 + (γ − 1)fκ)
. (3.57)La sensibilité à 
e troisième paramètre est présentée sur les �gures 3.7(a) et 3.7(b) en fon
tion dessensibilités réduites à la porosité et au rayon des pores, respe
tivement. Il n'existe pas de dépendan
elinéaire marquée entre les 
oe�
ients de sensibilités relatifs à 
es trois paramètres, et les fa
teurs de
orrélation σφ,αt et σrs,αt sont inférieurs à 0.9 : l'ajout de la tortuosité 
omme paramètre supplémentairedans la pro
édure d'estimation ne 
onduit don
 pas à une instabilité de la méthode inverse.Notons malgré tout que l'estimation sur plus de trois paramètres peut rendre l'algorithme instable.C'est parti
ulièrement le 
as lorsque des fa
teurs de forme nν et nκ sont ajoutés à la méthode d'iden-ti�
ation. Les fa
teurs de forme nν et nκ sont introduits par Roh et 
oll. dans les expressions desfon
tions fν et fκ 
omme une 
orre
tion aux épaisseurs de 
ou
hes limites. En d'autres termes, l'ajoutde 
es deux paramètres se traduit par les expressions nouvelles :

fν,κ(rs) → fν,κ(nν,κrs), (3.58)10. Théorie initialement é
rite pour des réseaux de 
apillaires droits [83, 88, 5℄.
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500500Figure 3.8 � Empilement de grilles en a
ier inoxydable. Module et argument des quatre 
oe�-
ients de transfert mesurés (en trait 
ontinu) et 
al
ulé analytiquement (éq. 3.1, en trait tireté), aprèsestimation des paramètres : φ = 0.68, rs = 40 µm, αt = 1.06.qui interviennent dans le 
al
ul des pertes dans les pores du sta
k. Le mauvais 
onditionnement duHessien, responsable d'une instabilité lors de la pro
édure d'inversion, est illustré sur la �gure 3.7(
)et se traduit par une dépendan
e quasi-linéaire entre les 
oe�
ients de sensibilité X̄nν et X̄rs (σrs,nν =

−0.98).Estimations à partir des données expérimentalesLors de l'estimation des paramètres a
oustiques des di�érents matériaux étudiés par Bannwart etal. [
f. �gs. 3.6(b,
,d)℄, les paramètres du sta
k en 
éramique identi�és au paragraphe 3.3.1 sont utilisés
omme 
ara
téristiques géométriques de l'é
hangeur 
haud. L'estimation des paramètres Υ̂ = [φ; rs;αt]est alors realisée en usant de la relation de ré
urren
e (3.34). Les résultats obtenus sont re
ensés dansle tableau 3.1 et les �gures 3.8, 3.9 et 3.10 présentent la 
omparaison entre la matri
e de transfertexpérimentale et la matri
e théorique pour l'empilement de grilles, la mousse de Ni
hrome et la moussede 
arbone, respe
tivement.Les résultats issus de l'estimation par la méthode inverse sont en bon a

ord ave
 les donnéesfournies par les 
onstru
teurs et présentées dans le tableau 3.2 pour la porosité et le rayon des poresdes é
hantillons. Les grilles en a
ier inoxydable 11 sont fournies ave
 une demi-arête nominale de 45 µmet une porosité de 0.46. La mousse de Ni
hrome 12 est fournie ave
 un rayon moyen estimé de 0.3 mm.11. référen
e Gantois R© Inox 316L 10208312. référen
e RECEMAT R© RCM-NCAx-2733.10
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500500Figure 3.9 � Mousse de Ni
hrome. Module et argument des quatre 
oe�
ients de transfert mesurés(en trait 
ontinu) et 
al
ulé analytiquement (éq. 3.1, en trait tireté), après estimation des paramètres :
φ = 0.91, rs = 0.31 mm, αt = 1.29.grilles mousse NiCr mousse RVC[�g. 3.6(b)℄ [�g. 3.6(
)℄ [�g. 3.6(d)℄

φ 0.68± 0.01 0.91± 0.01 0.97 ± 0.01

rs 40± 4 µm 0.31± 0.03 mm 0.17 ± 0.02 mm

αt 1.06± 0.03 1.29± 0.04 1.13 ± 0.03Table 3.1 � Paramètres a
oustiques estimés aumoyen d'une méthode inverse pour les trois maté-riaux présentés sur les �gures 3.6(b,
,d)
grilles mousse mousseNiCr RVC

φ 0.46 � 0.97

rs 45 µm 0.3 mm 0.13 mm

αt � � �Table 3.2 � Données 
onstru
-teur pour les trois matériaux pré-sentés sur les �gures 3.6(b,
,d)La mousse de 
arbone 13 est fournie ave
 un nombre de pores de 100 ppi (pores per in
h), soit un rayonmoyen de l'ordre de 0.13 mm et une densité de 3% (φ = 0.97). En revan
he, la tortuosité des moussesn'est pas fournie ave
 
es données et une 
omparaison dire
te n'est pas possible. Observons néanmoinsqu'en 2007, Roh et al. ont proposé une 
omparaison entre théorie et expérien
e pour une mousse de
arbone et une mousse d'Aluminium, en ajustant la tortuosité de manière à reproduire les fon
tionsthermovisqueuses expérimentales [80℄, typiquement αt = 1.04 (RVC) et αt = 1.10 (Al). Bien qu'il n'yait au
une raison pour que les matériaux issus de [80℄ soient sensiblement identiques à 
eux référen
ésdans 
e mémoire, une similitude peut néanmoins être observée 
on
ernant la tortuosité de la moussemétallique e�e
tivement plus élevée que 
elle de la mousse RVC.13. référen
e GoodFellow R© LS 364679/1
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Figure 3.10 � Mousse de 
arbone (RVC). Module et argument des quatre 
oe�
ients de transfertmesurés (en trait 
ontinu) et 
al
ulé analytiquement (éq. 3.1, en trait tireté), après estimation desparamètres : φ = 0.97, rs = 0.17 mm, αt = 1.13.L'ensemble des résultats présentés dans le paragraphe 3.3 permet de valider la méthode de minimi-sation utilisée. Bien que la te
hnique inverse soit rigoureusement �able, il 
onvient de rester prudentsur les résultats issus des estimations. En e�et, le modèle utilisé n'est pas dire
t, implique la 
onnais-san
e d'un grand nombre de grandeurs d'environnement et son é
riture sous-entend la prise en 
ompted'hypothèses simpli�
atri
es. Tous 
es points tendent à expliquer la présen
e d'un biais importantentre la théorie et les observations expérimentales qui persiste à l'issue du re
alage (fort résidu). Cebiais se reper
ute naturellement lors du passage au problème in
luant les transferts de 
haleur. Dansle paragraphe 3.4, il sera notamment démontré que le biais dû au modèle de propagation a
oustiquepeut être 
onsidérablement réduit au moyen d'une 
orre
tion du résidu.3.4 Estimation de paramètres thermiques3.4.1 Analyse des sensibilitésLorsqu'une puissan
e de 
hau�age Q est dissipée dans l'é
hangeur 
haud, le pro�l de température
T0(x) est 
al
ulé via une résolution numérique par di�éren
es �nies des équations (3.12)-(3.19) quidé
rivent les transferts de 
haleur à l'intérieur de la 
ellule thermoa
oustique . Ce modèle thermique
ombiné à l'équation (3.2) forme le problème dire
t de la méthode inverse. Dans 
ette appro
he uni-dimensionnelle des transferts thermiques, la prise en 
ompte des pertes de 
haleur vers les parois duguide passe obligatoirement par l'introdu
tion de 
oe�
ients d'é
hanges latéraux hs, hhx et hw. Lesexpressions analytiques de 
es 
oe�
ients d'é
hanges, tout 
omme 
elles des 
ondu
tivités thermiques
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(
) Mousse RVCFigure 3.11 � Sensibilités à la 
ondu
tivité thermique équivalente λs et au 
oe�
ient d'é
hange hs
al
ulées à partir du modèle thermique pour le sta
k en 
éramique, l'empilement de grilles en inox etla mousse de 
arbone.équivalentes λs et λhx, restent basées sur des 
onsidérations très simpli�ées des é
hanges de 
haleur[voir par exemple les expressions (3.3) , (3.4), (3.9), (3.10) et (3.11)℄. Pour des matériaux tortueux dontla géométrie des pores demeure 
omplexe, tels que 
eux dé
rits au paragraphe 3.3 de 
e 
hapitre, il estimpossible de donner des expressions analytiques exa
tes de 
es paramètres thermiques.La méthode inverse proposée au paragraphe 3.2 
onstitue don
 une appro
he intéressante pourl'identi�
ation des 
ara
téristiques thermiques des matériaux pouvant être utilisés 
omme sta
k ourégénérateur dans des ma
hines thermoa
oustiques. L'idée initiale de 
ette appro
he réside don
 dansl'estimation de la 
ondu
tivité thermique longitudinale λs de l'é
hantillon ainsi que du 
oe�
ientd'é
hange hs ave
 les parois. Cependant, une étude de sensibilité sur 
es deux paramètres démontre
lairement que la méthode de Gauss-Newton utilisée jusqu'i
i est mal 
onditionnée pour 
e type d'es-timation. Par exemple sur la �gure 3.11(a), on observe une dépendan
e linéaire très forte entre les
oe�
ients de sensibilité X̄λs et X̄hs pour le sta
k en 
éramique, ave
 un fa
teur de 
orrélation trèspro
he de 1 (en valeur absolue). Bien que 
ette dépendan
e linéaire soit moins marquée pour l'empile-ment de grilles et la mousse de 
arbone [
f. �gs. 3.11(b) et 3.11(
)℄, les deux paramètres restent en
orefortement 
orrélés, et pour 
ha
un des 
as, le déterminant du Hessien est très pro
he de 0. Notons que
ette dépendan
e quasi-linéaire entre les sensibilités à λs et hs est expli
itement donnée par l'é
rituremême du terme de hs
λsD

dans l'équation de 
ondu
tion (3.12). Le fait que 
ette linéarité soit imparfaiteest dû à la présen
e de la 
ondu
tivité thermique dans la 
ondition à l'interfa
e (3.17).En 
on
lusion, l'identi�
ation 
ommune de 
es deux paramètres ne peut pas être réalisée à partir desmesures ave
 
hau�age des matri
es de transfert. Une solution pour 
ontourner 
ette di�
ulté 
onsistedon
 à réduire le nombre de paramètres estimés à 1 [84℄. Deux alternatives peuvent alors être envisagées.La première 
onsiste simplement à �xer la valeur du se
ond paramètre, soit indépendamment dupremier, soit en imposant une relation de 
ontrainte entre 
es deux paramètres. Dans les deux 
as,
ela né
essite une expression analytique de λs ou hs, 
e qui n'est pas envisageable pour des matériaux
omplexes pour lesquels la théorie serait trop éloignée des valeurs réelles. La se
onde alternative repose
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ation d'une longueur 
ara
téristique de di�usion de la 
haleur :
lq =

√
λsD

hs
, (3.59)
e qui revient, en d'autres termes, à estimer le rapport entre la quantité de 
haleur di�usée le long del'é
hantillon (λs) et la quantité de 
haleur éva
uée vers les parois du guide d'onde (hs). L'avantage de
ette appro
he est de pouvoir 
omparer obje
tivement di�érents matériaux au travers de leur 
apa
itéà transférer la 
haleur le long de l'axe de propagation plut�t que de manière radiale.3.4.2 Estimations à partir des données expérimentalesPour une puissan
e de 
hau�age Q donnée, les paramètres a
oustiques φ, rs et αt qui interviennentdans le 
al
ul du problème dire
t sont 
eux obtenus dans le paragraphe 3.3 en usant de la méthodeinverse. La tortuosité αt intervient à présent dans l'expression (A.28) utilisée pour le 
al
ul des matri
es

Ttbt, Thx et Ts de l'équation (3.2). De la manière dont est prise en 
ompte 
ette tortuosité, 
elle-
i joue le r�le de fa
teur 
orre
tif devant le troisième terme du membre de gau
he de l'équation depropagation (A.15) et dans l'expression du gradient de pression (A.27). De fait, la résolution analytiquede l'équation de propagation de la thermoa
oustique linéaire dé
rite au paragraphe A.5 reste valideet la matri
e de transfert d'un matériau tortueux soumis à une distribution de température T0(x) estdonnée 
onformément à la relation (A.28) simplement en réé
rivant le nombre d'onde naturel k0 sousla forme :
k0 =

αtω

c0
, (3.60)et la quantité Z(x) dé�nie par l'équation (A.29) sous la forme

Z(x) =
αtρ0(x)c0
S (1− fν)

. (3.61)En analysant les résultats obtenus au paragraphe 3.3, on peut observer qu'il persiste un é
art non-négligeable entre les données expérimentales et 
elles issues du modèle après estimation des paramètresa
oustiques. Cet é
art est 
lairement visible sur les �gures 3.5 à 3.10. A titre d'exemple, la �gure 3.12présente les 
ourbes de résidus obtenues sur les quatres 
oe�
ients de transfert pour l'empilement degrilles en inox. Ce résidu bT est dé�ni i
i 
omme le rapport entre le 
oe�
ient de transfert théoriqueet le 
oe�
ient expérimental, dont les 
omposantes s'é
rivent :
bT,i =

Ti(Υ)

Texp,i
, ave
 i = 1, . . . , 4n. (3.62)Lorsque les résultats de la méthode inverse pour φ, rs et αt sont reportés dans le modèle ave

hau�age, il est évident que 
e biais persiste lors de l'estimation de la longueur lq. A�n de minimiserl'e�et de 
e biais résiduel dû au �modèle a
oustique� sur le problème inverse asso
ié aux transfertsthermiques, il est don
 plus judi
ieux d'e�e
tuer la méthode de minimisation sur le ve
teur eT [éq.3.24℄ �
orrigé�, dé�ni à présent selon :

ēT,ij = Texp(ωi, Qj)bT,i − T (ωi, QjΥ). (3.63)
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ientsde transfertFigure 3.12 � Module (a) et argument (b) du rapport Texp/T obtenu après estimation des para-mètres a
oustiques φ, rs et αt pour l'empilement de grilles d'inox. L'é
art par rapport à 1 (module) et0 (argument) traduit le biais important qui existe entre les données expérimentales et le modèle ajustépar méthode inverse. Ces résultats sont utilisés pour 
orriger les données ave
 
hau�age.La �gure 3.13 présente les 
ourbes de résidus obtenues après estimation de la longueur lq pour l'em-pilement de grilles d'inox ave
 Q = 9 W . Les résultats issus de l'estimation sans 
orre
tion, tra
és enlignes 
ontinues, sont 
ara
térisés par un biais très marqué entre théorie et expérien
e. La 
orre
tion dubiais introduite dans l'équation (3.63) permet d'obtenir de bien meilleurs résultats, ave
 des 
ourbes derésidus en moyenne pro
hes de 1 en module et de 0 en argument. Notons que 
ette tendan
e reste validepour des puissan
es de 
hau�age plus élevées, 
e qui prévient d'une quel
onque ampli�
ation anormaledes erreurs ave
 l'augmentation de la puissan
e de 
hau�age et apporte une 
ertaine 
ohéren
e aumodèle thermique utilisé.La �gure 3.14 donne la longueur de di�usion lq estimée pour trois é
hantillons en fon
tion de la puis-san
e de 
hau�age Q. Pour le sta
k en 
éramique (�), lq dé
roît ave
 Q : 
ela signi�e que le 
oe�
ientd'é
hange latéral hs augmente plus rapidement ave
 le 
hau�age que la 
ondu
tivité longitudinale λs.Plus la puissan
e de 
hau�age est élevée et plus la quantité de 
haleur dissipée dans les parois est im-portante vis-à-vis de 
elle di�usée le long du sta
k. Pour l'empilement de grilles et la mousse RVC, lessymboles + et ♦ montrent un 
omportement à l'opposé du sta
k 
éramique pour de faibles puissan
esde 
hau�age : la longueur lq, initialement faible (davantage de pertes radiales), augmente rapidementave
 Q, marquant ainsi le fait que la 
ondu
tivité thermique longitudinale du matériau augmente plusrapidement ave
 le 
hau�age, proportionnellement aux pertes latérales hs. Pour les grilles en inox, 
ettetendan
e se stabilise puis un 
omportement similaire à 
elui du sta
k 
éramique est retrouvé pour despuissan
es de 
hau�age plus élevées. En raison d'une gamme de 
hau�age plus réduite, 
ette dé
rois-san
e n'est pas visualisée pour la mousse de 
arbone. Néanmoins, à la vue de 
es premiers résultats,on peut subodorer une tendan
e identique à 
elle des autres matériaux.De façon générale, la longueur de di�usion de l'empilement de grilles est plus élevée que 
elle desautres matériaux. Ce
i se traduit naturellement par un pro�l de température davantage linéaire le long
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arbone (♦).
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Figure 3.15 � Température T0(x) le longdu sta
k en 
éramique (�), de l'empilementde grilles (+) et de la mousse de 
arbone (♦).Les pro�ls sont 
al
ulés pour Q = 9 W (−−)et Q = 18 W (�).de 
e type de régénérateur, 
omme le montre la �gure 3.15. Cette observation semble en a

ord ave
les valeurs de 
ondu
tivité thermique du squelette et de la porosité de l'é
hantillon. En e�et, les grillesen a
ier inoxydable 14 de porosité φ = 0.67 peuvent a priori paraître plus 
ondu
tives que la mousseRVC 15 et que la 
éramique 16, de porosités respe
tives φ = 0.97 et φ = 0.90 plus élevées. Notonsque la 
ondu
tivité du squelette 14,15,16 qui apparaît dans l'expression de la 
ondu
tivité équivalentedu poreux [éq. (3.3)℄ joue également un r�le dans la 
ondition à l'interfa
e (3.17). Ce
i in�uen
edire
tement le gradient lo
al de température à l'extrémité 
haude du sta
k (en x = ls sur la �g. 3.15).Notons que pour la mousse de Ni
hrome, il n'existe pas de solution lo
alement stable du problèmede minimisation vers laquelle l'algorithme peut 
onverger. En e�et, pour une puissan
e de 
hau�agedonnée, l'é
art quadratique S est une fon
tion monotone dé
roissante du paramètre lq. Ce
i est im-pli
itement lié au fait que le modèle thermique utilisé ne semble pas pouvoir dé
rire le 
omportementexpérimental ave
 justesse. Deux expli
ations peuvent être avan
ées : soit la modélisation des trans-ferts thermiques n'est pas adaptée à la des
ription des �ux de 
haleur dans la mousse de Ni
hrome,soit les données expérimentales obtenues pour 
et é
hantillon sont a

ompagnées d'un biais trop im-portant. Dans les deux 
as, l'in�uen
e du 
hau�age sur les propriétés de transfert du noyau n'est pasquanti�able.La 
omparaison des résultats donnés sur la �gure 3.14 ave
 la théorie est déli
ate du fait que l'onne 
onnait pas d'expression analytique exa
te de λs et hs, en parti
ulier pour l'empilement de grilleset la mousse RVC. Dans le 
as du sta
k 
éramique (
f. �g. 3.16), la longueur de di�usion lq estiméepar la méthode inverse est 
omparée à la théorie pour laquelle λs et hs sont dé�nis respe
tivement par14. λm ≃ 13.4W.m−1.K−1 pour l'Inox 316L.15. λm ≃ 6W.m−1.K−1 pour le 
arbone.16. λm ≃ 5W.m−1.K−1 pour la 
éramique de 
ordiérite.
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20 40 60 80 100Figure 3.16 � Longueur 
ara
téristique de di�usion lq du sta
k en 
éramique en fon
tion de lapuissan
e de 
hau�age Q estimée par la méthode inverse (symboles �) et théorique (lignes seules). Lesrésultats sont donnés pour 2 valeurs de la 
ondu
tivité thermique de la 
éramique : λm = 1W.m−1.K−1(−−) et λm = 5 W.m−1.K−1 (�).les relations 3.3 et 3.9. Il existe une di�éren
e remarquable entre la théorie et l'expérien
e, néanmoinsla dé
roissan
e de lq ave
 Q est également prédite par le modèle. Notons également que la longueur
ara
téristique lq dépend fortement de la 
ondu
tivité thermique du matériau qui 
onstitue le squelette ;or 
elle de la 
éramique de 
ordiérite est généralement évaluée dans une gamme assez large, pouvantvarier de 1 W.m−1.K−1 à 5 W.m−1.K−1 [34, 63℄. Les 
ourbes de la �gure 3.16 sont données pour
es deux valeurs limites, que 
e soit pour les résultats théoriques ou pour 
eux issus de la méthodeinverse 17.3.5 Con
lusionDans 
e 
hapitre, le noyau thermoa
oustique 
ara
térisé expérimentalement au 
hapitre 2 est modé-lisé via le formalisme des matri
es de transfert et la des
ription des transferts de 
haleur qui s'établissenten régime de 
ondu
tion stationnaire. Une méthode inverse est proposée pour l'identi�
ation de pa-ramètres a
oustiques et thermiques, qui permet d'ajuster 
e modèle sur les données expérimentales.Cette méthode inverse 
onstitue ainsi un premier pas vers une des
ription plus �ne des propriétésd'ampli�
ation du noyau.La méthode de minimisation utilisée est validée au travers de simulations d'expérien
e. Bien qu'ilné
essite d'e�e
tuer au préalable une analyse de sensibilité et d'apporter une attention parti
ulière à la
ondition de démarrage, l'algorithme implémenté est stable et 
onverge vers des solutions physiquementréalistes lorsque 
es 
onditions sont remplies. En revan
he, il 
onvient de remarquer que la di�
ultémajeure réside i
i dans le 
ara
tère fortement indire
t et multi-paramétrique du modèle utilisé pour17. Rappelons que la 
ondu
tivité thermique du sta
k apparaît également dans la formulation du problème inverse, auniveau de la 
ondition de 
ontinuité du �ux de 
haleur (3.19) à l'interfa
e sta
k/air.



72 3 Modélisation du noyau thermoacoustique – méthode inversereproduire l'expérien
e. En e�et, 
ha
une des variables d'environnement �xée et supposée 
onnue induitun biais qui se réper
ute dans le problème de minimisation, et malgré les nombreuses pré
autions priseslors des mesures, la méthode reste trop indire
te et les sour
es d'in
ertitudes restent trop grandes pourobtenir des résultats réellement satisfaisants.A�n d'obtenir des résultats parfaitement exploitables, il 
onviendrait de repenser le ban
 de mesurepour l'orienter dire
tement vers l'utilisation de la méthode inverse. Par exemple, la 
ara
térisationd'un é
hantillon isolé (i.e. sans é
hangeurs) en l'absen
e d'une distribution inhomogène de tempéra-ture permettrait de s'a�ran
hir d'une minimisation sur les quatre 
oe�
ients Tpp, Tpu, Tup et Tuu enusant des propriétés de symétrie et de ré
ipro
ité de sa matri
e de transfert. Notons qu'il existe àl'heure a
tuelle des méthodes très pré
ises pour la 
ara
térisation de matériaux poreux. Ces méthodesa
oustiques bien plus �ables que 
elle présentée dans 
e 
hapitre pourraient permettre de déterminer laporosité et la tortuosité des é
hantillons poreux utilisés 
omme sta
ks ou régénérateurs ave
 davantagede justesse ; néanmoins elles ne sont pas dédiées à la 
ara
térisation d'une 
ellule thermoa
oustique
omplète (munie de ses é
hangeurs de 
haleur et soumise à un gradient de température) et l'appro
heinverse développée i
i peut s'avérer être une alternative intéressante pour la 
ara
térisation thermiquedu noyau. Cette méthode inverse requiert à l'éviden
e 
ertaines améliorations. En e�et, l'estimation ef-�
a
e de paramètres thermiques semble ne pas pouvoir être disso
iée de mesures de température le longde l'é
hantillon. L'instrumentation en thermo
ouples du noyau thermoa
oustique permettrait ainsi derédé�nir le problème dire
t asso
ié au problème inverse et de propager beau
oup moins d'erreurs surl'identi�
ation des paramètres, voire d'estimer plusieurs paramètres à la fois.



Chapitre 4

Etude du régime transitoire dans un
moteur thermoacoustique quart d’ondeCe dernier 
hapitre aborde l'étude théorique des pro
essus d'ampli�
ation et de saturation par e�etsnon-linéaires des auto-os
illations dans un moteur thermoa
oustique à ondes stationnaires. A l'heurea
tuelle, la des
ription du régime transitoire de l'instabilité thermoa
oustique fait en
ore l'objet denombreuses re
her
hes. En e�et, si la théorie de la thermoa
oustique linéaire permet de dimensionner
orre
tement des systèmes thermoa
oustiques ave
 une pré
ision su�sante [100, 101℄, la littératuredans 
e domaine re
ense un 
ertain nombre d'observations expérimentales d'e�ets 
omplexes qui appa-raissent lors du régime transitoire de l'onde et qui ne peuvent être prédits par une théorie stationnaire.Par exemple, l'existen
e d'une bou
le hystérétique a été rapportée aussi bien dans les systèmes à ondesstationnaires [24℄ que dans les systèmes à ondes progressives [47℄. Cette bou
le hystérétique apparaîtdans un système thermoa
oustique dès lors que le 
hemin suivi par l'amplitude stationnaire de pres-sion a
oustique au passage d'une puissan
e de 
hau�age Qi à une puissan
e Qf n'est pas identiqueau 
hemin inverse de Qf vers Qi. Des 
omportements dynamiques non-triviaux de l'amplitude desauto-os
illations ont également été mis en éviden
e, tels que les dé
len
hements-arrêts périodiquesde l'onde [89, 111, 72, 70℄, le pro
essus de double dé
len
hement [69℄ et les instabilités en �arêtes depoisson� [110℄. Tous 
es e�ets semblent indiquer l'existen
e de di�érentes é
helles de temps 
ara
téris-tiques dans les pro
essus d'ampli�
ation et de saturation de l'onde. C'est la raison pour laquelle desoutils de simulation adaptés sont en
ore à développer pour la des
ription de l'évolution temporelle del'amplitude des os
illations au-delà du seuil de dé
len
hement.Le 
al
ul numérique dire
t [41, 53℄ semble être le seul moyen de reproduire quantitativement lese�ets mentionnés pré
édemment, mais il reste en
ore fortement limité par des temps de 
al
uls trèsimportants, inhérents aux di�érentes é
helles temporelles et spatiales qui entrent en jeu dans la mo-délisation des phénomènes thermoa
oustiques. La modélisation analytique ne peut quant à elle fairel'é
onomie d'approximations fortes pour rendre le problème soluble, mais elle est généralement motivéepar le besoin d'une 
ompréhension plus fondamentale du fon
tionnement des moteurs thermoa
ous-tiques. Plusieurs appro
hes di�érentes ont été introduites 
on
ernant la des
ription analytique durégime transitoire. Dans une série de papiers, Karpov, Yuan et Prosperetti [112, 51, 52℄ proposent unedes
ription dans le domaine temporel 
ombinée à une méthode multi-é
helle pour 
al
uler l'ampli�
a-
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Figure 4.1 � Représentation s
hématique du moteur à ondes stationnaire quart d'onde étudié.
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oustique est 
onstituéd'un tube en verre (longueur L = 49 cm, rayon interne R = 2.6 cm) ouvert à une extrémité et ferméde l'autre par une paroi rigide. Le sta
k est réalisé à partir d'un é
hantillon de 
éramique 600 CPSI àpores 
arrés. (b) Photographie de l'extrémité 
haude du sta
k. La 
haleur est apportée au système viaun �l de Ni
hrome 
hau�ant, tressé de façon régulière sur la surfa
e du sta
k. (issu de [70℄)tion de l'instabilité thermoa
oustique et sa saturation due à la génération d'harmoniques supérieurs.En 2009, De Waele [28℄ présente un modèle basé sur la des
ription en 
onstantes lo
alisées des mo-teurs thermoa
oustiques, dans lequel l'e�et responsable de la saturation de l'onde est le pompage de
haleur dû aux os
illations a
oustiques dans le régénérateur. En�n, Penelet et al. [71, 72℄ développentun modèle dans lequel l'équation d'évolution de l'amplitude de pression a
oustique est 
ouplée auxéquations des transferts thermiques instationnaires dans le noyau thermoa
oustique. Ce modèle estspé
ialement é
rit pour le 
as d'un moteur annulaire, et les auteurs prennent en 
ompte l'in�uen
ed'un 
ertain nombre d'e�ets non-linéaires tels que les pertes mineures en bord de sta
k, la générationd'harmoniques supérieurs, le �ux d'enthalpie transporté par l'onde a
oustique et l'e�et de 
onve
tionthermique dû au vent a
oustique de Gedeon [35℄.Seules quelques référen
es présentes dans la littérature fournissent une 
omparaison dire
te entrethéorie et expérien
e (voir par exemple les refs. [71, 52, 72℄) et à l'heure a
tuelle, au
un modèle n'est
apable de reproduire les 
omportements dynamiques 
omplexes 
ités pré
édemment, même pour leplus simple système thermoa
oustique que l'on puisse étudier. L'obje
tif de 
e 
hapitre est de proposerune modélisation analytique simpli�ée pour le 
al
ul du régime transitoire des auto-os
illations dansun moteur à ondes stationnaires quart d'onde standard, représenté s
hématiquement sur la �gure 4.1.



4.1 Modélisation analytique du régime transitoire 75Le paragraphe 4.1 présente la modélisation analytique utilisée pour simuler l'évolution temporelle del'amplitude des os
illations a
oustiques. Il permet notamment de rappeler quelques notions abordées au
hapitre 1 et qui sont utilisées à nouveau dans 
e 
hapitre. Le paragraphe 4.2 aborde la des
ription dedeux pro
essus non-linéaires, à savoir le �ux de 
haleur a
oustiquement induit et l'é
oulement redresséde Rayleigh. Ces deux e�ets � au se
ond ordre des perturbations a
oustiques � sont responsables d'unedéformation du pro�l de température, entraînant ainsi la saturation de l'instabilité thermoa
oustique :la manière dont ils sont pris en 
ompte dans les équations du transport de la 
haleur est expli
itée àla �n du paragraphe 4.2. En�n, la méthode de résolution et des résultats de simulations sont présentésau paragraphe 4.3. Dans 
e dernier paragraphe, les résultats théoriques sont 
omparés aux mesuresde pression a
oustique en régime transitoire réalisées sur 
e système (
f. �g. 4.2). Le le
teur pourra seréférer à l'arti
le de Penelet et al. [70℄ pour plus de détails 
on
ernant le dispositif expérimental et lesdimensions du système.4.1 Modélisation analytique du régime transitoire4.1.1 Équation 
ara
téristique du systèmeLe système thermoa
oustique modélisé est représenté s
hématiquement sur la �gure 4.1. En seréférant au formalisme développé au 
hapitre 1, la propagation d'ondes planes harmoniques est formuléeau moyen de matri
es de transfert :
(

p̃1(L)

ũ1,x(L)

)
=

(
Mpp(ω, T0) Mpu(ω, T0)

Mup(ω, T0) Muu(ω, T0)

)
×
(

p̃1(0)

ũ1,x(0)

)
, (4.1)où la matri
e de transfert reliant les amplitudes 
omplexes de pression et débit a
oustiques est dé�niei
i 
omme le produit de trois matri
es :

(
Mpp(ω, T0) Mpu(ω, T0)

Mup(ω, T0) Muu(ω, T0)

)
= Ttbt

(
T0

)
×Ts

(
T0

)
×T1. (4.2)Dans l'équation (4.2), la matri
e T1 
orrespond au tube situé entre x = 0 et x = xs [
f. éq. (A.10),annexe A℄ et les matri
es Ts et Ttbt dé
rivent la propagation a
oustique dans le sta
k (x ∈ [xs, xh]) etdans la partie de résonateur inhomogène en température (x ∈ [xh, L]), respe
tivement [
f. éq. (A.28),annexe A℄.Le rayonnement a
oustique est négligé en x = 0 et la paroi rigide en x = L est supposée parfaitementrigide et n'apportant pas de dissipation vis
o-thermique supplémentaire. Les 
onditions aux limites
orrespondantes reportées dans l'équation (4.1) 
onduisent alors à l'équation 
ara
téristique du systèmequart d'onde [
f. éq. (1.37)℄ :

Muu(ω, T0) = 0. (4.3)4.1.2 Seuil de dé
len
hementAu 
hapitre 1, il a été démontré que le 
ara
tère atténué ou ampli�é de l'instabilité thermoa
ous-tique peut être dé
rit par le taux d'ampli�
ation ǫg, dé�ni 
omme la partie imaginaire de la pulsation
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Figure 4.3 � Puissan
e au seuil de dé
len
hement du système thermoa
oustique quart d'onde re-présenté s
hématiquement sur la �gure 4.1, en fon
tion de la position du sta
k dans le résonateur. Lesrésultats numériques (�) sont obtenus à partir de l'éq. (4.4) et d'une solution par di�éren
es �niespour le 
hamp de température T0(x). Des résultats de mesure sont donnés par les symboles ◦.
ω. Cette hypothèse permet de résoudre l'équation 
ara
téristique (4.3) du système, même si la distribu-tion de température T0 ne permet pas de satisfaire les 
onditions marginales de stabilité (ǫg = 0). Dèslors, si l'on suppose que la température T0 est 
onnue, la résolution de l'équation 
ara
téristique dusystème peut être réalisée en usant de la méthode numérique expli
itée au paragraphe 1.3, de manière àobtenir le taux d'ampli�
ation thermoa
oustique instantané ǫg[T0

] et la pulsation des auto-os
illations
Ω
[
T0

] 
orrespondante.En régime linéaire, l'équation
ǫg
[
T0(x)

]
= 0 (4.4)dé
rit naturellement le seuil de dé
len
hement de l'instabilité thermoa
oustique, frontière entre l'étatstable et l'état instable de l'onde. La solution T0(x) 
orrespondant à la température de dé
len
hementpeut ensuite être réintroduite dans (4.3) pour déterminer la pulsation Ωo des os
illations au seuil.Notons que la température le long du système est 
al
ulée à partir de la puissan
e de 
hau�age Qdissipée en x = xh en résolvant le problème des transferts thermiques dans le sta
k et le résonateur.Ces transferts de 
haleurs sont é
rits en régime stationnaire 1 et la température T0(x) est alors obtenuepar di�éren
es �nies. La �gure 4.3 présente la puissan
e de dé
len
hement Qo en fon
tion de la positiondu sta
k dans le résonateur. Les résultats numériques sont 
omparés aux résultats expérimentaux (◦)obtenus grâ
e au dispositif expérimental dé
rit dans les refs. [36, 70℄, montrant ainsi que le modèlereproduit bien les 
onditions réelles de dé
len
hement du système étudié.1. Les équations du transport de la 
haleur en régime stationnaire ne sont pas expli
itées i
i. Elle peuvent 
ependantêtre aisément déduites des équations en régime instationnaire développées au �4.2.3, en posant ∂t = 0 et en supprimanttous les termes liés aux pro
essus non-linéaires de saturation (�ux de 
haleur induit par les os
illations a
oustiques, venta
oustique).
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ation thermoa
oustique des auto-os
illationsEn régime instationnaire, la distribution de température T0(x, t) dépend des 
oordonnées d'espa
eet de temps. La résolution de l'équation 
ara
téristique (4.3) du système à un instant t donné permetdon
 de 
al
uler le taux d'ampli�
ation thermoa
oustique instantané ǫg
[
T0(x, t)

] et la pulsation desauto-os
illations Ω
[
T0(x, t)

] 
orrespondante.D'autre part, 
onformément à l'équation (1.57), la pression a
oustique s'é
rit
p1(x, t) = eǫgtℜ

{
p̃1(x)e

−iΩt
}
, (4.5)de sorte qu'en usant de l'hypothèse de quasi-stationnarité selon laquelle l'é
helle de temps asso
iée àl'ampli�
ation de l'onde peut être parfaitement disso
iée de l'é
helle de temps relative aux os
illations(ǫg ≪ Ω), il est possible de dé
rire l'évolution temporelle de l'enveloppe des auto-os
illations P1(x) =

|p̃1(x)| sous la forme d'une équation di�érentielle du premier ordre :
dP1

dt
− ǫg(t)P1 = 0. (4.6)Cette équation di�érentielle à 
oe�
ient non-
onstant dépend du taux d'ampli�
ation à 
haque ins-tant t et don
 impli
itement de l'évolution temporelle de la température T0(x, t). Au paragraphe 4.2,les transferts de 
haleur en régime instationnaire sont don
 développés et les pro
essus non-linéairesresponsables d'une déformation du 
hamp de température sont introduits.4.2 Des
ription des e�ets non-linéaires saturants4.2.1 Flux de 
haleur thermoa
oustique dans le sta
kDans toute ma
hine thermodynamique, la produ
tion de travail induit né
essairement un transfertde 
haleur depuis la sour
e 
haude vers la sour
e froide. Les moteurs thermoa
oustiques ne faisantpas ex
eption à la règle, la produ
tion de travail a
oustique s'a

ompagne d'un transport de 
haleura
oustiquement induit qui tend à réduire le gradient de température imposé le long du sta
k [88℄.Le �ux de 
haleur induit par les os
illations a
oustiques est dé�ni 
omme le produit de l'entropiepar la vitesse parti
ulaire [109, 97℄ moyenné sur une période a
oustique, soit :

ϕac =
1

2
ρ0T0ℜ

{
s̃1ṽ

∗
1,x

}
, (4.7)où ṽ1,x et s̃1 sont respe
tivement donnés par les expressions (1.11) et (1.15) du 
hapitre 1. Le gradientde pression exprimé à partir de l'équation (1.17) permet notamment de réé
rire la vitesse parti
ulaireet la variation d'entropie en fon
tion de la vitesse parti
ulaire moyenne sur la se
tion du guide :

ṽ1,x = 〈ṽ1,x〉
1− Fν

1− fν
, (4.8)

s̃1 = − p̃1
ρ0T0

Fκ − i
Cp

ω

dxT0

T0

〈ṽ1,x〉
1− fν

[
1− σFν − Fκ

σ − 1

]
. (4.9)



78 4 Régime transitoire dans un moteur thermoacoustique quart d’ondePar suite, en usant des relations (4.8) et (4.9) dans l'expression (4.7), le �ux de 
haleur thermoa
ous-tique moyen sur la se
tion du guide prend alors la forme suivante :
〈ϕac〉 = −ℜ(g)I + ℑ(g)J − λac

dT0

dx
, (4.10)

= 〈ϕac,0〉 − λac
dT0

dx
, (4.11)où I = 1

2ℜ{p̃1〈ṽ1,x〉∗} et J = 1
2ℑ{p̃1〈ṽ1,x〉∗} représentent respe
tivement les intensités a
oustiquesa
tive et réa
tive de l'onde, et où les quantités g et λac sont dé�nies par les expressions suivantes :
g =

fκ − f∗
ν

(σ + 1)(1 − fν)∗
, (4.12)

λac = ρ0Cp
ℑ(fκ − σfν)(

1− σ2
)
|1− fν |2

|〈ṽ1,x〉|2
2ω

. (4.13)Le premier terme du membre de droite de l'équation (4.11) 
orrespond au �ux transporté par l'ondeen l'absen
e de gradient de température, tandis que le se
ond terme fait apparaître la quantité λacqui a la dimension d'une 
ondu
tivité thermique. En parti
ulier, lorsque le gradient de températureest important � 
omme dans le 
as d'un sta
k 
ourt, par exemple � 〈ϕac,0〉 est négligeable devant lese
ond terme et l'e�et de pompage de 
haleur induit par l'onde a
oustique est généralement assimiléà une 
ondu
tivité thermique a
oustiquement induite équivalente qui se superpose à la 
ondu
tivitéthermique initiale du sta
k [109℄.4.2.2 Modèle simpli�é de vitesse du vent a
oustiqueLe terme de vent a
oustique fait généralement référen
e à un é
oulement du se
ond ordre tirant sonorigine des 
ontraintes de Reynolds dans les 
ou
hes limites visqueuses du �uide et qui se superposeaux perturbations a
oustiques. Dans des systèmes inhomogènes en température tels que les moteursthermoa
oustiques, l'existen
e d'un é
oulement stationnaire est de première importan
e 
ar il agitnaturellement 
omme une sour
e de 
onve
tion for
ée interne, responsable d'une déformation du 
hampde température. La problématique du vent a
oustique en thermoa
oustique est relativement 
omplexeet fait l'objet de nombreux travaux, aussi bien expérimentaux [93, 94, 59, 60, 30℄ que théoriques [40,12, 58, 42, 4℄. La distin
tion doit être faite entre les systèmes thermoa
oustiques fermés dans lesquelsl'é
oulement est né
essairement à �ux de masse moyen nul sur la se
tion (é
oulement de Rayleigh) etles systèmes annulaires pour lesquels l'é
oulement n'est pas sujet à 
ette restri
tion (é
oulement deGedeon [35℄).La modélisation développée dans 
e 
hapitre étant dire
tement appliquée au 
as d'un moteur àondes stationnaires, l'attention est portée sur le vent a
oustique de Rayleigh. Dans les systèmes fer-més, l'intera
tion entre un �uide visqueux soumis à une onde a
oustique stationnaire et les paroissolides d'un guide 
onduit au développement de 
ellules de re
ir
ulation [21℄ dont les dimensions sontliées à la longueur d'onde a
oustique, 
omme représenté s
hématiquement sur la �gure 4.4. Pour 
etype d'é
oulement, 
haque 
ellule s'établit entre un ventre et un noeud de vitesse a
oustique et possèdedon
 une longueur égale au quart de la longueur d'onde. Lord Rayleigh fut le premier à donner uneexpression analytique de la vitesse de l'é
oulement pour un �uide situé entre deux plaques in�nies [49℄.
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ellules dere
ir
ulation du vent a
oustique de Rayleighdans un résonateur quart d'onde de longueur
L = λ/4.
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Figure 4.5 � Considération simpli�ée del'e�et de la présen
e du sta
k sur le venta
oustique de Rayleigh. À l'interfa
e résona-teur / sta
k, l'é
oulement redressé ne pénètrepas à l'intérieur du sta
k mais retourne dansle résonateur. De la même façon, l'é
oulementgénéré dans un pore du sta
k ne peut s'é
hap-per de l'espa
e inter-plaques.Il démontra notamment que lorsqu'une onde stationnaire entre deux parois immobiles est à l'origine del'établissement du vent a
oustique, le mouvement du �uide au 
entre du résonateur est alors invaria-blement dirigé du noeud vers le ventre de vitesse a
oustique 2. En 1940, S
huster et Matz traitèrent lemême problème pour un guide d'onde 
ylindrique [85℄. L'expression analytique de la vitesse de l'é
ou-lement qu'ils obtinrent ne permet 
ependant pas de reproduire le pro�l de vitesse pour les 
ellules dere
ir
ulation pro
hes des parois.Basés sur des 
onsidérations simpli�ées des 
ou
hes limites a
oustiques, les modèles de Rayleigh [49℄et de S
huster et Matz [85℄ ne sont valides que pour des guides d'onde larges. Pour des géomé-tries de dimension transverse 
omparable à l'épaisseur d'une 
ou
he limite de �uide, telles que lessta
ks/régénérateurs, la des
ription de l'é
oulement en présen
e d'un gradient de température est alorsdonnée en 2001 par Waxler [102℄, qui se pla
e dans le 
as d'un �uide aux propriétés thermophysiquesindépendantes de la température. En�n, la modélisation analytique proposée par Bailliet et al. [12℄,valide quel que soit le régime d'intera
tion �uide/parois (i.e. quel que soit le rayon du guide 
onsidéré),tient 
ompte de la dépendan
e en température de la vis
osité et de la masse volumique du �uide.Ce dernier modèle est 
elui qui sera utilisé dans la suite de 
e 
hapitre pour 
al
uler la vitesse del'é
oulement au 
ours du régime transitoire. Les équations qui 
onduisent à l'expression analytique dela vitesse axiale du vent a
oustique sont expli
itées en 
oordonnées 
ylindriques en annexe G.Dans un système thermoa
oustique, la présen
e du sta
k modi�e la distribution du vent a
oustiquede Rayleigh. A notre 
onnaissan
e, les seuls travaux expérimentaux dédiés à l'étude de l'in�uen
e dusta
k sur la vitesse de l'é
oulement dans des systèmes à ondes stationnaires sont 
eux de Moreau et2. Le sens de l'é
oulement est inversé pour le 
as d'un �uide initialement au repos et ex
ité par les vibrations desparois, le �uide au 
entre étant alors dirigé du ventre vers le noeud de vibration. Pour plus de détails, le le
teur pourrase référer à l'arti
le de revue de Boluriaan et Morris [21℄.
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oulement dans la région du résona-teur inhomogène en température (xh ≤ x ≤ L, 
f. �g.4.1). η = r

R
, où R est le rayon du guide.Figure 4.6 � Composante axiale V2,x de la vitesse de l'é
oulement dans les deux régions inhomogènesen température du système, en fon
tion de x/L et de la variable transverse adimensionnée η. Ladistribution de température est �xée au seuil de dé
len
hement et les 
hamps a
oustiques sont 
al
uléspour |p̃1(x = L)| = 1 Pa (
f. �g. 4.7).al. [60℄ et 
e problème n'a jamais été étudié de manière théorique. A partir de mesures par Vélo
imétrieLaser Doppler (VLD), Moreau et al. ont observé de fortes perturbations de la distribution du venta
oustique au voisinage des bords du sta
k, notamment lorque 
elui-
i est pla
é pro
he du maximumde vitesse d'é
oulement (i.e. au 
entre du résonateur quart d'onde, i
i), pouvant 
onduire à la générationde nouvelles 
ellules de re
ir
ulation [60℄. La mé
onnaissan
e à l'heure a
tuelle de l'in�uen
e pré
isedu sta
k sur le vent a
oustique de Rayleigh nous oblige don
 à dé
rire les pro
essus de transfertsde masse à partir de 
onsidérations extrêmement simpli�ées. Une reprodu
tion des e�ets observésexpérimentalement par Moreau et al. à proximité immédiate de l'empilement n'est pas envisageable et
es e�ets sont par 
onséquent négligés. La modi�
ation de la distribution des 
ellules de re
ir
ulationest illustrée sur la �gure 4.5 : dans l'appro
he qui est présentée i
i, le sta
k et le résonateur sont traités
omme des systèmes isolés pour lesquels la distribution de l'é
oulement est 
ontr�lée par la dimensiontransverse du 
anal 
onsidéré. Autrement dit, l'é
oulement de �uide généré par l'onde a
oustique dansle résonateur est supposé ne pas avoir d'in�uen
e sur le mouvement du �uide dans les pores du sta
k(le vent a
oustique ne pénètre pas à l'intérieur des pores), de même que l'é
oulement généré dans lespores du sta
k ne modi�e pas l'é
oulement dans le résonateur. De 
ette façon, l'hypothèse retenue
on
ernant le mouvement du �uide 
onsiste à supposer que toute quantité de �uide arrivant au niveaude l'interfa
e résonateur/sta
k est né
essairement retournée.Distribution de la vitesse axiale au dé
len
hementAvant de proposer une modélisation du vent a
oustique dans les équations du transport de la
haleur, il est né
essaire d'estimer son amplitude et sa distribution spatiale dans le système thermoa-
oustique 
onsidéré. En usant du formalisme développé par Bailliet et al. [12℄, la 
omposante axiale de
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ũ
1

ũ
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(d)Figure 4.7 � (a) : Pro�l de température dans l'ensemble du système au seuil de dé
len
hement, pour

(xs + xh) = L/2 et pour une puissan
e de 
hau�age Qo = 18.6 W . (b,
,d) : Distribution des 
hampsa
oustiques 
al
ulés pour T0(x) au seuil de dé
len
hement et pour |p̃1(x = L)| = 1 Pa. Ces résultatssont 
eux utilisés pour le 
al
ul des vitesses du vent a
oustique présenté sur la �gure 4.6.la vitesse de l'é
oulement V2,x est obtenue au moyen de la relation (G.12) :
V2,x = v2,x +

ρ1v1,x
ρ0

, (4.14)où · · · représente la moyenne temporelle sur une période des os
illations, où le produit des deux per-tubations a
oustiques ρ1v1,x s'é
rit simplement sous la forme :
ρ1v1,x =

1

2
ℜ
{
ρ̃1ṽ

∗
1,x

}
, (4.15)et où v2,x est la 
omposante suivant x de la vitesse eulérienne du se
ond ordre, qui peut s'exprimeren fon
tion des variables a
oustiques d'ordre 1 [
f. éq. (G.11)℄. La �gure 4.6 présente les distributionsspatiales de la 
omposante axiale de vitesse V2,x dans les deux régions du système inhomogène entempérature, lorsque le sta
k est pla
é au 
entre du résonateur : la �gure 4.6(a) 
orrespond au venta
oustique dans un pore du sta
k (x ∈ [xs, xh]) et la �gure 4.6(b) 
orrespond au vent a
oustique dansla partie passive (x ∈ [xh, L]). Ces distributions de l'é
oulement redressé sont 
al
ulées à partir de ladistribution de température T0(x) obtenue au seuil de dé
len
hement [
f. �g. 4.7(a)℄, 
orrespondantà une puissan
e de dé
len
hement théorique Qo = 18.6 W pour 
ette position parti
ulière du sta
k.La distribution du vent a
oustique dépendant de la distribution des 
hamps a
oustiques à l'intérieurdu système, 
eux-
i sont 
al
ulés pour une pression au niveau de la paroi |p̃1(x = L)| = 1 Pa etindiqués sur les �gures 4.7(b,
,d) 3. On peut observer sur la �gure 4.6(b) que le �ux de masse au
entre de la se
tion du résonateur (η = 0) est dirigé dans le sens des x négatifs, don
 vers le ventre3. Le 
hoix qui 
onsiste à imposer une pression a
oustique P1(L) = |p̃1(L)| = 1 Pa au niveau de la paroi peut semblerarbitraire i
i, en plus du fait que l'amplitude de l'onde doit en toute rigueur tendre vers 0 au seuil de dé
len
hement. Enréalité, le 
al
ul des vitesses d'é
oulement pour P1(L) = 1 Pa est motivé i
i par l'estimation des quantités Γs et Γe quiseront introduites par la suite dans les éqs. (4.30) et (4.31).
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(b) Vitesse de l'é
oulement au 
entre de la régiondu résonateur inhomogène en température (x =

(xh +L)/2). η = r
R
, où R est le rayon du guide.Figure 4.8 � Composante axiale V2,x de la vitesse de l'é
oulement au 
entre des deux régionsinhomogènes en température du système, en fon
tion de la 
oordonnée transverse η. La droite d'abs
isse

η = 1/
√
2 sur la �g. 4.8(b) 
orrespond à la 
ondition de vitesse nulle V2,x = 0 dans la 
ellule dere
ir
ulation externe (vent de Rayleigh). Cette 
ondition est dé
alée dans le pore du sta
k (η < 1/

√
2,�g. 4.8(a)) dans lequel se développe uniquement la 
ellule de re
ir
ulation interne (vent de S
hli
hting).La se
tion transverse de 
ha
une des deux régions est séparée en deux zones distin
tes (
) et (p) danslesquelles les �ê
hes symbolisent le sens de l'é
oulement moyen.de vitesse a
oustique (x = 0), 
e qui est 
onforme à la théorie de Rayleigh. La �gure 4.6(a) montreen revan
he que le sens de l'é
oulement est opposé au 
entre d'un pore du sta
k, et le �ux de masseest alors dirigé vers le noeud de vitesse a
oustique. Cela est impli
itement lié au fait qu'il n'existequ'une seule 
ellule de re
ir
ulation dans le sta
k, qui 
orrespond à la zone interne de l'é
oulement(
ette zone interne fait généralement référen
e au vent a
oustique de S
hli
hting [21℄), 
ontrairementaux deux 
ellules présentes dans le résonateur qui 
orrespondent aux é
oulements interne (S
hli
hting)et externe (Rayleigh).Modélisation des transports de masse dans le systèmeIl apparaît 
lairement sur la �gure 4.6 que la distribution de l'é
oulement redressé est bi-dimension-nelle 4. A�n de prendre en 
ompte l'e�et de 
et é
oulement dans un modèle mono-dimensionnel destransferts de 
haleur, nous sommes don
 
ontraints de l'introduire à partir de 
onsidérations trèssimpli�ées. Considérons les deux pro�ls transverses de la vitesse axiale V2,x donnés sur les �gures4.8(a) et 4.8(b) et 
orrespondant respe
tivement au 
entre du sta
k (x = L/2) et au 
entre de lapartie passive (x = (xh + L)/2). Pour reproduire la 
ellule de re
ir
ulation à l'intérieur du 
anal sans
onsidérer en détail la distribution transverse de vitesse, la se
tion du guide est séparée en deux zonesdistin
tes, de part et d'autre de la ligne nodale V2,x = 0, indiquée par une ligne dis
ontinue sur les�gures 4.8-(a,b).4. Le 
ara
tère tri-dimensionnel de l'é
oulement se simpli�e i
i du fait de la symétrie de révolution.



4.2 Description des effets non-linéaires saturants 83Dans le résonateur, la ligne nodale V2,x = 0 de la 
ellule de re
ir
ulation externe est donnée pour
η = 1√

2
, 
e qui est 
onforme au résultat trouvé par S
huster et Matz pour une géométrie 
ylindrique[85℄. La se
tion du guide est alors subdivisée en une zone 
entrale (
) 
orrespondant à η ∈ [0, 1/

√
2]à l'intérieur de laquelle l'é
oulement se dirige vers le ventre de vitesse, et une zone périphérique (p)
orrespondant à η ∈ [1/

√
2, 1] à l'intérieur de laquelle l'é
oulement se dirige vers le noeud de vitesse.Le sens des é
oulements dans 
ha
une des deux zones est symbolisé par des �ê
hes sur la �gure 4.8(b).Remarque � En toute rigueur, l'existen
e d'une 
ellule de re
ir
ulation interne (S
hli
h-ting) dans le résonateur né
essiterait d'introduire une troisième zone au voisinage immédiatde la paroi à l'intérieure de laquelle le �uide se dépla
e vers le ventre de vitesse a
ous-tique � 
e
i est légèrement visible sur la �gure 4.8(b) pour η ∼ 1. Cependant, il ne semblepas raisonnable d'ajouter 
ette 
ou
he de �uide dans 
ette modélisation simpli�ée du venta
oustique, qui mériterait alors une des
ription beau
oup plus détaillée des pro
essus de
onve
tion 
omplexes pouvant s'établir dans les 
ou
hes limites. Notons que l'e�et de 
etransport de masse �retour� est impli
itement pris en 
ompte dans l'estimation de la vitessemoyenne d'é
oulement (4.21) du fait de l'intégration sur la se
tion totale du guide.Pour prendre en 
ompte les variations transverses de V2,x dans un é
oulement supposé uniforme, lavitesse d'é
oulement du �uide ve est alors donnée dans 
haque zone par les vitesses moyennes :

v(c)e = 4

∫ 1√
2

0
V2,xηdη, (4.16)

v(p)e = 4

∫ 1

1√
2

V2,xηdη, (4.17)sur les surfa
es 
entrale et périphérique, respe
tivement. Le pro�l de la vitesse axiale de l'é
oulement au
entre du sta
k [
f. �g. 4.8(a)℄ montre en revan
he que la ligne nodale dans la 
ellule interne 
orrespondà
η0 ≡ η

(
V2,x = 0

)
<

1√
2
, (4.18)et la vitesse moyenne du �uide doit être 
al
ulée dans 
ha
une des zones :

v(c)s =
2

η20

∫ η0

0
V2,xηdη, (4.19)

v(p)s =
2

1− η20

∫ 1

η0

V2,xηdη. (4.20)Dans 
ette modélisation simpli�ée du vent de Rayleigh, 
haque région du système (sta
k ou résonateur)est ainsi subdivisée en une zone 
entrale et une zone périphérique, 
ara
térisées par un dépla
ementdu �uide dans des dire
tions opposées : la �gure 4.9-(a) illustre s
hématiquement 
es 
onsidérations,dans le guide large et dans un pore du sta
k.Remarque � Dans le résonateur, du fait de l'annulation de la vitesse en η = 1/
√
2, lesse
tions transverses des zones 
entrale et périphérique ont la même surfa
e S(c) = S(p) = πR2

2et les vitesses moyennes du �uide peuvent être 
al
ulées simplement à partir du module de
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oustique :
v(p)e = −v(c)e = ve ≡ 2

∫ 1

0

|V2,x|ηdη. (4.21)A l'intérieur d'un pore du sta
k, on a S(c) < S(p) et don
 v(c)s > v
(p)
s , respe
tant la 
onditionde �ux moyen nul sur la se
tion totale du 
anal. On fera néanmoins l'hypothèse S(c) =

S(p) = πR2

2 de manière à exprimer la vitesse du vent a
oustique dans le sta
k sous une formeéquivalente à (4.21) :
v(c)s = −v(p)s = vs ≡ 2

∫ 1

0

|V2,x|ηdη, (4.22)
e qui revient à 
onsidérer la zone 
entrale (resp. périphérique) du sta
k de se
tion plusgrande (resp. plus petite) qu'elle ne l'est en réalité, 
orrespondant à une vitesse du �uideplus faible (resp. plus élevée) qu'elle ne l'est en réalité.Conve
tion de la 
haleur à l'extrémité 
haude du sta
kLa présen
e d'un é
oulement de �uide dans le sta
k et dans le résonateur induit un transportde 
haleur par 
onve
tion au niveau de l'extrémité 
haude xh du sta
k. Ce
i se traduit par la pré-sen
e de termes de 
onve
tion supplémentaires dans la 
ondition de 
ontinuité du �ux à l'interfa
esta
k/résonateur 5. Cependant, estimer 
es termes de 
onve
tion n'est pas trivial 
ar 
ela implique de
onnaître pré
isemment les distributions de température et de vitesse du vent a
oustique au voisinagedes bords du sta
k. Or, si de nombreuses simulations numériques et observations expérimentales (voirpar exemple les refs. [19, 46, 60℄) se rejoignent pour a�rmer que 
es e�ets de bord sont importants,au
une théorie a
tuelle n'est 
apable de dé
rire ave
 pré
ision les phénomènes qui se 
réent en entréedu sta
k. Dans le 
as du vent a
oustique de Rayleigh, la génération de nouvelles 
ellules au voisinageimmédiat de l'empilement [60℄ laisse à penser que des transferts de 
haleur par 
onve
tion peuvent êtretrès importants dans 
ette région du système.La quantité de 
haleur prise par le vent a
oustique au niveau de l'extrémité 
haude du sta
k est don
estimée de manière appro
hée en 
onsidérant que le problème réel � à savoir la présen
e de deux 
ellulesde part et d'autre de l'interfa
e � est équivalent à deux problèmes dé
ouplés dans lesquels 
haque 
elluleest déroulée. Cette appro
he est illustrée sur les s
hémas des �gures 4.9(b) et 4.9(
) : pour la 
ellulede re
ir
ulation située dans le résonateur (x ≥ xh), nous supposerons alors que le �uide se déplaçantvers la gau
he à la vitesse v
(c)
e , ré�é
hi au niveau de l'interfa
e à température Th, et repartant vers ladroite à la vitesse v(p)e , transporte la même quantité de 
haleur qu'un �uide se déplaçant vers la droitedans un tube de longueur in�ni et traversant une surfa
e isotherme à température �xe Th. En d'autrestermes, le �ux de 
haleur ϕconv pris par 
onve
tion à l'interfa
e x = xh [�g. 4.9(b)℄ est supposé êtreégal au �ux pris par le �uide dans le problème (soluble analytiquement) présenté sur la �gure 4.9(
).5. Cette 
ondition de 
ontinuité sera donnée au �4.2.3 par l'éq. (4.48).
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Figure 4.9 � (a) : représentation s
hématique des zones 
entrales et périphériques dans le résonateuret dans un pore du sta
k. (b) et (
) : estimation simpli�ée du �ux de 
onve
tion à l'interfa
e. La 
haleur
onve
tée à l'interfa
e sta
k/résonateur est quanti�ée à partir de la 
ellule déroulée, en 
onsidérantque l'interfa
e est équivalente à une surfa
e isotherme à température �xe traversée par un é
oulementstationnaire.En 
onsidérant les parois du tube 
omme parfaitement adiabatiques et en introduisant la nouvelle
oordonnée d'espa
e y, le problème dé�ni sur la �gure 4.9(
) prend alors la forme suivante :
κa

∂2T

∂y2
− ve

∂T

∂y
= 0, ∀y ≤ 0, (4.23)

T (y) = Th, ∀y ≥ 0, (4.24)où κa = λa
ρ0Cp

est la di�usivité thermique de l'air. Si l'on suppose que le �uide à l'in�ni est initialementà température ambiante Tc, le report de 
ette 
ondition dans la solution de l'équation (4.23) 
onduit à :
T (y) = Tc +

(
Th − Tc

)
e

vey
κa , ∀y ≤ 0, (4.25)

T (y) = Th, ∀y ≥ 0. (4.26)Par suite, les expressions (4.25) et (4.26) peuvent être reportées dans l'équation de 
ontinuité du �uxen y = 0 :
λa

∂T

∂y

∣∣∣∣
0−

− λa
∂T

∂y

∣∣∣∣
0+

+ ϕconv = 0, (4.27)où ϕconv 
orrespond à la puissan
e 
alori�que fournie par la surfa
e isotherme pour maintenir le 
hampde température stationnaire impli
itement lié à l'équation de 
ondu
tion (4.23). Cela 
onduit �nalementà l'expression suivante pour le �ux de 
haleur :
ϕconv = ρ0Cpve

(
Th − Tc

)
, (4.28)
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onve
tion à l'extrémité 
haude du sta
k dû à l'é
oulement de �uide dans lerésonateur. De la même façon, le �ux de 
onve
tion pris par l'é
oulement dans le sta
k de porosité φspeut être estimé sous la forme suivante :
ϕ(s)
conv = φsρ0Cpvs

(
Th − Tc

)
. (4.29)Temps d'établissement du vent a
oustiqueLes équations utilisées par Bailliet et al. [12℄ et reprises i
i pour dé
rire la vitesse de l'é
oulementde Rayleigh ne sont valides qu'en régime stationnaire des phénomènes physiques mis en jeu, maisil est 
lair que l'établissement des 
ellules de re
ir
ulation après dé
len
hement de l'instabilité n'estpas instantané [4, 93℄. En d'autres termes, la réponse du vent a
oustique à un é
helon de pressiona
oustique se fait ave
 un 
ertain retard, et l'évolution temporelle de la vitesse de l'é
oulement peutêtre dé
rite par les équations di�érentielles ordinaires du premier ordre :

τ (s)c

dvs
dt

+ vs = ΓsP
2
1 , ∀x ∈ [xs, xh], (4.30)

τc
dve
dt

+ ve = ΓeP
2
1 , ∀x ∈ [xh, L], (4.31)où τ

(s)
c et τc sont les temps 
ara
téristiques d'établissement du vent a
oustique dans le sta
k et dansle résonateur, respe
tivement. Dans 
es équations, Γs et Γe 
orrespondent aux vitesses d'é
oulement
al
ulées à partir des équations (4.21) et (4.22) pour une distribution de température T0(x) = T0,d(x)
orrespondant au seuil de dé
len
hement et pour une pression a
oustique de 1 Pa :

Γs = 4

∫ 1

0

∣∣∣V2,x

(
T0,d(x), P1 = 1 Pa

) ∣∣∣ ηdη, ∀x ∈ [xs, xh], (4.32)
Γe = 4

∫ 1

0

∣∣∣V2,x

(
T0,d(x), P1 = 1 Pa

) ∣∣∣ ηdη, ∀x ∈ [xh, L]. (4.33)Les temps τ
(s)
c et τc peuvent être estimés à partir des travaux d'Amari et al. qui proposent une mo-délisation analytique 
omplète en régimes stationnaire et instationnaire du vent a
oustique de Gedeonqui s'établit dans un résonateur annulaire [4℄. Ils montrent notamment que le temps 
ara
téristiqued'établissement du régime stationnaire peut s'é
rire en première approximation sous la forme :

τc =
4a2

π2νa
, (4.34)pour un 
anal de rayon a, où νa est la vis
osité 
inématique du �uide. Dans le 
as présent, les donnéesdu problème � en termes de rayons R et rs et du �uide de travail (air) � permettent d'estimer τ (s)c et

τc à partir de l'équation (4.34) :
rs = 0.45 mm ⇒ τ (s)c =

4r2s
π2νa

≃ 5 · 10−3 s, (4.35)
R = 2.6 cm ⇒ τc =

4R2

π2νa
≃ 18 s. (4.36)Il n'existe pas de travaux théoriques équivalents à 
eux d'Amari dans le 
as d'un é
oulement redresséau sein d'un système fermé. En revan
he, Thompson et al. ont réalisé des mesures de vitesse de vent
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oustique par VLD dans un système fermé de rayon 
omparable à 
elui utilisé dans le 
as présent 6,mesures qui leur ont permis d'estimer un temps d'établissement du régime stationnaire de l'ordre de
5.2s dans leur dispositif [93℄. Il 
onvient don
 de rester prudent sur la valeur (4.36) de τc qui estprobablement surestimée par rapport à sa valeur réelle.Notons en�n que le temps 
ara
téristique τ

(s)
c [éq. (4.35)℄ est très faible : l'établissement des 
ellulesde re
ir
ulation peut raisonnablement être 
onsidéré 
omme instantané dans le sta
k et l'équation(4.30) se réduit simplement à :

vs = ΓsP
2
1 , ∀x ∈ [xs, xh]. (4.37)4.2.3 Transferts de 
haleur instationnairesA présent que les pro
essus non-linéaires de saturation ont été dé
rits, ils sont introduits dansles équations du transport de la 
haleur qui permettent de 
al
uler la distribution de températureinstantanée T0(x, t) dans l'ensemble du système. Le modèle des transferts thermiques est développé àpartir de l'é
riture des équations de di�usion de la 
haleur dans les zones 
entrale (
) et périphérique(p) pour la région du sta
k et la région du résonateur inhomogène en température. Les parois dumoteur thermoa
oustique sont supposées être de parfaits puits thermiques à température ambiante Tcet le sta
k est 
onsidéré 
omme un milieu �uide équivalent de 
ondu
tivité thermique :

λs = λaφs + λm

(
1− φs

)
, (4.38)et de 
apa
ité 
alori�que par unité de volume :

ρsC
s
p = ρ0Cpφs + ρmCm

p

(
1− φs

)
, (4.39)où λm, ρm et Cm

p sont les propriétés thermophysiques du matériau 
onstituant le squelette solide. Cespropriétés sont supposées indépendantes de la température, 
ontrairement aux propriétés thermophy-siques du �uide (air) dont la dependan
e par rapport à T0(x) est prise en 
ompte grâ
e aux relationssuivantes :
λa = λa(Tc)

(
T0

Tc

)β

, (4.40)
ρ0 = ρ0(Tc)

(
Tc

T0

)
, (4.41)ave
 β = 0.73 pour l'air [83℄. Dans la région du sta
k (x ∈ [xs, xh]), les équations de la 
haleur pour lazone 
entrale (
) et la zone périphérique (p) prennent alors les formes suivantes :

ρ(c)s Cs,(c)
p

[
∂T

(c)
0

∂t
+ φs

ρ
(c)
0 Cp

ρ
(c)
s C

s,(c)
p

v(c)s

∂T
(c)
0

∂x

]
=

∂

∂x

(
(
λ(c)
s + λac

)∂T (c)
0

∂x

)
− 2hs

R

(
T

(c)
0 − Tc

)
− ∂〈ϕac,0〉

∂x
, (4.42)

ρ(p)s Cs,(p)
p

[
∂T

(p)
0

∂t
+ φs

ρ
(p)
0 Cp

ρ
(p)
s C

s,(p)
p

v(p)s

∂T
(p)
0

∂x

]
=

∂

∂x

(
(
λ(p)
s + λac

)∂T (p)
0

∂x

)
− 2hs

R

(
T

(p)
0 − Tc

)
− ∂〈ϕac,0〉

∂x
, (4.43)6. Le tube en verre utilisé par Thompson et al. [93℄ possède un rayon de 2.3cm, soit légèrement plus petit que 
eluidu moteur thermoa
oustique étudié dans 
e 
hapitre (R = 2.6cm).
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oulement v(c)s et v(p)s asso
iées au vent a
oustiqueet dé�nies par l'équation (4.22) , ainsi que la 
ondu
tivité λac et le �ux de 
haleur moyen 〈ϕac,0〉 induitspar les os
illations a
oustiques [
f. éq. (4.11)℄. La quantité φs
ρ0Cp

ρsCp
devant le terme de 
onve
tion dansles équations (4.42) et (4.43) traduit le fait que la vitesse asso
iée au transport de masse est une vitessee�e
tive qui résulte du seul mouvement du �uide dans les pores du sta
k. Dans la région du résonateur(x ∈ [xh, L]), les équations de la 
haleur pour la zone 
entrale (
) et la zone périphérique (p) prennentégalement les formes suivantes :

ρ
(c)
0 Cp

[
∂T

(c)
0

∂t
+ v(c)e

∂T
(c)
0

∂x

]
=

∂

∂x

(
λ(c)
a

∂T
(c)
0

∂x

)
− 2hw

R

(
T
(c)
0 − Tc

)
, (4.44)

ρ
(p)
0 Cp

[
∂T

(p)
0

∂t
+ v(p)e

∂T
(p)
0

∂x

]
=

∂

∂x

(
λ(p)
a

∂T
(p)
0

∂x

)
− 2hw

R

(
T
(p)
0 − Tc

)
, (4.45)équations dans lesquelles apparaissent les vitesses d'é
oulement v(c)e et v(p)e asso
iées au vent a
oustiqueet dé�nies par l'équation (4.21). Dans l'ensemble des équations (4.42)-(4.45), les 
oe�
ients phénomé-nologiques hs et hw traduisent les é
hanges de 
haleurs latéraux ave
 les parois du guide et sont dé�nisde la même façon qu'au 
hapitre 3 par les équations (3.8) et (3.11).A 
e stade, deux remarques importantes méritent d'être formulées. Premièrement, on peut remarquerque les équations (4.42) et (4.43) [de même que (4.44) et (4.45)℄ sont dé
ouplées, 
e qui signi�e qu'au
uné
hange de 
haleur n'est pris en 
ompte entre la zone 
entrale et la zone périphérique. En toute rigueur,des transferts thermiques pourraient être introduits par l'intermédiaire d'un terme de 
ouplage du type

±h
(
T
(c)
0 −T

(p)
0

) ; 
ependant, il n'est pas raisonnable de donner une expression analytique de h du faitque l'on ne sait pas exprimer 
e 
oe�
ient phénoménologique pour le 
as de deux 
ou
hes de �uide sedéplaçant dans des dire
tions opposées. La se
onde remarque 
on
erne la présen
e de termes en hs et
hw dans les équations (4.42) et (4.44) alors même que la zone 
entrale n'est pas en 
onta
t dire
t ave
les parois du guide. Cette forme d'é
riture ne semble pas rigoureuse au premier abord ; elle se justi�enéanmoins du fait qu'en l'absen
e d'é
oulement, on retrouve bien T

(c)
0 = T

(p)
0 = T0.Finalement, aux équations de la 
haleur (4.42)-(4.45) sont asso
iées les 
onditions aux limites sui-vantes :� température imposée en x = xs et x = L :

T
(c)
0 (xs) = T

(p)
0 (xs) = T

(c)
0 (L) = T

(p)
0 (L) = Tc, (4.46)� 
ontinuité des températures en x = xh :

T
(c)
0 (xh) = T

(p)
0 (xh), (4.47)� 
ontinuité du �ux de 
haleur moyen en x = xh :

λs
∂T0

∂x

∣∣∣∣
x−
h

− λa
∂T0

∂x

∣∣∣∣
x+
h

+ ϕconv + ϕ(s)
conv =

Q

πR2
+ 〈ϕac〉(xh), (4.48)
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 les quantités moyennes λs = λ
(c)
s +λ

(p)
s

2 , λa = λ
(c)
a +λ

(p)
a

2 et T0 =
T

(c)
0 +T

(p)
0

2 , et où ϕconv et
ϕ
(s)
conv représentent les �ux de 
onve
tion asso
iés à l'é
oulement de Rayleigh [
f. éqs. (4.28)-(4.29)℄, Q est la puissan
e de 
haleur apportée au système et 〈ϕac〉 est le �ux de 
haleur moyena
oustiquement induit [
f. éq. (4.10)℄.4.3 Simulation numérique du régime transitoire4.3.1 S
héma de résolution numériqueL'ensemble des équations exposées au �4.2.3 permet de 
al
uler la distribution de température

T0(x, t) dans le moteur thermoa
oustique. Ce jeu d'équations est résolu numériquement à 
haqueitération temporelle grâ
e à une méthode de Crank-Ni
holson [66℄. Le 
hoix du pas temporel ∆test impli
itement déterminé à 
haque itération par l'utilisation d'une méthode à pas variable pourl'intégration numérique de l'équation di�érentielle (4.6). Le pas de dis
rétisation spatiale ∆x est obtenuaprès une étude de 
onvergen
e simple qui 
onsiste à multiplier par 2 le nombre de points dans 
haquedomaine (sta
k ou partie passive) jusqu'à atteindre un é
art su�samment faible entre les résultatsobtenus à mesure que le pas spatial est réduit. Une fois obtenue, la température T0(x, t) est introduitedans le 
al
ul des matri
es de transferts [
f. éq. 4.2℄ et l'équation 
ara
téristique (4.3) est résolue parla méthode dé
rite au paragraphe 1.3 de manière à obtenir le 
oe�
ient d'ampli�
ation ǫg
[
T0(x, t)

] etla pulsation des auto-os
illations Ω[T0(x, t)
] à l'instant t.L'équation d'évolution de la pression a
oustique (4.6) est résolue en usant d'une méthode de Runge-Kutta d'ordre 4. Le pas temporel ∆t est adapté automatiquemement en s'assurant qu'en une itération

∆t, la pression 
al
ulée reste peu di�érente de 
elle obtenue pour deux itérations de pas ∆t/2 (extra-polation de Ri
hardson, [64℄). De 
ette manière, le pas ∆t est optimisé à 
haque itération en assurantun 
ritère de 
onvergen
e selon lequel l'erreur 
ommise pour ∆t par rapport à deux itérations ∆t/2est inférieure à 0.1% de l'amplitude de pression a
oustique : 
e 
ritère de 0.1% a été retenu après aug-mentation su

essive de la pré
ision demandée, jusqu'à atteindre un é
art su�samment faible entre lesrésultats. Par suite, la 
onnaissan
e à 
haque instant t de l'amplitude de pression, de la pulsation Ωet de la distribution de température permet de 
al
uler la distribution des 
hamps a
oustiques dansle système et don
 les e�ets non-linéaires asso
iés. Notons que l'équation di�érentielle (4.31) dé
rivantl'évolution temporelle de l'amplitude du vent a
oustique dans le résonateur est résolue au moyen d'unesimple méthode d'Euler expli
ite.La pro
édure de 
al
ul est s
hématisée sur la �gure 4.10 :� A l'instant t = 0, une puissan
e de 
hau�age Q0 est appliquée et la distribution de températureinitiale T0(x, t = 0) est 
al
ulée à partir du régime stationnaire des transferts thermiques (RSTT).L'amplitude de pression a
oustique P1 = |p̃1(L)| à l'extrémité fermée du moteur est �xée àune valeur pro
he de 0 (1 · 10−2 Pa), la distribution des 
hamps a
oustiques est 
al
ulée dansl'ensemble du dispositif et les e�ets non-linéaires sont obtenus au moyen des relations (4.10),(4.21) et (4.22).� Un in
rément de 
hau�age∆Q est appliqué et la distribution de température à l'itération suivanteest 
al
ulée par une méthode de Crank-Ni
holson. Le taux d'ampli�
ation est ensuite obtenu par
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Figure 4.10 � Pro
édure de 
al
ul du régime transitoire. A l'instant t = 0, une puissan
e de
hau�age Q0 est appliquée et le régime stationnaire des transferts thermiques est 
al
ulé. Un in
rémentde puissan
e∆Q est ensuite appliqué et le régime transitoire est alors résolu pas à pas jusqu'à atteindrele régime stationnaire de l'instabilité thermoa
oustique.résolution de l'équation 
ara
téristique et l'amplitude de pression P1 est 
al
ulée par une méthodede Runge-Kutta. Les e�ets non-linéaires sont à nouveau estimés au moyen des relations (4.10),(4.31) et (4.37).� Cette opération est répétée jusqu'à atteindre le régime stationnaire de l'instabilité thermoa
ous-tique.4.3.2 Résultats de simulationPro
essus non-linéaires dans le sta
kDans 
e paragraphe, seuls les e�ets du �ux de 
haleur thermoa
oustique et du vent a
oustiquede Rayleigh dans les pores du sta
k sont pris en 
ompte. Les �gures 4.11(a) et 4.11(b) présententl'évolution temporelle de l'amplitude de pression P1(L) au niveau de l'extrémité fermé du moteur pourdeux positions du sta
k : L/4 et 3L/4, respe
tivement. Le régime transitoire est marqué par la présen
ed'un �overshoot� (pi
 d'amplitude) avant saturation de l'instabilité. Ce 
omportement est reproduitaussi bien par l'e�et du vent a
oustique que par l'e�et du �ux de 
haleur transporté par l'onde dansle sta
k, et semble davantage marqué au fur et à mesure que la puissan
e de 
hau�age augmente. Le�ux de 
haleur a
oustiquement induit apparaît 
omme l'e�et saturant prédominant, mais il est 
lairque l'é
oulement de Rayleigh apporte une 
ontribution non-négligeable au niveau de pression �nal en
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(b) Centre du sta
k positionné aux trois quarts dela longueur du résonateur.Figure 4.11 � Simulations numériques du régime transitoire pour di�érents in
réments de puissan
ede 
hau�age au dessus du seuil de dé
len
hement Qo (du haut vers le bas) : ∆Q/Qo = 5 % (a),
∆Q/Qo = 20 % (b) et ∆Q/Qo = 50 % (
). Les di�érentes 
ourbes représentent les résultats obtenusselon que les pro
essus non-linéaires dans le sta
k sont pris en 
ompte ou non : vent a
oustique seul(tiretés-pointillés), �ux de 
haleur thermoa
oustique seul (tiretés), les deux e�ets (lignes 
ontinues).régime établi et 
et e�et ne peut don
 pas être négligé. L'importan
e du vent a
oustique par rapportau �ux de 
haleur dépend naturellement de la position du sta
k dans le système, 
omme on peutl'observer en 
omparant les �gures 4.11(a) et 4.11(b). Ce
i peut s'expliquer par le fait que pour 
esdeux positions parti
ulières du sta
k, la vitesse du streaming est globalement la même et le �ux de
haleur dû à l'é
oulement est identique (si on fait abstra
tion de l'e�et du gradient de température),tandis que le �ux de 
haleur a
oustiquement induit est beau
oup plus important lorsque le sta
k estpla
é en L/4 (pro
he du ventre de vitesse a
oustique) que lorsqu'il est pla
é en 3L/4 (pro
he du noeud).Ce
i est illustré sur les �gures 4.12(a) et 4.12(b) donnant les rapports entre le �ux de 
onve
tion induitpar le streaming (≃ ρ0CpvsT0) et le �ux a
oustiquement induit 〈ϕac〉 le long du sta
k. Ces rapports
orrespondent à une puissan
e de 
hau�age ∆Q/Qo = 50 % et sont donnés à di�érents instants t au
ours du transitoire : tmax [instant auquel l'amplitude de l'�overshoot� est maximale, repéré sur l'axedes abs
isses des �gures 4.11-(a,b)℄, tmax+20s puis 100s. On peut observer que le �ux a
oustiquementinduit est supérieur au �ux de 
onve
tion en L/4 mais nettement inférieur en 3L/4 .Notons également que les variations longitudinales des �ux de 
haleurs jouent un r�le importantdans la dynamique du transitoire, et 
es variations sont prise en 
ompte i
i grâ
e au 
al
ul par di�é-ren
es �nies. En e�et, une modélisation analytique plus simpli�ée qui 
onsiste à faire l'hypothèse d'unedistribution exponentielle de température et à 
al
uler l'amplitude des e�ets non-linéaires à une tem-pérature donnée 7 ne permet pas de reproduire l'�overshoot� avant saturation, que 
e soit par le �ux de
haleur thermoa
oustique ou par l'e�et du vent a
oustique [70℄. Il est don
 
ertain que la distributionlongitudinale des �ux de 
haleurs induits par les e�ets non-linéaires est responsable d'une partie desphénomènes mis en jeu lors du régime transitoire de l'onde.7. Cette température 
orrespond à une longueur 
ara
téristique, représentative en moyenne des variations spatialeset temporelles du 
hamp de température. Pour plus de détails, le le
teur pourra se référer à l'arti
le de Penelet et al.[70℄.
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(b) Centre du sta
k positionné aux trois quarts dela longueur du résonateur.Figure 4.12 � Rapport des �ux de 
haleur transporté par l'é
oulement et a
oustiquement induit(en valeur absolue) le long du sta
k, pour ∆Q/Qo = 50 % et à trois instants t. L'instant noté tmax
orrespond à l'amplitude maximum de pression au niveau de l'�overshoot� : 
et instant est repéré surl'axe des abs
isses des �gures 4.11(a) et 4.11(b).Vent a
oustique dans le résonateurL'e�et du vent a
oustique dans la partie du résonateur inhomogène en température dépend forte-ment du retard à l'établissement des 
ellules de re
ir
ulation. Les �gures 4.13(a) et 4.13(b) présententdes résultats de simulations numériques de l'évolution temporelle de l'amplitude de pression P1(L)lorsque le vent a
oustique dans le résonateur est le seul e�et non-linéaire introduit dans le modèle.Les di�érentes 
ourbes 
orrespondent à plusieurs valeurs du temps 
ara
téristique τc d'établissementdu vent a
oustique intervenant dans l'équation di�érentielle (4.31). Lorsque l'établissement de l'é
ou-
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(b) Sta
k en 3L/4.Figure 4.13 � Simulations numériques du régime transitoire pour di�érentes valeurs du temps
ara
téristique τc d'établissement du vent a
oustique dans le résonateur. La puissan
e de 
hau�age est�xée juste au-dessus du dé
len
hement (∆Q/Qo = 1%) et seul le vent a
oustique dans la partie 
hau�éedu résonateur est pris en 
ompte (ϕac = vs = 0). Les 
ourbes en pointillées (τc ≃ 18s) 
orrespondentau temps 
ara
téristique estimé à partir des travaux d'Amari et al.[4℄.
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(b) Simulations numériques.Figure 4.14 � Régimes transitoires de l'amplitude de pression a
oustique P1 mesurés et théoriquesobtenus pour xs = 34.1cm et pour di�érents in
réments de puissan
e de 
hau�age au dessus du seuilde dé
len
hement Qo : ∆Q/Qo = 18 % (· · · ), ∆Q/Qo = 34 % (−−) et ∆Q/Qo = 53 % (�).lement se fait instantanément (τc = 0), l'amplitude de pression a
oustique présente un 
omportementdynamique similaire à 
eux obtenus lorsque le �ux de 
haleur et le vent a
oustique dans le sta
ksont pris en 
ompte, 
omportement 
ara
térisé par un �overshoot� suivi d'un régime stationnaire sa-turé. En revan
he, la prise en 
ompte d'un retard fait apparaître des os
illations du niveau de pres-sion dont l'amplitude s'intensi�e ave
 l'augmentation de τc et pouvant 
onduire à une dynamique de�dé
len
hements-arrêts� périodiques au-delà d'une 
ertaine valeur 
ritique du temps d'établissement.Comparaisons ave
 l'expérien
eDes régimes transitoires de l'amplitude de pression a
oustique mesurés et théoriques obtenus pourun sta
k pla
é en xs = 34.1cm et pour di�érents in
réments de puissan
e de 
hau�age sont donnésen �gures 4.14(a) et 4.14(b). Le dispositif expérimental utilisé est présenté sur la �gure 4.2. Les simu-lations numériques sont e�e
tuées en intégrant tous les pro
essus non-linéaires dé
rits pré
édemment.L'analyse 
omparative de 
es �gures montrent que le modèle reproduit qualitativement les résultatsexpérimentaux, même si l'amplitude de l'�overshoot� (relative au niveau de pression �nal) semble êtresurestimée par la théorie.Le taux d'ampli�
ation ǫg théorique est également en bon a

ord ave
 les estimations du taux de
roissan
e de l'onde, tra
ées en pointillés gras sur la �gure 4.15. Ces estimations du taux de 
roissan
esont obtenues à partir des enveloppes de pression a
oustique mesurées, en usant d'interpolations a�nessu

essives sur l'évolution logarithmique de pression : l'instant ti pour lequel l'amplitude mesuréedevient su�sante (hors du bruit de mesure) et l'instant tf pré
édant la saturation dé�nissent unedurée ∆t dé
oupée en 100 intervalles de temps. Une interpolation a�ne de ln(P1) est alors e�e
tuéesur 
ha
un des intervalles ∆t/100 et le taux d'ampli�
ation instantané de l'onde est donné par le
oe�
ient dire
teur du polyn�me d'ordre 1.
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140Figure 4.15 � Taux d'ampli�
ation mesuré (en pointillés gras) et théorique (traits �ns) pour xs =

34.1cm et pour di�érents in
réments de puissan
e de 
hau�age au dessus du seuil de dé
len
hement
Qo : ∆Q/Qo = 18 % (a), ∆Q/Qo = 34 % (b) et ∆Q/Qo = 53 % (
). Les estimations sont e�e
tuées àpartir d'interpolations a�nes de l'évolution logarithmique de l'amplitude de pression mesurée.Si le modèle reproduit bien la présen
e d'un �overshoot� et la saturation de l'instabilité thermoa
ous-tique, il est en revan
he in
apable de reproduire le pro
essus de dé
len
hement et arrêts périodiquesde l'onde. Ce
i est 
lairement visible sur les �gures 4.16(a) et 4.16(b) donnant les résultats expérimen-taux et théoriques pour un sta
k pla
é en xs = 21.6cm. Même si l'étude du vent a
oustique dans lerésonateur a montré qu'en raison du retard qui peut exister entre l'évolution des 
hamps a
oustiqueset l'établissement de l'é
oulement, 
e dernier pourrait être responsable du phénomène de dé
len
he-ment/arrêts , il apparaît que l'e�et de l'é
oulement dans le guide large est bien plus faible que l'e�et
ombiné du �ux de 
haleur et de l'é
oulement dans le sta
k. On peut don
 s'interroger quant à lavalidité de la 
onsidération simpli�ée des é
oulements dans 
e modèle uni-dimensionnel. Rappelonsnotamment que de ré
ents travaux expérimentaux ont mis en éviden
e une augmentation importantede l'amplitude de vitesse de l'é
oulement ainsi que l'existen
e de nouvelles 
ellules de re
ir
ulation dansles zones à proximité du sta
k [60℄. On peut don
 aisément imaginer que la di�éren
e entre modèle etobservations expérimentales provient essentiellement d'un manque de détail dans la modélisation desé
oulements, et de leur impa
t sur les mé
anismes de transport de la 
haleur au 
ours du transitoire.4.4 Con
lusionDans 
e 
hapitre, un modèle analytique pour le 
al
ul de régime transitoire de l'instabilité thermoa-
oustique dans un moteur à ondes stationnaires a été développé. Ce modèle repose sur une des
riptionuni-dimensionnelle des transferts thermiques et des pro
essus non-linéaires responsables de la satura-tion en amplitude de l'onde sonore.Dans 
e modèle, le �ux de 
haleur a
oustiquement induit dans le sta
k et le vent a
oustique de Ray-leigh sont les deux pro
essus non-linéaires responsables d'une saturation en amplitude de l'onde sonore.



4.4 Conclusion 95

PSfrag repla
ements0
0(L)(a)(b)(
)(d)
-0.15-0.1-0.050.10.051234561020-0.04-0.020.020.91.10.51.52.50.20.40.60.8mode 1mode 2mode 3-0.080.040.08-0.20.20.40.60.80.51.52.5

1.21.41.61.82.22.42.62.83.20.980.990.9880.9920.9961.004sta
ké
hangeur 
haudé
hangeurs froids0
6.47.11.026.25.4Sour
eTerminaison (ouverte ou fermée)Noyau thermoa
oustiquemi
. 1mi
. 2mi
. 3mi
. 4

expérien
ethéorie-4010203040506080901001101151201251351401451601802000.10.20.250.30.40.50.60.750.80.911.21.41.51.61.71.81.922.2-1-2-3noeud de vitesseventre de vitesseaxe de symétrie
P
1
(L

)
(P

a
)

P
1
(L

)
(P

a
)

t (s)

t (s)

0
0

0
0

50
50

100
100

150
150

200
200

250
250

300
300

400
400

800
800

1200
1200

(a) Résultats expérimentaux.
600

1000

PSfrag repla
ements0
0(L)(a)(b)(
)(d)
-0.15-0.1-0.050.10.051234561020-0.04-0.020.020.91.10.51.52.50.20.40.60.8mode 1mode 2mode 3-0.080.040.08-0.20.20.40.60.80.51.52.5

1.21.41.61.82.22.42.62.83.20.980.990.9880.9920.9961.004sta
ké
hangeur 
haudé
hangeurs froids0
6.47.11.026.25.4Sour
eTerminaison (ouverte ou fermée)Noyau thermoa
oustiquemi
. 1mi
. 2mi
. 3mi
. 4

expérien
ethéorie-4010203040506080901001101151201251351401451601802000.10.20.250.30.40.50.60.750.80.911.21.41.51.61.71.81.922.2-1-2-3noeud de vitesseventre de vitesseaxe de symétrie

P
1
(L

)
(P

a
)

P
1
(L

)
(P

a
)

t (s)

t (s)

0
00

0 50
50

100
100

150
150

200
200200

250
250

300
300400

400
800
8001200

(b) Simulations numériques.Figure 4.16 � Régimes transitoires de l'amplitude de pression a
oustique P1 mesurés et théoriquesobtenus pour xs = 21.6cm et pour ∆Q/Qo = 18 % (· · · ) et ∆Q/Qo = 34 % (�). Si le modèle reproduitqualitativement l'évolution de la pression pour des puissan
es de 
hau�age élevées, il est en revan
hein
apable de retrouver le 
omportement périodique de l'onde observé expérimentalement pour despuissan
es de 
hau�age plus faibles.Les résultats de simulations numériques montrent que 
es deux pro
essus peuvent être à l'origine d'un�overshoot� de l'onde avant stabilisation. Le vent a
oustique dans le résonateur � et en parti
ulierle temps mis par l'é
oulement pour atteindre son régime stationnaire � semble jouer un r�le dans lephénomène de dé
len
hements/arrêts périodiques de l'instabilité thermoa
oustique ; 
ependant l'e�etdu vent a
oustique dans le guide large est sensiblement plus faible que les e�ets non-linéaires qui s'éta-blissent instantanément dans le sta
k et les os
illations d'amplitude ne sont alors plus visibles lorsquetous les pro
essus non-linéaires sont pris en 
ompte dans les 
al
uls. On peut 
ependant raisonnable-ment imaginer que le phénomène de dé
len
hements/arrêts s'explique par la mise en jeu de plusieursé
helles de temps di�érentes lors du régime transitoire de l'instabilité.En l'état a
tuel, le modèle proposé dans 
e 
hapitre ne permet don
 pas de reproduire l'ensembledes phénomènes 
omplexes qui apparaissent dans la dynamique du régime transitoire. A la lumière desrésultats dis
utés au paragraphe 4.3.2, il semble que l'e�et de 
onve
tion de la 
haleur dû à la présen
ed'un é
oulement redressé soit sous-estimé dans 
ette appro
he uni-dimensionnelle. La des
ription pré-
ise du régime transitoire né
essite a priori une modélisation �ne des variations transverses du 
hampde température et des e�ets de 
onve
tion au voisinage immédiat du sta
k. En�n, pré
isons que 
emodèle pourrait être a�né par l'ajout d'autres pro
essus non-linéaires 
omme les e�ets de bord auxextrémités du sta
k (pertes mineures) et la génération d'harmoniques supérieurs, responsables d'unedissipation thermo-visqueuse supplémentaire.





ConclusionCe travail de do
torat fait suite aux nombreuses études déjà initiées en thermoa
oustique par leLaboratoire d'A
oustique de l'Université du Maine depuis maintenant une vingtaine d'années. Il viseessentiellement à apporter une 
ontribution à la 
ompréhension des phénomènes physiques qui entrenten jeu lors du fon
tionnement d'un moteur thermoa
oustique. Le r�le majeur des études réaliséespendant 
ette thèse est de pouvoir proposer de nouveaux outils de modélisation et de réduire la partd'empirisme en
ore très présente dans le dimensionnement des systèmes thermoa
oustiques.Une modélisation basée sur le formalisme des matri
es de transferts, telle que 
elle présentée au
hapitre 1 de 
e mémoire, a l'avantage d'être aisément transposable à n'importe quelle 
on�gurationde système thermoa
oustique, du moteur à ondes stationnaires le plus simple au moteur plus 
om-plexe faisant intervenir le 
ouplage de plusieurs résonateurs a
oustiques. Quelle que soit sa géométrie,le système thermoa
oustique est en e�et entièrement dé�ni par son équation 
ara
téristique. Pourune distribution de température donnée dans le dispositif, la solution de l'équation 
ara
téristique
orrespond alors une pulsation 
omplexe dont la partie réelle représente la pulsation a
oustique desauto-os
illations et la partie imaginaire 
orrespond au taux d'ampli�
ation (ou d'atténuation) de l'onde.Cette modélisation de l'ampli�
ation de l'instabilité est également bien adaptée pour la déterminationdu seuil de dé
len
hement pour lequel le 
oe�
ient d'ampli�
ation est né
essairement nul (en dehorsdu régime non-linéaire de l'onde) : les résultats théoriques montrent un bon a

ord ave
 les 
ourbesde stabilités expérimentales pour un 
as issu de la littérature [109℄ et pour un prototype de moteurde Stirling développé au Laboratoire d'A
oustique de l'Université du Maine. L'adéquation qualitativemais non quantitative des résultats met 
ependant l'a

ent sur l'importan
e de la des
ription �ne dunoyau thermoa
oustique, et parti
ulièrement sur la forme du 
hamp de température.Un ban
 de mesure basé sur une méthode à quatre mi
rophones est présenté au 
hapitre 2. Ceban
 fait usage d'une méthode dite à deux 
harges pour mesurer les propriétés de transfert du noyauthermoa
oustique sur une gamme de fréquen
e [50−200] Hz et pour di�érentes 
onditions de 
hau�age.Un noyau thermoa
oustique 
onstitué de trois é
hangeurs de 
haleur et muni d'un sta
k en 
éramiqueà pores 
arrés est 
ara
térisé au moyen de 
ette méthode de mesure. De 
ette façon, la matri
e detransfert ainsi obtenue est introduite dans le modèle développé au 
hapitre 1 pour déterminer les
onditions de dé
len
hement de systèmes thermoa
oustiques intégrant 
e noyau. Le bon a

ord quiexiste entre les résultats de 
ette méthode semi-analytique et les 
onditions réelles de dé
len
hementvalide d'une part la méthode de mesure et le modèle utilisés, et prouve d'autre part que le détaildu 
hamp de température (impli
itement in
lus dans les propriétés de transfert mesurées) est d'une



98 Conclusionimportan
e 
apitale dans la détermination des 
onditions de seuil.Le 
hapitre 3 de 
e mémoire est 
onsa
ré à l'exploitation des données expérimentales obtenues à par-tir du ban
 de mesure présenté au 
hapitre pré
édent pour l'ajustement des paramètres a
oustiques etthermiques d'un modèle en usant d'une méthode inverse. La modélisation du noyau thermoa
oustiqueest basée sur une des
ription de la propagation d'ondes planes 
ouplée aux équations des transfertsde 
haleur dans les di�érents éléments qui 
onstituent le noyau. Le problème inverse (problème deminimisation) est résolu de manière itérative en usant d'une méthode dérivative de Gauss-Newton.Cette méthode est très sensible au 
hoix des paramètres à estimer et à la 
onnaissan
e a priori de leursvaleurs réelles ; un test sur des simulations d'expérien
e est e�e
tué, qui permet de véri�er la 
onver-gen
e et la stabilité de l'algorithme, et une étude de sensibilité est réalisée, qui permet d'identi�er lesparamètres pouvant être ajustés grâ
e à la méthode inverse. Celle-
i est appliquée dans un premiertemps à partir des données expérimentales sans 
hau�age obtenues au 
hapitre 2 pour l'ajustementde la porosité et le rayon des pores du sta
k en 
éramique à pores 
arrés, puis pour l'ajustement dela porosité, du rayon et de la tortuosité de matériaux plus 
omplexes pouvant jouer le r�le de régé-nérateur [13℄. Les données ave
 
hau�age sont également exploitées pour l'estimation d'une longueur
ara
téristique de di�usion thermique traduisant le rapport entre la quantité de 
haleur transportéele long du sta
k/régénérateur et 
elle transférée latéralement vers les parois. Les résultats obtenuspour les di�érents paramètres a
oustiques et thermiques permettent une 
omparaison qualitative desdi�érents é
hantillons à disposition ; en revan
he, une analyse quantitative de 
es résultats n'est pasenvisageable en raison du biais qui persiste en sortie de l'algorithme de minimisation.Le 
hapitre 4 est dédié à la modélisation du régime transitoire de l'instabilité thermoa
oustique dansun système à ondes stationnaires �quart d'onde�. L'évolution de l'amplitude de pression a
oustiqueest dé
rite par une équation di�érentielle d'ordre 1 faisant intervenir le 
oe�
ient d'ampli�
ationintroduit au 
hapitre 1. Deux pro
essus non-linéaires � à savoir, le �ux de 
haleur thermoa
oustiqueet le vent a
oustique de Rayleigh � sont pris en 
ompte dans les équations du transport de 
haleur enrégime instationnaire a�n de simuler la saturation en amplitude de l'onde a
oustique. Une attentionparti
ulière est portée sur la modélisation des é
oulements, de sorte que leur 
ara
tère bi-dimensionnelpuisse être intégré au modèle à une dimension des transferts de 
haleur et de propagation a
oustique.Les résultats théoriques démontrent la présen
e de 
omportements parti
uliers lors du transitoire, quisont qualitativement retrouvés dans les mesures de pression a
oustique : le modèle reproduit en e�etl'existen
e d'un �overshoot� (pi
 d'amplitude) de l'amplitude des auto-os
illations avant saturation.Les résultats expérimentaux montrent également la présen
e d'un pro
essus de dé
len
hements/arrêtspériodiques de l'onde pour des 
onditions expérimentales parti
ulières, mais 
et e�et n'est reproduit, demanière purement qualitative, que lorsque seul le vent a
oustique dans le résonateur est pris en 
omptedans les équations, sous réserve de 
onsidérer également un retard à l'établissement de l'é
oulement.Les travaux réalisés au 
ours de 
ette thèse 
onstituent, à notre sens, un pas supplémentaire versla 
ompréhension �ne du fon
tionnement des moteurs thermoa
oustiques et vers le développement denouveaux outils pour la prédi
tion des performan
es de 
es systèmes. Suite à 
e travail, il n'en demeurepas moins qu'un 
ertain nombres d'études peuvent être menées. En premier lieu, il serait intéressantd'appliquer les di�érents outils théoriques et expérimentaux étudiés dans 
e mémoire au nouveau



Conclusion 99prototype de moteur thermo-a
ousto-éle
trique ré
emment développé au Laboratoire d'A
oustique del'Université du Maine (
f. �g. 1.10). L'étude de 
e dispositif serait en e�et un bon moyen de valider (etd'améliorer) 
es méthodes sur un système thermoa
oustique 
omplexe. La 
ara
térisation expérimentale(par une méthode à deux 
harges) des propriétés de transfert a
oustique du noyau équipant 
ettema
hine a déjà été initiée et sera poursuivie à l'avenir. Con
ernant 
es travaux, le développementd'un ban
 de mesure adapté et l'instrumentation du noyau en thermo
ouples devraient permettred'améliorer la méthode inverse pour l'estimation des paramètres internes du noyau. Néanmoins, au vudes résultats exposés au 
hapitre 3, les limites d'une telle appro
he sont réelles et indis
utables, en tout
as en 
e qui 
on
erne la 
ara
térisation fréquentielle des propriétés de transfert du noyau. Cependant,il est 
lair que l'usage d'une méthode inverse 
onstitue un enjeu important qui permettrait, à partirde la 
ara
térisation de plusieurs é
hantillons, de pouvoir 
omparer obje
tivement les performan
es dedivers matériaux utilisés en lieu et pla
e du sta
k. En�n, en référen
e au 
hapitre 4, le travail réalisésur l'étude du transitoire reste un travail préliminaire et innovant, qui 
onstitue un premier essai dela prise en 
ompte de l'é
oulement de Rayleigh dans le pro
essus d'ampli�
ation et de saturation del'instabilité thermoa
oustique. Des améliorations peuvent être apportées à 
e modèle, 
omme la priseen 
ompte d'autres e�ets saturants (pertes mineures, 
as
ade harmonique...), et des études purementanalytiques (analyse de stabilité) peuvent également être envisagées, qui pourraient permettre de mieux
erner le r�le de 
haque e�et dans la saturation des auto-os
illations.





Annexe A

Expressions analytiques des matrices
de transfert de biportes acoustiquesLa des
ription des 
onditions de dé
len
hement et d'ampli�
ation thermoa
oustique exposée au
hapitre 1 est basée sur le formalisme des matri
es de transfert. Un système thermoa
oustique peutdon
 être vu 
omme un assemblage de plusieurs éléments quali�és de biportes a
oustiques. Dans saversion la plus simple, le moteur est une 
ombinaison d'un noyau thermoa
oustique (i.e. l'élément
ara
térisé par une distribution inhomogène de température) et de tubes à se
tion dé�nie (
ylindrique,re
tangulaire...). Evidemment, les moteurs thermoa
oustiques a
tuels ne sont pas seulement 
onstituésd'éléments aussi basiques mais intègrent des géométries plus 
omplexes [9, 10, 11℄ dont le r�le peutêtre de limiter de façon semi-empirique les pertes non-linéaires (jet pumps, tapered tubes...) ou d'assurerla transdu
tion a
ousto-éle
trique (
ouplage ave
 un alternateur éle
trodynamique...). Dans la mesureoù les propriétés de transfert de 
es élements �
omplexes� peuvent être obtenues analytiquement, ildevient alors possible de les intégrer dans le modèle proposé en 
hapitre 1.A.1 Conventions utiliséesL'hypothèse d'une onde plane harmonique (
onvention −iωt) se propageant dans le biporte permetd'exprimer les matri
es de transfert dans le domaine de Fourier, reliant les amplitudes 
omplexes desvariables a
oustiques.De façon générale, la dimension longitudinale du biporte est notée d et le repère de 
oordonnées estdé�ni de sorte que l'entrée du biporte soit pla
ée à l'origine x = 0 et sa sortie en x = d, la propagationde l'onde plane se faisant suivant l'axe ~Ox. Le formalisme utilisé i
i est basé sur une é
riture en pressionet débit a
oustiques, p̃1 et ũ1,x, et la prise en 
ompte des éventuels 
hangements de se
tion est don
intégrée dans l'expression même des matri
es de transfert. Comme illustré sur la �gure A.1, le débita
oustique en entrée ũ1,x(0) est 
ompté positif s'il rentre dans le quadrip�le et le débit a
oustique ensortie ũ1,x(d) est 
ompté positif s'il sort du quadrip�le (orientation anti-symétrique).
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ription des quadrip�les. Orientationanti-symétrique.La matri
e de transfert du biporte représenté en �gure A.1 est ainsi dé�nie grâ
e à la relationsuivante : (
p̃1(d)

ũ1,x(d)

)
=

(
a b

c d

)
×
(

p̃1(0)

ũ1,x(0)

)
. (A.1)A.2 Guide d'onde droitL'équation (1.22) dé�nie au paragraphe 1.1 dé
rit la propagation d'une onde plane guidée en pré-sen
e d'une distribution longitudinale quel
onque de température. Lorsque la température est supposée
onstante et égale à la température ambiante Tc (dxT0 = 0 et dxfν = 0 du fait que la vis
osité dyna-mique µ et la masse volumique ρ0 du �uide ne dépendent pas de x), 
ette équation, traduisant alorsla propagation de l'onde plane guidée en présen
e de pertes vis
othermiques pariétales, devient

∂2p̃1
∂x2

+ k2p̃1 = 0, (A.2)où le nombre d'onde 
omplexe
k = k0

√
1 + (γ − 1)fκ

1− fν
(A.3)tient 
ompte du 
ouplage vis
othermique entre le �uide et les parois du guide au travers des fon
tions

fν et fκ. La solution générale de l'équation (A.2) s'é
rivant
p̃1 = Ãe+ikx + B̃e−ikx, (A.4)le report de 
ette solution dans l'expression (1.17) permet d'é
rire la 
omposante axiale de la vitesseparti
ulaire moyennée sur la se
tion du guide sous la forme

〈ṽ1,x〉 =

√
1+(γ−1)fκ

1−fν

ρ0c0
(1− fν)

(
Ãe+ikx − B̃e−ikx

)
. (A.5)Introduisant la se
tion transverse du guide S et sa
hant que ũ1,x = S〈ṽ1,x〉, le débit a
oustique estalors donné par la relation

ũ1,x =
1

Zc

(
Ãe+ikx − B̃e−ikx

)
. (A.6)où Zc est l'impédan
e 
ara
téristique 
omplexe du guide d'onde dé�nie par

Zc =
ρ0c0

S
√

(1− fν)(1 + (γ − 1)fκ)
. (A.7)
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Figure A.2 � Dimensions 
ara
téristiques transverses d'un réseau de 
apillaires.Finalement, les relations (A.4) et (A.6) exprimées en x = 0 
onduisent à la détermination desamplitudes 
omplexes Ã et B̃ :
Ã =

p̃1(0) + Zcũ1,x(0)

2
, (A.8)

B̃ =
p̃1(0) − Zcũ1,x(0)

2
, (A.9)et le report de 
es relations dans les relations (A.4) et (A.6) exprimées en x = d permettent d'endéduire l'expression analytique de la matri
e de transfert du guide dé�nie par la relation (A.1) sous laforme : (

a b

c d

)
≡
(

cos(kd) iZc sin(kd)

iZ−1
c sin(kd) cos(kd)

)
. (A.10)A.3 Elément poreuxA�n d'assurer l'établissement d'un gradient de température le long du sta
k, les moteurs thermoa-
oustiques intègrent généralement des é
hangeurs de 
haleurs souvent 
onstitués de matériaux poreuxtraversés par un système de 
hau�age ou un 
ir
uit de refroidissement. Contrairement au sta
k, legradient thermique dû à la 
ondu
tion de la 
haleur dans les é
hangeurs peut être négligé en premièreapproximation sans engendrer d'erreurs grossières dans les modèles. Les é
hangeurs sont don
 géné-ralement modélisés 
omme des éléments poreux à température 
onstante 
haude Th ou ambiante Tc.Un tel élément, de la façon dont il est 
onsidéré dans 
es travaux, est représenté s
hématiquement surla �gure A.2 : un réseau de 
apillaires de rayon géométrique r0 est inséré dans un guide d'onde delongueur d et de se
tion S (rayon R). La géométrie des pores est 
hoisie volontairement indé�nie surle s
héma, et les équations qui suivent restent valides pour les di�érents 
as parti
uliers généralement
onsidérés (empilements de plaques, pores 
ylindriques...), sous réserve de 
onnaître les expressions desfon
tions fν et fκ [5℄.La matri
e de transfert d'un tel élément est dé�nie de la même manière que la matri
e (A.10) sousla forme : (

a b

c d

)
≡
(

cos(keqd) iZeq sin(keqd)

iZ−1
eq sin(keqd) cos(keqd)

)
, (A.11)
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 le nombre d'onde équivalent
keq = k0

√√√√1 + (γ − 1)f
(r0)
κ

1− f
(r0)
ν

(A.12)et l'impédan
e 
ara
téristique
Zeq =

ρ0c0

φS

√
(1− f

(r0)
ν )(1 + (γ − 1)f

(r0)
κ )

, (A.13)où φ est la porosité et où les fon
tions f
(r0)
ν et f

(r0)
κ traduisent le 
ouplage vis
othermique entre le�uide et les parois d'un pore de dimension 
ara
téristique transverse r0. Par exemple, pour un réseaude pores 
ylindriques, les expressions analytiques de 
es fon
tions sont données par l'équation (1.21)en remplaçant R par r0.A.4 Guide d'onde 
oniqueDepuis une dizaine d'années, la plupart des prototypes de moteurs thermoa
oustiques étudiés in-tègrent des piè
es adaptatives 
oniques reliant des guides d'ondes de se
tions di�érentes [24, 10, 17,111, 43℄, qui in�uent sur la distribution des 
hamps a
oustiques.En respe
tant les notations utilisées jusqu'à présent, le 
�ne est dé�ni 
omme un guide d'onde dontle rayon R varie linéairement entre les valeurs R0 = R(0) et Rd = R(d) (
f. �g. A.1). L'expressionanalytique de la matri
e de transfert d'un biporte 
onique peut être trouvée dans la référen
e [57℄ pourdes 
onventions d'é
riture di�érentes de 
elles adoptées dans 
e manus
rit. Par sou
i de 
larté, 
etteexpression analytique est réé
rite à partir de [57℄ sous la forme :

(
a b

c d

)
≡




z1
z2

cos(kd) +
sin(kd)

kz2
iZc

z2
z1

sin(kd)

iZ−1
c

[
z1
z2

(
1 + 1

k2z1z2

)
sin(kd) −

(
1− z1

z2

) cos(kd)

kz2

]
z2
z1

cos(kd) − sin(kd)

kz1


 ,(A.14)ave
 z1 = R0

R0−Rd
d, z2 = z1 + d et où le nombre d'onde k et l'impédan
e 
ara
téristique Zc sontrespe
tivement données par les équations (A.3) et (A.7) [ave
 S = πR2

d dans l'éq. (A.7)℄. Néanmoins,il 
onvient de pré
iser que l'expression (A.14) issue de [57℄ est initialement déduite de l'équation deWebster sans pertes. La prise en 
ompte des pertes (qui dépendent en toute rigueur de R) impliquerait larésolution d'une équation de propagation 
omparable à 
elle de la thermoa
oustique linéaire [éq. (1.22)℄,dont la solution serait moins triviale que l'expression (A.14). Autrement dit, l'expression analytique(A.14) est une approximation de la propagation dans un 
�ne ave
 pertes pariétales, les fon
tions fνet fκ intervenant dans les expressions (A.3) et (A.7) étant évaluées pour R = (R0 +Rd)/2.A.5 Biporte soumis à une distribution inhomogène de températurePour dé
rire la propagation d'ondes planes harmoniques dans un biporte a
oustique soumis àune distribution inhomogène de température T0(x), il 
onvient de résoudre l'équation di�érentielle du
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ond ordre à 
oe�
ients non-
onstants (1.22) dé�nie au paragraphe 1.1. Gusev et 
oll. ont proposéune solution analytique exa
te de 
ette équation sous la forme d'une série in�nie d'opérateurs intégraux[39, 48, 73, 68℄. Pour 
ela, l'équation (1.22) est réé
rite sous la forme
∂2p̃1
∂x2

+
dΦ1

dx

∂p̃1
∂x

+

(
ω

c0

)2

Φ0p̃1 = 0, (A.15)où c0 = c0(Tc) est la 
élérité adiabatique du son à température ambiante, et où les fon
tions
dΦ1

dx
=

dxT0

T0

(
1 +

fκ − fν
(σ − 1)(1− fν)

)
− dxfν

1− fν
, (A.16)

Φ0 =
Tc

T0

(
1 + (γ − 1)fκ

1− fν

)
, (A.17)dépendent de x au travers de la température T0 (et des propriétés thermophysiques du �uide).En introduisant la variable spatiale ζ dé�nie selon

dζ

dx
= ζx = e(Φ1(0)−Φ1(x)), (A.18)et la fon
tion

F (ζ) = Φ0(x(ζ))ζ
−2
x , (A.19)l'équation de propagation (A.15) devient

d2p̃1
dζ2

+ k20F (ζ)p̃1 = 0, (A.20)ave
 k0 = ω/c0(Tc). Par intégrations su

essives sur la 
oordonnée ζ, l'équation (A.20) est réé
rite sousla forme d'un système d'équations intégrales
p̃1(ζ) = p̃1(0) +

∫ ζ

0

dp̃1
dζ ′

dζ ′, (A.21)
dp̃1
dζ

=
dp̃1
dζ

∣∣∣∣
0

− k20

∫ ζ

0
F (ζ ′)p̃1(ζ

′)dζ ′, (A.22)système d'équations qui fait apparaître deux opérateurs intégraux que l'on peut noter
Ω1(y) ≡ ik0

∫ ζ

0
F (ζ ′)y(ζ ′)dζ ′, (A.23)

Ω2(y) ≡ ik0

∫ ζ

0
y(ζ ′)dζ ′. (A.24)Finalement, en usant d'approximations su

essives pour le 
al
ul des termes de gau
he des équations(A.21) et (A.22), la solution exa
te de 
e système peut être é
rite sous forme matri
ielle en faisantapparaître des séries in�nies des opérateurs Ω1 et Ω2 [73, 68℄ :

(
p̃1(ζ)
dp̃1
dζ (ζ)

)
=

( ∑∞
n=0 (Ω2Ω1)

n Ω2
ik0

∑∞
n=0 (Ω1Ω2)

n

ik0Ω1
∑∞

n=0 (Ω2Ω1)
n ∑∞

n=0 (Ω1Ω2)
n

)
×
(

p̃1(0)
dp̃1
dζ (0)

)
, (A.25)
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(Ω2Ω1)

n y = Ω2

(
Ω1

(
. . .Ω2

(
Ω1

︸ ︷︷ ︸
n fois (y)

)))
. (A.26)En usant de la relation (1.17) du 
hapitre 1 pour la vitesse parti
ulaire moyenne et de l'équation(A.18), il vient :

dp̃1
dζ

= ik0
ρ0c0

S (1− fν)
ζ−1
x ũ1,x, (A.27)
e qui permet de réé
rire l'équation matri
ielle (A.25) en terme de pression et débit a
oustiques etdon
 d'obtenir l'expression analytique exa
te du biporte sous la forme

(
a b

c d

)
≡
( ∑∞

n=0 (Ω2Ω1)
n Z(0)Ω2

∑∞
n=0 (Ω1Ω2)

n

Ω1ζx
Z(x)

∑∞
n=0 (Ω2Ω1)

n Z(0)ζx
Z(x)

∑∞
n=0 (Ω1Ω2)

n

)
, (A.28)où la quantité Z(x) est dé�nie par

Z(x) =
ρ0(x)c0

S (1− fν)
. (A.29)L'expression (A.28) est valide aussi bien pour un sta
k que pour la partie passive 2 du noyau, enévaluant simplement les fon
tions thermovisqueuses pour un 
anal (�n) de rayon rs ou un 
anal (large)de rayon R, respe
tivement (ave
 S 7→ φS pour un poreux). Il 
onvient de pré
iser que l'expression(A.28) pour un guide large ou un sta
k tend asymptotiquement vers les expressions (A.10) et (A.11)lorsque la température est 
onstante le long du biporte.

1. Il est important de noter que pour un gradient de température non-nul, les opérateurs intégraux Ω1 et Ω2 ne sontpas 
ommutatifs et les éléments diagonaux de la matri
e dé�nie en éq. (A.25) ne sont pas égaux. Cette égalité apparaîtnéanmoins dès lors que dxT0 = 0, 
as parti
ulier pour lequel Ω1 et Ω2 sont dé�nis à une 
onstante multipli
ative près.2. également appelée �thermal bu�er tube� dans la littérature anglophone.



Annexe B

Description analytique simpliée du
déclenchement et du taux
d’amplicationLes équations permettant de dé
rire le seuil de dé
len
hement et de 
al
uler le taux d'ampli�
a-tion des auto-os
illations sont é
rites de façon générale dans le 
hapitre 1. Devant la 
omplexité desexpressions, notamment 
on
ernant la matri
e de transfert du noyau thermoa
oustique, une résolutionnumérique de l'équation 
ara
téristique est requise pour le 
al
ul de la pulsation Ω et du 
oe�
ientd'ampli�
ation ǫg. Néanmoins, sous réserve d'un 
ertain nombre d'hypothèses 
on
ernant par exemplela 
ompa
ité du noyau, le type d'intera
tion �uide-parois ou la forme du 
hamp de température, il estpossible de développer des expressions analytiques appro
hées de Ω, du 
oe�
ient ǫg et du seuil dedé
len
hement.B.1 Determination de Ω et ǫg en hypothèse quasi-statiqueB.1.1 Solution générale de l'équation 
ara
téristiqueDans le 
hapitre 1, il est démontré de façon générale que le point de fon
tionnement d'un systèmethermoa
oustique est donné par la solution d'une équation 
ara
téristique du type

f(ω, T0(x)) = 0, (B.1)où la fon
tion f représente i
i le terme de gau
he des équations (1.30), (1.34), (1.35), (1.36), (1.37)ou (1.54), en fon
tion du système thermoa
oustique 
onsidéré. D'autre part, l'ampli�
ation ou l'atté-nuation de l'instabilité thermoa
oustique est introduite 
omme la partie imaginaire d'une fréquen
e
omplexe [37, 99, 98, 67℄
ω = Ω+ iǫg, (B.2)où Ω est la fréquen
e réelle d'os
illation et ǫg est le taux d'ampli�
ation. L'hypothèse de quasi-stationnarité (ǫg ≪ Ω et T0(x) supposé 
onstant à l'é
helle de temps de quelques périodes a
oustiques)permet de réé
rire l'équation 
ara
téristique générale (1.58) sous la forme

f0(Ω, T0(x)) + ǫgf1(Ω, T0(x)) +O(ǫ2g) = 0, (B.3)
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oupléFigure B.1 � Représentations s
hématiques des systèmes 
onsidérés en annexe B.dont la résolution au premier ordre en ǫg 
onduit à
ǫg = −ℜ{f0}

ℜ {f1}
= −ℑ{f0}

ℑ {f1}
, (B.4)soit

ℜ{f0}ℑ {f1} − ℜ{f1}ℑ {f0} ≡ ℑ{f∗
0f1} = 0. (B.5)Le terme de gau
he de l'équation (B.5) ne dépend que de la fréquen
e réelle de l'onde Ω et de latempérature T0. Une fois Ω 
al
ulé à partir de l'équation (B.5), le taux d'ampli�
ation de l'onde ǫg estobtenu grâ
e à la relation (B.4).B.1.2 Expressions analytiques des fon
tions f0 et f1Système à ondes stationnaires �ouvert-fermé�Le premier 
as 
onsidéré est 
elui d'un moteur �à ondes stationnaires�, dont une représentations
hématique est donnée en �gure 1.2 du 
hapitre 1. En l'absen
e de rayonnement et de 
ouplage ave
d'autres systèmes a
oustiques, les quatres 
on�gurations possibles pour 
e moteur sont dé
rites parles équations 
ara
téristiques (1.34)-(1.37). A�n de ne pas sur
harger les pages qui suivent par desdéveloppements mathématiques lourds, seule la 
on�guration �ouvert-fermé� est développée [
f. �g.B.1(a), éq. (1.37)℄. Il 
onvient de noter que les é
ritures pour les autres 
on�gurations se déduisenttout aussi fa
ilement des équations (1.34)-(1.36).La matri
e de transfert totale du système dé�nie par l'équation (1.29) est détaillée i
i en usant del'expression de la matri
e de transfert d'un tube [Eq. (1.25)℄

(
Mpp Mpu

Mup Muu

)
=

(
cos(x2) iZc sin(x2)

iZ−1
c sin(x2) cos(x2)

)
×MNT ×

(
cos(x1) iZc sin(x1)

iZ−1
c sin(x1) cos(x1)

)
, (B.6)où, a�n d'alléger les é
ritures, on note x1 = kd1 et x2 = kd2 les termes de phase asso
iés aux longueurs

d1 et d2 [
f. �g. B.1(a)℄. Le développement de l'expression (B.6) 
ombiné à l'équation 
ara
téristique
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onduit alors à l'expression suivante pour la fon
tion f(ω, T0)

f = −Tpp sin(x2) sin(x1) + iT̂pu sin(x2) cos(x1) + iT̂up cos(x2) sin(x1) + Tuu cos(x2) cos(x1), (B.7)où les 
oe�
ients de transfert anti-diagonaux du noyau sont introduits i
i sous leurs formes adimen-sionnées, soit T̂pu = Z−1
c Tpu et T̂up = ZcTup.Cha
un des termes présents dans l'équation (B.7) dépend en toute rigueur du 
oe�
ient d'ampli�-
ation ǫg. Néanmoins, on peut 
onsidérer en première approximation que les propriétés a
oustiques dunoyau et les pertes vis
othermiques pariétales ne dépendent pas du 
ara
tère ampli�é ou atténué del'onde, de sorte que

Tpp(ω, T0) = Tpp(Ω, T0), (B.8)
T̂pu(ω, T0) = T̂pu(Ω, T0), (B.9)
T̂up(ω, T0) = T̂up(Ω, T0), (B.10)
Tuu(ω, T0) = Tuu(Ω, T0), (B.11)

Zc(ω) = Zc(Ω), (B.12)
k(ω) = k0(ω)ξ(Ω) =

Ωξ(Ω)

c0
+ iǫg

ξ(Ω)

c0
, (B.13)ave
 ξ =

√
1+(γ−1)fκ

1−fν
. Par suite, les développements à l'ordre 1 en ǫg des fon
tions cos(x) et sin(x) ,
cos(kd) = cos

(
Ωξ(Ω)

c0

)
− iξ(Ω)

ǫgd

c0
sin

(
Ωξ(Ω)

c0

)
+O(ǫ2g), (B.14)

sin(kd) = sin

(
Ωξ(Ω)

c0

)
+ iξ(Ω)

ǫgd

c0
cos

(
Ωξ(Ω)

c0

)
+O(ǫ2g), (B.15)réintroduits dans l'expression (B.7) de f(ω, T0) 
onduisent aux expressions suivantes pour les fon
tions

f0 et f1
f0 = −Tpp sin(x2) sin(x1) + iT̂pu sin(x2) cos(x1) + iT̂up cos(x2) sin(x1) + Tuu cos(x2) cos(x1),(B.16)

f1c0ξ
−1 = −i

[
d2 sin(x1) cos(x2) + d1 cos(x1) sin(x2)

]
Tpp

−
[
d2 cos(x1) cos(x2)− d1 sin(x1) sin(x2)

]
T̂pu

−
[
d1 cos(x1) cos(x2)− d2 sin(x1) sin(x2)

]
T̂up

− i
[
d1 sin(x1) cos(x2) + d2 cos(x1) sin(x2)

]
Tuu, (B.17)où, naturellement, les termes de phase x1 = k(Ω)d1 =

Ωξ(Ω)d1
c0

et x2 = k(Ω)d2 = Ωξ(Ω)d2
c0

sont évalués àla pulsation réelle des os
illations.Le report des équations (B.16) et (B.17) dans les équations (B.4) et (B.5) permet don
 de 
al
ulerla pulsation réelle Ω et le taux d'ampli�
ation ǫg pour un système quart d'onde �ouvert-fermé�. Pré-
isons en
ore que des expressions du même type sont obtenues lorsque l'on 
onsidère les trois autres
on�gurations de moteur à ondes stationnaires.
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ouplé à une 
harge a
oustique se
ondaire [
f. �g. B.1(b)℄, en notant
x1 = kd1 et x2 = kd2, l'expression de la matri
e de transfert dé�nie par l'équation (1.44) est détailléei
i sous la forme :

(
Mpp Mpu

Mup Muu

)
=

(
cos(x2) iZc sin(x2)

iZ−1
c sin(x2) cos(x2)

)
×MNT×

×
(

cos(x1) iZc sin(x1)

iZ−1
c sin(x1) cos(x1)

)
×
(

1 0

−Z−1
ch (ω) 1

)
, (B.18)où Zch est l'impédan
e a
oustique présentée par la 
harge. Le report de l'expression (B.18) dansl'équation 
ara
téristique (1.54) 
onduit, après quelques développements, aux expressions suivantespour f0 et f1 :

f0 = 1 + det(MNT)− cos(x) (Tpp + Tuu)− i sin(x)
(
T̂pu + T̂up

)
+Ψ0, (B.19)

f1 =
ξLw

c0

[
i sin(x)(Tpp + Tuu) + cos(x)(T̂pu + T̂up)

]
+Ψ1, (B.20)où x = kLw � Lw étant la longueur de la portion d'anneau à température ambiante � et où Ψ0 et Ψ1sont des termes traduisant le 
ouplage de l'anneau ave
 la 
harge se
ondaire :

Ψ0 =
Zc

Zch

2∑

i=1

2∑

j=1

[
A

(0)
ij MNTij

]
, (B.21)

Ψ1 = − Zc

Zch

2∑

i=1

2∑

j=1

[( ξ

c0
A

(1)
ij +

Z
(1)
ch

Zch
A

(0)
ij

)
MNTij

]
. (B.22)Il est important de pré
iser que lorsque Ψ0 = Ψ1 = 0, les équations (B.19) et (B.20) donnent lesexpressions des fon
tions f0 et f1 pour le 
as d'un moteur annulaire non-
ouplé. Dans les expressionsde Ψ0 et Ψ1, les 
oe�
ients A

(0)
ij et A(1)

ij sont issues des matri
es respe
tives
A

(0) =

(
cos(x2)

i sin(x2)

)
×
(

i sin(x1)

cos(x1)

)T

, (B.23)
A

(1) = d1

(
cos(x2)

i sin(x2)

)
×
(

cos(x1)

i sin(x1)

)T

+ d2

(
i sin(x2)

cos(x2)

)
×
(

i sin(x1)

cos(x1)

)T

, (B.24)où T symbolise la transposée du ve
teur, et Z(1)
ch est issu du développement asymptotique de l'impédan
ede 
harge Zch(ω) sur le petit paramètre ǫg. En parti
ulier, si la 
harge se
ondaire est 
onstituée d'unrésonateur droit de longueur Lr et fermé à son extrémité, l'impédan
e de 
harge est dé�nie selon

Zch = +iZc cot(kLr), (B.25)et après quelques 
al
uls, on montre que
Z

(1)
ch

Zch
= −i

ξLr

c0

1

sin(kLr) cos(kLr)
, (B.26)
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ore
Ψ0 = −i tan(kLr)

2∑

i=1

2∑

j=1

[
A

(0)
ij MNTij

]
, (B.27)

Ψ1 = +i tan(kLr)
ξ

c0

2∑

i=1

2∑

j=1

[(
A

(1)
ij − Lr

sin(kLr) cos(kLr)
A

(0)
ij

)
MNTij

]
. (B.28)Il 
onvient de remarquer, en observant la forme des équations (B.19) et (B.20), que lorsque Ψ0 =

Ψ1 = 0, les fon
tions f0 et f1, et don
 a fortiori les propriétés de dé
len
hement et d'ampli�
ation, nedépendent en au
un 
as de la position du sta
k dans le résonateur annulaire, 
e qui est 
ohérent ave
l'hypothèse de départ selon laquelle l'e�et du rayon de 
ourbure est négligé. Aussi, les expressions destermes de 
ouplage Ψ0 et Ψ1 présentent une dépendan
e logique au rapport (d1/d2) qui montre toutel'importan
e de la position de la 
harge se
ondaire par rapport au noyau dans 
e type de moteur.B.2 Expression analytique simpli�ée du seuil de dé
len
hement et del'ampli�
ation dans un système thermoa
oustique à ondes sta-tionnairesAu paragraphe B.1, il est démontré que sous réserve de l'hypothèse de quasi-stationnarité (ǫg ≪
Ω), la résolution de l'équation 
ara
téristique 
onduit aux équations (B.5) et (B.4). La résolution del'équation (B.5), pour un 
hamp de température T0(x) donné, permet de 
al
uler la fréquen
e réelled'os
illation Ω qui, lorsqu'elle est réintroduite dans l'expression (B.4), 
onduit à la determination du
oe�
ient d'ampli�
ation ǫg. Dans le 
as parti
ulier d'un système à ondes stationnaires �ouvert-fermé�[
f. �g. B.1(a)℄, les fon
tions f0 et f1 intervenant dans les équations (B.5) et (B.4) sont données parles expressions (B.16) et (B.17).Dans l'hypothèse d'un noyau thermoa
oustique 
ompa
t (ls + lw ≪ L), les longueurs des guidesrespe
tivement à gau
he et à droite du noyau sont é
rites de la façon suivante :

d1 = x̄L, (B.29)
d2 ≃ L− d1 = (1− x̄)L, (B.30)où x̄ représente la position du noyau dans le système (0 < x̄ < 1). La matri
e de transfert du noyauthermoa
oustique est dé�nie de façon générale par l'équation (A.28) donnée en annexe A. Cependant,lorsque le noyau est supposé 
ompa
t, 
haque appli
ation des opérateurs intégraux dé�nis par leséquations (A.23) et (A.24) introduit une 
orre
tion de l'ordre de grandeur du paramètre k0(ls + lw) =

k0l [48℄, 
e qui permet de tronquer les séries in�nies impliquées dans l'expression (A.28). De 
ettefaçon, si l'on ne 
onserve que les termes à l'ordre 0 du paramètre k0l, la matri
e de transfert du noyauthermoa
oustique peut s'é
rire sous la forme
(

Tpp T̂pu
T̂up Tuu

)
=

(
1 0

0 ∆uu

)
+O

(
k0l
)
. (B.31)
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ompa
ité du noyau permet de simpli�er grandement les expressions (B.16)et (B.17) selon
f0 = − sin(x2) sin(x1) + ∆uu cos(x2) cos(x1), (B.32)

f1c0ξ
−1 = −i

([
d2 sin(x1) cos(x2) + d1 cos(x1) sin(x2)

]

+
[
d1 sin(x1) cos(x2) + d2 cos(x1) sin(x2)

]
∆uu

)
, (B.33)ave
 i
i x1 = x̄kL et x2 = (1− x̄)kL.Dans 
es équations, le nombre d'onde 
omplexe k prend en 
ompte les pertes vis
othermiques pa-riétales et son expression [éq. 1.26, 
hap. 1℄ fait don
 intervenir les fon
tions thermovisqueuses f (w)

ν et
f
(w)
κ qui 
ara
térisent le 
ouplage entre le �uide et les parois du résonateur, ave
 le terme de 
ouplagenoté

ξ =

√√√√1 + (γ − 1)f
(w)
κ

1− f
(w)
ν

. (B.34)De la même façon, l'expression de ∆uu fait intervenir les fon
tions thermovisqueuses f (w)
ν et f (w)

κ dansla partie passive du noyau de rayon R, mais également les fon
tions notés f
(s)
ν et f

(s)
κ dans les poresdu sta
k de rayon rs. Les expressions de 
es fon
tions thermovisqueuses dépendent en toute rigueurde la géométrie de guide d'onde 
onsidérée et restent di�
iles à manipuler sans une approximationadéquate. Cependant, lorsque le �uide et la paroi du résonateur/pore sont supposés en intera
tionquasi-adiabatique de sorte que δν ≪ (R, rs), les fon
tions visqueuse et thermique se simpli�ent sous laforme suivante [90, 39℄ :

f (w,s)
ν ≃ (1 + i) x(w,s)

ν , (B.35)
f (w,s)
κ ≃ (1 + i)

x
(w,s)
ν√
σ

, (B.36)où x
(w)
ν = δν

R ≪ 1 (resp. x(s)ν = δν
rs

≪ 1) est le rapport entre l'épaisseur de 
ou
he limite visqueuse et lerayon du guide (resp. le rayon du pore) 1. Sur la base de 
es approximations, il est possible d'é
rire lesdéveloppements asymptotiques du terme de 
ouplage ξ et du nombre d'onde k de la façon suivante :
ξ = 1 + cK(1 + i)x(w)

ν +O((x(w)
ν )2), (B.37)

k = k0ξ = k0

(
1 + cK(1 + i)x(w)

ν +O((x(w)
ν )2)

)
, (B.38)où k0 =

ω
c0

est le nombre d'onde naturel (sans pertes) et où
cK =

1

2

(
1 +

γ − 1√
σ

) (B.39)1. le paramètre xν est équivalent à l'inverse du nombre d'onde de 
isaillement introduit par N. Rott [83℄ ou en
oreR. Raspet et al. [78℄ dans leurs travaux
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onstante de Kir
hho� [83, 48℄. A partir de l'expression (B.38), il vient
cos(kL) = cos(k0L)− k0L sin(k0L)cK(1 + i)x(w)

ν +O((x(w)
ν )2), (B.40)

sin(kL) = sin(k0L) + k0L cos(k0L)cK(1 + i)x(w)
ν +O((x(w)

ν )2). (B.41)De la même façon, on peut montrer [48℄ qu'en régime quasi-adiabatique, ∆uu se développe à l'ordre 1en xν sous la forme
∆uu = 1 + (1 + i)

(
x(s)ν − x(w)

ν

) [
2cK + cKr − 1

] (
T

β+1
2

n − 1

)
+O((x(w,s)

ν )2), (B.42)ave
 β = 0.73 pour l'air [83℄, et où cKr est la 
onstante de Krammer, dé�nie par
cKr =

1√
σ

(
2

(1 + β)(1 +
√
σ)

− (γ − 1)

)
. (B.43)Notons qu'en régime quasi-adiabatique, le 
oe�
ient ∆uu est indépendant de la forme du 
hamp detempérature.Finalement, les équations (B.40), (B.41) et (B.42) sont introduites dans (B.32) et (B.33) et lesexpressions asymptotiques au premier ordre en x

(w,s)
ν des fon
tions f0 et f1 sont alors données par

f0 ≃ cos(k0L)− (1 + i)k0L sin(k0L)cKx(w)
ν + (1 + i)xν∆

(1)
uu cos(x̄k0L) cos

(
(1− x̄)k0L

)
, (B.44)

f1 ≃
−iL

c0

{
sin(k0L) + (1 + i)cKx(w)

ν

[
k0L cos(k0L) + sin(k0L)

]

+ (1 + i)xν∆
(1)
uu

[
x̄ sin(x̄k0L) cos

(
(1− x̄)k0L

)
+ (1− x̄) cos(x̄k0L) sin

(
(1− x̄)k0L

)]}
, (B.45)ave


xν∆
(1)
uu ≡

(
x(s)ν − x(w)

ν

) [
2cK + cKr − 1

] (
T

β+1
2

n − 1

)
. (B.46)Les expressions analytiques appro
hées de f0 et f1, éqs. (B.44) et (B.45), peuvent don
 être utiliséesdans les équations (B.4) et (B.5) pour déterminer la pulsation Ω des os
illations auto-entretenues et letaux d'ampli�
ation ǫg. Dans un premier temps, l'équation (B.5) est développée sous la forme

sin(2k0L) + cKx(w)
ν

[
2k0L cos(2k0L) + sin(2k0L)

]

+ xν∆
(1)
uu

{
sin(2k0L)

(
cos(2x̄k0L) + 1

)
− cos(2k0L) sin(2x̄k0L)

+ x̄
(
cos(2k0L) + 1

)
sin(2x̄k0L)− x̄ sin(2k0L) cos(2x̄k0L)

}
= 0. (B.47)Pour la 
on�guration de moteur 
onsidérée a
tuellement (résonateur quart d'onde), on 
onsidèreque la fréquen
e réelle des os
illations reste pro
he de 
elle d'un mode de résonan
e du guide seul sanspertes, de sorte que l'on peut é
rire

k0L =
nπ

2

(
1 + α

)
, ave
 α ≪ 1 et n impair, (B.48)
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e qui permet d'é
rire, à l'ordre le plus bas en α,
cos(2k0L) ≃ −1, (B.49)
sin(2k0L) ≃ −nπα, (B.50)

cos(2x̄k0L) ≃ cos(x̄nπ)− x̄nπα sin(x̄nπ), (B.51)
sin(2x̄k0L) ≃ sin(x̄nπ) + x̄nπα cos(x̄nπ). (B.52)Le report de 
es relations dans l'équation (B.47) 
onduit �nalement à l'expression analytique appro
hée

α ≃ −cKx(w)
ν + ς

(
x(s)ν − x(w)

ν

) [
2cK + cKr − 1

] (
T

β+1
2

n − 1

)
sin(x̄nπ)

nπ
, (B.53)qui donne l'é
art fréquentiel par rapport à la résonan
e en fon
tion du rapport des températures Tn =

Th/Tc, des propriétés du �uide et du rapport entre l'épaisseur d'une 
ou
he limite et des dimensionstransverses du système.Remarque � Un paramètre supplémentaire, noté ς , est introduit dans l'expression(B.53) de α. Ce paramètre peut prendre les valeurs ς = ±1 ; il est introduit i
i de manière àétablir l'expression (B.53) de α générale pour les quatres 
on�gurations possibles demoteur. En e�et, on peut montrer aisément, à partir des équations (1.34), (1.35) et (1.36) etdes mêmes hypothèses retenues jusqu'à présent, que l'expression de α reste identique au signede ς près. Autrement dit, la relation (B.53) reste valide en adoptant les règles suivantes :� système �fermé-ouvert� : n impair, ς = −1 ,� système �ouvert-ouvert� : n pair, ς = +1 ,� système �fermé-fermé� : n pair, ς = −1 ,� système �ouvert-fermé� : n impair, ς = +1 ,À présent que la fréquen
e réelle Ω des os
illations auto-entretenues est déterminée par l'intermédiairede l'équation (B.53), les expressions (B.44) et (B.45) sont introduites dans l'équation (B.4) et, en negardant que les termes à l'ordre 1 en xν , l'expression appro
hée du taux d'ampli�
ation ǫg est obtenueselon :
ǫg ≃ −cKx(w)

ν k0L+ xν∆
(1)
uu

cos(x̄k0L) cos
(
(1− x̄)k0L

)

sin(k0L)
. (B.54)En posant k0L = nπ

2

(
1+α

) ave
 α dé�ni par l'équation (B.53), on obtient, tous 
al
uls faits, l'expressionanalytique appro
hée du 
oe�
ient d'ampli�
ation sous la forme :
ǫg ≃

nπαc0
2L

, (B.55)
≃ nπc0

2L

(
−cKx(w)

ν + ς
(
x(s)ν − x(w)

ν

) [
2cK + cKr − 1

](
T

β+1
2

n − 1

)
sin(x̄nπ)

nπ

)
. (B.56)De fait, la température au seuil de dé
len
hement (ǫg = 0) se déduit de la relation pré
édente et s'é
rit

Tn,o =

(
1 + ς

nπ

sin(x̄nπ)

cK
2cK + cKr − 1

1
R
rs

− 1

) 2
β+1

. (B.57)
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e de noyau thermoa
oustique (∆uu = 1), l'expression (B.53)de α,
α ≃ −cKx(w)

ν , (B.58)traduit l'é
art fréquentiel par rapport à la résonan
e dû aux pertes vis
othermiques au niveaudes parois du résonateur seul, 
onjointement à l'équation (B.56) qui devient
ǫg ≃ −nπ

2
cKx(w)

ν , (B.59)et qui traduit la dé
roissan
e temporelle exponentielle des ondes atténuées. Ce résultat,somme toute relativement basique, s'obtient bien évidemment de la même manière en rem-plaçant la matri
e du noyau thermoa
oustique (B.31) par la matri
e identité dans l'équation(B.6), ou bien en 
onsidérant le fa
teur de qualité du résonateur
Q =

ω
∫
V
eemdV

Wdiss
, (B.60)où eem est la densité d'énergie a
oustique moyenne sur un 
y
le a
oustique et où Wdiss re-présente la puissan
e a
oustique dissipée dans le résonateur. En e�et, en régime harmonique,la densité d'énergie a
oustique

eem =
1

2

p21
ρ0c20

+
1

2
ρ0v

2
1,x (B.61)moyennée sur une période a
oustique s'é
rit

eem =
1

T

∫ T

0

eemdt =
1

4

( |p̃1|2
ρ0c20

+ ρ0|〈ṽ1,x〉|2
)
. (B.62)D'autre part, on peut aisément démontrer, à partir des équations (1.17) et (1.19), quela densité de puissan
e [88℄

wdiss =
p

ρ

dρ

dt
≃ i

ω

ρ0
p̃1〈ρ̃1〉 (B.63)moyennée sur une période a
oustique s'é
rit

wdiss =
1

T

∫ T

0

wdissdt = − ω

2ρ0
ℜ{ip̃1〈ρ̃1〉∗} . (B.64)Si l'on 
onsidère une onde purement stationnaire et en usant de la relation (1.14) dans(B.64), le 
al
ul de l'énergie totale emmagasinée dans le résonateur ∫V eemdV et de l'énergiedissipée aux parois Wdiss =

∫
V wdissdV 
onduit à l'expression suivante pour le fa
teur dequalité :
Q =

1

(γ − 1)ℑ{fκ}+ ℑ{fν}
|1−fν |2

. (B.65)Dans le 
adre d'os
illations amorties, le fa
teur de qualité est relié au fa
teur d'atténua-tion (ǫg < 0) par la relation
Q = − Ωr

2ǫg
. (B.66)En posant Ωr = nπ

2
c0
L et en usant de l'expression (B.65) pour le fa
teur de qualité, le
oe�
ient d'atténuation est alors donné par la relation :
ǫgL

c0
= −nπ

4

(
(γ − 1)ℑ{fκ}+

ℑ{fν}
|1− fν |2

)
, (B.67)
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Figure B.2 � Pulsation des os
illations enfon
tion de la position du sta
k xh dans lerésonateur pour les trois premiers modes durésonateur demi-onde : Ωr = πc0/L (a), 2Ωr(b) et 3Ωr (
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ation en fon
-tion de la position du sta
k xh dans le résona-teur pour les trois premiers modes du résona-teur demi-onde : Ωr = πc0/L (a), 2Ωr (b) et

3Ωr (
). Le rapport de température est �xéà Th/Tc = 5. Les résultats analytiques [éq.(B.56), n = 2, 4, 6, ς = −1℄ sont présentés entrait tireté ; les résultats issus d'une résolu-tion numérique de l'éq. (1.36) sont présentésen trait plein.qui se simpli�e, en régime quasi-adiabatique [
f. éqs. (B.35) et (B.36)℄, sous la forme :
ǫgL

c0
≃ −nπ

2
cKx(w)

ν , (B.68)resultat équivalent à (B.59).Les �gures B.2 et B.3 présentent les résultats analytiques obtenus pour Ω = Ωr(1 + α) [éq. (B.53)℄et ǫg [éq. (B.56)℄ pour un moteur thermoa
oustique fermé aux deux extrémités (ς = −1) en fon
tionde la position du sta
k dans le guide. Les résultats, obtenus i
i pour les trois premiers modes dusystème demi-onde (n = 2, 4, 6), sont 
omparés à 
eux obtenus par résolution numérique de l'équation(1.36). Les expressions analytiques simpli�ées permettent bien de retrouver les estimations numériquesissues du modèle 
omplet en première approximation. Cependant on peut observer une déteriorationde la qualité des résultats à mesure que l'ordre du mode augmente. En e�et, plus l'ordre du mode
onsidéré est élevé et plus l'hypothèse de 
ompa
ité du noyau devient 
ritique (la longueur du noyaun'étant alors plus négligeable en regard de la longueur d'onde). Pour obtenir un meilleur a

ord entreles résultats analytiques et numériques, il 
onviendrait alors de prendre en 
onsidération les termesd'ordre supérieur dans l'expression B.31 de la matri
e de transfert du noyau.La température de dé
len
hement obtenue en fon
tion de la position du sta
k dans le résonateur[
f. éq. (B.57)℄ est présentée en �gure B.4 pour la même 
on�guration de moteur. Les estimationsnumériques issues d'une résolution de l'équation (1.62) sont également indiquées en trait plein. Bien
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len
hement du premier mode en fon
tion de laposition xh du sta
k dans le résonateur. La solution analytique appro
hée (B.57) est présentée en traittireté ; les estimations numériques sont présentées en trait plein.évidemment, l'hypothèse de 
ompa
ité retenue à l'ordre le plus bas dans l'expression B.31 se traduitpar une parfaite symétrie des 
ourbes de stabilité par rapport au 
entre du guide, les e�ets inhérentsà la présen
e du noyau étant lo
alisés en un point du système.B.3 Expression analytique simpli�ée du seuil de dé
len
hement dansun système annulaireB.3.1 Intera
tion quasi-adiabatique dans le résonateurPour un système à ondes progressives, les fon
tions f0 et f1 intervenant dans les équations (B.5) et(B.4) sont données par les expressions (B.19) et (B.20). Considérons le 
as d'un résonateur annulairenon-
ouplé [
f. �g. 1.3(a)℄, de sorte que Ψ0 = Ψ1 = 0. Les expressions des fon
tions f0 et f1 sontréé
rites i
i sous la forme
f0 = 1 +∆− cos(x)∆xx − i sin(x)∆xy, (B.69)
f1 =

ξLw

c0
[i sin(x)∆xx + cos(x)∆xy] , (B.70)où les quantités suivantes sont introduites :
∆ = det(MNT), (B.71)

∆xx = Tpp + Tuu, (B.72)
∆xy = T̂pu + T̂up. (B.73)Lorsque le �uide est supposé en intera
tion quasi-adiabatique ave
 les parois du résonateur, lesexpressions (B.40) et (B.41) présentées au paragraphe B.2 peuvent être utilisées pour obtenir un dé-
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(w)
ν = δν/R de la fon
tion f0 [Eq. (B.69)℄ :

f0 ≃ 1 + ∆− cos(x0)∆xx − i sin(x0)∆xy + (1 + i)cKx(w)
ν

(
x0 sin(x0)∆xx − ix0 cos(x0)∆xy

)
, (B.74)ave
 i
i x0 ≡ k0Lw et où cK est la 
onstante de Kir
hho� [83, 48℄. Au seuil de dé
len
hement, l'annu-lation des parties réelle et imaginaire de l'équation (B.74) 
onduit don
 au système d'équations

ℜ{1 + ∆} − cos(x0)
(
ℜ{∆xx} − x0cKx(w)

ν

(
ℜ{∆xy}+ ℑ{∆xy}

))

+ sin(x0)
(
ℑ{∆xy}+ x0cKx(w)

ν

(
ℜ{∆xx} − ℑ{∆xx}

))
= 0, (B.75)

ℑ{1 + ∆} − cos(x0)
(
ℑ{∆xx}+ x0cKx(w)

ν

(
ℜ{∆xy} − ℑ{∆xy}

))

− sin(x0)
(
ℜ{∆xy} − x0cKx(w)

ν

(
ℜ{∆xx}+ ℑ{∆xx}

))
= 0, (B.76)dont l'é
riture sous forme matri
ielle




ℜ{∆xx} − x0cKx
(w)
ν ×(

ℜ{∆xy}+ ℑ{∆xy}
) −ℑ{∆xy} − x0cKx

(w)
ν ×(

ℜ{∆xx} − ℑ{∆xx}
)

ℑ{∆xx}+ x0cKx
(w)
ν ×(

ℜ{∆xy} − ℑ{∆xy}
) ℜ{∆xy} − x0cKx

(w)
ν ×(

ℜ{∆xx}+ ℑ{∆xx}
)




×
(

cos(x0)

sin(x0)

)
=

(
ℜ{1 + ∆}
ℑ {1 + ∆}

)
,(B.77)
onduit aux solutions 
lassiques

cos(x0) ≃
ℜ
{
(1 + ∆)∆∗

xy

}
− x0cKx

(w)
ν

(
ℜ{(1 + ∆)∆∗

xx} − ℑ{(1 + ∆)∆∗
xx}
)

ℜ{∆∗
xx∆xy} − x0cKx

(w)
ν

(
|∆xx|2 + |∆xy|2

) , (B.78)
sin(x0) ≃

ℑ{(1 + ∆)∆∗
xx} − x0cKx

(w)
ν

(
ℜ
{
(1 + ∆)∆∗

xy

}
+ ℑ

{
(1 + ∆)∆∗

xy

})

ℜ{∆∗
xx∆xy} − x0cKx

(w)
ν

(
|∆xx|2 + |∆xy|2

) . (B.79)En usant de la propriété mathématique cos2(x)+ sin2(x) = 1 et en approximant x0 par 2nπ (résonan
ede l'anneau), on montre alors que la température de dé
len
hement est solution de l'équation
ℜ{(1 + ∆)∆xy

∗}2 +ℑ{(1 + ∆)∆xx
∗}2 −ℜ{∆xx

∗∆xy}2 +

+ (4nπ)cKx(w)
ν ℜ{∆xx

∗∆xy}
(
|∆xx|2 + |∆xy|2 − |1 + ∆|2

)
= 0, (B.80)et la fréquen
e de dé
len
hement est obtenue par la relation

Ωo ≃
c0
Lw

arctan



ℑ{(1 + ∆)∆∗

xx} − x0cKx
(w)
ν

(
ℜ
{
(1 + ∆)∆∗

xy

}
+ ℑ

{
(1 + ∆)∆∗

xy

})

ℜ
{
(1 + ∆)∆∗

xy

}
− x0cKx

(w)
ν

(
ℜ{(1 + ∆)∆∗

xx} − ℑ{(1 +∆)∆∗
xx}
)


 . (B.81)
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onvergen
e des seuils de dé
len
hements est donnée en �gures B.5 et B.6 pour la solutionappro
hée (B.80), en fon
tion du 
ritère de quasi-adiabati
ité R/δν et du 
ritère de 
ompa
ité du noyau
(ls+ lw)/L. La fréquen
e de dé
len
hement est obtenue grâ
e à la relation (B.81). Sur la �gure B.5, lesexpressions asymptotiques permettent bien de retrouver les valeurs de Ω et Tn lorsque (R/δν) → ∞et l'hypothèse de quasi-adiabati
ité permet de retrouver la solution du problème non simpli�é. Lesrésultats présentés sur la �gure B.6 mettent en éviden
e l'importan
e de la prise en 
ompte des pertesdans le résonateur lorsque (ls+ lw) → 0, résultat somme toute logique pour un système au sein duquella quasi-totalité de la dissipation d'énergie se fait par propagation dans l'anneau. De façon tout aussilogique, les solutions analytiques se superposent aux estimations numériques lorsque (ls + lw) → Lpuisque la quasi-totalité du système est o

upée par le noyau et très peu de dissipation se fait dans lereste du guide.B.3.2 Seuil de dé
len
hement pour un noyau 
ompa
tDans ses travaux de thèses [48℄, S. Job a démontré que l'hypothèse de 
ompa
ité du noyau (i.e. delongueur très faible devant la longueur d'onde) permet de tronquer la solution impli
ite de Volterra,et d'exprimer les 
oe�
ients de la matri
e de transfert de façon appro
hée selon

Tpp = 1− µ2T (2)
pp + o(µ4), (B.82)

T̂pu = iµT (1)
pu + o(µ3), (B.83)

T̂up = iµT (1)
up + o(µ3), (B.84)

Tuu = T (0)
uu − µ2T (2)

uu + o(µ4), (B.85)
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len
hements du premier mode de l'anneau (Ωr = 2πc0/L) en fon
tiondu rapport (ls + lw)/L. Les solutions analytiques sans pertes [· · · , x(w)

ν = 0℄ et en interation quasiadiabatique [−−, éq. (B.80)℄ sont 
omparées à l'estimation numérique [�℄.où µ ∼ (ls + lw)/L est un petit paramètre symbolique traduisant l'ordre de 
ompa
ité du noyau. Enusant de 
es relations, on démontre fa
ilement qu'à l'ordre 0 en µ, la quantité ℑ{(1 + ∆)∆xx
∗} s'annuledu fait que

ℑ{(1 + ∆)∆xx
∗} ≃ ℑ

{
(1 + T (0)

uu )(1 + T (0)
uu )∗

}
, (B.86)

≃ ℑ
{
|1 + T (0)

uu |2
}
, (B.87)

≃ 0, (B.88)et qu'à l'ordre 1 en µ, les quantités ℜ{(1 + ∆)∆xy
∗}2 et ℜ{∆xx

∗∆xy}2 ≡ ℜ{(1 + ∆)∆xy
∗}2 se 
om-pensent dans l'é
riture de l'équation (B.80). D'après 
es 
onsidérations, il apparaît don
 que garantirl'expression à l'ordre 2 en µ des 
oe�
ients de la matri
e de transfert est une 
ondition né
essaire pourdé
rire le dé
len
hement dans un moteur annulaire [48℄.



Annexe C

Caractéristiques du transducteur
thermo-acousto-électriqueLe prototype d'étude développé au Laboratoire d'A
oustique de l'Université du Maine a été dimen-sionné pour un fon
tionnement ave
 de l'air pressurisé sous quelques bars. Les paramètres géométriqueset thermophysiques du système sont listés dans le tableau C.1. Un haut-parleur éle
trodynamique du
ommer
e (modèle Mona
or SPH-170C) est utilisé 
omme alternateur pour ré
upérer la puissan
eéle
trique, dont les paramètres de Thiele & Small sont présentés dans le tableau C.2.



122 C Caractéristiques du transducteur thermo-acousto-électriqueRésonateur prin
ipal (bou
le) Régénérateur / é
hangeursLongueur du tube 1 91.5 
m Rayon d'un pore du régénérateur 50 µmLongueur du 
�ne 1 3.5 
m Porosité du régénérateur 0.85Longueur de la jon
tion 1 5.1 
m Rayon d'un pore de l'é
hangeur ambiant 1 mmLongueur des é
hangeurs 1.5 
m Porosité de l'é
hangeur ambiant 0.6Longueur du régénérateur 2.3 
m Rayon d'un pore de l'é
hangeur 
haud 0.3 mmLongueur du �thermal bu�er tube� 5 
m Porosité de l'é
hangeur 
haud 0.89Longueur de la jon
tion 2 5.1 
m Résonateur se
ondaireRayon interne R1 2.215 
m Longueur du tube 2 155 
mRayon interne R2 2.815 
m Longueur du 
�ne 2 12.1 
mPression statique P0 1-5 bar Longueur de la 
avité arrière 26.5 
mTempérature ambiante Tc 293.15 K Rayon interne R3 9 
mTable C.1 � Paramètres géométriques et thermophysiques du système (
f. �g. 1.10)Surfa
e émissive Sd 127 
m2Résistan
e Rm due aux pertes mé
aniques 0.55 N.s.m-1Masse de la partie mobile Mm 16.43 gComplian
e des suspensions Cm 1060.10-6 m.N-1Fa
teur de for
e Bl 9.44 T.mRésistan
e de la bobine Re 6.5 ΩIndu
tan
e de la bobine Le 0.8 mHTable C.2 � Paramètres éle
tromé
aniques de l'alternateur (Mona
or SPH-170C)



Annexe D

Méthode à deux charges – Résultats et
inuence des sources d’erreursLa méthode à deux 
harges développée au 
hapitre 2 permet de mesurer la matri
e de transfert defaçon indire
te. A�n de juger de la qualité et de la 
ohéren
e des résultats expérimentaux, il est impor-tant d'e�e
tuer une analyse des erreurs qui se réper
utent sur les quantités mesurables. Les fon
tionsde transferts et le Rapport Signal sur Bruit (RSB) des mi
rophones sont exposés au paragraphe D.1,ainsi que l'ensemble des mesures réalisées sur la gamme de fréquen
e [50, 200] Hz et pour 26 valeursde puissan
e de 
hau�age. Dans le paragraphe D.2, l'analyse des sour
es d'erreurs est e�e
tuée et lesin
ertitudes sur les résultats expérimentaux sont estimées.D.1 Résultats de mesurePour e�e
tuer la mesure de la matri
e de transfert, quatre mi
rophones pla
és de part et d'autre dunoyau thermoa
oustique sont 
onne
tés à un ordinateur via une 
arte d'a
quisition. A�n de minimiserl'e�et des erreurs aléatoires (bruit de fond) auxquelles sont sensibles les signaux 
aptés par les mi
ro-phones, l'amplitude sonore de la sour
e est �xée à un niveau su�sant 1. L'estimateur des moindres
arrés utilisé pour le traitement des signaux de pression permet d'évaluer le Rapport Signal sur Bruitrelatif à 
haque mi
rophone. Les �gures D.1 et D.2 présentent par exemple les RSB obtenus pour 
ha-
un des mi
rophones lors des deux mesures e�e
tuées en l'absen
e de 
hau�age dans le noyau. Hormisquelques fréquen
es parti
ulières, le signal de pression se situe en moyenne entre 20 et 40 dB au-dessusdu niveau de bruit de fond, 
e qui explique le faible taux de bruit observé sur les résultats �naux. Il
onvient d'ajouter que les résultats présentés sur les �gures D.1 et D.2 sont également exploités lorsde la simulation d'expérien
e exposée dans le paragraphe 3.3.1 du 
hapitre 3.Les erreurs aléatoires ne sont pas seules responsables de l'é
art entre la mesure et la réalité physiqueet des sour
es de biais peuvent également s'ajouter à 
es perturbations. La méthode d'étalonnagedé
rite au paragraphe 2.2 du 
hapitre 2 est un moyen de minimiser l'e�et des erreurs systématiques1. lors des mesures, les amplitudes des signaux 
aptés se situaient entre 0.1 et 8 Pa (amplitude maximale mesurée auniveau d'une des résonan
es du système 
omplet). Il 
onvient également de noter que les niveaux sonores doivent êtresu�samment faibles pour rester dans le domaine de validité de l'a
oustique linéaire.
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Figure D.1 � Rapport Signal sur Bruitobtenu pour 
ha
un des mi
rophones lorsde la première mesure en terminaison ou-verte.
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Figure D.2 � Rapport Signal sur Bruitobtenu pour 
ha
un des mi
rophones lorsde la se
onde mesure en terminaison fer-mée.intrinsèques à la nature propre de 
haque mi
rophone. Le prin
ipe d'étalonnage 
onsiste à mesurer lafon
tion de transfert notée C̃ij [
f. éq. (2.1)℄ entre le mi
rophone i et le mi
rophone j pla
és fa
e-à-fa
edans une 
avité de faibles dimensions. Ave
 l'hypothèse selon laquelle le 
hamp de pression est uniformedans la 
avité, 
ette fon
tion de transfert C̃ij traduit don
 dire
tement le rapport des sensibilités desmi
rophones. La fon
tion d'étalonnage est ensuite appliquée à la fon
tion de transfert H̃ij mesurée insitu pour obtenir une fon
tion de transfert �
orrigée� :
H̃ij,corr =

H̃ij

C̃ij

, ave
 (i, j) = (1, 2, 3, 4). (D.1)Lorsque l'on s'intéresse au détail des expressions (2.28)-(2.31), on s'aperçoit que seules trois fon
tionsde transfert sont né
essaires pour 
al
uler les 
oe�
ients de la matri
e de transfert. Les �gures D.3 etD.4 présentent les résultats de mesure obtenus pour 
es trois fon
tions de transfert H̃21, H̃31 et H̃43lors des deux mesures e�e
tuées à Q = 0W . Les fon
tions de transfert sont représentées en module(graphes supérieurs) et en argument (graphes inférieurs) en fon
tion de la fréquen
e. En trait plein sonttra
ées les fon
tions de transfert dire
tement mesurées et en trait pointillé les fon
tions de transfert�
orrigées� dé�nies par l'équation (D.1).En usant de la méthode à deux 
harges expli
itée au 
hapitre 2, la matri
e de transfert du noyauthermoa
oustique est mesurée pour un total de 26 
onditions de 
hau�age di�érentes. Par sou
i de
larté, seules trois 
onditions de 
hau�age sont visibles sur les �gures 2.11(a) et 2.11(b) et l'ensembledes données obtenues lors de la 
ampagne de mesure sont représentées sur les �gures D.5 et D.6. Sur 
esgraphes, la 
ourbe en gras 
orrespond au 
as sans 
hau�age, Q = 0W , les autres 
ourbes 
orrespondantaux 25 valeurs de Q in
rémentées de 7.8 W à 83.3 W de façon quadratique (in
rément linéaire de latension aux bornes de la résistan
e 
hau�ante). L'augmentation de la puissan
e de 
hau�age Q estsymbolisée par une �ê
he : l'évolution qualitative des 
oe�
ients de transfert en fon
tion du 
hau�ageest dire
te.
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Figure D.3 � Fon
tions de transfert intermi
rophoniques obtenues lors de la première mesure enterminaison ouverte, avant puis après 
orre
tion par les 
ourbes d'étalonnage C̃ij [
f. �g. 2.9℄.
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Figure D.5 � Module des quatre 
oe�
ients de transfert mesurés sur la plage de fréquen
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tion de la puissan
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hau�age QW dissipée dans l'é
hangeur 
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orrespond au 
as Q = 0W .
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ertitudesComme il l'est présenté au paragraphe pré
édent, la méthode à deux 
harges utilisée pour mesurerles 
oe�
ients de la matri
e de transfert du noyau est une méthode fortement indire
te qui peutêtre enta
hée d'un 
ertain nombre d'erreurs. Pour estimer les in
ertitudes sur les résultats �naux, il
onvient don
 d'identi�er les sour
es d'erreurs et d'étudier leur propagation sur les quantités mesurablesen utilisant une loi 
lassique de propagation des erreurs :
∆y =

(
n∑

i=1

(
∂y

∂xi
∆xi)

2

)1/2

, (D.2)où y = y(x1, x2, ..., xn) est une fon
tion de n variables.Lors des mesures, les fon
tions de transfert inter-mi
rophoniques sont obtenues en module et enargument (
f. �g. D.3 et D.4), et un 
ertain nombre de paramètres d'environnement sont relevés. Les
oe�
ients de la matri
e de transfert du noyau sont ensuite 
al
ulés au moyen des relations (2.28)-(2.31)dans lesquelles apparaissent les fon
tions D1 et D2 dé�nies dans les équations (2.22) et (2.23).Parmi les sour
es d'erreurs, on distinguera 
elles 
ommises dire
tement sur la mesure des fon
tions detransfert entre mi
rophones et 
elles qui interviennent dans le modèle de propagation a
oustique utilisé.Dans le paragraphe D.2.1, l'estimation des in
ertitudes sur le module et l'argument du nombre d'onde
omplexe k est obtenue à partir des in
ertitudes sur les paramètres d'environnement (température,pression statique, rayon des tubes). Dans le paragraphe D.2.2, les in
ertitudes sur la matri
e de transfertdu noyau sont ensuite estimées à partir des in
ertitudes obtenues sur k, sur les fon
tions de transfert
H̃ij et sur les distan
es entre mi
rophones.D.2.1 In
ertitudes sur le nombre d'onde 
omplexe kLa méthode à quatre mi
rophones utilisée permettant de remonter aux 
oe�
ients de transfert re-pose sur un modèle de propagation d'ondes a
oustiques guidées en �uide dissipatif. Hormis les erreurs
ommises dire
tement sur les signaux de pression 
aptés par les mi
rophones, il existe don
 naturel-lement des erreurs inhérentes à la mesure des distan
es entre mi
rophones et à la 
onnaissan
e dunombre d'onde k. Con
ernant 
e dernier point, les in
ertitudes sur k peuvent être estimées à partir desin
ertitudes portant sur les valeurs mesurées de R (rayon interne des tubes), p0 (pression statique) et
Tc (température ambiante). Dans les tubes en PVC, l'hypothèse de quasi-adiabati
ité est véri�ée dufait que le rayon R est e�e
tivement largement supérieur à l'épaisseur de 
ou
he limite visqueuse δνdans la gamme de fréquen
e 
onsidérée :

δν ≃ 3.1.10−4 m à 50 Hz ⇒ δν
R

≃ 1.8.10−2, (D.3)
δν ≃ 1.6.10−4 m à 200 Hz ⇒ δν

R
≃ 9.10−3. (D.4)
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hant que les fon
tions thermovisqueuses prennent la forme fν,κ ≃ (1+ i)
δν,κ
R en intera
tion quasiadabatique, le nombre d'onde k dé�ni initialement par l'équation (1.26) se réé
rit sous la forme :

k2 =
ω2

c20

(
1 + (γ − 1)(1 + i) δνσ

−1/2

R

1− (1 + i) δνR

)
, (D.5)où

c20 =
γRgpTc

Mmol
(D.6)est la 
élérité adiabatique du son,

δν =

√
2ν

ω
=

(
2µ0Rgp

300βωMmol

)1/2
(
T β+1
c

p0

)1/2 (D.7)est l'épaisseur de 
ou
he limite visqueuse, σ =
Cpµ0

λ0
est le nombre de Prandtl du �uide et γ estle 
oe�
ient polytropique (1.4 pour l'air). Rgp est la 
onstante des gaz parfaits, Mmol est la massemolaire du �uide et β = 0.73 pour l'air [83℄.Posons les quantités

C1 =
ω2Mmol

γRgp
, (D.8)

C2 =

(
2µ0Rgp

300βωMmol

)1/2

, (D.9)
Λ = (γ − 1)σ−1/2, (D.10)et la fon
tion

ϑ(R, p0, Tc) =
1

R

(
T β+1
c

p0

)1/2 (D.11)de sorte que l'expression (D.5) du 
arré de k se réé
rit sous une forme 
ondensée :
k2 = C1T

−1

(
1 + (1 + i)C2Λϑ

1− (1 + i)C2ϑ

)
. (D.12)Après quelques lignes de 
al
uls, on peut alors montrer que les dérivées de k2 par rapport aux troisparamètres s'é
rivent :

∂k2

∂R
=

k2

R
Γ̃ (D.13)

∂k2

∂p0
=

k2

2p0
Γ̃ (D.14)

∂k2

∂Tc
= −k2

Tc
Γ̃

(
β + 1

2
+

1

Γ̃

) (D.15)où Γ̃ est une fon
tion 
omplexe qui dépend essentiellement du rapport entre l'épaisseur de 
ou
he limiteet le rayon du tube :
Γ̃ =

1 + Λ

Λ(1 + i) δνR + (1− Λ)−
(
(1 + i) δνR

)−1 . (D.16)



D.2 Estimation des incertitudes 129Par suite, 
omme ∂k2

∂xi
= 2k ∂k

∂xi
, on obtient :

∂k

∂R
=

k

2R
Γ̃, (D.17)

∂k

∂p0
=

k

4p0
Γ̃, (D.18)

∂k

∂Tc
= − k

2Tc
Γ̃

(
β + 1

2
+

1

Γ̃

)
. (D.19)A�n de disso
ier les in
ertitudes sur le module et sur l'argument du nombre d'onde k, il 
onvientde repartir de la dé�nition d'une fon
tion 
omplexe z dont le module et l'argument dépendent d'unevariable xi :

z = |z|ejφz ⇒ ∂z

∂xi
=

(
∂|z|
∂xi

+ j|z|∂φz

∂xi

)
ejφz (D.20)
e qui se traduit par

∂|z|
∂xi

= |z|ℜ
(
1

z

∂z

∂xi

)
, (D.21)

∂φz

∂xi
= ℑ

(
1

z

∂z

∂xi

)
. (D.22)Finalement, en 
ombinant les éqs. (D.21) et (D.22) ave
 les expressions des dérivées (D.17)-(D.19), ledéveloppement de la loi de propagation des in
ertitudes (D.2) permet d'é
rire les in
ertitudes obtenuessur le module et l'argument de k selon :

∆|k| =
|k|
2

[(
ℜ(Γ̃)∆R

R

)2

+
1

4

(
ℜ(Γ̃)∆p0

p0

)2

+

(
ℜ(β + 1

2
Γ̃ + 1)

∆Tc

Tc

)2
]1/2

, (D.23)
∆φk =

1

2

[(
ℑ(Γ̃)∆R

R

)2

+
1

4

(
ℑ(Γ̃)∆p0

p0

)2

+

(
ℑ(β + 1

2
Γ̃ + 1)

∆Tc

Tc

)2
]1/2

. (D.24)Il est intéressant de remarquer que dans le 
ontexte de l'expérien
e pour lequel le rapport δν/R restepetit devant l'unité, les parties réelle et imaginaire de Γ̃ sont telles que
ℜ(Γ̃) ≪ 1, (D.25)
ℑ(Γ̃) ≪ 1, (D.26)
e qui signi�e que pour des in
ertitudes relatives 
omparables sur R, p0 et Tc, l'in
ertitude sur latempérature ambiante aura davantage d'in�uen
e sur ∆|k|.Evaluation de ∆R, ∆p0 et ∆Tc. Deux sour
es d'erreur interviennent prin
ipalement dans l'in-
ertitude ∆R sur le rayon des tubes : l'erreur systématique de l'appareil de mesure (pied à 
oulisse,

±2.10−3cm) et l'erreur due à un défaut de 
ir
ularité des tubes, qui peut être évaluée sur la moyennede plusieurs mesures de R. Il apparait que la première sour
e d'erreur est négligeable devant la se
onde.On donne i
i :
R = 1.70 ± 0.01 
m ⇔ ∆R

R
= 0.6%. (D.27)



130 D Méthode à deux charges – Résultats et inuence des sources d’erreursLes erreurs 
ommises sur p0 et Tc sont également de deux types. Cependant, 
omme pour la mesurede R, l'erreur systématique due à l'appareil de mesure (station météo) peut être 
onsidérée 
ommenégligeable devant l'erreur due aux variations lentes des valeurs de p0 et Tc, 
es variations lentes étantdues à la durée de la 
ampagne de mesures. Ainsi les valeurs de p0 et Tc sont relevées plusieurs fois au
ours de l'ensemble de la série de mesure et leur moyenne nous donne une estimation de l'in
ertitudesur 
es deux paramètres :
p0 = 1015 ± 1 mbar ⇔ ∆p0

p0
= 0.1%. (D.28)

Tc = 294.6 ± 0.5 K ⇔ ∆Tc

Tc
= 0.2%. (D.29)D.2.2 In
ertitudes sur les 
oe�
ients de la matri
e de transfertLes in
ertitudes sur les 
oe�
ients de la matri
e de transfert du noyau sont estimées à partir desin
ertitudes sur k dis
utées pré
édemment, des in
ertitudes ∆|H̃ij| et ∆φij sur le module et l'argumentdes fon
tions de transfert mesurées et de l'in
ertitude ∆d sur les distan
es entre mi
rophones (∆d =

0.5 mm i
i). A partir des expressions (2.28)-(2.31) des 
oe�
ients de transfert et de la relation (D.2),il est possible d'obtenir des expressions analytiques de 
es in
ertitudes. Ces expressions né
essitentnéanmoins des développements relativement longs qu'il n'est pas utile d'expli
iter i
i, 
e qui ne feraitqu'alourdir les propos.Bien qu'il soit possible de réduire la part des erreurs aléatoires et systématiques lors de la mesuredes fon
tions de transfert H̃ij , l'estimation quantitative des in
ertitudes asso
iées n'est pas triviale.En général, une fon
tion de transfert traitée à l'aide d'un analyseur est a

ompagnée d'une in
ertitudede l'ordre de 1% sur le module et 0.6o sur la phase [1℄. Les in
ertitudes ∆|H̃ij| et ∆φij obtenues vial'estimateur des moindres 
arrés sont supposées être du même ordre de grandeur, voire inférieures à
elles obtenues par l'analyseur, de sorte que
∆|H̃ij|
|H̃ij |

= 1%, (D.30)
∆φij = 0.6o = 1 · 10−2 rad. (D.31)Les in
ertitudes sur le module et l'argument des 
oe�
ients de la matri
e de transfert obtenues àl'issue de 
ette analyse sont �nalement données sur la �gure D.7. Ces résultats sont obtenus pour une
ondition de 
hau�age nulle au niveau de l'é
hangeur 
haud, mais il 
onvient de pré
iser que l'ajoutd'un 
hau�age et don
 une distribution inhomogène de température ne modi�ent en rien l'ordre degrandeur des erreurs 
ommises sur les mesures. Les 
ourbes observables sur la �gure D.7 illustrent bienle 
ara
tère indire
t de la méthode de mesure. En e�et des in
ertitudes initialement faibles peuvent
onduire à des in
ertitudes relativement élevées � du moins à 
ertaines fréquen
es � sur les résultats�naux et il reste né
essaire d'apporter le maximum de pré
autions lors des mesures. Néanmoins, le bona

ord entre expérien
e et modélisation semi-analytique obtenu sur les �gures 2.16 et 2.17 du 
hapitre2 montre qu'en dépit de 
e risque d'erreurs important, la qualité des résultats est satisfaisante pour ladétermination des seuils de dé
len
hement.
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Figure D.7 � In
ertitudes estimées sur le module et l'argument des 
oe�
ients de la matri
e detransfert du noyau thermoa
oustique.





Annexe E

Expression analytique approchée de
coefcient d’échange latéral hsDans le modèle thermique uni-dimensionnel présenté au 
hapitre 3, les transferts de 
haleur latérauxsont introduits sous forme de 
oe�
ients d'é
hanges. Il est naturellement in
on
evable de 
her
her àexprimer le 
oe�
ient d'é
hange hs (tout 
omme le 
oe�
ient hhx relatif à l'é
hangeur de 
haleur)lorsque le sta
k est 
onstitué d'un matériau �breux ou d'un empilement aléatoire de grilles. Pourun matériau poreux ordonné, 
omme un réseau de pores 
arrés par exemple, le 
oe�
ient hs peutnéanmoins être estimé à partir de 
onsidérations simpli�ées des �ux de 
haleur et de l'é
riture derésistan
es thermiques [68℄.Pour 
ela, 
onsidérons la région 
onstituée du sta
k (r ∈ [0, R]) et des parois en inox (r ∈ [R,Re],où Re est le rayon externe du noyau). Le 
oe�
ient d'é
hange hs est représentatif du �ux de 
haleurlatéral ϕs pouvant être approximé par le �ux 
ondu
tif qui s'établit entre les deux isothermes T0 et
T
(i)
0 , 
omme illustré sur la �gure E.1. Le �ux de 
haleur surfa
ique ϕs qui s'établit entre les deuxailettes au travers de la surfa
e de 
onta
t 2πRls :

ϕs = hs

(
T
(i)
0 − T0

)
, (E.1)peut alors s'é
rire en fon
tion des résistantes thermiques Rth

s et Rth
i relatives au sta
k et à la paroi eninox, sous la forme :

ϕs =
1

2πRls

T
(i)
0 − T0

Rth
s +Rth

i

, (E.2)et par 
ombinaison des relations (E.1) et (E.2), on obtient alors le 
oe�
ient d'é
hange hs sous laforme :
hs =

1

2πRls

1

Rth
s +Rth

i

. (E.3)La résistan
e thermique Rth
s 
orrespond au man
hon 
ylindrique de rayons interne R/2 et externe R,de 
ondu
tivité thermique λs,⊥ (
ondu
tivité thermique transverse du sta
k) et de longueur ls ; son
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Figure E.1 � Flux de 
ondu
tion latéral. Le 
oe�
ient d'é
hanges est estimé à partir de l'asso
iationen série des deux résistan
es thermiques Rth
s et Rth

i .expression tirée de [92℄ est donnée i
i selon
Rth

s =
ln
(

R
R/2

)

2πlsλs,⊥
, (E.4)

=
ln (2)

2πlsλs,⊥
. (E.5)De la même façon, la résistan
e thermique Rth

i du man
hon 
ylindrique de rayons interne R et externe
(R + Re)/2, de 
ondu
tivité thermique λi (
ondu
tivité thermique de l'inox) et de longueur ls estdonnée par :

Rth
i =

ln
(
(R+Re)/2

R

)

2πlsλi
, (E.6)

=
ln
(
Re
R + 1

)
− ln (2)

2πlsλi
. (E.7)Le report des expressions (E.5) et (E.7) des résistan
es thermiques dans l'équation (E.3) permet �na-lement d'é
rire le 
oe�
ient d'é
hange hs sous la forme suivante :

hs =
λs,⊥

ln(2)R

[
1 +

λs,⊥
λi

(
ln(Re/R+ 1)

ln(2)
− 1

)]−1

. (E.8)L'expression (E.8) fait apparaître la 
ondu
tivité thermique transverse λs,⊥ du sta
k, né
essairementdi�érente de sa 
ondu
tivité longitudinale λs en raison de l'anisotropie du matériau. Cette 
ondu
tivitétransverse peut être estimée dans le 
as d'un pore à se
tion 
arrée à partir de la résistan
e thermique
Rth

pore donnée par l'asso
iation en série des résistan
es Rth
1 et Rth

2 , 
omme illustré sur la �gure E.2 :
Rth

pore = 2Rth
1 +Rth

2 , (E.9)où la résistan
e Rth
1 traduit la 
ondu
tion dans les parois en 
éramique,

Rth
1 =

e/2

λm

(
h+ e

)
ls
, (E.10)
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2Figure E.2 � Représentation s
hématique d'un pore à se
tion 
arrée.tandis que la résistan
e Rth

2 est donnée par l'asso
iation en parallèle de la résistan
e Rth
fluide traduisantla 
onve
tion à l'intérieur du pore (surfa
e mouillée 4hls),

Rth
fluide =

1

4Nuλals
, (E.11)et de la résistan
e Rth

solide traduisant la 
ondu
tion dans les parois :
Rth

solide =
h

λmls(e/2)
. (E.12)Compte tenu des expressions (E.11) et (E.12), l'asso
iation en parallèle de Rth

fluide et Rth
solide 
onduità :

1

Rth
2

=
1

Rth
fluide

+
2

Rth
solide

= l−1
s

[
4Nuλa +

λmlse

h

]−1

, (E.13)dont le report dans l'expression (E.9), 
onjointement à l'expression (E.10) de Rth
1 , permet d'é
rire :

Rth
pore = l−1

s

[
e

λm

(
h+ e

) + 1

4Nuλa +
λmlse

h

]
, (E.14)et don
 la 
ondu
tivité transverse du sta
k sous la forme :

Rth
pore ≡

(
h+ e

)

λs,⊥
(
h+ e

)
ls

⇔ λs,⊥ =
1

Rth
porels

=

(
e

λm

(
h+ e

) + 1

4Nuλa +
λmlse

h

)−1

. (E.15)Finalement, en usant de l'expression de la porosité du sta
k :
φ =

(
h

h+ e

)2

, (E.16)on obtient, après quelques 
al
uls, l'expression suivante pour la 
ondu
tivité transverse :
λs,⊥ =


1−√

φ

λm
+

1

4Nuλa + λm
1−

√
φ√

φ




−1

. (E.17)





Annexe F

Méthode inverse – Discussion sur la
quantication des erreurs dues aux
paramètres connus du modèleLorsqu'une méthode inverse est utilisée pour l'estimation de paramètres à partir de données expé-rimentales, le biais sur les résultats de l'identi�
ation est lié à plusieurs sour
es d'erreurs. L'une d'ellesréside dans le fait qu'un 
ertain nombre (parfois non-négligeable) de paramètres du modèle utilisé pourreproduire l'expérien
e sont 
onnus a priori et �xés à des valeurs qui peuvent di�érer de la réalité.Ces paramètres sont don
 a

ompagnés d'un 
ertain degré d'in
ertitude. Dans le 
as d'un modèle im-pliquant la 
onnaissan
e d'un grand nombre de paramètres d'environnement, 
omme 
'est le 
as dumodèle thermo-a
oustique développé au 
hapitre 3, toutes 
es in
ertitudes 
umulées peuvent 
onduireà des résultats d'estimation di�
ilement interprétables, a

ompagnés d'un résidu important en sortiede l'algorithme.En toute rigueur, le biais dû aux paramètres 
onnus du modèle peut être estimé à partir des 
ourbesde résidu qui persiste après estimation des paramètres 1 [84℄. Si l'on suppose que le modèle exa
t est
onnu, et que 
e modèle est perturbé par des sour
es de bruit et de biais dues aux mesures, alors

Texp = T (Υv) + ebr + eM, (F.1)où Υv représente les paramètres réels du modèle exa
t, et où ebr représente le bruit de mesure (variablesto
hastique) de moyenne nulle sur l'ensemble des données tandis que eM traduit le biais de mesure(erreurs systématiques). D'autre part, le modèle imparfait utilisé pour le problème dire
t peut être reliéau modèle exa
t en émettant l'hypothèse que les paramètres estimés Υ̂ et supposés 
onnus Υc restentpro
hes des paramètres réels Υv et Υc,v, de sorte que l'on peut faire l'approximation suivante :
T (Υ̂) ≃ T (Υv) +X

(
Υ̂−Υv

)
+Xc (Υc −Υc,v) , (F.2)où Xc est la matri
e de sensibilité relative aux paramètres à estimer, et où Xc est la matri
e desensibilité relative aux paramètres 
onnus. Le report des équations (F.1) et (F.2) dans (3.24) permet1. Les �gures 3.12(a,b) sont une bonne illustration du biais �nal pouvant être obtenu en sortie de l'algorithme deminimisation.



138 F Méthode inverse – Erreurs dues aux paramètres connusdon
 d'é
rire l'erreur de l'estimation sous la forme
eT = ebr + eM −XbΥ̂ −XcbΥc

, (F.3)ave
 b
Υ̂

= Υ̂−Υv et bΥc
= Υc −Υc,v.De façon générale, sous réserve de 
onnaître les sour
es d'erreurs ebr, eM et XcbΥc

, il est don
possible d'estimer l'erreur b
Υ̂


ommise sur les paramètres estimés à partir du résidu eT obtenu aprèsminimisation. En prin
ipe, ebr et eM sont a

essibles par l'analyse des mesures et des in
ertitudes.Par ailleurs, l'in�uen
e du bruit de mesure ayant déjà été étudiée pré
édemment, on s'a�ran
hira i
i de
ette sour
e d'erreur (ebr = 0). En revan
he, la quanti�
ation des erreurs XcbΥc
n'est pas dire
tementa

essible du fait que l'on ne 
onnait pas l'é
art entre les paramètres supposés 
onnus du modèle etles valeurs vraies de 
es paramètres. Pour quanti�er 
ette erreur, on peut avoir re
ours à une méthodeappro
hée [84℄.Pour 
ela, supposons à présent que les données expérimentales ne sont ni bruitées, ni biaisées etqu'elles reproduisent parfaitement le modèle exa
t (ebr = eM = 0). L'équation (F.3) permet d'é
riredans 
e 
as

Xb
Υ̂

= −eT −XcbΥc
, (F.4)soit en
ore, en multipliant par la transposée 
onjuguée X

† et en prenant la partie réelle de 
haqueterme :
ℜ
(
X

†
X

)
b
Υ̂

= −ℜ
(
X

†
eT

)
−ℜ

(
X

†
Xc

)
bΥc

. (F.5)Le premier terme du membre de droite de l'équation (F.5) est nul, d'après la dé�nition même duproblème de minimisation [
f. éq. (3.32)℄ et le biais b
Υ̂

devient alors :
b
Υ̂

= −H
−1ℜ

(
X

†
Xc

)
bΥc

, (F.6)dont le report dans l'équation F.4 
onduit à
eT = XH

−1ℜ
(
X

†
Xc

)
bΥc

−XcbΥc
. (F.7)Cette équation faisant intervenir des quantités 
omplexes, sa solution implique de résoudre un systèmede deux équations, qui s'é
rit i
i sous forme matri
ielle :

(
ℜ (X)H−1ℜ

(
X

†)− In ℜ (X)H−1ℑ
(
X

†)

ℑ (X)H−1ℜ
(
X

†) ℑ (X)H−1ℑ
(
X

†)− In

)
×
(

ℜ (Xc) bΥc

ℑ (Xc) bΥc

)
=

(
ℜ (eT)

ℑ (eT)

)
. (F.8)Finalement, tous 
al
uls faits, le biais dû aux paramètres 
onnus se déduit de la solution de 
e système :

ℜ (Xc) bΥc
=
[
M1 −M2M4

−1
M3

]−1 ×
(
ℜ (eT)−M2M4

−1ℑ (eT)
)
, (F.9)où M1, M2, M3 et M4 sont les quatre 
omposantes de la matri
e à gau
he du système (F.8). Onpeut 
ependant montrer que la matri
e M1 − M2M4

−1
M3 qui apparaît dans l'expression du biais

ℜ (Xc) bΥc
est singulière et possède trois valeurs propres pro
hes de zéro. Bien qu'il soit possiblede régulariser 
ette matri
e par une dé
omposition en valeurs singulières, il reste que la solution du



139problème [éq. (F.4)℄ n'est pas unique. Pour remédier à 
ela, Rémy et André proposent une estimationdu biais à partir d'un intervalle sur les données expérimentales [84℄. Supposons que l'estimation deparamètres soit réalisée sur les deux ensembles de points [0, n − 1] et [0, n], di�éren
iés alors par lesindi
es 1 et 2. L'erreur sur les paramètres estimés s'é
rit pour les deux 
as à partir de l'équation (F.6) :
b
Υ̂,1

= −H1
−1ℜ

(
X1

†
Xc,1

)
bΥc

, (F.10)
b
Υ̂,2

= −H2
−1ℜ

(
X2

†
Xc,2

)
bΥc

. (F.11)Par suite, en usant de l'approximation
H1 ≃ H2, (F.12)pour un intervalle de fréquen
e su�samment petit, il est possible d'en déduire l'expression du biais

XcbΥc
en fon
tion de l'é
art obtenu entre les deux estimations, soit∆b

Υ̂
= Υ̂2−Υ̂1. Malheureusementdans le 
as présent, il apparaît que le pas fréquentiel utilisé lors de l'expérien
e est su�samment largepour que l'erreur due à l'approximation (F.12) (bien que de l'ordre de seulement 2%) se réper
ute defaçon dramatique sur le 
al
ul deXcbΥc

. Cette méthode d'estimation des erreurs s'avère don
 ine�
a
ei
i et l'erreur due au biais sur les paramètres 
onnus du modèle ne peut pas être quanti�ée.





Annexe G

Calcul analytique de l’écoulement de
Rayleigh dans un résonateur quart
d’ondeUn résonateur quart d'onde à l'intérieur duquel résonne une onde stationnaire de grande amplitudeest un support à l'établissement de 
ellules de re
ir
ulation du �uide [
f. �g. 4.4℄. En 2001, Bailliet etal. [12℄ proposent un modèle analytique 
omplet pour la vitesse de l'é
oulement qui s'établit en régimestationnaire dans 
e type de système fermé. Ce modèle, développé en 
oordonnées 
artésiennes (plaques)et 
ylindriques (tubes), prend notamment en 
ompte l'in�uen
e d'un gradient de température sur lavitesse d'é
oulement du �uide ainsi que la dépendan
e en température des propriétés thermophysiquesdu �uide.Le modèle de Bailliet et al. est 
elui retenu pour le 
al
ul du vent a
oustique à l'intérieur du résonateuret des pores du sta
k, utilisé pour la des
ription du moteur thermoa
oustique quart d'onde étudiéau 
hapitre 4. Les équations développées dans 
ette annexe sont don
 largement inspirées de 
ellesprésentées dans la Ref. [12℄, et 
ertains développements mathématiques ne sont pas expli
ités i
i demanière à rester le plus 
on
is possible. Dans le paragraphe G.3, des résultats de 
al
ul du venta
oustique sont notamment présentés et 
omparés aux modèles analytiques simpli�és de Rayleigh [49℄et de S
huster et Matz [85℄ en l'absen
e de gradient de température.G.1 Composante axiale de la vitesse de l'é
oulementEn adoptant le système de 
oordonnées 
ylindriques 1, la 
omposante suivant x de l'équation deNavier-Stokes (1.2) est é
rite sous la forme suivante :

ρ

[
∂vx
∂t

+ (~v · −→▽)vx

]
= −∂xp+ ∂x

[
µ

(
2∂xvx −

2

3

−→▽ · ~v
)]

+
1

r
∂r

[
rµ

(
1

r
∂r(rvx) + ∂xvr

)]
. (G.1)1. En raison de la symétrie du problème 
onsidéré, rappelons que toutes les variables sont invariantes selon la 
oor-donnée orthoradiale θ (∂θ = 0).



142 G Calcul analytique de l’écoulement de RayleighLe report de l'équation de 
onservation de la masse (1.1) :
∂ρ

∂t
+ ∂x

(
ρvx

)
+

1

r
∂r

(
rρvr

)
= 0, (G.2)dans la relation (G.1) 
onduit alors à

∂t

(
ρvx

)
+ ∂x

(
ρv2x

)
+

1

r
∂r

(
rρvxvr

)
=

−∂xp+ ∂x

[
µ

(
2∂xvx −

2

3

−→▽ · ~v
)]

+
1

r
∂r

[
rµ

(
1

r
∂r(rvx) + ∂xvr

)]
. (G.3)A�n de dé
rire l'é
oulement redressé induit par les perturbations a
oustiques, il est né
essaire deprendre en 
ompte les termes d'ordre 2 dans le développement (1.7) des variables thermodynamiques.En ne 
onservant que les termes d'ordre 2 dans l'équation (G.3), la moyenne sur une période a
oustiquedes termes restants � en notant que ∂t(ρ1v1,x) = 0 du fait du 
ara
tère harmonique −iωt des variablesa
oustiques d'ordre 1 � 
onduit à l'équation suivante :

µ

R2

1

η
∂η

(
η∂ηv2,x

)
= ∂xp2 + ∂x

(
ρ0v21,x

)
+

1

R

1

η
∂η

(
ηρ0v1,xv1,η

)
− βµ

T0R2

1

η
∂η

(
ητ1∂ηv1,x

)
, (G.4)ave
 la 
oordonnée radiale adimensionnée η = r

R , et où v1,η est la 
omposante radiale de la vitesseparti
ulaire a
oustique et v2,x est la 
omposante axiale de la vitesse du se
ond ordre. L'expressionanalytique de la vitesse v1,η est notamment développée au paragraphe G.2 de 
ette annexe. Notons quel'équation (G.4) est parfaitement équivalente à l'éq. (4) de la Ref. [12℄ mais é
rite i
i spé
i�quementen 
oordonnées 
ylindriques et pour laquelle on a déjà usé de la relation
µ1

µ
= β

τ1
T0

, (G.5)expli
itant la dépendan
e en température de la vis
osité de 
isaillement [83℄. En intégrant l'équation(G.4) su

essivement de 0 à η usant de la 
ondition ∂ηv2,x(0) = 0, puis de 1 à η usant de la 
ondition
v2,x(1) = 0, on obtient alors :

v2,x =
R2

4µ
∂xp2

(
η2 − 1

)
+

R2

µ

∫ η

1

1

η′

[ ∫ η′

0
∂x

(
ρ0v21,x

)
η′′dη′′

]
dη′

+
Rρ0
µ

∫ η

1
v1,xv1,ηdη

′ − β

T0

∫ η

1
τ1∂ηv1,xdη

′. (G.6)D'autre part, la moyenne temporelle de la vitesse axiale d'ordre 2, v2,x, est liée à la densité de �uxde masse dû à l'é
oulement du se
ond ordre, dé�nie selon
ṁ2 = ρ0v2,x + ρ1v1,x, (G.7)dont la moyenne sur la se
tion transverse doit être né
essairement nulle dans le 
as présent,

〈ṁ2〉 =
1

πR2

∫ R

0

∫ 2π

0
ṁ2rdrdθ = 0, (G.8)
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onsidère i
i un système fermé et qu'un �ux massique moyen non-nul impliquerait obliga-toirement une a

umulation de masse à un endroit donné du système. Le report de (G.7) dans (G.8)
onduit à la relation ∫ 1

0
v2,xηdη = − 1

ρ0

∫ 1

0
ρ1v1,xηdη, (G.9)qui, introduite dans l'équation (G.6) (après intégration de 0 à 1), permet d'exprimer le gradient depression hydrodynamique ∂xp2 sous la forme :

∂xp2 =
16ν

R2

∫ 1

0
ρ1v1,xηdη + 16

∫ 1

0
η

[ ∫ η

1

1

η′

[ ∫ η′

0
∂x

(
ρ0v

2
1,x

)
η′′dη′′

]
dη′
]
dη

+
16ρ0
R

∫ 1

0
η

[∫ η

1
v1,xv1,ηdη

′
]
dη − 16βµ

R2T0

∫ 1

0
η

[∫ η

1
τ1∂ηv1,xdη

′
]
dη. (G.10)Le relation pré
édente introduite dans l'équation (G.6) 
onduit �nalement à l'expression de la vitesseaxiale v2,x moyennée sur un 
y
le a
oustique :

v2,x(x, η) =
4

ρ0
(η2 − 1)

∫ 1

0
ρ1v1,xηdη +

4R2

µ
(η2 − 1)

∫ 1

0
η

[ ∫ η

1

1

η′

[ ∫ η′

0
∂x

(
ρ0v

2
1,x

)
η′′dη′′

]
dη′
]
dη

+
4R

ν
(η2 − 1)

∫ 1

0
η

[ ∫ η

1
v1,xv1,ηdη

′
]
dη − 4β

T0
(η2 − 1)

∫ 1

0
η

[ ∫ η

1
τ1∂ηv1,xdη

′
]
dη

+
R2

µ

∫ η

1

1

η′

[ ∫ η′

0
∂x

(
ρ0v21,x

)
η′′dη′′

]
dη′ +

R

ν

∫ η

1
v1,xv1,ηdη

′ − β

T0

∫ η

1
τ1∂ηv1,xdη

′. (G.11)La vitesse moyenne v2,x 
orrespond à la vitesse de l'é
oulement en des
ription Eulérienne. Son expres-sion analytique donnée par l'éq. (G.11), reportée dans l'éq. (G.7), permet don
 de 
al
uler le �ux demasse asso
ié au vent a
oustique de Rayleigh. Cependant, il est plus 
ommode pour la suite des 
al
ulsd'introduire la vitesse Lagrangienne totale de l'é
oulement :
V2,x =

ṁ2

ρ0
= v2,x +

ρ1v1,x
ρ0

. (G.12)G.2 Détail des expressions pour la 
omposante radiale de la vitesseparti
ulaireLe 
al
ul de la vitesse de se
ond ordre v2,x [éq. (G.11)℄ né
essite la 
onnaissan
e de la 
omposantetransverse v1,η de la vitesse parti
ulaire a
oustique, ou dans le 
as présent de son amplitude 
omplexe
ṽ1,η en régime harmonique. Son expression est déduite de l'équation de 
onservation de la masse (1.1)linéarisée à l'ordre 1 dans le domaine de Fourier :

−iωρ̃1 + ∂x
(
ρ0ṽ1,x

)
+

ρ0
R

1

η
∂η
(
ηṽ1,η

)
= 0. (G.13)En remplaçant ṽ1,x et ρ̃1 par leurs expressions respe
tives (1.11) et (1.14) dans l'équation (G.13) puisen intégrant de 0 à 1 sur la variable transverse η, la vitesse parti
ulaire radiale est alors obtenue sous



144 G Calcul analytique de l’écoulement de Rayleighla forme suivante :
ṽ1,η =

iR

ωρ0

[
∂2p̃1
∂x2

(η
2
− Φν

)
+ k20 p̃1

(η
2
+ (γ − 1)Φκ

)

+
∂p̃1
∂x

dxT0

T0

(
η

2
+

Φκ − σΦν

σ − 1
+

β + 1

2

{
ηFν − 2Φν + i

R

δν
Φνfν

})] (G.14)où les fon
tions Φν et Φκ sont respe
tivement dé�nies 
omme suit :
Φν =

δν
(1 + i)R

J1

(
(1 + i)ηRδν

)

J0

(
(1 + i) R

δν

) , (G.15)
Φκ =

δκ
(1 + i)R

J1

(
(1 + i)ηRδκ

)

J0

(
(1 + i) R

δκ

) , (G.16)et où la dérivée se
onde de la pression a
oustique, ∂2p̃1
∂x2 , est simplement déduite de l'équation depropagation (1.22), réé
rite i
i sous la forme :

∂2p̃1
∂x2

= −k20

(
1 + (γ − 1)fκ

1− fν

)
p̃1−

∂p̃1
∂x

dxT0

T0

[
1+

fκ − fν
(σ − 1)(1 − fν)

+ (β + 1)

(
1 + if

2
ν
2 − fν

1− fν

)]
, (G.17)du fait qu'en géométrie 
ylindrique, la dérivée de la fon
tion visqueuse s'é
rit :

dxfν = − (β + 1)
dxT0

T0

(
1 + i

f2
ν

2
− fν

)
. (G.18)G.3 Exemples de 
al
uls de vitesses d'é
oulement en l'absen
e degradient de températureLa �gure G.1 présente un exemple de 
al
ul pour la vitesse v2,x dans un résonateur quart d'onde,sans gradient de température 2. Pour 
e 
al
ul, le résonateur possède les mêmes dimensions que 
eluiprésenté au 
hapitre 4, 
orrespondant au moteur thermoa
oustique sans sta
k. La fréquen
e est 
al
uléenumériquement en usant de la méthode exposée au paragraphe 1.3 du 
hapitre 1 et 
orrespond à lapremière fréquen
e de résonan
e atténuée par les pertes aux parois :

Ω

2π
= 174 Hz ⇒ δν

R
= 6.4 · 10−3,

|ǫ−1
g | = 0.2s.La distribution de la vitesse axiale v2,x reste 
onforme à la théorie de Rayleigh [49℄ : la �gure G.1montre une vitesse d'é
oulement négative au 
entre du résonateur, indiquant un transfert de massevers le ventre de vitesse a
oustique (x = 0), et une vitesse positive dans la zone périphérique, indiquantun transfert de masse vers le noeud de vitesse a
oustique (x = L). Pour une position x donnée2. Bien qu'il ne soit pas rigoureux de faire varier la variable transverse η de −1 à 1 
onformément au système de
oordonnées 
hoisi, les �gures sont présentées ainsi pour illustrer le 
ara
tère symétrique de l'é
oulement.
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Figure G.1 � Vitesse du se
ond ordre v2,x dans un résonateur quart d'onde à température 
onstante[éq. (G.11), dxT0 = 0℄. Le 
al
ul est e�e
tué ave
 un pas de dis
rétisation ∆η 
orrespondant à 10 pointspar épaisseur de 
ou
he limite visqueuse.
orrespondant au 
entre du résonateur (x = L/2), le pro�l de vitesse v2,x est donné sur la �gure G.2(a)en fon
tion de la 
oordonnée transverse adimensionnée η. L'existen
e d'un 
hangement de signe de v2,xpour η = 1/
√
2 est 
ara
téristique de la géométrie 
ylindrique du guide [21℄. Le modèle développé parBailliet et al. et présenté dans 
ette annexe est 
omparé à la solution donnée par Rayleigh [49℄ pourune géométrie 
artésienne (plaques in�nies) :
v2,x(x, η) = −V 2

4c0
sin
(
2k0x

)
[
1

2
e−2 R

δν
(1−η) + e−

R
δν

(1−η) cos

(
R

δν
(1− η)

)

+ 2e−
R
δν

(1−η) sin

(
R

δν
(1− η)

)
+

3

4
− 9η2

4

]
, (G.19)où V est l'amplitude maximale de vitesse a
oustique. Cette solution est présentée en trait tireté sur la�gure G.2(a). Bien que l'allure du pro�l dans les 
ou
hes limites du �uide soit sensiblement le mêmepour les deux solutions, le 
hangement de signe de v2,x est donné pour η = 1/

√
3 pour la solutionde Rayleigh, 
ara
téristique de la géométrie type plaques 
onsidérée [
f. Ref. [21℄, éq. (19)℄. En�n, les
roix (+) représentent la solution analytique obtenue par S
huster et Matz [85℄ pour une géométrie
ylindrique :

v2,x(x, η) = −3
V 2

8c0
sin
(
2k0x

)[
1− 2η2

]
, (G.20)solution valide uniquement hors des 
ou
hes limites et qui satisfait bien la 
ondition v2,x(η = 1/

√
2) = 0.Un exemple de 
al
ul de v2,x dans un pore du sta
k en l'absen
e de gradient de température estégalement donné sur la �gure G.2(b). Pour 
e 
al
ul, les 
ara
téristiques du sta
k sont 
elles utiliséesdans le modèle de moteur thermoa
oustique étudié au 
hapitre 4. Lorsque le sta
k est introduit dansle résonateur, la fréquen
e des os
illations et le taux d'atténuation sont naturellement modi�és du fait
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(b) Pro�l de vitesse au 
entre du sta
k.Figure G.2 � Vitesses moyennes v2,x en fon
tion de la 
oordonnée transverse adimensionnée η. Les
al
uls sont e�e
tués ave
 un pas de dis
rétisation ∆η 
orrespondant à 10 points (resp. 60 points)par épaisseur de 
ou
he limite visqueuse dans le résonateur (resp. dans le sta
k). Les 
ourbes en trait
ontinu sont les résultats obtenus par le modèle de Bailliet et al. [12℄ [
f. éq. (G.11)℄. Les 
ourbes entraits tiretés présentent les résultats obtenus par le modèle de Rayleigh [49℄ [
f. éq. (G.19)℄ ; les 
roix(+) présentent les résultats obtenus par le modèle de S
huster et Matz [85℄ [
f. éq. (G.20)℄.de l'ajout de pertes thermovisqueuses dans le système :
Ω

2π
= 173 Hz ⇒ δν

R
= 0.37,

|ǫ−1
g | = 0.03s.Il est intéressant d'observer sur la �gure G.2(b) que le sens des é
oulements est inversé par rapport auxé
oulements à l'intérieur du résonateur de grande se
tion et que la 
ondition v2,x(η = 1/

√
2) = 0 n'estplus véri�ée dans un pore du sta
k. Notons également que les solutions analytiques appro
hées (G.19)et (G.20), valides uniquement pour des guides de larges se
tions, ne permettent pas de retrouver lepro�l de vitesse du vent a
oustique dans le sta
k.
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RésuméLes moteurs thermoa
oustiques sont des os
illateurs autonomes 
onstitués d'un résonateur a
oustique partiellement o

upé par unmatériau poreux (sta
k) soumis à un important gradient de température grâ
e à un apport de 
haleur externe. Lorsque le gradient detempérature imposé le long du sta
k devient supérieur à un 
ertain gradient 
ritique, appelé seuil de dé
len
hement, l'intera
tion �uide-parois se traduit par l'ampli�
ation d'une onde a
oustique auto-entretenue de fort niveau sur le mode le plus instable du résonateur. L'objetdes travaux présentés dans 
e mémoire est double. D'une part, il est de proposer un formalisme pour la des
ription du fon
tionnementde moteurs thermoa
oustiques fa
ilement généralisable à l'ensemble de 
es systèmes, qu'ils soient à ondes stationnaires ou à ondesprogressives. D'autre part, il est de proposer une appro
he expérimentale pour la 
ara
térisation du noyau thermoa
oustique (in
luant lesta
k et la portion de guide inhomogène en température), qui permette de dé
rire le 
omportement de systèmes thermoa
oustiques sansformuler d'hypothèses sur la forme du 
hamp de température ou la géométrie du sta
k.Une modélisation analytique des 
onditions marginales de stabilité et du taux d'ampli�
ation de l'onde est tout d'abord proposée,basée sur l'é
riture des matri
es de transfert des di�érents éléments qui 
onstituent le moteur. Ces matri
es de transfert asso
iées aux
onditions aux limites du système étudié 
onduisent à une équation 
ara
téristique dont la forme dépend de la géométrie de moteur
onsidérée. La solution de 
ette équation est une pulsation a
oustique 
omplexe dont la partie imaginaire 
orrespond au 
oe�
ientd'ampli�
ation thermoa
oustique.La mesure de la matri
e de transfert du noyau thermoa
oustique 
onstitue la partie expérimentale des travaux exposés. Elle estréalisée pour di�érentes 
onditions de 
hau�age au moyen d'une méthode à quatre mi
rophones. Dans un premier temps, les résultatsexpérimentaux sont introduits dans le modèle développé pré
edemment pour prédire le seuil de dé
len
hement de divers moteurs thermoa-
oustiques équipés de 
e noyau. Les résultats obtenus grâ
e à 
ette méthode sont très pro
hes des observations expérimentales, validantainsi le ban
 de mesure et le modèle dé
rivant les 
onditions de stabilité. Dans un se
ond temps, les données expérimentales sont utiliséespour a�ner un modèle analytique dé
rivant les mé
anismes 
ouplés de propagation a
oustique et de transport de la 
haleur dans lenoyau thermoa
oustique : 
e
i permet notamment d'ajuster les valeurs de paramètres a
oustiques et thermiques au moyen d'une méthodeinverse.Au-delà du seuil de dé
len
hement, l'ampli�
ation et la saturation de l'onde résultent pour une bonne part du transport de 
haleurthermoa
oustique et de la 
onve
tion for
ée liée à la génération d'un é
oulement redressé (vent a
oustique), 
es deux mé
anismes étantgénéralement responsables d'une dynamique d'évolution 
omplexe de l'amplitude de pression a
oustique au 
ours du régime transitoire.La dernière partie de 
es travaux est 
onsa
rée à l'introdu
tion de 
es deux e�ets dans le modèle dé
rit 
i-avant, donnant ainsi a

ès à lades
ription du régime transitoire de l'onde. Une modélisation simpli�ée des transports de 
haleur asso
iés au vent a
oustique de Rayleighest notamment proposée, qui permet de montrer que 
et e�et joue vraisemblablement un r�le important dans la dynamique des régimestransitoires observés expérimentalement dans un générateur thermoa
oustique quart d'onde.Mots 
lés : thermoa
oustique, instabilité, seuil de dé
len
hement, saturation non-linéaire, ondes guidées, matri
e de transfert,méthode à deux 
harges, problème inverse, vent a
oustique.Abstra
tThermoa
ousti
 engines are autonomous os
illators generally made of an a
ousti
 resonator, partially �lled with a porous material(sta
k) submitted to a strong, externally supplied, temperature gradient. When the imposed temperature gradient along the sta
k be
omeslarger than a 
riti
al value, 
alled the onset threshold, the intera
tion between the �uid and the solid plates leads to a high-level self-sustained a
ousti
 wave at the frequen
y of the most unstable mode of the resonator. The purpose of the work presented in this report 
anbe separated into two parts. On the one hand, a theoreti
al modelling is proposed for the des
ription of thermoa
ousti
 engines, whi
h isderived for standing-wave thermoa
ousti
 systems as well as for travelling-wave systems. On the other hand, an experimental approa
his proposed for the 
hara
terisation of the thermoa
ousti
 
ore (
orresponding to the sta
k and the thermal bu�er tube), allowing todes
ribe the behaviour of thermoa
ousti
 systems without making any assumptions 
on
erning the shape of the temperature pro�le orthe sta
k geometry.An analyti
al network modelling of thermoa
ousti
 engines is proposed for the 
al
ulation of the threshold 
onditions and theampli�
ation rate of the a
ousti
 wave. The transfer matri
es, 
ombined with appropriate boundary 
onditions, lead to the derivation ofthe 
hara
teristi
 equation of the system. The solution of this equation is a 
omplex angular frequen
y whose imaginary part representsthe thermoa
ousti
 ampli�
ation 
oe�
ient.The experimental part of this work 
onsists in measuring the transfer matrix of the thermoa
ousti
 
ore. This is realized for severalheat supply 
onditions, by means of a four-mi
rophones method. First, these experimental results are used for the predi
tion of onset
onditions of standard thermoa
ousti
 engines equipped with the thermoa
ousti
 
ore. The results obtained with this method are very
lose to the experimental observations, whi
h allow to judge of the 
onsisten
y of the experimental apparatus and of the model des
ribingthe stability 
onditions. Se
ond, the experimental datas are used in order to �t an analyti
al model des
ribing the 
oupled me
hanisms ofa
ousti
 propagation and heat transfers in the thermoa
ousti
 
ore : this allows to estimate the values of a
ousti
 and thermal parametersusing an inverse method.Beyond the onset threshold, the ampli�
ation and saturation of the wave essentially result from the thermoa
ousti
 heat �ux andthe 
onve
tion 
oming from the generation of a mass �ow (a
ousti
 streaming). Both these me
hanisms are generally responsible of
ompli
ated dynami
s for the transient a
ousti
 pressure amplitude. The last part of this work is dedi
ated to the introdu
tion of boththese e�e
ts in the previously des
ribed model, whi
h leads to the 
al
ulation of the transient regime. A simpli�ed modelling of Rayleighstreaming enhan
ed heat transfers is proposed, whi
h allows to show that this e�e
t may play an important role in the transient dynami
sobserved in an experimental quarter-wavelength thermoa
ousti
 engine.Keywords : thermoa
ousti
, instability, onset threshold, nonlinear saturation, guided waves, transfer matrix, two-loads method,inverse problem, a
ousti
 streaming.


