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Résumé

Les principales contributions de cette these concernent le développement de mé-
thodes pour la synthese de controleurs et pour I'analyse de la stabilité des systemes
linéaires, soit variant ou invariant dans le temps. Concernant les systemes invariant
dans le temps, le but est la synthese de controleurs robustes d’ordre réduit pour les
systemes en temps continu qui présentent des parametres incertains. La méthode
présentée pour la synthese est basée sur une technique en deux étapes, ot un gain
de retour d’état est construit dans la premiere étape, et appliqué a la deuxieme,
fournissant le controleur robuste souhaité. Chaque étape consiste a la résolution de
conditions sous la forme d’inégalités matricielles linéaires.

Dans le cas des systemes variant dans le temps, en général, en fonction des
informations disponibles, deux modeles mathématiques peuvent étre utilisés. D’un
coté, pour des systemes dont les éléments variant dans le temps sont bornés mais
pas completement connus, on peut utiliser des modeles dépendant de parametres
variants, ce qui donne une représentation polytopique. Dans ce cas la, la technique
de stabilisation proposée est basée sur la méthode en deux étapes, pour générer
des controleurs dépendants des parametres. On suppose que les parametres sont
mesurables en ligne, et les controleurs sont synthétisés pour qu’ils soient robustes a
des bruits de mesures. De l'autre coté, si les dynamiques variantes dans le temps sont
connues, on peut traiter directement le systeme sans utiliser aucune paramétrisation.
Deux techniques de synthese sont proposées pour ce cas : la construction des gains
stabilisants en utilisant directement la matrice de transition d’état, et une technique
de synthese congue a partir d'un nouveau critere de vérification de la stabilité du
systeme. La validité des méthodes proposées est illustrée par plusieurs exemples
numériques, qui montrent la qualité des résultats qui peuvent étre obtenus.

Mots-clé : Systemes linéaires, systeémes a temps variant, systemes incertains, com-
mande robuste, commande par séquencement de gains, critere de stabilisation, in-
égalités matricielles linéaires.



Abstract

The main contributions of this thesis concern the development of methods for the
stability analysis and the synthesis of controllers for linear systems, either time-
varying or time-invariant. Concerning time-invariant systems, the objective is the
synthesis of reduced-order robust controllers for continuous-time systems presenting
uncertain parameters. The method presented for the synthesis is based on a two-
stages technique, in which a stabilizing state-feedback gain is constructed in the first
stage and then applied on the second stage to search for the desired controller. Each
stage consists in the resolution of conditions based on linear matrix inequalities.

In the case of time-varying systems, depending on the amount of available infor-
mation, two mathematical models may be used. On one hand, if the time-varying
elements of the system are not entirely known, one can model the system as func-
tion of time-varying parameters, resulting on a polytopic representation. In this case,
the stabilization method proposed is based on the two-stages technique, which yields
parameter-dependent controllers. The parameters are supposed to be real-time mea-
surable, and the controllers are robust with respect to noises and uncertainties on
the measures. On the other hand, if the time-varying dynamics are known, the sys-
tem may be directly handled without using any parameterization. Two synthesis
techniques are proposed in this case: the construction of stabilizing gains by using
the state transition matrix, and a synthesis technique derived from a new stability
criterion for time-varying systems. The validity of the proposed methods is illus-
trated through numerical examples, that show the efficiency of the results that can
be obtained.

Key-words: Linear systems, time-varying systems, uncertain systems, robust control
) b ) )
gain scheduling control, stabilization criterion, linear matrix inequalities.
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Introduction Générale

Le concept de systeme dynamique, issu des théories sur la mécanique Newtonienne, consiste
a la définition de regles d’évolution d’un ensemble de variables basiques, connues comme des
variables d’état, liées par un certain processus. Ces processus sont souvent motivés par des
interactions physiques, comme un circuit électrique (dont les variables d’état peuvent étre les
tensions et courants dans certains points), une fusée qui vient d’étre lancée (ou la position,
la vitesse, I'accélération et des angles sont des possibles variables d’état) ou méme la relation
prédateur-proie dans un environnement quelconque (dont les variables d’état sont les nombres
de prédateurs et de proies) [ZD63, Vid93, Che99, Kha02]. Les études sur des systemes sont
souvent composés en trois parties :

e La modélisation, qui consiste a décrire le comportement du systeme par un modele ma-
thématique ;

e [’analyse, qui permet I'obtention des informations importantes sur le systeme, comme sa
stabilité ou I’énergie dépensée;

e La commande, qui correspond a l'action d’interférer sur le systeme pour que certains
objectives soient atteints, comme sa stabilisation ou la minimisation de 1’énergie utilisée.

Dans I’étape de modélisation, un des principaux problemes auxquels nous sommes confrontés
est la méconnaissance des valeurs de certaines variables et parametres du systeme, ou méme
de comportements trop complexes pour étre décrits. Par exemple, les valeurs réelles des com-
posants électriques sont toujours différentes des valeurs nominales, ou bien la variation de la
consommation du carburant d’une fusée en lancement dépend d’autres facteurs inconnus et ne
peut pas étre completement définie a priori. Ces types d’éléments sont des incertitudes sur les
systemes, qui peuvent étre invariants (comme dans l’exemple des components de circuits, au
moins dans I’horizon de temps considéré pour I'analyse) ou variants (comme dans I'exemple du
carburant de la fusée) dans le temps.

Pour traiter des incertitudes, il faut définir comment les introduire dans le modele du sys-
teme, ce qui rend deux classifications différentes pour les incertitudes : structurées et non struc-
turées [EN00]. La modélisation utilisant des incertitudes non structurées [CP72] est la modéli-
sation la plus simpliste et la plus conservatrice, une fois qu’aucune structure n’est conférée aux
incertitudes. Parmi les modeles d’incertitudes structurées les plus utilisés, on peut rencontrer les
incertitudes bornées réelles [HB93], qui traitent les incertitudes tel qu'un sous-systéme intercon-
necté au systeme nominal et utilisent les résultats du théoreme du petit gain et du théoreme de
la positivité réelle [And72, BIJ81, Vid93| pour garantir que le systeme général est robustement
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stable, 7.e., qu’il est stable indépendamment des valeurs des incertitudes; les incertitudes posi-
tives réelles, considérées dans le cas ou la fonction de transfert du systeme et les incertitudes sont
positives et réelles, voir [HB91] et les références incluses; les incertitudes bornées en norme, ou
les bornes sur les incertitudes sont définies a priori [ZK88, XdS92] ; et finalement les incertitudes
polytopiques [BPG89, OP05, OP07], ou le domaine est décrit par la combinaison convexe d'un
ensemble de sommets précisément connus. La modélisation polytopique est I’approche utilisée
dans la présente these, étant données sa simplicité, sa généralité et la facilité de la manipuler.

Par rapport a la commande des systemes avec incertitudes polytopiques, probablement les
techniques de synthese les plus utilisées actuellement sont des méthodes basées sur ’application
du théoréme de Lyapunov [Sas99, Kha02]. Le théoreme de Lyapunov permet d’obtenir des infor-
mations sur la stabilité en analysant une fonction liée a I’énergie du systeme. Les premieres ap-
proches pour stabiliser des systemes avec incertitudes polytopiques utilisaient une seule fonction
de Lyapunov (stabilisation quadratique) pour la synthese [BPG89, HB91, HB93, GCG93], mais
les résultats obtenus étaient considérablement conservatifs une fois que la fonction devait étre
valide pour tout I’espace des parametres incertains. Pour réduire le conservatisme, on peut utili-
ser des fonctions de Lyapunov dépendantes de maniere affine des parametres [GAC96, dOBG99,
AT00, dOOLT02, dOG05, OdOP07], ou méme on peut introduire des variables d’écart, ce qui
augmente les degrés de liberté pour la recherche d’une solution faisable [dOBG99, dOGO05]. Ré-
cemment, il a été démontré que, si la fonction de Lyapunov est structurée comme un polynome
homogene dans I'espace des parametres, 'augmentation du degré du polynome peut améliorer
les conditions de stabilité permettant d’annuler le conservatisme, toutefois au prix d’agrandir la
complexité de I'approche [OP06a, OP06b, BOMP06, OP07].

Meme avec des modeles précisément connus, on peut avoir des termes variants dans le temps
ou non linéaires. Particulierement pour les systemes non linéaires, il n’y a pas une méthodologie
générale, mais seulement des techniques de commande pour traiter de classes spécifiques de
systemes [Kha02|. Par contre, on peut utiliser des approches linéaires pour traiter les systemes
non linéaires, par exemple en les linéarisant. Le plus grand avantage de cette approche est
qu’on profite de la simplicité et de la généralité des méthodologies applicables aux systemes
linéaires, mais les résultats de ’analyse et aussi pour la synthese d'une loi de commande ne sont
garantis que localement. Si la linéarisation est faite autour d’un point d’opération, on obtient
une représentation invariante dans le temps (en anglais, Linear Time Invariant — LTT). Dans
ce cas-la, les techniques d’analyse et de synthese sont relativement simples et directes, mais le
domaine de l'espace d’état ou les conditions sont valides peut étre trop contraint. De 'autre
coté, on peut linéariser le systeme autour d’une trajectoire, ce qui donne une représentation
variante dans le temps (en anglais, Linear Time Varying — LTV). Les techniques pour traiter
les systemes LTV sont plus élaborées et parfois plus complexes que celles utilisées dans le cas
LTI, mais les résultats sont valides dans une région plus grande de ’espace d’état.

Il y a plusieurs techniques concues pour synthétiser des controleurs variants dans le temps
pour des systemes LTV. Une approche classique consiste a appliquer des techniques de place-
ment de poles soit directement au systeme LTV [Zhu96, LCO05], soit a un systeme LTI équi-
valent [Wol68, VO93, VO95]. Le principal probleme d’une telle approche est le fait qu’elle de-
mande la différenciation des matrices du systeme, ce qui peut étre difficile si les informations du
systeme ne sont obtenues qu’a travers des capteurs. Une autre approche souvent utilisée est basée
sur la résolution d’une équation différentielle de Riccati (en anglais, Riccati Differential Equation
— RDE). Une premiere version de cette famille de méthodes a été proposée dans l'article pré-
curseur de Kalman [Kal60], qui a motivé un effort considérable sur la recherche des conditions
d’existence et de bornitude pour les solutions des RDE [Buc72, BCG84, BCGS85, ZP05, Var08].
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Une étude sur des techniques principales basées sur 'approche RDE est faite en [Hal90]. Méme
si cette approche est capable de générer des controleurs qui sont optimaux dans un certain sens,
elle est aussi numériquement compliquée et le développement d’'une méthode simple pour la
résolution des RDEs est encore un sujet de recherche ouvert. Finalement, on peut souligner des
méthodes d’horizon glissant [MRRS00], dont le principal avantage est la possibilité de générer
un controleur optimal a partir de 'analyse du systéeme en boucle ouverte, ce qui peut étre non
linéaire, variant dans le temps et peut présenter des contraints. La stabilité est garantie soit en
incorporant un cout terminal [BGW90, RM93], soit en rajoutant un ensemble de contraintes
[MM93, CLM96, SMR99]. Pourtant, le calcul des tels éléments peut étre complexe et lent, lors-
qu’il demande, par exemple, la résolution des équations différentielles de Lyapunov [KYKO1]. II
est important de souligner que, étant données certaines conditions, les systemes LTV peuvent
étre modélisés en fonction des parametres variants dans le temps, donnat des systemes aux
parametres variants (en anglais, Linear Parameter Varying — LPV). L’avantage d’'une telle
modélisation est la possibilité d’adapation des techniques de stabilisation concues pour trai-
ter des systemes affectés par des incertitudes polytopiques. Par contre, une fois qu'une partie
des informations sont perdues dans ce type de modélisation, les résultats sont en générale plus
conservatifs.

Le but principal de cette these concerne la stabilisation des systeémes linéaires, en consi-
dérant la norme H., [Col00, ANO6] comme critere de performance. Les techniques montrées
sont congues pour traiter des systemes en temps continu, mais quelques techniques peuvent
étre adaptées pour traiter les systemes discrets dans le temps. La these est organisée de la ma-
niere suivante. Le Chapitre 1 introduit les principaux concepts et définitions qui seront utilisés
dans les autres chapitres, comme par exemple les concepts et propriétés sur la stabilité, contro-
labilité et observabilité des systemes. Au Chapitre 2, est présenté l'approche utilisée pour la
synthese de controleurs pour des systemes LTI incertains, i.e., systemes dont les incertitudes
sont invariantes dans le temps. L’approche est basée sur la méthode en deux étapes introduite
dans [PAO1, APS03]. L’adaptation de la méthode pour traiter des incertitudes variantes dans le
temps, dont les taux de variation sont bornés, est présentée dans le Chapitre 3. Les conditions
de synthese sont concues pour que le controleur résultant, dépendant des parametres, soit ro-
buste a des bruits et erreurs dans la mesure en ligne de ces parametres. Le Chapitre 4 présente
un nouveau critere pour la vérification de la stabilité des systemes LTV, ainsi que deux ap-
proches différentes pour la synthese des gains stabilisants variants dans le temps. Une approche
consiste basiquement a utiliser des informations du systeme en boucle ouverte pour construire
la loi de commande. L’autre approche provient du critere de stabilisation introduit et consiste
basiquement a utiliser des informations du systeme dans un horizon de temps fini. Le chapitre
de conclusions décrit les contributions de la these et une liste des travaux futurs liés aux themes
adressés.
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Chapitre

Concepts, définitions et résultats préliminaires

1.1 Introduction

Le développement des théories et techniques d’analyse linéaire des systemes est un sujet qui
a toujours regu une attention considérable. D’un coté, les conditions posées dans les théoremes
sont, en général, simples a vérifier et inspirent des techniques relativement simples et numé-
riquement efficaces, ce qui est important pour déterminer, par exemple, si un systeme donné
est stable ou de quelle maniere on peut le commander pour que certaines objectives soient
atteints ([D’A70, ZD63, Rug96, Che99] et autres). Parmi ces techniques, celles qui recourent
aux inégalités matricielles linéaires (en anglais, Linear Matriz Inequalities — LMIs) sont par-
ticulierement remarquables [BEFB94, EN00]. D’autre part, les méthodes linéaires peuvent étre
utilisées pour déterminer certaines propriétés des systeémes non linéaires, qui sont naturellement
plus complexes. Pour cela, on peut appliquer des techniques de linéarisation pour analyser lo-
calement le systeme [Kha02|, ou on peut manipuler le modele non linéaire afin d’obtenir une
description linéaire mais dépendante des parametres, cette dépendance étant traitable a partir
des adaptations des techniques linéaires [Wu95, EN0O, Bru04].

Le but de ce chapitre est d’introduire les définitions, théoremes et propriétés des systemes
linéaires, en particulier les criteres de stabilisation et la possibilité de calculer des lois de com-
mande stabilisantes. Les résultats sont présentés pour les systemes linéaires et variants dans
le temps (en anglais, Linear Time Varying — LTV), qui décrivent une classe plus générale de
systemes linéaires. Les particularisations des résultats pour le cas invariant dans le temps (en
anglais, Linear Time Invariant — LTI) sont montrées selon la nécessité. Les résultats et lemmas
concernant les LMIs et utilisés dans la these sont aussi exposés dans le chapitre.

La Section 1.2 présente les principaux résultats et définitions pour les systemes linéaires
variants et invariants dans le temps, comme par exemple des criteres de stabilisation et les
concepts de controlabilité et observabilité. La norme H,, des systémes' est aussi introduite
comme un critere de performance pour la synthese. Dans la Section 1.3, les résultats sont adaptés
pour traiter les systemes dépendants des parametres. Le principal outil, utilisé dans cette these,
pour résoudre les problemes liés aux systemes linéaires et dépendants des parametres sont ceux
basés sur des LMIs, dont les résultats essentiels sont exposés dans la Section 1.4. La Section 1.5
conclut le chapitre.

L1Ou norme L5 induite.
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1.2 Systemes linéaires

Soit y(t) = G{u(t)} un systéme en temps continu qui regoit un vecteur d’entrées u(t) € R"
et dont I’ensemble de réponses est le vecteur de sorties y(t) € RY. Le systeme G{-} est linéaire
si et seulement s’il satisfait le principe de la superposition [ZD63, Rug96], i.e., étant donnés
y1(t) = G{lui(t)} et ya(t) = G{ua(t)}, I'égalité suivante

Q{a1u1 (t) + CLQUQ(T,)} = alyl(t) + a2y2(t)

est valide pour tout ¢ € R et pour toutes constantes a;, as € C. En plus, si le systeme est tel que
la sortie est indépendante de 'entrée aux instants futurs, on dit que le systeme est un systeme
causal.

Tous les systemes linéaires et causaux peuvent étre représentés en fonction d’'un ensemble
de variables basiques z(t) € R™ appelées variables d’état, et la représentation est génériquement
donnée par

#(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t)

y(t) = C(t)z(t) + D(t)u(t), (1.1)

étant u(t) € R™ lentrée de commande et y(f) € R? la sortie mesurée. Les matrices A(t),
B(t), C(t) et D(t) sont de dimensions appropriées. La quantité n minimale de variables d’états
nécessaires pour que le systeme soit completement représenté est connue comme l'ordre du
systeme.

Considérons, tout d’abord, seulement I’équation de dynamique du systeme sans I’entrée

#(t) = A(t)z(?). (1.2)

Si la condition initiale x(ty) de I’équation est connue, ou ¢, est le temps initiale, et si la matrice
A(t) est une fonction intégrable en ¢ [ZD63], alors les états x(t) peuvent étre calculés, pour tout
t > ty, par

x(t) = D(t,t9)x(to). (1.3)

La matrice ®(¢,ty) est la matrice de transition d’état du systeme, qui peut étre obtenue a
partir de la résolution de I’équation différentielle matricielle

L0 (1,10) = ADYB(1, ), Blto, t0) =1 (14)

La matrice de transition d’état est primordiale pour traiter des systemes linéaires. Les principales
propriétés de ®(t,ty) sont présentées dans ce qui suit. Notons que les démonstrations, ainsi que
d’autres propriétés, sont bien décrites dans plusieurs travaux dans la littérature (e.g., [ZD63,
D’A70, Rug96]).

Propriété 1.1 Pour toutes les valeurs tq,t9,t3 € R, la matrice de transition satisfait
D(t3,t1) = O(t3,t2)D(ta,t1).
Propriété 1.2 La matrice de transition est toujours inversible, et son inverse est donnée par

O(t, 1)t = P(to, 1).
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Propriété 1.3 Si le systeme (1.2) est invariant dans le temps, i.e., si A(f) = A est constante,
alors la matrice de transition est égal a I’exponentielle de la matrice A :

B(t, ty) = et

Théoréme 1.1 (Théoréme de Floquet [Flo83, MSA04]) Si le systeme (1.2) est périodique,
i.e., s'il y aune valeur T' > 0 tel que A(t+T') = A(t), Vt, alors la matrice de transition peut étre
réécrite en fonction d’une matrice G(t,ty) = G(t + T, ty) périodique et d’une matrice constante
R comme

®(t, to) = G(t, to)e=0)  G(to, t0) = 1. (1.5)

Les matrices G(t,1) et R sont connues comme les matrices de Floquet.

1.2.1 Stabilité des systemes linéaires

Dans la suite, les définitions de stabilité pour le systeme (1.2) sont présentées [ZD63].

Définition 1.1 Le systéme (1.2) est stable dans le sens de Lyapunov, ou stable, si, pour tout
tg et € > 0, il y a une valeur de 6 dépendante de € et ty de telle sorte que

lz(to)]| < 8 = ||z(t)]| < €, ¥t > to. (1.6)

Définition 1.2 Sile systéme (1.2) est stable et, si pour tout to et € il y a une valeur de 6 > 0
indépendante de tq telle que 'inégalité (1.6) est valide, alors le systéme est uniformément stable
dans le sens de Lyapunov, ou uniformément stable.

Définition 1.3 Si le systeme (1.2) est uniformément stable et, si pour tout ty et x(ty), on a

lim z(t) =0,

t—4o00
alors le systeme est uniformément asymptotiquement stable.

Comme les états x(t) sont obtenus a partir de la condition initiale x(to) en utilisant la matrice
de transition d’état définie en (1.4), il est naturel de I'utiliser pour caractériser la stabilité du
systeme (1.2), comme cela est montré dans le lemme suivant.

Lemme 1.1 [Kha02, p. 156] La stabilité uniforme et asymptotique d’un systéme linéaire est
équivalente a la stabilité exponentielle, i.e., le systéme (1.2) est uniformément asymptotiquement
stable si et seulement s’il y a des constantes positives a et b de telle sorte que

|®(t, to)|| < ae®=10) i,
Propriété 1.4 Sile systeme (1.2) est invariant dans le temps, alors le systeme est uniformément
asymptotiquement stable si et seulement si la partie réelle des valeurs propres de la matrice

dynamique A sont négatives.

Lemme 1.2 Supposons que le systéme (1.2) est périodique avec période T > 0, et soient
G(t,to) et R les matrices de Floquet provenant du Théoréme 1.1. Le systéme est uniformément
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asymptotiquement stable si et seulement si les parties réelles des valeurs propres de la matrice
R sont négatives. En plus, les bornes de la norme de la matrice de transition sont données par

G < || (¢, 7)|| < Guet7 ) Yt > 1

1 1
Er(t=7) < || Pp(t < Em(t=7) it <
S < ot )] < e, W<

ot
2€m = )\min(R + R,), 2€M = )\max(R + R/)
Gy = max |[|G(t,t)||, Gn= min |Gt t1)].

te[ty,t1+T) tefty,t1+7)

Démonstration :

En utilisant les résultats de [HLO4], on peut voir que la matrice ef(t=*)

satisfait

6)\min(R+TR/)(t_t0) < HeR(t—to)H < e/\max(RgR')(t—to).

Alors, pour t > 7, on a
O(t, 7)) (t,7) = G(t, 7)== (¢ 7).
D’apres (1.9),
Gt )| s BRI < b(t, 7)1, )| < ([0, )| xR,
et, en utilisant les définitions de &, et &y, il est vrai que
G, 7)|? X7 < || @(t, )@ (1, 7)|| < (IG(#,7)]* X0,

ce qui conduit a
|Gt ) =) < (e, )| < Gt 7 €.

(1.7)
(1.8)

(1.9)

Avec les valeurs de Gy, et Gy, qui existent et sont bornées si A(t) est intégrable [D’A70, MSA04],
on obtient 'inégalité (1.7). L’inégalité (1.8) est démontrée d'une fagon similaire, en remarquant

que
O(r,t) = ®(t, 1) = BTG 1)

par conséquent
(7, t)®(r,t) = G'(t,7) e FE e REEDG (¢ 7)1

et
HG(t,T)—1H2€—2£M(t—T) < ||®(,)D(r, )| < HG(t,T)_lee_zs’”(t_T)-

En dénotant

1G ) = A (G, T) G (1, 7) ) = — <

et en changeant les roles de t et 7 on a, pour 7 > t,

1

1
e SN ) £ e )
e ~ , T ~ e
[l

|G, 1)l

et I'inégalité (1.8) est démontrée.
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En analysant les bornes obtenues et en utilisant le résultat du Lemme 1.1, le systeme est
uniformément asymptotiquement stable si et seulement si &, < &y < 0, ce qui est vrai si les
parties réelles des valeurs propres de la matrice R sont négatives.

Une autre maniere de caractériser la stabilité des systemes, largement utilisée pour démontrer
une partie des résultats les plus importants dans la théorie de la commande des systemes, est
faite a partir du théoreme de Lyapunov [Sas99, Kha02].

Théoréme 1.2 [Kha02, p. 163] Le systeme (1.2) est uniformément asymptotiquement stable
si et seulement s’il y a une fonction associée v(t, x), appelée fonction de Lyapunov, qui satisfait
les inégalités

0 < an(llel) < o, ) < (o) (1.10)
iv(t x) = 2v(iﬁ T) + 2v(t x)A(t)x(t) < —as(|]z]]) (1.11)
dt ot 7 or - ’

| 2vtt,2)|| < (), (1.12)

ol aq, an, g et ay sont des fonctions positives et uniformément bornées en ||z||, i.e., bornées
pour des valeurs finies de ||x]|.

Pour une certaine classe de systemes linéaires, on peut toujours définir une fonction valide
de Lyapunov dans une forme quadratique [Kha02].

Théoréme 1.3 [Kha02, p. 158] Considérons que le systeme (1.2) est uniformément asympto-
tiquement stable et que la matrice A(t) est continue et bornée. Alors, il y a une matrice P(t)
différentiable, bornée, symétrique et définie positive qui satisfait
, d
A'(t)P(t) + P(t)A(t) + EP(t) < 0.
Par conséquent, v(t, z) = x(t)' P(t)x(t) est une fonction de Lyapunov qui satisfait les conditions
du Théoreme 1.2.

On peut aussi utiliser le théoreme suivant pour évaluer la stabilité des systemes linéaires.

Théoréme 1.4 Le systéme (1.2) est uniformément asymptotiquement stable si et seulement
s’il y a une fonction associée w(t, z) intégrable pour tout ¢ et un scalaire positif o qui satisfont
les inégalités

0 < as(llal) < wit,2) < as(lla] (113
wlt + o,2) — w(t,z) < —as(||a]]), (1.14)
it )] < as(ladl (1.15)

ol as, ag, a7 et ag sont des fonctions positives uniformément bornées en ||z||.

Démonstration : Soit v(t, z) définie comme

v@@:[M@@@W

23



Si (1.13) est valide et w(t, x) est intégrable pour tout ¢, alors la fonction v(t, x) satisfait I'inéga-
lité (1.10). La dérivée de v(t, x) est donnée par

Ev(t, x)=w(t+o,x)—wt ),

ce qui est définie négative et uniformément bornée selon (1.14) et, par conséquent, vérifie (1.11).
Si la condition (1.15) est satisfaite, on peut voir que la condition (1.12) est aussi valide. Il y a
donc une fonction v(t, x) associée au systeme (1.2) et, d’apres le Théoreme 1.2, cette condition
est nécessaire et suffisante pour qu’un tel systeme soit uniformément asymptotiquement stable.

D’autres conditions nécessaires et suffisantes pour caractériser la stabilité des systemes li-
néaires peuvent étre rencontrées dans la littérature [ZD63, Vid93, Sas99, Kha02]. Une condition
particulierement intéressante, qui présente ’enveloppe exacte des normes de toutes les trajec-
toires possibles qui partent d’un ensemble défini d’états initiaux, a été présentée dans [GPT10]
et est reproduite dans les théoremes suivants.

Théoréme 1.5 Considérons le systeme (1.2) dont les états initiaux x(to) sont tels que
x(to) z(ty) < pg, pour un certain py > 0. (1.16)

Considérons aussi la fonction
p(t) = porie, (X (t,t0)),

ou X (t,1p) est la solution de I’équation différentielle de Lyapunov

%X(t, to) = A X (£ to) + X (£, ) A'(t), X(to,to) = L. (1.17)

Le systeme (1.2) est asymptotiquement stable si et seulement si
max p(t) < +oo et tliin p(t) =0, Vtg e R.
—+00

t>to

Les détails de la démonstration sont présentés dans [GPT10]. Une caractéristique importante
de ce dernier théoreme est que la fonction p(t) permet de décrire ’enveloppe des normes de toutes
les trajectoires possibles qui partent d'un état initial qui satisfait (1.16). En d’autres termes

Si x(to) z(te) < pi, alors z(t) z(t) < p*(t).

Remarquons aussi que
X(t,tg) = ®(t, to)D'(t, o)

satisfait 1’équation différentielle de Lyapunov (1.17).
Pour vérifier la stabilité asymptotique et uniforme, on peut utiliser le théoreme suivant.

Théoréme 1.6 Considérons le systeme (1.2) dont les états initiaux x(to) sont tels que
x(to) z(ty) < p3, pour un certain py > 0. (1.18)

Considérons aussi la fonction
pe(t) = porle (Y (t, 1)),
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ou Y (t, o) est la solution de 1’équation différentielle de Lyapunov

%Y(t, o) = (A(t) + €)Y (L to) + Y (1, o) (A'(t) + €1), X (torto) = 1,€ > 0. (1.19)

Le systeme (1.2) est uniformément asymptotiquement stable si et seulement s’il existe £ > 0 tel
que
max pg(t) < +oo0, Vtg € R.

t>to

1.2.2 Commande des systemes linéaires

Considérons le systeme avec une entrée de commande
z(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t). (1.20)

Si B(t) et u(t) sont des fonctions intégrables de Lebesgue, alors il y a une solution z(¢) unique
qui satisfait (1.20) [Kal60], donnée par

t
x(t) = O(t,t0)x(to) +/ O(t, 7)B(7)u(r)dr. (1.21)
to

L’objectif général de la commande des systémes est, étant donné un état initial x(¢y) pour
le systeme (1.20), construire une entrée de commande () définie sur ¢ > to qui soit capable de
conduire les états au point d’équilibre x(t) = 0 dans une période de temps finie. La possibilité de
construire une telle entrée u(t) est la définition de contrélabilité compléte au temps to [Kal60].
Dans ce cas la, le systeme, ou la paire { A(t), B(t)}, est caractérisé comme complétement contro-
lable au temps tg.

La controlabilité complete du systeme (1.20) peut étre évaluée a partir de I'analyse du
Grammian de controlabilité W (¢, ty).

Théoréme 1.7 [Kal60] La paire {A(t), B(t)} est completement controlable dans le temps ¢y si
et seulement si la matrice

W(t,to):/ O(to, 7)B(T)B'(T)®' (to, T)dT

to

est définie positive pour certains t > tg.

La matrice W (t,ty) est associée a ’énergie de la commande appliquée pour conduire les
états a 'origine dans un horizon de temps fini [Kal60]. La condition de controlabilité complete
implique que, a partir d’un instant de temps ¢, le rang du Grammian W (¢, ty) est plein, et tous
les états dans cet instant de temps peuvent étre conduits a l'origine. Une condition plus forte est
obtenue si on demande que le rang du Grammian soit plein dans un intervalle [to, ty + 0], pour
une valeur positive et fixée de 6. et pour tout ¢, [D’A70]. Cette condition est connue comme la
controlabilité complete et uniforme.

Théoréme 1.8 [Kal60] La paire {A(t), B(t)} est uniformément completement controlable si et
seulement si les conditions suivantes sont valides pour tout ¢

0< Oég((sc)[ < W(t + 5C,t) < Oélo((;c)l (122)
0< 0411((50)[ S (I)(t + 50, t)W(t + 507 t)(I)/(t + 507 t) S 0412(56>I
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ol 0. est un scalaire positif fixé et les fonctions a;(d.), i =9, ..., 12, sont positives et uniformé-
ment bornées.

A partir des conditions du Théoreme 1.8, on peut montrer que [Kal60]

0411(50) a12(5c) 049(5c) 2 a10(5c)
a100.) a0(6) a0, = 1PHTFOIIT< T

Comme les inégalités du Théoreme 1.8 sont aussi valides pour tout 5> 0., on peut conclure que

||(I)(t77->|| S a13(‘t - T|)7 Vt77-7 (124)

< ||o(t + 4, t)[]* <

(1.23)

ol a3(+) est une fonction positive et uniformément bornée.

Une fois que les propriétés des systemes invariants dans le temps sont déja indépendents
du temps initiale ty considéré, on n’utilise pas l'adjectif “uniform” dans la caractérisation de
cette classe de systemes [Rug96|. Par conséquent, la caractérisation de la controlabilité est plus
simple, comme montré dans ce qui suit.

Propriété 1.5 Si le systeme (1.20) d’ordre n est invariant dans le temps, alors il est complete-
ment controlable si et seulement si

rang ([BIABIA?2B:.. iA"1B]) =

Meéme si le controlabilité complete et uniforme est une condition plus forte que la controlabi-
lité complete, les deux concepts sont équivalents pour les systemes linéaires périodiques, comme
on peut le vérifier dans la propriété suivante.

Propriété 1.6 Si le systeme (1.20) d’ordre n est périodique de période T, alors il est unifor-
mément completement controlable si et seulement si W(nT',0) > 0.

La démonstration de la Propriété 1.6 est basée sur les résultats de [Bru69], ou il est démontré
qu’un systeme linéaire et périodique est completement controlable si et seulement si W (nT',0) >
0, et ceux de [SA68], ou il est remarqué que, pour des systeémes linéaires et périodiques, la
controlabilité complete est équivalente a la controlabilité complete et uniforme. La controlabilité
compléte peut étre vérifiée, en fait, dans un nombre k < n de périodes [Kab86], k étant I'indice de
controlabilité de la paire matrice de transition et Grammian de controlabilité. En plus, pour les
systemes périodiques, on peut obtenir des expressions analytiques pour les bornes du Grammian
de controlabilité.

Lemme 1.3 Sile systeme (1.20) est périodique de période T et s’il est uniformément compleé-
tement controlable, alors leur bornes g, g, a1 et aqo peuvent étre données par

5 o 625M6c J— 1 MB 1 — e 2fm6c
OKQ( c) GM62§M66 0410
1— e—2§m c €2§M5
a11(0.) = Mp(0, m€2§7”6°\/ ai12(0.) = Mp(6,
m

ot Mp(d.) est de telle sorte que

t+5¢
/ |B(r)|2dr < M2(.).
t
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Démonstration : En utilisant I'inégalité de Schwarz [ZD63] et le Lemme 1.2, on a

|M%+&ﬁustmewawst([MmewaMK[MWMﬂWm)

t4+5 1/2 ——
1 ae—r Mp(8,) [1— e=2%mde
< MB(50> <[ G—?ne (t )dT) = Gm 2£m — 0510(50)-

1/2

D’une fagon similaire, on a

1/2

t+5¢
[0t + 6 W (e + 8 00+ 0. )] < M) ([ (e 4 b7 P
t

40 1/2 e2nrde — 1
< Mp(s.) ( / G§462€M<t+5c—ﬂd¢) = Mp(6.)Gy —oE = a12(6,).
t

L’utilisation du Lemme 1.2 donne

12 (50)

Bt + 6, 1)||* < G2 e%md = .
1D ( il M a0 (0,)

Alors, ag(d.) est donné par

5. = CY12(5C) . MB((SC) e26mde —
Ozg( c) - G?we%M‘SC o GM625M50 2€M .

Finalement, avec des arguments similaires, on vérifie que

0411(50)
a10(5c)

|t + 6, 0)]* > G2 gl

1 — e2%mde
26m

La démonstration est finie en remarquant que tous les termes utilisés pour exprimer les bornes
a;(0.),1=9,...,12, sont positifs et bornés.

= all((sc) - Oél()((sc)G72n62§m(sc = MB(éc)Gme2€m6c

Si une sortie y(t) est considérée, comme par exemple pour le systeme (1.1), alors I'observa-
bilité de la paire {A(t), C'(t)} peut étre évaluée a partir du théoreme suivant.

Théoréme 1.9 [Kal60] La paire {A(t), C(t)} est completement observable dans le temps t si
et seulement si la matrice symétrique

t

W,(t, to) = / Q' (7,t0)C"(17)C(7)®(T, to)dT (1.25)
to

est définie positive pour certains t > ;.

Théoréme 1.10 [Kal60] La paire {A(t), C(t)} est uniformément completement observable si et

seulement si le systeme dual, i.e., la paire {—A'(t), B'(t)} [Kal60], est uniformément complete-

ment controlable. En plus, les bornes des matrices W, (t+40,, t) et O’ (¢, t+0,) W, (t+0,, t) D (¢, t+6,)
sont équivalentes a celles montrées au Théoreme 1.8.
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Le concept de dualité, illustré dans le Théoreme 1.10, est tres important dans la théorie des
systemes. Etant donné le systeme (1.1), sa répresentation duale est exprimée par

B(t7) = A'()Z(E) + C'(t)u(t)

y(t*) = B'(t")2(t") + D(t")u(t")’
ou Z(t*) sont les états duaux et t* = —t. Les plus importantes propriétés sur les systemes duaux
peuvent étre consultées, par exemple, dans [Kal59, Kal60, ZD63, Rug96].

(1.26)

1.2.3 Norme H.,, des systemes linéaires

Dans certains cas, la stabilisation du systeme n’est pas le seul but de la commande. On peut
aussi chercher des lois de commande pour atteindre certains criteres de performance, comme la
minimisation de l'effort de la commande, de 1’énergie du systeme qui est dépensée ou encore
minimiser le plus grand transfert d’énergie entre I'entrée et la sortie. Dans la présente these on
se concentrera sur le dernier critere, aussi connu comme la minimisation de la norme H., du
systeme [Col00].

Considérons le systeme linéaire

{ @(t) = A(t)x(t) + By (t)w(t) + B(t)u(t)
g(t) B , (1.27)
2(t) = C(t)x(t) + Dy (t)w(t) + D(t)u(t)
étant x(t) € R™ le vecteur d’états, w(t) € R" 'entrée exogene, u(t) € R™ l'entrée de commande,

z(t) € R? la sortie commandée et y(t) € R? la sortie mesurée.

Définition 1.4 Sile systéme (1.27) avec u(t) = 0 est stable, alors la norme Ho entre w(t) et
z(t), dénotée par ||G(t)||s, est égal a

GOl — sup JEOI _ | [ C(H)@(t, 7)By(r)w(r)dr + Dy (t)w(t)||
T wel [lw®l wers [lw(®)]] ’
Propriété 1.7 [Wu09] Si le systeme (1.27) avec u(t) = 0 est stable et si
1G(0)]]o0 <,

pour une certaine valeur positive de v € R, alors on a
t
/ 112(T)|1? = Y2 ||w(T)||?dr <0, Yw(t) € Ly, V>t
to

Pour les systemes stables, la norme H,, peut aussi étre caractérisée a partir d’une version
adaptée du théoréeme de Lyapunov (Théoréme 1.2).

Théoréme 1.11 [BEFB94, ENOO] Le systeme (1.27) est uniformément asymptotiquement stable
et sa norme H,, est bornée par ||G(t)||e < 7, 7 € RT, si et seulement §'il y a une fonction de
Lyapunov v(t, z) qui satisfait les inégalités

0 < ana([lz]]) < vt z) < ans(|]]]) (1.28)

%v(t, z) + 2(t) 2(t) — Y w(t)w(t) < —as(||2]]), (1.29)

ol g, a5 et ag sont des fonctions positives et uniformément bornées en ||z||. Notons que, si
la matrice A(t) est continue et bornée, il y a une fonction quadratique de Lyapunov v(¢,z) =
x(t)' P(t)z(t) qui satisfait les inégalités (1.28)-(1.29).
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1.3 Systemes linéaires dépendant des parametres

Dans la modélisation des systemes, il n’est pas rare que 'on fasse des simplifications pour
obtenir le modele nominal. Toutefois, 'utilisation des tels simplifications résulte en modele
qui peut présenter une dynamique considérablement différente de celle du systeme réel. Par
ailleurs, dans le modele il y a parfois des parametres dont la valeur ou le comportement ne
sont pas tres bien connus. L’insertion des modeles incertains, ou dépendants des parametres, est
une maniere de chercher une répresentation plus précise du systeme. En considérant des valeurs
incertains, la dynamique du modele simplifié peut se rapprocher du modele réel, et on est capable
de synthétiser des controleurs qui stabilisent le systeme soit indépendamment des valeurs des
parametres (commande robuste), soit en les mesurant en ligne (commande par séquencement
de gain) [Sha03, APS03, Bru04, MOP06, OdOP07, MOPB09, DBGO0S8, YS09, AOP12].

Les incertitudes sont traitées dans cette these en les considérant bornées, avec des bornes
connues a priori. Avec ces bornes on peut construire pour chaque matrice du systeme, si les
matrices sont affinement dépendantes des parametres, des polytopes convexes, dont le principal
avantage est la facilité de manipulation [BEFB94, EN00]. Le systeme est alors décrit par

#(t) = Ala(t)z(t) + Bi(a(t))w(t) + By(a(t))u(t)

() = Cila(t))z(t) + Di(a(t))w(t) + Dy(alt))u(t) (1.30)
(a(t))a(t) + Dy(a(t))w(?)

étant x(t) € R™ le vecteur d’états, w(t) € R” 'entrée exogene, u(t) € R™ 'entrée de commande,

z(t) € RP la sortie commandée et y(t) € RY la sortie mesurée, et a(t) = {as(t),...,an(t)} € Anx
est I’ensemble des N parametres connu comme le simplexe unitaire, défini par

< W
oun
+~
~—
|
S

N
AN:{geRN:Z@:l, gizo,z:L...,N}. (1.31)
i=1
De cette facon, les matrices du systeme sont génériquement décrites comme
N
M(a(t) =Y ai(t)M;, a € Ay, (1.32)
i=1

ou M («a(t)) représente toute matrice dans (1.30) et M; les sommets respectives.

Comme cela sera montré dans la Section 1.4 suivante, la représentation polytopique (1.32)
permet l'utilisation d’un ensemble de matrices invariantes dans le temps (les sommets M;) dans
les conditions d’analyse de la stabilité et de synthese de controleurs. Outre la possibilité de
représenter des variables inconnues du systeme, ’approche paramétrique peut étre utilisée pour
décrire des systemes variants dans le temps, ce qui peut étre avantageux suivant les cas. Par
exemple, considérons I’équation de Mathieu [GCO06] donnée par

0 1

#(t) = —(g* + a® cos(wt)) —k z(t),

ol ¢, a, w et k sont des constantes connues et prédéfinies. Définissons les variables
ap(t) = 0.5+ 0.5cos(wt), as(t) =0.5—0.5cos(wt).
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Remarquons que (al(t), ag(t)) € A,. L’équation de Mathieu peut étre réécrite de facon polyto-
pique comme

o) = (00| ) L] re |y L))

Cette classe de systeme est aussi connue comme la classe des systemes linéaires a parametres
variants (en anglais, Linear Parameter Varying — LPV) [Bru04, GCO06].

Les théoremes présentés dans les sections précédentes sont valides pour le cas LPV si leurs
conditions sont satisfaites Va(t) € Ay. Les deux théorémes suivants correspondent a l'adapta-
tion des Théoremes 1.2 et 1.11 pour le systeme incertain

#(t) = A(a(t)z(t). (1.33)

Remarquons que la matrice A(a(t)) est toujours bornée, ce qui est une condition nécessaire pour
que le systeme soit représenté de facon polytopique.

Théoréme 1.12 Considérons que le systeme (1.30) est uniformément asymptotiquement stable
et que la matrice A(a(t)) soit continue et bornée. Alors, il y a une matrice P(«(t)) différentiable,
bornée, symétrique et définie positive qui satisfait

d
Al(a(t)P(alt) + Pa(t)Ala(t)) + EP(a(t)) < 0.
Par conséquent, v(t,x) = x(t)’ P(a(t))x(t) est une fonction de Lyapunov qui satisfait les condi-
tions du Théoreme 1.2.

Théoréme 1.13 Le systeme (1.30) est uniformément asymptotiquement stable et sa norme
Hoo est bornée par ||G(t)||eo < 7,7 > 0, si et seulement s’il y a une fonction de Lyapunov v(t, x)
qui satisfait les inégalités

0 < as(|f]]) < vt z) < are(|]]]) (1.34)

%U(t z) + 2(t)2(t) — Y w(t)w(t) < —axr(|2]]), (1.35)

ol ais, 16 et agr sont des fonctions positives et uniformément bornées en ||z||. En plus, si
les conditions du théoreme sont satisfaites, alors il y a une fonction quadratique de Lyapunov
v(t,x) = x(t) P(a(t))z(t) qui satisfait les inégalités (1.34)-(1.35).

1.4 Inégalités matricielles linéaires

L’utilisation des inégalités matricielles linéaires (en anglais, Linear Matriz Inequalities —
LMIs) pour le traitement et la résolution de problemes d’optimisation convexes ou quasi-
convexes dans l'analyse et la commande des systéemes a eu une augmentation considérable
dans les dernieres décennies. La possibilité de résoudre les LMIs en temps polynomiale grace
a plusieurs outils numériques [Stu99, Lof04], combinée a une grande quantité de propriétés
et théoremes dans la littérature qui visent la transformation et réduction des problemes pour
leur simplification en procédures d’optimisation avec des contraintes LMIs [BEFB94, ENO0O|,
expliquent la croissance de 1'utilisation de cette méthodologie.
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La premiere motivation documentée pour I’emploi des LMIs a concerné ’application du théo-
reme de Lyapunov (Théoreme 1.12) [BEFB94]. Considérons, pour simplifier, le systeme (1.33)
avec des parametres « invariants dans le temps. Selon le théoreme de Lyapunov, le systeme
est uniformément asymptotiquement stable si et seulement s’il y a une matrice de Lyapunov
P(a) = P'(a) > 0 de telle sorte que

A'(a)P(a) + P(a)A(a) < 0. (1.36)

Cette condition doit étre valide pour tout o € Ay, ce qui en fait un probleme de dimension
infinie. Pour obtenir un ensemble fini de conditions LMIs, il faut imposer une structure pour la
matrice de Lyapunov. Si la matrice de Lyapunov est considérée constante, i.e., P(a) = P, la
condition (1.36) devient

N
P>0: > a;(AP+PA) <0, VaeAy, (1.37)

i=1

car A(«) est décrite de facon polytopique, comme en (1.32). Un ensemble de conditions suffi-
santes pour que (1.37) soit valide est obtenu en imposant que tous les coefficients des mondmes
du polynome (1.37) soient définies négatifs [AT00], ce qui donne les conditions

P>0, AP+ PA;<0,i=1,...,N. (1.38)

L’expression (1.38) correspond a un ensemble de N + 1 conditions LMIs, qui peut étre résolue
en utilisant des outils numériques [Stu99, Lof04]. Par contre, cette relaxation est une source
de conservatisme rélative a I’ensemble de solutions de (1.36), et il y a la possibilité qu’aucune
solution avec P constante ne soit pas obtenue méme si le systeme est stable. Pour réduire
le conservatisme, on peut utiliser d’autres structures pour la matrice de Lyapunov, comme par
exemple supposer P(«) comme un polynéme homogene en « avec un degré générique et appliquer
des techniques comme la relaxation de Pélya [Sch03, Sch05]. Dans cette theése, tous les variables
dépendantes des parametres au simplexe unitaire sont modélisées, sauf contrairement dit, comme
des polynémes homogenes de degré générique. Pour plus de détails, voir par exemple [GAC9I6,
LOdOP04, OP05, OP07, MOPBO09].

Dans ce qui suit, plusieurs lemmes importants pour la manipulation des LMIs seront pré-
sentés.

Lemme 1.4 Lemme de Finsler [d0S01]
Soient w € R", @ € R, B € R™" telles que rang(B) < n et B+ une base pour le noyau
de B (i.e., BBY =0). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i) wQw <0, Vw#0 : Bw=0;

i) BYQB+ < 0;

i) JueR :+ Q—uB'B<0;

i) X € R™™ © Q+ XB+BAX <0.

Lemme 1.5 Lemme de projection [SIG98, GA94, 1594]
Etant données les matrices A € R"*™, YV € RF¥™ et U = U € R™ ", les conditions suivantes
sont équivalentes :
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i) 1l y a une matrice X € R™* qui satisfait
U+ VXA+ (VXA) <0

it) Les deux conditions suivantes

NUN! <0 ou VV' >0
N IUN, <0 ou NA >0

doivent étre vérifiées, ou N, et N sont les compléments orthogonauz de V et N, i.e.,
NY =0, WNAN=0.

Lemme 1.6 Complément de Schur /[BEFB94]
Soient trois matrices Q, R et S de dimensions appropriées, ot Q = Q' et R = R'. Alors

{ R<0
_ -1
0 s Q-SSR S <0
$ R <0& ou
Q<0
R-S5Q71'S<0
Les lemmes présentés sont tres utilisés pour générer des résultats importants de la théorie
de la commande. Par exemple, le lemme suivant, aussi connu comme le lemme borné réel, est
le résultat de 'application du Lemme 1.6 aux conditions du Théoreme 1.13.

Lemme 1.7 Lemme Borné Réel [BEFBY/]

Considérons le systeme (1.30) avec u(t) = 0. Sa norme Ho,, dénotée par ||Gal|so, €st bornée
supérieurement par le scalaire positif v si et seulement s’il y a une matrice P(a(t)) = P'(«a(t))
qui vérifie?

A'(a(t))Pa(t)) + Pa(t)Ala(t)) + Pla(t)  P(a(t))Bi(a(t)) Cila(t))
* —?1 Di(a(t))| <0  (1.39)
* * —I

1.5 Conclusion

Les principaux définitions et résultats concernant les systemes linéaires utiles pour la suite
de la these ont été présentés dans ce chapitre. L’information sur la stabilité du systeme peut étre
obtenue soit en utilisant directement la matrice de transition d’état (Lemme 1.1), soit en cher-
chant une fonction de Lyapunov, décrite pour une matrice qui ne dépend pas explicitement des
états du systeme (Théoreme 1.2), soit en analysant la solution d’une équation différentielle de
Lyapunov (Théoreme 1.5). Cette derniere méthode, en particulier, permet de définir ’enveloppe
des normes de toutes les trajectoires possibles partant d’'un ensemble d’états initiaux. L’infor-
mation sur la controlabilité du systeme, i.e., sur la possibilité de conduire un état quelconque
au point d’équilibre dans un horizon de temps fini, peut étre évaluée a partir du Grammian de
controlabilité. Des fagons pour calculer la norme H., du systeme, qui correspond au plus grand
gain entrée-sortie pour I'énergie du systeme, ont été aussi exposées. Finalement, la modélisation
des systemes incertains en définissant des matrices dépendantes des parametres a été traitée.
Des techniques et théoremes pour manipuler des LMIs, qui est une méthodologie importante
pour 'analyse et pour la synthese des systemes linéaires, ont également été proposés.

2Le symbole * représent des blocs symétriques dans les LMIs.
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Chapitre

Systemes LTI avec des incertitudes invariantes
dans le temps

2.1 Introduction

Le probleme de la synthese de gains stabilisants de retour de sortie est un des problemes
les plus compliqués dans le domaine de la commande, et il est un des principaux sujets de re-
cherche depuis méme les premieres articles sur le sujet [SADG97]. Méme la caractérisation
de la complexité du probleme n’est pas toujours claire [BT00], et les stratégies basées sur
des LMIs, largement abordées dans la littérature, sont considerées comme des problemes NP-
complets [FLI7]. Le probleme devient plus difficile lorsque le systeme présente des parametres
incertains dans sa modélisation. Dans ce cas la, on recherche des lois de commande robustes,
i.e., des lois qui stabilisent le systeme indépendamment des valeurs des parametres, calculées
a partir de controleurs dynamiques, d’ordre complet ou réduit, ou méme statiques. La syn-
these de controleurs robustes est actuellement le but de plusieurs recherches (voir, par exemple,
[PG94, GPS96, EOA97, GdS98, CT99, Sha03, GKB07, YS09, Tro09]).

Récemment, [PAO1, APS03, MBBO04] ont présenté une méthodologie pour la synthese de
gains statiques de retour de sortie basée sur une procédure en deux étapes. Cette méthodologie
a été développée et adaptée pour traiter d’autres cas [AGPP09, AGPP10, AOP10a, MOP11,
AOP10b, AOP12] et elle présente souvent de bons résultats. L’adaptation de la technique en
deux étapes pour la synthese de controleurs robustes d’ordre réduit, capables de stabiliser des
systemes avec des parametres incertains invariants dans le temps, est décrite dans ce chapitre.
Les conditions de synthese sont aussi congues pour générer des controleurs qui minimisent une
borne de la norme H., du systeme en boucle fermée.

La Section 2.2 décrit la formulation du probleme, qui consiste a présenter la modélisation des
incertitudes et de montrer comment obtenir une représentation augmentée du systeme pour que
la recherche d’un controleur dynamique devienne un probleme de synthese d'un gain statique
de retour de sortie. La Section 2.3 détaille la méthode en deux étapes, et les conditions LMIs
utilisées a chaque étape sont montrées dans la Section 2.4. La Section 2.5 présente des exemples
qui illustrent les avantages de la méthode, et la Section 2.6 conclut le chapitre.
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2.2 Formulation du probleme

Considérons le systeme linéaire en temps continu et incertain donné par

i(t) = A(a)a(t) + Bi(a)w(t) + Ba(a)u(t)
G2 4 +(1) = Ci(a)a(t)+ Di(a)ult) + Dafeul?) (2.1)
y(t) = Cola)a(t) + D, (@)w(t)

avec z(t) € R" le vecteur d’états, w(t) € R" I'entrée exogene, u(t) € R™ lentrée de commande,
z(t) € R? la sortie commandée et y(t) € R? la sortie mesurée. Il est important de souligner que,
comme dans une grande quantité d’articles sur des problemes similaires, ’entrée de commande
u(t) n’affecte pas directement la sortie mesurée y(t). Les matrices du systéme appartiennent a
un domaine polytopique et sont définies par

N
M(Oé) = ZO&Z'MZ', o€ AN-

i=1

La matrice M («) représente toute matrice donnée en (2.1), N est le nombre de sommets du
polytope, M;,i =1,..., N, sont les sommets et Ay est le simplexe unitaire défini en (1.31).

Le probleme abordé dans ce chapitre est la synthese de controleurs robustes d’ordre réduit
qui soient capables de stabiliser le systeme (2.1) en garantissant une norme H., moins grande
qu’'un scalaire v défini a priori. Le controleur est d’ordre n. < n et est donné par

Fo(t) = Auro(t) + Buy(t) .
u(t) = Cex.(t) + Dey(t), (2.3)

avec z.(t) € R™ les états du controleur, et les matrices A., B.,C. et D., de dimensions
appropriées, doivent étre déterminées. Selon une stratégie bien connue (voir, par exemple,
[EOA97, YS09]), une représentation augmentée peut étre obtenue en regroupant les états z(t) €
R™ du systeme avec des états z.(t) € R™ du controleur, ce qui conduit &

B0 | o

Acl (C“) Bc:za)

z(t) = [Ci(a)+ Dy(a)D.Ca(w) Dg(a)Ccl Li((tg)] + [Dl(a)+D2(a)Dch(oz)lw(t) (2.5)

Ce(@) Dc\lza)

-~ |A. B. | x(2)

Kof - |:Cc Dc:| o N = |:Zl§'c(t):| (26)
le probleme de la synthese d’un controleur robuste d’ordre réduit peut étre traité comme la
syntheése d'un gain statique de retour de sortie Kr € R(mne)x(neta) pour le systeme bouclé

En définissant

i (a)n(t) + Bi(a)w(t) + B,
G £ (t):Nlant)+D1awt)+D2au(t) (2.7)

.
G (a)n(
y(t) = Calan(t) +



avec

A = [ M B = [P B = [ ) (2.5)
Cl(Oé) = [01(04) O] s Dl(Oé) = [Dl( ):| D2( ) [0 DQ(&)] (2 9)
e = |ty 5] D=l (2.10)
Alors, les matrices en boucle fermée du systeme (2.4)-(2.5) sont données par
Au(a) = A(Q) + By(a) Ky pCala) (2.11)
Bula) = Bi(a) + By(a) Koy Dy a) (2.12)
Cular) = Ci(a) + Da() KopCa(a) (2.13)
Da(a) = Di(a) + Dy(a) Ky Dy(a) (2.14)

2.3 Méthode en deux étapes

L’approche principale utilisée dans ce travail pour la synthese de gains statiques de retour de
sortie est basée sur la méthode en deux étapes, proposée par [PA01, AP02, APS03] et développée

dans [MBB04, AGPP09, AGPP10, AOP10a, MOP11, AOP10b, AOP12]. Avant de montrer la
méthode, nous présentons quelques résultats préliminaires.

Théoreme 2.1 Les deux affirmations suivantes sont équivalentes.

1. Le systeme (2.7) est stabilisable par un gain robuste de retour de sortie si et seulement
s'il y a des matrices P(a) = P'(a) > 0 et K, telles que la condition

(A(@) + By(a) Ko Cs(a)) P(a) + P(a)(A(er) + Ba(a) Ko Ca(ar)) < 0 (2.15)
est valide Va € Ay ;

2. Le systeme (2.7) est stabilisable par un gain robuste de retour de sortie si et seulement
s'il y a des matrices P(a) = P'(a) > 0, Kgf(a), R et L telles que la condition

lm@m@jPWMm>memﬂ+ﬂm{ﬁggq@@w)_m}<o(mm

est valide Vo € Ay. Dans ce cas, le gain de retour de sortie est donné par K'of = R'L.

Démonstration : La condition (2.15) peut étre écrite comme

(1 C’é(a)f(éf]{ (o )Jg (L) (()) 1 P(Oé)(j)}}z(a)} {f(oféé(a)

En appliquant le lemme de la projection (Lemme 1.5) dans la condition (2.17), avec

< 0. (2.17)

N ey 11wt o [A@P@) £ P@)A() P(a)Bafa)
M{MMJA[MW)]JW [ B)(a)P(a) 0 y
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il existe une matrice X () de telle sorte que
A'()P(a) + P(a)A(a) P(a)By(a) o
Bj(a) P(a) 0 +sym {X(a) [KopCola) —I]} <0. (2.18)

Le choix de X'(a) = [R(a) —R/], avec L = RK,; et K';f(oz) = R,(a)R™', nous permet de voir
que la condition (2.18) est égal a (2.16), ce qui confirme 1’équivalence proposée par le théoreme.
Il est important de noter que, comme R+ R’ < 0 dans la condition (2.18), alors R est toujours
inversible.

Lemme 2.1 La variable K,;() de Uinégalité (2.16) est un gain stabilisant de retour d’état,
et la fonction de Lyapunov v(t,r) = x(t)'P(a)xz(t) démontre simultanément la stabilité des
systémes en boucle fermée dont les matrices dynamiques sont données par A(a)+Ba(a) K,pCao ()

et A(a) + By(a) K p(a).

Démonstration : La multiplication de (2.16) a gauche par [/ f(;f(a)] et a droit par le
transposé résulte en

(A(@) + Bo(a) Kyp(a)) Par) + P(a)(A(a) + Ba(a) Ky (er)) <0,
ce qui démontre que K, s(a) est un gain stabilisant de retour d’état, dont la stabilité est ga-
rantie en utilisant la méme fonction de Lyapunov v(t,x) = x(t)'P(a)z(t), P(a) = P'(a) > 0,
considérée dans la démonstration de la stabilité en utilisant le gain de retour de sortie K,; dans
le Théoreme 2.1.

La partie 2 du Théoreme 2.1 présente une condition nécessaire et suffisante, mais pas convexe
et, par consequent, difficile a résoudre. Pourtant, le Lemme 2.1 permet, en fixant une des ma-
trices, que la condition soit relaxée en fonction de deux parties convexes, au prix de l'insertion
d'un degré de conservatisme. On peut retrouver des stratégies similaires dans la littérature
pour beaucoup de problemes de commande formulés comme des inégalités matricielles non-
linéaires. Des telles inégalités sont transformées en LMIs si des certaines variables sont fixées
[Iwa99, GS96]. Cette relaxation est la base de la méthode en deux étapes et elle est décrite dans
I’algorithme suivant.

Algorithme 2.1 Méthode en deux étapes
e Etape 1 : Calculer un gain stabilisant de retour d’état K,s(a);

e Etape 2 : Utiliser le gain f(sf(a) dans la condition (2.16) pour calculer, si possible, un
gain stabilisant de retour de sortie K.

L’utilisation des différents gains f(sf(oz) de retour d’état peut conduire a différents gains
K'Of de retour de sortie a la deuxieme étape, ou méme changer sa faisabilité. De cette facon,
pour augmenter la possibilité que la deuxieme étape soit faisable, il est important d’essayer des
méthodes différentes dans I'implémentation de la premiere étape. La condition considérée a la
deuxieme étape peut aussi étre modifiée selon 'objectif du probleme, par exemple I'obtention
d’un gain structuré ou la minimisation d’une certaine norme du systeme bouclé. Dans ce chapitre
les deux étapes sont abordées via des conditions LMIs, comme cela est montré dans la section
suivante.

1Etant donnée une matrice M, Popération sym{M} correspond & M + M’.
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2.4 Conditions LMI

Le Théoreme 2.2 présente une condition pour la synthese d'un gain dépendant des parametres
de retour d’état, qui assure la stabilité du systeme bouclé (2.7), i.e., la synthése d'un gain
K,f(a) qui assure la stabilité asymptotique de Ay(a), définie en (2.11), Yoo € Ay. Le résultat
du Théoreme 2.2 peut étre vu comme une extension pour le cas dépendant de parametres de la

condition de synthese sur le systeme dual, avec I'utilisation du Lemme de Projection (Lemme 1.5)
[PDSV09].

Théoreme 2.2 Il existe un gain de retour d’état dépendant des parametres qui stabilise le
systeme (2.7) s’il existe des matrices dépendantes des parametres W(a) = W(a) > 0, Z3(«),
Zs(a), Zs(a), Q(a) G(a) telles que

A()G(a) + Gla) A (a) + Q(a) + U (a) *

o) = W(a)— G'(a) + ¢ ([l(a)G(a) + Q(a)) —£(G(a) + G'())

<0, avec  (2.19)

Qo) = |:BQ(OC>Q(OC>Y + By(a)Z3(a) Ba(a)Q(ar) + Bg(oz)Z4(oz)]
Zy(a)Y Zo(a)

pour une matrice fixée Y et un scalaire £ > 0 prédéfini. Si la condition (2.19) est satisfaite, alors

Q)Y + Zz(a) Qo) + Zs(a)

est un gain stabilisant de retour d’état pour le systeme augmenté (2.7).

f(sf(oz):Z(oz)G(oz)_lz[ Zo(@)Y Za(a) }G(a)‘l (2.20)

Démonstration : En notant Q(a) = X (a)Z,(a), la matrice Q(a) peut étre réécrite comme
Qa) = By(a) X () Zy()Y + Ba(a) Z3(c) Ba(a) X () Zo() + Ba(a) Zy(«)
Zy()Y Zo(a)
= By(a)T (@) Z (),

avec By(a) définie dans (2.8) et

w2 [ 2l o2 1)

Apres la multiplication de I'(a) par V'(«) a gauche et par V(a) a droite, avec V(a) =
diag(G(a)™, G(a)™), on a

V() 2 { F(a)A(a) + A () F'(o) * ]
Pla) = F'(a) + &F(a)Ala)  —€(F (o) + F'(a))

avec A(a) 2 A(a) + Ba(a)Kyp(a), F(a) 2 (G'(a), P(a) 2 (G'(a)" W (a)G(a)" et

Kyp(a) =T () Z(a)G(a)™!
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La multiplication de Y(«) par [I X/(a)] a gauche et par le transposé a droite conduit a
Pinégalité A'(a)P() + P(a)A(a) < 0. Cette derniére inégalité, avec P(a) = P'(e) > 0, est la
condition de stabilité de Lyapunov pour le systéme en boucle fermée [Kha02].

Observation 2.1 La matrice T'(«) a été utilisée dans le Théoréme 2.2 pour que les matrices de
la réalisation d’états du controleur dynamique correspondent a une représentation commandable
et observable, selon la méthode montrée dans [YS09]. Cette manipulation est faite une fois
qu’on a observé, apres des tests exhaustifs, que l'utilisation de tels controleurs résultants de la
premiere étape donne des résultats meilleurs, en comparaison avec ceux obtenus avec ['utilisation
des controleurs d’autre type. Par ailleurs, les conditions sont convezes en rélation a T'(a), au
contraire des conditions développées en [YS09], et par conséquent l'utiliser une telle approche
ne pose pas de problemes.

Observation 2.2 Les LMIs du Théoréme 2.2 dépendent du scalaire £ et de la matrice Y, qui
représentent des degrés de liberté sur la recherche d’une solution faisable. On peut, par exemple,
effectuer une recherche linéaire sur &, ou méme tester des valeurs prédefinies dans un ensemble.
La matrice Y est utilisée pour ajuster la dimension du bloc (1,1) de Z(a) pour récupérer X ()
a partir de Q(a)Zy ' (). Dans les exemples, la matrice Y £ [I, «(n—1) Op.x1] a €té utilisée, mais
d’autres choiz (avec dimensions appropriées) peuvent étre considérés.

Observation 2.3 Pour obtenir une expression convexe pour f(sf(a) avec le Théoreme 2.2, il
faut que la variable G' soit indépendante des parametres.

Une condition suffisante pour I'existence d'un gain de retour de sortie, de telle sorte que la
norme H., du systeme en boucle fermée soit bornée par une valeur définie a priori, est présentée
dans le Théoreme 2.3. Dans la condition du théoreme, on suppose qu'un gain de retour d’état
dépendant de parametres qui stabilise le systeme est donné. Le gain peut étre obtenu, par
exemple, en utilisant la condition du Théoreme 2.2 ou une autre méthode disponible dans la
littérature.

Théoréme 2.3 [AOP12] Soit K,;(a) un gain stabilisant de retour d’état. S'il y a des matrices
P(a) = P'(a) >0, F(a), V(a), H(a), R et L et un scalaire v > 0 de telle sorte que

Tll(a) Tlg(a) Tlgga) T14(Oé) T15£Oé)
* —V(a) = V'(a) V(a)Bi(«) 0 V(~oz 2 ()
* * | (o) H (« z//(oﬁ)L/ <0, Va € Ay
* * * - H(a)— H'(a) H'()Dsy(cv)
* * * * —-R—-R
(2.21)
Ti(a) = (A(e) + Ba(a) Kyp(@)) F'(a) + F() (A(a) + By(a) Kop(r))
Tia(a) = P(a) — F(a) + (A(a) + By(a)Kyp(a) V' ()

o Bl(oz)
Yia(a) = Cf(a)H () + K. f (o) Dh(r) H ()
Yi5(e) = F(a)Bsy(a) + Cy(a) L' — K. (a)R'



alors K,y = R™'L est un gain robuste de retour de sortie qui stabilise le systéme (2.7) avec un
cout H., garanti donné par .

Démonstration : Sil'inégalité (2.21) est satisfaite, alors elle est aussi vérifiée avec —H' (o) H ()
remplacant I — H(a) — H'(a), puisque (I — H(«))' (I — H(a)) > 0 implique —H'(a)H () <
I — H(a) — H'(«v). Apres la multiplication de la condition résultante par 77 («) a gauche et par
T](«) a droite, avec

I 000 Sa)
0100 0
Tl =10 0 1 0 $(a)
000T1 0
et B B B
Si(a) = RT'LOy(a) — Kyp(a), Ss(a) = R™'LD,(a),
on a

* —V(a) = V'(a)
* *
* *
F(a)Ba(a)  Clyla)H(a)
V(a)By(a) 0
0. (2.22
1 D) | <
* —H(a)H'(a)
La multiplication de (2.22) a gauche par Ty(a) et a droite par Ty(«), avec
I 0 0
. Acl(Oé) Bd(O&) 0
L) =17 I 0
0 0 H(a)™?
nous donne ~ ~
Pla)Aa(e) + Ay(a)P(a) Pa)Ba(a) Cyla)
* —~21 D!, (a)| <0, (2.23)

ce qui est la version dépendante des parametres du Lemme Borné Réel (Lemme 1.7). Par consé-
quent, le gain robuste de retour de sortie K,y = R™'L stabilise le systéme en boucle fermée
(2.7) avec ||G]|e < 7, Yo € Ay.

La condition du Théoreme 2.3 correspond a la deuxieme étape de la méthode décrite dans
I’Algorithme 2.1. Pour la premiere étape de la méthode, on utilisera dans ce chapitre le Théo-
reme 2.2. Une fois que le Théoreme 2.2 a permis de construire le gain de retour d’état par

Kp(a) = Z(a)G(a) ™!, une condition similaire a (2.21) peut étre obtenue directement a partir
des matrices Z(a) et G(a).

Théoréme 2.4 [AOP12] Soit K,;(a) = Z(a)G(a)~" un gain stabilisant de retour d’état. Sl
y a des matrices P(a) = P'(a) > 0, F(«), V(a), H(a), R et L et un scalaire 7 > 0 de telle
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sorte que la condition dépendante des parametres (2.21) soit satisfaite avec Ty; remplacé par
Ty, j=1,...,5, avec

Yi(a) = G'(a)F(a)(A(a)G(a) + Ba(a) Z(a)) + (A(e)G(a) + Bg(a)Z(a)),F/(a)G(a)
Tio(a) = G'(a) (P(a) = F(a) + fl'(a)V’(a)) + Z'(a)By(a)V'(a)

Ti3(a) = G'(a)F(a)B(a)

Tu(a) = (G'()C)(@) + Z'(a) Dy(a)) H ()

Yis(a) = G'(a)(F(a)Ba() + Ch(a) L) — Z'(a) R

alors I:(Of = R7'L est un gain robuste de retour de sortie qui stabilise le systeme (2.7) de sorte
que ||Gfloo <.

Démonstration : La multiplication de la version modifiée de (2.21) a droite par
diag(G(a) ", LLLI)

et & gauche par son transposé permet d’obtenir la LMI originale (2.21).

Toutes les conditions LMIs présentées sont des problemes d’optimisation de dimension infi-
nie, car elles doivent étre vérifiées Voo € Ay. Comme cela est discuté dans [BOMP06, OP07], les
LMIs dépendantes de parametres dans le simplexe unitaire peuvent étre résolues, sans conserva-
tisme, a partir d'une séquence de relaxations : les variables de décision sont modélisées comme
des polynomes homogenes avec un degré g arbitraire et, plus le dégré g est grand, moins les
LMIs résultants son conservatives. Par contre la complexité croit considérablement avec 1’aug-
mentation du dégré des polynomes. La complexité des méthodes basées sur des LMIs peut
étre estimée selon le nombre des variables scalaires et des lignes des LMIs, qui varient avec
I'ordre du systeme, l'ordre du controleur, le nombre de sommets du polytope et les degrés des
variables polynomiales. La difficulté de la programmation des LMIs augmente aussi en fonc-
tion de la quantité de sommets et du dégré des polynomes. Pour éviter une telle difficulté,
les auteurs ont développé une procédure numérique, paquet computationnel pour construire
automatiquement un ensemble fini de LMIs a partir de sa description dépendante des para-
metres, sans que 'utilisateur ait besoin de faire des opérations comme isoler chaque monome
ou homogénéiser le polynome. Bien que les LMIs pourraient aussi étre programmées en utili-
sant, par exemple, Yalmip [Lof04], un parser spécialisé peut construire les LMIs plus vite. Le
parser utilisé et développé dans cette these, ROLMIP (Robust LMI Parser), est disponible a
http://www.dt.fee.unicamp.br/~agulhari/softwares/robust_lmi_parser.zip.

Le Théoreme 2.4 peut aussi étre utilisé a la deuxieme étape de la méthode décrite dans
I’algorithme 2.1. Méme si ce théoreme et le Théoreme 2.3 sont équivalents pour un ensemble
donné de o € Ay, les LMIs issues des relaxations peuvent ne pas étre équivalentes et, par consé-
quent, peuvent conduire a différents gains. De tels résultats seront illustrés dans les exemples
numériques de la Section 2.5. Les deux théoremes peuvent étre adaptés pour obtenir des contro-
leurs sans considérer la norme H, du systeme en boucle fermée avec 'exclusion de la troisieme,
quatrieme et cinquieme lignes et colonnes de (2.21), comme présenté dans [AOP10b].

2.4.1 Procédure itérative

La méthode en deux étapes a une grande efficacité pour la syntheése de gains stabilisants
de retour de sortie. Toutefois, si le but est la minimisation d’une norme, on peut obtenir de
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meilleurs résultats apres l'application d’une procédure itérative. Cette procédure, spécialisée
pour les conditions LMIs présentées dans ce chapitre et congue pour minimiser la borne de la
norme H,, du systeme en boucle fermée, est décrite dans I'algorithme suivant :

Algorithme 2.2 Procédure itérative

1. Fixer la variable d’itération k < 0, la quantité maximale d’itérations k,,,, > 0 et la toléra
nce de convergence € > 0;

2. Calculer un gain stabilisant de retour d’état K s(?c) (cv) en utilisant le Théoréeme 2.2 ;

3. Calculer le gain de retour de sortie initial f(g)) et la borne 4 résultant de la minimisation
de la valeur de 7 sous la condition du Théoreme 2.3 ou du Théoreme 2.4 ;

4. Avec le gain f(g;), on obtient le gain de retour d’état f(g;ﬂ)(a) = f(g;)C'g(a) ;

5. Utiliser le gain K s(l;)(oz), pour résoudre le probleme d’optimisation

7" =miny sous contrainte (2.21).

Siy” < 7<k>7 attribuer ’Y(kﬂ) < v* et récupérer le controleur correspondant K'(SI;H)’ sinon
attribuer v+ « ~(#)

6. Attribuer k < k + 1. Si k = kypap ou si [yE=Y —y®)|/4*=1 < ¢ arréter ; sinon, retourner
au pas 4.

Il est important de souligner que la borne finale v résultant de la procédure itérative, ce qui
peut étre vue comme une procédure d’optimisation locale, peut changer selon le gain de retour
d’état calculé au pas 2. Alors, une technique pour chercher le meilleur gain de retour d’état
serait nécessaire pour traiter le probleme dune fagon globale.

La convergence de la procédure lorsque D,(a) = 0 est garantie et montrée par le théoreme
suivant.

Théoréme 2.5 Considérons le systeme (2.7) avec D, (a) = 0. Soit K, un gain stabilisant de re-
tour de sortie et 7y la borne minimale résultante de I’application de la condition du Théoreme 2.3.
Alors la borne minimale 4 issue de I'application de K,s(a) = K,;Cy(c) dans le Théoréme 2.3
satisfait y < ~.

Démonstration : L’application du lemme de projection (Lemme 1.5), avec

TH(Oé> T12(Oé> T13§Oé> T14(Oé> F(O&)?Q(O&)
* —V(a) = V'(a) V(a)Bi(a) 0 V(o) Ba(a)

U= * * —21 Di(a)H(« 0 :
* * * - H(a)— H'(a) H’(a)ODg(a)
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I 0 0 0 I 000
o I 0 O 01 00
Noe=1| 0 0 T 0|, N=1]00T1F0
0O 0 0 I 0 0 0 I
S(a) 0 Q(a) 0 0000
nous permet de voir que la condition (2.21) est équivalente aux conditions

(A(0) + Ba(a) Ko(0)) F
+F(0)(A(a) + Bala) Koy

3

TN~ —~
Q0o

= &
=

P(a) = F'(a) + V(a)(A(a) + By(a)Kop(e)) =V(a) = V'(a)
Bi(@F(a) B()V"(a)
I H'(0)(Ci(a) + Day(a) Kyp(a)) 0
_:21 N <0 (2.24)
H'(a)Dy(o) 1—H(a)— H'()
et
[ (A(a) + Ba(a) Koy Ca()) F'(a) .
+F(a)(A(a) + Ba(a) Koy Co(a))
Pla) — F'(a) + Vga)(fl(a) + By(a) Ko Cy(a)) —V(a) = V(@)
_ Bi@)F'(a) By(e)V'(e)
! H'(0)(C1(a) + Da(a) Koy Co(a)) 0
_:21 N <0, (2:25)

H'(a)Dy(o) 1— H(a)— H'(a)

qui sont, respectivement, les conditions liées aux lemme borné réel (Lemme 1.7) des systéemes
en boucle fermée avec le retour d’état K, 7(a) et avec le retour de sortie K'of. Supposons que la
condition (2.21) est satisfaite avec K f(a), Ko et v (i.c., lapplication de la méthode en deux
étapes donne une solution faisable) ; alors les conditions (2.24) et (2.25) sont aussi satisfaites.
Le changement de variables K,f(a) = K,;Cs(a) dans la condition (2.24) la rend identique a
la condition (2.25), ce qui démontre que ce changement de la condition originale (2.21), avec
le méme valeur de -, maintient la faisabilité de la condition. Alors, la minimisation de 7 sous
contrainte (2.21) avec K,f(a) = KopCo(a) donne 4 < v, ce qui démontre la non-croissance de
cette variable. Cette information, avec le fait qu’une telle variable a une borne inférieur (une
fois qu’elle est liée & une norme), démontre la convergence de la procédure itérative.

Le Théoreme 2.5 montre la convergence de la procédure itérative pour le cas D,(«) = 0. Si
la sortie est affectée par D,(«) # 0, la démonstration présentée n’est pas applicable et, jusqu’a
présent, la convergence de la procédure n’a pas pu étre démontrée. Remarquons, pourtant, que
I’algorithme peut traiter la possibilité d'une augmentation de la valeur de v pendant 1’application
de la procédure, mais il est important de souligner qu'une telle situation n’a pas été observée
dans les différentes analyses faites.

42



2.5 Exemples numériques

Les routines ont été implémentées sur MATLAB, version 7.0.1 (R14) avec les paquets Yal-
mip [Léf04] et SeDuMi [Stu99]. L'ordinateur utilisé est un AMD® Phenom II Quad Core 945
(3.0 GHz), 3.2GB RAM, Linux Ubuntu 9.04. Le Théoréme 2.2 a été utilisé a la premiere étape
avec & = 0.05.

2.5.1 Exemple I

Il est important de mentionner que, dans la littérature, il n’y a pas beaucoup de méthodes
capables de traiter des incertitudes sur toutes les matrices du systeme. La méthode présentée
est comparée a I'approche de [YS09], une technique pour la synthese des controleurs robustes
qui peut traiter des incertitudes aussi lieu sur la matrice de dynamique que sur la matrice
de sortie, en considérant aussi la minimisation d’une borne de la norme H.. Par contre, la
méthode de [YS09] demande que certains matrices soient fixées. Dans les exemples, les para-
metres scalaires aq, ag, ag et o, nécessaires pour [YS09] (selon la notation de l'article) sont
considérés égaux et appartiennent a I’ensemble {0.01,0.05,0.1,1,10}, et seulement les meilleurs
résultats sont montrés. La technique de [GKBO07] est aussi considérée, mais elle ne donne que
des controleurs d’ordre plein et certaines matrices du systeme doivent étre fixées.

Considérons le modele d’une version modifiée de la commande de tangage du F4E, présentée
dans [YS09] dont les matrices sont données par

a;l a2 Q13 by 1 00 0
@21 a2z ass 0 L 010 0
A‘00—3030’Bl_001’B2_0’

o 0 0 —10* 00 0 104

1000 -
0120100,02_(1](1)88],

0010 .

000 0]
D1:000,D2:0,Dy:[888]

00 0 1]

Les valeurs des parametres de la matrice A, pour chacun des N = 4 sommets du systeme, sont
données dans la Table 2.1.

Les plus petites bornes pour le cott H., obtenues avec la méthode en deux étapes issue de
I’application de la procédure itérative, en considérant les Théoremes 2.3 et 2.4 a la deuxieme
étape, ainsi que les résultats des approches de [YS09] et [GKBO07] sont montrées dans la Table 2.2.
La procédure itérative a été appliquée jusqu'a k.., = 10 itérations avec une tolérance de
¢ = 0.001. Différents valeurs pour les degrés des matrices polynomiales P(«) (premiere et
deuxieme étapes), Z(«a) et G(«) sont considérées. Les variables d’écart F'(a), V(a) et H(«)
sont des polynomes homogenes de degré unitaire. L’ensemble g = {gsy, gof, 92, 9¢} indique,
respectivement, les degrés de la matrice de Lyapunov P(«) aux premiere et deuxieme étapes, et
les degrés des matrices Z(«v) et G(«v). Seulement les configurations des meilleurs résultats sont
montrées.

Une analyse de la Table 2.2 nous permet de voir que 'augmentation de 'ordre des contro-
leurs ne donne pas forcément des meilleurs résultats. Une explication est que, ainsi comme des

43



TABLE 2.1 — Valeurs des parametres de la matrice A considerée a I’Exemple I, pour chacun des
N = 4 sommets.

Sommet 1 2 3 4
a1 -0.9896 | -0.6607 | -1.702 | -0.5162
a12 17.41 18.11 50.72 | 29.96
a3 96.15 84.34 263.5 178.9
(91 0.2648 | 0.08201 | 0.2201 | -0.6896
(99 -0.8512 | -0.6587 | -1.418 | -1.225
(93 -11.39 | -10.81 | -31.99 | -30.38
by -97.78 | -272.2 | -85.09 | -175.6

différents gains de retour d’état appliqués a la deuxieme étape peuvent donner de différents
résultats, le changement de la valeur de n,. peut résulter en gains de retour d’état completement
différents entre eux et, par conséquent, il n’y a pas une relation entre les valeurs de la norme
pour de différents controleurs obtenus. On peut voir aussi a la partie inférieur de la Table 2.2 que
I'utilisation de gains robustes de retour d’état ne donne pas de bons résultats. En comparaison
avec d’autres approches, la méthode en deux étapes associée a la procédure itérative a produit
de meilleurs résultats dans 100% des cas.

TABLE 2.2 — Résultats pour 'Exemple I. Pour chaque ordre n. considéré, les valeurs des bornes
7 et 4*) | respectivement avant et apres la procédure itérative (avec le temps d’exécution, en
secondes, entre parentheses) sont montrées, ainsi que les degrés {gsy, gof, 9z, g} des matrices
qui ont fourni les meilleurs résultats.

‘ ‘ n, =0 ‘ ne=1 ‘ Ne = 2 ‘ Ne =3 ‘ ne, =4 ‘
Autres méthodes
[Y'S09] 752 (1) | 3.98 (1) 4.05 (2) 3.96 (2) 3.95 (3)
[GKBO7] — — — — —
Théoremes 2.3 et 2.4 (plus petites bornes 4 obtenues)
Degrés | {1,2,2,0} [ {2,2, 1,1} [ {1,2,2,2} | {1,2,1,1} {2,2,1,0}
~(© 3.41 (15) | 4.59 (27) | 12.55 (154) | 12.76 (103) 3.10 (92)
Itérations 3 7 10 10 10
A®) 3.08 (30) | 2.46 (68) | 2.08 (159) | 1.81 (245) 2.21 (572)
Théoremes 2.3 et 2.4 avec degrés {0,1,0,0} (i.e., gains robustes de retour d’état)
~(© 3.81 (6) | 4.06 (7) | 4.67 (12) | 5.25(19) 4.75 (51)
Itérations 4 10 10 10 10
A ) 3.09 (27) | 3.24 (77) | 3.09 (140) | 2.65 (208) 2.79 (513)

Les controleurs f(of qui ont donné les plus petits valeurs de ~, pour chaque valeur de n.,
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sont présentés dans ce qui suit.

K=" = [0.0586 0.4884]

=) _ [~1.6330 —0.1443 0.2048
of T |-0.8907 0.1271 1.2624
~ —5.3331  —4.5634 —0.1954 —0.7206
K™ = | =3.6117 —10.4232 —0.6498 —4.4825
2.2537 54385  0.3881 25172
—35.4251 —6.5711 151283 —0.3314 —1.3825
oln—s) _ | 191838 —8.0675 12.2609 —0.8755 —5.6835
of T |-45.5396 —9.1124 17.9406 —0.4876 —0.7140

15.1329  4.0481 —9.0492 04777  3.6535

[ 27037 —0.4076 —0.7353 —2.0702 —0.0502 —0.1141]

39.6620 —4.8091 —8.0747 —13.8495 —0.5210 —3.0966
K=Y = | 214227 —~1.6266 —5.6600 —8.7825 —0.1718 0.2802

—0.9464 0.0094 02227 —2.3368 —0.0050 —0.0531

| 5.5532 01459 —1.4757 1.5482  0.1135  0.9722 |

Les normes H, de pire cas, calculées a posteriori avec une procédure de force brute basée dans
I'utilisation d’une grille fine sur o € Ay, pour le systeme en boucle fermée avec les controleurs
donnés, sont : Hegpe = 3.08 (n. = 0), Hoope = 2.46 (n. = 1), Hoope. = 2.08 (n. = 2),
Hoope. = 1.81 (n. = 3) et Hoope. = 2.20 (n. = 4).

On note que les valeurs des bornes apres la procédure itérative sont proches des valeurs
réelles de la norme de pire cas des systémes en boucle fermée (calculées a posteriori), ce qui
indique un bas niveau de conservatisme des conditions sur cet exemple. Pour les degrés des
matrices, pour toutes les valeurs de n, les bornes les plus petites 4(?) ont été obtenues en fixant
un degré égal a 2 pour la matrice de Lyapunov a la deuxieme étape, ce qui était prévu dans
la mésure ou les résultats avec un degré 2 pour la matrice de Lyapunov ne peuvent pas étre
pire que ceux obtenus avec des matrices P(«) de degré unitaire. La méme chose, par contre,
ne peut pas étre affirmée pour les autres matrices. Finalement, seulement les résultats liés aux
plus petites bornes y*) ont été montrés, mais les valeurs obtenues par d’autres combinaisons de
degrés gsr, gos, gz €t g ont été plus petites que ceux donnés par [YS09] et [GKBO7] dans 96%
des cas.

Le probleme de pannes partielles dans les capteurs peut étre modélisée par la présence
des parametres incertains dans la matrice de sortie. Par exemple, considérons que les capteurs
peuvent opérer entre 50% et 100% de leur capacité, en produisant la matrice de sortie

C11 0 0 0
CQ |i 0 Coo 0 0:| y 05 S C11 Coo X~ 1

Avec les valeurs minimales et maximales des parametres incertains, un nouveau modele polyto-
pique avec N = 8 sommets est obtenu pour le systeme. Dans ce cas, la méthode de [GKBO07] ne
permet pas d’obtenir des solutions faisables. En utilisant la méthode de [YS09], les plus petites
bornes résultantes pour la norme H,, ont été 37.20, pour n. = 0,1,2,3,4. En fait, dans cet
exemple, les réalisations de tous ces controleurs ne sont pas controlables ni observables, et alors
les controleurs dynamiques peuvent étre réduits a des gains statiques de retour de sortie avec le
méme colit garanti. Par ailleurs, les controleurs issus de la méthode en deux étapes ne présentent
pas un tel comportement, et les bornes associées sont montrées a la Table 2.3.
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2.5.2 Exemple II

Considérons une version modifiée du modele masse-ressort étudié dans [Iwa96] et donné par

0 0 1 0 100
0 0 0 1 {10
Ala) Bi| By S SR 0 m
Cl D1D2 = ko ko 0 00(0‘)503 0
R R 2 ma me 4
Co Dy 0] (R S B IO
0 0 1 0 00
| 0 0 0 1 00

avec mp =2, mo =1, ko =05et 1 <k; <4,1< ¢y <4, ce qui produit un polytope de N =4
sommets.

Pour cet exemple, la méthode de [GKBO7] ne fournit pas de solutions faisables. Avec I’ap-
proche de [YS09], le cotit H, garanti est de 17.58 (dans 1 seconde), pour n. = 0,1,2,3,4. La
Table 2.4 montre les résultats obtenus avec la méthode en deux étapes associée a la procédure
itérative, et la Figure 2.1 montre I’évolution des bornes v pendant ’application de la procédure
itérative. Cette méthode a demandé un plus grand effort de calcul mais a produit des controleurs
robustes avec couts H,, garantis plus petits dans 100% des cas.

TABLE 2.3 — Résultats pour 'Exemple I avec pannes dans les capteurs. Pour chaque ordre n,
considéré, les valeurs des bornes v(*) et 4*¥), respectivement avant et apres la procédure itérative
(avec le temps d’exécution, en secondes, entre parentheéses) sont montrées, ainsi que les degrés
{9sf, 9of, 9z, g} des matrices obtenues. La méthode de [GKBO07]| n'a pas donné de résultats
faisables, et [YS09] a fourni un cott garanti de 37.20 pour tous les ordres n,.

Théoremes 2.3 et 2.4 (plus petites bornes 4 obtenues)
n.=20 ne=1 Ne = 2 Ne=3 ne==4
Degrés | {2,2,1,0} | 12,2, 1,1} | {2,2,2,0} | {2,2,2,0} | {2,2,2,0}
7 3.94 (61) | 6.66 (473) | 3.95 (843) | 3.67 (1727) | 3.92 (6151)
Itérations 10 1 10 10 10
(%) 3.29 (151) | 2.76 (30) | 2.96 (1638) | 3.13 (3162) | 2.92 (3823)
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TABLE 2.4 — Résultats pour I’Exemple II. Pour chaque ordre n. considéré, les valeurs des bornes
70 et v¥)| respectivement avant et apres la procédure itérative (avec les temps d’exécution, en
secondes, entre parentheses) sont montrées, ainsi que les degrés {gsy, gof, 9z, g} des matrices
obtenues. La méthode de [GKBO07] n’a pas donné de résultats faisables, et [YS09] a fourni un
cott garanti de 17.58 pour tous les ordres n..

Théoremes 2.3 et 2.4 (plus petites bornes 4 obtenues)
n. =0 n.=1 Ne = 2 Ne =3 n. =4
Degrés | {1,2,2,2} | {2,2,2,0} | {2.2,1,1} | {2,2,2,0} | {2,2,1,1}
Q) 10.52 (32) | 17.04 (11) | 8.70 (64) | 13.59 (33) | 8.66 (58)
Itérations 10 10 10 10 10
A ) 7.54 (50) | 7.27 (48) | 6.73 (100) | 6.95 (141) | 6.68 (278)

18

161 —o— n.=10 |
— n.=1
—8— n, =2
14} o~ ne=3 -
—o— n.=4
L 12p -
F\
q
10+ -
@
8- i
. N — S—
6 | | | | | | | | |
0 1 2 3 7 8 9 10

5
Ttérations K

FIGURE 2.1 — Evolution des bornes ~v pour chaque itérations de la procédure itérative sur
I’Exemple II.
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2.6 Conclusion

Une méthode pour la synthese de controleurs dynamiques d’ordre réduit pour les systemes
linéaires avec parametres incertains invariants dans le temps, permettant de minimiser une borne
de la norme H,, du systeme en boucle fermée, a été présentée dans ce chapitre. Ce probleme
correspond a la synthese de gains statiques de retour de sortie en considérant une représentation
augmentée du systeme, selon une technique simple et connue dans la littérature. La synthese est
faite a partir de I'application d’une méthode en deux étapes, qui consiste a la synthese d’un gain
de retour d’état, possiblement dépendant des parametres, et a une condition LMI permettant de
générer, si possible, le gain de retour de sortie. Notez que le gain de retour d’état, qui peut étre
dépendant de parametres, ne joue qu’un role intermédiaire dans ’algorithme et on n’a pas besoin
de le calculer. On peut aussi exécuter une procédure itérative afin de réduire la norme H., du
systeme bouclé. Une série d’exemples a été présentée pour illustrer les capacités de I'approche
proposée, qui a donné des meilleurs résultats (en comparaisant avec d’autres méthodes) dans la
plupart des cas.
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Chapitre

Systemes LPV avec des mesures inexactes

3.1 Introduction

Dans le Chapitre 2, on a traité le probleme de la synthese de contrdleurs stabilisants, en
considérant la norme H.,, comme mesure de performance, pour les systemes linéaires a para-
metres incertains invariants dans le temps. Par contre, il y a des situations ou les parametres
sont variants dans le temps, par exemple la masse d’une fusée en cours de lancement. La linéa-
risation des systemes non linéaires peut conduire a des modeles linéaires a parametres variants
(en anglais, Linear Parameter Varying — LPV). L’adaptation des conditions d’analyse et de
synthese des systemes LTI pour le cas LPV est faite d’une facon rélativement simple, mais pour
que les conditions soient moins conservatives il faut connaitre les bornes des taux de variation
des parametres, et pas uniquement les bornes de ses valeurs.

La technique présentée dans ce chapitre pour la synthese des controleurs d’ordre réduit, de
telle sorte que la norme H., du systeme en boucle fermée soit bornée par une valeur prédéfinie,
est une extension de la méthode en deux étapes présentée au Chapitre 2. Le but de ce chapitre est
la synthese des controleurs par séquencement des gains, i.e., le controleur dépend d’un ensemble
de parametres qui sont mesurables en ligne. Le controleur est projeté pour qu’il soit robuste a
des bruits de mesure, ou les bornes de tels bruits sont supposées connues.

La structure des incertitudes considérée pour la méthode est présentée dans la Section 3.2.
La Section 3.3 décrit la formulation du probleme et détaille la modélisation du systeme. Les
conditions utilisées dans les deux étapes de la méthode sont développées dans la Section 3.4, et
des exemples illustrent la validité de la méthode dans la Section 3.5. Finalement, la Section 3.6
conclut le chapitre.

3.2 Structure des parametres

Considérons le systeme linéaire au temps continu avec des parametres variants dans le temps,
donné par



x(t) € R™ est le vecteur d’états, w(t) € R" entrée exogene, u(t) € R™ 'entrée de commande,
z(t) € RP la sortie commandée, y(t) € R? la sortie mesurée et 0(t) = [01(t) ... Og(t)] est le
vecteur des () parametres variants dans le temps, qui satisfont

a; < 6;(t) <a,

2 —

ISH

<O <Ty 0ed,d] i=1,...,0.

Afin de simplifier la notation, la dépendance de 6(t) sur ¢ sera omise dans le reste du chapitre.
Tous les matrices du systeme (3.1)-(3.3) sont modélisées comme des variables affines en 6 et sont
décrites par

Q
M(0) = My + Y _ 6;M;. (3.4)
i=1
Comme déja montré au Chapitre 2, on peut obtenir des conditions et méthodes convexes si
les matrices du systeme sont représentées en fonction des parametres au simplexe unitaire. La
transformation des parametres # au simplexe unitaire est faite a travers de la structure multi-
simplexe, définie dans ce qui suit.

Définition 3.1 Un multi-simplexe A est le produit cartésien Ay, X ... x Ay, d’un nombre fini
de Q) simplexes. La dimension de A est dénotée par lindice N = (Ny, ..., Ng) et, pour simplicité
de notation, RN dénote l'espace RN+t Ne  Un certain élément a de A est décomposé comme
(aq,...,aq) et, par conséquent, chaque o; € Ay, est décomposé comme (i, . . ., Qun;).

Chaque variable 6; peut étre écrite en fonction d'un simplexe de deux sommets, dont les
composants «; sont donnés par

0; —a; )
2 s e =1—ap, o= (an,0p) €Agy 1=1,...,Q, (3.5)

a; — a;

Q1 =

ce qui résulte en

Avec une telle transformation, chaque matrice affinement dépendant des parametres 6 peut
étre représentée comme un polytope en «. Par exemple, considérons la représentation (3.4) avec

Q=1,1i.e.,
M(6) = My + 60, M,.

L’utilisation du changement de variables proposé résulte en
M (o) = My +a; My + aq1(a; — @1) M.
Apres 'homogénéisation de M(a)!, on a
M(a) = (11 + a12) (Mo + @ My ) + o1 (ay — @) M.
La matrice polynomiale M («) peut, alors, étre écrite comme
M(a) = anTi + anTy, a1 € Ay,

avec T1 = M(] +Q1M1 et Tg = Mo —|—61M1.

'Procédure réalisée pour que tous les monémes du polynéme présentent le méme dégré.
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En analysant les relations en (3.5), on peut voir que les bornes des taux de variation des
variables «; sont égaux a

Sdilg__ ! PR ! Sdigg_ 5 Zzl,,Q (37)
a; — a; a; — Qa; a; — a,; a; — a

L’espace des valeurs des taux de variation ¢; peut étre représenté, si ses bornes sont connues, a
partir d'un polytope donné par [CGTV07]

R; N;
TZ:{SDERNZ QOZZT/MHZ(Z)a ZHZ(qa]):Oa vjzlaaNla nleARl}a
/=1 q=1

étant HZ-(Z) la /-eme colonne de la matrice H;, qui est construite a partir des bornes de ¢&; et en
considérant en plus que la somme des éléments de chaque colonne HZ-(Z) doit étre nulle, une fois

que
> dy = yr (Zaw> =0, i=1,...,Q.
/=1 /=1

Spécifiquement pour un simplexe de deux éléments dont les bornes sont données par (3.7), la
matrice H; est égal a
1 —d —d
H = [ 4 d@} |

3.3 Formulation du probleme

Le principal probléeme considéré dans ce chapitre est la synthese des controleurs stabilisants
d’ordre réduit et dépendants des parametres 6, en supposant qu’on puisse mesurer en ligne
les valeurs des parametres et les utiliser pour le calcul du signal de commande. Notons que
I'implementation peux dépendre d’un sous-ensemble des parametres, plus specifiquement des
parametres qui sont mésurables en ligne, étant les autres traités comme des incertitudes para-
metriques. Toutefois, on doit tenir compte des imperfections sur la mesure des parametres, pour
garantir la robustesse des controleurs méme si on a des différences entre les valeurs réelles des
parametres et celles qui ont été mesurées. Considérons alors que les parametres mesurés sont
donnés par .

0i=(1+p)0:i+6),i=1,...,Q

étant 0; sa valeur réelle, §; le bruit additif et p; le bruit multiplicatif, avec
b <6 <bi, ¢;<pi<G i=1,...,Q.

Le but, alors, est la construction d’un controleur dynamique d’ordre n,. < n dont la réalisation
d’état donnée par
Ac(0)zc(t) + Be(0)y(t) (3.8)

e(t) Te
z.(t) + De(0)y(t),

u(t)

étant z.(t) € R" les états du controleur. L’ordre du controleur est défini a priori, ce qui
constitue un degré supplémentaire de liberté pour qu’on puisse équilibrer la performance et la

j
C.(0)

o1



Rmexne - B.(0) € R"*1 C.(0) € R™*" et D.(0) € R™*? sont affinement dépendantes de 0;
(14 p;)(0; + 6;) et peuvent étre génériquement représentées par

stabilisabilité avec le cott de calcul pour des implémentations pratiques. Les matrices AC(Q:) €

Q
M () = Me, + > (1 + pi)(0; + 0:) M, (3.10)

i=1

Apres application d’'un changement de variables similaire a (3.5) sur d; et p;, on a

§ 0; —b;i - :
a1 = ‘ _Z, Oéi2:1—042‘1, ai€A2,z:1,...,Q
_Z_bi
et .
Pi — Ci

—, @igzl—dil, dieAQ, Zzl,,Q
C; — C;

Q1 =

Un domaine multi-simplexe peut étre obtenu avec la méme procédure appliquée a 6;. Par
exemple, si ) =1,

M.(0) = M., + (1 + p1)(61 + 61)M,,. (3.11)
Dans ce cas, les variables du multi-simplexe sont &; = (o, &g, &), étant a3 = (g1, aq2) € Ay
liées a 91, G = (dll,dlg) € Ag liées a 01 et &y = (dll,dlg) € AQ liées a P1- Avec un tel

changement de variables, la matrice M.(0) (3.11) peut étre réécrite par

M(@) = Moy + én(er — &) (e (an = @) + éna by — )M,
+ (1 +a)(an(ar — @) + an (b — br) + (@ +b_1>)Mcl +an(e @)@ +b)M, (3.12)
et, apres une procédure d’homogénéisation, la matrice polynomiale avec parametres sur le do-
maine multi-simplexe de dimension N = (2,2, 2) est représentée par

2 2

M.(a) = Z Z Z aiyang Ly

i=1 j=1 k=1

dont les coefficients matriciels sont donnés par

Tijr = Mey + ((i = 1)@ + (2 = i)ar + (j = Dby + (2= 5)ba) (1 + (b — 1) + (2 = k)er) M., . (3.13)
Une telle procédure peut étre adaptée pour traiter toute matrice polynomiale avec ( > 1 en
utilisant les équations suivantes
2 2 2 2
Mc(d) = Z s Z Z s Z s Z alil e aQilejl Ce delekl e koQT'il___,'le___ijlka

] ] k1=1 k‘Q:l

| | (3.14)

i1=1 ig=171=1 Jjo=1

Q
Tiy.igjr..joki ko = Mco—i-Z((iz—1)a_z+(2—i£)ﬂ+(jz—1)b_z+(2—j£)@)(1"‘(1{55_1)07“‘(2_]‘53)@)]\40@-
=1

De cette fagon, la dépendance des matrices du controleur A.(@), B.(&), Ce(@) et D (&) sur les
parametres & peut étre structurée comme pour M.(&) donnée par (3.14).

52



On considere que le méme changement de variables en (3.14) a été appliqué sur les matrices
du systeme (3.1)-(3.3). Ainsi comme dans le Chapitre 2, la synthése d’un controleur dynamique
(3.8)-(3.9) est équivalente a la syntheése d’'un gain statique de retour de sortie pour le systéme
augmenté

0(t) = Aa)n(t) + Bi(@)w(t) + Bay(a)u(t) (3.15)
2(t) = Cu(@)n(t) + Di(@)w(t) + Da(a)ul(t) (3.16)
y(t) = Ca(@)n(t) + Dy(@)uw(?), (3.17)

A(a) = [Ag) 02} CBia) = [Bléd)} | Bala) = [IS 3255‘)] (3.18)
Ci(@) = [Ci(a) 0], Di(@) = [Di(a)], Da(a) = [0 Do(a)] (3.19)
@) = {02((]@) Igc} . Dy(a) = [ Dyo(d)} . (3.20)

Les matrices du systeme augmenté en boucle fermée par un gain de retour de sortie K, (&) sont
égaux a

Au(@) = A(G) + Ba (&) Kop(a)Ca(a) (3.21)
Bal@) = Bi(@) + Ba(a) Koy @)D, () (3:22)
Ca(@) = C1(a) + D) Kop(a)Co(a) (3.23)
Da(@) = Di(@) + Da(d) Kop(@) D) (3.24)
et le gain est dénoté par
o ~\ Ac(&> Bc(&>
Kop(@) = [cz(@) Dc<d>} (3.25)

3.4 Conditions LMI

L’approche considérée pour la synthese d'un gain stabilisant de retour de sortie, de sorte que
la norme H,, du systeme en boucle fermée soit bornée par une valeur donnée ~, est la méthode
en deux étapes, présentée a la Section 2.3. Pour ca, toutefois, les conditions LMI utilisées a
chaque étape doivent étre adaptées pour traiter le cas des parametres variants dans les temps.
Le théoreme suivant présente une condition de synthese des gains de retour d’état, utilisée dans
la premiere étape de la méthode.

Théoreme 3.1 Il existe un gain dépendant des parametres de retour d’état qui stabilise le
systeme (3.15)-(3.17) s’il existe des matrices dépendants des parametres W(a) = W'(a) > 0,
Zy(&), Zs(a), Zy(@) et Q(&) et une matrice constante G satisfaisant

A@)G +G'A'(a) + Q(a) + Q(a) + W(a) *

i )
(@) = W(@) - ¢ + € (A@)G + @) —£(G+ @)

< 0, avec (3.26)
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Q@) = [32(54)69(54)3/ + By(a)Z3(@) Ba(a)Q(a) + 32(5‘)24(54)}

ou Y est une matrice et £ > 0 un scalaire prédéfini. Si la condition (3.26) est satisfaite, alors

Zy(@)Y Zy(@)

Ksp@) = [Q(&)Y 1 Z4(6) Q@)+ z4<a>] @) (3:27)

est un gain stabilisant de retour d’état pour le systeme augmenté (3.15)-(3.17).

Démonstration : Similaire a la démonstration du Théoréme 2.2.

Une fois que & = (a,d, &) € Ay = Apn, X ... X Ay, implique Q= (o’z,d,d) € T pour tout
t > 0, la matrice W (&) peut étre calculée par

) NeNm (@) s AR O (@) N
Wi(a) = lel W:aij = lel 8&5 ;n”Hi(j’g)'
i=1 j= =19= =

Une condition suffisante pour I'existence d'un gain de retour de sortie, de telle sorte que la
norme H,, du systeme en boucle fermée soit bornée par une valeur défini a priori, est présentée
dans le théoreme suivant.

Théoréme 3.2 Soit K, (&) un gain stabilisant de retour d’état. S'il existe des matrices P(d) =
P'(a) >0, S(a), G(a), Q(a), J(&) et H(a) et un scalaire v > 0 de telle sorte que

[ (A(@) + Bal@) K14 (@)S'(@) + S(@)(A(@) + Ba(@)Kyy(@)) + (@) "
P(a) = 5'(a) + G(a)(A(q) + Bz (@) Ky (@) —G(a) - G'(a)
0(a) 2 RAGEG Bl(a)G(@)
 Q@(G1(@) + Do@) Ky (@) 0
I Bj(a)S'(a) + J(a)Cy(a) — H(a)Ksp(@) Bi(a)G' (&)
—~2T * * <0 (3.28)
Q(@)Di(a) T-Q(a) - Q'(a) "
J(@)Dy(&) Ds(a)Q(a) —H(a) - H'(a)
alors
A _ | AA@) Bel@) | g
Eot@ = | 65 ey | = 1@ 7@ (329)

est un controleur dynamique stabilisant et le cout garanti H., du systeme en boucle fermée est
donné par 7.

Démonstration : Il est possible appliquer le lemme de la projection (Lemme 1.5) & la condition
(3.28), avec

X=H(@), A=[Y(@ 0 Y@ o —-I], V=[0000 I],
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A(a)S(a)+ S(a Z(~)1—P(~) * * * *
Pa) - S'"(a) + G(@)A(a) ~G(a) - G'(a) * * *
U= By (@) 5" (@) Bi(@)G' (@) —1 * x|
Q'(@)C(a) o0 Q'(@)Di(a) 1-Q(a)-Q'(a) *
By(a)s'(a) B;(a)G'(a) 0 Dy(@)Q(a) 0
A(a) £ A(a) + By(@)Kop(a),  Cla) = Ci(a) + Da(a)Kop(). (3.30)
Soient les matrices N, et N, définies comme
I 0 0 0
0 I 0 O
10000 _
M=ot oo M=|0 0 T of
Y(a) 0 Y(a) 0

de telle sorte que NV, V = 0 et N/A’ = 0, alors les inégalités de la condition i7) du Lemme 1.5
conduisent a

. [A(@)8'(a) + S(@)A@) +
NN, = [ P(@) — 5'(6) + G@)A@)  —ca) -a'@) =" (3:31)
et
S(@)Aa(@) + Ay (a)S'(@) + P(a) P(a) — S(a) + A, (a)G'(@)
. _G(a) - G(@)
SO 00
Q) Do !
ey DL(&)0(a) <NUN, <0, (3.32)
* -Q'(a)Q(a)

car (I - Q(a))'(I - Q(a)) = 0 implique —Q'(a)Q(a) <1 - Q(&) — Q'(@), avec

Aa(@) £ A(@) + Ba(a) Kop(6)Co(a),  Ba(a) = By (~)+B2(~)K (@) Dy (),
£ Dy(&) + Da(a) Kop (@) Dy ().

Ca(@) £ C1(@) + Dy(a) K,op(a)Co(a),  Du(@)
La LMI (3.31) est la condition de stabilité de A(&) + By(a)K,s(@), qui assure que K,f(&)

est un gain stabilisant de retour d’état. La multiplication de (3.32) par T5(&) a droite et par
T}(&) a gauche, avec

I 0 0
T3 (d) _ Aclo(a> BclI( ) 8 ,
0 0 Q@

conduit a partir du Lemme Borné Réel (Lemme 1.7) associé a la fonction de Lyapunov v(t, z) =
' P(&)x, avec

%Mt@+y@y@—7%ﬁﬁdﬂ<0

95



a un controleur dynamique (3.8)-(3.9) qui stabilise le systeme (3.1)-(3.3) avec un cout Heo
garanti égal a .

3.4.1 Détails additionnels de la méthode

L’approche employée pour la synthese des controleurs dynamiques d’ordre n. < n, avec
un cott H., garanti du systeme en boucle fermée, est basée sur la méthode en deux étapes
et 'application de la procédure itérative, présentées et détaillées au Chapitre 2. Toutefois, la
méthode doit étre adaptée pour traiter des systemes dont les parametres incertains sont variants
dans le temps, en utilisant les conditions présentées dans le présent chapitre. Une telle adaptation
est exposée dans ce qui suit.

Algorithme 3.1 Procédure itérative
1. Calculer un gain stabilisant de retour d’état K S(?p)(d) en utilisant le Théoreme 3.1;

2. Calculer le gain de retour de sortie initial & (E‘})(&) et la norme 7(©) résultant de la minimi-
sation de la valeur de 7 sous contrainte (3.28);

3. Fixer la variable d’itération k < 0, la quantité maximale d’itérations k... > 0 et la
tolérance de convergence € > 0;

4. Avec le gain f(él;)(d), obtenir le gain de retour d’état f(s(lfl)(d) = f(él;)(d)Cg(d) ;
5. Utiliser le gain f(s(l;)(d), pour résoudre le probleme d’optimisation suivant

~v*=min~y sous contrainte (3.28).

Si v* < 4% attribuez y**+D « ~* et récupérez le controleur correspondant f(ﬁﬁi*”(d),
sinon attribuez y*+1) « ~ k)

6. Attribuer k < k+1. Si k = Kynqp ou si [y*#=D — 48| /4(E=D < ¢ arréter; sinon, retourner
au pas 4.

Les LMIs dépendants des parametres peuvent étre résolues, par exemple, a partir d’une
séquence de relaxations LMI, comme proposé sur [OP07, OBP08]. Le “parser” ROLMIP, utilisé
pour obtenir I'ensemble fini de conditions LMIs au Chapitre 2, n’a pas été utilisé dans ce
chapitre une fois que les fonctions et définitions nécessaires pour I'implementation des variables
multi-simplexes n’étaient pas encore programmeées. La matrice de Lyapunov W (&), les matrices
Z(&) et Q(&) du Théoréme 3.1, aussi bien que la matrice de Lyapunov P(@) et les matrices
S(a), G(a), Q(&) du Théoreme 3.2 sont modélisées comme des polynomes homogenes de degré
générique en a. Par contre, les variables H (&) et J(&) du Théoreme 3.2 doivent étre modélisées
comme en (3.10), pour que les matrices A.(0), B.(6), C.(0) et D.(0) du controleur (3.8)-(3.9)
puissent étre récupérées.

Les degrés des variables de décision considérées dans les exemples numériques sont définis

dans ce qui suit.
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1. Les degrés associés a la matrice de Lyapunov W (&) e P(&) sont égaux a 1. Si les bornes
des taux de variation des parametres ne sont pas connues, on doit utiliser des matrices W
et P indépendant des parametres (stabilité quadratique);

2. Les variables d’écart Z(@) et Q(a) du Théoréme 3.1 et les variables S(@), G(&), Q(&) du
Théoreme 3.2 présentent des degrés égaux a 1;

3. Les degrés liés aux variables H(&) et J(&) du Théoreme 3.2 sont égaux a 1 si on cherche
des controleurs dépendants des parametres, comme ce sera le cas dans les exemples nu-
mériques, ou égaux a 0 si le but est la synthese de controleurs robustes.

3.5 Exemples numériques

Les programmes ont été implémentées sur MATLAB, version 7.0.1 (R14) avec les paquets
Yalmip [Lof04] et SeDuMi [Stu99]. L’ordinateur utilisé est un AMD® Phenom 1T Quad Core
945 (3.0 GHz), 3.2GB RAM, Linux Ubuntu 9.04.

3.5.1 Exemple I

Considérons le systeme présenté dans [MOPO06] dont les matrices sont données par

Al6) = [22569 314} -0 [28 604} Bul6) = [:8:9;] ’
50) = 3] o= |y o 0= g ).

Du(6) = o] 2201 = 3] 2 = [{].

oufe0,1]et —1< 6 < 1. On suppose que le paramétre 6 soit affecté par un bruit additif & de
sorte que |8] < ¢ et [§] < 10, ¢ étant définie dans la suite. Dans cet exemple, I’Algorithme 3.1
est appliqué en considérant & = 0.1 au Théoreme 3.1, k... = 5 pour la quantité maximale
d’itérations et une tolérance de convergence € = 10~*. Premiérement, les résultats obtenus avec
I’Algorithme 3.1 sont comparés a ceux donnés par 'application de [DBGO08, Theorem 2], qui
est une méthode capable de construire des controleurs dynamiques d’ordre plein, dépendants
des parametres et robustes a bruits additifs dans les mesures. Cette méthode, toutefois, n’est
pas capable de synthétiser des controleurs d’ordre réduit, ne considere pas la présence de bruits
multiplicatifs et n’admet que des parametres variants dans la matrice de dynamique A(6), ce
qui la rend tres contrainte par rapport a ’approche utilisée dans I’Algorithme 3.1.

La Figure 3.1 montre les bornes v des normes H,, des systemes en boucle fermée apres
I'application de la méthode de [DBGOS| et de I’Algorithme 3.1, avant et apres 2 itérations, en
changeant la valeur de la borne ¢ du bruit additif. Remarquer que la méthode de [DBGOS]
peut donner des résultats meilleurs pour de petits valeurs de {, mais on a une augmentation
presque linéaire de la borne de la norme H, du systeme en boucle fermée lorsque le bruit additif
augmente. L’Algorithme 3.1, par contre, donne des résultats presque invariants a I’augmentation
de I'action du bruit et, par conséquent, la technique peut étre considérée comme plus robuste.

La Table 3.1 présente les résultats obtenus en considérant la synthese de controleurs d’ordre
réduit avec I'action d’un bruit multiplicatif p, avec |p| < 0.2 et |p| < 10. Dans ce cas la, le bruit
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35F <4

25t 4 -

10t > -

F1GURE 3.1 — Résultats, pour I’Exemple I, de la comparaison entre les bornes des normes H.,
du systeme en boucle fermée avec les controleurs résultant de ’application de I’Algorithme 3.1,
avant (courbe continue) et apres (courbe en tirets) 2 itérations, et de la méthode en [DBGOS]
(courbe en points et tirets), en variant la valeur de la borne ¢ du bruit additif.

additif considéré est tel que [§] < 0.5 et |4] < 10. Notez que les valeurs des bornes des normes
résultantes, dans cet exemple, ne sont pas tres affectées par la présence du bruit multiplicatif,
ce qui illustre bien la robustesse de la technique.

TABLE 3.1 — Résultats pour I’'Exemple I de 'application de 1’Algorithme 3.1, en considérant des
bruits additifs et multiplicatifs, pour la synthese de controleurs d’ordre réduit. La table montre
les bornes de la norme H,, du systéme en boucle fermée avant (1(?)) et aprés (y(*)) k itérations.

ne=0|n.=1|n.=2

AO 1 1.81 1.80 1.89
k 2 1 1

Ay® 107 | 117 | 1.69
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3.5.2 Exemple II

On considere le modele de la dynamique de 'axe latéral de 'avion L-1011, présentée dans [GB86,
GPS96] dont les matrices sont données par

—298 0.93+46 0 —0.034 —0.032
—0.99 —-0.21 0.035 —0.0011 0
0.39 —5.555 0 —1.89 —1.6

Ci)=[1 0 0 0], @(9):[0 01 0},

0 001

D) =[0 0 0 0], Dy(6) =0, D,(8)= [0 00 0],

0000

ouf € [—1.5,1.5] et —0.5 < 6 < 0.5. On suppose que le parameétre 6 soit affecté par un bruit
additif & de sorte que || < C et |d] < 1, ¢ étant définie dans la suite. D’abord, I’Algorithme 3.1
est appliqué en considérant ¢ = 500 au Théoreme 3.1, k.. = 5 pour la quantité maximale
d’itérations et une tolérance de convergence ¢ = 10~%. La Table 3.2 montre les bornes v des
normes H., des systemes en boucle fermée apres I'application de la méthode de [DBGOS8| et de
I’Algorithme 3.1, avant et apres la procédure itérative, en changeant la valeur de la borne ¢ du
bruit additif. Ainsi comme a ’Exemple I, la méthode de [DBGO8] a donné un résultat meilleur
pour ¢ = 0 (i.e., sans le bruit additif), mais une petite augmentation sur 'action du bruit a
empiré considérablement la valeur de la norme, et la méthode n’est pas faisable pour ¢ > 0.4.
D’un autre coté, la robustesse de I’Algorithme 3.1 est illustrée dans cet exemple, une fois que
les normes résultantes sont presque invariantes a l’augmentation de la norme du bruit pour les
valeurs analysées. La méthode est faisable pour tout ¢ < 1.

TABLE 3.2 — Résultats, pour I'Exemple II, de la comparaison entre 1’ Algorithme 3.1, avant (7))
et apres (v) k itérations, et la méthode [DBGOS], pour la synthése des controleurs d’ordre
plein, en changeant la borne ¢ du bruit additif.

Méthode | Bornes Hoo | (=0](=02[(=04[(=06[(=08](=0.99
7 343 | 3.32 3.63 3.63 3.59 3.33

Alg. 3.1 k 2 0 0 0 1 1
) 2.93 | 3.32 3.63 3.63 2.87 2.91

[DBGOS] v 0.50 | 130.79 — — — —

La Table 3.3 présente les résultats obtenus en considérant la synthese des controleurs d’ordre
réduits avec 'action d'un bruit multiplicatif p, avec |p| < 0.5 et |p| < 1. Dans ce cas la, le bruit
additif considéré est tel que |d| < 0.5, et la constante ¢ utilisée dans le Théoreme 3.1 est
une des valeurs de l’ensemble {200,500}. Dans cet exemple, les valeurs des bornes n’ont pas
beaucoup changé avec la procédure itérative, qui est arrétée apres un nombre petit, ou méme
nulle, d’itérations. Notez que les valeurs des normes, dans cet exemple, ne sont pas tres affectées
par la présence du bruit multiplicatif, ce qui illustre bien la robustesse de la technique.
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TABLE 3.3 — Résultats pour ’'Exemple II de I'application de 1’Algorithme 3.1, en considérant
des bruits additifs et multiplicatifs, pour la synthese des controleurs d’ordre réduit. La table
montre les bornes de la norme H,, du systéme en boucle fermée avant (v(9) et apres (v¥)) k
itérations.

ne=0|n.=1|n.=2|{n.=3 | n.=4

O 375 [ 293 | 293 | 292 | 3.00
k 1 0 0 0 0

A® 1294 | 293 | 293 | 292 | 3.00

3.6 Conclusion

L’adaptation de la méthode en deux étapes, proposée au Chapitre 2, pour traiter des systemes
a parametres variants dans le temps, a été présentée dans ce chapitre. Les controleurs congus
sont d’ordre réduit et dépendants des parametres mesurables en ligne, et ils sont robustes a
des bruits de mesure de ces parametres. Les bruits, supposés additifs et multiplicatifs, sont
incorporés dans les conditions de synthese en utilisant I’approche multi-simplexe. Des exemples
numériques montrent que les résultats ne sont pas sensibles a des altérations sur la norme des
bruits considérés, une fois que les valeurs de la borne de la norme H,, des systemes en boucle
fermée sont bien invariantes au changement des bornes des bruits. Outre de meilleurs résultats,
la méthode se distingue par rapport a d’autres approches par sa capacité de traiter des systemes
pour lesquels toutes les matrices dépendent des parametres.
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Chapitre

Systemes LTV

4.1 Introduction

L’analyse des principales caractéristiques concernant des systemes linéaires au temps va-
riant (en anglais, Linear Time Varying — LTV), comme le développement des techniques de
commande, sont des sujets tres importants dans la théorie des systemes. Une grande famille de
systemes peut étre modélisée en utilisant 'approche LTV, par exemple I’aérodynamique a haute
vitesse des avions et les coefficients de diffusion dans des procédés chimiques [LCO5]. De plus, la
linéarisation des systémes autour d’une trajectoire, au lieu d’un point fixe d’opération, conduit a
des systemes LTV [Vid93, Kha02, LCO05]. La méthode présentée au Chapitre 3 peut étre utilisée
pour synthétiser des controleurs pour stabiliser des systemes LTV si les termes variants dans le
temps sont bornés. Pourtant, si ces termes sont connus, on peut traiter le probleme en utilisant
des techniques directes.

Dans ce chapitre, deux différentes approches pour la synthese des lois de commande sta-
bilisantes sont présentées. Dans la premiere, la matrice de transition d’états du systeme est
directement utilisée pour construire un gain de retour d’états stabilisant. La deuxieme approche
est basée sur un nouveau critere d’analyse de la stabilité, qui consiste basiquement dans la
vérification de certaines propriétés de la matrice de transition d’états sur un horizon de temps
fini.

La premiere méthode, s’appuyant sur la matrice de transition d’états, sera présentée dans
la Section 4.2. La Section 4.3 introduit le nouveau critere d’analyse de la stabilité, et son
adaptation pour synthétiser des lois de commande stabilisantes est exposée dans la Section 4.4 et
développée pour satisfaire des contraintes de performance sur la norme H., dans la Section 4.5.
La Section 4.6 présente quelques exemples pour illustrer la validité des méthodes, et la Section 4.7
conclut le chapitre.

4.2 Stabilisation avec la matrice de transition d’états
Considérons le systeme LTV donné par
#(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), (4.1)

ou z(t) € R™ est le vecteur d’états et u(t) € R™ l'entrée de commande. Le but principal dans
la présente section est la synthese d'un gain de retour d’états u(t) = K(t)x(t), variant dans le

61



temps, de telle sorte que le systeme en boucle fermée soit stable. Une possible solution pour
un tel probleme est exposée dans théoreme suivant, qui utilise la matrice de transition d’états
(t,to) présentée en détails dans la Section 1.2.

Théoréme 4.1 Si la paire {A(t), B(t)} est uniformément complétement controlable et si la
paire {A(t), B'(t)X;s(t)} est uniformément completement observable pour une certaine valeur de
d > 0 (voyez les Théoremes 1.8 et 1.10), avec Xs(t) = '(t 4 0,¢)P(t + 0, 1), alors la commande

u(t) = Ks(t)x(t),

Ks(t) = =8 B'(t) X5 (1),

avec > 0 suffisamment grand, est une loi de commande qui stabilise le systeme (4.1).

Démonstration : Le premier pas consiste a montrer que toutes les trajectoires du systeme
dual en boucle fermée, donné par

&(t) = — (A(t) - BB(t)B'(1)Xs(1)) 2(t)

sont exponentiellement croissantes (systeme exponentiellement instable) [KP77]. Considérons la
fonction de Lyapunov candidate

w(t, ) = 2(t)' Xs(t) 12 (t).

Comme le systeme est uniformément complétement controlable, on peut employer les inégalités
en (1.23) pour montrer que la fonction w(t, ) satisfait

Oélo((S)
az(0)

F(t)3(t) < w(t,7) <

F(1)'7(2).

La dérivée de w(t,T) est donnée par

w(t, ) =z(t) | —AM)Xs(t) " — Xs(t)TA(t) + 28B(t)B'(t) + X(;(t)‘l] #(t)
— i(t) 2BB(t)B'(t) — ®(t,t +0) (A(t+ 6) + A'(t + 8)) ¥/ (t,t + 6)] Z(b).

La derniere égalité vient des expressions

W — A(B)D(t,t+8) — B(t,t+ 5)A(t + 0)
W = @ (t, 1+ 0O)A'(t) — A'(t + )@ (1,1 + 6)
dXiTSf)_l = A®)Xs(1) 7" + Xs(t)A®) — @(t ¢+ 0) (At +0) + A'(t+0)) @'(t,1 +9).

Selon le Théoreme 1.4, pour montrer 'instabilité exponentielle du systeme dual il faut prouver
que

t+o
/ (T, Z)dr = w(t + 0,%) —w(t, &) > 0, Vt >t
t
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pour un o > 4., 0. étant une valeur suffisamment grande qui satisfait les inégalités du Théo-
reme 1.8. La derniere expression est égal a

/t U w(T, 7)dr =2 /t ' #(1)BB(7)B'(1)Z(T)dr
_ /t . F(r) ®(7, 7+ 8) (A(T + ) + A'(7 + 8)) ' (r, 7 + 6)&(r)dr.

Définissons 1’état
T(ty) = O (ty,t2)Z(t1)

et réécrivons les dernieres intégrales par

z(t)’ (25/15 J@(t,T)B(T)B'(T)QD'(t,T)dT
— /HJ O(t,7+0)(A(T+0)+ A(T+0))D'(t, 7+ 5)d7’) z(t)

t+o
=2Z(t) W (t + 0, t)T(t) + / do(t, 7+ 0)P'(t, 7+ 0)
t
=2T(t) W (t + o, )T(t) + T(t) (P(t,t + 0+ )P (t,t + 0+ 0) — ®(¢t, t + 0)P (¢, + 0)) T(t).
Selon les inégalités (1.23), on a

Z(t) (Dt + 0 + ) (Lt + 0 + 6) — B(t,t + 0) P (L, t + 0)) T(t)

(a6 +0)  as(d) -
t) (Oélo(5+0') Oég((;)) (t)

>

=l

Finalement, comme le systeme est uniformément complétement controlable, les inégalités (1.22)
sont valides et on a

/t ", B)dr > T() <25a7(0) + 511((‘21?) _ Zzgg) (1), (4.2)

et il existe un 3 qui satisfait

a7(0 4 o) B ag(0)

Oé10(5+0') 069(5)
20(7(0')

ﬁ > ﬁg = (43)

de telle sorte que

t+o
/ w(T, T)dr >0 Vt > to,
t

ce qui démontre que le systeme dual en boucle fermée est exponentiellement instable. Les états
duaux en temps inversé sont liés aux états primaux selon la transformation

z(t) = Xa(t, to)2(-1), (4.4)

étant X (t,t9) = Dyt )P, (1, 20) la solution de I'équation différentielle de Lypaunov (1.17)
pour le systeme en boucle fermée et ®,(t,ty) sa matrice de transition. Puisque Z(t) est expo-
nentiellement instable, alors Z(—t) est uniformément asymptotiquement stable. Avec (4.4), on
a

lz(®11* < [[Xa(t, to)ll [|2(=)l|
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et il suffit de montrer que la matrice X (¢,%y) est bornée pour prouver la stabilité uniforme et
asymptotique de z(t).
Considérons ’équation différentielle (1.17) pour le systéme en boucle fermée, donnée par

chz(t, to) =A(t)Xal(t, to) + Xalt, to)A'(t) — BB(t)B'(t) Xs(t) Xal(t, to)

! — BX(t, to) Xs(t)B(t)B'(t) , Xa(to,to) = L.
On peut voir que
(B(t) + BXalt, 1) Xs(t) B(1)) (B(t) + BXalt, to) X5(t) B(1)) > 0
impliquant que

— BB(t)B'(t)X5(t) Xu(t, to) — BXalt to) Xs(t) B(t) B'(t) <
B(t)B'(t) + 8° Xa(t,t0) Xs(t) B(t) B (t) X5(t) Xa(t, to)-

Dans I’Appendice il est démontré que la matrice P(t,ty) solution de

%P(t, to) = A(t)P(t,to) + P(t, to)A'(t) + B(t)B'(t)
+ B2P(t,t0) Xs(t)B(t)B'(t) X5(t)P(t, ty) , P(to,to) > 1 (4.5)
satisfait

Xu(t,tg) < P(t,to).
De plus, la solution de (4.5) existe, est unique et est bornée par
0< OéplI S P(t,to) S OéPQI

si et seulement si la paire {A(t), B(t)} est uniformément completement contrdlable et la paire
{A(t), B'(t)X5(t)} est uniformément complétement observable [BCG84], ceux que nous avons
supposé. Pour cette raison, on a

Xcl(tut(]) < P(tut(]) < ap2Iv

et ainsi || X(t, to)|| a une borne supérieure et, par conséquent, le systeme (4.1) en boucle fermée
est uniformément asymptotiquement stable.

Une version de la condition d’observabilité de la paire {A(t), Ks5(t)} comme condition pour
la stabilisation des systemes au temps invariant est invoquée, par exemple, dans la méthode de
syntheése basée sur des équations de Lyapunov présentée en [Che99]. Cette condition n’est pas
explicitement prise en compte dans la plupart des méthodes pour la stabilisation des systemes
LTV, mais la condition est intrinsequement satisfaite dans, par exemple, les méthodes basées
sur la résolution d'une équation différentielle de Riccati ou celles basées sur la construction
directe d’une fonction de Lyapunov. Dans la présente méthode, comme le gain K;(t) n’est pas
le résultat direct d’une équation différentielle, il faut garantir cette condition séparément.

L’obtention des matrices de transition ®(¢ + 0,¢) n’est pas toujours évidente. Une fagon de
calculer ®(t+0,t) est suivre l'algorithme présenté par [Lu00], qui est basé sur le développement
en série de Taylor au premier ordre

O(t+ h,t) ~ Bt 1) + h(AR)D(t, 1)) = (I + hA(L)D(L 1) (4.6)
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pour une petite valeur de la constante h. Une telle expansion fait partie de ’algorithme d’in-
tégration d'Euler pour la résolution des équations différentielles ordinaires [SB80]. En dénotant
Oy (t) = O(t + kh,t), la version récurrente de (4.6) s’écrit

Op(t) = (I + hA(t + (k — 1)R)Pp_1(t) , Po(t) = I. (4.7)
L’algorithme présenté par [Lu00] pour le calcul de ®(t + §,¢) est reproduit dans ce qui suit.

Algorithme 4.1

1. Choisissez une valeur § > 0 de telle sorte que la paire { A(t), B'(t) X;s(t) } soit uniformément
completement observable et un nombre N suffisamment grand devant le pas d’intégration.
Soit h = §/N la taille de chaque pas d’intégration ;

2. Pour chaque valeur de ¢, calculez @y (t) = ®(t + 0,t) en utilisant la récurrence (4.7);
3. Kj(t) est alors donné par
Ks(t) = =B (t)®y(t)®N(t) pour ¢ > t,
[ étant une valeur plus grande que la borne donnée en (4.3).

La convergence de la récurrence (4.7) est garantie, V¢, pour une valeur suffisamment petite
de h, une fois que J est fixée, la norme de la matrice ®(t + 0,t) est bornée. Par conséquent,
I'erreur d’approximation de ®x(t) est proportionnelle a h [SB80].

La principale difficulté de cette méthode est liée au choix des parametres 3 et 6. Une borne
inférieure pour [ est fournie en (4.3), mais il n’y a pas une expression équivalente pour la valeur
de §. Dans les systemes examinés, presque toutes les valeurs de § # 0 ont été suffisantes pour
générer un gain stabilisant, et spécifiquement pour les systemes périodiques, i.e., les systemes
dont les matrices satisfont A(t) = A(t +T) et B(t) = B(t + T) pour un certain 7' > 0,
I'utilisation de 6 = T a toujours donné de bons résultats. Pour les systemes périodiques, la
borne de [ peut étre obtenue plus facilement en utilisant les résultats du Lemme 1.3. Plus de
détails sur I'application de la méthode a systemes périodiques sont donnés dans [AGTP12].

La matrice ®(t + 0,t) présente des propriétés intéressantes, qui peuvent étre utilisées pour
générer un nouveau critere de vérification de la stabilité des systemes LTV et, par conséquent,
inspirer de nouvelles méthodes pour la synthese de lois de commande stabilisantes. Un tel critere
est présenté dans la section suivante.

4.3 Nouveau critere de stabilité
On considere le systeme LTV donné par
(t) = A(t)x(t). (4.8)

Le théoreme suivant présente le nouveau critere pour vérifier la stabilité asymptotique et uni-
forme d’un systeme LTV.
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Théoréme 4.2 Le systeme (4.8) est uniformément asymptotiquement stable si et seulement
s’il existe une constante o > 0 telle que

Q' (t+ o, t)P(t +0,t) < I, Vt > to, (4.9)
[|P(t+7,t)|| < (1), 0 <T <0, VEt >ty (4.10)

ou ®(t, ) est la matrice de transition d’états du systeme et ¢(-) une fonction uniformément
bornée. En plus, si 'inégalité (4.9) est satisfaite par un certain o, elle est aussi satisfaite pour
tout ¢ > o.

Démonstration :

Nécessité : On considere que le systéme (4.8) est uniformément asymptotiquement stable.
Alors, selon le Lemme 1.1, il existe des constantes positives a,b € R de telle sorte que la matrice
de transition d’états satisfait

D (t,t0)|| < ae®t710) Wt > ¢,
Si a < 1, alors pour tout o > 0
|®(t +0,8)]] < ae™™ <1,V >t

et pour tout ¢ > o, la derniere inégalité est satisfaite. Si a > 1, considérons la constante

In(a)
;o

On peut alors vérifier que
|®(t + &,1)|| < ae™™ < 1, pour tout & > o,
ce qui implique que (4.9) est vérifiée, car
|t + 6, )| = Aaz (¥ (t+ 6, 8)P(t +6,1)) .
Alors, pour tout 7 tel que 0 < 7 < ¢, on a
[|[®(t+7,)]| < ae™ = (1) < a.

Suffisance : On consideére qu’il existe une valeur positive de o qui satisfait les inégalités (4.9)
et (4.10). Définissons la fonction candidate de Lyapunov

v(t,x) = x(t)'/t ’ Q' (7,)®(7, t)dT 2(1).

7

P(t,0)

La fonction v(t, z) est uniformément bornée si et seulement si la condition (4.10) est satisfaite.
Une telle condition est aussi nécessaire pour la stabilité uniforme et asymptotique du systeme
car, sinon, la condition équivalente du Lemme 1.1 ne serait pas valable. La dérivée de la fonction
de Lyapunov est égal a

o(t,x) = z(t) (A () P(t,0) + P(t,0)A(t) + P(t,0))x(t) = x(t) (' (t + 0, t)P(t + 0, t) — I)a(t),
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qui est définie négative car 'inégalité (4.9) est satisfaite. Par conséquent, le systeme est unifor-
mément asymptotiquement stable.

Une interprétation du critere présenté dans le Théoreme 4.2 est que la stabilité uniforme
et asymptotique du systeme (4.8) est équivalente au fait que, pour tout ¢ > ¢y, tous les états
sur 'hypersphére unitaire x(t)'z(t) = 1 doivent étre a U'intérieur de I’hypersphere apres o se-
condes. Autrement dit, 'analyse de la stabilité d’un systeme LTV sur un horizon infini de
temps est équivalente a ’analyse, sur un horizon fini, d’'un nombre infini de sous-intervalles.
Cette approche a des éléments similaires avec les techniques d’horizon glissant avec contraintes
sur 'ensemble final [MM93, LKC98, MRRS00], mais dans I"approche proposée ’ensemble final,
i.e., 'hypersphere unitaire, est constante.

Si le systeme est périodique avec période T' > 0, un critere plus simple, présenté dans le
corollaire suivant, peut étre utilisé.

Corollaire 4.1 Considérons que le systéme (4.8) est périodique de période T, i.e.,
A(t+T) = A(t) Vt,

A(t) étant une matrice sans discontinuités d’amplitude infinie. Le systéme est uniformément
asymptotiquement stable si et seulement s’il existe un scalaire £ € Z* de telle sorte que

o' (¢T,0)D(¢T,0) < I. (4.11)

Démonstration : Selon le Théoréme 1.1, la matrice de transition d’états ®(t,to) d'un systeme
T-périodique peut etre réécrite comme

D(t, tg) = G(t,ty)e!"t0E,

avec G(t,ty) = G(t + (T, ty),G(to,to) = G(to + {1, ty) = I pour { € Z* et R est une matrice
constante. Si A(t) est une matrice sans discontinuités infinies, alors ||G(t, to)|| < 400 Vi, 1o et,
par conséquent, la condition (4.10) est satisfaite [MSAO04]. En utilisant le théoreme de Floquet,
on a

(LT, 0)D(LT,0) = BTG (1T, 0)G(LT, 0)eT = TR

Un systeme T-périodique est uniformément asymptotiquement stable si et seulement si la partie
réelle des valeurs propres de R est négative [MSA04]. Alors, en utilisant I'Inégalité (1.9), il existe
une valeur de ¢ € Z* de telle sorte que

)\maX(CI)’(fT, 0)®(¢T, Q)) = ||eBET||2 < e %mtT < 1,

Numériquement, il serait plus intéressant d’avoir des conditions qui peuvent étre énoncées
avec des éléments discrets. Pour cette raison, le théoreme suivant fait la liaison entre le Théo-
reme 4.2 et la stabilité d’un systeme LTV au temps discret, obtenu a partir des informations
sur le systeme original.

Théoréme 4.3 Si le systeme (4.8) est tel que

|12 + 7, 8)[] < @(7), VE =10, (4.12)
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ol ¢(+) est une fonction uniformément bornée, alors le systeme (4.8) est uniformément asymp-
totiquement stable si et seulement s’il existe une valeur de o > 0 tel quel le systeme LTV en
temps discret, donné par

~

Bk +1) = A(k)2(k), A(k) = ®(tir, i), (4.13)
avec tp =ty + ko, est uniformément asymptotiquement stable.

Démonstration :
Nécessité : Supposons que le systeme en temps continu (4.8) soit uniformément asympto-
tiquement stable. Alors, selon le Lemme 1.1, il y a des scalaires positifs a e b telles que

[|®(t,t0)|| < ae bt

Selon les propriétés des systemes LTV en temps discret [Rug96], la matrice de transition du
systeme (4.13) est donnée par

Ok, j) = A(k — 1)A(k —2)--- A(j) = D(ty, 1;). (4.14)

De cette facon, ) |
@ (K, 5)|| = ||®(to + ko, to + jo)|| < ae "+,

En dénotant A = e~ on a R '
1Pk, )| < aX*.

Une fois que le systéme est, par hypothese, uniformément asymptotiquement stable, alors il

existe une valeur de o telle que
A=eb <1,

ce qui démontre que le systeme discret est uniformément asymptotiquement stable.
Suffisance : Supposons que le systeme discret (4.13) est uniformément asymptotiquement
stable. Alors, il existe des constantes a > 0 et 0 < A < 1 telles que

1Dk, 5)I] < aXF— (4.15)

pour tout k, j, k > j [Rug96], (f(k:,j) étant la matrice de transition d’états du systeéme en temps
discret donnée par (4.14). Par conséquent, on a

| (K, 0)]| = || (to + ko, to)|| < ar".
Comme 0 < \ < 1, il existe une constante b > 0 qui satisfait A = e~ Alors
| ®(t, to)|| < ae™ P =00) | c 7, (4.16)

Il reste prouver que l'inégalité (4.16) est aussi valable pour ¢ # t, + ko. Soit £ de telle sorte que
tr <t <ty 1. Notons que

DL, to)]| < |, te) ||| ®(tr, t0)]| < o(F — )| (tr, to)]]
S QO(tN— tk)aeb(f—tk)e—b(f—to) S n(e*)e—b(f_to)’
oun(-) = aw(-)e“') et ¢(+) est la borne définie en (4.12), avec €* solution de

* be
€ = arg max p(e)e’.
g max ¢(e)
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Pour k — oo on a t — oo et, par conséquent, la matrice de transition ®(f,t,) est bornée par
une exponentielle négative, ce qui démontre que le systeme (4.8) est uniformément asymptoti-
quement stable.

Corollaire 4.2 Soit o un scalaire qui satisfait la condition (4.9), et soient § et N des scalaires
avec 0 <6 <o, N :fr/5, N € Z. Pour chaque ¢ € Z*, définissons un systeme LTV en temps
discret et périodique Gy(k), donné par

~

z(k+1) = A(k)z(k), avec
Go(k)Q A(k)=®(ty+ (k+1)0,te+ kb)), k=0,...., N—1, t,=tg+lo (4.17)

A(k) = A(k 4+ rN),Vr € Z.
Le systeme (4.8) avec (4.12) est uniformément asymptotiquement stable si et seulement si les
systémes Gy(k), VU € 7T, sont uniformément asymptotiquement stables.

Démonstration :
Nécessité : Supposons que le systeme (4.8) est uniformément asymptotiquement stable et
o est une constante que satisfait (4.9). Selon [dSTO00], il suffit de montrer que

(N, 0)Py(N,0) < I (4.18)

pour tous les systemes en temps discret Gg(k‘), ol @(k, j) sont les matrices de transition cor-
respondantes. Notons que

A

(I)g(l{?,j) :q)(tg+k5,tg—|—j5), ]{Z>j, 0<k<N.

Par conséquent,

~

Dy(N,0) = D(t, —i—i\f/@, te)
et, comme (4.9) est valide pour un certain o, la condition (4.18) est vérifiée pour tous les Gy(k).
Suffisance : Supposons maintenant que tous les systemes périodiques en temps discret
Gg(]{?), ¢ € 77, soient uniformément asymptotiquement stables. Selon [dST00], chaque matrice
de transition satisfait
1ok, )| < &N, 0< A <1 (4.19)

et
[Dy(N,0)|] < &MY <1 car @)(N,0)D4(N,0) < 1. (4.20)

La derniere inégalité implique que
(I)/(tg + o, tg)q)(tz + o, tg) <1

pour tout t;, £ € Z*. En combinant (4.19) et (4.20), on peut voir que, pour tout k& € [0, N],
keZ

1P (te + kb, to)|| < || @t + k6, ) |[[|@(te, te-)]] - [|B(Ea, t1)[[][ (11, o)l (4.21)
< EN Dty + NSt )| .. || Bt + NO, )| ||| (k0 + N&, to)|| - (4.22)

-1
<&M [N (4.23)

j=0

69



Définissons p* et £ comme
1" =max ;A
JEZ* / J’

= max
&= jez+ &

Selon (4.20) on a p* < 1 et, par conséquent,

et £ < 400 une fois que tous les systemes périodiques en temps discret sont supposés unifor-
mément asymptotiquement stables. L’inégalité (4.21) peut alors étre réécrite comme

1@ (te + ko, to)|| < €°AF(1")". (4.24)
Comme 0 < p* < 1et 0 <\ <1, il est possible d’obtenir une valeur b € R de telle sorte que
< et N < et
Alors, (4.24) est équivalente a
|| (Lo + Lo + kb, tp)|| < Ere otk

et, alors,
|®(t,t0)|| < e blex=t0) pour ty, =ty + Lo + k. (4.25)

Il reste montrer que l'inégalité (4.25) est valide aussi pour t # t, + kd. Soit ¢ de telle sorte que
tr+kd <t <t,+ (k+1)d. Notons que

1@ to)l| < [P, ta) I[P (teks to) ] < o(F — tar) || D (ten, to)
S SO(E_ tg )é—* bt tok) —b({—to) S n(€*>€—b(£—t0)7

ot n(+) = &*p(-)e’) et p(+) est la borne définie en (4.12), €* étant la solution de

be
¢ = arg max (e)e

Pour ¢ — 0o on a t — 0o et, alors, la matrice de transition ®(t,%,) est bornée par une expo-
nentielle négative, ce qui démontre que le systeme (4.8) est uniformément asymptotiquement
stable.

Dans le cas général, un des avantages de considérer un ensemble de problemes en temps fini
au lieu d'un probleme en temps infini est la possibilité de paralléliser la procédure, en réduisant
alors le temps de calcul sur I'analyse de la stabilité. De plus, ’approche est basée sur 1’analyse
ponctuelle des valeurs de la norme de la matrice de transition d’états, et non sur son évolution,
ce qui est plus intéressant d'un point de vue numérique. Le développement d’un critere plus
adapté numériquement est la principale motivation du Théoreme 4.3, car les méthodes pour
traiter des systemes discrets (par exemple [dST00]) sont souvent plus simples que celles congues
pour traiter des systemes continus. Par contre, le plus grand inconvénient est que le critere est
une procédure semi-décidable sur o ; si la condition (4.9) est violée pour un certain o, on ne peut
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pas savoir si le systeme est instable ou si la valeur utilisée de o est trop petite. Une stratégie
est de compter sur le fait que, si la condition (4.9) est satisfaite par o, elle est aussi satisfaite
pour tout ¢ > o, et faire 'analyse avec une valeur de ¢ suffisamment grande. Toutefois, il n’y
a pas de garantie, et le cout numérique augmente proportionnellement avec o.

La borne uniforme (4.12) requise pour les Théoremes 4.2 et 4.3 est satisfaite dans certains
cas spéciaux, par exemple |[A(t)|| < 400 pour tout t, mais une telle condition peut étre diffi-
cile d’analyser pour des systemes LTV plus généraux. A cause de ces inconvénients, le critere
présenté n’est pas encore attrayant pour I’analyse de la stabilité, en comparaison avec d’autres
méthodes (comme, par exemple, celui présenté dans le Théoreme 1.5), ce qui incite des re-
cherches plus approfondies sur ce sujet. Par contre, dans le cadre de la synthese, I’adaptation du
critere exposé dans la présente section ne pose pas de grands problémes; la condition (4.12), par
exemple, est automatiquement satisfaite si le systeme est uniformément completement contro-
lable (Théoreme 1.8), ce qui est une condition raisonnable, et on n’a pas besoin de définir
explicitement une valeur pour o dans le cas de la stabilisation. L’adaptation du critere proposé
dans les Théoremes 4.2 et 4.3 est le sujet de la section suivante.

4.4 Synthese avec le nouveau critere

4.4.1 Approche en temps continu

On considere le systeme LTV donné par (4.1). L’objectif de cette section est présenter une
méthode générale pour synthétiser une loi de commande stabilisante u(t), basée sur le critere
décrit dans les Théoremes 4.2 et 4.3. Dans la méthode proposée, la construction d’une loi de
commande capable de stabiliser le systeme (4.1) dans un horizon infini de temps est décomposée
dans un ensemble de problemes de stabilisation en temps fini, comme décrit dans le théoreme
suivant.

Théoréme 4.4 Soit T = {t,}, { € Z*, t, = to + £ une grille temporelle prédéfinie avec 6 > 0.
Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) Le systeme (4.1) est uniformément complétement controlable;
(2) Les états du systeme, commandé par u(t) dans l'intervalle ¢ € [t,, t,. 1), satisfont

(o) w(terr) < 2(te)'(te), VU € Z; (4.26)

(3) La matrice de transition du systeme commandé est telle que
|@ai(t + 7, )| < o(7) ¥,

étant ¢(-) une fonction uniformément bornée.

Alors il existe une valeur de ¢ de sorte que le systeme commandé (4.1) est uniformément
asymptotiquement stable avec la loi de commande u(t).
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Démonstration : Selon le Théoreme 4.2, le systeme en boucle fermée est uniformément asymp-
totiquement stable si et seulement s’il y a une valeur de ¢ > 0 telle que les conditions (4.9)
et (4.10) sont satisfaites. La condition (4.10) est identique a I'hypothese 3. L’hypotheése 2 est
valide si et seulement si

|[Per(tes, te)|| < 1
pour tour ¢, ce qui conduit a
|| Pet(terq, terr)|] < be(g) <1

pour tout ¢ > 1,q € Z. Il reste & montrer que la condition (4.9) est valide aussi pour t # t,.
Soient t et o de sorte que

be <t <tpp1, lopg STH+H0 <Tlppgia-
Alors, on peut vérifier que
Qu(t+o,t) = ot + 0, terg) Paltosq tes1) P (tesr, t)

et
tip1 —t <0, t+o—1 <0

En considérant 'hypothese 3 et en utilisant la valeur de 6* donnée par

0" = max p(e),

on a

1@ar(t + 0, )[] < [Pt + 0, teg)l| [[erlterg, tern)l] [1alters, D) < ©*(07)0:(q).

Comme lims_,0 ¢(0) = 1, comme la fonction ¢(+) est continue et comme 6y(q) < 1, alors il existe
une valeur de § de sorte que
[ ®a(t + 0, 8)[| <1,

ce qui démontre la stabilité uniforme et asymptotique du systeme (4.1).

Il existe quelques techniques dans la littérature qui sont capables de synthétiser des lois
de commandes qui satisfont les conditions du Théoreme 4.4, par exemple des approches dé-
veloppées pour traiter la stabilisation des systemes en temps fini ou pour garantir la stabilité
pratique [MP72]. En [GTB09], un controleur est construit a partir de la résolution d’'une équation
différentielle paramétrée de Lyapunov. La méthode présentée en [Lu00] est basée sur I'utilisation
d’une technique d’horizons glissants pour garantir que le systeme en boucle fermée est pratique-
ment stable apres un intervalle de temps. Quelques relaxations peuvent étre appliquées lorsque
les conditions sont adaptées pour atteindre les conditions du Théoreme 4.4.

La méthode proposée dans le Théoreme 4.4 a quelques similarités avec des techniques d’ho-
rizon glissant avec des contraintes sur 1’ensemble final [MM93, LKC98, MRRS00], mais il y a un
degré de liberté sur le choix de ’approche utilisé pour la stabilisation en temps fini, ce qui est
avantageux, car certaines approches sont numériquement efficaces et on peut appliquer des mo-
difications pour ajouter des criteres de performance, par exemple la minimisation d’une norme.
L’approche proposée est ainsi moins complexe que les techniques a horizon glissant, parce que
on n’a pas besoin de calculer un cout ou définir un ensemble final pour garantir la stabilisabilité
de la loi de commande.

Le corollaire suivant adapte le Théoreme 4.4 au cas ou la loi de commande souhaitée est un
gain de retour d’état, i.e., u(ty) = K (t;)x(t,).
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Corollaire 4.3 Soit T = {t,}L,, ¢ € Z, t, = ty + {5 une grille temporelle prédéfinie avec
0 > 0. Si le systeme (4.1) est uniformément complétement contrélable et s’il existe une loi de
commande u(t) = K(t)x(t), avec

t+s
/ K (F)|[2dr < 3(s), Vi, s, (4.27)
t

étant ¢(+) une fonction uniformément bornée, de telle sorte que les états satisfont
x(tg+1)/£(,’(tg+1) < LL’(tg)/SL’(tg), Vi e Z,

alors il existe une valeur de 6 de sorte que le systéme (4.1) en boucle fermée est uniformément
asymptotiquement stable par la loi de commande u(t).

Démonstration : Selon [AM69], I'utilisation d'une commande par retour d’états K(t) qui
satisfait (4.27) ne change pas la controlabilité complete et uniforme du systeme, ce qui veut dire
que, selon le Théoreme 1.8 et (1.24),

| @ar(t + 7, )| < o(7) V2,

ce qui garanti, avec la controlabilité complete et uniforme du systeme et avec la condition
x(tor1) x(tesr) < x(te)x(ts), VO € Z, la stabilité uniforme et asymptotique du systeme en boucle
fermée.

Une facon de garantir que la condition (4.27) soit satisfaite est considérer, par exemple, que
K (t) soit une fonction constante par morceaux. Un résultat particulier peut étre obtenu pour
les systemes périodiques.

Corollaire 4.4 On consideére le systéeme (4.1) périodique de période T. Si le systéme est uni-
formément complétement contrélable et s’il est possible d’obtenir une loi de commande u(ty)
bornée qui garantie x(ty+ T) z(to +T) < x(to) x(ty), alors le systéme en boucle fermée avec la
loi de commande constante u(ty) est uniformément asymptotiquement stable.

Démonstration : L’application d’une loi de commande constante u(ty) ne change pas la pé-
riodicité du systeme (4.1). Une fois que, par hypothese, les états en boucle fermée satisfont
x(to+ 1) x(to+T) < x(ty) x(to), donc par construction la condition (4.11) est satisfaite pour
¢ =1 et, selon le Corollaire 4.1, le systeme en boucle fermée est uniformément asymptotique-
ment stable.

Adaptation de la méthode de [Lu00]

La méthode présentée en [Lu00]| peut étre adaptée pour synthétiser un gain de retour d’état
constant par morceaux qui satisfait les conditions du Corollaire 4.3. En [Lu00, Theorem 4.1], il
est affirmé qu’il existe une valeur de ¢ de telle sorte que toute trajectoire partant de xq € S,
avec

S = {x]|2'F(to)x < ¢},
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¢ > 0 étant une constante finite choisie, restera dans & pour tout t € [ty,to + o]. La matrice
F(t) satisfait 1’équation de Lyapunov

F(t) = —(A) + B(t)K(t)>/F(t) - F) (A + BOKD) - Qr, (4.28)

QF étant une matrice positive, et F'(t) est donnée par

F(t) = / " () Q (7, ),

. (t,tp) étant la matrice de transition du systeme en boucle fermée. Comme ®(,ty) est une
matrice de rang complet et qu’elle est uniformément asymptotiquement stable [Lu00, Theorem
2.1], alors 'intégrale est supposée convergente et il est possible de choisir une valeur de Q telle
que F(ty) > I. Alors, pour tout z(tp), on a

l’(to)/l'(t()) S [L’(to)/F(to)ZL'(to).

En choisissant ¢ = 1 dans la définition de l'ensemble S, on peut voir que z(t)'z(ty) < 1

est inclus dans I’ensemble invariant, qui est aussi contractif car la dérivée de la fonction de

Lyapunov utilisée dans la démonstration de [Lu00, Theorem 4.1] est définie négative et car le

systeme est linéaire [Bla94]. Alors, pour toute valeur fixée ¢ on garantit que ||z(to1)|| < ||z(t0)]]-

Il y a un compromis sur le choix de §, car une valeur petite ne garantit pas forcément que

||z (tes1)|| < ||z(te)|| et une valeur trop grande n’est pas recommandée, selon [Lu00)].
L’algorithme adapté de [Lu00] est présenté dans ce qui suit.

Algorithme 4.2

1. Choisir § > 0 et définir t, =ty + 10 ;
2. Choisir des matrices constantes () € R™*" et R € R™*™ de telle sorte que ) > 0et R > 0;

3. Choisir une valeur 0 < € < 9, relative a la grille temporelle utilisée dans la méthode, et
attribuer N =0 /¢;

4. Pour chaque t,, faire :

(a) Obtenir la matrice S =[S Sy --- Sy dont les éléments sont donnés par
S =3 ALQGH .

A étant la matrice calculée a partir de la récurrence
Ap =T+ eAlty+ (k—1)€)Ak_1, Ag=1
et Gy, est la matrice donnée par
Gri= I+ €At + (k—1)€))Gr14, Giy1; = €B(ty + ie);

(b) Calculer la matrice M =[Gy -+ Gy n-1];
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(c) Calculer la matrice H = [H,,], i =1,...,N, j = 1,..., N, dont les éléments sont
obtenus par la procédure suivante :

e Sii =7, alors

N-1 1, si i=1 ou i=N
o / . = ’ N -
H;;=aR+2 ; Gie1QGri-1, @ { 0 autrement;

e Sinon

N-1
H;j =2 Z G;C,i—lQkaj_l;

k=max(i,j)

(d) Calculer
v _< (" =M (M) T ) S (M (M) AN);

(e) Calculer
K(t;) = diag{lnxm,0,...,0}v = K(t) pour t € [ts,tsi1),
diag{-} étant une matrice bloc-diagonale.

La méthode de [Lu00] congoit un gain de retour d’états qui minimise la somme de la norme
des trajectoires commandées et l'effort de la commande, respectivement pondérés par les ma-
trices () et R. Comme il n'y a pas de contraintes particulieres sur ces parametres dans les
exemples, on considére () = I et R = I de dimensions appropriées.

4.4.2 Approche en temps discret

Le Théoreme 4.3 propose un critere de stabilité basé sur 1'utilisation d’un systeme LTV en
temps discret, construit a partir des informations extraites du systéme original. Une condition
de synthese définie a partir de ce critere est introduite dans le théoreme suivant.

Théoreme 4.5 Considérons le systeme LTV en temps discret donné par
ik +1) = A(k)2(k) + B(k)a(k), (4.29)

avec ty, = to+ ko, A(k) = ®(typ1,t1), B(k) = B(tgs1) et les matrices ®(t,7) et B(t) proviennent
du systeme LTV en temps continu (4.1). Si la paire { A(t), B(t)} est uniformément complétement
controlable, alors il existe une valeur de ¢ > 0 telle que le systeme est stabilisable par le gain de
retour d’état constant par morceaux u(t) = K(t)z(t), obtenu par

K(t) = <K (k)®(ty, tre), te <E<tpn (4.30)

| =

ot K (k) est un gain discret de retour d’état que stabilise le systéme (4.29).
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Démonstration : Le systeme en boucle fermée (4.29) s’écrit

A ~

ik +1) = (A(k) + B(E)K (E)2(k) = (P(tyrr, tn) + Bk)K (k)i (k) = Ag(k)2 (k).

Ce systeme possede une matrice de transition liée a la matrice de transition d’états du systeme
continu en boucle fermée de la facon suivante

(I)cl(tk-i-l, tk) = Acl(k‘) = (I)cl(tk-i-l, tk) = é(tk-i-la tk) + B(k‘)K(k‘) (431)

D’un autre coté, on peut montrer que la matrice (¢ 4 §,t) peut étre écrite comme

Dyt +6,t) = Ot + 5,t)M(t+6,1), %M(t +6,t) = ®(t,t + 8)B(t + 6) K (t + 8)P(t + 6,1)

et, par conséquent,
Qo (tesrste) = P(tugr, te) M (tegr, te)-
La comparaison de la derniere expression avec (4.31) résulte en

M (tir, te) = 1 + (b, trsa) B(R) K (k). (4.32)

Alternativement, I’approximation de Taylor du premier ordre [Lu00| de la matrice M (t + 0,t)
conduit, apres quelques manipulations,

M(tk+1, tk) ~ I + 5(1)(tk, tk+1)B(tk+1)K(tk+1)q)(tk+1, tk) (433)

En comparant (4.32) avec (4.33), on peut constater que

A 1~
B(k) = B(ti+), K(tesr) = 5K (k) P(t, trr) (4.34)
sont des approximations valides pour une valeur suffisamment petite de 9.

Pour finir la démonstration, il faut montrer que le gain de retour d’état (4.30) stabilise le
systeme. Selon le Corollaire 4.3, le gain de retour d’état K (t) stabilise les systemes uniformément
completement controlables s’il est borné, ce qui est garanti par hypothese, et si

T(thig) T(thrg) < 2(te)x(te) = Oy(ty + o ty)Pulty +0,t) < I, avec o = ¢d. (4.35)

Selon [Rug96], le systeme (4.29) est uniformément asymptotiquement stable si et seulement s’il
existe des constantes v > 0 et 0 < A < 1 telles que

|t (k, 5)|] < 4AF (4.36)

pour tout k, j avec k > 7, écl(k, j) étant la matrice de transition d’états du systeme discret en
boucle fermée, égal a

A

Dk, j) = Pulte, t;).

Comme le systeme discret en boucle fermée est censé d’étre uniformément asymptotiquement
stable, alors (4.36) est valide et, par conséquent, il existe une valeur ¢ € Z* de telle sorte que
o = ¢ satisfait

||qA>cl(k‘ +q, k’)|| = ||(I)d(tk + q5, tk)” < ’}/)\q <1l=d (tk + o, tk)écl(tk + o, tk) < I. (437)

cl
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Si § est une valeur suffisamment petite telle que les approximations (4.34) sont valides, alors
le systeme en boucle fermée avec le gain de retour d’état (4.30) satisfait les hypotheses du
Théoreme 4.3 et le systéme en temps continu (4.1) est uniformément asymptotiquement stable.

Selon le Théoreme 4.5, le probleme de stabiliser un systeme en temps continu sur un large
horizon de temps peut étre transformé dans le probleme de stabiliser plusieurs systemes en
temps discret sur un petit horizon de temps. Les principaux avantages du Théoreme 4.5 sont
I'utilisation des techniques de stabilisation de systéemes en temps discret, en général plus simples
que celles destinées aux systemes en temps continu, et la possibilité de paralléliser I'algorithme.
Par contre, le choix de la valeur de 6 peut étre difficile, car d'un coté § doit étre suffisamment
petit pour que les approximations (4.34) soient valides, et de 'autre c6té la réduction de la
valeur de 0 implique 'augmentation du cotit de calcul associé.

Le Corollaire 4.2 peut aussi étre adapté pour générer une condition de synthese, comme
exposé dans ce qui suit.

Corollaire 4.5 Soient o, 0 et N des scalaires avec 0 <0 < o, N = 0/0, N € Z. Pour chaque
e Zt, soit le systéme LTV en temps discret et périodique Gy(k), donné par

Go(k) : #(k+1) = Ai(k)2(k) + By(k)a(k), (4.38)
avec .
Ag(k) = ®(t, + (k + 1)d, t¢ + k9),
g(k’): (tg+(k’+1)5) k’:O,...,N—l, tg:to—i—fd
Ag(k‘) = Ag(k’ + ’I“N) Bg(k’) = Bg(k’ + ’I“N) Vr e Z.
Si la paire {A(t), B(t)} est uniformément complétement contrélable, alors il existe des valeurs

pour o et & de sorte que le systeme soit stabilisable par un gain constant par morceaux, soit
u(t) = K(t)x(t) exprimé par

K(i) = %Kg(k‘)@(t@ 4Gt + (k+1)8), to+kd <T<to+ (k+1)5,

ot Ky(k) est un gain discret de retour d’état borné qui stabilise Go(k).

Démonstration : Similaire a la démonstration du Théoreme 4.5.

Le principal avantage du Corollaire 4.5 est que les méthodes congues pour traiter la stabi-
lisation des systemes LTV en temps discret sont souvent numériquement plus simples que les
méthodes en temps continu (voyez e.g. [dST00, EKHT09, BLA10]).

Adaptation de la méthode de [dSTOO0]

L’algorithme suivant est la version adaptée de la méthode de [dST00, Theorem 1], pour
construire un gain de retour d’état qui satisfait les conditions du Théoreme 4.5.

Algorithme 4.3
1. Choisirc >0et0<d<o0;

2. Définir N = ¢/ et initialiser £ <— 0;
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3. Pour chaque t, =tg+ o :

(a) Calculer la matrice ®(t, + (k + 1)0,ts),k = 0,..., N — 1, résultant de la résolution
de I'équation différentielle (1.4) ou obtenue a partir d’'une méthode numérique, par
exemple la méthode présentée en [Lu00];

(b) Obtenir des matrices finies Wy(k) = W/ (k) et Yi(k) de telle sorte que

We(k)

Ak)Wilk) + Be(k)Yolk) Wik +1)] <O F=0L N =1 (4.39)

~

Ayk) = Oty + (K +1)6,tg + k6) = ®(t, + (k+1)0,t,)®(t, + kb, t)

() Ko(k) < Yo(k)We(k)™";
(d) Calculer

1 -
K,(t) 5Kg(lg)cb(tg+l<;(5,ztg+(k:+1)5), te+kd <t <t;+ (k+1)d;

4. Si K(t) stabilise asymptotiquement le systéme, arrétez; sinon, réduisez la valeur de ¢ ou
augmentez la valeur de o, et retournez au pas 1.

Pour I'utilisation de I’Algorithme 4.3, il faut dériver une heuristique pour chercher les bonnes
valeurs pour ¢ et . Pour tous les systemes considérés dans les tests, des valeurs autour de 0 = 1
et 6 = 0.1 ont été suffisantes pour générer des controleurs stabilisants.

4.5 Synthese des controleurs H,,

Les approches de synthese exposées dans les Sections 4.4.1 et 4.4.2 peuvent étre adaptées
pour traiter d’autres contraintes ou obtenir des controleurs avec certaines propriétés. La présente
section introduit les adaptations nécessaires pour synthétiser des controleurs de sorte que la
norme H., du systeme

(t)z(t) + By(t)w(t) + B(t)u(t)

A
CH)2(t) + Du(t)w(t) + D()u(t), (4.40)

Q
—~
~
SN—
[[>
—N
ISERS
—~
~ "
SN— ——
[l

entre w(t) et z(t), soit bornée par une valeur  prédéfinie.
4.5.1 Approche en temps continu

Le théoreme suivant présente la synthese des gains H., de retour d’état en utilisant I’approche
exposée au Théoreme 4.4.
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Théoréme 4.6 Supposons que la paire {A(t), B(t)} est uniformément complétement contro-
lable et soit T = {t,}1,, t, = to+ (5 une grille temporelle avec une valeur positive de d. Si pour
tout intervalle ¢ € [t,,tp41) il est possible de trouver une loi de commande u(t) de sorte que

L‘(HATMF-VﬂhmTMF)¢rg(Ltggt<:u+l (4.41)
S(Z(tg+1)/l’(tg+1) < S(Z(tg)/l’(tg) (442)
|[@a(t + 7, 0)[| < (1), Vi (4.43)

pour une valeur prédéfinie de v > 0, ®y(t + 7,¢) étant la matrice de transition du systeme
commandé et ¢(-) une fonction uniformément bornée, alors la loi de commande u(t) stabilise le
systeme (4.40) avec un cout Ho, garanti ||G(t)||e < 7.

Démonstration : Selon le Théoréme 4.4, les contraintes (4.42) et (4.43) garantissent la stabilité
uniforme et asymptotique du systéeme en boucle fermée. Supposons que u(t) est construit telle
que (4.41) soit valide pour tout ¢ € Z. Alors, selon la Propriété 1.7, la norme H., du systeme
en boucle fermée est bornée par ||G(t)||o < 7.

Selon le Théoreme 4.6, une facon de synthétiser des controleurs H., avec des valeurs plus
petites de v pour systemes LTV en temps continu est d’appliquer I'approche exposée dans le
Théoreme 4.4 avec une procédure pour minimiser la borne de la norme H,, du systeme sur un
horizon fini de temps.

4.5.2 Approche en temps discret

Pour adapter ’approche de synthese exposée a la Section 4.4.2, il faut considérer des systemes
LTV en temps discret donné par

a@é{ﬂhﬂ):A®ﬂm+&%mmimem (4.44)

2(k) = C(k)a(k) + Dy (k)ib(k) + D(k)a(k)

Les définitions pour la norme H., des systemes en temps discret sont similaires aux définitions
pour les systemes en temps continu, comme le montre dans ce qui suit.

Définition 4.1 Si le systeme (4.44) avec u(k) = 0 est stable, alors la norme Ho, est donnée
par
; 2(k 132525, C(R)D(k, j + 1) Bu(5)d(5) + Do (k)i (k)|
||g(k)||oo: sup H ( )|| — su J=ko ||

wets [[0(R)]] wer, ||lw(k)
Définition 4.2 i le systeme (4.44) avec u(k) = 0 est stable, alors l’'inégalité

1G] [oo < A,

pour un certain scalaire 7, est équivalente a

k

>~ (IO = 321a@)F) <0, € Lo, Wk > ko, (4.45)

r=ko
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Corollaire 4.6 A partir de la Définition 4.2, on peut montrer que une condition suffisante
pour garantir (4.45) est

12(R)[1* = A2l (R)|[* < 0, @ € La, Yk > ko. (4.46)

En plus, si le systeme est périodique de période N, alors il suffit de vérifier (4.46) pour k =
0,... N—1.

Théoréme 4.7 Soient o, 0 et N des scalaires qui satisfont 0 < § < o, N = ¢/0, N € Z.
Pour chaque ¢ € Z* de sorte que t; = to + Lo, considérons le systeme LTV en temps discret et
périodique G,(k) défini par

A

A(k) = ®(te + (k + 1)0,t, + k6),  Bo(k)
Bue(k) = V6B (t, + (k + 1)), Ci(k)
Dy(k) = D(t; + (k +1)0), Doe(k)

B(tz + (/{J + 1)5),
VoC(ty+ (k+1)8), k=0,...,N—1. (4.47)
Dot + (k +1)0).

On considere que, pour chaque systeme Qg(k), on peut obtenir un gain stabilisant de retour
d’état K, (k) tel que ||Go(k)||so < 4 avec une valeur prédéfinie de 4. Alors, si la paire {A(t), B(t)}
de (4.40) est uniformément completement controlable, il existe une valeur de § > 0 de telle sorte
que le systeme soit stabilisable par le gain de retour d’état constant par morceaux u(t) =
K(t)z(t), avec

1 - .
K(t) = SKg(k)(I)(tg + kot + (k+1)0), te+kd<t<ty+ (k+1)0 (4.48)
et la norme H,., du systeme (4.40) en boucle fermée est bornée par ||G(t)||s < 4 + €(d) pour
une certaine fonction €(-).

Démonstration : On considére que K (k) est un gain de retour d’état tel que (4.46) est valide
pour une valeur donnée de 4 et pour tout ¢ € Z. Alors, en utilisant des propriétés des systemes
LTV en temps discret [Rug96], la condition (4.46) peut étre réécrite comme

2
_&2”113(]{;)”2 SO,]{ZIO,...,N—L

k—1

> Cek)ak, j + 1) Bue(j)(j) + Due(k)io (k)

J=0

ol by (j,7 + 1) est la matrice de transition du systeme en boucle fermée. La derniere inégalité
est valide pour tout 7 > 4 et est équivalente a

i Clte+ (k+1)0)P(te + ko, tr + (7 + 1)) By(te + (j + 1)0)w(t, + (5 + 1)d)0

=0

2

+ Dy(te + (k+ 10wty + (k+1)0)|| — 7wty + (k+1)0)||* <0. (4.49)

Cette somme est une somme de Riemann [Ste08] et, par conséquent, pour 6 — 0 on a
2

H /t C(H)2(t, 7)Bu(T)w(r)dr + Du(t)w(t)|| —F*|[w(®)]]* < 0,9t € [te, trs]
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et ¥ = 4 satisfait l'inégalité. D'un autre coté, pour tout o6 > 0 la somme de Riemann ne
correspond qu’a une approximation de I'intégrale. Dans ce cas, la condition (4.49) est équivalente

2

H /t C(t)®(t, 7)By(m)w(T)dr + f(t,6) + Dy(t)w(t) + g(t, o)

— A |w(t) + h(t,6)||> < 0,Vt € [te, ter1], (4.50)

ou f(t,9), g(t,0) et h(t,d) sont les erreurs entre, respectivement, 'intégrale, les variables D, (t)w(t)
et w(t) et les respectives approximations discretes. Remarquez que, comme w € Ly et w € Lo, la
valeur h(t,0) peut étre négligée dans I’analyse de pire cas. Le membre gauche de I'inégalité (4.50)
est alors borné supérieurement par

2

H/t C(t)2(t, 7) By (T)w(r)dr + Du(t)w(t)|| +I1f(t,0) + g(t, )| = F*[lw®)[*.  (4.51)

En raison de ||f(t,d) + g(¢,0)||?, I'expression (4.51)) n’est plus garantie d’étre négative pour
4 = 4. Pourtant, les fonctions f(¢,0) et g(t,0) sont bornées pour des valeurs fixées de 9 si les
matrices du systeme sont supposées intégrables. Alors, il y a une fonction €(d) de telle sorte
que 7 = 4 + €(0) satisfasse (4.51) et, si la derniere affirmation est valide pour tout ¢ € Z, on a
G()]loe < 7 + €(9).

Adaptation de la méthode de [dSTO0O0]

L’algorithme présenté dans la suite est basé sur des résultats de [dST00, Theorem 1].
Algorithme 4.4

1. Choisiro >0,0<d<ogety>0;

2. Définir N = ¢/ et initialiser ¢ <— 0;

3. Pour chaque t, =ty + o :

(a) Calculer la matrice ®(t, + (k + 1)0,ts),k = 0,..., N — 1, résultant de la résolution
de I'équation différentielle (1.4) ou obtenue a partir d’'une méthode numérique, par
exemple la méthode présentée en [Lu00];

(b) Obtenir des matrices Wy(k) = W;(k) et Yi(k) de telle sorte que

We(k+1) 0 Buo(k)
* I Do(k)

Walk) Welk)Ay(k) + Y{ (k) By(k) We(k)Cy(k) + Y{(k)Dy(k) 0
: * * ﬁgl

On a
Ag(k) = (to + (k+1)0,tg + k6) = Dt + (k + 1)0,t0)D(t, + kb, t0)
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(¢) Ko(k) « Yo(k)Wy(k)™";
(d) Calculer

K, () « %Kg(k)@(tg b S+ (k+1)8), o4k <T < tot (k+1)5:

4. Si K(t) stabilise asymptotiquement le systeme, arréter; sinon, réduire la valeur de § ou
augmenter la valeur de o, et retourner au pas 1.

4.6 Exemples numériques

4.6.1 Exemple I

Pour tous les exemples de ce chapitre, les programmes ont été implémentées sur MATLAB,
version 7.0.1 (R14), et ordinateur utilisé est un AMD® Phenom IT Quad Core 945 (3.0 GHz),
3.2GB RAM, Linux Ubuntu 9.04. Le systeme analysé dans le premier exemple a été introduit a
I'article [LCO5] et est donné par

e 2 0 0 0 0
)= 0 2 e x@t)+ |2|wlt)+ |1 e | ut)
et 0 3 1 0 05
2(t)=[1 0 0]z(t) +w(t)

y(t) = x(t).

L’instabilité du systeme, comme la controlabilité complete et uniforme de la paire {A(t), B(t)},
sont montrées dans [LCO5].

D’abord, les résultats obtenus avec 'application de 1’Algorithme 4.1 sont proposés. Les gains
stabilisants de retour d’états ont été calculés en considérant 6 = 1, N = 50 et 5 € {0.05,0.1, 1}.
La Figure 4.1 montre les fonctions py(t), calculées a partir du Théoréme 1.5, qui correspondent
aux enveloppes des normes de toutes les possibles trajectoires du systeme en boucle fermée qui
partent des états initiaux z(ty) et tels que ||z(tp)|] < 1. Remarquez que la valeur maximale de
la fonction py(t) est plus grande avec les valeurs les plus petites de 5. En effet, selon (4.2), une
réduction de la valeur de § implique la réduction de la borne du taux de variation de la fonction
de Lyapunov, ce qui peut se répercuter par une hausse de la valeur maximale des normes des
trajectoires [LP02, LP04]. La Figure 4.2 montre le gain K;(t) obtenu avec g = 1.

Les Algorithmes 4.2 et 4.3 sont aussi capables de générer des gains stabilisants. L’Algo-
rithme 4.2 a été appliqué avec {¢ = 0.01,5 = 0.1} et {¢ = 0.1,§ = 1}. La Figure 4.3 montre
les fonctions p.(t) obtenues avec les deux valeurs considérées pour ¢, et les éléments des gains
résultants sont montrés dans la Figure 4.4. Notez que I"'augmentation de la valeur de 6 conduit
a la décroissance de la norme des gains de retour d’état, et les trajectoires convergent plus len-
tement vers l'origine. Cet effet était attendu car la méthode présentée en [Lu00] consiste en la
minimisation de I’énergie de la loi de commande et la norme des trajectoires en boucle fermée,
de sorte que le systeme soit pratiquement stable apres un intervalle ¢ de temps. L’utilisation
de petites valeurs de ¢ implique des conditions plus contraintes pour la stabilisation et, dans
la plupart des cas, une loi de commande de plus grande norme. D’un autre coté, dans la dé-
monstration du Théoreme 4.4 il est clair que I'application de grandes valeurs pour ¢ ne garantit
pas forcément la stabilité du systeme en boucle fermée. Comme les dimensions des matrices
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FIGURE 4.1 — Fonctions p,(t) obtenues pour I'Exemple I pour le systéme en boucle fermée avec
les gains de retour d’état Kj(t) résultant de l'application de 1’Algorithme 4.1, avec § = 0.05
(courbe en pointillés), = 0.1 (courbe en tirets) et avec 5 = 1 (courbe continue).
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FIGURE 4.2 — Eléments du gain Kj(t) résultant de I'application de I’ Algorithme 4.1 & 'Exemple I
avec 3 = 1.

construites a 1’Algorithme 4.2 sont proportionnelles a § /¢, il est important de choisir des valeurs
appropriées de 0 et € pour que les matrices n’aient pas des dimensions trop grandes. Notez
aussi que l'augmentation de § a réduit la valeur maximale de p.(t). Pour I’Algorithme 4.3, les
parametres ont été choisis comme N = 20 et o = {0.5, 1}. Les fonctions p.(t) sont représentées

83



sur la Figure 4.5, et la Figure 4.6 montre les éléments des gains obtenus.

25 3 35 4

FIGURE 4.3 — Fonctions p,(t) obtenues pour I’Exemple I pour le systeme en boucle fermée avec
les gains de retour d’état K (t) résultant de 'application de I’Algorithme 4.2, avec § = 1 (courbe
en tirets) et avec 6 = 0.1 (courbe continue).
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FIGURE 4.4 — Eléments des gains K (t) résultants de lapplication de I’Algorithme 4.2 a
I'Exemple I. Le gain K (t) correspond a 'utilisation de 6 = 0.1 et K(¢) correspond a § = 1.

Considérons le probleme de stabiliser le systeme en minimisant la borne v de la norme H.. Le
systeme présenté dans cet exemple ne peut pas étre modélisé par ’approche LPV car les éléments
variants dans le temps ne sont pas bornés pour tout t. Par conséquent, une facon de construire
des gains stabilisants en minimisant la borne de la norme H,, est donnée par I'application de
I’Algorithme 4.4. La Table 4.1 montre les valeurs minimales des bornes obtenues en utilisant
tous les combinaisons de o = {0.5,1} et N = {10,20,30}. Les valeurs montrées dans la table
sont obtenues par la minimisation de 4 dans I’Algorithme 4.4 a chaque t,, et 4* correspond a la
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FIGURE 4.5 — Fonctions p.(t) obtenues pour 'Exemple I pour le systéme en boucle fermée
avec les gains de retour d’état K (t) résultant de I'application de I’Algorithme 4.3, avec 0 = 0.5
(courbe en tirets) et avec 0 = 1 (courbe continue).
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FIGURE 4.6 — Eléments des gains K(t) résultant de Papplication de 1’Algorithme 4.3 &
I'Exemple I. Chaque courbe représente un des éléments de K(t) € R**3. Le gain K(t) cor-
respond a l'utilisation de o = 0.5 et Ky (t) correspond & o = 1.

valeur maximale des 4. Notez que les valeurs de 4* réduisent avec I’augmentation de N et avec

la décroissance de o, au prix d’augmenter le nombre de LMIs a résoudre et, par conséquent, le
cott de calcul.
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TABLE 4.1 — Valeurs des bornes v pour la norme H., du systeme de I'Exemple I en boucle
fermée apres I'application de 1’Algorithme 4.4.

N=10,0=1 |4 =1.0236
N=20,0=1 | 4 = 1.0054
N=30,0=1 |4 =1.0021
N =10,0 =05 | 4 = 1.0054
N =20, 0 =05 | 4 = 1.0010
N =30, 0 =05 | 4 = 1.0003

4.6.2 Exemple I1

Pour le deuxieme exemple, considérons le systeme périodique, avec période T' = m, utilisé
dans [Kha02, GPT10] et donné par

N —1+ 1.5cos*(t) 1 — 1.5sin(t) cos(t) 0
o(t) = {—1 — 1.5sin(t) cos(t) —1+1.5(1— COS%))} z(t) + {
1

+ [— sin(t)(cos(t) + 3 sin(t))} u(t)

(
2(t) =[1 0] z(t) +w(?)
y(t) = x(t).

On a obtenu aucune valeur entiere de ¢ qui satisfait les conditions du Corollaire 4.1, le systeme
est donc considéré instable. L’instabilité du systeme peut étre confirmée dans [GPT10], et la
controlabilité de la paire {A(t), B(t)} est vérifiée par la Propriété 1.6.

Les éléments du gain stabilisant de retour d’état Kj(t) résultant de 'emploi de 1’Algo-
rithme 4.1, avec 6 =T =m, N = 50 et § = 1, sont montrés dans la Figure 4.7, et la Figure 4.8
illustre les enveloppes p.(t) des trajectoires en boucle fermée en considérant 8 € {0.1,1,10}.
Remarquez que la taux de décroissance de p.(t) augmente avec la valeur de 3 ; par contre, des
valeurs de § > 10 donnent pratiquement le méme résultat que 5 = 10.

Les Algorithmes 4.2 et 4.3 sont aussi capables de générer des gains stabilisants. L’Algo-
rithme 4.2 a été appliqué avec {¢ = 0.1, = 1} et {e = 0.1, = 5}. La Figure 4.9 montre les
fonctions py(t) obtenues avec les deux valeurs considérées pour 4, et les gains résultant sont
montrés dans la Figure 4.10. Notez que, comme a I’Exemple I, 'augmentation de ¢ conduit
a la décroissance de la norme des gains de retour d’état, mais dans ce cas les trajectoires ne
vont pas considérablement plus vite vers l'origine avec des gains de plus grande norme. Pour
I’Algorithme 4.3, on a considéré N = 20 et o = {0.5, 7}. Les fonctions p.(t) sont représentées
sur la Figure 4.11, et la Figure 4.12 montre les gains obtenus.

Considérons maintenant le probleme de stabiliser le systéme en minimisant la borne v de
la norme H.,. La Table 4.2 montre les valeurs minimales des bornes obtenues en appliquant
I’Algorithme 3.1 et I’Algorithme 4.4, ou le dernier a été appliqué avec toutes les combinaisons
de 0 = {m,0.5} et N = {10, 20,30}. Le modele LPV a été obtenu en considérant 6, (t) = cos?(t)
et 6y(t) = sin(t) cos(t), 'Algorithme 3.1 a été appliqué avec £ = 0.1 a la premiere étape et le
résultat correspond a une itération de la procédure itérative. Notez que, comme pour I’Exemple I,
les bornes des normes obtenues avec I’Algorithme 4.4 réduisent avec 'augmentation de N et
avec la décroissance de o. Il est important de remarquer que la borne résultant de la méthode
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FIGURE 4.7 — Eléments du gain Kj(t) résultant de application de I'’Algorithme 4.1 &
I’Exemple IT avec g = 1.

1.4

20

FIGURE 4.8 — Fonctions p,(t) obtenues pour I’Exemple 1T pour le systeme en boucle fermée avec
les gains de retour d’état Ks(t) résultant de 1’Algorithme 4.1, avec 8 = 0.1 (courbe continue),
f =1 (courbe en tirets) et avec § = 10 (courbe en pointillés).

LPV est considérablement plus grande que les valeurs de 4* générées par 'approche LTV, ce
qui était attendu, puisque la modélisation sous forme LPV fait perdre des informations (on ne
considére que les bornes des parametres et de leurs taux de variation).
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FIGURE 4.9 — Fonctions py(t) obtenues pour I'Exemple II pour le systéme en boucle fermée avec
les gains de retour d’état K (t) résultant de 'application de I’Algorithme 4.2, avec 6 = 1 (courbe
continue) et avec 0 = 5 (courbe en tirets).

T

FIGURE 4.10 — Eléments des gains K () résultants de P'application de I’Algorithme 4.2 &
I'Exemple II. Le gain K(t) correspond a l'utilisation de § = 1 et K5(t) correspond a § = 5.

4.7 Conclusion

Des méthodes pour la synthese de lois de commande stabilisantes pour des systemes linéaires
variants dans le temps ont été introduites dans ce chapitre. La premiere méthode consiste dans
I'utilisation des informations de la matrice de transition d’états pour la construction d’un gain
de retour d’états, qui stabilise le systeme s’il est uniformément completement controlable et si
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FIGURE 4.11 — Fonctions p.(t) obtenues pour I'Exemple II pour le systéme en boucle fermée
avec les gains de retour d’état K (t) résultant de 'application de 1’Algorithme 4.3, avec 0 = 7
(courbe en tirets) et avec o = 0.5 (courbe continue).

FIGURE 4.12 — Eléments des gains K (t) résultants de I'application de I’Algorithme 4.3 pour
I'Exemple II. Le gain K (t) correspond a 'utilisation de o = 1 et Ky(t) correspond a o = .

une condition d’observabilité est satisfaite. La construction de ce gain est relativement simple et
rapide, mais le choix des parametres pour satisfaire les conditions n’est pas évident. Les autres
méthodes sont basées sur un critere de vérification de la stabilité introduit dans le chapitre,
qui consiste basiquement a vérifier les valeurs d’'une fonction obtenue a partir de la matrice de
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TABLE 4.2 — Valeurs des bornes v pour la norme H,, du systeme de I’Exemple II en boucle
fermée apres I'application des Algorithmes 3.1 et 4.4.

Algorithme 3.1 v =10.88
N=10,0 =7 | A" =117
N=20,0=m |4 =1.17
: N=30,c0=7 |4 =1.06
Algorithme 4.4 N—10.0=05 % =1.03
N=20,0=05 |4 =1.03
N=30,0=0.5] 4 =1.02

transition calculée sur un horizon de temps fini. Les principaux avantages de ce critere concernent
son adaptabilité dans des méthodes numériques, grace a la possibilité de parallélisation. Deux
techniques congues en adaptant le critere pour synthétiser des controleurs stabilisants ont été
exposées. La premiere technique consiste a appliquer des méthodes de stabilisation en temps
fini. Ces méthodes sont, en général, simples a implémenter et la stabilité asymptotique est
garantie seulement si les méthodes sont utilisées avec la technique proposée. Pour la deuxieme
technique, des systemes discrets et périodiques sont construits a partir des informations du
systeme original, et les gains synthétisés pour stabiliser les systemes discrets sont modifiés pour
garantir la stabilité du systeme continu original. Les deux techniques ont été adaptées pour
le calcul d’'une borne v pour la norme H., du transfert entre une perturbation et une sortie.
Dans les exemples, les comportements des trajectoires en boucle fermée avec les gains construits
par les méthodes proposées ont été montrés, ce qui illustre les capacités de chaque technique.
L’adaptation discrete pour la commande H., du systeme en boucle fermée a été comparée avec
la technique LPV exposée au Chapitre 3. Comme attendu, 1'utilisation de ’approche LTV dans
le cas ot le systeme est bien connu donne des résultats meilleurs qu’avec ’approche LPV.
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Conclusions

Le principal objectif de cette these a été le développement de techniques pour la synthese
de lois de commande stabilisantes pour des systemes linéaires en temps continu, en considérant
la minimisation d’une borne pour la norme H., du systeme en boucle fermée comme critere de
performance. Les techniques présentées dans la these, qui sont capables de traiter une bonne
partie de la classe de systemes linéaires en temps continu, sont divisées en trois catégories : les
systemes en temps invariants (LTI) qui présentent des éléments et des parametres incertains,
dont les bornes des telles incertitudes sont connues; les systemes a parametres incertains et
variants dans le temps (LPV); et les systemes linéaires précisément connus et variants dans le
temps (LTV).

Pour les systemes LTI, on cherche des controleurs dynamiques robustes (i.e., qui ne sont pas
dépendants des parametres incertains) et d’ordre réduit capables de stabiliser les systémes en
minimisant une borne de la norme H.,. Une procédure d’augmentation du systeme est appliquée
pour que le probleme de synthese d’un controleur dynamique soit réduit a un probleme de
synthese d’un gain statique, et la synthese est réalisée a partir d'une approche en deux étapes.
Cette approche consiste a la construction d’'un gain de retour d’état a la premiere étape, et
son utilisation ultérieure dans une deuxieme étape pour construire le gain de retour de sortie
souhaité. Une fois que les incertitudes sont modélisées de facon polytopique, chaque étape peut
étre exécutée en résolvant des conditions LMIs, ce qui peut étre fait facilement facile grace
a des outils numériques efficaces. Chaque variable des LMIs peut étre modélisée comme un
polynome homogene de degré arbitraire, et grace a un parser développé spécifiquement pour
résoudre ce genre de probleme, on peut jouer sur les degrés des variables sans grand effort de
programmation. Le paquet peut aussi étre considéré comme une contribution de cette these. En
plus de 'adaptation de la méthode a deux étapes pour la synthese des controleurs dynamique
robustes, une autre contribution de cette these est le développement d'une procédure itérative,
qui peut étre utilisée pour améliorer un certain critere de performance, comme la minimisation
d’une borne de la norme H.. La procédure basiquement consiste, dans chaque itération, a
obtenir un gain de retour d’état a partir de la multiplication du gain de retour de sortie par
la matrice de sortie du systeme, et son application a la condition de la deuxieme étape. La
convergence de la borne de la norme H,., vers une valeur sous-optimale est garantie.

Une série d’exemples illustre la validité et les capacités de la méthode en deux étapes avec
la procédure itérative, et les résultats obtenus sont meilleurs que ceux obtenus par d’autre
méthodes bien connues de la littérature. En plus, 'approche présentée est plus versatile que la
plupart des autres techniques, étant donné qu’elle est capable de traiter des incertitudes dans
toutes les matrices du systeme, et qu’il est possible d’obtenir des controleurs d’ordre réduit, et
pas seulement des controleurs d’ordre plein.
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La méthode en deux étapes peut aussi étre adaptée pour traiter les systemes LPV. Pour ce
genre de systeme, on suppose qu'un sous-ensemble des parametres est mesurable en ligne, pour
qu’on puisse concevoir un controleur dynamique dépendant de ces parametres, qui peut étre
meilleur qu'un controleur robuste par rapport a la performance et a la généralité. Toutefois,
dans des applications pratiques, les capteurs ne sont pas completement exacts et on a toujours
des bruits dans la mesure des parametres. Afin de traiter ce genre de probleme et de produire
des controleurs robustes aux problemes de mesure, les étapes de synthese sont adaptées pour
considérer des bruits additifs ou multiplicatifs, qui sont incorporés aux conditions LMI en utili-
sant I’approche multi-simplexe. Les résultats obtenus peuvent confirmer que la méthode en deux
étapes avec la procédure itérative, adaptées pour traiter le cas LPV, sont efficaces également
pour ce genre de probleme. Particulierement, les résultats vérifiés aux exemples, par rapport
aux bornes de la norme H.,, ne sont pas considérablement dégradés avec I'augmentation des
bruits de mesures.

Finalement, deux approches différentes pour stabiliser les systemes LTV ont été présentées.
La premiere approche consiste a utiliser la matrice de transition d’états du systeme en boucle
ouverte pour construire un gain de retour d’état, qui est capable de stabiliser des systemes
uniformément completement controlables si une condition d’observabilité est satisfaite. La ma-
trice de transition utilisée est construite en considérant une fenétre de temps constante. Bien
que cette matrice soit relativement facile a obtenir par des procédures numériques et que les
exemples numériques aient prouvé que cette approche est effective, on peut avoir des problemes
sur le choix de la taille de la fenétre de temps pour calculer la matrice de transition, et il n’est
pas clair comment on peut adapter cette méthode pour considérer des criteres de performance.

Une analyse plus approfondie de la matrice de transition construite dans une fenétre de
temps constante a inspiré le développement d’un nouveau critere de vérification de la stabilité
des systemes LTV. Ce critere consiste a vérifier si, pour chaque instant de temps, la norme
des états décroit apres une période finie de temps, indépendamment du comportement pendant
cette période. Les plus grands avantages d'un tel critere sont d’ordre numérique, parce qu’il est
possible de tester la stabilité du systeme en analysant des intervalles de temps finis, avec une
procédure qui peut étre parallélisée. En plus, ce critére peut étre utilisé pour vérifier la stabilité
du systeme LTV en temps continue a partir de I'analyse d'une série de systemes LTV périodiques
en temps discret, construite a partir du systeme original. L’adaptation d’un tel critere pour la
synthese de lois de commande stabilisantes correspond a la deuxieme approche de synthese
présentée, et cette technique peut étre utilisée de deux différentes manieres : soit on considere le
systeme LTV original et on applique une méthode de stabilisation en temps fini, soit on calcule
les lois de commande stabilisantes pour une série de systemes LTV périodiques en temps discret.
Ces approches peuvent étre modifiées pour considérer des criteres de performance, comme la
minimisation de la borne de la norme H., d'un transfert particulier, et les exemples numériques
illustrent la validité et I'efficacité de ces méthodes.

Il a été également montré que les systemes LTV peuvent étre modélisés comme des systemes
LPV, si les termes variants dans le temps sont bornés pour tous les instants de temps. Apres
I’analyse des normes H, en boucle fermée avec les gains calculés par les méthodes LTV et LPV
dans quelques exemples numériques, on peut conclure que, si on peut choisir entre les deux
approches, les méthodes LTV conduisent a des meilleurs résultats. En effet, dans la modélisation
du systeme LPV, on ne prend compte que des données sur les bornes des parametres et des taux
de variation et, par conséquent, on a une perte d’information qui peut conduire a des résultats
plus conservateurs. Par exemple, 'approche LPV ne considere pas si un parametre varie comme
une fonction sinus ou cosinus, seulement ses bornes et la borne de ses taux de variation sont
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utilisées. Par contre, si on ne dispose pas de beaucoup d’informations sur les parametres, il n’est
pas possible d’utiliser les méthodes LTV, et I'approche LPV est plus appropriée.

Les contributions de cette these encouragent des recherches plus approfondies sur les sujets
présentés. Parmi les travaux futurs envisagés, on peut lister :

e Une plus grande compréhension de la méthode en deux étapes, par rapport aux effets
des gains de retour d’état déterminés a la premiere étape sur les gains de retour de sortie
obtenus dans la deuxieme étape, pour qu’on soit capable de construire des gains optimaux ;

e Le développement du paquet computationnel développé pour qu’il puisse traiter le cas
multi-simplexe, ce qui donnerait une plus grande flexibilité aux conditions de synthese de
systemes LPV, ainsi que pour les conditions des systemes LTT;

e L’amélioration de la méthode LTV basée sur la matrice de transition fenétrée, de maniere
a l'adapter pour inclure des niveaux de performance, et définir de maniere systématique
la taille de la fenétre de temps considérée ;

e [amélioration du nouveau critere de vérification de la stabilité des systemes LTV et des
méthodes de synthese basées sur ce critere, principalement dans le sens de les adapter
pour la construction des controleurs dynamiques d’ordre réduit.
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Appendice

Bornitude de la solution de ’équation différentielle de Ric-
cati

Dans la démonstration du Théoreme 4.1 il est affirmé que, étant donné

chl(t, to) = A(t) Xyt to) + Xult, to)A'(t) — BB(t)B' (1) X (t,t + 0) ' Xy(t, to)

dt
— BXa(t, to)X (¢, t+6)"'B(t)B'(t), Xa(to,to) =1, (4.53)
alors la matrice P(t,ty) solution de

iP(t, to) = A(t)P(t,to) + P(t, to)A'(t) + B(t)B'(t)

dt
+ B2P(t, 1) X (t,t +8)'B(t)B (1) X (t,t +0) ' P(t,to) , P(to,to) > 1 (4.54)

satisfait
Xcl(ta tO) < P(t>t0)

Pour démontrer la validité de la derniere affirmation, il suffit de vérifier que la variable
A(t, ty), égal a

A(t, to) = Xcl(t, to) - P(t, to),
est semi-définie négative pour tout ¢ > ty. En utilisant (4.53) et (4.54), on a
d
_A(ta tO) :A(t)A(ta tO) + A(ta tO)A,(t) - BB(t B,(t)X(ta L+ 6)_1Xcl(t7 tO)

dt
— BXy(t,to) X (t,t+8) ' B(t)B'(t) — B(t)B'(t)
— B2P(t, t) X (t,t +6) ' B(t)B' () X (t,t + §) ' P(t, ).

En remplagant par P(t,ty) = Xu(t,to) — A(t, 1) et en introduisant
G(t,tg,6) = —BB)B' ()X (t,t + 0) ' Xu(t, tg) — BXult, to) X (t,t + ) *B(t)B'(t) — B(t)B'(t),
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on a

LNt t0) = AB)A( to) + At to) A (1) + Gt o, 6)

dt
— B2 X(t,t0) X (t,t +0) ' B(t)B' (1) X (t, t + §) ' Xu(t, to)
+ B2A(t, to) X (8,1 + 8) ' B(t)B' () X (t,t + 0) " Xu(t, to)
+ 32Xt to) X (t,t +0) ' B(t)B' () X (t, t + 8) T A(t, to)
— BEA(t, 1) X (t,t + 8) ' B(t)B' (1) X (t,t + 6) ' A(t, ty). (4.55)

En remarquant que

G(t, to,0) — B2 Xy(t, to) X (t,t + 8) ' B(t)B' ()X (t,t +6) ' Xu(t, to)

= —(B(t) + BXa(t, to) X (1, +6) 7" B(1)) (B(t) + BXalt, to) X (t,t + 6) " B(1))', (4.56)
on peut voir que (4.55) peut étre réécrite comme
%A(t, to) = M(t,t0, 0)A(t, to) + A(t, to) M'(t, 0, 0) + W(E, to, ), (4.57)
ou
M(t,tg,6) = A(t) + B2 Xyt to) X (t,t + 8) ' B(t)B' ()X (t,t +0)*
et

W (t, to,6) = — B2A(t, 1) X (t,t + 8) ' B(t)B'(t) X (t,t + &) ' A(t, to)
— (B(t) + BXa(t,to) X (t,t + 8) "' B(t)) (B(t) + BXult, to) X (t,t + 6) ' B(t))’

Selon [PBG88, Lemma 3], la matrice A(t,ty) est donnée par

A(t, o) = / t By (t, 7)W (1), (t, 7)dr + (¢, t0) Alte, to) P (¢, o),

to

ou ®y(t,to) est la matrice de transition du systeme dont la matrice dynamique est M (t, to,0).
Comme W (t, ty,0) < 0, la matrice A(t, ty) est semi-définie négative si et seulement si

Al(to, to) = Xalto, to) — P(to,to) =1 — P(to, to) <0,

ce qui démontre la validité de 1'Inégalité (4.54).
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