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Introduction

Le sujet de cette thése s’inscrit dans le domaine des mathématiques appliquées a la mécanique des
fluides. Cette discipline s’intéresse & la modélisation des problémes de la mécanique des fluides, a ’étude
mathématique des équations des modéles établis, et a la simulation numérique de ces modéles par des
méthodes numériques adaptées. Dans les travaux menés dans cette thése, nous aurons l'occasion de voir ces
trois aspects du domaine, sur trois problémes différents.

Il existe principalement deux approches pour la modélisation et la simulation numérique des fluides. L’ap-
proche eulérienne consiste & voir en un point de I’espace, ou dans une maille fixe du domaine de la simulation,
les variations des grandeurs physiques et thermodynamiques associées aux fluides. L’approche lagrangienne
consiste a suivre et & décrire des éléments de la matiére, ou des mailles du domaine de simulation, dans
leurs mouvements. Les problémes de mécanique des fluides rencontrés dans les applications pratiques et dans
I'industrie sont trés souvent multi-fluide, c’est & dire faisant intervenir plusieurs fluides différents. Lorsque
le nombre de fluides dans le modéle est deux, ou est ramené & deux avec des hypothéses simplificatrices, on
parle de modéle bi-fluide. On peut également se ramener a des problémes mono-fluide dans le but de sim-
plifier un modéle donné. Lorsqu’on a un probléme multi-fluide, chacune des deux approches, lagrangienne
et eulérienne, peut étre choisie pour chacun des fluides du modeéle. Les modéles numériques multi-fluides
combinent souvent différentes approches pour les différents fluides.

Dans la premiére partie de cette thése, on étudiera un probléme en relation avec la modélisation des
systémes gaz-particules, dits sprays ou aérosols. Il s’agit d’un probléme essentiellement bi-fluide. On a d’une
part un fluide sous forme de particules ou gouttelettes, et d’autre part le gaz qui forme le milieu environnant.
Cette partie traite de ’étude mathématique d’un modéle combinant une description eulérienne pour le gaz,
et une description lagrangienne pour les particules. Ici, par étude mathématique, on signifie I’établissement
du caractére bien posé des équations du modéle, c’est & dire ’existence de solutions pour ces équations dans
des espaces fonctionnels adaptés.

La deuxiéme partie s’intéresse aussi a un probléme bi-fluide, & savoir I'impact d’'une vague de méthane
liquide sur les parois d’une cuve de méthanier. Les fluides intervenants dans ce modéle sont d’une part le
méthane liquide, et d’autre part le méthane gazeux remplissant le haut de la cuve. Ce phénomeéne d’impact
de vague est un phénoméne complexe. Notre étude s’intéresse aux toutes premiéres phases qui précédent
I'impact, c’est a dire au mouvement de la vague et a la modélisation de son interaction avec le gaz. En effet,
le but précis de cette étude est la description du mouvement du gaz sous 'effet de la vague. On simplifie alors
le modéle en négligeant la déformation de la vague, ramenant ainsi notre probléme & celui du comportement
d’un gaz sous l'effet d’un piston indéformable.

Dans la troisiéme partie de la thése, on revient aux modéles de sprays et on présente une méthode
numérique pour la simulation d’un tel systéme. Il s’agit d’'une méthode qui combine un schéma eulérien dit
Volumes Finies o Flux Caractéristiques (VFFC) pour la description du mouvement du milieu gazeux, et un
schéma lagrangien pour les particules qui consiste en la méthode Particle In Cell (PIC). On présente dans
cette partie une maniére de coupler ces deux approches, en 'appliquant a la simulation du mouvement d’un
spray dans un pipeline courbe, et on teste notre code sur un ensemble de cas test.






Premiére partie

Etude mathématique d’un modéle
asymptotique de sprays
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Chapitre 1

Introduction

Cette premiére partie de la thése porte sur I’étude des systémes physiques appelés aérosols ou sprays.
Il s’agit de systéemes formés de particules d’un liquide ou d’un solide évoluant dans un milieu fluide, c’est
a dire un liquide ou un gaz. Ces systémes interviennent par exemple dans la modélisation des moteurs
de fusées Ariane ou le carburant de propulsion est enrichi par des particules d’alumine pour accélérer la
combustion [1, 2, 3]. L’étude numérique et la simulation de ces modeéles ont pour role de contrdler le systéme
d’injection du carburant et des particules pour avoir une distribution homogéne de celles-ci et éviter leur
agglomération non optimale pour la propulsion. Dans le domaine automobile, I’étude de la combustion dans
les moteurs diesel fait appel aux modéles de sprays. En effet, le gazole liquide injecté dans la chambre
de combustion prend la forme d’un jet de gouttelettes évoluant dans l'air. L’efficacité du moteur dépend
alors de la distribution des gouttelettes et de leurs tailles au moment de la réaction de combustion [4]. La
complexité de I’étude de ces systémes provient de ’adjonction de plusieurs phénoménes physiques pouvant
étre eux mémes complexes : I’écoulement du fluide, les différentes interactions possibles entre le fluide et les
particules, et les interactions entre les particules elles mémes. Un autre contexte ol intervient la modélisation
des sprays est le contexte médical. On s’intéresse a 1’étude des particules évoluant dans ’air, qui rentrent dans
le systéme respiratoire humain. Il peut s’agir de sprays pharmaceutiques administrés par voies respiratoires,
des particules de pollution ou des dépots de nicotine [5, 6]. L’enjeu de I’étude de ces systémes est de connaitre
I’évolution des particules dans le poumon humain et prédire par la simulation numérique leur comportement
et leurs lieux de déposition dans les voies respiratoires. Aux sources de complexité citées avant s’ajoute la
complexité géométrique des voies respiratoires.

Il existe essentiellement deux approches différentes pour la modélisation des sprays, chacune se basant
sur une description différente de la phase particules. La premiére approche est celle des modéles bi-fluides, ou
Pévolution de chacune des deux phases est décrite par une équation de la mécanique des fluides (par exemple
le systéme d’Euler, ou Navier Stokes). Cette approche est dite eulérienne-eulérienne car on s’intéresse aux
grandeurs moyennes (densité, vitesse et énergie) des particules en chaque point de Iespace. Des exemples de
Putilisation de cette approche peuvent étre trouvés dans [7, 3, 8, 9]. La deuxiéme approche, dite eulérienne-
lagrangienne, consiste & suivre la densité des particules dans ’espace, ainsi que la distribution des vitesses
&, énergies internes e et rayons r des gouttelettes. Le fluide environnant est toujours décrit par une équation
de la mécanique des fluides. La phase des particules est décrite par une équation dite équation de Vlasov qui
porte sur la fonction de densité (probability of density function en anglais) f = f(¢,x,&,7,¢).

Ouf +&-Vuf+ Ve (fT) +0:(0f) + 0(¥f) = Q(f).

Les termes I', ¢ et ¢ modélisent généralement les phénoménes physiques responsables de 1’évolution des
vitesses et rayons de chaque particule (forces extérieures, évaporation, conduction thermique...) [10, 3, 11],
et le terme source Q(f) contient une description des interactions des particules entre elles (collision, fragmen-
tation, coalescences...)[12, 13, 14]. Les méthodes avec maillage ne sont pas envisageables généralement pour
la simulation numérique de I’équation de Vlasov, dés que la dimension d’espace est supérieure a deux, car
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lespace a discrétiser est de grande dimension. Seule la méthode particulaire (ou lagrangienne), qui consiste
a suivre le mouvement de paquets de particules, est adaptée aux applications réelles.

Dans le cadre de cette thése on s’intéresse dans un premier temps aux modéles eulériens-lagrangiens.
On présentera plus précisément dans la section qui suit les équations qui forment ces modéles et les diffé-
rents termes de modélisation. Ensuite, on dérivera de ce modéle un modéle asymptotique oil une partie des
gouttelettes est décrite par une equation de Vlasov lagrangienne et une partie est décrite par une equation
eulérienne sur la densité et la vitesse moyenne. Il s’agit donc d’une approche hybride entre les deux approches
courantes présentées ci-dessus. La suite de notre travail sera de démontrer mathématiquement le caractére
bien posé d’'un tel modéle hybride.

1.1 Modélisation des sprays

Dans le cadre de ce travail on suppose que le fluide ou évoluent les particules est un fluide visqueux
incompressible. Le fluide est décrit en chaque point par sa densité p(¢,x) et sa vitesse u(t,x). Le mouvement
de ce fluide est donc régi par le systéme de Navier-Stokes incompressible

Vx-u=0 (1.1)
ou
P e + Vx.(u®@u)| + Vip — vAxu = F oy (1.2)

Le terme Fqy modélise la force de rétroaction appliquée au fluide par les particules. La fonction de densité
des particules vérifie I’équation de Vlasov

Of +8&-Vuf + Ve (fT) + 0:(0f) + 0e(vf) = Qf).

On suppose dans la suite qu’on n’a pas de phénomeéne d’évaporation ou d’échange d’énergie interne (¢ = 0,
1 = 0) et que seule la fragmentation des particules est a prendre en compte dans le terme d’interaction Q(f).
Par le principe d’action réaction, les termes I' et Feyy sont reliés entre eux par

Fexi(t,x) = —/s/mp(r)f(t,x,ﬁ,r)l" dédr,

olt mp(r) est la masse de la particule de rayon r. On présente dans les deux sections suivantes des exemples
de modeéles pour l'accélération de trainée I' (et donc de Feyt) et pour le noyau de fragmentation Q(f).

1.1.1 Force de trainée

La force de trainée correspond & la force qu’exerce un fluide sur une particule supposée sphérique, en
mouvement dans ce fluide. C’est donc la force responsable de la modification du mouvement dans le vide de
la particule quand elle est placée dans un milieu fluide. Cette force englobe essentiellement deux phénomeénes
physiques :

— Les frottements exercés par le fluide sur la surface de la particule sphérique. Ces frottements tendent

donc a freiner le mouvement relatif de la particule par rapport au fluide.

— Le mouvement relatif du fluide autour de la particule crée une sur-pression a l’arriére de la particule

et une dépression a l'avant. Cette différence de pression tend donc a entrainer la particule dans le
mouvement du fluide.

Un modéle général pour cette force de trainée est proposé par O’Rourke dans [10]

m,T(0,€) = £pSCplu— €ll(u - £,

ol p et u sont respectivement la densité et la vitesse du fluide, £ la vitesse de la particule, S sa surface et
m, sa masse. Le coefficient de trainée C'p est un paramétre sans dimension qui tient en compte le régime
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de I’écoulement (relatif) du fluide. En effet les formules pour le coefficient Cp sont données en fonction du
nombre de Reynolds
_ 2rfu—¢g|

v

Re

Dans le modéle de Schiller et Naumann, présenté dans [15], Cp est donné par la loi expérimentale
2
2 1p3
o | # (1+4R2), pour R, <1000 13)
0.424, pour R, > 1000.

Pour des écoulements & petits nombres de Reynolds, la formule (1.3) peut étre simplifiée [16] et on utilise

généralement ’expression

24
Cp=—.
D=5

Dans la suite, on utilisera la formule (1.4) pour le coefficient de trainée Cp. L’accélération de trainée T

devient
Pl 9 € () 1)
2 p r

(1.4)

ou l'on a utilisé m,(r) = %m’gpl, avec p; la masse volumique des particules.

1.1.2 Exemple de modéle de fragmentation

Plusieurs modéles pour la fragmentation sont proposés dans la littérature [17, 13, 12, 3]. On suppose dans
tous ces modéles que les particules fragmentent si elles subissent un grand effort de cisaillement. On mesure
le rapport entre les forces aérodynamiques de cisaillement et la force stabilisante de tension de surface par

le biais du nombre de Weber
2plu — &°r
We= ———>2—,

o
ou p est la densité du gaz, u sa vitesse, r le rayon de la gouttelette, £ sa vitesse et o sa tension de surface.
On considére qu'une particule fragmente si le nombre de Weber dépasse une valeur critique We,, prise
généralement & 12. Les particules dépassant le nombre de Weber critique fragmentent avec un taux v donné
expérimentalement par

lu—¢| /o i
V(g,’f’) = { 107 1’ siWe > Weg,

=0, sinon.

Chaque modéle est caractérisé par la donnée d’une loi de distribution pour les rayons et vitesses des particules
issues de la fragmentation. Dans [3], Dufour propose une loi de la forme

3
h(r*,r) = :T:gb(r*,r), b(r*,7) = arexp (—7°1) Xr <,

ou r* est le rayon de la particule initiale et r le rayon des particules issues de la fragmentation. Les parameétres
~ et « sont calculés en fonction du volume initial 7*3 pour conserver la masse, et en fonction de données
expérimentales. On suppose dans ce modéle que les particules issues de la fragmentation gardent la méme
vitesse que la particule mére. Dans ce cas, le noyau de fragmentation Q(f) est donné par

3

Q)& T) Z—V(fﬂ’)f(fﬂ")+/ bt (€, ) F(E ) dr. (1.6)

r*>r

Le noyau Q(f) est la somme de deux termes. Le premier est un terme de disparition des particules de rayons
r avec un taux v suite a leur fragmentation. Le deuxiéme est un terme de création de particules de rayon r
par fragmentation de particules de rayon r*.

Le systéme total & résoudre pour simuler le mouvement du spray est donc
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Vx-u=0, (1.7)

P[%l + Vx.(u®@u)] + Vip — vAsu = //mp(r)I‘f(t, x, &, r)dxdr, (1.8)
rJg
0f +& Vxf+Ve- (fT) = Q(f). (1.9)

1.2 Dérivation formelle d’un modéle asymptotique a la limite pe-
tites particules

Dans le modéle présenté dans la section précédente, on a vu que, a cause de la fragmentation, le nombre de
particules augmente et leur rayon se réduit. On a apparition d’un grand nombre de particules de petite taille.
La simulation numérique de tels systémes par la méthode particulaire, consistant & suivre le mouvement de
paquets de particules, devient rapidement trés cotiteuse.

Le but du chapitre 2 de cette thése est de dériver un modéle permettant de pallier ce probléme, en
réservant un traitement particulier & ces petites particules, les simulant par une méthode autre que la
méthode particulaire. Le modéle proposé est motivé par deux considérations physiques :

— Les petites particules sont rapidement en équilibre avec la vitesse du fluide & cause de 1'accélération de

trainée. En effet, le temps caractéristique du rappel de la vitesse de la particule a celle du fluide est en
r?, d’aprés 'expression (1.5) de I'accélération de trainée.

— Au dela d’un certain rayon, les particules ne fragmentent plus. En effet, le nombre de Weber de la

particule est proportionnel & son rayon.

La premiére considération nous indique que, modulo un régime transitoire bref, les petites particules ont
la méme vitesse que celle du fluide environnant & = u(¢,x), annulant ainsi le terme de trainée dans I’équation
de Vlasov. Le deuxiéme point nous dit en outre que le terme Q(f) est nul pour des valeurs petites de r.
Il s’en suit que le seul phénoméne & prendre en compte pour ces particules est celui du transport convectif
a la vitesse du fluide. Le traitement de ces petites particules par la méthode particulaire n’est donc plus
justifié et il suffit de simuler le transport de leur densité au sein du fluide. Le chapitre fournit une traduction
mathématique formelle de ces intuitions physiques, en écrivant précisément le nouveau systéme & simuler.
Toutefois, les calculs de dérivation de ce modéle se feront dans le cadre d’un systéme initial simplifié par
rapport au systéme (1.7) — (1.9). Cette simplification consiste d’abord & prendre un taux de fragmentation
constant pour les particules d’un rayon suffisamment grand et nul sinon

Xr>r*
l/(f,?”) =V Xr>rx = 7“7>_7“ »

ol T est un temps caractéristique de la fragmentation. La deuxiéme hypothése simplificatrice est de prendre
uniquement deux valeurs ry et ro possibles pour les rayons des particules. Les particules de rayon ry > r*
fragmentent pour donner des particules de rayons ro < r*. On peut alors écrire la fonction de densité des
particules

h(ta X, E) T) = f(ta X, E) 67':7'1 + g(t7 X, E) 57‘:7‘2 .

Et le systéme s’écrit alors pour f et g

Vi1 =0 (1.10)
[@+V (u®u)] + Vxp —vAxu=-—m /C’(uff)m_w?’ffm /C(ufﬁ)m*z/3 (1.11)

p ot x- xP x f e f g ¢ g 9 ’
%+£~fo+V£.[C’(uf£)m;2/3f] = fé (1.12)
0

8;;]+£~ng+V5.[C’(u—£)m;2/3g] = nmzj:i (1.13)
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avec my = % i la masse des particules de rayon r; et mg = % iy la masse des particules de rayon 7.
A partir de ce systéme simplifié et dans le chapitre 2 on montre formellement que dans la limite € = ;—f — 0,
le systéme (1.10) - (1.13) se réduit au systéme suivant

Vx-u=0, (1.14)
On+ V- [nu] = /5 gdﬁ, (1.15)
O +€ Vul + Ve [Clu—)f] =1, (1.16)
Al(p+mu] + Vi - [(p+n)u®@u] + Vxp — vAxu

I P !

- /5 (u— )t + /s elae (1.17)

Ainsi, seules les particules f doivent étre simulées par la méthode particulaire, et les particules g sont
intégrées dans le fluide via leur densité 7. On voit alors 'apparition de termes sources dans les équations de
la masse et quantité de mouvement du fluide, & cause de la création de petites particules par la fragmentation
et l'intégration de ces particules dans le fluide.

L’établissement de limites asymptotiques pour des systémes de sprays a fait I’'objet de plusieurs travaux
antérieurs. Ces études portent sur une variété de systémes de sprays présentés dans la littérature physique
et mathématique. En effet, les modéles pour les sprays présentent plusieurs déclinaisons selon 1’équation
fluide considérée (Navier-Stokes, Euler, Stokes ...) et selon les déclinaisons de ’équation de Vlasov ( Vlasov,
Vlasov-Fokker-Planck, Vlasov-Bolzmann ...). Le couplage entre les deux systémes peut aussi se faire de
facons diverses. On peut citer par exemple les différents modeéles de sprays fins et sprays épais, présentés
dans [10, 14], et obtenus selon que 'on néglige ou non le volume occupé par les particules dans le fluide.
On peut alors citer comme exemple d’étude sur les limites asymptotiques le travail de Mathiaud qui établit
formellement dans [14] une limite hydrodynamique pour un systéme Euler-Valsov-Boltzmann, dans la limite
d’un régime fortement collisionnel, vers un systéme Euler-bifluide. On peut citer également les travaux sur le
systéme Vlasov-Fokker-Planck/Navier-Stokes-compressible et sa limite asymptotique dans un régime a trés
forte trainée et a trés forte diffusion brownienne des particules. La limite formelle est réalisée par Goudon
dans [18]. L’établissement rigoureux de cette limite fait 'objet des articles [19, 20| de Mellet et Vasseur.
Dans [19], les auteurs montrent 'existence de solutions faibles globales pour le systéme Vlasov-Fokker-
Planck/Navier-Stokes-compressible, et dans [20], on obtient le passage a la limite de ces solutions vers des
solutions du modéle asymptotique. La limite asymptotique pour le systéme Vlasov-Fokker-Planck/Navier-
Stokes-incompressible est prouvée par Goudon, Jabin et Vasseur dans [21] et [22] en admettant 'existence
de solutions pour leur systéme initial.

On présente dans 'annexe C un théoréme d’existence pour le systéme (1.10) — (1.13), basé sur une
généralisation de la démonstration utilisée par Moussa dans [5] et Boudin et al. dans [23]. Notre démonstration
différe de celle de ces deux références en quelques points pour prendre en compte la deuxiéme fonction de
densité g pour les petites particules et le terme source de fragmentation. Cette démonstration est présentée
en annexe C. La dérivation mathématique et rigoureuse du nouveau modéle revient & démontrer que les
solutions faibles obtenues, tendent lorsque le rapport des rayons € — 0, vers des quantités vérifiant le
systéme asymptotique (1.14) — (1.17). Ceci représenterait également une démonstration, par construction,
de Dexistence de solution pour le systéme (1.14) — (1.17). Cette question n’est pas traitée dans le cadre
de cette thése. En effet on se contente dans le chapitre 2 de présenter une dérivation formelle du modéle
asymptotique quand le rapport de rayon € = :—f tend vers 0. Ensuite, on s’intéresse dans le chapitre 3 a I’étude
directe du systéme asymptotique (1.14) — (1.17) pour prouver l'existence de solutions faibles globales.

1.3 Etude mathématique du modéle asymptotique

L’étude directe du systéme asymptotique (1.14) — (1.17) présente en soi un intérét mathématique. En
effet, elle s’inscrit dans une famille de modéles de sprays pour lesquels des travaux ont été menés pour
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démontrer 1’existence de solutions. Le systéme Vlasov/Navier-Stokes-incompressible a fait 'objet de 1’article
[24] par Anoshchenko et al. pour démonter 'existence de solutions faibles globales. Boudin et al. [23] traitent
le méme systéme avec un méthode constructive sans recourir au théoréme de Schauder. Les solutions pour
le cas Vlasov-Fokker-Planck/Navier-Stokes-compressible sont obtenues par Mallet et Vasseur dans [19]. On
peut également citer quelques travaux sur les systémes Euler-Vlasov : Baranger et Desvilettes ont obtenu
dans [25] I'existence de solutions ¢! pour ce systéme et Mathiaud a étendu dans [14] le résultat d’existence
au systéme avec un noyau de collision de Boltzmann. Concernant les couplages avec les équations de Stokes,
Hamdache prouve I'existence de solution globale pour un systéme Vlasov-Stokes dans [26].

Le systéme (1.14) — (1.17) est a rapprocher d’un modéle Vlasov/Navier-Stokes-incompressible avec den-
sité variable. L’étude du systéme de Navier-Stokes-incompressible avec densité variable présente des difficul-
tés supplémentaires par rapport au cas Navier-Stokes-incompressible avec densité constante [27, 28|. Notre
systéme consiste donc a I’étude du couplage d’un tel systéme (Navier-Stokes-incompressible avec densité
variable) avec une equation de Vlasov. Le couplage est fait via le terme de trainée mais également via les
termes sources de masse et de quantité de mouvement qui ajoutent des difficultés supplémentaires. Nous
avons obtenu dans le chapitre 3, I'existence de solutions faibles globales pour ce systéme.

On cherchera des solutions périodiques en espace pour ne pas avoir a traiter le probléme des conditions
aux limites. On introduit le tore T2 = R3/Z3 et un réel T > 0. On réécrit les équations de notre systéme
asymptotique en prenant toutes les constantes physiques égales a 1, pour (¢,x,€&) € [0, T] x T3 x R3

Vx-u=0, (1.18)
Of +€-Vof +Ve-[(u—8)f] =, (1.19)
0+ V- ou] = [ rae (1.20)
3
Bil(1+ p)u] + Vs - [(1+ p)u @ u] + Vsep — Ay
- [t-ae+ [erae, (1.21)
3 3

avec les conditions initiales

f(O7X7£) :fin(ovxaé)a XETS; SERB,
p(O,X) = pin(O,X), X e Tsa

u(0,x) = ujn(x), xe€ T3

1.3.1 Estimation formelle de ’énergie

On écrit le bilan f (1.21) + fxg |£2| (1.19) — %(1.20)

/ [%tJrV (u® )+pr—Axu}+/Iur)(8pt)+V(pu®u)}+

[ 5 [ remrenen-er]-

/Iluf[;fwrvx.(pu)}:
—/xu-/g(u—ﬁ)f+/xu/€£f—/z££22f /'“'2/f
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Alors,

gl 6[/’)112]+/vau|2+a/ 5
+ / '“7' / v'“'2 / [
oA /“ Of - / u 5‘212

et les termes de trainée se simplifient par intégration par partie

& _ vl e
/L5 5 Ve-l(u 6)f]+/mu'/£(u E)f—/mflu £I°.
On obtient finalement

2 [faralt] /f|£|2
[ v =3 [ meerr (1.22)

Ce bilan traduit formellement la dissipation de 1’énergie cinétique totale du systéme par la viscosité
du fluide et par le travail de la force de trainée. On tachera d’établir une estimation de ce type pour les
solutions obtenues pour le systéme. La preuve rigoureuse nous donne uniquement une inégalité entre les
deux membres de (1.22) comme on va le voir dans le chapitre 3. Ceci motive également la considération de
conditions initiales & énergie cinétique finie, par exemple

fin € L°(T3 x R3),/ fin|€|?dédx < oo, (1.23)
T3 xR3

pin € L°(T3), (1.24)

i, € L3(T?), Vi - Uin = 0. (1.25)

Le principe de notre preuve d’existence de solutions pour le systéme (1.18) - (1.21) est 'utilisation d’un
théoréme de point fixe de Schauder. On découple le systéme en partant d’'un champ de vitesse ug, qu'on
utilise pour résoudre ’équation de Vlasov (1.19), puis I’équation de transport (1.20). Les solutions f et p sont
ensuite injectées dans le systéme formé par (1.18) et (1.21) pour trouver uj, qu’on appelle image de u par
une application S. Il s’agit de montrer que cette application admet un point fixe. Ceci se fait en étudiant la
compacité de I'application S et en établissant des estimations sur les solutions f, p, et u;. Le systéme initial
se préte mal & une telle démarche. En effet, '’équation de Vlasov fournit des estimations sur la norme L™
de f mais ne permet pas de les moments f fet f & f dans les termes de trainée et de source de masse. On
travaille alors sur un systéme modifié 1ncluant une troncature des grandes vitesses £, & ’aide d’une fonction
ve(€). Pour conserver la régularité des solutions f et p, on introduit également un noyau de régularisation
appliqué au champ de transport.

On peut alors appliquer le théoréme de Schauder sur le systéme modifié. L’étape suivante consiste a
relaxer simultanément la régularisation et la troncature effectuées. Les estimations obtenues sur les solutions
du systéme régularisé permettent d’exhiber des propriétés de compacité pour celles-ci, mais uniquement
sur un intervalle local en temps & cause des termes non linéaires de trainée. On montre alors que les limites
construites sont solutions du probléme non régularisé sur ce méme intervalle. Comme dans le cas des équations
de Navier-Stokes avec densité variable, le passage a la limite dans les termes produits se révele étre délicat. La
régularité limitée des moments de f rend ce passage critique également. Le traitement des termes produits
dans notre systéme est réalisé en utilisant un principe de compacité par compensation et se basant sur
une méthode due & Di-Perna et Lions dans [29]. Pour notre preuve, on généralise la méthode de Di-Perna et
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Lions en dehors du cadre L! /L°° en temps de la méthode originale. Enfin, I’étude de la dépendance du temps
d’existence local en fonction des quantités initiales nous permet de prolonger la solution sur un intervalle
quelconque.

1.3.2 Enoncé du théoréme d’existence globale

Théoréme 1.3.1. Pour tout T > 0, le systéme Sy formé des équations (1.18) — (1.21) et des conditions
initiales (1.23) - (1.25) admet au moins une solution (p, f, u) faible au sens de 9'(]0, T[xT? x R3) et telle
que

p € L((0,7],L°/(T%),
FeL®([0,T) x T x R?),

et u € L2([0,T], HY,, (T?)) N L>°([0, T], L*(T%)) . Les quantités p, u et f sont continues en temps d valeur
dans des espaces H=1(T3), H™"(T3), et H=*(T? x R3) respectivement pour des valeurs de q, r et s assez
grandes. Le triplet (p, f, u) vérifie Uestimation d’énergie

1

t 3 t
{70+ IVTH 0B agroy | + [ 1Vx0(6)]Fagroyds + 5 [ — € fdgdxds
2 (%) 0 (%) 2 0 JT3xR3
1
< 5 {Mafia + 1VT+ prmtinllEars) } (1.26)

et la borne
[|.f ll.oe (jo, ) xT3 xR3) < 32T||fin||L°°('J1‘3><]R3)~
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Chapitre 2

Dérivation formelle d’un modéle
asymptotique a la limite des petites
particules

2.1 Equations du modéle Vlasov-NS-incompressible et modéle de
fragmentation simplifié

On considére le systéme (2.1) — (2.4) modélisant un spray formé d’un fluide visqueux et des particules
ayant deux valeurs possibles de rayons. Le fluide est décrit par sa densité p constante, sa vitesse u et la
pression p. Les particules de rayon r; et masse my = % pir sont décrites par une fonction de densité f, et
ont une probabilité de fragmentation non nulle avec un temps caractéristique 7. Les particules issues de ces

fragmentations sont décrites par la fonction de densité g et sont de rayon ry et masse my = % oIS,

Vyeu=0 (2.1)

A2 4V, (u® )] + Vap — vhgu = —my / Clu—&)m; > f —m, / Clu—&m,*?  (22)
ot p I p g

0 _

o &Vl +VelCla— gy = L (2.3

0

S & Vag + Ve [Clu— €mg ] = :Zf (2:4)

La fragmentation est responsable de 'augmentation des nombres de particules de petite taille. La simula-
tion numérique par la méthode particulaire devient alors trés cotiteuse. Le but de ce chapitre est de montrer
qu’un modéle effectif peut étre justifié au niveau formel traitant ces petites particules comme des traceurs
dans le fluide en négligeant leur mouvement relatif au fluide environnant.

On se place dans le domaine T3 = R3/Z3 en espace avec des conditions aux bords périodiques. L’étude
mathématique de ce systéme et la preuve de l'existence de solutions associées présente sensiblement les
mémes problématiques que le systéme Vlasov-Navier-Stokes sans fragmentation, et monodispersé (avec une
seule valeur du rayon des particules) étudié dans [5, 23]. En adaptant la démonstration de ces deux références
on démontre le théoréme C.4.1 en annexe portant sur l'existence de solutions faibles pour le systéme (2.1)
— (2.4). Le théoréme et sa démonstration sont présentés dans ’annexe C. Dans ce chapitre, on se concentre
donc sur I'établissement au niveau formel d’un modéle asymptotique.

Pour établir cette convergence formelle, on commence par écrire des bilans de masse, quantité de mou-
vement et énergie pour le systéme (2.1) — (2.4).
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— Conservation de la masse des particules de petit rayon : my fg (2.4)

0
mg/gai+mg/££~ng+mg/£vs-[0(u—5)m;2/39}=mf/££,
0
at[mg/sg]-kvx.[mg/sgq] :mf/sﬁ. (2.5)

— Conservation de la quantité de mouvement du mélange fluide incompressible et particules de petit
rayon : (2.2) +my fE (2.4)¢

soit

ou 0
|G+ Vetwsw)| 4 V- vt m, L are e [[€ Ve m, [€9elCtn—gm, )

ot
- _ 2/3 _ _ —-2/3 f
= mf/€ Clu—&m;~"f mg/EC(u &my, g+mf/££T,

soit, en intégrant par partie le dernier terme du membre de gauche

0
En {pqumg/sg{} + V. {pu®u+mg/€g§®£] +pr1/Axumg/£C(u§)mg2/3g

= my [ Cla—em?s —my [ Clumi* g my [ €2

Et donc

0
o [pqumg/g&} + Vx. [pu®u+mg/g£®4 + Vxp — vAxu =
13

—my [ Clammy* s 4ms [l (2.0
3 ¢ 7

— Dissipation de I'énergie totale du systéme : [, u-(2.2) +my [ % (2.3) + my fx,g §(2.4)

du € —2/3

w [p S + pVa (U@ ) + Vap — vAu) | +my [ 2 *+€ Vi f + Ve [C(u—&)m; """ f]

P or e 2 \ 0t

+m/ B (% 4 6 vag + Ve lCtu— ym, /%)) =
e 2 \0t *

- - 7 (_f €12 (my f
[ ot otcmiin) oo [ 4 (1) oo (1)

P g, P
2 PR —
e }w/nvxun mig [ 7S emoy [ o

e [ L. [c—gm 2/3f]+mg/£'§'zve~[ (w—)m, /%) =

[u (—mf [ew- s>m;2/3f ~my [ Clu- ;).

et les termes de trainée se simplifient par intégration par partie
|€|2 /3 C 2/3 C 2
my Clu—&m, " fl+my (w—&m; " f =my flu—¢€Pm;”
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Soit

;{/hﬁ L/fm2 / 61:

_y/||v u||2—mf/ Cflu— ¢f*m; / Calu — &[m /3. 2.7)

2.2 Systéme avec scaling

On pose € = 2. Alors my = e3my et on réécrit le systéme (2.1) — (2.4)

vX'uE = 07 (2.8)
p 8(;: + Vx.(ue ® u.)| + Vip® — vAxu, = —my / C(ue — §')m;2/3fS
13
u. — _ R
mf/gC = Eme/B(s g°),  (2.9)
ofe - e
8ft + 6 ' vxfs + VE[C(us - €)mf 2/3f6] - *f?a (210)
(3g° . u —§¢ . -
(8tg : + & Vil )+V£[072€mf2/3(539 )] = Je (2.11)
€ T
Le bilan (2.7) d’énergie devient
0 LS &P s o 1€6%] _
o LosEeme [ e [ @S] -
_y/||vxu€\|2—mf/ Cf.fu. — €Pm; > mf/ Cle 5' my? (2.12)
Et on intégre I’équation précédente (2.12) entre les instants 0 et T : fo (2.12)
R T 2 2
[ [ L [ @
x 2 x,&
g - £| m7¥ =
+1// /||qu5||2+mf/ / Cf8|u€—£|2mf +my / / C(%g%)
0 x 0 x,€
_(0)]2 2 2
x x,&

2.3 Majoration du terme avec I’énergie de trainée et passage a la
limite formel dans le systéme
On suppose que le membre de droite (énergie initiale) dans (2.13) est d’ordre 0 en e. Puisqu’il s’agit d’une

somme de termes positifs dans le membre & gauche, tous les termes de (2.13) sont d’ordre > 0 en €, on a
donc que

/ / O(3g%)Jue — €[Pm ;> = O(é2). (2.14)
€
En particulier quand ¢ — 0, ( ) doit se comporter comme Og= ue(t,z)s
E)ex8) = | [E0)0x.6)] decniim + 0 (215)
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On suppose que u. — u, p° — p, fo = f et my(e3¢%)(t, ,v) — 1(t,X).0¢—u(t,x)- On considére le systéme
suivant formé des équations (2.8) — (2.11) et des équations moyennées (2.5) et (2.6)

Vx~115 = 07 (2.16)
9 3 € 3 € fs
5 | (€ 9N+ Valmy | E(e7g7)] =my | (2.17)
3 3 &7
5 Pue +my /(6398)5] + Vi [pue @ u. +my /(6395)6 ® €]+ Vxp — vAxu. =
3 3
—my gC(uE—ﬁ) ;2/3f5+mf/£gf (2.18)
8 I - g
e & Va4 VelOm — &my ) = - L2, (219)
et on suppose que tous les termes passent a la limite € — 0. Alors, (2.16) donne
Vx-u=0, (2.20)
et (2.19) donne
of —2/3 . [
Ve + VelC(u - Em ) = -1 (221)
On passe a la limite dans (2.17)
9 f
aﬁ + Vx.[nu] =my /g ; (222)
On passe a la limite dans (2.18)
0
(P T mul + Vi [(p+ nju@u] + Vap — vAxu
_ ~2/3 f
=-my [ Cla=&m,;""f+my [ £=. (2.23)
3 ¢ 7
Les équations (2.20) — (2.23) constituent le systéme d’équations du modéle asymptotique
Vyxu=0, (2.24)
0 _
O &Vl + Vel emy* ) = L (225)
A + Vx.[nu] =m /idf (2.26)
So ot =1l = fsr ’ '

ot

O 1o+ mul + Vo l(p + M@ u] + Vap — Agu =

_ _ ey 2/ f
mf/€C(u £)mf fdf—i—mf/sSTdﬁ. (2.27)

Dans le chapitre suivant on s’intéressera a 1’étude mathématique de ce nouveau couplage en démontrant

un théoréeme d’existence de solutions pour ce systéme.

22



Chapitre 3

Etude mathématique du modéle

asymptotique

2
Dans ce chapitre, on note a! le carré du rapport entre les deux rayons o = (%) . On prend toutes les

autres constantes physiques égales & 1. A partir du systéme suivant

Vx.u =0,

Of +&-Vif+Ve-[(u—§)f] =
atg+£~vxg+v‘g-[¥g]:

on a établi formellement le passage a la limite quand o — 0 vers le nouveau systéme suivant

Vx-u=0,
O+ V- [ = | .
3

Ce systéme s’écrit également sous la forme

Vx-u=0,

0tp+u-pr=/fd€,
3

atu+u-qu+pr—Axu:—/(U—E)f—/

hf+&€ Vuf+Ve-[(u=8f]=—/,
O [(p+1)ul + Vi - [(p+ Du@u] + Vip — Axu

:_/E(u_g)fd§+/€£fd£-

Ouf +€-Vuf + Ve [(u—€)f] =
(14 ) [+ u- Vo] + Vup = Aeu =2 [ (6 - wfae
3

(3.5)
(3.6)
(3.7)
(3.8)

1. Dans ce chapitre, la notation € sera réservée au parameétre de régularisation dans la preuve de notre théoréme, d’ou

P’introduction de a.
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On souhaite démontrer que le systéme (3.5) — (3.8) admet au moins une solution faible globale, avec des
conditions aux limites périodiques.

3.1 Notations

3.1.1 Espaces fonctionnels

Lorsque il n’y a pas d’ambiguité sur Uintervalle de temps [0, 7] considéré, on note LY (L) et L{(Ly )
les espaces L”([0,T]; LY(T?)) et L?([0,T]; LY(T? x R?)), pour tout couple (p,q) € [1,00]?. De maniére plus
générale, pour E un espace fonctionnel, on adopte les notations L(E) et €°(E). Pour p € N, on note H%
I'espace HP(T?), et on adopte les notations similaires pour H{(H%). La norme d’un espace E est notée de
manicre générale | - |g. Quand on omet les variables en indice de la norme, ||hl/r» ou plus simplement ||Al|,
désignera la norme L” de h en toutes ses variables. Par exemple, si h est définie pour (¢,x) € [0,7] x T2,
|h||Lr ou ||h]|, est sa norme dans LP([0,7] x T?), tandis que [|h(t)|, est la norme LP(T?) de h(t).

3.1.2 Moments

On sera souvent amené a considérer les moments en vitesse de fonctions de densité prenant la forme
générale
h:Ry xT?* xR — R
(t, %, §) — h(t,x, ).
On notera ainsi (pour « € R)

ma(tx) = [ 6N x €€ Mabe) = [ ma(i)(tx)dx mid)ex) = [ ehex.€)de.

T3
On notera parfois moh, M,h et mih les moments précédents, pour alléger 'écriture (s’il n’y a pas

d’ambiguité).

3.2 Le systéme étudié

On veut établir un résultat d’existence de solutions pour le systéme suivant

Vy-u=0, (3.9)
0+ V- ou] = [ Fae (3.10)
¢
Wf+E& Vuf+Ve-[(u—&)f] =/, (3.11)
Ollp+ 1)u] + Vi [lp+ Due ] +Vup— deu = — [ (u-g)sdg + [ gfae (3.12)
¢ ¢
On considére les données initiales suivantes

F0,x,8) = fin(x,€) 20, xeT? €£ecR? (3.13)

p(0,%) = pin(x) >0, x¢€T? (3.14)

u(0,x) = uj,(x), x€ T, (3.15)

avec les hypothéses

fin € L7°(T3 x R3),/

T3 x

finl€?d€dx < oo,
R3

pin € L°(T3), (3.16)
w, € L3(T3), Vx - Uin = 0.
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3.3 Le systéme régularisé

L’étape délicate qui permet de passer d’un systéme linéaire (découplé) a un systéme couplé, va étre réalisée
sur une perturbation du systéme. Soit € > 0 et 1. un noyau régularisant défini par 1. (&) = e ~3(€/e), ot
1 est un élément positif de €, >°(R3).

Soit ¢. un autre noyau régularisant défini sur T3. On défini la convolution sur T? par

(Fe)) = [ Flx=yaly)dy.

Dans toute la suite * désignera toujours la convolution au sens précédent (en la variable x uniquement), sauf
indication contraire. Soit 7. un autre élément positif de 4>°(R?), a support inclus dans la boule B(0,2/¢),
borné par 1 et valant 1 sur la boule B(0,1/¢). Soit finalement (w;);en- une base hilbertienne de H} (T3),
composée de fonctions €°°(T?), a divergence nulle (typiquement les vecteurs propres de 'opérateur de Stokes
—PA). On note H,, := Vect{w1,...,w,}, que 'on munit de la norme H'(T3).

Nous allons montrer ’existence de solutions pour le systéme régularisé suivant

Vi u. =0, (3.17)
pet (e 5 20) Vp = [ fredE (3.15)
Ouf. + € Vufe + Ve [(u xpe — 1) =~ (3.19)
(Ut po e + (e x00)- V] 4 Fope = e =2 [ (€ e (320)

associé a des conditions initiales données par

f€(0’X7£) = ien(xvg) = '76(6)((155 *x,& fin)(x,f), X € TS, e RS, (3.21)
p=(0,%) = piy (%) := (@ * pin) (%),  x €T, (3.22)
u€(07x) = ug,(x), X € T37 (3.23)

ol uf, est la projection de ujn sur Hy,_ avec p. = [e71] et ¢o(x, &) 1= 1 (€)pe(x).

On notera PP le projecteur de Leray sur les champs & divergence nulle, de sorte que 1’équation (3.20) s’écrit
également (puisque u. est a divergence nulle)

P{(l +p2) e + (e % 02) - Ve } ~ A = 2P{m (foe) — wemo(fo2) .

3.4 Existence de solutions pour le systéme régularisé

Dans toute cette section, le paramétre € est fixé, on ne le notera donc plus, par souci de simplication. On
fixe p € N et un jeu de conditions initiales (w, h, v) € Hy x (€ ¢ NL3%) X €y (les deux derniéres composantes
sont supposées positives). Le systéme & étudier s’écrit

Vy-u=0, (3.24)
Op+ (ux @) - Vi p=mo(f7), (3.25)
O0f+& Vxf+Ve-[(uxp—&)fl=—, (3.26)
IP’{(l +p) [&gu +(uxy)- qu} } —Ayu= ZP{ml(fy) - umo(f’y)}. (3.27)
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On va montrer V'existence de solution pour le systéme non linéaire (3.24) — (3.27) en utilisant le théoréme
de Schauder pour 'application suivante

S: %P (L3) — G)(LY)
u+— u°,

ou 'on construit u® par les trois étapes suivantes :

(i) On construit I'unique solution forte f* € €}, . de I'équation
Oef* + & Vxf®+ Ve - [(uxp = &f=—f°

initalisée par h,

(ii) puis I'unique solution forte p° € €}, de I'équation
Oup® + (ux @) - Vp® = mo(f*7),

initialisée par v,

(i) et finalement u® € €°(L2) est Punique solution faible a divergence nulle de 'équation

]P’{(l +p°) [(“)tu° + (uxp)- quo} } — Ayu® = 2P{m1(f°'y) - uomo(fo'y)}7 (3.28)

initialisée par w.

Le but des sections 3.4.1 et 3.4.2 est de montrer que cette application est bien définie, soit I’existence et
l'unicité de f°, p° et u®. On montrera de plus que u® € L?(H2) N H; (L2) si bien que les fonctions tests a
utiliser dans la formulation faible de (3.28) pourront étre prises dans L7 (HL).

Dans la suite Pp(w, h,v) désignera de maniére générale une fonction scalaire positive (dépendant aussi
de £, mais on ne le note pas) s’écrivant sous la forme de somme finie de fonctions positivement homogénes de
degré strictement positif de I'une des quantités suivantes : ||w||u,,||/|cc OU [|V]|oo. Pr(w, h,v) pourra changer
d’une ligne & lautre mais vérifiera toujours les propriétés que l'on vient de citer. On montrera en particulier
une estimation du type

||11°||L;>°(L,2() + ”uQ”Lf(H}() < Pr(w,h,v), (3.29)
10l 12y < Pr(@, hyv) [l az) + 1] (3.30)

3.4.1 Deéfinition et continuité de u — (f°, p°)

On auxg € €2(¢}), donc par la méthode des caractéristiques on obtient 'existence de f° € ‘é{x,g
d’abord puis p® € ‘Ktlx ensuite, toutes les deux positives. On obtient alors, directement de I’expression par

les caractéristiques
1000 < €T [IA]loo,
d’ou l'on tire
Imo(f*1)lloe + I (7)o < Cre*F[|hlloc < Pr(w, h,v), (3.31)
puis
160 < Pr(w, b, ). (3:32)
On note Lip(R%) I'espace des fonctions lipschitziennes définies sur R?, et pour g € Lip(R¢), Lip(g) dési-
gnera sa meilleure constante de Lipschitz. De méme, Lip>*° ([0, T] x R?) est le sous-espace de €°([0, T] x R%)
composé des fonctions globalement lipschitziennes en leur deuxiéme variable. Pour a € Lip>*° ([0, T] x R%),

on note Lip(a) sa meilleure constante de Lipschitz uniforme en la deuxiéme variable. On a le lemme général
suivant
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Lemme 3.4.1. Soient g € Lip(RY) et a,b € Lip>*>°([0,T] x R?). On note ¥[g,a,b] l'unique solution,
initialisée par g, de l’équation de transport

Oip+a-Vyxp =0

Pour toutes familles (a,)nen, (bn)nen € Lip>™([0,T] x RHN on

1%lg,,b] — W[g, 2, bullloe < [Lin(g) + TLin()| ™) la — ay oo + b~ byl

Preuve :

On note par la suite T le flot associé au champ a, c’est a dire que pour x € RY et s fixé, 'application
Y :t+— T, (x) est I'unique solution du probléme de Cauchy

Y(t) =alt, Y(t)),
Y(s) =x.

Pour n € N, on note de maniére analogue T¢ ; le flot associé¢ au champ a”". On rappelle qu’on a alors

Vg, a,0](t,x) = g(Tr0(x)), (3.33)
t
U0, a,b](t,x) = / b(s, Ty,s(x))ds, (3.34)
0
W[g,a,b] = Wlg,a,0] + ¥[0,a,b]. (3.35)
On déduit en particulier de (3.34)
%[0, a, b][|oc < T[b|oc- (3.36)
Ecrivons maintenant que
R R2

n

Vg, a,b] — ¥[g,an,b,] =¥[g,a,b] — V[g,a,,b] + V[g,an,b] — ¥[g,an, bn] .
Traitons d’abord R2. Par linéarité on obtient
R2 = W[0,a,,b — by],
si bien qu’en utilisant (3.36) on voit que
IR? oo < Tb — balloo-

Pour R}, on écrit en utilisant (3.33) — (3.35) et en notant T, et T} les difféomorphismes caractéristiques

respectivement associés aux champs a et a,,

R,,(t,%) = 9(Tt0(x)) — g(T7o(x)) +/0 {b(s, Te.s(x)) — (s, T (x)) }ds.

On a donc

Ry (t,%)| < Lip(g)|Te,0(x) — T7'o(x)| + TLip(b) S IT¢,s(x) = T (%)) (3.37)
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Mais par définition des courbes caractéristiques, pour tout t,s € [0, T,
T = T0) = [ {a(0: () — " (0, T ()} dor
t

-/ (0, Ty 0 (%) — a(0, T, (x))} do + / {a(o, T}, (%) — a0, T}, (x)) } do

en particulier, pour t > s,
t
ag(s) == |Trs(x) = TY ((x)| < Tlla — an|[ + Lip(a) / Tt (x) = Ti, (x)|do

On fait alors le changement de variable 7 =t — o dans 'intégrale du membre de droite pour obtenir

t—s
af ot — (t = 5)) < Tlla—anfloo + Lip(a)/o of o (t — 7)dr.

Quand s parcourt [0,t], t — s parcourt le méme intervalle, ce qui veut exactement dire que la fonction
Bix(0) == i’y (t — ) vérifie, pour 6 € [0, 1],

0
B7.(6) < Tlla - aul|s + Lip(a) / 87 (r)dr,

d’ou finalement par le lemme de Grénwall, pour s € [0, ¢],
af(8) = Bl (t — 8) < Tlla — a, el =1,

Mais (3.37) se réécrit

IR, (t,%)| < Lip(g)af,(0) + T Lip(b) sup af,(s),
0<s<t

si bien que finalement
IRA |l < [Lip(g) + TLip(5)] Te ™ a - ay |oc,
et le lemme est démontré. B

11 est clair que le lemme précédent s’étend au cas ot I'espace R? est remplacé par T% x R3. Maintenant f°
est solution de I’équation
I+ & V[ + Ve [(uxp—§)f]=—f,
qui s’écrit également
Of®—2f"+a-V,f°=0,

avec z 1= (x,£), a := (§,ux ¢ — £). En particulier, on voit qu’en reprenant la notation du lemme (f° est
initialisée par h, supposée lipschitzienne)

ot x,€) = e*'W[h,a,0](t,z).

Si (W) nen € €2 (L2)N converge vers u dans L (L2) il est aisé de voir que la suite de champs correspondants,
(an)nen, appartient bien a Lip»*° ([0, T] x T? x R?) et converge vers a, uniformément en toutes les variables
impliquées. Le lemme s’applique pour donner la convergence uniforme de (¥[h, a,,0]),cn vers ¥[h,a, 0] ce
qui, en vertu de la formule précédente, est exactement la continuité de

u+— f°

2

G — L (L)
Ensuite pour p°, on a
Orp° + (ux @) - Vxp® = mo(f).
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La continuité de
u+— p°

@ (L3) — L°(LY),
découle donc également du lemme puisque :

— mo(f°y) est bien globalement lipschitzienne en sa deuxiéme variable [T, s est le difféomorphisme ca-
ractéristique associé a u] :

Imo(f°7)(t,x1) — mo(f°7)(t, x2)| < " /]R3 Y(E)|(Ti0(x1,€)) — (Tt o(x2,€)[dE
€2T07Lip(h)||Vth}0HOO|X1 — X2|7

ot la norme infinie du gradient est bien finie puisque le flot caractéristique (¢, s,x, &) — Ty (x, &) est
une fonction de classe €' et que la borne supérieure en question peut-étre prise sur un compact de
[0,T] x T3 x R? (grace a 7).

— La continuité de u — f° acquise précédemment se transmet a u +— mg(f°y) (pour la norme uniforme
a l'arrivée), encore grace a la présence de 7.
3.4.2 Existence de u®

On considére une base Hilbertienne (w;);en+ de Hi, (T?), composée de fonctions € (T?), a divergence
nulle. On se place sur Hy := Vect{wi,...,wn}, avec N > p et on cherche u$, € €} (Hy) vérifiant la
formulation variationnelle de I'équation (3.28) face & tous les éléments de Hy. u$; se décompose alors comme

suit N
x) = Z o () wy (%),

ot les N fonctions %! a valeurs réelles (@vi)ieq1,np sont & déterminer (en toute rigueur on devrait les noter
o). Enfin, puisque la condition initiale w € H,,

X) = Z a;w;(x),
i=1

si bien que l'on considére naturellement les conditions initiales «;(0) = a; si ¢ < p, a;(0) = 0 sinon. La
formulation variationnelle de Iéquation (3.28) si ’'on prend comme fonctions test les éléments de Hy est
alors équivalente a (le crochet désigne le produit scalaire L2 usuel)

Formulation variationnelle sur Hy (N > p)

Pour tout j € [1, N],
D da(t)(wi, w1+ p° (¢ >+Zaz (ux ) - Vaews, (1+ p° (1)) w;))
+Zaz (Vw;, Vw;)

= 2(mu (f*7)(t), w;) *220@ (wi, mo(f°7)(t)w;),

et Ozj(O) =a;lj<p.
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En introduisant le vecteur

an(®)

on voit que la formulation variationnelle obtenue s’écrit
M(t)Y(t) = A(t)Y(t) + B(¢), (3.38)

ou M(t) est la transposée de la matrice [(wi, w,;(1+ po(t))>] et A, B deux fonctions continues du temps

respectivement & valeurs dans .#y(R) et RV. Mais puisque p° ne prend que des valeurs positives, on vérifie
que M(t) € ZFT(R) a chaque instant : si A := (A1,...,Ay) € RV\{0}

N N
AM(WA = 303 NAstwi w1+ p°(0]) = [ [P0+ 570 x)kdx >0,
j=1i=1

N

ot 'on a noté 1 = Z Aiw; # 0. En particulier M (¢) est donc bien inversible et 'existence de la fonction
i=1

vectorielle Y est alors acquise. Maintenant que les «;(t) sont bien définis, il s’agit de démontrer que la suite

u, converge effectivement vers un élément de € (L2) solution de (3.28).

On commence par I'estimation classique des équations paraboliques : on multiplie par «;(t) chacune des
N équations de la formulation variationnelle et on somme par rapport a I'indice j (ce qui revient exactement
a multiplier (3.28) par u®)

1
5 [t (0 Px+ [ (9t 0P
2 T3 T3
1
— 5 [ (@) Vg (e i 1.0 P
2 Js
+ 2/ u (t,x) - my () (¢, x)dx
T3
=2 [ (e3P mal 7). %)
En multipliant 'équation vérifiée par p° par |u$,|?/2 on obtient aprés intégration
1 o o 2 1 o o 2
o atp (t,X)‘uN(t,X” dx + - (U*QO) vxp (tax)‘uN(t7X)| dx
2 T3 2 T3

- % /m [ (8, %) [Pmo (£7)(t, x)dx.

Ces deux égalités nous donnent finalement

1d { .a +p°<t,x>>|u?v<t,x>|2dx} + [V 0 P
th T3 'JI‘S

=5 [ ke mal0) (. x)ax

+2 /11‘3 u (t,x) - my (f°7)(t, x)dx,
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qui, intégrée en temps devient

3 [t + [ [ v 0raxds

3

t
— _5/0 8 \u}i,(s,x)\Qmo(f}v)(s,x)dxds

+ 2/0 /TS u$ (s, x) - my (%) (s, x)dx ds

+ % { /T (1 p°<o,x>)|u}>v(0,x>l2dx} : (3-39)

L’estimation (3.31) obtenue sur f¢ permet donc d’écrire, puisque p® > 0, p°(0) = v et u$,(0) = w que

1 t
s B0 + [ 19k B(s)as
t
< [1+ Pr(w,h )] / [, 12(s)ds. (3.40)
0

On obtient alors par le lemme de Grénwall que la suite (u$) yey est bornée dans Ly°(L2) puis dans L? (HL)
par une constante de la forme Py (w, h,v) exp(Pr(w, h,v)).

On effectue ensuite le méme calcul mais en multipliant chaque équation par ¢&;(¢) puis en sommant sur
j (ce qui revient exactement & multiplier (3.28) par 9;u®). On a alors,

[ oot 0R 14 o e0hax 5 5 [t 0Px = () T (14 57000 ) 1)

2dt
+2(my (%), 0pay) (t) — 2{uymo(f*7), dpayy) (1)

En notant que [[ux ¢l < [[uflLee(rz)l[¢ll2 et en utilisant (3.31) — (3.32), on obtient

1d
|Oru (£, %) (1 + p°(t, x))dx + o — {/ Iqu?v(t,X)lde}
T3 2dt | Jrs

< Pr(w, b, v)[[0pay [[2(t) [[[uf [y (F) + 1] |:||u||L§°(Li) + 11

Comme la suite (u$)yen est bornée dans L7 (HL) par une constante de la forme Py (w,h,v) et puisque p°
est positive on obtient finalement, en intégrant en temps et en utilisant le fait que ||[Vxu$,(0)[2 = |Vxw|2,
on obtient

1
10013 < Pr(w, by v) 00z (ol za ez + 1) [l az) + 1] + 511Vl
< Pr(w. h )0 lls | [l ) + 1) + Priw, hov),
d’ou 'on tire par I'inégalité de Young que la suite (9,u$;)nen est bornée dans Lf)x par une constante de la

forme
Pr(w,h,v) [IIUHLgO(Li) + 1}'

On a donc finalement les estimations suivantes sur la suite (u$;)ven

||u<z>vHL;>°(L§) + ||u}>v||L$(H;) < Pr(w,h,v), (3.41)

luilliy 1) < P, hyo)[llallez) +1)- (3.42)
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On extrait alors une sous-suite convergeant faiblement dans I’espace de Hilbert H%,x. Le lemme suivant
démontré dans 'annexe B.2.1 donne alors la convergence forte (4 une sous-suite prés) dans €0 (L2).

Lemme : L’injection H' ([0, T] x T3) < ‘50<[0,T];L2(T3)) est compacte.

On note u® cette limite présente dans tous les espaces cités. L’équation étant linéaire on obtient que u®
est une solution faible de I'équation (3.28) (avec fonctions tests dans L7 (Hy.)). En effet, si v € €} (H,), les
formulations variationnelles (intégrées en temps) valides pour N > p passent a la limite pour u®; il suffit

ensuite de constater que U % (H,) est dense dans L7 (Hy) pour obtenir la formulation faible suivante : pour
peEN
tout v € LZ(HL) a divergence nulle

T
/ / {(1 +p°) {atuo v+ (uxp) - Veu® - v} + Vxu®: va}(t,x)dxdt
o Jrs

T
- 2/0 /T3 {m; (f°v) — u®mo(f°7)} - v(t, x)dx dt.

En particulier, si v € H,lc est une fonction a divergence nulle indépendante du temps, on voit que pour toute
fonction 1 € L7 a valeurs réelles on a

/OTw(t) {/T3 {(1 +p°) [8tu° v+ (ux @) Vxu®- v} + Vyu®: va}(t, x)dx } dt
=2 /OT P(t) {/T {mu (%) —u®mo(f°9)} (t,%) - v(x)dx } dt,
si bien qu’on a, pour toute fonction v € Hy., presque stirement en ¢ € [0, 7], I'égalité suivante
/TS {(1+p°)[at F(uxg) - Veu® - v| + Vyu® : va}(t,x)dx
=2 [ {ma(£%9) — wma(£)} (6:%) - vix)dx

La condition initiale u®(0,x) = w(x) est vérifice au sens de €2 (L2) puisqu’on a convergence forte de (u$,)nen
dans cet espace.

3.4.3 Estimations

Les estimations (3.29) et (3.30) sont des conséquences directes de la construction de u® comme limite
d’une suite vérifiant les estimations (3.41) et (3.42). Mentionnons également qu’un passage a la limite dans
(3.39) fournit, pour presque tout t € [0, 7], inégalité

: { |+ p@(t7x>>|u°<t7x>|2dx} + t [ 190 ) Pxas

3 [t R
< ——/0 [u® (s, x)[*mo(f°) (s, x)dx ds

+2/ [ w0 () e (9) s x)xds
+2{/E3(1+1/( ))|w(x )2dx} (3.43)
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en effet la convergence faible dans L7 (HL) nous donne, pour tout ¢ € [0, 7]

t t
/0 . |Vyu®(s,x)|?dxds < lim /0 /ﬂ‘3 |Vu$ (s, x)[2dxds,

N—oc0

et tous les autres termes de 1'égalité (3.39) sont convergents. On a également le lemme suivant

Lemme 3.4.2. Soit (u,u® p®) € €°(L3) N H;x x CO(L2) x 6}

tx> W et u® étant de plus supposées a

divergence nulle. On fize (F,G,H) € %7, x ‘Kt?x X Lix, On suppose que les équations suivantes sont
vérifiées (respectivement initialisées par v € €, et w € H,)

0p° + (ux ) - Vyp® =F, (3.44)
P{(l +0°) {&uo + (uxy)- quo] } — Axu® = IP’[G u® + H] , (3.45)

la premiére au sens fort, la deuxiéme au sens des fonctions tests dans Lf(H;) Alors u® est, en norme
L°(L2), dans la boule de rayon

11+ 1021+ 150g] exp { [IFle + 20600 + 1]}

Preuve :

Les calculs effectués précédemment permettent d’aboutir a I’estimation annoncée. En effet en multipliant la
premiére équation (3.44) par |u°®[? et en prenant la fonction test admissible u® dans léquation (3.45), des
calculs tout & fait similaires a ceux réalisés pour u$; conduisent &

/ {;8tpo(t7x)|uo(t7x)|2 + (1 + p*)opu®(t,x) - u®(t,x) + quo(t,x)|2} dx
’]1‘3

= /T {;F(t, x)|u®(t,x)|? + G(t, x)[u®(t, x)|> + H(t, x) - u®(t, X)} dx.

On a donc aprés intégration en temps

e expoxcs { [ @ vi 00|

T3 T3
t t
+/ / \F+2G||u°(t,x)|2dx+2/ [u®(t,x) - H(t,x))| dx,
0 JTs3 o JT3
qui implique finalement

/ (14 p°(t,x))[u’ (8, %) Pdx < [[(1+ v)|w|* 1 + [H]3
T3

t
+ (1Pl 2060 1] [ [ o) Pax,

si bien que le lemme de Grénwall permet de conclure. l

3.4.4 Unicité de u®

L’unicité de u® (u et p® étant donnés) est une conséquence immédiate du lemme précédent puisque si
d’aventure il existait une autre solution w® (méme condition initiale), en soustrayant les deux équations on
voit que v® := u® — w® vérifie précisément I’équation du lemme, avec H = 0 ainsi qu'une condition initiale
nulle.
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3.4.5 L’application S posséde un point fixe
Etant donné un triplet (w, h,v) € H, x %i,g NLe X €1, la section précédente permet de définir sans
ambiguité I’application
S: 6 (Ly) — 6 (Ly)
u+— u°.
Pour obtenir une solution au couplage il suffit de montrer que I’application obtenue posséde un point fixe.
On va pour cela faire appel au théoréme de Schauder dont on rappelle I’énoncé ici

Théoréme :
Soit E un espace de Banach et et B un convezxe fermé non vide de E. Toute application continue de B dans
lui-méme et d’image relativement compacte posséde un point fize.

L’espace de Banach que nous allons considérer est naturellement €°(L2). Le lemme de la sous-section
3.4.3 implique

IS(@)lz=z) < ¢ [+ [wlloo) w3 + 12m1 (FoIB] exp {T [Imo (£ e + Allmo(fo1)lloe + 1]},

ce qui avec lestimation (3.31) donne finalement

IS()llLe 2y < VPr(w, h,v) exp{Pr(w, h,v)} := Rr(w, h,v),

ce qui suggére de considérer comme convexe fermé la boule fermée de €2(L2) de centre 0 et de rayon
Ry (w, h,v), puisque S est a valeurs dans celle-ci. On note Br(w, h,v) cette boule.

Continuité de S

On considére une suite (u,)neny € €°(L2) convergeant vers un élément u de cet espace. On note
(s, fo p%) et (u®, f°, p°) les triplets de solutions respectivement associés a u,, et u. En soustrayant I’équa-
tion fluide indexée par n & I’équation fluide associée & u et en notant v{ := u® —uf, ¢° = f° — f7,
0¢ .= p® — po on aboutit a

P{(l +0°) [@V% + (uxp)- vai} } — Axvy = P{2m1(giv) —2vimo(f°y)

—020,u — 02 (u, x @) - Vius

— (L4 p°)([u — us] x ) - Vxuy,

— 2mo(gp)us, } (3.46)

On note que v¢ est initialement nulle. L’équation (3.46) associée & équation portant sur p® et au lemme
3.4.2 donne
V8 12y < B3 exp {T[IF)loc + 201Gl +1] }
ou ici R
F:= mO(f 7)7
G:= 72m0(f07)a
H, :=2m(g;7) — 070005 — 07 (u, * @) - Vxuy,
= (14 p°)([u = wn] % ) - Vi, — 2mo(g57)uy,-

L’estimation (3.31) permet de voir que ’exponentielle précédente est bornée par une constante de la forme
exp(Pr(w, h,v)). On a par ailleurs, en reprenant termes a termes lexpression définissant H,, (la troncature
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en vitesse «y justifie le controle uniforme sur p®)
IHyllz < Cyllgnllz + 107 loollOrus 12 + 107 oo [lun e (12) 1@l 2l Vs 12
+ {11+ p%lloolla = wnllree r2) [ Vaug[l2 + Cy llgp lloo [y []2-

La suite (u,)n,eyn est convergente donc bornée dans L°(L2), par une constante notée K. En vertu de
(3.29) et (3.30), on en déduit une borne pour (ul),ey dans L°(L2) N Ht17x, par une constante de la forme
(K4 1)Pp(w, h,v). On en déduit donc que

IFLall2 < Cyllgi 2 + (K + P (@, b, v) [ ] + 165K 2]

+ 1+ p%llooPr(w, b V)0 = uplLge r2) + CyPr(w, b, v) g loo-

Mais d’aprés la section 3.4.1, (g9 )nen €t (65 )nen tendent toutes les deux vers 0 (uniformément en toutes leurs
variables), puisque on a la convergence (u,)nen — u dans L{°(L2). Ceci permet d’obtenir la convergence de
(H,)nen vers 0 dans L2, et donc la continuité de S.

t,x?

Compacité de S

Tout réside dans les estimations (3.29) et (3.30) : une partie bornée de € (L2) est envoyée sur une partie
bornée de H;x, espace qui s’injecte de maniére compacte dans €°(L2) d’aprés le lemme de ’annexe B.2.1.

3.5 Eliminitation des perturbations : ¢ — 0

La section précédente nous assure que pour T > 0, ¢ > 0, il existe u. € €2(L2) N Htl’x, fe € (gt{xﬂi et
pe € €}, solutions du systeme

Vx-u. =0, (347)
Oipe + (ue * c) - Vi pe = mo(fere), (3.48)
Orfe +& Vi fe + Ve - [(ue % e — &) f] = — fe, (3.49)
P{(l + pg) |:atus + (115 * SDE) : vxu6:| } - Ayu, = 2]?{1’[11 (fe'yﬁ) - uEmO(fE'VE)}’ (350)

les équations (3.48) — (3.49) étant vérifiées au sens fort, et I’équation (3.50) au sens faible, avec des fonctions
test dans L?(HL). Les jeux de conditions initiales considérés incluent en particulier le cas des conditions
initiales régularisées suivantes

fE(O’X’ 5) = fign(xvg) = ’76(5)(¢€ *x,& fin)(x,g), X € T37 IS R37 (351)

p(0,%) = pin(%) = (pe * pin) (x),  x €T, (3.52)

u(0,x) = uf,(x), xe€T° (3.53)

ol uf, est la projection de uj, sur H,_ avec p. = [e7!] et ¢o(x,€) = ¥(€)p-(x). On peut noter en

particulier que le support de fZ étant compact, il en est de méme de celui de f¢ (support transporté par le
flot caractéristique associé & un champ de la forme (€,a — &) avec a € Ly°(LYY).

Dans toute la suite Pi:? désignera de maniére générale une fonction scalaire positive s’écrivant sous la forme
d’une puissance entiére positive de la quantité : (14 £{|/T+ p5,u5,[|3 4 || finlloo + 3M2(fin)) & une constante
multiplicative prés dépendant éventuellement du temps T'. Pi%l pourra changer d’une ligne a ’autre mais
vérifiera toujours les propriétés que ’on vient de citer. Notons que cette fois-ci Pi%l sera toujours une constante
indépendante de €. Par contre, la constante Pi%l dépendra fortement de la dimension considérée ; on y incluera
par exemple des constantes provenant de I'injection de Sobolev H*(T3) < LP(T?) pour p < 6.
Commengons d’abord par présenter un lemme qui nous permettra de controler les différents moments de

f.
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3.5.1 Lemme de controle des moments

Lemme 3.5.1. Soit v > 0 et h un élément de L=°([0,T] x T3 x R3), tels que m~h(t,x) < 400, presque
partout en temps et en espace. On a alors I'estimation suivante, pour tout o < -y, presque partout en temps
et en espace :

4 at3
mah(t,x) < (37T||h(t,x, -)HLOQ(RE) + 1) mwh(t,x)v*i?».

Preuve :
Pour tout R > 0, on a

mah(t, x) = /m €[*h(t,x, )€ + / €A x. €)a¢

1€1>

< 7THh(t,X, ')||L°°(]R2)Ra+3 + m’Yh(t7x)'

o~

R

1
En écartant le cas trivial ou h est nulle presque srement en vitesse et en posant R = m.h(t,x)3+%, on
obtient ’estimation annoncée. B

3.5.2 Estimations uniforme en ¢
— Gréce a la formule des caractéristiques, on a
I felloo < [l finlloce™” (3.54)
< Pr.
— Du point précédent on déduit grace au lemme 3.5.1 que

Imofe()lls/5 < PFMa f-()*/°, (3.55)
[y £ (8) 54 < PR Mo fo(2)*°, (3.56)

— fe est réguliére, & support compact, et vérifie ’équation (3.49) au sens fort, si bien que

d
&Mgfg +3Msf. =2 /T3 (ue * e) - my (fe)dx, (3.57)

et donc grace aux controles précédents

d =1
Mo fe +3Ma fo < |luc(t)]]s lleelly [ma fe(@)l5)4

dt
< PF Ju(t) |5 Mafe(t)*?,
et donc
d 1 3 1 in
g (M2fe)® + £ (M2fe)s < Pr [Juc(®)lls -

Le lemme de Grénwall appliqué a t — Ma f.(t)'/® donne alors que
. t 5
Mar) < s + 2 [ o)l as)
0
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On a liH(l) M £ = lim My f5 = Mas fin < 00, on en déduit que My f < PiTn. Par injection de Sobolev il
e e—0

n —

a finalement

t t 5
Mo f.(t) <P171’1{1+/ ||us(8)||2d8+/ IIVue(S)IIQdS} : (3.58)
0 0
— En associant (3.58) a (3.55) — (3.56) il obtient
) t t 3
mofe(®)ll5/3 < P¥{1+/0 [EEE[P d8+/0 Ve ()]l dS} , (3.59)
_ t t 4
[lmy fe(8)]]5/4 < P;‘{1+/0 [[u ()]l d8+/0 Vue(s)]l, dS} : (3.60)
— On peut appliquer 'inégalité (3.43) avec v := pf,, w := uf, pour obtenir

3{ [+ oexutenpaxf + [ t [ ¥ Paxas

<3 t [ et oo s 0
#2 [ [ om0
43 { [0+ bl oPax}.

et donc en particulier

1 k 1 K
sl + [ 1) s < 5 IVIT w5+ 2 [ e mufo(s)ads
0 0
t
< IVl +2 [ ue mfe(o)hds
0

En utilisant I’injection continue HL < L2 il obtient alors

1 ! in !
IO+ [ 19 )1Bds < P2 [ (o) lsm (95

t t
<Py +qu3/ IIUE(S)||2||m1fa(8)||5/4d8+er3/ IVxue(s)l|2]lmy f2(5)]l5/ads,
0 0

si bien qu’avec 'inégalité de Young on obtient une estimation de la forme

1 1

t t t
g+ 5 [ IVan(ols < PF PR [ u(olas + PR [ i £(0)Eads

Utilisons (3.60), pour voir que
t ) ) t ) t s s 8
lua(8)]2 + / |V (s)[2ds < P2 + Pin / s (s)|2ds + P2 / {1+ / (@)l do + / |Vus<o>2do} ds
) ) t ) t s ) s ) 4
<pp4pp [ fueias+ ey [ [+ [ Iva)Ba) as
0 0 0 0
) i t . t s ) 4 ) t s ) 4
<Pl [ (o) Bas + Py [ {/ ||ue(a>|2do} as+ i | {/ ||Vug(a>||2do} s
0 0 0 0 0
] ) t ) t t 8 ) t s ) 4
<Pl [ (o) Bas + Py [ { / ||us<a>||2do}ds+Pa‘3 / { / Vus<a>|2da} s,
0 0 0 0 0

37



ott I'on a utilisé (a + b)* < (a* + b*). Finalement on a que

t t t s 4
lus(8)]2 + / |V (s)[3ds < P2 4 Pin / s (s)|[3ds + P2 / { / Vus<o>|§do} ds

t s 4
<ppapp [k [ v} as
0 0

puisqu’on a également a*+b* < (a+b)*. Le lemme de Gronwall surlinéaire B.1.3 permet donc d’aboutir
a Pexistence d’un temps t, > 0 tel que pour tout £ > 0 et tout ¢ € [0, 4] :

t
lue(®)]2 + / |V (s) |2 ds < Pi2 exp (P2 = K.
0

On déduit de cette estimation locale que (toutes les bornes qui interviennent ci-dessous sont de la forme
Kr =Prexp(PT)) :

— (ue)e est bornée dans L™ ([0, ¢,]; L2(T3)) N Lz([O,t*]; Hl(TB)).

— En utilisant (3.58), on voit que (Maf:). est bornée dans L ([0, £,]).

— Grace a (3.55) et (3.56), on en déduit que (mqf:). et (mjf.). sont respectivement bornées dans
L™ ([0;£,], L3(T%)) et L>([0; £, L%/*(T?)).

— Enfin, en multipliant (3.48) par pi/ ® et en utilisant estimation précédente sur (mo(f-))., on obtient
que (pe)e est bornée dans L°°([07t*];L5/3(T3)).

— De (3.58) on déduit qu’on a également pour tout € > 0 et tout ¢ € [0, ¢,]

M fe(t) < Kr. (3.61)

Remarque 3.5.1. Le lemme de Grénwall surlinéaire B.1.3 nous indique que le temps d’existence locale t,
in

est une fonction décroissante de la quantité PiTn. Rappelons que P est prise de la forme

k
in 1 = 1€ 1
P = (1) (GIVIT Al + 5Malfi) + Wl +1) ke

dans toutes les estimations précédentes (ceci est possible car toutes les quantités entre les parenthéses sont
positives). Cette forme de P et la décroissance de t, seront utilisées pour le prolongement de la solution
sur un intervalle de temps quelconque.

3.5.3 Compacité en ¢

— Soit p la limite & une extraction prés de (p.). dans L>([0,t.]; L5/3('JT3)) faible-x.
— Soit f la limite & une extraction pres de (f.). dans L ([0, ¢,]; L°°(T?® x R?)) faible-x.

— La fonction de troncature étant choisie de sorte que [1 —v-(§)] < 1.j¢j>1, on a

lmo(fe)(t) — mo(fere) @)1 < 52M2fs(t)a
qui tend uniformément vers 0 sur [0, t,] puisque (Maf:). est bornée dans L>°(]0, ¢,]). Cette estimation,
associée a la borne obtenue sur (mgf:)e nous assure qu’a une extraction prés, on peut supposer que

(mof-)e et (mo(f-7e))e sont toutes les deux convergentes dans L™ ([0, ¢.]; L5/3 (T?)) faible-x, vers une
méme limite, dont on va maintenant s’assurer qu’il s’agit de mqf. En effet,

mO(f - fe) = mO((f - fa)ﬂ}/n) +m0((f - fe)(l _/777))7

et on montre comme précédemment que le deuxiéme terme du membre de droite tend fortement vers
0 avec 7, uniformément en &, dans L*([0,t,]; L'(T?)), tandis que le premier converge vers 0 dans
2'([0,t,] x T?) avec €, a n fixé, puisque (f.). tend vers f dans L>([0,¢,]; L™(T? x R?)).
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— De maniére tout & fait similaire, on montre qu’a une extraction prés (mjf.). et (m(fe7:))e sont
toutes les deux convergentes dans L>([0,£,]; L°/4(T?)) faible-x vers m; f. La seule différence avec ce
qui précéde étant qu’on obtient un controle O(e) au lieu du controle quadratique ci-dessus.

— (u.). étant bornée dans et L>([0,t,]; L*(T%)) N L ([0 t*] H'(T?)), il existe u tel que

(u.)e = u dans L ([0, t,]; H'(T?)) faible,
(u:): — u dans L2( 0,t,] ) T?)) faible,
(ue)e — u dans L>([0,, ] (11‘ )) faible — «,

et il est clair que (u. * ¢. ). converge également vers u pour les mémes topologies.

3.5.4 Vérification du systéme limite

On vérifie dans ce paragraphe que le triplet (f, p, u) est bien solution du systéme limite. Précisons que
les estimations de la sous-section précédente n’ont été établies que sur un intervalle local [0, t,]. Pour alléger
la lecture de ce qui suit, on conserve la notation “LY (E)” utilisée jusqu’a présent, mais il faut garder a I’esprit
que 'indice ; renvoie ici a lintervalle [0, ¢,].

Les termes linéaires ne posent pas de probléme, on va donc se concentrer sur les non linéarités.

Rappelons que le triplet (f¢, pe,u.) est solution du systéme

divxue = Oa (362)
8tf€ + diVxﬁg(aafa) -2 fs = O, (363)
Ot pe + dive(pe (Ue x @) = mo(fee), (3.64)

P{at[(l + pe)uc] + divy [(1 + pe)(Ue *x ) @ us] } — Axu, = ]P){le(fs’%) - Usmo(fs%)}v (3.65)

ot a.(t,x, &) == (&, [uc(t) x pc](x)).

L’équation (3.65) est le résultat de la combinaison P {u. x (3.48)} + (3.50). On va expliciter dans ce qui suit
les passages a la limite dans les différents termes non-linéaires de ce systéme, en utilisant principalement la
proposition de I’annexe B.3.1, dont on rappelle ici I’énoncé

Proposition : Soient ¢ € 1, oo] et p € [1, 3[ Smt (az). une famille de fonctions de LI(WL?) et (b.). une

famille de fonctions de Lq (L3 ) avec s < p* 3 . On suppose qu’on a les convergences
(ac)e — a, dans LI(WLP) — wx,
e—0
(b-): = b, dans LI(LY) —wx.
Si la suite (9;b: ). est bornée dans Lgl (HL™) pour un certain entier m € Z, alors on a la convergence

(ache)e e:\O ab,

au sens des mesures, i.e. contre des fonctions tests appartenant a €2, .

On a alors successivement
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. ’Les produits (p:(ue * ©c))e et (peuc)e tendent tous les deux vers pu au sens des mesures. ‘

En utilisant la proposition B.3.1 de annexe, ces deux produits se traitent de la méme maniére : le
terme de vitesse (convolué ou non) joue le role de la suite (a.). bornée dans LZ(WL?), et (p.). le role
de (b.). bornée dans L°(L2/3) ((5/3)' = 5/2 < 2* = 6). D’aprés Iéquation (3.64), (9;p.)e est bornée
dans L2(WZ130/28) <5 L2(HZ™), avec m suffisamment grand pour que H™ < W37 (puis renverser
I'injection par dualité). La proposition s’applique :

(pe(ue * @c))e A dans .,([0,T] x T?) — wx,
e—
(peue)e =, dans ([0, T] x T?) — w,
e—
ott 'on a noté ., ([0, T]xT3) = €°(]0, T] x T?)’ espace des mesures signées sur [0, T] x T3. Remarquons
que, puisque les deux produits (p.(uz * @:))- et (poue). sont bornés dans LZ(L3%/2%), la convergence

précédente a également lieu (quitte & extraire une nouvelle fois) pour la topologie faible de ce dernier
espace (par unicité de la limite faible et densité des fonctions continues dans les espaces L, p < 00).

o | ((p- +1)u., u5>L%x " {(p+ D, u>Lf)x'

Autrement dit, on souhaite établir la convergence

T T
lim/ / (pe + 1)|uc|?dxdt :/ / (p+1)|ul*dx dt. (3.66)
0 T3 0 T3

e—0

T T
/ / (pe + 1)|u.|*dxdt = / / (pe + Du, - udxdt
0 T3 0 T3
T
= / / }P’[(p5 + 1)u5] -u, dxdt.
o Jrs

Ensuite, on peut prouver que le projecteur de Leray est continu de L”(T?) dans lui méme pour tout

1 < p < oo (voir [30] par exemple pour le lien avec la transformée de Riesz). On en déduit que P induit

un opérateur continu de L{(L%) dans lui-méme pour tout ¢ € [1,00] et p €]1,00[. La continuité forte

d’un opérateur impliquant sa continuité séquentielle pour les topologies faibles, on a en particulier que

P est continu de Lf(LiO/ 23) dans lui-méme, pour la topologie faible. Ainsi, en vertu du paragraphe

précédent, on a la convergence L2(L30/2%) faible de (P[(Ps + 1)ug]> vers P[(p + 1)u]. 1l faut cette
13

fois-ci utiliser la variante de la proposition de la section B.3.1, dans le cas o g =2 et r = o0

— (u.). est controlée dans LZ(WL?) N L¥(L2),

On écrit d’abord

— d’aprés Péquation (3.65), en remarquant que la dérivation en temps commute avec P, on controle
(5‘tP[(p5 + l)us]) au moins dans L}(W 15/ 4 w12 4 [30/23 4 15/4) qui g'injecte dans un
L;(H_™) pour un m assez grand,

- (30/23)' =30/7 < 2* = 6.

Ainsi le produit {P[(pe + 1)115] : ug} converge bien vers P[(p + 1)u] -u au sens des mesures, et donc
€

en particulier face a la fonction constante égale a 1, d’ou la convergence (3.66).

o | En fait (uc)e et (ue x @) convergent fortement vers u dans Lix.
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En effet,

T T T
/ |u5—u|2dxdt§/ /(1+p5)|u5—u|2dxdt:/ /(1+p5)|u5|2dxdt
o Jr3 o Jr3 o Jrs
T
+/ /(1+ps)\u\2dxdt
o Jrs3
T
—2/ /(1+p€)u€~udxdt.
o Jrs

Le premier terme du membre de droite tend vers la méme expression, sans € : c’est précisément la
convergence (3.66). Le phénoméne est analogue pour le deuxiéme terme : (p.). converge faible-x dans
L (L2/?) vers p et [ul?> € L} (L2). Enfin, pour le troisiéme terme, on utilise la convergence faible-x déja
établie du produit [(1 4 p.)uc]. vers (1 + p)u, dans L2(L3%/2%) faible et Pappartenance u € LZ(LS).
Une fois acquise la convergence forte de LZ(L2) de (u.)., la convergence de (u. * ¢.). est immédiate.

e | (u.). converge (i une extraction prés) fortement dans tous les LE(LY), pour ¢ < 2 et d < 6.

D’aprés le point précédent, on peut extraire une sous-suite qui converge presque partout, on associe
alors cette convergence avec la borne LZ(LS) déja obtenue.

. ’ (fe(ue x @) et (uemo(feye))e convergent au sens des distributions vers fu et umg(f). ‘

(fc)e converge vers f dans L;°(Ly) faible—x, ce qui s’associe a la convergence forte de (u. x¢.). dans
L?(L2) pour donner la convergence distributionnelle du produit. De méme (mq(f-7.))s converge vers
mof dans L;° (Li/ 3) faible-x et le point précédent assure par exemple que (u.). converge fortement
dans L} (L5/?).

o | [(1+ pe)(ue *¢.) ®u] . converge au sens des distributions vers (14 p)u ® u.

C’est encore un produit faible-fort. Remarquons d’abord que

2 6 1-40

11 6 2 7

avec = 21/22. On a donc classiquement L°(L2) N LZ(LS) — Lf/e(Lilm). Ainsi (ug)e et (ue * e )e
sont toutes les deux bornées dans Lf/e (L% > Le(L2) NL2(LS), et le produit [(u. *p.) @ u.]. (dont
on a déja montré qu’il convergeait presque partout vers u ® u) est finalement borné dans Li / Q(Lil/ 4).
Puisque 6 < 1 et 11/4 > 5/2, on a convergence forte de ce produit vers u® u dans L} (L2/?) et on sait

que (pz)- converge vers p dans L°(L3/?) faible—x.

3.5.5 Continuité en temps

On montre dans cette section que les grandeurs p, u et f solutions du systéme (3.1) — (3.4) sont continues
en temps & valeurs dans des espaces H~9(T?), H="(T?), et H~*(T? x R3) respectivement pour des valeurs
de q, r et s assez grandes.

Soit 1 une fonction de x indépendante du temps. Ecrivons la formulation variationnelle de 1’équation
pour p intégrée entre t; et to

(ot %) = (ot2). ) = [ [ (o) Tpixas + [, o axdgas.
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Or on a

to ts
/tl /]1‘3 (pu) . Vx'l/)dXdS < /t HPuHng (%) ds ||wa|| 30 9 (73
< g —t|? ||pUI|L2(L23 (1) ||¢HW1 (ro
et
|, b dxdeds) < te =l lmofll 5 orayy 00,5 oy -

Il s’en suit que p est dans €, (W —139/23(T3)) C €2 (H~9(T?)), pour g assez grand. La démarche est similaire
pour u et f.

3.5.6 Existence locale

On a donc démontré dans ce qui précéde la proposition suivante :

Proposition 3.5.1. Il existe un temps t. > 0, tel que le systéme Sy formé des équations (3.1) — (3.4) et des
conditions initiales (3.13) — (3.16) admet au moins une solution (p, f, u) faible au sens de 2'(]0,t.[xT3 x
R3) et tel que

p € L=([0,1.], Ls/S(Tg))7

feL®(0,t.] x T? x R?),

et u € L2([0,t,], HY, (T%)) N L>°([0,,], L*(T?)). Les quantités p, u et f sont aussi continues en temps
valeur dans des espaces H=1(T3), H="(T?), et H=*(T? x R3) respectivement pour des valeurs de q, r et s
assez grandes.

3.5.7 Estimation de I’énergie

On souhaite montrer dans cette section ’estimation dans la proposition suivante :

Proposition 3.5.2. La solution construite dans la section précédente vérifie pour t € [0, t]

1 t 3 t
[ 7(0) + |VTF () [ s +/ Hvxu(s)Hiz(TS)ds—i—f// u— €2 fdédxds
2 0 2 0 T3 xR3
1
< 5 {Mafin + IVTF piattin B2 | - (3.67)

Preuve: On part de D'estimation (3.43) pour les solutions du probléme régularisé qu’on somme avec
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I'intégrale en temps de (3.57)x 1

1

t
5 {M2Fe0) + IV T P00 0y} + [ IV (9o s
3/ 1 )
+§ MZfe(S)dS < 5 {Minn + Hmuinan(TS)}
0
3 [t )
— 5/ / [uc (s, x)[“mo(fey) (s, x)dx ds
0 JT3xR3

t
+2/ / uc(s,x) - my (fey)(s,x)dx ds
0 JT3xR3
t
L A B R AT
0 JT3xR3
qu’on réécrit
1 t
5 (M) 4 IV TF P00 s} + [ 1900(5) oy
3 ! 2 1 2
+3 . — €2 fdgdxds < 5 { Mafin + I/ + pinttn22(zs) | + Re0),
2 0 T3 xR3 2

avec
RL(t) R2(t)

R =5 [ [ nhPO-s@ixagas 2 [ g uue) - ixdes

R2(t)

t
+ / / o6 (U k. — u.)dxdeds |
0 T3 xRR3

Lemme 3.5.2. Le reste R. tend uniformément vers 0 sur [0, ¢,].

Preuve: On va démontrer cela successivement pour chacun des R., i = 1,2, 3.

En notant h.(t,x,€) := fo(t,x,€)(1 —7.(§)), on a :

t
RL(t) = /0 [ Pmo(he) s 3,

Comme précédemment, on applique le lemme 3.5.1 (a =+ —3/2 =0, ||he|loo < || felloo), POur obtenir
|m0h€(tv X)| < Cfinm3/2h€(t’ X)2/3,

et
||m0h€(t)||L3/2(Ta) < CfinMS/QhE(t)2/3'

Par hypothése on a |1 — 7.(&§)| < 1j¢/>1/2., si bien que

Myahe(t) = [ jefPhaxae = [ PRI qu@)lixae

T3 xR3

< / |€|3/2fs]1\g\21/2std€
T3 xRR3
< V2 €[ fodxd€ = V2e My f.(1)
T3 xR3
< V2eKp—0,
e—0
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ou on a utilisé la borne (3.61). Au final, M3 s2he tend uniformément vers 0 sur I'intervalle considéré, et il en
est de méme de [[mohe(t)]|1s/2(ps)- On termine par l'inégalité de Holder

[R2 ()] < l[mohel|oc,3/2]lue

1,65

qui tend bel et bien vers 0 car (u.) est bornée dans L ([0, ¢,]; H' (T?%)) < L' ([0, ¢,]; L°(T?)).

Pour R? c’est sensiblement le méme raisonnement. On a

|R2|(t) < /t/ |uc|mq he(s, x)dxds.
o Jrs
On invoque encore une fois le lemme 3.5.1 (o =1, v = 9/5, ||he|| < ||fc]]), pour obtenir :
mihe(t,x) < Cfinmg/shg(t,x)5/6
et donc
Imihe ()llpossmsy < CraMosshe(t)™°,

et, toujours grace a la borne (3.61) on a

Mayshe(1)°/° = / Fo(1— 2(€)) €]/ dxde

T3 xR3

IN

/11‘3 R3 fs|€|9/5ﬂ|€\21/25d€dx
X

IN

/ f-1€P% (22) P dgdx
T3 xR3

= 25N, f. (1) < 25 P Kp — 0.

e—0

Donc au final on a bien

[R2(8)] < llmihel o5 1,6 —3 0,
comme précédemment.

Pour traiter R2 montrons d’abord le lemme suivant

Lemme 3.5.3. Si une famille de champs de vecteurs (v.). converge vers 0 dans L'([0,#,] x T%) quand ¢
tend vers 0 et est bornée dans L' ([O, t.]; L6(T3)), alors

t
/ / fe& - vod€dxds — 0
0 JT3xR3 =0

uniformément sur [0, ¢,].

Soit § > 0. Pour tous 0 < e,n < 1ona

Al(t) B2(t)

/ot /TR o6 vededxds /ot /w Je(1 = 7(€))6 - vedédxds + /0 t /T o J (€ vedgdxds
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Un calcul similaire & celui effectué¢ pour R? fournit

|AT(t)| < Cpan™PKr||vellis < n'/°ChoKr sup |vellis — 0,
c€]0,1] n—0

uniformément en € et ¢.
Par ailleurs

4 1 "

[BI(t)] < gﬂgHfinIImeran@)62 Vel

qui, a n fixé, tend bien vers 0, uniformément en t.
11 suffit donc de se fixer n tel que |AZ(t)] < §, indépendamment de € et ¢, puis en faisant tendre € vers 0 on

obtient .
/ / fe€ - vedédxds| < 6.
0 JT3xR3

Puisque 6 > 0 est arbitraire, ceci conclut la preuve du lemme 3.5.3.00

lim
e—0

On revient finalement a
t
R3(t) = / / f-£ - (uo x . — u.)dxdéds,
0 T3 xR3

en découpant

V; v? vg
—N— —_——
U *xp. —Uu: =(u; —u)*p: +uxp. —u+u—u..

Vérifions que les hypothéses du lemme 3.5.3 sont vérifiées pour chaque vi. Tout d’abord on a
(e =) * @elly < COll(ue —w) % ez < loellisllue —uflpz  —0,
x x * =0
et

l[ue * pellrzcar) + [[u* @ellLz )
[uellLz ) + lalliz ey
Kr + |lullLz .

(e —w) % ¢ellizg) < Cll(ue =) * ez )

INIA A

ce qui permet d’appliquer le lemme 3.5.3 pour le bout avec v.. Ensuite on a vZ — 0 et v2 — 0 dans Lix et

[uxoe —uflezry < 2fuflLzmm,
<

loe —ullezay) < Ko+ lulliza),

ce qui, en utilisant encore le lemme 3.5.3, achéve la démonstration du lemme 3.5.2. O

Revenons a la démonstration de 'inégalité d’énergie (3.67) et rappelons que l'on a

1 t
3 {0+ IV T RO s} + [ 1900(5) oy

3 [t 1
i) / / s J“e*fl?fedﬁdxdsé5{M2fm+|\mum||im}+R5<t>.
0 JT3xR
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Et on vient de démontrer dans le lemme 3.5.2 la convergence uniforme de R, vers 0. L’estimation (3.67) peut
alors étre obtenue en majorant chacun des termes suivants

t t
/ ||qu(5)||iz(T3)d5§ lim / ||qu8||iQ(T3)ds, (3.68)

0 e—0 0
MZf(t) < lim MQfe(t)7 (369)

e—0

t t

/ / lu — &> fdédxds < lim / / lu. — &% f.dgdxds, (3.70)
0 JT3xR3 e—=0 Jo JT3xR3

puis en faisant tendre € vers 0 dans le terme qui reste en utilisant la convergence (3.66)
IVTF P ()l oy =, IV/TF PO 22 -

Pour (3.68) on a utilisé¢ la convergence de u. dans L*([0,t,] x T?) combinée a la convergence faible dans

L2<[O,t*];H1(T3)) et a 'inégalité classique liée & la convergence faible. Pour (3.69), on a la convergence
fe — f dans L= ([O, t,]; L°(T3 x R3)) — x. Et Pour 1 €]0, 1] un réel fixé, on constate que
MQ[fEA/n](t) S M2f€(t) S KT7

oll v,(&) est la fonction de troncature en vitesse introduite précédemment. On a, & une extraction diagonale
preés en g, pour tout n

Mo, [fe'Yn] sj() dn
dans L*([0, ¢,]) — x et donc

lgnllLeeo,e.y < Hm || Ma[fevp]llLe o)) < Um [[Ma[fe]llne(o.t.))-
e—0 e—0

Or la convergence faible f. — f dans L™ ([O7 t,]; L°(T3 x R3)) — % implique également que (pour tout 7)

M2 [fsfyn] 40 M2[f’777}

e—
dans 1L°°([0, t,]) — %, car le produit d’une fonction ¢ € L'([0,t,]) par |€|?7, est un élément de L' ([0, £,[xT? x
R3).

Par unicité de la limite faible, on obtient donc

Moy [f'Yn] = gn(t)-

Mais alors, d’aprés le lemme de Fatou (tout est positif), pour tout ¢ € [0, ], on a

My f(t) < Lim Ms[fyy](t) = lim g, (¢) < lm || Ma[fe]|lLe(0.6,))
n—0 e—0

n—0

et on a l'inégalité voulue.
Enfin, il reste a prouver (3.70) pour laquelle on écrit

/Ot /TR u£|2fd£dxds/0t /qm@ |u|2fd§dxds+/0t /TSXRa 1€[2 fdedxds
2/(: /TSXRséufdédxds. (3.71)
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Pour le premier terme du membre de droite, on a

t t t
/ / lu. | f.dédxds = / / [uc)? fo(1 — v,))d€dx + / / [uc|? foy, (€)d€dxds
0 JT3xR3 0 JT3xR3 0 JT3xR3

A n fixé, - tend vers / / lu|? v, (€)dédxds, par convergence L>°([0, £,] x T? x R?) —x. D’ott (Fatou) :

¢ ¢
/ / lu|? fdgdxds < hm / / [ul?fv,(€)dédxds = lim lim / / luc|? foy, (€)d€dxds
0 JT3xR3 T3 xR3 n—0 e=0 Jo JT3xR3

t
< hm [ [ jurdedxds
e—=0 Jo JT3xR3

Le deuxiéme terme du membre de droite de (3.71) est controlé a 'aide du lemme de Fatou et 'inégalité
(3.69) précédemment obtenue.
Il reste alors le troisiéme terme, pour lequel on montre que c’est la limite quand ¢ tend vers 0 de la quantité

/Ot /TSXR3 £ u. f.dédxds = /Ot /TSXR3 € (u. —u)f.dédxds + /Ot /qrsst € uf.(1— v, (€))dedxds

¢
/ / ~ £ - ufoy,(§)dgdxds.
0 JT3xR3

Le premier terme tend vers 0 d’aprés le lemme 3.5.3, et le dernier terme tend vers / / &-ufy,(§)dédxds
T3 xR3
par convergence faible—*. On a alors

timy | t [, euwrdgaxi= gm [ t [, & un1 =, (€)agaxas

/ot /TR & - ufy,(€)dédxds,

et donc

t t .
lim </o /was € u. f.dédxds — /0 /TSX]Rs - ufdﬁdxds> = 811_%/0 /’]I‘3><]R3 € ufo(1 — 7, (€))dedxds
t
[ [, & ity - nagixas
0 J1e xR

Or par un calcul analogue & celui fait pour le terme A7 au début de la preuve du lemme 3.5.3, les deux
termes de droite peuvent étre rendus aussi petits qu'on veut par un choix de n adéquat. Ce qui démontre
I'inégalité (3.70). W

3.5.8 Prolongement de la solution et existence globale

On démontre dans cette section qu’on peut prolonger la solution construite par la proposition 3.5.1 sur
un intervalle [0, T] quelconque. Soit (p, u, f) la solution obtenue sur un temps local ¢; donné par le lemme de
Gronwall non linéaire dans la démonstration : ¢1 = ¢, (3 |vIT+ pmtinl|3 + 3 M2(fin) + [|fin]loo)- On a presque
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partout en temps u(t,-) € L*(T%), p(t,-) € Lg(’]I‘3) 2 f(t,-,-) € L(T3 x R?), et également M f(t;) < oo et
Jps p(t1) 1 (¢, -)|? < oo. Ainsi, quelque soit o > 0, il existe tg €]t — o, ¢1[ tel que (p(to,-)), ulto, ), f(to, "))
sont des conditions initiales admissibles pour la proposition 3.5.1.

On peut donc construire grace a la proposition 3.5.1 une solution qui démarre des données a l'instant ¢
et qui prolonge (p, u, f) sur l'intervalle [0, tg+t2]. Ot le temps ¢ est le temps d’existence locale donné par la
proposition 3.5.1. Ce processus peut alors étre répété indéfiniment. D’autre part, d’aprés la remarque 3.5.1
le temps d’existence ¢, dépend de maniére décroissante de la quantité 3[|y/1 + p5 us, [|3+ %MQ(fin) + 1| finllo-
Et par l'inégalité (3.67) et l’estimation (3.54) on déduit alors que les temps de prolongement to,ts... sont
minorés par ¢ = t, (3]\/1T+ p5,us, 13 + 3 Ma(fin) + || finllow€?T). Ainsi il suffit de choisir o < % & chaque
prolongement pour pouvoir atteindre un intervalle d’existence de solution [0, T] quelconque. B

On a alors démontré le théoréme suivant :

Théoréme 3.5.1. Pour tout T > 0, le systéme Sz formé des équations (3.1) — (3.4) et des conditions
initiales (3.13) — (3.16) admet au moins une solution (p, f, u) faible au sens de 2'(]0, T[xT3 x R?) et telle
que

p € L([0,T],L7*(T%),

feL>®(0,T] x T x R?),

et u € L2([0, T], HY,,(T3)) N L>=([0, T], L2(T?)) . Les quantités p, u et f sont aussi continues en temps
valeur dans des espaces H=1(T3), H="(T?), et H=*(T3 x R3) respectivement pour des valeurs de q, r et s
assez grandes. Le triplet (p, f, ) vérifie Uestimation d’énergie

1 t 3 rt
= {sz(t) + V1 + p(t)u(t)||iz(qr3)} +/ IVcu(s) |12 psyds + 7/ / lu — &% fd€dxds
2 0 2 Jo Jrsxrs
1
{Minn + ” Y 1+ pinuinHiz(Ta)} s (372)

<

|

et la borne
[ fllLee (o, )2 xre) < €27 || finllnoe (12 xR

2. La démonstration de la proposition 3.5.1 reste valable dans le cas pjn € L3 (T3), du moment que ||/T + pinuinH% < co.
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Deuxiéme partie

Modéle de fuite d’un gaz en compression
sous un piston

51



52



Chapitre 4

Introduction

Pour transporter le gaz naturel & partir des lieux de production aux lieux de consommation, le moyen
le plus courant de nos jours est 'acheminement du gaz dans les gazoducs. Depuis les années soixante, une
nouvelle technologie est apparue dans le domaine du transport du gaz naturel. Il s’agit du transport du gaz
sous forme liquide, dans des navires dits "méthaniers". Cette technique continue de se développer et est de
plus en plus utilisée. Le gaz naturel liquéfié (GNL) est obtenu en refroidissant le gaz a une température de
—161 degrés Celsius a la pression atmosphérique. Le méthanier emmagasine le gaz liquéfié dans un réservoir
adiabatique et étanche grace a une membrane étudiée et développée spécialement pour cette application,
qui forme les parois du réservoir. Les entreprises transporteurs de GNL ont alors pour réle de concevoir ces
méthaniers et en particulier les réservoirs qui doivent résister aux différentes sollicitations et efforts lors du
transport. Si les parois du réservoir sont endommagées lors du transport, le contact du gaz, transporté a une
température de —161 degrés Celsius, avec la coque en acier du navire la rendra trés cassante. Ceci menacera
la structure du méthanier et pourra causer le naufrage du cargo. D’autre part, en mélange avec 'air, le gaz
qui fuit pourra également devenir explosif & la moindre étincelle.

La cuve du méthanier partiellement remplie en GNL est siége d’un écoulement bifluide & surface libre
et il y a un équilibre thermodynamique entre le GNL et le gaz évaporé remplissant le reste de la cuve. La
source majeure de sollicitions sur les membranes qui forment les parois des cuves sont les vagues de liquide,
créées par le ballottement du GNL dans la cuve. Ces vagues, lorsqu’elles viennent impacter les parois, créent
des pics de pression & I'instant ou au voisinage du moment de 'impact. L’étude physique, expérimentale et
numérique de ce phénoméne a alors pour réle de prévoir les valeurs de ces pics de pression en modélisant et
en simulant la création de ces vagues lors du mouvement du navire et surtout en étudiant le comportement
des valeurs des pics de pression selon les différents types d’impacts possibles.

L’entreprise GTT, concepteur de technologie pour les cuves de méthaniers, réalise des tests expérimentaux
a une échelle 1 : 40 pour simuler le ballotement du GNL et 'impact des vagues de GNL sur les parois. Les
enregistrements des pressions sur les parois permettent d’obtenir des statistiques sur les valeurs des pics de
pression atteintes. La question qui se pose pour mener et exploiter ces études expérimentales est la mise a
I’échelle des grandeurs physiques et des propriétés des fluides pour reproduire le plus fidélement possible les
conditions du transport du GNL. Pour I’écoulement global il suffit de mettre & I’échelle le temps et ’espace
en conservant le nombre de Froude gouvernant I’écoulement & surface libre [1, 2, 3]. Cependant, quand on
s’'intéresse & I'impact des vagues sur les parois de la cuve, d’autres phénoménes physiques rentrent en jeu et
le changement d’échelle doit prendre en compte ceux qui ont un réle important dans la détermination des
pics de pression sur le mur. Dans [1] Braeunig et al. listent six phénomeénes physiques pouvant avoir lieu lors
de 'impact :

— P1 : Transmission de la quantité de mouvement de la vague liquide au gaz et fuite du gaz entre le front

de la vague et le mur.

— P2 : Compression du gaz a la derniére phase de I'impact. Le gaz est soit piégé par le fluide ou continue

a fuir.
— P3 : Une partie du gaz compressé ou piégé se condense.
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— P4 : Echange de quantité de mouvement entre le liquide et le mur pendant I'impact.

— P5 : Possibilité de création d’une onde de pression dans le liquide, et d’une onde de déformation dans

le mur aprés 'impact.

— P6 : Effet hydro-élastique de 'interaction fluide-structure durant 'impact.

Les nombres sans dimension & conserver lors de la mise a 1’échelle dépendent des phénoménes physiques
que 'on juge importants et qu’on pense gouverner les conditions d’impact et surtout la valeur du pic de
pression. Plusieurs études se sont intéressées aux phénoménes P1 & P6 pour d’une part trouver les nombres
sans dimension qui gouvernent ces phénomeénes et d’autre part comprendre l'effet des paramétres sur la
pression maximale atteinte au mur Py ay.

4.1 Modéle de Bagnold sans fuite

Dans [4], Bagnold introduit un modéle simple 0D permettant d’isoler et d’étudier le phénomeéne P2
du piégeage du gaz par le liquide. Il s’agit du modéle du piston de Bagnold [4, 5] présenté dans la figure
4.1. L’étude de ce modéle montre alors que ce piégeage est responsable d’oscillations de la pression, et que
la période et les pics de ces oscillations dépendent uniquement du nombre sans dimension S, dit nombre
d’impact, donné par
_ 2pilg g 7

Po PoTo

selon que I'on considére un piston initialement immobile avec gravité g ([6]), ou un piston avec vitesse initiale
up et en négligeant la gravite ([7])*.

g _ P Lug

po

i L

xIH q

FIGURE 4.1 — Modeéle de Bagnold 1D, cas avec pesanteur : plLdQI = P(po m(t)) —po — piLg.

dt2 - o

Dans [2] Braeunig et al. complétent ce modéle de Bagnold pour y inclure le phénomeéne P3 de condensation
du gaz. Cette étude confirme les observations expérimentales que la condensation P3 est responsable d’une
atténuation rapide des oscillations et d’une chute du pic de pression. Il s’en suit que P3 peut étre négligé
lors du changement d’échelle des données expérimentales puisqu’on cherche a estimer des bornes maximales
de Ppax. Dans [1] Braeunig et al. considérent un modéle EDP 2D prenant en compte les phénomeénes P1,
P2 et P4 et I'étudient a 'aide d’un code CFD (Computation Fluid Dynamics) adapté. En comparant les
simulations numériques & deux échelles spatiales différentes, les auteurs trouvent les nombres sans dimension a
conserver. [’avantage des modéles de type Bagnold 0D, gouvernés par des équations différentielles ordinaires

1. On peut montrer que si on doit prendre en compte a la fois la gravité et une vitesse initiale, la solution du modéle de
2
Bagnold dépend de deux nombres sans dimension : le nombre de Froude et le nombre d’impact S = W.
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en temps uniquement et portant sur les moyennes en espace des quantités physiques, est qu’ils permettent
une résolution trés précise, sinon exacte des EDOs du probléme. Les modéles EDP et codes CFD conduisent
a des outils trés lourds en terme de calculs inadaptés lorsque quand on veut mener des études paramétriques.
Alinsi, on privilégie la construction de modéle de type Bagnold (dits petits modeéles ou modeéles 0D) pour
I’étude de ces phénoménes.

Le but de ce travail est de proposer un modéle de type Bagnold pour la premiére phase de I'impact P1.

4.2 Vers un modéle de Bagnold avec fuite

Pour proposer un modéle de Bagnold pour le probléme du piston 2D dans la figure 4.2, on se heurte au
probléme de la fermeture des équations qui donnent I’évolution de la densité moyenne du gaz sous le piston.
En effet, il est difficile de savoir analytiquement quelle quantité du gaz restera et se compressera sous le piston
et quelle quantité quittera le domaine sous le piston a travers les interfaces Y. Quantifier ce phénoméne de
fuite revient & donner un modéle pour ’évolution dans le temps du flux de matiére a l'interface ¥ en fonction
des quantités macroscopiques du systéme, a savoir la vitesse du piston, sa hauteur et la densité (ou pression)
moyenne sous le piston. Comme dans le cas du modéle de Bagnold 1D original, on s’intéresse aussi bien
au cas d’un piston initialement immobile et avec gravité g, qu’au cas d’un piston avec vitesse initiale ug en
négligeant la gravité.

pl
L
®(t+ L
P=g
#{tl
5 z
olt)

Juive s It Rt o

FIGURE 4.2 — Modéle de Bagnold 2D.

Il existe toutefois un cas ol on peut exprimer analytiquement le flux de fuite du gaz. Il s’agit du cas ou
le gaz est supposé incompressible.
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4.3 Fuite du gaz dans le cas incompressible

Pour alimenter le modéle de Bagnold présenté dans la section 4.2, on a besoin d’une formule de fermeture
pour le débit moyen de fuite sur la face $(t) = [0, x(¢)] x {—L} :

1

X(t) l
m/g p(t,$,—§)v(t,$,—§)d$,

q(t) =
en fonction de la densité moyenne sous le piston

1 0 s l
o(t) = t,x, ——)dxd
0= | /épm, ey,

de la vitesse x(t) et de la position x(¢) du piston. Dans le cas d’un gaz incompressible, Pobtention d’une telle
formule est immédiate en écrivant le bilan de conservation de la masse sous le piston. En effet, en notant

p = po et en intégrant I’équation div <Z> = 0 sur le domaine mobile [0,x(t)] x [—%, L], on obtient

x(t) 1
72/ v(t, x, fi)d:c +x(t).l=0.
0

La vitesse moyenne de fuite le long de I'interface 3 est alors

) 1 <@ l 1 %(t)
'Uincomp(t) = @\/0 'U(t,l', 7§)dz = 5%, (41)
et le débit moyen est
_ L X(t)
Qincomp (t) — pOi X(t) . (42)

Dans le cas compressible, on ne peut pas, comme ici, écrire des formules explicites pour o(t) et g(t). Toutefois,
on s’attend a retrouver (4.1) et (4.2) dans la limite d’un gaz faiblement compressible, c’est a dire quand la
vitesse du son ¢ dans le gaz tend vers +oc0.

Dans la suite, on étudiera le cas d’un gaz faiblement compressible modélisé par un systéme d’EDPs
présenté dans la section 5 qui suit. En réalisant une famille de simulations numériques de ce systéme, on
donnera des formules pour 1’évolution de la vitesse ©(t) en la comparant a la vitesse du cas incompressible
(4.1) a travers le nombre sans dimension

A = A0 _2xl)q)
vincomp(t) l X(t)
Le cas du gaz incompressible correspond donc par construction au cas : A(t) = 1.

On traitera dans la section 5 qui suit le cas d’un piston avec vitesse initiale et sans champ de gravité (cas
appelé piston horizontal), ensuite et dans la section 6 on traitera le cas d’un piston initialement immobile
avec une prise en compte de la gravité (piston vertical). La donnée de A(t) détermine I’évolution en temps
du flux moyen du gaz qui fuit sous la masse M et complétera le modeéle de Bagnold 2D de la figure 4.2 pour
chacun des deux cas (horizontal et vertical). La section suivante
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Chapitre 5

Modéle Euler 2D pour piston avec fuite :
Cas horizontal

On considére un piston 2D formé par une masse rigide M de dimensions [ et L, en mouvement dans le
demi-espace = > 0. Au temps t=0, la masse est & une distance xg > 0 du mur en x = 0 , et a une vitesse
initiale x(t = 0) = ug négative (voir figure 5.1).

x[t

#it]

FIGURE 5.1 — Modéle pour piston 2D : Cas horizontal sans gravité.

La masse M est en mouvement dans un milieu gazeux. Les équations qui régissent la dynamique du gaz
et de la masse sont données par le systéme suivant formé par un systéme d’Euler et une équation traduisant
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le Principe Fondamental de la Dynamique sur la masse M,
9(p) + 0z (pu) + 0y (pv) = 0,

Oy (pu) + 0z (pu2) + 81/ (puv) + 0y (p) =0,
Bu(pv) + By (puv) + 0, (?) + B, () = 0,

l
2
pLx = % Ap(tx,y) = p(t,x + Lyy) } dy,
2
avec les notations suivantes :
— p la densité du gaz,
u la vitesse horizontale du gaz,
— v sa vitesse verticale,
— p la pression du gaz donnée par une loi d’état p = P(p),
— p; la densité constante de la masse,
— [ et L ses dimensions,
— x(t) la distance de la masse au mur z = 0.
On s’est placé dans le cadre d’un écoulement continu sans propagation de choc et on a considéré un
systéme Euler-isentropique, c’est & dire ol ’équation de conservation de I’énergie du gaz est découplée des
équations pour la dynamique.

On note n la normale au bord. On impose des conditions aux limites de glissement (u> .n = 0, aux

interfaces de la masse et sur le bord x = 0, c’est a dire

u(t, x(1), ) = (), u(t,x(0) + L,y) = (), pour — L <y <L,
u(t, x, —é) =0, u(t, z, é) =0, pour x(t) <z < x(t) + L,
u(t,0,y) = 0.

Les conditions initiales de ’état du gaz seront introduites ultérieurement quand on traitera la simulation
du systéme.

5.1 Mise sous forme sans dimension des équations

On cherche la dépendance de la courbe A(t) en fonction des différents parameétres géométriques et phy-
siques du systéme. Pour cela on doit d’abord procéder & la mise sous forme sans dimension du systéme pour
exhiber les nombres sans dimension qui régissent la dynamique.

On introduit les grandeurs sans dimension suivantes

€L Y

T = ) g = g(t) - ;
X0 X Xo
. p - - uo v P
pP=— t:7> U=— V=—, P= 2
Po T Uo uy PoCh
avec le temps caractéristique
Xo
T=—
Ug

On note Py la loi d’état reliant les grandeurs sans dimension p et p :

P(pop)
Pocs

p=P(p) =
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Remarque 5.1.1. La mise sous forme sans dimension de la pression p se fait par le biais de la quantité pc?
appelée aussi module d’élasticité isostatique (bulk modulus) mesurant la résistance du gaz sous leffet d’une
compression uniforme . On donne deuzr exemples pour le calcul de Py pour deuz types de loi d’état :

Cas d’une loi gaz parfait :

N
On ap=mpg (p%) et cp = 'Ypo , Py est alors donnée par

~ P

Fo(p) = —.

Cas d’une loi stiffened gas :

On a 5
Yo+ T [ p ™
P(p) = 0t T () T
Y Po Y
et
o Ypo+T
g =—.
Po
Alors
~ 2
PO(ﬁ) — '07 + P0oCy rYpO

v Ypoch

On remarque que dans les deux cas présentés ci-dessus, et vu _que seul le gradient de Py apparait dans le
systéme, on peut ne retenir de Py que la partie non constante 2~ 5

L’équation de conservation de la masse donne alors

2005(p) + 2200, (i) + L2, (p6) = 0,
T X0 X0

soit
0r(5) + a5 + 0y (50) = 0.

L’équation de la quantité de mouvement selon e, donne

2
PoUo a{(ﬂ ) Pouoa (~~2) pOU‘Oa (~~~) PoCh aﬁ(ﬁ) =0,
T X0 X0

soit

2
O5(pit) + 03 (pi?) + 0y (piv) + L°00,(5) = 0.
Polp

Le systéme vérifié par les nouvelles variables adimentionnées est

0:(p) + 0z(pu) + 05(pv) =0
2
s s J Ci -
0;(pat) + 0z (pu?) + 05 (pud) + ;gai(p) =0
0
2
e s o~ & ~
9;(pv) + 0z (puv) + 5(po*) + 17%817 (p)=0
p=P(p)
2 L
= PoXoxo [T Lag e n sier Zop)bag
Ay 7 {peen -sic Lo
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On introduit alors les nombres "géométriques" sans dimension a = % b= et

u?
le nombre d’impact S = Pt
poxo’

le rapport de densité gaz/masse DR = Po

o’
et
le module de compressibilité y = p—OQ.
PoChH
Le systéme s’écrit alors
O1(5) + 03(51) + 03(57) = O, (5.1)
1
9;(pa) + 0z (pu®) + Oy(puv) + am&i(ﬁ) =0, (5.2)
. 1 -
9:(p0) + 9z (puv) + 0y(pv*) + amaﬂ(p) =0, (5.3)
p=Po(p) (5.4)
3 ( G d :
be/ {p(t,&9) — (€ +a,9)} d. (5.5)
Les conditions aux bords pour les variables adimensionnées sont
- e ~ b __ b
~ b - _ b -
o(t,2,-5) =0, ot &, 5) =0, pour {(t) < & < £(t) +a, (5.7)
(i,0.5) = 0 >
On remarque que, pour une géomeétrie fixée (a et b fixes), seuls les nombres sans dimension Ly = S.x = pp ;)f;c‘)

et DR apparaissent dans les équations. Il s’en suit que la fonction A(¢) qu’on cherche a étudier ne dépend
que de ces deux paramétres.

Proposition 5.1.1. A géométrie fizée, la fonction A(t) ne dépend que de Ly et DR.

5.2 Piston dans un domaine borné

Pour simuler le systéme précédent posé dans le demi plan = > 0, on se restreint a un domaine borné €,
rectangulaire de dimension H et h. La position de la masse est centrée en y = 0 de sorte a garder la symétrie
du probléme (cf figure 5.2). Les bords extérieurs de € sont fixes, alors que les bords intérieurs formés par les
interfaces avec la masse sont mobiles.

Des conditions aux limites doivent alors étre fixées sur les nouveaux bord du domaine 2. On choisit des

conditions de type mur : (Z) .n= 10, ol n est la normale au bord. Le systéme complet & simuler devient :

9 (p) + Oz (pu) + 0y (pv) =0, (5.9)
By (pu) + 8x(pu®) + 0y (puv) + 0, (p) = 0, (5.10)
i (pv) + 0u(puv) + 0y (pv*) + 9y (p) = 0, (5.11)
plL}.& = % 7i {p(t,X, y) —p(t,x—|—L,y)}dy, (512)
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x[t)

h l ./ . 0-/

7
FIGURE 5.2 — Piston dans un domaine borné
. . l l
U(LX(t), y) = X(t)a u(t,x(t) + L7y) = X(t)7 pour — 5 S Y S 53 (513)
l l
v(t, x, 5) =0, v(t, x, 5) =0, pour x(t) <z < x(t) + L, (5.14)
h h
u(t,0,y) =0, u(t,H,y) =0, pour — <y< 5 (5.15)
h h
v(t, x, 5) =0, v(t, x, 5) =0, pour 0 <z < H. (5.16)

Comme précédemment, on met sous forme sans dimension le systéme en introduisant les grandeurs définies
ci-dessus

04(7) + 95 (53) + 0 (50) = 0 (5.17)
07 + 0:(71%) + 03(7i0) + 0 57— 03(7) = 0 (5.18)
00(70) + 05(7ii) + 03(5%) + a 50 (7) = 0 (5.19)
5= Po(p) (5.20)
é= 53 _ {9069 — P+ 0.9)} di. (521)

61



a(F,&(0),9) = ), a(d,€0) + a,) = €0, pour — 2 <j< ¢, (522)

- b - _ b - -
o(t, z, —5) =0, o(t, T, 5) =0, pour &(t) < & < (t) + a, (5.23)
- d d
a(t,0,9) =0, u(t,e,g) =0, pour — <y < 2 (5.24)
- - _d
o(t, z, —5) =0, o(t, T, 5) =0, pour 0 <z <e. (5.25)
avec les deux nombres géométriques sans dimensions supplémentaires
h H
d=— et e=—.
Xo Xo

Ainsi, les solutions du systéme (5.9) — (5.16) dépendant a priori des 9 paramétres physiques et géométriques
P0s Pos PLy X0, Uo, L, 1, H et h,

sont en fait fonction uniquement des 6 nombres sans dimension
Ly=Sx,DR,a,b,d, et e.

o(t) —
Vincomp(t)

exprimer cette courbe en fonction des six nombres sans dimension qui régissent 1
A est continue par rapport aux parametres Ly et DR.

Le cas incompressible correspond au cas x = 0, c’est a dire Ly = 0. Et on a A(t) = 1. Le cas sans fuite
(d =1) (et donc h =1), correspond & un piston 1D, avec A(t) = 0.

Rappelons qu’on s’intéresse a la courbe A(t) définie par A(t) = X—?@(t), et on cherche a

2
T%(t)
e systéme. On suppose que

5.3 Simulation numérique du systéme

5.3.1 Choix des conditions initiales pour la simulation

La masse M a une vitesse initiale ug. On initialise la vitesse du gaz de sorte qu’il n’y ait pas de propagation
de choc a l'instant initial. Pour cela cette initialisation doit vérifier les conditions aux limites imposées par
la vitesse ug de la masse. On prend alors pour vitesse u(0,z,y) un profil linéaire par morceaux en = et
indépendant de y. La figure 5.3 montre l'allure de la courbe z — (0, x,y) pour un y donné. La vitesse
verticale v est initialisée a zéro. La densité initiale est une constante py. Ces valeurs initiales satisfont les
conditions aux limites aux bords intérieurs et extérieurs.

5.3.2 Rappel des formules du schéma VFFC avec maillage fixe

Pour se placer dans le cadre du formalisme d’un systéme de lois de conservation, on note

p
V=|pul,
pU
pu L V2
FV)=|pu*+p| = “//—"’1 +p(W1) |,
puv VoV
Vi
et
v w
cy= ow |=| B2 |
ptp)  \% ()



uloxyl

FIGURE 5.3 — Initialisation de la vitesse horizontale u(0, .,y) du gaz.

o p est la densité du fluide, u et v les composantes de sa vitesse selon e, et e, respectivement, et p sa
pression donnée par une loi d’état p(p). On a alors un systéme de loi de conservation en 2D, sur un domaine
cartésien I' sous la forme suivante

BV + 0, F(V) + 8,G(V) = 0.

On veut résoudre le systéme précédent avec un schéma volumes finis sur un maillage cartésien du do-
maine I'. On écrit le schéma volume fini en intégrant les équations sur une maille K = [x;_1/5 , 2j41/2] X
[yj*1/2 , ijrl/Q] aveclﬁiSNw—letlngNy—lz

/K o,V + /K 0. F(V)+ /K 9,G(V) = 0.

On note (Vi,j) 1<isn, -1 la valeur moyenne de V' dans la maille K, dx; et dy; étant les dimensions de cette
1<j<Ny—1

maille. Alors

d( ) 1 Yjt1/2 ( ) Yj+1/2 Wi )
—Viy) + {/ F(V(t, 24172,y dy*/ F(V(t,zi-1/2,9))dy
dt " dx;dy; Yj_1/2 / Yj—1/2 /

Tit1/2 Tit1/2
w [ e - [ 60 a2 0,

i—1/2 Ti—1/2

On note Fy_y9; = o= [P /2 F(V(t,2_1)9,y))dy, pour (1 < i < Nyet1<j< N, —1)et Gj10 =

Wj Yj—1/2
e f:fll//j G(V(t,x,y;_1/2))dy pour (1 <i< N —1et1<j<N,). Leschéma s’écrit
d 1
Zwi. —(F, R
dt( ,J) + dl‘@( +1/2,5 1/2>J)

1
+ @ (Gj+1/2,z' - Gj—l/z,z‘) =0,

pour 1 <i< N, —-1l,et1<j<N,—L

Un schéma volumes finis correspond & la donnée des formules approchées pour les flux moyens par interface
Fi_1/2,j et G; j_1/2 en fonction uniquement des valeurs moyennes par maille V;;. Le schéma discrétisé en
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temps est

dt
Vij(t+dt) =V, ;(t) — %(Fiﬂ/zj —Fi_1)25)
dt
- dTJj(ijLl/Q,i —Gj_1)2,)-

On décrit dans la suite comment approcher les flux Fj /3 ; et Gj11/2; dans le cadre du schéma VFFC
Soit F;; = F(V;;) et Gij = G(V;;) les valeurs des flux physiques F' et G prises & ’état moyen dans la maille.
Les formules des flux (Fy1/2;) 1<isnva—2 et (G j41/2)1<isn.—1 du schéma VFFC sont données alors par
155Ny -1 155 <Ny -2

F, i+ Fiy1,
Fiii0,5 = %ﬁl] + termes de décentrement,

GG
Giji1j2 = % + terme de décentrement.

Dans le cas du schéma VFFC, le décentrement se fait en utilisant le signe des matrices gradient des flux

physiques
Ap =VyF(V),
et
Ag =VyG(V).
Dans le cas des équations d’Euler isentropique, ces matrices sont donnée par
0 y 1 0 0 1 0
Ap(V)= =1 202 0| =[-«® 2u O],
VaVs Vs Vs —Uv voou
V; Vi W
et
0 0 1 0 0 1
VaVs Va
Ac(V) = VeV v = —w v
2 W Vi 2 _ .2
c - V—TQ 0 2¢ cc—ve 0 2v

Les formules des flux sont alors

Fi;+ Fip, Fig,;— F;
Fip1p0; =—2 7 1 + sign(Ar(pig 1 5)) 32 <,
ot Gii+G G G
i,j INES! . i,j+1 7 Y
Gi,j+1/2 = % + szgn(AG(Mi,ﬂ%))iﬁ 2 ! )a

o f; 15 et ;o1 sont des états moyens pondérés par le volume des mailles

oot = K [Vig + [ Kit1,5| Vi,
e K5 + [ Kisa,4

Y

= K5 Vig + 1K j Vi
s [Kij| + [ Kol

On rappelle que le signe d’une matrice R-diagonalisable A est la matrice définie par

sign(A) = L|A|R,
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ou A la matrice diagonale des valeurs propres, R la matrice des vecteurs colonnes propres a droite de la
matrice A et L est la matrice des vecteurs lignes propres a gauche de la matrice A, avec la normalisation

L.R=1,.
Dans le cas de la matrice Ag, on a les formules

Mouw—c, M =u, )\gqurc,

1 0 1
RF:(rf r¥ r:‘;): u—c 0 u+c ,
v 0 1 v
et P N L
ll % Ec 0
LF=tfl=(-v 0 1
i S 2 0

On dispose de formules similaires pour Ag

N =v—c, \F=v, )\gzv—i—c,

1 0 1
RC = (Tla rs rg) = U 1 U ,
v—c 0 v+c
et G + 1
Iy S 0 5
o= (i) = (2 0 X
lg; —u 1 0

5.3.3 Schéma VFFC-ALE pour le probléme du piston

Dans cette section, on présente un schéma numeérique volumes finis adapté a la résolution numérique du
systéme (5.9) — (5.16). On résout ce systéme en découplant les équations de la dynamique du gaz (Euler
+ condition aux limites), de I’équation du mouvement du piston (5.16). En d’autres termes, on résout le
systéme d’Euler (5.9) — (5.11) et les conditions aux limites (5.13) — (5.16) avec une position x et une vitesse
% du piston fixées & un temps t”, et on met ensuite & jour ces données a l’aide de ’équation pour le piston :

l

1 2
plLXz 7/ ! {pn+l(tvxvy) _anrl(t’X—’_L’y)}dy'

2

Il s’agit donc d’une explicitation en x et x.

La premiére étape de notre algorithme consiste a résoudre les équations d’Euler dans le domaine (2
occupé par le gaz, dont les bords intérieurs bougent suite au mouvement de la masse M. Le couplage avec
le mouvement de la masse se fait via les conditions aux limites imposées par la vitesse de la masse. Sur les
bords extérieurs, la vitesse du fluide est nulle dans la direction normale aux bords. Pour les bords intérieurs,
la vitesse normale du fluide est égale a la vitesse de déplacement du bord dans la méme direction. Comme
précédemment, on note

p
V=|pu]l,
pv
pu L V2
F(V)=|pu?+p|=|%+pW) |,
purv V€/V3
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FIGURE 5.4 — Maillage mobile du domaine €2 occupé par le gaz.

et
v s
GV)= | puw | =|
pv* +p B +p(V)

On obtient un systéme de lois de conservation 2D sur le domaine occupé par le gaz de la forme
OV 4+ 0, F(V)+0,G(V)=0

avec les conditions aux limites définies précédemment : sur les bords extérieurs la vitesse du fluide est nulle
dans la direction normale aux bords, et sur les bords intérieurs, la vitesse normale du fluide est égale a la
vitesse de déplacement du bord dans la méme direction.

On maille initialement le domaine Q avec un maillage cartésien qui exclut la région occupée par la masse
M (voir Figure 5. 4) On note N A — 3 et Nz B — 3 les indices des noeuds en z qui délimitent la région de
la masse, NyA — = et NyB — les 1nd1ces des noeuds, en y qui délimitent la masse dans la direction y.

Les 1nterfaces des mailles bougent dans la direction z pour suivre le mouvement de la masse M. On
considére donc que chaque point z; _1 aune vitesse w; 1= &,_1. La vitesse des points {z;_ 1 ,NxA<i<

Nz B} est donnée par la vitesse de la masse w = ¢ La Vltesse des pomts sur les bords exterleurs T1etxy,
est nulle. Un exemple de I'état du maillage & un instant ¢ est donné dans la figure 5.4. Dans les 51mulat10ns
numériques, on choisit la vitesse w1 de sorte & avoir un maillage qui reste uniforme par morceau :

w; 1 =1. 5
T2 NzA
pour 1 <i< NzA -1, .
Wz‘—%zf
pour NzA <i< NzB, et '
£
o, =(Ne—i)——=>
wioy = WNe =)= 5

pour NzB+1<i< Nzx.
Dans ce qui suit on suppose que cette vitesse w est quelconque. On écrit le schéma volumes finis en
intégrant les équations sur une maille mobile K(t) = [x;_1/2(t) , @ip1/2(t)] X [Yj—1/2 » Yj+1/2]. En notant
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w;—1/2(t) la vitesse de déplacement des noeux, et dx;(t) et dy; les dimensions de la maille K (), on a

8tV+/ 81;F(V)+/ 0,G(V) =
K(t) K(t) K(t)

donc
d Yj+1/2 Yjit+1/2
GV = e [ V@O wdy e [ V0.0
K(t) Yj—1/2 Yj—1/2
Yit1/2 Yi+1/2
L A e N I { E R ) Y
Yj—1/2 Yj—1/2
it1/2(t) it1/2(t)
+ / G(V(t%yjﬂ/z))dx—/ G(V(t,x,y;_1/2))dz)
xi_1/2(t) xi_1/2(t)
= 0 (5.26)

On note (V;;(t))1<i<n,-1,1<j<n, -1 la valeur moyenne de V' dans la maille K () et on discrétise en temps
comme précédemment

K(t+dt)|V; j(t+dt) — |K(t)|V; ;(t Yjt1/2 j+1/2
|K( Vi ( = ) —IK@®Vi () Wz‘+1/2(t)/ J V(t, ziq1/2(t), y)dy + w; 1/2(t)/ V(t,i_1/2(t),y)dy
Yi_1/2 Yi—1/2
Yj+1/2 j+1/2
+ ([T RV p @iy - [T FE 0.0y
Yj—1/2 Yj—1/2
it1/2(t) @iy /2(t)
+ / G(V(t,®,yj41/2))dx —/ G(V(t,,y;-1/2))dx)
@;_1/2(t) @;_1/2(t)
= o. (5.27)

Le schéma s’écrit alors

[t + Vit d0) = [KOWVas (0 + dtwigaga [T Vit p®)dy = dtwiae [ Vit a0, 9y
Yj—1/2 Yj—1/2
= at( [T P G p@dy — [T PV a0, )y
Yj—1/2 Yj—1/2
i (t) T, (t)
[T Wty = [T G (4w 2)an).
i—1/2(t) @;_1/2(t)
On introduit les flux moyens sur les interfaces F;_;,5; = dy fyy7+11//22 F(V(t,z;—1/2(t),y))dy pour (1 <
J J
i < Ng)et (1 <j<Ny—1),et G _12= dng o) N 1+11//22 G(V(t,z,yj—1/2))dy pour (1 < i < N, —1) et
(1 <j < N,), ainsi que la nouvelle moyenne par interface
1 Yj+1/2 ) )
Vicija; = T/ V(t,zi_1/0(t),y)dy (1 <i<Ngy1<j<N,—1).
Yj Yj—1/2
Alors
dai(t + dt) Vi j(t +dt) = dwi(t) Vij(t) + di(wirr/2Vigre,; —wic1/2Vie1/2,5)
— di(Fig1y25 — Fic1y25)
e — G-
—  dtdz(t) L2 Thiml2 (5.28)
dyj
soit
dx;(t + dt) [Fis1/2.5 — wit172Vis1/2,5] — [Fic1/2,5 — wi—1/2Vi1/2,5]
—— Vit +dt) =V, ;(t) — dt. - . - -
dmi(t) l,J( + ) ZJ() dxi(t)
G; -G
— AR e (5.29)

dy;
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La donnée d’un schéma revient & choisir des formules approchées pour les moyennes des flux F et G et
létat V' sur les interfaces, en fonction des états moyens V;; sur les mailles. Pour ce faire, on utilisera une
généralisation du schéma VFFC au cas de notre maillage mobile, pour approcher les flux dans la discrétisation
(5.29). Pour les flux selon e, les interfaces sont fixes et on utilise les mémes formules que pour VFFC

Gijr1 — Gi,j)

5 .
Pour les flux selon e, on choisit de prendre la méme matrice de décentrement pour le flux F' et le flux wV,
A savoir

Gij+Gij+1 | .
Gijr1/2 = % + sign(Ac (k4 1))

Fi;+Fi ) Fi, — F,
Fiviyzg = % * SZgn(AX(“H%,j’Wz‘Hm))%
: Vii+V v v
0,3 i+1,7 . i+1,j — i
Vit1/2,5 = wfwﬁ + szgn(Ax(,uH_%’j,wi+1/2))%7
ou
Ax(V,w) = Ap(V) — wly.
Dans notre cas du systéme d’Euler, la matrice Ax (V) est donnée par
—(,,JV2 1 0 —w 1 0
Ax(V) = 02_722 2%_‘” 0 =l - 2u—w 0
_ V2V31 Vs Vo w —ww v " w
V12 Vl V1

Les vecteurs propres a gauche et a droite sont les mémes que pour la matrice Ag, avec
M=u-—w-c, N =u—w, \y =u—wte

Le schéma Euler-ALE présenté ci-dessus est, par construction, un schéma conservatif. Les résultats numé-
riques présentés dans ce travail ont été obtenus en utilisant ce schéma. On présentera dans la section 5.3.4
une analyse de stabilité linéaire de ce schéma dans le cas 1D et la condition CFL & respecter qui se déduit
de cette analyse.

5.3.4 Stabilité linéaire du schéma VFFC-ALE en 1D

Dans cette section, on cherche une condition de type CFL pour assurer la stabilité du schéma VFFC-
ALE présenté dans la section précédente. L’analyse de stabilité est réalisée dans le cadre linéaire, et en une
dimension d’espace. On considére donc une équation d’advection scalaire

u+co,u=0, z€R, (5.30)

avec vitesse ¢ constante, et un maillage de I'espace U; M; = Ui[xi_%xi+%]. On note h = min, ,, dz}". On note
At le pas de temps, et w; 1/ la vitesse du point ;1,5 du maillage. Les formules volumes finis (discrétisées
en temps) s’écrivent

dx;(t + dt)
dl‘i (t)

[Fiv1/2 — wir1/2Uip12] — [Fio1/2 — wi_1/2Ui—1/2]
dl‘z(t) ’

avec u; 1 = u(l, ;1) et Fi 1 = cu(t,z;;1). Le schéma VFFC-ALE est alors

Tt uftt = da uf = At [diajs — dicrya) s (5.31)
avec les flux numériques VFFC-ALE
)'Ui + Uig1
2
Yru; + (¢ — Wiy 1) Uig1.

Ui41 — Uy

¢i+% = (c—wy 9

fsign(cfwﬁé)(cfwi_s_%)

Nl

=(c—wiy

N|=
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On peut simplifier la formule du schéma comme suit

daptt uptt =dx} uf — At [¢is172 — di—1/2]
=dz?T ul — At [wips —wi_aJui — At [ (c— wi+%)+u? +(c—wiy1) uiy
)"uy |

=dz}T ul + At {f(c - wH_%)*u? —(c—wip1) uihy + (c— wi+%)u’?}

i— i—1 (c_wi—

— (c—w %)Jrun

F AL [(e—wimy) Uiy + (e —wiy) el (e—wy)uf]

1—

et donc
dz™! !t = dg Tyl o+ At [(c —wp) (W =) (e —wy )T (Ul — un)} . (5.32)

g 2 2 -

Proposition 5.3.1. Le schéma VFFC sur maillage mobile (5.32) est stable pour la norme L? sous la

condition CFL A .
t .
|C_wi+%|7 < § VZ,V’I’L. (533)

Sous la méme condition le schéma vérifie les critéres de stabilité

1
maxu] ! < maxul Vn,
3 3
et
minu? < minu?*tt .
7 7
Preuve:

On note u™ la solution discréte au temps ¢", constante par morceaux sur chaque maille. On considére la
norme L? de u" :
mn __ n(, n\2
E" = g da?(ul)=.
i

On suppose que E° est fini et on montre que E™ est décroissante sous la condition (5.33). En utilisant (5.32),
on peut écrire

Entl _pn = Z(dm?ﬂ —dz™)ul % + de?“[u?“ 2l

:AtZ[(C*Wi—%)*(C*wzﬁ-%)]u? 2

n At 2 _ 2
et () [(em iy ) + o= ) Tty - )
i i

+ day T 2u. (dm"“) [(e—wip)™(uf —uiyy) + (e —wi_ )" (ufy —uf) |.

(2

D’autre part, on a



Donc
n+l n __ — w1 n 2 _ n 2
E E™" = At E (c—w;1)(u u g %)

+ 2(6 —w; )" (g = )up g 420 — w0 (uty - uu

‘_5

At? _ 2
+ Z n+1 Wi+%) (ui —uiyq) + (c— Wi—%)Jr(u?—l —uf) |
= — ZAﬂC - %‘—% (uf — u?71)2
i

AtQ — ()N n +(,n n 2
+ Z n+1 c—wip1) (uf —uiy) + (e —wi_ 1) (uly —uf) 7
Sous la condition (5.33),
BB <=3 Atle—w_y| (uf — )’

On a ainsi démontré la stabilité L?. Pour montrer que le schéma (5.32) vérifie le principe du maximum on
remarque qu’il peut étre réécrit
At
+1 -
uj = [1—CM+1((C—%;)+—(C—%+;) )} ;!
3

At

+
+ g (=)o

uiy — (c— %’+%)_uzn+1> :

Sous la condition (5.33) on voit alors que

. At ] o
wt o< [1dx?“(<c%—;>+<cwi+;> )]”

At -
+W ((c - wi7%)+ —(c— wi+%) )maxu?

K3

< maxu.
K3

|
Pour une analyse plus compléte du schéma upwind sur maillage mobile pour 1’équation d’advection
linéaire, on peut se référer a [8, 9].

5.3.5 Traitement des conditions aux limites de type mur par méthode des flux
normaux

On présente dans cette section la discrétisation des conditions aux limites données sur les bords du
domaine Q. Cette discrétisation est faite en suivant approche des flux normaux introduite dans [10, 11].
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Conditions aux limites sur les bords extérieurs de (2

Bords horizontaux

Sur ces bords on impose une vitesse nulle selon e, : v = 0. On a besoin des flux entrant ou sortant des
interfaces G 12 et Gy n,—1/2 (1 <7 < N, —1). Les formules de ces flux par la méthode des flux normaux
sont, obtenues en résolvant les équations

19(Vin).Giage = 1§ (Vin).Gin, (5.34)
et
l:?(Vi,Nyq).Gi,Ny_l/z =1§(Vin,—1)-Gin,—1, (5.35)
p 0
avec G ny-1/2 = G(V. ny-1/2), €t V. n,-1/2 de la forme V],—o = | pu | et donc G, n,-1/2 = 0 i
Lo1)2 L2 L2 0 L2

pi Ny—1/2
vo1/2

s’agit donc de calculer p; 1,2 et p; v, —1/2 en résolvant chacune des deux équations scalaires a une inconnue

(5.34) et (5.35).

Bords verticaux

Sur ces bords on impose une vitesse nulle selon e, : u = 0. On a besoin des flux entrant ou sortant des
interfaces Fy /o ; —wi/2,;Vi/2,5 €t Fn,—1/2,; —WN,—1/2,jVN,—1/2,; (1 <j < N, —1). Les formules de ces flux
par la méthode des flux normaux sont obtenues en résolvant les équations

(Vi) (Fiyaj —wijziVijes) =1 (Vi) (Fij —wi Vi),

et
1 (VN —15)-(Fn, 1725 — WN,—1/2VNe—1/2.3) = 15 (VN,—1,5)-(FN,—1.5 — WN, 1, VN, ~1.5);

p 0
avec Fn, 172 . = F(Vn, 1,2 ), et Vv, 1/2 . dela forme Viemw=0=10 ], et donc F'v,—1/2 . = | PNa-1/2 5
1720 7 1720 172 ov 172" 162 ’

et Wry-1/2 ;= 0. Pour les valeurs des w1 ; et wy,—1,; on interpole les vitesse des interfaces
1/2

w3/2,j

WNz—3/2,j
5 —_—

2

wi,j = et WNo-1,; =

Il s’agit 1a aussi de calculer des pressions p; /3 ; et py,_1/2,; en résolvant les deux équations scalaires a une
inconnue.

Conditions aux limites pour les bords intérieurs

Bords horizontaux

Sur ces bords on impose une vitesse nulle selon e, : v = 0. On a besoin des flux entrant ou sortant des
interfaces aux bords G; nya—1/2 et Gy nyp—172 (N2zA < i < NoxB — 1). Les formules de ces flux par la
méthode des flux normaux sont obtenues en résolvant les équations

l?(Vi,NyB)Gi,Nqup = 15 (Vi.nys)-GinyB)

et
1§ (Vinga-1)-Ginga—172 = 1§ (Vi nya—1)-Ginga—1,
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p

avec G, nvya—12 = G(V, vya1s2), et V. vya—1/2 de la forme Vi—g = |pu|, et donc G, vya-1/2 =
U NyB—1/2 v NyB—1/2 U NyB—1/2 0 ' NyB—1/2
0
0
P, NyA—-1/2
¥ NyB—1/2

Bords verticaux

Les noeuds au niveau des deux bords horizontaux , 4_1 et 2y, 5_1 ont une vitesse égale a x(t). Il faut
NzA—3 NzB—3

donner les flux Fiy, 41 ; — WnaB-1/2,jVNaB-1/2,j € Fnpp_1; — WNoa-1/2,jVNza-1/2,; pour NyA < j <

NyB — 1. Les formules de ces flux sont obtenues par la méthode des flux normaux en résolvant les équations

5 (VNen,j)-(FNeB-1/2.; — WNeB—-1/2,;VNeB-1/2.) = 1 (VNaBj)-(FNaB,j — WNoB,;VNaB,j), (5.36)

et

l:f(VNzA—l,j)(FNmAA/z,j — WNzA-1/2,]VNzA—1/2,5) = B (VNea—15)-(FNea—1; — WNeA—1.;VNzA-14),

(5.37)

p
avec Finoa-1/2 - = F(Vyea-1/2 1), et Viveaor/z . dela forme Vg = | pX(t) |, wnea—1/2 ;= %(t), et donc

NaB—1/2°] NaB—1/2°] NzB—1/2" NaB—1/2°]
pv
0
FNzA71/2 . — W _ ‘VN:A—l/Z .= | PNzA-1/2
NaB—1/2° NozA=1/2,j NaeB—1/2° Nm1361/273

Et on a encore une fois une pression a calculer a chaque bord en résolvant (5.36) et (5.37). Pour définir les
valeurs des wn;B,; et wyza—1,; dont on a besoin dans ces équations, on interpole linéairement les vitesses

des interfaces

LUNxB+1/27j +X(t) N o WNwA73/2,j —|—X(t)
9 ’ rA—1,j 2 .

WNzB,j =

5.3.6 Exemple de résultats numériques

On présente dans ce paragraphe les résultats d’un cas test qu’on appellera par la suite cas test 1. Le
domaine 2 est un rectangle de dimension 3m x 3m. Les valeurs des paramétres utilisées sont

po=1, p=1000 , po=810" , ug=4 ,

xo=1,L=05,1l=1,H=3 eth=0.3.

On suppose que le gaz est un gaz parfait de paramétre v = 1.4. Ainsi pour ce cas on a les valeurs des nombres
sans dimensions suivantes :
S=001 , DR=10"3 , x=1/y

a=05 ,b=1,d=3 ete=23.

Pour le schéma numérique, on choisit pour discrétisation initiale de l’espace un maillage régulier de pas
hy = 0.02 et hy, = 0.02. Le pas de temps est fixé avec un nombre CFL de 0.3 donné par la condition dans
la proposition (5.3.1)

At t
max lei — wii%|7 =0.3, et m?x|ci|h—y =0.3.

72



Pour le choix de la vitesse du maillage, on garde un maillage immobile dans la direction y, régulier
avec le pas initial h, et un maillage dans la direction z régulier par morceaux dans les intervalles [0,x(¢)],
[x(¢),x(t) + L], et [x(t) + L, H]. En d’autres termes, les vitesses w;_1 sont données en fonction de la vitesse

%(t) du piston par
1—1

w1 = x(t).m pour 1<i< NzA, (5.38)
w1 = x(t) pour NzA<i< NzB, (5.39)
Nzx —1
=% <i< .
wi_1 x(t) No—NiB pour NzaB <i< Nz, (5.40)

ot les indices Nz, NxA et NxB ont été introduits dans la section 5.3.3 et la figure 5.4. La vitesse du piston
au cours du temps est représentée par la figure 5.5. La vitesse moyenne de fuite du gaz sous le piston définie
par

1 @ l
o(t) = @/0 v(t,ac,—g)da: (5.41)

est représentée sur la figure 5.6. La figure 5.7 donne A(t), le rapport entre cette vitesse et celle du cas d’un
gaz incompressible, donnée par (4.1).

‘Wite==e du piskonen tonction du temps
-3.7 T T T T

dttity
—— it e

=375

o 0.05 01 01g 0z 0.z5

FIGURE 5.5 — Vitesse du piston pour le cas test 1.

On remarque que la courbe A(t) converge vers la valeur 1 pour les temps grands. C’est & dire que la vitesse
de fuite du gaz s’approche de la valeur du cas incompressible au fur et & mesure que le gaz se compresse. Cela
correspond donc bien & l'intuition physique. On remarque également que le mode transitoire est caractérisé
par des oscillations autour de la valeur limite 1. La figure 5.8 montre la courbe 1 — A(t). Le but du travail
qui va suivre est d’é¢tudier la dépendance de cette courbe par rapport aux paramétres adimentionnés Ly et
DR pour une géométrie donnée.

Pour caractériser la courbe 1 — \(¢), on approche par une courbe d’expression : f,, o(t) = cos(2rwt)e™ >,
avec w la pseudo période des oscillations du régime transitoire et « le taux de décroissance de ces oscillations.
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Vitesses de tuite, 5 =0.01, Dr=0001, ¢ =0.71420
100 T T T

—colpessblke
— incoMpressibla

_m 1 1 1 1

FIGURE 5.6 — Vitesse moyenne de fuite pour le cas test 1.

RAapport vitesse de tuite, 5 =001, Dr=0007, ¢ =0.71420
2 T T T T

0.5

FIGURE 5.7 — Evolution du rapport A(¢) pour le cas test 1.
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Courbe 1-A(t), 5=0.01, Dr=0.001, =1/
1.5 T T T

05 ]

-05 = |

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
FIGURE 5.8 — Evolution de 1 — A(¢) pour le cas test 1.

Ainsi I’étude des variations de A(t) consistera a donner des lois pour les paramétres w(Ly, DR) et a(Ly, DR).
On utilise la transformée de Fourier pour trouver les paramétres w et o de la courbe f, o approchant
1 — A(t). Plus précisément on utilise la transformée de Fourier discréte (TFD) sur les signaux discrets que
donnent notre simulation numérique (1 — A(t")), <, <y, €n re-échantillonnant éventuellement ces valeurs sur
une séquence réguliére t" = to + k dt par interpolation.

On a tout d’abord la proposition suivante :

Proposition 5.3.2. La Transformée de Fourier Discréte d’un signal yr, = exp(2imwty)e” %% avec t), = k‘%,

0<k<N-—1est

v — 1 — exp(—aTy)exp(2inwly)
- exp(—%f))exp(—%ﬂ

n_wa), 0<n<N-1.
N

Sim = wly €N, alors le module |Y,,| est mazimal pour cet indice et l'amplitude mazimale vaut

1 —exp(—aTy)
|Ym| = an) .
1 —exp(——f

Preuve:
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On calcule la TFD du signal (y)x

i

—2imnk
R S )
k=0
N-1 )
Ty Ty —2imn
= 2 —aN
2 [exp( zwwN)e exp( N )

0
1 — e “Trexp(2irwTy)

aT °
1- e‘Tfexp(—2i7r7"_;\‘;Tf)
Remarque 5.3.1. Pour les courbes 1 — A(t) des simulations qui vont suivre, on a w >> 1 et Ty ~ 1. Il est
donc raisonnable de chercher une approximation de w parmi les valeurs T%, p € N. Ainsi dans la suite, on
suppose toujours que w1y = m € N. L’indice correspondant & l’amplitude mazimale permet alors de calculer
w.

Remarque 5.3.2. 1l est difficile d’utiliser directement la valeur du module maximal |Y,,,| pour retrouver «.
Cependant si l’'on suppose que N >> oy >> 1, alors

N N
Y|~ —(1— —aTy)) ~ —.
Yorl ~ o (1= exp(—aTy)) ~ o
La figure 5.9 montre la TFD du signal 1 — A(t*) pour le cas test 1 présenté ci-dessus. On remarque que
le maximum de la courbe peut étre facilement distingué.

Single-Sided Amplitude Spectrum of y(t)

016 B

014 &l

012 =

01 B

[Y®l
=
s
1

0.06 =
0.041 B
002} L .
0
1 | 1 1
0 2000 4000 6000 8000 10000
Frequency (Hz)

FIGURE 5.9 — Spectre de la courbe 1 — A(t).

On vérifie numériquement que les solutions du systéme ne dépendent que de Ly et DR. Si on trace la
courbe de 1 — A(t) pour plusieurs valeurs de L; et pour une valeur de DR fixée, on remarque que les courbes
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1 — X(t) oscillent et tendent vers zéro plus rapidement quand Ly — 0, comme on le voit dans la figure 5.10.
On remarque le méme type de comportement lorsque ’on fait tendre DR vers zéro a Ly fixé. Dans la section
suivante on s’intéressera alors & donner des modéles pour les paramétres w(Ly, DR) et a(Ly, DR) dans la
limites Ly —+ 0 et DR — 0, c’est & dire au voisinage du cas incompressible.

1.5

i W% WﬁMWMWWWWW N

0r 0<-S7q b

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

FIGURE 5.10 — Courbes A(t) pour différentes valeurs de Ly = S/, avec DR = 0.001.

5.4 Analyse paramétrique

5.4.1 Dépendance de w et a par rapport a Ly et DR

Le but de cette section est de présenter des modeéles pour les courbes w(Ly, DR) et a(Ly, DR). La
démarche est la suivante : On garde la géométrie du cas test 1 présenté dans la section précédente, et on
modifie les valeurs des paramétres physiques de sorte a changer les nombres sans dimension L et DR .
Alinsi, pour étudier la dépendance des paramétres w et « caractérisant la courbe 1 — A(t), on réalise une
batterie de simulations avec 14 & 15 valeurs de Ly, pour plusieurs valeurs du rapport de densité DR.

Présentons d’abord les résultats obtenus pour une valeur de DR = 0.001 et plusieurs valeurs de Ly. La
courbe dans la figure 5.11 montre la pseudo-période w obtenue par TFD sur la courbe 1 — A(¢) pour plusieurs
valeurs de L¢. La figure 5.12 montre le taux de décroissance exponentielle a pour les mémes valeurs de L.
On remarque alors que les courbes w(Ly) et a(Ly) tendent vers l'infini exponentiellement quand Ly — 0.
Ainsi, dans la suite, on s’intéressera aux variations des w et « en échelle logarithmique.

On réitére la méme démarche pour plusieurs valeurs de DR

DR =5.10"%10"3,4.1073,5.107% et 1072

Dans la figure 5.13 on trace les courbes w(Lys) en échelle logarithmique pour chaque valeur de DR. On
remarque que les courbes sont quasiment des droites dont les pentes sont données approximativement par
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FIGURE 5.11 — Pseudo-fréquence de 1 — A(¢) en fonction de Ly = S/~, dr = 0.001.

valeur de o en fonction de S, dr = 0,001
@ T T T

(] 002 004 006 008 01 012 014 016

FIGURE 5.12 — Taux de décroissance de 1 — A(¢) en fonction de Ly = S/, dr = 0.001.

les valeurs [—0.4958, —0.4841, —0.4883, —0.4904, —0.4926]. On en déduit alors que la pseudo période w est

une fonction de \/%, autrement dit on a
i

_ C(DR)
= N7, .
On trace dans la figure 5.14 la coefficient C(DR) pour les courbes précédentes. On remarque qu’il s’agit

14 aussi d’une droite. Le calcul de la pente donne —0.4895. Ainsi on en déduit qu’on peut approcher la
pseudo-période w par

C
VL;DR’

ou la constante C' ne dépend que de la géométrie a travers les nombres sans dimensions a, b, d et e. Pour la

w ~
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parametre o de la courbe A() en fonction de L,

10 T T T
a=001 H
—&—dr=0005 |
——dr=0004 [|
dar=0001 [|
— - dr=0.0008
o' e -
10 - -
10'
0t 10

FIGURE 5.13 — Variations de w en fonction de Ly et DR.

FIGURE 5.14 — Coefficient C'(DR) en fonction DR.
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parametre o de la courbe 1-A() en fonction de Ly

0t 10° a0?

FIGURE 5.15 — Variations de o en fonction de Ly et DR.

batterie de cas test utilisés, on a obtenu C = 0.464.

On trace de la méme maniére les valeurs du taux de décroissance exponentielle a pour plusieurs valeurs
de Ly et DR. On a la famille de courbes présentée dans la figure 5.15. Les pentes obtenues dans ce cas sont :
[-0.3451 , -0.3501, -0.3854, -0.4203, -0.4659] rangées selon les valeurs décroissantes de DR. On remarque
qu’ici la pente n’est pas constante mais s’approche de la valeur % quand DR tend vers 0. Le modéle obtenu

pour « est alors de la forme a = cl(DR).L;Z(DR) ou les coefficients c¢; et ¢y sont tracés dans les figures 5.16.

5.4.2 Conclusion de I’étude paramétrique

Dans cette section, on a présenté et étudié un schéma numérique adapté au probléme particulier du piston
2D. On a démontré par une analyse dimensionnelle que la solution de ce probléme dépend uniquement des
nombres sans dimension DR et Ly = S.x. Ceci confirme et est cohérent avec les résultats obtenus dans [1],
ou par voie de simulation numérique, les auteurs montrent que le changement d’échelle entre deux échelles
différentes doit conserver a la fois les nombres DR, S, et x. En effet, dans I’étude de [1], le phénomene P2 de
piégeage du gaz (gouverné par le nombre S) est aussi pris en compte et la solution ne dépend plus seulement
de S.x mais de S et x séparément.

En réalisant une série de simulations pour le probléme du piston 2D avec le schéma, proposé, on a obtenu
dans le cas d’un piston avec vitesse initiale et sans prendre en compte la gravité, un modeéle d’évolution en
temps de la vitesse moyenne de fuite du gaz sous le piston

x(t)
U= X(1t>/0 u(t, x, —é)dx = A(t)

et la courbe A(t) a été approchée par une formule
NPELr (1) =1 —exp (—aDR’Lft)cos (QWwDR’Lft) .
Le modéle obtenu pour la fréquence w est assez simple

WPRLy — L
JL; DR

Pour oP®Ls on peut également supposer une dépendance en /L ¢ dans la limites d’'un gaz faiblement
compressible, avec un coefficient dépendant de DR.
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Chapitre 6

Cas de chute verticale

On s’intéresse dans cette section au cas d’une masse en chute libre sous 'effet de la gravité sans vitesse
initiale. La géométrie du probléme est décrite dans la figure 6.1. Comme dans le cas horizontal, la vitesse

moyenne de fuite du gaz sous la masse dans le cas incompressible est donnée par v(t) = ﬁ fox(t) v(t, x, %)da: =

l;x((tt)), et on s’'intéresse & modéliser cette méme vitesse v,, (t) = ﬁ fox(t) u(t, z, é)dz dans le cas d'un gaz

faiblement compressible.

at + L

#(H g

miliey gazeux

’ 7 7

FIGURE 6.1 — Piston vertical : masse en chute libre.
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6.1 Equations du systéme

Ecrivons les équations décrivant le systéme :

O¢(p) + 0z (pu) + Oy (pv) =0,

Oe(pu) + 0=(pu?) + 0y (puv) + 0a(p) = —pyg,
i (pv) + 0u(puv) + 9y (pv*) + 9y (p) = 0,

l

. 1 [z
piLx = —pLg + 7/ l {p(t,x,y) — p(t,x+ L,y)} dy.

-2

Les conditions aux limites sont

U(t7X(t), y) = X(t)a u(t,x(t) + L7y) = X(t)7 pour — 5 S Yy S 57
l l

v(t, x, —5) =0, v(t, z, 5) =0, pour x(t) <z < x(t) + L,

u(t7 07 y) = 07

et les conditions initiales homogénes
u(t=0)=0 ,v(t=0)=0, p(t=0)=p,
p(t=0)=po, x(t=0)=x0, X(t=0)=0.

On quantifie comme précédemment la compressibilité du gaz par le module de compressibilité x = 2% et

PoCyH
on étudie le cas y petit.
6.2 Adimentionnement du systéme
On introduit les grandeurs adimentionnées
- x - Y x(t
r=—5 Yy=_— §(t>: <)a
Xo Xo Xo
- p ~ t U v p
pP=— t:77 U=— V=—, P= 2
0 T uy uy PoCH
avec le temps caractéristique (temps de chute libre) 7 =, /X?“, et la vitesse caractéristique u; = %2 = |/gxo.
On obtient le systéme suivant
9;(p) + 0z(pu) + 05(pv) = 0,
e o J a ~ ~
9;(pa) + 0z(pu®) + Oy(puv) + S-XTR%(I)) =-p
e J e a ~
B(pv) + 0 (puv) + 93(p0*) + S-X-TR&;@) =0,
p=P(p)
=St g | ApEED) ~ Bl E+a0)}di
2 " Sx.b ) P, 6y bt a,y Y,
avec les nombres sans dimensions S = p;fxf = % , DR = ’;—‘l’ , Q= )TLO , b= Xl—o, les conditions aux limites
- . _ b
u(t7£(t)7y) = g(ﬂ? U(t,f(t) + a7y) - f(t)a pour — 5 S Yy S §a
- b - _ b
U(t7j7_§) :05 U<t7ja§) 207 pour f(t) SIZ‘ S{(t)—i—a,
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et les conditions initiales homogenes 4(t =0) =0 ,0(t=0)=0, pt=0)=1, ¢t=0)= %, Et=0) =

1, §(t =0) = 0. La loi Py dépend de la loi d’état choisie pour le gaz comme dans le cas du piston horizontal.
2

2L DR et a et b,

22
poxocg’

La solution du systéme ne dépend donc que des nombres sans dimension Ly = S.x =

6.3 Etude numérique

Comme précédemment, on se place pour I’étude numérique dans le cas d’'un domaine borné avec des
conditions aux limites de type mur imposées aux bords. On résout le systéme d’équations d’Euler par
le schéma VFFC-ALE présenté précédemment, en le couplant de maniére explicite avec les équations de
mouvement de la masse M. Ici encore, le maillage bouge dans la direction = en restant uniforme par morceaux.

e gk NN Y2 -2

FIGURE 6.2 — Piston vertical dans un domaine borné et exemple de maillage initial.

RAapport vites=se de tuite, 5 =0.05, Or=0001, x=0.71423
1.4 T T T T T T

0.&F B

OB B

04 g

0.2 B

o ons 01 015 0.2 0.25 03 0.35

FIGURE 6.3 — Courbe A(t), Ly = S/v, S = 0.01, DR = 0.001.
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FIGURE 6.4 — Effet de la valeur de Ly = S/~ sur la courbe ()

6.4 Résultats numériques

temps de decollage de la courbe A(t) en fonction de Lf
10° T T

=0.05
=0.01
=0.005
=0.001

FIGURE 6.5 — Variations de 7 en fonction de L et DR

On s’intéresse a la vitesse moyenne de fuite sous le piston, et au rapport entre cette vitesse et la valeur
dans le cas incompressible A(t) = %85) = Um(t)?;’—((tt)) On cherche une loi donnant A(t) en fonction de
Ly = Sx << 1et DR << 1. Pour une simulation avec les mémes données que le cas test 1, sans vitesse
initiale et avec une accélération de pesanteur g = 9.8 selon —e,, on obtient la courbe A(¢) présentée dans la

figure 6.3. On remarque que cette courbe tend vers zéro aprés un mode transitoire oscillant. On remarque
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pente maximal de la courbe A(t) en fonction de Lf
10 T T

—===dr'= 0,05
dr=0.01
dr=0.005

—&—dr=0.001

FIGURE 6.6 — Variations de dl en fonction de Ly et DR

aussi que la valeur A(t) reste presque nulle au bout d’un temps initial avant de décoller et croitre vers
la valeur 1. En modifiant les valeurs du paramétre L; et en les faisant tendre vers zéro, on voit que les
courbes A(t) tendent plus rapidement vers la valeur limite 1, et le temps de latence initiale devient plus
petit. Physiquement cela signifie qu’initialement le gaz se compresse sans fuir sous 'effet de la vitesse du
piston (A = 0), puis un régime transitoire s’amorce pour enfin atteindre le cas limite A = 1 ou la fuite se fait
a la vitesse moyenne du cas incompressible donnée par la formule (4.1).

Pour caracteériser les courbes A(t), on définit les parameétres suivants : 7 'instant ou la courbe ’décolle’ et
dl la pente maximale sur la partie ascendante de la courbe. On cherche des lois pour 7, dl en fonction de Ly
et DR. Pour un ensemble de valeurs de Ly et DR on réalise une batterie de simulations, on détermine les
paramétres 7 et dl et on les trace en fonction de Ly en échelle logarithmique, pour chaque valeur de DR. On
obtient alors les deux familles de courbes pour 7 et dl présentées dans les figures 6.5 et 6.6 respectivement.

Pour la famille de courbes de 7 on obtient pour le cas test réalisé les valeurs suivantes des pentes : [0.4991
, 0.4497 , 0.4998 , 0.5000]. 11 s’en suit qu’on peut modéliser 7 par une formule : 7 = C(DR)./Ly. En tracant
la variation du coefficient C(DR) en échelle logarithmique en fonction des valeurs de DR on obtient encore
une droite comme on le voit sur la figure 6.7. La pente obtenue (= 0.4988) est trés proche de la valeur %
Ainsi on retient comme modéle pour 7 la formule

T = Clx/LfDR,

ou C ne dépend que de la géométrie du probléme. A titre indicatif, pour le cas test présenté, on a obtenu
une valeur C7 = 0.3667.

Pour les courbes de dl on a également des valeurs de pentes quasi-constantes [ —0.5036 , —0.5017 , —0.5009

, —0.5002 |, et on retient pour modele la formule dl = %. La figure 6.8 montre la courbe de log(c(DR))
s

en fonction de log(DR). La courbe peut étre approchée elle aussi par une droite de pente = —0.4900. On
retient donc pour modéle de dl la formule

_ G
V/LiDR’

ou (5 dépend de la géométrie. Pour le cas test présenté, on a obtenu une valeur Cy = 1.698.

dl =
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FIGURE 6.7 — Variation du coefficient C(DR).

FIGURE 6.8 — Variation de ¢(DR) en fonction de DR en échelle logarithmique.

6.5 Conclusion du cas piston vertical

En réalisant une série de simulations pour le probléme du piston 2D avec le schéma proposé dans la
section 5 (en prenant en compte le terme source de gravité), on a obtenu dans le cas d’un piston vertical, un
modéle d’évolution en temps de la vitesse moyenne de fuite du gaz sous le piston

I

b
—~

o~
~

~ 1 x(t) l J
U= m/o v(t,x,—i) T

87



Dans le cadre de ce modeéle, la courbe A(t) a été approchée par une fonction ayant l’allure de la courbe de la
figure 6.9, oul 7 est un temps de réponse du gaz pendant lequel celui-ci se compresse sans fuir sous la masse,

Alth

ax t

FIGURE 6.9 — Allure de la courbe A(t) dans le modéle proposé pour le piston vertical.

et dl la pente avec laquelle la courbe A(t) rejoint la valeur limite 1. Les modéles obtenus pour le temps de
réponse 7 et la pente dl sont assez simples

PPRLs = 0y /I DR,

et
dlDR,Lf o C2

- /L; DR’

Ce modéle permet donc de compléter le modéle simplifié de Bagnold 2D avec fuite dans le cas avec gravité.

88



Chapitre 7

Perspective de I’étude paramétrique :
Etude du voisinage du moment de
I'impact

On a vu dans les deux chapitres précédents que les courbes de A(t) obtenues montraient deux régimes
successifs de la vitesse de fuite. Le premier est un régime oscillatoire caractérisé par des oscillations de A(t)
a amplitude exponentiellement décroissante autour de la valeur 1. Dans ce régime, la compressibilité du gaz
joue un role important bien que le nombre de Mach soit faible a cause des faibles valeurs des vitesses. Le
deuxiéme régime est caractérisé par une stabilisation de A(¢) a la valeur 1. Le gaz fuit alors sans se compresser
a la vitesse moyenne donnée par
O Lx(t)
C2x(t)’

Dans cette phase on peut dire que la compressibilité du gaz n’a plus de role, et le gaz étant comprimé par
le mouvement de la masse lors du premier régime devient presque incompressible.

La formule (7.1) implique que la vitesse de fuite ©(t) tend vers +o0o quand x(t) s’approche de zéro, c’est
a dire quand la masse devient trés proche du sol. Ceci ne semble pas étre possible physiquement. En effet,
la vitesse d’écoulement du gaz compressible ne peut augmenter indéfiniment, mais doit étre controlée par
la vitesse du son du gaz. Pour vérifier cette intuition on doit simuler et étudier le systéme au voisinage du
moment d’impact de la masse avec le sol. La figure 7.1 montre Pallure de la courbe A(t) quand la simulation est
menée pour un temps assez grand dépassant le moment d’impact en chute libre. On voit donc conformément
a l'intuition physique un troisiéme régime de fuite, caractérisé par une chute de la valeur de A(t) = %
vers 0.

(t) = Uincomp(t) (7.1)
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FIGURE 7.1 — Courbe A(t) simulée pendant un temps au dela du temps de chute libre.

7.1 Validation en 2D par comparaison au code Flux-1C

Pour valider les résultats obtenus précédemment par notre code VEFC-ALE dans le cas du piston 2D, et
notamment au voisinage du moment d’impact, on compare ceux-ci aux résultats obtenus par un autre code
numérique développé au laboratoire C.M.L.A. de PTENS-Cachan. 11 s’agit du code Fluz — IC, qui est un code
bi-fluide eulérien. Dans ce code la masse solide est remplacée par une masse liquide trés peu compressible
avec une loi d’état stiffened gaz. La figure 7.2 compare les différentes courbes A(t) obtenues par le code ALE,
et le code Flux — IC pour deux maillages différents. On voit alors une bonne concordance des résultats,
surtout lors des deux premiers régimes de fuites. Le dernier régime est présent dans les trois courbes avec
une chute de la valeur de A(t). Il est toutefois difficile de comparer les deux codes dans ce régime vu que la
masse liquide du code Fluxz — IC' est déformée a ce stade de la simulation et vu que 'impact de celle-ci avec
le sol est un phénoméne beaucoup plus complexe.
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Rapport vitesse de fuite, S=0.1, Dr=0.001, ¢ =0.71428
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FIGURE 7.2 — Comparaison de la courbe A(t) obtenue par le code VFFC-ALE et le code Flux-IC.

Cette comparaison valide néanmoins notre code VFFC — ALE, et montre en outre son intérét. En effet,
le code Flux — IC montre des oscillations non physiques qui disparaissent lorsqu’on raffine le maillage. Dans
le code VFFC — ALE, la courbe est lisse avec un maillage mobile de 150 x 150 mailles uniquement.

7.2 Perspectives

L’étude paramétrique menée dans les deux derniers chapitres et portant sur les deux premiers régimes de
fuite est donc a compléter par une étude paramétrique du régime de chute de A. Ceci permettra alors d’avoir
un modéle de Bagnold complet pour les trois régimes valide jusqu’au moment de 'impact. Cette étude n’est
pas réalisée dans le cadre de cette thése et fait 'objet d’un travail en cours au sein du CM LA. Cette étude
exploitera bien entendu le code ALE — VEFFC développé dans le cadre cette thése. Une fois cette étude
conclue, la construction du modéle de Bagnold 0D constituera 1’étape suivante de ce projet de recherche. La
résolution et ’étude de ce modéle de Bagnold permettra de comprendre I'influence de la fuite du gaz sur les
valeurs maximales de pression atteintes avant ou au moment de 'impact.
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Troisiéme partie

Simulation numérique d’un spray dans
un pipeline courbe
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Chapitre 8

Modeling and Simulation of Thick
Sprays through Coupling of a Finite
Volume Euler Equation Solver and a
Particle Method for a Disperse Phase

Cet article, en collaboration avec L. Desvillettes, J.M. Ghidaglia, et K. L. Nielsen ! est paru dans la revue
Note di Matematica (Note Mat.), 2012, vol. 32, no. 1, p. 63-85.

Abstract

We present here the principles of the coupling between an efficient numerical method for hyperbolic
systems (and non conservative equations arising in multiphase flows), namely the FVCF scheme, on the one
hand ; and a particle method for the Vlasov-Boltzmann equation (of PIC-DSMC type), on the other hand.

Numerical results illustrating this coupling are shown for a problem involving a spray (droplets inside an
underlying gas) in a pipe which is modeled by a 1D fluid-kinetic system.

8.1 Introduction

Sprays are complex flows which are constituted of an underlying gas in which a population of droplets or
dust specks are dispersed, cf. [1]. There are various possibilities of modeling such flows cf. [2]; we wish here
to focus on the case where the droplets are quite small (w.r.t to a characteristic length of the domain which
is studied) but occupy a non negligible volume fraction of this domain (typically between 1072 and 10~ 1). In
such a situation (in which the spray is sometimes called thick, cf. [1]), it is not possible to use a microscopic
modeling (in which the shape of each droplet is computed), cf. [2], and one is led to use a statistical description
of the disperse phase. It is then possible to model the spray by Eulerian-Lagrangian systems (cf. [1], [3])
or Eulerian-Eulerian systems (cf. [4], [5]) : we focus in this work on a typical Eulerian-Lagrangian system
(described below).

Assuming (for the sake of simplicity) that the underlying gas follows the isentropic Euler’s equations for
compressible ideal flows, we now write the equations satisfied by the spray. Denoting by « := a(t,x) > 0,
p = p(t,z) >0, u:= u(t,r) € R? p:= p(t,z) > 0 the respective volume fraction, density, velocity and

1. K. L. Nielsen, Engineering Research & Development Department, ENI E&P Division,via Emilia 1, I-20097 San Donato
Milanese (Mi), Italy.
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pressure of the gas at time ¢ and point z, and by f := f(¢,z,v,r) > 0 the density in the phase space of the
droplets (at time ¢, point z) of velocity v and radius r, we end up with the system (cf. [6] for example) :

Conservation of mass for the gas :

O(ap) + V- (apu) =0; (8.1)
Balance of the i-th component of the momentum for the gas (i = 1,..,3, the second component being
vertical) :
Olapu) + Ve (apun) +0up=— [ [ fFdrdo - aplglda (8.2)
veER3 JreRy

Balance of mass and momentum for the droplets :

0
o+ 9e + Vo ([ —lal | 1 ]]) =0 (33)
3 0

pmr

Conservation of total volume :

4
l—a= / / f = mr®drdv; (8.4)
vER3 JreRy 3

Pressure law of the gas (for some constants Cp,y > 0) :

p=Cop’. (8.5)

In these equations, g is the (negative) acceleration of the gravity, p; is the density of the droplets, and
F = (Fy, Fy, F3) is the force received by a droplet from the gas :

4
F=F(p,r|u—v])(u—v)— gw?’vxp, (8.6)

where F is a function given in a semi-empirical way (cf. [1] for example).
Finally, @ is a collision operator between droplets which reads :

Q(f)(t, o T) B /U*G]R3 /T*GR+ /;0 /¢2_7; (f(t’ - U/’ r) f(t7 o U*/7 T*)

—f(t,z,0,r) f(E 2,07, r*)) B(0,|v —v*|,r,r*) dOdpdr*dv*, (8.7)
where ingoing and outgoing velocities are related by the formulas
, 7,*3,0* +’I’3’U 7,.*3 | *‘
v = v—vT|o
7*3 + r3 7*3 + r3 ’
*3, % 3 3
T +riv r %
vt = T e i SR v —v*| o, (8.8)

and o € 82 is a unit vector parameterized by two angles @ € [0, 7] and ¢ € [0, 27].
Finally, the cross section appearing in definition (8.7) corresponds to hard spheres collisions :

5 sinf

B:=B(0,|v—v*|,r,r*) = v =0 (r+r%) 1

(8.9)
Note that the Euler equations for the gas and the Vlasov-Boltzmann equation for the disperse phase are

coupled through the drag force (8.6) on the one side, and the volume fraction « on the other side : this is
typical of thick sprays.
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A large variety of schemes exists for solving the compressible Euler equation (or, more generally, systems
of conservation laws and balance laws, cf. [7], [8] for example). Some of them can be extended in order to
include nonconservative terms or lack of hyperbolicity which are typical of multiphase flows modeled by
Eulerian-Eulerian systems. Recently, a family of schemes called FVCF (Finite Volume Characteristic Flux)
has shown its efficiency for such flows (cf. [9], [10]). Our objective here is to extend the use of these FVCF
schemes to the context of (thick) sprays modeled by Eulerian-Lagrangian systems such as (8.1) — (8.6), by
coupling them to a particle method of PIC-DSMC type for the kinetic equation (8.3). Here PIC (Particles
In Cells) means that quantities such as « are computed in each cell by adding quantities attached to each
particle belonging to the corresponding cell (cf. [11] for example), and DSMC (Direct Simulation Monte
Carlo) means that the integrals in the collision kernel @ are computed by a Monte Carlo method (cf. [12]
for example).

This paper is structured as follows : In section 2, we write down a 1D version of eq. (8.1) — (8.6), in order
to get a suitable model for testing the behavior of our numerical method. Then, section 3 is devoted to the
presentation of the numerical scheme. Finally, we show in section 4 the results of a few simulations.

8.2 Modeling of a spray in a pipe by 1D equations

We consider a (straight horizontal) pipe of diameter D (and section m D?/4). It is represented by eq.
(8.1) — (8.6) in the domain of computation [0, L] x B(0,D/2), where B(0,D/2) is the disc of radius D/2.
The axis are chosen in such a way that the vertical direction is along x,.

It is possible to average eq. (8.1) — (8.6) along a section of the pipe, and to perform an empirical closure by
imposing us = usz = 0 and by identifying nonlinear functions of averages and averages of nonlinear functions.
This procedure is detailed in the more complex case of a curved pipe in section 4.

After these operations, we end up with the five following equations, where t > 0, z € [0, L] are the time and
(1D) space variables, p := p(t,z) > 0, u = u(t,z) € R, a := a(t,x) € [0,1], p := p(t,z) > 0 are the density,
velocity along the axis of the pipe, volume fraction and pressure of the gas, and f := f(t,x,v1,v2,v3,7) >0
is the density in the phase space of droplets (note that like in most 1D kinetic models, the function f still
depends on a 3D velocity, cf. [13] for example) :

Oc(ap) + 0 (apu) = 0; (8.10)
Or(apu) + Oy (apu?) + Opp = —/ / f Fidrdv; (8.11)
veERS JreR
r 0
Ouf +v10.f + s - (f [3 gl | 1 D —QUf); (8.12)
3 pLTr 0
4 3
l—a= f=mr’drdv; (8.13)
veER3 JreR 3
(for some constants Cp,y > 0)
p="Cop™; (8.14)
where
U — U — 4 Oxp
F= f(p, | —vo > —vs —3 Trs 0 . (8.15)
—Vs3 —v3 0

is still empirically given and @ is still given by (8.7).

97



Note that thanks to eq. (8.15) and eq. (8.13), it is possible to rewrite eq. (8.11) as

u— v

Oi(apu) + 0z (apu?) + 0.(ap) = pdya — / / fF —vg drdv. (8.16)
vER3 Jr

€R, —vs

This last formula is discretized in the next section (an empirical study shows that the direct discretization
of ad,p is slightly less stable).

We also introduce typical boundary conditions for both phases.

The boundary conditions are “entering” for the particles (this is the natural condition for kinetic equations
when one deals with a non-physical boundary, the density of particles entering inside the tube is prescribed
by two functions ¢4 and ¢_) :

f(t,0,v,7) =y (t,v,r) for v >0, (8.17)

f&, Lyv,r) =9_(t,v,r) for v <O0.

For the fluid, various boundary conditions can be imposed. The numerical computations presented in
section 4 are performed in the subsonic case : the flux of gas is prescribed on the left, and the pressure is
prescribed on the right : in other words, for some value G;,, € R and py,: > 0, we impose

Oé(t,O) p(t,O) u<t70) = gin? p(p(t,L)) = Pout- (818)

Finally, the following initial data are given (for x € [0, L]) : the density p(0, ) and the velocity (0, z) of
the gas, the density in the phase space f(0,,v,r) of the droplets :

p(0,2) >0, u(0,x) € R, f(0,z,v,7) >0 (8.19)

8.3 The numerical method

We now describe how we couple the FVCF scheme and the particle (PIC-DSMC) method in order to
discretize the previous set of equations (and boundary and initial conditions), that is (8.10), (8.12) — (8.14),
(8.16) — (8.19).

We take a time step At and a space step Az. The cells are therefore the intervals [mAz, (m + 1)Ax|, for
m € {0,..,M — 1} (where M is defined by M Az = L).
The function f is semi-discretized (that is, discretized in space but not in time) as a sum of particles

N()
ft,z,rv) ~ R Z 6$k(t)7vk(t)ﬂ“k'

k=1
The numerical weight (representativity) R of the particles is fixed and common to all particles.

The macroscopic quantities are semi-discretized through their values at the center of the cells : p(¢, (m +
1/2)Az), u(t,(m + 1/2)Az), a(t,(m + 1/2)Az) and p(t, (m + 1/2)Az).
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In the framework of the time discretization, we assume that the following quantities are given at a given
time n At : the total number N(n At) of particles in the simulation ; the positions, velocities and radiuses
2z (nAt), vp(nAt), ri of the particles, for k = 1,.., N(nAt); the macroscopic quantities p(n At, (m +
1/2)Az), u(n At, (m + 1/2)Az), a(n At, (m + 1/2)Az), and p(n At, (m + 1/2)Ax) for m € {0,..,M — 1}.

First step : (PIC method) The evolution of the quantities xy, vy is performed (after time discretization)
through an explicit Euler scheme (we denote by [mAz, (m+1)Ax[ the cell in which the particle k is located) :

xp((n+ 1) At) = 2 (n At) + Atk (n At),

0
ve((n+ 1) At) = vi(n At) + At (4F3—|g 1 ),
0

3 LT
where
u(n At, (m+ 1/2)Ax) — vy
F= f(p(n At, (m+1/2)Ax), ry, —Uk2 )
—Uk3
u(n At, (m+ 1/2)Az) — vp

X —VE2
—Uk3

ok 0

3 Az 0

The last term in the force is slightly modified (un-centered) for the first and the last cell of the domain.

The particles which leave the domain of computation [0, L] are eliminated, and new particles are intro-
duced, according to the boundary conditions. We obtain in this way N((n + 1) At). Finally, at this point,
the new cell in which each particle is living is computed, and the particles inside each cell are found.

Second step : (DSMC method)

The collisions (that is, the effect of Q(f)) are treated thanks to a standard DSMC (Discrete Simulation
Monte Carlo) method, including the acce- ptance-rejection procedure sometimes known as “dummy collision
procedure”, cf. [14] and [15] for example.

Third step : The volume fraction of gas « is computed thanks to the formula

41 R 3

3Ax "k
k€L, ((n+1) At)

a((n+1)At,(m+1/2)Az) =1 —

where L., ((n + 1) At) is the collection of k such that zx((n + 1) At) € [mAx, (m + 1)Ax].

Fourth step : (FVCF scheme) We denote by

no_ [ W) \ ._ [ (ap)(nAt,(m+1/2)Ax)
Wy, = ( 7:Ll(z) > = ( (apu)(nAt,(m+1/2)Ax) )

the vector made up of the discretized conservative quantities.
We also introduce the flux of the fluid system (8.10), (8.11) :

I < W > _ ( . Vo )
W) Wi /Wa) +ap(Way/a) )7
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and its Jacobian matrix (0f,/0W) :

—u® 2u

0 1
Aa,p,u = ( C2 2 ) 9 (820)

where ¢ = \/p/(p) is the velocity of sound. Finally we introduce the “sign” matrix

A B sgn(utc)-+sgn(u—c)— \u+c|—c|u—c| sg77,(u+c)2—csgn(u—c)
Sgn( a,p,u) - ( 2 2) sgn(u+c)fsgn%ufc) |utc|—|u—c| ’
¢ u 2c 2c

which is used to upwind the fluxes for the finite volume scheme.
The FVCF scheme (cf. [9], [10]), originally designed for (non necessarily conservative) balance laws, can
be adapted in the following way (here « is always taken at time (n + 1) At, and p,u at time n At).

Fourth step, first part : We begin by the convective part of the equations, without taking into account
the boundary conditions (that is, m # 0, M — 1).

At

n n 1 n n
Wm+1/2 = Wm — E {2 (fa((m+1/2)Aa:) (Wm) + fa((m+3/2)Aw)(Wm+1))

1 n n
_5 Sgn(Aoz,p,u((m—&-l/Q)Ax)) (fa((7n+3/2)Ax) (Wm+1) - fa((m+1/2)A$)(Wm))
1 n n
_5 (fa((m—l/Z)Aa:)(Wmfl) + fa((m+1/2)Aac)(Wm))

1 n n
+3 sgn(Aapu((m+1/2a2)) (fa(ome1/2)a0) Win) = fa(om—1/2)a0) Wim_1)) }

We obtain at this level the quantities p((n + 1/2) At, (m + 1/2)Ax) and u((n 4+ 1/2) At, (m + 1/2)Ax), for
m #% 0, M — 1. The formula for W,ZH/ 2 follows the FVCF method that is Finite Volume with Characteristic

Fluxes. Indeed, this method consists in using the sign matrix in order to construct a numerical flux as a
linear combination of the left flux and the right flux at an interface. As said, the principle is upwinding along
the characteristic vectors of the Jacobian matrix (8.20).

Fourth step, second part : The boundary condition of the fluid are taken into account.
We introduce the left eigenvectors of A, ,, (that is, the right eigenvectors of A, , ) :

I, = ( _(“1+ °) ) 1, = ( _<“1_ c) ) (8.21)

and its right eigenvectors (normalized in such a way that ‘1, r; = &;5),
1 1 1 1
rl——2c(u_c>, I‘2—2C<u+c>. (822)

We first perform the discretization of the left boundary condition (at = 0) assuming that the flux
apu(0) =: G, is given.
We write down

. At (1 T -
Wy 2= Wy = Az { L (foc(3/2 Am)(Wll) —fn

+ (faq 200y (WG) = ) 1‘2},
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or equivalently

n n At 1 n n
wetE —wp - As {2 (fatr/2a2)(WE) + fa@/2a0) (W)

1

75 Sgn(Aa,p,u(1/2Aw)) (fa(3/2Am)(W1n) - foc(l/QAw)(W(?))

1
3 (f7 + fa(l/?Aw)(W(;n))

+% sgn(Aa,pu(i/2080)) (fa(i/2a0 (W5 — f7) },
where f~ is sought under the form :
7= fa2an(Wg') +e111 + 212,
and

W f~ =" faqjonn(WE), fi = Gin.

This leads to
g1 =0, £2 = 2¢(Gin — fr.a1/2 22)(W0')).

Then, we perform the discretization of the right boundary condition (at z = L), assuming that the
pressure p(L) =: poy: is given.
We write down

n+1/2 n At ! n
WM+_1/ =Wy, — s L (fT = faqr—1/2) az)(Wii_1)) 11

+o (f = fai—3/2) ae)(Wir_s)) 1‘2},

or equivalently

n+1/2 n At 1 n
WM+—1/ = Wiy — Az 12 (fa((Mq/z) ae)(Wip_q) + )

1

—3 sgn(Aa pu(-1/2) az)) (T = faca=1/2) 22)(Wii_1))

1 n n
3 (fa((M73/2) Ax)Wir_a) + faqn—1/2) Az)(WM—l))

1 n n
+§ Sgn(Aa,p,u((M—UQ) Aac)) (fa((M—l/Q) Am)(ijfl) - fa((M—B/Q) Am)(WM72)) }7

where fT is sought under the form :
It = fai=1/2) a0)(Wip_1) + €111 + €212,
and
t12 f+ ="' 12 fa((M71/2) AT)(V[/J\e[—l)7 f; = (fl—i_)z/(ap_l(pout)) + A Pout -
This leads to g5 = 0 and

uU—c
Joia((M—1/2) Am)(W&fl) — €1 2%

1 €19
T e—— . _ n J— out -
P (Pont) (fria(v=1/2) az)(Wip_1) 720) + a Pout
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We take the smallest root €1 of the previous equation, that is

_ (M o (W
U c+f1, (M—-1/2) A )( M 1)_’_\/5)7

g1 = 2¢% min ( —ap  (Pout) 50 c

*apil (pout)

U2— c + fl;a((M—l/Q) Am)(Wﬁf—l) _ \/K)>’
C c

with

u—c  fuar-1/2) Am)(Wﬁ_l))z

A= (ap_l(pout) 2% c

1
2

(fl;a((Ml/z) Aey(Wir1)? 4 ap™ (Pout) (— frsa((vi—1/2) az) Wir_1) + apout)) -

Fourth step, third part : The sources (which do not appear in the mass equation) are treated with a

centered explicit scheme :
Wn+1 _ Wn+1/2

m(1l) — "Tm(1)

n+1 o n+1/2 RAt
W@ =Wme) ~ A; > 7

k€L, ((n+1) At)

x (u((n +1/2) AL, (m +1/2)Az) — v (n +1) At)) + Atp((n+1/2) At, (m + 1/2)Az)

2 Ax

The last term in the force is slightly modified (un-centered) for the first and the last cell of the domain.
At the end of the third part of the fourth step, we obtain the quantities p((n + 1) At, (m + 1/2)Az) and
u((n+ 1) At, (m + 1/2)Az).

" <a((n + 1) At, (m + 3/2)Az) — a((n + 1) At, (m — 1/2)A$)).

Fifth step : The pressure is computed thanks to the pressure law :

p((n + 1) At, (m + 1/2)Az) = Co [p((n + 1) At, (m + 1/2)Az)]".

At the end of the fifth step, all the quantities x, v, p(-, (m + 1/2)Ax), u(-, (m + 1/2)Az), p(-, (m +
1/2)Ax), a(-, (m+1/2)Az) are known at the time (n+1) At, and the next time step of the numerical scheme
can be performed.

8.4 Numerical results

We now present a typical computation for a spray in a curved pipe, thanks to the scheme described above
(more precisely, to an adaptation of the scheme described above to a set of equations taking into account
the curvature that is detailed below).
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8.4.1 Establishment of the equations in a curved pipe

We present here the modifications to the equations (8.10) — (8.15) when one considers a pipe (of constant
diameter D) with curvature (but without torsion : the center guide of the pipe is supposed to be contained
in a vertical plane). The geometry of the pipe is described in Fig. 8.4.1

In order to get the equations for such a curved pipe, we introduce a change of variables in equations (8.1)
— (8.6), defined as (z1,x2,z3) — (s, h,q), with

o1 = [ eostr(o)) o —nsin(r(s), 2= [ sinGalo)) do+h costr(s)
0 0

I3 =4d,

where s is the curvilinear variable along the center guide of the pipe, i is an orthogonal variable included
in the vertical plane, and v is the angle with the horizontal at a given point of the centerline of the pipe.
Finally, we denote by ¢ a variable orthogonal to the vertical plane in which the center guide of the pipe is
included.

Note that this change of variables makes sense when £ |7/(s)| < 1 : we shall systematically make this
assumption in the sequel. We also introduce the velomty of the gas in the new reference frame, and its
components :

us = cos(y(s)) ur + sin(y(s)) us,
up = —sin(y(s)) ur + cos(y(s)) uz,
Ug = U3,

and for the droplets :

vs = cos(7y(s)) v1 +sin(y(s)) va, v, = —sin(y(s)) vy + cos(y(s)) v2, vy = vs.

Introducing now the unknowns ps = p(1 — hv/(s)), and fs = f(1 — h+/(s)), equations (8.1) — (8.6)
become

O ps) + 0 (%) + Op(a psup) + Og(apsug) = 0; (8.23)
apsu? ,
Or(a ps ug) + Os < : _%f}/zﬁ) + — hl'y’(s) On((1 —hv'(s))apsusup) (8.24)

dp
soyapnng) + 5l == [ [ Rdrdo—ap ol sin6 )
veER3 JreRy

0 fs 9 [s Ofs
8tfs+vsa <W>+Uh(l—h’y( )) 6h(1—h’y/(8)>+vqaq (825)

Ofs Ofs 0 F .
+1 — h’y < Up, avs — Us 3’Uh> + avs (fs [W - |g\ Sln(’y(s)):l)
Fy, 0 F, -
< |:§p — |4l COS(V(S))]) + ayq(fs W) =

/ // /¢ (fé (t, 5,0, 7) Fult, 5,07, *)—fs<t,s,v,r>fs<t,s,v*,r*>)
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Vs — Uy
B(6, Up — U, T
Vg — Vg 1
p dOdodr* dv™;
1—h~'(s)
!
vg vg
’ ’ .
where v’ = [ v}, | and v* = | o} are given by
v *
q vq
vy Vg
Al I I ) .
. U; vy N r*3 Vs — ’Us* Os
v o= - - VUp — U Oh
r*3 43 r*3 493 h ’
Vg — Uy o4
vy Vg
r3 vp |+ .
N vy Vg r3 Us = Us s
vt o= - . - — Vp — U op
r*3 43 r*3 493 h ’
Vg — Uy 04
and with the force
F 0 Us — Vg
F = Fh :f(m,r, Up — Up )
Fy Ug — Vq
e — ¥ 1 _9p
s — Us 1—h~'(s) Os
y _ 4 s oy
Up, Vh 3 m™r ?
Uq — Vg 375
Note that the conservation of volume and pressure law now become
Js 4 3
l-—a= ———— 5 T’ drdv, (8.26)
ver? Jrer 1 —h7'(s) 3
and
P ¥
S
r=6 (i) - 20

We then take the average of the equation over sections of the pipe (that is, part of the pipe for which s
is a given number : it consists in integrating over h and ¢ in B(0, D/2) and dividing by |B(0, D/2)|), and we
identify averages of nonlinear functions of the unknowns as nonlinear functions of these averages. Moreover,
we impose that up = ug = 0.

We introduce the quantity § := §(s) which is the average of (1 —h~/(s))~! :

4

5(s) = —— _
(®) 7 D? Jpo,p/2) 1 =R (s)

dhdg,

and we keep the notations ps, us, fs, p for the averaged quantities.

Our set of equations becomes :
O (aps) + Os(apsus ) = 0; (8.28)

Dr(cx po t13) + D(cvpy 12 6) + Du(arp) = —/

vER3

/ . fs F¥ drdv (8.29)
re
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+p s — a ps |g] sin(y);

Fs .
00t + 0u(008 £+ 00, [+ St s~ gl s 1. (5.30)
gplﬂ’?"
F; F,
+0u, ([— Y62+ —— — gl COS(V)} fs> + Oy, (4‘13 fs) =
3 pLTr 3 pLTr
T 2m
’ / / / / (fs<t,s7v’,r> Foltss, v %) = foltos,v,r) fs(t,s,v*,r*)>
vx€ER3 JrxeRy JO=0 J $p=0
Vs — Vs
B(b, vy — Uf , 1, 1) dOdedr* dv™;
Vg — Vg
with
F? Ug — Vg Us — Vg
P ) = (o[ n )] [ e )
Fq* —q —vq
op
4 0s
F=F"— 3 7r3d 0 ;
0
4 3
l—a=94¢ fs = mr° drdv; (8.31)
veER3 JreR 3

p=Co(psd). (8.32)

8.4.2 Typical numerical experiences

We present here two typical computations for a spray in a curved pipeline. We present for each simulation

the time evolution of pressure p, volume fraction «, gaz momentum pgus, gaz velocity us and the mean

velocity of the liquid computed as u; = fff fvddvUKiT (and taken 0 when f = 0).

First test case

The initial datum is homogeneous in space without droplets :
ps = 1.0 us = 100.0 fs=0.0
The boundary conditions are as follows :
Gin = 100.0 Pout = 80000.0
with the density of the entering droplets given by :
Yo (t,v,7) = 2.10°0,=250.01r¢[0.01,0,02]

The other constants and parameters of the computation are : the density of the liquid p; = 1100.0, the
pressure law in the gas p = 100000.0;)517'4, and the drag force coefficient ¢;, = 0.00001.

The representativity of the droplets is R = 0.01. The time step is At = 0.00006, the length step is
Az = 0.04.

The pipeline is curved and has the following geometry :
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Second test case

Tha parameters are the same as in the first test case, but the pipeline has a more steep geometry :
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8.4.3 A parametric study

We prensent two parametric studies with respect to the slope of the pipeline and with respect to the
ingoing particles flux. We present here the maximum pressure and maximum volume fraction of the steady
state in function of the varying parameter. The figures in the left are concerned with the maximum pressure
given in kPa, and those on the right with the maximum volume fraction between 0 and 1.
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Variation with respect to the angle of curvature

Variation with respect to the flux of droplet

8.4.4 Conclusions

The model and numerical scheme presented here seem to be robust : not too big oscillations are appearing
in the simulations, even in computations in which the model is at the limit of its validity (large volume fraction
of droplets, important curvature of the pipe). This robustness is lessened when the model is discretized in
such a way that the source term is not any more p d,a.

We also noted that the collisions have no visible effect on the physical macroscopic outputs, except from
smoothing slightly the oscillations of the volume fraction profile.
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Annexe A

Validation du code ALE en dimension 1
par comparaison au modeéle de Bagnold
sans fuite

Cette annexe a pour but de valider, dans le cas d’une simulation 1D, les résultats du schéma VFFC-ALE
présenté dans le chapitre 5. On présentera briévement une étude du modéle de Bagnold sans fuite de la figure
A.1. On comparera certains résultats théoriques de ce modéle avec ceux obtenus en résolvant le systéme EDP
associé par notre code VFFC-ALE (piston 1D). On se placera dans le cas d’un piston sans vitesse initiale et

avec un champ de gravité g = 9.8ms~2.

xIH g

FIGURE A.1 — Modéle de Bagnold, cas avec pesanteur : plL% =P (po%) - P (po%_fg)) — piLg.

L’équation décrivant le mouvement de la masse est alors
d?x o H— L —xg
L— =P — | —-P —— | — piLg.
Pl a2 (Pox(t)) (pOH—L—X(t)> pLLg

-
On suppose que le gaz entourant la masse M est un gaz parfait de coefficient adiabatique v : P(p) = po (p%) .
Le cas d’un piston ouvert correspond au cas H = 400 et P, = Fy. En introduisant les grandeurs sans
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dimension

t ~
ey =0 o go 9y
X0 X0
et les nombres sans dimension
gopPly o o X
Do H—-L-xp

appelés respectivement nombre d’impact et rapport d’aspect, on aboutit a ’équation adimentionnée suivante

aze (1) 1 i
s (e) ~(maa) -

En multipliant cette équation par % et en intégrant entre 0 et £ on obtient

1 [/deY® B
s3(%) +se=s5+0Q0.

S

¥
avec Q(&) = f(f [(1)"/ - (m) ] ds. On en déduit que les valeurs extrémales de £ sont solutions de
I’équation algébrique

S&. = S+ QIE). (A1)

5
Les pressions adimentionnées extrémales sont alors données par : p, = (éi) . Pour un rapport d’aspect

a donné, l'équation algébrique (A.1) peut étre résolue numeériquement pour tracer la courbe de Bagnold
donnant la pression maximale adimentionnée en fonction du nombre d’impact S.

Ayant obtenu ces courbes de Bagnold, on résout alors le systéme E D P décrivant le probléme du piston en
dimension 1 par la méthode VFFC-ALE du chapitre 5 pour différentes valeurs de S et pour des rapports de
densité DR = £ différents. On compare alors la courbe des valeurs maximales de la pression adimentionnée en
fonction de S avec la courbe théorique de Bagnold. La figure A.2 montre alors qu’on a une bonne concordance
entre les pics de pression donnés par le schéma VFFC-ALE et les courbes théoriques de Bagnold, aussi bien
pour le piston fermé que ouvert. On remarque également que la valeur de la pression maximale ne dépend
pas de DR comme le prévoit le modéle de Bagnold.
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Courbe bagnold 0D : pression maximale adimentionée

T T T T e T T T — T T T T
10 - —
F Courbe de Bagnold théorique pour piston owvert - a=0 B
[ ©  Code ALE piston quasi owvert : H= 100, a=0.01, dr=0.001 1
[ % Code ALE piston gquasi owvert - H= 60, a= 002, dr=0.001 7

[ Code ALE piston : H=3, a= 2/3, dr=0.005
t Code ALE piston : H=3, a=2/3, dr=0.000125 B

Courbe de Bagnold théorique  a= 273
1

10 —
10’ e

FI1GURE A.2 — Comparaison des courbes de Bagnold avec les pics de pression obtenus pour le piston 1D par
le schéma VFFC-ALE, pour différentes valeurs de a et DR.
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Annexe B

Démonstrations des lemmes utilisés au
chapitre 3

B.1 Inégalités de Gronwall

Lemme B.1.1 (Gronwall discret). Soit (a,(t))nen une suite de fonctions positives et continues définies
sur Ry. On fixe T un réel strictement positif et on suppose ’existence de trois constantes positives C1, Co
et Cs telles que, pour tout (n,t) € N x [0,T], on a

¢ t
an+1(t) < C1 + 02/ an(s)ds + C’g/ an+1(s)ds.
0 0
Alors on a Uexistence d’une constante K telle que, pour tout (n,t) € N x [0, T

1. Si Cy est nulle, alors

Kntn
n!

an(t) < )

2. Si Cy est non nulle, alors

an(t) < KefkT.

Preuve :

Le cas ou (5 = 0 se traite par récurrence. Pour se ramener au cas général, il suffit de dériver la fonction

t
e_c3t/ ant1(s)ds. &
0

Lemme B.1.2 (Gronwall continu). Soit a(t), b(t) deux fonctions continues et positives définies sur R.
On suppose qu’on a l'inégalité suivante pour tout t € R4

a(t) < b(t) + C/o a(s)ds.
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Alors on a

Preuve : On a

Donc

t t
/ a(s)ds < / eCt=3)p(s)ds,
0 0

et le controle souhaité s’en déduit. ¢

Lemme B.1.3 (Gronwall continu surlinéaire). Soit a(t) une fonction continue et positive définie sur Ry
et soit o un réel strictement supérieur ¢ 1. On suppose qu’on a pour toutt € Ry,

a(t) < Ap + BO/O a(s)*ds. (B.1)

Alors il existe un réel t. > 0, ne dépendant que de o et des constantes Ay et By, tels que pour t € [0,t.],
on a

a(t) < 24gexp (Bo2* TAJT't).

Preuve : Si a est bornée sur R, par 24, la proposition est démontrée. Sinon on pose :
T, =inf{t > 0;a(t) > 240},

qui est bien défini. Remarquons alors que :
® Comme a est continue, on a nécessairement a(T) > 2A4,.
® Par définition, pour tout ¢t < T, on a : a(t) < 2A4,.
® La fonction ¢ — Agexp (Bo2a_1A8‘71t) est strictement majorée par 24, pour

In(2)
t<tyi=_——"—77.
20471B0A84

D’apres @ il suffit de prouver que ¢, < T,. Supposons qu’on ait le contraire. Le point @, I’équation (B.1),
puis le lemme de Gronwall continu fournissent successivement, pour ¢ < T}

a(t) < 24

IN <=

Ag + Bp2o At /1t a(s)ds
' 0
< Apexp (BOQQ_IAg‘*lt) .
Mais alors, par continuité et d’aprés le point @, on a

a(T,) < Agexp (Bo2* ' A5 T.) < 24,

ce qui contredit @. W
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B.2 Une version simple du lemme d’Aubin

Lemme B.2.1. L'injection H'([0,T] x T?) — ‘50([07T]; L2(T3)) est compacte.

Preuve :

On reprend par la suite la convention LZ(E) du chapitre 3. Soit (f,)nen une suite bornée de Ht17x
©® Montrons que A = {t € [0,T] : |[fu(t)|[gg1(ps) — +00} est de mesure nulle. Dans le cas contraire, on
aurait, pour tout R > 0,

Ru(4) < [ 1w (01 (0a.

A n—o0

Il viendrait alors, d’apreés le lemme de Fatou,

Ru(A) < lim | [[fo(®]f < lim [ falf
A n— oo ’

n—oQ

ce qui est impossible puisque le terme de droite est fini. Par définition de A, pour tout ¢ dans [0, T|\ A,
la suite ([|fn(t)]l1)n posséde une sous-suite bornée. Comme A est de mesure nulle, [0, 7]\ A contient
une partie dense et dénombrable de [0,T7], que l'on note B = (¢,)pen. Puisque B est dénombrable,
quitte a extraire diagonalement une sous-suite de (f,)nen le long de B, on peut supposer que pour
tout p € N, la suite (f,(t,))n € N est bornée dans HL.

® (f,), est uniformément équicontinue en t & valeurs dans L2, car bornée dans Hj (L2).

® La compacité de I'injection H,lc - Li permet d’extraire diagonalement une sous-suite (f,(,))» telle que
pour tout p, la suite (f,(n)(tp))n converge dans L2 vers un certain élément f(t,) € L.

® f est uniformément continue sur B & valeurs dans Li. En effet, pour t, s dans B,
17 = F )z < IO = Foem Ollz + 1o (8 = Fom (g + [ oo (s) = F$)]lgs -

Pour € > 0, il existe n = n(t,s) > 0 tel que Hf(t) — f‘P(”)(t)HLi <e/3et Hf(s) - f‘P(”)(S)HLi < e/3.
(fom) )n étant uniformément équicontinue, il existe 6 indépendant de ¢, s et n tels que |t — s| < § =
[ £y () = o) ()| 2 < /3.

Alors \t—s|<5:>||f() f)l <e.

® On prolonge f en une fonction uniformément continue de [0,7] & valeurs dans Li.

® f est limite uniforme de (fy(n))n dans ;.
Soit € > 0, et soit § > 0 le rayon correspondant a ¢ dans la définition de I'uniforme continuité de f, et
dans la définition de I'uniforme équicontinuité de (fy, ).
Il existe un ensemble fini (¢;);er tel que (B(t;,d)); recouvre [0,T]. Soit N tel que pour tout n > N et
pour tout ¢ € I, on a

Hf(tl) - pr(n)(tz)HLi <e.
Soit alors o € [0,T7,
1£(0) = Fomy @)z < 1F(0) = FO ez + @) = Fotm) DIz + 1o (®) = Fomy(@)]]yz -

11 existe donc i = i(o) tel que
1f(e) = f(t)llz <e,
et pour tout n
Hfsa(n)(a) - fsa(n)(ti)HLi <e.
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Donc pour tout n > N
1£(0) = Form(@)]|, < 3e.
|

B.3 Compacité par la méthode de DiPerna-Lions

On généralise une méthode due 4 DiPerna-Lions dans [1] en la sortant du cadre L' /L> en temps, comme
le décrit le résultat suivant (dimension 3, sur le tore)

Proposition B.3.1. Soient ¢ € [1,00] et p € [1,3[. Soit (a.). une famille de fonctions de LI(WLP) et
(be)e une famille de fonctions de Li (L;":), avec s < p* := %. On suppose qu’on a les convergences

(ac)e = dans L?(W,l;p) — wx,
e—

(be)e ot b, dans Lf/ (L) —w*.

Si la suite (Ozbe)e est bornée dans Lgl(H;m) pour un certain entier m € Z, alors on a la convergence

(ache)e — ab,
e—0

au sens des mesures, i.e. contre des fonctions tests appartenant a %t?x.

Preuve :

Remarquons d’abord que les produits (acb.). sont bien des éléments de Lt{x (injection de Sobolev) et que
les suites (ac)e et (be)e sont évidemment bornées dans les espaces considérés (car convergentes faiblement).
® On a le lemme suivant

Lemme : (commutateur)
Soit g € [1,00] et p € [1,3]. Soit (¢y))n>0 une famille de fonctions régularisantes (paires) telle que
Supp(¢,) C B, := B(0,n). Soit (a.). une famille de fonctions bornée dans LI (WLP) (p < 3) et (be)e

une famille bornée dans L] (Lf(/), avec s < p* :=3p/(3 —p). Alors le commutateur

Sen 1= ac(be x py) — (azbe) * ¢y

1 , ;
tend vers 0 avec n dans Ly , uniformément en e.

Preuve :

Commengons par remarquer que pour h € T3, la suite de fonctions (mha. — ac). tend vers 0 avec
h dans Li(L;), uniformément en e. Pour le voir, on écrit, pour une fonction ¢ € €75 et (t,x,h) €
[0, 7] x T3 x T3 :

1
(p(t7 X+ h) - (p(t7 X) = / h- v@(ta X+ Uh)da>
0

d’oll on obtient

1
lo(t, x4+ h) — (t, x)|° < [h]° / Vo(t, x + oh)|*do,
0

119



et donc finalement,

1
Implt) = (0l < bl [ { [ (e - amleao} ax
1
= |h|s/ {/ |V<p(t,x—oh)sdx} do
o Urs
1
= |h|s/ {/ |V<p(t,x)|sdx} do
o Urs
= [bP’[[Ve(®)[li; -

On en déduit finalement que
[T — @llLaws) < [ VapllLaws),

qui s’é¢tend par densité a LI(WLP). Ceci étant dit, on explicite la forme du commutateur
Seaftx) = [ [aclt%) = ac(t.x = 3)]beltx ~ ¥ (y)dy.
BT/

et on a donc, par Fubini,

T
/ / 1. (£, )|t dx
0 T3

<belliy gy [ lenllirya: = aclisgdy,
n

ce qui assure la convergence uniforme annoncée. [J

® Puisque (0;b:). est bornée dans Lgl(H; "), on obtient facilement que (bs * ¢;). est bornée dans

W% ’q,(Hf(), avec ¢ suffisamment grand pour qu’on ait l'injection compacte ch — Lg’(,, et on obtient
donc, pour tout 7 fixé, 'existence d’une extraction (en ¢) de (be * ¢p). convergent fortement dans
L] (Lg) vers b * ¢, (unicité de la limite faible—x). Comme (a.). converge faiblement dans L{(L%), on
obtient finalement (faible + fort = faible), a n fixé

(ac(be * y))e E:\O a(b* op),

dans L%,x faible. On peut choisir 'extraction en € de sorte qu’elle convienne pour tous les 7, aprés avoir
discrétisés ceux-ci en 1 = 1/k (extraction diagonale).
® On a la convergence
a(bx p,) — ab,
n—0

dans L%’x fort.

® On a la convergence
(asbs) * Py — azb, 77—_\6 0

au sens des mesures (fonctions tests continues), uniformément en ¢ (en ayant fixé la fonction test). En
effet, si 6 est une fonction continue de ¢,x, par parité de ¢, on a

<(asbs) * Py — az—:bsv 0> = <a€b€7 6 * Py — 0>a

et le terme du membre de droite tend vers 0 car (a.b.). est bornée dans L%yx et (0, —0), tend vers

0 dans Ly (car € est uniformément continue).
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® On forme les différences correspondant aux points précédents :

ab— a:b. = ab— a(b* ¢y)
+a(bx py) — as(be * )
+ ac(be * y) — (asbe) * @y
+ (acbe) * ¢ — acbe.
On se fixe une fonction test 6 continue. On choisit d’abord 7 pour toutes les lignes sauf la deuxiéme (les

convergences y sont uniformes en € d’aprés ce qui précéde). On choisit ensuite € pour gérer la deuxiéme
ligne.

On a finalement obtenu la convergence voulue. Bl

Proposition (variante) : Dans la proposition précédente, dans le cas oul ¢ < oo, on peut se contenter
d’une borne dans Ly (H,™) pour (0;b.)., et aboutir & la méme conclusion, en rajoutant aux hypothéses de
convergences, la convergence de (ac). vers a, dans Lj (L¥) faible—x, pour un certain r > g.

Preuve :

La preuve est identique & I’exception du point @. Pour ce dernier, on remarque que (b * ¢,). est bornée
dans W' (HY) avec ¢ suffisamment grand pour qu’on ait I'injection compacte HY Lil, et on obtient
donc, pour tout 7 fixé, I'existence d’une extraction (en ¢) de (b * ;). convergent fortement dans L; (Lﬂ/)
vers bx ¢, (unicité de la limite faible—«). Comme (b.). et donc (be * ¢,) sont bornées dans Lgl (Lil), avec
¢ > 1" > 1, on en déduit par interpolation que (b. * ¢, ). converge fortement dans L:/ (Li/), qui s’associe
donc convenablement avec ’hypothése de convergence faible—x rajoutée sur (ac). pour obtenir

(ac(be * ¢n))e sjo a(bx oy),

dans L%,x faible.
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Annexe C

Existence de solution pour le modéle a

deux rayons

2
On note « le carré du rapport entre les rayons des petites et grandes particules : o = (%) . On veut

établir un résultat d’existence de solutions pour le systéme (1.10) —

Vx-u% =0,

—mf/Cu -

plou® + Vi - (u* @ u®)] + Vip® — vA u®
;2/3fa_m.f/0 @
6tfo‘+€~foo‘+V5-[C(u°‘—£) *2/3‘](-04]_

0hg® + €+ Vxg® + Ve - [C(u® — &)m,*/3g%] =

g

_6 —2/3
mf / g(Jt,

e

T

2

T

(1.13) du chapitre 1, paramétré par « :

On simplifie le systéme en prenant toutes les constantes physiques = 1 (sauf «). On omettra aussi les « en

indice pour la suite. Le systéme devient

Vx-u=0,

SOA

On considére les données initiales suivantes :

f(0,x,8) = fin(x,€) >
g(O,X, ) = gin(xvg) >

Of+& Vxf+Ve-[(u-

0tg+€~vxg+vg~[(uf

atu+(u-vx)u+vxp—Axu=—/(u—&)f—/
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x e T3 € e R,

x € T3.
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(C.4)



avec les hypothéses

nﬁLﬂWpr/ finl€[2dédx < oo,
T3 xR3

gin € L®(T? x RS),/ gin|€|?d€dx < oo, (C.8)
T3 xR3
w, € L%(T3).

La démonstration présentée dans cette annexe est basée sur une généralisation de la démonstration de Moussa
et al. dans [2] pour le systéme Vlasov/Navier-Stokes-incompressible. Notre démonstration suit la méme
démarche en incluant & chaque étape les modifications nécessaires pour traiter ’équation supplémentaire en
g et les termes de création et de fragmentation de particules. Certaines étapes de la preuve communes avec
la preuve dans [2] sont traitées différemment ici, et d’autres ne sont pas présentées, le lecteur est renvoyé a
[2] pour les détails.

C.1 Systéme Régularisé
Soit € > 0 et 9. un noyau régularisant défini par 1.(&) = e3¢ (£/e), ol ¥ est un élément positif de

€>°(R3?). Soit ¢. un autre noyau régularisant défini sur T et périodique. On défini la convolution de deux
élément T3-périodiques par :

(fxg)(x) = /TS f(x—y)g(y)dy.

Soit 7. un autre élément positif de /> (T3), & support inclus dans la boule B(0,1/¢), borné par 1 et valant
1 sur la boule B(0,1/2¢). On considére enfin une fonction saturante g, définie par f.(z) = xf(ex), ou S est

un élément de €>°(R) égal a 1 sur | — 1, 1[. On adoptera la notation vectorielle, pour u € RY :
B(u1)
Blu) = :
Blun)

C.1.1 Reégularisation

On considére le systéme régularisé suivant :

Vi u, = 07 (Cg)
Oru, + ((us * 905) : Vx)ﬁs(ue) + Vxpe — Axu, = — /(us - E)f67€ - / g 595’767 (CIO)
ge 3 ¢
atf5+£~vxf5+v€' [(UE*@E _g)fs] = —fe, (C'll)
R R (©12)

avec les données initiales

fE(O,X,E) = fisn(xa E) = ’Ya(&)(¢s *fin)(X’€)7 X € Tg, €€ RS’ (013)
9:(0,%, &) = gin (X, &) = 7e(&) (¢ * gin) (X, &), X € TS? S Rgv (C.14)
u:(0,%) = uf, (x) := (pe * ujn) (%), x €T3, (C.15)

ou

Pe(x, &) 1= pe(x)Pe (€).
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C.1.2 Propriétés des données initiales régularisées

1. (f£,)e converge vers fin fortement dans tous les LP(T3 x R3), pour 1 < p < oo et faible—x dans

L*°(T? x R3).

2. (g5,)e converge vers gin fortement dans tous les LP(T? x R3), pour 1 < p < oo et faible—x dans
L*(T? x R3).

3. (MzfL,)e converge vers My fin et de méme (Mags, ). converge vers Msgin. Démontrons le pour la suite
(M2 iEn)E :

Mafiy=Mafi = |, Ravs@)ws*finneﬁdxds— / | FmlePixd

= [ e figPaxag = [ (@ falelaxig
T3 xR
2
+ ~/1r3 — 1) fin|&|*dxd€
= / — 1) [(¢e * fin)[€* — finl€[*] dxd€
T3 xR3

2
¥ /W (0% fnllePixde = [ fulePaxa

+ / (12(€) — 1) funl€ 2.
T3 xR3

Le dernier terme converge vers 0 par convergence dominée. Les deux premiers termes se traitent de la
méme maniére. On présente le calcul pour deuxiéme terme

[ (expulePaxds— [ fulePaxdg 30,
T3 xR3 T3 x R3 e—

ce qu’on obtient en écrivant :
/ (6o  fin)[€[2dxdE = / (e % o %¢ fim)|€dxd€
T3 xR3 T3 xR3

- / e (3)- (O) fin(x — v, € — O)|€Pdxdydedc
T3 xT3 xR3 xR3

- / (¥ (O) fin(x — ¥, & — C)[€ — ¢|2dxdydédC
T3 xT3 xR3 xR3

1o / e (¥) 0= (C) fin(x — ¥, & — C)(€ — ¢|¢)dxdydedc

T3 xT3 xR3 xR3

4 / e (3)0-(C) fin(x — v, € — €)|¢[2dxdyd€de.
T3 xT3 xR3 xR3

Le premier terme est égal & Ms fi,. Pour les deux derniers termes, ceux-ci tendent vers 0 en les controlant
respectivement par le premier et le deuxiéme moment de 1. qui tendent vers 0. En effet,

/ 0o (9)85e (€) fin(x — 3, € — €)(€ — €I)|dxdydédc
T3 xT3 xR3 XR%

< / e (¥)0e(O) fin(% L& )[E]IC|dRdydEdC
T3 xT3 xR3 xR3

< ( I %(y)dy) ( . fin<>~<,é>é|déd>~<> ( /. ¢E<<>|c|dc>,
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et
Qe (Y)V=(€) fin(x — y, € — ¢)|¢|*dxdyd€d¢

/ﬂ‘ix’ﬂ‘ngSE xR3¢

P (¥)0=(C) fin(% € )|¢?dRdyd€dC

/I[‘f.cx’]l‘ng?’é xR3¢

</TS <Pa()’)dy> </T§(XR3_ fin(fc,é)dédfc> </RB %(C)lCIZdC) .

C.2 Systéme découplé et schéma itératif

IN

Pour établir I'existence de solutions pour le systéme régularisé S, on passe par un systéme découplé et
un schéma itératif.

C.2.1 Le systéme découplé

On considére la suite de systémes découplés suivants (on omet les € en indice ) :
Pour (¢,x,€) € [0,T] x T? x R3,

Wf"+ & Vufr+ Ve [(pxu” =& f"] = —f",
01" +&-Vxg" + Ve - [L*u:*iggn] = f",
atunJrl + ((@*u") . Vx)ﬁ(u”) + vxpn+1 _ AxunJrl —

ol [ rexoe - d- [ oexe

R3

WD L 6) ag,
Vi -u"tl =0,

f"(Oaxvf) = iEn(Xa £)a

u"t(0,x) = uf, (x).

C.2.2 Résolution du systéme découplé

On vérifie que le découplage considéré définit des suites de fonctions u”, f™ et g™ solutions du systéme
découplé S™. On part de u® = u®y,, qui est > et bornée, et on construit f; et gy solutions € des équations
de Vlasov. fy et go sont de support compact en £&. On peut donc construire u' solution € de I’équation de
Stokes.

On réitére le processus pour construire les suites u”, f™ et ¢”. En particulier, les solutions des équations
de Vlasov s’écrivent :

Fr(t,%,€) = fin(Tfo(x, €))e*, (C.16)

t
T 3 3 n Tn — 35
9" (t,x,€) =gin(T?,o(X7£))€“t+€°“t/ f"(s, Ti,).e” = ds
0

1

t
= gin(T7o(x, €))e" + ea' / fin(TLo (T (x,€))).e7". 72" ds.
0
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ot T sont les caractéristiques dans I'espace des phases (x, &) associées au champ de vecteurs (u” *i B 5),

et 'i‘” celles associées au champ (u”fo—é) En d’autres termes, s — T} ((x,£) et s ’i‘z)’s(xf) sont les
(03

solutions de 'EDO

(g-ven
Y (to) = (x,€),

avec les champs V (t,x, &) = ((u" N gp)ft x) — £> et V(t,x,€&) = <(unw)£(t,x)_€) respectivement.

C.2.3 Estimations pour les solutions du schéma itératif

On a les controles suivants sur les suites construites :

1. (f™)n est bornée dans LOO([O,T]; L>°(T3 x Rg)) , on note Ky :=sup, ey || f"]] .
Loe ([O,T];Lw (T3 ><]R3))

2. (¢g™)n est bornée dans L™ ([O,T];LOO(T?’ X R3)) , on note K, :=sup,,cy ||¢"| .
Leo ([O-T];L”c (T3 XR3))

Les deux points précédents découlent de l'expression de f™ et g™ en fonctions des caractéristiques.

3. (u™),, est bornée dans L™ ([O,T];L2(T3)) et LZ([O,T]; H}iiv(']T?’)).
Preuve:

Dans le systéme S™ on multiplie 1’équation de Stokes par u™*! :
un+1 . atun—i—l + un+1 . [(un *(,0) . vmﬁ(un)} + un—i—l . vxpn-i-l

T At =[x €)(6 — u () (€) dé

st [ xS0 ag

et on inteégre cette équation sur T3. Soit Mz un majorant de la fonction 3 et R, le rayon d’une boule
contenant le support de . On a :

1d
/ u"tt gutdx = f—/ lu" ! 2dx,
T3 2dt T3

/u"+1~pr"+1dx = 0,
TS

— [ u" . AuTldx = |V u™ Tt 2dx,
T3 T3

Vu" T [B(u™) @ (U™ * p)]dx

/T () - VB x

’]I‘3
3 n+1 |2
1 |Ou” 1
< - ] *M2 n 2 d
< [ (G| M el | ax
k,j=1
< 1 v n+1t 2 3M2 2 n t 2
< S ITa Oy + 5 MBI o " (1)
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et

[ - @dei
T3 xR3

< / ’un—&-l ffn7(£)| + !u”'f‘l . u"f”y(ﬁ)‘ dédx
T3 xR3

< [ e [ P meded
T3 xR3 T3 xRR3
b [ pra©dgds [ e r@ded
T3 xR3 T3 xR3
=Aq :=Ajz
< KR, [BO.Ry)] + KB, Ry)[(By 1 1) [0 (8)] 2 o
=A
- n 2
+  K¢|B(0, Ry)| [[a"(£)l[127s)
n n 2
< A;+ Azflu (t)”i?mm + A3||u +1(t)HL2(T3)'
Et de méme on montre que
41 §-u” By, B 2 B3\ 10012
/r]rngg u” : o gn'Y(g)dng < ; + EHun(t)HIﬁ(TB) + EHun (t)HL2(']1'3)'
On en déduit que :
:=C1/2 :=C5/2
1d 1 B B 3
n+1|2 n+12 1 2 2 2 n|2
s | [wrpad + 3 [ varipaec < e 2 e 2 a8l ) [ uiax
1203/2
B
T+ 22 [t ax,
(0% T3

En appliquant le lemme de Gronwall a

d

dt[ |un+1|2dxj| < Cl+02 \u”|2dx—|—C3/ |un+1|2,
T3 T3 T3

on a que (Hu” (t) HLQ(TS))n est bornée par une constante K uniformément sur (0,7"). On en déduit que
pour t € [0,T]

t
// Vo 2dx < (01+CQ.K+C3.K)T—/ |u"+1(t)|2+/ (02,
0 T3 T3 T3

et donc ||u”HL2((O7T);H(1m(T3)) est bornée uniformément en n.

4. On pose w" :=u" — u™~!. 1l existe des constantes k et K indépendantes de n, telles que les suites f7,
g",u", TY, et T} vérifient

IT70 = T2 | o (rosy B < FIW Il o,y sy (C.17)
n n— 2 ni 2
£ = £ e romey B < KW a0,y sy, (C.18)
- - k
n n—1 n
[T = T2, oy @ S I oy (C.19)
n n—1]|2 K ni2
||g -9 1||Lo<>(’]1‘3><R3) t) < ?”W HLZ((O,T)X’I[‘3))7 (C.20)
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et

X1

IT7 (e &) — T2 &) (1) < K H (5) - (1:) H (C.21)

Preuve:

£

On note Fn(S,X7 5) — (u”*(p—g) et Vn(t7 (X,E)) = (Fn(57x’€

t Tg,(x,£). On a

)> le champ tangent aux caractéristiques

t
T} (x,6) = (x.6) + / V(s TP | (x, €))ds,

to

donc
t
TPo(x,£) = (x,€) - / Vs, TP (%, £)ds,
et
t
Ty (x,€) = (x,£) / Vs, TP (x, £))ds.

On en déduit que (on ne note pas les dépendances en x et &€ dans la suite) :

t
[ Y ‘/ V(s T0) — VP (s, T ds

0

IN

t
/OHV"(S,TQS)—V"—l(s,T;ﬁgl)Hds

IA

t t
o / T2, = T2 + Il / W s s (C.22)

L’existence de la constante C; indépendante de n découle de ce qui suit. En posant :
x"(s)
n —
= ()

[V (s, Tp) =V s T, = [[€7(s) =€ ()] +
A(s)

(U % ) (s, %" (5)) — ("' % p)(5,x" 7 (s)) +(€" 7 (5) — €"(s))

on a

On remarque que

e La suite de fonctions (u™ * ¢),, est bornée dans L*([0, 7] x T?).

e A ¢t fixé, les fonctions (u”  )(t) sont lipschitziennes en espace et leurs constantes de Lipschitz
peuvent étre bornées indépendamment de n et de ¢t. En effet,

[ 5 Vgl < 10 [l [Vl < Kl Vaeplliars).
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on a alors
JAG) < ([ @), x7 () = (% @) (s, %" ()] + || ([ = T p) (5, %71 (9))|
Kl Vo %7 () = %"~ 1< i+ Il a1 () o), (C.23)

A

IN

et donc

V(s TE) = VP s TR <0 2.][€7(s) — €7 (5)
Kqux‘P”L?(TS) Hxn(s) - Xn71(3)|| + ||<P||L2(T3)||Wn||L2(T3)
< Cy||T7, - T?,;l||1 + el sy W™ 2 (psy.-

+

On a ainsi démontré (C.22). Pour majorer a,(s) = || Ty, — T{';'|| dans (C.22), on va utiliser le lemme
de Gronwall discret B.1.1. On a

On a d’abord (pour s <) :

/!!5"(2)—5"_1(2)Hd2+/ 07 (2, %" (2),€"(2)) = T" 71 (2, x"71(2),€" 7 (2)|| d=

/:an(z)dz + /:||A(z)||dz+ /:Hgnl(z)_gn(z)HdZ.

En réutilisant (C.23), on obtient

t t
0n(s) <M [ an(@)ds + elhiaen | 19" lgagenyd

Cette inégalité ressemble a une inégalité de Gronwall mais la variable s est le point initial des intégrales.
Par changement de variable Z = (t — z), § = (t — s), et en posant h(Z) = a,(2), et

t 5
KO = lelageny | 197G hscrnde = Delluageny [ 1w = Dlhsryd

IN

an(s)

IA

on a
<M / Z)dz + k(3).
On a donc par le lemme de Gronwall discret classique B.1.1,
h(3) < k(5 +M/ el

Soit (on a démontré ainsi une sorte de lemme de Gronwall rétrograde)

t 5
0n(s) < el [ Iz 31 [ k@M Iaz
< Moty [ 19 btz 407 [ ol [ 1w (o)l
-z
<

< el [ I Ollsgen@z 4 [ ol [ 1w (0)lgenydo
S S z
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On a donc obtenu que

t
HT?:S - TZ;]-H < (H(ADHL2(]R3) + M||‘P||L2(R3)T6MT>/ ||WH(U>||L2(T3)dU
S

En reportant dans (C.22) on a

t
|THo =Tyt < 01/ Ty, T;t;1!|ds+||solle<Ts>/o W™ 2 sy ds
t t
< Crll@las, + MI@ls s TeMT) / [ I @)l dords
t
ol / W s s
t
< el + CrT (ol + Mol Te )] / W (0) s (C.24)

L’inégalité (C.18) découle de (C.17), de 'expression de f™ et du caractére lipschitzien du f;,, régularisé.
Pour g™, on montre en suivant la méme démarche, que

- - k
n n—1 n
HT“O ~Tio HLOO(?ISXW) ® =< a”W lez(o.mxms))s
- - 2 K
n 3 n—1 3 ny 2
‘ gin(T7o(x,8))ex" — gin(TP5 1 (x,€))ex" P ) < SIw"lLao,myxrey):-

Vu Pexpression de g™, pour montrer (C.20) il reste & majorer
(s TR) = 2N TN <0 (s TR = F s T+ 1 (s T = 27 (s, T
< |f"(s, T?,s) — f" (s TZ;1)| + \/E||WnHL2((O,T)><T3))'

IN

Pour majorer le premier terme on écrit

s TR — s, T < O(T) - Lip(fin) - Lin(Thg) [T 0x,8) B0 (.8
Lo° (T3 xR3)
< C(T) - Lip(fin) - Lip( t,o)aHW L2 (0,7 xT2))
ou on a utilisé une généralisation de (C.18) et (C.19), avec un temps initial s € [0, T1.

Il reste donc & montrer que les caractéristiques T}, sont lipschitziennes uniformément en n et ¢, et
donc a montrer (C.21). Soit (x1,&;) et (x2,&5) deux points du plan de phase. On a

T;L,O(Xlagl) le / Vn S Tts X17€ ))d S,

et

t
TP (X2, £5) = (X2, £5) — / VR (s, TP (x2, £,))ds
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On pose pour ¢ = 1,2 : 2(5)> =T} (x:,§;) - On a

& (s)

TV o(x1,61) — Tro(x2,82)] < [x1 —x2| + & — &y
t t
4 / 1€1(2) — £(2)|dz + / (2, %1 (2), € (2)) — T(2, x2(2), €5(2))|d2
< x1 — x| + 1€ — &,
#2166 - 0 + Kl Valhin [ le) —xalela
< |X1_X2|+|£1 2|
t
0 [ 1T - Th (e )

Le lemme de Gronwall permet alors de conclure sur le caractére lipschitzien de T} et en particulier
pour T7.

C.3 Convergence vers la solution du systéme régularisé

A Taide des controles précédents, on va montrer que les suites f™, g™ et u”™ convergent dans

L‘X’([O,T};LOQ(']I‘3 X R3)), L> ([O,T];LOO(']I‘?’ X R3)> et L™ ([O,T];LQ('I[‘?’)) respectivement. On vérifie en-
fin que la limite construite est une solution faible du systéme S¢ dans un sens précisé ci dessous.

C.3.1 Convergence du schéma itératif
On montre cette convergence en 4 étapes :

1. u™ est convergente dans L™ ([07 TY; L2(']T3)) vers un élément u

Preuve: On montre que la série de terme général w™ est normalement convergente dans
L‘X’([O,T];L2(T3)>.

Ecrivons I'équation vérifiée par w1

dw 4 (W x o) - VIB™) + (0 ) V) [Bu”) — B h)] + Va(pH < p7) = AwH

= L= e — [ e (e
n _ n—1
G R 3

On multiplie cette équation par w™! et on l'intégre sur T2. Cela donne terme par terme :

1d
wTh g,wtldx = Sq | 2 4x,
T3

/ wit v (p Tt —pM)dx = 0,
T3

— [ wrtl. A w T ldx = /|wa”+1|2dx.
T3 T3
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Il reste ensuite six termes & majorer :

=
Il

[ Wt {(w"x ) V)8 pax,

[2]
I

whtl. {((u”_1 *x @) - V) [B(u”) - ﬁ(u”_l)] }dx,

T3

/T P (e
3« R3

(] [e]
[

/ (f" = 7w (€ — u)y(€)dédx,
T3 xR3

= é/w y gnTiw Wty (€)dédx,
6] = & [, et (e u (e

On intégre par parties, et on utilise la périodicité de la vitesse et la nullité de sa divergence :

3 a 7_l+1
[ = |- [ 3 el =elag)ax,
k

ox
=1 Ok

< HVXW"HHLz(Ts)H(W"*@) ®@ B(a")| 2 (pay
< \/gMﬁHVanHHL?(TS)”Wn * pll2 ()
<

\/§M5 Hvan+1 ||L2(T3) ||<P||L1(1r3) ||Wn||L2(']I'3)a

7) = Bl ™)) dx

[+2]
|
I
T
<.
I M
Q
8|~
ES)
=
>3
L
%
3,
=Y
—~
£
<

[Vsew™ [ 2 sy [0 7 ] @ [B(a™) = B )] L2 s

< VBLID(B)|| VoW | gy 10" %l oy [0 = 0
< V3BLip(B)||VAw" ! ||L2(’11‘3) [t % o Lo 1) 197" |12 s
<

\/gKuLlp(ﬂ) ’|van+1 ||L2(’]I‘3) ||§0||L2('JI‘3) ||wn ”L2 (T3)>»
en utilisant les deux inégalités de Young suivantes (une pour chacune des deux majorations) :

A1 *hallzersy < ||Rallecrsyllh2lliz sy,
A1 * hallLec(rsy < ||Pallzersyllh2lliz sy

On déduit alors que

1 9
I < SUVaw™ ooy + TAB 10U oy " o,
1 9 . n
B < 9w o + SR e

On a par ailleurs :

1
" < §M’Y|B(O7R’Y)‘Kf [HWnHHi?(W) + ”WnHiQ(TS)} ’

et de méme

1
(5] < 5o M IBO. BRI, (W [y + 19" e |-
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Il reste alors le quatriéme et sixiéme termes & majorer.

[ -

/ " — w6 — u)y(€)dédx
T3 xR3

1 1 _
< 5 [P g [ (e - P ()ddx
2 T3 xR3 2 T3 xR3
1 1 _ .
< IMB(O.Ry) / w1 P 4 & / (" — F720E — un P (€)dédx
2 Ts 2 T3><]R3
1 " Lo e
< §M”‘B(O’R7)|/Ta |w +1\2dX+K1§||f = "7 oo (0 ) (B);

ou K est une constante dépendante de K, et de |B(0, R,)|.

@ -

(67

/ (g" — g™ W™ (€ — u")y(€)dEdx
T3 xR3

1 n 1 n n— n

< - w2y (&) dedx + / (6" — 9" 1)2JE — u" P (€)dedx
20[ T3 xR3 QCK T3 xR3
1 1 _ .

< = M,[B(O,R,)| / Wit Rdx = [ (g7 — g )20E - wPry(€)dedx
2& T3 2& T3 xR3
1 n 1 n n—

< %Mﬂsm,m)\/w W P+ Ky "~ 0" s ()

Nous sommes donc arrivés a la majoration suivante (tous les w™ sont nuls initialement) :
1 n+1 2 1 t n41 2
§HW HL2(T3)(t) + 5/0 Hvxw |‘L2(T3)(s)d5
t . 1 K 1 t . )
< D/ |w ||i2(T3)(s)ds + §|B(0,Rw)|(Kf + 89 414 7)/ HW +1HL2(Tt)(S)dS
0 [ « 0

t t
n n— Kl n n—
F K [ = e+ 2 [ 17 = 07 e o (0
0 0

¢ n 1 K 1 t n 2
<D [ IW"F2s (s)ds + = [BO, R)|(Ky + =2 + 1+ =) | [|Ww"™| 20y (5)ds
0 2 « a’ Jo (T)

t t
; KK n
+K.K1/ W™ llp2 sy + o / W™ {2 (rsy
0 0

ou on a utilisé (C.18) et (C.20), et ot D est une constante.
On a donc lexistence de deux constantes By et By telles que

. t
||Wn+1||i2(1r3)(t) SBl/O HWHHiZ(Ts)(S)derBg/O Hwn+1Hi2(T3)(S)d57

et le lemme de Gronwall discret B.1.1 permet d’obtenir que (w™),, est le terme d’une série normalement
convergente dans l’espace de Banach L™ ([O, T); L2 (T3)>.

On conclut donc que w" est une série convergente, et donc u’ converge vers un élément u dans

L°°([0, T); LQ(T?’)).
. u™ est faiblement convergente vers u dans L? ([0, TY; H(liiv(TS)).

En effet, u™ est convergente vers u dans LQ([O, T);L? (T3)). La bornitude dans L? ([O,T]; HéiV(T?’)),

implique qu’il existe une sous-suite faiblement convergente dans LQ([O,T};HéiV(T‘?)) et donc dans
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L2 ([0, TY; LQ(']I‘?’)) vers u. L’élément u est donc l'unique valeur d’adhérence faible de u™ dans
L2 ([07 T); Hclliv('ﬂ‘3)>. Donc u” est faiblement convergente vers u dans L° ([0, T} Héiv(T?’)).
3. f™ est convergente vers un élément f dans L™ ([O, T); L>(T3 x R3)).

En effet, 'équation (C.18) nous montre que f™ — f*~1 est une série normalement convergente dans

le Banach L ([0, T); L>(T? x R3)>, donc convergente. Et donc f™ converge vers une fonction f dans
L“(mﬂmIP%T3xR%).

4. g" est convergente vers un élément g dans L™ ([O, T); L>(T3 x R3)>.
L’équation (C.20) nous montre que g" — g"~! est normalement convergente dans L ([O, T); L>(T3 x

R3)>. Donc g" converge vers g dans L™ ([O,T]; L>(T? x ]R3)).

C.3.2 Une formulation faible du systéme découplé

On souhaite montrer que les limites construites précédemment sont solutions d’une formulation faible
explicitée plus tard, du systéme S¢. On commence par écrire une formulation faible du systéme S™. Les
solutions fortes f", g™ et u™ construites du systéme découplé S™ vérifient en effet la formulation faible
suivante :

e Pour toute fonction test ¢ € €1([0,T] x T® x R3), & support compact en vitesse, on a pour tout

t e 0,17,
¢
00 - [ Fabxs0xOixde= [ [ M)(sx,6)(0)f" (5x O)xdéds(C.25)
T3 xR3 0 JT3xR3
ot (-,-) représente le crochet de dualité H™!(T? x R3.)/H'(T? x R3.), et II;(u™) est 'opérateur diffe-
rentiel :
I (u")(t,x,6) =0, +&-Vx+(u" 9o —§)- Ve — I,

et

.00 - [ diax@o0xaxdg = [ [ M) (@) (%, €)dxdeds

T
t
+/0 /’]I‘3><]R3f (s,x,&)P(s,x, &)dxd€ds,

(C.26)

(C.27)
ot IT; (u™) est I'opérateur différentiel :

= uxp—§
«

Hl(un)(taxag) :at+€‘vx+ VE'

e Pour toute fonction test vectorielle ¥ € €1 (R, x T?) a divergence nulle, on a pour tout ¢ € [0, 7],

u't! t u"t u) (s, x xds = uj, - x)dx
@ 0) + [ [ o) ) dxds = [ uiy 00,004

T3

- / / "+ D) — €)(6) - dxdeds,  (C.28)
0 JT3xR3 «
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ott (-,-) représente le crochet de dualitée Hy,! (T%)/H,, (T?) et

H3(un+1a un)(tvx) = vxljanrl :Vx — (un * SD) (29 ﬂ(un) :Vy — u"tt. 0.

C.3.3 Formulation faible du systéme régularisé

En passant & la limite n — 4oo dans la formulation précédente, on souhaite montrer que les limites
construites sont solutions faibles de S¢ dans le sens faible suivant :

f.eL™ ([O,T];LOO(T?’ x R3)) m%0<[07T];H_1(T3 x R?’C)).

ge € L°°([O,T];L°°(T3 x R3)) ﬂ%o([O,T];H’l(T} X R3C)>.

u. € L® ([0, T; L2(']1‘3)> N1 ([0, T); H;iV(TS)) N %o ([0, T; H;@(TB)).

Pour toute fonction test ¢ € €1([0,T] x T® x R?), & support compact en vitesse, on a pour tout
tel0,71]:

G000~ [ @00 x.odxde = [ [ T0)(x €)(0) e (5x. €)axdeds, (€29

T3 xR3
ou (-, -) représente le crochet de dualité H! (T3 ><IR3C)/H1 (T3 xR3,), et 15 (u) est Popérateur différentiel
Hi(UE)(t,X,E) = 8t + é : Vx + (ua *QDE - 5) . Vg - Id,

et

e0.00) = [ aiax.©00.x.OdxdE = [ [ i) (5%, €)(0)g(s.x.€)dxaeds

T3 xR3

t
+/O /1r3xR3 fe(s,x,6)d(s, %, &)dxdéds, (C.30)

ot II5 (u) est Popérateur différentiel

us*@€*5.
(6%

ﬁi(us)(tvxag):at+€vx+ VE

e Pour toute fonction test vectorielle ¢ € €1 (R, x T3) a divergence nulle, on a pour tout ¢ € [0,7] :
t
) 90) + [ [ s 0 whixds = [, (0.x00x
0
t
[ e - () w axdgds, (€3
0 JT3xR3 @

ot (-,-) représente le crochet de dualitée Hy! (T?)/H,, (T?) et cette fois-ci IT5(u.) est donné par

IS (ue)(t, x) = Vxue : Vi — (Ue * 0c) @ Be(ue) : Vi — ue - 0.

C.3.4 Solution faible du systéme régularisé

Gréace aux convergences démontrées dans la section C.3.1, et & la formulation faible décrite dans la section
C.3.2, on va démontrer que les limites construites et notées (f, g, u) vérifient la formulation faible décrite
dans la section C.3.3. Pour cela on passera a la limite n — 400 dans la formulation faible décrite dans la
section C.3.2.

135



1. Les limites (u, f, g) vérifient la formulation faible de N.S. décrite par I’équation (C.31) :
En effet, soit 1 € (R, x T?) a divergence nulle. On a pour tout ¢ € [0, 77,

u"tt t s(u™ L u") (s, x xds = us, - ,x)dx
( <t>,¢<t>>+/0/wn< )(5, %) () dxd /T (0, %)d
- / / S — €)7(€) -4 dxdéds
0 T3 xR3

- ) ) dxdeds,
0 T3 xR3

«
ol (-,-) est crochet de dualité HZ;! (T%)/H};, (T?), et
Mz(u"t u™)(t,x) = Vieu" ™ Vi — (0" % ) @ (™) : Vi —u™tt - 0.

Les convergences a obtenir sont alors

=

t t
/ Veu o Voapdxds — / Vit : Vypdxds,
0 T3 n—-+oo 0 T3

2]

/0 /Tg(u” * ) @ F(u") : Vxpdxds n_)—+>oo/0 /JI‘3 (ux ) @ B(u) : Virpdxds,

t t
/ / utl . gpdxds — / / u - Oppdxds,
o Jr3 n—=+too Jo Jr3

/0 /ww Fry(€) (€ — u™) - pdedxds n_>—+>oo/o /]1‘3><]R3 FA(E)(€ — u) - pdédxds,

(@] [=] [=] [+]

/0 /ﬂ‘?’xRi’» g"y(&)(€ —u™) - Ypdedxds n—>_+>oo/0 /WX]RS g7(€)(& — u) - Pdedxds,
I

u (1), 9 (1)) — (u(t), $(t)) lL=qor) — 0.

n—-+o0o

La convergence découle des convergences faibles de (u™),, vers u dans L2([0,T];H(111V(T3)> et
L2([07T];L2(T3)).

La convergence |3 | découle de la convergence forte de (u™),, vers u dans L™ ([O,T];LQ(']I‘?’)) puisque
O € %(m; LQ(Ts)).

Pour , on majore la différence comme suit :

| [ e e sty Vo = () © Bl : Vopieds

< / t / (0"~ ) %] © Bu") £ Viapelxds| + / t / ()@ (Bu") - (u)) : Vetpaeds

< VBM|(0" = w) * @lla,2 | Vatpllz,2 + VBLIP(B)VT 0" = ul|oo 2]t ¢lloc,00 [ V2,2
< V3TMp|u™ —ullo 2ll@llL2(12) I Vx®ll2.2 + VBTLip(B)[[u" — ullos 2[uflsc 2l ll2(re) [ Vitbll2.2,

et donc la convergence vers 0 découle de la convergence forte de (u™),, vers u dans L™ ([0, T); 12 (T3)>.
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Pour , on majore aussi la différence

—u")-4p— fr(€)(€ —u) - Ypd€dxds

T3 xR3 T3 xR3

§)(u—u") - pdédxds| + )7(€)(§ — ) - Ppddxds

T3 xR3 T3 xR3

t
< B0, ) K[l — wlocz + 157 = flue [ [ (€€ - ) - pldgexas
0 JT3xR
Les deux termes tendent vers 0 au vu des convergences obtenues. Le terme se traite de fagon
similaire.

Pour obtenir la convergence @, on va réaliser une derniére extraction. L’argument est inspiré de [2] et
du polycopié de Chemin [3]. On définit :

h,:[0,7T] — R
t o ("), ¢(1)) .

Comme (u™),, est bornée dans L°°< [0, T]; L*(T?) ) n est dans L°°([0, T]; R). On peut écrire

hn () = (D" (1), 9p) + (0", Dp4p) .

Comme u” vérifie fortement I’équation approchée de Navier-Stokes, on a en particulier la formulation
faible en espace et forte en temps suivante

(B (1), (1)) = /

T3

(W %) @ Bum ) : xzpdx—/vu ¥ apdx

+ [ @l - e it ajax
=]

(%

+ [ e p(t,)dx

Au vu des estimations obtenues sur les suites (u™)n, (f™)n et (§")n , on voit que ((Jpu”(t),1)(t))), est
borné dans L?([0, T];R) et donc de méme pour (A, ),

T .
/ |ho (1)]2dt < C.
0

Il s’en suit que pour ¢1,t5 € [0,7], on a

|ty — t|Y/2.

|h(t2) — B (t1)] §/2|hn(s)|ds§

t1

"MLz (0,17

La suite (hy,), est donc uniformément holderienne d’exposant 1/2, et donc équicontinue. Le théoréme
d’Ascoli fournit alors une extraction (que ’on ne note pas) et un élément h € L°([0,T]; R) limite de

(hpn)n dans cet espace. Mais on sait que (u”), tend vers u dans L ([O,T];LQ(T3)). En particulier
(hn)n(t) tend vers (u(t),+(t)) dans L*([0,T];R). Par unicité de la limite, on obtient la convergence

. Les limites (u, f, g) vérifient les formulations faibles des équations de Vlasov décrites par les équations
(C.29) et (C.30).

Preuve:
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Soit une fonction test ¢ € €1 ([0, 7] x T3 x R?) & support compact en vitesse. On a pour tout ¢ € [0, 7] :

/'11‘3 - fn(ta X, £)¢(ta X, é)dXdé. - iEn (Xa €)¢(07 X, €)dXd€

T3 xR3
t
_ / / L, (u™) (s, %, €)(6) /™ (5. %, €)dxdéds,
0 T3 xRR3

ot IT; (u™) est 'opérateur différentiel défini par
Hl(un)(tvxaé) = at + 6 : Vx + (un *Q — é) . VE - Id.

L’opérateur différentiel 0; +& -V — & Ve — Iy envoie € ([0, T] x T3 x R?) dans L' ([0, 7] x T x R?). La
convergence forte L impliquant la convergence L —, on a le résultat voulu pour les termes concernés
dans 'expression de II; (u™). Pour le dernier terme qui reste, on écrit que (on omet les variables)

¢ ¢
/ / (u" % @) - Ve(¢)fdxd€ds — / / (u* ) - Ve(o) fdxd€ds
0 JT3xR3 0 JT3xR3

t
< pllue ool =l 2B IVedlungomyamonesy + 17 = flue [ [ Jfus ) Veolaxdgas.
0 3 XR*

Le membre de droite tend donc bien vers 0 car (u™),, et (f™), approchent respectivement u et f dans
L‘X’([O, T); LZ(T?’)) et L ([O,T]; Lo (T3 x R3)).
Pour le terme de gauche, on procéde comme pour I’équation de Navier-Stokes (en réalisant une nouvelle

extraction pour le crochet). La deuxiéme équation de Vlasov pour g se traite avec les mémes arguments
que précédemment. Les équations de Vlasov sont donc également vérifiées.

. u, f et g sont continues sur (0,7) dans HZ L (T%), H™}(T% x R3.) et H'(T% x R3.) respectivement.
En effet, f et g sont continues par limite uniforme en toutes leurs variables, et donc bien dans I’espace
L ([0, T); L(T3 x R3)) Ne¢° ([O, T); H (T3 x Rgc)). Pour u, on écrit la forme faible de Navier-Stokes
contre une fonction 1 de ¢}, (T?) (indépendante du temps)

(u(ty),v) — (u(ta), ) :/t ’ /Ts(u*cp) ® B(u) : Vxpdxds — / ’ Vxu : Vypdxds

ty T3

i /7512 /11'3 xR3 flu—¢&)v(§) - dxd€ds

t (-8 .
+ / /g —2)(€) - dxdéds,

On a
[(ux¢) ®B(u)| 0 < Mgllullso2llellLzrsy = Cu,
ra-re| < | [ r©n-e| <amsRO.R) (R e} =
R3 00,2 R3 0,2
u-— u—
=8 oeae|  <| [ o tag  <om, ORI {4 ules) = o
@ 00,2 R3 « 00,2
En notant M, = C1 + Cs + (3, on a par Cauchy-Schwarz
[(u(t1), ) — (u(t2), ¥)| < [Mu\h —ta| + || Vxull2,2[t1 — t2|1/2} % ll52,, (13)

et la continuité en temps en découle. La fonction u est donc bien un élément de L™ ([O, TY; L2(T3)) N

L (10,71 o (%)) 1 6° ([0, 7): Hy (%))
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On a ainsi démontré par les points 1, 2 et 3 précédents ’existence de solutions (f, g-,u.) pour le systéme
régularisé S¢, dans le sens de la formulation faible décrite dans la section C.3.3.

C.3.5 Estimations pour les solutions du systéme régularisé a ¢ fixé

On établit dans cette sous-section des estimations sur les suites fe, ge et u. uniformément en e (points 3,
4 et 5). On commence d’abord par démontrer quelques propriétés pour les fonctions f. et g. (points 1 et 2).

1. f- est €' en toutes ses variables, lipschitzien en (x, £), & support borné en &.

Preuve: Grace a (C.17), les caractéristiques T"; convergent dans LOO([O,T]; L°(T3 x ]RS)) vers T .

Donc fi,(T",) converge vers f5 (T o) dans L™ ([O, T]; L°(T3 x Rs)), grace au caractére lipschitzien

de f£,. On a donc f.(t,x,€) = f5, (T o(x,£))e*, par unicité de la limite. Pour démontrer la régularité
de f., on commence par montrer le caractére €' de t — T¢o. On montre pour cela que les dérivées
premieres de ¢ — T convergent uniformément. En effet, on a :

9T o(x, §) = exp {/0 (Vx,EV")(S7T§s(X7€))dS] VI(t x, ), (C.32)

ou V"™ = <u" N ia B £> est le champ tangent aux caractéristiques ¢ — Tf, (Voir I'annexe C.5 pour
les détails du calcul de cette dérivée).
La convolution par ¢° permet un passage a la limite uniforme. En effet, on a la convergence de la

dérivée 0, T} y(x,&) dans L™ <[O,T]; L>°(T3 x R3)) vers

t
atTtA,O(Xv 6) = exXp [_A (VX,EV)(Sv Tt,s(Xv E))ds V(tv X, 5)7 (033)
avec V(t,x,€) = <u€ *55 _ §>

Dans l'annexe C.5 on remarque également que la formule (C.33) implique que V' est bien le champ
tangent aux caractéristiques ¢t — T ;. Ainsi, le caractére €* des caractéristiques par rapport a (x, &)
est assuré grace a la continuité du champs tangent V par rapport a (¢,x,€). f- est donc € en toutes
ses variables.

D’autre part, f. est lipschitzienne en (x, &) par limite uniforme de fonctions lipschitziennes en (x, &)
de méme constante de Lipschitz (ceci a été montré pour les T}, dans 'équation (C.21) et est valable
pour les fonctions f™).

Finalement, f¢ est a support compact en & car T; est une application propre (en &) comme limite
uniforme d’applications propres (en &).

2. g. est €1 en toutes ces variables, lipschitzienne en (x, &), & support borné en &.

Preuve: On montre de la méme maniére que T", et T"_  a s fixé, convergent uniformément vers les
REEAS A A8 0 8 ’

fonctions €' en t, T oetT g, que T o sont les caractéristiques associées au champ (uswz—&)v et
«
donc € en x et €. On obtient aussi la convergence uniforme de s — T7_ vers s — T} ¢ et le caractére
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€ par rapport a la variable s. On pose finalement

t
= 3 3 = _3
h(t,x,§) = gi“(Tt,O(X>£))eat + eat/ fe(s, Tt,s)'e >*ds.
0
La fonction h est €' et g™ converge uniformément vers k au vu de ce qui précéde. En effet,
#7650 = Sl Be0)

et les deux termes du membre de droite tendent vers 0 uniformément en ¢ et s, par la convergence
uniforme de f™ et par le caractére lipschitzien de f.. Donc g. = h.

Fi(s, Ty = fo(s, TR+

)

< |
o0

fe(s, T?,s) — fe(s, Tt,S>

‘OO ‘OO

On peut maintenant démontrer des estimations uniformes en €.

. Les solutions u.,f: et g. de S¢ vérifient

¢

t t 5
Mo+ 0age < S {1 [l (s 4 [ 19l (o)as | (C31)
0 0

Preuve: D’aprés les points 1 et 2 précédents, f. et g. sont réguliéres et & support compact en vitesse.

Elles vérifient donc des formulations fortes des équations de Vlasov, qu’on peut multiplier par |€|? et
intégrer par parties. En sommant les deux équations on a

d 2
&(MQfs + Mage) +2Ms fe + —Mag. = 2/ [e * e |.£ fe(t, %, &)dxdE
[0 T3 xR3
2
+— / [us * @E]-ggs (t, X, £)dXd£
« J13 «R3
2
< - / [uc x @e].(mq fo(t, x) + m1ge(t,x))dx  (car a < 1)
T3
2
< > ||115 * @EHL";('JT?’) ||m1f€(t7 X) +mage(t, X)HL%(’W)
C’in
< [ (8)[|1,5 ey (M f=(t) + Mage(£))*/?,

«

otl on a utilisé successivement Cauchy-Schwartz, l'inégalité de Young, |[¢e||r1(rsy =1 et le lemme des
moments 3.5.1 avec « =~ — 1 =1 qui donne :

mlfa(t7 X) + mlga(ta X) S
C(fisn’gisn)

4 .
G

3r £ £ £
fiallnoe (raxmray + € ||ginllnoe(raxra)) + 1| (mafe(t,x) + mag®(t,x))*/5,

et en remarquant que Cge ge ) < C(f,,,910) = Cin, On 0Obtient

C(in
I3 £o(t, %) + 1192 (30, gy S (M fo(8) + Mage ()7 (©3)
On a donc
d Cin 4/5
g Mafe + Mage) + 2(Mafe + Mage) < —=[uc(t)llsrs) (Mafe(t) + M2ge(8))™". (C.36)
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En posant H(t) = (Maf.(t) + Myg.(t))*/® on obtient que

2 C
H' + gH < E||u€(t)HL5(T3)7

et donc par application du lemme de Grénwall on obtient

c ‘ ’
Mo+ 0age < S (14 [ Ol ) - (©37)
0

On a alors (C.34) par injections de Sobolev.

4. Les solutions u.,f. et g. de S¢ vérifient

1 t t
Sl @Iz o) + / V70 (5) |72 s ds + / Jelu P2 (€)dédxds

1/t 1
4L / el 2. (€)d€dxds < 2 gy 22 0o,
a Jo 2

t t
1
—|—// |u5|~m1f5dxds—|——// luc| - myg.dxds
o Jr3 @ Jo Jr3

1 2
< §||ui6n||L2(’I[‘3)

t Mag. 2
# 0 [ Tl ) (Mafite) + 222 (5)) s,

(C.38)

Preuve: On multiplie I'équation de Navier-Stokes dans le systéme S™~! par u” et on intégre sur (0,7 x

T3. On obtient
1 n 2 ! n 2 ‘ n—1 n—1 n n—1
" @Iz ps) + ; V™ (s)[| L2 (gsyds + | T3((<P*11 )+ Vi)B(u" ™) - [u” — u" " dxds

1 t n—1
= Sl [ [ e Tt (6w u(e)dga, (C.39)
0 JT3xR3 «
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oit 'on a utilisé div(u™) = div(p * u™) = 0 et en particulier
[ (G- Tpn ) s = [ ) e (o)
== [ B (Ve (o)
== [ BT )

== 3 [ o e,
== 3 [ Gru o)

= [T L) =0,
T3
ou 7 est une primitive de 5. On rappelle qu’on a les convergences suivantes :
" = fdans L™ ([O,T}; L°°(T3 x R3)),
u” — udans L™ ([O, T; LQ('H‘?’))7

uw - udansLQ([o,T];H}ﬁv(W)).

D’autre part, la suite ((¢ x u”) - V,)B(u™) est bornée dans L' ([O,T];LQ(T3)> :

3 2

ou”

(o) TSNP <5 3 fo P/ (a)? | 52| < 5l sl M 0
k=1

On a donc que

" (O)lF2psy — 0" ()| 2(gs) dans L=([0,T]),
t t
/O V(s ads < tim |V (5) By

/0 /TS((SO*UH) “Vx)B(u™) - [u" —u"Ydx — 0dans L>([0,77).

Enfin, en écrivant u”~!-u” —|u|?> = u" ! (u” —u) +u- (u"~! —u) et grace aux convergences uniformes
de (f™), et (g"), , on obtient pour tout temps ¢

t e L gt t Iyu- (6
/o/qrsst(f + ju” - (£ —u )%(5)d£dx—>/0/T3XR3(f+a)u (& — u)y.(€)dedx.

En passant a la limite inférieure dans (C.39), il obtient que

1 t 1 t g
SOy + [ 190 Bagroyds < S kalaey + [ [ (74 Lu- (6~ uhele)agax
0 0 JT3xR3 @

et on obtient donc (C.38).
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5. A partir des points 3 et 4 précédents, on montre qu’il existe une constante C' et un temps 7T, qui
dépendent uniquement des conditions initiales, tels que pour presque tout ¢t < Ty on a

1 t
IOy + [ 190(6) s < € (C.40)

et
szs(t) + Mzgg(t) <C. (041)

Preuve:

A partir de (C.38), (C.34) on obtient que
1 2 ' 2 L2
§||u(t)||L2(’]I‘3) + o Hqu(s)HLz(m)ds < §||uinHL2(T3)

C t s s 4
S (el + 190y 9)) {14 [ Baclisen @)+ [ 190y (0o ) as,

et donc

1 t t s s 4
ol + [ IVl <C+C [ ulysgen + 1) (14 [ s + [ 1900 ) ds

t s s 4

<0+ [ fuclage (H [ el + | |Vu€||L2(T3)) ds
t s s 4

+0 [ e (15 [ Tucdieg + [ 190l ) as

t t s s 8
<+ 0 [l [ (14 [ ulin + [ 190l )
+1 /t V|2

2 J, xUe|l2(T8)>

ou 'on a utilisé I'inégalité de Young pour les termes produits. Ainsi,

e+ [ el <040 [ el +€ [ ([t + [ 190l )
2
3 [ 1o

Et donc (toutes les constantes sont notées C)

1 I
glulian®+ 5 [ Vsl <c+C / el € [ ([ i+ [ 190l
8
§C+C/ ||us||i2(']rs)+o/ / ||u8||L2(T~" +C/ </ ||vu5||L2(T5)
<0 [ ulie +0 [ [ (heleen) v [ ([ ||Vus||Lz<T3>)
<0+ [fuctie +0 [ (lntieem) =0 [ ([ ||Vug||izms>)
t
SC"'C(/O {HuEHL2 () (8 /||VuE|L2(T3)} d8>7
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ou l'on a utilisé que a*+ bt +a< 2(a + b)4 + 2 pour a,b > 0.

Ainsi par le lemme de Gronwall surlinéaire B.1.3, on déduit qu’il existe un temps 7T, et une constante
C tels que pour presque tout ¢t < T,, on a

t
2 s (1) + / IV 2 ) ()ds < C,

et grace a (C.34) on a également :
My fe(t) + Mag.(t) < C.

C.4 Relaxation des perturbations et retour au systéme 5S¢
Dans cette section, on fait tendre le paramétre de régularisation et de troncature ¢ vers 0 dans les

solutions construites pour le probléme régularisé et on montre que les limites construites vérifient le systéme
S« (systeme (C.1) — (C.4)).

C.4.1 Construction de la solution limite pour le systéme S¢

1. On construit des limites de (f:) et (ge)e-

On a que :
sup  sup [|fo(t)lLe(moxryy < €T || finllnoo (o xrs),
te[0,T,] 0<e<1
sup  sup |[|ge(t)|lersxrsy < € @ ||ginllLoo(rsxrs) + Tue @ || finllLos (s xr3)-

te[0,T,] 0<e<1

Donc, a une extraction prés, on a convergence faible dans L™ ([O7T*];L°° (T3 x R3)) —x de (fz)e et

(9c)e vers f et g de L™ ([O,T*]; L>(T? x R3)). On a de plus

63T*

fin”ooa

|f llee (jo,7.]:L50 (T3 xR3)) < 117113) | fellLee (jo,7]:L5 (T3 xR3)) <
e—

|91t ([0, 7. 5100 (T3 xR3)) < hilr(l) 9 llLee (jo, 7.1 (T3 xR3)) < €7@ ||ginlloo + The = || finlloo-
e—

2. A une sous-suite prés, (u.). converge vers un élément u faiblement dans LQ([O,T*];HéiV(T?’)) et
fortement dans L* ([O, T; L2(T3)).
En effet, l'inégalité (C.40) permet d’extraire une sous-suite (u.). qui converge faiblement dans
L2 ([O,T*];H}ﬁv(’ﬂ‘?’)). Pour démontrer la convergence forte dans L ([O,T*];LQ(T3)>, on utilisera le
lemme d’Aubin. On a pour une fonction test ¢ a support dans ]0, Ty, et 1 € H; (T?),

T.
<<8tu5a <P> a"/’> = /0 /IF3 (us * 4106) ® /Bs(ue) : Vx (Wd") — Vxu, : Vg (‘pd’> dxds

T, g
[ e - (0 (o) axads.
0 T3 xR3 @

On va alors borner d;u. dans LY/3 ([07 T.]; Hgii('ﬂﬁ)) en majorant chacun des termes de droite par un

terme C”\I]”L“([O T.)HY,, (T9))) ot C est une constante indépendante de € et ¥ = 1. Pour le premier
s i gy
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terme, on a :

I[ue % 9] © Be () (Dllzmsy < e * el s ()18 (ue) ()]s ro)
=1
< e @) llueersy llwellnrersy lue (@) llecrs)
1/2
= P = ( / |ug||us|3<t,x>dx)
< @) e @) 176,
< VO3
Ainsi,
T, 3/9
[ [ g0t O masas] < VO [ a0 90
0 T
T. 3/4 T 1/4
< VE / e (8) 20 g dt / A TO -
([ o) ( [ -
3/2
= VOl
< WO3/2||| 5|||3/2|\|x1f|||4;1
< C?EI||1]| |41

Ensuite, ||Vxuc||2,2 étant bornée, cela suffit pour borner le deuxiéme terme. Pour le dernier terme, on
traite d’abord la partie en f.. On a vu que (mf:). est bornée dans L°°([0,T*];L5/4(T3)), et donc

dans 1.2 ([0, T.]; L5/4(T3)). Ensuite, en appliquant le lemme 3.5.1 avec (¢« =y — 2 = 0), on écrit
Imo f-(t,x)| < Cp,mafe(t, X)3/57
et done, Vt € [0, T4],
o fe(8)l|Lsrsqrsy < Chn (Mafe)*/® < O, C3FP.
Mais alors, Vt € [0,T%], on a

[(mofo)ue@)llsraersy < lmofe(t)llis/sers [0 ()]Ls(rs)
< Cr K |uc(t)]|usrs)
(2
[(mofo)uc(t)ll25/2 < CfinK3/5||usH2,5
< Cfin
< Cp. K Kps||[ugll]2
< CpK¥Krs,

ot Ktz est la constante de Sobolev introduite précédemment. Le terme (mq fo —mg feue ). est donc bien
borné dans LQ([O,T*];L5/4(T3)) et l'injection continue LQ([O,T*];H;EW(']T?’)) — LQ([O7T*];L5(']I‘3))

passée au dual donne alors que cette méme suite est bornée dans L° ([0, T.]; H&},(T:")), et donc dans

LY/3 ([O, T.J; Hgif,(T?’)). On obtient alors par dualité le controle annoncé :

—£)7:(8) - (p9) dxd€ds

< )
T3 ><]R3 = C”\IJ||L4([0,T*];Héiv('ﬂ‘3))
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Le terme en g. se traite de la méme maniére.
Finalement, le lemme d’Aubin s’applique et on a bien, a extraction prés, la convergence forte de (u.).

vers un élément u dans 1.2 ([0, T.); L? (T"))

C.4.2 Vérification de la formulation faible pour le systéme S“

— Les limites (u, f,g) construites précédemment sont solutions du systéme S* sur [0,7] dans le sens
faible suivant :

o we ([0, T Wiy (1%)) N1 ([0, T L, (T9)) 06 ([0, T HEL(T)),

o f(t,x,€) >0, g(t,x,€) > 0, pour presque tout triplet (¢,x,&) € [0,T,] x T3 x R3,
o fge L“([O,T*];LOO(’H‘P’ X R3)) ﬁ%o([O,T*];H_l(T?’ x R3c)),

o Maf € (0, T.]), Mag € L2(0,7.]),

e Pour toute fonction test ¢ € €1([0,T] x T? x R?), & support compact en vitesse, on a pour tout
t € [0,Ty],

U0 = [ falxgo0xgaxig = [ [ o1(w)(sx. 600 x.€)axdgds, (€42

T3 xR3
ou (-, -) représente le crochet de dualité H! (T3 x R3)/H1 (T3 xR3) et Oy (u) est I'opérateur différentiel

et

000 - [ amx©o0x e = [ [ O x o) x ixdeds

T3 xR3

t
+/O /Tsst f(s,%,8)0(s,x,&)dxd€ds, (C.43)

ot ©;(u) est Popérateur différentiel

él(u)(tvxvg) = at +£ ! vx+ qug : Vg

e Pour toute fonction test vectorielle ¥ € (R, x T?) a divergence nulle, on a pour tout t € [0, 7]

(u(t), (1)) —|—/O O5(u)(s,x)(1p)dxds = /11‘3 Uiy, - (0, x)dx

T3
¢
—/ / (f + g)(u —§) - ¢ dxdéds, (C.49)
0 JT3xR3 @
ot (-,-) représente le crochet de dualitée Hy! (T?)/H};, (T?) et cette fois-ci

O2(u)(t,x) =Vxu:Vx —u®u:Vx —u- .

Preuve:

On note K une constante qui majore sur [0,7%], uniformément en ¢, les quantités || fe(t)||ro (15 xr3)s
Mo fe(t), |lge(t)|lLoe(rsxmrs) et Mage(t); de méme K, majore sur le méme intervalle [u.(t)|p2(rs) et
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[[ue HL?([O,T*];Hgm(Ts))-

La vérification des équations se fait en faisant tendre € vers 0 dans la formulation faible du systéme S¢.
Les convergences et régularités obtenues pour les suites f;, g et u. sont ici les mémes que dans [2]. Les
termes de la formulation faible sont également les mémes a des coefficients é prés pour les termes en g. On
renvoie alors le lecteur a la preuve dans [2] pour les détails du passage a la limite dans le systéme, et pour

I’établissement de ’estimation d’énergie

1
2

t
1 1
+/ / ‘ll - £|2 (f + g> dngdS S a {MZfin + M29in + ||uin||iZ(T3)} )
0 JT3xR3 o 2

(M1 (0) 4 Mag(8) + 0Ol } + [ 190(0) s

et les estimations

€3T*

IN

I|.fllo (jo, 7] x T3 xR3) fin||Loo (T3 xR3),
3T

3Ty
lgllLes(jo, To)xT3xR8) < €@ |ginllLo(rsxrs) + T o || finllLoe (T3 xrs)-

A

L’utilisation de Pestimation d’énergie permet, comme dans [2], de prolonger les solutions construites sur
un intervalle [0, T] pour T' > 0 quelconque. Ceci nous démontre donc 'existence de solution pour le systéme
a deux rayons (C.1) — (C.4), et plus précisément le théoréme suivant :

Théoréme C.4.1. Soit T > 0. Sous les conditions (C.8), le systéme (C.1) — (C.4) posséde au moins
une solution sur [0,T] au sens défini dans la section C.4.2. De plus, cette solution vérifie les estimations

suivantes : .

1

3 {sz(t) + Mag(t) + ||11(t)|@2(1r3)} Jr/ ||qu(5)Hiz(1r3)d5
0

¢ 1 1
[ e (e 2a) deaxds < 3 {Mafin+ Mg+ uinliee }o (€49
0 JT3xR3 Q@ 2

[ fllLee o, Tixmexrs) < €7 || finllnoe (o xre),

et

3T 3T
||g||L°°([O,T]><'ﬂ‘3><R3) < ee ||gin||L°C('Jl‘3><R3) +Te= Hfin||L°°('Jl‘3><]R3)~
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C.5 Lemme de ’annexe C : Dérivée des caractéristiques par rapport
au temps initial

On considére un systéme d’EDOs de la forme

dy
=7 — alt
3 = ty),
y(s) = yo, (C.46)
ott le champ a(t,y) est ¢, de croissance sous-linéaire en y. On note ¢ — T ;(yo) la solution de (C.46) pour

un instant initial s et une donnée initiale yo. On veut calculer la dérivée : %(Tsyt(yo)), pour t = 0 et g

donné. On a :

t
Ts,t(yO) = Yo +/ a(zaTs,z(yO))dZ

En dérivant, on a :
O ) = 7<T<>>7/S§<ﬂr<>>d
Js s,t\Yo - als, 1ss\Yo \ asa Z, Ls,2\Y0 z
50
= —als) = [ graC T (w)d:
8 0
= —alsw) = [ Yyl Toe(0)- 5 Ten 00l
t

En posant h(z) = £ T, .(yo) et b(2) = Vya(z, Ts -(y0)), la fonction h vérifie :

h(t)

—a(s, o) — /t b(2).h(z)dz
= —a(s,y0) + :b(z).h(z)dz,

et donc :
h(t) = exp(/stb(z)dz) (s, yo),

%Tsﬂg(yo) = —exp (/S Vya(z,T&Z(yo))dz) . a(s,yo). (C.47)

Et en particulier pour ¢t =0, on a

5 Taalon)) = —exp (= [ 9yl T (u0)atz) - alo,n)

Remarque C.5.1. On remarque que la donnée de %(Ts,t(yo)) pour chaque triplet (t,s,yo) définit de fagon
unique le champ a(s,yo) qui est donné par —h(s) d’apres Uéquation (C.47). En d’autre termes (C.47) est
équivalente au systéme initial (C.46).
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Publications extraites de cette thése :

e La partie III a fait I'objet d’un article paru dans la revue Note di Matematica
S. Benjelloun, L. Desvillettes, J.M. Ghidaglia et K. Nielsen. Modeling and Simulation of Thick Sprays
through Coupling of a Finite Volume Euler Equation Solver and a Particle Method for a Disperse
Phase. Note di Matematica (Note Mat.), volume 32 (2012), n.1, pp. 63-85.

e La partie I fait 'objet d’un article en préparation, en collaboration avec L. Desvillettes et A. Moussa.

e La partie II fait 'objet d’un article en préparation, en collaboration avec Jean Michel Ghidaglia.
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