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�óý� ÷ý ô�ýõþö���
÷õ�ø �ú�øý óøù ��� úõý !0
ê Ûß ÝÀ¹º¿Ä½Ï¹Ã¿À Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ��
ê Û¬ çÖ· å¿Í¿Ñ·À·¿½¸ É·Â»¾»¹Ã¿À Î¿Ä·Â Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß� ß

ê Û¬ Ûß ¶Â¿¸½º· Â» ¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß� ß
ê Û¬ Û¬ åèÌ ·ºá ¿ÂÃÏÃ¹è ¿× ¹Ö· åÉÎ Í¿Ä·Â Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß�¬
ê Û¬ Û� �¿Í · Ì¿¸Ã¹Ã¼ Ã¹è º·¸½Â¹¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß��
ê Û¬ Ûê ÅÀ¹º¿Ìè »ÀÄ ¸¿½ºÏ· ¹·ºÍ ¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß�ê

ê Û� çÖ· å¿Í¿Ñ·À·¿½¸ ÅÐ½ÃÂÃáºÃ½Í Î¿Ä·Â Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß��
ê Û� Ûß ã¿¼·ºÀÃÀÑ ·Ð½»¹Ã¿À¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß��
ê Û� Û¬ åèÌ ·ºá ¿ÂÃÏÃ¹è Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß��
ê Û� Û� éº·¸·º¼»¹Ã¿À ¿× ÌÖè¸ÃÏ»ÂÂè º·Â·¼»À¹ ¼»Â½·¸ »ÀÄ ·À¹º¿Ìè ÃÀ·Ð½»ÂÃ¹è ×¿º ¹Ö· åÅÎ

Í¿Ä·Â Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß�Þ
ê Ûê â Í ·¹Ö¿Ä ¹¿ Ï¿½ÌÂ· åÅÎ »ÀÄ åÉÎ Í¿Ä·Â¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß��

ê Ûê Ûß çÖ· ÃÀ¹·º×»Ï· Í ¿Ä·Â Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß��
�
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ê Ûê Û¬ �½Í ·ºÃÏ»Â ¸ÏÖ·Í · Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ßß�

çÖ· Ï¿À¼·Ï¹Ã¿À ¸¹·Ì Ë
tn → tñ

Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ßßß
ÝÀ¸¹»À¹»À·¿½¸ º·Â»¾»¹Ã¿À ¸¹·Ì Ë

tñ → tn̂
Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ßß¬

çÖ· äÀÃ¹· ¹ÃÍ · º·Â»¾»¹Ã¿À ¸¹·Ì Ë
tn̂ → tn+1 Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ßß¬

ê Ûê Û� É·Í »º�¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ßß�
ê Û� �½Í ·ºÃÏ»Â º·¸½Â¹¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ßßê

ê Û� Ûß É Ã·Í »ÀÀ Ìº¿áÂ·Í ¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ßßê
â º»º·×»Ï¹Ã¿À »¼· ¹º»¼·ÂÃÀÑ ×º¿Í åÅÎ Ä¿Í »ÃÀ ¹¿ åÉÎ Ä¿Í »ÃÀ Û Û Û Û Û Û Û ßß�
â º»º·×»Ï¹Ã¿À »¼· ¹º»¼·ÂÃÀÑ ×º¿Í åÉÎ Ä¿Í »ÃÀ ¹¿ åÅÎ Ä¿Í »ÃÀ Û Û Û Û Û Û Û ßß�

ê Û� Û¬ â ¹·¸¹ Ï»¸· ÃÀ » À½ÏÂ·»º Ì ¿·º ÌÂ»À¹ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß¬ ß
ê Û� ¶¿ÀÏÂ½¸Ã¿À Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß¬ê
ê Û� âÌÌ·ÀÄÃ¾ ß - çÖ· 1ÇÉ¿·ÈÀÏ¼ ¸ÏÖ·Í · »ÀÄ Ã¹¸ Í ¿ÄÃä·Ä ¼·º¸Ã¿À Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß¬�

ê Û� Ûß çÖ· 1ÇÉ¿·ÈÀÏ¼ ¸ÏÖ·Í · Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß¬�
ê Û� Û¬ çÖ· ÏÂ»¸¸ÃÏ»Â 1ÇÉ¿·ÈÀÏ¼ ¸ÏÖ·Í · ×¿º ¹Ö· ÃÀ¹·º×»Ï· Í ¿Ä·Â Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß¬�
ê Û� Û� çÖ· Í¿ÄÃä·Ä 1ÇÉ¿·ÈÀÏ¼ ¸ÏÖ·Í · ×¿º ¹Ö· ÃÀ¹·º×»Ï· Í ¿Ä·Â Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß¬Þ

ê ÛÞ âÌÌ ·ÀÄÃ¾ ¬ - ¶¿ÍÌ½¹»¹Ã¿À ¿×
Cn+1 »ÀÄ

Pn+1 ×¿º
¹Ö· äÀÃ¹· ¹ÃÍ · º·Â»¾»¹Ã¿À ¸¹·Ì Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß��

ê Û� âÌÌ·ÀÄÃ¾ � - ØÀ ¹Ö· ÄÃ¸Ïº·¹· Ìº·¸·º¼»¹Ã¿À ¿× Ï¿À¹»Ï¹ »¼·¸ ÃÀ åÅÎ »ÀÄ åÉÎ Í¿Ä·Â¸ ß�¬
ê Û� Ûß åÉÎ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß�¬
ê Û� Û¬ åÅÎ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß��
ê Û� Û� ¶¿À¹»Ï¹ »¼·¸ ¹º»¼·ÂÂÃÀÑ ¹Öº¿½ÑÖ ¹Ö· Ï¿½ÌÂÃÀÑ ÃÀ¹·º×»Ï· Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß��

ê Ûß� âÌÌ·ÀÄÃ¾ ê - é¿¸Ã¹Ã¼ Ã¹è º·¸½Â¹¸ ×¿º ¹Ö· åÉÎ Í¿Ä·Â Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß��
 �öøÿ ��
ý úóôýõ��ùú�� ÷ �øó þö÷��ý �öþö
�óý ýô ÷ �øó þö÷��ý 	 ú�2øú÷ý ñ�!� Ûß ÝÀ¹º¿Ä½Ï¹Ã¿À Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ßê�� Û¬ éºÁ¸·À¹»¹Ã¿À Ä½ Í¿ÄÚÂ· áÃÈ�½ÃÄ· Õ Ä·½¾ Ìº·¸¸Ã¿À¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ßê¬� Û� ÆÁºÃ¼»¹Ã¿À Ä½ Í¿ÄÚÂ· áÃÈ�½ÃÄ· ¸¹»ÀÄ»ºÄ Õ Ì»º¹Ãº Ä½ Í ¿ÄÚÂ· áÃÈ�½ÃÄ· Õ Ä·½¾ Ìº·¸¸Ã¿À¸ ßê�� Û� Ûß Æ ·¸ÏºÃÌ¹Ã¿À Ä½ Í¿ÄÚÂ· áÃÈ�½ÃÄ· ¸¹»ÀÄ»ºÄ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ßê�� Û� Û¬ É ·Â»¾»¹Ã¿À Ä½ Í¿ÄÚÂ· � ÁÐ½»¹Ã¿À¸ ·À ½À Í¿ÄÚÂ· � ÁÐ½»¹Ã¿À¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ßê�� Ûê Æ ÁºÃ¼»¹Ã¿À Ä½ Í¿ÄÚÂ· Ö¿Í ¿ÑÚÀ· º·Â»¾Á ÒåÉÎ Ó Õ Ì»º¹Ãº Ä½ Í ¿ÄÚÂ· áÃÈ�½ÃÄ· Õ Ä·½¾

Ìº·¸¸Ã¿À¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß��� Ûê Ûß Å¹»Ì · Ä· Ï¿À¼·Ï¹Ã¿À ·¹ Ä· ÌºÃ¸· ·À Ï¿ÍÌ¹· Ä·¸ ¹·ºÍ ·¸ ¸¿½ºÏ· ÌÖè¸ÃÐ½·¸ Û Û Û Û ß��� Ûê Û¬ Å¹»Ì · Ä· º·Â»¾»¹Ã¿À ÃÀ¸¹»À¹»ÀÁ· ·À Ìº·¸¸Ã¿À Ë ¼ Ã¹·¸¸· ·¹ ¹·ÍÌÁº»¹½º· Û Û Û Û Û Û ß� ß� Û� 3À· Í Á¹Ö¿Ä· Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· Ä·¸ Í ¿ÄÚÂ·¸ áÃÈ�½ÃÄ· ¸¹»ÀÄ»ºÄ ·¹ åÉÎ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß�ê� Û� Ûß æ· Í ¿ÄÚÂ· Ä àÃÀ¹·º×»Ï· Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß�ê� Û� Û¬ æ· ¸ÏÖÁÍ » Ä· Ï»ÂÏ½Â Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß��3 ¹ÃÂÃ¸»¹Ã¿À Ä à½À ¸ÏÖÁÍ » Ä· É½¸»À¿¼ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß��3 ¹ÃÂÃ¸»¹Ã¿À Ä à½À ¸ÏÖÁÍ » 1ÇÉ¿·ÈÀÏ¼ ·À ¼»ºÃ»áÂ·¸
Q = (Y,αl,sl,Ul,Pl,sv,Uv,Pv)

⊤ ß��
É·Í »ºÐ½·¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß��� Û� ÉÁ¸½Â¹»¹¸ À½Í ÁºÃÐ½·¸ ·À Â à»á¸·ÀÏ· Ä· ¹º»À¸×·º¹ Ä· Í »¸¸· Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß�Þ� Û� Ûß ¶»¸ ¹·¸¹ áÃÈÄÃÍ ·À¸Ã¿ÀÀ·Â Ä àÁÏ¿½Â·Í ·À¹ ¹»ÀÑ·À¹ Õ Â àÃÀ¹·º×»Ï· Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· Û Û Û ß�Þ� Û� Û¬ ¶»¸ ¹·¸¹¸ Í ¿À¿ÈÄÃÍ ·À¸Ã¿ÀÀ·Â¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß�ê� Û� Û� Å4·¹ Ä· Â» ¹º»ÃÀÁ· ¸½º Â» Ð½»ÂÃ¹Á Ä½ Ï¿½ÌÂ»Ñ· Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß��� Û� Ûê ¶»¸ ¹·¸¹ Ä àÃÀ¹·º»Ï¹Ã¿À ·À¹º· ½À· Ï¿ÀÄ½Ã¹· ·¹ ½À· Ï½¼· Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß�Þ� Û� éºÃ¸· ·À Ï¿ÍÌ¹· Ä½ ¹º»À¸×·º¹ Ä· Í »¸¸· Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß��� Û� Ûß 3À Ï»¸ ¹·¸¹ Í ¿À¿ÈÄÃÍ ·À¸Ã¿ÀÀ·Â Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß��� Û� Û¬ ¶»¸ ¹·¸¹ Ä àÃÀ¹·º»Ï¹Ã¿À ·À¹º· ½À· Ï¿ÀÄ½Ã¹· ·¹ ½À· Ï½¼· Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ßÞ�� ÛÞ ¶¿ÀÏÂ½¸Ã¿À Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ßÞ�

�
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� Û� âÌÌ·ÀÄÃ¾ ß - æ· ¸ÏÖÁÍ » 1ÇÉ¿·ÈÀÏ¼ ·À ¼»ºÃ»áÂ·

Q = (Y,αl,sl,Ul,Pl,sv,Uv,Pv)
⊤ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ßÞ�� Ûß� âÌÌ·ÀÄÃ¾ ¬ - ÝÀ¹ÁÑº»¹Ã¿À À½Í ÁºÃÐ½· Ä·¸ ¹·ºÍ ·¸ ¸¿½ºÏ·¸ ÌÖè¸ÃÐ½·¸ Ì ¿½º Â· Í ¿ÄÚÂ·

áÃ�½ÃÄ· Õ Ä·½¾ Ìº·¸¸Ã¿À¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ßÞÞ� Ûß� Ûß æ· ¹º»À¸×·º¹ Ä· Í »¸¸· Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ßÞÞ� Ûß� Û¬ ÝÀ¹ÁÑº»¹Ã¿À À½Í ÁºÃÐ½· Ä·¸ ¹·ºÍ ·¸ Ä· ¹º»ÃÀÁ· ¸¹»¹ÃÐ½· Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß��� Ûß� Û� ÝÀ¹ÁÑº»¹Ã¿À À½Í ÁºÃÐ½· Ä½ ¹·ºÍ · Ä· ¹º»À¸×·º¹ Ä àÁÀ·ºÑÃ· Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ß�¬
5 �öóù �ø� úöó ñ! 
6 7 ú
 ú÷ 8��� 	öøó÷�õ� ùöó÷ úôúöó� �öõ �ø �ýõ ���ôýþ ñ!!
9 �öøÿ �úó
 ô8ö �ó÷ öóý ÷ úþýó� úöó�� �ø �ýõ þö÷ý �� û:ñ

Ù Ûß Î ¿Ä·Â¸ ¹¿ á · Ï¿½ÌÂ·Ä Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬� ß
Ù ÛßÛß éº·¸·À¹»¹Ã¿À ¿× ¹Ö· Å½Â·º ¸è¸¹·Í Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬� ß
Ù ÛßÛ¬ çÖ· Â·×¹ »ÀÄ ºÃÑÖ¹ ¸è¸¹·Í ¸ ¿× ·Ð½»¹Ã¿À¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬�¬

Ù Û¬ É· ºÃ¹ÃÀÑ ¹Ö· ¹¿ÈÄÃÍ ·À¸Ã¿À»Â Å½Â·º ¸è¸¹·Í Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬�¬
Ù Û¬ Ûß çÖ· º·Ñ½ Â»º ¸¿Â½¹Ã¿À¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬��
Ù Û¬ Û¬ çÖ· ¸Ö¿Ï� ¸¿Â½¹Ã¿À¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬��
Ù Û¬ Û� ¶¿À¸·Ð½·ÀÏ· ×¿º ¹Ö· ¹¿ÈÄÃÍ ·À¸Ã¿À»Â Å½Â·º ¸è¸¹·Í Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬�ê

Ù Û� âÀ ÃÀ¹·º×»Ï· Í ¿Ä·Â ×¿º �½¾ Ï¿½ÌÂÃÀÑ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬�ê
Ù Û� Ûß â À¿À Ï¿À¸·º¼»¹Ã¼· »ÄÍ Ã¸¸Ãá Â· ÃÀ¹·º×»Ï· Í ¿Ä·Â Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬�ê
Ù Û� Û¬ â Ï¿À¸·º¼»¹Ã¼· »ÄÍ Ã¸¸Ãá Â· ÃÀ¹·º×»Ï· Í ¿Ä·Â Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬��

Ù Ûê �½Í ·ºÃÏ»Â º·¸½Â¹¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬��
Ù Û� �¿Í · º·Í »º�¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬��

Ù Û� Ûß Ø¹Ö·º º·»ÂÃ¸¹ÃÏ Í ¿Ä·Â¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬��
â å¿Í¿Ñ·À·¿½¸ É·Â»¾·Ä Î¿Ä·Â Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬��
â ¸ÃÍÌÂ· Í ¿Ä·Â ¿× ¹½ºá½Â·ÀÏ· Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬��

Ù Û� Û¬ Æ Ã4 ·º·À¹ ×¿ºÍ ¸ ×¿º ÃÀ¹·ºÀ»Â ·À·ºÑè Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬ ß�
� 6 õý ����ôúöó þýô�ö÷ ôö ùöþÿøôý ô8ö�2øú÷ þö÷ý �� ûññ

¶ Ûß ÝÀ¹º¿Ä½Ï¹Ã¿À Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬ ß¬
¶ Û¬ ç¿È�½ÃÄ Í ¿Ä·Â¸ »ÀÄ Í »ÃÀ »ÂÑ¿ºÃ¹ÖÍ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬ ß�

¶ Û¬ Ûß çÖ· ¸¹»ÀÄ»ºÄ ¹¿È�½ÃÄ Í ¿Ä·Â Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬ ß�
¶ Û¬ Û¬ çÖ· ¹¿È�½ÃÄ ¹¿ÈÌº·¸¸½º· Í ¿Ä·Â Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬ ßê
¶ Û¬ Û� çÖ· á»¸ÃÏ »ÂÑ¿ºÃ¹ÖÍ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬ ßê

¶ Û� ¶¿ÍÍ·À¹¸ ¿À á ¿¹Ö ¸¹·Ì¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬ ß�
¶ Û� Ûß éº¿Ì ·º¹Ã·¸ ¿× ¹Ö· ¹¿ÈÌº·¸¸½º· Í ¿Ä·Â Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬ ß�
¶ Û� Û¬ éº¿Ì ·º¹Ã·¸ ¿× ¹Ö· º·Â»¾»¹Ã¿À ¸¹·Ì Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬ ß�

¶ Ûê �ÏÖ·Í ·¸ »ÀÄ Í »ÃÀ Ìº¿Ì ·º¹Ã·¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬ ßÞ
¶ Ûê Ûß â Ï¿À¸Ã¸¹»À¹ º·Â»¾»¹Ã¿À Í ·¹Ö¿Ä Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬ ßÞ
¶ Ûê Û¬ Ù»¸ÃÏ ¸ÏÖ·Í ·¸ ½¸·Ä ¹¿ Ï¿ÍÌ½¹· ¹Ö· ·¼¿Â½¹Ã¿À ¸¹·Ì Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬ ßÞ

¶ Û� �½Í ·ºÃÏ»Â º·¸½Â¹¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬¬�
¶ Û� Ûß çÖ· É Ã·Í »ÀÀ Ìº¿áÂ·Í Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬¬�
¶ Û� Û¬ ØÍ Ã¹¹ÃÀÑ Äº»Ñ ·4·Ï¹¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬¬�
¶ Û� Û� âÏÏ¿½À¹ÃÀÑ ×¿º Äº»Ñ ·4 ·Ï¹¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬¬�

¶ Û� ¶¿ÀÏÂ½¸Ã¿À Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬��
¶ Û� âÏ�À¿ Â·ÄÑ·Í ·À¹¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬��

Þ
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Æ Ûß Ù»¸ÃÏ ¹·¸¹ Ï»¸·¸  Ã¹Ö¿½¹ ¸¿½ºÏ· ¹·ºÍ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬�¬
Æ ÛßÛß â Ï¿À¹»Ï¹ »¼· ¹º»¼·ÂÃÀÑ ×º¿Í åÅÎ ¹¿ åÉÎ

(Γ = 0)
Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬�¬

Æ ÛßÛ¬ â Ï¿À¹»Ï¹ »¼· ¹º»¼·ÂÃÀÑ ×º¿Í åÉÎ
(Γ = 0)

¹¿ åÅÎ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬�ê
Æ Û¬ ç·¸¹ Ï»¸·¸  Ã¹Ö ¹Ö· ×½ÂÂ åÉÎ Í¿Ä·Â Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬��

Æ Û¬ Ûß â <Ï¿À¹»Ï¹ »¼· < ¹º»¼·ÂÃÀÑ ×º¿Í åÅÎ ¹¿ åÉÎ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬��
Æ Û¬ Û¬ â <Ï¿À¹»Ï¹ »¼· ¹º»¼·ÂÃÀÑ < ×º¿Í åÉÎ ¹¿ åÅÎ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬ê�

Æ Û� ÉÃ·Í »ÀÀ Ìº¿áÂ·Í ¸ ¹·¸¹ Ï»¸·¸ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬ê¬
Æ Û� Ûß â ¸Ö¿Ï� »¼· ¹º»¼·ÂÃÀÑ ×º¿Í åÅÎ Ä¿Í »ÃÀ ¹¿ åÉÎ Ä¿Í »ÃÀ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬ê�
Æ Û� Û¬ â º»º·×»Ï¹Ã¿À »¼· ¹º»¼·ÂÃÀÑ ×º¿Í åÅÎ Ä¿Í »ÃÀ ¹¿ åÉÎ Ä¿Í »ÃÀ Û Û Û Û Û Û Û ¬ê�
Æ Û� Û� â ¸Ö¿Ï� »¼· ¹º»¼·ÂÃÀÑ ×º¿Í åÉÎ Ä¿Í »ÃÀ ¹¿ åÅÎ Ä¿Í »ÃÀ Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ¬ê�
Æ Û� Ûê â º»º·×»Ï¹Ã¿À »¼· ¹º»¼·ÂÃÀÑ ×º¿Í åÉÎ Ä¿Í »ÃÀ ¹¿ åÅÎ Ä¿Í »ÃÀ Û Û Û Û Û Û Û ¬�¬

òó÷ý� û  
9 ú	�úö
õ�ÿ� úý û  

�
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Æ· À¿Íáº·½¾ Ï¿Ä·¸ ÃÀÄ½¸¹ºÃ·Â¸ ¿À¹ Á¹Á ÄÁ¼·Â¿ÌÌ Á¸ Ì»º ÅÆÇÈÉÊÆ ÒÅÂ·Ï¹ºÃÏÃ¹Á Ä· Çº»ÀÏ· È É·È
ÏÖ·ºÏÖ· ·¹ ÆÁ¼·Â¿ÌÌ ·Í ·À¹Ó ·¹ Â· ¶Åâ Ò¶¿ÍÍ Ã¸¸»ºÃ»¹ Õ Â àÅÀ·ºÑÃ· â¹¿Í ÃÐ½·Ó Ì ¿½º ¸ÃÍ½Â·º Â· Ï¿ÍÌ¿ºÈ
¹·Í ·À¹ Ä·¸ �½ÃÄ·¸ Ä»À¸ Â·¸ ÏÃºÏ½Ã¹¸ ÖèÄº»½ÂÃÐ½·¸ Ä·¸ Ï·À¹º»Â·¸ À½ÏÂÁ»Ãº·¸ Õ ·»½ Ìº·¸¸½ºÃ¸Á· Û æ à·4¿º¹
Ï¿ÍÍ½À Ä àÅÆÇ ·¹ Ä½ ¶Åâ Ë »ÌÌ½èÁ Ì»º Â àÝÉ �� ÒÝÀ¸¹Ã¹½¹ Ä· É»ÄÃ¿Ìº¿¹·Ï¹Ã¿À ·¹ Ä· �½º·¹Á �½ÏÂÁ»Ãº·Ó
·¹ ÇÉâÎâçØÎÅÈâ�éË Ì ¿½º ÏºÁ·º ½À· ¸èÀ·ºÑÃ· Ä»À¸ Ï· Ä¿Í »ÃÀ· » »á ¿½¹Ã Ë ·À ¬�� ßË Õ Â» ÏºÁ»¹Ã¿À
Ä½ Ìº¿Ô ·¹ Ä· Ï¿ÄÁ¼·Â¿ÌÌ ·Í ·À¹ �Åéç3�Å Û æ à¿áÔ ·Ï¹Ã× Ä· Ï· Ìº¿Ô ·¹ ·¸¹ Ä· Ï¿À¸¹º½Ãº· Â» Ìº¿ÏÖ»ÃÀ·
ÑÁÀÁº»¹Ã¿À Ä· Ï¿Ä·¸ Ä· Ï»ÂÏ½Â ¸ÃÍ½Â»À¹ Â·¸ ÁÏ¿½Â·Í ·À¹¸ ÄÃÌÖ»¸ÃÐ½·¸ ·»½È¼»Ì ·½º Ä»À¸ Â· Ä¿Í »ÃÀ· À½È
ÏÂÁ»Ãº· Û æ» ÌÂ»¹·×¿ºÍ · I Ì ·ºÍ ·¹¹º» ½À· ¸ÃÍ½Â»¹Ã¿À Í½Â¹ÃÈÁÏÖ·ÂÂ·¸ ·À ¹·ÍÌ¸ ºÁ·Â Û ÝÂ è » Ð½»¹º· ÁÏÖ·ÂÂ·¸
Ä· Í ¿ÄÁÂÃ¸»¹Ã¿À Ä·¸ ÌÖÁÀ¿Í ÚÀ·¸ ÌÖè¸ÃÐ½·¸ Ë Ä· Â» ÌÂ½¸ Ñº¿¸¸ÃÚº· Õ Â» ÌÂ½¸ äÀ· Ë Ï·ÂÂ·¸ÈÏÃ ¸¿À¹ -

J Â àÁÏÖ·ÂÂ· ¸è¸¹ÚÍ · Ë ¿K Â» Ï·À¹º»Â· ·¸¹ º·ÌºÁ¸·À¹Á· Ä»À¸ ¸» ÑÂ¿á»ÂÃ¹Á ·¹ Ä¿À¹ Â àÁÏÖ·ÂÂ· Ï»º»Ï¹ÁºÃ¸¹ÃÐ½·
·¸¹ Â· Í Ú¹º· L

J Â àÁÏÖ·ÂÂ· Ï¿ÍÌ¿¸»À¹ Ë Ä¿À¹ Â àÁÏÖ·ÂÂ· Ï»º»Ï¹ÁºÃ¸¹ÃÐ½· ·¸¹ Â· Ï·À¹ÃÍ Ú¹º· L
J Â àÁÏÖ·ÂÂ· Í Á¸¿¸Ï¿ÌÃÐ½· Ë Ì ¿½º Â»Ð½·ÂÂ· ¿À Ìº·ÀÄ ·À Ï¿ÍÌ¹· Â·¸ ÌÖÁÀ¿Í ÚÀ·¸ Ä· Â à¿ºÄº· Ä½ Í ÃÂÂÃÈ

Í Ú¹º· Û
J Â àÁÏÖ·ÂÂ· Í ÃÏº¿¸Ï¿ÌÃÐ½· Ë Ð½Ã Ï¿ºº·¸Ì ¿ÀÄ Õ Â» ¸ÃÍ½Â»¹Ã¿À À½Í ÁºÃÐ½· ÄÃº·Ï¹· ÒÆ��Ó Û

æ à½¹ÃÂÃ¸»¹Ã¿À Ä· Ï·¸ ÄÃ4 Áº·À¹·¸ ÁÏÖ·ÂÂ·¸ Ä· ¸ÃÍ½Â»¹Ã¿À Ì ·ºÍ ·¹¹º» Ä à»Í ÁÂÃ¿º·º Â» ÌºÁÄÃÏ¹Ã¿À Ä·¸ Ï¿ÍÌ¿ºÈ
¹·Í ·À¹¸ Ä à½À· Ï·À¹º»Â· À½ÏÂÁ»Ãº· Ë »¼·Ï Ï¿ÍÍ· ¿áÔ ·Ï¹Ã×¸ Ä à»ÏÏº¿M¹º· Â· ÀÃ¼·»½ Ä· ¸N º·¹Á ·¹ Ä à¿á¹·ÀÃº
½À· Í ·ÃÂÂ·½º Ï¿ÍÌÁ¹Ã¹Ã¼Ã¹Á ÁÏ¿À¿Í ÃÐ½· Û

æ·¸ ÄÃ4 Áº·À¹¸ ¹º»¼»½¾ Ï¿ÍÌ¿¸»À¹ Â· Ìº¿Ô ·¹ �Åéç3�Å ¿À¹ Á¹Á º·Ñº¿½Ì Á¸ ¸·Â¿À ¹º¿Ã¸ »¾·¸ Ï¿Í È
ÌÂÁÍ ·À¹»Ãº·¸ -

J Â· ÄÁ¼·Â¿ÌÌ ·Í ·À¹ Â¿ÑÃÏÃ·Â L
J ½À· »Ï¹Ã¿À Ä· º·ÏÖ·ºÏÖ· ÌÖè¸ÃÐ½· ·¹ À½Í ÁºÃÐ½· L
J Â à·¾Ì ÁºÃÍ ·À¹»¹Ã¿À ÌÖè¸ÃÐ½· ·¹ Â· ÄÁ¼·Â¿ÌÌ ·Í ·À¹ Ä· ¹·ÏÖÀÃÐ½·¸ Ä· Í ·¸½º·¸ Ì ¿½º Â·¸ �½ÃÄ·¸

ÄÃÌÖ»¸ÃÐ½·¸ Û
¶· ¹º»¼»ÃÂ Ä· ¹ÖÚ¸· ¸ àÃÀ¸ÏºÃ¹ Ä»À¸ Â à»Ï¹Ã¿À Ä· º·ÏÖ·ºÏÖ· À½Í ÁºÃÐ½· Û ÝÂ » Ì ¿½º á½¹ Ä· Ìº¿Ì ¿¸·º Ä·¸
Í Á¹Ö¿Ä·¸ Í »¹ÖÁÍ »¹ÃÐ½·¸ ·¹ À½Í ÁºÃÐ½·¸ Ì ·ºÍ ·¹¹»À¹ Ä· ºÁ»ÂÃ¸·º Â· OPQR STU V WVX WYZ [\V] ^X OPWVX Ä·
¹Ö·ºÍ ¿ÈÖèÄº»½ÂÃÐ½· á»¸Á¸ ¸½º Â» ^VO_]Y`QV WVX aPSQb VX c Y]YX Û ¶· Ï¿½ÌÂ»Ñ· ¸·º» Y] ^V\d TOYTSË Ï·Â» ¼·½¹
ÄÃº· Ð½· Â·¸ Ï¿Ä·¸ Õ Ï¿½ÌÂ·º À· Ä·¼º¿À¹ ·À »½Ï½À Ï»¸ e¹º· Í ¿ÄÃäÁ¸ Û ¶· ¹º»À¸×·º¹ Ä àÃÀ×¿ºÍ »¹Ã¿À ·À¹º·
Ï¿Ä·¸ ¸· ×·º» ·À Ìº·¸ÏºÃ¼»À¹ Ä·¸ Ï¿ÀÄÃ¹Ã¿À¸ »½¾ ÂÃÍ Ã¹·¸ ¸¿½¸ ×¿ºÍ · Ä· �½¾ Û

fg hi jkilmnopqr m kpstutmkkm qvwx klil ym uml mzpql uprrx{ upx|qtqi k }m{wmr~km ymw vu�mkkmw ym wtrxkiltp{ ml j mqr mllqiki r twm m{ pmx|qm ym upxjkismw rxkltnvu�mkkmw
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âäÀ Ä· Í Ã·½¾ »ÌÌºÁÖ·ÀÄ·º Â» ÄÃ¼·º¸Ã¹Á Ä·¸ Ï¿Ä·¸ ½¹ÃÂÃ¸Á¸ Ò·¹ Ä¿ÀÏ Â·¸ ÄÃ4Áº·À¹·¸ ÁÏÖ·ÂÂ·¸ Ä·

Í ¿ÄÁÂÃ¸»¹Ã¿À Ó Ä»À¸ Â· Ä¿Í »ÃÀ· Ä· Â» ¹Ö·ºÍ ¿ÈÖèÄº»½ÂÃÐ½· À½ÏÂÁ»Ãº· Ë ½À· Ï¿½º¹· Ä·¸ÏºÃÌ¹Ã¿À Ä à½À·
Ï·À¹º»Â· À½ÏÂÁ»Ãº· »¼·Ï ½À ÉÁ»Ï¹·½º Õ Å»½ éº·¸¸½ºÃ¸Á· Ò¿½ ÉÅéÓ ·¸¹ ½¹ÃÂ· Û 3À ¸ÏÖÁÍ » ¸ÃÍÌÂÃäÁ
Ä· Ï·À¹º»Â· ÉÅé ·¸¹ Ä¿ÀÀÁ Ì»º Â» äÑ½º· ÒßÛßÓ Û ¶· ¹èÌ · Ä· Ï·À¹º»Â· ·¸¹ Ï¿ÍÌ¿¸Á Ä· ¹º¿Ã¸ ÏÃºÏ½Ã¹¸
ÖèÄº»½ÂÃÐ½·¸ <ÃÀÄÁÌ ·ÀÄ»À¹¸ < - Â· ÏÃºÏ½Ã¹ ÌºÃÍ »Ãº· Ë Â· ÏÃºÏ½Ã¹ ¸·Ï¿ÀÄ»Ãº· ·¹ Â· ÏÃºÏ½Ã¹ Ä· º·×º¿ÃÄÃ¸¸·Í ·À¹ Û
æ· ÏÃºÏ½Ã¹ ÌºÃÍ »Ãº· ·¸¹ ½À ÏÃºÏ½Ã¹ ×·ºÍ Á Ä¿À¹ Â à·»½ ·¸¹ Õ ½À· Ìº·¸¸Ã¿À »¼¿Ã¸ÃÀ»À¹ Â·¸

155 bar
Ë »¼·Ï ½À·

Ä·À¸Ã¹Á ¼¿Ã¸ÃÀ· Ä·
700 kg/m3 ·¹ ½À· ¹·ÍÌÁº»¹½º· ·À¹º·

290 ◦C
·¹

325 ◦C
Û �»½× »ÏÏÃÄ·À¹ Ë Ï· ÏÃºÏ½Ã¹

Ï¿À¹Ã·À¹ ÌºÃÀÏÃÌ»Â·Í ·À¹ Ä· Â à·»½ ·¹ ¹ºÚ¸ Ì ·½ Ä· ¼»Ì ·½º Û æ» Ì ¿ÍÌ· Ä½ ÏÃºÏ½Ã¹ ÌºÃÍ »Ãº· ·À¼¿Ã· Â à·»½
Ä»À¸ Â» Ï½¼· ¿K ·ÂÂ· ¸· ºÁÏÖ»½4 · ·À Ì»¸¸»À¹ Õ ¹º»¼·º¸ Â·¸ »¸¸·ÍáÂ»Ñ·¸ Ä· Ï¿Íá½¸¹Ãá Â· Ä½ Ï¿·½º Û ¶·¹¹·
·»½ º·Ô ¿ÃÀ¹ ·À¸½Ã¹· Â· ÑÁÀÁº»¹·½º Ä· ¼»Ì ·½º Ð½Ã ·¸¹ ½À ÁÏÖ»ÀÑ·½º ¹Ö·ºÍ ÃÐ½· »¼·Ï Â· ÏÃºÏ½ Ã¹ ¸·Ï¿ÀÄ»Ãº· Û
Æ »À¸ Ï·Â½ ÃÈÏÃ Ä· Â à·»½ <×º¿ÃÄ· < Ë »è»À¹ ½À· ¹·ÍÌÁº»¹½º· Ä· Â à¿ºÄº· Ä·

230 ◦C
Ë ·¸¹ Ìº¿Ì½Â¸Á· Ì»º Â»

Ì ¿ÍÌ· Ä»À¸ Â· ÑÁÀÁº»¹·½º Ä· ¼»Ì ·½º Û â½ Ï¿À¹»Ï¹ Ä·¸ ¹½á ·¸ Ä»À¸ Â·¸Ð½·Â¸ ÏÃºÏ½Â· Â à·»½ Ä½ ÌºÃÍ »Ãº· ·ÂÂ·
¸· ¹º»À¸×¿ºÍ · ·À ¼»Ì ·½º Õ

290 ◦C
Ì¿½º ½À· Ìº·¸¸Ã¿À Ä·

75 bar
Û ¶ à·¸¹ Ï·¹¹· ¼»Ì ·½º Ð½Ã ¸·º¹ Õ ·À¹º»MÀ·º

Â» ¹½ºáÃÀ· ÑÁÀÁº»¹ºÃÏ· Ä· Ï¿½º»À¹ Û ÅÀ ¸¿º¹Ã· Ä· ¹½ºáÃÀ· Ë Â» ¼»Ì ·½º Ì ÁÀÚ¹º· Ä»À¸ Â· Ï¿ÀÄ·À¸·½º ¿K ·ÂÂ·
·¸¹ º·¹º»À¸×¿ºÍ Á· ·À ·»½ Û æ· Ä·ºÀÃ·º ÏÃºÏ½Ã¹ ·¸¹ Â· ÏÃºÏ½Ã¹ Ä· º·×º¿ÃÄÃ¸¸·Í ·À¹ Ë Ï à·¸¹ Â· ¸·½Â ÏÃºÏ½Ã¹ Õe¹º· ¿½¼·º¹ Ë ¿À è º·¹º¿½¼· Ä·¸ Ï¿ÀÄÃ¹Ã¿À¸ Ä· ¹·ÍÌÁº»¹½º· ·¹ Ìº·¸¸Ã¿À <À¿ºÍ »Â·¸ < ÒÌº·¸¸Ã¿À Ä·

1 bar·¹ ¹·ÍÌÁº»¹½º· Ä·
10 ◦C

Õ
30 ◦C

Ó Û Æ · Â à·»½ ×º¿ÃÄ· Ë Ìº¿¼·À»À¹ Ä à½À· ºÃ¼ÃÚº· ¿½ Ä· Â» Í ·º Ë ·¸¹ ÃÀÔ ·Ï¹Á·
Ä»À¸ Â· Ï¿ÀÄ·À¸·½º ·¹ Ì ·ºÍ ·¹ Ä· Ï¿ÀÄ·À¸·º Â» ¼»Ì ·½º Ä½ ¸·Ï¿ÀÄ»Ãº· L ·ÂÂ· ·¸¹ ·À¸½Ã¹· º·×º¿ÃÄÃ· Ñº�Ï·
Õ Â à»Áº¿ºÁ×ºÃÑÁº»À¹ Ð½Ã Ì ·ºÍ ·¹ Ä· ÄÁÑ»Ñ·º ½À· Ì»º¹Ã· Ä· Â» ÏÖ»Â·½º Ä»À¸ Â à»¹Í ¿¸ÌÖÚº· Ë Ì½Ã¸ º·¹¿½ºÀ·
Ä»À¸ Â à·À¼Ãº¿ÀÀ·Í ·À¹ Û

pompe pompe pompe

de vapeur

coeur

cuve

Circuit Circuit     Circuit de

refroidissementprimaire secondaire

générateur
cheminée

condenseur

turbine

��� � ßÛß J �O_ [b T WVX R \Y] OYR TQ� P\U T] VX WVX OY\OQY^X _�W\TQSY`Q VX W �Q] V OV]^\TSV ]QOS[TY\V T�VOQ] OPVQ\ � VTQ R \VXXQ\YX[V� �V XV]X WVX � �O_ VX Y]WY`QV SV XV]X WV OY\OQST^YP] WQ � QYWV V] \[U Yb V]P]�TOOYWV] ^VS�
�¿½¸ »ÂÂ¿À¸ Í »ÃÀ¹·À»À¹ À¿½¸ Ï¿ÀÏ·À¹º·º ¸½º Â· ÏÃºÏ½Ã¹ ÌºÃÍ »Ãº· Û Æ Ã4 Áº·À¹¸ Í ¿ÄÚÂ·¸ Ä· ¹Ö·ºÍ ¿È

ÖèÄº»½ÂÃÐ½· ¸¿À¹ ½¹ÃÂÃ¸Á¸ Ä»À¸ Â·¸ ÄÃ4Áº·À¹·¸ Ì»º¹Ã·¸ Ä· Ï· ÏÃºÏ½Ã¹ Û æ· Ï¿N¹ ·À ¹·ÍÌ¸ Ä· Ï»ÂÏ½Â Ä à½À
Ï¿Ä· Ä· ¸ÃÍ½Â»¹Ã¿À Ä àÁÏ¿½Â·Í ·À¹ ¹Ö·ºÍ ¿ÈÖèÄº»½ÂÃÐ½· ·¸¹ ×¿ÀÏ¹Ã¿À Ä· ¹º¿Ã¸ Ì»º»Í Ú¹º·¸ - Â· À¿Íáº· Ä·
Í »ÃÂÂ·¸ Ì ·ºÍ ·¹¹»À¹ Ä· ÄÃ¸ÏºÁ¹Ã¸·º Â· Ä¿Í »ÃÀ· Ä· Ï»ÂÏ½Â Ë Â» äÀ·¸¸· Ä· º·ÌºÁ¸·À¹»¹Ã¿À Ä·¸ ÌÖÁÀ¿Í ÚÀ·¸
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ÌÖè¸ÃÐ½·¸ Ë ·¹ Â·¸ ¸ÏÖÁÍ »¸ À½Í ÁºÃÐ½·¸ ½¹ÃÂÃ¸Á¸ Ì ¿½º ÄÃ¸ÏºÁ¹Ã¸·º Â· ¸è¸¹ÚÍ · Ä àÁÐ½»¹Ã¿À¸ Û æ· Ä·½¾ ÃÚÍ ·
Ì»º»Í Ú¹º· ·¸¹ ÄÃº·Ï¹·Í ·À¹ ÂÃÁ »½ À¿Íáº· Ä àÁÐ½»¹Ã¿À¸ Ë ·¹ Ä¿ÀÏ Ä· ¼»ºÃ»áÂ·¸ Ë ·À¹º»À¹ Ä»À¸ Â» Ï¿ÍÌ¿È
¸Ã¹Ã¿À Ä½ Í¿ÄÚÂ· Û Æ »À¸ Ï·º¹»ÃÀ¸ Ä¿Í »ÃÀ·¸ Ä· Ï»ÂÏ½Â ÀÁÏ·¸¸Ã¹»À¹ ½À À¿Íáº· Ä· Í »ÃÂÂ·¸ º·¸¹º·ÃÀ¹ ¿À
Ì ·½¹ Ä¿ÀÏ ¸· Ì ·ºÍ ·¹¹º· Ä à»½ÑÍ ·À¹·º Â» äÀ·¸¸· Ä· º·ÌºÁ¸·À¹»¹Ã¿À Ä½ Í¿ÄÚÂ· L ·¹ ÃÀ¼·º¸·Í ·À¹ Ë ¸Ã Â à¿À
¼·½¹ ½À· Ñº»ÀÄ· äÀ·¸¸· Ä· Í ¿ÄÁÂÃ¸»¹Ã¿À ¿À Ä·¼º» ¸· Ï¿À¹·À¹·º Ä à½À À¿Íáº· ºÁÄ½Ã¹ Ä· Í »ÃÂÂ·¸ Ì ¿½º
Ï¿À¸·º¼·º ½À ¹·ÍÌ¸ Ä· Ï»ÂÏ½Â º»Ã¸¿ÀÀ»áÂ· ÒÂ· ¹·ÍÌ¸ ºÁ·Â ·¸¹ ½À ¿áÔ ·Ï¹Ã× ÃÍÌ¿º¹»À¹Ó Û æ· ¹»áÂ·»½ ·¹ Â»
äÑ½º· ÏÃÈÄ·¸¸¿½¸ ÌºÁ¸·À¹· ½À· Ï¿ÀäÑ½º»¹Ã¿À Ì ¿¸¸Ãá Â· Ì ¿½º Â à½¹ÃÂÃ¸»¹Ã¿À Ä·¸ ÄÃ4Áº·À¹¸ Ï¿Ä·¸ Ä· Ï»ÂÏ½Â Û

�Æ Ì¿º·½¾ �Æ ÂÃáº· ßÆ Ì¿º·½¾ ßÆ ÂÃáº· �Æ�Åéç3�Å�¶ÇÆ �
ÇæÝ¶â Ý1 �
çå�¶ �

¶âçåâÉÅ � � �
ãÅ�ÅéÝ �

1D libre
3D/1D poreux

0D

3D libre
3D poreux

��� � ßÛ¬ J �Y\OQY^ R \Yb TY\V V^ Q] O_PY� WV b PW[SYXT^YP] TXXPOY[
é»ºÍ Ã Â·¸ Ï¿Ä·¸ ÏÃ¹Á¸ Ä»À¸ Â· ¹»áÂ·»½ ÏÃÈÄ·¸¸½¸ Â· Ï¿Ä· ãÅ�ÅéÝ Ë ½¹ÃÂÃ¸Á Ì ¿½º Â·¸ ¸ÃÍ½Â»¹Ã¿À¸ Ä·
ÑÁÀÁº»¹·½º¸ Ä· ¼»Ì ·½º Ë ·¸¹ á»¸Á ¸½º Â» ¹·ÏÖÀÃÐ½· Ä·¸ ÅÂÁÍ ·À¹¸ ÇÃÀÃ¸ L ÃÂ ¸¿º¹ Ä½ Ï»Äº· Ä· À¿¹º· Á¹½Ä· Û
æ·¸ »½¹º·¸ Ï¿Ä·¸ Ä· Ï»ÂÏ½ Â ¿À¹ Ï¿ÍÍ· Ì¿ÃÀ¹ Ï¿ÍÍ½À Ä à½¹ÃÂÃ¸·º Ä·¸ Í Á¹Ö¿Ä·¸ á»¸Á·¸ ¸½º Â» ¹·ÏÖÀÃÐ½·
Ä·¸ 1¿Â½Í ·¸ ÇÃÀÃ¸ Û 1¿ÃÂÕ ½À· Ï¿½º¹· Ä·¸ÏºÃÌ¹Ã¿À Ä· ÏÖ»Ï½À Ä à·½¾ -

J �Åéç3�Å�¶ÇÆ - b PW�SV áÃÈ�½ÃÄ· ¸¹»ÀÄ»ºÄ Õ ½À· Ìº·¸¸Ã¿À Ë ¸Ã¾ ÁÐ½»¹Ã¿À¸ Ò¬ ÁÐ½»¹Ã¿À¸ Ä·
Í »¸¸· Ë ¬ ÁÐ½»¹Ã¿À¸ Ä· Ð½»À¹Ã¹Á Ä· Í ¿½¼·Í ·À¹ Ë ¬ ÁÐ½»¹Ã¿À¸ Ä àÁÀ·ºÑÃ· ¹¿¹»Â·Ó Ë XO_ [b T ]Qb [\Y`QV
Ä½ ¹èÌ · ÌºÁÄÃÏ¹·½º�Ï¿ºº·Ï¹·½º ·À Ìº·¸¸Ã¿À ¸½º Í »ÃÂÂ»Ñ· Ï¿Â¿ Ï»ÂÃ¸Á Û

J ÇæÝ¶â Ý1 - b PW�SV Ö¿Í ¿ÑÁÀÁÃ¸Á Õ ê ÁÐ½»¹Ã¿À¸ Ò¬ ÁÐ½»¹Ã¿À¸ Ä· Í »¸¸· Ë ß ÁÐ½»¹Ã¿À Ä· Ð½»À¹Ã¹Á
Ä· Í ¿½¼·Í ·À¹ Ë ß ÁÐ½»¹Ã¿À Ä àÁÀ·ºÑÃ· ¹¿¹»Â·Ó Ë XO_ [b T ]Qb [\Y`QV Ä· ¹èÌ · ÖèÌ ·ºá ¿ÂÃÐ½· Ò¸ÏÖÁÍ »
Ä· É¿·Ó ¸½º Í »ÃÂÂ»Ñ· Ï¿Â¿ Ï»ÂÃ¸Á Û

J çå�¶ - b PW�SV Ö¿Í ¿ÑÁÀÁÃ¸Á � ¿½ ê ÁÐ½»¹Ã¿À¸ Òß ¿½ ¬ ÁÐ½»¹Ã¿À Ò¸Ó Ä· Í »¸¸· Ë ß ÁÐ½»¹Ã¿À Ä·
Ð½»À¹Ã¹Á Ä· Í ¿½¼·Í ·À¹ Ë ß ÁÐ½»¹Ã¿À Ä àÁÀ·ºÑÃ· ¹¿¹»Â·Ó Ë XO_ [b T ]Qb [\Y`Q V Ä½ ¹èÌ · ÌºÁÄÃÏ¹·½º�È
Ï¿ºº·Ï¹·½º ·À Ìº·¸¸Ã¿À ¸½º Í »ÃÂÂ»Ñ· ÄÁÏ»ÂÁ Û

J ¶âçåâÉÅ - b PW�SV áÃÈ�½ÃÄ· ¸¹»ÀÄ»ºÄ Õ ½À· Ìº·¸¸Ã¿À Ë ¸Ã¾ ÁÐ½»¹Ã¿À¸ Ò¬ ÁÐ½»¹Ã¿À¸ Ä· Í »¸¸· Ë
¬ ÁÐ½»¹Ã¿À¸ Ä· Ð½»À¹Ã¹Á Ä· Í ¿½¼·Í ·À¹ Ë ¬ ÁÐ½»¹Ã¿À¸ Ä àÁÀ·ºÑÃ· ¹¿¹»Â·Ó Ë XO_ [b T ]Qb [\Y`Q V Ä½

ß�



��#�*",& �� *�",�'��"*��
¹èÌ · ÌºÁÄÃÏ¹·½º�Ï¿ºº·Ï¹·½º ·À Ìº·¸¸Ã¿À ¸½º Í »ÃÂÂ»Ñ· ÄÁÏ»ÂÁ Û

æ· Ï¿Ä· ¶âçåâÉÅ Ì·ºÍ ·¹ Ä· ¸ÃÍ½Â·º Â· ÏÃºÏ½Ã¹ ÌºÃÍ »Ãº· Ä»À¸ ¸¿À ·À¸·ÍáÂ· ·À ½¹ÃÂÃ¸»À¹ Õ Ì ·½
ÌºÚ¸ ½À Í ÃÂÂÃ·º Ä· Í »ÃÂÂ·¸ Û ¶·¹¹· º·ÌºÁ¸·À¹»¹Ã¿À Õ Â àÁÏÖ·ÂÂ· ¸è¸¹ÚÍ · Ä½ ÏÃºÏ½Ã¹ ÌºÃÍ »Ãº· Ì ·ºÍ ·¹ ½À·
¸ÃÍ½Â»¹Ã¿À ·À ¹·ÍÌ¸ ºÁ·Â Í »Ã¸ º·¸¹· Ì ·½ ÌºÁÏÃ¸· Ë ·½ ÁÑ»ºÄ Õ Â àÁÏÖ·ÂÂ· Ä·¸ Í »ÃÂÂ·¸ ½¹ÃÂÃ¸Á·¸ Û

æ·¸ ¸ÏÖÁÍ »¸ À½Í ÁºÃÐ½·¸ »¸¸¿ÏÃÁ¸ »½¾ Ï¿Ä·¸ Ä· Ï»ÂÏ½Â ÏÃÈÄ·¸¸½¸ ¿À¹ ½À ÌºÃÀÏÃÌ · Ï¿ÍÍ½À Û æ·¸
¼»ºÃ»áÂ·¸ ÄÃ¸ÏºÁ¹Ã¸Á·¸ ¸¿À¹ ½ÀÃ×¿ºÍ ·¸ ¸½º ÏÖ»Ð½· Í »ÃÂÂ· Ä½ Ä¿Í »ÃÀ· ÄÃ¸Ïº·¹ ·¹ Â» Í Ã¸· Õ Ô ¿½º Ä·¸
Ñº»ÀÄ·½º¸ Ä à½À· Ï·ÂÂ½ Â· ·¸¹ ºÁ»ÂÃ¸Á· ·À ·4·Ï¹½»À¹ ½À áÃÂ»À Ä·¸ �½¾ ¹º»¼·º¸»À¹ Â·¸ ×»Ï·¸ Ä· Ï·¹¹·
Ï·ÂÂ½ Â· Û Æ »À¸ Â·¸ ×»Ã¹¸ Â» ÄÃ4Áº·ÀÏ· ·À¹º· Â·¸ ¸ÏÖÁÍ »¸ À½Í ÁºÃÐ½·¸ ½¹ÃÂÃ¸Á¸ ºÁ¸ÃÄ· Ä»À¸ Â» Í »ÀÃÚº· Ä à·¸È
¹ÃÍ ·º Ï·¸ �½¾ Û â ÃÀ¸Ã Â· Ï¿½ÌÂ»Ñ· Ä· Ä·½¾ Ï¿Ä·¸ Ä· Ï»ÂÏ½Â ÄÃ4 Áº·À¹¸ »è»À¹ ½À· ×º¿À¹ÃÚº· Ï¿ÍÍ½À·
¸· ×·º» Ì»º Ìº·¸ÏºÃÌ¹Ã¿À Ä·¸ �½¾ »½¾ ×»Ï·¸ Ä·¸ Ï·ÂÂ½ Â·¸ Ô ¿ÃÀ¹·¸ Û ¶·¹¹· ×º¿À¹ÃÚº· Ë Ï¿À¸¹Ã¹½Á· Ä à½À· ¿½
ÌÂ½¸Ã·½º¸ ×»Ï·¸ ¸·º» »ÌÌ ·ÂÁ· Ä»À¸ Â» ¸½Ã¹· ÃÀ¹·º×»Ï· Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· Û æ» ÄÃ� Ï½Â¹Á Ä½ Ï¿½ÌÂ»Ñ· Ä· Ï¿Ä·¸
Ä· Ï»ÂÏ½Â ÄÃ4 Áº·À¹¸ ºÁ¸ÃÄ· Ä¿ÀÏ Ä»À¸ Â» ÄÁäÀÃ¹Ã¿À Ä·¸ �½¾ »½¾ ÃÀ¹·º×»Ï·¸ Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· Ë Ï·½¾ÈÏÃ ¸·º¼»À¹
Ä· Ï¿ÀÄÃ¹Ã¿À¸ »½¾ ÂÃÍ Ã¹·¸ Ì ¿½º ÏÖ»Ï½À Ä·¸ Ï¿Ä·¸ Û ¶·¸ �½¾ Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· Ä¿Ã¼·À¹ À¿¹»ÍÍ·À¹ Ìº·ÀÄº·
·À Ï¿ÍÌ¹· Â·¸ Á¼·À¹½·ÂÂ·¸ ÃÀÏ¿ÍÌ»¹ÃáÃÂÃ¹Á¸ ·À¹º· Â·¸ Í ¿ÄÚÂ·¸ Í Ã¸ ·À ÌºÁ¸·ÀÏ· Ä· Ì»º¹ ·¹ Ä à»½¹º· Ä·¸
ÃÀ¹·º×»Ï·¸ Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· Û

âäÀ Ä· ÏÂ»ºÃä·º Â» ¸½Ã¹· Ä· Â à·¾Ì ¿¸Á À¿½¸ Ï¿À¸ÃÄÁº·º¿À¸ Â· Ï»¸ Ä½ Ï¿½ÌÂ»Ñ· Ä· Ä·½¾ Í ¿ÄÚÂ·¸
Ä· Ì»º¹ ·¹ Ä à»½¹º· Ä à½À· ÃÀ¹·º×»Ï· Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· Ï¿ÍÌ¿¸Á· Ä à½À· ½ÀÃÐ½· ×»Ï· Ð½· À¿½¸ ¸½ÌÌ¿¸·º¿À¸
¼·º¹ÃÏ»Â· L À¿½¸ ÄÃ¸¹ÃÀÑ½·º¿À¸ Â·¸ Í ¿ÄÚÂ·¸ Òº·¸Ì Û �½¾ Ë ¸è¸¹ÚÍ ·¸ Ä àÁÐ½»¹Ã¿À¸ Ë Á¹»¹¸ Ë ÛÛÛÓ Äº¿Ã¹ ·¹ Ñ»½ÏÖ·
Ï¿ÍÍ· Á¹»À¹ Â·¸ Í ¿ÄÚÂ·¸ Òº·¸Ì Û �½¾ Ë ¸è¸¹ÚÍ ·¸ Ä àÁÐ½»¹Ã¿À¸ Ë Á¹»¹¸ Ë ÛÛÛÓ Õ Äº¿Ã¹· ·¹ Õ Ñ»½ÏÖ· Ä· Ï·¹¹·
ÃÀ¹·º×»Ï· Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· Û ØÀ ¸½ÌÌ¿¸· Ä¿ÀÏ ÃÏÃ Ð½· Â·¸ Í »ÃÂÂ»Ñ·¸ ¸¿À¹ Ï¿Â¿ Ï»ÂÃ¸Á¸ Ë Ï à·¸¹ÈÕÈÄÃº· Ð½· Ä·½¾
Ï·ÂÂ½ Â·¸ ¼¿Ã¸ÃÀ·¸ À à¿À¹ Ð½ à½À· ½ÀÃÐ½· ×»Ï· ·À Ï¿ÍÍ½À Û ÝÂ ·¸¹ ÌºÁ¼½ Ë Ä»À¸ Â· Ï»Äº· Ä½ Ìº¿Ô ·¹ �ÅéÈ
ç3�Å Ë Ä àÁ¹·ÀÄº· Â·¸ ¹º»¼»½¾ ÌºÁ¸·À¹Á¸ Ä»À¸ Ï·¹¹· ¹ÖÚ¸· »½¾ Í »ÃÂÂ»Ñ·¸ À¿ÀÈÏ¿Â¿ Ï»ÂÃ¸Á¸ »ÌÌ ·ÂÁ¸ »½¸¸Ã
Í »ÃÂÂ»Ñ·¸ ÄÁÏ»ÂÁ¸ Û âÏ¹½·ÂÂ·Í ·À¹ Ä·½¾ »ÌÌº¿ÏÖ·¸ ¸¿À¹ Ì ¿¸¸Ãá Â·¸ »äÀ Ä· Ï»ÂÏ½Â·º Â·¸ �½¾ Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ·¸
·¹ áÃ·À Ð½ à·ÂÂ·¸ Ì½Ã¸¸·À¹ Ï¿�ÀÏÃÄ·º Ë ·ÂÂ·¸ º·¸¹·À¹ á»¸Á·¸ ¸½º Ä·¸ ÃÄÁ·¸ ÄÃ4 Áº·À¹·¸ Û æ» Ìº·Í ÃÚº· »ÌÌº¿ÏÖ·
·¸¹ Ã¸¸½· Ä½ ×¿ºÍ »ÂÃ¸Í · Ìº¿Ì ¿¸Á Ì»º â Û� Û æ·º¿½¾ �êê   Ì¿½º Â· ¹º»Ã¹·Í ·À¹ Ä·¸ ¹·ºÍ ·¸ ¸¿½ºÏ·¸ Û 3À<Í¿ÄÚÂ· Ì Úº· < ·¸¹ ÃÀ¹º¿Ä½Ã¹ »½ ÀÃ¼·»½ Ä· Â àÃÀ¹·º×»Ï· Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· Û ¶·Â½ÃÈÏÃ ÄÁÑÁÀÚº· ¼·º¸ Â· Í ¿ÄÚÂ·
Äº¿Ã¹ ·¹ ¼·º¸ Â· Í ¿ÄÚÂ· Ñ»½ÏÖ· L Ï·¹¹· Ìº¿ÌºÃÁ¹Á Ä· ä ÂÃ»¹Ã¿À Ì ·ºÍ ·¹ Ä à»¸¸½º·º V] R T\^YV Â» Ï¿ÖÁº·ÀÏ·
Ä½ Ï¿½ÌÂ»Ñ· Û ÅÀ ¿½¹º· Ë Ï· Í ¿ÄÚÂ· Ì ·ºÍ ·¹ Â· Ï»ÂÏ½Â Ä·¸ �½¾ Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· Ì»º Â» ºÁ¸¿Â½¹Ã¿À Ä à½À
½ÀÃÐ½· Ìº¿áÂÚÍ · Ä· ÉÃ·Í »ÀÀ Ä¿À¹ Â·¸ Ä¿ÀÀÁ·¸ ÃÀ Ã¹Ã»Â·¸ ¸¿À¹ Ã¸¸½¸ Ä·¸ Á¹»¹¸ Ñ»½ÏÖ· ·¹ Äº¿Ã¹ Û ¶ à·¸¹
ÌºÃÀÏÃÌ»Â·Í ·À¹ ¸½º Ä·¸ Í Á¹Ö¿Ä·¸ ÄÁºÃ¼Á·¸ Ä· Ï·¹¹· »ÌÌº¿ÏÖ· Ð½· Ì ¿º¹·º¿À¹ À¿¸ ·4¿º¹¸ Ì»º Â» ¸½Ã¹· Û
æ» Ä·½¾ÃÚÍ · »ÌÌº¿ÏÖ· » Á¹Á Ìº¿Ì ¿¸Á· Ì»º Å Û ã¿ÄÂ· ¸� Ã ·¹ éÛâ Û É»¼Ã»º¹ ���  Ë��Þ  Û ¶·¹¹· Í Á¹Ö¿Ä·
ÀÁÏ·¸¸Ã¹· Â» ºÁ¸¿Â½¹Ã¿À Ä· Ä·½¾ Ìº¿áÂÚÍ ·¸ Ä· É Ã·Í »ÀÀ »½ ÀÃ¼·»½ Ä· Â àÃÀ¹·º×»Ï· Û æ· �½¾ Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ·
Ì ¿½º Â· Í ¿ÄÚÂ· Äº¿Ã¹ Òº·¸Ì Û Ñ»½ÏÖ·Ó ·¸¹ Ï»ÂÏ½ÂÁ Õ Ì»º¹Ãº Ä½ Ìº¿áÂÚÍ · Ä· ÉÃ·Í »ÀÀ »¸¸¿ÏÃ»À¹ Â· ¸è¸È
¹ÚÍ · Ä àÁÐ½»¹Ã¿À¸ Äº¿Ã¹ Òº·¸Ì Û Ñ»½ÏÖ·Ó ·¹ Â·¸ Á¹»¹¸ Äº¿Ã¹ ·¹ Ñ»½ÏÖ· Û ÝÂ ·¸¹ Õ À¿¹·º Ð½· Â· ÏÖ¿Ã¾ Ä·¸
ÃÀ×¿ºÍ »¹Ã¿À¸ Ã¸¸½¸ Ä·¸ Á¹»¹¸ Äº¿Ã¹ ·¹ Ñ»½ÏÖ· ÒÕ Â à»ÃÄ· Ä· ÏÖ»ÀÑ·Í ·À¹¸ Ä· ¼»ºÃ»áÂ·¸Ó » ½À· ÃÀ�½·ÀÏ·
¸½º Â·¸ ºÁ¸½Â¹»¹¸ Ä½ Ï¿½ÌÂ»Ñ· Û ¶·Â» Ì ·ºÍ ·¹ Ä¿ÀÏ Ë Ä»À¸ ½À· Ï·º¹»ÃÀ· Í ·¸½º· Ë Ä· ÏÖ¿Ã¸Ãº Â·¸ Ìº¿ÌºÃÁ¹Á¸
»¸¸¿ÏÃÁ·¸ »½ Ï¿½ÌÂ»Ñ· Û ¶·¹¹· »ÌÌº¿ÏÖ· ·¸¹ Â»ºÑ·Í ·À¹ ½¹ÃÂÃ¸Á· Ì»º Â· Ñº¿½Ì · Ä· ¹º»¼»ÃÂ ¸½º Â· Ï¿½ÌÂ»Ñ·
ÃÀ¹·º×»ÏÃ»Â Ä· Í ¿ÄÚÂ·¸ ��  Ï¿ÍÍ½À »½ Â»á ¿º»¹¿Ãº· Ü»ÏÐ½·¸ æ¿½Ã¸ æ Ã¿À¸ ·¹ »½ Â»á ¿º»¹¿Ãº· �ÇÎÅ Ä½
¶Åâ Û é»º »ÃÂÂ·½º¸ Ë Ï·º¹»ÃÀ¸ Ñº¿½Ì ·¸ Ä· ¹º»¼»ÃÂ ¿À¹ ÏÖ¿Ã¸Ã Ä·¸ ¿ºÃ·À¹»¹Ã¿À¸ º»ÄÃÏ»Â·Í ·À¹ ÄÃ4Áº·À¹·¸
Ì ¿½º Ï¿½ÌÂ·º Ä·¸ Í ¿ÄÚÂ·¸ ÄÃ4 Áº·À¹¸ Û æ· <¶·À¹·º ×¿º ÝÀ¹·Ñº»¹·Ä ç½ºá½Â·ÀÏ· �ÃÍ½Â»¹Ã¿À¸ < Ä· Â à½ÀÃÈ
¼·º¸Ã¹Á Ä· �¹»À×¿ºÄ Ò¼¿Ãº Ö¹¹Ì -�� Û¸¹»À×¿ºÄ Û·Ä½�Ñº¿½Ì �ÏÃ¹¸�Ó ¿½ Â à½ÀÃ¹Á <¶¿ÍÍ½ÀÃ¹è ¶ÂÃÍ »¹·�è¸¹·Í Î¿Ä·Â< Ò¼¿Ãº Ö¹¹Ì -�� ÛÏÏ¸Í Û½Ï»º Û·Ä½ �Í¿Ä·Â¸�ÏÏ¸Í � Û��ÏÌÂ��Ó Ìº¿Ì ¿¸·À¹ Ä·¸ Í Á¹Ö¿Ä·¸
ÌºÃÀÏÃÌ»Â·Í ·À¹ á»¸Á·¸ ¸½º Â» º·Ï¿À¸¹º½Ï¹Ã¿À Ä· Ä¿ÀÀÁ·¸ Ì»º ÃÀ¹·ºÌ ¿Â»¹Ã¿À Û
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é¿½º Í Ã·½¾ »ÌÌºÁÖ·ÀÄ·º Â·¸ Ìº¿áÂÚÍ ·¸ Ä· Ï¿ÍÌ»¹ÃáÃÂÃ¹Á Ä àÃÀ×¿ºÍ »¹Ã¿À Ë ÌÂ½¸Ã·½º¸ Ìº¿áÂÚÍ ·¸ <ÁÂÁÈ

Í ·À¹»Ãº·¸ < ¼¿À¹ e¹º· ¸½ÏÏ·¸¸Ã¼·Í ·À¹ »á ¿ºÄÁ¸ Û æ· Ìº·Í Ã·º Ìº¿áÂÚÍ · Ë »á ¿ºÄÁ Ä»À¸ Â· ÏÖ»ÌÃ¹º· ¬ Ë ·¸¹
½À Ìº¿áÂÚÍ · ÌºÁÂÃÍ ÃÀ»Ãº· »½ Ï¿½ÌÂ»Ñ· Ìº¿Ìº·Í ·À¹ ÄÃ¹ Ë ÃÂ ¸ à»ÑÃ¹ Ä· ÏÖ¿Ã¸Ãº ½À· Í Á¹Ö¿Ä· Ì ·ºÍ ·¹¹»À¹
Â· ¹º»Ã¹·Í ·À¹ Ä·¸ ¹·ºÍ ·¸ ¸¿½ºÏ·¸ Ä»À¸ Â· Ï»Äº· Ä· ºÁÑÃÍ ·¸ ÃÀ¸¹»¹Ã¿ÀÀ»Ãº·¸ Û ¶· ¹º»¼»ÃÂ Á¹»Ã¹ ÃÀ Ã¹Ã»Â·È
Í ·À¹ Í ¿¹Ã¼Á Ì»º Â à»ÌÌº¿ÏÖ· Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· ¼Ã¸Á· Õ ¹·ºÍ · Û æ·¸ ¸¹º»¹ÁÑÃ·¸ Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· º·¹·À½·¸ Ä»À¸ Â·¸
ÏÖ»ÌÃ¹º·¸ ê ·¹ � ×¿À¹ »ÌÌ ·Â ¸¹º½Ï¹½º·ÂÂ·Í ·À¹ »½¾ ¹·ÏÖÀÃÐ½·¸ Ä àÁÏÂ»¹·Í ·À¹ Ä à¿Ì Áº»¹·½º L Â à»Â¹·ºÀ»¹Ã¼·
·¾»Í ÃÀÁ· ¸½º Â» ÌÂ»À À½Í ÁºÃÐ½· Ä»À¸ Â· ÏÖ»ÌÃ¹º· ¬ À à·¸¹ Ì»¸ º·¹·À½· Û 3À· »ÌÌº¿ÏÖ· ·¸¹ ·À¸½Ã¹·
Ìº¿Ì ¿¸Á· »½ ÏÖ»ÌÃ¹º· � »äÀ Ä· Ï¿½ÌÂ·º ½À Ï¿Ä· <¹º»¼»ÃÂÂ»À¹ < ¸½º Ä·¸ Ä¿Í »ÃÀ·¸ Í ¿À¿ÈÄÃÍ ·À¸Ã¿ÀÀ·Â¸
·¹ ½À Ï¿Ä· <¹º»¼»ÃÂÂ»À¹ < ¸½º Ä·¸ Ä¿Í »ÃÀ·¸ ¹ºÃÄÃÍ ·À¸Ã¿ÀÀ·Â¸ ·¹ ¹¿½¸ Ä·½¾ á»¸Á¸ ¸½º Â·¸ ÁÐ½»¹Ã¿À¸
Ä àÅ½Â·º Ã¸·À¹º¿ÌÃÐ½· Û Æ»À¸ Â· Ð½»¹ºÃÚÍ · ÏÖ»ÌÃ¹º· À¿½¸ »á ¿ºÄ¿À¸ Â· Ìº¿áÂÚÍ · Ä½ Ï¿½ÌÂ»Ñ· Ä· Ä·½¾
Í ¿ÄÚÂ·¸ Ä àÁÏ¿½Â·Í ·À¹ ÄÃÌÖ»¸ÃÐ½· Ö¿Í ¿ÑÁÀÁÃ¸Á Ë ½À Í ¿ÄÚÂ· º·Â»¾Á Òå¿Í¿Ñ·À·¿½¸ É·Â»¾·Ä Î¿Ä·ÂÓ ·¹
½À Í ¿ÄÚÂ· ÁÐ½ÃÂÃáºÁ Òå¿Í¿Ñ·À·¿½¸ ÅÐ½ÃÂÃáºÃ½Í Î¿Ä·ÂÓ Û æ· ÏÃÀÐ½ÃÚÍ · ÏÖ»ÌÃ¹º· ÌºÁ¸·À¹· ½À Ï»¸ Ä·
Ï¿½ÌÂ»Ñ· Ì¸·½Ä¿ÈÃÀÄ½¸¹ºÃ·Â ºÁ»ÂÃ¸Á Ñº�Ï· »½¾ Í Á¹Ö¿Ä·¸ Á¹½ÄÃÁ·¸ Ä»À¸ Â·¸ Ìº·Í Ã·º¸ ÏÖ»ÌÃ¹º·¸ Û Æ·½¾
»ÀÀ·¾·¸ ÌºÃÀÏÃÌ»Â·¸ Ï¿ÍÌÂÚ¹·À¹ Ï· Ä¿Ï½Í ·À¹ Û æ» Ìº·Í ÃÚº· Ìº¿Ì ¿¸· ½À· Í Á¹Ö¿Ä· ½¹ÃÂÃ¸»À¹ ½À Í ¿È
ÄÚÂ· áÃÈ�½ÃÄ· Õ Ä·½¾ Ìº·¸¸Ã¿À¸ º·Â»¾Á Ì ¿½º ¸ÃÍ½Â·º ½À Í ¿ÄÚÂ· áÃÈ�½ÃÄ· ¸¹»ÀÄ»ºÄ Õ ½À· Ìº·¸¸Ã¿À Û
æ» Ä·½¾ÃÚÍ · »ÀÀ·¾· ·¸¹ ½À· ·¾¹·À¸Ã¿À Ä½ ¹º»¼»ÃÂ Ä½ ÏÖ»ÌÃ¹º· � Ë ÃÂ ¸ à»ÑÃ¹ Ä à»ÌÌÂÃÐ½·º Â·¸ Í Á¹Ö¿Ä·¸
Ìº¿Ì ¿¸Á·¸ Ä»À¸ Â· Ï»Äº· Ä·¸ ÁÐ½»¹Ã¿À¸ Ã¸·À¹º¿ÌÃÐ½·¸ Ä àÅ½Â·º »½ Ï»Äº· Ä·¸ ¸è¸¹ÚÍ ·¸ Ä àÁÐ½»¹Ã¿À¸ á»¸Á¸
¸½º Â· ¸è¸¹ÚÍ · Ä àÅ½Â·º Û

¡¢£¤¥¦§¨ © ª «¦¬¨ ®¯°¤£§£¦¥±¨ ¨ ²®¢³°£² ´¬°³§¥µ¬¨² ¤ ¯¬§ ¶¨² ²·²¸
¦¹°¨² ¢·¤ ¨§º ¯¶¥µ¬¨² £±¨® ¦¨§°¨² ²¯¬§®¨² ¨´ §³»¥° ¨ ¥´²¦£¦¥¯´´£¥§¨

æ·¸ Í ¿ÄÚÂ·¸ ¸½º Â·¸Ð½·Â¸ ¸¿À¹ á»¸Á¸ Â·¸ Ï¿Ä·¸ Ä· Ï»ÂÏ½Â ÌºÁ¸·À¹Á¸ ÏÃÈÄ·¸¸½¸ Ì ¿¸¸ÚÄ·À¹ ¹¿½¸ Ä·¸
¹·ºÍ ·¸ ¸¿½ºÏ·¸ Û æ·¸ ¸è¸¹ÚÍ ·¸ Ä àÁÐ½»¹Ã¿À¸ À¿ÀÈÖ¿Í ¿ÑÚÀ·¸ Ë Ð½· À¿½¸ ¸½ÌÌ¿¸·º¿À¸ Ï¿À¸·º¼»¹Ã¼·¸ Ë
¸ àÁÏºÃ¼·À¹ »Â¿º¸ -

∂t (W ) + ∂x (F (W )) = S(W )
ÒßÛßÓ

¶· Ìº·Í Ã·º ÏÖ»ÌÃ¹º· ÌºÁ¸·À¹· ¹º¿Ã¸ ¸ÏÖÁÍ »¸ À½Í ÁºÃÐ½·¸ á»¸Á¸ ¸½º Ä·½¾ ¹·ÏÖÀÃÐ½·¸ ÄÃ4 Áº·À¹·¸ Ì ·ºÈ
Í ·¹¹»À¹ Â· ¹º»Ã¹·Í ·À¹ À½Í ÁºÃÐ½· Ä·¸ ¹·ºÍ ·¸ ¸¿½ºÏ·¸

S(W )
Ä à¿ºÄº· ¼Áº¿ Û

æ» Ìº·Í ÃÚº· »ÌÌº¿ÏÖ· º·Ì ¿¸· ¸½º Â» ¹·ÏÖÀÃÐ½· ÏÂ»¸¸ÃÐ½· Ä· Ì»¸ ×º»Ï¹Ã¿ÀÀ»Ãº·¸ �Þ�  Ë Ï·ÂÂ·ÈÏÃ ¸ÁÌ»º·
Â à¿Ì Áº»¹·½º Ä· Ï¿À¼·Ï¹Ã¿À ÒßÛ¬Ó ·¹ Â à¿Ì Áº»¹·½º »¸¸¿ÏÃÁ »½¾ ¹·ºÍ ·¸ ¸¿½ºÏ·¸ ÒßÛ�Ó Û æ· ¸ÏÖÁÍ » À½Í ÁÈ
ºÃÐ½· Ì ·ºÍ ·¹¹»À¹ Ä· Ï»ÂÏ½Â·º Â à»ÌÌº¿¾ÃÍ »¹Ã¿À Ä· Â» ¸¿Â½¹Ã¿À »½ ¹·ÍÌ¸

tn+1 = tn + ∆t
Õ Ì»º¹Ãº Ä·

Â à»ÌÌº¿¾ ÃÍ »¹Ã¿À Ä· Â» ¸¿Â½¹Ã¿À »½ ¹·ÍÌ¸
tn

¸ àÁÏºÃ¹ »Â¿º¸ -
∂t

(
W 1

)
+ ∂x

(
F (W 1)

)
= 0,

»¼·Ï
W 1(x,t = 0) = W (x,tn)

ÒßÛ¬Ó
∂t

(
W 2

)
= S(W 2),

»¼·Ï
W 2(x,t = 0) = W 1(x,t = ∆t)

ÒßÛ�Ó
æ» ¸¿Â½¹Ã¿À »ÌÌº¿ÏÖÁ· »½ ¹·ÍÌ¸

tn+1 ·¸¹ »Â¿º¸
W (x,tn+1) = W 2(x,∆t)

Û æ» Ä·½¾ ÃÚÍ · ¹·ÏÖÀÃÐ½· ·¸¹
Ã¸¸½· Ä·¸ ¹º»¼»½¾ �êê   ¼Ã¸»À¹ Õ ¿á¹·ÀÃº Ä· á ¿ÀÀ·¸ »ÌÌº¿¾ ÃÍ »¹Ã¿À¸ Ä·¸ ÁÐ½ÃÂÃáº·¸ ¸¹»¹Ã¿ÀÀ»Ãº·¸ ·À¹º·
¹·ºÍ ·¸ ¸¿½ºÏ·¸ ·¹ ¹·ºÍ ·¸ Ä· Ï¿À¼·Ï¹Ã¿À ¸½º Í »ÃÂÂ»Ñ· Ñº¿¸¸Ã·º Û Æ »À¸ Â· Ï»¸ Ä· ¸¿Â½¹Ã¿À¸ ·À ºÁÑÃÍ ·
¸¹»¹Ã¿ÀÀ»Ãº· Ë Â·¸ Í Á¹Ö¿Ä·¸ Ä· ¹èÌ · Ì»¸ ×º»Ï¹Ã¿ÀÀ»Ãº·¸ Ì ·½¼·À¹ ·À ·4·¹ Í »ÀÐ½·º Ä· ÌºÁÏÃ¸Ã¿À ¸½º
Í »ÃÂÂ»Ñ· Ñº¿¸¸Ã·º Û æ àÃÄÁ· ·¸¹ Ä¿ÀÏ Ä· ¹º»Ã¹·º Ä· Í »ÀÃÚº· ¸èÀÏÖº¿À· Â·¸ ·4 ·¹¸ Ä· Ï¿À¼·Ï¹Ã¿À ·¹ Â·¸
¹·ºÍ ·¸ ¸¿½ºÏ·¸ Û é¿½º Ï· ×»Ãº· ¿À <ÄÁÏ·À¹º· < Â·¸ ¹·ºÍ ·¸ ¸¿½ºÏ·¸ Ì ¿½º Â·¸ ÃÀÏÂ½º· Ä»À¸ Â· Ï»ÂÏ½Â Ä·¸�½¾ Õ ¹º»¼·º¸ Â·¸ ÃÀ¹·º×»Ï·¸ L ¿À ÃÀ¹º¿Ä½Ã¹ ½À· ¼»ºÃ»áÂ·

A(x,t)
ÄÁäÀÃ· Ì»º¹Ã·ÂÂ·Í ·À¹ Ì»º ¸·¸ ÄÁºÃ¼Á·¸

ß�
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Ì»º¹Ã·ÂÂ·¸ -

∂t (A) = 0
·¹

∂x (A) = 1
Û æ· Ï»ÂÏ½Â Ä·¸ �½¾ »½¾ ÃÀ¹·º×»Ï·¸ ·¸¹ »Â¿º¸ ºÁ»ÂÃ¸Á ·À Ï¿À¸ÃÄÁº»À¹

Â· ¸è¸¹ÚÍ · Ö¿Í ¿ÑÚÀ· À¿ÀÈÏ¿À¸·º¼»¹Ã× -
∂t (A) = 0

ÒßÛê Ó
∂t (W ) + ∂x (F (W )) − S(W )∂x (A) = 0

ÒßÛ�Ó
æ àÃÀ¹º¿Ä½Ï¹Ã¿À Ä· Â à¿ÀÄ· Ä· Ï¿À¹»Ï¹ ¸¹»¹Ã¿ÀÀ»Ãº· Ò¼»Â·½º Ìº¿Ìº· À½ÂÂ· »¸¸¿ÏÃÁ· »½ ÏÖ»ÍÌ

A
Ó Ì ·½¹

·À¹º»MÀ·º Â à»ÌÌ»ºÃ¹Ã¿À Ä½ ÌÖÁÀ¿Í ÚÀ· Ä· ºÁ¸¿À»ÀÏ· Ì»º ÏÖ·¼»½ÏÖ·Í ·À¹ Ä· Ï· ÏÖ»ÍÌ ÂÃÀÁ»Ãº·Í ·À¹
ÄÁÑÁÀÁºÁ »¼·Ï ½À· ¿ÀÄ· ¼º»ÃÍ ·À¹ À¿ÀÈÂÃÀÁ»Ãº· Û

æ·¸ Ä·½¾ ¹·ÏÖÀÃÐ½·¸ ÏÃÈÄ·¸¸½ ¸ ¿À¹ Á¹Á »ÌÌÂÃÐ½Á·¸ ·¹ Ï¿ÍÌ»ºÁ·¸ ¸½º ½À Í ¿ÄÚÂ· ¸ÃÍÌÂ· Ä àÁÏ¿½Â·Í ·À¹
ÄÃÌÖ»¸ÃÐ½· Ä¿À¹ Â· ¸è¸¹ÚÍ · Ä àÁÐ½»¹Ã¿À¸ ·¸¹ Â· ¸½Ã¼»À¹ -

∂t (ρα) + ∂x (ραu) = ρ
αeq − α

τ0

ÒßÛ�Ó
∂t (ρ) + ∂x (ρu) = 0

ÒßÛ�Ó
∂t (ρu) + ∂x

(
ρu2 + P (ρ)

)
= 0

ÒßÛÞÓ
æ·¸ ¼»ºÃ»áÂ·¸ Ä· Ï· ¸è¸¹ÚÍ · ¸¿À¹ Â» Ä·À¸Ã¹Á Í ¿è·ÀÀ· Ä½ Í ÁÂ»ÀÑ·

ρ
Ë Â» ¼ Ã¹·¸¸· Í ¿è·ÀÀ· Ä½ Í ÁÂ»ÀÑ·

u
·¹ Â· ¹Ã¹º· Ä½ Í ÁÂ»ÀÑ·

α
Û �¿½¸ »¼¿À¸ ÏÖ¿Ã¸Ã ½À· Â¿Ã Ä àÁ¹»¹ ¸ÃÍÌÂ· Ä· ¹èÌ · <¸¹Ã4·À·Ä Ñ»¸ < À· ÄÁÈ

Ì ·À»À¹ Ì»¸ Ä½ ¹Ã¹º· Ä½ Í ÁÂ»ÀÑ· Û Æ · Ì Â½ ¸ Â· ¹Ã¹º· Õ Â àÁÐ½ÃÂÃáº·
αeq

»ÃÀ¸Ã Ð½· Â· ¹·ÍÌ¸ Ä· º·Â»¾»¹Ã¿À
τ0

¸·º¿À¹ ¸½ÌÌ¿¸Á¸ Ï¿À¸¹»À¹¸ ·¹ ½ÀÃ×¿ºÍ ·¸ Û ¶· Ï»Äº· ¸ÃÍÌÂÃäÁ » Â à»¼»À¹»Ñ· Ä· Ì ·ºÍ ·¹¹º· Ä· Ï»ÂÏ½Â·º
Ä·¸ ¸¿Â½¹Ã¿À¸ »À»Âè¹ÃÐ½·¸ Û

æ» Ï¿ÍÌ»º»Ã¸¿À Ä·¸ Ä·½¾ ¹·ÏÖÀÃÐ½·¸ » Á¹Á ·4·Ï¹½Á· ¸½º Ä·¸ Ï»¸ ¹·¸¹¸ ¸ÃÍÌÂ·¸ ·¹ ·À ×»Ã¸»À¹ ¼»ºÃ·º
Â· ¹·ÍÌ¸ Ä· º·Â»¾»¹Ã¿À Û ¶· Ä·ºÀÃ·º Ì ·ºÍ ·¹ Ä· º»ÃÄÃº Â· ¹·ºÍ · ¸¿½ºÏ· ·¹ Ä· Ä· ¹·¸¹·º Â·¸ Í Á¹Ö¿Ä·¸ ·À
ºÁÑÃÍ · ÌÂ½¸ ¿½ Í ¿ÃÀ¸ ×¿º¹·Í ·À¹ ÃÀ¸¹»¹Ã¿ÀÀ»Ãº· Û æ·¸ Ï¿ÍÌ¿º¹·Í ·À¹¸ ¿á¸·º¼Á¸ ¸·ÍáÂ·À¹ Ï¿À×¿ºÍ ·¸ Õ
Ï· Ð½· Â à¿À »¹¹·ÀÄ»Ã¹ Û æ·¸ ¸ÏÖÁÍ »¸ Ä· ¹èÌ · <ÄÁÏ·À¹º·Í ·À¹ < Ì ·ºÄ·À¹ ·À ÌºÁÏÃ¸Ã¿À Â¿º¸Ð½· Â· ºÁÑÃÍ ·
Ä·¼Ã·À¹ ×¿º¹·Í ·À¹ ÃÀ¸¹»¹Ã¿ÀÀ»Ãº· Û
¡¢£¤¥¦§¨ ½ ª ¡¯¬¤¶£»¨ ¥´¦¨§¾£®¥£¶ ¨² °¯¹¶¨² ¨² ³µ¬£¦¥¯´²  ¿À¬¶¨§
¨´ ®¯´Á»¬§£¦¥¯´ ¥²¨´¦§¯¤ ¥µ¬¨ Â ¬´¨ ¨¦ ¨¬Ã ¥°¨´²¥¯´²  ¿¨²¤£®¨

æ» äÑ½º· ÒßÛ¬Ó º·ÌºÁ¸·À¹· ½À ÏÖ¿Ã¾ Ä· Í ¿ÄÚÂ·¸ Ì ¿½º Â·¸ ÄÃ4 Áº·À¹·¸ Ì»º¹Ã·¸ Ä½ ÏÃºÏ½Ã¹ ÌºÃÍ »Ãº·
Ä à½À· Ï·À¹º»Â· Û ¶· ÏÖ¿Ã¾ ÃÍÌÂÃÐ½· Ä· ¸»¼¿Ãº Ï¿½ÌÂ·º Ä·½¾ Í ¿ÄÚÂ·¸ Ä¿À¹ Â·¸ ÁÐ½»¹Ã¿À¸ ¸ à·¾ÌºÃÍ ·À¹
Ä»À¸ Ä·¸ ÄÃÍ ·À¸Ã¿À¸ Ä à·¸Ì»Ï· ÄÃ4Áº·À¹·¸ Ë Ì»º ·¾·ÍÌÂ· »½ À Ã¼·»½ Ä½ º»ÏÏ¿ºÄ ·À¹º· Â» Ï½¼· Ä»À¸ Â»È
Ð½·ÂÂ· ¿À »ÌÌÂÃÐ½· ½À Í ¿ÄÚÂ· ¹ºÃÈÄÃÍ ·À¸Ã¿À·Â ·¹ Â· ¹½è»½ Ä· ¸¿º¹Ã· Ä· Ï½¼· Ì ¿½º Â·Ð½·Â ¿À » ÏÖ¿Ã¸Ã
½À· Í ¿ÄÁÂÃ¸»¹Ã¿À Í ¿À¿ÈÄÃÍ ·À¸Ã¿À·ÂÂ· Û ¶· ÏÖ»ÌÃ¹º· ÌºÁ¸·À¹· ½À· Í Á¹Ö¿Ä· Ì ·ºÍ ·¹¹»À¹ Ä· Ï¿½ÌÂ·º ½À·
Ï½¼· áÃÈÄÃÍ ·À¸Ã¿À·ÂÂ· ·¹ ½À ¹½è»½ Í ¿À¿ÈÄÃÍ ·À¸Ã¿À·Â Û ÝÂ ·¸¹ ÃÍÌ¿º¹»À¹ Ä· À¿¹·º Ð½ àÃÂ À àè » »½Ï½À·
ÄÃ� Ï½Â¹Á ¹·ÏÖÀÃÐ½· ¸½ÌÌÂÁÍ ·À¹»Ãº· Õ ¹º»Ã¹·º ½À· Ï½¼· ·À ¹º¿Ã¸ ÄÃÍ ·À¸Ã¿À¸ Ë ·À º·¼»ÀÏÖ· Â·¸ Ï¿N¹¸ Ä·
Ï»ÂÏ½Â á ·»½Ï¿½Ì ÌÂ½¸ ÃÍÌ¿º¹»À¹¸ ÂÃÍ Ã¹·º»Ã·À¹ ×¿º¹·Í ·À¹ Â àÁ¹½Ä· ¸½º Í »ÃÂÂ»Ñ·¸ äÀ¸ Û

âäÀ Ä· À¿½¸ Ï¿ÀÏ·À¹º·º ¸½º Â·¸ Ìº¿áÂÚÍ ·¸ ÂÃÁ¸ »½¾ ÄÃÍ ·À¸Ã¿À¸ Ä à·¸Ì»Ï· Ë Â·¸ Í ¿ÄÚÂ·¸ Õ Ï¿½ÌÂ·º
À· ÄÃ4Áº·º¿À¹ Ð½· Ä· Ï· Ì ¿ÃÀ¹ Ä· ¼½· Û æ·¸ ¸è¸¹ÚÍ ·¸ Ä àÁÐ½»¹Ã¿À¸ Ä· Ì»º¹ ·¹ Ä à»½¹º· Ä· Â àÃÀ¹·º×»Ï·
Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· ¸¿À¹ Ï¿ÍÌ¿¸Á¸ Ä·¸ ÁÐ½»¹Ã¿À¸ Ã¸·À¹º¿ÌÃÐ½·¸ Ä àÅ½Â·º »½¾Ð½·ÂÂ·¸ ¿À »ÄÔ ¿ÃÀ¹ ½À· Â¿Ã Ä·
×·ºÍ ·¹½º· ¹Ö·ºÍ ¿ÄèÀ»Í ÃÐ½· ¸ÃÍÌÂ· Ä· ¹èÌ · <¸¹Ã4 ·À·Ä Ñ»¸ <-

P = s0ρ
γ − P∞, γ > 1

ß�
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¿K

P
ÄÁ¸ÃÑÀ· Â» Ìº·¸¸Ã¿À ·¹

ρ
Â» Ä·À¸Ã¹Á L

s0
·¹

γ
¸¿À¹ Ä·¸ Ì»º»Í Ú¹º·¸ Û ¶·¹¹· ÁÐ½»¹Ã¿À Ä àÁ¹»¹ »

Â à»¼»À¹»Ñ· Ä· Ì ·ºÍ ·¹¹º· Ä· ¸ÃÍ½Â·º Ä·¸ ÁÏ¿½Â·Í ·À¹¸ Ä· Ñ»¼ Ò»¼·Ï
P∞ = 0

¿À º·¹º¿½¼· Â» Â¿Ã Ä·¸ Ñ»¼
Ì»º×»Ã¹¸Ó ·¹ Ä à¿á¹·ÀÃº ½À· á ¿ÀÀ· »ÌÌº¿¾ ÃÍ »¹Ã¿À Ä½ Ï¿ÍÌ¿º¹·Í ·À¹ Ä½ ÂÃÐ½ÃÄ· Û 3À ¹º»¼»ÃÂ »À»Â¿Ñ½·
ÌºÁ¸·À¹Á ·À »ÀÀ·¾· Ù » Á¹Á Í ·ÀÁ ¸½º Â· ¸è¸¹ÚÍ · Ï¿ÍÌÂ·¹ Ä àÅ½Â·º Ë ÃÂ ·¸¹ Ì»º »ÃÂÂ·½º¸ Í ¿À¹ºÁ Ï¿ÍÍ·À¹
Â·¸ Í Á¹Ö¿Ä·¸ Ìº¿Ì ¿¸Á·¸ Ì ·½¼·À¹ e¹º· Á¹·ÀÄ½·¸ Õ ÌÂ½¸Ã·½º¸ Í ¿ÄÚÂ·¸ á»¸Á¸ ¸½º Â· ¸è¸¹ÚÍ · Ä·¸ ÁÐ½»¹Ã¿À¸
Ä àÅ½Â·º Û

�»À¸ Ì ·º¹· Ä· ÑÁÀÁº»ÂÃ¹Á Ë Â·¸ ÃÀ¹·º×»Ï·¸ Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· ¸·º¿À¹ ¸½ÌÌ¿¸Á·¸ Ì»º»ÂÂÚÂ·¸ Õ Â à»¾· Ä·¸ ¿ºÄ¿ÀÈ
ÀÁ·¸

(0y)
Û æ·¸ ¸è¸¹ÚÍ ·¸ Ä àÁÐ½»¹Ã¿À¸ Õ Ï¿½ÌÂ·º ¸ àÁÏºÃ¼·À¹ Ä¿ÀÏ º·¸Ì ·Ï¹Ã¼·Í ·À¹ Ì ¿½º Â· ÏÄ¹Á ¹½è»½ ·¹

Â· ÏÄ¹Á Ï½¼· -




∂t (ρ) + ∂x (ρu) = 0
∂t (ρu) + ∂x

(
ρu2 + P (ρ)

)
= 0

v(x,t) = 0





∂t (ρ) + ∂x (ρu) + ∂y (ρv) = 0
∂t (ρu) + ∂x

(
ρu2 + P (ρ)

)
+ ∂y (ρuv) = 0

∂t (ρv) + ∂x (ρuv) + ∂y

(
ρv2 + P (ρ)

)
= 0

ÒßÛ�Ó

æ» Í Á¹Ö¿Ä· Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· ½¹ÃÂÃ¸Á· ·¸¹ Ã¸¸½· Ä½ ×¿ºÍ »ÂÃ¸Í · Ìº¿Ì ¿¸Á Ì»º â Û� Û æ·º¿½¾ Û ØÀ ÃÀ¹º¿Ä½Ã¹
½À· ¼»ºÃ»áÂ·

z
¸¹»¹Ã¿ÀÀ»Ãº· ·¹ Ï»º»Ï¹ÁºÃ¸¹ÃÐ½· Ä·¸ Ä·½¾ Ä¿Í »ÃÀ·¸ Û ¶·ÂÂ·ÈÏÃ Ìº·ÀÄ Â» ¼»Â·½º

0
Ä»À¸ Â·

¹½è»½ ·¹
1

Ä»À¸ Â» Ï½¼· Û 3À Í¿ÄÚÂ· Ì Úº· Ë Ï¿À¸¹º½Ã¹ Ñº�Ï· Õ Ï·¹¹· À¿½¼·ÂÂ· ¼»ºÃ»áÂ· Ë ·¸¹ ÃÀ¹º¿Ä½Ã¹
»äÀ Ä· Ï»ÂÏ½Â·º Â·¸ �½¾ Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· »½ ÀÃ¼·»½ Ä· Â àÃÀ¹·º×»Ï· Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· Û 3À Ï»ÂÏ½Â ¸ÃÍÌÂ· Í ¿À¹º·
Ð½ àÃÂ ·¸¹ ÀÁÏ·¸¸»Ãº· Ò·¹ ¸½� ¸»À¹Ó Ð½· Â· �½¾ Ï»ÂÏ½ÂÁ Õ Â à»ÃÄ· Ä½ Í ¿ÄÚÂ· Ì Úº· º·¸Ì ·Ï¹· ½À· Ï¿ÀÄÃ¹Ã¿À
Ä à»ÄÍ Ã¸¸Ãá ÃÂÃ¹Á Û ÅÀ ·4 ·¹ Ë »äÀ Ð½· Â» ¼Ã¹·¸¸· ¹º»À¸¼·º¸·

v
º·¸¹· À½ÂÂ· Ä»À¸ Â· ¹½è»½ Ë Â· �½¾ ¸½º Â»

Ï¿ÍÌ¿¸»À¹· ¹º»À¸¼·º¸·
ρv

Ä¿Ã¹ e¹º· À½Â Ä½ ÏÄ¹Á Ä½ ¹½è»½ Û Æ ·½¾ Í ¿ÄÚÂ·¸ »ÄÍ Ã¸¸Ãá Â·¸ ¿À¹ Á¹Á ·À¼Ã¸»ÑÁ¸ Û
æ· Ìº·Í Ã·º ·¸¹ á»¸Á ¸½º ½À ¸è¸¹ÚÍ · Ä àÁÐ½»¹Ã¿À¸ Ï¿À¸·º¼»¹Ã¼·¸ ·¹ Ä¿ÀÏ »¸¸½º· Â» Ï¿À¹ÃÀ½Ã¹Á Ä·¸ �½¾ Ä·
Ï¿½ÌÂ»Ñ· Õ ¹º»¼·º¸ Â àÃÀ¹·º×»Ï· Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· Ë À¿½¸ Â à»ÌÌ ·ÂÂ·º¿À¸ Ä¿ÀÏ <Í¿ÄÚÂ· Ï¿À¸·º¼»¹Ã× »ÄÍ Ã¸¸Ãá Â· < -

∂t (ρ) + ∂x (ρu) = 0
ÒßÛß�Ó

∂t (ρu) + ∂x

(
ρu2 + P (ρ)

)
= 0

ÒßÛßßÓ
∂t (ρv) + ∂x (zρuv) = 0

ÒßÛß¬Ó
ÅÀ º·¼»ÀÏÖ· Ë Â· Ä·½¾ ÃÚÍ · ¸è¸¹ÚÍ · Ä àÁÐ½»¹Ã¿À¸ À à·¸¹ Ð½· Ì»º¹Ã·ÂÂ·Í ·À¹ Ï¿À¸·º¼»¹Ã× Ë ÃÂ ¸·º» »ÌÌ ·ÂÁ<Í¿ÄÚÂ· À¿ÀÈÏ¿À¸·º¼»¹Ã× »ÄÍ Ã¸¸Ãá Â· < -

∂t (ρ) + ∂x (ρu) = 0
ÒßÛß�Ó

∂t (ρu) + ∂x

(
ρu2 + P (ρ)

)
= 0

ÒßÛßê Ó
∂t (v) + zu∂x (v) = 0

ÒßÛß�Ó
¶· ¸è¸¹ÚÍ · Á¹»À¹ À¿ÀÈÏ¿À¸·º¼»¹Ã× Ë Â» ºÁ¸¿Â½¹Ã¿À Ä½ Ìº¿áÂÚÍ · Ä· É Ã·Í »ÀÀ »¸¸¿ÏÃÁ À à·¸¹ Ì»¸ ÏÂ»¸¸ÃÐ½· Û

âäÀ Ä àÁ¹½ÄÃ·º Â· Ï¿ÍÌ¿º¹·Í ·À¹ Ä· ÏÖ»Ï½À Ä·¸ Í ¿ÄÚÂ·¸ Ä àÃÀ¹·º×»Ï· W �Q] R PY] ^ WV �Q V ]Qb [\Y`QVË
ÄÃ4 Áº·À¹¸ ¹·¸¹¸ ¿À¹ Á¹Á ·4·Ï¹½Á¸ ¸½º Â» á»¸· Ä· Ìº¿áÂÚÍ ·¸ Ä· É Ã·Í »ÀÀ ÄÁÏÂ·ÀÏÖÁ¸ Ä»À¸ Â» Ï½¼· Û æ»
¸¿Â½¹Ã¿À »À»Âè¹ÃÐ½· Ä à½À ¹·Â Ìº¿áÂÚÍ · À à·¸¹ Í »ÂÖ·½º·½¸·Í ·À¹ Ì»¸ Ï¿ÀÀ½· Ë ·¹ ½À· ¸¿Â½¹Ã¿À À½Í ÁºÃÐ½·
¸½º Í »ÃÂÂ»Ñ· äÀ ×»Ã¹ ¿� Ï· Ä· ¸¿Â½¹Ã¿À Ä· ºÁ×Áº·ÀÏ· Û Æ Ã4Áº·À¹¸ Ì ¿ÃÀ¹¸ ¿À¹ Á¹Á ÌÂ½¸ Ì»º¹ÃÏ½ÂÃÚº·Í ·À¹
·¾»Í ÃÀÁ¸ -

J Â» ¸·À¸Ãá ÃÂÃ¹Á »½¾ Ï¿·� ÏÃ·À¹¸ Ä· Â» Â¿Ã ¹Ö·ºÍ ¿ÄèÀ»Í ÃÐ½· Ë ¸ÃÍ½Â»¹Ã¿À ·À <·»½ < ¿½ ·À Ñ»¸ Û
J Â» ¸·À¸Ãá ÃÂÃ¹Á Õ Â» Ì ¿¸Ã¹Ã¿À Ä· Â àÃÀ¹·º×»Ï· Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· Û

ß�
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æ» Ï¿ÍÌ»º»Ã¸¿À ·À¹º· Â· Í ¿ÄÚÂ· Ï¿À¸·º¼»¹Ã× ·¹ À¿ÀÈÏ¿À¸·º¼»¹Ã× Í ¿À¹º· ½À Í ·ÃÂÂ·½º Ï¿ÍÌ¿º¹·Í ·À¹
Ä· Ï· Ä·ºÀÃ·º Û é¿½º Â· Ìº·Í Ã·º Ë Â» Ì ¿ÂÂ½¹Ã¿À ÂÃÁ· »½ Ï¿½ÌÂ»Ñ· ·¸¹ ·À ·4 ·¹ Ï¿ÀÏ·À¹ºÁ· »½ ÀÃ¼·»½ Ä·
Â àÃÀ¹·º×»Ï· Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· Û Æ»À¸ Â· Ï»Äº· Ä½ ¸è¸¹ÚÍ · Ï¿ÍÌÂ·¹ Ä·¸ ÁÐ½»¹Ã¿À¸ Ä àÅ½Â·º Ò¼¿Ãº âÀÀ·¾·¸Ó Ï·
ÌÖÁÀ¿Í ÚÀ· Ï¿ÀÄ½Ã¹ Í eÍ· Õ Â à»ººe¹ Ä½ Ï»ÂÏ½Â ¸½Ã¹· Õ Â à»ÌÌ»ºÃ¹Ã¿À Ä· ¼»Â·½º¸ ÄÃ¸ÏºÚ¹·¸ ÀÁÑ»¹Ã¼·¸ Ì ¿½º
Â» Ä·À¸Ã¹Á Û ÅÀ º·¼»ÀÏÖ· Ë Ä»À¸ Â· Ï»Äº· Ä· À¿¹º· Á¹½Ä· Ë Â·¸ ºÁ¸½Â¹»¹¸ º·Â»¹Ã×¸ Ä·¸ Ä·½¾ Í ¿ÄÚÂ·¸ À·
¸·ÍáÂ·À¹ Ì»¸ ¸·À¸Ãá Â·¸ »½¾ ÏÖ¿Ã¾ Ä·¸ Ï¿·� ÏÃ·À¹¸ ¹Ö·ºÍ ¿ÄèÀ»Í ÃÐ½·¸

γ
·¹

P∞
Û æ » Ï¿ÍÌ»º»Ã¸¿À Ä·

ÄÃ4 Áº·À¹·¸ Ì ¿¸Ã¹Ã¿À¸ Ä· Â àÃÀ¹·º×»Ï· Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· Ï¿ÀäºÍ · Ï· Ð½· Â à¿À Ì ¿½¼»Ã¹ ÃÀ¹½Ã¹Ã¼·Í ·À¹ ·¸Ì Áº·º Û
ÅÀ ·4 ·¹ Â» Ì ¿ÂÂ½¹Ã¿À ÑÁÀÁºÁ· Ì»º Â·¸ Í Á¹Ö¿Ä·¸ Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· ·¸¹ Í ¿ÃÀ¸ ÃÍÌ¿º¹»À¹· Â¿º¸Ð½· Â àÃÀ¹·º×»Ï·
Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· ·¸¹ ÌÂ»ÏÁ· Õ Â àÃÀ¹ÁºÃ·½º Ä½ ¹½è»½ Û ÅÀ Ìº¿ÏÁÄ»À¹ »ÃÀ ¸Ã Ë Â à¿ÀÄ· Ð½Ã ÃÍÌ»Ï¹· Â àÃÀ¹·º×»Ï· Ä·
Ï¿½ÌÂ»Ñ· » ½À· »ÍÌÂÃ¹½Ä· Í ¿ÃÀ¸ Ñº»ÀÄ· ·À ¹·ºÍ · Ä· ¼Ã¹·¸¸· ¹º»À¸¼·º¸·

v
- ·À Ì ÁÀÁ¹º»À¹ Ä»À¸ Â· ¹½è»½

Â àÁÏ¿½Â·Í ·À¹ ¸· <º·Äº·¸¸· < ·¹ Â» Ï¿ÍÌ¿¸»À¹· ¹º»À¸¼·º¸· Ä· Â» ¼Ã¹·¸¸· ¹·ÀÄ Ä¿ÀÏ Õ ¸ àÁ¼»À¿½Ãº Û
3À· »ÀÀ·¾· ·¸¹ ÄÁ¼¿Â½· Õ Â à»ÌÌÂÃÏ»¹Ã¿À Ä· Ï·¸ Í Á¹Ö¿Ä·¸ »½ Ï»¸ Ä½ ¸è¸¹ÚÍ · Ä·¸ ÁÐ½»¹Ã¿À¸ Ä àÅ½Â·º

ÃÀÏÂ½»À¹ Â àÁÐ½»¹Ã¿À Ä· áÃÂ»À Ä àÁÀ·ºÑÃ· ¹¿¹»Â· Û ÝÂ ·¸¹ Ì»º »ÃÂÂ·½º¸ Í ¿À¹ºÁ Ð½· Â à¿À Ì ·½¹ »½¸¸Ã Â·¸ Á¹·ÀÄº·
»½¾ Í ¿ÄÚÂ·¸ Ö¿Í ¿ÑÚÀ·¸ º·Â»¾Á¸ »ÃÀ¸Ã Ð½ àÕ ½À Í ¿ÄÚÂ· ¸ÃÍÌÂ· Ìº·À»À¹ ·À Ï¿ÍÌ¹· Â» ¹½ºá½Â·ÀÏ· Û Æ »À¸
Â· Ï»Äº· Ä½ ¸è¸¹ÚÍ · Ä·¸ ÁÐ½»¹Ã¿À¸ Ä àÅ½Â·º Ï¿ÍÌÂ·¹ Ë Â·¸ Í Á¹Ö¿Ä·¸ ÌºÁ¸·À¹Á·¸ ÏÃÈÄ·¸¸½¸ Ì ·ºÍ ·¹¹·À¹
Ä à·À¼Ã¸»Ñ·º Ä· Ï¿½ÌÂ·º Ä·¸ Í ¿ÄÚÂ·¸ Ì ¿¸¸ÁÄ»À¹ ·À ¿½¹º· ½À· Â¿Ã ¹Ö·ºÍ ¿ÄèÀ»Í ÃÐ½· ÄÃ4 Áº·À¹· Û
¡¢£¤¥¦§¨ Å ª Æ´¨ °³¦¢¯¨ ¤¯¬§ ®¯¬¤ ¶¨§ ¨¬Ã °¯¹¶¨² ¥¤¢£²¥µ¬¨²
¢¯°¯»¹´¨² ¨ ¦¢¨§°¯¢·§£¬¶¥µ¬¨ ´¬®¶³£¥§¨

¶· ÏÖ»ÌÃ¹º· ·¸¹ Ï¿À¸»ÏºÁ »½ Ï¿½ÌÂ»Ñ· Ä· Ä·½¾ Í ¿ÄÁÂÃ¸»¹Ã¿À¸ ÄÃ4 Áº·À¹·¸ Ä à½À ÁÏ¿½Â·Í ·À¹ ÄÃÌÖ»È
¸ÃÐ½· Û æ·¸ Ä·½¾ Í ¿ÄÚÂ·¸ ÏÖ¿Ã¸Ã¸ ¸¿À¹ Ã¸¸½¸ Ä à½À· º·ÌºÁ¸·À¹»¹Ã¿À Í ¿è·ÀÀÁ· Ä½ Í ÁÂ»ÀÑ· Ä·¸ ÌÖ»¸·¸
ÂÃÐ½ÃÄ· ·¹ ¼»Ì ·½º Ë ÃÂ¸ ÄÁºÃ¼·À¹ ¹¿½¸ Ä·½¾ Ä½ Í¿ÄÚÂ· ¸¹»ÀÄ»ºÄ áÃÈ�½ÃÄ· Õ ½À· Ìº·¸¸Ã¿À Û æ» ÌºÃÀÏÃÌ»Â·
ÄÃ4 Áº·ÀÏ· ·À¹º· Â·¸ Ä·½¾ Í ¿ÄÁÂÃ¸»¹Ã¿À¸ ·¸¹ Â» Í »ÀÃÚº· Ä¿À¹ ·¸¹ ÌºÃ¸· ·À Ï¿ÍÌ¹· Â· ¹Ã¹º· Í »¸¸· Ä·
ÂÃÐ½ÃÄ·

C
Û

Æ »À¸ Â· Ìº·Í Ã·º Í ¿ÄÚÂ· Â» ¼»ºÃ»áÂ·
C

º·¸Ì ·Ï¹· ½À· Â¿Ã Ä àÁ¼¿Â½¹Ã¿À Ë ·À ¹·ÍÌ¸ ·¹ ·À ·¸Ì»Ï· Ë
ÄÃÏ¹Á· Ì»º ½À· ÁÐ½»¹Ã¿À »½¾ ÄÁºÃ¼Á·¸ Ì»º¹Ã·ÂÂ·¸ »¼·Ï ½À ¹·ºÍ · ¸¿½ºÏ· Ä· º·¹¿½º Õ Â àÁÐ½ÃÂÃáº· ÒÎ ¿ÄÚÂ·
å¿Í¿ÑÚÀ· É·Â»¾Á ÄÁÀ¿¹Á Ñº�Ï· Õ ¸¿À »Ïº¿ÀèÍ · »ÀÑÂ»Ã¸ åÉÎ ÓÛ æ· ¸è¸¹ÚÍ · Ä àÁÐ½»¹Ã¿À¸ »¸¸¿ÏÃÁ »½
Í ¿ÄÚÂ· åÉÎ ·¸¹ -





∂t (ρC) + ∂x (ρCU) = ρΓ(P,ρ,C)
∂t (ρ) + ∂x (ρU) = 0
∂t (ρU) + ∂x

(
ρU2 + P

)
= 0

∂t (ρE) + ∂x (U(ρE + P )) = 0

ÒßÛß�Ó

»¼·Ï
E = eHRM (P,ρ,C) + U2

2

Û ¶· ¸è¸¹ÚÍ · ·¸¹ Ï¿ÍÌÂÁ¹Á Ñº�Ï· Õ ½À· Â¿Ã Ä· ×·ºÍ ·¹½º· ·¹ ½À ¹·ºÍ ·
¸¿½ºÏ·

Γ
ÄÃº·Ï¹·Í ·À¹ ÃÀ¸ÌÃºÁ¸ Ä· Ï·½¾ Ä½ Ï¿Ä· ÇæÝ¶â Ý1 Ò¼¿Ãº ÏÃÈÄ·¸¸½¸Ó Û é¿½º Â· Ä·½¾ ÃÚÍ · Í ¿ÄÚÂ· Ë

Â» Ñº»ÀÄ·½º
C

º·¸Ì ·Ï¹· ½À ÁÐ½ÃÂÃáº· ¹Ö·ºÍ ¿ÄèÀ»Í ÃÐ½· ÃÀ¸¹»À¹»ÀÁ Â» º·ÂÃ»À¹ Õ Â» Ìº·¸¸Ã¿À
P

·¹ Â»
Ä·À¸Ã¹Á Í ¿è·ÀÀ·

ρ
ÒÎ ¿ÄÚÂ· å¿Í¿ÑÚÀ· ÅÐ½ÃÂÃáºÁ ÄÁÀ¿¹Á Ñº�Ï· Õ ¸¿À »Ïº¿ÀèÍ · »ÀÑÂ»Ã¸ åÅÎ ÓÛ æ·

¸è¸¹ÚÍ · Ä àÁÐ½»¹Ã¿À¸ »¸¸¿ÏÃÁ »½ Í ¿ÄÚÂ· åÅÎ ·¸¹ -




∂t (ρ) + ∂x (ρU) = 0
∂t (ρU) + ∂x

(
ρU2 + P

)
= 0

∂t (ρE) + ∂x (U(ρE + P )) = 0

ÒßÛß�Ó
»¼·Ï

E = eHEM (P,ρ)+ U2

2

Û ¶· ¸è¸¹ÚÍ · ·¸¹ Ð½»À¹ Õ Â½Ã Ï¿ÍÌÂÁ¹Á Ñº�Ï· Õ ½À· Â¿Ã Ä· ×·ºÍ ·¹½º· ÃÀ¸ÌÃºÁ·
Ä· Ï·ÂÂ· Ä½ Ï¿Ä· çå�¶ Ò¼¿Ãº ÏÃÈÄ·¸¸½¸Ó Û Æ »À¸ Ï· Í ¿ÄÚÂ· Ë Â· ¹Ã¹º· Í »¸¸· ÂÃÐ½ÃÄ· ·¸¹ Ä¿ÀÀÁ Ì»º Â»

ßÞ
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º·Â»¹Ã¿À

C = Ceq(P,ρ)
Û

Æ ·½¾ ¸ÃÍÌÂÃäÏ»¹Ã¿À¸ ¿À¹ Á¹Á ×»Ã¹·¸ Ì»º º»ÌÌ ¿º¹ »½¾ Ï¿Ä·¸ çå�¶ ·¹ ÇæÝ¶â Ý1 Û � ¿½¸ »¼¿À¸
Ï¿À¸ÃÄÁºÁ Ð½· Â·¸ ÌÖ»¸·¸ ÂÃÐ½ÃÄ· ·¹ ¼»Ì ·½º ¸½Ã¼»Ã·À¹ Ä·¸ SPYX W �[^T^ WV ^�R V U TÇ RT\d TY^Û Æ · ÌÂ½¸ Ë Â»
ÄÁäÀÃ¹Ã¿À Ä·¸ OPQ\ÈVX WV XT^Q\T^YP] V] V]^_TSR YV T [^[ XYbR SYÉ [VÛ ¶·ÂÂ·¸ÈÏÃ ¿À¹ Á¹Á ÏÖ¿Ã¸Ã·¸ ÂÃÀÁ»Ãº·¸ ·À
Ìº·¸¸Ã¿À Ë ·À º·¼»ÀÏÖ· Â·¸ Ï¿·� ÏÃ·À¹¸ Ä· Ï·¸ Äº¿Ã¹·¸ ¸¿À¹ Ï»ÂÏ½ÂÁ¸ Õ Â à»ÃÄ· Ä·¸ ¹»áÂ·¸ ¹Ö·ºÍ ¿ÄèÀ»Í ÃÐ½·¸
ºÁ·ÂÂ·¸ çåÅçÝ� Û ¶·¹¹· ¸ÃÍÌÂÃäÏ»¹Ã¿À Ì ·ºÍ ·¹ Â àÁ¹½Ä· Ä· Ï·º¹»ÃÀ·¸ Ìº¿ÌºÃÁ¹Á¸ Û

ÅÀ ºÁÁÏºÃ¼»À¹ Â·¸ ÄÃ4 Áº·À¹·¸ ×·ºÍ ·¹½º·¸ Ë Ä·½¾ º·Â»¹Ã¿À¸ Ä· Ï¿ÍÌ»¹ÃáÃÂÃ¹Á ·À¹º· Ï·¸ Ä·½¾ Í ¿ÄÚÂ·¸
»ÌÌ»º»Ã¸¸·À¹ Û ç¿½¹·¸ Ä·½¾ »¸¸½º·À¹ Ð½· Â¿º¸Ð½· Â· Í ¿ÄÚÂ· åÉÎ ·¸¹ Õ Â àÁÐ½ ÃÂÃáº· ÃÂ Ï¿�ÀÏÃÄ· ·¾»Ï¹·È
Í ·À¹ »¼·Ï Â· Í ¿ÄÚÂ· ÒÁÐ½ÃÂÃáºÁÓ åÅÎ Û ¶·¸ º·Â»¹Ã¿À¸ ¸¿À¹ -

Γ(P,ρ,Ceq(P,ρ)) = 0

·¹
eHRM (P,ρ,Ceq(P,ρ)) = eHEM (P,ρ)æ» ¹·ÏÖÀÃÐ½· Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· Ð½Ã » Á¹Á Í Ã¸· ·À ¿·½¼º· ¸ àÃÀ¸ÌÃº· Ä· Â» ¹·ÏÖÀÃÐ½· Ìº¿Ì ¿¸Á· Ì»º Ü ÛÎ Û

ãº··Àá ·ºÑ ·¹ â Û� Û æ·º¿½¾ Û ¶·¹¹· ¹·ÏÖÀÃÐ½· » ·À ·4 ·¹ Â àÃÀÏ¿À¼ÁÀÃ·À¹ Ä àÃÀ¹º¿Ä½Ãº· ½À· ÄÃ¸Ï¿À¹ÃÀ½Ã¹Á
¸¹»¹Ã¿ÀÀ»Ãº· Ð½Ã Ì ·½¹ Ë Ä»À¸ Ï·º¹»ÃÀ¸ Ï»¸ Ë Õ Ä·¸ ÌÖÁÀ¿Í ÚÀ·¸ Ä· ºÁ¸¿À»ÀÏ· Û âäÀ Ä àÁ¼Ã¹·º Ï· Ìº¿áÂÚÍ ·
¹ÖÁ¿ºÃÐ½·Í ·À¹ Í »Â »ÌÌºÁÖ·ÀÄÁ Ë ÃÂ » Á¹Á Ìº¿Ì ¿¸Á À¿¹»ÍÍ·À¹ Ì»º Ç Û ¶¿Ð½·Â Ä· º·ÍÌÂ»Ï·º Ï·¹¹· ¿ÀÄ·
¸¹»¹Ã¿ÀÀ»Ãº· Ì»º ½À ÏÖ»ÍÌ SY] [TY\Vb V]^ W[U [] [\[ Ì½Ã¸ Ä à·4·Ï¹½·º ½À· Á¹»Ì · Ä· º·Â»¾»¹Ã¿À ÃÀ¸¹»À¹»È
ÀÁ· Ä·¸¹ÃÀÁ· Õ Ï¿ººÃÑ·º Â·¸ ·4 ·¹¸ ÂÃÁ¸ Õ Â àÁ¹»Ì · Ä· Ï¿À¼·Ï¹Ã¿À Û ÝÂ º·¸¹· »Â¿º¸ Õ Ä¿ÀÀ·º Â» ¼»Â·½º Ìº¿Ìº·
»¸¸¿ÏÃÁ· Õ Ï· ÏÖ»ÍÌ ÂÃÀÁ»Ãº·Í ·À¹ ÄÁÑÁÀÁºÁ ¸½ÌÌÂÁÍ ·À¹»Ãº· Û 3À· ÃÄÁ· À»¹½º·ÂÂ· Ï¿À¸Ã¸¹· Õ ¸ à»ÌÌ½è·º
¸½º Â· ÏÖ»ÍÌ ÂÃÀÁ»Ãº·Í ·À¹ ÄÁÑÁÀÁºÁ ÌºÁ·¾ Ã¸¹»À¹ »¸¸¿ÏÃÁ »½¾ ¿ÀÄ·¸ Í »¹ÁºÃ·ÂÂ·¸ Ä½ Í ¿ÄÚÂ· åÅÎ ·¹
åÉÎ Ë ¸¿Ã¹ -

λ = U
Û ÅÀ ·4 ·¹ Ë ¹¿½¹ Ï¿ÍÍ· Ì¿½º Â· ¸è¸¹ÚÍ · <ÏÂ»¸¸ÃÐ½· < Ä·¸ ÁÐ½»¹Ã¿À¸ Ä àÅ½Â·º Ë Â·¸

¸è¸¹ÚÍ ·¸ ÂÃÁ¸ »½¾ Í ¿ÄÚÂ·¸ åÅÎ ·¹ åÉÎ Ì¿¸¸ÚÄ·À¹ Ä·¸ ¼»Â·½º¸ Ìº¿Ìº·¸ ¿ºÄ¿ÀÀÁ·¸ Ë Â·¸ ¿ÀÄ·¸ º»ÌÃÄ·¸
¸· ¹º¿½¼»À¹ Ä· Ì»º¹ ·¹ Ä à»½¹º· Ä·¸ ¿ÀÄ·¸ Ä· Í »¹ÃÚº· Û

æ» Í Á¹Ö¿Ä· À½Í ÁºÃÐ½· » Á¹Á ¹·¸¹Á· ·À ¸· ×¿ Ï»ÂÃ¸»À¹ ¸½º Ä·¸ Ìº¿áÂÚÍ ·¸ Ä· É Ã·Í »ÀÀ ¸ÃÍÌÂ·¸ Û âäÀ
Ä· ¸· ×»Ãº· ½À· ÃÄÁ· Ä½ Ï¿ÍÌ¿º¹·Í ·À¹ Ä½ ¸ÏÖÁÍ » Ä àÃÀ¹·º×»Ï· Ë ¸» ºÁÌ ¿À¸· »½ Ì»¸¸»Ñ· Ä à¿ÀÄ·¸ ¸ÃÍÌÂ·¸
» Á¹Á º·Ñ»ºÄÁ· Û é Â½¸Ã·½º¸ Ì»º»Í Ú¹º·¸ ¸¿À¹ ÌºÃ¸ ·À Ï¿ÍÌ¹· -

J Â» À»¹½º· Ä· Â à¿ÀÄ· ÁÍ Ã¸· »ÂÂ»À¹ ÃÀ¹·º»ÑÃº »¼·Ï Â àÃÀ¹·º×»Ï· Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· Ä·¸ Ï¿Ä·¸ - ¿ÀÄ· Ä· ÏÖ¿Ï Ë
¿ÀÄ· Ä· ÄÁ¹·À¹· ¿½ ÄÃ¸Ï¿À¹ÃÀ½Ã¹Á Ä· Ï¿À¹»Ï¹ L

J Â· ¹·ÍÌ¸ Ä· º·Â»¾»¹Ã¿À Ä½ ¹·ºÍ · ¸¿½ºÏ·
Γ
Ë Ñ¿½¼·ºÀ»À¹ Â» <¼Ã¹·¸¸· < Ä· º·¹¿½º Õ Â àÁÐ½ÃÂÃáº· Ä½

Í ¿ÄÚÂ· åÉÎ L
J Â» äÀ·¸¸· Ä½ Í »ÃÂÂ»Ñ· Ë Ð½Ã Ï¿ÍÌº·ÀÄ ½À Í »ÃÂÂ»Ñ· Ä· ¹»ÃÂÂ· <ÃÀÄ½¸¹ºÃ·Â< Ä· ß�� Í»ÃÂÂ·¸ Ë ½À

Í »ÃÂÂ»Ñ· <äÀ < Ï¿ÍÌº·À»À¹ ß���� Ï·ÂÂ½ Â·¸ Ë »ÃÀ¸Ã Ð½ à½À Í »ÃÂÂ»Ñ· ÃÀ¹·ºÍ ÁÄÃ»Ãº· Ä· ��� Í»ÃÂÂ·¸ Û
æ·¸ ºÁ¸½Â¹»¹¸ ¿á¹·À½¸ ¸¿À¹ Ï¿ÍÌ»ºÁ¸ »½¾ ¸ÃÍ½Â»¹Ã¿À¸ ×¿½ºÀÃ·¸ Ì»º Â·¸ Í ¿ÄÚÂ·¸ åÅÎ ·¹ åÉÎ ¸·½Â¸ ¸½º
Â à·À¸·ÍáÂ· Ä½ Ä¿Í »ÃÀ· ¸½º Í »ÃÂÂ»Ñ· äÀ ÒÐ½Ã Ô ¿½·À¹ Â· ºÄ Â· Ä· ¸¿Â½¹Ã¿À¸ Ä· ºÁ×Áº·ÀÏ·Ó ·¹ ¸½º Í »ÃÂÂ»Ñ·
Ñº¿¸¸Ã·º Ò¸¿Â½¹Ã¿À¸ Ä· ¹èÌ · ÃÀÄ½¸¹ºÃ·ÂÂ·¸Ó Û æ» À¿¹Ã¿À Ä à·ºº·½º Ï¿ÍÍ Ã¸· ·¸¹ ÃÏÃ Ì Â½¸ Ï¿ÀÔ ·Ï¹½º»Â· Ë Ï·
Ð½Ã À àÁ¹»Ã¹ Ì»¸ Â· Ï»¸ Ä»À¸ Â· Ï»Äº· Ä½ Ï¿½ÌÂ»Ñ· Ä½ ÏÖ»ÌÃ¹º· � Û

¶·¸ ºÁ¸½ Â¹»¹¸ À½Í ÁºÃÐ½·¸ Í ¿À¹º·À¹ ½À á¿À Ï¿ÍÌ¿º¹·Í ·À¹ Ä· Â» Í Á¹Ö¿Ä· Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· Û æ·¸ ¿ÀÄ·¸
Ä· Ï¿À¹»Ï¹ ¸¿À¹ ¹º»À¸Í Ã¸·¸ ¸»À¸ »½Ï½À· Ì ¿ÂÂ½¹Ã¿À Â¿º¸Ð½· Ï·ÂÂ·ÈÏÃ ¼¿À¹ Ä½ Ä¿Í »ÃÀ· åÅÎ ¼·º¸ Â·
Ä¿Í »ÃÀ· åÉÎ Ë ·À º·¼»ÀÏÖ· Â· Ì»¸¸»Ñ· Ä· Ï·¸ ¿ÀÄ·¸ Ä½ Í ¿ÄÚÂ· åÉÎ ¼·º¸ Â· Í ¿ÄÚÂ· åÅÎ ·ÀÑ·ÀÄº·
Ä·¸ ¿ÀÄ·¸ Ì»º»¸Ã¹·¸ Û æ·¸ ¿ÀÄ·¸ º»ÌÃÄ·¸ ¸¿À¹ Ð½»À¹ Õ ·ÂÂ·¸ ¹¿½Ô ¿½º¸ Õ Â à¿ºÃÑÃÀ· Ä· Ì ¿ÂÂ½¹Ã¿À Û ¶·ÂÂ·ÈÏÃ
º·¸¹· ÀÁ»ÀÍ ¿ÃÀ¸ ¸¹»áÂ· ·¹ Ä à»ÍÌÂÃ¹½Ä· º»Ã¸¿ÀÀ»áÂ· »½ Í ¿ÃÀ¸ ¸½º Â·¸ Í »ÃÂÂ»Ñ·¸ Â·¸ ÌÂ½¸ Ñº¿¸¸Ã·º¸ Û æ·
ß�
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Ì»º»Í Ú¹º· Ä· º·Â»¾»¹Ã¿À Ä½ ¹·ºÍ · ¸¿½ºÏ·

Γ
Ô ¿½· ½À ºÄ Â· ¹ºÚ¸ ÃÍÌ¿º¹»À¹ Ë ·À ·4·¹ Â¿º¸Ð½· Ï·Â½ ÃÈÏÃ ·¸¹

¹º¿Ì Ñº»ÀÄ Â·¸ ¸¿Â½¹Ã¿À¸ ×¿½ºÀÃ·¸ Ì»º Â· Í ¿ÄÚÂ·¸ åÉÎ ¸¿À¹ ¹º¿Ì ÄÃ¸¸·ÍáÂ»áÂ·¸ Õ Ï·ÂÂ·¸ ×¿½ºÀÃ·¸ Ì»º
Â· Í ¿ÄÚÂ·¸ åÅÎ L Â· Ï¿½ÌÂ»Ñ· Ä·¸ Ä·½¾ Í ¿ÄÚÂ·¸ Ì ·ºÄ »Â¿º¸ Ä· ¸¿À ¸·À¸ áÃ·À Ð½· Â» Í Á¹Ö¿Ä· ¸¿Ã¹ ·À
Í ·¸½º· Ä· ×¿½ºÀÃº ½À ºÁ¸½Â¹»¹ Û

¡¢£¤¥¦§¨ Ê ª ¡¯¬¤¶£»¨ ¥´¦¨§¾£®¥£ ¶  ¿¬´ °¯¹¶¨ ¢¯°¯»¹´¨ ¨¦  ¿¬´ °¯¸
¹¶¨ º ¥¸Ë¬¥¨

æ» Í Á¹Ö¿Ä· Ìº¿Ì ¿¸Á· »½ ÏÖ»ÌÃ¹º· ÌºÁÏÁÄ·À¹ Ì ·ºÍ ·¹ Ä· Ï¿½ÌÂ·º Ä·¸ Í ¿ÄÚÂ·¸ Ä· ¹Ö·ºÍ ¿ÈÖèÄº»½ÂÃÐ½·
ÄÃÌÖ»¸ÃÐ½· Ö¿Í ¿ÑÁÀÁÃ¸Á¸ ÒåÅÎ Ë åÉÎ Ó Û ¶·¹¹· ÏÂ»¸¸· Ä· Í ¿ÄÚÂ·¸ ·¸¹ Â»ºÑ·Í ·À¹ ½¹ÃÂÃ¸Á· Ä»À¸ Â· Ä¿È
Í »ÃÀ· Ä· Â» ¸ÃÍ½Â»¹Ã¿À Ä·¸ ÁÏ¿½Â·Í ·À¹¸ ÄÃÌÖ»¸ÃÐ½·¸ Ä»À¸ Â· Í ÃÂÃ·½ Ä½ À½ÏÂÁ»Ãº· ÏÃ¼ ÃÂ Û 3À· »½¹º·
ÏÂ»¸¸· Ä· Í ¿ÄÚÂ·¸ ·¸¹ »½¸¸Ã Â»ºÑ·Í ·À¹ ½¹ÃÂÃ¸Á· L ÃÂ ¸ à»ÑÃ¹ Ä·¸ Í ¿ÄÚÂ·¸ áÃÈ�½ÃÄ·¸ ÒÍ ¿ÄÚÂ· áÃÈ�½ÃÄ·
¸¹»ÀÄ»ºÄ Õ ½À· Ìº·¸¸Ã¿À Ë Í ¿ÄÚÂ· áÃÈ�½ÃÄ·¸ Õ Ä·½¾ Ìº·¸¸Ã¿À¸Ó Û â Â¿º¸ Ð½· Â·¸ ¸è¸¹ÚÍ ·¸ Ä àÁÐ½»¹Ã¿À¸
Ä·¸ Í ¿ÄÚÂ·¸ Ö¿Í ¿ÑÁÀÁÃ¸Á¸ Ì ¿º¹·À¹ ¸½º Ä·¸ Ñº»ÀÄ·½º¸ Í ¿è·ÀÀÁ·¸ ¸½º Â·¸ Ä·½¾ ÌÖ»¸·¸ Ë Â·¸ ¸è¸¹ÚÍ ·¸
Ä àÁÐ½»¹Ã¿À¸ Ä·¸ Í ¿ÄÚÂ·¸ áÃÈ�½ÃÄ·¸ Ì ¿º¹·À¹ ¸½º Ä·¸ Ñº»ÀÄ·½º¸ ÌÖ»¸ÃÐ½·¸ Û é¿½º Ï·¸ Ä·ºÀÃ·º¸ Â àÁÏÖ»ÀÑ·
Ä àÃÀ×¿ºÍ »¹Ã¿À ·À¹º· Â·¸ Ä·½¾ ÌÖ»¸·¸ ·¸¹ »¸¸½ºÁ Ì»º Ä·¸ Ñº»ÀÄ·½º¸ ÃÀ¹·º×»ÏÃ»Â·¸ ÃÀ¹·º¼·À»À¹ Ä»À¸ Ä·¸
¹·ºÍ ·¸ À¿ÀÈÏ¿À¸·º¼»¹Ã×¸ Ä à¿ºÄº· ½À Ë »ÃÀ¸Ã Ð½· Ì»º Â·¸ ¹·ºÍ ·¸ ¸¿½ºÏ·¸ Û

Modèle père 

pressions

interfacial

bi−fluide à 2 

Modèle bi−fluide

à une pression

relaxation relaxation

Modèle HRM

couplage

��� � ßÛ� J �V b PW�SV ÈY�� QYWV � WVQ� R \VXXYP]X VX^ Q^YSYX [ � ST d PYX R PQ\ OTSOQ SV\ WVX TRR \P� Yb T^YP]XWQ b PW�SV ÌÍÎ V^ WQ b PW�SV ÈY�� QYWV X^T]WT\W � Q]V R \VXXYP]Ï V^ R PQ\ TXXQ\V\ SV OPQR STU V Y] ^V\d TOYTSV] ^\V OVX WVQ� b PW�SVX �
æ· Ï¿½ÌÂ»Ñ· Ä· Ä·½¾ Í ¿ÄÚÂ·¸ »ÌÌ»º¹·À»À¹ ÏÖ»Ï½À Õ ½À· Ä· Ï·¸ Ä·½¾ ÏÂ»¸¸·¸ º·ÌºÁ¸·À¹· ½À ·ÀÔ ·½

Í »Ô ·½º Ä»À¸ Â· Ï»Äº· Ä½ Ìº¿Ô ·¹ �Åéç3�Å Û ¶· ÏÖ»ÌÃ¹º· ·¸¹ Ï¿À¸»ÏºÁ Õ Â à»Ä»Ì¹»¹Ã¿À Ä· Â» Í Á¹Ö¿Ä·
Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· ÄÁÏºÃ¹· »½ ÏÖ»ÌÃ¹º· ê »½ Ï»¸ Ä½ Ï¿½ÌÂ»Ñ· Ä à½À Í ¿ÄÚÂ· åÉÎ ÒÐ½»¹º· ÁÐ½»¹Ã¿À¸Ó ·¹ Ä½
Í ¿ÄÚÂ· áÃÈ�½ÃÄ· ¸¹»ÀÄ»ºÄ Õ ½À· Ìº·¸¸Ã¿À Ò¸Ã¾ ÁÐ½»¹Ã¿À¸Ó Û ¶· Ï¿½ÌÂ»Ñ· ·¸¹ ºÁ»ÂÃ¸Á Ñº�Ï· »½ Í ¿ÄÚÂ·
Ì Úº· ÒÖ½Ã¹ ÁÐ½»¹Ã¿À¸Ó Ï¿À¸¹º½Ã¹ ¸½º Â» á»¸· Ä½ Í ¿ÄÚÂ· áÃÈ�½ÃÄ· ¸¹»ÀÄ»ºÄ Õ Ä·½¾ Ìº·¸¸Ã¿À¸ Ò¸·Ì¹
ÁÐ½»¹Ã¿À¸Ó Û ¶· Ä·ºÀÃ·º ·¸¹ ½¹ÃÂÃ¸Á Õ Â» ×¿Ã¸ Ì ¿½º Â· Ï»ÂÏ½Â Ä·¸ �½¾ Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· ·¹ Ì ¿½º Â· Ï»ÂÏ½Â Ä·¸
»ÌÌº¿¾ ÃÍ »¹Ã¿À¸ Ä·¸ ¸¿Â½¹Ã¿À¸ Ä· ÏÖ»Ï½À Ä·¸ Ä·½¾ Í ¿ÄÚÂ·¸ Õ Ï¿½ÌÂ·º ÒÏ¿ÍÍ · Â àÃÀÄÃÐ½· Â» äÑ½º· ÒßÛ�ÓÓ Û

æ» ¸ÃÍ½Â»¹Ã¿À À½Í ÁºÃÐ½· Ä·¸ Í ¿ÄÚÂ·¸ åÉÎ ·¹ áÃÈ�½ÃÄ· ¸¹»ÀÄ»ºÄ Õ ½À· Ìº·¸¸Ã¿À ·¸¹ ºÁ»ÂÃ¸Á· Ñº�Ï·
¬�



��#�*",& �� *�",�'��"*��
Õ Ä·¸ Í Á¹Ö¿Ä·¸ Ä· º·Â»¾»¹Ã¿À Û æ» ¸ÃÍ½Â»¹Ã¿À Ä½ Í¿ÄÚÂ· áÃÈ�½ÃÄ· ¸¹»ÀÄ»ºÄ Õ ½À· Ìº·¸¸Ã¿À ·¸¹ ÄÁÏºÃ¹·
Ä»À¸ Â à»ÀÀ·¾· ¶ Û 3À· ¹·ÏÖÀÃÐ½· ¸ÃÍ ÃÂ»Ãº· ·¸¹ Ìº¿Ì ¿¸Á· Ì ¿½º Ï»ÂÏ½Â·º Ä·¸ »ÌÌº¿¾ ÃÍ »¹Ã¿À¸ Ä½ Í ¿ÄÚÂ·
åÉÎ Õ Ì»º¹Ãº Ä½ Í ¿ÄÚÂ· áÃÈ�½ÃÄ· Õ Ä·½¾ Ìº·¸¸Ã¿À¸ Û

æ·¸ �½¾ Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· ¸¿À¹ Ï»ÂÏ½ÂÁ¸ Ñº�Ï· »½ Í ¿ÄÚÂ· Ì Úº· á»¸Á ¸½º Â· Í ¿ÄÚÂ· áÃÈ�½ÃÄ· Õ Ä·½¾
Ìº·¸¸Ã¿À¸ Û æ· ¸è¸¹ÚÍ · Ä àÁÐ½»¹Ã¿À¸ »¸¸¿ÏÃÁ Õ Ï·Â½ ÃÈÂÕ ·¸¹ Â· ¸½Ã¼»À¹ -





∂t (Y ) = 0
∂t (αl) + VI∂x (αl) = A
∂t (αlρl) + ∂x (αlρlUl) = Γ
∂t (αlρlUl) + ∂x

(
αlρlU

2
l + αlPl

)
− PI∂x (αl) = Ψ3,l(Y )

∂t (αlEl) + ∂x (αlUl(El + Pl)) + PI∂t (αl) = Ψ4,l(Y )
∂t (αvρv) + ∂x (αvρvUv) = −Γ
∂t (αvρvUv) + ∂x

(
αvρvU

2
v + αvPv

)
− PI∂x (αv) = −Ψ3,l(Y )

∂t (αvEv) + ∂x (αvUv(Ev + Pv)) + PI∂t (αv) = −Ψ4,l(Y )

ÒßÛßÞÓ

¿K Â·¸ ¼»ºÃ»áÂ·¸ ¸¿À¹ -
J Â» ¼»ºÃ»áÂ· Ä¿Í »ÃÀ·

Y
Ð½Ã Ìº·ÀÄ Â·¸ ¼»Â·½º¸

0
Ä»À¸ Â· Ä¿Í »ÃÀ· Ä½ Í ¿ÄÚÂ· áÃÈ�½ÃÄ· ¸¹»ÀÄ»ºÄ

·¹
1

Ä»À¸ Â· Ä¿Í »ÃÀ· Ï¿ºº·¸Ì ¿ÀÄ»À¹ »½ Í ¿ÄÚÂ· åÉÎ L
J Â·¸ ×º»Ï¹Ã¿À¸ ¼¿Â½Í ÃÐ½·¸ Ä·¸ ÌÖ»¸·¸ ÂÃÐ½ÃÄ·

αl
·¹ ¼»Ì ·½º

αv
Ë º·ÂÃÁ·¸ Ì»º Â» º·Â»¹Ã¿À

αl +αv = 1
L

J Â·¸ Ä·À¸Ã¹Á¸ Ä·¸ ÌÖ»¸·¸ ÂÃÐ½ÃÄ·
ρl

·¹ ¼»Ì ·½º
ρv

L
J Â·¸ ¼ Ã¹·¸¸·¸ Ä·¸ ÌÖ»¸·¸ ÂÃÐ½ÃÄ·

Ul
·¹ ¼»Ì ·½º

Uv
L

J Â·¸ Ìº·¸¸Ã¿À¸ »½ ¸·ÃÀ Ä·¸ ÌÖ»¸·¸ ÂÃÐ½ÃÄ·
Pl

·¹ ¼»Ì ·½º
Pv

Û
é»º »ÃÂÂ·½º¸ Â·¸ ÁÀ·ºÑÃ·¸ ¹¿¹»Â·¸ ÌÖ»¸ÃÐ½·¸

El
·¹

Ev
¸ à·¾ÌºÃÍ ·À¹ ·À ×¿ÀÏ¹Ã¿À Ä·¸ ÁÀ·ºÑÃ·¸ ÃÀ¹·ºÀ·¸

ev·¹
el

»ÃÀ¸Ã Ð½· Ä·¸ ÁÀ·ºÑÃ·¸ ÏÃÀÁ¹ÃÐ½·¸ ÌÖ»¸ÃÐ½·¸ -
Eφ = ρφeφ(Pφ,ρφ) + ρφ

U2
φ

2
, φ = v,l

æ» Â¿Ã ¹Ö·ºÍ ¿ÄèÀ»Í ÃÐ½· Ä· ÏÖ»Ï½À· Ä·¸ ÌÖ»¸·¸ ·¸¹ ÏÖ¿Ã¸Ã· Ä»À¸ Â» ÏÂ»¸¸· Ä·¸ Ñ»¼ º»ÃÄ·¸ Ë Ï à·¸¹ÈÕÈÄÃº·
Ð½· Â àÁÀ·ºÑÃ· ÃÀ¹·ºÀ· ¸ àÁÏºÃ¹ ¸¿½¸ Â» ×¿ºÍ · -

(γφ − 1)ρφeφ = Pφ + γφP∞,φ, φ = v,l
ÒßÛß�Ó

3À· ÄÃ4 Áº·ÀÏ· ·¸¸·À¹Ã·ÂÂ· Ì»º º»ÌÌ ¿º¹ »½ Ï¿½ÌÂ»Ñ· ÄÁÏºÃ¹ »½ ÏÖ»ÌÃ¹º· ê ·¸¹ Â» ¸½Ã¼»À¹· - Ä»À¸ Â»
Ì»º¹Ã· Ï¿À¼·Ï¹Ã¼· Ä½ ¸è¸¹ÚÍ · ÒßÛßÞÓ Â» ¼»ºÃ»á Â·

Y
À àÃÀ¹·º¼Ã·À¹ Ð½· Ä»À¸ Â» Ìº·Í ÃÚº· ÁÐ½»¹Ã¿À Û ¶·ÏÃ

·¸¹ ÄN »½ ×»Ã¹ Ð½· Â·¸ Ä·½¾ Í ¿ÄÚÂ·¸ Õ Ï¿½ÌÂ·º ¸¿À¹ ¿á¹·À½¸ ·À º·Â»¾»À¹ Â·¸ ÁÐ½»¹Ã¿À¸ Ä½ Í eÍ· Í¿È
ÄÚÂ· Ì Úº· Ë Ï· Ð½Ã »¸¸½º· ÃÍÌÂÃÏÃ¹·Í ·À¹ Â» Ï¿ÍÌ»¹ÃáÃÂÃ¹Á Ä·¸ º·Â»¹Ã¿À¸ Ä· ×·ºÍ ·¹½º· ¹Ö·ºÍ ¿ÄèÀ»Í ÃÐ½·
Ä·¸ Ä·½¾ Í ¿ÄÚÂ·¸ Û Æ · ÌÂ½¸ Ë Â· ÏÖ»ÍÌ »¸¸¿ÏÃÁ Õ Â» ¼»ºÃ»áÂ·

Y
·¸¹ ½À ÏÖ»ÍÌ ÂÃÀÁ»Ãº·Í ·À¹ ÄÁÑÁÀÁºÁ

¸¹»¹Ã¿ÀÀ»Ãº· Û æ» ¸¹º½Ï¹½º· Ìº¿Ìº· Ä½ ¸è¸¹ÚÍ · ÒßÛßÞÓ À· ÄÁÌ ·ÀÄ»À¹ Ì»¸ Ä·
Y

Ë Ï·¹¹· ¿ÀÄ· ¸¹»¹Ã¿ÀÀ»Ãº·
À· ¸·º» Ì»¸ Õ Â à¿ºÃÑÃÀ· Ä· ÌÖÁÀ¿Í ÚÀ· Ä· ºÁ¸¿À»ÀÏ· Û

æ· ÏÖ¿Ã¾ Ä½ Í ¿ÄÚÂ· áÃÈ�½ÃÄ· Õ Ä·½¾ Ìº·¸¸Ã¿À¸ Ï¿ÍÍ· Í¿ÄÚÂ· Ä· á»¸· À¿½¸ Ì ·ºÍ ·¹ Ä· ¹º»¼»ÃÂÂ·º
»¼·Ï ½À ¸è¸¹ÚÍ · Ð½Ã » Â à»¼»À¹»Ñ· Ä àe¹º· ÃÀÏ¿ÀÄÃ¹Ã¿ÀÀ·ÂÂ·Í ·À¹ ÖèÌ ·ºá ¿ÂÃÐ½· Ë Ï· Ð½Ã À à·¸¹ Ì»¸ Â· Ï»¸
Ä½ Í ¿ÄÚÂ· áÃÈ�½ÃÄ· ¸¹»ÀÄ»ºÄ Û Æ · ÌÂ½¸ Ë »¼·Ï ½À ÏÖ¿Ã¾ Ô ½ÄÃÏÃ·½¾ Ä·¸ Â¿Ã¸ Ä· ×·ºÍ ·¹½º· Ë Â» ×·ºÍ ·¹½º·
Ä·¸ º·Â»¹Ã¿À¸ Ä· ¸»½¹ ·¸¹ ½ÀÃÐ½· Í »ÂÑºÁ Â» ÌºÁ¸·ÀÏ· Ä· ¹·ºÍ ·¸ À¿ÀÈÏ¿À¸·º¼»¹Ã×¸ Û

æ·¸ ¹·¸¹¸ À½Í ÁºÃÐ½·¸ ¿À¹ Á¹Á ·4 ·Ï¹½Á¸ ¸½º Ä·¸ Ìº¿áÂÚÍ ·¸ Ä· É Ã·Í »ÀÀ Í¿À¿ÈÄÃÍ ·À¸Ã¿ÀÀ·Â¸ ·¹ áÃÈ
ÄÃÍ ·À¸Ã¿ÀÀ·Â¸ Û ÝÂ ¸ à»¼Úº· Ð½· Â» Í Á¹Ö¿Ä· ·¸¹ ¸¹»áÂ· ·¹ Ð½· Â à»ÍÌÂÃ¹½Ä· Ä·¸ ¿ÀÄ·¸ ºÁ�ÁÏÖÃ·¸ º·¸¹· ×»Ãá Â·
¬ ß
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º·Â»¹Ã¼·Í ·À¹ »½¾ ¿ÀÄ·¸ ÑÁÀÁºÁ·¸ Ì»º Â» ÄÃ¸Ï¿À¹ÃÀ½Ã¹Á Ä·¸ Ä¿ÀÀÁ·¸ ÃÀ Ã¹Ã»Â·¸ Û Æ · Ì Â½ ¸ »½Ï½À· Ì ¿ÂÂ½¹Ã¿À
¸¹»¹Ã¿ÀÀ»Ãº· À à·¸¹ ¼Ã¸Ãá Â· »½ ÀÃ¼·»½ Ä· Â àÃÀ¹·º×»Ï· Ä· Ï¿½ÌÂ»Ñ· L Ï·ÏÃ ·¸¹ ÄN Õ Â» ×¿º¹· Ï¿ÍÌ»¹ÃáÃÂÃ¹Á
·À¹º· Â·¸ Ä·½¾ Í ¿ÄÚÂ·¸ Ï¿½ÌÂÁ¸ Û

¬¬
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Ñ´Hï® ±G¯ Òì°ì´²Ó® ï® µ±ÔÕ¯ ìµ
³H¯ Õ°²ÖH®µ ÒGH° î®µ µ× µ´ð¯ ®µ
Ô×Ò ®°íG î²ÖH®µ ìÓ®± ´®°¯ ®µ µGH°±®µ ®³
°ÕØ ²¯ ® ²³µ´ì´²G³³ì²°®

Æ»À¸ Â·¸ Í ¿ÄÚÂ·¸ ¸·º¼»À¹ Õ ¸ÃÍ½Â·º Â·¸ ÁÏ¿½Â·Í ·À¹¸ ÄÃÌÖ»¸ÃÐ½·¸ Ä»À¸ Â·¸ ÏÃºÏ½Ã¹¸ ÖèÄº»½ÂÃÐ½·¸
Ä·¸ Ï·À¹º»Â·¸ À½ÏÂÁ»Ãº·¸ Ë Â·¸ ÌÖÁÀ¿Í ÚÀ·¸ Ä· ¹º»À¸×·º¹ Ä· Í »¸¸· ¿½ Â·¸ ·4 ·¹¸ Ä· ¹º»ÃÀÁ· ·¹ Ä· Ì ¿º¹»ÀÏ·
·À¹º· Â·¸ ÌÖ»¸·¸ ¸¿À¹ ÌºÃ¸ ·À Ï¿ÍÌ¹· Ì»º Ä·¸ ¹·ºÍ ·¸ ¸¿½ºÏ·¸ Ä à¿ºÄº· ¼Áº¿ Û ¶·½¾ÈÏÃ Ô ¿½·À¹ ½À ºÄ Â·
×¿ÀÄ»Í ·À¹»Â Ì ¿½º Â· º·¸Ì ·Ï¹ Ä· Â» ÌÖè¸ÃÐ½· Ä· Â àÁÏ¿½Â·Í ·À¹ L ·¹ ·À Ìº»¹ÃÐ½· ¸· Ì ¿¸· Â· Ìº¿áÂÚÍ ·
Ä· Â» ÌºÃ¸· ·À Ï¿ÍÌ¹· À½Í ÁºÃÐ½· Ä· Ï·¸ ¹·ºÍ ·¸ ¸¿½ºÏ·¸ Û ÅÀ Ñ»ºÄ»À¹ ½À Ï»Äº· ÑÁÀÁº»Â Â·¸ ¸è¸¹ÚÍ ·¸
ÖèÌ ·ºá ¿ÂÃÐ½·¸ »¼·Ï ¹·ºÍ ·¸ ¸¿½ºÏ·¸ Ä à¿ºÄº· ¼Áº¿ ¸ àÁÏºÃ¼·À¹ ¸¿½¸ ×¿ºÍ · <Ï¿À¸·º¼»¹Ã¼· < Ä· Â» ×»Ù¿À
¸½Ã¼»À¹· -

∂t (W ) + ∂x (F (W )) = S(W )
Ò¬ ÛßÓ

¿K
W

·¸¹ Â· ¼·Ï¹·½º º»¸¸·ÍáÂ»À¹ Â·¸ ¼»ºÃ»áÂ·¸ Ï¿À¸·º¼»¹Ã¼·¸ Ä½ ¸è¸¹ÚÍ · Ë
W 7→ F (W )

·¸¹ Â· �½¾
»À»Âè¹ÃÐ½· ·¹ ¿K

W 7→ S(W )
º·ÌºÁ¸·À¹· Â·¸ ¹·ºÍ ·¸ ¸¿½ºÏ·¸ Û

¶· ÏÖ»ÌÃ¹º· ·¸¹ ÄÁ¼¿Â½ Õ Â àÁ¹½Ä· Ï¿ÍÌ»º»¹Ã¼· Ä· Ä·½¾ »ÌÌº¿ÏÖ·¸ ×¿ÀÄ»Í ·À¹»Â·Í ·À¹ ÄÃ4 Áº·À¹·¸
Ä· ÌºÃ¸· ·À Ï¿ÍÌ¹· Ä·¸ ¹·ºÍ ·¸ ¸¿½ºÏ·¸ Û æ» Ìº·Í ÃÚº· ·¸¹ Â» ÌÂ½¸ ÃÀ¹½Ã¹Ã¼· ·¹ Â» ÌÂ½¸ ½¹ÃÂÃ¸Á· Ë ¸½º¹¿½¹
Ä»À¸ Â· Í ÃÂÃ·½ Ä·¸ Ï¿Ä·¸ ÃÀÄ½¸¹ºÃ·Â¸ Û ÝÂ ¸ à»ÑÃ¹ Ä· Â» Í Á¹Ö¿Ä· Õ Ì»¸ ×º»Ï¹Ã¿ÀÀ»Ãº·¸ �Þ�  Û ¶·¹¹· Í Á¹Ö¿Ä·
ÄÁÏ¿ÍÌ¿¸· Â· ¸è¸¹ÚÍ · Ä àÁÐ½»¹Ã¿À¸ »½¾ ÄÁºÃ¼Á·¸ Ì»º¹Ã·ÂÂ·¸ Ò¬ ÛßÓ ·À Ä·½¾ ¸è¸¹ÚÍ ·¸ ¹º»Ã¹Á¸ Â à½À »ÌºÚ¸
Â à»½¹º· Û æ» Ìº·Í ÃÚº· Á¹»Ì · Ï¿À¸Ã¸¹· Õ ¹º»Ã¹·º Â» Ì»º¹Ã· Ï¿À¼·Ï¹Ã¼· Ä· Ò¬ ÛßÓ ÒÃ Û· Û ¿À Ì ¿¸· ×¿ºÍ ·ÂÂ·Í ·À¹� Ò� ÓÚ�Ó ¹»ÀÄÃ¸ Ð½· Â» Ä·½¾ÃÚÍ · Á¹»Ì · ¸· ×¿ Ï»ÂÃ¸· ¸½º Â· ¸è¸¹ÚÍ · ÄèÀ»Í ÃÐ½· ÂÃÁ »½¾ ¹·ºÍ ·¸ ¸¿½ºÏ·¸ -

∂t (W ) = S(W )
Ò¬ Û¬Ó

æ· ¹º»Ã¹·Í ·À¹ ÄÃ¸¸¿ÏÃÁ Ä·¸ ÌÖÁÀ¿Í ÚÀ·¸ Ä· Ï¿À¼·Ï¹Ã¿À ·¹ Ä·¸ ¹·ºÍ ·¸ ¸¿½ºÏ·¸ Ì ¿¸· ÀÁ»ÀÍ ¿ÃÀ¸ Ìº¿áÂÚÍ ·
Â¿º¸Ð½· Â à¿À ¸· ¹º¿½¼· Ä»À¸ ½À ºÁÑÃÍ · Ä· ×¿ÀÏ¹Ã¿ÀÀ·Í ·À¹ ¸¹»¹Ã¿ÀÀ»Ãº· Ë

∂tW = 0
Û ÅÀ ·4 ·¹ Ä»À¸ Ä·

¹·ÂÂ·¸ ¸Ã¹½»¹Ã¿À¸ Ë Â àÁÐ½ÃÂÃáº·
∂xF (W ) = S(W )

·À¹º· Â» Ì»º¹Ã· Ï¿À¼·Ï¹Ã¼· Ä½ ¸è¸¹ÚÍ · ·¹ Â·¸ ¹·ºÍ ·¸
¸¿½ºÏ·¸ Ì ·½¹ ÁÏÖ»ÌÌ ·º »½ ¸ÏÖÁÍ » À½Í ÁºÃÐ½· Ä· ¹èÌ · Ì»¸ ×º»Ï¹Ã¿ÀÀ»Ãº·¸ ¸½º Í »ÃÂÂ»Ñ·¸ Ñº¿¸¸Ã·º¸ Û ¶ à·¸¹
Ä»À¸ Â à¿Ì¹ÃÐ½· Ä· º·¸Ì ·Ï¹·º Ä· ¹·ÂÂ·¸ ¸¿Â½¹Ã¿À¸ Ð½ à¿À¹ Á¹Á ÃÀ¹º¿Ä½Ã¹¸ Â·¸ <¸ÏÖÁÍ »¸ ÁÐ½ÃÂÃáº· < ���  Ë �êê  
¿½ ���  Û æ àÃÄÁ· ·¸¹ Ä àÃÀ¹ÁÑº·º Â·¸ ¹·ºÍ ·¸ ¸¿½ºÏ·¸ Õ Â» Ì»º¹Ã· Ï¿À¼·Ï¹Ã¼· Ä½ ¸è¸¹ÚÍ · Û æ· ¹º»Ã¹·Í ·À¹ Ä·¸



��#�*",& Û � Ü"�'& ��)�#,#"*Ý& '& (��Ü)#( ��)Ü,*Þ�&( ���, %&( (ß("+)&(�ß�&,$�%*Þ�&( #Ý&� "&,)&( (��,�&( &� ,Üà*)& *�("#"*���#*,&
¹·ºÍ ·¸ ¸¿½ºÏ·¸ ·¸¹ Ä¿ÀÏ ÄÁÏ·À¹ºÁ »½ ÀÃ¼·»½ Ä·¸ ÃÀ¹·º×»Ï·¸ ·À¹º· Â·¸ Ï·ÂÂ½ Â·¸ Û é¿½º Ï·Â» ¿À ÃÀ¹º¿Ä½Ã¹
½À· ¼»ºÃ»áÂ·

a(x,t)
¹·ÂÂ· Ð½·

∂xa = 1
·¹

∂ta = 0
Û æ· ¸è¸¹ÚÍ · Ì ·ºÍ ·¹¹»À¹ Â· Ï»ÂÏ½Â Ä·¸ �½¾ »½¾

ÃÀ¹·º×»Ï·¸ ·¸¹ »Â¿º¸ -
{

∂t (a) = 0
∂t (W ) + ∂x (F (W )) − S(W )∂x (a) = 0

Ò¬ Û�Ó
æ·¸ ¸è¸¹ÚÍ ·¸ Ä½ ¹èÌ · Ä· Ò¬ Û�Ó À· ¸¿À¹ Ì»¸ Ä·¸ ¸è¸¹ÚÍ ·¸ ÖèÌ ·ºá ¿ÂÃÐ½·¸ ÏÂ»¸¸ÃÐ½·¸ Û ÅÀ ·4·¹ Ë ¿½¹º· Â·¸
Ìº¿áÂÚÍ ·¸ ÂÃÁ¸ Õ Â» ÄÁäÀÃ¹Ã¿À Ä½ Ìº¿Ä½Ã¹ À¿ÀÈÏ¿À¸·º¼»¹Ã×

S(W )∂xa
Ë Â àÃÀ¹º¿Ä½Ï¹Ã¿À Ä½ ÏÖ»ÍÌ ÂÃÀÁ»ÃÈ

º·Í ·À¹ ÄÁÑÁÀÁºÁ »¸¸¿ÏÃÁ Õ Â» ¼»Â·½º Ìº¿Ìº·
0

Ì ·½¹ ·ÀÑ·ÀÄº·º Ä·¸ Ìº¿áÂÚÍ ·¸ Ä· ºÁ¸¿À»ÀÏ· Û
æ àÁ¹½Ä· ¸·º» ×»Ã¹· ¸½º ½À Í ¿ÄÚÂ· ¸ÃÍÌÂÃäÁ Ä àÁÏ¿½Â·Í ·À¹ ÄÃÌÖ»¸ÃÐ½· á»¸Á ¸½º Â·¸ ÁÐ½»¹Ã¿À¸ Ã¸·ÀÈ

¹º¿ÌÃÐ½·¸ Ä àÅ½Â·º »½¾Ð½·ÂÂ·¸ ¿À »ÄÔ ¿ÃÀ¹ ½À· ÁÐ½»¹Ã¿À Ä· ¹º»À¸Ì ¿º¹ Ä à½À ¹Ã¹º· »¼·Ï ·À ¸·Ï¿ÀÄ Í ·Íáº·
½À ¹·ºÍ · ¸¿½ºÏ· Ä· º·¹¿½º Õ Â àÁÐ½ÃÂÃáº· Û ¶· ¹·ºÍ · Ä· º·Â»¾»¹Ã¿À À· Ì ¿º¹· Ð½· ¸½º Â· ¹Ã¹º· ·¹ ·¸¹ ÌÃÂ¿¹Á
Ì»º ½À ¹·ÍÌ¸ Ä· º·Â»¾»¹Ã¿À

τ0
¸½ÌÌ¿¸Á Ï¿À¸¹»À¹ ·¹ ½ÀÃ×¿ºÍ · Ë Ä· Í eÍ· Â» ¼»Â·½º Ä½ ¹Ã¹º· Õ Â àÁÐ½ÃÂÃáº·

αeq
¸·º» Ï¿À¸¹»À¹· ·¹ ½ÀÃ×¿ºÍ · Û æ· ¸è¸¹ÚÍ · ¸ àÁÏºÃ¹ -





∂t (ρα) + ∂x (ραu) = ρ
αeq−α

τ0
∂t (ρ) + ∂x (ρu) = 0
∂t (ρu) + ∂x

(
ρu2 + P (ρ)

)
= 0

Ò¬ Ûê Ó

� ¿½¸ »¼¿À¸ ÏÖ¿Ã¸Ã¹ ½À· Â¿Ã Ä àÁ¹»¹ Ä· ¹èÌ · Ñ»¼ Ì»º×»Ã¹ Ë Ì ¿º¹»À¹ ¸½º Â» Ìº·¸¸Ã¿À
P

Ë ·¹ Ð½Ã À· ÄÁÌ ·ÀÄ Ì»¸
Ä½ ¹Ã¹º·

α
Í»Ã¸ ½ÀÃÐ½·Í ·À¹ Ä· Â» Ä·À¸Ã¹Á

ρ
Û â ÃÀ¸Ã ¿À ·¸¹ ·À Í ·¸½º· Ä à·¾ÌÂÃÏÃ¹·º Â» ¸¿Â½¹Ã¿À »À»ÂèÈ

¹ÃÐ½· Ä à½À Ìº¿áÂÚÍ · Ä· ÉÃ·Í »ÀÀ Ì¿½º Â· ¸è¸¹ÚÍ · Ò¬ Ûê Ó ·¹ »ÃÀ¸Ã Ä· Ï»ÂÏ½Â·º Ä·¸ ¿ºÄº·¸ Ä· Ï¿À¼·ºÑ·ÀÏ·
Ì ¿½º Â·¸ ¸ÏÖÁÍ »¸ À½Í ÁºÃÐ½·¸ Û Æ · ÌÂ½¸ Ë ·À Ô ¿½»À¹ ¸½º Â· ¹·ÍÌ¸ Ä· º·Â»¾»¹Ã¿À

τ0
¿À Ì¿½ºº» ¹·¸¹·º Â·¸

ÄÃ4 Áº·À¹¸ ¸ÏÖÁÍ »¸ À½Í ÁºÃÐ½·¸ Ä»À¸ Ä·¸ Ï¿ÀäÑ½º»¹Ã¿À¸ ÌÂ½¸ ¿½ Í ¿ÃÀ¸ ¸¹»¹Ã¿ÀÀ»Ãº·¸ Û
ÅÀ ÌÂ½¸ Ä½ ¸ÏÖÁÍ » Õ Ì»¸ ×º»Ï¹Ã¿ÀÀ»Ãº·¸ Ò»áºÁ¼Ã»¹Ã¿À

SFS
Ó ·¹ Ä½ ¸ÏÖÁÍ » Ä· ÄÁÏ·À¹º·Í ·À¹ ÏÂ»¸¸ÃÐ½·

Ò»áºÁ¼Ã»¹Ã¿À
SUPW1

Ó À¿½¸ Ìº¿Ì ¿¸¿À¸ ½À Ä·½¾ ÃÚÍ · ¸ÏÖÁÍ » Ä· ÄÁÏ·À¹º·Í ·À¹ Ò»áºÁ¼Ã»¹Ã¿À
SUPW2

Ó Û
é¿½º Â· ¸ÏÖÁÍ »

SUPW2
Â· Ï»ÂÏ½Â Ä·¸ �½¾ ·¸¹ Â· Í eÍ· Ð½· Ì ¿½º Â· ¸ÏÖÁÍ »

SUPW1
Ë Â·¸ Ä·½¾ ½¹ÃÂÃ¸·À¹

Â· Í eÍ· Í¿ÄÚÂ· Ä àÃÀ¹·º×»Ï· Û ÅÀ º·¼»ÀÏÖ· Â· ¸ÏÖÁÍ »
SUPW1

½¹ÃÂÃ¸· ½À ¸ÏÖÁÍ » Ä· Í »ÃÂÂ· ÒÃ Û· Û á ÃÂ»À
Ä·¸ �½¾ Ì¿½º Ï»ÂÏ½Â·º Â·¸ ¼»Â·½º¸ Ä· Í »ÃÂÂ·Ó ÏÂ»¸¸ÃÐ½· á»¸Á ¸½º Â·¸ ¼»ºÃ»áÂ·¸ Ï¿À¸·º¼»¹Ã¼·¸

ρα
Ë
ρ

·¹
ρu

Ë ¹»ÀÄÃ¸ Ð½· Â· ¸ÏÖÁÍ »
SUPW2

½¹ÃÂÃ¸· ½À ¸ÏÖÁÍ » Ä· Í »ÃÂÂ· á»¸Á ¸½º Â·¸ ¼»ºÃ»áÂ·¸
ρI

Ë
ρ

·¹
ρu

¿K
Â» ¼»ºÃ»áÂ·

I = a + uΦ
·¸¹ ½À ÃÀ¼»ºÃ»À¹ Ä· É Ã·Í »ÀÀ Ì¿½º Â à¿ÀÄ· ¸¹»¹Ã¿ÀÀ»Ãº· ÒÃ Û· Û »¸¸¿ÏÃÁ· Õ Â»

¼»Â·½º Ìº¿Ìº·
0
Ó Û ¶·¹¹· Í ¿ÄÃäÏ»¹Ã¿À »ÌÌ¿º¹· ½À· »Í ÁÂÃ¿º»¹Ã¿À ¸·À¸Ãá Â· Ä·¸ ºÁ¸½Â¹»¹¸ Ä½ ¸ÏÖÁÍ » Ä·

ÄÁÏ·À¹º·Í ·À¹ ·À ºÁÑÃÍ · ÃÀ¸¹»¹Ã¿ÀÀ»Ãº· Û
Æ»À¸ Â à¿Ì¹ÃÐ½· Ä½ Ï¿½ÌÂ»Ñ· ÃÀ¹·º×»ÏÃ»Â Ä· Í ¿ÄÚÂ·¸ ÄÃ4 Áº·À¹¸ ·À \[U Yb V Y]X^T^YP]]TY\VË Â·¸ ºÁ¸½Â¹»¹¸

Ä· À¿¸ ¹·¸¹¸ À½Í ÁºÃÐ½·¸ À¿½¸ Í ¿À¹º·À¹ Ð½· Â» ¸¹º»¹ÁÑÃ·¸ ÂÃÁ· »½ ¸ÏÖÁÍ »
SUPW1

À à·¸¹ Ì»¸ ¿Ì¹ÃÍ »Â· Û
ÝÂ ¸ à»¼Úº· ÃÏÃ Ð½· Â· Ï¿ÍÌ¿º¹·Í ·À¹ Ä½ ¸ÏÖÁÍ »

SFS
·¸¹ ¹¿½Ô ¿½º¸ ¸»¹Ã¸×»Ã¸»À¹ ¸½º¹¿½¹ Ì ¿½º Â·¸ ºÁÑÃÍ ·¸

×¿º¹·Í ·À¹ ÃÀ ¸¹»¹Ã¿ÀÀ»Ãº·¸ Û Æ · ÌÂ½¸ ¸» ¸ÃÍÌÂÃÏÃ¹Á Ä· Í Ã¸· ·À ¿·½¼º· À¿½¸ Ï¿ÀÄ½Ã¹ Õ Â· ÌºÁ×Áº·º »½
¸ÏÖÁÍ »

SUPW2
Ë ¸½º¹¿½¹ Ä»À¸ ½À Ï»Äº· ÃÀÄ½¸¹ºÃ·Â Ï¿ÍÌÂ·¾· ¹·Â Ð½· Â· Ï»¸ ÄÁÏºÃ¹ »½ ÏÖ»ÌÃ¹º· ê Û

¬ê
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áDââ ã?â?äåDæ çå>DèDç éDCçêç ëC?åBAìä?â çBD@
èDB>ìæ ëìC >í@DCãìâAå çíçBDè ç î AB> çìêCåD

BDCè ç

ïðñòóóô õö÷÷øùòú2 û üòöýþÿöó� ��óöó�1,2 û � ÷ñ� ñòó �ùóñ��ò1,2 û � ÷öñýþ��ò� 	ò
øù�3ö��ò�úò� øó �ù� ÷ñ�öúñøý ñý �������

1 � Â·Ï¹ºÃÏÃ¹Á Ä· Çº»ÀÏ· Ë Æ Ã¼Ã¸Ã¿À É·ÏÖ·ºÏÖ· ·¹ ÆÁ¼·Â¿ÌÌ ·Í ·À¹ Ë
Æ ÁÌ»º¹·Í ·À¹ Î ÁÏ»ÀÃÐ½· Ä·¸ ÇÂ½ÃÄ·¸ ·¹ çº»À¸×·º¹¸ çÖ·ºÍ ÃÐ½·¸ Ë� Ð½»Ã �»¹Ã·º Ë �Þê� ß ¶Ö»¹¿½ Ï·Ä·¾ Ë ÇÉâ�¶Å

Ü·»ÀÈÎ »ºÏ Ûå ·º»ºÄ�·Ä× Û×º Ë ØÂÃ¼ Ã·º Ûå½ºÃ¸¸·�·Ä× Û×º
ç·Â - Ò���Ó ßÈ�� Þ� �� �� Ë Ò���Ó ßÈ�� Þ� �� ê�

2 3ÀÃ¼·º¸Ã¹Á Ä· éº¿¼·ÀÏ· Ë ¶·À¹º· Ä· Î »¹ÖÁÍ »¹ÃÐ½·¸ ·¹ Ä àÝÀ×¿ºÍ »¹ÃÐ½· Ë
æ»á ¿º»¹¿Ãº· Ä àâÀ»Âè¸· Ë ç¿Ì¿Â¿ÑÃ· ·¹ éº¿á»áÃÂÃ¹Á¸ È 3ÎÉ ¶�É� ���¬È Ë�� º½· Ü¿ÂÃ¿¹ ¶½ºÃ· Ë ß�ê�� Î»º¸·ÃÂÂ· Ï·Ä·¾ ß� Ë ÇÉâ�¶Å

Ñ»ÂÂ¿½·¹�ÏÍ Ã Û½À Ã¼ÈÍ º¸ Û×º Ë Ö·º»ºÄ�ÏÍ Ã Û½À Ã¼ÈÍ º¸ Û×º Ë Ö½ºÃ¸¸·�ÏÍ Ã Û½ÀÃ¼ÈÍ º¸ Û×º
ç·Â - Ò���Ó êÈ� ß ßß �� ��

3 3ÀÃ¼·º¸Ã¹Á Ä· Ù¿ºÄ·»½¾ Ý Ë æâÙâã È3ÎÉ ¶�É � �ê��È Ë
ÝÀ¸¹Ã¹½¹ Ä· Î »¹ÖÁÍ »¹ÃÐ½·¸ ÈÇÅÆ ¶�É� ¬¬�êÈ Ë�� ßË ¶¿½º¸ Ä· Â» æÃá Áº»¹Ã¿À Ë ��ê�� ç»Â·ÀÏ· Ï·Ä·¾ Ë ÇÉâ�¶Å

»Â»ÃÀÈè¼·¸ ÛÂ·º¿½¾�Í»¹Ö Û½Èá ¿ºÄ·»½¾ ßÛ×º
ç·Â - Ò���Ó �È ê� �� �� ��

�������� � � ! "�"!� #� $!%&�!$ �& � ! �'�()�#� &* � ! �!�( ���+���) &* $#*,*!�!'� �� !-!� . !' �&-"+�#'/ � �#-"(!  )" !��&(#� -&$!( . #� �&+��!�!�- � 0 . #� $!���#� !� � ! -&�#&' &* �.&," ��! 1&. � #'�(+$#'/ �&+��!�!�- � 2 � ! �����!/) &* +". #'$#'/ � ! �&+��! �!�- � #� #'%!��#/��!$ �'$ �&-,"��!$ . #� � ! ���'$��$ *����#&'�( ��!" - !� &$ 2 � 3��� �� !-! �!(#!� &' � !+�+�( *����#&'�( ��!" �""�&�� 2 � �!�&'$ �� !- ! �"" (#!� *&� +". #'$#'/ &*�&+��! �!�- � 2 � #� &'!  &.!%!� $&!� '&� "�&%#$! ���#�*���&�) �!�+(�� . !'�&-"+�#'/ �&-! �" !�#3� 456789:; ���!� 2 � #� � ! �%#&� ��' � ! !��#() !<" (�#,'!$ 2 =� � +� -&�#%��!� �& #'��&$+�! � � #�$ �� !-! 0 . #� #� �#- #(�� �& � !"�!%#&+� &'! �+� �#- � �� "�&%#$ #'/ �' #'��!��!$ ���+���) &' �&���! - !� !�. !' �&-"+�#'/  #/ () +'��!�$) 1&.� 2 � #� (���!� �� !-! �!>+#�!� �& $!,3'! � �!(( �� !-! . #� �&-"+�!� � ! %&#$ *����#&' . #�  !(" &* � - &$#3!$/&%!�'#'/ !>+��#&' 0 . #(! +�#'/ � ! ��- ! #'�!�*��! �&(%!� 2 � $!��#(!$ '+- !,�#��( ��+$) . #� #'�(+$!� � - !��+�! &* � !
L1

'&�- &* � ! !��&� �&-"(!�!�� ! . &(! 2

¬�
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â äº¸¹ º·¸½Â¹ ×¿º ¹Ö· ÄÃ¸Ïº·¹Ã¼»¹Ã¿À ¿× ¸¿½ºÏ· ¹·ºÍ ¸ ×¿º ÖèÌ ·ºá ¿ÂÃÏ Ï¿À¸·º¼»¹Ã¿À Â» ¸ »¸ ÑÃ¼·À
áè É¿· ÃÀ ß�Þ� ���  Ë ÃÀ¹º¿Ä½ÏÃÀÑ ¹Ö· ÃÄ·» ¿× ½Ì ÃÀÄÃÀÑ ¿× ¸¿½ºÏ· ¹·ºÍ ¸ Û â ×¹·º»ºÄ¸ Ë »À ·¾¹·À¸Ã¼·
ÂÃ¹·º»¹½º· Ö»¸ á ··À Ä·¼¿¹·Ä ¹¿ ¹Ö· À½Í ·ºÃÏ»Â ¹º·»¹Í ·À¹ ¿× ¸¹·»Äè ¸¹»¹·¸  Ã¹Ö ·ÂÂ á»Â»ÀÏ·Ä ¸ÏÖ·Í ·¸ Ë
×¿ÂÂ¿ ÃÀÑ ÃÄ·»¸ ÃÀ¹º¿Ä½Ï·Ä áè ãº··Àá ·ºÑ »ÀÄ æ·º¿½¾ �êê   Ò¸·· �ê ß  Ë�ê¬  Ë �ê�  Ë ���  ¹¿¿Ó Û çÖ· Í »ÃÀ ¿áÈ
Ô ·Ï¹Ã¼· ÃÀ ¹Ö·¸· ·ÂÂÈá»Â»ÀÏ·Ä ¸ÏÖ·Í ·¸ Ã¸ ¹¿ Ìº·¸·º¼· ¸¹·»Äè ¸¿Â½¹Ã¿À¸ ¿À Ï¿»º¸· Í ·¸Ö·¸ Û ÝÀ Ì»º¹ÃÏ½Â»º Ë
Ã¹ Ö»¸ á ··À ¸½ÏÏ·¸¸×½ ÂÂè ½¸·Ä ¹¿ Ä·»Â  Ã¹Ö ¸Ö»ÂÂ¿ »¹·º ·Ð½»¹Ã¿À¸  Ã¹Ö ¹¿Ì ¿Ñº»ÌÖèË ¿º ¸ÃÍ ÃÂ»ºÂè ¹¿
Ö»ÀÄÂ· ¿À· ÄÃÍ ·À¸Ã¿À»Â Å½Â·º ¸¹·»Äè Ï¿ÍÌ½¹»¹Ã¿À¸ ÃÀ À¿¼¼ Â·¸ Ò¸·· ���  »ÀÄ ��Þ  ×¿º ÃÀ¸¹»ÀÏ·Ó Û Ý¹ Ö»¸
»Â¸¿ á ··À ÏÖ·Ï�·Ä ¹Ö»¹ ¹Ö· ·ÂÂÈá»Â»ÀÏ·Ä ¸ÏÖ·Í ·¸ ·À»áÂ· ¹¿ º·»ÏÖ » ¸¹·»Äè ¸¹»¹· Ë »¸ » ÂÃÍ Ã¹ ×¿º Â»ºÑ·
¹ÃÍ · Ë ¿× »À ½À¸¹·»Äè ¸¿Â½¹Ã¿À Û çÖ· á»¸ÃÏ ÃÄ·» Ã¸ º¿½ÑÖÂè ¹Ö· ×¿ÂÂ¿ ÃÀÑ - Ã× ¸¿½ºÏ· ¹·ºÍ ¸ ·¾»Ï¹Âè á»Â»ÀÏ·
Ï¿À¼·Ï¹Ã¼· ·4 ·Ï¹¸ Ë ¸¿½ºÏ· ¹·ºÍ ¸ Ö»¼· ¹¿ á · ½Ì ÃÀÄ·Ä ÃÀ »ÏÏ¿ºÄ»ÀÏ·  Ã¹Ö ½Ì ÃÀÄ·Ä Ï¿À¼·Ï¹Ã¼· �½¾·¸ Û

Ø ÃÀÑ ¹¿ ¹ÖÃ¸ Ñº·»¹ ¸½ÏÏ·¸¸ Ë Ã¹ »Â¸¿ ¸··Í ¸ »ÌÌ ·»ÂÃÀÑ ¹¿ ½¸· ¹Ö· ·ÂÂÈá»Â»ÀÏ·Ä ¸ÏÖ·Í ·¸ ¹¿ Ï¿ÍÌ½¹·
½À¸¹·»Äè �¿ ¸ Ë »ÀÄ Í ·»ÀÖÃÂ· á ·À·ä¹ ×º¿Í ¹Ö· Ìº·¼Ã¿½¸ Ìº¿Ì ·º¹Ã·¸ ×¿º Â»ºÑ· ¹ÃÍ · Û �· ¸Ö¿ Ö·º· Ë
¿À ¹Ö· á»¸Ã¸ ¿× Ì»º¹ÃÏ½Â»º ÃÀ Ã¹Ã»Â Ï¿ÀÄÃ¹Ã¿À¸ ×¿º » ÑÃ¼·À ¸è¸¹·Í ÒÖÃÏÖ Ï¿À¹»ÃÀ ¸ » º·Â»¾»¹Ã¿À ¹ÃÍ ·
ÃÀ ¹Ö· ¸¿½ºÏ· ¹·ºÍ Ó Ë ¹Ö»¹ ¹Ö· ½À¸¹·»Äè »ÌÌº¿¾ ÃÍ »¹Ã¿À Ìº·ÄÃÏ¹·Ä áè ¹Ö· ·ÂÂÈá»Â»ÀÏ·Ä ¸ÏÖ·Í · Í »è
á · ×»º Â·¸¸ »ÏÏ½º»¹· ¹Ö»À ¹Ö· ¿À· ÑÃ¼·À ×¿º ÃÀ¸¹»ÀÏ· áè ¹Ö· ¸¹»ÀÄ»ºÄ ×º»Ï¹Ã¿À»Â ¸¹·Ì Í ·¹Ö¿Ä Ò�Þ� Ó Ë
»Â¹Ö¿½ÑÖ á¿¹Ö ¿× ¹Ö·Í Ï¿À¼·ºÑ· ¹¿»ºÄ¸ ¹Ö· ¸»Í · ¸¿Â½¹Ã¿À Ë »¸ ¹Ö· Í ·¸Ö ¸Ã¼· ¼»ÀÃ¸Ö·¸ Ë »ÀÄ  Ã¹Ö
¹Ö· ¸»Í · º»¹· ¿× Ï¿À¼·ºÑ·ÀÏ· Û âÏ¹½»ÂÂèË Ä·Ì ·ÀÄÃÀÑ ¿À ¹Ö· ¸è¸¹·Í »ÀÄ Ã¹¸ ÃÀ Ã¹Ã»Â Ï¿ÀÄÃ¹Ã¿À¸ Ë ¹Ö·º·
Í »è á · » á»Â»ÀÏ· á ·¹··À ¹Ö· ¹ÃÍ · Ä·ºÃ¼»¹Ã¼· »ÀÄ ¹Ö· ¸¿½ºÏ· ¹·ºÍ Ë ¿º » á»Â»ÀÏ· á ·¹··À ¹Ö· ¸Ì»Ï·
Ä·ºÃ¼»¹Ã¼· »ÀÄ ¹Ö· ¹ÃÍ · Ä·ºÃ¼»¹Ã¼· Ë Ä·Ì ·ÀÄÃÀÑ ¿À

(x,t)
Û

ÝÀ ¿ºÄ·º ¹¿ ÃÀ¼·¸¹ÃÑ»¹· ¹Ö· ¹º½· »ÏÏ½º»Ïè ¿× ¹Ö· ×º»Ï¹Ã¿À»Â ¸¹·Ì Í ·¹Ö¿Ä »ÀÄ ¹Ö· Í ·¹Ö¿Ä¸ ÃÀ¼¿ÂÈ
¼ ÃÀÑ »À ½Ì ÃÀÄÃÀÑ ¿× ¸¿½ºÏ· ¹·ºÍ ¸ Ö·À Ï¿ÍÌ½¹ÃÀÑ Q]X^VTW� ¸¿Â½¹Ã¿À¸ Ë ·  ÃÂÂ ×¿ Ï½¸ ¿À » Ì»º¹ÃÏ½Â»º
Í ¿Ä·Â Û çÖ· Í ¿Ä·Â ÖÃÏÖ  ÃÂÂ á · ·¾»Í ÃÀ·Ä Ö·º·ÃÀ Ã¸ » ¹Öº··È·Ð½»¹Ã¿À Í ¿Ä·Â Ë »ÀÄ Ã¹ Ã¸¸½·¸ ×º¿Í ¹Ö·
¹¿ÈÌÖ»¸· �¿ ×º»Í ·¿º� Û çÖÃ¸ Í ¿Ä·Â Ï¿À¹»ÃÀ¸ » ¸¿½ºÏ· ¹·ºÍ ÖÃÏÖ »ÏÏ¿½À¹¸ ×¿º Í »¸¸ ¹º»À¸×·º á ·¹È··À ÌÖ»¸·¸ Û çÖ· ¸¿½ºÏ· ¹·ºÍ º·Ìº·¸·À¹¸ » º·Â»¾»¹Ã¿À ¹·ºÍ ¹¿ ¸¿Í · ¹Ö·ºÍ ¿ÄèÀ»Í ÃÏ»Â ·Ð½ ÃÂÃáºÃ½Í Û
çÖ· »¸¸¿ÏÃ»¹·Ä º·Â»¾»¹Ã¿À ¹ÃÍ · ·¸¸·À¹Ã»ÂÂè Ä·Ì ·ÀÄ¸ Ö·¹Ö·º ¿À· »ÏÏ¿½À¹¸ ×¿º Ï¿ÀÄ·À¸»¹Ã¿À Ë �»¸ÖÃÀÑ
¿º ·¼»Ì ¿º»¹Ã¿À ·4·Ï¹¸ Û â ¸ » Ï¿À¸·Ð½·ÀÏ· Ë ¹Ö· ¸¹Ã4À·¸¸ ¿× ¸¿½ºÏ· ¹·ºÍ ¸ Ã¸ ¼»ºÃ»áÂ· Ë »ÀÄ Í »è á · Ä¿Í ÃÈ
À»À¹ ¿¼·º Ï¿À¼·Ï¹Ã¼· ·4·Ï¹¸ Ë ¿º ¿À ¹Ö· Ï¿À¹º»ºè á · Ï¿ÍÌÂ·¹·Âè À·ÑÂÃÑÃá Â· Û çÖÃ¸ � ÃÀÄ ¿× ¸¿½ºÏ· ¸Ö¿½ÂÄ
À¿¹ á · Ï¿À×½¸·Ä  Ã¹Ö ¿¹Ö·º ¸¿½ºÏ·¸ ¸½ÏÖ »¸ ·4·Ï¹¸ ¿× ¹¿Ì ¿Ñº»ÌÖè ÃÀ ¸Ö»ÂÂ¿ »¹·º ·Ð½»¹Ã¿À¸ Ë ÖÃÏÖ
Ä¿ À¿¹ ÃÀ¼¿Â¼· ·¾¹·ºÀ»Â ¹ÃÍ · ¸Ï»Â·¸ Û

ØÀÏ· ¹Ö· Í ¿Ä·Â Ã¸ ÃÀ¹º¿Ä½Ï·Ä Ë ·  ÃÂÂ ×¿ Ï½¸ ¿À ¹Öº·· ÄÃ¸¹ÃÀÏ¹ ¸ÏÖ·Í ·¸ -
J ¹Ö· äº¸¹ ¸ÏÖ·Í · º·ÂÃ·¸ ¿À ¹Ö· ·ÂÂÈ�À¿À ×º»Ï¹Ã¿À»Â ¸¹·Ì »ÌÌº¿»ÏÖ Ë »ÀÄ Ã¹ ¸ÃÍÌÂè Ï¿À¸Ã¸¹¸ ÃÀ

¹¿ ¸¹·Ì¸ Û ÝÀ ¹Ö· äº¸¹ ¸¹·Ì Ë »Ä¼·Ï¹Ã¼· ¹·ºÍ ¸ »º· »ÏÏ¿½À¹·Ä ×¿º Ë Ö·º·»¸ ÃÀ ¹Ö· ¸·Ï¿ÀÄ ¸¹·Ì Ë
ÒÌ ¿¸¸Ãá Âè ¸¹Ã4 Ó ¸¿½ºÏ· ¹·ºÍ ¸ »º· »ÌÌº¿¾ ÃÍ »¹·Ä Û çÖ· Í »ÃÀ »Ä¼»À¹»Ñ·¸ »º· ¹Ö· ×¿ÂÂ¿ ÃÀÑ Û çÖ·
º·¸½Â¹ÃÀÑ ¸ÏÖ·Í · Ã¸ Í½ÏÖ ¸¹»áÂ· L ¿À· Í »è »ÌÌÂè <¸¹»ÀÄ»ºÄ < ÖèÌ ·ºá ¿ÂÃÏ ¸ÏÖ·Í ·¸ ¹¿ ÄÃ¸Ïº·¹Ã¼·
äº¸¹È¿ºÄ·º ¹·ºÍ ¸ L ·¼·À¹½»ÂÂèË ¹ÖÃ¸ Ä·Ï¿½ÌÂ·¸ ·4 ·Ï¹¸ ¸¿ ¹Ö»¹ ½¸·º¸ Ö¿ »º· À¿¹ ×»Í ÃÂÃ»º  Ã¹Ö
½Ì ÃÀÄÃÀÑ ¹·ÏÖÀÃÐ½·¸ Í »è Ï¿ÀÏ·À¹º»¹· ¿À ¹Ö· ¸¿½ºÏ·¸ Ë

J ¹Ö· ¸·Ï¿ÀÄ ¸ÏÖ·Í · Ã¸ ¹Ö· ÏÂ»¸¸ÃÏ»Â ·ÂÂÈá»Â»ÀÏ·Ä ¸ÏÖ·Í · Ë ÖÃÏÖ Ö»¸ á ··À ÃÀ¹º¿Ä½Ï·Ä ¸¿Í ·
¹ÃÍ · »Ñ¿ ÃÀ ¿ºÄ·º ¹¿ Ï¿ÍÌ½¹· X^VTW� À¿ÀÖ¿Í ¿Ñ·À·¿½¸ ÖèÌ ·ºá ¿ÂÃÏ ¸è¸¹·Í ¸ Û �¿½ºÏ· ¹·ºÍ ¸ »º·<½Ì ÃÀÄ·Ä < Ë ÃÀ ¿ºÄ·º ¹¿ º·Ìº·¸·À¹ ¸¹·»Äè ¸¹»¹·¸ ¿À Ï¿»º¸· Í ·¸Ö·¸ ÃÀ » ¼·ºè »ÏÏ½º»¹· »èÛ çÖÃ¸
Ö»¸ á ··À Í ¿¹Ã¼»¹·Ä áè ¹Ö· º»¹Ö·º Ì ¿¿º á ·Ö»¼Ã¿½º ÒÍ ¿º· Ìº·ÏÃ¸·Âè ¹Ö· Ì ¿¿º »ÏÏ½º»Ïè Ó ¿× ¹Ö·
×º»Ï¹Ã¿À»Â ¸¹·Ì »ÌÌº¿»ÏÖ ÒÀ¿¹·Ä

SFS
»×¹·º»ºÄ¸Ó ÃÀ ¸¹·»Äè ¸Ã¹½»¹Ã¿À¸ Û

¬�
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J ¹Ö· ¹ÖÃºÄ ¸ÏÖ·Í · Ã¸ » À· ¸ÏÖ·Í · Û Ý¹ Ã¸ á»¸·Ä ¿À » ¸ÂÃÑÖ¹ Í ¿ÄÃäÏ»¹Ã¿À ¿× ¹Ö· ¸¹»ÀÄ»ºÄ ·ÂÂÈ

á»Â»ÀÏ·Ä ¸ÏÖ·Í · Ë »ÀÄ Ã¹ ÃÀ¼¿Â¼·¸ » Í ¿ÄÃäÏ»¹Ã¿À ¿× ¹Ö· ½À�À¿À¸ ÖÃÏÖ »º· Ï¿ÍÌ½¹·Ä Û
â ÂÂ Ï·ÂÂ ¸ÏÖ·Í ·¸ »ÀÄ ÃÀ¹·º×»Ï· ¸¿Â¼·º¸  ÃÂÂ á · Ä·¹»ÃÂ·Ä Û ÝÀ¹·º×»Ï· ¸¿Â¼·º¸ º·Âè ¿À ¹Ö· »ÌÌº¿¾ÃÍ »¹·

ã¿Ä½À¿¼ »ÌÌº¿»ÏÖ Ò�ß�  Ë �� ß Ó Ë á½¹ · ÃÀ¸Ã¸¹ ¹Ö»¹ Ï¿ÀÏÂ½¸Ã¿À¸ ¿½ÂÄ á · ¹Ö· ¸»Í · Ã× ¿À· ½¸·¸ ¹Ö·
·¾»Ï¹ ã¿Ä½À¿¼ ¸ÏÖ·Í · Ò�ê� Ó ÃÀ¸¹·»Ä Û çÖ· Í ·»¸½º· ¿× ¹Ö·

L1 À¿ºÍ ¿× ¹Ö· ·ºº¿º ÃÀ Q]X^VTW� ¹·¸¹
Ï»¸·¸ ·À»áÂ·¸ ¹¿ Ñ·¹ » Ìº·ÏÃ¸· ÃÄ·» ¿× ¹º½· »Ä¼»À¹»Ñ·¸ »ÀÄ Äº»á»Ï� ¸ ¿× ¹Ö· ¹Öº·· ¸ÏÖ·Í ·¸ Û

Ý¹  ÃÂÂ ÏÂ·»ºÂè »ÌÌ ·»º ¹Ö»¹ À¿À· »Í ¿ÀÑ ¹Ö· ¹¿ ¸¹º»¹·ÑÃ·¸ Í »è á · ÄÃ¸º·Ñ»ºÄ·Ä Ë ¸ÃÀÏ· -
ÒÃÓ ¹Ö· ×º»Ï¹Ã¿À»Â ¸¹·Ì Í ·¹Ö¿Ä á ·Ö»¼·¸ º»¹Ö·º ·ÂÂ ÃÀ »ÂÂ Q]X^VTW� ¸Ã¹½»¹Ã¿À¸ ¿À Ï¿»º¸· Í ·¸Ö·¸ Ë
ÒÃÃÓ ¹Ö· ½Ì ÃÀÄ »ÌÌº¿»ÏÖ ¸Ö¿½ÂÄ á · Ìº·×·ºº·Ä Ö·À X^VTW� »ÌÌº¿¾ ÃÍ »¹Ã¿À¸ »º· ¸·»ºÏÖ·Ä ¿À Ï¿»º¸·
Í ·¸Ö·¸ Ë
ÒÃÃÃÓ » ¸ÂÃÑÖ¹ Í ¿ÄÃäÏ»¹Ã¿À ¿× ·ÂÂÈá»Â»ÀÏ·Ä ¸ÏÖ·Í ·¸ Í »è Äº»¸¹ÃÏ»ÂÂè ÃÍÌº¿¼· ¹Ö· »ÏÏ½º»Ïè ¿× »ÌÌº¿¾ÃÈ
Í »¹Ã¿À¸ ¿× ½À¸¹·»Äè ¸¿Â½¹Ã¿À¸ ¿À Ï¿»º¸· Í ·¸Ö·¸ Û

¬�
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© ?© B ²¥°¤¶¥Á¨ °¯¨¶ ¦¯ ¨²®§¥º ¨ ¦C¯¸¤¢£²¨ Ë¯C ²

�· Ï¿À¸ÃÄ·º » ¸ÃÍÌÂ· ¹¿ÈÌÖ»¸· �¿ Í¿Ä·Â ÖÃÏÖ Ä·¸ÏºÃá ·¸ ¹Ö· Í ¿¹Ã¿À ¿× » Í Ã¾¹½º· ÃÀÏÂ½ÄÃÀÑ
¹¿ Ï¿ÍÌ¿À·À¹¸  Ã¹Ö Í »¸¸ ¹º»À¸×·º ¹·ºÍ ¸ Û çÖ· Ï¿À¼·Ï¹Ã¼· Ì»º¹ ¿× ¹Ö· Í ¿Ä·Â Ã¸ ÃÀ Ï¿À¸·º¼»¹Ã¼· ×¿ºÍ Ë
»ÀÄ · Ä·äÀ· ¹Ö· Ï¿À¸·º¼»¹Ã¼· ¼»ºÃ»áÂ·

W = t(ρ,ρα,ρu)
Ë Ö·º·

ρ
¸¹»ÀÄ¸ ×¿º ¹Ö· Í ·»À Ä·À¸Ã¹è ¿×

¹Ö· Í Ã¾¹½º· Ë
u

Ã¸ ¹Ö· Í ·»À ¼·Â¿ ÏÃ¹è ÃÀ ¹Ö· ä·ÂÄ Ë »ÀÄ
α

Ã¸ ¹Ö· Ï¿ÀÏ·À¹º»¹Ã¿À ¿× ¿À· Ï¿ÍÌ¿À·À¹ -
∂t (ρ) + ∂x (ρu) = 0

Ò¬ Û�Ó
∂t (ρα) + ∂x (ραu) = ρs(α)

Ò¬ Û�Ó
∂t (ρu) + ∂x

(
(ρu2 + P (ρ))

)
= ∂x ((µ∂x (u)))

Ò¬ Û�Ó
çÖ· ¸¿½ºÏ· ¹·ºÍ

s
Ä·Ì ·ÀÄ¸ ¿À

α
»ÀÄ ÃÀ¼¿Â¼·¸ ¸¿Í · Ï¿À¸¹»À¹ ¹ÃÍ · ¸Ï»Â·

τ0
Ë
µ

Ã¸ » Ì ¿¸Ã¹Ã¼· Ï¿À¸¹»À¹ Ë
»ÀÄ ¹Ö· ×½ÀÏ¹Ã¿À

P (ρ)
Ã¸ ÃÀÏº·»¸ÃÀÑ Ë »ÀÄ ¸½ÏÖ ¹Ö»¹

P (0) = 0
Û çÖ· Ö¿Í ¿Ñ·À·¿½¸ �½¾ Ã¸

F (W ) =

(ρu,ραu,ρu2 + P (ρ))
Û

çÖ· ¼¿ÃÄ ×º»Ï¹Ã¿À
α(x,t)

¸Ö¿½ÂÄ ÂÃ· ÃÀ
[0,1]

Û çÖ Ã¸  ÃÂÂ á · º·×·ºº·Ä ¹¿ »¸ ¹Ö· á ¿½ÀÄ Ï¿À¸¹º»ÃÀ¹¸ ÃÀ
¹Ö· ×¿ÂÂ¿ ÃÀÑ Û ÝÀ ¿ºÄ·º ¹¿ ÏÂ»ºÃ×è ¹Ö· Ìº·¸·À¹»¹Ã¿À Ë ·  ÃÂÂ ×º¿Í ¹ÃÍ · ¹¿ ¹ÃÍ · ¸Ì ·ÏÃ×è ¸¿Í · ×¿ºÍ ×¿º
¹Ö· ¸¿½ºÏ· ¹·ºÍ

s(α)
Ë ¹Ö»¹ Ã¸ -

s(α) =
αeq − α

τ0 Ã¹Ö
αeq

ÃÀ
Iadm = [0,1]

Û �· À¿ Ä·¸ÏºÃá · ¹Ö· ·À¹º¿Ìè ÃÀ·Ð½»ÂÃ¹è ÖÃÏÖ Ã¸ ¼»ÂÃÄ ×¿º º·Ñ½Â»º ¸¿Â½¹Ã¿À¸ Û
éº¿Ì ·º¹è ßDE FE GHIJK J LMH (η(W ),Fη(W )) NIH GO F PK P GFQ Ò¬ Û�ÓR Ò¬ Û�Ó MP S

η(W ) = ρu2

2 + ρψ1(ρ) + ρψ2(α)
Fη(W ) = (η(W ) + P (ρ))u

TMGO ψ1(ρ) =
∫ ρ
0 (P (a)

a2 da) LE U ψ2(α) = −
∫ α
0 s(a)da V WO F FE GHIJK η(W ) MP P GHMXGYK XIEZF[ TMGOH FPJ FXG GI W

S MN LE U IEYK MN s′(α) < 0 V WO F NIYYITME\ FE GHIJK ME F]^LYM GK O IYUP NIH H F\ ^YLH PIY^GMIEPIN Ò¬ Û�ÓR Ò¬ Û�Ó _
∂t (η(W )) + ∂x (Fη(W )) − ∂x ((µu∂x (u))) < −ρs2 Ò¬ ÛÞÓ

⋄
ÝÀ¹º¿Ä½ÏÃÀÑ »¸ ½¸½»Â ¹Ö· ¸Ì ··Ä ¿× ¸¿½ÀÄ »¼·¸

c
»¸ -

c(ρ) = (P ′(ρ))1/2 Ò¬ Û�Ó
¿À· Í »è ÏÖ·Ï� ¹Ö»¹ ¹Ö· Ö¿Í ¿Ñ·À·¿½¸ Ï¿À¼·Ï¹Ã¼· ¸·¹ Ò¿º Â·×¹ Ö»ÀÄ ¸ÃÄ·Ó ¿× ¸è¸¹·Í Ò¬ Û�ÓÈ Ò¬ Û�Ó -

∂t (ρ) + ∂x (ρu) = 0
Ò¬ Ûß�Ó

∂t (ρα) + ∂x (ραu) = 0
Ò¬ ÛßßÓ

∂t (ρu) + ∂x

(
(ρu2 + P (ρ))

)
= 0

Ò¬ Ûß¬Ó
Ã¸ ÖèÌ ·ºá ¿ÂÃÏ Ë ¸ÃÀÏ· ·ÃÑ·À¼»Â½·¸ »º· º·»Â »ÀÄ ÄÃ¸¹ÃÀÏ¹ ½ÀÂ·¸¸ ¼»Ï½½Í »ºÃ¸·¸ Û Å ÃÑ·À¼»Â½·¸ »º· -

λ1 = u − c
Ò¬ Ûß�Ó

λ2 = u
Ò¬ Ûßê Ó

λ3 = u + c
Ò¬ Ûß�Ó

¬Þ
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ÇÃ·ÂÄ¸

1
»ÀÄ

3
»º· Ñ·À½ÃÀ·Âè À¿À ÂÃÀ·»º Ë »ÀÄ ¹Ö·

2
ä·ÂÄ Ã¸ ÂÃÀ·»ºÂè Ä·Ñ·À·º»¹·Ä Û çÖ· ·À¹º¿Ìè

ÃÀ·Ð½»ÂÃ¹è ·À¸½º·¸ ¹Ö»¹ ¹Ö· Ô ½ÍÌ ¿×
u

Ã¸ À·Ñ»¹Ã¼· ¹Öº¿½ÑÖ ¸Ö¿Ï� »¼·¸ -
ur − ul < 0

Ë Ã× ¸½á¸ÏºÃÌ¹¸
l,rº·¸Ì ·Ï¹Ã¼·Âè Ä·À¿¹· ¹Ö· ¸¹»¹·¸ ¿À ¹Ö· Â·×¹ »ÀÄ ºÃÑÖ¹ ¸ÃÄ· ¿× ¹Ö· ¹º»¼·ÂÃÀÑ ¸Ö¿Ï� »¼· Û

Ù·×¿º· Ñ¿ÃÀÑ ×½º¹Ö·º ¿À Ë · º·Ï»ÂÂ ¹Ö»¹ ¹Ö· ¿À· ÄÃÍ ·À¸Ã¿À»Â É Ã·Í »ÀÀ Ìº¿áÂ·Í Ï¿ºº·¸Ì ¿ÀÄ¸ ¹¿
¹Ö· ÃÀÃ¹Ã»Â ¼»Â½· Ìº¿áÂ·Í »¸¸¿ÏÃ»¹·Ä  Ã¹Ö ¹Ö· ÖèÌ ·ºá ¿ÂÃÏ ¸è¸¹·Í -

∂t (W ) + ∂x (F (W )) = 0
Ò¬ Ûß�Ó

»ÀÄ ¹Ö· ÄÃ¸Ï¿À¹ÃÀ½¿½¸ ÃÀÃ¹Ã»Â Ä»¹» -
W (x,t = 0) = WL

Ã× -
x < 0

»ÀÄ -
W (x,t = 0) = WR

Ã× -
x > 0

Ò¬ Ûß�Ó
Å¼·ºèÖ·º· ÃÀ ¹Ö· ×¿ÂÂ¿ ÃÀÑ ¿× ¹Ö· Í »À½¸ÏºÃÌ¹ Ë ¹Ö· ¸½á¸ÏºÃÌ¹¸

L
»ÀÄ

R
 ÃÂÂ º·×·º ¹¿ ¹Ö· Â·×¹ »ÀÄ

ºÃÑÖ¹ ¸¹»¹·¸ ¿× ¹Ö· ÃÀÃ¹Ã»Â Ï¿ÀÄÃ¹Ã¿À
WL

»ÀÄ
WR

Û
� Ã¹Ö ÃÀ ¹Ö· ÏÂ»¸¸ ¿× ¸·Â×È¸ÃÍ ÃÂ»º ×½ÀÏ¹Ã¿À¸

W (x,t) = w(x/t)
Ï¿ÍÌ¿¸·Ä ¿× Ï¿À¸¹»À¹ ¸¹»¹·¸ ¸·Ì»º»¹·Ä

áè ¸Ö¿Ï� »¼·¸ Ë º»º·×»Ï¹Ã¿À »¼·¸ »ÀÄ Ï¿À¹»Ï¹ ÄÃ¸Ï¿À¹ÃÀ½Ã¹Ã·¸ Ë ¹Ö· Ï¿À¸¹º½Ï¹Ã¿À ¿× ¹Ö· ·À¹º¿ÌèÈ
Ï¿À¸Ã¸¹·À¹ ¸¿Â½¹Ã¿À ¿× ¹Ö· ¿À·ÈÄÃÍ ·À¸Ã¿À»Â É Ã·Í »ÀÀ Ìº¿áÂ·Í »¸¸¿ÏÃ»¹·Ä  Ã¹Ö ¹Ö· ¸·¹ ÒÒ¬ Ûß�Ó ËÒ¬ Ûß¬ÓÓ Ã¹Ö À¿ ¼»Ï½½Í ¿ÏÏ½ºº·ÀÏ· ÒÃ Û· Û

ρ > 0
Ó Ã¸ ÏÂ»¸¸ÃÏ»Â Ë »ÀÄ ¹Ö½¸ Ã¸ À¿¹ º·Ï»ÂÂ·Ä Ö·º·ÃÀ Ò¸·· ���  ×¿º

ÃÀ¸¹»ÀÏ·Ó Û âÏ¹½»ÂÂèË ¹Ö· ·¾ Ã¸¹·ÀÏ· »ÀÄ ½ÀÃÐ½·À·¸¸ ¿× ¹ÖÃ¸ ¸¿Â½¹Ã¿À Ã¸ ·À¸½º·Ä Ã× »ÀÄ ¿ÀÂè Ã× ¹Ö· ÃÀ Ã¹Ã»Â
Ä»¹» »Ñº··¸  Ã¹Ö -

uR − uL < g(ρL) + g(ρR)
Ò¬ ÛßÞÓ

Ö·º· -
g(ρ) =

∫ ρ

0

c(a)

a
da.

Ò¬ Ûß�Ó
ÝÀ »ÄÄÃ¹Ã¿À Ë ¹Ö· ¸¿Â½¹Ã¿À ¿× ¹Ö· ßÆ ÉÃ·Í »ÀÀ Ìº¿áÂ·Í Ã¸ ¸½ÏÖ ¹Ö»¹ ¹Ö· á ¿½ÀÄ Ï¿À¸¹º»ÃÀ¹¸ ×¿º ¹Ö·

¼¿ÃÄ ×º»Ï¹Ã¿À
α

»º· ×½Âä ÂÂ·Ä Û �· ¿ÀÂè áºÃ·�è º·Ï»ÂÂ ¹Ö· ¸¹º½Ï¹½º· ¿× ¹Ö· ¸¿Â½¹Ã¿À Û çÖ·
1
È»¼· »ÀÄ ¹Ö·

3− »¼· »ÄÍ Ã¹ ¹Ö· ×¿ÂÂ¿ ÃÀÑ É Ã·Í »ÀÀ ÃÀ¼»ºÃ»À¹¸ -
I1 = {u + g(ρ),α}

»ÀÄ -
I3 = {u − g(ρ),α}

º·¸Ì ·Ï¹Ã¼·ÂèÛ Ù·¸ÃÄ·¸ Ë ¹Ö· É Ã·Í »ÀÀ ÃÀ¼»ºÃ»À¹¸ ÃÀ ¹Ö· ¬È»¼· »º· -
I2 = {u,P}

âÀ ÃÍÌ¿º¹»À¹ Ì ¿ÃÀ¹ ¹¿ À¿¹· Ã¸ ¹Ö»¹
α

Í»è À¿¹ ¼»ºè ÃÀ » ßÈ¸Ö¿Ï� ¿º ÃÀ » �È¸Ö¿Ï� Û â ¸ » Ï¿À¸·Ð½·ÀÏ· Ë
¹Ö· á ¿½ÀÄ Ï¿À¸¹º»ÃÀ¹¸ ×¿º

α
Ï»ÀÀ¿¹ á · ¼Ã¿Â»¹·Ä Û

7 ýþ �õ` ñ ad ^_ V OP]WY^YP] Ò¬ ÛßÞÓ YX �YPST^VWÏ T �TOQQb POOQ\X Y] ^_ V XPSQ ^YP]Ï T]W ^_ V Q]Y`QV]VXXPd ^_ V XPSQ ^YP]
(ρ,u)

YX ]P SP]U V\ V]XQ\VW� b O^QTS S�Ï ^_ V WVÉ ]Y^YP] Pd ^_ V �VSPOY^� Y] ^_ V �TOQQb T\VT]P SP]U V\ b TcVX XV]XV Y] ^_T^ OTXV dTb P]U P^_ V\XÏ P] V b T� \Vd V\ ^P ef gh d P\ Y]X^T]OV i_YO_ WV^TYSX^_ V OP]X^\QO^YP] Pd ^_ V XPSQ ^YP]
(ρ,ρu)

Y] XQO_ T OTXVj �
¬�
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òó ô�ý õýþ � úó úó
 ö � ô�ý ÿ�ÿýõ k 8ý 8 ú�� ÷ý�� 8 úô� óöó � ú�ùöø� 2ö8�

µ = 0
Û�· À¿ ÃÀ¹º¿Ä½Ï· ¸¿Í · ×½ÀÏ¹Ã¿À

A(x,t)
¸½ÏÖ ¹Ö»¹

A(x,t = 0) = x
Û �· º· ºÃ¹· ¹Ö· Ñ¿¼·ºÀÃÀÑ

·Ð½»¹Ã¿À¸ Ò¬ Û�ÓÈ Ò¬ Û�Ó  Ã¹Ö
µ = 0

ÃÀ ¹Ö· ×¿ÂÂ¿ ÃÀÑ ×¿ºÍ -
∂t (A) = 0

Ò¬ Û¬�Ó
∂t (ρ) + ∂x (ρu) = 0

Ò¬ Û¬ ßÓ
∂t (ρα) + ∂x (ραu) − ρs∂x (A) = 0

Ò¬ Û¬¬Ó
∂t (ρu) + ∂x

(
(ρu2 + P (ρ))

)
= 0

Ò¬ Û¬�Ó
çÖ· À¿À Ï¿À¸·º¼»¹Ã¼· ¸è¸¹·Í Ò¬ Û¬�ÓÈ Ò¬ Û¬�Ó Ã¸ ÖèÌ ·ºá ¿ÂÃÏ Ë ¸ÃÀÏ· ·ÃÑ·À¼»Â½·¸ »º· º·»Â »ÀÄ ÄÃ¸¹ÃÀÏ¹ -

J λ1 = 0J λ2 = uJ λ3 = u − cJ λ4 = u + c½ÀÂ·¸¸ ¼»Ï½½Í »ºÃ¸·¸ Ò
ρ = 0

Ó Ë ¿º Ã×
u = 0

Û Ç Ã·ÂÄ¸
3

»ÀÄ
4

»º· Ñ·À½ ÃÀ·Âè À¿À ÂÃÀ·»º Ë »ÀÄ ¹Ö·
1

»ÀÄ
2

ä·ÂÄ¸ »º· ÂÃÀ·»ºÂè Ä·Ñ·À·º»¹·Ä Û Ç¿º Ï¿À¼·ÀÃ·ÀÏ· Ë ·  ÃÂÂ ½¸·
Z = (A,α,ρ,u)

Û É ·Ñ½Â»º ¸¿Â½¹Ã¿À¸ ¿×
¹Ö· Ìº·¼Ã¿½¸ ¸è¸¹·Í »º· Ñ¿¼·ºÀ·Ä áè -

∂t (A) = 0
Ò¬ Û¬ê Ó

∂t (α) + u∂x (α) − s(α)∂x (A) = 0
Ò¬ Û¬�Ó

∂t (ρ) + u∂x (ρ) + ρ∂x (u) = 0
Ò¬ Û¬�Ó

∂t (u) + u∂x (u) +
P ′(ρ)

ρ
∂x (ρ) = 0

Ò¬ Û¬�Ó
¿º ÃÀ » Ï¿ÀÄ·À¸·Ä ×¿ºÍ -

∂t (Z)+C(Z)∂x (Z) = 0
Û çÖ· ä·ÂÄ¸ Â»á ·Â·Ä ß »ÀÄ ¬ »º· ÂÃÀ·»ºÂè Ä·Ñ·À·º»¹·Ä

»ÀÄ ¹Ö· É Ã·Í »ÀÀ ÃÀ¼»ºÃ»À¹¸ »¸¸¿ÏÃ»¹·Ä  Ã¹Ö ¹Ö· ßÈ»¼· »ÀÄ ¹Ö· ¬È»¼· »º· -
J J1 = {u,ρ,A + uφ(α)}J J2 = {u,ρ,A}Ö·º·

φ
Ã¸ Ä·äÀ·Ä ×¿º

s(α) 6= 0
»¸ -

φ′(α) = − 1

s(α)

Ò¬ Û¬ÞÓ
çÖ· ä·ÂÄ¸ Â»á ·Â·Ä � »ÀÄ ê »º· Ñ·À½ÃÀ·Âè À¿À ÂÃÀ·»º »ÀÄ ¹Ö· É Ã·Í »ÀÀ ÃÀ¼»ºÃ»À¹¸ »¸¸¿ÏÃ»¹·Ä  Ã¹Ö ¹Ö·�È»¼· »ÀÄ ¹Ö· êÈ»¼· »º· -

J J3 = {u + g(ρ),α,A}J J4 = {u − g(ρ),α,A}ÝÀ ¹Ö· ÂÃÍ Ã¹ Ï»¸· Ö·º·
u = 0

Ë ¹Ö· ¸·¹¸
J1 »ÀÄ

J2 Ï¿ÃÀÏÃÄ· Û
�· À¿ ÃÀ¹º¿Ä½Ï· » ×· À¿¹»¹Ã¿À¸ ¿À äÑ½º·¸ Ò¬ ÛßÓ »ÀÄ Ò¬ Û¬Ó Ä·Ì ·ÀÄÃÀÑ Ö·¹Ö·º ¹Ö· ¸Ì ··Ä ¿×

¹Ö· Ï¿À¹»Ï¹ ÄÃ¸Ï¿À¹ÃÀ½Ã¹è »¸¸¿ÏÃ»¹·Ä  Ã¹Ö
λ2

Ã¸ Ì ¿¸Ã¹Ã¼· ¿º À·Ñ»¹Ã¼· º·¸Ì ·Ï¹Ã¼·ÂèÛ �· äº¸¹ Ä·¹»ÃÂ ¹Ö·
¸¹º½Ï¹½º· ¿× ¹Ö· ¸¿Â½¹Ã¿À

(ρ,u)
ÃÀ ¹Ö· ¿À·ÈÄÃÍ ·À¸Ã¿À»Â É Ã·Í »ÀÀ Ìº¿áÂ·Í Û

J Ý×
λ2 > 0

Ë ¹Ö·À Ë ¿ ÃÀÑ ¹¿
J1 »ÀÄ

J2 Ë »ÀÄ Ä½· ¹¿ ¹Ö· ×»Ï¹ ¹Ö»¹ á ¿¹Ö ¹Ö·
1
È»¼· »ÀÄ ¹Ö·

2
È»¼· »º·

ÂÃÀ·»ºÂè Ä·Ñ·À·º»¹·Ä Ë · ÃÍÍ ·ÄÃ»¹·Âè Ñ·¹
u1,l = u1,r = u2,r = u1

»ÀÄ
ρ1,l = ρ1,r = ρ2,r = ρ1

Û
J Ý×

λ2 < 0
Ë ×¿º ¹Ö· ¸»Í · º·»¸¿À¸ Ë · Ñ·¹

u2,l = u1,l = u1,r = u1
»ÀÄ

ρ2,l = ρ1,l = ρ1,r = ρ1
Û
��
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A

A
R

R

R

α
u

ραρ
u

α

L

L

L

AR

ρ
u

AR

ρ
uAL

t

x

1

ρ
u1,

1, 1,

1,

1,α
2,

2,

2,

rl

l

lα1, r

r

r

r

r

λ

λ

λ

λ

3 2

4

L

R

��� � ¬ Ûß J � ^\QO^Q\V Pd ^_ V XPSQ^YP] Pd ^_ V P]V WYb V]XYP]TS Í YVb T]] R \PÈSVb d
λ2 > 0

j

A
R

R

R

α
u

ρ

t

x

1λ

R

λ 3

AL

AL

ρ
u
l

l

α l

A
ρ1,

u
α1,

1,

A
ρ

u
α

R

r

r

r

λ 4

λ 2

1,

1,

1,

l

l

l

2,

2,

2,

LαLuρL

L

��� � ¬ Û¬ J � ^\QO^Q\V Pd ^_ V XPSQ^YP] Pd ^_ V P]V WYb V]XYP]TS Í YVb T]] R \PÈSVb d
λ2 < 0

j
çÖ½¸ Ë

u1
»ÀÄ

ρ1
 ÃÂÂ º·¸Ì ·Ï¹Ã¼·Âè º·×·º ¹¿ ¹Ö· ÃÀ¹·ºÍ ·ÄÃ»¹· ¼·Â¿ ÏÃ¹è »ÀÄ ¹¿ ¹Ö· ÃÀ¹·ºÍ ·ÄÃ»¹· Ä·ÀÈ

¸Ã¹è á ·¹··À ¹Ö· Ñ·À½ÃÀ·Âè À¿À ÂÃÀ·»º
3−»¼· »ÀÄ ¹Ö· Ñ·À½ÃÀ·Âè À¿À ÂÃÀ·»º

4−»¼· Ë »ÀÄ · À¿¹·
c1 = c(ρ1)

Û
é º¿Ì ¿¸Ã¹Ã¿À ¬»

WO F IE FRUMQ FEPMIELY l MFQ LEE J HImYFQ LPPIXML GFU TM GO Ò¬ Û¬ ßÓ LE U Ò¬ Û¬�Ó OLP L ^EM]^F FE GHIJKXIEPMP GFE G PIY^GMIE (ρ,u) XIQJ IPFU IN XIEP GLE G P GL GFP (ρL,uL)
S
(ρ1,u1)

S
(ρR,uR)

PFJ LHL GFU mK PO IXnTLZFP IH HLH FNLXGMIE TLZFP ME GO F
3
RTLZF LE U GO F

4
RTLZFS TM GO E I ZLX^^Q IXX^HH FE XFS J HIZMUFU GOL GGO F MEM GMLY UL GL (ρL,uL),(ρR,uR) L\HFFP TM GO GO F NIYYITME\ XIE UM GMIE _

uR − uL < g(ρL) + g(ρR)
Ò¬ Û¬�Ó

⋄

çÖÃ¸ Ã¸ » ÏÂ»¸¸ÃÏ»Â º·¸½Â¹ Ò��� Ó Û

� ß
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ÝÀ ¿ºÄ·º ¹¿ Ñ·¹ ¸¿Í · Ï¿À¸¹º½Ï¹Ã¿À ¿× ¹Ö· Ö¿Â· ¸¿Â½¹Ã¿À Ë · À··Ä ¹¿ Ä·¸ÏºÃá · Í ¿º· »ÏÏ½º»¹·Âè

¹Ö· ×¿ºÍ ¿× ¹Ö· ¸¿½ºÏ· ¹·ºÍ ÃÀ ¿ºÄ·º ¹¿ Ï¿ÍÌ½¹· ¹Ö· º·Í »ÃÀÃÀÑ ½À�À¿À
α
Û �·  ÃÂÂ ×¿ Ï½¸ á ·Â¿ ¿À -

s(α) =
αeq − α

τ0á½¹ ¹Ö· Ìº¿¿× ¹Ö»¹ Ã¸ ÑÃ¼·À Ã¸ ¿á¼Ã¿½¸Âè ¸¹ÃÂÂ ¼»ÂÃÄ Ö·À ×¿Ï½¸ÃÀÑ ¿À Í »Àè ¿¹Ö·º ¸¿½ºÏ· ¹·ºÍ ¸ Û Ý× ¿À·
×¿Ï½¸·¸ ¿À º·Ñ½Â»º ¸¿Â½¹Ã¿À¸ ¿× ·Ð½»¹Ã¿À Ò¬ Û¬�Ó Ë · äº¸¹ À¿¹· ¹Ö»¹ Ã¹ Í »è á · ÏÂ»¸¸ÃÏ»ÂÂè ¸Ö¿À ¹Ö»¹
á ¿½ÀÄ Ï¿À¸¹º»ÃÀ¹¸ »º· ¸»¹Ã¸ä·Ä Ò¸·· ×¿º ÃÀ¸¹»ÀÏ· ��ê   ÖÃÏÖ º·Ï»ÂÂ¸ ¹ÖÃ¸ ¸¹»ÀÄ»ºÄ º·¸½Â¹Ó Û Ý× ¿À· ¹½ºÀ¸
¹¿ ¸¿Â½¹Ã¿À¸ ¿× ¹Ö· É Ã·Í »ÀÀ Ìº¿áÂ·Í Ë · À··Ä ¹Ö· ×¿ÂÂ¿ ÃÀÑ À· º·¸½Â¹ -

éº¿Ì¿¸Ã¹Ã¿À ¬áoF LPP ^Q F GOL G GO F XIE UM GMIE Ò¬ Û¬�Ó O IYUP V WO FE GO F mI^E U XIEP GHLME GP NIH GO F ZIMU NHLXGMIE LH F \ ^LRHLE GFFU ME GO F PIY^GMIE IN GO F IE F UMQ FEPMIELY l MFQ LEE J HImYFQ LPPIXML GFU TM GO p Ò¬ Û¬�Ó R Ò¬ Û¬�Óq STOMXO Q FLEP GOL G GO F PIY^GMIE α(x,t) IN GO F l MFQ LEE J HImYFQ YMFP ME Iadm V
⋄

r \PPd s
J r T\^ a -tV i YS S É \X^ d POQX P] ^_ V OTXV i_ V\V ^_ V Y] ^V\b VWYT^V X^T^V

u1
YX X^\YO^S� R PXY^Y�VÛ

ÝÀ ¹Ö»¹ Ï»¸· Ë ¹Ö·
3−»¼· Í »è ·Ã¹Ö·º á ·Ö»¼· -

ÒÃÓ »¸ » ¸½á¸¿ÀÃÏ
3−º»º·×»Ï¹Ã¿À »¼· ÖÃÏÖ ¸Ì»À¸ ÃÀ Ò

x < 0
Ë
t > 0

Ó Ë Ö·À
u1 − c1 < 0

L
ÒÃÃÓ ¿º »¸ » ¸½Ì ·º¸¿ÀÃÏ

3−º»º·×»Ï¹Ã¿À »¼· ÖÃÏÖ ¿¼·ºÂ»Ì¸
x/t = 0

Ë Ö·À
uL − cL < 0

»ÀÄ
u1 − c1 > 0

L
ÒÃÃÃÓ ¿º »¸ » ¸½Ì ·º¸¿ÀÃÏ

3−º»º·×»Ï¹Ã¿À »¼· ÖÃÏÖ ¸Ì»À¸ ÃÀ Ò
x > 0

Ë
t > 0

Ó Ë Ö·À
uL − cL > 0

L
ÒÃ¼ Ó ¿º »¸ » Â·×¹ Ñ¿ÃÀÑ

3−¸Ö¿Ï� »¼· ¿× ¸Ì ··Ä
σ3

L
Ò¼ Ó ¿º »¸ » ºÃÑÖ¹ Ñ¿ÃÀÑ

3−¸Ö¿Ï� »¼· ¿× ¸Ì ··Ä
σ3

Û
ÝÀ ¸Ã¹½»¹Ã¿À¸ ÒÃÓ »ÀÄ ÒÃ¼ Ó Ë ¹Ö· ¼·Â¿ ÏÃ¹è »Â¿ÀÑ

x/t = 0
Ã¸

ux=0 = u1
Ë Ö·º·»¸ ÃÀ Ï»¸· ÒÃÃÃÓ »ÀÄ

Ò¼ Ó Ë Ã¹ º·»Ä¸
ux=0 = uL

Û çÖ· Â»¸¹ Ì ¿¸¸Ãá ÃÂÃ¹è Ã¸
ux=0 = cx=0

Ã× ÒÃÃÓ ¿ ÏÏ½º¸ Û ÝÀ ¸Ã¹½»¹Ã¿À¸ ÒÃÓ Ë ÒÃÃÓ Ë
ÒÃÃÃÓ »ÀÄ ÒÃ¼ Ó Ë ¿À· ¹Ö½¸ ¿á¹»ÃÀ¸

ux=0 > 0
Û Î »� ÃÀÑ ½¸· ¿× æ»¾ ÃÀ·Ð½»ÂÃ¹èË · »Â¸¿ ÏÖ·Ï� ¹Ö»¹

uL − cL > σ3
ÃÀ ¸Ã¹½»¹Ã¿À Ò¼ Ó Ë ÖÃÏÖ ÃÍÍ ·ÄÃ»¹·Âè ¹½ºÀ¸ ÃÀ¹¿

ux=0 = uL > σ3 + cL > 0
Û å ·ÀÏ·

ÃÀ »ÂÂ Ï»¸·¸ Ë · Ñ·¹
ux=0 > 0

Û
çÖ· ¸¿Â½¹Ã¿À Ã¸ ¸½ÏÖ ¹Ö»¹ -

α1,l = αL
»ÀÄ

α2,r = αR
Ë ¿ ÃÀÑ ¹¿

J3 »ÀÄ
J4 Ë »ÀÄ ¹¿ ¹Ö· ×»Ï¹ ¹Ö»¹

¹Ö· ¼¿ÃÄ ×º»Ï¹Ã¿À
α

Ä¿·¸ À¿¹ ¼»ºè ¹Öº¿½ÑÖ
3 − 4

È¸Ö¿Ï� »¼·¸ Û çÖ· º·Í »ÃÀÃÀÑ ½À�À¿À Ã¸
α1,rÒ¸·· äÑ½º· Ò¬ ÛßÓÓ -

α(x/t) = αL
Ã×

x/t < 0
Ò¬ Û��Ó

α(x/t) = α1,r
Ã×

0 < x/t < u1
Ò¬ Û� ßÓ

α(x/t) = αR
Ã×

x/t > u1
Ò¬ Û�¬Ó

çÖ½¸ Ë Ã¹ ¿ÀÂè º·Í »ÃÀ¸ ¹¿ Ìº¿¼· ¹Ö»¹
α1,r

ÂÃ·¸ ÃÀ ¹Ö· »ÄÍ Ã¸¸Ãá Â· º»ÀÑ· Û çÖ· ¸¿Â½¹Ã¿À
α1,r

×½ Âä ÂÂ¸ -
AR + ux=0φ(α1,r) = AL + ux=0φ(αL)

Ò¬ Û��Ó
»ÀÄ Ã¸ ¹Ö½¸ ¹Ö· ¸¿Â½¹Ã¿À ¿× ¹Ö· ·Ð½»¹Ã¿À -

f(α) =
AR − AL

ux=0
+ φ(α) − φ(αL) = 0

Ò¬ Û�êÓ
�¬
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Ö·º·

AR − AL = h
Û Ý¹ º·Í »ÃÀ¸ ¹¿ ÏÖ·Ï� ¹Ö»¹

α1,r
á ·Â¿ÀÑ¸ ¹¿ �� Ëß  −{αeq}

Û
�· ÃÀ¹º¿Ä½Ï· À¿

s(α) =
αeq−α

τ0

Û �· ¹Ö½¸ Ñ·¹
f ′(α) = φ′(α) = −1

s(α) = τ0
α−αeq

Û çÖ½¸ -
È Ý×

αL > αeq
Ë ¹Ö· ½ÀÃÐ½· ¸¿Â½¹Ã¿À  ÃÂÂ á · -

α1,r = αeq + e
− h

τ0ux=0 (αL − αeq)
Ò¬ Û��Ó

Ùè ¹Ö· »è · À¿¹· ¹Ö»¹
α1,r

¹·ÀÄ¸ ¹¿»ºÄ¸
αeq

Ö·À
ux=0

¹·ÀÄ¸ ¹¿»ºÄ¸
0+ Ë Ö»¹·¼·º ¹Ö·

Í ·¸Ö ¸Ã¼· Ã¸ Û
È Ý× · ¹½ºÀ À¿ ¹¿ ¹Ö· Ï»¸· Ö·º·

αL < αeq
Ë ¹Ö· ½ÀÃÐ½· ¸¿Â½¹Ã¿À ¿× ·Ð½»¹Ã¿À Ò¬ Û�êÓ Ã¸ »Ñ»ÃÀ

Ò¬ Û��Ó Û Ý¹ Í »è á · ÏÖ·Ï�·Ä ¹Ö»¹ ¹Ö· ¸¿Â½¹Ã¿À
α1,r

ÂÃ·¸ ÃÀ
(αL,αeq)

ÃÀ »Àè Ï»¸· Û

J r T\^ aa -a] T XYb YST\ i T�Ï i V b T� Y]�VX^YU T^V ^_ V OTXV
u1 < 0

Û
çÖÃ¸ Â·»Ä¸ ¹¿ ¹Ö· ¸»Í · ÄÃ¸Ï½¸¸Ã¿À Û �ÃÀÏ·

α2,l = αL
»ÀÄ

α1,r = αR
Ë ¹Ö· º·Í »ÃÀÃÀÑ ½À�À¿À Ã¸

À¿ -
α1,l

Ò¸·· äÑ½º· Ò¬ Û¬ÓÓ Û çÖÃ¸ ·¼·À¹½»ÂÂè Ìº¿¼ÃÄ·¸ ¹Ö· ¸¿Â½¹Ã¿À

α(x/t) = αL
Ã×

x/t < u1
Ò¬ Û��Ó

α(x/t) = α1,l
Ã×

u1 < x/t < 0
Ò¬ Û��Ó

α(x/t) = αR
Ã×

x/t > 0
Ò¬ Û�ÞÓ

Ö·º·
α1,l

Ã¸ À¿ -
α1,l = αeq + e

h
τ0ux=0 (αR − αeq)

Ò¬ Û��Ó
�¿¹· ¹Ö»¹

ux=0 < 0
À¿ Û çÖ½¸ ¹Ö· ¸¿Â½¹Ã¿À

α1,l
À¿ ÂÃ·¸ ÃÀ

(αR,αeq)
Ë ¹Ö½¸ ÃÀ

Iadm
Û �· ¸¹ÃÂÂ

ÏÖ·Ï� ¹Ö»¹
α1,l

¹·ÀÄ¸ ¹¿»ºÄ¸
αeq

Ö·À
ux=0

¹·ÀÄ¸ ¹¿»ºÄ¸
0−

Û
⋄

��
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© ?½ u¦£´£§ ¾§£®¦¥¯´£¶ ²¦¨¤ °¨¦¢¯ v

SFS w�· »À¹ ¹¿ Ï¿ÍÌ½¹· »ÌÌº¿¾ ÃÍ »¹Ã¿À¸ ¿× ¸¿Â½¹Ã¿À¸ ¿× ¹Ö· ×¿ÂÂ¿ ÃÀÑ À¿ÀÈÖ¿Í ¿Ñ·À·¿½¸ ¸è¸¹·Í -
{

∂t (W ) + ∂x (F (W )) = S(W )
W (x,0) = W0(x)

½¸ÃÀÑ » ×º»Ï¹Ã¿À»Â ¸¹·Ì Í ·¹Ö¿Ä Ò�Þ� Ó Û çÖ½¸ Ë »¹ ·»ÏÖ ¹ÃÍ · ¸¹·Ì Ë · Ï¿ÍÌ½¹·
Wn+1 ÃÀ ¹·ºÍ ¸ ¿×

Wn Ë
áè ¸¿Â¼ ÃÀÑ -

(P1) : ∂t (W ◦) + ∂x (F (W ◦)) = 0, W ◦(x,0) = Wn(x)
(P2) : ∂t (W ) = S(W ), W (x,0) = W ◦(x,∆t)¸½ÏÏ·¸¸Ã¼·ÂèÛ

çÖ· Ìº¿áÂ·Í Òé ßÓ Ï¿ºº·¸Ì ¿ÀÄ¸ ¹¿ ¹Ö· Ï¿ÍÌ½¹»¹Ã¿À ¿× »ÌÌº¿¾ ÃÍ »¹Ã¿À¸ ¿× ¸¿Â½¹Ã¿À¸ ¿× Ò¬ Ûß�ÓÈ Ò¬ Ûß¬Ó
½¸ÃÀÑ ¹Ö· ×¿ÂÂ¿ ÃÀÑ ÏÂ»¸¸ÃÏ»Â ¸ÏÖ·Í · -

∆x((W ◦
i )n+1 − Wn

i ) + ∆t(F (Wn
i ,Wn

i+1) − F (Wn
i−1,W

n
i )) = 0

Ö·º·
F (Wn

i ,Wn
i+1)

Ã¸ » À½Í ·ºÃÏ»Â �½¾ Ë ÖÃÏÖ Ä·Ì ·ÀÄ¸ ¿À ¹¿ ¸¹»¹·¸
Wn

i

»ÀÄ
Wn

i+1

Û çÖÃ¸ À½Í ·ºÃÏ»Â�½¾  ÃÂÂ á · Ä·äÀ·Ä Â»¹·º ¿À Ò¸·· ¸·Ï¹Ã¿À
4
Ö·º· ¹Ö· »ÌÌº¿¾ÃÍ »¹· ã¿Ä½À¿¼ ¸ÏÖ·Í · á»¸·Ä ¿À �ß�  ÃÂÂ á · Ä·¹»ÃÂ·Ä Ó Û â¹ ¹ÖÃ¸ ¸¹»Ñ· Ë · »À¹ ¹¿ ·ÍÌÖ»¸Ã¼· ¹Ö»¹ ¸¿Í · Ìº¿Ì ·º¹Ã·¸ ¿× ¹Ö· Ö¿Â· ¸ÏÖ·Í ·  ÃÂÂ

á · ¹ÃÑÖ¹Âè ÂÃÀ�·Ä  Ã¹Ö ¹Ö· ÏÖ¿ÃÏ· ¿× ¿½º ÃÀ¹·º×»Ï· ¸¿Â¼·º¸ ÖÃÏÖ  ÃÂÂ Ìº¿¼ÃÄ· ×¿ºÍ ¸ ¿× À½Í ·ºÃÏ»Â �½¾·¸ Û
çÖ· Ìº¿áÂ·Í Òé¬Ó º·Ð½Ãº·¸ ¹¿ Â¿¿� ×¿º »ÌÌº¿¾ ÃÍ »¹· ¸¿Â½¹Ã¿À¸ ¿× ¹Ö· ¿ºÄÃÀ»ºè ÄÃ4 ·º·À¹Ã»Â ¸è¸¹·Í -

∂t (ρα) = ρs(α)
Ò¬ Ûê�Ó

∂t (ρ) = 0
Ò¬ Ûê ßÓ

∂t (ρu) = 0
Ò¬ Ûê¬Ó

â¹ ·»ÏÖ ¹ÃÍ · ¸¹·Ì Ë Ò¬ Ûê ßÓ Ìº¿¼ÃÄ·¸
ρn+1

i = (ρ◦i )
n+1 »ÀÄ Ò¬ Ûê¬Ó Â·»Ä¸ ¹¿

un+1
i = (u◦)n+1 Û ÅÐ½»¹Ã¿À

Ò¬ Ûê�Ó Ã¸ ÃÀ¹·Ñº»¹·Ä ÃÀ ¸½ÏÖ » »è ¹Ö»¹ ¹Ö· Â¿·º »ÀÄ ½ÌÌ ·º á ¿½ÀÄ¸ ¿×
αn+1 »º· ·À¸½º·Ä Û �·  ÃÂÂ

½¸· »À ·¾»Ï¹ ÃÀ¹·Ñº»¹Ã¿À ¿× Ò¬ Ûê�Ó »ÀÄ Ò¬ Ûê ßÓ ÃÀ ¿½º À½Í ·ºÃÏ»Â ¹·¸¹¸ Û
ÝÀ ¹Ö· º·Í »ÃÀÃÀÑ ¿× ¹Ö· Ì»Ì ·º Ë ¹ÖÃ¸ ¸ÏÖ·Í ·  ÃÂÂ á · º·×·ºº·Ä ¹¿ »¸

SFS
Û

�ê
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© ?Å x¨¶¶¸º£¶£´®¨ ²®¢¨°¨² £´ ¥´¦¨§¾£®¨ y ¥¨°£´´ ²¯¶±¨§²
z {| {} ~�������� � ������ �������

�· ¸¹ÃÂÂ ½¸· À¿¹»¹Ã¿À¸ Ò� Û�Ó Ë Ò� Ûß�Ó ��� Ò� Û�ÞÓ Û
Ø�� ��������� � ��� ��� �������  ��� ������� �� ��������� � ���� � �� �����¡�� ¢ �� ���� � ��� ��� ��� ��� �� �����¡��

Y (W ) £ ¤ ������� ¢ ���  ���� ���� ��� �� �� ������
WL

���
WR

�� ��� ���������������� ¢ �  ��� ��¥�� ��� � ����� �
Ŷ

����  ��� ��¦ ��� ���§ ��
YL = Y (WL)

���
YR = Y (WR) £¨ ���� ���� ����� �

Ŷ
¢ �¡����� ���������  ��� ¡ � ���� ���� ��� -

λ̂k = λk(Ŷ )
¢
r̂k = rk(Ŷ )

¢
û = u(Ŷ )

¢
ρ̂ = ρ(Ŷ )

¢
ĉ = c(Ŷ ) £

©� ¦������� ¢ �  ��� �� ��� �� ���� ¦�¦ �� �� ��� ����� ��  ��������� ������ ª��� �«� ¬ -
ŶLR = (YL + YR)/2

ª� £�¬ª����� ������� ���� �� ��� ��� �������� �� ���  �� �� ¡ � ���������� ¬ £�� ���� ������ ��� ��§ �������§
φ
-
(∆φ)LR = φR − φL

���
(φ)LR = (φR + φL)/2 £ ¤ ������� �����§

k = 1..4
¢
Fk,l

ª���¦ £ Fk,r
¬ ������� ��� ����� ��

F
�� ��� ���� ª���¦ £ �� ��¬ ���� �� ��� ®������§¯� ������� ¥��� ���������� ° ��� ��� �� �������

λ̂k £
9±²³´ ³µ¶·¸¹±´· ²º»¼·¸

½�� ���� ���� ���� �� �§���� ª� £� ¬¾ ª� £�¿¬ � �§ ¡ � ��°������ �� ���� � �� ��� ��� �����������������¡��
Y (W ) = t(A,φ,ρ,u)

�� ��� ���� À
∂t (Y ) + C(Y )∂x (Y ) = 0

ª� £ ¬°���� À
C(Y ) =




0 0 0 0
1 u 0 0
0 0 u ρ

0 0 c2

ρ u




Á� ���� ��° �� ��� ���������� �������¼�� ¦��¡��� À
∂t (Y ) + C(ŶLR)∂x (Y ) = 0

ª� £Â¬Ã§ �������  À
λ̂1 = 0

¢
λ̂2 = û

¢
λ̂3 = û − ĉ

¢
λ̂4 = û + ĉ

¢ ��� �� �� �� ���������
r̂k

���������� ° ���
λ̂k��� ���¦ �������§ À

r̂1 = (û, − 1,0,0)
ª� £Ä¬

r̂2 = (0,1,0,0)
ª� £¿¬

r̂3 = (0,0,ρ̂, − ĉ)
ª� £Å¬

r̂4 = (0,0,ρ̂,ĉ)
ª� £Æ¬½�� ������� �� ��� � ����Ç �� ��� �� �� �� ���������

rk(Y )
��

(2ρcu)−1ω
¢ °����

ω
������ ��� À




2ρc 0 0 0
2ρc 2ρcu 0 0
0 0 uc −ρu
0 0 uc ρu




ÈÂ



��É� ÊËÌÍ Û � ÜË�ÎÍ ��Ï�ÉÌÉËÊÝÍ ÎÍ Ð��ÜÏÉÐ ��ÏÜÌÊÞ�ÍÐ ���Ì ÑÍÐ Ðß ÐËÒÏÍÐÓßÔÍÌÕÖÑÊÞ×ÍÐ ÉÝÍØ ËÍÌÏÍÐ ÐÖ×ÌØÍÐ ÍÙ ÌÜà ÊÏÍ ÊÙÐËÉËÊÖÙÙÉÊÌÍ
½�� ���¦������� �� ��� ������ ������ ������ �� ��� �������¼�� ������ �� ���� ��������� ¡ ��°��� �°� �������¡ ����

L,R
�� ���§ ���§ ª��� Ú«ÄÛ °���� ��� ¡���� �� ��� �¦¦��Ç�� ��� ¨������ ����� � �� �������� ¬ £©����� ������ ������ ���

(ρ,u)
���¦������ ���  ���� ����� � ª��� ¥ ��� ª� £È¬ ��� ���������¬ À

ρ1 = ρLR − ρ̂

ĉ

(∆u)LR

2

���
u1 = uLR − ĉ

ρ̂

(∆ρ)LR

2

Ü ¸ºÝÞ²¶ ³µ¶·¸¹±´· ²º»¼·¸
Á� ��° �������� ��� ������ �� ��� ���¾������������ �����¡��

Y (W ) = t(A,φ,g(ρ),u)
�� ª� £ ¬��� ª� £Â¬ £ ½�� � ��� ������� � �� ��� ������ �� ���� �� ���¡��� �� ¦������� ¦ ������� ������ ��� ���� ��� ������§ À

ß��¦ ���§ Àà I ZLX^^Q LHMPFP ME GO F ME GFHQ FUML GF P GL GFP IN GOMP YME FLHMá FU âIU^E IZ PIYZFH MN LE U IEYK MN GO FME M GMLY UL GL UIFP E IG Q LnF ZLX^^Q IXX^H ME GO F F[ LXG PIY^GMIE IN GO F l MFQ LEE J HImYFQ LPPIXML GFUTM GO GO F E IE YME FLH P FG IN F]^L GMIEP S GOL G MP MN _
uR − uL < gL + gR

ª� £Âã¬
LE U MN GO F NIYYITME\ F[ GHLRXIE UM GMIE O IYUP _

∫ +∞

0
(
c(a)

a
da) = +∞ ª� £Â «¬

½�� ¥��� ¦��� �� ��� ¦���� ��  ���� �� ÚÈ�Û £ ©� ���¦�§ ������ �� ��� ���� ���� ��� � ��� ��� ������������ ���
3−¥��� ��� ���

4−¥��� ��� ������ ° ��� ���¦ ��� ��
g(ρ)

���
u
¢ ��� ���� ��� ������ �°� ������¦������ ��

Y £ ä������§¢ �� ¦����� �� ÚÈ�Û ¢ �� �� ���¡��� �� ��¦������ ¦ �������§ ����������� °��������� � ��� �¦¦��Ç �� ��� �������å�� ������ £
½�� ������ �Ç���¾��������� ª� £Â «¬ �� ���� ��� �� ��� ������ �� ��� æçç èéê ëì æíî ¨������ ����� � ¢����� ��� ������ �� ��� �� ������ ������ ����ï °���� ���� ����������� °���� ¢ ����ï� ¨������ ����� ��� ������ £ ½�� ¦���� � �§ ¡ � ����� �� Ú�ÆÛ £
Ã�����  ���  ������� �� ¢ °� ��¦����å� ���� ��� �������� ðñò ���� ��

P (ρ) = P0ρ
γ °���

γ > 1
¢°�  ��

g(ρ) = 2c(ρ)/(γ−1)
°���

c(ρ) = (γP0ρ
(γ−1))1/2 ó ���� ¢ ��� �Ç��� ��������� ª� £Â «¬ �� �¡������§���¥ ���� £

Á� ��°  ��� ��� � ������� �� ��� �������� ������ �� ��� ���� ��������
α £

ôµ ¶õ· ö¸·²·¸¼±¶³ºµ º¹ ÝºÞµ÷ ´ºµ²¶¸±³µ¶² ¹º¸ ¶õ· ¼º³÷ ¹¸±´¶³ºµ ³µ ¶õ· ³µ¶·¸¹±´· ²º»¼·¸²
Ã��� ø¡���� ��� ��¡��� ø ��������� ������� ¦������ ��� ��� � ������ ������ ������ �� ��� ���� ����¾���� °���� ��� ��¥��� �� �����° � £ ½���� ������� �� ���¦���

φ(α)
¥��� £

½�� �������� �� ��� ������ � ��� ��� ¦��¡��� ���������� ° ��� ª� £Â¬ �� ��������� £ ñ�� ���¦�§ ������� ���¦��� À
Yk,r − Yk,l = βkr̂k

ª� £Â�¬
ÈÄ
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°���� ���

βk
����� ���� ��� �����¦������� �� ��� ��ú������

YR − YL
À

YR − YL =
4∑

1

βkr̂k
ª� £ÂÈ¬

©� ����� �� ������� ���� ¢ ��� ��� �� ��� ��� ���� � �� ��� �� �� �� ��������� ª� £Ä¬¾ ª� £Æ¬ £ û���������� ¢��� ����������� ¢ ��� ����� �� ������ ���� ���� °������
ûLR > 0

��
ûLR < 0 £

ü ©�
ûLR > 0

¢ ���� ��� �� �� ������ ��
φ
�� ���� ���� �� ��� �����§ ������� ������������§ x

t = λ1 = 0��� ��¥��� ¡ ���° £ ©� ûLR − ĉLR
�� ¦ ������� ¢ °�  �� À

Y1,l − YL = 0ñ����° ��� ¢ ��
ûLR − ĉLR

�� �� ����� ¢ °�  �� À
Y3,r − Y3,l = β3r̂3°���� �¡������§ ����� �� À

Y3,r − YL = Y1,l − YL = β3r̂3Á� ���� ���� ���� ��� ������ ���¦����� ��
r̂3

�� ���� £ ý���� ¢ °� � �§ �������� ���� �� ��§���� À
φ1,l − φL = 0

ª� £Â ¬
ä¦¦�§��  ��� �������� ���� ª� £Â�¬ ¢ °� ����  �� À

φ1,r − φ1,l = β1(r̂1)2 = −β1 = − h

ûLR

ª� £ÂÂ¬
�° ��  �� ��� ���� ��

r̂1
�������� �� ª� £Ä¬ £

ü ©�
ûLR < 0

¢ °� � �§ ��� � ��� ���� ������������ £ ½��� ¢ °� � �§ �������� ���� ��� ���� ��� �� �������� ��
φ

�� ���� ���� �� ��� ������� ������������§ x
t = λ1 = 0

��� À
φ1,l = φR +

h

ûLR

ª� £ÂÄ¬
��� À

φ1,r = φR
ª� £Â¿¬ñ¡������§ ¢

A(x
t < 0) = AL

���
A(x

t > 0) = AR £ ½�� ¥ ��� ª� £È¬ ���° � ��� ��ú����� ������ ��� �������
û > 0

¢ ° ���
α+ = α(φ1,r)

���
α− = α(φ1,l) £©� ����� ��  � ������� �� ¢ °� ��� ���¦����� ��  ��� ��� �Ç¦����� ���� �� ��� ������ ���� ¢ �� ����°� � �§ ���¦��� ��� ����§��� ���� ��

φ(α)
����� � ª� £�Å¬ ¢ °���� ���������§ ° ���  ���

α £
tî þéi èîÿíèë�í íé í� î ÿç î�ë� � ��éë�îs

s(α) =
αeq − α

τ0

È¿
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� I^E U XIEP GHLME GP NIH GO F ZIMU NHLXGMIE ME GO F YME FLHMá FU l MFQ LEE J HImYFQ P _

� IGO J HFZMI^P ME GFHNLXF PIYZFHP XIQJ ^GF ME GFHQ FUML GF P GL GFP TOMXO LH F P^XO GOL G GO F ZIMU NHLXRGMIE α H FQ LMEP TM GOME M GP mI^E UP V �N αL
YM FP ME [0,αeq[

pH FPJ FXGM ZFYK αL
YM FP ME ]αeq,1]

q S GO FE NIH
x/t ∈ ] − ∞,ûLR[

S TF \ FG_
αL ≤ α(x/t) < αeq

pH FPJ FXGM ZFYK αeq < α(x/t) ≤ αL
q V �E L PMQ MRYLH TLKS MN αR

YM FP ME [0,αeq[
pH FPJ FXGM ZFYK αR

YM FP ME ]αeq,1]
q S GO FE NIH x/t ∈ ]ûLR, + ∞[

S TF \ FG_
αR ≤ α(x/t) < αeq

pH FPJ FXGM ZFYK αeq < α(x/t) ≤ αR
q V ⋄

r èéé� ÀÁ� ��� ¦������� ������� ��� ������� ��������� ¡ ��°���
φ(α)

������ ���� ��������� ¡ ��°���
α

������ £
ü Á� ¥��� ��¦¦���

ûLR > 0 £ñ° ��  �� ª� £Â ¬ ¢ �� x/t ∈ ] −∞,0[
¢ °�  �� À
α(x/t) = α(

x

t
= 0−) = αL

ª� £ÂÅ¬
ñ����° ��� °�  �� ¢ ����  ª� £ÂÂ¬ À

α(x/t) = α(
x

t
= 0+) = αeq + e

− h
τ0ûLR (αL − αeq)

ª� £ÂÆ¬
��

x/t ∈ ]0,ûLR[ £
½�� ���� ���� ����� �� À

α(x/t) = αR
ª� £Äã¬��

x/t ∈ ]ûLR, + ∞[ £
ü ñ� ��� �¦¦����� ¢ ��

ûLR < 0
¢ °�  �� À

α(x/t) = αL
ª� £Ä «¬��

x/t ∈ ] −∞,ûLR[ £
ñ����° ��� ¢ ��� �������¦��� �� ª� £ÂÄ¬ ¦������� À

α(x/t) = α(
x

t
= 0−) = αeq + e

h
τ0ûLR (αR − αeq)

ª� £Ä�¬
��

x/t ∈ ]ûLR,0[ £
½�� ���� ¦ ����¡ ����§ �� À

α(x/t) = α(
x

t
= 0+) = αR

ª� £ÄÈ¬��
x/t ∈ ]0, + ∞[

¢ °���� ������¦ ���� �� ª� £Â¿¬ £
⋄

� ·� ±¸` � 	
� �� î æé�î ç èéç îèí� ��îæè �� �îç îþ�ÿ éþ í� î ÿé�è�î íîèì s(α) � � é�þ� �éþÿíèæëþ íÿ æèîæ �ÿé ÿæíëÿ� î� � éè æ ÿé�è�î íîèì é� í� î � éèì s(α) = ǫ
τ0

α(1−α)� i� ë�� ëþ ����îÿ íi é çé �îÿ� ��� �¦¦ ����ÇÂ �� ÚÂ «Û ��� ¦���� �
ÈÅ
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x

A

A

U
U

α

A

A
U

α
R

R

1

1

ρ
ρ

ρ

λ

λ

λ

λ

t
3

1

2

4

^

^

^

^
α α

U
ρL

α

AL

ρ1

U1

L

L

R

1, 1,l

R

R

R

1

1

R

L

r

��� � � £È ü  cîí�� é� í� î ÿé �� íëéþ é� í� î éþî!�ëì îþÿëéþæ � �ëþ îæèë" î� # ëîì æþþ ç èé�îì i� îþ
λ̂2 > 0 �

� ·� ±¸` $ 	�� b � � �éìç � íæíëéþÿ ç îè� éèì î� ëþ í� î þîê í ÿî�íëéþ æèî æÿî� éþ í� î �ÿî é� í� î � èÿíëþ íîè� æ�î # ëîì æþþ ÿé ��îè i ëí� �æèëæ�î Y (W ) = t(A,φ(α),ρ,u) � a í i ë� � î �éì ëþ î� iëí� í� î íié �î� �ÿ�� îì îÿ �îÿ�èëî� ëþ í� î � é � �éiëþ% ÿî�íëéþ �
� ·� ±¸` & 	$� 'ÿëþ% í� î �æèëæ�î V (W ) = t(A,I,g(ρ),u)

iëí� I = A + uφ
ÿ îîìÿ íé î é� ëþ íîè!îÿí� b�í�æ � �� í� î # ëîì æþþ ëþ�æèëæþíÿ ëþ í� î g!� î�� ëþ í� î �ëþ îæèë" î� ÿ�ÿíîì æèî îê æ�í�� �éþÿîè�î��( éi î�îè� α ëÿ þé �éþ% îè æ # ëîì æþþ ëþ�æèëæþí ëþ í� î )!� î��� þéè ëþ í� î * !� î�� � ���ÿ í� ëÿ ��æþ% î é�

�æèëæ�îÿ �æÿ îîþ �ëÿèî% æè�î� ÿëþ�î ëí �éîÿ þéí %�æèæþíîî í�æí í� î �éi îè æþ� �çç îè é�þ�ÿ é� α
ië� �î ç èîÿ îè�î��

z {| {z +���,-������. ��/����
0 ³¸²¶ Þö1 ³µ÷ ³µ2 ²´õ·� ·

SUPW1

3�� ��§ �������§
D(W (Y ))

������ �� ��  ��� �����° ��  À
ρ
¢
α
¢
P
¢
u
¢
φ
¢
I
¢ ��

ρu
¢
ρuα

¢
ρu2 +P (ρ)

¢°� ° ��� ��� ��� �������� À
D∗−

i+1/2 = D(W (Y Riemann(x/t = 0−; Y n
i ,Y n

i+1)))

��� À
D∗+

i−1/2 = D(W (Y Riemann(x/t = 0+; Y n
i−1,Y

n
i )))

½�� ��������
Y Riemann(x/t; YL,YR)

������ ��� ��� ����¾��� ���� �������� �� ��� � ��� ��� ¦��¡��� ��¾�������� ° ��� ª� £Â¬ ��� ������� ���������
YL

���
YR £ ½�� �������ï ���� � ���� ���� °� ����� �� ������� ���������

x = 0 £
ý ���� ¢ ��� �¦¦��Ç �� ��� ¨������ ����� � ª���ï��� �� 43���¾��� ¢ °���� ��� ¡ ��� ����������

ÈÆ
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�� Ú«ÄÛ ¢ ��� ��� ¡����� �� °���� ���� ¡ ��� �������� �¡ ���¬ ¢ ¦������� À

An+1
i − An

i = 0
ª� £Ä ¬

ρn+1
i − ρn

i +
∆t

∆x

(
(ρu)∗−i+1/2 − (ρu)∗+i−1/2

)
= 0

ª� £ÄÂ¬
(ρα)n+1

i − (ρα)n
i +

∆t

∆x

(
(ραu)∗−i+1/2 − (ραu)∗+i−1/2

)
= 0

ª� £ÄÄ¬
(ρu)n+1

i − (ρu)n
i +

∆t

∆x

(
(ρu2 + P (ρ))∗−i+1/2 − (ρu2 + P (ρ))∗+i−1/2

)
= 0

ª� £Ä¿¬°��� �¦¦���� �� ��� �§���� ª� £�ã¬¾ ª� £�È¬ £ ½�� ������ ����
s(α)

�� ��¦������§ ��������� �� ��� ���������� ¢ °���� ���  ���� ¡§ ��� ��������� ������ �� ��� ¦������� ������� £ ©� °� ��ï� ���� ������� ªí�æþcÿíé é�è ëþ íîè� æ�î ÿé ��îè ¬ ����
u

���
ρ

��� ���������� �� x
t = 0

¢ ��� ���� ���� À
u∗−

i±1/2 = u∗+
i±1/2 = u∗

i±1/2

ª� £ÄÅ¬��� À
ρ∗−i±1/2 = ρ∗+i±1/2 = ρ∗i±1/2

ª� £ÄÆ¬���� �§���� ��� ¡ � ���¦��¥�� �� À
An+1

i − An
i = 0

ª� £¿ã¬
ρn+1

i − ρn
i +

∆t

∆x

(
(ρu)∗i+1/2 − (ρu)∗i−1/2

)
= 0

ª� £¿ «¬
(ρα)n+1

i − (ρα)n
i +

∆t

∆x

(
(ρu)∗i+1/2α

∗−
i+1/2 − (ρu)∗i−1/2α

∗+
i−1/2

)
= 0

ª� £¿�¬
(ρu)n+1

i − (ρu)n
i +

∆t

∆x

(
(ρu2 + P (ρ))∗i+1/2 − (ρu2 + P (ρ))∗i−1/2

)
= 0

ª� £¿È¬Á� ��� ������ ���� ��� �§���� ªª� £¿ «¬ ¢ª� £¿È¬¬ �� ������������ £
©� ��� ��� �����  �� ��� ¦�¦ �� ¢ ���� ����� � ° ��� ¡ � �������� �� ��

SUPW1 £
5·´ºµ÷ Þö1 ³µ÷ ³µ2 ²´õ·� ·

SUPW2©� ������� «¢ °� ���� ���� ����
I = (A + uφ)

°�� ���������� �� ��� «¾°��� ¢ °� ��� ���� ¦������¾�����§ �� ¡���� � ������ ����� � £ ð������� �� ��� ���� ��������
α

�� ��¦����� ¡§ ��� ��� �������������������� ����  ��� �����¡ ��
I
À

∂t (ρI) + ∂x (ρuI) + φ∂x (P ) = 0
ª� £¿ ¬©� �� ���§ �� �����§ ���� ���� �������� �� ����� ��� �� ���� ��������� £ ñ�� � �§ ���� ����ï ���� 6��¦��������� ��� ���¦ ����� £

½�� �������� ª� £¿ ¬ �� ��������å�� ¢ ��� ���� ª� £ÄÄ¬ �� ��¦����� ¡§ À
(ρI)n+1

i − (ρI)n
i +

∆t

∆x

(
(ρu)∗−i+1/2I

∗−
i+1/2 − (ρu)∗+i−1/2I

∗+
i−1/2

)
+

∆t

∆x
φ̂n

i (P ∗−
i+1/2 − P ∗+

i−1/2) = 0
ª� £¿Â¬ò���� °� ��� ��� ��� � ��������� � ��� ��� ������ ¢ ��������� ª� £ÄÅ¬ ��� ª� £ÄÆ¬ ����� ���� £ 3�� ���
i
°����� À

I∗−i+1/2 = Ai + u∗
i+1/2φ

∗−
i+1/2

ª� £¿Ä¬
I∗+i+1/2 = Ai+1 + u∗

i+1/2φ
∗+
i+1/2

ª� £¿¿¬
ã
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°����

φ∗±
i+1/2

�� �������§ ���¦���� ¡§ ��� ��������� ������ ¢ ���� 
Y (W ) = t(A,φ,ρ,u) £ ½�� ��������ª� £¿Â¬ ¡ ���� �� À

(ρI)n+1
i − (ρI)n

i +
∆t

∆x

(
(ρu)∗i+1/2I

∗−
i+1/2) − (ρu)∗i−1/2I

∗+
i−1/2

)
+

∆t

∆x
φ̂n

i (P ∗
i+1/2 − P ∗

i−1/2) = 0
ª� £¿Å¬

°���� À
φ̂n

i =
1

2

(
φ∗−

i+1/2 + φ∗+
i−1/2

) ª� £¿Æ¬
½�� ��Ç� ��� � ���¦ �������� ��� ���¦������� ��

φn+1
i

����� � À
(ρu)n+1

i φn+1
i = (ρI)n+1

i − ρn+1
i Ai

ª� £Åã¬©� ��� ��� �����  �� ��� ¦�¦ �� ¢ ���� ����� � ° ��� ¡ � �������� �� ��
SUPW2 £

 «
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7 89 :;<=>?@AB >=C; BDC

Á� ��° ¦������ ��� � ������� °���� ���� ¡ ��� �¡������ ����  ��� ������ ����� ����� �� £ ½������� ���� ����� ���� �Ç��� �������§ ��������� ��������  ��������������� £ ©� ��� �����° ��  ¢ ��� ����¾������ ���¦ � ����� ¢ ��� ����� � ° ��� �������� �¦° �����  �� ������ ���� � ¢ ��� ��� � ���¥�� ����� ���������  �¦° �����  �� ������ ���� � ��� ���ï��� ��
SFS

¢
SUPW1

���
SUPW2

���¦ �������§£
Á� ° ��� ��� ��� �����° ��  �������� �� ����� ��� ��� ���¦�������� À

P (ρ) = Kρ2 °��� À
K = 105½�� ������ ���� ��ï�� ��� ���� À

S(α) = (αeq −α)/τ0
¢ ° ���

αeq = 0.5 £ Á� ���� ���� �°� �������������� ��� ��� ��� � ����� °���� ���
τ0 = {10−4,10−6} £

z {E {} FGH ����. ����� �� ������I����
Á� ° ��� ��� ��� �����° ��  ��������� °��� ���¦����  ���

L1 ���� �� ��� �����
e(∆x,T )

� ��� �
t = T

À
e(∆x,T ) = C(T )(∆x)β ª� £Å «¬½�� ª� ������� ¬ ��������

β
° ��� ������ ��� ���� �� ������ ���� £

ä������§¢ ��� ��� ���� ����� ¢
α

��  ������� ¡§ À
∂t (α) + u∂x (α) = s(α)

ª� £Å�¬3��� ���§¢ �� ��� ������ ���� �� ����
s = 0

¢ ��� �Ç¦ ����� ���� �� ������ ���� ���
α

ª��� � ��¾������¥���¾����� ����� �¬ ° ��� ¡ �
1/2

ª��� ÚÈ «Û ��� ��������¬ ¢ ����� ��� ¥���
λ2 = u

������¦ ���� �� � �éþíæ�í�ëÿ�éþíëþ� ëí� £ ¤ ������� ¢ ��
u∂x (α) = 0

¢ ��� �Ç¦ ����� ���� �� ������ ���� ��� �¦¦��Ç �� ��� ����������� ª� £Å�¬ ° ��� ���¦ ��
SFS

��
1 £ ý ���� ¢ ������

u∂x (α) = 0
����§°���� ¢

α
������ ����� � ��� �������������������§ ���������� ° ���

λ2 = u
¢ ��� ��� ������  ����� ° ��� ���� ¡ � ��¦���� ¡§ ��� ����������¦��� �� ¥�� � ����� ª°���

∆x
����� ��°����

0
¬ £ Á� � �§ ���� �Ç¦ ��� ���� ���  ��¡�� ���� �� ������¾ ���� ���

SFS
°��� ¡ �

βFS = 1/2 £
©� °� ���� �� ��� ����� ��

SUPW1
���

SUPW2
¢ ��� �¦¦ ����Ç ä ���° � ���� ��� ������ �����¦¦��Ç �� ����� �� ���� �� �����

1
°��� ���¦ ��� ��

∆t
¢ ��� ���� �� �����

1
°��� ���¦ ��� ��

∆x
�° �� �� ��� J3® ���������� À

(|u| + c)∆t/∆x = CFL0½�������� ¢ °� � �§ ���� �Ç¦ ��� ���� ¡ ���
SUPW1

���
SUPW2

��§�¦����� ����� �� ������ ���� ����¦¦��Ç �� ��� ��������� �� ª� £Å�¬ ° ��� ¡ � ����� �� ��� ��°�� ����� ��¦���� ¡§ ��� ���������� �¦ ������ ¢���� ��
βUPW1 = βUPW2 = 1/2 £

�� ëÿ ç æííîèþ ÿ�é��� î èîíèëî�î� � éè � þî îþé�%� ì îÿ� îÿ � éè æ � � ÿ�� îì îÿ£
ä�������  �� �¦¦ ����Ç ä ¢ °� � �§ ���� �Ç¦ ��� ���� �� ��� ��� ��� �������� ���K �����

1 −
e−∆x/(U0τ0) �� � ¦ ��� �¦¦��Ç �� ����� ��

∆x/(U0τ0)
¢ °���� ������ °���

∆x
�� ��� �� ��� ���� � ¢��� �¦¦��Ç �� ����� �� ��� ������ ���� ��������� ° ���

SUPW1
° ��� ¡ � °���� ���� ��� ��� ����������° ���

SUPW2
��

SFS £
�
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z {E {z L �����H���� �� �/� �M������� �����

Á� ° ��� �� ��� ���� �� ����� � ��� ��� ¦��¡��� � °���� ������� Àª�¬ � ¦��� ������� ������������§ ��������  � 6��¦ �� ��� ���� ��������
α óª��¬ � �������� ����ï ��¡ � ° ��� ������� ���� �������� ���� �¦��� óª���¬ � �������� ����ï ��¡ � ° ��� ������������� ������� ������ ��

α £
Á� ��� ������� �� ��¦������ ��� �������� �������� ��� ��� ¥��� ���� ����� �

SUPW1
¢ °���� ��� ���������� �� ������� �¡������ ° ��� ��� ������ ���� ����� �

SUPW2 £ ½�� ������ ��� ��� ¥��� � ��� �������
100

���
150000

�� ���� ����� ���¦ �������§£ 3�� ��� ���� ����� ¢ ��� J3® ���¡�� �� ��� ��
CFL0 = 0.5 £½�� ¥ ��� ª� £«È¬  ������ ��� � ������� ������ ��� ���� ���� ���� ��� ��� ��� ����� ����� �� ¢ °���

τ0 = 10−4 £ ½�� ¥ ��� ª� £« ¬ ������¦ ���� �� ��� � ������ �� ���
L1 ���� �� ��� ����� ��� ��� �������� ª���¬ °��� ����  ����� �

SUPW1
���

τ0 = 10−6 £ ä �� ��¾������ � ������� ����� �� ������ �������� ¡ ��� ����� ���� ����  ��� ¥���� �°�  ���� £
NÞ¸· ´ºµ¶±´¶ ÷ ³²´ºµ¶³µÞ³¶O ³µ´»Þ÷ ³µ2 ± PÞ�ö º¹ ¶õ· ¼º³÷ ¹¸±´¶³ºµ

α½�� ������� ��������� �� ��� � ��� ��� ¦��¡��� ° ��� ¡ � ��� �����° ��  À®ð3½ �©¨ý½
Q «ã «ã�ýñ « «
ä®ßýä « ã £Ä½��� ������� �� �� �������§ ������� ������������§ °���� � ���� �� ��� �� �� �� �¦ ���

σ = 10 £ Ã������ ¦������� ��� ��� ���� ���§ ��� ��� ������� ���� ��� � ��� �¦��� À
ρ(x,t) = 1

���
u(x,t) = 10 £

©� ���� ���� ���� ¢
u∂x (α)

�� ��� å��� £ ä������§¢ ��� �Ç��� �������� ��� ��� ���� �������� �� À
{

α(x,t) = αl(t), if x < σt
α(x,t) = αr(t), if x > σt½�� ��������

αl(t)
ª���¦ £ αr(t)

¬ �� �������� �� ��� ñ¯ð À
∂t (α) = s(α)

¢ ° ��� ������� ���������
α(0) =

αL
ª���¦ £ ° ��� ������� ���������

α(0) = αR
¬ £ ñ� ������ ¢ ¡ ��� ����Ç �� À

αeq = 0.5½�� ��� � ����� ��
τ0 = 10−4 £ ©� ¥ ��� ª� £ ¬ ¢ ��� �������� �� ¦������ �� ��� �

Tmax = 3.8729 10−4°��� ��� � ��� ��������
5000

����� £ ½�� ¥��� ������ ���
αl(Tmax) = 0.51039

���
αr(Tmax) = 0.50208 £

Ã��� ��� �������� ������ �� ���� ���§ ��� ¦������� ��� ��� �������� ª���� ��� ����� �� ����¬ £ ä ����� �� ¥ ��� ª� £ ¬ ������§ ���° � ���� ��� �¦¦��Ç �� ��� ������ �� ��� ���� �������� °���� ����¡ ��� ���¦���� ° ��� ����� ��
SFS

���
SUPW2

��� ��� ��� ��� ��� � £ ý�°���� ¢ ���� � ��� ����� �
SUPW1

��������§ ¦������� ��� ¦ ������� �� ��� ������� °��� ¢ ���������� ��¦������� ��
α

�� ¡��� �������� ��� ���§ �������� �� � � ��� ��������� 
5000

����� £ ä � ���°� �� �¦¦ ����Ç ä ¢ ��� �� ��� ¦���� ����°����  ������ ��� �������§ �� ��� ���� �������� ¢ ���� �� À
coef = 1− e−∆x/(U0τ0) ¢ ������ ¡ � � �������¦¦��Ç �� ����� ��

∆x/(U0τ0) £ ©� ���� ������§ �¦¦ ���� ���� �� ��� ��° ¤ ��� ���¡�� �� ���� ¢ ����¦¦��Ç �� �����  ��� °���� ¢ ��� ���� �� �¡������§ ��¦����� �� ¥ ��� ª� £Â¬ £
½��

L1 ���� �� ��� ����� ��� ��� ���¦�����
α

��� ¡ � ����� �� ��� ��¦ �� ¥ ��� ª� £«È¬ £ ñ��� �§ ���� ���� ��� ì îæÿ�èî� ���� �� �¦¦��Ç�� ����§ ����� ��
βUPW1 = 0.98

¢
βUPW2 = 0.55

���
È
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βFS = 0.51

��� ����� ��
SUPW1

¢
SUPW2

���
SFS

���¦ �������§£ ½�� ����� �� ������ ���� ��� ���
α���¦����� ��� ���� ��������� ���

SUPW2
���

SFS £ ñ� ���� ���� �� ��� ������� ������������§ ���¾������  �� �¦ ���
σ = 10

¢ ¡ ��� �������� ������ ��
u

���
P

��� ��� ������� ¢ �� ����� ° ���
α £ ½��� ¢�����° ��  �¦¦ ����Ç ä ¢ ����� ��

SUPW2
���

SFS
¦������ ��� ��� � ���� �¦¦��Ç�� ����� ��

α
¢ °����������� �� � ���§ ��� ���� ����� ����� �� ��� � ��� ��å�� ¢ ��� � ��� ���� � ������� ���� �� ������ ����°���� �� ���§ ����� �� ��� ��§�¦����� ����

1/2 £
½�� ������ °�§ ��� � ������� ���� �� ������ ���� ���

SUPW1
�� ����� ��

1
¢ ��� ��� ����

1/2
¢ ����� �� ��� ���� ���� ��� � ��� ��å� �� ��� ¥���� � ����� �� ����� ��� ������ �� �¡����� ��� ��§�¦��������� �� ������ ���� ¢ °���� �� ���¥�� �� ¡§ ��� ������ �� � ����� �� ��� ����� £
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Ü ²¶±µ÷±¸÷ ²õº´X ¶ÞÝ· 1 ³¶õ Þµ³¹º¸� ¼º³÷ ¹¸±´¶³ºµ º¼·¸ ²ö±´·

©������ ��������� À ®ð3½ �©¨ý½
Q «ã «ã�ýñ « ã £Âä®ßýä « «½�� ������§¾���� ���§ �������� �� ���¦���� �� � È¾����������� °��� ��� � ¾����ï °��� ¢ ��� È¾°����Ç¦���� �� ��� ���� ��� ��� ¾°���  ��� �� ��� �� �� ¡ ������§£ ñ��� � ��� ¢ ��� ���� �������� ������� ����Ç�� ��

αeq
¡§ ��� ������ ���� ¢ ° ��� � ���¾����� ¦������ ª����� �� �� ��Y����� �� ���  �������§��� ������ ¥���� �� ��� ���� �������� ¦��¥ ��¬ £ ½�� ��� � ����� �� ���� � ���

τ0 = 10−4 ��� ��� ���������� ¦������ �� ��� �
Tmax = 3.8729 10−4 °��� ��� � ��� ��������

5000
����� £ ½�� ¥��� ª������� ¬ ������� ��� ���� �������� ��

αl(Tmax) = αr(Tmax) = 0.51039 £ ä � �� ��� ¦������� ���� ª��� ¥ ��� ª� £Â¬¬ ¢��� ����� �
SUPW1

¦������� � ������ ¦ ��� �¦¦��Ç �� ����� �� ��� ��������
α
¢ ¡�� ��� ����� �� ����� ��� ��¦������ ���� ¢ °���� ���� � ��� ��� ¡ � �����§ �Ç¦������ �� ��� ¡���� �� ä¦¦ ����Ç ä £

½��� ���� �� ��� �°��� �¦ ���¥� �����
u∂x (α) = 0 £ ½��� ¢ ��� ����� �

SFS
¡ ������ ���§ °��� ¢����� �� ����� ��� �� ��� �¦¦��Ç�� ����� �� ��� ���������� �§���� ������ ¢ °���� �� ���¡���� ° ������ ���� ����

SFS
�Ç����§ ���� ����� ������ ���� � ° ����� ��� ������ ���¦ £ ñ�� ������ ���� ï��¦ ��� ��� ���� ���� �� ¦��¡�¡�§ ��� ¡ ��� ��� �� �� ����� ���������� ��� ��� ������ ����� �

SFS £ ä������§¢ �������� ���
SFS

�� ��� ��� ��� �� �����¾�ú ������ ¢ ��� ��� � ������� ���� �� ������ ���� �� � ����� ���� £
ñ� ��� �������§¢ ��� ì îæÿ�èî� ����� �� ������ ���� ��� ����� ��

SUPW1
¢
SUPW2

��� �¦¦��Ç�¾� ����§ ����� ��
βUPW1 = 1.005

���
βUPW2 = 0.997

���¦ �������§£ ½��� � ���� ���� ��� ���� ��� ��� � ����� ¢ ��� ������  ����� �� ����� ��� �� ��� �¦¦��Ç�� ����� �� ��� ������ ���� £ ä � �Ç¦ ����� ¢ ������������ ����� �
SUPW2

����������� ¦ ������ � ���� ¡ ����� ����
SUPW1

¢ �� ���¥�� �� ¡§ ��� ���������§��� ª��� � ����� �� ¥ ��� ª� £«È¬¬ £ ý�°���� ¢ ��� ����� ���
α

��� ��
SUPW2

�� ������ �� ��� �� ������� ���� ��� �� ��� �� �� ���� �� ��� ���¦��������� ��� ��� ¢ °����
u
¢
α

���
ρ
��� ��� ������� ¾°����� ���� ° ��� ��� ����§��� �� �¦¦ ����Ç ä ¾ ¢ ¡�� �� �� ��� �� �� ��� �� ��� ������ ������ �� ��� °���� �������� ��

u
���

ρ
������¦ £ ñ�� ���� ��������� ���� ��� ������  ����� ° ����� ���� ��� � �� � ����� ������� ��� �� ��� �¦¦��Ç�� ����� �� ������� ���� ��� ��� ¡ ���¾������ �¦° �����  ����� �

SUPW2
¢ °������¦���� ���� ��� � ������� ���� �� ������ ���� ���

SUPW2
�� ����� ��� ���� ��� ��§�¦����� ����

1/2 £

Â
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Ü ²¶±µ÷±¸÷ ²õº´X ¶ÞÝ· 1 ³¶õ ÷ ³²´ºµ¶³µÞºÞ² ³µ³¶³± » ¼±»Þ·² º¹

α©� ����� ��������� À ®ð3½ �©¨ý½
Q «ã «ã�ýñ « ã £Âä®ßýä « ã £Ä½�� ¡���� �������� ��

(u,P )
�� ��� ��� � �� �� ��� ¦������� ���� ¢ ¡�� °� �� ��� �� ���� ��� ���¾��������

u∂x (α) = 0 £ ñ��� � ��� ¢ ��� ���� �������� ����� �� ø����Ç�� ø ��
αeq

¡§ ��� ������ ���� ¢° ��� � �°�¾����� ¦������ �� �� ��� ¥��� ���� ª����� �� �� ��Y����� �� ���  �������§ ��� ������ ¥ ������ ��� ���� �������� ¦��¥ ��¬ £ ½�� ���§ ��ú ������ ° ��� ��� ¥��� ���� ���� �� ���� ��� �¦ ��� �� ���������� ������������§ �� ��°
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µ¶ ·¸¹·º¸» ¼¹¸½ ¾¸¹¶ ¿ rºÀ¶ ·¶À»¹¾Á¶ Àº·Áp¾¸¹¶ ¶Â» ¼¹¸À·¸¼¾Á¶½ ¶À» ·ÃÀÂ»¸»ºp ¿¶ Á¾ ·ºÄ¶ Å ¿ rºÀ¶ ¼ Ã½¼¶
¶» ¿¶ »ºÆ¾ºÇ È ÉÁ Â r¾Ê¸» ¿ rºÀ ·¸¹·º¸» Ë¶¹½ p ¿ r¶¾º ¼¹¶ÂÂº¹¸Âp¶ ¿ÃÀ» Á¾ ·¸¹·ºÁ¾»¸ÃÀ ¶Â» ½ ¾¸À»¶Àº¶ ¼¾¹ Á¾
¼ Ã½¼¶ È µ r¶¾º ¶Â» ·Ì¾ºúp¶ ¶À ¼¾ÂÂ¾À» ¶À»¹¶ Á¶Â Í¾¹¹¶¾ºÇ ¿¶ ·Ã½ÍºÂ»¸Í Á¶ ¿º ·Ã¶º¹ Å ¿¾ÀÂ Á¾ ·ºÄ¶ Å ¶ÁÁ¶
¶Â» ¶ÀÂº¸»¶ ¾·Ì¶½ ¸Àp¶ ¼¾¹ Á¾ »ºÆ¾º»¶¹¸¶ Ä¶¹Â Á¶ ÊpÀp¹¾»¶º¹ ¿¶ Ä¾¼ ¶º¹ ¼º¸Â ¹¶»Ãº¹À¶ Å Ä¸¾ Á¾ »ºÆ¾º»¶¹¸¶ Å
¿¾ÀÂ Á¾ ·ºÄ¶ ¼ Ãº¹ ¹¶·Ã½½¶À·¶¹ ºÀ ·Æ·Á¶ È µ¶ ÊpÀp¹¾»¶º¹ ¿¶ Ä¾¼ ¶º¹ ¶Â» ºÀ p·Ì¾ÀÊ¶º¹ »Ì¶¹½ ¸Îº¶ ¾Ä¶·
Á¶ ·¸¹·º¸» Â¶·ÃÀ¿¾¸¹¶ ÏË¶¹½ p Áº¸ ¾ºÂÂ¸Ð Å ¶» Â¶¹» ¾ ¼¹Ã¿º¸¹¶ ¿¶ Á¾ Ä¾¼ ¶º¹ ¿ r¶¾º ¿¾ÀÂ ·¶ ¿¶¹À¸¶¹ È J¶»»¶
Ä¾¼ ¶º¹ Â¶¹Ä¸¹¾ q ¶À»¹¾¸À¶¹ Á¶Â »º¹Í¸À¶Â ÊpÀp¹¾»¹¸·¶Â ¿¶ ·Ãº¹¾À» È

û ÃºÂ ÀÃºÂ ¸À»p¹¶ÂÂÃÀÂ ¿¾ÀÂ ·¶ ·Ì¾¼¸»¹¶ q Á¾ ½ ¾À¸Ñ¹¶ ¿¶ ¹¾··Ã¹¿¶¹ Á¶Â »ºÆ¾ºÇ q Á¾ ·ºÄ¶ È ð »¾À»¿ÃÀÀp¶ Á¾ ¼ ¶»¸»¶ Â¶·»¸ÃÀ ¿¶Â »ºÍ ¶Â º»¸Á¸ÂpÂ ¿¶Ä¾À» Á¶º¹ ÁÃÀÊº¶º¹ Å Á¶Â ·Ã¿¶Â ¿¶ ·¾Á·ºÁ Â¸½ºÁ¾À» Á¶Â
p·ÃºÁ¶½ ¶À»Â ¿¾ÀÂ ·¶Â ¼¾¹»¸¶Â ¿º ¼¹¸½ ¾¸¹¶ ÂÃÀ» Í¾ÂpÂ Âº¹ ¿¶Â ½ Ã¿ÑÁ¶Â ½ ÃÀÃÒ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀÀ¶ÁÂ È ä Á r¸ÀÒ
Ä¶¹Â¶ Å ¿¾ÀÂ Á¾ ·ºÄ¶ Å Á¾ Â¸½ºÁ¾»¸ÃÀ ¿¶Â p·ÃºÁ¶½ ¶À»Â Ë¾¸» ¾¼¼ ¶Á q ¿¶Â ½ Ã¿ÑÁ¶Â »¹¸Ò¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀÀ¶ÁÂ È J r¶Â»
Âº¹ ·¶»»¶ ¿¸ú p¹¶À·¶ Â»¹º·»º¹¶ÁÁ¶ ¶À»¹¶ Á¶Â ½ Ã¿ÑÁ¶Â Îº¶ ÀÃºÂ ¾ÁÁÃÀÂ ÀÃºÂ ËÃ ·¾Á¸Â¶¹ È ßÃº¹ ·¶Á¾ ÀÃºÂ Âº¼Ò
¼ ÃÂ¶¹ÃÀÂ Îº¶ Á¶Â ½ Ã¿ÑÁ¶Â »Ì¶¹½ Ã¿ÆÀ¾½ ¸Îº¶Â ¿¶ Á¾ ·ºÄ¶ ¶» ¿¶Â »ºÍ ¶Â ÂÃÀ» ¸¿¶À»¸Îº¶Â q Á r¶Ç·¶¼»¸ÃÀ
¿¶ Á¾ ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ ¿ r¶Â¼¾·¶ È Ó ¶ ¼ÁºÂ Å ¾ÔÀ ¿¶ ¼¾ÁÁ¸¶¹ ¾º »¶½¼Â ¿¶ ·¾Á·ºÁ ¶ÇÃ¹Í¸»¾À» ¿º ÕÓ ¶» ¾ÔÀ ¿¶
ËÃº¹À¸¹ ¿¶Â ¹pÂºÁ»¾»Â ¿¶ ·ÃÀÄ¶¹Ê¶À·¶ Â¸ÊÀ¸Ô·¾»¸ËÂ Å ÀÃºÂ ¾¿½ ¶»»¹ÃÀÂ Îº¶ Á¾ ·ºÄ¶ ¶Â» ½ Ã¿pÁ¸Âp¶ ¶À ¿¶ºÇ
¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀÂ ¿ r¶Â¼¾·¶ È

û ÃºÂ ÀÃºÂ ¼¹Ã¼ ÃÂÃÀÂ ¿ÃÀ· ¿¶ ·Ãº¼Á¶¹ Á¶ ½ Ã¿ÑÁ¶ ¿¶Â pÎº¾»¸ÃÀÂ ¿ rðºÁ¶¹ ¸Â¶À»¹Ã¼¸Îº¶ q ºÀ¶ ¿¸½ ¶ÀÒÂ¸ÃÀ ¿ r¶Â¼¾·¶ Ï»ºÍ ¶Ð ¶» Á¶ ½ Ã¿ÑÁ¶ ¿¶Â pÎº¾»¸ÃÀÂ ¿ rðºÁ¶¹ ¸Â¶À»¹Ã¼¸Îº¶ q ¿¶ºÇ ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀÂ ¿ r¶Â¼¾·¶
Ï·ºÄ¶Ð È µ¶Â ½ p»ÌÃ¿¶Â ¼¹Ã¼ ÃÂp¶Â À¶ ÂÃÀ» ¼¾Â ¹¶Â»¹¸·»¸Ä¶Â ¶» ¿¶Â ½ Ã¿ÑÁ¶Â ·Ã½¼¹¶À¾À» ÀÃ»¾½½¶À» ºÀ¶
pÎº¾»¸ÃÀ ¿ rpÀ¶¹Ê¸¶ »Ã»¾Á¶ ÂÃÀ» Í¹¸ÑÄ¶½ ¶À» ¼¹pÂ¶À»pÂ ¶À ¾ÀÀ¶Ç¶ È µ¶Â ÂÆÂ»Ñ½ ¶Â ÂÃÀ» ¿ÃÀ· Å ¼ Ãº¹ Á¶Â
»ºÍ ¶Â Ö





∂t (W1) + ∂x (F (W1)) = 0

W1 = (ρ,ρu)
F (W1) = (ρu,ρu2 + P (ρ))
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∂t (W2) + ∂x (G1(W2)) + ∂y (G2(W2)) = 0

W2 = (ρ,ρu,ρv)
G1(W2) = (ρu,ρu2 + P (ρ),ρuv)
G2(W2) = (ρv,ρuv,ρv2 + P (ρ))Ãç

ρ
¿pÂ¸ÊÀ¶ Á¾ ¿¶ÀÂ¸»p Å

P
Á¾ ¼¹¶ÂÂ¸ÃÀ Å

u
Á¾ Ä ¸»¶ÂÂ¶ Â¶ÁÃÀ Á r¾Ç¶

x
¶»

v
Á¾ Ä ¸»¶ÂÂ¶ Â¶ÁÃÀ Á r¾Ç¶

y
È µ¾ ÁÃ¸

¿ rp»¾» ¿¶ »Æ¼ ¶ øÂ»¸ú¶À¶¿ Ê¾Â ø
P (ρ) = P0ρ

γ − P∞
¼ ¶¹½ ¶»»¹¾ ¾ºÂÂ¸ Í ¸¶À ¿¶ ¹p¾Á¸Â¶¹ ¿¶Â Â¸½ºÁ¾»¸ÃÀÂ

¶À Ê¾å ¼¾¹Ë¾¸» Ï
P∞ = 0

Ð Îº¶ ¿¶ Â¸½ºÁ¶¹ ¿¶Â Yº¸¿¶Â ¾Æ¾À» ºÀ ·Ã½¼Ã¹»¶½ ¶À» ¼¹Ã·Ì¶ ¿¶ ·¶Áº ¸ ¿¶ Á r¶¾º Èò¾ÀÂ ¼ ¶¹»¶ ¿¶ ÊpÀp¹¾Á¸»p ÀÃºÂ ·ÌÃ¸Â¸¹ÃÀÂ ºÀ¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ¿¶ ·Ãº¼Á¾Ê¶ Ä¶¹»¸·¾Á¶ Å Á¶Â ¿¶ºÇ ÂÆÂ»Ñ½ ¶Â q
·Ãº¼Á¶¹ Â rp·¹¸Ä¶À» ¿ÃÀ· ¹¶Â¼ ¶·»¸Ä¶½ ¶À» ¼ Ãº¹ Á¶ »ºÍ ¶ ¶» Á¾ ·ºÄ¶ Ö





∂t (ρ) + ∂x (ρu) = 0
∂t (ρu) + ∂x

(
ρu2 + P

)
= 0

v(x,t) = 0





∂t (ρ) + ∂x (ρu) = 0
∂t (ρu) + ∂x

(
ρu2 + P

)
= 0

∂t (ρv) + ∂x (ρuv) = 0

ÏÕ ÈèÐ

ûÃºÂ º»¸Á¸ÂÃÀÂ Á¾ ½ p»ÌÃ¿¶ ¿¶ ·Ãº¼Á¾Ê¶ ¼¾¹ YºÇ ÂºÊÊp¹p¶ ÀÃ»¾½½¶À» ¼¾¹ ä Èé È µ¶¹ÃºÇ ÏÄÃ¸¹ ¼¾¹
¶Ç¶½¼Á¶ Úêê Û ¶» Úëê ÛÐ È ÉÁ Â r¾Ê¸» ¿¶ ·ÃÀÂ»¹º¸¹¶ ºÀ ½ Ã¿ÑÁ¶ ¿ r¸À»¶¹Ë¾·¶ Îº¸ ¼ ¶¹½ ¶»»¹¾ Å Ê¹ì·¶ q Á¾ ¹pÂÃÁº»¸ÃÀ
¿ rºÀ ¼¹ÃÍÁÑ½ ¶ ¿¶ � ¸¶½ ¾ÀÀ Å ¿¶ ·¾Á·ºÁ¶¹ Á¶Â YºÇ Îº¸ Â¶¹ÃÀ» »¹¾ÀÂ½ ¸Â ·Ã½½¶ ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀÂ ¾ºÇ Á¸½ ¸»¶Â
¾ºÇ ·Ã¿¶Â ¿¶ ¼¾¹» ¶» ¿ r¾º»¹¶ ¿¶ Á r¸À»¶¹Ë¾·¶ ¿¶ ·Ãº¼Á¾Ê¶ È J¶»»¶ ½ p»ÌÃ¿¶ ¹¶Îº¸¶¹» Á r¸À»¹Ã¿º·»¸ÃÀ ¿ rºÀ¶
Ä¾¹¸¾ÍÁ¶

z
Îº¸ À¶ ¿p¼ ¶À¿ ¼¾Â ¿º »¶½¼Â ¶» Îº¸ ¼¹¶À¿ Á¾ Ä¾Á¶º¹

0
¿¾ÀÂ Á¶ ¿Ã½ ¾¸À¶ ½ ÃÀÃÒ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀÀ¶Á

¶» Á¾ Ä¾Á¶º¹
1
¿¾ÀÂ Á¶ ¿Ã½ ¾¸À¶ Í¸Ò¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀÀ¶Á È äÔÀ ¿¶ ¹¶Â¼ ¶·»¶¹ Á¶ ·¾¹¾·»Ñ¹¶ ½ ÃÀÃÒ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀÀ¶Á ¿¶

Á rp·ÃºÁ¶½ ¶À» ¿¾ÀÂ Á¶Â »ºÍ ¶Â Å ¸Á ¾¼¼¾¹¾í» Îº¶ Á¶Â ½ Ã¿ÑÁ¶Â ¿ r¸À»¶¹Ë¾·¶ ¿Ã¸Ä¶À» ¹¶Â¼ ¶·»¶¹ ºÀ¶ ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀ
¿ r¾¿½ ¸ÂÂ¸Í ¸Á¸»p È J¶ÁÁ¶Ò·¸ »¹¾¿º¸» Á¶ Ë¾¸» Îº¶ ÁÃ¹ÂÎº¶ Á rÃÀ º»¸Á¸Â¶ ºÀ ·Ã¿¶ îÓ Âº¹ ºÀ ½ ¾¸ÁÁ¾Ê¶ ·Ã½¼ÃÂp
¿ rºÀ¶ ¹¾ÀÊp¶ ¿¶ ½ ¾¸ÁÁ¶Â îÓ ¼Ãº¹ Â¸½ºÁ¶¹ ºÀ ÂÆÂ»Ñ½ ¶ èÓ Ï¼¾¹ ¶Ç¶½¼Á¶ Ö ºÀ p·ÃºÁ¶½ ¶À» ¿¾ÀÂ ºÀ
»ºÍ ¶Ð Å Á¶ YºÇ Âº¹ Á¾ ·Ã½¼ÃÂ¾À»¶ »¹¾ÀÂÄ¶¹Â¶ ¿º ½ Ã½ ¶À» ¿Ã¸» ï»¹¶ ÀºÁÁ¶ ¼ Ãº¹ À¶ ¼¾Â øË¾¸¹¶ Ä¸Ä¹¶ ø Á¾
·Ã½¼ÃÂ¾À»¶ »¹¾ÀÂÄ¶¹Â¶ ¿¶ Á¾ Ä¸»¶ÂÂ¶ È µ¶Â ½ Ã¿ÑÁ¶Â ¹¶Â¼ ¶·»¾À» ·¶»»¶ ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀ ÂÃÀ» ¿¸»Â ¾¿½ ¸ÂÂ¸Í Á¶Â È
Ó ¶ºÇ Â»¹¾»pÊ¸¶Â Â¶ ÂÃÀ» À¾»º¹¶ÁÁ¶½ ¶À» ¿pÊ¾Êp¶Â È µ¾ ¼¹¶½ ¸Ñ¹¶ ¶Â» Í¾Âp¶ Âº¹ ºÀ ½ Ã¿ÑÁ¶ ¿ r¸À»¶¹Ë¾·¶ ÀÃÀ
·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ë ¼ Ãº¹ Á¾ Ä¾¹¸¾ÍÁ¶

v ó »¾À¿¸Â Îº¶ Á¾ ¿¶ºÇ ¸Ñ½ ¶ º»¸Á¸Â¶ ºÀ ½ Ã¿ÑÁ¶ ¿ r¸À»¶¹Ë¾·¶ ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ë È µ¶
YºÇ ¾À¾ÁÆ»¸Îº¶ ¿º ½ Ã¿ÑÁ¶ ¿ r¸À»¶¹Ë¾·¶ ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ë ¾¿½ ¸ÂÂ¸Í Á¶ ¶Â» ºÀ¶ ¼ ÃÀ¿p¹¾»¸ÃÀ ¼¾¹

z
¿¶Â YºÇ ¿¶Â

½ Ã¿ÑÁ¶Â èÓ ¶» îÓ ¿ÃÀ» Á¶Â ÂÆÂ»Ñ½ ¶Â ¿ rpÎº¾»¸ÃÀÂ ÂÃÀ» ÏÕ ÈèÐ È ðÀ ·¶ Îº¸ ·ÃÀ·¶¹À¶ Á¶ ½ Ã¿ÑÁ¶ ¿ r¸À»¶¹Ë¾·¶
ÀÃÀÒ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ë ¾¿½ ¸ÂÂ¸Í Á¶ Å Â¾ 6 ¾·ÃÍ¸¶ÀÀ¶ ¶Â» ºÀ¶ ¼ ÃÀ¿p¹¾»¸ÃÀ ¿¶Â 6 ¾·ÃÍ¸¶ÀÀ¶Â ¿¶Â ½ Ã¿ÑÁ¶Â èÓ ¶» îÓ È

Ó¶Â »¶Â»Â Àº½ p¹¸Îº¶Â ÃÀ» p»p ¹p¾Á¸ÂpÂ ¾ÔÀ ¿¶ ½ ¶»»¹¶ ¶À Ä¾Á¶º¹ Á r¸ÀYº¶À·¶ ¿¶Â ¼¾¹¾½ Ñ»¹¶Â Âº¸Ä¾À» Ö
ü Á r¶ú ¶» ¿º ¹¾KÀ¶½ ¶À» ¿º ½ ¾¸ÁÁ¾Ê¶ óü Á r¶ú ¶» ¿¶Â ·Ã¶K ·¸¶À»Â ¿¶ Á¾ ÁÃ¸ ¿ rp»¾» Ï·Ã½¼Ã¹»¶½ ¶À» ¶À ¶¾º Ãº ¶À Ê¾å Ð óü Á¶ ¼ ÃÂ¸»¸ÃÀÀ¶½ ¶À» ¿¶ Á r¸À»¶¹Ë¾·¶ ¼¾¹ ¹¾¼¼ Ã¹» q Á¾ 6 ÃÀ·»¸ÃÀ ¶À»¹¶ Á¶ »ºÍ ¶ ¶» Á¾ ·ºÄ¶ óü Á¾ À¾»º¹¶ ¿º ½ Ã¿ÑÁ¶ Ï·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ë Ãº ÀÃÀÒ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ë Ð È

µ¶Â ¹pÂº Á»¾»Â Îº¾Á¸»¾»¸ËÂ ¿¶ ·¶Â »¶Â»Â »¶À¿¶À» q ½ ÃÀ»¹¶¹ Îº¶ Á r¾¼¼¹Ã·Ì¶ ÀÃÀÒ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ¶Â» À¶»»¶½ ¶À»
¼¹pËp¹¾ÍÁ¶ q Á r¾¼¼¹Ã·Ì¶ ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ È ðÀ ¶ú¶» Á¶Â Â¸½ºÁ¾»¸ÃÀÂ ¶ú ¶·»ºp¶Â ¾Ä¶· ·¶»»¶ ¿¶¹À¸Ñ¹¶ ½ ÃÀ»¹¶À»
ºÀ ¼¸· ¿¶ Ä¸»¶ÂÂ¶ »¹¾ÀÂÄ¶¹Â¶ ¾º À¸Ä¶¾º ¿¶ Á r¸À»¶¹Ë¾·¶ ¿¶ ·Ãº¼Á¾Ê¶ Å ·¶ Îº¸ ¶Â» ¼¹p6 º¿¸·¸¾ÍÁ¶ Âº¹»Ãº» Â¸
Á rÃÀ ·ÃÀÂ¸¿Ñ¹¶ ºÀ¶ pÎº¾»¸ÃÀ ¿¶ »¹¾ÀÂ¼ Ã¹» ¼ Ãº¹ ºÀ¶ ¶Â¼ Ñ·¶ ·Ì¸½ ¸Îº¶ È J¶»»¶ Âº¹ÒÄ ¸»¶ÂÂ¶ ¼ ¶º» ½ ï½ ¶ ¿¶Ò
Ä¶À¸¹ ¼¹ÃÍÁp½ ¾»¸Îº¶ Â¸ Á rÃÀ ·ÃÀÂ¸¿Ñ¹¶ Á¶ ÂÆÂ»Ñ½ ¶ ¿¶Â pÎº¾»¸ÃÀÂ ·Ã½¼ÁÑ»¶Â ¿ rðºÁ¶¹ ÏÄÃ¸¹ ¾ÀÀ¶Ç¶Ð Å ·¾¹
¶ÁÁ¶ ¶Â» q Á rÃ¹¸Ê¸À¶ ¿¶ Á r¾½¼Á¸Ô·¾»¸ÃÀ ¿ rºÀ ¼ÌpÀÃ½ ÑÀ¶ ¿ r¾¹¹¸Ñ¹¶Ò·Ã¹¼Â Îº¸ ·ÃÀ¿º¸» q Á r¾¼¼¾¹¸»¸ÃÀ ¿º
Ä¸¿¶ È µ¶Â ¹pÂºÁ»¾»Â ·ÃÀÔ¹½ ¶À» ¾ºÂÂ¸ Îº r¶À ¼¹¾»¸Îº¶ ¸Á Ä¾º» ½ ¸¶ºÇ ¼Á¾·¶¹ Á r¸À»¶¹Ë¾·¶ ¿¶ ·Ãº¼Á¾Ê¶ ÂºK Ò
Â¾½½¶À» ÁÃ¸À q Á r¸À»p¹¸¶º¹ ¿º »ºÍ ¶ È Ó¾ÀÂ ·¶»»¶ ·ÃÀÔÊº¹¾»¸ÃÀ Á¶Â Ë¹ÃÀ»Â ¿ rÃÀ¿¶ ¸½¼¾·»¾À» Á r¸À»¶¹Ë¾·¶
¿¶ ·Ãº¼Á¾Ê¶ ÂÃÀ» ¿ r¾½¼Á¸»º¿¶ ½ Ã¸À¿¹¶ ¶» Á¶Â ¶¹¹¶º¹Â ¿º¶Â ¾º ·Ãº¼Á¾Ê¶ ÂÃÀ» ¾»»pÀºp¶Â È

ðã
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��������	 
�����1,2  � ��� ��� 
������1,2�		����� ��� �����	����� �� ���� ��� ! "#$ % &�'$!

1 ( Á¶·»¹¸·¸»p ¿¶ 3¹¾À·¶ Å Ó ¸Ä¸Â¸ÃÀ � ¶·Ì¶¹·Ì¶ ¶» ÓpÄ¶ÁÃ¼¼ ¶½ ¶À» Å
Ó p¼¾¹»¶½ ¶À» ) p·¾À¸Îº¶ ¿¶Â 3Áº¸¿¶Â ¶» *¹¾ÀÂË¶¹»Â *Ì¶¹½ ¸Îº¶Â Å

ð Îº¾¸ +¾»¸¶¹ Å ë,ê- è JÌ¾»Ãº ·¶¿¶Ç Å 3�./Jð
6 ¶¾ÀÒ½ ¾¹· ÈÌ¶¹¾¹¿0¶¿Ë ÈË¹ Å ÃÁ¸Ä ¸¶¹ ÈÌº¹¸ÂÂ¶0¶¿Ë ÈË¹

2 QÀ¸Ä¶¹Â¸»p ¿¶ 1 ¹ÃÄ¶À·¶ Å J¶À»¹¶ ¿¶ ) ¾»Ìp½ ¾»¸Îº¶Â ¶» ¿ rÉÀËÃ¹½ ¾»¸Îº¶ Å
µ¾Í Ã¹¾»Ã¸¹¶ ¿ r.À¾ÁÆÂ¶ Å *Ã¼ ÃÁÃÊ¸¶ ¶» 1 ¹ÃÍ¾Í¸Á¸»pÂ Ò Q)� ððÕî Å

Õ2 ¹º¶ 3ÃÁ¸Ã» Jº¹¸¶ Å èÕê4Õ ) ¾¹Â¶¸ÁÁ¶ ·¶¿¶Ç èÕ Å 3�./Jð
Ì¶¹¾¹¿0·½ ¸ ÈºÀ ¸ÄÒ½ ¹Â ÈË¹ Å Ìº¹¸ÂÂ¶0·½ ¸ ÈºÀ¸ÄÒ½ ¹Â ÈË¹
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^ 8_ `kD>jl;@D?jk
*Ì¶ ¼¹ÃÍÁ¶½ ÃË »Ì¶ ·Ãº¼Á¸ÀÊ ÃË ¿¸Â»¸À·» ½ Ã¿¶ÁÂ ¿¶Â·¹¸Í ¶¿ ÍÆ Â¶»Â ÃË 1Óð ¸Â ¾ »Ã¼¸· aÌ¸·Ì Ì¾Â

Í ¶·Ã½ ¶ ÃË Ê¹Ãa ¸ÀÊ ¸À»¶¹¶Â» ÃÄ¶¹ »Ì¶ ¼¾Â» Ë¶a Æ¶¾¹Â È .·»º¾ÁÁÆÅ ¸» ½ ¾Æ Ô¹Â» Ã··º¹ ¸À »Ì¶ Ë¹¾½ ¶aÃ¹ï
ÃË »Ì¶ ½ Ã¿¶ÁÁ¸ÀÊ ÃË »aÃÒ¼Ì¾Â¶ YÃa ¸À ¼ Ã¹ÃºÂ ½ ¶¿¸¾ È ÉÀ »Ì¾» ·¾Â¶ Å ÃÀ¶ Ì¾Â »Ã Ë¾·¶ ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸ÃÀ
Á¾a Â a ¸»Ì ¿¸Â·ÃÀ»¸ÀºÃºÂ YºÇ ËºÀ·»¸ÃÀÂ Å ¾À¿ ÃÀ¶ ÃË »Ì¶ ½ ¾¸À ¿¸K ·ºÁ»¸¶Â ·ÃÀÂ¸Â»Â ¸À ¼¹ÃÄ¸ÀÊ »Ì¶
¶Ç ¸Â»¶À·¶ ¾À¿ ºÀ¸Îº¶À¶ÂÂ ÃË ¾ ¼ÌÆÂ¸·¾ÁÁÆ ¹¶Á¶Ä¾À» ÂÃÁº»¸ÃÀ È bÀ¶ ½ ¾Æ ËÃ¹ ¸ÀÂ»¾À·¶ ¹¶Ë¶¹ »Ã cè-d Å
cèèd Å cëê d ¾À¿ ¹¶Ë¶¹¶À·¶Â »Ì¶¹¶¸À È É» ¾ÁÂÃ À¾»º¹¾ÁÁÆ ¾¹¸Â¶Â aÌ¶À ËÃ·ºÂ¸ÀÊ ÃÀ ¸À¿ºÂ»¹¸¾Á ¼¹Ã6 ¶·»Â aÌ¶¹¶
·Ã½¼º»¾»¸ÃÀ¾Á Ë¾·¸Á¸»¸¶Â ¹¶Îº¸¹¶ »Ì¶ ºÂ¶ ÃË ¿¸e¶¹¶À» ½ Ã¿¶ÁÂ ¸À Ã¹¿¶¹ »Ã ¿¶Â·¹¸Í ¶ ¼¾¹»Â ÃË ¾ aÌÃÁ¶
·ÃÀ·¶¼» È *Ì¸Â Ì¾¼¼ ¶ÀÂ ËÃ¹ ¸ÀÂ»¾À·¶ aÌ¶À ÃÀ¶ ¾¸½ Â ¾» ·Ã½¼º»¸ÀÊ »Ì¶ YÃa ¾¹ÃºÀ¿ ¾ aÌÃÁ¶ ¼Á¾À¶ Å
Ã¹ ¾Á»¶¹À¾»¸Ä¶ÁÆ »Ì¶ YÃa ¸À ¾ Ê¾Â »º¹Í¸À¶ ¶ÀÊ¸À¶ Ï¿¶·Ã½¼ÃÂ¶¿ ¸À ·Ã½ÍºÂ»¸ÃÀ ·Ì¾½Í¶¹ ¾À¿ »º¹Í¸À¶
Â¶·»¸ÃÀ Å Â¶¶ cëîd Å cë-d Å cëèd ËÃ¹ ¸ÀÂ»¾À·¶Ð È É» ¾ÁÂÃ ¸½½ ¶¿¸¾»¶ÁÆ Ã··º¹Â aÌ¶À »º¹À¸ÀÊ »Ã »Ì¶ ¼¹¶¿¸·»¸Ä¶
·Ã½¼º»¾»¸ÃÀÂ ÃË »Ì¶ YÃa ¸À »Ì¶ ¼¹¸½ ¾¹Æ ·ÃÃÁ¾À» ·¸¹·º¸» ÃË ¾ ¼¹¶ÂÂº¹¸f¶¿ a¾»¶¹ ¹¶¾·»Ã¹ Å ¸À ¾ Àº·Á¶¾¹
¼ Ãa¶¹ ¼Á¾À» ÏÂ¶¶ cî,dÐ È ÉÀ »Ì¶ Á¾»»¶¹ ·¾Â¶ Å ÃÀ¶ ÂÃ½ ¶»¸½ ¶Â À¶¶¿Â »Ã ¾··ÃºÀ» ËÃ¹ »Ì¶ YÃa ¸À »Ì¶ ¹¶¾·»Ã¹ Å
¸À ¼¸¼ ¶Â ¾À¿ ¸À »Ì¶ Â»¶¾½ Ê¶À¶¹¾»Ã¹ È .·»º¾ÁÁÆÅ ÃÀ¶ ½ ¾Æ ¾¼¼ÁÆ ËÃ¹ ¾ èÓ ·Ã¿¶ »Ã ¿¶¾Á a ¸»Ì »Ì¶ ¼¸¼ ¶ Å
¾À¿ ¾ ÕÓ ·Ã¿¶ »Ã ¼¹¶¿¸·» »Ì¶ YÃa ¸À »Ì¶ ¹¶¾·»Ã¹ È ÉÀ ¾¿¿¸»¸ÃÀ Å »Ì¶ èÓ ·Ã¿¶ ½ ¾Æ ¸À·Áº¿¶ Â·Ì¶½ ¶Â
ð è



ñò×ãØÙÚÛ Ü g ñæóãÝ×hÛ ØiÙÛÚÞ×ñØ×Ý ßÛÐ àæßáÝÛÐ ßÛÐ jkó×ÙØæi Ð ß âÛóÝÛÚ ÛiñæiÞØhóÚ×ÙØæi ØÐÛiÙÚæãØkóÛ ä óiÛ ÛÙ ßÛóå ßØàÛiÐØæi Ð ß âÛÐã×ñÛ
aÌ¸·Ì ¼¹ÃÄ¸¿¶ ¾¼¼¹ÃÇ ¸½ ¾»¸ÃÀÂ ÃË ¾ Â¸ÇÒ¶Îº¾»¸ÃÀ »aÃÒYº¸¿ ½ Ã¿¶Á Å aÌ¶¹¶¾Â »Ì¶ ÕÓ ·Ã¿¶ ¿¶¾ÁÂ a ¸»Ì
¾À ÌÃ½ ÃÊ¶À¶ÃºÂ »aÃ ¼Ì¾Â¶ YÃa ½Ã¿¶Á Âº·Ì ¾Â lð) ÏÌÃ½ ÃÊ¶À¶ÃºÂ ¶Îº¸Á¸Í¹¸º½ ½Ã¿¶ÁÐ Ã¹ l�)
ÏÌÃ½ ÃÊ¶À¶ÃºÂ ¹¶Á¾Ç¾»¸ÃÀ ½ Ã¿¶ÁÐ È *Ì¶ ¼¹ÃÍÁ¶½ ÃË »Ì¶ ·Ãº¼Á¸ÀÊ ¸À Âº·Ì ¾ Â¸»º¾»¸ÃÀ ¸Â ÃÍÄ¸ÃºÂÁÆ ¾
»¶¿¸ÃºÂ ¾À¿ ¾½Í¸»¸ÃºÂ »Ã¼¸· Å ¾À¿ ¸» ¾ÁÂÃ ÂºÊÊ¶Â»Â ¾Â ¾ ¼¹¶¹¶Îº¸Â¸»¶ »Ì¾» ÃÀ¶ ïÀÃa Â ÌÃa »Ã ·Ãº¼Á¶
Â¸½¼Á¶¹ Â¸»º¾»¸ÃÀÂ Âº·Ì ¾Â »Ì¶ ËÃÁÁÃa ¸ÀÊ ËÃ¹ ¸ÀÂ»¾À·¶ Ö

Ï¸Ð »Ì¶ ·Ãº¼Á¸ÀÊ ÃË »aÃ ¿¸Â»¸À·» ½ Ã¿¶ÁÂ ¸À ¾ ÃÀ¶ ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á Ë¹¾½ ¶aÃ¹ï m
Ï¸¸Ð »Ì¶ ·Ãº¼Á¸ÀÊ ÃË »Ì¶ ÌÃ½ ÃÊ¶À¶ÃºÂ ¶Îº¸Á¸Í¹¸º½ ½Ã¿¶Á ¸À ¾ èÓ ¼¸¼ ¶ ¾À¿ ¾ »Ì¹¶¶ ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á

½ ¶¿¸º½ È
+¶ a ¸ÁÁ ËÃ ·ºÂ ¸À »Ì¸Â ¼¾¼ ¶¹ ÃÀ »Ì¶ ¼¹ÃÍÁ¶½ Ï¸¸Ð È +¶ ¹¶Ë¶¹ ËÃ¹ ¸ÀÂ»¾À·¶ »Ã cðd Å cÕd Å ¾À¿ c44d Å aÌ¸·Ì

»¹Æ »Ã ¾¿¿¹¶ÂÂ »Ì¶ Ô¹Â» ¼¹ÃÍ Á¶½ Ï¸Ð aÌ¸Á¶ ËÃ ·ºÂ¸ÀÊ ÃÀ lð) ¾À¿ l�) ½Ã¿¶ÁÂ Å ¾À¿ ¾ÁÂÃ ½ ¶À»¸ÃÀ
cê d Å c,d »Ì¾» »¾·ï Á¶ »Ì¶ ·Ãº¼Á¸ÀÊ ÃË ðºÁ¶¹ ¶Îº¾»¸ÃÀÂ a ¸»Ì ¿¸Â»¸À·» ¶Îº¾»¸ÃÀÂ ÃË Â»¾»¶ ¸À ¶¾·Ì ·Ã¿¶ È
+¶ ¸ÀÂ¸Â» »Ì¾» a¶ ÃÀÁÆ a¾À» »Ã ¼¹ÃÄ¸¿¶ Âº¸»¾ÍÁ¶ ¸ÀËÃ¹½ ¾»¸ÃÀ »Ã Í ¶ ¶Ç·Ì¾ÀÊ¶¿ »Ì¹ÃºÊÌ »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ Å
¾À¿ ¾ ÏÃË ·Ãº¹Â¶ Â»¾ÍÁ¶Ð Àº½ ¶¹¸·¾Á a¾Æ »Ã ¸½¼Á¶½ ¶À» ¸» È nÃ»Ì ·Ã¿¶Â ÃÀ ¶¾·Ì Â¸¿¶ ÂÌÃºÁ¿ ÀÃ» Í ¶
½ Ã¿¸Ô¶¿ ÍÆ »Ì¶ À¶a ¼¹Ã·¶¿º¹¶ Å ¶Ç·¶¼» »Ì¾» Í ÃºÀ¿¾¹Æ ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀÂ ½ ¾Æ Í ¶ ¿¸e¶¹¶À» Ë¹Ã½ aÌ¾» »Ì¶Æ
a¶¹¶ Í ¶ËÃ¹¶ ·Ãº¼Á¸ÀÊ È

oº¸»¶ ¹¶·¶À»ÁÆÅ ¾ Ë¶a ¾º»ÌÃ¹Â Ì¾Ä¶ ÂºÊÊ¶Â»¶¿ ÂÃ½ ¶ À¶a ¸¿¶¾Â »Ã ·Ãº¼Á¶ ÂºÍÂ¶»Â ÃË 1Óð È . Ô¹Â»
¾¼¼¹Ã¾·Ì Ì¾Â Í ¶¶À ÂºÊÊ¶Â»¶¿ ÍÆ . Èé È µ¶¹ÃºÇ ¾À¿ ·ÃÒ¾º»ÌÃ¹Â ÏÂ¶¶ cêê d ËÃ¹ ¸ÀÂ»¾À·¶Ð È É» Ì¾Â Í ¶¶À
¶ÂÂ¶À»¸¾ÁÁÆ ¾¼¼Á¸¶¿ »Ã ·Ã¼ ¶ a ¸»Ì »Ì¶ ÂÌ¾ÁÁÃa a¾»¶¹ ¶Îº¾»¸ÃÀÂ a ¸»Ì »Ã¼ ÃÊ¹¾¼ÌÆÈ *Ì¶ ½ ¾¸À ¸¿¶¾ ¸À
»Ì¶ Á¾»»¶¹ ¾¼¼¹Ã¾·Ì ¸Â »Ã ¸À·Áº¿¶ ¾ Â»¾»¸ÃÀ¾¹Æ ·ÃÀÂ»¹¾¸À» ¸À »Ì¶ Â¶» ÃË 1Óð a ¸»Ì ¾À ¾ºÊ½ ¶À»¶¿
Â»¾»¶ Ä¾¹¸¾ÍÁ¶ Å ¾À¿ »Ì¶À »Ã ÂÃÁÄ¶ »Ì¶ ¶Ç¾·» � ¸¶½ ¾ÀÀ ¼¹ÃÍÁ¶½ ¾» »Ì¶ pÂ»¾»¸ÃÀ¾¹Æ p ¸À»¶¹Ë¾·¶ È *Ì¶
¹¶ÂºÁ»¸ÀÊ Â·Ì¶½ ¶ Ì¾Â Í ¶¶À ¼¹ÃÄ¶¿ »Ã Í ¶ ¾À ¶K ·¸¶À» a¾Æ »Ã ·Ã¼ ¶ a ¸»Ì Â»¶¾¿Æ Â»¾»¶ Â¸»º¾»¸ÃÀÂ ÏcÕÕdÐ È
+¶ ¶½¼Ì¾Â¸f¶ »Ì¾» a¶ a ¸ÁÁ ¾¼¼ÁÆ ËÃ¹ Â¸½ ¸Á¾¹ ¸¿¶¾Â ¸À Ãº¹ ¾¼¼¹Ã¾·Ì È . Â¶·ÃÀ¿ a¾Æ »Ã »¾·ï Á¶ a ¸»Ì
»Ì¸Â ¼¹ÃÍÁ¶½ Ì¾Â ¶½ ¶¹Ê¶¿ ¹¶·¶À»ÁÆ »ÃÃ Å ¾À¿ ¸Â ¿¶»¾¸Á¶¿ ¸À cÕ,d Å cÕ2d ¸À ¾ Â¼ ¶·¸Ô· Â¸»º¾»¸ÃÀ È ÉÀ Ë¾·» Å
¸» ½ ¾Æ Í ¶ Â¶¶À ¾Â ¾À ¶Ç»¶ÀÂ¸ÃÀ ÃË ¸¿¶¾Â ¸À »Ì¶ ¼¾¼ ¶¹ cèd Å aÌ¸·Ì ¸Â ¹ÃºÊÌÁÆ Ê¹ÃºÀ¿¶¿ ÃÀ »Ì¶ ËÃÁÁÃÒ
a ¸ÀÊ ¸¿¶¾ Ö ¸À ¸»¸¾Á ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀÂ ¾¹¶ ºÂ¶¿ »a ¸·¶ »Ã ·Ã½¼º»¶ »aÃ ¿¸e ¶¹¶À» YºÇ¶Â ¾» »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ Í ¶»a¶¶À
·¶ÁÁÂ m »Ì¶ Ô¹Â» ÃÀ¶ ¸Â ÃÍ»¾¸À¶¿ ÂÃÁÄ ¸ÀÊ »Ì¶ ¶Ç¾·» � ¸¶½ ¾ÀÀ ¼¹ÃÍÁ¶½ a ¸»Ì »Ì¶ qîr s Â¶» ÃË 1Óð Å aÌ¶Ò
¹¶¾Â »Ì¶ Â¶·ÃÀ¿ ÃÀ¶ ·Ã¹¹¶Â¼ ÃÀ¿Â »Ã »Ì¶ tuvw s Â¶» ÃË 1Óð È +¶ ¹¶Ë¶¹ ËÃ¹ ¸ÀÂ»¾À·¶ »Ã cðd ËÃ¹ ½ Ã¹¶ ¿¶»¾¸ÁÂ È

*Ì¶ ¼¹¶Â¶À» ¼¾¼ ¶¹ ¸Â Ã¹Ê¾À¸f¶¿ ¾Â ËÃÁÁÃa Â È +¶ Ô¹Â» Í¹¸¶YÆ ¹¶·¾ÁÁ ¸À Â¶·»¸ÃÀ î »Ì¶ Í¾Â¸· Â¶»Â ÃË
¶Îº¾»¸ÃÀÂ ÃÀ ¶¾·Ì Â¸¿¶ ÃË »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ Í ¶»a¶¶À ·Ã¿¶Â È ÉÀ »Ì¶ Í ¶Ê¸ÀÀ¸ÀÊ ÃË Â¶·»¸ÃÀ Õ Å a¶ ¶ÇÌ¸Í¸» ¾
À¾»º¹¾Á ·ÃÀÂ»¹¾¸À» aÌ¸·Ì ÃÍÄ¸ÃºÂÁÆ ¾¹¸Â¶Â È +¶ »Ì¶À ¿¶»¾¸Á ¾ À¾»º¹¾Á ¸À»¶¹Ë¾·¶ ½ Ã¿¶Á ¾À¿ »aÃ ¿¸Â»¸À·»
¸À»¶¹Ë¾·¶ ½ Ã¿¶ÁÂ aÌ¸·Ì ½ ¾Æ Í ¶ ºÂ¶¿ »Ã ¶Ç·Ì¾ÀÊ¶ ¸ÀËÃ¹½ ¾»¸ÃÀ »Ì¹ÃºÊÌ »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ËÃ¹ ºÀÂ»¶¾¿Æ
¼¹¶¿¸·»¸ÃÀÂ È *Ì¶ ¾ÂÂÃ·¸¾»¶¿ Á¶Ë» ¾À¿ ¹¸ÊÌ» YºÇ¶Â a ¸ÁÁ Í ¶ ¿¶»¾¸Á¶¿ È x¶·»¸ÃÀ ê ¸Â ¿¶ÄÃ»¶¿ »Ã »Ì¶ ¼¹¶Â¶ÀÒ
»¾»¸ÃÀ ÃË Â·Ì¶½ ¶Â »Ì¾» a ¸ÁÁ Í ¶ ºÂ¶¿ Å ¾À¿ ÃË Àº½ ¶¹¸·¾Á ¹¶ÂºÁ»Â È yÃ½¼º»¾»¸ÃÀ¾Á ¹¶ÂºÁ»Â ¸ÀÄÃÁÄ ¸ÀÊ ÂÌÃ·ï
a¾Ä¶Â a ¸»Ì Ê¹¶¾» ¸ÀÌÃ½ ÃÊ¶À¶¸»¸¶Â ÃË »¹¾ÀÂÄ¶¹Â¶ Ä¶ÁÃ ·¸»¸¶Â Í ¶»a¶¶À Í Ã»Ì ½ ¶¿¸º½ a ¸ÁÁ Í ¶ ¿¸Â·ºÂÂ¶¿ Å
¾À¿ »Ì¸Â a ¸ÁÁ Í ¶ ¾·Ì¸¶Ä¶¿ ÃÀ »Ì¶ Í¾Â¸Â ÃË »Ì¶

L1 ÀÃ¹½ ÃË »Ì¶ ¶¹¹Ã¹ È .·»º¾ÁÁÆÅ ¹¶ÂºÁ»Â ÃÍ»¾¸À¶¿ aÌ¶À
·Ã½¼º»¸ÀÊ ºÀÂ»¶¾¿Æ ÂÃÁº»¸ÃÀÂ »¹¾Ä¶Á¸ÀÊ Ë¹Ã½ ¾ îÓ »¾Àï »Ã »Ì¶ èÓ ¼¸¼ ¶ a ¸ÁÁ Í ¶ ·Ã½¼¾¹¶¿ a ¸»Ì »ÌÃÂ¶
ÃÍ»¾¸À¶¿ aÌ¸Á¶ ºÂ¸ÀÊ »Ì¶ îÓ ·Ã¿¶ ÃÄ¶¹ »Ì¶ aÌÃÁ¶ ¿Ã½ ¾¸À È *Ì¶ ·Ã½¼¾¹¸ÂÃÀ a ¸ÁÁ ¸À·Áº¿¶ Ö
Ï¾Ð »Ì¶ ¶e¶·» ÃË ½ ¶ÂÌ ¹¶ÔÀ¶½ ¶À» m
ÏÍ Ð »Ì¶ Â¶ÀÂ¸»¸Ä ¸»Æ a ¸»Ì ¹¶Â¼ ¶·» »Ã »Ì¶ ðbx m
Ï·Ð »Ì¶ ¸Àzº¶À·¶ ÃË »Ì¶ ÁÃ ·¾»¸ÃÀ ÃË »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ Í ¶»a¶¶À ·Ã¿¶Â ÃÀ Àº½ ¶¹¸·¾Á ¹¶ÂºÁ»Â m
Ï¿ Ð »Ì¶ ¸Àzº¶À·¶ ÃË »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ½ Ã¿¶Á È
{Ã¹ Ëº¹»Ì¶¹ ¿¶»¾¸ÁÂ Å »Ì¶ ¹¶¾¿¶¹ ¸Â ¹¶Ë¶¹¹¶¿ »Ã c44d È *Ì¶ ¶Ç»¶ÀÂ¸ÃÀ ÃË »Ì¶Â¶ ¸¿¶¾Â »Ã »Ì¶ Ë¹¾½ ¶aÃ¹ï ÃË
ÀÃÀÒ¸Â¶À»¹Ã¼¸· ðºÁ¶¹ ¶Îº¾»¸ÃÀÂ ¸Â ¾ÁÂÃ Í¹¸¶zÆ ¶Ç¾½ ¸À¶¿ ¸À ¾À ¾¼¼ ¶À¿¸Ç È

ðî
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*Ì¸Â aÃ¹ï ¸Â ¾ ·ÃÀ»¹¸Íº»¸ÃÀ »Ã »Ì¶ /ð1*|/ð } Ã¸À» ¼¹Ã} ¶·» Å ¾À¿ ¸Â ¼¾¹» ÃË ¹¶·¶À» ¸ÀÄ¶Â»¸Ê¾»¸ÃÀÂ

aÌ¸·Ì ¾¸½ ¾» ¸½¼¹ÃÄ¸ÀÊ »Ì¶ Àº½ ¶¹¸·¾Á ¸À»¶¹Ë¾·¸¾Á ·Ãº¼Á¸ÀÊ ÃË »aÃÒ¼Ì¾Â¶ zÃa ·Ã¿¶Â ÏÂ¶¶ cê2d Å c4 èd Å
c44d ¾½ ÃÀÊ Ã»Ì¶¹ÂÐ È

ðÕ
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^ ~� � �����
� �� �� ����� �� � � �������

{Ã¹ »Ì¶ Â¾ï¶ ÃË Â¸½¼Á¸·¸»Æ a¶ ·ÃÀÂ¸¿¶¹ »Ì¶ ¸Â¶À»¹Ã¼¸· ðºÁ¶¹ ½ Ã¿¶Á È +¶ a¾À» »Ã ·Ãº¼Á¶ »Ì¶ ÃÀ¶Ò
¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ¸Â¶À»¹Ã¼¸· ðºÁ¶¹ ÂÆÂ»¶½ »Ã »Ì¶ »aÃÒ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ¸Â¶À»¹Ã¼¸· ðºÁ¶¹ ÂÆÂ»¶½ »Ì¹ÃºÊÌ ¾ »Ì¸À
¸À»¶¹Ë¾·¶ È + ¸»ÌÃº» ÁÃÂÂ ÃË Ê¶À¶¹¾Á¸»Æ a¶ ·ÃÀÂ¸¿¶¹ »Ì¾» »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ¸Â ¾ÁÃÀÊ »Ì¶

y
Ò¾Ç¸Â È

bÀ »Ì¶ Á¶Ë» Â¸¿¶ ÃË »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ a¶ ·ÃÀÂ¸¿¶¹ »Ì¶ ÃÀ¶Ò¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ¸Â¶À»¹Ã¼¸· ðºÁ¶¹ ÂÆÂ»¶½
(1D)

Ö
∂t (W1) + ∂x (F (W1)) = 0

ÏÕ ÈîÐ
a ¸»Ì Ö

{
W1 = (ρ,ρu)
F (W1) = (ρu,ρu2 + P (ρ))aÌ¶¹¶

u
Å
ρ
¾À¿

P
¹¶Â¼ ¶·»¸Ä¶ÁÆ Â»¾À¿ ËÃ¹ »Ì¶ Ä¶ÁÃ ·¸»ÆÅ »Ì¶ ¿¶ÀÂ¸»Æ ¾À¿ »Ì¶ ¼¹¶ÂÂº¹¶ Å a ¸»Ì

P ′(ρ) > 0
È

*Ì¶Â¶ Ä¾¹¸¾ÍÁ¶Â ÃÀÁÆ ¿¶¼ ¶À¿ ÃÀ »Ì¶ »¸½ ¶
t
¾À¿ »Ì¶ Â¼¾·¶ ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ

x
Å
W1 = W1(x,t)

È
bÀ »Ì¶ ¹¸ÊÌ» Â¸¿¶ ÃË »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ a¶ ·ÃÀÂ¸¿¶¹ »Ì¶ »aÃÒ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ¸Â¶À»¹Ã¼¸· ðºÁ¶¹ ÂÆÂ»¶½

(2D)
Ö

∂t (W2) + ∂x (G1(W2)) + ∂y (G2(W2)) = 0
ÏÕ ÈÕÐ

a ¸»Ì Ö




W2 = (ρ,ρu,ρv)
G1(W2) = (ρu,ρu2 + P (ρ),ρuv)
G2(W2) = (ρv,ρuv,ρv2 + P (ρ))l ¶¹¶

u
¿¶ÀÃ»¶Â »Ì¶ ·Ã½¼ÃÀ¶À» ÃË »Ì¶ Ä¶ÁÃ ·¸»Æ ¾ÁÃÀÊ »Ì¶

x
Ò¾Ç ¸Â ¾À¿

v
»Ì¶ ·Ã½¼ÃÀ¶À» ÃË »Ì¶ Ä¶ÁÃ ·¸»Æ

¾ÁÃÀÊ »Ì¶
y
Ò¾Ç¸Â È l ¶¹¶ ¾ÁÁ »Ì¶ Ä¾¹¸¾ÍÁ¶Â ¿¶¼ ¶À¿ ÃÀ »¸½ ¶

t
¾À¿ ÃÀ »aÃ Â¼¾·¶ Ä¾¹¸¾ÍÁ¶Â

x
¾À¿

y
Å

W2 = W2(x,y,t)
È

� �� �� ��� ��������������� �����
+¶ ¹¶·¾ÁÁ Ì ¶¹¶¸À ÂÃ½ ¶ a¶ÁÁÒïÀÃaÀ ¼¹Ã¼ ¶¹»¸¶Â ÃË »Ì¶ ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ÂÆÂ»¶½ ÏÕ ÈîÐ È *Ì¸Â a ¸ÁÁ Í ¶ ºÂ¶ËºÁ

¸À Â¶·»¸ÃÀ
4
È

� ��� ¡¢£¤¥¢¤£�
ÉÀ »¶¹½ Â ÃË »Ì¶ Ä¾¹¸¾ÍÁ¶

Y = (ρ,u)
Å ¾À¿ Â¶»»¸ÀÊ

c2 = P ′(ρ)
Å ÏÕ ÈîÐ a ¹¸»¶Â ¸À ÀÃÀÒ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ËÃ¹½ Ö

∂t (Y ) + A(Y )∂x (Y ) = 0

aÌ¶¹¶ »Ì¶
2 × 2

·ÃÀÄ¶·»¸ÃÀ ½ ¾»¹¸Ç
A

¸Â Ö

A(Y ) =

(
u ρ
c2

ρ u

)

*Ì¶ ¶¸Ê¶ÀÄ¾Áº¶Â ¾À¿ »Ì¶ ¹¸ÊÌ» ¶¸Ê¶ÀÄ¶·»Ã¹Â ÃË »Ì¶ ½ ¾»¹¸Ç
A

¾¹¶ Ö
λ1 = u − c, r⊤1 = (ρ, − c)

λ2 = u + c, r⊤2 = (ρ,c)
*ÌºÂ Å ºÀ»¸Á Ä¾·ºº½ Ã··º¹Â Å ¶¸Ê¶ÀÄ¾Áº¶Â ¾¹¶ ¹¶¾Á ¾À¿ ¿¸Â»¸À·» m »Ì¶ ÂÆÂ»¶½ ¸Â ºÀ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀ¾ÁÁÆ

ÌÆ¼ ¶¹Í ÃÁ¸· Â¸À·¶ »Ì¶ »aÃ ¶¸Ê¶ÀÄ¶·»Ã¹Â Â¼¾À »Ì¶ ¼Á¾À¶
R

2 È ) Ã¹¶ÃÄ¶¹ Í Ã»Ì Ô¶Á¿Â ¾¹¶ Ê¶Àº¸À¶ÁÆ ÀÃÀÒ
Á¸À¶¾¹ È

ðê
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� ¢£¦§¨ §©�£

bÀ¶ ½ ¾Æ ¶¾Â¸ÁÆ ·Ì¶·ï »Ì¾» ¾À ¶À»¹Ã¼Æ ¼¾¸¹
(η(W1),Fη(W1))

¸Â Ö

η(W1) = ρu2

2 + ρψ(ρ)
Fη(W1) = (η(W1) + P (ρ))u

a ¸»Ì
ψ(ρ) =

∫ ρ
0

P (a)
a2 da

È ) Ã¹¶ÃÄ¶¹
η

¸Â Â»¹¸·»ÁÆ ·ÃÀÄ¶Ç a ¸»Ì ¹¶Â¼ ¶·» »Ã
W1

È l ¶À·¶ »Ì¶ � ¸¶½ ¾ÀÀ
¼¹ÃÍÁ¶½ ¾ÂÂÃ·¸¾»¶¿ a ¸»Ì ÏÕ ÈîÐ Ì¾Â ¾ ºÀ¸Îº¶ ¶À»¹Ã¼Æ ·ÃÀÂ¸Â»¶À» ÂÃÁº»¸ÃÀ ·Ã½¼ÃÂ¶¿ ÃË ·ÃÀÂ»¾À» Â»¾»¶Â
Â¶¼¾¹¾»¶¿ ÍÆ ÂÌÃ·ï Â ¾À¿ ¹¾¹¶Ë¾·»¸ÃÀ a¾Ä¶Â Å a ¸»Ì ÀÃ Ä¾·ºº½ Ã··º¹¹¶À·¶ Å ¼¹ÃÄ¸¿¶¿ »Ì¾» »Ì¶ ¸À¸»¸¾Á
¿¾»¾ ¾Ê¹¶¶Â a ¸»Ì »Ì¶ ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀ Ö

uR − uL < g(ρL) + g(ρR)

aÌ¶¹¶ Ö
g′(ρ) = c(ρ)

ρ

ÒÂ¶¶ cë4d ¾À¿ cÕëd Ò È

ª¦«¤¢�¦  ¬¦£ ¢� ® ��¯©   §£¦° «�¯
+¶ ¿¶Â·¹¸Í ¶ Ì¶¹¶¸À »Ì¶ ½ ¾¸À Ë¶¾»º¹¶Â ÃË »Ì¶ ÂÃÁº»¸ÃÀ ÃË »Ì¶ � ¸¶½ ¾ÀÀ ¼¹ÃÍÁ¶½ È
+¶ Â¶»

(uL,ρL)
¾À¿

(uR,ρR)
»Ì¶ Á¶Ë» ¾À¿ ¹¸ÊÌ» Â»¾»¶ ËÃ¹ »Ì¶ � ¸¶½ ¾ÀÀ ¼¹ÃÍÁ¶½ ¾ÂÂÃ·¸¾»¶¿ a ¸»Ì

ÂÆÂ»¶½ ÏÕ ÈîÐ È *Ì¶ ¹¸ÊÌ» ¾À¿ Á¶Ë» ¼¹¶ÂÂº¹¶ ËÃ¹ ¸À ¸»¸¾Á Â»¾»¶ ¾¹¶ ¹¶Â¼ ¶·»¸Ä¶ÁÆ
PR = P (ρR)

¾À¿
PL =

P (ρL)
È +¶ Â¶»

(u∗,ρ∗)
»Ã Í ¶ »Ì¶ ¸À»¶¹½ ¶¿¸¾»¶ Â»¾»¶ Í ¶»a¶¶À »Ì¶ »aÃ a¾Ä¶Â ¾À¿ a¶ Â¶»

P ∗ = P (ρ∗)
È

± *¹ÃºÊÌ »Ì¶ èÒa¾Ä¶ Å a¶ Ê¶» Ö
u∗ − uL = hL(PL,P ∗)

ÉË
PL < P ∗ Å »Ì¶ èÒa¾Ä¶ ¸Â ¾ ÂÌÃ·ï a¾Ä¶ Ö

hL(PL,P ∗) = −
√

(P ∗ − PL)(ρ∗ − ρL)

ρLρ∗

Ã»Ì¶¹a ¸Â¶ »Ì¶ èÒa¾Ä¶ ¸Â ¾ ¹¾¹¶Ë¾·»¸ÃÀ a¾Ä¶ Ö

hL(PL,P ∗) = g(ρL) − g(ρ∗)

± *¹ÃºÊÌ »Ì¶ îÒa¾Ä¶ Å a¶ Ê¶» Ö
u∗ − uR = hR(PR,P ∗)

ÉË
PR < P ∗ Å »Ì¶ îÒa¾Ä¶ ¸Â ¾ ÂÌÃ·ï a¾Ä¶ Ö

hR(PR,P ∗) =

√
(P ∗ − PR)(ρ∗ − ρR)

ρRρ∗

Ã»Ì¶¹a ¸Â¶ »Ì¶ îÒa¾Ä¶ »Ì¸Â ¸Â ¾ ¹¾¹¶Ë¾·»¸ÃÀ a¾Ä¶ Ö

hR(PR,P ∗) = g(ρ∗) − g(ρR)

ð4
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� �� �� ��� �²����� �������� �����

+¶ ·¾À a ¹¸»¶ »Ì¶ ÂÆÂ»¶½ ÏÕ ÈÕÐ ¸À ¾ ÀÃÀÒ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ËÃ¹½ ºÂ¸ÀÊ »Ì¶ Ä¾¹¸¾ÍÁ¶
Z⊤ = (ρ,u,v)

Ö

∂t (Z) + Bx(Z)∂x (Z) + By(Z)∂y (Z) = 0

a ¸»Ì »Ì¶ ËÃÁÁÃa ¸ÀÊ
3 × 3

½¾»¹¸Ç
Bx

¾À¿
By

Ö

Bx(Z) =




u ρ
-

c2

ρ u
-

- -
u




By(Z) =




v
-

ρ-
v

-
c2

ρ

-
v




{Ã¹ ¾ÀÆ
(w1,w2) ∈ R

2 − {(0,0)} a ¸»Ì
w2

1 + w2
2 = 1

Å a¶ Â¶»
C(Z,w) = w1Bx(Z) + w2By(Z)

È *Ì¶
ÂÆÂ»¶½ ÏÕ ÈÕÐ ¸Â ÌÆ¼ ¶¹Í ÃÁ¸· ¸Ë ËÃ¹ ¾ÀÆ

(w1,w2)
¾À¿ ËÃ¹ ¾ÀÆ

Z ∈ Ω
Å »Ì¶ ½ ¾»¹¸Ç

C(Z,w)
Ì¾Â »Ì¹¶¶ ¹¶¾Á

¶¸Ê¶ÀÄ¾Áº¶Â ¾À¿ »Ì¹¶¶ ¸À¿¶¼ ¶À¿¶À» ¶¸Ê¶ÀÄ¶·»Ã¹Â È É» ¸Â ¶¾ÂÆ »Ã Ä¶¹¸ËÆ »Ì¾» »Ì¶ ¶¸Ê¶ÀÄ¾Áº¶Â ÃË
C(Z,w)¾¹¶ ¹¶¾Á Ö

λ1 = (w1u + w2v)

λ2 = (w1u + w2v) − c
√

w2
1 + w2

2

λ2 = (w1u + w2v) + c
√

w2
1 + w2

2*Ì¶ ·Ã¹¹¶Â¼ ÃÀ¿¸ÀÊ ¶¸Ê¶ÀÄ¶·»Ã¹Â ¾¹¶ ·Á¶¾¹ÁÆ ¸À¿¶¼ ¶À¿¶À» ºÀ»¸Á Ä¾·ºº½ Ã··º¹Â Ö
r⊤1 = (0,w2,w1)

r⊤2 = (ρ, w1c√
w2

1+w2
2

, w2c√
w2

1+w2
2

)

r⊤3 = (ρ, − w1c√
w2

1+w2
2

, − w2c√
w2

1+w2
2

)

ðð
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^ ~^ ³´� µ¶·�¸¹º»� ¼����

bÍÄ¸ÃºÂÁÆÅ ¾ »aÃÒ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ·Ã¿¶ ÏÍ¾Â¶¿ ÃÀ ¾ »aÃÒ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ÂÆÂ»¶½ Ð ¾¼¼Á¸¶¿ ÃÀ ¾ pÃÀ¶Ò
¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Áp ¿Ã½ ¾¸À ¿Ã¶Â ÀÃ» Í ¶Ì¾Ä¶ ¾Â ¾ ÃÀ¶Ò¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ·Ã¿¶ ÏÍ¾Â¶¿ ÃÀ ¾ ÃÀ¶Ò¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ÂÆÂÒ
»¶½ Ð ÃÀ »Ì¶ Â¾½ ¶ ¿Ã½ ¾¸À È / ÃÀ¶»Ì¶Á¶ÂÂ a¶ a¾À» »Ã ÁÃÃï ËÃ¹ ¾ ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀ ËÃ¹ ¾ îÓ ·Ã¿¶ »Ã Í ¶Ì¾Ä¶ ¾Â
¾ èÓ ·Ã¿¶ È
� �� �� ½ �������¾¿ ��������� À Á Â�

µ¶» ºÂ Ô¹Â» ¿¶ÔÀ¶ ¾ »¶Â» ¼¹ÃÍÁ¶½ ¹¶Âº½ ¶¿ ÃÀ »Ì¶ ÔÊº¹¶ ÏÕ ÈèÐ È . ¼¸¼ ¶ Ï
x < 0

Ð ¸Â ·ÃÀÀ¶·»¶¿ »Ã ¾
»¾Àï Ï

x > 0
Ð ¾»

x = 0
ÏÂ¶¶ ÔÊº¹¶ ÏÕ ÈèÐÐ È xº¼¼ÃÂ¶ »Ì¾» »Ì¶ ¿Ã½ ¾¸À Ï

x < 0
Ð ¸Â ¿¸Â·¹¶»¸f¶¿ ÍÆ ¾ ¹¾a

ÃË ¹¶·»¾ÀÊºÁ¾¹ ·¶ÁÁÂ a ¸»Ì ÄÃÁº½ ¶
∆x× h

È +¶ ÀÃ»¶
φGod »Ì¶ Ä¾Áº¶ ÃË »Ì¶ Ô¶Á¿

φ
Ê¸Ä¶À ÍÆ ¾ ÃÃ¿ºÀÃÄ

½ ¶»ÌÃ¿ ¾À¿ »Ì¶ ÂºÍÂ·¹¸¼»Â
Hi

Å
Bi

Å
Di

¾À¿
Gi

¿¶ÀÃ»¶ ¹¶Â¼ ¶·»¸Ä¶ÁÆ »Ì¶ º¼¼ ¶¹ Å ÁÃa¶¹ Å ¹¸ÊÌ» ¾À¿ Á¶Ë»
Â¸¿¶ ÃË »Ì¶ ·¶ÁÁ

i
È

{Ã·ºÂ¸ÀÊ ÃÀ »Ì¶ »¹¾ÀÂÄ¶¹Â¶ ·Ã½¼ÃÀ¶À» ÃË »Ì¶ ½ Ã½ ¶À»º½ Å
ρv

Å a¶ a ¹¸»¶ ¾ ÃÃ¿ºÀÃÄ cê-d Â·Ì¶½ ¶
¸À »Ì¶ ¿Ã½ ¾¸À

x < 0
¾Â Ö

h∆x((ρv)n+1
i − (ρv)n

i )

+∆t∆x
[
(ρv2 + P )God

Hi
− (ρv2 + P )God

Bi

]

+h∆t
[
(ρuv)God

Di
− (ρuv)God

Gi

]
= 0

ÏÕ Èê Ð

µ¶» ºÂ Â¶» Å ËÃ¹ ¾ÁÁ ·¶ÁÁÂ ¸À »Ì¶ ¿Ã½ ¾¸À
x < 0

Å
vn
i = 0

È | Â¸ÀÊ a¾ÁÁ ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀ cèðd ¾Â ¾ Í ÃºÀ¿¾¹Æ ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀ Å
¿¶ÔÀ¸ÀÊ −−→

NHi

Ï−−→
NBi

¹¶Â¼ ¶·»¸Ä¶ÁÆ Ð ¾Â »Ì¶ ºÀ¸» Ãº»a¾¹¿ ÀÃ¹½ ¾Á Ä¶·»Ã¹ ÃÀ »Ì¶ »Ã¼ a¾ÁÁ ÏÍ Ã»»Ã½ a¾ÁÁ
¹¶Â¼ ¶·»¸Ä¶ÁÆ Ð Å »Ì¶ ¼¹¶ÂÂº¹¶ ÃÀ »Ì¶ Í ÃºÀ¿¾¹Æ ÃË »Ì¶ Á¶Ë» ¿Ã½ ¾¸À a ¹¸»¶Â Ö

PGod
Hi

= PGod(Wn
i ,Ŵn

Hi
,
−−→
NHi)

PGod
Bi

= PGod(Wn
i ,Ŵn

Bi
,
−−→
NBi)

aÌ¶¹¶
Ŵn

Hi
= Ŵn

Bi
= Ŵn

i = (ρn
i ,(ρu)n

i , − (ρv)n
i )

Â»¾À¿Â ËÃ¹ »Ì¶ ½ ¸¹¹Ã¹ Â»¾»¶ ÃË
Wn

i

È
*Ì¶À »Ì¶ ¾Í ÃÄ¶ ¸À¸»¸¾Á ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀ ÃÀ »Ì¶ Ä¶ÁÃ ·¸»Æ ¸½¼Á¸¶Â »Ì¾» ËÃ¹ ¾ÁÁ ·¶ÁÁÂ ¸À »Ì¶ ¿Ã½ ¾¸À

x < 0
Ö

PGod
Hi

= Pn
i = PGod

Bi

vGod
Hi

= vGod
Bi

= vGod
Gi

= 0¾À¿ ¸Ë a¶ ¾¹¶ ¸À »Ì¶ ¿Ã½ ¾¸À
x < −∆x

vGod
Di

= 0xÃ »Ì¾» ¸Ë a¶ ¾ÂÂº½ ¶ »Ì¾» Ä¾·ºº½ ¿Ã¶Â ÀÃ» ¾¼¼ ¶¾¹ Ï
ρn

i > 0
Ð ¸À »Ì¶Â¶ ·¶ÁÁÂ Å »Ì¶ ¼¹¶·¶¿¸ÀÊ ¶Îº¾»¸ÃÀ

ÏÕ Èê Ð ¼¹ÃÄ¸¿¶Â
vn+1
i = 0

ËÃ¹ ¾ÁÁ ·¶ÁÁÂ ¶Ç·¶¼» ËÃ¹ »Ì¶ ·¶ÁÁ
i0

ÏÂ¶¶ ÔÊº¹¶ ÏÕ ÈèÐ Ð aÌ¸·Ì Ì¾Â ¸»Â ¹¸ÊÌ» Â¸¿¶
ÃÀ »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶

x = 0
È ÉÀ¿¶¶¿ ÀÃ»Ì¸ÀÊ ¶ÀÂº¹¶Â »Ì¾»

vGod
Di0

= 0
ËÃ¹ »Ì¸Â ¼¾¹»¸·ºÁ¾¹ ·¶ÁÁ È

*Ì¸Â Ê¸Ä¶Â ºÂ ¾ À¶·¶ÂÂ¾¹Æ ¾À¿ ÂºÄ ·¸¶À» ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀ Ï/xy Ð ËÃ¹ ¾ Â·Ì¶½ ¶ »Ã Ô» »Ã ¼º¹¶ ÃÀ¶Ò
¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á Â¸½ºÁ¾»¸ÃÀ ¸À »Ì¶ Á¶Ë» ¿Ã½ ¾¸À È

Å îÆ ÇusuÈÇ É
+¶ a ¸ÁÁ Â¾Æ »Ì¾» »Ì¶ ·Ãº¼Á¸ÀÊ Í ÃºÀ¿¾¹Æ ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀÂ a ¸ÁÁ Í ¶ ¾¿½ ¸ÂÂ¸Í Á¶ ¸Ë »Ì¶

ρv
·Ã½¼ÃÀ¶À» ÃË »Ì¶

zºÇ ¾» »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶
x = 0−

¸Â ÀºÁÁ Å »Ì¾» ½ ¶¾ÀÂ Ö
Ï/xy Ð Ö

(ρuv)− = 0

ðë
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2D"1D"

h

PIPE

TANK

Interface

i I
00

∆

y

xx=0x= ∆x

x

ÊËÌ Í Õ Èè ± Îw î sîÏs Ð tÈÑqîÒ

+¶ ÀÃa ¸ÀÄ¶Â»¸Ê¾»¶ ÂÃ½ ¶ ¼ÃÂÂ¸Í Á¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ½ Ã¿¶ÁÂ »Ã ·Ãº¼Á¶ »Ì¶ ÃÀ¶Ò¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ¿Ã½ ¾¸À
x < 0»Ã »Ì¶ »aÃÒ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ¿Ã½ ¾¸À

x > 0
È ÉÀ»¶¹Ë¾·¶ ½ Ã¿¶ÁÂ ¾¹¶ ¸À»¹Ã¿º·¶¿ »Ã ¾ÁÁÃa »Ì¶ ·Ã½¼º»¾»¸ÃÀ ÃË

ÃÃ¿ºÀÃÄ zºÇ¶Â »Ì¹ÃºÊÌ »Ì¶ Ä¶¹»¸·¾Á ¸À»¶¹Ë¾·¶
x = 0±

È ÉÀ ¼¹¾·»¸·¶ Å a¶ ¹¶·¾ÁÁ »Ì¾» »Ì¶Æ ¾¹¶ ÃÀÁÆ ºÂ¶¿
»Ã ·Ã½¼º»¶

(ρuv)(x/t = 0−)
¾À¿

(ρuv)(x/t = 0+)
Å ¾Â Âï¶»·Ì¶¿ ¸À ÔÊº¹¶ ÏÕ ÈîÐ È

ÉÀ »Ì¶ Á¶Ë» ¿Ã½ ¾¸À a¶ ·ÃÀÂ¸¿¶¹ »Ì¶ ÂÆÂ»¶½ ÏÕ ÈîÐ ¶Ç»¶À¿¶¿ a ¸»Ì »Ì¶ Ä¾¹¸¾ÍÁ¶
v

¾À¿ ÃÀ¶ ¾¸½ ÃË ¾À
¾¿½ ¸ÂÂ¸Í Á¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ½ Ã¿¶Á ¸Â »Ã ½ ¾¸À»¾¸À

v = 0
¸À »Ì¸Â ¿Ã½ ¾¸À ÍÆ ËºÁÔ ÁÁ¸ÀÊ »Ì¶ Ï/xy Ð È .À ¾¿½ ¸ÂÂ¸Í Á¶

¸À»¶¹Ë¾·¶ ½ Ã¿¶Á ½ºÂ» ¾ÁÂÃ Ê¸Ä¶ »Ì¶ ½ Ã¿¶Á ÏÕ ÈîÐ ÃÀ »Ì¶ Á¶Ë» ÃË »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ¾À¿ »Ì¶ ¼¹Ã} ¶·»¸ÃÀ ÃÀ »Ì¶
ÀÃ¹½ ¾Á ÃË »Ì¶ ½ Ã¿¶Á ÏÕ ÈÕÐ ÃÀ »Ì¶ ¹¸ÊÌ» È

1D

EULER

ISENTROPIC ISENTROPIC

EULER

2D

MODEL

INTERFACE

F(x=0 )F(x=0 )
God God +−

ÊËÌ Í Õ Èî ± Îw î uÇ sîtr ÓÔî ÒÈÕîq

+¶ Âº··¶ÂÂ¸Ä¶ÁÆ ·ÃÀÂ¸¿¶¹ Ö

± . À¾»º¹¾Á ½ Ã¿¶Á ¾» »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶
± . ÀÃÀ ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ¾¿½ ¸ÂÂ¸Í Á¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ½ Ã¿¶Á
± . ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ¾¿½ ¸ÂÂ¸Í Á¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ½ Ã¿¶Á

ð,
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� �� �� ½ ����¾�� ����� �� ��� ����¾Ö���

.À Ó Ð tuÈtu ÃÍÄ¸ÃºÂ ·¾À¿¸¿¾»¶ ¾Â ¾À ¸À»¶¹Ë¾·¶ ½ Ã¿¶Á ¸½½ ¶¿¸¾»¶ÁÆ ¾¹¸Â¶Â ·ÃÀÂ¸¿¶¹¸ÀÊ »Ì¶ ¼¹Ã} ¶·Ò
»¸ÃÀ ÃÀ ¾ Ä¶¹»¸·¾Á ¸À»¶¹Ë¾·¶ ÃË »Ì¶ ½ Ã¿¶Á ÏÕ ÈÕÐ Ö

∂t (ρ) + ∂x (ρu) = 0
ÏÕ È4Ð

∂t (ρu) + ∂x

(
ρu2 + P

)
= 0

ÏÕ ÈðÐ
∂t (ρv) + ∂x (ρuv) = 0

ÏÕ ÈëÐ
+¶ Í¹¸¶zÆ ¹¶·¾ÁÁ ÀÃa »Ì¶ Â»¹º·»º¹¶ ÃË »Ì¶ � ¸¶½ ¾ÀÀ ¼¹ÃÍÁ¶½ ¾ÂÂÃ·¸¾»¶¿ a ¸»Ì ÏÏÕ È4ÐÒ ÏÕ ÈëÐÐ ¾» »Ì¶

¸À»¶¹Ë¾·¶
x = 0

a ¸»Ì Á¶Ë» Â»¾»¶ Å
WL

2 = (ρL,ρLuL,ρLvL = 0)⊤¾À¿ ¹¸ÊÌ» Â»¾»¶ Å
WR

2 = (ρR,ρRuR,ρRvR)⊤»Ã ¿¶»¶¹½ ¸À¶ »Ì¶ ÃÃ¿ºÀÃÄ zºÇ ¾»
x = 0±

È
ÉÀ »¶¹½ Â ÃË »Ì¶ Ä¾¹¸¾ÍÁ¶

Y = (ρ,u,v)⊤
Å »Ì¶ ¶¸Ê¶ÀÄ¾Áº¶Â ¾À¿ »Ì¶ ¹¸ÊÌ» ¶¸Ê¶ÀÄ¶·»Ã¹Â ÃË »Ì¶ ÂÆÂ»¶½

ÏÕ È4ÐÒ ÏÕ ÈëÐ ¾¹¶ Ö
λ1 = u − c, r⊤1 = (ρ, − c,0)

λ2 = u, r⊤2 = (0,0,1)

λ3 = u + c, r⊤3 = (ρ,c,0)*Ì¶ ÂºÍÂÆÂ»¶½ ÏÏÕ È4Ð ÅÏÕ ÈðÐÐ Ì¾Â Í ¶¶À Í¹¸¶zÆ ¿¶Â·¹¸Í ¶¿ ¾Í ÃÄ¶ È +¶ Â¶»
u∗ ¾À¿

ρ∗
»Ì¶ ¸À»¶¹½ ¶¿¸¾»¶

Â»¾»¶Â ËÃ¹
u

¾À¿
ρ
Í ¶»a¶¶À »Ì¶ »aÃ a¾Ä¶Â

λ1
¾À¿

λ3
¾Â ¿¶Â·¹¸Í ¶¿ Í ¶ÁÃa ËÃ¹ »Ì¶ ÂÆÂ»¶½ ÏÕ ÈîÐ È +¶ Â¶»

v∗1
Ï¹¶Â¼ ¶·»¸Ä¶ÁÆ

v∗2
Ð »Ì¶ ¸À»¶¹½ ¶¿¸¾»¶ Â»¾»¶ ËÃ¹

v
Í ¶»a¶¶À

λ1
¾À¿

λ2
Ï¹¶Â¼ ¶·»¸Ä¶ÁÆ Í ¶»a¶¶À

λ2
¾À¿

λ3
Ð ÏÂ¶¶ ÔÊº¹¶ ÏÕ ÈÕÐÐ

λ= λ=

λ=

U−C

U+C

ρ*

U

ρ

v

v

v
L

R

*
2

Lu

u

u

*

ρ
RL

R

v

u

ρ*

*

*
1

t

x

ÊËÌ Í Õ ÈÕ ± ×Ç sîtÒ îÕuÓsî ÏsÓsîÏ r Èt
uØ ρ

ÓÇÕ
v

{Ã·ºÂ¸ÀÊ ÃÀ »Ì¶ Ä¾¹¸¾ÍÁ¶
v
Å a¶ ÃÍÂ¶¹Ä¶ »Ì¾» »Ì¹ÃºÊÌ »Ì¶ Ô¹Â» ¾À¿ »Ì¸¹¿ a¾Ä¶Â

[v] = 0
¾À¿ »Ì¾»

v¸Â ¾ � ¸¶½ ¾ÀÀ ¸ÀÄ¾¹¸¾À» ÃË »Ì¶ Ô¹Â» ¾À¿ »Ì¸¹¿ Ô¶Á¿ È l ¶À·¶ »Ì¶ ÂÃÁº»¸ÃÀ ËÃ¹
v
¸Â Å

v∗1 = vL
¾À¿

v∗2 = vR
Å

¾À¿ ÂÃ Ö

v(x/t; WL
2 ,WR

2 ) =





vL = 0
Å ¸Ë

x/t < u∗

vR
Å ¸Ë

x/t > u∗

ð2
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+¶ ¾ÂÂº½ ¶ Ë¹Ã½ ÀÃa »Ì¾» »Ì¶ îÒa¾Ä¶ ¿Ã¶Â ÀÃ» ·Ã¸À·¸¿¶ a ¸»Ì

x/t = 0
È . Â ¾ ·ÃÀÂ¶Îº¶À·¶ »Ì¶

ρv
Ò

·Ã½¼ÃÀ¶À» ÃË »Ì¶ ÃÃ¿ºÀÃÄ zºÇ ¾»
x/t = 0

¸Â Ö

(ρuv)(x/t = 0;WL
2 ,WR

2 ) =





(ρu)(x/t = 0)vL = 0
Å ¸Ë

u∗ > 0

(ρu)(x/t = 0)vR
Å ¸Ë

u∗ < 0

b Ë ·Ãº¹Â¶ Å ¸À Ê¶À¶¹¾Á
vR 6= 0

Å ÂÃ »Ì¾»
FGod(x = 0−)

¸Â ÀÃ» ¾Áa¾ÆÂ ÀºÁÁ ¸Ë
u∗ < 0

È *ÌºÂ »Ì¸Â
¸À»¶¹Ë¾·¶ ½ Ã¿¶Á ¿Ã¶Â ÀÃ» ¹¶Â¼ ¶·» »Ì¶ Ï/xy Ð Å aÌ¸·Ì ¹¶ÂºÁ»Â ¸À »Ì¶ Ë¾·» »Ì¾»

v
a ¸ÁÁ ÀÃ» ¹¶½ ¾¸À f¶¹Ã ¸À

»Ì¶ ÃÀ¶Ò¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ¿Ã½ ¾¸À È

× s ÒÙÏs swÙÏ Ñî tîÚ îÔsîÕ ur ÈÇ î ÓuÒÏ Ós ÔÈÒÐ ÙsuÇv sw î ÏÈqÙsuÈÇÏ uÇ sw î ÛÅ ÔÈÒÐ ÙsÓsuÈÇÓq ÕÈÒ ÓuÇ
Üusw Ó ÝÅ Óqv ÈtuswÒ ÓÇÕ Ó tÓÜ Èr Ôîq qÏ È
� �� �� ½ ��� �����¾Þ���Þ� ��� ����� �� ����¾Ö��� �����

{ÃÁÁÃa ¸ÀÊ cêê d a¶ ¸À»¹Ã¿º·¶ Ì¶¹¶ ¾ À¶a Ä¾¹¸¾ÍÁ¶ aÌ¸·Ì ¿¸Â»¸ÀÊº¸ÂÌ¶Â »Ì¶ »aÃ ¿Ã½ ¾¸ÀÂ ¾À¿ ¿Ã¶Â
ÀÃ» ¿¶¼ ¶À¿ ÃÀ »¸½ ¶

t
Å

z(x,y,t) =





0
¸Ë

x < 0

1
¸Ë

x > 0

+¶ ÀÃa ·ÃÀÂ¸¿¶¹ »Ì¶ ËÃÁÁÃa ¸ÀÊ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ½ Ã¿¶Á Ö

∂t (z) = 0
ÏÕ È,Ð

∂t (ρ) + ∂x (ρu) = 0
ÏÕ È2Ð

∂t (ρu) + ∂x

(
ρu2 + P

)
= 0

ÏÕ Èè-Ð
∂t (v) + zu∂x (v) = 0

ÏÕ ÈèèÐ
a ¸»Ì ¸À ¸»¸¾Á ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀ

v(x,y,t = 0) = 0
ËÃ¹ ¾ÁÁ

x < 0
È +¶ ÀÃ»¶ »Ì¾» ÏÕ ÈèèÐ ¶À¾ÍÁ¶Â »Ã ¹¶»¹¸¶Ä¶

∂t (v) = 0

ÃÀ »Ì¶ Á¶Ë» Ì¾À¿ Â¸¿¶ ¾À¿
∂t (v) + u∂x (v) = 0

ÃÀ »Ì¶ ¹¸ÊÌ» Ì¾À¿ Â¸¿¶ ÒaÌ¸·Ì Ï»Ì¾Àï Â »Ã ÏÕ È2ÐÐ Å ¸Â ¶Îº¸Ä¾Á¶À» »Ã ÏÕ ÈëÐÒ È
| Â¸ÀÊ »Ì¶ Â¶» ÃË Ä¾¹¸¾ÍÁ¶Â

Y ⊤ = (z,ρ,u,v)
»Ì¶ ¶¸Ê¶ÀÄ¾Áº¶Â ¾À¿ »Ì¶ ¹¸ÊÌ» ¶¸Ê¶ÀÄ¶·»Ã¹Â ÃË »Ì¶ ÂÆÂ»¶½

ÏÕ È,ÐÒ ÏÕ ÈèèÐ ¾¹¶ Ö
λ1 = 0, r⊤1 = (1,0,0,0)

λ2 = u − c, r⊤2 = (0,ρ, − c,0)

λ3 = u + c, r⊤3 = (0,ρ,c,0)

λ4 = zu, r⊤4 = (0,0,0,1)
*Ì¶ Ô¶Á¿Â è ¾À¿ ê ¾¹¶ Á¸À¶¾¹ÁÆ ¿¶Ê¶À¶¹¾»¶¿ aÌ¸Á¶ »Ì¶ Ô¶Á¿Â î ¾À¿ Õ ¾¹¶ Ê¶Àº¸À¶ÁÆ ÀÃÀÒÁ¸À¶¾¹ È

ë-
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) Ã¹¶ÃÄ¶¹ a¶ ·¾À a ¹¸»¶ »Ì¶ ß ¾Àï ¸À¶ÒlºÊÃÀ¸Ã» ¹¶Á¾»¸ÃÀÂ ËÃ¹ ¾ ÂÌÃ·ï a ¸»Ì ÇÈÇàá îtÈ Â¼ ¶¶¿

σ
Ö





−σ[z] = 0
−σ[ρ] + [ρu] = 0
−σ[ρu] + [ρu2 + P ] = 0{

−σ[v] = 0
¸Ë

σ < 0
−σ[ρv] + [ρuv] = 0

¸Ë
σ > 0

{Ã¹
σ = 0

Å ÃÀ¶ Ì¾Â
[ρu] = [ρu2+P ] = 0

Å ¾À¿
z
½¾Æ }º½¼ È l Ãa¶Ä¶¹ Å ß ¾Àï ¸À¶ÒlºÊÃÀ¸Ã» ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀÂ ÃÀ

»Ì¶ »¹¾ÀÂÄ¶¹Â¶ ·Ã½¼ÃÀ¶À» ¾¹¶ ºÀ¿¶ÔÀ¶¿ È ÉÀ »Ì¾» ·¾Â¶ Å »Ì¶ èÒÔ¶Á¿ aÃº Á¿ ·Ã¸À·¸¿¶ a ¸»Ì ¾ Ê¶Àº¸À¶ÁÆ
ÀÃÀ Á¸À¶¾¹ Ô¶Á¿ È

*Ì¶ ß ¾Àï ¸À¶ÒlºÊÃÀ¸Ã» ¹¶Á¾»¸ÃÀÂ ¸½¼ÁÆ »Ì¾» ¸À ¾ ÂÌÃ·ï
[z] = 0

¸Ë ¾À¿ ÃÀÁÆ ¸Ë
σ 6= 0

Å »Ì¾» ¸Â ¸À »Ì¶
îÒÂÌÃ·ï Å ÕÒÂÌÃ·ï ¾À¿ êÒa¾Ä¶Â È {Ã¹

σ > 0
Å »Ì¶ ¾Í ÃÄ¶ ÂÆÂ»¶½ ¼¹ÃÄ¸¿¶Â »Ì¶ ¶Îº¾»¸ÃÀ Ö

ρ(u − σ)[v] = 0
ÏÕ ÈèîÐ

*ÌºÂ Å ¸Ë
σ > 0

Å
[v] = 0

¸À »Ì¶ îÒÂÌÃ·ï Ã¹ ÕÒÂÌÃ·ï a¾Ä¶Â Â¸À·¶
σ 6= ρu/ρ

È ÉË a¶ ËÃ ·ºÂ ÃÀ »Ì¶ êÒa¾Ä¶
Ï·ÃÀ»¾·» a¾Ä¶Ð ¼¹Ã¼¾Ê¾»¸ÀÊ ¸À »Ì¶ ¹¶Ê¸ÃÀ

x > 0
Å a¶ ¹¶»¹¸¶Ä¶ »Ì¶ »¹¸Ä¸¾Á ÂÃÁº»¸ÃÀ

σ = u
aÌ¸·Ì ¼¹ÃÒ

Ä¸¿¶Â ÀÃ ·ÃÀÂ»¹¾¸À» ËÃ¹
v
È bÀ »Ì¶ Ã»Ì¶¹ Â¸¿¶ Å ¸Ë

σ < 0
Å »Ì¶ ¹¶Á¾»¸ÃÀ −σ[v] = 0

¾ÁÂÃ ¸½¼Á¸¶Â »Ì¾»
[v] = 0

È
*Ì¶ ÂºÍÂ¶» ÏÏÕ È2Ð ÅÏÕ Èè-ÐÐ ¸ÀÄÃÁÄ¶Â

u
¾À¿

ρ
¾À¿ ¸Â »Ì¶ ·Á¾ÂÂ¸·¾Á ÃÀ¶ ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ¸Â¶À»¹Ã¼¸· ðºÁ¶¹

½ Ã¿¶Á aÌ¸·Ì Ê¸Ä¶Â »Ì¶ ÂÃÁº»¸ÃÀ
(u∗,ρ∗)

ÏÂ¶¶ ÔÊº¹¶ ÏÕ ÈÕÐ ¾À¿ Â¶·»¸ÃÀ î Èî ÈÕÐ È *Ì¶ ß ¸¶½ ¾ÀÀ ¸ÀÄ¾¹¸¾À»Â
ÃË »Ì¶ ÂÆÂ»¶½ ¾¹¶ Ö

IR1 = {ρ,u,v}

IR2 = {z,v,u + g(ρ)}

IR3 = {z,v,u − g(ρ)}

IR4 = {z,ρ,u}x¸À·¶ »Ì¶ Ô¹Â» Ô¶Á¿ ¸Â Á¸À¶¾¹ÁÆ ¿¶Ê¶À¶¹¾»¶¿ ¾À¿ Â¸À·¶
z

¸Â ¼¹¶Â¶¹Ä¶¿ »Ì¹ÃºÊÌ »Ì¶ îÒa¾Ä¶ Å »Ì¶
ÕÒa¾Ä¶ ¾À¿ »Ì¶ êÒa¾Ä¶ Ö

z(x,y,t) =

{
zR = 1

¸Ë
x > 0

zL = 0
¸Ë

x < 0x¸À·¶
v

¸Â ¼¹¶Â¶¹Ä¶¿ »Ì¹ÃºÊÌ »Ì¶ èÒa¾Ä¶ Å »Ì¶ îÒa¾Ä¶ ¾À¿ »Ì¶ ÕÒa¾Ä¶ Ö

v(x/t = 0−) = vL = 0

v(x/t = 0+) =

{
v− = vL

¸Ë
λ4 > 0

vR
¸Ë

λ4 ≤ 0
+¶ ¶½¼Ì¾Â¸f¶ »Ì¾» »Ì¶ êÒ·ÃÀ»¾·» a¾Ä¶ ·¾ÀÀÃ» »¹¾Ä¶Á »Ã »Ì¶ Á¶Ë» ¿Ã½ ¾¸À Í ¶·¾ºÂ¶

z(x < 0,y,t) = 0
È

*Ì¸Â Á¶¾¿Â »Ã »Ì¶ Àº½ ¶¹¸·¾Á zºÇ ÃÀ »Ì¶
ρv

Ò·Ã½¼ÃÀ¶À» Ö
± ¸Ë

u∗ > 0
Ö

(ρuv)(x/t = 0−) = 0

(ρuv)(x/t = 0+) = 0

ëè
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± ¸Ë

u∗ < 0
Ö

(ρuv)(x/t = 0−) = 0

(ρuv)(x/t = 0+) = (ρu)(x/t = 0)vRx¸À·¶
(ρuv)(x/t = 0−)

¸Â ¾Áa¾ÆÂ ÀºÁÁ Å »Ì ¸Â ½ Ã¿¶Á ¹¶Â¼ ¶·»Â »Ì¶ Ï/xy Ð È
®�¯©£â ã äÇ uÒÐÈtsÓÇs Ð ÈuÇs sÈ Ñî åÙÈsîÕ uÏ swÓs Ü î ÈÑsÓuÇ sw î ÏÓÒ î ÕuÏÔtîsî æ Ùç îÏ ÙÏuÇv sw î
èÈÕ qîÜÏéuàêÓëuÓts Ò îsw ÈÕ ìíîï Øìíðï Ü usw æ Ùç îÏ É

fL =




ρu
ρu2 + P

0


 ÓÇÕ

fR =




ρu
ρu2 + P

ρuv




®�¯©£â ñ òî Ôw îÔé ÇÈÜ sw î ÔÈÇ suÇÙusó Èr
(ρuv)(x/t = 0±) Üusw tîÏÐ îÔs sÈ

u∗ Ós
u∗ = 0 ô ÎwuÏ uÏ

uÒÐÈtsÓÇs r Èt sw î ÏsÓÑuqusó Èr ÔÓÏîÏ ÜwuÔw uÇëÈqëî ÏsÓsîÏ Ós tîÏs ÓtÈÙÇÕ sw î uÇ sîtr ÓÔîô õr ÔÈÙtÏîØ Ü î
ÓqÜ ÓóÏ wÓëî

(ρuv)(x/t = 0−) = 0 ÜwÓsîëît u∗ uÏ ô ö îÇÔîÉ
lim

u∗→0−
(ρuv)(x/t = 0−) = 0 = lim

u∗→0+
(ρuv)(x/t = 0−)

òî r ÈÔÙÏ ÇÈÜ ÈÇ
(ρuv)(x/t = 0+) ô ÷ utÏs Èr Óq qØ Ü î wÓëî É

lim
u∗→0+

(ρuv)(x/t = 0+) = 0

òî îëîÇsÙÓq qó ÜÓÇs sÈ Ð tÈëî swÓs
limu∗→0−(ρuv)(x/t = 0+) = 0 ô ÷Èt swÓs Ð ÙtÐ ÈÏî Ü î Ç îîÕ sÈ

uÇ stÈÕÙÔî Ó Ç îÜ ëÓtuÓÑqî
q
ÓÇÕ usÏ v ÈëîtÇuÇv îåÙÓsuÈÇ É

∂t (ρq) + ∂x (ρuq) = 0

Îw î îuv îÇëÓqÙ î ÓÏÏÈÔuÓsîÕ Üusw swuÏ Ç îÜ quÇ îÓtqó Õîv îÇ îtÓsîÕ Æ îqÕ uÏ
λ5 = u ÜwuÔwØ ÙÇquéî λ4 = zuØÔÓÇ Ñî À¶Ê¾»¸Ä¶ ô ÎwuÏ Ü uq q îÇÓÑqî sÈ Æ ÇÕ sw î quÒ us Èr

(ρuv)(x/t = 0+) Üw îÇ u∗ sîÇÕÏ sÈÜÓtÕÏ 0− ôÎwuÏ Ç îÜ ëÓtuÓÑqî
q
ÓÇÕ usÏ v ÈëîtÇ uÇv îåÙÓsuÈÇ ÕÈ ÇÈs ÔwÓÇv î sw î ÏstÙÔsÙtî Èr sw î ÏÈqÙ suÈÇ r Èt

z Ø ρØ
u

ÓÇÕ
v ô ø uÇÔî u

ÈÇ qó ëÓtuîÏ swtÈÙvw sw î ÝàÜÓëî ÓÇÕ sw î íàÜÓëîØ ÓÇÕ ÏuÇÔî
λ5 = u∗ Ø Ü î wÓëî É

lim
λ5→0−

u(x/t = 0) = lim
λ5→0−

u(x/t = 0−) = lim
λ5→0−

u∗ = 0

w îÇÔîØ
lim

u∗→0−
(ρuv)(x/t = 0+) = 0

� �� �ù ½ �����¾Þ���Þ� ��� ����� �� ����� �� ��� ����¾Ö���
+¶ Â»¸ÁÁ ºÂ¶ Ö

z =

{
0
¸Ë

x < 0
1
¸Ë

x > 0+¶ ·ÃÀÂ¸¿¶¹ »Ì¶ ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ½ Ã¿¶Á Ö
∂t (z) = 0

ÏÕ ÈèÕÐ
∂t (ρ) + ∂x (ρu) = 0

ÏÕ Èèê Ð
∂t (ρu) + ∂x

(
ρu2 + P

)
= 0

ÏÕ Èè4Ð
∂t (ρv) + ∂x (zρuv) = 0

ÏÕ ÈèðÐ
ëî
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ÉÀ »Ì¶ ¹¸ÊÌ» ¹¶Ê¸ÃÀ Ï

x/t > 0
Ð ÃÀ¶ ¹¶·ÃÄ¶¹Â »Ì¶ ¼¹Ã} ¶·»¸ÃÀ ÃË »Ì¶ ½ Ã¿¶Á ÏÕ ÈÕÐ È {Ã¹ Ï

x/t < 0
Ð Å

ÏÕ Èè4Ð ¹¶¾¿Â
∂t (ρv) = 0

Å ¾À¿ ·¾À Í ¶ ¸À»¶Ê¹¾»¶¿ Å aÌ¸·Ì ¼¹ÃÄ¸¿¶Â
ρv(x < 0,t > 0) = 0

Â¸À·¶
v(x < 0,t = 0) = 0

È bÀ¶ »ÌºÂ ·Á¶¾¹ÁÆ ¹¶»¹¸¶Ä¶Â »Ì¶ ÃÀ¶¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ½ Ã¿¶Á
v(x < 0,t > 0) = 0ËÃ¹ ¼ ÃÂ¸»¸Ä¶ ¿¶ÀÂ¸»¸¶Â ÏÄ¾·ºº½ Ã··º¹¹¶À·¶ ¸Â Í ¶ÆÃÀ¿ »Ì¶ Â·Ã¼ ¶ ÃË Ãº¹ ¾¼¼¹Ã¾·Ì Ð È

ÉÀ »¶¹½ Â ÃË »Ì¶ ÀÃÀÒ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ Ä¾¹¸¾ÍÁ¶Â
Y ⊤ = (z,ρ,u,ρv)

Å »Ì¶ ¶¸Ê¶ÀÄ¾Áº¶Â ¾À ¶¸Ê¶ÀÄ¶·»Ã¹Â ÃË
»Ì¶ 3¾·ÃÍ¸¾À ½ ¾»¹¸Ç ¾ÂÂÃ·¸¾»¶¿ »Ã »Ì¶ ÂÆÂ»¶½ ÏÕ ÈèÕÐÒ ÏÕ ÈèðÐ ¾¹¶ Ö

λ1 = 0, r⊤1 = (z,0,0, − ρv)

λ2 = u − c, r⊤2 = (0,ρ, − c, −ρvcz
(u−c)−uz )

λ3 = u + c, r⊤3 = (0,ρ,c, ρvcz
(u+c)−uz )

λ4 = zu, r⊤4 = (0,0,0,1)

*Ì¶ Ô¹Â» ¾À¿ ËÃº¹»Ì Ô¶Á¿Â ¾¹¶ Á¸À¶¾¹ÁÆ ¿¶Ê¶À¶¹¾»¶¿ aÌ¸Á¶ »Ì¶ Â¶·ÃÀ¿ ¾À¿ »Ì¸¹¿ Ô¶Á¿Â ¾¹¶ Ê¶Àº¸À¶ÁÆ
ÀÃÀÒÁ¸À¶¾¹ È 3º½¼ ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀÂ ¾¹¶ ºÀ¸Îº¶ÁÆ ¿¶ÔÀ¶¿ È

.À ¸½¼Ã¹»¾À» ¼ Ã¸À» »Ã Í ¶ ÎºÃ»¶¿ ¸Â »Ì¾» »Ì¶ ÂºÍÂ¶» ÃË ¶Îº¾»¸ÃÀÂ ÏÕ Èèê ÐÒ ÏÕ Èè4Ð ¿Ã¶Â ÀÃ» ¿¶¼ ¶À¿
ÃÀ

z
Ã¹

v
È *ÌºÂ »Ì¶ ÂÃÁº»¸ÃÀ ÃË ¾ ß ¸¶½ ¾ÀÀ ¼¹ÃÍÁ¶½ ËÃ¹ ÏÕ ÈèÕÐÒ ÏÕ ÈèðÐ a ¸ÁÁ Ê¸Ä¶ ËÃ¹ »Ì¶ ¼¾¸¹

(ρ,u)»Ì¶ Â¾½ ¶ ÂÃÁº»¸ÃÀ ¾Â »Ì¶ ß ¸¶½ ¾ÀÀ ¼¹ÃÍÁ¶½ ËÃ¹ »Ì¶ ÂÃÁ¶ ¶Îº¾»¸ÃÀÂ ÏÕ Èèê ÐÒ ÏÕ Èè4Ð aÌ¶À ·ÃÀÂ¸¿¶¹¸ÀÊ
»Ì¶ Â¾½ ¶ ¸À¸»¸¾Á ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀ ËÃ¹

ρ
¾À¿

u
ÏÂ¶¶ Â¶·»¸ÃÀ

2.2.3
Ð È l ¶À·¶ Å a¶ ËÃ ·ºÂ ÀÃa ÃÀ »Ì¶ »¹¾ÀÂÄ¶¹Â¶

·Ã½¼ÃÀ¶À» ÃË »Ì¶ zºÇ È
+¶ Ô¹Â» ·ÃÀÂ¸¿¶¹ »Ì¶ ß ¾Àï ¸À¶ÒlºÊÃÀ¸Ã» ¹¶Á¾»¸ÃÀ »Ì¹ÃºÊÌ »Ì¶ Ô¹Â» a¾Ä¶ È +¶ Ì¾Ä¶ Ö

[ρuzv] = 0
¾À¿

[ρu] = 0

aÌ¸·Ì ¸½¼Á¸¶Â Ö
[zv] = 0

ÏÕ ÈèëÐ
ÏºÀÁ¶ÂÂ

(ρu)(x = 0,t > 0) = 0
Å aÌ¸·Ì ¿Ã¶Â ÀÃ» ½ Ã¿¸ËÆ »Ì¶ ·ÃÀ·ÁºÂ¸ÃÀÂÐ È *Ì¶ ÃÀÁÆ ß ¸¶½ ¾ÀÀ ¼¹ÃÍÁ¶½ Â

»Ì¾» ¾¹¶ ¹¶Á¶Ä¾À» ËÃ¹ Ãº¹ ¼º¹¼ ÃÂ¶ ¾¹¶ »ÌÃÂ¶ ËÃ¹ aÌ¸·Ì ¹¸ÊÌ» ¾À¿ Á¶Ë» Â»¾»¶Â ·Ã½¼ÁÆ a ¸»Ì Ö

zL = 0
¾À¿

zR = 1
¾À¿

vL = 0

+ ¸»Ì »Ì¸Â ¸À ¸»¸¾Á ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀ Å ÏÕ ÈèÕÐ ¶À¾ÍÁ¶Â »Ã ¹¶»¹¸¶Ä¶
z(x < 0,t > 0) = 0

¾À¿
z(x > 0,t > 0) = 1

È
. ÂÂº½ ¸ÀÊ »Ì¾» ÀÃ ¹¶ÂÃÀ¾À·¶ ¼Ì¶ÀÃ½ ¶ÀÃÀ Ã··º¹Â Å »Ì¶ ¶Îº¾»¸ÃÀ ÏÕ ÈèëÐ ¸½¼Á¸¶Â »Ì¾» »Ì¶ »¹¾ÀÂÄ¶¹Â¶
Ä¶ÁÃ ·¸»Æ ¾»

x/t = 0+ ¸Â Ö
v+ = 0

l ¶À·¶ »Ì¶ »¹¾ÀÂÄ¶¹Â¶ zºÇ ¾»
x/t = 0+ ËÃ¹ Âº·Ì ß ¸¶½ ¾ÀÀ ¼¹ÃÍÁ¶½ Â ¸Â Ö

(ρuzv)+ = (ρuv)+ = 0
ÏÕ Èè,Ð

+¶ ½ ¾Æ ¹¶»¹¸¶Ä¶ »Ì¸Â Â¸½¼ÁÆ ·ÃÀÂ¸¿¶¹¸ÀÊ Ö
[ρuzv] = 0

Å aÌ¸·Ì Ê¸Ä¶Â
(ρuzv)+ − (ρuzv)− = 0

Ã¹
(ρuzv)+ = (ρuv)+ = 0

È +¶ ¿Ã ÀÃ» À¶¶¿ »Ã ¾ÂÂº½ ¶ »Ì¾»
v− = 0

»Ã ÃÍ»¾¸À »Ì¶ ¹¶Á¾»¸ÃÀ ÏÕ Èè,Ð È
x¸À·¶

z− = 0
Å a¶ Ì¾Ä¶ ÀÃ ¸ÀËÃ¹½ ¾»¸ÃÀ ÃÀ »Ì¶ p»¹¾ÀÂÄ¶¹Â¶ zºÇ p

(ρuv)
¾»

x/t = 0−
aÌ¶À ËÃ·ºÂ¸ÀÊ

ÃÀ »Ì¶ Ô¹Â» a¾Ä¶ È +¶ ·¾À ÃÀÁÆ ·ÃÀ·Áº¿¶ »Ì¾»
(ρuzv)− = 0

È ÉÀ Ã¹¿¶¹ »Ã ¹¶·ÃÄ¶¹ ¹¶Á¶Ä¾À» ¸ÀËÃ¹½ ¾»¸ÃÀ Å
a¶ À¶¶¿ »Ã ·ÃÀÂ¸¿¶¹ »Ì¶ Ì¾ÁË ¼ Á¾À¶

x/t < 0
È *Ì¶ ÃÀÁÆ a¾Ä¶Â aÌ¸·Ì ·¾À ¿¶Ä¶ÁÃ¼ ¸À »Ì¶ ¿Ã½ ¾¸À

ëÕ
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x/t < 0

¾¹¶ »Ì¶ »aÃ Ê¶Àº¸À¶ÁÆ ÀÃÀÒÁ¸À¶¾¹ a¾Ä¶Â ¾ÂÂÃ·¸¾»¶¿ a ¸»Ì
λ2

¾À¿
λ3

È x¸À·¶
z(x/t < 0) = 0

Å
»Ì¶ ¶Îº¾»¸ÃÀ ÏÕ ÈèðÐ ¹¶¾¿Â Ö

∂t (ρv) = 0, ∀(x/t) < 0
l ¶À·¶ Å ¸Ë a¶ ¾ÂÂº½ ¶ »Ì¾» »Ì¶ Á¶Ë» »¹¾ÀÂÄ¶¹Â¶ Ä¶ÁÃ ·¸»Æ ¸À »Ì¶ ¸À¸»¸¾Á ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀ ÃË »Ì¶ ß ¸¶½ ¾ÀÀ ¼¹ÃÍÁ¶½
¸Â

vL = 0
Å ¾À¿ »ÌºÂ »Ì¾»

ρLvL = 0
Å a¶ ÃÍ»¾¸À

(ρv)− = 0
È +¶ ·¾À ·ÃÀ·Áº¿¶ »Ì¾» »Ì¶ »¹¾ÀÂÄ¶¹Â¶ zºÇ

¾»
x/t = 0−

¸Â Ö
(ρuv)− = 0

ÏÕ Èè2Ð
*Ì¸Â ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ½ Ã¿¶Á »ÌºÂ ¹¶Â¼ ¶·»Â »Ì¶ Ï/xy Ð ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀ ¸À »Ì¶ Ë¹¾½ ¶ ÃË ¾ ß ¸¶½ ¾ÀÀ

¼¹ÃÍÁ¶½ a ¸»Ì ·Ã¹¹¶·» ¸À ¸»¸¾Á ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀ
vL = 0

È

ëê
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^ ~ú ûü¼�¸µ»º� �»´�¼�� º¶� ¸��ü�·�

. ÁÁ ½ ¶»ÌÃ¿Â ¿¶Â·¹¸Í ¶¿ Ì¶¹¶¸À ¹¶ÁÆ ÃÀ »Ì¶ { ¸À ¸»¶ ýÃÁº½ ¶ ½ ¶»ÌÃ¿ ÏÂ¶¶ cîëdÐ È ÉÀÂ»¶¾¿ ÃË ºÂ¸ÀÊ
»Ì¶ ¶Ç¾·» ÃÃ¿ºÀÃÄ Â·Ì¶½ ¶ Å a¶ ¾¼¼ÁÆ Ì¶¹¶¸À ËÃ¹ »Ì¶ ¾¼¼¹ÃÇ¸½ ¾»¶ ÃÃ¿ºÀÃÄ Â·Ì¶½ ¶ ý{ß Ã¶ÒÀ·Ä
¸À»¹Ã¿º·¶¿ ¸À cèðd Å ºÂ¸ÀÊ »Ì¶ ÀÃÀ ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ Ä¾¹¸¾ÍÁ¶

Y ⊤ = (ρ,u,v)
È +¶ ¹¶Â»¹¸·» Ì¶¹¶ »Ã »Ì¶ ÂÃÒ

·¾ÁÁ¶¿ pÔ¹Â»ÒÃ¹¿¶¹ p Â·Ì¶½ ¶ È+¾ÁÁ Í ÃºÀ¿¾¹Æ ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀÂ ¾¹¶ ¾··ÃºÀ»¶¿ ËÃ¹ ÍÆ ºÂ¸ÀÊ »Ì¶ Â»¾À¿¾¹¿ ½ ¸¹¹Ã¹
¾¼¼¹Ã¾·Ì È Ïcèðd ¾À¿ cÕëdÐ È

� �ù �� ��� ������������� ������
þ� ¥¦©£¡� ¯ �¡

*Ì¶ ¾Í ÃÄ¶ ½ ¶»ÌÃ¿ a ¸ÁÁ Í ¶ »¶Â»¶¿ ÃÀ ¾ ¿Ã½ ¾¸À ·Ã½¼ÃÂ¶¿ ÃË ¾ ¼¸¼ ¶ ·ÃÀÀ¶·»¶¿ »Ã »Ì¶ ½ ¸¿¿Á¶ ÃË
»Ì¶ Á¶Ë» Â¸¿¶ Ï

x = 0
Ð ÃË ¾ ÂÎº¾¹¶¿ »¾Àï È *Ì¶ ¼¸¼ ¶ ¸Â î ºÀ¸» ÁÃÀÊ ¾À¿

h0 = 2
21

ºÀ¸» Ì¸ÊÌ m »Ì¶ Â¸¿¶Â ÃË
»Ì¶ »¾Àï ¾¹¶ î ºÀ¸» ÁÃÀÊ È *Ì¶ ¸À¸»¸¾Á ½ ¶ÂÌ ÏÂ¶¶ ÔÊ ÖÏÕ Èê ÐÐ ·ÃÀ»¾¸ÀÂ

21× 21
¹¶ÊºÁ¾¹ ÂÎº¾¹¶ ·¶ÁÁÂ ¸À »Ì¶

»¾Àï ¾À¿ î è ·¶ÁÁÂ ¸À »Ì¶ ¼¸¼ ¶ È l ¶À·¶ ¾ÁÁ »Ì¶ ·¶ÁÁÂ ÃË »Ì¸Â ¸À ¸»¸¾Á ½ ¶ÂÌ ¾¹¶ ÂÎº¾¹¶Â ÃË »Ì¶ Â¾½ ¶ Â¸f¶
h0 = 2

21

È

X-Axis

X-Axis

Y-Axis

-2 -1 0 1 2

-2 -1 0 1 2

-1

-0.5

0

0.5

1

-1

-0.5

0

0.5

1

ÊËÌ Í Õ Èê ± Îw î ÔÈÓtÏî Ò îÏw

ÿ¦¡�¢�¦  ¦¬ ¢� � ¢�£¬©¥�
*aÃ ¿¸e ¶¹¶À» ¼ ÃÂ¸»¸ÃÀÂ ËÃ¹ »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶

xinterf = {0, − 5h0}
Å aÌ¶¹¶

h0
¸Â »Ì¶ ¿¸¾½ ¶»¶¹ ÃË »Ì¶

¼¸¼ ¶ Å ¾¹¶ ºÂ¶¿ »Ã ¿¶ÔÀ¶ »Ì¶ Í ÃºÀ¿¾¹Æ Í ¶»a¶¶À ÃÀ¶Ò ¾À¿ »aÃÒ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ¿Ã½ ¾¸ÀÂ ÃÀ »Ì¶ ¸À¸»¸¾Á
½ ¶ÂÌ ÏÂ¶¶ ÔÊ ÖÏÕ È4ÐÐ È *Ì¾» ¸Â Å »Ì¶ ¿Ã½ ¾¸À ÃÀ »Ì¶ Á¶Ë» ÃË

x = xinterf
¸Â »Ì¶ ÃÀ¶Ò¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ¿Ã½ ¾¸À

¾À¿ »Ì¶ ¿Ã½ ¾¸À ÃÀ »Ì¶ ¹¸ÊÌ» ¸Â »Ì¶ »aÃÒ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ¿Ã½ ¾¸À È

� �¡ £�� �¯� ¢
+¶ ºÂ¶ »Ì¹¶¶ Á¶Ä¶ÁÂ ÃË ¹¶ÔÀ¶½ ¶À» È *Ì¶ ·¶ÁÁÂ ÃË »Ì¶ »aÃÒ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ¿Ã½ ¾¸À ¾¹¶ ¹¶Â¼ ¶·»¸Ä¶ÁÆ ·º»

¸À»Ã î Å ê ¾À¿ , ¸À ¶¾·Ì ¿¸¹¶·»¸ÃÀ È *Ì¶ ÃÀ¶Ò¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ¿Ã½ ¾¸À ·¶ÁÁÂ ¾¹¶ ¹¶Â¼ ¶·»¸Ä¶ÁÆ ·º» ¸À»Ã î Å ê ¾À¿
, ¸À »Ì¶

x
¿¸¹¶·»¸ÃÀ ÏÂ¶¶ ÔÊ ÖÏÕ È4ÐÐ È *Ì¶ Á¾Â» ·¶ÁÁ ÃÀ »Ì¶ ¹¸ÊÌ» Â¸¿¶ ÃË »Ì¶ ÃÀ¶Ò¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ¿Ã½ ¾¸À »ÌºÂ

Ì¾Â ê Å 4 Å ë ¾À¿ èè ¶¿Ê¶Â Å ¿¶¼ ¶À¿¸ÀÊ ÃÀ »Ì¶ ½ ¶ÂÌ Á¶Ä¶Á ¹¶ÔÀ¶½ ¶À» È *Ì¶ ÔÀ¶Â» Ê¹¸¿ ¾¼¼¹ÃÇ ¸½ ¾»¶ÁÆ
·ÃÀ»¾¸ÀÂ

30000
ÀÃ¿¶Â È

ë4
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X-Axis

X-Axis

Y-Axis

-2 -1 0 1 2

-2 -1 0 1 2

-1

-0.5

0

0.5

1

-1

-0.5

0

0.5

1

ÊËÌ Í Õ È4 ± �ç ÓÒÐ qî Èr Ò îÏw r Èt
xinterf = −5h0

ÓÇÕ r Èt sw î Æ tÏs qîëîq Èr tîÆ Ç îÒ îÇs
� �ù �� ������ � ���������� ��� ��Â ��¾�����¾�

+¶ ·ÃÀÂ¸¿¶¹ Ì¶¹¶¸À ¾ ß ¸¶½ ¾ÀÀ ¼¹ÃÍÁ¶½ ¿¶¹¸Ä¶¿ Ë¹Ã½ »Ì¶ ÂÌÃ·ï »ºÍ ¶ ¶Ç¼ ¶¹¸½ ¶À» È . Â ¸À ¸»¸¾Á
·ÃÀ¿¸»¸ÃÀÂ Å a¶ Â¶»

ρu
¾À¿

ρv
¶Îº¾Á »Ã f¶¹Ã ÃÀ »Ì¶ aÌÃÁ¶ ¿Ã½ ¾¸À ¾À¿ ËÃ¹ »Ì¶ ¿¶ÀÂ¸»Æ a¶ Â¶» Ö

ρ(x,y; t = 0) =

{
ρl

¸Ë
y > x − 0.15

ρr
¶ÁÂ¶ È

*Ì¶Â¶ ¸À ¸»¸¾Á ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀÂ Â¶¶½ »Ã Í ¶ »Ì¶ aÃ¹Â» ·ÃÀÔÊº¹¾»¸ÃÀ »Ã »¶Â» »Ì¶ ·Ãº¼Á¸ÀÊ ½ ¶»ÌÃ¿Â È .·»º¾ÁÁÆÅ
a¶ ¸À»¶À¿ »Ã ½ ¾Ç¸½ ¸f¶

(ρuv)+
Å ¸À Ã¹¿¶¹ »Ã »¹¾·ï ¼ÃÂÂ¸Í Á¶ ¿¶Ô·¸¶À·¸¶Â È *Ì¶ ½ ÃÂ» »¶¿¸ÃºÂ Â¸»º¾»¸ÃÀ

¾¼¼ ¶¾¹Â aÌ¶À »Ì¶ zº¸¿ zÃa Â Ë¹Ã½ »Ì¶ »¾Àï ¸À»Ã »Ì¶ ¼¸¼ ¶ a ¸»Ì pÌ¸ÊÌ p zºÇ ·Ã½¼ÃÀ¶À» ¸À »Ì¶
y¿¸¹¶·»¸ÃÀ È

*Ì¶ ðbx ËÃ¹ »Ì¶ ¼¹¶ÂÂº¹¶ ¸Â »Ì¶ Â»¸e ¶À¶¿ Ê¾Â Á¾a ¸À ¸Â¶À»¹Ã¼¸· ËÃ¹½ Ö

P = s0ρ
γ − P∞

¾À¿
c2 =

γ

ρ
(P + P∞)

*Ì¶Â¶ ðbx ¾ÁÁÃa ºÂ »Ã Â¸½ºÁ¾»¶ ¼ ¶¹Ë¶·» Ê¾Â a ¸»Ì »Ì¶ ¼¾¹¾½ ¶»¶¹Â Ö

P∞ = 0
Å
γ = 1.4

¾À¿
s0 = 106

¾À¿ »Ã ¾¼¼¹Ã¾·Ì a¾»¶¹ Í ¶Ì¾Ä¸Ã¹ ºÂ¸ÀÊ

P∞ = 109 Å γ = 2.34
¾À¿

s0 = 95.51.

{Ã¹ Ê¾Â Â¸½ºÁ¾»¸ÃÀ a¶ Ì¾Ä¶ ·ÌÃÂ¶À
ρr = 0.5

¾À¿
ρl = 1

m ËÃ¹ a¾»¶¹ Â¸½ºÁ¾»¸ÃÀ a¶ Ì¾Ä¶ ·ÌÃÂ¶À
ρr = 800¾À¿

ρl = 1000
È *Ì¶ ÔÊº¹¶Â ÏÕ ÈðÐ ÅÏÕ ÈëÐ ÅÏÕ È,Ð ¾À¿ ÏÕ È2Ð ÂÌÃa »Ì¶ Àº½ ¶¹¸·¾Á ÂÃÁº»¸ÃÀ ·Ã½¼º»¶¿ ËÃ¹ »Ì¶

Ê¾Â ¼¾¹¾½ ¶»¶¹Â ¾»
t = 2e−4 ÃÀ »Ì¶ Â¶·ÃÀ¿ Á¶Ä¶Á ½ ¶ÂÌ a ¸»Ì ¸À»¶¹Ë¾·¶ ¾»

xinterf = −5h0
a ¸»Ì Ãº¹

¸À»¶¹Ë¾·¶ ½ Ã¿¶Á È + ¸»Ì »Ì¶Â¶ ¸À ¸»¸¾Á ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀÂ ¾ ÂÌÃ·ï a¾Ä¶ »¹¾Ä¶ÁÂ »Ã »Ì¶ Á¶Ë» º¼¼ ¶¹ ·Ã¹À¶¹ ÃË »Ì¶
»¾Àï Å Ì ¸»»¸ÀÊ »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ¶¿Ê¶Â Å ¾À¿ ¾ ¹¾¹¶Ë¾·»¸ÃÀ a¾Ä¶ ½ ÃÄ¶Â »Ã »Ì¶ ¹¸ÊÌ» ÁÃa¶¹ ·Ã¹À¶¹ ÃË »Ì¶ »¾Àï
Ï»Ì¶ ¹¶ÂºÁ»Â ÃË ÔÊº¹¶Â ÏÕ ÈðÐ ÅÏÕ ÈëÐ ÅÏÕ È,Ð ¾À¿ ÏÕ È2Ð ÂÌÃa »Ì¶ ÂÃÁº»¸ÃÀ ·Ã½¼º»¶¿ aÌ¶À »Ì¶ ÂÌÃ·ï a¾Ä¶
¹¶¾·Ì¶Â »Ì¶ Á¶Ë» º¼¼ ¶¹ ·Ã¹À¶¹Ð È

ëð
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� �ù �� Á���¾���� �����
{Ã¹ Í Ã»Ì ÃÀ¶Ò ¾À¿ »aÃÒ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ·Ã¿¶Â a¶ ¹¶·¾ÁÁ »Ì¾» a¶ ºÂ¶ »Ì¶ ¾¼¼¹ÃÇ¸½ ¾»¶ ÃÃ¿ºÀÃÄ ÂÃÁÄ¶¹

ý{ßÃ¶ÒÀ·Ä cèðd »Ã ·Ã½¼º»¶ zºÇ¶Â ÃÀ ¶¾·Ì ¸À»¶¹Ë¾·¶ Í ¶»a¶¶À »aÃ ·¶ÁÁÂ È

ë,
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+¶ ºÂ¶ »aÃ ¿¸e ¶¹¶À» Â»¹¾»¶Ê¸¶Â »Ã ·Ã½¼º»¶ zºÇ¶Â ÃÀ Í Ã»Ì Â¸¿¶Â ÃË »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ Í ¶»a¶¶À »Ì¶

èÓ ·Ã¿¶ ¾À¿ »Ì¶ îÓ ·Ã¿¶ È +¶ ¹¶·¾ÁÁ »Ì¾»
(ρ∗,u∗)

¹¶¼¹¶Â¶À» »Ì¶ ¾¼¼¹ÃÇ ¸½ ¾»¶ Ä¾Áº¶ ÃÀ »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶
¸À »Ì¶ ÂÃÁº»¸ÃÀ ÃË »Ì¶ Á¸À¶¾¹¸f¶¿ ß ¸¶½ ¾ÀÀ ¼¹ÃÍÁ¶½ ¾ÂÂÃ·¸¾»¶¿ a ¸»Ì ÏÕ È4Ð Å ÏÕ ÈðÐ È {Ã¹ ¾ÁÁ Â·Ì¶½ ¶Â Å
Àº½ ¶¹¸·¾Á zºÇ¶Â

(ρ∗u∗,ρ∗(u∗)2 + P (ρ∗))
¾¹¶ ÃË ·Ãº¹Â¶ ¸¿¶À»¸·¾Á ¾» »Ì¶ ·Ãº¼Á¸ÀÊ ¸À»¶¹Ë¾·¶ È *ÌºÂ »Ì¶

ÃÀÁÆ ¿¸Â·¹¶¼¾À·¸¶Â ¿¶¼ ¶À¿ ÃÀ »Ì¶ zºÇ ÃÀ »Ì¶
(ρv)

·Ã½¼ÃÀ¶À» È
± *Ì¶ Ô¹Â» Â»¹¾»¶ÊÆ ·ÃÀÂ¸Â»Â ¸À ¾¼¼ÁÆ¸ÀÊ »Ì¶ ÀÃÀÒ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ½ Ã¿¶Á ¿¶Â·¹¸Í ¶¿ ¸À »Ì¶

Â¶·»¸ÃÀ
3.3

Å a ¸»Ì »Ì¶ ý{ßÃ¶ÒÀ·Ä Â·Ì¶½ ¶ Å ºÂ¸ÀÊ »Ì¶ Ä¾¹¸¾ÍÁ¶
Y ⊤ = (z,ρ,u,v)

È É» ¸Â ¹¶Ë¶¹¹¶¿ »Ã
¸À »Ì¶ ËÃÁÁÃa ¸ÀÊ ¾Â »Ì¶ ÀÃÀÒ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ½ Ã¿¶Á È

± ¸Ë
u∗ > 0

Ö

(ρuv)− = 0

(ρuv)+ = 0

± ¸Ë
u∗ < 0

Ö

(ρuv)− = 0

(ρuv)+ = (ρu)∗vR

± . Â¶·ÃÀ¿ ¸À»¶¹Ë¾·¶ Â·Ì¶½ ¶ ¸Â ºÂ¶¿ È *Ì¸Â Â·Ì¶½ ¶ À¾»º¹¾ÁÁÆ ¸ÂÂº¶Â Ë¹Ã½ »Ì¶ ¾¿½ ¸ÂÂ¸Í Á¶ ·ÃÀÂ¶¹Ä¾Ò
»¸Ä¶ ½ Ã¿¶Á aÌ¸·Ì ¾Ê¹¶¶Â a ¸»Ì »Ì¶ Ï/xy Ð ¿¶Â·¹¸Í ¶¿ ¸À Â¶·»¸ÃÀ

3.4
È .·»º¾ÁÁÆ »Ì¸Â Â·Ì¶½ ¶ Â¸½¼ÁÆ

¶ÀËÃ¹·¶Â »Ì¶ ·ÃÀ»¸Àº¸»Æ ÃÀ »Ì¶
ρv−·Ã½¼ÃÀ¶À» ÃË »Ì¶ zºÇ »Ì¾» ¸Â Ö

(ρuv)+ = (ρuv)− = 0*Ì¶ »aÃ Ã»Ì¶¹ ·Ã½¼ÃÀ¶À»Â ÃË »Ì¶ zºÇ ¾¹¶ »Ì¶ Â¾½ ¶ ¾Â »Ì¶ zºÇ ÃÍ»¾¸À¶¿ a ¸»Ì ¶¸»Ì¶¹ »Ì¶ ÀÃÀÒ
·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ½ Ã¿¶Á Ã¹ »Ì¶ ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ½ Ã¿¶Á È
� �ù �ù Á���¾���� ¾������

. Â ¾ ¹¶Ë¶¹¶À·¶ a¶ ·Ã½¼º»¶ »Ì¶ ÂÃÁº»¸ÃÀ ÃË »Ì¶ »aÃÒ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ½ Ã¿¶Á ÃÀ »Ì¶ aÌÃÁ¶ ¿Ã½ ¾¸À a ¸»Ì
»Ì¶ ÔÀ¶Â» ½ ¶ÂÌ ¹¶ÔÀ¶½ ¶À» uÇ sw î sÓÇé ÓÇÕ uÇ sw î ÜwÈqî Ð uÐ îÈ

*Ì¶ ¿Ã½ ¾¸À ·¾À Í ¶ ·º» ¸À »Ì¹¶¶ ÂºÍ¿Ã½ ¾¸ÀÂ ÃÀ aÌ¸·Ì ¶¹¹Ã¹Â a ¸ÁÁ Í ¶ ·Ã½¼º»¶¿ Â¶¼¾¹¾»¶ÁÆ Ö
± »Ì¶ »¾Àï Å

x > 0
È

± »Ì¶ »aÃÒ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ¼¾¹» ÃË »Ì¶ ¼¸¼ ¶ Å
0 > x > xinterf

¸Ë
xinterf < 0

È
± »Ì¶ ÃÀ¶Ò¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ¼¾¹» ÃË »Ì¶ ¼¸¼ ¶ Å

xinterf > x
È

n ¶·¾ºÂ¶ ÃË »Ì¶ ¿¸e ¶¹¶À» ÄÃÁº½ ¶Â ÃË »Ì¶ ¿¸e ¶¹¶À» ¿Ã½ ¾¸ÀÂ Å a¶ a ¸ÁÁ ºÂ¶ ¾ ÀÃ¹½ ¾Á¸f¶¿
L1

ÒÀÃ¹½ ÃË »Ì¶
¶¹¹Ã¹

e1
¾» »¸½ ¶

tn = T
Ö

e1(T ) = ‖(u − uref )(T )‖L1
=

∑
i |un

i − (uref )n
i ||Ωi|∑

i |Ωi|/ Ã»¶ »Ì¾»
(uref )n

i

¿Ã¶Â ÀÃ» Â»¾À¿ ËÃ¹ »Ì¶ ¶Ç¾·» ÂÃÁº»¸ÃÀ Å Íº» ËÃ¹ »Ì¶ ¾¼¼¹ÃÇ¸½ ¾»¸ÃÀ ÃÍ»¾¸À¶¿ aÌ¸Á¶
ºÂ¸ÀÊ »Ì¶ »aÃ ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á Â·Ì¶½ ¶ ÃÀ »Ì¶ ÔÀ¶Â» ½ ¶ÂÌ ÃÀ »Ì¶ aÌÃÁ¶ ·Ã½¼º»¾»¸ÃÀ¾Á ¿Ã½ ¾¸À Å a ¸»Ì ¸À
·¶ÁÁ

i
¾À¿ ¾» »¸½ ¶

tn
È

®�¯©£â � Îw î ÓÐÐ tÈç uÒ Ósî ÏÈqÙ suÈÇÏ Èr sw î ÔÈÒÐÈÇ îÇs
ρv

ÔÈÒÐ ÙsîÕ Üusw sw î sÜ È uÇsîtr ÓÔî ÏÔw îÒ îÏ
wÓëî ÇÙq q ëÓqÙ îÏ r Èt sw î ÈÇ îàÕuÒ îÇÏuÈÇÓq Ð uÐ î ÏÈ swÓs sw î îttÈt ÔÓqÔÙqÓsîÕ ÈÇ swuÏ ÕÈÒ ÓuÇ uÏ sw î

L1
à

ÇÈtÒ Èr sw î ÏÈqÙ suÈÇ Èr tîr îtîÇÔîô × s uÏ ÈÑëuÈÙÏqó sw î ÏÓÒ î r Èt sw î sÜ È ÏÔw îÒ îÏ ô
ë2



ñò×ãØÙÚÛ Ü g ñæóãÝ×hÛ ØiÙÛÚÞ×ñØ×Ý ßÛÐ àæßáÝÛÐ ßÛÐ jkó×ÙØæi Ð ß âÛóÝÛÚ ÛiñæiÞØhóÚ×ÙØæi ØÐÛiÙÚæãØkóÛ ä óiÛ ÛÙ ßÛóå ßØàÛiÐØæi Ð ß âÛÐã×ñÛ
*Ì¶ ËÃ¹½ ÃË »Ì¶

L1
ÒÀÃ¹½ ÃË »Ì¶ ¶¹¹Ã¹ ÃË »Ì¶ ·Ã½¼º»¶¿ ÂÃÁº»¸ÃÀ ¾» »Ì¶ »¸½ ¶

T
ÃÀ ¾ ½ ¶ÂÌ ÃË Â¸f¶

h·¾À Í ¶ Å ¸À ¾ ·Á¾ÂÂ¸·¾Á ½ ¾ÀÀ¶¹ Å ¶Ç¼¹¶ÂÂ¶¿ ¾Â Ö

e1(h,T ) = C(T ) × hα

aÌ¶¹¶ »Ì¶ ·Ã¶Ä ·¸¶À»
C

¸Â ¸À·¹¶¾Â¸ÀÊ a ¸»Ì ¹¶Â¼ ¶·» »Ã
T
È *Ì¶ ·Ã¶Ä ·¸¶À»

α
¸Â »Ì¶ ¹¾»¶ ÃË ·ÃÀÄ¶¹Ê¶À·¶

ÃË »Ì¶ Â·Ì¶½ ¶ È +¶ ºÂ¶ Ô¹Â» Ã¹¿¶¹ Â·Ì¶½ ¶Â ËÃ¹ aÌ¸·Ì
α ∈ [12 ,1]

È .·»º¾ÁÁÆÅ aÌ¶À ¹¶Â»¹¸·»¸ÀÊ »Ã »Ì¶
Á¸À¶¾¹ÁÆ ¿¶Ê¶À¶¹¾»¶¿ Ô¶Á¿Â Å a¶ Ê¶»

α = 1
2

m »º¹À¸ÀÊ »Ã »Ì¶ Ê¶Àº¸À¶ÁÆ ÀÃÀÒÁ¸À¶¾¹ Ô¶Á¿Â Å a¶ Ì¾Ä¶ Ö
α = 1

Å
¾À¿ »ÌºÂ ¸Ë Í Ã»Ì Ô¶Á¿Â ¾¹¶ ¼¹¶Â¶À» ¸À »Ì¶ Â¸½ºÁ¾»¸ÃÀ Å

α
Á¸¶Â ¸À

]12 ,1[
ÏÂ¶¶ ËÃ¹ ¸À Â»¾À·¶ cÕ èd ¾À¿ cîëdÐ È

*Ì¶ ÔÊº¹¶Â Í ¶ÁÃa ¹¶¼¹¶Â¶À» »Ì¶
ρv−¶¹¹Ã¹ a ¸»Ì ¹¶Â¼ ¶·» »Ã

log

((
h0

2K

)2
) Ïa ¸»Ì

K = {0,1,2,3} »Ì¶
Á¶Ä¶Á ÃË ¹¶ÔÀ¶½ ¶À»Ð ËÃ¹ »Ì¶ »aÃ ÂÃÁº»¸ÃÀÂ Ö »Ì¶ ÀÃÀÒ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ½ Ã¿¶Á ¸Â ¿¶ÀÃ»¶¿ ÍÆ ·¸¹·Á¶Â ¾À¿ »Ì¶
·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ½ Ã¿¶Á ¸Â ¿¶ÀÃ»¶¿ ÍÆ ÂÎº¾¹¶Â È

,-
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	 ¢�£¬©¥�

xinterf = 0
+¶ ËÃ ·ºÂ Ì¶¹¶ ÃÀ »Ì¶ a¾»¶¹ Â¸½ºÁ¾»¸ÃÀ È Ïx¸½ ¸Á¾¹ ¹¶ÂºÁ»Â Ì¾Ä¶ Í ¶¶À ÃÍ»¾¸À¶¿ ºÂ¸ÀÊ Ê¾Â ðbx Å

¾ÂÂÃ·¸¾»¶¿ ¹¶ÂºÁ»Â ¾¹¶ Ê¸Ä¶À ¸À ¾¼¼ ¶À¿¸Ç n Ð È *Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ Í ¶»a¶¶À ·Ã¿¶Â Ì¾Â Í ¶¶À ¼Á¾·¶¿ ¶Ç¾·»ÁÆ
¾» »Ì¶ }ºÀ·»¸ÃÀ Í ¶»a¶¶À »Ì¶ èÓ ¼¸¼ ¶ ¾À¿ »Ì¶ îÓ »¾Àï È *Ì¶ y{µ ¸Â ÔÇ¶¿ »Ã

0.95
È

-9 -8 -7 -6 -5 -4
1000

2000

3000

4000

5000

-9 -8 -7 -6 -5 -4
1000

2000

3000

4000

5000

ÊËÌ Í Õ Èè- ± ρv−îttÈt Ütsô log
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h0
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	 ¢�£¬©¥�
xinterf = −5h0

+¶ ºÂ¶ »Ì¶ Â¾½ ¶ ¸À¸»¸¾Á ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀÂ Å Íº» »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ Í ¶»a¶¶À ·Ã¿¶Â ¸Â ÀÃa ÁÃ ·¾»¶¿ ¾»
x = −5h0

È
+¶ Â»¸ÁÁ ºÂ¶ »Ì¶ Â¾½ ¶ y{µ »¸½ ¶ Â»¶¼¼¸ÀÊ Á¸½ ¸»¾»¸ÃÀ È
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ª¦¯� 
¤©«�¢©¢��� £�¡¤ «¢¡ �  ¢� §�§ � � �£�¥¢�¦ 
+¶ ¼¹¶Â¶À» Ì¶¹¶¸À »Ì¶ Ä¾Áº¶Â ÃË »Ì¶ Ô¶Á¿

ρv(x,y = 0)
ÏÃÀ »Ì¶ Á¸À¶

y = 0
Ð Å ËÃ ·ºÂ¸ÀÊ ÃÀ »Ì¶ ÔÒ

À¶Â» ½ ¶ÂÌ Ï
h = h0/8

Ð È *Ì¶ ÂÎº¾¹¶Â ¿¶ÀÃ»¶ »Ì¶ ÂÃÁº»¸ÃÀ ·Ã½¼º»¶¿ a ¸»Ì »Ì¶ ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ½ Ã¿¶Á Å »Ì¶
·¸¹·Á¶Â ¿¶ÀÃ»¶ »Ì¶ ÂÃÁº»¸ÃÀ ËÃ¹ »Ì¶ ÀÃÀÒ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ½ Ã¿¶Á ¾À¿ »Ì¶ Á¸À¶ ¿¶ÀÃ»¶Â »Ì¶ ¹¶Ë¶¹¶À·¶ ÂÃÁº»¸ÃÀ È

{Ã¹ Ê¾Â Â¸½ºÁ¾»¸ÃÀÂ Å ¸» ¾¼¼ ¶¾¹Â »Ì¾» »Ì¶
L1 ÀÃ¹½ ÃË »Ì¶ ¶¹¹Ã¹ ¸Â ¾¼¼¹ÃÇ ¸½ ¾»¶ÁÆ »Ì¶ Â¾½ ¶ ËÃ¹ Í Ã»Ì

·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ¾À¿ ÀÃÀÒ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ¾¼¼¹Ã¾·Ì¶Â È / ÃÀ¶»Ì¶Á¶ÂÂ Å »Ì¶ ¶¹¹Ã¹ ¸Â ½º·Ì Ì¸ÊÌ¶¹ ·ÁÃÂ¶ »Ã »Ì¶
·Ãº¼Á¸ÀÊ ¸À»¶¹Ë¾·¶ aÌ¶À ¾¼¼ÁÆ¸ÀÊ ËÃ¹ »Ì¶ ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ½ Ã¿¶Á Å aÌ¶¹¶¾Â »Ì¶ ÀÃÀÒ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ½ Ã¿¶Á
¹¶ÂºÁ»Â ¾¹¶ ¸À¿¶¶¿ ·ÁÃÂ¶ »Ã »ÌÃÂ¶ ¼¹ÃÄ¸¿¶¿ ÍÆ »Ì¶ ¹¶Ë¶¹¶À·¶ îÓ ·Ã¿¶ ÏÂ¶¶ ÔÊº¹¶ ÏÕ ÈèÕÐÐ È äÔsÙÓq qó sw î
tîqÓsuëî îttÈt uÇ sw î Ôîq q ÔqÈÏî sÈ sw î tuvw s îç us Èr sw î Ð uÐ î uÏ ÓÑÈÙs Ïuç suÒ îÏ qÓtv ît Üw îÇ ÙÏuÇv sw î
ÔÈÇÏîtëÓsuëî ÒÈÕîq ô *Ì¸Â ¸Â »¹º¶ aÌ¶¹¶Ä¶¹ »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ Í ¶»a¶¶À »Ì¶ »aÃ ·Ã¿¶Â Á¸¶Â ÏÂ¶¶ ÔÊº¹¶ ÏÕ Èè4ÐÐ È
+¶ ¸ÀÂ¸Â» »Ì¾» »Ì¸Â Â»¸ÁÁ ÌÃÁ¿Â »¹º¶ aÌ¶À »º¹À¸ÀÊ »Ã a¾»¶¹ Â¸½ºÁ¾»¸ÃÀÂ Å »ÌÃºÊÌ »Ì¶ ¿¸Â·¹¶¼¾À·¸¶Â Í ¶Ò
·Ã½ ¶ Â½ ¾ÁÁ¶¹ ÏÂ¶¶ ÔÊº¹¶Â ÏÕ ÈèðÐ Å ÏÕ Èè,ÐÐ È

{¹Ã½ ¾À ¶ÀÊ¸À¶¶¹¸ÀÊ ¼ Ã¸À» ÃË Ä¸¶a Å ¸» ¸Â ¾Á½ ÃÂ» ¸½¼ÃÂÂ¸Í Á¶ »Ã ¿¸Â»¸ÀÊº¸ÂÌ ¾ÀÆ pÂ¼º¹¸ÃºÂ p ¹¶z¶·»¶¿
a¾Ä¶ ¸À »Ì¶ îÓ »¾Àï È

,î
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{Ã¹ ¶¾·Ì ¸À»¶¹Ë¾·¶ Â·Ì¶½ ¶ Å a¶ ·Ã½¼º»¶ »aÃ ¶Ä¾Áº¾»¸ÃÀÂ ÃË »Ì¶ ·ÃÀÄ¶¹Ê¶À·¶ ¹¾»¶ È {Ã¹ »Ì¾» ¼º¹¼ ÃÂ¶ Å
a¶ ºÂ¶ »Ì¶ ÂÃÁº»¸ÃÀÂ ·Ã½¼º»¶¿ ÃÀ »Ì¶ »aÃ ÔÀ¶Â» ½ ¶ÂÌ¶Â ¾À¿ ÃÀ »Ì¶ »aÃ ·Ã¾¹Â¶Â» ½ ¶ÂÌ¶Â ¹¶Â¼ ¶·»¸Ä¶ÁÆ Ö

α = Log(
e1(h,T )

e1(h/2,T )
)/Log(2)

aÌ¶¹¶ »Ì¶ ·ÌÃ¸·¶
h = h0

Ï¹¶Â¼ ¶·»¸Ä¶ÁÆ
h = h0/4

Ð ¼¹ÃÄ¸¿¶Â ¾À ¾¼¼¹ÃÇ ¸½ ¾»¸ÃÀ ÃË
α

ÃÀ »Ì¶ ·Ã¾¹Â¶
Ï¹¶Â¼ ¶·»¸Ä¶ÁÆ ÔÀ¶Ð ½ ¶ÂÌ¶Â È ß ¶ÂºÁ»Â ¾¹¶ Ê¸Ä¶À ¸À »Ì¶ ËÃÁÁÃa ¸ÀÊ »¾ÍÁ¶Â È

yÃÀÄ¶¹Ê¶À·¶ ¹¾»¶ ËÃ¹ »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶
xinterf = 0

Ö
������ ��� ���� ��� ���� � �� ��� ���� ��� ��  ���

! �� ������ ! �� ������"��# $%
0.151 0.694 0.126 0.691

yÃÀÄ¶¹Ê¶À·¶ ¹¾»¶ ËÃ¹ »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶
xinterf = −5h0

Ö
������ ��� ���� ��� ���� � �� ��� ���� ��� ��  ���

! �� ������ ! �� ������"��# $%
0.113 0.558 0.113 0.558

{Ã¹ »Ì¶ Á¾»»¶¹ ·¾Â¶
xinterf = −5h0

Å a¶ ÀÃ»¶ »Ì¾» »Ì¶ ¶¹¹Ã¹Â ¾¹¶ ¸¿¶À»¸·¾Á Å ¾À¿ »Ì¶¹¶ËÃ¹¶ »Ì¶ ¾¼Ò
¼¹ÃÇ ¸½ ¾»¸ÃÀÂ ÃË ¹¾»¶Â ÃË ·ÃÀÄ¶¹Ê¶À·¶ È .·»º¾ÁÁÆÅ ÏÂ½ ¾ÁÁÐ ¿¸Â·¹¶¼¾À·¸¶Â Í ¶»a¶¶À ·Ã½¼º»¾»¸ÃÀ¾Á ¹¶ÂºÁ»Â
ÃÀÁÆ Ã··º¹ ¸À »Ì¶ îÓ ¼¾¹» ÃË »Ì¶ ¼¸¼ ¶ È *Ì¸Â ¸Â ·ÃÀÔ¹½ ¶¿ aÌ¶À ·Ã½¼º»¸ÀÊ Â¸½ ¸Á¾¹ ¾¼¼¹ÃÇ¸½ ¾»¸ÃÀÂ
ÃË ¹¾»¶Â ÃË ·ÃÀÄ¶¹Ê¶À·¶ ÜuswuÇ sw î Ð Óts Èr sw î Ð uÐ î ÈÇ sw î tuvw s ÏuÕî Èr sw î ÔÈÙÐ quÇv uÇ sîtr ÓÔî ÏÂ¶¶
Í ¶ÁÃa Ð È

������ ��� ���� ��� ���� � �� ��� ���� ��� ��  ���
! ���� ��� �������� ��� ! ���� ��� �������� ��� 

&�'� $%
601.69 2367.56 612.72 2367.56

�¦¯¯� ¢¡
ÉÀ »Ì¶ èÓ ¼¾¹» ÃË »Ì¶ ¼¸¼ ¶ Å »Ì¶ ¾¼¼¹ÃÇ ¸½ ¾»¸ÃÀ ÃË

v
¸Â ¸½¼Á¸·¸»ÁÆ Â¶» »Ã

0
Å aÌ¶¹¶¾Â ¾ ½ ¶¾À¸ÀÊËºÁ

¾¼¼¹ÃÇ ¸½ ¾»¸ÃÀ ÃË
v

¾¹¸Â¶Â Ë¹Ã½ »Ì¶ ¼¾¹» ÃË »Ì¶ ¼¸¼ ¶ aÌ¸·Ì ¸Â Â¸½ºÁ¾»¶¿ a ¸»Ì ¾ îÓ ·Ã¿¶ È *ÌºÂ Å »Ì¶¹¶
¶Ç ¸Â»Â ¾ ÏstÙÔsÙtÓq Ð Óts Èr sw î v qÈÑÓq îttÈt ÜwuÔw uÏ ÕÙî sÈ sw î ÛÅ ÐÓts Èr sw î Ð uÐ îÅ ¸À¿¶¼ ¶À¿¶À»ÁÆ ÃË
»Ì¶ ·Ãº¼Á¸ÀÊ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ¾À¿ ¸»Â ¾ÂÂÃ·¸¾»¶¿ zºÇ¶Â È *Ì¸Â ¶¹¹Ã¹ a ¸ÁÁ ¸À ¾ÀÆ ·¾Â¶ Í ¶ »¹¾ÀÂ½ ¸»»¶¿ »Ì¹ÃºÊÌ
»Ì¶ ·Ãº¼Á¸ÀÊ ¸À»¶¹Ë¾·¶ È *ÌºÂ Å ÃÀ¶ ¶Ç¼ ¶·»Â »Ã ¹¶»¹¸¶Ä¶ »Ì¾» »Ì¶

L1 ÀÃ¹½ ÃË »Ì¶ ¶¹¹Ã¹ ·Ã½¼º»¶¿ ¸À »Ì¶
îÓ ·Ã½¼º»¾»¸ÃÀ¾Á ¿Ã½ ¾¸À ·¾ÀÀÃ» »¶À¿ »Ã

0
Å aÌ¶À »Ì¶ ½ ¶ÂÌ Â¸f¶ »¶À¿Â »Ã

0
ÒºÀÁ¶ÂÂ »Ì¶ ·Ãº¼Á¸ÀÊ

¸À»¶¹Ë¾·¶ ¸Â ½ ÃÄ¶¿ »Ãa¾¹¿Â »Ì¶ Á¶Ë» ¶À¿ ÃË »Ì¶ ¼¸¼ ¶Ò È
± ×ÒÐÓÔs Èr sw î ÔÈÙÐ quÇv sîÔwÇuåÙ î

. Â ¸» Ì¾Â ¾Á¹¶¾¿Æ Í ¶¶À ½ ¶À»¸ÃÀ¶¿ Å »Ì¶ ·Ã½¼º»¾»¸ÃÀ¾Á ¾¼¼¹ÃÇ ¸½ ¾»¸ÃÀÂ ¼¹ÃÄ¸¿¶¿ ÍÆ »Ì¶ ÀÃÀ
·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ½ Ã¿¶Á ¾¹¶ ¸À Í ¶»»¶¹ ¾Ê¹¶¶½ ¶À» a ¸»Ì »Ì¶ »¹º¶ îÓ ¹¶Ë¶¹¶À·¶ ¹¶ÂºÁ»Â È ÉË ÃÀ¶ ÁÃÃï Â ¾»
»Ì¶ ¹¸ÊÌ» Â¸¿¶ ÃË »Ì¶ ·Ãº¼Á¸ÀÊ ¸À»¶¹Ë¾·¶ Å ¾ ÊÁ¸»·Ì ¾¼¼ ¶¾¹Â aÌ¶À ¾¼¼ÁÆ¸ÀÊ ËÃ¹ »Ì¶ ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ½ ÃÒ
¿¶Á Å ¾À¿ »Ì¶ ¾½¼Á¸»º¿¶ ÃË ¿¸Â·¹¶¼¾À·¸¶Â a ¸ÁÁ ·Á¶¾¹ÁÆ ¸ÀÌ¸Í¸» »Ì¶ ·Ã½¼º»¾»¸ÃÀ ÃË ·Ì¶½ ¸·¾Á Â¼ ¶·¸¶Â
aÌ¸·Ì ¾¹¶ ¶ÂÂ¶À»¸¾ÁÁÆ ¿¹¸Ä¶À ÍÆ »Ì¶ Ä¶ÁÃ ·¸»Æ Ô¶Á¿ È *Ì¸Â ¿¹¾aÍ¾·ï ¹¶½ ¾¸ÀÂ ¾Á½ ÃÂ» ºÀ·Ì¾ÀÊ¶¿

,ð



ñò×ãØÙÚÛ Ü g ñæóãÝ×hÛ ØiÙÛÚÞ×ñØ×Ý ßÛÐ àæßáÝÛÐ ßÛÐ jkó×ÙØæiÐ ß âÛóÝÛÚ ÛiñæiÞØhóÚ×ÙØæi ØÐÛiÙÚæãØkóÛ ä óiÛ ÛÙ ßÛóå ßØàÛi ÐØæiÐ ß âÛ Ðã×ñÛ
aÌ¶À »Ì¶ ½ ¶ÂÌ ¸Â ¹¶ÔÀ¶¿ È xº·Ì ¾ ¿¹¾aÍ¾·ï ¿Ã¶Â ÀÃ» Ã··º¹ aÌ¶À ºÂ¸ÀÊ »Ì¶ ÀÃÀ ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶
½ Ã¿¶Á È

± ×Çæ ÙîÇÔî Èr sw î Ò îÏw Ïuá î
{Ã¹ ·Ã¾¹Â¶ ½ ¶ÂÌ¶Â Å »Ì¶ ¾Í ÃÄ¶ ¶Â»¸½ ¾»¶¿ ¹¾»¶Â ÃË ·ÃÀÄ¶¹Ê¶À·¶

α
ËÃ¹ a¾»¶¹ Â¸½ºÁ¾»¸ÃÀÂ Â¶¶½ »Ã

Á¸¶ ¸À
[1/2,1]

Å aÌ¶¹¶Ä¶¹ »Ì¶ ·Ãº¼Á¸ÀÊ ¸À»¶¹Ë¾·¶ Á¸¶Â È lÃa¶Ä¶¹ Å ËÃ¹ ÔÀ¶¹ ½ ¶ÂÌ¶Â aÌ¸·Ì À¶·¶ÂÂ¾¹¸ÁÆ
¼¹ÃÄ¸¿¶ ½ Ã¹¶ ¹¶Á¸¾ÍÁ¶ ¸ÀËÃ¹½ ¾»¸ÃÀ Å »Ì¶ ¶Â»¸½ ¾»¶¿ ¹¾»¶Â ¾¹¶ ½º·Ì ÁÃa¶¹ ¾À¿ ·ÁÃÂ¶ »Ã

0.1
ËÃ¹

a¾»¶¹ Â¸½ºÁ¾»¸ÃÀÂ È ÉË ÃÀ¶ »º¹ÀÂ »Ã Ê¾Â Â¸½ºÁ¾»¸ÃÀÂ ÏÂ¶¶ ¾¼¼ ¶À¿¸Ç n Ð Å »Ì ¸Â Ê¶»Â aÃ¹Â¶ Â¸À·¶ ¸»
¾¼¼ ¶¾¹Â »Ì¾» ¶Â»¸½ ¾»¶¿ ¹¾»¶Â ÃË ·ÃÀÄ¶¹Ê¶À·¶ ¾¹¶ ¶Ä¶À ÁÃa¶¹ Å aÌ¶À ËÃ·ºÂ¸ÀÊ ÃÀ »Ì¶ ÔÀ¶¹ ½ ¶ÂÌ¶Â
ËÃ¹ ¸ÀÂ»¾À·¶ Ï»Ì¶ ¶Â»¸½ ¾»¸ÃÀ ÃË

α
¸Â ¾¹ÃºÀ¿

0.02
Ð È . ÁÁ »Ì¶Â¶ Ä¾Áº¶Â »ÌºÂ ·ÃÀÔ¹½ »Ì¾» »Ì¶ ¶¹¹Ã¹

¸À »Ì¶ îÓ »¾Àï ¿Ã¶Â ÀÃ» ÊÃ »Ã f¶¹Ã aÌ¶À »Ì¶ ½ ¶ÂÌ ¸Â ¹¶ÔÀ¶¿ È
± ×Çæ ÙîÇÔî Èr sw î ÔÈÙÐ quÇv uÇ sîtr ÓÔî qÈÔÓsuÈÇ

{Ã¹ ¾ Ê¸Ä¶À ½ ¶ÂÌ Â¸f¶ Å ÃÀ¶ ½ ¾Æ ¼ºÂÌ »Ì¶ ·Ãº¼Á¸ÀÊ ¸À»¶¹Ë¾·¶ »Ã »Ì¶ Á¶Ë» Â¸¿¶ È ÓÃ¸ÀÊ ÂÃ Å »Ì¶ Ò
½ ¶¾À¸ÀÊËºÁÒ ·¶ÁÁ Ä¾Áº¶Â ÃË

v
¸À »Ì¶ îÓ ¼¾¹» ÃË »Ì¶ ¼¸¼ ¶ Ï»Ì¾» ¸Â ÃÀ »Ì¶ ¹¸ÊÌ» Â¸¿¶ ÃË »Ì¶ ·Ãº¼Á¸ÀÊ

¸À»¶¹Ë¾·¶Ð À¾»º¹¾ÁÁÆ »¶À¿ »Ã Ä¾À¸ÂÌ È l ¶À·¶ Å »Ì¶ ¾¼¼¹ÃÇ¸½ ¾»¸ÃÀÂ ¼¹ÃÄ¸¿¶¿ ÍÆ ÍÃ»Ì ·Ãº¼Á¸ÀÊ
»¶·ÌÀ¸Îº¶Â ·¾À Ì¾¹¿ÁÆ Í ¶ ¿¸Â»¸ÀÊº¸ÂÌ¶¿ Å ¾» Á¶¾Â» aÌ¶À ÃÀ¶ ËÃ·ºÂ¶Â ÃÀ »Ì¶

L1 ÀÃ¹½ ÃË »Ì¶ ¶¹¹Ã¹
¸À »Ì¶ îÓ »¾Àï m ÃÀ¶ ·¾À ÀÃÀ¶»Ì¶Á¶ÂÂ ÀÃ»¶ ÂÁ¸ÊÌ» ¿¸e ¶¹¶À·¶Â aÌ¶À ·Ã½¼º»¸ÀÊ »Ì¶

L1 ÀÃ¹½ ÃË
»Ì¶ ¶¹¹Ã¹ ¸À »Ì¶ îÓ ¼¾¹» ÃË »Ì¶ ¼¸¼ ¶ È *Ì¶Â¶ ¹¶ÂºÁ»Â ¾¹¶ Â»¸ÁÁ ¸À Ë¾ÄÃº¹ ÃË »Ì¶ ÀÃÀ ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶
·Ãº¼Á¸ÀÊ »¶·ÌÀ¸Îº¶ Å ¾À¿ ÃÀ¶ ·¾À ¹¶»¹¸¶Ä¶ »Ì¸Â Ë¹Ã½ ¾ Îº¾Á¸»¾»¸Ä¶ ¼ Ã¸À» ÃË Ä ¸¶a ÃÀ ÔÊº¹¶ ÏÕ Èè,Ð È

± ×Çæ ÙîÇÔî Èr sw î � õø*ÌÃºÊÌ a¶ Ë¶¶Á ½º·Ì ½ Ã¹¶ ·ÃÀ·¶¹À¶¿ ÍÆ a¾»¶¹ Â¸½ºÁ¾»¸ÃÀÂ Å ¸» ¾¼¼ ¶¾¹Â »Ì¾» Ê¾Â Â¸½ºÁ¾»¸ÃÀÂ
¶À¾ÍÁ¶ »Ã ¹¶»¹¸¶Ä¶ »Ì¶ Â¾½ ¶ ¼¾»»¶¹ÀÂ È *Ì¶ ½ ¾¸À ¿¸e ¶¹¶À·¶ ¸Â ¼¹ÃÍ¾ÍÁÆ ¿º¶ »Ã »Ì¶ Ë¾·» »Ì¾»
¸À¶¹»¸¾ ¶e ¶·»Â ¾¹¶ Á¶ÂÂ ¸½¼Ã¹»¾À» Å aÌ¸·Ì ½ ¾ï¶Â »Ì¶ ·Ã½¼º»¾»¸ÃÀ¾Á ¹¶ÂºÁ»Â ·ÁÃÂ¶¹ »Ã »ÌÃÂ¶ ÃË »Ì¶
îÓ ¹¶Ë¶¹¶À·¶ ÂÃÁº»¸ÃÀ Å ËÃ¹ ¾ Ê¸Ä¶À ½ ¶ÂÌ Â¸f¶ Å ¾À¿ ¾ Ê¸Ä¶À ÁÃ·¾»¸ÃÀ ÃË »Ì¶ ·Ãº¼Á¸ÀÊ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ÏÂ¶¶
»Ì¶ Ô¹Â» ·Ã½½ ¶À» ¾Í ÃÄ¶Ð È

,ë



ñò×ãØÙÚÛ Ü g ñæóãÝ×hÛ ØiÙÛÚÞ×ñØ×Ý ßÛÐ àæßáÝÛÐ ßÛÐ jkó×ÙØæi Ð ß âÛóÝÛÚ ÛiñæiÞØhóÚ×ÙØæi ØÐÛiÙÚæãØkóÛ ä óiÛ ÛÙ ßÛóå ßØàÛiÐØæi Ð ß âÛÐã×ñÛ
^ ~( )�¶»�ü�µ�¶

+¶ »ÌºÂ aÃºÁ¿ Á¸ï¶ »Ã ¼ Ã¸À» Ãº» »Ì¾» Ö
Ï¾Ð »Ì¶ ÀÃÀ ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ·Ãº¼Á¸ÀÊ ½ ¶»ÌÃ¿ ¼¹Ã¼ ÃÂ¶¿ Ì¶¹¶¸À ¼¹ÃÄ¸¿¶Â Â¾»¸ÂË¾·»Ã¹Æ ¹¶ÂºÁ»Â Å ¾» Á¶¾Â»

Ë¹Ã½ ¾À ¶ÀÊ¸À¶¶¹¸ÀÊ ¼ Ã¸À» ÃË Ä ¸¶a m »Ì¶ ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ·Ãº¼ Á¸ÀÊ »¶·ÌÀ¸Îº¶ aÌ¸·Ì ¾Ê¹¶¶Â a ¸»Ì »Ì¶ ·ÃÀ¿¸Ò
»¸ÃÀ Ï/xy Ð Ê¶À¶¹¾»¶Â ¾ Í¸ÊÊ¶¹ ¼ ÃÁÁº»¸ÃÀ ¾¹ÃºÀ¿ »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ Í ¶»a¶¶À ·Ã¿¶Â È {¹Ã½ ¾À ¾·¾¿¶½ ¸· ¼ Ã¸À»
ÃË Ä ¸¶a Å »Ì¶ ½ ¾¸À ¾¿Ä¾À»¾Ê¶ ÃË »Ì¶ ·º¹¹¶À» Ë¹¾½ ¶aÃ¹ï ¸Â »Ì¾» ÃÀ¶ ·¾À ¶Ç¾½ ¸À¶ ¼¹¶·¸Â¶ÁÆ »Ì¶ ¾½ ÃºÀ»
ÃË ¶¹¹Ã¹ ¹¶ÂºÁ»¸ÀÊ Ë¹Ã½ »Ì¶ p¹ÃºÊÌ p ¾¼¼¹ÃÇ¸½ ¾»¸ÃÀ ¾ÂÂº½ ¶¿ ¸À »Ì¶ èÓ ·Ã¿¶ m

ÏÍ Ð »Ì¶ Â¶ÀÂ¸»¸Ä¸»Æ »Ã »Ì¶ ÁÃ ·¾»¸ÃÀ ÃË »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ Í ¶»a¶¶À ·Ã¿¶Â Ì¾Â Í ¶¶À ¶Ç¾½ ¸À¶¿ Å aÌ¸·Ì ÃË
·Ãº¹Â¶ ·ÃÀÔ¹½ Â Ó Ð tuÈtu ¹¶ÂºÁ»Â È É» º¹Ê¶Â »Ã ·Ã½¼º»¶ »Ì¶ ¶À¿ ÃË »Ì¶ ¼¸¼ ¶ ·ÃÀÀ¶·»¶¿ a ¸»Ì »Ì¶ îÓ *ÕÓ
»¾Àï a ¸»Ì ¾ îÓ *ÕÓ ·Ã¿¶ m

Ï·Ð ¸À »Ì¸Â ¼¾¹»¸·ºÁ¾¹ ·¾Â¶ ÃË »Ì¶ ·Ãº¼Á¸ÀÊ ÃË ¾ ÃÀ¶ ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ·Ã¿¶ a ¸»Ì ¾ »aÃÒ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ·Ã¿¶
a ¸»Ì »Ì¶ Â¾½ ¶ pË¾»Ì¶¹ p ½Ã¿¶Á Å »Ì¶ ¿¸Â·¹¶»¶ Ä¶¹Â¸ÃÀ ÃË Ãº¹ ÀÃÀ ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ½ Ã¿¶Á ¸Â Â¸½ ¸Á¾¹
»Ã »Ì¶ ÃÀ¶ aÌ¸·Ì aÃºÁ¿ ¹¶ÂºÁ» Ë¹Ã½ »Ì¶ ¾¼¼Á¸·¾»¸ÃÀ ÃË ¸¿¶¾Â Ë¹Ã½ cÕ2d m

Ï¿ Ð »Ì¶ ¸Àzº¶À·¶ ÃË »Ì¶ ðbx ¿Ã¶Â ÀÃ» Â¶¶½ »Ã Í ¶ Â¸ÊÀ¸Ô·¾À» È l Ãa¶Ä¶¹ Å ¶Â»¸½ ¾»¶¿ ¹¾»¶Â ÃË ·ÃÀÄ¶¹Ò
Ê¶À·¶ ÂÌÃa »Ì¾» »Ì¶ ¹¶½ ¾¹ï ÏÍ Ð ¸Â ¶Ä¶À ½ Ã¹¶ ·¹º·¸¾Á ËÃ¹ a¾»¶¹ Â¸½ºÁ¾»¸ÃÀÂ m

Ï¶Ð »Ì¶ ¸À·ÁºÂ¸ÃÀ ÃË ÔÀ¸»¶ ¹¶Á¾Ç¾»¸ÃÀ »¸½ ¶ Â·¾Á¶Â Å ¾À¿ Í ¶Ì¸À¿ »Ì¸Â »Ì¶ ·Ãº¼Á¸ÀÊ ÃË lð) ¾À¿ lß)
½Ã¿¶ÁÂ ËÃ¹ ¸ÀÂ»¾À·¶ Å ½ ¾Æ Í ¶ ¾·Ì¸¶Ä¶¿ ºÂ¸ÀÊ Â¸½ ¸Á¾¹ ¸¿¶¾Â Ïc44d Å cðd Å cÕdÐ È Ó ¸e ¶¹¶À» Àº½ ¶¹¸·¾Á Â»¹¾»¶Ò
Ê¸¶Â »Ã ¾··ÃºÀ» ËÃ¹ »Ì¶Â¶ Ì¾Ä¶ Í ¶¶À ¼¾¹»¸¾ÁÁÆ ¸ÀÄ¶Â»¸Ê¾»¶¿ ¸À c4 èd Å aÌ¸·Ì ÂÌÃa »Ì¾» »Ì¶ ¼¹ÃÍÁ¶½ ÃË
·Ãº¼Á¸ÀÊ ¸À »Ì¶ Â»¶¾¿Æ ¾À¿ ºÀÂ»¶¾¿Æ ·¾Â¶Â ÂÌÃºÁ¿ Í ¶ ¿¸Â»¸ÀÊº¸ÂÌ¶¿ m

ÏË Ð ¾ Â¸½ ¸Á¾¹ ·Ã½¼¾À¸ÃÀ aÃ¹ï ÃÀ »Ì¶ ËºÁÁ ðºÁ¶¹ ¶Îº¾»¸ÃÀÂ Ï»Ì¾» ¸Â »Ì¶ ·Ãº¼Á¸ÀÊ ÃË »Ì¶ ÃÀ¶Ò
¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ¾À¿ »aÃÒ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ðºÁ¶¹ ¶Îº¾»¸ÃÀÂ ¸À·Áº¿¸ÀÊ »Ì¶ »Ã»¾Á ¶À¶¹ÊÆ ÊÃÄ¶¹À¸ÀÊ ¶Îº¾»¸ÃÀÂÐ
¶Ä¶À ·ÃÀÔ¹½ Â »Ì¾» »Ì¶ ½ ¾¸À ¿¹¾aÍ¾·ï ÃË »Ì¶ ¾¿½ ¸ÂÂ¸Í Á¶ ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ½ Ã¿¶Á Ì¾Â ½ Ã¹¶ ¾ÀÀÃÆ¸ÀÊ
·ÃÀÂ¶Îº¶À·¶Â Å Â¸À·¶ »Ì¶ ¼ ÃÁÁº»¸ÃÀ ¾¹ÃºÀ¿ »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ½ ¾Æ Á¶¾¿ »Ã ¾ Í ÁÃa Òº¼ ÃË »Ì¶ ·Ã¿¶ Å aÌ¸·Ì ¸Â
¿º¶ »Ã »Ì¶ Ã··º¹¹¶À·¶ ÃË À¶Ê¾»¸Ä¶ ¿¸Â·¹¶»¶ Ä¾Áº¶Â ÃË »Ì¶ ¿¶ÀÂ¸»Æ ÏÂ¶¶ ¾¼¼ ¶À¿¸Ç y ¾À¿ c44dÐ È bÀ »Ì¶
Ã»Ì¶¹ Ì¾À¿ Å »Ì¶ ¾¿½ ¸ÂÂ¸Í Á¶ ÀÃÀÒ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ¾¼¼¹Ã¾·Ì ¼¹ÃÄ¸¿¶Â Â¾»¸ÂË¾·»Ã¹Æ ¹¶ÂºÁ»Â aÌ¸·Ì ¾¹¶ ·ÁÃÂ¶
»Ã »Ì¶ ¹¶Ë¶¹¶À·¶ ÂÃÁº»¸ÃÀ È

^ ~+ ,»-¶�. ���/�¼�¶·�
*Ì¸Â aÃ¹ï a¾Â Âº¼¼Ã¹»¶¿ ÍÆ ðÓ{ Ïð Á0·»¹¸·¸»0 ¿¶ {¹¾À·¶Ð Å yð. ÏyÃ½½ ¸ÂÂ¾¹¸¾» 1 Á 2ðÀ¶¹Ê¸¶ .»ÃÒ

½ ¸Îº¶Ð Å Éßx/ ÏÉÀÂ»¸»º» ¿¶ ß ¾¿¸Ã¼¹Ã»¶·»¸ÃÀ ¶» ¿¶ xº¹¶»0 /º·Á0¾¸¹¶Ð ¾À¿ {ß.).*b)ð Ò./1 Å ¸À
»Ì¶ Ë¹¾½ ¶aÃ¹ï ÃË »Ì¶ /ð1*|/ð ¼¹Ã} ¶·» È yÃ½¼º»¾»¸ÃÀ¾Á Ë¾·¸Á¸»¸¶Â a¶¹¶ ¼¹ÃÄ¸¿¶¿ ÍÆ ðÓ{ È É» Ì¾Â
Í ¶À¶Ô»¶¿ Ë¹Ã½ Ë¹º¸»Ëº Á ¿¸Â·ºÂÂ¸ÃÀÂ a ¸»Ì .ÀÀ¾Á¸Â¾ .½Í¹ÃÂÃ Ïyð. Ð Å *Ì¸¶¹¹Æ Ã¾ÁÁÃº¶» Ï|À¸Ä¶¹Â¸»0 . ¸Ç
) ¾¹Â¶¸ÁÁ¶ É Å µ.*1 Ð Å yÌ¹¸Â»Ã¼Ì¶ yÌ¾ÁÃÀÂ Å {¹0¿0¹¸· yÃÎº¶Á Å ð¿a ¸Ê¶ ÃÃ¿Á¶a Âï ¸ Å {¹0¿0¹¸· µ¾ÊÃº»¸Ñ¹¶ Å
1 ¸¶¹¹¶Ò. ¹À¾º¿ ß ¾Ä¸¾¹» ¾À¿ / ¸·ÃÁ¾Â x¶Êº¸À Ï|À¸Ä¶¹Â¸»0 1¾¹¸Â ý É Å 3¾·Îº¶ÂÒµÃº¸Â µ¸ÃÀÂ Á¾Í Ã¹¾»Ã¹Æ Ð È
ß ¶Ä¸¶a¶¹Â ¾¹¶ ¾ÁÂÃ ¾·ïÀÃa Á¶¿Ê¶¿ ËÃ¹ »Ì¶¸¹ ºÂ¶ËºÁ ·Ã½½ ¶À»Â ¾À¿ ÂºÊÊ¶Â»¸ÃÀÂ È

,,



ñò×ãØÙÚÛ Ü g ñæóãÝ×hÛ ØiÙÛÚÞ×ñØ×Ý ßÛÐ àæßáÝÛÐ ßÛÐ jkó×ÙØæiÐ ß âÛóÝÛÚ ÛiñæiÞØhóÚ×ÙØæi ØÐÛiÙÚæãØkóÛ ä óiÛ ÛÙ ßÛóå ßØàÛi ÐØæiÐ ß âÛ Ðã×ñÛ
^ ~3 ,44 �¶�µ5 , 6 , »�¼4º¸µ��¶ �¹ ·´¸�� �µ�·µ¶»· µ¶·�¸¹º»� ¼�����

*Ì¸Â ¾¼¼ ¶À¿¸Ç ¸Â ¿¶ÄÃ»¶¿ »Ã »Ì¶ ·Ã½¼¾¹¸ÂÃÀ ÃË ¹¶ÂºÁ»Â »Ì¾» Ì¾Ä¶ Í ¶¶À ÃÍ»¾¸À¶¿ aÌ¶À ºÂ¸ÀÊ Ö
Ï¾Ð »Ì¶ À¾»º¹¾Á ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ½ Ã¿¶Á aÌ¸·Ì ¿Ã¶Â ÀÃ» ËºÁÔ ÁÁ »Ì¶ Ï/xy Ð ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀ m
ÏÍ Ð »Ì¶ ÀÃÀÒ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ½ Ã¿¶Á aÌ¸·Ì ËºÁÔ ÁÁÂ »Ì¶ Ï/xy Ð ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀ m
Ï·Ð »Ì¶ ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ½ Ã¿¶Á aÌ¸·Ì ËºÁÔ ÁÁÂ »Ì¶ Ï/xy Ð ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀ È

. ÁÁ ·Ã½¼º»¾»¸ÃÀÂ Ì¾Ä¶ Í ¶¶À ¼ ¶¹ËÃ¹½ ¶¿ ºÂ¸ÀÊ »Ì¶ Â¾½ ¶ ½ ¶ÂÌ a ¸»Ì »Ì¶ ÔÀ¶Â» ½ ¶ÂÌ ¸À »Ì¶ »¾Àï È *Ì¶
·Ãº¼Á¸ÀÊ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ¸Â ÁÃ ·¾»¶¿ ¾»

x = 0
È *Ì¶ ·¹ÃÂÂ¶Â ·Ã¹¹¶Â¼ ÃÀ¿ »Ã »Ì¶ ¹¶Ë¶¹¶À·¶ ÂÃÁº»¸ÃÀ ·Ã½¼º»¶¿

ÃÀ ¾ ËºÁÁ îÓ ½ ¶ÂÌ ¸À·Áº¿¸ÀÊ »Ì¶ ¼¸¼ ¶ È x·Ì¶½ ¶Â ¾ÂÂÃ·¸¾»¶¿ a ¸»Ì Â»¹¾»¶Ê¸¶Â ÏÍ Ð ¾À¿ Ï·Ð Ì¾Ä¶ Í ¶¶À
¿¶»¾¸Á¶¿ ¸À Â¶·»¸ÃÀ

4.3
È *Ì¶ Â·Ì¶½ ¶ ·Ã¹¹¶Â¼ ÃÀ¿¸ÀÊ »Ã »Ì¶ À¾»º¹¾Á Â»¹¾»¶ÊÆ Ï¾Ð ¹¶¾¿Â Ö

± ¸Ë
u∗ > 0

Ö
(ρuv)+ = (ρuv)− = 0

± ¸Ë
u∗ < 0

Ö
(ρuv)+ = (ρuv)− = (ρu)∗vR+¶ ÃÍÄ¸ÃºÂÁÆ ·Ì¶·ï »Ì¾» Â»¹¾»¶Ê¸¶Â Ï¾Ð ¾À¿ ÏÍ Ð ¼¹ÃÄ¸¿¶ Â¸½ ¸Á¾¹ ¹¶ÂºÁ»Â ¸À »Ì¶ îÓ »¾Àï Å aÌ¸·Ì a¾Â

¶Ç¼ ¶·»¶¿ Â¸À·¶
(ρuv)+

¸Â »Ì¶ Â¾½ ¶ ËÃ¹ Í Ã»Ì Â·Ì¶½ ¶Â aÌ¶À
u∗ < 0

È b Ë ·Ãº¹Â¶ ·¶ÁÁ Ä¾Áº¶Â ËÃ¹
ρv

a ¸»Ì ¸À
»Ì¶ ¼¸¼ ¶ ¾¹¶ ÀÃÀ f¶¹Ã aÌ¶À ºÂ¸ÀÊ Ï¾Ð aÌ¶¹¶¾Â ·¶ÁÁ Ä¾Áº¶Â ÃÍ»¾¸À¶¿ a ¸»Ì ÏÍ Ð ¾À¿ Ï·Ð ¾¹¶ ÀºÁÁ È *Ì¶ ¶¹¹Ã¹
ÃÀ »Ì¶ Ô¹Â» ·¶ÁÁ ¸À »Ì¶ »¾Àï ¹¶Ê¸ÃÀ ¸Â ¾Á½ ÃÂ» Â¸Ç »¸½ ¶Â Ê¹¶¾»¶¹ aÌ¶À ºÂ¸ÀÊ »Ì¶ ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ¾¼¼¹Ã¾·Ì
aÌ¸·Ì ËºÁÔ ÁÁÂ »Ì¶ Ï/xy Ð ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀ Å »Ì¾» ¸Â Ï·Ð È *Ì¶ Á¾»»¶¹ ¿Ã¶Â ÀÃ» Â¶¶½ Âº¸»¾ÍÁ¶ Å ¶Â¼ ¶·¸¾ÁÁÆ ¸Ë ÃÀ¶
¾¸½ Â ¾» ·Ã½¼º»¸ÀÊ ·Ì¶½ ¸·¾Á Â¼ ¶·¸¶Â È
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^ ~8 ,44 �¶�µ5 9 6 : ¸¸�¸ ¸��ü �·� ¹�¸ ·´� /º� �µ¼ü�º·µ�¶
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^ ~; ,44 �¶�µ5 ) 6 )�ü4 �µ¶/ ·.� º¶� �¶�<�µ¼�¶�µ�¶º� :ü��¸ ¼�����

ÉÀ »Ì¶ ËÃÁÁÃa ¸ÀÊ a¶ ¶Ç¼Á¾¸À ÌÃa »Ì¶ ½ ¶»ÌÃ¿Â ¼¹Ã¼ ÃÂ¶¿ ËÃ¹ »Ì¶ ðºÁ¶¹ ÂÆÂ»¶½ ¸À ¸Â¶À»¹Ã¼¸· ËÃ¹½
·¾À Í ¶ ¾¼¼Á¸¶¿ »Ã »Ì¶ ·Ã½¼Á¶»¶ ðºÁ¶¹ ÂÆÂ»¶½ È . Àº½ ¶¹¸·¾Á »¶Â» a ¸ÁÁ ¹¶¸ÀËÃ¹·¶ »Ì¶ ¼¹¶Ë¶¹¶À·¶ ËÃ¹ »Ì¶
ÀÃÀÒ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ½ ¶»ÌÃ¿ aÌ¸·Ì ¹¶Â¼ ¶·» »Ã »Ì¶ Ï/xy Ð È
� �= �� > ����� �� �� �������

+ ¸»ÌÃº» ÁÃÂÂ ÃË Ê¶À¶¹¾Á¸»Æ a¶ ¾ÂÂº½ ¶ »Ì¾» »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ÃË ·Ãº¼ Á¸ÀÊ ¸Â ¼Á¾·¶¿ ¾ÁÃÀÊ »Ì¶
y
Ò¾Ç ¸Â ¾»

x = 0
È bÀ »Ì¶ Á¶Ë» Â¸¿¶ ÃË »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ a¶ ·ÃÀÂ¸¿¶¹ »Ì¶ ÃÀ¶Ò¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ðºÁ¶¹ ÂÆÂ»¶½ Ö

∂t (ρ) + ∂x ((ρu)) = 0
ÏÕ Èî-Ð

∂t ((ρu)) + ∂x

(
(ρu2 + P )

)
= 0

ÏÕ Èî èÐ
∂t (E1) + ∂x ((u(E1 + P ))) = 0

ÏÕ ÈîîÐ
a ¸»Ì Å

E1 = ρe1(P,ρ) + ρ
u2

2bÀ »Ì¶ ¹¸ÊÌ» Â¸¿¶ ÃË »Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ a¶ ·ÃÀÂ¸¿¶¹ »Ì¶ »aÃÒ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ðºÁ¶¹ ÂÆÂ»¶½ Å »Ì¶ ¼¹Ã} ¶·»¸ÃÀ ÃË
aÌ¸·Ì ¾ÁÃÀÊ »Ì¶ ÇÒ¾Ç ¸Â ¸Â ÏaÌ¸Á¶ À¶ÊÁ¶·»¸ÀÊ »¹¾ÀÂÄ¶¹Â¶ ¿¶¹¸Ä¾»¸Ä¶ÂÐ Ö

∂t (ρ) + ∂x ((ρu)) = 0
ÏÕ ÈîÕÐ

∂t ((ρu)) + ∂x

(
(ρu2 + P )

)
= 0

ÏÕ Èîê Ð
∂t (E2) + ∂x ((u(E2 + P ))) = 0

ÏÕ Èî4Ð
∂t ((ρv)) + ∂x ((ρuv)) = 0

ÏÕ ÈîðÐ
a ¸»Ì Å

E2 = ρe2(P,ρ) + ρ(
u2

2
+

v2

2
)

ÉÀ »Ì¶ ËÃÁÁÃa ¸ÀÊ a¶ a ¸ÁÁ ·ÃÀÂ¸¿¶¹ »Ì¾» »Ì¶ »aÃ ½ Ã¿¶ÁÂ Ì¾Ä¶ »Ì¶ Â¾½ ¶ ¶Îº¾»¸ÃÀ ÃË Â»¾»¶ Å »Ì¾» ¸Â Ö
e1(P,ρ) = e2(P,ρ) = e(P,ρ), ∀(P,ρ)

� �= �� ? �² ¾����@ ��� �²������������� ����¾ �¿����
+¶ ÀÃ»¶ »Ì¾» »Ì¶ »Ã»¾Á ¶À¶¹ÊÆ

E2
·¾À Í ¶ ¶Ç¼¹¶ÂÂ¶¿ ¾Â Ö

E2 = E1 + ρ
v2

2*Ì¶ Â¶» ÃË ¶Îº¾»¸ÃÀÂ ÏÕ ÈîÕÐÒ ÏÕ ÈîðÐ ¸Â ¶Îº¸Ä¾Á¶À» »Ã »Ì¶ Â¶» ÃË ¶Îº¾»¸ÃÀÂ ÏÕ ÈîëÐÒ ÏÕ ÈÕ-Ð Å ¶¸»Ì¶¹ ËÃ¹ ¹¶ÊºÁ¾¹
ÂÃÁº»¸ÃÀÂ Ã¹ ËÃ¹ ¿¸Â·ÃÀ»¸Àº¸»¸¶Â Ö

∂t (ρ) + ∂x ((ρu)) = 0
ÏÕ ÈîëÐ

∂t ((ρu)) + ∂x

(
(ρu2 + P )

)
= 0

ÏÕ Èî,Ð
∂t (E1) + ∂x ((u(E1 + P ))) = 0

ÏÕ Èî2Ð
∂t ((ρv)) + ∂x ((ρuv)) = 0

ÏÕ ÈÕ-Ð
.À ¸½¼Ã¹»¾À» ¼ Ã¸À» »Ã Í ¶ ÎºÃ»¶¿ ¸Â »Ì¾» »Ì¶ ÂºÍÂ¶» ÃË ¶Îº¾»¸ÃÀÂ ÏÕ ÈîëÐÒ ÏÕ Èî2Ð ¿Ã¶Â ÀÃ» ¿¶¼ ¶À¿ ÃÀ

v
È

É» ¸Â »Ì¶ Â¾½ ¶ Â¶» ÃË ¶Îº¾»¸ÃÀÂ »Ì¾À ÏÕ Èî-ÐÒ ÏÕ ÈîîÐ È +¶ ·¾À »Ì¶À ¾¼¼ÁÆ »Ì¶ ½ ¶»ÌÃ¿Â ÃË zºÇ ·Ãº¼Á¸ÀÊ
¼¹Ã¼ ÃÂ¶¿ ËÃ¹ »Ì¶ ¸Â¶À»¹Ã¼¸· ðºÁ¶¹ ½ Ã¿¶Á È

2î
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� �= �� ½� ����¾Ö��� ����� Ö�¾ ��� ���� ���@

*Ì¶ Ï/xy Ð ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀ ï¶¶¼Â ¸»Â ¸½¼Ã¹»¾À·¶ ¸À »Ì¶ ¼¹¶Â¶À» ·¾Â¶ È l ¶À·¶ ¾À ¸À»¶¹Ë¾·¶ ½ Ã¿¶Á ¸Â
¾¿½ ¸ÂÂ¸Í Á¶ ¸Ë ¾À¿ ÃÀÁÆ ¸Ë ¸» ¹¶Â¼ ¶·»Â »Ì¸Â ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀ È +¶ ¼¹Ã¼ ÃÂ¶ Ì¶¹¶¸À »aÃ ½ Ã¿¶ÁÂ È *Ì¶ ¿¶ÔÀ¸»¸ÃÀ ÃË
»Ì¶ Ä¾¹¸¾ÍÁ¶

z
¹¶½ ¾¸ÀÂ ºÀ·Ì¾ÀÊ¶¿ È

A  ¦ B¥¦ ¡�£�©¢��� ©�¯ �¡¡�° «� � ¢�£¬©¥� ¯¦��«
+¶ ÀÃa ·ÃÀÂ¸¿¶¹ »Ì¶ ËÃÁÁÃa ¸ÀÊ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ½ Ã¿¶Á Ö

∂t (z) = 0
ÏÕ ÈÕ èÐ

∂t (ρ) + ∂x ((ρu)) = 0
ÏÕ ÈÕîÐ

∂t ((ρu)) + ∂x

(
(ρu2 + P )

)
= 0

ÏÕ ÈÕÕÐ
∂t (E1) + ∂x ((u(E1 + P ))) = 0

ÏÕ ÈÕê Ð
∂t (v) + zu∂x (v) = 0

ÏÕ ÈÕ4Ð
*Ì¸Â ÂÆÂ»¶½ ·¾À ÀÃ» Í ¶ a ¹¸»»¶À ¸À ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ËÃ¹½ Ãa ¸ÀÊ »Ã »Ì¶ ÀÃÀÒ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ¼¹Ã¿º·»

zu∂x (v)
È

ÉÀ Ë¾·» »Ì¶ ÂÃÁº»¸ÃÀ ÃË »Ì¶ ß ¸¶½ ¾ÀÀ ¼¹ÃÍÁ¶½ ¸Â ·Á¾ÂÂ¸·¾Á ËÃ¹ ÏÕ ÈÕ èÐÒ ÏÕ ÈÕê Ð ÏºÀÁ¶ÂÂ ÂÃ½ ¶ ¹¶ÂÃÀ¾À·¶
¼Ì¶ÀÃ½ ¶À¾ Ã··º¹ÂÐ Å Íº» a¶ Ì¾Ä¶ »Ã ¼¹Ã¼ ÃÂ¶ ¾ a¾Æ »Ã ÂÃÁÄ¶ ÏÕ ÈÕ4Ð È *Ì¸Â ¸Â ¾·Ì¸¶Ä¶¿ ºÂ¸ÀÊ »Ì¶ Â¾½ ¶
¸¿¶¾ ¾Â ¿¶Ä¶ÁÃ¼ ¶¿ ¸À »Ì¶ ¸Â¶À»¹Ã¼¸· ·¾Â¶ È { ¸À¾ÁÁÆÅ »Ì¶ Àº½ ¶¹¸·¾Á zºÇ¶Â ¾¹¶ Ö

F− =




(ρu)∗

(ρu2 + P )∗

(u(E1 + P ))∗

0


 , F+ = F− +




0

0
(ρu)∗

2 (v+)2

(ρu)∗v+




aÌ¶¹¶
v+ ¸Â »Ì¶ ÂÃÁº»¸ÃÀ ËÃ¹ »Ì¶ Ä¾¹¸¾ÍÁ¶

v
¾»

x/t = 0+ ¾À¿
Y ∗ Â»¾À¿Â ËÃ¹ »Ì¶ ¶Ç¾·» ÂÃÁº»¸ÃÀ

Y (x/t = 0)
È bÍÄ¸ÃºÂÁÆ »Ì¶ ·Ãº¼Á¸ÀÊ ½ ¶»ÌÃ¿ ¹¶Â¼ ¶·»Â »Ì¶ Ï/xy Ð ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀ ¾À¿ ¸Â ÀÃ» ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ È

A ¥¦ ¡�£�©¢��� ©�¯�¡¡�° «� � ¢�£¬©¥� ¯¦��«
+¶ ¸À»¹Ã¿º·¶ ÀÃa ¾ ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ½ Ã¿¶Á »Ì¾» ¹¶Â¼ ¶·»Â »Ì¶ Ï/xy Ð ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀ È *Ì¸Â ½ Ã¿¶Á

¸Â ¶Ç¾·»ÁÆ »Ì¶ ·ÃºÀ»¶¹¼¾¹» ÃË »Ì¶ ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ½ Ã¿¶Á ¼¹Ã¼ ÃÂ¶¿ ËÃ¹ »Ì¶ ¸Â¶À»¹Ã¼¸· ·¾Â¶ È *Ì¶ ÊÃÄ¶¹À¸ÀÊ
¶Îº¾»¸ÃÀÂ ¾¹¶ Ö

∂t (z) = 0
ÏÕ ÈÕðÐ

∂t (ρ) + ∂x ((ρu)) = 0
ÏÕ ÈÕëÐ

∂t ((ρu)) + ∂x

(
(ρu2 + P )

)
= 0

ÏÕ ÈÕ,Ð
∂t (E1) + ∂x ((u(E1 + P ))) = 0

ÏÕ ÈÕ2Ð
∂t ((ρv)) + ∂x ((zuρv)) = 0

ÏÕ Èê-Ð
l ¶À·¶ »Ì¶ Á¶Ë» ¾À¿ ¹¸ÊÌ» zºÇ¶Â ¾¹¶ Ö

F− = F+ =




(ρu)∗

(ρu2 + P )∗

(u(E1 + P ))∗

0




2Õ
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*ÌºÂ »Ì¸Â ½ Ã¿¶Á Ëº ÁÔ ÁÂ »Ì¶ Ï/xy Ð ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀ ¾À¿ Â¸À·¶

F− = F+ »Ì¸Â ·Ãº¼ Á¸ÀÊ ½ ¶»ÌÃ¿ ¸Â ¾ÁÂÃ
·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ¸À »¶¹½ Â ÃË »Ã»¾Á ¶À¶¹ÊÆÈ
� �= �ù Á���¾���� ¾��� ���

+¶ ºÂ¶ »Ì¶ ¾Í ÃÄ¶ ½ ¶»ÌÃ¿Â »Ã Â¸½ºÁ¾»¶ »Ì¶ ðºÁ¶¹ ½ Ã¿¶Á a ¸»Ì ¼ ¶¹Ë¶·» Ê¾Â ðbx Å »Ì ¾» ¸Â Ö

(γ − 1)ρe(P,ρ) = P

*Ì¶ »¶Â» ·¾Â¶ ·ÃÀÔÊº¹¾»¸ÃÀ ¸Â »Ì¶ Â¾½ ¶ ¾Â »Ì¶ ÃÀ¶ ¿¶Â·¹¸Í ¶¿ ËÃ¹ »Ì¶ ¸Â¶À»¹Ã¼¸· ðºÁ¶¹ ÂÆÂ»¶½ Â È +¶
·ÌÃÃÂ¶ »Ã ¼¹¶Â¶À» »Ì¶ ¹¶ÂºÁ»Â ÃÍ»¾¸À¶¿ ËÃ¹ »Ì¶ Ê¾Â Â¸½ºÁ¾»¸ÃÀ Å »Ì¾» ¸Â

γ = 1.4
È *Ì¶ ¸À¸»¸¾Á ·ÃÀ¿¸»¸ÃÀÂ

¾¹¶ Ö
ρ(x,y; t = 0) =

{
0.5

¸Ë
y > x − 0.15

1.0
¶ÁÂ¶ È

P (x,y; t = 0) =

{
104 ¸Ë

y > x − 0.15

105 ¶ÁÂ¶ È
u(x,y; t = 0) = v(x,y; t = 0) = 0.0

*Ì¶ ¸À»¶¹Ë¾·¶ ¸Â ÁÃ ·¾»¶¿ ¸À
x = 0

Ï¸ È¶ È ¾» »Ì¶ ·ÃÀÀ¶·»¸ÃÀ Í ¶»a¶¶À »Ì¶ ¼¸¼ ¶ ¾À¿ »Ì¶ »¾Àï Ð È . ÁÁ
¸À»¶¹Ë¾·¸¾Á zºÇ¶Â ¾¹¶ ·Ã½¼º»¶¿ ºÂ¸ÀÊ ¾ ý{ß Ã¶ÒÀ·Ä Â·Ì¶½ ¶ a ¸»Ì »Ì¶ Ä¾¹¸¾ÍÁ¶

(ρ,u,P,v)⊤
¾À¿ »Ì¶

»¸½ ¶ Â»¶¼Â ¾¹¶ ·Ã½¼º»¶¿ ¸À Ã¹¿¶¹ »Ã ·Ã½¼ÁÆ a ¸»Ì »Ì¶ ·ÃÀÂ»¹¾¸À» Ö
CFL = 1/2

È
*Ì¶ ¿¶ÀÂ¸»Æ

ρ
¾À¿ »Ì¶ »¹¾ÀÂÄ¶¹Â¶ ½ Ã½ ¶À»º½

ρv
¾¹¶ ¼ÁÃ»»¶¿ ÃÀ »Ì¶ Á¸À¶

y = 0
Ïa ¸»Ì ¹¶Â¼ ¶·»

»Ã
x
Ð È *Ì¶ ÂÃÒ·¾ÁÁ¶¿ »aÃÒ¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ¹¶Ë¶¹¶À·¶ ÂÃÁº»¸ÃÀ ¸Â »Ì¶ ·Ã½¼º»¾»¸ÃÀ ÃÍ»¾¸À¶¿ ºÂ¸ÀÊ »Ì¶ »aÃÒ

¿¸½ ¶ÀÂ¸ÃÀ¾Á ðºÁ¶¹ ½ Ã¿¶Á ÃÀ »Ì¶ aÌÃÁ¶ ¿Ã½ ¾¸À a ¸»Ì »Ì¶ ½ ¶ÂÌ ¹¶ÔÀ¶¿ ¸À ¾ÁÁ ¿¸¹¶·»¸ÃÀÂ È *Ì¶ ¹¶ÂºÁ»Â
aÌ¸·Ì ¾¹¶ ¿¸Â¼Á¾Æ¶¿ ¹¶Âº Á» Ë¹Ã½ »Ì¶ ÔÀ¶Â» ½ ¶ÂÌ È {Ã¹ »Ì¶ ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ¾¿½ ¸ÂÂ¸Í Á¶ ½ Ã¿¶Á »Ì¶ ÃÄ¶¹ÂÌÃÃ»
ÃË »Ì¶ »¹¾ÀÂÄ¶¹Â¶ Ä¶ÁÃ ·¸»Æ ½ ¾ï¶Â »Ì¶ ·Ã½¼º»¾»¸ÃÀ Â»Ã¼ Ï»Ì¶ ¿¶ÀÂ¸»Æ ¸À ¾» Á¶¾Â» ÃÀ¶ ·¶ÁÁ Í ¶·Ã½ ¶Â À¶Ò
Ê¾»¸Ä¶Ð È ß ¶ÂºÁ»Â ¾¹¶ ¼ÁÃ»»¶¿ ¾» »Ì¶ Á¾Â» »¸½ ¶ Â»¶¼ Í ¶ËÃ¹¶ »Ì¸Â ÍÁÃa Òº¼ Ã··º¹Â È

) Ã¹¶ÃÄ¶¹ Å aÌ¶À ·Ã½¼¾¹¶¿ a ¸»Ì »Ì¶ ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ¾¿½ ¸ÂÂ¸Í Á¶ ½ Ã¿¶Á Ï¹¶¼¹¶Â¶À»¶¿ ÍÆ ÂÎº¾¹¶Â ÃÀ
ÔÊº¹¶ÂÐ Å a¶ ÃÍÂ¶¹Ä¶ »Ì¾» ¹¶ÂºÁ»Â ÃÍ»¾¸À¶¿ a ¸»Ì »Ì¶ ÀÃÀÒ·ÃÀÂ¶¹Ä¾»¸Ä¶ ¾¿½ ¸ÂÂ¸Í Á¶ ½ Ã¿¶Á Ï¹¶¼¹¶Â¶À»¶¿
ÍÆ ·¸¹·Á¶Â ÃÀ ÔÊº¹¶ÂÐ ¾¹¶ ½º·Ì ·ÁÃÂ¶¹ »Ã »Ì¶

2D
¹¶Ë¶¹¶À·¶ ÂÃÁº»¸ÃÀ Ï¹¶¼¹¶Â¶À»¶¿ ÍÆ ·¹ÃÂÂ¶Â ÃÀ ÔÊº¹¶Ð

À¶¾¹ »Ì¶ ·Ãº¼Á¸ÀÊ ¸À»¶¹Ë¾·¶ È

2ê
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GHIJKLMN O

P QR S TUVWXR YWZ[ \WZY]R[ XRZ^ S WX_]R`
XaYVb`acZR` VWS Wd_QR` XR
UVR[S WVeX[bZ]acZR QZ\]Tba[R

fghijkl m 2gn o0iphl qgkrmlh oli s gotmli opu 0hlnvi w gn liv xs ln0 1 qgnipo0hlh oli s gotmli vylhzs go{nxs pjkls lnv opu 0hlnvi | }gkh o0qhphl kn s ~s l 0qgkmls lnv rmkiplkhi qygp� ol s gotmli ignvr giip� mli | yli s gotmli r giitolnv oli i{ivts li x�lq rmki gk s gpni o 20jkxvpgni lv ognq o0qhp�lnv ols xnpthl rmki gk s gpni �nl mli ry0ngs tnli ry{ipjkli | fl qygp� o 2kn s gotml ��hgiiplh � il }kivp�lxpi0s lnv rxh ml �xpn jk 2pm xrr ghvl o 2kn r gpnv ol �kl ok vlsri ol qxmqkm w 1 rh0qpipgn ilnip� mls lnv0jkp�xmlnvl xk s gotml �ikr 0hplkh � � xkvhls lnv opv w 1 vlsri ol qxmqkm polnvpjkl w kn s gotml �hgiiplhr lhs lvvhx ognq o 2lu lqvklh oli qxmqkmi ikh oli s xpmmx�li rmki �ni jk 2kn s gotml rmki �n |
�gki x�gni qygpip ol qgkrmlh kn s gotml ygs g�tnl hlmx�0 ��ß� � lv kn s gotml ygs g�tnl 0jkpzmp�h0 ��ð� �| yli s gotmli o0qhp�lnv oli 0qgkmls lnvi opryxipjkli w ml rhls plh 0vxnv ophlqvls lnv piikok s gotml �pzzkpol ivxnoxho �s gotml s gngzrhliipgn 1 ip� 0jkxvpgni� | flkhi i{ivts li o 20jkxvpgni�gnv pnvlh�lnph oli �hxnolkhi ol s 0mxn�l jkp ignv oli s g{lnnli oli �hxnolkhi ryxipjkli qghhlir gnzoxnvli | ylmmlizqp ignv mx olnipv0 ok s 0mxn�l w mx �pvliil ok s 0mxn�l lv m 20nlh�pl vgvxml ok s 0mxn�lr gkh �ð� � ml s gotml �ß� rgiitol mli s ~s li �xhpx�mli xk�jklmmli gn x} gkvl ml vpvhl s xiil olmpjkpol | � mghi jkl oxni ml s gotml �ð� mli �hxnolkhi vylhs go{nxs pjkli hlir lqvlnv kn �åÙ ���Ñ���� ��ÒÈÕóÇÓÒ �åÙ� �ÈÔÓ � �ÇÏ �ÓÇ �ÓÇ � ol �x�gn psrmpqpvl w oxni ml s gotml �ß� knl 0qylmml ol vlsri�npl r lhs lv ol il hxrrhgqylh o 2kn vlm 0jkpmp�hl ln } gkxnv ikh ml vpvhl mpjk pol |
}gkh o0vlhs pnlh ml i{ivts l o 20jkxvpgni ok s gotml �ß� ngki x�gni ikp�p mx s 0vygogmg�pl { mpqxlv �y{q w jkp il �xil ikh ml i{ivts l ivxnoxho �pzzkpol 1 knl rhliipgn | �l s ~s l mx �lhs lvkhl vylhzs go{nxs pjkl ol v{r l { mpqx*�y{q x 0v0 qgnilh�0l � mx ryxil �xr lkh liv qgnipo0h0l qgssl 0vxnvvgk} gkhi 1 ixvkhxvpgn | ylqp x knl �hxnol pnzklnql ikh ml qgsrghvls lnv ok s gotml qxh x�lq qlvvly{r gvytil gn �x�ghpil mli 0qgkmls lnvi 1 �xp� ml vxk� ol �xr lkh | ylmx liv n0xns gpni qgy0hlnv x�lqm 2kvpmpixvpgn ok sgotml r gkh mli qgoli ipskmxnv mli 0qgkmls lnvi oxni ml qphqkpv rhps xphl ol mx qlnzvhxml | fli vlhs li ol Õ��� �w mp0i 1 mx opu 0hlnql ol �pvliil oli olk� ryxili w n 2gnv rxi 0v0 rhpi ln qgsrvlr gkh s lvvhl m 2xqqlnv ikh ml qgkrmx�l vylhs go{nxs pjkl | ðn lulv w qlhvxpni s gotmli ol ohp�v r lk�lnvx�gph oli qgni0jklnqli n0�xivli ikh ml ogs xpnl o 2y{r lh� gmpqpv0 | ðn gkvhl mx ipsrmp�qxvpgn mli vx�mlivylhs go{nxs pjkli lxkz�xr lkh �mgpi xnxm{vpjkli� r lhs lvvhx knl 0vkol vy0ghpjkl rxhvplmml oli olk�s gotmli | fl s gotml �ð� liv jkxnv 1 mkp qlmk p kvpmpi0 oxni ml qgol �y{q | fli 0jkxvpgni ikh mli �hxnz
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olkhi s g{lnn0li ignv ils�mx�mli xk� 0jkxvpgni o 2ðkmlh | fli mgpi ol �lhs lvkhl kvpmpilnv mx s ~s lvx�ml vylhs go{nxs pjkl jkl ml s gotml �ß� |

fx s 0vygol ol qgkrmx�l jkl ngki x�gni xrrmpjk0l r gkh s lvvhl ln hlmxvpgn kn qgol �xi0 ikh mls gotml �ð� lv kn qgol �xi0 ikh ml s gotml �ß� liv knl �xhpxnvl ol mx s 0vygol ol qgkrmx�l rxh
zk� kvpmpi0l xk qyxrpvhl rh0q0olnv | |n sgotml o 2pnvlh�xql xo0jkxv r lhs lv ol qxmqkmlh oli zk� jkpignv vhxnis pi qgssl qgnopvpgni xk� mps pvli xk� qgoli ol rxh lv o 2xkvhl ol m 2pnvlh�xql ol qgkrmx�l |�gki pnvhgokpigni knl �xhpx�ml qxhxqv0hpivpjkl ok ogs xpnl w ngv0l

Y
w jkp rhlno mx �xmlkh

1
oxniml ogs xpnl �ß� lv

0
oxni ml ogs xpnl �ð� | f 2pnvhgokqvpgn o 2knl gnol ol qgnvxqv ivxvpgnnxphl

∂tY = 0
�s 0vygol hlvlnkl xk qyxrpvhl rh0q0olnv� ip�np�l jkl mli olk� ogs xpnli nl � gk�lnv rxi |°lqp r lkv lnvhx±nlh oli rhg� mts li ol h0ignxnql ip ml ��xn � o 2knl gnol ol o0vlnvl qgnvplnv mx ohgpvl

x/t = 0
| f 20jkxvpgn

∂tY = 0
liv hlsrmxq0l rxh m 20jkxvpgn ol qgn�lqvpgnzhlmx�xvpgn �

∂t(ρY ) + ∂t(ρUY ) = λρ(Y0 − Y )
x�lq

λ = +∞
°lvvl 0jkxvpgn liv vhxpv0l nks 0hpjkls lnv ln i0rxhxnv mx rxhvpl qgn�lqvp�l lv ml vlhs l igkhql ��gphml rhls plh qyxr pvhl� | � pnip lmml xkvghpil vlsrghxphls lnv lv �qvp�ls lnv ml o0rmxqls lnv ol mx �hgnvpthllnvhl mli olk� ogs xpnli �rxhvpl qgn�lqvp�l� w rkpi hlqvp�l pnivxnvxn0s lnv ql o0rmxqls lnv �hlmx�xvpgnol

Y
�lhi ix �xmlkh pn pvpxml

Y0
� | fx ivhkqvkhl oli gnoli ok i{ivts l o 2ðkmlh liv ognq qgnilh�0l w0�pvxnv xpnip mli ikr lhr gipvpgni o 2gnoli |

�li vlivi nks 0hpjkli gnv 0v0 s ln0i x�n ol o0vlqvlh mx r gmmkvpgn �0n0h0l rxh mx s 0vygol olqgkrmx�l | }gkh qlmx ngki x�gni ikqqliip�ls lnv ln�g{0 ikh m 2pnvlh�xql lnvhl mli qgoli oli gnoli olqgnvxqv w oli gnoli ol o0vlnvl lv oli gnoli ol qygq | fli qgnopvpgni pn pvpxmli gnv 0v0 qygpipli x�n olhlqh0lh mli qgnopvpgni ol �gnqvpgnnls lnv ok qglkh o 2knl qlnvhxml nkqm0xphl | � m 2piikl ol qli vlivipm i 2x�thl jkl mx s 0vygol ol qgkrmx�l rhgr gi0l rh0ilnvl ol � gnnli rhgrhp0v0i ognv qlhvxpnli ignvmp0li xk� rhgrhp0v0i oli s gotmli �ð� lv �ß� | f 2kvpmpixvpgn ok iqy0s x nks 0hpjkl ý{ß glznq� ln�xhpx�ml
(ρ,U,P )

rgkh �ð� lv
(C,ρ,U,P )

rgkh mx rxhvpl qgn�lqvp�l ol �ß� w xpnip jkl mx �ghs loli 0nlh�pli pnvlhnli oli olk� s gotmli w r lhs lvvlnv mx rh0ilh�xvpgn o 2knl rxhvpl oli igmkvpgni olv{r l opiqgnvpnkpv0 ol qgnvxqv oxni qyxqkn oli ogs xpnli �ln m 2x�ilnql ol vlhs l igkhql �pln i²h� | fliqy0s x ol qgkrmx�l xkvghpil w oxni qlhvxpni qxi w ml rxiix�l ol qli gnoli ixni xkqknl r gmmkvpgn oxniml ilni �ð� �lhi �ß� | |n olk�pts l rgpnv r gipvp� liv mx � gnnl ivx�pmpv0 ok iqy0s x ol qgkrmx�l |ðn lulv vgki mli xhh~vi ok qgol ol qxmqkm ignv mp0i xk �xpv jkl mli �hxnolkhi ol s xpmml qxmqkm0liighvlnv ok ogs xpnl ol o0�npvpgn oli mgpi vylhs go{nxs pjkli | � xni mx s x} ghpv0 oli qgn��khxvpgnivliv0li w mx r gmmkvpgn �0n0h0l hlivl xqqlrvx�ml | |n qxi vliv hlrhgokpixnv iqy0s xvpjkls lnv mx s pil ln�gnqvpgnnls lnv ok qglkh o 2knl qlnvhxml liv rh0ilnv0 w mli gnoli ol qygqi �0n0h0li rxh mx s pil lnqyxkul ok h0�hp�0hxnv 0vxnv vhxnis pili rxh m 2pnvlh�xql ol qgkrmx�l ixni r gmmkvpgn l�qliip�l |
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µ ¶ NLH·¸ L· ¹·ºJ»N L¼·½JHI¾N ¿·¼ ¶ ·¸N»¾

ÀÁÂÃÄÅÂÆÇ ÈÉÆÂÆÊ1,2 Ë Ì ÍÎÏ ÎÁÆ ÈÐÆÎÑÑÁ1,2ÂÃ ÁÒÓÁÃÊÁÊ ÏÁÆÑÎÔÃ ÎÑ ÂÏÂÎÍÂÕÍÁ ÎÃ Ö×Ø ÎÃÓÁÆÃÂÍ ÆÁÙÔÆÓ È ÚÛÜ ÝÛÞßÛÞ ÝÛà

1 ámlqvhpqpv0 ol âhxnql w � p�pipgn ãlqylhqyl lv �0�lmgrr ls lnv w� 0rxhvls lnv � 0qxnpjkl oli âmkpoli lv �hxni�lhvi �ylhs pjkli wä jkxp åxvplh w æ´çè é °yxvgk qlol� w âã��°ð
} lxnzs xhq |ylhxhoêlo� |�h w gmp� plh |ykhpiilêlo� |�h

2 ënp�lhipvì ol }hg�lnql w °lnvhl ol � xvyìs xvpjkli lv o íîn�ghs xvpjkl wfx� ghxvgphl o í�nxm{il w �grgmg�pl lv }hg�x�pmpvìi z ë�ã ääïð wï³ hkl ñgmpgv °khpl w éïçòï � xhilpmml qlol� éï w âã��°ðylhxhoêqs p |kn p�zs hi |�h w ykhpiilêqs p |knp�zs hi |�h

óôõö÷øùö ú ûü ý÷üõüþö ø ÿ üö��E ��÷ ö�ü �þõöüøE� ù��ý ��þ� �� ö�� E �õö�þùöö��	ý�øõü 
�� ÿ �Eü�õ �þøÿü �� ö�ü ��ÿ ��üþü��õ  ü �ø�øö ��þ ��Eü � � øþEö�ü ��ÿ ��üþü��õ ������ô÷ ��ÿ ��Eü �� ö�÷���� ø ö��þ �þöü÷ �øùü � ��ü ôøõ�ùøýý÷�øù� ÷ü��üõ �þ ÷üùüþö ��÷�õ Eü��öüE ö� ö�ü �þöü÷ �øù�ø � ù��ý ��þ� �� ���ÿ �Eü �õ � øþE ö��õ ÷ü���÷üõ ö� �þö÷�E�ùü øþ �þöü÷�øùü ÿ �Eü � � � øþ� þ�ÿü÷ �ùø �öüõö ùøõüõ üþøô �ü ö� �þ�üõö��øöü ö�ü õöøô ���ö� �� ö�ü ù��ý ��þ� ÿüö��E �
� ~� ��� !"#$�%!�

ål �gqki pn vypi hlr ghv gn vyl knivlxo{ pnvlh�xqpxm qgkrmpn� g� v&g opivpnqv v&gzryxil 'g& sgzolmi vyxv xhl qgssgnm{ kilo pn gholh vg ipskmxvl &xvlhz�xr gkh 'g& i pn nkqmlxh r g&lh rmxnvi | �yls xpn g� } lqvp�l ylhl pi vg olhp�l ikpvx�ml � gknoxh{ qgnopvpgni �gh � gvy qgoli xiigqpxvlo & pvy �ð�xno �ã� sgolmi |
�yl �gsg�lnlgki ãlmx�xvpgn �golm �olngvlo �{ vyl xqhgn{s �ã� � pi x �gkhzljkxvpgn s golmvyxv pi & polm{ kilo pn v&gzryxil 'g& ipskmxvpgni | � giv pnokivhpxm qgoli & pvy pn vyl nkqmlxh qgs zsknpv{ z �gh pnivxnql ��(° �ð�â� gh âfî°� �°ð� � z hlm{ gn vypi s golm | �ypi s golm hljk phliqgsrkvpn� xrrhg� ps xvpgni g� igmkvpgni g� v&g s xii �xmxnql ljkxvpgni w x vgvxm s gs lnvks ljkxvpgnxno x �g�lhnpn� ljkxvpgn �gh vyl vgvxm lnlh�{ �xmxnql g� vyl s p�vkhl | flv xmgnl g� igkhql vlhs i wvypi s golm pi knolh qgnilh�xvp�l �ghs | �yl igml ngnz)lhg igkhql qgnvhp�kvpgn pi gn vyl hp�yv ipolg� vyl �g�lhnpn� ljkxvpgn g� vyl mpjkpo s xii �hxqvpgn | �ypi igkhql vlnoi vg hlmx� vyl qkhhlnv mpjk pos xii �hxqvpgn vg vyl ljkpmp�hpks s xii �hxqvpgn w &ypqy gnm{ olr lnoi gn vyl s lxn rhliikhl xno vyls lxn olnipv{| �yl knolhm{pn� vps l iqxml pi yp�ym{ �xhpx�ml w xno pn rhxqvpql pv s xïli vyl igkhqlvlhs �lh{ ivpu w &ypqy s x{ hlnolh vyl qgsrkvxvpgn g� vyl �ã� sgolm hxvylh knlxi{| �qvkxmm{w vyl�gsg�lnlgki ðjkpmp�hpks �golm �xqhgn{s �ð� � rhlqpilm{ ivxnoi �gh vyl qgknvlhrxhv g� vyl �ã�sgolm &yln *+ �,- ���.��-/ �0 *1���2�3 | îv pi vyki x rkhl qgn�lqvp�l ilv g� rxhvpxm opulhlnvpxm ljkxz
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vpgni &ypqy �g�lhn vyl s gvpgn g� vyl vgvxm s xii w vyl �mg�xm s gs lnvks xno vyl vgvxm lnlh�{ g� vyl
&ygml s p�vkhl | 4gvy vyl �ð� xno vyl �ã� sgolmi hljkphl ol�npn� xrrhgrhpxvl ljkxvpgni g� ivxvl�hl�lhhlo vg xi vyl ð56 pn vyl �gmmg& pn� � pn gholh vg xqqgknv �gh � gvy vyl �rkhl �xr gkh � ryxil w vyl�rkhl mpjkpo � ryxil �kv xmig vyl �s p�vkhl � ryxil | �ylil ð56 xhl kikxmm{ vx�kmxvlo �ill 7äò w ææ w çò8� w�kv &l & pmm �g qki ylhl gn ipsrmp�lo xnxm{vpqxm ð56 | �ypi pi liilnvpxmm{ s gvp�xvlo �{ vyl �xqv vyxv
&l & piy ngv vg s p� nks lhpqxm ohx&�xqï i okl vg vyl kil g� hlxmpivpq ð56 xno vygil qgnnlqvlo & pvyvyl �ghskmxvpgn g� vyl qgkrmpn� vlqynpjkli | în gvylh &ghoi w &l &xnv vg � l �grvps xm � pn igs l ilnilpn vlhs i g� ð56 pn gholh vg qgnqlnvhxvl gn vyl s xpn ohx&�xqïi g� vyl qgkrmpn� vlqynpjkli |

9kpvl hlqlnvm{w igs l xkvyghi yx�l rhgr gilo vyhll xrrhgxqyli pn gholh vg vxqï ml vyl knivlxo{pnvlh�xqpxm qgkrmpn� g� °â� sgolmi | ãgk�ym{ ir lxï pn� w vyl �hiv v&g hlm{ gn �xipq polxi pnvhgokqlopn 7çç w ï´8 w &ylhlxi vyl vypho gnl vxïli pvi �hgknoi gn vyl kil g� hlmx�xvpgn s lvygoi 7ðä w éç w éò8 | �ylqgkrmpn� vlqynpjkl vyxv pi kilo ylhlpn pi igs l&yxv ljkp�xmlnv vg vyl gnl oliqhp� lo pn 7ä w ç 8 w &ypqyopu lhi �hgs vygil pn�livp�xvlo pn 7´ w ç³ w ï´ w òð w ï³8 | ål &xnv ylhl vg vxïl xo�xnvx�l g� vyl �xqv vyxvvyl �ã� sgolm s x{ � l �pl&lo xi vyl �xvylh íi s golm g� vyl �ð� sgolm | �ngvylh xo�xnvx�l g�vyl rhlilnv xrrhgxqy pi vyxv gnl s x{ �lv hpo g� r giip� ml hlignxnql rylngs lnx w xi knolhmpnlo pn 7ç 8�gh pnivxnql | �ygk�y pv pi ngv qmlxh &ylvylh vypi yxi ohxivpq qgniljklnqli w pv ills i pnollo skqyxrr lxmxnv vg x�gpo vypi rhg�mls vyxv pi ngv qmlxhm{ knolhivggo �7ïä8� |
�yl rxr lh pi vyki gh�xnp)lo xi �gmmg& i �
: 6lqvpgni îî xno îîî xhl ol�gvlo vg vyl rhlilnvxvpgn g� � gvy �ð� xno �ã� sgolmi w �kv xmiggn igs l g� vylph rhgr lhvpli �y{r lh� gmpqpv{w lnvhgr{ pnljkxmpv{w r gipvp� pv{ hlikmvi �gh is ggvylngk�y igmkvpgni� |
: ål vyln rhlilnv vyl qgkrmpn� s lvygo pn ilqvpgn î; | 6r lqpxm xvvlnvpgn & pmm � l rxpo vg vylnks lhpqxm vhlxvs lnv g� vyl qgkrmpn� pnvlh�xql w &ypqy hlmpli gn ��p� xn l�gmkvpgn ivlr w�pp� xn pnivxnvxnlgki hlmx�xvpgn ivlr w�ppp� x �npvl hlmx�xvpgn ivlr pn gholh vg xqqgknv �gh igkhql vlhs i |�ypi ilqvpgn xmig pnqmkoli x �hpl� oliqhprvpgn g� vyl âpnpvl ;gmks l s lvygoi vyxv & pmm � l xrrmplopn gholh vg qgsrkvl xrrhg� ps xvpgni g� igmkvpgni pn ngn qgkrmlo qgoli |
: �kslhpqxm hlikmvi xhl opirmx{lo pn ilqvpgn ; | �ypi pnqmkoli �xipq vliv qxili pn�gm� pn� qgnvxqv

&x�li w iygqï &x�li xno hxhl�xqvpgn &x�li w �kv xmig x iqyls xvpq hlrhlilnvxvpgn g� vyl 'g& pnx rxhv g� vyl rhps xh{ qggmxnv qphqkpv pn x nkqmlxh r g&lh rmxnv |

éèè
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�ypi �gkhzljkxvpgn s golm qxn � l olhp�lo �hgs vyl ip�zljkxvpgn v&gz'kpo s golm | în vyl �gmmg& pn�
&l �g qki gn ir lqp�q qmgikhl mx& i xno &l olvxpm igs l rhgr lhvpli qgnnlqvlo & pvy vylil qygpqli |

�yhgk�ygkv vyl rxr lh w &l & pmm kil vyl �gmmg& pn� ngvxvpgni |
ρ

ivxnoi �gh vyl olnipv{ g� vyls p�vkhl w
τ = 1/ρ

w
U

hlrhlilnvi vyl s lxn �lmg qpv{ g� vyl s p�vkhl | � ghlg�lh
P
w
C
w
e
w
h = e + P/ρ

w
E = e + U2/2

hlir lqvp�lm{ ivxno �gh vyl rhliikhl w vyl mpjkpo s xii �hxqvpgn w vyl pnvlhnxm lnlh�{w vyllnvyxmr{w xno vyl vgvxm �gmks lvhpq lnlh�{ g� vyl s p�vkhl | �yl ik�iqhprvi
v
xno

l
hlir lqvp�lm{ hl�lhvg vyl 2*I J-� xno vyl ��,- �3 ryxili | �yl g�lhziqhprv

s
olngvli igs l ixvkhxvlo jkxnvpv{|

K LM LN OPQRSTU PVW R
ål qgnipolh vyxv vyl v&g 'kpoi yx�l vyl ixs l �lmg qpv{w vyxv pi

Ul − Uv = UR = 0
| în gholh vgvxïl pnvg xqqgknv vyl s xii vhxni�lh � lv&lln vyl v&g ryxili w x igkhql vlhs

ρΓ
ivxnoi gn vyl hp�yvyxno ipol pn vyl ljkxvpgn g� vyl mpjkpo ryxil | �yki vyl �g�lhnpn� ljkxvpgni xhl �





∂t (ρC) + ∂x (ρCU) = ρΓ

∂t (ρ) + ∂x (ρU) = 0

∂t (ρU) + ∂x

(
ρU2 + P

)
= 0

∂t (ρE) + ∂x (U(ρE + P )) = 0

�ç |é�

& pvy �
E = eHRM (P,ρ,C) +

U2

2

xno
eHRM (P,ρ,C) = hHRM (P,ρ,C) − P

ρîn vyl �gmmg& pn� w vyl �ã� sgolm & pmm hl�lh vg vyl ilv g� ljkxvpgni �ç |é� & pvy vyl �gmmg& pn� ol�npvpgnig�
eHRM

w
Γ

xno vyl ixvkhxvpgn qkh�li | �yl ilv g� ry{ipqxm hlml�xnv ivxvli pi �
ΩHRM = {(ρ,U,P,C) / ρ ≥ 0, C ∈ [0,1], P ≥ 0}

�yl igkhql vlhs
Γ

olr lnoi gn vyl olnipv{
ρ
w vyl rhliikhl

P
xno vyl mpjkpo s xii �hxqvpgn

C
| îvpn�gm�li x r gipvp�l vps l iqxml

τ0
| ål skiv ng& ir lqp�{ vyl �ghs g� vyl lnvyxmr{ �knqvpgn

hHRMpn gholh vg qmgil vyl i{ivls | ål qyggil vyl vylhs go{nxs pq qmgikhli pnirphlo �{ vyl ��(° xnoâfî°� qgoli 7ææ w çò8 �
ρhHRM (P,ρ,C) = ρChl(P,ρl) + ρ(1 − C)hs

v(P )
�ç |ð�

xno
ρl = ρC

1

1 − ρ(1 − C)τ s
v (P )

=
C

τ − (1 − C)τ s
v (P )�yl �xi pi xm&x{i pn x ixvkhxvpgn ivxvl | în gholh vg �lv hpo g� qks�lhigs l qgsrkvxvpgni w &l xmigxiiks l pn vypi &ghï vyxv vyl ljkxvpgni g� ivxvl �ð56� & pvy pn lxqy rkhl ryxil xhl r lh�lqv �xi ð56 |ål ngvl

γl > 1
�hlir lqvp�lm{

γv > 1
� vyl xopx�xvpq qgnivxnv �gh vyl mpjk po �hlir lqvp�lm{ vyl �xr gkh� |ål hlqxmm vyxv vyl �gmmg& pn� hlmxvpgn ygmoi �

(γp − 1)ρep = P
gh

hp = δpPτ
& pvy

δp = γp/(γp − 1)

�gh
p = l,v

| �yki vyl mpjkpo lnvyxmr{
hl

pn vyl ljkxvpgn �ç |ð� � lqgs li w
hl(P,ρ) =

δlP

ρ

éè é
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ål & pmm kil ivxnoxho �xmkli pn gholh vg xqqgknv �gh mpjkpo xno �xi hlir lqvp�lm{ �

γl = 1.001
xno

γv = 1.4
| � ghlg�lh w &l xmig xiiks l vyxv p� vyl rhliikhl

P
ivx{i pn

[PMIN ,PMAX ]
vyl ixvkhxvpgnqkh�li �gh vyl lnvyxmr{ xno vyl �gmks lvhpq �hxqvpgn qxn � l xrrhgxqylo �{ vyl �gmmg& pn� �knqvpgni �

: 6xvkhxvlo �xr gkh �

hs
v(P ) = AvP + Bv

xno
τ s
v (P ) =

hs
v(P )

δvP

�ç |ï�
: 6xvkhxvlo fpjkpo

hs
l (P ) = AlP + Bl

xno
τ s
l (P ) =

hs
l (P )

δlP

�ç |ç �
�yl qglX qplnvi

Av
w
Al

w
Bv

xno
Bl

qxn � l �gkno � lmg& |
� lnql w vyl lnvyxmr{ g� vyl s golm qxn � l ipsrmp�lo w �{ xqqgknvpn� �gh �ç |ï� |

ρhHRM (P,ρ,C) = δlP + ρ(1 − C)hs
v(P )(1 − δl

δv
)

�ç |ò�
�ypi ipsrmp�lo �ghs g� ð56 & pmm lnx�ml vg olhp�l igs l vlqynpqxm hlikmvi |
�yl igkhql vlhs

Γ
pn vyl ilv g� ljkxvpgni �ç |é� xmmg& i vyl l�qyxn�l g� s xii � lv&lln vyl v&gryxili | îvi �ghs xhpili �hgs vyl mpvlhxvkhl �

Γ =
C(1 − C)

τ0
ρτ s

v (P )
hs

l (P ) − hl(P,ρl)

hs
v(P ) − hs

l (P )

�ç |ä�
&ylhl

τ0
pi x vps l iqxml |

K LM LM YZ[UT\QP]^]_Z Q` _aU Ybc dQeUP
în gholh vg ivko{ vyl y{r lh� gmpqpv{ g� vyl �ã� sgolm w &l �g qki gn vyl qgn�lqvp�l rxhv g� �ç |é� |�yln vyl ngnzqgnilh�xvp�l ljkxvpgni gn

ρ
w
U
w
P

xno
C

xhl �

∂t




C

ρ

U

P


 +




U 0 0 0

0 U ρ 0

0 0 U τ

0 0 γ̂HRMP U


 ∂x




C

ρ

U

P


 =




0

0

0

0




�ç |æ�

& pvy �
γ̂HRMP = (∂P (eHRM ))−1

(
P

ρ
− ρ∂ρ (eHRM )

)

�yl lp�ln�xmkli xno lp�ln�lqvghi g� vyl s xvhp� g� vyl i{ivls �ç |æ� qxn � l �gkno pn �rr lnop� é�ilqvpgn 4 � | �yl i{ivls pi y{r lh� gmpq p� xno gnm{ p�
γ̂HRMP > 0

| ål qmxiipqxmm{ ol�nl vyl igkno�lmg qpv{
aHRM

�{ �
ρa2

HRM
def
= γ̂HRMP

�ç |´�
ë ipn� vyl ol�npvpgn �ç |ò� g�

hHRM
vg�lvylh & pvy vyl hlmxvpgn

ρeHRM = ρhHRM −P
&l qxn g�vxpn �

(
P

ρ
− ρ∂ρ (eHRM )

)
=

δlP

ρ

éèð
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∂P (eHRM ) = τ(δl − 1) + (1 − C)(1 − δl

δv
)

d

dP
hs

v(P )

�yl vlhs δlP
ρ

pi xm&x{i r gipvp�l w xno x ikX qplnv qgnopvpgn �gh
∂P (eHRM )

vg � l r gipvp�l pi vg yx�l w

(1 − δl

δv
)

d

dP
hs

v(P ) > 0

�yxnï i vg �ç |ï� w d
dP hs

v(P ) = Av
w &ypqy pi nl�xvp�l �gh gkh ogs xpn g� pnvlhliv �ill nks lhpqxm �xmklipn ilqvpgn ; w ljkxvpgn �ç |ïð�� �yki x ikX qplnv qgnopvpgn �gh

∂P (eHRM )
vg � l r gipvp�l pi �

1 < γl < γv

å pvy vyl x� g�l qgnopvpgn w vyl i{ivls �ç |æ� pi y{r lh� gmpq �gh xmm
P ∈ [PMIN ,PMAX ]

w
ρ > 0

w
C ∈ [0,1]

|ål pnipiv vyxv vypi pi ngv x nlqliixh{ qgnopvpgn |
K LM Lf gQdU [QR]_]h ]_Z TURSP_R

ijklmn mopjq jknpjr sål yx�l pnvhgokqlo vyl igkhql vlhs �
Γ =

C(1 − C)

τ0
G1(P,ρ,C)

& pvy
G1(P,ρ,C) = ρτ s

v (P )
hs

l (P ) − hl(P,ρl)

hs
v(P ) − hs

l (P )ål qxn hl& hpvl
Γ

pn x �ghs &ypqy & pmm xrr lxh vg � l s ghl qgn�lnplnv �

Γ = (1 − C)
(
C̄ − C

) G2(P,ρ)

τ0

�ç |³�
& pvy

G2 > 0
p�

P
pn

[PMIN ,PMAX ]
xno

ρ > 0
�

G2(P,ρ) = ρτ s
v δlP

τ s
v (P ) − τ s

l (P )

hs
v(P ) − hs

l (P )

xno
C̄ =

τ s
v (P ) − τ

τ s
v (P ) − τ s

l (P )

�ç |éè�
�lnql vyl 5�ð

∂t (C) = Γ(P,ρ,C)yxi v&g r gmli | �yl r gml
C = 1

pi hlrkmip�l xno vyl r gml
C = C̄

pi xvvhxqvp�l | �yl l�rhliipgn g� vylilqgno rgml & pmm s xïl ilnil �gh vyl �ð� sgolm |
itumvmw mvq jkuxlvu sål ng& &xnv vg y p�y mp�yv igs l rhgr lhvpli g� r gipvp� pv{ g� vyl hl�kmxh igmkvpgni g� �ç |é� �





∂t (C) + U∂x (C) = Γ

∂t (ρ) + U∂x (ρ) + ρ∂x (U) = 0

∂t (U) + U∂x (U) + 1
ρ∂x (P ) = 0

∂t (P ) + U∂x (P ) + γ̂P∂x (U) = −Γ∂C(eHRM )
∂P (eHRM )

�ç |éé�

éèï
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�yl ols gnivhxvpgn g� vyl �gmmg& pn� hlikmvi qxn � l �gkno pn �rr lnop� ç | î� &l xiiks l vyxv

U ∈ L∞xno
Div(U) ∈ L∞ vyln w

ρ ≥ 0�ghlg�lh p� &l xiiks l vyxv
ρ ∈ L∞ xno vyxv

P
hls xpni pn

[PMIN ,PMAX ]
w

C ≤ 1

xno p� vyl xoopvpgnxm qgnopvpgn
C̄ ≥ 0

pi �k m� mmlo vyln �
C ≥ 0

�gnlvylmlii ngvypn� lnikhli vyxv
C̄

hls xpni pn
[0,1]

w ngvypn� lnikhli vyxv
P

hls xpni pn
[PMIN ,PMAX ]

wxno ngvypn� lnikhli vyxv
ρl

& pmm hls xpn r gipvp�l |
�yl ogs xpn g� �xmpopv{ g� gkh s golm pi vyln �

DHRM = {C ∈ [0,1],P ∈ [PMIN ,PMAX ],τ ≥ (1 − C)τ s
v (P ),ρ ≥ 0}

yknpjr z{ |+ *+* �} ��1* � 0J �- ��J+ J� �� � ~�� /J3�� 1*+ � J J- � J� �� � 3J/ *�+
DHRM � � � �0 ��-0

I J00 �.�� � J� * �1J+0�0 ��+ � *+3 0 �*.�� +-/ ���1* � *II �J� �/*��J+ � �J � J J- � J� DHRM � �+ I �*1��1�� ��
* +-/ ���1* � 0J �- ��J+ 3J�0 +J� ��/*�+ �+ �� �0 3J/ *�+ �� � 1J/I - �*��J+0 � �� � .� 0�JII �3�
K LM LK ��_TQ[Z V�e RQST^U _UTd R

în vypi ilqvpgn &l &gnolh &ylvylh vyl igkhql vlhs
Γ

qgnvhp�kvli vg vyl lnvhgr{ opiiprxvpgn | ålkil vyl qmxiipqxm s lvygo g� vyl �xnpiypn� �piqgipv{ �ill �gh l�xsrml 7ïæ8� |
âhgs vyl ngnzqgnilh�xvp�l �ghs �ç |æ� g� vyl �ã� sgolm &l qxn olokql vyxv vyl qmxiipqxm lnvhgr{rxph
(ηHRM ,FHRM

η )
x�hlli & pvy opukip�l igkhql vlhs i |

ηHRM = −ρ ln(SHRM )

FHRM
η = UηHRMåylhl

(P,ρ,C) 7→ SHRM (P,ρ,C)
ivxnoi �gh vyl �ry{ipqxm lnvhgr{ � ol�nlo �{ vyl }�� �

γ̂HRMP∂P (SHRM ) + ρ∂ρ (SHRM ) = 0
�ç |éð�

îv rhg�poli vyl lnvhgr{ pnljkxmpv{ �
∂t (ηHRM ) + ∂x

(
FHRM

η

)
≤ 0

�ç |éï�
ål ng& �g qki gn vyl ngnzqgnilh�xvp�l �ghs g� vyl �ã� sgolm & pvy vyl )lhgzgholh igkhql vlhs�ç |éé� | ål g�vxpn vyl ljkxvpgn �

∂t (ηHRM ) + ∂x

(
FHRM

η

)
= Γη

& pvy �
Γη = Γ

ρ

SHRM
∂P (SHRM )

[
∂C (SHRM )

∂P (SHRM )
− ∂C (eHRM )

∂P (eHRM )

]

éèç
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în gholh vg qgsrm{ & pvy vyl lnvhgr{ pnljkxmpv{ �ç |éï� w vyl igkhql vlhs iygkmo x�hll & pvy vyl hlmxvpgn w

Γη ≤ 0

�yl ol�npvpgn g� vyl �ry{ipqxm lnvhgr{ � �ç |éð� rhg�poli �
SHRM = Pf(ρ,C)

& pvy �
f(ρ,C)

f0(C)
=

(
1 + ρ(1 − C)

β

δl − 1

)γl
(

1

ρ

)γl

xno w
β = (1 − δl

δv
)Av

�yl rgipvp�l �knqvpgn
f0(C)

iygkmo �km� mm �
f0(1) = 1

w vyki �gh
C = 1

�p |l | pn vyl rkhl mpjkpo ogs xpn �vyl lnvhgr{
SHRM

vx�li x qmxiipqxm �ghs �gh �ã� sgolm & pvy gnl ipn�ml ryxil &ypqy pi �g�lhnlo�{ x r lh�lqv �xi mx& | � lnql vyl x� g�l qgnopvpgn vkhni vg � l �

Γ

[
∂C (SHRM )

∂P (SHRM )
− ∂C (eHRM )

∂P (eHRM )

]
< 0

5 � qgkhil w kipn� vyl l�rhliipgn g�
SHRM = Pf(ρ,C)

x� g�l w gnl qxn qylq� vyxv vyl �ghs g� vyligkhql vlhs
Γ

ogli ngv nlqliixhpm{ ixvpi�{ vyl qgnivhxpnv | �ypi s x{ � l lxipm{ l�rmxpnlo � vyl igkhqlvlhs
Γ

yxi � lln rpq�lo kr �hgs vyl ivxnoxho v&gzryxil 'g& mpvlhxvkhl w &yxvl�lh vyl �56 g� vyls lxn 'kpo pi w &ypqy s x{ hlikmv pn x r gvlnvpxm qgn' pqv | în rhxqvpql w p� gnl hlvxpni
f0(C) = 1

w vylx�hlls lnv & pmm g qqkh p� xno gnm{ p� vyl igkhql vlhs
Γ

pi r gipvp�l w vyxv pi &yln vyl �xr gkh qgnolnili |

éèò
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�yl �gsg�lnlgki �jkpmp�hpks �golm pi �g�lhnlo �{ x ilv g� vyhll ljkxvpgni pn gholh vg xqqgknv�gh vgvxm s xii w vgvxm s gs lnvks xno vgvxm lnlh�{ �xmxnqli | �ylil hlxo �




∂t (ρ) + ∂x (ρU) = 0

∂t (ρU) + ∂x

(
ρU2 + P

)
= 0

∂t (ρE) + ∂x (U(ρE + P )) = 0

�ç |éç �

& pvy �
E = eHEM (P,ρ) +

U2

2

xno
eHEM (P,ρ) = hHEM (P,ρ) − P

ρ5n vyl �xipi g� 7ç 8 w &l �ng& vyxv is xmm opiqhlrxnqpli xs gn� �56 sx{ hlikmv pn hxvylh yp�y opulhlnqlipn hlikmvi | ål vyki xiiks l vyxv � gvy �56 xhl qgsrxvp�ml pn vyl �gmmg& pn� ilnil | ål nllo vg pnvhgokql�hiv igs l �knqvpgn
Ceq(P,ρ)

xi �gmmg& i �

Ceq(P,ρ)
def
=

τ s
v (P ) − τ

τ s
v (P ) − τ s

l (P )

�ç |éò�
yknpjr zz � � �0 �/IJ��*+ � �J +J�� ��*�

Ceq(P,ρ) = C̄ �ål xmig nllo vg pnvhgokql vyhll ik�ogs xpni �
: vyl rkhl �xi ogs xpn

Dv = {τ > τ s
v (P ),P ∈ [PMIN ,PMAX ]} w: vyl rkhl mpjkpo ogs xpn

Dl = {τ < τ s
l (P ),P ∈ [PMIN ,PMAX ]}: vyl v&gzryxil hl�pgn

D2φ = {τ s
l (P ) ≤ τ ≤ τ s

v (P ),P ∈ [PMIN ,PMAX ]} |�yl rkhl �xr gkh ogs xpn �qghhlir gnopn� vg
Ceq ≤ 0

gh ljkp�xmlnvm{
τ s
v (P ) ≤ τ

� pi ngv kil�km �gh gkhrkhr gil | în gholh vg qgsrmlvl �ç |éç � w pv hls xpni ng& vg ol�nl vyl lnvyxmr{
hHEM (P,ρ)

gn vyl rkhlmpjkpo ogs xpn xno gn vyl v&gzryxil ogs xpn �
: î�

0 ≤ Ceq ≤ 1
gh ljkp�xmlnvm{

τ s
l (P ) ≤ τ ≤ τ s

v (P )
�v&gzryxil ogs xpn

D2φ
� �

hHEM (P,ρ)
def
= Ceqhl(P,ρl(P,ρ,Ceq)) + (1 − Ceq)h

s
v(P )

: î�
Ceq > 1

gh ljkp�xmlnvm{
τ s
l (P ) > τ

�rkhl mpjkpo ogs xpn
Dl

� �
hHEM (P,ρ)

def
= hl(P,ρ)

ål hlqxmm vyl ol�npvpgni g�
hl(P,ρ)

xno
ρl(P,ρ,C)

�
hl(P,ρ)

def
=

δlP

ρ

ρl(P,ρ,C) = ρC
1

1 − ρ(1 − C)τ s
v (P )ål ngvl vyxv & pvy vypi ol�npvpgn w &l �lv �

ρl(P,ρ,C = Ceq) = 1/τ s
l (P )

| � lnql vyl lnvyxmr{ g� vyl��� sgolm pn vyl v&gzryxil ogs xpn
D2φ

w ipsrm{ hlxoi �
hHEM (P,ρ) = Ceqh

s
l (P ) + (1 − Ceq)h

s
v(P )

�ç |éä�
éèä
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�yl lnvyxmr{

hHEM
pi qgnvpnkgki xv vyl � gknoxh{ � lv&lln vyl v&g ogs xpni

DHEM
xno

Dl
�p |l |qgnvpnkgki xv

Ceq = 1
� | � l�lhvylmlii w pvi olhp�xvp�li xhl ngv qgnvpnkgki |

în vyl �gmmg& pn� w vyl ��� sgolm & pmm hl�lh vg vyl ilv g� ljkxvpgn �ç |éç � & pvy vyl x� g�l ol�npzvpgni g�
eHEM

xno vyl ixvkhxvpgn qkh�li |

yknpjr z� ����� �0 * 1J/I*��.����} J� �� � � �� J� �� � ~�� /J3�� � ��� �� � � �� J� �� � ~��
/J3��� ��� ���*��J+

ρl(P,ρ,C = Ceq) =
1

τ s
l (P )�/I ���0 ��*��

hHEM (P,ρ) = hHRM (P,ρ,C = Ceq)

yknpjr z� ��� ���*� *��J+ 0J-�1� ���/ �ç |³� J� �� � ~�� /J3�� 1*+ +J� .� � �����+ �

Γ = (1 − C) (Ceq(P,ρ) − C)
G2(P,ρ)

τ0

�ç |éæ�
�� �+

C = Ceq(P,ρ)
�0 * 1-�2� � J� �� � �,- ���.��-/

Γ = 0 �
K Lf LM YZ[UT\QP]^]_Z

în gholh vg ivko{ vyl y{r lh� gmpqpv{ g� vyl ��� sgolm w &l �g qki gn vyl qgn�lqvp�l rxhv g� �ç |éç � |�yln vyl ngnzqgnilh�xvp�l ljkxvpgni gn
ρ
w
U

xno
P

xhl �

∂t




ρ

U

P


 +




U ρ 0

0 U τ

0 γ̂HEMP U


 ∂x




ρ

U

P


 =




0

0

0




�ç |é´�

& pvy �
γ̂HEMP = (∂P (eHEM ))−1

(
P

ρ
− ρ∂ρ (eHEM )

)

�yl lp�ln�xmkli xno lp�ln�lqvghi g� vyl s xvhp� g� vyl i{ivls �ç |é´� qxn � l �gkno pn vyl xrr lnop� é|îv xrr lxhi vyxv vyl i{ivls pi y{r lh� gmpq p� xno gnm{ p�
γ̂HEMP > 0

| ål qmxiipqxmm{ ol�nl vyl igkno�lmg qpv{
aHEM

�{ �
ρa2

HEM
def
= γ̂HEMP

�ç |é³�
6pnql vyl olhp�xvp�li g�

eHEM
xhl ngv ol�nlo pn vyl &ygml ogs xpn

D
w
γHEM

pi gnm{ ol�nlo pnipolvyl ik�ogs xpni
Dl

xno
D2Φ

|�yl igkno ir llo vyln hlxoi �
: în vyl rkhl mpjkpo ogs xpn �

aHEM =
√

γlPτ =
√

δl
δl−1Pτ ∀(τ,P ) ∈

◦

Dl: în vyl v&gzryxil ogs xpn vyl �ghskmxi xhl qks�lhigs l xno ng ikX qplnv qgnopvpgn qmlxhm{
xrr lxhi vg lnikhl vyl r gipvp�pv{ g�

a2
HEM

| âgh xmm qgkrml
(τ,P )

pn ◦

D2Φ
w &l yx�l �

ρa2
HEM =

(
P
ρ − ρ∂ρ (eHEM )

)

∂P (eHEM )

�ç |ðè�
éèæ
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& pvy �

(
P

ρ
− ρ∂ρ (eHEM )

)
= ρ∂ρ (Ceq) (hs

v − hs
l )

∂P (eHEM ) = −τ + ∂P (Ceq) (hs
l − hs

v) + Ceq
d

dP
hs

l + (1 − Ceq)
d

dP
hs

v�gnlvylmlii pv qxn � l iyg&n vyxv w & pvy gkh qygpqli �gh vyl ixvkhxvpgn qkh�li xno �gh vyl qygilnr lh�lqv �xi qglX qplnvi w P
ρ − ρ∂ρ (eHEM )

xno
∂P (eHEM )

hls xpn r gipvp�l pnipol vyl v&gzryxilogs xpn
D2Φ

|
â pnxmm{w vyl ��� sgolm pi y{r lh� gmpq pnipol vyl rkhl mpjkpo ogs xpn xno pnipol vyl v&gzryxilogs xpn |
K Lf Lf �TURUThV_]Q� Q` [aZR]^VPPZ TUPUhV�_ hVPSUR V�e U�_TQ[Z ]�U�SVP]_Z `QT _aU

Y�c dQeUP
ål ivxhv x�xpn & pvy vyl ngnzqgnilh�xvp�l �ghs �ç |é´� g� vyl ��� sgolm | � l�npn� �

ηHEM = −ρ ln(SHEM )

FHEM
η = UηHEM&ylhl vyl lnvhgr{

SHEM
x�hlli & pvy �

γ̂HEMP∂P (SHEM ) + ρ∂ρ (SHEM ) = 0
�ç |ð é�

xno kipn� vyl qmxiipqxm xh�ks lnv g� vyl �xnpiypn� �piqgipv{ lnx�mli vg hlvhpl�l vyl lnvhgr{ pnljkxmpv{ �
∂t (ηHEM ) + ∂x

(
FHEM

η

)
≤ 0

�ç |ðð�
� ghlg�lh w vyl ��� sgolm s xpnvxpni r gipvp�l �xmkli g� rhliikhl xno olnipv{|

éè´
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ål &xnv vg qgkrml xn ���� � qgol xno xn ��ã� � qgol vyhgk�y x �qvpvpgki pnvlh�xql
x = 0

|
5nl g� vyl s xpn opX qkmvpli &ypqy xhpil &yln gnl xps i xv qgkrmpn� vyl �ã� xno ��� sgolmipi okl vg vyl �xqv vyxv vyl mpjkpo s xii �hxqvpgn

C
pi �g�lhnlo �{ x }�� pn vyl �ã� w xno piikli�hgs x mgqxm qgnivhxpnv

C = Ceq(P,ρ)
pn vyl ��� sgolm | ål rhgr gil vg qgkrml � gvy s golmi kipn� x��xvylh pnvlh�xql s golm � & pvy xn pnivxnvxnlgki hlmx�xvpgn rhgqlii xv vyl pnvlh�xql | în 7òð8 w x ips pmxhxrrhgxqy &xi kilo vg qgkrml x gnl ops lnipgnxm qgol xno x v&g ops lnipgnxm qgol w �gmmg& pn� polxi�hgs 7çç 8 | în vyl rhlilnv xrrhgxqy w &l hxvylh qyggil vg rhgqllo xi pn 7ç w ä8 | �yl s xpn xo�xnvx�l pivyxv gnl qxn �lv hpo g� vyl r giip� ml hlignxnql rylngs lngn |

K LK LN �aU ]�_UT`V^U dQeUP
ål �hiv hl& hpvl vyl ��� ilv g� ljkxvpgni | �ypi pi xqypl�lo pnvhgokqpn� x }�� & pvy x igkhqlvlhs qgnvxpnpn� xn pnivxnvxnlgki hlmx�xvpgn vlhs �

∂t (ρC) + ∂x (ρUC) = µρ(Ceq(P,ρ) − C)
& pvy

µ = +∞
�yl ilv g� ljkxvpgni �gh vyl ��� sgolm vyki & hpvli �





∂t (ρC) + ∂x (ρUC) = µρ(Ceq(P,ρ) − C)

∂t (ρ) + ∂x (ρU) = 0

∂t (ρU) + ∂x

(
ρU2 + P

)
= 0

∂t (ρE) + ∂x (U(ρE + P )) = 0

�ç |ðï�

& pvy vyl rxhxs lvlh
µ = +∞ |

ål s x{ ng& pnvhgokql vyl ��xvylh s golm �| âgh vyxv rkhr gil &l ol�nl x nl& �xhpx�ml
Y (x,t)olr lnopn� gn vps l xno irxql | �v vyl vps l

t = 0
&l pn pvpxmp)l

Y0(x) = Y (x,0)
ikqy vyxv

Y0(x) = 1
p�

x
pi pn vyl �ã� ogs xpn xno

Y0(x) = 0
p�

x
pi pn vyl ��� ogs xpn | �yl ��xvylh s golm � pi �g�lhnlo�{ vyl �gmmg& pn� ilv g� ljkxvpgni �





∂t (ρC) + ∂x (ρCU) = ρT

∂t (ρ) + ∂x (ρU) = 0

∂t (ρU) + ∂x

(
ρU2 + P

)
= 0

∂t (ρE) + ∂x (U(ρE + P )) = 0

∂t (ρY ) + ∂x (ρUY ) = λρ(Y0 − Y )

�ç |ðç �

& pvy �
E = Y eHRM (P,ρ,C) + (1 − Y )eHEM (P,ρ) +

u2

2xno
T = Y Γ + (1 − Y )µ(Ceq − C)�yl �xhpx�ml

Y
pi kikxmm{ qxmmlo vyl �qgmgh �xhpx�ml �| în vyl �gmmg& pn� vyl rxhxs lvlhi

λ
xno

µ
& pmm�ghs xmm{ � l ilv vg

+∞ �pnivxnvxnlgki hlmx�xvpgn � |

éè³



�������  ¡ ¢ £¤  ¥¦��§¨  �§£� �§£�© � ¨ £ª ¥§¨«© ¬ ¨����¬�£ ¬ �§¥§®«¤ ¬¨  �� �¥§�¯¨��£©�£  ¤£�©¦��� 
ål s x{ ol�nl x igkno ir llo

a
�gh vypi pnvlh�xql s golm w &ypqy hlxoi �

a2 =
a2

HRMY ∂P (eHRM ) + a2
HEM (1 − Y )∂P (eHEM )

Y ∂P (eHRM ) + (1 − Y )∂P (eHEM )

�ç |ðò�
�yl i{ivls �ç |ðç � pi y{r lh� gmpq p� xno gnm{ p�

a2 > 0
| ål �ng& �hgs vyl ivko{ g� vyl ��� xno�ã� sgolmi vyxv

∂P (eHRM )
w
∂P (eHEM )

w
a2

HRM

xno
a2

HEM

xhl r gipvp�l p�
(C,ρ,P )

pi pn vyl ogs xpn
DHRM ∩ (D2Φ ∪ Dl)

| âkhvylhs ghl w vyl i{ivls �ç |ðç � lnikhli vyxv p�
Y0

pi pn
[0,1]

w
Y

hls xpni pn
[0,1]

| � lnql
a2 pi r gipvp�l xno vyl i{ivls �ç |ðç � pi y{r lh� gmpq p�

(C,ρ,P ) ∈ DHRM ∩ (D2Φ ∪ Dl)
|

K LK LM �SdUT]^VP R^aUdU
�mm s lvygoi oliqhp� lo ylhlpn hlm{ gn vyl âpnpvl ;gmks l s lvygo �7ðæ w ïæ8� | ål hlivhpqv ylhl vgvyl igzqxmmlo ��hivzgholh � iqyls li | ål & pmm xrrm{ �gh vyl xrrhg� ps xvl �gokng� iqyls l ;âãglznq� kipn� vyl ngn qgnilh�xvp�l �xhpx�ml

(ρ,U,P )
�gh vyl ��� i{ivls xno

(ρ,U,P,C)
�gh vyl �ã�i{ivls �ill 7éä w ï é8 �gh olvxpmi gn vylil xrrhg� ps xvl �gokng� iqyls li� | �yl qgkrmpn� pnvlh�xqls golm &ypqy yxi � lln pnvhgokqlo x� g�l & pmm � l kilo vg qgsrkvl �'k�li � xv vyl pnvlh�xql � lv&llnvyl v&g ogs xpni |

HEM HRM

Interface Model

−1/2−5/2 −3/2 3/2 5/21/2

x=0

x
∆x

......

 ¡¢ £ ç |é : ¤ J�*��J+0 *+3 / J3��0 �
flv ki pnvhgokql x ��lo knp�ghs s liy irxql

∆x
xno x vps l ivlr

∆t
pn x�hlls lnv & pvy x °âfqgnopvpgn | ål ilv �gh xmm pnvl�lhi

j
xno

n
w

xj+1/2 = (j +
1

2
)∆x, xj = j∆x, tn = n∆t�yl qlmm

j +1/2
pi olmps pvlo �{ vyl pnvlh�xql

j
mg qxvlo pn

xj
xno vyl pnvlh�xql

j +1
mg qxvlo pn

xj+1
wxno pvi qlnvlh pi olngvlo �{

xj+1/2
| �yl pnvlh�xql

j = 0
pi vyl qgkrmpn� pnvlh�xql | �yl �xhpx�ml

Wn
j+1/2ivxnoi �gh vyl �xhpx�ml

W
xv vyl vps l

tn
pn vyl qlmm

j+1/2
| �yl ��� ogs xpn �xno vyl �ã� ogs xpnhlir lqvp�lm{ � pi qgsrgilo g� xmm vyl qlmmi

j + 1/2 < 0
�hlir lqvp�lm{ g� xmm vyl qlmmi

j + 1/2 > 0
w ill��khl �ç |é�� | �yl qgnilh�xvp�l �xhpx�mli & pmm � l olngvlo �{

WHEM = (ρ,ρU,ρEHEM )⊤
pn vyl ���ogs xpn w

WHRM = (ρC,ρ,ρU,ρEHRM )⊤
pn vyl �ã� ogs xpn xno �{

WINT = (ρC,ρ,ρU,ρE,ρY )⊤
�ghvyl pnvlh�xql s golm |

ål xiiks l vyxv
Y n

j+1/2 = 0
�gh xmm

j + 1/2 ≤ 0
xno

Y n
j+1/2 = 1

�gh xmm
j + 1/2 ≥ 0

xv x opiqhlvl
vps l

tn
| �yl nks lhpqxm iqyls l &ypqy pi kilo vg qgsrkvl vyl �xhpx�ml xv vps l ivlr

tn+1 = tn + ∆tqgnvxpni vyhll ivlri �
é� � qgn�lqvpgn ivlr w

tn → tñ
|

ð� �n pnivxnvxnlgki hlmx�xvpgn gn
Y
w
tñ → tn̂

|
ï� � �npvl hlmx�xvpgn ivlr w

tn̂ → tn+1 |
ééè
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tn → tñ

�ypi ivlr g� vyl iqyls l ogli ngv vx�l pnvg xqqgknv vyl opu lhlnv igkhql vlhs i | �yl 'k�li xhlqgsrkvlo xv lxqy pnvlh�xql
j
|

�p� âgh xmm pnvlh�xql
j ≤ −1

���� ogs xpn � &l xrrm{ vyl ;âãglznq� iqyls l kipn� vyl �xhpx�ml
(ρ,U,P )⊤

gn vyl qgn�lqvp�l rxhv g� vyl i{ivls �ç |éç � | �yl 'k� pi olngvlo
Fn

HEM,j

|
�pp� âgh xmm pnvlh�xql

j ≥ 1
��ã� ogs xpn � &l xrrm{ ;âãglznq� iqyls l kipn� vyl �xhpx�ml

(C,ρ,U,P )⊤
gn vyl qgn�lqvp�l rxhv g� vyl i{ivls �ç |é� | �yl 'k� pi olngvlo

Fn
HRM,j

|
�ppp� �v

j = 0
�vyl qgkrmpn� pnvlh�xql� vyl 'k� pi �kpmv & pvy x s gop�lo ;âãglznq� iqyls l &ypqykili vyl �xhpx�ml

(C,ρ,U,P,Y )⊤
pn gholh vg qgsrkvl xrrhg�ps xvl pnvlh�xql ivxvli pn vyl igmkvpgng� vyl gnlzops lnipgnxm ã pls xnn rhg�mls xiigqpxvlo & pvy vyl i{ivls �ç |ðç � | �yl ml�v ivxvl pnvyl pnpvpxm qgnopvpgn g� vyl ã pls xnn rhg�mls pi

((ρCeq(P,ρ))n
−1/2,ρ

n
−1/2,(ρU)n

−1/2,(ρEHEM )n
−1/2,(ρY )n

−1/2)
⊤

xno vyl hp�yv ivxvl pn vyl pnpvpxm qgnopvpgn pi
((ρC)n

1/2,ρ
n
1/2,(ρU)n

1/2,(ρEHRM )n
1/2,(ρY )n

1/2)
⊤

�yl 'k� pi olngvlo
Fn

INT,j

| � lvxpmi gn vyl qgsrkvxvpgn g�
Fn

INT,j

xhl �p�ln pn �rr lnop�
1
|

5nql vyl 'k�li yx�l � lln qgsrkvlo �gh xmm pnvlh�xqli w vyl �xmkl g� vyl qlmm pi kroxvlo kipn� vyl�ghskmx �
: î�

j + 1/2 ≤ −3/2

W ñ
HEM,j+1/2 − Wn

HEM,j+1/2 +
∆t

∆x

(
Fn

HEM,j − Fn
HEM,j−1

)
= 0

: î�
j + 1/2 ≥ 3/2

W ñ
HRM,j+1/2 − Wn

HRM,j+1/2 +
∆t

∆x

(
Fn

HRM,j − Fn
HRM,j−1

)
= 0

: î�
j + 1/2 = −1/2

(
WHEM

ρY

)ñ

−1/2

−
(

WHEM

ρY

)n

−1/2

+
∆t

∆x

(
(F2−5)

n
INT −

(
Fn

HEM,−1

(ρUY )n
HEM,−1

))
= 0

�yl 'k�
(F2−5)

n
INT

pi qgsrgilo g� vyl ilqgno w vypho w �gkhvy xno ��vy qgsrgnlnvi g�
Fn

INT: î�
j + 1/2 = 1/2

(
WHRM

ρY

)ñ

1/2

−
(

WHRM

ρY

)n

1/2

+
∆t

∆x

((
Fn

HRM,1

(ρUY )n
HRM,1

)
− Fn

INT

)
= 0

�n psrghvxnv r gpnv vg � l jkgvlo pi vyxv �
Y ñ

j+1/2 = Y n
j+1/2

pn xmm vyl qlmmi w l�qlrv pn vyl qlmm
j = 1/2

p�
Un

INT > 0
xno pn vyl qlmm

j = −1/2
p�

Un
INT < 0

|
ééé
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tñ → tn̂

âgh vypi ivlr &l qgnipolh vyl 5�� i{ivls gn vyl &ygml ogs xpn �
x ∈ R

� �




∂t (ρC) = 0

∂t (ρ) = 0

∂t (ρU) = 0

∂t (ρE) = 0

∂t (ρY ) = λρ(Y0 − Y )
& pvy

λ = +∞

⇐⇒





∂t (ρC) = 0

∂t (ρ) = 0

∂t (ρU) = 0

∂t (ρE) = 0

Y = Y0

�ç |ðä�

�ypi qxn � l hl& hpvvln pn vlhs i g� opiqhlvl �xhpx�mli ��gh xmm
k
� xi �





(ρC)n̂
k = (ρC)ñ

k

ρn̂
k = ρñ

k

(ρU)n̂
k = (ρU)ñ

k

(ρE)n̂
k = (ρE)ñ

k

Y n̂
k = Y 0

k

xno vyki




C n̂
k = C ñ

k

ρn̂
k = ρñ

k

U n̂
k = U ñ

k

en̂
k = eñ

k

Y n̂
k = Y 0

k

�ç |ðæ�

���0 0��I �0 �J�* � �} ��*+0I *��+ � � ��� ��0I �1� �J I �}0 �1* � 1J+0��2*��2� 2*��*.��0 � flv ki qxmm
k

vyl qlmm
j + 1/2

�gh &ypqy
Y ñ

j+1/2 6= Y n
j+1/2

w �gh xmm vyl gvylh qlmmi &l yx�l
Y ñ

j+1/2 = Y 0
j+1/2

| �yl �gkhvyljkxvpgn g� �ç |ðæ� psrmpli vyxv vyl rhliikhl qyxn�li pn vyl qlmm
k

okhpn� vyl qkhhlnv ivlr | înolloljkxvpgni �ç |ðæ� psrm{ �
e(P n̂

k ,ρñ
k ,C ñ

k ,Y n̂
k ) = e(P ñ

k ,ρñ
k ,C ñ

k ,Y ñ
k )

�ç |ð´�
�yki

Y n̂
k 6= Y ñ

k

psrmpli vyxv
P n̂

k 6= P ñ
k

|

¥¦k ¬omvk vmnk jklp«pvmto uvk¨ ©
tn̂ → tn+1

în vypi �nxm ivlr &l qgsrkvl vyl igkhql vlhs
T

ilvvpn�
µ = +∞ | îv gnm{ hls xpni vg igm�l vyl

5�� i{ivls �gh
x > 0

�




∂t (ρC) = ρΓ

∂t (ρ) = 0

∂t (ρU) = 0

∂t (ρE) = 0

�ç |ð³�

pn vyl �ã� ogs xpn | în vlhs i g� vyl ngnzqgnilh�xvp�l �xhpx�mli
(C,ρ,U,P )

xno hl�kmxh igmkvpgni w�ç |ð³� pi ljkp�xmlnv vg �




∂t (C) = Γ

∂t (ρ) = 0

∂t (U) = 0

∂t (P ) = −(∂P (eHRM ))−1∂C (eHRM ) Γ

�ç |ïè�

yknpjr z � �+1�
∂P (eHRM ) > 0

*+3
∂C (eHRM ) > 0

� �� � ��/ � 3���2*��2�0 J� �� � ��,- �3 / *00� �*1��J+ *+3 J� �� � I ��00-�� �*2� *+ JIIJ0��� 0��+ �
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�yl vps l opiqhlvp)xvpgn g� vyl i{ivls �ç |ïè� pi �





(ρC)n+1 = ρn̂Cn+1

ρn+1 = ρn̂

(ρU)n+1 = (ρU)n̂

(ρE)n+1 = ρn̂
(
eHRM (Pn+1,ρn̂,Cn+1,Y n̂) + (U n̂)2

2

)

(ρY )n+1 = (ρY )n̂

�ç |ï é�

�yl olvxpmi g� vyl qgsrkvxvpgn g�
Cn+1 xno

Pn+1 qxn � l �gkno pn �rr lnop� ð |
K LK Lf bUdVT®R

: �yl qgn�lqvpgn ivlr �vyxn� i vg vyl ;âãglznq� iqyls l xno vyl hlir lqv g� vyl °âf qgnopvpgn �xno vyl pnivxnvxnlgki hlmx�xvpgn ivlr s xpnvxpn vyl opiqhlvl mpjkpo s xii �hxqvpgn
C n̂ pn

[0,1]
|� ghlg�lh w p� vyl opiqhlvl �xmkli g� vyl ljkpmp�hpks mpjkpo s xii �hxqvpgn

Ceq
hls xpn pn

[0,1]okhpn� xmm vyl �npvl vps l hlmx�xvpgn qgsrkvxvpgn w
Cn+1 & pmm hls xpn pn

[0,1]
�ill �rr lnop� ð� |

: �yl pnvhgokqvpgn g� vyl �qvp�l �xhpx�ml
Y

ogli ngv mlxo vg xn{ s gop�qxvpgn g� vyl ml�v xnohp�yv qgoli w l�qlrv �gh � gknoxh{ qgnopvpgni g� qgkhil |

ééï
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� ~¯ °#A? %$FE  ?C# E�C

�xn{ vliv qxili pn�gm�pn� ipn�ml &x�li w xno pn rxhvpqkmxh qgnvxqv &x�li lnx�ml vg qylq� vyxv nkzs lhpqxm s lvygoi kilo & pvy pn lxqy qgol xhl &lmmzik pvlo | � ghl rhlqpilm{w vyl l�xqv xnxm{vpqxm �ghs g�vyl pnvlhnxm lnlh�{w �gh � gvy vyl ��� xno vyl �ã� sgolmi w pi ikqy vyxv vyl xrrhg�ps xvl �gokng�iqyls l ;âã5� znq� �kipn� �xhpx�mli
U,P,ρ

xno
U,P,ρ,C

�gh ��� xno �ã� sgolmi hlir lqvp�lm{ �r lh�lqvm{ rhlilh�li vylil rkhl qgnvxqv &x�li gn qgxhil xno �nl s liyli �ill 7ïè8� | �ypi pi ivpmm vhkl�gh vyl qgkrmlo ��� ±�ã� sgolm w �gh ips pmxh hlxigni �ill �rr lnop�
3
� |

�yl opu lhlnv rxhxs lvlhi & pmm � l ilv xi �gmmg& i �
PMIN = 0.1 105 Pa

xno
PMAX = 200 105 Pa

γl = 1.001
xno

γv = 1.4�yl l�xqv �ghs g� vyl ixvkhxvpgn qkh�li pi g�vxpnlo kipn� vyl �gmmg& pn� nks lhpqxm �xmkli �
hs

l = AlP + Bl hs
v = AvP + Bv

& pvy vyl qglX qplnvi �
Al = 8.18 10−2 Bl = 1.91 105 Av = −8.32 10−3 Bv = 2.58 106 �ç |ïð�

�yl &ygml oxvx qghhlir gno vg nkqmlxh qggmpn� qgnopvpgn |
ål ikqqliip�lm{ qgnipolh v&g opu lhlnv vliv qxili &ypqy qghhlir gno vg �
: vyl qgsrkvxvpgn g� ã pls xnn rhg�mls i pnqmkopn� iygq� &x�li w qgnvxqv &x�li xno hxhl�xqvpgn

&x�li w
: x iqyls xvpq qgsrkvxvpgn g� vyl 'g& pn vyl qggmxnv qphqkpv g� x nkqmlxh r g&lh rmxnv |

K L² LN b ]UdV�� [TQ\PUd R
ål qgnipolh pn vypi ilqvpgn x qgsrkvxvpgnxm ogs xpn �

x ∈ [−1,1]
&ypqy pi opiqhlvp)lo kipn� xknp�ghs s liy | ål & pmm qgsrxhl �gh opu lhlnv s liy ip)li w vyl hlikmvi g�vxpnlo & pvy �

: �yl �gsg�lnlgki �jkpmp�hpks �golm g�lh vyl &ygml qgsrkvxvpgnxm ogs xpn w
: �yl �gsg�lnlgki ãlmx�xvpgn � golm g�lh vyl &ygml qgsrkvxvpgnxm ogs xpn w
: �yl qgkrmpn� qgn��khxvpgn pn &ypqy ��� pi kilo �gh

x < 0
w �ã� pi kilo �gh

x > 0
w xno vylqgkrmpn� vlqynpjkl oliqhp� lo pn ilqvpgn î; pi xrrmplo �gh

x = 0
|

� lnql w &l & pmm � l x�ml vg qgsrxhl vyl hlikmvi g� vyl qgkrmlo qxil & pvy vygil g�vxpnlo & pvy x �hl�lzhlnql igmkvpgn �w &ypqy & pmm qghhlir gno & pvy lpvylh vyl ��� hlikmvi �gh vyl �ã� hlikmvi� qgsrkvlogn x �lh{ �nl s liy |
ål �gqki ylhl gn vliv qxili vyxv xhl �xilo gn ã pls xnn rhg�mls i w &ylhl vyl pnpvpxm opiqgnvpnkpv{

& pmm � l mg qxvlo lpvylh pn vyl ��� qgol �
x = −0.25

� w gh pn vyl �ã� qgol �
x = +0.25

� w xi oliqhp� lopn ��khli �ç |ð� xno �ç |ï� |

ééç
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�yl s xpn �gxm ylhl pi vg g�ilh�l vyl � lyx�pgh g� vhxnis pvvlo xno hl'lqvlo &x�li vyhgk�y vylpnvlh�xql

x = 0
w xno vyl nks lhpqxm r gmmkvpgn okl vg vyl qgkrmpn� iqyls l |

ål lsryxip)l vyxv �
: �yhll opu lhlnv s liyli & pmm � l kilo | �n �pnokivhpxm � s liy & pvy éèè qlmmi ���v{ qlmmi & pvy pnlxqy qgol� w x s lopks ip)lo s liy & pvy òèè qlmmi w xno x �nl s liy pnqmkopn� éèèèè qlmmi vyxv

& pmm rhg�pol �xms giv qgn�lh�lo � igmkvpgni |
: ãxhl�xqvpgn &x�li & pmm � l pn�livp�xvlo w & pvy ir lqpxm lsryxipi gn vyl hl'lqvlo xno vhxnis pvzvlo &x�li vyhgk�y vyl qgkrmpn� pnvlh�xql | �yl qgknvlhrxhv pnqmkopn� vyl rhgrx�xvpgn g� iygq�

&x�li vyhgk�y vyl qgkrmpn� pnvlh�xql pi hlr ghvlo pn 7òò8 | ã xhl�xqvpgn &x�li xhl g� ir lqpxm pnzvlhliv pn vyl nkqmlxh �hxs l&gh� w ipnql vyl is ggvy igmkvpgn qghhlir gnoi vg vyl fgii 5 � °ggmxnv�qqpolnv �f5°� �|
: �yl vps l hlmx�xvpgn rxhxs lvlh

τ2
0 = 10−3 & pmm � l kilo | �ips pmxh vlivi & pvy x opu lhlnv vps liqxml

τ1
0 = 1

xhl hlr ghvlo pn 7òò8� | în �xqv vyl
τ0

vyl is xmmlh w vyl ips pmxhpv{ pn vyl � lyx�pgkhg� vyl �ã� xno vyl ��� sgolmi vyl � lvvlh |
în lxqy qxil w v&g ilhpli g� hlikmvi xhl iyg&n �
: ål yx�l �xvylhlo qgsrkvxvpgni �gh vyl ��� sgolm w �ã� sgolm xno vyl ��� ±�ã� ipzskmxvpgn gn qgxhil s liyli pn gholh vg yp�ymp�yv vyl pn'klnql g� vyl qgkrmpn� pn pnokivhpxmqgn��khxvpgn �ill ��khli �ç |ç � xno �ç |ä�� |

ééò
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: âpnl s liy qgsrkvxvpgni �gh vyl ��� sgolm xno �ã� sgolm yx�l � lln r lh�ghs lo | �yl{xhl rmgvvlo vg�lvylh & pvy vyl hlikmvi g� vyl ��� ±�ã� ipskmxvpgn �gh xmm vyl s liyli gn vyl��khl �ç |ò� xno �ç |æ� |
�lnql w hlikmvi pnqmkol �
: x qgsrkvxvpgn g� vyl ��� sgolm gn vyl &ygml ogs xpn w kipn� x s liy & pvy éèè qlmmi �qphqmli� �
: x qgsrkvxvpgn g� vyl �ã� sgolm gn vyl &ygml ogs xpn w kipn� x s liy & pvy éèè qlmmi �vhpxn�mli� �
: x qgsrkvxvpgn g� vyl qgkrmlo qxil ��� �

x < 0
�z�ã� �

x > 0
� w kipn� x s liy & pvy éèè qlmmi�rmxpn mpnl� |

� qgsrxhpign pi xmig s xol � lv&lln hlikmvi �gh �
: vyl �qgn�lh�lo � ��� sgolm gn vyl &ygml ogs xpn w kipn� x s liy & pvy éèèèè qlmmi �qphqmli� �
: vyl �qgn�lh�lo � �ã� sgolm gn vyl &ygml ogs xpn w kipn� x s liy & pvy éèèèè qlmmi �vhpxn�mli� �
: vyl �qgn�lh�lo � qgkrmlo qxil ��� �

x < 0
�z�ã� �

x > 0
� w kipn� x s liy & pvy éèèèè qlmmi�rmxpn mpnl� �

: vyl qgkrmlo qxil ��� �
x < 0

�z�ã� �
x > 0

� w kipn� qgxhil s liyli & pvy éèè w òèè qlmmi � ogvvlompnl w oxiylo mpnl� |
în lxqy qxil &l rmgv nks lhpqxm hlikmvi � l�ghl vyl qgnvxqv opiqgnvpnkpv{ ypvi vyl qgkrmpn� pnvlh�xql

x = 0
| �yl vps l ivlr x�hlli & pvy vyl qmxiipqxm °âf qgnopvpgn | �yl psrmpqpv vhlxvs lnv g� igkhqlvlhs i psrmpli ng xoopvpgnxm qgnivhxpnv | �ks lhpqxm l�r lhps lnvi pnqmkol �

: x hxhl�xqvpgn &x�l vhx�lmmpn� �hgs vyl ��� qgol vg vyl �ã� qgol �
: x hxhl�xqvpgn &x�l vhx�lmmpn� �hgs vyl �ã� qgol vg vyl ��� qgol

�yl okxm qxil g� iygq� &x�li pi pn�livp�xvlo pn 7òò8 w xno vyl mxiv pnokivhpxm vliv qxil qgnvxpni ikqyx qgn��khxvpgn |

ééä
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µ jpjk¶p§vmto ·pwk vjpwklmo¸ ¶jtn ¹º» ¼tnpmo vt ¹y» ¼tnpmo

în pvpxm qgnopvpgni xhl �
ogs xpn � ��� ��� �ã�
U

è è è
P

éò´lò éäèlò éäèlò
ρ

³³è éèèè éèèè
C

ngnl ngnl è |³æ³ð éðç é´
Ceq

è |³æ³ðä éòðä è |³æ³ð éðç é´ è |³æ³ð éðç é´
�yl pnpvpxm opiqgnvpnkpv{ yxi � lln ilv xv

x = −0.25
w vyxv pi pnipol vyl ��� ogs xpn | � hxhl�xqvpgn

&x�l vhx�lmi vg&xhoi vyl hp�yv xno �gli vyhgk�y vyl qgkrmpn� pnvlh�xql �
x = 0

� w x iygq� &x�l vhx�lmivg vyl ml�v w xno pi �gmmg&lo �{ x ml�vz�gpn� qgnvxqv opiqgnvpnkpv{| ãlikmvi yx�l � lln rmgvvlo xv vps l
t = 0.025

| ål ngvpql vyxv �gh vyl ��� qgsrkvxvpgn w vyl &ygml hp�yvz�gpn� hxhl�xqvpgn &x�l yxirxiilo vyl qgkrmpn� pnvlh�xql xv vyxv vps l |
� iigqpxvlo hlikmvi �gh vyl igml �ã� sgolm xhl pnollo hxvylh qmgil vg vyl igmkvpgni qgsrkvlo

& pvy vyl igml ��� sgolm | �khnpn� vyln vg vyl qgkrmlo ipvkxvpgn w &l ngvl vyxv vyl hxhl�xqvpgn
&x�l qgs pn� �hgs vyl ��� qgol ogli ngv pnvhgokql vgg skqy rgmmkvpgn &yln rxiipn� vyhgk�y vylqgkrmpn� pnvlh�xql w vygk�y gnl qxn ngvpql x iyxhr � lyx�pgkh g� vyl rhliikhl �lmo xhgkno

x = 0
w

&yln vyl s liy pi vgg qgxhil �éèè qlmmi w qghhlir gnopn� vg vyl rmxpn mpnl gn ��khl �ç |ç �� | în vylqgkrmlo qgsrkvxvpgn w vyl xrrhg�ps xvl igmkvpgn pn vyl �ã� ogs xpn �hlir lqvp�lm{ pn vyl ��� ogzs xpn � vlnoi vg ivpq� pss lopxvlm{ vg vyl rkhl �ã� igmkvpgn �hlir lqvp�lm{ vg vyl rkhl ��� igmkvpgn � |
�ngvylh r gpnv &ypqy ills i &ghvy � lpn� knolhmpnlo pi vyxv vyl r gmmkvpgn xhgkno vyl qgkrmpn�pnvlh�xql w &ypqy mgg� i xms giv ivlxo{ pn igs l qxili �ill ��khl �ç |ç � xno �ç |ò� �gh pnivxnql� vlnoivg olqhlxil xno xmig qmlxhm{ s g�li x&x{ �hgs vypi pnvlh�xql &yln vyl s liy pi hl�nlo | �ypi qmlxhm{xrr lxhi &yln mgg� pn� xv vyl oxiylo mpnl gn ��khl �ç |ç � xno xmig gn ��khl �ç |ò� |

ééæ
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µ jpjk¶p§vmto ·pwk vjpwklmo¸ ¶jtn ¹y» ¼tnpmo vt ¹º» ¼tnpmo

în pvpxm qgnopvpgni xhl ng& vyl �gmmg& pn� �
ogs xpn � ��� �ã� �ã�
U

è è è
P

éäèlò éäèlò éò´lò
ρ

éèèè éèèè ³³è
C

ngnl è |³æ³ð éðç é´ è |³æ³ðä éòðä
Ceq

è |³æ³ð éðç é´ è |³æ³ð éðç é´ è |³æ³ðä éòðä
�yl pnpvpxm opiqgnvpnkpv{ pi ng& pn vyl �ã� ogs xpn w xno pi mg qxvlo xv

x = 0.25
| � hxhl�xqvpgn &x�lvhx�lmi vg vyl ml�v xno �gli vyhgk�y vyl qgkrmpn� pnvlh�xql �

x = 0
� | � lxn&ypml x iygq� &x�l vhx�lmivg vyl hp�yv � gknoxh{w xno pi �gmmg&lo �{ x qgnvxqv opiqgnvpnkpv{ vyxv vhx�lmi vg&xhoi vyl hp�yv |ãlikmvi xhl ivpmm r mgvvlo xv vps l

t = 0.025
| �v vyxv vps l w vyl ml�vz�gpn� hxhl�xqvpgn &x�l pi lnvphlm{pn vyl ��� ogs xpn pn vyl igml ��� qgsrkvxvpgn |

ã ls xh�i r lhvxpn pn� vg vyl rhl�pgki vliv qxil ivpmm ygmo | �yl s liy hl�nls lnv ylmri skqy vgpsrhg�l vyl xqqkhxq{ g� vyl xrrhg� ps xvl igmkvpgn pn lxqy ik�ogs xpn | în vyl qgkrmlo ipskmxvpgn wvyl xrrhg�ps xvl igmkvpgn gqqkhi vg � l skqy sghl s gngvgnl xhgkno vyl qgkrmpn� pnvlh�xql &ylnvyl s liy pi hl�nlo �ill ��khl �ç |æ�� |
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�yl nl�v vliv qxil qghhlir gnoi vg vyl iqyls xvpq gnl ops lnipgnxm 'g& pn x nkqmlxh r g&lh rmxnv |�yl mln�vy g� vyl rpr li pi
80 m

| îv pnqmkoli x rxhv g� vyl qggmxnv qphqkpv qgnvxpnpn� vyl qghl gnvyl ml�v ipol g� vyl qgkrmpn� pnvlh�xql �p |l | −40 < x < 0
� &ylhl vyl �g�lhnpn� ilv g� ljkxvpgni pivyl ��� sgolm | �yl qghl pi mgqxvlo pn vyl pnvlh�xm

[−22, − 18]
| �yl vgvxm mln�vy g� vyl qghl pi vylvhkl qghl mln�vy ��kg{xnq{ lulqvi qxn � l nl�mlqvlo � | �yl qghl ilqvpgn pi ljkxm vg

3.5 m2 | �yl �ã�sgolm pi kilo gn vyl hp�yv ipol g� vyl qgkrmpn� pnvlh�xql �p |l |
0 < x < 40

� | 4 l�ghl vyl � l�pnnpn� g�vyl qgsrkvxvpgn w vyl �lmg qpv{w olnipv{ xno rhliikhl rhg� mli xhl knp�ghs xno ljkxm vg �
U = 10 ms−1 w

ρ = 700 kgm−3 w P = 150 105 Pa
� s ghlg�lh

C = Ceq(P,ρ)
pn vyl �ã� rxhv g� vyl qggmxnv qphqkpv |�yl 'kpo pi ngv ylxvlo � l�ghl vyl � l�pnnpn� g� vyl qgsrkvxvpgn w xno vyl qghl pi ikoolnm{ rmk��lopn vyl qggmxnv qphqkpv xv vyxv vps l | �yln vyl ylxv igkhql

Φ(x,t > 0)
pi nkmm gkvipol vyl qghl | å pvypnvyl qghl hl�pgn w vyl ylxv igkhql pi knp�ghs xno ikqy vyxv �

∫ x=−18

x=−22
Φ(x,t > 0) dx = Φ0 = 300 106 W

în vypi rxhvpqkmxh vliv qxil vyl qgnivxnvi
Av

w
Bv

w
Al

w xno
Bl

yx�l � lln livps xvlo & pvy
PMIN =

140 105 Pa
xno

PMAX = 160 105 Pa
kipn� vyl �ylvpi ig�v&xhl 7äò8 | �yl knp�ghs s liy qgnvxpniòèè ngoli | �yl �g�lhnpn� ilv g� ljkxvpgni pn vyl ml�v rxhv pi vyl ilv g� ljkxvpgni g� vyl ��� sgolm�ç |éç � & pvy xn ljkxvpgn �gh vyl vgvxm lnlh�{ &ypqy vx�li pnvg xqqgknv vyl ylxv igkhql �

∂t (ρE) + ∂x (U(ρE + P )) = Φ(x)

ãlikmvi yx�l � lln rmgvvlo xv �gkh opivpnqv pnivxnvi |
: �v

t = T1
w vyl hp�yvz�gpn� iygq� &x�l w &ypqy pi qgs pn� �hgs vyl hp�yv ipol g� vyl qghl w xno

&ypqy pi okl vg vyl ikooln ylxvpn� pn vyl qghl hl�pgn w yxi ngv ypv vyl qgkrmpn� pnvlh�xql {lv�oxiylo mpnl gn ��khl �ç |´�� |
: �v

t = T2
w vyl ixs l hp�yvz�gpn� iygq� &x�l yxi xmhlxo{ s g�lo vyhgk�y vyl qgkrmpn� pnvlh�xql�rmxpn mpnl gn ��khl �ç |´�� | 5nl qxn lxipm{ g�ilh�l xv

t = T2
vyl hl'lqvlo &x�l pn vyl pnvlh�xm

[−10,0]
w lpvylh �g qkipn� gn vyl rhliikhl rhg� ml w vyl olnipv{ rhg� ml gh vyl �lmg qpv{ rhg� ml | �ylxsrmpvkol g� vypi hl'lqvlo &x�l pi is xmm qgsrxhlo & pvy vyl gnl g� vyl xiigqpxvlo iygq� &x�l |

: �v
t = T3

w vyl hp�yvz�gpn� qgnvxqv &x�l yxi ivpmm ngv rxiilo vyl qgkrmpn� pnvlh�xql �oxiylompnl gn ��khl �ç |³�� | �ypi qgnvxqv &x�l pi g� qgkhil qyxhxqvlhp)lo �{ mgqxmm{ knp�ghs rhliikhlxno �lmg qpv{ rhg� mli | �v vyxv vps l w vyl hp�yv �gpn� iygq� &x�l yxi ngv hlxqylo vyl hp�yv l� pv |�yl � lyx�pgkh g� vyl qgkrmpn� pnvlh�xql ills i xms giv r lh�lqv w &ypqy pi pn x�hlls lnv & pvy vlivqxili pn�gm� pn� x qgnvxqv &x�l vhx�lmmpn� �hgs vyl ��� ogs xpn vg&xhoi vyl �ã� ogs xpn�ill 7òò8� |
: �v

t = T4
w vyl qgnvxqv &x�l pi gn vyl hp�yv ipol g� vyl qgkrmpn� pnvlh�xql �

x = 0
� �rmxpn mpnlgn ��khl �ç |³�� | 5nql x�xpn w l�lh{vypn� pi qghhlqv xhgkno vyl qgkrmpn� pnvlh�xql �
x = 0

� | �vvyxv vps l
t = T4

w vyl hp�yvz�gpn� iygq� &x�l yxi �gnl gkvipol vyl qgsrkvxvpgnxm ogs xpn |
5nl qxn ngvpql vyl pn'klnql g� vyl hp�yv l� pv � gknoxh{ &ypqy �lnlhxvli x hl'lqvlo &x�l pnvyl qgsrkvxvpgnxm ogs xpn | �ypi pi okl vg vyl �xqv vyxv qhkol ��lks xnnzv{r l � � gknoxh{qgnopvpgni yx�l � lln psrgilo pn vypi vliv qxil |
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�ypi &gh� �gnl iygkmo xmig hlxo 7æ8 �gh x qgsrxnpgn &gh� gn vyxv vgrpq� pi x �hiv xvvlsrv vgqgkrml v&g opulhlnv qgoli vyxv rhg�pol nks lhpqxm xrrhg�ps xvpgni g� ��� xno �ã� sgolmi | �ylilv&g s golmi yx�l � lln hlqxmmlo w vg�lvylh & pvy qmgikhl mx& i pnqmkopn� �56 | ål yx�l qygiln ylhl xqgkrmpn� s lvygo pnirphlo �{ 7ç 8 w &ypqy pi liilnvpxmm{ opu lhlnv �hgs vyl gnl vyxv yxi � lln pn�livp�xzvlo pn 7òð 8 | îvi ipsrmpqpv{ pi xrr lxmpn� w xno pv lnx�mli vg qphqks�lnv vyl vgk�y rhg�mls g� hlignxnqlxv vyl qgkrmpn� pnvlh�xql |
6gs l rhgr lhvpli g� � gvy s golmi w xno vyl s xpn rhgr lhvpli g� xm�ghpvys i pn�gm�lo pn igml qgoliyx�l � lln �p�ln gh hlqxmmlo | 6gs l rhgr lhvpli g� vyl qgkrmpn� s lvygo yx�l xmig � lln olvxpmlo | 5nls x{ ix{ vyxv vyl &ygml xrrhgxqy pi hxvylh lX qplnv w xno &l &gkmo mp�l vg lsryxip)l vyl hxvylh npql� lyx�pgkh g� vyl qgkrmlo xrrhgxqy &yln qgnvxqv &x�li vhx�lm vyhgk�y qgoli | �yl hlxolh skiv � lx&xhl vyxv igs l nks lhpqxm rhgr lhvpli ollrm{ hlm{ gn vyl xrrhg�ps xvl �gokng� iqyls li �7ïè8� &ypqyxhl kilo pn igml qgoli | �yl qgkrmpn� xrrhgxqy rhlilh�li vyl qgnilh�xvp�l �ghs g� s xii w s gs lnvksxno vgvxm lnlh�{ ljkxvpgni | îv xmig ills i &ghvy lsryxip) pn� vyl �gmmg& pn� �lxvkhli �

: î� gnl hlivhpqvi vg qgxhil s liyli w &ypqy pi g��pgkim{ vyl qghhlqv �hxs l&gh� �gh pnokivhpxm xrzrmpqxvpgni w pv xmig gqqkhi vyxv pnqgsrxvp�pmpvpli � lv&lln �ghskmxvpgni s x{ � l is ggvylo & pvyvypi �ghskmxvpgn w g& pn� vg vyl opiiprxvp�l nxvkhl g� kr& pnopn� vlqynpjkli &ypqy yx�l � llnxrrmplo pnipol qgoli xno xv vyl qgkrmpn� pnvlh�xql | �ypi pi pnollo ' x�hxnv p� gnl �gqkili gnhlmx�xvpgn vps l iqxmli | 6gs l g� vyl nks lhpqxm hlikmvi rhlilnvlo pn 7òò8 qgn�hs vyxv gnl qxnqgr l & pvy olqghhlmxvlo ip�nxmi �g& pn� vg �lh{ mxh�l hlmx�xvpgn vps li pn vyl �ã� sgolm� gnqgxhil s liyli w �kv vyxv vypi ng mgn�lh ygmoi &yln hl�npn� vyl s liy | �ypi pi skqy pn �x�gkhg� vyl qgkrmpn� xrrhgxqy w ipnql pv s x{ � l knolhivggo xi x vggm &ypqy xkvgs xvpqxmm{ qylq� i
&ylvylh � gvy s golmi gn lxqy ipol g� vyl pnvlh�xql xhl pn x�hlls lnv gh ngv |

: � skqy ollr lh pnip�yv gn vylhs go{nxs pqi pi xqvkxmm{ olilh�lo | 6r lqpxm lsryxipi iygk mo � l�p�ln gn vyl hlir lqvp�l ixvkhxvpgn qkh�li �gh vyl mpjkpo ryxil xno vyl �xr gkh ryxil | 6gs lqgsslnvi s x{ � l rpq�lo kr pn vypi s xnkiqhprv w &ypqy s p�yv r lhyxri ylmr psrhg�pn� vyl �mgz�xm �ghskmxvpgn �ill �rr lnop�
4
� | ål ik��liv vyxv pv &gkmo � l x � lvvlh polx vg kil vyl ixs lvylhs go{nxs pq vx�mli pn � gvy qgoli | �yki w pv &gkmo � l pnvlhlivpn� vg l�xs pnl &ylvylh vyl�ghs xmpis pnvhgokqlo pn 7çæ8 sp�yv ylmr psrhg�pn� vyl &ygml vylhs go{nxs pqxm hlrhlilnvxvpgn |

: �ngvylh rhg�mls qgnqlhni vyl �ghskmxvpgn g� s xii vhxni�lh vlhs i | �yl gnl &ypqy yxi � llnqgnipolhlo ylhl hlmpli gn �
Γ = K(1 − C)C(hs

l (P ) − hl(P,ρl))
| � mvlhnxvp�l �ghskmxvpgni vyxvrhlilh�l lnvhgrpq rhgr lhvpli iygkmo xqvkxmm{ � l rhl�lhhlo �ill �gh pnivxnql 7éæ w òæ w é³8� |

�$Ë�!Ì E?"B?A?��C
�yl ��}�ë�� rhg} lqv pi s xpnm{ �knolo �{ ��â �� mlqvhpqpvì ol âhxnql� xno °�� �°gss pizixhpxv Í m í�nlh�pl �vgs pjkl� w & pvy x qgsrmls lnvxh{ ikrrghv �{ îã6� �înivpvkv ol ãxopgrhgvlqvpgnlv 6khlvì �kqmìxphl� xno �ã�;�z�}| °gsrkvxvpgnxm �xqpmpvpli &lhl rhg�polo �{ ��â | �yl vyphoxkvygh pi ikrr ghvlo �{ ��â vyhgk�y x ��â ±°îâã� qgnvhxqv | }xhv g� vyl &gh� yxi � lnl�vlo �hgs�hkpv�k m opiqk iipgni & pvy vyl &gh� pn� �hgkr 7ò 8 | �yplhh{ �xmmgklv pi xmig xq�ng& mlo�lo �gh ypi ylmrxno xo�pil |

éðç
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K LÕ LN �aU Ö×bQUØ�^h R^aUdU

ål ol�nl ylhlpn vyl �xipq �hiv gholh xrrhg� ps xvl �gokng� iqyls l xno hlivhpqv vg hl�kmxhs liyli g� ip)l
∆x

ikqy vyxv �
∆x = xi+ 1

2

− xi− 1

2

w
i ∈ Z

| ål olngvl
∆t

vyl vps l ivlr w &ylhl
∆t = tn+1 − tn

w
n ∈ N

| în gholh vg xrrhg� ps xvl igmkvpgni g� vyl l�xqv igmkvpgn
W ∈ R

p g� vylqgnilh�xvp�l y{r lh� gmpq i{ivls �
{

∂t (W ) + ∂x (F (W )) = 0

W (x,0) = W0(x)

& pvy
F (W )

pn
R

p | flv Wn
i

� l vyl xrrhg�ps xvl �xmkl g� 1

∆x

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

W (x,tn)dx
| învl�hxvpn� g�lh

[xi− 1

2

; xi+ 1

2

] × [tn; tn+1]
rhg�poli �

Wn+1
i = Wn

i − ∆t

∆x

(
φn

i+ 1

2

− φn
i− 1

2

)

�yl nks lhpqxm 'k�
φn

i+ 1

2

vyhgk�y vyl pnvlh�xql {xi+ 1

2

} × [tn; tn+1]
pi ol�nlo � lmg& | �yl vps l ivlr

skiv x�hll & pvy x °âf qgnopvpgn olvxpmlo � lmg& | �yl 'k�
φn

i+ 1

2

olr lnoi gn
Wn

i

xno
Wn

i+1

&yln
hlivhpqvpn� vg �hiv gholh iqyls li | �yl xrrhg�ps xvl �gokng� 'k�

φ(WL,WR)
pi g�vxpnlo �{ igm� pn�l�xqvm{ vyl �gmmg& pn� mpnlxh é� ã pls xnn rhg�mls �





∂t (Y ) + B(Ŷ )∂x (Y ) = 0

Y (x,0) =

{
YL

p�
x < 0

YR
gvylh& pil

�ç |ïï�

xno pnpvpxm qgnopvpgn �
YL = Y (Wi)

xno
YR = Y (Wi+1)

| �yl s xvhp� �
B(Y ) = (W,Y (Y ))−1A(W (Y )) W,Y (Y )

�
A(W )

yxi vyl ixs l lp�ln�xmkli xi vyl ñxqg�pxn s xvhp� g� 'k�
F (W )

� | 5nql vyl l�xqv igmkvpgn
Y ∗(x

t ; YL,YR)
g� vypi xrrhg� ps xvl rhg�mls �ç |ïï� pi g�vxpnlo w vyl nks lhpqxm 'k� pi ol�nlo xi �

φ(WL,WR) = F (W (Y ∗(0;YL,YR)))

flv ki ilv
l̃k
w
λ̃k

xno
r̃k

w
k = 1,...,p

w ml�v lp�ln�lqvghi w lp�ln�xmkli xno hp�yv lp�ln�lqvghi g� s xvhp�
B(Ŷ )

hlir lqvp�lm{| �yl igmkvpgn
Y ∗(x

t ; YL,YR)
g� vyl mpnlxh ã pls xnn rhg�mls pi ol�nlo l�lh{&ylhl

�l�qlrv xmgn� x
t = λ̃k

� �
Y ∗

(x

t
; YL,YR

)
= YL +

∑

x
t
>fλk

(t l̃k.(YR − YL))r̃k

= YR −
∑

x
t
<fλk

(t l̃k.(YR − YL))r̃k

gh pn x imp�yvm{ opu lhlnv �ghs �
YR − YL =

∑

k=1,p

(t l̃k.(YR − YL))r̃k =
∑

k=1,p

α̃kr̃k
�ç |ïç �

éðò
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ilvvpn� �

α̃k =t l̃k.(YR − YL)�yl gnm{ hls xpnpn� kn�ng&n pi vyl s lxn
Ŷ

&ypqy skiv qgsrm{ & pvy vyl qgnopvpgn �
Ŷ (Yl = Y0,Yr = Y0) = Y0

�yl ivxnoxho x�lhx�l &ypqy pi kilo pi �
Ŷ (YL,YR) = (YL + YR)/2�yl l�rmpqpv �ghs g� vyl xrrhg� ps xvl �gokng� iqyls l & pmm � l �

Wn+1
i − Wn

i +
∆t

∆x

(
F (W (Y ∗(0;Y n

i ,Y n
i+1))) − F (W (Y ∗(0;Y n

i−1,Y
n
i )))

)
= 0

yknpjr zÙ | 3�Ú ���+ � I ��3�1��J+ �0 J.�*�+ �3 -0 �+� �+0 ��*3�
Ŷ (YL,YR) = Y ∗(0;YL,YR)

����� �� � *II �J� �/*�� 2* �- � *� �� � �+ ���� *1�
Y ∗(0;YL,YR)

�0 J.�*�+ �3 0J �2�+� �ç |ïï� � ��� �
Ŷ (YL,YR) = (YL + YR)/2

���0 1J���0I J+3 �J �� � Û³�J�Ü+12 01��/ � ÝÞßà �
K LÕ LM �aU ^PVRR]^VP Ö×bQUØ�^h R^aUdU `QT _aU ]�_UT`V^U dQeUP

ål rhlilnv ylhl vyl ;âãglznq� iqyls l �gh vyl i{ivls �ç |ðç � kipn� vyl �xhpx�ml
Z⊤ = (C,ρ,U,P,Y )

|ål olngvl �{
W

vyl qgnilh�xvp�l �xhpx�ml w
W⊤ = (ρC,ρ,ρU,ρE,ρY )

| �yl ñxqg�pxn s xvhp� xiigqpxzvlo vg vyl 'k�
F (Z)⊤ = (ρUC,ρU,ρU2 + P,U(ρe(P,ρ,C,Y ) + ρU2/2 + P ),ρUY )

pi �

J(Z) =




U 0 0 0 0

0 U ρ 0 0

0 0 U 1/ρ 0

0 0 ρa2 U 0

0 0 0 0 U




&ylhl x pi ol�nlo �{ vyl �ghskmx �ç |ðò� |
yknpjr zá ¤ J�� ��*� .�1*-0� J� �� � .�J1ÄÜ3�*� J+* � 0 ��-1�-�� J� J(Z)

� �� �0 �*0} �J I �1Ä J- � �+� J�Ü/ *��J+ *.J- � �� � 0 ��-1�-�� J� �� � â*1J.�*+ J� �� � ~�� 0}0 ��/ �ç |é� � ���
a2 3 �́ + � .} �ç |´� J� �� �~�� 0}0 ��/ �ç |éç � � ���

a2 3 �́ + � .} �ç |é³� ��yl lp�ln�xmkli
λi

xno vyl qghhlir gnopn� hp�yv lp�ln�lqvghi
ri

xhl �
λ1 = U − a; r⊤1 = (0,1, − a/ρ,a2,0)

λ2 = U ; r⊤2 = (1,0,0,0,0)

λ3 = U ; r⊤3 = (0,1,0,0,0)

λ4 = U ; r⊤4 = (0,0,0,0,1)

λ5 = U + a; r⊤5 = (0,1, + a/ρ,a2,0)

éðä
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�yl s xvhp� g� vyl hp�yv lp�ln�lqvgh pi

Ω = (r2,r3,r1,r5,r4)
xno �

Ω(Z) =




1 0 0 0 0

0 1 1 1 0

0 0 −a/ρ a/ρ 0

0 0 a2 a2 0

0 0 0 0 1




Ω(Z)−1 =
−ρ

2a3




−2a3/ρ 0 0 0 0

0 −2a3/ρ 0 2a/ρ 0

0 0 a2 −a/ρ 0

0 0 −a2 −a/ρ 0

0 0 0 0 −2a3/ρ




ål ol�nlo vyl �lqvgh
α⊤ = (α2,α3,α1,α5,α4)

xi �
α = Ω(Z̄)−1(ZR − ZL)

&ylhl
ZR

xno
ZL

xhl vyl hp�yv xno ml�v ivxvli g� vyl ã pls xnn rhg�mls w xno
Z̄ = ZR+ZL

2

�gvylhqygpqli xhl r giip� ml� | �yl igmkvpgn g� vyl mpnlxhp)lo ã pls xnn rhg�mls xiigqpxvlo vg
J(Z̄)

xno vylivxvli
(ZR,ZL)

pi �ill ��khl �ç |éè�� w
Z(x/t; ZL,ZR) = ZL +

∑

λ̄i<x/t

αir̄i = ZR −
∑

λ̄i>x/t

αir̄i
�ç |ïò�

& pvy �
λ̄i = λi(Z̄)

xno
r̄i = ri(Z̄)�ypi qxn � l & hpvvln pn x imp�yvm{ opu lhlnv �ghs �

Z(x/t; ZL,ZR) =





ZL
p�

x/t < λ̄1

Z1
p�

λ̄1 < x/t < λ̄2

Z2
p�

λ̄2 < x/t < λ̄5

ZR
p�

λ̄5 < x/t

ål ilv
∆Φ = ΦR −ΦL

| î� &l xrrm{ vyl �ghskmx �ç |ïò� &l �no vyxv vyl v&g pnvlhs lopxvl ivxvlixhl �

Z1 =




CL

ρL + ∆P
2ā2 − ρ̄∆U

2ā

Ū − ∆P
2ρ̄ā

P̄ − ρ̄ā∆U
2

YL




Z2 =




CR

ρR − ∆P
2ā2 − ρ̄∆U

2ā

Ū − ∆P
2ρ̄ā

P̄ − ρ̄ā∆U
2

YR




în vyl x� g�l �ghskmxi
ā
pi vyl igkno ir llo qxmqkmxvlo xv vyl x�lhx�l ivxvl

Z̄
w vyxv pi

ā = a(Z̄)
| �ylnks lhpqxm 'k� �gh vyl qmxiipqxm ;âãglznq� iqyls l pi qgsrkvlo kipn�

Z∗ = Z(x/t = 0;ZL,ZR)
��ghl�xsrml pn vyl qgn��khxvpgn g� vyl ��khl �ç |éè�

Z∗ = Z1
� |

yknpjr zã ä ��� 1�*00�1* � å³�J�Ü+12 01� �/ � -0�+� 2*��*.��0
(ρ,U,P )

� J� �� � ~�� /J3���ç |éç � �
éðæ
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x

t

Z2

Z1

ZL

Z R

x/t

λ

λ

λ1

2,3,4

5

−
−

−

 ¡¢ £ ç |éè : ��� � J-� 3�Ú ���+ � 0 �*��0 J� �� � 0J �- ��J+ J� �� � ��+ �*��æ �3 � ��/*++ I �J.��/

��� ��+ �*� � ��/*++ È �J.��/ *00J1�*��3 �J �� � 0}0��/ �ç |éç � �*0 ��J �+ ���/ �3�*�� 0�*��0 *0
0�J�+ �+ ´ �-�� �ç |éè� � ��� �+ ���/ �3�*�� 0�*��0 *���

Z1 =




ρL + ∆P
2ā2

HEM
− ρ̄∆U

2āHEM

Ū − ∆P
2ρ̄āHEM

P̄ − ρ̄āHEM
∆U
2


 Z2 =




ρR − ∆P
2ā2

HEM
− ρ̄∆U

2āHEM

Ū − ∆P
2ρ̄āHEM

P̄ − ρ̄āHEM
∆U
2




ä ��� 1 �*00�1* � å³�J�Ü+12 01��/ � -0�+� 2*��*.��0
(C,ρ,U,P )

� J� �� � ~�� /J3�� �ç |é� � �����+ �*� � ��/*++ È �J.��/ *00J1�*��3 �J �� � 0}0��/ �ç |é� �*0 ��J �+ ���/ �3�*�� 0�*��0 *0 0�J�+�+ ´ �-�� �ç |éè� � ��� �+ ���/ �3�*�� 0 �*��0 *���

Z1 =




CL

ρL + ∆P
2ā2

HRM
− ρ̄∆U

2āHRM

Ū − ∆P
2ρ̄āHRM

P̄ − ρ̄āHRM
∆U
2




Z2 =




CR

ρR − ∆P
2ā2

HRM
− ρ̄∆U

2āHRM

Ū − ∆P
2ρ̄āHRM

P̄ − ρ̄āHRM
∆U
2




K LÕ Lf �aU dQe]çUe Ö×bQUØ�^h R^aUdU `QT _aU ]�_UT`V^U dQeUP
�ypi s gop�lo ;âãglznq� iqyls l �gh vyl pnvlh�xqpxm s golm gnm{ opu lhi �hgs vyl qmxiipqxm ;âãglznq� iqyls l pn vyl qygpql g� vyl x�lhx�l ivxvl &ypqy pi ngv x qmxiipqxm x�lhx�l | ål kil ylhl vyl�x�lhx�l ivxvl ��

Z̃⊤ = (C̄,ρ̄,Ū ,P̄ ,Ỹ ); Ỹ =

{
0
p�

Ū > 0

1
p�

Ū < 0�ypi psrmpli vyxv vyl igkno ir llo
ā = a(P̄ ,ρ̄,C̄,Ȳ )

pi hlrmxqlo �{w

ã =

{
aHEM (P̄ ,ρ̄)

p�
Ū > 0

aHRM (P̄ ,ρ̄,C̄)
p�

Ū < 0

�ypi rhg�poli x nl& igmkvpgn
Z# �ngvl vyxv

Y # = Ỹ
� | î� &l vyln l�rmpqpv vyl nks lhpqxm 'k� &l�no �

F (Z#)⊤ = ((ρUC)#,(ρU)#,(ρU2 + P )#,(U(ρe(P,ρ,C,Y ) + ρU2/2 + P ))#,(ρUY )#)

éð´
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& pvy w

e# =

{
eHEM (P#,ρ#)

p�
Ū > 0

eHRM (P#,ρ#,C#)
p�

Ū < 0âpnxmm{w p�
Ū > 0

pv pi ljkp�xmlnv vg xrrm{ vyl ;âãglznq� iqyls l vg vyl ��� i{ivls �ç |ðï� & pvy pnxoopvpgn vyl ljkxvpgni gn
Y

xno
C

g� �ç |ðç � � xno p�
Ū < 0

pv pi ljkp�xmlnv vg xrrm{ vyl ;âãglznq�iqyls l vg vyl �ã� i{ivls �ç |é� & pvy pn xoopvpgn vyl ljkxvpgn gn
Y

g� �ç |ðç � |
yknpjr zè �+ �� � *.J2� /J3 �́ 1*��J+ J� �� � 1�*00 �1* � å³�J�Ü+12 01��/ � � � /*Ä � * Û³�J�Ü+1201��/ � J+ �} � J� �� � 3J/ *�+ 2*��*.��

Y �

éð³
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� ~é ���?�"%G < Ï Ê!A�#�F�%!� !ê

Cn+1 F�"
P n+1 ê! 

�>? Ô�%�? �%A ?  ?EFGF�%!� C�?�
în gholh vg qgsrkvl vyl �npvl hlmx�xvpgn ivlr &l nllo vg l�rmxpn yg&

Cn+1 xno
Pn+1 xhl krzoxvlo | �yl{ xhl vyl igmkvpgn xv vyl vps l

∆t
g� vyl i{ivls �5�� � qgsrgilo �{ vyl �hiv xno �gkhvyljkxvpgni g� �ç |ïè� & pvy vyl pnpvpxm qgnopvpgn �

C(t = 0) = C n̂ xno
P (t = 0) = P n̂ |

�yl s xpn vps l ivlr
∆t

pi qkv pnvg
N

is xmm knp�ghs vps l ivlri
δt = ∆t/N.

în vyl �gmmg& pn�
Cixno

Pi
& pmm ivxno �gh vyl ikqqliip�l xrrhg�ps xvpgni g�

C
xno

P
xv vyl ikqqliip�l vps li

t = i × δt
|�yki &l & pmm yx�l �

C0 := C n̂ xno
P0 := P n̂

Cn+1 := CN
xno

Pn+1 := PN�yl qyxpn hk ml &ypqy rhg�poli
(Ci+1,Pi+1)

pn vlhs i g�
(Ci,Pi)

pi vyl �gmmg& pn� �
: Ci+1

pi vyl �� *1� 0J �- ��J+ xv vyl vps l
t = δt

g� vyl 5�� i{ivls �
{

d
dtC(t) = Γ(Pi,ρ

n̂,C(t))

C(t = 0) = Ci

�ç |ïä�
&ylhl &l yx�l w

Γ(Pi,ρ
n̂,C(t)) = (1 − C(t))

(
Ceq(Pi,ρ

n̂) − C(t)
) 1

Θ(Pi,ρn̂,τ0)& pvy vyl vps l iqxml w
Θ(P,ρ,τ0) =

τ0

G2(P,ρ)

�ç |ïæ�
&ylhl

G2
ol�nlo �{ ljkxvpgn �ç |éè� | ål psrgil vyxv vyl nks lhpqxm xrrhg� ps xvpgn

Ci+1hlir lqvi vyl hlmxvpgni �
(Ci+1 − Ceq(Pi,ρ

n̂))(Ci − Ceq(Pi,ρ
n̂)) > 0

�ç |ï´�
(1 − Ci+1)(1 − Ci) > 0

�ç |ï³�
�ypi hlmxvpgn qghhlir gnoi vg vyl �xqv vyxv vyl xnxm{vpqxm igmkvpgn

C(t)
g� �ç |ïä� qxn ngv qhgiivyl r gmli

C = Ceq(Pi,ρ
n̂)

xno
C = 1

|
ål �lv

Ci+1 = Ci
p�

Ci = 1
xno p�

Ci 6= 1
w

Ci+1 =
bi+1 + Ceq(Pi,ρ

n̂)

1 + bi+1

�ç |çè�
& pvy w

bi+1 =
Ci − Ceq(Pi,ρ

n̂)

1 − Ci
e(ai+1δt) �ç |ç é�

ai+1 = −(1 − Ceq(Pi,ρ
n̂))

G2(Pi,ρ
n̂)

τ0

�ç |çð�
éïè
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: �g qgsrkvl

Pi+1
w &l kil vyl �gkhvy ljkxvpgn g� vyl i{ivls �ç |ïè� pn vyl �ghs

∂t (P ) = −(∂P (eHRM ))−1∂C (eHRM ) ∂t (C)

xno &l s x�l x hgk�y pnvl�hxvpgn �
Pi+1 = Pi + δt(∂t (P ))(Pi,ρ

n̂,Ci+1,Y
n̂)

vyxv pi �
Pi+1 = Pi − (Ci+1 − Ci)

(
∂C (eHRM )

∂P (eHRM )

)
(Pi,ρ

n̂,Ci+1,Y
n̂)

� nks lhpqxm s x�psks rhpnqprml �ål xiiks l vyxv
Ceq(Pi,ρ

n̂)
hls xpni pn

[0,1]
|

: ål xiiks l vyxv
0 ≤ Ceq(Pi,ρ

n̂) ≤ Ci ≤ 1
��ypi psrmpli vyxv

bi+1 ≥ 0
| � lnql kipn� vyl ljkxvpgn �ç |çè� &l �lv �

0 ≤ Ci+1 ≤ 1

: ål xiiks l vyxv
0 ≤ Ci ≤ Ceq(Pi,ρ

n̂) ≤ 1
��ypi psrmpli vyxv

bi+1 ≤ 0
| ål ilv w

H(b) =
b + Ceq(Pi,ρ

n̂)

1 + b

xno
J(b) = 1 − H(b)

ål vyki yx�l
H(bi+1) = Ci+1

xno
J(bi+1) = 1 − Ci+1

| å yln &l l�xs pnl vyl r gipvp�pv{ g�� gvy
H(b)

xno
J(b)

&l �no vyxv pv pi ljkp�xmlnv vg vyl hlmxvpgn
b ≥ −Ceq(Pi,ρ

n̂)
| �ypi mxvvlhmlxoi vg vyl qgnopvpgn gn vyl vps l ivlr

δt
�

δt ≥ 0

&ypqy pi g��pgkim{ hlir lqvlo |
�lnql &l �lv �gh

δt ≥ 0
�

0 ≤ Ci+1 ≤ 1

ål vyki yx�l vyl �gmmg& pn� rhgr lhv{|
}hgr lhv{ �
�yl �gmmg& pn� s x�psks rhpnqprml ygmoi �gh vyl �npvl vps l hlmx�xvpgnivlr | î� &l xiiks l vyxv �

�p� vyl vps l ivlr
δt

pi r gipvp�l w
�pp� vyl r gml

Ceq(Pi,ρ
n̂)

g� vyl 5�� i{ivls �ç |ïä� hls xpni pn
[0,1]

w
�ppp�

0 ≤ Ci ≤ 1�yln &l yx�l
0 ≤ Ci+1 ≤ 1

|
yknpjr zë |1�-* � �}� �� � J+ �} *00-/I ��J+ �0 ��*�

Ceq(Pi,ρ
n̂)

��/*�+0 �+
[0,1] � ��� ´ + ��� ��/ ����*� *��J+ 0 ��I 3J�0 +J� �+0-�� ��*�

Ceq(Pi+1,ρ
n̂)

� �� � ��/*�+ �+
[0,1]

Æ0�� *II �+3�� ì � J� 0 �/ ��*�
1J// �+ �0 J+ CeqÇ �
éï é
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� ~í ���?�"%G � Ï î� �>? "%C$ ?�? � ?C? ÓF�%!� !ê $!��F$� ÌFÓ?C %�

@�H F�" @DH A!"?EC
K Lï LN Ybc

�ypi rxhx�hxry pi ivhgn�m{ qgnnlqvlo & pvy vyl ilqvpgn olxmpn� & pvy vyl nks lhpqxm iqyls li | îvhl�lhi vg vyl &gh� l�r gilo pn 7ïè8 | ål �ghs xmm{ ilv
Γ = 0

pn vyl i{ivls �ç |é� | � rkhl qgnvxqv igmkvpgnpi xn xnxm{vpqxm igmkvpgn g� �ç |é� �& pvy
Γ = 0

� g� vyl �ghs �




C(x,t) = C0(x − U0t)

ρ(x,t) = ρ0(x − U0t)

U(x,t) = U0

P (x,t) = P0

�ç |çï�

å yln vyl pnpvpxm qgnopvpgn pi ikqy vyxv vyl rhliikhl xno vyl �lmg qpv{ xhl knp�ghs w vyl pnpvpxm rhg� mlig�
C

xno olnipv{ �p |l |
C0(x)

xno
ρ0(x)

� xhl xo�lqvlo & pvy ir llo
U0

| ål ix{ vyxv vyl qgnvxqv igmkvpgnpi rhlilh�lo �{ vyl qgnilh�xvp�l nks lhpqxm iqyls l p� vyl nks lhpqxm xrrhg�ps xvpgn g� vyl �lmg qpv{xno vyl rhliikhl hls xpn qgnivxnv pn lxqy qlmm g� vyl opiqhlvl ogs xpn |
�qqghopn� vg 7ïè8 w vyl opiqhlvl qgnvxqv igmkvpgn pi hlir lqvlo p� v&g qgnopvpgni xhl �km� mmlo �

�p� �yl pnvlhnxm lnlh�{ skiv � l g� vyl �ghs �
ρe = f1(P ) + ρf2(P ) + ρCf3(P )

�ç |çç �
�pp� �yl nks lhpqxm 'k� pn�gm�lo pn vyl qgnilh�xvp�l iqyls l rhlilh�li vyl qgnvxqv igmkvpgn |

yknpjr �{ ��� 0�1J+3 I J�+ � Æ��Ç �0 *1���2�3 ���+ -0�+� ���� �� �� � ðJ3-+J2 01��/ � J� å³�J�Ü+1201��/ � � ��� 2*��*.��0
(C,ρ,U,P ) �

�yl v&g qgnopvpgni xhl nlqliixh{ vg rhlilh�l vyl opiqhlvl rhg� mli g� � gvy
U

xno
P
| î� �p� pi ngv�km� mmlo w vyl qgnvxqv igmkvpgn & pmm ngv � l hlir lqvlo &yxvl�lh vyl qgnilh�xvp�l nks lhpqxm iqyls l pi�l�ln �gh vyl �gokng� iqyls l� | ål pnipiv vyxv &yxvl�lh vyl qgnvpnkgki �knqvpgn ol�npn� vyl �56�p |l |

(P,ρ,C) 7→ eHRM (P,ρ,C)
� �gh vyl �ã� sgolm pi w vyl �lqvgh �ç |çï� pi xn xnxmpv{qxm igmkvpgn g�vyl i{ivls �ç |é� & pvygkv xn{ igkhql vlhs |

ãl& hpvpn� �ç |ò� &l �no vyxv vyl pnvlhnxm lnlh�{ pi g� vyl �ghs �
ρe = φ1(P ) + ρφ2(P ) + ρC(−φ2(P ))

�ç |çò�
& pvy �

φ1(P ) = (δl − 1)P

φ2(P ) =

[
(1 − δl

δv
)hs

v(P )

]

�lnql vypi pnvlhnxm lnlh�{ xmmg& i vyl opiqhlvl rhlilh�xvpgn g� vyl qgnvxqv &x�l ipnql vyl qgnopvpgn�p� pi �k m� mmlo | în gkh nks lhpqxm vlivi vyl qgn�lqvp�l rxhv g� vyl �ã� sgolm & pmm � l qgsrkvlo kipn�x ;âãglznq� iqyls l & pvy �xhpx�mli
(C,ρ,U,P )

vyxv �km� mmi vyl qgnopvpgn �pp� �ill 7ïè8� |
éïð
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K Lï LM Y�c

�yl pnvlhnxm lnlh�{ g� vyl ��� sgolm vx�li vyl �ghs �
ρe = φ4(P ) + ρφ5(P )

�ç |çä�
& pvy �

: în vyl rkhl mpjkpo ogs xpn
Dl

�
φ4(P ) = (δl − 1)P

xno
φ5(P ) = 0

: în vyl v&gzryxil ogs xpn
D2Φ

�
φ4(P ) =

[
−P +

hs
v(P ) − hs

l (P )

τ s
v (P ) − τ s

l (P )

]

φ5(P ) =

[
τ s
v (P )hs

l (P ) − τ s
l (P )hs

v(P )

τ s
v (P ) − τ s

l (P )

]

âgmmg& pn� 7ïè8 w &l qgnqmkol vyxv vypi �56 xmmg& i vyl rhlilh�xvpgn g� vyl opiqhlvl qgnvxqv igmkvpgnpn vyl rkhl ��� ogs xpn | � lnql &yln vyl opiqhlvl qgnvxqv igmkvpgn l�gm�li pn x ipn�ml ogs xpn �p |l |pn vyl rkhl mpjkpo gh pn vyl v&gzryxil ogs xpn � w pv pi rhlilh�lo rhg�polo vyxv vyl nks lhpqxm iqyls lrhlilh�li vyl qgnvxqv igmkvpgn | �ypi pi ngv vhkl xn{s ghl &yln �gpn� vyhgk�y vyl � gknoxh{ � lv&llnvyl ogs xpni
D2Φ

xno
Dl

�x nks lhpqxm l�xsrml pi x�xpmx�ml pn 7òò8� |
K Lï Lf OQ�_V^_ WVhUR _TVhUPP]�� _aTQS�a _aU ^QS[P]�� ]�_UT`V^U

ål �ng& vyxv vyl opiqhlvl qgnvxqv igmkvpgni xhl rhlilh�lo �{ vyl ��� xno vyl �ã� sgolmi |ål l�xs pnl ylhlpn &yxv yxrr lni &yln x qgnvxqv &x�l ypvi vyl qgkrmpn� pnvlh�xql �xi oliqhp� lo �{��khl �ç |éé�� |

x

U
P

C (P ,    )ρL

ρL

eq

0

0

0

U

P
ρ
CR

R

0

0

= CL

x=0

HRMHEM

 ¡¢ £ ç |éé : �+ ���* � 3*�* � J� * 1J+ �*1� ��0� 1*0� �����+� �� � 1J-I ��+� �+ ���� *1�
yknpjr �z ��*+Ä0 �J �� � I ��0��2* ��J+ J� �� � 1J+ �*1� �*2� � J� 0J �� ~�� *+3 ~�� /J3��0� � �
J+ �} + ��3 �J �� */ �+ � �� � 3�01���� 2* �-�0 J� �� � 2*��*.��0 �+ �� � ��J 1�� �0 J+ �*1� 0�3� J� �� � 1J-I ��+��+ ���� *1��
x �

U0 > 0

éïï
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� rhg�mls s x{ gnm{ gqqkhi pn vyl �hiv qlmm pn vyl �ã� ogs xpn | ��vlh gnl vps l ivlr g� gkh qgkrmpn�iqyls l pn�gm� pn� ;âãglznq� iqyls l xno oliqhp� lo x� g�l pn xrr lnop�

1
w &l �lv pn vyl �hiv qlmm g�vyl �ã� ogs xpn vyl �xmkli

(ρ,U,P,C)
ol�nlo �{ �

ρ − ρR + λ(ρRU0 − ρLU0) = 0
�ç |çæ�

ρU − ρRU0 + λ(ρRU2
0 + P0 − ρLU2

0 − P0) = 0
�ç |ç´�

ρEHRM − ρRER
HRM + λ(U0(ρRER

HRM + P0) − U0(ρLEL
HEM + P0)) = 0

�ç |ç³�
ρC − ρRCR + λ(ρRU0CR − ρLU0C

L
eq) = 0

�ç |òè�
& pvy

λ = ∆t
∆x

xno �
EHRM = eHRM (P,ρ,C) +

U2

2

ER
HRM = eHRM (P0,ρR,CR) +

U2
0

2

EL
HEM = eHEM (P0,ρL) +

U2
0

2
= eHRM (P0,ρL,CL

eq) +
U2

0

2

CL
eq = Ceq(P0,ρL)

ëipn� vyl pnvlhnxm lnlh�{ pn vyl �ghs �ç |çò� w vyl i{ivls �ç |çæ�z �ç |òè� rhg�poli �
ρ − ρR + λU0(ρR − ρL) = 0

�ç |ò é�
U = U0

�ç |òð�
(Φ1(P ) − Φ1(P0)) + ρ(1 − C)(Φ2(P ) − Φ2(P0)) = 0

�ç |òï�
ρC − ρRCR + λ(ρRU0CR − ρLU0C

L
eq) = 0

�ç |òç �
�yl ljkxvpgn �ç |òï� psrmpli vyxv �gh xn{

ρ ≥ 0
xno �gh xn{

ρ(1−C) ≥ ol�nlo �{ �ç |ò é� xno �ç |òç � �
Φ1(P ) = Φ1(P0)

xno
Φ2(P ) = Φ2(P0)

xno vyxn� i vg vyl �p} lqvp�pv{ g� vyl xrrmpqxvpgni
P 7→ Φ1(P )

xno
P 7→ Φ2(P )

vypi mlxoi vg
P = P0

|�yki vyl qgnvxqv &x�l rxiipn� �hgs vyl ��� sgolm vg vyl �ã� sgolm & pmm � l rhlilh�lo |
� �

U0 < 0

� rhg�mls s x{ gnm{ gqqkh pn vyl �hiv qlmm pn vyl ��� ogs xpn | 5nl vps l ivlr g� vyl qgkrmpn�oliqhp� lo x� g�l rhg�poli pn vyl �hiv qlmm g� vyl ��� ogs xpn vyl �xmkli
(ρ,U,P )

ol�nlo �{ �
ρ − ρL + λ(ρRU0 − ρLU0) = 0

�ç |òò�
ρU − ρLU0 + λ(ρRU2

0 + P0 − ρLU2
0 − P0) = 0

�ç |òä�
ρEHEM − ρLEL

HEM + λ(U0(ρRER
HRM + P0) − U0(ρLEL

HEM + P0)) = 0
�ç |òæ�

& pvy
λ = ∆t

∆x

xno �
EHEM = eHEM (P,ρ) +

U2

2

ER
HRM = eHRM (P0,ρR,CR) +

U2
0

2 éïç
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EL

HEM = eHEM (P0,ρL) +
U2

0

2ëipn� vyl pnvlhnxm lnlh�{ pn vyl �ghs �ç |çä� w vyl i{ivls �ç |òò�z �ç |òæ� rhg�poli �
ρ − ρL + λ(ρRU0 − ρLU0) = 0

�ç |ò´�
U = U0

�ç |ò³�
Φ4(P ) − Φ4(P0) + ρ(Φ5(P ) − Φ5(P0)) + λU0ρR(eR

HRM − eR
HEM ) = 0

�ç |äè�
�lnql p�

P = P0
w vyl ljkxvpgn �ç |äè� hlxoi �

eHRM (P0,ρR,CR) = eHRM (P0,ρR,CR
eq)

&ypqy vyxn� i vg vyl �p} lqvp� pv{ g�
C 7→ eHRM (P,ρ,C)

psrmpli vyxv
CR = CR

eq

| �yln x nlqliixh{qgnopvpgn �gh vyl hlir lqv g� vyl opiqhlvl qgnvxqv igmkvpgn pi �
CR = Ceq(P0,ρR)

flv ki ng& xiiks l vyxv
CR = Ceq(P0,ρR)

| �yki
eHRM (P0,ρR,CR) = eHRM (P0,ρR,CR

eq)
w xno vylrhliikhl

P
pi x igmkvpgn g� vyl ljkxvpgn �

Φ4(P ) − Φ4(P0) + ρ(Φ5(P ) − Φ5(P0)) = 0
�ç |ä é�

&ylhl
ρ
pi ol�nlo �{ vyl ljkxvpgn �ç |ò´� | �yl rhlqlopn� ljkxvpgn skiv � l �km� mmlo �gh xn{

ρ
| �ykipv psrmpli vyxv

Φ4(P ) = Φ4(P0)
xno

Φ5(P ) = Φ5(P0)
�ç |äð�

�yl v&g ljkxvpgni g� �ç |äð� qxn � l hl& hpvvln xi ilqgno gholh r gm{ngs pxmi & pvy hlir lqv vg vyl �xzhpx�ml
P
| 5��pgkim{

P0
pi gnl igmkvpgn | îv qxn � l iyg&n vyxv vyl ilqgno igmkvpgn g� vyl ilqgnoljkxvpgn g� �ç |äð� pi �hlxvlh vyxn

PMAX
�gh xmm

P0
pn

[PMIN ,PMAX ]
| �yki vyl ilqgno ljkxvpgn g��ç |äð� yxi x knpjkl xos piip� ml igmkvpgn

P = P0
| �ypi psrmpli vyxv

P = P0
pi vyl knpjkl igmkvpgn g�vyl i{ivls �ç |äð� | ål qxn olokql vyxv

CR = Ceq(P0,ρR)
pi x ikX qplnv qgnopvpgn �gh vyl rhlilh�xvpgng� vyl qgnvxqv &x�l |

â pnxmm{w vyl qgnopvpgn
CR = Ceq(P0,ρR)

pi x nlqliixh{ xno ikX qplnv qgnopvpgn vg �km� mm �gh vylrhlilh�xvpgn g� vyl opiqhlvl qgnvxqv &x�l &yln ypvvpn� vyl qgkrmpn� pnvlh�xql |

éïò
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flv ki � l�pn �{ hlqxmmpn� x qmxiipqxm mlss x |
flss x �flv

Ω
� l x ik�ilv g�

Rn | flv Ψ
w
a
w
Π

xno
U

� l igs l ikX qplnvm{ hl�kmxh xrrmpzqxvpgni w & pvy rhgr lhvpli �
: Ψ : (Ω × [0,T ] → R,(x,t) → Ψ(x,t))

|
: a : (Ω × [0,T ] → R,(x,t) → a(x,t))

w
a ∈ L∞ |

: Π : (Ω × [0,T ] → R,(x,t) → Π(x,t))
w
Π ≥ 0

|
: U : (Ω × [0,T ] → Rn,(x,t) → U(x,t))

w
U ∈ L∞ xno

Div(U) ∈ L∞ |
xno ikqy vyxv �

∂t (Ψ(x,t)) + U∂x (Ψ(x,t)) = a(x,t)Ψ(x,t) + Π(x,t)
�ç |äï�

6krrgil vyxv gn
∂Ω

w vyl � gknoxh{ g�
Ω
w
Ψ−(x,t) = 0

p�
(U.n)(x,t) ≤ 0

w &ylhl
npi vyl gkv&xho nghs xm g�

Ω
| å pvy xmm vy pi xiiksrvpgni w p�

Ψ(x,t = 0) ≥ 0
vyln�gh xmm

0 ≤ t ≤ T
w
Ψ(x,t) ≥ 0

|

în vyl �gmmg& pn� &l & pmm xiiks l vyxv �
U ∈ L∞ xno

Div(U) ∈ L∞

x� ��gmkvpgn g� vyl olnipv{
ρ
��yl mlss x xrrmpli vg vyl ilqgno ljkxvpgn g� �ç |éé� | îv lnikhli vyl r gipvp� pv{ g� vyl vgvxm olnipv{

ρ
�

ρ ≥ 0� � ��gmkvpgn g� vyl rhliikhl
P
�� |é� �yl �gkhvy ljkxvpgn g� �ç |éé� qxn vx�l vyl �ghs �

∂t (P ) + U∂x (P ) + γ̂P∂x (U) = PJ(P,ρ,C)

&ylhl vyl vlhs
J(P,ρ,C)

pi � gknolo p�
ρ
pi � gknolo xno p�

ρ(1 − C)
hls xpni r gipvp�l | �yl mlss xvyki xrrmpli xno &l �lv �

P > 0
p�

ρ
pi � gknolo xno

ρ(1−C) > 0� |ð� �yl �gkhvy ljkxvpgn g� �ç |éé� ogli ngv lnikhl vyxv
P

hls xpni pn
[PMIN ,PMAX ]

| �ypi ljkxvpgnqxn � l & hpvvln �
∂t (P ) + U∂x (P ) + γ̂P∂x (U) = (1 − C)(C̄ − C)F (P,ρ)&ylhl

F
pi r gipvp�l �gh

P ∈ [PMIN ,PMAX ]
xno

ρ > 0
| � lnql p� &l qyggil

P (x,t = 0) = PMIN
w

U(x,t = 0) = U0
w
ρ(x,t = 0) = ρ0

xno
C(x,t = 0) = C0

& pvy vyl hlmxvpgn
C0 < C̄(P0,ρ0) < 1

w vyln �
∂t (P )|t=0 < 0

�yki
P (x,t = 0+) < PMIN

| ål s x{ xmig qyggil pn pvpxm qgnopvpgni ikqy vyxv
P (x,t = 0+) > PMAX

|în �xqv w vy pi s x�li ilnil ipnql vyl gnm{ ry{ipqxmm{ hlml�xnv mg&lh xno krr lh � gknoi �gh vyl rhliikhlxhl
PMIN = 0

w xno
PMAX = Pcritical

| � i opiqkiilo x� g�l w vypi rxhvpqkmxh �xmkl g� vyl mg&lh � gkno
éïä
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& pmm ngv mlxo vg xn{ rhg�mls | �yl rhg�mls pi xqvkxmm{ mlii g��pgki & pvy vyl krr lh � gkno ipnql gkh�g�lhnpn� ljkxvpgni rhg�x�m{ ng mgn�lh s x�l ilnil xhgkno vyl qhpvpqxm r gpnv |
q� ��gmkvpgn g� vyl mpjkpo s xii �hxqvpgn

C
�ål s x�l vyl xiiksrvpgn vyxv

ρ
pi � gknolo xno vyxv

P ∈ [PMIN ,PMAX ]
| îv psrmpli vyxv

G2
pi� gknolo |ål ilv

Ψ1 = 1 − C
| �yln vyl �hiv ljkxvpgn g� vyl i{ivls �ç |éé� w �p�li �

∂t (Ψ1) + U∂x (Ψ1) = −Ψ1(x,t)(C̄ − C)
G2(P,ρ)

τ04{ xrrm{pn� vyl mlss x s lnvpgnlo x� g�l &l �no vyxv
C < 1

|ål ilv ng&
Ψ2 = C

| �yln vyl �hiv ljkxvpgn g� vyl i{ivls �ç |éé� w �p�li �

∂t (Ψ2) + U∂x (Ψ2) = Ψ2(x,t)(C − 1)
G2(P,ρ)

τ0
+ Π

& pvy
Π = C̄(1 − C)G2(P,ρ)

τ0

| î� &l s x�l vyl xiiksrvpgn vyxv
C̄ > 0

w vyl igkhql vlhs
Π

pi xm&x{ir gipvp�l | 4{ xrrm{pn� vyl mlss x &l �no vyxv
C > 0

|
C < 1

p�
ρ
pi � gknolo xno

P ∈ [PMIN ,PMAX ]
C > 0

p�
ρ
pi � gknolo w

P ∈ [PMIN ,PMAX ]
xno

C̄ > 0

o� ��gmkvpgn g� vyl mpjkpo s xii �hxqvpgn
C̄
�

5& pn� vg vyl mxvvlh hlikmv w &l &gnolh &ylvylh
C̄

hls xpn pn
[0,1]

| ål yx�l vyl ljkp�xmlnql �
0 < C̄ < 1 ⇐⇒ τ s

l (P ) < τ < τ s
v (P )

ål ilv
Ψ3 = τ s

v (P ) − τ
xno

Ψ4 = τ − τ s
l (P )

| �yl �g�lhnpn� ljkxvpgni �gh
Ψ3

xno
Ψ4

xhl �

∂t (Ψ3) + U∂x (Ψ3) − Ψ3∂x (U) + (γ̂P
d

dP
τ s
v (P ) + τ s

v (P ))∂x (U) = −∂C (eHRM )

∂P (eHRM )
Γ

d

dP
τ s
v (P )

�ç |äç �

∂t (Ψ4) + U∂x (Ψ4) − Ψ4∂x (U) − (γ̂P
d

dP
τ s
l (P ) + τ s

l (P ))∂x (U) =
∂C (eHRM )

∂P (eHRM )
Γ

d

dP
τ s
l (P )

�ç |äò�
�lnql vyl mlss x qxnngv � l xrrmplo | � ghlg�lh &l qxn qyggil pn pvpxm oxvx ikqy vyxv

C̄ > 1
gh

C̄ < 0
|âgh l�xsrml & pvy

P (x,t = 0) = P0
w
U(x,t = 0) = U0

w
ρ(x,t = 0) = 1/τ s

v (P0)
xno

C(x,t = 0) = C0& pvy
C0 ∈]C̄(P0,ρ0),1[

vyl ljkxvpgn �ç |äç � �p�li �
∂t (Ψ3)|t=0 < 0

& pvy
Ψ3|t=0 = 0

| �yln
Ψ3|t=0+ < 0

xno
C̄|t=0+ < 0

| ål s x{ xmig qyggil pn pvpxm qgnopvpgni ikqy vyxv
C̄|t=0+ > 1

|
flv ki xiiks l vyxv vylhl xhl ng igkhql vlhs i w

Γ = 0
| � ikX qplnv qgnopvpgn �gh

C̄
vg hls xpn pn

[0,1]
pi vg yx�l �

{
γ̂P d

dP τ s
v (P ) + τ s

v (P ) = 0

γ̂P d
dP τ s

l (P ) + τ s
l (P ) = 0

�ç |ää�

éïæ
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&ypqy psrmpli w vyxn� i vg gkh qmgikhl mx& i �

AvBl − AlBv = 0
�ç |äæ�

� ghlg�lh w p� &l xiiks l vyxv d
dP hs

v ≤ 0
xno d

dP hs
v ≥ 0

w vyl igml r giip� pmpv{ pi vg yx�l yghp)gnvxm mpnlipn vyl
(P,h)

rmxnl �
hs

l = Bl
xno

hs
v = Bv

�ç |ä´�
� ghlg�lh w �ç |ää� vg�lvylh & pvy �ç |ä´� psrmpli �

γL = 1
|

ål hl�lh vg vyl &gh� g� ñxgkln 7òæ8 xno xmig vg vyl &gh� g� °xhg 7éæ8 �gh ips pmxh opiqkiipgni gnrhg�mls i vyxv xhl qgnnlqvlo & pvy vylhs go{nxs pqi �gh v&gzryxil 'g& |
l� ��gmkvpgn g� vyl mpjkpo olnipv{

ρl
�î� &l xiiks l vyxv

C > 0
w vyln �

ρl ≥ 0 ⇐⇒ τ ≥ τ s
v (P )(1 − C)

ål ilv
Ψ5 = τ − τ s

v (P )(1 − C)
| �yl olnipv{

ρl
xno vyl �knqvpgn

Ψ5
yx�l vyln vyl ixs l ip�n | �yl�g�lhnpn� ljkxvpgn gn

Ψ
pi �

∂t (Ψ5) + U∂x (Ψ5) −
[
(1 − C)γ̂P

d

dP
τ s
v (P ) + τ

]
∂x (U) = (1 − C)

∂C (eHRM )

∂P (eHRM )
Γ

d

dP
τ s
v (P ) + Γτ s

v (P )

�i pn ik�ilqvpgn
d)

gh
b)
w vy pi ljkxvpgn xmmg& i

Ψ5
vg � l r gipvp�l gh nl�xvp�l | �yki ngvypn� lnikhlivyxv

ρl
hls xpni r gipvp�l |

éï´
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��! �����ì ��� ��� ,�������� ��!��/� ����� 3�������� �! "�!���� ��!��/� �����4 �! ��� ì %��,�� ��!��/�. ���$ 3!����/��!� �� � ���� # �5�!� �� !����ì� # !����/��!� � íì���,��4 ( )� � ��+�� Í ��� �������� &�.'����
�!������ Í ��$ ì'��!���� # ����� '�� �� � ��+�� &�.'���� Í ���$ ��������� ��!���! ����  �!!�  �!ì,���� (

6��� ���� ���� ����� ����  �  %���!�� � í�����'��� ��� � ì!%��� ��  �����,� # ��������!  ��!����
���� �� �� ��� � ì!%���� �ì"����� ì�� ��$  %���!��� ï �! ç # ��  �� ��  �����,� ��!��/� ��� ���!�!���.
����� �� � ��+�� &�.'���� �!������ Í ��$ ì'��!���� �! � í�� ���+�� 0ã1 3 �����!��! ç ì'��!����4 (
)�  �����,� ����� '�� �� �ì��"�!��� ��� � ��+��� Í  ������ ���! �����ì� ,�7 � �� � ��+�� &�.'���� Í
���$ ��������� ( )� �ì��"�!��� �! �� ������!��� �� ���+�� &�.'���� �!������ ���! �ì����ì�� ,�7 � Í�� � ì!%��� �� ����$�!��� �ì ��!� �� ����$� - ( ë�� � ì!%��� ��� ������ ��! �����'�ì� � ���  �� ����
��� �����$ �� �!���� ��� �+!�� � í�� ���+�� 0ã1 Í '��!�� ì'��!���� Í ���!�� �� � ��+�� &�.'���� Í
���$ ��������� ( )�  �����,� ��!��/� ��� ��  �� ���$ � ��+��� ��! �����ì ��� �� � ��+�� 2� +�� 2 &�'����
Í ���$ ��������� ( ë�� ���!� �����!ì ��  �!!� �ì��� %� ��� ���� ��! Í �� �ì��� %� ��  %�� �!�� ç ��!
� í������� ����� �!�� ��! ��  ����!�&���!ì !%��� ��*��� �'�� ��!�� ��� � ��+��� ( � �  � /��! �� "����&��
�� ��� ���� 3��  ������4

Y
� í��!��"���! ��� ���� �� �ì8��!��� �� �� ��� � íì!�! �� � ��+�� � +�� 9 ����

������:! ���'��� ��! ���� �� �ì8��!��� ��� !��� �� ���� �� (
ë�� "������ �����!������ ��  �  �����,� � ��� �������� ì!ì �ì����ì� ��  ������! �� � ��+�� 0ã1 ��

 ��� ��  �� �� 6�;<ë6�=-â� &��ì ��� �� � ��+�� &�.'���� �!������ 3"��� ���� ��! 7òç 84 ( 4 ��� '��
��� � ì!%���� ��� ì��'��� �����! ��5 ì���!�� � ��� ��� ���$  ���� 3��ì�� !���± ���� !��� �� ��������
� ��� 6�;<ë6�=-â� �! � %ì�� %*� ��& ���'�� � ��� 0ã1 4# ��  �����!�� ��! �� � í��,���!%� � ��
 �����,� ��! !�+� �� ����,���! (
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ôTU÷ VöWû øXùûúYöZøö V [ \UX ] T [^Vû õT] TW^Xû ûù

[ \U X ] T [^Vû _ ø`a U ø[û

bcdefgdhi jkhdhl1 m n opq pch jrhpssc1,2

1 t�� !�� �!ì �� u��� � # � �"����� v� %�� %� �! � ì"����� �� ��! #� ì���!�� ��! 1 ì ���'�� ��� u������ # ����,��� �! ��"������� ��! #
w '��� x�!��� # yz{| } -%�!��  ���$ # uv~6-�
} ���.� �� (%��������/ (/� # ���" ��� (%���������/ (/�

2 ���"����!� �� ;��"�� � # -��!�� �� 1 �!%�� �!�'��� �! � ���/��� �!�'�� #
)�& ���!���� � �~���*�� # <�����,�� �! ;��&�&���!�� . �1v ww�� #�� ��� �����! -���� # }�{�� 1 ��������  ���$ }� # uv~6-�

%������ � � (�� �".� �� (/� # %������� � � (���".� �� (/�

�������� � �� ������� ���� �� ���� ���� ��� ��������� �� ���� ���� �� ������� ¡��¢£¤¥ ¦ ��� ���� ��� ��� �����§�¨ ������ ��� ��������� �� ¨��©��� �ª���� « �� ���¨� �� �������� ¦ �¬�� �� ���� �� ��¨������� � ®�����¨ ������������� ��¨��©�� ¯ °� ������� � �®�®��� ������ ��� � ����������� �� ¨��©������������ �±���� ������ « ���§ ���¨�� �� �������� ¯
¯ ~² ³´µ¶·¸¹ºµ»·´

���� ��  ���� �� ���} �! 6¼;<�6¼ # �� ��� �& } � !�/� " ����  �����!� Í �5� !��� ��  �����,�
� ���  ��� !�� '�� -~<0~v¼ �� 6¼;<�6¼=-u� 3���+�� &�.½���� Í ��$ �'��!����4 Í ��  ���
 �������! 3� ��+�� %�� �,+�� Í '��!�� �'��!����4 # ��  ���  �������! �!��!  ���� ������ ��� ��.
������!�!��� �� �� ���!��  ���� # !����� '�� �� � ��+�� �� ����  �����$� ������ �� ��� ���!��� �� ½����
 ���� ��!��� ���� ���  �����!�� ��  �� � �! ���� ���� ( ) �� %���� �� ��� ���!��� � ���! ��� �� � ¾� � ����
��� ���$  �� ¿ �� !����� ��������!�!�"� ���� ��  �����!� ��! �� � ������ �� � +!�� #  ���� ���� ��  �����!��! �� � ������ �� ����. ���� 3�����$ �� �!�"�� ��! }  � 4 ( ;��� �& �����  � ���&�+� � !�+�  �����$�
��  �����,� ��!��/� ��� # ��  %����! �� ��� ���� �� ���$ !���� ( À� ��8��! !��! � ��& ��� ��� �!��!�,��
� ������&�� ��� ���  ��8,���!��� � ���� �'�� # �Á ��� ���$  ���� �! � ���,���!%� � ��  �����,� ���!
��"����� �� �� !�!���!� ( � ��� �� �� ��� !���� # �� � ��,��� � ��!������ � ���,���!%� � ��  �����,� ��� �.
���� ��! ��8�� # � ��� � ������'��� ��  �� ��  �����,� ���� ( )�  ��� ��!��� ���� �� ������!��� ��
���+�� &�.½���� ���� ��  ��� 6¼;<�6¼=-u� (

-��!������ ��! ��  %���!��
4
# �� !� %��'�� �� &��� '�� ���� �!������ � ���������� ��� ����� ��"����.

� ��� ���� � ���!� �� Â{{Ã # �! ��� ��� �� /��� ����� � ���� ��� ���� Â��Ã ( À�  ���������� �� � ��+�� � +��&��� ��� �� � ��+�� &�.½���� Í ���! �'��!���� ( �� /��! ��,����� '��  �  %��$ ��  ���� �� � ��+��� � ���!
���  �����'�� ���� ��  �������!� ���%���'�� � !����� (

}{|
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)�� � ��+��� &�.½����� Í ���$ ��������� ��! �!� ��!�����!� ���� ��  ���� �� �� ��< # �! ���� ��.

��� �!��� ��  ���� ��� � ����� ��!� �� !*� � ���."�� ��� � �� �!� ��"���,�� '�� ���� �� ��� ��! ( À�
������ ��!�����!  �����!�� ��� ��/���� �� Â}�Ã # Âw|Ã #Âw�Ã � ��� � ���� � ! ,�Ä.���!� ���� # �! ��� �$�����
Âw{Ã # Â��Ã # Â�{Ã #  �� �����! �� � �������!��� ��  �� � ����� ��!� ���� ��  ���� ���."�� ��� ( )� ���� �� �
����.} � ��! ����  �  %���!�� ��! � ��!������  � /��� ����� � �� ��������!�!��� ��� � ����� ��!� ���%�.��'��� �� � ����� ���! ��$ !� %��'��� �� ����$�!��� 3Â}{Ã # Â}�Ã # ÂyÃ # Â}�Ã4 # � ��� �5� !��� �� ������!���
��� ���$ � ��+��� Í  ������ # � ��� ����� � ��� ��8��� � ���,���!%� � ��  �����,� ��  �� ���$ � ��+��� (

À� ������!� !��! � ��& ��� �� � ���+�� ��  �� !� �� � ��+�� ,��&�� 3�� !���
2
4 # �� ��!��������! ���

!��� �� �%*��'��� �� !����/��! �� � ���� # �� '���!�!� �� � ��"�� ��! �! � �����,�� ( -��$. � ���! ��
��!�� ������ ����&��� Í � ��&!��!��� ��� ���$ � ��+��� Í  ������ ( )�� !��� �� �� ����$�!��� �� "�!���� #
�������� �! !������!��� '�� ������:!���! "��! � ��� �!!�� �� 2���} �!�� 2 �� � ��+�� � +�� ��� �� � ��+��
%�� �,+�� �! ��� �� � ��+�� &�.½���� Í ��� �������� ( -�� /��� �� �� !��� �� ���� �� ���!  %������ � ���
¾!��  ��/��� �� Í � ����,���!� � ���!����� # � ���! '�� ��! /����� ��!�� � ��� ��!�� ����� %� ( Å�,������'��  �� ��,�� ��!� ��! �,���� ��! �!� ��!���� ���� ��  ���� Â{wÃ �! Â�|Ã (

¼�  � '��  �� ���� ��� /��� �!���� ���� ���� ��$ "�!����� �! ��������� ��!��/� ����� # � ���,�� ��!
���� ���� ��!���  ������ ��� Í � �%*� �!%+�� ��  %��� ��������� ��! ��,����� ���� �� Í �� "����� ������
VI

# ���� ���� ���� Â��Ã # Â�{Ã ( ��� �������!� �����!����� '�� �� �� ����  �� ���� �� ��8��!��� � ���
���'�� } �� �� ����!���� �� ���! #  � '�� ��! !��! Í /��! ��� ��'��&�� ���� ��  ���� ��� � ��+��� &�.
½����� 3���  ����'��� � ��� ����!� �!��! '�� ��� ����!����  %� �  ��"��,��� ���! ����� �����!�� ���
� %�� �� �!������ # "��� ��� �$����� Â{wÃ4 (

)� ������!��� �� ���+�� &�.½���� �! �� � ��+�� %�� �,+�� 3�� !����
5.3

�!
5.4

4 �� �����! �����
������� ��! �� ����$��! ���!��!���� ��! �� �������� �! �� ��������±"�!����±!��� ���!��� ���� � !�"�.
� ��! ( ¼� ��!�� # ����� �� ���!��  ��"� !�"� �� � ��+�� � +�� ��!��"���! ���� � ���,���!%� � ��  �����,�
3�� !���

5.5
4 ( )� !���!�� ��! ��� ���'�� �� �*�!+� � � ��"���!��� �! ��� �!�� �� �� ����$�!��� �%*��'��

�! �� ����$�!��� ���!��!���� ��! �� ��! �� ��!��� ( ; �������� ������!���� ��  �� !��!� ������ ����������
�! &���� ���������� � ��� �!!��! � ��"����� ���  ��� �!�� �� � ������ %� ���� ���� 3�� !���

5.6
4 (

}{ }
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¯ ~Æ ò ¶ÇÈÉ´µÊµ»·´ ¸¹ Ë ·¸ÌÍÉ Î »ÒÏ¹»¸É Ð ¸É¹Ñ Ò¶ÉÈÈ»·´È

)� �*�!+� � � ��'��!���� �� � ��+�� &�.½���� Ó ���$ ��������� ��!  ���!�!�� �� ���! �'��!���� (
-%� ��� ��� ���$ �%���� ��! �� ��!� Ó � ����� � ���� �'��!��� ��  �����"�!��� �� �� � ���� # � ����
�'��!��� ��  �����"�!��� �� �� '���!�!� �� � ��"�� ��! �! � ���� �'��!��� ��  �����"�!��� �� � �����,��
�%���'�� !�!��� 9 �� ��}���! Ó  �� ��$ �'��!���� ��� �'��!��� �� !����� ��! �� �� /�� !��� "���� �'��
� ���� ��� �%���� ( )�� ���$ �%���� �����! ���!��,���� ��� ��� ���� ��

v
���� �� �%��� "�� ��� �!

l���� �� �%��� ��'���� ( )�� � %��,�� ��!�� ��� ���$ �%���� ���! ���� ��  ���!� ��� ��� !��� � ���� ��
� ������ Ä���

Sk,φ
����

k = 2,3,4
�!

φ = l,v
( )� �*�!+� � &�.½���� Ó ���$ ��������� � �� ��! ¿





∂t (αl) + VI∂x (αl) = S1,l

∂t (αlρl) + ∂x (αlρlUl) = S2,l

∂t (αlρlUl) + ∂x

(
αlρlU

2
l + αlPl

)
− PI∂x (αl) = S3,l

∂t (αlEl) + ∂x (αlUl(El + Pl)) + PI∂t (αl) = S4,l

∂t (αvρv) + ∂x (αvρvUv) = S2,v

∂t (αvρvUv) + ∂x

(
αvρvU

2
v + αvPv

)
− PI∂x (αv) = S3,v

∂t (αvEv) + ∂x (αvUv(Ev + Pv)) + PI∂t (αv) = S4,v

3� (}4

�Á ��� "����&��� ���! ¿
Ô ��� /�� !���� "���� �'��� ��� �%���� ��'����

αl
�! "�� ���

αv
# ������� ��� �� ����!���

αl +αv = 1
9

Ô ��� �����!�� ��� �%���� ��'����
ρl

�! "�� ���
ρv

9
Ô ��� "�!����� ��� �%���� ��'����

Ul
�! "�� ���

Uv
9

Ô ��� ��������� �� ���� ��� �%���� ��'����
Pl

�! "�� ���
Pv

(
;�� �������� ��� ����,��� !�!���� �%���'���

El
�!

Ev
� ��$���� ��! �� /�� !��� ��� ����,��� ��!�����

ev�!
el

����� '�� ��� ����,���  ���!�'��� �%���'��� ¿

Eφ = ρφeφ(Pφ,ρφ) + ρφ

U2
φ

2
, φ = v,l

3� (�4
)� ��� !%��� ��*��� �'�� ��  %� �� ��� ½����� ��!  %����� ���� ��  ����� ��� ,�Ä ������ #  ���!.Ó.����
'�� � �����,�� ��!���� � �� ��! ¿

(γφ − 1)ρφeφ = Pφ + γφP∞,φ, φ = v,l
3� (�4

~  %�'�� �%���
φ = l,v

��! ���� ��� ��� ��!�����
sφ(Pφ,ρφ)

��8��� ��� � ��'��!��� ��$ ����"���
���!������ ���"��!� ¿

γ̂φPφ∂Pφ
(sφ) + ρφ∂ρφ

(sφ) = 0
3� ({ 4

�Á �� !��� �
γ̂φPφ = (∂Pφ

(eφ)|ρφ
)−1(Pφ/ρφ − ρφ∂ρφ

(eφ)|Pφ
)

� ��� �! �� ��8��� ��  �����!�
cφ

�� �������  %� ��� ��� �%���� ¿
γ̂φPφ = ρφc2

φÕÖ×ØÙÚÛÖ Ü ÝÞ ßà á áà âãäå Þá
sφ æçãÞè á é êçëßìâÞäà 3� ({ 4 í ìéäãî å äßã âäßâá ï äàðâÞäà

G ñá C1(R)
îâãÞðò

âáó áàâ ó äàäâäà á
G(sφ) æçãÞè áãì 3� ({ 4 ô

À�  �����+�� � ���!����� �%���'�� ¿

sφ = CV,φln

(
Pφ + P∞,φ

ρ
γφ

φ

) 3� (�4

}{�
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����� '�� �� !������!��� �%���'�� ���! �� ��8��!��� ,������� ��! ¿

T−1
φ = ∂eφ

(sφ)|ρφ���� ��!��  �� �� !������!��� �%���'�� � �� ��! ��� ¿

Tφ =
Pφ + P∞,φ

ρφCV,φ(γφ − 1)

3� (w4

)� ���!��  ��"� !�"� �� �*�!+� � 3� (}4 ��! �� ����!��������� ��! %*� ��& ���'�� � ��� �� � ��! � �� ����
���� /��� �  �����"�!�"� ( �� ���!� Ó  %����� ��� /��� �!���� ���� ���� ��  �����

(VI ,PI)
����� '�� ���

!��� �� ���� ��
Sk,φ

����
k = 1,2,3,4

�!
φ = l,v

(
) � ��� ����� '�� � �!�  ��������� ��! �� ���"��!� 3"��� Â��Ã # Â�{Ã4 ¿
}( ¼� � ��&��� � �� !��� � ���� � # � ���!��/� � ��!�� ��� �%���� �� � ��! � ��������� ���� �� ���� �5 �!

��� !��� ��  ��"� !�/� ( � +� ���� ��  %��� ���� �� Ó
VI

��! ��������� ��! ��,����� 3 ���!.Ó.���� ��
 %��� ���� �� Ó

αφ
4 (

� ( À� ���������� # �� ��!����! �� /��� �  �����'�� ��� !��� �� �� ��5����� 3��� �� u������ � ���
� ��'��!��� � �����,�� �! �� /��� �!���  �����'�� Ó �� ����� +!�� �� ��� �� ���� ��� ,������! � ���
�� "�� ���!� �*��� �'��4 ��� /��� � �����8��� �� &���� � ���!����� �%*��'�� � ��� �� �*�!+� � Ó
���! �'��!���� (

À� �&!���! ����� ��� /��� �!���� ���"��!�� ¿
}( �� �� ���� �+�� %*� �!%+�� �� �����! �� ��� �� "�!���� ��!��/� ���� ¿

VI = δUl + (1 − δ)Uv
3� (y4

�"� !����  %��$ � ����& ��� � ��� �� ����� +!��
δ
#

δ = 0
��

δ = 1
��

δ =
αlρl

αlρl + αvρv

3� (z4
� ( �� �}��!��! �� �� ���� %*��!%+�� �� �� �����! �� ��� ����! �� �������� ��!��/� ����

PI
Ó �� "�!������!��/� ����

VI
¿

PI =
(1 − δ)alPl + δavPv

(1 − δ)al + δav

3� (�4
�� ��!��! #

aφ = (∂Pφ
(eφ)|ρφ

)−1∂Pφ
(sφ)|ρφ

, φ = l,v

 � '�� ����� ���� ��!��  �� ¿
aφ = T−1

φ , φ = l,v

ÕÖ×ØÙÚÛÖ ÖõõÖö÷øÖùùÖ Ü úàá ï äÞî ëßá éá ðûäÞü ñß δ
áîâ ï ìÞâ 3� (z4 í éì ï áãó áâßãá ñáî ãáéìâÞäàî ñáîìßâ áîâ ßàÞëßáô

)� &���� � ���!����� ��! �� ���"��! ¿
∂t (η) + ∂x (Fη) < 0

}{�
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�Á ��  ����� ��!�����.½�$ � ���!����� ��! ��8� � ,�7 � ��$ ��!������ �%���'��� #

η = −(αvρvsv + αlρlsl)
�!

Fη = −(αvρvsvUv + αlρlslUl)

ÕÖ×ØÙÚÛÖ Ü ýáââá áàâãäå Þá áîâ ðäàæáü á ó ìÞî åìî îâãÞðâáó áàâ ðäàæáü áô þ äßã äÿâáàÞã ßàá îâãÞðâá
ðäàæáü Þâçí Þé ï ìßñãìÞâ Þà âãäñßÞãá ßàá ðäà âãÞÿß âÞäà ñ êáàâãäå Þá ñ êÞà âáãï ìðáô

�� ���!� ���'��� ��! Ó  � �!��� Ó ������ �� /��� � ��� !��� �� ���� ��
Sk,φ

( Å���� �����!  ���������
��� !��� �� �� !����/��! ��!��/� ��� ( � +� ���� ��� !��� ��

Sk,φ
���"��! ��!��/���� ���  ��!����!��

Sk,l + Sk,v = 0
����

k = 2,3,4

À� ��!��� ��� ��� /��� �� ��� ����& ��� ��  ��$. � �� ���!� '�� � ����,���!� � ���!����� �%*��'�� ��� �.
���!� ���!� �� %��,�� (

S1,l = A
S2,l = Γ

S3,l = B + VIΓ

S4,l = C + VIB + HIΓ

3� (}|4

�Á ��� !��� �� A # B # C �!
Γ

���! ��8���  ��� � �� �! ¿
Γ = (τ1)

−1 1
T−1

l µl+T−1
v µv

αlρlαvρv

αlρl+αvρv
(T−1

l µl − T−1
v µv)

A = (τ2)
−1 αlαv

Pl+Pv
(Pl − Pv)

B = (τ3)
−1 αlρlαvρv

αlρl+αvρv
(Uv − Ul)

C = (τ4)
−1 αlρlCV,lαvρvCV,v

αlρlCV,l+αvρvCV,v
(Tv − Tl)

3� (}}4

�"� � ���
φ = l,v

#
µφ = −gφ +

(
(Uφ − VI)

2

2
+

(
HI −

V 2
I

2

))

�! � ���!%����� ��&�� 3�� ��!%����� �� � �&&�4
gφ

'�� � �� ��! ¿

gφ =

(
eφ +

Pφ

ρφ

)
− Tφsφ

)� /��� �!��� �� !��� �
HI

��! �� �� �"��!� ¿

HI −
V 2

I

2
= 0

~���� # ���� ��  �� �Á ��� "�!����� ���! �'����&����
Ul = Uv

# � ��'����&��
Γ = 0

��! �!!���! �� �� ����!���
T−1

l gl − T−1
v gv = 0

��! "���8�� ( )� � ¾� � !*� � � ��'����&�� � �!� �&!��� ���� Â}yÃ ñìàî éá ðìñãáÞîäâû áãó á#  ���!.Ó.���� � ���
Tl = Tv

(
�á î�îâ�ó á áîâ âäâìéáó áàâ ï áãó ç ìßü ï ãçëß áàðáî ÿäãà çáî åäîÞâÞæáî τ−1

k k = 1,2,3,4 å ã�î ô
�� ��!  ������� ��! ��� �� '��

VI
���!  ������ ����� Ó �� "�!���� �� �� �%��� ������ ( � ��� ��

 ���� ��� � ����� ��!� ���%���'��� ���� ��  �� � �! ���� ���� # ��  %��$
δ = 0

� ������� ��� ( 6���
�"��� ��� ¿

VI = Uv , HI =
U2

v

2

�!
PI = Pl

3� (}�4
}{{
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)�� ��!�!����

HI
#
VI

�!
PI

�����! ����� ����  �����"��� ����'��  ��� ��! � ����& �� (
Õ Ö×ØÙÚÛÖ Ü �äãîëß á é êäà ðäàîÞñ�ãá éáî îäéßâÞäàî ãç�ßéÞ�ãáî ñß î�îâ�ó á 3� (}4 í éáî áàâãäå Þáî å ûìò

îÞëß áî îìâÞîï äà â é êçëßìâÞäà îßÞæìàâá �

∂t (sφ) + Uφ∂x (sφ) +

[(
∂Pφ

(sφ)|ρφ

)(
∂Pφ

(eφ)|ρφ

)−1 (Uφ − VI)(PI − Pφ)

αφρφ

]
∂x (αφ) = 0 φ = l,v3� (}�4� æáð éáî ðûäÞü

δ = 0
áâ

δ = 1
í éáî çëßìâÞäàî 3� (}�4 ñáæÞáààáà â îÞóå éáó áàâ �

∂t (sφ) + Uφ∂x (sφ) = 0 φ = l,v
3� (}{ 4

Õ Ö×ØÙÚÛÖ Ü �ã�ðá ìßü ï áãó áâßãáî ñß ó äñ�éá 	 
 çëßìâÞäàîí àäâìóó áàâ é êû�å äâû �îá ñá ðûìóåéÞà çìÞãáó áà â ñç� çàçãç å äßã λ = VI
í äà æçãÞè á àßó çãÞëß áó áàâ ëß á éáî îäéß âÞäàî ìåå ãäðû çáî ñß î�îò

â�ó á ñá ðäàæáðâÞäà å ßãáí ñÞîðãçâÞîç 	 é êìÞñá ñá ñáßü îðû çó ìî àßó çãÞëß áî ñÞîâÞàðâîí ðäàæáã� áà â æáãîéì ó �ó á îäéß âÞäà �æäÞã � �� � ô

}{�



>?@ABCDE F G >HIAJ@KE BLCEDM@>B@J N OIL PHNQJE ?HPHKQLE EC N OIL PHNQJERBSMJIBNE
� ~� � Ç¶»�Êµ»·´ ¸¹ Ë ·¸ÌÍÉ Î »�Ï¹»¸É ÈµÊ´¸Ê¶¸ Ð ÒÊ¶µ»¶ ¸¹ Ë ·¸ÌÍÉ

Î»�Ï¹»¸É Ð ¸É¹Ñ Ò¶ÉÈÈ»·´È
-�!!� �� !���  ���!�!�� Ó �� /��� �� &��/ ���� �� ��� �� � ��+�� &�.½���� �!������ �! ��� ������!�.

!��� ��  �� !� � ���� � �!%��� �����*�� � ��� �&!���� ��� �����$�� �!���� ��� ���'��� ��� ����!����
��  � � ��+�� �� �!������! �� � ��+�� &�.½���� Ó ���$ ��������� ������!� Ó �� �� !��� ��� ����!� ( -�!!�
� �!%��� ��! ������!�� �� ��!��� ���� � �����$� - ( ;��� ��� ������!�!��� ��!������ ��� � ��+��� Ó ���
�������� # �� �� !��� � ��! �� ��/���� Ó Â�wÃ (

� �� �� ����� !" #$ %& ' #%()� * +,& %� �"-$%-�%
)� � ��+�� &�.½���� �!������ ��! �� � ��+�� Ó ��$ �'��!���� '�� ������� '�� ��� ��������� �%�.

��'��� �! ��!��/� ����� ���! �� �'����&��
Pl = Pv = PI = P

( ¼� ��������! ��� ��!�!���� �� �� �� !���
��� ����!� # �� �*�!+� � � ��'��!���� ��! ¿





∂t (αlρl) + ∂x (αlρlUl) = S2,l

∂t (αlρlUl) + ∂x

(
αlρlU

2
l + αlP

)
− P∂x (αl) = S3,l

∂t (αlEl) + ∂x (αlUl(El + P )) + P∂t (αl) = S4,l

∂t (αvρv) + ∂x (αvρvUv) = S2,v

∂t (αvρvUv) + ∂x

(
αvρvU

2
v + αvP

)
− P∂x (αv) = S3,v

∂t (αvEv) + ∂x (αvUv(Ev + P )) + P∂t (αv) = S4,v

3� (}�4

�"� � �����,�� !�!��� �%���'�� ¿

Eφ = ρφeφ(P,ρφ) + ρφ

U2
φ

2
, φ = v,l

�Á � �����,�� ��!���� � �� ��! � ��� ��� ,�Ä ������ #
(γφ − 1)ρφeφ = P + γφP∞,φ, φ = v,l

3� (}w4
./0 1234/5 ýá óäñ�éá áîâ ðäààß ðäóó á à êçâìàâ ëß á ðäàñÞâÞäàà áé éáó áàâ û�å áãÿäéÞëßáô 6 ìàî éá
ðìñãá � çà çãìé éáî æáðâáßãî ñá éì ó ìâãÞðá ñá ðäàæáðâÞäà àá îäàâ åìî ðäààßî ô ýáéì éÞó Þâá ðäàîÞñçãìÿéáòó áà â éá ðûäÞü ñáî îðû çó ìî àßó çãÞëßáî áàæÞîì� áìÿéáî å äßã éì îÞóßéìâÞäà àßó çãÞëßáô

)� !��� � �� !����/��! �� � ����
S2,φ

��! ���� ��!������ Ó �� /��� Ó
αlρl

�! Ó
αvρv

# �� ���� �  ���.
��'�� �� ����$� { ��  %���!�� { � ��! ��� ¾!�� �����'�� ��$ �'��!���� �� � ����� ���!������ ��'����
�! "�� ��� ( -� � ������ �� � ���!�" �!� ��� � ����� ���!������

ml = αlρl
�!

mv = αvρv
(

�� ��! � ����& �� � ����� �� �� ���� �� � �� � �$���� ���� �� !�!��
αl

�� /�����! '���'��� %*� �!%+���
��� �� ����!��� �! �� �!������! �� �����!�! ���� �  �.������ � ��� �� � ���!�" �!� ��� � ����� ���!������ (
À� ������� '�� �� ����!��� ��!  ����� � ��� ��� "����&��� "�!�����

Ul(x,t)
�!

Uv(x,t)
����� '�� � ���

��� ��!������
sl(x,t)

�!
sv(x,t)

( )� �*�!+� � 3� (}�4 �� ����� � ����� ��$ ���$ �'��!���� ��� ��� � �����
���!������ �! ��� ������ �� ������ ���!��!�� ���! �� ��������

P
�! �� !�!�� ��'����

αl
( -���� ��� "�!�����

�%���'��� ���!  ������ # ��� �'��!���� ��� ��� � ����� ���!������ ��8������! �� /�7�� ����� �!�
ml(x,t)�!

mv(x,t)
( À� �� �!!�� ���� �� ���!� ��� ��,�� ��!�

(x,t)
���� � ��!� �� ,�������!� ( )� ����!��� ���

��� !�!���
αl + αv = 1

�� ��� ��! ����� ¿
ml

ρl(P,sl)
+

mv

ρv(P,sv)
= 1

}{w
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À� ��8��! �� /�� !���

Π 7→ G(Π)
���!

P
��! �� � 8 �� ¿

G(Π) =
ml

ρl(Π,sl)
+

mv

ρv(Π,sv)
− 1

3� (}y4
�! '�� � � ��� ��� ���� �� ��8��!���

Π ∈]max(−P∞,l;−P∞,v); +∞[
( Å� ����"�� ��! ¿

G′(Π) = − ml

(ρl(Π,sl))2
∂P (ρl) (Π,sl) −

mv

(ρv(Π,sv))2
∂P (ρv) (Π,sv)

3� (}z4
�Á � ��� �� ��� ���� �� ��������  �������� # ��� ����"���

∂P (ρl)
�!

∂P (ρv)
���! � ���!�"�� ( À� �� �����!

��� '�� ¿
G′(Π) < 0

À� ��� ��� & ���� �� ��� ���� �� ��8��!��� �� G �� � ¿
lim(Π→max(−P∞,l;−P∞,v))G(Π) = +∞ �!

lim(Π→+∞)G(Π) = −1

��� 
P

��! � ����'�� � 8 �� �� �� /�� !��� G ����
]max(−P∞,l;−P∞,v); +∞[

( À� �� �����! ,�7 � ��$
/������� ��

ρl(Pl,sl)
�!

ρv(Pv,sv)
������ ��� ��8��!���� 3� (�4 '�� éáî ñáàîÞâçî éÞëßÞñá áâ æìå áßã îäà â

å äîÞâÞæ áî( ¼� �!������! �� �����!�! �� � ���!�"�!� ��� ��� � ����� ���!������ �� � ��! ���  �� ���� '��
éáî âÞâãáî éÞëßÞñá áâ æìå áßã îäà â å äîÞâÞï î  ��

αφ = mφ/ρφ
(

� �� �9 : �)-;-" #$ %& ' #%()� < =>&-" #$� �$ &$ ' #%()� ? =>&-" #$�
) ����� ��  �!!� � �!%��� ��! �� !���� �"��!�,� �� �� �!�� !��� %*� ��& ���'�� �� � ��+�� &�.½� ��� Ó

���$ ��������� � ��� ������� �� � ��+�� &�.½���� �!������ ( )� � �!%��� �� �� ������ �� ���$ �!�� �� ¿
}( � 4 ��� �!�� � ��  ��"� !��� 9

& 4 ��� �!�� � �� ����� ��  ���!� ��� !��� �� ���� �� �%*��'��� 9
� ( ��� �!�� � �� ����$�!��� ���!��!���� �Á � ��'����&�� �� �������� ��! ��!�&�� (

Õ Ö×ØÙÚÛÖ Ü 6 ìàî éì å ãçîáàâìâÞäà ðÞòñáîîßîí Þé ì çâç ðûäÞîÞ ñá âãìÞâáã éáî âáãó áî îäßãðáî å û�îÞëß áî	 é êìÞñá ñ êßàá âáðûàÞëßá ñá å ìî ï ãìðâÞäààìÞãáî ô Ý Þ äà ìæìÞâ ðûäÞîÞí å ìã áü áóå éáí ßàá ó çâûäñá ñá ñçòðáàâãáó áàâ ñá ðáî âáãó áî îäßãðáî �æäÞã ðûìå Þâãá @� í éáî çâìå áî 1.a
áâ

1.b
îáãìÞâ ðäàï äàñßáî áà ßàá

ßàÞëßá çâìå áô
)� ���� �+�� �!�� �  �����!� Ó �����'��� �� �*�!+� � 3� (}�4 ��� � %�� �� ��� ���'���  �����'��� ��!

�!������ � ��� ������� ��� �*�!+� �� %*� ��& ���'��� ���� /��� � ���. �����"�!�"� �"� !��� �� ���� �� (




∂t (αl) + VI∂x (αl) = 0

∂t (αlρl) + ∂x (αlρlUl) = S2,l

∂t (αlρlUl) + ∂x

(
αlρlU

2
l + αlPl

)
− PI∂x (αl) = S3,l

∂t (αlEl) + ∂x (αlUl(El + Pl)) = S4,l

∂t (αvρv) + ∂x (αvρvUv) = S2,v

∂t (αvρvUv) + ∂x

(
αvρvU

2
v + αvPv

)
− PI∂x (αv) = S3,v

∂t (αvEv) + ∂x (αvUv(Ev + Pv)) = S4,v

3� (}�4

~ � ������ ��  �!!� �!�� � �� �&!���! ��� �����$ �� �!���� ��� "����&��� ��!���
(α̃l,ρ̃l,Ũl,P̃l,ρ̃v,Ũv,P̃v)

�Á
��� ��������� �%���'��� �&!����� �� ���! ��� �� �������� ��! �'����&���� # �� �

P̃l 6= P̃v
( ) � ���$ �+� �

}{y
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�!�� � ��! &���� ��� �� ������!��� �� �*�!+� � ¿





∂t (αl) = A
∂t (αlρl) = 0

∂t (αlρlUl) = 0

∂t (αlEl) + P∂t (αl) = 0

∂t (αvρv) = 0

∂t (αvρvUv) = 0

∂t (αvEv) + P∂t (αv) = 0

3� (�|4

�Á �� !���� �� ����$�!��� �� !��� � ���� � A ��! /��� ����� ��! ��� #
τ1 = 0

( )� ���� �+�� �'��!���
�� �*�!+� � 3� (�|4 � �� ��! ��� 

Pl = Pv = P
#  � '�� ,�7 � ��$ ���� �� /��� �!��� �����

PI = P
( -�

�*�!+� � ��! ��� ��!��� �� � ���+�� ����� �!� "��.Ó." �� �� �� �������� ¿




Pn+1
l = Pn+1

v = Pn+1

(αlρl)
n+1 = (α̃lρ̃l)

(αlρlUl)
n+1 = (α̃lρ̃lŨl)(

(αlρl)
n+1el(P

n+1,ρn+1
l ) − α̃lρ̃lel(P̃l,ρ̃l)

)
+

((
αlρlU

2
l

2

)n+1
− α̃lρ̃lŨ

2
l

2

)
= Pn+1(α̃l − αn+1

l )

(αvρv)
n+1 = (α̃vρ̃v)

(αvρvUv)
n+1 = (α̃vρ̃vŨv)(

(αvρv)
n+1ev(P

n+1,ρn+1
v ) − α̃vρ̃vev(P̃v,ρ̃v)

)
+

((
αvρvU2

v
2

)n+1
− α̃v ρ̃vŨ2

v
2

)
= Pn+1(α̃v − αn+1

v )3� (� }4;��� ���$ ,�Ä ������ # �� � ��� Ó }��� ��� !�!��� ��'���� �! "�� ��� �� /��! ��� ��� /������� ¿

αn+1
φ =

α̃φ

γφ

(
(γφ − 1) +

P̃φ + P∞,φ

Pn+1 + P∞,φ

)
, φ = l,v

3� (��4
À� ������� ���� � ��!� �� ,�������!� '��

P∞,v ≤ P∞,l
( À� ������� �� � �� � '�� ��� !�!���

α̃v
�!

α̃l
���!

� ���!�/� �! '�� �� "��� � ���! ������ ���� �� ��� ��� �%���� #  ���!.Ó.���� '�� � ��� �
P̃v + P∞,v > 0�!

P̃l + P∞,l > 0
( )� ���"���� �������� �����!� �� � ����'�� �� ��� � ���!�"� �� ���*�8�� �� �� �����,�� ��

(Pn+1 + P∞,v)
¿

C2(P
n+1 + P∞,v)

2 + C1(P
n+1 + P∞,v) + C0

���! ���  ��A  ���!� ���! #
∣∣∣∣∣∣∣

C2 = α̃l
γl

+ α̃v
γv

> 0

C1 = − α̃l
γl

(P̃l + P∞,v) − α̃v
γv

(P̃v + P∞,l)

C0 = − α̃v
γv

(P∞,l − P∞,v)(P̃v + P∞,v) < 0

3� (��4

��! ��� ¿
Pn+1 + P∞,v =

−C1 +
√

C2
1 − 4C2C0

2C2

3� (�{ 4
¼��� ,����!�! � ���� ����& ���!� �%*��'�� ��

Pn+1 �! ��
αn+1

l

(

}{z
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�� ���� �� �� �"��! �� �!����� ��! �� �'����&�� ��� ��������� �%���'���

P̃v = P̃l
# �� /������ 3� (�{ 4���� ������ ��  �����"�!��� ��  �! �'����&��

Pn+1 = P̃v = P̃l
Ó  ����!��� '��

P∞,l = P∞,v
(

B ÙCDÙøE÷E F Ü Å��! �� �!�! �� �!��� �� � ��!�� � �� ����$�!��� ���!��!���� !�� '�� ��� ��������� �%���'���
���! �� �'����&�� ( ) ��'����&�� �� �������� ��!  �����"� ��� � ��!�� � �� ����$�!��� ���!��!���� # ���� ���� /������ 3� (�{ 4 # �� �! ������ ��! �� ��� ���� � ��!�! �%���'��� "���8��!

P∞,l = P∞,v
( ~�!��� ��! ��!

�� � ¿
Pn+1 = P̃l = P̃v ⇐⇒ P∞,l = P∞,vÕÖ×ØÙÚÛÖ Ü ýáî ãçîßéâìâî îäàâ ßàá � çà çãìéÞîìâÞäà ñá ðáßü äÿâáàßî ñìàî éá ðìñãá ñá éäÞî ñ êçâìâñá â�å á � ìG åìãï ìÞâî P∞,l = P∞,v = 0

�æäÞã ìààáü á ý� ô þ äßã ñáßü éäÞî ñá â�å á � ìG åìãï ìÞâí éì ó Þîá 	
H äßã ñáî å ãáîîÞäàî å ûìîÞëßáî áâ ñáî âÞâãáî éÞëßÞñá áâ æìå áßã îá ï ìÞâ áà ßâÞéÞîìàâ éáî ãáéìâÞäàî �

Pn+1 =
α̃lγvP̃l + α̃vγlP̃v

α̃lγv + α̃vγl

3� (��4

αn+1
φ =

α̃φ

γφ

(
(γφ − 1) +

P̃φ

Pn+1

)
, φ = l,v

3� (�w4
Ý Þ éáî å ãáîîÞäàî

P̃l
í
P̃v

áâ éáî âÞâãáî
αl

í
αv

îäàâ å äîÞâÞï îí éáî àäßæáé éáî æìéáßãî ñá éì å ãáîîÞäà áâ ñáîâÞâãáî éÞëßÞñá áâ æìå áßã îäàâ åäîÞâÞï î (

}{�
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� ~I � Ç¶»�Êµ»·´ ¸¹ Ë ·¸ÌÍÉ J·Ë ·KÌ´É ¶ÉÍÊÑÇ LM N O P Ð ÒÊ¶µ»¶ ¸¹ Ë ·�

¸ÌÍÉ Î »�Ï¹»¸É Ð ¸É¹Ñ Ò¶ÉÈÈ»·´È

)� ���+�� %�� �,+�� ����$� # �� � ��+�� 0v1 # ��! �� � ��+�� ���,�� ��! �!����� � ��� �� ������!���
��� � ����� ��!� ���%���'��� ���� �� ��� ���� �� ������ ( �� ��!  ���!���! ��� �� �*�!+� � �� '��!��
�'��!���� '�� ���! �� ���!�� &����� ��� ��� ,�������� �%*��'��� � �*����� ( -�����. � ���! �� �����!�
�� � ����,�

ρ
�! �� "�!���� � �*���� �� � ����,�

U
( )�� ���$ ��!��� ,�������� ���! �� ��������

P
��

� ����,� �! �� !�!�� �� �� �%��� ��'����
α
( � ��� ��  �� �� � ��+��� �Á ��� ���$ �%���� ��! �� � ¾� �

"�!���� # �� ���!��  ��"� !�"� �� �*�!+� � � ��'��!���� ��! �� �� /��� � ¿





∂t (ρα) + ∂x (ραU) = 0

∂t (ρ) + ∂x (ρU) = 0

∂t (ρU) + ∂x

(
ρU2 + P

)
= 0

∂t (E) + ∂x (U(E + P )) = 0

3� (�y4

�"� � �����,�� !�!���
E = ρe(P,ρ,α) + ρU2/2

(
� ���  �!!� �� !��� # �� �!����� ��� � �!%��� �� ����$�!��� � ��� ������� �� � ��+�� 0v1 Ó ���!��

�� � ��+�� &�.½���� Ó ���$ ��������� 3� (}4 ��� �������! ������!� ( -�!!� � �!%���  ������� ���$
�!�� �� ( ��� ���� �+�� �!�� � ����� ��  ���!� ��� �%���� +��� �%*��'��� # Ó ��"��� ��  ��"� !��� �!
��� !��� �� ���� �� �%*��'���

Γ
#
VIΓ

�!
HIΓ

( )� ���$ �+� � �!�� � ��! � ��!�� � �� ����$�!��� ¿ �� � ���
τ2 = τ3 = τ4 = 0

( )� &�! ��  �!!� �����+�� �!�� � ��! �� ���Q �!�� �� ����!��� ��� �� ����.�����&�� ��
����!���� � ��� ���'������ �� � �'����&�� ��� "�!����� # ��������� �! !������!���� �%���'��� (

� �R �� S"-!� %� �#$T��" #$ �" %� !� �� �$ �#' !"� %�� "��' �� �#&��� !UV� >&��
-�!!� ���� �+�� �!�� �  �����!� Ó ������� �� �*�!+� � 3� (�z4 '�� ��! �&!��� �� �����! A = 0

# B = 0�! C = 0
���� �� �*�!+� � 3� (}4 (





∂t (αl) + VI∂x (αl) = 0

∂t (αlρl) + ∂x (αlρlUl) = Γ

∂t (αlρlUl) + ∂x

(
αlρlU

2
l + αlPl

)
− PI∂x (αl) = VIΓ

∂t (αlEl) + ∂x (αlUl(El + Pl)) − PIVI∂x (αl) = HIΓ

∂t (αvρv) + ∂x (αvρvUv) = −Γ

∂t (αvρvUv) + ∂x

(
αvρvU

2
v + αvPv

)
− PI∂x (αv) = −VIΓ

∂t (αvEv) + ∂x (αvUv(Ev + Pv)) − PIVI∂x (αv) = −HIΓ

3� (�z4

¼� ,������ # Ó � ������ ��  �!!� �!�� � # ��� "�!����� �%���'��� # ��������� �%���'��� �! !������!����
�%���'��� �� ���! ��� �'����&���� (

}�|



>?@ABCDE F G >HIAJ@KE BLCEDM@>B@J N OIL PHNQJE ?HPHKQLE EC N OIL PHNQJERBSMJIBNE
� �R �9 S"-! � %� ��)-;-" #$  $�"-$"-$=� �$ !���� #$ W T  "���� �" "�' ! =�-"&��

;���  �!!� ���$ �+� � �!�� � #
Γ

��!  ��������  ���� �!��! ��� # ����� '�� # /��� ����� ��! # ��� !����
�� ����$�!���

τ2
#
τ3

�!
τ4

( )� �*�!+� �  ������ �����! ��! ¿




Pl = Pv

Ul = Uv

Tl = Tv

∂t (αlρl) = 0

∂t (αvρv) = 0

∂t (αlρlUl + αvρvUv) = 0

∂t (αlEl + αvEv) = 0

3� (��4

�� ���!� Ó ��� ���� �� /�7�� ���! �� ��� ��!���  � �*�!+� � ( À� ��!��� ��� �� !���� ��� "����&���
�&!����� Ó �� 8� �� �� ���� �+�� �!�� � # ��� ,��������  �� ����� Ó �� 8� �� � ��!�� � �� ����$�!��� �����!
���� ��� ���

n + 1
(

)� �*�!+� � 3� (��4 ��! ��� ��!��� �� �� /�7�� ���"��!� ¿




Pn+1
l = Pn+1

v = Pn+1

Un+1
l = Un+1

v = Un+1

Tl(P
n+1
l ,ρn+1

l ) = Tv(P
n+1
v ,ρn+1

v )

(αlρl)
n+1 = α̃lρ̃l

(αvρv)
n+1 = α̃vρ̃v

(αlρlUl + αvρvUv)
n+1 = α̃lρ̃lŨl + α̃vρ̃vŨv

(αlEl + αvEv)
n+1 = α̃lẼl + α̃vẼv

3� (�|4

) ��'��!��� ��  �����"�!��� �� � ���������� !�!��� /�����! �� ��8��!��� �� �� ���"���� "����� �� ��
"�!����

Un+1 '�� ��! ����� �����!� �� �� /��� � �$� !� �� �� !%��� ��*��� �'�� ¿

Un+1 =
α̃lρ̃lŨl + α̃vρ̃vŨv

α̃lρ̃l + α̃vρ̃v

3� (� }4
Õ Ö×ØÙÚÛÖ Ü �ì æÞâáîî á ìå ã�î ãáéìü ìâÞäà Þàîâìàâìàçá çâìàâ ßàá ó ä�áàà á ñáî æÞâáîîáî å ûìîÞëßáî ìæìà â
ãáéìü ìâÞäà åäàñçãçá å ìã éáî ó ìîîáî åìãâÞáé éáîí äà ì éì ãáéìâÞäà âãÞæÞìéá �

Ũl = Ũv =⇒ Un+1 = Ũl = Ũv

¼� �!������! ��� '��!��+� � �!  ��'��+� � �'��!���� # �� !�����+� � �'��!��� �! �� �����+�� �'��!���
� ��"��! ¾!�� ��� ��!�� ���'��� ��! �� /�� !��� �� �� ��������

Pn+1 �! �� !�!�� ��'����
αn+1

l

# /��� ��!
����� �� �*�!+� � ���.�������� �� ���$ �'��!���� Ó ���$ �� ������ ���"��! ¿





P n+1+P∞,l

CV,l(γl−1)α̃lρ̃l
αn+1

l − P n+1+P∞,v

CV,v(γv−1)α̃v ρ̃v
(1 − αn+1

l ) = 0
P n+1+γlP∞,l

(γl−1) αn+1
l +

P n+1+γvP∞,v

(γv−1) (1 − αn+1
l ) = ǫ̃

3� (��4
�Á �� � ���� ¿

ǫ̃ = α̃lρ̃lel(P̃l,ρ̃l) + α̃vρ̃vev(P̃v,ρ̃v) +
1

2

α̃lρ̃lα̃vρ̃v

α̃lρ̃l + α̃vρ̃v
(Ũl − Ũv)

2

;���"� '�� �� "��� � ����������� ���� �� ��� ��� ���$ �%���� # ��!��� ��! ��! '�� ��  ����!��� 3� (��4���! ������� # �� ���� �+�� �'��!��� �� �*�!+� � 3� (��4 ���� ������ �� � ���!�"�!� ��� !�!���
αn+1

l

�!
αn+1

v

(
Pn+1 + min(P∞,l; P∞,v) > 0

(
⇐⇒ Pn+1 > max(−P∞,l;−P∞,v)

) 3� (��4
}� }
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À� /��! � �%*� �!%+�� '�� ���  ��A  ���!� ��� ���� � ��!�! ��� ���$ �%���� ���! !����� '�� ¿

P∞,l ≥ P∞,v
3� (�{ 4

)� �*�!+� � 3� (��4 /�����! � ��'��!��� �����"��!� �� �������� �� �"��!� ¿
D2(P

n+1 + P∞,v)
2 + D1(P

n+1 + P∞,v) + D0 = 0
3� (��4

�"� ���  ��A  ���!� ���"��!� ¿
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

D2 = CV,lα̃lρ̃l + CV,vα̃vρ̃v

D1 = CV,lα̃lρ̃l(P∞,l − P∞,v + (γl − 1)(P∞,l − ǫ̃))

+CV,vα̃vρ̃v(P∞,l − P∞,v + (γv − 1)(P∞,v − ǫ̃))

D0 = CV,vα̃vρ̃v(γv − 1)(P∞,l − P∞,v)(P∞,v − ǫ̃)

3� (�w4

� �7 � Ó � �%*� �!%+�� 3� (�{ 4 # ��  ��A  ���!
D0

��! ��,�!�/ ( )� � ��*�8�� ����+�� ��� ���'�� ����!���
��������

(Pn+1 + P∞,v)
����!�"� ¿

Pn+1 + P∞,v =
−D1 +

√
D2

1 − 4D2D0

2D2

3� (�y4
)�  ����!��� 3� (��4 ��! ����� !��" ����� ��! "���8�� �! ��� ���"���$ !�!��� "�� ��� �! ��'���� ���! � ���!�/� (

À� �� �����! ����� �� /������ ��� ��!��� "����&��� �� � ��+�� Ó ���! �'��!���� ¿




αn+1
l =

(P n+1+P∞,v)ξv

(P n+1+P∞,l)ξl+(P n+1+P∞,v)ξv

ρn+1
l = α̃lρ̃l

αn+1

l

ρn+1
v = α̃v ρ̃v

1−αn+1

l

3� (�z4

�"� 
ξ−1
v = CV,vα̃vρ̃v(γv − 1)

�!
ξ−1
l = CV,lα̃lρ̃l(γl − 1)

( -�!!� /������ � ��� �! �� ��!���"�� '��
αn+1

l���!� ��!�� | �! }(
u������ ��! ��� ���! "����&��� �%*��'��� �� � ��+�� &�.½���� Ó ���$ ��������� ���! � ���� Ó Q���

���"��! ��� /������� ¿




αn+1
l =

(
1 +

(
P n+1+P∞,l

P n+1+P∞,v

)
CV,vα̃v ρ̃v(γv−1)
CV,lα̃lρ̃l(γl−1)

)−1

ρn+1
l = α̃lρ̃l

αn+1

l

Un+1
l = Un+1

Pn+1
l = Pn+1

ρn+1
v = α̃v ρ̃v

1−αn+1

l

Un+1
v = Un+1

Pn+1
v = Pn+1

3� (��4

�� /�7��  �����'�� � ��� ��� � ��+��� 0v1 # �� ��8��! �� �����!�
ρ

�� � ����,�  ���� �!��! ������ � ��� � ����� ���!������ ¿
ρ = αlρl + αvρv

( -����. � "��! ��� Ó �� 8� �� � ��!�� � �� ����$�!���
���!��!���� ¿

ρn+1 = α̃lρ̃l + α̃vρ̃v

}��
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�� � ¾� � �� !�!�� � ���� ��'����

C
��! ��8�� ��� �� ����!���

Cρ = αlρl
� ��Á �� ���"���� "����� ��

!�!�� � ���� ��'����
Cn+1 ���+� ����$�!��� ¿

Cn+1 =
α̃lρ̃l

α̃lρ̃l + α̃vρ̃vÕÖ×ØÙÚÛÖ Ü � æáð ðáî ñçè àÞâÞäàî ñá ρ
áâ

C
äà ì �

ρn+1 = ρ̃
áâ

Cn+1 = C̃

)�� '��!�� "����&��� �� � ��+�� 0v1 ���! ��� �$��� �!�� ��!  ������  �����. � ���! ¿




Cn+1 = α̃lρ̃l
α̃lρ̃l+α̃v ρ̃v

ρn+1 = α̃lρ̃l + α̃vρ̃v

Un+1

Pn+1

3� ({|4

Õ Ö×ØÙÚÛÖ Ü 6 ìàî éá ðìñãá ñ êßàá å ãÞî á áà ðäóå âá àßó çãÞëß á ñáî âáãó áî îäßãðáî å ìã ó çâûäñá 	 å ìîï ãìðâÞäààìÞãáîí é êÞà âáãæáãîÞäà ñá é êçâìå á ñá ãáéìü ìâÞäà Þàîâìà âìàçá áâ ñá é êçâìå á ñá ãáéìü ìâÞäà å û�îÞëß á
à êáîâ å ìî åäîîÞÿéáô Xà áY áâí éì ãáéìü ìâÞäà å û�îÞëß á àá å áãó áâ å ìî ñá ó ìÞàâáàÞã 	 éì ï äÞî é êçëßÞéÞÿãáñáî å ãáîîÞäàî áâ é êçëßÞéÞÿãá ñáî âáóå çãìâßãáî ô

)�� /������� ��
αn+1

l

#
ρn+1

l

#
Un+1

l

#
Pn+1

l

#
ρn+1

v

#
Un+1

v

�!
Pn+1

v

� ��� �!!��! ��� �� ��!���"�� ��
�!�! � ��� ��'��� ��� "�!����� # ��������� �! !������!���� ���! �,���� �� ���� ��� ���$ �%���� ( �� ���!�
Ó "���8�� ��  ��!���� �'����&��� ���!  �����"�� ���  �!!� ���Q � !��� (
B ÙCDÙøE÷E Z Ü Å� � ��!�! �� �!��� �� � ��!�� � �� ����$�!��� ���!��!���� ��! !�� '�� ��� "�!����� �! !�� .
� ���!���� �%���'��� ���! �� �'����&�� # ����� � ��!�!  �� ��� ,�7 � ��$ /������� 3� (�w4 # 3� (�y4 �! 3� (��4��! !�� '�� ��� � ¾� �� �'����&��� ���!  �����"�� ( ; ��� ��� ���� ��! �� � ¿

T̃l = T̃v = T̃
�!

Ũl = Ũv = Ũ =⇒ Tn+1 = T̃
�!

Un+1 = Ũ

B ÙCDÙøE÷E [ Ü Å��! �� �!�! �� �!��� �� � ��!�� � �� ����$�!��� ���!��!���� !�� '�� ��� ��������� �%���'���
���! �� �'����&�� ( ) ��'����&�� �� �������� ��!  �����"� ��� � ��!�� � �� ����$�!��� ���!��!���� �� �!������ ��! �� ¿

3�4 ��� " �!����� �%���'��� ���! �'����&����
Ũl = Ũv3��4 ��� ���� � ��!�! �%���'��� ���! ����!�'��� #  ���!.Ó.���� '�� � ��� � #

γl = γv
�!

P∞,l = P∞,v

ÕÖ×ØÙÚÛÖ Ü 6 ìàî éá ðìñãá ñá éì å ãäå ãÞçâç \í éáî ðäá] ðÞáàâî âû áãó äñ�àìó Þëßáî CV,l
áâ

CV,vå áßæáàâ �âãá ðûäÞîÞî Þàñçå áàñìóó áàâ é êßà ñá é êìßâãáô

}��
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� ~� ^ ´É Ë ÇµJ·¸É ¸É º·¹ÒÍÊKÉ ¸ÉÈ Ë ·¸ÌÍÉÈ Î »�Ï¹»¸É ÈµÊ´¸Ê¶¸ Éµ

M N O
����  �!!� �� !��� �� �� ���� ��� ��  ������ ��� � ��+��� &�.½���� �!������ �! 0v1 ������!��  �.

������ ( )�  �����,� � ��5 � !���� ,�7 � Ó �� � ��+�� � +�� &��� ��� �� � ��+�� &�.½���� Ó ���$ ���������
���! �� � "� '� ��� � ��� �!!��! � ��&!���� ��� ��� � �!%��� �� ����$�!��� Ó �� /��� �� � ��+�� &�.½����
�!������ �! �� � ��+�� 0v1 ( -� � ��+�� � ���!��/� � � ��� �!!�� ��  �� ���� # " �� �� ������!��� � ������&�+� � �� v ��� ��� # ��� ½�$ ��� ���'��� '�� ���"����! ��  ����!���� ��$ ��� �!�� � ��� ���  ����
����! �! ,�� %� (

À� ��������� � ���!����! '�� ��  ��� �� ,�� %� 3� (� ( � ��� ���
x

��,�!�/�4 ��! &��� ��� �� � ��+��
&�.½���� �!������ �! '�� ��  ��� �� ����!� 3� (� ( � ��� ���

x
����!�/�4 ������ '���! Ó ��� �� � ��+��

0v1 ( ) ���!��/� � ��  �����,� �� ��!�� ��� ��
x = 0

(
� �� �� _� ' #%()� % ` $"��a-��

À� ��!�����! ��� "����&��
Y

��� �����! ��
x

�!
t

�! ���! �� ������ ���!���� # ��!��
Y0

# ��! !����
'��

Y0(x) = Y (x,0) = 0
����

x < 0
�!

Y0(x) = Y (x,0) = 1
����

x > 0
( -�!!� "����&�� # ��� ����

"����&�� 2 ������ 2 �� 2��� ���� 2# ��! ��,�� ��� � ��'��!��� ��$ ����"��� ���!������ ¿
∂t (Y ) = 0

)� � ��+�� � ���!��/� � ��! ����� ¿




∂t (Y ) = 0

∂t (αl) + VI∂x (αl) = A
∂t (αlρl) + ∂x (αlρlUl) = Γ

∂t (αlρlUl) + ∂x

(
αlρlU

2
l + αlPl

)
− PI∂x (αl) = Ψ3,l(Y )

∂t (αlEl) + ∂x (αlUl(El + Pl)) + PI∂t (αl) = Ψ4,l(Y )

∂t (αvρv) + ∂x (αvρvUv) = −Γ

∂t (αvρvUv) + ∂x

(
αvρvU

2
v + αvPv

)
− PI∂x (αv) = −Ψ3,l(Y )

∂t (αvEv) + ∂x (αvUv(Ev + Pv)) + PI∂t (αv) = −Ψ4,l(Y )

3� ({ }4

�Á ��  �����
(VI ,PI)

��!  ��� � �� �� �� !��� � ( )�� ��8��!���� ��� ����,��� �%���'��� !�!���� �� �������,��� �%���'��� ��!����� ���! ����!�'��� Ó  ����� �� � ��+�� &�.½���� Ó ���$ ��������� �� �� �� !���
� 3"��� �'��!���� 3� (�4 �! 3� (�44 (

)�� !��� �� ���� ��
Ψ3,l

�!
Ψ4,l

� �� ��"��! �� � ���+�� /��� ���� ¿
Ψ3,l = (1 − Y )−1B + VIΓ

3� ({�4
Ψ4,l = (1 − Y )−1(C + VIB) + HIΓ

3� ({�4
� ��� ��  ���� �� �� ������!��� ��� � ��+��� &�.½���� �!������ �! 0v1 # ��  ���!��!� �� !����

τ2
��!

!��Q ���� ����� ( ~ ���� # �� �� "����&��
Y

��! ����� �� ��!���"� /��� ����� ��! �� �*�!+� � 3� (}�4 � ��� �!!��!�� ������!��� �� ���+�� &�.½���� �!������ �! ��
Y

��! �,��� Ó
1

�� ��!���"� �� �*�!+� � � ��� �!!��!
�� ������!��� �� ���+�� 0v1 (

}�{



>?@ABCDE F G >HIAJ@KE BLCEDM@>B@J N OIL PHNQJE ?HPHKQLE EC N OIL PHNQJERBSMJIBNE
~ �� ��5 ���� � ��  �� ��  �����,� ��  %���!�� ��� ����! # �� "����&��

Y
��! !���������!� "��.Ó.

" �� ��� ���� � ��!�! #  � ���!  ����� �� � ��+�� � +�� � ��� ��� ���$ � ��+��� ( ) ��'��!��� � ��!��! ���
Y�������! ¾!��  %����� �� �� /��� �

∂t (Y ) + U∂x (Y ) = θ(Y0 − Y )

�Á �� "����� ������ U  ������ ��� Ó ��  %��� ��������� ��! ��,����� ( )�  �� U = 0
�!

θ = 0
��! � �

��!����  �� �� �!�� !��� ������ �� �*�!+� � 3� ({ }4 ��! ����� �����!� �� �� "����&��
Y

( ) ���!���� !���
��  %��� �!�!�������� ���� �� Ó

Y
3 �� U = 0

�!
θ = 0

4 �� ���� ��� ��� Ó � ����,��� �� �%���� +��
�� ������� � ( À� �����! !��! ����� & ��� �� ��"���,�� ��  %��$ U = VI

�!
θ = +∞ ( ��� ��� ��'�� Ó

 � ���� �� ���� /��!� � �!�������� ��! (

� �� �9 _� ��U='- %� �-)�& )
)� � ��+�� � ���!��/� � �� ��!  �.������ � ��� �! �� ������� �� � ��+�� 0v1 ����� '�� �� � ��+��

&�.½���� �!������ ( )�  �����,� ��� ���$ � ��+��� ��! '���! Ó ��� ������ ��� �� ���!��  ��"� !�"��� �*�!+� � 3� ({ }4 ( )� !���!�� ��! ��� !��� �� ���� �� ��! �5 � !�� ������� ��! �� ��  ��"� !��� ��
�!������! ��� !� %��'�� �� ��� /�� !��������� (

)�� !� %��'��� �!������� ���! �� !*� � b���� �� u���� ( ~  %�'��  ���� ��
i

�� ��� ���� ��� ��!���
��! �!!� %�� �� "����� � �*���� �� "� !���

W = (Y,αl,αlρl,αlρlUl,αlρlEl,αvρv,αvρvUv,αvρvEv)
⊤ (

) ��� �!������!��� ��� ������� ��! !���� '��
(Pl)i = (Pv)i

�� ��  ���� ��
i
��! ���� �� ��� ���� �� � ��+��

�!������ &�.½���� 3� (� ( ��
Yic| �� �� ��� ��

x < 0
4 # �! ���� ��! !���� '��

(Pl)i = (Pv)i
#
(Ul)i = (Uv)i�!

(Tl)i = (Tv)i
�� ��  ���� ��

i
�� !���"� ���� �� ��� ����  ������ �����! �� � ��+�� 0v1 3� (� ( ��

Yic }
�� �� ��� ��

x > 0
4 (

)� � %�� � ��  �� �� ��� �����$�� �!���� ��� � ��+��� 0v1 �! &�.½���� �!������ �! �� ����
 �����,�  �����!� ����� !���� �!�� �� (

Ô ¼!�� � ��  ��"� !��� ¿
)� ���!��  ��"� !�"� �� �*�!+� � 3� ({ }4 ��! ��� ��!���� �� �!������! �� � %�� � �� !*� � v�����"
3"��� ����.�� !��� d (}4 �� �� !*� � buv��.� " 3"��� ����.�� !��� d (�4 ( )��� ��  �!!� �!�� �
�� � ���! /��! �� ��� ���!�� !��� ��!�� ��� � ��+��� ( )� ���!� �����!� ��  �� � � �� ��"��� ��
� ���!��/� � ��  �����,� "���! �� /��! '�� ��� ������� �� ����!� 3���� ( ,�� %�4 ���� ��!��! ��� ½�$
��� ���'��� ���! �'����&���� �� "�!���� # �������� �! !������!��� 3���� ( �'����&���� �� �������� 4 (

Ô <��� �� ���� �� �%*��'��� ¿
)� ����� ��  ���!� ��� !��� �� ���� �� �%*��'��� ��! �������� ��� ��� � �!%���� � ���!�,��!���
��� �.����*!�'��� �� ����*!�'��� ( -�����. � ���! ��!������� �� ����$� � (

Ô v���$�!��� ���!��!���� ¿
)�� /������� � ��� �!!��! ��  �� ���� ��� �!�!� ����$�� ���!  ����� �&!����� ���� �� �� !��� �� ��� �� � ��+�� &�.½���� �!������ �! ���� �� �� !��� { � ��� �� � ��+�� 0v1 (

1 ¾� � �� �� ���!�!*� � ��"����� � ��! &�.��� ��������� # �� �� ���!����! � ��� �� ������!�!��� ��  ��
� ��� � �����,� ���/��� � � ���.��� ��������� (
e ÷øùøõØ÷øCö f gÛö õhiE×Ø fÖ ÕÛõØöCj

��� ���� �+�� /�7�� ��  �� ���� ��� ½�$ ��  �����,�  �����!� Ó �!������ �� � %�� � �� !*� � v�����"
����!� ��  �� �� �*�!+� �� � ��'��!���� � ��!� ���� /��� � ���. �����"�!�"� (
}��
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Å��! �� �*�!+� � � ��'��!���� � ��!��! ��� �� "����&��
W

�! � ��! ���� �� /��� � ���. �����"�!�"�
���"��!� ¿

∂t (W ) + ∂x (F (W )) + A(W )∂x (G(W )) = 0
3� ({{ 4

�� � %�� � ��� ���'�� �$��� �!� �� !*� � "���� �� 8��� � ��� �!!��! �� ������!��� ��  � �*�!+� � � �� ��!
� ��� ��  ���� ��

i
¿

∆x(Wn+1
i − Wn

i ) + ∆t
(
(FRus)n

i+1/2 − (FRus)n
i−1/2

)

+1
2∆tA(Wn

i )
(
G(Wn

i+1) − G(Wn
i−1)

)
= 0

3� ({�4
)� ½�$ ��� ���'��

(FRus)n
i+1/2

 ������ ��� �� ½�$ ��� ���'�� �� v�����"  �����'��  �� ��� Ó � ���.
!��/� � ��!�� ��  ���� ��

i
�! ��  ���� ��

i + 1
¿

(FRus)n
i+1/2 =

F (Wn
i+1) + F (Wn

i )

2
− max(S+

i ,S+
i+1)

Wn
i+1 − Wn

i

2)� ,�������
S+

i

��! �� ��*�� �� � !��� �� �� � �!�� �
(∂W (F (W ))+A(W )∂W (G(W )))

���� ��  ���� ��
i
( )� ��� �� !����

∆t
��!  �� ��� �� �!������! ��  ����!��� -u)  �����'�� #

∆t = mini

(
CFL × ∆x

S+
i

)

À� �� ����:! ���� �� /������ 3� ({�4 � ��$�������� �� �� ����"�� ���� �+��  ��!��� ��� ��  ���� ��
i

��
!��� �  ��"� !�/ ���. �����"�!�/ (
e ÷øùøõØ÷øCö f gÛö õhiE×Ø klÕ CÖmöhj Öö jØÙøØn ùÖõ

Q = (Y,αl,sl,Ul,Pl,sv,Uv,Pv)
⊤

�� � %�� � ��� ���'�� �$��� �!� �� !*� � "���� �� 8��� � ��� �!!��! �� ������!��� �� �*�!+� � 3� ({{ 4
� �� ��! � ��� ��  ���� ��

i
¿

∆x(Wn+1
i − Wn

i ) + ∆t
(
(F V FRoe)n

i+1/2 − (F V FRoe)n
i−1/2

)

+∆tA(
W ∗,n

i+1/2
+W ∗,n

i−1/2

2 )
(
G(W ∗,n

i+1/2) − G(W ∗,n
i−1/2)

)
= 0

3� ({w4

�Á
W ∗,n

i+1/2 = W (Q∗,n
i+1/2)

�! �Á
Q∗,n

i+1/2

 ������ ��� Ó �� ����!��� ��
x/t = 0

�� ���&�+� � �� v��� ���
�������� 3� ({y4 ¿

∂t (Q) + J(Q̄)∂x (Q) = 0, Q(x,t = 0) =

{
Qi

��
x < 0

Qi+1
��

x > 0

3� ({y4
)� ������!��� �� 3� ({y4 ����� '�� ��� ��8��!���� ��

J
�!

Q̄
���! ������� ���� � �����$� }(

Õ Ö×ØÙÚÛÖõ
Ô )�� ���$ � %�� �� ��� ���'���  �.������ � ��"��! �,���� ��! ¾!�� !����� ���� ��  ���� ���!�.

��� ��������� ( ) ��!�����!��� �� � %�� � �� ������" ����� %� 3�� �$� !4 ������!� � ��"��!�,�
���!�'�� � ���� �$!������ ������ ��  ���� ���!�.��� ��������� #  � '�� �� �����! ��� ��  �� �"� ��� ���������� �� v�� 3 �� �� �� �� �!�� !��� ������4 (

Ô b������ ��
VI

��!����!�"�� ¿~� "� �� � �����$� }# ��  ���!�!� ������� ��! '�� ��  %��$ � ���� "����� ��
VI

��� ����� � ���
���� ��� Ó ��  %��� ��������� ��! ��,����� �� � ���8� ��� �� �!�� !��� � ����� ���� ��� ��$
"����&���

αl
#
sl

#
Ul

#
Pl

#
sv

#
Uv

�!
Pv

(
}�w
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Ô �� �����! ��!�������! ��  ������� �� !� %��'�� �� ����$�!��� ���!��!���� �!������ � � �"� ���

����� %� ���" ���,���! ��  ��"��,�� � "��� �� �!�! � ��'����&�� Ó  %�'�� ��� �� !���� !����
'� ��!������ ���� Â{wÃ # � ¾� � ��  ����. � ��! ����  �o!���� �� !��� � �� -;� (

}�y
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� ~p N ÇÈ¹ÍµÊµÈ ´¹Ë Ç¶»q¹ÉÈ É´ Í rÊÎÈÉ´ºÉ ¸É µ¶Ê´ÈsÉ¶µ ¸É Ë ÊÈÈÉ
� �? �� t-� "��" *  +%  ' �$� #$$�) % `=�#&)�' �$" "-$u�$" v ) ` $"��a-�� %� �#&!)-u�

)��  ����!���� �� �!����� ���!  %������ �� /�7�� Ó �"��� �� �'����&�� �� �!��� �� �������� # " �!���� �!
!������!��� ( )�� ���� � ��!�! �%���'��� ���! ��� ���� �� !*� � ,�Ä ���/��!� �"� ��� ����� +!��� ¿

γl = γv = 1.24
�!

P∞,l = P∞,v = 0

CV,l = 3036
�!

CV,v = 31680)� ���� !��� � ���� � �%*��'��  �������� ��! �� !������ ���! �� !����  ��� !����!�'�� ��! �������
 ���!��! �! �,�� Ó ¿

τ3 = 10−4

À� ��,��,� ����  �  �� �� !����/��! �� � ����
(τ1)

−1 = 0
�! �� !����/��! � �����,��

(τ4)
−1 = 0

( )� ��.
� ���� ��  �� �� ��! ��  ���� ��  �!�

2
���! ��  ��� ��/������ ,�� %� ��! ��!�� Ó � ����,��� ( )� � �����,�

��! ��,����� # ���/��� � �!  ������ ��
60 × 60

 ���� ��� ( )� -u) ��! 8$�� Ó
0.5

(
) ��& Q � !�/ ��! � � Ó �� /��� �� �������� ��  �� �� &�.��� ��������� ��� � �����,� ,������� # �! � ��"�����

�� � ����!��� ���� ��� Ó �� ������ � � ���� ��!��/� � � �� � ��!�� ��� ���$  ���� # ����'�� � �� ����� ��!
���� ���� ��! !��,��! Ó � ���!��/� � ( -�  �� !��! ��! ���  ������ ��!���� ��� !��!� ���"��!� (

α
ρ

P

U
V

l

l

l,v

l,v

l,v

=0.995
ρv=800 =76,667

=0
=0
=155.10

5

6 équations 4 équations

α
ρ

P

U
V

l

l

l,v

l,v

l,v

=0.995
ρv

=0
=0

5

=700

=150.10

=67,083

wxy z � (} Ô ýäàè �ßãìâÞäà áâ ðäàñÞâÞäàî Þà âÞìéáî

)�� ,�������� � ��!.!���!��� ���! ��� ,�������� � �*����� 3�����!� �� � ����,� # "�!���� �� � ����,� #
�������� �� � ����,�4 # �� � ��� ��!�,� �� � �� ��! ����!�/ �� !�!�� � ���� ��� ���� ��! Ó

0.999518
3!�!��

� ���� ��'���� � ��� �!������!��� 4 �! �� "�!���� ����!�"� ( ;��� !��!� "����&�� # ��� ���8 �� ���� ��  �� � ����
������!��� � ��� ���� � ��+�� ��� � ������&�� �� ��� ���� ���! ���/��� �� ����� � ��$�

x
# ���� �� � �����

�Á �� � �����,� ��! �!�� !��� ��!%�,���� ( � ��� ��  ��  ����� '�� ��! ������!� # �� �!!��� ���  ��!���� �5�! �� ���!������ ��� Ó ��� ��������!�!��� ���!�� !� �� �� "�!���� ����!�"� �� ���! �! � ���!�� ��
� ���!��/� � ��  �����,� 3���� ��! �!�� !������� ��! ����� ��  8!�  ������ �����! �� � ��+�� 0v1 4( )��
�����$ �� �!���� �&!����� ���  � � �����,� �� !����� �����!������ � ��!���! '�� ��� ���8 �� ��� ,��������

}�z
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 ��� !����!�'��� �� � ����,� ���! �� /��! ���/��� �� ����� $ # Ó � �� %���� �� ��������!�!��� ��� �����!�!� (
� � /��! # �� "�!���� �� � ����,� 3"��� 8,���� 3� (�4 �! 3� ({ 44 ��! ���!�'��� ��! ����!�'�� Ó �� "�!���� ��
�� �%��� ��'���� # ����� '�� �� "�!���� ����!�"� ��! �� � ¾� � ����� �� ,������� '��  �!!� �����+�� 3"���
8,���� 3� (y4 �! 3� (w44 ( Å� �� ��  ���������! ��� �� � ���!��� �� � ���!��/� � # ���� �� !�� � �� �� "�!����
����!�"� � ��� �!!���! �� ��� ����  ����. � � ���  �  �� !��! ( �� /��! !��!�/��� ,����� Ó � ������! �� /��! '��� ��!�����!���  �� �� �!��!� �� �� !� %��'�� �� ����$�!��� �! �� � %�� � �� ������" # ����  %�'��  ���
�! Ó � ���!��/� � ��  �����,� #  �����! Ó ��� � �$�� ���!��� ��� �5 �!� �� ��5����� ��� ���'�� #  � '��
��! /�"���&�� Ó �� '����!� ��� �����!�!� (

}��
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wxy z � (� Ô {îäæìéáßãî ñß å äßãðáàâì� á ñá é êçðìãâ ãáéìâÞï ñß âÞâãá ó ìîîá åìã ãìåå äãâ 	
0.999518

ô

wxy z � (� Ô {îäæìéáßãî ñá éì ñáàîÞâç ñß ó çéìà� á ρ = αlρl + αvρv
ô

}w|
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wxy z � ({ Ô {îäæìéáßãî ñá éì ðäóåäîìàâá ñá æÞâáîîá Vy ñß ó çéìà� á (αlρlUl + αvρvUv)/ρ
ô

wxy z � (� Ô {îäæìéáßãî ñá éì ðäóåäîìàâá ñá æÞâáîî á Vx ñß ó çéìà� á (αlρlUl + αvρvUv)/ρ
ô

}w }
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wxy z � (w Ô {îäæìéáßãî ñá éì ðäóåäîìàâá ñá æÞâáîîá ãáéìâÞæá URy ñß ó çéìà� á Uv − Ul

wxy z � (y Ô {îäæìéáßãî ñá éì ðäóåäîìàâá ñá æÞâáîî á ãáéìâÞæá URx ñß ó çéìà� á Uv − Ul

}w�
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wxy z � (z Ô {îäæìéáßãî ñá éì å ãáîîÞäà P ñß ó çéìà� á

Õ Ö×ØÙÚÛÖ Ü �á ó �ó á ðìî âáîâ ì çâç ãçìéÞîç áà ðäßå éìàâ éá ðäñá |}~ ìæáð éá ðäñá �Xþ ò�ú�X� ý�6 ô �á îðû çó ì ñá ñÞîðãçâÞîìâÞäà ñá �Xþ �ú�X� ý�6 çâìàâ âã�î ñÞî âÞàðâ ñá ðáéßÞ ñß ðäñá|}~ í éáî ï ãäàâî ñ êäàñáî ãìå Þñáî îäàâ ìåå ãäü Þó çî ñá ó ìàÞ�ãá ñÞY çãáàâáí ðãçìàâ ñ�î éäãî ñáî � ãìñÞáàâî
ñÞîðãáâî àäãó ìßü 	 é êÞà âáãï ìðá ìîîáG Þóåäãâìà âî �áà å ãáîîÞäà àäâìóó áàâ� ô { é áà ãçîßéâá ñáî ðäßãìàâî
âãìàîæáãîáî 	 é êÞà âáãï ìðá ñ êìóå éÞâßñá âã�î à áââáó áà â îßå çãÞáßãáô { é ï ìß â ãáó ìãëßáã ëßá ðáââá âáàñìàðááîâ ç� ìéáó áà â äÿîáãæçá îÞ é êäà ðäàîÞñ�ãá ñáßü îðû çó ìî ñçðáàâãçî ñÞY çãáàâî ñá å ìãâ áâ ñ êìßâãá ñá é êÞà ò
âáãï ìðáí äß ßà ó ìÞé éì� á ñá âìÞé éá âã�î ñÞîâÞà ðâá ñìàî ðûìëß á ðäñáí éá éäà� ñá éì îßãï ìðá ñ êÞà âáãï ìðáô

}w�
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� �? �9 t-� "��"� ' #$#+% ' �$� #$$�)�

-��!������ ��! ��  �� !��! ��� ����! �! Ó � ����!�� ���  �� !��!� ��  %���!�� { # �� � ���!������ � � Ó
�� �����,�!��� � ������ ���� !��! � ���!��/� � ��  �����,� �� /�7�� ��!%�,����� ( ) ��& Q � !�/ ��! � ��$�.
� ���� ��� ����� ��½� %��� �! ��� ����� !����� ���� ����� '�� �� � ����!��� �!�!�������� ��  ������ ���
� ���!��/� � ��  �����,� ( )�� ����� +!��� ��� ���� � ��!�! ���! ����!�'��� ��  �� ��� ����! (

À� ��&�!� ��� ��� ����� �� '��!�� ���&�+� �� �� v ��� ��� ,������! ��� ����� �� ��� %��� ��
x = 0.15

��
x = −0.15

'�� ����! ���� !�� � ���!��/� � ��  �����,� ( )��  ����!���� �� �!����� �! ���
����� +!��� !%��� ��*��� �'��� ���! ��� � ¾� �� '�� � ��� ��  �� !��! ��� ����! ( )� ��� ���� ��  �� ��
��! � ���!��"����

x ∈ [−1,1]
( ) ���!��/� � ��  �����,� �� ��!�� Ó

x = 0
# � ���!��"����

[−1,0[
 ������ ��� ��

��� ���� �� ������!��� �� ���+�� ��$ �'��!���� !����� '�� �� � ��+�� 0v1 ��! ������ ���� � ���!��.
"����

]0,1]
( <���� � �����,�� ���/��� �� ��! �!� �!������ ¿ �� � �����,� �� !*� � �����!����  ��!����! }||

� ������ # �� � �����,� 8�  ���!�!�� �� }||||  ���� ��� �! �� � �����,� ��!��� ������� �� �||  ���� ��� ( )�
����� �%*��'�� ��  �� �� ��! ��

0.0025s
(

)�� �� ��� �! '��!��+� �  �� !��!�  ������ �����! Ó �� !��"����� � ���� ���� �� ��!��!� �! ��
 %� �� ��� ���� 0v1 "��� �� ��� ���� �� � ��+�� ��$ �'��!���� ( )�� ���� ��� �! !�����+� �  �� !��!�
 ���!�!���! � ��'��"����! ��  ��$. � ����'�� ��� ����� ���! ,������� ���� �� ��� ���� &�.½���� (

;���  %�'��  �� !��! # ���  ���& �� � ��� �� !�!�� � ���� ��'���� # �� "�!���� � �*���� # �� �������� �!
�� �����!� � �*���� ��! �!� ��,���� ��� �� ���$ � ���+��� ��5 ����!�� ¿

Ô ��� ����!����  �� ����� � ��� ���  ���� 0v1 �! &�.½���� �!������ ��� � ������&�� �� ��� ����
[−1,1]

�! �� ����!���  ������ ���! ��,���� ��� � ��� �� � ¾� � � �����,� 33� (�4 # 3� (}|4 # 3� (}}44 9
Ô ��� ����!����  ������� ���! !�� ��� � ���  %� �� ��� !���� � �����,�� ��� �� � ¾� � ,���%�'�� (
Å���� �� "����&�� !�!�� � ���� ��'���� � ��� �! �� ���!��,��� ���  �� ��� 0v1 ��� # &�.½���� ��� �!

��  ��  ����� ( ��� ���� �� !�+� /��& �� �����!��� ���!� 2�  �� %�� 2 ��� � ���!��/� � ��  �����,� ( ���
���� �!��� �� �%���� +�� ���!�!�������� � ��� �! �� "���8�� '��  �!!� ���� '�� ���!� &��'��� ���� ��
��� ���� ��  �� �� &�.½���� !��� Ó � ��"������ '����

t
 ��:! (

-~Å}¿
&�.½���� &�.½���� 0v1

αl
| (��� | (��� | (���

ρl
z|| y|| y||

Ul
| | |

Pl
}���� }�|�� }�|��

ρv
yw (wwy wy (|z� wy (|z�

Uv
| | |

Pv
}���� }�|�� }�|��

}w{
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-~Å� ¿

&�.½���� 0v1 0v1
αl

| (��� | (��� | (���
ρl

z|| z|| y||
Ul

| | |
Pl

}���� }���� }�|��
ρv

yw (wwy yw (wwy wy (|z�
Uv

| | |
Pv

}���� }���� }�|��
-~Å� ¿

&�.½���� &�.½���� 0v1
αl

| (��� | (��� | (���
ρl

y|| z|| z||
Ul

| | |
Pl

}�|�� }���� }����
ρv

wy (|z� yw (wwy yw (wwy
Uv

| | |
Pv

}�|�� }���� }����
-~Å{ ¿

&�.½���� 0v1 0v1
αl

| (��� | (��� | (���
ρl

y|| y|| z||
Ul

| | |
Pl

}�|�� }�|�� }����
ρv

wy (|z� wy (|z� yw (wwy
Uv

| | |
Pv

}�|�� }�|�� }����
~"� �� !�����  ����!���� �� �!����� # �� !�!�� � ���� ��'���� ��! ��� ��!��� ( -�!!� ��� ��!����!� ��! ��

��½�! �� �� ��� ��!����!� ��� �����!�� ¿ � ���
ρl = 800

�� !�!�� � ���� ��'���� ��! �,�� Ó
0.999518652481�! � ���

ρl = 700
�� !�!�� � ���� ��'���� ��! �,�� Ó

0.999518652661
(

����� '�� �����! �� ��!��� �� � ����� 3�� ���� �� �� ����!��� 0v1 4 �! �� ���� �� �����,�!��� ��
� ����� '� � ���� !� � ���!��/� � ��  �����,� # ��� ���� �!�!� �&!���� ���! !�+� ��!��/�����!� ( )� ����!���
�&!���� ���  �����,� ��! !�+� ��� %� �� �� ����!��� � ���� ��+��  ������ �����! ����  %� �� ������ ����� ( ;��� ��� "����&��� �����!� � �*���� # " �!���� � �*���� # " �!���� ����!�"� �! �������� ��� ��/.
/���� �� ��!�� ��� !���� ������!���� ���!��! ��8� �� �! ��� ����� ��½� %��� ���! � ������!��� !�+� /��& �� (

¼� ��"�� %� # � ��� �� !�!�� � ���� # ��� ����!����  �� ����� ����� ��� !���� � �!%���� ���! !�+� ��5 �.
���!�� ( ~ � �� %���� ��� "����!���� �� �� ����!��� �&!���� ��� �� � ��+�� &�.½���� # �� ����!��� /������
��� �� � ��+�� 0v1 ��! �!�!�������� ( )� ���� �+�� ������!� ���$ &����� ( ) ��$!����� �� �� ����!���
&�.½���� '�� ������:! ���� �� ��� ���� 0v1 ���!� ��  ����� ��

x = 0
���� ��  �� �� �� ����!���  ������ (

Å�� �����!��� ��! !��! � ��& ��� ���� �����!��!� ���� ���� ��Q���! �� ��"��� '� ����� �����! �� ���� �� �� � ��� � ��+�� &�.½���� (
}w�
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wxy z � (}} Ô þ ãáó Þáã ðìî âáîâ îßã ßà ó ìÞé éì� á ñá ����� óìÞé éáî ò àäÞã�|}~ í ãäß� á� ÿÞò� ßÞñáí
æáãâ� ðäßå éç

-1 -0.5 0 0.5 1
0.99948

0.99949

0.9995

0.99951

0.99952

0.99953

0.99954
liquid mass fraction

-1 -0.5 0 0.5 1

700

720

740

760

780

800
mean density

-1 -0.5 0 0.5 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
mean velocity

-1 -0.5 0 0.5 1
1.5e+07

1.52e+07

1.54e+07

1.56e+07

1.58e+07

1.6e+07
pressure

wxy z � (}� Ô þ ãáó Þáã ðìî âáîâ ãá� ãäßåìàâ éáî ðìî ðäßå éçî îßã ó ìÞé éì� á 	 ���í ��� áâ ����� óìÞé éáî�àäÞãí ãäß� áí æáãâ ãáîå áðâÞæáó áàâ�

}wy



>?@ABCDE F G >HIAJ@KE BLCEDM@>B@J N OIL PHNQJE ?HPHKQLE EC N OIL PHNQJERBSMJIBNE

-1 -0.5 0 0.5 1
0.99952

0.99952

0.99952

0.99952

0.99952

0.99952
liquid mass fraction

-1 -0.5 0 0.5 1

700

720

740

760

780

800
mean density

-1 -0.5 0 0.5 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
mean velocity

-1 -0.5 0 0.5 1
1.5e+07

1.52e+07

1.54e+07

1.56e+07

1.58e+07

1.6e+07
pressure

wxy z � (}� Ô 6 áßü Þ�ó á ðìî âáîâ îßã ßà ó ìÞé éì� á ñá ��� óìÞé éáî ò àäÞã�|}~ í ãäß� á� ÿÞò� ßÞñáí
æáãâ� ðäßå éç

-1 -0.5 0 0.5 1

0.99951

0.99951

0.99952

0.99952

0.99952

0.99952

0.99952
liquid mass fraction

-1 -0.5 0 0.5 1

700

720

740

760

780

800
mean density

-1 -0.5 0 0.5 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
mean velocity

-1 -0.5 0 0.5 1
1.5e+07

1.52e+07

1.54e+07

1.56e+07

1.58e+07

1.6e+07
pressure

wxy z � (}{ Ô 6 áßü Þ�ó á ðìî âáîâ îßã ßà ó ìÞé éì� á ñá ��� óìÞé éáî ò àäÞã�|}~ í ãäß� á� ÿÞò� ßÞñáí
æáãâ� ðäßå éç

}wz



>?@ABCDE F G >HIAJ@KE BLCEDM@>B@J N OIL PHNQJE ?HPHKQLE EC N OIL PHNQJERBSMJIBNE

-1 -0.5 0 0.5 1
0.99948

0.99949

0.9995

0.99951

0.99952

0.99953

0.99954
liquid mass fraction

-1 -0.5 0 0.5 1

700

720

740

760

780

800
mean density

-1 -0.5 0 0.5 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
mean velocity

-1 -0.5 0 0.5 1
1.5e+07

1.52e+07

1.54e+07

1.56e+07

1.58e+07

1.6e+07
pressure

wxy z � (}� Ô 6 áßü Þ�ó á ðìî âáîâ îßã ßà óìÞé éì� á ñá ����� óìÞé éáî ò àäÞã�|}~ í ãäß� á� ÿÞò� ßÞñáí
æáãâ� ðäßå éç

-1 -0.5 0 0.5 1
0.99948

0.99949

0.9995

0.99951

0.99952

0.99953

0.99954
liquid mass fraction

-1 -0.5 0 0.5 1

700

720

740

760

780

800
mean density

-1 -0.5 0 0.5 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
mean velocity

-1 -0.5 0 0.5 1
1.5e+07

1.52e+07

1.54e+07

1.56e+07

1.58e+07

1.6e+07
pressure

wxy z � (}w Ô 6 áßü Þ�ó á ðìî âáîâ ãá� ãäßå ìàâ éáî ðìî ðäßå éçî îßã ó ìÞé éì� á 	 ���í ��� áâ ����� óìÞé éáî�àäÞãí ãäß� áí æáãâ ãáîå áðâÞæáó áàâ�

}w�



>?@ABCDE F G >HIAJ@KE BLCEDM@>B@J N OIL PHNQJE ?HPHKQLE EC N OIL PHNQJERBSMJIBNE

-1 -0.5 0 0.5 1
0.99952

0.99952

0.99952

0.99952

0.99952

0.99952

0.99952
liquid mass fraction

-1 -0.5 0 0.5 1

700

720

740

760

780

800
mean density

-1 -0.5 0 0.5 1
-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0
mean velocity

-1 -0.5 0 0.5 1
1.5e+07

1.52e+07

1.54e+07

1.56e+07

1.58e+07

1.6e+07
pressure

wxy z � (}y Ô �ãäÞîÞ�ó á ðìî âáîâ îßã ßà ó ìÞé éì� á ñá ��� óìÞé éáî ò àäÞã�|}~ í ãäß� á� ÿÞò� ßÞñáí
æáãâ� ðäßå éç

-1 -0.5 0 0.5 1

0.99951

0.99952

0.99952

0.99952

0.99952

0.99952

0.99953
liquid mass fraction

-1 -0.5 0 0.5 1

700

720

740

760

780

800
mean density

-1 -0.5 0 0.5 1
-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0
mean velocity

-1 -0.5 0 0.5 1
1.5e+07

1.52e+07

1.54e+07

1.56e+07

1.58e+07

1.6e+07
pressure

wxy z � (}z Ô �ãäÞîÞ�ó á ðìî âáîâ îßã ßà ó ìÞé éì� á ñá ��� óìÞé éáî ò àäÞã�|}~ í ãäß� á� ÿÞò� ßÞñáí
æáãâ� ðäßå éç

}y|



>?@ABCDE F G >HIAJ@KE BLCEDM@>B@J N OIL PHNQJE ?HPHKQLE EC N OIL PHNQJERBSMJIBNE

-1 -0.5 0 0.5 1

0.99951

0.99952

0.99953

0.99954

0.99955
liquid mass fraction

-1 -0.5 0 0.5 1

700

720

740

760

780

800
mean density

-1 -0.5 0 0.5 1
-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0
mean velocity

-1 -0.5 0 0.5 1
1.5e+07

1.52e+07

1.54e+07

1.56e+07

1.58e+07

1.6e+07
pressure

wxy z � (}� Ô �ãäÞîÞ�ó á ðìî âáîâ îßã ßà ó ìÞé éì� á ñá ����� óìÞé éáî ò àäÞã�|}~ í ãäß� á� ÿÞò� ßÞñáí
æáãâ� ðäßå éç

-1 -0.5 0 0.5 1

0.99951

0.99952

0.99953

0.99954

0.99955
liquid mass fraction

-1 -0.5 0 0.5 1

700

720

740

760

780

800
mean density

-1 -0.5 0 0.5 1
-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0
mean velocity

-1 -0.5 0 0.5 1
1.5e+07

1.52e+07

1.54e+07

1.56e+07

1.58e+07

1.6e+07
pressure

wxy z � (�| Ô �ãäÞîÞ�ó á ðìî âáîâ ãá� ãäßåìà â éáî ðìî ðäßå éçî îßã ó ìÞé éì� á 	 ���í ��� áâ ����� óìÞé éáî�àäÞãí ãäß� áí æáãâ ãáîå áðâÞæáó áàâ�

}y}



>?@ABCDE F G >HIAJ@KE BLCEDM@>B@J N OIL PHNQJE ?HPHKQLE EC N OIL PHNQJERBSMJIBNE

-1 -0.5 0 0.5 1
0.99952

0.99952

0.99952

0.99952

0.99952

0.99952

0.99952
liquid mass fraction

-1 -0.5 0 0.5 1

700

720

740

760

780

800
mean density

-1 -0.5 0 0.5 1
-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0
mean velocity

-1 -0.5 0 0.5 1
1.5e+07

1.52e+07

1.54e+07

1.56e+07

1.58e+07

1.6e+07
pressure

wxy z � (� } Ô �ßìâãÞ�ó á ðìî âáîâ îßã ßà ó ìÞé éì� á ñá ��� óìÞé éáî ò àäÞã�|}~ í ãäß� á� ÿÞò� ßÞñáí
æáãâ� ðäßå éç

-1 -0.5 0 0.5 1

0.99951

0.99952

0.99952

0.99952

0.99952

0.99952

0.99953
liquid mass fraction

-1 -0.5 0 0.5 1

700

720

740

760

780

800
mean density

-1 -0.5 0 0.5 1
-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0
mean velocity

-1 -0.5 0 0.5 1
1.5e+07

1.52e+07

1.54e+07

1.56e+07

1.58e+07

1.6e+07
pressure

wxy z � (�� Ô �ßìâãÞ�ó á ðìî âáîâ îßã ßà ó ìÞé éì� á ñá ��� óìÞé éáî ò àäÞã�|}~ í ãäß� á� ÿÞò� ßÞñáí
æáãâ� ðäßå éç

}y�



>?@ABCDE F G >HIAJ@KE BLCEDM@>B@J N OIL PHNQJE ?HPHKQLE EC N OIL PHNQJERBSMJIBNE

-1 -0.5 0 0.5 1

0.99951

0.99952

0.99953

0.99954

0.99955
liquid mass fraction

-1 -0.5 0 0.5 1

700

720

740

760

780

800
mean density

-1 -0.5 0 0.5 1
-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0
mean velocity

-1 -0.5 0 0.5 1
1.5e+07

1.52e+07

1.54e+07

1.56e+07

1.58e+07

1.6e+07
pressure

wxy z � (�� Ô �ßìâãÞ�ó á ðìî âáîâ îßã ßà ó ìÞé éì� á ñá ����� óìÞé éáî ò àäÞã�|}~ í ãäß� á� ÿÞò� ßÞñáí
æáãâ� ðäßå éç

-1 -0.5 0 0.5 1

0.99951

0.99952

0.99953

0.99954

0.99955
liquid mass fraction

-1 -0.5 0 0.5 1

700

720

740

760

780

800
mean density

-1 -0.5 0 0.5 1
-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0
mean velocity

-1 -0.5 0 0.5 1
1.5e+07

1.52e+07

1.54e+07

1.56e+07

1.58e+07

1.6e+07
pressure

wxy z � (�{ Ô �ßìâãÞ�ó á ðìî âáîâ ãá� ãäßå ìà â éáî ðìî ðäßå éçî îßã ó ìÞé éì� á 	 ���í ��� áâ ����� óìÞé éáî�àäÞãí ãäß� áí æáãâ ãáîå áðâÞæáó áàâ�

}y�



>?@ABCDE F G >HIAJ@KE BLCEDM@>B@J N OIL PHNQJE ?HPHKQLE EC N OIL PHNQJERBSMJIBNE

-1 -0.5 0 0.5 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8
test case 1

-1 -0.5 0 0.5 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8
test case 2

-1 -0.5 0 0.5 1
-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0
test case 3

-1 -0.5 0 0.5 1
-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0
test case 4

wxy z � (�� Ô �Þâáîîá ãáéìâÞæ á îßã ó ìÞé éì� á ñá ��� óìÞé éáî å äßã éáî ëßìâãá ðìî âáîâî ò àäÞã�|}~ íãäß� á� ÿÞò� ßÞñáí æáãâ� ðäßå éç

-1 -0.5 0 0.5 1
0

0.5

1

1.5

2
test case 1

-1 -0.5 0 0.5 1
0

0.5

1

1.5

2
test case 2

-1 -0.5 0 0.5 1
-2

-1.5

-1

-0.5

0
test case 3

-1 -0.5 0 0.5 1
-2

-1.5

-1

-0.5

0
test case 4

wxy z � (�w Ô �Þâáîîá ãáéìâÞæ á îßã ó ìÞé éì� á ñá ��� óìÞé éáî å äßã éáî ëßìâãá ðìî âáîâî ò àäÞã�|}~ íãäß� á� ÿÞò� ßÞñáí æáãâ� ðäßå éç

}y{



>?@ABCDE F G >HIAJ@KE BLCEDM@>B@J N OIL PHNQJE ?HPHKQLE EC N OIL PHNQJERBSMJIBNE

-1 -0.5 0 0.5 1
0

1

2

3

4

5

6
test case 1

-1 -0.5 0 0.5 1
0

1

2

3

4

5

6
test case 2

-1 -0.5 0 0.5 1
-6

-5

-4

-3

-2

-1

0
test case 3

-1 -0.5 0 0.5 1
-6

-5

-4

-3

-2

-1

0
test case 4

wxy z � (�y Ô �Þâáîîá ãáéìâÞæá îßã ó ìÞé éì� á ñá ����� óìÞé éáî å äßã éáî ëßìâãá ðìî âáîâî ò àäÞã�|}~ íãäß� á� ÿÞò� ßÞñáí æáãâ� ðäßå éç

}y�



>?@ABCDE F G >HIAJ@KE BLCEDM@>B@J N OIL PHNQJE ?HPHKQLE EC N OIL PHNQJERBSMJIBNE
� �? �� S��" %� )- "�- $=� �&� )- >&-) "= %& �#&!)-u�

)� � �����,� �!�����  �����!� �|| � ������ ���/��� �� ( )� -u) ��! !��Q ���� �� | (� ( )�� �������
�� �!����� ���!  ����� �� ���� ���  �� !��! �� �� �� !��� ��� ����!� ( )� ����� +!��

τ3
����� ��  ����"�.

� ��! ��� "������ ���"��!�� {10−2,10−3,10−4,10−5,10−6} (
À�  %�� %� � � Ó �!����� � ���½��� � ��  ��A  ���! �� !������ ��� �� '����!� ��  �� ��  ����� ( À�

�!!��� ì å ãÞäãÞ Ó ��!���"�� ��� !����� � Ó �� ��,�������!��� ����'�� � �� %���� �� !���� ��� ���� ( -�!
�5 �! ��! �5� !�"�� ��! ��!���"� ��� �� &��� ��� �����!�!� ��� ���'��� ������!�� (

-1 -0.5 0 0.5 1
0.99944

0.99946

0.99948

0.9995

0.99952

0.99954

liquid mass fraction

-1 -0.5 0 0.5 1

700

720

740

760

780

800
mean density

-1 -0.5 0 0.5 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
mean velocity

-1 -0.5 0 0.5 1
1.5e+07

1.51e+07

1.52e+07

1.53e+07

1.54e+07

1.55e+07
pressure

wxy z � (�z Ô þ ãáó Þáã ðìî âáîâ îßã ßà ó ìÞé éì� á ñá ��� óìÞé éáî ìæáð τ3 = 10−3 ò àäÞã�|}~ í ãäß� á� ÿÞò� ßÞñáí æáãâ� ðäßå éç

-1 -0.5 0 0.5 1

0

5

10

15

20

-1 -0.5 0 0.5 1

0

0.5

1

1.5

2

wxy z � (�� Ô �Þâáîîáî ãáéìâÞæáî ô �ì è �ßãá ñá � ìßðû á ãá� ãäßå á éáî ãçîßéâìâî å äßã τ3 = 10−2 áà àäÞãí
å äßã τ3 = 10−3 áà ãäß� á áâ å äßã τ3 = 10−4 áà ÿéáß ô �ì è �ßãá ñá ñãäÞâá ãá� ãäßå á éáî ãçîß éâìâî åäßã
τ3 = 10−4 áà àäÞãí å äßã τ3 = 10−5 áà ãäß� á áâ å äßã τ3 = 10−6 áà ÿéáß ô þ äßã éáî ñáßü � ãìå ûÞëß áî éáîéÞ�àáî å äÞà âÞé éçáî ãáå ãçîáàâáàâ éáî îäéßâÞäàî äÿâáàßáî åäßã éá ó äñ�éá ÿÞò� ßÞñá îâìàñìãñ îßã é êáàîáó ÿéá
ñß ñäó ìÞà á áâ éáî éÞ�àáî å éáÞà áî ðäããáîåäàñáàâ ìßü îäéß âÞäàî ðäßå éçáî ô

}yw



>?@ABCDE F G >HIAJ@KE BLCEDM@>B@J N OIL PHNQJE ?HPHKQLE EC N OIL PHNQJERBSMJIBNE

-1 -0.5 0 0.5 1
0.99935

0.9994

0.99945

0.9995

0.99955

liquid mass fraction

-1 -0.5 0 0.5 1

700

720

740

760

780

800
mean density

-1 -0.5 0 0.5 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5
mean velocity

-1 -0.5 0 0.5 1
1.5e+07

1.51e+07

1.52e+07

1.53e+07

1.54e+07

1.55e+07
pressure

wxy z � (�| Ô ýáââá è �ßãá ãá� ãäßå á éáî ãçîß éâìâî åäßã τ3 = 10−2 áà àäÞãí å äßã τ3 = 10−3 áà ÿéáß áâ å äßã
τ3 = 10−4 áà ãäß� áô �áî éÞ�àáî åäÞàâÞé éçáî ãáå ãçîáà âáàâ éáî îäéßâÞäàî äÿâáàßáî å äßã éá ó äñ�éá ÿÞò� ßÞñáîâìàñìãñ îßã é êáàîáó ÿéá ñß ñäó ìÞàá áâ éáî éÞ�à áî å éáÞà áî ðäããáîå äàñáàâ ìßü îäéß âÞäàî ðäßå éçáî ô

-1 -0.5 0 0.5 1

0.99951

0.99951

0.99952

0.99952

0.99952

0.99952

0.99952
liquid mass fraction

-1 -0.5 0 0.5 1

700

720

740

760

780

800
mean density

-1 -0.5 0 0.5 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
mean velocity

-1 -0.5 0 0.5 1
1.5e+07

1.52e+07

1.54e+07

1.56e+07

1.58e+07

1.6e+07
pressure

wxy z � (� } Ô ýáââá è �ßãá ãá� ãäßå á éáî ãçîß éâìâî åäßã τ3 = 10−4 áà àäÞãí å äßã τ3 = 10−5 áà ÿéáß áâ å äßã
τ3 = 10−6 áà ãäß� áô �áî éÞ�àáî åäÞàâÞé éçáî ãáå ãçîáà âáàâ éáî îäéßâÞäàî äÿâáàßáî å äßã éá ó äñ�éá ÿÞò� ßÞñáîâìàñìãñ îßã é êáàîáó ÿéá ñß ñäó ìÞàá áâ éáî éÞ�à áî å éáÞà áî ðäããáîå äàñáàâ ìßü îäéß âÞäàî ðäßå éçáî ô

}yy



>?@ABCDE F G >HIAJ@KE BLCEDM@>B@J N OIL PHNQJE ?HPHKQLE EC N OIL PHNQJERBSMJIBNE
ÕÖ×ØÙÚÛÖ Ü �äãó áé éáó áàâí éäãîëßá éáî çðû áé éáî τ3

áâ
τ4

î êçæìàäßÞîîáàâí éáî ó äñ�éáî ÿÞò� ßÞñá áâ|}~ îäàâ ÞñáàâÞëß áî ô þ äßã ñáî ðäàñÞâÞäàî ÞàÞâÞìéáî îáó ÿéìÿéáîí éáî ìåå ãäü Þó ìâÞäàî ðäàæáã� çáî î áãäàâ
� ������ ÞñáàâÞëß áî ô ýá ãçîß éâìâ áîâ áY áðâÞæ áó áà â ãáâãäßæç 	 ðäàæáã� áàðá áà ó ìÞé éì� áí âäßâ ìß ó äÞàî
éäãîëß á éá âãìàîï áãâ ñá ó ìîîá áîâ ìÿî áàâ ñá éì îÞóßéìâÞäà ô
� �? �R t-� "��" % ` $"��-�" #$ �$"�� &$� �#$%& "� �" &$� �&T�

À� �$�� ��� � � ��  �� � ����  �"� &���� ����������� �Á �� � ��+�� ��,�����! ��� �"���!���� �� ½����
��! �� � ��+�� 0v1 # !����� '�� ��  ���  ������ �����! Ó ��  �����!� ������ �����������  �� ��� ���
�����$ �� �!���� ��� ����!���� �� � ��+�� &�.½���� ( ) ���!��/� � ��  �����,� ��! ��!�� �� ���� � ��"���
������! 3"���  %���!�� �4 # ���! �� ��"��� �� ��  ��� ,��� �!��'�� ��!�� ��  �"� �! ��  �����!� (

)� ��� ���� ��  �� �� ��! ����!�'�� Ó  ��� � �!����� ��  %���!�� � 3"��� 8,��� � ({ ��� �$�����4 �! ��!���! y}{| � ������ ( )� -u) ��! �� | (� ( )��  ����!���� �� �!����� ���! ��� ���"��!�� ¿

Å�
(x − 1)2 + y2 < 0.5

�����





αl = 0.95

ρl = 1000

Ul = Vl = 0

Pl = 160.105

ρv = ρl
(γl−1)CV,l

(γv−1)CV,v

Uv = Vv = 0

Pv = 160.105

�����





αl = 0.95

ρl = 900

Ul = Vl = 0

Pl = 150.105

ρv = ρl
(γl−1)CV,l

(γv−1)CV,v

Uv = Vv = 0

Pv = 150.105

3� ({z4

�Á
γl = γv = 1.8

#
CV,l = 3036

�!
CV,l = 31680

(
)�� ���� �!���� �����! �  ����& ��� ��� �� ��!� ¿

%!!� ¿����� ( � � (�� �".� �� (/��� %�������������!���=��� ���'�� (%!� � (

}yz
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� ~� � ¶»ÈÉ É´ º·ËÒµÉ ¸¹ µ¶Ê´ÈsÉ¶µ ¸É Ë ÊÈÈÉ
� �< �� � $ �-� "��" ' #$#+% ' �$� #$$�)

)�� ����� +!��� ��� ���� � ��!�! ���! !��Q ����  ��$ ��� ���$ ���� �+��� �� !���� ¿
γl = γv = 1.24

�!
P∞,l = P∞,v = 0

CV,l = 3036
�!

CV,v = 31680À� ��,��,� � � �� ��� �� !����/��! ��  %����� ���� !����/��! �� � ���� # �� � ����!
(τ4)

−1 = 0
( À�

 %����! �� ����� +!�� �� ����$�!��� �� "�!���� ���"��! ¿
τ3 = 10−4 ( À� �$�� ��� � � � ���½��� � �� ��

����� ��  ���!� �� !����/��! �� � ���� (
Å�� �� � �����,� ��

500
������� # �� �5� !�� �� ������!��� �� ���� ���  �� !��! � ���.��� ��������� #

�� 8$��!
τ1 = 10−3 ( À� !�� � Ó

T = 0.0025
��� �����!�!� ���� ��� ��  �� &�.½���� ���� # �� � ��+��0v1 ���� �! ��  ��  ����� ����'�� � ���!��/� � ��  �����,� ��! ��!��� ��

x = 0
( À� ��!� ��� ��

8,��� 3� (��4 �� �5�! �� ����"� ��!�� �� !�!�� �� � ���� ��*��!�!�'�� Ó ����!� ���� ��  ��� 0v1 �! Ó
,�� %� ���� ��  ���� &�.½� ��� ( ) ��&��� � �� !��� � �� ���� �� �� !������!��� # ���� �� �� ����'����&��
 ���� �!�'�� ���� �� ��� ���� &�.½���� ��! Ó � ����,��� ��  � �%���� +�� ( )� ����!���  ������ � ��5�� �
�� ��,�������� �� ���8 � �� !�!�� � ���� ���� �� ( ) �� ��! �&���"� ��� ��� & ���� �� ��� ���� ��!�� ��
 �� ��  ����� �! ��� %�� ���,�� � ���.� ��+�� ��! �o �� �� ���,� !������� �� �� ������!��� # �! ��
�����& � �� � �����,� ( �� /��! ��!�� '�� �� "�!���� ����!�"� ��! !��Q���� ����Ä �����!��!� 3�� � ������ ���� "�!���� � �*����4 (
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wxy z � (�� Ô þ ãÞîá áà ðäóå âá ñß âãìàîï áãâ ñá ó ìîîá îßã éì ÿìîá ñáî ðäàñÞâÞäàî ÞàÞâÞìéáî ñß ðìî � ò ���óìÞé éáî ò àäÞã�|}~ í ãäß� á� ÿÞò� ßÞñáí æáãâ� ðäßå éç
¼�  ���������! !��Q���� �� � �����,� ��

500
������� # �� ������� ��� ������!���� Ó  ����!��� ���!����

����!�'�� # � ��� ����'��
τ1

����� ��� "������ ���"��!�� ¿
τ1 = 10−2,10−3,10−4,10−5 ( ���$ &�� � ��

���!��,���! ( )� ���� ���  ������ ��� ��$ ���$ � %����� �� !���� ��� ���� ���,��� ( )� !�!�� � ���� ��'����"���� ����� ����Ä � �� ���� �� ������!��� # ������!�� � ��� �� !���� 8���
T = 0.0025

( ��"����� ��! #
��� ���$ "������ ��� ���� /��& ���  ��������! Ó ���  %�!� �� !�!�� � ���� !�+� �����!��!� # ���� ���
Ä���� �� ���� /��& �� �������� 3"��� 8,��� 3� (��44 ( Å��  �!!�  ��8,���!��� !*��'��� ��! # � ��!�����!���
}y�
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� ��� � %�� � �� v�����" � ��� �! � �������� �� � ���!�"�!� �� �� � ���� ���!����� ��� � ����� ( À� ��!�
����� ���� '�� ��� & ���� �� �� Ä��� �� "��� ��'���� ���! ����Ä � �� ��������!�� ( � ���!�� ���! # � ���!��/� �
��  �����,� ��!  ������ ��! ����!�8 �&�� ��� �� ��������!�!��� �� "�!���� � �*���� # �� �����!� �! ��
�������� (
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pressure

wxy z � (�� Ô þ ãÞîá áà ðäóå âá ñß âãìàîï áãâ ñá ó ìîîá îßã éì ÿìîá ñáî ðäàñÞâÞäàî ÞàÞâÞìéáî ñß ðìî � ò ���óìÞé éáî ò àäÞã�
10−2 í ãäß� á�10−3 í æáãâ�10−4 í ÿéáß�

10−5

� �< �9 t-� "��" % ` $"��-�" #$ �$"�� &$� �#$%& "� �" &$� �&T�
À� ������� ��  �� !��! ��� ������ ��  �� !��! �� �� �� !��� � (� # �� �5� !���! ��  �� ��  ������!

�� ��� ���� ������ ��������� �! ���  �"� & ���� ����������� #  �� ���$ ��� ����� �!��! ��,�� ���� � !�.
"�� ��! ��� �� � ��+�� &�.½���� �! �� � ��+�� 0v1 ( ) ���!��/� � ��  �����,� ��! ��!��� �� ��"��� ��
��  ��� ,��� �!��'�� ��!�� ��  �"� �! �� !�*�� ( )��  ����!���� �� �!�����  ������ �����! Ó �� �� ���.
 %�� ��! �� ���&�+� � �� v��� ��� �$ ��*� �!��'�� ���� ��  �"� ( À� ����� � � �� ��� ��  ���!� ��
!��� � �� !����/��! �� � ���� # ��  %��������! �� "����� ¿

τ1 = 10−2 ( ) �� %���� �� !���� �� ����$�!���
�� "�!���� ��! ¿

τ3 = 10−4 ( )��  ����!���� �� �!����� ���! ¿

Å�
(x − 1)2 + y2 <

1

3

�����





αl = 0.95

ρl = 800

Ul = Vl = 0

Pl = 155.105

ρv = 76.667

Uv = Vv = 0

Pv = 155.105

�����





αl = 0.95

ρl = 700

Ul = Vl = 0

Pl = 150.105

ρv = 67.083

Uv = Vv = 0

Pv = 150.105

3� ({�4

)�� ����� +!��� !%��� ��*��� �'��� ���!
γl = γv = 1.24

#
CV,l = 3036

�!
CV,l = 31680

( )� !����/��!
��  %����� ��� ��! !��Q���� ��,��,� #  ���!.Ó.���� '�� � ��� �

(τ4)
−1 = 0

(
)�� ���� �!���� �����! �  ����& ��� ��� �� ��!� ¿

%!!� ¿����� ( � � (�� �".� �� (/��� %�������������!���=��� ���'�� (%!� � (

}z|
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wxy z � (�{ Ô {îäæìéáßãî ñß âÞâãá ó ìîîá éÞëßÞñáí αlρl
αlρl+αvρv

wxy z � (�� Ô {îäæìéáßãî ñá éì ñáàîÞâç ó ä�áààáí
αlρl + αvρv

}z }
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wxy z � (�w Ô {îäæìéáßãî ñá éì ðäóåäîìàâá ûäãÞGäàâìéá ñá éì æÞâáîî á ñá ó çéìà� áí αlρlUl+αvρvUv

αlρl+αvρv

wxy z � (�y Ô {îäæìéáßãî ñá éì ðäóåäîìàâá ûäãÞGäàâìéá ñá éì æÞâáîî á ãáéìâÞæ áí Ul − Uv

}z�



>?@ABCDE F G >HIAJ@KE BLCEDM@>B@J N OIL PHNQJE ?HPHKQLE EC N OIL PHNQJERBSMJIBNE

wxy z � (�z Ô {îäæìéáßãî ñá éì ðäóåäîìà âá æáãâÞðìéá ñá éì æÞâáîî á ñá ó çéìà� áí αlρlUl+αvρvUv

αlρl+αvρv

wxy z � (�� Ô {îäæìéáßãî ñá éì ðäóåäîìàâá æáãâÞðìéá ñá éì æÞâáîî á ãáéìâÞæ áí Ul − Uv
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wxy z � ({| Ô {îäæìéáßãî ñá éì å ãáîîÞäà
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Å�� � ��������� ��� ��� !��! ��������  ����� � ���!�� ��¡ �� ¢�����! ��!��£���� �� !����¢��! �� �¤�����¥�� ¦ � §� § (τ4)
−1 = 0¨ ¦ ��� �©��!�©�� �©�¥���� ©�!����� �©�! ���������� ��¡ �©��!�©�� ©�!����� ¥ ©���� � ©�ª�� «v¬ ���� �� �©� ���� «v¬ �! �©�! ���������� ��¡ �©��!�©�� ©�!����� ¥ ©�� �� � ©�ª����½���� ���� �� �©� ���� �©����¥ ©����! § ® � ¥��� ���� !©�!�� ��� ��!��!�©�� !��!��� ¦ � ���¯©��!¤� �¥�©¥ ©�� � ¢©���� ��� �©��!�©� ��!��¢�����!� §

¬ ¾�� �� �� !��� � �� !����¢��! �� � ���� ��! ����!�°�� ¥ ©�� ��� ���¡ � ©�ª��� ¦ �! �©�¥�!�� ���£�� �� !¤��� ©�±��� �°�� ¦ �©� ��!�©���!�©� � ���! ¥�� ���� �©���°����� § ¼� �²�! ¥©�� ��� ��� !��!���£���¯�� �� � �������� �� !����¢��! �� � ���� ¦ �� �©��!�©� ©�!���� �� �������! �� � ©�ª�� ��½����!��� £��� �� �©��!�©� �������� ¥ ©�� �� � ©�ª�� «v¬ �©��°�� �� �©��!��!� �� !��¥� �� !��� � �©������ !������ !��� £��� Ä��© § ³�!!� �©�¥�!�� ���!� � ���! ¥��� £������ °���� �� !����¢��! �� � ���� ��!��!�£�  £©�� ���!�©� w¨ § ® � ¢��! ��� �©��!�©�� �©�! �!���!������� ��! ��²����!��  �°�������� �� £�!���� �!!��¥ ���!��� ¥ ©�� �� � ©�ª�� «v¬ ¦ �� °�� � ���! ¥�� �� ��� ¥ ©�� �� � ©�ª�� ��½����¨ ¦ �� °�� �¡¥��°���� ����£� ��!�� ����� ¦ °�� ��! ���!©�! £���� �� ��� �� !�!�� � ���� ��°���� § «©�� �� ��!!� ��²������ ���©�¥©�!�� ��! ��!�� ��� ���¡ � ©�ª��� ������� ¦ �� �©��!�©� �©�¥��� ���!� �!���� ¦ � ¾�� �� � ���!��¢����� �©�¥��¯� ��£���! ´£���� �� ´ �©��°�� � ���¤���� �� !��¥� �� ����¡�!�©� ���©���� �� !����¢��! �� � ������£���! ¢��� �� §
µ� � �!¤©�� �� ������! �©� ¥�����!�� ���� �� �¤�¥�!�� ¦ °�� ��! ����� ��� ��� !��¤��°��� �� ����¡�!�©� � ��� �©�ª�� ¥ ª�� ¦ ������ ¾!�� �� ©�!�� !�ª� ¥������! § ¼� �� °�� �©������ ��� ¥ ���¥ ��!�£�� ¦©� ¥ ©�����! ��£���¯�� �� ������� !©�! �� �������� �� � ©�ª��� ¶ �� �� �!������! �� �©�ª�� ¥ ª�� ��A 

������! ¯������ ¦ �! � ¾�� �� ��� �©�¥��� ��!�� ��¡ § µ�� ��¯©��!¤� �� ���©���� �!��! !�ª� � ©�������� ¦��� �©�! ¢������ ��! �©��¶����� ¦ �! �� �©�� �� ������ ���©��� ¥ ��! ¢������ ��! ���!�� ¯������ §
³� !��£��� ��! �� !��£��� ¥����� ������ �! ��� � �!¤©��� °�� ± �©�! �¡¥ ©���� � ���!��! ��� �!�����!!�� ��! ¥��� �©�¥�ª!� § µ�� �©����������� ��!������ ��� �� � ©�ª�� ��½���� �!������ ¦ ��� �� � ©�ª����½���� Ó ���¡ ¥�����©�� �! ��� �� � �!¤©�� �� ������!�©� ¥�� ����¡�!�©� � ��� �©�ª�� Ó ¥��!�� � ����©�ª�� ¥ ª�� ���!��! Ó �¥¥�©¢©����� §
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Q = (Y,αl,sl,Ul,Pl,sv,Uv,Pv)
⊤

µ� � Ó!¤©�� �� �©�¥��¯� �Ó���!� ���� �� �©�¥� �� �¤�¥�!�� �Ó�����!� �� �������� ��� £����� � Ô��!��¢��� ¥ ©�� ��� ¯�������� ¥¤±��°��� § ³��� ��! �Ó����Ó ¯�Õ�� Ó �� ��¤Ó� � bÖ×©���£ ÂØÙÃ �!������! �� Q ���� £�������� Q = (Y,αl,sl,Ul,Pl,sv,Uv,Pv)
⊤ �¥¥��°�Ó Ó �� ¥��!�� �©�£��!�£� �� �±�!ª� � � ÔÓ°��!�©�� Ú §Û Ø¨ �� � ©�ª�� � Ô��!��¢��� §

À� ��¥ ���� °�� ��� �©�� �� ¢��� �!���� �©�! !����� °�� � Ô©� � ¿

VI = Uv
�! PI = Pl

¼� �©����Ó���! �� Q �� �� £�������� Q
¦ �� � �!���� �� �©�£��!�©� J(Q) �� �±�!ª� �  Ú §Û Ø¨ ��! ¿

J(Q) =




0 0 0 0 0 0 0 0

0 Uv 0 0 0 0 0 0

0 0 Ul 0 0 0 0 0

0 ql 0 Ul 1/ρl 0 0 0

0 0 0 γ̂lPl Ul 0 0 0

0 0 0 0 0 Uv 0 0

0 qv 0 0 0 0 Uv 1/ρv

0 0 0 0 0 0 γ̂vPv Uv




©Á ��� !��� �� ql
�! qv

¥ ��� �!!��! �� �©�¥��� ��� ���¡ �©���±�!ª� �� �Ó°��!�©�� ��°���� �! £�¥ ��� ¿

ql =
γ̂lPl

αl
(Ul − Uv)

qv =
(Pl − Pv)

αvρvÀ� ¥©�� �� ¥��� ¿
b =

ql

ρl

(
c2
l − (Ul − Uv)2

)

ÕÖ×ØÙÚÛÖ Ü �áî âáãó áî
ql
í

qv
í

b
í

γ̂l
ìÞàîÞ ëßá éáî ñáàîÞâçî å ûìîÞëß áî ñäÞæáàâ î á éÞãá ðäóó á

ñáî ï äàðâÞäàî ñá Q
í å äßã àá åìî ãáàñãá éáî ï äãóßéáî Þé éÞî Þÿéáîí é êìã�ßó áàâ îáãì äó Þî ô �áî ñáàîÞâçîå ûìîÞëß áî î êáüå ãÞó áà â áà ï äàðâÞäà ñá Q

í ñìàî éá ðìñãá ñá ñáßü éäÞî ñ êçâìâ ñá â�å á � ìG ãìÞñáî äà ì
å äßã φ = l,v

�
ρφ(Q) =

[
(Pφ + P∞,φ)e(−sφ/CV,φ) − CV,φ

]

áâ éì ðçéçãÞâç ñß îäà áîâ ñçè àÞ å ìã �

ρφ(Q)cφ(Q)2 = γ̂φ(Q)Pφ = γφ(Pφ + P∞,φ)

ØÜÙ



·¸¹º»¼½¾ ¿ À ·ÁÂºÃ¹Ä¾ »Å¼¾½Æ¹·»¹Ã Ç ÈÂÅ ÉÁÇÊÃ¾ ¸ÁÉÁÄÊÅ¾ ¾¼ Ç ÈÂÅ ÉÁÇÊÃ¾Ë»ÌÆÃÂ»Ç¾
µ�� £������ ¥�©¥��� �! ��� £��!���� ¥�©¥��� �� �� � �!���� �� �©�£��!�©� J �©�! ¿

λ0 = 0; r⊤0 = (1,0,0,0,0,0,0,0)

λ1 = Uv; r⊤1 = (0,1,0, − b,ρl(Ul − Uv)b,0,0, − ρvqv)

λ2 = Ul − cl; r⊤2 = (0,0,0,1, − ρlcl,0,0,0)

λ3 = Uv; r⊤3 = (0,0,1,0,0,0,0,0)

λ4 = Ul + cl; r⊤4 = (0,0,0,1,ρlcl,0,0,0)

λ5 = Ul − cl; r⊤5 = (0,0,0,0,0,0,1, − ρvcv)

λ6 = Uv; r⊤6 = (0,0,0,0,0,1,0,0)

λ7 = Ul + cl; r⊤7 = (0,0,0,0,0,0,1,ρvcv)

Å©�! Ω
�� � �!���� �©�! ��� �©�©���� �©�! ��� £��!���� ¥�©¥��� rk

¥©�� k = 0..7
¦ ��!��� ��! ��! �� � �!���� �� ¥����¯� �� �� ���� ����©��°�� £��� �� ���� ��� £��!���� ¥�©¥��� ¦Ω(Q) = (r0; r1; r3; r2; r4; r6; r5; r7) ��� ������� �©�! £©�©�!����� ��! ���©��©��Ó�¨ §

µ� ��¤Ó� � bÖ×©���£ ��! ���Ó ��� �� �Ó�©��!�©� �� ¥�©��ª� � �� ×��� ��� ���Ó����Ó ���©��ÓÓ �� � �!���� J(Q̄) �! ��¡ Ó!�!� ��©�! QR
�! ¯���¤� QL

§ µ ÔÓ!�! Q̄ ��! �� Ó!�! �©±�� °�� � Ô©��¤©���! ������°��� ��! �©��� �� � ©±���� ���!¤� Ó!�°�� ��� Ó!�!� ��©�! �! ¯���¤�  � Ô��!��� �¤©�¡ �©�!¥©���� ���¨ ¦ � Ô��!Ó���� ¦
Q̄ =

QR + QL

2À� �¤���¤� Ó �Ó¶��� �� �©��!�©� �� x/t = 0 �� ¥�©��ª� � �� ×��� ��� ¿

∂t (Q) + J(Q̄)∂x (Q) = 0, �£�� Q(x,t = 0) =

{
QL

�� x < 0

QR
�� x > 0

 Ú §ÚÝ¨
À� �Ó¶��! �� £��!��� ζ = (ζ0,ζ1,ζ3,ζ2,ζ4,ζ6,ζ5,ζ7)

⊤ ¥�� �� ¢©����� ¿
ζ = Ω−1(Q̄)(QR − QL)

©Á Ω−1 ��! � Ô��£���� �� �� � �!���� Ω �! � Ô�¡¥��� � �� �� ¢�7©� ���£��!� ¿

Ω−1(Q) =




1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 b(cl+Ul−Uv)
2cl

0 −1
2

−1
2ρlcl

0 0 0

0 b(cl−Ul+Uv)
2cl

0 1
2

1
2ρlcl

0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 −qv

2cv
0 0 0 0 −1

2
−1

2ρvcv

0 qv

2cv
0 0 0 0 1

2
1

2ρvcv




®��� �� ������ ��� ¢©��!�©�� ��!©��� ������� ¦ �� �©��!�©� ��  Ú §ÚÝ¨ ��! ¿
Q(x/t) = QL +

∑

λk<x/t

ζkrk(Q̄) = QR −
∑

λk>x/t

ζkrk(Q̄)  Ú §Ú Ø¨

ØÜÞ



·¸¹º»¼½¾ ¿ À ·ÁÂºÃ¹Ä¾ »Å¼¾½Æ¹·»¹Ã Ç ÈÂÅ ÉÁÇÊÃ¾ ¸ÁÉÁÄÊÅ¾ ¾¼ Ç ÈÂÅ ÉÁÇÊÃ¾Ë»ÌÆÃÂ»Ç¾
� ~²ß ÎÒÒ É´¸»Ñ Æ Ï ³´µÇK¶Êµ»·´ ´¹ËÇ¶»q¹É ¸ÉÈ µÉ¶ËÉÈ È·¹¶ºÉÈ ÒJà�

È»q¹ÉÈ Ò ·¹¶ ÍÉ Ë·¸ÌÍÉ Î»Ï¹»¸É Ð ¸É¹Ñ Ò¶ÉÈÈ»·´È
®��� �� ����� ��� � Ó!¤©��� �� ����¡�!�©� ¥�Ó���!Ó�� �������� ¦ ��� !��� �� �©����� ¥¤±��°��� ��� ©�ª�� ��½���� Ó ���¡ ¥�����©�� �©�! �� ��!��� ��²Ó���!� § á� ± � ¿
Ô �� !����¢��! �� � ���� ���©��Ó Ó

Γ âÔ �� !��� � � ÔÓ°�������¯� ��� £�!����� ¥¤���°��� ���©��Ó Ó B âÔ �� !��� � � ÔÓ°�������¯� ��� !��¥Ó��!���� ¥¤���°��� ���©��Ó Ó C §µ� !��� � A ��! �©����Ó�Ó �©��� �� !��� � �� ����¡�!�©� ���!��!��Ó� ���� ��� !��¤��°��� ¥ ��� �!!��!� Ô�� ©�!�� ��¡ � ©�ª��� Ó °��!�� �! ��¡ Ó°��!�©�� § ³¤���� �� ��� !�©�� �² �!� ��! !���!Ó �Ó¥����� ��! §À� ¥�Ó���!� ���� �� °�� ���! ��� � ���ª�� �� � �!!�� Ó Q ©�� ��� £�������� �� �±�!ª� � Ó ��¥! Ó°��!�©��¥ ©�� �¤���� ��� �²�!� �������� ¥��� Þà ñçå áàñìóó áàâ§ À� ��¥¥©�� °�� � ÔÓ!�! �� �!��� �� �¤����� ���Ó!�¥ �� ��! �©!Ó ¥ ©�� t = tn
¿

(Wn)⊤ = (αl,αlρl,αlρlUl,αlEl,αvρv,αvρvUv,αvEv)
n

©� �¤���¤� Ó �Ó!��� ���� � Ôã�!�! Ó t = tn + ∆t

(Wn+1)⊤ = (αl,αlρl,αlρlUl,αlEl,αvρv,αvρvUv,αvEv)
n+1

À� �!������� ¥�� �������� ��� �©!�!�©�� ���£��!�� ¥ ©�� ��� � ����� ¥��!������ ¿
ml = αlρl

�! mv = αvρv

À� ��¥¥©�� °�� mn
l

¦
mn

v

¦
(mlel)

n �! (mvev)
n �©�! ¥©��!�£�� �! °�� �� !�!�� ��°���� αn ��! �©�¥�����!�� 0 �! 1

§
� ��ä �� _� "�-$�a��" %� '-���

À� � Ô��!Ó����� !©�! � Ô�� ©�� �� !����¢��! �� � ���� °� � ��! ¯©�£���Ó ¥�� �� !��� � �©���� Γ
§ µ��±�!ª� � Ó �Ó�©���� ��! �� ���£��! ¿





∂t (αl) = 0

∂t (ml) = Γ

∂t (mlUl) = ΓVI

∂t (αlEl) = ΓHI

∂t (mv) = −Γ

∂t (mvUv) = −ΓVI

∂t (αvEv) = −ΓHI

 Ú §Úå¨

�£�� HI = V 2
I /2

¦
VI = Uv

�! ¿

Γ = (τ1)
−1 1

T−1
l µl + T−1

v µv

mlmv

ml + mv
(T−1

l µl − T−1
v µv)

À� ¢��! �� �¤©�¡ � Ô�¡¥����!�� ��� ¥��!�� �� Γ
§ ³������ ��! �©�� ���¥���Ó ¥�� �� !��� � ¿

Jl = (θn
1 )−1 mlmv

ml + mv

ØÜÜ



·¸¹º»¼½¾ ¿ À ·ÁÂºÃ¹Ä¾ »Å¼¾½Æ¹·»¹Ã Ç ÈÂÅ ÉÁÇÊÃ¾ ¸ÁÉÁÄÊÅ¾ ¾¼ Ç ÈÂÅ ÉÁÇÊÃ¾Ë»ÌÆÃÂ»Ç¾
©Á � Ô©� �©����! �� ¢�7©� �¡¥����!� �� !��� � θn

1
�� ¢©��!�©� �� Wn ¥�� �� ¢©����� ¿

(θn
1 )−1 = (τ1)

−1

[
T−1

l µl − T−1
v µv

T−1
l µl + T−1

v µv

]n

á� ���!� ��©�� Ó ��!Ó¯��� �� � ���ª�� �¡��!� �� �±�!ª� � ���£��! ¿




∂t (αl) = 0

∂t (ml) = Jl

∂t (mlUl) = JlUv

∂t (αlEl) = JlU
2
v /2

∂t (mv) = −Jl

∂t (mvUv) = −JlUv

∂t (αvEv) = −JlU
2
v /2

 Ú §Úæ¨

µ� ¥��� �ª�� Ó°��!�©� �� �±�!ª� �  Ú §Úæ¨ ¢©����! �� �©��!�©� !��£ ���� ¿
αl(t) = αl(0)  Ú §ÚÛ ¨

µ�� ���¡ Ó°��! �©� � ��� ��� � ����� ¥��!������ ¢©�� ��! �� �©���±�!ª� � ¢��� Ó �©�! �� �©��!�©� �¡��!���! ¿
ml(t) = ml(0)

ml(0) + mv(0)

ml(0) + mv(0)e(−t/θn
1 )

 Ú §ÚÚ¨
mv(t) = mv(0)

ml(0) + mv(0)

ml(0)e(t/θn
1 ) + mv(0)

 Ú §ÚÙ¨
À� £Ó��¶� °�� �� � ���� !©!��� ��! �©����£Ó� ¿

ml(t) + mv(t) = ml(0) + mv(0)

µ�� Ó°��!�©�� ��� ��� °���!�!Ó� �� � ©�£�� ��! ¢©��������! ��� Ó°��!�©�� ��� ��� £�!����� ¥¤���°��� ¿
{

∂t (Ul) = Jl
ml

(Uv − Ul)

∂t (Uv) = 0

 Ú §ÚÞ¨
¼� �! ������! ��� �©��!�©�� !�©�£Ó�� ¥ ©�� ��� � ����� ¥��!������  Ú §ÚÚ¨ �!  Ú §ÚÙ¨ ¦ ©� ©�!���! ��� �©��!�©��¥ ©�� ��� £�!����� ¥¤���°��� ¿

Ul(t) = Uv(0) + (Ul(0) − Uv(0))
ml(0) + mv(0)e(−t/θn

1 )

ml(0) + mv(0)
 Ú §ÚÜ¨

Uv(t) = Uv(0)  Ú §Úç¨µ� °���!�!Ó �� � ©�£�� ��! !©!��� ��! �©����£Ó� ¦ ©� � �� �²�! ¿
(mlUl + mvUv)(t) = (mlUl + mvUv)(0)

µ�� ���¡ Ó°��!�©�� ��� ��� Ó���¯��� !©!���� ¥¤���°��� ¢©��������! ��� Ó°��!�©�� ���£��!�� ¥ ©�!��! ������ Ó���¯��� ��!����� ¥¤���°��� ¿
{

∂t (mlel) = Jl
2 (Uv − Ul)

2

∂t (mvev) = 0
 Ú §ÙÝ¨

ØÜç



·¸¹º»¼½¾ ¿ À ·ÁÂºÃ¹Ä¾ »Å¼¾½Æ¹·»¹Ã Ç ÈÂÅ É ÁÇÊÃ¾ ¸ÁÉ ÁÄÊÅ¾ ¾¼ Ç ÈÂÅ É ÁÇÊÃ¾Ë»ÌÆÃÂ»Ç¾
µ�� �©��!�©�� �� ��� Ó°��!�©�� �©�! ¿

(mlel)(t) = (mlel)(0) +
mv(0)ml(0)

ml(0) + mv(0)

(Ul(0) − Uv(0))2

2
(1 − e(−t/θn

1 ))  Ú §Ù Ø¨
(mvev)(t) = (mvev)(0)  Ú §Ùå¨³�� �©��!�©�� ¥ ��� �!!��! �� �©����£�� � ÔÓ���¯�� !©!��� �� � Ô�������� �� �±�!ª� � ¿

(mlel + ml
U2

l

2
)(t) + (mvev + mv

U2
v

2
)(t) = (mlel + ml

U2
l

2
)(0) + (mvev + mv

U2
v

2
)(0)

µ� � ��� Ó Q ©�� �� �� £������� W ��! �Ó����Ó� �� �!������! ��� �©��!�©��  Ú §ÚÛ ¨ ¦  Ú §ÚÚ¨ ¦  Ú §ÚÙ¨ ¦  Ú §ÚÜ¨ ¦ Ú §Úç¨ ¦  Ú §Ù Ø¨ �!  Ú §Ùå¨ �� !��¥� t = ∆t �! �� ¥�����! �©��� �©���!�©� ���!����  t = 0¨ ��� £�������� Wn §
ÕÖ×ØÙÚÛÖ Ü èà îßåå äîá ëßá mn

l

í
mn

v

í
(mlel)

n áâ
(mvev)

n îäàâ åäîÞâÞæáî áâ ëß á éá âÞâãá éÞëßÞñá
αn áîâ ðäóå ãÞî áàâãá

0
áâ

1
ô 6 �î éäãî �

é �á âÞâãá éÞëßÞñá αn+1 áîâ ðäóå ãÞî áàâãá
0

áâ
1
ô

é �ã�ðá 	 éì ï äãó á ñáî ï äãóßéáî  Ú §ÚÚ¨ áâ  Ú §ÚÙ¨ í éáî ó ìîîáî åìãâÞáé éáî mn+1
l

áâ
mn+1

v

îäàâ
å äîÞâÞæ áî ôé � êçà áã� Þá Þà âáãà á æìå áßã (mvev)

n+1 áîâ å äîÞâÞæáôé � êçà áã� Þá Þà âáãà á éÞëßÞñá (mlel)
n+1 à êáîâ áà ãáæìàðû á ëßá ðäàñÞâÞäà áé éáó áàâ å äîÞâÞæ áô Ý Þ θn

1 < 0
í

éá å ìî ñá âáóå î ñäÞâ ãáîå áðâáã éì ðäàñÞâÞäà �
∆t < |θn

1 | ln

(
1 +

2en
l (mn

v + mn
l )

mn
v (Un

l − Un
v )2

)

³�!!� �©�!����!� ��� �� ¥�� �� !��¥� �¡��!� ���Ó¥ ��������! �� ��¤Ó� � ¦ ���� �� � ����� ©Á ��¥ ©��!�£ �!Ó �� � ÔÓ���¯�� ��!���� �� �� ¥¤��� £�¥ ��� � Ô��! ¥�� �!���!������� ��! �����Ó� ¥�� �� � ©�ª���� !����¢��! �� � ���� §
ÕÖ×ØÙÚÛÖ Ü �ì ó çâûäñá å ãäå äîçá ðÞòñáîîßî ñá å ãÞîá áà ðäóå âá ñß âáãó á ñá âãìàîï áãâ ñá ó ìîîá

áîâ æìéìÿéá å äßã à êÞóåäãâá ëßáé éá éäÞ ñ êçâìâô

� ��ä �9 ê$"=u�-" #$ $&' =� >&� %�� "��' �� %� "�- $=� �"-" >&�
µ� !��� � �� !����Ó� ��! �©!Ó B �! � Ô�¡¥��� � �� �� ¢�7©� ���£��!� ¿

B = (τ3)
−1 mlmv

ml + mv
(Uv − Ul)

µ� ¥���� �� �©�¥!� �� �� !��� � �� ¢��! �©�� ¯�Õ�� �� �±�!ª� � ¿




∂t (αl) = 0

∂t (ml) = 0

∂t (mlUl) = B
∂t (αlEl) = BVI

∂t (mv) = 0

∂t (mvUv) = −B
∂t (αvEv) = −BVI

 Ú §Ùæ¨

ØçÝ



·¸¹º»¼½¾ ¿ À ·ÁÂºÃ¹Ä¾ »Å¼¾½Æ¹·»¹Ã Ç ÈÂÅ ÉÁÇÊÃ¾ ¸ÁÉÁÄÊÅ¾ ¾¼ Ç ÈÂÅ ÉÁÇÊÃ¾Ë»ÌÆÃÂ»Ç¾
µ�� ¥��� �ª�� ¦ ���¡ �ª� � �! ���°��ª� � Ó°��!�©�� �� �±�!ª� �  Ú §Ùæ¨ ¢©��������! ��� �©��!�©�� ¥ ©�� ��!�!�� ��°���� �! ��� � ����� ¥��!������ ¿

αl(t) = αl(0)  Ú §ÙÛ ¨
ml(t) = ml(0)  Ú §ÙÚ¨
mv(t) = mv(0)  Ú §ÙÙ¨µ� �©����£�!�©� �� �� � ���� ��! �����Ó� ¦ �� � ¾�� °�� �� ¥ ©��!�£�!Ó ��� !�!��� �! ��� � ����� ¥��!������ §µ� !��� � �©���� B � ÔÓ���! ��©�� ¿

B = (τ3)
−1 ml(0) mv(0)

ml(0) + mv(0)
(Uv − Ul)(t)

µ�� ���¡ Ó°��!�©�� ¥ ©�!��! ��� ��� °���!�!Ó� �� � ©�£�� ��! �©����! �� �±�!ª� � ¢��� Ó �� ���¡Ó°��!�©�� �� �Ó��£Ó�� ©��������� ���Ó����� ¥ ©�!��! ��� ��� £�!����� ¥¤���°��� �©�! �� �©��!�©� ��! ¿

Ul(t) =
ml(0) + mv(0)e(−t/τ3)

ml(0) + mv(0)
Ul(0) +

mv(0)(1 − e(−t/τ3))

ml(0) + mv(0)
Uv(0)  Ú §ÙÞ¨

Uv(t) =
ml(0)(1 − e(−t/τ3))

ml(0) + mv(0)
Ul(0) +

ml(0)e(−t/τ3) + mv(0)

ml(0) + mv(0)
Uv(0)  Ú §ÙÜ¨

À� ¥ ��! £Ó��¶�� °�� �� °���!�!Ó �� � ©�£�� ��! !©!��� ��! Ó¯���� ��! �©����£Ó� § µ�� Ó°��!�©�� ¥ ©�!��!��� ��� Ó���¯��� !©!���� ¥¤���°��� ¥ ��£��! ¾!�� ��¢©����Ó�� �� Ó���¯�� ��!���� ¿
∂t (mlel) = B(Uv − Ul)

�!
∂t (mvev) = 0µ�� ���©��� � ������ �� ��� ���¡ Ó°��!�©�� �©�! �¡¥����!�� ��! �©���� ¯�Õ�� ��¡ �¡¥�����©��  Ú §ÙÞ¨�!  Ú §ÙÜ¨ ¦ �! �©�! ��!Ó¯������ § À� !�©�£� ¿

(mlel)(t) = (mlel)(0) +
ml(0)mv(0)

ml(0) + mv(0)

(Ul(0) − Uv(0))2

2
(1 − e(−2t/τ3))  Ú §Ùç¨

(mvev)(t) = (mvev)(0)  Ú §ÞÝ¨³�� �©��!�©�� ¥ ��� �!!��! �� �©����£�� � ÔÓ���¯�� !©!��� ¦ � Ô��!Ó���� °�� � Ô©� � ¿

(mlel + ml
U2

l

2
)(t) + (mvev + mv

U2
v

2
)(t) = (mlel + ml

U2
l

2
)(0) + (mvev + mv

U2
v

2
)(0)

µ� � ��� Ó Q ©�� �� �� £������� W ��! �Ó����Ó� �� �!������! ��� �©��!�©��  Ú §ÙÛ ¨ ¦  Ú §ÙÚ¨ ¦  Ú §ÙÙ¨ ¦  Ú §ÙÞ¨ ¦ Ú §ÙÜ¨ ¦  Ú §Ùç¨ �!  Ú §ÞÝ¨ �� !��¥� t = ∆t �! �� ¥�����! �©��� �©���!�©� ���!����  t = 0¨ ��� £�������� Wn §
ÕÖ×ØÙÚÛÖ Ü èà ì æß ëßá éáî ó ìîîáî å ìãâÞáé éáî çâìÞáàâ åäîÞâÞæáî ìÞàîÞ ëß á éáî âÞâãáî ô � êçà áã� ÞáÞà âáãà á æìå áßã mvev

áîâ âãÞæÞìéáó áàâ å äîÞâÞæ áí áâ ðäóó á åìã ñçè àÞâÞäà
τ3

áîâ å äîÞâÞï í é êçà áã� Þá Þà âáãà á
éÞëßÞñá mlel

áîâ ìßîîÞ å äîÞâÞæ áô
Õ Ö×ØÙÚÛÖ Ü �ì ó çâûäñá å ãäå äîçá ðÞòñáîîßî å äßã é êÞà âç� ãìâÞäà àßó çãÞëß á ñß âáãó á ñá âãìÞà çááîâ æìéìÿéá å äßã âäßâá éäÞ ñ êçâìâô

Øç Ø
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� ��ä �� ê$"=u�-" #$ $&' =� >&� %& "��' � %� "�-$�a��" % `=$��u  �

á� � Ô�¯�! � ���!����! �� !���!�� �� !��� � �©���� C °�� �� ¥ ©�!� °�� ��� ��� Ó���¯��� !©!���� ¿




∂t (αl) = 0

∂t (ml) = 0

∂t (mlUl) = 0

∂t (αlEl) = C
∂t (mv) = 0

∂t (mvUv) = 0

∂t (αvEv) = −C

 Ú §Þ Ø¨

©Á �� !��� � C ��! ¿
C = (τ4)

−1 mlCV,lmvCV,v

mlCV,l + mvCV,v
(Tv − Tl)

µ�� ¥��� �ª�� ¦ ���¡ �ª� � ¦ !�©���ª� � ¦ ���°��ª� � �! ��¡ �ª� � Ó°��!�©�� �� �±�!ª� �  Ú §Þ Ø¨ ©�! ¥©��
�©��!�©�� ¿

αl(t) = αl(0)  Ú §Þå¨
ml(t) = ml(0)  Ú §Þæ¨
mv(t) = mv(0)  Ú §ÞÛ ¨
Ul(t) = Ul(0)  Ú §ÞÚ¨
Uv(t) = Uv(0)  Ú §ÞÙ¨ë©�� �©�� ¥��7©�� � ���!����! ���� �� ����� �� �©�� � ÔÓ!�!� �� !±¥ � ¯�Ä ������ ¦ �� ����!�©� ����!�� !��¥Ó��!��� ¥¤���°�� Ó � ÔÓ���¯�� ��!���� ¥¤���°�� ��!  ©� ��¥ ���� °�� CV,φ

�! P∞,φ
�©�! ����©��!��!��¨ ¿

ρφeφ = ρφCV,φTφ + P∞,φ
¥©��

φ = l,vµ�� °��!��ª� � �! ��¥ !�ª� � Ó°��!�©�� �� �±�!ª� �  Ú §Þ Ø¨ �©����! �©�� ��� ���¡ Ó°��!�©�� ��¡ �Ó��£Ó��©��������� ���Ó����� �©�¥�Ó�� ¿




∂t (Tl) = (τ4)
−1 mv(0)CV,v

ml(0)CV,l+mv(0)CV,v
(Tv − Tl)

∂t (Tv) = −(τ4)
−1 ml(0)CV,l

ml(0)CV,l+mv(0)CV,v
(Tv − Tl)

 Ú §ÞÞ¨
µ�� !��¥Ó��!���� ¥¤���°��� �©�! �©�� ¿

Tl(t) = Tl(0) +
mv(0)CV,v

ml(0)CV,l + mv(0)CV,v
(Tv(0) − Tl(0))(1 − e(−t/τ4))  Ú §ÞÜ¨

Tv(t) = Tv(0) − ml(0)CV,l

ml(0)CV,l + mv(0)CV,v
(Tv(0) − Tl(0))(1 − e(−t/τ4))  Ú §Þç¨

µ� !��¥Ó��!��� Ó � ÔÓ°������� Teq = limt→∞Tl(t) = limt→∞Tv(t)
���� �©�� ��� ����� �� ¿

Teq =
ml(0)CV,lTl(0) + mv(0)CV,vTv(0)

ml(0)CV,l + mv(0)CV,v

Øçå



·¸¹º»¼½¾ ¿ À ·ÁÂºÃ¹Ä¾ »Å¼¾½Æ¹·»¹Ã Ç ÈÂÅ ÉÁÇÊÃ¾ ¸ÁÉÁÄÊÅ¾ ¾¼ Ç ÈÂÅ ÉÁÇÊÃ¾Ë»ÌÆÃÂ»Ç¾
³� °�� ¢©����! ��� ¢©������ ¥ ©�� ��� Ó���¯��� ��!����� ¥¤���°��� ¿

(mlel)(t) = (mlel)(0) +
mv(0)CV,lml(0)CV,v

ml(0)CV,l + mv(0)CV,v
(Tv(0) − Tl(0))(1 − e(−t/τ4))  Ú §ÜÝ¨

(mvev)(t) = (mvev)(0) − mv(0)CV,lml(0)CV,v

ml(0)CV,l + mv(0)CV,v
(Tv(0) − Tl(0))(1 − e(−t/τ4))  Ú §Ü Ø¨

À� £Ó��¶� ���Ó� ��! °�� �� �©�� � ��� Ó���¯��� ¥¤���°��� ��! �©����£Ó� ¦ � Ô��!Ó���� ¿
(mlel)(t) + (mvev)(t) = (mlel)(0) + (mvev)(0)

³� °�� ¯�Õ�� ��¡ Ó°��!�©��  Ú §Þæ¨  Ú §ÞÙ¨ ��¥��°�� �� �©����£�!�©� �� � ÔÓ���¯�� !©!��� �� �±�!ª� � §
Å� ©� ¢��! � Ô¤±¥ ©!¤ª�� °�� ��� Ó���¯��� ��!����� ¥¤���°��� �©�! ¥©��!�£�� Ó

t = 0
¦
(mlel)

n > 0 �!
(mvev)

n > 0
¦ �� ¥�� �� !��¥� ∆t �©�! £Ó��¶�� ��� �©���!�©� ¥ ©�� °�� ��� Ó���¯��� ��!����� ���!��!¥©��!�£�� ¿

Ô �� (Tv − Tl)
n > 0

¦ ��©�� (mlel)
n+1 ��! ���©���!�©������ ��! ¥©��!�£� â �¶� °�� (mvev)

n+1 �©�!¥©��!�£� ¦ ∆t �©�! £Ó��¶�� ¿

∆t < −τ4ln

(
1 − (mn

l CV,l + mn
vCV,v)

mn
l CV,lCV,v(Tn

v − Tn
l )

en
v

)

���¢ �� ¿
1 − (mn

l CV,l + mn
vCV,v)

mn
l CV,lCV,v(Tn

v − Tn
l )

en
v < 0

��°��� ��� �� � Ô± � ¥�� �� �©�!����!� ��� �� ¥�� �� !��¥� §
Ô �� (Tv − Tl)

n < 0
¦ ��©�� (mvev)

n+1 ��! ���©���!�©������ ��! ¥©��!�£� â ¥ ©�� °�� (mlel)
n+1 �©�!¥©��!�£� ¦ ∆t �©�! £Ó��¶�� ¿

∆t < −τ4ln

(
1 +

(mn
l CV,l + mn

vCV,v)

mn
vCV,lCV,v(Tn

v − Tn
l )

en
l

)

���¢ �� ¿
1 +

(mn
l CV,l + mn

vCV,v)

mn
vCV,lCV,v(Tn

v − Tn
l )

en
l < 0

��°��� ��� �� � Ô± � ¥�� �� �©�!����!� ��� �� ¥�� �� !��¥� §
Ô ®��� �� ��� ¥��!��� ���� ©Á Tn

v = Tn
l

¦ �� ¥ ©��!�£ �!Ó ��! !��£ ����� ��! £Ó��¶Ó� §

Øçæ
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ý��� � �� ¥ �� �� !��£��¡ �¡��!��! ��� �� �©�¥��¯� ���!�!�©������ �� � ©�ª��� ¦ !�ª� ¥ �� �©�������!�� �©�¥��¯� ��!��¢����� ���!�!�©������ § ³��!����� Ó°��¥ ��  ¥�� �¡��¥�� �� ³³Å¬ Ó � Ôþ³ÿ× ©� �� ³á�Å
Ó Å!��¢©�� ¨ !��£������! ��� ��� �©�¥����� �� � ©�ª��� ���Ó� ��� ��� ���©��!���!�©�� �� �©��Ó�� ¥����!��¥ ©��!�©� �! ��� �� ������ �� ½�¡ �� �©�¥��¯� �Ó¶�� �� ¢�7©� ����±!�°�� § µ�� !��£��¡ ¥�Ó���!Ó����� ��!!� !¤ª�� �©�! °���! Ó ��¡ ���Ó� ��� ��� ��!�� �¥¥�©�¤� â � Ô��Ó� ��! � Ô� !������ � Ô��¢©�� �!�©��©�!���� ���� ��� � ©�ª��� Ó �©�¥��� ¥ ©�� �������� ��� ½�¡ �� �©�¥��¯� § ³��� ��! ��!������ ��! �Ó����Ó�� ���¡ � ���ª��� ��² Ó���!�� §

µ� ¯�©�¥ � �� !��£��� ��� �� �©�¥��¯� ��!��¢����� �� � Ôþ��£����!Ó �� �������ý���� b á � Ô��! �!!��¤Ó�� �Ó£��©¥¥ �� ��! �� �� � Ó!¤©�� ��!� �� �©�¥��¯� ¥�� Ó!�!  £©�� �©!�����! ÂæÜÃ ¦ÂæçÃ¨ § µ� ½�¡ ���©�¥��¯� ���!��Ó Ó �� �©�ª�� ��! ������Ó ��� �� ���� �� �� �Ó�©��!�©� �� ¥�©��ª� � �� ×��� ��� ���©��Ó�� �±�!ª� � �� �� � ©�ª�� �! ��¡ Ó!�!� ��©�! �! ¯���¤� �� !�©�£��! �� ¥��! �! � Ô��!�� �� � Ô��!��¢��� ���©�¥��¯� § þ� ��� �£��!�¯�� �� ��!!� !��¤��°�� ��! �� ¥ ©�£©�� �¤©���� � Ô������� �� �©�!����!Ó �� ���!����� ¯�������� Ó �� !��£���Ó� �� � Ô��!��¢��� �� �©�¥��¯� �� �¥¥��°���! �� �¤��¯�� ��! �� £���������¥¥�©¥��Ó ��¡ Ó!�!� �� ¥��! �! � Ô��!�� �� � Ô��!��¢��� �� �©�¥��¯� §
µ Ô�¥¥�©�¤� ��!���� ���� �� !��£��� �� !¤ª�� � Ó!Ó ���Ó� ���� �� ¥��� ��� !��¥� ��� ��� !��£��¡�� µ��©�¡ �! ������ ��¯  £©�� ¥�� �¡��¥�� ÂÛÛ Ã¨ �! � ¥�� �� ���!� Ó!Ó �©�¥�Ó!Ó� ¥�� ��� !��¤��°����� ����¡�!�©� ���!��!��Ó� § ® ��� ��� ���¡ ��� ¦ ��� ½�¡ �� �©�¥��¯� �©�! ������Ó� Ó ¥��!�� � Ô�� ���°��¥�©��ª� � �� ×��� ��� § ³������ ��! ���Ó ��� �� �±�!ª� � � ÔÓ°��!�©�� � Ô�� � ©�ª�� ¥ ª�� ��¥�����! � Ô��!Ó¯����!Ó �� � Ô��¢©�� �!�©� �©�!���� ���� ��� � ©�ª��� Ó �©�¥��� § ³� � ©�ª�� ¥ ª�� ��! �©�� �!����Ó �����¡ � ���ª��� ¿ �� ¥��!�� �©�£��!�£� �� �±�!ª� � � ÔÓ°��!�©�� ¥ ��� �! �� �������� ��� ½�¡ �� �©�¥��¯� â��� � Ó!¤©�� �� ����¡�!�©� ���!��!��Ó� ¥ ��� �! ¦ �� ���� ��! �Ó�������� ¦ �� �������� ��� �¥¥�©¡�� �!�©����� Ó��°��� �� �¤���� ��� � ©�ª��� Ó �©�¥���  £©�� �� ¥��!��� ���� ��� �¤�¥�!��� Û �! Ú¨ §
µ Ô�������� �� ��� !��£��¡ � ¥ ��� �� �� � �!!�� �� ��� �ª�� ¥�������� ¥ ©��!� ��¥©�!��!� ��Ó� ��¡� ©�ª��� �¡ ��!��!� ����� °� ÔÓ ���� �©�¥ ��¯� §
 �¨ ³��!���� � ©�ª��� �!����Ó� ���� � Ô�����!��� ¥�Ó���!��! ��� ������� �� ¥©��! �� £�� �� �������!��� ��� � �!¤Ó� �!�°��� ��� �±�!ª� �� �� �©�� �� �©����£�!�©� § µ� �Ó¶��!�©� ��� !��� �� �©������ Ô��! ¥�� !©�Q ©��� �� ��Ó°��!�©� �£�� �� �©!�©� �� �����¥�!�©� � Ô��!�©¥�� â �� � Ô�¯�! �©�£��! � Ô��¥�©��ª� � �� �©�¥�!�� ���!Ó ��!�� �� !��� � �©���� �! ��� �©�� �� ¢��� �!��� !¤��� ©�±��� �°��� °����!����� ��� ��A ���!Ó� ���� �� �Ó¶��!�©� ��� �©��!�©�� �¤©� § µ Ô�!�����!�©� �� � ©�ª�� ��½�����!������ ¦ °� � � Ô��! ¥�� !©�Q ©��� ¤±¥ ��� ©��°�� �! �©�! �� �!���!��� ¥�©¥�� � Ô��! Ó £��� ���� ¥��



·¸¹º»¼½¾ � À ·ÁÅ·ÃÂ �»ÁÅ

�¡¥����!�� ��! �©���� ¦ ���!� ����¥!���� ��� � �����¯� ¯�©����� § µ Ô��¯� ��!�!�©� ¥�©¯�����£� �����¥���!Ó� �� ������ ¥ ��� �! �� !��£������ ��� ��� � �����¯�� �� ¥��� �� ¥��� ¶�� ¦ �! ��� ��������� � ©�ª�� ��½���� �!������ �� ¥ ©���©�! ¥��� ¾!�� � ��°�Ó�� ¥�� �� ��²���©� ��� Ó��°�� § ³ Ô��!���� ��!!� ©¥!�°�� °� Ô�� ��! ��!Ó������! �� ���¥ ©��� �� �©�£���¡ � ©�ª��� � ���¡ �¥¥�©¥��Ó� Ó�� ������!�©� ��� Ó��°�� ��� � �����¯� ¶� §
 ��¨ ® ��� ��� !��£��¡ ��� �¤�¥�!��� Û �! Ú ��� � ©�ª��� ¥�©�¤�� ©�! Ó!Ó �©�¥�Ó� § ® Ô��� ���!����� ���ª�� �� � Ó!¤©�� �� �©�¥��¯� � ��� �� ©��£�� ¥ ��� �! �� � ������ �� ��² Ó����� ��!�� ���� ©�ª��� § ³��� ��! ¥��! ��� ��ª��� ��! ������ �� �� �¤�¥�!�� Û â �� ¢�����! !����� �� �©��!��!� ��!��¥� �� !����¢��! �� � ���� £��� ÄÓ�© ¦ ©� ¥ ��! ´¢���� !����� ´ �� � ©�ª�� «×¬ £��� �� � ©�ª��«¼¬ § ý©�� ��� �©��!��!�� �� !��¥� ¯������ ��� ���¡ � ©�ª��� ¢©��������! ��� �Ó¥ ©���� �©� 

¥�ª!�� ��! ��² Ó���!�� �! ©� ��! ��©�� �� ��©�! �� �� ��� ����� �� ���� �©�¥��¯� � ���©�� �� ���� §µ� � ¾�� ¥¤Ó�©� ª�� ��! ©����£���� �� �¤�¥�!�� Ú ¦ �£�� �©��� ¥�����¥��� ��²Ó����� �� ¢��! °���� � ©�ª�� � �½���� �!������ �� �©������ ¥�� �£�� �� � ©�ª�� «×¬ °���� ��� £�!����� ¥¤���°����©�! Ó°������Ó��  Ó �� ��Q �! £©�� � ÔÓ!��� �� ������ ���!Ó �� �� �©��!�©� �©�¥ �Ó� ¥�� ��¥¥ ©�! Ó ���©��!��!� �� !��¥� �� !��� � �� !����Ó�¨ § ���¨ ® ��� ���!���� ��� ��� ��¯�Ó� �� ��� ��!Ó ��Ó� Ó �� ¥¤±��°�� �©�! �¥¥���� § þ� ¥��� ��� ¥ ©��!�¥¥����! ���� ÂÛçÃ ©Á �� ��! �Ó�������� �� �Ó¶��� ��� ¥ ��!�� �� �¤��¯� § ³� �©�! ��� �©��Ó�� °��
��£�����! ¾!�� ������Ó�� ¥�� ��� Ó!���� ¥¤±��°��� �! �¡¥ Ó��� ��!���� § ® Ô��!�� ¥��! ¦ �� � Ó!¤©����¥�©±Ó� ¥�� �� ¯�©�¥ � �� !��£��� �� � Ôþ��£����!Ó �� �������ý���� b á ¥ ��� �! � Ô������� ���©�!����!Ó �� ���!����� ¯�������� ¥¤±��°��� ¦ �� °���!�©� Ó!��! �� �©����!�� �� ¥ ��!������ ���¤©�¡ �� !���� ©� !���� £������� §

�� �� °�� �©������ �� ������!�©� �! �� �©�¥��¯� �� � ©�ª��� ¦ ��� !��¤��°��� �� ����¡�!�©� �������!!�ª� ¥�©� �!!����� § �� �²�! ©� ¥©�����! ��£���¯�� � Ô�!������ �� � ©�ª�� ¥ ª�� ����!�£�� ��! ¯Ó�Ó��� �¶��� ������� �! �� �©�¥��� ��!�� ��¡ !©�! �� �������� �� � ©�ª��� ´¶ �� ´§ À� ¥©�����! ¥�� �¡��¥����£���¯�� � Ô�!������ �� � ©�ª�� ¥ ª�� ���Ó ��� �� � ©�ª�� ������� Ó ���¡ ¥�����©�� ¥ ©�� ������� �!�©�¥��� ��� � ©�ª��� �� �£��!� � �©�ª�� ������� Ó ���¡ ¥�����©��  ��¥! Ó°��!�©��¨ ¦ � ©�ª�� ��������!������  ��¡ Ó°��!�©��¨ ¦ � ©�ª�� Ó ���° Ó°��!�©�� ¦ � ©�ª��� �� !±¥ � «×¬  °��!�� Ó°��!�©��¨ ¦ � ©�ª��� �� !±¥ � «�¬  !�©�� Ó°��!�©��¨ § þ� ���°�� �©�� ¥ ��� �!!���! ����� �� ������� ¥�������� � ©�ª����! � Ô�� ������� �� �©�¥��¯� § þ� ��!�� �£��!�¯� �� ��!!� !��¤��°�� ��! °�� �� �©�¥�!�� ���!Ó ��!�� �����² Ó���!� � ©�ª��� ��! ��¥����!�� ��! �����Ó� § þ� ¥��� ��� ���©�£Ó����! ©����£Ó £���! �� ¢��! °�� ¦ ����� � 	�� ��� !��! ¦ ��� ¥�©¶ �� � Ô©���� � Ô��� �©��!�©� ©�!���� ¥�� ��� !��¤��°�� �� ����¡�!�©� �©�!¥��� ��²��Ó� °�� ���¡ �� �� �©��!�©� ©�!���� ¥�� ��� ������!�©� �����!� § µ Ô���©�£Ó����! ¥�����¥���Ó���� ���� � Ô���©��� °� Ô�� ± � ��!©�� �� �� � ���ª�� �©�! ��� � ©�ª��� ¶ �� ¤Ó��!��! ��� ¥�©¥��Ó!Ó� !¤��� ©�±��� �°��� �� � ©�ª�� ¥ ª�� § ® ��� �� ��� �� �¤�¥�!�� Ú ¦ ��� �©�� !¤��� ©�±��� �°��� �� � ©�ª�� Ó
��¡ Ó°��!�©�� �©�! ¥��¢��!�� ��! �©����� â �� ��£���¤� �©�� �� �©���� ¥�� �� � ����� � Ô�¡¥����!�� ���©� � ÔÓ!�! �� �©�ª�� «×¬ �����Ó §

þ� ��� �����!���� �� �©�¥��¯� ��!�� �� �©�� ë�ý�þë�
³Ö® �! �� �©�� ���Ó ��� �� � ©�ª��«×¬ � Ó!Ó �Ó����Ó �� ���¥!��! ��� !��¤��°��� ��!����� ¥ ©�� ��� ��� �� �©�¥��¯� ��� �¤�¥�!��� æ �!Ú § µ�� �Ó���!�!� ����� ©�!���� �©�! !�ª� ���©���¯���!� �! �� � Ó!¤©�� � Ô��! �£Ó�Ó� �!���� §
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���óó �

� ü� ü� �� ùù �öú÷���� øö÷� ü� üö÷û �ö� �úù��
û� û���

�� ��� ��!����!�� ¤��� �� �©�¥�!��¯ !¤� �¡��! �©���©£ ��¡ ¢©� ��¯�� ���� � ©�����± �©���! �©� �¢©� !¤� ����� �±�!�� � �!¤ !¤� �!�² ���� ¯�� ��� §
�� �©������ ¤��� !¤� ����� �±�!�� �

∂t (ρ) + ∂x ((ρu)) = 0  ÿ §Ø¨
∂t ((ρu)) + ∂x

(
(ρu2 + P )

)
= 0  ÿ §å¨

∂t (E) + ∂x ((u(E + P ))) = 0  ÿ §æ¨� �!¤ !¤� ��¶��!�©� ¦
E = ρǫ + ρ

u2

2
 ÿ §Û ¨

��� !¤� �!�² ��� ¯�� �°��!�©� ©¢ �!�!� �
(γ − 1)ρǫ = P + γPinf

 ÿ §Ú¨ÿ ��������� � �!¤©� !© �©�¥�!� !¤� ��¯�� ���� � ©�����± �©���!�©�� �� !¤� � ���©� �!�!� !��¤��°�� §á¢ �� !¤� ���� ���� ���� !¤� £�������� ��� (ρL,UL,PL)
!¤�� !¤� £��!��� ��¯¤! ���� �� ��¶��� � �!¤ £��������

(ρR = ρL,UR = −UL,PR = PL)
§ � ¤�� �©�£ ��¯ !¤� ×��� ��� ¥�©���� ���©���!�� � �!¤   ÿ §Ø¨  ÿ §æ¨¨���   ÿ §Û ¨ ¦ ÿ §Ú¨¨ � �!¤ !¤� �� ©£� ��¢! ��� ��¯¤! �!�!�� �� ¶�� !¤�! !¤� �©��!�©� ¢©� u

�� ����±� u = 0
§�¤�� !¤� �¡��! �©���©£ ��¡ �� �

FGod = (0,P ∗,0)��!¤ !¤� ¢©��©� ��¯ ��¶��!�©� ©¢ P ∗ �
Ô á¢ UL < 0

¦ �©���� ����¢��!�©� ��£�� �©�¶¯���!�©� �
�¤� £����� ��� �������± ©����� �¢ |UL| > 2C2/(γ − 1) ��� !¤�� �� ¤�£� �

ρ∗ = 0 ��� P ∗ = −γPinf

©!¤��� ��� ¦
P ∗ + Pinf = (PL + Pinf )

(
1 + M

γ − 1

2

) 2γ
γ−1
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Ô á¢ UL > 0
¦ �©���� �¤©�! ��£�� �©�¶¯���!�©� ¦

P ∗ = PL(1 +
γ(γ + 1)

4
RM2) + PLMRγ

(
1 +

(γ + 1)2

16
RM2

)1/2

�� ¤�£� ���� !¤� ¢©��©� ��¯ �©!�!�©� ¦ !¤� ����! �!± ©¢ �©��� �� !¤� ��¢! ���� �

C =

√
γ

PL + Pinf

ρL
=

√
γ

PR + Pinf

ρR

!¤� ¬ ��¤ ������ M
�� !¤� ��¢! ���� �

M =
UL

CL
= −UR

CR

��� !¤� ¥���� �!�� ¦
R =

PL + Pinf

PL
=

PR + Pinf

PR

åÝÝ



���óó "

õ ö ú# ùü÷� ��ö �÷� ö ÷� � ü��÷ û üö ÷� ù � ú ù��
� ö �� ùû

�¤� � ��� ¥��! ©¢ !¤�� �¤�¥!�� ��� ��£©!�� !© !¤� �!��± ©¢ ��²����! ��±� !© �©�¥�� !¤� ©�� ���!�©��� ����©��� ����!�©¥�� ����� �±�!�� � § á� ¢��! !¤��� �±�!�� � ��� �©! !¤©�� ���� �� !¤� ë�¥!���¥�©Q ��! ��� �� !¤� ������� �©�����!±§ ¬ ©�� ������!�� �©��� ��� ����� ©� � ©��� !¤�! ¥©�����  �!����!¨ �� ����¯± �°��!�©� § �¤�� �°��!�©� ��£©�£�� !¤� !����£���� £��© ��!±¦ �© !¤�! ©�� ��� �¡¥ ��!�!¤�! !¤� �©�! ¥�����!�� �� ©£� �©�� �©! �¥¥�± ��±� ©�� § �� � ��� ¥�©£� �� !¤� ¢©��©� ��¯ !¤�! !¤�¥�©¥ ©��� � �!¤©�� �!��� �¥¥�± �¤�� �©��������¯ �©� � ´�©�¥����!�� � ©���� ´ ���¤ �� � «×¬ �©���©� � ���¥�� � ©��� ¢©� !¤� !��������� §
$ ~% O &'()* +& , ( -&.Ò )('
/ ���� 0 ����$"-" #$ #a "U� S&)�� �V�"�'
�¤� £����� ©��������� �� �©! �� ©�� ��©¥ � ¦ �� � ��� ����� � !¤�! !¤� �����!± ����±� ��� ����¥ ©��!�£� § �¤� ¥�����! ���!�©� �� � �¤©�! ¥�����!�!�©� ©¢ !¤� ����� � ©���� ¦ �©� � �©�¥��� ��!��± ��

¢©�� �!�©�� ��� � � ¢©��� ¢©� ���!���� �� 1æÞ2 §
�¤� ©����� ����©��� ����� �±�!�� ����� �

∂t (ρ) + ∂x (ρu) = 0  d §Ø¨
∂t (ρu) + ∂x

(
ρu2 + P

)
= 0  d §å¨

∂t (E1) + ∂x (u(E1 + P )) = 0  d §æ¨
�¤��� u

¦
ρ

¦
E1

��� P
���¥ ��!�£��± �!��� ¢©� !¤� £��© ��!±¦ !¤� �����!±¦ !¤� !©!�� ����¯± ��� !¤�¥������� § �¤� �±�!�� �� �©�¥��!�� �± � ����!�©� !¤�! ������ !¤� ¥������� ��� !¤� �����!± !© !¤���!����� ����¯± e1(P,ρ)

¦ �¤��¤ ©�� �¥¥ ���� �� !¤� !©!�� ����¯± ��¶��!�©� �

E1 = ρe1(P,ρ) + ρ
u2

2�¤� �±�!��  d §Ø¨  d §æ¨ �� ¤±¥ ��� ©��� �¢ ��� ©��± �¢ �

(∂P (e1))
−1

(
P

ρ
− ρ∂ρ (e1)

)
> 0
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�¤� !�©��� ����©��� ����� �±�!�� ����� �

∂t (ρ) + ∂x (ρu) + ∂y (ρv) = 0  d §Û ¨
∂t (ρu) + ∂x

(
ρu2 + P

)
+ ∂y (ρuv) = 0  d §Ú¨

∂t (ρv) + ∂x (ρuv) + ∂y

(
ρv2 + P

)
= 0  d §Ù¨

∂t (E2) + ∂x (u(E2 + P )) + ∂y (v(E2 + P )) = 0  d §Þ¨
�¤��� v

�� !¤� !����£���� £��© ��!± ��� E2
!¤� !©!�� ����¯± �¤��¤ �� � ��!!�� ¤��� �� �

E2 = ρe2(P,ρ) + ρ(
u2

2
+

v2

2
)

�¤� �±�!�� ���! � � �©�¥��!�� ���!��¯ � ����!�©� !¤�! ������ !¤� ¥������� ��� !¤� �����!± !© !¤���!����� ����¯± e2(P,ρ)
¦ � ©��©£�� �! �� ¤±¥ ��� ©��� �¢ ��� ©��± �¢ �

(∂P (e2))
−1

(
P

ρ
− ρ∂ρ (e2)

)
> 0

/ ���9 3U� )�a" -$% � uU" �V�"�' � #a �>&-" #$�
� �!¤©�! �©�� ©¢ ¯�������!± �� ����� � !¤�! !¤� ��!��¢��� ©¢ �©�¥���¯ �� ��©�¯ !¤� y

�¡ �� �!
x = 0

§�¤� !�© ��!� ©¢ �°��!�©��  d §Ø¨  d §æ¨ ���  d §Û ¨  d §Þ¨ !¤�� ���¥ ��! �£��± ����  d §Ü¨  d §ØÝ¨ ���  d §ØØ¨ d §ØÛ ¨ §
�� !¤� ��¢! ���� ©¢ !¤� ��!��¢��� �� �©������ !¤� ©����� ����©��� ����� �±�!�� �

∂t (ρ) + ∂x (ρu) = 0  d §Ü¨
∂t (ρu) + ∂x

(
ρu2 + P

)
= 0  d §ç¨

∂t (E1) + ∂x (u(E1 + P )) = 0  d §ØÝ¨
�� !¤� ��¯¤! ���� ©¢ !¤� ��!��¢��� �� �©������ !¤� !�©��� ����©��� ����� �±�!�� �

∂t (ρ) + ∂x (ρu) = 0  d §ØØ¨
∂t (ρu) + ∂x

(
ρu2 + P

)
= 0  d §Øå¨

∂t (E2) + ∂x (u(E2 + P )) = 0  d §Øæ¨
∂t (ρv) + ∂x (ρuv) = 0  d §ØÛ ¨

á� !¤� ¢©��©� ��¯ �� � ��� �©������ !¤�! !¤� !�© �©���� ¤�£� !¤� ��� � �°��!�©� ©¢ �!�!� ¦ !¤�! �� !¤� ���� ©¢ ��² ����! ��� �� �¤©�!�± ����� ���� �! !¤� ��� ©¢ !¤� ¥�����! �¥¥ ����¡ ¨ �
e1(P,ρ) = e2(P,ρ) = e(P,ρ), ∀(P,ρ)

$ ~4 N (567+78K +J( +5&�'79 (8*7&8:) ;.)(6 *à*+(9
ÿ! !¤� ¶��! ��¯¤! ¦ �©�¥���¯ !¤� ©�� ��� !�©��� ����©��� ����� �±�!�� � ���� � !© � � � ��²����!

¥�©���� !¤�� ¢©� !¤� ����!�©¥�� ���� § á����� � ��� ��A ���!± �¥¥ ���� ¦ !¤� �°��!�©��  d §ØÝ¨ ���
åÝå
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 d §Øæ¨ ��� ��² ����! ��� !¤�� ©�� ��£©�£�� !¤� £������� v
§ �� !¤�� ���! !© ���!� !¤� �±�!��  d §ØØ¨ d §ØÛ ¨ �� !��� � ©¢ !¤� �±�!��  d §Ü¨  d §ØÝ¨ § Ö ���! ©¢ ��� �� �©!� !¤�! !¤� !©!�� ����¯± E2

��� � ��¡¥������ �� �
E2 = E1 + ρ

v2

2³©��������¯ � × ��� ��� ¥�©���� ¦ !¤� �©��!�©� ©¢ !¤� �±�!��  d §Ü¨  d §ØÝ¨ ���  d §ØØ¨  d §ØÛ ¨ ���¥����� ��� ��¯���� ¢���!�©��  ��� 1æÞ2 ¢©� ���!����¨ § �� !¤�� ¤�£� !© ���!��¯���¤ !¤� ���� ©¢ ��¯����
�©��!�©�� ��� !¤� ���� ©¢ !¤� ����©�!����!��� !¤�! ©����� �� �¤©�! ��£�� ��� �©�!��! ����©�!����!±��£�� §
/ �9 �� 3U� ��u&)-� �#)&" #$�

�� ¶��! ¢© ��� ©� ��¯���� �©��!�©�� !¤�! ©����� ¢©� ����¢��!�©� ��£�� ��� ¢©� !¤� ��!��� ����!��!�!�� § þ ���¯ !¤� � ��� �°��!�©�  d §ØØ¨ ��� !¤� !����£���� � ©� ��!�� �°��!�©�  d §ØÛ ¨ �� ¶�� !¤�¢©��©� ��¯ �°��!�©� ¢©� !¤� !����£���� ! ���!�� ����¯± �
∂t

(
ρ
v2

2

)
+ ∂x

(
ρu

v2

2

)
= 0

«���� �� ©�£�©���± ¤�£� �
∂t (E2) + ∂x (u(E2 + P )) = 0 ⇐⇒ ∂t (E1) + ∂x (u(E1 + P )) = 0

/ �9 �9 3U� �U# �< �#)&" #$�
µ�! �� ¢©��� �©� ©� !¤� ����©�!����!��� § �¤�± ��� ¯©£����� �± !¤� ��������� ×��! ���«�¯©��©!����!�©�� § Ö©� � �¤©�! ��!¤ !¤� �¥ ��� σ

¦ !¤� ×��! ���«�¯©��©! ����! �©� ¢©� !¤� �°��!�©��  d §ØØ¨ ��� d §ØÛ ¨ ��� ���¥ ��!�£��± �
−σ[ρ] + [ρu] = 0  d §ØÚ¨

−σ[ρv] + [ρuv] = 0  d §ØÙ¨
Ö©� � £������� X

�� ��� !¤� �©!�!�©� [X] = X+ − X− ��� X = X++X−

2 â �¤��� X+  ��¥� §
X−¨�� !¤� £���� ©� !¤� ��¯¤!  ���¥ § ��¢!¨ ���� ©¢ !¤� ����©�!����!±§ ³©������¯ !¤� Q��¥ ����!�©��  d §ØÚ¨���  d §ØÙ¨ �� ��� ©�!��� !¤� ����!�©� �

(−σρ + ρu)[v] = 0  d §ØÞ¨
�¤� ×��! ���«�¯©��©! ����!�©� ¢©� !¤� !©!�� ����¯± �°��!�©�  d §Øæ¨ ��� � � ���!!�� �

−σ[E1] + [u(E1 + P )] +

(
−σ[ρ

v2

2
] + [ρu

v2

2
]

)
= 0

��� � ������ ©¢ !¤� ����!�©�  d §ØÞ¨ �� ¤�£� �
−σ[ρ

v2

2
] + [ρu

v2

2
] = (−σρ + ρu)[v]v = 0

«���� �� ¶����± ¯�! !¤� ¢©��©� ��¯ �°��£������ �
−σ[E2] + [u(E2 + P )] = 0 ⇐⇒ −σ[E1] + [u(E1 + P )] = 0

åÝæ
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/ �9 �� t#$��>&�$�� a#� "U� "=#+% ' �$� #$-) S&)�� �V�"�'

Ö�����± !¤� ��! ©¢ �°��!�©��  d §ØØ¨  d §ØÛ ¨ �� �°��£����! !© !¤� ��! ©¢ �°��!�©��  d §ØÜ¨  d §å Ø¨ ¦��!¤�� ¢©� ��¯���� �©��!�©�� ��� ¢©� ����©�!����!��� �
∂t (ρ) + ∂x (ρu) = 0  d §ØÜ¨

∂t (ρu) + ∂x

(
ρu2 + P

)
= 0  d §Øç¨

∂t (E1) + ∂x (u(E1 + P )) = 0  d §åÝ¨
∂t (ρv) + ∂x (ρuv) = 0  d §å Ø¨

�¤� !�±�!©�� ©¢ !¤�� ��� ��!��¯ �� !¤�! !¤��!� !© !¤� � ��� �°��!�©� !¤� �©�£��!�©� ©¢ !¤� !����£����! ���!�� ����¯± ρv2

2

�� �¡��!�± !¤� ��� � �� ¢©� !����£���� � ©� ��!�� ρv
§

ÿ� ��¥©�!��! ¥©��! !© � � °�©!�� �� !¤�! !¤� �����! ©¢ �°��!�©��  d §ØÜ¨  d §åÝ¨ �©�� �©! ��¥ ���©� v
§ á! �� !¤� ��� � ��! ©¢ �°��!�©�� !¤��  d §Ü¨  d §ØÝ¨ § �� ��� !¤�� �¥¥�± !¤� � �!¤©�� ©¢ ��¡

�©�¥���¯ ¥�©¥ ©��� ¢©� !¤� ����!�©¥�� ����� � ©��� §

$ ~� Î8 78+(6s:-( 9&'() s&6 >.? -&.@)78K
�¤�  ë �³¨ �©���!�©� ¥�����!�� �� ©£� !��¥� �!� ��¥©�!���� �� !¤� ¥�����! ���� § «���� �� ��!��¢���� ©��� �� ��� ����� �� �¢ ��� ©��± �¢ �!� ���¥ ��!� !¤�� �©���!�©� § �� ¥�©¥ ©�� ¤����� !�© �©���� § ÿ �©��©����£�!�£� � ©��� !¤� ���©���� � �!��¡ ©¢ �¤��¤ �� !¤� � ���¯¤!�� �£���¯� ©¢ !¤� ��¢! ��� ��¯¤!

���©���� � �!��¡ �� § ÿ �©����£�!�£� � ©��� !¤� ��¡ ©¢ �¤��¤ �� � ���¯¤!�� �£���¯� ©¢ !¤� ��¢! �����¯¤! ��¡�� §
/ �� �� A BCB DCBEFGTHIJTF HKL JEEJM NF JBIFGaHDF LCKFN

Ö©��©� ��¯ 1ÛÛ 2 �� ��!�©���� ¤��� � ��� £������� �¤��¤ ���!��¯���¤�� !¤� !�© �©� ���� ��� �©���©! ��¥ ��� ©� !�� � t
¦

z(x,y,t) =





0
�¢ x < 0

1
�¢ x > 0

�� �©� �©������ !¤� ¢©��©� ��¯ ��!��¢��� � ©��� �
∂t (z) = 0  d §åå¨

∂t (ρ) + ∂x (ρu) = 0  d §åæ¨
∂t (ρu) + ∂x

(
ρu2 + P

)
= 0  d §åÛ ¨

∂t (E1) + ∂x (u(E1 + P )) = 0  d §åÚ¨
∂t (v) + zu∂x (v) = 0  d §åÙ¨

�¤�� �±�!�� ��� �©! � � ���!!�� �� �©����£�!�£� ¢©�� � ������ ©¢ !¤� �©��©����£�!�£� ¥�©���! 1Ùæ2
zu∂x (v)

§ á� ¢��! !¤� �©��!�©� ©¢ !¤� × ��� ��� ¥�©���� �� ��������� ¢©�  d §åå¨  d §åÚ¨  ������ ���©�����¥¤��©� ��� ©�����¨ ¦ ��! �� ¤�£� !© ¥�©¥ ©�� � ��± !© �©�£�  d §åÙ¨ § �¤�� �� ��¤��£�� ����¯ !¤� ��� ����� �� ¢©� !¤� ����!�©¥�� ���� §
åÝÛ
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á� !��� � ©¢ !¤� £������� (z,ρ,u,P,v)⊤

¦ !¤� ��¯��£����� ��� ��¯��£��!©�� ��� �
λ1 = 0, r⊤1 = (1,0,0,0,0)

λ2 = u − c, r⊤2 = (0,ρ, − c,ρc2,0)

λ3 = u, r⊤3 = (0,1,0,0,0)

λ4 = u + c, r⊤4 = (0,ρ,c,ρc2,0)

λ5 = zu, r⊤5 = (0,0,0,0,1)

á� !¤� ¢©��©� ��¯ vR
���©!�� !¤� £���� ©¢ !¤� £��©��!± ©¢ !¤� ��¯¤! �!�!� ¢©� !¤� ×��� ��� ¥�©���� ����� ��! λ3 = u∗ § Ö©� v

�� �¤©©�� !¤� ��� � �©��!�©� �� ¢©� !¤� �©� �©����£�!�£� ��� ����� �� ��!��¢���� ©��� ¥�©¥ ©��� ¢©� !¤� ����!�©¥�� ����� � ©��� !¤�! �� �
v(x/t = 0−) = 0

v(x/t = 0+) =

{
0

�¢ u∗ > 0

vR
�¢ u∗ < 0

�¤� �©��!�©� �! x/t = 0−  ���¥ § x/t = 0+¨ ���©� � !¤� �©�¥�!�!�©� ©¢ !¤� ��¡ F−  ���¥ § F+¨ �!
x/t = 0−  ���¥ § x/t = 0+¨ § �¤�� ��� ������ ��¡ �� ¥����� �� � � ©�����± �©���!�©� !© !¤� ��¢!  ���¥ §��¯¤!¨ �©�� § �¤� �©!�!�©� Φ(x/t = 0+) = Φ+ ��� Φ(x/t = 0−) = Φ− ���� � � ���� !© �����¢± !¤�¢©������ § �¤� ��� ������ ��¡�� ��� �

F− =




(ρu)−

(ρu2 + P )−

(u(E1 + P ))−

0


 , F+ =




(ρu)+

(ρu2 + P )+

(u(E2 + P ))+

(ρuv)+




ë©!� !¤�! � ������ ©¢ !¤� ����¥ ������� ©¢ !¤� �����! ©¢ �°��!�©��  d §åæ¨  d §åÚ¨ � �!¤ ���¥ ��! !© !¤�£�������� z ��� v
!¤� �©����¥ ©����¯ ��¡ �©�¥©���!� ��� �©�!���©�� �! x/t = 0

¦ !¤�! �� �
(ρu)− = (ρu)+ = (ρu)∗

(ρu2 + P )− = (ρu2 + P )+ = (ρu2 + P )∗

(u(E1 + P ))− = (u(E1 + P ))+ = (u(E1 + P ))∗

�¤� ��¡�� F+ ��� F− ��� !¤�� �¡¥������ �� �

F− =




(ρu)∗

(ρu2 + P )∗

(u(E1 + P ))∗

0


 , F+ = F− +




0

0
(ρu)∗

2 (v+)2

(ρu)∗v+




��£�©���± !¤� �©�¥���¯ � �!¤©� ���¥ ��! !¤�  ë�³¨ �©���!�©� ��� �� �©! �©����£�!�£� § á� ¢��! !¤������!± ��� !¤� �¡��� � ©� ��!�� ���� � � ¥�����£�� �¤����� !¤� !����£���� � ©� ��!�� ��� !¤� !©!��
åÝÚ
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����¯± � ��� �©! � � ¥�����£�� §

OPQRST ZZ UV WXYZ[\ Y] V ^Z_ V `[^abVYV � cd V^ c^[\e Y] V fW` gVh^i[j}Zk[ZbY _ VY]W` c^[\e Y] V gVl YZ\` b[e] Y � cd V^ m

fL =




ρu

ρu2 + P

u(E1 + P )

0




Z\`
fR =




ρu

ρu2 + P

u(E2 + P )

ρuv




/ no np A DCBEFGqHIJqF HKL JEEJM NF JBIFGrHDF LCKFN
�� ��!�©���� �©� � �©����£�!�£� ��!��¢��� � ©��� !¤�! ���¥ ��! !¤�  ë�³¨ �©���!�©� § �¤�� � ©����� �¡��!�± !¤� �©��!��¥��! ©¢ !¤� �©����£�!�£� � ©��� ¥�©¥ ©��� ¢©� !¤� ����!�©¥�� ���� § �¤� ¯©£�����¯�°��!�©�� ��� �

∂t (z) = 0  s §åÞ¨
∂t (ρ) + ∂x (ρu) = 0  s §åÜ¨

∂t (ρu) + ∂x

(
ρu2 + P

)
= 0  s §åç¨

∂t (E1) + ∂x (u(E1 + P )) = 0  s §æÝ¨
∂t (ρv) + ∂x (zuρv) = 0  s §æ Ø¨

�¤� �©��!�©� ©¢ � × ��� ��� ¥�©���� � �!¤ � ��¢! ��� ��¯¤! �!�!�� ¢� �¶ ����¯ �
vL = 0

zL = 0 ��� zR = 1

�� ©�!����� ����¯ !¤� ��� � ���� !¤�� ¢©� !¤� ����!�©¥�� ����� �©�¥���¯ ���� § �¤�� ����� !© !¤�¢©��©� ��¯ !����£���� ��¡�� ¢©� � ©� ��!�� �
(ρuv)(x/t = 0−) = (ρuv)(x/t = 0+) = 0

«���� !¤� ��¢! ��� ��¯¤! ��¡�� ��� �

F− = F+ =




(ρu)∗

(ρu2 + P )∗

(u(E1 + P ))∗

0




�¤�� � ©��� !¤�� ¢��¶ � !¤�  ë �³¨ �©���!�©� ��� ����� F− = F+ !¤�� �©�¥���¯ � �!¤©� �� �©����£�!�£� §
$ tu v.9(67-:) 6(*. )+*

�� ��� !¤� �� ©£� � �!¤©�� !© ������!� !¤� ����� � ©��� w �!¤ ¥ ��¢��! ¯�� ��� ¦ !¤�! �� �
(γ − 1)ρe(P,ρ) = P

åÝÙ
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�¤� !��! ���� �©�¶¯���!�©� �� !¤� ��� � �� !¤� ©�� ������� �� ¢©� !¤� ����!�©¥�� ����� �±�!�� � § ���¤©©�� !© ¥�����! !¤� �����!� ©�!����� ¢©� !¤� ¯�� ������!�©� ¦ !¤�! �� γ = 1.4

§ �¤� ���!��� �©���!�©����� �
ρ(x,y; t = 0) =

{
0.5

�¢ y > x − 0.15

1.0 ���� §

P (x,y; t = 0) =

{
104 �¢ y > x − 0.15

105 ���� §
u(x,y; t = 0) = v(x,y; t = 0) = 0.0�¤� ��!��¢��� �� �© ��!�� �� x = 0  � §� § �! !¤� �©����!�©� � �!w��� !¤� ¥�¥ � ��� !¤� !��! ¨ § ÿ ����!��¢����� ��¡�� ��� �©�¥� !�� ����¯ � xÖ×©���£ 1ØÙ2 ��¤�� � ����¯ !¤� £������� (ρ,u,P,v)⊤ ���!¤� !�� � �!�¥� ��� �©�¥�!�� !© ���¥ ��! � ³Öµ ©¢ 1/2

§
�¤� �����!± ��� !¤� !����£���� � ©� ��!�� ��� ¥�©!!�� ©� !¤� ���� y = 0

w �!¤ ���¥ ��! !© x
§ �¤��©������ !w©��� ����©��� ��¢������ �©��!�©� �� !¤� �©�¥�!�!�©� ©�!����� ����¯ !¤� !w©��� ����©�������� � ©��� ©� !¤� w¤©�� �©� ��� w �!¤ !¤� � ��¤ ��¶��� �� ��� !¤� �����!�©� § �¤� �����!� ��� �©�¥�!�� ©� !¤� ¶���! ���¤�� § Ö©� �©����£�!�£� ��� ����� �� � ©��� !¤� ©£���¤©©! ©¢ !¤� !����£���� £��© ��!±¥�©����� � ���²� ©�± ¥¤��©� ��©� �� !¤� � �¯�����¯ ©¢ !¤� ¥�¥ � !¤�! ��!� !¤� �©�¥�!�!�©� �!©¥ !¤� �����!± �� �! ����! ©�� ���� � ��©� �� ��¯�!�£�¨ ¦ �����!� ��� ¥�©!!�� �! !¤� ���! !�� � �!�¥ � �¢©��!¤�� ��©w ©�! §

¬ ©��©£�� w� ©����£� !¤�! �©�¥���!�£��± !© !¤� �©����£�!�£� ��� ����� �� � ©���  ��¥�����!�� �±�°����� ©� ¶¯����¨ ¦ !¤� �©� �©����£�!�£� ��� ����� �� � ©���  ��¥�����!�� �± ������� ©� ¶¯����¨ �� ���¤��©��� ¢�©� !¤� ��¢������ �©��!�©�  ��¥�����!�� �± ��©���� ©� ¶¯���¨ ���� !¤� �©�¥���¯ ��!��¢��� §

åÝÞ
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$ t� �&9( 6(9:6�*
/ n� n� �I�FG GFHNJEIJD LCKFNE

�¤� �� ©£� �¥¥�©��¤ ��� � � �¡ ������ �© �±���� � ����� ©� �¤� ����� �°����©�� � � «©�©¯���©��×���¡�� ¬ ©���  «×¬ ¨ ©� � ���¥�� � ©��� ������¯ w ��¤ �¤� ���������� ¢©� �������� § �� ����� ����� �¤����� �¤�� �¤� �©�¥���¯ �����¢��� �� ��©�¯ �¤� y
�¡ �� ��� �¤�� �¤� �°����©� ©¢ ������ ��� �¤� ��� �¢©� �¤� ©�� ��� �w©��� ����©��� �±���� � § Ö©� �¤� ��!� ©¢ ����£��±¦ w� w ��� ���� ¯�£�� �¤� � ����� ©¢��w �����¯ �¤� �w©��� ����©��� �±���� §

� ��Q��P�P��� OP�R�P� � ��P�
«×¬ �©���� ��� w ����± ���� �� �w©¥¤��� ��������©� ¢©� ������� ¥ ©w�� ¥���� § �������¯ �©�������� � ��� ���¢� �² ��� ¦ �¤� ¯©£�����¯ �°����©�� ©¢ � «×¬ �©��� ��� �

∂t (ρα) + ∂x (ρuα) = 0  s §æå¨
∂t (ρ) + ∂x (ρu) = 0  s §ææ¨

∂t (ρu) + ∂x

(
ρu2 + P

)
= 0  s §æÛ ¨

∂t (E2) + ∂x (u(E2 + P )) = 0  s §æÚ¨
∂t (ρv) + ∂x (ρuv) = 0  s §æÙ¨

w ��¤ E2 = ρe(P,ρ,α) + ρ(u2

2 + v2

2 )
§ �¤� £�������� ρ

¦
u
¦
v
¦
P ��� e

���¥ ����£��± ����� ¢©� �¤� � ���������±¦ �¤� � ��� �¡��� £��© ���±¦ �¤� � ��� �����£���� £��© ���±¦ �¤� ¥������� ��� �¤� �������� ����¯±©¢ �¤� � �¡ ���� § á� ���� � ©¢ E1 = ρe(P,ρ,α) + ρu2

2

¦ �¤� �w©��� ����©��� «×¬ �±���� ��©£� ���°��£����� �© �
∂t (ρα) + ∂x (ρuα) = 0  s §æÞ¨

∂t (ρ) + ∂x (ρu) = 0  s §æÜ¨
∂t (ρu) + ∂x

(
ρu2 + P

)
= 0  s §æç¨

∂t (E1) + ∂x (u(E1 + P )) = 0  s §ÛÝ¨
∂t (ρv) + ∂x (ρuv) = 0  s §Û Ø¨

� ��Q��P Q��P� �  ¡�S¢��P�£P
�¤� ¯©£�����¯ �°����©�� ©¢ � ���¥�� � ©��� ©¢ ���������� ��� �

∂t (ρ) + ∂x (ρu) = 0  s §Ûå¨
∂t (ρu) + ∂x

(
ρu2 + P

)
= 0  s §Ûæ¨

∂t (E2) + ∂x

(
u(E2 + P +

2

3
K)

)
= 0  s §ÛÛ ¨

∂t (K) + ∂x (uK) +
2

3
K∂x (u) = 0  s §ÛÚ¨

∂t (ρv) + ∂x (ρuv) = 0  s §ÛÙ¨
� ��¤ �¤� ��©���� E2 = ρe2(P,ρ)+ρ(u2

2 + v2

2 )+K
§� ¤��� ¤��� ρ

¦
u
¦
v
¦
P
¦
K ��� e2

��� ���¥ ����£��± �¤�� ��� ������±¦ �¤� � ��� �¡��� £��© ���±¦ �¤� � ��� �����£���� £��© ���±¦ �¤� ¥������� ¦ �¤� � ��� ��������
åÝç
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����¯± ��� �¤� ��������� ! ������ ����¯±§ á� ���� � ©¢ E1 = ρe(P,ρ) + ρu2

2 + K
�¤� �w©��� ����©����� ©£� �±���� ��� � � w ������ �

∂t (ρ) + ∂x (ρu) = 0  s §ÛÞ¨
∂t (ρu) + ∂x

(
ρu2 + P

)
= 0  s §ÛÜ¨

∂t (E1) + ∂x

(
u(E1 + P +

2

3
K)

)
= 0  s §Ûç¨

∂t (K) + ∂x (uK) +
2

3
K∂x (u) = 0  s §ÚÝ¨

∂t (ρv) + ∂x (ρuv) = 0  s §Ú Ø¨
/ n� np ¤ J¥FGFBI rCGL E rCG JBIFGBHN FBFG¦§

�� ¢© ��� ¤��� �¯��� ©� �¤� �±���� �  s §ØØ¨  s §ØÛ ¨ ���  s §Ü¨  s §ØÝ¨ ��� w� �© �©� ��!� �¤������¥��©� �¤�� �¤� �������� ����¯��� ��� �¤� ��� � �¤�� �� w� ¤�£� � e1(P,ρ) 6= e2(P,ρ)
§ µ�� �� ��¶��

E∗
2
�� �

E∗
2 = E2 − ρ

v2

2
= ρe2(P,ρ) + ρ

u2

2�¤� �w©��� ����©��� ����� �±����  s §ØØ¨  s §ØÛ ¨ �� �°��£����� �© �¤� ¢©��©w ��¯ �±���� �
∂t (ρ) + ∂x (ρu) = 0  s §Úå¨

∂t (ρu) + ∂x

(
ρu2 + P

)
= 0  s §Úæ¨

∂t (E∗
2) + ∂x (u(E∗

2 + P )) = 0  s §ÚÛ ¨
∂t (ρv) + ∂x (ρuv) = 0  s §ÚÚ¨

« ���� �� �¤� ¥�©���� ©¢ �©�¥ ���¯ �¤� �±����  s §Úå¨  s §ÚÚ¨ �© �¤� �±����  s §Ü¨  s §ØÝ¨ w� ���������¯���¤ �w© ����¥ ������ �©�¥ ���¯ ¥�©���� � �
 �¨ �© �©�¥�� �w© ����� � ©���� w ��¤ ��²����� ��� ¦ ��£©�£��¯ �¤� �w© ������� ©¢ �°����©��  s §Úå¨ s §ÚÛ ¨ ���  s §Ü¨  s §ØÝ¨ ��¨ �© �©�¥�� ©�� ��� �w©��� ����©��� ����� � ©���� ¦ ��£©�£��¯ �¤� �°����©��  s §ÚÚ¨ ��� �¤�¶�����©�� �°����©� ∂t (ρv) = 0

§
�¤� ����  �¨ ¤�� � ��� ��������� �� 1Û 2 ¦ w¤��� w� ¤�£� ¥�©¥ ©��� � � ��¤©� ¢©� �¤� ���©�� ����  ��¨ §

å ØÝ



���óó ì

¨ �� ù�©�� üö÷ � ��ªö� �ö øö� #ú��
��ö«¬úü� � ö�� ùû

®¯°±²¯³´ µ¶³¯³· ¸ ¹ º»¼ »®³ µ½³»¾¾®
¿½Àº»¾Á®· »° ÂÃÄÅÆÃÇÄÈÉÃÇÊ Ë ÉÌÆÃÇÊ ÉÍ ÎÉÏÐ ÌÄÇÄÈÉÃÇÊÑ ÊÌÈÒ Ó ÔÃÇÏ ÈÒÕ Ö×º½Ø ® ÙÚ ÛÜÝ ¿¯Þ®¾ ßÜà±ßáâ

1 ãäåæ�çèæè�é êå ëçìíæå î ï èðèñèòí óåæôåçæôå å� ïéðåäòõõ åö åí� îï éõìç�åö åí� ÷ éæìíèøùå êåñ ëäùèêåñ å� �çìíñúåç�ñ �ôåçö èøùåñ îû øùìè �ì�èåç î üýþÿ � �ôì�òù æåêå� î ëóÿ���� åìí �öìçæ �ôåçìçê�åêú �úç î òäèð èåç �ôùçèññå�åêú �úç
2 þíèðåçñè�é êå ý çòðåíæå î �åí�çå êå ÷ ì�ôéö ì�èøùåñ å� ê ��íúòçö ì�èøùå î	ì
 òçì�òèçå ê �ÿíìä�ñå î �òõòäò� èå å� ý çò
ì
 èäè�éñ � þ÷ó ûû� î� çùå �òäèò� �ùçèå î �þ� ÷ìçñåèääå æåêå� � î ëóÿ���ôåçìçê�æö è �ùíèð�öçñ �úç î ôùçèññå�æö è �ùíèð �öçñ �úç

�������� � �� ������� � �� ���� ����� � �  ! � � "�#�� ���� $�" ��� � !#%�� ��  & �������� �' %(#�� "  ��!� ' ��� �� �)#�!����#" �����#�� ���#"��� � *
+�� ����� ���� ��� ��,�� ��� -� #��� �� ��� �' %(#�� �' %�����#�� & �"�%!��" . ��� ��,�� ��/����-�  & ��� ��!�$��� � ������)#�� * +�� "��� � "�0
� � #��� � � "�#�� ������ ��� ���-!� �����#��  � ��� �' %�����#�� " ��! .��� �����-  � ��� ��1�  & " ��� '���� �� #��� * 2� �� �!� �� '�  � ��� ��%
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Gôåçå ôìñ 
 ååí ì w èêå êå
ì�å òðåç �ôå õìñ� �ôèç�� �åìçñ èí �ôå �wò�õôìñå Hòw æòööùíè��î wôèæôæòíæåçíñ �ôå õ ò�åí�èìä äòññ òú ô�õ åç
 òäèæè�� òú ñ�ìíêìçê �wò�Hùèê ö òêåäñ î ìíê è�ñ æòíñåøùåíæåñ èí�åçö ñ òú èíêùñ�çèìä õçåêèæ�èòíñ òú �wò�õôìñå Hòw ñ � I J çñ� èêåì �ôì� åö åç�åê ì äòí� �èö å ì�ò èñ �ôåúòääòw èí� K åðåí èú �ôå ñ�ìíêìçê �wò�Hùèê ö òêåä ö ì� äåìê èí ñòö å �åñ� æìñåñ �ò ìí èää�õòñåê èíè�èìäðìäùå õçò
 äåö î �ôèñ w èää íåðåç ôìðå íå�ì�èðå æòíñåøùåíæåñ ñèíæå òíå ùñåñ çì�ôåç æòìçñå ö åñôåñ ìíê
ö åìíwôèäå �ôå ùõw èíêèí� Hìðòùç w èää �ùìçìí�åå åíòù�ô ñ�ì
 èäè�� �ò æòöõåíñì�å åö åç� èí� èííåçèíñ�ì
 èäè�� òú �ôå ñå� òú LïM � Iæ�ùìää� î �ô èñ ö è�ô� ö ì!å ñåíñå õçòðèêåê �ôì� wå êåìä w è�ô êèñæçå�åö òêåäñ î ìíê íò� w è�ô æòí�èíùòùñ ö òêåäñ � I ñåæòíê õòèí� wôèæô èñ ìäñò åöõôìñèñåê èñ �ôì� ñòö å Nå��õ åæ�åê ñö ìääO èí�åçúìæèìä �çìíñúåç �åçö ñ èí �ôå ö òö åí�ùö åøùì�èòí Níìö åä� β∂x (α)O öì� 
 åæòö åõçåêòö èíìí� èí Pêìí�åçòùñ P ñè�ùì�èòíñ � Gôèñ wìñ J çñ� õ òèí�åê òù� 
� ��ùôö èääåç ì äòí� �èö å ì�òwôåí úòæùñèí� òí [\aW_� bV^^[XgV _ V`[Zî ìíê ö òçå çåæåí�ä� èí �ôå íùæäåìç æòööùíè��� Ií ìííò� èí�õòèí� èñ �ôì� �ôèñ �åçö òíä� åíäìç�åñ �ôå êòö ìèí òú ô�õ åç
 òäèæè�� N1ü�2O î 
ù� èí ñùæô ì wì� �ôì� è�
æìííò� å�ìæ�ä� çåæòðåç �ôå wôòäå êòö ìèí èíæäùêèí� ìää õô�ñèæìää� ìêö èññè
 äå ñ�ì�åñ �

Ií ìä�åçíì�èðå wì� �ò æòöõù�å �wò�Hùèê ö òêåäñ ôìñ åö åç�åê øùè�å çåæåí�ä� î wôèæô �ì!åñ è�ñ
�çòùíêñ òí �ôå �wò�Hùèê �wò�õçåññùçå ìõõçòìæô � �íå òú �ôå ö ìèí ìêðìí�ì�åñ òú �ôå äì��åç úòçö ì�
äèñö èñ �ôì� è� �ùìçìí�ååñ ô�õ åç
 òäèæè�� úòç ìää ìêö èññè
 äå ñ�ì�åñ N�ôì� èñ õô� ñèæìä ñ�ì�åñ w è�ô õ òñè�èðåðòäùö å úçìæ�èòíñ î õ òñè�èðå ö ìññ úçìæ�èòíñ ìíê èí�åçíìä åíåç� èåñO � Qòwåðåç î ö ìí� wòç!åçñ èí �ôå�wò�Hùèê æòööùíè�� ñ�èää ñååö �ò úååä çåäùíæ�ìí� ùñèí� �ôåñå � Gôå ö ìèí ò
 � åæ�èðå ôåçå èñ �ò � èðåì æòööòí úçìö åwòç! wôèæô ö è�ô� ùíèú� 
 ò�ô ìõõçòìæôåñ î ìíê ö åìíwôèäå èíôåçè� òú ö ì�ôåö ì�èæìäõçòõ åç�èåñ òú �ôå �wò�õçåññùçå æäòñùçåñ �

Gôå 
ìñèæ èêåì èí �ôèñ wòç! èñ �ôùñ �ò �ì!å ìêðìí�ì�å òú �ôå ñ�çùæ�ùçå òú �wò�Hùèê �wò�õçåññùçåö òêåäñ �ò õçòðèêå ìõõçò� èö ì�èòíñ òí æòìçñå ö åñôåñ òú ñ�ìíêìçê �wò�Hùèê ö òêåäñ � Iæ�ùìää�î wå ñôòwôòw �ò æòíñ�çùæ� ì ñèöõäå íùö åçèæìä ö å�ôòê wôèæô åíñùçåñ �ôì� �ôå ö ì� èöùö õçèíæèõäå úòç �ôå ðòèêúçìæ�èòí ôòäêñ î ìíê åè�ôåç äåìêñ �ò �ôå õçåêèæ�èòí òú �ôå �wò�Hùèê �wò�õçåññùçå ìõõçòìæô wôåí ùñèí�
Jíè�å �èö å çåäì�ì�èòí î òç �ò �ôå ñ�ìíêìçê �wò�Hùèê ö òêåä wôåí ùñèí� Råçò çåäì�ì�èòí �èö å � sò�ôçåä� òí ì æòí�çòä òú �ôå åí�çòõ� èíåøùìäè��� �å wèää ìäñò ñôòw î òí �ôå 
ìñèñ òú ì õìç�èæùäìç �åñ� æìñåèññùèí� úçòö �ôå äè�åçì�ùçå î �ôì� �ôå ñåæòíê ìä�òçè�ôö ôèêåñ êåJæèåíæèåñ òí æòìçñå ö åñôåñ wôèæô ìçåíòíå�ôåäåññ íì�ùçìää� çå�çèåðåê wôåí ìõõä� èí� úòç ôùê�å ö åñô çåJíåö åí� � Gôèñ å�õ åæ�åê çåñùä� èñ
ö åìíèí�úù ä î ìíê ôìñ ìäçåìê� 
 ååí õ òèí�åê òù� ñòö å �èö å ì�ò èí 1��2 èí �ôå úçìö åwòç! òú �ìñ Hòwôè�ôä� äòìêåê w è�ô õìç�èæäåñ �

Gôå wôòäå ìä�òçè�ôö èñ �çòùíêåê òí çåäì�ì�èòí ñæôåö åñ � Gôåñå ôìðå 
 åæòö å øùè�å õ òõùäìç òðåç�ôå õìñ� �åí �åìçñ î ö ìèíä� 
 åæìùñå �ôå� åíì
 äå �ò êåìä w è�ô æòöõäå� M�� wôåí æòöõù�èí� �ìñê�íìö èæñ w è�ô Mùäåç åøùì�èòíñ Nñåå 1��2 ìíê 1û�2 úòç èíñ�ìíæåO � Gôå� ìçå èíêååê ùñåúùä �ò æòõ åw è�ô íòíäèíåìç M�� î ìíê åíì
 äå �ò çå�çèåðå ñèö èäìç çì�åñ òú æòíðåç�åíæå wôåí æòöõìçåê w è�ô ö òçåñ�ìíêìçê å�ìæ� òç ìõõçò� èö ì�å ó èåö ìíí ñòäðåçñ � Gôå ìõõäèæì�èòí �ò �ôå úçìö å òú �wò�õôìñå Hòw ñìäñò ñååö ñ ðåç� ìõõ åìäèí� � Gôèñ ôìñ 
 ååí çåæåí�ä� èíðåñ�è�ì�åê 
� ë � �òøùåä ìíê æò�ìù�ôòçñ èí òçêåç�ò æòõ å w è�ô �wò�õôìñå ôòö ò�åíåòùñ ö òêåäñ èí èíêùñ�çèìä ñè�ùì�èòíñ Nñåå 1�2 î 1��2 î 1�ý2 î 1�þ2 î 1�û2 î1 �2O � Gôå õçåñåí�ì�èòí òú �ôå õìõ åç èñ �ôå úòääòw èí� � �å J çñ� õçòðèêå �ôå òðåçìää ìä�òçè�ôö � �åìú�åçwìçêñ çåæìää ñòö å õçòõ åç�èåñ òú �ôå �wò�Hùèê �wò�õçåññùçå ö òêåä î ìíê òú �ôå çåäì�ì�èòí ñ�åõ ��æôåö åñ wôèæô ìçå ùñåê �ò õçòðèêå ìõõçò� èö ì�èòíñ w è�ôèí åìæô ñ�åõ ìçå �ôåí å�ìö èíåê � Gôå 
ìñèæíùö åçèæìä å�ìöõäå wôèæô èñ êèñæùññåê èí �ôèñ õìõ åç èñ ì ñèöõäå ó èåö ìíí õçò
 äåö èññùèí� úçòö �ôå
� ��
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äè�åçì�ùçå � �å wèää úò æùñ òí �ôå ñ�ìíêìçê �wò�Hùèê ñèí� äå õçåññùçå ö òêåä � �å 
çèåH� çåæìää �ôì� �ôèñö òêåä äåìêñ �ò ì 
 äòw �ùõ òú �ôå æòöõù�ì�èòí wôåí ñ�ì
 èäèR èí� êçì� åS åæ�ñ ìçå òö è��åê î ìññùö èí��ôå ö åñô èñ Jíå åíòù�ô � �å �ôåí æòíñèêåç �ôå ñìö å èíè�èìä æòíêè�èòíñ ìíê ìææòùí� úòç êçì� åS åæ�ñw è�ô õô� ñèæìä êçì� æòåT æèåí�ñ � ëòç æòìçñå òç íò� �òò Jíå ö åñôåñ î �ôå íùö åçèæìä ñòäù�èòí ñååö ñ �ò 
 åõô� ñèæìää� çåäåðìí� U ôòwåðåç î �ôå íùö åçèæìä ìõõçò� èö ì�èòí ñ�èää 
 äòw ñ ùõ wôåí òíå ö ì!åñ ì �ôùê�å�öåñô çåJíåö åí� � �ú æòùçñå î çåñù ä�ñ ò
 �ìèíåê w è�ô �ôå �wò�õçåññùçå ö òêåä êò íò� ñùS åç úçòö �ôèñêåJæèåíæ��
E t4 V5&W>.7' 9&'()* :8' 9:78 :)X&67+Y9

�å J çñ� èí�çòêùæå ñòö å æäìññèæìä íò�ì�èòíñ � Gôå ñù
 ñæçèõ� k ∈ {1,2} wèää çåúåç �ò �ôå õôìñå �ìíê � çåñõ åæ�èðåä�� 	å� Uk
î ρk

ìíê
Pk


 å �ôå ðåäò æè�� î �ôå êåíñè�� ìíê �ôå õçåññùçå w è�ôèí õôìñå k �Gôå ðòäùö å úçìæ�èòí èí åìæô õôìñå èñ êåíò�åê 
� αk ∈ [0,1]
wè�ô α1 + α2 = 1 � Gôå õìç�èìä ö ìññåñìçå mk = αkρk

î ìíê Ek = ρkek +
ρkU2

k
2

ñ�ìíêñ úòç �ôå �ò�ìä åíåç�� òú õôìñå k î wôåçå �ôå èí�åçíìäåíåç�� èñ íò�åê ek = ek(Pk,ρk)
�

Z np n� 3�F EIHBKHGK I=C[\] JK LCKFN
�å J çñ� 
çèåH� çåæìää �ôì� �ôå ñ�ìíêìçê �wò�Hùèê ö òêåä N� ��O èñ ì

6−åøùì�èòí ö òêåä w è�ô �wò
ö ìññ æòíñåçðì�èòí åøùì�èòíñ î �wò ö òö åí�ùö åøùì�èòíñ ìíê �wò �ò�ìä åíåç�� åøùì�èòíñ �





∂t (mk) + ∂x (mkUk) = 0

∂t (mkUk) + ∂x

(
mkU

2
k

)
+ αk∂x (P )

= Tk

∂t (αkEk) + ∂x (αkUk(Ek + P )) + P∂t (αk)

= TkV
i

N� ��O

Gôå èí�åçúìæèìä ö òö åí�ùö �çìíñúåç Tk
èí õôìñå k

ì�çå�ì�åñ �ôå æòí�çè
ù�èòíñ òú �ôå êçì� úòçæå îwôèæô èñ K
Tk,0 = (−1)kK(W )(U1 − U2)

N� ��O
ìíê �ôå J çñ� òçêåç êèSåçåí�èìä æòççåæ�èòí K

Tk,1 = −(P − πi)∂x (αk)
N� �O

wôèæô ðìíèñôåñ wôåí òíå ìññùö åñ �ôì� πi = P î ìíê æòí�çè
ù�åñ �ò åíäìç�å �ôå ô�õ åç
 òäèæè�� êòö ìèíwôåí πi−P = β(U2−U1)
2 Nñåå 1üý2O � �� èñ !íòwí úçòö äòí� �ôì� �ôå åè�åíñ�çùæ�ùçå òú �ôå æòíðåæ�èðåõìç� òú �ôèñ ñ�ñ�åö æìí íò� 
 å ìíìä��èæìää� å�ôè
 è�åê � Gôèñ äìæ! òú èíúòçö ì�èòí ò
ðèòùñä� õçåðåí�ñùñ úçòö 
ùèäêèí� �ôå å�ìæ� ñòäù�èòí òú �ôå ó èåö ìíí õçò
 äåö î ìíê ìäñò çåíêåçñ �ôå æòíñ�çùæ�èòí òú

ìõõçò� èö ì�å ó èåö ìíí ñòäðåçñ ðåç� �åêèòùñ Nñåå 1üý2 î 1üû2O � sù� �ôå ö òñ� ìííò� èí� õòèí� èñ �ôì� òíåìäñò !íòw ñ �ôì� ñòö å Påääèõ�èæ P Nwè�ô çåñõ åæ� �ò �èö åO ìçåìñ çåö ìèí î wôèæô çåñùä�ñ èí ì P
 äòw �ùõ Pòú �ôå æòí�èíùòùñ ñòäù�èòí î ìñ èääùñ�çì�åê èí 1ûý2 Nèí ò�ôåç wòçêñ î �ôå èí è�èìä 
 òùíêìç� ðìäùå õçò
 äåö
 åæòö åñ äò æìää� èää�õòñåê O � I ñ ì æòíñåøùåíæå î wôì�åðåç �ôå Nìññùö åê æòíðåç�åí�O íùö åçèæìä ö å�ôòêèñ î òíå å�õ åæ�ñ �ôì� �ôå ìõõçò� èö ì�å ñòäù�èòí w èää ìäñò å�õäòêå òí ^c^ a[V\Yg� ñö ìää �çèê ñèRåñ � �åíòíå�ôåäåññ ùíêåçäèíå �ôì� �ôèñ ñ�çìí�å õì��åçí ñôòùäê íò� 
 å æòíúù ñåê w è�ô �ôå õçåñåçðì�èòí òú�ôå ö ì� èöùö õçèíæèõäå úòç �ôå ðòäùö å úçìæ�èòí � Iæ�ùìää�î çå�ùäìç ñòäù�èòíñ òú �ôå ñ�ìíêìçê �wò�Hùèêö òêåä î ì�çåå w è�ô �ôå ö ì� èöùö õçèíæèõäå úòç α1
î èú �ôå ðåäò æè�� Jåäêñ Nìíê �ôåèç êèðåç�åíæåñO çåö ìèí


 òùíêåê òðåç Jíè�å �èö å èí�åçðìäñ Nñåå 1�ÿ2O �
� �
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Z np np 3�F I=C[\] JK I=C[_GFEE]GF LCKFN

Gôèñ òíå ö ì� 
 å wçè��åí ìñ K




∂t (α1) + V i∂x (α1) = λ(P1 − P2)

∂t (mk) + ∂x (mkUk) = 0

∂t (mkUk) + ∂x

(
mkU

2
k + αkPk

)
− P i∂x (αk) = Tk

∂t (αkEk) + ∂x (αkUk(Ek + Pk)) + P i∂t (αk) = TkV
i

N� �þ O

�å w èää êå�ìèä ìú�åçwìçêñ �ôå ñõ åæèJæ úòçö ñ òú �ôå èí�åçúìæå ðåäò æè�� Vi
ìíê èí�åçúìæå õçåññùçå P i ��å��èí� èí ì úòçö ìä wì� λ = +∞ åíì
 äåñ �ò çå�çèåðå �ôå õçåðèòùñ ñå� ìññòæèì�åê w è�ô �ôå ñ�ìíêìçê�wò�Hùèê ö òêåä �

Gôå èí�åçúìæèìä ðåäò æè�� ìíê �ôå èí�åçúìæèìä õçåññùçå ìçå ö òêåääåê èí ì æäìññèæìä wì� Nñåå 1�2 î 1��2 î1��2 î 1þ2 î1�2 î 1þý2 î 1ûÿ2 O K
Vi = µU1 + (1 − µ)U2

N� ��O
wôåçå åè�ôåç µ(1 − µ) = 0 Nñåå 1��2O î òç µ = m1

m1+m2

Nñåå 1��2O � ÷òçåòðåç K

P i =
(1 − µ)a1P1 + µa2P2

(1 − µ)a1 + µa2

N� �ûO
wôåçå ak = (∂Pk

(ek(Pk,ρk)))
−1∂Pk

(Ln(sk)(Pk,ρk))
�

Z np no 3�F MHEJD HN¦CGJI�L
��èää ùñèí� ìää ì
 òðå íò�ì�èòíñ î wå ö ì� íòw õçåñåí� �ôå wôòäå æòöõù�ì�èòíìä õçòæåññ 
 å�wååíêèñæçå�å �èö å tn

ìíê
tn+1 �

�� æòíñèñ�ñ èí �wò ñ�åõñ K} NèO ìí åðòäù�èòí ñ�åõ î} NèèO ìíê ì çåäì�ì�èòí ñ�åõ �
ïùçèí� �ôå åðòäù�èòí ñ�åõ î wå æòöõù�å ìí ìõõçò� èö ì�å ñòäù�èòí òú �ôå �wò�Hùèê �wò�õçåññùçå ö ò�êåä î ��ôå 
ìñèæñ òú wôèæô ìçå çåæìääåê äì�åç òí � î W_ [YY[\e Y] V � bV^^cbV bVgZd ZY[W\ YVb_^ � Gôå èíè�èìäæòíêè�èòí èí æåää i

úòç �ôèñ åðòäù�èòí ñ�åõ èñ
Zn

i
î wôåçå Zt = (α1,m1,m2,m1U1,m2U2,α1E1,α2E2)

�
Gôùñ �ôå �òðåçíèí� ñå� òú åøùì�èòíñ òú �ôå åðòäù�èòí ñ�åõ w èää 
 å K





∂t (α1) + V i∂x (α1) = 0

∂t (mk) + ∂x (mkUk) = 0

∂t (mkUk) + ∂x

(
mkU

2
k

)
+ ∂x (αkPk) − P i∂x (αk) = Tk

∂t (αkEk) + ∂x (αkUk(Ek + Pk)) + P i∂t (αk) = TkV
i

N� �üO

Iõõçò� èö ì�èòíñ ì� �ôå åíê òú �ôå åðòäù�èòí õçòæåññ w èää 
 å íò�åê Z̃ � �
ðèòùñä�î åðåí èú �ôå äò æìä õôì�ñèæ õçåññùçåñ ìçå èí åøùèäè
çèùö èí ìää æåääñ ZY Y] V XVe [\\[\e Wl Y] V Y[_ V ^YV� N�ôì� èñ K
(P1)

n
i = (P2)

n
i
O î�ô èñ w èää íò äòí�åç ôòäê ì� �ôå åíê òú �ôå �èö å ñ�åõ î wôèæô ö åìíñ �ôì� P̃1 6= P̃2

�

� �þ
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Gôå õçåññùçå�çåäì�ì�èòí ñ�åõ w èää �ôåí æòççåæ� �ôå õçåêèæ�èòí èí åìæô æåää î 
� æòöõù�èí� ìõõçò� è�öì�èòíñ òú �ôå ñòäù�èòí òú �ôå úòääòw èí� ñå� òú �ïM K





∂t (α1) = λ(P1 − P2)

∂t (mk) = 0

∂t (mkUk) = 0

∂t (αkEk) + P i∂t (αk) = 0

N� �ýO

Iæ�ùìää�î 
 ò�ô mk
ìíê

Uk
çåö ìèí ùíæôìí�åê êùçèí� �ôèñ õçòæåññ � �í õçìæ�èæå wå ñôìää ñå� K

λ = α1α2θ
−1/(P1 + P2)

N� ��O
Q åíæå î �ôèñ èí õçìæ�èæå w èää ùõêì�å ðìäùåñ òú

(α1,P1,P2)
�

� òw î �wò úçìö åñ ñôòùäê 
 å êèñ�èí�ùèñôåê � �í �ôå J çñ� òíå î wôåçå òíå ìèö ñ ì� æòöõù�èí� �çùåìõõçò� èö ì�èòíñ òú �ôå �wò�Hùèê �wò�õçåññùçå ö òêåä î �ôå çåäì�ì�èòí �èö å θ
ìññòæèì�åê w è�ô λ

ñôòù äêçåö ìèí íòí Råçò � �í �ôå æòí�çìç� î �ôå ñ�ìíêìçê �wò�Hùèê ö òêåä çåøùèçåñ èíñ�ìí�ìíåòùñ çåäì�ì�èòíõçòæåññ Nλ = +∞O � Gôå Jíìä �èö å ìõõçò� èö ì�èòí èñ íò�åê èí ìí� æìñå Zn+1 �
�å wèää úò æùñ ôåçåèí òí �ôå æòöõù�ì�èòí òú �ôå ñ�ìíêìçê �wò�Hùèê ö òêåä î ìíê �ôùñ w èää êå�ìèäõçòõ åç�èåñ õ åç�ìèí èí� �ò �ôå äì��åç ñ� ñ�åö ñ N� �üO� N� �ýO èí �ôå æòí�èíùòùñ ìíê êèñæçå�å úçìö åwòç!ñ �Gôå çåìêåç èñ çåúåçåê �ò 1þ2 úòç êå�ìèäñ òí �ôå íùö åçèæìä õçòæåêùçåñ �ò æòõ å w è�ô �ôå çåäì�ì�èòíõçòæåññ wôåí λ

èñ Jíè�å �

� ��
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E t` E&99(8+* &8 ,&+Y *+(@*
Z no n� 0GC_ FGIJFE Cr I�F I=C[_GFEE]GF LCKFN

aå ðåç� 
çèåH� çåæìää ôåçåèí ñòö å èöõòç�ìí� õçòõ åç�èåñ òú �ôå �wò�Hùèê �wò�õçåññùçå ö òêåä h]V\Y] V agW^cbV^ N� ��O jN� �ûO ]Wg` K




∂t (α1) + V i∂x (α1) = λ(P1 − P2)

∂t (mk) + ∂x (mkUk) = 0

∂t (mkUk) + ∂x

(
mkU

2
k + αkPk

)
− P i∂x (αk) = Tk

∂t (αkEk) + ∂x (αkUk(Ek + Pk)) + P i∂t (αk) = TkV
i

N� ��ÿO

Gôå ñ�ñ�åö N� ��ÿO èñ ô�õ åç
 òäèæ � bíäåññ ñòö å çåñòííìíæå òææùçñ î �ôå ñå� òú åè�åíðåæ�òçñ ñõìíñ
R

7 � �ú wå íò�å ρkc
2
k = γkPk

î åè�åíðìäùåñ ìçå çåìä K




λ1 = Vi

λ2 = U1 − c1, λ3 = U1, λ4 = U1 + c1

λ5 = U2 − c2, λ6 = U2, λ7 = U2 + c2

N� ���O

ëèåäêñ � îþ î� îü ìçå �åíùèíåä� íòí äèíåìç ìíê �ôå Jåäêñ � î îû ìçå äèíåìçä� êå�åíåçì�åê Nòw èí� �ò N� ��OO �óå�ùäìç ñòäù�èòíñ òú �ôå äì��åç ñ� ñ�åö ìçå ñùæô �ôì� αk
çåö ìèí õ òñè�èðå î ìññùö èí� ìêö èññè
 äå èí�

äå� 
 òùíêìç� æòíêè�èòíñ î ìíê çå�ùäìç ðåäò æè�� Jåäêñ � �í ìêêè�èòí î ùíêåç �ôå ñìö å ìññùöõ�èòíñ î m1ìíê
m2

çåö ìèí õ òñè�èðå � I ñèö èäìç õçòõ åç�� ôòäêñ úòç
Pk

î úòç õ åçúåæ� �ìñ äìw ñ ìíê ìññùö èí� �ôì�
µ(1 − µ) = 0 �

aå íååê �ò èí�çòêùæå ñõ åæèJæ åí�çòõèåñ sk
èí ì�çååö åí� w è�ô K

γkPk∂Pk
(sk) + ρk∂ρk

(sk) = 0 N� ���O
wôåçå K

ρk(ck)
2 = (∂Pk

(ek))
−1(

Pk

ρk
− ρk∂ρk

(ek))
N� ��O

I æçùæèìä õ òèí� �ò íò�å èñ �ôì� �ôå úòääòw èí� èíåøùìäè�� ôòäêñ úòç çå�ùäìç ñòäù�èòíñ K
∂t (η) + ∂x (Fη) ≤ 0 N� ��þ O

èí�çòêùæèí� K
η = −m1Ln(s1) − m2Ln(s2)

N� ���O
ìíê K

Fη = −m1Ln(s1)U1 − m2Ln(s2)U2
N� ��ûO

Gôèñ èñ ì cå� ñ�òíå úòç �ôå wôòäå õçòæåêùçå �
Z no np 0GC_ FGIJFE Cr I�F GFNHdHIJCB EIF_

aå æòíñèêåç ôåçå �ôå õçåññùçå çåäì�ì�èòí ñ�åõ î �ôì� èñ K




∂t (α1) = λ(P1 − P2)

∂t (mk) = 0

∂t (mkUk) = 0

∂t (αkEk) − (−1)kP i∂t (α1) = 0

N� ��üO

� �û
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wè�ô ìí èíè�èìä æòíêè�èòí èí �ôå ìêö èññè
 äå çìí�å NPk > 0 î αk > 0O �

Gôçòù�ôòù� �ôå õçåññùçå çåäì�ì�èòí ñ�åõ î wå íò�å �ôì� K
mk∂t (ek) = −P i∂t (αk)

N� ��ýO
ìíê K

αk∂t (ρk) = −ρk∂t (αk)
N� ���O

Gôùñ î wå �å� K
∂t (sk) = (∂Pk

(ek))
−1∂Pk

(sk) (∂t (ek) −
Pk

(ρk)2
∂t (ρk))

N� ��ÿO
òç K

∂t (sk) = (∂Pk
(ek))

−1∂Pk
(sk) (

Pk − P i

mk
)∂t (αk)

N� �� �O
Q åíæå K

mk

sk
∂t (sk) = ak(Pk − P i)∂t (αk)

N� ���O
gèíæå K

∂t (η) = −
2∑

k=1

mk

sk
∂t (sk)

N� ��O
wå �å� K

∂t (η) = − a1a2

(1 − µ)a1 + µa2
(P1 − P2)∂t (α1)

N� ��þ O
Gôùñ K

∂t (η) = − a1a2

(1 − µ)a1 + µa2
λ(P1 − P2)

2 N� ���O
aå ö ì� �å� ñòö å êåñæçèõ�èòí òú �ôå ö èö èíùö ðìäùå ò
�ìèíåê èí

M0
K

∂t (η) = 0 <=> P2 − P1 = 0 N� ��ûO
Mðåí ö òçå î �ôå ñåæòíê êåçèðì�èðå ìçòùíê

M0
èñ K

∂t2
(
2η

)
|M0

=
a1a2

(1 − µ)a1 + µa2
(
γ1P1

α1
+

γ2P2

α2
)X2 N� ��üO

ñå��èí� X = ∂t (α1)
î ìíê ùñèí� �ôå èêåí�è�� K

∂t (Pk) = (∂Pk
(ek))

−1(∂t (ek) − (∂ρk
(ek))∂t (ρk))

N� ��ýO
gèíæå γkPk = ρk(ck)

2 èñ õ òñè�èðå î ∂t2 (η)M0

èñ �ôùñ õ òñè�èðå � Gôèñ åíñùçåñ �ôì� �ôå èíñ�ìí�ìíåòùñçåäì�ì�èòí òú õçåññùçå ö èíèö èRåñ �ôå åí�çòõ� òú �ôå wôòäå ñ� ñ�åö � Gôèñ çåñùä� ôòäêñ �çùå úòç ìí�
Mhg �

� �ü
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E tu �-Y(9(* :8i 9:78 @6j@ k6lmkn
Z no n� A DCBEJEIHBI GFNHdHIJCB LFI�CK

aå òíä� êèñæùññ ôåçåèí �ôå çåäì�ì�èòí ñ�åõ wôåí çåñ�çèæ�èí� �ò èíñ�ìí�ìíåòùñ çåäì�ì�èòí � aåíååê �ò èí�çòêùæå ì íò�èòí òú Pæòíñèñ�ìíæ� æòíêè�èòí òí õçåññùçå P ìñ úòääòw ñ � �ú wå ìññùö å ì õ åçúåæ�
ìäìíæå òí èíè�èìä ðìäùåñ òú õçåññùçåñ K
P̃1 = P̃2 = φ N� ���O

�ôèñ ñôòùäê èöõä� �ôì� K
Pn+1 = φ N� �ÿO

ìíê �ôåçåúòçå K αn+1
k = α̃k

� �í ò�ôåç wòçêñ î �ôå çåäì�ì�èòí ñ�åõ öùñ� 
 å ì P�ôòñ� ñ�åõ P èí �ôì�õìç�èæùäìç æìñå � aå �ôùñ úòæùñ òí �ôå úòääòw èí� ñæôåö å î wôèæô èñ å�ìæ�ä� �ôå òíå ùñåê èí p�q K




(Pk)
n+1
i = (P )n+1

i

(mk)
n+1
i = ˜(mk)i

(mkUk)
n+1
i = ˜(mk)i

˜(Uk)i

(αkEk)
n+1
i − ˜(αk)i

˜(Ek)i + (P )n+1
i ((αk)

n+1
i − ˜(αk)i) = 0

N� � �O

Gôå äì��åç åøùì�èòí èñ åøùèðìäåí� �ò K
(mkek)

n+1
i − ˜(mk)i

˜(ek)i + (P )n+1
i ((αk)

n+1
i − ˜(αk)i) = 0 N� ��O

òw èí� �ò �ôå J çñ� �ôçåå ö åñô ñæôåö åñ �
�ú wå ö òçåòðåç çåñ�çèæ� �ò õ åçúåæ� �ìñ Mhg w è�ôèí åìæô ñ�åõ î ñå��èí� �ôùñ K (γk − 1)ρkek = Pk

î èíì�çååö åí� w è�ô æòíêè�èòí γk > 1 î wå èöö åêèì�ä� �å� K
(αkPk)

n+1
i − (α̃kP̃k)i

γk − 1
+ (P )n+1

i ((αk)
n+1
i − ˜(αk)i) = 0 N� �O

aå êåêùæå K

Pn+1
i =

α̃1iγ2(P̃1)i + α̃2iγ1(P̃2)i

α̃1iγ2 + α̃2iγ1

N� �þ O
ìíê ñù
 ñåøùåí�ä� (Pk)

n+1
i = Pn+1

i
Núòç k = 1,2O î 
ù� ìäñò K

(αk)
n+1
i = (α̃k)i(

γk − 1

γk
+

(P̃k)i

γkP
n+1
i

) N� ��O
L çòõ åç�� �K sò�ô Pn+1

i

ìíê
(α1)

n+1
i (1 − α1)

n+1
i

çåö ìèí õ òñè�èðå �ôçòù�ô �ôå çåäì�ì�èòí ñ�åõ î ìññù�
öèí� çåäåðìí� èí è�èìä êì�ì �

Z no np rHEJD ED�FLFE ]EFK IC DCL_]IF I�F FqCN]IJCB EIF_
Gôå íùö åçèæìä ö å�ôòê ùñåê �ò æòöõù�å ìõõçò� èö ì�å ñòäù�èòíñ òú �ôå æòíðåæ�èòí ñ�åõ èñ å�ìæ�ä��ôå òíå êåñæçè
 åê èí pþ q � �� èñ �ôùñ íò� çåæìääåê èí �ôèñ õìõ åç � �� èñ ì ëèíè�å ðòäùö å ö å�ôòê î wôåçå �ôåíùö åçèæìä æòíðåæ�èðå Hù�åñ ì� åìæô æåää èí�åçúìæå çåä� åè�ôåç òí óùñìíòð ñæôåö å î �ôå å�ìæ� sòêùíòð

ñæôåö å òç òí �ôå ìõõçò� èö ì�å sòêùíòð ñæôåö å xëóòå�íæð Nñåå p �qO � Gôå �èö å ñ�åõ èñ æôòñåí �ò
� �ý
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ì�çåå w è�ô �ôå ñ�ìíêìçê �ë	 æòíêè�èòí K CFL = 0.5 �

t bW� VbY� u m
� ��� Gôå óùñìíòð ñæôåö å åíì
 äåñ �ò ö ìèí�ìèí õ òñè�èðå ðìäùåñ òú �ôå ðòèê úçìæ�èòí ìíê õìç�èìä ö ìññåñ îìññùö èí� ñ�ìíêìçê �ë	 æòíêè�èòí �

� ��� Gôå å�ìæ� sòêùíòð ñæôåö å õçåñåçðåñ �ôå õ òñè�èðè�� òú å�õ åæ�åê õ òñè�èðå æòöõòíåí�ñ �
h
ðèòùñä� î èú òíå ìèö ñ ì� æòöõù�èí� �ôå ñ�ìíêìçê �wò�Hùèê ö òêåä î òíå íååêñ �ò èíè�èìäèRå J çñ��ôå Pöåìí õçåññùçå P (P )0i

î ìíê �ôåí �ò êåJíå �ôå æåää õôìñèæ õçåññùçåñ ìñ úòääòw ñ K
(P1)

0
i = (P )0i

ìíê
(P2)

0
i = (P )0i

î úòç ìí� æåää w è�ô ñù
 ñæçèõ� i � Gôå wôòäå õçòæåêùçå w èää �ôåí åíñùçå �ôì� ì õçåññùçååøùèäè
çèùö èñ ìæôèåðåê ì� �ôå åíê òú åìæô �èö å ñ�åõ î òw èí� �ò �ôå çåäì�ì�èòí õçòæåêùçå �

� ��
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E t� vvwkxmyz{ xknv {ln

aå íò�å �ôì� wå ùñå ìú�åçwìçêñ �ôå sìåç��ùíR èì�ò æäòñùçå î wôèæô ö åìíñ �ôì� µ = 0 î wôèæô�ùçíñ �ò
Vi = U2

î ìíê P i = P1
�

Z n� n� |�F } JFLHBB _GCMNFL
aå æòíñèêåç èí è�èìä æòíêè�èòíñ èññùèí� úçòö p�q � Gôùñ î wå ñ�ìç� �ôå æòöõù�ì�èòí w è�ô K

U1(x,t = 0) = U2(x,t = 0) = 0

α1(x,t = 0) = 0.25 P (x,t = 0) = 2.107

h1(x,t = 0) = 3.093106 h2(x,t = 0) = 1.35106

úòç
x < 0.5 î ìíê K

U1(x,t = 0) = U2(x,t = 0) = 0

α1(x,t = 0) = 0.25 P (x,t = 0) = 1.5107

h1(x,t = 0) = 3.093106 h2(x,t = 0) = 2.35106

úòç
x > 0.5 � I æòìçñå ö åñô æòí�ìèíñ 50 æåääñ î ì ö åêèùö öåñô æòí�ìèíñ 1000 æåääñ î ìíê �ôå Jíåç ö åñôæòí�ìèíñ 250000 æåääñ � Gôå ñ�çìè�ô� äèíå æòççåñõ òíêñ �ò �ôå æòöõù�ì�èòí wôåçå êçì� åS åæ�ñ ôìðå
 ååí òö è��åê î ñøùìçåñ êåíò�å ìõõçò� èö ì�èòíñ wôåçå �ôå êçì� æòåT æèåí� èñ æòöõù�åê w è�ô ì 
ù

 äåõìç�èæäå ö åìí êèìö å�åç d = 1.10−3 î ìíê æèçæäåñ çåõçåñåí� ñòäù�èòíñ úòç

d = 1.10−6 �
ëòç åìæô æòöõù�ì�èòí î wå õäò� �ôå ö òêùäùñ òú íòí Råçò èö ì� èíìç� õìç� òú åè�åíðìäùåñ î èú ö åì�íèí�úù ä � Gôå õô� ñèæìä �èö å úòç ñèöùäì�èòí èñ �ôå ñìö å èí åìæô æìñå �

Z n� np �L JIIJB¦ KGH¦ F¥FDIE
ëè�ùçåñ � �� î � �� î � � ìíê � �þ ñôòw �ôå ðòèê úçìæ�èòí î �ôå ö åìí õçåññùçå ìíê ðåäò æè�èåñ � ëè�ùçå

� �� ñôòw ñ �ôì� ñòö å æòöõäå� åè�åíðìäùåñ ìçèñå èí �ôå æòöõù�ì�èòí î wôèæô ìçå ò
ðèòùñä� æòççåäì�åêw è�ô �ôå çåäì�èðå ðåäò æè�� Ur
î 
ù� �ôå æòìçñå ö åñô w è�ô 50 æåääñ õçòðèêåñ ì ñö òò�ô ñòäù�èòí � Gôåñòäù�èòí íòíå�ôåäåññ ñôòw ñ ì ñ�çìí�å 
 åôìðèòùç òí �ôå ðòèê úçìæ�èòí î ö åìí õçåññùçå î ðåäò æè�� ìíê�ôå çåäì�èðå ðåäò æè�� U2 − U1
õçòJ äåñ wôåí ùñèí� ì ö åñô w è�ô 1000 æåääñ Nñåå J�ùçåñ � �û î � �ü î � �ý î

� �� î � ��ÿO � Gôå ñòäù�èòí å�õäòêåñ wôåí ùñèí� ì ö åñô w è�ô 5000 æåääñ �

��ÿ
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yz{ | � �� } ~ [V_ Z\\ � bWXgV_ � m kW[` l bZaY[W\ � ~ YbZ[e] Y g[\ V �\W `bZe� � ^�cZbV^ �
d = 1.10−3

� �a[bagV^ �
d = 1.10−6

� j �� aVg g^

0 0.2 0.4 0.6 0.8 11.5e+07

1.6e+07

1.7e+07

1.8e+07

1.9e+07

2e+07

yz{ | � �� } ~ [V_ Z\\ � bWXgV_ � m _ VZ\ � bV^^cbV t � ~ YbZ[e] Y g[\ V �\W `bZe� � ^�cZbV^ �
d = 1.10−3

� �a[bagV^ �
d = 1.10−6

� j �� aVg g^

�� �
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Z n� no ADDC]BIJB¦ rCG KGH¦ F¥FDIE
a ôåí ìææòùí�èí� úòç êçì� åS åæ�ñ î �ôå òçêåç òú ö ì�íè�ùêå òú �ôå çåäì�èðå ðåäò æè�� èñ æäåìçä� çå�êùæåê � ëòæùñèí� òí �ôå ö åñô w è�ô 1000 æåääñ î è� òææùçñ �ôì� �ôå õçåññùçå õçòJ äå èñ öùæô ñö òò�ôåç

Nñåå J�ùçåñ � �üO � Gôèñ ôòäêñ �çùå úòç ðåäò æè�èåñ �òò �
� òíå�ôåäåññ î wå íò�å �ôì� �ôå èö ì� èíìç� õìç� òú åè�åíðìäùåñ èñ íòí Råçò wôåí d = 10−3 Nñåå

J�ùçå � ��ÿO � �ú òíå �ùçíñ �ôåí �ò �ôå ñìö å õìç�èæäå ñèRå òí ì öùæô Jíåç ö åñô w è�ô 250000 æåääñ îè� æäåìçä� ìçèñåñ �ôì� �ôå ðòèê úçìæ�èòí èñ òíæå ì�ìèí öùæô õòääù�åê ìçòùíê �ôå äò æì�èòí x = 0.52Nñåå J�ùçå � ���O � Ií ìö ìR èí� õòèí� èñ �ôì� �ôå õçåññùçå õçòJ äå ñ�èää ñååö ñ �ò 
 å çå�ùäìç ìçòùíê�ôèñ äòæì�èòí òí �ôèñ õìç�èæùäìç ö åñô Nñåå J�ùçå � ���O � xåäòæè�èåñ ìçå õäò��åê òí J�ùçåñ � �� ìíê
� ��þ � ëè�ùçå � ��û êèñõ äì�ñ �ôå æòççåäì�èòí 
 å�wååí �ôå ðòèê úçìæ�èòí ìíê �ôå çåäì�èðå ðåäò æè�� ìçòùíê
x = 0.52 �

Iæ�ùìää� î òíå çå�çèåðåñ ì 
 äòw ùõ òú �ôå æòêå òí ì ö åñô w è�ô 106 æåääñ �
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E t� Ej�y{vnmj�

aå ôìðå ì �wòúòäê æòíæäùñèòí K
NèO Gôå íùö åçèæìä ö å�ôòê wôèæô ôìñ 
 ååí õçòõ òñåê ôåçåèí î wôèæô æòö
 èíåñ �ôå ùñå òú �ôå �wò�

Hùèê �wò�õçåññùçå ìõõçòìæô ìíê �ôå çåäì�ì�èòí õçòæåêùçå î åíì
 äåñ �ò æòõ å w è�ô 
 ò�ô �ôå �wò�Hùèê�wò�õçåññùçå ö òêåä ìíê �ôå ñ�ìíêìçê �wò�Hùèê ö òêåä î w è�ôòù� ñõ åæèJæ çåñ�çèæ�èòí òí �ôå �èö å ñ�åõ�õèí� U
NèèO Gôå òðåçìää ìä�òçè�ôö èñ ñ�ì
 äå î ìíê úòç�ùíì�åä� êòåñ íò� ôèêå õ ò�åí�èìä êåJæèåíæèåñ òú æòí�è�íùòùñ ö òêåäñ çå�ìçêèí� ô�õ åç
 òäèæè���
�� ö ì� �ôùñ 
 å ñååí ìñ ì õ òññè
 äå �òòä �ò æòöõù�å 
 ò�ô wåää�õòñåê èíè�èìä�ðìäùå õçò
 äåö ñ òí ìí�öåñô î ìíê õòññè
 ä� äò æìää� èää�õòñåê ö òêåäñ òí Pæòìçñå ö åñôåñ P�

E t� �y��j� {kiXkwk�ln
Gôèñ wòçc wìñ ñùõõòç�åê 
� Mïë NM äéæ�çèæè�é êå ëçìíæåO èí �ôå úçìö åwòçc òú �ôå � åõ�ùíå õçò�� åæ� � �òöõù�ì�èòíìä úìæèäè�èåñ wåçå õçòðèêåê 
� Mïë � Gôå ñåæòíê ìù�ôòç çåæåèðåñ Jíìíæèìä ñùõõ òç�ùíêåç ��ëóM�Mïë æòí�çìæ� �

�ÿ
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¡ t¢ £znmy lknl yznkn � mlYjvl njvxyk lkxw
¤ n�n� ¤ ¥¦§IH¥I ¨Hq© IGHq©ª«§¦ rG¦¬ ®¯ I¦ }¯

(Γ = 0)
aå ìçå èí �ôå J çñ� æòíJ�ùçì�èòí NJ� � Nþ ��OO � Gôå çåñùä�ñ ñôòw �ôå æòöõù�åê ñòäù�èòíñ wôåí �ôåæòí�ìæ� wìðå ôìñ õìññåê �ôçòù�ô �ôå æòùõäèí� èí�åçúìæå x = 0 � Gôå êìñôåê äèíåñ çåõçåñåí� �ôå èíè�èìäêì�ì ìíê �ôå õäìèí äèíå ñ�ìíêñ úòç �ôå ñòäù�èòí æòöõù�åê 
� òùç íùö åçèæìä ñæôåö å �

ìO Gôå èíè�èìä êì�ì úòç �ôå Qó÷
(Γ = 0) öòêåä èñ èí åøùèäè
çèùö K

êòö ìèí K QM÷ QM÷ Qó÷
(Γ = 0)

U �ÿ �ÿ �ÿ
P ��ÿå� ��ÿå� ��ÿå�
ρ �ÿÿÿ �ÿÿ �ÿÿ
C Ceq(PL,ρL) Ceq(PR,ρR) Ceq(PR,ρR)

-1 -0,5 0 0,5 1
900

920

940

960

980

1000
density

-1 -0,5 0 0,5 1

1e+07

1,5e+07

2e+07

2,5e+07

3e+07
pressure

-1 -0,5 0 0,5 1
5

10

15

20
velocity

-1 -0,5 0 0,5 1

0,9785

0,979

0,9795

0,98

0,9805

liquid mass fraction

yz{ | ï �� } °±² ³´³µ³¶· ¸³¹º»´ µ³´¼³µ� ³¹ ·»º¶µ²¸ ¶µ
x = −0.15

� t ½²¹²½¾¶µ³»´ »¿ µ± ² ¸³¹º½²µ² º»´µ¶ºµ¹»·¼ µ³»´ µ±½»¼À± µ± ² º»¼� ·³´À ³´ µ²½¿ ¶º²
x = 0

� °±² Á~Â Ã»¸²· ³¹ ³´ ²�¼³·³Ä½³¼Ã � Å² µ±¼¹ º± ²ºÆ µ± ²
¶Ä»¾² Ã ²´µ³»´´²¸ ½²¹¼·µ ³´ µ± ² � ½²º²²¸³´À ¹²ºµ³»´ �

��
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 OGôå èíè�èìä êì�ì úòç �ôå Qó÷
(Γ = 0) öòêåä èñ íò� èí åøùèäè
çèùö K

QM÷ QM÷ Qó÷
(Γ = 0)

U �ÿ �ÿ �ÿ
P ��ÿå� ��ÿå� ��ÿå�
ρ �ÿÿÿ �ÿÿ �ÿÿ
C Ceq(PL,ρL) Ceq(PR,ρR) ÿ ��üý

-1 -0,5 0 0,5 1
900

920

940

960

980

1000
density

-1 -0,5 0 0,5 1

1e+07

1,5e+07

2e+07

2,5e+07

3e+07
pressure

-1 -0,5 0 0,5 1
5

10

15

20
velocity

-1 -0,5 0 0,5 1
0,978

0,9785

0,979
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0,98
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liquid mass fraction

yz{ | ï �� } °±² ³´³µ³¶· ¸³¹º»´µ³´¼³µ� ³¹ ·»º¶µ²¸ ¶µ
x = −0.15

� t ½²¹²½¾¶µ³»´ »¿ µ± ² ¸³¹º½²µ² º»´µ¶ºµ¹»·¼ µ³»´ µ±½»¼À± µ± ² º»¼� ·³´À ³´ µ²½¿ ¶º²
x = 0

� °±² Á~Â Ã»¸²· ³¹ ´»µ ³´ ²�¼³·³Ä½³¼Ã � Å² µ±¼¹ º± ²ºÆ
µ± ² ¶Ä»¾² Ã ²´µ³»´´²¸ ½²¹¼ ·µ ³´ µ± ² � ½²º²²¸³´À ¹²ºµ³»´ �

�
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¤ Ç� ÇÈ ¤ ¥¦§IH¥I ¨HÉ© IGHÉ©ª«§¦ ÊG¦¬ }¯

(Γ = 0)
I¦ ®¯

aå ìçå èí �ôå J çñ� æòíJ�ùçì�èòí NJ� � Nþ �OO � Gôå çåñùä�ñ ñôòw �ôå æòöõù�åê ñòäù�èòíñ wôåí �ôåæòí�ìæ� wìðå ôìñ õìññåê �ôçòù�ô �ôå æòùõäèí� èí�åçúìæå x = 0 � Gôå êìñôåê äèíåñ çåõçåñåí� �ôå èíè�èìäêì�ì ìíê �ôå õäìèí äèíå ñ�ìíêñ úòç �ôå ñòäù�èòí æòöõù�åê 
� òùç íùö åçèæìä ñæôåö å �
ìO Gôå èíè�èìä êì�ì úòç �ôå Qó÷

(Γ = 0) öòêåä èñ èí åøùèäè
çèùö K
êòö ìèí K QM÷ Qó÷

(Γ = 0) Qó÷
(Γ = 0)

U
� �ÿ � �ÿ � �ÿ

P ��ÿå� ��ÿå� ��ÿå�
ρ

�ÿÿ �ÿÿ �ÿÿÿ
C Ceq(PL,ρL) Ceq(PL,ρL) Ceq(PR,ρR)

-1 -0,5 0 0,5 1
900

920

940

960

980

1000
density

-1 -0,5 0 0,5 1

1e+07

1,5e+07

2e+07

2,5e+07

3e+07
pressure

-1 -0,5 0 0,5 1
-20

-15

-10

-5
velocity

-1 -0,5 0 0,5 1

0,9785

0,979

0,9795

0,98

0,9805

liquid mass fraction

yz{ | ï � } °±² ³´³µ³¶· ¸³¹º»´µ³´¼³µ� ³¹ ·»º¶µ²¸ ¶µ
x = 0.15

� t ½²¹²½¾¶µ³»´ »¿ µ± ² ¸³¹º½²µ² º»´µ¶ºµ
¹»·¼ µ³»´ µ±½»¼À± µ± ² º»¼� ·³´À ³´ µ²½¿ ¶º²

x = 0
� °±² Á~Â Ã»¸²· ³¹ ³´ ²�¼³·³Ä½³¼Ã � Å² µ±¼¹ º± ²ºÆ µ± ²¶Ä»¾² Ã ²´µ³»´´²¸ ½²¹¼·µ ³´ µ± ² � ½²º²²¸³´À ¹²ºµ³»´ �

�þ
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 OGôå èíè�èìä êì�ì úòç �ôå Qó÷
(Γ = 0) öòêåä èñ íò� èí åøùèäè
çèùö K

êòö ìèí K QM÷ Qó÷
(Γ = 0) Qó÷

(Γ = 0)

U
� �ÿ � �ÿ � �ÿ

P ��ÿå� ��ÿå� ��ÿå�
ρ

��ÿ ��ÿ �ÿÿÿ
C Ceq(PL,ρL) Ceq(PL,ρL) ÿ ��ýÿ�

-1 -0.5 0 0.5 1

990

992

994

996

998

1000
density

-1 -0.5 0 0.5 1
1.4996e+07

1.4997e+07

1.4998e+07

1.4999e+07

1.5e+07

pressure

-1 -0.5 0 0.5 1
-10.05

-10

-9.95

velocity

-1 -0.5 0 0.5 1
0.98036

0.98038

0.9804

0.98042

0.98044

0.98046

0.98048

liquid mass fraction

yz{ | ï �þ } °±² ³´³µ³¶· ¸³¹º»´µ³´¼³µ� ³¹ ·»º¶µ²¸ ¶µ
x = 0.25

� °±² Á~Â Ã»¸²· ³¹ ´»µ ³´ ²�¼³·³Ä½³¼Ã � Å²µ±¼¹ º± ²ºÆ µ± ² ¶Ä»¾² Ã ²´µ³»´´²¸ ½²¹¼·µ ³´ µ± ² � ½²º²²¸³´À ¹²ºµ³»´ � °±² º»´µ¶ºµ Ë¶¾² ³¹ ´»µ � ½²¹ ²½¾²¸ �
aå æôåæc �ôì� �ôå æòí�ìæ� wìðå èñ íò� õçåñåçðåê î êùå �ò �ôå úìæ� �ôì� Ceq(PL,ρL) 6= 0.9805�ò�å�ôåç w è�ô U0 < 0 �
Gôå íùö åçèæìä Hù�åñ ì� æåää èí�åçúìæåñ ìçå õäò��åê òí J�ùçå Nï ��O � Gôå æåää Hù�åñ æòöõù�åêòí �ôå 
ìñèñ òú �ôå æåää ðìäùåñ ìçå õäò��åê òí �ôå J�ùçå Nï �ûO � aå æìí æôåæc �ôì� íò õ òääù�èòíìçèñåñ òí �ôå èí�åçúìæå x = 0 Nòç åøùèðìäåí�ä� n = 250O úòç �ôå íùö åçèæìä Hù�åñ æòöõù�åê w è�ô �ôåìõõçò� èö ì�å sòêùíòð ñæôåö å ìíê �ôì� �ôåçå èñ òíä� ì ñö ìää � äè�æô òí �ôå æåää Hù� õçòJ äåñ èí �ôå

J çñ� æåää òí �ôå äåú� ñèêå òú
x = 0 �

��
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-9850

-9800

-9750

-9700
interfacial flux for liquid mass

yz{ | ï �� } °±³¹ Ì À¼½² ¹±»Ë¹ µ± ² ³´ µ²½¿ ¶º³¶· Í ¼Î ²¹ º»Ã� ¼µ²¸ Ë ³µ± »¼½ ´¼Ã ²½³º¶· ¹º± ²Ã ²¹ � °±² Î Ï
¶Î ³¹ ½²� ½²¹ ²´µ µ± ² ´¼Ã Ä²½ »¿ µ± ² ³´ µ²½¿ ¶º²¹ Ä²µË ²²´ º²· ·¹ ³´º·¼¸³´À Ä»¼´¸¶½� ³´ µ²½¿ ¶º²¹ � °±² º»¼� ·³´À³´ µ²½¿ ¶º² ±¶¹ µ± ² ´¼Ã Ä²½ u��� Å² ³´¹³¹µ µ±¶µ µ± ²½² ³¹ ´» ½²·²¾¶´µ ¸¶µ¶ ¶¾¶³·¶³Ä·² ¿ »½ µ± ² ·³�¼³¸ Ã ¶¹¹¿ ½¶ºµ³»´ ³´ µ± ² ÁÐÂ ¸»Ã ¶³´ �

0 100 200 300 400 500
-10100

-10050

-10000

-9950

-9900

-9850
rho*U

0 100 200 300 400 500
1.5096e+07

1.5097e+07

1.5098e+07

1.5099e+07

1.51e+07
rho*U*U+P

0 100 200 300 400 500
-1.5e+10

-1.45e+10

-1.4e+10

-1.35e+10

-1.3e+10
U*(rho*E+P)

0 100 200 300 400 500

-9800

-9750

-9700

rho*U*C

yz{ | ï �û } °±³¹ Ì À¼½² ¹±»Ë¹ µ± ² ¶´¶·³µ�º¶· Í ¼Î ²¹ º»Ã� ¼µ²¸ ¼¹³´À µ± ² º²· · ¾¶·¼ ²¹ �
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¡ ÑÒ Vknl yznkn � mlY lYk Óv {{ ÔÕÖ wjik{

aå æòíñèêåç ì�ìèí ×ôå õçåæååêèí� ×åñ× æìñåñ 
ù× Øå íòØ èíæäùêå ×ôå ñòùçæå ×åçö èí ×ôå Qó÷êòö ìèí � h ú æòùçñå î èú C = Ceq
èí ×ôå Qó÷ êòö ìèí î Øå �å× K Γ = 0

U ×ôùñ ×ôå çåñùä×ñ ñôòùäê 
 å ×ôåñìö å ìñ èí ×ôå õçåæåêèí� ñåæ×èòí �
Ù ÇÈ ÇÚ ¤ Û¥¦§IH¥I ¨HÉ© Û IGHÉ©ª«§Ü ÊG¦¬ ®¯ I¦ }¯

híæå ì�ìèí Øå úò æùñå òí ×ôå J çñ× æòíJ�ùçì×èòí NJ� � Nþ ��OO � aå õäò× æòöõù×ì×èòíìä çåñùä×ñ Øôåí×ôå æòí×ìæ× Øôåí ôìñ õìññåê ×ôå æòùõäèí� èí×åçúìæå x = 0 � Gôå êìñôåê äèíåñ ñ×èää çåõçåñåí× ×ôå èíè×èìäêì×ì ìíê ×ôå õäìèí äèíåñ ñôòØ ×ôå æòöõù×ì×èòíìä æåää ðìäùåñ �
ìO Qó÷ ì× åøù èäè
çèùö K

êòö ìèí K QM÷ QM÷ Qó÷
U �ÿ �ÿ �ÿ
P ��ÿå� ��ÿå� ��ÿå�
ρ �ÿÿÿ �ÿÿ �ÿÿ
C Ceq(PL,ρL) Ceq(PR,ρR) Ceq(PR,ρR)

-1 -0,5 0 0,5 1
900

920

940

960

980

1000
density

-1 -0,5 0 0,5 1

1e+07

1,5e+07

2e+07

2,5e+07

3e+07
pressure

-1 -0,5 0 0,5 1
5

10

15

20
velocity

-1 -0,5 0 0,5 1

0,9785

0,979

0,9795

0,98

0,9805

liquid mass fraction

ÝÞß à ï �ü á °±² ³´³µ³¶· ¸³¹º»´µ³´¼³µâ ·³²¹ ¶µ
x = −0.15 ã ä ¹ ²Îå ²ºµ²¸æ µ± ² ¸³¹º½²µ² º»´ µ¶ºµ ¹»·¼µ³»´ ³¹

å ½²¹²½¾²¸ã °±² å ½²¹¹¼½² ¶´¸ µ± ² ¾²·»º³µâ ½²Ã ¶³´ ¼´³¿ »½Ã ¶´¸ º»´¹µ¶´µã

�ü
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 O Qó÷ òù× òú åøù èäè
çèùö K
aå õçåñåí× ôåçå ×Øò ×åñ× æìñåñ � �í ×ôå J çñ× òíå NJ�ùçå Nï �ýOO ì æòí×ìæ× ×çìðåäñ úçòö ×ôå QM÷êòö ìèí ×ò ×ôå Qó÷ êòö ìèí � Gôå êèñæòí×èíùè×� òú ×ôå äèøù èê ö ìññ úçìæ×èòí ì× ×ôå æòùõäèí� èí×åçúìæå

x = 0
êùå ×ò ×ôå êèñåøùèäè
çèùö òú ×ôå Qó÷ öòêåä �åíåçì×åñ ì õ òääù×èòí � Gôèñ õ òääù×èòí ôìñ ×ôåñìö å ö ì�íè×ùêå òú òçêåç ×ôìí ×ôå êèñæòí×èíùè×� òú ×ôå æòí×ìæ× Øìðå � �í ×ôå ñåæòíê ×åñ× æìñå NJ�ùçå

Nï ��OO Øå úò æùñå òí ×ôèñ õ òääù×èòí �
QM÷ QM÷ Qó÷

U �ÿ �ÿ �ÿ
P ��ÿå� ��ÿå� ��ÿå�
ρ �ÿÿÿ �ÿÿ �ÿÿ
C Ceq(PL,ρL) Ceq(PR,ρR) ÿ ��üý�

-1 -0.5 0 0.5 1

800

1000

1200
density

-1 -0.5 0 0.5 1

1.485e+07

1.49e+07

1.495e+07

1.5e+07

pressure

-1 -0.5 0 0.5 1
10

12

14

16

18

velocity

-1 -0.5 0 0.5 1

0.974

0.976

0.978

0.98

0.982

liquid mass fraction

ÝÞß à ï �ý á °±² ³´³µ³¶· ¸³¹º»´µ³´¼³µâ ³¹ ·»º¶µ²¸ ¶µ
x = −0.25 ã °±² º»´µ¶ºµ Ë¶¾² ±¶¹ ´»µ ½²¶º± ²¸

x = 0 ã °± ² ¸³¹º½²µ² º»´µ¶ºµ ¹»·¼ µ³»´ ³¹ ´»µ å ½²¹ ²½¾²¸ã °±² å»· ·¼ µ³»´ ¶µ µ± ² º»¼å ·³´À ³´ µ²½¿ ¶º² ¶åå ²¶½¹³ÃÃ ²¸³¶µ²·â ã
hí ×ôå 
ìñèñ òú ×ôå ñå× òú åøùì×èòíñ Nþ �ÿO Øå �å× K

{
∂t (C) = Γ

∂t (P ) = −(∂P (eHRM ))−1∂C (eHRM ) Γ
Nï ��O

Gôå èíè×èìä æòíêè×èòíñ õçòðèêå Γ > 0 î ìíê ×ôùñ ∂t (C)|t=0 > 0
ìíê

∂t (P )|t=0 < 0
Øôèæô æäåìçä�ìõõ åìçñ òí ×ôå çè�ô× òú ×ôå õçòJ äåñ � Gôèñ çåäì�ì×èòí õçòæåññ �åíåçì×åñ ×ôå õ òääù×èòí äò æì×åê ì× ×ôåæòùõäèí� èí×åçúìæå � Gôå êèñæçå×å æòí×ìæ× ñòäù×èòí èñ íò× õçåñåçðåê �

�ý
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QM÷ QM÷ Qó÷
U �ÿ �ÿ �ÿ
P ��ÿå� ��ÿå� ��ÿå�
ρ

�ÿÿ �ÿÿ �ÿÿ
C Ceq(PL,ρL) Ceq(PR,ρR) ÿ ��üý�

-1 -0.5 0 0.5 1

800

1000

1200
density

-1 -0.5 0 0.5 1

1.485e+07

1.49e+07

1.495e+07

1.5e+07

pressure

-1 -0.5 0 0.5 1
10

12

14

16

18

velocity

-1 -0.5 0 0.5 1

0.974

0.976

0.978

0.98

0.982

liquid mass fraction

ÝÞß à ï �� á °±² ³´ ³µ³¶· ¸³¹º»´µ³´¼³µâ ³¹ ·»º¶µ²¸ ¶µ
x = −0.25 ã °±² å »· ·¼µ³»´ ¶µ µ± ² º»¼å ·³´À ³´ µ²½¿ ¶º²

³¹ ¸¼ ² µ» µ± ² ¸³¹²�¼³·³Ä½³¼Ã »¿ µ± ² ·³�¼³¸ Ã ¶¹¹ ¿ ½¶ºµ³»´ ¶´¸ µ± ² ½²·¶Î ¶µ³»´ å ½»º²¹¹ ã

��
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Ù ÇÈ ÇÈ ¤ Û¥¦§IH¥I ¨HÉ© IGHÉ©ª«§Ü Û ÊG¦¬ }¯ I¦ ®¯

Gôèñ èñ ×ôå æòùí×åçõìç× òú ×ôå J�ùçå Nï �üO î 
ù× ×ôå æòí×ìæ× Øìðå èñ íòØ èí è×èì×åê èí ×ôå Qó÷êòö ìèí ìíê ×çìðåäñ ×ò ×ôå äåú× �
ìO Qó÷ ì× åøùèäè
çèùö K

êòö ìèí K QM÷ Qó÷ Qó÷
U

� �ÿ � �ÿ � �ÿ
P ��ÿå� ��ÿå� ��ÿå�
ρ

�ÿÿ �ÿÿ �ÿÿÿ
C Ceq(PL,ρL) Ceq(PL,ρL) Ceq(PR,ρR)

-1 -0,5 0 0,5 1
900

920

940

960

980

1000
density

-1 -0,5 0 0,5 1

1e+07

1,5e+07

2e+07

2,5e+07

3e+07
pressure

-1 -0,5 0 0,5 1
-20

-15

-10

-5
velocity

-1 -0,5 0 0,5 1

0,9785

0,979

0,9795

0,98

0,9805

liquid mass fraction

ÝÞß à ï ��ÿ á °± ² ³´³µ³¶· ¸³¹º»´ µ³´¼³µâ ³¹ ·»º¶µ²¸ ¶µ
x = 0.15 ã ä ¹ ²Îå ²ºµ²¸æ ´» µ½»¼Ä·² ¶½³¹²¹ ³´ µ± ²¾³º³´³µâ »¿ µ± ² º»¼å ·³´À ³´ µ²½¿ ¶º² Ä²µË ²²´ µ± ² ÁÐÂ ¶´¸ Á~Â Ã»¸²·¹ ã

�þÿ



5667e7 Ç 9 8>?A;7<7 D7< >Æ 6B?7:=85; :7DB;<D >�<5=67Ç Æ>: <@7 8@5A<7:  


 O Qó÷ òù× òú åøùèäè
çèùö K
Gôòù�ô èíè×èìäèRåê Ø è×ô ùíèúòçö õçåññùçå ìíê ðåäòæè×� õçòJ äåñ î ×ôå æòí×ìæ× Øìðå èñ íò äòí�åç ìñòäù×èòí î êùå ×ò ×ôå òææùçåíæå òú ×ôå ñòùçæå ×åçö Γ

èí ×ôå Qó÷ êòö ìèí � GØò �åíùèíåä� íòí �äèíåìçØìðåñ êåðåäòõõ åê èí ×ôå íùö åçèæìä ñòäù×èòí � Gôå æòí×ìæ× êèñæòí×èíùè×� èí è×èìää� ×çìðåäñ ×ò ×ôå äåú×
ù× êùå ×ò ×ôå èíæçåìñå òú ×ôå ðåäò æè×� è× Jíìää� ×çìðåäñ ×ò ×ôå çè�ô× � I× ×ôå æùççåí× ×èö å t = 0.03 î×ôå ñå�öåí× ìõõçò� èö ì×èðåä� êåäèö è×åê 
� x = 0.56
ìíê

x = 0.6
êòåñ íò× æòí×ìèí ðìõ òç î C = 1.0 �

êòö ìèí K QM÷ Qó÷ Qó÷
U

� �ÿ � �ÿ � �ÿ
P ��ÿå� ��ÿå� ��ÿå�
ρ

��ÿ ��ÿ �ÿÿÿ
C Ceq(PL,ρL) Ceq(PL,ρL) ÿ ��ýÿ�

-1 -0.5 0 0.5 1
0

5000

10000

15000

20000
density

-1 -0.5 0 0.5 1
1.4e+07

1.42e+07

1.44e+07

1.46e+07

1.48e+07

1.5e+07
pressure

-1 -0.5 0 0.5 1
-10

-5

0

5

10

15

20
velocity

-1 -0.5 0 0.5 1
0.95

0.96

0.97

0.98

0.99

1
liquid mass fraction

ÝÞß à ï ��� á °± ² ³´³µ³¶· ¸³¹º»´µ³´¼³µâ ³¹ ·»º¶µ²¸ ¶µ
x = 0.25 ã

�þ �
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¡ Ñ` Õ mkwz�� çxjè {kw n lknl yznkn

óåñùä×ñ ìçå õäò××åê ì× ×èö å t = 0.025 � �íè×èìä êèñæòí×èíùè×� èñ äò æì×åê ì×
x = ±0.25 � Gôå úòääòØ èí�

×åñ× æìñåñ ìçå ó èåö ìíí õçò
 äåö ñ Ø è×ô ì êèñæòí×èíùè� òú ×ôå èíè×èìä êì×ì äòæì×åê ì×
x = −0.25 NØôåíúòæùñèí� òí ì Øìðå ×çìðåääèí� úçòö ×ôå QM÷ öòêåä ×ò ×ôå Qó÷ öòêåäO òç ì×

x = +0.25 NØôåí úò�
æùñèí� òí ì Øìðå ×çìðåääèí� úçòö ×ôå Qó÷ öòêåä ×ò ×ôå QM÷ öòêåäO � Gôå èíè×èìä êì×ì ìçå ñùæô ×ôì××ôå Qó÷ öòêåä èñ èí è×èìää� èí ìí åøùèäè
 èçùö ñ×ì×å Nè �å � C = Ceq

èí ìää ×ôå æòöõù×ì×èòíìä êòö ìèí O ��í åìæô æìñå Øå ôìðå õäò××åê ×ôå çåñùä×ñ 
 åúòçå ×ôå æòí×ìæ× êèñæòí×èíùè×� Øìðå Næòççåñõ òíêèí� ×ò ×ôå	ï Jåäê NñOO ôè×ñ ×ôå æòùõäèí� èí×åçúìæå � híä� òíå Øìðå ×ôùñ ôìñ æçòññåê ×ôèñ èí×åçúìæå �
GØò êèSåçåí× æòíñ×ìí× ×èö å ñæìäå ìçå ùñåê � ëòç ×ôå ñö ìääåç òíå τ2

0 = 10−3 ×ôå ñòäù×èòíñ æòöõù×åêúòç ×ôå Qó÷ öòêåä ìçå æäò×ô ×ò ×ôå ñòäù×èòíñ æòöõù×åê úòç ×ôå QM÷ öòêåä � éù× úòç
τ1
0 = 1 î ×ôå ×Øò

ö òêåäñ õçòðèêåñ ðåç� êèS åçåí× ñòäù×èòíñ � Gôå èí×åçö åêèì×å ñ×ì×åñ ìíê Øìðåñ ñõ ååê ìçå ðåç� êèSåçåí× �

�þ�
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Ù Çê ÇÚ ¤ ëì¦¥í ¨HÉ© IGHÉ©ª«§Ü ÊG¦¬ ®¯ î¦¬ H «§ I¦ }¯ î¦¬ H «§

êòö ìèí K QM÷ QM÷ Qó÷
U ÿ ÿ ÿ
P �ûÿå� ��ýå� ��ýå�
ρ �ÿÿÿ ��ÿ ��ÿ
C

íòíå íòíå ÿ ��ü��û ���û
Ceq

ÿ ��ü�� ��þ �ý ÿ ��ü��û ���û ÿ ��ü��û ���û

-1 -0.5 0 0.5 1

1000

1500

2000

2500

3000
density

-1 -0.5 0 0.5 1
1.58e+07

1.585e+07

1.59e+07

1.595e+07

1.6e+07
pressure

-1 -0.5 0 0.5 1
0

1

2

3

4

5

6

7
velocity

-1 -0.5 0 0.5 1
0.97

0.975

0.98

0.985

0.99

liquid mass fraction

ÝÞß à ï ��� á ï»´¹µ¶´µ µ³Ã ² ¹º¶·²
τ1
0 ã °±² ³´³µ³¶· ¸³¹º»´µ³´¼³µâ ³¹ ³´ µ± ² ÁÐÂ ¸»Ã ¶³´ ã ä ¹±»ºÆ Ë¶¾²µ½¶¾²·¹ µ» µ± ² ½³À± µ ¶´¸ À »²¹ µ±½»¼À± µ± ² º»¼å ·³´À ³´ µ²½¿ ¶º² ð

x = 0ñ ã ä ½¶½²¿ ¶ºµ³»´ Ë¶¾² µ½¶¾²·¹ µ»
µ± ² ·²¿ µã ä º»´µ¶ºµ ¸³¹º»´µ³´¼³µâ µ½¶¾²·¹ µ» µ± ² ½³À± µ Ä¼ µ ³¹ ¹µ³· · »´ µ± ² ·²¿ µ »¿ µ± ² º»¼å ·³´À ³´ µ²½¿ ¶º²ãï³½º·²¹òÁÐÂ �óó º²· ·¹æ µ½³¶´À ·²¹òÁ~Â �óó º²· ·¹æ ·³´ ²òÁÐÂôÁ~Â �óó º²· ·¹æ °±²½² ¶½² ´» ½²¹¼·µ¹¿ »½ ÁÐÂôÁ~Â �óó º²· ·¹ ¶´¸ �óóóó º²· ·¹ Ä²º¶¼¹² µ± ² º»Ãå ¼µ²¸ ¹»·¼µ³»´ À »²¹ »¼µ ¿ ½»Ã

DHRM ã

�þ
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-1 -0.5 0 0.5 1

800

1000

1200

1400

1600

1800

2000
density

-1 -0.5 0 0.5 1
1.58e+07

1.585e+07

1.59e+07

1.595e+07

1.6e+07
pressure

-1 -0.5 0 0.5 1
0

1

2

3

4

5

6

7
velocity

-1 -0.5 0 0.5 1
0.97

0.975

0.98

0.985

liquid mass fraction

ÝÞß à ï �� á ï»´¹µ¶´ µ µ³Ã ² ¹º¶·²
τ2
0 ã °±² ³´ ³µ³¶· ¸³¹º»´µ³´¼³µâ ³¹ ³´ µ± ² ÁÐÂ ¸»Ã ¶³´ ã ä ¹±»ºÆË¶¾² µ½¶¾²·¹ µ» µ± ² ½³À± µ ¶´¸ À »²¹ µ±½»¼À± µ± ² º»¼å ·³´À ³´ µ²½¿ ¶º² ð

x = 0ñ ã ä ½¶½²¿ ¶ºµ³»´ Ë¶¾² µ½¶Ï
¾²·¹ µ» µ± ² ·²¿ µã ä º»´µ¶ºµ ¸³¹º»´ µ³´¼³µâ µ½¶¾²·¹ µ» µ± ² ½³À± µ Ä¼µ ³¹ ¹µ³· · »´ µ± ² ·²¿ µ »¿ µ± ² º»¼å ·³´À³´ µ²½¿ ¶º²ã ï³½º·²¹òÁÐÂ �óó º²· ·¹æ µ½³¶´À ·²¹òÁ~Â �óó º²· ·¹æ ·³´ ²òÁÐÂôÁ~Â �óó º²· ·¹æ ¸¶¹± ²¸
·³´ ²òÁÐÂôÁ~Â �óó º²· ·¹ ã

�þþ
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-1 -0.5 0 0.5 1

800

1000

1200

1400

1600

1800

2000
density

-1 -0.5 0 0.5 1
1.58e+07

1.585e+07

1.59e+07

1.595e+07

1.6e+07
pressure

-1 -0.5 0 0.5 1
0

1

2

3

4

5

6

7
velocity

-1 -0.5 0 0.5 1
0.97

0.975

0.98

0.985

liquid mass fraction

ÝÞß à ï ��þ á ï»´¹µ¶´µ µ³Ã ² ¹º¶·²
τ2
0 ã °±² ³´³µ³¶· ¸³¹º»´µ³´¼³µâ ³¹ ³´ µ± ² ÁÐÂ ¸»Ã ¶³´ ã ä ¹±»ºÆ Ë¶¾²µ½¶¾²·¹ µ» µ± ² ½³À± µ ¶´¸ À »²¹ µ±½»¼À± µ± ² º»¼å ·³´À ³´ µ²½¿ ¶º² ð

x = 0ñ ã ä ½¶½²¿ ¶ºµ³»´ Ë¶¾² µ½¶¾²·¹ µ»
µ± ² ·²¿ µã ä º»´µ¶ºµ ¸³¹º»´ µ³´¼³µâ µ½¶¾²·¹ µ» µ± ² ½³À± µ Ä¼µ ³¹ ¹µ³· · »´ µ± ² ·²¿ µ »¿ µ± ² º»¼å ·³´À ³´ µ²½Ï¿ ¶º²ã ï³½º·²¹òÁÐÂ �óóóó º²· ·¹æ µ½³¶´À ·²¹òÁ~Â �óóóó º²· ·¹æ ·³´ ²òÁÐÂôÁ~Â �óóóó º²· ·¹æ ¸¶¹± ²¸
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Ù Çê ÇÈ ¤ GHG©ÊH¥I «¦§ ¨HÉ© IGHÉ©ª«§Ü ÊG¦¬ ®¯ î¦¬ H «§ I¦ }¯ î¦¬ H «§

êòö ìèí K QM÷ QM÷ Qó÷
U ÿ ÿ ÿ
P ��ýå� �ûÿå� �ûÿå�
ρ

��ÿ �ÿÿÿ �ÿÿÿ
C

íòíå íòíå ÿ ��ü�� ��þ �ý
Ceq

ÿ ��ü��û ���û ÿ ��ü�� ��þ �ý ÿ ��ü�� ��þ �ý

-1 -0.5 0 0.5 1
600

800

1000

1200

1400

1600

1800

2000
density

-1 -0.5 0 0.5 1
1.58e+07

1.585e+07

1.59e+07

1.595e+07

1.6e+07
pressure

-1 -0.5 0 0.5 1
-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0
velocity

-1 -0.5 0 0.5 1
0.965

0.97

0.975

0.98

0.985

liquid mass fraction

ÝÞß à ï ��� á ï»´¹µ¶´µ µ³Ã ² ¹º¶·²
τ1
0 ã °±² ³´³µ³¶· ¸³¹º»´µ³´¼³µâ ³¹ ³´ µ± ² ÁÐÂ ¸»Ã ¶³´ ã ä ½¶½²¿ ¶ºµ³»´Ë¶¾² µ½¶¾²·¹ µ» µ± ² ½³À± µ ¶´¸ À »²¹ µ±½»¼À± µ± ² º»¼å ·³´À ³´ µ²½¿ ¶º² ð

x = 0ñ ã ä ¹±»ºÆ Ë¶¾² µ½¶¾²·¹ µ» µ± ²
·²¿ µã ä º»´µ¶ºµ ¸³¹º»´µ³´¼³µâ µ½¶¾²·¹ µ» µ± ² ·²¿ µã ï³½º·²¹òÁÐÂ �óó º²· ·¹æ µ½³¶´À ·²¹òÁ~Â �óó º²· ·¹æ·³´ ²òÁÐÂôÁ~Â �óó º²· ·¹æ °±²½² ¶½² ´» ½²¹¼ ·µ¹ ¿ »½ ÁÐÂôÁ~Â �óó º²· ·¹ ¶´¸ �óóóó º²· ·¹ Ä²º¶¼¹²
µ± ² º»Ãå ¼µ²¸ ¹»·¼ µ³»´ À »²¹ »¼µ ¿ ½»Ã

DHRM ã
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ÝÞß à ï ��û á ï»´¹µ¶´µ µ³Ã ² ¹º¶·²
τ2
0 ã °± ² ³´³µ³¶· ¸³¹º»´ µ³´¼³µâ ³¹ ³´ µ± ² ÁÐÂ ¸»Ã ¶³´ ã ä ½¶½²¿ ¶ºµ³»´Ë¶¾² µ½¶¾²·¹ µ» µ± ² ½³À± µ ¶´¸ À »²¹ µ±½»¼À± µ± ² º»¼å ·³´À ³´ µ²½¿ ¶º² ð

x = 0ñ ã ä ¹±»ºÆ Ë¶¾² µ½¶¾²·¹ µ» µ± ²
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τ2
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Ù Çê Çê ¤ ëì¦¥í ¨HÉ© IGHÉ©ª«§Ü ÊG¦¬ }¯ î¦¬ H «§ I¦ ®¯ î¦¬ H «§

êòö ìèí K QM÷ Qó÷ Qó÷
U ÿ ÿ ÿ
P ��ýå� ��ýå� �ûÿå�
ρ

��ÿ ��ÿ �ÿÿÿ
C

íòíå ÿ ��ü��û ���û ÿ ��ü�� ��þ �ý
Ceq

ÿ ��ü��û ���û ÿ ��ü��û ���û ÿ ��ü�� ��þ �ý
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liquid mass fraction

ÝÞß à ï ��ý á ï»´¹µ¶´µ µ³Ã ² ¹º¶·²
τ1
0 ã °±² ³´³µ³¶· ¸³¹º»´µ³´¼³µâ ³¹ ³´ µ± ² Á~Â ¸»Ã ¶³´ ã ä ¹±»ºÆ Ë¶¾²µ½¶¾²·¹ µ» µ± ² ·²¿ µ ¶´¸ À »²¹ µ±½»¼À± µ± ² º»¼å ·³´À ³´ µ²½¿ ¶º² ð

x = 0ñ ã ä ½¶½²¿ ¶ºµ³»´ Ë¶¾² µ½¶¾²·¹ µ» µ± ²
½³À± µã ä º»´µ¶ºµ ¸³¹º»´µ³´¼³µâ µ½¶¾²·¹ µ» µ± ² ·²¿ µ Ä¼ µ ³¹ ¹µ³· · »´ µ± ² ½³À± µ »¿ µ± ² º»¼å ·³´À ³´ µ²½¿ ¶º²ãï³½º·²¹òÁÐÂ �óó º²· ·¹æ µ½³¶´À ·²¹òÁ~Â �óó º²· ·¹æ ·³´ ²òÁÐÂôÁ~Â �óó º²· ·¹æ °±²½² ¶½² ´» ½²¹¼·µ¹¿ »½ ÁÐÂôÁ~Â �óóóó º²· ·¹ Ä²º¶¼¹² µ± ² º»Ãå ¼µ²¸ ¹»·¼ µ³»´ À »²¹ »¼µ ¿ ½»Ã

DHRM ã
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velocity
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0.97
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liquid mass fraction

ÝÞß à ï ��� á ï»´¹µ¶´ µ µ³Ã ² ¹º¶·²
τ2
0 ã °± ² ³´³µ³¶· ¸³¹º»´µ³´¼³µâ ³¹ ³´ µ± ² Á~Â ¸»Ã ¶³´ ã ä ¹±»ºÆË¶¾² µ½¶¾²·¹ µ» µ± ² ·²¿ µ ¶´¸ À »²¹ µ±½»¼À± µ± ² º»¼å ·³´À ³´ µ²½¿ ¶º² ð

x = 0ñ ã ä ½¶½²¿ ¶ºµ³»´ Ë¶¾² µ½¶Ï
¾²·¹ µ» µ± ² ½³À± µã ä º»´µ¶ºµ ¸³¹º»´ µ³´¼³µâ µ½¶¾²·¹ µ» µ± ² ·²¿ µ Ä¼ µ ³¹ ¹µ³· · »´ µ± ² ½³À± µ »¿ µ± ² º»¼å ·³´À³´ µ²½¿ ¶º²ã ï³½º·²¹òÁÐÂ �óó º²· ·¹æ µ½³¶´À ·²¹òÁ~Â �óó º²· ·¹æ ·³´ ²òÁÐÂôÁ~Â �óó º²· ·¹æ ¸¶¹± ²¸
·³´ ²òÁÐÂôÁ~Â �óó º²· ·¹ ã
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liquid mass fraction

ÝÞß à ï ��ÿ á ï»´¹µ¶´µ µ³Ã ² ¹º¶·²
τ2
0 ã °±² ³´³µ³¶· ¸³¹º»´µ³´¼³µâ ³¹ ³´ µ± ² Á~Â ¸»Ã ¶³´ ã ä ¹±»ºÆ Ë¶¾²µ½¶¾²·¹ µ» µ± ² ·²¿ µ ¶´¸ À »²¹ µ±½»¼À± µ± ² º»¼å ·³´À ³´ µ²½¿ ¶º² ð

x = 0ñ ã ä ½¶½²¿ ¶ºµ³»´ Ë¶¾² µ½¶¾²·¹ µ»
µ± ² ½³À± µã ä º»´µ¶ºµ ¸³¹º»´ µ³´¼³µâ µ½¶¾²·¹ µ» µ± ² ·²¿ µ Ä¼µ ³¹ ¹µ³· · »´ µ± ² ½³À± µ »¿ µ± ² º»¼å ·³´À ³´ µ²½Ï¿ ¶º²ã ï³½º·²¹òÁÐÂ �óóóó º²· ·¹æ µ½³¶´À ·²¹òÁ~Â �óóóó º²· ·¹æ ·³´ ²òÁÐÂôÁ~Â �óóóó º²· ·¹æ ¸¶¹± ²¸
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Ù Çê Ço ¤ GHG©ÊH¥I «¦§ ¨HÉ© IGHÉ©ª«§Ü ÊG¦¬ }¯ î¦¬ H «§ I¦ ®¯ î¦¬ H «§

êòö ìèí K QM÷ Qó÷ Qó÷
U ÿ ÿ ÿ
P �ûÿå� �ûÿå� ��ýå�
ρ �ÿÿÿ �ÿÿÿ ��ÿ
C

íòíå ÿ ��ü�� ��þ �ý ÿ ��ü��û ���û
Ceq

ÿ ��ü�� ��þ �ý ÿ ��ü�� ��þ �ý ÿ ��ü��û ���û

-1 -0.5 0 0.5 1
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1400

1600

1800

2000
density
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1.595e+07
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pressure
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0.97
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0.98
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liquid mass fraction

ÝÞß à ï �� � á ï»´¹µ¶´µ µ³Ã ² ¹º¶·²
τ1
0 ã °±² ³´ ³µ³¶· ¸³¹º»´ µ³´¼³µâ ³¹ ³´ µ± ² Á~Â ¸»Ã ¶³´ ã ä ½¶½²¿ ¶ºµ³»´Ë¶¾² µ½¶¾²·¹ µ» µ± ² ·²¿ µ ¶´¸ À »²¹ µ±½»¼À± µ± ² º»¼å ·³´À ³´ µ²½¿ ¶º² ð

x = 0ñ ã ä ¹±»ºÆ Ë¶¾² µ½¶¾²·¹ µ» µ± ²
½³À± µã ä º»´ µ¶ºµ ¸³¹º»´ µ³´¼³µâ µ½¶¾²·¹ µ» µ± ² ½³À± µã ï³½º·²¹òÁÐÂ �óó º²· ·¹æ µ½³¶´À ·²¹òÁ~Â �óó º²· ·¹æ·³´ ²òÁÐÂôÁ~Â �óó º²· ·¹æ °±²½² ¶½² ´» ½²¹¼ ·µ¹ ¿ »½ ÁÐÂôÁ~Â �óóóó º²· ·¹ Ä²º¶¼¹² µ± ² º»Ãå ¼µ²¸
¹»·¼ µ³»´ À »²¹ »¼µ ¿ ½»Ã

DHRM ã
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ÝÞß à ï ��� á ï»´¹µ¶´µ µ³Ã ² ¹º¶·²
τ2
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x = 0ñ ã ä ¹±»ºÆ Ë¶¾² µ½¶¾²·¹ µ»
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p�q ÷ à øùßúûüü ûýþ ÿ à �ûúýÞ î �òöõù×ì×èòí òú æòöõçåññè
 äå öùä×èHùèêñ î � ã ï»Ãå ã t±â¹ ãî �ÿÿ � îðòä � �û� î õõ � ��þáû� �p�q ø à ø�ùú��� î ä´ ³´ µ½»¸¼ºµ³»´ µ» µ± ² å ½»Ä·²Ã »¿ ³´ µ²½¿ ¶º³¶· º»¼å ·³´À »¿ µ± ²½Ã »±â¸½¶¼·³º Ã »¸²·¹ î
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ü � � à ��þü
 �� Þ � Ý à �ûß�	� Þ
ú
 � � àø à ÷û� Þûú�ûýþ � à ÿ
ß	 Þý î �òùõäèí� òú ôòö ò�åíåòùñ ö òêåäñ úòç ×Øò�õôìñå HòØ ñ î ³´ å ½²å¶½¶µ³»´ �pþ q î �òùõäèí� òú öùä×èõôìñå HòØ öòêåäñ î ³´ µ± ² å ½»º²²¸³´À ¹ »¿ � �~Ð °Á ��æ ä¾³À´»´æ �½¶´º²î��û òæ×ò
 åç î �ÿÿ� �p�q ø à ø�ùú��� � � ��ûü�ý� � Ý à ���	
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ß	 Þý î aòçc èí� �çòùõ òí ×ôå èí×åçúìæèìä æòùõäèí� òú ö òêåäñ î �ÿÿ �pûq ø à ø�ùú��� � � à ��ûü�ý� � Ý à ���	
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HòØ öòêåä î � ã »¿ ï»Ãå ã t ±â¹³º¹ ãî �ÿÿþ î ðòä � ��� î õõ � þþáþûþ �p�ÿq Ý à  û���ûýý î Iíìä� ñèñ òú ì ñæìäìç æòíñåçðì×èòí äìØ Ø è×ô ì Hù� úùíæ×èòí Ø è×ô êèñæòí×èíùòùñæòåT æèåí×ñ î ä¸¾¶´º²¹ ³´ ! ³" ²½²´ µ³¶· Ð �¼¶µ³»´¹ î �ÿÿþ î ðòä � ��� �� î õõ � � �üá �ý �p��q Ý à  û���ûýý ûýþ # à $��
üü
 î M� èñ×åíæå ìíê ùíèøùåíåññ òú åí×çòõ� ñòäù×èòí òú ñæìäìç æòíñåç�ðì×èòí äìØ Ø è×ô ì Hù� úùíæ×èòí èíðòäð èí� êèñæòí×èíùòùñ æòåT æèåí×ñ î ï»ÃÃ¼´³º¶µ³»´¹ ³´ t ¶½µ³¶·
! ³" ²½²´µ³¶· Ð �¼¶µ³»´¹ î �ÿÿû î ðòä �  � î õõ � ü�á�� �p��q % à÷ à  û
ú ûýþ # à� à �	ý& Þû�� î I ×Øò õôìñå ö è�×ùçå ×ôåòç� úòç ×ôå êåHì�çì×èòí�×ò�êå×òíì×èòí ×çìíñè×èòí Nêê×O èí çåìæ×èðå �çìíùäìç ö ì×åçèìäñ î '´µã � ã ¿ »½ Â ¼·µ³å ±¶¹² � ·»Ë î ��ýû îðòä � ���û î õõ � ýû �áýý� �p�q � à  ûßý
úÞýÞ � Ý à ���	
ü � � à ��þü
 �� Þ � � à %ûú� Þßý�ý ûýþ ÿ à ÷�	( î I ðòèê úçìæ×èòíçåäì�ì×èòí õçèíæèõ äå úòç ìðåçì�åê ×Øò õôìñå HòØ öòêåäñ î å ½²å ½³´ µ ·¶Ä»½¶µ»³½² ! ³²¼¸»´´ �î �ÿÿ� �p�þ q % à  û	þÞý î Â �µ±»¸²¹ ¸² ½²·¶Î ¶µ³»´ å»¼½ ·¶ ¹³Ã¼·¶µ³»´ ¸²¹ �º»¼·²Ã ²´ µ¹ ¸³å ±¶¹³�¼²¹ ¸¶´¹ ·²¹
º»´¸¼³µ²¹ å �µ½»·³�½²¹ î Lôï ×ôåñèñ î bíèðåçñè×é Lìçèñ ) � î ëçìíæå î �ÿÿ �p��q % à  û	þÞý � � à  
ú���ý � Ý à ���	
ü � ÷ à %û ���ý ûýþ * à+ à ,úûý î I çåäì�ì×èòí ö å�×ôòê úòç ×Øò�õôìñå HòØ öòêåäñ Ø è×ô ô�êçòê�íìö èæ æäòñùçå äìØ î � ¼Ã ²½³¹º± ² Â ¶µ± ²Ã ¶µ³Æ î �ÿÿ� îðòä � ��� î õõ � þ ��áþþÿ �

���
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p�ûq , à  	..ûúþ � , à �ûüü�	/� ûýþ # à% à +0úûúþ î I ñåøùåä ×ò ì çòù�ô sòêùíòð ñæôåö å �
Iõõäèæì×èòí ×ò çåìä �ìñåñ î ï»Ãå ¼µ²½¹ ¶´¸ � ·¼ ³¸¹ î �ÿÿÿ î ðòä � ���ü î õõ � ý �áýþü �p�üq Ý à �ûú� î Â»¸�·³¹¶µ³»´ ²µ ¹³Ã¼·¶µ»´ ´¼Ã �½³�¼²¹ ¸²¹ µ½¶´¹³µ³»´¹ ¸² å ±¶¹² ·³�¼³¸²Ï¾¶å ²¼½ î Lôï×ôåñèñ î M æòäå Lòä�×åæôíèøùå î ëçìíæå î íòðåö
çå �ÿÿþ �p�ýq Ý à �ûú� � Ý à ���	
ü � 1 à #û�
� ûýþ ÿ à ���� î !'�Â 2! 3 ¶ ¸³" ¼¹² ³´ µ²½¿ ¶º² Ã »¸²· ¿ »½
µË »Ïå ±¶¹² Í »Ë¹ Ã »¸²· ·³´À î �MI�gë÷M óåõòç× gë÷M�	MGó �óG�4444 î �ÿÿþ �p��q î I ñèöõäå Jíè×å ðòäùö å ö å×ôòê úòç æòöõçåññè
 äå èñò×ôåçö ìä ×Øò�õôìñå HòØ ñèöùäì×èòí î
'´µã � ã »´ � ³´³µ² �»·¼Ã ²¹æ ± µµå 3ôô ¶¾²½»²¹ ãÃ ¶µ± ã¼´³¾Ïå ¶½³¹�5 ã¿ ½ î �ÿÿû î ðòä � ��p�ÿq ÿ à �ü
ú� � , à �ûüü�	/� � # à% à +0úûúþ ûýþ � à ÿ
ß	 Þý î Lìç×èìä çåðèåØ òú õ òñè×èð è×�æòíñ×çìèí×ñ èí ñòö å ×Øò õôìñå HòØ öòêåäñ î ä 'ää å¶å ²½ uóóuÏ5�6� î �ÿÿ� �p� �q � à ���ù
 î � ³Ã ¼·¶µ³»´ ´¼Ã �½³�¼² ¸ 7�º»¼·²Ã ²´µ¹ À ¶� Ïå ¶½µ³º¼ ·²¹ ¹¼½ Ã ¶³· ·¶À ² ´»´ ¹µ½¼ºµ¼½�î Lôï×ôåñèñ î �íñ×è×ù× � ì×èòíìä Lòä�×åæôíèøùå êå Gòùäòùñå î ëçìíæå î ���ü �p��q � à ���ù
 ûýþ # à% à +0úûúþ î ë èíè×å ðòäùö å ìä�òçè×ôö ×ò æòöõù×å êåíñå æòöõçåññè
 äå �ìñ�ñòäèê HòØ ñ î ä 'ää 8 »¼½´¶·î ���� î ðòä � ü î õõ � üáþ� �p�q Ý à ���	
ü � � à �ü ø� Þý
 � � à ��þü
 �� Þ �  à �
ú��û�
 ûýþ � à ÷û ��ü
 î I íùö åçèæìäö å×ôòê ùñèí� ùõØ èíê ñæôåö åñ úòç ×ôå çåñòäù×èòí òú ×Øò õôìñå HòØ ñ î � ã ï»Ãå ã t±â¹ ãî ���ü îðòä � �û î õõ � �ü�á�ýý �p�þ q Ý à ���	
ü ûýþ ÿ à ��úþÞ
ú î Âä°ät9' :u î �ÿÿÿ î õõ � �üá�ý �p��q Ý à ���	
ü � , à �ûüü�	/� � # à% à +0úûúþ ûýþ � à ÿ
ß	 Þý î � äòñùçå äìØ ñ úòç ì ×Øò�Hùèê×Øò�õçåññùçå ö òêåä î ïã ~ ã äº¶¸ã � º³ã t ¶½³¹ î �ÿÿ� î ðòä � ��þ î õõ � ��üá�� �p�ûq Ý à ���	
ü ûýþ  à �
ú��û�
 î ó åäì�ì×èòí òú åíåç�� ìíê ìõõçò� èö ì×å ó èåö ìíí ñòäðåçñ úòç
�åíåçìä õçåññùçå äìØ ñ èí Hùèê ê�íìö èæñ åøùì×èòíñ î �'äÂ � ã � ¼Ã ²½ ã ä´¶·ãî ���ý î ðòä � ��û îõõ � ���á��þ� � �í ÷ åöòç� òú Iöè Q ìç×åí �p�üq ÷ à �(�ûúþ � , à �ûüü�	/� ûýþ ÷ à +
úùÞý î ë èíè×å )òäùö å ÷ å×ôòêñ î �í Á ¶´¸Ä»»Æ »¿ � ¼Ã ²Ï
½³º¶· ä´¶·â¹³¹ N)òä � ) � �O î åêè×òçñ K L�s � � èìçäå× ìíê ; �	 � 	 èòíñ î õõ � ü��á �ÿ�ÿ î � òç×ô�Q òääìíê î�ÿÿÿ �p�ýq < à Ý�	úýÞ
ú î �ìäæùäì×èòí òú äò æìä HòØ æòíêè×èòíñ èí ×ôå äòØåç æòçå òú ì õØ ç Ø è×ô æòêå ñì×ùçíå î�¼å ²½º»Ãå ¼µ³´À ¿ »½ � ¼º·²¶½ äåå ·³º¶µ³»´¹ î �ÿÿ �p��q , à �ûüü�	/� ûýþ # à% à +0úûúþ î I íåØ ìõõçò� èö ì×å �òêùíòð ñæôåö å Ø è×ô ìõõäèæì×èòí ×òêåíñå �ìñ�ñòäèê HòØ ñ î ä 'ää å¶å ²½ uóó�Ï� 6:óî �ÿÿ� �pÿq , à �ûüü�	/� � # à% à +0úûúþ ûýþ � à ÿ
ß	 Þý î I ô�
çèê ñæôåö å ×ò æòöõù×å æòí×ìæ× êèñ�
æòí×èíùè×èåñ èí òíå êèö åíñèòíìä åùäåç ñ� ñ×åö ñ î Â¶µ± ã Â »¸ã ¶´¸ � ¼Ã ã ä´¶·â¹³¹ î �ÿÿ� î ðòä � û îõõ � ��á ���� �p �q î gòö å çåæåí× ëèíè×å ) òäùö å ñæôåö åñ ×ò æòöõù×å Mùäåç åøùì×èòíñ ùñèí� çåìä �ìñ Mhg î '´µã� ã ¿ »½ � ¼Ã ã Â ²µ± ã ³´ � ·¼ ³¸¹ î �ÿÿ� î ðòä � � î õõ � �ÿüá ��ý �p�q î hí ×ôå ùñå òú ñ�ööå×çèR èí� ðìçèì
 äåñ úòç ðìæùùö ñ î ï¶·º»·» î �ÿÿ î ðòä � þÿ� î õõ � �ûá ��þ �pq î gòö å ìõõçò� èö ì×å sòêùíòð ñæôåö åñ ×ò æòöõù×å ñôìääòØ Øì×åç åøùì×èòíñ Ø è×ô ×òõ ò�çì�õô�î ï»Ãå ¼µ²½¹ ¶´¸ � ·¼ ³¸¹ î �ÿÿ î ðòä � �� î õõ � þü�á� � �pþ q î �ùö åçèæìä ö òêåääèí� òú ×Øò�õôìñå HòØ ñ ùñèí� ×ôå ×Øò�Hùèê ×Øò�õçåññùçå ìõõçòìæô î Â¶µ± ãÂ »¸ã Â ²µ± ã ³´ äåå ·ã � º³ãî �ÿÿþ î ðòä � �þ�� î õõ � ûûá üÿÿ �p�q ÿ à �û�úÞü(	� ûýþ ÷ à ÿû	ú
ü î ÷ ì×ôåö ì×èæìä ìíê íùö åçèæìä ö òêåääèí� òú ×Øò õôìñå æòö �
õçåññè
 äå HòØ ñ Ø è×ô èíåç×èì î � ã ï»Ãå ã t±â¹ ãî �ÿÿ� î ðòä � �ü� î õõ � �ûáûÿ �pûq � à ��û� Þý ûýþ � à� à �
 Ýü��� î Gôå çèåö ìíí õçò
 äåö úòç ì æäìññ òú çåñòíìí× íòíäèíåìç
ô�õ åç
 òäèæ ñ�ñ×åö ñ òú 
ìäìíæå äìØ ñ î ä´´ ã '´¹µã Á ²´½³ t »³´º¶½� Ï ä´¶·â¹² � »´ 9 ³´ �¶³½²î �ÿÿþ îðòä � � � î õõ � ýý �á�ÿ� �

��û
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püq � à ��þü
 �� Þ ûýþ � àø à ÷û� Þûú� î � ¼Ã ²½³º¶· ¶´¶·â¹³¹ ¿ »½ ±âå ²½Ä»·³º ¹â¹µ²Ã ¹ »¿ º»´¹²½¾¶µ³»´
·¶Ë¹ î gõçèí�åç )åçäì� î ���û �pýq î Gôå íùö åçèæìä èí×åçúìæå æòùõäèí� òú íòíäèíåìç ô�õ åç
 òäèæ ñ� ñ×åö ñ òú æòíñåçðì×èòí äìØ ñ K
��×ôå ñæìäìç æìñå î � ¼Ã ²½³¹º± ² Â ¶µ± ²Ã ¶µ³Æ î �ÿÿþ î ðòä � �ü î õõ � ý �á �ÿ �p�q � à ��þü
 �� Þ � � à� à �
 ,�ûý� ûýþ � àø à ÷û� Þûú� î Gôå íùö åçèæìä èí×åçúìæå æòùõäèí� òúíòíäèíåìç ô�õ åç
 òäèæ ñ�ñ×åö ñ òú æòíñåçðì×èòí äìØ ñ K � �×ôå æìñå òú ñ�ñ×åö ñ î Â¶µ± ã Â »¸ã � ¼Ã ã
ä´¶·ãî �ÿÿ� î ðòä � � î õõ � ûþ�áû�� �pþÿq ÿ à� à ��þ	ý�� î I êèS åçåíæå ö å×ôòê úòç íùö åçèæìä æìäæùäì×èòí òú êèñæòí×èíòùñ åøùì×èòíñ òú
ô�êçòê�íìö èæñ î � Ä»½´³Æ î ���� î õõ � �ü�áÿÿ � �í óùññèìí �pþ �q � à ����
 î I Øåää 
ìäìíæåê Hù� ñõäè××èí� ñæôåö å êåñè�íåê úòç ô�õ åç
 òäèæ ñ� ñ×åö ñ òú æòíñåçðì×èòíäìØ ñ Ø è×ô ñòùçæå ×åçö ñ î ï»Ãå ¼µ²½¹ ¶´¸ Â ¶µ± ²Ã ¶µ³º¹ Ë ³µ± äåå ·³º¶µ³»´¹ î �ÿÿÿ î ðòä � � î õõ � ��á
��� �pþ�q î I Øåää 
ìäìíæåê Hù� ñõäè××èí� ñæôåö å ùñèí� íòí æòíñåçðì×èðå õçòêùæ×ñ êåñè�íåê úòç ô�õ åç�
 òäèæ ñ�ñ×åö ñ òú æòíñåçðì×èòí äìØ ñ Ø è×ô ñòùçæå ×åçö ñ î Â¶µ± ã Â »¸ ¶´¸ Â ²µ± ã ³´ äåå · � º³²´ º²¹ î�ÿÿ � î ðòä � üÿ î õõ � �áû� �pþq � à ����
 ûýþ ø à< à �
÷�	= î bí ñæôéö ì éøùèäè
çå ìêìõ ×é ìù� äòèñ êå æòíñåçðì×èòí ñæìäìèçåñíòí ôòö ò��íåñ î ï»Ãå µ²¹ ~²´¸¼¹ äº¶¸�Ã³² ¸²¹ � º³²´º²¹ ¸² t ¶½³¹ î ���û î ðòä � ��� î õõ � �þá�þû �pþþ q # à% à �ú

ýù
úß ûýþ ø à< à �
 ÷�	= î I Øåää 
ìäìíæåê ñæôåö å úòç ×ôå íùö åçèæìä õçòæåññèí�òú ñòùçæå ×åçö ñ èí ô�õ åç
 òäèæ åøùì×èòíñ î �'äÂ � ã � ¼Ã ²½ ã ä´¶·ãî ���û î ðòä � � � î õõ � �á �û �pþ�q ø à �	
ü. Þ ûýþ ÿ à � Þ��� î °Á >ï ð°±²½Ã »Á >¸½¶¼·³�¼² ¸²¹ ï»Ãå»¹¶´µ¹ñ �²½¹³»´ � ã� Ï � »µ²
¸² t ½³´º³å ²î Mïë �ïóï óåõòç× Q ��ýþ�ÿ�ÿ�ÿI î �ÿÿþ � �í ëçåíæô �pþûq $ à ß	 Þüü
�û	þ î Lôï ×ôåñèñ î bíèðåçñè×é I è� ÷ìçñåèääå � î ëçìíæå î �ÿÿû �pþüq � à +
üü	( ûýþ � à ÿ
ß	 Þý î ó åäì�ì×èòí ö òêåäñ òú õôìñå ×çìíñè×èòí HòØ ñ î Â¶µ± ã Â »¸ã ¶´¸
� ¼Ã ã ä´¶·â¹³¹ î �ÿÿû î ðòä � þÿ�� î õõ �  �á�� �pþýq # à% à +0úûúþ î �ùö åçèæìä ö òêåääèí� òú ×ùç
ùäåí× ×Øò õôìñå HòØ ñ ùñèí� ×ôå ×Øò�Hùèê ìõõçòìæô î
ä 'ää å¶å ²½ uóó5Ï� ��5 î �ÿÿ �pþ�q î gæôåö åñ ×ò æòùõäå HòØ ñ 
 å×Øååí úçåå ìíê õòçòùñ ö åêèùö î ä 'ää å¶å ²½ uóó�Ï� 6:�î �ÿÿ� �p�ÿq î ä µ±½²² å ±¶¹² Í »Ë Ã »¸²·î Mïë �ó?ï óåõòç× Q ��ý ��ÿþ����I î �ÿÿ� �p� �q # à% à +0úûúþ ûýþ @ à +	úÞ��
 î I úåØ ñæôåö åñ ×ò æòöõù×å ô�õ åç
 òäèæ ñ�ñ×åö ñ Ø è×ô ñòùçæå×åçö ñ î Ð!� ½²å »½µ Á '6�ô ó�ô óóAôä æ ¶·¹» ³´ ä 'ää å¶å ²½ uóó�Ï� B66 î �ÿÿþ �p��q î �òùõäèí� òíå ìíê ×Øò êèö åíñèòíìä ö òêåäñ ×ôçòù�ô ì ×ôèí èí×åçúìæå î ä 'ää ï�! ï»´¿ ²Ï½²´º² å ¶å ²½ uóó�Ï� A�6 î �ÿÿ� �p�q î ä Ã ²µ±»¸ µ» º»¼å ·² ÁÐÂ ¶´¸ Á~Â µË»Ïå ±¶¹² Í »Ë Ã »¸²·¹ î Mïë �ïóï óåõòç× Q ��
ý ��ÿû�ÿ ��I î �ÿÿ� �p�þ q î ï»¼å ·¶À ² ³´ µ²½¿ ¶º³¶· ¸¼ º»¸² �Ðt °��ÐC ï�! ²µ ¸ 7¼´ º»¸² Á~Â î Mïë �ó?ï óåõòç×
Q ��ý ��ÿû��� �I î �ÿÿû �p��q @ à +	úÞ��
 î Lôï ×ôåñèñ î bíèðåçñè×é I è� ÷ìçñåèääå � î ëçìíæå î �ÿÿû �p�ûq % à D�� ÞÞ ûýþ , à + Þù Þ� Þ î °±²½Ã »ÏÍ ¼³¸ ¸â´¶Ã ³º¹ »¿ µË »Ïå ±¶¹² Í »Ë î gõçèí�åç î �ÿÿ� �p�üq ÿ à #û�	
ý î Ð µ¼¸² Ã ¶µ± �Ã¶µ³�¼² ²µ ´¼Ã �½³�¼² ¸² ¹µ¶Ä³·³µ� å »¼½ ¸²¹ Ã »¸�·²¹ ±â¸½»¸â´¶Ã ³�¼²¹
¶¾²º µ½¶´¹³µ³»´ ¸² å ±¶¹²î Lôï ×ôåñèñ î bíèðåçñè×é Lìçèñ ) � î ëçìíæå î íòðåö
çå �ÿÿ ��p�ýq ÿ à # Þý î I ñ×åìê��ñ×ì×å æìõ×ùçèí� öå×ôòê úòç ô�õ åç
 òäèæ ñ� ñ×åö ñ Ø è×ô �åòö å×çèæìä ñòùçæå ×åçö ñ îÂuä� î �ÿÿ � î ðòä � ��þ î õõ � û �áûþ� �p��q ÿ à # Þý ûýþ E à F Þý î Gôå çåäì�ì×èòí ñæôåö åñ úòç ñ�ñ×åö ñ òú æòíñåçðì×èòí äìØ ñ èí ìç
 è×çìç� ñõìæåêèö åíñèòíñ î ï»ÃÃ¼´³º¶µ³»´¹ ³´ t ¼½² ¶´¸ äåå ·³²¸ Â ¶µ± ²Ã ¶µ³º¹ î ���� î ðòä � þý î õõ � ��á�üû �

��ü
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pûÿq ø à� à �ûG Þüû � ÿ àÝ à ÿ�ý � # à à  þ& Þü � ÷ à %
ýÞ��.. ûýþ 1 àÿ à ÿ�
ûú� î GØò�õôìñå ö òêåä�äèí� òú êê× K ñ×çùæ×ùçå òú ×ôå ðåäò æè×� çåäì�ì×èòí Ròíå î t±â¹³º¹ »¿ � ·¼ ³¸¹ î ���ü î ðòä � � î õõ � ýý�áý�ü �pû �q # à �û� Þ
� Þüü
 � � à *	
�
úû Þ� � ÿ à % Þ��	ýÞ � % à  �	��
ú ûýþ � à %
�� Þ��	û î �Ðt °��Ð
ï�! ��ãóæ µ± ²»½â Ã ¶´¼¶·î Mïë �ïMó óåõòç× Q ��ý ��ÿ��ÿ��L î �ÿÿû �pû�q ÷ à# à �
$
�	
 ûýþ % à �
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