
HAL Id: tel-00823694
https://theses.hal.science/tel-00823694

Submitted on 17 May 2013

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Techniques multigrilles et raffinement pour un modèle
3D efficace de milieux hétérogènes sous sollicitations de

contact
Hugo Boffy

To cite this version:
Hugo Boffy. Techniques multigrilles et raffinement pour un modèle 3D efficace de milieux hétérogènes
sous sollicitations de contact. Autre. INSA de Lyon, 2012. Français. �NNT : 2012ISAL0080�. �tel-
00823694�

https://theses.hal.science/tel-00823694
https://hal.archives-ouvertes.fr


N˚d’ordre 2012-ISAL–XXXX Année 2012

THÈSE

TECHNIQUES MULTIGRILLES ET RAFFINEMENT POUR UN
MODÈLE 3D EFFICACE DE MILIEUX HÉTÉROGÈNES SOUS

SOLLICITATIONS DE CONTACT

Présentée devant

l’Institut National des Sciences Appliquées de Lyon

pour obtenir

le GRADE DE DOCTEUR

École doctorale :

Mécanique, Énergétique, Génie Civil, Acoustique

Spécialité :

MÉCANIQUE

par

Hugo BOFFY
Ingénieur I.N.S.A. de Lyon

Thèse soutenue le 14 septembre 2012 devant la Commission d’examen

Jury

A. CHATEAUMINOIS Directeur de recherche (ESPCI) Rapporteur
C.H. VENNER Maître de conférence (University of Twente) Rapporteur
G. CAILLETAUD Professeur (MINES Paristech) Examinateur
M. RAOUS Directeur de recherche (LMA) Examinateur
J. ROCCHI Chef de projet (Liebherr Aerospace) Invité
A.A. L UBRECHT Profeseur (INSA Lyon) Encadrant
P. SAINSOT Maitre de conférence (INSA Lyon) Invité
M.C. BAIETTO Directrice de recherche (INSA Lyon) Directrice de thèse

LaMCoS - UMR CNRS 5514 - INSA de Lyon
20, avenue Albert Einstein, 69621 Villeurbanne Cedex (FRANCE)

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0080/these.pdf 
© [H. Boffy], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0080/these.pdf 
© [H. Boffy], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0080/these.pdf 
© [H. Boffy], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0080/these.pdf 
© [H. Boffy], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



Remerciements

Au moment d’écrire cette section de remerciements, je me rends compte à quel point
celle-ci est importante à mes yeux et qu’il sera difficile de citer toutes les personnes qui
méritent d’être référencées ici. Je dédie cette page aux personnes qui me sont chères et
qui ont contribué au bon déroulement de cette thèse.

Je tiens en premier lieu à exprimer toute ma gratitude à mon jury de thèse pour avoir
accepté de juger mon travail. Je remercie plus particulièrement C.H. Venner et A. Cha-
teauminois pour avoir accepté de rapporter mes travaux ainsi que G. Cailletaud et M.
Raous pour avoir accepté le rôle d’examinateur dans mon jury.

Je tiens également à remercier tout particulièrement mes encadrants de thèse, ririe fifi
et lulu, pour leur confiance et la sincérité de nos relations. Merci à toi Marie pour avoir
accepté d’être ma directrice de thèse, pour m’avoir proposé ce sujet qui a su combler
mes attentes et éveiller ma curiosité scientifique, pour tous les précieux conseils que tu
m’as donnés, pour la rigueur que tu m’as apportée et pour avoir été à mon écoute à tous
les instants, même les plus difficiles. Merci à toi Ton, pour les longues discussions tant
scientifiques que philosophiques que nous avons eu, pour ton apprentissage des méthodes
multigrilles qui m’ont permis de mener à bien ce projet et pour m’avoir aidé à améliorer
grandement ma langue anglaise. Merci à toi Philippe, pour m’avoir supporté une année
de plus que les autres et pour la transmission de ton savoir immense tant sur le plan scien-
tifique que numérique. Merci pour ta bonne humeur et ton humour qui font que c’est un
véritable plaisir de travailler avec toi au quotidien.

Je souhaite également remercier Christian Gauthier, Vincent le Houerou et Thibaud Cha-
tel de l’ICS pour leur accueil dans leur laboratoire et les travaux que nous avons réalisés
ensemble.

Je tiens à remercier particulièrement mes collègues thèsards : Mathieu, Romain, Ben-
jamin, Vincent, Florian, Hafedh, Laure et Ghizlane pour ces années que nous avons par-
tagées dans le même bureau à nous supporter mutuellement. Une pensée pour toi aussi
Romain B., compagnon de thèse aux Pays-Bas mais ami de toujours. Au sein du labora-
toire, je ne pourrais également oublier Alain T. et Vincent B. pour les nombreuses parties
de coinches partagées entre collègues durant la pause du midi.

Quelques lignes pour remercier mes compagnons de vie hors LaMCoS.
Les KA-Sociaux : Katia, Ewen et Pierre. Merci pour tous instants mythiques que nous
avons pu passer autour d’un verre ou d’un jeu de plateau. Ce sont ces petits instants de la
vie quotidienne qui nous permettent de garder toujours le moral et d’entretenir une belle
amitié.
Les Myrmidons : Flavien, Romain, Pascal et Murielle. Merci pour votre humour sans

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0080/these.pdf 
© [H. Boffy], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



pareil et les rares moments que l’on peut passer tous ensemblequi restent à jamais mé-
morables.

Je tiens également à exprimer ma reconnaissance à plusieurs personnes résidant dans
ma Franche-Comté natale. Amandine, Aline et Sandra, merci pour le soutient que vous
m’avez apporté malgré la distance qui nous sépare. Nous avons pu partager de nombreux
moments durant ces années qui resterons inoubliables, même si ils ne furent pas toujours
faciles. Une très grosse pensée pour Caroline et Valentin, pour votre générosité, votre sin-
cérité et cette merveilleuse amitié que nous partageons depuis maintenant de nombreuses
années.

Une pensée toute particulière pour mon papa, qui m’a insufflé l’envie d’étudier les sciences
de l’ingénieur tout au long de mon enfance. Sa passion pour son métier et les voyages a
été contagieuse dans le bon sens du terme.

Enfin, je dédie ces dernières lignes à ma maman pour son soutien au long de toutes ces
années, pour avoir toujours cru en moi et m’avoir poussé à aller au bout de mon cursus.
Maman, je te dédie cette thèse.

"Le savoir que l’on ne complète pas
chaque jour diminue tous les jours"

Proverbe Chinois

6

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0080/these.pdf 
© [H. Boffy], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



Résumé

Les problèmes de mécanique du contact sont des problèmes multi-échelles mettant en
jeux de nombreux phénomènes physiques. Les premières études concernant ce domaine
datent de la fin duXIXmesiècle et les développements majeurs ont été réalisés au cours du
XXme siècle en parallèle du besoin croissant des ingénieurs de prévoir le comportement
des matériaux sous sollicitations tribologiques.
L’évolution des besoins industriels et les avancées technologiques réalisées dans le do-
maine du numérique conduisent à réaliser des simulations tridimensionnelles ayant pour
objectif la prédiction du comportement de pièces sous sollicitations thermo-mécaniques
transitoires, pour, soit alléger les structures, augmenter le niveau de sollicitations, étendre
la durée de vie... Ces simulations se révèlent très souvent coûteuses en termes de temps
de calcul et d’espace mémoire et nécessitent par conséquent l’utilisation de super calcu-
lateurs.
Dans ce contexte, cette thèse propose un modèle innovant basé sur les techniques multi-
grilles avec raffinement local afin de réaliser ces simulations pour des coûts numériques
faibles. Ce modèle est basé sur les équations de Lamé généralisées et l’équation de la cha-
leur de Fourier discrétisée à l’aide des différences finies. Le système linéaire obtenu est
résolu à l’aide de la méthode itérative de Gauss-Seidel couplée avec les techniques multi-
grilles. Ces techniques permettent d’accélérer la convergence d’un problème en utilisant
plusieurs grilles et des opérateurs de transfert. Afin de garantir une convergence optimale
et de minimiser la taille mémoire dans le cas de variations de propriétés importantes, des
techniques numériques de localisation et d’optimisation ont été mises en place. Plusieurs
calculs mettant en jeux plusieurs centaines de millions de degrés de liberté peuvent être
réalisés en parallèle sur un ordinateur de bureau en quelques heures seulement.
Les applications visées ici sont centrées sur l’utilisation de revêtements ou de matériaux
innovants pour permettre les gains attendus. Des validations du modèle ont été effectuées
en comparant nos résultats avec ceux issus de la littérature. Des études paramétriques
ont permis d’étudier l’influence de l’épaisseur du revêtement, de la valeur du module de
Young mais aussi d’une couche à gradient de propriété sur le champ de contrainte et la
tenue du système revêtement/substrat sous sollicitation de contact. Des études similaires
ont été conduites sous sollicitations thermiques.
L’intérêt porté aux variations de propriétés des matériaux selon toutes les directions de
l’espace a conduit à étudier l’effet de la microstructure, qui est constituée de grains ayant
chacun leurs propriétés propres, sur les champs de contraintes. La mise en évidence de cet
effet est explicitement montrée au travers de calculs de durée de vie utilisant des descrip-
tions statistiques de type Weibull. La dispersion observée sur les résultats est conforme
aux observations expérimentales.

M OTS CLÉS: mécanique du contact, thermique, multigrilles, revêtements, caractéri-
sation mécanique
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Abstract
Contact mechanic problems are multi-scale and involve numerous physical phenomena.
These problems have been studied since the end of the XIXth century and major deve-
lopments have been made during the XXth century due to the necessity for engineers to
predict material behavior under tribological loads.
Currently, industrial demands and technological breakthroughs drive people to consider
three-dimensional simulations to study this behavior under thermo-mechanical loads. The
objectives are multiple : reduce of the size of structures, increase of material resistance,
improvement of fatigue life... These simulations, which often require high numerical costs
in terms of memory size and CPU time, have to be performed on super computers.
In this context, this work proposes an innovative model based on multigrid methods using
a local refinement strategy in order to perform these simulations at a low numerical cost.
The model is based on the Lamé elasticity equations and the Fourier heat equation which
have been discretized using a finite difference framework. The obtained linear system is
solved using the Gauss-Seidel iterative method coupled with multigrid techniques. These
methods allow an acceleration of the convergence speed, using different grids and trans-
fer operators. In order to obtain an optimum convergence speed and decrease the required
memory size, local refinement strategies and optimization techniques have been used.
Several calculations required hundred millions of points, can be solved on a personal
computer within a few hours.
Applications focus on the use of a coating or innovative materials which allow improve-
ments in terms of fatigue life. The model has been validated against results found in the
literature. Parametric studies allowed to analyse the influence of the coating thickness,
the Young’s modulus ratio or the use of a graded layer on the stress field and on the coa-
ting/substrate system behaviour under contact loads. Similar studies have been performed
under thermal loads.
Special attention has been paid to the material property variations along all space direc-
tions. It has lead us to consider a material microstructure which is composed of grains with
their individual properties. The influence of the microstructure on the fatigue life pheno-
menon is clearly highlighted using statistical Weibull charts. The dispersion observed in
the numerical results tends to be similar to experiments found in the literature.
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Nomenclature

Mécanique

a rayon de contact
E module de Young
ν coefficient de Poisson
λ, µ coefficients de Lamé
α coefficients de dilatation
[σ] tenseur des contraintes
[ε] tenseur des déformations
u, v, w champs de déplacements suivant les directionsx, y et z

indices
c caractéristiques du revêtement
s caractéristiques du substrat

Thermique

k conductivité thermique
D diffusivité thermique
ρ masse volumique
T champ de température
Q flux thermique
Pe nombre de Péclet

Méthodes multigrilles

h pas de maillage
e erreur numérique
r résidu
f second membre
Ωn niveau n
Lx, Ly, Lz dimensions du volume fini
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Introduction générale

L’étude de la mécanique du contact débute dans les années 1880 avec les théories
énoncées à Berlin par Heinrich Hertz [HER 82]. Il s’agit de déterminer les pressions et
cisaillements à l’interface de deux corps homogènes, isotropes et élastiques en contact,
une ellipsoïde sur un plan, pour ensuite calculer les champs de contraintes et de
déformations dans ces corps et quantifier les risques associés à un chargement via une
contrainte de Von-Mises, par exemple. Les progrès technologiques dans l’élaboration des
matériaux, la mise au point de procédés de dépôts de couches, par exemple, ont permis
d’augmenter la durée de vie, les charges admissibles, d’alléger les pièces...
L’étendue des possibilités requière d’inverser la procédure de dimensionnement, en
privilégiant les simulations numériques via des études paramétriques pour sélectionner
des solutions admissibles avant de procéder à des essais expérimentaux de validation.
L’industrie est de plus en plus demandeuse d’outils de simulation numérique capables de
rendre compte de la complexité des systèmes mécaniques actuels et futurs. Ces outils
numériques doivent être fiables, multi-échelles, et capables de gérer des millions de
degrés de libertés en un temps CPU et une gestion de la mémoire raisonnable.
La méthode des éléments finis permet de satisfaire les exigences liées à la prise en
compte de géométries quelconques, de lois de comportements linéaires et non linéaires,
aux échelles macro et à celles de la microstructure, mais pour des temps de calcul qui
peuvent devenir rédhibitoires. De plus, les limites à ces méthodes sont liées à la taille des
problèmes numériques (nombre de degrés de liberté et temps CPU).
Les méthodes semi-analytiques sont quant à elles parfaitement adaptées aux échelles du
contact, des revêtements, de la rugosité, de la microstructure, mais nécessitent des
développements de modèles. La mise en place de modèles reposant sur des techniques
numériques performantes permettant la résolution de problèmes dans des temps
raisonnables représente donc un véritable défi.
L’objectif du travail présenté dans ce mémoire de thèse est de développer un modèle
numérique robuste et efficace capable de traiter les différents éléments essentiels des
problèmes de contact -revêtement, rugosité, microstructure- dans un contexte
multi-échelle et tridimensionnel. La démarche envisagée met en synergie deux
techniques numériques : les méthodes de différences finies d’une part et les méthodes
multigrilles d’autre part. Ces dernière ont été introduites par Brandt [BRA 77] dans les
années soixante-dix comme une famille de solveurs très performants pour résoudre les
problèmes à grand nombre de degrés de liberté. Les méthodes multigrilles n’étant pas à
proprement parler des techniques multi-échelles, nous verrons que l’utilisation d’une
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Introduction générale

stratégie de maillage locale permet d’atteindre les objectifs fixés. La structure itérative
des méthodes multigrilles permet au système, grâce à des opérateurs d’interpolation et de
restriction entre les différentes grilles de résolution, de tenir compte des phénomènes
physiques locaux.
Ce mémoire de thèse est organisé de la façon suivante. Le premier chapitre présente une
revue assez exhaustive des différentes avancées théoriques et numériques réalisées dans
les domaines de la thermique et de la mécanique du contact. Il met également en avant
les besoins actuels d’étudier le comportement des structures dites à grains qui sont
utilisées dans des domaines de pointe, notamment en aéronautique ou en aérospatial.
Cette étude bibliographique permet de comprendre l’utilité du développement d’un
modèle 3D capable de prendre en compte les aspects multi-échelles et micro-structuraux
de ces problèmes.
Le second chapitre pose les hypothèses des équations d’élasticité dans un massif
hétérogène soumis à un chargement quelconque sur sa surface. Ce chargement peut se
présenter sous la forme d’un champ de pression ou de déplacements imposés. Même si
l’hypothèse d’élasticité peut sembler réductrice, celle-ci demeure néanmoins la première
étape indispensable à la mise en place et à la validation d’un modèle numérique efficace
avant d’introduire des lois de comportements plus complexes telles que la plasticité ou la
viscoélasticité.
Ce chapitre présente également les concepts sur lesquels sont développés les méthodes
multigrilles. Celles-ci utilisent une discrétisation aux différences finies et sont
compatibles avec des techniques de localisation et d’optimisation qui permettent
d’accélérer la convergence et de réduire les coûts numériques. Ces techniques sont
implémentées dans le modèle afin de satisfaire les objectifs fixés en termes de précision
sur les résultats et de temps de calculs. Une première étape de validation est réalisée à
l’aide de comparaisons entre des solutions extraites de la littérature avec celles obtenues
numériquement pour les mêmes configurations à l’aide du solveur. Dans une seconde
étape, des comparaisons entre des essais d’indentation normale poinçons/système
revêtement/substrat, réalisés à l’ICS en collaboration avec l’équipe de Christian
Gauthier, ont été simulés numériquement. Ces étapes permettent de rendre compte de
l’efficacité du modèle en termes de vitesse de convergence et de précision sur la solution
avant d’aborder des problèmes complexes. Ces derniers se concentrent sur des massifs
revêtus, à gradient de propriétés ou encore contenant des inclusions, soumis à des
chargements Hertziens. Les contraintes sont évaluées en tout point à l’intérieur de
ceux-ci à partir des déplacements obtenus par le solveur multigrilles. Une attention
particulière est attachée à la richesse du maillage dans le cas de couches minces ou de
gradients de propriétés important afin que ceux-ci puissent être correctement pris en
compte dans la résolution tout en gardant des temps de calcul acceptables pour un
ordinateur de bureau. Les bénéfices de l’utilisation d’une couche à gradient de propriété
déposée en surface d’un substrat à la place d’un revêtement simple sont clairement mis
en évidence au travers des résultats obtenus.
Le troisième chapitre pose les hypothèses de l’équation de la chaleur dans un massif
hétérogène en trois dimensions soumis à un chargement quelconque sur sa surface. Ce
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Introduction générale

chargement peut se présenter sous la forme d’un flux de chaleurou d’une température
imposée. Les effets de convection sont pris en compte avec l’introduction du nombre de
Péclet dans l’équation de la chaleur.
Une étape de validation est réalisée à partir de cas académiques simples ou extraits de la
littérature avant d’étudier l’influence de la forme du flux ou du rapport de conductivité
entre un revêtement et un substrat sur le champ de température. Dans le cas où ces
gradients de propriétés deviennent important, nous proposons et implémentons une
méthode spécifique afin de retrouver une vitesse de convergence optimale pour notre
algorithme. La finalité de ce modèle thermique est la prédiction du champ de
température dans un milieu hétérogène soumis à un flux quelconque. Ce champ de
température peut être introduit en tant que condition aux limites dans un modèle basé sur
les équations de la thermo-élasticité.
Le dernier chapitre est dédié à l’analyse des matériaux hétérogènes en intégrant leur
microstructure dans la modélisation. La prise en compte de cette dernière est réalisée à
l’aide d’une technique de partition de l’espace multidirectionnel : la tessellation de
Voronoï. Chacun des grains possède ses propriétés propres, ce qui permet de réaliser une
infinité de configuration. Les champs de contraintes sont évalués pour un matériau à
variation de densité volumique et plusieurs matériaux hétérogènes dont les propriétés
sont attribuées à l’aide d’une répartition Gaussienne. La durée de vie de ces milieux, face
à une sollicitation de type roulement sans frottement, est finalement étudiée à l’aide d’un
critère de fatigue extrait de la littérature. Ce type d’étude permet de se placer en
complément d’expériences réalisées en entreprise, sur des aciers de type roulement par
exemple et de réaliser des études statistiques de durée de vie.
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Chapitre 1

Etude Bibliographique

Dans ce premier chapitre, un état de l’art non exhaustif des
différents travaux analytiques et numériques réalisés dans les
domaines thermique et mécanique est présenté. Il s’agit de
dresser les grandes lignes des évolutions réalisées dans les

domaines de la thermique et de la mécanique du contact afin
de positionner le contexte de l’étude qui sera présentée dans

la suite de ce mémoire. Une dernière partie s’attachera à
présenter quelques généralités sur les matériaux homogènes
et leurs applications industrielles afin de justifier le besoin de

ces travaux thèse.

Sommaire
1.1 Thermique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.1.2 Historique analytique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.1.3 Historique numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.1.4 Synthèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.2 Mécanique du contact . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.2.2 Historique analytique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.2.3 Historique numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

7

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0080/these.pdf 
© [H. Boffy], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



1.2.4 Synthèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.3 Généralités sur les milieux hétérogènes . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.3.1 Revêtements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.3.2 Matériaux à gradient de propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.3.3 Défauts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.3.4 Matériaux à gros grains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

1.3.5 Synthèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

1.4 Bilan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

8

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0080/these.pdf 
© [H. Boffy], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



Thermique

1.1 Thermique

1.1.1 Introduction

La thermique est une science relative à la production d’énergie, son utilisation et aux
transferts de chaleur suivant différents phénomènes physiques, en particulier la
conduction, la convection et le rayonnement. Elle est de plus en plus étudiée par les
ingénieurs et les designers étant donné les enjeux actuels que représentent les économies
d’énergie et le réchauffement climatique. En effet, le champ de température à l’intérieur
d’un matériau peut modifier ses propriétés et engendrer des sur-contraintes à l’origine de
défaillances précoces des systèmes. Nous allons nous attacher ici à présenter les
différentes avancées réalisées dans ce domaine, en couvrant l’essentiel des problèmes
traités par cette discipline.

1.1.2 Historique analytique

C’est en 1937 que débutent les diverses études menées sur les températures de contact et
l’échauffement des surfaces du au phénomène de friction. Blok [BLO 37] fut le premier
à étudier l’élévation de température due à des sources de chaleur concentrées, dites
températures flash.

FI GURE 1.1: Harmen Blok

Il a étudié cette augmentation dans le cas d’une source de chaleur de type bande
semi-infinie pour les grands nombres de Péclet en régime quasi-établi. Ce nombre
représente une grandeur physique qui caractérise l’importance relative de la convection
et de la conduction latérale et sera défini plus précisément dans le chapitre thermique de
ce mémoire. Blok a considéré des situations où seules la conduction normale et la
convection sont les mécanismes de transfert de chaleur. Par la suite, de nombreuses
études ont été menées, notamment par Kennedy en 1984 [KEN 84a], sur les phénomènes
de températures flash et d’échauffement par friction. Afin de répondre aux diverses
problématiques industrielles, les travaux initiaux de Blok sur l’étude des températures
ont été étendus selon quatre directions :

• La prise en compte de nombres de Péclet moyens et faibles. Ces cas de figure peuvent
se trouver dans les transmissions par engrenages, les systèmes came-poussoir... où le
phénomène de conduction devient important et ne peut pas être négligé.
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1. Etude Bibliographique

• L’extension à la prise en compte de sources de chaleur de forme complexe
(rectangulaire, elliptique...).

• L’approximation de la température en tout point de la source de chaleur. En effet, en
chaque point du contact, les températures de surface des deux corps sont égales mais
peuvent varier tout au long de celui-ci. Blok a approximé cette condition d’égalité des
températures dans le contact en donnant l’équation du maximum de température dans
celui-ci.

• La prise en compte des effets de l’augmentation de température en volume sur la
température du contact.

1.1.2.1 Conduction

Jaeger [JAE 43], en 1943, puis Carslaw et Jaeger [CAR 59], en 1959, ont étendu le
modèle de Blok aux contacts qui mettent en jeu des nombres de Péclets limités. Dans le
cas des contacts de type bande, ils ont amélioré le modèle existant en considérant des
situations où la conduction latérale devient un important mécanisme de transfert de
chaleur. La figure 1.2 présente la solution classique de Carslew et Jaeger pour un contact
thermique de type flux bande se déplaçant à la surface d’un massif semi-infini homogène.

FI GURE 1.2: Champ de température en surface d’un massif semi-infini pour une source
de type bande de demi-largeura en mouvement selon une vitesseV caractérisée par un
nombre de PécletL. k représente la conductivité du matériau. Solution donnée par Carslaw

et Jaeger [CAR 59]

1.1.2.2 Diverses formes de sources de chaleur

Jusqu’en 1959, la plupart des études considèrent la température de contact entre deux
solides semi-infinis en régime établi, pour un contact de type bande, bien que Jaeger ait
déjà traité dans son modèle le cas d’un contact rectangulaire. En ce qui concerne les
contacts circulaires, Archard [ARC 59], en 1959, a proposé un modèle et une solution
approximative en se servant des travaux précédent de Jaeger et d’une méthode empirique
simple qui étudie la répartition de chaleur générée. La figure 1.3 présente le modèle
d’Archard et la température moyenne dans le contact circulaire pour différents PécletsL.
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Thermique

FI GURE 1.3: Température moyenne en surface d’un massif semi-infini pour une source
elliptique stationnaire (a) ou en mouvement (a). Solution donnée par Archard [ARC 59]

Cependant, en pratique, la plupart des contacts ne sont pas de type bande ou circulaires,
mais elliptiques. Ce type de contact a d’abord été pris en compte en utilisant pour
approximation la solution donnée par Jaeger pour les contacts rectangulaires. Dans le cas
où la conduction latérale peut être négligée, cette approche permet d’obtenir de bonnes
approximations. Néanmoins, dans le cas où elle ne peut pas être négligée et devient un
facteur important, les dimensions et la distribution de la source de chaleur rectangulaire
doivent être pris en compte. La première résolution du problème elliptique en lui-même
est attribuée aux noms de Kuhlmann et Wilsdorf [KUH 86], en 1986-1987, qui ont
introduit des solutions approximatives pour ce type de contact. Ces solutions sont
généralement applicables. Il n’a pas encore été trouvé de solutions analytiques très
précises pour la résolution des contacts elliptiques, cependant, beaucoup de travaux
numériques permettent d’obtenir de bons résultats.

1.1.2.3 Répartition du flux de chaleur

La répartition du flux de chaleur à l’interface de la zone de contact entre les deux solides
est basée sur l’hypothèse que les températures de surface dans le contact sont égales.
Pour deux corps semi-infinis avec des températures nulles en volume, cette répartition de
chaleur dépend des propriétés du matériau de chaque corps et de leur vitesse. Blok a
approximé la condition d’égalité des températures en surface en donnant l’équation du
maximum de température en surface tandis que Jaeger a donné l’équation de la
température moyenne pour le contact. Suites à diverses études menées sur le sujet, la
variation de température sur toute l’aire de contact a été prise en compte. L’approche la
plus réaliste pour déterminer la répartition de chaleur en régime établi et les températures
de contact associées (pour des formes de contact arbitraires) est de faire concorder les
températures de surface des deux solides en contact en tout point de l’aire de contact.
Cela doit être fait en incluant la variation de la distribution de chaleur avec la position
des solides. Pour résoudre ce type de problème, on utilise généralement les méthodes
numériques.
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1.1.2.4 Augmentation de température en volume

Pour des corps finis, la répartition du flux de chaleur dépend également de l’espace sur
lequel ce flux est restreint. Par exemple, si l’un des corps est entièrement isolé, excepté à
l’interface du contact, le flux total de chaleur entrant dans ce corps au travers de
l’interface de contact doit être nul. Cela peut être facilement montré en considérant deux
corps semi-infinis ayant des températures en volume différentes, sans génération de
chaleur à leur interface. Holm [HOL 48, HOL 59], en 1948-1959, a mené des études sur
ce problème mais uniquement dans le cas de solides stationnaires. La figure 1.4 présente
la solution de Holm pour un contact elliptique (b=0.5a). Elshof [ELS 94], en 1994, a
commencé à généraliser cette étude en considérant des corps en mouvement relatif dans
le cas d’un contact elliptique.

FI GURE 1.4: Augmentation de la température maximale en fonction du temps pour un
contact elliptique (b=0.5a). Solution de Holm[HOL 48]. A : asymptote de la solution

1.1.2.5 Synthèse

Les différentes évolutions analytiques réalisées dans le domaine de la thermique du
contact viennent d’être présentées. Celles-ci montrent que la résolution d’un problème
thermique transitoire n’est pas triviale puisque de nombreux phénomènes physiques sont
mis en jeux. Il est donc nécessaire de réaliser des simulations numériques pour pouvoir
prendre en compte ces derniers. Plusieurs stratégies peuvent être utilisées, comportant
chacune leurs avantages et leurs défauts. Nous allons donc nous attacher à présenter ces
différentes stratégies et justifier ainsi le développement d’un nouveau modèle 3D pour
étudier ces problèmes dans un contexte plus général.
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1.1.3 Historique numérique

La nécessité de disposer de modèles plus proches de la réalité a conduit au
développement de modèles basés sur les méthodes semi-analytiques, qui couplent la
précision et le faible coût des méthodes analytiques à la souplesse et les possibilités
d’hypothèses moins restrictives des méthodes numériques.

1.1.3.1 Méthode des coefficients d’influence

Les premières solutions numériques concernant une source de chaleur qui se déplace
linéairement ont été données par Jaeger en 1942 en se basant sur l’intégration de la
solution obtenue pour une source ponctuelle. Cette méthode est mieux connue
aujourd’hui sous le nom de méthode des coefficients d’influence. Il s’agit de calculer
numériquement un champ de contraintes dû à une source ponctuelle sur un massif
semi-infini ayant les propriétés souhaitées puis d’intégrer les résultats obtenus sur une
source de forme quelconque. Par la suite, de nombreux travaux s’attachant à la
détermination de solutions thermiques (et thermo-élastiques
[BAR 82, BAR 84, AZA 85]) pour des massifs homogènes ont été réalisés dans les
années 80 par Barber, Martin-Moran, Azarkin et Hills [HIL 85]. La solution thermique
de Jaeger et les solutions thermo-élastiques de Barber [BAR 84] ont été utilisées comme
fonctions de Green par Farris et Chandrasekar en 1990 [FAR 90] afin de déterminer le
champ de température et les solutions thermo-élastiques en surface dus à une source de
température en mouvement par convolutions. Il est cependant très difficile d’obtenir le
champ thermique sous la surface en utilisant cette méthode. En règle générale, ces
produits de convolution impliquent l’utilisation d’intégrales singulières et de fonctions
de Bessel. L’évaluation des produits de convolution se fait uniquement de manière
numérique et peut requérir des coûts numériques importants dans le cas par exemple des
grands nombres de Péclet ou bien encore de matériaux revêtus à l’aide de couches
minces.

1.1.3.2 Transformées (intégrales et Fourier)

De nombreuses études ont été menées sur l’application des méthodes de transformées
intégrales appliquées aux problèmes de sources de chaleur en mouvement. Il n’est
cependant pas simple de trouver la transformée d’une source de chaleur de forme et
d’intensité quelconques et de réaliser l’inversion de cette dernière. Ling et Mow
[LIN 65, LIN 73] ont été les premiers à réussir à obtenir la température et les
déplacements en surface dus a une source de chaleur linéique se déplaçant rapidement
par la transformée de Fourier. Puis, Huang et Ju [HUA 85] ont utilisé la quadrature de
Gauss-Laguerre ainsi que la loi de Simpson pour intégrer numériquement les
transformées inverses dans les problèmes de glissement avec des vitesses élevées. Les
résultats qu’ils ont obtenus pour un flux de chaleur rugueux (3 rugosités rectangulaires)
se déplaçant en surface d’un massif sont présentés sur la figure 1.5.
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FI GURE 1.5: Champ de température obtenu à différentes profondeursζ d’un massif sur
lequel se déplace un flux de chaleur rugueux à une vitesse de 15 m/s. Solution de Huang

et al. calculée à l’aide des méthodes de transformées de Fourier [HUA 85].

Néanmoins, le problème d’une source linéique de chaleur en mouvement est le seul
problème de forme fermée pouvant être résolu par cette méthode, ce qui la rend assez
restrictive. En se servant de ces travaux pour base, Bryant [BRY 88] a obtenu les
solutions thermiques et thermo-élastiques pour ce même type de source en utilisant une
’nouvelle’ transformée de Fourier. L’avantage majeur de cette méthode est que les
solutions fondamentales obtenues peuvent être utilisées comme des fonctions de Green
pour trouver les champs thermiques et thermo-élastiques à l’aide des produits de
convolution. La solution thermo-élastique implique néanmoins l’utilisation de fonctions
complexes de Hankel rendant l’évaluation numérique de la solution coûteuse en terme de
mémoire et surtout de temps de calcul. La résolution devient même instable pour les
grands arguments complexes dans le cas des grands nombres de Péclet. De plus, le
produit de convolution devient difficile à évaluer numériquement si la source de chaleur
est distribuée sur une grande distance ou si celle-ci se déplace rapidement.

1.1.3.3 Problèmes périodiques et séries de Fourier

Pour la résolution des problèmes périodiques, les transformées de Fourier peuvent être
remplacées par les séries de Fourier. Burton a, avec l’aide d’autres chercheurs durant les
années 70 (Dow et Burton [DOW 72, DOW 73], Burton et al. [BUR 73], Oh et al.
[OH 73], Kiliparti et Burton [KIL 78], Heckmann et Burton [HEC 80], Tseng et Burton
[TSE 80]), utilisé les séries de Fourier pour les problèmes de distributions thermiques en
mouvement périodique en se basant sur la solution d’une distribution de température en
mouvement sinusoïdal. Cette méthode est très efficace pour la résolution des problèmes
périodiques, cependant, les séries de Fourier peuvent converger lentement.
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1.1.3.4 Méthodes éléments finis et différences finies

En plus des solutions analytiques, les méthodes des éléments finis et des différences
finies ont été développées pour quantifier les températures de surface (Kennedy et Ling
[KEN 74], Kennedy [KEN 80], Ettles [ETT 85]). L’approche éléments finis peut
s’étendre aux cas thermo-élastiques ou plastiques mais requiert des temps de calcul
considérables. Cette méthode peut également être sujette à des instabilités numériques
dans le cas des grands nombres de Péclet, engendrant des problèmes de détermination de
la couche limite, comme l’a montré Kennedy et al. [KEN 84b].

1.1.3.5 Méthodes FFT

L’utilisation des méthodes spectrales utilisant les techniques FFT rendent l’évaluation
des transformées de Fourier et de leurs inverses beaucoup plus aisée. Le produit de
convolution dans le domaine physique devient un produit dans le domaine fréquentiel en
utilisant les transformées de Fourier. Ces techniques ont beaucoup été utilisées en
traitement du signal, et, dans les année 90, en simulation numérique pour traiter le
phénomène de turbulence. Leroy et al. [LER 89b]-[FLO 94] ont utilisés les transformées
de Fourier sur des problèmes de couches moyennes soumises à une source de chaleur de
mouvement et ont obtenu un système d’équations qui lie les quantités transformées. En
trouvant la solution numérique pour le système d’équations et en appliquant la méthode
FFT, ils ont réussi à évaluer les valeurs dans le domaine spatial. Floquet et Dubourg
[FLO 94] ont par la suite défini une méthodologie similaire pour l’analyse des problèmes
de freinage en prenant en compte des géométries 3D complexes (disques de freins
ventilés) sous sollicitations transitoires. Ils ont utilisés la méthode des éléments finis afin
de résoudre l’équation de la chaleur résultante dans le domaine fréquentiel et ont obtenus
les champs de température dans le domaine spatial en utilisant la méthode FFT. L’un des
grands avantage de la méthode spectrale est que si la fonction de transfert peut être
obtenue, la solution dans le domaine fréquentiel est analytique et explicite. Aucune
procédure numérique n’est nécessaire dans le domaine fréquentiel. De plus, la fonction
de transfert représente les caractéristiques du système et peut être aussi utilisée afin
d’étudier les effets d’échelle, déterminer la résolution requise (fréquence de coupure), et
estimer les résultats pour des données quelconques. La fonction de transfert peut être
trouvée de manière empirique, comme l’ont montré Ai et Cheng dans le cas de contacts
linéiques EHL [AI 93], ou de manière analytique, comme l’ont montré Ju et Farris pour
le contact sec EHL [JU 93]. Ces derniers ont par la suite [JU 97] utilisés la transformée
de Fourier pour obtenir les expressions analytiques explicites de la solution thermique
dans le domaine fréquentiel pour une source de chaleur arbitraire appliquée à un massif
semi-infini. Il utilisent les fonctions de transfert comme solutions fondamentales afin de
trouver les résultats dans le domaine fréquentiel. Puis, utilisant les techniques FFT-IFFT,
ils ont obtenu les résultats numériques. L’apparition de la rugosité dans la résolution des
problèmes thermique apparait dans les années 2000. Gao et Lee [GAO 00] ont proposé
un modèle 3D utilisant la méthode FFT afin de déterminer les températures flash sur des
surfaces réelles de contact. Liu et Wang ont repris ces travaux afin de développer un
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modèle applicable à des surfaces rugueuses non conformes en contact [LIU 01b] avant
d’étudier le régime transitoire dans un massif semi-infini [LIU 02b]. Puis Liu et al.
[LIU 02a] ont amélioré ce modèle afin d’obtenir les fonctions de réponse fréquentielles
pour les élévations de température en surface sur un massif 3D semi-infini sujet à une
élévation de chaleur transitoire par friction, où la vitesse et sa direction sur le massif peut
être une fonction arbitraire du temps. En 2005, Martini et al. [MAR 05] ont inclus la
convection dans la résolution par la méthode FFT et montré que le refroidissement est
fortement dépendant des coefficients de transfert sur la surface. Les dernières utilisations
des méthodes FFT dans le domaine concernent l’étude des transferts de chaleur dans les
milieux biologiques. Dillensenger et Esneault [DIL 10] ont développé une méthode
numérique rapide basée sur ces techniques pour caractérisé l’évolution de la température
dans les tissus biologiques dans les cas d’hyper et d’hypothermies.

1.1.3.6 Méthodes multigrilles

C’est dans les années 1980 que les méthodes multigrilles ont fait leurs apparitions dans
la résolution des problèmes thermiques. L’idée d’appliquer ces techniques numériques
avancées aux problèmes thermiques vient du fait qu’elles améliorent la vitesse de
convergence des systèmes à résoudre et que la richesse des maillages qu’elles permettent
de générer rend plus riche le panel de résolution fourni par les méthodes de différences
finies classiques. On trouve de nombreux travaux relatifs à la prédiction des flux de
chaleur dans les fluides [PAT 80, VAN 86, JOS 91, RAB 88, JIA 91].
Des travaux important sur la résolution du problème thermique à l’aide des méthodes
multigrilles ont été réalisés par Moes et Bos [BOS 93, MOE 95]. Dans leurs travaux, les
effets de différents types de source sur la température des matériaux en contact ont été
analysés en utilisant une approche intégrale. Ils ont utilisés les méthodes multigrilles afin
d’évaluer rapidement les solutions des différentes intégrales. Ils ont également évalué les
températures maximales en dérivant les expressions analytiques obtenues pour différents
types de sources.
Depuis les année 1990, ces méthodes ont été utilisées pour résoudre les équations de
Navier-Stokes, tout d’abord dans les travaux de Thompson et al. [THO 89] en
incompressible, puis Lemos et al. dans les années 2000 qui ont étudié les problèmes de
conduction-convection et convection-conduction [RAB 98, RAB 01, MES 04]. Ces
travaux montrent, au travers d’études réalisées sur la convergence des problèmes et sur la
consistance des grilles utilisées, que les méthodes multigrilles permettent de résoudre de
manière rapide et efficace un problème 2D thermique en régime permanent.
Plus récemment, Watremetz [WAT 06] a proposé un modèle efficace pour la résolution
des problèmes thermiques en considérant désormais les aspects transitoires et des
matériaux dont les propriétés thermiques varient selon la profondeur (revêtements,
couches à gradients de propriétés). Ces études, qui ont pour application la détermination
des champs de contraintes dans des moules d’injection de polymères, ont servis de base
à notre modèle.
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1.1.4 Synthèse

Cette bibliographie traite des différentes évolutions réalisées dans le domaine de la
thermique. Au travers de celle-ci, nous avons montré qu’aujourd’hui il n’existe pas de
modèle optimal pour la résolution de problèmes thermiques 3D transitoires dans un
matériau hétérogène et que la réalisation d’un tel modèle représente donc un certain
challenge. L’évolution des moyens numériques nous permet d’imaginer que la plupart
des méthodes présentées seront très efficaces dans quelques années. Cependant les
ingénieurs/designers doivent répondre quotidiennement à des demandes plus ou moins
complexes de la part du monde industriel ou des autorités demandant la diminution des
pertes énergétiques. Les méthodes multigrilles ont ainsi été choisies pour la réalisation
d’un nouveau modèle thermique, étant donné que celles-ci offrent la possibilité de
répondre à tous les critères évoqués. Nous traiterons cela en détail dans la partie
thermique du mémoire.
La deuxième partie de cette revue bibliographique est consacrée aux modèles développés
et aux méthodes utilisées pour analyser un solide soumis à un chargement mécanique de
contact.

1.2 Mécanique du contact

1.2.1 Introduction

La mécanique du contact permet d’étudier le comportement de corps élastiques,
visco-élastiques ou plastiques soumis à des chargements statiques ou dynamiques de
contact. Elle est notamment utilisée en ingénierie lors de la réalisation de projets mettant
en jeu la sécurité ou encore les économies d’énergie. De nombreux domaines
d’application peuvent être énoncés tel que le contact roue-rail, les freins, les paliers et
roulements, les moteurs à combustion, les liaisons mécaniques, les joints ou encore le
soudage par ultrasons. Les applications vont de l’analyse des efforts au sein d’éléments
de contact et de liaisons jusqu’à l’influence de la lubrification et de la géométrie sur
l’usure et les frottements d’un système en passant par l’étude de systèmes multi-échelles
(nano et microscopiques). Nous allons nous attacher ici à présenter les différentes
avancées réalisées dans ce domaine, en couvrant l’essentiel des problèmes traités par
cette discipline.

1.2.2 Historique analytique

On considère que l’étude de la mécanique des contacts a débuté avec les travaux de
Heinrich Hertz.
En 1882, Hertz [HER 82] résout de manière analytique le problème du contact entre
deux corps élastiques avec des surfaces courbes. Il a auparavant mené des expériences
basée sur les interférences optiques entre des lentilles de verre. Ses connaissances sur la
théorie des potentiels électrostatiques lui ont permis de montrer, par analogie, qu’une
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FI GURE 1.6: Heinrich Hertz

distribution ellipsoïdale (dite désormais Hertzienne) de la pression de contact produit des
déplacements élastiques dans les deux corps qui sont compatibles avec une aire de
contact elliptique. La théorie de Hertz est cependant restreinte aux surfaces lisses (sans
friction) et aux solides parfaitement élastiques. Des progrès réalisés durant la seconde
moitié du 20emesiècle ont permis de mettre fin à ces restrictions. En effet, une prise en
compte correcte du frottement à l’interface entre deux corps ont permis d’étendre la
théorie élastique aux contacts roulants et glissants. Le développement en parallèle des
théories concernant la plasticité et la visco-élasticité linéaire ont permis d’analyser les
contraintes et déformations dans le cas de contacts entre des corps non élastiques. De
plus, de nombreux travaux ont permis d’étudier également le phénomène d’adhésion
entre deux corps en contact, qui modifie de manière plus ou moins importante les profils
de contact déterminés à l’aide des modèles classiques.

1.2.2.1 Fonctions potentielles de Boussinesq et Cerruti et évolutions

L’approche classique pour déterminer les contraintes et les déplacements dans un massif
semi-infini élastique dus à un contact normal (traction) entre deux surfaces est due à
Boussinesq [BOU ] et Cerruti [CER ]. Ils ont utilisés la théorie des potentiels et la
fonction d’Airy [AIR 38]. Cette approche a été reprise puis publiée par Love [LOV 52].
Les équations de Boussinesq donnent les relations entre les charges surfaciques et les
déplacements sur la surface d’un massif semi-infini. Ainsi, si les distributions de traction
à l’intérieur de l’aire du contact sont explicitement connues, les contraintes et les
déplacements peuvent être déterminés en chaque point du massif. C’est la loi de Hooke
qui permet de calculer les contraintes à partir des déplacements [JOH 85a].
Pour des circonstances particulières, des techniques analytiques ont été développées afin
de s’affranchir des difficultés dues à l’approche classique. Le passage, par exemple, des
coordonnées cartésiennes aux coordonnées ellipsoïdales engendre des problèmes pour
lesquels la zone chargée est entourée par une ellipse afin d’être traitée plus facilement
([GAL 61, LUR 64, PAT 64]). Pour les aires de contact circulaires, l’utilisation d’une
fonction complexe suggérée par Rostovtzev [ROS 53] permet de déterminer les
contraintes lorsque les déplacements sont connus dans la zone chargée. Dans le cas
d’une symétrie axiale Sneddon [SNE 51] a proposé l’utilisation des méthodes de
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transformées intégrales qui ont été développées par Noble etSpence [NOB 71]. Une
méthode alternative proposée par Johnson [JOH 85a] est de partir des contraintes et des
déplacements produits par des forces normales et tangentielles concentrées. La
distribution de contrainte et le champ de déformation résultant de n’importe quelle
charge distribuée peuvent être trouvés par superposition. L’avantage de cette méthode est
qu’elle permet de résoudre les problèmes dus à des géométries de charge complexes pour
lesquelles les méthodes analytiques classiques ne fonctionnent pas.
Cependant, ces méthodes ne peuvent pas prendre en compte certains phénomènes
physiques qui modifient les paramètres du contact (aire, pression...). C’est le cas de
l’adhésion qui se produit lorsque l’on met en contact deux matériaux et qu’une résistance
mécanique à la séparation se créée entre ceux-ci. Nous allons aborder maintenant plus
particulièrement ce phénomène.

1.2.2.2 Lois d’adhésion

En mécanique du contact, la maitrise globale du comportement de l’interface entre les
deux solides est liée aux mécanismes d’adhésion. De nombreuses théories ont été
développées à ce sujet, un siècle après les travaux de Hertz. Les travaux les plus
important relatifs à la zone cohésive sont attribués à Dugdale (1960), Needleman (1987),
Tvergaard (1990), Michel et al. (1992-1994), Cangémi et al. (1992-1994) [CAN 97],
Raous et al. [RAO 99] et Chaboche et al. (1997). L’adhésion apparait toujours comme un
phénomène moléculaire, comme le décrit Kendall [KEN 01].

La théorie d’Eley (1961)

Cette théorie, dite de l’adsorption, a été développée en considérant qu’une faible quantité
de liquide déposée à la surface d’un solide prend la morphologie d’une goutte car les
forces adhésives en présence empêchent son étalement. Le degré d’étalement,
correspondant à l’angle formé entre la surface et les extrémités de la goutte, dépend des
énergies libres de surface de chacun des composants et permet de déterminer l’énergie
d’adhésion dite de Dupré. En étendant ce principe à l’adhésion entre deux solides, on
considère qu’il faut fournir un travail d’adhésion pour les séparer, correspondant à la
quantité d’énergie stockée par unité de surface à l’interface (Israelachvili [ISR 97]).

Le modèle de Johnson-Kendall-Roberts (JKR) (1971)

Les travaux de Hertz (1881) ont permis de déterminer, sous l’effet d’une charge normale
de compression dans le cas de corps élastiques linéaires en l’absence de frottement et
d’adhésion, la distribution de pression, l’enfoncement élastique ainsi que le rayon réel de
contact sur la surface de contact déformée. Johnson et al. [JOH 71] ont montré
expérimentalement que ce rayon était sous-estimé dans le cas d’un contact entre une
sphère de gélatine et un plan en plexiglas. Pour les séparer lorsque la charge de
compression s’annule, il faut fournir un effort de traction non-négligeable. Ils ont donc
décrit ce phénomène comme une conséquence de l’adhésion et ont alors formulé la
théorie dite de JKR, qui consiste à prendre en compte l’effet de l’énergie de surface des
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matériaux dans l’équation Hertzienne classique. Cette théorie a été développée dans le
cadre de l’adhésion des élastomères. La figure 1.7 montre l’évolution adimensionnée du
rayon de contact en fonction de la charge dans le cas d’un contact entre des sphères de
gélatine et un plan plexiglas [JOH 71]. On observe que pour un faible effort négatif ou
nul il existe un rayon de contact. L’effort d’adhésion ne peut ainsi pas être négligé lors de
la résolution d’un problème de contact mettant en jeu ces matériaux.

FI GURE 1.7: Illustration du modèle JKR : évolution du rayon de contact en fonction de
la charge pour des sphères de gélatine en contact sec avec un plan plexiglas [JOH 71].

Cette théorie a été validée expérimentalement et associée, par la suite, à une démarche
permettant l’obtention du travail d’adhésion entre deux corps (Woerdeman [WOE 99]).
Ces travaux ont permis de déterminer la charge de décollement nécessaire pour deux
solides en contact. A partir du modèle Hertzien, Derjaguin et al. [DER 75] (DMT) ont
présenté un modèle prenant en compte les forces d’attraction hors de la zone de contact.
Ce modèle est présenté sur la figure 1.8. Par la suite, Maugis [MAU 92, MAU 00] a
proposé un modèle de transition analytique entre ces deux approches.

FI GURE 1.8: Géométrie du contact adhésif selon Derjaguin et al. [DER 75]. Le modèle
s’applique dans le cas oùc»a.

Le modèle de Frémond (1971)

Les travaux plus récents réalisés sur l’adhésion utilisent des formulations dites locales,
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issues de la mécanique des contacts. Celles-ci permettent deretrouver les propriétés
macroscopiques et décrivent la décohésion de façon réaliste. En utilisant la mécanique
des milieux continus, Frémond [FRé 87a, FRé 87b, FRé 88] a proposé une théorie
moderne du contact avec adhésion qui se base sur les conditions du contact unilatéral et
sur une variable interne mesurant l’intensité de l’adhésion localement. Frémond a par
ailleurs montré que sa loi dérive d’un potentiel d’énergie libre et d’un potentiel de
dissipation complémentaire (Germain et al. [GER 83], Lemaitre et Chaboche
[LEM 85]). Plus récemment, ce modèle a été couplé avec la loi de Coulomb pour le
frottement [RAO 97, RAO 99]. Il a alors été utilisé afin de simuler des expériences de
micro-indentations pour caractériser le comportement de l’interface fibre/matrice dans
une céramique composite.

1.2.2.3 Rugosité

Des progrès dans le domaine de la mécanique des contacts dans le milieu du XXe siècle
peuvent être attribuées aux noms de Bowden et Tabor [BOW 54, BOW 56, BOW 58]. Ils
ont en effet découvert que, dû à la rugosité, la surface de contact réelle est en fait
beaucoup plus petite que celle observée à l’oeil nu. Cette découverte a orienté de
nombreuses études de tribologie conduisant à de nouvelles théories sur les contacts entre
les surfaces rugueuses. On peut aussi citer dans ce domaine les travaux d’Archard et al.
[ARC 56, ARC 74], qui ont démontré que dans les contacts entre des surfaces flexibles
et rugueuses, la surface de contact est à peu près proportionnelle à la force normale.
D’autres contributions importantes sont liées à des noms tels que Greenwood et
Williamson [GRE 66, GRE 11], Bush [BUS 76] et Persson et al.
[PER 99, ZIL 02, ALM 11]. Le principal résultat de leurs travaux est que, si la surface
réelle de contact d’une surface rugueuse est en général proportionnelle à la force
normale, dans des conditions de micro-contact (pression, dimension), elle ne dépend que
très peu de cette force. Sainsot [SAI 11] a récemment proposé une solution analytique
pour l’expression des contraintes dans un contact rugueux.

1.2.2.4 Matériaux revêtus

Les grandes avancées analytiques dans le domaine des matériaux revêtus apparaissent
vers la fin des années 90 avec les travaux de Giannakopoulos et Suresh [GIA 97a] qui
ont déterminé des solutions dans le cas d’un matériau soumis à une indentation
axisymétrique. Par la suite, ils ont étendu ces résultats au cas de l’indentation d’un
système gradient/substrat par un indenteur sphérique, puis, ils ont commencé à étudier
les matériaux à gradients de propriété en considérant des variations du module de Young
dans un massif selon des lois puissances et exponentielles [GIA 97b]. Au début des
années 2000, Bragallini et al. [BRA 03] ont proposé une approche par les contraintes en
déterminant celles-ci par la superposition de deux effets : les effets de compression et les
effets latéraux. Ces derniers sont particulièrement considérés car ils causent des
discontinuités au niveau des contraintes longitudinales. La figure 1.9 présente, selon
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Bragallini et al., les déformations et la distribution de la contrainte de traction dans le cas
d’un revêtement dont l’épaisseur équivaut à 0.025 fois le demi-rayon de contact et dont
le module de Young est 2 fois plus élevé que celui du substrat.

FI GURE 1.9: Solution de Bragallini et al. [BRA 03] pour un massif revêtu :Ec/Es=2.
t/a0=0.025. a : profil des déformations. b : distribution de la contrainte de tractionσxx

selon l’axez.

Plus récemment, Vallet et al. [VAL 09] ont mis en place une approche globale et
déterministe afin de calculer les déformations dans le cas d’un contact rugueux avec une
source en mouvement sur un massif revêtu.
Aujourd’hui, la plupart des études sur la mécanique des contacts s’effectue avec des
programmes de simulation qui sont basés sur les méthodes des éléments finis, des
éléments discrets ou encore des différences finies. Ces aspects numériques vont être
développés dans le paragraphe suivant.

1.2.3 Historique numérique

1.2.3.1 Méthode des éléments finis

Les différents modèles analytiques développés précédemment ne permettent pas de
calculer les champs de contraintes et de déformations dans les corps élastiques. De plus,
ces modèles ne sont pas adaptés à la prise en compte de géométries complexes telles que
les rugosités réelles des surfaces en contact ou encore les très petites épaisseurs parfois
mises en jeu dans un système revêtement/susbtrat. Une approche permettant de
s’affranchir de ces problèmes consiste à utiliser la méthode des éléments finis (FEM).
Cette méthode est basée sur la division du domaine étudié en X domaines élémentaires
dits éléments finis. Ces éléments sont reliés entre eux par des noeuds qui sont situés sur
leurs contours. Il s’agit alors de résoudre un système constitué de X équations à X
inconnues. Lors des premières études, afin que les calculs FEM puissent modéliser
correctement le contact entre deux solides, il était nécessaire de faire de nombreuses
hypothèses restrictives. Ainsi, les surfaces modélisées étaient considérées lisses et le
maillage grossier afin de pouvoir étudier le régime transitoire dans des temps de calcul
CPU raisonnables. L’axisymétrie, utilisée en général lors de la modélisation d’un
problème, était un frein à la prise en compte du frottement.
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analyse des revêtements

L’utilisation des méthodes éléments finis pour simuler la présence de revêtements débute
dans les années 1990. De nombreuses techniques expérimentales sont utilisées afin de
déterminer les caractéristiques des revêtements (épaisseurs de couches, modules de
Young...) [KES 96]. Ces résultats sont utilisés comme paramètres dans les simulations
afin de développer ou de prédire le comportement des systèmes revêtements/substrats
sous certaines conditions. Les premières études ont été menées par Syed Asif et al.
[SYE 94] qui ont simulé le processus de nanoindentation afin d’étudier le comportement
mécanique des matériaux et des systèmes à couches minces. Cependant, les résultats
obtenus dans le cadre de ces simulations ont montré de grandes divergences avec les
résultats expérimentaux dans le cas des matériaux revêtus.
Finot et Suresh [FIN 96] ont développé une autre approche basée sur des formulations
analytiques fortes, afin d’étudier le cas de matériaux multi-couches (2 ou 3) soumis à des
petites et grandes déformations. Ils ont pu considérer également une variation du
coefficient de poisson avec la profondeur. De nombreux développements, tels que l’étude
de l’interface ou des matériaux à gradients à propriété ont été effectués.
Houmid Bennani et Takadoum [HOU 99] ont utilisés les FEM pour étudier les
contraintes dues à une combinaison d’efforts normal et tangentiel sur un système
revêtement/substrat. Les progrès réalisés dans le choix des éléments finis ont permis
d’étudier de plus grandes gammes de propriété entre le revêtement et le substrat
(0.7< Er/Es< 1.7) et de montrer que l’épaisseur du revêtement (0< t/a< 0.1) a autant
d’influence sur les contraintes que ces ratios. Ils ont montré également que le rapport des
modules de Young ainsi que le coefficient de frottement étaient les paramètres à l’origine
de la position du maximum de contrainte de Von-Mises. Une étude plus approfondie sur
les revêtements durs soumis à une distribution uniforme de traction (pression normale et
tangentielle) est due à El-Shazly et al. [EIS 99]. Ils ont également montré l’influence des
propriétés (plus grands ratios de modules de Young (1< Er/Es< 3)) sur la position et
l’intensité de la contrainte équivalent de Von-Mises maximale. Une des difficultés des
méthodes FEM est la gestion de l’interface entre le revêtement et le substrat. Afin de
palier à celle-ci, Liu et al. [LIU 01a] ont montré comment mesurer l’énergie d’adhésion à
l’interface. A la fin des années 1990, l’analyse des matériaux à gradients de propriété
(FGI) via les méthodes FEM a débuté. On peut citer notamment les travaux de Suresh et
al. [SUR 97] et Liu et Meletis [LIU 02c] qui font suite au constat que le dépôt d’un
revêtement dur sur un substrat mou affecte de façon néfaste le comportement
tribologique et la durée de vie du matériau. Les résultats montrent une amélioration de
80% de la durée de vie dans le cas de matériaux FGI. Des solutions analytiques ont
également découlé de ces travaux. Durant les années 2000, les besoins actuels des
entreprises concernent les revêtements en titane déposés sur des aciers. Holmberg et al.
[HOL 03] ont montré l’intérêt d’utiliser ce type de revêtement en termes de réduction
des contraintes thermomécanique et d’augmentation de la durée de vie. Les besoin
actuels en termes d’économie et d’allègement des structures orientent les designers vers
les matériaux polymères. On trouve dans la littérature de nombreux travaux se référant à
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ce domaine via des études FEM (Choi et al. [CHO 08], Prasad et al. [PRA 09], Kubair
[KUB 11], Fuping et al. [FUP 12]). Le maillage utilisé par Prasad et al. pour un
problème d’indentation de revêtement polymère est présenté sur la figure 1.10

FI GURE 1.10:Maillage éléments finis : indentation d’un revêtement plastique [PRA 09].

analyse du contact rugueux

L’analyse élastoplastique du contact rugueux à l’aide des méthodes FEM a débuté avec
les travaux de Kogut et Etsion [KOG 02]. Leurs études concernent le contact entre une
aspérité sphérique et un plan rigide. Les résultats montrent des disparités avec les
modèles (semi)-analytiques cités précédemment. Par la suite, Jackson et Green [JAC 05]
ont implémentés plus d’éléments dans un nouveau modèle afin d’obtenir des résultats
dans le cas de plus grandes interférences. Ils ont également considéré la dureté du
matériau comme un paramètre évoluant en fonction de la géométrie déformée de contact
et des propriétés des matériaux Cependant, afin d’obtenir de bons résultats, de
nombreuses simplifications telles que la plasticité parfaite ou encore l’axisymétrie ont
été considérées. Afin de réaliser un calcul pour un contact rugueux réel, les résultats
obtenus pour un contact entre deux aspérités (interactions) peuvent être utilisés dans un
modèle statistique (Kogut et Etsion [KOG 03], Kucharski [KUC 94]).
Plusieurs modèles FEM traitent de contacts prenant en compte plusieurs aspérités.
Cependant, ils sont limités à des analyses 2D. Dans le cas de surfaces isotropes, ce choix
de représentation d’une surface rugueuse par un modèle en 2D est tout à fait acceptable.
Komvopoulos et Choi [KOM 92] ont ainsi développé un modèle utilisant l’hypothèse des
déformations planes afin d’étudier le contact entre un massif semi-infini élastique et une
surface rugueuse rigide, constituée d’un système régulier d’aspérités de formes
circulaires ayant chacune le même rayon et la même hauteur. Ils ont analysé les effets de
la largeur et du rayon des aspérités, de la profondeur d’indentation des microcontacts sur
la pression, de la charge et de la contrainte. Par la suite, Sabelkin et Mall [SAB 07] ont
introduit les déformations plastiques et le frottement afin de développer un modèle plus
complet.
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Les améliorations réalisées dans le domaine numérique ont permis aux méthodes FEM
de mieux étudier le contact rugueux en prenant en compte plusieurs aspérités et les
déformations mixtes élastoplastiques. Sahoo et Ghosh [SAH 07] ont réalisé une analyse
3D FEM en utilisant les modes élastique et élastoplastique tout en négligeant l’adhésion
et les frottements entre une surface rugueuse définie par une représentation fractale et
une surface plane rigide et lisse. Vladislav et al. [VLA 11] ont eux proposé une nouvelle
analyse du contact entre surfaces rugueuses utilisant les méthodes FEM et une approche
simplifiée. Leur modèle, basé sur des résultats expérimentaux, permet de prédire l’aire
réelle de contact et le volume libre laissé entre les deux surfaces de contact au cours de la
compression d’une surface rugueuse par un plan rigide dans des temps de calcul CPU
pouvant varier de quelques secondes pour le modèle simplifié à plusieurs jours pour un
modèle complet. La figure 1.11 illustre un modèle complet selon Vladislav et al. Une
méthode de parallélisation des calculs a été utilisée afin de rendre les temps de calcul
raisonnables.

FI GURE 1.11:Maillage élément fini et solution d’un problème de contact rugueux selon
[VLA 11]. a : maillage de la surface rugueuse. b : distribution des contraintes de Von-

Mises. c : distribution des déplacements verticaux.

Bryant et al. [BRY 12] ont récemment étudié, à l’aide d’un logiciel commercial, le
contact élastoplastique linéique entre un cylindre et un plan rigide en considérant une
rugosité sinusoïdale. La rapidité et la précision des calculs permettent l’analyse de la
transition entre le domaine purement élastique et purement plastique. Ils ont également
étendu ces travaux au cas d’une rugosité réelle après validation du modèle.

1.2.3.2 Méthodes de transformations intégrales et FFT

Une des technique les plus couramment employées pour résoudre les équations
d’élasticité (dites de Lamé) consiste en l’utilisation des transformées intégrales. On en
dénombre plusieurs : transformées de Fourier finies ou infinies, de Hankel, de Laplace et
bien d’autres encore. Dans le cas de problèmes de contact où le solide possède une
géométrie et des conditions aux limites régulières, on emploie fréquemment ces
transformées et plus particulièrement celle de Fourier. Le principe consiste à transformer
une équation aux dérivées partielles en une équation différentielle qui ne dépend plus
que d’une seule variable. L’une des difficultés rencontrée se situe dans l’évaluation
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numérique des intégrales. Afin de palier à ce problème, des stratégies numériques sont
utilisées. Un algorithme numérique développé par Singleton [SIN 69], appelé méthodes
FFT (fast fourier transform), permet l’amélioration du calcul. La rapidité de cet
algorithme repose sur les fonctions circulaires.

analyse des revêtements

Au début des années 80, Villechaise [VIL 85] a été le premier à appliquer les
transformées, jusqu’alors utilisées pour le traitement des signaux temporels, aux
problèmes de contact. Afin de réaliser la transformation inverse, principale difficulté
pour le calcul, il a utilisé un algorithme de transformation rapide de Fourier développé
par Elliot et Rao [ELL 82]. Il détermine alors les coefficients d’influence nécessaires afin
de résoudre le problème inverse. Cette méthode peut être généralisée à la superposition
des couches en utilisant les principes généraux de la mécanique du contact. Leroy
[LER 89a] reprend les transformées pour résoudre le problème thermo-élastique sur des
milieux bicouches. Il introduit les notions de régime transitoire et de vitesse de la source
dans la résolution. Cependant ce modèle est limité aux cas où la vitesse est constante et
où la transformée de Laplace des conditions limites peut être calculée analytiquement.
On trouve par la suite de nombreux travaux sur les massifs revêtus comme ceux de
Bettayeb [BET 94], Ju et Farris [JU 97] ou encore Nogi et Kato [NOG 97]. Ces derniers
utilisent un algorithme basé sur la méthode du gradient conjugué combiné avec les
méthodes FFT afin de résoudre plus rapidement les calculs. Ces études ont permis le
traitement de plus grandes gammes de propriétés entre revêtements et substrats. Dans sa
thèse, Plumet [PLU 98a] étudie un milieu multicouche 3D sous sollicitations de contact
via la méthode FFT. Afin de traiter l’assemblage des couches, deux configurations ont
été utilisées : une adhérence parfaite entre les couches, se traduisant par la continuité des
déplacements et des contraintes de contact, ou l’utilisation de l’hypothèse de glissement
sans perte de contact aux interfaces.

analyse du contact rugueux

Les premiers travaux réalisés sur l’étude de la rugosité dans les contacts via les
techniques FFT ont été réalisés à la fin des années 80 par Carneiro [CAR 87] qui a étudié
le contact élastique entre deux corps rugueux . Puis ont été repris au milieu des années
90 par Mayeur et al. [MAY 94, MAY 95] qui ont introduit la plasticité dans le modèle
existant. Stanley et Kato [STA 97] et Nogi et Kato [NOG 97] ont ensuite utilisé les
travaux de Johnson et al. [JOH 85b] sur les séries de Fourier pour un problème de
contact avec une distribution de pression sinusoïdale et les travaux de Ju et Farris
[JU 97], qui ont utilisé une analyse spectrale pour les problèmes de contact en 2D en
utilisant les méthodes FFT en 1D, pour développer une méthode basée sur les FFT et les
formulations variationnelles capable de traiter une topographie de surface quelconque.
De nombreux auteurs ont par la suite utilisé ces méthodes pour les avantages qu’elles
confèrent en termes de temps de calcul et de précision. Sainsot et al. [SAI 02] ont
développé plus récemment une méthode numérique basée sur les techniques FFT et les
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formulations intégrales aux frontières pour un massif élastoplastique semi-infini afin
d’améliorer la vitesse de convergence des calculs.

1.2.3.3 Différences finies et méthodes multigrilles

Dans le domaine de la mécanique du contact, les méthodes de différences finies sont
apparues pour la première fois dans les travaux de Terzopoulos et al. [TER 87] pour
simuler des corps élastiques. Ce modèle a été étendu par la suite à la plasticité et à la
fissuration fragile [TER 88]. Cependant, bien qu’ils soient efficaces, les schémas de type
différences finies souffrent souvent du manque de souplesse inhérent à l’utilisation d’une
grille : il est difficile d’approximer des géométries de contact complexe et de gérer
correctement les conditions aux limites. Afin de palier à ces difficultés, Watremetz
[WAT 06] s’est tourné vers les méthodes multigrilles, qui utilisent les méthodes de
différences finies sur plusieurs grilles et des techniques de raffinement local de maillage.
Cette approche permet de mieux gérer les problèmes dus à la modélisation et la
discrétisation d’un problème élastique.

1.2.4 Synthèse

Les méthodes présentées présentent toutes leurs avantages et inconvénients. Dans le cas
des matériaux revêtus ou à gradients de propriété, qui représentent l’axe principal
d’étude de cette thèse, il faut veiller, quelque soit la méthode, à posséder suffisamment
de points/éléments à l’intérieur des couches afin de discrétiser celles-ci correctement et
éviter les erreurs de modélisation. Le compromis précision/temps de calculs est par
conséquent difficile à optimiser dans ces conditions mais représente un atout majeur
pour la personne qui sait le maitriser. Pour les différentes études qui vont être présentées
dans la suite de ce rapport, le choix numérique s’est porté vers les différences finies et
plus particulièrement les méthodes multigrilles, car celles-ci permettent l’obtention de
résultats précis pour des temps de calculs très raisonnables, grâce aux techniques de
raffinement de maillage adaptées à ces méthodes et ce type de problèmes. De plus, les
méthodes différences finies permettent facilement d’attribuer des propriétés différentes
dans tout le domaine de calcul.

1.3 Généralités sur les milieux hétérogènes

Dans cette dernière section de l’étude bibliographique sont présentées des généralités sur
les matériaux hétérogènes. Les différents types de matériaux présentés ici peuvent être
décrits par la mécanique des milieux continus classiques et sont souvent soumis à des
sollicitations macroscopiques thermomécaniques. De nombreux industriels réalisent des
études afin de déterminer quel type de propriété est le plus à même de répondre à ces
sollicitations qui peuvent se révéler très sévères.
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1.3.1 Revêtements

Un revêtement de surface consiste à substituer au matériau d’origine d’un composant un
nouveau matériau possédant des propriétés de surface et de volume mieux adaptées pour
répondre aux besoins fonctionnels et aux diverses applications tribologiques. Cette
substitution peut faire appel à de nombreuses familles de matériaux : polymères, métaux,
céramiques, ainsi qu’à de nombreuses technique de déposition. Nous nous intéresserons
uniquement aux revêtements de types polymères et métalliques, pour lesquels des
simulations ont été réalisées durant nos travaux.

Revêtements de polymères

Les revêtements en polymère peuvent être mis en oeuvre par de nombreuses techniques
de déposition [GRA 11]. De façon générale, les polymères ayant un travail d’adhésion
relativement plus faible (que ce soit contre les métaux, les céramiques, ou même entre
eux), ils réduisent le frottement à l’interface et les risques d’adhésion. On peut de plus y
ajouter facilement des lubrifiants solides, ce qui en fait des matériaux très utilisés dans le
monde de la tribologie. Le comportement des revêtements suit celui des polymères
massifs en ayant l’avantage d’évacuer plus facilement la chaleur et protéger ainsi un
substrat des contraintes thermiques.

Revêtements métalliques

Les revêtements métalliques offrent également des solutions très intéressantes pour
améliorer le comportement des matériaux face aux sollicitations thermomécaniques
[LEV 07]. Ils sont couramment employés pour protéger l’acier, notamment contre la
corrosion atmosphérique. Ils peuvent également être appliqués sur d’autres substrats
comme le cuivre ou le laiton, comme c’est le cas par exemple pour les revêtements de
chrome sur les robinets. Deux types de revêtements métalliques peuvent être distingués :
les revêtements anodiques et les revêtements cathodiques [LEB 05]. La figure 1.12
représente, à titre d’exemple, les propriétés comparées de plusieurs alliages dits de
rechargement [GRA 11].

Revêtements multi-couches

L’évolution des procédés de fabrication a permis de déposer des revêtements de plus en
plus fin sur les substrats. Afin d’obtenir une transition moins brute des contraintes
thermo-mécaniques à l’interface entre le revêtement et le substrat, les chercheurs se sont
penchés sur le cas des revêtements multi-couches. Ceux-ci sont utilisés dans différents
domaines de l’industrie et plusieurs travaux de thèses, sur des applications précises, ont
été réalisés durant ces dernières années [LER 86, MEN 03, ROU 06, PLU 98a]. De
l’utilisation de ces revêtements multi-couches est née l’idée de réaliser des matériaux à
gradient de propriétés, permettant d’éliminer les discontinuités entre les différentes
couches de revêtements et augmenter ainsi la durée de vie en fatigue des matériaux.
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FI GURE 1.12:Propriétés comparées des alliages de rechargement [GRA 11].

1.3.2 Matériaux à gradient de propriétés

Les matériaux à gradient de propriétés, ou functionnaly graded materials (FGM), ont été
utilisé pour la première fois dans le cadre d’applications aéronautiques au Japon dans les
années 1980. De nombreuses études appuyées par des publications sur le sujet on été
réalisées durant ces quinze dernières années, montrant l’intérêt des industriels qui
cherchent à toujours améliorer les performances de leurs matériaux face aux diverses
sollicitations. La principale application liée à ce concept concerne les barrières
thermiques dont le rôle majeur est d’éviter d’avoir une forte différence entre les
propriétés thermiques d’une céramique et celles d’un acier ou du titane, ce qui peut
engendrer des phénomène de délamination. Shodja et Ghahremaninejad [SHO 06] ont
étudié les contraintes thermomécaniques dans un système FGM/substrat soumis à un
chargement de type Hertzien avec glissement et échauffement au niveau du contact.
Leurs résultats ont montré que ce type de matériau est plus résistant en termes de fatigue
à la foi mécanique et thermique comparé à un matériau revêtu classique.
Plus tard, Guler et Erdogan [GUL 04, GUL 06] ont étudié le contact entre deux massifs
revêtus à l’aide de revêtements à gradient de propriétés en fonction du type de variation
des propriété mécaniques dans la couche. Schwarzer [SCH 00] a quant à lui montré
qu’une couche avec un module de Young variable selon la profondeur avec une valeur au
niveau de l’interface définie comme celle du substrat, passant par un maximum puis
diminuant à nouveau vers la surface, est la plus adaptée pour protéger une pièce soumis à
de forts changements normaux et tangentiels. Ce type de variation doit être adapté en
fonction des propriétés du substrat et du type de chargement auquel le matériau est
soumis. Les progrès réalisés dans les procédés de fabrication permettent aujourd’hui de
réaliser ce type de modulation avec certains matériaux. A titre illustratif, Linss et all
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[LIN 05] ont montré que les propriétés d’un revêtement B-C-N variaient d’un facteur 3
dans le cas amorphe en fonction du taux d’azote présent dans le gaz de l’enceinte de
dépôt. En faisant varier ce même taux durant le processus de fabrication, il est possible
de moduler les propriétés mécaniques du revêtement.
Malgré l’amélioration des procédés de fabrication, il est néanmoins possible de trouver
des défauts dans les matériaux utilisés à des fins industrielles. La présence de ces
défauts, tels que les inclusions, est mauvaise pour la durée de vie des composants.
Eshelby [ESH 57] s’était déjà intéressé à ce problème dans les années 50.

1.3.3 Défauts

Les travaux d’Eshelby permettent d’estimer les concentrations de contraintes locales
liées aux inclusions et de justifier par exemple l’amorçage de fissures. Des solutions
analytiques ont été proposées pour les inclusions ellipsoïdales dans le cas linéaire. Dans
cette configuration, les champs de contrainte et de déformation sont homogènes dans
l’inclusion. Eshelby a considéré un inclusion ellipsoïdale élastique dans une matrice
infinie élastique qui peut être définie par :

x2

a1
2 +

y2

a2
2 +

z2

a3
2 ≤ 1

où a1, a2 eta3 sont les axes de l’ellipsoïde. La figure 1.13 illustre une inclusion
ellipsoïdale.

FI GURE 1.13:Schéma d’inclusion ellipsoïdale dans le problème d’Eshelby

D’après Eshelby, les champs de déformation et de contrainte sont uniformes à l’intérieur
de l’inclusion. Eshelby a déterminé un tenseur du 4ème ordre dépendant des modules
d’élasticité de la matrice et de la géométrie de l’inclusion. Il contient toutes les
informations relatives à la géométrie des inclusions de type sphère, cylindre,
sphéroïdes... Dans le cas d’un matériau homogène isotrope, le tenseur élastique
s’exprime de la manière suivante :

Ci, j ,k,l = 2µ

[

(
ν

1−2ν
)δi jδkl +

1
2
(δikδ jl +δil δ jk)

]
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oùν et µ sont respectivement le module de cisaillement et le coefficient de poisson du
matériau. Dans le cas d’une inclusion quelconque présente dans une matrice élastique
isotrope, un modèle plus général du tenseur d’Eshelby a été proposé par Nemat-Nasser
et al. [NEM 93]. Pour plus d’informations, le lecteur peut se référer aux récents travaux
de Nguyen [NGU 08]. Les travaux d’Eshelby ont servi de base à des travaux
d’homogénéisation afin de traiter des milieux continus généralisés [FOR 06].

1.3.4 Matériaux à gros grains

La notion de structure à gros grains désigne une structure constituée d’un matériau
hétérogène soumise à un chargement appliqué dont la longueur d’onde de variation au
sein de la structure n’est pas infiniment grande devant la taille des hétérogénéités. C’est
une notion qui associe donc le matériau et le type de chargement. Si cette longueur
d’onde est plus grande que celle des grandeurs macroscopiques du système considéré,
les techniques classiques d’homogénéisation ne peuvent pas être utilisées afin de
résoudre le problème car elles requièrent des efforts numériques considérables.
Cependant, ce cas d’étude se retrouve dans de nombreuses applications industriels, dont
certains exemples vont maintenant être présentés.

• Les joints de culasse garantissant l’étanchéité d’un moteur automobile. Ils sont dans la
majorité des cas constitués de multicouches métalliques ou de sandwich
latex/acier/latex avec un réseau périodique de picots qui assure l’agrafage du latex sur
l’acier. Entre les zones chaudes et froides du réseau, des gradients de sollicitation
importants se développent en raison essentiellement des contraintes d’origine
thermique.

• Les chambres de combustion des moteurs d’avions, présentées sur la figure 1.14
(source SNECMA), ont un réseau périodique de perforation servant à l’apport de
carburant. Il faut tenir compte de l’affaiblissement du matériau afin de dimensionner
les chambres. Les très forts gradients de température rencontrés durant les phases de
fonctionnement induisent la présence de gradient de sollicitation importants sur des
distances de l’ordre de grandeur des trous.

• Les aubes de turbine des parties chaudes des moteurs d’avions et des turbines
terrestres, également présentées sur la figure 1.14, qui sont refroidies par un réseau
complexe de canalisations qui débouchent à la surface par des réseaux de trous et de
fentes. Les méthodes éléments finis permettent de calculer une aube complète, munie
de ses trous et fentes, grâce à la parallélisation des calculs [CAR 00]. Ces calculs sont
une référence qui ne peut être mise à jour que de temps en temps à cause de la
complexité et des temps de calcul. Les travaux quotidiens sont réalisés avec un
dimensionnement qui ne tient pas en compte des trous. Il est cependant important de
tenir compte d’une manière ou d’une autre de l’affaissement local dû à leur présence.
Cailletaud et al. [CAI 03] ont notamment travaillé sur ces modèles, prenant en compte
les gradients de température très importants de l’extérieur à l’intérieur et du haut en
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bas de l’aube.

• Les nouvelles générations de disques de turbines sont composées d’anneaux renforcés
par des composites à fibres longues. Celles-ci ont une orientation judicieusement
choisie. Le diamètre des fibres composites SiC à matrice de titane retenus pour cette
application est relativement important et le nombre de fibres en présence relativement
peu élevé. Les soucis numériques proviennent des effets de bord, à la frontière entre
matériau massif et matériau renforcé. De nombreuses études sur le sujet
[KRU 98, FEY 00, CAR 03] ont permis leur prise en compte via des méthodes
d’homogénéisation mais les temps de calculs requis par les méthodes éléments finis
restent cependant, tout comme l’espace mémoire nécessaire, assez élevés.

FI GURE 1.14:Matériaux à gros grains : chambre de combustion - Aube monocristalline
multiperforée (source SNECMA)

Les nombreux cas industriels présentés font part des difficultés rencontrées par les
numériciens afin de modéliser et résoudre ces problèmes. De nombreuses études récentes
sur le sujet utilisent la tesselation de Voronoi afin de modéliser la géométrie des
structures à grains. Cette méthode est basée sur la triangulation de Delaunay [KIR 80].
La figure 1.15 illustre la méthode de triangulation en 2 dimensions et montre une
représentation en 3 dimension d’un polygone de Voronoi.
Les polygones de Voronoi sont essentiellement utilisés dans les méthodes éléments finis
car elles permettent d’étudier efficacement les effets dus à la taille des grains, leurs
propriétés ou encore d’étudier la cohésion entre ceux-ci. Plusieurs travaux sur le sujet
ont été menés par Slack et Sadeghi [RAJ 09, SLA 10, SLA 11, WAR 12] qui étudient
notamment la durée de vie en roulement des matériaux à l’aide de représentations de
type Weibull.

1.3.5 Synthèse

Quelques généralités sur l’évolution des matériaux ont été présentées dans cette section.
De nombreux progrès ont été réalisés dans les procédés de fabrication afin d’améliorer la
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FI GURE 1.15:Triangulation de Delaunay en 2D - Tesselation de Voronoï en 3D

réponse de ceux-ci face aux diverses sollicitations tribologiques, qui peuvent être de type
thermique et/ou mécanique. Des évolutions importantes ont été réalisées le domaine des
matériaux revêtus et à gradient de propriétés à cause de l’amélioration des modèles
numériques qui permettent de mieux prédire leurs comportements sous divers types de
sollicitations. Aujourd’hui, les chercheurs s’attachent désormais à étudier les aspects
hétérogènes et micro-structuraux de ces matériaux afin de réaliser des simulations et
obtenir des comportements encore plus réalistes. La qualité des travaux numériques
actuels permet, par couplage avec des études expérimentales, d’optimiser les
performances et de réduire les coûts matériaux dans des domaines de pointe tels que
l’aéronautique ou l’aérospatial. Cependant, les ordinateurs de bureau ne permettent pas
aujourd’hui de traiter un tel type de problème dans des temps de calcul raisonnables, ce
qui est contraignant face à une industrie qui progresse toujours plus vite.

1.4 Bilan

Ce premier chapitre présente un état de l’art non exhaustif des travaux réalisés dans le
domaine de la thermique et de la mécanique du contact. Il met en avant les différentes
méthodes numériques utilisées ainsi que leurs évolutions qui leurs permettent de traiter
avec des problématiques de plus en plus complexes. L’étendue des domaines thermique
et de la mécanique du contact explique l’importance des besoins de calcul sous-tendus
par des enjeux financiers.
La dernière partie de ce chapitre s’attache à présenter les différentes évolutions dans le
domaine des matériaux pour permettre à ceux-ci de faire face aux exigences industrielles
toujours croissantes. Les revêtements, qu’ils soient mono ou multi-couches, sont
couramment utilisés afin d’agir en tant que barrière thermique ou pour protéger le
substrat contre la corrosion, l’oxydation, l’usure, etc. D’un point de vue analytique et
numérique, la majorité des problématiques liées aux massifs revêtus a été abordée. Les
industriels se tournent aujourd’hui souvent vers les procédés expérimentaux afin de
qualifier de manière empirique le comportement des revêtements qu’ils souhaitent
utiliser pour un type d’application précis.
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Les matériaux à gradient de propriétés peuvent être considérés comme une évolution
naturelle des revêtements multi-couches. Ils sont de plus en plus utilisés car de nets
progrès ont été réalisés dans le domaine des procédés de dépôts. Les travaux numériques
réalisés permettent de déterminer la configuration optimale à donner à la variation de
propriété afin que celle-ci satisfasse à une problématique donnée.
Les industriels se penchent cependant désormais beaucoup vers la microstructure de
leurs matériaux. En effet, une bonne connaissance de celle-ci permet d’envisager quelle
taille et quelle répartition dans l’espace doivent avoir les grains afin de minimiser des
risques de rupture, délaminage, usure... Certains industriels, tels que l’ONERA réalisent
également des structures monocristalines car elles ont pour avantage de ne pas disposer
de joints de grains (évitant ainsi tout risque de dislocation) et ont une très bonne
résistance au fluage et à la fatigue thermique à haute température.
Les diverses techniques numériques utilisées afin de modéliser et résoudre ces problèmes
se révèlent cependant coûteuses en termes d’espace mémoire et de temps de calcul pour
un ordinateur de bureau. De plus, elles ne permettent pas toutes de prendre en compte le
caractère hétérogène des matériaux. La réalisation d’un modèle 3D complexe est donc
nécessaire afin de prendre en compte tous ces phénomènes. Celui-ci doit être capable de
résoudre les problèmes thermo-élastiques considérant un chargement quelconque sur la
surface du solide et des variations de propriétés selon toutes les directions de l’espace.
Le prochain chapitre présente la construction de ce modèle dans le cadre de la
mécanique des milieux continus
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Chapitre 2

Mécanique

Dans ce second chapitre nous présentons le problème
mécanique 3D avec les hypothèses et les techniques

numériques utilisées ainsi que les variations hétérogènes
considérées. Des cas de validation seront présentés ainsi que
des résultats obtenus pour des systèmes revêtements/substrats
pour lesquels les revêtements ont des propriétés constantes ou
à gradients, avant de conclure pour des cas où les matériaux

sont hétérogènes.
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Modèle 3D mécanique

2.1 Modèle 3D mécanique

2.2 Introduction

Le chapitre précédent était consacré à un état de l’art non exhaustif sur l’utilisation et le
développement des méthodes numériques capables de traiter un problème de contact
entre deux corps soumis à des sollicitations thermiques et mécaniques. Dans le cas où les
corps sont revêtus, constitués de matériaux à gradients de propriétés ou hétérogènes, les
modélisations sont le plus souvent limitées à 2 dimensions
[JU 93, LIU 02c, GUL 04, GUL 06]. En effet, une étude dans l’espace à 3 dimensions
présente un coût élevé en termes d’espace mémoire et de temps de calcul. La variation de
propriétés en fonction des coordonnées (x,y,z) rend cette étude encore plus coûteuse.
Elle est de ce fait limitée, dans la plupart des travaux [WAT 06, CHO 08], à l’étude de la
variation des propriétés selon une seule dimension, la profondeur.
Dans ce chapitre, le modèle 3D, développé à partir des équations d’élasticité et
satisfaisant aux contraintes énoncées va être présenté. Les équations et leur discrétisation
sont tout d’abord posées, puis plusieurs validations sont présentées pour des cas
homogènes et revêtus. La configuration utilisée dans ce chapitre est présentée sur la
figure 2.1. Avant de conclure sur ce modèle et ses performances, ces dernières vont être
illustrées au travers de plusieurs études mettant en jeu des matériaux hétérogènes et des
expériences réalisées en laboratoire sur des matériaux revêtus.

FI GURE 2.1: Configuration et quelques exemples de variations de propriétés mécaniques

2.3 Mécanique des milieux continus

Dans un milieu élastique, l’étude des contraintes repose sur la modélisation
mathématique du comportement de ce milieu soumis à des sollicitations mécaniques
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exprimées en déplacements ou en contraintes. Les relations présentées utilisent les
notations dîtes de Einstein dont les principales règles sont :
- un indice de sommation est appelé indice muet. Dans un monôme, il doit apparaître
exactement deux fois, ce qui évite d’écrire le signe de la somme.
- la dérivée partielle suivant une direction correspondant à l’indicei est remplacé par une
virgule avant cet indice. Ainsi∂u

∂xi
peut s’écrire∂iu ou de façon plus simpleu,i. Il faut

également définir les grandeurs caractéristiques du milieux et préciser les hypothèses
encadrant la théorie de l’élasticité afin d’établir les équations de base, ou équations de
Lamé (équations d’équilibre exprimées en déplacements). Le tenseur des contraintes, qui
peut être diagonalisé, s’exprime de la façon suivante :

[σ] =





σxx σxy σxz

σyy σyx

sym σzz





Sous la forme diagonalisée il contient trois termes, appelés contraintes principales, et
notésσ1, σ2 et σ3. En chaque point, les trois directions principales peuvent être
déterminées.

2.3.1 Équations de Lamé pour un solide homogène

Les notations suivantes sont utilisées :
– u : vecteur déplacement :u= {ux uy uz}
– [εi, j ] : tenseur des déformations. Il s’agit d’un tenseur d’ordre 2 symétrique

représentant toutes les déformations homogènes.
– [σi, j ] : tenseur des contraintes, d’ordre 2 et symétrique représenté sur la figure 2.2.
– λ et µ les coefficients de Lamé :

λ =
Eν

(1+ν)(1−2ν)
et µ=

E
2(1+ν)

Les équations de la mécanique des milieux continus s’obtiennent en écrivant l’équilibre
d’un petit élément et en utilisant les hypothèses suivantes :• Cas stationnaire: adoption

d’une formulation quasi-statique. Non prise en compte des effets dynamiques dans le
modèle. Le principe fondamental de la statique s’écrit :

σi j , j + fi = 0 i = 1, ...,3 j = 1, ...,3 (2.1)

• Élasticité linéaire isotrope: non prise en compte des effets non-linéaires et des
couplages. La loi représentant le comportement du matériau est la loi de Hooke :

σi j = λΘδi j +2µεi j (2.2)

avec
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Mécanique des milieux continus

FI GURE 2.2: Contraintes mécaniques dans un repère cartésien normé

Θ = tr(εi j ) = εll =
∂ux

∂x
+

∂uy

∂y
+

∂uz

∂z

• Petites déformations: les déplacements, les rotations et les déformations sont supposés
petits devant la taille du domaine considéré. Cette hypothèse permet de beaucoup
simplifier les équations , les grands déplacements étant souvent synonymes d’effets
non-linéaires. Le tenseur des déformations s’écrit alors à partir de la relation de
Green-Lagrange :

εi j =
1
2
{ui, j +u j ,i} i = 1, ...,3 j = 1, ...,3 (2.3)

• Forces internes: les forces internes, notéesfi , dans le matériau sont négligées.
L’unique force interne est la gravité qui est négligeable devant les autres forces mises en
jeu. Ainsi, l’équation (2.1) s’écrit :

σi j , j = 0 i = 1, ...,3 j = 1, ...,3 (2.4)

2.3.2 Équations de Lamé généralisées

En reportant la loi de Hook (2.2) dans l’équation (2.4) la relation suivante est obtenue :

σi j , j = (λεll δi j +2µεi j ), j i = 1, ...,3 j = 1, ...,3 (2.5)

En écrivant les déformations en fonction des déplacements (2.3) dans l’équation (2.6) et
en tenant compte que les coefficientsλ et µ sont des fonctions des directions de l’espace
nous obtenons l’expression des équations de Lamé généralisées :

(λu j , j),i +(µui, j), j +(µuj ,i), j = 0 i = 1, ...,3 j = 1, ...,3 (2.6)
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2. Mécanique

Nous pouvons décrire un matériau à propriétés constantes, variables avec des gradients
quelconques selon les 3 directions, et également un matériau hétérogène, comme nous le
verrons dans le dernier chapitre. Nous nous intéressons maintenant aux conditions aux
limites du problème.

2.3.3 Conditions aux limites mécaniques

Les conditions aux limites mécaniques peuvent être de deux types :

• de type Dirichlet, avec l’application d’un déplacement,
• de type Neumann, avec l’application d’une contrainte, normale ou tangentielle.

Ces conditions peuvent s’appliquer sur une ou plusieurs zones du domaine. Dans le
cadre de nos travaux, nous avons considéré des conditions de type Neumann en surface
du massif (z= 0) et de type Dirichlet sur les autres faces. On noteσzz, σzx et σzy les trois
contraintes appliquées en surface du massif.σzz correspond à la contrainte normale (ou
pression) etσzx ainsi queσzy correspondent aux contraintes tangentielles. Ces
contraintes s’expriment à l’aide de la relation suivante :

σi j = λ(ul ,l)δi, j +µ(ui, j +u j ,i) i, j = 1, ...,3 (2.7)

avec

λ = λ(x,y,z) µ= µ(x,y,z)

La figure 2.3 présente les conditions aux limites appliquées sur le volume élémentaire de
calcul.

FI GURE 2.3:Conditions aux limites du problème mécanique : contraintesσ sur la surface
supérieure (z= 0), déplacementsu imposés sur les autres faces

Les équations et les conditions aux limites ayant été décrites, nous allons détailler
l’adimensionnement utilisé pour la résolution numérique.
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Modèle 3D-MG mécanique

2.3.4 Discrétisation du problème

2.3.5 Discrétisation des équations de Lamé

La discrétisation des équations d’élasticité est maintenant abordée. La discrétisation des
équation de Lamé nécessite l’expression en chaque point (i,j,k) des dérivées partielles
des déplacementsui, j ,k. Les 3 équations obtenues à partir de l’expression générale (2.6)
sont :

∂
∂x

[

(λ+µ)(
∂u
∂x

+
∂v
∂y

+
∂w
∂z

)

]

+
∂
∂x

(

(µ
∂u
∂x

)

+
∂
∂y

(

(µ
∂u
∂y

)

+
∂
∂z

(

(µ
∂u
∂z

)

= 0 (2.8)

∂
∂y

[

(λ+µ)(
∂u
∂x

+
∂v
∂y

+
∂w
∂z

)

]

+
∂
∂x

(

(µ
∂v
∂x

)

+
∂
∂y

(

(µ
∂v
∂y

)

+
∂
∂z

(

(µ
∂v
∂z

)

= 0 (2.9)

∂
∂z

[

(λ+µ)(
∂u
∂x

+
∂v
∂y

+
∂w
∂z

)

]

+
∂
∂x

(

(µ
∂w
∂x

)

+
∂
∂y

(

(µ
∂w
∂y

)

+
∂
∂z

(

(µ
∂w
∂z

)

= 0 (2.10)

Ces expressions ont été discrétisées en tout point à l’intérieur du volume élémentaire fini
en utilisant en schéma aux différences centrées qui est présenté en annexe A.

2.3.6 Discrétisation des conditions aux limites

Les relations (2.7) sont discrétisées en surface (z=0) du volume uniquement. Un schéma
aux différences avant d’ordre 2 est utilisé :

u′(z) =
−3u(z)+4u(z+h)−u(z+2h)

2h
(2.11)

Ce schéma est d’ordre 2. Il introduit par conséquent une erreur de discrétisation d’ordre
2. Nous allons nous attacher maintenant à présenter le modèle numérique multigrilles
utilisé pour résoudre ces équations.

2.4 Modèle 3D-MG mécanique

Nous avons présenté les hypothèses utilisées pour établir les équations de Lamé en
élasticité linéaire. Ces équations servent de base au modèle numérique 3D. Cette section
est dédiée à la description du modèle et présente la méthode numérique utilisée.
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2. Mécanique

2.4.1 Méthodes multigrilles

Le travail numérique effectué dans le cadre de cette thèse a été réalisé en utilisant les
méthodes de différences finies couplées aux méthodes multigrilles. Les techniques des
différences finies permettent de modéliser de façon simple des variations quelconques de
propriétés mécaniques et/ou thermiques dans un espace à 3 dimensions sur un domaine
de géométrie simple (parallélépipède) et de dimension finie. Les techniques multigrilles,
développées par Brandt au début des années 1980 [BRA 84], sont un outil numérique
permettant d’accélérer la convergence en résolvant les différentes fréquences d’erreur de
la solution sur plusieurs niveaux de grille. Cet atout permet de considérer et de résoudre
de manière efficace des systèmes dits larges comportant un nombre très élevé de points,
et par conséquent de degrés de liberté. Le principe de ces méthodes est maintenant
abordé, en s’attachant au type de problème à résoudre et à la manière dont les
informations sont transférées entre les différentes grilles. Notons qu’il existe aujourd’hui
dans la littérature plusieurs ouvrages traitant de ces méthodes [BRI 00, TRO 01].

Principe des méthodes

Le principe des méthodes multigrilles est présenté par Venner et Lubrecht [VEN 00] qui
les utilisent pour la résolution de problèmes de contact en élastohydrodynamique. Le
problème considéré doit être continu et doit pouvoir se mettre sous la forme linéaire
suivante :

Lu= f

L est un opérateur différentiel,u la solution exacte du problème etf représente le second
membre de l’équation. Le problème est discrétisé à l’aide de techniques de différences
finies sur un maillage uniforme dont le pas est notéh. Les techniques multigrilles sont un
outil permettant de transformer des équations locales en un système d’équations
linéaires. L’opérateur différentielL est alors exprimé à l’aide de la forme matricielleLh.
La solution et le second membre deviennent quant à eux les vecteursuh et f h. Il est
évident que la solution exacte du problème discrétisé est différente de celle du problème
continu. Le terme d’erreur de discrétisation définit cette différence entre les deux
solutions. Celle-ci tend vers 0 lorsque le pas de discrétisationh tend vers 0. On obtient
alors le système d’équations suivant qui peut être résolu avec des méthodes directes ou
itératives :

Lhuh = f h (2.12)

oùLh est une matrice,uh le vecteur des inconnues etf h le second membre. Dans le cadre
de nos travaux, nous nous plaçons uniquement dans le cas de méthodes itératives qui
présentent l’avantage fondamental de ne pas avoir à effectuer d’inversions de matrices,
ce qui est une opération très coûteuse d’un point de vue numérique.
Les équations sont discrétisées et résolues sur plusieurs maillages uniformes et
hiérarchiques, de pash décroissants définissant n niveaux, numérotés de 1 à n. Cette
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Modèle 3D-MG mécanique

méthode part du fait que les relaxations convergent lentement mais que l’erreur est
rapidement lissée sur les différents niveaux de grille. Une valeur initiale est imposée
comme solution. Après plusieurs relaxations, cette solution a évolué vers sa valeur
approchée notée ˜uh. Cette solution différente de la solution exacteuh du problème discret
comporte une erreur numérique notéeeh.

eh = uh− ũh (2.13)

Ainsi, l’équation discrète n’est pas résolue de façon exacte et on obtient un résidurh qui
représente la différence entre ses deux membres :

rh = f h−Lhũh = Lheh (2.14)

L’erreur numériqueeh peut être décomposée dans l’espace des fréquences. L’erreur dite
globale est la superposition des hautes et des basses fréquences. Si les relaxations sont
effectuées sur une grille de pash, les erreurs numériques de longueur d’onde proche deh
sont rapidement atténuées, alors que les basses fréquences diminuent très lentement.
Pour réduire plus rapidement les erreurs de grandes longueurs d’onde, il faut relaxer le
problème sur des grilles plus grossières, dont le pas de discrétisation est plus grand. Le
problème peut être transféré sur la grille de niveau inférieur, dont le pasH est défini par
H = 2h. Le problème prend alors la forme suivante :

LHuH = f H (2.15)

Les vecteursf H et uH sont obtenus avec l’opérateur de restrictionIhH qui permet de
transférer les variables de la grille fine vers la grille grossière.
Le schéma présenté figure 2.4 résume le principe pour une résolution utilisant deux
grilles (niveaux).

FI GURE 2.4: Schéma de résolution. Illustration pour 2 niveaux de grille, de pas 2h et h,
en 2 dimensions

Dans le cas où le système à résoudre est non-linéaire, la méthode FAS (Full
Approximation Scheme) est utilisée :
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2. Mécanique

ûH = Ih
H ũh+eH (2.16)

f̂ H = LH(Ih
H ũh)+ Ih

Hrh (2.17)

Le lecteur peut se reporter à l’ouvrage de Venner et Lubrecht [VEN 00] pour plus de
détails sur les changements de grilles et l’application de cette méthode.
Après quelques relaxations, la solution approchée ˜uH du problème discret 2.12 est
obtenue sur la grille grossière. Celle-ci peut alors être transférée vers la grille fine grâce à
l’opérateur d’interpolationIHh et une nouvelle approximation ¯uh est obtenue sur la grille
fine :

ūh = tildeuh+ IH
h(tildeuH − ûH) (2.18)

Différentes stratégies de résolutions, avec leurs avantages et inconvénients, peuvent être
utilisées via les méthodes multigrilles. Ces stratégies requièrent le transfert des résidus et
de la solution entre les différents niveaux à l’aide d’opérateurs qui peuvent également
être plus ou moins complexes en fonction du type de problème étudié. Les stratégies et
les opérateurs que nous avons utilisé vont maintenant être présentés.

La stratégie V-Cycle On définit un V-cycle comme étant le parcours entre les
différents niveaux au cours de la résolution. Il est nécessaire d’utiliser plusieurs V-cycles
afin de réduire l’erreur de plusieurs ordres de grandeur et par conséquent d’obtenir un
problème convergé. La résolution sur deux niveaux est possible et permet la réduction
efficace des erreurs de longueur d’onde de l’ordre de h et de H, mais la réduction des
longueurs d’onde d’ordre supérieur à H va nécessiter un nombre de cycles important.
Pour diminuer le coût de la résolution du problème (réduction des erreurs de toutes les
longueurs d’onde), il faut utiliser des niveaux inférieurs. Ainsi, les grandes longueurs
d’onde sont réduites à moindre coût car :
-plus le nombre de points sur une grille est faible, plus le nombre de relaxations
nécessaire à la résolution est faible. Lorsqu’on utilise des niveaux inférieurs, le nombre
de relaxations nécessaires à la convergence est réduit,
-le coût de chacune des relaxations sur les grilles inférieures est plus faible car il y a
moins de points à parcourir sur celles-ci,
Le changement de grilles permet donc de réduire de manière efficace le temps de calcul,
les relaxations étant utilisées là où elles sont le plus efficace. En revanche, les opérations
de restriction et de correction introduisent dans la solution des erreurs de longueur
d’onde proche du pas de maillage. Après chaque opération de changement de grille, il
est donc nécessaire d’effectuer une ou plusieurs relaxations afin de corriger ces erreurs.
La figure 2.5 représente un V-cycle sur 4 niveaux.
La phase descendante du cycle permet de lisser les hautes fréquences de l’erreur alors
que l’allure générale de la solution (basses fréquences) n’est pas encore obtenue.
L’inconvénient de cette méthode réside dans la perte du bénéfice de cette phase
descendante lorsque l’on atteint le niveau le plus grossier. Cette stratégie s’avère
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Modèle 3D-MG mécanique

FI GURE 2.5: Stratégies V-cycle et Full Multigrid (FMG).ν représente le nombre de re-
laxations utilisée sur les différents niveaux avecν3 = ν1+ν2

avantageuse dans le cas où des informations très locales doivent être rapidement
transmises aux grilles grossières afin de réduire l’erreur que celles-ci peuvent introduire
dans la solution (exemple : couches très minces).

La stratégie FMG Afin de palier le problème énoncé précédemment, il est possible
d’utiliser la méthode FMG (Full Multigrid). Cette stratégie consiste à d’abord réduire les
basses fréquences à l’aide des maillages grossiers, puis, lorsque la solution a convergé
sur ces niveaux, à interpoler ce résultat sur une grille plus fine et effectuer plusieurs
V-cycles à partir de ce niveau. On répète ce schéma jusqu’au niveau le plus élevé. Ce
principe est présenté sur la figure 2.5.
En assurant la convergence de la forme générale de la solution, la technique FMG
améliore la stabilité de la résolution par rapport à la technique V-cycles. De plus, en
utilisant moins de relaxations sur les grilles les plus fines (coûteuses en temps de calcul),
elle permet de diminuer considérablement le temps de calcul. La complexité de
l’algorithme classique estO(N) log(ε) avecN le nombre de variables, etε la précision
demandée. En utilisant la technique FMG, elle diminue et est de l’ordreO(N).
Néanmoins, l’interpolation entre chaque série de V-cycles doit être d’un ordre supérieur
à celui du schéma numérique utilisé. Sauf pour les cas extrêmes concernant les couches
très minces et les forts gradients de propriétés, cette stratégie sera celle que nous
emploierons.
Ces stratégies ont pour point commun les opérateurs de changement de grille qui sont
présentés dans le paragraphe suivant.

Opérateurs de changement de grille L’étape suivante est donc la définition des
opérateurs de changement de grilleIHh et IhH, utilisés respectivement pour les
interpolations et les restrictions dans les V-cycles. Les opérateurs de restriction,IhH , ont
pour finalité de permettre le passage d’une grille de pash à une grille de pas 2h. Il y a
deux types de restrictions :
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2. Mécanique

1) l’injection : c’est l’opérateur le plus simple. Tous les points de la grille grossière
coïncident avec des points de la grille fine. On se contente d’affecter les valeurs des
points coïncidant aux points de la grille grossière. Les autres sont ignorés. Le transfert
est direct (et donc rapide), mais la qualité de l’information transmise est de moins bonne
qualité qu’avec les autres méthodes.
En tout point de la grille l’injection s’écrit :

uH
I ,J = [IH

h ũh]I ,J = uh
2I ,2J

2) la restriction pondérée: cet opérateur est complexe, il consiste à affecter à un pointde
la grille grossière une moyenne pondérée de sa valeur et de celles des points qui
l’entourent.
L’expression de cet opérateur et sa représentation en 3D sont donnés ci-dessous :

uH
I ,J,K = [IH

h ũh]I ,J,K =
1
64

(uh
2I+1,2J+1,2H+1+uh

2I+1,2J−1,2H+1+uh
2I−1,2J+1,2H+1+uh

2I−1,2J−1,2H+1

+uh
2I+1,2J+1,2H−1+uh

2I+1,2J−1,2H−1+uh
2I−1,2J+1,2H−1+uh

2I−1,2J−1,2H−1

+2(uh
2I−1,2J+1,2H +uh

2I+1,2J+1,2H +uh
2I−1,2J−1,2H +uh

2I+1,2J−1,2H

+uh
2I ,2J+1,2H−1+uh

2I−1,2J,2H−1+uh
2I+1,2J,2H−1+uh

2I ,2J−1,2H−1

+uh
2I ,2J+1,2H+1+uh

2I−1,2J,2H+1+uh
2I+1,2J,2H+1+uh

2I ,2J−1,2H+1

+4(uh
2I−1,2J,2H +uh

2I ,2J+1,2H +uh
2I+1,2J,2H +uh

2I ,2J−1,2H

+uh
2I ,2J,2H−1+uh

2I ,2J,2H+1)+8uh
2I ,2J,2H)

FI GURE 2.6: Représentation 3D de l’opérateur de restriction pondérée. Taille de sphère
proportionnelle au poids du point

Les opérateurs d’interpolationIHh sont utilisés pour interpoler les valeurs d’une grille
grossière de pasH vers une grille plus fine de pash= H/2. Une interpolation linéaire
peut être suffisante dans la majorité des cas.
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2.4.2 Techniques de raffinement local de maillage

La technique du raffinement local de maillage consiste à effectuer des calculs selon une
méthode choisie, sur un maillage doté d’une plus grande finesse uniquement sur des
domaines identifiés. Cette technique permet ainsi de diminuer le nombre de degrés de
liberté de façon importante sur les grilles fines tout en assurant une précision suffisante.
Bai et Brandt [BAI 87] ont été les premiers à s’intéresser à l’utilisation de ces techniques
avec les méthodes multigrilles. Des diminutions importantes des temps de calcul et de
l’espace mémoire requis sont obtenus. Nous reviendrons sur ces points dans les
paragraphes suivants.
Une technique dite multi-échelle est mise en place. Elle consiste en la définition de
grilles de différents niveaux sur des domaines géométriques hiérarchiques. Le principe
de la méthode est illustrée sur la figure 2.7 dans les cas globaux et locaux pour 3 niveaux
de grille.

FI GURE 2.7: Technique de raffinement local : a-b-c illustration de la stratégie globale
sur 3 niveaux. a’-b’-c’ illustration de la stratégie locale sur 3 niveaux. 1/4 du volume

élémentaire a été enlevé afin de visualiser le raffinement selonz.

SoitΩn le niveau raffiné le plus fin (n= 3 dans le cas illustré par la figure 2.7). Ce niveau
est limité à une zone restreinte du domaine de calcul dans le cas local (a’-b’-c’). Ses
limites sont interpolées puis transférées depuis le niveau inférieur. Aucune modification
n’est nécessaire pour adapter le FAS au raffinement local de maillage. Le résidurh sur
un niveau finΩh est calculé uniquement sur la zone du domaine de calcul couverte. Le
résidu est nul sur les zones non couvertes deΩh−1. Ainsi, la correction de la grilleΩh−1
est seulement prise en compte oùΩh existe. Le stockage dans la mémoire interne doit
être modifié afin de ne pas avoir un espace alloué trop important qui limiterait le nombre
de niveaux utilisables et augmenterait les temps de calcul. Pour se faire, on alloue à
chaque niveau un espace mémoire correspondant au nombre de points de calcul utilisés
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(matrices de dimension(ie− ib)∗ ( je− jb)∗ (ke−kb) où b et edésignent successivement
les indices de début et fin de grilles).
L’un des avantages majeurs des techniques multigrille vient d’être développé. En effet,
ces méthodes permettent d’utiliser de façon naturelle des techniques de raffinement de
maillage pour obtenir des solutions très précises sur des domaines localisés. Le gain
associé à ce raffinement est lié à l’utilisation de plusieurs niveaux supplémentaires pour
les calculs et ainsi obtenir des meilleurs résultats pour un nombre de degrés de liberté
équivalent ou moindre que dans le cas d’une stratégie de calcul globale. Cet outil est par
conséquent nécessaire pour l’analyse d’un système multi-échelles.
Les techniques numériques employées ayant été énoncées, nous passons maintenant au
traitement des conditions aux limites et à la résolution numérique des équation de Lamé.

2.4.3 Traitement des conditions aux limites

La condition de type Neumann décrite précédemment détériore initialement la
convergence du problème. Il est donc nécessaire de faire quelques pré-relaxations afin de
retrouver la même vitesse de convergence que celle obtenue dans le cas de conditions
aux limites de type Dirichlet.
Brandt et al. [BRA 00] ont donc développé un algorithme pour traiter les conditions aux
limites de type intégrale tout en conservant l’efficacité des techniques multigrilles. Cet
algorithme est détaillé dans le tableau suivant.

1. Relaxation de la grille fineΩh

Relaxation des conditions aux limites en surface (k=0)
Relaxation de plusieurs couches situées sous la surface (k=[1,n])

2. Transfert de la solution et des résidus vers la grille grossière à l’aide deΩH

3. Résolution du problème surΩH

4. Interpolation de la solution surh, correction des points intérieurs et des limites
5. Reprendre à l’étape 1

TABLE 2.1: Traitement des conditions aux limites mécaniques selon Brandt et al.
[BRA 00]

2.5 Résolution du système d’équations

Afin de résoudre numériquement les équations de Lamé à l’aide des méthodes
multigrilles, on les exprime sous la forme d’un système d’équations de forme :

[A]h{u}h = { f}h

Les différentes méthodes utilisées pour résoudre ce genre de système ont été décrites par
Ames [AME 65], Brandt [BRA 84], ainsi que par Venner et Lubrecht [VEN 00]. Ces
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Résolution du système d’équations

méthodes de résolution peuvent être de type direct ou bien de type itératif.
Une résolution directe nécessite l’inversion de la matrice[A] en utilisant un algorithme
de type LU. Cette opération d’inversion est très coûteuse en temps de calcul pour une
matrice de taille importante. En effet le temps de calcul pour un algorithme LU classique
est proportionnel àN2 par variable. Ainsi, pour la résolution d’un système àN variables,
le temps de calcul global est proportionnel àN3 tandis qu’il est proportionnel à
N2 log(N) pour une résolution à l’aide des méthodes multigrilles.
Les méthodes itératives consistent à appliquer un algorithme de façon répétée. Ce type
de méthode utilise souvent les propriétés de la matrice[A]. L’algorithme commence par
le choix d’une solution initiale qui va être modifiée à chaque itération selon certaines
règles en convergeant vers la solution finale. Afin d’évaluer les différentes techniques de
relaxation, la vitesse de convergence est l’un des critères importants. Parmi ces
techniques, les plus couramment usitées sont la relaxation de Jacobi et celle de
Gauss-Seidel qui vont être maintenant abordées.

2.5.1 Relaxation de Jacobi

Cette méthode est illustrée simplement à l’aide de l’équation de Poisson en une
dimension :

∂u2

∂x2 = f (x) (2.19)

En chaque point de la grillexi , pouri ∈ [1,n−1], on résout l’approximation discrèteui

deu(xi) avec

ui−1−2ui +2ui+1

h2 = fi (2.20)

Soit ūi la solution calculée à l’itérationk+1 au pointi et ũi la solution de l’itérationk au
point i. A chaque point, une nouvelle approximation ¯ui de la solution exacteui est
calculée à l’aide de la relation :

ūi = ũi +wδi avec δi =−r ih2

2
(2.21)

oùw est appelé facteur de relaxation etr i le résidu qui est défini de la manière suivante :

r i = fi −
ũi−1−2ũi + ũi+1

h2 (2.22)

La relaxation de Jacobi utilise les valeurs calculées pendant l’itérationk afin de calculer
la nouvelle valeur de ¯ui à l’itérationk+1. Cette méthode permet le calcul en parallèle
des différents points du maillage.w< 1 correspond à une sous-relaxation etw> 1 à une
sur-relaxation.
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2. Mécanique

2.5.2 Relaxation de Gauss-Seidel

La différence entre la relaxation de Gauss-Seidel et celle de Jacobi ne semble pas
importante mais a des conséquences importantes. Le résidu s’exprime de la manière
suivante à l’itération k+1 :

r i = fi −
ūi−1−2ũi + ũi+1

h2

Avecūi−1 la solution à l’itération k. Cette relaxation nécessite une seule matrice de
stockage, au lieu de deux pour la méthode de Jacobi. Elle a donc été privilégiée afin de
réduire le coût numérique, étant donné que les problèmes étudiés possèdent un grand
nombre de degrés de liberté (plusieurs centaines de millions).

Application : vitesse de convergence en fonction du nombre de niveau

Le nombre d’opérations nécessaires pour résoudre le système d’équations avec ces
méthodes de relaxation varie entreN2 et N3 pour les inversions directes de matrice, c’est
à-dire que si le nombre de points est multiplié par deux selon chacune des dimensions de
l’espace, le temps de calcul est dans le meilleur des cas multiplié par 64 pour un système
en trois dimensions.
Les solveurs sont dit efficaces lorsque le temps de calcul augmente proportionnellement
au nombre de points utilisés pour la discrétisation. Ils permettent de réduire grandement
les efforts de calcul. L’utilisation des techniques multi-échelles peut servir à parvenir à
cet objectif, c’est pourquoi nous les avons utilisées afin de résoudre les problèmes
d’élasticité linéaire. La vitesse de convergence de notre algorithme est illustrée sur la
figure 2.8. Cette figure représente l’évolution du résidu en fonction du nombre de
V-cycles employés pour la résolution d’un contact de type Hertzien (a=1, P0=1) sur un
massif homogène. Le domaine de calcul est de taille[16a;16a;8a]. Le niveau 1 est
maillé à l’aide de 17∗17∗9 points. La stratégie choisie utilise pour relaxationsν0 = 10
etν1 = ν2 = 2. Les stratégies locales et globales ayant la même vitesse de convergence,
une seule courbe est présentée sur la figure 2.8.

2.6 Résolution du problème de contact

La résolution d’un problème de contact est un problème itératif qui doit être résolu à
l’aide d’une méthode itérative. Dans ce processus, il est nécessaire de connaitre les
expressions des déplacementsui j en surface en fonction de la pression via les valeurs des
coefficients d’influenceai j . Ces coefficientsai j sont connus analytiquement dans le cas
d’un massif homogène ou d’un revêtement à propriétés constantes. Le modèle
numérique qui vient d’être exposé est utilisé afin de déterminer ces déplacements en
surface dans le cas d’un solide avec gradient de propriété selon la profondeur soumis à
une pression unitaire ponctuelle. Dans le cas d’un contact où la dimension de celui-ci est
très petite devant celle du solide (aucun effet de bord), il est possible d’écrire les
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FI GURE 2.8: Évolution du résidu en fonction du nombre de V-cycles (ν0 = 10 etν1 =
ν2 = 2) dans le cas d’un contact Hertzien (a=1, P0=1) appliqué sur un massif homogène.
Le domaine de calcul est de taille[16a;16a;8a]. Le niveau 1 est maillé à l’aide de 17∗

17∗9 points.

déplacements obtenus en surface à l’aide d’un produit de convolution entre les
coefficients d’influence (amn) et le champ de pression (Pkl), coefficients d’influence que
l’on détermine alors numériquement.

ui j =
Nx,Ny

∑
k,l=1

ai−k, j−l .Pkl (2.23)

Pour les matériaux homogènes et les matériaux dont les propriétés varient uniquement
selon la profondeur (par exempleE(x,y,z) = f (z)), nous avons résolu le problème de
contact en calculant ce produit de convolution très rapidement (quelques
secondes-minutes) à l’aide des méthodes FFT (code développé au laboratoire [SAI 10]).
Cette résolution n’a pas été traitée dans le cas où les variations de propriétés sont
fonctions de plusieurs directions de l’espace.
A l’aide des équations de Boussinesq-Cerruti, il est également possible de déterminer ces
coefficients d’influence pour un massif semi-infini homogène, isotrope et élastique. La
figure 2.9 présente une comparaison entre un coefficient calculé par le modèle
(déplacement verticaluz dû à une pression ponctuelle unitaire appliquée au centre de la
surface (x=0,y=0,z=0)) et la solution analytique donnée par les équations de
Boussinesq-Cerruti. La figure 2.10 représente l’écart relatifθ entre les deux solutions.
Les courbes obtenues montrent que l’écart entre les deux solutions est faible (de l’ordre
de 10−5 en dehors de la discontinuité et de l’ordre de 10−3 au niveau de celle-ci). La
légère dissymétrie obtenue est due au sens de la relaxation effectuée selonx. Les
coefficients obtenus à l’aide du modèle peuvent donc être utilisés pour résoudre le
problème de contact à l’aide d’un algorithme utilisant les techniques FFT développé au
laboratoire.
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FI GURE 2.9: Coefficient d’influence obtenu pour un massif homogène (déplacement
vertical uz dû à une pression ponctuelle unitaire appliquée au centre de la surface
(x=0,y=0,z=0)). a : comparaison entre la solution multigrilles et la solution analytique

donnée par Boussinesq-Cerruti. b : représentation 3D du coefficient d’influence.
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FI GURE 2.10:Écart relatif obtenu entre la solution multigrilles et la solution analytique
donnée par Boussinesq-Cerruti.

Le problème d’élasticité et le modèle numérique ayant été posés, nous allons maintenant
présenter plusieurs cas tests qui ont permis de valider et d’illustrer les possibilités de
notre modèle dans le cas de matériaux homogènes ou de matériaux dont les propriétés
mécaniques varient selon la profondeur.

2.7 Validation

Nous allons procéder à des comparaisons entre les calculs effectués avec notre modèle et
des résultats obtenus avec des approches analytiques ou numériques. Le but est de
montrer la précision de la technique numérique multigrilles :

• sans raffinement local,
• avec raffinement local,
• ainsi que sa robustesse et son efficacité à traiter le cas de revêtements avec des

gammes de propriétés et d’épaisseurs importantes.
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Validation

2.7.1 modèle numérique multigrilles

Il s’agit ici de montrer la précision du modèle dans un cas simple, un contact Hertzien.
Nous comparerons les valeurs du déplacement sur la surface ainsi que la valeur et la
position de la contrainte maximale de Von-Mises, obtenus analytiquement et
numériquement. La théorie de Hertz [HER 82] (voir annexe B) permet de calculer le
rayon de l’aire du contact et la pression moyenne en surface dans le cas notamment d’un
contact entre une sphère rigide et un plan semi-infini.

FI GURE 2.11:Contact élastique sphère-plan illustrant la théorie de Hertz

Le rayon de contact est déterminé à l’aide de la formule :

a=

(
3
4

WR
E∗

)1/3

(2.24)

Ainsi, le rayon de contacta dépend directement de la charge normaleW appliquée et du
module de Young équivalentE∗ déterminé à partir des propriétés mécaniques des deux
corps en contact. Ces propriétés sont mieux connues sous les noms de module de Young
E et coefficient de Poissonν. Le module de Young équivalent est calculé à l’aide de la
formule suivante :

1
E∗ =

(
1−ν1

2

E1
+

1−ν2
2

E2

)

(2.25)

La pression moyenne s’obtient à partir de la relation suivante :

Pm =

(
2E∗

π
a
R

)

(2.26)

L’expression analytique des déplacements verticaux en surfacewa est quant à elle
donnée par Johnson [JOH 85a] avecr =

√

x2+y2 et p0 la pression maximale :
Pourr ≤ a

wa(r) =
1−ν2

2

E2

πp0

4a
(2a2− r2) (2.27)

Pourr ≥ a
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2. Mécanique

wa(r) =
1−ν2

E2

p0

2a
((2a2− r2)sin−1(a/r)+ r2(a/r)(1−a2/r2)1/2) (2.28)

Un adimensionnement peut être réalisé de la manière suivante :

r̄ =
r
a

w̄=
w

a2/R
(2.29)

aveca2/R= πP0a(1−ν2)/E2

La contrainte de Von-Mises est définie par :

σvm=
√

J2 (2.30)

avecJ2 le second invariant du tenseur déviatorique des contraintes défini par l’équation
(2.31) :

J2 =
1
6
[(σzz−σxx)

2+(σzz−σyy)
2+(σyy−σxx)

2] (2.31)

La valeur maximum estσVMmax/Pm = 0.36 et sa positionzmax/a= 0.48.

Description numérique
Dimensions du solide : [16a ;16a ;8a]
Nombre de niveaux : 1-7
17*17*9 points sur le niveau grossier
Stratégie de calcul globale

Les données utilisées pour la simulation numérique de ce chargement Hertzien sont les
suivantes : un domaine de dimension [16a ;16a ;8a] est considéré. Le niveau 1 est maillé
à l’aide de 17*17*9 points et possède un pas de maillage de valeura. Une stratégie de
calcul globale est utilisée. 7 calculs sont effectués, en considérant soit un seul niveau, soit
n niveaux variant de 2 à 7. Ce dernier niveau est maillé à l’aide deN=1025*1025*513
points et possède un pas de maillage dea/64. Le tableau 2.2 présente l’erreur relative
obtenue sur le maximum de la contrainte de Von-Mises ainsi que sur le déplacement ¯w
(avecw̄n la valeur numérique du déplacement obtenu à l’aide de la stratégie globale) en
surface du massif pour un résidu de 10−8 sur la solution.n représente le nombre de
niveaux utilisés etN le nombre de points utilisés dans la simulation.
Les résultats obtenus montrent une diminution de l’erreur d’ordre 2 avec l’augmentation
du nombre de niveaux (diminution du pas de maillage), ce qui est conforme à la
discrétisation utilisée pour la résolution des équations. L’erreur est inférieure à 1% pour
un calcul réalisé à l’aide de 5 niveaux. Cette étude permet par conséquent de valider le
calcul élastique 3D multigrille pour un massif homogène.

calcul local
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n N ‖max(σvm)/Pmn−max(σvm)/Pma‖1 ‖w̄n− w̄a‖1 résidu CPU
1 2.6∗103 1.2 0.287 10−8 1 sec
2 1.8∗104 0.357 0.1558 10−8 4 sec
3 1.4∗105 0.102 0.052 10−8 28 sec
4 1.1∗106 0.024 0.0174 10−8 4 min
5 8.5∗106 0.0061 0.0046 10−8 35 min
6 6.8∗107 0.00175 0.0012 10−8 4h50
7 5.4∗108 0.0005 0.0002 10−8 40h

TABLE 2.2: Erreur relative sur le maximum de la contrainte de Von-Mises et sur le dé-
placement vertical en fonction du nombre de niveaux utilisés pour le calcul. Le niveau
grossier est maillé à l’aide de 17∗ 17∗ 9 points et possède un pas de maillage dea. Le
niveau 7 est maillé à l’aide de 1025∗1025∗513 points et possède un pas de maillage de

a/64.

La stratégie de raffinement de maillage est maintenant utilisée pour réaliser les mêmes
calculs et montrer son efficacité. Le raffinement de maillage est effectué selon la
directiony. Dû à la symétrie du problème, les résultats obtenus sont les mêmes selon la
directionx. Afin de passer d’un niveaui vers un niveau plus fin localiséi +1 le rapport
de longueur est de 3/4 selony. La figure 2.12 compare les solutions obtenues sur le
déplacement ¯w à l’aide de stratégies locale et globale. 2 niveaux globaux et 4 locaux sont
utilisés pour le calcul local qui est comparé au calcul global utilisant 6 niveaux. Le
niveau 6 possède un pas de maillageh dont la valeur esta/32.
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FI GURE 2.12: Déplacementsw en surface pour le problème de Hertz : représentation
et comparaison via l’écart relatifΘ entre la solution globale 6 niveaux et une solution
locale utilisant 2 niveaux globaux et 4 niveaux fins. Le massif est de taille[16a;16a;8a],

le niveau 6 possède un pas dea/32.

La courbe de gauche présentée sur la figure 2.12 montre le tracé des deux solutions
(locale et globale). Celle de droite présente l’écart relatifΘ entre ces solutions, en
considérant la solution globale comme solution de référence.
Cette dernière courbe montre que l’erreur introduite par la technique de raffinement de
maillage est très faible, puisqu’elle est de l’ordre de 10−3. Le maximum de cette erreur
s’élève à 4.8∗10−3. Afin de présenter tous les avantages de la technique de raffinement
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de maillage utilisée, les gains en termes de temps de calcul (CPU) ainsi que l’erreur
maximale obtenue pour un nombre choisi de niveaux raffinés par rapport au même calcul
effectué en stratégie globale sur 6 niveaux (‖w̄loc− w̄glo‖∞) sont présentés dans le
tableau 2.3. Ce tableau présente également le gain en temps CPU dans le cas d’une
stratégie de raffinement selon les 3 directions de l’espace (rapport de longueur de 3/4
selonx et y, de 1/2 selonz).

Niveaux fins ‖w̄loc− w̄glo‖∞ Gain CPU 1D Gain CPU 3D
1 2.5∗10−4 1.5 3.2
2 1.1∗10−4 4.5 9.1
3 2.3∗10−3 14.5 38.7
4 3.2∗10−3 52.8 142.5
5 4.6∗10−3 124.6 346.2

TABLE 2.3: Écart maximal par rapport à un calcul 6 niveaux global sur le déplacement ¯w
en surface obtenu en utilisant un raffinement et gain de temps par rapport au nombre de

niveau fins localisés utilisés, suivant une ou trois directions.

Le tableau 2.3 montre l’efficacité de la technique de raffinement de maillage, tant sur la
précision des résultats obtenus que sur la vitesse de résolution. Ces résultats permettent
de valider la stratégie de raffinement selon la directiony. Des études analogues validant
la stratégie selon toutes les directions de l’espace sont présentées en annexe C de ce
rapport.

2.7.2 Matériaux revêtus

Le modèle est maintenant utilisé pour la simulation de massifs revêtus. Les résultats sont
comparés à des solutions de la littérature. Soit un revêtement de module de Young et de
coefficient de Poisson (Ec,νc) constant, d’épaisseurec, déposé sur un substrat (Es,νs).
Les dimensions du domaine sontLx, Ly, Lz. La performance de l’algorithme 3D-MG est
analysée au travers d’une étude paramétrique décrivant l’influence de l’épaisseur de
revêtement (0.01< ec/a< 10) et des propriétés mécaniques (0.005< Ec/Es< 10) sur
les paramètres de contact (Ph,a). La modélisation du problème est représentée sur la
figure suivante :

Validation : massifs revêtus
Dimensions du solide : Lx*Ly*Lz
Nombre de niveaux : 8
Pas de maillage sur le niveau grossier : 1
Stratégie de calcul globale
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Le problème de contact a été résolu entre une bille rigide et unmassif revêtu (ν = 0.3,
Ec, Es). Les notations utilisées sont les suivantes :

• Ph eta représentent la pression maximale et le rayon de contact.
• Phc et ac représentent la pression maximale et le rayon de contact dans le cas où

ec = Lz.
• Phs etas représentent la pression maximale et le rayon de contact dans le cas oùec = 0.

Ce problème a notamment été étudié par Plumet et Dubourg [PLU 98b] qui ont utilisé
les transformées de Fourier discrètes pour des rapports de propriétés moins importants
(0.5< Ec/Es< 3) et par Fretigny et Chateauminois [FRE 07] qui ont développé une
méthode semi-analytique pour les revêtements mous (0.1< Ec/Es< 0.01).
Les calculs ont été réalisés en utilisant jusqu’à 8 niveaux afin d’avoir au moins 9 points
dans l’épaisseur du revêtement sur le niveau le plus fin. 3 ou 4 niveaux locaux sont
utilisés pour les calculs afin de réduire les coûts numériques. Un résidu de 10−8 sur la
solution est considéré pour la convergence de l’algorithme.
La taille du massif utilisée pour le calcul dépend des propriétés du revêtement (ec,Ec/Es)
afin de pouvoir visualiser entièrement la géométrie réelle du contact sur le niveau le plus
fin. La théorie de Hertz permet de constater que pour les grands rapports deec/a, le
rayon réel de contacta/as tend vers le rapport(Es/Ec)

1/3 et la pressionPh/Phs vers
(Ec/Es)

2/3. Le nombre de niveaux utilisés pour les calculs permet d’obtenir jusqu’à
1025*1025 points en surface pour mailler la zone de contact.
Les coefficients d’influence sont tout d’abord déterminés à l’aide du modèle 3D-MG
puis les champs de pression sont calculés à l’aide du logiciel de résolution du contact
utilisant la technique de gradients conjugués [SAI 10]. L’évolution de la pression
adimensionnée en fonction de l’épaisseur du revêtement pour plusieurs rapports de
propriétés est présentée sur la figure 2.13. Deux cas particuliers de champ de pression
sont présentés sur la figure 2.14 à titre d’illustration. Ces cas considèrent un revêtement
dur de propriétéEc/Es=8 pour un ratioec/as=2 et un revêtement mou de propriété
Ec/Es=0.005 pour un ratioec/as=0.25. Nous précisons que dans le cas des grands
rapports de propriétés entre revêtements et substrats, afin d’obtenir une convergence
optimale de l’algorithme de résolution, il est nécessaire d’implémenter des traitements
spéciaux au niveau de l’interface [ALC 81]. Une approche générale prenant en compte
ces difficultés pourrait être l’utilisation des techniques multigrilles algébriques (AMG)
[RUG 85, BRI 00, TRO 01].

Les résultats obtenus pour des revêtements épais sont en accord avec le comportement
asymptotique donné par la théorie de Hertz. Le tableau 2.4 présente les configurations
extrêmes utilisées pour les calculs. Ceux-ci ont été menés en considérant des résidus de
10−8 sur la solution.

Les résultats présentent un bon accord avec les résultats de Plumet, pour des rapports de
propriétésEc/Es compris entre (0.5<Ec/Es<3), validant le modèle dans le cas de
revêtements à propriétés constantes.
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FI GURE 2.13: Évolution de la pression de contactPh/Phs en fonction de l’épaisseur de
revêtementec/as pour différents rapports de modules de YoungEc/Es [0.005 ;0.5 ;2 ;8].

FI GURE 2.14: Exemples de champs de pressions obtenus dans le cas d’un revêtement
dur : Ec/Es=8 - ec/as=2 et d’un revêtement mouEc/Es=0.005 -ec/as=0.25.

2.7.3 Matériaux à gradients de propriétés

Après avoir étudié un massif homogène et des massifs revêtus, le cas d’un matériau à
gradient de propriété est maintenant abordé afin de valider le modèle dans le cas d’une
variation du module de Young du matériau selon la profondeur. Giannakopoulos et
Suresh [GIA 97b] ont donné des solutions analytiques dans le cas d’une variation
exponentielle ou d’une variation selon une loi puissance du module de Young dans la
profondeur du massif, i.e.E = E(z). Le cas d’une variation exponentielle est présentée
ici. La variation selon une loi puissance n’a pas été étudiée car elle considère un module
de Young nul en surface, ce qui a peu de sens physique.E varie selon une loi
exponentielle donnée par la relation (2.32) :

ec/as Nombre de points grille fine Nombre de points Temps CPU Résidu
0.1 3.5∗108 8.0∗108 6 heures 10−8

2 8.5∗106 1.8∗107 15 minutes 10−8

TABLE 2.4: Configurations numériques extrêmes utilisées durant les calculs 3D multi-
grilles pour des matériaux revêtus.
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Validation

E(z̄) = πeᾱz̄ (2.32)

La pression et le rayon de contact sont approximés à l’aide des relations suivantes :

p̄(r)≈
√

1− r̄2 f or 0≤ r ≤ a (2.33)

ā3 ≈
(

1+
C1ᾱ3

3

)−1

(2.34)

Avec ᾱ = a0α, z̄= z/a0, p̄(r) = p(r)/ph0, ā= a/a0 etC1 = 403.5. Dans le cas oùα = 0
les équations sont ramenées au cas Hertzien classique. Dans ce cas, le rayon de contact
prend la valeur :a0=1.
Des calculs de coefficients d’influences ont été réalisés à partir du modèle 3D-MG dans
le cas où−0.25≤ ᾱ ≤ 0.25 puis la résolution du contact a été effectuée afin de calculer
les pressions et aires de contact. Pour les calculs MG, 8 niveaux ont été utilisés avec un
raffinement de maillage sur les 3 derniers niveaux. Le volume considéré possède une
taille élémentaire de [16a0 ;16a0 ;8a0] et le niveau le plus fin couvre une zone de taille
[2a0 ;2a0 ;a0] avec un pas de maillagea0/128. Un résidu de 10−8 sur la solution a été
considéré lors des calculs. La pression maximale et le rayon de contact ont été comparés
aux solutions de référence (2.33)-(2.34). Les résultats sont présentés sur la figure 2.15.
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FI GURE 2.15: Comparaisons des rayons et des pressions de contact obtenus pour plu-
sieurs valeur deα selon Giannakopoulos-Suresh (GS) et le modèle MG dans le cas d’un

revêtement à gradient de propriétés suivant une loi exponentielle :E(z̄) = πeᾱz̄

Sur la figure 2.15, la courbe de gauche présente l’évolution de la pression maximale par
rapport au coefficient̄α et celle de droite l’évolution du rayon de contact par rapport à ce
même coefficient. On constate une assez bonne corrélation entre les deux solutions que
l’on peut quantifier à partir de l’écart relatif entre celles-ci. Cet écart est de l’ordre du
pourcent pour toutes les valeurs deᾱ choisies. Cette étude permet ainsi de montrer la
fiabilité du logiciel pour le traitement des variations de propriété selon la profondeur.

2.7.4 Bilan

Différents tests de validation du modèle 3D-MG ont été réalisés. Les résultats obtenus
ont été comparés avec des modèles analytiques développés pour des solides homogènes
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ou des matériaux à gradient de propriétés. Les chargements mécaniques utilisés étaient
des distribution de pressions Hertziennes avec frottement nul. La très bonne corrélation
entre les résultats a permis de valider le modèle MG ainsi que la résolution du problème
de contact par les techniques du gradient conjugué. Dans le cas de revêtements minces,
c’est-à-dire pour un rapport entre l’épaisseur du revêtement et la demi largeur de contact
inférieure à 2, le champ de pression du problème de contact est inchangé dans le cas
revêtu par rapport à celui calculé sans tenir compte de la présence du revêtement
[LER 89a, PLU 98a]. Le modèle développé prend en charge la possibilité de déterminer
ce champ de pression pour des calculs à charge imposée.

2.8 Résultats

Le modèle 3D multigrilles ayant été présenté et validé dans les sections précédentes,
différents résultats obtenus à partir de celui-ci vont maintenant être présentés. Ces
résultats concernent à la foi des massifs revêtus, des couches à gradients de propriétés ou
encore des massifs hétérogènes. Une application sur des matériaux revêtus est tout
d’abord présentée : plusieurs comparaisons entre des résultats obtenus via le modèle
3D-MG et des essais réalisés en laboratoire sur une couche polymère ont été effectuées.
Une seconde étude concernant les matériaux à gradients de propriétés et leurs avantages
par rapport à un matériau revêtu est ensuite présentée avant de traiter le cas plus général
des matériaux hétérogènes.

2.8.1 Expérimentations sur des matériaux revêtus

Des résultats obtenus à l’aide du modèle vont maintenant être confrontés à des résultats
obtenus expérimentalement en laboratoire dans le cas d’indentations réalisées sur un
système revêtement/substrat. Ces travaux ont été réalisés en collaboration avec Christian
Gauthier, Vincent le Houerou et Thibaud Chatel de l’Institut Charles Sadron (ICS) à
Strasbourg.

2.8.1.1 Matériaux utilisés

Les systèmes revêtement/substrat utilisés dans cette étude sont des combinaisons
réalisées entre les composants suivant : de l’epoxy, du PDMS, du CR39 et du verre
minéral. Deux types d’epoxy, préparés à l’aide d’une base DER-330, ont été utilisés.
L’un d’entre eux possède une température de transition vitreuse située autour de 60oC
(Epoxy60) et l’autre, préparé à l’aide d’une proportion spécifique de ED-600 et de
ED-2003, une température de transition vitreuse située autour de 0oC (Epoxy0). Les
différents essais ont été réalisés pour des conditions parfaitement élastiques, et, aucun
phénomène de plasticité n’a été observé. Les modules de Young des différents matériaux
ont été mesurés par la technique DMTA (étude de la réponse du matériau à une
sollicitation mécanique dynamique) pour une fréquence de 0.06 Hz. Cette valeur
correspond à la moyenne de trois mesures d’indentations. L’épaisseur des couches a
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quant à elle été mesurée par profilométrie. Le tableau 2.5 résume les différents matériaux
utilisés ainsi que leurs caractéristiques.

Nom de l’ Nom de l’
Substrat Es Revêtement Ec Ec/Es T échantillon. échantillon.

(MPa) (MPa) (oC) Film fin (*) Film épais (*)
CR39 2190 Epoxy0 7 0.0032 30 A(17.5) B(360)

Epoxy60 2130 Epoxy0 7 0.0033 30 C(320) D(890)
Epoxy0 6.5 PDMS 1.7 0.46 30 E(142.5) F(3430)
Verre 70000 Epoxy0 1380 0.02 −30z G(50) H(1570)

TABLE 2.5: tableau des différents échantillons

(*) épaisseur de revêtement enµm.
z test réalisé à−30 oC afin d’obtenir de manière précise le module de Young élastique.

2.8.1.2 Procédure expérimentale

La figure 2.16 présente le micro-indenteur développé à l’ICS et utilisé afin d’étudier le
comportement en surface des différents matériaux.

FI GURE 2.16:Schéma du micro-indenteur utilisé pour les expériences [CHA 12].

Ce micro-indenteur [CHA 11] permet de réaliser des observations in-situ de l’aire de
contact durant toute la durée des tests et par conséquent permet de déterminer l’aire
réelle de contact sans avoir à utiliser de modèle intermédiaire. Les essais consistent à
appliquer un effort normal constant à un indenteur en contact avec la surface d’un
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système revêtement/surface et d’étudier in-situ la géométrie de l’aire de contact. Les
indenteurs utilisés sont des lentilles en verre ayant six rayons différents. 16 niveaux de
charge ont été considérés pour les essais. Ces données sont récapitulées dont les
tableaux2.6 et 2.7.

Rayons des indenteurs (mm)0.5 1.5 2.5 9.8 25.9 51.7

TABLE 2.6: RayonsR des indenteurs, précision 0.1µm

Charges(N) 0.05 0.2 0.35 0.5 0.65 0.8 0.95 1
1.25 1.4 1.55 1.7 1.85 2 2.15 2.25

TABLE 2.7: Charges appliquées (valeurs moyennes), précision 0.05 N

Les essais ont été menés à température ambiante sauf pour les tests réalisés sur les
échantillons G et H pour lesquels une température de−30 oC a été imposée. 96 tests ont
ainsi été réalisés pour chacun des systèmes revêtement/substrat et une procédure de
post-traitement, basée sur un logiciel d’analyse d’image développé à l’ICS, a été
conduite afin d’obtenir les différentes géométries réelles de contact.

2.8.1.3 Théorie et analyse

La théorie de Hertz ne peut pas être utilisée afin d’étudier le comportement sous charge
d’un massif revêtu pour lequel des phénomènes d’adhésion sont mis en jeu. En effet ces
phénomènes, tout comme l’épaisseur du revêtement, peuvent modifier les paramètres de
contact (pression et rayon) et par conséquent modifier les champs de contraintes
résultants. Le principal effet dû au revêtement est l’augmentation ou la diminution du
rayon de contact, par rapport à la solution Hertzienne, et l’augmentation ou la diminution
correspondante de la pression. Concernant le phénomène d’adhésion, le principal effet
résultant est une augmentation de l’aire de contact pour une charge donnée. Un effort
doit alors être fourni afin de séparer les surfaces en contact.
Pour l’échantillon D, la figure 2.17 représente l’évolution de la pression moyenne en
fonction du rayon de contact adimensionné a/R. Pour chaque rayon d’indenteurR, on
remarque que les effets d’adhésions sont mis en évidence et qu’ils ne peuvent pas être
négligés. En effet, on observe un rayon de contact résiduel pour un chargement nul.
Johnson et al. [JOH 71] puis Derjarguin et al. [DER 75] ont respectivement proposé les
modèles JKR et DMT afin de traiter le phénomène d’adhésion dans et en dehors de la
zone de contact, considérant les forces d’adhésion de Van der Walls. La transition entre
ces deux modèles a été décrite par Maugis [MAU 92] et plus récemment par Greenwood
[GRE 97]. Le modèle JKR a été retenu pour cette étude.
Ce modèle prend en compte l’augmentation du rayon de contact en ajoutant un effort
d’adhésion à l’effort appliqué. Le rayon de contacta devient :
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FI GURE 2.17:Pression moyennepm en fonction dea/Rpour l’échantillon D

a=

(
3(P+Pad)R

4Eequ

) 1
3

(2.35)

OùP est l’effort appliqué etPad la charge fictive. Le modèle JKR donne l’expression de
Pad en fonction de l’énergie d’adhésionγ du contact sphère/plan :

Pad =
√

8πEequγa3 (2.36)

La charge appliquée est :

P=
4Eequ

3R
a3−Pad (2.37)

En termes de pression moyenne cette équation peut s’écrire :

pm
√

a=
4Eequ

3π
a
√

a
R

−
√

8Eequγ
π

(2.38)

L’évolution linéaire depm
√

a en fonction dea
√

a/R donné par l’équation (2.38) est
tracée pour l’échantillon D sur la figure 2.18.
Comme différents rayon d’indenteur ont été considérés, l’influence du module de Young
et de l’énergie de surface sur l’aire de contact peut correctement être identifié. La pente
de la régression linéaire obtenue fournit directement le module de Young équivalent.
Puis, l’intersection avec l’axey permet d’obtenir la valeurγ, qui représente l’énergie
d’adhésion. Cette valeur peut s’écrire à l’aide de l’équation de Dupré :

γ = γ1+ γ2− γ12 (2.39)
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FI GURE 2.18:Pression moyennepm
√

a en fonction dea
√

a/Ret régression linéaire pour
l’échantillon D

Avec γ1, γ2 et γ12 respectivement les énergies de surface du matériau 1, de l’indenteur en
verre (environ 260.0 mJ/m2 [FUJ 01]) et de l’interface. En utilisant l’approximation de
Fowkes [FOW 63],γ12 s’écrit :

γ12 = 2
√

γ1γ2 (2.40)

Finalement, en substituant l’équation (2.36) dans l’équation (2.37), on obtient la charge
fictive Pad.

Pad = 3πγR

(

1+

√

1+
2P

3πγR

)

(2.41)

Le modèle d’adhésion n’étant pas inclus dans le modèle numérique développé, les
simulations numériques ont été réalisées pour les échantillons G et H uniquement, où
aucun phénomène d’adhésion n’est observable.

2.8.1.4 simulations numériques

Pour le système revêtement/substrat H/G, des études numériques et expérimentales ont
été menées afin de déterminer successivement l’énergie d’adhésionγ et le module de
Young du revêtement analysé. Les résultats sont adimensionnés par rapport àac (théorie
de Hertz dans le cas d’un revêtement épaisec � ac) Pour les calculs, des domaines de
taille [32as;32as;16as] ou [16as;16as;8as] ont été considérés afin de visualiser
entièrement l’aire de contact et l’épaisseur du revêtement sur le niveau le plus fin. 8
niveaux ont été utilisés, conduisant à avoir 100 millions de points sur le niveau raffiné le
plus fin et au moins 9 points dans l’épaisseur du revêtement.
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Epoxy0 à−30 oC (échantillons G et H) Les échantillons G et H sont constitués d’un
revêtement en epoxy0 déposé sur un substrat en verre. Pour ces échantillons les
expériences ont été menées à−30 oC afin d’augmenter la valeur du module de Young de
l’epoxy0, réduisant ainsi l’écart entre le module de Young du revêtement et celui du
substrat. Le rapport vaut environEc/Ec = 0.02. L’échantillon H est ici pris comme
référence pour le calcul du module de Young et de l’énergie d’adhésion. Le module de
Young pour le revêtement en epoxy0 déterminé à l’aide des valeurs expérimentales est
Ec = 1000MPa. La température utilisée durant l’essais engendre la perte des effets
d’adhésion, avecγ w 0 mJ/m2. Les résultats obtenus pour ces essais et confrontés aux
résultats numériques sont présentés sur la figure 2.19.
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FI GURE 2.19:Évolution adimensionnée du rayon de contacta/ac en fonction de l’épais-
seur du revêtementec/ac avecEc = 1000MPapour les échantillons G et H

Les résultats montrent une corrélation plutôt bonne entre les résultats pour toutes les
valeurs deec/ac et confirment l’absence d’adhésion. Cependant on constate une plus
grande dispersion dans les résultats expérimentaux, qui peut s’expliquer par les
difficultés de mesure à basse température.

2.8.1.5 Conclusion

Pour cette étude, nous avons travaillé en collaboration avec l’ICS de Strasbourg. Leur
appareil de mesure est capable d’observer de manière précise l’aire de contact entre un
indenteur sphérique et une surface plane. Des expériences ont été menées sur des
systèmes revêtement/substrat ayant des ratios de propriétés importants et mettant en jeu
des phénomènes d’adhésion. Les expériences ont permis de déterminer l’énergie
d’adhésion de surface et le module de Young du revêtement. Les comparaisons réalisées
à l’aide des résultats obtenus expérimentalement et numériquement, pour un système
revêtement/substrat avec absence d’adhésion, montrent une bonne corrélation. Afin de
pouvoir traiter avec les autres systèmes présentés, il faudrait inclure dans le modèle
numérique un modèle d’adhésion (JKR où DMT par exemple).
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2.8.2 Matériaux à gradient de propriétés

L’utilisation de matériaux à gradient de propriétés est un moyen pour réduire les fortes
discontinuités de contraintes à l’interface entre un revêtement et un substrat et par
conséquent augmenter la durée de vie des substrats. Les résultats présentés dans cette
section ont pour but de confronter les matériaux revêtus aux matériaux à gradient de
propriétés et d’illustrer le fait que le modèle 3D-MG permet de prendre en compte
n’importe quel type de variation de propriétés à l’intérieur du matériau. L’étude
présentée considère un rapport de moduleEc/Es de 3 entre la surface du revêtement et
l’interface. Un chargement de type hertzien est appliqué en surface avecPh0 = 1 et
a0 = 1. Trois types de variation de propriétés vont être confrontés : un revêtement avec
(1) des propriétés constantes,
(2) une variation linéaire du module de Young,
(3) une variation sinusoïdale du module de Young caractérisée par sa longueur d’ondel .

L’épaisseur du revêtement choisie estz/a0 = 0.5. 9 niveaux dont 3 locaux ont été utilisés
pour les calculs sur un massif de taille[16a0;16a0;8a0], permettant d’avoir 65 points
dans l’épaisseur du revêtement (le niveau 1 possède un pas de 2a0). Cette modélisation
est représentée sur la figure suivante :

Modélisation : gradient de propriété
Chargement hertzien :Ph0 = 1, a0 = 1
Dimensions du solide :[16a0;16a0;8a0]
Nombre de niveaux : 9
6 niveaux globaux, 3 niveaux locaux
Pas de maillage sur le niveau grossier : 2a0

Les résultats sont présentés dans les trois cas.

2.8.2.1 module de Young constant

Les figures 2.20 et 2.21 présentent les contraintes de Von-Mises dans le plan (x,y= 0,z)
pour un chargement normal et un chargement avec frottement.
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FI GURE 2.20: σ̄VM pour un matériau revêtu (Ec/Es = 3, ec/a0 = 0.5) lors d’un contact
normal purf = 0
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FI GURE 2.21: σ̄VM pour un matériau revêtu (Ec/Es = 3, ec/a0 = 0.5) lors d’un contact
avec glissementf = 0.3

Ces figures mettent clairement en évidence la discontinuité des contraintes au niveau de
l’interface revêtement/substrat. Le saut de propriété abrupte à l’interface est à l’origine
de la discontinuité dans la contrainte générant des risques importants dans le matériau.
Ces risques sont d’autant plus importants que le rapport des modules de Young entre le
revêtement et le substrat sont grands ou que l’épaisseur de revêtement est faible devant le
rayon de contact. L’utilisation d’un matériau à gradient de propriétés permet de réduire
ces risques.

2.8.2.2 Revêtement avec variation linéaire selon la profondeur

Une variation linéaire du module de Young entre la surface (Ec/Es= 3) et l’interface
(Ec/Es= 1) est maintenant considérée. Les contraintes de Von-Mises sont représentées
sur les figures 2.22 et 2.23.
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FI GURE 2.22: σ̄VM pour un matériau revêtu avec variation linéaire deEc (Ec/Es = 3,
ec/a0 = 0.5) lors d’un contact normal purf = 0
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FI GURE 2.23: σ̄VM pour un matériau revêtu avec variation linéaire deEc (Ec/Es = 3,
ec/a0 = 0.5) lors d’un contact avec glissementf = 0.3

Les résultats obtenus montrent une forte diminution de la discontinuité des contraintes
de Von-Mises au niveau de l’interface comparé aux résultats précédents. De plus, la
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2. Mécanique

valeur de la contrainte maximale de Von-Mises diminue de manière significative. Les
performances tribologiques du matériau s’en trouvent par conséquent améliorées. Ce
type de solution permet de limiter les risques de fissures au niveau de l’interface tout en
conservant une bonne protection de la surface sous un contact normal ou glissant.

2.8.2.3 Revêtement avec variation sinusoïdale

La simulation est menée pour une variation sinusoïdale du module de Young entre la
surface du revêtement et l’interface. Ce travail a été réalisé afin d’obtenir une meilleure
compréhension du rôle du revêtement à gradient de propriétés sur la contrainte de
Von-Mises et par conséquent sur les risques d’endommagement dans le matériau. La
modélisation de la variation du module de Young est présentée sur la figure 2.24. La
variation est caractérisée par la longueur d’onde du sinusl̄ qui représente la longueur de
transition entre le revêtement et le substrat.
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l̄

2

FI GURE 2.24:Variation sinusoïdale du module de Young,E(z)= (Es−Ec)/2∗sin(2π/l̄ ∗
(z/t−1))+(Ec+Es)/2

Le figure 2.25 représente l’évolution de la contrainte de traction au centre du contact
σ̄xx(x= y= 0) pour les différentes longueurs d’onde étudiées en fonction de la
profondeur. Un profil continu de la contrainte de traction est obtenu sauf dans le cas où
la longueur d’onde est nulle (cas revêtement simple). Au niveau de l’intercouche, la
discontinuité disparait et la contrainte de traction dans le revêtement diminue avec
l’augmentation de la longueur d’onde. La contrainte de Von Misesσ̄VM correspondant
au cas̄l = 2 est tracée dans le plan (x,y= 0,z) sur la figure 2.26.
La comparaison avec les contraintes de Von-Mises pour les cas précédents met
clairement en évidence les bénéfices de la variation de propriété dans le matériau. Le
revêtement simple est le cas le plus critique, dû au saut brutal de propriété au niveau de
l’interface. Les processus de fabrication actuels permettent de réaliser des matériaux à
gradient de propriétés.

68

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0080/these.pdf 
© [H. Boffy], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



Résultats
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FI GURE 2.25:σ̄VM pour un matériau revêtu avec variation sinusoïdale deEc (Ec/Es= 3,
ec/a0 = 0.5) lors d’un contact avec glissementf = 0.3
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FI GURE 2.26: σ̄VM pour un matériau revêtu (Ec/Es = 3, ec/a0 = 0.5) lors d’un contact
avec glissementf = 0.3

2.8.3 Matériaux hétérogènes

Les matériaux hétérogènes sont abordés, comme dernier exemple d’application, avant de
clôturer ce chapitre. L’écriture et la discrétisation des équations d’élasticité permet la
prise en compte de variations de propriétés selon toutes les directions de l’espace.
L’hétérogénéité peut être par exemple la présence d’inclusions dures et/ou ductiles dans
un massif homogène.
Nous considérons deux inclusions sphériques de différents diamètres possédant des
modules de Young respectivement supérieur et inférieur à celui du massif dans lequel
elles sont introduites. Les champs de déformations et de contraintes dus à une inclusion
ellipsoïdale ont été déterminés initialement par Eshelby [ESH 57]. Plusieurs travaux ont
été développés à partir de ces résultats, comme ceux récents de Leroux et al. [LER 10]
qui s’intéressent notamment aux problèmes de contact dans des massifs contenant de
multiples inclusions de propriétés identiques. Le massif a pour dimensions
[8a0;8a0;4a0].

Les rayons, les modules de Young et la position des inclusions sont respectivement :
Inclusion 1.Rinc1/a0 = 0.05.Einc1 = 0.01E. (xinc1/a0 = 0.2, yinc1/a0 = 0,
zinc1/a0 = 0.3).
Inclusion 2.Rinc2/a0 = 0.1. Einc2 = 5E. (xinc2/a0 = 0.3, yinc2/a0 = 0, zinc2/a0 = 0.5).
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2. Mécanique

Une pression Hertzienne est appliquée en surface. 8 niveaux sont utilisés pour le calcul
en considérant 5 niveaux globaux et 3 niveaux locaux. Le niveau 1 est maillé à l’aide de
9∗9∗5 points et le pas sur la grille fine est dea0/128 ce qui permet de mailler les
inclusions 1 et 2 à l’aide respectivement de 70000 et 8000 points. Il faut environ une
vingtaine de minutes pour obtenir un résidu de 10−8 sur ce type de problème sur un PC.
Le champ de contrainte de Von-Mises est calculé et représenté dans le plan (x,y= 0,z)
sur la figure 2.27
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FI GURE 2.27: σ̄VM dans un massif homogène[8a0;8a0;4a0] contenant une inclusion
ductileEinc1 = 0.01E et une inclusion dureEinc2 = 5E dans le plan (x,y= 0,z).

L’influence des inclusions sur le champ de contrainte global ainsi que leur interaction
peuvent être analysées à l’aide des résultats obtenus. On relève une concentration de
contraintes importante au niveau de l’inclusion dure. En revanche, les contraintes sont
faibles au niveau de l’inclusion ductile. Les maximas se situent aux bords des inclusions
à cause des fortes discontinuités entre le matériau et celles-ci. On observe également le
profil de contraintes qui est à l’origine du phénomène des papillons de fatigue [DEF 83]
autour des inclusions, dont la forme est légèrement modifiée à cause de l’interaction
entre celles-ci. Cette application et les précédentes soulignent l’efficacité du logiciel à
modéliser n’importe quel type de variation de propriétés. De plus, les coûts numériques
restent raisonnables devant le nombre de points et de degrés de libertés utilisés pour les
calculs.

2.9 Synthèse

Dans ce chapitre, le modèle 3D multigrilles mécanique pour les matériaux homogènes,
revêtus, à gradient de propriétés ou hétérogènes a été décrit. Ce modèle repose sur les
équations de l’élasticité (dîtes de Lamé) qui sont discrétisées à l’aide de la méthode des
différences finies. Le choix de travailler à l’aide des méthodes de différences finies
repose sur leur grande flexibilité à modéliser des problèmes hétérogènes et sur leurs
compatibilités avec les méthodes multigrilles. L’avantage de ces méthodes par rapport

70

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0080/these.pdf 
© [H. Boffy], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



Synthèse

aux méthodes classiques est leur capacité à maintenir une bonne convergence et des
faibles temps de calculs pour des problèmes complexes qui requièrent un grand nombre
de degrés de libertés. Cependant, afin de garder une vitesse de convergence acceptable,
des méthodes d’optimisation doivent être utilisées. Celles-ci peuvent être du type
relaxation locale, traitement particulier des conditions aux limites, interpolation des
propriétés sur les différents niveaux ou encore complexification des opérateurs de
transfert. Ces améliorations permettent au modèle d’être plus robuste face aux difficultés
numériques rencontrées, notamment dans le cas des fortes discontinuités.
Afin de réduire les coûts numériques et d’obtenir des calculs plus précis au niveau de la
zone de contact ou de l’interface entre le revêtement et le substrat, une stratégie de
raffinement local de maillage a été implémentée dans le modèle. Bien que les niveaux
raffinés soient ici fixés par l’utilisateur, il est possible de les déterminer de manière
automatique [BIO 10] afin d’atteindre une précision donnée. Cette stratégie a été validée
à l’aide d’une étude menée sur un cas académique simple (pression Hertzienne appliquée
en surface d’un massif semi-infini).
Puis le modèle a été validé avec des résultats analytiques et numériques issus de la
littérature. Les résultats obtenus montrent la capacité du modèle à traiter de nombreux
types de problèmes, pour des chargements mécaniques et des propriétés matériaux
quelconques. Pour les cas homogènes, revêtus et les couches à gradient de propriétés
selon la profondeur, un algorithme de contact, basé sur la méthode du gradient conjugué,
peut-être utilisé afin de traiter les problèmes à géométrie et charge imposée.
Les difficultés numériques rencontrées sont dues aux forts gradients de propriétés et aux
discontinuités qui requièrent des coûts numériques plus importants. Dans le cadre des
expériences réalisées en laboratoire, le modèle a été utilisé afin de résoudre le problème
de contact puis comparer les rayons de contact obtenus. En l’absence d’adhésion, une
bonne corrélation a pu être observée.
Bien que les aspects mécaniques soient prépondérant dans les problèmes de contact, les
aspects thermiques ne doivent pas être négligés car la température peut modifier le
comportement global ou local du matériau et engendrer des perturbations au niveau des
contraintes. Il est donc important de pouvoir prédire la réponse de ce matériau face à des
sollicitations thermiques quelconques.
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Chapitre 3

Thermique

Dans ce troisième chapitre nous présentons le problème
thermique au travers de l’équation et des hypothèses utilisées.

Des cas de validation seront présentés, ainsi que des des
résultats obtenus pour des systèmes revêtement/substrat pour
lesquels les revêtements ont des propriétés constantes, avant

de conclure par le développement d’un modèle
thermo-élastique élaboré à l’aide des modèles mécaniques et

thermiques.
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Introduction

3.1 Introduction

Les échanges thermiques jouent un rôle important dans les problèmes de contact. Ils ont
une influence sur les propriétés mécaniques et thermiques des matériaux, ainsi que sur
les champs de déformations et de température. Déterminer le champ de température au
cours du temps est donc un enjeu important car la température peut modifier les
propriétés des matériaux mis en jeux. Dans le chapitre précédent, nous avons présenté le
modèle 3D multigrilles, sa validation ainsi que ses performances au travers de calculs
mettant en jeu des problèmes mécaniques. Les techniques multigrilles vont être
également employées pour résoudre l’équation de la chaleur. La configuration utilisée ici
est présentée sur la figure 3.1. Le domaine d’étude est un volume fini qui peut être
homogène ou revêtu.

FI GURE 3.1: Configuration et variations de propriétés pour le problème thermique

Nous allons présenter la mise en équation du problème, les conditions aux limites et la
discrétisation utilisée pour la résolution. Comme dans l’étude précédente, une section
sera attachée à la validation du modèle et ses performances avant de présenter diverses
applications mettant en jeux plusieurs paramètres propres au problème thermique. Enfin,
nous terminerons ce chapitre par la mise en place du modèle thermo-élastique, réalisé en
combinant les deux modèles développés jusqu’alors.

3.2 Modèle 3D thermique

Dans cette première partie, nous allons présenter le modèle thermique basé sur
l’équation de la chaleur de Fourier. La mise en équation est réalisée dans le cas
tridimensionnel en considérant les échanges de chaleur par convection. Nous
présenterons ensuite la forme discrétisée pour un régime transitoire et le traitement des
conditions aux limites thermiques.
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3. Thermique

3.2.1 Équation de la chaleur

L’équation de la conduction s’obtient à partir de l’équilibre énergétique d’un volume
élémentaire dans un milieu au repos et doté d’un repère fixe.
Dans le cas d’une source de chaleur en mouvement à la surface d’un solide, celle-ci
s’écrit :

∂
∂x

(

k(x,y,z)
∂T
∂x

)

+
∂
∂y

(

k(x,y,z)
∂T
∂y

)

+
∂
∂z

(

k(x,y,z)
∂T
∂z

)

+g=

ρC
∂T
∂t

+ρCU
∂T
∂x

+ρCV
∂T
∂y

(3.1)

oùρ est la densité du matériau,C la chaleur spécifique de celui-ci,k sa conductivité
thermique etg la chaleur produite pour une source interne. Les paramètresρ etC seront
considérés constants dans le volume élémentaire de calcul pour toutes les applications
traitées. Dans le cas ou aucune source interne n’est considérée,g prend la valeur nulle.U
etV représentent la vitesse de la source selon les directionsx et y respectivement. Ainsi,
l’équation différentielle de la conduction de la chaleur pour un massif semi-infini,
homogène avec des propriétés thermiques variables, une source de chaleur en
mouvement en surface et qui ne génère pas de chaleur s’écrit (équation de la conduction
de Fourier) :

∂
∂x

(

k(x,y,z)
∂T
∂x

)

+
∂
∂y

(

k(x,y,z)
∂T
∂y

)

+
∂
∂z

(

k(x,y,z)
∂T
∂z

)

=

ρC
∂T
∂t

+ρCU
∂T
∂x

+ρCV
∂T
∂y

(3.2)

L’équation générale du problème ayant été posée, nous allons maintenant présenter les
conditions aux limites du problème thermique.

3.2.2 Conditions aux limites thermiques

Les conditions aux limites de type thermiques peuvent être de deux types :

• Dirichlet : on impose la valeur de la température.
• Neumann : on impose un flux de chaleur.

Dans le cas de conditions de type Dirichlet on impose, sur les faces du volume
élémentaire sauf la face supérieure (z=0), une valeur à la variableT. Cela se traduit par
Ti, j ,k=Ts. Sur la face supérieure, une condition en flux de type Neumann est considérée.
Ce flux prend la forme donnée par l’équation (3.3).

q(x,y,z= 0, t) =−k
∂T
∂z

(3.3)
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Modèle 3D thermique

La figure 3.2 résume les conditions aux limites appliquées surle volume élémentaire de
calcul.

FI GURE 3.2: Conditions aux limites du problème thermique : flux imposé sur la surface
supérieure (z= 0), températureTs imposée sur les autres faces

L’équation du problème ainsi que ses conditions aux limites ayant été décrites, nous
allons nous attacher désormais à présenter l’adimensionnement utilisé pour la résolution
numérique.

3.2.3 Adimensionnement

3.2.3.1 Adimensionnement de l’équation de la chaleur

L’équation (3.2) peut s’écrire de façon adimensionnée en considérant la diffusivité
thermiqueD(x,y,z) = k(x,y,z)/ρC et les paramètres sans dimension suivant :

X =
x
a

; Y =
y
a

; Z =
z
a

; k=
k
k0

; D =
D
D0

; C=
C
C0

; ρ =
ρ
ρ0

; t =
t
τ

; T =
T −Ts

∆T

Pex =
aU
D0

;Pey =
aV
D0

; Fo=
D0τ
a2

avec respectivementk0 et D0 les conductivités et diffusivités thermiques de référence
(substrat dans le cas d’un matériau revêtu) etqmax la valeur maximale du flux de chaleur
imposé en surface.∆T correspond à l’élévation de la température caractéristique par
rapport à la condition limite en températureTs. On obtient ainsi l’équation sans
dimension :

∂
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∂X
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(3.4)
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3. Thermique

AvecPe le nombre de Péclet qui caractérise la vitesse de la source (selon les directionsx
ety) et Fo le nombre de Fourier qui caractérise le régime stationnaire. Ainsi, dans le cas
oùFo tends vers l’infini (suppression du régime transitoire), la résolution de l’équation
(3.4) donne immédiatement la solution en régime établi.

3.2.3.2 Adimensionnement des conditions aux limites

L’équation du flux de chaleur en surface (3.3) peut être adimensionnée en considérant
que la variation de température∆T est fonction du flux maximalqmax :

Q=
q

qmax
=− k

qmax

∆T
a

∂T̄
∂Z

∆T =
aqmax

k

Ainsi, l’équation (3.3) devient

Q=−∂T̄
∂Z

(3.5)

Afin de résoudre les équations différentielles du problème (équations de Lamé pour le
problème intérieur et équation du flux en surface) à l’aide des techniques de différences
finies, celles-ci doivent être transformées en équations discrètes. Ces équations discrètes
introduisent une erreur en accord avec la solution de l’équation différentielle partielle.
Nous allons donc nous attacher à présenter la discrétisation des équations.

3.2.4 Discrétisation

La discrétisation du problème thermique passe par deux étapes : la discrétisation du
problème intérieur, pour lequel l’équation de la chaleur est utilisée et la discrétisation des
conditions aux limites, où il faut discrétiser l’équation du flux de chaleur. Un champ de
température est imposé sur les autres faces du volume élémentaire.

3.2.4.1 Discrétisation du problème intérieur

Pour résoudre l’équation de la chaleur (3.4) à l’aide des méthodes multigrilles, nous
utilisons la méthode des différences finies. La discrétisation utilisée sur les termes aux
dérivées secondes de l’équation (3.4) est, comme pour le problème mécanique, une
discrétisation du second ordre. Les détails sont présentés en annexe E de ce rapport. Pour
la dérivée du premier ordre portant sur le terme convectif (terme associé au nombre de
Péclet), une dérivée arrière (3.6) est utilisée car elle permet une meilleure prise en
compte de l’effet de trainée, localisé à l’arrière de la source.

∂T
∂X

=
Ti, j ,k−Ti−1, j ,k

h
+O(hx) (3.6)
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Modèle 3D thermique

La discrétisation introduit une erreur. Afin de diminuer celle-ci, il faut diminuer le pas de
maillage (h), ce qui a pour conséquence d’augmenter le nombre de points de
discrétisation et donc la taille du système à résoudre. L’équation ainsi discrétisée s’écrit
en chaque point afin d’obtenir un système d’équations linéaires. Ce système peut s’écrire
à l’aide de matrices sous la forme générale d’un problème solvable à l’aide des
techniques multigrilles :

[A]h{T}h = { f}h

oùA est une matrice,T le vecteur des inconnues etf le second membre de l’équation.
Plusieurs méthodes peuvent donc être utilisée pour résoudre ce système, mais, comme
pour le cas des problèmes d’élasticité, une résolution itérative basée sur la relaxation de
Gauss-Seidel a été choisie.

3.2.4.2 Discrétisation des conditions aux limites

La discrétisation des conditions aux limites de type Neumann nécessite la discrétisation
de l’équation (3.5) à l’aide d’un schéma au second ordre centré qui s’écrit :

T̄i, j ,k−1 = T̄i, j ,k+1−2hQ (3.7)

L’inconnueT̄i, j ,k−1 est alors substituée dans l’équation de la chaleur discrétisée en
surface (z= 0, k= 0) à l’aide de la méthode dite des points fantômes [BRA 84]. Cette
méthode consiste à ajouter une série de points hors du volume élémentaire dans lequel
l’équation est résolue et à associer à chaque point une équation à discrétiser. Cette
technique est représentée sur la figure 3.3.

FI GURE 3.3: Méthode des points fantômes, conditions aux limites thermique de type
Neumann.

Résoudre le problème thermique en considérant des conditions aux limites de type
Neumann ajoute cependant plusieurs difficultés. Dans le but d’obtenir un solveur ayant
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3. Thermique

la même efficacité que celui utilisant les conditions aux limites de type Dirichlet, deux
conditions importantes doivent être satisfaites :

• conserver la consistance sur toutes les grilles,
• ne pas introduire d’erreurs locales.

Les deux conditions peuvent être satisfaites lorsque le point situé enk=−1 n’est pas
vraiment implémenté. Cette non-implémentation nous affranchit des problèmes de
transfert dans les différents opérateurs de transfert. Dans un cas unidimensionnel, la
condition de Neumann est utilisée lorsque l’on relaxe l’équation intérieure au point
k= 0, modifiant ainsi efficacement l’équation en ce point. En effetT−1 = T1−2hQ0 est
utilisée lorsque l’on relaxe l’équation intérieure au pointk= 0. Cette simple
modification permet au solveur d’obtenir la même efficacité que celle obtenue dans le
cas de conditions aux limites de type Dirichlet. Il est clair que les conditions aux limites
de type Neumann peuvent être implémentées d’une façon similaire au pointzn. Cette
approche s’étend simplement au cas multi-dimensionnel.
Venner et Lubrecht [VEN 00] relaxent le problème interne sur la surface en utilisant les
conditions de Neumann pour satisfaire les deux critères. Cette technique a été
implémentée ici afin d’obtenir une convergence optimale pour l’utilisation d’une
condition aux limites de type Neumann.
La figure 3.4 illustre la comparaison de la convergence pour un problème thermique de
type Hertzien résolu à l’aide de conditions aux limites de type Dirichlet et Neumann. La
source Hertzienne est caractérisée par les paramètres suivants :a=1, Tmax=π/4 ou
Qmax=1. Le volume élémentaire utilisé pour la modélisation du problème est un
parallélépipède de taille[16a;16a;8a] maillé à l’aide de 17*17*9 points sur le niveau 1.
La stratégie de calcul multigrilles utilisée est une stratégie globale utilisant 6 niveaux.
Ainsi, le pas de maillage sur la grille la plus fine est dea/32. 67 millions de points sont
ainsi utilisé pour le calcul, correspondant également au nombre de degrés de libertés du
problème.

Cette figure présente l’évolution du résidu en fonction du nombre de V-cycles utilisés
pour le calcul dans le cas de conditions aux limites de type Dirichlet (carrés) et de type
Neumann (cercles). Elle montre que la vitesse de convergence n’est pas affectée par le
type de condition limite (droites parallèles) mais que le résidu est plus grand dans le cas
des conditions de type Neumann, ce qui est normal puisque le solveur ne démarre pas
avec la solution exacte en surface dans cette configuration. Des phases de pré-relaxations
locales sont nécessaires pour diminuer le résidu près des frontières avant de résoudre le
problème sur toute la grille.
Le problème thermique et le modèle numérique multigrilles associé ayant été posés,
nous allons maintenant présenter plusieurs cas tests qui ont été réalisés afin de valider et
illustrer les possibilités de résolution de notre modèle pour des matériaux homogènes et
matériaux revêtus en régime permanent.
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FI GURE 3.4: Résidu=f(V-cycles) pour les C.L. de type Dirichlet et Neumann pour un
problème thermique de type Hertzien (a=1,Tmax=π/4 ouQmax=1). Le volume élémentaire
est un parallélépipède de taille[16a;16a;8a] maillé à l’aide de 17*17*9 points sur le
niveau 1. La stratégie de calcul multigrilles utilisée est une stratégie globale mettant en

jeu 6 niveaux pour les calculs.

3.3 Validation

L’étape suivante est la validation du modèle. Des simulations de complexités croissantes
pour lesquelles des solutions existent dans la littérature vont être réalisées et les résultats
comparés.

• Nous allons ainsi considérer en premier lieu un massif homogène (M) sur lequel est
appliqué un flux de chaleur disque (D), Hertzien (H) et bande (B) dans le cas
stationnaire pour lequel des solutions analytiques existent [JAE 42, LIU 04].

• Dans une seconde étape de validation, nous nous intéresserons au cas d’un flux bande
se déplaçant en surface d’un massif homogène. Dans le cas d’un nombre de Péclet
infini, il existe une solution dans la littérature [CAR 59] qui sera comparée aux
résultats de simulations réalisées pour des grands nombres de Péclet.

• La troisième étape de validation consistera en une comparaison numérique de résultats
obtenus à l’aide des méthodes MG et FFT. L’étude considérera un flux Hertzien se
déplaçant sur la surface du volume élémentaire. La vitesse de la source sera
caractérisée par des nombres de Péclet variés.

• Enfin, la dernière étape de validation du modèle consistera à comparer, dans le cas de
massifs revêtus (R) soumis à un chargement Hertzien (H), les solutions 2D calculées
par Leroy [LER 89a] dans ses travaux de thèse à des calculs 3D réalisés à l’aide du
modèle MG.
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3. Thermique

3.3.1 Modélisation du problème

Nous allons tout d’abord présenter la modélisation générale utilisée pour les différents
problèmes abordés dans cette étape de validation du modèle numérique.
Un volume fini de taille [Lx ;Ly ;Lz] est considéré. Un flux de chaleur, caractérisé par son
intensité et sa forme, se déplace à une certaine vitesse selon la directionx, Pe=Pex. Ce
volume peut représenter un matériau homogène (H) (k(x,y,z) constant) ou un matériau
revêtu (R) caractérisé par le rapport des conductivités du revêtement du substratkc/ks et
l’épaisseurec du revêtement. La stratégie de calcul employée est une stratégie locale ou
globale mettant en jeuxn niveaux (le niveaun est notéΩn). Dans le cas d’une stratégie
locale, le raffinement choisi est tridimensionnel et considère un rapport entre les niveaux
raffinés de 1/2 selon la profondeurzet de 3/4 selon les directionsx ety. Ce choix a été
motivé par le fait que le nombre de points utilisés pour les calculs selon la profondeur est
constant entre les niveaux raffinés et qu’un rapport 3/4 selon les autres directions permet
de capturer plus facilement les gradients de température dûs au flux de chaleur en surface
(effet de trainée par exemple).
Les différents flux utilisés pour la validation sont de type disque (D), Hertzien (H) et
bande (B). Ces flux sont appliqués à la surface (z= 0) du massif. Sur les autres faces, on
impose un champ de température. La figure 3.5 résume les notations utilisées.

FI GURE 3.5: Modélisation des différents problèmes thermiques : volume finis, repère et
type de source.

Les différents paramètres numériques utilisés pour ces simulations sont résumés dans le
tableau 3.1.

L’utilisation des fonctions de Green appliquées au problème thermique va maintenant
être abordée, au travers de flux de type disque et Hertzien.
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Validation

Problème niveaux niv. locaux Lx-Ly-Lz points points (Ωn) pas (Ωn)
M-D 9 3 16-16-8 118M 96M 1/128

M-H (S) 9 3 16-16-8 118M 96M 1/128
M-B 6 0 16-16-8 8.5M 8.5M 1/16

M-H (T) 6 0 16-16-8 8.5M 8.5M 1/16
R-H 9 3 16-16-8 118M 96M 1/128

TABLE 3.1: Paramètres utilisés pour la modélisation des différents problèmes de la sec-
tion validation. (S) source stationnaire. (T) source en mouvement.

3.3.2 Massif homogène - Différents flux - Régime établi

La première étape de validation du modèle consiste à comparer les résultats numériques
avec des solutions analytiques obtenues dans le cas de massifs semi-infinis, homogènes,
isotropes. La solution générale de l’équation de la chaleur pour une source en surface
d’un massif semi-infini a été déterminée par Jaeger [JAE 42]. Cette solution est donnée
par l’équation (3.8) :

T̄(X,Y,Z, t̄) =
∫ t̄

0

2

[4π(t̄− t̄ ′)]3/2

∫ ∫
Q(X′,Y′, t̄ ′)∗

e

[

−
(X−X′− [

∫ t̄
t̄ ′ Pex(τ̄)dτ̄])2+(Y−Y′− [

∫ t̄
t̄ ′ Pey(τ̄)dτ̄])2+Z2

4(t̄ ′− t̄ ′)

]

dX′dY′dt̄ ′

(3.8)

Dans le cas d’un flux stationnaire cette équation devient :

T̄(X,Y,Z, t̄) = Q(X,Y)⊗
∫ t̄

0
G(X,Y,Z, t̄− t̄ ′)dt̄ ′ (3.9)

L’intégrale de la fonction de Green de l’équation précédente a été déterminée de manière
algébrique par Liu et al. [LIU 04] dans le cas où la source se déplace à vitesse constante,
i.e.Pe= constant. Cette intégrale s’écrit :

∫ t̄

0
G(X,Y,Z, t̄− t̄ ′)d̄t′ = Gs(X,Y,Z, t̄) =

e−Pe(R−X)/2

4πR
[

2−er f c

(

Pe
√

t̄
2

− R

2
√

t̄

)

+e(R.Pe)er f c

(

Pe
√

t̄
2

+
R

2
√

t̄

)]

(3.10)

AvecR2 = X2+Y2+Z2.
Cette équation permet de déterminer le champ de température en surface d’un massif
semi-infini homogène soumis à une source de chaleur de géométrie quelconque en
mouvement. Plusieurs solutions analytiques peuvent être extraites à partir de cette
dernière équation.
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3. Thermique

3.3.2.1 Solutions analytiques

Dans le cas d’une source stationnaire en régime établi, i.e.Pe= 0 et t̄ = ∞, on obtient à
partir de la solution algébrique (3.10) :

∫ ∞

0
G(X,Y,Z, t̄− t̄ ′)d̄t′ = GPe(X,Y,Z) =

1
2πR

(3.11)

Notons que la même fonction de Green peut être obtenue pour un déplacement normal
dû à une contrainte normale en mécanique du solide.
• Pour un fluxQ(X,Y,Z = 0) = 1 appliqué sur un disque de rayonRay centré en
M(0,0,0) la solution devient :

∗ si R< Ray

T(X,Y,Z = 0) = Ray∗
2
π
∗
[(

1− π
2

) R2

Ray
2 +

π
2

]

(3.12)

Ray = 1; T(0,0,0) = 1; T(R= Ray,0) =
2
π

∗ si R> Ray

T(X,Y,Z = 0) = Ray∗
2
π

[

2∗
(

Ray
2

R2

)

−1

]

(3.13)

Cette solution est représentée sur la figure 3.6.

FI GURE 3.6:Représentation du flux de chaleur unitaireQ(X,Y,Z=0)=1 dans un disque
de rayonRay appliqué à la surface d’un massif semi-infini, homogène et isotrope - Champ

de température correspondant.

• Pour un flux HertzienQ(X,Y,Z = 0) =
√

1− [R/Ray]2 sur un disque de rayonRay

centré en M(0,0,0) les calculs donnent :

∗ si R< Ray
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T(X,Y,Z = 0) = Ray∗
π
8
(2− R2

R2
ay
) (3.14)

T(R= 0,0) = Ray∗
π
4

; T(R= Ray,0) = Ray∗
π
8

∗ si R> Ray

T(X,Y,Z = 0) =
1
4

Ray





(

2− R2

R2
ay

)

∗arcsin

(
Ray

R

)

+
R

Ray

√

1−
R2

ay

R2



 (3.15)

Cette solution est représentée sur la figure 3.7.

FI GURE 3.7:Représentation du flux de chaleur HertzienQ(X,Y,Z= 0) =
√

1− [R/Ray]2

appliqué à la surface d’un massif semi-infini, homogène et isotrope - Champ de tempéra-
ture correspondant.

Nous allons maintenant nous intéresser spécifiquement au problème du flux disque
unitaire (équations (3.12) et (3.13)).
Afin d’approximer les conditions de massif semi-infini, il est possible d’imposer aux
limites (hors surface) du volume fini les températures obtenues dans le cas d’une source
ponctuelle équivalente en surface ou d’avoir un volume dont la demi-largeur équivaut à
environ dix fois celle de la source.
La figure suivante illustre la configuration utilisée pour les calculs.

Modélisation du flux disque unitaire
Hypothèse de massif semi-infini :
Lx=Ly=2Lz > 2*demi largeur de source
Nombre de niveaux : n = 4 à 9
Pas de maillage surΩn : 1/32
Stratégie de calcul locale

On s’intéresse à l’erreur de modélisation introduite par la taille du domaine (Lx). Afin
d’observer l’évolution de cette erreur, le dernier niveau utilisé pour les calculs permet de
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3. Thermique

discrétiser la source avec le même nombre de points (65 pour cette étude). La figure 3.8
représente l’évolution de l’erreur relative sur la température au centre de la surface en
fonction de la taille du volume élémentaire utilisé par rapport à la solution analytique
développée à partir de l’équation (3.9).
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FI GURE 3.8: Effet de la taille du domaine surT(0,0,0) pour un flux unitaire dans un
disque avec une erreur de discrétisation constante : 65 points dans la source (sur la grille

la plus fine).

Les résultats de cette étude montrent que pour une discrétisation constante et en doublant
la taille du volume, l’erreur relative décroit, en accord avec l’hypothèse de massif
semi-infini. Watremetz [WAT 06] a réalisé une étude similaire en 2D montrant la même
décroissance de l’erreur avec l’augmentation de la taille du massif. Ces calculs
permettent de valider ainsi le modèle 3D sous ces conditions.

3.3.3 Massif homogène - Flux bande - Régime établi - Différents
Péclets

Tout problème thermique considérant une source de chaleur en mouvement peut être
caractérisé à l’aide du nombre de Péclet défini au début de ce chapitre. Jaeger [JAE 42] a
calculé le champ de température correspondant au déplacement d’une bande semi-infinie
à la surface d’un volume semi-infini. Pour les grandes valeurs du nombre de Péclet (i.e.
Pe>10), la chaleur diffuse à une faible épaisseur du solide pendant le temps pris par la
source pour se déplacer sur la surface. Il a été montré que le flux de chaleur est
approximativement perpendiculaire à la surface en tous points.
Dans le cas d’un flux de chaleur unitaire (q(X,Z = 0) = 0 pour−1≤ X ≤ 1) ayant la
forme d’une bande semi-infinie,T est donnée par Carslaw et Jaeger [CAR 59] et
rappelée par l’équation (3.16) :

T̄
√

Pe=

[
4
π
(1+X)

]1/2

(3.16)

La température moyenne est donnée par l’équation (3.17) :
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T̄moy ≈
4

3π1/2
Pe−1/2 (3.17)

Nous avons mené cette étude à l’aide de notre modèle en considérant une bande de
chaleur dont la longueur est grande devant l’épaisseur. La configuration est présentée sur
la figure suivante :

Flux bande en mouvement
Dimension du solide : [16a ;16a ;8a]
Nombre de niveaux : 6
Pas de maillage surΩ6 : 1/16
Stratégie de calcul globale
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FI GURE 3.9:Champ de température en surface obtenu dans le cas d’une bande de chaleur
semi-infinie avec un nombre de Péclet de 1 à 100. Solution analytique correspondant à un

nombre de Péclet infini.

Le volume élémentaire fini utilisé pour les calculs est de dimension [16a ;16a ;8a]. Le
maillage est constitué de six niveaux sans raffinement local. Les résultats obtenus
montrent l’évolution du champ de température dans la source en fonction de
l’accroissement du nombre de Péclet et sont présentés sur la figure 3.9. Les temps de
calculs sont de l’ordre de 4 minutes pour obtenir un résidu de 10−8 sur la solution.
L’erreur relative maximale observée entre la solution numérique pour un Péclet de 100 et
la solution analytique pour nombre de Péclet "infini" est de l’ordre du pour-cent. Ce
résultat permet donc la validation du modèle 3D via une solution analytique reposant sur
un formalisme bidimensionnel.
Nous avons présenté deux études montrant une bonne corrélation entre des résultats
théoriques et numériques, validant ainsi le calcul thermique en 3 dimensions dans le cas
d’un massif homogène. La prochaine étape de validation consiste à étudier le champ de
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3. Thermique

température pour une source Hertzienne à l’aide de notre modèle et d’un modèle basé
sur des techniques FFT développé au laboratoire [SAI 92].

3.3.4 Calculs et comparaisons FFT

L’étape suivante est la comparaison de résultats issus du code 3D-MG avec ceux issus
d’un modèle basé sur les techniques FFT dans le cas de simulations incluant divers types
de source. L’emploi de ces techniques a été motivé par le fait qu’il n’existe pas de
solutions analytiques directes dans le cas d’une source en mouvement caractérisé à l’aide
d’un nombre de Péclet quelconque. Un massif homogène, modélisé à l’aide d’un volume
élémentaire fini de taille [16a ;16a ;8a], sur lequel se déplace un flux Hertzien défini par
les paramètres :a= 1, Qmax= 1 a été considéré. Les différents nombres de Péclet
considérés pour le calcul prennent les valeurs suivantes :Pe=0.0001, 1.0, 2.0, 5.0 et 10.0.
La figure suivante présente la modélisation de ce problème :

Modélisation du problème Hertzien
Dimension du solide : [16a ;16a ;8a]
Nombre de niveaux : 6
Pas de maillage surΩ6 : h=a/32
Vitesse de source :U = f (Pex)
Stratégie de calcul globale 8.5M de DDL mis
en jeux.

Une stratégie de calcul globale a été utilisée, conduisant à avoir 65 points dans la source
selon les axesx et y sur le niveau le plus fin. Cette stratégie a été conservée pour tous les
nombres de Péclet étudiés. Les résultats FFT et MG sont présentés sur la figure 3.10.
Cette figure présente les champs de température obtenus en surface du massif pour les
différents nombres de Péclet. Les traits pleins représentent les solutions obtenues via le
logiciel thermique 3D-MG et les cercles les solutions obtenues par FFT. L’écart relatif
maximal‖TFFT −TMG‖∞ entre ces solutions ainsi que les temps de calcul sont présentés
dans le tableau 3.2.

Péclet ‖TFFT −TMG‖∞ Temps CPU MG Temps CPU FFT Résidu
0.00001 1.5∗10−3 4 minutes <1 minute 10−8

1.0 2.4∗10−3 4 minutes <1 minute 10−8

2.0 5.0∗10−3 4 minutes <1 minute 10−8

5.0 5.2∗10−3 4 minutes <1 minute 10−8

10.0 4.4∗10−3 4 minutes <1 minute 10−8

TABLE 3.2: Erreur relative maximale entre la solution MG et la solution FFT dans le cas
d’un flux de chaleur Hertzien.

Le tableau 3.2 montre que l’écart maximal entre les deux solutions est de l’ordre de 10−3
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FI GURE 3.10: Champ de température en surface obtenu dans le cas d’un flux Hertzien
via les méthodes FFT (o) et MG (-).

quelle que soit la valeur du nombre de Péclet. L’influence de ce dernier sur les temps de
calcul est négligeable. La comparaison des temps de calcul est indiquée afin de montrer
l’efficacité des méthodes multigrilles à traiter un grand nombre de points rapidement par
rapport à une autre méthode. Cette étude nous a permis de valider notre modèle et de
montrer ses performances dans un cas où il n’existe pas de solution analytique dans la
littérature.

3.3.5 Validation : massifs revêtus

La dernière étape de validation du modèle concerne les massifs revêtus. L’influence d’un
revêtement de surface, supposé adhérent sur un substrat donné est étudié. Le milieu
revêtu est soumis sur une partie de sa surface à un flux de chaleur connu. Ce type de
modélisation reproduit des problèmes réels très spécifiques, tel que l’utilisation de
revêtements à titre de barrières thermiques dans les aubes de turbine où les matériaux
mis en jeu sont soumis à des températures très élevées. Les simulations expérimentales
étant difficiles à mettre en place, les modèles numériques permettent de prévoir le
comportement du revêtement face à ces sollicitations extrêmes.
Le modèle étudié est présenté sur la figure 3.12. Il s’agit d’un système
revêtement/substrat donc les conductivités sont respectivement notéeskc etks. Un flux de
chaleurQ(x,y,z= 0) de type bande hertzienne (a= 0.5 mm,Q(x,y= 0,z= 0) = 106 W)
est appliqué en surface. Sur les autres faces du solide, une température nulle est imposée.
Les propriété thermiques du substrat sont :
ks = 46W/moC, ρs = 7800kg/m3, cs= 460J/kgoC, es=10 cm.
Les propriété thermiques du revêtement sont :
ρc=ρs, cc=cs et un rapport de conductivitékc/ks variable.
Les calculs ont été réalisés à l’aide d’une stratégie de résolution locale mettant en jeu 8
niveaux dont 3 raffinés. Le volume élémentaire considéré est de taille [16a ;16a ;8a]. La
technique de raffinement tridimensionnelle utilisée considère un rapport 1/2 entre les
niveaux raffinés selon la profondeurzet 3/4 selon les directionsx et y. La grille fine
possède un pas dea/64 et est maillée à l’aide de 96 millions de points. 118 millions de
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points sont utilisés au total pour réaliser le calcul 3D-MG. Le temps CPU pour effectuer
un calcul est de 10 minutes environ afin d’obtenir un résidu sur la solution de 10−8.

FI GURE 3.11:Modèle 3D thermique revêtement/substrat

Des études similaires sur le champ de température dans un bicouche ont déjà été
réalisées [FLO 85, LER 86]. Il s’agit ici de valider notre modèle en utilisant les résultats
obtenus par Jean-Marc Leroy [LER 89a]. L’effet de la conductivité du revêtement sur le
champ de température est spécifiquement étudié. Par comparaison avec le cas non
revêtu, la température maximale augmente ou diminue si le revêtement est plus isolant
ou plus conducteur que le substrat, comme le montre la figure 3.12 avecec = 1mm.
L’augmentation de température est d’autant plus concentrée sous la source de chaleur
que la conductivité du revêtementkc est faible par rapport à celle du substratks

[FLO 85].
La figure 3.12 montre le champ de température en surface d’un système
revêtement/substrat pour différents rapports de conductivité (kc/ks=2,1,0.5,0.1). Ces
résultats présentent les mêmes profils que ceux obtenus par Leroy à l’aide d’un modèle
2D. Lorsquekc > ks le revêtement absorbe rapidement la chaleur de la source. Celle-ci
se déplace rapidement vers le substrat et la température en surface est donc inférieure à
celle observée dans le cas non revêtu. Dans le cas oukc < ks, le revêtement à tendance à
conserver la chaleur, augmentant ainsi le gradient de température localement et donc la
température en surface. Cette étude permet ainsi de conclure sur la validation de notre
modèle numérique qui conserve une très bonne robustesse face aux divers types de
problèmes rencontrés.

3.3.6 Synthèse

Les différentes études menées à partir du logiciel 3D-MG sur des cas analytiques et des
comparaisons avec d’autres méthodes numériques ont permis de valider le modèle sur
différents cas tests : massifs homogènes, source en mouvement ou encore massifs

90

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0080/these.pdf 
© [H. Boffy], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



Résultats

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
0

50

100

150

200

250

300

x(mm)

T
(°

C
)

 

 

k
c
/k

s
=0.1

k
c
/k

s
=0.5

k
c
/k

s
=1.0

k
c
/k

s
=2.0

FI GURE 3.12: Distribution de température en surface pour différentes conductivités du
revêtement,ec = 1 mm

revêtus dans le cas d’un régime permanent.
En effet, les erreurs numériques obtenues pour ces différents cas sont de l’ordre du
pour-cent ou du pour-mille. Diverses études mettant en jeu les différents paramètres
thermiques vont maintenant être présentées, illustrant d’autres avantages du modèle
multigrilles mais également quelques unes de ses limites.

3.4 Résultats

Avant de conclure sur les aspects thermiques, nous allons présenter dans cette section
plusieurs études mettant en jeu des flux appliqués sur des surfaces rugueuses afin de
montrer l’efficacité du modèle à traiter des sources de chaleur quelconques à l’aide de
plusieurs millions de points et approcher des cas industriels réels. Puis nous nous
intéresseront à des massifs revêtus afin d’analyser l’influence des rapports de
conductivité entre le substrat et le revêtement ainsi que l’épaisseur de ce dernier. Ce type
d’analyse permet de tirer des conclusions sur l’utilisation des revêtements afin de
diminuer les contraintes thermiques à la surface du matériau protégé.

3.4.1 Massif homogène et flux quelconque

Les flux de chaleur étudiés jusqu’à présent dans ce chapitre à l’aide du modèle ont
permis la validation de celui-ci mais ne rendent pas compte des réalités industrielles
actuelles, où les flux de chaleur peuvent prendre des formes quelconques dues à l’état de
surface des matériaux. Le cas d’un flux de chaleur appliqué sur une surface rugueuse est
donc traité dans cette section au travers d’une étude mettant en jeu l’influence du nombre
de Péclet et de la longueur d’onde de la rugosité sur le champ de température.
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Modélisation des flux appliqués sur des surfaces rugueusesAfin de modéliser des
flux appliqués sur des surfaces rugueuses nous avons résolu le problème de contact entre
une sphère rugueuse et un plan lisse mobile. Le coefficient d’influence a été déterminé
numériquement à l’aide du modèle multigrilles, de la même manière que celle présentée
dans le chapitre mécanique, puis la pression de contact normale a été déterminée pour
différentes géométries de bille. La loi de Coulomb est adoptée pour régir les relations
entre pression normale et traction tangentielle. 3 cas de rugosités sont modélisés : deux
cas de rugosités de type sinusoïdal et un troisième de type gaussien. Nous considérons
que le flux est proportionnel aux pressions de contact et qu’il se dissipe entièrement dans
le plan mobile. Les flux obtenus sont caractérisés par leurs longueurs d’ondesλ suivant
les axesx et y et leurs amplitudes maximalesQmax. La longueur d’onde du flux
correspond à la longueur d’onde de la rugosité et l’amplitude des variations est liée au
rapport amplitude/longueur d’onde de la rugosité. Le flux moyen est pour tous les cas
égal à 2/3 :Qmoy= 2/3. Cette valeur a été choisie car elle correspond à celle d’un cas
lisse Hertzien dont la valeur maximale du flux estQmax= 1.
Le tableau 3.3 présente ces différentes caractéristiques.

Rugosité de surface λx λy Qmax Qmoy

Gaussienne (G) 0.2 0.2 6.55 2/3
Sinusoïdale 1 (S1) 0.2 0.2 3.45 2/3
Sinusoïdale 2 (S2) 0.4 0.4 3.45 2/3

TABLE 3.3: Caractéristiques des surfaces rugueuses

La modélisation utilisée est présentée sur la figure suivante :
Modélisation des flux rugueux
Dimension du solide : [16 ;16 ;8]
Flux moyen :Qmoy=2/3
Pas de maillage sur le niveau finΩn : 1/256
Stratégie locale : 10 niveaux, 5 raffinés
Ratios de raffinement : 1/2 selonz 3/4 selon
x et y

Afin d’étudier l’influence de la vitesse de la source sur l’allure du champ de température,
les calculs ont été réalisés pour chaque flux en considérant 3 vitesses, selon l’axe−x,
caractérisées par les nombres de Péclet :Pex=0, 10 et 100. La stratégie de calcul utilisée
est une stratégie locale avec 10 niveaux dont 5 globaux et 5 locaux. Le raffinement choisi
considère un ratio de 1/2 selon la profondeurzet de 3/4 selon les directionsx et y. Ainsi,
le maillage grossier de taille [16 ;16 ;8] est maillé à l’aide de 17*17*9 points et le
maillage fin est localisé sur un domaine [3.8 ;3.8 ;0.25] maillé à l’aide de 973*973*433
points. Un résidu de 10−5 sur la solution a été considéré menant à des temps de calcul
d’environ 4 heures pour traiter un cas. Plus de 600 millions de points sont utilisés pour
résoudre les calculs, ce qui représente un coup mémoire de 41 Gb. Ainsi 5 calculs ont pu
être effectués en parallèle sur une machine ayant une mémoire de 220 Gb et 24 coeurs.
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De plus, les mêmes configurations de calcul ont été utilisées pour déterminer le champ
de température dû à une source Hertzienne appliquée sur une surface lisse.
Les résultats sont présentés pour chaque nombre de Péclet en séparant les géométries de
surface Gaussiennes et sinusoïdales pour plus de clarté.
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FI GURE 3.13:Champ de température en surface (x,y= 0,z= 0) d’un massif homogène
obtenu pour la surface rugueuse G dans le cas stationnaire :Pex = 0.
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FI GURE 3.14:Champ de température en surface (x,y= 0,z= 0) d’un massif homogène
obtenu pour la surface rugueuse G pour une vitesse de source caractérisée parPex = 10.

Rugosité gaussienne G La figure 3.16 présente le champ de température en surface
d’un massif homogène soumis à un flux rugueux (G) dans le cas stationnairePe=0 ou en
considérant une vitesseUx caractérisée parPex=10 et 100. Les figures de gauche
présentent le champ de température sur l’axex et celles de droite le champ de
température en surface sur le niveau le plus fin, maillé à l’aide d’un million de points.
Cette étude montre l’habilité du modèle à traiter une rugosité quelconque grâce à sa
capacité à mailler la surface avec suffisamment de points sur le niveau le plus fin afin
d’obtenir une bonne discrétisation du problème. De plus, on constate que l’effort
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FI GURE 3.15:Champ de température en surface (x,y= 0,z= 0) d’un massif homogène
obtenu pour la surface rugueuse G pour une vitesse de source caractérisée parPex = 100.

numérique en termes de temps CPU reste le même pour n’importe quel nombre de
Péclet.
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FI GURE 3.16:Champ de température en surface (x,y= 0,z= 0) d’un massif homogène
obtenu pour les différents flux sinusoïdaux (S) et le flux Hertzien (H) pour des vitesses de

source caractérisées parPex=0, 10 et 100.

rugosités sinusoïdales S La figure 3.16 présente le champ de température en surface
d’un massif homogène obtenu pour les différents champs sinusoïdaux S et le champ
Hertzien pour des vitesses de source caractérisées parPex=0, 10 et 100. Ce champ de
température est représenté sur l’axex. Il est intéressant de noter que le champ de
température possède, pour chaque nombre de Péclet, le même profil en dehors de la
source. Au niveau de la source, on observe l’influence de la longueur d’onde et de
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l’amplitude des sinusoïdes sur le profil de température. Afin de quantifier cette influence,
on peut introduire un nombre de Péclet localPeloc exprimé à l’aide de l’équation (3.18).

Peloc =
λU
D

(3.18)

Ainsi défini, dans le cas d’un Péclet global de 100, on obtient des Péclet locaux de 20 et
40 selon la directionx pour les sources S1 et S2 respectivement. On trouve dans la
littérature de nombreux ouvrages faisant référence à la notion de Péclet local
[QUA 11, BIA 04]. Ces ouvrages soulignent l’importance d’avoir une discrétisation
suffisamment fine afin de décrire correctement le comportement du champ de champ de
température. Le critère imposé à la discrétisation est donné par la relation (3.19).

hΩ <
D

λU
(3.19)

La discrétisation choisie imposant un pashΩ=1/256 sur le niveau le plus fin, le critère est
amplement satisfait pour les différents cas étudiés.
Nous venons de voir que l’augmentation du nombre de Péclet et la forme de la source
n’altèrent pas la convergence de l’algorithme. Il faut cependant veiller à avoir
suffisamment de points pour discrétiser la source lors de l’augmentation du nombre de
Péclet. Nous allons maintenant voir que cette convergence peut être dégradée dans le cas
de fortes discontinuités à l’interface d’un système revêtement/substrat.

3.4.2 Systèmes revêtement/substrat

Nous allons maintenant nous intéresser à des massifs revêtus afin d’observer le
comportement du champ de température en surface et à l’interface du système. Cette
étude a été menée pour analyser l’influence d’un revêtement sur le champ de température
en surface d’un substrat mais également pour analyser l’une des limites du modèle : sa
capacité à traiter des fortes discontinuités.
Afin d’observer le comportement du champ de température en surface et à l’interface du
système pour les mêmes conditions thermiques, un flux de chaleur Hertzien est considéré
en surface. Les paramètres variables sont l’épaisseur du revêtementec et le rapport de
conductivité entre le revêtement et le substratkc/ks.
La modélisation utilisée est présentée sur la figure 3.17.
Plusieurs cas d’études peuvent être étudiés à partir de cette configuration. On s’intéresse
en premier lieu à l’influence globale de l’épaisseur du revêtement et du rapport de
conductivitékc/ks sur le champ de température en surface (z= 0). Un résidu de 10−8 sur
la solution a été considéré pour les calculs. Les temps CPU varient de 5 à 30 minutes en
fonction de la taille du revêtement, en effet, l’analyse d’un revêtement fin nécessite
d’avoir plus de points afin de discrétiser convenablement celui-ci (au moins 33 points
dans l’épaisseur). La figure 3.18 représente l’évolution de la température maximale en
surface du revêtement en fonction du rapport de conductivitékc/ks pour plusieurs
épaisseurs :ec=1, 0.5 et 0.25. Ces rapports de conductivité sont compris entre 0.1 et 10.

95

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0080/these.pdf 
© [H. Boffy], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



3. Thermique

FI GURE 3.17:Modélisation des problèmes revêtement/substrat soumis à un flux de cha-
leur Hertzien :qmax= 1, a= 1. Le domaine de calcul est un volume élémentaire de taille
[16 ;16 ;8] maillé à l’aide de 17*17*9 points sur la grille grosse. La stratégie de calcul est

locale, utilisant de 8 à 9 niveaux en fonction de la taille du revêtement.

10
−1

10
0

10
1

10
0

kc/ks

T̄
m

a
x

 

 

ec=0.25

ec=0.5

ec=1.0

FI GURE 3.18:Évolution de la température maximale en surface du revêtement en fonc-
tion du rapport de conductivitékc/ks. Épaisseurs de celui-ci :ec=1.0, 0.5 et 0.25.

La figure 3.18 montre que la température maximale en surface du revêtement, selon une
échelle logarithmique, possède un comportement quasi linéaire et ce quelle que soit
l’épaisseurec. La deuxième observation concerne la diminution de cette température
avec l’augmentation de l’épaisseur dans le cas où le rapportkc/ks est supérieur à 1. Le
revêtement est conducteur et la température se diffuse facilement à l’intérieur de celui-ci.
En revanche, si ce même rapport est inférieur à 1, on constate une diminution de celle-ci
avec la diminution de l’épaisseur. Le revêtement joue ainsi un rôle d’isolant, conservant
un maximum de quantité de chaleur en sa surface afin de protéger le substrat à
l’interface. Les coefficients directeurs des courbes obtenues sont résumés dans le tableau
3.4. On observe entre 30 et 40% d’augmentation de la pente lorsque l’on double
l’épaisseur du revêtement. Cette augmentation tend à diminuer avec l’augmentation de
l’épaisseur, caractéristique de l’effet asymptotique dû aux très grandes épaisseurs de
revêtement.
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Épaisseur (ec) 0.25 0.5 1.0
Pente :T̄max∗ks/kc 0.13 0.18 0.24

TABLE 3.4: Coefficients directeurs des courbes présentées sur la figure 3.18

Afin d’étudier le comportement asymptotique du maximum de température en surface du
revêtement, on trace l’évolution de la température maximale adimensionnée par rapport
à celle obtenue dans le cas non revêtuT̄max/T̄0 en fonction de l’épaisseur du revêtement
ec. La discrétisation et les temps de calculs sont les mêmes que pour le cas précédent.
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FI GURE 3.19: Évolution de la température maximale en surfaceT̄max/T̄0 par rapport à
l’épaisseur du revêtementec pour plusieurs rapports de conductivitékc/ks=0.1, 0.5, 2.5,

5.0

La figure 3.19 présente l’évolution de la température maximale en surface par rapport à
l’épaisseur du revêtementec pour divers rapports de conductivitékc/ks. On observe que
pour les grandes valeurs d’épaisseur de revêtementec, la température adopte le
comportement asymptotique donné par l’équation (3.20).

lim
t→(∞)

Tmax/T0 = ks/kc (3.20)

On s’intéresse désormais particulièrement au cas des grands rapports de conductivité
(kc/ks > 5) et des petites épaisseurs(ec < 0.5) de revêtement. De grands rapports de
conductivité entre revêtement et substrat sont utilisés dans le domaine aérospatial où les
rapportskc/ks peuvent atteindre des valeurs de 15-20. Ce type de problème engendre une
dégradation de la convergence de l’algorithme due à la discontinuité importante au
niveau de l’interface. Cette dégradation est d’autant plus importante que la discontinuité
est grande. La figure 3.20 illustre cette dégradation de la convergence pour un
revêtement d’épaisseurec = 0.5. 5 niveaux et 15 cycles sont utilisés pour la résolution.
Le massif est de taille [16 ;16 ;8] maillé à l’aide de 17*17*9 points sur la grille de niveau
1 (Ω1). La stratégie de calcul est globale.
On observe une diminution de la pente avec l’augmentation du ratiokc/ks traduisant
l’augmentation de l’effort numérique à fournir pour résoudre le problème.
Afin de palier à ce problème, on utilise le même type de procédé que celui utilisé dans le
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FI GURE 3.20:Évolution du résidu en fonction du nombre de cycles pour un problème de
thermique mettant en jeu un revêtement.ν0=10,ν1=ν2=5, t =0.5

problème mécanique pour traiter les conditions aux limites de type Neumann. Plusieurs
pré-relaxations sont utilisées autours de l’interface et on augmente le nombre de
relaxationsν0 utilisées sur le niveau grossier afin de faire converger celui-ci
suffisamment durant les V-cycles. Ce nombre de relaxations doit être d’autant plus
important que la discontinuité est grande [ALC 81].
L’amélioration de la convergence nous permet d’étudier plus efficacement le rôle de
barrière thermique joué par les revêtements sur le champ de température.
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FI GURE 3.21: Évolution de la température maximale en surface en surface en fonction
de l’épaisseur de revêtementec pour des rapports de propriétéskc/ks=5, 10, 15, 20, 30.

La figure 3.21 présente l’évolution de la température maximale en surface en fonction de
l’épaisseur de revêtement. On observe la diminution de cette température avec
l’augmentation du rapportkc/ks. Ainsi, un revêtement ayant une forte conductivité
subira moins de contraintes thermiques qu’un revêtement ayant une faible conductivité.
On observe maintenant le champ de température à l’interface.
La figure 3.22 présente l’évolution de la température maximale en surface et à l’interface
en fonction de l’épaisseur de revêtement pour deux rapports de conductivitékc/ks : 5 et
15. On constate que le comportement du maximum de température à l’interface suit le
même type de comportement que celui localisé à la surface. L’écart entre ces
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FI GURE 3.22:Évolution de la température maximale en surface (S) en surface et à l’in-
terface (I) en fonction de l’épaisseur de revêtementec pour des rapports de propriétés

kc/ks=5 et 15.

températures augmente avec l’augmentation de l’épaisseur du revêtement et diminue
avec l’augmentation du rapport de conductivité. Ainsi, la température devient presque
constante selon l’épaisseur pour des grands rapports de propriétés (T̄=f(x,y) dans le
revêtement) et les contraintes thermiques deviennent plus faibles à la surface du
revêtement.

3.4.3 Conclusion

Les diverses études présentées dans cette section ont permis de montrer la capacité du
modèle à traiter de nombreux problèmes thermiques à partir de l’équation de la chaleur.
Ces études ont mis en jeu des matériaux homogènes et revêtus, des sources lisses et
rugueuses mais également des nombres de Péclet variés afin d’observer l’influence de
ces différents paramètres sur le champ de température et sur les performances de
l’algorithme de résolution. Les coûts numériques thermiques n’ont pas été comparés à
ceux mécaniques puisque le nombre de degrés de liberté est triplé pour un problème
équivalent en termes de conditions aux limites.
D’un point de vue physique, nous avons quantifié le rôle des revêtements utilisés pour la
protection des substrats en considérant des applications extrêmes (forts gradients de
propriétéskc/ks) correspondant à des cas industriels. L’augmentation du rapport de
conductivité tend à uniformiser la température à l’intérieur du revêtement, protégeant
ainsi le substrat des contraintes thermiques.
Nous avons pu également constater que la convergence du problème se dégradait lorsque
l’on a affaire à d’importants gradients de propriétés mais que, monnayant un coût
numérique plus élevé en termes de relaxations, et par conséquent en temps CPU, une
bonne convergence pouvait être maintenue.
Nous allons maintenant présenter la façon dont nous avons combiner ce modèle
thermique et le modèle élastique présenté dans le chapitre précédent pour résoudre des
problèmes thermo-élastiques.
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3. Thermique

3.5 Modèle 3D thermo-élastique

3.5.1 Introduction

Les travaux réalisés jusqu’à présent se sont attachés aux problèmes de l’élasticité linéaire
et de la thermique. Nous avons pu constater durant l’étude bibliographique et dans ce
chapitre que les échanges thermiques avaient un rôle notable dans les problèmes de
contact. En effet, ils possèdent une influence sur les propriétés mécaniques et thermiques
des matériaux, et par conséquent sur les champs de déformations et de température à
l’intérieur de ceux-ci. Le modèle thermique développé nous permet l’évaluation, en 3
dimensions, du champ de température dans un milieu hétérogène soumis à un flux
quelconque. Ce champ de température peut être utilisé comme donnée d’un problème
thermo-élastique mettant en jeu un matériau hétérogène soumis à un chargement
quelconque. Il n’est pas question ici de réaliser un modèle de couplage
thermo-mécanique étant donné que nous nous plaçons à un instantt pour la résolution.
ainsi, les propriétés du matériau mis en jeu n’évoluent pas durant la résolution. L’objectif
de ce modèle est l’observation de l’influence du champ de température sur les champs de
contraintes à l’intérieur d’un matériau hétérogène. Nous allons présenter les équations de
la thermo-élasticité, les conditions aux limites du problème et la discrétisation des
équations. Puis, une étape de validation du modèle sera réalisée avant de présenter une
étude sur le rôle protecteur des revêtements céramiques multi-couches.

3.5.2 Équations de la thermo-élasticité

Dans le cas d’un système où les conditions aux limites s’opposent au champ de
déplacement, le phénomène de dilatation engendre la génération de contraintes qui
s’additionnent au champ existant. La loi de Hooke (2.2) s’écrit alors :

[σ] = [C] : ([ε]− [εth]) (3.21)

où [C] est le tenseur de rigidité du quatrième ordre. 81 coefficients sont théoriquement à
déterminer pour ce tenseur. Cependant, dans les cas où l’on peut considérer une
condition de symétrie des contraintes et des déformations, ont peut réduire ce nombre à
36. Si l’on développe la notation tensorielle (3.22), on obtient l’équation suivante :

σi j = 2µεi j +λθδi j − (3λ+2µ)δi j αT i, j = 1, ...,3 (3.22)

Selon le même principe qu’en mécanique classique, on obtient les équations de Lamé
généralisées thermo-élastiques en reportant l’équation (2.6) dans les équations
d’équilibre et en utilisant l’équation (3.22) :

(λu j , j),i +(µui, j), j +(µuj ,i), j − ((3λ+2µ)αT),i = 0 i, j = 1, ...,3 (3.23)

Les propriétés peuvent varier selon toutes les directions de l’espace. Le système (3.23)
s’écrit alors :
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3.5.3 Conditions aux limites thermo-élastiques

Comme pour le problème élastique ou le problème thermique, il existe deux types de
conditions aux limites dans un problème thermo-élastique :

• les conditions de type Neumann, où l’on impose des dérivées. Celles-ci requièrent,
comme nous l’avons vu, un traitement particulier durant la phase de résolution du
problème.

• les conditions de type Dirichlet, où l’on impose une valeur. Cette valeur est de type
déplacement.

Ici, une condition mécanique de type Neumann est considérée à la surface du volume
(z= 0). Sur toutes les autres faces, un champ de déplacement est imposé. Un champ de
température, déterminé à l’aide du modèle thermique, est quant à lui imposé en tout
point du volume.

3.5.4 Discrétisation des équations de la thermo-élasticité

La discrétisation utilisée pour les équations de la thermo-élasticité se base sur la
discrétisation au second ordre utilisée pour l’équation de la chaleur et les équations de
Lamé en élasticité. Cette discrétisation introduit ainsi également une erreur de
discrétisation d’ordre 2.
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3. Thermique

3.5.5 Validation

Afin de valider le modèle 3D thermo-élastique, nous allons comparer les résultats
obtenus avec :

• une étude réalisée en 2 dimension à l’aide d’un logiciel d’éléments finis : ANSYS.
• la même étude réalisée à l’aide d’un logiciel utilisant les techniques FFT développé

par Jean Marc Leroy [LER 89b].

Problème étudié

La figure suivante présente le cas 3D étudié :

Validation du modèle thermo-élastique
Dimension du solide : [13cm ;13cm ;1cm]
Nombre de niveaux : 5
Pas de maillage surΩ5 : h=1/32 cm
Stratégie de calcul globale
17 millions de DDL mis en jeux.

Il s’agit d’un flux constantQ= 107 W/m2 qui est dissipé sur une source de chaleur de
largeurl=1 cm. La longueur, la largeur et la profondeur du milieu étudié sont
respectivementLx = 13 cm,Ly = 13 cm etLz = 1 cm. Dans l’étude en 2 dimensions
menée par les techniques éléments finis et FFT, on travaille dans le plan (x,y= 0,z).
L’étude réalisée en 3D est physiquement acceptable étant donné que la dimensionLy est
grande devant la taille du contact et la profondeur du domaine. Le matériau étudié est un
aluminium dont les caractéristiques sont répertoriées dans le tableau 3.5 :

E 7.1010 Pa
ν 0.33
k 240 W/(m.oC)
ρ 2700 Kg/m3

C 860 J/(Kg.oC)
α 24.10−6 (oC)−1

TABLE 3.5: Caractéristiques thermo-élastiques de l’aluminium.

Les températures et les déplacementsu, v et w sont imposés nuls sur les faces du volume
hormis sur la surface supérieure où le flux de chaleur est imposé. Cette surface est libre
de se dilater.
Nous avons utilisé 5.7 millions de points afin de discrétiser le problème sur le niveau le
plus finΩ5 à l’aide des méthodes multigrilles, ce qui représente environ 17 millions de
degrés de liberté à résoudre. Pour l’étude par éléments finis, le maillage est constitué de
1784 noeuds de discrétisation et 1404 éléments isoparamétriques rectangulaires à 4
noeuds (Q4).
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Modèle 3D thermo-élastique

Comparaison des résultats

Le tableau 3.6 présente les valeurs maximales des différentes quantités calculées par la
méthode des éléments finis (FEM), la méthode de transformée de Fourier (FFT) et par
notre modèle multigrilles (MG).

quantité maximale calculéeFEM FFT MG
Température (o) 260 258 261

Déplacementw (µm) -46 -46 -47
Déplacementu (µm) -22 -22 -23
Contrainteσzz (Mpa) 47 49 49
Contrainteσxx (Mpa) -280 -283 -281

TABLE 3.6: Comparaison des valeurs maximales obtenues via les méthodes FEM, FFT
et MG.

Le tableau 3.6 montre que les résultats obtenus à l’aide des différentes méthodes
présentent une bonne corrélation. En effet, l’erreur maximale observée sur les résultats
est de l’ordre du pourcent. Cette étude nous permet donc de valider le modèle 3D
thermo-élastique pour un massif homogène. Nous allons maintenant réaliser une
application mettant en jeu des revêtements céramiques afin d’illustrer les possibilités de
ce modèle.

3.5.6 Application

Cette application s’intéresse au rôle des matériaux céramiques à protéger un substrat des
fortes contraintes thermiques. Les céramiques, aux contraires des métaux, sont souvent
plus résistantes à l’oxydation, à la corrosion ou encore à l’usure.
Deux configurations de barrière thermique (TBC) sont considérées. Celles-ci ont été
décrites par Cao et al. [CAO 04] et sont représentées sur la figure 3.23.
Les propriétés thermiques et mécaniques des composants de ces barrières sont résumées
dans le tableau 3.7.

Matériau E (GPa) ν α (K−1)
La2Z2O7 175 0.25 9.1∗10−6

Ceria :CeO2 172 0.27 13∗10−6

YSZ 40 0.22 10.7∗10−6

Bond Coat : NiCoCrAlY 86 0.3 17.5∗10−6

Substrat : IN737 197 0.3 16∗10−6

TABLE 3.7:Propriétés des matériaux constituant les barrières thermiques (TBC) étudiées.

Pour la modélisation numérique du problème, nous avons considéré un volume de taille
[6mm ;6mm ;2mm]. Les épaisseurs de couches céramiques pour les deux configurations
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3. Thermique

FI GURE 3.23:Système de revêtement double céramique [CAO 04]. (a) revêtement céra-
mique composé deLa2Z2O2 en surface. (b) revêtement céramique composé de Ceria en

surface.

TBC sont les suivantes :

configuration (a) :
eLa2Z2O2 = 200µm, eYSZ= 200µm, eBondCoat= 150µm.
configuration (b) :
eCeria = 150µm, eY SZ= 300µm, eBondCoat= 150µm.

Ces paramètres sont présentés sur la figure 3.24.

FI GURE 3.24:Modélisation des problèmes TBC. (a) revêtement céramique composé de
La2Z2O2 en surface. (b) revêtement céramique composé de Ceria en surface.

Une température uniforme a été imposée dans tout le volume. Cette température prend
les valeurs suivantes : 473, 773 et 1273 degrés Kelvin (K). Pour ces températures, les
valeurs des différents modules de Young, coefficients de dilatation et coefficients de
Poisson de chacun des matériaux restent inchangées [CAO 04]. Des déplacements nuls
ont été considérés sur chacune des faces du volume exceptée en surface (z= 0) où les
déplacements sont laissés libres. Aucune contrainte n’est appliquée en surface.
La stratégie multigrilles utilise 6 niveaux dont 1 raffiné. Le niveau 1 est maillé à l’aide de
13*13*5 points et le niveau 6 à l’aide de 289*289*65 points. Le temps CPU est de 20
minutes environ pour obtenir un résidu de 10−10 sur la solution.
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Modèle 3D thermo-élastique

Résultats

Sous l’effet de la température, le massif a tendance à se comprimer sur lui même,
engendrant de fortes contraintes de compressionσxx. Nous allons donc nous intéresser
particulièrement à ces contraintes en les traçant dans le plan médian (x,y= 0,z) du
volume. La figure 3.25 présente la contrainte moyenne de compressionσxx dans ce plan
pour les configurations TBC (a) et (b) à différentes températures.
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FI GURE 3.25:Contraintes de compressionσxx dans les revêtements TBC (configurations
(a) et (b)) pour différentes températures : 473, 773 et 1273 Kelvin.

Les résultats obtenus montrent que le champ de contrainte varie peu dans les différentes
couches de revêtement. L’effet du coefficient de dilatation de chaque couche du
revêtement est mis en évidence : la contrainte de compression est deux à trois fois plus
faible dans celles-ci que dans le substrat. Les travaux de Vassen et al. [VAS 01] ainsi que
ceux de Wilden et al. [WIL 01] mettent en évidence le rôle d’isolant thermique tenu par
la couche céramique supérieure. Afin d’assurer ce rôle, celle-ci doit avoir une
conductivité thermique plus faible que celle du YSZ situé juste en dessous. Ils ont
également montré que les performances cycliques thermiques du système
(a)-(La2Z2O7/YSZ) étaient meilleures que celles du système (b)-(CeO2/YSZ) qui est
plus efficace dans la résistance aux chocs thermiques.
Les résultats obtenus à l’aide du modèle corroborent ces observations qui étaient
néanmoins prévisibles. En effet, la diminution de la contrainte de compression entre les
deux configurations est majoritairement due au coefficient de dilatation de la couche
supérieure, dont le rapport est de 1.4 entre les deux céramiques testées.

3.5.7 Conclusion

Nous avons présenté dans cette section un modèle 3D thermo-élastique basé sur les
équations de Lamé thermo-élastiques. Ce modèle est l’extension naturelle des travaux

105

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0080/these.pdf 
© [H. Boffy], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés
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réalisés en thermique sur l’équation de la chaleur et en mécanique du solide sur les
équations de Lamé pour l’élasticité linéaire.
Ce modèle a été conçu afin de pouvoir tenir compte d’une variation quelconque des
propriétés selon toutes les directions de l’espace, en particulier des variations de
propriétés en fonction de la température. Une validation du modèle à l’aide d’une
solution extraite de la littérature a été réalisée puis une application aux barrières
thermique a été présentée.
Cette application a permis de montrer l’efficacité des techniques multigrilles à modéliser
un ensemble de couches minces et à résoudre le problème associé dans des temps de
calculs faibles.

3.6 Synthèse

Au cours de ce chapitre, nous avons montré que l’algorithme 3D multigrille localisé
utilisé précédemment pour résoudre les équations d’élasticité est tout aussi efficace pour
résoudre l’équation de la chaleur de Fourier. L’algorithme a cependant été modifié afin
de traiter différemment les conditions aux limites de type Neumann, qui utilisent, pour
ce problème, la méthode des points fantômes. L’avantage de cette méthode est qu’elle
n’altère pas la convergence de l’algorithme. Plusieurs validations sur des massifs
homogènes ou revêtus dans des cas stationnaires ou considérant une source en
mouvement ont été effectuées, montrant les performances du modèle à résoudre tout
type de problème thermique de façon précise (1 millions de points en surface sur le
niveau fin) pour des coûts numériques faibles (temps CPU et mémoire).
Les différents cas d’études présentés illustrent le comportement du champ de
température en surface et à l’interface d’un système revêtement/substrat. Durant l’étude
de ces systèmes, nous avons été confrontés à des problèmes de convergence engendrés
par la discontinuité des propriétés au niveau de l’interface. Il est cependant possible de
mener une résolution efficace à ces problème moyennant un coût numérique plus
important en termes de temps CPU. Cette augmentation des temps de calcul est due à la
nécessité de croître le nombre de relaxations utilisées durant les différentes phases de
cycles FMG. Le comportement des revêtement à forte conductivité a été spécifiquement
abordé afin de montrer les effets bénéfiques de celui-ci sur le champ de température en
surface d’un substrat et par conséquent sur le champ de contrainte thermique engendré.
Enfin, nous avons présenté le développement et la validation d’un modèle 3D
thermo-élastique basé sur l’assemblage des modèles thermiques et élastiques. Les
avantages majeurs de ce modèle par rapport à ceux existant sont sa capacité à modéliser
tout type de variations de propriétés à l’intérieur d’un matériau et à résoudre un
problème mettant en jeu un nombre important de degrés de libertés dans des temps de
calculs faibles.
Dans le prochain chapitre, nous aborderons les problèmes de nature mécaniques au
travers d’études sur des matériaux hétérogènes.
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Chapitre 4

Milieux polycristallins

Dans ce dernier chapitre sont abordés des problèmes mettant
en jeu des matériaux dont les propriétés varient selon toutes
les directions de l’espace. Ces variations de propriétés se

caractérisent au sein même de la microstructure des
matériaux qui a donc été modélisée à l’aide d’une méthode de

partition de l’espace. Des calculs de contraintes dans
plusieurs milieux hétérogènes sont effectués avant de conclure
sur la durée de vie en fatigue de ceux-ci à l’aide d’un critère
extrait de la littérature et des représentations graphiques de

type Weibull.
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Introduction

4.1 Introduction

Dans les précédents chapitres de cette thèse, nous avons présenté le contexte de notre
étude et les différentes techniques numériques développées pour la résolution des
problèmes de thermique et de mécanique du contact. Des études ont été présentées pour
montrer les performances des modèles en termes en précision et de coûts numériques
(temps CPU et espace mémoire). Ces techniques ont permis une modélisation
macroscopique 3D du comportement des matériaux isotropes (homogènes, revêtus, à
gradients de propriétés) soumis à des sollicitations simples.
L’objectif de ce dernier chapitre est de montrer comment notre modèle peut intégrer, à
l’aspect multi-échelles des problèmes de contact, l’échelle microstructurale des
matériaux. Nous allons détailler comment, à l’aide des méthodes multigrilles, nous
réalisons une description multi-échelles au niveau des grains des matériaux, en associant
à chaque grain des propriétés mécaniques propres. Ce modèle simplifié n’intègre pas les
joints entre les grains. La continuité des déplacements entre ces derniers a donc été
considérée.
Nous allons aborder en premier lieu la modélisation géométrique et numérique des
grains puis nous présenterons les champs de contraintes obtenus dans le cas de
chargements mécaniques Hertziens. Enfin, nous utiliserons un modèle de fatigue existant
dans la littérature pour estimer la durée de vie d’une population de milieux hétérogènes
dans le cas de sollicitations de contacts roulants sans frottement.

4.2 Modélisation des grains

4.2.1 introduction

Les observations microscopiques réalisées sur des aciers de type roulement montrent que
leur microstructure peut être considérée comme une assemblage de grains, que l’on peut
modéliser numériquement à l’aide de polyèdres. La figure 4.1 présente une photographie
d’un acier cémenté, réalisée au microscope, montrant la structure micro-cristalline. Une
solution de nital a été utilisée pour colorer les grains.
Une des méthodes retenue pour modéliser ce type de micro-structure est la tessellation
de Voronoï, qui va maintenant être décrite.

4.2.2 Principe de la méthode

La méthode de tessellation de Voronoï est une technique de partition de l’espace qui a été
introduite au milieu des années 80 par Johann Dirichlet [DIR 50]. Cette méthode a été
généralisée aux espaces àn dimensions par le mathématicien Georgy Voronoï [VOR 08].
Afin de modéliser les polyèdres, on définit un ensemble de pointsP={p1, p2, ..., pn},
appelés points de nucléations, dans l’espace à 3 dimensionsR

3. Cet ensemble de points
est inclus dans un volumeV.
On appelle diagramme de Voronoï de l’ensembleP l’ensemble des régions polyédriques
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4. Milieux polycristallins

FI GURE 4.1: Photographie de la microstructure d’un acier cémenté.

convexes notées{Vor(p1),Vor(p2), ...,Vor(pn)}. Chacune des régionsVor(pi) est
associée à un pointpi et est constituée des points de l’espace dont la distance avecpi est
plus courte qu’avec celle des autres points deP. SoitM un point de l’espace, cela se
traduit mathématiquement par l’expression(4.1).

Vor(pi) = {d(pi ,M)6 d(p j ,M)∀ j,∀M ∈ R
3} (4.1)

Ainsi, la frontière de chacune des régionsVor(pi) est la plus petite enveloppe des plans
médiateurs des segments reliant le centre (pi) à tous les autres points (p j ). Chacune des
faces est commune à 2 polyèdres.
La figure 4.2 illustre cette méthode de création d’enveloppe 3D à l’aide des plans
médiateurs.

FI GURE 4.2: Illustration du principe de la méthode de tessellation de Voronoï en 3D.
Construction des plans médiateurs à partir de a : 2 points, b : 3 points et c : 10 points.

En appliquant cette méthodologie pour chacun des pointspi dans le volumeV, on
obtient une partition de celui-ci en polyèdres convexes bornés.
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Modélisation des grains

4.2.3 Construction du maillage

4.2.3.1 triangulation de Delaunay

La construction du maillage, basée sur la tessellation de Voronoï, a été réalisée à l’aide
de l’outil Voronoï de Matlab, étendu au cas tridimensionnel. Cet algorithme est basé sur
la méthode de la triangulation duale de Delaunay [DEL 34].
Cette triangulation s’obtient en reliant les paires de points qui possèdent une facette de
Voronoï en commun. De cette façon, la détermination des régions polyédriques de
Voronoï sert à situer précisément la forme de toutes les surfaces communes entre
chacune des paires de points qui interagissent. La figure 4.3 illustre un exemple de
Tesselation de Voronoï et de triangulation de Delaunay en 2 dimensions obtenue pour
une répartition aléatoire de 15 points.
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FI GURE 4.3: Tesselation de Voronoï et triangulation de Delaunay en 2 dimensions obte-
nue pour une répartition aléatoire de 15 pointspi .

Dans l’espace à 3 dimensions, on détermine les sommets des polyèdres à partir des
centres de gravité des tétraèdres de Delaunay. Les plans sont obtenus en déterminant les
deux tétraèdres adjacents à chacune des faces de Delaunay. On obtient les polygones de
Voronoï en cherchant tous les tétraèdres adjacents à chacun des plans de Delaunay.
Enfin, chaque polyèdre de Voronoï est déduit en déterminant tous les plans de Delaunay
qui contiennent le point considéré. Des travaux très détaillés sur ce type de modélisation
en 2 dimensions ont été réalisés par Aurenhammer et Klein [AUR 00]. Il existe dans la
littérature plusieurs types de travaux sur la modélisation en 3D. Celle-ci peut être de
deux types : globale ou incrémentale.
Dans le cas d’une méthode globale, tous les pointspi sont nécessaires à la construction
des polyèdres. Les méthodes incrémentales sont quant à elles des méthodes
intrinsèquement dynamiques qui nécessitent l’utilisation d’algorithmes complexes
comme celui de Watson [WAT 81]. Ces derniers permettent de mieux contrôler la
répartition des polyèdres mais requièrent l’implémentation de plusieurs étapes qui
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4. Milieux polycristallins

peuvent être très coûteuses en termes de temps de calcul. C’est pour cette raison qu’une
méthode globale a été retenue. Pour plus d’informations sur les méthodes incrémentales,
le lecteur peut se rapporter aux travaux de thèse de Lachihab [LAC 04].

4.2.3.2 Positionnement des points de nucléation

La disposition des points de nucléationpi dans l’espace permet de piloter la dispersion et
la taille des polyèdres de Voronoï. Une disposition régulière de ces points engendre une
répartition régulière des polyèdres dans l’espace. Si l’on considère un maillage cubique
régulier des points de nucléation dans l’espace (hx=hy=hz=h) l’algorithme de tessellation
produit un assemblage de cubes d’arrêtesh, comme le montre la figure 4.4.

FI GURE 4.4: Tesselation de Voronoï obtenue pour un maillage régulier selon toutes les
directions de l’espace. a : volume élémentaire, b : positionnement régulier des points de

nucléation, c : tesselation de Voronoï.

Lors de la procédure de tessellation, nous avons veillé à ce qu’il n’y ait pas de variation
significative de la taille des polyèdres dans le volume élémentaire.
Afin d’atteindre cet objectif, on débute la procédure en considérant un maillage de points
répartis régulièrement dans le volume élémentaire de calcul (hx=hy=hz=h). Nous avons
alors considéré que chacun de ces points était le centre d’une sphère de rayonR (avec
R< h/2). Puis, on les déplace de manière aléatoire (utilisation d’une fonction random) à
l’intérieur de la sphère dont ils sont le centre. La figure 4.5 illustre, en 2 dimensions,
cette procédure de création de maillage aléatoire à partir d’un maillage régulier.
Les résultats sont conformes aux développements théoriques de Brakke [BRA ] et
vérifient entre autre les relations de Euler-Poincaré pour les polyèdres 3D :

v+ f = e+2 n=
6v

v+4
e=

3v
2

f =
v
2
+2

Avecv le nombre de points,f le nombre de faces,e le nombre de segments etn le
nombre de segments par face.
Le type de maillage obtenu en 3 dimensions pour un volume de taille[2;2;1] est
représenté sur la figure 4.6.
Nous avons détaillé la méthode de modélisation utilisée pour l’étude des milieux
polycristallins. Cette méthode, basée sur la tessellation de Voronoï, fait l’objet de travaux
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Modélisation du problème numérique

FI GURE 4.5: Disposition des points de nucléations à partir d’un maillage régulier. a :
maillage initial et choix d’un rayon de sphèreR, b : maillage aléatoire contrôlé par la

taille des sphère.

FI GURE 4.6: Maillage 3D obtenu à l’aide de la tesselation de Voronoï à l’intérieur d’un
volume élémentaire de taille [2 ;2 ;1]. Environ 4000 grains sont modélisés.

en mécanique du solide, au travers d’études via les éléments finis notamment
[WAR 10, WAR 12, CAI 03].
Nous allons maintenant présenter en détail la modélisation utilisée pour les différents cas
d’étude menés.

4.3 Modélisation du problème numérique

La description géométrique de la microstructure est donc assurée via une procédure de
tessellation de Voronoi. Cette section est dédiée à la présentation des différents cas que
nous avons étudiés et à leurs modélisations numériques.
Un volume élémentaire fini de taille [Lx ;Ly ;Lz] est considéré sur lequel un champ de
pression Hertzien est appliqué, caractérisé par son rayona0 et son intensité maximaleP0.
Ce volume peut représenter :

• un matériau homogène (Les valeurs deE et ν sont identiques et constantes pour tous
les grains)

• un matériaux à variation de densité volumique selon la profondeurz (variation de la
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4. Milieux polycristallins

densité des propriétés du revêtement en fonction de la profondeur, i.e.d(Ec,νc)= f (z))
• un matériau hétérogène (répartition aléatoire deE et ν entre les différents grains).

La stratégie multigrilles de calcul est une stratégie locale mettant en jeuxn niveaux (le
niveaun est notéΩn). Le raffinement est tridimensionnel et piloté pour que le niveau le
plus fin possède une taille de [2a0 ;2a0 ;a0]. Ce choix est motivé par le fait que la
tessellation de Voronoï a été réalisée uniquement sur un volume de cette taille pour des
raisons d’espace mémoire et de temps de calcul : à titre d’exemple, la modélisation d’un
milieux polycristallin contenant 4000 grains maillés à l’aide de 2000 points par grains
environ nécessite la création d’un fichier de données de taille 150 Mo et une heures de
procédure de calcul sous Matlab. En dehors de cette zone, les propriétés attribuées au
massif sont les propriétés moyennes de la zone polycristalline. La figure suivante
présente le volume élémentaire de calcul.

Modélisation de milieux polycristallin
Volume élémentaire [Lx ;Ly ;Lz]
Nombre de niveaux : n
Pas de maillage surΩn : a0/128 oua0/256
Stratégie de calcul locale

Les études réalisées concernent un milieu à variation de densité volumique (VD) et
plusieurs milieux hétérogènes (HE) qui seront décrits par la suite.
Les différents paramètres numériques utilisés pour la résolution sont référencés dans le
tableau 4.1.

Problème niveaux niveaux locaux [Lx-Ly-Lz]//a0 points (Ωn) pas (Ωn)
VD 9 4 8-8-4 32M 1/256
HE 8 3 8-8-4 8M 1/128

TABLE 4.1: Paramètres utilisés pour la modélisation des différents problèmes polycris-
tallins.

Pour les conditions aux limites mécaniques, nous imposons en surface une pression
Hertzienne dont les paramètres sonta0 = 1 etP0 = 1. Comme nous voulons comparer les
résultats avec ceux obtenus pour un massif semi-infini homogène, nous imposons comme
condition aux limites sur les autres faces du volume les déplacements obtenus dans le cas
d’un massif semi-infini homogène soumis à la même pression Hertzienne. La figure 4.7
donne une représentation du volume élémentaire et des conditions aux limites choisies.
Nous venons de détailler la modélisation mise en place pour la résolution numérique des
problèmes mécaniques à l’échelle micro-structurale. La difficulté majeure rencontrée
lors de la mise en place de celle-ci provient du coût numérique requis par la tessellation
de Voronoï pour un ensemble de points de nucléation et un maillage important. Les
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Contraintes dans les milieux polycristallins

FI GURE 4.7: Conditions aux limites des problèmes polycristallins.

autres étapes demeurent, quant à elles, des procédés classiques de modélisation. Nous
allons maintenant présenter les résultats obtenus en termes de contraintes à l’aide du
modèle 3D-MG pour les différents cas d’étude.

4.4 Contraintes dans les milieux polycristallins

4.4.1 Introduction

Le calcul des contraintes est maintenant présenté. Les déplacements sont déterminés en
tout point du volume élémentaire de calcul à l’aide du solveur multigrilles et les
contraintes sont ensuite calculées à partir de la loi de Hooke (cf chapitre mécanique).
Deux cas d’étude sont présentés : un milieu polycristallin constitué de 2 familles de
grains donc la densité varie linéairement entre les surfaces supérieure et inférieure du
domaine et plusieurs milieux hétérogènes avec des variations de propriétés décrites selon
une répartition Gaussienne d’écart type 2.5% par rapport à la valeur moyenne. Les temps
de calcul, de coûts mémoire et les résidus sur la solution seront présentés pour chacun
des cas.

4.4.2 Milieu à variation de densité volumique

Une première application correspond à la modélisation d’un matériau ayant subi un
dépôt de particules à l’aide d’un jet plasma pour créer un revêtement à variation de
densité volumique [HU 98, ZHA 11, KHO 99]. Nous obtenons un milieux constitué de 2
types de grains donc la densitéd varie linéairement entre les surfaces supérieure et
inférieure du domaine. Les cristaux du matériau déposé possèdent un module de Young
trois fois plus élevé que ceux du matériau constituant le substrat. 16 000 grains sont
utilisés pour la modélisation et chacun est maillé à l’aide de 2000 points en moyenne. La
figure 4.8 présente la description géométrique utilisée numériquement et une
photographie SEM d’un revêtement à variation de densité volumique réalisé à l’aide
d’un procédé de déposition plasma [KHO 99].

115

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0080/these.pdf 
© [H. Boffy], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



4. Milieux polycristallins

FI GURE 4.8: Milieu polycristallin à variation de densité volumique : variation linéaire
de la densitéd des grains mis en jeu - Photographie SEM d’un revêtement à variation de

densité volumique réalisé à l’aide d’un procédé de déposition plasma [KHO 99]

Une convergence de 10−5 sur la solution est considérée. Le temps de calcul CPU est de
1h30 environ sur un ordinateur de bureau. Toutes les composantes du tenseur des
contraintes sont calculées. Seule la contrainte de Von-Mises est tracée ici, dans le plan
(x,y= 0,z), sur la figure 4.9.
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FI GURE 4.9: Contraintes de Von-Mises dans le plan(x,y= 0,z) dans un milieu polycris-
tallin à variation de densité volumique : variation linéaire de la densité du revêtement au

travers du milieu polycristallin (d=1 pourz/a=0 - d=0 pourz/a=1).

La faible densité de revêtement en profondeur implique que les grains le constituant se
comportent comme un ensemble d’inclusions dures à ce niveau. En effet, la
représentation des contraintes de Von-Mises sur la figure 4.9 montre qu’il existe plusieurs
maxima situés au niveau de la profondeur de Hertz (0.4< z/a< 0.6). Ces maxima sont
observables aux frontières (joints) entre les grains du revêtement et ceux du substrat et
leur intensité (σVM(max) = 1.12) est environ trois fois supérieure à celle obtenue dans le
cas d’un massif homogène (σVM(max) = 0.366) et deux fois supérieure à celle obtenue
dans le cas d’un revêtement à gradient de propriété linéaire sans prise en compte d’une
description géométrique à l’échelle du grain (σVM(max) = 0.55). Cette étude montre
l’importance de la prise en compte de l’hétérogénéité des propriétés mécaniques. Afin de
rendre compte d’une façon plus générale de ces effets microstructuraux, nous allons
nous intéresser au cas d’un milieu polycristallin hétérogène.
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Contraintes dans les milieux polycristallins

4.4.3 Milieux polycristallins hétérogènes

Nous considérons ici des milieux qualifiés de "polycristallins hétérogènes". La
répartition des modules de Young entre les grains est de type Gaussienne, d’écart type
2.5% de la valeur moyenne. Le coefficient de Poisson est constant. Huit milieux ont été
générés aléatoirement. Un seul milieu est présenté car aucune différence notable n’a été
observée sur les résultats. La figure 4.10 illustre la répartition des modules de Young
dans ce milieu.
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FI GURE 4.10: Exemple de répartition Gaussienne des modules de Young (en termes de
points) dans le domaine polycristallin.

4000 grains sont maillés à l’aide de 2000 points chacun environ. Un résidu de 10−5 sur
la solution a été considéré, menant à des temps de calcul CPU de 15 minutes environ sur
un ordinateur de bureau.
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FI GURE 4.11: Contraintes de Von-Mises dans le plan(x,y = 0,z) dans un milieu ho-
mogène et dans un milieu polycristallin hétérogène avec une répartition Gaussienne du

module de Young d’écart type 2.5% de la valeur moyenne.

On s’intéresse aux contraintes de Von-Mises obtenues pour les milieux hétérogènes que
l’on compare avec celles obtenues dans le cas d’un matériau homogène. La figure 4.11
les représente dans le plan(x,y= 0,z). La différence entre les valeurs maximales de est
assez faible, inférieure à 5% :σVM(max) = 0.364 dans le cas homogène etσVM(max)
compris entre 0.372 et 0.378 pour les différents cas hétérogènes. La prise en compte
d’une hétérogénéité géométrique, représentant en 1ere approche une microstructure au
niveau des grains, permet ici de constater que certains grains sont plus sollicités que
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4. Milieux polycristallins

d’autres au niveau de la profondeur de Hertz. Ces grains sont ceux qui possèdent un
module de Young plus élevé que la moyenne.

4.4.4 Synthèse

Différents types de répartition des propriétés mécaniques dans des milieux hétérogènes,
décrits comme un agrégat de grains avec des propriétés différentes, ont été modélisés. Le
but est d’étudier à cette échelle le comportement du champs de contraintes. Toutes les
composantes du tenseur des contraintes sont calculées. Les résultats obtenus ont été
comparés à ceux présentés dans le chapitre mécanique, où un comportement homogène
et isotrope est supposé.
Les observations réalisées montrent l’importance de la prise en compte de ces effets. En
effet, on observe des maximas locaux dus à des gradients de propriétés importants entre
les différents grains constituant le milieu. Ces maximas sont d’autant plus importants
que les rapports de propriétés entre les grains sont grands. Ces derniers se comportent
alors comme un ensemble d’inclusions dures ou ductiles à l’intérieur d’un matériau
homogène. Ainsi, une variation de 2.5% sur E implique une variation inférieure à 5% de
la contrainte de Von-Mises.
Les concentrations de contraintes observées agissent comme des catalyseurs susceptibles
de se développer sous sollicitations cycliques. Les étapes suivantes consistent donc à
étudier le comportement d’un matériau, à cette échelle, sous sollicitation cyclique. Nous
nous intéressons ici à un chargement de type roulement pur.

• L’estimation de la durée de vie sera faite en utilisant un critère extrait de la littérature
[IOA 85].

• Enfin une étude de la dispersion de la durée de vie autour d’une valeur moyenne sera
réalisée en utilisant les lois de type Weibull avec comme objectif de relier la
dispersion obtenue en fatigue avec la distribution aléatoire des propriétés par grain.

4.5 Durée de vie en fatigue des milieux polycristallins

4.5.1 Introduction

La fatigue est un processus d’accumulation de dommages qui se manifeste par des
dégradations internes progressives des propriétés des matériaux. Le mécanisme de
rupture par fatigue consiste généralement en trois étape : l’initiation de fissures, leur
propagation puis la rupture du matériau mis en jeu. La durée de vie des matériaux suit
ces trois étapes, qui peuvent être plus ou moins longues en fonction des propriétés de
ceux-ci et des conditions de chargement auxquelles ils sont soumis.
La phase d’initiation de fissures est un événement très localisé qui est fortement affecté
par la distribution aléatoire des propriétés et des défauts qui existent au niveau
microstructurel. De plus, les frontières entre chaque grain agissent comme des
discontinuités physiques, ce que nous avons vu dans la section précédente. Le modèle
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Durée de vie en fatigue des milieux polycristallins

développé permet de quantifier à cette échelle l’influence de la distribution aléatoire des
propriétés sur les champs de contraintes et de déformations.
Nous allons présenter en premier lieu le critère de fatigue retenu pour cette étude puis,
dans une seconde partie, présenter et critiquer les résultats obtenus au travers de
plusieurs représentations graphiques.

4.5.2 Critère de Lundberg-Palmgren

C’est sur la base de la théorie statistique de Weibull [WEI 39] que Lunberg et Palmgren
[LUN 47] ont proposé des concepts de durée de vie des roulements. Ils se sont basés sur
le constat des détériorations du matériau dans un volume restreint, de profondeur limitée,
défini par la théorie de Hertz (en élasticité) et en faisant l’hypothèse que l’influence de la
contrainte de cisaillement maximale est prépondérante.
Ils ont exprimé la probabilité de défaillance comme étant une fonction puissance de la
valeur maximale de la contrainte de cisaillementτ, de la profondeurz à laquelle elle
s’exerce, du nombre de foisN (nombre de cycles) où cette contrainteτ est répétée,
pondéré par les exposants matériaux déterminés expérimentalemente, c et h. La
formulation mathématique est donnée par l’équation(4.2).

ln

(
1
S

)

∝
NeτcV

zh (4.2)

AvecN le nombre de cycles pour une probabilité de survieS, τ la valeur maximale de la
contrainte de cisaillement,V le volume du matériau soumis au chargement etz la
profondeur de la contrainteτ.
Cette formulation a été utilisée pour calculer la durée de vie en introduisant la notion de
capacité dynamique de chargeC (charge pour laquelle 90% de la population atteint un
million de de révolutions) qui est traduite par la relation (4.3) (ISO 281).

L10 =

(
C
P

)n

(4.3)

Plusieurs expériences ont été menées afin de déterminer les constantesc, h ete. Les
valeurs trouvées sontc=31/3,h=7/3 ete=10/9 pour les contacts ponctuels ete=9/8 dans
le cas de contacts linéiques [IOA 85]. Ces valeurs ont été utilisées afin de calculer
l’exposantn de la formulation normée, menant àn=3 dans le cas de roulements à billes
etn=10/3 dans le cas de roulements à rouleaux.

4.5.3 Critère de Ioannides-Harris

A partir des travaux de Lundberg-Palmgren, Ioannides et Harris [IOA 85] ont développé
une relation afin de prendre en compte l’existence d’une durée de vie en fatigue
pratiquement infinie, constatée dans certaines applications, en introduisant une limite de
fatigue du matériauτm dans l’équation (4.2) appliquée à un volume élémentaire de
matière∆V positionné à la profondeurZ. Cette relation est donnée par l’équation (4.4).
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4. Milieux polycristallins

ln

(
1
S

)

∝
Ne(τ− τm)

c∆V

Zh (4.4)

Avec∆V le volume élémentaire dans lequel la contrainte de cisaillementτ est appliquée,
Z la profondeur à laquelle est située le volume élémentaire etτm la limite de fatigue en
cisaillement.
La probabilité de défaillance définie ici concerne le volume exposé au risque dans lequel
τ > τm. L’avantage de ce modèle est que tout critère de fatigue est admissible dans la
mesure où celui-ci peut-être calculé à partir des composantes du tenseur de contrainte
local.

4.5.4 Distribution statistique de Weibull

La loi de distribution de Weibull est couramment utilisée dans le domaine de l’analyse de
la durée de vie des roulements de part sa flexibilité. En effet, elle permet de représenter
au moins approximativement une infinité de lois de probabilité.
En considérant le paramètre de formek et le nombre de cyclesLD correspondant àD%
de défaillance, la densité de probabilité de la loi est donnée par l’équation (4.5).

f (K,k,LD) = ln(2)

(
k

LD

)(
N
LD

)k−1

exp

[

−ln(2)

(
N
LD

)k
]

(4.5)

On peut alors définir la fonction de répartition (4.6) qui peut s’écrire de manière inverse
(4.7).

F(N,k,LD) = 1−exp

[

−ln(2)

(
N
LD

)k
]

(4.6)

N = LD

[
ln(1−F)
ln(1/2)

]1/k

(4.7)

Avec F la probabilité de défaillance du système. Si le taux de défaillance diminue au
cours du temps alorsk prend une valeur inférieure à 1, i.ek< 1. Dans le cas où ce taux
est constantk= 1 et enfin si celui-ci augmente avec le temps on a alorsk> 1. Le suivi
de cette variable peut fournir une indication au sujet de la cause des pannes, on peut alors
les lister de façon hiérarchique.

• Un taux de panne décroissant suggère un phénomène de rupture précoce, avec des
éléments défectueux rapidement en panne ; le taux diminue donc au cours du temps,
quand les éléments fragiles sortent de la population.

• Un taux de panne constant suggère que les pannes ont une cause stationnaire.
• Un taux de panne croissant suggère une usure ou un problème de fiabilité, c’est à dire

que les éléments ont de plus en plus de chances de tomber en panne dans le temps.
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Durée de vie en fatigue des milieux polycristallins

On détermine les paramètres de la loi à l’aide de régressions linéaires, en exprimant la
fonction de répartition sur une échelle logarithmique. Cela se traduit par l’équation (4.8)
qui permet l’écriture de l’équation (4.9).

ln(1−F) =−ln(2)(N/LD)
k (4.8)

ln

(

ln

(
1

1−F

))

= k∗ ln(N)−k∗ ln(LD)+ ln(ln(2)) (4.9)

Le paramètrek correspond à la pente de la droite obtenue à l’aide de l’équation (4.9) et
le nombre de cyclesLD correspond à l’ordonnée à l’origine.

4.5.5 résultats

4.5.5.1 critère de fatigue

Le critère de Ioannides-Harris permet l’estimation de la durée de vie. Le critère a été
adapté pour une utilisation dans le cadre d’un milieu 3D à l’échelle des grains. Nous
considérons le volume du grain le plus endommagé∆Vg, la profondeur de son point de
nucléationZg, le nombre de cycles auquel il est soumisN0 et la contrainte de Von-Mises
limite σVML. Ainsi, la probabilité de survie d’un grain appartenant à l’ensemble est
donné par l’équation (4.10).

log(
1
Sg

) ∝
AN0

e(σVMg −σVML)
c

Zg
h ∆Vg (4.10)

où A est une constante. Les coefficientsc, h et eemployés pour ce critère sont ceux
utilisés pour des roulements à billes :c=31/3,h=7/3 ete=10/9.
A partir de l’équation (4.10), il est possible d’exprimer la probabilité de survie de
l’ensemble à l’aide de l’équation (4.11).

log(
1
S
) = BNe∑

g

(
(σVMg −σVML)

Zg
h ∆Vg

)

(4.11)

AvecB une constante etS la probabilité de survie du système (0< Sg < 1). Ainsi, il est
possible de tracer, pour une contrainte de Von-Mises limiteσVML et pour chacun des
milieux, le nombre de cycles effectués avant défaillance du système en fonction de la
pression appliquée.

4.5.5.2 Chargement

Pour l’application du critère de fatigue, un chargement à pression imposée Hertzienne,
en roulement sans frottement, a été considéré. La modélisation du volume élémentaire
utilisée pour cette étude est la même que celle présentée précédemment pour l’étude des
contraintes de Von-Mises dans un milieu hétérogène. Le champ de pression (a0 = 1,
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4. Milieux polycristallins

P0 = 1) se déplace à la surface du milieu, selon une vitesseVx dans la directionx. La
distance parcourue par la source en un pas de temps est équivalente à 5 pas de maillage
du niveau le plus finΩ8. On rappelle que ce niveau est de taille[2a0;2a0;a0] et est maillé
à l’aide de 257*257*129 points, ce qui mène à réaliser 51 calculs pour décrire un cycle
de chargement. Ainsi, la distance parcourue par la source étant plus petite que la
dimension caractéristique des grains pour cette configuration (environ 13 points par
grain selonx), tous peuvent voir passer le champ de pression en leur surface. La figure
suivante présente ce trajet dans le plan(x,y= 0,z) et les paramètres numériques utilisés.

Critère de fatigue : chargement
Volume élémentaire [8a0 ;8a0 ;4a0]
Nombre de niveaux : 8
Pas de maillage surΩ8 : a0/128
Stratégie de calcul locale

Chaque calcul requiert un espace mémoire de 8 gigas environ. Ainsi, 8 calculs, dont la
durée est de 15 minutes, ont pu être lancé en parallèle sur une machine possédant 10
coeurs et 64 gigas de mémoire. 8 milieux hétérogènes ayant été modélisés, cela
représente 408 calculs qui ont pu ainsi être réalisés en moins de 13 heures.

4.5.5.3 Application : critère de fatigue

A chaque étape du trajet de chargement, les déplacements ont été déterminés sur 8
milieux Gaussiens à l’aide du modèle 3D-MG et les contraintes de Von-Mises calculées
à l’aide d’un post-traitement effectué sous Matlab. Les contraintes de Von-Mises sont
moyennées à l’intérieur de chacun des grains. On peut alors observer quels sont les
grains dont la contrainte de Von-Mises a dépassé la contrainte limiteσVML. Ces grains
représentent les volumes dans lesquels le processus d’endommagement peut s’amorcer.
La contrainte de Von-Mises étant directement proportionnelle à la pression appliquée, on
considère plusieurs cas de chargement compris entre 2400 et 3300 MPa. La constanteA
est imposée à 10−15 et la contrainte limiteσVML à 900 MPa. L’équation (4.11) nous
permet de tracer l’évolution du nombre de cycles effectués avant défaillance en fonction
de la pression appliquée pour différentes probabilités de défaillance du système. La
figure 4.12 représente cette évolution pour respectivement 10, 50 et 90% de défaillance
dans chacun des 8 milieux (L10, L50 et L90). Le cas homogène est également représenté
afin de rendre contre de l’influence des 10% de variation sur le module de Young dans le
matériau.
Cette figure montre que la dispersion de la durée de vie des différents milieux
hétérogènes est faible dans le cas des fortes charges. En revanche, celle-ci augmente
fortement avec la diminution de la charge. On observe également une nette diminution
de la durée de vie par rapport à un milieux homogène que nous allons quantifier à l’aide
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FI GURE 4.12: Évolution du nombre de cycles effectués avant 10, 50 ou 90% de dé-
faillance dans chacun des 8 milieux polycristallins pour différents niveaux de pression

appliqués.

des diagrammes de Weibull.

4.5.5.4 Application : diagrammes de Weibull

On s’intéresse désormais à la représentation de la durée de vie de l’ensemble de ces
milieux à l’aide de représentations graphique de type Weibull. Pour cette étude, 3
niveaux de charges ont été choisis afin d’observer la dispersion obtenue sur les courbes
précédentes : 2813, 2700 et 2606 MPa. Pour chacune de ces valeurs de pression, nous
avons représenté la probabilité de défaillance de l’ensemble àL10, L50 et L90 en fonction
du nombre de cycles. Les dérivées des courbes obtenues, également tracées, représentent
la probabilité de trouver une défaillance dans l’ensemble en fonction du nombre de
cycles.

Ph=2813 MPa : Les diagrammes de Weibull présentés sur les figures 4.13 et 4.14
montrent successivement les probabilités de défaillance et les probabilités de trouver une
défaillance dans l’ensemble des milieux hétérogènes pour une chargePh=2813 MPa à
L10, L50 et L90. On obtient un facteur de formek de valeur 13.56. Cette valeur élevée est
caractéristique d’une faible dispersion de la durée de vie pour une population considérée.
Les nombres de cycles moyens correspondant à 10, 50 et 90% de défaillance sont
respectivementL10 = 410,L50 = 2250 etL90 = 6600. Dans le cas homogène, on obtient
L10 = 802,L50 = 4375 etL90 = 13000 dans les mêmes conditions de chargement. Ces
résultats indiquent que la variation du module de Young conduit à une faible dispersion
en termes de durée de vie entre les différents échantillons et à une diminution assez
prononcée de la durée de vie de ceux-ci par rapport à celle d’un milieu homogène : le
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ratio entre les deux est de 1.7.
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FI GURE 4.13:Diagrammes de Weibull présentant les probabilités de défaillance de l’en-
semble des milieux hétérogènes pour une chargePh=2813 MPa àL10, L50 et L90 en fonc-

tion du nombre de cyclesN effectués.
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FI GURE 4.14: Diagrammes de Weibull présentant les probabilités de trouver une dé-
faillance dans l’ensemble des milieux hétérogènes pour une chargePh=2813 MPa àL10,

L50 et L90 en fonction du nombre de cyclesN effectués.

Ph=2700 MPa : Les diagrammes de Weibull présentés sur les figures 4.13 et 4.14
montrent successivement les probabilités de défaillance et les probabilités de trouver une
défaillance dans l’ensemble des milieux hétérogènes pour une chargePh=2700 MPa à
L10, L50 et L90. Le facteur de formek prend la valeur 6.26. Les nombres de cycles
moyens correspondant à 10, 50 et 90% de défaillance sont respectivement
L10= 1.35∗104, L50 = 7.4∗104 etL90 = 2.2∗105. Pour un milieu homogène, soumis au
même chargement, on obtientL10 = 4.56∗104, L50 = 2.5∗105 et L90 = 7.3∗105. Ces
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Durée de vie en fatigue des milieux polycristallins

résultats indiquent que la variation du module de Young conduit à une dispersion notable
en termes de durée de vie entre les différents milieux et à une diminution prononcée de la
durée de vie de ceux-ci par rapport à celle d’un milieu homogène : le ratio entre les deux
est de 3.4. Ce ratio est 2 fois supérieur à celui obtenu pour une pressionPh de 2818 MPa.

0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
x 10

4

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 N : nombre de cycles

 P
ro

ba
bi

lit
é 

de
 d

éf
ai

lla
nc

e 
de

 
l’e

ns
em

bl
e 

à 
L1

0

 

 

P
h
=2700MPa

4 5 6 7 8 9 10
x 10

4

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 N : nombre de cycles

 P
ro

ba
bi

lit
é 

de
 d

éf
ai

lla
nc

e 
de

 
l’e

ns
em

bl
e 

à 
L5

0

 

 

P
h
=2700MPa

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3
x 10

5

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 N : nombre de cycles

 P
ro

ba
bi

lit
é 

de
 d

éf
ai

lla
nc

e 
de

 
l’e

ns
em

bl
e 

à 
L9

0

 

 

P
h
=2700MPa

FI GURE 4.15:Diagramme de Weibull présentant les probabilités de défaillance de l’en-
semble des milieux hétérogènes pour une chargePh=2700 MPa àL10, L50 et L90 en fonc-

tion du nombre de cyclesN effectués.
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FI GURE 4.16: Diagramme de Weibull présentant les probabilités de trouver une dé-
faillance dans l’ensemble des milieux hétérogènes pour une chargePh=2700 MPa àL10,

L50 et L90 en fonction du nombre de cyclesN effectués.

Ph=2606 MPa : Les diagrammes de Weibull présentés sur les figures 4.13 et 4.14
montrent successivement les probabilités de défaillance et les probabilités de trouver une
défaillance dans l’ensemble des milieux hétérogènes pour une chargePh=2606 MPa à
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4. Milieux polycristallins

L10, L50 et L90. Le facteur de formek prend maintenant la valeur 2.63 montrant une forte
augmentation de la dispersion par rapport aux cas précédents. Les nombres de cycles
moyens correspondant à 10, 50 et 90% de défaillance sont respectivement
L10 = 7.6∗105, L50 = 4.1∗106 et L90 = 1.2∗107. Pour un milieu homogène, soumis au
même chargement, on obtientL10 = 9.3∗106, L50 = 5.0∗107 et L90 = 1.5∗108. Ces
résultats indiquent que la variation du module de Young conduit à une forte dispersion en
termes de durée de vie entre les différents milieux et à une diminution forte de la durée
de vie de ceux-ci par rapport à un milieu homogène : le rapport est de 12.1. Ce ratio est 7
fois supérieur à celui obtenu pour une pressionPh de 2818 MPa et 3 fois et demi
supérieur à celui obtenu pour une pressionPh de 2700 MPa.
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FI GURE 4.17:Diagramme de Weibull présentant les probabilités de défaillance de l’en-
semble des milieux hétérogènes pour une chargePh=2606 MPa àL10, L50 et L90 en fonc-

tion du nombre de cyclesN effectués.
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FI GURE 4.18: Diagramme de Weibull présentant les probabilités de trouver une dé-
faillance dans l’ensemble des milieux hétérogènes pour une chargePh=2606 MPa àL10,

L50 et L90 en fonction du nombre de cyclesN effectués.

126

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2012ISAL0080/these.pdf 
© [H. Boffy], [2012], INSA de Lyon, tous droits réservés



Durée de vie en fatigue des milieux polycristallins

Résumé : Le tableau 4.2 présente un récapitulatif des différents paramètres de Weibull
obtenus pour les 8 milieux polycristallins hétérogènes pour les différentes pressionsPh

considérées.

Ph L10 L50 L90 k
2813 410 2250 6600 13.56
2700 1.35∗104 7.4∗104 2.2∗105 6.26
2606 7.6∗105 4.1∗106 1.2∗107 2.63

TABLE 4.2: Paramètres de Weibull obtenus à l’aide des 8 échantillons pour différents
niveaux de pressions.

Afin de rendre compte de l’effet de dispersion entre les différents échantillons, traduit
par le facteur de formek, on représente celui-ci à l’aide de la figure 4.19. Cette figure
montre la répartition de la durée de vie dans la population àL10 pourPh=2813, 2700 et
2606 MPa et met clairement en valeur l’augmentation de la dispersion avec la
diminution de la charge.
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FI GURE 4.19:Répartitions de la durée de vie des échantillons àL10 pourPh=2813, 2700
et 2606 MPa.

4.5.6 Conclusion

Cette dernière section s’est concentrée sur l’analyse du rôle des propriétés des grains
dans le processus d’endommagement lors d’un chargement de type roulement sans
frottement. Un critère de fatigue, basé sur la contrainte équivalente de Von-Mises
moyennée à l’intérieur de chaque grain, a été défini puis utilisé afin de déterminer la
durée de vie et le facteur de dispersion d’une population constituée de 8 échantillons
soumis à plusieurs intensités de chargements. Les grains constituant ces échantillons
possèdent des modules de Young répartis avec±10% de variation selon une dispersion
de type Gaussienne. L’introduction de cette variation de propriétés dans un milieu
entraine une diminution de sa durée de vie et une dispersion de celle-ci d’autant plus
importante que le chargement auquel il est soumis est faible. L’utilisation du modèle
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4. Milieux polycristallins

3D-MG a permis de réaliser un important volume de calculs pourdes temps CPU qui ne
peuvent pas être atteint à l’aide des méthodes conventionnelles utilisées pour ce genre de
problème. Ce type de modélisation peut ainsi être utilisé et calibré à l’aide de données
expérimentales afin d’évaluer la durée de vie en fatigue d’un milieu quelconque.
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Synthèse

4.6 Synthèse

Ce dernier chapitre nous a permis d’illustrer les compétences et la robustesse du modèle
3D-MG face à un milieu polycristallin.
La modélisation de ce type de milieu a été réalisée à l’aide de la technique de tessellation
de Voronoi, qui est basée sur le principe de la triangulation de Delaunay. L’avantage de
cette méthode est qu’elle permet de réaliser une infinité de maillages constitués de
polyèdres dont le volume et le nombre de faces sont pilotés par la répartition des points
de nucléation.
La modélisation numérique utilisée nous a permis de réaliser un maillage local englobant
le milieu polycristallin et contenant plusieurs millions de points afin de mailler
abondamment chaque polyèdre. Les temps CPU et les coûts mémoire résultant de cette
modélisation montrent que cette méthode permet de résoudre efficacement plusieurs
problèmes en parallèle sur un simple ordinateur de bureau.
Différents types de milieux polycristallins ont été modélisés afin de s’approcher des
réalités industrielles et d’évaluer les contraintes à l’intérieur de ceux-ci lorsqu’ils sont
soumis à un chargement mécanique Hertzien. Nous avons constaté que les grains
jouaient le rôle d’inclusions, pouvant être dures ou ductiles, influant sur la durée de vie
globale du milieu. En effet, des zones de sur-contraintes liées à des gradients de
propriétés importants entre les différents grains sont observables et constituent des sites
privilégiés pour l’amorçage du phénomène d’endommagement. Le type de chargement
et l’état de surface mis en jeu jouent également des rôles prépondérants dans ce
phénomène, influant sur la profondeur à laquelle les contraintes maximales sont
observables.
La dernière étape de ces travaux a été l’étude de la durée de vie de ces milieux dans le
cas d’un chargement de type roulement sans frottement. Les résultats ont été obtenus
pour une population constituée de 8 échantillons dont les polyèdres possèdent un module
de Young variant selon une répartition Gaussienne à±10%. Une diminution prononcée
de la durée de vie de cette population par rapport à un milieu homogène a été observée,
soulignant l’importance de considérer les aspects micro-structuraux. Nous avons
également pu caractériser la dispersion dans la durée de vie des échantillons à l’aide du
facteur de forme de Weibull, qui varie fortement avec le chargement imposé.
Une perspective à ces travaux peut concerner l’augmentation du nombre d’échantillons
afin d’étudier une population plus grande et observer l’évolution des paramètres de durée
de vie. L’avantage du modèle développé est qu’il permet d’étudier tout type de
configuration dans des proportions temporelles acceptables tant pour des travaux
académiques qu’industriels.
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Conclusion générale

La résolution de problèmes thermique et/ou d’élasticité peut être encore, de nos jours, un
travail difficile à mener à termes lorsque celle-ci met en jeu des gradients de propriétés
important ou des échelles variant de plusieurs ordres de grandeur. Cependant,
l’utilisation d’un modèle numérique reste essentiel à l’ingénieur pour réaliser de
nombreuses simulations servant à comprendre quelles sont les propriétés thermiques,
mécaniques et géométriques des matériaux les mieux adaptées à un type de sollicitation
bien défini.
De nombreuses études ont été réalisées ces dernières années sur le sujet, notamment à
l’aide des méthodes éléments finis qui permettent de prendre en compte l’aspect
multiéchelles et l’hétérogénéité des matériaux dans la résolution. De plus, ces méthodes
sont adaptées à la prise en compte des effets non-linéaires tels que la plasticité ou la
visco-élasticité. Il est parfois nécessaire de coupler ces méthodes avec des techniques
numériques avancées afin de réduire le nombre d’éléments et de degrés de libertés,
diminuant ainsi les temps de calculs qui peuvent cependant être rédhibitoire.
Le travail réalisé dans le cadre de cette thèse a été consacré à la mise en place et à
l’exploitation d’un modèle numérique pour l’analyse du comportement d’un solide
hétérogène soumis à une sollicitation thermique ou mécanique quelconque. L’étude
bibliographique a montré l’utilité de mettre en place ce type de modèle en donnant les
avantages mais également les limites des méthodes utilisées jusqu’à présent.
Le modèle élastique est basé sur les équations de Lamé généralisées et le modèle
thermique sur l’équation de la chaleur de Fourier dans un solide hétérogène. Les
problèmes sont résolus à l’aide d’une discrétisation aux différences finies du deuxième
ordre de ces équations. Le système résultant est traité à l’aide de la méthode itérative de
Gauss-Seidel couplée avec les techniques multigrilles et une technique de raffinement
local de maillage. Afin de conserver des temps de calcul et des coûts mémoire
raisonnable, l’utilisation des méthodes numériques avancées est obligatoire. En effet, les
problèmes mettant en jeu des couches minces et/ou la microstructure polycristalline des
matériaux comptent plusieurs centaines de millions de degrés de libertés à résoudre.
Cependant, la résolution de ce type de problème peut engendrer des problèmes de
convergence de l’algorithme pour deux raisons particulières :
• les variations de propriétés dans le matériau qui causent une perte d’ellipticité des

équations.
• Les couches minces, les rugosités ou bien encore les microstructures qui ne sont pas

visibles sur les grilles grossières. Le pas de maillage sur ces grilles étant supérieur à
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Conclusion générale

leurs dimensions caractéristiques, les corrections apportées par les niveaux inférieurs
ne correspondent pas au problème des niveaux supérieurs. La convergence peut alors
très rapidement se dégrader.

Afin de palier à ces problèmes, il est possible d’utiliser des méthodes de relaxation et de
transfert spécifiques sur les différentes grilles. Un effort numérique supplémentaire est
également nécessaire sur les grilles grossières afin de retrouver un taux de convergence
optimal, même dans le cas de gradients de propriétés importants. La résolution du
contact a été réalisée pour des problèmes mettant en jeu des matériaux homogènes,
revêtus où à gradient de propriétés selon la profondeur. Le modèle multigrilles a été
utilisé afin de déterminer les coefficients d’influence et un logiciel basé sur les
techniques de gradients conjugués a permis de calculer les paramètres du contact pour
plusieurs configurations de chargement et de géométrie.
Les modèles ont été validés à partir de solutions académiques simples, extraites de la
littérature où calculées à l’aide d’un logiciel développé au laboratoire. Une très bonne
corrélation a été observée dans les différentes études.
L’avantage majeur du modèle est qu’il peut s’appliquer à de nombreux domaines. Nous
avons pu par exemple comparer des résultats expérimentaux réalisés en laboratoire aux
résultats de nos simulations. Les expériences, réalisées à l’ICS, concernent l’indentation
de couches polymères à l’aide de billes en verre. Le phénomène d’adhésion est
clairement mis en évidence avec l’augmentation du rayon de contact par rapport à un cas
Hertzien classique. En l’absence d’adhésion, nous avons montré l’efficacité du modèle.
Dans le cas contrainte, l’utilisation d’une loi d’adhésion (JKR, DMT) couplée à notre
modèle nous permettrais de faire coïncider les résultats issus des expérimentations et des
simulations numériques.
Un autre domaine d’application présent dans ce rapport concerne la durée de vie en
fatigue des aciers de type roulement, en prenant en compte leurs structures
polycristallines. Le modèle numérique sert à évaluer les contraintes dans chaque grain à
chaque étape du trajet de chargement puis, à l’aide d’un modèle de fatigue extrait de la
littérature adapté au problème, des courbes statistiques de type Weibull peuvent être
tracées. Ce type d’application peut être très utile à l’industrie du roulement en se plaçant
en complément d’expériences réalisées en laboratoire qui permettent d’évaluer les
constantes et les paramètres utiles au modèle de fatigue. De nombreuses études
statistiques peuvent alors être menées en parallèle dans des temps très courts.

perspective

Les différents travaux réalisés ont permis la mise en place de modèles 3D permettant de
résoudre des problèmes thermiques et élastiques. Le choix des méthodes multigrilles afin
d’accélérer la convergence de ces problèmes et mettre en place des stratégies de
raffinement de maillage c’est avéré judicieux pour mener à bien nos objectifs. Le modèle
est capable de traiter avec les gradients de propriétés et peut fournir des résultats dans des
zones très raffinées avec une très bonne précision. Les coûts numériques ont été réduits
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et les temps de calculs restent faibles même pour des systèmesmettant en jeu plusieurs
centaines de millions de degrés de liberté. Couplé à des modèles théoriques, il peut
permettre entre autre de résoudre des problèmes mettant en jeu des effets d’adhésion ou
d’estimer la durée de vie d’un système soumis à un chargement périodique.
Plusieurs études peuvent venir compléter ce modèle :

• La résolution du problème de contact à l’aide des méthodes multigrilles : dans le cas
où les variations de propriétés ont lieux dans plus d’une dimension de l’espace, le
problème de contact ne peux plus être résolu à l’aide des techniques de gradient
conjugué-FFT. Il est nécessaire alors d’implémenter un processus itératif vérifiant les
équations de compatibilité sur chaque grille durant la phase de relaxation et vérifiant
l’équation de la charge sur la grille grosse uniquement.

• Le couplage thermo-mécanique : en se dilatant, le solide provoque une modification
de la répartition des températures. Tant que les déformations restent faibles, ce
couplage peut être négligé. En revanche, ce n’est plus le cas lorsque le solide est
soumis à des températures importantes.

• La prise en compte de la plasticité : il s’agit là d’un phénomène complexe nécessitant
de déterminer la zone plastifiée et de la transférer sur les différentes grilles utilisées
lors de la résolution. La frontière de cette zone étant inconnue et pouvant changer au
cours de la résolution, il faut développer des méthodes spécifiques afin de transférer
l’état de contrainte d’une grille à l’autre.

• La prise en compte de l’anisotropie : de part la constitution anisotrope des matériaux,
leur comportement mécanique est anisotrope (dépendance de la réponse vis-à-vis de la
direction de sollicitation). L’anisotropie évolue avec les déformations qui modifient
l’organisation de la microstructure. Cependant, lorsque la microstructure présente
certains éléments de symétrie il en est de même de l’anisotropie et la loi de
comportement correspondante doit respecter ces éléments de symétrie [FRA ].
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Annexe A : Discrétisation du problème
mécanique

Discrétisation du problème mécanique
Les équations de Lamé généralisées ont été décrites au paragraphe 2.3.5. Le pas de
maillageh est le même dans les trois directions de l’espace. On poseQ= λ+2ν. La
première équation de Lamé s’écrit :
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Sous forme discrétisée au seconde ordre :

(1)
Qi+1/2, j ,l ui+1, j ,l − (Qi+1/2, j ,l +Qi−1/2, j ,l )ui, j ,l +Qi−1/2, j ,l ui−1, j ,l

h2

(2)
Qi+1/2, j ,l vi, j+1,l − (Qi+1/2, j ,l +Qi−1/2, j ,l )vi, j ,l +Qi−1/2, j ,l vi, j−1,l

h2

(3)
Qi+1/2, j ,l wi, j ,l+1− (Qi+1/2, j ,l +Qi−1/2, j ,l )wi, j ,l +Qi−1/2, j ,l wi, j ,l−1

h2

(4)
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(6)
µi, j ,l+1/2ui, j ,l+1− (µi, j ,l+1/2+µi, j ,l−1/2)ui, j ,l +µi, j ,l−1/2ui, j ,l−1

h2

La seconde équation de Lamé s’écrit :
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Sous forme discrétisée au seconde ordre :

(1)
Qi, j+1/2,l ui+1, j ,l − (Qi, j+1/2,l +Qi, j−1/2,l )ui, j ,l +Qi, j−1/2,l ui−1, j ,l

h2

(2)
Qi, j+1/2,l vi, j+1,l − (Qi, j+1/2,l +Qi, j−1/2,l )vi, j ,l +Qi, j−1/2,l vi, j−1,l

h2

(3)
Qi, j+1/2,l wi, j ,l+1− (Qi, j+1/2,l +Qi, j−1/2,l )wi, j ,l +Qi, j−1/2,l wi, j ,l−1

h2

(4)
µi+1/2, j ,l vi+1, j ,l − (µi+1/2, j ,l +µi−1/2, j ,l )vi, j ,l +µi−1/2, j ,l vi−1, j ,l

h2

(5)
µi, j+1/2,l vi, j+1,l − (µi, j+1/2,l +µi, j−1/2,l )vi, j ,l +µi, j−1/2,l vi, j−1,l

h2

(6)
µi, j ,l+1/2vi, j ,l+1− (µi, j ,l+1/2+µi, j ,l−1/2)vi, j ,l +µi, j ,l−1/2vi, j ,l−1

h2

La troisième équation de Lamé s’écrit :
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Sous forme discrétisée au seconde ordre :

(1)
Qi, j ,l+1/2ui+1, j ,l − (Qi, j ,l+1/2+Qi, j ,l−1/2)ui, j ,l +Qi, j ,l−1/2ui−1, j ,l

h2

(2)
Qi, j ,l+1/2vi, j+1,l − (Qi, j ,l+1/2+Qi, j ,l−1/2)vi, j ,l +Qi, j ,l−1/2vi, j−1,l

h2

(3)
Qi, j ,l+1/2wi, j ,l+1− (Qi, j ,l+1/2+Qi, j ,l−1/2)wi, j ,l +Qi, j ,l−1/2wi, j ,l−1

h2

(4)
µi+1/2, j ,l wi+1, j ,l − (µi+1/2, j ,l +µi−1/2, j ,l )wi, j ,l +µi−1/2, j ,l wi−1, j ,l

h2

(5)
µi, j+1/2,l wi, j+1,l − (µi, j+1/2,l +µi, j−1/2,l )wi, j ,l +µi, j−1/2,l wi, j−1,l

h2

(6)
µi, j ,l+1/2wi, j ,l+1− (µi, j ,l+1/2+µi, j ,l−1/2)wi, j ,l +µi, j ,l−1/2wi, j ,l−1

h2
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La théorie de Hertz
La théorie de Hertz permet de déterminer la répartition du champ de pression dans un
contact entre deux corps (1 et 2) élastiques et lisses. Le problème est traité en ne
considérant que les effets purement normaux. La zone de contact est supposée restreinte
devant les dimensions caractéristiques des deux corps. Selon ces hypothèses, la relation
entre les pressions de contact et les déplacements normaux des surfaces sera donnée par
Boussinesq en considérant les massifs comme étant semi-infinis, et la géométrie du
contact sera définie par ces deux principaux rayons de courbureRxet Rz. Le problème
du contact entre deux corps quelconques est donc ramené au problème du contact entre
deux paraboloïdes (1) et (2) de géométrie :

hi(x,y) =
x2

2Rxi
+

z2

2Rzi
i = 1,2

La mise sous charge (W) des deux corps est effectuée en rapprochant globalement ces
deux massifs d’une quantitéδ0. Les corps se déforment de façon élastique (u1,u2), dans
la zone de contact la distance entre les surfaces est nulle (non interpénétration des
solides).

FI GURE 4.20:Géométrie et paramètres du problème de Hertz

Dans la zone de contact peut être écrite la relation géométrique suivante :

0= h(x,y)−δ0+u1(x,z)+u2(x,z) (4.12)
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h(x,z) est la distance entre les surfaces avant la mise en charge, elle s’écrit :

h(x,z) = h1(x,z)+h2(x,z)

=
x2

2

(
1

Rx1
+

1
Rx2

)

+
z2

2

(
1

Rz1
+

1
Rz2

)

=
x2

2Rx
+

z2

2Rz

(4.13)

avec

1
Rx

=

(
1

Rx1
+

1
Rx2

)

;
1
Rz

=

(
1

Rz1
+

1
Rz2

)

Les déplacementsui(x,z) sont reliés au champ de pression p(x,z) par la relation de
Boussinescq :

ui(x,z) =
1−νi

2

πEi

∫ ∫
p(x′,z′)dx′dz′

√

(x−x′)2(z−z′)2

u1(x,z)+u2(x,z) =
2

πEequ

∫ ∫
p(x′,z′)dx′dz′

√

(x−x′)2(z−z′)2

(4.14)

avec

1
Eequ

=
1
2

(
1−ν1

2

E1
+

1−ν2
2

E2

)

Selon les équations (4.12) et (4.13) les déplacements dans la zone de contact sont de la
forme :

u1(x,z)+u2(x,z) = u(x,z) = δ0−
x2

2Rx
− z2

2Rz
(4.15)

La pression de contact générant ces déplacements est donnée par Hertz :

p(x,z) = PH

√

1− x2

a2 −
z2

c2 (4.16)

avec
∫ ∫

p(x′,z′)dx′dz′ =W (4.17)

Cette dernière équation nous donne une première relation :

PH =
3W

2πac
En reportant (4.16) dans (4.14) on obtient
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u(x,z) =
2PH

πEequ

∫ ∫ √

1− x′2

a2 − z′2

c2
√

(x−x′)2+(z−z′)2
dx′dz′

Le problème est résolu en introduisant les coordonnées ellipsoïdales telles que :

x2

a2+v2 +
y2

v2 +
z2

c2+v2 = 1

en effectuant le changement de variable et en posanty= 0, on obtient :

u(x,z) =
2acPH

Eequ

∫ ∞

0

1− x2

a2+v2 − z2

c2+v2
√

(a2+v2)(c2+v2)
dv

On a alors par identification avec la relation (4.15)

δ0 =
2acPH

Eequ

∫ ∞

0

dv
√

(a2+v2)(c2+v2)

1
2Rx

=
2acPH

Eequ

∫ ∞

0

dv

(a2+v2)
√

(a2+v2)(c2+v2)

1
2Rz

=
2acPH

Eequ

∫ ∞

0

dv

(c2+v2)
√

(a2+v2)(c2+v2)

ou encore en faisant apparaître la charge (W) et le paramètre d’ellipticité (k= c/a) :

δ0 =
3W

πEequc

∫ ∞

0

dv
√

( 1
k2 +v2)(1+v2)

1
2Rx

=
3W

πEequc3

∫ ∞

0

dv

( 1
k2 +v2)

√

( 1
k2 +v2)(1+v2)

1
2Rz

=
3W

πEequc3

∫ ∞

0

dv

(1+v2)
√

( 1
k2 +v2)(1+v2)

Ces intégrales peuvent être exprimées à partir des intégrales elliptiques de première et
deuxième espèce sous leur forme complète :

K = F

[√

1− 1
k2 ,

π
2

]

E = E

[√

1− 1
k2 ,

π
2

]

On a alors :

δ0 =
3W

πEequ

K
c
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Annexe B : La théorie de Hertz

1
2Rx

=
3W

πEequ

(k2E−K)

c3
(

1− 1
k2

)

1
2Rz

=
3W

πEequ

K −E

c3
(

1− 1
k2

)

le paramètre d’ellipticiték= c/a est uniquement fonction du rapport des rayons de
courbure principauxRzet Rx.

Rz
Rx

=
k2E−K
K −E

On obtient également les autres paramètres de contact :

a3 =
3WR
2Eequ

2E
πk

c3 =
3WR
2Eequ

2k2E
π

δ0 =
a2

R
K
E

1
R
=

1
2

(
1

Rx
+

1
Rz

)
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Annexe C : Validation du raffinement
tridimensionnel

Validation : technique de localisation tridimensionnelle

Dans la section 2.7.1, la validation de la technique de localisation, selon la directiony de
l’espace, a été présentée. Nous allons nous attacher dans cette annexe a montrer que cette
technique n’engendre pas de dégradations importantes sur la précision des résultats
lorsqu’elle est utilisée de manière multidirectionnelle. Nous rappelons que cette
technique n’affecte pas la convergence de l’algorithme multigrilles.

Raffinement selon 2 directions de l’espace On s’intéresse tout d’abord à la technique
de raffinement lorsque celle-ci est utilisée selon 2 directions de l’espace, en l’occurrence
ici selonx et y. La modélisation et les conditions de chargement mécanique utilisés sont
les mêmes que ceux décris dans la section 2.7.1. Ainsi, afin de passer d’un niveaui vers
un niveau plus fin localiséi +1 le rapport de longueur est de 3/4 selonx ety. On
représente sur la figure 4.21 les écarts relatifsΘ entre les déplacementsw en surface,
selon l’axey, obtenus à l’aide des solutions globales et locales.

0 1 2 3 4 5 6 7 8
10

−5

10
−4

10
−3

y/a

Θ

 

 

raffinement x−y
raffinement y

FI GURE 4.21: ÉcartsΘ entre la solution globale utilisant 6 niveaux et celles locales
utilisant 2 niveaux globaux et 4 locaux avec un raffinement selonx ou selonx et y. Le

massif est de taille[16a;16a;8a], le niveau 6 possède un pas dea/32

Une comparaison des courbes obtenues montre que la solution obtenue dans le cas d’un
raffinement bidirectionnel diffère peu de celle obtenue dans le cas unidirectionnel. En
effet, l’ordre de grandeur sur l’erreur reste le même en tout point de la surface. Nous
avons donc conclu à la validation de la stratégie utilisée de façon bidirectionnelle.
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Annexe C : Validation du raffinement tridimensionnel

Raffinement selon 3 directions de l’espace Nous nous intéressons maintenant au cas
d’une localisation tridirectionnelle. Le problème considéré et les conditions aux limites
restent les mêmes que ceux énoncés précédemment (section 2.7.1). Afin de passer d’un
niveaui vers un niveau plus fin localiséi +1 le rapport de longueur est de 3/4 selonx et
y et 1/2 selonz. La figure 4.22 représente l’écart relatifΓ entre les déplacementsw,
selon l’axez, obtenus à l’aide des solutions globale et locale.

0 1 2 3 4 5 6 7 8
10

−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

z/a

Γ

 

 

niveau 6
niveau 5
niveau 4
niveau 3
niveau 2

FI GURE 4.22:ÉcartsΓ entre la solution globale utilisant 6 niveaux et celles locales utili-
sant 2 niveaux globaux et 4 locaux avec un raffinement tridimensionnel. Le massif est de

taille [16a;16a;8a], le niveau 6 possède un pas dea/32

Les résultats montrent que l’écart maximal sur la solution est de l’ordre de 10−3. Une
dégradation plus importante de l’écart entre les solutions est obtenus. Cependant, cet
écart reste une nouvelle fois acceptable et cette simulation valide ainsi la stratégie
complète de localisation.
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Annexe D : Discrétisation du problème
thermique

Discrétisation du problème thermique
L’équation de la chaleur de Fourier a été décrite au paragraphe 3.3.1. Le pas de maillage
h est le même dans les trois directions de l’espace. Cette équation s’écrit :

∂
∂x

(

k
∂T
∂x

)

︸ ︷︷ ︸

1

+
∂
∂y

(

k
∂T
∂y

)

︸ ︷︷ ︸

2

+
∂
∂z

(

k
∂T
∂z

)

︸ ︷︷ ︸

3

= ρC
∂T
∂t

︸ ︷︷ ︸

4

+ρCU
∂T
∂x

︸ ︷︷ ︸

5

+ρCV
∂T
∂y

︸ ︷︷ ︸

6

Sous forme discrétisée :

(1)
ki+1/2, j ,l Ti+1, j ,l − (ki+1/2, j ,l +ki−1/2, j ,l )Ti, j ,l +ki−1/2, j ,l Ti−1, j ,l

h2

(2)
ki, j+1/2,l Ti, j+1,l − (ki, j+1/2,l +ki, j−1/2,l )Ti, j ,l +ki, j−1/2,l Ti, j−1,l

h2

(3)
ki, j ,l+1/2Ti, j ,l+1− (ki, j ,l+1/2+ki, j ,l−1/2)Ti, j ,l +ki, j ,l−1/2Ti, j ,l−1

h2

(4) ρC
Ti, j ,k

n−Ti, j ,k
n−1

∆t

(5) ρCU
Ti, j ,k−Ti−1, j ,k

h

(6) ρCV
Ti, j ,k−Ti, j−1,k

h
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Annexe D : Discrétisation du problème thermique
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RÉSUMÉ :

Les problèmes de mécanique du contact sont des problèmes multi-échelles mettant en jeux de nombreux phénomènes physiques.
Les premières études concernant ce domaine datent de la fin duXIXme siècle et les développements majeurs ont été réalisés au
cours duXXmesiècle en parallèle du besoin croissant des ingénieurs de prévoir le comportement des matériaux sous sollicitations
tribologiques.
L’évolution des besoins industriels et les avancées technologiques réalisées dans le domaine du numérique conduisent à réali-
ser des simulations tridimensionnelles ayant pour objectif la prédiction du comportement de pièces sous sollicitations thermo-
mécaniques transitoires, pour, soit alléger les structures, augmenter le niveau de sollicitations, étendre la durée de vie... Ces
simulations se révèlent très souvent coûteuses en termes de temps de calcul et d’espace mémoire et nécessitent par conséquent
l’utilisation de super calculateurs.
Dans ce contexte, cette thèse propose un modèle innovant basé sur les techniques multigrilles avec raffinement local afin de réa-
liser ces simulations pour des coûts numériques faibles. Ce modèle est basé sur les équations de Lamé généralisées et l’équation
de la chaleur de Fourier discrétisée à l’aide des différences finies. Le système linéaire obtenu est résolu à l’aide de la méthode
itérative de Gauss-Seidel couplée avec les techniques multigrilles. Ces techniques permettent d’accélérer la convergence d’un
problème en utilisant plusieurs grilles et des opérateurs de transfert et sont compatibles avec des techniques de localisation.
Les applications visées ici sont centrées sur l’utilisation de revêtements ou de matériaux innovants pour permettre les gains
attendus. Des validations du modèle ont été effectuées en comparant nos résultats avec ceux issus de la littérature. Des études
paramétriques ont permis d’étudier l’influence de l’épaisseur du revêtement, de la valeur du module de Young mais aussi d’une
couche à gradient de propriété sur le champ de contrainte et la tenue du système revêtement/substrat sous sollicitation de contact.
Des études similaires ont été conduites sous sollicitations thermiques.
L’intérêt porté aux variations de propriétés des matériaux selon toutes les directions de l’espace a conduit à étudier tout particuliè-
rement leur microstructure, qui est constituée de grains ayant chacun leurs propriétés propres. L’intérêt de la prise en compte de
la microstructure dans un problème de contact est mise en évidence au travers de calculs de durée de vie utilisant des descriptions
statistiques de type Weibull. La dispersion observée sur les résultats est conforme aux observations expérimentales.
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