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Résumeé :

Etude mathématique des équations de Saint-Venant et de Navier-Stokes

Cette thése s’articule en deux parties. Dans la premiére, nous étudions les équations de Saint-
Venant qui modélisent le comportement des océans, et de facon générale des fluides homogénes peu
profonds, au voisinage de 1’équateur dans le cadre d’une rotation rapide de la Terre. Grace & ces
hypothéses et aux équations de Navier-Stokes, nous commencerons par obtenir un modéle également
connu sous le nom d*Equatorial Shallow Water System”. Les équations obtenues font apparaitre un
paramétre de pénalisation ¢ contenant les hypothéses de petitesse faites pour obtenir ce systéme
simplifié. L’étude de la matrice de pénalisation permettra par une méthode de filtrage d’exhiber un
systéme limite formel lorsque le paramétre € tend vers zéro pour lequel nous donnerons une condition
nécessaire et suffisante de globalité. Nous montrerons ensuite la convergence des solutions filtrées vers
la solution du systéme limite.

Dans la deuxiéme partie, nous exhiberons une classe de données initiales engendrant une solution
globale aux équations de Navier-Stokes dans R3. En effet, les solutions de ces équations sont globales
dans le cadre bidimensionnel mais dans le cas tridimensionnel, il faut rajouter, par exemple, des
conditions suffisantes de petitesse des données initiales pour que la solution n’explose pas en temps
fini. Nous prouverons que si on considére une donnée initiale ayant un spectre proche du plan horizontal
alors elle engendre une solution globale des équations de Navier-Stokes. De plus, nous montrerons que,
sous certaines hypothéses, la perturbation d’une donnée initiale engendrant une solution globale, par
ce type de données au spectre quasi-horizontal, engendre encore une solution globale.

Mots-clés :

Saint-Venant, Equatorial Shallow Water, systéme symétrique, pénalisation antisymétrique, fil-
trage, données bien préparées, données mal préparées, Navier-Stokes, globalité.

Abstract :
Mathematical study of the Equatorial Shallow Water and Navier-Stokes equations

This thesis is divided into two parts. In the first one, we are interested in the Equatorial Shallow
Water equations which modelize the behaviour of shallow homogeneous fluids in the equatorial zone
in case of large rotation of the Earth. Thanks to these hypotheses, using the Navier-Stokes equations,
we get a penalized system. The penalization parameter is called £ and takes into account the smallness
hypotheses. Studying the penalization term, we exhibit a formal limit system when the parameter
tends to zero. Finally, we prove the convergence of the filtered solutions toward the solution of the
limit system.

In the second part, we exhibit a class of initial data which generate a global solution of the
Navier-Stokes equations in R3. These equations are well-posed in R? but in R3 we need, for example,
to add a sufficient smallness condition on the initial data. When the inital data spectrum is near the
horizontal plane then we will prove that it generates a global solution to the Navier-Stokes equations.
Moreover, we establish that, under some hypotheses, the perturbation of an initial data generating a
global solution, by these data with quasi- horizontal spectrum, also generates a global solution.

Key words :

Saint-Venant, Equatorial Shallow Water, symmetric system, skew-symmetric penalization, filte-
ring method, well-prepared initial data, ill-prepared initial data, Navier-Stokes, global wellposedness.
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En océanographie, les équations de Saint-Venant sont utilisées pour décrire le comportement, des
fluides peu profonds et dont la vitesse est essentiellement horizontale, ce qui est vérifié dans le cas
des océans. Comme nous le verrons dans le premier chapitre, ces équations sont obtenues & partir de
celles de Navier-Stokes grace & ces hypothéses. Ces équations complexes, du fait de leur non linéarité,
sont par exemple résolues par simulation numérique & ’aide d’une discrétisation par éléments finis ou
volumes finis. Afin d’en faire une étude théorique plus avancée, nous nous limiterons & un cadre plus
restreint en considérant uniquement la zone équatoriale, ce qui nous permettra de linéariser le terme
issu de la force de Coriolis et de modéliser la Terre par un cylindre T x R. Nous supposerons aussi que
la rotation de la Terre est rapide. Nous détaillerons dans le premier chapitre comment ces hypothéses
de petitesse conduisent formellement au systéme pénalisé suivant

1
atv—i—'u-Vv—l—th—&—gva =0

1
8th+v-Vh+hdiV'v+gdivv =0.

ou, aprés normalisation, le vecteur v représente la vitesse horizontale du fluide et h les variations
de sa hauteur. Le paramétre de pénalisation € prend en compte les hypothéses de petitesse tandis
que la paramétre 3 relie la vitesse de rotation de la Terre € 4 e~'. Nous utiliserons en particulier
I’approximation du plan beta pour simplifier l'effet dynamique de D'accélération de Coriolis. Pour
justifier ce modéle, nous nous appuierons sur [9, 10, 15, 16, 23, 28].

Une fois ce systéme défini, on souhaite d’abord prouver que pour toute donnée initiale il existe
une unique solution puis étudier son comportement lorsque le paramétre de pénalisation € tend vers
zéro. Cette question a déja été traitée dans [9] par I. Gallagher et L. Saint-Raymond dans le cas
visqueux et par A. Dutrifoy, A. Majda et S. Schochet dans [7] dans un cas restreint de données
initiales. Afin de marquer qu’une solution dépend non seulement de la donnée initiale mais aussi du
paramétre de pénalisation, on indexe les solutions par le paramétre . On s’intéresse donc pour tout
Ve,0

réel strictement positif € et pour toute donnée initiale U, o = (
€,0

) a Pexistence d’une unique

solution U, = on étudie la

h€ ) Puis, étant donnée une famille de données initiales (Uc o).,
g

convergence de la suite (U, ), des solutions associées. Pour cela, on commence par réécrire le systéme
sous une forme synthétique en remarquant que, pour tout réel strictement positif ¢, le champ U, est

solution de )
8tUs +q (UE7 Ua) + ENUE =0

ol g est un terme quadratique et ot N est une matrice d’opérateurs antisymétrique au sens de la
norme L? i.e. N* = —N. L’objet du chapitre 2 est de modifier ce systéme pour lui conférer des
propriétés de symétrie et de stabilité.

Tout d’abord, nous allons, par un changement d’inconnues, le rendre quasi-linéaire symétrique en
transformant la partie quadratique en

Q (U.,U,) := By (Us) 0,U: + B2 (Ue) 0,U-

ot les matrices By (U.) et By (U.) sont symétriques et ont pour composantes des combinaisons linéaires
des composantes de U.. Pour cela nous nous inspirerons ce qui a été fait par A. Dutrifoy, A. Majda et
S. Schochet dans [7]. Cette modification ne change pas le caractére antisymétrique de la matrice de
pénalisation qui a de nombreux intéréts comme cela apparait notamment dans [4, 11]. En particulier,
lorsque l'on fait une estimation d’énergie L? i.e. le produit scalaire formel de U, avec ’équation qu’il
satisfait, alors le terme pénalisant n’apparait pas car, par antisymétrie, on a

<NU57 UE>L2(’]T><]R) =0.
On peut, de ce fait, espérer obtenir une estimation uniforme de la famille (U:),.,. Malheureusement,

si on veut faire une estimation d’énergie sur les dérivées des solutions pour obtenir plus de régularité,
il faudrait, pour répéter ce raisonnement, que ces dérivées soit solutions du méme type d’équations.
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Or, si on applique une matrice de dérivation spatiale D, la famille (DU;), ., est solution de la méme
équation avec une force extérieure non nulle. En particulier, elle contient un terme en ! qui n’est
nul que si D et N commutent. Ainsi, dans le but d’obtenir des estimations uniformes en ¢, condition
nécessaire & toute convergence, il faut se limiter & des matrices de dérivation commutant avec la
matrice de pénalisation.

Pour cela, nous procéderons de nouveau a un changement d’inconnues. Il sera cette fois linéaire et
orthogonal pour conserver la symétrie du systéme. Il permettra d’obtenir des matrices de dérivation
conservant la structure symétrique a pénalisation symétrique du systéme c’est-a-dire des matrices de
dérivation spatiales D telles que la famille (DU:),. , soit encore solution du méme type d’équation.
Plus précisément, nous transformerons la famille (U.)_., en une famille (V7)_., telle que pour tout
réel strictement positif e, V est solution de

(Ss) : 0 Ve + Ay (Vs)aacvs“‘AQ (‘/E)a ‘/53+571MV5 =0
Yy

ot les matrices A; (V) et Ay (V) sont symétriques et ont pour composantes des combinaisons linéaires
des composantes de V et oil la matrice de pénalisation M est antisymétrique pour la norme L? et
commute avec les opérateurs de dérivation spatiale 0, et

o7 — B%y* — 20
D= 82 — B2y
92 — 3*y* + 28

A T’aide de ces matrices, nous introduirons alors des espaces adaptés au systéme, dans lesquels il sera
plus simple de démontrer Pexistence et la convergence des solutions, en définissant pour tout entier s

WA (TxR):={V eL?*(TxR) : Z HagDpVHiz(’Jl‘xR) < o0
k+2p<2n

Dans le troisiéme chapitre, nous étudierons les éléments propres de la matrice de pénalisation
comme cela a été fait dans [9] par I. Gallagher et L. Saint-Raymond. L’intérét de cette démarche
apparait clairement si, par exemple, on considére une version simplifiée sans terme quadratique. Nous
exhiberons en particulier une base hilbertienne de vecteurs propres qui nous premettra d’énoncer, dans
le chapitre 4, un résultat similaire au théoréme de Parseval. Nous introduirons ensuite des opérateurs
de troncature adaptés & la matrice de pénalisation qui nous permettront de démontrer le résultat
d’existence et d’unicité suivant.

THEOREME. Pour toute valeur strictement positive du paramétre £ et pour toute donnée ini-
tiale V.o, il existe un temps T, tel que pour tout entier s > 2, si la donnée initiale appartient
a W?* (T x R) alors le systéme pénalisé (S:) admet une unique solution dans C ([0,T[,W?* (T x R)).

De plus, si la famille (V). des données initiales est bornée dans I’espace W?* (T x R) alors
il existe un temps T > 0, indépendant de €, tel que les systémes pénalisés admettent d’uniques so-
lutions (V.).., appartenant a Uespace C ([0,T],W?* (T x R)) et tel que la suite (V.)_.., soit bornée
dans L> ([0, T],W?* (T x R)).

Pour obtenir ce résultat, nous utiliserons les propriétés de la forme quadratique liées notamment & sa
forme symétrique. A ce stade, nous pourrons déja démontrer le résultat de convergence suivant dans
le cas d’une famille de données initiales "bien préparées”, i.e. qui converge vers un élément du noyau
de la matrice de pénalisation.

THEOREME. Pour tout entier s > 2, si la famille des conditions initiales (Vo). converge
dans W** (T x R) vers un élément Vy appartenant a Ker(M)NW?1 (T x R) alors le temps de vie T*
associé a la solution V. du systéme (S;) tend vers Uinfini quand ¢ tend vers zéro.

De plus, pour tout temps T' > 0, les solutions (V7). convergent dans co ([O,T] W2 (T x R)) vers
la fonction constante a Vj.

Ces résultats ont été présentés dans [26].
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Pour considérer des données initiales "mal préparées” i.e. convergeant vers un élément quelconque,
nous utiliserons une méthode de filtrage, déja développée, par exemple, dans [24] et [14] en regardant
le systéme vérifiée par

O (t,) = Y, MV,
IAESP(M)
ou pour chaque valeur propre i\ de la matrice de pénalisation M, IIy est la projection orthogonale
sur ’espace propre associé. L’idée est alors de passer & la limite dans I’équation

0. (t,.) + 3 =)/, Q (11,8, (¢,.), Ty, (t,.)) = 0
(iAip,ip’)ESP(M)?
en ne conservant que les termes non oscillants car, formellement, les autres tendent faiblement vers
zéro. Nous obtiendrons ainsi un systéme limite formel

B = DO
ou la forme quadratique limite est définie par
QL (®,®) := > I, Q (11, ®, 1, ) .
(iX,ip,ip’)ESP(M)® © A=p+p’

En nous appuyant sur ’étude de I’ensemble des résonnances
R:= {(i/\,iu,iu’) €Sp(M)* : A= u+u'}

qui a été faite dans [9], nous prouverons, dans le chapitre 5, que le systéme limite est bien posé
et donnerons une condition nécessaire et suffisante de globalité faisont intervenir la composante de
Kelvin de la donnée initiale i.e. sa projection sur les espaces propres de M associés aux valeurs
propres (ik), cz.-

THEOREME. Pour toute donnée initiale ®°, il existe T* > 0 tel que pour tout entier s > 2, si la
donnée initiale appartient @ W?* (T x R) alors le systéeme limite

0P +QL(2,2)=0
(SL) t
‘I’\tzo =0
admet une unique solution appartenant a C ([0, T*[, W?* (T x R)).

De plus, pour presque toute valeur du paramétre 3, le systéme limite (SL) a une solution globale si et
seulement si la composante de Kelvin de la donnée initiale ®° est nulle.

Enfin, dans le chapitre 6, nous montrerons que pour toute famille de données initiales (‘/&0)5>0
convergeant vers ®°, la suite (®.) .>o des solutions filtrées associées converge vers la solution du
systéme limite formel engendrée par ®°. Plus précisément, nous prouverons le résultat de convergence
suivant.

THEOREME. Pour tout entier s > 2 et pour toute famille de données initiales (VE»O)E>0 convergeant

vers ®° dans W2(s+1) (T x R), si ®, la solution du systéeme limite avec ®° pour donnée initiale, appar-
tient a C ([0, 7], W2+D (T x R)), alors il existe eg > 0 tel que les solutions mazimales (V:)
des problemes pénalisés (S:)q_..., sont définies sur [0,T] et

o-s()n
g

Nous généraliserons ainsi ce qui a été fait dans [7] dans le cas de données initiales bien préparées.

0<e<eg

= 0.
Le=([0,T], W25 (TxR))

lim
e—0
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La seconde partie de cette thése s’intéresse & la globalité des solutions réguliéres des équations de
Navier-Stokes dans R3. Ces équations modélisent 1’évolution d’un fluide homogéne incompressible par
le systéme suivant

du+u-Vu—Au = -Vp
(NS) : divu =0
u (0,.) =wuo

ou u est la vitesse du fluide et p sa pression.

Comme ces équations ont une origine physique, on souhaite, pour que la modélisation soit pertinente,
qu’d une donnée initiale corresponde une unique solution. On s’intéresse aussi a la durée de validité du
modéle. Etant donnée une condition initiale, la solution qu’elle engendre existe-t-elle éternellement ou
“explose”-t-elle en temps fini 7 Dans ce dernier cas, cela signifie que le modéle n’est plus valable a partir
d’un certain temps. Les hypothéses qui ont conduit au modéle, notamment celle d’incompressibilité
sont & remettre en cause et le fluide suit alors d’autres équations. La compréhension de ces équations
est difficile et fait partie des problémes & un million de dollars posés par le Clay Mathematical Institute
en 2000.

Dans le cas d’un fluide bidimensionnel, J. Leray ([22]) a montré que les équations de Navier-Stokes
étaient bien posées mais dans le cas tridimensionnel qui nous intéresse, la question de la globalité des
solutions réguliéres n’est pas tranchée. Commencgons par faire quelques remarques qui permettent
d’entrevoir la difficulté liée & 'augmentation de la dimension du domaine spatial.

Tout d’abord, remarquons que seule la vitesse du fluide est une inconnue dans les équations de Navier-
Stokes. En effet, comme la vitesse est de divergence nulle, on obtient

div(u-Vu) = —Ap
et par suite
p=—A"1(div(u-Vu)) .
D’autre part, les équations de Navier-Stokes présentent une invariance d’échelle : si la donnée initiale ug
génére une solution u sur [0,7] x R alors la donnée initiale
U () == Aug (A (x — o))

engendre la solution

uy (@) = M (N, \ (2 — xp))
sur [0, A72T] x R%. En particulier, elles sont simultanément globales ou non.
Enfin, si on fait une estimation d’énergie formelle dans L? (R?) alors on a

1d

2dt
car le terme (u,u - Vu)LQ(Rd) est nul grace & la condition d’incompressibilité. Ainsi, on a ’égalité
suivante :

2 2
ellzz ey + [IVullze sy =0

1 > ! 2 1 >
3 [l ()72 Ry +/0 IV ()12 (gay dt’ = 5 o ()| 72 (ay

ou apparait notamment Ueffet régularisant du laplacien. Par conséquent, si w est solution alors elle
est, a priori, controlée dans ’espace

L (R, I (RY)) N 2* (R*, ' (RY)) .
D’autre part, un espace invariant par le changement d’échelle est
1 (R+’Hd/2—l (Rd)> A L2 (R+’Hd/2 (Rd)) .

Par suite, si on prend d = 2 alors les équations de Navier-Stokes sont dites “critiques” car la quantité
conservée est invariante d’échelle. Lorsque d = 3, on parle d’équations "sur-critiques” car la quantité
conservée est moins réguliére que celle obtenue par changement d’échelle. Cela explique notamment
que les résultats bidimensionnels ne se généralisent pas simplement au cas tridimensionnel.
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Pour obtenir des solutions réguliéres globales de Navier-Stokes, une solution a été de trouver des
conditions suffisantes de petitesse sur la donnée initiale. A lorigine, J. Leray a démontré dans [22]
que si la quantité |lugl| ;- [[Vuol| - est assez petite, alors la donnée initiale uy engendre une solution
globale réguliére des équations de Navier-Stokes. Plus tard, on a comparé la solution u de (NS) a
celle de I'équation de la chaleur issue de la méme donnée initiale ug en posant

u = e®ug + B (u,u)

ou l'opérateur bilinéaire B associe & tout couple (v, w) de divergence nulle, la solution de

1

OB (v,w) — AB (v,w) = 5[?’div(v®w+'w®v)
B (v,w)(0,.) =0.

avec PP le projecteur de Leray sur les vecteurs de divergence nulle.

L’idée est alors de trouver un espace de Banach X de fonctions de divergence nulle de Rt x R3

permettant d’appliquer un théoréme de point fixe. Plus précisément, si, pour tout couple (v, w) de X,
on a

1B (v, w)llx < Cllvllx [Jwllx
alors u est globale dés que
o] < t40) "
11 faut alors trouver un espace de Banach qui convienne et qui soit le plus grand possible. Le premier
fut défini par H. Fujita et T. Kato dans [8] par

]| := Sup V4[|V (8)]] 2 -
teRT

En particulier, si une donnée initiale est petite dans H'/? (R?’) alors elle engendre une solution réguliére
globale de (NS).

Cette recherche a ensuite été poursuivie, entre autres, par Y. Giga et T. Miyakawa dans [14] et par
M. Cannone, Y. Meyer et F. Planchon dans [3] et a permis de montrer que si une donnée initiale wug

est petite dans un des espaces de Besov Bp_,é:wp avec 3 < p < o0, i.e. si la quantité
Sup t1=3/p)/2 Hemuo (t)HLp
teR+t

est petite, alors elle engendre une unique solution réguliére globale. Trés récemment, il a été montré
(12, 13]) que les équations de Navier-Stokes étaient mal posées dans I'espace limite B!, alors que
H. Koch et D. Tataru avaient démontré dans [21] que si une donnée initiale wy est petite dans
Iespace BMO™! i.e. si la quantité

Sup t||e"®uq (t)||2LOO + Sup "B (t, y)’2 dtdy

teR+ zcR3, R>0 1P /[o,RZ]xB(x,R)
était petite alors elle engendrait une solution réguliére globale, ce qui laisse penser que 'espace BMO~!
est optimal. Pour cela, on dit qu’une donnée initiale est "petite” quand sa norme BMO~! est et qu’elle
est grande quand sa norme B! Dest.

Il est & noter que ces résultats restent vrais pour une classe plus large d’équations car ils n’utilisent

pas spécifiquement la structure du terme non linéaire u - Vu ni le fait que dans les équations bidimen-
sionnelles de Navier-Stokes soient bien posées. Au contraire, il existe des conditions "géométriques”
suffisantes sur la donnée initiale (sphérique, hélicoidale ou axisymétrique) pour qu’elle engendre une
solution globale (voir [24, 30]). Ces conditions ont ’avantage d’étre vérifiées par des données initiales
arbitrairement “grandes” ce qui permet de s’affranchir de toute hypothéses de petitesse.
Un autre critére de globalité, valables pour de “grandes” données initiales a été établi dans [5, 6] par
J.-Y. Chemin, I. Gallagher et P. Zhang. Ils y comparent la solution de (IN.S) tridimensionnel a celle
du systéme bidimensionel en considérant des données initiales variant peu selon la direction verticale.
Plus précisément, ils prouvent que si on considére une donnée initiale de la forme

(v§ + ewd, wf) (x,e2)
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ot x = (z,y) et oit vg = (vE,0) et wy = (w¥,wf) sont des vecteurs réguliers définis sur R? de
divergence nulle alors, pour € assez petit, elle engendre une solution globale des équations de Navier-
Stokes. Ils montrent aussi que si on perturbe une donnée initiale qui engendre une solution globale
de (NS) par ce type de données alors, sous certaines hypothéses, la solution engendrée reste globale.

Dans la deuxiéme partie, on se propose de modifier ces résultats et d’exhiber deux classes de
données initiales générant des solutions globales de (NS) en s’appuyant sur la structure du spectre
de la donnée initiale. Pour les mémes raisons que dans [5] ces données peuvent étre arbitrairement
“grandes”. L’idée est la suivante : si le spectre de la donnée initiale est suffisamment prés du plan
horizontal alors elle engendre une solution globale de (NS). Nous démontrerons le résultat suivant.

THEOREME. Pour toute famille (u.p) de données initiales de divergence nulle telle que la

. e>0
suite (v/euc ), s0it bornée dans L?H; (RB) pour tout réel s > —1, s’il existe une constante C' telle
que pour tout réel strictement positif €

£ = (&,&:) € Supp (iep) = |€:] < Celg, |

alors il existe un réel strictement positif o tel que si € < ey alors uc o engendre une solution globale
des équations de Navier-Stokes.

En effet, les données initiales étudiées dans [5, 6] oscillent peu selon la direction verticale, et on
peut espérer qu’une donnée initiale dont le spectre est quasi-horizontal, pourra pour les mémes raisons
engendrer une solution globale. Mais, a priori, il ne suffit pas d’avoir un tel spectre pour se mettre sous
la forme précédente (et réciproquement, a moins de faire des hypothéses de compacité sur les spectres
de vg et wp). Néanmoins, il est naturel de se dire que la combinaison d’un spectre quasi-horizontal
et d’une divergence nulle va permettre d’obtenir d’autres informations. C’est ce qui sera détaillé au
chapitre 7. Plus précisément, si on considére une donnée initiale u. ¢ de divergence nulle et ayant un
spectre vérifiant

50, € e Supp (@0) = |e.| < Cele|

alors il existe des fonctions v, g et w. o de divergence nulle et de méme spectre que u. o telles que
Ue 0 = (v6,07 O) + We 0
et que, pour tout & appartenant a ce spectre, on ait
|w§’0 (£)| < Cs|w§’0 (§)| .

On considére alors la solution v, des équations de Navier-Stokes bidimensionnelles engendrée par v, o
et w, la solution de I’équation d’Oseen non stationnaire i.e.

Orwe + v, - Vyw, — Aw, = —Vg.
divw, =0
we (0,.) =weo

afin de comparer la solution issue de u. ¢ & la solution approchée v?? := (v,,0) + we..
Cette différence D, est solution de

OD.+ D, - VD, —AD. + v . VD, + D, - VoiP? = —Vr. + F,
ot la force F. est détaillée a la proposition 7.7. On démontrera qu’elle est globale §’il existe un couple
de réels positifs (C1, Cs) tel que
2 C1N?
”FEHL?(R*,H*l/z(R?’)) e e <Oy
ol N, est la norme de la solution approchée dans un espace invariant par changement d’échelle. Nous
commencerons par prouver que, sous les hypothéses du théoréme, la famille (N;)_ ., est bornée puis
. 2 )
nous montrerons que la famille (||FE||L2(]R+ H,I/Z(Rg,))) tend vers zéro.
’ e>0

Ces deux étapes sont fastidieuses car elles nécessitent de nombreuses estimations d’énergie et lois de
produit mais le fait que la force extérieure tende vers zéro peut se concevoir simplement. La force F;
est essentiellement égale &

w, - VoiP? = w? - V,ulP? + wid, vP.
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Or, si le fait que les conditions initiales oscillent peu selon z se propage alors on peut s’attendre a
ce que le terme faisant intervenir une dérivée verticale soit faible et de méme, on peut espérer que la
composante horizontale de w, reste petite. Nous détaillerons cela dans le chapitre 8.

Nous verrons aussi que ce résultat se généralise. Si on perturbe une donnée initiale engendrant une
solution globale des équations de Navier-Stokes par ce type de données & spectre quasi-horizontal alors
on géneére encore une solution globale. Plus précisément, on montrera le théoréme suivant.

THEOREME. Soit ug une donnée initiale de divergence nulle, appartenant a H1/? (Rg) et générant
une solution globale réguliere de (N.S). Pour toute famille (uc o)., de données initiales de divergence

nulle telle que (\/guc ), soit bornée dans L§H§ (RB) pour tout s > —1, s’il existe une constante C
telle que pour tout réel strictement positif €

€ € Supp (U-0) = |£z‘ < 06{51}
alors il existe des constantes cy et gq telles que si e < ey et si
”uE,O (-aO)HLg < ¢

alors ug + ue,0 génére une solution globale de (NS).
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CHAPITRE 1
Modélisation physique

L’objectif de ce chapitre est d’obtenir & partir des équations de Navier-Stokes, les équations de
Saint-Venant puis le systéme que nous étudierons dans la suite et qui modélise le comportement des
océans dans la zone équatoriale. Pour cela, nous nous appuyons sur [9, 10, 15, 16, 23, 28].

Pour obtenir les équations de Saint-Venant, on supposera que la densité du fluide est homogéne
et que le mouvement est essentiellement horizontal et en eaux peu profondes, ce qui est justifié dans
I’étude du mouvement des océans. En effet, la hauteur caractéristique des océans est de I'ordre du
kilomeétre alors que la longueur caractéristique peut atteindre plus de 1000 kilométres. De plus, les
courants horizontaux évoluent a une vitesse de ’ordre de un métre par seconde quand les vitesses
verticales sont mille fois plus faibles. Ensuite, on se placera au niveau de ’équateur dans le cas d’une
rotation rapide ce qui permet en particulier de linéariser le sinus de la latitude qui intervient dans le
terme di & la rotation de la Terre. Cette approximation est connue sous le nom de modéle bétaplan
du fait du paramétre § qu’elle introduit.

Une fois les variables adimensionnées en tenant compte des hypothéses de petitesse, on montrera
que si on note v la vitesse horizontale du fluide et h les variations de sa hauteur alors elles ne dépendent
que des coordonnées horizontales et vérifient le systéme suivant

1
8tv+v~Vv+th—|—§y'vL =0

(ESW), -
O:h +v - Vh + hdive + gdivv =0.

ol ¢ prend en compte les hypothéses de petitesse et ot 3 relie Q et e~'. Du fait de la linéarisation du
sinus que nous effectuerons au niveau de ’équateur, nous choisirons le domaine spatial d’étude T x R.

1.1. Equations du fluide

Nous commengons par rappeler les équations de Navier-Stokes. On considére un fluide incom-
pressible et homogeéne de densité p évoluant dans un domaine spatial S? x [0, H (¢, )] dont la vitesse
est notée U. En particulier, ’équation de conservation de la masse implique que U est un champ de
vecteurs solénoidal. En dehors des termes classiques de convection et des efforts internes, ’étude du
mouvement des océans & la surface de la Terre nécessite d’ajouter a I’équation de conservation de la
quantité de mouvement deux termes supplémentaires :

La rotation de la Terre est prise en compte via un terme d’accélération de Coriolis égal & 2Q AU
ou  est le vecteur taux de rotation de la Terre. Son expression dans les coordonnées locales est reliée
a la latitude 6 par © = Q (0, cosf, sind).

L’étude des ondes de surface nécessite d’introduire ’accélération de la pesanteur d’intensité —g
et dirigée selon e, le vecteur unitaire vertical orienté vers le haut.

Si on note o le tenseur des contraintes du fluide, les équations de Navier-Stokes s’écrivent

1
oU+U-VU — —dive +2Q AU = —ge,
(NS) p

div(U) =0.

21
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Q

F1Ga. 1.1.1. Notations utilisées

Dans les océans, les ordres de grandeur des vitesses horizontale et verticale sont différents. Pour cette
raison, on note U = (v,w) € R? x R la vitesse et on va écrire le systéme dont ses composantes
sont solutions. Pour cela, on décompose la divergence en deux parties de sorte que 1’équation de
conservation de la masse devient

divev 4+ 0, w =0
ou la divergence horizontale est donnée par
divge = 9,0 + 8yv2
siv= (’UI,U2).
De méme, en posant

v = (vm7 82) ’

on obtient

v-Vgv+wo,v
U-VU =

wo,w+v-Vyw
D’autre part, ’accélération de Coriolis s’écrit

20 sinf v+ + 2Q cosh w e,
2QANU =

20 cos v!

ot vt = (—v2,v1) siv= (vl,v2).

Il reste & décomposer le terme faisant intervenir le tenseur des contraintes de Cauchy. Celui-
ci comporte une partie due aux efforts de pression et une autre liée & la viscosité du fluide. Plus
précisément,

oc=—-pIl+2uDU)

1
ou = — + est la partie symétrique du gradient de et ou p est le coeflicient de
DU 5 VU +tVU 1 i i du gradi de U " 1 ffici d

viscosité cinématique du fluide. Par suite,

—Vap + 2 Agv + 10?0 + u Vg (9.w)
dive = .

—0.p+ uAgw + 2p %w + pdivgd,v
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Ainsi, on a
_ 1 2 B2y, 4 P 0wl
Ov+v -Vouv+wd,v =—=Vep+ —Arv+ =0:v+ = Vo0, w—2Qsinf v—- — 2Q cosd w ey
P P p P
1 2
Oiw +wd,w+v-Vaw :ffaszrﬁAmer—Mawaerivmazvacos@vlfg
p p P p

divgv+0,w =0.

Nous allons maintenant écrire ce systéme sous forme adimensionnée. Pour cela, on introduit une
longueur et une vitesse horizontales caractéristiques L et V. On fait hypothése que le fluide évolue
dans un domaine peu profond, c’est-d-dire que la hauteur caractéristique est petite devant L. Le
rapport entre ces deux longueurs est noté e. On introduit donc de nouvelles variables adimensionnées '
et 2’ définies par

En particulier,
Ve =LV, et 0, =¢L0,.

On suppose également que la vitesse du fluide est essentiellement horizontale, c’est-a-dire que le
rapport entre les vitesses caractéristiques verticale et horizontale est d’ordre €. On définit donc les
vitesses adimensionnées suivantes

vVi==v et w:i=—"w

14 eV

De méme, on fait apparaitre un temps et une pression caractéristiques en posant

L
=7 p = RE .
On définit alors

\% v
Re=—, Ro= et F'r=
w’ 2L) VegL
a savoir les nombres de Reynolds, Rossby et de Froude. En utilisant toutes ces variables adimension-
nées, le systéme (NS) se traduit alors par les équations suivantes :

2 1 1 1 . €
(1) Jw+v -Vzv+wd,v :—pr+Eva+@8§v+vaazw—ﬁsmG'vL—%cosﬁwew
1 1 2 1 1 L1
(2) 6tw+wazw—|—v-vww —;62p+EAmw—|—RGEQQZw—&-WdIVmaZ’U—%COSHU —W

(3) divgv+0,w =0.

1.2. Conditions aux bords

Pour obtenir un probléme bien posé, il est nécessaire d’ajouter aux équations d’évolution du fluide
des conditions aux bords du domaine. Remarquons tout d’abord que le domaine spatial choisi n’a que
deux bords du fait de la périodicité selon les variables horizontales.

On commence par adimensionner ’équation de la surface libre du fluide en z = 5(t, x). Puis, on
traduit le fait que le fluide ne subit aucune contrainte & travers cette surface par une condition de
Neumann homogéne on = 0, oil  est la normale 4 la surface dont 'expression est

e (T
1+ (Van)®
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5

nit, x)
I S
e ]
il s
Hauteur
caractoristique n(t, x)
cL
x

Longueur caractéristique L

F1G. 1.2.1. Modélisation du fluide

Si 'on avait pris en compte les effets de la tension de surface, cela aurait conduit a la condition non
homogéne on = axn, avec a la capillarité et « la courbure moyenne.

De plus, I’évolution de la fonction 7 est régie par I'équation de transport 9;n+v-Vgn = w|,—, . Cette
équation est invariante par adimensionnement et s’obtient en considérant le comportement d’un point
matériel a la surface du fluide.

Les conditions aux limites imposées sur cette surface libre s’écrivent donc

Oy n+v-Vgn= W|z=n

1
— Vw +

2 1
PVell = e Va¥ Vall 4 [g Vot o 00 = 0

2
€ 1 2
—p——=—Vew -Ven— —0,v -Ven+ —d,w= 0.
pRew wnReZ wnReZ
Au niveau du fond, supposé plat et donc d’équation z = 0, on utilise une condition de non-pénétration
qui se traduit par la nullité de la vitesse verticale w. De plus, aucun effort tangentiel n’est transmis
i.e. la composante horizontale des efforts est nulle.

1
Vaew +

1
ﬁ 7R652 321: = 0.

1.3. Approximation de Saint-Venant

Afin d’obtenir le systéme d’équations de Saint-Venant, nous allons faire des approximations liées
a la petitesse du paramétre ¢. Tout d’abord, on considére que les termes pénalisés par £~ 2 sont
négligeables, ce qui implique :

Pv =0
d.,p = % O%w + é divgd,v — %
(92’U|Z:77 =0
1
Ple=n T 12 v - Vyn — Te OWo=y =0
aZ’U|Z:0 =0

En particulier, on en déduit que v est indépendant de la variable verticale z.
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Grace a cette indépendance, si I’on intégre 1’équation (3) entre le fond et la surface alors on a
Ndivev + W=y — w,—o = 0.

Les conditions obtenues sur la vitesse verticale au fond et & la surface conduisent alors a
ndivgv + 0+ v-Ven=0

et par suite a
O+ divg (nv) =0.

D’autre part, la nullité de la dérivée verticale de v donne

2 1
Dop = — 0%w — — .
P Re YT 2
En intégrant cette relation entre les altitudes z et 1, on obtient ’expression de la pression suivante
2 1
Pz=ny — P = E (8zwz:77 - azw) - W (77 - Z) .

2
Or, a la surface, p = Eﬁzw, ce qui, en négligeant la viscosité, se simplifie en une loi hydrostatique

1
=———Mn-2).
P= g (=2)
Remarquons que la pression devient indépendante de la variable verticale lorsque le paramétre € tend

vers zéro car le nombre de Froude est inversement proportionnel & /e.

On va maintenant intégrer I’équation (1) qui régit ’évolution de la vitesse horizontale pour obtenir celle
vérifiée par nv. Comme la vitesse horizontale est indépendante de la variable verticale, en négligeant
le terme en ¢, on a

n 2 1 1 1 .
3t(77v)*8t777’+770-vm’01*/0 VmerR—ZAvarEVmw‘z:nfﬁvmw‘zzofﬁsmﬂnvl‘.

L’expression de la pression obtenue conduit &

[r=r [[0-2= g
Op_Fr2 o g Z_QFTQT]'

puis
n n 1
/0 Vap = Vg (/0 p) — Pz=qVal = WW Van.
Ainsi,
1 2 1 1 1 .
O (nv) —Omv +nv-Vyv = —anwn + R—z Agv + Te VW)= — Te Vaw|,—o — ﬁsmﬁnzﬁ )

Or, d’aprés I’équation de conservation de la masse
—0mv+nv-Vev=divy (nv) v+nv-Vev =dive (nv @) .
D’autre part, en utilisant les conditions aux bord simplifiées, on obtient
1 2
vww|z:() =0 et E Vmw = ﬁ Vm’U VE'I]
donc

2 1
—nAw'v—i——V

1 2 .
e oo Valle=n ~ 7o Vaw).—g = Te divg (nVgv) .

Par conséquent, on a

. 1 2 . sin 0
O (nv) +divy (nv@v) + ﬁnvwn " e divg (n Vgv) + EnvL =0.
On appelle modéle de Saint-Venant le systéme :
. 1 2 . sinf |
O (nv) + divg (nv®v)+ﬁnvm7]7 ﬁdlvm (n Vo) + 725 Y =0

O + divg (nv) =0.
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1.4. Rotation rapide au voisinage de I’équateur

Afin d’étudier les petites fluctuations de la hauteur du fluide autour d’une hauteur moyenne, on
pose
n=1+c¢ch.
La deuxiéme équation devient donc

1
O¢h + Vzh v+ hdivgv + gdivwv =0.

Pour le premieére, on néglige le terme visqueux car on se place dans le cadre d’un écoulement & haut
Reynolds et on suppose que le nombre de Froude, i.e. le rapport entre la vitesse du fluide et celle des
ondes de gravité, est de taille €. De plus, au voisinage de 1’équateur, on peut faire I’approximation
suivante

sin 0 yL yL?Q

Ro " RoRp  VRy
ol Ry est le rayon terrestre. Comme le nombre de Rossby vaut environ 1072, on fait I’approximation
suivante :

sinf 3

—_— A —

Ro € 4
Cette linéarisation nous incite, du fait du terme en y, & transformer le domaine spatial T2 en T x
R. Cette modélisation cylindrique de la Terre, bien que peu physique, est acceptable au niveau de
I’équateur. Ainsi, on a

1
Oy (1 +eh)v) +divg (1 +eh)v ®v) + g(1+sh)th+ gy (1+eh)vt =0
que 'on décompose en
1
(1+¢eh) 0w + (1 +¢€h) (v Vo + divgw) + (1 + h) (evmh + gy vi> = —e0thv —ev-Vzhv.
Par suite,
1 B .
(I+eh)|Ow+v-Vv+ ngh + Eyv = —edthv —ev-Vzhv — (14 ¢eh)divyw.

La relation obtenue sur h implique que
—e0thv —ev - Vzhv = divgy + ehdivgy
et par conséquent, la vitesse horizontale est solution de
1
8tv+v~Vv+ngh+§va =0.
Ainsi, le systéme obtenu est

1
6‘tv+v~Vv+th+§va‘ =0

1
6th+'v-Vh+hdivv+gdivv =0.

Il s’agit du systéme étudié dans [9] sans le terme visqueux.



CHAPITRE 2

Réécriture du probléme

Dans ce chapitre, on va, dans les deux premiéres sections, transformer le systéme obtenu précé-
demment en un systéme quasi-linéaire symétrique a pénalisation antisymétrique. Pour cela, pour tout

réel strictement positif ¢, on va transformer la solution | -° ) du systéme pénalisé (ESW)_ en un

he
champ de vecteurs V. solution de

OV + Ay (Vo) 0uVe + Ay (Vo) 9, Ve + e 1MV, =0

ot les matrices A; (V) et Ay (V) sont symétriques et ont pour composantes des combinaisons linéaires
de celles de V. et ot la matrice de pénalisation M est antisymétrique pour le produit scalaire L? (T x R)
i.e. M* = —M. Cette modification s’inspire fortement de ce qui a été fait dans [7].

Cette structure symétrique & pénalisation antisymétrique conférera au systéme de nombreuses pro-
priétés comme cela apparait dans [4, 11]. En particulier, lors d’estimations d’énergie dans l’es-
pace L2 (T x R), le terme pénalisant n’apparaitra pas du fait de I'antisymétrie de M. Pour pouvoir
obtenir des résultats analogues sur les dérivées des solutions et ainsi avoir une convergence plus forte,
cette transformation est choisie de sorte qu’il existe des opérateurs de dérivation conservant la forme
du systéme en commutant avec l’opérateur de pénalisation. On pourra alors, dans une derniére section,
définir des espaces adaptés & notre nouveau systéme.

2.1. Symétrisation du systéme

Commencgons par mettre sous forme symétrique le terme quadratique.

Ue
Si I’on pose U, = < Zs ) = | v | alors le modéle équatorial de Saint-Venant (ESW)_ se réécrit
g
he
Uge 0 ! Ve 0 0 1 —Byve
oU. + 0 ue 0 oU.+| 0 Ve et | 9,U- + - Byue =0.
he+e b 0 u. 0 hote ' ¢ 0

Le systéme n’est pas symétrique mais pour y remédier, on va faire un changement d’inconnues non
linéaire de la forme h. = f(h.) ou f est est fonction scalaire qui s’annule en zéro et dont la dérivée ne
s’annule pas au voisinage de ’origine ce qui assure qu’elle réalise une bijection de ce voisinage dans
un autre.

uE
En posant U. = | v: |, on obtient
he
—Byve
~ ~ ~ ~\ .~ 1
U + My (U2) 0,0 + My (U2) 0,U + | Byu | =0
0

27
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avec . N (7{;)
. 0 Ue 0
M (U = () + e
B .
° Ve 0 0
. 0 Ve ey (E)

e <U) B 0 f (E) +e!

7 (h:)

On est donc naturellement amené a chercher une fonction f telle que

Ve

f+et _
f/ —¢ lf/
c’est-a-dire telle que
1+ef=f"2.

Remarquons que la définition physique de A, implique la positivité stricte de 1+¢ch. et donc de 1+¢f.
Comme [’ ne change pas de signe autour de I’origine, on la choisit positive et on résout donc ’équation

& variables séparées suivante :
ff=+1+ef

o2 '
m—(e““f>'

Ainsi, comme f est nulle & lorigine,

en remarquant que

et on définit E par

Par conséquent, on a

I (E;) +e! —~ ch.
—_— Y = 671f/ (h5> =114+ ==
1 (ha) 2
et en particulier, les termes pénalisés sont les mémes malgré le changement d’inconnues, la partie
quadratique est par contre modifiée. En particulier, elle différe de celle conservée dans [9].
En mettant & part tous les termes en % afin de mettre en évidence la matrice de pénalisation, le

systéme obtenu est alors

E; ve O 0 N
__ Ue 0 ? _ /h\; _ 1 _Byva + aa:he
U, + 0 Ue 0 0. U: + 0 Ve ? 3yUg+ - ﬁyue—f—ayi)/: =0.
;l\e/ 7;8/ © Opus + ag;ve
? 0 Ue 0 ? Ve

Dans toute la suite on omettra les~ afin d’alléger I’écriture. Le systéme est donc sous la forme

OU. + By (U.) 0,Us + By (U.) 0,U. + e *NU. = 0
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ou By (Uec) et By (Ue.) sont symétriques et leurs composantes sont des combinaisons linéaires de celles
de U. et ou

0 =By 0O
N=| 8y 0 0,
0. 0y O
est antisymétrique pour le produit scalaire L? (T x R) i.e. N* = —N.

On dit que le systéme est sous forme symétrique & pénalisation antisymétrique, ce qui lui confére de
nombreuses propriétés, notamment en ce qui concerne les estimations d’énergie. C’est 'objet de la
proposition suivante.

PROPOSITION 2.1. Si la famille (U.),, est solution de I’équation

d
U+ Be;OUc+c 'NU. = F.
i=1
ot les matrices (Bei);;icy c>o Sont syméiriques et ou N est antisyméirique pour le produit sca-
laire L? (T x R) alors on a lestimation

1d 2 1 . 2
2 Uellzzrxry < 1=l poerury 1Uellperxry + 5 IdiVBell oo (rxm) 1Uelz2(rxy -

DEMONSTRATION. Du fait de I’antisymétrie de N, une estimation d’énergie dans L? (T x R) donne

1d 2
@ 1Uellz2rsry = (OUes Ue) p2(rur)

d
= <F€7 U€>L2(’H‘><]R) - Z <Bs,i aiUsa U5>L2(']I‘><R) - 571 <NU€7 U€>L2(’[[‘><R)

i=1

d
— (U)o — (£ Bes DU UL )
i=1 L2(TxR)

De plus, comme les matrices (B: ;) -, -, -~ sont symeétriques
<Be,i6iU67 UE)LQ(TXR) = <8iUEa Bs,i UE>L2(']I‘><R) = - <U57 81' (Be,i U5)>L2('[F><]R)
= - <U67 aiBe,i U5>L2(']1’><]R) - <U€7 Be,i aiU5>L2(']I‘><R)

i.e.
4 1
Z <Ba,i aiUsa U5>L2(’H‘><]R) = _5 <diVBa Uaa U€>L2(T><]R)
i=1
ce qui conduit & I’inégalité annoncée. |

Ainsi, si la famille (F.)_. , est bornée dans L? (T x R) et si la famille (divB.),. o I'est dans L> (T x R)
alors on a une estimation uniforme de (U.)_., dans L? (T x R).

Mais dans notre cas, les matrices (B ;) dépendent de la famille (U.), . Plus précisément,
on a, par inclusion de Sobolev,

e>0
1<i<d,e>0

[divB(Ue) | oo (rxry S 1Uellwroe(rxmy S 1Uell s rxmy
ce qui ne permet pas de conclure méme si la force extérieure est, dans notre cas, nulle.

On remarque alors que si on considére une matrice de dérivation spatiale D alors la famille (DU, )
vérifie

e>0

oy (DU.) + B1(U.)0, (DU.) + Ba(U.)d, (DU.) + e 'NDU. = FP
avec cette fois ci un second membre non nul faisant intervenir les commutateurs entre la matrice de
dérivation D et les matrices du systéme. Plus précisément,

FP = [B,(U.)d,, D|U. + [B2(U.)d,, D] Us + &~ [N, D] U. .
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Si on veut espérer, grace a la proposition précédente, obtenir une estimation uniforme de la fa-
mille (DU.).., dans L?(T x R) il est nécessaire que le commutateur [N, D] soit nul. En effet, si
c’était le cas pour toutes les dérivées d’ordre inférieur ou égal & 3 alors on pourrait estimer les forces
extérieures par

D 2
HFE HL2(T><]R) < ||U€||H3(T><]R)

et par suite on aurait

5 77 Wellzrarxmy S NUellrarmy

ce qui permettrait d’obtenir localement une estimation uniforme de la famille (U:),., pour peu que
la famille des données initiales (Ue,0)5>0 converge. Or, pour l'instant, notre matrice de pénalisation
commute avec la dérivation par rapport & x, mais pas avec la dérivation par rapport a y car le
commutateur [y, d,] est non nul. Il va donc falloir réaliser un nouveau changement d’inconnues, cette
fois-ci linéaire, et trouver des matrices de dérivations adaptées pour que la structure du systéme soit
stable par dérivation.

2.2. Nouveau systéme

L’objectif de cette section est de modifier le systéme pour trouver des matrices de dérivations com-
mutant avec la nouvelle matrice de pénalisation. Pour cela, on introduit les opérateurs suivants.

DEFINITION 2.2. On définit [’opérateur de Hermite selon y par

92 2,2
H:=0, - 3%y
et les opérateurs de création et d’annihilation correspondants par
1
Li=—=(0, FBy) .

V2

Ces opérateurs ont des propriétés de commutation qui vont nous étre utiles. Plus précisément, on a
le résultat suivant
PROPOSITION 2.3. Les opérateurs H, Lyet L_ vérifient
1 1
Lyl =5 (H+0), Lil-=3(H=p) et [Ly,L-]=5I

ainst que
[H,Ly]=-28Ly et [H,L_]=20L_.

DEMONSTRATION. Tout d’abord,

Lol = 50, — By)@y + By) = 5 (83 + 0+ 030, — By, — F*7)

2
Lo 2,2 1
=5 (05— B%* +8) = 5 (H+pI).
et en changeant 3 en —/3, on obtient
L Ly= % (H - pBI)
puis
[L+7 L*] =pgI.
Enfin,
[(H,Ly] =2LyL- —1,Ly]=[2L4L_,Li]=2Ly[L_,Ly]=-26Ly
et

[H,L_|=[2L.L_—IL_|=[2LyL_,L_|=2[L.,L_|L_=2BL_.
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Ces propriétés vont nous permettre d’obtenir le résultat suivant similaire & celui énoncé dans [7].

THEOREME 2.4. Si on note
1

2 vale
‘/5 = Ve = Ve
Te i (uE + hE)

V2

alors la famille (Vz),., vérifie
(S:) + O Ve 4+ A1(VL)0, Ve + Ax(V2)0, Ve + e MV, =0

ol

-0, L_ 0
M = L+ O L, 5
Ly 0,
Ay(V2) = Dia < 8L)s = (re — 1) : —— (r 31))
g k) \/i g €/ 2\/§ g €
et
1
1 (re +1c) 0
1
(re +12) Ve —(re + 1)
4
4 (Ts + ls) Ve
De plus, la matrice de pénalisation M commute avec les opérateurs 0, et
H—-23
D = H

H+23

Une fois énoncé, ce théoréme peut se démonter par de fastidieux mais simples calculs. On se propose
ici de détailler les étapes qui ont conduit & ce changement d’inconnues.

On souhaite ne pas modifier la structure du systéme et obtenir une matrice de pénalisation dont les
coefficients soient des combinaisons linéaires des opérateurs 0., L et L_ du fait de leurs propriétés
de commutation. La proposition suivante justifie que ’on privilégie une transformation orthogonale.

PROPOSITION 2.5. Si la famille (U.),-, est solution d’une équation du type
0:U. + B1(U:)0,U. + Bo(U.)0,U: + e 'NU. =0

ot B1(U.) et Ba(U:) sont des matrices symétriques dont les composantes sont des combinaisons li-
néaires de celles de U, et ou N est une matrice d’opérateur antisymétrique et si P est une matrice

orthogonale alors la famille (ffvg = PU€> est solution d’une équation du méme type.
e>0

DEMONSTRATION. Par définition,

OU. = Po,U. = —P [B1(U.)0,U. + Bs(U.)9,U- + e *NU.]|
—_p [Bl(UE)aw (P—lffg) + By(U.)d, (P—lﬁg) + 5—1NP‘1ﬁ;}
= — [PB1(U-)P7] 0,U. + [PBy(U:) P~ 8,U- + e~ [PNP!] UL..
Ainsi /U: est solution de

O,U. + Ay (U.)0,U. + Ay(U)0,U. + ¢ 'MU, = 0

avec
Ay(U.) = PBy(U.)P™!, A(U.) = PBy(U.)P™' et M =PNP™'.
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La matrice M est clairement antisymétrique car P~! = P*. De méme, les matrices A, (U.) et Az(U.)

sont symétriques et leurs coefficients sont des combinaisons linéaires des composantes de U. donc
de U.. |

Détaillons maintenant les calculs qui conduisent au changement proposé dans le théoréme 2.4.

d e f
On cherche donc une matrice orthogonale P=| ¢g h 1 telle que si
i k1
0 —-A B
N=| A 0 C
B C 0
avec A* = A, B* = —B et C* = —C alors PN P* est de la forme
AB nA'+mC’ +pB rA +qC' + sB
mA’ +nC’' + pB uB uA’ +tC' +vB
gA’ +rC' +sB  tA'+uC’' +vB B

avec A=A+ Cet C'=:C— A.

Bien stir, on ne veut pas que les termes en A’ et C’ se recombinent en termes uniquement en A ou C,
donc si un des termes n+m, ¢+ 7 ou t+wu est nul alors on impose respectivement n =m =0,g=7r =0
et t=u=0.

Commengons par le cas ou (A, B,C) = (Id,0,0). Dans ce cas, on veut

0 —dh+eg —dk+ej 0 n—m r—gq
PMP*=| —ge+dh 0 —gk+hj | =] m—n 0 u—t
—je+kd —jh+kg 0 q—1r t—u 0

On a donc un premier systéme
—dh+eg=n—m
(1) —dk+ej=r—gq
—gk+hj=u—t.
Si (A, B,C) = (0,1d,0) alors, dans ce cas, on veut avoir

2df di+ fg dl+fj A p s
PMP*=| gf+1id 2gi gl+ij |=]1 p p v
Jf+1ld ji+lg 251 s v T
On a donc
2df =X
gf+id =p
@) jf+ild =s
290 =
Jji+lg =wv
251 =T.
Enfin, si (4, B,C) = (0,0, Id) alors on veut que
2ef et + fh el+ fk 0 n+m r+gq
PMP*=| hf+ie 2hi h+ik | =| m+n 0 u+t

kf+le ki+lh 2kl qg+r t+u 0
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D’o,
ef=0
ih=20
kl=0
(3) :

hf+ei=m+n

kf+el=q+r

ik+1lh=t+u.

De plus, 'orthogonalité de P implique les relations

ed+gh+3jk=0
df +gi+jl=0
ef +ith+kl=0
& +g*+j=1
e2+h2+k2=1
P+ =1

On veut donc, pour que le changement d’inconnues ait un intérét, que les trois quantités n+m, ¢+ r
et t + u ne soient pas toutes nulles, ce qui nous guide dans l'utilisation des trois premiéres inégalités
de (3). On choisit de prendre e =i =k = 0.

En réinjectant dans (1), (2), (3) et (4), on en déduit que h = 1, que ¢ = r = p = g = 0 puis
que p = v = 0. La forme de la matrice de passage devient donc

d 0 f
P=10 10
i 0 1
et celle de la nouvelle matrice de pénalisation
AB nA’ +mC’ sB
PMP* =] mA +nC’ 0 uA’ +tC’
sB tA" + uC’ B
On choisit la matrice de passage
1 0 1
V2 V2
P= 0 1 0
1 1
V2 V2

1
ie. —d=j=1=f=—— cequiimplique u+t=u—1tet m+mn=mn—m et par suite t =m = 0.

V2

Pour conclure, on posen=—, A=—-1,s=0,u=—et 7= 1.
P 2 V2

La nouvelle matrice de pénalisation est donc

1

1 -B E(AJFC) 1 0

(€4 0 S5 (4+0)
0 - B

V2



34 2. REECRITURE DU PROBLEME

Ainsi, en faisant le changement d’inconnues

1
I 7zl the
Ve = Ve = Ve s
1
Te ﬁ (UE + hg)
on obtient
Ay(V.) = Dia (1 (re = 8L) s = (e — 1) ——( 3z>)
) = Di re = 3le); —= (re — lo); re — 3l
1 g 2\/5 € \/5 € € \/» €
1
Ve Z (TE + ZE) 0
1 1
AQ(VE) = 1 (Ts + la) Ve 1 (re + le)
1
0 1 (re +1c) Ve
et la nouvelle matrice de pénalisation est
-0, L_ 0
M = L, 0 L_
0 Ly O,
H+a
Reste a trouver une matrice de la forme H+b qui commute avec cette nouvelle
H+c
matrice de pénalisation. Le commutateur vaut
0 [H,L_]4+ (a—b)L_ 0
[H,Ly]+ (b—a) Ly 0 [HL_]+(b—c)L_
0 [H,L.f_}—f-(c—b)L_Q_ 0

Comme [H, L] = —208Ly et [H,L_] = 206L_, il suffit de prendre a, b, et ¢ de telle sorte que a—b = —23
et b — ¢ = —20. En particulier,
H-2p
D := H
H+ 23

convient.

2.3. Espaces adaptés

Maintenant que ’on a construit des matrices de dérivation laissant stable la structure du systéme,
on va définir & partir d’elles des espaces fonctionnels adaptés. D’aprés ce qui précéde, on est amenés a
s'intéresser & la norme L? des familles de dérivées (95 DPV.)__ . On introduit donc, comme dans [7],
les espaces adaptés suivants.

DEFINITION 2.6. Pour tout entier n, on introduit ’espace W?™ (T x R) composé des fonctions V
de T x R dans R? telles que 0¥ DPV appartient a L* (T x R) pour tout couple d’entiers (k,p) véri-
fiant k + 2p < 2n. Il est muni de la norme

2
||V||$/v2n(1er) = k+2z<2 ||5§DPV||L2(MR) :
pPS<an
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REMARQUE. Les roles joués par les entiers k et p différent car la matrice d’opérateur D fait
intervenir des dérivées d’ordre 2 contrairement & ’opérateur 9,.
On remarque, du fait de la définition de D qu’une fonction vectorielle W appartient a W?" (T x R) si
et seulement si chacune de ses composantes w vérifie

2
k+;2 ||8£pr“L2(T><]R) <
p<2n

ce qui permet de définir la norme W?" (T x R) pour des fonctions scalaires de T x R. C’est ce qui est
fait dans [7].

Les espaces introduits peuvent se définir trés simplement & partir des dérivations par rapport aux
variables x et y ainsi que la multiplication par y.

PROPOSITION 2.7. Pour tout entier n, la norme W?" (T x R) est équivalente a la norme ”'H)/Nv?"(?rx]R)
définie par

. 2
”w”ﬂ;zn(fmxﬂg) = Z ||yjaflﬁ€a?w||L2(T><R)'
Jt+k+m<2n

En particulier, l’espace W™ (T x R) est contindment inclus dans ’espace de Sobolev H*" (T x R).

DEMONSTRATION. Pour tout entier p, 'opérateur HP se décompose en une somme d’opérateurs
du type 3’9, avec j + m < p. On en déduit que l'espace W2 (T x R) est continfiment inclus

dans Wy, (T x R).
Montrons maintenant, pour tout entier n, l’existence d’une constante ¢, telle que, pour toute
fonction w,

i ok 2 k 2
. ooyel. <en Y [orH W],
J+k4+m<2n k+2p<2n
Remarquons d’abord qu’il suffit de montrer que pour tout entier N, il existe une constante dy telle
que pour toute fonction f,

S opsl. <de > IHPFG -
J+m<2N p<N
En effet, on aura alors

S ekl =S Y varabul,

J+k+m<2n k<2n j4+m<2n—k

)N DR L

k<2nj+m<2n—2E(k/2)

IN

<D dupayy Y, IHMw|I
k<2n p<n—E(k/2)
puis
. 2
S Wokorwl, < du—pwm Y | HPw||7»
j+k+m<2n k<2n p<n—k/2
<o > [okEf

k+2p<2n
en prenant ¢, = Max d E(k .
" k<2n " (k/2)

Il reste donc & montrer 1’assertion de récurrence suivante

H(N) = "3dy Ve LP®R) , Y |vopfll. <dnw > IH S} .

j+m<2N p<N
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Le résultat est évidemment vrai pour N nul. Néanmoins, on va le montrer pour N = 1 car nous en
aurons besoin pour montrer ’hérédité. Fixons f et montrons le résultat pour N = 1. Comme

lyflle <UAlee + 92 Flle et 118y fl7a < 1172 + |92 -

il suffit de prouver que
12150 + w0y F152 + 10251 s (17132 + 1712 ) = (1715 + 627 = 822111 ) -
Or, en développant, on a
105 — 822 £l = 195 £ 10 + 18°2 1 = 28° (0P £.055)
donc, par intégration par parties,
1055 = 22 1l e = 1051 + 67 2 1 + 267 €0y (521) 00 1) 1o
= Hﬁngiz + 62 HnyHi? =+ 4/62 (yf, ayf>L2 + 262 <y28yfa 3yf>L2

= 03[152 + 5 1212 + 26 (0, (1)) 2 +26% w0y 72 -
Ainsi,
|EF15s +207 1172 = 6 97 £ [ + 26° w0y 172 + 1057
et Passertion H (1) est vérifiée.

Supposons 'assertion H (N — 1) vraie pour un certain entier N non nul et montrons H (V).
Soit f € L? (R). Grace au cas N =1, on a

i 2 ; 2 ; 2
Yo oyl < X orsll.+ > oyl
J+m<2N j+m<2(N-1) j+m=2N

< X (@l + lavarsl.) -

J+m<2(N-1)
En utilisant ’hypothése de récurrence, on obtient
. 2 2 1 2
ooyl <2dva > IHPA+ D, ([HY S, -
j+m<2N p<N-1 j+m<2(N—1)

L’idée est alors de translater 'opérateur H dans le dernier terme, d’appliquer ’hypothése de récurrence
a H f puis de conclure en calculant un commutateur. Plus précisément,

> lmvopsl. < X wopailL+ Y Hwp]

j+m<2(N-1) j+m<2(N—-1) jHm<2(N-1)
Sdvr Y B L+ Y (el
p<N-1 j+m<2(N-1)

Or, le commutateur [H, yja;ﬂ est une somme de termes de la forme y?0] avec p+q < j +m.
Si on admet cela, alors, en appliquant ’hypothése de récurrence, on obtient I’existence d’une constante My
telle que

Syl <My Y Py, < Madvo 3 IHP S
j+m<2(N-1) j+m<2(N-1) p<N-1
et par suite

ST lor sl < Bdn-y + Mydy—1) S I1HP f|2 .
J+m<2N p<N

11 suffit alors de prendre dy = 3dy_1 + Mydy_1 pour conclure.
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Il reste donc a prouver le résultat énoncé sur le commutateur [H Ly 8;”} Par définition, on a
Hy 0 = (9] = B*y*) y/ O
— O 4 2y O (1) i 20 — By

=y HOP + 2y’ 1oyt + (5 — 1)y 20y

et
yoyH =y oy (9 - F)
. 2 2, j+2 2, i+1gm—1 2 i gm—2
=y oy t? — BRI — 2Pmy O — 3Pm (m — 1) y/ Oy
g m 2 i+19m—1 2 ] Qam—2
=y HO' — 2°my? 1o~ — BPm (m — 1) y? 0, 2.
Ainsi,
[H, yjal’/”] = 2jyj_18;"+1 +50U-1 yj_28;" + 2ﬂ2myj+16;”_1 + 6%m (m —1) 6;”_2
ce qui conclut la démonstration. O

Pour simplifier les démonstrations & venir, on introduit les notations suivantes.

DEFINITION 2.8. Pour tout entier q, on appelle opérateur d’ordre q, et on note 5‘1, tout opérateur
de la forme ypa;a§ avec r+p+ k < q de sorte que pour toute fonction w appartenant ¢ W? (T x R),

ol

L2(TxR) ™

||w||wq(qr><]R) .
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CHAPITRE 3

Etude de la matrice de pénalisation M

Dans ce chapitre, nous allons, dans une premiére section, étudier les éléments propres de M
en nous inspirant de ce qui a été fait dans [9]. Nous exhiberons notamment une base hilbertienne
de L? (T x R) composée de vecteurs propres de la matrice de pénalisation et donnerons quelques
propriétés importantes du spectre de M. Grace cette base, nous obtiendrons, dans une seconde section,
des normes équivalentes a la norme W2 (T x R) et énoncerons un résultat similaire au théoréme de
Parseval.

3.1. Eléments propres de M

Pour obtenir les vecteurs propres, nous allons utiliser la décomposition de Fourier dans L? (T)
et celle selon les fonctions de Hermite dans L? (R). Habituellement, les fonctions de Hermite forment
une base hilbertienne de L2 (R) composée de fonctions propres associée a I'opérateur 92 — y2. Un
changement d’échelle en fait donc une base hilbertienne de L? (R) constituée des fonctions propres de
I'opérateur H. Dans la suite, nous noterons (), la famille des fonctions de Hermite modifiées.
Elle hérite de certaines propriétés, en particulier, pour tout entier n, on a les relations suivantes

Hypy,, =-B@2n+1)¢,
L_ d)n = \/[ann—l
Lyt =—/Bn+1)Y,

avec, par convention, ¢_; = 0.

Grace a ces fonctions, nous allons détailler la forme des vecteurs propres de la matrice de pénalisa-
tion M.

PROPOSITION 3.1. Si pour tout couple (k,n) € Z x N*, on appelle (T (k,n,j))je{_l 0,1} les trois
racines distinctes du polyndéme

Py (1) := = (k2 +802n+ 1)) — Bk

avec 7 (k,n,—1) < 7 (k,n,0) < 7 (k,n,1) et si, pour tout entier relatif k, on note
—k+/k2+4
7 (k,0,41) = SE VA V2+5 et 7(k,0,0) =k

alors le spectre de la matrice de pénalisation M est 1S avec
S :={r(k,n,j), (k,n,j) € ZxNx{-1,0,1}}.

De plus, pour tout (k,n,j) € ZxNx{—1,0,1} tel que (n, j) # (0,0), il existe des constantes ag n_j, bk n,;
et ¢ n,; telles que

Ak .n,j 1;[}77,—1 (y)
\I/k,n,j (l’, y) = bkm,j '(/)n (y) eika:
Ck,n,j Yng1 (y)

39
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soit un vecteur propre unitaire associé a la valeur propre it (k,n,j) et pour tout entier relatif k,

0
0 ikx

Yo (y)

est un vecteur propre unitaire associé & la valeur propre it (k,0,0) = ik. Ce dernier type d’élément
propre est dit de Kelvin.

Uroo(2,y) =

REMARQUE. Les notations sont légérement différentes de celles utilisées dans [9]. En particulier,
la définition des 7 (k,0,0) est modifiee de sorte que pour tout (k,n,j) € Z x N x {-1,0,1}, le
vecteur Wy, ,, ; fasse apparaitre le mode de Fourier ek,

REMARQUE. La valeur propre nulle est uniquement obtenue par les triplets (0,7,0), n € N.

DEMONSTRATION. Commencons par quelques remarques. Tout d’abord, comme M est antisymé-
trique, ses valeurs propres sont imaginaires pures, on les cherche donc sous la forme i7 ou 7 est un
réel.

l
D’autre part, si v € L? (T x R) est un vecteur propre de M associé a la valeur propre i7 et si
r
on le décompose dans la base de Fourier de L? (T) en
! le (y) N
v )@= [ wl |
r kez \ Tk (Y)
alors
k(y) \ Wy \
Z M| v (y) |e*e = z'TZ v (y) | e,
keZ i (y) kez \ 1% (y)
Or, pour tout entier relatif &,
Iy (y) _ —ikly, + L_vy, .
M Vg (y) ethr — Ll + L vy (y) ezkx,
ri (y) Livy +ikry
donc
—ikly + L_vyg 4 Ik (v) _
Z Lo+ Lor, | (y)et* = irz v (y) | e*®.
kEZ Livy + ikry kez \ 7k (v)
Comme
l Uk
v | #0 & JkeZ: ve | #0,
r Tk

le complexe 7 est une valeur propre de la matrice de pénalisation M si et seulement il existe un entier
relatif k& et des fonctions f, g, h, non toutes nulles, appartenant a L? (R) et vérifiant le systéme

—tkf+L_g =1irf
Lif+L_h =irg
Lig+ikh =ith.

On remarque que si 7 # k alors on peut exprimer h en fonction de g et que si 7 # —k alors on peut
exprimer f en fonction de g. On va donc séparer trois cas.
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o Si 72 # k2 alors le systéme est équivalent &

(r—k)LyL_g+ (t+k)L_L.g :T(k:277-2)g_
[ =——L_yg

= —L
h k) +9

i(r—

On va maintenant décomposer g dans la base hilbertienne de L? (R) composée des fonctions de Hermite

pour expliciter Paction des opérateurs Ly et L_. Si on pose g = Y a,, alors
neN

LJrLfg = _Zﬂnanwn (y) et L,LJrg = _Zﬁ (TL + 1) and]n (y)

neN neN

et la derniére relation devient

> (7 (K =) + 7820+ 1) + Bk) anth (y) = 0.

neN

Ainsi, g est non nulle si et seulement s’il existe un entier n tel que 7 soit racine du polyndme
Py (1) =73 —T(k2+ﬁ(2n+1)) — Bk.
Si 7 est une racine de Py, différente de £k alors le vecteur

VBn
m¢n—1 (y)
Un (y> etk

—/B(n+1)

i(T — k’) ql)n+1 (y)

est un vecteur propre de M associé a la valeur propre iT.

Reste & déterminer si Py, a pour racine +k pour savoir combien de racines sont & conserver.
Comme

Pon (k) =—2(n+1)Bk et Py, (—k) = 26nk,

si le produit nk est non nul alors &k n’est pas racine du polynéme Py ,,. Vérifions que, dans ce cas, Py,
a trois racines réelles distinctes.
Comme P/, (1) = 37% — (k? + 3 (2n+ 1)), on pose

o /k2+6;2n+1)

de sorte que pour montrer que P, a trois racines distinctes il suffit de prouver que
Pk,n (a) Pk,n (—Oé) <0.

Or, Py () P (—a) = k2% — 4a® et, comme n > 0,

408 = Qi? (K +8@2n+1)° > %k252 (2n +1)° > 4k*32

donc le polynéme P ,, a bien trois racines réelles distinctes.
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Fic. 3.1.1. Comportement de P}, pour kn non nul

Etudions maintenant le cas ot le produit nk est nul.

kE+ k> +4
Sin=0alors Py, (1) = (T + k) (r* — kT — ) et ses racines sont —k et 7+ﬂ Ainsi, sin est

2
—k+ k%244
nul alors soit 3 # 2k? et on conserve les racines 7 (k,0,41) = @ associées aux vecteurs
propres
0
k0,41 (2, y) = Cro,41 Yo () etk
—vB Y1 (y)
i (7 (k,0,£1) — k)
soit 3 = 2k? et on conserve uniquement la racine 7 (k,0, —1) = —2k associée au vecteur propre
0
Uio,-1(2,y) = Cro,-1 vo (y) etk
VB
3ik V1 )

Si k = 0 alors Py, (1) = 7(72 — 3(2n+1)) et ses racines sont donc 0 et £4/3(2n+ 1). On ne
conserve que les deux racines non nulles 7 (0,n,+1) = £./6 (2n + 1) associées aux vecteurs propres

unitaires
Vn
mth 1(y)

Yo,n,+1 (z,y) = Con,+1 Yn (y)

—+/B(n+1)

77 (0, 1) ¥ )
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e Si 7 = k alors on doit résoudre le systéme
L_g =2ikf
Lif4+L_h =ikyg
Lig =0.

Si on décompose g dans la base des fonctions de Hermite en g = > a,,, alors la derniére équation
neN

Lig= _Zan\/ Bn+1)n(y) =0

neN

devient

et par conséquent, g est nulle. Il faut alors distinguer deux cas suivant que k est nul ou pas.
Si k # 0 alors f est nulle et on a L_h = 0. Si on décompose h en h = 3 by, alors

neN
L= Y buF 1 () =0
neN
donc h est proportionnelle & ¥g. On pose alors 7 (k,0,0) = k et
0
Uyo0(z,y) = 0 etk
Yo (v)
Si k =0 alors on obtient Ly f + L_h =0. On pose f = > amtm et h = > bypthm,. On obtient
alors e el
= VBm+ D) antmir+ >V Bmbytm1 =0
meN meN
i.e.

1
by =0 et am_1=1/ %bmJ’,l pour tout m € N*,
m

Si on prend by, = ¢, alors h est proportionnelle & 1)y et f est nulle. On pose donc 7 (k,0,0) =0 et

0
00 (z,y) = 0
Yo (v)

1
Si on prend by, = dp41,m avec n € N* alors a,, = ntl On+1,m - On pose donc 7 (0,n,0) = 0 et
V. n

Yn—1(y)

0
Vo.n,0(2,y) = Como
n
mi//n—s-l (y)
e Si 7= —k # 0 alors on doit résoudre le systéme suivant
L_g =0

Lif+L_h =—ikg

L.g =—2ikh.
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Sionpose g = > apt, alors L_g = > an,v/Pni,_1. 1l existe donc une constante c telle que g = c1)g.

neN neN

1
Comme k est supposé non nul, h = ﬁ\/ﬁwl puis Ly f = ic (2[2 — k> 1g. Cette relation n’est

i
réalisable que si ¢ <2ﬂk — k) = 0. Donc les fonctions f, g et h sont nulles sauf si 3 = 2k2.
Si 3 = 2k?%, on pose 7 (k,0,1) = —k et

0
Vi1 (2,y) = Croa Yo () ek,
1
ﬂ\/ﬁwl (y)

PROPOSITION 3.2. La famille (Vi ;). nj)ezxx{—1,0,1) €St une base hilbertienne de L? (T x R)
constituée de vecteurs propres de la matrice de pénalisation M.

DEMONSTRATION. Commencons par prouver que la famille (¥, ,, ;) est ortho-
gonale.
Gréace a la forme des vecteurs propres explicitée dans la proposition 3.1 et & l'orthogonalité des

familles () et (¢n), ey respectivement dans L? (T) et L? (R) si (n, k) # (n/, k") alors

(k.n.§)€ZxNx{~1,0,1}

kEZ
(Whongs Uit ) 2 (rscry = 0
De plus, si j # 7/, alors 7 (k,n,j) # 7 (k,n,j’). En effet, si (k,n) € Z x N*, alors on utilise le fait
que les trois racines de Py, sont distinctes et sinon il s’agit d’une vérification directe. Or, comme M
est antisymétrique et comme les vecteurs Wy, ; et Uy, v sont des vecteurs propres de M associés
respectivement aux valeurs propres it (k,n, j) et it (k,n,j’), on a
it (k1. 3) (Wengs Yeng) peesry = (M Pk Chongt) g2 (rxw)

== (kg M‘I’k,n,j’ﬁ?(rxm)

=it (k,n,j") <\Pk,n,j, \I]k,mj’>L2(T><R) :
et par suite, si j # 5’ alors
(Wk,n,i ‘I’kyn,j’>L2(1er) =0.

Ainsi, si (n, k, j) # (n', k', j') alors les vecteurs ¥y, ,, ;j et ¥y v i sont orthogonaux.

Montrons maintenant que la famille (¥y, ;) est totale dans L? (T x R).

(k,n,j)€ZxNx{-1,0,1}

Pour tout (k,n) € Z x N*, l'orthogonalité et la normalité de la famille (\I!k,nyj)je{fl 0,1} implique
I’orthogonalité et par suite l'inversibilité de la matrice
Qkn,—1 Ak n,0 Qkn,1
Ak,n = bk,n,—l bk,n,O bk,n,l
Ckn,—1  Ckn,0 Ckmn,l
Or,
( \I’k,n,fl \Dk,n,O \I’k,n,l ) (x,y) = ezk:r 0 Q/Jn (y) 0 Ak,n
0 0 '(/)n-i-l (y)
et, par conséquent, la famille (\Ilkn])j (1,01} engendre les vecteurs
Yn—1(y) ) 0 ) 0 )
0 ezkz7 wn (y) 6zk:w et 0 ezkx

0 0 VYnt1 (y)
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pour tout (k,n) € Z x N*.
De méme, pour tout k € Z, la matrice

0 1 0
Ao =1\ bkn—1 0 bin1
Ck,n,—1 0 Ck,n,1

est inversible et

0 0 0
((Who-1 Yroo Wroa1 )(z,y)=e*" 0 Yo (y) 0 Ak0
Yoly) 0 iy

donc la famille (Wyn.5);c(_y 0,1y engendre les vecteurs

wo (y) ezk:w, 0 ezkm et 0 ezkx
0 Yo (v) V1 (y)

pour tout k € Z.
Par conséquent, comme la famille (¢, (y) e

la famille (Ug ;)

ikw)(k,n)EZXN est totale dans L? (T x R), on en déduit que

, )
(kumog)€ (ko) €ZxNx {~1,0,1) 1 €St aussi. O

On introduit les projecteurs associés.

DEFINITION 3.3. Pour tout (k,n,j) € ZxNx {-1,0,1}, on note I, ; la projection orthogonale
sur la vecteur propre Wy, ,, ; i.e.

Hk,n,j\Ij = <\II7 \Ilk,n,j>L2(TXR) \I/k,n,j

et pour tout A € &, on note I la projection orthogonale sur l’espace propre associ€ i.e.

M= > Ty

7(k,n,5)=X

Une étude du comportement des racines du polynéme Pj, ,, va nous permettre d’obtenir les résul-
tats suivants.

PROPOSITION 3.4. Il existe une constante C telle que pour tout (k,n,j) € Z x N x {-=1,0,1},
si 7 (k,n,j) est non nul alors

1
—— < C(1+4+k+n).
ey = ¢ )

De plus, l’ensemble
{T(k7n7.7)7 (k’n7J)EZXNX{_170)]‘}}'

a pour seuls points d’accumulation zéro et l'infini et pour toute valeur propre non nulle, l’espace propre
associé de dimension finie.

DEMONSTRATION. Si n = 0 alors, par définition,

N
T(kﬂ,il)z% et 7(k,0,0) =k

donc on a l'estimation annoncée :

7(k,0,-1) ~ -k ,7(k,0,0) =k et T(k,o,il)w%ﬂ.
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Pour n non nul, les réels (7 (k, n73))je{—1,0,1} sont les racines du polynéme Py ,,. Nous allons montrer,
a laide des relations coefficients racines, que si n ou |k| tend vers I'infini alors on a les approximations

suivantes Sk
Jk,£1) ~ /K2 2n+1) et 73 [ —
(n, k. £1) FEENET) et Tk 0) ~ o pe
ce qui nous permettra d’obtenir toutes les propriétés énoncées.

Comme

ZT (n,k,§) 7 (n, k,j') = —k* =3 (2n+1) ,

J#j’
une des racines extrémales, 7 (n, k,1) ou 7 (n, k, —1), tend en valeur absolue vers 'infini. Mais comme
la somme des racines est nulle, on en déduit que 7 (n,k,1) et —7 (n, k,—1) tendent vers 'infini. En
particulier pour ces deux racines, Sk est négligeable devant (k2 +B(2n + 1)) 7 donc

™~ (K +B2n+1)) 7.
Les racines extrémales de P, ; sont donc approximables par
T(n,k,£1) ~ £/k2+ B(2n + 1).

Enfin, comme le produit des trois racines est égal a 8k, on obtient

— Bk
T(n,k,0) ~ E A D)

On en déduit I'estimation annoncée et le fait que les points d’accumulation de ’ensemble

sont zéro et ’infini.
Enfin, si on considére une valeur propre i\ dont ’espace propre associé est de dimension infinie alors
il existe une suite (ky, 2m, Jm) ey d’éléments de Z x N x {—1,0,1} telle que pour tout entier m,

T (kma nmajm)meN =A.
Ainsi, le réel X est fini et appartient aux points d’accumulation de ’ensemble
{r(k,n,j), (k,n,j) € ZxNx{-1,0,1}}.

Par suite, A est nul. O

3.2. Normes équivalentes

Nous allons ici utiliser le fait que les normes W?® (T x R) soient adaptées & la matrice de pénalisation

et la base hilbertienne (\I/k}n,j)(k n.j)EZxNx{—1,0,1} POUr obtenir des propriétés sur ces normes.

PROPOSITION 3.5. Pour tout entier s et pour tout vecteur U appartenant a W?* (T x R), on a

2 2
Z ”H)\UHW?S(TXR) = ||U||W2S(’]I‘><]R) :
Ae6

DEMONSTRATION. Par définition,

HU||$/\}2S(’]I‘><]R) = Z <8;7;DPU76;DPU>L2(T><R)
r4+2p<2s
= Y . 2)3662(8;DPH,\U,8;DPHHU>L2(WR).
r+4+2p<2s (K

Comme la matrice de pénalisation M commute avec ’opérateur 8;D§, les sous-espaces propres de
la matrice M sont stables par ces opérateurs. Par conséquent, les vecteurs 0, DPII\U et 0;DPIL, U
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sont des vecteurs propres de M associés respectivement aux valeurs propres i\ et iu. Ils sont donc
orthogonaux si A # p. Par suite,

2 r 2 2
10 e = S S IOy = S MUy -
r4+2p<2s \e& XSG
U

On peut ainsi exprimer la norme W?2® grace & la décomposition sur les espaces propres. On va main-
tenant étudier I’action des opérateurs de dérivation 07 DP sur la famille (¥y, ,, ;)
en déduire une décomposition plus fine.

(kn,§)€ZxNx {~1,0,1} €0
PROPOSITION 3.6. Pour tout couple d’entiers (r,p), la famille (0 DP \I/k’n’j)(k,n,j)erNx{—1,071} est

une famille orthogonale de L? (T x R) constituée de vecteurs propres de la matrice de pénalisation M.
En particulier, pour tout entier s et pour tout vecteur U appartenant ¢ W?* (T x R), on a

2 2
E ||Hk,n7jUHW2s(qer) = HU”w?s(TX]R)-
(k,n,j)€EZXNx{-1,0,1}

DEMONSTRATION. Considérons un couple d’entiers (r, p), deux triplets distincts (k,n,j) et (k',n’,5")
appartenant & Zx Nx {—1,0,1} et montrons 'orthogonalité des vecteurs 05, DP Uy, ,, ; et 0L, DP Wy s i
dans L? (T x R).

Tout d’abord si (k,n) = (k',n’), alors les valeurs propres it (k,n, j) et it (k',n’, j) sont distinctes
et, par suite, les vecteurs 9, DP Wy, ,, ; et 0, DP Wy v ;v sont orthogonaux. En effet, comme la matrice M
commute avec 'opérateur 0, DP les vecteurs 9,DP Wy, ,, ; et 0,DP Wy v v sont des vecteurs propres
associés aux valeurs propres i7 (k,n, j) et i7 (k,n,j’) donc

it (k,n,J) (0;DF W 5, 0, DP Wi jr) = (MOZDP Wy 5, Oy DP Wi o) 1o (rc
= —(9; D Wi, j, MO DP \I/k7"»j’>L2(']I‘><R)
=it (k,1,5") (05 DP W 5, 07 DP Wi )

L2(TxR)

L2(TxR) *
Supposons maintenant que (k,n) # (k’,n’). On va expliciter la forme de 9,DP ¥y, , ;.
La relation

Hwn = _6 (2n + 1) 1/)n
implique que pour tout réel ¢

(H 44817 6, = (—B)” (2n+1— ).

Si (n,j) # (0,0) alors on a

Akyn,j -1 (Y)
D" W j (2,y) = (k)" (=0 @n+1)" | brnytn(y) [

Chyn,j Yt (V)

et si (n,7) = (0,0) alors on a
0

DP Uy, . (x,y) = (ik)" BP 0 etk
Yo (v)

L'orthogonalité des familles (), , dans L (T) et (¢5), oy dans L* (R), implique alors 'ortho-

gonalité des vecteurs 97DP Wy, i et 97 DP Wy, v 5o dans L? (T x R) et on conclut comme dans la
démonstration précédente. 0

Ce résultat conduit a définir les opérateurs suivants, qui approximent l'identité dans les espaces fonc-
tionnels W?* (T x R).
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DEFINITION 3.7. On note Ky opérateur de troncature
Ky:= Y T, oi Sy:= {(k,n,j) €ZxNx{-1,0,1} : VK2 +n< N}.
(kyn,j)ESN

et 'espace associé
Ey:={® e L*>(T xR) tel que Ky ¥ = U}

qui est de dimension finie.

L’étude précedente de la famille des dérivées (9zDF Wi ;) 1, iyezxnx{—1,01} V& Permettre d’obtenir
une norme équivalente a la norme W?* (T x R).

PROPOSITION 3.8. Pour tout entier s et pour tout vecteur U appartenant ¢ W?* (T x R), on a
l’équivalence des normes

2 2s 2
U 3ye () ~ > (L4 +1)" Ul 2 rs) -
(k,n,j)€EZXNx{—1,0,1}

DEMONSTRATION. Considérons un couple d’entiers (r,p) tels que r + 2p < 2s et un vecteur U
appartenant 4 W2 (T x R). Par définition,

2 r 2
1T we2s (rxmy = Z 10z DPU || 2(rxr)
r+2p<2s
D’aprés la proposition 3.2, on peut décomposer U en
U= Z (U, lIjk,"hj>L2(T><]R) Whk.n.j
(kyn,5)€ZXNX{—1,0,1}
donc
9, DPU = Z (U, ‘I’k,n,j>L2(1er) 0. DP Wi 5
(k,n,j)EZXxNx{-1,0,1}

La famille (0, D? Uy, ,, ;) étant une famille orthogonale de L? (T x R), on en déduit

(k,n,j)EZXNx{—1,0,1}

que
2
" 2 T 2
||81DPU||L2(’]1‘><R) = Z ‘<U7\Ilk’"7j>L2('JI‘><R) HamDp‘I’k,n-,j||L2(qer)
(k,n,j)EZXNx{—-1,0,1}
2 2
B Z HH’“’"?jU||L2(T><1R) 1oz D” ‘I'km,j||L2(TxJR)

(k,n,j)EZXNx{—1,0,1}
Or, si (n,j) # (0,0) alors
O DP Wy j = (i) (=0) (2n +1)7 Wy 5

et sinon
O DP Wi = (ik)" BV -
Ainsi,
2 2 2s
10507 g il L2 rremy S K27 (L+n0)7 S (L4 5% +n)
ce qui conduit au résultat. O

REMARQUE. On retrouve la norme utilisée dans [9]. Elle permet de généraliser la norme W?*
pour tout réel s.

Cette norme a I’avantage de faire apparaitre des résultats d’interpolation semblables & ceux obte-
nus dans les espaces de Sobolev.
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PROPOSITION 3.9. Pour tout couple de réel (s1,s2) et pour tout 6 appartenant a 10,1[, si
s=10s1+(1—-0)sy

alors pour tout vecteur U appartenant ¢ W N W?*2 (T x R)

0 1-6
HUHWS(TXR) < HU”WSl(TxR) HUHWSz('Jl‘xR) ’

DEMONSTRATION. Considérons un couple de réel (s1,s2), un réel 6 appartenant a ]0,1[ et un
vecteur U appartenant & W N W92 (T x R). Si s = fs1 + (1 — 0) s, alors

2 2 2
1U[yes = Z (1+&% +n) ’ HH’CWJUHL?(’H‘X]R)
(k,n,j)€EZXNx{—1,0,1}
. 6 . 1-6
'S (R )™ iy U7 ) (42 4m)™ ML UG

(kyn,j) EZXNX{~1,0,1}
1l suffit d’appliquer I’inégalité de Holder

Savs (L) (Zv)

1
avec p = 7 pour conclure. |

1/q
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CHAPITRE 4

Existence de solutions. Convergence dans le cas bien préparé

Dans cette partie, nous allons prouver I'existence de solutions aux problémes pénalisés (S:).
sur un intervalle de temps commun indépendant du paramétre ¢ lorsque les données initiales (Vao)€>0
convergent. C’est ’objet du théoréme 4.6. Puis nous montrerons que ces solutions convergent si la
limite des données initiales est un élément du noyau de la matrice de pénalisation. Ces données
initiales sont dites “bien préparées”’, notion introduite dans [20]. Le théoréme 4.8 obtenu généralise
celui obtenu dans [7].

Pour cela, nous allons commencer par estimer le terme non linéaire apparaissant dans les systémes pé-
nalisés (5:),- . Ces estimations nous seront également nécessaires dans le cas plus général de données
“mal préparées”.

4.1. Etude de la forme quadratique Q

Commengons par réécrire le terme non linéaire apparaissant dans les systémes (S;),., sous une
forme plus concise.

DEFINITION 4.1. On définit la forme bilinéaire QQ par
QU,V) = AL (U)d,V + Ay(U)d,V
ot les matrices Ay (U) et Az (U) sont celles du théoréme 2.4.

Dans cette section, nous allons donner des estimations sur () nécessaires a toute estimation d’éner-
gie des systémes (S¢). La plus simple est la suivante.

PROPOSITION 4.2. Il existe une constante Cy telle que pour tout couple de vecteurs (U, V') appar-
tenant a L? x W* (T x R),

Q (U, V)||L2(T><]R) < Co HUHL?(TXR) HVHW4(TxR) :

DEMONSTRATION. On a directement estimation
1Q (U, V)l z2(rxr) S Ul p2ersry IV lwroe (rxr)

et on conclut grace & la proposition 2.7 et & l'inclusion continue de H* (T x R) dans W1 (T x R). O

On va généraliser ce résultat.

PROPOSITION 4.3. Pour tout entier s, il existe une constante Cs telle que pour tout couple de
vecteurs (U, V') appartenant a (WQS N W4) X (W25+1 N W4) (T x R),

1@ (@ V) s ey < Cs (10 lywae ey [V ey + 10 oty 1V s ey ) -

En particulier, pour tout entier s > 2, il existe une constante Cy telle que pour tout couple de vec-
teurs (U, V) appartenant a W?* (T x R)

HQ (U7 V)HWQS(Tx]R) < Cs HUHW?S('JTX]R) ||V||W249+1(T><R) :

51
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DEMONSTRATION. Considérons un entier s et un couple (U, V) de (W?* NW*) x (W2 n ).
Par souci de clarté, on utilise les notations de la définition 2.8.
Par conséquent, pour estimer la norme L? de 9% Q (U,V), il suffit de contréler, pour tout entier ¢
appartenant & [0,2s], la norme L2 de 97U 925—9+1V/ .
L’inclusion continue de H? (T x R) et donc de W? (T x R) dans L* (T x R) implique I'inégalité sui-
vante :

|orw @2ty

5QU‘

525—q+1vH

L2(TxR) ‘ L2(TxR) H Lo=(TxR)

<Cs ||UHWL1(11‘><R) HV||W25*4+3(’E><R) :
On souhaite conclure par interpolation, ce qui va nécessiter de différencier plusieurs cas :

g —
e Si 3 < ¢ < 2s alors on pose § = H de sorte que
G —

2s—q+3 =60x2s+(1—-0)x3
g =(1-0)2s+6x3

Grace a la propriété d’interpolation 3.9, comme 6 € ]0,1[ on a

H54U52S—q+1v‘

0
L2(TxR) C HUHWQ“ TxR) ||UHW3 TxR) ||V||W2< TxR) ||V||W3(’]I‘><R)

L’inégalité de convexité ab < fab + (1 — 6) b avec

0 0
a = |U|lyyesrxry IV Ihys(rxr) €t b= HU||W3(’JI‘><]R) ”V”W%(TXR)

conduit alors &

|grwde-ty]

e Si ¢ = 2s alors, grace a l'inclusion continue de H* (T x R) dans W2 (T x R) et & la proposi-
tion 2.7, on a

|grwde-atiy|
e Si0<qg<2alors
‘ 5‘1U52S*q+1v‘

On a ainsi controlé les différentes contributions de la norme W?* de Q (U, V') ce qui permet de conclure.
O

L2(TxE) < C (HUHW%(TX}R) ||V||W3('Jl‘><]R) + HV||W2S(T><R) ||U||W3(1T><]R)) .

1925779
L2 (IR} Ha UaVHLz(TxR) < Cs [Ullwes (rsery 1V by (rxry -

L2(TxR) C HU”W“(TXR ”V”W“‘*'l(']I‘XR)

Dans les démonstrations précédentes, nous n’avons pas utilisé la symétrie des matrices A, et A,. En
la prenant en compte, nous allons obtenir des résultats plus fins. On obtient facilement la proposition
suivante :

PROPOSITION 4.4. Il existe une constante Cy telle que pour tout couple de vecteurs (U, V') appar-
tenant a L% x W4,

QUV)\ V) gagany| < Co IV I arm 10 hwscon)

DEMONSTRATION. La symétrie des matrices A,, z € {x,y} implique que
(A (U) 0V, V) 1o (nmy = (0:V, A (U) V)

Par intégration par parties, on a donc
<AZ (U) 8ZV’ V>L2(’J1‘><]R) == <V’ A ( ) 8 V>L2 (TxR) <V’ A (82U) V>L2('JT><]R)

L2(TxR)

i.e.

1 —
(A= (U) 0V, V) parxmy = =5 (Vo A2 (8:0) V) Loy
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Ainsi,
QU V), V) 2axry| S ||V||2L2(T><]R) Ul (Txm)

et on conclut grace & la proposition 2.7 et a I'inclusion continue de H* (T x R) dans W1 (T x R) O

On va généraliser ce résultat.

PROPOSITION 4.5. Pour tout entier s, il existe une constante Cs tel que pour tout couple (U, V)
appartenant @ W?* (T x R)N W* (T x R),

(QU,V) ,V>W25(’H‘><R)‘ < Cs IV llyyes (rxmry (HU||W2S(’I[‘><R) IVIwarsry + 1Ulwarxr) HV||W2S(’]I‘><R)) .

En particulier, pour tout entier s > 2, il existe une constante Cs tel que pour tout couple (U,V)
appartenant a W?* (T x R),

2
‘(Q (U.V) 7V>W2S(T><R)‘ < Cs 10N yes (rry IVIp2s () -

DEMONSTRATION. Pour tout entier ¢ inférieur ou égal a 2s, il faut, avec les notations de la
définition 2.8, estimer le produit scalaire

<523Q U, V), 528V>L2(’]I‘><]R) .

e Commencons par utiliser la symétrie des matrices A,, z € {x,y} pour traiter les termes les plus
problématiques & savoir ceux qui font intervenir un opérateur d’ordre 2s sur le terme 0,V i.e.

<Az (U) %0V, 525V>L2(TX]R) .

Par symétrie de la matrice A,,

(4. (U)5*0.v, 5%V ) = (5%0.v, 4. () 8*V)

L2(TxR) L2(TxR)
On va distinguer deux cas selon que z = x ou z = y.

> Si z = « alors le commutateur [5257 (’94 est nul ce qui implique, par intégration par parties,

que
0% ~og _ /32 >\ 32s _/92s 17\ A2s
<Az (V)o70:U,9 U>L2(T><]R)7 <8 U, 4. (9:V) 0 U>L2('Jl‘><1R) <8 U,4: (V)0 aZU>L2(TxR)
ie.
D2s 32s — _1 §2s ) 92
<AZ(U)3 9,V,0 V>L2(']1‘><]R)_ 2<8 V,A; (0.U) 0 V>L2(TXR).

Par suite, comme W* (T x R) est contintiment inclus dans W1 (T x R), on a le contréle suivant

32s 2s 2
(4@ @008V S Wy 1V oo
> Si z = y alors le commutateur [525, 82] est non nul et la premiére intégration par parties
devient
A 2s 3 22s — 32s A 77\ 92s 32s Az 77\ 92s .
< = (U) 970V, 0 V>L2('Jl‘><]R) <8 V.0 ( = (0)9 V)>L2('H‘XR)+<[6 ,64 V,4: (V)0 V>L2(T><]R)

Comme [525, 32] est un opérateur d’ordre inférieur ou égal a 2s, le terme correctif est controlé par

([ o]via. @37, [ 101m s 1V

L2(TxR)
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Par symétrie de la matrice A, 'autre terme s’écrit

(22v,0. (4. () 8*V)) = (5%V,4. (0.0) V)

L2(TxR)

+ <Az (U) 8>V, 5238zv>

L2(TxR)

<823VA T )[az,aﬂ >

L2(TxR)

L2(TxR)

On controle le terme correctif par

‘<323VA (@) 0.6 V)

On peut donc conclure comme dans le cas précédent & la majoration

2
S MUl oo oy 1V Bwes (o) -

L2(TxR)

A, (U)8%0.V,0%V
( )

2
peces| S 10wty IV sy

e Etudions maintenant les termes qui restent c’est-a-dire les produits scalaires

<528*qU5q+1v, 525V>
L2(TxR)

ol ¢ est un entier tel que 0 < ¢ < 2s car le terme correspondant & ¢ = 2s vient d’étre traité.
On a la majoration

< H52H1U5q+1v‘

‘<52qu5q+1‘/’ 525V> ||V||w2s(1r><R)

L2(TxR) L2(TxR)
S NUlwes—acrxry 1V Iwarsoxry 1V [wzs (rxr) -
On souhaite conclure par interpolation, ce qui va nécessiter de différencier plusieurs cas :

> Si0 < g<2s—3 alors on pose § = 2;13 de sorte que

2s—q =60x2s+(1—-6)x3
g+3 =(1-0)x2s+6x3.

Grace a la proposition 3.9, comme 6 € ]0,1[, on a
1Uwes-arxry 1V yats rxry < ||U||W2S(T><]R) HU”VW(TXR) ”VHW?S(TXR) HVHW3 (TxR) *
L’inégalité de convexité ab < fav + (1 — 6) bT7 conduit donc a
1Ullwes—a(rxry 1V etz (mxry S NUwes (oxry 1V e esry + 1T s sy 1V y2s (o, -

> Si ¢ = 0 alors, par inclusion continue de W? (T x R) dans L> (T x R),
|52 awdrv| ~ [p=varv|

SN wes oxmy 1V s rxmy -

L2(TxR) L2(TxR)

> Si g = 2s — 3 alors
g2 awdrv|

L2(TxR) S HU||W2s—q(’JI‘><R) HV||WQ+3(’]1‘><]R) N HU||W3(T><R) ”VHW%(TXR) '

> Si2s —2 < g < 2s alors

|5 avdrv| S0 lyze-es2 ey 1V ot ey S 10 lhwacesy 1V lrszs oy -

L2(TxR) ™
a
Les différents résultats que nous venons de démontrer sur la forme quadratique () vont conduire,

par des estimations d’énergie, & des résultats d’existence et d’estimation uniformes sur les systémes
pénalisés (S.).
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4.2. Existence de solutions des systémes pénalisés

Dans cette section, nous allons utiliser les résultats des deux sections précédentes pour démontrer le
théoréme suivant.

THEOREME 4.6. Pour toute valeur strictement positive du parameétre £ et pour toute donnée ini-
tiale V., il existe un temps T, tel que pour tout entier s > 2, si la donnée initiale appartient
a W?* (T x R) alors le systéme pénalisé (S.) admet une unique solution dans C ([0, T2, W?* (T x R)).
De plus, si la famille (V.o).., des données initiales est bornée dans I’espace W?* (T x R) alors il
existe un temps T > 0, indépendant de e, tel que les systémes pénalisés admettent d’uniques solu-
tions (V).~ appartenant a Uespace C ([0,T],W?* (T x R)) et tel que la suite (V2).., soit bornée
dans L> ([0, T],W?* (T x R)).

DEMONSTRATION. Soit € un réel strictement positif. Commencons par montrer ’existence d’une
suite (Uy),cy telle que Uy = V. o et

1
{ OUns1 4+ Q (Un, Upg1) + gMUn+1 =0
Uny1 (t=0,.) = Voo

On prouvera alors que cette suite est de Cauchy sur un intervalle de temps indépendant de €. La
limite, & extraction prés, sera alors solution du systéme pénalisé (S;).

» Nous allons d’abord prouver I'existence d'un temps 7. > 0 tel que la suite (U,), oy soient
définie et uniformément bornée dans L ([0,7%], W?* (T x R)).
Supposons que U, soit construite dans L* ([0,7.],W?* (T x R)) ou
B In (3/2)
6Cs H%,O

1:

‘WQS(TXR)

et vérifie 3
1Unll = (0,721, wee (rxmy) < 5 Ve

|W25(T><]R) :
La constante C; est celle de la proposition 4.5.

e On va montrer que le systéme définissant U, 1 admet une solution en étudiant les systémes
approchée suivants :

1
VN + KnQ (U, VN) + -MVY =0
€
VN (t =0, ) = KN‘/E,O

ou K est l'opérateur de la définition 3.7.
On obtient une équation différentielle linéaire sur I’espace En qui est de dimension finie. Pour tout
entier N, il existe donc une unique solution V¥ appartenant a C ([0, T.], Ex).
Gréace & la proposition 4.5, comme s > 2, une estimation d’énergie W?* conduit &

1d . w2 N2
2d¢ HV ||W2S(TXR) <2C; HV HWZS(’H‘X]R) HUnHWzS(TxR) ’
Ainsi,

53 VYIS <30, |V,

2
W2s(TxR) 0||W25(T><R) ||VN||W2S(’]I‘><]R)

puis

HVNHWzs(TX]R) () < IVeollyyes (rxr) OCsIVeollwzs ramt

Ainsi, par définition de T, la suite des solutions (Vy)ycy est bornée par %HVE,O
Pespace L™ ([0, 7], W?* (T x R)).

|W25(T><]R) dans

e Montrons que la suite (Vy) yey est de Cauchy dans L ([0,7%], L* (T x R)).
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Pour tout couple d’entiers (N, p), si on pose RNP = VNP — VN alors
{ HRNP + KnipQ (Un, VIP) — KnQ (Uy,, V) + éMRNv” =0
RNP(t=0,.) = (Kn+p — Kn) Vep.
Or,
EnipQ (Un, VVP) = KxQ (U, VY) = KnpQ (Un, RN?) + (K — Kn) Q (Un, V)
donc on a, grace & la proposition 4.4, ’estimation d’énergie suivante :
1d 2 2
2dt HRN’pHL?(TxR) S ||RN’pH2L2(TxJR) + <(KN+P - Kn)@ (Um VN) 7RN’p>L2(’J1‘><]R)
S ||RN’pHL2(TxJR) + <Q (Un’ VN) , (Knip — Kn) RN’p>L2(TxR) ’
D’aprés la proposition 4.2 et ’hypothése de récurrence sur U,
‘<Q (Unv VN) (Enyp — KN) RN7P>L2(T><R)’ S ||(KN+p - Kn) RN’pHL2(T><R)
S H(Id - Kw) VN+pHL2(1er) :

Du fait de 'orthogonalité des vecteurs propres intervenant dans la définition de Ky,

2 2
H(Id - Kn) VN+pHL2(1er) = Z HHka VN+pHL2(1er)
VEZ¥n>N
et, grace & la proposition 3.8,
2 C
HHk,n,j VN+pHL2(T><R) < 14+n+k2 Hﬂkm,j VN+pr2(1er) ’
donc
C c’

|(1d — Kx) VNP2, N2

(TXR) = 1+ N2 HV (TxR) S 1+ N2

Ainsi, il existe une constante C' telle que

1d Nopll2 N2 C
sat 1B iaexmy < CIBY e + e
ie.

RV} t) < (K ) Veol? _ @\,

H ’L2(T><R)( = H( N+p = AN ) Ve, 0 L2(TXR)+\/W e

c
2 ct
S (”(IdKN) ‘/570||L2('[F><]R) + m) e .

Ainsi, la suite (Vi) yey est de Cauchy dans L ([0,7%], L* (T x R)). Grace a la propriété d’inter-
polation 3.9, comme elle est bornée dans W?* (T x R), la suite (Vi) ey est aussi de Cauchy dans
Pespace L ([0,7.], W**=1 (T x R)). On note Uy sa limite qui est solution de

1
{ atUnJrl + Q (Un; UnJrl) + EMUn+1 =0
Un+1 (t =0, ) = V;—,O .

De plus, U,1 appartient 4 C ([0,7:], W?¢~1 (T x R)) comme limite uniforme de fonctions continues.

e On va maintenant ameéliorer la régularité de la solution U, 1 en montrant qu’elle appartient
a C ([0, T.],W?s (T x R)). Cette méthode est exposé dans un cas plus général dans [25].
11 faut prouver que, pour tout tg € [0,7%],

Jim [Un+1 (&5 )llyes (rxry = 1Un+1 (o, ) les (rxr)
0

La suite (VN)NEN est bornée dans L* ([O,Ts] W2 (T x R)) donc converge faiblement vers U,
dans cet espace. Ainsi, pour tout ¢y € [0, T¢],

(*) 1Un+1 (t07 ‘)HWQS(TX]R) B thir? ||Un+1 (t7 ‘)||W2S(T><]R) :
—to
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Comme
1
atUnJrl + Q (Una UnJrl) + gMUnJrl =0

et comme s > 2 on a 'estimation d’énergie suivante sur [0, T¢]

1 d 2 2
5 gz 1Un+1 (& ) lhwee rxry < Cs 10nr1 (& )llves (rxry 1Un (8 llywes (rmy < C
donc
2 2
[Un+1 (£ ) ves (rxry < 1Un+1 (o, )lyes (rxry + Cs (E = to)
puis
m ([Upt1 (8 ) llwes (rxry < 1Un+1 (o, ) llyes (rxr) -
t—to
Par conséquent, grace a (x), on obtient
Hm (U1 () e (rxry = B0 [1Uns1 (8 ) lyee (rxry = 10n41 (to, )llyyes (rry
t—to t—to

et par suite U,41 appartient a C ([0,7.], W?* (T x R)).

In (3/2)
GCS ”VE,OHV\;%(TX]R)
de fonctions appartenant & C ([0, T.] , W2 (T x R)) et uniformément bornée dans

e Comme Uy = Vo, en posant T, = , on en déduit qu’on a construit

une suite (Up),, oy

3
Pespace L™ ([0, 7], W?* (T x R)) par 3 IVollyyze (rxm)-

» Montrons que la suite (U,),,cy est de Cauchy dans L> ([0,7.], L? (T x R)).
On pose R,, = U,4+1 — U, de sorte que

1
8tRn =+ Q (Un7 Un+1) - Q (Un—la Un) + gMRn =0
R, (t=0,.)=0.
Comme
Q (Un;Unt1) = Q (Un—1,Un) = Q (Rn—1,Un41) + Q (Un—1, Rn) ,
une estimation d’énergie L? conduit &
1d
5 37 MRalZe ey < 3C Vel ey 1 Bnllzcrxgy (1Rl oacey + 1 Rall ey ) -
Tant que I'inégalité || Ryl p2(ryg) (t) < [[Rn—1ll oo (0,72, 22(TxR)) €St vérifice, on a
1d 2 2 2
5 1Balliacer) < 30k Vol ey (1Bnm1lli 0.1 r2crcmy + 1 Rullzacrcny)
ie.
2 2 CullVerollypas conmyt
[ Rnllz2(rxr) () < N[ Bn-1ll7oe ((0,72], 2 (TxR)) (66 Vool axmt 1) :
In (3/2)

Comme T, =
° 60, [Ve.0llywes (mxm)

, on obtient

1 2
1R ll poc (0,721, 22(TxR)) < B [ Rn—1ll700 (0, 72], L2 (T xR)) -

On en déduit que la suite (Uy),, o est de Cauchy dans L> ([0, 7], L? (T x R)) puis, par interpolation,
qu’elle est de Cauchy dans L> ([0,7.], W?*=D (T x R)).

» Par un raisonnement similaire & ce qui a été fait précédemment, la limite U de la suite (Uy),,cy
appartient & C ([0, T.],W?* (T x R)). Par conséquent, pour tout e strictement positif et pour tout
entier s > 2, on a l'existence d’une solution du systéme pénalisé dans I'espace C ([0, T.], W?* (T x R)).
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In (3/2)
608 ”VEvO”WZS(TXR)
née dans W2 (T x R) alors il existe un temps commun 7' >0 tel que les systémes pénalisés ad-
mettent des solutions (Vz).., dans C ([0,7],W?* (T x R)) et tel que la suite (VZ).., soit bornée
dans L* ([0,T],W? (T x R)).

En particulier,comme 7. = , si la famille (Vo) des données initiales est bor-

e>0

» Montrons maintenant pour tout € strictement positif, le temps de vie, T7 ;, de la solution du
systéme pénalisé dans W?¢ (T x R) est le méme pour tout entier s > 2.
e Pour cela, on va commencer par démontrer le résultat d’unicité suivant :
Si ®. et V. sont solution du systéme pénalisé sur [0,7] dans W* (T x R) alors elles sont égales sur
cet intervalle de temps.
En effet, leur différence R. = ®. — ¥, vérifie

1
atRs + QL (Rs, (bs) + QL (\IIE7R€) + EMRE =0
Rs\t:O = 0.

D’ou l'estimation d’énergie sur [0, T']

d
47 1R () 2ty S 1Be (6 Moy (122 (1) B rcy + 1 () s ey )

ce qui permet de conclure & 1'unicité.

e Pour tout s > 2 on a déja prouvé l'existence de solutions du systéme pénalisé dans W?* (T x R)
et W* (T x R). On note [O, TE*’S[ et [0, 7] les intervalles de temps maximaux respectifs ou elles sont
définies et continues. Par unicité, on a T, < T

Supposons, par 'absurde, que 77 < T7. Alors, sur [O,T;ﬁs}, la norme W* (T x R) de la solution U,
du systéme limite dans W* (T x R) est bornée. Donc, sur [0,77 [, on a

(QU:,U.), U5>W23(11‘><R) (t) <Cs HUSHf/V“('JI‘xR) (t) ”UE”W“(TXR) (t)
< M ||Us||$/\;25(1er) ).

Donc, par estimation d’énergie, la norme W?2° de U. n’explose pas en TZ,, ce qui conduit & une
contradiction. Ainsi,
Tr =T
In (3/2)
6Cs ”VE»OHV\/‘l(TxR)

En particulier, T est minoré par et on a montré 'unicité des solutions. O

4.3. Convergence dans le cas bien préparé

Dans cette section, on va présenter un résultat de convergence dans le cas bien préparé c’est-a-dire
quand la famille des données initiales tend vers un élément du noyau de la matrice de pénalisation.
Commengons par donner un résultat important sur la forme des éléments du noyau.

l
PROPOSITION 4.7. Si le vecteur | v appartient au noyau de la matrice de pénalisation M
r
alors il ne dépend pas de la variable x et la composante v est nulle.
l
DEMONSTRATION. Par définition, si| v | appartient au noyau de la matrice de pénalisation M,
r

alors
-0 l+L_v =0
L_;’_l + L_T =0
Liv+0,7 =0.
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Gréace a la proposition 2.3, on a
Bv=[Ly,L_Jv=L4y0;l+L_0yr =030, (Lyl+ L_r)=0.

Par suite, v, 0,7 et 0,0 sont nuls i.e. r et [ sont indépendants de x. O

Cette forme particuliére va nous permettre d’obtenir le résultat de convergence énoncé dans [26].

THEOREME 4.8. Pour tout entier s > 2, si la famille des conditions initiales (V- )., converge
dans W2 (T x R) vers un élément Vy appartenant a Ker(M)NW?TL (T x R) alors, le temps de vie T*
associé a la solution V. du systéme (Se) tend vers Uinfini quand ¢ tend vers zéro.

De plus, pour tout temps T > 0, les solutions (Vz)_., convergent dans C° ([0,T],W?* (T x R)) vers
la fonction constante a Vj.

DEMONSTRATION. Pour montrer que le temps de vie de la solution V; tend vers l'infini quand ¢ tend
vers zéro, on va comparer V. & Vp, la limite des conditions initiales qui, par définition, est globale.
Pour cela, on introduit les vecteurs V. = V. — V. Ils sont solutions de

OVe + Ay (Vo) 0 Ve + Ag (Vo) Ve + 6 MVz = — A3 (V) 9, Vo
ie.
OV + Q (Ve Vo) 67 MVz = 4 (V2) 0,V .
De plus, la suite des données initiales (I//;))D tend vers zéro dans W?* (T x R).
Le probléme réside dans le fait que le vecteur nul n’est pas solution de ce systéme car 1’égalité
Lilo+L_rg=0

implique que
9y (1o +1lo) = By (lo — o)

et donc
0 0
1
Ay (Vo) o, Vo = 1 (ro + o) Oy (ro + o) = gy (l% — 7“%) #0.
0 0
C’est la raison pour laquelle on cherche des solutions de
0
O+ MW, = Ay (V) 0,Vo = | Uy (1 - 1)
0
Qe
Si on pose W, = be alors le systéme s’écrit
Ce
Qe —0za. + L_b, 1 0
2 be +e! Lia. + L_c. = Zy (7"% - l%)

Ce L+ be + 6265 0

On cherche une solution simple indépendante du temps et de la variable x ce qui implique
L_b.=L;b.=0

et donc b. = 0. Le systéme est alors réduit &

1 1 €
Lia.+ L_c. = ﬁay (ce +ae) + ﬁy (ce —ags) = 1Y (rg—1).
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En cherchant a. et c. comme des fonctions de [2 — 72 , on trouve que
2 _ .2
lg =75

9
We=—+ 0
R

est solution. De plus, la norme de cette solution est controlée par €, on pose donc We := W1 avec W,
appartenant 4 W21 (T x R).

Il reste donc a étudier le systéme vérifié par V. = /I}; — eWi. On sait déja que la suite (E)DO
des données initiales tend vers zéro dans W?* (T x R). En soustrayant les équations vérifiées par ,‘75
et €W, on obtient
OV +Q (Vo Vo) 427 MVZ = 0
i.e.
WVt Q (Vo, Vo) + e ' MVz = —eQ (Vo, Wh) .

Par estimation d’énergie, grace aux propositions 4.3 et 4.5,

1d

2dt

Vel < @ (Ve VE) Vo) o | + € [(Q (Ve W), Vo),

S IVellyyes Willyzesn Vel yye
Par définition, V. = V. + eW; + V; donc
IVellyes < [Vellpee + € IWllpos + [Vollyyes

Vel + € [ Vellyyes

et par suite
1d ,— — _
535 172 lee S W2lys + (IVollyyer + 22 [Wallyyain) [Ty
+e [Willyyzein (€ [[Willyyze + [[Vollyyes) ||v6||w2 .

ce qui se simplifie en

d —112 —13 — 02 _—
az Vellee S IVEyen + 1VEllper + 2 V2l o -

Pour conclure, il suffit de remarquer que si (f;),. est une suite de fonctions positives vérifiant

{ FLSR(F27+ ot efl?)
fs (0) = fs,O
ot la suite des données initiales (f: ), tend vers zéro, alors le temps de vie de f. tend vers l'infini
quand ¢ tend vers zéro. De plus, pour tout 7' > 0, la suite (f.).., est majorée sur [0,7] par une
constante qui tend vers zéro quand ¢ tend vers zéro.
En effet, soit T le temps maximal tel que f. soit inférieure a 1 sur [0, T.]. Si 7. est fini, alors sur [0, T¢]
on a
fE<R(2f-+e)
donc
fz
2fe +¢

1 /
= [an (2f- + s)] <R.
Ainsi,

2RT. >1n(2+¢) —In(2f.0 +¢)

et le minorant tend vers 'infini quand ¢ tend vers zéro ce qui prouve que 7. aussi.
De plus, si T est un réel positif donné, alors pour ¢ assez petit, T' < T, donc sur [0,7] on a

In(2f(t)+¢) —In(2fo+¢) < 2RT
D’ou .
f) < (fa,o + 5) exp (2RT) = C..

Or, C. tend vers zéro quand ¢ tend vers zéro, ce qui conclut la démonstration. O



CHAPITRE 5

Etude du systéme limite

Dans le résultat de convergence précédent, on s’est appuyé sur le fait que la famille des données
initiales convergeait vers un élément du noyau de la matrice de pénalisation. En effet, dans ce cas les
solutions des systémes pénalisés convergent vers la limite des données initiales. Lorsque la suite des
données initiales converge vers un élément quelconque, les données sont dite “mal préparées”. Dans ce
cas, on va filtrer le systéme afin d’obtenir un systéme limite a priori vérifié par la limite des solutions
filtrées. C’est l'objet de la premiére section. Dans ce systéme apparait un ensemble dit des résonances
de la matrice de pénalisation que nous étudierons dans une deuxiéme section. En nous inspirant de ce
qui a été fait pour les systémes pénalisés, nous montrerons que ce systéme limite admet une solution
et donnerons une condition nécessaire et suffisante de globalité.

5.1. Filtrage et systéme limite

Pour toute valeur propre i\ de la matrice de pénalisation, la projection des solutions pénalisées sur
I’espace propre associé vérifie

I\
OILV: + TL,Q (Va, V2) + % MV, =0.

Pour faire disparaitre le terme pénalisant de ce systéme, il suffit de considérer le vecteur e’ /¢TI, V..
Pour cette raison, on introduit un opérateur de filtrage, comme cela a été fait notamment par
S.Schochet dans [29] et par E. Grenier dans [17].

DEFINITION 5.1. L’opérateur de filtrage £ associé a M est donné par t — £(t) avec pour tout
vecteur U appartenant a L? (T x R),

LU= e ILU.
PYSG)

REMARQUE. D’aprés la proposition 3.5, 'opérateur de filtrage est une isométrie. Pour tout entier s
et pour tout vecteur U appartenant a W?* (T x R), on a

€U llyyzs(rsry = Ul wezs (rxr) -

Etudions maintenant le systéme vérifié par les solutions filtrées (®.) définies par

e>0

t _
Bt £ (<1 Vel = eI ()
PVTS
ot la suite (VZ),., est la famille des solutions des systémes pénalisés (S;), , définis au théoréme 2.4.

Par définition,

e>0

o |
0B (t,.) = 3 DMLV (8,.) + MLV ()

A€G < A€6
== eMEILQ Ve, Ve) (8, )
AES

ie. 840, () = - <_2>Q(VE,VE) (t,.).
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9D (1) + £ <z) Q (2 (z) 8. (1,.),8 C) o, (t, .)) _

Or, par définition de 'opérateur de filtrage, on a

e (—t> Q (2 (2) . (1), £ (i) ®. (t, .)) - S O ), Q (1,0, (1), T @, (£,.)) .

€
A, ') €G3

Donc ®, vérifie

Si la condition A = u + u' n’est pas vérifiée alors on peut supposer que le terme
A1) /2 11,Q (11,0, (t,.), Ty @ (£,.))

tend faiblement vers zéro quand e tend ver zéro.
Ainsi, si la famille de données initiales (Vz,0).. , converge vers ®° et si la suite (®.)_. , converge vers ®,
on peut s’attendre (et on le démontrera plus tard) & ce que P soit solution du systéme limite suivant.

DEFINITION 5.2. On appelle systéme limite le systéme suivant :
P+ QL (P, 2)=0
(SL)
Py = P
ot la forme quadratique limite est donnée par

QL (®,2):= > I\ Q (1L, @, I,/ ®) .

N, ) €G3 2 A=ptp/

D’apres la forme des vecteurs propres de la matrice M rappelée au théoréme 3.1, si les entiers rela-
tifs k, k' et k” ne vérifient pas la condition k” = k + k' alors, pour tout vecteur U, pour tout triplet
d’entiers (m,n,n’) et pour tout triplet (I, j, j')appartenant a {—1,0, 1}3, on a

i m 1@ (Mg 5 U, Wyr e 0 U) = 0.

Afin d’étudier ce systéme limite, il faut étudier I’ensemble R des résonances de 'opérateur M défini
par

R = {(k7k’7n,n',m,j,j’,l) €Z2x N x {~1,0,13 : 7 (k + K,m,0) = 7 (k,n, ) —I—T(k/,n/,j')} .

5.2. Etude des résonances

L’objet de cette section est la démonstration du théoréme suivant énoncé dans [9] et faisant intervenir
les valeurs propres de Kelvin introduites dans la définition 3.1.

THEOREME 5.3. A lexception d’un ensemble dénombrable de valeurs de 3, pour tout (k,k',n,n',;m, j, j'l)
appartenant a 72 x N3 x {—1,0, 1}‘3, la relation

T(k+ &, m,0) =1 (knj)+ 7K nj)
implique qu’un des trois termes est nul ou qu’il s’agit de trois racines de Kelvin i.e.
m(k,n,j)=k 1K iY==k e 1k+k ,ml)=k+k.

REMARQUE. Il est évident que les triplets (A, u,p’) de la forme (0, u, —p), (,1,0), (1,0, p)
ou (k+ k', k,k") avec (k, k') appartenant a Z?2, vérifient la relation

A=p+u.

Il reste & montrer que ce sont les seuls pour peu que 3 ne soit pas trop mal choisi.

Dans le but d’étudier les résonances, on définit les quantités suivantes
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DEFINITION 5.4. Etant donné un triplet d’entiers (m,n,n’), un couple d’entiers relatifs (k, k) et
un triplet (I, j,j') appartenant a {—1,0, 1}3, on introduit les quantités
Ry i ot m jojrd =T (kyn,j) +7 (klv nlvj/) -T (k + k', m, l)
et
Pk,k’,n,n’,m = H (T (k,n,j)JrT(k/,n/,j') 7T(k+k',m7l))
3y 3’5 1€{=1,0,1}

On s’intéresse aux conditions d’annulation de Ry i/ .nn/,m,j,j7,1- On introduit la quantité Py i/ pon/ m
car, contrairement & Ry k' n,n’,m,j,j/,1> €lle est polynomiale en (.

PROPOSITION 5.5. Pour tout triplet d’entiers (m,n,n’) et tout couple d’entiers relatifs (k,k'),la
quantité Py i/ n.n/ m est polynomiale en (.

DEMONSTRATION. Si on développe Py i/ n.n/,m alors les valeurs propres (7 (k,n,j))je{_l 0,1} jouent
un role symétrique. On peut donc le réécrire & ’aide des fonctions symétriques associés aux triplets

(T(k7nvj))je{—1,0,1} (T (K, nl7jl>)j/e{—1,0,1} et (7 (k+K,m, l))zg{—l,o,l} :
Si n est non nul alors le triplet (7 (k, n,j))je{fl,o’l} est 'ensemble des racines du polynome
Py (1) = I (k2 +80@2n+ 1)) T — Bk
et sinon, le triplet (7 (k, n,j))je{fl)m} est 'ensemble des racines du polynome
(tr—k) (72—/{7—5) =73 (k2+,8)7'+5k
ce qui permet de réécrire Py p/ p n’.m comme un polynome en les quantités
Bk, BK, Bk + k), K2+3C@n+1), K2 +802n +1), (k+k)° +82m+1) .

Ainsi, la quantité Py g/ »n’.m est polynomiale en 3. O

Par conséquent, pour tout triplet d’entiers (m, n,n’) et tout couple d’entiers relatifs (k, k'), il y a deux
éventualités.
Soit le polynéme Py /5 n/.m posséde un nombre fini de zéros et, dans ce cas, & I'exception d'un
nombre fini de 3, il n’existe pas de triplet (j,j’,1) appartenant & {—1,0, 1}3 tel que
T(k,n,5)+7 (K 0§y =7k + K, ,m]l) .
Soit le polynoéme Py ' pnn/.m est identiquement nul et, dans ce cas, pour tout 3, il existe un
triplet (j,j’,1) appartenant a {—1,0, 1}3 tel que

T(k7n,j) +T(k/7n/7j/) = T(k + k,7m7l> *
Pour trancher entre ces deux possibilités, on va étudier le comportement du polynéme Py p n/ m

quand [ tend vers l'infini afin de déterminer s’il est nul ou pas. Pour cela, commencons on va préciser
par le comportement de 7 (k,n, ).

PROPOSITION 5.6. Pour tout couple (k,n) appartenant ¢ Z x N lorsque 0 tend vers Uinfini, on a

les développements suivants :

T(k,n7:|:1) =+ ﬂ(2n+1)+m+0(1)
. _ kK 4k3n (n + 1) (1) .
(ki 0) == g + B(2n+1)" o\B
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DEMONSTRATION. Commencons par deux cas simples.

Si n est nul alors
—k+\/k2+4
T(kj,O,ﬂ:l)Zw et 7(k,0,0)=k.

Le développement
VETI =25 +0()

permet alors de conclure.
Si k est nul, alors

7(0,n,£1)=+/B2n+1) et 7(0,n,0)=0
et on a directement le résultat.

Supposons désormais que n et k sont non nuls. Dans ce cas, le triplet (7 (k,”vj))je{q,m} est
I’ensemble des racines de
Pon(r) =131 (k2 +802n+ 1)) — Bk

Le produit des racines tend vers I'infini et leur somme est nulle donc 7 (k, n,1) et —7 (k,n,1) tendent
vers l'infini quand ( tend vers Uinfini. Elles vérifient donc

P =r(k*+B802n+1)+Bk~pB2n+1)1
i.e.

7 (kyn, +1)° ~+8(2n+1) .

Afin d’obtenir un développement plus poussé, on pose
pr1=7(k,n, ) F/B02n+1).
Comme ps1 = o (vB),
7 (kyn, £1)" = (5 20+ 1) 43520+ 1) paa + 0 (Bpsr)

Or,
7 (kyn,£1)° = (k2 + B(2n +1)) (pj:1 +./B@n+ 1)) + Bk
=+ (Bn+1)?+B8@2n+1)pe1 £ k2/B@n+ 1)+ k2pi1 + Bk
donc

268 (2n+1) py1 + 0 (Bpx1) = Bk + 0 (B)
et par suite

pr1 = +o(1)

k
2(2n+1)
ce qui permet d’obtenir les développements des racines extrémales.

Comme la somme des trois racines est nulle on en déduit que

k,n,0) = — 1) .
7 (kn,0) =~ +o (1)
Afin de poursuivre le développement, on pose
k
= I{j .
p=Tkn 0t 57

Comme p =o0(1), on a

5 EoO\° Eo\?

7 (k,n,0) (K2 4+ B82n+1)) — Bk = (k> — 8(2n+1)) <p+

et

2n+1> + ok

i.e.

3 3 3’rLTL
p(B2n+ 1) to(g) = ( ¢ )=4k (nt1)

ol \2n+l 2n +1)°
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Ainsi,
N 4k3n (n + 1)
B(2n+1)*
ce qui donne
(ko 0) = ——" 4 4k3n("+]ﬁ +o (1> :
2n+1 " B(2n+1) B
On donc le développement de la racine du milieu. O

Gréace ces développements, on obtient le résultat suivant.

PROPOSITION 5.7. Pour tout triplet non nul d’entiers (n,n’,m) et pour tout couple d’entiers
relatifs (k, k') tels que kk' (k + k') soit non nul, le polynéme Py s n n' .m nest pas identiqguement nul.
En particulier, o Uexception d’un nombre fini de valeurs du paramétre 3, il n’existe pas de tri-

L . 3
plet (4,7',1) appartenant a {—1,01}" tel que

T(k’n)j) +T<k/7n/7j/) = T(k+k/7m7l) *

DEMONSTRATION. Etant donné un triplet non nul d’entiers (m,n, n’), un couple d’entiers relatifs (k, k')
tels que kk’ (k + k) soit non nul, on va montrer que si (I,7,5') € {-—1,0, 1}3 est non nul alors il existe
des constantes Ag i/ n.n’ m,jj’,1 € Br.k/ nn’,m,j 0 non toutes les deux nulles telles que

Rio s it m.gijd = N BAk s mntm. gt + B s m ggra +0/(1) -

Pour montrer que le polynéme Py, j/ p, - n’est pas identiquement nul, il faudra alors étudier Ry, 1/ 5, n’,m,0,0,0-
Grace aux développements précédents, on a les développements suivants.
e Si jj'l # 0, alors

K kE+ K

k
Rit mont i = [ TR N Vo Ty S NG 1] - 1).
kbt moggnt = VB |3V20 T+ V20 + 1 = 1V2m + ISP 2(2m+1)+0( )

Le terme en /3 n’est nul que si, & une permutation prés de (n,n’,m),

Von+14+vVon +1=v2m+1

ce qui implique 1’égalité
2041420+ 14220 +1V20/ +1=2m +1.
Or,
@mmf =0[2] et (2m-n-n)-1°>=1[2

ce qui prouve que le terme en /f3 est non nul.
e Sij=0et j'1 #0, alors

k 4k3*n(n + 1) K’ k+k
N N2 1 — 12 1}7 - :
et sm,0,371 \/B[“/”Jr vam + 1l Bent )t T2@w 1) 20@m+l)

Le terme en /3 est nul uniquement si (j’,n') = (I,m). Dans ce cas, le terme constant, égal &

i 1 n 1
2n+1 2020/ +1))"°
est non nul.
Du fait de la symétrie des roles joués par j et j’, on a un résultat similaire sur Ry i/ nn’m,j,0,
lorsque jl # 0.
e Sil=0et jj' #0, alors
K k+K
+ +
22n+1) 2@2n'+1) 2m+1

Ri o nnr m.g.gr0 = VB [j\/Qn +1+5V2n + 1} + +o0(1).
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Le terme en 1/f3 est nul uniquement si j = —j’ et n = n/. Dans ce cas, le terme constant, est égal a
1 1
E+k + ,
( )(2(2n+1) 2m+1)
est non nul.

eSij=1=0etj #0,alors
Ryt ot mi0,47.0 ~ 5/ BV20 + 1

et, du fait de la symétrie des roles joués par j et j/, on a un résultat similaire sur Ry i/ nn’.m.5,0,0
avec j # 0
eSij=j =0etl+#£0, alors

Ri ks o om.0.00 ~ —I/BV2m + 1.

Prouvons maintenant que Ry 1/ n,n’,m,0,0,0 D’est pas identiquement nul quand 3 tend vers I'infini
ce qui prouvera que le polynéme Py, s p n/ m n'est pas identiquement nul.

On a
B k' nn 1
Rk,k/,n,n/,m,O,O,O = Ak,k/,n,n/,m + Tt +o (>
B B
avec
k k' k+ K
A ’ ’ = — —
Bk = T o i T T am 4 1
et

B 43nn+1) 4E)Pn/(n +1) 4k+E)>m(m+1)
k,k",nn’ m — - .
BEn+1)t | BEv 1) B(m+1)*
e Si parmi (n,n’,m) il y a exactement deux zéros alors By, y/ ., €st non nul.
e Si parmi (n,n/,m) il y a exactement un zéro alors, & permutation prés, n = 0 et n’m # 0 et par
suite

/

K k+ K % k+ K o'k 2m(k+ k)
Ap ot = —k — — K — —(k+ K = -
ko m, o +1  amtl o/ + 1 (k + )+2m—|—1 on/ + 1 om + 1
et
B AR (1) A+ E) m(m 1)
k,k'nn' m = -
(2n' +1)* 2m +1)*
o' +1
Si Ak k' n.n.m est nul, alors k' = m (k + k') et par suite
B _An' (0 +1) (m<2n’ + 1))3 (b ) AR mm+ 1)
k,k' ,n.n (2n/ + 1)4 n/ (2m + 1) (2m + 1)4

dm(k+ k) (mQ(n'H) B (m+1))
Co@em+1)? \n2@+1) 2m+1)) "

Comme k + k' est non nul, By 4/ n,n’,m,j ;7,1 €st nul si et seulement si

n+1  m+1
n2(2n’ +1)  m2@2m+1)°
Or, la fonction z +— _efl décroit strictement sur R**. Donc, si Ag x n.n/.m.i.57.1 €t B k' nontm i1
22(22 + 1) J K nan! mug,gt, Kt mg,g,

sont simultanément nuls, alors n’ = m puis k' = k + k' i.e. k =0, ce que 'on a exclu.
Par symétrie, on en déduit que s’il y a exactement un zéro parmi (n,n’,m) et si kk’ (k + k') est non
nul alors le développement de Ry, »/ m k.k,j,5,1 lorsque 3 tend vers 'infini est non nul.

e Si nn/m est non nul alors on va étudier Ry, n/ m k k0,00 au voisinage de 3 = 0. Comme cette
fonction est analytique par rapport & (3, il suffit de montrer qu’elle n’est pas nulle au voisinage de
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I’origine pour en déduire qu’elle n’est pas identiquement nulle. Or, pour k non nul, lorsque 3 tend vers
zéro on a le développement suivant

7(n,k,0) = —% +0(B)
et par suite
K2
k+ ) + 3K
Rnn’mkk’OOO:_g_ﬁ‘i‘ p +0(5):—5( 2 : +o(B)
ST kK k+K kk' (k+ k')
donc Ry i/ m,n',m,0,0,0 N'est pas identiquement nul quand 3 tend vers ’infini. O

La proposition précédente implique donc, qu’a I’exception d’un ensemble dénombrable de valeurs
du paramétre 3, pour tout (k,k’,n,n’,m,j,j',1) € Z*> x N® x {~1,0, 1}3, la relation

T(k+ Kk ,ml)=1(kn,j)+7 K n,j)
implique
n=n"=m=0 et kk'(k+k')#0
ou
kk' (k+K)=0.
Dans le premier cas, I’expression
T(kanaj) +T(k/7ﬂ/7j/) - T(k+ k/amal)

est explicite et & Pexception d’un nombre fini de valeurs du paramétre § (dépendant de k et k'), elle
est nulle si et seulement si

j=4"=1=0

i.e. si et seulement si on a trois racines de Kelvin.
Dans le second cas, on introduit

Qi nmm = ||  Rewmnrmji

VIV IS PV

avec
Ik,k,:{(j,j',l)e{—1,0,1}3 :j;AOsikzO,j’#Osik’zOetl;«éOSik—i—k’zO}.

Comme précédemment, cette quantité est polynomial en 3 et chacun des termes dont elle est le produit
admet un développement, lorsque 3 tend vers l'infini, de la forme

Ri s in mgijd =V BAk s mmt gt + Bk mnsm.gijra + 0 (1)

aveC A k' nn';m,j.j'1 € Bk nn’m,j;/,0 non tous les deux nuls ce qui implique qu’a I'exception d’un
nombre fini de valeur du paramétre 3, Qi i/ n,n/,m €st non nul i.e.

V(5,7",0) € I, Rie ' sont ymjijrd 0.
Par conséquent, si (n,n’,m) # (0,0,0) alors la relation
7 (k+ K, m,0) =7 (k,n,j)+ 7K, nj)

implique qu’une des trois racines est nulle ce qui conclut la démonstration du théoréme 5.3.
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5.3. Existence de solutions

Dans cette section, nous étudierons les propriétés de la forme quadratique limite @7, en nous appuyant
sur celles de @Q. Les estimations obtenues conduiront au théoréme suivant :

THEOREME 5.8. Pour toute donnée initiale ®°, il existe un temps T* > 0 tel que pour tout entier
s > 2, si la donnée initiale appartient ¢ W?* (T x R) alors le systéme limite

0P+ QL (2,®)=0
(SL) t
q)\t:O = ¢’
admet une unique solution appartenant a C ([0, T*[, W?* (T x R)).

Nous énoncerons alors une condition nécessaire et suffisante sur la donnée initiale pour que la
solution du systeme limite soit globale.

5.3.1. Propriétés de la forme quadratique Q.
L’objet de cette sous-section et d’utiliser les propriétés de la forme quadratique ) pour en obtenir de
similaires sur sa limite formelle QJ;,. En effet, on pourra alors réitérer le raisonnement effectué pour
prouver ’existence de solutions aux systémes pénalisé et obtenir un résultat d’existence et d’unicité.

PROPOSITION 5.9. Pour tout entier s, il existe une constante Cs telle que pour tout couple de
vecteurs (U, V) appartenant a (WZS N W4) X (WQSH N W4) (T x R),

1QL (U, V)llwes (rxry < Cs (”UHW%(TX]R) IV Iwarsry + 10 warxr) ||V||w2s+1(qr><R)>
et pour tout couple de vecteurs(U,V) appartenant a W (T x R)Q,

QL (U, V) 7V>W2S(’]I‘><]R)‘ < Cs |Ullyyes (rxry (||UHW2S(’]1‘><R) IVIwarxry + 10w rxr) ||V||W2S(TxR)) :

DEMONSTRATION. On va commencer par prouver le résultat pour un couple de vecteurs (Un, Vi)
appartenant a Ep, I’espace de dimension fini introduit & la définition 3.7, puis on utilisera les opéra-
teurs de troncature Ky associés pour conclure.

e On introduit, comme dans [9], la forme quadratique filtrée

Q- (U, Vi) (1) = £ (—z) Q (f: (Z) Uy, £ (z) VN>

_ Z eit(k—#—u’)/EHAQ(HMUN,HM/VN)

A\ u,p' €6
dont ), est la limite formelle car
Q: (Un, Vi) = Qr (Un, Vi) = > O /oI, Q (I U, T Vi) (1)
Ap,p")EG\R

On pose alors
eit(A—,u—p’)/e

iA—p—p)

Ge(t,)= >

(A, )EG\R

I\ Q (I, Un, I,/ Vy) (t,.)

de sorte que
€0;Ge = Q= (Un,VNn) — QL (Un,VN) .
Pour toute ¢ une fonction test et W € W2 (T x R), on a alors

/R<Qs (Un,VN) = QL (Un, VN) s Wypee (1) (8) 9 (8) dE = */R*E (Ge, Wyos (rxmy (8) Orp (2) dt.

Par suite, il suffit de prouver que G. est borné dans L> (R, W2 (T x R)) indépendamment de €, ce
qui sera fait dans le lemme suivant, pour avoir
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e—0

] (@ (U Vi) = @ (W Vi) W (09 (5t —; 0.
Grace a l'estimation
‘<Qe (Un,VN), W>wzs(1r><R)‘ < Q= (Un, V) llwes (o) W llwes (rxcy»

comme 'opérateur de filtrage est une isométrie, on a

/R (Q (Un, Ve s Wy oy () 0 (£)

t t
<[ (2 () Uy, £ () vN) H 1l L (8)] .
R € € W2s (TxR)

En utilisant la propriété 4.3 sur @, on obtient

/]R (Qe (Un, VN) s Wyyos (ryry (8) 0 (2) dt'

< [ €Mty 1V Iy 17 oy b ()]

‘F_/]R Cs 1UNlyya(rxry 1V s (msry W llyes (oxry 19 (0] dt -
Par conséquent, en faisant tendre € vers zéro

(QL (Un,VN) s W) ypee (rxr)

< Cs (10N e sy 1V Iwa oy + HUN oy 1V e oy ) I s oy -
i.e.
1QL (Un, V) llyyes (rxr) < Cs (HUNHW?S(TXR) VN s rxry + 1UN s rxry HVN||W23+1(’]1‘><R)) :

La deuxiéme inégalité se démontre de facon similaire.

e Considérons un couple de vecteurs (U, V') et, pour tout entier N, on pose (Un,Vyn) = Kn (U, V)
de sorte que, d’aprés la proposition 3.6, la suite (Un, V) vy converge dans W2 x W2+ (T x R)
vers (U, V) et que pour tout entier N, le couple (Uy, V) appartient & En.
Ainsi,

1QL (Un, V) llyyes (rxry < Cs (HUN||W2s(1er) VN s rxry + 1UN s rxry HVN||W2S+1(']1‘><R)) :

La définition de la forme quadratique @1, implique alors la convergence de la suite (Qr (Un, VN)) yen
vers Qr, (U, V) dans W?* (T x R) ce qui conduit au résultat.
La deuxiéme inégalité se démontre de facon similaire. (]

Il reste donc & démontrer le lemme suivant pour prouver le résultat précédent et ainsi transmettre les
propriétés 4.3 et 4.5 de la forme quadratique @ a la forme quadratique Q.

LEMME 5.10. Pour tout couple d’entier (s, N), pour tout temps T > 0,et pour tout couple (Un, Vi)
appartenant a L> ([0, T) ,EN)Q, si on pose

it(/\—u—;/)/e
Ge(ta'): Z f(}\i — /)
(A, ) EG\R p—H
alors G. appartient L> ([0,T],W?* (T x R)).
De plus, il existe une constante C dépendant de s, N, (|Un || (0.17,12(rxr)) €8 IVNIL ((0,77,22(7xR))
mais indépendante de € telle que

H/\ Q (HMUanu'VN) (t7 ) 3 vt € [OvT}

HGeHLoc([o,T],W%(TXR)) <C
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DEMONSTRATION. Pour controler le terme G, on va le découper en deux contributions, comme cela
est fait dans [9],

it /e
GL(t,.):= Z ‘ B I Q (I, Un, 1Ly Vi) (L, )
o) €S\R
ptp'=0
it(A—p—p')/e
et GI(t,):= > /\7HAQ(H Un, T V) () -
(A p,p ) EG\R tA =)
ptp' #0

e D’aprés la proposition 3.6, la norme de WQS de G! est égale a celle de
= > > —Q T, Un, T, V).
Ae6\{0} ne6

Il suffit donc de montrer que él appartient & W2 (T x R) pour controler la premiére contribution
dans L*> ([0,T],W? (T x R)).
Or, d’aprés les propositions 3.8 et 3.4, on a, pour tout ¢ € W?* (T x R),

2

1, - (1+ k2 +n)* )
Z ¢ S bR Mk @l L2 (rxr)
re&\{0} wae(rxm)  T(kmd)ES\{0} 5 J
2(s+1) 2
S > (L+n+&) " k0 Al 2(rxr)
7(k,n,j)ES\{0}
i.e. )
15Y 2
> ¢ S e rxry -
AEG\{0} W25 (TXR)

En particulier,

G H (I, Uy, I,V
H Lo ([0,T],W2s (TxR)) ~ ZQ Ny Vi)
L>([0,T],W?(+1)(TxR))

La proposition 4.3 et I'inégalité de Cauchy-Schwarz conduisent alors a

H Hmo(w W25 (TxR)) S Uz oy Vi llwece o ey -

Comme l'espace En toutes les normes sont équivalentes ce qui conclut I'estimation de ce terme.

e La norme W?* de G? est égale a celle de

~ 1
G2 = ﬁHAQ(HU UN7HM' VN)
e AT H]
(p,p") €SS
ptp’ #0

Pour la controler, on va prouver I’existence d’une constante cy > 0 tel que pour tout triplet (X, p, u’)
appartenant & & x G si A # p+ ' et p+p/ # 0 alors |A — pu — /| > en.
Pour cela, on raisonne par I'absurde. Si une telle constante n’existait pas alors il existerait une suite

()‘M7Mm7/’6'ln'7,>m€N € (6 X GN X GN)N

telle que (A, — L — H7,) o CONVerge vers zéro et vérifiant les relations Ay, 7 fim iy, €t pm -, 7# 0.
Comme 'ensemble

{p+u', (1) € &% tel que pu+ p' # 0}
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. . A . . p
ne contient qu’un nombre fini de valeurs, quitte a extraire, on peut supposer que la suite (i, + (5, ) ey
est stationnaire, on note ¢ sa limite. En particulier, cette limite ¢ est un point d’accumulation de &

ce qui implique, du fait de la proposition 3.4 que £ = 0 ce qui est exclu.

Par conséquent,

2112 1
HG€||L°°([O,T],W25(’]I‘><R)) = 2 Z Q (IL.Un, -, V)
Nl upes?,
ptp' #0 L ([0,T],W2s (TxR))
et on conclut comme pour la premiére contribution. O

Désormais, on dispose des mémes estimations sur la forme quadratique limite )7, que sur @), on peut
donc répéter le raisonnement de la section 2.3 pour obtenir le théoréme 5.8

5.3.2. Caractére global de la solution du systéme limite.
L’étude des résonances va permettre de simplifier le systéme limite et notamment de mettre en évidence
le caractére local ou global de la solution pour presque toute valeur du paramétre 3. Le théoréme
suivant énonce une condition nécessaire et suffisante de globalité lorsque (3 n’est pas trop mal choisi.

THEOREME 5.11. Pour presque toute valeur du paramétre (3, le systéme limite (SL) a une solution
globale si et seulement si la composante de Kelvin de la donnée initiale ®° est nulle.

Afin d’utiliser le résultat 5.3 pour simplifier le systéme limite, on introduit les projecteurs suivants.

DEFINITION 5.12. On note Iy la projection sur le noyau de la matrice de pénalisation, Ik la
projection sur les ondes de Kelvin c’est-a-dire sur I’espace associé auzx valeurs propres (it (k,0,0)), o5
et

I, = Id — 11y — Mg
la projection sur les espaces propres restants.

Commencgons par énoncer une propriété importante.
ProPOSITION 5.13. Pour tout vecteur @,
Iy QL (¢, P) =0.

DEMONSTRATION. Considérons un vecteur ® et un vecteur ¥y appartenant au noyau de la matrice
de pénalisation M. Par définition, il faut montrer que

<QL (q)v CI)) > \IJO>L2(’]1‘><R) =0
i.e.
D QU @, T, @), W) s, = 0.
nes
Afin d’utiliser de simplifier les calculs, on va utiliser la forme de la forme quadratique avant le chan-
gement orthogonal de variables. Plus précisément

Q(®,9) = PQ (P~'®,P7')

avec

.
Il

Sl= oy~

Si= oS-
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et
_ U U U0zt + vOyu 1 ho,h
Q v |, v = U0y v + v0yv + 3 hoyh
h h U0z h + hdyu + vOyh + hdyv —h0zu — hoyv
u U
Il est donc équivalent de prouver que pour tout vecteur v et pour tout vecteur \%4
h H

appartenant au noyau de P~'MP = N on a ’égalité

- n _ u U
Z<Q 0, | v |, [ v v > =0
nes h h H

L2(TxR)

ol, pour tout réel u appartenant & &, ﬁﬂ est la projection sur ’espace propre de la matrice N associé
a la valeur propre iu. On notera

- u Uy
IT, v = Uy
h Iy
On découpe le terme en deux en posant
N u u udzu + voyu
o) A I = udyv + vy
h h udzh + hoyu + voyh + hdyv
et
_ U U ho.h
Q-2 v |, v = hoyh
h h —h0zu — hoyv

de sorte de retrouver d’une part ce qui a été fait dans [9] et d’autre part le terme correctif lié au
changement non linéaire effectué pour symétriser le systéme.

U 0 _ﬂy 6x
Comme le vecteur [ V| est un élément dunoyaude N=| By 0 J, |,on peut montrer
H 0, 9, 0

qu’il est indépendant de la variable x et que sa deuxiéme composante est nulle.

e Pour le premier terme, pour tout p appartenant & &, on introduit le terme symétrique

_ Uy Uy U _ Uy Uy, U
Su = <Q1 Uy ) Uy ) Vv > + Ql Uy ) Uy ’ Vv >
h h H h h H
" " L2(TxR) " " L2(TxR)

de sorte que

SEIRS
S

U
~ |~ ~ 1
> <Q 1, O, | v : }/I > :QZSM.

nes nes

>
>

L?(TxR)
Par définition,
Sp = {02, U) a2 (ryemy + (@02, U) 127
+ (0y U, U) o pyry 00yt U) p2pgy
+ (upOuhyy + 0,0y, H>L2(11‘><R) + (a0l + 0,0y, H>L2(TXR)

+ <huaa,m + h;tayﬁv H>L2(T><R) + <Haluﬂ + anvlt’ H>L2(T><R) '
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Comme U est indépendant de la variable z, la premiére contribution est nulle i.e.
(upOaTy, U) 2 py + (W02, U) oy = 0

Les deux derniéres se réécrivent

(e () () ) == O () () 99)
Uy Y L2(TxR) Uy Y L2(TxR)
et sont donc égales a
<Hvu + hu vy, ﬁyU>L2(11‘><]R) :
Ainsi,
Su = (v (9yT + Byhy) ’U>L2(’IF><]R) + (O Oy + Byhu) , U) 2 (p oy
= <Uu (81/@‘*‘ ﬁyhiu - 8%@) 7U>L2(’]1‘><R) + (U (Oyuy + Byhy — Ozvy) U>L2(’I[‘><R) :
Or, par le théoréme de Schwarz, on a
O (=Byup + tpvy) = Oy (Byvy + ipwy)
i.e.
Bv, = —ip (Oyuy — Ozv, + Byhy) =0
donc
BS, = —ip <(ay“# — 020y + Byhy) (81/“70 + ﬂy}T# - r@) ’U>L2(’]I‘><]R)
+ip < ((%W — 0.0, + ﬁyﬁ) (Oyup + Byhy, — Ozvy), U>L2(’]I‘><R)

=0.
e Tout d’abord comme v est un élément du noyau de N = By 0 9y |, il est
H 9, 8, 0
indépendant de la variable = et sa deuxiéme composante est nulle. Ainsi,
| U _ u U
Z <Q2 11, RN I v |V > == Z (hy (O + Oy0p) H>L2(’JI‘><R)
need h h H HES
L2(TxR)

ou pour tout p appartenant a G, on a posé

_ u uy
IL,, v = vy
h hy,
Comme 0,7, + 0,0, = iuh, = —iuh,, on a
(. U _ U U o
> <Q2 I, (v ) I v I\ > = 2 it (bl H) oy -
nes h h H nes
L2(TxR)

Or, en changeant p en —p, transformation qui laisse stable ’ensemble &, on a
Ziu <hﬂh/“ H>L2(']I‘><R) = Z —ip <hﬂh/“ H>L2(’[[‘><]R)
pnes nes

ie.

U u U
Z <@; ﬁu v |, ﬁu v AV > =0.
h

nes
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Ainsi, si ® est solution du systéme limite
P+ QL (P, 2)=0
‘I)\tzo = o
alors grace a la proposition 5.13, sa projection sur le noyau de la matrice de pénalisation vérifie
atHOCD = O
@ (0,.) = @Y,
elle est donc indépendant du temps
Le théoréme 5.3 sur les résonances implique, en utilisant la définition 5.12, que pour presque toute
valeur de (3,
OIL® + Qr (L2, ®P) + Qr (Il ?, IL. @) = 0
Qo = I, ®°
et
Ol ® + Qr (U@, 1p®) + Q (M@, @) + Q (Mg ®, M ®) =0
Hg®(0,.) = Mgd°.
On en déduit que II, P est solution d’un systéme linéaire. L’existence locale ou globale de la solution
du systéme limite dépend donc uniquement de celle de sa composante de Kelvin.

Nous allons utiliser la structure de @ pour expliciter I’équation vérifiée par la composante de Kelvin.

PROPOSITION 5.14. Etant donnée ®° appartenant o W?* (T x R), si on pose

Mg ®° = E ad ¥y 0.0 et fO(z) = g afetr”
kez* keZ*

alors il eziste des constantes C et C' telles que W (t,.) = > ay (t) Vi 0,0 soit solution dans W?* (T x R)
kezZ*
de

{ U+ Qr (¥, II?) + Qr (I1oP, V) + QL (¥, ¥) =0
(SLK N

U (0,.) = Hx®°.

si et seulement si f (t,x) = > ay (t) e*® est solution dans H** (T) de
kezZ*

J of=C0f+CfOf
(B) { F0.)= .

DEMONSTRATION. Commencons par étudier le terme non linéaire.
e Du fait des propositions 5.3 et 5.13,

Qr(Mg®,Mg®) =gQr (Mx®, MxP).
Par définition,
HgQr (g ®, g ®) = Z (Qr (Mx®, ke ®) , ¥r,0,0) 27y Yii0,0-
keZx*
L’orthogonalité de la famille (e“”)kez dans L? (T x R) implique que
HgQr (Ig®, Hgd) = Z ag: (t) ar—k () (Q (V0,00 Yi—1,0,0) » ¥k,0,0) 2wy Yk.0,0-
(k,k/)EZ*Q
Il faut donc évaluer

(Q(Trr,0,0, r—r',0,0) » Vh,0,0) 12 (T -
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Par simples calculs, on a

: / 0
Aa:\IJ}c”O,O (l’,y) 6:1;\1/,6,,{/70’0 (x’y) = Sl(k\/ﬁ) 0 RLZ:
V2 \
et
1 0 _
AyT00(@,y) O Wrr 00 (r.9) = 7 | o) e (y) | ™.
0
Donc

i
(Q (Y 0,0, Vi—1,0,0) 7\Ijk,O,O>L2(TxR) = % / Vs (y)dy (k—k)=C(k—k).
R
Ainsi, il existe une constante C' telle que
TxQr (Mx® Mg®) =C > ap () ap_p (t) (k= k) g 00.
(k,k")€Z*?
En particulier

(xQr (Mx®, g ®), Ur0,0) p2(pxp) = C Z ap (k—K)ap_p.
(k') EZ*2

Etudions maintenant les termes linéaires
o Comme ITg® = I1y®° est un élément du noyau, d’aprés la proposition 4.7, il existe de fonctions
lp et 7o ne dépendant que de y telles que

lo
H()(I) = 0
To
donc
Qr Ig®,Ii?) =HxQr g ®,II®) = A, (IIxP) 9,11 P.
Or, comme
0
k00 (7,9) = Co 0 ik
Yo (v)
on a
o 0
Ay (Vh00) 0, TTo® (2, y) = IO Yo (y) Byro (y)
0
et par suite,
Qr (g P, I ®) = 0.
Pour le second terme,
c 0
A, (Tg®) 8, Wy 00 = TO (ro +10) (y) g (y) | e
0
donc
Qr (Iy®, Mg®P) =NMxQr (P, MxP) = A, (Lp®P) 0,1k P.
Enfin,
Az (Ho‘I)) 8IHK<I> = Z Qg (t) Am (HO(I)) 81\111670,0
kezx
et
0
A, (Tg®) 0, W0 = ik g’f}% ;o e = ik ;C/%To (1) Uhoo (.0)
(y) ¥o (y)

—=T
22"
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Ainsi,
3C ,
Qr (Mo®, Mg ®) + Qr (Mx®,To®) = ~—2r0 Y ik ap Vs o 0-
2V2 G

En particulier,

. 3C
<QL (HOCI), HK@) + QL (HK¢7 H()‘I)) 5 \IJ"?’070>L2(’]1‘><]R) = Z Zk/ (473 (t) <2\/%7“0\I}k’,0,07 \IJk:,O,O>
k’'ez*

L2(TxR)

ce qui conduit au résultat car

3Cy )
—=70(y) ‘I’k',o,07‘11k,o,o> =C'0p -
<2\@ L2(TxR)

Ainsi, les coefficients (ay),cz. vérifient

aj, (t) = Clikay (t) + Y C(k—K)ap (t) ap_p (t).

k' ez

PROPOSITION 5.15. Pour tout s > 1 et pour toute donnée initiale fO appartenant a H?® (T), il
existe un temps T > 0 indépendant de s tel que le systéme

. Of=COof+Cfo.f
(B) { £0.0=f9.

admette une solution appartenant a C ([0,T], H** (T)).
De plus, si la donnée initiale est de moyenne nulle alors la solution est globale si et seulement si la
donnée initiale O est nulle.

DEMONSTRATION.
e La démonstration est similaire & celle sur ’existence de solution du systéme limite et nécessite
d’avoir des estimations du type

<96wfa f>H2s(qr)‘ <Cs ||fHH2‘S(T) (”fHHQSo(T) ||g||H25(’I[‘) + HgHH2SU(T) Hf”H?s('[r))
et
(902 f. ) 12m| < C NNy N9l 200

1
Pour la deuxiéme inégalité, comme (g 0, f, f)LQ(T) =-3 (f Oz9, f)LQ(T),
(9021, £)gar| < N1y N9l ry < C G2y N9l 2y

Pour la premiére, on va procéder comme on l’a fait pour la forme quadratique Q). En estimant les
termes

(07 (90xf) a;f>L2(T) 0<r<2s
i.e. les termes
<8§ga;+1_qf’ 8;f>L2(T) 0< q <r<2s.

> Si ¢ = 0 alors
A — T 1 A A
<agg a;c+1 qfa 33"'f>L2(T) = 75 <axfa 8$gaacf>L2(’]I‘)

donc
‘<8§g oA, 8;f>Lz(T)’ S ||f||§{r(1r) ||9||w1,oo(1r) S ||f||§12s(1r) ||9||H2(1r) :
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> Si2< g <r alors

‘<8;19 8;+1_qfa 8;f>L2(T)’ S ||g||H4(T) ||f||Hr+2—q(1r) HfHH?s(’JI) :

-2
et on peut définir § = q—Z €10,1] tel que

g= 20+(1-0)r
r+2—qg= (1—-6)r+26.

Un argument d’interpolation permet d’obtenir

’(859 gy raf, 8;f>Lz(T)‘ S ||f||H2S(T) (||f||H2(T) HgHH"’S(’]I‘) + ||9||H2(1r) Hf”HQS(T)) :

> Si ¢ = 2 ou ¢ = r alors I'inégalité

(029027195, 028) a1y | S 1820y 1 N isa-ary 1 oo

permet de conclure.
> Si g =1 alors I'inégalité

‘(8;19 a;+1_qfa a;f>L2(T)‘ 5 ”gHHtHl(T) ||f||HT+lfq(T) Hf||H25(T)

permet de conclure.

Ainsi, on obtient le méme type d’inégalité que pour la forme quadratique limite avec sg = 2. La gain
par rapport a la forme quadratique limite est di au fait que ’on se soit ramené & un probléme en une
dimension grace a la projection sur les ondes de Kelvin.

e Etudions maintenant ’équation de Burgers dans H? (T).
Si la donnée initiale est nulle alors la solution de (B) est clairement globale. Réciproquement, on
considére une solution f de (B) & valeur dans H? (T) issue d’une donnée initiale f° de moyenne nulle.
Tout d’abord, alors elle est suffisamment réguliére pour étre constante sur les caractéristiques

{(tr— (C"+Cf0(x))1) e[0T}

En effet, pour tout = appartenant a T, le systéme

{ () =-C"=Cf(tp(t))

p(0) =z
admet une solution sur [0, 7*[. On remarque alors que pour tout temps ¢ appartenant a [0, 7]
fto®)=f()
donc ¢’ (t) = —C’' — Cf° (x) et par suite,
pt)y=2— (C"+Cf())t.

En particulier, si la donnée initiale f° n’est pas constante alors, du fait de la périodicité, il y a

intersection de deux caractéristique et la solution f ne peut pas étre globale. Par conséquent, f° est
nulle. ]
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CHAPITRE 6

Résultat de convergence dans le cas mal préparé

L’objet de cette section est de justifier ’appellation de systéme “limite” comme cela a été fait dans le
cas visqueux dans [9]. Pour cela on va, dans une premiére section, “défiltrer” la solution du systéme
limite pour revenir & un systéme proche du systéme pénalisé. Il faudra alors controler les termes
supplémentaires qui apparaitront en utilisant notamment des opérateurs de troncature adaptés a la
matrice de pénalisation. C’est 'objet de la deuxiéme section. Enfin, dans une derniére section, nous
démontrerons le théoréme de convergence suivant.

THEOREME 6.1. Pour tout entier s > 2 et pour toute famille de données initiales (V- o).,

convergeant vers ®° dans W2(+1 (T x R), si ®, la solution du systéme limite avec ®° pour donnée
initiale, appartient o C ([O,T] , W2t (T x R)), alors il existe eg > 0 tel que les solutions maxi-

males (Vz)g_.., des problemes pénalisés (Sc)q_ .., sont définies sur [0,T] et
t
lim @—2(—)‘/5 =0.
e—0 9

L ([0,T], W25 (TxR))

REMARQUE. Ce résultat justifie le systéme limite, sa solution étant la limite des solutions filtrées.
D’autre part, si le systéme limite a une solution réguliére définie sur I'intervalle de temps [0, T] alors
les systémes pénalisés admettent des solutions sur ce méme intervalle. En particulier, en utilisant le
théoréme 5.11, on obtient le corollaire suivant.

COROLLAIRE 6.2. Pour presque toute valeur du paramétre 3, si la limite des données initiales a
une composante de Kelvin nulle alors la suite des temps de vie (T7)_. des solutions mazimales des
problémes pénalisés (S;),, vérifie

lim T = oco.
e—0

Pour obtenir ces résultats, on fixe un entier s > 2 et une donnée initiale ®° appartenant a
'espace W2+ (T x R). D’aprés le théoréme 5.8, le systéme limite admet une solution ® appartenant
ac ([O,T], W2EHD (T x R)) ou T est un temps strictement positif dépendant de s et de la donnée
initiale. Pour revenir au systéme pénalisé, on “défiltre” cette solution en posant, pour tout réel e
strictement positif,

U.(t,) = & (i) ().
Dans la suite, on aura besoin de travailler dans les espaces (En )y introduits a la définition 3.7. On
pose donc, pour tout entier IV,
q)N = KN d.
Grace & la proposition 3.6, la suite (® )y converge dans L ([0,7], W2(+D (T x R)) vers . On
va aussi défiltrer ces troncatures en introduisant, pour tout entier N et pour tout réel ¢ strictement
positif,

t
UN,E (t, ) = S <€> @N (t, ) .
L’objet des deux premiéres sections est de montrer que pour tout réel strictement positif €, a

une modification légére pres, la suite (Une) oy est solution du systéme pénalisé (S.) avec une force
extérieur tendant vers zéro quand N tend vers 'infini.
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6.1. Retour au systéme pénalisé par “défiltrage”

Pour tout entier N et pour tout réel € strictement positif, nous allons montrer que le systéme vérifié
par Uy est proche du systéme pénalisé (S.). Le terme correctif (Qr — Q) (Un,e,Un ) sera étudié
dans la section suivante.

PROPOSITION 6.3. Pour tout entier N et pour tout réel € strictement positif, le vecteur Uy . vérifie

1
8iEU'N,s + Q (UN,E,UN,E) + g MUN.,E = (QL - Q) (UN,Ev UN,E) + FN7€

ot la force extérieure Fy . tend vers zéro dans L™ ([O,T] , W2 (T x R)) indépendamment de €
lorsque N tend vers Uinfini.

DEMONSTRATION. On considére un entier IV et un réel ¢ strictement positif. On va d’abord trouver
le systéme vérifié par le vecteur Uy . puis estimer la force extérieure.

t
o Comme Uy, (t,.) =L <€> Dy (t,.), sa dérivée temporelle est égale a

OUN. (1,.) = % MUy, (t,) - £ <z> Ky Qu(®,8)(t,.) .

On va réécrire le terme quadratique. Par définition, il est égal a

£ (fj) KN QL ((I)7‘b) (t,) = Ze—it)\/s H,\KN QL (‘b,q)) (t,)

AEG
= Z e*it)\/s I\ QL (‘ba q)) (t7 ) :
AEG N

Par définition
Qu(®,®) = > QI ®),

()‘7/"#"/)69{
donc
t .
iy () KnQp(®,®)(t,.) = > e~ T, Q (T, ®, 11, ®) (t,.)
€ (A, ' )ER, NEG N
_ 3 M, Q (e—itﬂ/f I, @, e~ ith'/e Hu@) (t,.) .
(A, ' )ER, NES N
Ainsi,

£ (2) KnQp (D, ®)(t,.) = > I, Q (HME (2) O, 10, £ (2) q>> (t,.)

(') ER, AEG N
=KnQr (U, Uc)(t,.) -
On obtient donc )
OUNne+ KnQr (U, Ue) + - MUy, =0.

On va décomposer le terme Ky Qp, (U., U.) pour faire apparaitre @ (Un s, Un,). On a
KN QL (UE7 UE) = (KN - Id) QL (U€> UE) + QL (Uea Ua)
et par bilinéarité de Qp,
QL (U57 Ua) - QL (UN,Ey UN,E) = QL (UE - UN,Ea UE) + QL (UN,Ea Ue - UN,e)
donc
KN QL (Ua7 UE) = QL (UN,Ea UN,E) - FN,e

avec
FN,E = QL (UN,E - U€7UE) + QL (Uea UN,E - UE) + (Id - KN) QL (UE) UE) .
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Ainsi,

1
8tUN,E + Q (UE7UE) + g MUN,E = (Q - QL) (UN,E) UN,E) - FN,E .

o Il faut désormais estimer la force extérieure Fiy .
Commengons par le terme Qp, (Ug, U.). Par définition de U, pour tout p appartenant a &,

I, U. = e "/T1, @

et par conséquent,

QL (UsyUE) = Z H/\Q(HH UE7 HM' Ua)
(CWTNTOISICERD C TS
— Z it /e, (I1, ®, 11, )

(A, )ES? T A=ptp/
t
= £ ((—:) QL ((I),q)) .
Comme l'opérateur de filtrage est une isométrie, on en déduit que

||(KN B Id) QL (U87 U€)||W2(s+1)('[r><R) = ||(KN - Id) QL ((137 (I))||W2(s+1)(1r><R) :

Gréce a la proposition 3.6, les opérateurs de troncature approximent I'identité dans W2 (T x R) donc,
comme ® appartient a C ([0,7], WD (T x R)), le terme

(KN - Id) QL (UEa Ue)

tend vers zéro dans L ([0,7], W?**D (T x R)) indépendamment du paramétre ¢ lorsque N tend
vers ’infini.

D’autre part, comme 'opérateur de filtrage est une isométrie, les inégalités de la proposition 5.9
conduisent a

||QL (UE - UN,£7 UE)HW%(TXR) < C ||(I) - (I)N||W28('ﬂ‘><]R) ||(I)HW2<S+1)('J1‘><R)
et
HQL (Usv UN,E - Us)”w’zs('ﬂ'xR) < C H(I) - (I)NHWQS(TxR) ||(I)||W2<s+l)(11‘><JR) .
Comme (@) y oy converge vers ® dans L ([0,7], W21 (T x R)), le terme
QL (UN,E - Uf:a Ue) + QL (U57 UN,E - UE)

tend vers zéro dans L* ([0, 7], W2(~Y (T x R)) indépendamment de ¢ lorsque N tend vers Uinfini.
O

6.2. Terme correctif

Pour tout entier N et pour tout réel e strictement positif, afin de faire disparaitre le terme rési-
duel (Qr — Q) (Une,Un,e) dans le systéme précédent, on va modifier légérement Uy en Vi . et
obtenir la proposition suivante.

PROPOSITION 6.4. Il existe une suite (V) yey oo telle que

1 ~
atVN,s + Q (VN,ea VN,E) + g MVN75 = FN,s

avec

Fn,e

L= ([0,T], W2*(TxR))

B(t,)— ¢ (i) Ve

lim lim ’
N—o0 e—0

et

lim lim =0.
N—o00 e—0

L2 ([0,T], W2(s+1)(TXR))
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DEMONSTRATION. Pour tout entier N et pour tout réel strictement positif €, on a
1
8itl—jN,a + Q (UN,s, UN,s) + g MUN.,& = (QL - Q) (UN,Ev UN,E) + FN,E

ot la force extérieure Fi . tend vers zéro dans L™ ([0,7], W=D (T x R)).
Par définition de Uy ., pour tout p appartenant a &,

I, Une = e eI, Oy
donc

(Q - QL) (UN,sa UN,E) (t, ) = Z 15Y Q (H/t UN,ea H/L/ UN,E) (t> )
(A, ) EG\R

> H,\Q<e*““/EHN<I>N(t,.),e*“”'/EH#/@N(t,.))
(A p,pn’)ES\R

e (Z) Z eit(Aﬂru’)/e I, Q (I, &, IO,y ®n) (¢,.)

(Apsp/)EG\R
Ainsi, comme lopérateur de filtrage est une isométrie, pour controler le norme de
(Q—QL) (Une,Une),
il suffit de controler celle de
S O, QI @, T D) (8).
(A, )EG\R
Pour cela, on procéde comme dans la démonstration de la proposition 5.10 en introduisant

it()\fufu')/e
Gne(t,)= Y =

A~ I Q (I, &, T, D) (2, )
o
(A,/L,/L’)EG\%Z (/\ p=H )

de sorte que

1 t
6tGN,s (tv ) = gﬂ (5) (Q - QL) (UNJ:" UN@) (ta ) + \IIN,E (tv )
ou
it()\f,uf,u')/s
\IJN@ (t, ) = Z Ze()\_i_,)n)\ Q (atH,U. ¢N7 H#/ (I)N) (ta )
SWATECE S

eit()\f,uf,u')/s
+ Z mrb\ Q (H/L Oy, Ol on)(2,.).
i) ES\R poH

Grace au lemme 5.10, les termes G . et W . sont bornés dans I'espace L™ ([0,T], W2+ (T x R))
indépendamment de ¢ par une constante dépendant uniquement de N, s, ||<I)N||Loo([o,T],L2(TxR))

et [|0:®Pn || oo (0,77, L2(TxR)) -
De plus,

Q= Q) Wy U () =2 (1) @G (1) — e (1)
_ 20, (.c (Z) Gre (1, .)) + Mg (2) Grel(t,) —eg (2) Uy (t,.)

OUNn:(t,)+Q(Une,Une)(t,.) + é MUy (t,.)
— <o, (s (z) G (1, .)) +Me (Z) Gne(t,) — et (2) Uy (6) + Fre (1)

i.e.
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t
On pose alors V. (t,.) = Une (t,.) —e£ | = | Gne (1,.) de sorte que
’ 5

1 ~
atVN,E + Q (VN,Ea VN,E) + g MVN75 = FN,E

avec
e () = Fye (1) — €Q (UN,g (t.). 2 <z> Gy (L ->> (t,) - et (i) Trve (6]
On a alors
i S|P e rryy = ©

t .-
Il reste & montrer la convergence des solutions défiltrées £ (—) Ve (t,.). Par définition, on a
€

s <z) Vae (1,.) = @ (£.) — G (£,.).

D’aprés le lemme 5.10, le terme Gy est borné dans L> ([0, ], W?* (T x R)) indépendamment de &
et, comme la suite (®n) oy converge dans L ([0, 7], W2+ (T x R)) vers @, on en déduit que

t
lim lim H@ t,)—£ <> Ve =0
N—o0e=0 € Lo ([0,T], W23 (TxR))
ce qui conclut la démonstration. O

6.3. Démonstration du théoréme de convergence

Nous allons maintenant justifier 'appellation systéme limite en démontrant le théoréme 6.1 grace
aux résultats de la proposition 6.4.

DEMONSTRATION. Pour passer de la proposition 6.4 au théoréme 6.1, nous allons étudier ’équation
vérifiée par Sy := Vi — V.. Du fait de la bilinéarité de @), Sy . vérifie

1 -
8tSN,E + Q (‘/67 SN,E) + Q (SN,£7 VN,E) + g MSN,E = FN,E'

Une estimation d’énergie donne donc

1d

5& ||SN,E||$/V25(’]I‘XR) = <ﬁN,E7 SN,&> + <Q (‘/;‘7 SN,E) + Q (SN,Ea VN,E) 5 SN,5>W2S(T><]R)(T><R) .

W?2s(TxR)

Les estimations des propositions 4.3 et 4.5 impliquent que

1d ) -
5& HSN,E”W?S(TX]R) 5 HFN»E ) ”SN»E |W25(T><]R)

L2([0,T], W25 (TxR
2
+ (IVellyyer iy + 1Vivellacesn ey ) 1Sme By oy

En décomposant Vi ., comme 'opérateur de filtrage est un isométrie, on obtient

HVN75||W2(3+1>(’11‘><1R) < HVN’E — (_;

8) (I)sz(sﬂ)(?er) + 1@ llypec+n (rxr)

puis

IVellwar oy < 1Sy + [Vive =€ (=2) @[, 1Bl
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Par conséquent,
1d
24dt

' (TxR)

||SN7E||W2s(T><R)

Sl sy + | Fve
S 1Snellhye xr) F{|[FNe L2([0,T], W#* (TxR))

n (”@ (t,.)— £ (—i) (Viv.e)

Il existe donc des constantes positives C et (cn )

2
+ H(I)|LOO([07T]7W2(S+1)('JI‘><R))> ||SN,8HW2S(’]I‘><R) :
L ([0,T], W2(s+1) (TxR))

Neneso telles que lim lirr(l) cne=0cet

—00 £—

d 2 2 3
1Sy < (en 1SNl ey + € I8Nl iy + 1SMellyace ey )

Pour conclure, il suffit de prouver que si une suite de fonctions positives (fnc)yen oo Vérifient

fN,E S CN,Efjl\]/j + CfN,E + f3/2
Ine(0) = fneo

ol les constantes C' et (cn.e) yep 5o SOnt positives et o

lim lim ey, = hm hm fneo=0

N—oo e—=0 N—o0 e—=0
alors pour tout 7' > 0,

i e e oy =

Une fois ce résultat montré, on aura
lim lim . =
B[S el oo 0,79, wes rry) =0

ce qui, grace a la proposition 6.4, conduira a

o-g (—z) (V)

et conclura la démonstration du théoréme 6.1.

=0
L>([0,T], W2(s=1)(TxR))

lim
e—0

Il ne reste plus qu’a montrer le résultat intermédiaire.
Considérons un entier N et un réel strictement positif € tels que la condition initiale fuy o soit
inférieure & 1. Soit T} _ le temps maximal tel que fy . soit inférieure ou égale a 1 sur [0, TKLE]. SiTy.
est, fini, alors sur I'intervalle de temps [0, ], on a

fie 2 '
1/2 () i = In (CN,E +(C+1)y fN,e)

CN, Ef

et par conséquent,

* 2 CN.e (C+1)
Tx.> —=In .
Me=c (CN,E +(C+1) \/fN,e,())

lim hm Ty .=00.
N—o0 e—0

Pour T strictement positif fixé, si 7' < T%, _ alors pour tout ¢ appartenant a [0, 77,

e (t) < (NE fN,a,o) £CT/2

Ainsi,

C+1

donc

lim lim =0.
N—oo e—0

)
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CHAPITRE 7

Résultats et trame des démonstrations

Dans ce chapitre, on va d’abord énoncer deux théorémes qui conduisent a deux classes de données
initiales qui engendrent des solutions globales des équations de Navier-Stokes. Ces équations modélisent
I’évolution d’un fluide homogéne par le systéme suivant

Ou+u-Vu—Au =—-Vp
(NS) : divu =0
u(0,.) =wug

ou u est la vitesse du fluide et p sa pression. Dans la suite, le domaine spatial choisi est I’espace tout
entier R3,

Pour les prouver, on va commencer par décomposer la perturbation de la donnée initiale puis on
donnera une condition suffisante de globalité pour la solution issue de cette donnée initiale particuliére.
On énoncera alors trois lemmes qui nous permettront de conclure. Ces lemmes seront démontrés dans
le chapitre suivant.

7.1. Résultats

Comme la direction verticale va jouer un role particulier dans nos résultats, on introduit les espaces
fonctionnels suivants.

DEFINITION 7.1. Pour tout couple de réels (p, s), ’espace H’;Hj (]RB) est défini par sa semi-norme

2 — 2p 28| 2 )
iz ey = [l leal I O

Le résultat suivant assure que si 'on prend une donnée initiale dont le spectre est suffisamment
proche du plan horizontal alors elle engendre une solution globale de (NS). Plus précisément,
THEOREME 7.2. Pour toute famille (uc ), -

suite (v/euc ), s0it bornée dans L2H?® (R?) pour tout réel s > —1, s’il existe une constante C telle
que pour tout réel strictement positif €

€= (&, &) € Supp (ucp) = |&.| < Celg, |

alors il existe un réel strictement positif o tel que si € < gy alors uc o engendre une solution globale
des équations de Navier-Stokes.

de données initiales de divergence nulle telle que la

Plus généralement, le théoréme suivant affirme que si I'on perturbe une donnée initiale géné-
rant une solution globale de (NS) par une fonction dont le spectre est suffisamment proche du plan
horizontal alors, sous certaines hypothéses, elle engendre encore une solution globale de (N.5).

THEOREME 7.3. Soit ug une donnée initiale de divergence nulle, appartenant a H'/? (Rg) et

générant une solution globale régquliére de (NS). Pour toute famille (uc o), de données initiales de
divergence nulle telle que (\/uc ), soit bornée dans L2H? (R?) pour tout s > —1, s’il existe une

constante C' telle que pour tout réel strictement positif €
€ € Supp () = |&:| < Ce|&,|.
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alors il existe des constantes cy et gq telles que si e < ey et si
lteso (4 O)l2 < co

alors ug + ue,0 génére une solution globale de (NS).

REMARQUE. Ces deux résultats se démontrent simultanément. En effet, le premier théoréme
traduit simplement que lorsque la donnée initiale ug du théoréme 7.3 est nulle alors la condition de
petitesse en z = 0 est inutile.

REMARQUE. La démonstration de ce résultat s’adapte a ce qui a été fait dans [6] et généralise
légérement le théoréme 2 en

THEOREME 7.4. Si ug, v et wy sont des vecteurs réguliers définis sur R3et de divergence nulle
tels que :
e uy appartient a H/? (R?’) et génére une solution globale réguliére de (NS).
o v§ est un vecteur bidimensionnel dont toutes les dérivées appartiennent a LZH;l (R3)
alors il existe des constantes cq et gq telles que si e < eq et si

6 ()l < co
alors la donnée initiale
uo (2, 2) + (v§ + ewl, w) (x,e2)

engendre une solution globale de (NS).

7.2. Réécriture du probléme

La proposition suivante va permettre, pour tout réel strictement positif €, de réécrire la donnée
initiale u. o comme la somme de deux contributions de méme spectre que u. . La premiére étant
uniquement horizontale c’est-a-dire & valeurs dans R? et la deuxiéme ayant une transformé de Fourier
“essentiellement” horizontale c’est-a-dire que la composante verticale de celle-ci est petite devant sa
composante horizontale.

PROPOSITION 7.5. Pour tout réel strictement positif €, si la donnée initiale u. o est de divergence
nulle et a un spectre vérifiant

AC, ¢ e Supp (uep) = |&:| < Cel&,|
alors il existe des fonctions v. o et we o de divergence nulle et de méme spectre que u. telles que
Ue,0 = (Ve,0,0) + we 0
et telles que, pour tout & appartenant a ce spectre,

w2, (€)] < Celw?, (8))]

ot w? et w?, sont respectivement les composantes horizontale et verticale de w. .

DEMONSTRATION. Considérons un réel strictement positif €. En terme de transformée de Fourier,
la nullité de la divergence de u, o s’écrit

o - uly (&) +&uio(§) =0.
La projection orthogonale de ug , sur 'espace des fonctions de divergence horizontale nulle est donnée
par

T O .
Ue0,L = Ugo = Ue o
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avec .
— U?,o (6) : gz

x o—
uZo, (€)= TRE
La condition de divergence nulle devient alors

|0 - uZo (O] = [&alud o (O] = [&:]uZ, (©)].

Donc pour tout vecteur £ appartenant au spectre de u. o, sa partie horizontale &, est non nulle et par
suite

€ -

—_— —_—
| (6)] < Celuz, (©)].
Ainsi, en posant
— T _ x z
Ve,0 = Ue0,1 et We,0 = <u570,\|7u570) ’

on obtient le résultat. O

DEFINITION 7.6. Awec les notations de la proposition précédente, pour tout réel strictement positif
e, on décompose les données initiales en

Ue,0 = (UE,Oa 0) + we o
et comme dans [5], on introduit (UE, q;) solution des équations de Navier-Stokes bidimentionnelles i.e.

Ove + Ve - Vave — Agve = —qusl
(NSap) : divyo. =0
Ve (0,.,2) =wve0(.,2)

et (we,qg) solution de

Oiwe + v - Vyawe — Aw, = —qu
) : divw. =0
We (0, ) = ’wé«’O .

On introduit alors
(027, GE77) = ((00,0) + 0z, (a1,0) + 2)
et
(ue??, p2%) := (u+ 027, p + 277)

ot (u,p) est la solution de (NS) issue de ug.

Cette solution approchée sera comparée a (u.,p.) solution des équations de Navier-Stokes issue
de la donnée initiale perturbée i.e.

Oe + ue - Vue — Au, = —Vp,
divu, =0
Ue (Ov ) =Ug + Usyp -

7.3. Condition suffisante de globalité
La proposition suivante donne une condition suffisante pour D'existence globale de wu..
PROPOSITION 7.7. Si on pose
F. = (—02v¢,0.q}) + we - VOIPP — u - Vo2PP — PP . Ty

et

2 2
NZ = w2 @r ooy + IVUEP L2 e Lo L2 03
alors il existe un couple de réels positifs (Cy,Cs) tel que si

2 2
||F€HL2(R+,H_1/2(R3)) GCINE S C2
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alors la solution u. existe globalement.

DEMONSTRATION. On va d’abord montrer que la différence
(Deyre) == (ue —ug?, p. — pet?)
est solution de
oD+ D, -VD. — AD. +u? -VD. + D, - Vu? = —Vr. + F_.

Pour cela, on développe
DuPP 4 PP L TyIPP — A\aPP

en

(Opve + ve - Vgue, 0) + Opwe + ve - Vywe + we - VUIPP — (szg + 837)5, 0) — Aw,
ce qui se simplifie en
—VqiP? + (0, 3Zq€1) + we - VPP — (831)5,0) .
Par conséquent, par différence,
0D +u. - Vue —u-Vu —vPP - VolPP — AD, = —Vr. +w, - VuIP?P — (831)5, —82(];) .
Comme
Ue - Ve —u - Vu — 02PP - VolPP = (D, +u+vP) -V (D, + u+ vPP) —u- Vu — vPP - Volrr

=D, - VD, +ulP? - VD, + D, - VuP? 4 1 - VoZPP 4 PP . Vu,

on obtient le résultat annoncé.

On introduit alors, pour tout temps t,

2 2
Ve (t) := [[02[| e () + (VPP oo 2 (1)

/WvE(t)dt:
Do (t) := D, ( exp( /V )

ol A est un réel que l'on fixera ultérieurement.
On va déterminer I’équation vérifiée par D, . Par définition,

OtDe A (t) = (OuD: (t) — AVZ (t) De (t)) exp <)\/O Ve (s) ds)

— 0D, (1) exp ( / V. ( ) AV () Do (1)
Ainsi,

Do\ (1) = (F. —Vro)( exp< /v ds)— Do (t)- VD, x (t) exp <)\/0tV€(s)ds>

+ADE,)\ ( ) - uapp VDE A ) De,)\ ( ) Vuapp ( ) — AV (t) DE,A (t) .

de sorte que

et on pose

Une estimation H1/2 conduit alors &
IDellise < IF:llgr-1se IV Dell e + € (Dex - VDex, Den) e — IV De a5/
- <ugpp : VDs,A + DE,A : Vugppa DE,A>H1/2 —AV: (t) ||Ds,>\||§yl/2 .

2dt

Pour traiter les produits scalaires restants, on utilise les estimations des propositions 8.14 et 8.17 pour
obtenir

(Dex - VDex, Dendigsa| S 1D, ellzrz
| i i
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et
(2P - T Dox + Doy - Vg™, Do) jas] S (027 e + 19027 | e 2 ) 1Dl 9 Dell s

1
En utilisant l'inégalité ab < iaQ +b2%, 0na

1 2 2
1Fell =172 IVDenllgare = 3 IVDenlligre < [1Fellfr-1/2

et
1 2
(2 - VDo + Do - VU, Do) =7 IV Dl S (02l + 19027 1) 1Dl

5 ‘/6 HDE,A||2Hl/2

ce qui conduit & l’existence d’une constante C' telle que
d 2 2
& [De g2 + IV De a2

< CFclFr-12 + CeMNe Do nll o IV De a2+ (C = 20) Ve [ Depl o -
On choisit alors A positif tel que C' — 2\ soit négatif et, comme D, » (0,.) est nul, on se place l'un

intervalle maximal [0, 7] sur lequel on a IDell iz sy < %e*)‘]\ﬁ. Sur cet intervalle de temps, on
a

d 2 1 2 2
T 1Dz + 5 IV Dl < CllE -2
et donc
2 I 2 2
[1Delfae () + 5 ; IV De a1z (8) ds < O E L2 (v sg-1/2) -
Ainsi, si
2 —2AN2
CHFfHL?(R*,H*l/Q) < E €

alors T, = oo ce qui implique l'existence globale de D.. Par hypothése, la solution approchée est
globale donc, sous cette hypothése, u. ’est aussi. O

Il ne reste plus qu’a prouver les lemmes suivants pour conclure

LEMME 7.8. Sous les hypotheses du théoreme 7.3, la famille (ulf?) ., des solutions approchées

est bornée dans L? (R, L> (R3)) et la famille (Vul??)__, Uest dans L? (RT,LLL2 (R?)).

LEMME 7.9. Sous les hypothéses du théoréme 7.2, si on pose
Fl = (Bgvg,azq;) — w, - Vult?

alors

HF61HL2(R+7H—1/2(R3)) § 51/2 .

LEMME 7.10. Sous les hypothéses précédentes du théoréme 7.3, si on pose

F52 = VuZPP +02PP . Vu

alors pour tout réel & strictement positif, il existe un réel strictement positif eg (0) et une constante cq (J)
tels que si e < o () et si||uzo(.,0)||,» < co alors
12

HL2(R+,H*1/2(R3)) <9
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En effet, si on admet ces trois lemmes alors la famille (N.)_., est bornée par une constante C
donc pour tout réel € strictement positif

2 C1N? 2 cc
||F6HL2(R+,H71/2(R3)) erle < ||FE||L2(R+,H—1/2(R3)) e’
Dans la cadre du théoréme 7.2, on a F. = F! et il suffit de prendre ¢ assez petit pour avoir I'inégalité
2 C1N?
||Fs||L2(R+,H—1/2(R3)) N < 0y

Pour le théoréme 7.3, F. = F! + F?2 il faut donc prendre € et [luc o (-, 0)|| ;. assez petits pour que cette
condition soit remplie.



CHAPITRE 8

Démonstrations des lemmes

Ce chapitre est consacré & la démonstration des lemmes restant & prouver pour obtenir les théo-
rémes 7.2 et 7.3. Nous commencerons par le lemme 7.8 d’estimation des solutions approchées puis nous
traiterons les lemmes 7.9 et 7.10 sur les forces extérieures. Enfin, une derniére section comportera tous
les lemmes calculatoires utilisés précédemment.

8.1. Démonstration du lemme 7.8

Si une donnée initiale ug engendre une solution globale des équations de Navier-Stokes alors cette
solution a des propriétés de régularité. C’est ce que traduit le résultat suivant dont la démonstration
est détaillée dans I’appendice B de [6].

PROPOSITION 8.1. Si ug appartient ¢ H/2 (RS), est de divergence nulle et engendre une solution
globale réguliére u de (NS) alors u appartient a L* (RT,L> (R?)) et Vu a L? (RT, L°L2 (R?)).

Ainsi, pour obtenir le lemme 7.8, il suffit de montrer que la famille (v2P?)_., est bornée dans
I'espace L? (R“‘7 L> (R?’)) et que la famille (Vog?PP)__ 'est dans L? (R"’, LL2 (R3)). Pour cela, on

va traiter séparément les familles (v.),., et (we),< -

8.1.1. Estimations de (v.)__-
Nous allons d’abord estimer les données initiales ce qui nous sera nécessaire dans la suite et qui
découle du caractére particulier du spectre de celles-ci.

PROPOSITION 8.2. Pour tout réel s > —1 et pour tout triplet d’entiers o = (g, ;) € N2 x N,

la famille.(51/2_0‘280‘Ua,0)6>0 est bornée dans Uespace L>H? (R?) et la famille (e~ 0%ve )., Vest
dans L HE (R?).
DEMONSTRATION. Considérons un réel s > —1 et un triplet d’entiers o = (v, ;) € N2 x N.
Comme le spectre de v, o vérifie
€ € Supp (v2,0) = [€:| < Ce &
on a
‘|8O‘U€70‘|L§H; S Cazé‘az ||6amvE,OHL§H;+QZ .
Donc si s > —1 alors
HaaUE,OHL2H§ < ex=—1/2
et la famille (51/2*‘12 80‘0570)5 est bornée dans L2H? (R3).
D’aprés le lemme 8.16 on a
||aave,0||i§o}'[; < ||aa/U6,0||L§H«; azaav&OHLgH; .
Ainsi, si s > —1 alors la famille (€7*0%v. ), est bornée dans LXH? (R3). O

Cette estimation initiale est prolongée dans le temps par le résultat suivant.

93
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PROPOSITION 8.3. Sous les hypothéses du théoréme 7.2, pour tout réel s > —1 et pour tout triplet
d’entiers o = (az, ) € N2 x N,

¢
2 2
||aav5HL°C(R+,L§°H;(R3)) + Slzlp/o ||aavmvs||f‘1; (t) dt < e
et

2 —
Haavwva“Lz(R+,L§H;(R3)) < g2zl

DEMONSTRATION. Considérons un réel s > —1 et un triplet d’entiers a = (a,,a,) € N? x N.
Remarquons, tout d’abord, que ’on peut se ramener a un réel s appartenant a |—1, 1].
En effet, si s > 1, alors
2
10"l < Y|

Ba :E(S)
et comme s — E (s) € [0, 1], on peut se restreindre a choisir s dans |—1, 1[.
On va démontrer ce résultat par récurrence sur .

aa+(07ﬁm)fH2

Hj—E(s)

e Pour o = 0, on va commencer par établir un résultat propre au cas s = 0 avant de montrer le
résultat annoncé. Considérons un réel € strictement positif.
Comme v, est de divergence nulle, une estimation dans L2 donne

1 2 2
§8t HUEHLi + ||VI’UEHL§ = 0

ce qui implique que

1
2 2
|22 (2) < 3 [ve,0ll700 12 -

.|
2
D’aprés le lemme 8.2, on en déduit que la quantité
1 t
2 oty (62)+ [ 1Vawel (¢2) a
0

est bornée indépendamment de z et de €.

t
1
el () + [ Va0l (2) d < 5 o

Pour un réel s quelconque appartenant a ]—1, 1], on fait une estimation d’énergie :
1
5&5 HUEH?L'I; + (e - VIvE,%)H; + ||vas||§-{; =0.

D’aprés la proposition 8.14, comme s € |—1, 1], le produit scalaire est estimé par

<Us : vwvsvvs>}'{ N ”vxveHLg ”szEHH;

s
x

UE”H;
1 2 2 2
< 9 ||szEHH; +C ||vaEHL§ HUEHH;
donc
2 2 2 2
O [vell s + Vavellge S NVavellzz vella -
Par suite, en utilisant I’estimation obtenue dans le cas s = 0 et un lemme de Gronwall, on a

t
nm@u@+éuw%@gﬂawsmm@maw.
En utilisant la proposition 8.2 sur les données initiales, on en déduit que la quantité
t
||7)6|‘3100(R+,L30H;) +Sup/ Hvzvslli'{;
z Jo
est bornée indépendamment de ¢ et que

2 _
vaUEHLZ(RJF,L%H;) S £ 1.



8.1. DEMONSTRATION DU LEMME 7.8 95

e Pour montrer I'hérédité, on suppose le résultat vrai pour tous les triplets d’entiers 3 véri-
fiant |8| < k. Pour tout réel e strictement positif, une estimation d’énergie sur ’équation vérifiée
par 0%v., avec |a| = k + 1, donne

1
500 1070y + (0% (ve - Vo), 0%0e) g, + V280 0e [y, = 0.
On décompose le terme non linéaire en
(0% (Ve - Vge) ,0%e) fra = (Ve - V30%02,0%0e) gy + (0%0e - V3 0ve, 0%0e) gy
+ > C(0° Pu. - V0P, 0% ) .

0<fB<a
En utilisant les propositions 8.14 et 8.15, les deux premiers produits scalaires sont estimés par
(Ve - Vz0%:, aavs>H; + (0%, - Vmav&aa%)b‘[; S HvzvsuLg Hvzaa”snl'{; aavs”H;

1 2 2 2
< 1 ”Va:aaUEHH; +C ”VmUEHLg ||(9°‘v5||H2 -
Pour les autres termes, on remarque, comme v, est de divergence horizontale nulle, que l’'on a
0 Pu. - V0%, = div, (0% Pv. @ 0%0.)

et par suite

(0° Py, - V,0%., 8“@€>H£

< ||3O‘*5vs & 86U€HH2(R2) ||aav8HHi+l

En utilisant la loi de produit de la proposition 8.13 avec (s1,s2,d) = (25, 281, 2) on obtient

(0. - ,0%0,0%0.) 5.,

5 ||6Q7BU5||H3(E5+1)/2 ||V185v5||H£S_1)/2 ||Vgc(90"05||H52

1
S 1 Hvxaavgni'{; + C ||3a_ﬁ1]5||i[g(cs+1)/2 ||V£65U5Hi'[g(csfl)/2 .

L’estimation d’énergie devient donc

_ 2 2
0|0 ve |3y + IVa0 el Fe S IVavell Tz 1070l + D (107 Pve][fyirne [ Vad ve | femnra -
0<fB<a
En particulier, lorsque « et s sont nuls, la quantité

t
2
| 190l (0120 a
est bornée indépendamment de z et de €, et par suite, un lemme de Gronwall conduit a

t
00 (b2 + [ 190"l (¢'2)

t
_ 2 2
< Haave,o (Z)Hi]; +/ Z ||8°‘ ﬁU‘EHHg(fH)/? (t/’z) vaaﬂvfulﬁsﬂ)/? (t',z) dr .
0 0<B<
Gréace a l'assertion de récurrence et a la proposition 8.2 sur les données initiales, on a

t
9 2
||aavsHLOO(R+,L§°H£)+Sup/ 10°Vavellz,
z 0

t
S vcolizns + 3 100 e s ooy Sup [ V2050 e (8.2) a
Y 0<B<a T z J0
552042

et
2
||8aV$’U5HL2(R+,LZH;)

2 _ 2 2
10wl + 3 10700l (s ) 109t s o
0<fB<a
S £_:204371 4 Z 62(042762)825271 ,S 52a271
0<B<a
ce qui conclut la récurrence. O
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Il reste & estimer la famille (v.)_., et ses dérivées dans L? (R, L? (R?)).

PROPOSITION 8.4. Sous les hypothéses du théoréme 7.2, pour tout triplet o = (az, ;) € N2 x N,
la famille (61/2*0‘2 8“vs)e>0 est bornée dans L? (R*, L? (]RS)).

DEMONSTRATION. Considérons un triplet d’entiers o = (v, o) € N2 x N et un réel strictement
positif e. L’équation vérifiée par 9%v. est

0:0%ve 4+ 0% (v - Vavo) — A0%. = —0°V,qL .
Une estimation d’énergie conduit donc a
1 t
Sl (62)+ [ ool (¢, 2) dr <
0

avec

1
-2

1070 oll%o1 (2) + / (o, 0%02) s (,2) A

fa =0“ (ve : VIUE) .

On pose M. (t,z) = Sup [[0%e||z-1 (¥',2) de sorte que
o<t/ <t

1
§A43(@Z)

IN

1 t
2 1% 0colis ()4 M (02) [ el (¢
0

1 1 ‘ ?
g10vcalls )+ 132 ) + ([ 1l (0,00 )
0

IN

i.e.
1 1,
TM2 (52) < S 10700l (2) + el e i) (2) -
Comme
t 5 1 5 t
[ 1070l (¢, at < G0 0nollos ()4 M (62) [ el (¢ 2)
0 0
1 1eY 2 2 2
< 5 (l0°veolis s (2) + Me (8,20 + 1 Fellfn (o oy ()
on obtient,
t
(03 2 (04 2 2
/O 1070133 oy () At S 10° 0,031 oy (2) + el i oy (2)
puis

a2
0 Us||L2(R+,L2 (R3)) ~ < 10%ve OHL2H—1 (R2) +/ ||fs||L1 R+, ;1(R2))( z)dz.

Or, comme v, est de divergence horizontale nulle,
”szH;l < ”aa (Us ® UE)HLg S Z ||6'81)EHH;/2 |’aa7ﬁve||H;/2
0<B<a
ce qui implique que

2
/R||f5||il(R+7H/ Ddzg Y /(/ 1070 a2 (& ) [0 g1/ (t,z)dt) dz.

0<8<a
Par inégalité de Cauchy-Schwarz,

2
[ (1Pl e 1 e e 20 01)
R R

g/ </ [0%e 5512 (t,z)dt) </ [0 Pu. (¢, ., 2 ||H1/2dt) dz
R \J/R+ z

< ([ 19:0%0 a0 ) < 920700 s, )
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En utilisant la proposition 8.3, on a

2
/ (/ HaB’UEHHI/2 (t, 2) H@O‘_BUEHHW (t, 2) dt) dz < g2Pzg2(az=f2)—1 — f2a.—1
R \J/R+ N ’

Par conséquent,
2 2 _
Haav€||L2(R+,L2(R3)) < Haave,OHLgH;l(R?) +e?ee

et on peut conclure grace a la proposition 8.2 sur les données initiales. (]

Les deux propositions précédentes peuvent se résumer ainsi :
COROLLAIRE 8.5. Pour tout réel positif s et pour tout triplet o = (az,a.) € N2 x N, la
famille (51/2*0‘280‘1)5)00 est bornée dans L> (R*,LEH_TS (R3)) et pour tout réel s > —1, la fa-

mille (0%, ) ., l’est dans L* (RﬂL;’OHIS (R3)).

8.1.2. Estimations de (w.) -

Comme pour 'estimation de la famille (v.)..,, on va effectuer des estimations d’énergie sur la
famille (w.),., mais il va falloir traiter difféeremment les composantes horizontales et verticale car
elles ne sont pas de méme taille. En effet, pour tout réel strictement positif €, la donnée initiale w, o
est telle que pour tout élément & de son spectre,

6| <Celea] et |wZy (9] < Celwiy (9)]

ce qui motive la définition suivante.

DEFINITION 8.6. Pour tout réel strictement positif €, on pose

x
W, = <w57w§) (., .,5_1.)
€
qui est solution de
OWe + Ve - Vo We — AW, — &2 5§Ws == (VQJQEaEQ azQe)
(Ce) : diviW, =0
W.(0,.) =Wo,

ou
Ve=wv (e ") et Qe=c "¢ (e h).

Commencons par estimer les données initiales (We o), -

PROPOSITION 8.7. Sous les hypothéses du théoréme 7.2, pour tout réel s > —1, la famille (W o)
est bornée dans L2H? (R?).

e>0

DEMONSTRATION. Par propriété de dilatation, la définition de W, o implique que

[wZoll 2 gy
Weollpzps < Ve 4 e [wZoll 2 gy -
Comme ‘1567”\0| < C5|’J§)|, on en déduit que

||W€,0

‘LEH; < Ve ng,OHLgHg

ce qui permet de conclure. O

On va maintenant suivre un raisonnement analogue a celui fait pour l’estimation de la famille (v )
et semblable & celui développé dans [5].

e>0
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PROPOSITION 8.8. Sous les hypothéses du théoréme 7.2, pour tout réel s > —1 et pour tout triplet
d’entiers a € N3, la famille (0°W,) ., est bornée dans L> (R*, L2H? (R3)) et la famille (V ,0*W,)

est dans L* (R¥, L2113 (R?) ).

e>0

DEMONSTRATION. On peut comme précédemment se ramener & s € |—1,1[ et démontrer ce
résultat par récurrence sur a.
e Une estimation d’énergie conduit &
1d 2 2
2 2
537 HWaHLgHg + vaWa”LgH; te ||azWa||L§H;

2dt
= - <V; : vzW67W€>L§H;; - <vas>W5x>L§H: - <€2 azQ€7W§>L§H: .

Grace au lemme 8.14, on estime le terme non linéaire par

<Va : erszs>H; S ”erEHLg ”v"cWEHH;

1 2 2 2
< M ITW + C IV W,

ce qui donne
1 d 2 3 2 2
5& HWEHLgHg + Z ”va:WaHLzHg +52 H62W8||L§Hg
2 2
< CIVaVellpe 2 Wellzpry = (VaQe W) L2y = (2 0:Q, WE) 1oy, -

Dans l'estimation de la famille (v.)_. , de la proposition 8.3, les deux derniers termes n’apparaissaient
pas grace a la condition de divergence horizontale nulle. Ici, W, est de divergence nulle ce qui n’im-
plique pas une divergence horizontale et verticale nulles mais simplement une relation entre elles. En
particulier,

—(V.Qe, W:>L§Hg - <52 0.Qx, WEZ>L§H£ = (52 - 1) (V2 Qe W:>L§Hg .
On définit donc
(*) = <VIQ€7 Wg>L§H;
et on va prouver que cette quantité peut étre estimée par
1 2 2
()] < 1 IVaWellz2 s + Ce [Well 2 s
ot C. est bornée dans L! (RT) indépendamment de ¢, ce qui permettra d’obtenir
d 2 2 2 2
at ||WEHL§H; + ”vwWEHLgH; +¢? HaZWEHLgH; S Ce ||W6||L§H;

puis un lemme de Gronwall conduira a

t
2 2 2
W2, (8) + / VWl () At S [ W2y, -
1l suffira alors d’utiliser la proposition 8.7 pour conclure.

o Il reste & prouver l'estimation sur la quantité (x) .
Pour tout réel r, on a

16O < IV Qe iy IWE 2 e
Pour estimer le terme faisant intervenir la pression, on va utiliser le lien entre W2 et V,Q. que 'on
obtient grace a la nullité de la divergence qui se traduit par

div (V. - V. W.) = —A,Q. — % 0°Q. .
Pour cela, on définit N, := V. - V,WZ + 9, (WZV,) de sorte que
div (V. - V. W,) = div,, (V) .
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En effet, comme V. est de divergence horizontale nulle,

div (Ve - V. W.) =div, (Vo -V, WF) + 0, V.- V,WZ

= div, (V- V,WZ) + 0.div, (V.WZ) = div, (N:) .
En considérant (div, (N.), Q,;)LQHT(W), pour tout réel r, on obtient
2 2
e ||82Q€||L§H; + ||VIQ6||L§H; < HNEHLgH; ||VIQ6||L§H;
i.e.
IVaQellLz gy < INell L2y -

Ainsi, pour tout réel r,

| < INell 2 1y
On peut alors estimer ||N.||,2 - par
||Ne||L§H; < HVe . vaeHLgHg + ||6z (WEZVE)HLgH;
<|Ve- vzWEHLgH; + Wz anEHLgH; + Ve dinWgHLgH; :

wZ HLgH?*T :

Grace a la loi proposition 8.13, si —1 < r < 0 alors en prenant (s1, s2,d) = (1/2,r + 1/2,2), on obtient
Ve VaWellpa gy + Ve divaWEll g2y S IVEll o gravz IV Well o oo
et en prenant (s1,s2,d) = (0,7 +1,2), on a
W20Vl poir S IVl s IWZ ] g
En particulier, si —1 < r < 0,
HNSHLE}'[; S HVsHLgoH;ﬂ ||vzWaHL3H;+1/2 + ||VVE||L§<>L% HWEZ”LgH;“

ce qui va permettre de traiter le cas ol s est positif.

0Si0<s<1,onprend r=s—1 ce qui conduit a

() S IV iy (1Vel g VWl o reevre + 19 Vel gz W22, ) -

puis

1) S MVeWE 21
Par interpolation, on obtient

1/2 1/2 1/2 1/2
IVell o g2 1V Well o o S IV Welyy, VAN L I VElZ2 L2 Wl -

1 2 2 2
Vll i 19 Well v+ & IVWE I+ C I Vel W2 i,

En utilisant 'inégalité de convexité ab < 2a*/3 4+ 1b*, on a alors

2 2 2 2
”vmWE”LgH; HVEWEHLgHg +C||V6||L§°Lg ||v‘/;“LgOL§ HWEHLgH; :

| =

Vve”LooHé/? ||VIW5||L2H;*1/2 <
Dans ce cas, il suffit donc de prendre
2 2
Co = ClIVVellfmpa (14 IVellfm 2 )
pour obtenir
1 9 2
)] < 7 IVaWelFaia, + Ce Wl -

0 Si s =0, on prend r = —1/2 ce qui donne

S IWEN 2 v (1Vell o g 192 Wellgo + U9 Vel e s IWE N a2
puis par interpolation,

znl/2 xn3/2 1/2 1/2 x x
| S IWENE 1VWEIE IVl 2 e IVVEIES pa + IWE 2 1V WE 2 19Vl e 12 -
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En utilisant I’inégalité de convexité ab < %a‘l/ 3+ %b‘l, on a alors

1
1/2 3/2 1/2 1/2 2 2 2 2
WL VW2 V2 2 IV Va2 e < 2 Ve Well7z + O W22 IVell} e o IV Vel e 2

z xT z xT 8 z xT z x
et 1

2 2 2
W] 2 IVaWE o 1V Vell poo g2 < 5 IVWell3e + CIWE 32 [VVell o -
z xT 8 z T
Ainsi, dans ce cas aussi, il suffit de prendre
2 2
Ce=CIVVellimrs (14 IVellier2)
pour obtenir
1 2 2
() < 7 IVaWellZe gy + Ce IWell2 1,

Lorsque s est négatif, il faut procéder autrement.

o Si—1< s<0,on écrit
()= [ 161 6@ (O WF (6 e
Or, div, (N.) = —A,Q. — 2 9%Q. avec N. = V. - V,W. + 0, (WZV.) de sorte que
& No(6:6) =~ (2+28) Q- (1,€).

Ainsi,

—

_ 2s §x~N5(t,€)/\z

Grace a la condition de divergence nulle de W, on a
N, =V, -V, WF -V div, WZ + W7 9,V..
On décompose alors N, en N, 1+ N, 5 avec N, ; faisant intervenir des termes de la forme 9, (V. ;W. ;)
et N, faisant intervenir des termes de la forme 0, V. ; W¢ ;.
Par suite,
|l < AINeallpz i IWEN L2 gzo—n + INe2ll 2 ez [IWE Nl 2 2o -

Pour le premier terme, on prend ¢t; = s — 1 et la loi de produit de la proposition 8.13 pour obtenir

”Ns,l”LgH;—l S Ve WE“LEH; S ”VEHLgoHi/Z ||WE||L§H;+1/2
et pour le second terme, on prend t5 = s et la loi de produit pour obtenir

||N6,2||L§H; SIIVVL Wa”LﬁH; S HVVEHLgOL? ||WE||L§H;+1 :
On a majoré le terme (%) par

IVell po vz Well o grasrre IVaWE | g2 e + IV Vell oo 2 IVaWell L2 e

Par interpolation
1/2
L2Hs

3/2
L2H:

IWell g 19 W2 gy < IWe 22 VW2

donc, en utilisant les inégalités de convexité ab < 3a*/3 4 1b* et ab < 1a® + 1b%, on en déduit que la
fonction
Ce S IVVlzpe (14 IVl 22 )
permet d’obtenir
1 2 2
(OIS AT AR A

e Pour poursuivre la récurrence, on suppose le résultat vrai pour les triplets d’entiers 3 tels
que |B| < k et on considére un triplet d’entiers « tel que |a| = k + 1. Pour tout réel strictement
positif €, I’équation vérifiée par 0“W, est

OO W, + 0% (Ve - Vo We) — AL0°W. — 2020°W, = — (VwaaQE,EQ(’)Z(’)“QE) .
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Par estimation d’énergie, on a
1d
2 dt HaaW5||2L§H; + (0% (Ve - V. We), aaW€>L§H; + ”VﬂcaaWEHQL‘;’H;

<~ (Va0"Qe, 0°WE) apry — € (0:0°Qe, O WE) 1, -
Le terme (0% (Vz - Vo W.),0%W.) 2. est décomposé en deux contributions
(Ve Vo0 We,0°We) agy. + ) Cp (0 Ve Vo0 We  0°We) oy, -
B<a

Pour le premier terme,
<Va : vzaaWEaaaW5>H§ S HVIVEHLg ||VaiaaW€||H;

GO‘WEHH;
1
< 5 IV Wellfy, + C IV Vellzg 107 Wellf,
donc )
<Vs : vxaaWEaaaWs>L§H; < 4 HvraaWsHigH; +C HersHigoLg ||3aWsH%gH; :

Pour les autres termes, comme V. est de divergence horizontale nulle, grace a la loi produit de la
proposition8.13,

(007 Ve - Vo0 We, 00We) . = (dive (007 PVe @ 0OW) ,0°We) .

§ ”vxaaWEHH;

PV, @ 0PW.|| .,
SIV20We|

0V s [Py

et par suite

_ 1 _ 2 2
(0°7PVe - Vo We, 0°We) 1y, < 4 IVa0 Well oy +C D |07 Vel| o oo [|0°We | o o -
) B<a

Ainsi,

1d a 2 1 a 2 2 a 2

2dt 12 WEHLZH; + 9 V0 Ws”LgH; +¢% 0.0 Ws”LgH;

2 2
< = (Ve0°Qe, 0°WE) 12 e — €2 (0:07Qc, 0°WE) 2y + C > |07V} ez [[0°We | e

B<a

Comme précédemment, la nullité de la divergence implique que

—(V20"Qe, 0°WE) 2y — (€7 0:0°Qe, 0°WZ) 1y = (2 = 1) (V20" Qe, 0°WE) 12y

et on va montrer que

1
(+),, = ‘<vzaaQ8,aaW§>L§H; < L IVe0 Wel Lo, + Crc + Coe [0°Wel 22,

avec C . et Cy . bornées dans L; (RT) indépendamment de e.
Or, par hypothése de récurrence

S Vel s [0
B<a

est borné dans L' (R™) indépendamment de e donc en modifiant C} ., on aura
LRl OWe|Fapy. < Cre+ Cac |0°We|}
dr | EHLZH; + Ve 6||L3H; S Cre+Cocll aHLgH; :
Par le lemme de Gronwall, on en déduira que
t
”aaWE (t)”igH; +/0 ”vﬂcaaWEHigHé (t/) dt/ S \|5'°‘Ws,o||igg;3

et 1'utilisation de la proposition 8.7 sur les données initiales permettra de conclure la récurrence.
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e Montrons ’estimation annoncée sur le terme de pression.
On va adapter ce qui a été fait dans le cas ou « était nul. Pour cela, on introduit

Neag =0V, - V,0°PWE + 9, (0 PWZ0° VL)
de sorte que
(o S 32 IV pll s 10°WE (1) 2o
B<a o
ce qui incite & définir

28—T3 .

(Hap = INeasll g2 s 10°WE @,
2H, L2H,

Le terme (x), , se traite comme dans le cas ot & = 0, en changeant simplement W2 en 0“W?. Ainsi,
on obtient

1
(Favo| < 5 Va0 Wl g, + C U Wl gty 1V20°Vell} ez (14 10°Vell} 212 -

Pour les autres termes en réitérant le raisonnement détaillé dans le cas ot a = 0, on obtient les
estimations suivantes.
0Si0<s <,

(o] S IVaO W22,
+ V20 WE

OVe| o rrre (120" P We| s jyavre
VOOV oz 07T |

LZH;
donc
1
> (m,@\s S IVaO Wl Fa ey + € D 0Vl s Va0 W7 e
0<B<a ) 0<B<a )
+C Y (IVOVell e o 00 OWE 2, -
0<B<a

Dans ce cas, on prend

2 _ 2 2 _ 2
Cro=C S Vel IV Wy 4 C S VOV [0 W2
0<pB<a 0<B<a :
et
Coe = C Va0 VelF s paany (14 10°Vel fr 2 e
pour obtenir
1
(o < 7 IV20" W20y, + 1t Co 0oy,
La famille (C ), , est bornée dans L' (RT). En effet, pour tout triplet 3, les familles (H@ﬁVE HiOOHI/Q)
z Sz e>0

et (HW&VEH;"L%)DO sont respectivement bornées dans L™ (RT) et L' (RT) et, par hypothése

de récurrence, pour tout triplet § vérifiant 0 < § < «, les familles (’|V180‘*5W5HQL2H.§_1/2)
z i e>0

et (||6'°‘*5W5H2L§H;)E>O sont respectivement bornées dans L! (RT) et L>° (RT). Pour les mémes rai-

sons, la famille (Cyc)_. , est bornée dans L' (R™).

o Si s =0, alors

O] S 10°WEl ooz [0V o oo [ V00 W
+[loewz|| |VorV| oWz ||

1/2

L2HL? | |Lg°Lg | L2H,

et par interpolation
(Fa| S 1052 N0°WENL [0V o oo [ V202 We
+ 0V W 0 WE 2 [ VOV 00 WE

HLEH;/Z'
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En utilisant I’inégalité de convexité abc < %a‘l + ib‘l + %02, on obtient

1
> (*)w[ < 3 IV20oWe7s +C > [|0°WE| 7 (HaﬁVsHigoH;m I HW"VEHLEZCLZ)
fa B<a

+O Y (Va0 W2, + [ V20m W2 |2, 1)

B<a

Dans ce cas, on prend

o — 2 o — z 2
Cie=CY (va W3, + || Va0 W ||L3H;1/2)
B<a
et

Coe = C V.0 Veldps (14 10°Vell}rs ) +C S ([0°V2]

B<a

PR N P

pour obtenir
1
(#)q < 1 ||Vz3aWsHigH; + Cre +Capc ”aaWsHigH; :

Comme précédemment, les familles (Cic) ., et (Cac). ., sont bornées dans L' (RT) du fait des
estimations de la proposition 8.5 et de ’hypothése de récurrence.

osi —1 < s <0, alors

(*)aﬂ‘ N ||aﬁve||L;>c1iI;/2 ||aa7ﬁW5HLgH;“/2 ||V8QW€I”L3H£+HvaﬁV€||L;>°L2 HVB&iﬁWEHLgH;

1
S| Oap| £ 7 IVOWellFae + DO Vel pyrro 05 We [ g
B<a B<a
+3° [VOPVE]| o 2 VOO WE| Loy 10°WE N 27, -
B<a

W 2y

donc

Dans ce cas, on prend
2 _ 2
Cre=C > N0°Vell e 107 Well L grynre
0<f<La

et

Coe = CIVa0Velll gz (14 107Vl 3 sz ) + € D2 [VOVe ey V0 We |,

0<pB<a : =
pour obtenir
1
(o < 3 IV Well2 o, + Cre  Coc [0V 2y,

Comme précédemment, les familles (C1c).., et (Coc).., sont bornées dans L' (RT) du fait des

estimations de la proposition 8.5 et de ’hypothése de récurrence.
Dans tous les cas, on a ’estimation annoncée ce qui conclu la récurrence. O

ProrosiTIiON 8.9. Sous les hypothéses du théoréme 7.2, pour tout entier s > —1 et pour tout
triplet d’entiers o , la famille (0°W),. , est bornée dans L? (R*, L? (R?’)).

DEMONSTRATION. En suivant le méme raisonnement que dans la démonstration de la proposition 8.4,
il faut montrer que pour tout triplet d’entiers « la fonction

€, = 80‘ (V:s . VzWE + (vasagz azQs))

est telle que la quantité

[ Vel o sy ()2
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soit bornée indépendamment de ¢.
Comme V. est de divergence horizontale nulle,

10° (Ve - VaWo) s < 110% (Ve @ Wolllge S 30 [0°Vel|pare 0% W2 1o
0<B<a

Ainsi, par inégalité de Cauchy-Schwartz,

[ 107 (Ve Wl iy ()2

< X [ 10l aac) ([ ot wil s r.2)de) as

0<f<a
< Z {|aﬁ‘/ng2Lg(R+7L§on1/2) Hvxaaiﬁwﬁ||L2(R+,L§HI_1/2) .
0<f<a

Il ne reste plus qu’a traiter la partie faisant intervenir la pression.
Comme V, est de divergence horizontale nulle,

div (V,Qe,£%0.Q.) = div, (V. - V,WZ + 9. (WZ VL))

donc
10° (Vo Qer 2 0:Q.) | 5 -+ < 0% (Ve - VaWE + 0. (WEVa)l -

ce qui se traite de la méme maniére. O

1

Les deux propositions précédentes se résument en :

COROLLAIRE 8.10. Pour tout o € N3 et pour tout entier s > 0, la famille (0°We) .~ est bornée
dans L? (R*, L2173 (R?) ).

Du fait de la définition 8.6 de W, ce résultat se traduit par
COROLLAIRE 8.11. Pour tout triplet d’entiers a = (a,, o) € N2 x N, et pour tout entier s > 0,

la famille (£'/27*=0%w,)__, est bornée dans L? <R+, L2Hs (R3)).

En utilisant la proposition 8.16 et les inclusions de Sobolev, on en déduit le lemme 7.8.

8.2. Démonstrations des lemmes 7.9 et 7.10

8.2.1. Démonstrations du lemme 7.9.
Pour estimer la force extérieure F! dans L? (R*, H-1/2 (R3)>, on va la décomposer en plusieurs

contributions
Fsl,l = (82v.,0), FEI’2 = (0,-0.q}), FEI’S =wl - VyulPP et F5114 = w20, vIPP.

e Pour la premiére contribution, on a, grace au lemme 8.2,
||F6171HL2(R+7H*1/2) - ||8305||L2(]R+,H—1/2) < HaZUEHLZ(RtHlm)-
Grace aux estimations aux propositions 8.3 et 8.4, on a donc

2
HF;lHLz(RJr,H—l/z) < ||azv5||L2(R+,L2) ||Vazva||L2(1R+,L2) Se

e Comme v, est de divergence nulle, v, et ¢. sont liés et on a

HFal,2HL2(R+7H—1/2) = ||8zQE||L2(R+,H—1/2) 5 Z ||U5,i 8ZUE7J’||L2(R+,H—1/2)
1,
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ce qui grace au lemme8.18 et aux estimations de la proposition 8.3, se traduit par

||(9Z’U5||L2 R+,L§H;/4)

) ”vrasz”Lz(

||F5172||L2(R+,H*1/2) S/ ”vEHLoo R+_’ch>oH;/4

N HvsHLw(RtLgOH;“ R+,L§H;3/4)

< g1/
e Grace au lemme 8.18,
HF61,3HL2(R+,H*1/2) = ng ’ vzvgppHL2(R+,H—l/2)
< 10l e s %) 19507 s 2210) -
En utilisant le lemme 7.8, on obtient
le?l, < [lwz)2 o-wz]])2

(R+ L") = (r+,L20/") < (R+,L2HYY)

Par définition,
wl =eWZ(.,e.)
donc

<e

e P LU ¥ o Wz (a5

et par suite

H 3HL2 RE,H-1/2) el
e Grace au lemme 8.18, on obtient
H 4HL2 R+ H-1/2 = HU}?BZUSPPHLQ(R+7H,1/2)
S Hw{?”Lm R+’L00H1/4 ||azvapp||L2 R+:L§Halc/4)
< il IV20:ve ],

(R+ Lyt L2 (Rt L2000

En utilisant le lemme 7.8 et la proposition 8.3, on a

1F2all o sy S €2l Z||”2(R+ ey 19 wznw(w L)

Par définition,
=WZ(,e.)

donc
2l o s gty < Wz lo.wz /2

(R+ L2H1/4) (JR+ L2H1/4)

et par suite
1/2

H 4HL2 R+, H— 1/2) ,S €

On a donc estimé les différentes composantes de F! ce qui conclu la démonstration du lemme 7.9.

8.2.2. Démonstration du lemme 7.10.
Afin d’estimer F2, on va commencer par approximer puis traiter cette approximation.
e D’aprés [12],

Ji flu ()l g gsy = 0

ce qui permet d’approximer u dans L (IRJF,HI/2 (R?’)). Ainsi pour tout 7 strictement positif, il
existe un entier N, des réels (t;), <j<n €t des fonctions réguliéres (¢;), <j< yde support compact et de
divergence nulle tels que

N
Uy (8,.) == Zl[tj,l,tj] ()¢5 ()
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approxime u dans L™ (R*, H/? (R3)> au sens otl

llw = upll oo (R+,H1/2(R3)) =n.
On va donc décomposer F2? en deux contributions
F2 = F2, 4 (it — ) - Vol 4 0% -V (@ — )

0w F2 = app app . \J .
ou F7, = uy - VogPP + u2P? - Vu,.
Comme v2PP est de divergence nulle,

FZ2 = F2, = div (@ —u) @ v + 02 @ (4, —u)) .
Grace au lemme 8.19, on a donc
152 = B2l oo S 1y = llasa (190027l e g2 + N0 e+ 1920271 o y1/2)
et 'étude de vZPP via la proposition 8.5 permet d’obtenir
HFEQ - F€2,77||L2(R+7H*1/2(R3)) UL

73 i 2 . app app . \Jun Uo 3
e Il ne reste donc plus qu’a estimer F7, = u, - VuZP? + vZP? - Vu,, avec u, a support compact.
Commencons par le terme faisant intervenir la dérivée horizontale de v2PP . Grace a la loi de produit
de la proposition 8.13 et aux estimations sur vZPP,

||ﬂ;z32v?pp||L2(R+7H71/2(R3)) 5 HU;Z||L<>0(R+7HU2(R3)) ||8z11gpp||L2(R+,H1/2(R3))

< HE;ZHHIM(RS) /2.

Comme u,, appartient a L> (R+, H1/? (R3)), on en déduit que
B 5700 ) = O
Pour les termes restants, on va utiliser le lemme 8.19. On a

—~ —~h
" - Va2l a2 S "]

oo V027 (L 0) 2 + 11257 o 19 V022 o

et
102 - Vgl 12 S NVUgll L2 ggrre 0277 (5 0) 2 + 12V gl g2 10202771 o a2 -

Comme u,, est & support compact temporellement et spatialement, il suffit d’estimer les termes faisant
intervenir vZPP. Les estimations sur vZPP impliquent que

. —~x2 2
lim /R+ 12t 12 ey 10=V20e™ Il o 172 sy = O
et
lim 12V |1 2 gy 10207PP |12 . 12 nsy =0
=0 Jpy o EAED TR AL HTERS)
11 suffit donc d’estimer les termes

IVave? (- 0)ll L2 p2 r2y) T 10E77 (5 0)l poo (mt 12 R2)) -

C’est 'objet de la proposition suivante qui permettra de conclure la démonstration du théoréme 7.3.

PROPOSITION 8.12. Pour tout réel & strictement positif, il existe des constantes €q (0) et co (9)
telles que si e < g (6) et si |luco(.,0)]|,2 < co(d) alors

Vo™ (5 0)ll 2wt 2 m2y) + 10277 (Ol oo (e 12 (m2)) <6
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DEMONSTRATION. On va décomposer le terme & estimer
e Tout d’abord, pour tout réel strictement positif ¢, une estimation d’énergie dans L? conduit &

1 2 ‘ 2 1 2
3 10 Oy + [ 1950 ¢ 00 @8 = 5 oo (L OV, -
Ainsi, pour tout ¢ donné, il existe co () tel que si [[ve o (-,0)[| > < co (0) alors

IVave (5 0l 2 r2 r2y) + 1ve (5Ol oo et 12 (R2)) <0
D’autre part, comme les familles (W.).., et (V.W.)_., sont respectivement bornées dans les es-
paces L> (RT,L°L2 (R?)) et L? (R, LL2 (R?)) par définition de W,

[Vaew? (., 0)l L2+ p2 m2)) + 1WE (Ol oot L2 m2)) S €

Il ne reste plus qu’a traiter la composante verticale de we.

e Par interpolation, comme les familles (w.)_., et (Vi,we),., sont bornées respectivement dans
les espaces L™ (R+, L?HQI/Q (R3)) et L? <R+, L?H;l/z (R3)), il suffit de montrer que pour tout
réel § strictement positif, il existe gq (3) et ¢ (9) tels que si e < g (9) et si [[uc o (-,0)]| 2 < co () alors

HVJL’wE (‘7 0)||L2 (R"’,H;/Z(Rz)) + ||ws (‘7 O) ||Loc (R"’,H;/Z(Rz)) <9.

Pour cela, pour tout réel positif €, on se raméne & I’équation vérifiée par w?

Opw? + v - Vow? — Agw? = 20?w? — 20,42
z P z
wZ(0,.) =wig.

Si on pose
R. = 0%w? — 0.¢?

alors une estimation en norme H, /2 conduit 4 :
t
||w§ (tvO)HQH;/Q + fO |V U)Z (t, )||H1/2 dt

< HwEO HH1/2 + HEQR HLz(]RJr i 1/2 / ’ Vmwj,wQH;/z(Rz) (t/70) dt’

D’aprés la proposition 8.14

‘(UE ’ v$w§7w§>H;/2(R2) S vavelng(]W) ||waf||yi/2(Rz) ||w§||H;/2(R2)

d’ou

(Ve - VywZ, wi)

i/ ', 0)( da’

[

S IVave (~70)HL2(R+,L§) IVaw? (-aO)HLz(RJr,H;/?) [|wZ (wO)HLoc (R+,H;/2)
< e OV 1905 Ol ) 1902 (O e
. 2
S o (Ol (19005 (O ey + 10 O gz )
Ainsi, il existe donc une constante C' telle que
; 2
(1= Cllvo (5 0)ll 2 ) V702 (5 O) ) * oz (., >||LW(R+ )
S lwzo (0)|[ e + €2 1R (- )2, R+ TV
120 O 0 0 g+ €2 O
Comme (w. ), est bornée dans L H} (R?), il ne reste qu’a prouver que
. 2 o
ig}% € ||RE ('a ) O)||L2(]R+,HI_1/2(R2)) =0

pour conclure la démonstration.
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e On va montrer que ¢||Rc (., .,0) est borné indépendamment de e.

||L2(R+,H;1/2(R2))
On commence par remarquer que d2w? = —d,div,w? et donc
||8§U}§ (., .o 0) ||L2(R+,H;1/2) S ||azva:wg (., . 0) ||L2(R+,H;l/2) é ||azva:w:||L2 (R+’L§CH;1/2> .
Grace aux propositions 8.16 et 8.11, on a
2
Hagwg (-a .y O) HLZ(R+7H;1/2) S ||azvmwg||L2 (R+7L3H;1/2) HazvmngLQ (R+,LZH;1/2)
<e?.
~Y
Il ne reste plus qu’a traiter le terme faisant intervenir la pression. Pour cela, on utilise la relation
—Agpe — 5283175 = div, (N:)
avec N, 1= v, - Vywe + 0, (wZve) = v - Vywe + divyw? ve + wZ0,v. pour avoir I'estimation
€ ||8Zp8||L2(R+,H;H;”2) S HNE||L2(R+,H;H;”2) '
Or, grace a la loi de produit de la proposition 8.13,
||U5 : wa& + dlvﬂ?w? UEHLQ (R+7H21H;1/2) /S ||U5 HLOO(R+,H21L§) Hvﬂ?w5||L2 (R+7H21H';/2>
et
||U}§ aZUE||L2 (R*,H;H;l/z) 5 ||aZUEHL°O(R+,HzlL%) vawaHLZ (R+,H;H;/2) .
Les estimations précédentes permettent donc d’en déduire que

lim 2 ||R. (.,.,0) =0.
e—0

||L2 (R*,HQI/Q(R%)

ce qui conclu la démonstration. O

8.3. Lemmes calculatoires

Dans cette section, nous énoncerons les lemmes calculatoires utilisés précédemment. Nous les démon-
trerons ou référerons & des ouvrages contenant leurs preuves.

Commencons par rappeler deux lois de produit issues de [5] dont la démonstration utilise le calcul
para différentiel et dont la démonstration est faite dans [1].

PROPOSITION 8.13. Pour tout couple de réels (s1,s2) et tout couple (u,v) appartenant a l’es-
pace H%' x H*2 (Rd) avec s1 < d/2, so < d/2 et 51+ s3 > 0,

HUU||HS1+32—d/2(Rd) S HU||HS1(Rd) ||U||Hsz(Rd) :

PROPOSITION 8.14. Si s € |—d/2,d/2][ alors pour tout couple de vecteurs (a,b) a valeurs dans R?
tel que a soit de divergence nulle, on a [’estimation

(@-Vb,b) g pay| S IVall grase—1(ray IVl s ray 101l e ey -

La proposition suivante permet d’estimer une partie du terme non linéaire dans les estimations d’éner-
gie.

PROPOSITION 8.15. Si s € |—1,1[ alors pour tout vecteur b G valeurs dans R?, on a l'estimation

<8ab Vb, aab>H; 5 ||vzb||Lg ||vzaab||H;

aabHH; :
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DEMONSTRATION. On utilise les lois de produit de la proposition 8.13.
Pour s = 0, on écrit

’(6% Vb, O°b) 4.

< H@O‘b.vbuH;l/g H8°‘b||Hi/2
et on utilise la loi de produit avec (s1, s2,d) = (1/2,0,2) pour obtenir
’(8% Vb, a%)H;‘ < IVbll /2 10732
Pour -1 <s<0,0na

‘(8% Vb, O%b)

< 0% - V,b| .

aabHH;

s
b

et on utilise la loi de produit avec (s1, s2,d) = (s +1,0,2) ce qui conduit &

’@ab'%@ 9%0) prs | < 10°bll g+ IVbll 2 070l gy -

Pour 0 < s < 1, on utilise 'inégalité

‘(8% Vb, 9°b) 4,

< 0% - Vubll a1 107b]] 2+

s
x

et la loi de produit avec (s1, s2,d) = (5,0, 2) se traduit par

(070 92, 0°0) g | < 10°Dl 1, 1972l 2, 19 1

O

La proposition suivante permet de passer d’estimations dans LEH; (R3) a de estimations dans L?H; (R3).
PROPOSITION 8.16. Si f et . f appartiennent o L2 H? (R3) alors f appartient a LXH? (R3) et

2

DEMONSTRATION. Soit g (2) = ||f (-, 2)||%.- On a ¢’ (2) = 2(f (,2),8.f (-, 2)) .. Comme g est &
valeurs dans H! (R) elle s’annule & l'infini. Par conséquent,

Supg < 2| £l 12 rs 101l 2 -
4 ) )

Ainsi, f appartient a L H3 (R?). O

Afin d’obtenir une condition suffisante de globalité pour la solution perturbée, on a besoin du résultat
suivant.

PROPOSITION 8.17. Pour tout couple de vecteurs (a,b) a valeurs dans R3, on a Uestimation

@ 90, sl 10 Va0 o] S (Nall o + IVl e ) VB Bl 172

DEMONSTRATION. Pour le premier produit scalaire, on a
2
[(a - Vb,b) g1/2| S lla- Vol 2 [VO]l 2 S llall oo VO

et, par interpolation,

1/2 1/2
IV 2 < 1Bl 2 . 1Bl

donc
[{a - Vb, b) o | S llall oo (VO sz 160l 71/2 -
Pour le deuxiéme produit scalaire, on a

1/2
(b~ Va,b) gzl < b~ Val 2 98] 2 S V8] o ( / b(@2) Va(a,2) dxdz) .
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Comme b est dans ng/z (R?), il est nul & Vinfini et

b 5 [ Ible 920G 2] do S 18] () IVbl e 2
donc
6T, el S IVallyzss [ 100,00 ()9 000 ()02

< ¥all e g bl 172 9201

L2H, L2H,?

On conclut, en remarquant que
10050, Il 22 < Wbl 172 1Bl

|

Pour estimer la force F; et ainsi démontrer les lemmes 7.9 et 7.10, on a besoin des résultats suivants.
Le premier découle directement de la proposition 8.13 et le second est démontré dans [6].

PROPOSITION 8.18. Si (f, g) appartient a L™ (R*,L?H;M (R3)> x L? (RJF,LZH;M (]RS)) alors
leur produit appartient ¢ L? (R*,H’l/2 (R3)> et on a

||fg||L2(R+,H*1/2(]R3)) S ||fHLoc <R+,L§°H;/4(R3)> ||g||L2(R+,LEH;/4(R3)) .

Si le couple (f,g) appartient ¢ L (R*,LEH;M (R3)> x L2 (R*,LgoH;M (R3)> alors leur produit
appartient ¢ L? (R‘*‘, H-1/2 (R3)) et on a

”fg”LZ(RJr,H*l/?(H@)) < ||fHLoc<R+7L§H;/4(R3)> ||g||L2(R+,L§°H;/4(R3)> .

PROPOSITION 8.19. Si a et b sont deuz fonctions réguliéres alors on a

labll 172 ey S Nlall g1z (e <||Vzb||LgoLg(R3) F 116l oo sy + Hazl’”LgH;/Z(Rs))
et
labll 172y S 372 16 s Ol sy + 12l ey 19281 32,
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