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Introduction

L’étude des grandes déformations des membranes hyperélastiques est d’une grande
importance pour de nombreuses applications mécaniques s’intéressant aux structures
gonflées ou soumises a une pression interne. Dans le domaine biomécanique, la compré-
hension et la simulation du comportement des membranes biologiques permet d’améliorer
les techniques chirurgicales, notamment pour les problemes cardio-vasculaires. Dans le
domaine de la mise en forme, la simulation numérique des procédés industriels de thermo-
formage ou de moulage par extrusion-soufflage permet d’optimiser la géométrie des objets
plastiques fabriqués (bouteilles, réservoirs ...) tout en réduisant les cotts de conception
et les cotuits matiere. Pour la caractérisation du comportement des matériaux polymeres
et plus particulierement des élastomeres et caoutchoucs, la reproduction des états de
déformation biaxiaux passe souvent par 1’élaboration de montages expérimentaux consis-
tant a gonfler une membrane. Les résultats provenant de ces expériences sont plus difficiles
a interpreter que ceux issus des essais classiques (traction, cisaillement) puisque les états
de déformation mesurés ne sont pas homogenes. Le traitement de ces résultats nécessite
donc la mise en équations et la résolution du probleme de soufflage correspondant a 'essai,
avant de pouvoir utiliser les méthodes classiques de recalage.

Le présent travail s’inscrit dans le cadre général de la modélisation et de la simulation
du comportement des membranes souffiées. Ces problemes sont fortement non-linéaires a
la fois du point de vue géométrique (grandes transformations) et du point de vue du com-
portement du matériau. Les matériaux étudiés ici admettent un comportement de type
caoutchouc qui est classiquement modélisé par des lois de comportement hyperélastiques et
incompressibles. La plupart des travaux dans ce domaine concernent des applications axi-
symétriques pour lesquelles les équations régissant le mouvement (ou 1’équilibre) des mem-
branes sont considérablement simplifiées. Ainsi, de nombreuses méthodes de résolution
quasi-analytiques ou numériques sont proposées dans la bibliographie permettant par
exemple des études détaillées des phénomenes d’instabilité. Dans le cadre tridimensionnel
(ou non-axisymétrique), l'utilisation de la méthode des éléments finis devient indispen-
sable. Dans ce contexte, la plupart des études s’intéresse a la simulation des procédés de

formage évoqués précédemment. Les phénomenes instables ou encore la prise en compte



10 Introduction

de I'anisotropie de certains matériaux sont encore peu abordés dans la littérature.
L’objectif de nos travaux de recherche est de proposer une approche tridimension-
nelle mieux adaptée aux problemes de soufflage libre considérés. Pour cela, un nouvel
élément fini prenant mieux en compte les caractéristiques géométriques des membranes
que les éléments finis classiquement utilisés (T3, Q4 ou Qg) a été développé. Sur cette base,
deux études ont été menées a bien. La premiere consiste a généraliser les approches hy-
perélastiques isotropes au cas des matériaux hyperélastiques anisotropes. Le cadre général
hyperélastique anisotrope est ainsi établi et appliqué au soufflage libre quasi-statique de
membranes isotropes transverses. Les résultats obtenus dans cette étude sont aussi uti-
lisés pour simuler le thermoformage d’objets plastiques renforcés par des fibres, une loi
de comportement de ce type ayant été implantée dans un code de calculs développé
précédemment au Laboratoire [VER97]. La seconde étude s’intéresse a la stabilité et au
comportement post-bifurcation des membranes souffiées librement. Dans ce contexte, des
méthodes de résolution adaptées ont été mises en ceuvre et des résultats intéressants

mettent en évidence ’apparition de modes de bifurcation axisymétriques et asymétriques.

Le premier chapitre de ce mémoire propose une revue bibliographique des différents
travaux relatifs au soufflage de membranes. Les approches numériques et expérimentales
sont abordées. L’accent est mis sur la part importante occupée par les approches axi-
symétriques.

Dans le deuxieme chapitre, apres quelques rappels de mécanique des milieux conti-
nus et particulierement la formulation en variables convectives, le cadre général de 1’hy-
perélasticité est examiné. Ceci nous conduit a écrire la fonction énergie de déformation
du matériau comme une fonction d’invariants bien choisis, aussi bien pour les matériaux
isotropes (ce qui est classique) que pour les matériaux anisotropes. Ce cadre général
permettra par la suite 1’écriture de modeles de comportement anisotropes généralisant
les modeles isotropes bien connus néo-hookéen ou de Mooney-Rivlin. Finalement, ces
développements sont appliqués a la description de la cinématique des membranes, avant
d’expliciter les équations de leur mouvement.

Le troisieme chapitre est consacré a la mise en ceuvre numérique. La méthode des
éléments finis est brievement présentée et appliquée au soufflage quasi-statique des mem-
branes. Le code de calculs que nous avons développé est ensuite présenté. Sa principale
originalité réside dans I’approche programmation orientée objet (POO) qui a été adoptée,
et plus particulierement dans la traduction des concepts de la POO en Fortran 90. Ainsi,
notre outil numérique bénéficie des avantages de la POO (modularité, portabilité ...)
mais aussi des performances reconnues du Fortran en termes de calcul numérique. Les

premiers résultats obtenus avec des éléments finis classiques montrent la nécessité d’'uti-
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liser un grand nombre d’éléments afin de reproduire fidelement les géométries déformées
complexes. Un nouvel élément fini est alors proposé. Celui-ci assure la continuité des
directions tangentes a la membrane en tout point et réduit ainsi considérablement le
nombre de degrés de liberté nécessaires a la résolution des problemes. Sa formulation et
son implantation dans le code sont détaillées et validées.

Les méthodes de résolution utilisées sont examinées dans le chapitre IV. Tout d’abord,
nous nous intéressons a 1’étude numérique de la stabilité et du comportement post-
bifurcation des membranes souffiées. Pour cela, des algorithmes spécifiques sont présentés.
Une méthode de longueur d’arc est associée a l'algorithme de Newton-Raphson pour ex-
plorer la branche d’équilibre primaire qui admet des points limites. Puis, les méthodes per-
mettant d’isoler les points de bifurcation et d’explorer les branches d’équilibre secondaires
sont détaillées. Des exemples numériques viennent illustrer la présence de modes de bi-
furcation axisymétriques et asymétriques lors du soufflage. Dans une seconde partie, nous
présentons quelques résultats concernant la simulation dynamique du thermoformage. Les
résultats de Verron [VER97] sont généralisés aux matériaux isotropes transverses sur des
cas simples.

Le dernier chapitre évoque brievement le développement d’un dispositif expérimental
dédié a la caractérisation des matériaux. Le dispositif est basé sur le soufflage d'une
membrane cylindrique sous pression. Ce montage est actuellement en phase de mise au

point dans notre Laboratoire. De premiers résultats prometteurs sont présentés.
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Chapitre 1

Etude bibliographique du soufflage de

membranes non-linéaires

Le soufflage de membranes en grandes transformations est un domaine de recherche re-
lativement récent. Diverses applications mécaniques mettent en jeu ce type de phénomenes,
c’est pourquoi leur compréhension mais aussi leur simulation sont devenues nécessaires.
Les structures de type membrane apparaissent notamment dans les domaines de la bio-
mécanique [BEAS87] ou de la mise en forme des corps creux en plastique comme le moulage

par soufflage et le thermoformage [ZAMS9].

Dans ce chapitre, nous allons faire le point sur 1’état de ’art dans ce domaine, ce qui
nous conduira a proposer différentes pistes de travail qui seront développées dans la suite
du présent mémoire. Dans une premiere partie, les travaux concernant la résolution de di-
vers problemes de soufflage de membrane sont considérés. Le cadre général est la réponse
de membranes ” caoutchoutiques” soumises a un gonflage par application d’une pression in-
terne. Le comportement des matériaux est donc hyperélastique, voire hyper-viscoélastique.
La distinction est faite entre les études axisymétriques qui sont de loin les plus nombreuses
et les problemes tridimensionnels pour lesquels 'usage de méthodes numériques est in-
dispensable. De plus, les travaux concernant l'instabilité des phénomenes de soufflage
sont revus. La deuxieme partie de ce chapitre s’intéresse aux méthodes expérimentales
développées dans la bibliographie pour étudier les phénomenes physiques liés au gonfle-
ment de membranes de différentes natures. A la lumiere de cette revue bibliographique,

nous proposons finalement différentes voies d’étude.
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I.1 Résolution des problemes de soufflage de mem-

branes élastiques non-linéaires

Les premiers travaux concernant le souflage de membranes en grandes transformations
datent des années 1950-1960. Le équations d’équilibre de ces structures sont établies par
Adkins et Rivlin [ADK52], et surtout par Green et Adkins [GRE60]. Ces derniers posent
les bases théoriques permettant la mise en équations des problemes de soufflage des lors
que la fonction énergie de déformation est connue.

A partir de ces travaux, de nombreux auteurs se sont intéressés a des problemes
spécifiques en considérant des géométries ou des matériaux particuliers et en développant
des méthodes de résolution adaptées. Dans la suite, nous exposons tout d’abord les ana-
lyses de problemes a symétrie de révolution, avant de présenter les études concernant les

cas tridimensionnels et les problemes de stabilité.

I.1.1 Problemes axisymétriques

La réduction du probleme général tridimensionnel au cas des membranes a symétrie
axiale a fait, et fait encore, 'objet de nombreux travaux. Les équations du probleme étant
simplifiées, la résolution peut s’effectuer en utilisant des méthodes analytiques ou semi-
analytiques. Par exemple, les solutions analytiques relatives au cylindre infini [ALET71a] et
a la sphere [BEAS8T] ont été établies. Dans le cas général des membranes axisymétriques
encastrées, les équations d’équilibre se réduisent a un systeme d’équations différentielles
fortement non-linéaires du premier ordre (dont la variable est I’abscisse curviligne de
la membrane) avec des conditions aux limites aux deux extrémités de lintervalle de
définition. A partir de ces équations, les auteurs développent les solutions analytiques
ou semi-analytiques dans des cas particuliers. Klingbeil et Shield s’intéressent au cas de
le membrane circulaire plane en utilisant une fonction énergie de déformation logarith-
mique [KLI64]. Plus tard, Kydoniefs et Spencer développent des solutions analytiques
pour un tore de section circulaire [KYD67] et pour le cylindre encastré par des anneaux
circulaires qui se déplacent le long de laxe de symétrie [KYD69]. Comme la plupart
des auteurs, ils utilisent ’énergie de déformation de Mooney-Rivlin. Avec cette méme
énergie de déformation, Feng et al. résolvent les équations axisymétriques en couplant une
méthode d’intégration de Runge-Kutta a un algorithme du tir pour satisfaire les condi-
tions aux limites aux deux extrémités de U'intervalle [YAN70, FEN73, TIE74]. Au travers
de différents cas-tests, les auteurs mettent en évidence des problemes de convergence dus
a la nature instable de certaines parties de la courbe d’équilibre. Des travaux similaires

pour des matériaux viscoélastiques non-linéaires (modeles intégraux) ont été menés a bien
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par Wineman [WIN76, WIN78, WIN79| et Feng [FEN92]. Plus récemment, Sagiv a étudié
le probleme des ellipsoides de révolution mettant en évidence lui aussi la non-monotonie
de la courbe d’équilibre liant la pression interne au volume contenu dans la membrane
[SAGI0]. Pour améliorer la convergence lors de la résolution des équations différentielles,
Guo propose de coupler 'algorithme de Runge-Kutta a un schéma de Newton-Raphson
[GUOO1]. Ainsi, il réussit a suivre completement la courbe d’équilibre de la membrane
circulaire plane. Citons pour conclure un article original qui s’intéresse au probleme dune
membrane axisymétrique remplie partiellement de liquide: Pamplona et al. utilisent la
méme méthode de résolution que Guo et montrent que pour une certaine quantité de li-

quide a l'intérieur de la membrane, des modes bifurqués asymétriques peuvent apparaitre
[PAMO1].

En fait, depuis le début des années 1980, les méthodes de résolution évoquées dans
le paragraphe précédent ont petit a petit été remplacées par des méthodes numériques,
et principalement par la méthode des éléments finis. Les équations d’équilibre établies
par Green et Adkins sont alors transformées en utilisant des méthodes variationnelles,
ce qui permet la mise en place des méthodes numériques. Le premier article utilisant
cette méthode est publié par Oden et Sato [ODE67]. Plus récemment, Charrier et al. ont
étudié le soufflage libre et confiné de membranes de type néo-hookéen [CHA87]. Leurs
travaux sont appliqués a la simulation du moulage par soufflage et du thermoformage.
Dans un cadre identique, Warby et Whiteman proposent une formulation viscoélastique
du probleme [WARS8S], et Khayat et Derdouri ont développé un algorithme couplant les
éléments finis et la méthode des différences finies pour étudier le soufflage libre et confiné
des membranes de type Mooney-Rivlin [KHA94a]. Ils résolvent directement le systeme
d’équations différentielles de Green et Adkins, et montrent que le soufflage avec contact
peut étre vu comme une série de soufflages libres pour différentes parties de la membrane.
Récemment, plusieurs formulations éléments finis ont été proposées dans la bibliographie.
Citons celles de Wriggers et Taylor [WRI90], de Haddow et Jiang [HAD92, JIA95] et celle
de Verron et Marckmann qui développent un nouvel élément fini basé sur une formulation

spline [VERO1a].

Pour conclure ce paragraphe, précisons que tous les travaux précédents ont été effectués
dans un cadre quasi-statique. Peu d’articles traitent des membranes axisymétriques dans
un contexte dynamique. Citons cependant 'article de Jiang qui étudie la propagation
d’une onde de soufflage pour une membrane circulaire [JIA96], ou ceux de Akkas [AKKT78]
et de Verron et al. [VER99] qui développent les solutions analytiques du soufflage dyna-
mique de ballons sphériques hyperélastiques. Pour plus de détails sur les approches dyna-
miques, le lecteur peut se référer aux revues proposées par Jenkins et Leonard [JEN91],
et Jenkins [JEN9G6].



16 Chapitre 1. Etude bibliographique du soufflage de membranes non-linéaires

1.1.2 Problémes tridimensionnels

Pour les problemes n’admettant pas de symétrie axiale, que nous appellerons dans
la suite problemes tridimensionnels, les équations qui gouvernent 1’équilibre (ou plus
généralement le mouvement) de la membrane ne se réduisent pas a un systeme d’équations
différentielles ordinaires. Le probleme a résoudre est donc un systeme d’équations aux
dérivées partielles associé a ses conditions aux limites.

Les premiers travaux proposant des solutions pour ces problemes n’utilisent pas la
méthode des éléments finis. Yang et Lu [YANT73] solutionnent le systeme d’équations
en utilisant la méthode des différences finies, et Feng et Huang [FENT74] minimisent
I’énergie potentielle par une méthode d’optimisation. Notons que récemment Khayat et
Derdouri résolvent directement les équations aux dérivées partielles par une méthode hy-
bride éléments finis/différences finies par une approche similaire a celle développée dans le
cadre axisymétrique [KHA94b]. Cette méthode leurs permet de prendre en compte exac-
tement les conditions aux limites et facilite le traitement du contact pour la simulation
du moulage par soufflage [KHA95].

Cependant, les auteurs utilisent généralement le Principe des Travaux Virtuels pour
établir la méthode des éléments finis. Dans la plupart des cas, la formulation est la-
grangienne totale, la membrane est discrétisée a l'aide d’éléments finis triangulaires a
trois noeuds (73), 'incompressibilité est prise en compte trivialement grace a ’hypothese
de contraintes planes dans les éléments et le systeme non-linéaire est résolu, pour les
problemes quasi-statiques, par 'algorithme de Newton-Raphson. C’est le cas de Charrier
et al. [CHA89], et Shrivastava et Tang [SHR93] pour des modeles de comportement hy-
perélastique et viscoélastique, respectivement. Dans ces articles les opérateurs tangents
sont évalués numériquement et les auteurs rencontrent des difficultés de convergence pour
les phases instables du soufflage libre. D’autres auteurs [GRU92, REE95] calculent exac-
tement l'opérateur tangent, ce qui leur permet d’assurer la consistence de la méthode et
la convergence quadratique de l'algorithme de Newton-Raphson. Dans le contexte de la
simulation du thermoformage, Nied et deLorenzi utilisent des éléments finis triangulaires
ou quadrangulaires linéaires, associés a un algorithme de contact collant pour simuler
la présence du moule [DEL87, NIE9O, DEL91]. Au travers de leurs travaux, les auteurs
démontrent que pour des lois de comportement isotropes et isothermes, la répartition
d’épaisseur du produit formé ne dépend pas du type de loi de comportement utilisé.
Mentionnons aussi ’article récent de Bonet et al. qui s’intéresse au cas des membranes
fermées et remplies de gaz [BON0O]. Ces membranes de type néo-hookéen et de type Og-
den sont soumises a des chargements extérieurs qui modifient leurs formes et la pression
du gaz a l'intérieur de la membrane. D’autre part, certaines publications s’intéressent au

soufflage dynamique. La plupart de ces travaux visent a simuler les procédés de mise en
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forme [RAC94, BOU95, MARO1]. Les éléments finis sont des T3, les lois de comportement
sont hyperélastiques et viscoélastiques, et le schéma d’intégration numérique est explicite
(différences finies centrées). Il convient de remarquer que la plupart des études tridimen-
sionnelles utilisent des éléments finis linéaires. Dans ce type de problemes, les déformations
sont tres grandes et donc les éléments sont tres étirés. Les maillage initiaux doivent étre
tres fins, ce qui est couteux en temps de calcul [DEL91]. Récemment Rodriguez-Villa
[RVI7] et Verron et al. [MARO1] ont mis en place des méthodes de maillage adaptatif qui
permettent d’utiliser des maillages raisonnables de la membrane initiale.

Pour conclure ce paragraphe sur les problemes tridimensionnels, signalons que nous
avons relevé tres peu de travaux concernant les membranes anisotropes dans la bibliogra-
phie. La plupart de ceux-ci concernent des membranes a paroi épaisse pour des applica-
tions de biomécanique [SIM71, WU84|. En 1993, Bhattacharyya et al. se sont intéressés
au thermoformage de feuilles thermoplastiques renforcés par des fibres alignées mais leur
étude ne concerne que les aspects expérimentaux [BHA93]. Certains auteurs utilisent les
méthodes qui ont fait leurs preuves pour la simulation de I'injection de pieces renforcés
par des fibres [DL95, PIC95] pour simuler le comportement lors du thermoformage. Les
modeles de comportement correspondants sont des modeles de fluides visqueux linéaires.
Comme Bonet et al. [BONO0O], nous n’avons relevé que larticle de Kyriacou et al. utilisant
une loi de comportement isotrope transverse dans le cadre du soufflage de membrane en
grandes déformations [KYR96]. Dans ce travail, les auteurs développent une formulation
éléments finis tridimensionnelle et étudient quelques cas simples sans toutefois réussir
a simuler les phases instables du phénomene. Eux-mémes mentionnent les difficultés a

trouver des travaux comparatifs pour valider leurs résultats.

I.1.3 Problemes particuliers: instabilités et bifurcations

Lors du soufflage libre de membranes, des phénomenes instables apparaissent. Clas-
siquement, ceux-ci correspondent aux parties de la courbe de charge pour lesquelles la
pression diminue alors que le gonflement de la membrane se poursuit [BEA87|. Dans cer-
tains cas, des modes de bifurcation prennent naissance. Ils peuvent étre locaux (apparition
d’une hernie sur la membrane) ou globaux (bifurcation vers un autre état d’équilibre non-
symétrique par exemple). Ces phénomeénes ont été mis en évidence expérimentalement
aussi bien pour des ballons sphériques [ALE71b] que pour des membranes cylindriques
[ALE71a, KYR91] ou méme pour des ballons connectés [MIL52]. Ces problemes ont fait
I'objet d’études détaillées essentiellement dans le cadre axisymétrique. On peut citer
les travaux semi-analytiques de Needleman [NEET77], Haughton [HAU80] et Chen et al.
[CHE91] qui ont mis en évidence l'existence de modes non sphériques lors du soufflage

de ballons sphériques régis par le modele hyperélastique d’Ogden. Pour les cylindres, la
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stabilité a été étudiée en détails par Corneliussen et Shield [COR61], et Khayat et al.
[KHA92| et les modes de bifurcation par Haughton et Ogden [HAU79]. Toujours pour les
problemes axisymétriques, les références plus récentes utilisent la méthode des éléments fi-
nis associée a des méthodes de longueur d’arc et de détection des points singuliers. Citons
les travaux récents de Hassager et al. qui examinent la stabilité des membranes circu-
laires modélisées par des lois de comportement moléculaires (modeles de Doi-Edwards
ou Tom-Pom) [HAS99]. Le comportement post-bifurcation des cylindres axisymétriques
a été analysé par Duffet et Reddy [DUF86], et plus récemment par Shi et Moita qui uti-
lisent avec succes la méthode d’'injection de modes pour explorer les branches secondaires
des cylindres soufflés et étirés simultanément [SHI96]. Dans le cadre tridimensionnel, si
le probleme de bifurcation des coques est largement abordé, le cas des membranes hy-
perélastiques est tres peu étudié. A notre connaissance, seuls Reese et Wriggers proposent
une méthode de détection des points de bifurcation et d’exploration des branches secon-
daires qu’ils appliquent au cas des membranes tridimensionnelles [REE95]. Les auteurs
retrouvent les résultats axisymétriques connus pour la sphere et mettent en évidence les

modes de bifurcations asymétriques du tore de section circulaire.

1.2 Méthodes expérimentales pour le soufflage

Apres avoir étudié les travaux portant sur la résolution des problemes de souffage de
membranes, nous nous intéressons maintenant aux études expérimentales menées a bien
pour observer et comprendre la physique de ces phénomenes.

Les essais de soufflage de membranes peuvent avoir deux motivations distinctes. Tout
d’abord, ces essais permettent de reproduire des états de déformation biaxiale et les
résultats obtenus permettent d’identifier des modeles de comportement ou de vérifier
des lois de comportement déja déterminées par d’autres types d’essai (traction uniaxiale,
cisaillement). En second lieu, certaines structures n’existent que sous forme de membrane
et le matériau les constituant ne peut pas étre testé sous d’autres formes, c’est le cas des
membranes biologiques.

Pour la mise en pratique d’essais de soufflage de membranes, on peut distinguer deux

montages expérimentaux utilisés dans la bibliographie.

Gonflement d’une membrane circulaire plane

Ce dispositif est le plus utilisé, car il est simple a mettre en ceuvre. Une membrane
circulaire initialement plane est gonflée par une pression sur I'une de ces faces et devient

hémi-sphérique. Classiquement, I’évolution de la pression dans la membrane est enregistrée
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et sa déformation est filmée. Dans la suite, nous examinons 1'utilisation de ce montage
suivant les matériaux étudiés.

Considérons tout d’abord les caoutchoucs et élastomeres a température ambiante. Le
premier montage de ce type a été développé par Treloar pour étudier 1’éclatement de
membranes [TRE43]. En 1951, Rivlin et Saunders ont utilisé le méme type de montage
pour identifier les parametres du modele de Mooney-Rivlin sur un caoutchouc [RIV51].
Plus récemment, Kong et White ont étudié les phénomenes de contact a ’aide d'un tel
montage [KONS85|, et Charrier et al. ont utilisé une approche similaire pour valider leur
code de calculs de thermoformage [CHA87, CHAR9|. Feng a pour sa part identifié une
loi de comportement viscoélastique non-linéaire en menant a bien des expériences de
relaxation sur une membrane plane soufflée [FEN85, FEN92]. Finalement, citons I’étude
récente de Reuge et al. qui déterminent les constantes matérielles de différents modeles
hyperélastiques pour des élastomeres [REUO1, RACO1].

Ce type de montage a été aussi beaucoup utilisé pour des polymeres dans un état semi-
solide, aussi bien a froid qu’a chaud. Denson et al. déterminent la viscosité de différents
polymeres liquides [DENT71, JOY72, JOY73] avec un tel montage. Maerker et Scholwater
ont de la méme fagon identifié des modeles de comportement fluides [MAET74]. Par la suite,
les auteurs ont utilisé le montage de membranes circulaires planes pour étudier le compor-
tement des polymeres thermoplastiques chauffés au-dessus de leur température de transi-
tion vitreuse, dans 1’état caoutchoutique. C’est le cas de Schmidt et Carley qui modélisent
ces matériaux par des lois de comportement hyperélastiques [SCH75a, SCH75b]. Plus
récemment, Derdouri et al. utilisent la méme approche pour caractériser ’ABS afin de
simuler sa mise en forme par thermoformage [DER98, DER00, YONOO].

Finalement mentionnons l'utilisation de ce montage dans le domaine biomécanique
[BYL86, KRI93, HSU94|.

Comme nous venons de le voir, ce dispositif a beaucoup été utilisé par le passé grace
a sa simplicité de développement. Cependant, il présente une limitation majeure: I'état
de déformation sur la bulle est biaxial, et méme équi-biaxial au pole, mais cette biaxialité
ne peut pas étre controlée puisque le soufflage se fait de fagon libre et 'expérimentateur

ne peut pas obtenir un état de déformation désiré.

Gonflement et extension simultanés d’une membrane cylindrique

Pour remédier a cette difficulté, certains auteurs préferent développer un montage
plus complexe qui permet de choisir le "degré de biaxialité”. Ce montage consiste a gon-
fler une membrane cylindrique encastrée, préalablement étirée (ou non). Comme pour
I'expérience précédente, 1’évolution de la pression interne est enregistrée et la déformation

d’un méridien est filmée. Ce type de montage étant plus difficile a mettre en ccuvre, méme
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pour la fabrication des éprouvettes, il est beaucoup moins utilisé que le précédent.
Alexander a mis en place ce type d’essais pour mettre en évidence les instabilités
d’un cylindre en latex [ALE71al. Des travaux similaires trés complets sont proposés par
Kyriakides et Chang [KYR91]. Benjeddou et al. ont quant & eux utilisé ce dispositif
pour identifier les parametres du modele d’Ogden pour plusieurs caoutchoucs [BEN93].
Tres récemment, Rodriguez-Villa et al. ont appliqué cette méthode au cas des polymeres
thermoplastiques chauffés a leur température de mise en forme [RV96, RV97]|. Dans
cette étude, les essais sont effectués directement sur la machine industrielle d’extrusion-

soufflage.

1.3 Bilan sur I’état de ’art

A la lumiere de cette étude bibliographique, nous avons vu que certains problemes
concernant I’étude des membranes souffiées restent ouverts. Si les problemes axisymétriques
ont été et sont encore tres étudiés, les problemes tridimensionnels (ou non-axisymétriques)
restent encore a défricher. C’est par exemple le cas de I'étude des matériaux anisotropes
ou des instabilités asymétriques. A notre avis, ceci est dii en grande partie a ’absence
de modeles numériques suffisamment ”1égers” et donc rapides pour permettre des études
completes. En effet, 'utilisation d’éléments finis linéaires dans le cadre des grandes trans-
formations nécessite des maillages tres fins ou des méthodes de remaillage, couteux en
temps de calcul. Dans ce contexte, il semble nécessaire, avant d’envisager des études
tridimensionnelles complexes, de mettre en ceuvre des méthodes de modélisation et de

résolution mieux adaptées aux problemes traitées.
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Lois de comportement et mise en équations

des membranes

Le présent chapitre se compose de trois parties qui vont permettre la mise en place
des équations du mouvement relatives au soufflage de membranes non-axisymétriques.
La premiere partie propose un rappel de mécanique des milieux continus, la deuxieme se
concentre sur la formulation de lois de comportement hyperélastiques isotropes et aniso-

tropes, et finalement la troisieme propose la mise en équations du soufflage de membranes.

II.1 Rappels de mécanique des milieux continus

L’objet de cette premiere partie est de proposer un rappel succinct de mécanique des
milieux continus afin notamment de préciser les notations utilisées pour la description
de la cinématique et de I’état de contrainte dans un solide. Pour une description plus
exhaustive, le lecteur pourra se référer notamment aux ouvrages de Basar et Weichert
[BAS00], et de Haupt [HAUO0O]. Ici, 'accent est mis sur une description en variables
convectives qui permet de définir naturellement des bases adaptées a la cinématique des

membranes.

I1.1.1 Grandes déformations: définitions et repérage des confi-

gurations
Coordonnées lagrangiennes

Soit Cy la configuration d’un corps a l'instant ¢y dans un espace euclidien tridimen-
sionnel £3. Le vecteur position d’un point Py de Cy par rapport a 'origine O d’un repére

orthonormée cartésien R{O, (e, e, e3)} est noté:

X = X'e; (I1.1)

21
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olt les (X");=1.23 sont les coordonnées matérielles ou encore lagrangiennes du point Py et
ou l'on utilise la convention de sommation sur l'indice répété, comme dans le reste du

document.

Coordonnées eulériennes

A linstant t, le corps occupe la configuration C; dans E3. Le point Fy occupe alors la

position P, donnée par le vecteur position :
x = 1'e (11.2)

ol (xi)i:m,g sont les coordonnées spatiales ou eulériennes dans R. On suppose que la
transformation qui fait passer de Cy a C; est telle que la correspondance entre un point
matériel Py et sa position P, est bijective. Cette transformation peut donc étre décrite

par les fonctions:
=X X% X)) & x=x(X, 1) (I1.3)

et
X' = X'(z', 2%, 2% ) & X = X(x,1) (I1.4)

ol les fonctions z¢ et X sont & valeur unique et de classe C;. On a alors,
x(X,t) = X '(x,1) (IL.5)
Le vecteur déplacement en P, a 'instant ¢ est noté u et est défini par:
u(X,t) =x(X,t) — X (11.6)

La figure II.1 présente les notations introduites dans les paragraphes précédents.

Configuration initiaé G a l'instart t Configuration actued C; a l'instart t

Fic. 11.1 — Description des configurations.



II.1. Rappels de mécanique des milieux continus 23

I1.1.2 Description des différents tenseurs cinématiques

Pour décrire les déformations locales autour d’'un point du solide, on introduit un
vecteur élémentaire dX qui lie le point Fy a un point )y dans un voisinage infiniment
proche de F,. Par la transformation faisant passer de la configuration Cy a C;, Py occupe
la position P; et Qg la position ();. dX est alors transformé en dx = TQt comme indiqué

sur la figure I1.1. On a donc la relation :

_ox(X,t)
dx = X

ou F est le tenseur gradient de la transformation. On appelle J le jacobien de la transfor-

dX = F(X,t)dX (1L.7)

mation, défini par:
J = detF (IL.8)

Pour assurer la non-interpénétration de la matiere on doit toujours satisfaire J > 0.
Soient dX et dY deux vecteurs élémentaires définis comme précédemment dans la
configuration initiale dans un voisinage d'un point P, repéré par le vecteur X. Ils se
transforment respectivement en dx et dy dans la configuration actuelle. Leur produit
scalaire devient :
dx -dy = (FdX) - (FdY) = dXF'FdY (I1.9)

ot .T représente I'opérateur de transposition. Le tenseur des dilatations de Cauchy-Green
droit C est ainsi défini:

C=F'F (I1.10)

Il rend compte des variations d’angle et de longueur entre les configurations initiale et
finale au voisinage d’un point de la configuration initiale. Le tenseur des dilatations de

Cauchy-Green gauche B est défini de facon similaire par:
B = FF” (I1.11)

avec .

dX -dY =dxB 'dy (I1.12)

Finalement, la variation du produit scalaire entre les deux configurations permet de

définir les tenseurs de déformations de Green-Lagrange E et d’Euler-Almansi A :

dx-dy —dX -dY =2dXEdY =2dxAdy (I1.13)

11.1.3 Formulation en variables convectives

Pour de nombreux problemes, il est intéressant d’identifier chaque point du solide par

un jeu de parametres indépendants, appelés coordonnées curvilignes, mieux adapté a la
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géométrie. Un exemple est I'utilisation de coordonnées cylindriques plutot que cartésiennes
pour I’étude de problemes axisymétriques. Si un point a les mémes coordonnées curvilignes
dans toutes les configurations du solide, on dit que ces coordonnées sont convectives. Dans
ce paragraphe, on se propose de redéfinir les grandeurs précédentes en les exprimant a

I’aide de telles variables.

I1.1.3.1 Transformation en coordonnées curvilignes

Les coordonnées lagrangiennes d’un point Fy peuvent étre exprimées a partir de trois

coordonnées curvilignes ©!, 92, 03
X = X(6',0% 6% (I1.14)

Ces coordonnées curvilignes sont supposées convectives, c’est-a-dire qu'un méme point
matériel du corps considéré est repéré par les mémes coordonnées curvilignes quelle que

soit la configuration. La transformation (I1.3) devient alors:
x =x(X,t) = x(0',0% 6% 1) (I.15)

Ainsi, les courbes définies par ©° = constante forment une ”grille” sur le solide, grille qui
subit les mémes déformations que celui-ci. La figure I1.2 présente une surface ainsi décrite
par deux parametres convectifs ©! et ©2 dans les configurations initiale et déformée. Les

lignes en pointillés sur la surface représentent les courbes ©! = constante.

Fia. I1.2 — Description d’une surface a l'aide de deux coordonnées convectives.

I1.1.3.2 Bases naturelles (matérielles), tenseur métrique

La description en variables convectives permet de définir des bases qui ”suivent” les

déformations du solide et qui ont donc une signification cinématique forte. Ces bases qu’on
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appellera bases naturelles, ne sont pas orthonormées et admettent donc des bases duales,
ce qui impose de faire la distinction entre les coordonnées covariantes et contravariantes

d’un vecteur.

Base naturelle de la configuration initiale

On définit la base naturelle covariante sur la configuration initiale par le triplet de

vecteurs:
o _ 0X _ox!
Y90t 9o

Cette base n’est bien stur pas orthogonale. Sa base duale dite base contravariante est

définie par : ‘

G' = %ek (I1.17)
ou la base (e’“)k:m’3 est la base duale de (e),_;  5- La base (ey),_, , 5 étant orthonormale,
on a e; = €. On conserve toutefois les deux notations pour assurer la cohérence de
I'écriture. La base définie par (I1.17) est bien duale a la base covariante (I1.16) au sens du
produit scalaire. En effet, on a:

L. 00 . ox'  0eiaxt 0ol
GGi=5% 5% T axr ol oo (IL18)

ot 6 est le symbole de Kronecker (=1 si i = j, = 0 sinon).

M¢étrique de la configuration initiale

On définit les matrices des métriques relatives aux bases (G;),_; 55 €t (G'),_, 5 5 r€S-

pectivement par :

Gij =G Gj (I1.19)
et
G"=G"-G’ (11.20)
On a alors:
GaGM = 6! (I1.21)

La matrice de la métrique de la base covariante est donc I'inverse de celle de la base contra-

variante. De plus, on montre aisément que les matrices des métriques sont symétriques:

Gy=Gj , GI=G" (I1.22)

Finalement, on établit les relations suivantes qui définissent les passages entre les bases
covariantes et contravariantes :

G; = G;;G’ (I11.23)

G'= GG (11.24)
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Soit V un vecteur de la configuration non déformée. On note V* ses composantes contrava-
riantes sur la base covariante et V; ses composantes covariantes sur la base contravariante,
c’est-a-dire:

V =V,G' = V'G; (I1.25)

Les formules permettant de passer des composantes contravariantes aux composantes

covariantes du vecteur V sont données par:

Vi=G*V, (11.26)
Vi = Gy V¥ (11.27)

Considérons a présent un tenseur A défini sur la configuration initiale. Soient A;; ses
composantes deux fois covariantes, A" ses composantes deux fois contravariantes, A’;
ses composantes contravariantes a droite et covariantes a gauche, et A;/ ses composantes

covariantes a droite et contravariantes a gauche, c’est-a-dire:
A=4,G'®G =A4"G;® G; = A,G,; ® G' = 4/G" ® G; (I1.28)
Alors, les différentes composantes sont reliées par :

Ay = GaA¥; = AFGyy = G AMGy (I1.29)
Aij — szAkJ — Aikaj _ GikAlelj (HBO)

De plus, on établit le tenseur identité. Celui-ci est défini par:

A I=1-A=A (I1.31)
et il s’écrit :
I=e®e; (I1.32)
avec la base orthonormée, et :
I=G,G =G®G =G0"G;®G; =G;G'®G/ (11.33)

a ’aide des bases naturelles. Finalement, on définit des maintenant deux tenseurs d’ordre
4 qui interviendront dans I’écriture des opérateurs tangents relatifs aux lois de comporte-
ment :

[=I0]1=G,;0G' ®G,;® G =G'G"G,; ® G; ® G, ® G (11.34)

et:
I"=G;® Gj G @G = GilijGi X Gj ® G ® Gy (11.35)
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Base naturelle de la configuration déformée

En utilisant un raisonnement similaire au précédent, on définit les bases naturelles de

la configuration déformée:

Ox* ;00"
8i = 55 et g = R (11.36)
et leurs matrices métriques respectives:
Gij = 8i - 8 (I1.37)
g7 =g g (11.38)

Ces bases ont les mémes propriétés que les bases de la configuration initiale.

I1.1.3.3 Gradient de la transformation

Soient les vecteurs élémentaires dX et dx respectivement définis sur les configurations

initiale et déformée au point matériel repéré par les coordonnées curvilignes ©7:

dX = dO'G; (11.39)
dx = dO'g; (I1.40)

Le tenseur gradient de la transformation F défini par (I1.7) s’exprime simplement sur les

bases naturelles initiale et déformée par :
F=g,®G e F'=G;®g (I1.41)
Remarque. On vérifie bien :
FdX = g, @ G'- G, dOF = g;§," dOF = g; dO" = dx
et:
Fldx=G,®¢g-g,do" = G, doF = G;d0" = dX
Transformation des bases naturelles

Le tenseur gradient F permet de décrire la transformation des vecteurs de la base

naturelle initiale en ceux de la base naturelle déformée :
gi=FG; et G,=F'g (11.42)

Ainsi, les vecteurs G; et g; sont bien des vecteurs covariants puisqu’ils varient comme les
vecteurs élémentaires dX et dx dans un changement de configuration. On a de plus les

relations suivantes pour les vecteurs contravariants G' et g°:

g=F7TG" e G =F'g (I1.43)
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I1.1.3.4 Expression des tenseurs cinématiques dans les bases naturelles
Tenseur des dilatations

Le tenseur C des dilatations de Cauchy-Green droit (II1.10) s’exprime simplement par :

C=(5G og) (5e®G)
= g;x 0] 5{G' ® G (I1.44)
= Gij GZ ® Gj
Ses composantes sur la base naturelle contravariante de la configuration initiale sont donc

les composantes de la métrique de la base naturelle de la configuration déformée. Son

inverse est donné par:

Le tenseur de Cauchy-Green gauche (II1.11), défini sur la base naturelle de la configu-

ration déformée, s’écrit de méme:

B=G"g; ®g; (11.46)

Tenseurs des déformations

Le tenseur de Green-Lagrange des déformations (I1.13) s’exprime comme suit :

1 . ,

Les composantes du tenseur E correspondent donc a la différence des composantes des

métriques des configurations initiale et finale. De méme A s’exprime par :

1 . .
A=5(95—-Gylg g (11.48)

Ainsi, les tenseurs E et A ont les mémes composantes sur les bases naturelles contrava-

riantes respectivement initiale et déformée.

I1.1.4 Définition des contraintes

Apres avoir défini les grandeurs décrivant la cinématique des déformations, nous in-
troduisons dans la suite les grandeurs relatives a la description des efforts internes.
Tenseur des contraintes de Cauchy

Soit P un point a l'intérieur d’un corps dans sa configuration déformée C. Le corps

est divisé en deux parties (' et Cy par une surface S contenant P. On définit alors une



II.1. Rappels de mécanique des milieux continus 29

surface élémentaire AS au voisinage de P et on note n le vecteur unitaire normal a AS en
P, dirigé vers 'extérieur de (. Les efforts transmis par C' a Cy au travers de la surface
AS peuvent étre réduits en P a une force Af;_5 et un moment AM;_.,. On suppose que

le vecteur Af/AS tend vers une limite finie t quand AS tend vers 0:

Af  df

t= M x5~ a5

(11.49)

Le vecteur t ainsi défini est le vecteur contrainte sur un élément de surface déformée d.S
de vecteur normal n. Il caractérise les efforts internes de cohésion.
On supposera dans la suite que le moment résultant s’appliquant sur la surface élémentaire

s’annule a la limite:

L AM
A0 AS

ce qui exclut le cas de sollicitations mécaniques correspondant a des couples répartis. La

0 (11.50)

figure I1.3 illustre la définition du vecteur contrainte.

FiG. I1.3 — Définition du vecteur contrainte.

On montre que le vecteur t dépend linéairement de n, ce qui permet de définir le

tenseur des contraintes de Cauchy o par:
t=on (I1.51)
et donc, le vecteur force élémentaire s’écrit :
df =ondS (I1.52)

On montre, en utilisant 1’équation du moment, qu’en ’absence de densité de moment, ce
tenseur est symétrique. Il est défini sur la configuration déformée C et est donc un tenseur

eulerien, appelé parfois tenseur des contraintes vraies.
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Les autres tenseurs des contraintes

De fagon analogue, les efforts de cohésion df peuvent étre exprimés relativement a la
configuration non déformée Cy en utilisant une surface élémentaire non déformée orientée
dSoNy:

df =TINydS, (I1.53)

IT est le premier tenseur de Piola-Kirchhoff. df est défini sur la configuration déformée
et dSoINg est un vecteur relatif a la configuration initiale, ce qui donne a IT un caractére
mixte, ni lagrangien ni eulerien, et contrairement a o, il n’est pas symétrique.

Pour définir un tenseur des contraintes completement lagrangien, il est nécessaire de

définir un pseudo-effort de cohésion df relatif a la configuration initiale, tel que:
df, = F'df (I1.54)

Ainsi, dfy est le vecteur obtenu en ramenant 'effort réel df sur la configuration initiale.

On peut alors écrire :

df, = SN, dS, (11.55)

Le tenseur S est alors lagrangien et symétrique, c¢’est le second tenseur de Piola-Kirchhoff.

Relations entre les différents tenseurs des contraintes
En utilisant les formules de transformation d’un élément de surface :
dSn=JF1dS,N (I1.56)

et les définitions des différents tenseurs, on obtient les relations suivantes liant les tenseurs

des contraintes :

M=JoF 7" (I1.57)
S=F'II (I1.58)
S=JF'oF 7" (I1.59)

Pour conclure ce paragraphe relatif aux contraintes, on exprime les tenseurs o, S et

IT sur les bases naturelles:

o = O'ij g & g (1160)
S=5"G;® G, (IL.61)
M=1"g ® G, (11.62)

En utilisant les équations (I1.59) et (I1.42), on peut écrire:

S = Sij G‘rz X Gj = JF_I O'ij g X g; F_T = JO'ij Gz X Gj (IIGS)
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soit S¥ = Jo¥. Un calcul similaire fournit I1¥ = Jo™. Les tenseurs S, o et IT ont donc les
mémes composantes contravariantes, au coefficient J = detF pres, sur les bases naturelles
covariantes, respectivement des configurations initiale G; ® Gy, finale g; ® g; et mixte
g ®G;j.

I1.1.5 Equations du mouvement sur les différentes configura-

tions

Les équations du mouvement que nous présentons ci-dessous peuvent s’établir a par-
tir du Principe Fondamental de la Dynamique comme on peut le lire dans les ouvrages
généraux [SID82] ou [DUBI8]. Nous donnons dans la suite leur formulation dans la confi-
guration déformée (eulérienne) puis dans la configuration initiale (lagrangienne).

On considere un solide de volume V} et de frontiere Sy dans la configuration initiale
non déformée Cy. Il subit une transformation F(¢) pour atteindre la configuration C; de
volume V; et de surface frontiere S;. On note Sp, (resp. Sor) et S, (resp. St) les parties
de la frontiere ou les déplacements (resp. les tensions) sont imposés, respectivement dans
les configurations initiale et actuelle. Sy, et Sor (resp. S, et Sr) forment une partition
de Sy (resp. S;), c’est a dire Sy = Sp, U Sor et Sou N Sor = O (resp. S; = S, U St et
Su NS =0). On note f; et f les forces de volume dans ces deux configurations, Tgimp et
Ugimp Sont les tensions et déplacements imposés aux frontieres dans la configuration non
déformée (Tipp et Wiy dans la configuration déformée).

Dans la configuration déformée, les équations du mouvement s’écrivent :

divyo (x,t) + pf(x,t) = pi(x,t) dans V
on="T,, sur Sp (11.64)

U = Ugimp SUr Sy,
Dans la configuration initiale, elle deviennent :
DIVxII(X,t) + po fo(X,t) = poi(X,t) dans Vj

II Ny = Toimmp sur Sor (I1.65)
U = Wy, sur Sp,
Dans chacun des systemes précédents, la premiere équation correspond a 1’équation locale
du mouvement, les deux suivantes correspondent aux conditions limites sur les bords du

solide.

Les divergences des tenseurs des contraintes sont définies, sur les bases naturelles par:

dive =0 g = (0808 +07 8,08 +07 g ®gjr) g (I1.66)



32 Chapitre II. Lois de comportement et mise en équations des membranes

et
DIVIT = I1;,G; = (15 G; ® G; + 11" G, ® G; + 11V G; ® Gji) G (I1.67)

I1I.2 Lois de comportement

Dans cette partie, nous allons détailler la construction de lois de comportement utiles
pour la description de membranes élastiques en grandes déformations. Les domaines d’ap-
plications sont tres divers: modélisation de la mise en forme de corps creux en plastiques
[MARO1], gonflage de membranes élastomeres [RACO01] ou étude de membranes biolo-
giques [HUM92]. Nous resterons dans le cadre des lois de comportement hyperélastiques
qui sont utilisées pour modéliser le comportement de nombreux matériaux pouvant subir
de grandes déformations élastiques. Les problemes de viscosité, de plasticité ou d’en-
dommagement ne seront pas évoqués. En revanche, nous étudierons le cas de matériaux
hyperélastiques isotropes transverses qui permettent de prendre en compte au niveau
macroscopique une anisotropie induite, par exemple par la présence de fibres alignées.

Le point de départ de la présentation sera la description des matériaux matériellement
simples, puis les notions d’objectivité et de symétries matérielles seront détaillées avant
finalement d’expliciter les lois de comportement pour les matériaux hyperélastiques en

termes d’invariants tensoriels.

11.2.1 Introduction

D’un point de vue général, une loi de comportement d’un milieu continu doit vérifier
trois grands principes. Le principe de déterminisme impose que 1’état de contrainte cou-
rant o (P,t) en un point matériel P € C} est déterminé uniquement par I’histoire de la
transformation subie par le milieu. Le principe de [’action locale impose que 1'état de
contrainte en un point P ne dépend que de I'histoire du mouvement dans un voisinage du
point considéré. Ceci conduit a la théorie des matériaux matériellement simples [LEMIO0]
pour lesquels I’état de contrainte ne dépend que de I'histoire du gradient des déformations
(qui correspond a une approximation linéaire des mouvements relatifs autour de P). On

considérera donc qu’une loi de comportement peut toujours s’écrire sous la forme:
o(t)= VU [F(7)] (I1.68)

ou V¥ est la fonctionnelle de réponse du matériau. Le troisieme principe dit d’objectivité

est détaillé dans le paragraphe suivant.
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I1.2.2 Objectivité

En plus des principes de déterminisme et de ’action locale, une loi de comportement
doit vérifier le principe d’objectivité. Ce principe postule qu’elle doit rester invariante
pour tout changement d’observateur: deux observateurs en mouvement I'un par rapport
a ’autre doivent observer sur un corps donné le méme état de contrainte. Avant d’examiner
les lois de comportement proprement dites, nous allons préalablement définir la notion de

quantité objective.

Un changement de référence est défini comme une transformation du vecteur position

x et de I’échelle de temps t telle que:

x"=R(t)x+c (I1.69)
tf=t—a (I1.70)

ou l'exposant .* désigne les grandeurs apres transformation et ou R(¢) est un tenseur
orthogonal direct dépendant du temps décrivant la rotation entre les deux références, c(t)
est un vecteur dépendant du temps, décrivant la translation entre les deux références
et a est un réel constant définissant le décalage horaire. Soient f, g et h des quantités
respectivement scalaire, vectorielle et tensorielle définies a chaque instant ¢ sur les points P
du corps étudié. Soient f*, g* et h* ces mémes grandeurs apres changement d’observateur.

f, g et h sont des quantités objectives si elles vérifient, les relations suivantes :

(P t*) = f(P,t) (I1.71)
g*(P,t") = R(t) g(P,t) (I11.72)
h*(P,t*) = R(t) h(P,t) RT(t) (I11.73)

Le vecteur position x, par exemple, n’est pas une quantité objective, alors que la différence
entre deux vecteurs position 'est. Examinons maintenant les grandeurs classiques de la

mécanique des milieux continus définies précédemment. En injectant le changement de
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référence (I1.69) dans la définition des différentes quantités on montre aisément que:

F*=RF (I1.74)
dx" = Rdx (I1.75)
dV* = dV (I1.76)

C*=C (I1.77)

B*=RBR’ (I11.78)

E*=E (I1.79)

A*=RAR' (11.80)

t* =Rt (I1.81)

S*=§ (I1.82)

oc*=RoR" (11.83)

Ainsi, on constate que certaines des grandeurs définies précédemment sont objectives,
d’autres sont invariantes, et d’autres n’entrent dans aucune de ces catégories.

Comme la loi de comportement (I1.68) doit étre invariante par tout changement d’ob-
servateur, elle doit vérifier:

o' = U [F*(7)] (I1.84)

T<t
c’est-a-dire, en utilisant le formulaire de transformation précédent :

R(t) ¥ [F(7)] R(t)" = ¥ [R(t)F(7)] (I1.85)

T<t T<t

Pour un matériau matériellement simple, on démontre que le principe d’objectivité est
vérifié si la loi de comportement peut étre écrite sous la forme suivante [HAUOO] :
S(t) = (I<>t [C(7)] (I1.86)

c’est-a-dire si le second tenseur de Piola-Kirchhoff S peut s’écrire comme une fonctionnelle
® de 'histoire des dilatations C.

I1.2.3 Symétries matérielles

On a vu précédemment qu’une loi de comportement ne doit pas dépendre de 1’ob-
servateur. Pour un matériau matériellement simple, ce principe d’invariance est assuré
en écrivant par exemple la loi de comportement sous la forme (I1.86). En revanche, le
comportement d’'un matériau dépend a priori du choix de la configuration de référence.
En effet, un changement de configuration de référence influence la forme de la loi de com-
portement. Si certains changements de configuration de référence laissent inchangée une

loi de comportement, c’est que le matériau admet des symétries matérielles.
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Un changement de configuration de référence est décrit par la transformation bijective
I' des vecteurs position de la configuration initiale Cy en une autre configuration initiale
Cj:

X—X =T'X)e X=X (I1.87)

On assigne alors le vecteur X’ au point P dans C| a la place du vecteur X dans Cy. Les

configurations déformées ne sont pas affectées par ce changement de configuration initiale.
C’est-a-dire que 'on a:

x =x(X,t) =x'(X',t) (I1.88)

Comme on reste dans le cadre des matériaux matériellement simples, seul le gradient de la

transformation est nécessaire pour I’écriture de la loi de comportement. Par le changement

de configuration (I1.87), il devient :

,  Ox  0x 0X
F=% =~ oxox (I189)
soit :
FF=FQ (I1.90)

ot Q = I }(X)/0X décrit le changement de configuration initiale localement autour
d’un point P. Ce tenseur peut étre interprété comme une transformation imaginaire locale

superposée au mouvement réel. Le tenseur C se transforme alors en C’ comme suit :
C'=Q"CQ (I11.91)

L’ensemble des tenseurs Q conservant les symétries d'un matériau forme son groupe
de symétries G. Les transformations appartenant au groupe de symétries ne changent pas
la réponse du matériau a une sollicitation. Il convient de noter que les transformations
de la configuration de référence faisant varier localement le volume change forcément la
réponse du matériau. C’est pourquoi on les exclut et on se limite aux transformations Q
qui vérifient detQ = 1. Plus particulierement, les groupes de symétries des solides sont
inclus dans O(3), le groupe des transformations orthogonales dans un espace de dimension
3. Par exemple, si G = O(3), le matériau est isotrope dans sa configuration de référence
et les rotations de la configuration de référence ne changent pas I’état de contrainte.
Finalement, le groupe des symétries d’'un matériau admettant ® pour fonctionnelle de

réponse est défini par I’équivalence suivante :

Qege VU [F(r)

<t <t

I
<
iz
2
o

(11.92)

Une relation du méme type peut étre obtenue en utilisant la formulation (I1.86) objective

de la loi de comportement, la relation précédente et les formules (I1.59) :

Qege B[C(n] = Q8 [Q7C()Ql Q7 (11.93)
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Ainsi, les lois de comportement doivent vérifier les relations précédentes pour toute
transformation de la configuration de référence appartenant au groupe de symétries associé
au matériau, ce qui fournit des criteres pour les simplifier. Un groupe de symétries peut
aussi étre caractérisé par un ou des tenseurs d’anisotropie (appelés aussi tenseurs de
structure). Toutes les transformations orthogonales d'un groupe de symétries, et seulement
celles-ci, laissent invariant les tenseurs d’anisotropie associés a ce groupe. Zheng [ZHE93]
propose une méthode générale pour la construction des tenseurs d’anisotropie pour les
différents groupes de symétries apparaissant dans la description des solides (isotrope,
isotrope transverse, orthotropes ou encore les différents réseaux cristallins). Il permettent
de décrire de facon tres compacte les groupes de symétries et ainsi de les inclure comme
parametres de la fonctionnelle décrivant le comportement. En conséquence, ce n’est plus
la fonctionnelle elle-méme qui dépend directement de la configuration initiale, mais le
tenseur de structure qui va jouer ce role. Nous verrons pour les matériaux hyperélastiques

isotropes transverses comment ces tenseurs de structure entrent en jeu.

I1.2.4 Matériaux hyperélastiques

Les matériaux hyperélastiques sont caractérisés par ’existence d’une énergie de déformation
W ne dépendant que de la déformation actuelle F, a partir de laquelle les contraintes
peuvent étre dérivées. En écrivant cette énergie comme une fonction de C, on montre que
W satisfait automatiquement le principe d’objectivité [BEA87]. Le second tenseur des
contraintes de Piola-Kirchhoff se calcule alors par dérivation de 1’énergie de déformation

par rapport a C:
ow

S=2——: 11.94
5C (11.94)
En prenant en compte les symétries matérielles, on peut limiter la fagon dont W dépend
de C. Toute transformation orthogonale membre du groupe de symétries du matériau doit

conserver 1’énergie de déformation. W doit alors vérifier:
W(C)=w(QCQ") VvQeg, (11.95)

On montre facilement que cette équation est équivalente a (11.93) en la dérivant par
rapport a C. A partir de cette relation générale, nous allons examiner maintenant les cas

particuliers des matériaux isotropes et isotropes transverses.

Matériaux isotropes

Dans le cas d'un matériau isotrope, nous avons vu précédemment que G est le groupe

de toutes les transformations orthogonales et ’équation (I1.95) indique que W est une
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fonction isotrope de C. En tant que telle, elle peut s’écrire en fonction des invariants

principaux de C:

W =W(hL, I, I3) (I1.96)
ol
I; = trC (I1.97)
1
L= [(trC)? — trC?] (11.98)
I3 = detC (I1.99)
Le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff peut alors s’écrire :
ow oW 01,
S=2——=2 I1.100
o0C ol; 0C i=1.3 ( )
avec les expressions suivantes pour les dérivées des invariants:
ol
=1 I1.101
5C ( )
01y
—=0L-1-C I1.102
ok 1, (11.102)
013
——=1;-C! I1.103
2= (IL.103)

Les modeles hyperélastiques classiques utilisés pour les matériaux de type caoutchouc
sont fondés sur ce type de représentation. Les équations suivantes présentent respective-
ment les modeles de Mooney [MOO40], néo-hookéen [TRE43], de Isihara [ISI51], de Gent
et Thomas [GEN58| et de Hart-Smith [HS66] écrits en fonction des invariants de C:

W = Cy(I; — 3) + Co(I — 3) (I1.104)
M/:%Guy—@ (11.105)
W = Oy(I; — 3) + Cy(I, — 3)* + C3(1, — 3) (I1.106)
W =Cy(I; — 3) + Cyln <%> (I1.107)

W =G </ =37 0 4 koln (%)) (I1.108)

ou les grandeurs (C1, Cy, Cs, G, k1, ko) sont les constantes matérielles des différents modeles.

Par ailleurs, certains modeles de comportement sont écrits a partir d’un autre jeu d’in-
variants, a savoir les valeurs propres du tenseur C. Physiquement, ces valeurs propres cor-
respondent aux carrés des élongations principales notées Ai, Ay et A\3. Citons par exemple
le modele d’Ogden [OGD72] dont ’énergie de déformation est donnée par:

=1

B

)

A%+ AZ NS — 3) (I1.109)
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ol (i, @;)i=1,nv sont les constantes matérielles.
Les formulations en élongations principales et en invariants principaux sont équivalentes

puisqu’on peut passer de I'une a I'autre en utilisant les formules de transformation sui-

vantes :
Li=X+ A+ (I1.110)
I = NPA3 + A3+ ATAS (I1.111)
I3 = ANIA3A; (I1.112)

De la méme fagon, les élongations principales peuvent étre calculées a partir des invariants
[MOR96, BASO00] :

3=

Wl

1
[Il +2(17 —31)"? cos (6 + 27rk)] k=1,2,3 (IL.113)

ou 0 est défini par:

5 areco (2]§ — 9L, + 27]3>

TUEETARE (IL.114)

Matériaux isotropes transverses

Dans le cas des matériaux renforcés par des fibres alignées, la construction d’un modele
de comportement hyperélastique nécessite la détermination du groupe de symétries. On
suppose l'orientation des fibres localement définie par un vecteur unitaire noté ag(X).
Le groupe de symétries isotrope transverse caractérisant un milieu contenant des fibres

alignées est généralement appelé Gs [LIU82| et est défini par:
G5 = {Q € O(3) tels que Qag = +ao} (IL115)

On s’intéresse maintenant au tenseur d’anisotropie d’un tel groupe. Un tenseur d’ani-
sotropie (ou un groupe de tenseurs) est défini comme étant le tenseur (ou le groupe de
tenseurs) caractéristique du groupe de symétries. Dans notre cas, le groupe Gs est ca-

ractérisé par le tenseur d’ordre 2:
A =ay®a (I1.116)
G5 paut alors défini comme suit :
QcG=QAQ =A (IL.117)

L’énergie de déformation du matériau peut alors s’écrire comme une fonction W de C

et A. En effet, alors que W dépendait implicitement du choix de l'orientation de la
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configuration initiale, cette dépendance apparait explicitement dans W et on montre que

[SPE71, SPE84] :

W(C)=W(QCQ") VQeg; «
W(C,A)=W(QCQ",QAQ") vQ c 0(3) (II.118)

Ce qui fait de W une fonction isotrope de deux tenseurs. Ainsi, on peut lui appliquer
les théoremes de représentation [BAL77] et écrire finalement 1'énergie de déformation du
matériau comme une fonction des invariants de C, A et de leurs produits. Dans le cas
général, une telle fonction isotrope de deux tenseurs symétriques dépend de dix invariants
scalaires: les trois invariants principaux de C, les trois invariants principaux de A et

quatre invariants mixtes:
I, = trCA Is = trC*A Is = trCA? I; = trC?A? (I1.119)

Dans notre cas d’étude, A est un tenseur qui reste constant au cours de la déformation,
la dépendance de W en fonction de ses invariants peut donc étre levée. De plus on montre
facilement que A? = A (ay étant unitaire) et donc que Iy = I et I5 = I7. Ainsi, compte
tenu des particularités de C et A le jeu d’invariants nécessaires pour décrire W se limite
a cinq [BON98, KYR96]:

W =W(I, I, I3, 14, I5) (I1.120)

avec:
I =tr(CA) I =tr(C*A) (I1.121)

Ainsi, on assure automatiquement ’objectivité de la loi de comportement et les relations
de symétries imposées par l'orientation des fibres alignées dans le matériau. Il suffit main-
tenant d’expliciter les dérivées des deux invariants mixtes par rapport a C pour étre en

mesure de calculer le tenseur des contraintes:

ol
_aé = a, ® ay (I1.122)
0I5
a—C:a(]@C'ao—i—ao'C@ao (11123)

A partir des résultats précédents, on peut définir un modele de comportement pour
un matériau hyperélastique isotrope transverse en choisissant une fonction W des cinq
invariants I, I, I3, 14, I5. En utilisant des résultats d’essais mécaniques effectués sur un
matériau particulier, il sera possible de fixer la forme de W et de déterminer les coefficients

intervenant dans ’expression de 1’énergie de déformation. Tant que celle-ci peut s’écrire
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en fonction des invariants définis, 1'objectivité et les propriétés de symétries matérielles
sont assurées.

Une approche similaire peut étre utilisée pour des matériaux orthotropes [RAI00].
Pour ce faire, on définit deux tenseurs de structure a partir des deux directions pri-
vilégiées (par exemple les deux directions de fibres pour des matériaux tissés). On construit
alors une base réduite de sept invariants a partir desquels on peut construire I’énergie de
déformation. Cette approche par invariant a été récemment étendue a des modeles de
comportement viscoélastiques [WEI98, KALOO].

Incompressibilité

Classiquement, les matériaux hyperélastiques du type caoutchouc sont considérés in-
compressibles [TRET75] : ils ne peuvent accepter de variations de volume. L’incompressibi-
lité d’un matériau est une condition cinématique de restriction des mouvements locaux.
Elle peut s’écrire indifféremment J = 1 ou I3 = 1. Cette restriction sur les mouvements in-
duit une contrainte interne qui ne peut étre déterminée par la loi de comportement. Cette
contrainte interne ne travaille pas dans tous les mouvements satisfaisant la condition
cinématique. Si le matériau est incompressible, I3 = 1 et W est définie indépendamment
de I3, pour des déformations qui vérifient la condition cinématique. p = gTVZ est alors
une inconnue qui ne peut étre déterminée qu’a partir des équations d’équilibre. p peut
étre interprétée comme une pression hydrostatique interdisant les variations de volume.
La relation (I1.94) n’est alors valide que si la dérivation par rapport a C est effectuée a

”volume élémentaire constant”. C’est-a-dire:

oW ow  owol, _ow .,
S=2— =2—————=2——pC I1.124
oC|,_, ~oC o oc  “ac F (IL.124)

II.3 Application au cas de membranes

En utilisant les rappels de mécanique des milieux continus et plus particulierement
la formulation en variables convectives, et les développement relatifs aux lois de compor-
tements hyperélastiques, nous allons dans cette partie établir les équations régissant le
soufflage de membranes élastiques tridimensionnelles en grandes transformations.

Les membranes sont des structures ayant une épaisseur suffisamment faible pour étre
décrites géométriquement par une surface gauche et par un champ d’épaisseur. En chaque
point, les efforts internes sont supposés s’exercer dans le plan tangent a la membrane
en ce point. La répartition des efforts dans I’épaisseur est supposée uniforme. Une telle
structure ne résiste pas a la flexion et seules les sollicitations étirant la membrane créent

des efforts internes.
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I1.3.1 Description cinématique. Réduction a deux parametres

convectifs

Pour décrire une membrane, il suffit de paramétrer la position des points de son plan
moyen et son épaisseur en fonction de deux coordonnées curvilignes ayant les mémes pro-
priétés que celles définies dans la partie I1.1.3. Pour ce faire, on considere une configuration
de référence Cy et une configuration déformée C;. Un point P du plan moyen de la mem-
brane, repéré par les parametres curvilignes O et ©2, occupe la position X = X (0!, ©2)
dans la configuration de référence et la position x = x(0!,©?) dans la configuration
déformée. En ce point, 1'épaisseur de la membrane est H = H(©', ©?%) dans la configu-
ration de référence et h = h(©', ©?) dans la configuration déformée. L’élongation dans
I’épaisseur de la membrane (c’est a dire la direction orthogonale au plan tangent) est

supposée uniforme dans I’épaisseur et vaut :

h
A3 = T (I1.125)
Définition des bases naturelles
On définit la base naturelle de la configuration initiale par:
G, = % (I1.126)
Gy = % (I1.127)
Gs = % (I1.128)
et la base naturelle de la configuration déformée par:
g, = % (I1.129)
g = % (I1.130)
A
83 = % (I1.131)

Il convient de noter que le troisieme vecteur de chacune des bases ne peut pas étre
défini classiquement puisqu’il n’y pas de troisieme coordonnée curviligne. Cependant,
pour décrire la déformation dans la direction perpendiculaire au plan moyen, on introduit
les vecteurs G et g3 tels qu’ils soient orthogonaux aux deux autres vecteurs de la base
et normés a 1. Ainsi la matrice de la métrique de la base naturelle non déformée prend la

forme:

G -G, G;-Gy 0
0 0 1



42 Chapitre II. Lois de comportement et mise en équations des membranes

et celle de la base déformée est donnée par:

g8 g8 0
[gi]} = 1818 g g 0 (IT.133)
0 0 1

Les bases contravariantes associées s’obtiennent par les opérations classiques:
G' = GG, (I1.134)
et:
g = gl (1L.135)
Remarque. On a simplement : G3 = G3 et g3 = g°.
(G1,Gs) (respectivement (gi,g2)) forment une base naturelle du plan tangent a la
membrane dans la configuration initiale au point de coordonnées (0!, ©?) (respective-

ment dans la configuration déformée). En utilisant (I1.41), le tenseur F’ décrivant la

transformation du plan tangent s’écrit alors comme suit :
F=g oG +goG? (11.136)

Le tenseur F complet, qui inclut la transformation dans la direction normale est donné
par:
F=F +)\g3®G* (I11.137)

De méme, en notant C’ le tenseur des dilatations dans le plan tangent, on a:
C=C+XNG'®G’ (I1.138)

avec :

C'=F"F (I1.139)

11.3.2 Efforts internes

L’épaisseur de la membrane étant faible devant ses autres dimensions, on se place
dans I’hypothese des contraintes planes. Alors, les composantes contravariantes sur la
base naturelle covariante de la configuration déformée (I1.60) du tenseur des contraintes

de Cauchy ont les propriétés suivantes :

o =B =0 =0"2=0"=0 (I1.140)
soit, sous forme matricielle :
o1 512
o= |c? 0?2 0 (I1.141)
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Les composantes contravariantes du tenseur S ont la méme structure sur la base naturelle

de la configuration initiale (I1.63). On a donc de méme:

S13 = g2 = g8 = g3 — g% ) (I1.142)

I11.3.3 Calcul des invariants et de leurs dérivées

La loi de comportement va permettre d’exprimer les efforts internes en fonction de la
cinématique. On suppose ici que le matériau constituant la membrane est hyperélastique et
incompressible. Comme nous I’avons vu dans la partie précédente, les contraintes peuvent
étre déterminées a 'aide des expressions des invariants du tenseur C et de leurs dérivées.
Nous explicitons ici ces quantités.

On appelle dans la suite I; les invariants de C’. C’ étant un tenseur sur un espace de

dimension 2, ses invariants sont réduits & I; = trC’ et I, = detC’:

I, = CY + C% (11.143)
L =C"C?% — O C% (I1.144)

avec:
Cag = GCWC%@’ = Gmg%g (11145)

ou les indices grecs («, 3,7), sont utilisés ici pour indiquer qu’ils prennent les valeurs 1
et 2 uniquement. De plus, la contrainte d’incompressibilité impose I3 = detC = 1. Ce

déterminant s’écrit alors:

detC = >\§ (011022 - C21012) = )\g jg (11146)

et donc: .
A= — (11.147)

I

Les invariants du tenseur C complet, en tenant compte de la contrainte d’incompressibilité

et de I’équation (I1.138) s’écrivent alors en fonction des invariants de C’:

|
I
_

L=05+= (I1.149)
I

I=1 (I1.150)

Les invariants de C sont ainsi exprimés a ’aide de la cinématique du plan tangent. Pour
les matériaux hyperélastiques, le calcul de la contrainte S se fait par dérivation de I’énergie

de déformation par rapport a C. L’énergie de déformation étant écrite en fonction des
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invariants de C, la contrainte peut s’écrire en fonction des dérivées des invariants par
rapport & C. Les invariants (I1.148-11.150) tiennent compte de la contrainte d’incompres-
sibilité, les dérivées de ces invariants par rapport a C’ correspondent donc aux dérivées

des invariants par rapport a C pour I3 =1:

ow| oW _ ow oL oW oL

S=2— = = I1.151
9c|,_,~“eC ~ oL oc 7oL, a0 (IL.151)
Les équations suivantes fournissent les dérivées des invariants par rapport a C’:
o, oL .
_ = — II.
50 50 LI-C (I1.152)
I I 1 OI I I I, 10l
81281_ - 82 82:1_ _1 82_‘_T81 (11153)
ocC’  0C"  (Iy)?20C oC’ (I)2] 0C" I, 0C
soit, en les écrivant sur les bases covariantes de la configuration initiale :
oI L 1
= (1= 55 ) G- —¢"| G.® G I1.154
5~ |- p) o - ] oo S
8]2 - 1 (j1)2 jl
(7 4=\ GoB — 1) ¢’ G, 2 G I1.155
5o |- ) o+ () o] oo —_—

Comme on I'a vu précédemment, I’écriture d’une loi de comportement isotrope transverse
nécessite 1'évaluation des invariants I et I5 (I1.121) qui dérivent de la définition du ten-
seur d’anisotropie A défini sur la configuration non déformée. Le vecteur ag donnant la
direction des fibres, il se trouve nécessairement dans le plan tangent de la membrane et

peut donc s’écrire :
ag — (ZlGl + &2G2 = a1G1 + (12(}2 (11156)

et on a l’expression suivante pour A :

A =a;®a) =a"d"G, ® Gy (IL.157)
On en déduit les expressions de I, et I5:

Iy = trCA = C,3 A" = g,z A" (I.158)
et:

I = trC?A = g,5G7 g5 A% (I1.159)

Remarque. En définissant I, et I5 de facon similaire & I; et I, on montre que I, = I, et

I; = I5. En effet, a, étant dans le plan défini par G; et Go, les composantes de A, et
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donc de CA et C2A, sur Gz ® G3 sont nulles.

Finalement, les équations suivantes fournissent les dérivées des invariants supplémentaires :

1
% = AYG,2Gs=A (I1.160)
ol
a(; _ (GC”gM;A‘” + AaégMGvﬁ) G, ® Gg (I1.161)

A Taide de ces quantités et d’une fonction énergie de déformation écrite en termes d’in-
variants, on peut calculer les composantes du tenseur des contraintes dans le plan moyen

pour les matériaux incompressibles isotropes transverses :

oW oI, _OW 8I, _OW 9I,  OW ol
_9 9 9 5 11.162
S=2%1 a0 T35 a0 2o a0 T2 oL oo (I.162)

Pour alléger 1’écriture, on notera dans la suite:

oW 01,
oI, oC’

S=2 (I1.163)
ou ¢ prend les valeurs 1, 2, 4 et 5.

Les lois de comportement ainsi définies sont non- linéaires. Leur implantation dans
un code de calcul nécessite le calcul de l'opérateur tangent 0S/0E ou 0S/0C, ten-
seur d’ordre quatre représentant les variations linéarisées du tenseur des contraintes
autour d’'une déformation donnée. En utilisant les regles de différenciation chainée sur
I'équation (I1.162), on montre qu’en dehors des dérivées premieres et secondes de W par
rapport aux invariants, on a besoin des dérivées secondes des invariants par rapport a C:

S O*W oI, _ 0I; oW 021,

oc ~anar, o0 © oo T2 oL 0 (11.164)

Remarque. La plupart des fonctions énergie de déformation ont une forme telle que les
premiers termes de I’équation (I1.164) disparaissent pour ¢ # j. En effet, on a généralement
0*W /(01;01;) = 0.

Commencons par le calcul des dérivées des deux premiers invariants. Dans une premiére

étape, on calcule les dérivées secondes des invariants de C’:

oI,

520 = O (I1.165)
I * af o ad By

320/:]1_1[ = (GG = G*G7) G, ® G5 @ G, ® G; (I1.166)

ou O est le tenseur nul d’ordre quatre, et I et I* sont les tenseurs d’ordre quatre définis

précédemment (I1.34), (11.35). A partir de ces dernieres expressions, on calcule les dérivées
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secondes des invariants de C:

®n 2 oL, oL 1 ok
_ _ 11167
PC ~ (Lpoc Y a0 T (L) T (IL.167)

8212 _ (1_ jl ) ang 1 (8[1 8j2 8f2 8[1) +2 jl 81:2 ® 8f2

ac © a0 T © oo

02C’ (I,)2 ) 02C"  (I,)? (I,)3 9C" ~ oC
(I1.168)
Il reste a calculer les dérivées secondes des invariants I et I5:

0%1,

Z 1 I1.1

720 O (I1.169)

0I5 ab 498 | pad B

2C = (G AW+ A G )Ga®Gg®G7®G5 (I1.170)

11.3.4 Equations du mouvement pour les membranes

Dans le cas des membranes, les équations du mouvement peuvent se simplifier en
utilisant '’hypothese de contraintes planes. Ceci permet d’intégrer sur 1’épaisseur, pour

obtenir dans la configuration déformée 1’équation locale eulérienne suivante :
hdive +pes +hpf=hpu (I1.171)

ol, au point considéré, h est 1’épaisseur de la membrane déformée, o le tenseur des
contraintes de Cauchy, p est la différence de pression entre les faces intérieure et extérieure
de la membrane, ez est un vecteur unitaire normal a la membrane, f représente les forces
de volume, et 1 est 'accélération. La différence de pression joue ici le méme role que les

forces volumiques dans les équations tridimensionnelles de départ.



Chapitre 111

Méthode des éléments finis et

programmation orientée objet

Ce chapitre traite de la mise en place des méthodes de résolution numérique adaptées
aux problemes de membranes sous pression interne. La premiere partie de ce chapitre
traite de la méthode des éléments finis appliquée au soufflage de membranes. A partir
du Principe des Travaux Virtuels, on y définit et explicite les grandeurs classiques que
sont les vecteurs forces et matrices tangentes du probleme discrétisé. La deuxieme partie
s'intéresse a la programmation orientée objet en Fortran 90 et en décrit 'application a
la construction d'un code élément fini pour le soufflage quasi-statique de membranes. La
troisieme partie présente les éléments finis de membrane classiques ainsi que quelques cas
tests mettant en évidence les difficultés rencontrées lors de l'utilisation de ces éléments.
Finalement, nous proposons un nouvel élément fini de classe C5 dont nous détaillons la

formulation avant de mettre en évidence ses avantages dans les cas qui nous intéressent.

II1.1 Méthode des éléments finis

I11.1.1 Généralités

D’un point de vue mathématique, la méthode des éléments finis permet de calculer une
approximation d'une fonction qui vérifie un systeme d’équations au dérivées partielles a
I'intérieur d’'un domaine et un systeme de conditions aux limites sur les bords de ce
domaine. Les équations du mouvement (I1.64) entrent donc dans ce cadre. On trouve de
nombreux ouvrages de références sur ce sujet. Dans le domaine du calcul des structures, on
peut citer ceux de Zienkiewicz [ZIE94] et de Batoz [BAT90] pour une présentation générale
de la méthode, ou celui de Crisfield [CRI91] plus particulierement pour les aspects non-
linéaires. L’approche éléments finis que nous utilisons ici est une approche en déplacement,

c’est-a~dire qu’on veut déterminer le champ de déplacement de la configuration initiale

47
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du solide qui vérifie les équations du mouvement. Le champ de déplacement ne pouvant
pas en général étre calculé explicitement, on recherche une approximation de celui-ci sous

la forme:

ur Y NU; (II1.1)
=1

ou les IV; sont les fonctions de forme définies sur le domaine et les parametres U; sont
les inconnues du probleme. Ainsi, la fonction continue v inconnue sur tout le domaine est
remplacée par un ensemble discret de n inconnues U;. L’étape suivante consiste a diviser le
domaine en sous-domaines ou éléments finis. Les fonctions de forme sont alors définies sur
chacun des sous-domaines et ’approximation du champ u est calculée élément par élément.
Un point clef de la méthode des éléments finis est le passage d’une forme différentielle
locale a une forme intégrale sur un domaine. La forme intégrale sur le domaine peut étre
approchée par la sommation sur les éléments découpant ce domaine. Le passage de la
forme locale a la forme intégrale se fait par exemple par une méthode de type résidus
pondérés ou, dans le domaine du calcul de structures, en appliquant le Principe des
Travaux Virtuels qui permet d’obtenir directement une forme faible, c’est-a-dire une mise

en équations ne faisant apparaitre que les dérivées premieres du champ de déplacement.

I11.1.2 Ecriture du Principe des Travaux Virtuels

En ignorant les effets d’inertie et les forces volumiques et en ne considérant que les
forces de pression définies sur la surface déformée de la membrane, le Principe des Travaux

Virtuels peut s’écrire, apres intégration sur ’épaisseur, sous la forme suivante :

g(u,0u,p) = | HOE:SdS,— /péu ‘ndS =0 VYdéu (I11.2)
So 5

ou u est le champ de déplacement, du est un champ de déplacement virtuel compatible
avec les conditions aux limites en déplacement, H est ’épaisseur initiale de la membrane,
Sp sa surface initiale, S la surface de la membrane dans la configuration déformée, n le
vecteur unitaire normal a la membrane déformée, p la pression interne a la membrane,
S le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff et E le tenseur des déformations
de Green-Lagrange. Dans cette équation, le premier terme intégral représente le travail
virtuel des forces de cohésion ou forces intérieures, le second correspond au travail virtuel
des forces de pression, ou forces extérieures, définies sur la surface déformée. Dans le
cadre de la méthode des éléments finis, chacune des intégrales est évaluée élément par
élément en utilisant pour chacun des éléments sa fonction de forme. Apres une procédure

d’assemblage, I’équation (II1.2) peut se mettre sous la forme:

g9(u,0u,p) = U [F3y(U) = Fere(U,p)] =0 V6U (IL.3)
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ou 0U est le vecteur des déplacements virtuels nodaux, U est le vecteur des déplacements
nodaux, F;,,;(U) et F..;(U, p) sont respectivement les vecteurs forces intérieures et extérieures
nodaux. Ces vecteurs sont de dimension nddl, le nombre de degrés de liberté du modele
éléments finis.

Les schémas de résolution numérique de ces problemes ne sont pas abordés dans ce
chapitre, ils font 'objet du chapitre IV. Ces schémas nécessitent le calcul de I'opérateur
tangent K1 qui apparait en linéarisant la forme discrétisée précédente du Principe des
Travaux Virtuels (I11.3). Kp s’écrit sous la forme d’une matrice obtenue par la dérivation

du résidu d’équilibre F;,; — F.,; par rapport aux déplacements nodaux :

8[Fmt (U) - Fext (U7 p)]

KT(pr) - aU

(I11.4)

I11.1.3 Construction des vecteurs forces et de ’opérateur tan-

gent

Ce paragraphe est consacré au calcul des grandeurs précédentes en utilisant le forma-

lisme des variables convectives présenté dans le chapitre II.

I11.1.3.1 Vecteurs forces

Dans ce paragraphe, le calcul des vecteurs F;,,(U) et F.,;(U, p) au niveau élémentaire
est présenté.

Comme nous ’avons vu précédemment, la position des points du solide est approchée
classiquement par une fonction de forme. Le solide est divisé en éléments. Les variables aux
noeuds d'un élément (e) permettent de calculer 'approximation de la position en chaque
point de I’élément. L’équation suivante fournit I’'approximation du vecteur position initiale

du point repéré par les coordonnées curvilignes (01, ©2):
X (0!, 6% =N(e!, 6% X" (I11.5)

ou X est le vecteur position initiale du point écrit sous la forme d’un vecteur colonne
contenant ses trois coordonnées dans la base orthonormée globale R. X¢ est un vecteur
colonne de nddle lignes contenant les coordonnées des positions initiales des noeuds de
I'élément (e), nddle étant le nombre de degrés de liberté associé a I’élément. Enfin N est

la matrice de la fonction de forme sur I’élément, de dimension 3 x nddle. De méme, on a:
u(e' e* =N(e' e?) U (I11.6)

ou u et U sont les "vecteurs colonnes” contenant respectivement les coordonnées des

déplacements et des déplacements nodaux élémentaires ayant les mémes dimensions que
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X et X€ respectivement. On s’est placé ici dans le cadre d’une description isoparamétrique,
¢’est-a~dire qu’on utilise la méme approximation pour la géométrie et pour les déplacements.
Enfin, en notant x et x° les positions et positions nodales élémentaires dans la configura-

tion déformée, on a simplement :
x(0', 0% = X(6',0%) +u(e',e? = N(e', e?) (X + U = N©',e?)x* (IIL7)

A partir de ces différentes équations d’interpolation, les bases naturelles peuvent étre

approchées en chaque point dans les configurations initiales et déformées par:

ON(O!,02)
G le)=—"2"’"X° III.
(61,67 = = (ITL8)
o ON(O!,0?)
1 2\ __ ) e
8a(6',0%) = — " x (I11.9)

ou G, et g, sont les coordonnées des vecteurs tangents initiaux et déformés dans la
base orthonormée globale R, écrits sous la forme de vecteurs colonnes. Dans la suite,
pour alléger ’écriture, on omettra la dépendance en ©% des variables et on adoptera la
notation suivante pour la dérivation d’une grandeur A :
A, — 0A (0, 6?)

’ 00~

Explicitons maintenant la premiere intégrale du Principe des Travaux Virtuels (I11.2)

(111.10)

correspondant au travail virtuel des efforts intérieurs dwg,, sur un élément (e):

e _
nt
56

sw HE : SdS, (IIL.11)

ou S représente la surface de I’élément fini dans la configuration non-déformée et ou:
SE:S = 0E,5 5% (I11.12)

Comme nous l'avons vu dans la partie mécanique des milieux continus du chapitre précédent,
la connaissance des deux bases naturelles permet de déterminer le tenseur des déformations
E ou le tenseur des dilatations C, et la loi de comportement fournit S en fonction de C.

On rappelle donc seulement E,3 pour en écrire sa variation :

1
Eop =5 (8085 = G Go)

ol la notation v’ désigne le ”vecteur ligne” associé au ”vecteur colonne” v et M? désigne
la transposée de la matrice M, ceci afin de se conformer a ’écriture matricielle classique.

G, étant indépendant des déplacements, on a:

1
0Bap = 5 (084 85+ 08) 8a) (I11.13)
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avec : 5
8a
08y = oU®=N,, 6U° I11.14
80 = 5% ( )
En posant :
1

Bas = 5 (8a Nys 85 Na ) (ITL.15)

les composantes §E,g s’écrivent finalement :
§Eq3 =6UT Bl (I11.16)

De plus, I’'élément de surface initiale dSy est donné par:
dSy = ||G1 A Gy d©'d©? (I11.17)

Dans toute la suite, on suppose que Iélément est paramétré avec (0!, 0?) € (—1..1) x

(—1..1). dws,, s’écrit finalement :

(I11.18)

wnt

1 1
dw,, = sU°T / / HBL,;5%|Gy A Gy d©'dO? = §UT F;
—1J-1

e

¢.¢» la contribution d’un élément e au vecteur des forces intérieures

ce qui permet de définir F

F;.: de la membrane complete :

int —

1 1
F¢ / / HBL; 87 |Gy A Gy dO'dO? (I11.19)
-1J-1

e

Considérons a présent le second terme du Principe des Travaux Virtuels (I11.2), ow¢,,,

terme correspondant au travail des forces de pression sur un élément de surface déformée
S

Swe,, = / pou’ -ndS (I11.20)
ou I’élément de surface déformée d.S s’écrit :

dS = ||g1 A g2/ dO'd6? (I11.21)

et le vecteur n unitaire, normal a la surface et dirigé vers I'extérieur est donné par:
g1 /\ g2

n= m (I11.22)
En utilisant I'interpolation de du:
ou=NsU" (111.23)
on obtient I'expression du travail virtuel des forces extérieures suivante :
swe,, = sUT / 1 / 1 pN” (g, A gy) dO'dO?* = §UT F, (111.24)
—1J-1

e

¢, la contribution d’un élément e au vecteur des forces extérieures F.,;

ce qui définit F

de la membrane complete :

1 1
Foo = / / pNT (g1 A g2) dO'dO? (I11.25)
—1J-1
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I11.1.3.2 Opérateur tangent

On cherche maintenant a construire la matrice carrée Ky correspondant a la dérivée
du résidu (Fy,; — Feyy) par rapport aux déplacements nodaux. On sépare Kr en deux
termes:

Kr = K — Kot (I11.26)

K,,: correspondant a la contribution des dérivées des forces intérieures et K.,; correspon-
dant a la contribution des dérivées des forces extérieures de pression. Les composantes de

ces deux matrices de dimension nddl x nddl sont définies par :

KintNM = 5’U]\t4N (III27)
et: 9F
KethM = a[e;;:[N (IIIZ8)

Les matrices tangentes de la membrane complete K;,,; et K.;; sont obtenues par assem-

blage des matrices élémentaires K¢ , et K¢ ,. Ces dernieres sont calculées pour chacun

ext"

des éléments par dérivation des vecteurs élémentaires nodaux Ff, , et F¢,

Construisons tout d’abord la matrice K¢, relative a un élément ﬁnl

aFe a
K, = it = / / a2 Gy A Gyl| d0'd6? (T11.29)

Pour calculer cette matrice, il faut expliciter le terme:

ke, = B 5 11.30
int = T aue (I11.30)
En notant A, la matrice de dimension nddle x nddle suivante :
OBas
A= =N, N, I11.31
8= 0 8 (I11.31)
la dérivée de SP* peut s’écrire par différenciation chainée comme étant :
aSPx  9SP~ aC,
= al (111.32)
oue 00, oUe
avec : 30
oy
=92B I11.33
aUe oy ( )
Finalement, on obtient l’expression matricielle suivante pour k¢, :
5P«
ke, = A, 57+ 2B B.s (I11.34)

%' 9Cs,
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e

¢ . est symétrique. On reconnait dans 957 /9Cj., les composantes

On note que la matrice k
du tenseur tangent d’ordre 4, 9S/0C, calculé dans le chapitre précédent sur la base
G, ® Gz ® G, ® Gs. L'intégration sur le domaine de I'élément de 'expression précédente
fournit évidemment K¢, ,.
e

Passons a présent au calcul de K¢,,.

Pour en faciliter ’écriture matricielle, on définit

les matrices antisymétriques €2, comme suit :

0 —3Ja3 Ja2
Q, = a3 0 —Ya1 (11135)

—Ga2 Jal O

oll gu; est ici la ¢'™€ ligne de g,. Par définition, on a:

OF¢,
b= ITI.36
ext aUe ( )

Dans l'expression de F¢,, (I11.25) le seul terme dépendant de U® est:

ext

g1 N\ 8o

et la dérivée de ce terme s’écrit comme la matrice de dimension 3 x nddle suivante :

(g1 N g2)
oUue

On obtient alors la matrice K¢, , comme suit:

=N, N, (111.37)

1 1
Kixt:/ / pN" (2 N,, -, N,; ) d0'dO? (I11.38)
—1J-1

On remarque que la matrice K¢ , n’est pas symétrique. Ceci provient du fait que les efforts
de pression sont assimilables & une force suiveuse. On peut toutefois montrer [BON97|, que
dans certains cas, la matrice assemblée K,,; est symétrique. C’est en effet le cas lorsque
les positions des points sur la frontiere de la surface S sont fixées.

En partant ainsi du Principe des Travaux Virtuels, nous avons défini ici les grandeurs
Fin, Feur et Kp qui permettent d’écrire le systeme d’équations discretes approximant les
équations du milieu continu et adapté a une utilisation numérique. Dans la suite, nous
allons passer a la mise en ceuvre informatique en décrivant la mise en place d’un code de

calcul programmé en Fortran 90 orienté objet.

I1I.2 Programmation orientée objet en Fortran 90

Dans cette partie, nous nous intéressons a la programmation orientée objet. Nous

commencons par une bibliographie concernant son application a la méthode des éléments
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finis et plus particulierement son utilisation récente pour le langage Fortran 90. Dans un
deuxieme temps, nous rappelons les concepts de base de la programmation orientée objet
et décrivons leurs mises en ceuvre en Fortran 90. En effet, ce langage n’est généralement
pas considéré comme un langage orienté objet et I’application des concepts objet nécessite
une programmation particuliere. Enfin nous terminons cette partie relative a la program-
mation par la description de la structure de notre code de calcul en détaillant les objets

que nous avons définis.

II1.2.1 Introduction

La programmation orientée objet (POO) est une technique d’analyse alternative a
la programmation procédurale qui offre beaucoup plus de souplesse que cette derniere,
en permettant notamment des niveaux d’abstraction plus élevés. La conception orientée
objet permet de représenter les entités physiques de fagon plus générale, souvent plus
fiable et plus facile d’emploi notamment lors des développements ultérieurs d’un code de
calcul donné.

Pendant plusieurs années, les progres dans ce domaine tant au niveau du matériel
informatique que du développement de compilateurs adaptés ne se sont pas répercutés
dans I’évolution de Parchitecture des logiciels de calcul par éléments finis [BRE9S]. Depuis
une dizaine d’années seulement, cette démarche a été transposée au développement de
codes éléments finis [MIL88, FOR90, MIL91, MAC92, KON95, DEV97, BES97]. Le choix
du langage de programmation a sans doute longtemps été un frein au développement de ces
techniques dans le domaine du calcul de structures. En effet, le langage de programmation
objet le plus populaire et le plus utilisé est le C++; or, une grande majorité des codes
éléments finis (Abaqus, Samcef, Castem 2000 ...) sont programmés en Fortran (ou des
variantes). Le passage en C++ et l'intégration des concepts orientés objet nécessitent
donc souvent de tout redévelopper. Il faut d’ailleurs noter que la majorité des travaux
récents concernant le développement de codes de calcul orientés objet utilisent le C++.

Pourtant, la norme Fortran 90, compatible avec le Fortran 77, propose quantité de
nouvelles structures et blocs de programme permettant I'implantation de la plupart des
concepts nécessaires a la programmation orientée objet: I'encapsulation, 1'héritage, le
polymorphisme, la surcharge d’opérateur, etc. Généralement, le Fortran 90 n’est pas
considéré comme un langage orienté objet proprement dit. En effet, I’absence de I’équivalent
des types de données virtuelles par exemple rend certains concepts comme le polymor-
phisme dynamique difficiles a implanter. La norme Fortran 2000, en devenir, promet d’y
remédier.

En attendant, comme le montre Decyk [DEC97], il est possible d’implanter la plupart

des concepts de programmation orientée objet grace a I'utilisation judicieuse des Modules,
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des Types Dérivés et des Pointeurs du Fortran 90, tout en rendant aisée 'utilisation de
toutes les bibliotheques numériques Fortran ayant fait leurs preuves (BLAS, LAPACK,
IMSL, NAG ...). Les codes de calcul développés en Fortran 90 orienté objet commencent
depuis peu a faire leur apparition. L’équipe d’Analyse Numérique et E.D.P. du Laboratoire
de Mathématiques C.N.R.S. de I'Université Paris-Sud propose par exemple un ensemble
de modules allant dans ce sens [LAM99].

Dans cette partie, on se propose de décrire et d’expliciter brievement les concepts
fondamentaux de la programmation orientée objet ainsi que les méthodes a adopter pour
leur mise en ceuvre en Fortran 90. Pour des précisions sur les concepts généraux de la

POO, le lecteur peut se reporter au nombreux ouvrages consacrés exclusivement a ce
sujet [MEY90, RUM91, GRA94].

I11.2.2 Concepts de programmation orientée objet et mise en

ceuvre en Fortran 90
I11.2.2.1 Notion d’objet, classes

Un objet au sens de la POO est la représentation informatique d’une entité physique
incluant la modélisation de son comportement en réponse a certaines sollicitations. Il
est caractérisé par son identifiant, ses attributs et ses méthodes. Pour clarifier les no-
tions, nous prendrons I'exemple d'un objet VECTEUR. L’identifiant est le nom de 'ob-
jet, indépendamment de son état, il permet de le désigner. u est le nom de notre objet
VECTEUR. Les attributs sont les données caractérisant 1’objet. Ce sont des variables
stockant des informations d’état de 1'objet. Les attributs de @ sont par exemple ses co-
ordonnées dans une base. Les méthodes (appelées parfois fonctions membres) d’un objet
caractérisent son comportement, c’est-a-dire I’ensemble des actions (appelées opérations)
que l'objet est a méme de réaliser. Ces opérations permettent de faire réagir l'objet aux
sollicitations extérieures (ou d’agir sur d’autres objets). Les opérations sont étroitement
liées aux attributs, car leurs actions peuvent dépendre des valeurs des attributs ou les mo-
difier. Par exemple le produit scalaire par le vecteur @ est une méthode de cet objet. On
appelle classe la structure d’un objet, c¢’est-a-dire la déclaration de I’ensemble des entités
qui composeront un objet. Un objet est donc ”issu” d’une classe, comme une variable
classique est issue d’un type. On dit qu'un objet est une instanciation d’une classe. Une
classe est composée des attributs (ou données membres) et des méthodes des objets de la

classe.

En Fortran 90, il est possible de définir de nouveaux types de données ou types dérivés.

Ces types dérivés de données vont servir de base a la POO. L’exemple suivant définit le
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type VECTEUR constitué de trois réels, ses coordonnées :
TYPE VECTEUR

PRIVATE
REAL:: x
REAL::y
REAL:: z

END TYPE VECTEUR

Le type dérivé VECTEUR peut ensuite étre utilisé comme un type de donnée classique

et la déclaration d'une variable u du type VECTEUR s’écrit simplement :
TYPE(VECTEUR) :: u

Les composantes d'un type dérivé sont désignées par: nomobjet%nomcomposante. La
variable représentant la coordonnée x du vecteur u est ainsi désignée par u%x. Comme
nous ’avons vu précédemment, pour définir une classe VECTEUR, il faut regrouper dans
une méme entité le type de donnée et les méthodes associées a ce type de donnée. En
Fortran 90, on utilisera pour cela les structures MODULE. Ces structures permettent en
général de regrouper différents blocs de programmation, de définir les types dérivés de
donnée ou de définir des blocs d’interface. Les structures MODULE peuvent étre mises a

profit pour définir une classe. On leur donnera alors la forme suivante :

MODULE nomdelaclasse
TYPE nomdesobjetsdelaclasse
définition des différentes composantes de ['objet
END TYPE nomdesobjetsdelaclasse
CONTAINS
définition des différentes méthodes de la classe
END MODULE nomdelaclasse

Comme le montre les lignes de programmes précédentes, les différentes méthodes appa-
raissent apres l'instruction CONTAINS sous la forme de routines ou de fonctions. Par
exemple, la classe vecteur contient la définition des différentes opérations sur les vecteurs
comme l'addition, la multiplication et le produit scalaire. Pour conclure, précisons qu’'un
programme utilisant une classe ainsi définie doit déclarer I'utilisation du module par la

commande USE:

PROGRAM nomduprogramme

USE nomdelaclasse

END PROGRAM nomduprogramme
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I11.2.2.2 Encapsulation

L’encapsulation est un mécanisme consistant a rassembler les données et les méthodes
au sein d'une structure en cachant I'implémentation de 'objet, c’est-a-dire en interdisant
I’acces aux données par un autre moyen que les services proposés par le programmeur
de T'objet. L’encapsulation permet ainsi de garantir l'intégrité des données contenues
dans l'objet. En effet, 'utilisateur d’une classe n’a pas forcément a connaitre la fagon
dont sont structurées les données dans l'objet. Ainsi, en interdisant a l'utilisateur de
modifier directement les attributs, et en 1'obligeant a utiliser les fonctions définies pour
les modifier (appelées interfaces), on est capable d’assurer 'intégrité des données: on
pourra par exemple s’assurer que le type de données fournies est conforme aux attentes,
ou encore que les données se trouvent bien dans un intervalle attendu.

L’encapsulation permet de définir des niveaux de visibilité des éléments de la classe.
Ces niveaux de visibilité définissent les droits d’acces aux données selon que I'on y accede
par une méthode de la classe elle-méme, d’'une classe héritiere (la notion d’héritage est
décrite dans le paragraphe suivant), ou bien d’une classe quelconque. Il existe trois niveaux
de visibilité :

— publique: les fonctions de toutes les classes peuvent accéder aux données ou aux

méthodes d'une classe définie avec le niveau de visibilité publique. Il s’agit du plus

bas niveau de protection ;
— protégée : 'acces aux données est réservé aux fonctions des classes héritieres ;

— privée: 'acces aux données est limité aux méthodes de la classe elle-méme. Il s’agit

du niveau de protection des données le plus élevé.

En Fortran 90, la notion d’encapsulation peut étre implantée en utilisant les instruc-
tions PRIVATE et PUBLIC a l'intérieur du module définissant la classe. L’instruction
PRIVATE utilisée comme premiere instruction du module impose que toutes les entités,
méthodes et types dérivés soient par défaut inaccessibles a I'extérieur du module. Seules les
entités ayant explicitement 1'attribut PUBLIC seront accessibles par un programme uti-
lisant le module. Ainsi, les différents sous-programmes ou types que I'on peut développer
a l'intérieur du module et qui ne doivent étre utilisés que par d’autres sous-programmes
du module peuvent étre rendus inaccessibles a I'utilisateur. L’instruction PRIVATE peut
aussi étre placée a l'intérieur de la définition d’un type dérivé:

TYPE VECTEUR
PRIVATE

END TYPE VECTEUR

Les différentes composantes du type sont alors inaccessibles a 'extérieur du module. Les
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instructions du type u%x=... sont interdites en dehors du module définissant la classe
VECTEUR. Ainsi, aucune procédure a 'extérieur d’une classe ne peut a priori modifier
un des objets de cette classe. La modification des composantes d'un objet ne peut se
faire que par le biais d'une des méthodes de la classe. Ainsi, I'utilisateur d’une classe
n’a pas a connaitre les détails de la structure des objets puisqu’il n’y a jamais acces.
Pour illustrer l'intérét du concept, admettons par exemple que l'utilisateur travaille en
coordonnées sphériques. Pour obtenir I’angle ¢ d'un vecteur, on fera par exemple appel
a la méthode PHI=COORDONNEEPOLAIREPHI(VECTEUR), définie dans le module,
sans savoir comment sont définies les coordonnées de 'objet VECTEUR, (sphériques ou

cartésiennes).

I11.2.2.3 Héritage

L’héritage est un principe propre a la programmation orientée objet, permettant de
créer une nouvelle classe a partir d’'une ou de plusieurs classes existantes (ou classes de
base). Une nouvelle classe peut hériter d’objets et de méthodes provenant d’autres classes.
Une nouvelle classe peut décrire un nouveau type de données, a 1’aide de composantes
appartenant elles-mémes a d’autres classes. Cette nouvelle classe peut utiliser, dans ses
méthodes, les méthodes définies sur chacune des classes de ses composantes. Prenons par
exemple un objet d’une classe ELEMENT _FINI, qui contient une composante décrivant
un matériau. Cette composante étant définie comme un objet d’une classe MATERIAU,
toutes les méthodes définies dans la classe MATERIAU sont utilisables a l'intérieur de
la classe ELEMENT _FINI, sur la composante de type MATERIAU de l'objet (pour le
calcul des contraintes dans I’élément par exemple). L’utilisation de la classe de base MA-
TERIAU dans la classe ELEMENT _FINI ne nécessite pas de la part du programmeur de
la classe ELEMENT _FINI de modifier les fonctions de la classe MATERIAU. La classe
MATERIAU peut donc servir pour d’autres applications. Le programme suivant décrit ce
concept d’héritage:

MODULE CLASSE_ELEMENT_FINI
USE MATERIAU
PRIVATE
TYPE ELEMENT _FINI

TYPE(MATERIAU) :: mat

END TYPE ELEMENT _FINI
CONTAINS
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END MODULE CLASSE_ELEMENT _FINI

Ce type d’héritage est appelé héritage par composition : un nouvel objet est composé
d’autres objets pré-existants. Par ce moyen on peut créer des hiérarchies de classes pour
concevoir des modeles de plus en plus riches, sans se replonger dans les définitions des
différentes composantes.

Il existe une autre forme d’héritage, I’héritage par sous-typage, qui consiste a dériver
une classe de base en une sous-classe, de sorte que les fonctions de la classe de base puissent
s’appliquer indifféremment sur tous les objets des classes dérivées. Dans certains langages,
comme en C++, il est possible d’étendre automatiquement les fonctions s’appliquant sur
les classes de base aux classes dérivées. En Fortran 90, il n’est pas possible de définir
directement cette forme d’héritage. Il est nécessaire de la construire explicitement en
utilisant la surcharge de fonctions. Le paragraphe suivant consacré au polymorphisme

décrit cette opération.

111.2.2.4 Polymorphisme

Le polymorphisme caractérise la possibilité de définir plusieurs fonctions de méme
nom mais possédant des parametres différents (en nombre et/ou en type), si bien que la
"bonne” fonction sera choisie en fonction des parametres d’appel. Le polymorphisme rend
possible le choix automatique de la méthode a employer en fonction de la classe de 'objet
passé en argument. Ainsi, on peut par exemple définir plusieurs méthodes homonymes
ADDITION effectuant une somme, pouvant s’appliquer indifféremment a des scalaires,
des vecteurs ou de matrices. On distingue en général deux formes de polymorphisme: le
polymorphisme statique et le polymorphisme dynamique. Dans le cas du polymorphisme
statique, le comportement d’une fonction appliquée a un objet, quelles que soient les
données qu’il encapsule, est déterminé a la compilation selon la classe a laquelle ce der-
nier appartient. Dans le cas du polymorphisme dynamique le choix se fait au cours de
I’exécution.

En Fortran 90, on dispose de blocs d’interfaces permettant de définir explicitement le
passage d’arguments a une fonction, ce qui permet de faciliter 'usage de cette fonction
a 'aide de mots-clefs. Ils permettent aussi de donner un nom identique a deux fonctions
meéme si les types de leurs arguments different. Ainsi, admettons qu’on ait défini dans une
classe VECTEUR et dans une classe MATRICE une opération d’addition respectivement
appelée ADDITIONVECTEUR et ADDITIONMATRICE. En ajoutant les blocs suivants
respectivement dans les modules définissant la classe VECTEUR et la classe MATRICE,
INTERFACE ADDITION

MODULE PROCEDURE ADDITIONVECTEUR
END INTERFACE



60 Chapitre III. Méthode des éléments finis et programmation orientée objet

INTERFACE ADDITION
MODULE PROCEDURE ADDITIONMATRICE
END INTERFACE

tout programme utilisant les classes VECTEUR et MATRICE aura acces a la fonction
ADDITION qui appellera la fonction ADDITIONVECTEUR ou ADDITIONMATRICE
selon le type de l'objet passé en argument. En ”surchargeant” ainsi I'opérateur ADDI-
TION, on obtient une forme de polymorphisme statique. Il est possible de surcharger de
méme toutes les fonctions et opérateurs prédéfinis en Fortran. Par exemple, 1'opérateur
d’élévation a la puissance (z**n) peut étre surchargé pour fonctionner sur les objets de
la classe MATRICE.

Comme nous ’avons brievement évoqué plus haut, il est possible, en utilisant la tech-
nique de surcharge, de reproduire les caractéristiques d’une classe définie comme un sous-
type d’une classe de base. Admettons qu’une classe MATERIAU ait été définie pour des
applications en statique et qu’on veuille en dériver une sous-classe pour des applications
en dynamique. Le type dérivé a définir aurait la méme forme que le type de base avec
une composante supplémentaire précisant la masse volumique. Le calcul de la contrainte
reste inchangé et la fonction CONTRAINTE de la classe de base peut étre appliquée
directement sur la classe dérivée. Comme on ’a vu, ce processus ne peut s’effectuer direc-
tement puisque la notion de sous-typage n’existe pas en Fortran. On définira a la place
une nouvelle classe dans le cadre d’'un module qui utilise la classe de base. Le type de
cette nouvelle classe contiendra une premiere composante définie comme un objet de la
classe MATERIAU et une deuxieme composante donnant sa masse volumique. La classe
MATERIAUMASSIF contiendra une nouvelle fonction contrainte CONTRAINTE2 ayant
la forme suivante:

FUNCTION CONTRAINTE2(nommatériaumassif)
TYPE(MATERIAUMASSIF) :: nommatériaumassif
TYPE(TENSEUR) :: CONTRAINTE2
CONTRAINTE2=CONTRAINTE(nommatériaumassiffomatériau)

END FUNCTION CONTRAINTE2

La fonction CONTRAINTE2 ne fait qu’appeler la fonction contrainte appliquée a la
composante nommatériaumassiff%omatériau qui est du type attendu par cette derniere.
Le module définissant la classe contiendra un bloc d’interface similaire au précédent,
surchargeant la fonction CONTRAINTE par la fonction CONTRAINTE2. 1l est ainsi
possible de redéfinir simplement toutes les méthodes inchangées de la classe de base pour
les appliquer sur les objets de la nouvelle classe comme si celle-ci était une classe dérivée.
Ceci impose toutefois une ”gymnastique” qui est inutile dans les langages comme le C++

ol le sous-typage est supporté.
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II1.2.2.5 Remarque finale sur la programmation en Fortran 90

Dans les paragraphes précédents, nous avons détaillé la traduction des principaux
concepts de la POO en Fortran 90. Dans nos programmes, nous avons essayé¢ d’exploiter
au maximum les performances de ce langage, notamment en utilisant conjointement les
tableaux et les pointeurs. Ces spécificités du langage ont permis d’améliorer grandement
les performances de nos programmes. Cependant, ces aspects étant tres techniques, ils

sont présentés en annexe pour alléger le corps du texte.

I11.2.3 Application au calcul des structures : les différentes classes

d’un code éléments finis de soufflage de membranes

Comme nous 'avons montré dans la partie précédente, les différents concepts de la
programmation orientée objet peuvent étre traduits en Fortran 90, méme si leur mise en
ceuvre est parfois moins intuitive que dans d’autres langages. Dans ce travail, ces idées
et techniques ont été utilisées pour batir une architecture orientée objet de notre code
éléments finis. Un ensemble de classes a donc été implanté, la classe de plus haut niveau
étant la classe ELEMENT, qui hérite des classes NOEUD, MATERIAU, ORIENTATION
et INTEGRATION. Dans la suite nous allons décrire brievement ces différentes classes
afin d’en souligner leurs intéréts et leurs particularités, en insistant plus particulierement
sur la classe ELEMENT.

I11.2.3.1 La classe NOEUD

La classe NOEUD gere les noeuds d’un maillage, elle encapsule toutes les données les
définissant. Un objet de la classe NOEUD contient les coordonnées initiales d’un noeud,
les conditions aux limites en déplacements de ce noeud et la numérotation de ses degrés
de liberté. Dans l'algorithme principal, un tableau DEP contient les déplacements de
tous les degrés de liberté du probleme éléments finis traité, ce tableau est mis a jour au
cours du processus de résolution. La composante VARIATIONS d’un objet NOEUD est
un tableau de pointeurs. Chaque cellule de ce tableau correspond a un degré de liberté
du noeud et pointe sur la cellule du tableau DEP correspondante. Ainsi au cours des
calculs, par 'intermédiaire de la composante VARIATIONS d’un noeud, on a acces aux
déplacements de celui-ci sans avoir a les mettre a jour explicitement. Toutes les données
dans la classe NOEUD sont développées sous la forme de tableaux allouables au cours de
I'exécution ce qui permet d’ajouter facilement des degrés de liberté a chaque noeud pour

traiter des problemes différents.
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I11.2.3.2 La classe MATERIAU

La classe MATERIAU gere les données relatives aux lois de comportement. Un objet
de cette classe contient le nom de la loi de comportement et les valeurs de ses coefficients
matériels. Les méthodes principales de la classe MATERIAU permettent de calculer les
secondes contraintes de Piola-Kirchhoff et leurs dérivées par rapport au tenseur des dila-

tations.

I11.2.3.3 La classe ORIENTATION

La classe ORIENTATION est utilisée dans le cas des matériaux isotropes transverses.
Elle encapsule les données permettant de calculer les composantes du vecteur d’orientation

ag sur un élément.

I11.2.3.4 La classe INTEGRATION

La classe INTEGRATION permet de définir et de calculer les tables de points de

Gauss pour l'intégration des différentes quantités sur un pavé de référence.

I11.2.3.5 La classe ELEMENT

Une variable du type ELEMENT donne acces, par le biais de ses composantes, a
toutes les données nécessaires a la construction des vecteurs forces élémentaires et des
matrices raideurs tangentes élémentaires, ainsi qu’aux données nécessaires a I’assemblage.
Le maillage du probleme a traiter est défini par un tableau contenant tous les éléments

du modele.

Définition du type ELEMENT

Le type ELEMENT est défini par les lignes de programme suivantes :

TYPE ELEMENT
PRIVATE
CHARACTER(20) :: TYPEELE="##¥505055
INTEGER :: NNODS=0
INTEGER :: NDDLS=0
TYPE(POINTERNOEUD), POINTER, DIMENSION(:) :: LNODE
REAL(USERREAL), POINTER :: EPAISSEUR=>NULL()
TYPE(MATERIAU), POINTER :: MATE=>NULL()
TYPE(ORIENTATION), POINTER :: ORIE=>NULL()
TYPE(INTEGRATIONRULE), POINTER :: INTRULE(:,:) =>NULL()
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TYPE(POINTERENTIER), POINTER :: NDDLLIBREGLOBAL(:) =>NULL()
INTEGER, POINTER :: NDDLLIBRELOCAL(:) =>NULL()
END TYPE ELEMENT

Les différentes composantes du type ELEMENT sont a présent décrites.

— TYPELE: chaine de caracteéres précisant le type d’élément fini (T3,Q4,Q8). Elle

permet de connaitre le nombre de noeuds de ’élément et les fonctions de forme.
— NNODS: nombre de noeuds de 1’élément.
— NDDLS: nombre de degrés de liberté de 1'élément.
— LNODE: tableau de pointeurs sur les noeuds de 1’élément.

— EPAISSEUR: épaisseur initiale H de I’élément fini. Ici, les éléments sont supposés

d’épaisseur uniforme.
— MATE: pointeur sur le matériau dont 1’élément est constitué.
— ORIE: variable de type ORIENTATION pour la prise en compte de ’anisotropie.

— INTRULE : cette variable pointe sur une table qui fournit la définition des points

d’intégration.

— NDDLLIBREGLOBAL: tableau d’entiers décrivant la numérotation globale des

degrés de liberté de 1’élément (seuls les degrés de liberté non bloqués sont stockés).

— NDDLLIBRELOCAL: tableau d’entiers décrivant la numérotation locale des degrés

de liberté de 1’élément.

Pour construire un élément, on utilise la méthode publique CREATIONELEMENT de
la classe élément. Pour chaque type d’élément, une méthode CREATION est définie.
Les méthodes de création affectent les valeurs des composantes TYPEELE, NNODS et
NDDLS en fonction du type d’élément fini retenu, avant d’allouer les différents tableaux
et de pointer les composantes sur les données utiles. A la fin de ce processus de création,
il reste a déterminer NDDLIBRELOCAL et NDDLLIBREGLOBAL. Tous les éléments
du maillage du probleme sont créés et stockés dans le tableau MAILLAGE. C’est sur ce
dernier tableau qu’est appliquée la méthode NUMEROTATION qui, en utilisant ’algo-
rithme de Gibbs [GIB76], numérote les degrés de liberté de fagon & optimiser la largeur de
bande de la matrice tangente. Seuls les degrés de liberté non bloqués sont pris en compte,
le caractere bloqué ou non d’un degré de liberté étant défini au niveau de chaque noeud.
A la fin de cette méthode, les composantes NDDLIBRELOCAL et NDDLIBREGLOBAL
sont définies pour chaque élément et la largeur de bande LB de la matrice tangente est

calculée.
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Méthodes associées au type ELEMENT

Les méthodes permettant le calcul des vecteurs forces intérieure et extérieure élémentaires,
et des matrices tangentes intérieure et extérieure élémentaires peuvent maintenant étre
décrites. Ces méthodes sont simples d'utilisation puisque les seuls arguments a passer sont
I’élément pour lequel on veut calculer ces quantités et la pression p s’appliquant sur lui.
Le calcul de la force extérieure sur un élément s’écrit par exemple de la fagon suivante:

CALL CALCULFORCEEXTELEM (elem,p,forceextelem)

et ceci quel que soit le type de I’élément elem. Le vecteur forceextelem est défini comme
un pointeur sur un tableau et peut donc étre alloué a 'intérieur de la routine CALCUL-
FORCEEXTELEM. Ainsi, la routine renvoie un tableau dont la taille dépend de I’élément
sans que l'utilisateur de la routine ne connaisse a priori le type de I’élément : la routine
est polymorphe.

Les routines de calcul des matrices tangentes et des vecteurs forces font appel a
différentes méthodes définies dans les autres classes. Les vecteurs des positions initiale
et actuelle, X° et x°, sont assemblés en fonction du nombre de noeuds de I’élément en
passant par les méthodes de la classe NOEUD appliquées successivement sur chacun des
noeuds de I’élément. A chaque point d’intégration défini par la composante INTRULE
de I'élément, les fonctions de forme et leur dérivées sont calculées suivant le type de
I'élément. A I'aide de X¢, x¢ et des dérivées des fonctions de forme, les vecteurs G* et g’
ainsi que les métriques associées sont déterminés. Le calcul des composantes des tenseurs
S et 9S/0C est pris en charge par les méthodes correspondantes de la classe MATE-
RIAU, méthodes elles-mémes polymorphes puisque le calcul s’effectue différemment selon
le type de matériau considéré. Ces méthodes nécessitent en entrée les métriques initiale
et déformée ainsi que l'objet de type MATERIAU sur lequel pointe la composante MATE
de I’élément. Dans le cas des matériaux isotropes transverses les composantes du vecteur
ag, calculées a l'aide des méthodes de la classe ORIENTATION, sont transmises aux
méthodes de la classe MATERIAU. Toutes ces quantités étant calculées, on détermine
les contributions aux différents points d’intégration des quantités F,,, F¢,, et K%. Les
résultats sont sommés en utilisant les pondérations définies dans INTRULE.

En chaque point ou le calcul nécessite des données pouvant varier selon la fagcon dont
sont définies les composantes d'un élément, on fait appel a une méthode de la classe
correspondant a ces objets. Ainsi, quelle que soit la fagon dont sont définis ces objets,
I'implantation des méthodes calculant les quantités élémentaires reste la méme. On peut
par exemple modifier la classe MATERIAU en y ajoutant une nouvelle loi de comporte-
ment, la classe ELEMENT n’est alors pas modifiée. Pour ajouter un nouvel élément fini
de membrane au code de calcul, il suffit d’ajouter les méthodes permettant de calculer
ses fonctions de forme et une nouvelle méthode CREATIONELEMENT pour allouer les
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différentes composantes de 1’élément et définir la variable TYPEELE qui permet d’appeler

les fonctions de forme correspondantes.

I11.2.3.6 Méthodes relatives a I’algorithme principal

Les dernieres méthodes que nous allons évoquer sont celles qui permettent d’assembler
les vecteurs et matrices élémentaires. Leur utilisation est tres simple du point de vue de

I'utilisateur, elle prend par exemple la forme suivante:

CALL KMAILLAGE(p,maillage kt)
Ainsi, la méthode KMAILLAGE calcule la matrice tangente K1 a partir de la pression

et des éléments du maillage. Elle appelle, pour chacun des éléments du maillage, le calcul
des matrices élémentaires et assemble les résultats sous la forme d’une matrice bande en
utilisant les numérotations des degrés de liberté définies pour chacun des éléments (par les
composantes NDDLLIBRELOCAL et NDDLIBREGLOBAL). Des méthodes semblables
sont définies pour la construction des vecteurs forces intérieure et extérieure.

Une fois les vecteurs forces intérieure et extérieure, et la matrice tangente calculés,
il reste a mettre en ceuvre les méthodes de résolution numérique. Comme nous venons
de le voir, les vecteurs et matrices sont déterminés en utilisant la classe ELEMENT et
toutes les classes auxquelles elle fait appel. Ainsi, les méthodes de résolution vont pouvoir
étre développées indépendamment des modules programmés en amont. Ces méthodes de

résolution seront exposées dans le chapitre suivant.

I11.3 Présentation des éléments finis de membrane

classiques et cas-tests

Dans cette partie, nous allons tout d’abord présenter brievement les éléments de mem-
brane tridimensionnels classiques que nous avons utilisés dans un premier temps, a savoir
les éléments triangulaires a trois noeuds (73) et les éléments quadrangulaires a quatre
(Q4) et huit noeuds (Qsg). Le cas de la membrane cylindrique infinie sous pression interne
est étudié et les résultats numériques sont comparés a la solution analytique. Un second
cas-test est ensuite analysé, celui du cylindre fini encastré a ses deux extrémités. Pour
ce probleme, des difficultés numériques apparaissent, difficultés associées a4 une mauvaise
représentation de la géométrie déformée dans les zones de forte courbure. Un maillage
tres raffiné pour un probleme avec une géométrie initiale tres simple est alors nécessaire
pour obtenir des résultats corrects. Cette constatation nous conduira a développer, dans

la partie suivante, un élément fini plus ”souple”.
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I11.3.1 Description des éléments finis de membrane classiques
111.3.1.1 Elément T;

L’élément de membrane le plus simple et le plus souvent utilisé dans les applications de
soufflage est 1’élément isoparamétrique a trois noeuds T3 [CHA89, VERO1b]. La position
d’un point & 'intérieur de 1’élément en fonction des parametres ©! et ©? relatifs & un

élément de référence est donnée a ’aide de trois fonctions de forme linéaires:
Ni(6',0*) =1-06"-6? (I11.39)
Ny(6', 6% =0! (I11.40)
N3(©', 0% = e? (I11.41)

(

olt ©! varie entre 0 et 1, et ©2 varie entre 0 et (1 — ©'). La position d'un point (z,y, 2)

de I’élément correspondant aux coordonnées (O', ©%) est alors donnée par :

4 3\
X1

Y1
21
T N, 0 0 N 0O O Ny O O T
= 0O Ny O O N, O O N3 O < Yo (111.42)

0O 0 N O O Ny, 0O 0 Nj 29

T3
Y3

[ #3 )

ou (&, Yi, 2i)i=1,2,3 sont les coordonnées du noeud 7. Cette équation peut se mettre sous la

forme:
x = Nx° (I11.43)

ou X, est le vecteur des coordonnées nodales. L’élément ainsi défini est représenté sur
la figure II1.1. Les fonctions de forme étant linéaires, les matrices IN,, sont constantes
sur 1’élément. Il en résulte que les vecteurs g; et gy de la base tangente le sont aussi. g;
correspond au coté qui joint les noeuds 1 et 2 de 1’élément, et go correspond a celui qui

joint les noeuds 1 et 3. On obtient donc:
g1 =X2— X (I11.44)
g2 =X3— X (II1.45)
ou x; contient les coordonnées du noeud i de 1’élément. Ainsi, les métriques des configu-
rations initiale et déformée sont constantes sur I’élément. Le calcul des forces intérieure

et extérieure, et de la matrice tangente peut se faire en n’importe quel point de I’'élément,

I'intégration ne nécessite qu'une multiplication par la surface de 1’élément.
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v

FiG. II1.1 — Paramétrage de [’élément fini membrane Tj.

I11.3.1.2 Elément Q4

Dans le but de tester la souplesse de la structure du programme et avant de tenter d’y
implanter des éléments plus complexes, nous avons ajouté dans notre programme 1’élément
isoparamétrique a quatre noeuds. La matrice des fonctions de forme N est construite de

facon similaire a celle de 1’élément T3 a ’aide des quatre fonctions suivantes :

Ny(6!,0?) }1(1 _ oY) (1-eY)

Ny(6',0%) = }1(1 +0h(1 - e?)
| (I11.46)
N3(©',0%) = 71(1 + 0" (1 +6?)

N, (O, 0?) };(1 —oh(1+6?)

ot les parametres ©! et ©2 varient dans l'intervalle [—1,1]. La figure IT1.2 présente cet
élément fini. Contrairement au 73, cet élément est gauche et la métrique varie selon la
position du point considéré sur I’élément de référence. Une intégration numérique devient
donc nécessaire pour le calcul des forces et matrice tangente élémentaires. Classiquement,
on utilise la méthode d’intégration par points de Gauss avec un réseau de deux points par

deux points.

I11.3.1.3 Elément Qs

De méme, 1’élément (Yg a été implémenté dans notre code. Nous rappelons simplement

ici les huit fonctions de forme, qui assemblées comme précédemment, fournissent la matrice
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92

FiG. 111.2 — Paramétrage de [’élément fini membrane Qy.

d’interpolation N :

Ny(61,0?) iu _ oY1 - 0%)(—-0' -0 1)

No(6',6%) = (1 - (0')(1 - 6?)

Ny (61, 0?) %(1 +ON(1 - 6O —e?— 1)
Ni(6',6%) = £(1 - (6%)(1+6")

N (6, 02) 3(1 N1+ 02O+ 02— 1)
Ny(6!,€%) = (1 - (61))(1 +6?)

Ny (0!, 02) = i(l — N1+ 0)(—6! + 02 — 1)

Ny(©',6%) = (1 - (6%)(1 - ©))

(I11.47)
(I11.48)
(I11.49)
(I1L.50)
(ITL.51)
(I11.52)
(I1L.53)

(I11.54)

L’élément est représenté sur la figure I11.3. Comme pour I'élément ()4, une intégration

numérique est nécessaire pour le calcul des vecteurs forces et matrice tangente élémentaires.

Pour les trois éléments présentés précédemment, tous les détails d’implantation et de

validation sont fournis par exemple dans [BAT90].

I11.3.2 Validation et tests de convergence

I11.3.2.1 Cylindre ”infini” : validation de la programmation

Le premier cas-test étudié ici est le cylindre ”infini” sous pression interne. Une solu-

tion analytique existe pour ce probleme. Le cylindre est supposé suffisamment long pour
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62

FiG. 1I1.3 — Paramétrage de [’élément fini membrane Qg.

pouvoir étudier seulement une section de longueur L en appliquant des conditions aux
limites de type bord appuyé sur les extrémités. Les conditions aux limites du probleme
sont représentées sur la figure I11.4. Le reste de la géométrie est défini par 1'épaisseur

initiale et le rayon non déformé supposés uniformes, et notés H et Ry respectivement. Les

>
I
e g
—

A
v

Fia. I11.4 — Conditions aux limites sur le cylindre infini.

résultats sont présentés pour un matériau de type Mooney-Rivlin (I1.104) de parametres

matériels C et Cy. On note « le rapport C;/Cs.

Solution analytique

Sous une pression p le rayon du cylindre augmente et devient R, son épaisseur devient
h, et il n’y pas d’élongation selon I’axe du cylindre. On note A l'extension circonférentielle

définie par R/Ry.
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La position x d'un point sur la membrane déformée écrite sur une base orthonormée
e, ey, ez s'écrit:
X = ze; + Rcos ex + Rsinf es (II1.55)

ou e; a pour direction I’axe du cylindre. z et # constituent un paramétrage des points du

plan moyen du cylindre. On peut alors calculer la base naturelle déformée :

g1 = e (I11.56)
g2 = —Rsinb ey + Rcost e (II1.57)
1
83 = 581 N g2 (IT1.58)
et ses dérivées:
g11=0 (I11.59)
g12=0 (I11.60)
821 = 0 (III61)
g0 = —Rgs (111.62)

La base naturelle initiale G, Go, G3 et ses dérivées s’obtiennent en remplacant dans les
expressions précédentes R par Ry. La masse de la membrane étant faible, on néglige les
effets d’inertie et on considere le probleme quasi-statique. L’équation d’équilibre local des

membranes (I1.171) se résume alors a:
hdive = —pgs (I11.63)

Compte tenu de la géométrie et des conditions aux limites, seule la contrainte 0?? est non

nulle et est indépendante de 6 et z:
o=0"g, g (I11.64)

En utilisant ’équation (I1.66), les considérations précédentes sur les contraintes (I11.64) et
les valeurs des bases naturelles et de leurs dérivées (I11.59-111.62), on obtient 'expression

suivante pour la divergence de o :
dive = —Ro** g3 (I11.65)

Finalement, 1’équilibre de la membrane s’écrit :

n_ D
Rh

Remarque. Comme ||gs|| = R, en exprimant o sur une base orthonormée dont les vecteurs

ont les mémes directions que g, g» et gz, on peut retrouver le résultat classique: 0?2 =

pR/h [ALET71a].

o

(I11.66)



I11.3. Présentation des éléments finis de membrane classiques et cas-tests 71

On rappelle que, conformément a ’équation (I1.63), on a:
o = Jgoh = gof (I11.67)

ol S = SYG!® GJ et J =1 pour un matériau incompressible. Dans cette équation, les
variables « et 3 prennent seulement les valeurs 1 et 2. En revanche, S33 # ¢33, le vecteur
de base g3 n’étant pas convectif comme on I’a vu dans le chapitre général sur la mise en
équations des problémes de membranes. On calcule maintenant S?? en utilisant la loi de

comportement. A partir des expressions suivantes des métriques:

1 0
Gosl = I11.68
Gusl = | o (11L63)
et:
1 0
w3 = I11.69
908l = |, o (11169
et de la condition d’incompressibilité I3 = 1, les invariants s’écrivent sous la forme sui-
vante:
L R2
L=L=1+—=1+X\ (I11.70)
Rg
R?> R? 1
L=L=1+—+"2=1+)+— I11.71
1 2 + 2 + 72 + A"+ 2 ( )
La loi de comportement de Mooney-Rivlin nous donne alors I’expression de S$%2:
ow C 1
S22 =2 =2—(1 11— — I11.72
6Cn "R ““)( X‘) )

ol Cy, = R?. On obtient finalement 'expression de p en fonction de I'élongation \:

2C, H 1
p="p -+ a) <1 - F) (I11.73)

Comparaison analytique/numérique

Pour valider notre code, la solution analytique précédente est comparée avec la so-
lution éléments finis, pour différentes valeurs du parametre a. La géométrie du cylindre
initial est décrite par les valeurs Ry = 1, H = 0,01 et le premier parametre de la loi
de comportement C] est fixé a 1. Le cylindre est modélisé en trois dimensions par des
éléments finis de type membrane. Pour cet exemple, nous avons utilisé les éléments ()4
présentés précédemment. La déformation étant nulle et le rayon de courbure infini selon
la hauteur du cylindre, un seul élément est nécessaire dans la direction de la hauteur.

Dans la direction circonférentielle, il faut suffisamment d’éléments pour décrire la section
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circulaire du cylindre. Un modele contenant 32 éléments le long de la circonférence s’avere
suffisant (en fait on modélise seulement un quart du cylindre en tirant partie des symétries
du probléme et on considére 8 éléments sur le quart de la circonférence). Les détails du
schéma de résolution adopté sont présentés dans le chapitre suivant.

Les courbes présentées sur la figure II1.5 fournissent la pression en fonction du rayon
de la membrane pour trois valeurs du parametre a décrivant le matériau. Les courbes
pleines représentent les solutions analytiques. Les carrés sur ces courbes désignent les

points d’équilibre calculés avec le modele éléments finis. La pression augmente de fagon

a=0.25

0.025
N a=0.1

0.02 a=0.

0.015 il —— Solution analytique

] Solution numérique

Pression

i IR R |
6 8 10
Rayon

N
N

Fia. II1.5 — Pression en fonction du rayon du cylindre pour différentes valeurs de c.

monotone avec le rayon jusqu’a atteindre une asymptote en p = 201 H(1+«)/Ry. L’erreur
relative entre la pression calculée et la pression analytique, pour un rayon donné, ne
dépasse pas 1% pour ce maillage de 8 éléments, soit un angle entre les arétes des éléments
inférieur a 7/32. Les éléments Qg représentent mieux les surfaces gauches et des résultats
équivalents sont obtenus avec seulement 4 éléments sur le quart de cercle. Cependant, le
plan tangent a la surface n’est toujours pas continu et il faut multiplier les éléments des
que le rayon de courbure est faible, pour avoir une bonne représentation de la surface, et
donc des déformations et contraintes. Toutefois cet exemple valide la formulation éléments

finis utilisée puisque celle-ci converge avec succes vers la solution analytique.

I11.3.2.2 Cylindre encastré: mise en évidence des problemes dus aux discon-

tinuités des tangentes

On étudie ici le cas d'un cylindre encastré a chacune de ses extrémités. La géométrie
initiale est la méme que dans le cas du cylindre infini. On étudie ce cas pour des dimensions
initiales Ry = 1, H = 0,01 et L = 10. On ne dispose pas dans ce cas de solution

analytique du probléeme, méme si ce cas a été déja traité dans la littérature et est connu



I11.3. Présentation des éléments finis de membrane classiques et cas-tests 73

pour étre fortement instable et difficile a résoudre [KHA92], surtout si le matériau est néo-
hookéen (a = 0). C’est ce type de matériau que nous considérons ici. Nous comparons
ici nos résultats avec ceux proposés par Verron et Marckmann [VEROla| et reproduits

sur la figure II1.6. Ces résultats ont été obtenus avec une modélisation axisymétrique. Les

0.016 |

~
TTTT T

0.014F

)
TTT

0.012

Pression
o o
(=} o
o =
Coordonée axiale
S (5]
T

w
TTTTTT

o o
o o
<] S
= >

0.002fF

b ob bbbl
O 2 3 7 0 2

Rayon maximum Rayon

FiG. II1.6 — Pression en fonction du rayon et déformées de la membrane dans le cas du

cylindre encastré. Approche axisymétrique [VERO1a/.

méridiens y sont approchés a 1’aide d’une fonction spline. A gauche de la figure II1.6, est
représentée la courbe donnant la pression en fonction du rayon a mi-hauteur du cylindre
déformé. Dans une premiere étape, la pression augmente avec ce rayon jusqu’a atteindre
un point critique ot la pression atteint un maximum. Puis la pression diminue alors que le
rayon continue d’augmenter. Comme nous le verrons par la suite, la branche descendante
est considérée comme instable [KHA92].

Remarque. On peut se poser la question de I'intérét de calculer les positions d’équilibre sur
la branche instable si on ne peut pas les obtenir dans la pratique. Pour une pression interne
donnée, on obtient deux positions d’équilibre : I'une sur la branche montante et ’autre sur
la branche descendante. La position d’équilibre sur la branche descendante correspond a
une énergie de déformation de la membrane plus grande que celle de la branche montante
et on peut donc penser que seule la premiere position d’équilibre a une existence physique.
Pourtant, dans les expériences réelles de gonflage de membranes, on observe effectivement
des chemins d’équilibre stables pour lesquels la pression diminue alors que la déformation
augmente ce qui correspond bien a la branche descendante de la courbe [KYR91]. En fait,
le gonflage se fait plutot par ouverture d’'une vanne reliant la membrane a un réservoir
sous pression. A la fermeture de la vanne, le gaz a l'intérieur de la membrane a une
quantité d’énergie cinétique nRT (n est le nombre de moles de gaz contenues dans la

membrane, R la constante des gaz et T' la température absolue), imposant, dans le cas
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d’'un gaz parfait et une fois la position d’équilibre atteinte, une énergie potentielle pV' o
V est le volume de gaz contenu par la membrane. Ce qui est réellement imposé lorsqu’on
gonfle ainsi une membrane, c’est donc la quantité d’énergie pV' qu’elle renferme et non
la pression. Ainsi, au-dela du point critique, la pression diminue alors que pV continue
d’augmenter. La branche descendante de la courbe pression en fonction du rayon est donc
bien observée physiquement avec des positions d’équilibre qui sont stables. Son calcul est

donc essentiel.

A droite de la figure II1.6, une section du cylindre dans la direction de sa longueur
est représentée pour différentes positions d’équilibre. Seule une moitié de la section est
reproduite ici pour des raisons de symétrie. Au début du gonflage, le cylindre gonfle
uniformément. Au-dela du point limite, une ”bulle” se forme a mi-hauteur alors que
des boucles commencent a se former au niveau des points d’attache. Entre la bulle et les
boucles apparait une zone ou le rayon de courbure s’inverse et la section déformée présente
un point d’inflexion. En poursuivant le gonflage, la bulle grandit en se propageant dans
la direction axiale alors que les boucles sont de plus en plus prononcées. Nous avons tenté
de reproduire ces résultats a ’aide de notre code de calcul élément finis en utilisant des
éléments )4 (donc en trois dimensions). Le rayon de courbure dans la direction axiale au
niveau des boucles devenant tres faible dans une zone réduite, il faut beaucoup d’éléments
finis dans cette zone pour reproduire la courbure, alors qu’il suffit de tres peu d’éléments
finis pour décrire la géométrie de la configuration initiale. Dans ce contexte, des problemes
numériques apparaissent au niveau de la zone ou la courbure est inversée. La figure 111.7
présente un quart de la déformée du cylindre maillé avec des éléments ()4 pour trois
configurations autour de celle ou apparait le point d’inflexion. Dans le voisinage du point
d’inflexion, un pli rentrant vers l'intérieur du cylindre prend naissance. Ce pli se referme
de plus en plus avec ce modele, conduisant a des résultats n’ayant pas de signification
physique. En effet, la géométrie d’'une membrane réelle soumise uniquement a des efforts
de pression répartis sur sa surface ne fait évidemment pas apparaitre de point anguleux.
Pour modéliser correctement une zone ou le rayon de courbure est faible, il faut donc
beaucoup d’éléments classiques. On arrive toutefois a converger vers la courbe de référence
avec une erreur inférieure a 1% sur la pression, en utilisant un maillage beaucoup plus fin.
En ne maillant qu'un huitieme du cylindre, 8 éléments sur la circonférence et 32 sur la
demi-hauteur sont nécessaires, soit 891 degrés de liberté. Toutefois la géométrie au niveau

des boucles est toujours mal représentée, comme on peut le voir sur la figure I11.8.

A priori, pour les problemes de membranes en grandes déformations, on ne connait
pas l'allure de la déformée (donc pas les zones de forte courbure), c’est-a-dire les zones
qui doivent étre finement maillées initialement. Pour éviter de raffiner completement

un maillage donné, ce qui aboutit a des modeles trop riches, on utilise en général des
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Fic. II1.7 — Un quart de la déformée du cylindre pour trois étapes de soufflage au voisinage

du point d’inflexion.

Fia. TI1.8 — Zoom sur une des boucles avec un maillage fin.
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procédures de maillage adaptatif comme décrit dans la partie sur la dynamique rapide du
chapitre III. L’alternative que nous proposons ici est d’'utiliser des éléments finis différents,
rendant réguliere (ou sans point anguleux) la modélisation de la géométrie; c’est-a-dire
des éléments finis pour lesquels la direction normale au plan tangent du modele de mem-
brane est continue. On se propose donc de construire un élément capable de représenter
des géométries plus complexes et plus gauchies que celles que peuvent représenter un ()4
ou un g. Pour cela, nous allons définir dans la suite un nouvel élément fini de membrane
tel que la géométrie maillée assure la continuité des tangentes a la surface et ainsi la

continuité du vecteur normal a la surface.

I1I1.4 Développement d’un nouvel élément fini assu-

rant la continuité des vecteurs tangents

Pour modéliser plus efficacement les surfaces gauches qui décrivent les membranes, on
se propose de construire un élément fini plus riche assurant partout, et donc a l'interface

entre deux éléments, la continuité du vecteur normal.

I11.4.1 Construction de I’élément

L’idée est ici de construire un nouvel élément, tel que la métrique soit continue aux
noeuds dans la suite nous appellerons cet élément Q4T'C' ou T'C' rappelle que les vecteurs
tangentes sont continues sur tout le maillage. On souhaite que la base tangente a un
noeud soit la méme pour tous les éléments entourant le noeud. Pour cela, on ajoute de
nouveaux degrés de liberté a chaque noeud du maillage qui correspondent aux coordonnées
des vecteurs tangents g; et go. On obtiendra ainsi un élément a 9 degrés de liberté par
noeud, soit en considérant des éléments a quatre noeuds 36 degrés de liberté par 1’élément.
L’élément est paramétré par ©! et ©2 variant chacun entre -1 et 1, comme dans le cas
de T’élément ()4 classique. A chaque noeud de I'élément, on définit un vecteur position

initiale généralisée, prenant la forme suivante :
T
X, :{ X; Y, Z; Xtl; Ytl;, Ztl; Xt2; Yt2, Zt2; } (IT1.74)

X;, Y; et Z; correspondent aux coordonnées du noeud ¢ dans une base orthonormée globale,
Xt1;, Ytl; et Zt1; (respectivement Xt2;, Yt2; et Zt2;) correspondent aux coordonnées du
vecteur tangent a la membrane dans la direction définie par le paramétre ©! (respective-
ment ©2) au noeud ¢ de ’élément, c’est-a-dire les coordonnées de 9X /9O (respectivement
0X/002).

Remarque. Les vecteurs 90X /00! et X /00! sont définis ici par rapport au paramétrage
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local de I’élément.
On définit de méme un vecteur position actuelle x; et un vecteur déplacement généralisé
u; tels que:

x; = X; +u; (II1.75)

On construit le vecteur des positions généralisées initiales élémentaires X:
Xe = { X, X, X3 X, } (I11.76)

et on construit de méme les vecteurs des déplacements et des positions actuelles généralisés

élémentaires u® et x°.

I11.4.1.1 Construction des fonctions de forme

Les positions et dérivées des positions aux noeuds par rapport au paramétrage de
I’élément étant imposées, on cherche une fonction de forme décrivant la géométrie de
I'élément (qui permettra U'intégration des matrices et vecteurs élémentaires) telle que:
d’une part, les valeurs de cette fonction calculées aux noeuds correspondent aux posi-
tions des noeuds et d’autre part, les valeurs des dérivées de cette fonction aux noeuds
correspondent aux vecteurs tangents aux noeuds.

Pour ce faire, on commence par construire une base polynomiale (Py, P», P3, Py) du
troisieme degré, définie sur 'intervalle [—1,1]. Les valeurs des polynomes P; et de leurs

dérivées P! aux extrémités de 'intervalle sont imposées et résumées dans le tableau sui-

vant :
i | P(=1) | A1) | PI(=1) | P(1)
1 1 0 0 0
2 0 1 0 0
3 0 0 1 0
3 0 0 0 1

A partir de ces conditions, on obtient la base suivante (polynoémes cubiques de Hermite) :

Pi(s) = i(z — 35+ s%) (I11.77)
Py(s) = i(z +3s — %) (I11.78)
Py(s) = i(l —s5—8"+35%) (I11.79)
Py(s) = i(—1 — 545+ 5% (111.80)

Ces quatre fonctions sont représentées sur la figure I11.9. Ensuite, a partir de Py, P, Ps, Py,
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1 4 1 -
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0,8 0,6 -

[u
o
[
[uN
o
o

Fi1G. I11.9 — Fonctions de base pour la construction de l’élément Q4TC. En haut les po-

lynomes Py et Py, en bas les polynomes Py et Py.

on batit une nouvelle base de douze fonctions des parametres ©' et ©2 par multiplications

croisées des polynomes:

Nip(60',0?) = P (6" P (0%) N3 (0',0?) = P,(6')R(e?)
N1 (0',0%) = P3(0")P (0% N3 (6',0?) = Py(6')YR(6e?)
Nip(01,0%) = P (0)P3(0?%) N3p(0',0%) = P,(0')P,(6?) (LIL.81)
Ny (01, 0%) = P,(0Y)P(0%) Ny(0',0%) = P (0')P,(6?)
Ny (©1,0%) = P(OYP(0%) Ny (0',0%) = P3(0Y)P(0?)
Ny (©1,0%) = Po(01)P3(0%)  Ny(0',0?) = P (0Y)P,(0?)

Pour expliquer la méthode de numérotation de ces fonctions, étudions le cas particulier
du noeud 1 de I'élément. En ce noeud, correspondant a (0!, 0%) = (-1, 1), seul Ny,
est non nul et vaut 1. Les dérivées respectivement par rapport & ©! et ©2 de Nyi; et Ny
valent 1, toutes les autres dérivées sont nulles. La méme remarque est valable pour chaque
noeud de I’élément. Ainsi, les fonctions N;q, N;1, N;o serviront a calculer les contributions
X, du noeud 7 a l'interpolation élémentaire de la position X. On construit pour cela les

matrices N;(0©!,0?) de 3 lignes et 9 colonnes pour les quatre noeuds de I’élément :

Nio 0 0 Nai O 0 Ng 0 0
0 0 Nip O 0 Na O 0 N
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olt tous les termes dépendent implicitement de (61, ©?). Finalement, X en (0!, ©2) s’écrit :

X(0',0%) =) N;©'e)X (I11.83)

1=1,4

Pour se donner maintenant une écriture conforme au reste de I’exposé on construit la

matrice d’interpolation complete (de dimensions 3 x 36) :
N — [ N, N, N; N, } (I11.84)
Ainsi avec la matrice précédente, I'interpolation des positions s’écrit simplement :
X(0',6%) =N(0', 0% X" (I11.85)
L’interpolation étant choisie identique pour la description de la géométrie et des déplacements
(élément isoparamétrique), on a:
u(e', e? =N(e'! e?) U (I11.86)
x(0', 6% =N(0', 6%)x° (I11.87)

Finalement, 'interpolation élémentaire que nous venons de définir vérifie bien les pro-

priétés suivantes :

x(=1,-1) = {z1,p1, 21} x(1,—1) = {z2, 42, 22}

;gl( 1,—1) = {atly, ytly, 2t1,}7 %(1, 1) = {atly, ytly, 2115} 7T
%(—1, —1) = {@t2y, yt2y, 242, }" %(1, —1) = {@t20, Y129, 2125}
x(1,1) = {x3, y3, 23}T x(—1,1) = {a:4,y4,z4}T

%(17 1) = {xtls, ytls, 2t15}" aa@1< 1,1) = {atly, ytly, 2t1,}"
%(17 1) = {225, yt2s, 223} 552( 1,1) = {at24, yt2y, 2t2,}"

C’est-a-dire que les positions et les dérivées calculées en un noeud correspondent aux
positions et dérivées définies par les degrés de liberté de ce noeud. De plus, comme pour

les autres éléments, on a:

G1(0',0%) =N 1 (0',0%) X* (I11.88)

G2(0',0%) = N 2(0',0%) X* (I11.89)
et:

g:(0',0%) = N1 (6',0%)x° (I11.90)

g:(0',0%) = N g:(0',0%) x° (I11.91)
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Le calcul des contributions de chaque point d’intégration au vecteurs forces élémentaires
ou matrices raideurs élémentaires s’effectue de la méme maniere que celle indiquée au
paragraphe II1.1.3. La figure I11.10 présente quelque déformées de notre élément QQ,7TC,
tel que I’élément est un carré dans la configuration initial. Sur chacune des déformées on
fait varier un des degrés de liberté généralisés. Les fleches a chaque noeud représentent

les vecteurs tangents a la surface paramétrée par ©! et ©2 en ce noeud.

FiG. II1.10 — Quelques déformées d’un élément Q4 TC de référence.

I11.4.1.2 Paramétrage global, paramétrage local

Dans la construction de I'interpolation élémentaire, on remarque que les coordonnées
des dérivées de la position au noeud considéré sont définies par rapport au paramétrage
élémentaire (ou local). Comme nous le verrons par la suite, ce type de description peut
suffire pour certains maillages réguliers. Dans le cas de maillages plus généraux, il faut
définir un paramétrage global du domaine. Les vecteurs tangents aux noeuds sont alors
définis comme les dérivés des vecteurs position par rapport aux parametres globaux. Ce
sont les composantes de ces derniers vecteurs qui constitueront alors les variables nodales
supplémentaires et non les dérivées par rapport aux parametres locaux. Pour un élément,

il convient donc de pouvoir calculer, a partir des vecteurs tangents aux noeuds relatifs



III.4. Développement d’un nouvel élément fini assurant la continuité des vecteurs
tangents 81

au paramétrage global, les vecteurs tangents aux noeuds relatifs au paramétrage de cet
élément. La fonction de forme N pourra alors étre utilisée pour la construction des vec-
teurs forces et matrices tangentes élémentaires selon la procédure décrite précédemment,
puisque ces dernieres quantités sont calculées relativement au paramétrage élémentaire.
Il conviendra alors, avant de procéder a ’assemblage, de transformer ces quantités afin
qu’elles soient effectivement relatives au paramétrage global.

Notons &' et €2 les parametres globaux décrivant la surface que l'on va discrétiser

en éléments. La figure II1.11 illustre le changement de paramétrage. La grille de courbes

FiG. II1.11 — Changement de paramétrage.

représente les lignes £' = constante. On définit une maille de quatre noeuds sur la surface
tel que les cotés ne correspondent pas avec les lignes de paramérage. La maille en question
est représentée en traits gras sur la figure. Les noeuds sont numérotés de 1 a 4, et on note
&l et €2 le paramétrage global correspondant au noeud n. Connaissant & chaque noeud,
les vecteurs tangents 90X /9¢, il convient de déterminer les vecteurs tangents 90X /00",
oll les © sont les parametres élémentaires. Ces derniers vecteurs sont représentés par les

fleches sur la figure. En effectuant une différenciation chainée sur le vecteur position, il

vient :
0X 99X 9¢t 9X o¢?
= 2 I11.92
90 06 00 | 9¢ 0 (TI1.92)
soit, sous forme matricielle :
ox y [ e (X
PIE 00l 00! a¢!
= (I11.93)
oX ogt 92 oX

90?2 902 o002 | | o



82 Chapitre III. Méthode des éléments finis et programmation orientée objet

On appelle jacobien du changement de paramétrage la matrice des /007 qui apparait
dans 1’équation précédente. Le calcul de ce jacobien nécessite donc la connaissance des
fonctions £ = £1(O!, ©?), continues et dérivables sur 1’élément, fonctions qui décrivent le
passage du paramétrage local au paramétrage global. On rappelle que seuls les vecteurs
tangents aux noeuds par rapport au paramétrage élémentaire sont nécessaires pour calcu-
ler X¢ tel que défini par les équations (II1.74) et (II1.76). Une fois X calculé, la matrice
des fonctions de forme N de I'élément définie précédemment est utilisable (II1.84). Dans
la pratique, le jacobien du changement de paramétrage doit étre uniquement calculé en

chaque noeud de 1'élément et les fonctions £/(©!, ©2) doivent vérifier :

51(_17_1) :gll 52(_1’_1) :ff
11 _1) — ¢l 201 _ 1) — ¢2

£1<171> :gi’l) 52(171) = g

§1<_171) :éj 52(_1’1) :fi

pour qu’il y ait bien correspondance aux noeuds entre les deux paramétrages. En choisis-

sant de définir les fonctions £ comme linéaires en ©! et ©2, on obtient une approximation

du changement de paramétrage qui s’écrit sous la forme suivante :

()
1

2
1

&
{51}:[N10N20N30N40 2

(II1.95)
£2 0 N 0 N 0O Ny 0O Ny &3
2

3

&
2
\ 54 )

ol Ni,Ns, N3 et N, sont les fonctions de forme en ©! et ©2 de I'élément Q4 classique
définies précédemment (I11.46). En dérivant les équations (II1.95) par rapport aux pa-
rametres élémentaires et en calculant leurs valeurs a chaque noeud, on obtient :

11 -6 §-& 11&-& §-&
2 |g-d a-a 2|g-a g-g
(I11.96)
LG -4 84 LG -4 §-4
I3 = 9 | el 1 ¢2 2 Ty = 9 | et 1 ¢2 2 (I1.97)

- g-g g g-¢

ou Ji, Jo, J3 et J4 sont les jacobiens du changement de paramétrage respectivement aux

noeuds 1, 2, 3 et 4. Pour chaque élément, on calcule les jacobiens du changement de
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paramétrage en chaque noeud. On ne doit effectuer cette opération qu’une seule fois pour
chaque élément d’un maillage donné puisque le changement de paramétrage ne dépend
pas des déformations de la membrane. Le changement de paramétrage élémentaire que

nous venons de décrire peut étre mis sous forme matricielle :
X¢ =LX% (I11.98)

ol X est le vecteur des positions généralisées contenant les coordonnées des noeuds et
les coordonnées des vecteurs tangents relatifs au paramétrage global, et X¢ contient les
coordonnées des noeuds et les coordonnées des vecteurs tangents relatifs au paramétrage
élémentaire (I11.76). La matrice L de dimension 36 x 36 contient les composantes des
matrices Jq, Jo, J3 et J4 de dimension 2 x 2 recomposées pour se conformer a l'ordre des

coordonnées nodales généralisées dans X¢. De méme:

x¢ = Lx* (I11.99)
et:
U° =LU% (IT1.100)
La structure de la matrice L est détaillée dans la suite. Tout d’abord, L est diagonale par
blocs :
X$ Ly 0 0 O X7
X5 0 L, 0 O X557
2 |\ _ 2 i (III.101)
X5 0 0 L3 O D, &l
X4 0 0 0 Ly X5

ou X¢ et X9 sont les vecteurs de neuf composantes contenant les coordonnées du noeud
1 et les coordonnées des vecteurs tangents au noeuds i relatifs respectivement aux pa-
ramétrages local et global. 0 est la matrice nulle de dimension 9 x 9. Les matrices L; sont

les matrices de dimension 9 x 9 suivantes :

100 0 O O O 0 O
010 0 0 0 0 0 0
001 0 0O 0 0 0 0
000 Jiyy 0O 0 Jp 0 0
Li=(000 0 Jy 0 0 Jg O (111.102)
000 0 0 Jyy 0 0 Ji
000 Jiy 0O 0 Jy 0 0
000 0 Joy 0 0 Jg 0
000 0 0 g 0 0 Jipg
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olt les termes J;,5 sont donnés par (IIL.97). Le changement de paramétrage peut s’in-
terpréter finalement comme un changement de base des positions initiales et actuelles
généralisées, et des déplacements généralisés.

Il faut maintenant étre en mesure de calculer les vecteurs forces et la matrice tangente
pour un maillage défini avec ce nouveau type d’élément. Les variables nodales sont définies
par rapport au paramétrage global, et les vecteurs et matrice doivent étre construits
relativement a ces variables. Pour calculer les forces et la matrice élémentaire dans la
base relative au paramétrage élémentaire, on commence par calculer les positions initiales
et déformées généralisées relatives au paramétrage élémentaire, X¢ et x°, en multipliant
les positions généralisées élémentaires relatives au paramétrage global, X et X, par la
matrice L. Par la procédure décrite dans le paragraphe I11.1.3, on obtient alors la matrice
¢lémentaire K7 et les vecteurs forces nodales élémentaires F{ , et F¢ ,. Ces dernieres
quantités sont obtenues relativement au paramétrage local et ’assemblage ne peut pas

F:7 et K7¥ ces mémes quantités exprimées relativement

s’effectuer tel quel. En notant F7, F:Y

int?

au paramétrage global, le changement de base précédent fournit :

F9 =LT'F¢, (I11.103)
F9, =L"F¢, (I11.104)
KY =LKL (I11.105)

Ces dernieres quantités peuvent alors étre assemblées classiquement pour obtenir les vec-
teurs forces et la matrice tangente du modele complet.

Remarque. Dans le cas d’'un maillage régulier et conforme, tel que les cotés de chacun
des éléments correspondent a des lignes £! = constante et €2 = constante, les jacobiens
en chaque noeud sont diagonaux et la matrice L est diagonale. De plus, il est toujours
possible d’adopter un paramétrage tel que L = 1. En effet, sur le coté d'un élément le
paramétrage local varie de —1 a 1. Si sur chacun des cotés des éléments, le paramétrage
global varie dans le méme sens que le paramétrage local en passant d’une valeur £ a £ + 2,

on a 9§/00 = 1. Le calcul de L n’est alors plus nécessaire.

I11.4.2 Utilisation pratique de I’élément
I11.4.2.1 Implantation dans le contexte objet

L’implantation dans notre contexte objet a nécessité la mise en ceuvre des classes
dérivées de la classe noeud et de la classe élément, a savoir les classes NOEUDTANGENT
et ELEMENTCI. L’implantation de ces classes dérivées en Fortran 90 est effectuée comme

cela a été décrit dans la partie traitant de la traduction des concepts objet.
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Dans le type NOEUD, le nombre de degrés de liberté étant paramétrable, I’ajout des
variables nodales supplémentaires (Xtlg, Xt2g,...,utlg,...) dans le type NOEUDTAN-
GENT ne nécessite pas de modifications majeures en dehors de préciser que le nombre de
variables nodales passe maintenant a 9. On doit en revanche ajouter les variables décrivant
le paramétrage.

La classe ELEMENTCI1 nécessite elle aussi peu de modifications: on ajoute simple-
ment une composante permettant de stocker la matrice L et la méthode correspondant a
son calcul. Les méthodes de calcul de la matrice tangente et du vecteur force résiduel ne
nécessitent que 'ajout des multiplications par la matrice L.

L’intégration sur 1’élément des vecteurs forces et matrices raideurs nécessite bien str
plus de points de Gauss que dans le cas du )4 ou méme du ()g. Une intégration de 4 x 4
points de Gauss est suffisant pour obtenir la convergence du calcul des vecteurs et matrice
élémentaire calculées. Ce résultat a été obtenu en comparant les valeurs propres des ma-
trices tangentes pour différents nombres de points de Gauss et différentes configurations

d’un élément.

II1.4.2.2 Paramétrage et calcul des vecteurs tangents initiaux

L’utilisation de notre élément nécessite la connaissance des vecteurs tangents ini-
tiaux par rapport a un paramétrage donné de la membrane. Dans les cas académiques a
géométrie simple, comme le cylindre ou le tore par exemple, on a directement une descrip-
tion analytique de la géométrie en fonction d’un paramétrage connu. Dans le cas de formes
initiales plus complexes, une telle description analytique n’est pas forcément disponible
et le calcul des vecteurs tangents a la surface initiale peut s’avérer difficile. Toutefois, les
logiciels actuels de CAO permettent de décrire n’importe quelle surface, généralement a
I’aide de splines ou de nurbs, et donc d’avoir acces a une description paramétrique par

morceaux permettant ainsi de calculer les vecteurs tangents initiaux.

I11.4.2.3 Conditions aux limites

Dans le cas des éléments classiques, les conditions aux limites en déplacement sont
imposées en bloquant les degrés de liberté aux noeuds. Dans le cas du nouvel élément, il
faut examiner de plus pres les conditions aux limites pour déterminer quelles composantes
des degrés de liberté supplémentaires doivent étre bloquées.

Dans le cas ou un bord de la membrane est encastré, étudions les conditions a imposer
aux degrés de liberté des noeuds présents sur ce bord. Il est évident que les degrés de
liberté correspondant a la translation de ces noeuds doivent étre bloqués. Il en est de

méme pour les trois degrés de liberté correspondant aux coordonnées des tangentes aux
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noeuds initialement dans la direction du bord. Dans le cas contraire, au cours de la
déformation, méme si les noeuds ne se déplacent pas le long de I’encastrement, le bord d’un
élément entre deux de ces noeuds peut se déformer et ne plus ”coller” a I’encastrement.

Ce probleme est illustré par la figure II1.12. Une partie d’élément membrane le long
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FiG. 111.12 — Conditions auz limites mal imposées sur un encastrement.

de 'encastrement y est représentée. Les points représentent les noeuds et les fleches les
directions tangentes aux noeuds. La configuration initiale est présentée a gauche et une
configuration déformée obtenue avec des degrés de liberté correspondant aux tangentes
dans la direction du bord non bloqués est décrite a droite. La direction de la tangente
initialement perpendiculaire au bord doit par contre étre libre. Dans une formulation de
membrane, interdire a cette tangente de changer librement de direction n’aurait pas de
sens: cela induirait une raideur de flexion numérique artificielle.

Dans le cas du bord simplement appuyé, les déplacements des noeuds sur le bord
doivent bien str étre bloqués dans les directions autres que celle du bord. Les tangentes
initialement dans la direction perpendiculaire au bord sont libres. Les tangentes initiale-
ment dans la direction du bord doivent conserver leur direction, mais contrairement au
cas de 'encastrement, leur longueur doit rester libre. Ceci est possible en bloquant les co-
ordonnées de ces vecteurs tangents dans les deux directions orthogonales a celles du bord
et en laissant libre la derniere coordonnée. Si la longueur des vecteurs tangent est fixée,
alors les noeuds s’écartent effectivement lorsque la membrane s’étire le long du bord, mais
la déformation dans la direction du bord au niveau des noeuds sera nulle (la déformation
au noeud correspondant a la variation du vecteur tangent en ce noeud). La figure II1.13
décrit cette situation. Les conventions de la figure précédente I11.12 sont conservées: une
partie d’'un élément le long du bord est représentée, avec a gauche la configuration initiale
et a droite une configuration déformée. Les lignes horizontales en pointillés représentent le
champ des déformations dans une direction parallele a ’appui. La déformation est nulle
au niveau des noeuds mais varie le long de I'élément, permettant ainsi aux noeuds de

s’écarter. Ainsi, un champ de déformation constant le long du bord par exemple ne peut
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Fic. 111.13 — Conditions auz limites mal imposées pour un appui plan.

pas étre obtenu avec ces mauvaises conditions au limites.

Si la membrane présente initialement des plans de symétries, et en supposant que la
symétrie soit conservée au cours du mouvement (ce qui n’est pas forcément le cas en
présence d’instabilités), on se contente de ne modéliser qu'une partie de la membrane et
il convient alors d’appliquer des conditions aux limites adéquates sur les bords de cette
partie. Ces conditions de symétrie s’apparentent a celles du bord appuyé (pour les éléments
classiques elles sont identiques). Sachant que la membrane complete modélisée avec les
éléments Q,TC n’a pas de point anguleux, on doit appliquer des conditions aux limites
de symétrie permettant la reconstruction de la membrane complete sans point anguleux.
Ainsi le vecteur tangent normal au plan de symétrie doit rester normal a ce plan. La
figure II1.14 montre une section de membrane ayant un plan de symétrie, avec a gauche la

configuration initiale et a droite une configuration déformée. La ligne pleine représente la

N
\
\
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\

Fic. 111.14 — Conditions auz limites de symétrie.

section de la membrane modélisée, la ligne pointillée la section symétrique reconstruite.
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Sur la figure de droite, la direction du vecteur tangent initialement orthogonal au plan de
symétrie n’a pas été imposée et la section de la membrane compléte reconstruite présente

un point anguleux sur le plan de symétrie.

I11.4.3 Validation
II1.4.3.1 Cylindre infini

Le nouvel élément est utilisé pour résoudre le probleme du cylindre infini présenté
précédemment. Un seul élément est utilisé dans la hauteur du cylindre. Le cylindre étant
supposé infini, on applique aux extrémités de la section modélisée des conditions aux
limites de symétrie par rapport a un plan perpendiculaire a 'axe du cylindre comme
détaillées plus haut. Seul un quart du cylindre est considéré et de nouvelles conditions
aux limites de symétrie sont appliquées sur les génératrices du cylindre. La figure II1.15

présente un maillage du quart de cylindre initial avec des éléments finis Q47'C. Seulement
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0 0.25 0.5 0.75 1

Fia. I11.15 — Maillage du cylindre a l'aide de deux éléments finis Q4 TC.

deux éléments sont utilisés le long du quart de cercle. La géométrie est alors tres proche
de la géométrie du cylindre idéal comme on peut le voir a droite de la figure représentant
une vue de dessus du maillage avec deux éléments sur laquelle on a superposé un quart
de cercle. Sur cette méme vue, un modele a un seul élément a été ajouté. On constate
un tres léger écart entre le quart de cercle et le modele a un élément, et on ne peut pas
distinguer le quart de cercle du modele a deux éléments.

La figure II1.16 fournit la courbe analytique de la pression en fonction du rayon, sur
laquelle on a superposé les positions d’équilibre calculées avec 1 et 2 éléments. Le modele

a deux éléments donne une erreur relative sur la pression de moins de 0,1 % par rapport a
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la solution analytique. Le modele & un seul élément donne une erreur 1 % sur cette méme

pression
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F1a. 111.16 — Comparaison analytique/numérique avec les éléments Q,TC'.

Afin de tester le cas d’'un maillage non conforme (c’est a dire tel que les cotés des
éléments ne correspondent pas avec les lignes de paramétrage) et donc l'effet du chan-
gement de paramétrage, les mémes calculs ont été effectués a 'aide des deux maillages
présentés sur la figure II1.17. Le maillage de gauche est constitué de deux éléments, le
maillage de droite de cinq éléments. Les directions tangentes au bord d’un élément ne
sont plus paralleles aux directions tangentes définies aux noeuds avec un paramétrage
en 6, z classique décrivant la surface cylindrique (les directions tangentes aux noeuds par
rapport aux parametres sont alors dans le plan (x,y) et verticales). Les grilles sur les
éléments illustrent les lignes de paramétrage élémentaire constant. La géométrie des sur-
faces décrites par les maillages non-conformes est bien de classe QQ47'C' et représente bien
le quart de cylindre, malgré le changement de paramétrage. Les résultats obtenus sont
reportés sur la figure I11.16 par des cercles. L’erreur sur la pression maximale est alors
de 0,3% pour le maillage & deux éléments et de 0,15% pour le maillage & cing éléments.
L’erreur, supérieure a celle correspondant au maillage régulier, provient du léger gauchis-
sement le long de la direction de I'axe du cylindre des surfaces ainsi représentées.

Finalement, pour décrire les déformations du cylindre infini avec moins de 1% d’erreur,
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Fic. [I1.17 — Maillages non conformes: a droite, deur éléments; a gauche cing éléments.

il suffit d’un seul élément fini Q47°C' la ou il fallait huit éléments ()4. Le gain ne parait pas
conséquent, puisqu’en termes de degrés de liberté, on passe de 54 pour le Q4 a 36 pour
I'élément Q,TC (tous les degrés de liberté sont comptabilisés ici qu'il soient bloquées ou
non). Cependant, il faut noter que la géométrie est tres simple puisqu’il n’y a ni courbure
ni déformation dans la direction de I'axe du cylindre.

Le cas du cylindre encastré a ses deux extrémités permettra de mieux distinguer les

avantages du nouvel élément.

I11.4.3.2 Cylindre encastré

Le probleme du cylindre encastré est maintenant modélisé avec les éléments Q4T°C'.
On ne modélise qu'un huitieme du cylindre en tirant comme précédemment partie des
conditions de symétrie. L’étude sur le cylindre infini a bien montré que deux éléments selon
le quart de la circonférence donnait d’excellents résultats pour une courbure constante.
Il reste a déterminer le nombre d’éléments a utiliser sur la demi-hauteur. On retrouve la
courbe de référence avec moins de 1% d’erreur en utilisant seulement huit éléments sur la
demi-hauteur, soit un total de 243 degrés de liberté a comparer aux 891 degrés de liberté
nécessaires dans le cas du Q4. La figure II1.18 présente quelques déformées du cylindre, et
la figure II1.19 zoome sur la zone de forte courbure au voisinage des encastrements. Ce
modele rend bien compte des fortes courbures au niveau des boucles aux encastrements

avec un nombre de degrés de liberté relativement faible pour un probleme tridimensionnel.
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A

Fic. II1.18 — Trois déformées du huitieme de cylindre encastré.

Fic. TI1.19 — Détail d’une boucle a l’encastrement avec un maillage en éléments finis

Q.TC.
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Remarque. Dans les problemes que nous avons traités ici, nous avons pris soin de prendre
en compte les symétries géométriques. Dans les cas ou des instabilités apparaissent on a
souvent rupture des symétries sur la géométrie de la surface déformée et pour pouvoir
en rendre compte il est nécessaire de modéliser la surface initiale compléete, comme nous
pourrons le voir dans le chapitre IV. Les modeles utilisant des éléments classiques sont
alors d’autant plus coliteux en termes de degrés de liberté et l'utilisation des éléments
finis Q,T'C s’avere alors tres intéressante. Les symétries géométriques peuvent aussi étre
rompues si le matériau n’est pas isotrope. La présence de fibres alignées dans une direction
peut briser la symétrie de la géométrie déformée et un modele complet est alors nécessaire.
Dans le chapitre IV, nous présenterons un cas-test de cylindre encastré, traité avec les

éléments finis Q47'C et un modele hyperélastique isotrope transverse.



Chapitre IV

Méthodes de résolution et exemples

numeériques

Dans les chapitres précédents, nous avons tout d’abord établi les équations régissant
le mouvement de membranes hyperélastiques sous chargement de pression dans le cadre
tridimensionnel, puis nous avons développé un outil de calcul incluant un nouvel élément
fini assurant une continuité élevée permettant de réduire le nombre de degrés de li-
berté nécessaire pour traiter efficacement ce genre de problemes. Le présent chapitre
est consacré aux méthodes de résolution adoptées pour résoudre le systeme d’équations
non-linéaires algébriques obtenu par la discrétisation éléments finis. Dans une premiere
partie, on s’intéresse au probleme quasi-statique (sans les termes d’inertie) dans le but
de déterminer la courbe d’équilibre. Ensuite, une méthode plus complete est développée
pour calculer les modes de bifurcation et les branches secondaires d’équilibre, c’est-a-dire
les courbes d’équilibre correspondant aux modes de bifurcation. Finalement, le probleme
dynamique est abordé au travers de la simulation du thermoformage. Pour cela, nous
utilisons un code de calculs dédié a la simulation des procédés de mise en forme des corps
creux plastiques, développé précédemment au Laboratoire. Une loi de comportement iso-
trope transverse est implantée dans cet outil permettant ainsi de simuler le thermoformage

d’objets plastiques renforcés par des fibres alignées.

93
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IV.1 Résolution du probleme quasi-statique. Appli-
cation a I’étude du comportement instable des

membranes souffliées

IV.1.1 Calcul de la courbe d’équilibre. Méthode de longueur

d’arc

Comme nous 'avons mentionné a plusieurs reprises, la réponse quasi-statique d’une
membrane hyperélastique sous un chargement de pression est un probleme fortement non-
linéaire qui admet des points singuliers (points limites et points de bifurcation). Dans cette
partie, on ne s’intéressera qu’aux points limites, points pour lesquels la courbe d’équilibre

chargement-déplacement change de pente.

Pour illustrer la présence de points limites lors du soufflage, on peut considérer le
gonflement d’'une membrane initialement plane et circulaire. Ses bords sont fixés et on
recherche ses différentes positions d’équilibre en fonction de la pression de soufflage qu’on
applique sur une de ses faces. Ce probleme a été traité notamment par Charrier et al.
[CHA8T7] dans le cadre axisymétrique. Pour cela, les auteurs utilisent la méthode des
éléments finis et adoptent un comportement néo-hookéen pour le matériau. Ce probleme
présente une difficulté numérique puisque la courbe de pression en fonction de la déformation
admet un maximum qui sépare une partie stable ol la pression augmente avec la déformation
(représentée par exemple par la position du pole de la membrane déformée) et une partie
instable ou la pression diminue alors que la déformation de la membrane continue d’aug-
menter. Dans ce cas, un algorithme de Newton-Raphson piloté par la pression, c¢’est-a-dire
un calcul a pression imposée, ne permet pas d’obtenir I’ensemble de la courbe d’équilibre
car la matrice représentative des équations d’équilibre discrétisées devient singuliere a I’ap-
proche du point limite correspondant au maximum de pression. Charrier et al. proposent
donc d’imposer le déplacement du pole de la membrane par incrément pour résoudre
les équations d’équilibre, la pression devenant une inconnue du systeme. Une approche
similaire a été utilisée par Khayat et Derdouri pour résoudre d’autres problemes axi-
symétriques, comme le gonflage d’'un tube [KHA94a|. Une autre solution proposée par
Verron et al. [VERO1D], consiste a imposer un débit d’air qui alimente le gonflement et
a déduire, en utilisant une loi thermodynamique (la loi des gaz parfaits dans cet article),
la pression interne en fonction du volume contenu dans la membrane a chaque instant,
pression qu’on applique ensuite au systeme pour résoudre le probleme. Par rapport a
I'imposition de la hauteur de la membrane comme condition aux limites, cette méthode

présente 'avantage de se rapprocher de la physique du probleme et peut étre affinée en
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décrivant plus précisément le comportement du gaz.

Dans ce travail, nous utilisons la méthode des éléments finis pour résoudre le probleme
statique en grandes déformations. Celle-ci est développée dans le cadre lagrangien total
mais prend en compte les effets des forces suiveuses de pression qui ne sont pas lagran-
giennes. Le systeme d’équations annulant le résidu (différence entre les vecteurs forces
intérieure et extérieure) est fortement non-linéaire et conduit a adopter un schéma de
résolution du type Newton-Raphson. Il convient alors de construire la matrice raideur
tangente. Dans le cadre des membranes souffiées, nous avons vu que le vecteur force
extérieure et la matrice tangente extérieure dépendent de la pression a l'intérieur de la
membrane mais aussi du champ de déplacement. Ainsi, un chargement en pression ne
permet pas de résoudre le probleme completement. Il faut utiliser une méthode plus com-
plexe tenant compte de cette relation entre le chargement et le champ de déplacement.

Ici, nous avons adoptée la méthode de longueur d’arc [CRI91].

IV.1.1.1 Description de la méthode

Les méthodes de type longueur d’arc, ou ”"de continuation”, consistent a suivre une
courbe s — I'(s) représentant les états d’équilibre (le chemin d’équilibre) dans 'espace
des inconnues du probleme (ou espace des configurations) [KOU99]. Ici cet espace est

constitué par le vecteur des déplacements nodaux U et par la pression de soufflage p.

Principe

Dans la pratique, partant d’un point d’équilibre connu (U®?, p°?); on cherche un autre
point d’équilibre situé a une distance As de ce premier point d’équilibre. Le nouveau point
est évidemment recherché dans 1’espace des configurations. Le scalaire As est la longueur
d’arc. Autrement dit, on cherche les intersections entre la sphere de centre (U?, p®?) et de
rayon As, et la courbe d’équilibre. La figure IV.1 schématise cette situation: ’espace des
configurations est représenté par deux axes, ’axe horizontal représentant les k premieres
variables décrivant le déplacement U, et I'axe vertical représentant les autres variables
décrivant les déplacements Uy, ., ainsi que la pression p. Sur cette figure, l'espace des
configurations est représenté en projection sur un plan et la sphere de rayon As centrée

sur la position d’équilibre connue devient un cercle.

Mise en équations

Le point (U®, p°?) est un point connu de la courbe d’équilibre, c¢’est-a-dire qu’il vérifie

les équations d’équilibre. On cherche alors les incréments de déplacement et de charge
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Fic. IV.1 — Intersection entre la courbe d’équilibre et la "sphére” de centre (U, p®) et

de rayon As.

AU et Ap, solution du systeme d’équations suivant :

R(U“ + AU, p* + Ap) =0

(IV.1)
A(AU,Ap) =0

Dans ce systeme, la premiere équation correspond a 1’équation d’équilibre de la membrane

obtenue apres discrétisation par éléments finis, ou R est le résidu du probleme :
R(Uap) = ant(U) - Fe:ct(U7p)7 (IVQ)

et la seconde équation est I’équation de longueur d’arc imposant au nouveau point d’équilibre
d’appartenir a la sphere définie plus haut. La fonction scalaire A correspondante est

donnée par :

A(AU,Ap) = || AU | + || AFp1 |* — A5 (1v.3)

ou As est la longueur d’arc imposée, ¥ est un facteur d’échelle et AF.,; est I'incrément du
vecteur force extérieure résultant des incréments de déplacement et de charge considérés
. As est donc le parametre qui controle la résolution et est une donnée du probleme. Le
facteur ¢) permet de tenir compte des différences d’ordres de grandeur entre la norme du
vecteur force généralisée et la norme du vecteur des déplacements nodaux. Lorsque 1) est
fixé a zéro, on parle de méthode de longueur d’arc ”cylindrique”. Dans le cas ot ¢ est non

nul, la méthode est dite "sphérique”. Dans la suite, on considere ¢ = 0, ce qui simplifie les
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développements surtout dans le cas de forces suiveuses ou F.,; dépend des déplacements
nodaux U.

Il est possible de généraliser la définition de la longueur d’arc, comme le propose par
exemple Geers [GEE99], en pénalisant ou au contraire en dilatant I'influence de certains
degrés de liberté ou certains termes du vecteur force extérieure, afin de tenir compte de

I'influence plus grande de certaines variables sur les positions d’équilibre.

Algorithme de Newton-Raphson

Pour résoudre le systeme d’équations (IV.1), I'algorithme itératif de Newton-Raphson
est utilisé. Dans la suite de ce paragraphe, les phases de prédiction et de correction sont

successivement présentées.

Prédiction Dans I’étape de prédiction, des valeurs initiales des incréments AUPTed
et ApPr® permettant de démarrer le processus itératif sont recherchées. Pour cela, on
construit un prédicteur d’Euler tangent en considérant le développement de Taylor tronqué

au premier ordre de la fonction résidu R au voisinage de la solution d’équilibre connue:

OR(U“, p®)

AUpred
ou

OR (U, pea
N (U<, p©1)
op

R(Ueq + AUpred’peq + Appred) ~ R(Ueq7peq) +
ApPret (IV.4)

Comme U* et p® représentent un état d’équilibre, on a R(U, p®) = 0, et le premier
terme du membre de droite de I'expression précédente est nul. De plus, le deuxieme terme

s’écrit :

OR(U*, p)
ou
ou K7 (U, p°?) est la matrice tangente calculée au point d’équilibre précédent. De la

AU = K (U, p) AU (IV.5)

méme facon, le troisieme terme devient :

OR (U, p*9)

B Apret = —ApP el £, (U) (IV.6)

ou f..; est le vecteur des forces extérieures réduit ne dépendant que des déplacements

nodaux et défini par:
1
fext(U) = Z_)Fext<Uap) (IV7)

En supposant que les incréments prédits vérifient 1’équation d’équilibre, c¢’est-a-dire que
le nouveau point calculé est un point d’équilibre, le résidu du membre de gauche de

I'équation (IV.4) est égal a zéro et on a:

AUPed = Aprred AUt (IV.8)
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ol le vecteur des déplacements tangents AU"“" est défini par:
AU = Kp(U“, p*) " f,,, (IV.9)

Pour obtenir la valeur de 'incrément de pression prédit ApPm®? on suppose de plus que
le vecteur des incréments de déplacement vérifie la condition de longueur d’arc (seconde
relation de (IV.1)) dans le cas cylindrique (¢ = 0):

| AUP ||* = As? (IV.10)

En utilisant cette relation et (IV.8), on obtient 'expression de la prédiction sur l'incrément

de pression :
As

| AUt |

ol € = £1. Le signe de I'incrément de pression est pour le moment indéterminé et deux

ApPet = ¢ (IV.11)

valeurs sont ainsi possibles pour la prédiction. En effet, telle que nous ’avons définie
ici, la prédiction (AU’”"ed,Appmd) est, d'un point de vue géométrique, I'une des deux
intersections entre la droite tangente a la courbe d’équilibre en (U, p°?) et la sphere de

rayon As, comme le montre la figure IV.2. Plusieurs méthodes sont alors envisageables

Prédiction

Posti telle que

d’%?qij(i)l?bre AUTAUS0
~~~~~ Direction

Prédictior tangente

pou € mal

choisi

Postion

d'équilibre

précédent

\4

Fic. IV.2 — Principe de la prédiction

pour choisir e [KOU99]. Il est possible par exemple de le déterminer a partir de la signature
de Kt au niveau de la position d’équilibre. Cette méthode occasionne des problemes
quand la courbe d’équilibre passe par des points de bifurcation. Nous avons choisi ici de
déterminer € a partir de I’angle entre la prédiction AUP™? et I'incrément de déplacement
précédent noté AU*. On entend par incrément de déplacement précédent le déplacement

entre la position d’équilibre (U, p¥) et la position d’équilibre précédente sur la courbe
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d’équilibre. On choisira € tel que cet angle soit le plus petit des deux possibles, ce qui
assure que la prédiction se fait bien dans le sens de parcours actuel de la courbe d’équilibre.

On évalue pour cela le produit scalaire entre ces deux vecteurs :

As
AU AU = ¢ — ——__ AU*. AU™ (IV.12)
| AU ||
L’angle le plus petit est obtenu pour:
AU . AUP™ > (IV.13)

ce qui est vérifié si e est du signe du produit scalaire AU - AU,

Correction Une fois la prédiction calculée, il reste a la corriger de facon itérative
pour converger vers la solution. On utilise I’algorithme de Newton-Raphson pour calculer
a chaque itération les corrections 0U et dp a apporter aux incréments AU et Ap, respec-

tivement. Pour cela, on définit les suites d’incréments (AU"™) et (Ap"™),_, par les

n=1,...

relations suivantes :

AU = AU" + §U (IV.14)
Ap™tt = Ap™ 45U (IV.15)
ou les premiers termes de ces deux suites sont les valeurs obtenues par la prédiction,

AUPre et ApPred. Pour alléger I'écriture, on notera dans la suite les différentes fonctions

calculées au point (U + AU™, p® + Ap™) sous la forme:
R" = R(U“ + AU", p* + Ap") (IV.16)

A" = A(U® + AU") (IV.17)
"= f (UM + AU™) (IV.18)
(IV.19)

)

ext
K7 = K (U + AU, p* + Ap") V.19

A nouveau, on considere un développement de Taylor tronqué a I'ordre 1 du systeme (IV.1
au voisinage de (U + AU", p® + p"):
R =R"+K%0U — épf"
r P et (IV.20)
Al = A 4L 2 AU . U

En considérant que les termes -"*! des suites d’incréments vérifient toutes les équations
(équilibre et longueur d’arc), c’est-a-dire R"™! = 0 et A" = 0, le systéme précédent (IV.20)

peut étre écrit sous la forme matricielle suivante :

Kn _fn n
T UL R (IV.21)
2AU"T 0 5p A"
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La résolution de ce systeme fournit alors les corrections a apporter sur les incréments de
déplacement et de pression.

Dans la pratique, on construit et résout le systeme précédent a chaque itération, jusqu’a
obtenir la nouvelle position d’équilibre située a la distance As de la position d’équilibre

calculée a I'incrément précédent. Pour assurer la convergence, on définit le critere d’arrét :
| 0U ||? +6p* < e (IV.22)

C’est-a~dire que la convergence se fait sur la norme du vecteur constitué des corrections
sur les déplacements nodaux généralisés et de la correction du facteur de charge. Ce critere
est discutable pour plusieurs raisons. Tout d’abord, il ne prend pas en considération de
facteur rendant compte explicitement de 1’échelle du probleme. En effet, les corrections
de déplacement peuvent étre comparés a une longueur caractéristique du probleme. Une
erreur de l'ordre de € sur la position d’un point du solide étudié n’est significative que par
rapport aux dimensions de ce solide. De méme, on peut envisager de distinguer les erreurs
sur l'incrément de charge des erreurs sur les déplacements. Ce type de considération n’a
pas été étudié dans le cadre de nos travaux. Toutefois, on peut ”controler” la qualité de
la convergence des résultats par le choix de la valeur de €. Par exemple, dans le cadre des
problémes que nous avons étudiés, une valeur de e de I'ordre de 107° a été utilisée, ce qui
s’est avéré largement suffisant pour traiter des problemes dont la plus petite dimension
caractéristique était, pour la membrane initiale non déformée, de 'ordre de I'unité.

Pour conclure ce paragraphe, examinons le probleme épineux du choix de la valeur de
la longueur d’arc. Une longueur d’arc trop petite permet certes une convergence rapide
dans la phase de correction, mais induit une avancée trés lente sur la courbe d’équilibre. A
I'inverse une longueur d’arc trop grande conduit a une phase de correction tres cotiteuse
en temps de calcul voire a la divergence de la méthode. En fait, la longueur optimale de
I’arc, pour un incrément donné, dépend de la courbure du chemin d’équilibre au voisinage
du point d’équilibre de départ. La figure IV.3 présente un cas ou la longueur d’arc est
trop importante par rapport a la courbure du chemin d’équilibre recherché. La phase
de prédiction fournit des résultats trop éloignés d’une quelconque position d’équilibre. La
phase de correction peut ne pas converger, et si toutefois elle converge, cela nécessitera plus
d’itérations qu’il en aurait fallu sur une partie moins courbée du chemin d’équilibre. Pour
remédier en partie a cette difficulté, les auteurs font classiquement évoluer la longueur

d’arc en fonction du nombre d’itérations qui ont été effectuées pour converger vers le point

d’équilibre précédent en utilisant la relation As,ouvean = As\/ niter g /niterpe.. Dans
cette équation As,ouvean €8t la longueur d’arc a utiliser pour l'incrément suivant, As est
la longueur d’arc de 'incrément précédent, niter,, est le nombre d’itérations ”optimal”

choisit par l'utilisateur et niter,,.. est le nombre d’itérations qui a été nécessaire pour
prec
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Fic. 1V.3 — Longueur d’arc trop grande par rapport a la courbure du chemin d’équilibre.

parvenir a la convergence du pas précédent. Ainsi, si au pas précédent la convergence a
nécessité plus d’itérations que le nombre d’itérations optimal (qui est classiquement fixé

a 3 ou 4, ici nous choisissons niter,,: = 3), la longueur d’arc diminuera au pas suivant.

Résolution du systeme algébrique

Le systeme d’équations augmenté (IV.21) établi précédemment présente un défaut
majeur : il n’est pas diagonal par bande comme ’est la matrice Ky. On dit que ce systeme
est bordé puisque la matrice K1 est bordée par une ligne et une colonne de termes non
nuls, le dernier terme de la diagonale étant lui égal a zéro [RIK79]. La résolution directe
du systeme complet est donc a priori beaucoup plus cotiteuse que la résolution du systeme
obtenu sans la contrainte de longueur d’arc et défini par Kr.

Il existe d’autres méthodes de longueur d’arc qui évitent de construire ce systeme
d’équations bordés. Elles consistent a séparer les incréments inconnus en deux parties. Il
est alors possible de se ramener a la résolution du systeéme classique sans longueur d’arc
et & la recherche des racines d’un polynéme de degré 2 [CRI91]. Cette méthode pose le
probleme du choix des racines du polynéme (une méthode identique a celle du choix de
la prédiction peut étre utilisée) et, dans certains cas, le polynéme n’admet pas de racine
réelle, ce qui oblige a arréter l'algorithme et a recommencer les calculs avec une longueur
d’arc plus petite ou d’utiliser des techniques particulieres. Ici, nous n’avons pas implanté
de telles méthodes et nous préférons résoudre le systeme complet en le décomposant par
blocs.

On cherche a résoudre le systeme d’équations suivant :
Sz=e (IV.23)

ou S est une matrice de dimension (n + 1) X (n + 1) non singuliere dont la structure est
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la suivante:

A b
S = [ g ] (IV.24)
ol A est une matrice de dimension n x n, b et ¢ des vecteurs colonnes de dimension n,
et d est un scalaire. Il faut noter que I'algorithme ne présente d’intérét que si la structure
de la matrice A présente certaines particularités qui rendent sa factorisation plus rapide.
Dans notre cas, A correspond a la matrice raideur tangente du probleme éléments finis
et a donc une structure bande. Explicitons les vecteurs z et e, respectivement inconnu et
second membre du systeme (IV.23), pour les rendre compatibles avec la décomposition

du systeme d’équations qu’on se propose de résoudre :

z:{x} e:{f} (IV.25)
Y g

ou y et g sont des scalaires, et x et f des vecteurs colonnes de dimension n. On définit de
plus les vecteurs colonnes de dimension n, v et w, comme étant les solutions des systemes

d’équations suivants:

Av=D>b Aw =f (IV.26)
On a alors: ,
g—c'w
= — V.27
R (IV.27)
X=W—yv (IV.28)

L’algorithme ainsi défini nécessite une factorisation LU de la matrice A et deux résolutions
de systemes de dimension n apres factorisation. Dans le cas d’une matrice A ayant une
largeur de bande suffisamment faible, cette méthode s’avere plus rapide que la résolution
directe du systeme complet par inversion de la matrice S. Le tableau IV.1 illustre ce

propos. Il fournit les temps de calcul pour la résolution du systeme bordé en fonction de

Systeme Largeur de bande de A
complet | 499 300 200 150 100 50
455 3.35 225 142 06 0.06

Temps CPU (s) 2.03
1

Gain en temps 0.45 0.606 09 143 3.38 33.98

TAB. IV.1 — Temps de calcul de l’algorithme en fonction de la largeur de bande

la largeur de bande de la matrice A et le gain en temps définit comme le rapport entre le
temps pour résoudre le systeme complet et le temps pour résoudre le systeme par blocs.

Dans le cas testé, la matrice A est considérée non-symétrique mais possede les mémes
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largeurs de bandes supérieure et inférieure, ce qui est le cas dans nos calculs éléments
finis. Ces temps CPU (en seconde) ont été obtenus avec un PC Céléron 337 Mhz pour
un systeme de dimension n=500. La colonne ”Systeme complet” donne le temps CPU
nécessaire a la résolution directe du systéme complet (traité alors comme un systéeme de
dimension 501 x 501). Les colonnes ”Largeur de bande de A” présente le temps CPU
nécessaire a la résolution, avec 'algorithme précédent et les routines IMSL correspondant
a la factorisation et la résolution d’une matrice bande, en fonction de la largeur de bande
de la matrice A. On note que pour une largeur de bande inférieure a 150, le gain en temps

de calcul est considérable et ceci sans tenir compte du gain d’espace mémoire.

IV.1.1.2 Exemples numériques

Dans le chapitre précédent, plusieurs exemples numériques ont été présentés, notam-
ment lors du développement du nouvel élément fini. Ces exemples ont été étudiés en
utilisant le schéma de résolution présenté dans le paragraphe précédent et valident donc
notre approche. Ici, nous allons seulement nous intéresser au cas du cylindre encastré

isotrope transverse.

Membrane cylindrique isotrope transverse

Considérons a nouveau le probleme du cylindre encastré a ses deux extrémités. On
suppose a présent que le matériau est hyperélastique, isotrope transverse et incompres-
sible.

Dans un premier temps, nous devons choisir la forme de la fonction énergie de déformation
W. Dans notre étude sur les lois de comportement hyperélastiques, il a été établi que W
doit étre écrite comme une fonction des invariants Iy, I, I, et I5 dans le cas d'un matériau
isotrope transverse. Ici, on considere une fonction énergie de déformation qui dépend des
seuls invariants I; et I, :

W =Cy(I = 3) + C (I, — 1)? (IV.29)
Cette loi de comportement est une généralisation isotrope transverse du modele classique
néo-hookéen isotrope. C; est donc la constante correspondant a I’énergie de déformation
du matériau néo-hookéen et Cy est une constante décrivant la résistance supplémentaire
dans la direction des fibres. Cette forme a été choisie pour sa simplicité, elle assure bien
évidemment que I'énergie de déformation est nulle pour une configuration non déformée
(I = 3 et Iy = 1). Le terme en I est choisi quadratique afin d’assurer un état de
contrainte nulle pour une déformation nulle. En effet, en notant Sy la partie du tenseur

des contraintes associée a la présence des fibres, on a:

ow oI, oW
=2— - =2-—A IV.
S oI, OC oI, (IV30)
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Ainsi, le terme 0W/0I4 doit étre égal a zéro pour une déformation nulle afin d’assurer
I’état de contrainte nulle, ce qui n’est pas le cas si on considere un terme linéaire en 1. Il
convient de noter que Kyriacou et al. ont utilisé un terme linéaire en I, dans leur travaux
sur le soufflage [KYR96], ce qui a nos yeux est une erreur. Pour les calculs, les valeurs
suivantes des constantes matérielles sont adoptées: C; =1 et Cy =0, 1.

Le cylindre initial est supposé de longueur L = 5, de rayon uniforme R = 1 et
d’épaisseur uniforme 0,01. Le facteur de forme représentatif de la géométrie de la mem-
brane est donc ici L/R = 5. On note 6 le parametre qui décrit I'orientation initiale des
fibres dans la membrane. En chaque point du cylindre, 6 représente 1’angle entre la direc-
tion circonférentielle et la direction des fibres. Ainsi, pour # = 0 les fibres se répartissent
selon les sections circulaires du cylindre, et pour § = /2, les fibres sont disposées dans la
direction axiale du cylindre. La présente étude est effectuée pour ¢ variant entre 0 et 7/2
uniquement. En effet, pour un angle d’orientation initiale —6, la déformée a une pression
donnée est I'image, par une réflexion du plan coupant le cylindre a mi-hauteur, de la
déformée obtenue pour la méme pression avec I’angle d’orientation initiale 6. Les calculs
sont effectués en utilisant notre élément (Q4,7'C' avec un maillage comportant 8 éléments
dans la direction circonférentielle et 12 éléments selon la hauteur. Le cylindre est modélisé
completement car on ne peut pas tirer parti a priori des symétries du probleme. En effet,
lors du gonflement, la membrane qui est initialement axisymétrique ne le reste pas, a cause
des fibres qui vont rompre la symétrie. Les cinq valeurs suivantes de € sont étudiées: 0,
7/8, /4, 3n/8 et w/2.

Suivant 'orientation initiale des fibres, les réponses du cylindre sont différentes. Pour
0 = 0 et § = /2, le probleme conserve son caractere axisymétrique et les déformées
du cylindre présentent la méme allure que celles obtenues pour le probleme isotrope.
Pour d’autres valeurs de 6, le cylindre a tendance a se vriller comme on peut le voir

sur la figure IV.4. Cette figure présente les résultats pour § = w/4. Les sections cir-

F1G. IV.4 — Déformées d’une membrane cylindrique contenant des fibres avec § = /4.
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F1c. IV.5 — Courbes d’équilibre pour différentes valeurs de 0 (a gauche). Elongation axiale

en fonction de l’élongation circonférentielle pour différentes valeurs de 6 (a droite).

culaires restent circulaires, mais tournent autour de l'axe du cylindre au cours de la
déformation. Le matériau étant plus rigide dans la direction des fibres, la membrane s’étire
préférentiellement dans la direction perpendiculaire aux fibres. La figure IV.5 présente
quelques résultats significatifs concernant les courbes d’équilibre. Les courbes de gauche
montrent 1’évolution de la pression en fonction du rayon maximum de la membrane (rayon
a mi-hauteur du cylindre déformé) pour les différentes valeurs de 6 étudiées. Plus 6 est
petit, plus les fibres sont initialement orientées suivant une direction proche de la direc-
tion circonférentielle, et plus celles-ci sont sollicitées par I’accroissement du rayon. Ainsi,
le gonflement radial a une pression donnée est d’autant plus faible que 6 est petit. Les
courbes présentées a droite de la figure IV.5 décrivent le déplacement suivant 1’axe du
cylindre (vertical) d'un point de la membrane situé au 3/4 de sa hauteur (un point situé
a mi-hauteur ne se déplace pas dans cette direction pour des raisons de symétrie) en
fonction du rayon maximum de la membrane. Ces courbes représentent grossierement
I’élongation dans la direction axiale du cylindre en fonction de ’élongation suivant sa
circonférence. Plus # diminue, plus le déplacement vertical est important pour un rayon

maximum donné, c¢’est-a-dire plus I'extension est importante dans la direction axiale.

IV.1.2 Etude des instabilités en soufflage libre. Détermination
des courbes d’équilibre secondaires
Comme nous 'avons déja vu précédemment, les courbes d’équilibre des membranes

sous pression interne présentent des points singuliers ou le comportement change brutale-

ment. Dans la partie précédente, nous avons étudié les points limites pour lesquels la pente
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de la courbe de charge change de signe et qui correspondent a des minima ou maxima
locaux de pression. Il existe un second type de points singuliers: les points de bifurcation.
Ce sont des points d’équilibre par lesquels passent plusieurs chemins d’équilibre. On dit
que la courbe d’équilibre admet plusieurs branches aux points de bifurcation. Dans la
suite, on appellera courbe d’équilibre primaire la courbe d’équilibre obtenue en utilisant
simplement la méthode de longueur d’arc décrite précédemment et courbes d’équilibre
secondaires les branches émanant de la courbe primaire aux points de bifurcation. La fi-
gure IV.6 présente les deux types de points singuliers : le premier point singulier rencontré
sur la courbe est un point limite, le second, ou deux branches d’équilibre se croisent, est

un point de bifurcation. La méthode précédente ne permet pas de mettre en lumieére la

Pression Poirt limite

Poirt de bifurcaion

v

Déplacement

Fic. IV.6 — Points singuliers sur une courbe d’équilibre.

présence de points de bifurcation sur la courbe d’équilibre primaire. L’étude plus complete
a mener consiste donc a détecter le passage de points singuliers sur la courbe d’équilibre,
a déterminer précisément leurs positions et leurs natures (points limites ou points de bi-
furcation) et, pour les points de bifurcation, a passer sur une branche secondaire pour
déterminer les nouvelles positions d’équilibre existantes.

Pour une revue des différents travaux concernant 1’étude de stabilité et de bifurcation

des membranes souffiées, le lecteur peut se référer au chapitre de rappels bibliographiques.

IV.1.2.1 Description de la méthode

Dans la description de la méthode de longueur d’arc, nous avons montré que la re-
cherche d’'un nouveau point d’équilibre partant d’un point d’équilibre connu nécessite la
linéarisation des équations. Cette linéarisation permet de calculer une prédiction du nou-
vel état d’équilibre (IV.4-IV.13). Cependant, ce calcul nécessite I'inversion de la matrice

raideur tangente K, et celle-ci est évidemment non-inversible aux points singuliers. Nous
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allons voir dans ce paragraphe comment surmonter cette difficulté pour étudier dans le
détail les points singuliers et plus particulierement les points de bifurcation.

Remarque. La stabilité d’un point d’équilibre peut étre déterminée en utilisant comme
critere le déterminant de K. Si celui-ci est positif, la position d’équilibre est stable, s’il

est négatif, elle est instable.

Détection d’un point singulier

La premiere étape de I'étude des points de bifurcation consiste a détecter les points
singuliers sur la courbe d’équilibre. La méthode de longueur d’arc appliquée a notre code
éléments finis nous permet de suivre une courbe d’équilibre. Si une position d’équilibre
correspond a un point singulier, alors la matrice raideur tangente devient singuliere, c’est-
a-dire quelle possede au moins une valeur propre nulle. Ainsi, si la courbe d’équilibre passe
par un point singulier, le nombre de valeurs propres négatives de la matrice tangente
change entre un point placé en amont et un point placé en aval de ce point singulier.
Nous adopterons donc comme critere de détection des points singuliers le changement
du nombre de valeurs propres négatives de K. Alors, a chaque point d’équilibre calculé
par la méthode de longueur d’arc, le nombre de valeurs propres négatives de la matrice
tangente est déterminé, et tant qu’il ne change la courbe d’équilibre ne franchit pas de
point singulier et le calcul peut se poursuivre normalement. En revanche, si ce nombre
change entre deux points d’équilibre, la courbe d’équilibre a franchi un point singulier. Ce
critere de détection est inspiré de celui proposé par Sokol et Witkowski [SOK97]. Dans la
pratique, I'obtention de toutes les valeurs propres de la matrice raideur est tres cotiteuse
en temps de calcul. Comme a ce stade du probleme seul le nombre de valeurs propres
négatives nous intéresse, 1’étude du signe de ces valeurs propres est avantageusement
remplacée par ’analyse du signe des pivots obtenus par factorisation de la matrice raideur
(algorithme de Gauss). En effet, le nombre de valeurs propres négatives de K est égal
au nombre de ses pivots négatifs.

Remarque. Le critere le plus naturel pour détecter la présence d'un point singulier est
en fait le changement de signe du déterminant de K. Cependant, la matrice raideur
devenant singuliere au voisinage d'un tel point, le calcul numérique de son déterminant
pose de grandes difficultés [SEY94]. C’est pourquoi un critére sur les valeurs propres doit

étre adopté.

Isolation du point singulier détecté

Une fois le point singulier détecté, il convient de s’en rapprocher le plus possible

afin de poursuivre I'analyse, c’est-a-dire qu’il faut étre capable de calculer une position
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d’équilibre la plus proche possible du point singulier. Il existe des méthodes permettant de
calculer directement les points singuliers, méthodes décrites notamment par Wriggers et
Simo [WRI90] et Rheinbolt [RHES81]. Elles consistent & ”grossir” le systeme d’équations
algébriques (IV.1) avec le critere de détection adopté. Elles nécessitent alors le calcul
analytique ou numérique de la dérivée de la matrice raideur par rapport au vecteur
déplacement et au chargement. Dans la présente étude, nous nous contenterons d’une
méthode moins ambitieuse consistant seulement a une isolation du point singulier par
dichotomie sur la longueur d’arc, approche similaire a celles développées par Bergan et
al. [BERTS8], ou encore Wagner et Wriggers [WAGSS|.

A ce stade de I’étude, deux positions d’équilibre, indexées n et n + 1, encadrant un
point singulier ont été calculées. On note As la longueur d’arc les séparant. Entre ces
deux positions d’équilibre, on suppose que le nombre de valeurs propres négatives passe
de nvp a nvp + k. Ces valeurs propres sont alors classées par ordre croissant et ainsi, les
k valeurs propres numérotées de nvp + 1 a nvp + k ont changé de signe. On recherche
alors le point d’équilibre correspondant a I’annulation d’une de ces k valeurs propres, par
exemple la valeur propre numérotée ¢ qu’on note v;. Pour ce faire, on calcule v; au point
d’équilibre indexé n, v;(n), et au point d’équilibre connu suivant n+ 1, v;(n+1). On peut

alors calculer une nouvelle valeur de la longueur d’arc As’:

vi(n)

As = As vi(n) —vi(n+1)

(IV.31)

Une nouvelle position d’équilibre située a la distance As’ de la position d’équilibre n
peut alors étre obtenue en utilisant ’algorithme de longueur d’arc habituel. En fait, v;
est considérée comme une fonction linéaire de la longueur d’arc sur U'intervalle [0, As]. La
nouvelle position d’équilibre étant déterminée, v; peut étre calculée en ce point. Suivant
le signe de v;, on sait a présent si ce nouveau point d’équilibre est situé en amont ou en
aval du point singulier. Ainsi, une des positions d’équilibre n ou n+ 1 peut étre remplacée
par le nouvel équilibre pour continuer le processus itératif. Cette procédure est appliquée
jusqu’a ce que |v;] < € ou € est 'erreur autorisée sur la détermination de la valeur propre
nulle. Cet algorithme, certes tres simple, permet toutefois d’obtenir dans les cas étudiés ici

une bonne approximation de la position d'un point singulier en une dizaine d’itérations.

Détermination du type de point singulier

La position d’équilibre correspondant a un point singulier est maintenant connue. On

note Z; le vecteur propre correspondant a la valeur propre nulle v;. On a alors:

KrZ; =0 (IV.32)
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Rappelons a présent la premiére équation du systeme (IV.1). Celle-ci peut se mettre sous la

forme linéarisée utilisée pour la phase de prédiction de I'algorithme de Newton-Raphson :
K7 (U, p*) AU — Apf.,,(U®Y) =0 (IV.33)

En multipliant cette équation écrite au point singulier par le vecteur propre Z; et en
utilisant (IV.32), il vient:
Apf. (U -Z; =0 (IV.34)

Pour assurer cette égalité, deux cas sont envisageables.

— Soit £.,,(U®) - Z; # 0 et Ap = 0. Le point singulier est alors un point limite,

correspondant a un extremum de la pression de gonflage.

— Soit f..+(U®) - Z; = 0. Le point singulier est alors un point de bifurcation.
Si le point singulier s’avere étre un point limite, la procédure de longueur d’arc est suf-
fisante pour continuer le calcul des points d’équilibre. Si le point singulier est un point
de bifurcation, la poursuite de la procédure de longueur d’arc avec le prédicteur d’Euler
tangent présenté précédemment permettra de calculer les autres points d’équilibre de la
courbe primaire . Pour que cette méme procédure permette d’exhiber une branche secon-
daire, la méthode de prédiction doit étre modifiée pour que le prochain point d’équilibre
calculé appartienne a cette branche secondaire. Il suffit en fait d’obtenir un et un seul
point d’équilibre sur la nouvelle branche, puisque 'utilisation de la méthode de longueur

d’arc classique permettra par la suite de progresser sur cette branche secondaire [SEY94].

Bifurcation sur une courbe d’équilibre secondaire

Pour converger sur une branche secondaire apres détection et isolation d'un point sin-
gulier, la nouvelle prédiction doit s’effectuer sur le mode voulu, c¢’est-a-dire que I'incrément

de déplacement prédit n’est plus donné par I’équation (IV.8) mais par:
AU = o Z; (IV.35)
ol « est choisi tel que la norme de ce vecteur prédit soit égale a la longueur d’arc.

La figure IV.7 résume l'algorithme de bifurcation qui vient d’étre décrit.

IV.1.2.2 Exemples numériques

Dans les paragraphes qui suivent, les méthodes qui viennent d’étre présentées vont étre
appliquées a I’étude des points de bifurcation et des branches secondaires apparaissant
lors du soufflage d’une membrane cylindrique puis d’une membrane torique de section

circulaire.
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Fic. IV.7 — Algorithme général pour l’étude des bifurcations

Bifurcation d’une membrane cylindrique

On reprend ici I'exemple de la membrane cylindrique gonflée sous pression interne, en-
castrée a ses deux extrémités. La loi de comportement de type néo-hookéen est considérée,
le parametre matériel Q,7°C étant fixé a 1 (et bien sir o = 0). La membrane est de forme
circulaire et sa géométrie peut étre décrite par le rapport de sa longueur sur son rayon non
déformés L/R. D'un point de vue pratique, le rayon est uniforme et fixé a 1, la longueur
de la membrane est déterminée par la donnée du parametre adimensionnel précédent. De
plus, I’épaisseur dans la configuration non déformée est supposée uniforme et égale a 0, 01.

Nous utilisons les éléments finis Q47'C' et les méthodes développées plus haut.
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Mode de bifurcation axisymétrique Examinons tout d’abord le probleme en
tenant compte de la symétrie axiale. Pour cela, la membrane dont la courbe d’équilibre
primaire a été établie dans le chapitre précédent, est a nouveau considérée. Le parametre
adimensionnel L/R est donc égal a 10. Dans ce cadre axisymétrique, certains auteurs
ont montré I'existence d’une branche secondaire lors de la chute de pression, c’est-a-dire
lorsque la pression diminue alors que le rayon médian (et donc le volume dans notre cas) de
la membrane continue d’augmenter [SHI96]. Il convient de noter que les calculs effectués
en supposant que la membrane demeure axisymétrique ne peuvent faire apparaitre que des
modes de bifurcation axisymétriques. Pour tester I'efficacité de ’algorithme présenté, nous
avons tenté d’obtenir les modes de bifurcation axisymétriques de notre membrane. Pour
cela, le cylindre est modélisé en trois dimensions en tirant toutefois partie du caractere
axisymétrique du probleme, c’est-a-dire en ne discrétisant qu'un quart du cylindre et en
appliquant les conditions aux limites de symétrie appropriées sur les déplacements et les
directions des bases naturelles tangentes.

Le diagramme d’équilibre relatif a ce probleme est présenté sur la figure IV.8. Sur cette

Point limite

Point de bifurcation
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~N

0.014

0.012| ~
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— — — = branche secondaire
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F1a. IV.8 — Diagramme d’équilibre axisymétrique du cylindre L/R = 10.

figure, la pression est tracée en fonction du rayon calculé a la demi-hauteur du cylindre
(plan z = 0). La courbe d’équilibre primaire est représentée par une ligne continue et
la courbe d’équilibre secondaire par une ligne pointillée. Un seul mode de bifurcation
axisymétrique apparait alors sur la branche descendante de la courbe d’équilibre (branche
instable). La géométrie déformée correspondant a la branche d’équilibre primaire conserve
la symétrie par rapport au plan coupant le cylindre a mi-hauteur (plan z=0) (voir chapitre

précédent). Sur la branche secondaire émanant du point de bifurcation, cette symétrie est
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rompue et le cylindre se met a gonfler préférentiellement au-dessus ou au-dessous du plan
moyen selon la direction choisie sur cette branche secondaire. La figure IV.9 présente trois
déformées successives du cylindre sur la branche secondaire axisymétrique, mettant ainsi

en évidence la perte de symétrie par rapport au plan médian z = 0.

4

.

X Y

F1G. IV.9 — Mode azisymétrique du cylindre L/R = 10.

Modes de bifurcation asymétriques Ainsi, le mode de bifurcation axisymétrique
a été détecté et exploré (il est unique). Il semble toutefois qu’il existe d’autres modes
de bifurcation qui rompent le caractere axisymétrique du probleme. En effet, certains
essais expérimentaux semblent mettre en évidence des modes de bifurcation asymétriques,
comme nous le verrons dans le chapitre suivant concernant 'approche expérimentale. Dans
la suite, nous considérons un cylindre pour lequel le rapport L/R est fixé a 6. En effet,
I'étude de bifurcation du cylindre défini par L/R = 10 s’est avérée difficile & mener a bien
car I’obtention des configurations post-bifurcatoires nécessitent un maillage fin, cotiteux en
temps de calcul. La valeur L/R = 6 a donc été choisie pour réduire le nombre d’éléments
nécessaires a une bonne description de la géométrie, mais aussi car elle correspond a
la géométrie des essais expérimentaux que nous avons développés (voir chapitre V). Ici,
Le cylindre est entierement maillé, ce qui est nécessaire pour faire apparaitre les modes
asymétriques.

Dans ce cas, un point de bifurcation est détecté apres la chute de pression. Il s’agit d’'un
mode de bifurcation double: deux valeurs propres de la matrice raideur tangente s’an-
nulent en ce point, ce qui engendre des difficultés de convergence numérique. Les modes
calculés numériquement pour chacune des valeurs propres associées au point de bifurcation

semblent étre des combinaisons linéaires de deux modes qu’on peut qualifier de ”purs”.
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Ces deux modes purs sont représentés sur la figure IV.10. Cette figure montre la section

Fic. IV.10 — Schématisation des modes asymétriques “purs”.

du cylindre correspondant au plan situé a mi-hauteur, c’est-a-dire pour la cote z = 0.
Les fleches représentent les directions des déplacements associés aux modes. Ces deux
modes sont identiques au quart de tour pres et proviennent des symétries du probleme.
La ”branche secondaire” associée a ces modes n’a plus la dimension d'une courbe dans I’es-
pace des inconnues du probleme, mais plutot celle d’'une surface. La phase de prédiction-
correction permettant de calculer un nouveau point d’équilibre sur la branche secondaire
permet en fait de déterminer un point de cette surface. Apres isolation du point singulier,
les incréments qui suivent convergent tres difficilement : la matrice du systeme devient mal
conditionnée puisque le probleme admet plusieurs solutions possibles. La longueur d’arc
diminue de maniere importante. Cependant, les résultats convergent vers des solutions qui
semblent a chaque fois étre des combinaisons linéaires des deux modes purs précédents
alors que le chargement en pression ne varie quasiment plus. En conséquence, I'explora-
tion des branches secondaires s’avere impossible. Pour résoudre ou plutot contourner cette
difficulté et parvenir a faire évoluer le calcul correctement, le mode initialement double
est préalablement transformé en mode simple. Comme mentionné plus haut, I’apparition
de modes de bifurcation doubles provient des symétries du probleme et pour réduire ces
modes doubles en modes simples, il convient de rompre cette symétrie. La solution que
nous avons adoptée ici consiste a briser cette symétrie en ajoutant une condition aux li-
mites bien choisie au probleme initial. Pour cela, on ”baillonne” la contribution du mode
représenté a droite sur la figure IV.10 en bloquant le déplacement suivant ’axe y du noeud
noté I sur la figure. Le mode double devient alors simple, la singularité de la matrice au

niveau du point de bifurcation est d’ordre 1 et la convergence du calcul devient plus aisée.
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Le probleme du mode double ainsi résolu, nous allons étudier plus en détails les
différentes branches des courbes d’équilibre. La figure IV.11 reproduit les courbes d’équilibre

primaire et secondaires et la figure IV.12 présente 'allure des différents modes obtenus.

0.018 0.018
0.016 0.016fF
0.014F 0.014F
0.012F 0.012F
& 001F § 0.01F
] - [9] B
o ! o 5
L 0.008 D=—_0.008:—
0.006 0.006f
0.004F 0.004F
0.002} 0.002

:\\\\I\\\\I\\\\I\\\ :\\\\I\\\\I\\\\I\\\\I

0 2 3 4 T =05 0 05 1

Rayon Hauteur

Fic. IV.11 — Courbe d’équilibre du cylindre L/R = 6.

La figure IV.11 montre deux graphiques présentant respectivement la pression en fonction
de la position du noeuds I tel que défini sur le schéma IV.10. La courbe de gauche fournit
la pression en fonction du rayon, le rayon étant ici la distance entre ’axe de révolution et
le point I, la courbe de droite donne cette méme pression en fonction de la hauteur du
point I définie ici comme la distance entre ce point et le plan définissant la mi-hauteur du
cylindre (z = 0). Nous allons commenter et décrire ces courbes en partant de la position

initiale ol la pression est nulle, le rayon vaut 1 et la hauteur 0.

— Tout d’abord, la pression augmente avec le rayon sur une premiere partie de la
courbe jusqu’a atteindre une pression limite de 0,017 (point 1 sur les courbes). Sur
cette premiere partie de courbe, la hauteur du point I reste constante : la déforméee
est symétrique par rapport au plan z = 0. Puis la pression diminue alors que le
rayon continue d’augmenter. La déformée indexée A sur la figure IV.12 correspond
a cette situation symétrique. Cette premiere partie de courbe représente la branche
d’équilibre primaire qui va se prolonger dans le plan en conservant la symétrie. Cette

branche est représentée sur la courbe de hauteur par la droite verticale Hauteur = 0.

— On atteint alors le point de bifurcation 2 sur la figure IV.11 : une branche secondaire
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Fi1a. IV.12 — Déformées du cylindre L/R = 6.
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vient intersecter la branche primaire en ce point. Sur cette branche secondaire, la
symétrie autour de l'axe de révolution est rompue comme on le constate sur la
déformée B de la figure IV.12. Selon le sens de parcours de cette branche, le noeud
I se rapproche ou s’éloigne de I'axe de symétrie, sachant que le noeud /7 évolue dans
le sens contraire. Tant que 1’on reste sur cette branche, la symétrie par rapport au
plan z = 0 est conservée et la hauteur des noeuds [ et 11 reste nulle. En continuant a
parcourir cette branche, le noeud qui s’était rapproché de ’axe (I ou I selon le sens
de parcours) finit par s’en éloigner alors que le noeud diamétralement opposé s’en
rapproche jusqu’a ce que la symétrie soit retrouvée. La courbe d’équilibre recoupe
alors la branche triviale au point 4.

— Reprenons a présent le parcours sur la branche triviale la ot nous ’avions laissé
précédemment (au point 2). On rencontre alors le point de bifurcation 3 qui cor-
respond a l'apparition d’une nouvelle branche secondaire. Cette branche secondaire
se distingue d’abord peu de la branche triviale sur la courbe de gauche de la fi-
gure V.11, mais s’en écarte clairement sur la courbe de droite. Selon le sens de
parcours de la branche secondaire, le point I monte ou descend et la symétrie par
rapport au plan z = 0 est maintenant rompue, comme le montre la déformée C' de
la figure IV.12. En revanche, ce mode reste axisymétrique et aurait été détecté dans
une analyse axisymétrique du probleme.

— Finalement, le parcours de la premiere branche secondaire (celle qui émane du point
2) fait apparaitre en 5 et 6 une nouvelle branche secondaire dont la déformée D est
reproduite sur la figure IV.12. Le mode correspondant présente une sorte de couplage
entre les premiere et deuxieme branches secondaires: les symétries par rapport a
I’axe de rotation et par rapport au plan z = 0 sont toutes les deux rompues. De
plus, le parcours de cette branche met en évidence, selon le sens de parcours, les
deux boucles partant de 5 et 6 sur la courbe de droite de la figure IV.11, boucles

qui viennent rencontrer la branche partant du point limite 3.

Bifurcation d’une membrane torique de section circulaire

Le deuxieme exemple étudié ici concerne une membrane torique gonflée sous pression
interne. Le tore initial est de section circulaire et sa géométrie est définie par la donnée de
ses deux rayons R; et Rs. R; est le rayon de la section du tore et Ry représente le rayon du
cercle générateur du tore. La figure IV.13 présente ces notations. Comme précédemment,
la membrane est supposée d’épaisseur uniforme h = 0,01 et le matériau est néo-hookéen
avec (] = 1. Dans toute la suite, les calculs sont effectués avec les valeurs numériques
suivantes R; = 10 et Ry = 40. Le tore est discrétisé par les éléments Q4T'C', le maillage

est constitué de 5 éléments selon le périmetre du cercle de rayon R; et 12 éléments dans la
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FiGc. 1V.13 — Définition du tore de section circulaire. Vue de dessus.

direction du cercle de rayon Ry. Ce maillage est nécessaire pour obtenir une convergence
satisfaisante des résultats.

Le tore est gonflé sous pression interne et on suit, en fonction de la pression, la posi-
tion radiale (selon I'axe x) du point noté I sur la figure IV.13. La figure IV.14 présente

le diagramme d’équilibre du tore. Comme dans le cas du cylindre encastré, on voit ap-
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Fi1Gc. IV.14 — Diagramme d’équilibre du tore.

paraitre la branche primaire (notée mode 0 sur le graphique) pour laquelle la pression

commence par augmenter avec le rayon du tore, puis chute alors que le rayon continue de
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croitre. Sur cette branche, toutes les symétries de la configuration initiale sont conservées
et les déformées correspondantes sont similaires a celle présentée sur la figure IV.15 et

numérotée 0. Apres la chute de pression, quatre modes de bifurcation sont successivement

Fi1G. IV.15 — Déformées du tore sur les branches secondaires

mis en évidence (modes numérotés de 1 a 4 sur les figures IV.14 et IV.15). Chaque mode
correspond a l'apparition de "bulles” asymétriques sur le tore. Le premier mode corres-
pond a l'apparition d’une bulle unique (déformée 1 sur la figure IV.15), le deuxiéme mode
correspond & l'apparition de deux bulles (déformée 2 sur la figure IV.15) et de méme pour
les modes 3 et 4 (déformées 3 et 4 sur la figure IV.15). Tous ces modes sont des modes
doubles. En effet, la bulle du mode 1 peut a priori apparaitre sur n’importe quelle partie
du tore. Comme dans le cas du cylindre, nous avons été amené a ajouter des conditions
aux limites artificielles permettant de transformer ces modes doubles en modes simples.
Il n’existe pas d’autres modes au-dela du mode 4.

En fait, le nombre de modes existants semble étre une fonction du rapport des rayons
Ry/Ry. Plus ce rapport est grand, plus les modes de bifurcation sont nombreux. La fi-

gure IV.16 montre par exemple le mode 6 et le mode 9 obtenu pour un rapport géométrique
Ry/Ry = 8.
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F1G. IV.16 — Deuz modes de bifurcation pour un tore de rapport Ry/Ry = 8.

IV.1.3 Conclusion

Dans cette partie consacrée a la résolution du probleme quasi-statique de soufflage de
membranes, les méthodes de résolution adoptées ont été exposées. Pour 'obtention de
la courbe d’équilibre primaire, l’association du schéma classique de Newton-Raphson et
d’une méthode de longueur d’arc s’est avérée tres efficace. De méme, la méthode d’analyse
des points singuliers de bifurcation et d’exploration des courbes d’équilibre secondaires
fonctionne bien pour le calcul des branches axisymétriques. En revanche, les cas tridimen-
sionnels ont fait apparaitre des points de bifurcation d’ordres de multiplicité supérieurs a
1. C’est le cas de la membrane cylindrique et du tore de section circulaire. Le calcul des
branches secondaires correspondantes s’est avéré difficile. En effet, les méthodes mises en
ceuvre ici sont adaptées aux points singuliers d’ordre de multiplicité 1, mais pas aux points
singuliers multiples. Pour traiter ces problemes, des méthodes plus complexes doivent étre

envisagées.

IV.2 Résolution du probleme dynamique. Applica-
tion a la simulation du thermoformage de po-

lymeres thermoplastiques renforcés

Dans cette partie, les travaux effectués sur les lois de comportement hyperélastiques
isotropes transverses sont appliqués au probleme pratique de la simulation du procédé de
thermoformage. L’étude porte sur la mise en forme de corps creux de géométrie simple,
en matériau thermoplastique contenant initialement des fibres alignées.

Tout d’abord, le code de calculs dédié a la simulation du thermoformage et du moulage
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par soufflage développé précédemment dans notre Laboratoire est brievement décrit. Pour
de plus amples détails sur cet outil, le lecteur peut se reporter & [VER97, VERO1b,
MARO1]. Nous avons ajouté a ce code une loi de comportement hyperélastique isotrope
transverse du type de celles décrites dans le chapitre concernant les lois de comportement.
Des cas de thermoformage de matériaux chargés de fibres sont simulés et les résultats

correspondants sont analysés.

IV.2.1 Description du procédé industriel de thermoformage

Le procédé de thermoformage est communément utilisé dans 'industrie pour la fa-
brication de pieces de faible épaisseur, comme des barquettes alimentaires par exemple.
Une feuille de thermoplastique obtenue par extrusion est fixée sur ses bords avant d’étre
chauffée a sa température de mise en forme puis poussée sur un moule par aspiration
de l'air entre le moule et la feuille. La figure IV.2.1 présente le schéma de principe du
procédé. Pour plus de détails sur ce type de procédés, on peut par exemple se référer a
I'ouvrage de Throne [THRS&7].

Fedlle de therroplastgue
chaufiée

A

Aspiration

—>

Fi1Gc. IV.17 — Description du procédé de thermoformage.

IV.2.2 Caractéristiques du code de calculs utilisé
Généralités

Dans ce code, la piece souffliée est modélisée par une membrane discrétisée par des
éléments finis triangulaires a trois noeuds. Le probleme est considéré isotherme. Les
matériaux sont supposés hyperélastiques et le contact avec le moule est considéré col-
lant. Compte tenu des masses et des accélérations observées dans les procédés réels, les
effets d’inertie sont négligeables et le phénomene est essentiellement quasi-statique. Tou-
tefois, le probleme est ici considéré dynamique pour des raisons de simplicité numérique.
En effet, les équations de la dynamique y sont discrétisées en temps en utilisant un schéma

de résolution de type dynamique explicite. Avec un tel schéma, il n'y a pas de matrice
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tangente a calculer ni a inverser. Pour des problemes admettant un grand nombre de
degrés de liberté comme c’est le cas de la simulation du thermoformage, cette approche
présente un avantage certain en terme de temps de calcul et d’espace mémoire.

D’un point de vue chronologique, ce travail a été le premier effectué durant la these.
Il a permis de se familiariser avec la formulation des équations de membrane et avec

les lois de comportement hyperélastiques. Les résultats exposés dans cette partie ont été
présentés dans [CHE00, CHEO1].

Discrétisation spatiale

En ajoutant les termes provenant des effets d’inertie, le Principes des Travaux Vir-

tuels (II1.2) s’écrit maintenant :

HoupgudSy = — | HOE :SdSy + /péu -ndS Vou (IV.36)
So So S

ou U est le champ d’accélération et pg est la masse volumique initiale. Le terme de gauche
correspond au travail virtuel des quantités d’accélération, les autres termes ont été définis
dans I’étude statique précédente. La feuille est discrétisée par des éléments de membrane
T3 et le Principe des Travaux Virtuels est appliqué sur chaque élément. Les contributions
élémentaires sont ensuite assemblées afin d’obtenir le systeme discret suivant, défini a
chaque instant ¢ :

MU(t) = Fear(t) — Fiu(t) (Iv.37)

ou M est la matrice masse du systeme indépendante du temps, U(t) est le vecteur des
accélérations nodales, F.,;(t) et F;:(t) sont respectivement les forces nodales extérieure
et intérieure. Le systeme d’équations (IV.37) est un systeme d’équations non-linéaires

d’inconnue t.

Discrétisation temporelle

Pour résoudre ce systeme, le temps est discrétisé en intervalles et 1’accélération est
estimée a partir des déplacements calculés aux temps discrets précédents en utilisant
la méthode des différences finies centrées du deuxieme ordre. Ce schéma de résolution
est stable a condition que le pas de temps reste inférieur a une valeur critique. Ce pas
de temps critique peut étre relié au temps que mettrait une onde élastique a traverser
un élément. Dans notre code de calculs, il est calculé automatiquement. La matrice M
est approchée par une matrice diagonale Mp dont chaque terme diagonal est la somme
des termes de la ligne correspondante de la matrice M (méthode dite Special Lumping
Technique [ZIE94]). Le systeme a résoudre devient alors diagonal et chaque terme du

vecteur déplacement nodal U (déplacement du degré de liberté ¢) au temps ¢t + At ne
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dépend plus que de ses valeurs aux temps précédents t et ¢t — At (At étant le pas de

temps) : ,
A A2
Uit + At) = = [F?,
M} [Fea

Pour initialiser le schéma, les déplacements et vitesses de tous les noeuds sont initialement

— [

wnt

| +2U°(t) = U'(t — A) (IV.38)

considérés nuls.

Traitement du contact

Dans ce type de procédé, le contact entre la paraison chaude et le moule froid est clas-
siquement considéré collant [NIE9Q]. En effet, on suppose que le refroidissement brusque
de la membrane engendre une augmentation locale de sa raideur qui empéche toute
déformation ultérieure de la zone en contact.

Ici, le moule est discrétisé par des facettes triangulaires a trois noeuds. A chaque instant
t, on recherche les noeuds ayant pénétré le moule. Pour chaque noeud de la membrane,
I'intersection entre la ligne passant par les positions du noeud a l'instant ¢t — At et t,
et le plan défini par chacun des éléments du moule est calculée. Pour cela, un systeme
de trois équations linéaires est résolu, et ce pour chacune des facettes [MARO1]. Si cette
intersection existe, on vérifie qu’elle se trouve a 'intérieur de 1’élément et que sa position
sur la ligne est située entre les positions a t — At et a t du noeud. Si ces dernieres conditions
sont vérifies, alors le noeud en question a traversé un des éléments du moule durant le
pas de temps. Une liste des noeuds ayant traversé le moule au cours du pas de temps
est ainsi construite. Ces noeuds sont alors reprojetés sur le moule au point d’intersection
précédemment calculé. Ceci revient a supposer que la trajectoire du noeud au cours du
pas de temps est linéaire. Cette hypothese n’est pas tres contraignante lorsque le pas de
temps est suffisamment petit, ce qui est le cas avec le schéma dynamique explicite utilisé.

Les noeuds projetés sur le moule sont alors fixés pour le reste de la simulation.

Algorithme de remaillage adaptatif

Comme nous 'avons vu précédemment lors de la construction du nouvel élément, I'un
des principaux problemes liés a 1'utilisation d’éléments triangulaire T3 est qu’ils restent
plans tout au long de la déformation. En tenant en compte de leur grandes déformations,
il devient impossible de simuler efficacement les évolutions de la géométrie pres des bords
ou des coins des moules sans utiliser beaucoup d’éléments. Le raffinement du maillage est
donc ici une technique intéressante. Un critere et un algorithme de raffinement simples ont
été adoptés. A cause des grands déplacements, des grandes déformations et du contact,
le probleme est fortement non-linéaire du point de vue géométrique. C’est pourquoi un

critere de raffinement fondé sur la différence d’angle entre les éléments voisins a été utilisé.
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Lorsqu’on souhaite raffiner le maillage, par exemple tous les n pas de temps, on effectue

les opération suivantes pour chaque élément e de la membrane :
— on construit une liste des éléments ayant un coté commun avec e
— on calcule les vecteurs normaux a e et a chacun des éléments de la liste;
— on calcule un vecteur normal moyen a partir des normales précédentes ;

— l'angle entre les normales a chacun des éléments et la normale moyenne est déterminé

et comparé avec une valeur limite définie par 1'utilisateur.

Si un de ces angles est supérieur a ’angle limite, I’élément correspondant est divisé. De
plus, une surface limite est définie par I'utilisateur afin d’éviter la création d’éléments trop
petits. L’algorithme de division adopté est celui proposé par Nambiar et al. [NAM93], qui

consiste a ajouter un noeud au milieu du plus grand coté de 1’élément a raffiner.

IV.2.3 Implantation de la loi de comportement

L’implantation d’une loi de comportement hyperélastique isotrope transverse s’est faite
ici de maniere tres simple. La formulation adoptée dans la partie concernant I’écriture de la
fonction énergie de déformation a été utilisée. Il faut noter que pour ’approche dynamique
explicite, seule la relation contrainte S - déformation C est considérée, I'opérateur tangent
n’étant pas utilisé. Chaque élément fini doit maintenant contenir 'information qui précise
la direction des fibres ag. A partir de ces informations et de la donnée de la fonction énergie
de déformation, le calcul s’effectue de maniere similaire au cas isotrope déja étudié par
ailleurs [MARO1].

Dans la pratique, une forme tres simple de W a été adoptée:
W=C(l1—3)+Cy(l—3)+Cf (Iy—1) (IV.39)

Cette équation est la généralisation isotrope transverse du modele classique de Mooney-
Rivlin. Une formulation identique a été utilisée par Kyriacou et al. [KYR96]. Comme nous
I’avons mentionné précédemment, une telle forme de W nous semble erronée, mais nous

avons décidé de I'utiliser malgré tout pour valider nos résultats.

IV.2.4 Exemples numériques
IV.2.4.1 Validation: soufllage libre d’une membrane plane

Pour valider I'implantation du modele de comportement, nos résultats sont comparés
a ceux de Kyriacou et al. [KYR96]. Pour résoudre le probleme de soufflage, les auteurs

utilisent une approche quasi-statique et des éléments finis a quatre noeuds ()4.
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Le soufflage d’'une membrane carrée initialement plane est examinée. La longueur des
cOtés de la membrane est notée L, son épaisseur H et la pression de soufflage p. Le
comportement du matériau est modélisé par une loi de comportement du type Mooney-
Rivlin généralisé (IV.39). Les fibres sont supposées de direction uniforme sur toute la

membrane. On définit de plus la pression adimensionnelle suivante :

. pL
- IV.40
N ( )

La membrane est préalablement étirée dans son plan de sorte que la longueur de ses cotés
devienne [ = 1,1 L. Cette pré-tension est utilisée par Kyriacou et al. pour éliminer la
singularité de la matrice tangente lors du premier pas de chargement. Dans notre cas,
cette pré-tension est inutile du point de vue numérique.

Pour le calcul proprement dit, les valeurs numériques suivantes sont adoptées pour les

différents parametres:
L=1 H=0001 C =1 Cy=0 ;=1 (IV.41)

Dans notre cas, la membrane est maillée avec 400 éléments finis T3 alors que les auteurs
utilisent 100 éléments finis de type (4. De plus, lorsque la direction des fibres est parallele
a une des directions des cotés de la membrane carrée, les propriétés de symétrie sont
utilisées pour n’étudier qu'un quart de la structure.
Tout d’abord, considérons le cas ou les fibres sont paralleles a un coté de la membrane.
La pression de soufflage p* est augmentée de 1 a 9,5. La figure IV.18 montre 1’évolution de
la hauteur du centre de la membrane en fonction de la pression imposée. Pour la pression
051

04

:

0.35 |

03|

Hauteur du péle

0.25
02|

0.15

01/ i b b b b b
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S rset
Fic. IV.18 — Soufflage d’une membrane carrée: évolution de la hauteur du centre de la

membrane en fonction de la pression.

maximale obtenue, la hauteur de la bulle est égale a 0,52. Comme le montre la figure, nos

résultats sont identiques aux résultats numériques déja publiés [KYR9I6]. Dans un second



IV.2. Résolution du probleme dynamique. Application a la simulation du
thermoformage de polymeres thermoplastiques renforcés 125

temps, l'influence de l'orientation des fibres est étudiée. Dans ce cas, on ne considere
qu'une valeur de la pression, p* = 6, et on étudie I'évolution de la hauteur du centre de la
membrane en fonction de I'orientation initiale des fibres. Celle-ci est représentée par 'angle
entre I'un des cotés du carré (ici, la direction globale X) et le vecteur orientation des fibres,

noté précédemment ag. Les résultats sont présentés sur la figure IV.19. La courbe obtenue

—A— Résultats de Kyriacou
—FF— Nos résultats

Hauteur du pole
o
)
(o]
N

Fic. IV.19 — Soufflage d’une membrane carrée: évolution de la hauteur du centre de la

membrane en fonction de l’orientation initiale des fibres.

présente une forme de sinus et est symétrique par rapport a I'angle 45° qui représente la
direction diagonale de la membrane carrée. Cette symétrie des résultats est évidemment
une conséquence de la symétrie de la géométrie initiale. On note que la hauteur maximale
est obtenue lorsque les fibres sont alignées suivant la direction diagonale, c’est le cas ou la
membrane est la moins raide. Les résultats obtenus ici sont identiques a ceux de Kyriacou
et al. avec un écart ne dépassant pas 0,003%.

En fait, toutes ces simulations ont été effectuées sur la partie ascendante de la courbe
de charge ou la pression augmente avec la déformation. Seule cette partie de la courbe
d’équilibre est étudiée par Kyriacou et al. Dans notre étude, un chargement de type
débit imposé est utilisé pour franchir le point limite. La pression du gaz contenu sous
la membrane est calculée a chaque temps discret en utilisant la loi des gaz parfaits et le
calcul du volume sous la membrane [VERO1b]. En utilisant cette méthode, le point limite
est franchi et des états de déformation plus grands peuvent étre calculés comme le montre

la figure IV.20 qui présente 1’évolution de la pression en fonction de la hauteur de la bulle.

Pour conclure cet exemple, examinons la géométrie déformée de la membrane. La

figure IV.21 montre une configuration déformée pour deux orientations initiales différentes
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Hauteur du péle

Pression

Fic. IV.20 — Soufflage d’une membrane carrée: évolution de la hauteur du centre de la

membrane en fonction de la pression sous chargement de débit imposé.

des fibres. Sur la figure, les lignes tracées sur les membranes représentent la direction

A

4

Fic. IV.21 — Configuration déformée d’une membrane carrée soufflée. En haut, les fibres
sont orientées dans la direction d’une diagonale. En bas, les fibres sont orientées pa-

rallelement a un coté de la membrane.

d’orientation des fibres. La symétrie géométrique classique rencontrée dans le cas isotrope
est évidemment perdue et une bulle a tendance a se former dans la direction la moins

raide de la membrane c’est-a-dire dans la direction perpendiculaire aux fibres.
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IV.2.4.2 Application au thermoformage

Deux exemples simples de mise en forme sont traités dans ce paragraphe. Ils concernent
le thermoformage d’'une membrane carrée dans un moule de section carrée et le thermo-
formage d’'une membrane circulaire dans un moule cylindrique. Ici, les résultats obtenus
pour un thermoplastique classique supposé isotrope sont comparés a ceux obtenus pour
le méme matériau renforcé par des fibres alignées. Classiquement, ce type de simulation
vise a prédire la répartition d’épaisseur finale de 'objet fabriqué. Ce sont ces répartitions
d’épaisseur qui seront étudiées en fonction du comportement du matériau.

Les calculs ont été effectués pour un matériau isotrope et pour un matériau isotrope
transverse. L'énergie de déformation W = C;(I; — 3) + Cy(Iy — 1) définit la loi de com-

portement utilisée. Les constantes matérielles correspondantes sont :
Ci=1 Cy=0 (IV.42)

dans le cas isotrope, et :
Cy =1 Cy=3 (IV.43)

dans le cas isotrope transverse. Pour ce type d’application, le module de maillage adaptatif
est utilisé afin de représenter avec précision la géométrie de la membrane au voisinage des
coins du moule. De plus, compte tenu des symétries, seul un quart de la structure est
modélisé.

Les figures IV.22 et 1V.23 présentent quatre étapes du processus de thermoformage
respectivement de la boite carrée et de la boite cylindrique. Sur chacune des figures, le
cas isotrope est représenté a gauche et le cas isotrope transverse a droite. Dans les cas re-
latifs au matériau isotrope transverse, les lignes sur les membranes déformées permettent
de visualiser la direction des fibres. Les niveaux de gris représentent le rapport entre les
épaisseurs initiale et finale (h/H) de la membrane. L’allure de la courbe de répartition
d’épaisseur est la méme dans tous les cas. Dans le cas isotrope, la répartition d’épaisseur
sur la piece finale respecte les symétries du moule, ce qui était attendu. Dans les cas ani-
sotropes, cette symétrie de la répartition d’épaisseur est rompue. La figure IV.24 souligne
cette derniere remarque. Cette figure présente le rapport d’épaisseur sur la géométrie fi-
nale en fonction d’une abscisse curviligne mesurée le long des parois du moule. Les lignes
de mesure d’épaisseur sont représentées par des courbes qui figurent dans le coin supérieur
droit de chacun des graphiques. Le graphique de gauche présente le cas du moule cylin-
drique, celui de droite le cas du moule cubique. Tout d’abord, toutes les courbes ont la
méme allure : I’épaisseur la plus importante est relevée pres de la zone encastrée et I’amin-
cissement le plus important est localisé dans les coins de la piece. Dans les deux cas, la

répartition d’épaisseur correspondant aux lignes (XZ) et (YZ) sont identiques lorsque le
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FiGc. IV.22 — Quatre étapes de la simulation du thermoformage d’une membrane carrée

wiatialement plane dans un moule de section carrée. A gauche : cas isotrope, a droite: cas

anisotrope.
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Fi1Gc. IV.23 — Quatre étapes de la simulation du thermoformage d’une membrane circu-

laire initialement plane dans un moule cylindrique. A gauche : cas isotrope, a droite : cas

anisotrope.
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Fi1G. IV.24 — Répartition finale des épaisseurs : a gauche moule cylindrique, a droite moule

cubique.

matériau est considéré isotrope. Dans le cas isotrope transverse, on vérifie bien que la
symétrie du probléme est perdue, 1’épaisseur étant plus importante selon la ligne (YZ)
que selon la ligne (XZ), et ce pour des fibres orientées initialement dans la direction
X. Finalement, on peut noter que la symétrie est retrouvée au centre de la piece. Bien
évidemment, un tel probleme ne peut pas étre traité par une approche axisymétrique.
Dans la bibliographie, certains auteurs affirment que la loi de comportement uti-
lisée lors de la simulation des procédés influence peu, voire pas, les résultats relatifs a
la répartition d’épaisseur finale. En fait, ceci est vrai dans le cas des matériaux isotropes
sous conditions isothermes. del.orenzi et Nied ont montré que la prise en compte de la
température ne permet plus de s’affranchir d’une représentation fiable du comportement
du matériau [DEL91]. Ici, nous avons montré que 1’anisotropie a elle aussi une importance
notable sur la répartition finale d’épaisseur. Mémes si nos calculs sont insuffisants pour le
démontrer, on peut affirmer que la différence de raideur entre la matrice thermoplastique

et les fibres renforcantes joue un role prépondérant sur la géométrie finale.
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Chapitre V

Etude expérimentale

Comme nous avons pu le voir précédemment, une des applications du calcul de mem-
branes est la simulation du procédé de thermoformage. Un des problemes majeurs qui
reste ouvert est la détermination des parametres des lois de comportement associées aux
thermoplastiques au-dessus de leur température de transition vitreuse pour des modes de
déformation proches de ceux rencontrés dans ce type de procédé. La détermination de ces
parametres est difficile et requiert 1'utilisation de dispositifs expérimentaux adaptés. En
effet, il faut étre capable de solliciter un échantillon de thermoplastique ramolli par chauf-
fage dans un état de déformation biaxiale, a de vitesses de déformation proches du procédé
industriel. La solution généralement adoptée consiste a souffler une membrane de polymere
et a en mesurer les déformations qu’on relie a la pression (voir étude bibliographique du
chapitre I). Le montage le plus souvent utilisé consiste a gonfler une membrane circulaire
initialement plane. Les matériaux étant tres mous (état semi-solide), il est difficile d’adop-
ter un quelconque dispositif mécanique pour mesurer la déformation et c¢’est généralement
par analyse d’images que le champ de déformation est déterminé. Une méthode inverse est
alors utilisée pour déterminer les parametres de la loi de comportement choisie. De telles
expériences ont été menées a bien a I'IMI (Institut des Matériaux Industriels de Bou-
cherville, Québec, Canada) [DER98, DER00], et ont permis de déterminer notamment les
caractéristiques mécaniques de I’ABS.

Au cours de nos travaux, nous avons participer au développement et a l'utilisation
du dispositif expérimental de I'IMI. Nous avons notamment tenté de l'utiliser pour du
PEHD (Polyéthylene Haute Densité) chargé de fibres de verre, matériau qui devait étre
utilisé pour la fabrication de produits par extrusion-soufflage. A partir d’échantillons
injectés, nous avons ainsi souffié ce matériau non-isotrope. Plusieurs problemes techniques
sont alors apparus. Le matériau chargé s’est avéré tres cassant et il a été difficile de le
gonfler suffisamment pour mener a bien ’étude. La réussite d’une telle étude nécessite une

réduction des forces de pression exercées et surtout une mise en pression plus lente que celle
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actuellement imposée par le montage. Afin de régler ces problemes, nous avons poursuivi
nos travaux sur des matériaux isotropes. Dans ce cas-la, on peut mesurer facilement la
pression mais son controle est difficile. L’ouverture brutale de la vanne provoque des coups
de bélier dans le systeme qui perturbent les mesures. Il aurait été souhaitable de pouvoir
mieux controler le débit d’air et ainsi mieux réguler la pression, ce que nous n’avons pas
pu faire. Parallelement a cela, nous avons effectué des mesures thermographiques qui ont
montré que le champ de température dans la membrane est loin d’étre uniforme. Ceci
pose évidemment probleme connaissant la tres grande sensibilité de la réponse de ces

matériaux a la température.

A notre avis, tous ces parametres, difficiles a controler, rendent difficile la démarche de
caractérisation pour des thermoplastiques renforcés a haute température. Pour progresser
dans cette voie, il nous apparait a présent indispensable de simplifier 1’étude afin de
régler les problemes un par un. Dans ce contexte, la premiere difficulté a surmonter est
le controle du chargement extérieur, c’est-a-dire 'imposition et la mesure du débit d’air
et de la pression, ces deux grandeurs étant liées entre elles et avec le volume contenu a
I'intérieur de la membrane. C’est pourquoi nous avons décider, de développer notre propre
dispositif au Laboratoire de Mécanique et Matériaux de I’Ecole Centrale de Nantes afin
de s’affranchir, dans un premier temps, du probleme de la température en effectuant des
essais a ’ambiante. Pour cela, nous étudions des matériaux caoutchoucs et élastomeres
dont le comportement a froid est similaire a celui des thermoplastiques chauffés. Dans
ce contexte, nous avons choisi de développer un banc d’essais permettant le soufflage
de membranes cylindriques. Comme mentionné dans 1’étude bibliographique, ce type de
montage présente 'avantage de permettre le controle de 'extension et de la dilatation
séparément, ce qui autorise la mise en place d’états de déformation biaxiale variés. On
peut en effet assez facilement controler I’étirement de la membrane dans la direction axiale
avant de procéder au soufflage. Le support de la membrane étant completement séparé
de la partie pneumatique du montage, on pourra facilement remplacer le support pour
membranes cylindriques par un support pour membranes planes, et retrouver ainsi le

montage plus classique.

Dans ce court chapitre, nous présentons successivement 1’état d’avancement du dévelop-

pement du montage et les premiers résultats encourageants obtenus.

V.1 Description du montage

La figure V.1 présente le schéma de principe du dispositif expérimental et la figure V.2

montre deux photos de ce montage. Notre dispositif expérimental peut étre divisé en trois
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Capteur de
pression /

A
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Y

Régulateur s Régulateur .
de débit Débitmetre Air

Fi1c. V.1 — Schéma de principe du dispositif expérimental.

Fi1G. V.2 — Photographies du dispositif expérimental.
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parties distinctes:

— L’ensemble constitué de la membrane et de son support forme une enceinte hermétique

dans laquelle est injecté I'air sous pression.

— L’ensemble pneumatique est muni de plusieurs dispositifs de mesure et de controle en
série. Le premier maillon de cette chaine est le régulateur de pression (ControlAir
Type500X). Celui-ci convertit une consigne en tension en une pression pouvant
varier de 0 a 7 bars et permet ainsi de réguler la pression a l’entrée du systeme. La
chaine est poursuivie par un débitmetre a flotteur (GMTX CT Platon) permettant
de mesurer les faibles débits d’air auxquels nous avons affaire. Précédant ’entrée de
'enceinte, se trouve une électrovanne proportionnelle (Burkert Type 6022) assurant
la régulation du débit. Enfin, un capteur de pression couche mince (CFP2) est placé
a 'intérieur de I’enceinte.

Grace aux différents capteurs et controleurs de cette chaine, les parametres pression
et débit pourront étre controlés tres précisément. Des boucles de régulation PID
sont en effet prévues afin d’imposer au cours du gonflage la pression ou le débit en
controlant a la fois la pression d’entrée du systeme et 'ouverture de la vanne d’ali-
mentation. Nous espérons ainsi étre en mesure d’imposer des débits constants pour
I’étude du soufflage libre ou des pressions constantes pour étudier les phénomenes
viscoélastiques de relaxation. Ces boucles de régulation ne sont pas encore au point,
le probleme des temps de réponse des différents capteurs n’ayant pas été résolu a ce

jour.

— Le systeme d’acquisition des données repose sur un PC qui permet, au travers du lo-
giciel d’acquisition dédié (VNR250 développé par SYSMAT Industrie), d’échantillon-
ner I’évolution des données physiques (pression et débit d’air), et d’acquérir et sto-
cker les images du soufflage de la membrane. L’acquisition numérique de ces images
se fait a 'aide d'une caméra CCD rapide (Motion Vision CA-D6) de résolution spa-
tiale 532 x 512 pixels codés sur 8 bits (256 niveaux de gris). Elle est reliée au PC par
une carte d’acquisition. La gestion et le paramétrage de la prise de vue sont assurés
par le logiciel VNR250. Le dispositif d’acquisition dont nous disposons autorise une
fréquence maximale de 250 images par seconde, et compte tenu des performances
du PC, la durée totale d’'une étude ne peut dépasser 7 secondes a cette fréquence,

soit environ 1800 images stockées en mémoire.

L’analyse des images est effectuée en temps différé a I'aide d’un logiciel développé par
Rotinat et al. [ROT01b, ROTO01a]. En supposant que la membrane demeure cylindrique
lors du gonflage, la donnée d’un méridien de celle-ci permet d’en déduire sa géométrie
complete. Les coordonnées des points des méridiens dans le plan perpendiculaire a I'axe de

la caméra sont extraits par une technique de détection de contour. A partir de ces données
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et du calibrage initial, I’évolution de la géométrie de la membrane peut étre reconstruite.
Pour aller plus loin il faudra étre capable de déterminer la trajectoire d’un certain nombre
de points d’un méridien, ce qui permettra d’avoir acces au champ de déplacement et non
plus seulement a la géométrie, comme c’est le cas actuellement. Pour cela, nous envisa-
geons de suivre des marqueurs placés sur la membrane en utilisant d’autres techniques
d’analyse d’images. Toutefois, la connaissance de la géométrie déformée au cours du souf-
flage constitue déja une information intéressante qui permettra dans un avenir proche de

comparer nos calculs a ’expérience.

V.2 Premiers résultats

Les résultats expérimentaux obtenus sont pour l'instant assez limités. En effet, apres
la conception, il a fallu régler en priorité les nombreux problemes liés a 'acquisition des
données et au controle des différents parametres, mettre au point les procédures de cali-
bration de la caméra et étudier la synchronisation entre les données des différents capteurs
et les images enregistrées. Le banc d’essai est a présent utilisable et nous présentons ici
les premiers résultats.

Une premiere série d’essais a été effectuée avec des éprouvettes de Néoprene fournies
par la Société Piercan. Ces éprouvettes sont des membranes cylindriques de longueur
150 mm, de diametre 50 mm et d’épaisseur 0,6 mm. La figure V.3 montrent quelques

images du soufflage d'une telle membrane. Le profil de la membrane est analysé image

Fi1G. V.3 — Images de la déformation du cylindre.
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par image afin d’en extraire son contour. Ces résultats exploitables sont présentés sur la
partie gauche de la figure V.4. Sur cette figure, les profils de la membrane correspondent
a sept étapes du chargement, donc sept valeurs de la pression. La partie droite de la
figure décrit la courbe de pression obtenue en fonction du temps. Les points dessinés sur

celle-ci correspondent aux six premieres déformées représentées a gauche. Au stade actuel
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Fic. V.4 — Résultats expérimentaux: a gauche profils déformés obtenus par analyse

d’images, a droite pression en fonction du temps (Pa).

de développement du banc d’essais, nous sommes donc en mesure de relier une pression
donnée avec la position des flancs de la membrane dans le plan perpendiculaire au plan
focal. En supposant que la membrane reste axisymétrique, la géométrie déformée complete
de la membrane peut ainsi étre associée a la pression interne. A partir de ces données,
on peut envisager la mise en place des études de caractérisation du comportement du
matériau par une démarche inverse. En minimisant 1’écart entre la géométrie mesurée et
la géométrie calculée pour différentes pressions de chargement, on pourra déterminer les

parametres de la loi de comportement du matériau.

Cependant, il reste a notre avis des difficultés a surmonter avant cela. En effet, nous
avons constaté sur tous les essais menés a bien que, passé un certain niveau de déformation,
la membrane perd son caractere axisymétrique, comme le montre la figure V.5. Cette perte
de symétrie rend impossible la reconstruction de la géométrie complete a partir des seules
images du méridien enregistrées par la caméra. Ce résultat est malgré tout intéressant
puisqu’il confirme les résultats obtenus lors de 1’étude numérique des bifurcations sur
le probleme du cylindre. En effet, une branche de bifurcation asymétrique est mise en

évidence expérimentalement et celle-ci présente une allure similaire a celle calculée.
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Fic. V.5 — Une configuration asymétrique pour le cylindre souffié.

Pour conclure ce chapitre, soulignons a nouveau que cette phase expérimentale de nos
travaux en est encore a ses débuts et que de nombreuses études restent a mener pour

rendre le banc d’essais completement opérationnel.
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Conclusion

Le présent travail s’inscrit dans le cadre général de I’étude du soufflage tridimensionnel
de membranes hyperélastiques. Notre effort s’est plus particulierement porté sur la prise en
compte d'un comportement matériel anisotrope et sur ’étude des phénomenes instables.
Pour cela, un code de calculs éléments finis programmé en Fortran 90 orienté objet a
été développé. Celui-ci autorise une implantation aisée de nouveaux éléments finis et de
nouvelles lois de comportement, et inclut les méthodes de résolution adaptées a I'analyse
post-bifurcation.

Apres un bilan des différents travaux publiés sur le sujet (chapitre I), la formulation
générale de lois de comportement hyperélastiques a été développée. Cette formulation
nous a permis de montrer que la fonction énergie de déformation pouvait étre écrite
comme une fonction des invariants du tenseur des dilatations dans le cas isotrope (ce
qui est bien connu), et comme une fonction des invariants de ce méme tenseur et du
tenseur d’anisotropie dans le cas anisotrope (chapite II). De plus, 'utilisation de la des-
cription cinématique par les variables convectives nous a conduit a la mise en équations
du probleme de soufflage de membranes non-linéaires dans le cadre non-axisymétrique.

Une fois ces équations établies, notre intérét s’est porté sur le développement d’un outil
de simulation dédié a ces problemes (chapitre IIT). Pour cela, la méthode des éléments
finis a été adoptée. Notre code de calculs s’appuie sur une architecture orientée objet et
exploite les fonctionnalités du langage Fortran 90. Les résultats obtenus avec les éléments
finis classiques (13, Q4, @s), nous ont conduit a développer un nouvel élément fini. Celui-ci
assure la continuité des tangentes au niveau de chaque noeud. Son utilisation a permis
de réduire considérablement le nombre de degrés de liberté nécessaires a la résolution des
problemes de soufflage de membranes en grandes transformations.

A Taide de cet outil numeérique, le soufflage quasi-statique tridimensionnel des mem-
branes a été étudié (chapitre IV). Pour cela, des méthodes de résolution adaptées au fran-
chissement des points limites ont été développées, celles-ci permettant le calcul complet
de la courbe primaire d’équilibre aussi bien pour les membranes isotropes qu’anisotropes.
Par la suite, notre attention s’est portée sur le comportement post-bifurcation de ces

structures. En effet, au cours de nos simulations, nous avons détecté la présence de points
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de bifurcation sur les courbes d’équilibre. Pour 1’étude de ces points, des méthodes de
détection, d’isolation et de calcul des branches secondaires ont été mises en place. Des
exemples numériques ont permis de mettre en évidence la présence de modes de bifurca-
tions axisymétriques (déja connus), mais aussi de modes non-axisymétriques. Finalement,
nos travaux concernant l’anisotropie ont été utilisés dans le cadre de la simulation du
thermoformage. Une loi de comportement isotrope transverse a été implantée dans un
code de calculs développé précédemment au Laboratoire. L’étude de quelques cas simples
a permis de mettre en évidence 'influence importante de la présence de fibres renforcantes

dans le matériau sur la répartition finale d’épaisseur.

Finalement, les travaux expérimentaux en cours sont présentés (chapitre V). Ceux-ci
consistent a souffler une membrane cylindrique afin de reproduire des états de déformation
biaxiale et de permettre ainsi la caractérisation des matériaux du type caoutchouc. Les
premiers résultats obtenus ont été présentés. Ils sont encourageants mais le montage
nécessite encore certains développements et mises au point afin d’étre utilisé de maniere

systématique pour les travaux de caractérisation du comportement des matériaux.

De ces travaux relatifs a la simulation du soufflage de membranes tridimensionnelles,

on peut dégager un certain nombre de résultats originaux.

— Tout d’abord, 'utilisation du langage Fortran 90 dans un contexte de programma-
tion orientée objet nous parait prometteur. En effet, la simplicité de traduction des
concepts objet, les performances reconnues de ce langage dans le domaine numérique
mais aussi la facilité de programmation en font a nos yeux un outil moderne de

développement qui peut a I'avenir rivaliser avec le C++.

— Le nouvel élément fini Q47'C' que nous avons développé est bien adapté aux géométries
déformées dans le contexte des grandes transformations des membranes et permet
de réduire considérablement le nombre de degrés de liberté nécessaire a la résolution

des problemes de soufflage.

— La prise en compte de lois de comportement hyperélastiques anisotropes aussi bien
pour le soufflage libre que pour la simulation du thermoformage a conduit a des

résultats intéressants.

— L’utilisation conjointe de notre nouvel élément fini et de méthodes de résolution
dédiées au traitement des points singuliers a permis de mettre en évidence, dans
le cas du cylindre isotrope, des modes de bifurcation axisymétriques mais aussi des
modes asymétriques. Ces résultats n’ont pas pu étre comparés a la bibliographie,

mais doivent cependant étre pris en considération pour les développements futurs.
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Dans 'avenir, plusieurs axes de développement peuvent étre envisagés. Tout d’abord,
notre élément fini doit faire 1'objet de validations plus abouties, notamment avec la
détermination du nombre de points d’intégration optimal, mais aussi avec des cas-tests
plus critiques. De plus, certains développements pourraient étre mis en oceuvre sur la
base de cet élément: développement d'un élément triangulaire similaire, mise en place
d’une méthode de remaillage adaptée... Concernant ’étude des phénomenes instables,
notre étude a mis en évidence la présence de points de bifurcation d’ordre de multiplicité
supérieur a 1 dans le cadre tridimensionnel. Pour les étudier, nous les avons simple-
ment transformés en points simples. Il nous semble qu’une étude plus rigoureuse de ces
problemes nécessite la prise en compte de méthodes mathématiques mieux adaptées, ce
que nous n’avons pas rencontré dans la bibliographie concernant les membranes.

A plus court terme, il convient de mettre au point le montage expérimental que nous
avons proposé et brievement présenté. Pour cela, de nombreux points sont a améliorer :
controle du débit et de la pression a U'intérieur de la membrane (réglage de la boucle de
régulation), et amélioration et automatisation de la méthode d’analyse d’images. Ceux-
ci permettront, dans un avenir proche, d’utiliser ce dispositif afin de caractériser les

matériaux de type caoutchouc sous chargement biaxial.
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ANNEXE

Note sur I'utilisation de tableaux dynamiques dans les

types dérivés en Fortran 90

L’une des forces du Fortran 90 est sa notion de tableau. Toutes les fonctions internes
au Fortran 90 s’appliquant a un certain type de donnée peuvent s’appliquer a un tableau
de ce méme type de donnée, la fonction agit alors sur chacune des cases du tableau. Cette
fonctionnalité tres intéressante ;notamment dans le cadre de la programmation parallele,
est applicable aux types définis par 'utilisateur, et donc aux objets et a leur méthodes
grace au mot clef PURE qui apparait en FORTRAN 95.

Une variable est définie comme un tableau grace au qualificatif DIMENSION() qui
définit les dimensions et bornes du tableau. Les dimensions d’un tableau classique doivent
étre définies explicitement, comme en FORTRAN 77. Les dimensions d’'un tableau peuvent
toutefois étre "supposées” a l'intérieur d’une routine si ce tableau est un parametre de la
routine. On peut aussi définir des tableaux avec le qualificatif ALLOCATABLE. Le ta-
bleau peut alors étre alloué en cours d’exécution du programme. Ceci est particulierement
intéressant dans le cadre de la méthode des élément finis, puisque la taille des vecteurs
et matrices a construire n’est connue qu’au moment ou le nombre de degrés de liberté
du probleme est déterminé. Le qualificatif ALLOCATABLE permet donc d’allouer dy-
namiquement des tableaux et donc d’optimiser la place occupée en mémoire par un tel

programme.

On peut bien str définir des types dérivés contenant des tableaux classiques. Il n’est
malheureusement pas possible d’utiliser le qualificatif ALLOCATABLE a l'intérieur des
types dérivés. On peut toutefois créer des objets dont les composantes sont des tableaux
dynamiquement allouables, et ceci a été beaucoup utilisé dans les classes que nous avons
créées dans notre programme éléments finis objet. Pour cela, il faut utiliser des variables
ayant le qualificatif POINTER (pointeur).
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Notion de pointeur en FORTRAN 90

Une variable Fortran 90 peut avoir le qualificatif POINTER. Une telle variable est alors
un pointeur qui peut pointer sur une variable ayant le méme type qu’elle. Le programme

suivan présente un exemple d’utilisation d’un pointeur sur un réel:

REAL, TARGET :: a
REAL, POINTER :: b,c
a=1.

b=>a

write(*,*) b

c=>b

write(*,*) ¢
NULLIFY (b)

write(*,*) ¢

c=2.

write(*,*) c,a

Dans ce bloc de programme, b et ¢ sont des pointeurs sur des réels. On voit apparaitre
l'opérateur (=>) qui permet d’associer un pointeur d’'un certain type a une variable de
type TARGET (cible) ou a un pointeur du méme type, et I'opérateur NULLIFY qui
permet de ”désassocier” un pointeur. A la deuxieme ligne du programme, b pointe sur
la variable a. Le pointeur b prend donc le statut ASSOCIATED (associé). Tant que b
n’est pas désassocié, elle renvoit la valeur contenue dans la variable a a chacune de ses
utilisations. Ainsi Uinstruction WRITE(*,*) b affichera la valeur sur laquelle pointe b,
c’est-a-dire 1, la valeur contenue dans a. A la ligne suivante, ¢ pointe sur b. Un pointeur
pointant sur un autre pointeur prend le statut de celui-ci. Si ce second pointeur est associé,
alors le premier pointeur pointe sur sa cible. Ici, ¢ pointe sur b qui pointe sur a, tout
se passera dans la suite comme si ¢ pointait sur a, quelles que soient les modifications
faites sur b. Ainsi, l'instruction WRITE(*,*) ¢ affichera la valeur de a. L’instruction
NULLIFY (b) désassocie le pointeur b. Il ne peut plus étre utilisé dans une expression.
Une instruction WRITE(*,*) b produirait alors une erreur. La fonction ASSOCIATED
permet de vérifier si un pointeur est associé avant de l'utiliser. Lorsqu’on écrit ¢=2., ol ¢
est un pointeur associé, c¢’est la variable sur laquelle pointe ¢ qui prend la valeur 2. Ainsi

a la fin du bloc d’exemple, la variable a contient le réel 2.

Cette description succincte du fonctionnement des pointeurs suffit pour la suite de

notre propos.
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Pointeur sur un tableau

La caractéristique pointeur peut étre utilisée pour construire des tableaux dynamiques,
proches des tableaux ALLOCATABLE, et utilisables dans les type de donnée :

REAL, POINTER, DIMENSION(:) :: a

La déclaration précédente crée un pointeur sur un tableau de réels a une dimension, de
taille encore indéterminée. Mais a n’est pas un tableau de pointeurs, ¢’est bien un pointeur
sur un tableau. Des instructions du type a(1)=>b sont invalides. En revanche, a=>b ou
b est un tableau a une dimension ayant la caractéristique TARGET est possible. a peut
meéme pointer sur une section d’'un tableau: avec a=>c(2,:), a pointe sur la deuxieme
colonne du tableau c. Ainsi, a(1) renvoie la valeur ¢(2,1).

On peut allouer un pointeur sur un tableau, a ’'aide de 'instruction ALLOCATE.
Tout se passe alors comme si le pointeur et le tableau sur lequel celui-ci pointe étaient
la méme entité. Ainsi, du point de vue de 'utilisation, un pointeur sur un tableau, des
lors qu’il est alloué, se comporte comme un tableau classique. Comme de plus il peut
apparaitre dans une déclaration de type dérivé, cela permet de construire des objets
contenant des tableaux dynamiques. Il conviendra alors d’allouer ces tableaux dans une
fonction constructeur de 'objet considéré. Outre la possibilité d’étre utilisé dans un type
dérivé, ce type de tableau peut étre employé comme argument d’une fonction f, ce qui
n’est pas le cas des tableaux ALLOCATABLE. Ceci est particulierement utile lorsqu’un
tableau ne peut pas étre alloué par 'unité appelant f, puisque les dimensions de ce tableau

sont justement calculées a l'intérieur la fonction f.

Construction de tableaux de pointeurs

Un pointeur, utilisé comme tel, constitue en fait un raccourci vers une variable. Dans
notre programme, certaines variables, comme les noeuds, sont utilisées dans plusieurs
structures. Il existe par exemple un tableau contenant tout les noeuds d’un modele, et
par ailleurs des éléments qui lient ces noeuds entre eux. Une méthode travaillant sur un
élément peut avoir besoin des noeuds de cet élément. Pour éviter d’avoir a copier dans
chaque élément ses noeuds, on préfere quun objet de la classe ELEMENT contienne un
tableau de pointeurs sur les noeuds de I'élément en question. Une fois les éléments créés et
grace aux mécanismes des pointeurs, tout changement sur un noeud se répercutera dans les
éléments pointant sur ce noeud. On a donc besoin de cette possibilité de créer un tableau
de pointeurs sur le type dérivé NOEUD. Le seul moyen permettant d’effectuer cette
opération consiste a créer un type dérivé POINTERNOEUD dont la seule composante

est un pointeur sur un noeud :

TYPE POINTERNOEUD
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TYPE(NOEUD), POINTER :: P
END TYPEPOINTERNOEUD
On peut alors créer n’importe quel type de tableau (classique, POINTER ou ALLOCA-
TABLE) du type dérivé POINTERNOEUD. Ce mécanisme est souvent utilisé dans nos
modules et permet l'exécution rapide de taches qui nécessiteraient autrement beaucoup

de copies inutiles et ralentirait I’exécution du programme dans son ensemble.






