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CHAPITRE O

PRESENTATION D'ENSEMBLE

DU TRAVAIL






On se propose, dans ce travail composé de cing parties, d'étudier
quelques familles de problémes aux valeurs propres elliptiques non linéaires
de la forme :

(1)E Au = f(X,x,u,e)

avec une condition aux limites homogéne, A &tant un opérateur elliptique du
second ordre. Dans la non-linéarité f, continue selon u, figurent deux
paramétres réels :

A qui joue le rdle de paramétre de bifurcation
e qui joue le rdle de paramétre de perturbation au voisinage

de 0 ( pour fixer les idées ) .

On se place dans le cas forcé, i.e. f(X,x,0,e) s 0, et on s'intéresse
d Ta structure des branches de solutions de (1)E et plus particuliérement a
1'existence de points de retournement N*,u* :
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Deux types de situations vont en fait &tre considérés :

Le cas de perturbation régquliére, ol f(A,x,t,0) = 11ngf(x,x,t,s) est

€
une fonction réguliére en t et ol les solutions de (1)_ convergeat vers les
solutions de  Au = f(A,x,u,0) lorsque e — 0 . On s
1'aspect perturbation de points de retournement .

intéressera a

Le cas singulier ol f(A,x,t,0) présente une (des) discontinuité (s)

selon t, ce qui nous conduira & étudier des problémes aux valeurs propres
associés d des problémes & frontiére libre (P.F.L.) caractérisés en général
par des inéquations variationnelles (I.V.)

On trouvera, dans 1'annexe ci-aprés, une 1iste des (classes de) problémes
traités dans chaque chapitre .



Passons rapidement en revue le contenu de chaque partie

Dans le Chapitre I, onétudie un systéme non linéaire d'ordre deux qui
représente une extension de modéles stationnaires considérés dans [57].
Un peu & part en ce qui concerne le théme général, ce chapitre introduit
toutefois Te modéle de base qui, sous diverses hypothéses simplificatrices,
conduira aux problémes types traités dans les chapitres suivants sous leur
aspect multiplicité de solutions, points de retournement,- convergences sin-
guliéres.

Dans cette partie, on s'intéresse au couplage température-concentration
(d'un substrat) mod&lisant un phénoméne de diffusion avec réaction du sub-
strat dans une membrane enzymatique, lorsque certains paramétres du modéle
dépendent de la température. On établit T'existence de solutions au probléme
stationnaire, puis on examine quelques aspects numériques : méthodes de
monotonie dans des cas particuliers et une méthode générale de contrdle
optimal. Des essais sur un modéle physique permettent d'une part de juger de
1'intérét d'introduire des coefficients variables avec la température.

D'autre part, pour certaines valeurs des constantes on met en évidence des
phénoménes intéressants: frontiéres libres, comportement asymptotique.

Dans le chapitre II, on considére des problémes de valeurs propres
non linéaires de la forme
Au = f(x,X,U,¢) dans ¢ 3 Bu = 0 sur aQ ,

A est un paramétre de bifurcation et f est une non-linéarité dépendant d'un
paramétre de perturbation e, telle que, pour ¢ = ¢_ , on soit assuré d'avoir
des points de retournement (dans le cas modéle, A = -a , f(A,X,t,e)=
)

T+et
croissante, convexe).

A exp( et, pour ¢ = e =0, exp(t) est une non-linéarité positive

On s'intéresse d la variation locale autour de x des points de retour-
nement du probléme paramétré par e.

On montre que si on a un retournement associ@ a une valeur propre simple
du probléme 1inéarisé pour €y il en est de méme pour e voisin de €5



On donne ensuite des formules exactes et quelques estimations pour la va-
riation premiére des points de retournement x*(e) , u*(e) selon ¢. Ces
estimations sont importantes car en pratique les points de retournement
définissent des transitions entre deux régimes. C'est par exemple ce qui

- -~ . o - u - _
se passe pour le probléme modéle : - 4 u = x exp (q7) » rencontré en com

bustion ou en cinétique enzymatique.

Un probléme voisin a &té abordé dans [68] ol le "paramétre" &tait le
domaine géométrique q.

On donne également une application des résultats au probléme (inverse)
de 1'estimation de.e lorsque A*{e) est connu, et un algorithme d'identifi-
cation, testé@ sur quelques cas modéles.

Le Chapitre III est consacré a 1'étude d'une équation de la forme :
) avec ¢ > 0 , singuliére

Au = i f(x,u,e) ol, cette fois, f(x,t,e) = exp(TEEE
selon t, est une non-linéarité positive, croissante, convexe,sur 1'ouvert
0 <t < ]. L'étude de tels problémes a été abordée dans, [12], [13], [67].

€

On s'intéresse & 1'allure du diagramme des solutions positives (a,u (1)),

1'objectif &tant de comparer les résultats avec 1'@tude analytique [52] du
probléme de Guelfand correspondant a ¢ = 0, pour lequel il n'y a plus de
singularite.

Aprés avoir rappelé (avec quelques compléments) les résultats connus
u

u T+eu

Aexp(T:EaJ, e > 0, du point de vue des branches de solutions, et en

pour les problémes Au = aexp(u) et Au = xexp( ), ¢ >0, on é&tudie le proHéme
Au

1e comparant avec Tes modéles ci-dessus. Des essais numériques (tir ou

méthode de continuation) dans le cas ol le domaine est 1a boule unité dean,
complétent 1'étude.

Pour n.-= 1, un calcul analytique assez complet déecrivant la situation
est.possible. En conclusion, on note que le probléme &tudié se comporte
sensiblement comme le probléme de Guelfand, bien que les branches n'aient
pas d'extension infinie : on est en présence de points d'arrét.

Les conjectures issues de 1'examen des ré&sultats numériques sont expo-

sées d la fin du chapitre .



Dans le Chapitre IV, on s'intéresse &galement & une classe de probléme

L ] _ - _ o v(x)-t '
elliptiques de la forme : Au = a f(X,u,e), 00 fi(x,t,e) = FTY=ET g(t)
( g réguliére) est, pour ¢ > 0 , une non-linéarité continue en t qui con-

verge vers une fonction discontinue en t lorsque e tend vers 0.

On étudie le comportement limite du probléme lorsque ¢ tend vers 0,
essentiellement du point de vue branches de solutions, multiplicité, retour-
nements. A 1'inverse de la démarche adoptée dans le Chapitre III, c'est le
probléme perturbé qui va donner des informations sur le probléme Timite.

Nous suivrons grosso-modo la méthode utilisée dans [15], [16] pour des
problémes a non-linéarités homographiques &galement issus de la cinétique
enzymatique (mais ici g est typiquement une exponentielle dans le cas
modéle).

On &tudie d'abord la structure des solutions du probléme perturbé (e > 0),
puis on montre qu'a la limite, lorsque ¢ ~ O,:on obtient des solutions d'un
probléme & frontiére libre & deux phases qui est étudié rapidement. Quelques
exemples montrent 1'évolution des phases en fonction du paramétre de bifur-

cation.

Lorsque A ¥ est > 0, le probléme Timite se réduit & une I.V. non-linéaire

avec obstacle :

<Au , v-u> > alg(u) , v-u)
YveK;uekK=(ve Hé (@)/v < ¥ p.p. sur g }

qui- est traitée plus en détail, ainsi que le probléme perturbé associé :
existence de solutions maximale et minimale, convergence des branches lorsque
e + 0, approximation numérique a 1'aide du probléme perturbé.

En conclusion, on &tudie numériquement le probléme modéle qui a servi
de motivation & 1'étude, en symétrie radiale. On note 1'apparition de points
de retournement sur les branches inéguation et on compare la structure des
branches de solutions des problémes limite (1'I.V.), et limite formelle
(1e probléme de Guelfand), en fonction de 1a dimension n et de 1'obstacle ¥ = a.

Pour n = 1, on résout Te probléme analytiquement et pour n = 2, on obtient
des informations par un calcul semi-analytique.



L'étude, essentiellement numérique du probléme modéle Timite :

<Au , v-u> > (e, v-u)

VveKjueKs=(veH/l(a)/v<asura}

faite au Chapitre IV a mis en évidence 1'existence de points de retournement
lorsque la frontiére Tibre est non triviale. On est ainsi conduit a s'intéres-
ser aux solutions multiples dans les I.V. et plus particuliérement aux

points de retournement (ou de bifurcation), en essayant de les caractériser
analytiquement : c'est en partie 1'objet du Chapitre V.ﬂI]est:engénéral faciled'ét
blir 1'existence globale de solutions. Nous cherchons ici, connaissant
T'existence de branches de solutions, & définir les outils nécessaires a

une étude locale, géhéra]isant ce qui a &té fait pour les équations (pro-
bléme 1inéarisé de valeurs propres), et & les utiliser pour décrire le com-
portement local des branches, en particulier au voisinage d'un point
“critique" (de retournement), étendant ainsi des résultats connus pour les
équations [37]. L'intérét pratique-réside dans la possibilité de construire

un algorithme numérique capable de franchir les points de retournement,

-

c'est-a-dire de généraliser & certaines inéquations les méthodes maintenant
standard de continuation [56].

On considére une classe d'inéquations de la forme :

<Au , v-u> > Ax(F(u) , v-u)
YveK;ueK={ve Hé(n)/v < ¥ p.p. sur g}

pour lesquelles on a existence globale de solutions > 0 pour » > 0, ainsi
que des estimations concernant 1'ensemble de coincidence, avec 1'assurance
que, pour x assez grand on n'a plus de solutions de 1'I.V. vérifiant
1'équation A u = AF(u).

On définit d'abord Tes outils locaux pour 1'@tude des branches I.V.
pour une solution (iA*, u*) de 1'I.V. on introduit, par un argument "géomé-
trique", la notion d'I.V. conifiée homogéne, ce qui conduit & Ta définition

de point régulier ou singulier, puis, pour un point régulier, la notion de

direction conique, solution d'une I.V. conifiée non homogéne. On examine

diverses situations et en particulier le cas d'un point situé & Ta transition
entre une "branche équation" et une "branche I.V.". Tout ceci s'interpréte



CHAPITRE IT : Probléme modéle (dans R

On prend A (8), Km(e) , S,constants dans (1), on considére la deuxiéme

El
A.HVO .

dquation : A8 + s e RS =0 (toutes les constantes sont > 0)
m " "o

RB
et on pose e=eo [1+eul , €=E_'_O>O
u
Au+>\el+€u=0dansﬂ A >0

(2)

u=0 au bord de Q
t

La non-lindarité £(t,e) = e oF
tuellement) de £(t) = et

est une perturbation réguliére (ponc-

CHAPTTRE IIT : Probléme modéle (dans RY)

On reprend le modéle du chapitre IT mais avec AH et E' < 0 et on pose

3 _ _ Rép .
e_eo(l eu) E—E-;- >0 :

u

l-€u=0dans§2 A

Au+ X e

[\
o

(3)

u=0 au bord de @

t
1l -c¢t

est non bornée lorsque t - ~]é'- (t > 0).

On cherche des solutions vérifiant 0 g u < % .

La non-linéarité f(t) = e

CHAPITRE IV : Probléme modéle (dans IRn)

On reprend le modéle de base (1) avec D, A, Km constants, mais Vm et S
non constants :



Vm(G)S‘
—DAS'I'W = 0
v _(®) s
- A A - AR T

=90
Km+ SI

(conditions aux limites)

On peut découpler le systéme car DAHS + A0 = constante

On élimine S dans la deuxiéme &quation

El
" RE

' o -8 :

8 =8 au bord
o

. R 6O B _a 1
: = = = A = ——-
On pose enfin : © eo [1 + 8ul ) _E'Q >0 e '6—(;3- 50,
_ u
Au+>\-——r——1a—u e % =0 dans Q
(4) € + ja-u

u =0 au bord de Q A 20 € >0

La non linéarité f(t e) = 8—;—‘%‘—:{‘ converge vers une fonction discon-
tinue en t = a lorsque € 0

CHAPITRE V : Probléme modéle (formel)

On passe & la limite sur le modéle précédent lorsque €3 0 et on obtient
un probléme d'obstacle qui s'écrit formellement :

Au+re'>0 dans Q
uga dans Q
(a=u) (Au + X e%) = 0 dans Q
u =0 au bord de Q

(5)



- ANNEXE 2 -
00000000

Quelques résultats utiles pour toute la suite

Dans cette partie on a rassemblé des théorémes généraﬁx concernant
la structure des solutions d'une large classe de problémes aux valeurs

propres non lindaires dans un espace de Banach abstrait.

I. Un résultat d'existence globale

+
Soit E un espace de Banach réel, E =R x E, £ =R, x E. On considére

des équations de la forme

(T.1) u = T(A,u)

ol T : E*E vérifie T(0,u) = 0 (de sorte que (0,0) est solution de (I.lj)
mais T(A,0) # 0 pour A assez petit, A # 0 (c'est le cas de non bifurcation
par rapport & la branche (A,0), A € R, encore appelé cas forcé). Soit S
l'ensamble des solutions de (I.l). Un continuum de St est une camposante

connexe de cet ensemble.

Théoneme 1.1 ([72]) : Si T est continu et compact, S contient deux
continua S+, S” de E+, E respectivement, rencontrant chacun (0,0) et .

(si T(A,0) = 0 le résultat est vrai mais complétement trivial).

Corollaine 1.1 ([72]) : Si les solutions de (I.l) sont bornées dans E
indépendamment de A, les projections sur R de ST et S” sont R, et R_

respectivement.



II. Structure locale des branches de solutions

X et Y &tant deux espaces de Banach réels, on s'intéresse aux solutions

(A,x) € R x X de 1'équation :

(17.1) FA,X) =0

Ol F : Rx X+ Y est réguliére. Soit (X,X) une solution de (II.l).
On cherche 3 décrire la structure de 1l'ensemble des solutions au voisinage
de (X,X).

si Fx(x,i) est un.isomorphisme de X sur Y la réponse est fournie par le
théoréme des fonctions implicites : les solutions de (II.1l) autour de (X,X)
forment un arc (A, X(A)) et x(A) a la régularité de F.

Lorsque E, (X,X) est singulier, la paramétrisation par A n'est plus
possible mais, sous certaines hypothéses, on a encore un arc régulier au

voisinage de (X,X) :

Theoxdme I1.1 ([37'): soit (X,X) une solution de (II.l) et F contimi-
ment différentiable d'un voisinage de (X,%) dans Y. On suppose que le noyau

de FX(X,SE) est de dimension 1, engendré par X s que 1'image de FX(X,}Z) est
de codimension 1 et que F, (A,x) # Im(FX(X,zE)) . Si Z désigne un supplémentaire
de Ker E_‘X(X,;c) dans x, les solutions de (II.l) au voisinage de (X,x) forment

une courbe (A(s), X(s) paramétrée par s € ( - €, €) :

A(s) =X + T(8) ; x(s) =§+s’xo+sz(s) ol

s + (1(s), 2(s))e R x 7, est une fonction de classe C! au voisj_nage des =0
et T(0) =1'(0) =0 ; z2(0) =2'(0) = 0.

Si F a la régularité Ck, il en est de méme des fonctions T et z.

Une situation classique ol le théoréme (II.l) est susceptible d'E&tre
utilisé est la suivante :



Soit F : R x X + Y de classe C!, F(0,0) =0, FX(O,O) étant un iscmorphisme
de X sur Y. Par le théoréme des fonctions implicites il existe une courbe de
classe C!', x(}), telle que (A, x(\)) représente les solutions de (II.l) au

voisinage de (0,0).

Soit A ¢ + ® le nombre maximal vis 3 vis de l'existence d'une fonction
continue X : [0,X[ + X telle que (A, x(\)) soit solution de (II.l) avec
F (A, (X)) régulier pour X\ < A

Faisons les hypothéses supplémentaires suivantes :

- )\ < + x©
. les ensembles bornés de F-l(O) sont précampacts dans R x X
. lim inf [g() ][] <o

AN

Alors il existe % € X tel que (X, %) vérifie (II.1), ¥ = Limx(y_)

pour une suite A A A et, vu la maximalité de }, FX(X, %) est singulier.

Un exemple d'une telle situation ol les hypoth®ses complémentaires du

théoréme II.1 sont vérifiées est le suivant :

IIT. Application & une classe de problémes aux limites elliptiques

On considére le probléme de Dirichlet suivant :

n
= - 3 3u - oyt ) .
Au = i Z=l exi (aij (%) BXJ) + c(X)u A f(x’u(x)) sixegq
(I1T.1) 13
u{x) =0 si X €30

Q est un ouvert borné régulier de an, A un opérateur uniformément elliptique

de coefficients a5 Xx) = aji(X') € C2(Q), clX) >0 cX eclQ).



La non-lindarité £ : Q x R ~ R est de classe (? et vérifie :

. f(x,0) > 0 X €eq
. £,&,00 > 0 X €Q

. ftt(X,t) >0 xXeqn, t>0

On s'intéresse aux solutions (A,u) € R x ¢*(Q), A > 0 donc u > 0.
Le théorame. (I.1) s'applique et donne, dans R, X 2 (@) 1'existence d'une
composante non bornée contenant (0,0).

En ce qui concerne l'aspect local, on a les résultats suivants :

Soit y, < + @ la valeur propre fondamentale du probléme :

Av=uy ft(x,O) VO dans

(v >0 sur Q)
v = 0 sur 90 ©

Théonsme T11.1 ([38]):

(1) Si (A,u) est une solution de (III.l) alors A < Hy

(i1) il existe X < My maximal vis 3 vis de l'existence d'une branche
(A,u(})), A < X, de solutions positives de (III.l) vérifiant :

2401

. Aelo,n) »ud) € () est contimi ¥ a € (0,1)

. 1'opérateur v € c§+°°(ﬁ) AV -1 EXul) ve (%) est

inversible pour A < X.
. A =>u()) &) est croissante pour toutx € et u()) est pour
tout ) fixé < ) la solution minimale de (III.1).

Le théoréme (II.1) s'applique intégralement, avec les particularités

suivantes :



Theongme 111.2 ([38]): on suppose qu'il existe M > 0 tel que
| la () | lC (@ < M pour tout ) < X. Alors u = lim u()) existe dans
- - AN
C2+°‘(Q) ¥ o € (0,1), (), u est une solution de (III.1l) et il existe

e > 0 tel que les solutions de (III.1) au voisinage de (), u) forment

une courbe (A (s), u(s) s € ( - ¢, ¢) vérifiant :

. s€(=-¢g,¢) »A8),uldB eRx c?—a(ﬁ) est de classe C2

. 20 =X ;A0 =0;:u0) =T;u(0) =volvx >0 est la

fonction propre principale de l'opérateur dérivé :

AV =)\ £, (x, u(x))v dans Q

v =0 sur 23Q

. A"(0) <O

La dernidre condition implique que,pour ) ‘< %, A voisin de X, (III.1)
admet localement deux solutions distinctes, pour ) = ) une seule solution
u =1u, pour A > A, pas de solution (toujours localement) : ce sont les
corditions qui définissent (), u) comme un point de retournement de (III.1).




CHAPITRE I

SUR UN MODELE D'EQUATIONS COUPLEES EN

DIFFUSION-REACTION NON LINEAIRE
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I.- INTRODUCTION

Ce chapitre est consacré & 1'étude du couplage température-concentra-
tion modélisant un phénoméne de diffusion avec réaction d'un substrat
dans une membrane enzymatique, lorsque certains paramétres du modéle dé-
pendent de la température. Des résultats d'existence seront d'abord donnés
pour un systéme généralisant Te probléme physique, avec plusieurs jeux
d'hypothéses sur les données. On reviendra ensuite au modéle physigue
pour le traitement numérique par une méthode de contrdle optimal bien adap-
té 3@ la nature non 1inéaire du probléme considéré. On fera dans ce cas la
comparaison avec le modéle a coefficients conétants, ainsi que 1'étude (nu-
mérique) asymptotique suivant certains coefficients, mettant en évidence
des problémes a frontiére libre.
Décrivons rapidement 1e modéle physique :

Le cadreest plus général que celui considéré par J.P. Kernevez et D.
Thomas ((58]) dans certains de leurs modéles : les paramétres mis en jeg

sont ici des fonctions de la tempé-

on a greffé une enzyme; la membrane

rature. Rappelons trés briévement

// €. Rapp ,

//////// 1'origine du probléme : soit une
— S ;;:;:;;; o~ membrane que nous supposerons plane,
L3 O <42
CO-‘SS 5,\ . . . .
g 5 © //,/////, E = d'épaisseur e (si Te compartiment 1
2 5g £ 5
c 0 S w représente électrode, la membrane
s £ x
3 2 !/{jga o < peut étre sphérique) dans laquelle

B
e

sépare deux compartiments contenant

" un substrat S (ou est accolée & une &lectrode plongée dans un substrat S)



qui diffuse dans T1a membrane et donne par réaction un produit P.

Des hypothéses classiques ([74]) donnent, pour 1'expression de la vitesse

_m__
Km+S

concentration du substrat, Vm Ta vitesse maximale de la réaction, fonction

de Ta réaction,le terme (Tois de Michaelis et Menten), ol S est 1a
de la concentration en enzyme et Km un paramétre fonction des constantes
cinétiques de la réaction. Les concentrations du substrat dans les compar-

timents sont supposés constantes au cours du temps.

Si D, A désignent respectivement les coefficients de diffusion matiére
et thermique dans la membrane, la combinaison des lois dela diffusion avec

un bilan (matiére et thermique) conduit au modéle suivant :

d[ dS ] Vm S
-—JD— }+ =0 o<Xx<e
dx t dx Km-+S
d [ dP] Vo S
-—D—1- =0 o<x<e
dx | dx ] Ky * S '
] d[ do ] VS
(1-1) -—a— |- aH B o<x<e
dx | dx | K +S
m
S(o) = S(e) = S0
P(o) = P(e) = 0
8(0) = 8(e) = 8,

Lorsque 1a membrane est accolée a 1'é1ectrodg, on considére une condition
de Neumann en x = 0 (ce qui revient & doubler 1'épaisseur de la membrane
dans le probléme de Dirichlet et & considérer dés solutions symétriques).
On notera que S + P vérifie une équation de diffusion Tinéaire qui donne
P une fois S et 6 connus, de sorte qu'il est inutile de prendre en compte

1'équation donnant P.



Dans les équations (I-1), AH désigne 1'enthalpie de la réaction.

Ce modéle a &té étudié tant du point de vue mathématique que numérique
dans [91,[571,[58], lorsque tous les paramétres introduits dans le Sys-
téme sont constants, ce qui est justifié dans un certain nombre de cas.
Toutefois, si 1'on considére par exemp1e,.]a décompositisn de 1'eau oxy-
génée concentrée en présence de catalase ( [7]),11 arrive que la tempéra-
ture au coeur de la membrane augmente de maniére importante, de sorte que
1'hypothése des poefficients constants est incorrecte.

Le but de ce travail est d'étudier le modéle ci-dessus dans 1'hypothése

de coefficients variables avec la température. Plus précisément :

On suppose que D, A, Vm’ Km dépendent de la fempérature, les autres coef-

ficients &tant constants (c'est-d-dire en pratique a variafion plus lente

selon @).
Pour D, Vm,’Km on connait leur expression théorique :
-£
- R@ . .
D= DO e (loi d'Arrhénius) avec Dy» E>o
E' '
V=V e R (10i d*Arrhénius) avec V_, E'> o
m 0 o’

LT _ Ell

K =K, e~ (loi de Vant'Hoff) avec K >0, E" = aH

AH est > o (resp<o) pour une réaction exothermique (resp. endothermique)



Quant a A, on en connait 1'évolution empirique (fig. ci-dessous) par des
tables :

A A
domaine "utile"

— TN\
e

-

} >

.-

) loo oC

Dans 1a plage de variation effective de la température, X est fonction
croissante de 6 (1'approximation linéaire est en fait suffisante).
On obtient ainsi, pour S et 6 , un systéme nouveau d'équations couplées,

caractérisé par :

a) une non-linéarité dans les termes d'ordre de différentiation les plus
élevés
b) une absence de monotonie dans le cas général.

On va ®n fait étudier un modéle un peu plus général présenté au paragraphe II.

Remarque : on peut se poser a priori la question de 1'effet de 1'introduction
de paramétres variables. Au niveau des termes d'ordre o, cet effet est bien
connu par un calcul élémentaire de perturbations : la perturbation sur la
"solution est de 1'ordre de la perturbation donnée. Si on introduit une per-
turbation au niveau du terme du deuxiéme ordre, on peut s'attendre a une
modification quantitative au moins aussi 1mportahte. Considérons le pro-

bléme modéle suivant, qui schématise assez bien la situation rencontrée



dans la suite, en ce qui concerne les termes d'ordre 2 :

- —(:l—[(1+élei) de] -C=0 (C>o0)
dx dx

6(o) = 0(1) =1

La solution ee(x) > 0 est donnée par 1'équation :
e2
€

.egx(X)+°2€— (X)=E(X-x2)+l+§=eo(x)+§_
2

0_(x) =6 (x) + -:- (1 - 02(x)) +.:_ (63(x) - o 3.

olX)) + e

D'autre part,'on congoit qu'avec des modéles plus compliqués, 1'introduc-
tion d'une perturbation dans le terme du deuxiéme ordre puisse donner lieu

& une perte d'unicité.

I1.- HYPOTHESES ET NOTATIONS.

Dans toute la suite de 1'étude, Q désignera un ouvert borné de IRn, n>1,

2

de frontiére 3Q réguliére. I désigne une partie de R précisée dans la

suite et qui représente 1'ensemble des valeurs pouvant étre prises a priori

par le couple (S(x), 6(x)), x € Q2. On désigne par Dij’ A;

i (1,3 = 1,u0n),

F, G des fonctions définies surQx: & valeurs dans R. i
On s'intéresse au probléme suivant : trouver S(x), 6(x) solution du pro-

bléme stationnaire couplé :

n 3 T S 1

-z Di.(x,S,e) — |+ F(x,5,8) = 0
=1 ax, | Y 3%y
n | ]

- Z —_— LAi‘(X’S’e) 2@ + G(x,5,8) =0
i,d=1 8% J R

S(x) = S a(x) = 8, Pour X € g



On s'intéresse plus précisément aux solutions physiques, c'est-d-dire

celles vérifiant S(x), 6(x)> o, avec So’ eo> 0. Dans toute la suite, nous
2
(

noterons (.,.) le produit scalaire usuel sur L°(Q) et | .| la norme as-

sociée. Sur Hl(Q) ou Hg(ﬂ) nous prendrons la norme habituelle I.l définie

par lul?® = !u|2 + [Vu[2 .

III.- RESULTATS .D'EXISTENCE.

III - 1 Le cas exothermique (G<o)

Theoneme 11I-7 : On prend Z = [o, SO]x [eo, + »[ et on fait Tes hypo-

théses suivantes :

(1) F(x,5,8) = SH(x,S,8) avec H>0 sur @ x I; G<o surQ x g

(i1) Dyy» A,

j H , G sont de Carathéodory sur Q x I;

J"
(ii1) Dij’Aij’ H, G sont bornées sur Q x Z;(*)
(iv) i1 existe a>o0 tel que V(X,5,8)e Q@ x £, VE e R" :

; 2e2 T A (x.S,9) o Z g
T D:.(X,S.0)E:E.>aZEss 2 (X,5, 988 >a X &3
ig=1 =T T e Y R =

Alors le probiéme (II-1) posséde au moins une solution (S,0) vérifiant :

oiS(x)f_So; 60 < 6(x) p.p. avec (S - So,e- eo)e[Hé(Q)]2 .

=

Preuve : on adapte une méthode de point fixe par compacité & ce probléme;

on introduit une formulation faible du probléme (II-1) :

(*) On peut admettre une certaine croissance polyndmiale & 1'infini de
Het Gen o (S est borng) cf.[51]1par exemple.



n 35S oV
h> (D_i-(X3S:e) —_— g, — ) + (F(X,S,S), V) =0
i,j=1 J 9X . X -
J 1
| ] n 56  dv
(III 1) 2 (Ai~(xasse) —_— R —— ) + (G(X,S,e), V) =0
'i’jzl J BX‘ ax‘
J 1
1
S - 50,6‘605 HO

(Q); Vve Hcl)(Q) .

Soit K le convexe fermé de [Hl(Q)]2 :

K= 1(5.8) € (3,0,) ©IH ()17

/ oiS(x)_<_So; eo_<_e(x) p.p. sur Q }
Soit T 1'application :(s,8)e K = (S,@)e[Hl(Q)]ZoG (S,©) est 1'unique

solution du probléme suivant :

n 9S Y .
(D;:(X,8,8) — > —) + (S H(x,S,8)sv) =0
i,j=1 W X, 23X,
J i
n 00 dvV
(I11-2) | 2 (A3:(x55,8) —»—— ) + (G(X;5,8),¥) = 0
i,j=1 W IX. 23X |
j i
S-5S,0-6 ¢H(a);YveH(R).
0 00 0

Pour s, 0 fixé 1'existence et 1'unicité sont évidentes pour (III-2) qui est
un probléme lineaire coercif. |

En prenant v =S = max (-S,0) puisv = (S - So)+ = max(S - $,50) dans
la premiére équation on obtient fac?’lement : oiS(.><)_<_So p.p. et avec
v=(0- eo)" dans la deuxiéme équation, on obtient : ©(X)> g P-P-> donc
T applique K dans Tui-méme.

En choisissant v =S - So,(resp. v =0- eo) on en déduit immédiatement

les estimations (les C désignent des constantes diverses dans la suite) :

oc"S-S <C

o" 1
H0



af ©- 60" 1< C (en utilisant 1'inégalité de Poincaré) la constante
Ho
étant indépendante de (s,8)¢ K.

1(9)2

Si Bp désigne la boule dans H

(s, e/ ls-sl<t ,le- 0, < S} alors T applique Kp = KNBo
o, ’ o,

2
dans Tui-méme, Kp étant un convexe fermé borné de Hl(Q) (en fait de
1,,,2

Nous allons montrer que T est continue et compacte sur Kp, puis appliquer
un théoréme de point fixe a T, ce qui donnera 1'existence d'une solution
au probléme (III-1).
¢ Montrons que T(Kp) est relativement compact :
soit (sv,ev)e Ko , i1 existe (s,8)e Hl(Q)2 tels que, aprés éventuel-

lement extraction d'une sous-suite, s, —>S> GV“"> 8 dans Hl(Q) faible,
LZ(Q) fort, et p.p.

. . _ . . . 1,.,2
Puisque (S,,8) = T(s, 8,), (S, ,Gv).e Ko , i1 existe aussi §6,8) e H™(Q)
tels que, aprés éventuellement une nouvelle extraction Sv—-—> S, Ckr——ﬂ>®

dans Hl(Q) faible, LZ(Q) fort, et p.p.

On prend v = Sv - Se Hg(Q) dans la premiére équation de (III-2) :

n 3S 9
T (D, (x,5.,0.) —Y , (S - S))4 f S H(x,5.,6.)(S. - S)dx = o
i,g=1 W VOV x5 X v QY voveew
L'intégrale tend vers 0 puisque S\)—-—-> S dans LZ(Q).
On é&crit le terme restant sous la forme
n ' 9S-SS 358 -8§ n Q.-
DD (XeSya0y) o V) 4 2 (D (xS,0) 2, BUI3
il ij 3 s 1J Iy
i,j=1 BXj X i,j=1 Xj 9X,



n 35 85,- S
+ 2((D (X Sy» v)-— (X,s 8))— » ) = (1) + (2) + (3)
i,j=1 3XJ axi :

Le terme (2) tend vers o car sv->s ~dans Hl(Q) faible.

Le terme (3) est, en valeur absolue, majoré par :

n 235 2 1/2
cts. - sl z f[D (X558, »8,, ) - Di.(x,s,e)] (—) dx
v i,j=1 J axj

qui tend vers o par application du théoréme de Lebesgue.

On obtient donc  1im sup usv -Slh=o0 donc S,—> S dans Hl(ﬂ) fort,

V)

ce qui prouve bien que T est compacte.

¢ Montrons que T est continue sur Kp

Si s — s, & —>06 dans Hl(Q) fort, alors (S

donc (aprés extraction...) Sv —> S et C% —> © dans Hl(Q) fort et p.p.
Le raisonnement fait pour la compacité prouve alors que les convergences
ont lieu dans Hl(ﬂ).fort.

Ecrivons alors la premiére équation de (III-2) :

n as av
=z D (Xa _— ‘—")+(S H(xs,e), V)=O
'iaj 1 S\) \) an 3X.i v VIV
3 Sv 3S 2
Puisque — -+ —— dans L7(Q) fort et que les Dij sont bornées, on peut
axj ij '

passer & la limite dans 1'équation ci-dessus, en utilisant le théoréme de

Lebesgue, ce qui donne :

=
QL
w
Q
<

s '(X ssse) " s T T ) + (S H(.X,S,G),V) = 0.

Grace & T'uncité dans le probléme (III-2), on a donc :
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S, ®=T(S,8) et toute la suite Sv’C)v converge vers 5,89, ce qui prouve

que T est continue sur Kp muni de la topologie de Hl(Q).

T etant continue et compacte sur Kp, convexe borné, admet un point fixe

d'aprés un théoréme de point fixe de Schauder [6]=

Remarques :
1°/ Pour obtenir Tim Sup IS - sl

0 on peut aussi utiliser les proprié-
| tés des applications de type (S,), cf [22] , [23].

2°/ Lorsque H par exemple est & croissance au plus Tinéaire en g, la
convergence vers o d'un terme tel que | |

f SU H(X’Sv’ev)(sv - S)dx s'obtient en utilisant la continuité
9]
LZ(Q) > LZ(Q) des opérateurs de Nemytskii associés aux fonctions & crois-

sance au plus Tinéaire & 1'infini (avec'n < 4 pour que Hl(Q)CZL4(Q)).

IIT - 2 Le cas endothermique (G>o)

On peut éncore appliquer la méthode ci-dessus pouf obtenir un résultat
analogue. Toutefois, pour G assez grand, on n'est pas assuré que g reste
> 0, ce qui n'aurait alors pas de sens physique; on est conduit & intro-
duire une hypothése sur~G(*) pour garantir la positivité des solutions.
D'autre part, dans le cas G>o0, on a @(x) <8, En fait, (o0,0) et (Sb’eo)
sont, respectivement, sous - et sur - sclutions en un sens généralisé, du

probléme (III - 1).

(*) hypothése qui sera vérifiée en pratique, cf. paragraphe III - 4

ci-apreés.
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Théoreme 111-27 : Les hypothéses sont les suivantes, avec

T =[0,5,] x1lo0,80]
i) F(x,5,8) = SH(x,S,8); G(x,S,8) = 6K(x,5,8) avec H, K>o0 sur QxZj
i1) Di s Ai ., H, K sont de Carathéodory sur Q x Z;

J J '
iii) D{j’ Aij vérifient 1a condition de coercivité du théoréme III-1 sur
o x Z
Alors, le probléme (II-1) posséde au moins une solution (S,8) vérifiant

- . 1,..2
o_<_S(x)5_SO, 0 < 8(x) _<_€>o p.p. sur Q avec S - So, 6 - 8,¢€ HO(Q) )

Prouve : avec la formulation (III-1) de (II-1), on associe 1'opérateur

T: (s,0) - (S,©) ol (S,8) est solution du systéme :

n
23S v

= (D, .:(x,5,8) =— , =) + (S H(X,s,8), V) = 0.

i5=1 W BXy * BX;

0 30 v '

(As:(X35,0) =— 5 == ) + (BK(X,5,8), V) =0

i,3=1 13 axj X
1,..2 1

S-S, o - 0y € HO(Q) ;Vve HO(Q)

Le découplage surF et G est précisément réalisé pour avoir des solutions
physiques, puis on opére comme dans le cas exothermique, avec cette fois

K. = {(S,8)e (S

1, .2 | .
0 > 8g) +H(Q)"/ 0<S5<S,, 0< e_<_'eo p.p.;

0

IS - S| =< e;le-6 0 < o}
ol o résulte des estimations a priori =

II1-3. Le cas dégénéré.

Pour Tes modéles endothermiques,6(x) est seulement > o a priori (et non
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pas >o0) donc, pour le modéle physique ( cf.I) D(6) >0 avec D(o) = o,
Ta:coercivité peut tomber en défaut. Toutefois au moins dans un cas particu-

lier (contenant le modéle physique) on peut se ramener au cas coercif.

Considérons le probléme suivant : (Z =[0,S ] x [0.8,1).

n I | 3S
- —|D(0) — |+ F(x,5,8) =0
i=1 8x1. { X :
(I11-4)} n 5 | 38
-2 — | A(B) —]| + G(x,5,8) =0
i=1 X ! ¥

avec des conditions aux limites So>o, eo>0).

On fait les hypothéses suivantes :

(1) F(x,5,8) = SH(x,S,8); G(x,S,8) = 6K(x,S,8) avec H, K>0 sur o x g
(ii) H, K ~sont de Carathéodory sur Q x X
(iii) D, A sont continues sur R, H et K sont bornées sur Q x 2

(iv) D(e)>0 si 6> 03 A(B) >a >0 pour 6 > 0.

Soit S,6 une solution éventuelle du probléme dans (So,eo) ® H.g(ﬂ); pour ue R_,

on pose : u

A(t)dt(*) , B est une'bijection strictement monotone

Bfu) = f

0
sur R; on pose aussi P(x) = g(8(x)), by = s(eo), alors ¢ - Vo€ Hé(Q) si
0<6<86, et on obtient le systéme suivant pour (S,p), équivalent 3 (III-4) :

3s

3 . .
-2 — [DETH(W) — |+ S H(X,$.87 () = o
1 BX_I ax1
(111-5) - Ay +.B-1(¢)K[x,s,6'l(¢)] = o
S = S, 0= bye H ()

(%) prolongée sur R_ par A(o)u par exemple.
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Theoreme 111-3 :

Sous les hypothéses (i), (ii), (iii), (iv) ci-dessus, le probléme
(III-4) posséde au moins une solution (S,8) avec OiSiS(); 0< 8 < 8,3

1,.,2
(S - So,e- eo)e HO(Q) .

Preuve : on raisonne sur le probléme (III-5) et on considére 1'application

T : (Sl,wl) ——>(52,w2) ol (Sz,wz) est 1a solution du systéme suivant, avec

°_<_S,1i303 €< P U, € étant pour le moment pris quelconque dans ]o,wo[
n ) asz v

z - (D(B-l(lbl)) T """"> +(82 H(Xssl,B-l(’\Pl), V) =0

i=1 axi axi axi

n 311)2 oV -1 -1
(I11-6) | = (—— ; -——>+ (B "(¥p)K(x,51:8 “(¥;))sv) =0
i=1 Xy Ox; /'

S, = S e Hi(2); by =, € Hi(2)s Ve H,é(sz)

La deuxiéme équation admet une solution unique s puisqu'on est dans le cadre
d‘un opérateur, -A + K(x,Sl,B_l(lpl))B-l(.) monotone, borné&, hémicontinue
IT en va de méme pour la premiére équation (*) pour laquelle les choix usuels
vV = Sé et v = (So - 52)’ conduisent a 1'inégalité : oisz(x)iso p.p.

1
0

cp£ él(xpz)f_o , ensuite que Yo < W, Ppar le principe du maximum pour les

En prenant v = wée H-(Q) on montre d'abord que Vo est > 0 puisque

solutions faibles (B71). I1 reste & voir que by > e P.p. si ¢ est choisi

assez petit.

(*) car D(s'l(xpl))(x) > inf{D(z) / 0<B_l(€) <zx< 60}:> o
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Or si M= lK(x,S,e)I - et si ¢ désigne 1'unique solution du probléme :
L(xZ)

-AY + MB-]'(\{)) =0, ¥ - Y€ Hg(Q) on montre, par le principe du maximum([47])
que 0 <Y <P, <Y, P.p. (on prend v = (11;2 - ) dans la formulation fai-

bie et on fait la différence des deux équations donnant o et ¢).
-1 ' ,
Grdce & 1'hypothése A(o)# o, ‘Sup{ B (t) R o_<_t_<_xp0 =N est> o fini.
"N t V) aV]

Si 1y désigne Ta solution du probléme { - AN +MNYp =0
v

1
¥ - g€ Ho(2)
" , "
on vérifie que ¢ >y > o p.p. I1 suffit alors de choisire= inf{y(x)/xeQ}>0 et

nour convexe K& ={(S,y.)e (SO,IPO)@Hj(Q)z /058555 SV <Y 3
() ) :
IS - S0 < ole),ly - xpoll < p(e)} ol p(e) résulte des estimations a priori,
pour avoir une application T : (Sl,lpl) _ (Sz,wz) de K& dans Tui-
- ple)
méme & laguelle on peut appliquer 1'argument de point fixe du III-1 ou III-2 ®

IIT - 4 Application au sysitéme physique.

E
Cas_exothermigue : on pose D(8) =D e R 8 > 0
A(8) =r(8) pour & > %
Er B
v, e Rs v, e Re
F(X’S’e) = 0] >0 -H(X,S,B) = >0
E E!I -
R6 Rs
K, e +|S] K, e +|S]|

G(x,S,6) = - AH F(x,S,8) <o (E" = AH>o0)

Les hypothéses du Théoréme III-1 sont vérifiées puisque surx, D,A, HetG
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sont bornées D >a A >a avec X =[0, S Ix[6,> [

E
D(g) =Dy e R® (850) D(o) = o,
A(8) = A(8),06 >0 F(x, S,8) = S H(x,S,8) avec
El
V. e RO :
H(x,S,8) = 0 > o et majoré par
Ell —
ke " s]
E*
v Re )
Le f_——g car E" <o.
Ko Ko

G(x,S,0) = 6K(x,5,0) avec

- EI
(-0H) Vo e R0 5
K(x,5,0) = est > o et majoré par
EII -
(k,e & +isp0
- E

Ro
lAHIVO Sup{ ee /9 >0 <o Comme A(o) est> o, on peut alors appliquer

le théoréme III - 3.

IV. EXISTENCE PAR DES METHODES CONSTRUCTIVES DANS DES CAS PARTICULIERS.

Moyennant quelques hypothéses supplémentaires, on peut montrer 1'‘'exis-
tence de solutions par des procédés itératifs conduisant & une convergence
monotone et intéressants numériquement. Certains résultats sont une généra-

lisation de ce qui a &té fait dans [57].
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Afin de justifier les hypothéses de monotonie faites ci-aprés sur le terme

de réaction, reprenons le probléme modéle physique avec :

RS

= S H(x,S,8),

e +1s|

G(x,S,8) = -AHF(x,S,8) = 6K(x,S,8) (dans le cas endothermique uniquement)
avec AH = E". _E"
Le signe de i est celui de E'S + K0 e RS (E* - E")
a0 :
K- Ell
Le signe de oK est celui de E' - Rg + —2
30 _E"
RO |
Ky © +|S

On a le tableau suivant, concernant les variations de F, G, H, K selon S,6:

Ell

(*)

So R
S.igne E|> E" E|l> El(l + ___) EI_R eo + E“e Ozo EI’E"V
dérivées| ~ - Ko :
. = |F >0 /en S/en 0| /en'S \en 9
2 >
Zox |6 <o f[\ens\enoj\ensS /en e
§u§. >0 \en S ’eno| \en S \en &
— | F >0 /en $/en ¢ / enS/en g
w ;E G >0 /en S /en g / enS/en &
§°§ H > 0 \en S/en g \ enS/en @
(=Y g"—; -
843 1K >0 /en S ./en g / en S\en 8
] - " ~—~— e e
(*) Si E < E 0 monotonie selon S, 8
Ko = E_ -
Re
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On va examiner d'abord quelques modéles particuliers issus de (II-1) et

compatibles avec le tableau ci-dessus.

IV - 1. Probléme quasi-linéaire avec hypothéses de monotonie :

On se place dans le cadre simplifié du § III-3 en supposant de plus

D(8) = D constant, c'est-a-dire qu'on considére le probléme suivant :

- DAS + F(x,S, e) =0
n 8
(IV-1) -2 A(e) — | + G(x,S5,8) =
i=1 ax
S-So=e—eo = 0 si X€ N

a) cas exotherm1gue, avec les hypothéses du § III-2 :

Z= [o, So]x [eo,eov[ s F(x,S,8) = SH(x,S,8), H>0 , G<o , G, H de

Carathéodory sur @ x,Z,bornées, et A continue bornée sur [0y, o[

On considére les schémas itératifs suivants, obtenus par découplage

de (IV-l) en résolvant d'abord 1'équation en S (resp. en 8) :

On part de eo donné et & 1'ordre K on résout :

-DASK+F(x SK Kl) 0
no? K aeK K .K
(Iv-2) -Z — ‘A(e ) -———] + G(x,57,87) =0
i=1 3x. 9X ; '
i i
SK -S = eK - e =90 sur af.

On part de S° donné et a 1'ordre K on résout :

iz 2 [A(e ) .] + 6(x,s5 1,65 = o

i=1 ax
(IV=3) ) _ pask +‘F( KoKy =
K K _

" - S0 =§ - eo =0 sur aQ
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Remarque : 1'@quation en 6 se résout en posant ¢ = 8(8) ce qui donne
un systéme quasi-linéaire.
La proposition suivante montre comment on peut obtenir un encadrement par

solutions minimales et maximales de (IV-1).

Proposition IV - 1 : On suppose F croissante en S, décroissante
en 6, G décroissante en S, croissahte en 6.
(i) partant de % = 6, 1'algorithme (IV-2) fournit une suite (s,6%),
croissante, et SK/_S_ , eK/_e_ p.p.

K) .

(ii) partant de s =S 1'algorithme (IV-3) fournit une suite (SK,e

0
décroissante et SK\§ . eK\ 9.

(ii1) (S, 8) et (§, g) sont des solutions du probléme (IV-1)

(iv) toute solution (S,8) de (IV-1) vérifie : 0<S(x) < S(x) < S(x) <5,

% < 8(x) < 8(x) _<_§(x) p.p. sur Q.

Preuve : pour 6(x) donné, la premiére équation de (IY_—l) fournit une
solution S =J(6) unique par monotonie. De plus, il est facile de voir que
J est monotone :

el(x) > ez(x) ——eJe(el) 3_.]6(62) et, grace a la forme de F,
0<S(x) < So' La deuxiéme équation fou}'nit, a S fixé, une solution 8 =J(S)

unique par monotonie selon 6 ; JX est croissante et 6(x) > 9, puisque

G est < 0. Comme (IV-2) s'écrit SK =J€(6K'l),e‘K=JC(SK

des suites SK,SK. Comme eK(x) <8 (x)e L*(Q) ol 6, est la solution du

) on a la croissance

probléme suivant :

n d 38,
-z —IMe,) — ] - |6] =0
i=1 3 "3 Xy : L (ex2)

8, = 8, =0 Sur aQ
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on en déduit que SK /§(x), eK / 8(x) p.p. et des estimations‘dassiques
dans Hl(Q) montrent alors qu'on peut passer & la limite en K dans (IV-Z)(*)
pour voir que (S, 8 ) est solution du probléme (i‘V-Z). Enfin, si (S,8) est
une solution de (IV-1) on a en particulier : 8 > 8, donc S =J€K(e) 33@'((90) = sk
et Torsque K /o : S>S p.p. et aussi 6 > 6 . Pour 1'algorithme (IV-3),

K -
on a8 =JC(SK 1), sk =J€(6K)l

Remarque 1 : on ne peut pas"linéariser" compl&tement les schémas (IV-2) et
(IV-3) en admettant un "retard" dans F et G car on perd la monotonie; toute-
fois si on considére les deux schémas suivants, obtenus en linéarisant com-

- pletement 1'équation donnant S :

K

-pask + sKux, s ef Yy - o
9 « 26 K K
(IV-4) |- = -——[A(e) — |+ 6, st N =0
i ax, X .
i i
K _ oK  co g0 ) s
S -So— 6" -8, =0 sur 1Y) S°, 6° donnés dans %.
3 3 & )
-2 — | a6 --——]+ 6(x,5<1, ) = o
i aX, X
i i
@-5){- pask + ¥ Hix,s5T, 6Ky = o
SK-S =6K-e =0 sur 3Q  S° donné
0 0
On peut démontrer la :
Proposition 1V-2 : on suppose que H est > 0, décroissante en

S et 6, G décroissante en Set croissante en 6.

K K 1,.,2

(*) (S$7,87) converge vers (S,8) dans (So,eo) + HO(Q) faible et méme fort.
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(1) Partant de (5°,8°) = (q,eo), 1'algorithme (IV-4) fournit une suite crois-

sante (s5,65) / (s, 0).

(ii) Partant de S° = SO, 1'algorithme (IV-5) fournit une suite décroissante -

(s%,6%) \ (5, 9).

(iii) (S, 8), resp.(S, 8) représententles solutions minimale, resp. maxi-

male,de (IV-1).
Preuve : (i) S1 >S% =o, 61

pour (ii) S1 < §° = S0 et 82 5_61 et on procéde également par récurrence;

> 8° = eo puis on procéde par récurrence;

(ii1) tient au fait que si (S,8) est solution de (IV-1) la suite issue de .

(S, ©) pour (IV-4) ou (IV-5) est stationnaire ®

Remarque 2 : dans le cas physique, F est proportionnelle & -G, ce qui impIi~
que, Torsque D est constant, que S est fonction linéaire décroissante de
B(8) d'ol 1'on déduit aisément 1'unicité lorsque F est croissante en S,
décroissante en 6. I1 n'en va plus de méme lorsque F est croissante en S

et 6 (ce cas est possible, cf. Tableau au début du § IV).

b)_cas_endothermique : on reprend les hypothéses du § III-2 :

T =lo,S]x [0,0,] . F(x,5,8) = S H(x,5,0):G(x,5,8) = 8K(x,5,8), H ,
K>o bornées sur QxZ , de Carathéodory, A continue 5ur[o,eo] , et on consi-
dére d'abord le schéma (IV-2) obtenu par découpiage, sans linarisation com~-

pléte en partant de 6° = eo.

Proposition TV-3 : On suppose F et G croissantes en S et 6 .
K

L'algorithme (IV-2) définit une suite S ,eK (uniqué) telle que

K K

(SK(x),eK(x))e Z. La suite S est croissante SK/(§, la suite 8 est



- 21 -

décroissante, eK\ 6 et (S, 8) est une solution du probléme IV-1. Si

(S,6) est une autre solution de (IV-1) alors 0<S <SS £5,,020<0<86,
P.p.
On peut dire que (§;5) est une solution "minimale-maximale" du probléme

(Iv-1).

Comme dans le cas exothermique, on peut obtenir un encadrement en résolvant

d'abord 1'équation donnant8 , lorsque S est fixé :

Proposdition 1V-4 : On suppose F et G croissantes en S et 6 .

Partant de S° = S, 1'algorithme (IV-3) fournit deux suites sK\s o
SK/fg od (S, 8) est solution maximale-minimale du probléme (IV-1) :

S(x) < S(x), 8(x) < 6(x) pour toute solution. (S,6) de (IV-1).

Les démonstrations de ces deux résultats sont en tous boints analogues &

ce qui a été fait pour 1e cas exothermique =

On ne peut pas linéariser complétement (IV-2) ou (IV-3) en introduisant

un retard sur 6 et S dans le terme de réaction car on perd & priori la posi-
tivité et Ta monotonie (en fait on obtient 1a monotonie pour (SZp, SZP)

2p+l 2p+l

(S , 0 ) en partant d'initialisations convenables, ce qui est .insuf-

fisant pour passer d la limite). Toutefois, on peut linéariser de la maniére

suivante :
soit F(x, S, ) = S H(x, S, 8)
G(x, S, 8) = 8K(x, S, 6)

H>o, K>o0 de Carathéodory, bornées sur Q x Z.

On considére le schéma suivant :
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K K—l, eK-l

-0ask s sk H, s ) = o

(1V-6) | -

M=

5 K 30" K K-1 _K-1
— A (8T) — | + 0 KX, S T,8 T)=o0
laxi

1 axi

~
~
i

0 sur 90

avec une initialisation (S°,6°) donnée.
L'existence de SK, eKe (So,eo)eHé(Q)2 lorsque SK'l, eK'l sont donnés
est &vidente : on est dans le cadre d'opérateurs monotones (et linéaires!)

et, toujours par la méme technique, on montre la :

Proposition IV-5 : on suppose que H est décroissante en S, crois-

sante en 6, K croissante en S, décroissante én 6. Partant de S° = o0, 8° = 60
on obtient par (IV-6) une suite SK,eK telle que SK/§ , eK\‘é‘ .

Partant de S° = So’ 8° = o0, on obtient une suite (SK,'eK) telle que SK\§ s
6K/§_ . (S, g) et (g,‘ 6) sont les solutions minimale-maximale et maxi-

male-minimale du probléme (IV-1).

Cet algorithme complé@tement linéarisé permet donc un encadrement des solutions.

IV-2 Probléme quasi-linéaire sans hypohtése de monotonie.

On considére encore le systéme (IV-1) :

-DAS +F(x,S,8) =0

n 9 B3]
(Iv-1) -X — | A(8) — | +G(x,S,8) =0
i=1 axi axi

S-So=e-eo=o_ sur Q@

sans hypothéses de monotonie cette fois, si ce n'est la croissance de F

selonS, mais on suppose F , G 1ipschitziennes en (S,8) € T uniformément
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pour xe€Q , F(x, S, 8) = S H(x, S, 8), H>0 bornée sur QxZ, G< o
bornée si Z= o, SO]x [eO,eo{, G(x, S, 8) = 6K (x, S, 8), K>0  bornée
si Z=1o, SO] x [o, @o].

On suppose aussi que A est continue et que o f_a'f.A(e)f_M, d'ol il
résulte que

t
8(t) = J A(u)du est lipschitzienne ainsi que g7,
0

Le probléme (IV-1) est équivalent au suivant, ol on a posé y=8(8), wO=B(eO) :

- DAS + F(x,5,8"1(y))

0 - AS + Fl(X,S,w) =0

L]
o

(Iy-1 3)1 - Mt G(X,S,B-l(w)) °<=>(IV"1b) - A‘P + Gl(X,Saw)

0 sur g

S - So =p-9, =0 sur 3 1 S - SO =y = U,

On suppose qu'il est possible de modifier F et G convenablement lorsque

(S,8) ¢ pour que les hypothéses de départ soient vraies pour (S;e)e RZ.

Pour résoudre (IV-lb) on va considérer la méthode des pas fractionnaires
suivante ([76]), qui consiste & décomposer le systéme (IV-1) en un systéme

algébrique non linéaire (résolu en pratique par prédiction - correction)

et un systéme différentiel linéaire :

K+ %- K K +-% K +f%
(a) |S - ST+ Ty Fl(x, S s P ) =0
(IV=7) ' '
K +-% K K+ %- K +-%
(b) {v "P‘*’TKG]_(XsS > Y ) =0
K1 K*%‘ kel
S - S - T, AS =0
SKfl - S0 =0 sur  3Q
(IV-8) K +
wK+l -y 2 T AwK+l =0
(b)
K+1

U] - wo =0 sur aQ



- 24 -

avec une initialisation (S38°) = (So,eo) par exemple, T >0 ‘8tant un
pas variable.
On vérifie immédiatement que si Tk est assez petit (TKL< 1, L constante de

de Lipschitz selon S, ¢, commune & F1 et Gl),(IV—7) posséde une unique solution

K + %- K +-% K K .
(S s U ) Torsque (S, y) est donné et (IV-8) a toujours une

unique solution SK+1, wK+le (So,xpo)GBHé(Q)2 dans le cas TK3>O .

On peut démontrer alors le résultat de convergence suivant :

Proposition IV-6 : On suppose que Fl (i.e. F) est croissante se-

lon S et que les constantes de Lipschitz de F1 selon ¥ et de G1 se}on S,
(*kF -

A 5t

Y sont suffisamment petites

Soit Ty une suite de réels > o vérifiant les propriétés suivantes :
(1) T décroit vers o

(11) Kty tend vers +- « en croissant, Kry=(K-1)7y_; tend vers + «
' T

i 2 - 1
(ii1) Tla série Tg converge  (exemple Ty = TZE Vg <a<l).
Alors 1'algorithme & pas fractionna}res (IV-7)(Iv-8) fournit une suite
K+ 1
SK, wK convergeant, ainsi que S z s v Z vers (S,p) dans LZ(Q),
)

+
- N . (o
ol (S,y) est 1'unique solution de (IV-1).

(®# ) on montre aisément que si les constantes de Lipschitz de F1 selon

et G1 selon (S,y) sont assez petites, i.e. F et G ne dépendent pas trop

de o0 et S, 8, ce qui est vrai dans le modéle physique si E' et E" sont
petits (F étant croissante en S) alors on a 1'unicité de la solution au pro-
bléme (IV-1). Si G est croissante en 6, i1 suffit de considérer les constantes
de Lipschitz selon S pour G et 6 pour F.
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Preuve : S, ¢ étant la solution de(IV-1 b) on pose :
K + i K+ i K+~ K +-i
w Zo=s Zo.s .y 2.y Z.oy,i=12
et on obtient le systéme suivant en (u,v) :
K + 1 K K+ -% K +-%
U 2 -+ (xS ) ) =o
(Iv-9)
K +-l K K +,% K + 1
v -Vt Ty Gl(x,S > U 2y = o
1
K+ 5
Loy 8 -'tKAuK+1 (XsS,9) =0
: 1
K+ = :
K+1 2 K+1
(IV-10)§ v -V = TeAv - T Gl(x,s,w)t= 0
uK+1, vK+le Hé(n)

) K +
Comme d'habitude, on multiplie les équations de (IV-9) par u 2
les équations de (IV-lO) par uK+l, vK+1 et on intégre sur Q:
2 ' 1
K+ 5 2 K+ vl K+ =
[ e
2 Q
(IV-11)
| . K+ _wz ‘ |2 K+-% : K' K+.% K+
Q
1,2 112 2
2 K+ = K+1
l[luml 2] NG ]+ Ty IVu ‘
2 _
K+1
(1y-12) Ty /;Fl(x,sfw)u
l 2 1{2 2
K+ = K+ =
%[!vKﬂl ] et 2 L - 'WK+1|

- Ty }g@l(x,s,w)vK+1

i1

(]
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On aditionne les premiéres equatmns de IV (11) et (12) :

K J.
%[u‘+l| iuKI +Ell ' -u T +’L‘K|VU
=

ol kel NP
T 1F1<x 20 2> <x S,y

K+1|2 +

+

K+ %
2>]u 2 dx + '

L1 1 1
K+ = K+l K+
2>< 2 > 2y
K[ (x S, u dx + TK/[FI(X,S,ID )

K+1

-

dx =0

Fl(x,S,w)] u

Tenant compte de 1a monotonie de F1 selon S et appliquant 1'inégalité de Young

4 1'avant derniére intégrale on obtient :

1
%[Ium]z ) luKlz . luK+‘2' : UK12] ‘e, IyuK+1l2

2 |- |2
2 |F, |2 m_95_§91+ re[IFy(x.s0) - FpixS.

K+ 5 K+1

>Hu

| A

» 1
C TE tryp L -/‘UKH'HVK-F 7‘ dx

2  K+1,, K : K+1
< Corgtrg b Ulu T v dx + Ty [Gl|°°/|u i dx]
Q Q

ol Ldésigne une constante de Lipschitz de F1 selon ¢y et G1 selon S,¢.

| A

En opérant de méme avec les &quations en P, sans hypothése de monotonie cette

fois, on obtient :

2
%_lviﬂiz VK +IVK+ L X I+ TKIVVKH‘Z

) + TK/[ L!uK+%, +L ‘VK+.%']IVK+‘II dx

|G ]zme
l

Ho

2 | Ky K+1 - K+1
<.ty C+ Ty L [/Q[u | v | dx TKA|F1|oo / [v [ dx]
9]

K, K+l Kl
s L {[SLV v 7] dx o+ 7y [Gl|w/|v | dx]

<2
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En appliquant les inégalité@s d'Young et de Poincaré on peut récrire
les inégalités en u et v de la maniére suivante :
1 -
2 2 K+ = 2 2
1 [luK+1| - !uKl + lu 2 . uKl ]+ T C |uK+1|
2 ‘ '

KoLK ‘TKL £y Lgyl, IUK+i{2

| A
o
~
+

2

5 2
P e 1

N |

[IVK+1[2 WK

e e o)

A
(o]
—

+ — L |VK+1|2+1§C }vallz |

Donc si la constante L est assez petite, ainsi que Ty *

, 1

%_lumlz - ‘uK|2_ +1:K—Cz3-lu'<+1|2_<_ri c, * _2_5 L v
[ ] : 2

) O T I AV R N P .

K

2 2 | 2
On pose |wK1 = |uKl +[vKl ; le l vérifie la récurrence suivante,
avec C=2max(C1 , C2), C' = min(CS,C4), c" = 2L
- 112 ' 2
K+1 w | K 2
(1 + 7y C')|w l < (1+TKC)|WI +C'T.'K

On suppose L  assez petite pour que C"<C' et on prend

une suite Tk décroissante; de 1'inégalité ci-dessus on déduit que
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1+7 C'»
K 2 2
| Wk < KT 4 ce2
1+ C!I K
K
L+ cr\K
en multipliant par et en notant que :
1+ T C"
1+ ' '
) Tx C 1+ Ty +1C
ay = - >
l + TK C" 1 + TK+1 C"

Pour une suite décroissante puis en faisant 1a sonme de ces inégalités pour

0,...., K- 1 on obtient :

J
| 2 012 K-1 (o P _
wK| < oLy T§ _(_OLJ_)__
(o) =0 (oy) ¢

le premier terme tenq vers o d'aprés (ii) (et C'> C"), Te deuxiame terme est

K-1 .
- ¢ 2 3Ty (Ct - .
majoré par 7 z T e * équivalent &
+ J
(OLK) J=0
K- .
1 2 (\]TJ - K,L_K) (Cl - C") ‘
C ‘Z T3 e qui tend vers o, d'aprés (ii) et (i11)
J=0
d'ol le résultat.
K+ L ke L
Pour la convergence de S - 2 s U 2 i1 suffit de conserver les termes
K+ _1_ ‘sz
u- 2 -y .... et d'en faire la somme ®

IV-3 Le probléme physique en dimension 1.

Les méthodes des §1IV-1 ou IV-2 ne s'appliquent pas car D dépend de 6.

On va mettre en ceuvre une méthode de suites alternées: On considére
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le systéme suivant avec n>o0 ou < o selon que la réaction est exo-ou endothermique

- (D(8)S,)  + F(x,5,0) =0
X

(IV-13) ' o<x<e

- (A(B)8,) = nF(x,5,8) =0
X

S(0) = S(e) = SO;‘ 8(o) = g8(e) = 8,

avec D(8) > o >0, A(B) > a > 0, D et A continues, F et G de Carathéodory,
bornées, F(x,5,8) = SH(x,5,8) avec H>o0 sur Z= [o,So]x [ 8ys o[ ou
[o, So] x [0, eo] selon que n est >0 ou < o.

Une combinaison des équations (IV-13) permet alors d'&liminer 1a fonction S,

en effet :
(nD(8)S,) + (Ale)ey) = o N
te
nD(8)S, + A(a)e, = C€ —s s + 8Ly o C

nD(s) * D(6)
L'intégration de cette relation, compte tenu du fait que S(e) = S(o) ,

6(e) = 6(0), donc alors :

e
dx
cte/ =0— C%® - o,
o D(e(x)) :
Par conséquent, si on pose .
z A(t)
¥(z) = / — ot
5 nD(t)
(o]

le systéme (IV-13) est équivalent au suivant :

S(x) = Sy + p[o(x)]

(IV-14) | - (A(8) ex) - nF(x,S,8) = o
X

6(o) = 8(e) =8

o



ou encore, en posant : 8(z)

]
Sy
N
-
P
ct
g
Q.
r‘-

S(x) =S, +yl8(x)]

(Iv-15)4 - (s(e))xx - nF(x,S,8) = o

qui peut aussi se mettre sous la forme :
- - lry =
@XX nF(x,®) =0

(Iv-16)
B(o) = ©(e) = 0

avec 5(x, 8) = F(x,5, +v[87(®)] , 87} (@)
(on a posé ©(x) = B(8(x)).
Observons maintenant le comportement de F selon © :

a) cas exothermique (n>0) avec F [en S et \ en 9 (cf. tableau donné

antérieurement) :  est \ enoetdonc Fest\ en®et -nF est /en®,

b) cas endothermique (n<o) F est toujours | enSet o :
pest | en 6 donc Fest/en® et-n Fest/en®

D'autre part F é&tant bornée est continue de LZ(Q)‘ —>L2(Q) %) ‘équation
(IV-16) est donc associée & un opérateur coercif monotone, borné, hémicontinu
de Hg(sz) '-*H-l(sz) d'ol par application directe d'un théoréme classique de

monotonie ([63]) (ex)

(*) en tant qu'opérateur de Nemytskii.
() sans hypothése de monotonie on obtient un résultat d'existence pour

(IV-16) par compaciteé.
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Théoneme IV-7 : sous 1'une des hypothéses a) ou b) ci-dessus le

probléme (IV-16) admet . une unique solution. I1 en est donc de méme du pro-

bléme initial équivalent (IV-13).

Pour 1'approximation numérique (et pour 1'existencel) on peut consi-

dérer 1'algorithme itératif simple suivant :

K+1 Ky _
'®xx. -nF(x,®7) =0
(Iv-17) K+1 1
o € H,O(Q)
| e° =o
Le systéme (IV-17) posséde une unique solution ®K+le Hg(g) ﬂWZ’P(Q),

1

>90

De plus J’T(x,@)o) = F(x, So° o) > 0, donc © o dans Te

1

cas exothermique et © i@° dans le cas endothermique. On se limite au

cas a) pour le moment :

0% =nF(x,0l) < nF(x8° = -0

ce qui implique ,@2 < @l et @2 > 0.

1
XX

Plus généra]ément, 1'application © - 8O définie par :

- (88}, - nF(x,0) =0

1

SOe H0

(a)

est décroissante(ponctueliement) : @1_<_ ®2=>8®‘138®2 .

De Ta relation: @° = °i®2 on déduit que la suite ©%P est /

la suite o2+l est \, puis de la relation @oi 61 , on déduit que :
®2p <®2]3-1-1

d'ol en fait deux suites :
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®2p/’ @2ptl \ avec 02 . @ 2J+l Vi,j

ce qui donne la configuration suivante :

0 e/? e

Dans le cas b) on obtient @1 < 0% =0
et an(x,@l) 3n:7-’(x,®°) = nF(x, S°,0°) <o~ donc @2 < ©®° etonala

configuration ci-dessous :
©(x)
0 e/2 | (o) e
(2
(4)

(5)

(3)
(1)

v
Dans ces cas, il est facile de montrer la convergence des suites :
Par exemple dans le cadre exothermique : ®2p/9 . ®2p+1\ e

>
en fait toute solution © du probléme donné vérifie © < ® < @;
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en effet, d'aprés la monotonie de -nF(X,.), ona o< @-_<_®1
ce qui, par application répétée de 1'opérateur § donne ®2p <0< ®2p+l’
puis onpasse a la 1imite. D'autre part, © (resp. o ) est une sous-
(resp. sur-) solution du probléme : en effet, puisque @K est bornée. dans
HS(Q) on peut, par extraction et passage & la limite, en déduire comme

d'habitude que © , @€ Hé(n) vérifient :

-A®-nF(x,®) =0

- A®- nFx, ®) =0
0,8 cH(a)

ce qui, vu 1a croissance de -nJ,donne les inégalités :

'AQ_' n.T(X’@) <0

~A® - nF(x,0) >0

Mais a priori © et 6 ne sont pas égaux! Toutefois lorsque n est
assez petit et FlLipschitzienne (ce qui est conforme au mod&le"physique")
Sest une contraction, donc © = o et on a une convergence alternée vers
la solution. Si on revient aux variab1és. (S,6), on peut fprmu]er les résul=-

tats de la maniére suivante :

-

Proposition IV-8 :on se place dans 1'hypothése a) (resp. b)) et on

considére la méthode itérative suivante (K>o) :
8° = o

Ky <K

-(D(8™) S,)

Ky, K
D = (a5 )

X

b |

w
o~
o
—
]
w
—
]
S
L
(%]
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K

) - Fx SN 6N =0

K+1 K+1
8 8

(0) = (e) = og -

On a les convergences suivantes :

_ 2p+1 ;
\'s, s V5, 2P+l S. Pour n assez petit,

(S, 8) = (S, 8) est 1'unique solution (S,8) de (IV-13). On a toujours

0<S5<S<S<sS et 6<6<6 etdeplus (S,6) et (S, 8), resp.

0
" (S, 9) (et §;‘g) sont sur-resp.sous- solution de 1'équation (IV-13) en 6

et (S, 8) resp. (S, 8)sont sur- resp. sous-solution de 1'équation (IV-13)

en S.

On a un énoncé analogue dans le cas endothermique en échangeant les sym-

boles / et \ .

V. - ETUDE NUMERIQUE DU PROBLEME PHYSIQUE.

Pour des problémes quasi-linéaires du type Lu + f(x,u) = 0o avec
L opérateur linéaire du second ordre (ou pour des systémes de ce type) la
méthode de Tinéarisation proposée par Céa et Geymonat ([ 28] ) est bien adap-
tée. Rappelons en le principe : soit d résoudre 1'&quation
(V-1) A(u) = f avec A opérateur non linéaire continu d'un Hilbert V dans son
dual V', f donné dans V'. On suppose que A admet le découpage "additif" suivant :
Au = Cu - B(u) avec C linéaire continu de V dans V'.
On associe & (V-1) le probhléme de type contréle optimal :

Cu, =B(A) + f (équation d'état)

A
Inf J(A) avec J(}A) = Hux -Aﬂs (J est 1a fonction codt)
re V

(V-2)
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qu'on résout par des méthodes itératives d'optimisation. Sous des hypo-
théses raisonnables ([28]) on montre que (V-I) &quivaut & (V-2) et qu'un

algorithme de type gradient converge.

Dans notre cas, la non-linéarité affecte le terme de dérivation d'ordre
deux, de sorte qu'il n'y a pas de décomposition additive naturelle du
type C - B. L'idée consiste & lingariser 1'opérateur :

n
-3 —9—-[a..(x,u) EEL:] + g(x,u), par exemple, en introduisant

s e . 1J
i,j=1 axb axi

1'opérateur :

n ‘
- 2 aii(x,x)] vy g(x,\), A @étant supposé connu.
1,J=1 94 v X

On va formaliser ce procédé qui apparait bien comme une extension de [28] ,
puis 1‘appliquer au probléme physique unidimensionnel (il est bien entendu

possible de 1'appliquer au probléme général du § III).

V-1. Une méthode générale de contrdle optimal.

On reprend les notations de[28] : V,espace de Hilbert, est muni du produit

scalaire (( , )), de 1a norme | "V , V' son dual normé par I | , 1a

VI
dualité entre Vet V' est représentée par le crochet < , > .
Soit & résoudre (V-1) A(u) =f avec A: V — V'non linéaire continu,

f e V' donné.
On suppose que A peut se mettre sous la forme :

A(u) = C(u,u) - B(u), od C(u,)) est, & Are V fix@, linéaire de V dans V'.

- — - - —— o 1o by - —— - o —— -

on fait les hypothéses suivantes :
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(i)  (usr) € Vx V—> C(u,A)e V' est continue

(ii) A eV—> B(A) eV est continue

2
(ii1) Ja > o tel que : <C(u-v,3), u-v> > alu-vl,

Yu,v eV ,Vr eV

Lemme V-1 : quels que soient xeV, feV', 1'équation C(u,r) - B(A) = f

admet une unique solution u,e V dépendant contindment de X et f.

A

Preuve : 1'équation s'écrit : C(u,x) = f + B(X)eV' pour un opérateur
Tinéaire, continu, coercif, d'ol 1'existence et 1'unicité. Pour la continuité
on considére les deux équations :

Clu,A) = f + B(X)

C(vou) = g + B(n)

Clu-v,\) = f-g + B(A) - B(u) + C(v,u) - C(v,2)

et par différence, on obtient :

on applique ces formes a u - ve V et on utilise (iii) :

+ IB(A) - B(u)l

lu-vl, < 1F-gl £1C(v,a) - C(v,A)lye ®

V! v

On peut alors considérer le probléme de contrdle optimal

inf J(A), avec J(a) = I uk-)\llfl (codt)
2
reV )
(V-2) u,  étant la solution de 1'équation d'état :
C(usA) - B(A) = f

La fonction colit est continue grice au Temme V-1.
Toute solution u de (V-1) est solution de (V-2) avec u =X et toute

solution X de (V-2) telle que J(X) = 0 est une solution X =u de (V-1).



Pour un contréle X e V et 1'état Uy associé, on définit 1'état

adjoint PeV comme 1a solution de :

(V-3)  <Co.2), P> = ((uy - ,9)) Voe V

La forme (v,P) —> <C(¥,A),P > étant bilinéaire continue coercive sur
V, (V-3) admet bien une solution unique.

On fait les hypothéses supplémentaires suivantes :

(iv) (u,x) —> C(u,A) est différentiable de VYxV — V' (il n'y a
rien & vérifier en ce qui concerne u!).

(V) A —s B()) est différentiable de V —> V'

(vi)3B>0 tgqVpeV : <C(p,A),¢>+ <C>\(u,>\)‘p - B.x(f}\)‘p . 9> > slhpll.s.

Proposdition V-1  sous les hypothéses (i) - (vi), A eV est solution

de (V-1) si et seulement si il existe ueV,peV, tels que Tes conditions

suivantes soient satisfaites :

(V-2) C(u,r) =B(A) + f
(V-3) <C(psA)sp>= ((Uu-2rw)) VeoelV
(V-4) ((u=2,p)) = -<Cy(usd)w = B, (A)p, p>Vp eV

Preuve : Si X est solution de (V-l).l‘es relations (V-2-3-4) sont satis-
faites avec u = A, p= o. Réciproquement, en additionnant (V-3) et (V-4)
et en prenant ¢ = p on obtient :

< C(P,A), P> + <C}\(u,>\) p- Bx(x)p,p> = 0 ce qui par (vi) donne P =0
donc u =) par (V-3),et (V-2) donne alors C(u,Ab) - B(u) =A(u) =f =
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c) méthode numérique : elle va consister & minimiser J(A) en utilisant

le gradient & chaque étape d'itération. On calcule d'abord ce gradient,

VJ(A) € V.

Soient X, A+d8y€eV; u, u+ Su les é&tats correspondants.
On a C(u,A) = B(A) = F ‘
C(u+SU,A+81) - B(A+8A) = F = @(u+du, A +81)
Puisque u —> C(u,x) est un isomorphisme de ¥ —> V' on peut appliquer

le théoréme des fonctions implicites & ¢ : VxV—>»V' au point (u,)\) ce.

qui donne : ‘

 su = h(s\) + o(ledl,) o1 heg(V,V)
est défini‘de la fagon suivante : h = -@al(u,k) @k(u,x) i.e.VYweV,
Z= h(w) vérifie :

C(Z,A) = = (Cx(q,k) - BA(A)).W dans V' ==

(V=5) <C(Z,A), 9> = <~ (Cx(u,A) - Bk(x)) W, v>Vope V.

On peut calculer alors VJ(A) :

1 2 2
J8A) = I(A) = S lu+ su - (a +aA)l[y - Ellu =My~

= ((w2,80) = ((u=ho82)) + 3 lou= o4l

=< C(SU,A)p > = ((u=2A,81) + of|] ax”v) (V-3 avec ¢ = 8u)

= =< (Cy(usx) - B, (A))8r, p> - ((u=ns8A) +o(] 8rll,)
(on utilise (V-5) avec w = 8A, ¢ =p)
On introduit Kx e YV par la relation :
(V-G) ((Kk’ ‘p» = <(C)‘(U,}\) = B)\()\))‘p 2P >
ce qui donne : VWJ()A) = - KA - (u=-21)

On peut alors utiliser un algorithme itératif d'optimisation.
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Proposition V-2 : -On suppose que (i) - (viii) sont vérifiées.

Alors pour p assez petit, 1'algorithme du gradient converge :

Uy —> U, A —>A dans V o0 u est 1'unique solution de (V-1).

Preuve : pour T'unicité, on suppose qu'on a deux so]ution_s uetvde (V-1)
et on fait la différence des deux équations donnant u et v :
C(u,u) - B(u) - [C(v,v) - B(v)] =0 i.e.
Clu-v ,\) + (Cx(}"}‘) - Bl(}‘)) u-y = 0 avec A = 6u + (1-9)v.
En appliquant cette relation & u-y et en utilisant (vi) on obtient :
[ u-vily =0 ie. u=yv.
Pour la convergence, on peut supposer én #0 ¥neN,

sans quoi le résultat est &tabli d'aprés la remarque 1.

¢ Supposons que VJ : V'—a—->V soit Lipschitzienne de rapport C :
I, = 06,) = () - e((VI(¥,)s Gy)) +

- o((73(A,=98,6 ) - WI(A,), G))  avec 8 e (0,1)

< IA,) - ollG Iy + Co” li6, 1y < 3% dés que p < = ;

" 1a suite J(A,) sera donc décroissante et J(An) > 0 donc J(An)\1_> 0.

1 2 , .
Avec o = T on aura alors “Gn“\l-' < 4ClI(r.) - I(A )1 donc G —s o.

¢ On montre ensuite que P ——>o0. Par définition,
((G,»9)) = = ((Ky»¢)) = ((u, = A ) et pour p=-p_
(62 Pp) = <(Cy (upary) =By (M) pyopy >+ <Clpady)opyy >

. - . 2 1
d'aprés (vii)) >8 ||P, “V=> ”pn”V < g |6, Il —>o donc p, —> o

4 On montre que u, - >‘n —> 03 on prend (V-3) avec ¢ = U, - An :

2 .
“un- }\n“Vi ” C(Un = >‘n ’An')HV, ”pn“V _<__ !”C("An)”l:(v V')”un-)\n”V”pn“V s

]
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Par exemple, 1'algorithme du gradient & pas constant s'écrit :

=0, Xo donné

n

(1) 'Résoudré/: Clu,Ay) = B(An) + f (équation d'état) —u

(2) Resoudre :<C(p,A ),p>= ((u, = A,w))Veo e V. —> P (&état adjoint).
(3) RéSOUdY'e : ((Kn s‘p)) = <(C}\(un9}\n) - B)\(An))‘ps Pn> aV‘p eV —> Kn

(4) v, =6, =-K - (u - An)

Si Gn = 0 arrét; sinon :
(5) Mgl = An-‘pGn (p>0 & choisir)

poser n = n+l et retourner en (1).

Remarque 1 :  Si G, = 0, alors ((u, = A5 9)) = = ((K .9))

-<(C}\(un9kn) - B}\(ln))‘papn >

D'aprés la proposition V-1, u, = A, est alors solution de (V-1).

Remarque 2 : On peut remplacer (5) par n'importe quelle méthode en

utilisant le gradient, par exemple gradient conjugué. C'est ce que nous

ferons en pratique.

On fait les deux hypothéses supplémentaires suivantes :

(vit) Gl <™ i, (u,n) = Bl < (Cte
£(V,V") e(v,v?)

(AEICCA) = Sy yry <7 I3 - wll

M (us2) = Cy(vau) + By (A) = B0l

any S Y =il + fasully 1
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ceci implique que u_ - An —> 0 0Qu encore J(An) —> 0.

n

¢ soit u la solution de (V-1) qui existe car u —>C(u,u) - B(u) est

monotone (vi), confinu ((i)%(i1)) coercif((vi)) borné (vii) ([63])

Des égalités :

- C{u,u) =B(u) + f

C(un,An) = B(An) + f

on déduit que : (avéc A=B, Ut (1 - eh)kn , B € (0,1)) :

C(u - un,A) + (Ck(un,k) - BK(A)) (u - An) =0 e

Clu - un,A) +(Ck(uh,x) - BA(A))(u - un) =‘(Cx(un’l) - B.K(X))(un - An)

on applique les formes figurant aux deux membres sur u - U, et on utilise

(vi) et (vii) :

B l1u = uyl§ < 1S, (uyon) = By Wl oyl = Aty Hlu = 1T,

=> U - u, —> 0. Le théoréme sera définitivement &tabli si on prouve le :

Lemme V-2 : sous les hypothdses de 1a proposition (V-2) 1'applica-

tion VJ : V—V est Lipschitzienne.

Preuve : on a VJ(A) = - KA - (u -A), i1 suffit de montrer que X —>u et

A —> Kk sont Lipschitziennes :

® Ona C(u,x) - C(v,su) = B(A) - B(f1) si uetv sont les &tats associés

aux contréles A et u === C(u-v,A) = C(v,u) - B{u) - [C(v,A) - B(A)]

~

(6 (v:A) = B, () (umh) —>

llu - vl

| A

S LACRVICENCV PR RV

| A

e u-al| par (viii).
y .
® | 'état adjoint est fonctionmLipschitzienne du contréle :

<C(w,A),p > = ((u -2, 9))

<C(‘P9u)s q> = ((V = U ‘p))
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<C(¢,A)s p-q > = <C(e,u) - C(P,A), a > + <U=v + p-} ,¥>

on prend ¢ = p-q et on utilise (iii) et viii) :

lo-all < ¢ w2l llall, + C*fhu=all,
et comme < C(q,\)gq>= ((UA - X, g)),ona IIquCte J(A) < Cte J(’)\O)

)
donc q est borné dans V ce qui suffit :
¢ )\ — K)\ est lipschitzienne : on a
<(K>\ - K]JS‘P)) = <<C>\(u:)\) - Bx(}\) - Cu(vﬂl) + Bu(“))‘p s P>+

+ <(Cp('v,u) - Bu(u))¢, p-q >

et on applique encore (vii), (viii) en prenant ¢ = KA - K11 et en utili-

sant le caractére Lipschitzien du contrdle ce '‘qui donne le résultat =

Remarque : Tles hypothéses (vii)et (viii) sont & vérifier uniquement sur

un ensemble convexe de VxV contenant {(u,)) / J(X) _<_ J(‘Ao)}

¥-2. Mise en oeuvresur le systéme couplé.

On récrit le systéme (II-1) en posant S =S

0 0 s
", i v

D; 5 (x,$,6) z Ds 5 (x5usv), Aij(x,sée) = Ay5(%U5v),
F(X,S,8) = F(X,u,v), G(x,5,8) = G(x,u,v) :

n n 1 n
-Z 2 Dij(x,u,v) vt F(x,u,v) =0
i,j=1 axi | ' axjj

n [N, AV
-z 2 Ai.(x,u,v) LI G(x,u,y) =0
i,j=1 ox. HJ X |

it J

Vuv e Hya) ((H(@)' = @)

, 1
Pour Wy WZEH‘O(Q)’, on pose ((wl,wz)) = wa,l, Vw, dx
. Q
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n 29 -
siog= =2 e 0 i), gel®(a)

i=1 %y

on pose

n R > v 1
<gWs>= Z (0., — | , YweH (Q).

Les étapes de la méthode de contrfle optimal s'écrivent de la facon suivante,

avec V = Hé(ﬂ) X Hé(ﬂ), sous forme faible :

Equation d'état :

Soit (A,u) un contrdle; (u,v) est solution de :

n N au ay N
) z D (X,25n) s )‘*‘ (F (xs2,u)9) =0

1 BXJ Bx.l

1 X ; X

n n, v Y ~
] z A <A -(Xs)\,“) s ) +(G(<X3}\31—l) a‘p) 0
o d i

Loy, 1
V¢€HJQL mVeHJQL

Etat adjoint’: (p,q) est solution de :

n /s .3y op n 3 3y
D DAy — . — | = = (——(u - %) —)
J =1

1,j=1 axj 3X i: X 39X

N/, ‘ dp 3q n 3 dp
. 2 A-ij(xs}HU) — 5 T = Z - (V - IJ), —
1,j=1 ij axi i=1 axi axi

1 1
Ve e Hy(Q); p.ge H ()
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2 1 2

1
Calcul du gradient du codt : J(A,n) == Hlu - pl +—ly -4l
2 2

On détermine K solution de :

1;%2

n aK.l dy¢ n 3 N 3 u oD
) (S i, 2.

[~ c 3 J
i=1 axi axi i,j=1 \ %) axj axi
n 3 A v 94
+ z <——' A.l(X;}\au)‘p " "‘""">
i,3=1 \3 J 3X. DX,
3 i
N, n
dF 3G
+<_" (XsA:U)‘po p) +| - (x:}\,U)‘P’ q>
A 3 A
z <—-— , —>= z <—— D,i ..... on remplace — par --—>
i=1\ax;  8x;/ i,d=1 \au J a 3
K., K, e H: Q)
1° ™27 "o

W(hu) = = (Kps Ky) = (U=, v =)

On peut évidemment écrire ces systémes sous forme opérationnelle, mais &tant
donné que 1'approximation se fera par éléments finis, 1'écriture ci-dessus

est bien adaptée.



- 45 -

V - 3 Résultats numériques sur le probléme physique

vV _(8)S

- (D(,e) sx) L2 s

X Km(e) + S
(V=7) V(8 s 0<x<l}
8

- (A(e) ex> --AHe2 ____m____)_____ = 0

X ‘ Km(e) +S
S(o) =S(1) =S5 8(o) =8(1) =9

o’ 0

Nous avons appliqué la méthode exposée en V - 2 & ceci prés que pour respec-

ter la positivité en S, la premiére équation a &té linéarisée en introduisant
o Vp(8) S

Te contréle dans le terme Km(e) +S uniquement au dénominateur, avec, com-

me d'habitude des variables rifiant des conditions homogénes au bord.

L'approximation numérique a &té faite au moyen d'éléments finis Pl’ avec

un maillage régulier de [0,1] en utilisant 180 points.

La méthode d'optimisation utilisée est celle du gradient conjugué, version
Polak-Ribiére, avec calcul "optimal" du pas, comme par exemple dans [60]

ol elle a été mise en oeuvre dans le cadre d'une méthode de contréle classi-

que .
Rappelons 1'expression des fonctions intervenant dans (V-7) :
E
Ro
D(8) = b, e A(e) = Ao(l + bo)
_EL _]A;_L
_ Re = 2}
Vm(e) = V0 e Km(e) Koe

Les valeurs numériques sont les suivantes ([71)
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D, = 1.726 101° . E= 3.0 10
A = 2.12 1073 : B = 0.02

v, = 448 : E' =0

K, = 1.767 10Y7 . AH = 2.342  10%

e = 0.004; R =2; 8, = 273 + 21 = 294; Sg peut varier de 1 3 10.

Rappelons que, puisque E'= 0 et AH > 0, on a unicité de la solution
(Théoréme IV-7 cas a)).

Pour 6 = 8, Tes valeurs des coefficients D(eo), Vm(eo).... sont celles

qui sont utilisées dans le modéle standard & coefficients constants:

-»szx+e2.m =0 0<x<1
K +S
m;
(V-8) st m > 1
- - A6, -AHe =0 0 < X<
xX Km + S
S(o) = S(1) = So; 8(o) = 0(1) = %

Nous avons fait des essais numériques, d'abord avec les données ci-dessus
en faisant varier So’ puis en considérant AH comme un paramétre de bifur-
cation(la valeur indiquée sur les figures est le coefficient multiplicatif)

Les résultats et conclusions sont Tes suivants :

Pour Tes données physiques, le modéle & coefficients constants donne

-

les mémes résultats que le modéle & coefficients varjables (dit "couplé");
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i1 faut que AH soit nettement plus grand pour que les différences soient

sensibles.

on observe une montée en température brutale autour d'un certain seuil.

Pour AH plus grand (>5) on obtient un comportement qui né dépend plus de S0

(fig. 6) .

c) évolution de la concentration en fonction de AH (fig. 4 - 5)

On observe trois zones :

® pour AH petit une zone o S ~ SO

® un passage brutal & une zone frontiére Iiﬁre numérique (Smin v 0)
i peu prés indépendant de S0

® enfin une convergence lorsque AH —>« vers une solution >o, cette
convergence et aussi la transition entre la z6ne frontiére libre et la

z6ne de remontée se faisant d'autant plus vite que S0 est grand ( fig. 8 - 9).
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Figure 1 : Température au centre de 1a membrane en fonction de AH pour
les modéles 3 coefficients variables (couplé) et constants (dé&couplé) .
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Figure 8 : Profils des concentrations normalisées lorsque AH tend vers +e0.
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POINTS DE RETOURNEMENT DE PROBLEMES ELLIPTIQUES
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THE LOCAL BEHAVIOUR OF TURNING POINTS
IN NONLINEAR EIGENVALUE PROBLEMS . APPLICATION TO

PARAMETER IDENTIFICATION

ABSTRACT

This paper is concerned with a class of nonlinear second order
elliptic equations involving two real parameters \ and ¢ , A being
considered as a bifurcation parameter . We assume existence of turning
points for some fixed ¢ , set up the existence of such points when e
is slightly perturbed , and estimate their local dependence under the
perturbation . We apply the results to the inverse problem of identifying
¢ when some turning value x*(e) is known, for instance, from a practical
point of view, by observing hysteresis. We give an algorithm based on
our estimation technique coupled with the Newton method and test the
efficiency of the procedure on some classical models in combustion and
enzyme kinetics theory . )



-1- INTRODUCTION

We consider the following second order nonlinear

eigenvalue problem (NLEP)

Lu

£(rx, x, u, &) in @
(l-l)€

Bu = o ‘on BQ

that is, a diffusion and reaction moael, where Q@ 1s a re-
gular bounded open domain of IRn, ny, 1, L a second order linear
operator corresponding to the diffusion phenomenon. The
‘nonlinearity f represents the kinetiés of the reaction

and B is some boundary operator.

Typical situations are for instance L = - A and :

u
£(A, x, u, &) = )\e1+€u
in the combustion model [43] or
mtk
m e + 1
£E(A,x, u, g) =i (I=) |———
e + 1-u

in the Langmuir-Hinshelwoodmodel [4][16] or else :

l1 -u

E(A,x, u, g) =

€2+€)\ (1=-u) +k)\2 (1=-u) 2

in enzyme kinetics when the reaction is inhibited by excess of

L3

substrate [11]



The real X > o 1is considered in the sequel as a bifurca-
tion parameter whereas e plays the role of a perturbation

parameter, around some reference value €q°

We investigate the following type of situation’ : assume
}\*(ao) ; u*(eo) is, say, an isolated left turning point
for (l—l)g‘ ;, which means that, locally, (1—l)€ has no so-

0 0
. ¥ %
lution for A > A (eo) yone for A = f(eo_),and two solutions for A< A(gg)

We are interested in the perturbed problem (1_1)5’ and more

specifically look for :

l.- Local existence of a turnim point A*(e) ' u*(s) for

(l—l)e .

2.- A guantitative estimation of A ¥e) - k*(&:o) and scme norm of
_ u*(e) - u*(eo) for & near €4 sat least asymtotically, as

E > €5- The dependance of the. turnirig points upon g is of
practical importance since these poin'ts correspond usual-

ly to the limits of extinction or ignition regimes [43][78] ;

so the knowledge of the function A * (e) ,at least locally: ‘

may be useful to realize optimal design of a reactor for
instanceJThis idea is mentioned in [68] where a similar study

was developped for the dependance -of _critical points upon

the domain Q.

A typical situation is represented rig.l hereafter; the
bifurcation diagrams correspond to the combustion model

mentionned before.



Fig 1 : bifurcation diagram gor

u

u" + Ael+€u = 0; u(o)= u(l) = o

Generally, we have multiple solutions for A in some interval

()\**(e) ’ 2 ¥(e))  (see Fig.2), in the most usual case we have at

least three solutions, thus giving some S-shaped curve for the
bifurcation diagram (fig.3). Claésical results [11] [37] [50]
show that the maximal and minimal solutions are stable,the
intermediate one(s) being unstable, therefore, increasing A, .
_theﬁ decreasing it, we observe a hysteresis phenomenon when
the solutions are considered as stationnary points of the associated

evolution problem (1—2)E : u, + Iu - £(A,x,u,e) =0 (Fig. 3) .



Thus A¥(g) or A**(s) are physically accessible. Our idea, which

is allready mentioned in [59 1, but has not yet been
much worked out, is that € can be estimated if 2*(e) for
instance is known. We give an algorithm for estimating e

based on a simple Newton procedure for the equation :

. N,
2 ¥(e) = 2
")

where X is a measured value of x*(s).

This identification algorithm is available since by our
*
general results, %% can be calculated .We test it

on the problems mentioned before.

Qualitative results of perturbation concerning turning
points are well known ([37][38]). Our contribution consists
in giving first order quantitative estimations and applying

the results to an inverse problem.

[ ullt | fufl 4 -

! 1
1 gt '
| i R el ; 2
e 2
Fig.2 : A typical bifurca- Fig.3: Hysteresdis jumps corres-
Tion diagram f{or a nonlinear  ponding to Linstability of the
problem. intenmediate solution in Zhe

case of an S-shaped diagram.



- 2 - MATHEMATICAL BACKGROUND

Let 922 Dbe of class (32+a for some ¢ € (0,1) .

We suppose :

n p) ou -
Iu=- 2 —_— aij(x) — | + alx)u
i,jJ=1 axi axj
is uniformly elliptic, with coefficients
a,. € €l+a (Q) , aceC*® a(x) > o on Q.

ij

The boundary operator is assumed to be of the form :

au n t au
B(u) = 8 (x)u +68 — = Bau +6 = B.(x)a..x) — ,
° 38 ° i,§=1 * 1] 9% 4

Bi P 80 € C;+a(89) where B is an outward normal
pointing vector.

The following subsidiary conditions, assumed in the sequel,

garantee a strong maximum principle for the boundary value

problem (L, B) :

either §(x) = o and then Bo(x) >0, or §x) =1 and

then Bo(x) > o with a(x) > o when Bo(x) = 0.

We recall the following classical result ( [75 1)
THEOREM 2-1 :

Forn every v € % (Q) the boundary value problem



(LIB) H
Iu =v {n § ; Bu = 0 on 39 }9044244&4 a undque
solution u = Kve€ Cz'm(ﬁ) and K 45 a Linearn contd-

nuous operatorn from C2(R) into c2tog) .

Considered as an operator from C(Q) into itself, K is compact

and strongly positive ([2]).

We now list the assumptions satisfied by the nonlinearity

£(X, x, t, €) which is defined on IR X QR x R x I, I deno-
ting some open interval containing €q°
For simplicity, we take £ of class c3 in A, t o, g,all

the derivatives being continuous on IR X Q@ x IR x I and

Holder continuous with exponent o in Xx.

We denote by F, F a’ ¥ ++... the Nemytskii operators

ue

associated with £, and the partial derivatives ft , fte cean

Then,if ue C%(@, F( A, u, €) , F, (A, u, €).... are also in

Ce( and it is well known ([2]) .that the NLEP
(1-1)_. for u e c2ta (Q) , is equivalent to the fixed point formulation

(2-1)_ u = KF(},u,¢e) forueC Q).
Moreover,a simple calculation shows that KF ( A , u, € ) , considered as an

operator fram R_x C(Q) x I into C(Q)

admits Fréchet derivatives up to the second order and :

[KF( A, 4, e)]D = K[FD( A, 4, e).]



where D is some derivation symbol of order less than two,

involving A, u, € ...

REGULAR TURNING OR_BENDING POINTS :

For fixed e , let (k*, u*) be a solution of (1-1)€ or
(2—1)3 satisfying the two conditions (Bl) et (B2) given here-

after :

(B1) the operator I - K| Fu()\*, u*,e) 1 e L (C (2))

has a onedimensional kernel N generated ,say, by ¢ € C (Q) ; a

vector perfecly defined by the conditions

f 02 (x)dx = 1
Q

(01 9)

and

‘P(XO) > 0 for some xer such that ¢ ) # o

Note that, by the regularity assumptions,

N= W ¢ (32+°°(?z'); LW = Fu(x*, u¥*,e)w; Bw = o} .

Since w — K[ Fu“‘*’ u*, g) wl is- a compact opera-

tor on C(R), an immediate consequence of the Fredholm alter-

native ([42]) is that the transpose of I - K Fu(k*, u*,e)

— L
in the sense of the duality <,> on C(Q)xC(Q) has a onedimen-

t

sional kernel tN generated, say, by Y € C'(ﬁ), the dual space

of C(Q).We assure:



B2) < Ex % , FX(A*, o, &)> # o, where TKe £(C' ()

is the transposed operator of K.

The following result, a simple adaptation of a classical
one of Crandall and Rabinowitz (BZ]), characterizes the
special turning points we consider in the remainder of that
paper, roughly speaking,the regular turning points associa-

ted with a simple eigénvalue.

THEOREM 2-2 :

Under the regularnity assumptions on L, B, £
and (B1), (BZ), (A*, u*) L5 a regularn turning poinkt
o4 (2—1)8:, ~5Ln some pnedighborhood qﬁ (k*, u*), evenry
solution (A, u) 04 (2-1)_ admits the following parame-

tnic nepresentation in sSeIR :

A Ay s

A(S)

u=u(s) =u' + sp + Z(s)

gon S sugficiently small; Z(s) belongs to a supple-
mentary o4 the keanel N iﬁl'C(ﬁ). The functions t andZ

are differentiable at the origin and =

T(0) =0 ; 1'(0) =0; Z(0) =o0; Z'(o) = o.
Moreover 1 admits a second derdivative for S = o

given by :



- 10 -

* *
(A r 4 IE)‘p-‘P]>

t
=< ¢, K[Fuu\

" (O) =

<t¢, K FK(A*, u*, g)> |
A consequence of Theorem 1 is that near (»Xtu*),the set of solutions of (2—1);
in R+x C(Q) is a regular arc parametrized by s. ﬁ
We say that (A*, u*) is a non degenerate regular turning
point if 1"(0o) # o and we consider only such points.
Therefore, we are lead to assume subsequently the following
supplementary non degeneracy condition :

(B3) <Fo, x[F, 0%, 0¥, el # O

uu

The situation resulting from Theorem 2-2 is il‘lustrated by Fig.4 :
I | Iph

— . ema. w— —

" (0) > O

Fig.4 : bifurcation diaghams near a regular nondegenerate
turning poinkt.
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Proof of Theorem 2-2 :

Define G : R xC(R) —> C(Q) by: G(A,u) = u-KF(A, u,c)

(since ¢ is fixed here, we amit it in G ). The problem is to

solve G(A,u) o. We have the following list of properties :

1°/ G(A*, u*) = 0

2°/ By (B1) Gu(x*, u®) has a kernel N of dimension one and

by a campactness argument , also a closed range of codimension

one ([42 ,Lemma 9.7.2]).

3°/ (B2) implies that GA(A*, u¥)  is not in the range of

Gu()\*, u*) : suppose the contrary, then

Gy ¥, v = G.u(k*, u*)w  for some w e C (Q), that is:
' % * :
- K F, (0, u¥, e) =w - RKIF ¥, o ew

and applying the form t«p:

* % :
—<t<p r K F}\(A y 4 ,E)> = <t¢ , W - K[Fu(x*, u*,s)w]> =

= <t{I - K[Fu(x*, u*,e)-]}tw, w>= 0

by the definition of t&p, and this is inconsistent with (B2).

Conditions 1°/, 2°/, 3°/ imply the first part of the result
by a direct application of Theorem 3.2 of [37] .

However, by the regularity assumptions, T has the regularity
of Gy and 1" (0) is obtainéd by a formal gJifferentiation in s up to

the second order of the equation :
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G\ + t(s), u¥ + se+ 2(s)) = o

which gives :

* *. e *
Gx(l ’ u)t" (o) + Guu(l , u {w.w +

+ Gu“\*, u®) 2"(0) = o
that is :

(o) K Fy 0%, u¥,e) + KIF, (%, u¥ e)e.e] =
= z"(0) - K[F (A%, u*,e) 2" (0)].

Applying the form t¢ on this equality eliminates the

right hand side and achieves the proof M

We summarize the results of this section by the following

characterization of turning points.

DEFINITION 2-1 :-

We say (A¥, u*) is a regular non degenerate turning
point of (2-1)_ if one can find (A, u¥,¢) € RxC(@ x C(@)
satisfying the following conditions
(2-1-1) u* - kRF(A*, u*,e) = o
(2-1-2) ¢ - HF_(A%, u*,e)el = o ¢ ¥ o
(2-1-3) (¢|¢) =1 and ¢(Xo) >0 for some X such that «p(xo) # o

(2-1-4) <, & F)\(A*, u¥, e)> #o



(2-1-5)

(2-1-6)
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* kS
<%y, K[F (A u re)p-p]># ©

I - K[ Fu(A*, u*,e) .l has a kernel of dimension 1.
In this definition tcp is a generator of the kernel of

-k F 0%, u*e).l.

- 3 - THE MAIN PERTURBATION RESULT

In this section, we assume }\*(go) ’ u*(gc) is a regu-

lar nondegenerate turning point of (2—'1)8 . We show that for

0

€ near e, (2-1) also admits a turning point. A similar
€ .

result can be found in [37] but the proof is slightly dif-

ferent. However that may be, our technique allows the esti-

mation of the derivatives of A*(e) ’ u*(e) with respect to €.

THEOREM 3-1 :

Assume A*(ao),- u*(eo) L5 a turning point o4 (2--1)E
0
in the sense of pefinition 2-1. Then forn |e=-¢e | small
enough (2-1) admits a turning point A*(e), u*(e), conti-
€

nuous Lin € and
(e, u¥ e — ¥, uM(e))) in RxC@

as & —* e . Moreover, the concavity of the arc solu-
tion (A, u)of (2-1)_ near A*(so), u*(e) 4s preserved
' 0

gon (2--1)8 at )\*(e), u*(s).
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Proof of Theorem 3-1 :

We apply the implicit function theorem with parameter
€ to a suitable equation characterising turning points.
For simplicity the upper index o means that any expression

is calculated for ¢ A*(eo) ’ u*(eo); s denotes the gene-

ol
rator of the kernel as fixed by Definition 3-1 for NLEP
(2-1) _ and t«P

0
Let O be the following open set :

o is a generator of the adjoint problem.

0= {(upje RexC(Q) x CQ) / ¢(x,) > o}

We define the mapping

R: O xI>CR) x CQ) x R

by :
u - KF(A, u, €)
KA, u,p,e) = ¢ = KIF, (A, u, €)¢]
(ple) - 1
Clearly, R° =:R'(}‘*(€o)' u*(so), soo, so) = 0 and

R is continuous on O X T. Moreover R admits a continuous
partial derivative on Ox I with respect to ( A, u, ¢)
given by :

- A K Fx()\, u,e) + u- K[Fu,(}" u,s)tﬂ

-~ -

xx,u,‘p“" u,p) = ) - AK[FM(A, u, eyl - K[Ejuu(}\, u,e)pul

+ P - K[ Fuv(}\lul 8)90]

2 (¢ ]0)
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We claim that :KOX a,9 is an isomorphism from
14 14

R x C(R) xC@ ontoC(R) xC(R) xR :
we prove that, given (g,, g,/v) € C (Q) x C(Q) x R,
o I o . _
the system: 31, ulw(k,1:,¢) = (gl, g,,v) has a unique so
Iition A, u,¢ which depends continously on the second member

(gl ,gé.fv);ﬂﬁs.n;a sufficient condition for isomorphism by

the open mapping theorem.

Consider the first equation :

-AK Fi + u - K[Fg u] = g, ; since the operator I - K[Fﬁ.]
is completely continuous,we apply Fredholm's alternative :

the equation is solvable in u iff <t¢o, 9y +" AK F§>= o}

By (Bz) the unique solution is

t
A ST ¥or 977

t o
< (po'KEx>

and A is continuous in g -

The general solution of the first equation is then

u = ug +t§po , t € IR, where £O belongs to a supplementary
spacé Z of the kernelcN; of I - K[Fg.] . It is known

that the first equation restricted to Z has a unique solu-
tion for given X and that the solutidn depends continous-

ly on the data.

Therefore it remains only to prove that t € IR is unique >

and depends continuously on gyr 95 For this purpose consider



- 16 -

the second equation :

-

¢ - g[#O ¢]= g, + ):K[FEX‘PO] + x[FS v ]

Again by Fredholm's alternative, we have a solution iff

-

<two, g5 + iK[ngwpo]+ K[Fﬁu<pou]> = 0

which gives, when u is replaced by u, + t Y5 and thanks

to the nondegeneracy condition (B3) :

t o
<9, K[Fuu «po.saO]>

i L

t N o o Sos
< Por 92 7 AK[FuA Wo] + K[Fuu ¢o'uol

-

Hence A, u are unique and depend continuously on gy ¢ 9y-
By a similar argument = for ¢,we write the general solution

¢ of the second equation under the form :

-

¢ = @ ©
0+t0

where ;oe Z 1is unique and depends continuously upon 9, ¢ % .
The third equation :
2(ple) = v

gives then :

v - 200 lo)
£ = Q "0

(0 le,)

(o]

-

which is continuous in v, wo, that is in v, gy g2 and
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o . : .
therefore R is an isomorphism.

ArU,p

By the standard implicit function theorem, wé get the exis-—

tence of k*(e) ' u*(e) r P in a neighbourhood of

‘A*(so), u*(eo), ¢, such that R0¥* ey, u*e), ..‘pe’E) =0

which are the turning conditions (2-1-1) (2-1-2) (2-1-3) of definition 2~1.
Note that ‘pe(xo) > o is true by continuity.

The remaining conditions (2-1-4) (2-1-5) (2-1-6) are consequence of

general results concerning perturbation of Fredholm operators :

Consider T(e) =TI - K[Fu.()\*(e), u*(s),a) .1 , a Fredholm
operator ([42,Theorem 10.1 ] ) .

Consequently for |€ - So] small, dim Ker T(€) < dim Ker T(ao) =1
([53.,Teorems 2.14 and 5.17 J). But, by the definition of¥_,
we have also dim Ker T(g) > 1 ,and (2-1-6) is established.

The transpose of T(€) has also a onedimensional kernel
generated by t¢€ whdse normalized and signed representati~-
ve is unique and “continuous in € near € (B7,Lemna 1.373) .
Therefore (2-1-5) and (2-1-6) are true by continuity for e near

€5 and the sign of the left hand terms are kept unchanged.
By the expression of 1" (0) 'given in 'Iheorem‘z-Z, this implies
that the concavity is preserved and achieves - the proof of

Theoram 3-jl [

We have of course more regularity for the functions A*(e) ’ u*(e) H
by the regularity assumptions and the implicit function

theorem; A*(e) ’ u*(e), cpa are differentiable at so and their
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derivatives
k3
oo e ).
de '
du*
U = (eo)
de
dy
y = 3 (so)
satisfy :

o _ _ o
“R'Muﬂp (4,0,9) = :R'e

or else :

o
A

)
£

—KFA+U—K[F30]=KF

o Ul+ ¥ - KIF y1= KIF2 o ]

o . o)
Kl Fuk %]A K[ Fu ue’ o

u
(o lv) =0

This is the system appearing in the proof of Theorem 3-1 with
special 91957V The same technique gives the expressions

of A, U, ¥ and in particular

ar* - <y KF‘;‘ >

A= (e ) =
de °

t o
< (pOIK F)\>

We rewrite the above system as :
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- - o} o} \ o}
(3-1) U K[Fu Ul KF}\A+KF€

o] o] (o] O
(3-2) ¥ - K[F_¥] RK[F soO] A+ RIF » Ul + KIF . vl

uX<

3-3)  (glv) = o

THEQOREM 3-2 :

The {functions A*(e),u*(s), ")

c defined by Theorem 3-1

are difgerentiable at e=eg and fthein derndiva-
tives A,U,¥ are the unique solution of (3-1) (3-2) (3-3) .

In panticulan

dk* <tﬂ5,KF°>
A= (eg) =-—% o
de < ¥y, KEL >

- 4 - THE CASE OF A SELF-ADJOINT PROBLEM

In the particular case of a formally Self—adjdint'pro—‘
blem (L,B) W.R.T. the LZ(Q) scalar product ( | L the previous
results can be expressed in a straightforward manner. For
simplicity, we suppose the coefficients aij of the second

order operator L symmetric : aij(x) = (x) ’ on

ay .
and take the Dirichlet boundary condition Bu = u = 0 on

3@ . It is possible to adapt the previous method since

L is a bounded linear operator from HZ(Q)IWHé(Q)intO LZ(Q)
whose inverse, again denoted by K,is compact from LZ(Q)into

itself. Therefore one can replace (C(Q) by ?(Q) and
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return to the proofs for the fixed point form of NLEP (1—-1)€ :
t

(2-1) u =K F{},u,¢) ue LZ(Q)
and use the self-adjointness to express Tty in terms of ¢ which

gives,when L-(R) is identified with its dual: 0 = £(I - K F_(ue) b =
= Y®L-K F,O0uwe))t = (L - tFu(A,ﬁ,e)) e = (L - F (Au,e)Rbe

=0 that is ,WEIEWE'quepLxxath@ by ¢ .

However, it is quite as simple to take the "equation"
form(l—l)E :
Lu - F(A,u,e) = G(A,u,ec) = o0

where L is an unbounded operator from 1?(q) into itself with domain
D@ = #®(a) NEL(Q)

and apply standard results concerning Fredholm operators .

We note that
Gu(x,u,E)w = Lw = Fu(x,u,e)w
is Fredholm with domain D(L), and self-adjoint, provided G is

differentiable from D(L) into LZ(Q)

vdth.rea;xt.bﬁA Aru, €, up to the second order. A simple
calculation shows that we‘only need the fact

that applications like h — FD(A,u,e)h3 are continuous
from D(L) into I?(Q), where D is some at most second order dif-
ferential expression in A,u,c.

Such a condition is certainly true for n = 1,2,3 since

in that case HZ(Q)CZLm(Q). Assuming n <3, it is easy to
develop the L2 theory as we did previously for C(Q). We do
not detail the method since this was done for a similar

problem in [68] , but give the main result.
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DEFINITION 4-1 :

We say (X*, u*) is a regular nondegenerate turning point
* % :
of (1-1)_if there exists a triplet (A ,u ,9) € Rx D(L) x D(L)

satisfying the following conditions

(a-1-1) Lu® = F(*,u*,e)

* K

(4-1-2) Ly = Fu(x ;1 ,e)¢ , the kernel of L - F, in L'Z(Q)

being onedimensional.

4173 m, % 0% o) =1

(4-1-4) (Fuu(k*,u*,s)wzl g) # 0

This is consistent with Definition 2-1'if we replace ((Q)

by L2(Q) and identify the duality with the L2

duct, provided tK_ tcp can be replaced by ¢, since '(4—-1—3)

scalar pro-

is an equivalent normalization to (2-1-3) and (2-1-4) .
By application of the implicit function theorem to the map-
ping defined by Equations (4-1-1) (4-1-2) (4-1-3) , one

obtains :

THEOREM 4-1 :

Assume A*(eo) ,u*(ao) i8 a negular nondegenerate tun-
ning poink oé(l—l)ga;n the sense o4 Definition 4-1.
Then 4o lg-eol small eywugh(z—z)e admits also a non-
degenerate turning point o), u*(e) which £5.d44-
ferentiable at €4

The derdivatives A, U € IRxD(L) 04 A*(s), u*(e) are the

undque solution 04 Lthe following system
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- (F2]e)
(4-1-5) A = ——————0o
(8 |¢)

o _ (@] - (o] o
(4-1-6) LU FuU F€+AF>\

-, .0 2 o o _—
(4-1-7)  (Fy, 9ol0) + (Fo ool o) + A(F ,lel) =0

-5 -A FIRST APPLICATION : CRITICITY BOUNDS

Formula (4-1-5) gives information on the evolution of a
critical point when some physical parameter is changed, wi-

thout calculation of the whole bifurcétion diagrams.

Consider the special case of NLEP

Lu = Af(x,u,e) in Q
(5=1)

u =0 on af

‘where, besides the regularity assumed before f is positive
and increasing in u. Generally,we have a minimal branch of so-
lutions starting from (o0,0), A +~u(A,e). We consider the ex-
tension in A as far as W—> Lw = AFu(E,e)w is invertible,

which defines a maximal value A< + © , When A is finite,

(\) exists

it is often possible to prove that u = 1lim u
A=+ A-0

in C(Q) (see [38]), that (X,u) is a solution of (5-1) and
in fact a turning point associated with a simple eigenvalue-

Moreover, if for some eo f is convex with respect to u, all
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the conditions of Definition 4~1 are satisfied and it is pos-
sible to apply the perturbation result of Theorem 4-1 which
may give an estimation of :

ax

—(€) at € = €

de

o

A(e) being the first bending point of the minimal branch

of (5-1) (Theorem 4-1 only gives the existence of a turning point -
)\*(e) but, for a small perturbation, this point is the first
one provided turning points are isolated). Therefore we de-
duce a bound for A(e) without having to compute anything
concerning the perturbated problem. Let us take the example

of the classical combustién probiem in a slab :

u
l+eu
u’ + e =o in (-1,1)
(5-2)
‘ u(=-1) = u(l) = o

For € = o we have the go-called Guelfand prcblem with a positive
convex nonlinearity. The bifurcation diagrams are represented

Fig. 5 for e = o0 and € > o :

u(o)

P

Fig.5 : bifurcation diagrams 4or problem (5-2)
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(k*,u*) is a regular nondegenerate bending point and Theo~

rem 4-1 applies :

u
1 ‘
d)\* el+s:u u2<de
We have  —— (e) = A¥(e) ==L © (5-3)
de u
1
J Sy g
—l .
Therefore A*(e) > )\*(o) = )\*, }\*(e) is increasing in €
*
dx
and — (o) < 2* max (u*z(x)) = A *g*? (o) (5-4)
de [-1,1]

We have computed the exact value of A*(s) "for small €
by a shooting method which furnishes the whole bifurcation
diagram, and compared it with the asymptotic bound given
by (5-4). The results appear on Fig.6,

Since X*(a) is the extinction limit of the combustion pheno-

menon,estimations like (5-3) give information about the working conditions
of a reactor for instance,and are therefore quite interesting.

exact value

-

e
¥

Lo-==-- Bound given in [77]

0.5

' - €

> 0.1

Fig.6 : comparison of the exact A ¥ (e)
and asymptotic bounds given by (5-4) .
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- g - A SECOND APPLICATION : PARAMETER ESTIMATION

PRINCIPLE OF AN IDENTIFICATION TECHNIQUE.

As mentioned in the introduction of the paper, a criti-
cal value, for instance the first turning point, may corres-
pond to a hysteresis value ?, which is experimentaly acces-
sible. Thus if A*(g) denotes the turning point of a nonli-
near self-adjoint prleem of the form Ufi)e where ¢ is an
unknown parameter, an identification method consists in
solving the single equation A*(a) = ;.

*
Since Q&—(e) is known, we can apply Newton's procedure
de

to that equation.

THE DERIVED ALGORITHM.

1.- Set k = o0 and start with some estimation €4 of «.

2.- Compute the (first) turning point A*(gc), u*(ek), wek
AV}

3.- If|x - A*(sk)[is negligible, set e = g . Otherwise :

ar*
4.~ Compute (g) by formula (4-1-3) .

de

N % -1
* da
5.- Set ¢ =g + A=A (e —_—
k+1 Kk [ _ (k)] [ 4e (ek)]

Set k =kt+l and return to step 2.

Let us give some necessary explanation concerning the

algorithm, mainly for step 2. To determine A*(s), u*‘(e),cp€
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we work out a standard continuation procedure, starting

from (x;,u,) as described in [56], which gives the bifurca-
tion diagram (A,u(A)) for A< A*(e) (in fact also for A > A*(e))
In the neighborhood of )\*(e),u*(e) wé apply an efficient and

convergent Newton technique described in [69 ] which gives

A ey, u*(e) y ¢, - The integrals in (4-1-5) are calculated by
the trapezoidal formula.

The whole procedure in described in [32]. Let us now give

a few numerical examples showing that the method is effi-
cient, since, as we are going to see, the number of itera-

tive loops is small.

NUMERICAL RESULTS.

We have tested among others the following typical cases,

for which we have first computed the whole bifurcation diagrams for

given ¢; this step gave us a X used for the inverse problem of estimating e .

1 .- THERMAL COMBUSTION.

We recall the model equation :

u

Au + >\e1+€u = 0 in Q (unit ball of IRn, n=1o0r 2)

u =0 on 98

(here £ is connected with an activation energy,a parameter

hardly accessible by direct measurement) .
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The values of € for which we have turning points are known

at least numerically for n = 1 or 2.

. .
k ) € A (ek)
°© ° 8.7844625.10" 1
1 3.494016.10 1 no bending
. n=1
- Y = 1.20
2 1.7470080.10"% 1.1075095 A =1.
3 2.2185610.10 % 1.2196885
4 2.1521777.10"1 1.2007514
5 2.1494427.107% 1.2000012
6 2.1494386.10 1 1.2000000
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k & | K*(Ek) .
o | o 1.99992223
1 1.0388076.1of1 2.2735560
2 1.1027051.10" ¢ 2.2944099
3 1.1158505.10 % 2.2987770
4 1.1193392.1071 | 2.2999406
5 1.1194780.10"%1 2.2999868
6 1.1195086.10° 1 2.2999971
7 1.1195154.1071 | 2.2999994

2.- ENZYME KINETICS.

Under weak assumptions the coupling between diffu-
sion and reaction in an enzyme membrane leads to the fol-
lowing model :

a-u
Au +A ———— e = 0 in Q(unit ball of R%)

€ + a-u

u=0 on 3

The limit problem as €>0 is in fact an obstacle problem,

but, as we consider only the minimal branch, we have no

> o8

2.30
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singularity even for € = o provided a is not too small
and our theory applies. The bifurcation diagrams again
look like S-Shaped curves for € >0 (g is related to

some kinetic parameter Ky)

5 BNICAE
o 1-9999222
n 2
5.7158949.10  F 2.2884432 Yo o3
5.9351197.10" % 2.2995524
5.9436103.10 % 2.2999827
5.9439391.10° % 2.2999993
&
Ek A (Ek)
o 3.3218182 :
S . n 3
N
1.2787327 4.4014007 N = 4.5
1- 3859594 4.4925913
1. 3940184 4.4994485
1..3946183 4-4999589
1. 3946629 4-4999969
1. 3946662 4.4999998
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3.- ENZYME KINETICS.

When inhibition by excess of substrate occurs, the concentration of
substrate in an enzyme menbrane is, under some hypotheses,given by the
following model,which has been studied in [11] :

S 1 1
-As + o =0 in (~—,— )
1 +s + k52 » 2 2
1 1
gs(-—) =s(—) = a k= 0.1
2 2 1 o
Under the transformations s (x)=ou(x) ,e=F ;A= J—:_‘—,used in[11] by the
g
authors,we get the equivalent form : g
u 1 1
- AU + =0 in (-— r; )
‘ 2
e2 + giua + k)\zu2
1 1
u(-=—) =u(— =1
2 2

Again we have a singular behaviour when ¢ + 0 ,this time only for the
minimal branch (see Fig.7) :

u(o) i
L _

/
/
I
\
N\

l__ -1 € > 0

gyt ~°° X

Fig.? : Diagram fon Zhe case 04 inhibition by the substrate.

We have therefore adapted the method to work with the in-
formation given by the last turning point (that is, with

the branch starting from A= +®, u = 1) and of course chan-
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ged the function to have homogenous boundary conditions.

The interesting feature here is that

is nonlinear.

the dependency in A

k €k | A & )
1 1074 2.0787876
1

2 4.0958506 10~2 1.5848741 :

A =1.78
3 $2.2019230 1072 1.8268412
4 2.6344860 102 1.7786390
5 2.6235503 102 1.7805270
6 2.6277739 102 1.7797965
7 2.6261413 10”2 1.7800787
8 2.6267721 1072 1.7799696
9 2.6265283 1072 1.7800118
10 2.6266226 10=° 1.7799955
11 2.6265861 102 1.7800018
12 2.6266002 10”2 1.7799993

Other models, especially Langmuir-Hinshelwood models
have been tested. All the results show that in a few

Newton steps, a correct estimation of 2 ¥(e) or ¢ is obtained ([32]).






APPENDIX : DESCRIPTION COF THE IDENTIFICATION ALGORTTHM

We recall the procedure used in section 6 to solve the equation
A¥ (8) = A H

Step 1 : start with an estimation EO of €,

Step 2 : find A*(e:o), u*(e)), ¢()

&
Step 3 : calculate g—i— (EO) by formula (4-1-5)

ar* -1 7 *
Step 4 : replace €5 by et [ 3E (eo)] (A - A (eo)) and return to step 2

until an output condition is fullfilled.
The algorithm seems quite elementary. However in order to obtain an ef-
ficient method, we must be able to execute step 2 economically. For this

purpose, we give same complementary explanation concerning the numerical

procedure,
We consider here the finite dimensional case. We shall keep the notation
u @ R® for the discretized solution and give the same names to the operators

and their discretized analogues.

The dependency on € will not be mentionned.

Explanations concerning step 2.

For simplicity of notation we shall rewrite the boundary value problem :

Ium+ £(A,x,u) =0 in Q
u=0 on 30

or rather its discretized analogue, under the more general form

(1) GA,w) =0 , YeR , uer"



We use a continuation method [56] to get a first estimation of the
turning point. Then we obtain the turning point (A\*,u*) and the eigen-
vector ¢ of the operator Gu(x* ,u*) by implementation of a special ite-
rative method [69].

Continuation method.

We follow a solution branch A(s), u(s) of (1) from a known point
A(s o) 7 u(so) until it passes through the turning point. In practice,
we follow, when they exist, either the highest or the lowest solution

branches.

Since the methods used to estimate the turning point on the highest
or on the lowest solution branch are quite similar (the only differences
are the choice of the initial step Syt the sign of the current step AS
and the stopping test), we exhibit the one that concerns the lowest branch.

Let us start from S, = 0, Ao = 0 and u = u(0) . We calculate each new
point by solving

G(A,u) =0

(2) :
NOL,s) =5 dmg) + 5 A 00y - (sms) =0

near s. The second equation defines s as same arc-length parameter approxi-

mation; u]*< is the transposed vector of fJ.K;iK and uK are obtained by an ap-~
proximation from the left.

We iterate this until AK+1 < }\K (stopping test) which means that the
turning point has been crossed. b
We set x = (A,u) and rewrite (2) as

(3) P(x,s) =0

Since Px is nonsingular at the turning point [56 ] we can use any standard
method to solve (3).



Our choice is the following predictor-corrector method : prediction by
the midpoint rule (Nystr&m's method for g = 0), correction by the Newton's
method. ‘

We now explicit Newton's iteration to show how we take advantage of the
special structure of Gu ; this technique concerns the predictor too :

mt1l m m
Set, K+l ~ Frel + Ox

where AX" is solution of

m m _ m
“ Pelga1r Sga1) % = = POgars Sgy1)
(4) will be solved by :
m _ m
LG )2 =G (& )

m _ m
II. Gu(xK+l)T = = G(XK+1)

N-N T
m_ NN T . m m
IIT. AP = — (N,N_,N, are calculated at the point (Ap /Uy, q/Sg,q))-
u A

w., M =M"g +7

We do invert the matrix Gu(x%n +l)" there is no difficulty since we are never
too close fram the turning point.

Calculation of the turning point and eigenvector : A*, u*, ¢.

We want to solve the system of three squations (4-1-1) (4-1-2) (4-1-3)
reformulated as : |

G(u*, \*) =0
(5) . Gu(u*, ) =0

3
* 3%y _
JGA(u,X)—l



{
We recall that J Gy (u*, X*)¢ is the result of a numerical integration.

We take as first estimation of A¥, u¥*, ¢ the last )\K’ Uy A™ which
have been calculated above.

If we know that a component of ¢ is non zero, say the first d)l, we
replace (5) by '

59
§ =
"1
Glu*, Y*y =0
* AFVE =
(6) Gu(u r A =0
5, =1
and we have ¢ = b -
G, (u*, X*)3

As (6) is nonsingular at the turning point [69], we use classical

Newton's method :
um+l = um + AL
AL _am o am

AR LY

where (Aum,Akm, AP™Y is solution of
GEAum-l-G[;A}\m:-Gm
-m -n m =mn o m -m
(7 G AP+ T el T " = - G
(4™, =0

the upper index m for operators means that they are calculated at the point
(", dh.

In contrast with what we did in the continuation procedure, we do not
invert the operator GIS , but we shall keep advantage of its special structure :



we use the matrix A" obtained by replacing the first column in GIS by GI)[\‘ .

AT = (G[;\l {remaining columns of GIS )
Then we solve a system equivalent to (7)

e = (AT, ..., T

m
bs = (A7, &d - & F, L bul - bu ?5‘2)

(8)

as follows :

I. Aa=-g"
A = - d "

II. Amy=-G‘lTl‘$m+al(G‘;—GI;\‘ué"“) - G0 (00 ayeee o)
Amn =Bl(GI>r:-GI>I\Iu (-b-m) ‘d§u¢ (1’31+¢1’ Tees B +$I§)

III. get Mm and Al;f]!:l from the system :

- m
U.1+Au Bl

P et
[

S

Il

m _
M =y + 0 my

Iv. fori=2, ..., n
an _
A%y = vy +Au:L ni
Au?:oc +Au KA +¢)

At least, 'G (u*, A*)¢ will be integrated by trapezoidal rule, a method

also used to calculate ?‘ in step 3.

A remark concerning step 4.

It may happen, after step 4, 'that for the new value of €q7 1O turning
point occurs. This fact may be controlled by adding in the continuation
method a test which fails when ) steps out of a certain damain where the

turning points are localized. In this case, we change g, by successive
bissections of the e—-increment until a turning point occurs .
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I. INTRODUCTION ET MOTIVATION

La modélisation de ph&noménes de diffusion-réaction en cinétique
enzymatique hétérogéne ou en combustion thermique, conduit, sous cer-
taines hypothéses (cinétique d'Arrhénius, concentrations de certains
constituants peu variables) & s'intéresser & 1'équation suivante, ol
T représente le profil de temp@rature dans une enceinte @ a 1'état

stationnaire :

AT +u e
(1.0)
T = T0 sur le bord de Q.

E

RT

)

= 0 dans Q

Pour une réaction exothermique élémentaire XA est positif ainsi gue
RTo

1'énergie d'activation E. En posant, dans ce cas € = —F et T = To(l + ew)
1/¢e
w ast solution du probléme suivant (A = %5%; > 0)
v
1+ew

Aw + A e =0 dans
(1.2)
w=20 sur 3Q
Le probléme (I.2) apparaft, pour les grandes énergies d'activation,
comme une perturbation du probléme de Frank-Kamenetskii (ou de Guelfand),
limite formelle de (I.2) lorsque € tend vers 0 :

Aw +x eV = 0dans @
(1.1)

w =0 sur 930

Ce dernier probléme a été& &tudié par maints auteurs, soit dans le cadre
général, - A pouvant &tre remplacé par un opérateur elliptique 1inéaire du
second ordre plus général ([3gl[441[671), soit en géométrie hypersphérique
ol T'analyse est compléte ([46]1[521).

Le modéle (I.1) rentre dans la catégorie des problémes 3 non-lindarité

positive, croissante, convexe, alors gque {I.2) est relatif i une non-Tinéa-

rité positive, croissante, non convexe, mais bornée.




?
L'allure des diagrammes de bifurcation, c'est & dire des graphes des
multi-applications ) ~ ulp,.) est bien connue pour (I.1) et (I.2) (cf.
[37]1 [77]1 et références de [77] ainsi que les figures & la fin de ce travail).

En fait, si une réaction se décompose en mécanismes &lémentaires, le
“paramétre E, qui est alors une &nergie d'activation apparente, peut &tre
négatif {cf.[8] [711 pour le cas de composéds azotds). Si de plus, la
réaction est globalement endothermique, ce qui est compatible avec les
autres hypothéses (*)(*%*) on est conduit & s'intéresser au probléme suivant :

E
- AT + 1 eRT =0 avec A >0 et E>0
(1.4)
T= T0 au bhord

R '

qui, avec 1a transformation T = To(l -EwW), € = —%9 s'écrit sous la forme

1/¢
(x = %15 >0):
0

W
Aw +) e €
(1.3)
w=20 sur 3Q

i

W20 dans q (avec e > 0)

et rentre dans la catégorie des problémes d non-linéarité positive,
croissante, convexe sur un intervalle, ] - =, é-[ de R dont 1'étude
a &té abordée dans[12] [67].

On se propose dans ce qui suit, aprés avoir rappelé les résultats
connus concernant (I.1) et (I.2) (en donnant toutefois quelques compléments
pour (I.2)),d'étudier le probléme (I.3) du point de vue des branches de
solutions, selon 1a dimension n de 1'espace en faisant la comparaison
avec (I.1) et (1.2).

(*) cela est, qualitativement, le cas lorsque la réaction limitante
(i.e Te mécanisme le plus lent) est fortement endothermique alors
que les autres réactions sont globalement assez fortement exothermiques.

(#x) Je remercie Michel Cournil, du Laboratoire de Chimie Physique de
1'Ecole Des Mines de Saint-Etienne qui m'a montré 1'intéré&t d'étudier

des modéles & énergie d'activation négative.



Des essais numériques en géométrie hypersphérique complétent 1'&tude.
Pour n =1 on peut faire un calcul analytique &lémentaire pour décrire la
situation. ‘ '

En conclusion, on notera que (I.3) se comporte & peu prés comme (I.1),
ceci pré@s que les branches n'ont pas d'extension infinie relativement
u dans C(Q) ; en fait, on met en évidence 1'existence de points d'arrét
3] pour (I.3), rejetés d 1'infini pour (I.1). Les conjectures issues de
1'examen des résultats numériques sont également exposées.

Qn Qn

II. RAPPELS - QUELQUES RESULTATS NOUVEAUX

IT1.1. Hypothéses et notations

On considére un ouvert borné Q de R" de frontidre 3% réguliére et 1'opé-

rateur du second ordre

y 3 du
- L oax Dagyx) gl vl u
J

Au . X, X,
1, J

Qo

i1 5

2(& 175 =
avec e C3(8), ¢ eCH(D), aij(x) = aji(x), c(x) >0 ¥xe

n

On pose a(u,v) = § J a, . %%— §§' dx + J c u v dx pour u,v € H (Q)
i,d=1 72 " % % 2 |

et on suppose la forme a coercive sur'Hé(Q) : i1 existe a > 0 tel que

a(u,u) >a |jull? Vue Hé(Q)

od || || désigne 1a norme sur Hé(Q) définie par :
w12 = |vw|® = (Vw,%w), (.,.) étant le produit scalaire usuel sur L%(Q)
et < , > représentant 1a dualité entre Hé(Q) et H'1(Q).

Avec ces notations, on définit les problémes suivants, extensions respec-
tives de (I.1), (I.2), (I.3) écrits sous une forme faible :



alu,v) = A <4, v Ve H (Q)
(11.1) { °

1
u e HO(Q)
U
, a(u,v) = A (e1+€u, v) Vve Hé(ﬂ)
(11.2)
ue Hé(ﬂ) e >0
u .
alu,v) = A <e1'€u, v> Vv e Hé(ﬂ)
(11.3) .
' U€H(1)(Q) e >0

On appelle solution de (II.1) (resp. II1.3) toute fonction u e Hé(ﬂ)

ey % | 2(g)

telle que el e H"l(Q), (resp. e € H'l(ﬂ)). Pour (II1.2) e

Vué H(IJ(Q), u > 0.

On s'intéresse aux solutions u > 0 sur Q,donc nécessairement A > 0
par le principe du maximum, et pour (II.3) on se Timite aux solutions u
telles que 0 < u(x) < é-.

I7.2. Le probléme (II.1)

alu,v) = A < eu, v>
(I1.1) { . .
Vv e HO(Q) s u € HO(Q)

a) rappel de xZsultats pour un ouvert Q queleonque de R" : Tes points’
suivants ont été démontrés ([381[671) :

IT existe un nombre A*€ 1 O,Al[ critique au sens suivant, Al étant la
valeur propre fondamentale de A avec condition de Dirichlet :

11 pour A < A*, (II.1) admet au moins une solution dans Hé(ﬂ)(\ [ (R)
donc réguliére et, en fait, une solution minimum u, 1'application » ~u (A,.)
étant croissante sur [0,A*[



2] Pour A > A*, (II.1) n'a pas de solution dans Hé(ﬂ)(\ R (s))

31 enA =)\, ut = £;§. u(r) (dans Hé(ﬂ) faible et.présque partout) ,
et ¢ L)Y N HY (@) et (0* ,u*) est solution de (II.1).

41 u(Xx) converge vers u* dans wp(n) fort, 1 g p <5, e!jx) converge vers
e dans LP, 1 p<5 et,sing9 u, el e L7(Q).
Dans ce cas, on a l'unicité en A = A* et (\*,u*) est un point de re-
tournement régulier ([377[38])de (II.1).

51 Toute solution autre que la solution minimale u est instable (pour Te
probléme d'évolution associé), le domaine de stabilité de u contient
1'ensemble des conditions initiales uo'te11es que uo(x) < u(x) ol u est
une solution quelconque de (II.1). Si uo(x) > ux) > u(x), ué Z ula
solution du probléme d'évolution associé explose au bout d'un temps fini
ou infini ([441).

61 Si S désigne 1'ensemble des solutions de (II.1) dans R, X C(Q), on
montre que S posséde une composante connexe maximale contenant (0,0) et
non bornée en u, qui, en fait, prolonge 1'arc (A, gjx)) défini en 11

.pour re [o,a [

En effet 1° equat1on (I1.1) pour u ¢ H! ( Q)N L”(Q) est &quivalente & 1'&-
quation u = A G re'1, u e C(8) ou G des1gne 1'opérateur de Green associé d A
avec condition de Dirichlet. I1 suffit ensuite d'appliquer le théoréme 3.2
de [72] puisque 1‘'application T(A,u) =X G [e'] est continue cdmpacte sur
R x C(8).

b) Loisque O est La boule unité de Rn A = : comme les solutions, pour

A < A* sont de classe C? et que f(t) = e® est de classe C!', elles ont néces-

sairement  la symétrie radiale ([45]), et le probléme (II.1) se met sous la

forme :



On peut préciser les résultats ci-dessus en considérant le diagramme de
bifurcation A +~ u(X,0) = max u(A,x) puisque la donnée de u(0) détermine de
maniére unique A et la solution u de (II.1l) (cf.§IV.2). Une é&tude par plan
de phase donne une description compléte du comportement du diagramme ([46]

B21).

11 pour n =1 ou 2, on a respectivement 2,1 ou 0 solutions selon que
A<, A=A, A>X

2] pour 3 < n<g 9, onn'a pas de solution pour A > X , une infinité de
solutions pour XA = Ao = 2(n-2) < A", un nombre fini de solutions pour

MK, A A A

31 enfin, pour n > 9, on a une solution unique si A < )* = AC = 2(n-2), et

pas de solution si A > X*.

La figure ci-dessous illustre les cas 11, 21, 31.

u(x,0)]




Lorsque n =1 ou 2 on a des expressions analytiques des solutions en

fonction du paramétre o = u(0), qui est Ti& & X par une relation implicite
([41) ayant 1'allure suivante :

)\/\

N mm =

- o e e - -

a#
Pour n = 1, u(r) est déterminé par 1'égalité :

1+/1 -9

Log — = vV 2\ e2 r ol X étant donné par :

1-/1-¢e"™

o
=5 / -0
m:E-ZLog-l—-i—-—-_l—_:—e—-_
L-/1-¢e ¢

o

avec a = u(0) € [0, =[

Si ub(resp. uh) désigne la solution minimale (resp. maximale) on a
immédiatement, avec a = ub(A,O) e [0,a*1(resp. a = uh(x,O) € [o*, + )

u (r)
. lim u = 0 sur [0,1],1im =T -1 - r? sur [0,11
A0 A0 Ub
et A ~ 2a(on0)
1 (0) [0,1[, 1 ptr) 1
. im u = + o gyr ,1i, 1im =1-r
A0 N o e Uh (0
et A~ G (apw)
Pour n = 2, u(r) est déterminé par 1'égalité :
u _ (B +1)? _ 8B
e —W, avec A = (B+1)2\< 2
o/2

-1 avec a = u{0) € [0,o]



Avec les notations ci-dessus on a alors immédiatement :

u, (1)
. : . b 2

o limu_ = 0 sur [0,11, 1im =1 -r® et A . da(oy0)

A0 D w0 Up0) |

_up(r)
. uh(r) ~ -4 Log r sur [0,1[, 1im MO 0 sur 10,11
A0 Th
et A ~ 8 e'oc/2 (apeo) .

En dimension 1, on peut établir un résultat de convergence plus général
pour la solution normalisée, et qui va se révéler utile pour les probiémes
(I1.2) et (11.3).

e} Un xdsultat général en dimensdion 1

On considére le probléme suivant :

u" + X f(u) =0 0O<rc<l
{ u'(0) =0 ;u(l) =0

avec f : R~ R+ croissante, continue, vérifiant f(0) > 0. On sait qu'il
existe une branche (A,u())) de solutions positives dans R, x C([0,11), non
bornée dans C([0,11), éventuellement bornée en X (par exemple si f est
strictement convexe).

Comme on 1'a déja remarqué, la donnée de u(0) = o e [0,o[ définit par-
faitement la solution de u" + X f(u) = 0, u'(0) = 0, u(l) = 0, et Te para-
métre A. On peut donc paramétrer 1'arc (A, u(X)) par o et on posera
u(A,r) =u(r(a),r) = ula,r) avec a = ufr,0).

>




On cherche la limite de la solution normalisée

ula,r)

2= Torsque o = u(a,0) = max u(a,r) converge (vers 0 ou + @ en général

[o,11
ou vers %fdans le cas du probléme (II.3),cf. remarque 2 ci-aprés).

z
Proposition 11.1 : On pose F(z) = J f(t) dt; on suppose que
) Flat) _ 1 1yn 0 u(a,r) converge dans C(0,1)
Tim = g(t). Alors € L' (0,1) et ——2—L
O N o “
vers v solution-de : G(v(r)) = G(1)(1-r) ol G(z) = J *——QE—?—- ,0<zg1
‘ 1-g(t)

Preuve : On multiplie 1‘éduation de départ par u'(x) et on 1'intégre
de 03 x, xe 10,11 :

u'2(x) + 2 A[F(u(x)) - Fla)] =
Comme u'(x) ¢ 0 ceci équivaut & :

u'(x) -
v Fla) - F(u(x))

-V A qu'on intégre entre 0 et r :

dt

a
S r -
' J'(r)/F(oc)-F()

qui, pour o fixé, détermine une

unique solution u(r), A &tant donné par la condition :

o dt

oV F(a) - F(t)

u(l) = 0=> /"2T=J

Si on pose u{r) = o v(r) et t =az dans les intégrales ci-dessus,
on obtient :

1

v ox = 2 J

F az)

T Flo)

1
/—2‘_?\ r= & J ]
- YFR) Yv(r) F(onz)
T Flo

1 1
_ dz - dz
JV(Y‘) /1 . Flez) ' J'o /1 _ Flz)
Flo) |

Flo)
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Comme F est convexe et F(0) = O,on a %%%%l < Z
et é(az PR L1(0,1), on peut passer & la limite dans la
/1 - F C{,) Y 1"2

relation intégrale ci-dessus ce qui donne, en supposant que v(r) - vo(r) :

fl S S Jl —dz i.e.
vo(r) Y1 -4q(z) o V1 -g(z)

G(1) - G(vo(r)) = r G(1)

Or v = vaconvergedans €(0,1) ; en effet, écrivant 1'@quation qui donne V :

vt o+ %-f(av) = 0, multipliant par v' et intégrant entre 0 et r, on
obtient : ‘
2 2\ r ’ 2 4n
0=v'%(r) + &E-J flav(x))a v'(x) dx => 0 € v'*(r) ¢ o7 Fla) <

4]

1
<2 J _dz_ i, v 8tant est dans un borné de C!(0,1),

ov 1-z ’

va converger dans C°(0,1) aprés éventuellement une extraction et comme
le probiéme limite a une solution unique, toute la suite converge.

Remargue 1 : La proposition (IT.1) redonne les résultats de convergence

up(a,r) up(A,r) : . .
(a = =) et —Dr-~7-(a = 0) pour le probléme (II.1) en dimension 1 :
uhZA,Oi up A,0 ‘

f(t) = et, F(t) = et - 1 donc E 32 +0sia>o»o, g%%§1-+z sia~+0et

de

G(z) = z si a =, G(z) =1 -/T1 -z si o, = 0.

Remarque 2 : Le résultat est valable lorsque f est définie et continue
seulement sur un ouvert ] - »,n [, n > 0 avec.a € 10,n[, a, € [O,n], et
s'appliquera au probléme (II1.3). On peut aussi 1'appliquer au probléme traité

dans [12] avec f(t) = T%f .
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I1.3. Rappels et comp]éménts concernant le probléme (II.2.)

u

i+€u

alu,v) = (xr e » V)

(11.2)
Yve HO(Q) T HO(Q)

On fixe € > 0 et on étudie les solutions en fonction de » 3_0.
Soit U, Ta solution du probléme suivant :

AU0 = 1 dans @ ; U0 = 0 sur aQ
I1 est clair que toute solution u de (II.2.) vérifie :

/¢ U

O<x U < <)\ e
AU ME .0

Comme 0 (resp. xe1/€ UO) est sous-(resp. sur-) solution pour (II.2.),

on a existence d'une solution ({55] [75]) pour tout n» et en fait existence
d'une solution minimale u(x) et d'une solution maximale u (a). D'aprés les
résultats généraux de [37] [38],11 existe un nombre critique rx*(e) < + =,
maximal vis 3@ vis de la propriété d'inversibilité de 1'opérateur

u(a)

I+€ﬂ<ﬂ :
w > Aw - A fl—~ZL———2 w , T'applicationr » u (1) est croissante
(T+eu(r))

-

et continue a gauche deR_ dans c*(%).

Remarque : On démontre aisément, par exemple en reprenant le schéma
itératif monotone dé&finissant u(a), que 1'application ¢ » u(x,e,x) est
décroissante ¥V A > 0, x e 2 fixés.

Proposition II.2. : Si a* = A*(0) <= désigne le nombre critique relatif

au probléme (II.1.), on a a*(e) > a*

Preuve : Soita < A %, Eo(x) la solution minimale du probléme (II.1.) :

Yy

8 T,
Auj = re” >re donc U, est sur-solution du probléme (II.2.) ce
qui implique u(x) j_go(x). Soit v(x,e,u) la valeur propre fondamentale du

probléme suivant :
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u(x)
T+eu(d]
Aw - A ?TIEQFZTF? WoEvw we Hi(2) 5 w#0
On pose V = {w e Hj(a) / [w|= l}u
. TED
v(r,e,u) = inf {alw,w) - A (?;:;E;? w,w) /weVl

u ‘ Y
inf {a(w,w) - 2 (e w,w) / w €V1} >inf {a(w,w) = X (e "w,w) / we V}

v

u(r)

Trealy)

= v (1, O,go) > 0 car A< A* donc 1'opérateur w + Aw - A E————————? w

(1+eu(xr))

est inversible sur [0,x*[ ce qui implique A*(e) > r* O

Proposition II.3. : Soit € > 0 fixé et M la valeur propre fondamentale

de 1'opérateur A avec condition de Dirichlet homogéne. Si x < x1e_]/€,

le probléme (II.2.) admet une solution unique.

Preuve : W = u(x) - gﬁx) vérifie :
z(x)

e+EZX
Aw - X ————— W = 0 avec u(x) < z(x) < u(x)

(1+ez(x)) -

yi
(wyw) ——-?e+€z ) S £ 0
donc a(w,w) - 3 { = W,W) = 0 ..2Upposons w :
(1+ez)

L'expression ci-dessus est minorée par :

alwyw) - e S0uw) > inf calwow) - ae/Sww) /WEV T [W[Z> 0
1/¢

dés que e est inférieur a x],valeur propre fondamentale de 1'opérateur A

avec conditions de Dirichlet, donc w = 0 O
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A

‘ L. 1 R
Remarque : Pour € < 1/4 on a 1'unicité pour 0 < <4;§;U:?EV% ce qui

améliore quelque peu 1'estimation donnde dans la preuve de la proposition

I1.3. Ce résultat provient du fait que f'(t) < f'(l:%E) - godl2d/e Torsque
. - 2 e

e < 1/4.

Proposition II.4. : Pour > 1/4, le probléme (I[I.2.) admet toujours

une solution unique quel que soit .

Preuve : On adapte une id&e de Cohen-Laetsch ([31]) : soit u(x) la solu-
tion minimale et u(x) une autre solution : u>u, u # u.

u
| +
Lu = A e' &
U
T+€
lu = x e u

donc L{u - u) > 0 et L(u-u) £ 0 ;
on conclut, par le principe du maximum fort que u > u sur g

On multiplie ensuite les équations ci-dessus par, respectivement, u et
u, et on fait la différence ; (on peut supposer » >0 donc u et u > 0 sur @ )

u u
JTru  Teeu

A [ uu [ - ] dx =0
Q u u
t/1+et
La fonction g(t) = g——g——— a pour dérivée -
t

e|+st 2.2

g'(t) = - —— [t + (2-1) t +1] <0 Vte R,
£2(14ct)?

pour e> 1/4; 1'égalité intégrale est alors une contradiction si u Zu 0o

Remarques :
11 Pour € > 1/2 la non-linéarité f(t)

f(t)/t est décroissante) et, dans ce cas, on peut-utiliser le résultat
d'unicité de [ 55].

= et/]+€t est concave (en particulier
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2] On n'a donc jamais de point de retournement pour ¢ > 1/4 et ceci
quel que soit le domaine.

3] Les résultats numériques connus (cf. aussi ceux figurant dans ce travail)
semblent indiquer que la valeur ¢ = 1/4 est optimale pour 1'unicité,
lorsque on choisit L ==-a,n=1, 2= ]-1,1[.

Proposition II.5 : Pour i assez grand, le probléme (II.2) admet tou-

jours une solution unique u(x) = u{x) = u(x) et en fait v(r,e,u) > 0 pour
A assez grand.

t/1+et

Preuve : Le résultat est valable si on remplace e par une fonc-

tion f(x,t,c) réguliére, vérifiant les conditions :
(1) f(x,t,e) > mle) > 0
ale)

(1) flxte) < .

& avec o« > 0, 8 >0 1<s <2
T ogle)+t

(ii1) fecroissante ent, f(x,t,e) < M(¢)

(et me) = T, Me) =e/, ale) = L e, 8le) =1/e2 ,s=2)

Nous faisons la preuve dans ce cadre général ol toutes les solutions
de (II.2) tendent vers + ~p.p.lorsque » 4+ + =.S0it v(x,e,u) la valeur
propre fondamentale du probléme :

3 Aw - A ft(x,u,e) W= uw
W E Hé (@)

Rappelons que si UO désigne la solution de :

; AU0 = 1 dans @

UO = 0 sur s

On au > amld U pour toute solution (u,n) de (II.2).
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I1 s'agit de montrer que v(r,e,u) =
inf (alw,w) - A(f (x,u,dw,w) / we Hi(a) , lwl =11 >n>0
pour A assez grand, ou ce qui revient au méme :

alw,w) - x(ft(x,u,s)w,w)_i nlwlz Y we Hé(g)

[T suffit évidemment de montrer que a(w,w) - x(ft(x,u,e)w,w) > 5 lwllﬁ
VweH-:= Wé+€ftﬁ) qui est dense dans HS(Q)‘, i.e que v (a,e,u)

= inf a(w,w) - MEOGusedwsw) / [lwily =11 >
> inf {alw,w) - o (e) Aw? dx / IlwllH =1r >
Jo  8le)’m(e)u
| ,
> a- ale) sup { Al dx / liwlly = 1}

‘QB(E)H\Sm(e)sUZ

= a - ale) sup {o,(w?) ,'||w||H =1r>0

On commence par montrer que 1'intrégrale Qx(Z) tend vers 0 lorsque
z e Hi(8) est fixe.

Comme UO est > 0 p.p sur @, 1'int&grand tend vers 0 p.p. sur @
lorsque » + =, De plus, on a Tla majoration :
1-s
;z(x) . A z

s(s)+xsm(s)sU§ - m(e)S Uz

< cte

car, d'apréds le principe du maximum de Hopf, la dérivée normale de UO
sur le bord sg est > 0 donc Uo(x) se comporte comme d{(x,sq) au voisinage
du bord.

On peut donc appliquer le théoréme de Lebesgue qui prouve que
Tim @X(z) = 0 pour tout z fixé dans Hé(ﬂ).
Ao

La forme Tindaire z € HS(Q) +~ ¢ {z) est continue pour tout i et

)\\
Tim @A(z) = 0.
Adeo
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Or si ||wHH= 1, w reste dans un compact de wé*{n) et z = w? reste dans
un compact de HS(Q).

En vertu du théoréme de Banach-Steinhaus, ¢ (z) tend vers 0 lorsque

A
A + =, uniformément lorsque z reste dans un compact de HZ(®). Donc

A w2
e 8(e)+m(e)

sup { [ S5 dx / lleH= 1} > 0 lorsque X + =
0

ce qui prouve bien que v (r,e,u) > 0 pour » assez grand.

Pour 1'unicité, on pose w = u(a) - u(a)

Aw = 1 fo(x,8e)wavecu(x) < elx) < ulx)

alw,w) = A (ft(x,s,s)w,w) donc

0> v(r,e, &) |wl?

Comme & > u > xm(e)U0 la démonstration ci-dessus s'applique en rempla-
gant u par £ , on a v(x,e,£) > 0 pour » assez grand et par conséquent
w =0 pp. o

Remarques:

1] Le résultat concernant v(ie,u) implique 1'existence d'une branche
continue » € ]a**(e), + <[ » U(ar), croissante, telle que 112 ICON
= + o , \**(¢) ¢ [0,») 8tant maximal vis & vis de
1'inversibilité de 1'opérateur

u/T+eu
W“’AW"K—-—-'—:——-W
(T1+eu) ? -

avec conditions de Dirichlet au bord.

2] Qualitativement, en utilisant les résultats de perturbation du cha-
pitre ‘Il sur la variation des points de retournement, on aura, pour
assez petit, un point de retournement au moins pour n < 9 donc auto-
matiquement un deuxiéme point de retournement. Dans‘ce cas r*(e)
défini au début du paragraphe II.3. est fini.
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En fait, si A*(e) < + « , c'est un point de retournement et le premier
en partant de (0,0) sur Ta branche minimale par définition de a*(e) :

en effet, u*(e) = 1im + wu(e,r) existe dans ¢(Q) car u(e,r) est borné
Atax(e) T u/1+eu o
dans ¢' (%) puisque Lu(e,r) =xre= Y 7vest dans w2’P(a) et i1 suffit

d'appliquer les résultats généraux de [37] [38] pour voir que
(x*(e) , u*(e)) est un point de retournement. Ce point est non dégénéré

s, w désignant une solution non triviale du probléme :

u*(e)
k*(s) e +ey*le

(T+eu*(e) )2

Aw =

qu'on peut choisir > Q,ona la condition :

t
f w? (el+€tf;=u dx # 0
o8 Cvios s t/T4et
ce qui est slUrement réalisé si e ~ est convexe pour t < IU*(EHw s
donc si [u*(e)|_ < 1-2¢ .
2¢?

On donne, pour terminer les compléments relatifs au probléme (II.2),

deux résultats d'estimation de r*(e).

et que [[u*(e )l <

Proposition II.6 : Soit e < e < 1/4. On suppose que x*(eo) < e

1728 Alors a*(c.) < a*(e) < +
2t © B

Preyve : Soit A < x*(so). On voit immédiatement que_g(so,x,.) est

une sursolution pour (II32) avec e,donc u(e sr,x) > ule,n,x).

Par définition de la maximalité de x*(eo) nous avons : A < u(x,eo) =

inf { a(W:W) )

wev (ff(g‘x,eo,-), eO)WsW)

od V =1{weH(a)/ J w2 dx = 1}
0 Q
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< inf { a(w,w) }

v (fe(u (esnsn)s e )wsw)
(& cause de la convexité de f sur [0, ];2: 1)

€

< inf g a(w,w) }

v (f (ulesn,.)5e)w,w)
(e » f(t,e) est décroissante) qui est, par définition u(x,e) donc

r < ulr,e). o

Soient @ ouvert borné régulier et BR la boule ouverte de rayon R centrée
en 0 (par exemple !). Les quantités relatives au probléme (II.2) pour @
(resp. B ) seront considérées comme fonctions de 2 (resp.R) et notées en

R
conséquence.

Proposition II.7 : So0it @ C’%q. On suppose que A*(e,R) < = et que
Hu*(e,R)|_< 1-2e/2¢. Alors 1*(e,a) > A*(e, R).

Preuve : Soit a < a*(e, R). Puisque u(a,e, R)|aest une sur-solution
de (II.2)Q , la fonction v, égale & u(r,e, 2) dans @ , nulle sur aR\\Q

vérifie : v < ulr,e, R) sur Bpet u(x,e,0) =

2 inf o a(w,w)

Voo (f(ulasesalselw,w)

}

> inf 1 alw,w) )
v (ft(v,s)w,w)
> inf { alw,w) }
) (ft(u(}\assR)’e)Waw)
= IJ()\,E':: R) > A w]

Ce résultat tient au fait que les solutions minimales sont fonction
croissante du domaine (pour Tes restrictions i un domaine commun, cf [5 ] )3
il est vrai si BR est remplacé par un domaine @' @ .
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Remarques :

1] 11 serait intéressant de définir une valeur limite e, en dessous de
laguelle on soit assuré d'avoir un retournement. Cette question est
examinée dans [43] moyennant une hypothése traduisant 1'absence de
variations brusques de u selon x, mais, malheureusement, on n'obtient
pas une estimation quantitative du < (& cause de la constante inconnue
intervenant dans 1'hypothése);ce probléme reste donc ouvert, semble-t-
il. '

2]  Pour n = = ]-1,1[ et A=-a on montre, en utilisant la pro-

1, @
position (II.1) que Tim ubr,x) 1-x2. comme pour le probléme (II.1)
A+o u(a,0)
t uf{x,x)

avec f(t) = e”. Mais lim = 1-x2 et non plus T-x comme pour

Ao Uu(r,0)

(II.1) et A ~ Za.e-]/e avec

En fait, c'est vraissemblablement la so}ution normalisée

u(o).

converge singuliérement, A** &tant le deuxiéme (et dernier) point de
retourriement de Ta branche en partant de (0,0).

III. ETUDE QUALITATIVE DU PROBLEME (II.3)

On considére maintenant le probléme suivant :

u
alu,v) = a<e v
(II.3) v
VoveHia) ;5 ueHila) .
avec » > 0, e > 0. On posera f(t) = f(t,e) = e <t . 0n cherche des

solutions (a,u) de (II.3) vérifiant :

Y X €q

m | —

0 < u(x) <

I1I1.1 Etude de 1a branche de solutions minimales
La fonction f : ]- = , 1/e[+ [0, +=[ est positive, dérivable,
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t
el st 1
frit) = est > 0 et, en fait f est strictement convexe sur [0, =L
(1-et)®  t ,
el-ct
avec f"(t) = ——— [1 +2e-2¢€?t]
(1-et)*

Comme dans [12] et [67], par application du théoréme des fonctions
u

T-eu

implicites & 1'équation Au = e sur 1'ouvert

(2205 uewtPl@) NH(2) / Jul, < <3
avec p > 2 tel que wz’P(g) = L7(), on obtient les résultats suivants :

IT existe Ar*(e) e ]0, XT] od i, est la valeur propre fondamentale
de 1'opérateur A avec conditions de Dirichlet, vérifiant les propriétés
suivantes :

1] Pour xe [0, a*(e) [ (II.3) admet au moins une solution positive
ue Hg(n) n w?’p(n) Yp>2, telle que |u|_ < 1/e et, en fait une
solution minimale u(x,e) satisfaisant aux mémes conditions. L'appli-
cation A » u(x,e) est croissante et réguliére sur [0, A*(e)[ et
A < a*(e) < u(r,e) ol u(r,e) est la valeur propre fondamentale de
1'opérateur A - u fi(u(r,e), e) :

w(ie) = Anf o alw,w)

welV (ft(g()\ae)-ae)waw)

}

(rappelons que V = H:(2) N\ {0} ou {we Hy(@) / [wl =11 )

La relation A < ulre) signifie que la branche minimale X » u(x,¢)
est stable au sens de la stabilité linéarisée.

2] Pour x > a*(e), (II.3) n'admet pas de solution u € Hé(ﬂ) telle que
|u! < 1/e

3] u(xr,e) est 1'unique solution de (II.3) vérifiant les conditions de

11 , c’est-a-dire 1'unique solution stable réguliére
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4] Lorsque x 4 x*(e).,_g(x,e) + u*(e) pp. et dans Hé(n) faible,
f (ulhe)se) + flu*(e),e) dans L(a) et dans H™'(a) faible et
(a*(e),u*(e)) vérifie :

alu*(e),w) = a*(e) < flu*(e),e), w>V we HS(Q) (*).
u*

[-cu*

Comme e e L*(%), on a u*(e) e LP(2) ¥ p > 2 (mais pas L™(g)!).
On va démontrer un résultat plus précis pour la convergence de

u(x,e) vers u*(e) qui impliquera que, Torsque la dimension de 1'espace
n'est pas trop grande, (A*(e),u*(e)) est une solution réguliére de
(II.3), et, en fait, un point de retournement régulier pour le pro-
bléme (II.3).

Proposition III.1 : La convergence de u(x,e) vers u*(e) lorsque
x4+ 2*(¢) a lieu dans Wg(g), p < 5 donc dans L”(@) pour n < 9. Dans ce
dernier cas, (a*(e), u*(e)) est un point de retournement régulier pour
1'équation (II1.3) : pour A < a%(e) , (II.3) admet Tocalement deux solutions-

up =u etu, >u, u, £ u, réguliéres. De plus a*(e) = u{a*(e),e).

Preuve :@: Supposons que 1'on ait établi que
flux(e),e) e LP(a) , ¥ pe [T, 5]
Puisque f(ulr,e),e) + flu*(e),e) si a + a*(e) on aura, par le théoréme
de Lebesgue, la convergence dans LP(q) de f(u(x,e),e), donc par les esti-
mations de régularité classiques u(x,e) + u*(¢) dans W2 P(q). On utilise
ensuite le résultat dﬂinc]usion (compacte) classique :

WP () = L™(g) si-% -‘% <0 i.e.n < 2p

ce qui donne la borne sur la dimension (on a aussi, pour la régularité,
u*(e) € ¢9(Q) avec 0 < j < 2 - g- pour n < 2p).

(*) et on peut dire, en un sens & préciser (cf [67] théoréme 2) que
A (e) < u(a*(e),e).
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On a enfin |u*(c)|_ < 1/¢ donc, par la proposition 3 de [67]
A*(e) = u(a*(e),e). '

 Soit ¢ une solution non nulle du probléme :

(u*(e),e) @

% Ao = ar*(e) ft

o € HS(Q)
alors ¢ peut étre choisi > 0 sur @ , par conséquent
* 3
A pp(U*(e)se) o7 dx > 0
et par des résultats standard [37] [38] on aura un point de retournement
régulier : au voisinage de (a*(e),u*(e)) les solutions de (I1I.3) pour

[Q flu*(e),e) ¢ dx >0 et f f

A < A*(e) peuvent &tre paramétrées de la facon suivante :

As) = a*¥(e) + 1(s)
u(s) = u*(e) +s o + z(s) J ftt(u*(e),e) 3% dx
avec 1(0) = '(0) = 0, ¢"(0) = - r*(e) —2 < 0

Pour a = a(s) < a*(e), 1'équation <(s) = - a*(e) + 1 aura deux
solutions, 1'une s, < 0 correspondant & u(s;) = u(x) et 1'autre s, donnant
une solution de (II.3) u(sz) = uz(x) > u{r), instable d'aprés ([67] théo-
réme 7). D'aprés ([67] proposition 3) u*(e) est 1'unique solution de (II.3)
pour r» =" A*(e).

IT reste & &tablir 1'estimation LP(2) convenable sur f(u*(e),e). On
adapte un procé&dé non lingaire d'estimation de f(u(x,e),e) sur Ta branche
minimale pour » < A*(e) di & Crandall et Rabinowitz [38]:

si ¢et v : R + R sont deux fonctions réguliéres vérifiant :
$(0) =¥ (0) =0, v'(t) >0 (t) Yt eR, on a la relation suivante :

(I11.1) [ Af(u) v (u) dx 3_['xfu(u) 62(u) dx - I c{x) [¢2(u) - u v(u)] dx
Q Q Q

(on omet 1'indice e pour simplifier et u est noté ici u). La formule (III.1)
se démontre en écrivant que :



-23-

alu,v) = A(f(u),v) avec v = ¢{u)
alw,w) > k(ﬁ}u)w,w) avec w = ¢ (u) pour A < A¥
et en faisant la différence.
pu
Dans le cas présent on choisit ¢{(u) = {(1-eu) [éT:EU -1] avec p > 1

et £ (u) o) = /17 [PWITEU gy L p )P g f()PT s f()

pu ’ pu
s P lcu
1-<cu

On vérifie que ¢'(u) est >0 VYV >0, p>0, u<1/e, donc

T 2pu
_eu
o)< pr & = B o[V L]
,(']_Eu)Z 2 :
2pu
;_Eu

et on choisit y(u) = %- (e - 1]

On vérifie ensuite aisément qu'avec ces choix uw(u) - ¢2(u) > 0,
de sorte que 1'estimation (III.1) se simplifie et s'écrit :

u 2pu .

-;-[ el sl [ol=eU _ g7 4y 3[ 2P 2 f (P 4 FW)] dx dle
R Q
P f Fu)2PT gy - P ( Flu) dx > J 2P 2 2e)P s f(u)] dx
2 ‘g 2 ‘a Q
(1-2) [ fu)2PH gy o f 2 £(wP* dx <
Q “a
P p+1
2 mes (a) 2PTT | J f() T dx] P (inggalite de Holder)

R _
ce qui, pour p < 2 die q = 2p+] < 5 donne une estimation de f(u) dans

L9, uniforme sur la branche (x,u(r)), » <%, o
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Remarque 1 : La précision des résultats numériques présentés i la

fin de ce travail pour L = - A en géométrie hypersphérique, & &tant la

boule unité de R", ne permet pas d'affirmer avec certitude que n = 9 est
réellement une dimension critique, comme cela était le cas pour le pro-
btéme (II.1) (cf [52]).

Remarque 2 : La branche minimale est croissante selon € , cela ré-
sulte du fait que u(x,e) = Tim ¢ u" od u" est 1a solution du probléme :
ntw
un-1
1-éun_|
Aul = 2 e dans @

avec u® =0
un =0 sur 3 Q

et ¢ > u" est croissante ou encore, pour e, > e, ij,e]) est une sur-
solution de (II.3), Torsque * <min (r*(e,), M*(e,)) ce qui suffit. On

peut en déduire facilement la

Proposition III.2 : On suppose que A*(e), u*(e) est un point de

retournement régulier ¥ ¢ > 0 (ie n < 9 par exemple). Alors 1'application
e + A*(e) est décroissante.

Preuve : Soient e, > e, et supposons k*(82)> k*(e])

(e,)

UV, S

Y

*(e )
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1]

Pour » = a*(eq) ,.g(x,éz) > ubseq) = u*(eg) 52 < ulnsey)

= inf  {alw,w) / (f . (ulr,ey)se,)w,ow) }°
we t'= 2 2

< 13f alw,w) / (f (ulr,eq)sen)w,w) 3

< inf {alw,w) / ft(gﬂk,e1),e])w,W)_}

v
= p(x,s]) = k*(eT) = )ce qui est absurde, donc x*lez)_i x*(e]). O
Proposition III.3 : Dans tous les cas, Tim a*(e) =0
€t
. . C )\*(a) . .
Preuve : Soit a(e) = —>— 3 puisque A ulale),e) > ale)

ulaledse) > a(e) g 00 oy e Hila) , Aoy =13 comme julr(e),e)] < 1/¢

Te résultat est évident. a

I1I.2 Prolongement maximal de la branche

Dans le cas ol n < 9 par exemple, r*(¢), u*(c) est une solution régu-
liére de (II.3) vérifiant |u*(e)|_ < T/e et la proposition III.1 (voir
aussi [67] théoréme 7) montre que 1'arc (a,u(r,e) ) peut-étre prolongé au
dela du point (ax*(e), u*(e)). La question qui se pose est de savoir jus-
qu'ol on peut faire ce prolongement. En fait, en adaptant un argument de
Rabinowitz [72] on va montrer que ce prolongement est possible tant que
fu(x,e)|, < /e ol (x,u(xr,e)) est un arc de solutions.du probléme (II.3),
au sens défini dans la

Proposition III.4 : Soit 8 = R, x C(a) 1'adhérence de 1'ensemble
des solutions (x,u) , x>0, 0 <u < 1/e de (II.3). Alors 8 posséde"
une composante connexe maximale C contenant la branche de solutions mini-

males A = (x ,u(a,e) / a < a*(e)} et, e Tong de C, max u(xr,e,x) tend
XEQ

vers 1/e.

IT se peut que C = A& ou que C prolonge strictement A (lorsque
lu*(e)|_ < 1/¢) comme indiqué sur les figures ci-aprés.



-26~

lul
L ! _T_A.. _____________
€ i €
1 ,
|
|
]
}
!
l U*(e) ————————————
i |
l l
! i
! i
! |
A : A
= >
A*x(e) A*(e)
Démonstration :  Soit On 1'ouvert de IR+ x C(R) suivant :
On = ,u/0<x< a%e) + 15 Jul_<1/e - 1/n  pour nzn_, n_ étant
un entier vérifiant 1/e¢ - 1/n_ > 0. Admettons pour un instant le résultat
suivant : "
Lemme : Soit Sn 1*'adhérence dans On de 1'ensemble des solutions

(x,u) € On de (II.3). Alors Sn contient une composante connexe maximale
Cn contenant (0,0) et rencontrant la frontiére de On en un point # (0,0).

Dans ce cas, on sait que si (hu) € Cn, alors A < x*(e). D'autre part,

t n-e
d [el—et] < e, 2 pour 0 <t < 1.1 . donc pour
dt e? - e
) e-n
A el c? . . - . -
0 <x» < - e , on a une solution unique a (II.3) qui est forcément
n .
u(r,e). Le point oi Cn rencontre aOn, autre que (0,0) vérifie donc néces-
sairement |u|_= 1/¢ - 1/n, et, par la maximalité de Cn, Cn Contient
Douli,e) /4 <a%(e)rn 9. IT est clair alors que C= U G répond a
la question. &) nzn.
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Démonstration du lemme :

On met 1'équation sous 1a forme équivalente suivante :

u=2x8 Flu,e) = T(a,u)

(II1.3)
()\sl.l) € On

o G est 1'opérateur de Green associé & A et F 1'opérateur de Nemytskii

associé a f(u,e) :

Par les estimations classiques de Schauder (A et @ sont réguliers)
T est continu et compact sur.@h » ¥n<e, T(O,u) =0, T(x,0) #0
pour A # 0. :

Supposons que C ne rencontre 3 C% qu'au point (0,0)

Jul

R

A

1
e

A*(e) + 1

Comme dans le lemme 1.2 de [72] on obtient 1'existence d'un ouvert
W = On , contenant Gn » tel que Snnam =g ie Sn\Cn est a 1'exté-
rieur de w, o &tant borné. Puisque aucune solution de (III.3) ne se trouve
sur 9w, on peut considérer le degré topologique [61] de u - T{x,u) au

point 0 dans © = (U / (h,u) € wy ot

deg (u - Thu) , o, , 0)est constant
par homotopie,donc &gal & 1 {(pour r» = 0),ce qui est absurde. o
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IV ETUDE DE (II.3) EN GEOMETRIE HYPERSPHERIQUE

Nous illustrons et précisons les résultats présentés ci-dessus pour Te

probléme (II.3) particulier correspondant @ A = - , o = boule unité de
R". On considére les solutions & symétrie radiale c'est-a-dire celles
vérifiant : u

u" o+ ﬂ;l g+ el - g 0< r <1
(IV.1)

u'(0) =0 u(1) =0

Les résultats sont essentiellement numériques, sauf pour n = 1 o
1'on a quelques précisions supplémentaires. Le but ici est de mettre en
évidence les analogies et les différences avec le probiéme (II.1) du point
de vue de Ta multiplicité et d'examiner ce qui se passe lorsque
[u(r,.)], tend vers 1/¢ .

IV.1 Résultats analytiques &lémentaires en dimension 1

On s'intéresse au probléme suivant :

u

(Iv.2)  u"+ re Y=g . u'(0) = u(1) =0

z t/1-¢t
o & d

on pose m = u(o) et o(z) = [ t.

Si on multiplie 1'@quation (IV.2) par u'(r) et qu'on 1'intégre de
0 & r on obtient :

Comme u" est < 0, u'(r) est < 0 donc

u'(r) = - Jox
/ o(m)-e(u(r))

et u est donnée par la relation implicite suivante :
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m
J 4z = /2 r SOus réserve

toutefois que 1'on puisse trouver m vérifiant :

m
J 4z =/ 2a (pour avoir u(1) = 0)

0 2(m)-0(z)
m
. : dz P
La fonction v (m) = ————— est définie pour tout m < 1/¢
0 /o(m)-2(z)
puisque, au voisinage de z = m < 1/¢
o(m - o (z) ~ (mz) ™M L (o (m) - ez e L}(o,m)

Donc pour tout m = u(0) < 1/¢ i1 existe une solution unique u(r)
associée a r» = y(m)2/2, ce qui prouve dans ce cas 1'existence d'une branche
(x,u) partant de (0,0) et le Tong de Taquelle |ul, tend vers 1/ec .

Lorsque m + 1/¢ , (m) tend vers 0.

En effet si on pose ]fez =y Tem =n 4 »

n n
¥(m) = o (n) = dv ] dv

/[m - n _u
o (T+ev)? { et/] €tdt (1+ev)? { e du
z ' ° v (T+eu)?
n n

o{n) < dv < (lwen) dv
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_n n n
- e Z (1+4en) &~ n(ten) e? . 0
-v
o 1-e
(poser v= nu et appliquer le théoréme de Lebesque : 1 - e~ M > 1= e™
donc Torsque u(0) = lulm tend vers 1/¢ , » tend vers 0;
C . 1 " h % . v{m*)?
p(m) atteint ainsi un maximum sur [O, E{ ,  yl(m*) et »* = >

- Les calculs numériques montrent que la fonction a(m) = w(m)2/2 est
unimodale. Pour tout A < a* on a deux solutions ub(x,x) < uh(x,x) avec
ub(x,x) »~ 0 dans C2(0,1) lorsque r» ~ 0 et uh(x,O) + 1/ Torsque r - 0.

u(0)a
1 On peut voir qu'en fait on a un
€ point d'arrét [13] sur la branche
haute en ce sens que uh(x,x) tend
Uh vers une fonetion qui est seule-
ment C°(0,1) :
U | e oo
|
i
Ub :
I
' ~
A* - i
i up (x)
_ Proposition IV.I : Lorsque x » 0, - 1 - x?
uy, (0)
uh(x) , 1
et = 1 - x| dans L2(0,1) et pp. (i.e. u (x) » u (x) = — (T-1x])
u, (0) ' ¢ €

et (O,uc) est un point d'arrét).

Prewve : Pour » <* , u, = ub(x,.) désigne Ta solution basse :
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Soit y € ]0,1[ 5 i1 existe X, tel que
u, (x,) ,
» Ao, y ol mo = ub(x,O)
m,

A
dz = /2 X, avec
o(m )-o(z)
m_.y A
m,
/2 = d? (on fait tendre m, = m vers 0
o o(m, )-o(z) pour la branche basse)
PR 1
/ 2x X, g(m) = [ ' dz__ avec
/] _ o(zm)
, 1
/o /e(m)  _ dz
m
o /1. ¢ (zm)
& (m)
zm m
f t f tz
el et 4t ol etz 4t
plzm) _ 0 -, 10
®(m) m m
t t
el-et dt el'et dt
0 0
31
donc  &{zm) <z et [1- o (zm) ] ° ] e L(0,1)
o (m) o (m) : 1-z
o (zm)




Lebesque et dz
1-z
'y
Xk -+ :
dz
Yy 1-z
‘0
u, (.)
. __A .
Soit Vx = 5

m
A
et pp; on montre~alors

vix) =1 - x2

facilement que v(x) =

| u, (x,x)
Pour Ta solution haute, en posant vk(x) - h on obtient de méme,
-y - u, (x,0)
avec Vx(xx) =y h
1
v/ 2 X, Zo(m) | dz » A étant défini par :
m y 1 - o(zm)
o(m)
1
/2 alm) dz avec m + 1
m €
o 1 - ¢(zm)
o(m)
zm -Zm
t [-ezm
-eC eu .
e ¥ dt : du
ot 2zm) _ o - ‘0 (T+eu)?
¢(m) m M
t -em u
el et 4t € du
0 0 (1+eu)?
zm
el—szm -1
< (T+en)? qui tend vers 0
m
[-em

-3

moyennant une extraction, vy -V dans L2(0,1)

y (pp en x) donc
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1
¢ (zm) ]2
@ (m)

pour z € [0,1[, donc [1-— + 1 pp et est majorée par

2

(1-z2)

ol

Torsque m - JJ
€

. D'aprés le théoréme de Lebesgue, x, » 1-y (et A ~ o ()

donc, comme avant, v, +~ v pp et dans L2(0,1) (1'unicité de la Timite implique

A
la convergence de toute la suite) et v(x) =y die v(x) = 1-x (x> 0) o

Remarques :

1] Rappelons que pour le probléme (II.1) on avait les mémes résultats :

ub(x) uh(x)

1im = 1 =-x2 , T1im = 1 - |x]
A0 ub(O) uh(O)
ulx,x)

mais que, pour Te probléme (II.2), si Tim
x»0  u(x,0)

revanche Tim uba,x) . 1 - x* aussi, on n'avait pas de perte de régu-

Are o y(x,0)

lTarité dans ce cas.

U(O)A uh()\g)() Uh()\sx)

1im ———— =1 - |x| lim ——— =1 - x*

‘// up (3,0) up (x,0)




_34-

2] Si on ne s'intéresse pas aux estimations liant » et m, on peut appli-
quer directement la proposition (II.1) &
1

lorsque m » 0 ou m ¢+ —
€

¢ (zm)
o(m)
mais ici i1 faut quand méme faire un calcul pour trouver la limite de

o(zm)

= lTorsque m 4+ é-; on obtient les résuitats de convergence dans G°(0,1).
o(m ,

IV.2 Etude numérique en dimension n

On considére le probléme aux Timites :

u
u" o+ E%l- W el o (e > 0)
(Iv.3)§
u'(0) =u(1) =0

L'&tude du diagramme de bifurcation (i,u(x,0)) peut se faire de ]la
maniére suivante :

On considére le probléme de Cauchy:

qui admet, pour tout o € [0,1/¢[ une solution unique w, décroissante
strictement (*). Soit ro 1'unique point de R, tel que wa(ro) = 0 et soit

u(r) = wy(r r_) pour r ¢ (0,1). Alors u vérifie 1'équation

o

n-1 [-cu

u'(r) + — u' +rz2 e
(IV.S)% r (r)* 7o
u'(0) =w'(0) =0 5 u(l) =w (r) =0

donc u est une solution de (IV.3) pour i = rg et dans ce cas u(0) = a .

(*) (Iv.4) implique que é%- [rn-] %g] < 0 pour r > 0 donc Pl g¥ v et

en particulier %¥ est < 0. Pour n = 1, on est assuré que w est concave.
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Réciproquement, si u est une solution de (IV.3) alors
L) 0<,< /% vérifie :
/ W
w'(e) + E-—;—,lw'(p) + e =0
(Iv.6) {w(0) = ( )
w'(0) =

wiep) = uf

Autrement dit, on obtient toutes les solutions de (IV.3) & partir du
probléme (IV.4) en faisant varier o dans [0,1/¢[. '

Le diagramme de bifurcation est 1'ensemble {(i,u(r,0)) paramétré par
a € [0,1/e] , c'est-3-dire (ré(a),a) ol, pour o donné, o s'obtient par
la résolution de (IV.4).

Le raisonnement ci-dessus est en fait valable &galement pour Te probléme
(II.1) (e =0, a € [0,o[) et pour le probléme (II.2) avec eU/1+€u
(e >0 o€ [0,o[) et c'est ce qui a &té utilisé numériquement pour tracer
les diagrammes figurant en annexe, od 1'étude est faite, pour (II.1.2.3)
en fonction de 1a dimension n.

IV.3 Conjectures et conclusion

Au vu de ce qui a été dit en IV.1 et des résultats numériques figurant
ci-aprés , on peut faire 1'analyse suivante (c'est, essentiellement un
recueil de conjectures sauf pour n = 1!) :

1] Pour 0 <n < ny(e) on a un seul point de retournement et A > 0
lorsque {ul, + 1/¢ (figures 1, 2 et 3 de 1'annexe)

2] Pour n1(e) <n < nz(e) on a plusieurs (une infinité de ?) retournements

et lorsque |u|l, = 1/¢ A semble converger vers une valeur Ao

(figures 1 & 5,et 7)

3] Pour n > nz(e), on a, semble-t-i1 unicité sur [0, rx*(e){ = [0, AC[
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4] La dépendance de Ny s Ny selon ¢« n'est pas trés claire a nos yeux.
En revanche (cf fig 8) la dépendance de'xC selon n est, numériquement

parfaitement lin€aire (au moins pour n > 4 par exemple)

xc(e,n) = ale) n - b(e) avec ale) > 0, b(e) > O

5] (examen de 1a figure 9) Pour n = 1 on vérifie que la solution normalisée
varie de 1 - x* @ 1T - x lorsque Unax varie de 0 & 1/ (e = 0.2).
Pour n > 1 on devrait converger vers une solution convexe au
plus aussi réguliére que 1 - |x| (éventuellement la fonction nulle

pour x > 0).

Remarque : Estimation du coefficient a(e)

I1 est démontré dans [52] le résultat suivant :
si on considére les deux problémes :
n-1

ull + _F__ u

vi +ur f(v) =0 35 v(0) =a 5 v(1) =0

+ a f(u) =0 ; u(0) =o; u'(0) =u(l)=0

Hula,.) = via, )l <
n
Ko{a)
W) - 2 < 2
n n
"
Nous appliquons ce résultat a f(u) = el-eu (non lipschitzienne !) en
faisant tendre a vers 1/¢
siu(a) »u, alors A (n) ~ u.n doric  a(e) =y,

Or 1a limite M existe et se calcule trés facilement .
L'équation en v s'écrit :
vir)
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Donc v(qa,.) est donné paf la relation implicite :
vir)

t
- T2t 2
e tgp = - A
2
[0 ]
a
_ t
avec e I-et dt = L (pour avoir v(1) = 0)
2
0
1/e
, _ t
Lorsque o« + L+ , u - b, =2 e ot gt
€
o
oz
soit He = 2 ———— dz . Le calcul numérique de cette intégrale
(T+ez)?
0

donne une valeur uc(e) en bon accord avec les estimations a(e) déduites
de la figure 8 :

wi(e)| 2,00 1.48 | 1.21 | 1.03 | 0.90 |o0.81 |0.53 | 0.26

a(e) 2.00f 1.46{ 1.19{ 1.02 | 0.90{ 0.81 | 0.53 | 0.29







ANNEXE

RESULTATS NUMERIQUES CONCERNANT LE PROBLEME

" n-=1 oy o
u + - U +,>\exp(1__€u)-0



u(0)
A

‘Figure 1 : Diagramme de
Bifurcation pour n = 1




e=-0.3

Figure 2 : Diagramme de
bifurcation pour n = 2 .




u(.0)

g=-0.4

e=-0.5

Figure 3 : Diagramme de

bifurcation pour n = 3 .




u(0)

Figure 4 : Diagramme de bifurcation
pour n = 4

- 0.2




Figure 5 : Diagramme de bifurcation pour n = 9




A u(0) -
A (0) e=0 e=-0.1

Figure 6 : Diagramme de bifurcation pour n = 10
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0.1

Figure 7 : Etude du diagraﬁme de

bifurcation selon n pour ¢ = 2 .
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Figure 8 : Etude de Xc en fonction

de n Torsque ¢ est fixé .
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Figure 9 : Evolution des profils normalisés lorsque u(0) - é
(convergence vers le point d'arrét- les indices sur les
profils représentent u(0) )
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CHAPITRE IV

SUR UNE CLASSE DE PROBLEMES ELLIPTIQUES
NON. LINEAIRES CONVERGEANT
VERS UN PROBLEME A FRONTIERE LIBRE
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I. INTRODUCTION ET MOTIYATION.

Le travail qui va étre exposé dans cette partie a été motivé par
1'étude du probléme modéle suivant : |
L'évolution de la concentration de substrat S et de la température 6
dans une membrane enzymatique plane d'épaisseur 2e est, sous des hypothé-

ses classiques ([40]) décrite par le systéme d'eéquatiors suivant

3 2°S VS
_— DS + =0
ot ax2 K, + 1]
» pour -e < X < e
a0 3978 Vm S :
— =D -AM —— = o0
ot 9 x? K+ IS
(I-1)
S(-e,t) = S(e,t) = So? S(x,0) =0
o(-e,t) = o(e,t) = 045 8(x,0) = %

On s'intéresse au régime stationnaire. Dans ce cas, 1'élimination de S

grace a la relation :

Do AH

S

Dy

S(x) + 6(x) = constante

conduit & 1'équation en ¢ :

d™e AH aS +6_- 8

+ — Y 0 9 =0
a2 D, "

8 ok, + [aS,+e, - 8|
(I-2)
DS AH

6(-e) = 8(e) = 8, avec a =

. D



Dans ce modéle, DS’ De s AH, Kr‘n sont considérés comme variant
peu avec la température, tandis que 'Vm, vitesse maximale de la réaction,

en dépend par la loi d'Arrhénius :

V =Y exp[-E /R ®8]

m 0
9 E
En posant v = — , v = — et x = ey on obtient :
8 o Reo
2 : 2 y
d”y AH Voe uSO + eo - eov "V
7 ¥ e =0
dy Dy 6, oKy + [aS, + 8, - 0,V
v(-1) = y(1) =1
W
Enfin, en considérant la transformation v = 1+ -— on est conduit au

probléme avec conditions de Dirichlet homogénes au bord :

2 W

d7w a - w
— o ——— e 1+8w 0
dy e+ |a - wl
(I-3)
w(-1) =w(l) = o
oy S ay K
ol on a posé : a= —2 g = m
% %
MY e ye Y 1
- 0 . -
u = s = —
De eo Y

Lorsque a=0(1), Km restant petit devant So, e joue le role d'un para-

métre de perturbation, u étant considéré comme un paramétre de bifurcation.



On se trouve alors dans la situation suiyante :

* le probléme (I-3) admet, pour tout >0, A>0, une ou plusieurs solu-
tions, positives, majorées par a, mais

* les solutions limites, en un sens & préciser ne peuvent, du moins
pour )\ assez grand, vérifier le probléme réduit :

2

d w
.-—-+pe.l+6w =0

dy2

(I-4)
w(-1l) =w(l) =0

pour 1'une des raisons suivantes ;

a) sid>o0, (I-4) admet des solutions pour tout A>0 qui tendent toutes en

norme uniforme vers + « lorsque ) tend vers + o,
B) si & =o0, (I-4) n'admet pas de solution au-deld d'une certaine valeur
critique Ao (I521).

Ces diverses situations sont représentées sur la figure 1.

On se propose ici de trouver le probléme limite correct et d'@tudier sa struc-
ture (en particulier lorsque XA est assez grand, ce qui correspond aux bran-

ches limites singuliéres de la figure 1)



(3‘8 ) (probléme I-3)

A
L o
¥
u
> A
Figuré 1: (a) cas ol (ﬂ‘o) n'‘a pas de solution pour )\ assezgrand.

(B) cas ot (3‘0) a toutes ses solutions > a pour A grand.



Nous suivrons la méthode utilisée pagr Brauner et Nicolaenko, qui ont
considéré des problémes également issus de la cinétique enzymatique ou
de 1a catalyse chimique, mais ayec des non-linéarités "homographiques"
du type suivant ([151[16][17]) : |

(1-w"

AW +A m+K

= 0 dans  ouvert borné
e+ (1 -w) ‘

(I-5)

w=o0 surla frontigre 30;  m>l; o<K<1

On va @tudier en fait une classe plus générale de problémes aux
1imites elliptiques non 1inéaires du second ordre de la forme :
P(x) - u

Au = Ag(X,u,€) =2 f(u)
e+ |(x)-u]

ol, lorsque ¢ tend vers o, g(x,t,e) converge vers une fonction disconti-
nue selon t.
Aprés avoir étudié rapidement ce prohléme "perturbé", on montre qu'a la

limite, on obtient des solutions d'un probléme & frontiére libre qui

§'interpréte comme un probléme & deux phases. Sous certaines conditions
ce probléme & deux phases dégénére en un probléme d'obstacle. Ce cas est
traité en détail, en particulier en ce qui concerne la convergence des
branches de solutions du probléme perturbé vers le probléme limite, ainsi
que 1'approximation numérique du probléme limite. Enfin, 1'&tude théorique
est illustrée par des essais numériques portant sur le probléme modéle :
a-u
Au + A ;*:_T;:;T el = o en géométrie hypersphérique ( @ est la boule

unité de R" ).



On met ainsi en é&vidence le fait que le probl &me d'obstacle limite peut
avoir des points de retournement sur la branchie inéquation (i.e. Ta branche

de solutions & frontiére 1libre non triviale).

IT. FORMULATION DU PROBLEME GENERAL.

Dans toute la suite, nous considérerons le probléme "perturbé"

suivant :
, LU(.X) -u.
Au = \ ———— f(u) dans Q
e +|y(x)-u]
(IT-1)
u=0 sur 99

avec les notations suiyantes :

¢ 0 est un ouvert borné de R" de frontigre »q réguliére
n 3 au .

¢ Au= - Z (ai..(x) —) + ¢(x)u avec
i,d=1 ox; J BX;

2,5 -
c, aij eC (), ai.j(x) = aji(x), c(x)> o et

n

T a..(x)EsE

n .
i > a( Z ‘53) VeeR", Vxe Q3 a>o0
i,j=1 " R | ,

J
Pour u, v € Hi(n) on posera :

n u sy ’
au,v) = Z‘ aij —_— dx + cuvdx
1,3=1 /g i X Q

= ao(u,v) +fc'.u.v dx
Q



¢ les deux paramétres ) et e ont chacun un réle spécifique :
A >0 est considéré comme un paramétre de bifurcation, alors que

€ >0 joue le réle de paramétre de perturbation : ¢ \0+ .

¢ la fonction ¢ >o0, qui jouera ultérieurement le r6le d'un obhstacle, est

supposée daﬁs; Hl(Q) NL™(Q)

¢ la non-Tinéarité f vérifie ies; hypothéses suivantes :
(i) f e C(R)
(i) f est >o0 sur’]R, f(o) > 0

(iii) f est croissante (au sens large).
t

~efl+6t , §>0 et A= -A,

Dans le cas particulier ¢ = a, f(t)

on trouve le probléme modéle de 1'introduction.
On prend les notations usuelles pour les produits scalaires et les normes
‘(@) et H () :
1/2
(u,.u)l/2 = (f u? dx - > Vue LZ(Q)

Q
|vu| . Vu e ()

sur L

|ul

[lull



ITI. STRUCTURE DU PROBLEME PERTURBE. PROBLEME LIMITE.

III-1 Le probléme perturbé.

On dira que ue Hé(ﬂ) est une solution de (II-1) si f(u)e LZ(Q) et si
(II-1) est vérifié p.p. (donc ue HZ(Q)). On utilisera Ta forme variation-

nelle de (II-1) :

(11I-1)

Proposition 111-1 : soient A>o0,e >0 Fixés :

¢ Toute solution u de (III-1) vérifie : o < u(x) < [y]|_p.p. sur @

¢ Le probléme (III-1) posséde au moins une solution ue Hé(Q) f\wz’p (Q)
telle que o < u(x) f_lwlw‘ et, en fait, une solution maximale et une solu-

tion minimale.

Preuve : - pour la premiére paftie i1 suffit de prendre v = u = max(-u,0)
ouv=(u 'IWlw)+ = max(u - [p]| _,0) dans (III-1) pour obtenir les inégalités
- pour la deuxiéme partie, on note que u = 0 est une sous-solution
de (III-1), u = |y| est une sur-solution de (III-1); i1 suffit ensuite
d'adapter une méthode de monotonie classique (cf. Amann [2]) pour conclure.

Finalement, la régularité wz’p«z) s'obtient par le fait que

Y- u
\‘——-—*‘—"—“ f(U)‘ < flwl, e LPe) -
e +[|y - u] . :

et en appliquant Tes estimations de Agmon-Douglis-Nirenberg ([1]) =



III-2 Convergence du probléme perturbé.

Proposition 111-2 :  Soit (ue)e s une famille de solutions de

(III-1), pour A fixé. I1 existe au moins une valeur d'adhérence dans la

topologie wz’p(Q) faible Vp>2, lorsque e \0. Toute valeur d'adhéren-

ce u vérifie 1'inéquation :

a(u,v=u) + A(f(u), v=u) + 2x(f(u),(v-v)") > 2x(f(u), (u=y)")
(I1I-2)
ue Hé(sz); Vve Hi(ﬂ)

(on peut prendre en particulier les familles u (resp. ‘Ge) de solutions

minimales (resp. maximales)).

Preuve : soit u_ une solution de (III-1); on a

o<u < ], —_ 0 <flu )< flvl,) et
-l

[Au_(x)| = X —————f(u_) <Af(lv],)
e+ |- usl

donc Aue est dans un borné de Lp(Q) Vp SN u. est borné dans wz’p(n)
¥Yp>2; soit u = lim u. dans w?"p(g) faible et Hi(sz) fort (et p.p.).

On pose Z_ = a(ue s v-uE) + A(f(ue), v - uE)

€
22 (u)s (v =9) - (u_ - ¥))

Comme u. —— u dans Hé(ﬂ), on a lim a(u€ s V- ug) =
' e\ o,

= a(u , v -u) Vve Hé(Q).
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Le deuxiéme terme tend vers A(f(u), v-u) par le théoréme de Lebesque

car [f(u).(v - u )|z FUwl)Uv] +lv],)

1

Enfin, &tant donné que v —v_  est continue de HO(Q) dans lui-méme, le

dernier terme tend vers

2A(F(u), (v =) - (u -9)7)

donc
Tim Z€ = a(u, v=u) + A(f(u), v - u)

+ 2A(F(u), (v - 9) = (u=-19)7).

IT suffit, pour conclure, de montrer que 1im Zei 0

€\0+

En utilisant 1' quat1on (ITI-1

)
z A(f(ug)( > v-u) o+
ﬁW'“l

o (fu)s (v-) - (u - w))

pour exprimer a(ue, v - ue)

Y- - -
=>\(f(U€)<————§-+1>,(V'W)+' (V=) - -0 e =)

e +[yp-u_]

+2M(F(u)s (v -u )T = (ug - 9)7)

V- u _
ML e ), (v )
e+ |v-u
V- U i
£ A ——=— - 1) f(u), (u_-¥))
e +|y - ul -
Y- u
(1 ——— ) F(u), (v - )
e+[1p- u€|

v - u
- (1 F —E ) flu)s (ug=9)")
e+|y - uE[

|v
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b= ug
> Al - D), (u, = 9)7)
e+|p - u_|
Y- u |
- A (1 ———E ) f(u), (u - 9)")
€+ |y~ u€|

(Tes deux autres termes sont 3;0).

Or chacun de ces termes tend vers o : pour le premier,

j (Lﬂf_ - 1> Flu)(p - u )dx = -j € l_p__-_u.?._ f(u_)dx
€

et|y-u_| /
brug v>u
est borné par ef(|y|) mes (Q)

Pour e deuxiéme

P -u
[ (1 + —————-§—>f(u€)(u€ -p) dx =
u>w N\ ey -u |

P -u
=-—j, ef(u ) ——=  dx est borné de Ta méme facon m
u_>v € et|y-u_|

Remarque : On a prouvé en particulier que 1'I.V. (III-2) admettait au
moins une solution u € wz’p(n); on va voir ci-aprés que toute solution de

(III-2) a cette régularite.

ITI-3. Interprétation et formulation forte de (III-2)

En écrivant, dans (III-2) que
+
)

Veus vy ) s e )T )T )

on voit immédiatement que (III-2) est équivalente a 1a formulation :
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a(u, v-u) + A(F(u), |v - v]) f(u), Ju-¢9])>o
(111-2)
YveHl(@); ueHl(a)

et, en particulier si f = 1, on a une I.V. de 2éme espéce :

a(u, v-u) + AJ(v - ) - AJ(u - ¥)> o VveHl(q)

avec Jj(w) = fw|dx
Q :

Pour wue wz’p(n), (ITI-2') conduit alors & une formulation forte :
on remarque d'abord que (III-2'), qui s'@crit aussi :
(A u, v=u) + A(F(U), |V = 9]) = A(F(u), [u = [)> o
est valable alors, sous cette forme, pour toute fonction v e LZ(Q), par
densité.
® on choisit d'abord v =y+ uw, u>o, w> 0
dans cette formulation, ce qui donne, Vu > 0
u(Au,w) + pa(f(u),w) > (Au,u - ) + A(F(u), |u -y])
d'ol 1'on tire les deux relations :

Au + Af(u) > o p.p.
(Au, u = 9) + A(F(u), Ju=p]) <o

® on choisit ensuite v =¢- pw,u>0, W > 0, ce qui donne la relation
supplémentaire : |

- Au + Af(u) >0 pP.p.

Donc (III-2') implique les relations suivantes :
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- Mf(u) < Au < Af(u) p.p. sur Q
(Au, u = ) + A(f(u), |u -p]) <o
° en multipliant les relations Au + Af(u) >0 et - Au + Af(u) >0

p.p. par, respectivement, (u - w)+ et (u - y) et en faisant la somme

on obtient :

Au(u - ¢) + Af(u) |u - 9| >0 p.p.
° Si on intégre cette relation sur Q, on obtient :

(Au, u = ) + A(f(u), u-p])> o

Mais d'aprés la relation complémentaire, on a aussi :

(Au, u = 9) + A(F(u),lu -ypl) <o,
d'old 1'on déduit que en fait,
Au(u - ) + Af(u) |u-yg| =0 p.p. Donc (III-2) implique

la formulation forte :

- Af(u) < Au <Af(u) - p.p. sur Q

(IT1-2") Au(u - ) + Af(u) |u - pj=o p.p. sur Q
u=o0 sur 99

Réciproquement, en multipliant Tes relations Au + Af(u) > o,

- Au + Af(u) > o par, respectivement (v - w)+ et (v -y)

et en faisant la somme on obtient :

(Au, v - 9) +.A(f(u), [v-9|) >0 qui redonne exactement

(ITI-2') si on retranche la relation complémentaire.
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Interprétation en termes de probléme & frontiére libre. /

(I11-2") eéquivaut & (III-2")

Au € [- Af(u), Af(u)l  p.p.
(u - w)+[Au + Af(u)] = (u - w)'[Au - Af(u)] p.p.

u=o0 sur Q , U € wz’p(Q)

donc Au + Af(u) = 0o sur qQ, = X/ ux)> 9x)}, Au- Af(u) =o0

{x / u(x) < w(g)} et Aue [- Af(u), Af(u)]

Sur @_ =
sur Q@ = {x / u(x) = p(x)} avec les conditions de transmission usuelles
a u

sur a3, et 3@_\2932 pour u et : ona un probléme a deux phases.

an

[II-4. Le probléme limite & deux phases.

PnopOAition 111-3 : toute solution u'dev(III-Z) a la régularité
WoPa) yp>2  donc CY(@), o e(0,1).

Preuve : on pose g(x) = f(u(x)). Alors u est la solution unique de
1'inéquation :
{a<u, Vo-u) +A(g, v - u) +2M(gs (V- 9)T) > (g, (U= ¥)7)
1,... 1
ue HO(Q), Vv e HO(Q)

(la fonctionnelle j(v) = A}( g.v + 2A J’ glv - )
Q Q

est convexe s.c.i. sur Hé(Q) et 1'I.V. s'écrit :

a(u, v - u) + j(v) - j(u) > o).
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Mais cette solution u s'obtient comme limite dans wz’p(g) des u_

=N

solution de :
L 0
Au_ = X —— g(x) g(x)el™(Q) ¥Yp>2 =
e+|w-u€|

Proposition 111-4 + on pose K = {ve Hi(Q) / vV <y p.p. sur Q}

Si u, solution de (III-2) est dans K, alors u est une solution du problame

d'obstacle :

a(u, v - u) > x(f(u), v - u§

(II1-3)
Yve Ky ue K.

En particulier, si Ay est une mesure > 0, 1'I.V. (III-2) se réduit au probléme
d'obstacle (III-3). Si Ay + Aof(w) > 0, le résultat est vrai pour A > AO .

_Preuve : Si ueK, vekK, ona (U=9) =yp=-u, (v-u) =yp-v

et (III-2) s'écrit pour ve K :
a(u, v ; u) + A(f(u), v - u) + 2x(f(u),p - v - (v -u)) > o0 i.e.
a(u, v - u)> x(f(u), v - u).

Soit ensuite u une solution quelconque de (I1II-2) et supposons

v, 7) ANFW) L 2) 20 Yzew@ , z20

On choisit v =u-(u-y)*cHl(a) dans (I1I-2) :

- au, (U= W)= AU, (U= 0)) + 20(F (), (~(u - v )T

> 2 (f(u), (u-y)") i.e.

- a(u, (u- y)"

>

) = AF(), (u-w)F) > o <

—al(u =), W) s AE), (u-w)T) e, (u-9)Y) s 0
= (U - W)+ =0== U < ¥y p.p. et il suffit d'appliquer la premiére

partie de la proposition =
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Proposition 111-5 :  On suppose que Ay est une mesure > o0 et soit U
une solution de (III-1). Alors u_ € K et'si e\o, , ona convergence
de u_ (aprés extraction....) vers une solution de 1'I.V.

'a(u, v-u) > A(f(u), v-u)

(I111-3)
uekK; Vvek

Preuve : Tla convergence vers (III-3) résulte des propositions (III-2)

et (III-4). I1 reste & montrer que u. € K.

On reprend le probléme perturbé (III-1) sous la forme :

b -u ’
- . = ) _....__...__S__....f s - w’
a(u8 P,V) <€ +hp-u€l U%) v> a(y,v)
et on prend v = (u_ - )"
‘ (u - v |

+ + + +
a(tu, - 0", (U, - 0)) =-k(—€—%}:l’—‘:€| Flugsag = 9)')-ale,(u,0)")
a((u =) (-0 2 0 s (u - W =0 Tl u < n

Remarque : si Ap + Af(Y) > 0 & X fixé seulement, on ne sait pas si u. € K .

Conclusion :
* dans le cas général on a convergence du probléme perturbé (III-1) vers

le probléme & deux phases (III-2).

* si Ay > o0 le probléme a deux phases se réduit au probléme {d'obstacle)

Sur

une phase {u < ¢} (III-3)

* dans ce cas, le probléme perturbé (III-1) est une approximation de

(ITI-3), intérieure au convexe.
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Pour terminer, voici quelques exemples montrant que, lorsque Ay n'est
pas > o on peut avoir plusieurs situations (en particulier en ce qui con-

cerne la zone de coTncidence {u = y}).

Exemple III-1 :

2
A=-a,0=1-1, 1, f(t) =1, ux) = 1+52-.

. Si f est constante, on a toujours 1'unicité dans (III?Z) car

vy =l vdx+ 20| (v - yp)dx est convexe.
Q Q
La solution de (III-2) est la suivante :

\ ,
A<2=2xc:u(x) = E-(l - xz) (solution équation).

A>2 0 u(x) ={yp(x) :0<x <p

- %-xz + (A1) px +-% - (Ml)p p<x<1 |
5
211 +p- e
avec A = [ ?é]
(p = 1)
) b v(x)
A
u(x)
A <2 u(x) A > 2
/’\ X
> >
-1 1
Phase {u < ¢} | Phase {u < y}+ nuage {u = ¢}

Jamais de phase {u > y}
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Exemple III-2
A=-4,0=1-1,1[ , f(t) =1, yx) =1+ 2x

2
(fei A, =2 <y ce qui change tout).

La solution (unique) de (III-2) est la suivante :

A
A<Ac =2 :u(x) =,§(l-x2)-

On doit avoir Aue [-A,2]. Orsur {u=y} ona Au-=nap-=4 |

donc pour 2 < A <4 on n'a pas de nuage {u = y} de mesure > o.

2<\A<4: %(Xz-p2)+l+?p2 0<X<p
u(x) = --;‘—x2+2)\px+-;l-2)\p p<x <1
2(1 + 20%) 2(1 + 2p2)
avec ) = =
2A .
3" -4p + 1 (1-0)(1 - 3p)

Pour A =4, Ta solution u >y colle & 1'obstacle ¢y (et p =1 - ﬁ< -).
2 3

[ w(x) 0<X<op

A> 4 u(x) = :
;-%xz + (>\+4)QX+%' (A + 4)p

2
avec ) = 2(1“'40‘28).
' (1-p)
u
A u,\ u A
Y 1
v {u>y} {u=y} -
7 o |
{u<y} 2<)<4 {u<y} —» A>4 {u<y}
A<2 -\, . -

2 phases Pprésentes
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Exemple III-3 : (obstacle irrégulier)

A=-a, p(x) =14+ x|

A< =2 : u(x) = %(.l—xz)
2
->ix2+kl+r->\r—- o<X<r
" 2 2
2<>‘<>‘c u(x) =
———C 2
-lx2+2>\rx+l+r+ﬂ'—-2m2 r<xc<l
(tant que u'(r) <1) 2 2
2(1 +r) %
avec A = H >‘c est obtenu pour r =3 - 2/2
3l - ar el '-
r r (A, =3+ 2v/2 )
At < XA: on aun probléme & 2 phases plus un nuage {u = y} pour
% <|x| <1~ 2 et u tend vers p lorsque A tend vers + oo

VA~

2 phases présentes 2 Phases présentes
+ un nuage {u =y }
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IV. ETUDE DETAILLEE DU PROBLEME PERTURBE LORSQUE Ay > o.

On vient de voir que si a(y, Z) >0, ¥YZ EHé(Q), Z>o0 Tes solu-

tions du probléme perturbé vérifiaient u §;w et convergeaient vers les
solutions du probléme d'obstacle associé & Au - Af(u) et ¢ . On peut
obtenir des résultats de convergence plus précis et, en particulier de
1a monotonie en considérant des schémas itératifs c]assfqués définissant
les solutions maximale et minima]e, tant pour le probléme perturbé que
pour le probléme limite. On va reprendre complétement 1'étude dans ce

cas, d'abord pour le probléme perturbé :

a(u,v) =XG—L;E———— f(u), v)
e+ (P~ uf
(I11-2)
el Q); u e H ()
o\ 0

On va utiliser le fait que y est sur-solution de (III-1).

Proposition IV-1 :  pour tous >0, A>0 , (III-1) admet au moins

une solution u e wz’p(ﬁ), Vp>1l. Une telle solution vérifie toujours :

0 <u_(x) < w(x).

Preuve : soit u_e€ wz’P(Q) une solution de (III-1). On prend
v=(W-u) = -inf (4 -u_, 0) e H(2) dans (III-1) :

-a(y - ou, (W-u )+ oa(e, (W -u)) =

Y- u -
= A J. flug) ———— (V- u_)dx =——
2 e+ - u



- 21 -

F(u ) (v - u )

a((@ - u )" (W-u)) = -a@,(w-u) ) -2 A

€+|l[)-u€|
— (W-u) =0 —> u <y p.p.
Ip_u
Dans ce cas, on a alors Aug = A ——F— f(u) > o
e+ - u

et on en déduit que u. > o surQ.Si ye HZ(Q) et si Ay # o ou si

Y # 0 sur 3, ona méme u <y p.p. surg par le principe du maximum
appliqué a ¢ - u -

Pour 1'existence on peut simplement noter que u = o est une sous-solution
de (III-1), que u =y est une sur-solution, puis d'adapter a ce cas fai-

ble (p e HE

(2)) Tles résultats classiques de Amann ([ 2] ). Comme nous
aurons besoin dans la suite du procédé de construction des solutions mini-

male et maximale, nous allons détailler la méthode, adaptée de [12] =

On notera u(Xx, e, .), resp. u(A, e, .) les solutions minimale, resp.
maximale de (III-1).

. Soit T 1'application qui, & toute fonction v € Lw(Q) associe 1'unique
fonction w=Tve Hg(Q)rﬁwz’p(Q) solution du probléme Tindaire :

P - W
MW = A ————— (V)

e+ |y - V|
(IV-1) '
W e Hi(2)
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La régularité est assurée par le fait que we Hi(ﬂ) vérifie :
v - w

0 <W(x) < p(x), donc ———— (V) € Lp(Q) vp> 1.
- - e+|y - V|

Proposition IV-2 : on pose u, (Ase, ) = Tn(o) et ﬁh(x,e, ) = Tn(zp).

Alors En(}"e’ O/ u(r,e, .) et Un(x,e, O\ U(A,s, .)  presque
partout et dans Hcl)(sz) N wz’p(ﬂ) pour tout p>1 donc aussi dans el’““(Ei) s

0_<_oc<l.

Preuve : comme pour la proposition (IV-1) on montre que o < Tv(x) < ¢(x)
W e L (@),et en particulier : o < T(o) et T(y) <V
I1 suffit pour la monotonie d'établir par conséquent que T est croissante.
Soit Wy = T(vl) W, = T(vz) avec vy <V, p.p.

f(t)

On pose g(x,t) = —————0o . D'aprés (iii), g(x,.) est croissante
e +]9(x)-t|

sur [o, p(x)] ¥x e Q(et g >o0) .
Des équations vérifiées par Wy et Wy

Aw

1 Ay - Wl) g(stl)

Ay, = A (Y - wo) g(x,V5)

on déduit, avec W = Wy = W; que :

Aw + wg(x,v,) = A(v = wy) [g(x,v,) - g(xsvq)] >0

soit W >0 p.p. par le principe du maximum ce qui assure la croissance
de T.

Donc o <u, = Hm/ﬂn < Tim \ Uy = u* < Y les limites étant prises

ponctuellement.
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En choisissant v = u (resp. u ) dans Ta formulation faible de (IV-1) :

n

a(gn ’v) =}\< n f(_li n-l) R V> (Y'eS'p. e )
€+|¢ - y_n_ll
_ - ) A 2
on a 1'estimation : a(g_n R gn) < = wf(y_n_l) up dx < = f(fy]) le
e ‘0 T T e

donc, aprés éventuellement une extraction on a convergence dans H.‘;(Q) faible
(et p.p.) vers Uy (resp.u*) et un passage a Ta limite facile (%) -montre

que les Timites sont bien des solutions de 1'équation (ITI-1).

Si u est une solution quelconque de (IIT-1) dans L%(g), alors o <u<vy o

en appliquant 1'opérateur T :

u, = (0) _<_Tn(_u) =Uu< Tn(w) = Un et en passant d la
*

s # s s -
limite, on montre que u,<u<u c'est-d-dire que u = Uy et u=u

IT reste a établir la convergence forte dans wz’p(g) de Y, (resp. Un)

vers u (resp. U). On a, avec u, =u_ (ou Un) et u=u(oud):

n

Aug = A - up) g(xs ug_q)

Au = A(y - u) g(x,u)

or (v - un) g(un_l) converge presque partout vers (¥ - u) g(u) et est
borné‘par va(lyl)e IP(Q) ¥Yp>1 donc on a la convergence des seconds
membres dans Lp(Q) et, par les estimations classiques de Agmen -Douglis-

Nirenberg (I1) u —s u dans Wo'P(a) Vp>1 =

Remarque : si ¥ n'est pas solution du probleme (III-2) on a Tv<y p.p.

donc u. < EE <y pour toute solution ug de (III-1), ce qu'on avait déja

(*) possible car toute la suite converge p.p. donc dans Lq(sz) vq > 1.
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noté dans la proposition IV-1.

Proposition IV-3 : on considére la relation d'ordre usuelle sur les

fonctions de L¥(Q)

a) 1'application xe R —— u(X.e, .) (resp. T(r,e,.)) est crois-
sante (e, y fixés)

b) 1'application €e ]Rie —> u(A.e, .)(resp.u(r,e, .)) est décrois-
sante (X ,p fixés)

c) 1'application ye L3 (B— u(d,e, .) (resp. U(r,e,.)) est crois-

sante (A ,e fixés).

Preuve : i1 suffit de vérifier les relations d'ordre ad hoc sur les
suites construites a partir de T, ou, puisque v —> Tv est monotone,
de vérifier ces relations d'ordre sur T considéré comme fonction de A,
g ou Y.

Assertion_a) : ST A<, etsiove L®(Q), montrons que

Wi = Tk1 (v) < W, = T)\2 (v). En effet :

Aw1 =, Al(w -wl) g(x,v)
et avec W= w2 - wl

AWZ = }\2(11) - Wz) g(x,v)
AW + A9(x,v)w = (A; = A7) 9(x,v) (¥ - W) >0

ce qui implique w> o par le principe du maximum.

----------- J

Assertion b) : soit €; Sg, etw, = Tgl(v), Wo = TE:2 (v),ve L(Q)
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AWy =A@ - W) fv) /ep+ v -

AWy = X(b = wy) F(V) /€y + [0 - vl
f(v) 1 1
Aw+ X w=>»(1b-w2)f(v)l——-——-_- _
eq *lv - v €2+NJ - vl €l+|11) - v|
qui est <o donc W <o.
Assertion c) : pour 1a solution minimale on raisonne comme en a) et
, vo-ow
b) en notant que ¢ » ————— est croissante pour w <y, v <y
ety - v B |

fixés donc T‘Pl(v)li Tw2 (v) si Yy <, et zv < ¥y, en particulier

™ (o) <T, (™ (o). ... <T" (0); pour la solution maximale, on note
que s1 p, > y; alors y, est une sur-solution pour le probléme (III-1) re-
latif & Py donc on peut partir de 1a méme sur-solution 12 dans les deux

cas (III-l)w et (III-1) et opérer comme avec les solutions minimales &
1

L.
Pour des obstacles " pas trop grands", on a 1'unicité globale pour Tle

probléme (III-1).

Proposition V-4 : Si Sup{tf'(t) - f(t) /o<t <[ w]|_l}<o

le probléme (III-1) admet une solution unique quels que soiente> 0,1 > o.

Preuve : On suit 1a méthode de Cohen-Laetsch([Bl]) . Soit, pour A> 0, €>0
fixés,u une solution de (III-1) et u la solution maximale. On va montrer
que u = u, On écrit les équations vérifiées par u et u :

Y -u

Au = A ————— f(u) = Ah(x,u)
e+ |y - ul -
LA { () IRV RT)

——

u]

et [y
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qu'on multiplie, respectivement,par u et u et qu'on intégre

a(u,u) - a(u,u) =0 = A J [h(x,u)u - h(x,u)uldx
Q .

=1

$
(]

o

u u

o IQ [h(x,u) (D) ] s

ol uetu sont>o par le principe du maximum.

h(x,t) P(x) - t f(t)

On aura u =u p.p. si = est stric-
t e+[Pp(x) - t] t
tement décroissante. Or, si 0 <t < y(x) :
d - € f(t) p(x) - t t f'(t) - f(t)
— h(x,t) .= : ) + .
ot (e + p(x)-t) t e + P(x)-t £2
-€ f(t)
< inf{—y /o<t<|y|_l<o m
- t

(e +] v _)?

Pour ¢ et ¢ fixés, on examine maintenant ce qui se passe lorsque X - o,
et A » + o,

On a d'abord le résultat suivant:

Proposition IV-5 (cas e>0 fixg A » 0) : Pour XA assez petit, la

solution de (III-1) est unique et Tim K(A’S’ .) =0 dans wz’p(sz).

On a en fait 1'existence d'une branche. (A, g()\)) pour 0 <X < .
2 < » étant maximal vis-a-vis de 1'inversibilité de 1'opérateur
w —> Aw - Ah'(u(X))w ol 1'on a posé

Y-t

h(t) = ———————f(t)
e+|y -t
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Preuve : Soit u()) une solution de (III-1), o <u(A) <7y,

| ¥ - u(d) ' |
Lorsque A + o0 , : f(u(A)) etant borné, Au(r) tend vers o

e+ |y =u(d)]

dans LP(g), donc  u() — o dans w2°P(@). Pour 1'unicité, soit

u(r) une solution de (III-1) et W = u(A) - u(r). ST u(r) Z u(n)

alors w >0 sur @ par le principe du maximum et

h(u(A)) - h(u(A))
Aw =) ~ W = AH(X,A) W

u(x) - u(x)

Puisque u(A) et u()) tendent vers o dans wz’p(ﬂ) p>1, donc dans
6(5) Torsque A\ 0, et queh est (31, H,z(x,k) reste borné, ce qui
donne w = o pour ) assez petit et conduit & une contradiction. La
deuxiéme partie de la proposition, existence du 2¥ et d'une branche )
résulte du théoréme des fonctions implicites ([38]) =

Proposition 1V-6 (cas € > 0 fixé, A > ») : Ona Tim u(r) =y

A +w
dans LZ(Q) et p.p., toute solution de (III-1) tend vers 1y avec appari-

tion d'une couche 1imite au bord de @ si y ¢ H(l)(sz).

Preuve : Soit ul()\) = TA(O)' Comme ul(x) <u(A) <y il suffit,

2

pour la convergence, de voir que u1(>\)———> ¥ (p.p. et L°(Q)). Or u

1
est solution de 1'équation
A

Auy = f(o) (v - ul)

e+

Ul =0 sur 3@
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ou encore :
' A f(o) A Y
M+ ———uy = £(0)
e+ Y e+vY
u1 =0 sur  an

Soitw eD(Q) etZ = (u1 -P) e H%(Q). Un calcul élémentaire montre
1

que, dans H ~(Q) :
n : oy 3
AZ = pA(uq - ¢) - Z a,.(x) ——  —— (u; -~ 9)
1 i,g=1 M 3x,  8x, ©
1 J
n 3 < (x) ( ) X'
- T —(as.(x) (uq - y) -_-_)
- i3 1
i,d=1 axi axj
ce qui donne 1'équation suivante pour Z :
Af(o) n - 3
A7 + Z=- Z a_i.(x) ——-__(ul-w)-
€ ""P .i’j=1 J 3X.i 9X.
~ J
n 3 v
- T — (a0 - 9) — ) -eAY

On prend le produit de dualité de cette équation par Ze Hg(ﬂ) :

5 f(o0) 2 Z
al|Z]|° + |Z| < a(Z,Z) + Af(o) < , Z)
et| v, - ety
; j (x) — — ) (g - ¥) d
= - 2 . s{X) ———  —— (U = P)ep (U, - 1 X
i,4=1 ‘@ M aX 3y . !

Y]
- a(yy, vI) ol veD(R) est égale d@ 1 sur le support de ¢.
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En remplagant dans la premiére intégrale

3 37 0y
v — (U - ¥9) par — - (up -¥) —

. 9 X .
BxJ j BxJ

on obtient la majoration suivante :
5 A f(o) 2
o [IZ]® + ——— jZ| < C+ CZ]|

e+|v |,
" .
les constantes C dépendant de pet v (et v ) et aprés application de

1'inégalité de Young :

a 2 A f(o) 9
~lz)® + ———iz]
2 et v,

c

d'ot 1'on déduit, f(o) &tant > o, que |Z| i— tend vers 0 si A/ o

< C (indép. de ) )

Donc & ¢eD(Q) fixé, 1im Z = o dans LZ(Q). En prenant .¢oeD(Q), v =1
sur un compact quelconque de @, 0 < ¢ <1 sur Q on en déduit que

2(&2) puisque

u (Q) ~ v dans LZ(Q) lorsque A + =, donc. u(A) -y dans L
0 < ul(x) < u(A)<y.Par extraction, on a : Tim u(ix') =y p.p. lorsque
A' = o ;comme u(i) est croissanté en X, on a le résultat : u(r) »y
dans LZ(Q) et p.p. Comme ||Z|| est borné pour ¢ fixé, on a aussi, modulo
une extraction : Z o dans Hé(ﬂ) faible{ ¢ é&tant fixé!l).

. IT en résulte que toute solution de (III-1) tend vers ¢ dans LZ(Q) et

p.p. et en fait, dans Lq(Q) vq > 1. ]

Remarque 1. Le fait que> u(x) converge vers vy dans LZ(Q) est une con-

séquence directe du Théoréme 1 de [30] au moins si L = - A
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On a dans ce cas un résultat plus précis puisque, non seulement

f lu(x) - xp]zdx > 0 mais &galement f ug [Vu(A) =W | dx ———o0
Q - Q

lorsque A - « ol Uy est la fonction propre positive principale de 1'opé-

rateur -A , normalisée par |u_|
Q! oo

Ce résultat donne des indications sur la structure de la couche limite

prés du bord Torsque ¥4 Hg(sz).

Remarque 2 : Si ¢ eHg(Q) ﬂwz’m‘(ﬂ) on démontre, en utilisant le
principe du maximum, que pour toute solution u de (III-1) on a, pour A

assez grand, indépendamment de ¢ :

v - ule < L ce qui implique :
e+ |vp-u|, A -
lv - ul « Ce o0 cCest une constante indépendante de ¢ .
A

Ce résultat implique 1'unicité pour le probléme perturbé lorsque XA est assez

grand, uniformément par rapport & ¢ (borné).

En effet, posant w =1 (A) - u(A) ona :

f(g) V- g
Aw=->\s——————-—2w+ A f'(E)w
(e+y-£) e+P-E

avec  u(x) < g(x) < u(x) —_—

0= a(w,w)+ke(“‘j‘(§')“2 wow) - A (E)w,m)
(e+y-€) eth-¢ -

> fes 2L csup £ty seelon ful gl W] > o
g(.c_-l-l)z .
A

dés que A > A(so) pour tout e < e/

ce qui donne w = o.
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L'unicité pour X assez grand &tant prouvée, on peut cons-idérér la bran-
che de solutions (A, u(A)), >\I>>f'£a|e issue de A = +», u(x) =y et maximale
vis & vis de 1'inversibilité de 1'opérateur’(x) |
W —> Aw -2 h'(u(r))W, ce qui peut étre illustré, pour le probléme

(III-1) a e fixé de la fagon suivante :

On conjecture que 1'unicité pour )\ assez grand est yraie pour

v e Hl(Q) N L®(Q) (mais plusuniformeselon ¢ o).

(*) 1'inversibilité résulte de la démonstration de 1'unicité en remplagant

£ par u.
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V. COMPORTEMENT DU PROBLEME PERTURBE LORSQUE ¢ TEND VERS o (cas Ay > o)

Nous allons, dans le cas Ay > o, préciser le résultat de convergence
du probléme perturbé vers un probléme d'obstacle et, dans un premier temps,

examiner le comportement des solutions du probléme perturbé :

p-uo
Au=A ——— f(u) dans Q
e +|y = u
(11I-1)
u=290 sur 1Y)

vis @ vis du probléme réduit ( € = o) :

Au = Af(u) dans @
(III-0)
u=o0 sur a9

lorsque € tend vers o, & A fixé.

En fait, si les solutions (positives) de (III-0) sont majorées par 1'obs-
tacle ¢ , on a convergence des branches minimale et maximale de (III-1)

vers les branches correspondantes de (III-o) si celles-ci existent.

Si, au contraire, au moins une solution de (III-0) n'est pas majorée par
¥ pour une valeur X fixée, ou s'il n'y apas de solution, le comportement

limite sera singulier, on aura, pour ¢ - lim ue(A,x), une frontiére
. €+ 0

libre : on montrera que u. (et aussi 'EE )  converge vers une solution

d'une 1néquation variationnelle.

Rappelons (cf; Chapitre o) que 1'ensemble des Agib tels que (III-o0)
ait une solution est une intervalle [o, A*), o~<x*:i +o, qu'il existe

une solution minimale u(r) pour X < A", croissante en A et que :
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* Si fel®(R) alors ¥ = += et [u(x)] +*e (f(0) > o, f vérifiant les

hypothéses (i), (ii), (iii) du § II).

Si f est positive croissante convexe, au contraire X* <+w,0nn'a
pas de solution pour A > A* et la branche A - u(i), est stable pour

A < A¥ . Des exemples typiques de telles situations sont donnés par, res-

u

pectivement el * du ,8> et eu; lorsque X est assez grand, on a

dans les deux cas un comportement singulier pour (III-1) Torsque ¢ tend

vers o (cf. introduction, fig.1l).

Proposdiition V-1 : on suppose que, pour A fixé, (III-o) admet
une solution minimale u e wz’p(sz) vp>1, vérifiant u < y. Si u,
désigne Ta solution minimale de (III-1), alors u_ / u Torsque ¢ o,

‘p.p. et dans Hcl)(Q) ﬂwz’p(Q), Vp>1."

Preuve : on a vu que si e décroit, u_croit, et comme o<u. < ¥

on a, lorsque ¢ \o, y_g/ u, < v

Montrons d'abord que uy < u <y . I1 suffit de voir que u . < u.

Y- u
Or Ay = Af(u) > A -———— f(u) donc u est une sur-solution
e+ly - uj

positive de (III-1), Ta solution minimale u_ de (III-1) est

< > < .
= 4 Upe = 4

Montrons maintenant que u, est solution de (III-0) :

¥

En prenant v = u. dans Ta formulation faible (III-'1)

on obtient 1'estimation :
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u
allgsllzia(y_g’i{g= A[) ﬁ u, flu ) d&
E -

< A vl IF()], mes(q)

donc u. reste borné dans H';(Q) et u —> u

1 .
u, « dans HO(Q) faible

(et p.p.)

Considérons alors la formulation faible (III-1) :

- u
= 1
a(u ,v)=>\(—-—-—€—-—— f(u ),v> Vv e HX(Q)
- €+|w 'y_el - 0
Puisque u_/u, <y:
Y- U
‘ ——— 1 dans L7(Q)
e+lp - u_|

et on peut passer a la limite sur le terme de droite par le théoréme de

Lebesgue, ce qui prouve que a(u*,v) = A(f(u*),v), donc u, est une

solution de (III-o0). Comme U, <u, solution minimale,on a en fait u, = u.
IT reste & &tablir la convergence dans wz’p(Q) :
On écrit les équations donnant u. et u . =u
Au, = )\f(u*)
VU
Au = \ ——— f(u)
—-€ _ -€
e+l - u|
v-u.
Puisque u, <y on a convergence p.p. de f(ge) vers f(u*)
e+ly - u_|
et en fait
LA
flu) < |flu)], < [f)I,
e+y - u_| & - * -



- 35 -

Y -u
D'aprés le théoréme de Lebesgue, on a la convergence de ———S. f(ge)
e+ly - u_|
—-&

vers f(u*) dans Lp(Q), d'oli, par les estimations de [1l], convergence

de u vers u_ dans wz’p(ﬂr): N H‘;(Q) n

Remarque : on peut préciser la convergence de u_vers u, =u.
En faisant la différence des équations donnant U, etjigz
A A[f f’ Tle) ]
R Ty
i [ . 2 af(ge)
efluc) 2

Alug = u )+ M u)(u -u) = A ———— +20(] u_ - ulY)

ety u |

d'ol en muitipliant par u, - u. et en intégrant par parties :

*
a(uy = Ues U U ) mA(F U - u ),y mu ) 2
f(u) 3
< kef——————i'—e—-—(u -u_)dx + Con Ju, -~ u_] <
—_— Q€+lw-l_lgl ¥* —g 2 ¥ —g -
flu_)(v-u_)
- = 3 3
<}\€f £ £ dx+ CAu, - u | <AC,e+ AC, Ju, -ul® .
- Q€+[\p—u€| 2 ¥ = = 2 % e

On considére la branche de (III-o) dissue de (A= 0, u = 0) et maximale
vis a vis de 1'inversibilité de 1'opérateur A - Af'(u). , définie pour

0< A < Ay <+ w. Pour tout A < Ay - tel que u(A) < ¢ Ta majoration ci-

M~
dessus montre que
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lu(x) - gdz(x)][ < C(A)/e (et, en fait C(A)e si on sait que

b - u) e i),

On a une convergence analogue de la branche maximale de (III-1) vers la
branche maximale de (III-0) issue de A = +«, si elle existe,et si les
solutions de (III-o) sont majorées par 1'obstacle.

Donnons maintenant une conséquence de la proposition V-1 :

Conollaine V-1 : on suppose que, pour un ) fixé :

(i) ou bien (III-o0) n'a pas de solution

(i1) ou bien aucune solution de (III-0) n'est majorée sur tout Q par ¥ .
Soit u 1la limite croissante de gg', solution minimale de (III-1).
Alors 1'ensemble {x € @/ u(x) = ¢} est de mesure non nulle.le résultat
est a fortiori vrai si on remplace u par u, limite croissante de la

solution maximale ﬁ; de (III-1).

Preuve: on raisonne comme dans la Proposition V-1; on a u = Timu_< ¢ dans
Hé(ﬂ) faible et p.p. (aprés extraction). Supposant u < ¥ p.p. on passe a la

limite dans (III-1) pour voir que u < ¥ est solution de (III-0) ce qui

contredit (i) et (ii) m
Dans ce cas, les 11m1tes{g,'i des solutions minimale et maximale consti-

tuent, relativement & y- u ety- u, un probléme & frontiére Tibre.

On a en fait le résultat fondamental suivant :

Proposition V-2 :  soit u_ une solution quelconque de (III-1). Il

existe au moins une valeur d'adhérence dans la topologie Hl(Q) faible lors-

~
L

que € \ o. Toute valeur d'adhérence u vérifie 1'inéquation variationnelle :
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a(u, w-u) > x(f(u), w-u) Vwe K
(-1)  { K= {weH (@) /w<pp.p.)

avec ue K

En particulier, u, et Ue convergent vers u, resp. u , solution
de (V-1) (sans extraction).

Les convergences ci-dessus ont Tieu également dans Hé(ﬂ) fort .

Preuve : Considérons Ta formulation faible (III-1) :
- u

- a(u_,v) = b 1
ge+|y - u€|
uée Hcl)(Q)

En prenant v = u_ et en utilisant le fait que o< u

1<y on obtient

1'estimation :

o flull® < a(u, »u) <A, |u

donc -(u€)€>o est dans un borné de H‘:;(sz) et, aprés éventuellement extrac-

N

tion (d'u-;e suite), u, —> u dans H.é(n) faible et presque partout.
Mais si ue(x) — p(x) on ne peut pas passer a la limite dans (III-1)!
Soit we Hl(sz), w>0 p.p. surQ et w=1y sur 3 . On choisit
Vo=wo- (v - ug) dans (III-1) : |

' £

———— F(u)s (¥~ u€)>

€ +|y- u_

f . v -
= A(F(ul)s w =(9-u)) “8<——££€—)— ,w>+ AE (———-———u—e— f(u€)>

; e+[y - u_| e+ly - u]

a(ue, W= y) + a(u€ > U ) = >‘<f(ua) -

Y- u
< AMFlug)s w = (9= ug)) + Ae(————@— > Flu )>

£
e+|y - uel
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Examinons le membre de droite lorsque ¢ tend vers o :
le premier terme tend vers A(f(u), W - (¢ - u)) par le théoréme de
convergence dominée’; le deuxiéme est majoré en valeur absolue par

Ae|f(y)|, mes (@), i1 tend vers o.
En ce qui concerne le membre de gauche:

a(u, w-p)  ——> a(u, W)

et 1im inf  a(u_, u) > a(u,u)’
u —u € & =
£
puisque u -~ a(u, u) est faiblement s.c.i. sur Hi(ﬁ).

D'oll en prenant la Timite inférieure de 1'inégalité ci-dessus :
a(u, w=- ) + lim inf a(u€ R ue) < X(f(l:l), w=- (y = u))
a(u, W= ¥) - a(u,u) < A(F(u), w= (b - u))

a(u, w- y+u) < A(f(q), W - Ytu)

pour toutw,eHl, W>o0, W =1y sur oQ

d'ol en posant v =y-Ww, Vv € Hg(Q) v <y

a(u, u - v) <x(f(u), u -v) VYveK ou encore
a(u, v - u) > A(f(u), v - u) VveK
(et ueK puisque u=Timp.p. u_: 0 <u_(x) < P(x)).

Pour la convergence forte dans Hé(&z), on &crit les formulations faibles

(I1I-1) et (V-1) :

LS 1
a(u_, v)= M| — f(u ),v) Yve HO(Q)
€ e+|y - UEI €

a(u, w-u) > A(f(u), w-u) VweK
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on choisit v=u-u ,w=u€€K et on somme :

c
( ) > A(f(u) b te f(u_) )
au_u’u -u > u - ——— u s u -4
e € — €+I1P'u€' € [

oflu -u)]® < a(u-u,u-u) < f@, u-ul

d'old le résultat puisque u— u dans LZ(Q) fort =
Remarque 1 :  Ta convergence de u vers 'uea lieu dans wz=p(9) faible,

1+o, ("

donc dans @ Q)sa <1 (mais pascz) :

il suffit de remarquer que A.uE € borné de Lp(Q) Vp> 1.

Remarque 2 : 1'inéquation (V-1) s'interpréte de la maniére suivante,

puisque ue W.Z.’p(sz)

Au < Af(u) p.p. dans @
u <1y -p.p. dans @
(V-2) -
(p=- u) (Bu - Af(u)) = o p.p. dans @
u=0 sur a0
ou encore si I désigne 1'ensemble de coi‘nc'idence, qu‘on définit de la

fagon suivante ([59]) :

On pose Q\I= {xe @/ u(x) < ¥(x) au sens de H.cl)(Q)} . Réppelons ([591)

que u(xo) < w(xo) au sehs de Hi(sz) ssi. i1 existe une boule B(xo,p)cQ et
si 11 existe ve P(B(x,,0)), v(x,) >0 tels que y - u -¢>0 sur

1
B(xo,p) au sens de HO(Q).

Avec ces notations, si u est solution de (V-1) on a

Au = Af(u) sur Q\I, - Au + Af(u) est en fait une mesure> o
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i(@) on peut en

a support dans I et u = ¢ sur I. Comme wue wz’p(ﬂ)fWH
fait donner une interprétation analogue en définissant 1'ensemble {u = y}
au sens ordinaire, si ¢ est réguliére, en remplagant u par son représen-

tant continu,

Remarque3 :  interprétation en termes d'équation & non-linéarité dis-

continue lorsque wewz’p(ﬂ) Vp>1.

Soit u, une solution de (III-1). On a

() - ug(x)
Aug(x) = A f(ue(x) p.p.
e+ B(x) - u_(x)]

2 5P 1
u_ e W=2F(Q)n HO(Q)

u_(x) < w(x).

Soit u(x) = 1im u_(x) lorsque e\o

Si u(x) < y(x) aTors, formellement :
Au(x) = Af(u(x))

Si u(x).zw(x) alors Aue(x)‘i Af(ue(x)) —_— Au(x) 5_Af(u(x)).

Mais pour ue wz’p(ﬂ) on a, sur 1'ensemble {u(x) = p(x)} ,
Au(x) = Aw(xi p.p. ([29]).
Donc u(x) vérifie :

Af(u(x)) s u(x) < p(x)

Au(x) =
min {Af(u(x)), Ap(x)} s u(x) > ¥(x)

qui est une formulation équivalente au prob]émé d'obstacle (V-1) en termes

d'équation & non-linéarité discontinue ([29 , théoréme 5-1]).

Remarque 4 : on a donné une méthode d'approximation d'une I.V. de la

forme :



- 41 -

a(u, v-u) > A(f(u), v - u)

(v-1)

vveK; uek
avec K = {w eHi(Q) /W<y p.p. sur Q}
par une suite d'équations (en \ o) :

Y -u
a(u , v) = A—————— f(u), v)
e, v - ul

(I1I-1)

1,.y. 1
ue HO(Q), Vve HO(Q)

Torsque Ay > o. Les exemples traités au § III (en particulier avec
P(x) = 1+ [x|) ont montré que, si Ay n'estipas >0, 1'I.V. (V-1) qui a

toujours un sens n'est plus nécessairement le probléme limite .

VI. ETUDE DE L'I.V. (V-1). APPPROXIMATION DES BRANCHES. APPROXIMATION NUMERIQUE.

On va d'abord étudier, du point de vue des branches de solutions, 1'I.V.
générale : |

a(u, w-u) > A(f(u), w-u)

ue Kivwe K = fweH (Q) /w<yp.p.t

avec sur a, f, w‘ les hypothéses données au § II. On ne suppose pas au départ
que Ay est une mesure > o. On démontre immédiatement que toute solution

u de (VI-1) est > o (on choisit w= uTe K dans (VI-1)).

VI-1. Existence par méthode de monotonie.

On ne suppose pas ici que f est croissante, mais simplement qu'il existe

M>o tel que  f'(t) +M>0 Vte [o, |y[]
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(on prendra ensuite M = o dans Tes problémes considérés).
Le probléme (VI-1) admet la formulation équivalente :

a(u, w-u) + AM(u, w-u) >A(f(u) + Mu, w;u)

VweK; uek

Soit K = {w e Hcl)(sz) /0 < Wx) <y(x) p.p. sur Q} et S T'opérateur

qui a veK+.assoc1e u = Sv solution du probléme :

a(u, w-u) + AM(u, w-u) >A(f(v) + My, W-u)

V. we K; ue K

1
(@)

monotone de Hé(sz) dans H'l(sz), borné et hémicontinu, donc pseudomono-

2

L'application (u,v)eH - a(u,v) +AM(u,v) définit un opérateur

tone ([63]) et en fait, aussi coercif :
1

Tim G(V,v) + WM(v,v)]> o Tim  |lv]= + =
lvf>e IV V][4

D'aprés un résultat de Lions ([63]) u =Sy existe et est unique.
Comme f(v) + My >0 si ve K,» on montre comme d'habitude que u>o

donc wue K+.

Lemme : L'application S : K+ —_ K+ est croissante 1i.e. Vi LV, P.p.

=—> Sv; < SV, p.p.
Preuve : soient vy et Vy€ K, vl(x) < vz(x)_ p.p.
On considére Tes inéquations donnant uq et u, :

a(ul, wf-ul) + AM(ul, W-ul) > A(f(vl) + le,w-ul)
a(uz, w—uz) + AM(uz, W'“z) > A(f(vz) + Mv, ,w—uz)
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on choisit w = uy - (ul - u2)+ dans la premiére inéquation,

W= U, + (ul - u2)+ dans la deuxiéme et on fait la somme (on vérifie
que les W choisis sont dans K!) :

+
)

- a(u1 - Uy, (ul - u2)+) -.AM(u1 - Uy, (u1 - U, ) >0

puisque f(vz) + Mvz_z f(vl) + le p.p. ¢race au cho}x de M.
Comme d'habitude, on en déduit’que :
+ 2 : :
H(u1 - u2) |“<o dOﬁc up < U, Pp.p. ce qui suffit o

n n

s"(0), o < u" <y p.p. La suite u

Proposition VI-1 : soit u

est croissante et converge vers u , solution minimale de (VI-1). La
¢ N
suite v = Sn(w) est décroissante et converge vers u, solution maxi-

male de (VI-1). Les convergences ont lieu dans Hi(ﬂ).

Preuve : pour la suite u", on sait que ul(x) >0 = u°(x) donc par

- P N . - < .
récurrence u” est croissante et bien entendu majorée par ye L (Q). Soit

u = 11? / u". Si on choisit w=o0 dans 1'équation donnant un+1 on
n/oeo
obtient :
a(u"+1, un+l) + AM(u"+l, un+l)‘§ A(f(un) + Mun, un+l) <
UFC] ) + M) Ju™
n+l P 1/, n 1 .
donc u est dans un borné de HO(Q) et u —-u dans HO(Q) faible,

LZ(Q) fort et p.p. ce qui est suffisant pour passer & Ta limite dans

1'équation en utilisant le fait que Tim inf a(un+1, un+1) >a(u , u) :
n - < - v v
a(u”fl, w_un+1) + AM(un+l, w_un+l) z_k(f(un) + Mu", w-un+1)

Donc u est solution de (VI-1).

Soit u une autre solution de (VI-1) : u > o donc Sn(u) = U z_Sn(o) ="

ce qui montre que u est la solution minimale.

et @ 1a Timite u > u
—n N
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Pour avoir la convergence dans Hi(Q) on écrit les équations donnant

+
unlet u
N,

ntl n+l un+l)

a(u ~, )+ AM(uT T, we n+1)

ik(f(un) + Mun, W-u

a(rn\)}, w-rl\{) + )\M(g, w-}d) _>_7\(f(fL\1J) + M}i‘,’ w-g)

. + -
avec respectivement w=uyuet W= u" 1 et on fait la somme :
v

1 n+,l|2 (un+l) -

a(u - u* s U - un+l) + AM|u - u <A (f(u) + Mu - f
v v V) - V] V)

- Mun+l, u - un+l)]
Y]

le terme de droite tend vers o par le théoréme de Lebesgue, ce qui, joint

n+l

« . oy - +
& la coercivité de a, donne la convergence de.u vers u dans H.g(sz).

Pour la suite vn, la démonstration est la méme, puisque v1 <y = vO p.p. ¥
Remarque 1 : 1'aigorithme de convergence monotone donné ci-dessus est
particuliérement simple si f'(t) > o, auquel cas M = o.

Remarque 2 : on a en fait de la régularité sur les solutions de (VI-1)
Torsque Ay est une mesure > o : toute solution u de (VI-1) est dans
wz’p(Q) Vp>2 donc dans Cl+°‘(§2) Yae (0,1).
Preuve : 1le probléme (VI-1) s'écrit de facon équivalente :

a(v, Z-v) > (g9, Z-v) -

VZe{ZeHi(R) /Z > -y} ;vetl(@, v > - y
ol on a posé : u = =-v , w=-Z, g(x) = = Af(u(x))e Lp(Q) pour tout p> 2
puisque 0 < u < ye L*(@); donc ge Lp(Q) nH-l(Q) et par hypothése, - ¢ < o,
A(-yp) est une mesure <o. On peut alors appliquer le résultat standard

de régularité [63 pp. 261 ] qui donne u=-v e Hi(ﬂ) nwz’p(sz).
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La condition A(-y) est une mesure et [A( -1) ]+e Lp(Q), éyidemment véri-
fiée dans notre cas, est d'ailleurs suffisante pour avoir la régularité
WP(a) ([20]) m

Remarque 3 : de Ta méme fagon on démontre que si Ay -> o les suites

n

uS vD sont bornées dans wz’p;(Q) d'ol la convergence de u" vers 4 vh

vers U dans wz’p(n) faible Vp > 2 et Gl’“('ﬁ), ae (0,1).

VI-2 Convergence des branches de (III-1) vers les branches de (VI-1)

On considére Tes solutions minimale u_ et maximale UE du probléme per-

turbé, avec Ta condition Ay > o :

V- u

(ITI-1) a(u,v) =A<—-———-—-— f(u),v) s Vve Hcl)(fz); ue Hé(Q)
e+ [y-u
u,. et U€ sont obtenues comme limites, respectivement de gns et Uen
S .
olution de ” - un+l
a(u':l, V) =A ——— f(une), v) yve H:(®)
- - 0
e+|y - u
(IV-1) €
ul =o
(resp. méme équation pour Uen, mais avec UEO = )

On a vu (proposition V-1) que u. (UE) convergent p.p. en croissant et

dans Hg(ﬂ) fort vers u (resp. u) solution de 1'I.V. :

a(u, v-u) > x(f(u), v-u); ue K

(VI-1)
VveK = {ve Hé(sz) /' V<Y p.p. surQ}
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D'autre part, on vient de voir (proposition VI-1) que (VI-1) admettait une
Y]
solution minimale u et une solution maximale u, obtenues conme 1imites, res-

n

v
pectivement, des suites 1{" et u (p.p. et dans Hcl)(sz)) définies par le

processus suivant (M = o avec la formulation adoptée au  § VI-1) :

n+l n+l) > 1

a(u™ ", v-u n+1)

A(f(un), y=-u Vve Ks e K.
" n n

(VI-2)

A = . AN
(resp. méme équation pour U mais avec o = ¥)

La question est la suivante : quel est le Tien entre (u,u) et (;d,?f) ?

V)

Proposition VI-2 : ona u=4y et U< us en particulier, on a la

convergence (monotone et dans Hi(ﬂ)) de Ta branche de solutions minimales de

(III-1) vers la branche de solutions minimales de T'I.V. (VI-1).

La situation est schématisée sur la figure 3 ci-aprés.

. n < ..
Preuve : si on montre que u €<un on aura, en passant & la limite sur n :
= g—=n,

u.<u donc u >1im ~“u_=u . Comme u est solution de (VI-1) et que u est

v v Tedo
la solution minimale, on aura u = u-
Pour démontrer que y_nsf u" on procéde par récurrence : _u_cfe =u =0 :
N n
supposons Te résultat vrai pour n et é&crivons les équations donnant y_n;l
n+
et u 1,
v +1
n
v -u .
a(y_l”, V) = A (———— - f-‘(gn€ ) V) VveHé(Q)
e+|P- U |
—-g
a(un+l , w-un+l) > A(Fu"), w - un+'1) Vve K
N A, - N n

n+1

On choisit v =u -w, we€K dans la premiére équation et on fait la
~
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somme des deux relations:

n+1 n+1 n+l n+1
a(U™ = u T, W= ) > Ao (%), W g Vwe K

v
n L -“12+l n
avec  p(x) = flu) - ————s flu)
e+lp - u_]
n
Y -u
Comme 3"8 < y_n;l ona p(x) 31“(%") - ‘r‘(une)
e+|y - ul| -
€
£y" ny. <
> (%) - f(gg) >0 par récurrence.
IT suffit alors de choisir w = H}n+l + (%n+l - y_n:l )" € K pour montrer
comme d'habitude que u"+l u"+1 , La relation U \<T1' est évidente: u est
av - e

>
une solution de (VI-1) et U en est la solution maximale

- - - -

- -
- -
-

\
:(IV-l)-;(III-l)

—
- -

> )\

Figure 3 : schématisation des convergences lorsque e\ o et n/o
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Remarque: on ne sait rien a priori des positions relatives des branches
minimales de (III-1) et (VI-2). D'autre part, les Figures 11-12-13 a 1a
fin de ce chapitre montrent qu'on peut avoir 0 < U (au premier point de

retournement sur la branche inéquation en partant de A = + 0.

VI-3. Un schéma numérique d'approximation (Ay > o)

En ce qui concerne 1‘'approximation numérique de 1'I.V. (VI-1), on
peut adapter la méthode proposée en [19] . Elle consiste & Tinéariser le

probléme perturbé&(III-1) en introduisant un "retard" etd prendre e=o0 !

Proposition VI-3 : Partant de U, 20 <y p.p. sur 2, supposons cons-

truits Upseensly tels que o < Up oev < U<, uieH.é(Q). On définit
Uge1 € Hé(n) solution de :

L | o
Uy, o) = x( f(uK),w> Vu e (@)
Alors ul»< Sl <Y
Preuve : on raisonne d'abord pour K = o; on introduit, pour n>0 1la solu-
tion ur'l] du probléme () :
1
Y =-u
a(url‘,w) =)\<—-——-L f(o),w) Yw e Hl(Q)
0
n+y
WNe ilq)
1"
De 1a relation : UT -y

a(u] - ¥, W) +A< f(O),W> = a(- ¥, W)

n+y

on déduit par un principe de maximum fort pour les fonctions de Hl(Q), que

ur‘ll <y , puis que u?> 0 p.p.

(%) L'introduction du nombre n permet de donner un sens aux équations

définissant uK+1 , pour tout K >0 .
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n
L . n . 2,p
Comme o0 < ———— < 1 Tla famille uj est bornée dans W™’"(q)
n+y
vp > 2 et lorsque n \o ug' converge vers u;;  on vérifie aisément, en
appliquant le théoréme de Lebesgue au terme —_— f(o),w> que Uy
n+y

est 1'unique solution du probléme :
vy 1
MU1M)=K ——————'ﬂoﬁw) Vwe H_(Q)
v 0

Uﬁ calcul élémentaire (avec principe du maximum) montre que si n <n'
aTors -u?‘i_ugl' donc  u  =o0< u?<<u1§}pet par une nouvelle applica-
tion du principe du maximum fort, u1<1p p.p. ce qui termine la preuve
pour K = o,

Supposons le résultat vrai pour K et introduisons UE+1 solution de :

b - u2+1

f(uy), w) Ywe H(l)(sz)
nt P - U ‘

o(ufy) = 3

Comme ci-dessus, on mortre que o0 < UE+1 <y et que 'UQ+1 / ug,; solution

V7 Uy |
de aWKH;W)=K TITTT— fWK%W lorsque n\ 0. On a o U 2V
K
et par le principe du maximum fort Ugpp <0

Le seul point restant & prouver est la croissance de la suite u,. On montre

pour cela que ul .o uE en faisant la différence des équations donnant

K+l =

n n .
Ue1 et U :

Uge1 ™ g

a(ul ;- ul, w)+-k(~—¥t———————- flug)sw/=
K+1 K . K
n+ - U
flug) flug_q)
n K-1 A
(S T
. . n n

car t -~ est cro1ssante..Donc Ugp1 > Uy p.p. =
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Proposdition VI-4 : Ona lim /uK =u p.p. et dans Hi(Q) faible
K/

et u estla solution minimale de 1'I.V. (V-1).

Preuve : 1la suite uy &tant croissante et majorée par y , soit u sa

limite ponctuelle croissante.

Y - u
Puisque o0 < I Kl <1, T'équation donnant Ugeq montre que Uy est
Y - UK
borné dans Hcl)(Q) et méme dans Wz’p(Q) donc Uy —> u dans Hg(sz) fort
par exemple.

Ecrivant alors 1'équation donnant Upsq avec.} W=Yo- Uy 5 VE K :

Y= Ukey
AUy > V= Ugyq) =2 (“""“ flugds v - “K+1)
‘P‘ UK
u, - u
= ) (f(uK), y - “K+l) + A(—!S————lﬁ'-‘-l- f(uK), vV - uK+1>
Y - uK

AF(ug)s v = U q) # k( Flug) » v - “K.+1>

b= uy
u, - u
+
(K2 ) v)
Y - UK
Puisque Ug < Upiq o le dernier terme est < 0 =————

u, - u
K K+1 £(

a(uK+1,v - uK+l) > A(f(uK) WV - uK+_1) +A< uK),w- uK.+1>

Y- Uy
P -u
On a également M (uK - U, p) Flug) | < luK - uK+l] fuy)
Y - UK

car uy est croissante et comme Ugpep = U —> O p.p., On peut appliquer
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le théoréme de Lebesgue & (uK - UK.+J.) f(.uK) pour en déduire que

Ug = U4l

—_ f(uK),q)- uK+l> tend vers o. Le passage a la limite dans Tles

v - Uy
deux termes restants ne pose pas de probléme et on obtient :
a(u, v -u) > A(f(u), v - u) Vye K

et u<y i.e. uekK.
Montrons pour terminer que u est bien la salution minimale de 1'IL.V. (V-1).

Soit uK (avec u = 0) la suite définie par le schéma de monotonie du § (V-1):

a(uK+'1, v - uK+l) > A(f(uK), v - uK+l) Yve K
et Uy la suite définie par la proposition VI-3
y-u "
a(uy, s W) = X(F(uy) 2 kel s W) Ywe K
K+1 K
. 11' - uK
K+1 K+1 - K+1 - -
on prend v =u + (u - UK.+1) e Ket w= (u - uK+l)
et on fait la différence des deux inéquations :
¥y -u
- K+1 - K K+1 K+1 -
_a((uK+1 - Upyq) , (u = Uppp) ) 2 A(FT) - — Flug) s (U= up 4) )
K
4 2 0
K 5 - v Uy
car u- > ug par hypothése de récurrence et 0 < ————=<1(pour
_ o _ _ K+1 L
»K-o u—oiuo—o)doncu > Upyr
Comme uK+l converge vers la solution minimale, on a le résultat par passage

& la limite : u est Ta solution minimale =
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VII. EXEMPLE EN GEOMETRIE HYPERSPHERIQUE.

VII-1. Rappel des résultats.

Reprenons le probléme modéle en dimension quelconque, avec
t ' .

1+ 8t

f(t) = e . On est dans la situation intéressante mentionnée dans 1'in-

troduction : le probléme limite formelle ne posséde pas de solution pour tout

A>0 (8= 0) ou en posséde au moins une non majorée par P(§>0) pour A assez

grand.

On se limite ici au cas o0 le domaine Q est la boule unité de I%", avec

1'opérateur Laplacien, c'est-d-dire que le probléme réduit s'écrit :

AU +X el +ou 0 dans @

(VII-1)
u=o sur W (8 est > o)

ou encore, vu que les solutions > o sont nécessairement & symétrie radiale ([45])

u
. [r”'l QE] = Tl gl + U o<r<l
dr dr
(VII-1)
u'(o) =o u(l) = o

Pour § = 0 le probléme a &té complétement résolu par JOSEPH et LUNDGREN ([52])

et d'autres auteurs plus anciens en se ramenant & un probléme de Cauchy étu-

dié dans Te plan de phase.

L'allure des diagrammes de bifurcation est donnée dans la figure 4 a); la
valeur u(o) détermine complétement u. Pour le probléme (VII-1) avec § >0 ,

on a une solution au moins pour tout x> 0, on aunicité pour ) s> o0 assez
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petit et assez grand (cf. chapitre III), la branche minimale et les branches

intermédiaires convergent réguliérement lorsque § - 0, la branche maximale

non bornée en u, explose. L'allure est donnée sur la figuré 4 a) également

Dans la suite, on prendra & =0 qui correépond au probiéme le mieux
étudié.
u(o) u(o) u(o)
A : §=0 A
n=1,2 A
3<n<10 n>10 :
§d=0 | >0 1
.
§>0 5—0'
i
!
1 |
1 !
!
1 I
! I
! !
I
I i
1 ]
1 !
| I
1 ! !
1
1
|| |
A i A
' > ! ' > >
* * _
A AC A A=A

Figure 4 a) : Diagrammes de bifurcation pour le probléme (VII-1) selon la

dimension n de 1'espace.

( A = 2(n-2) et avec A =3, , 3<n<9, onaune infinité de

solutions pour (VII-1)

lorsque § = o).
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Nous considérons maintenant une perturbation par >0 du probliéme (VII-1)

correspondant & § = 0, avec un obstacle vy = a > o0 :

Au by —2 U QU dans

e+la - u|
(VII-2)

u==~o sur BQ

ou encore, les solutions étant toujours a symétrie radiale ( [45]) D
d du ] a - u
—[rn'l —]+Arn'l —_—— Y=o o< r<1
dr dr e+ |a - uj

(VII-2)
u'(o) =u(l) = o

Grdce aux résultats du § IV on peut tracer qualitativement les diagrammes

de bifurcation, ce qui est fait sur la figure 4 b) ci-aprés.

On a aussi représenté le probléme limite de (VII-2) Torsque €\ o c'est-a-
dire 1'inéquation :

Vu,v(w-u)) > aeY, w - u) ue K
(VII-3)
wwe K = {ue Hi(ﬂ)'/ u<a surQl

c'est-d-dire, en interprétant (u est Wz’p(n) vp > 1) :

AU+ xe“ >0
(VII-3) u<a

au+ el =o0.sur{u < a}

ou, puisqu'on s'intéresse aux solutions obtenues par passage & la limite de
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solutions symétriques :

n-1 u
u® + u' + e >0 o<r<l
r
u<a
u" + u' + e =0 ST u<a
p .

u'(o) =u@@) =0

Lorsque {u = a} est de mesure non nulle la représentation (A, u(o)) est

insuffisante pour décrire le comportement des branches de solutions. Nous

reviendrons sur ce point.

" u(o) ) A u(o)
A
\(viI-1) n=1,2 y (VII-1) n=1,2
* \
\\ \\
‘\\ \\
\\\ \\\
\\\ \\\
M (VII-3)
N . & b oo ~
N
\
f VII-2
’3 (VII-3) ( )
(VII-2)
— s | N
A
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Pduh N
— .—.\,-;-"‘
—
<<
-
—
1
w
~

— - - - - - - o= -

Figure 4 b) : Quelques configurations typiques du probléme perturbé lors-

que ¢\ o et de 1'I.V. limite (~—correspond d un retournement de la

branche I.V. pure, éventuellement - cf. fig. 9 - 10 - 12 - 13 )

VII-2. Méthodes numériques pour le probléme perturbé.

Pour déterminer les diagrammes de bifurcation du probléme perturbé (VII-2)
nous avons utilisé deux méthodes :
1°/ une méthode dite de "tir" ol 1'on remplace le probléme aux limites (VII-2)
par un probléme & conditions initiales équivalent, résolu numériquement par
un algorithme de RUNGE-KUTTA (a priori valable uniquement en symétrie sphé-
rique). Principe |

Considérons le probléme de Cauchy suivant :
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n-1 a-u u
u" + Uu' '+ —————— e =9
* r e+|a - ul
(VII-2)
u(o) =a 3 u'(o) =0 aelo,al
. . . o . n-1 du
qui admet une unique solution u, décroissanteenr puisque r a—- est <o
' ) r
pour r > o, et en fait _iE <-8<0 pour r > p > 0.
dr — ' -

Soit X, 1'unique point tel que u(xo) = 0; alors w(y) = u(y xo), yelo,1]
est solution du probléme :

n-1 o A -W
w'(y) + Xy —— € =0
y e+la - w

Wh(y) +

w'(0)=0; w(l) = u(xo) =0

Autrement dit, & partir de la solution de (VII—Z)* vérifiant u(o) = a ,

on construit une solution de (VII-2) correspondant a A = X, et

[w| =w() = ao.

(s -]

Réciproquement, si w est une solution de (VI-2) :

n-1 a-w W
. w" + W' ) ————— e =0
(VII-2) y e+ ]a - wl
w'(o) =0 w(l) =o

X
on sait que w(o)=a<a et, si on pose wu(x) = w(-), u est la restric-
2N

tion a [o, /X] d'une fonction v(x) vérifiant :
n-1 a-v
\

Vi(X) + ———— e'=0
X e+la - v|

vi(x) +
v(o) = w(o) =q; v'(0) =0

On obtient par conséquent toutes les solutions de (VII-2) en résolvant le

probléme de Cauchy (VII-Z)* avec o variant danslo,al , ce qui donne la
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2

O(oc),a) pour le diagramme

représentation paramétrique (X, u(o)) = (x

de bifurcation.

2°/ une méthode de continuation, valable en géométrie quelconque dont le
principe repose sur la méthode de H.B. KELLER ([56]) et qui a &té entre
autres mise au point dans ([48]) pour les problémes elliptiques avec
points de retournement : nous avons utilisé 1'algorithme proposé en [48].
IT se trouye que cette méthode, méme en géométrie hypersphérique,est plus
efficace que la méthode de tir; de plus, elle rend mieux compte de certains
comportements singuliers; nous reviendrons sur ce point lors de 1'exposé

des résultats numériques.

VII-3. Méthode numérique pour 1'I.V. Timite :

1°/ En ce qui concerne la branche équation :

n-1
u

u" + u' + xe* = o0

r
u'(o) = u(l) =o u<a
On opére comme pour le probiéme perturbé (VII-2) (*) en considérant. le

probléme de Cauchy :

n-1
w" + w' + e = o; w(o) =as; w'(o) =0, et en tragant le

P

diagramme (Xg(a),a),(xe[o,a] , ol Xy est 1'unique point tel que w(xo) = Q

* . P . as
(") La méthode de tir marche pour toute nonlinéarité, en particulier

a-t
et et —--——-——————-et
e+ |a -t



- 59 -

2°/ En ce qui concerne 1a branche inéquation, rappelons les formulations

équivalentes :

Au + xet > o (%) Ji-lrn'l QEI sartl -
- dr

(VII-3) ( u<asuce Hi(ﬂ) & (si u<a

(a-u) (au +re') =0 u'(o) = u(l) = o

ce qui donne une fonction u(r) décroissante de r donc {u = a} est un
intervalle [o, rC] s T € [0,1) (cf. fig. ci-dessous) et on a la formu-

lation équivalente (VII-4) ci-aprés :

A u(r)

a

— - - - - -

e v s e e wap  Wme e e o)
s e e - cm e e me e e o — -

[ s
.+
>
]
[ =
fl
(o]
-3
A
-
A
[y

(VII-4) u(rc) =a u'(r

o<r_ <1
- 'c

(*) rappelons que ue WZ,P(Q) C(31+G(Q)
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ol re est une inconnue du probléme. Dans ce probléme nous appellerons
diagramme de bifurcation 1'ensemble des (}, rc) tels que (VII-4) ait une
solution. Ce diagramme peut s'obtenir par une modification de 1a méthode
de tir exposée antérieurement.

On considére le prob]éme de Cauchy suivant :

n-1 W

w" o+ W' + e

. P

0 0Sr <p< + @

il
o

w(ro) =a ; w‘(?o)

r\
Soit Po 1'unique point tel que W(po) = 0, on pose alors re =--p-9 et
: : o

a pour o < x <1,

u(x) = _ o
x <1l (i.e. w(p) = uf -= )

w(xpo) pour r
0

c 2
pour ry < p <p,)

La fonction u vérifie, avec ) = pg

u(x) = a. sur [o, rc[
n-1 '

u" + u' +xe = o

X
u(rc) = a; u'(nc) =03 u(l) = w(po) = 0

c'est-d-dire exactement (VII-4). Réciproquement, on montre que toute solu-
tion de (VII-4) donne par la transformation inverse une solution du pro-
bléme de Cauchy (VII-5). Ainsi, le diagramme de bifurcationv(k,rc) de Ta

branche inéquation de (VII-3) admet la représentation paramétrique en

2 r

0> oy
fonction w(ro,p), solution de (VII-5).

. 0 - _ )
Pg € [0, +=[: (p ) ol p, = po(ro) est le zéro de la
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Numériquement, on a résolu (VII-5) par une méthode de RUNGE-KUTTA en

faisant varier r e [0,1[ . Toutefois en dimension 1, on a une solution

analytique compléte, grdce & 1'invariance par translation du Laplacien
n-1 |

‘( = 0). Pour une approche analytique en dimension 2, on se reportera
r )

3 1'annexe II située & la fin de ce travail.

VII-4. Etude analytique en dimension 1.

On considére le probléme de Cauchy suivant :

_ yu+e.y=0
(VII-6)

et, modulo une translation de longueur r_, on fabrique-une solution du

)
probléme de Cauchy (VII-5), donc une solution de (VII-4) pour un X conve-

nable.
Y W u
A translation a  homothétie S
a a , a
| |
. | !
solution | solution ’ solution
de (VII-6) ! de L de (VII-4)
| II-5) :
l .
i |
| i
] }
' i
> ! > ' >

Po o rotfq rc 1
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Soit Py 1'unique point tel que y(po) = 0. On pose, pour ro€ ]R_+

o
r. = et pour o<x<1
0o |
u(x) = a pour 0 < x < T,
u(x) =y [ (x - rc)(pO + ro)] pour r.< X< 1
Alors, avec ) = (pO + ro)2 on vérifie que u est solution du probléme :
u(x) = a 0<Xx<r.< 1
(VII-7) ut +ae =0 | ro<x<l
u(rc) = a; u'(rc) =0; u(l) =o0
: 0 :
(on prend y(p) = u<f + ———-———-> pour o< p<p.  , et
c - ="0
"o T P

on &crit que y vérifie (VII-6)).

Réciproquement, soit (u;A, rc) une solution de (VII-7). En posant

P
ro =7Vh Tes 0y = (1-r vy, y(p)—U(rC+}—i—), 0<p<op,,
on vérifie que y est solution de :
yll+e.y=o inipo

y(o) =a; y'(0) =0 y(p,) =0

al} # ¢

Donc toutes les solutions u de 1'I.V. (VII-3) telles que {u
s'obtiennent par le procédé suivant (*) :

¢ résoudre (VII-6) Jjusqu'ad trouver p_ tel que y(py) =03 ona p0'=V/K%
ou Ay s'obtient en résolvant le probléme réduit :

a; z'(0) =0; z(1) =0

N
—
Q
~—

1}

. = . = . u
(%) Extensible &videmment & d'autres non linéarites que e !
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"o 2
¢ poser r_ = , A= (r, +o,)
c o " Po
rote

0
u(x) = y((x = r.)lp, +ry)) ce qui permet de tracer le diagramme

de bifurcation complet pour la dimension 1, paramétré par rg e R,
r
0

P0+po

possible ici car on n'a pas de points de retournement sur la branche

(A rc) = ((r0 + po)z R ) ou, en &liminant r , ce qui est

inéquation : ‘a
re = 1 -f— A>Aa
N Z
rc
)
1
o e e e e e e e o —— . o o e - —
1 R ettt it
\
\
\
\
\
\ .

\ S
N b
\ 25
Q3
< O
< D
S =

a - a>u (o)

u(o) pp——=———=— M- - - —_—————— ————— - .
= RN I o

u (o) o S
Lo e
[S I
S
[1s J—-1
~ o
.Q\Q

K = e o
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drC 1 1
On notera que ( >

da y o=

et tend vers +e= Jorsque a - + o et, en fait, lorsque a - + =,le dia-

gramme (X, rc) tend, a une translation prés vers la fonction de Heaviside

YE(A) =1 si A>0 (cf. annexe I pour le calcul des solutions Timites)

Comme on va le voir, la situation devient plus intéressante en dimension> 1.

5.- RESULTATS NUMERIQUES ET COMMENTAIRES POUR n > 1:

Etude de 1'I.V. en fonction de Ta dimension n

(obstacle a fixé, assez grand) : fig. 5-6-7 :
pour n > 1 on observe un retournement au moins sur la branche inéquation,

parfois deux pour n assez grand.

Etude de 1'I.V. en fonction de 1'obstacie (n fixé)

fig. 8-9-10 : pour a petit, on n'a pas de retournement sur la branche
inéquation, puis (pour n>1), & partir d'un certain seuil, la branche iné-

quation se retourne au moins une fois. Lorsque a /+a>, on note une conver-

ugy ()
gence de la branche (I.V.) des solutions normalisées 2 vers des
a

solutions y()) telles que v(iM)El W >o et v(A) = Vo Pour A <.

o v, est la Timite de la solution normalisée X)) ge 1'8quation
u(,0)

lorsque u(X, 0)/ » (et A A s A >0 pour n=3,....9 , A, =0

pour n = 2).

Convergence du probléme perturbé vers 1'inéguation fig.11-14 (%) :

On observe la convergence des branches de solutionsdu probléme perturbé

vers les branches de 1'(I.V.). Le dernier point de retournement de 1'équa-

(*) La méthode de KELLER (continuatiohz se révéle tras utile ici .
; A
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tion converge vers le dernier retournement de 1'I.V. (les branches pertur-
bées "traversent" la branche équation Timite au voisinage de | uelq,= a)

ce qui semble indiquer que la branche maximale de 1'I.V. est stable et

qu'au premier point de retournement (partant ded=+« ) il y a échange

de stabilita.

Un examen précis du comportement de la branche perturbée au voisinage de
a et pour € petit montre qu'on a des oscillations pour certaines di-
mensfons (n = 3,4,...), peut étre un nombre arbitrairement grand; on
peut donc conjecturer que la branche I.V., allant vers 1'équation,

oscille (une infinité de fois?) pour certaines dimensions.

CONCLUSION : ces résultats numériques sont a mettre en paralléle avec

i

1'étude du probleme de GUELFAND : Au +ie' =0, ue Hl(a), faite dans

[52] en géométrie sphérique.ef incitent & investir dans 1'@tude locale des
branchés de solutions de 1'I.V. Le travail fait en [52] suggére aussi
de confirmer les résultats numériques ci-dessus par une étude par plan de

phase, ce qui n'a pour 1e moment pas abouti.
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Figure 14: Essais numériques pour - Au = AZ—:%égas-eu ; u(-1) =u(l) =0 avec a=3 (n=1 ) -
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-ANNEXE I- .

CONVERGENCE DE LA BRANCHE INEQUATION DE LA SOLUTION
NORMALISEE LORSQUE v = a + = (EN DIMENSION 1)

On reprend ie probléme de 1'obstacle du § VIII en dimension 1 :

u* + x» e =90 e < x <1

‘ /%
Rappelons que la branche inéquation (A,rc) définie par re = 1 - ff

(xa correspond & la solution-'de (1) pour r = 0) converge, lorsque a + «

et moduTo une translation vers Te graphe suivant :

A

Pour. » > 0, ceci correspond aux solutions limites
lim u{x,x)

ate
{(xv 0

=v(x) za ¥ xe (0,1).

On va voir & quoi correspond 1'arc (A=0, r_ ¢ [0,1) ) en calculant

c
explicitement les solutions Tlimites normalisées v(x) = lim Hi%ifl pour r_
A ate
fixg (et = —2 ),
(1-rc)2



Calcul des solutions de (1)

On multiplie (1) par u'(x) et on intégre entre r_ et x :

o
u'?(x) + 2x [eU(X) -e% =0 et comme u'(x) est < 0 :
u' (x) = - ¥ 2)» qu'on intégre 3 nouveau entre e et y :
a__u(x) :
e -e
a
dt =v/ 2% (y-r))
a_t ¢
e -e
uly)
L'intégrale se calcule en posant z = ea-et

4a_ouly)

‘ a/2 . /_a _ _uly) ,
1 Log tre < =V 2 (y-rc)
2

Zea/2

_ _u-a
Log 1+/71-e - /o ea/2 (y-rc)

i

(pour o 0,y=1,u=040n obtient Ay » POUrY = 1, u=0 on retrouve
la relation Tiant r, et A)

¢

Posant v(y) = !égg-avec v(rc) 1, viy) <1 siy»> ro ona:

]

-a(1-v)
Log 1+ //1 - e - Jon 32 (
1 - //; j e—a(]-v)

y—rc)s1 y>r.



Fixons r € [0,1) et fa1sons tendre a vers + = :

-a(1-v) _ /2xa ea/z

L (y-r‘ ) =
Cc
__-a y-r
Log 1+/1-¢e C
-a
1-/1-e 1-rc

On sait que (modulo extraction) v converge p.p. et donc en prenant
des équivalents pour a + « :

_ L Yl y-r
Log 4 ea(] vl Log 4 &2 ¢ <

Conclusion : Lorsque a + = on obtient une branche inéquation pour
la solution normalisée par a composée de :

.VY=za, r2»>0 (r'C = 1)
v=IX e e 0 (=0
1-r :
o
A=0 e 0 re> 0
> Y
-1 1




Remarque : Pour r. =0, »=0, v(y) =1 -y est la limite bien

connue de la solution normalisée de la branche équation (sans obstacle).
Donc, lorsque 1'obstacle tend vers + = il s'introduit des solutions supplé-

mentaires vis @ vis du probléme sans obstacle.
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-ANNEXE II-

ETUDE ANALYTIQUE DE LA BRANCHE INEQUATION
DU PROBLEME MODELE EN DIMENSION 2

On considére 1'inéquation variationnelle du § VII écrite sous la
forme forte :

au+rel >0 ,

(1 uc<a dans @
(@a-u) (au+2red) =0
u=0 sur aQ

ol o est la boule unité de R" et on s'intéresse aux solutions é‘symétrie
radiale wu(r), r € [0,1]. Toute solution &tant dans wz’p(ﬁ),yil s'ensuit
que

d (r"-] g—u—) >0 donc du <0 , l'ensemble de coincidence

dr dr dr
w/ulx) =ar est vide ou égal a8 { x / [x] < rct et (1) =

u

1 -1 1
u" + EF" u' + A e" =0 ro>r. re € 10,1
(2) u(rc) = a
u'(rc) =0
u(1) =0

dans Te cas o0 {x | u(x) =a}y # @ , c'est a dire qu'on a équivalence
de (1) et (2) pour Ta branche inéquation (r, > 0). Nous allons tirer de
(2) 1a relation Tiant » et e et en déduire dans le cas n = 2

*1'allure de 1a branche inéquation (x,rc), en particulier 1'occu-

rence de retournements
*Te comportement "limite" de Ta branche Torsque a + = , toutes

choses déja observées sur Te plan numérique.

Rappelons quen dimension 1 la question est résolue et sans grand intérét :
il n'y a pas de retournement sur la branche inéquation.



Rappelons aussi que si r. est donné dans (2) , » est parfaitement
déterminé : on résout (2) avec » = 1, sans la‘condition u(1) = 0 ; soit

X, tel que u(x.) =1, alors

0
branche inéquation.

xé est tel que (x,rc) est un point de Ta

Méthode utilisée : 0On fait un changement de variables et de fonction

rendant 1'équation autonome sans dérivée premiére, et on intégre "a la main"
ce qui donne Tla relation entre A et e

1. TRANSFORMATION DE L'EQUATION

On pose r = e X x20
ulr) = u(rc eX) = vix)  (2) <«
v' o+ (n=2) vt o+ ard QVF2X _ g
(3) %v(O) =a; v'(0) =0
v(-Log r ) =0

puis w = v + 2x (3) <=

W'+ (n=2) (w'=2) +ar2e’ =0
(4) w(0) =a; w(0) =2
" w(- Log r.) = - 2 Log r

soit avec u = 2 ré et t=- Log e

2 ( pourn=2)

+
(5) gw(O) =a; w(0)
) 2t

On va travailler sur (5) : on "tire" avec u > 0 i.e , on résout le
probléme de Cauchy (5) avec p qui admet une unique solution strictement
convexe w(x) ce qui donne une unique intersection de Ta courbe w avec
la droite de pente 2, dont 1'abcisse est = = t (n) > 0 et on a un "bon"

t (p)

paramétrage:r, = e 2 , A =u e " (u)



WA

max

2. INTEGRATION DE L'EQUATION (5)

On multiplie (5) par w' et on intégre de 03 x :

(6) w2 (x) - 4+ 2u (X)) _ 21 2 g

Soit x, tel que w(xo) = max w(x) : w'(xb) =0 =
) a
Woay - = Log [e” +

pour X € [O,XO] w' est >0 donc (6) <>

v = 1 qui s'intégre entre 0 et Xo *
//4 + 2u [e¥-e?]
Wmax :
. - dt ) 1 log LA+ 2 e 42

° /4 2, [et-e?] /4w 2, el Ja+2,e% -2
a

On va maintenant intégrer (6) de 1a méme fagon entre 0 et t en distin-
guant Tes cas 1 < Xq (w' est > 0) et « > X, (w' change de signe en xo)
"~ puis écrire que t vérifie : w(t) = 2.



- SUr up

Remarquons que t Xy = A
2 xg 2 w(x ) = wpgy <>
X / a
Log ea+§-_5 1 Log 4+2ue” + 2

/4+2uea /4+2uea -2

la discussion des cas porte uniquement

En particulier, en faisant tendre
vers 0 (resp = ) on montre que :

v

pour u ~ « on est toujours dans le
2éme cas : 1 > X5
pour u ~ 0 on est toujours dans le 2éme

cas it 2 X, si a> 2 Log 2 et dans le ler cas si a < 2 Log 2.

La valeur a = 2 Log 2 correspond a la valeur u*(0) du point de retour-
nement de la branche équation du probléme au +2x el =0 pour n = 2 (cf.

[ 4] oQ tous ces calculs sont effectués). On va supposer que la branche

équation de notre probléme admet un retournement, i.ea>?2 Log 2 3 on est

donc dans le 28™cas, pour u ~ O.

Intégration dans le premier cas : 1 < Xg w' est > 0 et (6) s'écrit

w'(x) 1

qu'on intégre de 0 &
//4 + 2u [e? - &Y

W(T)
dt . . _
= 1t puis on écrit que w(t) = 2t
//4 +2u [e? - e
a
ce qui donne la relation implicite :
1 (/145 e + 1) ( //]+% e? - //1+% e® - 5 e’")

(7) v = —— Log

+
\\
+

|

]
[
-

/4 o+ 2u el (/1+£ea-1)(/1+lz‘ea

2



Dans le deuxiéme cas,t > X, on intégre la relation :

W (x) = -1 de Xo d 1 ce qui donne :
Sav2u e - et
wit)
dt = - (T"X) . <>
a t °
,/4 + 2y [e - e7]
" max
W
max
) dt | s o .
T=ox, F et en écrivant que w(x) = 2t :
/ a _t
4 +2nufe - e7]
w(t)
(/14 % + 1) (/1+£ea+ /1+-“—ea—“ e?")
(8) == ! Log 2 2 2 2

/Y4 +2u 2 (/1+—‘iea-1)(‘/1+%ea- /1+-‘Ziea-“—e”)

2 2

3. COMPORTEMENT LORSQUE p + = :

On est dans le cas (8) qui s'écrit, avec a = -’E}eawoet rz=R (x = 1‘—2— + =),
r

en négligeant ce qui tend vers 0 :

/1+RA+/1+RA-Ae-a ]

(9) - Log R = Log X

/1+RA'/1+RA-Ae-a /1 +AR

R = r? ne peut pas tendre vers e™? sinon on aurait a = 0 ce qu'on
exclut ! Donc A [R - e'a] +» ahsa # 0 et i1 est alors facile de voir sur

la formule ci-dessus lorsque A » + = que 1im R > e”? et en fait
Log R +~0ide.R » 1

On peut d'ailleurs tout aussi bien considérer la relation (8) écrite
en A , R



(10) -/7T + 1R Log R = Log (1#aR + 1N(/ 1+aR + / T+aR-pe”)
(/ 1+AR - 1) (/ 1+aR - / 1+aR-2e™3)

faire tendre R vers 1 et vérifier que A = A (R) + » ( si A - A, On a une
absurdité : Ay = 0!).

4. COMPORTEMENT LORSQUE n » 0

Si a > 2 Log 2 on est dans ‘le cas (8) et on utilise (10)

a A R donc AR + 0 et

> 0 donc A est borné et R=1r%+ 0

p= oAr:=2e
1 +aAR -4 e.a

La relation (10) s'écrit, au premier ordre :

2 Log2-LogR~-Lloga + Log } r/1-he

1-/1-1e"2

- Log R

J

si A #0 ce qui est vrai ! (Sinon Log A

1+/1-xe"2

2 Log 2 : absurde!) =

oA
g 1+ 1 Vi

A =4 - - A = - (11)
1-/1-18¢ , e 1=/ 3
ce qui donne i = Ay T 2 [1-(2e 2. 1)2] qui est trés précisément

la valeur correspondant au probléme de 1'équation pour Umax= a cf. [4]

Ce résuTtat s'obtient aussi en faisant tendre R vers 0-
(i.ep+0est e R » 0ety+o & R~ 1).

Si a < 2 Log 2 (pas de retournement sur la branche é&quation) on trouve

que R ~ Detr» 2 = 8 1-/1-a/z (en prenant la forme (7)) ce qui
2 .

e T+ /1 -2/2 _a

2

- 1)1

donne encore la méme valeur Ay =2 [1-(2e

Revenons au premier cas et essayons de préciser 1'allure de la courbe

» = a{r) au voisinage de 0 en calculant (%%Jrzo



"
-~

On écrit (10) avec A = -% e” et R

(10) -2 V/ 1+Ar? Log r = Log v 1+ar?2  + 1 / 1+ar? + »/1+AY‘Z - e‘a
Saer <1 e - S aaer - ge

et on dérive par rapport & r pour r + 0 :

/ ! 1,2
(11) 'E T+Ar? - 2 Log r _AY‘2+2AY' = AT + 24T
’ 2/ 1+ar? 2 //1+Ar2 (// T+arz + 1)
A'r2 + 2ar + A'rz 4+ 2ar - p! e"a
A'T2Z  + 2pr L2 / 1+ar2 2 /14are - pe @

2 /1t (/1arr - 1) v l+arz o+ / 1eare - pe?

A'rZ + 2Ar  A'r?z + 2pr - A'e-a

2 / T+ar? 2 / 1+arz - e @
/ 1+Ar? - //1+Ar2 - Ae-a

En négligeant les termes qui tendent vers 0 et en supposant r A (r)

borné au voisinage de 0, et » # 2 (ne 2 # 1) :

2 ' 2 Ate? ) A el

r A r
2/ 122 (1 +/1-0d 2/1-22 (1 -/ 1-279)

1 1

T+ 7/ 1-x2/2 1 - V/1-2/2

A o1 N
A

4 v 1-1/2

A =dr 0| c'est-a-dire que la branche inéquation dans le plan (a,r)
dr .
démarre avec une tangente verticale.




Si on suppose qu'on est dans le cas a < 2 Log 2 on trouve, pour i',

1'équation suivante :

- AL + A [ 1 + 1 ]- =0
Yo Sz 1+ S 1- /1-2/2
ce qui donne aussi A»' = 0 dans tous les cas.

Pour avoir la variation premiére de A autour de Ags ON calcule

-; A'(r) pour r ~ 0 : %— %% = 2,%% on a donc intérét 3 prendre la
relation (10) en (a,R) puisque dhpea &
dR dR
/ / / _ _-a
(10) - / 1+AR  Log R = Log TR + 1 I+AR_+ / T+AR-se

J1+R -1 /1+8R - / 1+aR-2e”2

qu'on dérive en poéant At =da /dR :

A'R+A

IR og R AREA 2/ 1+AR
R - 2/ 1+AR /Z 1+AR  + 1]

AR+ A'R+A . A'R+p-pte”
2 / 1+AR . 2 / 1+AR 2 / 1+R-ne @

/ 1+AR - 1 / 1+AR +  / 1+AR-pe™

A'R+A . A'R+a-n'e’?

2 / 1+AR 2/ 1+aR-ne @
Y/ 1+AR -/ ]+AR.—Ae'a

ce qui donne, en négligeant les termes qui tendent vers 0 :

A, _a-ate’® A A-nte”@
T G logR= -A 4+ _2 2/1-0e % 2 2 /1-0e"8
4 2 A ’ -a -a



-a A" -a
. 1-ne 1 - —e
- 3 s Log R E + A
A e 2 e /1-pe”0
donc A 4 et A (r) + o Jorsque r +~ 0
A r

On a par conséquent un comportement trés singulier de Ta branche
lorsque’'r - Q.

5. COMPORTEMENT GLOBAL DE LA BRANCHE LORSQUE a » + =

On voit facilement que, lorsque a + = on a toujours

/ / a
Log / e? + 2, 1 Log tZue  + 2 Y u<ofixé
Y e /dr2ue® - 2

donc c'est encore 1'équation (8) qui va nous servir. Cependant, on va plutot

fixer t (i.e. r) et calculer u = u(t,a) donc on n'est pas assuré d'étre
dans le deuxiéme cas et i1 faut effectuer les calculs & la fois sur (7)
et sur (8). Faisons le pour (8) :

on fixe r e 10,1{ i.e t e ]0,=[

]

Supposons que wu(r,a) » u(r,») = y* > 0 lorsque a + = :

H%ea + 1 /]+-‘iea /-H_%ea_l.tz_ez-r

(8) 1
/ 4+2pe? A A /1+J§e
a
et 1 1 Log de i.e v =0 ce qui est exclu.

Y Zp*ea g2t

Le cas u + + = étant exclu par le méme argument, il s'ensuit que (en
fait modulo extraction) u + 0 Torsque a + + = , r fixé € ]0,1[ c'est-ad-dire
qu'on a convergence de la branche inéquation (a,r) vers la fonction de
Heaviside. '
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6. EXISTENCE D'UN RETOURNEMENT SUR LA BRANCHE INEQUATION POUR a GRAND

Soit Ay la valeur de x correspondant au passage équation-inéquation :

a a a

2. 1)2] = 8 e-? (1 - em?]

Ay = 2 [1-(2e

a

Soit A ¥(a)la valeur du paramétre correspondant a r = e ?.. On va
montrer que pour a assez grand a*(a) < A, €@ qui suffit pour assurer 1'ex-

istence d'un retournement, puisque sir ~1_, » ~+ = ; on a

a 2
oo o rée” _ A 2T oar® oA
et (7) s'écrit alors :
/1 + X -
t= 22 L Log 2 > a=0 sir #0

/ 4+2,e2 J1+ L -1
2

ce qui est absurde !

On est donc toujours dans le deuxiéme cas pour calculer A = r*(a) ;
on doit résoudre (8) qui $'écrit :
1

1 /12 + 1

a = I LOg [ 4 ]+)\/2 + ]]2 <
/1+1/2 1+2/2 -1

e gla) = %- avec g(a) = 1 Log 1+2/2  + 1

141/2 1#2/2 -1

N
w——d
+
>
~
()

Y 1+A/2 -1

On sait que la solution A est unique. D'autre part jim g(r) = = >-% .
>0,

Si donc on montre que g(xa) <-% on aura & coup sdr A (a)< r, ce qui suffit j
—a» l
*% _g 72 (1+4e % - 4% 41
g(xa) = [1+4e © - 4e @] Log ~
- - 1
(1+4e 2 - 4”2 -1
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D'ol en ne gardant que les termes Tes plus grands :

a
-2 7
2 2 + 2e
g(ka) ~ (1 -2 %) Log 3
20 2 - 4e7@
v (1 - 2e ?5 (2 + Log (1 + 3e.2)]
2
a
a 2 a
= = + (3-a)e + < Z dés que a > 3
2 2



0.6

0.4

0.2

Branche inéquation (A,r) obtenue & partir

de la relation implicite T1iant A et r (n=2)

0.5




Branche inéquation (A,r) obtenue & partir de la relation implicite
liant A et r (n = 2 ). Comportement au voisinage de r = 0 ( * =2

correspond au retournement sur la branche associée & 1'équation )

1.378 1.909 1.387 0.603 0.234






CHAPITRE V

ETUDE LOCALE DE BRANCHES DE SOLUTIONS

D'UNE CLASSE D'1.V., (PROBLEMES D’OBSTACLE)
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ETUDE LOCALE DES BRANCHES DE SOLUTIONS
DANS UN PROBLEME D'OBSTACLE

PREMIERE PARTIE

POINTS SINGULIERS. POINTS REGULIERS. DIRECTIONS CONIQUES, EXEMPLES

Résumé : On s'intéresse 3 une classe d'inéquations variationnelles

associées d un probléme d'obstacle. On se place dans des hypothéses
assurant l'existence d'une branche non bornée de solutions et on cherche
le camportement local de la branche, plus précisément la "direction" de
la branche. Ceci introduit des points singuliers, caractérisés par une

inéquation "conifiée" de 1'I.V de départ, opération qui généralise la

linéarisation qu'on effectue traditionnellement sur les &quations. Aux

points non singuliers, on trouve les directions "coniquement" tangenteg

camme solution d'une I.V. Ce travail est 3 considérer camme un premier

pas vers la généralisation aux I.V de 1'é&tude des points critiques d'une
é&quation (points de retournement en particulier) ainsi qu'une étape
nécessaire si on veut développer dans le cadre des I.V. des méthodes
numériques permettant de suivre des branches de solutions par continuation.
L'utilisation des outils introduits dans cette partie pour décrire localement
les branches de solutions sera développée dans la deuxiéme et la troisiéme
partie qui constituent &galement une justification a posteriori de la

- méthode utilisée ici .



I. HYPOTHESES ET NOTATIONS

On considére la forme a bilinéaire, symétrique, (pour simplifier)

continue coercive sur Hé(Q) suivante :

n
sJu  ov
a(u,v) = 7§ j a..(x) = = , les a. . (%)
i=1/g 13 ¥ %y ]

&tant des coefficients réguliers, et  un ouvert borné régulier de R,
On appelle A 1l'opérateur du second ordre sous forme divergentielle associé

3 d
a=- § = la.L .
i,3=1 Bxi [lj axj ]

Soit ¢ (1'obstacle) une fonction £# 0, ¢ € L:(Q) N 'H (@) qu'on supposera
ultérieurement quasi-continue (i.e. on remplace au besoin y par son
unique représentant g.c. dans H!(Q)) pour pouvoir expliciter les cOnes
de déplacements admissibles qui vont intervenir dans la suite.

Enfin, on se donne une fonction £ : Q X R - R+ non décroissante, telle
que t - £(x,t) soit dérivable deux fois en t, £, £ L £, , étant de Carathéo-

tt
dory sur @ X R et on notera F, Fu’ ... les opérateurs de Nemytskii associés &
£, £ ..,lorsqu'on substitue une fonctionu : 9 - R & t.

t

On suppose que £, ft’ ftt sont bornées sur les ensembles Q x (- =, 8],
B € R, ce qui impliqueque F et F, sont continus de L (Q) dans 1P () vp>1 etque
(F(uth) [w) - (Fw |w) = (F hlw) + 0| nl[?)]]w]]
ol (.|-) désigne le produit scalaire dans L2(Q) et |
dans Hé(ﬂ) . La relation ci-dessus, largement utilisée dans la suite est
valable si u, h € Hé(sz), u(x), u(x) + h(x) ¢ g pour un g € R, et si

.]] la norme usuelle

f h?(x) |w(x)]| dx < lhlé lwlq < C ||h[|? ||w|| ce qui est vrai si
i)

%s 1 et Hlc, 17 donc pour n < 6.

Le probléme d'obstacle associé & A - AF et ¢ que nous considérons est

le suivant, sous forme variationnelle :



a(u,w-u) 3 A(F () |w-u)
(I.l)g
UEK; Y¥WweEKS= {wGHé(Q) /W<y ppsur Q}

Le paramétre A est » 0. On dira que u est une solution &quation si,

de plus, u vérifie :

a(u,w) = A(F @) |w)
(I.Z)g . .
ueHo(Q) ; VWGHO(SZ)

(c'est a dire que u vérifie Au = AF(u) et u g ¥)

Enfin, nous adopterons la notation suivante :

Siu€Kk, K, désigne le cbne des déplacements admissibles dans K & partir
deu :

K. ={weHNQ) / Ju>0:u+uw€K}=0Uyu {Ku}
u o] >0

et Ru désigne 1'adhérence de K dans Hl () fort.
Remarques :
1. 1' I.v (I.l) s'écrit de manidre équivalente :

a(u,z) » >\(F(u)|z)
UEK; ¥zER
u

2. Puisque K est un convexe ferm&, héréditaire vers le bas et sup-stable,
il existe ([8]) ¢ quasi-semi continue inférieurement (g. s.c.i) telle que
K={we Hé(m /W <¥ g.p} . Mais si y est quasi-continue et si on prend
les représentants quasi-continus dans Hé ) -

' {usyp.pPr&{us<vyqg.p ([1])
donc ¢y = ¢, K = fweHl (2 /W< vaq.p}et

Ku = {w € Hé(sz) /W< 0qg.psur {u=y}} ([66]) étant entendu que pour

u,¥ quasi-continus, {u = ¢} est d&fini i un ensemble de capacité nulle prés.



' .
II. EXISTENCE D'UNE BRANCHE DE SOLUTIONS

II.1l. Existence d'un continuum de solutions

Soit P, le a-projecteur sur le cfne convexe fermé K de Hcl)(Q) :

¥ x € H1(Q), P, () est caractérisé par ([49]) :

a(x - Pk(X), X - Pk(X)) sa(x -y, x-y)

¥yeK; P (x) €K

Si G désigne l'opérateur de Green de L2(Q) - Hé(fz) associé i A avec
conditions de Dirichlet, 1' I.V (I.1l) est é&quivalente & la formulation
point fixe suivante :

(IZ.1) u = Pk [A GF)] = T(A,u)

L'application T : R_ x Hé(n) - Hé (n) est continue et campacte, ce qui
permet d'appliquer un résultat standard de Rabinowitz ([72]) :

on a dans R_ X Hé(n) existence d'un continuum de solutions (),u) contenant
(0,0). En considérant T comme agissant de R_x L2(Q) dans lui-m&me, on voit
que la projection de ce continuum sur R, est R_tout entier (d'oll en parti-
culier existence pour tout A » 0).

On vérifie que toute solution u de (I.1) est 3 0 et par des résultats
standard ([20] [62:[) si A y est une mesure telle que (Ay) € P (q) vwp>1l
alors u € Wz'p(sz) ¥p > 1 (car F(u) € P, vp > 1).

Pour la démonstration des propriétés de T, il suffit de remarquer que
si u est une suite bornée‘ ou convergente dans Hé(sz) alors (aprés éventuel-
lement une extraction) u ~+ u dans LZ(q). Puisque |[£(x,t)| < Cy + C,t
(quitte & modifier £ lorsque t & [0,[y]|_1), F est continue de L2(g) dans
L?(Q) etGF(u) ~GF(u) dans H!(q). |

a



Remasgue : en considérant le schéma itératif (monotone) suivant :

a (uk+l, W__uk+l') k+l') :

> A(F (uk) | w-u
vwer;ulex
u = 0 (resp L = ¥)
on démontre l'existence d'une solution minimale u(}) (resp. maximale u(n))
i1' I.V (I.1) et l'application A »u(X,x) (resp. A + u(i,x) est crois-

sante pour presque tout x € Q.

II.2. Branche &quation --Branche inéquation

Si vy >0 est continue sur Q, toute solution u de (I.l) est, pour A
assez petit, une solution &quation. Si au contraire, £ 3 m > 0 sur @ x R
on a, u et y étant assez réguliers, mes {u = ¢y} > 0 pour ) assez grand
et il n'y a plus de solution équation au moins lorsque Ay + A\F(yp) # 0 p.p.
On peut d'ailleurs, en &tendant un résultat de [39], donner une estimation
de l'ensemble de coincidence {u = y} avec u,y réqguliers de sorte que la
définition de cet ensemble ne pose pas de probléme. On se limite 3 un opé-
rateur A 3 coefficients constants pour ne pas alourdir les calculs.

Proposition 11,1 : on suppose que ¢ € Wf_’p(sz) . Soit u € C!1(Q) la solution
de 1'I.V (I.1) pour A fixé et szo ={xen/ulx) =yX?} ol on a au besoin
remplacé Y par son représentant continu. On suppose aussi que
y(A) =inf { - AY(x) + A £(x,t) / x€ Q, £t ER} > Oetlzonpose :

y () VItE e )
a”>0.AlOI'S QOD Xoeﬂ/d(xo,39)>—.——a—]-_7§—-—s

1

o =

Corollaire 11.7 : avec les m@mes hypothéses, si

Y. R(@)2 37 34 ‘wle(BQ) ot B(%X,R) ¢ 9 pour un x € @ alors Q, est

non vide, ce qui aura toujours lieu pour ) assez grand lorsque f(x,t) ; m > O,
' 1/2
. - - “ Y
preuve du corollaire : comme B(x,R) =« ¢ , on a d(x,3Q) > R 3 —I
a

donc x € Q- Lorsque £(x,t) 3 m> 0, y(A) 3 ma- sup {A(x) / x € Q} tend
vers .+°°.
a



preuve de la proposition II.1 :
on pose u (x) = y(x) - B |x - xo|2, 8 > 0 (norme euclidienne dans R
2 .
et on va montrer que, pour 8, X bien choisis, u(x) < u(x) sur Q. Comme
ﬁ(xo) = w(Xo) » On aura X € Q ! Ecrivons l'équation vérifiée par U :
AL =AY+ 8 ) a;; donc u vérifie :
i, ] ’

(I1.2) a(u,2z) = (A u,z) = [ [ap + 8 Z aij] zdx ¥ z@& Hé(n)

Q
Quant & u, il vérifie (II.1l) ou (I.1) :

(II.1) alu,v-u) » AM(F(u)|v-u) ¥ v EK.

Soit z = (u~u) _. On a z € H1(Q) pourvu que u(x) < 0 sur 3@, ce qui a

4 oo
lieu si |x - xoli > -df-é-’f-)- sur 30,donc sfrement si d(x_, 30) >[d’|z§‘ (50)
B
On choisit z = (u-1.~1)_ dans (II.2). Dans (II.1) on prend

v=u+ (u—ﬁ)_ qui est dans K puisque u(x) ¢ ¥(x) p.p et on fait la dif-

férence entre (II.1) et (II.2):

v

a(u—ﬁ, (u—1~1)_) { [ Flu) -Ayp -8 ) aij] (u—&)__ dx
Q

i

qui donne bien (u-u) = 0 i.e u(x) > U(x) p.p pourvu que
AF(u) - Ay - B Zaij >

si B ¢ inf {} F(u) (%)

[e]

Ap(x), x€0 ¥/ ) a5 et a fortioni si

(noter que § a;; est > 0 par l'ellipticité) donc

B a=inf {) f(x,t) - Ay(x), x€Q, tER} /] a; ; avec la condition g8 > 0

Il existe par conséquent en général des points (A, u,) réalisant une

]

transition entre une branche équation et une branche inéquation du probléme

(I.1). Cette situation est représentée sur la fig. 1 :

On s'intéresse d'une part a ces points de transition. D'autre part,
une &tude numérique du probléme d'obstacle avec A = - A, £(x,t) = ef,
Y = a> 0 en géométrie sphérique dans R® a montré (Chapitre IV) qu' on
obtenait, sous certaines conditiong, des retournements sur la branche

inéquation : on cherche également 3 caract@riser ces points singuliers .




mes {u=y }A

v

Fig. 1 : Diagramme de bifurcation usuel pour 1'I.V (I.1)

ITT. POINTS SINGULIERS DE L'I.V,

ITI.1l. Aspect inéquation

4
Soit (A4, u,) une solution de (I.1),0n note {u, - A,G F(u,)} le
a-orthogonal de uy - A, GF(u,) c'est & dire l'ensemble :

tweHrl(a) /a,, w =i (Fu,) |w)}, Lorsque cet orthogonal est H!(q)
tout entier, u est une solution équation. '

~ L
On pose enfin § =K, ('\ {fu, - \,GFl)} ,
*
Sis. = f(u H1 (Q) le &ava:.l généralise l'étude classique des points
s:.ngullers dans les equatlons sis, = Eu a prioni distinct de Hl (), "

* *
on retambe sur le cas particulier des points de tran51tlon entre les

branches équation et I.V.

Deginition I11.1 ¢ soit (A, u*') une solution de (I.l). L'inéquation :

a(z,h~2) > A, (F'(u,) zlh—z)

(I11.1)
¥vhes ; ze€S
u* u* .



s'appelle conifiée de 1' I.V (I.1) en (u,A ) selon u.

On remarque que z = 0 est toujours solution de (III.1l) et que 1'ensemble
des solutions forme un cne fermé dans Hé(Q) . D'autre part z est solution’
de (IIT.l) si et seulement si -z est solution de (III.1) (méme pro-

bléme que (III.l) mais Su est remplacé par - Su ).

* *

bis

Définition T11.2 : Si (III.1) admet au moins une solution z # 0,

on dira que (A*, u,) est un point singulier.

Remasque : on pose v(A) = inf {a(z,z) = AMF'(u W Zl2)/z € S ;
lz], =1} ; ona v(A) » u(x) ol u(x) est la valeur propre fondamentale
du linarisé de 1'équation en u,, v()) est décroissante en A et on appelle
valeur conique fondamentale la plus petite valeur A si elle existe,telle

que v(r;) = 0. Si A* AL+ (e uy) est singulier.Si F'(uy) » 0 , *,=

1
a(z 2) _ _ __a(z,2)
mf{(mlz)/ ze S*' |Z|2—l b= inf (F'(u*)—TZ)/zeSu* e 0

Dans ce cas Ax < A, implique que (A#,ux) est régulier.

III.2. Aspect operateur non linéaire

L'inéquation (III.1l) peut encore s'écrire :

a(z,h-2z) 3 A, a(Gr' (u,)z, h—-z)
A
¥hes 1 Z2€ S8
u u
* *
a (A* GF'(u)z - z, h-z) ¢ 0
bﬁ

¥hes ;z€es
u’* u%

(I11.2) z =1, ]?S [G P! (u*)z]
u*

ol P représente la a—projfaction sur le cBne convexe fermé S,
u, *
Remarque : 1'inéquation (I.1) de départ s'écrit aussi, on l'a vu,
sous la forme : u = Pg [A G F(w] (II.1) ol Pg est la a-projection sur
le convexe fermé K et (III.2) s'obtient formellement 3 partir de (II.1)

par dérivation conique au sens des projecteurs en u,= k [A, GF(u,)]dans

la direction A GF'(w,)2z ({66]) ou encore (III.2) _J:eprésente' la dérivation
(composée) en t = 0 de 1l'équation (II.1) Ecrite pour u,+ tz,A, ([29])) .



Sous la forme (III.2) on est ramend au probléme spectral suivant :

trouver (A,z) € R x Hcl)(Q) \ {0} tels que :

z=xrPp, [ F'(u)z] = A T(z), les A s'appelant les valeurs caracté-

u
ristiques*coniques de T. Si Ny est une telle valeur, (i, u,) est un

point singulier.

Remarquons que T : Hé(n) - Su est, avec les hypothéses de régularité

. . L% NP
sur a et ¥, continu, compact,mais non lin&aire. Cependant :

Lemme III1.1 : T est un opfrateur positivement homogéne et positif.

preuve : seule la positivité est non triviale. Soit y € Hé(g)’, Y >0 p.p,

z =T vérifie :
Y

alz,w-z) » A*( F' (u*)ylw—z)
(ITT.3)
¥weS ; 2z€S
u, u,
Soitw € s, < I‘(u = {wGHé(Q) /W< 0q.psur {u, = y}} qui est
stable pour 1'8pération sup (cf. [66]) donc w,_ € I'<'u i.ew, g0 q.psur

fu, = vl *

D'autre part, puisque w,_est » 0 pp sur @ donc q.p sur @, on a aussi
W, >0 q.p sur {u, =y} fermé CQ (I3 i.e w, € - Ku*'
Si on fait h = + W, dans 1' I.V (I.l) &crite sous la forme équivalente :

a(u,h) > A, (Flu)|h) ¥h € f(u*, on obtient :

, L
afu,w) =2 (F)|lw)=>w € {u, -2 GFlu)}
Donc w, € Su* et on peut choisir w = z_ dans (111.3), 2 = Ty :
—alz_rz) > A, (F'u)y|z]) »0=2_=0
doncyaOpp-:}Ty;OppsurQ
0

On est ramené ainsi & l'étude spectrale pour un opérateur
T . Hé(ﬂ) > Hé(sz) continu campact, > 0, > 0 homogéne mais on ignore si
une théorie a la Perron-Frobenius existe dans ce cadre. Lo
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III.3. Interprétation ‘géométrique

Soit (A*, u,) une solution de (I.l). On suppose qu'il existe ()*n’ un)
solution de (I.1) avec A, oA >, I]un - u|| # 0 (ceci est vrai pour

les solutions maximales par exemple, continues & droite cf. deuxiéme partie .

Figure 2

La figure 2 ci-dessus schématise des cas ol (3, u,) sera slrement singu-

lier, ce qu'on peut formaliser : . .

Théongme I11.1 : On suppose qu'il existe (modulo extraction) une
suite (Kn, un) telle que i}‘n - A*]= o(| |un - u*[ [). Alors (A, u,) est
un point singulier de 1'I.V (I.l) au sens de la définition III.2.

Preuve :

- _ % T Y : i 1
Gtape 1 : . On pose z_ = -l—l—————-—[ |c;[un. est borné dans HO(SZ) .
J4u — u
n *

Aprés éventuellement une extraction, z ~ z dans Hé(ﬂ) faible, L?(Q) fort
et p.p. - .

Comme u_ = u, + [a, - u, || z, €K, 7 €KuetZé€ Ku, puisque tout
convexe fermé est faiblement fermé.

. On &crit ensuite (I.1) : afu,, w-u,) > A, (F(u,)| w=-u,)

avec w = u_ et on divise par Hun -u,ll:

a(u*, zn) > A* (F(u*)lw - zn) et on passe 3@ la limite en utilisant
le fait que a définit une norme &quivalente sur Hé(ﬂ) 3 la nome || . |

usuelle :

atu,, z) > A, F,)|2)



- 11 -

. On écrit enfin (I.1l) en (An, un)

a(u ,w-u
(n’ n

passe d la limite :

) » A (Flw) | w - u )son fait w = u,, et on

a(u,, 2) < X, (F(u,) |2) =
alu,, z) =1, (F(u,) |2) =

1
z {u* - )\*GF(u*))

On a montré que le z ainsi défini est dans S,
*

&tape 2 : On montre que z est # 0 et vérifie 1' I.V (III.l).
On considére les inéquations donnant u_ et u

atu,, w=-u) >1, Fu)|w - u,)

a(un, w - un) > A (F(un)[w - un)

¥wek

~e

u €K ;:u €K
* n

. On prend w = u (resp. w = u*) et on fait la somme :
afw -u,u -u)sir, F) - F(u*)lun -u)

+ Oy -2) Fa)|u -u)

On développe F(u ) par Taylor autour de u,, on divise par | Iun - u*| |2
et on passe & la limite en utilisant la s.c.i faible de a(.,.) :

alz,z) g !._._‘En_a(zn, z) s A, (F'(u) z|2)

Came a(z_, z ) » o Hanz =a > 0 on a en particulier
(F'(u*) z|z) # 0 donc z # 0.

4
. Onprendw=u*+sh,heKu(_\ {u*—k*GF(u*)} , >0

dans les deux inéquations donnant u, et u; et on fait la différence :
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ata, eh) = A, (Fla,) |eh)

a(un, u - un) + a (un, eh) 3 Ay (F(un)[ u - un) + An(F(un) | €h)

= a.(un -u,, ch) +a (un, u, - un) > A, (F(un)| u, - un)
+ O, = 2) (Fa)|eh) + 4 (Fla) - Flu) | eh)

On divise par Ilun - u,|| et on passe & la limite .

a(z, eh) + a(u*, z) > A

Ve (Fluglz) +1_ (F'(u)z[eh)

L
et puisque z € {u, - A, GF(u*)} :

a(z, eh) > A (F'(u)z|eh) = alz,h) > A, (F'(u)z|h)

L
VhGKu*ﬂ {u*— A*GF(u*)}

Mais (l:GGJ) ce dernier ensemble est dense dans Su =

- i
KN {u - 2AGF(u)} . Conclusion : z vérifie *
u, * * * )

a(z,z) < A, (F'(u*)zlz)

a(z,h) 2 A, (F'»(u*)z[h)

VhGSu ; 2# 0 ; zGSu
£ %

ce qui &quivaut & (III.1l) avec z # O
0

IV. POINTS REGULIERS.CALCUL DES DERIVEES CONIQUES

Tant qu'on é&volue sur la branche &quation, on peut calculer les
solutions par une méthode de continuation, aux points réguliers en
considérant le lindarisé@ de (I.2) et méme aux points singuliers ((5¢]).
On aimerait faire la méme chose pour 1'I.V (I.l):calcul de la branche
inéquation, en partant par exemple du point de transition, ou, peut-

&tre mieux de A = + » (on est 3 peu prés assuré de partir d'une solu-
tion stable... en un sens qui reste 3 définir). Pour cela, il faut
connaitre " %1- " 13 ol c'est possible (en tous les points réguliers serait

1'idéall) ) et se "débrouiller" pour passer les points singuliers les
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plus courants en essayant d'adapter les techniques des équations ([37]),
ce qui sera pour l'essentiel abord@ dans les parties deux et trois .

IV.l. Définition du tangentiel conique

Soit (k*, u *) une solution de (I.l), non singuliére. On peut supposer
pour simplifier qu'on a dans R, x Hé(sz) une branche de solutions (A,u(}))
passant par (k*,u;k) , localement continue au moins d'un c6té (A > A, ou
A < hy) et telle que [|u(d) = uA) [ # 0 pour A # A, [A - 2,] petit cf. 2®
partie , branche maximale ou minimale). Plus généralement, pour toute

séquence (xn, un) de solutions de (I.1l) telle que )‘n > Ay rU, T U (%)

on pose z, = -l;n———%*ce qui est possible modulo &limination d'un nombre
- »*

fini de Ap puirslque A, A7 0 (sinon d'aprés le théoréme (III.1) (K*,u*)

serait singulier).

On peut supposer, aprés une extraction &ventuelle, que )‘n > O A < Ay

pour tout n.

Aprés extraction éventuelle d'une nouvelle suite, on peut poser :

N
|

. 1 i . 2 v
= lim z dans HO(Q) faible (et L4(Q) fort et p.p) si A, > et

lim zn(...) si X < M

N
]

Deginition IV.1 : L'ensemble T, (resp. T_) des z, (resp z_) lorsqu'il
n'est pas vide s'appelle ensemble des dérivées coniques de u selon A

en (u *,A*) a droite (resp. & gauche).

Remarquons que (A*, u*) étant non singulier, toute suite (}\n, un)
solution de (I.l) est telle que, pour n assez grand, %ﬂ-—_-—l;-i est nécessai-
rement borné (par l'absurde, sinon cf. théoréme (III.l?) R *donc il existe
au moins une suite z - z dans Hé(sz) faible,L2(Q) fort et p.p : T, ou T_

au moins est non vide.

(¥) Pour l'existence d'une telle suite, cf. les résultats obtenus par le
degré topologique dans la troisiéme partie .
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IV.2. Détermination des directions coniquement tangentes

Theonéme IV.1 : Soit (A*,u*) un point non singulier.

Tout &lément 2z + e T+ est solution de 1' I.V

—_— alz,, h-z) > EF'Q) z, |h —»z_‘_) + (Flullh - z)

VhGSu ;z_*_eSu
* *

Tout &lément z_€T_est solution de 17 I.V

al(z_, hz)»x (F'@)z |[h-2z)+ (Flu)|h - z_)

(IV.2)3

¥he-S ;1 2 € -8
u - u
* *

preuve (pour z , €T par exemple) :

- On montre que z_ € Su*: de la relationu = u + (An - 2) 2z

. * o
on déduit que z € K, donc z =lim faible z € adh‘fan.bl‘e (Ku*) = Ku*

. *
puisque Ku est convexe.
*
On &crit ensuite que a(u , w - u) > A (Fla)|w - u) avec
W= € K,on divise par A,;A* > 0 et on passe 34 la limite :
a(u*, z+) > A, (F(u*) lz+) . Enfin on écrit que a(un, w - un) > }‘n(F(un) lw—-un)
avec w =u_ € K, on divise par }‘n - k* > 0 et on passe & la limite : N
a (u*,z+) s A, (Flyy) [z+) =a (u,z) = A, (F(u) ]z+)=,> z, € {u - A*GF(u*)}

- On montre que z _ vérifie l'ir;équation (Iv.1l) ; en &crivant que
(An,un) et (k*,u*) sont solution de (I.1) :
a (u*,w - uy)c > A* (F(u*)lw - u*)

a (a,w=-u) i (F (un)l w-u)

avec w =u_, resp. w =u_+ eh, € > 0 assez petit,

i
h e Ku* N {u* - A*GF (u*)}
et on fait la somme :
alu_, h) + a(u*- w,u -u) > xn(F(un) leh) - (An - }*) (F(u*)i u -u)

- A, Flu) -Fla)lu -u)



- 15 -

a) avec e =0, en divisant par (A - A,)? et en passant 3 la limite :

o , ‘
alz,, z.) ¢ lim inf a(z, z) < x*(F ) z |z) + (Fa) |z)
b) avec € > 0 en divisant par Ay = x* et en utilisant la relation

a(u*, ch) = - (F(u*) |sh)

u - u

n T Yk 1 (AFlu) = \Flu) |eh) -

2 (A= '€h>+a‘u* UL v W 1
n * n *

- (Fla) |un_- u) = A (Fla) - Fla) |z) et en passant 3 la limite :

a(z,, €h) > (F(u) |eh) + A (F () z |eh) =2

a(z_, h) » (Flu) |h) + A (F () z+[h)

ce qui, avec la relation obtemue pour h = z . donne :
a(z,, h - z+) > k*(F'(u*) z+|h -z) + (F(u*) h - z+)

L :
¥ he Ku n {u*— A*G F(u*)} etpa.rdensitéVhGSu* ; ce qui donne
exactemefit 1' I.V (IV.1).

Pour établir la validité de (IV.2),on part de u =u, - (k* - xn) z,
avec \_ -\ >0donc -z €EK => -2z €K et-2z €8S_. Ensuite,

* n n u, - u, - u,
le reste de la preuve est inchangé dans a), mais dans b) la division
par A, - A . change le sens de 1'inégalité ... qu'on rétablit en posant
h=-kaveck € -5 '
Uy
(]

IV.3. Existence - unicité des dérivés coniques

En un point régulier, le théoréme IV.l prouve que ( IV.1l) et (IV.2)
admettent au moins une solution z (z) # 0 si (F(u,) lh) # 0 pour un h
au moins dans Su , mais on a utilisé@ une hypothése de nature géométrique
3 savoir 1l'existénce d'une suite (An, u) > '(-A*, u). Or on aimerait
justement utiliser les notions de dérivées coniques pour montrer 1l'exis-
tence locale de branches réguliéres passant par (A*, u*)! () . I1 faut donc
savoir traiter (IV.1l) (IV.2) sous des hypothéses purement analytiques et

(%) Travail qui, répétons le, sera réalisé dans les parties deux et trois .



- 16 -

ce qu'on voudrait avoir, c'est l'existence et 1l'unicité des solutions

de (IV.1l), (IV.2) aux points non singuliers.

On a pour le moment les ré&sultats trés partiels suivants, visiblement

non optimaux. On suppose que F'(uy) est > 0 .

alw,w)

Paoposition 1V.2 : si inf { gty )
- *

/W E€su,wAO |

(resp ... W € - Su, ...) est > A, alors A, est régulier et (IV.1)

(resp. IV.2) possdde au moins une solution z, (resp. z_).

Preuve : si A*était singulier, il existerait z € Su*, z #0 tel que
(I1I.1) soit vrai, d'ol en particulier a(z,z) = }\*(F' () z|z) ce qui
contredit 1l'hypothése faite.

Pour l'existence, 1'I.V (IV.l) par exemple s'écrit :

; b(z+,h - z+) = a(z+, h—z+) - x*(F' (g*) z+[h-z+) > (F(u*) ]h-z+)

z+€Su*;VhGSu*

a(w,w)

Soitv = inf { T (u*)w ) / W€ Su*, w#0 } > x*

bw,w) » (1 —'%‘-*)a(w,w) >a ||W|]|2 ¥YweE Su_ avec g > 0

on pose J(z) =3 b(z,2) - (F(u)|2)

et m = Inf J(z). Avec l'inégalité d'Young on a
. Z€Su,

J2) 3> 3 |[2]|2 - (Flu)|2)
> 311212 = 5 |]2]]2 - Cla) |[Flu)2 = - Cla) IF(u,)]|2

doncm > - » ; soit z, une suite minimisante.
Puisque lim J(z) = + %, 2, est bormée, soit z une limite d'une suite
z€Su
%
[Tz[] + =
extraite, dans Hé (@) faible et I2(Q) fort (et p.p). Puisque la forme est
faiblement s.c.i. on a :
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J(z) ¢ lim inf J(zﬁ) = m donc zminimise J i.e. (J'(z)|v-2) 3 0

vveS u* ce qui est exactement 1l'inéquation (IV.1)
' m]

Remg_/gguu :

1. L'hypothése de la proposition IV.2 est aussi celle qui garantit
l'unicité locale pour 1'I.V (I.1) & A = A, fixé.

2. Si on fait l'hypothése plus restrictive suivante =

. a({w,w) - < A

inf { 5 (u*)w w)/w € Su, Su*,w#0}> x* le resultat_ist consé
quence immédiate de la monotonie de 1'ocpérateur B : Su_ + H “(q) associé
d la forme b (cf. aussi le th. 2.1 de Kinderlehrer-Stampacchia ([59])
qui s'adapte : la suite z, de Cauchy converge toute entiére vers z

unique solution de (IV.1)).

La condition ci-dessus est actuellement celle qui permet d'avoir un

résultat d'unicité pour les dérivées coniques (%) .

s s s a(w,w) -
Proposition IV.B. : si inf { (F'(u*)w MY € 8u, - Su, W #0 }
est > A % alors A* est régulier et (IV.1l) (IV.2) admettent au plus une

solution. D'aprds la proposition IV.2 on a existence et unicité pour
(IV.l), (Iv.2) dans ce cas.

Preuve : A, est évidemment régulier d'aprés la proposition IV.2. Pour
vérifier 1'unicité dans (IV.l) par exemple, on suppose qu'il y a deux
solutions zy et Zyr 29 # z,

a(zl, h - zl) > A, (F* (u*)zl|h-zl) + (F(u*)|h-zl)

alz,, h = z)) » A (F'(u)z,|h-2) + (F(u) |h-z,)

onprendh=z2

et on fait la somme :

dans la premiére équation, h = z, dans la deuxiéme

a(z,z) g A (F' (u*)z|z) avec z = 2, - 22‘ € su, - Su, z #0,

ce qui contredit 1'hypothése.
O

(¥) C'est aussi la condition qui permettra de faire 1'étude locale .
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Rem ues

1. .lLa proposition (IV.3) est vraie en pdrticulier sous 1l'hypothése

. . Y . ) a(W,W) 1
plus restrictive : A < inf {m) /w#0, wé HO(SZ) . Lorsque

u est une solution &quation, cette condition signifie g#o440-modo que
(X*, u,) est situé avant le premier point de retournementde la branche

(minimale) é&quation, dans des cas classiques .

2. si Su, = K (point de transition &quation - inéquation),
Su - Su, Hl(ﬂ) carueHl(Q) secrltu—u+-u avec u 4 eHl(Q)
u+ >0 p.p sur & donc aussi g.p sur & (cf. [62J annexe aux chapitres

I et II par exemple) donc u LU G-Su* en particulier. L'interprétation

de la condition d'unicité est la méme que ci-dessus .

V. COMPLEMENTS.CAS PARTTICULIERS

V.1l. Problémes sans cbstacles (ou &tude de branches équations
dans les I.V).

Dans .le cadre des branches é&quations, ¢on retrouve des résultats
standard : si u_< ¥ quasi-partout, Ku_= Hé(ﬂ) ([66]) et
Su, = H(l) (@) ([62]) 1es inéquations (IV.1) et (IV.2) sont identiques et
en un point régulier (A*, u*) , i.e. quand A, n'est pas dans le spectre
de l'opérateur A avec "poids" F'(y), z . = z_estl'unique solution du probléme :

SAZ ?\F(u)z++F(u)
l 2, e B (%) n B (9)

il s'agit de la dérivée %\1 bi-latérale ordinaire donnée par le théoréme

des fonctions implicites.

V.2. Transition entre équation et inéquation dans une I.V. :

c'est la situation ol (A_, u*) vérifie l'équation, i.e.

1
{u, - 2\G Fu)} = H(l)(fz) mais 1'ensemble {u_= ¥}

(u¥ g.c cf. aussi [62]) n'est pas forcément vide.

“r
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Dans ce cas Su, = I—<u* ést en général plus petit que Hé(sz) .

Déginition V.1 : soit (A ,u ) une solution équation de 1' I.V

(I.1). On dira que c'est un point de transition (&quation-inéquation)
si dans tout voisinage de (A,,u)) dans R x Hé(Q) il existe (A,u)

solution de (I.1l) avec ||u - u*ll #0, cap {u =y} > 0.

La capacité est prise ici au sens de la forme a(.,.) (cf [3],[66]).
Cn peut évoir cap {u* =y} > 0 ou nul selon les cas (et la dimension).
Pour avoir une v@ritable transition 3 partir d'une branche équatidn,
on est amené 3 campléter la définition V.l en supposant l'existence,
dans tout voisinage de (k*, u*) d'une solution (u,v) de (I.2) avec

cap {v=1y} =0.

La justification de la prise en compte des capacit@s, et non des
mesures, dans la définition V.1, peut &tre illustrée par l'exemple

simple suivant (fig. 3) :

A=-4,902=1-11,v® =1+ |x,

1 : 1l'cbstacle est atteint pour A =.2 qui est la transition

f(Xl t)
au sens des capacités et 1l'inéquation devient effective 4 ce moment 13,

alors que la transition au sens des mesures correspondrait 3 A = 4.

0<A<2

-1

Fig.3 : Profil des solutions pour 1' I.V : (Au+ 1L)(y-u) =0 ; ug v
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Donnons maintenant la formulation particuliére de la notion de point
singulier ou régulier au niveau d'une transition équation-inéquation.

Considérons d'abord 1'I.V conifiée selon u :

a(z,w-z) > x (F' (u*)z]w—z-')
(III.1) _ o

¥we€Ku ; z €Ku

* *

avec Ru* ={we€e Hé(ﬂ) /W s0g.psur {u, = p}l= { w € Hé(ﬂ)/w <0
sur {u* = ¢y} au sens de Hé(sz)} (cf. [3]) en prenant pour u_ et y des
représentants quasi-continus, de sorte que {u* = y} est défini & un
ensenble de capacité nulle prd@s. En posant E = { u_ = p}, fermé < q,
(IT1.1) s'écrit :

alz,w=2) 2 A (F'(u )z[w—z)
* *

¥Ywe I_{u* ={we Hé(ﬂ)/w < 0 sur E au sens de Hé(Q)}

ce qu'on va pouvoir interpréter en adoptant les notations et la termi-
nologie de [62] :

Pour z solution de (III.l) on dé&finit d'abord N\I(z) =
{xeq/ z(x) <0 sur E au sens de Hé(n)} (cf. [62] avec K = Ru ).
Formellement, I(2), nécessairement inclus dans E, est l'ensemble{ x € E / z(x) = 0}

Iorsque z € C(8) I(z) = { X €E / z(x) = 0 au sens usuel}. Avec ces
notations et[62] 1' I.V (III.l) s'interpréte de la maniére suivante :

-Az+}\*F'(u*) Z =y

aveczeHé(Q), z < 0 sur E au sens de H(lj(m et y est une mesure > 0

a support dans I(z) CE

Considérons alors le cas standard oli, en entrant dans 1'inéquation (*) ,
l'ensemble de coincidence est ré&duit 3 un point : on a E = {xo} et,
dans ce cas si z est solution de (ITII.1l) on a trois possibilités :

(%) En dimension > 1, l'ensemble de coincidence peut toutefois &tre
beaucoup plus camplexe .
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1l. n> 1 alors au sens des capacités E = {xo} =@ donc I(z) =@
et z est solution du probléme :

= 1
Az=), F' (u*)z dans Ho(sz)

Il s'agit du probléme spectral ordinaire pour les égquations.

2, n=1 mais z(xo) (qui a un sens pour n=1) est < 0: E = {XO}

au sens des capacités, mais I(2) =.0 et, en ce qui concerne la recherche
des valeurs propres coniques, il s'agit encore d'étudier le linéarisé
usuel pour les &quations. De méme si n > 1l ousin =1 avec z+(xo) <0
ou z_(xo) >0, (IV._l) ou (IV.2) se raménent 3 l'équation donnant, dans

le cas régqulier, les d8rivées usuelles -g—% :

A z = )\*F'(u*)z_‘_ + F(u*)
1
z, € HO(Q)
3. n=1let z(xo) =0 ; alors I(z) = {xO}, u, mesure a support dans

I(Z) est oolinfaire d un Dirac en X et, pour 1' I.V (III.l) on a en

fait

gA zZ = x* F'(u*)z sur @ = Q\{Xo}

z € Hé(sz) ; z(xo) =0

c'est 3§ dire qu'il s'agit du prcbléme de Dirichlet pour 1'éguation
linéarisée dans Q ;dans ce cas, la solution z n'est pas a patoal dans
wz’p(sz) sinon - Az + xg" (u,)z serait une

/\/\ mesure concentrée en x et assimilable &
t ¥ ] une fonction de IP(q), donc nulle!

\..q“o

Remarque T : il peut effectivement arriver, dans le cas 3 que la
mesure ¥ soit non nulle, de sorte que toute solution z de (III.1l) n'est
pas nécessairement une fonction propre de 1‘équation linéarisZe, ce qui
prouve, s'il en &tait besoin, que l'ensemble des valeurs singuliéres

coniques ne s'identifie pas au spectre usuel du linéarisé :
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Exemple : @ = 10,1[, A =-4A, £(x,t) = t : pour 1'équation, les valeurs
propres sont A = m2k2 avec les fonctions propres assocides sin kmx.

On peut toujours construire, &tant
donné X € @, un cbstacle ¥ adapté

T4k .
pour que,avec A = Ag = }-E'z-—- on ait
(o)
{u, = ¢} = {xo} (y est construit a

posteriordl) . Dans ce cas, si on prend

w =0 sur ]xo,l[ et w(x) = sin }]_z_"’i

0 % L sur 10, xot, wl,# 0 est un vecteug propre

du linéarisé sur @, = 10,1[\{x,} i.e de (III.1l), mais la valeur conique
212

singuliére A, = W—-]zi—— ne peut &tre &gale d un ix car k € 7 (mais si ;O €7z

on a une valeur propre pour l'équation linéarisée donnant dans (III.1)
une mesure U non nulle !)

Remargue 2 : Lors d'une transition &quation-inéquation, il se peut
trés bien que, pour l'équation linéarisée dans Q on ait une valeur singu=
liére, alors que pour l'équation lin€aris@e dans 2 \ {x,}, on n'en ait

. Jamais. A
u(0)
Exemple : (en dimension 1, &videmment !)

Prenons le probléme de Guelfand :
{ u" + 1 ed =0
u( - 1) =u(l) =0

(cela marche avec une non-linéarité positive,

croissante, convexe, telle que la branche se
retourne une seule fois .

4

Soit uq(u) la valeur propre fondamentale du probléme linéarisé :

{w"+ueuw=0

w( -1 =w(l) =0

Uy, Uy désignent respectivement la solution basse et haute du probléme ;
on sait que pour A < Ay, X < up(ug) ; au point de retournement A, = uj(uy)
et, puisqu'on a un seul retournement : uj(uy) < i < up(uy) ol uy est la

deuxiéme valeur propre du linéarisé.
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Considérons maintenant un obstacle ¥ £ a,a > 0 quelconque et calculons
la valeur propre fondamentale \)l au point de transition dans Q\{ xo}
puisque {u = ¢y} = {0} on doit résoudre un probléme de Dirichlet linéarisé
dans Q,= 1 - 1,1[\{0} ; on suppose que la transition a lieu sur la

o= (Vw | vw)
\)l = inf {‘(F'_I(Em)/w e Hé(QQ,W#O}

et, si on se limite 3 des solutions

/_\ symétriques selon l'origine, on peut
-1 0\/ 1 prendre w symétrique. Si ¢y désigne

la fonction propre fondamentale asso-

branche haute us :

siée a ¥ (up), ¢ est paire et

(w | vw')
{W/WGH (Q4) / Wﬁre}

_ s (vw|w) 1 . . ’

= inf { (F‘(uz W) / w e HO(Q), w 1mpOa:Lre}

. (vw |w) -

inf { (F‘(uz)w W /W g Hl(ﬂ), (w|¢l) = O} = uz(uz) > A

Donc on a toujours A < v, = vy (u2) et le spectre conique est vide quel

que soit a. Pour la branche basse u; on a évidemment

PR ul(ul) < uz(ul) < vl(ul) , C'est encore plus vrai !

\4

(]

C'est ce qui explique qu'en dimension 1, par des essais numériques,on
n'observe jamais de retournement sur la branche inéquation (on peut le
démontrer d'ailleurs de maniére simple) alors que pour n > 1 la situation
est différente. o |

Toutefois il faut noter,dans l'exemple ci-dessus, que

(Yw| Yw) . (Vw| vw) —
{ F' (u )W|W /WGHé(Q)}—lnf {—(ET'—I(EZ)TV'W)/WGKu*’ W#O}

< A < vy i.e les points de transition peuvent &tre singuliers vis a vis -
de 1'I.V.(IIT.1l) (en particulier au point de retournement (u, 1,) de l'équa-

tion).
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En résumé, en ce qui concerne les points de transition lorsque l'en-
semble de contact est réduit & un point, on peut dire que, pour le calcul

des directions coniques :

. pour n > 1, on a le comportement de 1'&quation dans Q2 et on calcule les
dérivées au sens usuel en dehors des singularités de 1l'équation (exemple :
des retournements).

. pour n = 1, &tant donné que u est en général croissante ponctuellement
au passage équation-inéquation (cas des solutions maximales ou minimales)
on cherche Z, > 0 (Z_ < 0) sur {u, = ¢}, les inéquations (IV.l), (IV.2) se
raménent 3 résoudre le probléme de Dirichlet usuel sur le camplémentaire

de l'ensemble de coincidence pour les équations :

AZ=AF'WWZ +F).

Iorsque l'ensemble de contact E = {u = ¥} non nécessairement réduit 3
un point, admet une frontiére 3E réguliére (%), la solution >0 du problame de
Dirichlet homogéne (si elle existe) :

AZ=AF'(u) 2+ F(u dans 0 \E

prolongée par 0 sur E, fournit une direction conique 2 n a droite au. point
de transition (A,u ). En effet :

3z
a(Z+, w - Z+) - A (F'(w Z+]w - Z+) - (FQ)|w - Z+) = - J’BQ -a-\-)—A (w-z+)da
[ dz
—J F(u)(w~Z+)dx=— F(u)wdx-J :a—v—wdcr>,0
E ‘E M A
= 9z
S.'L.WGSu car Ff(u) >0 et WA;,O.

-

Mais en général, z n'est pas une direction conique i gauche.

cf. [24] , [27] .
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Cette situation est illustrée dans l'annexe jointe ol on a calculé
"3 la main" les directions coniques sur quelques exemples simples,
selon la dimension n, y compris en dehors des points de transition

d'ailleurs.

V.3. Interprétation partielle du cas général

On suppose que (A*,u*) est un point régulier et on se place dans la
situation courante ol une branche (A,u(})) croissante en A, passe par

ce point (ce qui est vrai au moins pour la branche minimale ou maximale).

Soient Z (resp Z_) une direction conique de T, (resp. T_).
onaz z0pp dans @ donc g.p dans @ donc Z, € - Su_. Dans les (I.V)

(Iv.1) et {IV.2) donnant Z et 7_:

a(z, h-2) » A (F(u)z |h-2.) + (Flu)|h - 2) ¥hesu

a(z_, h -2z, (F'(u)z_|h-2) + (Fu)|lh-2) ¥vhe-sa

onprend h =% +h (resp. h=2_ =-h), h €5y, et on fait la somre :

a(z_ - 2_, h) > (F'(u)(z -2)|h) ¥hesu

On suppose maintenant de plus que z_ € Su*n —Su .

»*

Dans ce cas l'inégalité ci-dessus est valable pour h =2z - 7_¢€ Su,
et h =7_- 7 € 5Su, et s'érit de maniére &quivalente :

{ alz_ - Z_, h - (2, -2)) A, (F(u)(@ -2)|h= (2 -12))
¥Y¥hesu, Z2, -2 € Su .
* + - *

donc Z+ = Z_ puisque (A*,u*) est réqulier.

Plus généralement,en tout point régulier od z L €T, , 2 €T sont dans

S = Su N -Su rOnaz =z et leur valeur commme z que nous appellerons
* * -

naturellement dérivée en A\ de la solution u()\) vérifie 1l'équation :
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a(z,w) = (F')z[w) + (Flu)|w)
(v.1) *
¥Ywes; Z€S=Su*ﬂ -.su,

Remarguons que si h € Ku,, a(u,h) » A (F(u) |h) car h = "_‘-’.EE*

avec w € K, vu que u_est solution de (I.1l). Cette inégalité se conserve
.3 la limite pour h € ﬁu*. Donc si h € Ku N -Ra, on a

. 1
a(uh) =21 (F(u) lh) i.eh € {u, - A*G F(u)} , donc

S=Su*ﬂ - Su, =Ru*ﬂ -fiu* = {hGHé(Q) / h =0 quasi-
partout sur {u,= w}}, u, ety 8tant choisis quasi-continus.

On peut alors interpréter la forme faible (V.1) :

Soit 2,= Q\{u* =y} ol l'ensemble de coincidence est défini d un

ensemble de capacité nulle prés.

En prenant ¢ € D(Q,)c S dans (V.1) on voit que toute solution Z
de (V.1l) vérifie :

V.2) AZ = )\*F'(u*)z + F(u*)

au sens des distributions sur Q*, Z=0sur 3 et vugque Z =0 g.p

sur {u*= ¥} on aura 2 = 0 sur 3@ si la frontidre de {u, = ¢} estassez
régulidre (%) . Autrement dit, la dérivée est solution du probléme

de Dirichlet linSarisé de (I.2) selon ) dans le complémentaire de
1'ensenble de coincidence .

Remarque 1 : Comme pour les équations , on démontre que la branche

maximale de 1'I.V. (I-1) est continue 3 droite , ce qui donne , en tout
point régulier de la branche , l'existence d'une direction conique a droite .

Remarque 2 : Le cas simple 3 traiter pour l'existence de branches est
celuil ol Suyest un espace vectoriel (cf. deuxiéme partie ). Dans ce cas,
Su, = Su*ﬂ - Su*.= S={wé€ Hé(ﬂ) / w=0 g.p sur {u*=¢}}. Mais ceci
n'est pas toujours réalisé, cf. par exemple les points de transition.
Concernant L'explicitationde Su*, on a toutefois le résultat intéressant

suivant :

0 ct. [24] ,[27] .
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Proposition V.1 : Si ¢ € H2(Q) et si - Ay + A_F(¥) > 0 pp
(ou < 0 p.p) alors Su_ = {weHé(Q) /wWws0g.psur E; w=0 p.p sur E}

ol E={u = yl.
*

Preuve : si w € fiu;'= = {w € Hé(sz) / w & 0 g.p sur E} on va montrer que
i
w € {u* = A, G F(u*)}<§=> w = 0 p.p sur E.

.L .
8i we€ {u*- Ay G F(u*)} ’ a(u*,w) = A, (F(a)) Iw)

Puisque u_ a la régularité H2( Q) les a4 Q tant réguliers,on
peut appliquer la formule de Green :

JAuwdx=>\ JF(u)wdx
* * *
Q Q

J Au*w+I Au*w=)\*J FluJdw + )\*J F(u,w
E Q\E E Q\E

-

On sait ([p2]) que - Au_ + A F(u,) est une mesure 3 0 & support dans E
fermé mats ici, point essentiel, c'est méme une fonction de 12(R), donc

(- MW+ AF(u)w dx =0 (ceci est faux en général pour une

o\
mesure, %ause da bord) D'ol finalement :

A s ‘
w e {u*'— A* G F(u*)} @I [ - Au, +>\*F(u*)]w dx = 0 (v.4)
E

Mais sur E = {u_= ¢} on a u, =y p.p &videmment mais aussi, puisque
u, € H2(Q), Au_ = Ay p.p (R9]) et (V.4) s'&crit :

[ [- Ap + A F(y)] wdx = 0. Comme - Ay + A\F(y) > 0 p.p et que
E

W est ¢ 0 p.p sur E cette intégrale est nulle si et seulement si

= 0 p.p sur E.
i
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CALCUL DES DIRECTIONS CONIQUES

DANS DEUX EXEMPLES DE PROBLEMES D'OBSTACLE

I. PROBLEME- AVEC DE LA REGULARITE

Dans Q boule unité de Rn,‘ on cherche les solutions 3 symétrie
radiale de :

M+ A 20 u"+-—§—u'+>\=o rs>op

uga
(1) <> (2)
(a=u) (au+ A) =0

w(p) =0 ulp) = a

u(l) =0 0
u=0 sur 3

On a existence et unicité de la solution et ) -+ u(),.) est croissante.

+
On va déterminer g—% au point de transition équation-inéquation,
puis ailleurs en fonction de n (pour illustrer 1l'aspect "capacité&" mis
en évidence avant) directement, mais aussi par l'intermédiaire des

cOnes Su* .

I.1l. Solutions explicites et dérivées en A

(AsZa:u(A,x)= %(l—xz) 0 gxgl
n=1 a . 0 £Xgop
(1/2 solution) A > 2a :ulp,x) =

% (1-x2) + Ap(|%]-1) p g x ¢ 1

) 2
& avec (p"l)z = ;\E

D'ol 1'on déduit que (A = 2a est le point de transition) :
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A<2a:z(l®) 0sxsl
(§3)+= A=2a:2 (1% +3 (xl-D 0exs1l
Y
FA-x) + FEDxl-D osxsl
A > 2a
0 sinon

a(M+82) = u(}) I
) dans HO(Q) pour

trouver ce résultat, mais c'est aussi la dérivée formelle des expressions

(i1 faut faire un passage & la limite sur

ci-dessus, ce qui peut se justifier par le théoréme de Lebesgue) .

oA ah

Diagramme A - u(A) ‘ " Profils des solutions u(i,x)

10

A< 2a

-1 +1-1 +1 -1 0

Profils des solutions dérivées enl: (%)
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Dans tous les cas, on voit que (g‘%)-l- est la solution du prcbléme
linéarisé selon A : Aw + 1 = 0 posé avec conditions de Dirichlet, dans.
le complémentaire de l'ensemble de coTncidence défini au sens des capacités
(en particulier pour A = 2a,{u, = ¥} = {0} au sens des capacités pour
n=1).

n=2
A < 4da uh,® =5 @-2) o0<€xsl
{ a pour 0 € x € p
A > da u(d,x) = 202 )
A xX=p Ap X
h a=3>5 +—2—- ]'.Dga- pour p € x € 1
avec 4a = A (1 - p? + 202 Iog p)
1
A< 43 : _Z(l—xz) 0sx<1
1,
A= da : Z(l—xz) 0sx<1l
du+._
'dT) -< Opour 0 s x €9
1 x%- p2  p? X : x
A > da -5 >+t 3 I.og-5-+?\op I'OgF
(avec po' Iog p = - 2)

2
=-i‘-(l—x2)+§—-mgx+)\pp' Log x
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Les conclusions sont les mémes que pour n = 1, (g—;) est solution
du probléme de Dirichlet linéarisé sur le complémentaire de l'ensemble -
de coincidence. Pour A = 4a,{u* =y} =g ,au sens des capacités pour
n = 2, donc, contrairement au cas n = 1, on ré&sout encore le linéarisé
dans Q@ tout entier.

n»3
A 2
A<2na u(x,x)=—-£(l—x)
a pour 0 € xXx<€p
<A>2na u(A,x) = n _2-n 2
A g_p_z_-pzfn +§_n] PSsx<s1
a~n |7 "2
1_p2 B p2
avec a = [5 2 3=n T 7mn
>\<2na-£(l-x2) 0sxgl
.2n -~
A=2na:%—n(1-x2) 0sxsg1
0 si 0 x<gop
du‘+ 1 rx2 2 n <= 2
(= = -+ X e _pX P
dA A>2na. nt+-2 2 2=n +2—n]
- n~1 2-n n 2p
a ° P 2-n+2-n
+2 p£X
A _n—ln+2p
PP 2-n = 2-n
1A 1 A A
2n 2n.
Ny2na
A < 2na A = 2na

Profils de (g}% (x) selon la valeur de )
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+
Conclusion : dans ce cas réqulier, la détermination de (%—;‘:—i)

consiste & résoudre l'équation lin€arisée dans le complémentaire de ‘
l'ensemble de coincidence défini au sens des capacités, avec conditions
de Dirichlet au bord.

+
I.2. Calcul conique pour déterminer (%‘-)

n=1| Pour A <2 a, Su = Hé(g) et on cherche w solution de :

[ w' (X)V' (X)dx > l[ vix) & ¥ vesn!
Q Q © +

] . 1 rdu (%)
= 1 = = - 2) = | 2=
i.e W' + 1 Ol_w € H =2 w(x) 5 (1 x4) (dx)

Pour A=2a Su = (weHL/w(0) g0} WEH /

[ w -

w ={w € H(l) / w(0) ¢ 0} en prenant les représentants
+

continus « (-a}\—) est l'unicque solution du probléme :

J w' (v'- w')dx» [(v -w) dx

‘JveH‘l3 , v(0) < 0

w(0) < O |

qui n'est autre que la solution de w" + 1 =0 w'(0) =w(l) =0
c'est 3 dire Dirichlet - linéarisé. On retrouve la dérivée calculée

antérieurement.

Pour » > 2 a : Su ={w€Hé/w< Osur [ = pspl}NT
(W est continue)

1 1
u'w‘=>\J w}

T={W/I
1

1 -0 1 1

[. u'w'=J u'w'+[ u'w'=I .—u"w=j AW
-1 -1 ( -,0) o

e
donc T = {weH(l)/)\f w = 0}
P
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‘ p
et su ={w/wg0sur (- p,p) etJ' w=0}={w/w=0sur ["- po,p]

ici Su est un s.e.v.et on cherche w solution de :

1 1

J w' (vl - w') = [ vV - W

-1 -1
¥ v € Su ce qui donne la solution du probléme de Dirichlet
w € Su lindarisé w" + 1 = 0 dans [ - p,0]°.

n peut aussi vérifier, gr@ce & l'unicité dans ces I.V que les solutions
+ ,
(_%1—3 caléulés explicitement au § I.1 marchent !

nsx2

As2na: {u =y} = § au sens des capacités (on a un point dedans
au pire) et comme 1l'équation est vérifi&e jusqu' au point de transition

Fdu vt
inclus, Su = Hé et (%{) est la solution du lin&arisé ordinaire dans Q.

A>2na: entant que fonctions de r seﬁlement, les représentants
quasi-continus sont les fonctions continues (sinon, si é(r) est discon-
tinue, la fonction correspondante g de n variables est discontinue sur
une hypersphére de R qui est de capacité > 0 et ;; ne serait pas quasi-
continue 1!). i.a régularité H2 permet, d'aprds le <J;ésultat général, de

u

~ +
dire que Su = {w € Hé(gz) / w=0sur [0,p]} et E}T) " s'dbtient encore

par Dirichlet linéarisé dans [0,0]°.

Conclusion dans ce cas aégulien

@ en dehors du point de transition, Su = {w € Hé /w=0sur {u =y}

duyt . - . .
est un s.e.v et le calcul de aT) se fait par une &quation qui est en

fait Dirichlet linéarisé dans @ \ {u = v}

@ au point de transition, Su = {w € Hcl> / W< 0+q.p sur {u = y}}
est un cdne, mais 1l'inéquation conifiée donnant ( —g—;\l) a pour seule solu-
tion une fonction nulle sur {u = y},on peut donc aussi chercher (%‘ij’- en
résolvant 1l'@quation associée 3 S ={ w € Hé /w=0g.p sur {u =y}}

c'est 3 dire encore Dirichlet linéarisé dans @ \{ u = y}.



- 34 -

IT. CAS D'UNE SCLUTION NON REGULIERE

On se place en dimension 1, @ =1 - 1,1[ et on cherche la solution de :

A V)
u!l+}\‘>/o

ug v avec ¥(x) = 1 + |x|
(b - + ) =

u( - 1) =u(l) =0

— X

Ona (AW) = ( =p") =28 ¢ LP(Q), on n'aura pas a paloil la réqularité
C! sur l'ensemble 2 tout entier (irrégularitd sur 1'ensemble de contact

ou sa frontiére).

IT.1. Solutions explicites et dérivées en A

A2 5 (1= x%) solution régulidre, pas de contact
A=2 3 %— (1 - x2) : solution réguliére, contact en 0 seulement
2< A<4: - %— X% + (-— - 1) |x| + 1 solution non.C! en 0, contact
N en 0 seulement
A=4: ——;— x2 + (— - 1)|x| + 1 solution non C! en 0 contact
en 0 seulement,la solution
u(x) = "colle" 3 ¥ en 0
1+ |x] si|x| <o
A >4

-ixZ+ @er-2/Mxl -1-5+2%, 05 [x] &
' 2

avec o =l"7-r

contact sur [ - p,p] solution C! partout (y compris

en + p) sauf en 0.

A

u(x)
— A > 4
A =4
A< A< 4
- X

Profils des solutions
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) -+
Cabeul explicite des denivées coniques (g-;l) (dans H1(q))

On note que le point de transition au sens des capacités est A = 2

et non pas A = 4.

+
duy _ 1
}\<2 (a) —E(l-xz)
-+
- duy L -
A 2.(3) 5 [x| - 2]
2<x<4--§‘£—) =%.[[x|_xz]

1/2

1 -1 1
Profils des dérivées coniques

+
Dans tous les cas (%1-) est la solution de l'équation linéarisée dans
le complémentaire de l'ensemble de coincidence avec conditions de Dirichlet
au bord.

Remasrgue : en dimension n > 2, on graéasse, en Ac = 2 (point de transi-
. A -
tion) d'un contact ponctuel (u =1 - —23-— = 2n) 3 un contact de mesure

>0 dlrectement, sans qu'il y ait une zone A € [ﬂ 32} d contact ponc-
el et () =1 -2 enny.
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II.2. Calcul conique pour déterminer (g—l/%)

+ / du‘+
r<2: {fu=yr=g, {u-26M0} =5 :su =H(1)(_met(ﬁ)

est la solution de l'équation lindarisée ordinaire % (1 - x2)

i
A=2: {u=7y}={0} au sens des capacités, {u - \G(1)} = Hé(fz)

etSu.={wGHé/w(0) < 0}
duy *
La solution de 1l'inéquation conifiée donnant (35\-) = w vérifie :

Jw'(v' -w') ?,fv—w ¥v ESu ; weSu; elle est unique

)
et c'est w(x) =-L}2-<-|-—-2}3 :eneffetfw'(V' -w') -[v-w

=[w () -w(0)]v(0) -w()]=-v() >0 ¥ve&su

On voit que c'est la solution de l'équation linSarisée dans
QN {0} (we Su i.e.w(0) g 0 mais en fait la solution vérifie
w(0) = 0).

2 <254 : {u=y} = {0} mis 1l'&quation n'est plus vérifide :

1 1 1
T={u- 6D} Hé(sz). Déterminons T : w € T<r—->f u' (x)w' (x) = AJ w(x)dx
1 0 -1 1 -1
u' (x) w'(x) = (max+2-DwE+| (=-i1x=-2+Dwxadx
-1 -1 2 0 2

1
= (2x-1) w(0) + 2 f w(x) dx et comme ) > 2 on aw € T<>w(0) =0
-1

Su ={weHc1)/w(O)=0}

4
Le calcul de ( g};-) consiste 3 résoudre l'éguation linéarisée dans
(-1,1) \ {0}, et on trouve W o= %‘- []x] - x2].
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: L
Yl =[ -p,0] WET={u -G} &

A>4 : {u

-0 0 o’ 1
Je T P
1 -1 -0 0 o)

G—
s—
1

-0 0 0 1
u'w' = J (-Ax=-1=-2x+ 2w - (w' + [w' + ( (=Ax+1+A=2VN)w!
1 -1 -0 0 o
= A f w dx + wip) + w(=p) = 2w(0) + (Ap=I1-A+2/N)w(-p) =
Fo,p1¢

- (=rp+1+A=2/N)w(p)

]

A f c Wdx + wip) + wi(-p) - 2w(0) - w(-p) - w(p)
Fo,0l

P
=)\f dex-2w(0).DoncT={w€Hé/fwdx=—2w(0)}

Eo, el . -0
Si w continue est ¢ 0 sur (-p,p) cette relation implique w = 0 sur
[-0,0] donc pour les représentants continus Su = {w € Hé /w0 sur

-~

[-0,0]} et la recherche des directions coniques consiste encore a

résoudre Dirichlet linéarisé sur (=1, )\[-p,p].

Conclusion. : dans ce cas irrégulier Su est Hé, un s.e.v ou un céne .
Dans tous les cas, la solution de 1'I.V conifiée peut en fait se trouver
en résolvant le probléme de Dirichlet linéarisé dans le complémentairs

de l'ensemble de coIncidence.



ETUDE LOCALE DES BRANCHES DE SOLUTIONS

DANS UN PROBLEME D'OBSTACLE

DEUXIEME PARTIE

DEVELOPPEMENTS LOCAUX . POINTS DE RETOURNEMENT
( AVEC F. 1ISSARD - ROCH )

Resumé : On poursuit 1'étude, amorcée dans la premiére partie,

pour une inéquation variationnelle (I.V. ) associée & wn probléme
d'cbstacle, en donnant des ré&sultats concernant le comportement local
des branches de solutions. Dans la premiére partie ont été introduites
les notions de point singulier ou régulier, de directions coniques en un
point régulier, et 1l'interprétation géométrique de ces concepts avait
été donnée. Ces définitions étendent 3 certaines I.V. les notions
utilisées pour l'é&tude locale de branches de solutions dans des problémes

-

de valeurs propres non linéaires associés 3 une égquation elliptique.

On montre ici que ces notions permettent d'amorcer 1l'é&tude locale
des branches dans les I.V. Les résultats essentiels obtenus pour le

moment sont les suivants :

Sous une hypothése assurant en particulier qu'on est en un point régulier,
on démontre 1'existence d'un développement local autour de ce point, le terme

d'ordre un &tant la direction conique, le terme complémentaire d'ordre supé-
rieur étant une multi-application. En pratique, on a affaire essentiellement




a deux types de points réguliérs : les points de transition , pour
lesquels on précise, sous 1'hypothése de départ, les développements a
droite et 3 gauche, et les points situés "aprés” la transition pour les-
quels cette hypothése peut &tre relax@e : on obtient alors un développe-
ment local en tout point régulier. Dans ce deuxiéme cas, on sait aussi
trouver un développement autour d'un point singulier, sous des hypothéses
et avec des résultats qui sont & rapprocher de [37] .




I. HYPOTHESES ET NOTATIONS

I.1l. Données du probléme

On considére la forme bilinéaire, continue, coercive, symétrique (pour
simplifier) suivante sur H(l) Q)
v = ] [ a0 8 ) ax
i3=1 g T3 9% 8%y

les aij étant des coefficients réguliers sur (, Q ouvert borné régulier de R™.

On appelle A 1l'opérateur du second ordre sous forme divergentielle
associé d a :

n

'Q)

ou
Au= - (a,. = )
X 138xj

i,3=1

Q2

Soit £ : QD X R~ £R+ une fonction telle que t + f£(x,t) soit croissante,

deux fois dérivable, £(x,0) Z 0,1les fonctions £, £ £ £ t étant de Carathécdory -
sur X R, et bornées sur les bornés de @ x R. On notera F, F' les opérateurs
de Nemytskiiassociés a £, ft’ . '

. On désigne par ¥ (l‘obstacle) une fonction positive sur @, ¥ € H! (Q) O . ),
supposée quasi-continue(quitte & la modifier sur un ensemble de a-capacité
nulle, cf. [66]) et onpose K= { v € Hé(ﬂ) /vs&Vvppl={ve Hé(ﬂ)/v <V q.p}.
On notera de la méme facon les &léments de H! (D) et leurs - uniques - représen-

tants quasi-contimus.

I.2. Le probléme

Avec ces notations, on définit le probléme de valeurs propres non linaires

suivant, pour A €R, :

au,v=u) > A (F(u),v-u)
(r.1)
¥veEK;uek



ol (.,.) désigne le produit scalaire usuel sur L2 (Q). Les normes LF(Q)
seront notées ll et la norme usuelle sur Hé(sz) e ((o,0) + (Y., V.0 1/2
sera notée ||.|].

On note Py le a-projecteur sur le convexe fermé K C I—Ié Q), i.e

¥ x € H(lj «), P (x) est caractérisé par :
a(x - PK(x) ' PK(x)) 0 ¥yek; PK(X)AG K

Si G désigne 1'opérateur de Green de L?(Q) dans Hé Q) associé i A
avec conditions de Dirichlet, 1'I.V (I.l) admet la formulation équivalente

(.19 u=PK[x GF (u)]

Rappelons que, toutes les données étant réguliéres, G est campact de
L% () dans H ().

Etant donné que les solutions u de (I.l) sont positives et majorées ‘par
¥, on a modifié au besoin £ convenablement pour t @ [0, || 1 pour que F soit
continue de L?(Q) dans IP(Q) ¥ p > 2, de sorte que (I.1') a toujours un

sens.

I.3. "Linéarisation" conique

Siu €K, CK,u) = Yo {R-ul est le cBne des déplacements admissibles
dans K 3 partir de u. Comme dans [66] , On pose :
fu=y9}={xeQ /ul® =9 q.p}, qui est défini 3 un ensemble de capacité
nulle prés et on a ([66] ) ‘

Cu ={ve Hé(Q) /v&0gopsur { u=yll

Si (X, u*) est une solution de (I.1l), on note {u* - A*GF(u*)}’L le
a - orthogonal de u* - A\* G F(u*) c'est i dire 1l'ensemble
{ve Hé(ﬂ) / atu*, v) =2 (F(u*), v)} et on pose
Sy = CE, )N {u -2 crw)H



Les notions suivantes ont été introduites dans la premiére partie :

Soit (A*, u*) une solution de (I.l). L'I.V. suivante :

a(w,h=w) > \* (F'(u*) w,h-w)
(T.2)
¥hesS.;wes.,
u u
s'appelle conifige (hamogéne) de (I.1) en (A*, u*) selon u. Si (I.2)
n'admet que la solution w = 0, on dit que (A*, u*) est régulier, sinon
on dit que (A\*, u*) est singulier.

On notera que (I.2.) admet la formulation &quivalente

(I.2') w=0"P *D\*G F'(u")w] = T(w)

Sy

ol PSu* est le a - projecteur sur le cBne convexe fermé Su* . T est une
application positivement homogéne qui n'est linaire que si Su* est un

espace vectoriel.

On définit ensuite les directions coniques 3 droite (resp. & gauche)

en une solution (\*, u*) de (I.l) comme les solutions-z,_ (resp Z_) de

1'I.V. conifiée (non hamogéne) :

a(z

+
¥hes, ;2 €8,

47 h - Z+) > At (F'(u*)Z+, h—Z+) + (Flu*), h—Z+)

(I.3)

(resp. (I.3)_ : méme inéquation pour Z_, mais avec h, Z_ &€ - Su*)
ou, de fagon équivalente, camme les solutions de

(I.3'}I_ zZ, = Psu* [ G F'(u) Z,+G F(u*)]

(resp. (1.3') ... P

_ Bg .

I.4. Rappels concernant la dérivation conique

Dans la suite nous utiliserons intensivement la notion de dérivation
conique des projecteurs ([49)] [66]) .



Rappelons que, avec des convexes du type K =
{ve Hé(ﬂ) /v<Vap, y g.c.} on peut &crire la formule suivante, avec
P 1
vVeH R, we Hcl)(Q) ; £20, y =P, () et ¥ =CKY)N v-y}  ([66])

Py (v+tw) = P (V) +t Py (w) + 0(t,w)

avec lim Olew) 0 uniformément par rapport & w appartenant 3 un
t >0, '

campact de Hcl) .

Soit (A, u) une solution de (I.l). On suppose que n § 4 ce qui implique
que I—I:) Q) € L*(Q). La formule ci-dessous pour t > 0 a alors un sens, car
h € B! (Q) vérifie h* € L*(Q)

2
[AGF) + X £tGF h+ 5 G F"(E) h?]

pK[kGF(u+th)]= 3

Py
On applique la formule de dérivation conique avec

v=AGFW, y=B () =u w=1AGFMh+EcrE n

[AGF (Wh+ LG F @) n?]

B [AGFu+th]l=2 MGFW]+¢tP >

Su

+ t el(t,h) avec t];.:lé'n el(t,h) = 0 uniformément lorsque h est dans
+
un borné de Hé(ﬂ) (car A\GF' (u) h+ At G F"(§) h® reste dans un campact

. 2
de HO(Q)) .

Puisque tout projecteur est une application lipschitzienne on a :

B, [AGF' @ h+%G F" () h?] = Py
u . a

[AGPF'(n) h]l + ez(t,h)

avec lim €, (t,h) = 0 uniformément lorsque h reste dans un borné de Hé Q)
(car h? reste borné dans L?(Q)).

En résumé, on a la formule suivante, lofsque (A,u) est une solution
de (I.1), h€ H (@), t >0 : '



Py [AGF (u+th)] = Py A GF1 + t Pg [ GF'(W)h] + t e(t,h)
u
(1.4)
lim € (t,h) = 0 uniformément lorsque h reste borné dans Hé Q)

£0,

Sous les mémes hypothéses, on démontre aussi la formule :

PK[(K+t)GF(u+th)] = Py DGF)] + t Pq

[A GF'(Wh + GF(u)] + te(t,h)
u .

(I.5)

lim € (t,h) = 0 uniformément lorsque h reste borné dans Hé) %))

0,

L'hypothése n < 4 est nécessaire chaque fois que l'on utilise les
formules (I.4) et (I.5),donc dans les Théorémes II.l1 et III.l ci-aprés.

II. EXISTENCE ICCALE ET UNILATERALE, DANS LE CAS GENERAL,
D'UN DEVELOPPEMENT AUTOUR DE CERTAINS POINTS REGULIERS

Soit (A*, u*) une solution de (I.l).

II.1 Leme d'inversion

Lemme 11,1

Si inf fa(w,w) - (\"F' (u*)w,w)/w € Sqr = Sy [w]] =11} >0

Alors 1) ¥ k€ Hé (Q) l'application :

W—> W - Pg . [\ GF'(u*)w +k]lest bijective de Hé (7))
Y dans B (@) et
son inverse R_est lipschitzienne de Hé () dans Hé Q)
de rapport L indépendant de k

2) On obtient les mémes résultats pour l'application

W—— W — P_g [A" GF'(u*)w +k].
u*




Corollaire 11.1

Sous 1'hypothése du Lemme II.1, il existe une unique direction conique
d droite (respectivement 3 gauche) en (A\*, u*) notée Z + (respectivement Z ).
Onaz_ >0 p.p. sur Q, et en particulier 2_ = 0 g.p. sur {u* = yl.

Remarque 11,1

Si F'(u*) > 0 les propriétds suivantes sont &quivalentes :

(1) inf { atw,w) =" (F'(u") ww) /wES,, -5., llw|| =1} >0

(ii) inf { alw,w) - A* (F'@*) w,w) /we Sﬁ* - Sii*’ ]wl2 =1} >0

a(w,w)

(iii) K*<iﬁ{m/wesu*—su*,W¥0}

et elles impliquent que (A\*, u*) est régulier ( cf. premiére partie )

Demonstration du Lemme 11.1

On fait la preuve pour le 1) : soit k € H:) Q) fixé, g € Hé ()
a) considérons 1'I.V. suivante

a(v,h-v) - \* F'@u*)v,h=v) > \* (F'(u*) g,h-v) + alk,h-v)
(I1.1) -
¥hes, ;ves,.
u u

elle admet une unique solution v notée T, (g)
en effet :

- soit b la forme bilinéaire continue symétrique sur Hé )

b(v,w) = a(v,w) = A* (F'u*) v,w) et

et J(v) =5b(v,v) -ak,v) = X F'u*) g,v)



L'hypothése implique : o inf { b(v,v)/v €S _,, lvl] =1} >0

d'od lim J(v) = + «
] [4e0
ves.,
u

«¥ (v,w) € (s_,)) blv=w, v-w) > 0.

d'oll Ji5,, * R est une fonctionnelle strictement convexe,s.c.i.
donc ¥ g € H; (Q), 1'I.V. (II.1) admet une unique solution.
T, (g) donnée par J(T, (g)) = inf {0 /v e su*}.

b) Montrons que T, est lipschitzienne de Hé (Q) dans H(l)(_ﬂ) .

soit (g;, g,) € [H (@)1
bw, ,h-w.) > a(k,h=w,) + A* (F' (u*)g, ,h-w,)
1 1 1 1 1
siw., = Tk(gl) on a (II.l) )
1 ¥hes,
w
b(wz,h-wz) > a(k,h-wz) + A (P (u*)gz,h—wz)

siw’=T<g>ona(n.1)% |
2 k2 vhes,

On prend h = W, dans la premiére inéquation, h = Wy dans la deuxiéme

et on fait la samme :

b(wl =Wy, Wy - w2) g AT (EFE @) (gl - g2), Wy - w2) .
Mais w, -w, €5, -8, donc d'aprés 1'hypothése, il existe L1 > 0
tel que o |fwy - wl 12 € 1q [lgy =gyl -]l -l =

’ L

HTk(gl) - Tk(gz) l l N &'1’" Hgl - gzl I
L) s
On remarque que L2 = 5~ ne dépend pas de k.
c) Conclusion
w-P [XGF' (uywtk 1= g

Su*

&> v =P [ A*GF* (u*) (vg)+k ] avec v = w—g
u*

< v est solution de (II.l) avec v = w—g
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or (II.l) admet une unique‘ solution Ty (g)

donc I! w & Hé(ﬂ) tqw - PSu* [XGF' (u)wtk] =g : w =T, (g) +g

=R (g) et R est lipschitzienne selon g de rapport L = L,+1

indépendant de k.
O

Remarque I1.727

Si on suppose seulement inf {a(w,w) - X' (F' (u*)w,w) AvE€ Syer llwl] = 1}>0
J n'est plus une fonctionnelle convexe sur S mais on peut montrer au
moyen d'une suite minimisante pour J, que ¥ g € Hé (), (II.1) admet au moins

une solution.

Démonstriation du corollaire 11.1

: i1 existe donc une unique

Appliquons le lemme II.1 avec k = GF(u*)
direction conique a droite 2 _ (c'est 3 dire solution de (I.3%),) et une

’

unique direction conique & gauche Z_ (solution de (I.3'))

- - -+ -~ . 1 -+ 1
z, étant dans Su*' ona z, € Su*(\- Su*’ oli, si Z € HO(Q), Zz e HO(SZ)
= . +
désigne sa partie positive (cf. premiére partie). On prend h = Z + dans (I.3) +

a(z,, 2) =\ (') z, 2) > F@*), 2) >0

D'aprds 1l'hypoth®se du lemme (II.1l) on a, puisque Z_: = ZI -2 € Su* = Sy

- 2 - — * » - - - _
o HZ_,_H £ a(Z+, Z+) - A (FE' ) Z+, Z+) \<.O=Z+—O

donc Z+ 20 p.p. sur Q.
a

Sous 1'hypothése du lemme II.1, si de plus (&)~ e IP(Q)

Remargue 1L 3 :
p > 2 et O3E est régulidre o E = {u* = ¢} ([24] [27]), on montre que

Z2_ > 2, p.p.sar ! et en particulier Z_ > 0 p.p. sur {i.
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Preuve : On écrit les I.V. (I.3)+ et (I.3)_ sous la forme particuliére :
[} .

a(Z+, - h) =\ (F'(u*) 2. s ~ h) >, (Fu*), -h) ;¥he - Su*

a(z_, h) = A" (F'(u*) 2_, h) > (F(u"), h) ; ¥h& -5

et on fait la same :
a(z_ - Z+, h) = A*(F'(u*) (Z_ - Z+), h) 20 ¥heg-=- Su*

La fonction k = (Z_'- Z+)— est 2 0 sur  donc 2 0 g.p. sur E

donc k € - C(X,u*). D'autre part, a(u*,k) - A* @@u*) k) =
= J (Au* - A* Flu*)) kdax =0 ([62])
E

donc k € - Su
ce qui donne :

. et on peut choisir h = k dans 1'inégalité précédente

akk) =2 (F'(u*) kk) < 0=k =01i.e. Z_3 Z, p.p-

Corollaine 11.7 + Cas particulien du point de transition

Soit (A", u*) un point de transition &quation - ihéquation tel que
inf {alw,Ww) = A" (F' (u)w,wW) / w € Hé(Q) , |lw|] = 1} soit > 0

Alors 1) il existe une unique direction conique i droite (resp:3 gauche)
en (A\*, u*) notée z, (resp Z)
2) 2z, est positive p.p. sur @ donc Z_=0 q.p. sur {u’" =y} =E
3) Z_2>7Z_p-p- sur @ donc Z_ > 0 p.p. dans Q et on a mé&ne
Z_>0 p.p. sur @
4) siE = {xo}, Z_ est solution de 1'équation linSarisée en (A" ,u*)

c'est & diretAZ_ - )" F'(u*) Z_ = F(u*) au sens des distribu-
tions et p.p. dans Q (Z_ est donc la solution du linéarisé de

1l'équation au sens classique).

Remargue I1.4 : en un point de transition Su* = C(K,u") et

- = g!
Su* Su* HC> ().

Remarque I1.5 : si f est convéxe, 1'hypothése implique qu'on est avant

le premier point de retouwrnement de la branche equation, s'il existe ([38:]) .
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Démonstration du corollaire 11.2 : on peut appliquer le corollaire

II.1, donc seuls les points 3) et 4) restent a prouver.

a) Soit E = {u* =y} défini comme dans [66] :

(z_ - Z+)- est positive p.p. sur donc q.p. sur E, ol w désigne la
partie négative de w pour w € Hé(sz) .

Donc (z_-12)" e -CK, u)

+
Les I.V. (I.3)_et (I.3)_ implicuent :
a(Z_, h) =A" (F'(u*) 2_, h) > (F(u*), h) ¥ h e - C(K, u*)

a(z_, -h) -x (F'W*) 'z, -h) > (Flw), -h) ¥he-CK u)

Faisons la samme et prenons h = (Z_ - 2,)”

allz_-2)7, (2_-2)7) - N @E @)@ -227, @ -2)0)<0

=‘>(Z_-Z+)-=Opp donc Z_ >Z_pp dansQ.
b) SoitkeH:)(Q),kaOSU.rQ alors k + Z2_ > 0 sur Q donc gp sur E .
On prend h =k + Z_ € - C(K,u*) dans (I.3)_; |

a(z_, k) 22" (F'(u*) Z2_, k) + (Flw"), k) >0 ¥k eH @), k> Oavec

7Z_€H (@) et 2_¥ 0 puisque F(u*) # 0 implique qu'il existe k 3 0 tg
(F(u*), k) > 0. On peut en déduire que Z_ > 0 pp sur @ ; en effet

sinon puisque Z_ > 0 sur @ il existerait une boule B € Q telle que

ess. inf Z =ess inf %2 = 0.le principe du maximum fort pour les
B Q -
solutions généralisées ([47]Théoré&me 8.19) implique que Z_ est constante

sur @ et Z2_ € H‘ID(Q) donc Z_ = 0 ce qui est impossible.

On peut définir (g2]) I(z) par cI(Z_) ={x€Q tgZ (x) >0 au sens
de Hé(Q)}

I(Z)) CEetAZ_ - A" F'(u*)z_ - F(u*) =u est une mesure positive a
support dans I(Z_) car Z_ est solution de (I.3)_ ([62])
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c) supposons E = {xo}‘

sin>1 onacapE=0 etcap I(2) =70;
or y. est une mesure qui s'annule sur les ensembles de capacité nulle,
donc AZ_ - X*F'(u) Z_ - F(u*) = 0 au sens des distributions.

sin=1 onai_¢ c® (@), donc I(Z) ={xeQtgz (x) =0} =g et

on aaussi AZ_ - A* F'(u) Z_ - F(u*) =0 au sens des distributions

et pp par régularité.

II.2 Existence d'un développement

Théoxdme 11.1

si inf {a(w,w) - X" (F'(u)w,W) /weES_, -5_,, ||wl] =1} > 0 alors :

1) il existe une unique direction conique & droite (respectivement
d gauche) en (A*, u*), notée z, (resp Z_) solution de (I.3)+ (resp.
de (I.3)))

2) il existe n > 0 et une multi-application 0,: (O,n) » Hé (Q)
(resp. 6_: (-n , 0) -rHé(Q) )
telle que u* + £ Z2_ + t 6_(t) soit solution de (I.1) pour A = A+t
(resp u* + t Z_ + t 08_(t) soit solution de (I.1l) pour A =A™ + t) ;
de plus H6+(t)H + 0 quand t ~ 04'_' (resp ||6_(t) || +~ 0 quand t ~ 0_)

Remasgue 11.4

Si Su* est un espace vectoriel 1'hypothése du Théoréme II.l qui s'écrit
alors : inf {a(w,w) - X' (F'(u")w,w) /w €S ,, ||w|| = 1} > 0 peut &tre
affaiblie. On montrera que dans le cas vectoriel, la régularité de (A*, u*)
est suffisante pour assurer 1l'existence d'un développement 3 droite et &
gauche,



- 14 -

Demonstration du Théoxeme 171.1

Seul le 2) reste 3 prouver. On raisonne pour t > 0.:

a) Formulation du probléme en termes de point fixe

Soient t > 0, 6 € Hé(Q) ; on a, d'aprés la formule de dérivation conique
(I.5) : |

P [(A" + &) GF(u* + £2, + £0)] =P [\ GF(u")] +

+tPg [AGF' () (2, +0) +GFM)] +t e k0) =
u*

=u* + t Py [X GF'(u*) (2 +8) +GF ()] +t e (£8)
u*
avec lim e(t,0) = 0 uniformément par rapport 3 §, 9§ borné dans Hcl) Q)
: t->0_"__ :
d'ol (\* + t,u* + tZ_+ t 0) est solution de (I.1)

&= (I.1") u*+tz¢ts=PK[(x' + t) GF (u*+tZ++t6)]

(1.5 z, +0=P, [AGF @)@, +0) +CF LI + =(t,0)
u#

<= 8 = R(e(t,0)) -2, ot R=Rk ’ k = GF(u*)

avec les notations du lemme II.l ; remarquons aussi que 2 L= R(0) ;

on est donc ramené 3 chercher un point fixe de 6 + R(e(t,8)) - R(0)

b)  Existence de la multiapplication t - 6 (t)

on a, par (I.5), e(t,8) = %’-—PK [((* + &) GFuw*+ 2 + tp )] -
- %‘ - PS . [A* GF'{u*) (z4+0) + GF(u*)]

u
donc ¥ t > 0 fix§&,

9 -+ el(t,8) est compacte de Hé(sz) dans lui-méme.

Comme R est lipschitzienne de Hé(Q) dans lui-méme, g - R(e(t,s)) - R(0)
est aussi compacte de Hé (Q) dans lui-méme.
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D'autre part, 3 n > 0 tg ¥ £t € (0,N) on ait :

lee0) || s & ¥o e B @), |[o]] 1 d'on

||R(e (£,8)) - R(O)]] < 1

Donc ¥ t € (0,n), l'application 6 + R(e(t,8)) - R(0)
envoie la boule unité du Hé () dans elle-méme.

On peut donc appliquer un Théoré&me de point fixe de Schauder ;
ainsi si 0 < t < n on définit une multiapplication

t>0,(t) € H:)(S'Z), l[e+(£)1| <1 telle que.
6,(t) =R(e(t, 8, () - R(O) =

u*+tz++t6_{;(t) =P, [0 +t) GF(u* +t 2+t (t)]

c) Propriété de 0 +(t)

OnAa e+(t) = R(e(t, 6+(t))) - R(0) =

e, (®) || € L [le(t, 8, (8)) ]| qui tend vers 0 lorsque t~ 0

uniformément pour |[6 (t)|] < 1.
|

- IIT. ETUDE LOCALE LORSQUE Su* est un espace vectoriel

IIT.1 Etude plus précise de Su*

Proposition 111.1

Soit (A*, u*) une solution de (I.l)

Soit E # ff 1'ensemble de coincidence {u* = y} défini coamme dans [66].

S8i E =E, sidE est réguliére et si ¢ € C*(Q) est telle que 1l'ap-
plication x + A ¥(x) - »* F@) (x) ne s'annule pas sur E,

Alors S,+ st un espace vectoriel :

- 1 -
Su*—{wGHO(Q)/w—Oq.p.surE}
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De plus si yw désigne la trace sur 9E de w, on a :

= 1y o
¥ w €S, yw=0donc Yo g e HO(Q E)

Remargue I11.1

1°) Ce résultat reste vrai si l'on affaiblit l'hypothése sur ¢ :
P e wz’p(ﬂ), p>2et: soit Ay - XNF@W) (X) >0 pp sur E,
soit AY(x) - NF@) (x) < 0 pp sur E;
2°) si (A*, u*) est un point de transition équation - inéquation

tel que E = {xo} etn=1lalorss, ={we H(l)(Q) /W (x) < 0}
n'est pas un espace vectoriel mais on est dans le cas ol E #E

Demonstrnation de La proposition I111.1

1°) Montronsquesu,.c{weHé(Q) / w =0 pp sur E}

Par hypothése "(A})~ € L?(Q), on a par les théorémes de régularits,
u* € H2(Q) ([20]).

Soitwe€ S _, :
u
a(u*,w) = LZ Au* (x)w(x) dx en appliquant la formule de Green ;
mais a(u*,w) = A* (F(u*),w) car w € Su*
donc J (Au* (x) wix) - A" Flu*) Xwx)dx =0
Q i
Soit I(u*) défini comme dans [62] par CI*) ={u* < U au sens de H;(SZ)} ;

alors I(u*) et E different d'un ensemble de mesure nulle ainsi que leurs

complémentaires.

De plus Au* - A* F(u*) est une mesure 3 support dans I(u*) d'aprés [62]

donc JQ-E (Au* (x) = X*Fu*) (x))w(x) dx =0

came Au* = Ay pp sur E d'apr®s le lemme de Stampacchia,

on a : J AP (x) - A" F) (%)) wix) dx = 0.
B
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Or w £ 0 gp sur E et par hypothése x +~ AY(x) - X F{¥) (x) garde
un signe constant sur E,donc w = 0 pp sur E.

2°) Montrons que si w € Hé(&'z) est tel que w = 0 pp sur E alors yw = 0
o °
Par hypothése E = E donc 9E = 3E
on suppose aussi que 9E = 8103 est réguliére (c'est d dire 3E de classe
Cl et E est localanent d'un seul c6té de 3E);
ainsi ¥ w € H1 (R) on peut d&finir yw = trace de w sur 3E.

/

Q
Puisque w e Hl(E), ona yw eg:Hl 2(SE.’) et :

el /20 5 C Il g

c(/o we dx  + /o wWe dx )
E

E
o
Mais sur E , w= 0 p.p. et par le lemme de Stampacchia ,
el
Ww =0 p.p. sSurE =» yw=20

3°) Montrons que si w € S,+_alors w = 0 gp sur E.

w sur Q -E
soit w € S_, ; posons v =
u
0 sur E

puisque yw,-trace de w sur 3E = 3E est nul, cn a:v € H Q) et ||lv-wl| =
donc v et w admettent des representants quas:.contlnus égaux gp.

= w=0gqgp sur E ( [62] , Appendice).

4°) - Réciproque :
smthH(Q) tel que w = qusurE;onawGCZK,‘u*)
et alu*, w) - X‘ Fa*), w) = (Au* (x) - FFu*) (%)) wix) dx =

doncw €S, E
, u
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ITT.2 Dévelcoppament autour d'un point régulier, dans le cas

vectoriel

On se place dans le cas ol Su* est un espace vectoriel ce qui

-

correspond, en pratique, & au moins deux cas :

1) E#@, E=E, 0E réqulier od E = {u* = ¢} (cf IIT.1)

2) aux points de transition tels que si E = {u* =1‘¢},cap E=0

(cas classique:E = {xo} et n > 1}.

Soit (A*, u*) un point régulier de (I.l) tel que S,* soit un espace

vectoriel,alors l'application w +~ w =~ PS

u*

continue bijective de Hé () dans Hé () . On notera Q son inverse. De

plus, il existe une unique direction conique % (3 droite et i gauche)

en (A*, u*). (Obtenue par Z = Q [PS [GF(u*)1]).
u* "

Theoxeme 111.1

vectoriel. Alors :

1) il existe une unique direction conique Z (& droite et a
gauche) en (A*, u*).

2) il existe N > 0 et une multiapplication 6 : -

> 1l
I- n,n[ Ho(sz)
t + 6(t)

tels que (A" + &, u* +t Z + t 6(t)) soit solution de (I.1).

De plus on a : lim |[8(t)|| =0
+0
t+#0

Remasque 1711.2

On a donc obtemu, comme avec le Théoréme II.1l, un développement &
droite et d gauche autour de (A* , U*) mais sans supposer que
inf {atw,w) - M* F'@)w,w) / wE Sygx 7 ||w|] = 1} soit > 0. Par contre
cette hypothése samble nécessaire pour montrer que Z > 0 pp sur Q.

[A* GF'(u*) w] est linéaire

Soit (A*, u*) un point régulier de (I.l) tel que S+ soit un espace
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Demonstration du Théoxeme I11.1

-

Seul le 2) reste & prouver.

On raisonne comme pour démontrer le Théoréme II.1 :

soient t > 0 et O € H;(Q) ; d'aprés la formule de dérivation conique
(I.5) on a :

P L+ £) GF(u* + tZ + £8)] = B, IV GF(u")] +

+ t Pg [XGP' (u*) (Z2+9) + GFu*)] + t (t,9)

u*
avec lim €(t,s) = 0 uniformément par rapport & 8, 8 borné dans H;(Q) .
+0
De plus Psu* est dans ce cas un opérateur linéaire et Z est solution

de <1.3>jr r

d'od PK[(X" + t)GF(u* + tZ + t0) ] =u* + tZ2 + t PS A Gee (xi*)e] + t e(t,8)
. u*

et ((A* + t), u* + t2 + t8) est solution de (I.l)
& (I.1)' u* + tZ + t8 = Py [( X+ £)GF(u* + tZ + t9)]
<6 =0 (e(t,0)) d'aprds (I.5) et en appliquant 1'inverse Q.

On est donc ramend 3 un probléme de point fixe ; 6 + e(t,0) vérifiant
les mémes propriétés que dans la démonstration du Théoréme IT.1 ; on peut
encore appliquer le Théoréme du point fixe de Schauder 3 6 - Q(e(t,0)),
£ > 0, et prouver l'existence d'une multiapplication t + 8(t) telle que

(A*+ £, u* + tZ + t0(t)) soit solution de (I.1l), puis refaire le méme

travail pour £t < 0 .
a

ITT.3 Développement autour d'un point singulier, dans le cas vectoriel

Hypothises et notations

Soit (A*, u*) un point singulier de (I.1l) et S+ Un espace vectoriel.
S [A* GF'(u*)w] est linBaire continue de H:) )
u* '

L'application H : w+w - P
dans lui-méme,
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On suppose que Ker H est un sous~espace vectoriel de dimension 1 ;
on choisit un générateur ¢ de Ker H et un supplémentaire Z de ce noyau.

On suppose dans cette partie que n £ 3 et qu'on a modifié au besoin
f(x,t) lorsque t & [0,|y|,.] pour que l'opérateur F" : L2(Q) -~ L*(Q)
vérifie : 3R> 0 tgq. ¥ (v,w) €L2(Q) , ¥xX€EQN :

[F" (v) (%) - F" (W) (%) | € K|v(x) - w(x)]

Lemme TI1.1

Sous les hypoth®ses précédentes , on a :

Im Hest fermé de codimension 1 dans H; )
ImH= R GF'(u*)¢ )*

et H admet un pseudoinverse Q:Im H -~ Z lin&aire continu

pour la topologie de Hé ).

Théonéme 111.2

Sous les hypothéses précédentes et si de plus (F(u*), ¢) #0
il existen > 0 et une multiapplication '

0;n)> R x Hé(ﬂ)

s =+ (t(s), z(s)) z(s) €z

telle que (A* + st(s), u* + s ¢ + sz(s)) soit solution de (I.l) ;
deplus T(s) » Oquand s ~ 07 et ||z(s)|| + 0 quand s>0* ;
on a un résultat analogue POUr-n< s < 0

Remargue I117.3

Puisque ¢ € Sy on a :

S

a(P, [GFu*)], ¢) = alGF(u*), ¢) = (F*), 9).
u*

Demonstration du Lemme II1.17

- L'application w + P
dans lui-méme ;

g [A* GF'(u*)wl est compacte lingaire de Hcl) Q)
u*
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On a donc les résultats de l'alternative de Fredholm pour H :

Im H est fermé, codim Im H = dim Ker H = 1 et si Z est un supplé-
mentaire de R

¥feImH 3 uesz tq H(u) = £ ; on pose Q(f) =u
On définit ainsi un pseudoinverse Q :ImH - Z linéaire continu.

L .
- Montrons que Im H = R F' (u*)9)) 2 _ R GF'(u*)d)-, oul2 et L
désignent 1l'orthogonalité pour (.,.) et a(.,.).

soithImH,ayeHé(Q) tg w=y-P, [NGF'()y]

u*
d'ol ¥ h e Su*)a(A'GF"(u") y-y+wh =0

en particulier si h = ¢ on cbtient :

aly - w,0) = a(X® GF'(u*) v,9)

mais y - w € S5, , et ¢ =P, [NGF'(u)¢]

Su"‘

= aly ~w,$) = WF' (U)o , w
= F'@W) y, 9 =FW) o,y - F @) o, w
par conséquent (F'(u*) ¢, w) =0

4
conclusion : ImH € ®F'(u )¢) 2 et lui est &jal car ils ont m&me

codimension.
O

Demonstuation du thionsme T11.2

On utilise la m@&me démarche que pour démontrer le Théoréme II.1l et
le théoréme III.1.

Considérons s > 0, z € Hé(fz) et T ER

1°) Formulation du probléme en termes de point fixe

D'apr@s le paragraphe I.4 par dérivation conique on a :

. h
¥ h e ), p,[GF@*) + hl =u* + 2, [hl+ ||h]| e(]|n]], )
o K Sy 7 TThT]
avec lim e(t,k) = 0 uniformément par rapport 3 k, k restant dans un
0
campact de Hé(&'z)
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Lorsqu'on fait pour F un développement de Taylor avec reste intégral

au voisinage deu on a :

PK[(X‘+ sT) GFu* +s{¢ + 2))] =u* + PS [ h(t,s,2)] +
u*

+ ||h(t,s,2) | |R(b(T,s,2))

avec R(h) =e(||h]|, ﬂ%ﬂ—),

1 )
r(s,z) = F"(u* + ts(d + 2)) (¢ + 2z, ¢ + 2) At &tant le reste inté-

gral du dé%eloppement de Taylor de F.

hit,s,2) =s [ T{GF (u*) + s GF'(u*) (¢ + z) + s2 Gr(s,z)} +

+ M GF'u*){¢p +2) +X sGr(s,z)] =sk (1,8,2).

donc h(t,s,2z) = 0 quand s + 0 uniformément par rapport d (t,2) tg
el <1, |lzll <1 |

h(t,s,z) 1
de plus W{ reste dans un ccmpact de H Q)

lorsque {s| €1, ||l <1, et ||z|| g1

donc R(h(t,s,z)) -~ 0 quand s -+ 0 uniformément par rapport a
(t,2) tg |t] €1 et ||z]] 1.

Ie fait que (A\* + s 7, u* + s ¢ + s z) soit solution de (I.1l)
s'exprime, de fagon équivalente, sous la forme :

H(z) = TR [ GF(u*) + s GF'(u*) (¢+2) + s? Gr (s,z)]
u*
+ Pgq [ sG r(s,z)] + _é-R( h(t,s,z)) ||h(t,s,2)]]
u*

En utilisant le pseudoinverse Q de H, il est possible d'écrire
cette &quation en termes de point fixe ; pour cela il faut que le
membre de droite appartienne & Im H, condition que l'on peut exprimer
plus simplement grace 3 la propriété suivante :

¥k eLi(Q), » (Ps [Gk], F'(u")¢$) = (k,¢)
u*
car ¢ =P, [A* GF'(u*)¢]

Su*
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On cherche donc 3 résoudre le probléme sous la forme suivante :

_ (Ix(t,s,2) [[R(h(1,s,2)), F' (@*)$) + s A*(xls,2),9) -

T = A(s,T,2)
(F(u*) + s F'(u*) (¢ + z) + s’r(s,z), ¢)

i

z = B(s,t,2) = Q [A(s,T,2) Pq [GF(u*) + s GF' (u*) (¢+2) + s® Gr(s,z)] +

u*

Psu* \* s Gr(s,z) + R(h(T,s,z)) []k(f,s,z) 113

Remarques : . Onaura z € 2

. L'hypothése de transversalité (F(u*),$) # 0 permet
d'affirmer que pour s voisin de 0, le dénaminateur de A est non nul.

2°) Propriétés des applications A et B

Considérons 1'espace R x Hé(ﬂ‘) muni de la norme || (t,2)|]| = max(|t|,]|]z|])

On montre que :

a) L'application (t,z) -+ (aA(s,T,2), B(s,t,z}) est campacte de
R x Hé(Q) dans lui-méme et ceci pour tout s > 0

b) A(s,T, z) + 0 uniformément par rapport i (t,2) t.q. |[(T, z)H
s -+ 0ot

¢) An">0 t.g.si0O<s<n' ¥r,2 t.g. H('r z)|] € 1onait :

~ |ats,t,2)| €1 et ||B(s,T,2)|] <1

On peut alors conclure 3 l'existence du développement en appligquant
le Théoréme du point fixe de Schauder.

3°) Démontrons le résultat a)

Soit (tp, z ) unesultedetRxH (Q) telle que H(T , z)[] 1 ¥peENM.

Puisque n < 3, on sait que H1 Q) < L () injection continue
< L (Q) injection compacte
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donc on peut extraire une sous-suite de (Tp,Zp) encore notée (Tp,zp)'
telle que : il existe T €R tg Tp > T
il existe M >0 tg ¥ izp]6<M

et il existe z € HL(R) tg 2, >z dans tA@).

On veut montrer que (A(s,tp,zp) ’ B(s,Tp,.zp)) converge vers
(a(s,T,2), B(s,T,2)) dans R X Hé(Q) lorsque p + + @.

Montrons la partie la plus délicate, la convergence de r(s,zp)
vers r(s,z) dans L*(Q)

C désignant au cours de la démonstration des constantes diverses,

ona :

1 f
2" " * .
o(l-t) dt JQ[F (u'+ sth + stzy) (p+z,) % -

- F" (u*+ st + stz) (¢+2) 212 ax

I2(s,3) - ris,2) |2 <c |
rr%) ’ 2\ J

1
LcC Jo(l-t) 2 3t J{Q[F" (u*+ std+ st zp)' -

- " (0*+ std + stz) 1% (¢ + zp)'4 ax

1
+ C J (1-t) % at J F" (u*+ sto +stz) 2[ (b + zp)4
0 Q

- 0+ 20 1ax
Soit € >0

J [F" (u*+ std + stz)) - F"(u'+ std + stz) 1% (¢ + 79)4 dx
Y]

\<031+J c\¢+zp-)4dxscé'+c(J 1)3
|z, - 2] 2 |z, - 2z] >e
or Zzp > z dans L4(Q) donc en mesure

e

f '
a'oad p, tg ¥ p Iy, Ve tg 0§ t < 1| [F"(u'+ sth + stz,) -

Q
- F"(0'+ std + stz) 1% (9 + Zp)4 dx < C sz
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d'autre part F"(u* + std + stz) € LOO(Q) et zp + z dans L"*(Q)
donc JQ F"(u* + st + stz) [ (¢+ Zp)2 = (¢ + z)?] + 0 uniformément par
rapport a t

ceci permet donc de prouver que r(s,zp) + r(s,z) dans L% (Q) lorsque pr»

La convergence des autres termes intervenant dans A(s. /T o’ Zp) et
B(s, 'L'p, Zp) est plus simple & dé&montrer.

Pour démontrer les points b) et c¢) on utilise le fait que
R (h(r,s,2)) - 0 quand s - 0 uniformément par rapport a (7,z),
[Tl <1 |lz|]] €1 et que k(T,5,2) et r(s,z) sont bornés dans les

mémes conditions.






-ANNEXE-

VALIDITE ET INTERPRETATION DE LA CONDITION (8) :
inf {a(w,w) = A(F'(u)w,w) / we Su-Su, |w| =1+ >0

Soit (A,u) une solution de 1'I.V. :

(1) a(u ,v-u) > a(F(u) , v-u)
YveK;uekK

les notations et hypothéses sont celles utilisées dans tout le chapitre.

On a vu que la condition (8) permettait de démontrer 1'existence d'un déve-
loppement local dans le cas général. Il est intéressant d'analyser cette
conditon (8) :

vy = inf falw,w) - A(F'(u)w,w) / we Su-Su, [w| =11 > 0

et de voir ol elle est vérifiée.

Rappelons que pour une équation (ou une branche équation d'une I.V.),
V1 est la valeur propre fondamentale du probléme linéarisé :

(2) Aw - AF'(u)w = ww dans @
w=10 sur e

Dans le cas d'une inéquation, on peut estimer facilement vy au moins

dans deux cas :

. au point de transition car Su-Su = Hg(ﬂ) » vy est encore la valeur

propre fondamentale du linéarisé (2)

. en un point de 1a branche inéquation, avec des hypothéses pour que
Su={we Hé / w=0q.p sur {u= ¥} (en particulier avec de la régu-
larit@ sur 3{u = ¥}) : vy est alors la valeur propre fondamentale
du 1inéarisé dans le complémentaire de 1'ensemble de coincidence.

On va estimer V1 dans ce dernier cas, analytiquement en dimension 1,
numériquement en dimension > 1, pour certaines classes de problémes.




I. Etude analytique en dimension 1

On prend A = -4, o= 1-1,1[ , ¥ zba >0, f:R+R croissante,
f(0) >0 et f'(t) >m > 0 pour t > 0.

L'équation - u" = af(u) , u(-1) = u(1) = 0 admet le diagramme de bi-
furcation suivant :

u(0)A -
si on pose u(0) = a

on a la représentation
paramétrique suivante,
avec a € [0,=[ et

0
U
> A
1
/ 2\ = = dt (en particulier » + O
Y/ Fla) 1 - Flat) lorsque a + =)
0 Fla)

Le fait que A soit borné et |u|_ non borné est conséquence de résultats
généraux pour des non-linéaritéspositives, croissantes, convexes ([37],
[38], [72]).



Considérons maintenant le probléme d'obstacle, dont les solutions

symétriques & frontiére libre non triviale vérifient :

u(x) =0 0 <x<r, u(0) A
u(r.) = a
(3) u'{r) =0
¢ a
u" + af(u) =0 re< x <1
u(1) = 0 1
]
1
1
|
|
H
-1 re re 1
Le diagramme de bifurcation a 1'allure suivante :
N
re ‘
u(0)
A
e —
En posant x = (1-rc) ytr. s ye (0,1) et u(x) = v(y)

v est solution de

v(0) = a
(4) v'(0) =0
v(1) =0



donc v est la solution de 1'équation pour » = ———— et on a 1'expres-

sion explicite de res

o= H O LD\ (rr ) ) et

v ;o w2 =11

i
—
o }
_h
ey
=
£

[}
>
_.*)
[
=
=
~
=
(O]
<<

et i1 est clair que cet infimum est atteint pour une fonction paire (ou
impaire, au choix) =

vo=Anf (w'w') - A (uwew) /owe Hi(r 1) 5 fwl® = 11

et en posant ¢(y) = w(rcﬂ+ (T-r y) = w(x) :

1 1

1 ¢'?(y)dy - x[ fiiv) ¢2 (y) (1-rc)dy /

-r
01C 0

v = inf {J
1 . - =
o e H(0,1) 5 (1-r ) I¢2(y)dy 13

A
=inf /2 (¢',4') -/ Agh o (F1(v)ese) / 6 € HI(0,1) 5 /-7§ lo]2= 13
=
a

)\a L
On pose w(y) = (Tf) v oo (y)
v= A inf { (v',v') - Ay (Fr{v)v,¥) / v e H(‘)(O,'T)\; fol2 =11
)\. .
a

Si on appelle ¥ Tla fonctionv complétée par imparité, v est aussi
1'inf sur les § € Hé(—1,1) vérifiant ¥ (0) =0, |¥] =1, espace plus
petit que 1'ensemble des ¥ ol la condition § (0) = 0 est remplacée ($,¢]) =0
ou ¢ est Ta valeur propre fondamentale du probléme linéarisé de (4), donc
v Loanf (L) - A (BB F e HI-1,1) 5 (B,0)=0,]8] =Ths b,

A A
a a



o u, est la deuxiéme valeur propre du probléme :

- W - Xaf‘(v)w = uw

w(-1) = w(1) =0
Supposons que la branche de 1'équation associée & (1) se retourne au plus une
fois; on sait alors ([38][67]) que u, est > O (argument déja utilisé dans la
premiérepartie de ce chapitre), donc la condition (8) est vérifiée sur
toute Ta branche inéquation, sauf au poiht de transition ol v = yu, (avec
Tes -notations ci-dessus , Su-Su = Hé(-],l)) et u, est <0 si le point de
transition se trouve aprés le retournement. On notera que la branche iné-

quation ne se retourne jamais (cf. 1'expression de rc).

II. Etude numérique dans un cas particulier en dimension n (n = 1,2,3)

On prend A = - 4,2 la boule unité de R" , ¥ =a >0, f(t) = et ;

les solutions symétriques du probléme d'obstacle vérifient :

< <
rc r 1

qui a été résolu par une méthode de "tir" (cf. Chapitre IV, &tude numérique
du § VII , i1 s'agit du méme probléme).

Pour chaque (A,rc,u) ,‘rc > 0, on a calculé numériquement 1a valeur
propre fondamentale du linéarisé :

(6) Wit D%l' w' o+ ret w o= uw

w(rc) =w(1) =0

Les résultats apparaissent sur Tes figures jointes.

. On vérifie que pour n = 1, vq est toujours > 0 et Tinéaire selon A ;
la branche inéquation ne se retourne jamais .

. Pourn>1, vy est > 0 si 1'obstacle est situé en-dessous du
premier point de retournement, la branche inéquation ne se retourne
pas. _

Dans le cas contraire, cette branche se retourne au moins une fois,



Yy n'est > 0 qu'aprés le dernier retournement .
. Pourn>1, vy est > 0 dans tous les cas pour x assez grand et
sembleasymptotiquement linéaire en a.

On peut schématiser ces r&sultats de la maniére suivante :

u A u A

On voit que vy change de signe au passage de certains points de re-
tournement dans cet exemple. (§) peut donc étre interprétée jci comme une
condition de stabilité.
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ETUDE LOCALE DES BRANCHES DE SOLUTIONS
DANS UN PROBLEME D'OBSTACLE

TROISIEME PARTIE

UNE APPROCHE PAR LE DEGRE TOPOLOGIQUE
( AVEC B. NICOLAENKO ) (*)

Résumé :  On reprend le probléme de valeurs propres non linéaires,
relatif a une inéquation variationnelle (I.V.), associée i un probléme
d'obstacle. Aprés avoir introduit dans la premiére partie les outils pour
une étude locale des branches et donné dans la deuxiéme- partie des résultats
locaux par point fixe, on attaque ici ce probléme au moyen de 1a théorie
du degré topologique. Par application de résultats abstraits de [73], on
démontre 1'existence de composantesconnexes de solutions, qu‘on précise un
peu. Les hypothéses sont essentiellement les mémes que dans la deuxiéme
partie et on examinera successivement le cas de (certains) points réguliers,
en particulier de certains points de transition, puis le cas de points

singuliers, dans le cadre "linéaire" (cf. deuxiéme partie).

() Travail réalisé lors d'un séjour au Los Alamos National Laboratory,
Los Alamos, New-Mexico, 87545 .



I. INTRODUCTION

Les notations sont celles de la deuxidme partie.
On considére le probléme d'obstacle suivant, avec » > 0 :

alu,v-u) > a(F(u), v-u)
uekKi; ¥Yvek

(I.1)

avec K = { we Hé(ﬂ) / W< ¥ p.p. sur al ;

v e L%(q) n H(g) est.> 0 sur @ , quasi-continue. [3] ;
a est la forme bilinéaire continue, coercive,symétrique sur Hé(ﬂ) :

n
alu,v) = a;:{x) —=— =~ dx

i,j=1
les a5 étant régulierset aij(x) = a.. (x).

F : R+ R(*) est positive, croissante, réguliére et F(0) # O.

On désigne par G 1'opérateur de Green associé a a :

alGu,v) = (u,v) Y u,ve Hé(g) , et par Pk Ta a-projection sur le
convexe fermé K [66]. Avec ces notations le probléme (I.1) équivaut a :

(I.2) wu-= ﬁ<[A<?F(u)]

Si (xo,uo) est une solution de (I.1) on pose

Ku = {we HJ(Q) / w <0 g.p.sur {u, = v} pour des représentants

0. . L . - -
Ugs Ws choisis quasi-continus ; Ku est 1'adhérence dans HS(Q) fort du

i < . 0 < .
cone des déplacements admissibles dans K & partir de Uy

- 3 L. s 3
Soit tug Aoc?F(uo)} {w e Ho(ﬂ) / a(uo,w) AO(F(uo),w)}

. - T - 1
on pose : Suo Kuo N tug xo<;F(uO)} .

(*) pour simplifier ; on peut évidemment prendre pour F un opérateur de
Nemytskii associé a une fonction f : @ x R ~ IR, vérifiant les hypothéses
introduites dans la deuxiéme partie.

On supposera aussi que F a été modifiée hors de [O,!wlmj pour que

F,F',F" soient bornées sur R.



II. EXISTENCE DE BRANCHES EN CERTAINS POINTS REGULIERS

On suppose dans toute la suite que n < 4.
Soit (uo,xo) une solution, pour le moment quelconque, de (I.1).

On pose u = uy +sz, =i *+tsavecseR, ze Hé(a) et

[(Xo+s) GF(u0+sz)]

A(s,z) = u - ﬂ<[XGF(u)] =u, t+ sz -l?

On veut résoudre :
(I1.1) #A(s,z) = 0 sachant que #£(0,z)

=u, - ﬁ<[xOGF(uo)] =0
Donc (II.1) équivaut, pour s # 0 &

(11.2) 1 [#(s,2) - £(0,2)] = 0

Lemme II.1 : s € R + A(s,z) ¢ Hé(n) est dérivable & droite en's = 0 et :
d’ |
L [#s,2)] = z- P Dy 6F(uy)z + 6F(u)]
ds s=0 u :
0
Preuwve : Pour n < 4, 1'application s e R~ F(u0+ sz) € L2 (q) est

dérivable. I1 suffit alors d'appliquer le résultat de dérivation composée
de [49]. Sous une forme similaire, ce résultat est donné aussi dans
1'introduction de 1a deuxiéme partie. Rappelons aussi [66] que cette dif-
férentiation @ droite est uniforme Torsque z reste dans un borné de Hé(n),
et qu'on a bien &videmment un résultat analogue & gauche. o

Avec les notations du lemme, (II.1) <> (II1.2) « (pour s # 0)

1 (#A(s,z) - £(0,2)] - d #A(s,z) = - d’ #(s,z) i.e

s ’ ’ ds >%7s=0 ds >2%ls=0
(I1.3) -% [ ug +sz - Py [(xo+s)<;F(uo+sz)] L ﬁ<[xo<?F(uO)]]
-z+ Psu [AgGF'lu)z +GFu )] = -z + PSu [, aF'luz +¢Flu)] &

0] 0



P [gts) GFlutsz)] - P [AGF(u )] - PO [a GF'(ujdz + GF(u )]

S u0

(I1.3)

=z- P [AOGF'h%)Z+ G Fluy)]

u
0

Rappelons le résultat suivant, démontré dans la deuxiéme partie :

Lemme II.2 :  On suppose(dans tout ce 8§I) que, en (uo,xo) solution

de (I.1) Ta condition suivante est satisfaite( avec F'(u,) > 0):

0

(8) inf (alww) e o5 ,» w0 > A (%)

(F* (ug)w,w) Y Yp 0

Alors 1'opérateur z - z - P, [xo<?F‘(uO)z + h] de Hé(g) dans
u
0

lui-méme est inversible pour tout h e Hé(n) et son inverse est lipschitzien.

Notons alors T 1'inverse de 1'opérateur z - z - Pg [xot?F'(uo)z+<?F(uO)] 5

u 0 .

en appliquant T aux deux membres de (II.3) on obtient la formulation
équivalente :

K [xd?F(uo)] - PSu

0

P (a_+s) GF(u +sz) -P
(11.4) z=T[K 0 0

[A&F'Ub)z+ GFWOH]

S

Pour s = 0, Te terme de droite de (II.4) vaut, d'aprés le lemme (II.1),
T(0) = z_ qui est par définition la solution unique (cf. deuxiéme partie)
de :

z, = PSu [xot?F (uo) z, + <?F(u0)] : c'est la direction conique
0

a droi
i droite en (uo,xo)

On va poser par conséquent z = z_ + ¢ avec ¢ € HS(Q) et (II.4) pour
s # 0 est équivalent a

(*) Ou encore inf {a(w,w) - Ay (F'(u)w,w)/ we€S -S ,llwl|=1}>0.
0 0 Ug  “Up



(II.5) ¢ = - T(0)

; [PK[(Xo+s)GF(u0+sz++s¢)-ﬁ<[AOGF(uQ)}-%UJD~OGF'(uo)(z++¢)+GF(uo)l
- |

On définit enfin :
o(s,0) _ 3 second membre de (II.5) pour s > O

0 pour s =0

donc pour u = u + sz +se , A = Ag TS s (I.1) équivaut & (II.5) :
o = o(s,0)

Lemme IT.3 : Sous 1'hypothése (8) du lemme (II.2), 1'opérateur non
Tingaire ¢ : R_ x Hé(n) > Hs(a) est compact.

Prewve :  soit une famille (s,¢) dans un borné de R, x Hé(n).
Aprés é&ventuellement une extraction on a S, S dans R_ , o >0 dans
L2(Q) fort d'ol en particulier SpZy * S, ¢~ sz, + s¢ dans L#(q) fort et
F(u0+snz+ + sn¢n) > F(u0 + sz + s¢) car t » F(t) &tant réguliére et bornée

définit un opérateur de Nemytskii continu de L%(q) fort dans lui-méme.

De méme F'(uo) oy F'(uo) o dans L2(g) car F'(uo)ts L®(a).
En composant avec 1'opérateur ¢ , les convergences ont lieu dans Hé(ﬂ) et
comme q<, Ps et T sont continus,on obtient, pour s # 0, 1a convergence
u
0

de Q(Snf¢n) vers o(s,y) dans Hé(g).

Lorsque Sy * S = 0, onutilise le fait, déja noté dans la preuve du
Temme (II.1), que la différentiation conique du projecteur R est uniforme
pour toute d1fect1on x, GF (uo)z+ *AGF (u0)¢n +GF(u,) Torsque ¢, reste
dans un borné de Hé(n) (1a direction restant, grdce a la régularité deg,
dans un compact de Hg(ﬂ)). On obtient dans ce cas ¢(sn,¢n) + 0 =29(0,0)

ce qui prouve que o(s,¢) est relativement compact pour (s,¢) dans un borné.

Pour la continuité, on part directement d'une suite (sn,¢n) conver-
gente dans R_ x Hé(ﬂ), donc dans L*(®) et on raisonne exactement de la
méme maniére. ™



Lemme II.4 : Ou bien on a localement 3 droite (s > 0) une branche
affine de solutions de (I.1) passant par (ud, xo), ou bien, dans tout
intervalle [0, s*] i1 existe s > 0 tel que o(s, 0) # O.

Preuve : Supposons qu'il existe s* > 0 tel que :

o(s, 0) =0 Yse [0, s¥]

Alors, pour s # 0, d'aprés (II.5) :

‘ O+sz+)] - PK [xdGF(ué)]

T(0) =

. [PK [(x,*s) GF(u
s
- P [(aGF'lu )z, + GF(uo)]]

Yo

d'ol en appliquant T™! et la définition de z, ¢

. PK [(X0+s) GF(u0+sz+)] - U,

S

'Z+ -

= *
Uy + sz, Py [(AO+S) GF(u0+sz+)] donc on a, pour 0 < s < s* une

branche de solutions de 1a forme : A = AO +s 3 u-= uO + sz, 0O

Remarque :  On peut effectivement se trouver en présence d'une branche
affine comme Te montre 1'exemple suivant :
Q = ]'13-‘[ 3 A=-4 s F(t) = ] s ‘U(X) =1+ |X|

Pour A < 2 la solution est u(x) =~% (1-x2).
Tout point (uO,A ) de la branche équation (rx < 2) vérifie la condition

0

de stabilité et est le point de départ d'une branche affine, & savoir
A

= i - 2 = 0 - 2 {

u=u +z(1-x*) avec u, =— (1-x2) , A j+s<2!

On peut donner un exemple moins trivial en prenant le point de transi-

tion A =2 , wu/(x)=1-x* ; pour 2 <1 <4 Tasolution de 1'I.V.

est :



u(x) = - %— X~ o+ C% - 1) x + 1 pour 0 <x <1

+ s(x - x?) = u, * sz, avec X = 2+s < 4

qui est une branche localement affine issue de (A ,uo).

 u( x)

Pour 2 < » < 4 1'ensemble de coincidence est {0}et on a une branche
Tocalement affine en toute solution (u,A) avec 2< A<4 .

in

Revenons a 1'équation ¢= 9(s,¢). On a ¢(0,¢)

0 et en particulier
(0,0) est solution de (II.5).

Lerme II.5 : On se place dans le cas ol i1 n'y a pas de branche loca-
lement affine passant par (uo,xo). '

Alors ¥ e> 0, ¥n> 0

i1 existe (s,¢) € (I_ x Bnln & oi

x By = {(s,0) eR_x Hé(ﬂ) / 0<s<e; ||o] <nlet

I
€
F = {(s,¢)elR+ch‘)(sz)/¢ =0(s,0) , S#0, ¢ #01

Preuve : On raisonne par 1'absurde. Si la proposition &tait fausse,

e >0, ng > 0 tels que 4 (s,9) e I_ x B, X F

€
0 0
toute solution (s,¢) € IE X Bn avec s # 0 est nécessairement de la forme
(s #0, ¢ =0). 0 0

. En particulier,



. .

Donc si s € ]0, ?3 ] » 11 n'existe pas de ¢ sur la sphére aBn /9
, 0

tel que ¢ - o(s,¢) = 0. Le degré, deg (I - o(s,.) , Bn , 0) est ainsi

. P € Q/2
parfaitement défini pour tout s ¢ [0, 7%] et est invariant par homotopie.

Soit s, e 0, E?Q] tel que ¢ (s,, 0) # 0 (cf. Temme II.4)

Alors ¢ - @ (s,,0) #0 Voe B e d'aprés 1'hypothése d'absurdité.
_ 0

Donc deg (I - #(s,.), B ,
g No/2
deg (I - o(s ,.) , B. ,0) =0
' ' "o0/2

Mais on a aussi deg (I - ¢ (s,.) , B, , 0) =
o/2

deg (I - ¢(0,.) , B, p 0) = deg (I, B, /2’ 0) =1
0 0

d'od une contradiction. )

Remarque : Le lemme II.5 implique, dans le cas non localement affine,
que (0,0) est point d'accumulation d'une suite (Si’¢1) telle que

Si > 03 ¢i # Oa et ¢1 = @(Si’¢i)'

Proposition II.1 : - Si la condition (8) est satisfaite, i1 existe une compo-
sante connexe ¢’ de solutions (u,A) de (I.1) contenant (u .2 ) , pour A 2 X
non bornée dans R_ X Hs(ﬂ) telle que :

, . i
si (ki,ui) e ¢ vérifie At A alors

i N . . «
22 . z_ od z, est 1'unique solution de :

alz_, h -z,) 2 A (F'luz, , h=2z)+ (Flu) , h-z)

Ce résultat justifie entre autres 1'introduction des points réguliers
et des directions coniques qui avait &té faite dans la premiére partie.
On notera que z, est obtenu ici comme limite forte de -§§_§—§o dans Hé(n)‘
et non pas seulement faible comme dans la premiere partié. 0



Preuwve de la proposition II.1 : D'aprés le lemme II.5 Ta composante

de solutions de (II.5) contenant (0,0) est non vide. On sait alors, ¢
étant compact continu, qu'elle est automatiquement non bornée dans

u. - u ~
1 3 > ——._--_-——.I Q = .
R, x Hy(2) [73]. Si s, + 0 , ona¢,~ 0 donc T, os+tz, > z, @
Remarque 1 :  Sous la condition (8) on a évidemment aussi existence

d'une composante ¢ de solutions (u,*) de (I.1) contenant (uo,xo), pour

» < A, » non bornée dans IR_ x H (@) telle que : )
U, - u
si (A;,u;) 6 ¢ vérifie a, + x»_ alors % . 2 od
i*7 ~ i 0 N
i o)

z_ est 1'unique solution de

{ alz_ s h=z )22 (Fludz s h=-2z)+ (Flu),h-z)

Vhe-S 5 z_€-3S
: Yo Yo

Remarque 2 : Lorsque § = est un espace vectoriel, la condition (8)
peut étre relaxée. I1 suffit ° que (uo,xo) soit un point régulier. On obtient

- F
dans ce cas deux composantes C , C se rencontrant en (uo,xo),et z. =2z,

ITI. COMPORTEMENT EN CERTAINS POINTS SINGULIERS

Soit (xo,uo) une solution de (I.1), singuliére (cf. premiére partie).
On suppose que Su est un espace vectoriel (cf. deuxiéme partie pour des

o .
conditions assurant la linéarité de Su ) et que le noyau N de
0
I - PS [AOGF‘(uO).] est de dimension 1.
u
0
Lemme II1.1 : R=1  [I-P_ [xGF'(u)).]] est fermé, de codi-
u
0

mension 1 et en fait, avec N' = R zy , z, fixé dans N

‘R = {we HS(Q) / (F'(uo)zN,w) = 0}
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Prewve : cf. deuxiéme partie o

On suppose en outre vérifiée la condition de transversalité :

(B) P U;F(uo)] ¢ R ce qui se traduit de la facon suivante:

0 F(uo) > Zy
a(GF'(uo)zN . Py [GF(UO)])= (F'(uo)zN > P R?F(uo)] ) = (————7————~) # 0

u
0 u0 0

(cf. preuve du lemme III.1 dans la deuxiéme partie).

Soit W un supplémentaire(orthogonal pour le produit scalaire af.,.)
pour fixer les idées) de N'dans Hé(ﬂ).

On pose :
= + +
u o= ug s(zN w) , zZy € N> we W
A= ko +s 68 ;686 eR,s2>0

Avec ces notations on veut résoudre (I.1) sous la forme :

(III.?) A(s,8,w) = u + s(zytw) - PK[(AO+56X?F(UO+SZN+SW)] =0

ou encore :

(ITI.1)  A(s,s,w) = s(zN+w) - ﬂQ[(xo+Ss)GF(uo+szN+sw)] + PK[AOGF(UO)] =0

Lemme ITI.2 :

. PK[(AO+56)GF(uo+szN+sw)] - P
im
s+0, s

)
KLAOGF(UO)]

=6 P [GF(u )] + a_P [GF‘(uo)(zN+w)] et
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Preyve :  Pour la premiére formule, on utilise encore la composition
des dérivées [49] comme dans le lemme II.1, ou bien les préliminaires

de 1a deuxiéme partie avec, en plus, dans ce cas, la linéarité de Ps
u

La deuxidme formule s'en déduit immédiatement O 0
Pour s >0, (III.7) est alors équivalent & :
(I11.2) -1 Als,ow) + d’ [A(s,8,wW)] = + d+[¢£(s §,w)]
. S ) a‘§ 20y <=0 'dg 90 S=f)->
Zy W Ay P {GF'(uO)(zN+w)] - 8P [GF(uO)]
u u
0 0
- -
= 3 [PK [(x *s8) GFlu tszytsw)] P [rg GFlu)]]
- A P [GF'(uO)(zN+w)] - 8P [GF(u )]
u Sy
0
et en utilisant le fait que zy ¢ N, (I11.2) &
WA PSu [GF‘(uO)w] - 8 PSu [GF(uo)] =
0 o
1
(I11.3) 3 [PK [[(xo+ss) GF(u0+szN+sw)] K [AOGF(uo)]]]
Sl PSu [GF (uo)(zN+w)] - sPSu [GF(uO)}
0 . 0
Lemme III.3 : L'opérateur (s,w) € R x W ~
W= A PSu [GF'(uo)w] - 5Psu [GF(uO)] € Hé(n) admet un inverse
0 0
continu.
Prewve :  Soit & résoudre w - Psu [GF'(uo)w] - GPSU[GF(UO)] =f,



..']'2_

suo 0
(F'luydzy » 8P [GF(u,)] +f) = s(F'ludzy s P [GFu )] )
Yo Yo
(F'(uo)zN , )
+ (F'(u )ZN , f) = 0 - 8= A
o (F(uo)”, zN)

qui est défini grace a la condition de transversalité (B). On a projeté
~en fait 1'équation sur F‘(uo) zy 1.e 1'orthogonal de X .

Ensuite, en projetant 1'équation sur R on obtient :

W= PS [GF‘(uo)w] = f + sPs [GF(uO)] .
Uy uot

IT existe, par le pseudo-inverse X -~ W une unique solution w & cette
équation, dépendant continlment du second membre . .0

Soit T 1'inverse défini par le lemme III.3. En appliquant T aux deux

-

membres de (III.3) on a la formulation équivalente & (III.1)

(III1.4) (s,w) =T [%-(ﬁ([(xo+ss) GF(uo+szN+sw)] - ﬂC[AO GF(uo)])

- A_ P [GF‘(uO)(zN+w)] - 8P [GF(UO)]] =

Yo Yo

C(II1.4)  (s,w) = o(s,s,w)

oU on a posé :

second membre de (III.4) si s >0

I
1im o(s,s,w) = T(0) = 0)
SY0,

o(s,8,w) =
O pour s =0 (

On est donc ramené a chercher les solutions de I - ¢(s,.,.) ou I
est 1'identité de R x Hé(ﬂ) dans lui-méme.
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Lemme III.4 : e R, xRXx HS(Q) ~ R x Hé(Q) est une application
non linéaire compacte.

Prewve : Exactement semblable & celle du lemme (II.3) en prenant
(s, 56..W ) » (s,6,w) avec s # 0 ous =0 0
n"n" n

Lemme ITI.5 : Ou bien (I.1) admet une branche de solutions localement
*
verticale pour s ¢ [0,s ] (i.e a = A,) ou bien, dans tout intervalle [0,s*]
il existe s> 0 tel que ¢(s,0,0) # 0.

Preuve : si ¢ (s,0,0) =0 sur [0,s*] , alors
(0,0) = ¢(s,0,0) = d'aprés (III.4) :
_ 1 _
zZy = ;— [PK (% GF(u0+szN)] Uy ] -

u, * szy = PK [ A GF(uo+szN) ]

donc on a une branche de solutions de la forme :

A=A 3 = + < < g%
o > u=u  +sz avec 0<s =<s O
Remarque : On ne sait pas si la situation de branche verticale est

effectivement possible.

Revenons & 1'équation (III.4) : (s,w) = o(s,s,w).
Par construction, ¢(0,s,w) = 0 et en particulier (0,0,0) est une
solution de (III.4).

Lemme ITI.6 : On se place dans le cas ol il n'y a pas de branche
localement verticale passant par (uo,xo). Alors ¥ e >0, ¥ y>0, ¥ n>0
il existe (s,s,w) € I: X JY X Bn Nn G ol

+
I€ x J X Bn = {s,8,w/0< s <ej;-vy<é8 <vyj3 llwl< ni

v
et 8 = {s,s,w/ (s,w) = o(s,s,w) avec s # 0 et (s,w) # (0,0)}

Preuve : Supposant la proposition fausse, on aurait :

3 e >0 Iy >0

+
o , o , 3 n, > 0 tels que A(s,8,w) €I

€
0

X JY X Bn n G.

En particulier, toute solution (s,s,w) € I: xJ_ xB

>
. v q S 0 est
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nécessairement de la forme (s # 0, s =0, w = 0). Alors, pour tout
s ¢ 10, 50/2] i1 n'existe pas de (s,w) € BQJYO/Z X Bno/z) tel que

(s,w) = o(s,s,w) car sinon on aurait ¢ =0, w=201!

Donc le degré deg(I - o(s,.,.) , B”o/z X JYo/z , 0) est défini

Y¥se ]0, 50/2] et est invariant par homotopie.

Soit s, tel que ¢ (s,,0,0) # O (cf. lemme III.5).

Alors (s,w) - o(s,,6,w) #0 V¥ (s,w) ¢ JYo/z X BnO/Z sinon on aurait
., #0 , (s,w) # (0,0) avec

+ . .

de nouveau une solution du type s

Donc deg(I - ¢ (s,..) , JY 2 X B s 0) =
0 0
deg(l - ¢ (s;5..)5 Jdy ,» x By 5 » 0) =0
0 0
Mais on a aussi deg(I - o(s,..) |, JYO/Z X Bno/z , 0)
= deg(I - ¢(0,..) , JYo/Z X B”O/Z , 0) =1
d'ol la contradiction . o
Remarque 1 : On'a évidemment un résultat analogue en remplagant
I: par I; = {s/-e< 5<0}

Remarque 2 : Le lemme III.6 implique alors que (0,0,0) est point
d'accumulation d'une suite

D F (0,00 et (5am) = ols.,6, ;)

(s j

52655Ws) telle que s; >0, (65w
(avec un résultat analogue pour i < ).

" Proposition III.1 : Soit (u_,x_) une solution de (I.1) telle que

0’"o
(uo,xo) soit singulier, Su un espace vectoriel et
0
dim N[ - A Psu G F (uo)] = 1,
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avec la condition de transversalité (G). Alors il existe deux composantes

. . + - -
econnexes de solutions de (I.1) issues de (ud,xo), ¢ et (¢ , non bornées

dans R x Hg(g), telles que cn¢ = (uo,xo), de la forme :
o= A 88, s> 0sur ¢t ,s< 0sur ¢
U= u ot szy + sw avec zy € N ,a(w,zN) = 0

et (61,w1) +~ (0,0) Torsque s;> 0

Preuve : Identique & la proposition II.1 w]
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