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Introduction

Nous étudions dans le présent mémoire deux aspects bien distincts des variétés toriques
completes. Le premier est de nature purement géométrique : nous étudions le cone de Mori
des variétés toriques Q-factorielles completes (non nécessairement projectives) sur le corps
C des nombres complexes. Le second est de nature arithmétique : nous donnons un critere
d’existence de points rationnels dans des hypersurfaces de telles variétés, sur des corps quasi
algébriquement clos (appelés aussi corps C1).

Notons que la question de départ, suggérée par Marc Perret, était la question arithmé-
tique. Ce n’est que tardivement que les outils combinatoires développés pour y répondre ont
révélé leurs possibles applications a 1’étude des questions de nature purement géométrique
présentées ici.

Commencons par introduire I'aspect arithmétique. Un des problemes les plus intéressants
de la théorie des nombres est la recherche de solutions d’équations diophantiennes. Il s’agit
idéalement d’étudier aussi précisément que possible ’ensemble des points rationnels sur le
corps Q de variétés algébriques définies sur Q. Ce probleme est en général d’une extréme
complexité. En effet, si le cas des courbes coniques est bien connu depuis Ostrowski, celui
des courbes elliptiques (les cubiques planes lisses possédant au moins un point rationnel)
mene a la conjecture de Birch et Swinerton-Dyer, I'un des sept “problemes du millénaire” !

Parmi les stratégies permettant d’avancer vers la résolution de tels probléemes on peut en
distinguer deux particulieres. La premiere consiste a considérer des variétés particulierement
commodes a étudier et la seconde a chercher les points rationnels sur des corps arithméti-
quement simples. Nous combinons ces deux stratégies en cherchant des points rationnels
dans des variétés relativement simples a appréhender puisqu’on choisit des hypersurfaces
de variétés toriques (définies par une équation en coordonnées homogenes), sur des corps
possédant relativement souvent des points rationnels : les corps quasi algébriquement clos.
En outre nous ne traitons ici que la question de l'existence de points rationnels et ne
considérons en aucun cas les propriétés de leur ensemble, ce qui simplifie encore davan-
tage le probleme.

Le choix du cadre est motivé par des résultats récents montrant que sur certains corps
quasi algébriquement clos, toute variété propre, lisse et rationnellement connexe possede
un point rationnel. Il s’agit de théoremes d’Hélene Esnault pour le cas des corps finis
(voir larticle original [Esn03] ou l'exposé d’Antoine Chambert-Loir au séminaire Bourbaki
[CL04]) et de Graber, Harris et Starr pour le cas des corps de fonctions d’une courbe sur
un corps algébriquement clos (voir l'article original [TGS03] ou I'exposé d’Olivier Debarre
au séminaire Bourbaki [Deb02].)
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La question de la généralisation de ces résultats a tout corps quasi algébriquement clos
(question 3.1.8 dans le chapitre 3 du présent mémoire) “fait partie du folklore” comme le
dit Olivier Wittenberg ([Wit10], Question 1.12 page 69) et c’est dans cette idée que notre
cadre d’étude initial a été choisi.

En effet les exemples les plus simples de variétés rationnellement connexes sont les hy-
persurfaces lisses de degré d < n+1 dans I'espace projectif P". Ces variétés ont effectivement
des points rationnels sur tout corps C (par définition de corps Cy!)

La notion de petit degré associée a la définition des corps C; se généralise aisément a
I'espace projectif pondéré P(aq, ..., a,). Le théoréme 6.7 de [Kol96] montre que les hyper-
surfaces de degré pondéré d < ag + - - - + a, possedent un point rationnel sur tout corps C
(qui satisfont une hypotheése supplémentaire toujours vérifiée en pratique).

Un exemple de telle hypersurface est donné par le revétement de degré d’ divisant d de
P™ non ramifié hors d’une hypersurface lisse de degré d < n + d'. Cette variété peut étre

7 (avec n un) et
I'inégalité reliant d a n et d' correspond alors exactement a la condition de “petit degré
pondéré”. Cette méme condition assure, dans ce cas aussi, la connexité rationnelle de la
variété, un argument de plus dans le sens d'une réponse positive a la question 3.1.8.

La variété Y suivante constitue un troisitme exemple de variété rationnellement connexe
caractérisée par une inégalité de type “petit degré” :

Soit Y une hypersurface de degré d de P", contenant avec multiplicité pu un sous-espace
linéaire L de dimension k. Soit Y la transformée stricte de Y dans 'éclatement de P le long
de L. Alors Y est un fibré en hypersurfaces de degré d — y dans P*+!, paramétrées par P,
Puisqu’un fibré en variétés rationnellement connexes a base rationnellement connexe reste
rationnellement connexe, Y lest donc si elle est lisse, et si chaque fibre est rationnellement
connexes, c¢’est-a dire si d — u < k + 1. On s’attend donc & ce que Y possede au moins un
point rationnel sur un corps C des que d < pu + k + 1. Mais Y est par définition plongée
dans l'éclaté X de P" le long de L, dont la graduation naturelle est une bigraduation, la
notion de petit degré pour Y n’est donc pas définie de maniere évidente & priori.

considérée comme plongée dans l'espace projectif pondéré P (1, .

Notre objectif a ainsi été dans un premier temps de dégager une notion d’hypersurface
“de petit degré” propre a généraliser celle de P™ et celle de P(aq,...,a,) donnée par le
théoreme de J. Kollar, c’est a dire assurant ’existence de points rationnels sur tout corps
quasi algébriquement clos K (vérifiant I'hypotheése supplémentaire du théoreme de Kollar).

Notre étude s’est donc naturellement portée sur la théorie de 'intersection des variétés
toriques Q-factorielles et completes. Nous avons abouti a des résultats de la forme “si le
diviseur effectif D a un petit nombre d’intersection avec un certain 1-cycle C' alors il possede
un point rationnel sur le corps K7 (voir les énoncés de nos théoremes 3.4.4 et 3.5.3).

Il se trouve par exemple que l'inégalité d < pu+ k + 1 est précisément celle pour laquelle
notre théoréme 3.5.3 assure Uexistence de points rationnels, et ceci méme si Y est singuliere
(voir théoreme 3.5.4) ce qui, une fois encore va dans le sens d’une réponse affirmative a la
question 3.1.8.

L’un des avantages de nos résultats par rapport aux théoremes “difficiles” que sont les
théoremes de Esnault ou de Graber , Harris et Starr est qu’ils sont valables aussi bien pour
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les hypersurfaces lisses que pour les singulieres.

Rapidement, dans un souci d’effectivité, s’est posée la question du choix des 1-cycles pour
déterminer la petitesse du degré d’'un diviseur : Existe-t-il des “courbes test” privilégiées ?
Et si oui sont elles en nombre fini?

C’est pour répondre a ces questions que nous avons développé des outils combinatoires
tels que les couloirs droits introduits a la sous-section 2.3.2. L’idée était au départ de d’'uti-
liser le fait que si un diviseur D a un petit nombre d’intersection avec un 1-cycle C' et que
celui-ci peut s’écrire C' = C} 4+ Cy alors D doit avoir un petit nombre d’intersection avec
Ch ou (5. Cette idée a partiellement abouti mais en utilisant les outils plus classiques de
géométrie algébrique que sont les courbes extrémales (voir théoreme 3.5.3).

Au tout départ (c’est a dire avant de découvrir le programme de Mori, les notions
de classes extrémales ou contractibles et les deux beaux articles de Miles Reid et Cinzia
Casagrande que sont [Rei83] et [Cas03]) nous avions adopté une démarche que l'on peut
qualifier de frontale (voire brutale) : chercher directement une formule explicite donnant la
décomposition d'une classe de 1-cycle en combinaison linéaire de classes de courbes toriques.

Plus précisément, le probleme était le suivant : étant donnés les nombres d’intersection
(C-D,)pexay du l-cycle C avec les diviseurs toriques D, d'une variété torique Q-factorielle
et complete Xy, comment peut on écrire la classe [C] sous la forme

!
[C] = Z Ai[Cr] avee C, des courbes toriques et A\; € Q7
i=1

En dimension 2, cela revient a calculer des combinaisons linéaires de lignes de la matrice
d’intersection. Les formules sont relativement aisées a trouver (du moins pour les cas utiles
a nos fins de calculs de degrés : voir la définition de 1-cycle graduant 3.4.2). Pour I'adapter
en dimension supérieure il a fallu dans un premier temps un peu de témérité calculatoire et
dans un second temps un peu d’astuce conceptuelle (cf les réseaux de couloirs droits de la
proposition 2.3.5).

Les formules que nous obtenons sont similaires a celles qui apparaissent dans l’article
“Intersection theory on toric varieties” de William Fulton et Bernd Sturmfels ([FS97]) méme
si elles répondent a des objectifs différents.

Finalement, les outils combinatoires que sont les couloirs ne nous sont d’aucune utilité
pour la partie arithmétique du présent mémoire. Nous avons choisi de les présenter ici uni-
quement pour leurs applications géométriques. En effet, bien qu’ils ne nous aient permis
de démontrer aucun nouveau résultat important pour 'instant, les couloirs (droits ou cir-
culaires), apportent un point de vue en partie nouveau sur un certain nombre de résultats
déja connus, ce qui s’accompagne souvent d’un gain en précision et/ou en généralité.

Citons par exemple la proposition 4.1 d’Andrew Kresch ([Kre00] p. 381) qui décrit les
propriétés des “arbres de courbes minimaux” reliant un point et un diviseur toriques. Les
couloirs droits en fournissent une construction explicite. Citons également la proposition 9.3
de Tadao Oda ([Oda78] p. 68) qui permet de démontrer la non projectivité d'une variété
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torique a partir de configurations particulieres dans son éventail. Les couloirs circulaires en
donnent une généralisation partielle.

Mais le domaine ou notre approche s’est révélée la plus fructueuse (ou du mois la plus
prometteuse) est sans aucun doute la description combinatoire des classes contractibles.

D’une part la notion de décomposabilité directe, basée sur la construction des réseaux de
couloirs, nous a mené a de nouvelles caractérisations combinatoires des classes contractibles
(dont nous avons étendu la définition aux variétés toriques Q-factorielles).

D’autre part la décomposition explicite des classes contractibles non extrémales, dont
la formulation générale semblait hors de portée lors de la publication de [Cas03], apparait
grandement facilitée par notre méthode des qu’il existe un couloir circulaire polarisable dans
I’éventail (c’est a dire dans presque tous les cas connus).

Organisation du mémoire.

Nous donnons dans le chapitre 1 tous les ingrédients bien connus sur les variétés toriques
sur un corps quelconque K nécessaires pour le développement de nos propres contributions,
qui apparaissent dans les chapitres 2 (aspects géométriques) et 3 (aspects arithmétiques).

Ces ingrédients seront utilisés dans le cas ou K est le corps C des nombres complexes
dans la partie géométrique, et dans le cas ou K est un corps ' dans la partie arithmétique.
Dans ce dernier cas, afin de pouvoir utiliser les coordonnées homogenes en toute généralité,
nous ne considérons que les variétés toriques déployées sur K (c’est a dire dont le tore est
déployé sur K). Bien entendu, cette hypothese est vide sur le corps C algébriquement clos!
D’autre part, les deux parties nouvelles qui suivront nécessitent de supposer que la variété
torique est simpliciale, ce que nous ferons donc dans ce chapitre 1.

Dans le chapitre 2, nous présentons des outils combinatoires nouveaux et quelques appli-
cations a l’étude du cone de Mori des variétés toriques Q-factorielles completes (projectives
ou non).

Nous commencons a la section 2.1 par décrire une des propriétés commune a tous les 1-
cycles dont les classes sont proportionnelles : I'ensemble des diviseurs toriques D, rencontrés
par ces 1-cycles. A la section 2.2 nous décrivons brievement les résultats de D. Cox et C.
von Renesse sur la génération du cone de Mori par les courbes primitives ainsi que la
conjecture qui acheve leur article [CvR09]. Nous donnons quelques contrexemples a cette
conjecture et en formulons une moins forte en précisant une famille de courbes primitives
susceptible d’engendrer le cone de Mori : les courbes localement contractibles. La section 2.3
est consacrée a l'introduction des couloirs (droits et circulaires) dont le reste du chapitre
explore les applications. Dans la section 2.4, nous étendons la notion de classe contractible
a toutes les variétés toriques Q-factorielles et completes et nous utilisons les couloirs droits
pour en donner de nouvelles caractérisations combinatoires. Enfin la section 2.5 expose
des possibilités d’utilisation des couloirs circulaires pour la description combinatoire des
éventails non projectifs et esquisse une application possible a la décomposition des classes
contractibles non extrémales.

Dans le chapitre 3, nous considérons un diviseur effectif D d’une variété torique ambiante
Xs (simpliciale, complete et déployée). Il s’agit de donner une condition (aussi fine que
possible) permettant d’assurer I'existence de points rationnels de D sur les corps C'1.
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Apres quelques rappels sur les corps C, nous énoncons le théoreme de J. Kollar que
nous souhaitons généraliser dans une premiere section. Nous montrons dans la deuxieme
section que le diviseur D possede bien un point rationnel s’il n’est pas de Cartier, ou bien
s’il n’est pas numériquement effectif. On suppose donc dans les sections suivantes que D
est de Cartier et nef. A la section 3 nous introduisons les notions d’enveloppe X-convexe
et de cloture Y-convexe qui sont nécessaires a la démonstration de notre résultat principal,
lequel est énoncé et démontré dans la section 4 avec la plus grande généralité que nous
avons pu atteindre (théoreme 3.4.4). Pour rendre ce résultat plus maniable il est préférable
de distinguer deux cas :

(1) Le cas ou le diviseur D est ample est traité a la section 5. Dans ce cas on peut

reformuler le résultat sous une forme agréable (théoreme 3.5.3), que nous appliquons
a I'exemple ayant motivé ces recherches : I'éclaté d'une hypersurface de P" contenant
un sous espace linéaire avec grande multiplicité (théoreme 3.5.4).

(2) Le cas ou D n’est pas ample n’a pas pu étre traité par manque de temps. Nous le

traiterons bien entendu dans un futur proche.






Chapitre 1
Variétés toriques - (Généralités

Ce chapitre présente la théorie générale des variétés toriques déployées sur un corps quel-
conque. Dans tout ce chapitre K désigne un corps quelconque et 7'~ (GL;)" un tore déployé
sur K (voir par exemple A. Borel, [Bor91] p. 114). Sauf mention explicite du contraire, les
résultats présentés dans ce chapitre sont tirés de 'ouvrage de référence [CLS11]. La plupart
des résultats se trouvent également dans le tres classique [Ful93] ainsi que dans [Dan78] qui,
contrairement aux précédents traite des variétés toriques sur un corps de base quelconque.
Quelques remarques sont données, lorsque nécessaire, sur les résultats ou les preuves qui
dépendent du corps de base.

Dans ce chapitre, on désignera par K un corps quelconque. On notera Ky, une cloture
séparable et K une cloture algébrique.

1.1 Définition

Définition 1.1.1 Une variété torique déployée sur K est une variété irréductible X conte-
nant un tore T déployé sur K comme ouvert de Zariski et tel que ['action naturelle de T
sur lui-méme par multiplication s’étend en une action de T sur X tout entiere.

Toutes les variétés toriques considérées dans ce document sont des variétés toriques
déployées. Tout au long du document le terme variété torique sera employé pour variété
torique déployée.

Remarque — Puisque T est supposé déployé, son groupe des caracteres M est isomorphe a

Z™ d’apres [Bor91] (paragraphes 8.4 et 8.5). Cela sera utile dans la section sur les coordonnées
homogenes.

1.1.1 Caracteres et groupes a un parametre

Définition 1.1.2 Soit T ~ (GLy)" un tore déployé de dimension n. Un caractére (resp.
un groupe & un paramétre) de T est une application x : T'— GL;y (resp. A\ : GLy — T)
qui est a la fois un morphisme de variétés affines et un morphisme de groupes. On note M

7
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(resp. N ) leur ensemble. De plus pour tout (x,A) € M x N la composée x o\ : GL; — GL;
est un caractére de GLy, donc de la forme t s t*, et lapplication bilinéaire

MxN—7
(X, A) — kK,

met les deux groupes en dualité. On la note {.,.).

Proposition 1.1.3 La donnée de l’isomorphisme T ~ (GL1)" induit des isomorphismes
M ~ 7" et N >~ 7" définis respectivement par

m=(ay,...,a,) € Z" — (X" : (a1, ...,a,) — 1" - t2)) € M

et
u=(br,...,by) €Z" — (A" :t > (t", ..., ")) € N.

De plus a travers ces morphismes, le crochet de dualité s’identifie au produit scalaire usuel :

X" oA it Hlmw)
1.2 Cones convexes et éventails

1.2.1 Cones convexes

Définition 1.2.1 Un céne polyédral convexe dans Nr ~ R" est un ensemble de la
forme

k
o = COIle(Ul,. . .,Uk) = {Z)\ZUZ ’ )\z = O} ,
=1

ot les u; sont des vecteurs de Ng. On dit que o est le cone engendré par uq, ..., u,. Le
cone nul est par convention Cone(()) = {0}.
Un polytope dans Ng ~ R" est un ensemble de la forme

k k
P = Conv(uy,...,u) = {Z)\zuz | Ai > O,Z)\i = 1},
i=1 i=1

ot les u; sont des vecteurs de Ng. On dit que P est I’enveloppe convexe de uq, ..., u.
Proposition-Définition 1.2.2 Soit o0 un cone dans R™. Le cone dual de o est I’ensemble
o' ={veR"| (u,v) =0 pour toutu €  } .

Pour deux cones oy et o9 dans R™ on a
(01 +09) =0/ Noy
De plus si o est un cone polyédral convexe alors il en est de méme de son dual o¥ et on a

(6¥) =o.
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Remarque — L'égalité (V)" = o est vraie pour tout cone convexe fermé de R™.
Définition 1.2.3 Soit m € Mg on définit ’hyperplan
H,, = {u € Ng | (m,u) =0} C Ng,
et le demi-espace fermé
H! ={u€ Ng | (m,u) >0} C Ng.
Par abus Hy = Ny est considéré comme "hyperplan trivial”.

Proposition-Définition 1.2.4 Soit 0 un cone polyédral convere de dimension d dans
Ng ~ R" et soit 0V son dual dans Mg.
Une face de o est un cone de la forme

T=0NH,,.

Les facettes de o sont ses faces de dimension d — 1. Une face de dimension k < d
de o est une facette d’une face de dimension k + 1, o étant ['unique face de lui-méme de
dimension d (intersection de o et de Hy). On note

o(k) = { faces de o de dimension k} .

Une face 7 de o est appelée face propre si T # o, on note alors T < o. Le bord du
cone o est la réunion de toutes ses faces propres, on le note Oo. Le complémentaire du bord

;. s . . ~ o
dans o est appelé intérieur relatif du coéne, on le note o.

Définition 1.2.5 L’orthogonal d’une face o du cone polyédral convexe o est le sous-
espace vectoriel de Mg

at = {m e Mg | (m,u) = 0 pour tout u € a} .
La face duale de a est la face de oV définie par
a*=c"Nat ={me Mg | {(m,u) =0 pour tout u € a} .
Proposition 1.2.6 Si « est une face du cone polyédral convere o et o* sa face duale, on a
dim(a) 4 dim(a*) = n.

De plus lapplication o — o* est une bijection entre les faces de o et les faces de oV, qui
renverse ['inclusion :
aC <= [g*Ca”.

Proposition-Définition 1.2.7 Soit o un cone polyédral convere dans Ng ~ R"™. On dit
que o est fortement convexe s’il vérife les conditions équivalentes suivantes :
(a) {0} est une face de o.
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(b) o ne contient aucun sous-espace vectoriel de Ny autre que {0}.

(c) onN(—o) ={0}.

(d) Le cone dual o est de dimension n.

Définition 1.2.8 On dit qu'un cone o C Ny est un cone polyédral rationnel s’il est
engendré par un nombre fini d’éléments du réseau uy, . ..,ur € N. De plus on toujours on
peut toujours supposer les w; primitifs dans le réseau, c’est a dire a coefficients premiers
entre euz. On les appelle alors les générateurs minimaux de o. En outre on dit que
(a) o est un cone simplicial si ses générateurs minimauz sont linéairement indépen-
dants sur R.
(b) o est un cone lisse si la famille de ses générateurs minimaux peut étre complétée
en une Z-base du réseau N .

1.2.2 Eventails

Définition 1.2.9 Un éventail > dans Ny est une collection finie de cones o tel que

(a) Tout o € ¥ est un cone polyédral rationnel fortement conveze.

(b) Pour tout o € %, chaque face de o est aussi dans 3.

(¢) Pour tous 01,09 € X, l'intersection des deuzr cones o1 N oy est une face de chacun.
Pour tout 1 < k < n on appelle k-cones de X3, les cones de ’éventail de dimension k et on
note

Y(k) = {k-cones deX}

Le support de l’éventail X est le cone

12| = Ua.

ocEY
Lemme 1.2.10 Les intérieurs relatifs de cones de [’éventail ¥ forment une partition de

son support :
== ]o
oEX

o
ot l'on considére par convention que le cone nul est son propre intérieur relatif : {0} = {0}.
Par conséquent pour tous cones o, 7 de ¥ on a

TNo#0 =1 <o.

Définition 1.2.11 Soit ¥ un éventail dans Ng. On dit que Y est
(a) un éventail lisse si tous les cones de X2 sont lisses.
(b) un éventail simplicial si tous les cones de ¥ sont simpliciaus.
(c) un éventail complet si son support |X| = Uyexo est égal a tout 'espace Ng.
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1.2.3 Multiplicité d’un cone simplicial

Définition 1.2.12 Pour tout o € ¥ on note N, le sous-réseau de N engendré par les
éléments de cN N et N(o) = N/N,. La dualité entre les réseaux N et M induit une dualité
entre le sous-réseau M(1) = M N7+ de M et le réseau quotient N(T).

Définition 1.2.13 Soit 0 = Cone(uy,...,ux) € (k) un cone simplicial. La multiplicité
de o est lindice du sous-réseau engendré par uy, ..., u; dans le réseau N, :

mult(o) = [N, : @Zuz]

Lemme-Définition 1.2.14 Soit o un cone simplicial de dimension 1 < k <n—1 de X
et soient uy, ..., u, ses générateurs minimauz. Le théoréeme de la base adaptée nous permet
de considérer une base (ey, ..., e,) telle que (eq, ..., ex) soit une base de N,. La multiplicité
de o est alors le déterminant des générateurs minimaux uy, ..., ug dans la base (e, . .., ex).
En particulier pour k =n on a

A, = mult(o) = |det(uq, ..., uy)|-

Lemme-Définition 1.2.15 Soit 7 un cone simplicial de dimension n — 1 de X et soient
ULy ..oy Up_1 SES générateurs minimauz. Pour toute base (eq,...,e,) de N on a

0, = mult(7) = pged (det(uq, ..., up_1,€;),0=1,...,n).

Lemme-Définition 1.2.16 Soit ¥ un éventail simplicial et T € X(n — 1) un (n — 1)-cone
de X. Le sous-réseau M(t) = M N7+ de M est de rang 1. Pour tout p € (1) tel que
T+p=o0c¢€X(n) (ilyen aau plus deuzx), il existe un unique générateur mg, de M(T) tel
que (Myr,u,) = 0. De méme il existe une unique classe de vecteurs g, modulo N, telle
que tout u € U, , vérifie

(Mo ryu) =1,

c’est la base duale de my ..
Nous utiliserons la notation suivante :

Notation 1.2.17 Soit 0 € X(n) un cone simplicial de dimension n de X. Supposons l’en-
semble (1) de ses faces de dimension 1 numéroté de sorte que A, = det(uy, ..., u,). Alors
pour tout 1 <1 < n et pour tout v € N on pose

uv
Aaz = det(ul, ey U1, Uy Uig 1y e e ey, un).

Remarque — La valeur de A%"¥ ne dépend pas de la numérotation de o(1) choisie. En fait
d’apres les formules de Cramer, A%V n’est autre que la i-eme coordonnée de A,v dans la base

(u17"'7un):
n .
A’Uq,’U
v:Z AU ;.

i=1 7
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Corollaire 1.2.18 Soit ¥ un éventail simplicial, T € ¥(n — 1) et p € ¥(1) des cones de 3
tels que T+ p =0 € 3(n). Pour tout v e N, on a

AUP,U
(Mgr,v) = =2
a,T) 57_
Si l'on note v la classe de v modulo N, on en déduit que
AUP,’U
— - (o2
v = <ma,7'7 U>u0‘,7’ = (S—UU’T'
T
En particulier on a
_ A,
Up = <ma,7'y up)”aﬂ' - 5—U077—.
T
Preuve — D’apres le théoreme de la base adaptée, il existe une base (ey, ..., e,) telle que
(é1,...,e,_1) soit une base de N,. La classe de e, modulo N, engendre N(7), on peut donc

supposer que c’est U, c’est a dire que (m, ,,e,) = 1. Soit v =Y " | v;e; un vecteur de N.
Tout d’abord, comme m, . € 7+, on a

n

<ma,7'7 U> - Z vi<ma,7'a €i> = Up.
i=1

De plus pour tout 1 < i <n—1, comme e; € N, on a Ay”” = 0. D’une part, par le lemme

1.2.15, ceci entraine que
0, = pged (det(uy, ... up_1,€;),i=1,...,n) =pged (A i =1,...,n)=Ak",

D’autre part par linéarité, on a
n
Up, U __ A Upr€i Up,€
AV = 5 VAL = v, AT
1=

On a donc bien

A"
(Myr,v) = 5= Up-
Les autres égalités en découlent immédiatement en remarquant que e; = 0 pour tout 1 <
1 <n—1. O
1.3 Variétés toriques normales
1.3.1 Variétés toriques affines
Proposition-Définition 1.3.1 Soit A = {my,...,ms} un ensemble de caracteéres du tore

déploye T'. Soit ZA le groupe engendré par A. On considére [’application suivante, a valeur
dans l’espace affine de dimension s sur K :
(I)A T — A‘(}{
to— (™, X)),
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L’adhérence de Zariski de l'image de ® 4 est une variété torique affine, d’anneau de coor-
données K[x™,...,x™]. On la note Y 5. De plus le tore de Y4 a pour groupe de caractéres
Z.A. En particulier la dimension de Y4 est égale au rang de ZA.

Proposition 1.3.2 (Lemme de Gordan) Si o est un cone polyédral rationnel de Ng, le
monoide oV N M est finiment engendré.

Proposition-Définition 1.3.3 Soit o un cone polyédral rationnel de Ng ~ R", alors
U, = Spec(K[o¥ N M])
est une variété torique affine normale. De plus on a

dim(U,) =n <= le tore de U, est Ty = N ®z GLy <= o est fortement conveze.

1.3.2 Recollements - Variétés toriques normales

Lemme 1.3.4 Soient o, et oy deur cones de X et 7 = oy N oy leur intersection. Soit
m € oy N M tel que T =01 N Hy,. Alors on a 7 =090 H,, et

™"NM=0c/NM+o)NM=0c/NM+N(-m) =0y N M+ Nm
Ainsi Uanneau K1Y N M| est égal auz anneauz localisés
KloY N M)y = K[of 0 My,
et la variété torique affine U, = Spec(K[rY N M]) est égale aux ouverts de Zariski

(U0’1 )Xm = (UU2>X7’”'

Théoreme-Définition 1.3.5 Soit X un éventail dans Ng. Soit Xy, la variété algébrique
obtenue en recollant les variétés toriques affines Uy, et U,, le long de leur ouvert commun
Ug,noy pOUr tous oy, 09 € X. Alors Xy, est une variété torique séparée et normale.

Proposition 1.3.6 Soit Xy la variété torique définie a partir de ’éventail > dans Ng.
(a) Si X est un éventail lisse alors la variété torique Xx est une variété lisse.
(b) Si3 est un éventail simplicial alors la variété torique Xy, est une variété Q-factorielle,
c’est a dire qui n’a que des singularités quotients finies.
(c) Si ¥ est un éventail complet alors la variété Xx, est une variété complete, c’est a
dire que le morphisme constant Xs, — {pt} est propre.
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1.4 Morphismes toriques

Définition 1.4.1 Soient N; et No deuxIéseaux, Y1 un éventail dans (N1)r et 3g un éventail
dans (Na)r. Une application Z-linéaire ¢ : Ny — Ny est dite compatible avec les éventails
Y1 et Xy si pour tout come oy € Xy il existe un cone oo € Lo tel que pg(oy) C 03.

Définition 1.4.2 Soient ¥y un éventail dans (Ny)r, 3o un éventail dans (No)g, et X,
Xy, les variétés toriques associées. On dit que le morphisme de variétés ¢ : X, — Xx, est
un morphisme torique s’il est équivariant pour les actions des tores ®; : Ty, x Xy, — X5,
1=1,2. Autrement ¢ est torique si le diagramme suivant est commutatif :

31
TYN1 X le — Xgl

ATy, ><¢>l l¢

Do
TN2 X XZQ e XEQ

Théorémg 1.4.3 Soient Ny et Ny deux réseaux et ¥; un éventail dans (N;)g, i = 1, 2.
(a) Si¢: Ny — Ny est une application Z-linéaire compatible avec ¥y et Xo, alors il existe
un morphisme torique ¢ : Xy, — Xy, tel que la restriction gbm\,1 soit lapplication

$®1IN1®ZGL1—>N2®ZGL1

(b) Réciproquement tout morphisme torique ¢ = Xx, — Xs, induit une application Z-
linéaire ¢ : Ny — Ny compatible avec les éventails Y1 et Y.

Proposition 1.4.4 Soit N' un sous-réseau de N d’indice fini et soit G = N/N' le groupe
quotient. Soit X un éventail dans Ng = Ng. On note respectivement Xs,n et Xy no les
variétés définies a partir de ’éventail X considéré par rapport a N ou a N'. Le morphisme
torique

¢: Xsny — X

induit par linclusion N' — N présente Xx, y comme le quotient Xs, n//G.

Définition 1.4.5 Soient X et X' deux éventails de Ng. On dit que X est un raffinement
de X' si les conditions suivantes sont vérifiées :
(a) Les deuz éventails ont méme support |S| = |¥/|.
(b) Tout cone de 3 est contenu dans un cone de X, autrement dit 'application identité
de N est compatible avec les deuxr éventails.

1.5 La correspondance orbites-cones

Lemme 1.5.1 Soit 0 C Ng un cone polyédral rationnel fortement convexe. Alors on a des
1somorphismes naturels

O(0) ~ Homg (o N M, GL;) ~ Ty (s
ot Tn(o) est le tore associé a N(o) = N/N,.
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Théoréme 1.5.2 (Correspondance orbite-cone) Soit Xy la variété torique associée a
l’éventail > dans Ny ~ R".
(a) Il y a une correspondance bijective
{cones de 3} <— {Tn-orbites de X5}
o +— O(0) ~ Homg(c- N M, GL,).
(b) Pour chaque cone o € 3, dimO(o) =n — dimo.

(¢) L’ouwvert affine U, est égal a la réunion d’orbites

Us = U O(T)

(d) T est une face de o si et seulement si O(c) C O(7) et

o(r) = 0(0).

ot O(T) désigne l'adhérence a la fois pour la topologie de Zariski et pour la topologie usuelle.

Proposition-Définition 1.5.3 Pour tout cone 7 € X, si [’'on note & l'image de 0 C Ny
dans N(T)gr, alors l’ensemble

Star(r) :={d C N(T)r | T < 0}

est un éventail dans N(T)g = N/N,; @ R. La sous-variété V(1) := O(1) est isomorphe a la
variété torique Xsiar(r)- On dit que V(7) est une sous-variété torique de Xx.

1.6 Diviseurs de Welil - Diviseurs de Cartier

Définition 1.6.1 On note respectivement Div(Xy) et CDiv(Xy) le groupe des diviseurs de
Weil et le groupe des diviseurs de Cartier sur Xx,. Le sous groupe des diviseurs principaur
est noté Divy(Xx) On note

Cl(Xy) = Div(Xy)/ Divy(Xy)
le groupe des classes de Xy, et

Pic(Xy) = Div(Xy)/ Divy(Xy)
son groupe de Picard. La classe du diviseur D est notée [D].

Définition 1.6.2 Si D > 0 est un diviseur de Weil effectif on dit que la classe [D] € Cl(Xyx)
est une classe effective. Le monoide des classes effectives est noté

Eff(Xy) C Cl(Xy),
et pour tout D € Div(Xy) on note
(D" = [D] N Eff(Xy).
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1.6.1 Le diviseur d’un caractere

Définition 1.6.3 Soient X une variété normale et D un diviseur premier sur X. On note
Oxp={¢p€ K(X)|3U C X ouvert tel queUND #0 et ¢ € Oy}
l’anneau de valuation discrete associé a l’ordre d’annulation le long de D
vp: K(X)" — Z.
Proposition 1.6.4 Soit Xy une variété torique. Pour tout p € ¥(1) et tout m € M, on a

Vp, (x™) = <m’up> :

Corollaire-Définition 1.6.5 Pour tout m € M, le caractére x™ est une fonction ration-

nelle sur Xs, et on a
div(x™) = Y (m,u,) D,

pEX(L)

En particulier le sous-groupe Div 1, (Xx) des diviseurs principaux sur Xx, et invariants sous
l'action du tore Ty est engendré par les diviseurs

E; = div(x“) = Z (€i,u,) D,
peEX(1)

ol €1, ...,€, est une base donnée de M. Lorsque ¥(n) # () ce groupe est isomorphe a M.

1.6.2 Calculs du groupe des classes et du groupe de Picard

Définition 1.6.6 Le sous-groupe des diviseurs de Weil invariants sous l’action du tore Ty
est

Divy, (Xs) = @) ZD,

pEX(1)
De meéme les diviseurs de Cartier invariants sous l’action du tore T forment un sous-groupe
CDivry (Xs) C Divy, (Xx)
Remarque — Tout diviseur principal est en particulier un diviseur de Cartier. On a donc les

inclusions :

DiV()’TN (XZ) C CDiVTN (XE) C DiVTN (ij)

Théoréme 1.6.7 Soit X un éventail dans Ng ~ R"™ tel que X(n) # 0 et soit Xy la variété
torique associée. On a les suites exactes courtes suivantes :

0 — M 2% Divy, (Xs) <5 Cl(X5) — 0

et
0 — M 2% CDivy, (X5) <5 Pic(Xs) — 0

X
ou div(m) =3 cxqy (Msu,) D, et deg(D) = [D]
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Notation 1.6.8 Pour alléger les écritures, nous écrirons souvent Zp au lieu de Zpez(l)'

Corollaire-Définition 1.6.9 Dans les conditions du théoréme 1.6.7 (X(n) #0), le groupe
de Picard est un Z-module libre de rang

pxy, 1= Card(X(1)) — n.
On appelle px,, le nombre de Picard de Xx,.

Proposition 1.6.10 Soit Xx la variété torique associée a l’éventail ¥ les assertions sui-
vantes sont équivalentes : (a) Div(Xy) = CDiv(Xy).

(b) Cl(Xx) = Pic(Xy).

(c) Xy est lisse.

Proposition 1.6.11 Soit Xx la variété torique associée a l’éventail 3 les assertions sui-
vantes sont équivalentes : (a) Tout diviseur de Weil a un multiple entier qui est Cartier.
(b) Pic(Xy) est un sous-groupe d’indice fini dans Cl(Xyx).
(c) Xy est Q-factorielle.

1.6.3 Les diviseurs de Cartier : données locales

Proposition 1.6.12 Pour tout o € X, on a
Pic(U,) = 0.
Autrement dit pour tout D € CDivy, Dy, est le diviseur d’un caractere.

Remarque — La définition suivante n’est pas présente dans les références standards. Nous
I'introduisons car elle nous sera d’une grande utilité au chapitre 3.

Définition 1.6.13 Pour toute partie J C 3(1) on note

E(J)=1¢> a,D, ¢ C Divy, (Xy)
p¢J

l’ensemble des diviseurs Ty -invariants dont le support ne contient aucun des D, pour p € J.
Pour tout diviseur de Weil D € Div(Xx) on note de méme

Ep(J)=EN[D] et &(J)=EJ)NI[D]*.

Théoréme 1.6.14 Soit 2 un éventail dans Ng ~ R" tel que X(n) # () et soit Xy la variété
torique associée. Pour un diviseur Ty-invariant D = Zp a,D,, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) D est Cartier.
(b) D est principal sur chaque ouvert U,, o € 3(n).
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(c) Pour chaque o € X(n) il existe un unique m, € M tel que (my,u,) = —a, pour tout
pea(l).
(d) Pour chaque o € 3(n) il existe un unique diviseur Ty-invariant Dy € Ep(o(1)).

Preuve — L’équivalence (a) < (b) découle immédiatement de la proposition 1.6.12. L’im-
plication () = () est immédiate également en remarquant que Dyy, = > ) a,D,. De
méme (b) entraine immédiatement 'existence des m,, o € 3(n). Pour montrer leur unicité,
soient o € ¥(n) et m,, m, € M. On a les équivalences suivantes :

(mg,u,) = (m,,u,) = —a, pour tout p € o(l) < (my, —m,,u,) =0 pour tout p € o(1)
& my—m, €0 NM = {0},

la derniere équivalence étant due au fait que o est de dimension n.
Enfin I’équivalence (c¢) < (d) peut se décomposer ainsi :

Vo € ¥(n), I m, € M, (m,,u,) = —a, pour tout p € o(1)
& Vo € X(n), 3 E, =div(x") =>_,b,D, € [0], b, = —a, pour tout p € o(1)
& VoeX(n), I Dy =D+ E,=3,¢,D,€[D], ¢, =0 pour tout p € o(1).

O
Définition 1.6.15 Les caractéres m, € M,o € X(n) du théoréme 1.6.14 constituent ce

qu’on appelle les données locales du diviseur de Cartier D. Par extension, on désignera
aussi par données locales l’ensemble des diviseurs Ty -invariants {D(U) | o€ E(n)} .

Remarque — Les m, dépendent des coefficients a, du diviseur D = Zp apD,. Les D(4), eux,
ne dépendent que de la classe [D].

1.7 Coordonnées homogenes

1.7.1 L’anneau de coordonnées total

Définition 1.7.1 L’anneau de coordonnées total de la variété torique Xx, est l'anneau de
polynomes engendré par les indéterminées x, pour p € (1) :

S =Kz, peX(1)].

Définition 1.7.2 Pour tout a = (a,) € Z*W on note 2® = I, z,’ € S. Le degré du
monome x* est par définition

deg(x Zap € Cl(Xy).
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On note Sg l’espace vectoriel des polynomes homogenes de degré f € Cl(Xy) :

Sﬁ = @ K:L‘a,

deg(z*)=p

L’anneau de coordonnées total est ainsi (naturellement) muni d’une structure d’algébre

graduée :
S= P s
BECI(Xy)

1.7.2 Homogénéité

Définition 1.7.3 On définit le groupe algébrique G dont le groupe des caractéres est le
groupe des classes de Xy, :

G = HOIH(CI(XE), GL1>

Puisque Ty est supposé déployé, son groupe des caracteres M est isomorphe a Z" comme
il I’a été remarqué en 1.1. Dans la suite duale de 1.6.7 comme ci-dessous, on obtient donc
Hom(M, GL;) ~ Hom(Z, GL;)" ~ (GL;)" ~ Ty.

Proposition 1.7.4 En appliquant le foncteur Hom(—, GLy) a la suite exacte courte du
théoreme 1.6.7, on obtient la suite exacte courte de groupes algébriques

1—G— (GLl)Z(l) — Ty — 1.
On en déduit que sur la cloture algébrique K de K on a

Gz = {(tp) € (F)Z(D | Htf)m’“”> =1 pour tout m € M}

p

— {(tp) c (F)Z(l) ‘ Ht§76i7up> =1 pOU’I"l < i < n} )

p

Lemme 1.7.5 A chaque classe f = [>_
G :

p a,D,| € Cl(Xx) correspond un caractére du groupe

XBI G — GL;
(to) — I 4"

et pour tout polynome homogene de degré 3, f € Sz on a

Vg e G, Vre A, flg-x) = x"(9)f(2).
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1.7.3 L’ensemble exceptionnel

Définition 1.7.6 Pour chaque cone o € X on définit le monome impertinent
2% = pr.
pio

Lidéal engendré par tous ces monomes est appelé idéal impertinent :
B(X)=(2|oceX)CS.
L’ensemble exceptionnel est la réunion de sous-espaces
Z(%) = V(B(%)) c AV

Définition 1.7.7 Un sous-ensemble P C ¥(1) est une collection primitive si :
(a) P ¢ o(1) pour tout o € X.
(b) Pour toute partie stricte Q C P il existe o € 3 tel que Q) C o(1).
On note Px, l’ensemble des collections primitives de 3.

Proposition 1.7.8 Les composantes irréductibles de l’ensemble exceptionnel Z(3) sont les
V(z,,p € P) pour P € Ps et on a

B = () {eppeP). 2= |J Vi peP)

PePs PePs

1.7.4 Bons quotients géométriques

Définition 1.7.9 Soit G un groupe algébrique qui agit sur une variété affine X = Spec(R).
L’action induite sur R est définie par

Vg€ GVf € R¥e € X, (g- f)(@) = J(g™" - ).
On définit l'anneau des invariants

RC={feR|g-f=f pourtout g€ G}
={feR|f(G-2)=[f(z)}

Définition 1.7.10 Soit G un groupe algébrique qui agit sur une variété X etm: X — Y
un morphisme constant sur chaque G-orbite. Alors m est un bon quotient catégorique si :

(a) Pour tout owvert U C Y, lapplication naturelle Oy (U) — Ox (=Y (U)) induit un
1somorphisme

Oy (U) ~ Ox (=~ '(U))“

(b) St W C X est fermé et G-invariant, alors m(W) C Y est fermé.

(c) Si Wy et Wy sont fermés, disjoints, et G-invariants dans X alors m(Wy) et m(W53)
sont disjoints dans 'Y .

Si de plus toutes les G-orbites sont fermées alors on dit que w est un bon quotient
géométrique.
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Proposition-Définition 1.7.11 Soit ¥ un éventail simplicial. Soit {e, | p € £(1)} la base
canonique du réseau Z=Y. Pour chaque o € X posons ¢ = Cone(e, | p € o(1)). Alors

Y ={G |0 €X} est un éventail dans R*Y et on a
X5 = AW\ Z(%).

Théoreme 1.7.12 Soit X un éventail simplicial complet et Xy, la variété torique associée.
Soit G le groupe algébrique défini en 1.7.3. On suppose que la partie de torsion du groupe
de classes C1(Xy) est d’ordre premier a la caractéristique de K. Alors
(a) L’application e, — u, définit un morphisme de réseaur T : Z”M — N qui est
compatible avec les éventails . dans R®Y et ¥ dans Ng.
(b) Le morphisme torique associé ™ : AW\ Z(X) — Xx est un bon quotient géométrique,
de sorte que

Xy~ (AW Z(%)) //G.

Remarque — La preuve originale du point (b) (Th 2.1 dans [Cox95]) invoque le théoréme 1.1
du Geometric Invariant Theory de J. Fogarty et D. Mumford ([FM82]) et son amplification
1.3. Ces deux résultats ne dépendent que du caractere réductif du groupe G par lequel on
quotiente. Si 'on note F' la partie de torsion du groupe des classes Cl(Xy) et s le cardinal de
3(1), on peut écrire

Cl(Xy)~F xZ°7",

de sorte que

G = Hom(Cl(Xy), GL1) ~ Hom(F, GLy) x (GLy)*™™.

Le facteur de droite est bien sir un tore réductif. Celui de gauche est un schéma en groupes
fini donc réductif par ’hypothese faite sur le groupe des classes.

Définition 1.7.13 Soit X un éventail simplicial. Pour tout point p € Xs. on appelle coor-
données homogénes de p tout point © € 7 '(p). On dit qu’un polyndme homogene f € Sp
s’annule en p s’il s’annule en 'un des x € 7 1(p) (et donc en tous puisque 7 '(p) = G - x

et pour tout g € G, f(g-z) = x"(9)f(z).

1.7.5 Sous-variétés et équations homogenes

Définition 1.7.14 Un idéal I C S est dit homogene s’il est engendré par des polynomes
homogenes.

Proposition 1.7.15 Soit S l’anneau de coordonnées total de la variété torique simpliciale
Xx.. Alors :
(a) Si I C S est un idéal homogéne, alors

V(I)={n(z) € X5 | f(z) =0 pour tout f € I}

est une sous-variété fermée de Xx.

(b) Toute sous-variété fermée est de cette forme.

(¢) En particulier si D est une hypersurface de Xx, il existe un polynéme homogéne
fesStel que D=V(f)={r(x) € Xs| f(x) =0}
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1.8 Théorie de 'intersection

1.8.1 L’anneau de Chow

Définition 1.8.1 Soit X une variété algébrique quelconque. Le groupe de Chow

est le quotient du groupe

:@ZV;

des k-cycles de X (combinaisons linéaires formelles a coefficients entiers de sous-variétés
irréductibles de dimension k, V;) par le sous-groupe

Raty(X) = GB divw, (f;)

des sommes formelles de diviseurs de fonctions rationnelles, f;, sur des sous-variétés irréduc-
tibles de dimension k + 1, W;. On note [V] la classe du cycle V et V ~ V' [’équivalence
linéaire entre les cycles V et V.

En particulier pour £ = n — 1 on retrouve le groupe des classes A,_1(X) = CI(X). On
a vu au chapitre précédent (théoreme 1.6.7) que le groupe des classes d’une variété torique
normale est engendré par les classes de diviseurs toriques [D,]. Ceci se généralise comme
suit

Lemme 1.8.2 Soit Xx une variété torique normale. Pour tout 1 < k < n le groupe de
Chow Ay(Xyx)est engendré par les classes de sous-variétés toriques de dimension k [V ()],

a € X(n—k).

Théoréme 1.8.3 (Fulton, Sturmfels [FS97] ) Si Xy est une variété torique simpliciale
et complete, pour tout 1 < k <n —1 on a une suite exacte

D M= P Qv AlXs)g —0

¢ex(n—k-1) TE€X(n—k)

ou M(C) = M/M; est le gmupe des caracteres du tore de V((), (B est la surjection naturelle

SACT - [, MG et
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Corollaire 1.8.4 Sur une variété torique simpliciale et complete Xx, ’espace des relations
rationnelles entre classes de courbes toriques est engendré par les relations de la forme

det(uy, ..., up—1,u,) B det(uy, ..., up—_1,u,) B
Z mult(() [V(C)] [DP] - Z ) 5C+p [CC-H?] =0
peEX(1) p+CEX(n—1)

POUT Uy, ..., Up—1 € D(1) et ( € X(n —2).

Définition 1.8.5 On définit le groupe de Chow A*(Xx) comme groupe dual de Ap(Xy).
Dans le cas d’une variété lisse celui-ci s’identifie canoniquement au groupe A, _(Xs).

On peut montrer (voir [Ful84]) que si Xy est projective et lisse, il existe un produit
Ak(XZ) X Al(Xz) — Ak—H(XE)

appelé produit d’intersection car il coincide avec 'intersection géométrique des cycles lorsque
celle-ci est transverse.

Si Xy n’est que Q-factorielle, on peut encore définir un produit d’intersection mais sur
les groupes de Chow rationnels

AN Xg)g = AM(X5) © Q

Le produit d’intersection des classes de deux sous-variétés transverses V' et W est alors un
multiple rationnel de la classe de I'intersection géométrique V N W.

De plus le morphisme naturel “deg” : A"(Xx) — Z, tensorisé par Q, met en dualité les
espaces vectoriels Agx(Xx)g et A*(Xx)g par la composition avec le produit d’intersection

Ap(Xz)g X A¥(Xz)g — Q
(V] W]) = “deg”([V]-[W])

Lorsque Xy est une variété torique simpliciale, d’apres le lemme 1.8.2, il suffit de définir
le produit d’intersection entre sous-variétés toriques, et quitte a prendre des variétés ration-
nellement équivalentes on peut se ramener au cas ou celles-ci sont transverses ou disjointes.
On a alors le résultat suivant :

Lemme 1.8.6 Soit Xy, une variété torique simpliciale. Soient o € X(k) et 5 € 3(1). Alors

mult(e) mult(6) .
V()] - [V(B)] = mult () V(v)] siv=a+peX(k+1)

0 sta+ [ & X

Ceci nous permet de définir 'anneau de Chow d’une variété torique simpliciale :

Proposition-Définition 1.8.7 Soit Xx, une variété torique simpliciale . Le produit d’in-

tersection
AR X)g x A(X)g — AM(X)g
(V1] [w1]) — V] W]

fait de
A*(X)g = P A¥(X)g
k=0

une Q-algebre graduée.
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1.8.2 La matrice d’intersection

Dans ce paragraphe nous nous intéressons au calcul du nombre d’intersections C' - D
entre un l-cycle C' € Z;(Xx) et un diviseur de Weil D € Div(Xy), défini a partir du produit
des classes dans 'anneau de Chow et du morphisme “degré” “deg” : A"(Xyx) — Z.

C- D ="deg”([C]- [D])

Dans le cas ou C' et D sont irréductibles, complets, lisses et transverses il s’agit exacte-
ment du nombre de points d’intersection des deux sous-variétés. Pour le cas général on se
ramene, grace au lemme 1.8.2 au calcul du nombre d’intersections entre courbes et diviseurs
toriques : C; - D,

Dans le cas ou l'une n’est pas contenu dans 'autre on peut appliquer directement le
lemme 1.8.6 avec k=n—1letl=1:

Lemme 1.8.8 Soient 7 € X(n — 1) et p € X(1). Soient C. = V(7) et D, = V(p) les
sous-variétés toriques associées. Alors

mult(7) ,

T - ex
C.-D,= ¢ mult(o) FO=THP (n)

0 SiTHpE .

Preuve — C’est une application directe de la formule du lemme 1.8.6 (la multiplicité d'un
cone de dimension 1 ne peut étre que 1). O

Pour pouvoir calculer le nombre d’intersections entre tout 1-cycle C' € Z;(Xy) et tout
diviseur D € Div(Xy), il reste a traiter le cas ou la courbe torique C; est contenue dans le
diviseur torique D,. On utilise pour cela le lemme fondamental suivant :

Lemme 1.8.9 Pour tout 1-cycle C € Z1(Xx) on a

Y C-D,u,=0¢€ Ny, (1.1)

p

Preuve — Le lemme 1.6.5 nous dit que les générateurs de Divy(Xy) sont les

E;=> u,D, 1<i<n
P

Pour tout 1 <7 < n on a ainsi

ZC-DPUM-:C’-EZ-:O,
p

d’ou le résultat. O
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Notation 1.8.10 Pour tout 7 € ¥(n — 1) on note Sy la réunion des deuz n-cénes qui
contiennent . L’ensemble des 1-cones de X contenus dans cette réunion est notée Sy(1).

D’apres le lemme précédent, chaque 1-cycle donne une relation entre les générateurs
primitifs u,. Dans le cas d'une courbe torique C;, ceci nous donne le résultat suivant :

Théoréme 1.8.11 Soit 7 € X(n — 1) et C; la courbe torique associée. Soient oy et oy,

les deux n-cones de ¥ tels que T = og N o, et notons oo(1) = {po, p1, - -

{p1,- s pn_1,pn}. Soit ug = Y1 Nu; Uécriture de uy dans la base (uy, . . .
0y 5,
CT DPO — A—UO, CT DPn — A—o_n,

pour tout 1 <1< n—1,

7pn71}; Un(l) =
L Up). Alors on a

n—1

5 Atiiog
CT'DPi: )‘Z L= Ta
Ay, Ay A,
et pour tout p ¢ S-(1) on a
C,-D,=0
Remarque — Les roles de o et 0, étant symétriques, on peut bien entendu écrire u,, = Y 1" pit;
t en déduire Cy - D Or Agyndr
et en déduire -D,, = —p; =— .
! g ’ Agn AUO Aﬂ'n

Pour tout 7 € ¥(n—1), la forme de la réunion S est déterminée par le signe des nombres

d’intersection C - D, pour p € 7(1). En effet d’apres la relation

Z C-D,u,= Z C-D,u, =0,
)

pEX(1 pES+(1)

onaC;-D,>0 (resp. =0, < 0) si et seulement si S, est strictement convexe (resp. plat,

strictement concave) le long de sa face Cone (7(1) \ {p}).

Définition 1.8.12 Pour tout 1-cycle C € Z1(Xx) on note Jg& (resp. J5 ) Uensemble des
1-cones de X associés a des diviseurs toriques dont le nombre d’intersection avec C' est

strictement positif (resp. négatif) :
Jo={pex(1)|C-D,=0}.
La réunion des deux ensembles est notée

Jo=J5UJIT;.

On est a présent en mesure de construire la matrice d’intersection de Xy, :
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Définition 1.8.13 Soit Xy une variété torique simpliciale. La matrice d’intersection de
X est la matrice de ['application multidegré

U DiVTN (XZ)Q = @peZ(l) Z-Dp — @E(nil)
On la note
MXz = (CT ’ DP>T€Z(n—1),pEZ(1) :

Proposition 1.8.14 On a ker uNCDiv(Xy) = Divo(Xyx). Autrement dit pour tout diviseur
de Cartier T -invariant D sur Xy, on a

C; - D =0 pour tout T € o(n — 1) <= [D] = 0.
En particulier le rang de M x,, est égal au nombre de Picard px, = Card(3(1)) — n.

Proposition-Définition 1.8.15 Soit Rel(X(1)) le Q-espace vectoriel des relations a co-
efficients rationnels entre les générateurs primitifs u, pour tout p € X(1). L’application
linéaire
fu: Z1(Xs)g —  Rel(2(1))
C — (O . Dp)peE(l)

est surjective et induit un isomorphisme
i Aj(Xx)g — Rel(2(1)).
On a ainsi deux suites exactes courtes d’espaces vectoriels duales 'une de 'autre :
0 — Mg — Divy, (Xx)g ~ Q¥ — AY(Xg)g — 0,
qui n’est autre que la suite exacte du théoreme 1.6.7 tensorisée par Q, et
0— A (Xg)g — Q™ — My — 0

ot la seconde fleche désigne la composée de fu avec I'injection naturelle de Rel(3(1)) dans
Q*® | et la troisieme désigne I'application linéaire qui & tout élément e, de la base canonique
de QM associe le générateur minimal u,.

1.9 Propriétés numériques

1.9.1 Equivalence numérique

Définition 1.9.1 Soit Xx, une variété torique simpliciale. On dit que deuz diviseurs de Weil
D, D" € Div(Xy) sont numériquement équivalents s’ils ont méme nombre d’intersections
avec tout 1-cycle C € Z1(Xx) :

D=D'<= C-D=C-D pour tout C € Z(Xx).
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On dit que deux 1-cycles C,C" € Z1(Xx) sont numériquement équivalents s’ils ont méme
nombre d’intersections avec tout diviseur de Weil D € Div(Xy) :

C=C"<=C-D=C"-D pour tout D € Div(Xy).

Il est naturel de se demander quelle est la relation entre équivalence linéaire et équivalence
numérique. Pour les diviseurs de Cartier, la proposition 1.8.14 nous dit que les deux relations
d’équivalences coincident. Il en est de méme pour les tensorisés, on a

(Div(Xy)/ =) ® Q = Cl(X5) ® Q = A'(Xx)g = Pic(Xs) ® Q = (CDiv(Xy)/ =) ® Q
Pour les 1-cycles, on a également

(Z1(Xx)/ =) ® Q= A1(Xx)q,

1.9.2 Diviseurs sans point base, diviseurs numériquement effectifs

Définition 1.9.2 Un diviseur de Cartier D sur Xy, est dit sans point base si pour tout
point p € Xy, il existe un diviseur effectif linéairement équivalent a D, D" € [D]" tel que

p & Supp(D’)
Définition 1.9.3 A chaque diviseur de Weil Tx-invariant D = Zp a,D, on peut associer
le polytope
Pp:={ve Mp| (v,u,) <a, pourtout pe X(1)}

Lemme 1.9.4 Pour tout diviseur de Weil Ty-invariant D = Zp a,D, on a :
PpnNM={me M,D—div(x™) € [D|*}

Théoreme 1.9.5 Soient Xx, une variété torique compléte, D = Zp a,D, un diviseur de
Cartier Tx-invariant et (ma)geg(n) les données locales de D. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) D est sans point base.

(b) Pour tout o € X(n), D¢ € [D]*.

(c) Pour tout o € X(n), m() € Pp.

(d) {mo, | o € X(n)} est l'ensemble des sommets du polytope Pp.

Définition 1.9.6 Soit X une variété normale. Un diviseur de Weil D € Div(X) est dit
numériquement effectif (ou nef) si

C - D > 0 pour toute courbe C' irréductible et compléte

Proposition 1.9.7 Soit Xx, une variété torique compléte et D un diviseur de Cartier sur
Xs. Il y a équivalence entre :

(a) D est sans point base
(b) D est nef
(c¢) Cr-D >0 pour tout T € X(n — 1)
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1.9.3 Diviseurs amples - Critere de Kleiman torique

Définition 1.9.8 Soit Xsx une variété torique compléte et D un diviseur de Cartier sans
point base sur Xs. Notons Ppb N M = {my,...,m,} On dit que D est trés ample si le

morphisme
op: X — P

p — (X)), X" ()

est un plongement fermé. On dit que D est ample s’il existe un entier k > 0 tel que kD
soit tres ample.

Théoreme 1.9.9 Soient Xsx, une variété torique complete, D = Zp a,D, un diviseur de
Cartier nef Tx-invariant et (Mg)sexm) les données locales de D. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(a) D est ample.
(b) Pour tout o € X(n), Supp(Dwy) ={D, | p ¢ o(1)}.

(c) Tous les m(yy sont distincts.

Théoréme 1.9.10 (Critére de Kleiman torique) Soit D un diviseur de Cartier sur une
variété torique complete Xx,. Alors

D est ample <= C, - D > 0 pour tout 7 € X(n — 1).

1.10 Cone de Mori - Criteres de projectivité

1.10.1 Cone de Mori - Cone nef

Définition 1.10.1 Pour une variété normale X on définit
N'(Xy)=A(Xs)®R, N (Xzg)=4(Xs)®R

Définition 1.10.2 Soit X une variété normale.

(a) Le cone nef de X est le cone engendré par les diviseurs de cartier nef dans N*(X).

On le note Nef(X).

(b) Le cone engendré par les classes de courbes irréductibles et complétes dans Ni(X) est
noté NE(X).

(c) Le céne de Mori de X est l'adhérence NE(X) de NE(X) dans N1(X).

Lemme 1.10.3 Soit X une variété normale.

(a) Nef(X) et NE(X) sont deur cones convezes fermés, dual l'un de ’autre :

Nef(X) = NE(X)" et NE(X) = Nef(X)"
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(b) NE(X) est de dimension mazimale dans Ni(X).
(c) Nef(X) est fortement conveze dans N'(X).

Définition 1.10.4 On appelle rayon de N1(X) les cones de la forme R [C] ou [C] €
A1(X)g (la classe nulle engendre le rayon trivial {0}). Deux 1-cycles C' et C' sont dits
numériquement proportionnels si leurs classes appartiennent au méme rayon et numé-
riquement effectifs si ce rayon est dans le cone de Mori.

Remarque — Le terme numériquement effectif peut préter a confusion en ce qui concerne les
1-cycles. Dans [Cas03], C. Casagrande 'utilise pour désigner les 1-cycles dont le nombre d’in-
tersection avec tout diviseur torique est positif ou nul, de sorte qu’en dimension 2 les notions
de numériquement effectif pour les diviseurs et pour les 1-cycles coincident. Nous adoptons
ici une convention différente. Un 1-cycle est dit numériquement effectif si son nombre d’inter-
section avec tout diviseur nef est positif ou nul, de sorte que les notions de numériquement
effectif pour les diviseurs et pour les 1-cycles sont duales I'une de 'autre.

Théoréme 1.10.5 (Théoréme sur le Cone) Soit Xs une variété torique complete. Tout
I-cycle sur Xx est numériquement équivalent a une combinaison linéaire positive de courbes
Ty -invariantes. En particulier NE(Xy;) est un cone polyédral rationnel dans Ny(Xy) :

NE(Xzp) =NE(Xz) = Y RG]

T€X(n—1)
Preuve — Notons I' = 37 v, ;)R [C;]. C’est un cone polyédral rationnel inclus dans
NE(Xy). D’apres le théoreme 1.9.7 on a
Nef(Xy) = IV

On en déduit que
NE(Xy) = Nef(Xy)" =T'YY =T C NE(Xy) C NE(Xy).

ou la troisieme égalité découle du fait que I' est polyédral (proposition 1.2.2). O

Corollaire 1.10.6 Dans ce cas Nef(Xy) est un cone polyédral rationnel dans N'(Xy).

Proposition 1.10.7 Pour tout I-cycle rationnel C € Z1(Xx)qg, si Jg = 0 ou s'il existe un
cone a € X tel que J5 = a(l), alors C' est numériquement effectif : [C] € NE(Xy).

Preuve — Il s’agit de montrer que pour tout diviseur nef D on a C'- D > 0. Soit donc D
nef. Par hypothese il existe o € X(n) tel que J; C o(1). D’apres le théoreme 1.9.5 il existe
Do) =>4, @pD, € [D] avec a, > 0 pour tout p. On a donc

C-D=C-Dyy=)» a,C-D,= Y a,C-D,>0.

pio pETS
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1.10.2 Projectivité des variétés toriques

Proposition-Définition 1.10.8 L’ensemble des diviseurs amples sur Xx, engendre un cone
qui n’est autre que l'intérieur du cone Nef(Xyx). On lappelle céne ample de Xs.

Preuve — C’est une conséquence immédiate des criteres numériques caractérisant les di-
viseurs nef et les diviseurs amples (proposition 1.9.7 et théoreme 1.9.10). 0

Proposition 1.10.9 Soit X un éventail ssimplicial et complet. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) Xyx est projective.
(b) Il existe un diviseur D ample sur Xs.
(c) NE(Xy) est fortement conveze.

(d) Il n'existe aucune combinaison linéaire positive de courbes toriques numériquement
équivalente a 0 :

[Cl= Y MC], A =0=[C]#0.

T€o(n—1)
Définition 1.10.10 Soit ¥ un éventail complet dans N. On dit que > est un éventasl

projectif ou fortement polytopal si pour chaque 1-cone p € (1) il existe un point
v, € p tel que X soit obtenu en projetant a partir de l'origine les faces du polytope

Conv(v,, p € X(1))

dans Np.

Le résultat suivant est démontré dans [Ewa96] (Th 3.11 p.276) :

Proposition 1.10.11 Une variété torique X, est projective si et seulement si son éventail
Y est projectif.

Corollaire 1.10.12 Toute surface torique est projective.

Preuve — Il suffit de considérer le polygone dont les sommets sont les points d’intersection
des 1-cones de I’éventail avec un cercle. 0J
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1.11 Courbes extrémales - Classes contractibles
Courbes primitives

1.11.1 Courbes primitives

Proposition-Définition 1.11.1 Soit X un éventail simplicial a support convexe. Soit P =
{p1,--.,pr} € Ps une collection primitive. Il existe un unique cone yp € X tel que

o
Up 1= Up, Uy €P

ot yp désigne Uintérieur relatif de vp (avec la convention {0} = {0}.) On appelle vp le
focus de P. Lappartenance de vp a vp se traduit par 1'égalité

vp = Z ayu, avec a, € Q7.
pEvp(1)
En soustrayant les deux égalités on obtient ce qu’on appelle la relation primative associée
a P :
Up, + -+ Uy, — Z a,u, = 0. (1.2)
pEYP(1)

Le 1-cycle Cp associé a cette relation, c’est a dire vérifiant pour tout p € ¥(1)

1 si. p€Ppdyp(l)
l—a, si pePn~yp(l)

p st pEyp(l),pg P
0 stnon,

Cp-D,=

—a

est appelé courbe primitive associée a P. Pour tout p € PN ~yp(1l) on a a, <1 de sorte
que

Jd, ={pex(1)|Cp-D, >0} =P.
Enfin le 1-cycle Cp est numériquement effectif : [Cp] € NE(Xy).

Preuve — L’existence et 'unicité de vp découlent de la partition du support de I’éventail
en intérieurs relatifs de cones :
’Z’ = H 7

yeEX

On peut associer le 1-cycle Cp a la relation primitive (1.2) en vertu de la bijectivité de
I'application ‘y (corollaire 1.8.15). Pour l'assertion finale soit p € P N yp(1). Quitte a
renuméroter on peut supposer p = p;. Notons a le cone de ¥ tel que P\ {p1} = «a(1)

et posons w = vp — U, = Uy, + -+ u, € a. Comme P ¢ ~vp(1), on peut supposer
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p2 € P\ vp(1). En particulier py ¢ a(l) et o n’est donc pas une face de vp. D’apres le
lemme 1.2.10 ceci implique que & Nyp = @. On en déduit que

W= Vp — Up, = (am - 1)“91 + Z AplUp ¢ vp
pevp(L\{p1}

ce qui implique a,, —1 < 0. Ce raisonnement étant valable pour tout p € P Nvp(1) on a bien
Jg,, = P. On en déduit que Jo= € p(1) et done [Cp] € NE(Xs) d’apres la proposition
1.10.7, ce qui termine la preuve. 0

Remarque — Tel qu'il est construit, le 1-cycle associé a une collection primitive P est un
1-cycle rationnel : Cp € A1(Xx)g. On peut en fait montrer que Cp € A;(Xy), par exemple
en utilisant la proposition 2.3.5 (voir corollaire 2.3.6).

1.11.2 Courbes extrémales - Contractions extrémales

Définition 1.11.2 Soit Xy, une variété torique projective, les arrétes de son cone de Mori
NE(Xyx) sont appelées rayons extrémaux. Pour tout rayon extrémal R on a :

V[C],[C'] e NE(Xy), [C]+[C'l€e R=[C],[C"] €R

En outre chaque rayon extrémal est de la forme R = R [C;] avec T € ¥(n—1). La classe [C.]
correspondante est appelée classe extrémale et toute courbe torique C.. lui appartenant
est appelée courbe extrémale.

Théoreme 1.11.3 Soient Xy, une variété simpliciale projective, R un rayon extrémal de

Xy et 71y...,Tm les (n — 1)-cones tels que C; € R. Les ensembles jocht, et Jo. ne

dépendent pas de i, on les note respectivement J,J+ et J~. Pour tout p € J*, et tout

1 < i < m, le n-cone 0;;, = Cone(S,(1) \ {p}) est un cone de X. De plus soit ¥}, la

collection de cones obtenue a partir de X en enlevant Ty, ..., T, ainsi que toutes leurs faces.

1l y a trois possibilités :

(1) SiCard(J~) > 1 alors Xg = X3, est un éventail complet non-simplicial.

(2) SiCard(J ™) =1, Xg = X% est un éventail simplicial et complet.

(3) Enfin si Card(J ) = 0 alors U = Cone(J) est un espace vectoriel, 3% est un éventail
dégénéré de sommet U et Xp = Xg/U est un éventail simplicial de Ng/U.

Corollaire-Définition 1.11.4 On appelle contraction extrémale le morphisme torique
¢ Xy — X, associé au morphisme d’éventails ¢ : ¥ — Y. Il contracte toutes les courbes
extrémales de R et seulement celles-ci :

VreX(n—1), ¢(C,) ={pt} < [C.] €R.

De plus :
(1) SiCard(J~) > 1 alors ¢ est dit flippant, ¢’est un isomorphisme en codimension 1.
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(2) Si Card(J~) = 1, ¢ est dit divisoriel. C’est un morphisme birationnel dont le lieu
exceptionnel est un diviseur.

(3) Enfin si Card(J~) =0, ¢ est dit fibrant. Dans ce cas Xx est un fibré localement trivial
au-dessus de Xy, (de fibre isomorphe & un quotient abélien fini d’un espace projectif
pondeéré).

1.11.3 Classes contractibles

Les résultats et définitions suivants sont tirés de I’article de C. Casagrande “Contractible
classes in toric varieties” ([Cas03]).

Théoréme 1.11.5 Soit Xx, une variété torique lisse et compléte et soit [C] € Ay(Xx) N
NE(Xy). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Il existe T € X(n — 1) tel que [C] = [C;] et toute courbe torique C, € [C] est extrémale
dans chaque surface torique irréductible qui la contient.

(b) Il existe une collection primitive P telle que [Cp] = [C;] et pour tout cone v € % tel
que v(1) N Jo =0, si v+ Cone(J; ) € X alors

pour tout p € Ja&, v+ Cone(Jo \ {p}) € &

(c) Il existe T € ¥(n —1) tel que [C] = [C;] et il existe une variété torique Xic) et un mor-
phisme torique ¢ic) : X5 — X(¢) a fibre connexes tel que pour toute courbe irréductible
C" dans Xx,

d1c)(C) = {pt} & [C'] € Q,[C].

Définition 1.11.6 On dit que la classe [C] est une classe contractible si elle vérifie l'une
des conditions équivalentes du théoreme 1.11.5. Le morphisme ¢(c) correspondant est appelé
morphisme contractant ou contraction associée a [C].

Lemme 1.11.7 Si [C] est une classe contractible sur une variété projective Xx, et ¢y
X5 = Xj¢ est la contraction associée, alors [C] est extrémale si et seulement si X est
projective.

Proposition 1.11.8 Soit X un éventail lisse, P € Ps. une collection primitive et Cp la
courbe primitive associée. Alors [Cp] est contractible si et seulement si pour toute collection
primitive Q € Py, telle que Q N P # et QQ # P, il existe une collection primitive R € Px,
telle que

R C(Q\P)Uryp().

Théoreme 1.11.9 Soit Xy, une variété torique projective lisse. Pour toute classe de 1-cycle
non nulle [C] € A;(Xs) NNE(Xyx) \ {0}, il existe une décomposition

[C] = M[Cy] + -+ -+ A\ [C]

avec [Cy] contractible et \; € N* pour tout 1 < i < r.






Chapitre 2

Générateurs du cone de Mori des
variétés toriques (Q-factorielles
completes

Le théoreme sur le cone de Miles Reid fournit une famille génératrice naturelle pour le
cone de Mori NE(Xy;) d'une variété torique complete Xy. Il s’agit des classes de courbes
toriques [C;] pour 7 € X(n — 1). Cependant, la détermination d'une famille génératrice
minimale est un probleme compliqué en général.

Dans le cas projectif, qui est le mieux connu, il existe une famille génératrice minimale
canonique pour le cone de Mori : les classes de courbes extrémales. Cependant, comme le sou-
ligne Cinzia Casagrande dans [Cas03], il n’existe pas d’algorithme permettant de déterminer
directement si une classe donnée est extrémale ou non. Le pas le plus important fait dans
cette direction est sans doute la caractérisation combinatoire des classes contractibles donnée
par Casagrande (voir théoreme 1.11.5 et proposition 1.11.8 du présent mémoire) dans le cas
des variétés toriques lisses et completes. Etant donnée une classe contractible, déterminer si
elle est extrémale ou non revient a déterminer si la variété torique obtenue en la contractant
est projective ou non (lemme 1.11.7). Il s’agit la d’une question de nature plus globale, ce
qui peut expliquer I’absence de caractérisation combinatoire directe.

Dans le cas non projectif tres peu de résultats sont connus. Comme le cone de Mori
n’est pas fortement convexe dans ce cas, on ne peut espérer trouver une famille génératrice
minimale canonique en général. On peut toutefois espérer qu'une famille plus large comme
celle des classes de courbes primitives introduite par Batyrev en 1991 dans [Bat91] (voir
paragraphe 1.11.1), dont on sait qu’elle génere le cone de Mori dans le cas projectif, soit
également génératrice, au moins dans certains cas non projectifs. David Cox et Christine
von Renesse conjecturent ainsi dans [CvR09] que le cone de Mori est engendré par les classes
de courbes primitives des que ’éventail de la variété est convexe et de dimension maximale
(donc en particulier des que la variété est complete).

Nous commencons en section 2.1 par étudier une propriété importante commune a toutes
les classes contenues dans un méme rayon R, [C] du cone de Mori. Nous prouvons la pro-
position 2.1.5, selon laquelle le rayon RT[C] d'une courbe C' est entierement déterminé par

35
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certains ensembles jgf et J; de 1-cones de I'éventail. Il s’agit des ensembles de 1-cones
p € X(1) pour lesquels le nombre d’intersection C'- D, entre C' et le diviseur torique D, soit
respectivement strictement positif ou strictement négatif.

Dans la section 2.2 nous rappelons les résultats obtenus par Cox et von Renesse sur la
génération du cone de Mori dans le cas quasi-projectif et donnons une variante de preuve
pour le cas facile (projectif simplicial). Nous énongons ensuite la conjecture formulée par
les deux auteurs dans [CvR09] et en fournissons plusieurs contrexemples dans la section
2.2.2. Nous introduisons enfin la famille des courbes localement contractibles (légerement
plus large que celle des courbes dont la classe est contractible introduite par Casagrande)
et nous la présentons comme une candidate possible a la génération du cone de Mori en
énoncant une forme moins forte de la conjecture de Cox et Von Renesse, non remise en
cause par les contrexemples exhibés.

Nous présentons dans la section 2.3 un outil de construction de 1-cycles a partir de
couloirs dans I’éventail Y, c’est a dire a partir de suites de cones de dimension maximale
o1,...,0, € X(n) qui rencontrent leur prédecesseur et leur successeur le long de cones de
codimension 1 7, € ¥(n — 1). Nous présentons essentiellement deux types de constructions :

(1) Les couloirs droits introduits en section 2.3.2 permettent de construire des 1-cycles

comme combinaisons linéaires de courbes toriques a coefficients positifs

r—1

C=> MCr, >0

k=1

dont on maitrise I’ensemble J- des diviseurs toriques rencontrés.

(2) Les couloirs circulaires introduits en section 2.3.3 fournissent des combinaisons li-
néaires de courbes toriques dont la classe numérique est nulle. On montre que pour
chaque couloir circulaire on a un espace vectoriel de relations entre les classes des
courbes toriques qui apparaissent dans le couloir.

L’application principale des couloirs droits est la décomposition explicite de la classe de
certains 1-cycles en combinaisons linéaire de classes de courbes toriques. Plus précisément,
étant donnée une classe de 1-cycle rationnel [C] € A;(Xx)g telle que tous les éléments de
Jo soit contenus dans un meéme cone o de I'éventail, on construit un réseau de couloirs
reliant o a tous les éléments de jg extérieurs a o. On en déduit une combinaison linéaire
de courbes toriques C’, a coefficients rationnels positifs, numériquement équivalente a C.

De ces décompositions par réseaux de couloirs droits, on tire dans la section 2.4 le
concept de courbe directement décomposable : il s’agit des courbes irréductibles C' pour
lesquelles la combinaison linéaire C” décrite ci-dessus fait intervenir des classes de courbes
n’appartenant pas au rayon R [C] engendré par la classe de C' dans N;(Xy). En dimension 2
nous montrons qu’il est relativement aisé de caractériser les courbes extrémales au moyen de
leur auto-intersection et de donner des formules explicites de décomposition de toute classe
non extrémale en combinaison linéaire a coefficients entiers positifs de classes extrémales.
Nous en déduisons un moyen d’étendre la notion de classe contractible a toute variété torique
Q-factorielle et complete (dans [Cas03], Casagrande ne traite que de variétés torique lisses
et completes).
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Dans le résultat principal de la section 2.4 nous montrons que la notion de contractibilité
ainsi étendue est équivalente a la non décomposabilité directe introduite un peu plus tot et
nous en donnons quatre caractérisations combinatoires équivalentes.

Le chapitre se termine sur une prospective, donnant des résultats partiels et des pistes de
recherches. Dans la section 2.5.1 on s’intéresse aux configurations “spiralées” habituellement
liées a la non projectivité dans les éventails simpliciaux et complets. Dans [Oda78|, Tadao
Oda en donne une description en termes de polygone dans I’éventail. Nous tentons ici de les
caractériser a l'aide des couloirs circulaires. Plus précisément nous définissons la notion de
couloir circulaire polarisé dont nous montrons que ’existence implique la non projectivité.

[’avantage de notre approche est d’étre valable en toute dimension alors que le résultat
de T. Oda (Prop. 9.3 de [Oda78]) ne traite que la dimension 3. En revanche, alors que tous
les éventails non projectifs de la classification d’Oda (ibid. Th. 9.6) contiennent un polygone
suffisant & montrer la non projectivité, nous avons su trouver des couloirs circulaires polarisés
dans toutes les familles d’éventails sauf une.

Nous concluons en énoncant quelques questions que nous n’avons pas eu le temps de trai-
ter portant sur I’éventualité d’aboutir par cette approche a un nouveau critere de projectivité
et aux possibles applications, notamment a la décomposition des classes contractibles non
extrémales.

Dans tout ce chapitre, sauf mention explicite du contraire, les variétés toriques considérées
seront Q-factorielles et completes (de méme les éventails seront simpliciaux et complets.)

2.1 Diviseurs rencontrés par une courbe : une pro-
priété du rayon R [C]

Par définition, la classe numérique d’'un 1-cycle [C] est entierement déterminée par les
nombres d’intersection (C' - D,),ex1). De plus, d’apres la proposition 1.8.15, ceux-ci four-
nissent une relation entre les générateurs primitifs u, des 1-cones de I'éventail. Les ensembles
jgf et J. de l-cones de X associés a des diviseurs toriques dont le nombre d’intersection
avec C est respectivement strictement positif ou négatif, jouent un role tres important dans
cette relation, ainsi que leur réunion Jo = J5 U J; . En effet on a

ZC-Dpup:ZC-Dpup:O dans Ng, (2.1)

pEX(1) pedc

ce qui se réécrit de maniere plus précise

Y C-Dyu,= Y (=C-D,)u,. (2.2)
pETSE >0 peTS >0

Ces ensembles ne dépendent que du rayon R, [C] engendré par la classe de C' dans
Ni1(Xy) et dans certains cas, que 'on va préciser ici, ils déterminent entierement ce rayon .
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Notons que, méme s’ils jouent un role crucial dans certains raisonnements (notamment
dans [Rei83], [Kre00] ou [Cas03]), les ensembles Ji et J; semblent n’avoir pas fait I'objet
d’une étude séparée auparavant excepté dans [CLS11] (section 15.3) d’ou les notations JF
et J sont inspirées.

Définition 2.1.1 Soit U = (uy,...,u,) une famille de vecteurs de R™. On appelle degré
de liaison de U et on note dgli(U) la dimension de l'espace vectoriel des relations entre
les u; :

dgli(U) = m — dim(Vect(U))
St le degré de liaison de U est k, on dit que U est k-liée. On dit que u; est un pilier de U
s1

dgli(U \ {u:}) = dgli(U)

c’est a dire si le fait d’oter u; a U fait chuter la dimension de [’espace vectoriel engendré :
dim(Vect(U \ {w;})) = dim(Vect(U)) — 1.

Lorsqu’il n’y a aucun pilier parmsi les u;, on dit que U est liée minimal ou plus précisément

k-liée minimale (k = dgli(U)).

Les définitions précédentes s’étendent naturellement a des ensembles de cones de dimen-
sion 1 :

Définition 2.1.2 Soient ¥ un éventail de Ng et J = {p1,...,pm} un ensemble de 1-cones
de ¥. On dit que J est libre, k-lié ou k-lié minimal st la famille Uy = (u,), ey est respective-
ment libre, k-liée ou k-liée minimale. On note dgli(J) le degré de liaison de J. On dit que
p € J est un pilier de J siu, est un pilier de Uy. En outre on note

Rel(.J) = Rel(U;)

le sous-espace vectoriel de Rel(X) des relations rationnelles entre les générateurs primitifs
des cones de J.

Le fait d’étre lié minimal est une des propriétés caractéristiques de I’ensemble J-, comme
le précise le résultat suivant :

Lemme 2.1.3 Soit Xy, une variété torique Q-factorielle complete. Pour tout 1-cycle C' €
Z1(Xyx), Uensemble

Je={p€ (1) | C-D,#0}

est k-lié minimal avec k = dgli(Jc). En particulier si Jo n’est pas vide, il ne peut étre
contenu dans aucun o(1) pour o € ¥. Autrement dit :

il existe o € ¥ tel que Jo C 0(1) = [C] = 0.
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Preuve — C’est une conséquence directe du lemme 1.8.9 : la relation
Z C-Dyu, = Z C-Dyu,=0
pEX(1) peEJC

permet d’exprimer chaque u, pour p € J¢ en fonction des autres. Pour tout p € Jo on a
donc dim(Je \ {p}) = dim(Jc), ce qui montre que J¢ n’a aucun pilier. Si Jeo n’est pas lié,
c’est que tous les nombres d’intersection sont nuls, c¢’est a dire que J¢o est en fait vide. La
derniere implication découle du fait que, comme ¥ est simplicial par hypothese, pour tout
o € ¥, 'ensemble (1) est libre. O

Tout ensemble de 1-cones lié contient nécessairement une collection primitive. Dans le

cas de ’ensemble J- on peut préciser ceci comme suit :

Lemme 2.1.4 Pour tout 1-cycle C € Z,(Xx) non numériquement équivalent a 0, l'une des
deux parties J3 ou J5 contient une collection primitive.

Preuve — Par I'absurde, supposons qu’il existe deux cones (distincts) «, 5 € X tels que
J& =a(l) et J5 = B(1), alors les relations (2.1) et (2.2) entrainent I'existence d’un vecteur

v = C-D,u,= —C-Due&ﬂo,
Z p Up Z ( p)Up B
pEOc(l) >0 pGB(l) >0

ce qui est absurde d’apres le lemme 1.2.10. 0

Dans le cas ou l'ensemble Jo est 1-lié, il caractérise la classe numérique de C' a un
multiple rationnel pres. Plus précisément on a le résultat suivant :

Proposition 2.1.5 Soit Xy, une variété torique Q-factorielle compléte et C,C" € Z1(Xy)
deuz 1-cycles. Supposons 'ensemble Jo 1-1ié et la classe [C"] non nulle, alors on a

(a) Si Jor C T, alors Jor = Jo et les deux 1-cycles sont numériquement proportionnels :
QICT =QIC].
(b) Si de plus JZ, = J5 alors les rayons engendrés dans Ny(Xx) sont les mémes :
R [C] = R4 [C].

(c) Enfin si Jor C Jo et s'il existe p € Jo tel que C' - D,=C"-D, alors les deux 1-cycles
sont numériquement équivalents :

) =[],

En particulier, si (d,) s, € Rel (Jc) \ {0} est une relation non triviale entre les générateurs
minimauz des 1-cones de Jo, alors il existe un rationnel non nul p € Q* tel que pour tout
p€X(1) on ait

C-D,=pd,.
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Preuve — Comme l'ensemble [J- est 1-lié minimal par hypothese, il est 1-lié minimal
d’apres le lemme 2.1.3 et I'unique relation a multiple rationnel pres est la relation associée
a C clest a dire (2.1). Le fait que J¢r soit inclus dans J¢ entraine qu’il est 1-1ié minimal
également, engendré par la relation associée a C’. On a donc les inclusions suivantes entre
espaces de relations :

@(C/ ) Dp)peZ = Rel (-70') C Rel (jC> = Q(O ’ DP)PGE'

Par le corollaire 1.8.15 on en déduit que les 1-cycles sont numériquement proportionnels et en
particulier que Jor = Je. Ceci prouve (a), les assertions (b) et (c¢) en sont des conséquences
immédiates. Enfin la derniere assertion est une simple traduction du fait que

Rel (Jc) = Q(dp) pes = Q(C - Dy) pes
OJ

Le cas des courbes toriques mérite d’étre précisé. Soit 7 € ¥(n — 1) un cone de codi-
mension 1. Comme les deux n-cones qui contiennent 7 sont engendrés par des bases de Ny
(puisque ’éventail ¥ est simplicial), leur réunion S,(1) est 1-liée. Il en est donc de méme
du sous-ensemble J-_ et on en déduit immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 2.1.6 Pour tout 7 € X(n—1), Jo. C S;(1) est 1-lié minimal. De plus ['unique
relation, a multiple rationnel pres, entre les u, pour p € S;(1) est la relation murale

> C. Dy, =0. (2.3)
peIJc,

Enfin la classe de tout 1-cycle numériquement effectif C' qui vérifie Jo C S;(1) engendre le
méme rayon du cone de Mori que [C;] :

R, [C] = R, [C,]

A travers l'isomorphisme du corollaire 1.8.15

T A(Xe)o — Rel(3(1)
[Cl = (CDp)pes),

on peut considérer le sous-espace vectoriel des classes de 1-cycles rationnels qui ne ren-
contrent qu’un sous-ensemble de diviseurs toriques donné, ce qui mene a la définition 2.1.7.

Définition 2.1.7 Soit J = {p1, ..., pm} un ensemble de 1-cones de X3 dans Ng. On pose
Ai(J) ={[C] € Ai(Xs) | Je C J}.

C’est un sous-groupe de A;(Xyx). On note Ai(J)g le Q-espace vectoriel A;(J) ® Q. Par
construction on a
dim (Ay(J)g) = dgli(J).
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2.2 Courbes primitives et cone de Mori

2.2.1 La conjecture de Cox-von Renesse

Dans son article “On the classification of smooth projective toric varieties” ([Bat91]), V.
Batyrev introduit en méme temps les collections primitives, si importantes dans la construc-
tion des variétés toriques comme quotients (voir section 1.7), et les relations primitives qui
permettent la construction des courbes primitives (présentées a la sous-section 1.11.1). Il
énonce alors (sans démonstration) le résultat suivant :

Théoréme 2.2.1 (Batyrev - 1990) Si Xy est une variété torique projective lisse, alors
son cone de Mori est engendré par les courbes primitives :

Pour une preuve, Batyrev renvoie aux travaux de Oda et Park [OP91] ainsi qu’a la
description des courbes extrémales donnée par Reid ([Rei83]). Plusieurs auteurs citent ce
théoreme, parfois en améliorant légerement les hypotheses, mais il faut attendre la these
de Christine von Renesse [VRO07] et son article coécrit avec David Cox [CvR09] pour trou-
ver les premieres preuves détaillées du résultat, ainsi qu'une discussion sur les hypotheses
nécessaires.

Cox et von Renesse donnent deux énoncés, un dans le cas simplicial et un dans le cas
non-simplicial, en améliorant sensiblement les hypotheses. En particulier ’hypothese de
projectivité est remplacée par celle de quasi-projectivité dont voici la définition :

Définition 2.2.2 Un éventail ¥ a support conveze est dit quasi-projectif si le cone de Mori
NE(Xs) est fortement convexe. Dans ce cas on dit que Xx est une variété torique quasi-
projective.

Conformément a la définition usuelle de variété algébrique quasi-projective, toute variété
torique quasi-projective est un ouvert de Zariski d'une variété torique projective.
Voici I'énoncé donné dans [CvR09] (originellement deux théoremes distincts 2.3 et 3.4) :

Théoréme 2.2.3 (Cox, von Renesse - 2009) Si > est un éventail quasi-projectif de di-
mension maximale, alors le cone de Mori de la variété torique Xx est engendré par les
courbes primitives :

Remarque — Les énoncés originaux sont exprimés en termes de fonctions support, I’équivalence
entre les formulations est précisée dans la proposition 1.10 de [CvR09].
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L’inutilité de 'hypothese de lissité était déja un fait commun dans la littérature, 'apport
véritable de I’énoncé ci-dessus est 'abandon des hypotheses de complétude et de simplicia-
lité.

Adapter la preuve du cas d’un éventail projectif a celui d’un éventail quasi-projectif de
dimension maximale ne demande d’effort particulier. En effet dans les deux cas il s’agit de
montrer que chaque classe extrémale contient une courbe primitive (I’essentiel du travail est
donc fait une fois qu’on a adapté le théoreme sur le cone au cas non complet).

En revanche démontrer le résultat dans le cas ou I'éventail > n’est pas simplicial re-
quiert une étude des différents raffinements simpliciaux de ¥ possibles (voir [vR07] Ch. 4
ou [CvR09] sect. 3) ce qui est loin d’étre immédiat.

Deux preuves différentes sont données dans [CvR09] pour le cas simplicial : une direc-
tement tirée des résultats de Reid ([Rei83]) et l'autre basée sur les arguments de Kresch
([Kre00]), dont nous donnons une variante ici.

Dans un souci de cohérence avec le reste du présent mémoire, nous nous placons dans
le cas complet (c’est a dire projectif) mais les arguments s’adaptent sans difficulté au cas
quasi-projectif. Nous découpons la preuve en trois partie : d’abord deux lemmes élémentaires
qui, bien qu’entierement combinatoires, nous semblent présenter un certain intérét par eux
meéemes. Ensuite la preuve du théoreme, qui en découle aisément.

Lemme 2.2.4 Soit 7 € Y(n — 1) un mur de ’éventail ¥. Toute collection primitive P
contenue dans S-(1) contient la paire de 1-comes S;(1) \ 7(1).

Preuve — Si 'on note S; = o U ¢’, on a pour toute collection primitive P contenue dans
S;(1)ona P ¢ o(l)=0d'(1)\ o(l) C P et, de méme, P ¢ o'(1) = o(1) \ /(1) C P, donc
finalement S (1) \ 7(1) = (o(1) Uo'(1)) \ (¢(1) No’(1)) C P. O

Lemme 2.2.5 Soit 7 € X(n—1) un mur de l’éventail ¥ et P € Ps, une collection primitive
contenue dans S;(1). 1l existe un nombre rationnel strictement positif X € Q7 tel que le
I-cycle rationnel C' = C; — ACp soit numériquement effectif : [C] € Ay(Xx)o N NE(Xy).

Preuve — Notons o et ¢’ les n-cone tels que oMo’ = 7 et p le 1-cone tel que {p} = o(1)\7(1)
D’apres la proposition 1.10.7 il suffit de choisir A € Q% tel que J C ¢'(1) (ou J C o(1).)
Or par construction on a J;, C Jo UJg, C S-(1) = {p} Ua'(1). Comme p € S (1) \ 7(1),
on a d'une part C. - D, > 0 et d’autre part, d’apres le lemme précédent, p € P = jgp.

C.-D
On peut donc choisir A = =——" € Q% de sorte que
Cp-D,
C-D,=C;-D,—XCp-D,=0,
et donc J; C o'(1). O

Remarque — Dans le cas ot Xy, est lisse, quitte & remplacer p par I'unique 1-cone p’ tel que
{p'} =0c'(1)\ 7(1) on peut supposer p € P\ vp(1) de sorte que Cp - D, =C, - D, =1. On a
alors

[C] =[C7] - [CP] € A1(X5) NNE(Xx).

Une fois ces lemmes établis, le cas facile du théoreme 2.2.3 est démontré en quelques
lignes.
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Démonstration du théoréme 2.2.3, cas facile (projectif, Q-factoriel) — Par défini-
tion des rayons extrémaux on a

NE(Xs) = ) R,

Rextr.

ou la somme est prise sur I'ensemble des rayons extrémaux. Il suffit donc de montrer que
chacun de ces rayons extrémaux contient une courbe primitive. Soit donc R = R, [C;] un
rayon extrémal. Comme S, (1) est de cardinal n+ 1, il existe une collection primitive P € P
telle que P C S;(1). Soit donc C' = C. — ACp le 1-cycle donné par le lemme 2.2.5. On a
[C]+ A[Cp] = [C;] € R donc A\[Cp] € R et [Cp| € R ce quil fallait démontrer. O

La question qui vient naturellement a la vue de ces résultats est “I’hypothese de quasi-
projectivité est-elle nécessaire 7”. C’est précisément sur cette question ouverte que se ter-
mine 'article [CvR09]. Les auteurs formulent deux conjectures, faisant suite a leurs deux
théoremes principaux. Nous les rassemblons ici en un unique énoncé :

Conjecture 2.2.6 (Cox, von Renesse - 2009) Si ¥ est un éventail a support convexe
de dimension maximale, alors le cone de Mori de la variété torique Xy, est engendré par les
courbes primitives :

De plus, si X2 n’est pas simplicial alors pour toute collection primitive P € Psx, il existe un
raffinement simplicial X' de 3 tel que 3'(1) = (1) et P € Psy.

Il est a noter que dans sa these, C. von Renesse donne déja pour ’essentiel la preuve du
théoreme 2.2.3 basée sur I'article de Reid ([Rei83]). Mais elle ne mentionne pas explicitement
I’hypothese de quasi-projectivité, méme si elle 1'utilise puisque sa preuve repose sur les
propriétés des courbes extrémales, lesquelles ne sont définies que lorsque le cone de Mori est
fortement convexe (c’est a dire lorsque la variété est quasi-projective).

2.2.2 Contrexemples a la conjecture de Cox-von Renesse

La quasi-totalité des exemples de variétés toriques non projectives cités dans la littérature
(notamment dans [Oda78|, [Oda88] et [FP05]), sont des exemples lisses. Comme le re-
marquent Cox et von Renesse, sur tous ces exemples le cone de Mori est engendré par les
courbes primitives. Cependant ce n’est pas le cas de toutes les variétés toriques Q-factorielles
completes comme le montrent les contrexemples suivants.

Contre-exemple 2.2.7 Soit ¥; I'éventail de Ng = R? dont les 1-cones sont engendrés par

= ()= ()= (8) = (§) mo= (1) etwr=(})
=19 )= ) w=05)Ub=\5) %b=\; ebur =179

et dont les 3-cones sont

(1,2,3),(1,2,6),(1,3,5), (1,5,6),(2,3,7), (2,6,7), (3,5,7) et (5,6,7),
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P3

Pe P

P1 P2

Figure 2.1 — Contre-exemple avec nombre de Picard 3

ou l'on note pour simplifier (7, j, k) = Cone(u;, u;, u;). L'éventail 3 peut-étre obtenu en
projetant depuis l'origine les faces du polyedre dessiné a la figure 2.1

La variété torique Xy, est simpliciale, complete et non-projective. Elle possede une
unique singularité au point d’intersection des trois diviseurs toriques D5, Dg et D7. L’éventail
Y. contient seulement 3 collections primitives qui sont toutes de cardinal 2 : {p1, p7}, {p2, p5}
et {ps3, pe}. Les relations primitives associées sont respectivement

U1 + U7 = Uy + Ug,
Ug + Us = U3 + U7,
et Uz + Ug = U + Us.
Les courbes primitives correspondantes vérifient donc

O{Pbp?} + 0{02795} + O{psme} = 0.

En particulier elles sont toutes contenues dans un meme plan de A1 (Xs)r et ne peuvent
donc pas engendrer le cone de Mori NE(Xy;).

%

Contre-exemple 2.2.8 Soit Y, I’éventail de Ng = R? combinatoirement équivalent a ¥,
et dont les 1-cones sont engendrés par
1
) et uy = (8) .

o= (§) = (3) = (8) = (1) =

—NO
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La variété torique Xy, est également simpliciale, complete et non-projective et possede
également une unique singularité au point d’intersection des trois diviseurs toriques D5, Dg
et D;. Les relations primitives sont ici

U1 —|— U7 = 4U2 —|— 2U6,
Uy + Uy = 4U3 + 2U7,
et w3+ ug = 4uy + 2us.

Les courbes primitives correspondantes Cy,, ,,3 = Cl2,6); Cipaps) = Cary et Cps p6r = Cia5)
ne sont donc pas liées dans A; ( Xy )r. En revanche elles sont toutes les trois de degré anticano-
nique strictement négatif, contrairement a toutes les autres courbes toriques. En particulier
elles sont toutes contenues dans un méme demi-espace de A;(Xy,)r et ne peuvent donc pas
engendrer le cone de Mori NE(Xx,), qui dans ce cas est en fait égal & A;(Xy,)r tout entier.

O
Les deux exemples précédents sont en fait des cas particuliers d’'une méme famille :

Proposition 2.2.9 §i X est un éventail simplicial, complet, non fortement polytopal et
combinatoirement équivalent & [’éventail de P* x P x P!, alors le cone de Mori de la variété
torique Xy, n’est pas engendré par les courbes primitives sur Xy :

S R.[Cr] € NE(Xs).

PPy

Preuve — Par hypothese 1'éventail > comporte seulement trois collections primitives.
Notons c¢ le sous-cone de NE(Xy) engendré par les classes des trois courbes primitives cor-
respondantes. Comme Xy n’est pas projective, il existe un sous-espace vectoriel de A; (Xx)gr
entierement contenu dans NE(Xy). Si ¢ n’est pas de dimension 3, il n’a aucune chance d’étre
égal A NE(Xy). Mais s'il est de dimension 3, étant engendré par exactement trois classes de
courbes, il ne peut contenir aucun sous-espace vectoriel. Dans tous les cas ¢ est strictement
inclus dans NE(Xy). O

Grossierement parlant, les variétés pour lesquelles la conjecture 2.2.6 n’est pas valable
sont celles dont 1’éventail ne comporte pas suffisamment de collections primitives. On pour-
rait penser que ce manque de collections primitives est lié a la petitesse du nombre de Picard.
L’exemple suivant montre que ce n’est pas le cas.

Contre-exemple 2.2.10 Soit X3 1'éventail de N = R? dont les 1-cones sont engendrés
-1

par
0 0 1 0 1 2
Uy = 0))2: 6)73:<Pl>7u5:(6>7u6:(%>7u7:<(1)>7UBZ<%>7
2
Ug = 2) et uqg (1)
2
et dont les 3-cones sont

(1,2,3),(1,2,6),(1,3,5), (1,5,8), (1,6,8), (2,3,7), (2,6,9), (2,7,9), (3,7, 10), (5,8, 10),
(6,8,9), (7,9,10) et (8,9, 10)

VRS
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P3

Ps

P8

£10

Pe
P1 P2

Figure 2.2 — Contre-exemple avec nombre de Picard 6

ol on note (7, j, k) = Cone(u;, uj, uy).

La variété torique Xy, est simpliciale, complete et non-projective. Elle possede une
unique singularité au point d’intersection des trois diviseurs toriques Dg, Dy et D1q. L’éventail
3 contient 15 collections primitives, toutes de cardinal 2, que nous notons pour simplifier
4, 7] au lieu de {p;, p;} :

1,7],11,9], [1,10], [2, 5], [2, 8], [2, 10], [3, 6], [3, 8], [3, 9], [5, 6], [5, 7], [6, 7], [5, 9], [7, 8], [6, 10]
Les relations primitives associées sont respectivement

u1+u9:2u6, U2+U10:2U7, U3+U8:QU5,
Us + U = Uy + Ug, U5+ U7 = U3 + U, Ue+ U7 = U2 + Ug,
UL+ Uy = Us + Ug, Uo + Uy = U3+ Uy, U3+ Ug = U + Us,
Us + Ug = Ug + U, Ug + U9 = U7 + Ug, U7 + Ug = Us + U1,
U1+U10:U2+U9, U2+U8:U3+U10 u3+u9:u1+u8,

On en déduit les relations suivantes entre courbes primitives :

Cin=Cnog+Cern, Crs=Cpig+Cpsrn, Cae=Cpag+ s,
U9 = Cpse +Clgs  Crii0 = Cis, + Cr2a0), Crrg) = Cizg) + Csmp,s
Cii00 =Cnn +Ceoy Cpg =Cps +Crgs  Cpo = Cpe+ Cp-
En particulier le cone engendré par les 15 courbes primitives est engendré par les 6 courbes
contractibles
Ch9, C2,100, Cla.81, Cls 605 s,y et Clerg
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qui vérifient entre elles la relation
Cr9 + Cri0 + Cppg) + Cise) + Cs7p + Clerp = 0.

Ce cone n’est donc pas de dimension maximale et n’est donc pas égal au cone de Mori

NE(Xs, ).
o

Il semble qu’on puisse construire, sur le modele des contrexemples 2.2.7 et 2.2.10 une
famille infinie de variétés non projectives X, pour lesquelles la conjecture 2.2.6 n’est pas
valable. X possede une unique singularité et son nombre de Picard est 3k mais le cone
engendré par ses courbes primitives n’est que de dimension 3k — 1.

2.2.3 Le cas lisse - Courbes localement contractibles

Etant donné que tous les contrexemples donnés ici (et tous ceux que nous avons pu
construire par éclatement a partir de ceux-ci) sont singuliers, on peut espérer que la conjec-
ture 2.2.6 soit valable pour les variétés lisses. Cependant, comme le remarque C. Casagrande
dans [Cas03], les classes contractibles (qui sont primitives par définition) ne suffisent pas
a engendrer le cone de Mori en général. Nous proposons ici une famille un peu plus large
de courbes primitives, qui engendre le cone de Mori dans les exemples connus : les courbes
localement contractibles.

Théoréme 2.2.11 Soit ¥ un éventail simplicial et complet. Pour tout mur T € ¥(n — 1),
il y a équivalence entre

(a) 1l existe une unique collection primitive P contenue dans S-(1) et [Cp] € Q4 [C].
(b) Pour tout p € Ji il existe 0, € X(n) tel que S-(1)\ {p} = 0,(1).
(c)

Cone(S;) = U o

oceX(n)
o(1)CS-(1)

Preuve —

(a)= (b) Soit p € J¢.. Comme [Cp] € Q.[C]\ {0}, on a J& = T, = P, donc p € P. De
plus comme P est I'unique collection primitive contenue dans S, (1), le sous-ensemble
S-(1)\ {p} ne contient aucune collection primitive. Il existe donc un cone de ’éventail
o, € X tel que S;(1) \ {p} = 0,(1). Enfin comme S;(1) \ {p} est de cardinal n, on a
bien o, € X(n).

(b)= (c) Soit v € Cone(S;). 1l existe des réels positifs A, > 0 tels que v =3 s ) Ayt

Ay A
Soit p' € Jg tel que 07_7’31)# soit minimal parmi les c .pr pour p € S;(1). On a
Ay C.-D
U:U_C.ipl), Z OT'Dpup: Z (Ap—Aplﬁ) Up.
TP pes (1) pESF(1) T

-~

=0
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Or par définition de p’ on a pour tout p € \75“7

C,-D A Ay
A, —N\y—L =C_-D P P > 0.
p pCT«Dp/ Cr ”(CT~Dp CT'Dp’) 0

Comme pour tout p §Z jé: on a

Dy oy 5y

)\p—)\plic .7
T p

c-D,
PIOT . Dp’ - O)
Ceci montre l'inclusion du premier ensemble dans le second. L’inclusion réciproque est
évidente.

on en conclut que v € Cone(S;(1)\{p'}) = 0, (pour p=p onal,—A

(c)= (a) Soit P une collection primitive contenue dans S;(1). Le vecteur vp = > _pu, est

peP
par définition contenu dans vp. Par ailleurs vp est clairement contenu dans Cone(S;).
Par hypothese il existe donc o € %(n) tel que o(1) C Sy(1) et vp N o # . On en
conclut (avec le lemme 1.2.10) que 7p < . On a donc Jeo, = vp(1) U P C S-(1). On
en déduit par le corollaire 2.1.6 que les classes de Cp et C, engendrent le méme rayon
dans Ni(Xy) :

R [Cp] =R, [C7].

On en conclut d'une part que [Cp| € Q,[C;] et d’autre part que ]JP = P est égal
a jct . L’ensemble jot est donc 'unique collection primitive contenue dans S;(1), ce
qui acheve la démonstration.

OJ

Définition 2.2.12 Si 7 € X(n — 1) vérifie ['une des conditions équivalentes du théoréme
2.2.11 on dit que C. est une courbe localement contractible.

Remarque — L’implication (b)=- (c) n’est autre que le (i) du corollaire (2.10) de [Rei83]
(p-406). M. Reid le démontre pour une courbe C; extrémale. En particulier, toute courbe
extrémale est localement contractible et le théoreme 2.2.11 fournit une nouvelle preuve du cas
facile du théoréme 2.2.3 (tres proche de celle donnée dans [CvR09] pour le cas simplicial.)

Le terme localement contractible désignant une courbe torique C; exprime le fait (que
nous ne démontrerons pas proprement ici) que, quitte a se restreindre a un ouvert (quasi-
projectif) contenant C. on peut définir un morphisme qui contracte exactement les courbes
contenues dans le rayon R, [C].

En particulier nous verrons a la section 2.4.2 que toute courbe dont la classe est contrac-
tible est localement contractible.

Exemple 2.2.13 On considére dans R? les éventails 31,y et X3 définis a partir des
générateurs minimaux suivants :

up = (9),up = (_21)>U3:(—01)7U4:((1)) et us = (1),
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et ayant pour ensembles de cones maximaux (ot I'on note en abrégé (i, j) = Cone(u;, u;)) :

El(2> = {(17 2)7 (27 3)}7 22(2> = 21(2) U {(374)7 (47 1)}7
et ¥3(2) = X1(2)U{(3,4),(4,5),(5, 1)},

On note D; = C; le diviseur (courbe) torique correspondant au 1-cone p; = Rou;. Xo est
I’éventail de la surface de Hirzebruch Hs et 33 est celui de I'éclaté de Hy au point distingué
Dy N D,. L'éventail ¥y est quasi-projectif et la variété torique Xy, est un ouvert commun
a Xy, et Xy,. Dans la variété Xy, toutes les classes de courbes toriques sont contractibles
(c’est a dire extrémales) sauf celle de la courbe C5 (voir lemme 2.4.4). Dans la variété Xy,
seules les classes [C], [Cy] et [C5] sont contractibles, la courbe Cy est seulement localement
contractible. Voyons ce que ceci signifie du point de vue des morphismes.

La projection sur la premiere coordonnée ¢ : Z> — 7 est compatible avec 1’éventail ¥,
de R? et I'éventail ¥y = {0,R_} de R. De méme ¢ est compatible avec les éventails ¥ et
Y3 de R? et I'éventail X5 = {R_,0, R, } de R. Les morphismes toriques associés sont

(bl :XE1 — XE4 = Al, ¢2 . XEQ = Hz — Xzs = ]P)l et ¢3 . XEg — XEs = ]Pl.

> PP >3
U2 U2 U2
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
Uy Uy Uy Us
[ ] [ ] [ [ ]
[} [ ) [ ] [ ] [}
us us us3
0 — >
2y 25 25

Figure 2.3 — “Contraction locale” de la classe [C5]

Le morphisme ¢, est la contraction extrémale de la classe [Cy] = [C4] € A;(Xy,)g. 11
s’agit d’'une contraction fibrante puisque Jo, = {p1,p3} = ng . Le morphisme ¢35 n’est
pas une contraction extrémale puisqu’il contracte les trois classes distinctes [Cyl, [C5] et
[Cs] = [C4] + [C5). Mais ces deux morphismes coincident sur 'ouvert Xy, de sorte qu’on
peut considérer ¢; comme la “contraction locale” de la classe [Cy].

\
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La famille candidate la plus naturelle pour la génération du cone de Mori d'une variété
torique lisse et complete est bien entendu celle des classes de courbes toriques qui sont en
méme temps courbes primitives. Cependant le résultat suivant suggere que cette famille est
strictement plus large que nécessaire.

Lemme 2.2.14 Soit ¥ un éventail lisse et complet et 7 € ¥(n — 1) un mur tel que le cone
Cone(S,) soit fortement conveze. Si C est primitive mais pas localement contractible, alors
il existe une courbe primitive Cq telle que

[Col & Q1[C] et [C7] — [Cq] € A1(Xx) NNE(Xx).

Preuve — Soit P la collection primitive telle que [C.] = [Cp|. Comme C, n’est pas
localement contractible, d’apres le théoreme 2.2.11, il existe une autre collection primitive
@ # P incluse dans S.(1). De plus, comme jgf@ =Q # P =Jg, ona [Cql ¢ Q.[C].

Enfin, I'éventail étant lisse, d’apres la remarque qui suit le lemme 2.2.5 on a
[C,] — [Co] € A1(Xs) NNE(Xy).
O

Ces considérations nous menent a formuler la conjecture suivante :

Conjecture 2.2.15 Le cone de Mori de toute variété torique lisse et compléte est engendré
par les classes de courbes localement contractibles. En particulier il est engendré par les
classes de courbes primitives.

2.3 Couloirs

Nous introduisons dans cette section des outils combinatoires, les couloirs, qui permettent
de construire des 1-cycles comme combinaisons linéaires explicites de courbes toriques. En
particulier ils permettent dans de nombreux cas de décomposer explicitement la classe
numérique d'un 1-cycle donné en combinaison de classes de courbes toriques.

Cet outil a été congu a lorigine pour répondre a la question (a visée arithmétique)
suivante : “Pour un diviseur effectif D existe-t-il un ensemble fini de courbes graduantes
suffisant a détecter un éventuel point rationnel sur D ?” (voir théoremes 3.4.4 et 3.5.2). 11
s’est avéré par la suite que

1) La décomposition explicite de classes n’est pas nécessaire pour traiter le cas d'un
diviseur D ample, I'existence de classes extrémales suffit (théoreme 3.5.2).

2) La méthode utilisée est extrémement proche de celle qui est utilisée par W. Ful-
ton et B. Strurmfels dans [FS97] dans un but légerement différent. L’expression des
coefficients intervenant dans la combinaison linéaire s’en trouvent réinterprétés (voir
sous-section 2.3.2).

Toute la suite de ce chapitre sera consacrée a I’étude de diverses applications des couloirs.
Outre 'apport d'un point de vue nouveau sur les résultats de C. Casagrande (développé au
long de la section 2.4), les couloirs nous ont permis d’énoncer un nouveau critére de non-
projectivité pour les variétés toriques Q-factorielles et completes, et de trouver des pistes de
méthode pour la décomposition des classes contractibles non extrémales (voir section 2.5).

Dans toute cette section on suppose donné un éventail > simplicial et complet.
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2.3.1 Définitions

Un couloir n’est autre qu’une suite de n-cones adjacents. Le terme couloir renvoie a
I'image d'un passage de chambre en chambre (les cones de dimension maximale) a travers
une succession de murs (les cones de codimension 1.) Voici la définition précise :

Définition 2.3.1 Un couloir est une suite de n-cones (o1, ...,0,) de l’éventail ¥ telle que
(a) Tous les oy sont distincts.
(b) Pour tout 1 <k <r—1, 7 =0 Nogy € X(n —1).

On appelle r la longueur du couloir. Pour tout 1 < k < r — 1, on note by l'unique élément
de o(1) \ (1) et hg Uunique élément de oy1(1) \ (). Un couloir est dit simple si
by ¢ o.(1), on dit alors que c’est un couloir entre by et o,.. Si au contraire by € o,.(1) et
o.Noy € X(n — 1) alors le couloir est dit circulaire.

A tout couloir C est naturellement associé un 1-cycle Ce comme combinaison linéaire
des courbes toriques associées aux murs rencontrés au long de C :

Proposition-Définition 2.3.2 (1-cycle associé & un couloir) Soit C = (0y,...,0,) un
couloir. Pour 1 < k <r—1 on pose

Ak = <mak,7'k7 bl) =2 ¢ Za

et on définit le 1-cycle

r—1

Ce=>_ MCh,.
k=1
On a alors
jCc C {bl} U O'T(]_>.

De plus la classe numérique de Ce ne dépend que de by et o, : Siby € 0,.(1) alors [Ce] =0,
sinon on a

ﬂ,bl
Ce-Dy, =1 et pour tout p € o,(1), C'C-Dp:—ﬁ
Or
Abk:b1
Remarque — Les coefficients A\, = (mg, 7., 01) = gk qui apparaissent peuvent étre in-
Tk

terprétés comme coordonnées de la classe b; de by modulo N, dans la base Uy, -, (voir
sous-section 1.2.3.) On peut aussi interpréter leur valeur absolue comme la maille d'un sous-
réseau, révélant ainsi la grande similarité avec la construction de Fulton et Sturmfels (voir les
commentaires qui suivent la proposition 2.3.3.)

La figure ci-dessous montre I'intersection d’un plan avec les cones d’un couloir dans un
éventail de dimension 3.
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Figure 2.4 — Couloir en dimension 3.

Preuve de la proposition 2.3.2 — Pour 1 < k£ < r —1 notons C} = Zle AiC-,, de sorte
que Ce = C,_1. Il nous suffit de montrer que pour tout k € {1,....,7r—1} on a

(a), Jo, C{bi} Uoks(1).
0 sib €opa(1)

(b)y, Ck- Dy, = .
1 sinon.
AP0
(c),, Pour tout p € gy (1) \ {b1} ona Cy- D, = _AO'k+1 '
Ok+1
On procede par récurrence. Pour k =1 on a
A,
Cl = )\107'1 - —107-1.

o

On en déduit que Jo, = Jo,, C {b1} Uoy(1) d'ott (a);. De plus d’apres le théoreme 1.8.11
on a

C,-D On et pour tout p € o9(1), Cy - D A" 0n
- Dy, = - pour tout p € ox(1), D, = — :
T1 1 Ao-l T1 P Aol Ao‘g
On en déduit immédiatement que
Ap7b1
Cy Dy, =1 et pourtout p€oy(l), Cy-D,=—-"+,
A,
c’est a dire que (b); et (c¢); sont vérifiés. Il reste a montrer que pour k € {2,...,r — 1}, si

(a)g—1,(b)g—1 et (c)x_1 sont vérifiés alors il en est de méme de (a),(b)x et (¢)g. Supposons
donc (a)g_1,(b)r—1 et (¢)g_1 vrais. Comme Cy = Cy_1 + \C,, et Jec,, C {bx} Uoks1(1), on
sait déja par (a),_1 que

Je, € Jop, UIc,, © ({01} Uok(1)) U ({bk} Uoksa(1)) = {br, be} U opesa (1)
Si by = by on a déja (a),. Sinon on a by € ox41(1) \ {b1} ce qui, d’apres (c¢)x_1, entraine
Abk:b1
ok

Ay

Ci1- Dy, = —

k
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On en déduit que

Abk:b1 Abk:b1 5
Cy-Dy, =Cr_y-D M\eCo, - Dy = ——2k Tk e =,
k- Dy, k-1 Dy, + ACrp - Dy, A, + 5. B,

d’ou Jo, C {b1} Uogs1(1) ce qui montre que (a), est vrai dans ce cas également.

On distingue ensuite trois cas :

(1) Siby € op11(1) on a Jo, C 0p41(1) d’ott [Ck] = 0 d’apres le lemme 2.1.3. (b), et (c)y
sont donc vérifiés dans ce cas.

(2) Siby =bg € (1) \ 0k41(1) on a [C_1] = 0 d’apres le point précédent et on montre
que (b)g et (c)x sont vérifiés de la méme maniére que pour k = 1.

(3) Siby ¢ S, (1) = 0x(1) Uopii(1) on a d'une part Cy_y - Dy, = 1 d’apres (b)_1 et
d’autre part C,, - Dy, = 0. On en déduit immédiatement (b)y, :

Ok.Dbl:Ck‘fl.Dbl—i_)\k‘CTk.Dbl:1+O:1'

Enfin comme dans ce cas {b1} U ogy1(1) est 1-1ié, (c)x découle de (a)y et (b), d’apres
la proposition 2.1.5 et la formule de Cramer

p,b1

§ : Ok+1
ubl = —'U,p

(o3
pEokya(1) TR

Ainsi (a)g, (b)r et (c), sont vrais dans tous les cas. Ceci acheve la preuve par récurrence et
la proposition est donc démontrée. 0]

2.3.2 Couloirs droits

Comme son nom l'indique, un couloir droit est un couloir C qui relie un 1-cone de
I’éventail a un n-cone de I’éventail en allant “tout droit”. La premiere conséquence de cette
rectitude est effectivité du 1-cycle Ce associé par la proposition 2.3.2. Ce 1-cycle étant de
plus T-invariant par construction, les couloirs droits permettent donc d’exprimer certaines
classes de 1-cycles comme combinaison linéaire positive de classes de courbes toriques. Ainsi,
en faisant converger plusieurs couloirs droits vers le méme cone de dimension maximale, on
construit des réseaux de couloirs permettant de décomposer n’importe quelle classe [C] pour
laquelle 'ensemble 7 engendre un cone de I'éventail (proposition 2.3.5.)

Proposition-Définition 2.3.3 Pour tout p € X(1) et tout o € X(n), il existe un couloir
simple C = (01, ...,0,) tel que p="by, 0 = o, et pour tout 1 <k<r—1ona

b,b1
_ Aak

A = <mak77-k,bl> = 5 > 0.
Tk

Un tel couloir est appelé couloir droit entre p et o. La classe numérique du 1-cycle

r—1 Abk:01

Ce=) —5—0C,

k=1
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est effective et entiere :

[Ce] € A1(Xy) NNE(Xy)
et ne dépend que de p et de o.

Figure 2.5 — Couloir droit en dimension 3.

Preuve — A tout vecteur v € N \ Ru,, associons le segment de droite [u,,v]. Comme o
est un ouvert de Ng ~ R", il existe un vecteur v € o \ Ru, tel que chaque intersection entre
un mur 7 € X(n — 1) et le segment [u,, v] soit transverse et intérieure a 7 (il n’y a qu'un
nombre fini de sous-espaces stricts a éviter). Autrement dit il existe v € o \ Ru, tel que
pour tout 7 € ¥(n — 1) on ait

7N [u,,v] =0 ourNu,v] = {w}ecr.

Soit v un tel vecteur. En numérotant de 1 a r les n-cones rencontrés par le segment [u,,, v]
en allant de u, & v, on obtient un couloir C = (o4, ...,0,) tel que p = by, 0 = o,. De plus
pour tout 1 < k <7 —1, [u,,v] \ w,, possede deux composantes connexes :

[y, wr] = {z € [u,,v] | A%* > 0} et [wy,v] = {z € [u,,v] | A%* <0}

En particulier p = b; et 041 sont donc de part et d’autre de 74, ce qui assure que le couloir
est simple, et on a bien pour tout 1 < k< r—1

by ,b
AP > 0.

L’effectivité numérique en découle. Le fait que la classe ne dépend que de p et de o est une
conséquence de la proposition 2.3.2. O

Une construction similaire a celle des couloirs droits est utilisée par W. Fulton et B.
Sturmfels dans [FS97] pour exprimer la classe d'une sous variété Y de Xy de dimension
quelconque k comme combinaison linéaire de classes de sous-variété toriques V(«) pour
a € X(n—k) (lemme 4.4 p.343). La similarité est tres grande. En effet les o qui apparaissent
dans la combinaison sont ceux qui sont rencontrés par un sous-espace Lg de dimension k
dépendant de [Y] et d'un vecteur v € N qualifié de générique car choisi de telle maniere
que les intersections soient transversales. Les coefficients y sont exprimés comme mailles des
sous-réseaux L + Ny,ou L = Lg N N.
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Pour un couloir droit C¢, chaque coefficient A\; qui apparait dans I'expression du 1-cycle
associé C¢ peut également étre exprimé comme maille d'un sous-réseau. En effet comme on
I'a déja remarqué (remarque 2.3.1), Ay = (my, -, b1) peut étre interprété comme coordonnée
de la classe b; de b; modulo N;, , dans la base %, ,,, c’est a dire comme maille du sous-réseau
Zby dans N(73,) = Zu,, ,,. En remontant dans N on en déduit que

Ao = (Mgyr,b1) = [N : Zby + N, ].

Les deux seules vraies différences entre la construction de Fulton et Sturmfels et celle
des couloirs droits sont
1) La construction décrite dans [FS97] s’applique a la décomposition de sous-variétés
de dimension quelconque quand les couloirs droits ne traitent que des 1-cycles (ce qui
peut éventuellement suggérer une généralisation.)
2) Le segment (fini) utilisé dans la construction des couloirs droits permet une plus
grande variété de constructions que la droite (infinie) Lg.
Ainsi le cas k = 1 de la construction de Fulton et Sturmfels peut étre considéré comme un
cas particulier de couloir droit ou plus précisément comme une “limite de couloirs droits”.
Il est & noter que A. Kresch dans la sous-section 4.1 de [Kre00], intitulée “Curves joining
a Point and a Divisor”, donne une interprétation géométrique intéressante du 1-cycle C¢
associé a un couloir droit C entre le 1-cone p et le n-cone o. Il ne s’intéresse pas aux
coefficients de l'expression de C¢z comme combinaison de courbes toriques mais décrit le
1-cycle effectif obtenu comme “arbre de P'” joignant le point torique V(o) et le diviseur
D, (Kresch travaille sur des variétés toriques de Fano lisses.) De plus il interprete le degré
anticanonique

,b1
(Y p|=1-% AA_

peX(1) pea(l) T

comme distance entiere (signée) entre u, et l'enveloppe affine des u, pour p' € o(1). La
proposition 4.1 de [Kre00] affirme que parmi tous les “arbres de P! joignant joignant le point
torique V(o) et le diviseur D,, C¢ est celui qui possede le plus petit degré anticanonique.

La construction d’un couloir droit dépend généralement de la donnée d'un 1-cone p et
d'un n-cone o. Le corollaire suivant permet de réaliser la construction a partir de p et d'un
mur 7 € X(n — 1) destiné a devenir le dernier mur 7,_; traversé par le couloir :

Corollaire 2.3.4 Soit 7 € ¥(n — 1) et p € X(1). Si p ¢ Vect(r) alors il existe un couloir
droit C = (01,...,0,) entre p et o, € X(n) tel que 7,_1 = 0,1 No, = 7. De plus la classe
numeérique du 1-cycle Ce ne dépend que de p et T.

Preuve — Il suffit de raisonner comme dans la preuve de la proposition 2.3.3 en choisissant
le vecteur v directement dans l'intérieur relatif de 7. 0

Le résultat suivant constitue l'application principale des couloirs droits : décomposer
toute classe de 1-cycle rationnel [C] qui vérifie Cone(J; ) € ¥ comme combinaison linéaire
positive de courbes toriques.
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Proposition-Définition 2.3.5 Soit [C] € A;(Xx)g une classe de 1-cycle rationnel et
supposons qu’il existe o € X(n) tel que J; C o(l) (éventuellement J; = ().) Posons
T*=Ja \ o(1) et pour tout p € J* soit C, un couloir droit entre p et . Alors on a

[C]=1>_C-D,Cq, (2.4)

peET*

En particulier la classe [C] est effective. De plus si C' - D, € N pour tout p € J*, alors
[C] € A;(Xs) N NE(Xy).

La collection (C,) est appelée un réseau de couloirs reliant J* a o.

peT*

Preuve — Pour tout p € J* le 1-cycle numériquement effectif Ce, est tel que
Jo., Co(l)U{p} et Cc,-D,=1.

Sion note C" = 3 ;. C'- D,Ce, on a donc Jor C o(1) UJ*. De plus si tous les C'- Dy
sont entiers alors [C'] € A;(Xx) N NE(Xyx). Par construction, pour tout p € J* on a
C"-D,=C"-D,. On en déduit que Jo_¢c» C o(1). D’apres le lemme 2.1.3 cela entraine que
C" ~ C ce qui termine la démonstration. O

Remarque — Pour chaque p € J*, seule la classe numérique du 1-cycle [Ce,| est entierement
déterminée par p et o. Il existe en général plusieurs couloirs droits entre p et . En particulier
l’ensemble des courbes toriques qui interviennent dans la formule (2.4) n’est que partiellement
déterminé.

Corollaire 2.3.6 Soit P € Ps une collection primitive et Cp le 1-cycle associé (voir
définition 1.11.1). On a o
[Cp] € A1(Xx) NNE(Xy).

Preuve — Cela découle immédiatement de la proposition 2.3.5 en remarquant que pour
tout n-cone o € ¥(n) contenant le focus de P on a

T, Cp(1) Co(1)
et pour tout p € J* = J& \o(1) = P\ 7p(1) on a

Cp-D,=1€N.

2.3.3 Couloirs circulaires

Comme leur nom l'indique, les couloirs circulaires sont des couloirs qui effectuent un
tour complet dans I'éventail X. L’exemple le plus simple de couloir circulaire est donné par
I’ensemble des n-cones dont les points toriques associés appartiennent a une méme surface.
Les 1-cycles associés ne sont autres que les générateurs de I'espace des relations entre courbes
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toriques (voir théoreme 1.8.3). Alors que les couloirs droits permettent de construire des 1-
cycles effectifs, les couloirs circulaires permettent de construire des 1-cycles non triviaux
numériquement équivalents a 0. Dans le cas des variétés toriques non projectives, les deux
situations ne sont pas nécessairement exclusives I'une de ’autre, ¢’est ce que nous étudierons
succinctement a la section 2.5.

Contrairement aux couloirs simples, les couloirs circulaires ne possedent pas deux extré-
mités by et o,. Comme o, N oy est un mur de I’'éventail on peut le noter 7, et le traiter
comme n’importe lequel des murs “intérieurs” au couloir. En particulier on peut étendre les
définitions de by et hy a k =17 :

{0} = on (1) \ ou (1) et {hr} = 01 (1) \ 02 (1).

De ce fait, lorsque C est un couloir circulaire, il est commode de considérer que les n-cones
o1, ...,0, sont numérotés modulo r. Ainsi o, est situé “juste avant” oy, et on peut dire que
I’ensemble des n-cones d'un couloir circulaire jouit d’une propriété de “symétrie circulaire”.
En particulier le role joué par b; dans un couloir simple, peut ici étre joué par n’importe
lequel des by, pour 1 < k < r.

Figure 2.6 — Couloir circulaire en dimension 3.

Précisons la place des b, parmi ’ensemble des 1-cones qui apparaissent dans le couloir :

Lemme 2.3.7 Pour tout couloir circulaire C = (oq,...,0,) on a
(U ak(1)> \ (ﬂ ak(1)> = {by,.... b} =A{hy,... . h}.
k=1 k=1
Preuve — Montrons la premiere égalité (la seconde se prouve de maniere similaire). Soit

p € (Upeyou(D)\ (Mhey ok(1)). Nexiste k,1 € {1,...,7} tels que p € 0(1) et p & op(1).
Si [y est le plus petit des tels [, on a p = b;,. Ceci montre l'inclusion du premier ensemble
dans le second, I'autre inclusion découle des définitions. [l
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Soit C = (074, ..., 0,) un couloir circulaire. D’apres la proposition 2.3.2, le 1-cycle associé
est numériquement nul :
r—1
(Ce] =) M[Cr] =0,
k=1

-] dont les coefficients A\, = (m,, -, b1) dépendent
linéairement du vecteur b;. S’il on remplace le couloir C “partant de b;” par le méme couloir
“partant de bg,” on obtient une nouvelle relation entre les mémes [C,]. Par linéarité on
engendre ainsi tout un espace de relations entre les classes [C;, | pour 1 < k <7 :

On a donc une relation entre les classes [C'

Proposition 2.3.8 Soit C = (01,...,0,) un couloir circulaire (de longueur r > n.) Pour

tout v € N on a l’égalité

Z<m0k7ﬂw v) [Cm] = 0.

k=1
Preuve — D’apres la proposition 2.3.2 I’égalité est vérifiée pour v = u,,. Considérons le
couloir C' = (o9, ...,0.,01). C’est également un couloir circulaire on peut donc également

lui appliquer la proposition 2.3.2. En utilisant la numérotation modulo r cela nous donne

T r+1
Z<m0k77k’ ub2>[c7'k] = Z<m‘7k»7'k’ ub2>[c7'k] =0.
k=1 k=2

D’apres le lemme 2.3.7, on peut faire de méme avec tout p € (i o%(1)) \ (MNpey ox(1)).
En outre, si p € (,_, ox(1) on a aussi p € (,_; 7(1) et donc (mey, -, u,) = 0 pour tout
1 < k < r. Finalement, 1’égalité est vraie pour tout v qui engendre un des 1-cones de
Uj—; 0x(1). En particulier elle est vraie pour tous les générateurs minimaux de ;. Comme
ceux-ci forment une base de Ng, par linéarité, I’égalité est vraie pour tout v € N. O

Le fait que pour tout v € N on ait une relation dans N;(Xy) entre les classes [C;, | ayant
pour coefficients les produits scalaires (my, -, ,v) se traduit par dualité en I'existence d'une

relation dans M entre les vecteurs m,, -, ayant pour coefficients les nombres d’intersection
C;, - D.

Corollaire 2.3.9 Soit C = (04,...,0,) un couloir circulaire. Pour toul diviseur de Weil
D € Div(Xy) on a

z”: C:. -Dmg, ., =0.

k=1

Preuve — Soit D € Div(Xy) un diviseur de Weil sur Xy. D’apres la proposition 2.3.8, on

a
T

Z(mokmﬂ, v)Cy, - D =0.

k=1

pour tout v € N. On en déduit que le vecteur Y, _, C, - Dm,, . est orthogonal & tout
v € N. Il est donc nul, ce qu’il fallait démontrer. O
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2.4 Décompositions directes de courbes

Les notions de rayon extrémal ou de classe extrémale peuvent étre définis sur toute
variété torique, méme non projective, par la propriété caractérisant une arréte R du cone
polyédral convexe NE(Xy) :

VC,C" e NE(Xy), C+C' €eR=C,C'€R

Dans cette section nous introduisons une notion contraire, celle de courbe décomposable,
et nous nous intéressons plus particuliecrement aux décompositions explicites des classes de
courbes toriques lorsque cela est possible.

On parle de décomposition directe de la courbe C'. plutot que de décomposition de sa
classe [C;] car tout se passe dans 1’éventail et les décompositions exhibées sont construites
a partir des courbes toriques “voisines” de C..

L’idée est de proposer une nouvelle facon de “contourner les murs” : alors que M. Reid
et C. Casagrande ramene le probleme de la décomposition d'une classe a I'existence d’une
relation entre les courbes toriques contenues dans une méme surface torique, nous utilisons
ici les réseaux de couloirs droits de la proposition 2.3.5.

On commence par traiter le cas des surfaces ou les deux méthodes coincident. On montre
ensuite que la notion de classe contractible de C. Casagrande peut étre étendue aux variétés
toriques completes singulieres.

Enfin on montre que les courbes dont la classes est contractible sont précisément celles
qui ne sont pas directement décomposables et on en donne plusieurs caractérisations com-
binatoires qui n’étaient que sous-jacentes dans les travaux de Casagrande ou de Reid.

Définition 2.4.1 Une courbe irréductible C est dite décomposable si elle est numéri-
quement équivalente a un 1-cycle rationnel Tx-invariant

C'= > AC

T€X(n—1)

tel que pour tout T € ¥(n—1), \; € Q4 et il existe T € X(n—1) tel que A\, > 0 et C; ¢ Q[C].
Dans ce cas on dit que C" est une décomposition de la courbe C. En particulier dans le
cas projectif C est décomposable si et seulement si elle n’est pas extrémale.

La définition suivante fait le lien entre les réseaux de couloirs droits introduits a la
sous-section 2.3.2 et le probleme général de recherche de générateurs pour le cone de Mori :

Définition 2.4.2 Soit 7 € X(n — 1) un mur, on a J, C 7(1). Soit 0 € X(n) tel que
Jo. Co(1) et posons J* = T\ o(1). Enfin pour tout p € J* soit C, un couloir droit entre
p et a. Alors d’apres la proposition 2.5.5 la courbe C. est numériquement équivalente a

C'=> C. DyCe,

peT*

Si C" est une décomposition de C,, on dit que C, est directement décomposable.
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2.4.1 Le cas des surfaces

Dans une surface torique, la décomposition directe d’une courbe ne nécessite qu'un
unique couloir droit. On en déduit le résultat suivant :

Lemme 2.4.3 Soit Xy, une surface torique compléte associée a un éventail 3 de Ny ~ R2.
On numérote les 1-cones de &2 dans le sens trigonométrique : 3(1) = {p1,...,ps} de méme
que les diviseurs (courbes) toriques correspondant Dy, . .., Dy. La courbe torique C' = D; est
directement décomposable dans les deux cas suivants :

(1) Sis=4etC-C>0.

(2) Sis>4etC-C=0.

Preuve — On construit directement les décompositions a 1'aide de couloirs droits (propo-
sition 2.3.3.)
(1) s > 4 et C-C > 0. Quitte a effectuer un changement de base on peut supposer
que l'éventail est donné par uy = (§),...,us2 = (3), us—1 = (%) et us = () avec
a>0,c<0etad—>bc>0,etque C =D, . On a alors

det(us—o, us) _ lasl _ ad—be

N det(us—2, us—1) det(us—1, us) o R

C-C == > 0.

—ac

On trace un segment de droite entre us et un point v = (3 ) a Uintérieur du cone
Cone(us_2,us—1) tel que y > 0. Le couloir droit ainsi construit est

C = (01 = Cone(ug, uy),...,05_9 = Cone(us_s, us_2),0s—1 = Cone(us_g, us_1)) .

Us—1

Figure 2.7 — Décomposition d'une courbe d’auto-intersection > 0.

Le 1-cycle associé
572 Abg,bi
A%

2
Ce=) 3 Cp=3 " "D,

k=1

décompose aC' car on a

Ce + det(us, us—1)Ds—1 = > f_y det(ug, up) Dy, = > 7y (Us 12 — s 1) Dy,
= Us,1E2 - Us,2E1;
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ou E; et Ej sont les diviseurs principaux qui engendrent Divy 7, (Xx). On en déduit
que

[Ce] = =15 4 [[Ds—a] = alC].

Enfin, du fait que s > 4, il y a parmi Dy,..., D, 5 des courbes qui ne sont pas
numériquement proportionnelles a C' = D, 1, ce qui permet de conclure.

(2) s>4 et C-C =0. On raisonne de la méme maniere. Dans ce cas on peut supposer
us = —ug_9. Un segment partant de us ne peut atteindre un point v = (3 ) intérieur
au cone Cone(us_ o, us_1) sans passer par ps_1. On prend donc v dans Uintérieur de
Cone(us_3, Us_2).

Figure 2.8 — Décomposition d’une courbe d’auto-intersection nulle.

On conclut comme précédemment : le déterminant det(us, us_o) étant nul, le 1-cycle
Ce = 223 det(us, uy) Dy, vérifie

C’C + det(usy us—l)Ds—l - Z det(usy uk)Dk - us,lE2 - us,QEl’
k=1

et on a encore [C¢| = a[C]. Le lemme est ainsi démontré.
U

D’apres le corollaire 1.10.12, toute surface torique est projective. Le résultat suivant
montre que dans un surface torique, toute courbe qui n’est pas directement décomposable
est en fait extrémale.

Proposition 2.4.4 Soit Xy, une surface torique compléte. On numérote les 1-cones de son
éventail 3 dans le sens trigonométrique : (1) = {p1,...,ps} de méme que les diviseurs
(courbes) toriques correspondant Dy, . .., Dy. Pour une courbe torique C' = D; les conditions
suivantes sont équivalentes :
(a) [C] est extrémale.
(b) C nest pas directement décomposable.
(¢) On est dans l'un des cas suivants :
(cl) s =3 c’est a dire que Xy, est un faux espace projectif a poids.
(c2) s=4 et C-C = 0. Xx est alors une surface fibrée sur P* dont les fibres sont
numériquement proportionnelles a C.
(c3) s=4etC-C<0.
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Preuve — L’implication (a) = (b) est évidente et le lemme 2.4.3 démontre (b)=- (c¢) mis a
part la description géométrique de chaque cas. Le fait quune surface de nombre de Picard 1
soit un faux plan projectif pondéré est bien connu, chacune de ses courbes torique est bien
entendu extrémale. Dans le cas (¢2) le fait que C'- C' = 0 correspond au fait quil y a dans
I’éventail deux 1-cones opposés, disons py et py et donc au fait que la surface est un fibré
sur P! dont C' = D; et D3 sont des fibres. En particulier D; et Ds sont extrémales. Enfin
dans le cas (¢3) la courbe C' = D; est la seule courbe torique qui vérifie C'- D; < 0, elle ne
peut donc pas étre combinaison linéaire a coefficients positifs des autres courbes toriques.
On en déduit que C est extrémale ce qui conclut la preuve. |

Nous donnons ci-dessous une nouvelle preuve de la proposition 4.2 de [Cas03]. Nous
présentons le résultat comme conséquence directe de ce qui précede.

Corollaire 2.4.5 Soit X5 une surface torique lisse et compléte. Toute classe de 1-cycle
[C] € Ai(Xx) N NE(Xx) peut s’écrire comme combinaison linéaire a coefficients entiers
positifs de classes de courbes extrémales.

Preuve — Remarquons tout d’abord qu’il suffit de le montrer pour les courbes toriques
puisque celles-ci engendrent A;(Xy) N NE(Xy). Or, dans la preuve du lemme 2.4.3 on
construit pour toute courbe torique [C] = [Ds_;] non extrémale une décomposition de
la forme

[det(us—1,us)Ds—1] = [z—: det(us,uk)Dk]
k=1

ou tous les déterminants sont des entiers positifs et en particulier det(us_1,us) = 1 puisque
la surface est lisse. En outre, quitte a changer le sens de numérotation, on peut supposer que
tous les D, sont des courbes extrémales pour 1 < k < s — 2. En effet si la surface contient
une autre courbe torique C' = Dj non extrémale, alors d’apres la proposition 2.4.4 on a
Dy - Dy, > 0, c’est a dire (d’apres le théoreme 1.8.11) det(ug_1, ugr1) < 0. Pour des raisons
d’angles, cela implique que kK = s — 2 ou k = s. Quitte a changer le sens de numérotation,
on peut supposer que k = s et la relation

s—2

[O] = Z det(us, Uk> [Dk]

k=1

est alors bien une écriture de [C] comme combinaison linéaire & coefficients entiers positifs
de classes extrémales. O

2.4.2 Courbes contractibles sur les variétés toriques singulieres

Nous reprenons ici le résultat central de [Cas03] pour I'adapter au cas des variétés to-
riques Q-factorielles et completes. Ceci permet d’étendre la définition de classes contractible,
introduite par C. Casagrande dans le cas des variétés toriques completes lisses, au cas plus
général des variétés toriques Q-factorielles et completes.
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Théoreme 2.4.6 Soit Xy, une variété torique Q-factorielle complete. On considere une
classe de 1-cycle [C] € A1(Xx)g NNE(Xy). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) 1l existe T € X(n — 1) tel que [C] = [C] et toute courbe torique C. € C est extrémale
dans chaque surface torique irréductible qui la contient.

(b) Il existe une collection primitive P telle que [Cp] € Q4[C;] et pour tout cone v € ¥ tel
que v(1) N Jo =0, si v+ Cone(J; ) € ¥ alors

pour tout p € Ja, v+ Cone(Jo\ {p}) € X

(c) Il existe T € X(n — 1) tel que [C] = [C;] et il existe une variété torique Xic) et un mor-
phisme torique o) : Xz — X|c a fibre connexes tel que pour toute courbe irréductible
C" dans Xx,

dic)(C") = {pt} & [C'] € Q. [C].

Définition 2.4.7 On dit que la classe [C] est une classe contractible si elle vérifie l'une
des conditions équivalentes du théoreme 1.11.5.

Preuve du théoréme 2.4.6 — La preuve de Casagrande [Cas03] s’adapte sans modifica-
tion majeure au cas d'une variété Q-factorielle.

La preuve de I'implication (b) = (c), en particulier, ne fait aucun usage de 1’hypothese
de lissité.

Pour (c¢)=(a) largument de Casagrande consiste a se ramener au cas des surfaces to-
riques lisses. Le fait que celles-ci soient obtenues par une suite finie d’éclatements a partir
de P? ou d'une surface de Hirzebruch ne se généralise pas au cas des surfaces singulieres.
Cependant, a partir de toute surface torique, il est possible d’aboutir, par une suite finie de
contractions extrémales, a I'un des deux cas suivants :

(1) un espace projectif a poids (éventuellement faux)

(2) un fibré sur P! (éventuellement singulier)
ce qui permet de reproduire le raisonnement de Casagrande grace a la proposition 2.4.4.

Une adaptation semblable est nécessaire pour I'implication (a) = (b). La seule modifi-
cation supplémentaire concerne les coefficients de la relation primitive associée a [C] : ce ne
sont plus nécessairement des entiers. Cependant ceci n’a pas de conséquence sur le raison-
nement combinatoire qui peut étre mené du début a la fin sans faire appel a 'hypothese de
lissité. U]

Nous pouvons a présent faire le lien en toute généralité entre les notions de contractibilté
et de contractibilité locale.

Corollaire 2.4.8 Toute courbe torique C, dont la classe est contractible est localement
contractible.

Preuve — Avec le (b) du théoreme 2.4.6, on démontre le (a) du théoreme 2.2.11. Par
hypothese il existe une collection primitive P telle que [Cp] € Qi[C;]. Il suffit donc de
montrer que P est la seule collection primitive incluse dans S;(1). Tout d’abord, du fait que
[Cp] € Q4[C;], on a

Je. =Jé, =P,
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Par ailleurs en appliquant (b) pour v = () on a (puisque Cone(J, ) € X)

pour tout p € J, Cone(Je, \ {p}) € =.

Soit @) € Ps, une collection primitive telle que @ C S;(1). Pour tout p € jct , () n’est pas
incluse dans J¢, \ {p}, autrement dit p € Q. Ceci montre que P = J& C Q. Or deux
collections primitives incluse 1'une dans 'autre sont nécessairement égales. P = j& est
donc bien I'unique collection primitive incluse dans S;(1). 0J

2.4.3 Caractérisations combinatoires

Nous montrons ici que les courbes dont la classe est contractible sont exactement celles
qui ne sont pas directement décomposables au sens de la définition 2.4.2. Nous en donnons
au passage différentes caractérisations combinatoires.

Théoréme 2.4.9 Soit 7 € X(n — 1) et soit R = R [C;] le rayon engendré par [C;] dans
NE(Xy). Il y a équivalence entre

(a) C, n’est pas directement décomposable.

(b) Pour tout 7 € ¥(n — 1) tel que J5 C 7'(1) et tout p € T tel que p ¢ R7" on a

[Cr] € R et + p € X(n).
(c)
{oen)|J. co)}={r+p|[ChleRetpe T \T()}.

(d)
U g = U 87—/.

Jc, Ca(1) [C]eER

(e) Pour tout o € X(n) on a
Ji. Co(l) = pour tout p € Jg, Cone (TG Ua(1))\ {p}) € Z(n).

(£f) Il existe une collection primitive P telle que [C;] = [Cp] et pour tout come v € ¥ tel que
v(1)NJe, =0, si v+ Cone(J ) € ¥ alors

pour tout p € J&, v+ Cone(J¢, \ {p}) € X.

Remarque — Aux points (c) et (d), 'inclusion de droite a gauche est évidente. Dans la preuve
nous ne considérerons donc que 'inclusion dans ’autre sens.

Preuve —
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(a)= (b) D’apres le corollaire 2.3.4, pour tous p et 7" comme dans (b) il existe un 1-cone p/
et un couloir droit C, = (01, .., 0,) entre p et 0, = 7'4p’ tel que p et p’ soient de part et
d’autre de Vect(7') (en particulier r > 2.) Notons J* = Jg \o,(1) = {p1 = p, .- -, pm }-
Pour chaque 2 < i < m il existe un couloir droit C,, entre p; et o, de telle sorte que
C; soit numériquement équivalente a

¢ = ic-Dmccpi.

i=1

Par définition, le fait que C” ne soit pas une décomposition de C; signifie que pour tout
1 <4 < m, tous les termes de C¢, appartiennent a R. De plus comme ces couloirs sont
droits tous les coefficients qui apparaissent dans la définition des Cc¢, sont strictement
positifs. En particulier en notant 7, = o} N oky1 On a

r—1

Ce=Cc, = ZMCT,C avec [C,] € Rpour 1 <k <r—1.
k=1

En particulier pour tout 1 < k<r—1onapé€ jg;k. Or comme C, est un couloir
droit, pour tout k > 2 on a p ¢ oi(1) et p ¢ 0p41(1) donc p ¢ Je,, C ox(1) Uopia(1).
On en conclut que r = 2 et 7/ + p = 01 ce qui termine la preuve.

(b)=(c) 1l suffit de montrer 'inclusion de gauche a droite. Soit donc o € ¥(n) tel que
Jo. C o(1). 1l suffit de montrer que o a une face 7 < ¢ de dimension (n —1) telle que
[C] € R. En effet le fait que o0 = 7 4 p entraine alors que p € jct = Jé: . Posons
a = Cone(J, ). Comme « est une face de o, il existe des faces 7,...,7 € o(n — 1)
tels que v = ﬂézl 7. Soit p € S\ 7(1) C JZ on a p ¢ Vect(a) donc il existe 1 <7 <1
tel que p ¢ Vect(;). On en déduit en utilisant (b) que [C;,] € R et I'inclusion est
démontrée.

(c)<(d) Cette équivalence est tres facile. Les inclusions de droite a gauche sont dans les
deux cas triviales. Il suffit donc de remarquer que pour tout 7 € 3(n — 1) on a

{oeX(n)|r<or={r+plpeS\7(1)} = {Cone(S; \ {p} [ p € S \7(1)}.

(c)=(e) Soit o € X(n) tel que J, C o(1). D’apres (c) il existe 7/ € X(n —1) et p; € 3(1)
tels que [Cr/] € R et 0 = 7/ + p;. On peut supposer sans perte de généralité que
7' = 7, c’est a dire que o contient 7. Notons py l'unique élément de S, \ o(1). On
veut montrer que pour tout 1-cone p € J . L'ensemble I, = J Uo(1) \ {p} vérifie

Cone(,) € ¥(n). Soit donc p € J . On a

Je \{p2} € S:()\ {p2} C (D).

On en déduit que J Uo(1) =o(1) U{p2} et donc

I, = (e(1) U{p2}) \ {r} = S: \ {p}.
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On distingue deux cas. Si p ¢ o(1), c’est a dire si p=p, ona I, = o(1), il n’y a donc
rien a démontrer. Si p € o(1) on pose 77 = Cone(c(1) \ {p}). On a J; C 7"(1) et
p2 ¢ 7"(1). En appliquant (c) de nouveau on obtient o’ := 7" + py € 3(n). Il ne reste
qu’a remarquer que

o'(1) = 7" (1) U{p} = o(1) \ {p} U{p2} = 1,

c’est a dire que Cone(I,) = o’

(e)<(f) On procede par équivalence :

(Vo eX(n), Jo Co(l) = VpeJt, Cone((Ji Ua(1))\{p}) €X)
& (Vaey, Jo. Ca(l) = VpeJt, Cone ((J7 Ua(l)\{p}) €2)
& (Wwez, (v()NTe, =0 et v+ Cone(J ) € X)
= Vpe Jd, v+ Cone(Je, \ {p}) €X).
Il ne reste qu’a montrer que les conditions équivalentes ci-dessus entrainent I’existence
d’une collection primitive P telle que [Cp] € QL[C;]. Du fait que Cone(J, ) € %,

pour v = ) on a
pour tout p € Ji, Cone(Je, \ {p} € X. (2.5)

A fortiori, pour tout p € J& on a Cone(JH \ {p} € %, autrement dit JZ est une
collection primitive P € Ps. Pour p € P notons «, = Cone(Jc, \ {p}. En raisonnant
comme dans la preuve du théoréme 2.2.11, on montre a partir de (2.5) que

Cone(Je, ) = U Q.

peP

On en déduit que le focus yp vérifie

(1) € (Jay(1) € ..

peEP

La proposition permet donc de conclure que [Cp] € Q4 [C;].

(e)=(a) Soit o € ¥(n) tel que J; C o(1) et posons J* = J7 \ o(1). Soit (Cp) peze un

réseau de couloirs reliant J* a o et C' le 1-cycle associé :

C'=) C-D,C,

peET*

Montrer que C’ ne décompose pas C; revient a montrer que pour tout p € J*, le 1-
cycle C¢, associé au couloir droit C, n’a que des termes appartenant a R. Comme jé:
contient une collection primitive (lemme 2.1.4), J* n’est pas vide. Soit donc p/ € J*
et o/ = Cone ((J& Ua(1))\ {p'}). D’apres (e) on a o’ € X(n). Or comme p' ¢ o(1)

(T, Vo) \{p'} =) U (T \{r'}).
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d’ott o(1) C ¢'(1). On en déduit que o' = o et Ji \ {p'} C o(1). En particulier
on a J* ne contient que p’ et le réseau (Cp)pE g+ st constitué d’'un unique couloir
Cy = (01,...,0, =0), de sorte que C" = puyC, avec p1y = Cr - D,y > 0.

A présent soit p” € o(1) \ 0,-1(1). Comme p’ et p” sont situés de part et d’autre de
Tr_1=0,_1MN0,0na Ag”vp’ < 0, d’ou

Ag//7pl
Cr Dy = pyCep - Dyr = py (_ A ) >0,

autrement dit p” € J7 . On en déduit que J; C 0,-1(1) et en raisonnant comme ci-
dessus on montre & I'aide de (e) que (& \{p"}) C 0,-1(1). En particulier p’ € 0,_(1)
ce qui signifie que oy = o,_; c’est a dire r = 2. On a donc C¢y = A\ C;, et comme
C;] = [C'] = pyCep on en déduit que C;, appartient & R ce qui termine la preuve.

U

Corollaire 2.4.10 Une courbe torique C, n’est pas directement décomposable si et seule-
ment si sa classe [C;] est contractible.

2.5 Vers une décomposition indirecte des courbes

Dans cette section nous présentons une piste d’étude des variétés toriques non pro-
jectives basée sur la notion de couloir circulaire polarisé. Il s’agit essentiellement dune
tentative de caractérisation précise des configurations “en spirales” que 1'on retrouve dans
la plupart des éventails de variétés toriques Q-factorielles completes non projectives. Nous
présentons les couloirs circulaires polarisés puis en esquissons une application possible a la
décomposition “indirecte” des classes contractibles non extrémales en combinaison positive
de classes extrémales.

2.5.1 Couloirs circulaires polarisés

Les variétés algébriques non projectives sont relativement rares dans la littérature, y
compris dans le cas torique. Comme le souligne Laurent Bonavero dans [Bon00], dans les
quelques exemples connus, la cause géométrique de la non projectivité n’est pas toujours bien
comprise. Le défaut de projectivité est généralement démontré a 1’aide des fonctions supports
(non évoquées dans cette these) et repose sur le choix judicieux d’un petit nombre de murs
de I’éventail, permettant de montrer que de telles fonctions ne peuvent étre strictement
convexes sur tout Nr. Le résultat le plus général dans cette direction est a notre connaissance
la proposition 9.3 de [OdaT78], qui permet selon Oda de montrer la non projectivité de toutes
les variétés toriques (completes lisses) non projectives de dimension 3 qui apparaissent dans
sa classification (Th. 9.6 de [OdaT78] ou Th. 1.34 de [Oda88]).

Nous proposons ici une nouvelle approche, un peu moins générale en ce qui concerne
la dimension 3 mais qui a l'avantage d’étre valable en toute dimension. Elle repose sur la
notion de couloir circulaire polarisé dont voici la définition :
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Définition 2.5.1 Soit ¥ un éventail simplicial complet. Un couloir circulaire C = (o4, ... ,0,)
est dit polarisable s’il existe un vecteur p € N tel que

pour tout 1 <k <r on a(mey,-.p) = 0.

On dit alors que le vecteur p est un pole pour C et le couple (C,p) est appelé couloir
circulaire polarisé.

Remarque — L’ensemble des vecteurs p qui vérifient la condition ci-dessus forme un cone
polyédral convexe dans .

K

Figure 2.9 — Couloir circulaire polarisé.

Le résultat suivant peut étre considéré comme une variante de la proposition 9.3 de
[Oda78], non applicable a tous les cas connus mais valable en toute dimension.

Proposition 2.5.2 S’il existe un couloir circulaire polarisable C dans [’éventail 32 alors la
variété torique Xyx, n’est pas projective.

Preuve — D’apres la proposition 1.10.9, il suffit de montrer qu’il existe une relation linéaire
entre classes de courbes toriques dont les coefficients sont tous positifs. D’apres la proposition
2.3.8, pour tout v € N on a une relation entre les courbes toriques C;, qui apparaissent
dans le couloir circulaire C de la forme

T

Z<m0kﬂ'k> U) [Crk] = 0.

k=1

Si C est polarisable il existe un pole p tel que pour v = p tous les coefficients sont positifs,
la proposition est donc démontrée. O

Remarque — L’hypothese de complétude n’est pas nécessaire ici. Tout éventail a support
convexe de dimension maximal qui contient un couloir circulaire polarisable est I’éventail
d’une variété non quasi-projective.
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La similarité avec le résultat de T. Oda est grande mais nous reportons la comparaison
précise a des travaux ultérieurs. Contentons-nous de remarquer ici que dans la proposition
9.3 de [OdaT78], le polygone considéré peut étre regardé comme le “bord extérieur” d’un
couloir circulaire et que les inégalités régissant 'existence d'un éventuel pole y sont moins
contraignantes que celles de la définition 2.5.1 ci-dessus.

Dans [Oda88], T. Oda affirme, sans le démontrer, qu'il est aisé d’appliquer la proposition
9.3 (de [OdaT78]) a tous les cas non projectifs apparaissant dans sa classification, y compris
lorsque ’éventail est défini avec des parametres (jusqu’a quatre parametres pour la variété
notée [8-13"] ou (4*5%)”). S’il est effectivement aisé¢ de le vérifier dans la plupart des cas,
il peut s’avérer fastidieux de traiter tous les cas lorsque les parametres sont nombreux. Il
en est de méme de la proposition 2.5.2 ci-dessus. Toutefois il est intéressant dans certains
cas de voir comment, malgré les déformations de I'éventail induites par la variation des
parametres, la méthode peut rester efficace.

Dans [Bon00], Laurent Bonavero montre directement (sans utiliser la proposition 9.3
d’Oda) que la variété notée [8-13’] dans [Oda78| n’est pas projective. Nous le faisons ici
a l'aide de couloirs circulaires polarisés. Nous distinguons 4 cas en fonction des signes des
parametres a et b.

Exemple 2.5.3 Pour (a,b) € Z? soit X(a,b) Péventail de Ng = R? dont les 1-cones sont
engendrés par

—1 01 11 -1 8 0 0

Uy = Uy = | — Uz = | — Uy = 0 Uy = Ug = | 1 Uy =10

1 8 , U2 0 y W3 0 , Wq -1 )0 5 1) 6 0/ 7 1
1

etug=1_0
a

et dont ’ensemble des 3-cones est

{(1,2,4),(1,2,7),(1,4,6),(1,6,7),(2,3,4),(2,3,7),(3,4,5),(3,5,8),(3,7,8),
(4,5,6),(5,6,8),(6,7,8) }

ou on note (7, , k) = Cone(u;, uj, uy).

La variété torique X, = Xx(4p) est complete et lisse. Nous allons redémontrer a l'aide
de la proposition 2.5.2 qu’elle est non-projective pour tout (a,b) € (Z\ {—1,0,1})?. Pour
cela nous exhibons quatre couloirs circulaires qui s’averent polarisables pour au moins 'un
des quatre couple de signes des parametres a et b.

(1) Supposons a > 2 et b > 2 et considérons le couloir circulaire C; , = (oy,...,03) ol

(01, 08) = ((1,2,4), (2,3,4), (3,4,5), (3,5,8), (5.6,8), (6,7,8), (1,6,7), (1,2,7))..
Les murs intérieurs a C; 1, notés 7, = 0y, N 0j41 avec o9 = o0y, sont dans 'ordre

= (274)77—2 = (374)77—3 = (375>77—4 - (578)77—5 = (678)77_6 = (67 7)77_7 = (177)
et 7 = (1, 2)

Si I'on note my, = my,, -, pour 1 <k <8ona
-1 -1 —1 0 a 1
= () me = (53] ms = (51) e = (50) s = (8,) m = (4).
ms = 11)) et m —<8)
T~ \o 8= \1/)
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P4 P1

P2 P7

P3 S

Ps Pe

Figure 2.10 — Eventail de la variété notée [8-13’] dans [Oda78|.

Pour tout v = <§> € N = Z? on a donc, d’apreés la proposition 2.3.8, la relation entre

classes de courbes suivante

0= 22:1 <mk’ v)[CTk]
=(z2—2)[Cou] + (z—2—y)[Cs4] + (=2 —y)[C35] — y[Css] + (az —2) [Cos]
+ 2 [Cor] + (bx +y) [Cr7] + 2[C12],

ot 'on note C; ; = V (Cone(u;, u;)). On en déduit que Cy 4 est un couloir circulaire
polarisable puisqu’il existe un pole p € N de sorte que tous les coefficients (my, p)

. .. 1 .
soient positifs. Par exemple pour py 4 = <711> on obtient

[Cs4] + [Css] + (a—1)[Ces] + [Cor] + (b—1)[Crs] + [Ci2] =0

ce qui montre que X, n’est pas projective pour a > 2 et b > 2.
(2) Pour a > 2 et b < —2 on considere le couloir circulaire

Ci—=1((1,2,4),(1,4,6),(1,6,7),(6,7,8),(5,6,8),(3,5,8),(3,4,5),(2,3,4)).
Pour tout v = <§> € N on a la relation entre classes de courbes suivante

0= (bZ — br — y) [01,4] -z [01,6] — T [06,7] + (Z — CLZE) [06,8] + vy [05,8]
+ (@ +y) [Cs5] + (+y—2)[Csa] + (z—2)[Ca4]

. . 1
On en déduit en choisissant p, _ = <—11> que

(—b— 1) [01,4] + 2 [01,6] + [06,7] + (CL—Q) [06,8] + [05,8] + 2 [0374] + [0274] =0

ce qui montre que X, ; n’est pas projective non plus pour a > 2 et b < —2.
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Figure 2.11 — Couloirs circulaires polarisables.

(3) Pour a < —2 et b > 2, le couloir circulaire

C_y =((1,2,4),(1,2,7),(1,6,7),(6,7,8), (3,7,8), (3,5,8), (3,4,5), (2,3,4)),

A~ 1 . .
et le pole p_ y = <—1b) nous fournissent la relation

[Cra] + [Corl + b[Crs] + (—a(b—1) = 1) [Css] + (b—1)[C35] + b[C34] =

qui montre que X, ; n’est pas projective non plus dans ce cas la.
(4) Enfin pour a < —2 et b < —2, le couloir circulaire

C__ =1((1,2,4),(1,4,6),(1,6,7),(6,7,8),(3,7,8), (3,5,8), (3,4,5), (2,3,4)),

~ 0 . .
et le pole p_ _ = < 31> nous fournissent la relation
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0

(=b—=1)[C14] + [Cig] + [Crs] + (—a—1)[Css] + [Cs5] + 2[Cs4] + [Cou] =0

ce qui montre la non projectivité dans ce dernier cas.
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Ainsi pour tout couple (a,b) € (Z\ {—1,0,1})?, nous avons montré l'existence, a 1'aide
de couloirs circulaires polarisés, d'une relation entre classes de courbes toriques de X, ; dont
tous les coefficients sont positifs démontrant ainsi la non projectivité de la variété torique
Xa,p dans ces cas.

La vérification des calculs peut étre faite a l'aide de la matrice d’intersection de X,
résumée ci-dessous :

Dy D, Dy Dy Ds Dg D; Ds
o -1 b 0 1 0 0 1 0
CisChz |O 1 0 0 0 1 0 0
o -1 0 0 1 0 b 1 0
Cas o -1 1 1 0 0 1 0
Cys,Cor |1 =146 1 0 0 0 0 0
Cs4 0o 1 -1 -1 1 0 0 0
Cs5,C56 |0 0 0 1 a—=1 0 0 1
Cs7 o 1 10 0 0 —a 1
Ces,Cs55 |0 0 0 0 1 0 1 0
Cys o 0 1 1 -1 1 0 0
Ch 1 0 0 -1 1 —b 0 0
Css o 0 1 0 -a 1 0 -1
Cor 1 0 0 0 0 —b —a 1
Crs o 0 1 0 0 1 a -1

<&

Comme nous 'avons affirmé, la méthode des couloirs circulaires utilisée ci-dessus semble
moins généralement applicable que celle des polygones d’Oda. Il nous a par exemple été
impossible de I'appliquer a la variété numérotée [8-13”] dans [Oda78] et (45%)” dans [Oda88|
avec le quadruplet de parametres (a,b,¢,d) = (2,2,1,2).

Cependant, 'existence de couloirs circulaires polarisés possede un autre intérét : celui
de permettre la décomposition de classes contractibles non extrémales dans des variétés
(projectives ou non) obtenues a partir d'une non projective par un éclatement ou par un
flip.

Nous illustrons cette idée sur un exemple :

Exemple 2.5.4 Soit X5y la variété torique obtenue a partir de la variété Xy o définie comme
dans 'exemple 2.5.3 par le flip de la courbe C(3 4). Les 1-cones de X' sont ceux de 3(2,2) et
on a

S(3) = £(2,2)(3)\ {(2,3,4), (3,4,5)} U {(2,3,5), (2,4, 5)}.
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Pour ce qui est des murs on a

¥(2) = 52,2\ {39} u {25}

La classe de la courbe torique Cy5 de ¥ est contractible. En effet les seuls 3-cones qui
contiennent Jg, = {pa, ps} sont (2,3,5) et (2,4,5) de sorte que la condition (c) du théoreme
2.4.9 est trivialement vérifie. Cependant cette classe n’est pas extrémale (en fait Xy n’est
pas projective). Nous en donnons une décomposition a 1’aide d’un couloir circulaire :

Le couloir circulaire polarisé (C; 4, p+ +) de 'exemple 2.5.3, cas (1), nous fournissait une
relation entre classes de courbes toriques dont tous les coefficients étaient positifs :

[C34] + [Css] + [Cos] + [Cor] + [Ciz] + [Cia] =0

E/

9

Figure 2.12 — Eventail de la variété Xy, “flipée’

Considérons a présent le couloir circulaire de Y suivant :
C\ = (o1,...,08) = ((1,2,4),(2,4,5),(2,3,5),(3,5,8),(5,6,8),(6,7,8),(1,6,7),(1,2,7)).

Il s’agit d'une adaptation de C; ; a 'éventail ¥’ : on a simplement remplacé les 3-cones
(2,3,4) et (3,4,5) par (2,3,5) et (2,4,5). La relation entre courbes toriques associée au
vecteur py 4 est alors

—[Cas] + [Csal + [Cosl + [Coal + [Cra] + [Cro] =0
Nous avons ainsi obtenu une décomposition de la classe contractible [Cf 5].
&

Remarquons que dans le cas d'une variété torique projective lisse obtenue a partir d’'une
variété non projective lisse par un éclatement ou un flip, la méthode ci-dessus permet dans de
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nombreux cas d’expliciter une premiere étape de la décomposition des classes contractibles
non extrémales en combinaisons linéaires de classes extrémales. Comme le remarque Cinzia
Casagrande dans [Cas03], cette décomposition constitue la clé de la réponse a la question
suivante :

Question 2.5.5 ([Cas03] p.116) Soit Xx une variété torique projective lisse. Peut-on
décomposer toute classe de A1(Xyx) N NE(Xs) comme combinaison linéaire a coefficients
naturels de classes extrémales ¢

Nous terminons ce chapitre en formulant quelques nouvelles questions que nous n’avons
eu le temps de traiter avant la fin de la rédaction du présent mémoire.

Question 2.5.6 FEst-il possible de se servir des couloirs circulaires pour adapter la propo-
sition 9.3 de [Oda78] a toute dimension ? Peut-on ainsi trouver une condition nécessaire et
suffisante de mon projectivité ?

Question 2.5.7 Peut-on dégager une méthode générale, basée sur les couloirs circulaires,
permettant d’expliciter la décomposition des classes contractibles non extrémales ? Kt si oui,
peut-on en déduire une réponse a la question 2.5.5 de Casagrande ?



Chapitre 3

Points rationnels sur les corps (]
dans les diviseurs de petit degré

Dans ce chapitre nous étendons un théoreme de J. Kollar (théoreme 3.1.10 ci-dessous)
assurant 1’existence de points rationnels sur les corps C (qui vérifient une petite hypothese
supplémentaire) dans les sous-variétés de petits degrés pondérés d'un espace projectifs a
poids au cas des diviseurs D de “petit degré” dans des variétés ambiantes toriques Xy
(théoremes 3.4.4 et 3.5.3), ce sous certaines hypotheses (H1), (H2) et (H3) que nous énongons
ci-dessous. Le théoreme 3.5.3 permettra de prouver I'existence de points rationnels sur un
corps C} possédant des formes normiques pour les variétés d’une famille intéressante (voir
théoreme 3.5.4).

Notons que ce théoreme de Kollar est en fait facile a prouver. Sa généralisation, que nous
établissons ici dans le cas des variétés ambiantes toriques, est quand-a elle plus délicate. Cela
tient au fait que dans les deux cas, on écrit la variété ambiante comme quotient d’un ouvert
d’un espace affine par un tore (ici déployé) : c’est la notion de coordonées homogene de
Cox, introduite en section 1.7.2. Il se trouve que dans le cas projectif a poids, 'ouvert affine
que l'on quotiente est le complémentaire de l'origine, alors que dans le cas général c’est
le conplémentaire d’un ensemble exceptionnel Z non trivial. Pour affirmer I'existence d’un
point de la variété, il s’agit donc de trouver un point de I’espace affine hors de cet ensemble
exceptionnel. On s’appercoit alors qu’il est bien plus malaisé de montrer qu’on peut éviter
un ensemble exceptionnel Z complexe plutot que l'origine. Une bonne partie du travail
préparatoire est justement de mettre en place les outils permettant d’éviter Z.

Nous insistons ici sur le fait que, contrairement aux théoremes de Esnault et de Harris
et al. la méthode utilisé ne requiert aucune hypothese de lissité sur les variétés. C’est en
effet le cas dans la condition définissant les corps C) (toute hypersurface de petit degré a
nécessairement un point rationnel), pour le théoréme de Kollar, ainsi que pour nos théoremes
du présent chapitre. Ainsi, nous obtenons ici de nouveaux résultats méme dans les cas des
corps finis et des corps de fonctions des courbes algébriques sur les corps algébriquement
clos.

A partir de la section 3.2 et jusqu’a la fin de ce chapitre, K sera un corps C; de
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caractéristique quelconque possédant des formes normiques de tout degré. Nous
ferons les hypotheses suivantes :

(H1) ¥ est un éventail simplicial et complet.

(H2) La partie de torsion du groupe des classes Cl(Xy) est d’ordre premier a la ca-
ractéristique de K.

(H3) Xy est déployée.

Nous expliquerons dans la section 3.2 pourquoi on peut supposer que le diviseur effectif
D sur lequel on cherche des points rationnels est un diviseur de Cartier numériquement
effectif, sans quoi il possederait des points rationnels triviaux (ceci sans aucune hypothese
sur le corps K).

Dans la section 3.3 nous développons les outils nécessaires a la preuve du théoreme
principal de ce chapitre (théoreme 3.4.4 pour la version générale). Celui-ci est énoncé et
prouvé dans la section 3.4.

Cependant, sous sa forme la plus générale, ce théoreme manque de maniabilité. C’est
pourquoi nous étudions plus en détail le cas ou le diviseur D est ample en section 3.5. Nous
obtenons le théoreme 3.5.3, version moins générale mais beaucoup plus pratique du théoreme
3.4.4. Nous l'illustrons notamment dans le théoreme 3.5.4 sur I'exemple des transformées
strictes d’hypersurfaces de P contenant un sous espace linéaire avec grande multiplicité.

Dans la derniere section nous discutons tres brievement du cas semi-ample que nous
espérons pouvoir développer dans un futur proche.

3.1 Définitions - Théoreme de J. Kollar - Exemples

3.1.1 Corps (, exemples

Définition 3.1.1 ([Lan52]) On dit que K est un corps Ci (ou quasi algébriquement
clos) si tout polynome f € K|z, ..., x,] homogéne de degré d < n posséde une racine non
triviale (c’est a dire différente de (0,...,0)).

Le premier cas d’application non triviale est celui des courbes coniques planes, qui
possedent nécessairement un point rationnel sur un corps Cf.

Les premiers exemples de corps C' ont été donné dans les années trente. Lang a ensuite
donné deux autres familles de corps C, puis il a conjecturé encore une autre famille (conjec-
ture qualifiée d’“audacieuse” par Olivier Wittenberg dans [Wit10]). La conjecture d’Artin
et la question (encore ouverte) posée par Ax ci-dessous, montrent que la liste n’est peut-étre
pas encore close.

Exemple 3.1.2 — Les corps finis sont € (théoréme de Chevalley-Warning, 1936, voir
[Che36] et [War36])
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— Les corps de fonctions de courbes algébriques sur les corps algébriquement clos sont
C (théoreme de Tsen, 1936, voir [Tse36]).

— Le corps des fractions de 'anneau des séries formelles K ((t)), lorsque K est algébri-
quement clos, est Cy (Lang, voir [Lan52])

— L’extension non ramifiée maximale du corps des nombres p-adiques Q™" est C}.
P

%

Conjecture 3.1.3 (S. Lang, 1953, [Lan53]) Soit X wune courbe intégre sur le corps des
réels R. Si X(R) =0, alors le corps des fonctions rationnelles R(X) est Cy.

Conjecture 3.1.4 (E. Artin, [LT65]) La cléture abélienne Q™ de Q est C.

Rappelons quun corps K est dit pseudo-algébriquement clos si toute variété géométri-
quement integre sur K possede un point rationnel sur K.

Question 3.1.5 (Ax, 1966, [Az68]) Tout corps parfait et pseudo-algébriquement clos est-il
cy?

Amplification diophantienne de la propriété C,. De facon tautologique, toute hy-
persurface de P" de degré d < n possede un point rationnel sur un corps C;. Lorsque ces
hypersurfaces sont de plus lisses, elles sont Fano donc rationnelelment connexes. Deux tres
jolis théoremes ont été prouvés en 2003, montrant que cette propriétés diophantienne sur les
hypersurfaces projectives de petit degré s’étend a la classe bien plus importante de variétés
rationnellement connexes, au moins pour les deux exemples les plus anciens de corps Cf :

Théoréme 3.1.6 (H. Esnault, 2003) ([Esn03] ou [CL04]) Toute variété propre et lisse
rationnellement connexe sur un corps fini admet au moins un point rationnel.

Théoréme 3.1.7 (T. Graber, M. Harris et J. Starr, 2003) (/TGS03] ou [Deb02])
Toute variété propre et lisse rationnellement connexe sur le corps des fonctions d’une courbe
algébrique sur un corps algébriquement clos admet au moins un point rationnel.

Il est donc naturel de se demander si cette propriété d’amplification du cas des hyper-
surfaces de petit degré au cas rationnellement connexe n’est pas toujours vraie. Il s’agit la
d’une question faisant partie du folklore :

Question 3.1.8 FEst-il vrai que toute variété propre, lisse et rationnellement connexe sur
un corps C1 admet toujours un point rationnel ¢
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3.1.2 Le théoreme de Kollar

Afin de prouver des théoremes allant dans la direction de la question 3.1.8 sur les corps
(] autres que ceux traités par les théoremes 3.1.6 et 3.1.7, on peut essayer de pousser dans
la direction impulsée par Janos Kollar dans le théoreme ci-dessous.

Définition 3.1.9 Une forme normique de degré d sur un corps K est un polynome ho-
mogéne [ € Klxy,..., x4 de degré d ne possédant aucune racine non triviale.

Si le corps K possede une extension L de degré d, alors la norme Nk définit une forme
normique de degré d sur K. Tous les exemples cités ci-dessus possedent donc des formes
normiques de tout degré. En fait nous ne connaissons aucun exemple de corps Cy ne qui ne
possede pas cette propriété !

Alinsi, sur tous ces corps, le nombre n de variables forme une limite stricte pour le degré
des équations. En dessous de cette limite, tout polynome homogene a une racine non triviale
mais des que la limite est atteinte il existe un polynome homogene qui n’en a pas. Autrement
dit 'inégalité d < n dans la définition de corps C} est optimale.

Dans son livre “Rational curves and algebraic varieties” ([Kol96]), J. Kollar prouve le
théoreme suivant (Th. 6.7 p.232). Notons qu’il est incomparablement plus aisé a prouver
que les théoremes de Esnault et de Graber et al. La preuve, de quelques lignes, consiste en
une simple utilisation astucieuse des formes normiques permettant de ramener le probleme
a un espace projectif standard de plus grande dimension. Nous allons, dans la suite de ce
chapitre, étendre ce théoreme aux diviseurs de “petit degrés” dans des variétés toriques
ambiantes autres que les espaces projectifs a poids.

Théoréme 3.1.10 (J. Kollar, 1996) Soit K un corps quasi-algébriquement clos possé-
dant des formes normiques de degré arbitraire. Soit K|xq...x,] lalgébre de polynomes
graduée par deg(z;) = a; € N*. Soient fi,..., fr € Klzo...x,| des polynémes homogénes
pour cette graduation. St

k n
> deg(f;) <) deg(xs),
j=1 i=0

Alors Uéquation fi = ... = fr =0 posséde une solution non triviale dans K.
Preuve — Pour tout i soit ¢;(yi1, ..., Yiq,) une forme normique de degré a;. Posons
Ey = fi(90,- -+ 9n) € K[Yia;, 1 <i<n, 1<k < ai.

Par construction le degré (standard) de Fj est le degré (pondéré) de f; et le nombre de
variables y; ., est > a;, donc Fy; = ... = F;, = 0 a une solution (b;,,) telle que by # 0 pour
un certain couple (s,t). Comme g, est normique, ¢s := gs(bs 1, . .., bsq.) est non nul. Donc

Cj:gj(bj,17"'7bj,aj) j:O,...,n

est une solution non triviale de f; = ... = f = 0. 0J



3.2. Points rationnels triviaux 79

Remarque -~ On peut considérer ce théoreme comme une extension de la définition de corps
Cy. En effet pour K = 1 et a9 = ... = a, = 1 on retrouve exactement le critere de “petit
degré” de la définition.

Exemple d’application du théoréeme de Kollar

Soit Y une hypersurface de P™ (non nécessairement lisse) d’équation P(xy,...,z,) = 0.
Soient d son degré et d un entier naturel divisant d. Considérons la sous-variété X de
'espace projectif a poids P(1,...,1, %) de dimension n + 1 , d’équation homogene de degré
d pour la graduation a poids

y? = P(xq,..., x).

L’application X — P" donnée par (xo,...,Z,,y) — (zo,...,2,) est un revétement de P
de degré d’ non ramifié hors de Y (lorsque n = 3 et d’ = 2, X est appelé un solide double).
Lorsque Y est lisse et d < n + d’, la variété X est Fano donc rationnellement connexe.

Le théoreme de Kollar assure 'existence d'un point rationnel de X sur n’importe quel
corps C; possédant des formes normiques de tous degré précisément lorsque d < n+d’, c’est
a dire lorsque Y est de “petit degré a poids”. Un exemple non trivial est fourni par le cas ou
n=2,d =d=3: dans ce cas la condition Cj n’assure pas 'existence d’un point rationnel
sur la cubique Y C P? (qui donnerait naissance a un point rationnel “trivial” de X). Mais
on a bien 3 < 24 3 donc X possede un point rationnel.

Exemple non couvert par le théoreme de Kollar

Soit Y une hypersurface de P de degré d (non nécessairement lisse) contenant un sous-
espace linéaire L de dimension k, avec multiplicité . Soit X la transformée stricte de Y
apres éclatement de P le long de L. Comme il 'a été expliqué dans l'introduction, X est
rationnellement connexe si elle est lisse et si d < p+ k + 1. Dans ce cas on s’attend, si la
réponse a la question 3.1.8 est affirmative, a ce que X possede un point rationnel sur un corps
(4. C’est ce que nous allons établir dans le théoreme 3.5.4 (sous ’hypothese supplémentaire
que K possede des formes normiques de tout degré), comme application du théoreme 3.4.4
central de ce chapitre.

Un exemple non trivial est celui oumn =4, d =5, k =1 et u = 3. Dans ce cas, X est
’éclatée d’une hypersurface de degré 5 dans P* contenant une droite de multiplicité 3. Ni la
définition des corps C', ni le théoreme de Kollar, n’assurent 1'existance d’un point sur X.

3.2 Points rationnels triviaux

On considere ici une variété torique sur un corps K vérifiant les hypotheses (H1) et (H2).
On ne suppose pas ici que K est C';. On va montrer que si le diviseur D n’est pas de Cartier
ou s’il n’est pas nef, alors il possede un point rationnel “trivial” sur K.

Définition 3.2.1 Soit f € K[z,,p € ¥(1)] un polynéme homogéne pour la graduation par

le groupe des classes Cl(Xyx). On dit qu’une racine x € KW de f est pertinente si elle

n’appartient pas a l'ensemble exceptionnel Z(3). Dans le cas contraire on dit que x est une
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racine impertinente. Une racine pertinente x € A?(l) \ Z(X) de f est dite triviale si elle n’a
que des 0 et des 1 pour coordonnées. Si D est le diviseur V(f) de Xx on dit alors que D a
un point rationnel trivial.

Lemme 3.2.2 Soit f € S un polynome homogéne. S’il existe o € 3(n) tel que tout mondme
de f est facteur d’un x, pour p € o(1) alors f a une racine pertinente triviale.

Preuve — En posant z, = 0 pour tout p € o(1) et z, = 1 pour tous les autres, on obtient
une racine de f qui n’est pas dans Z(X) puisque (1) ne contient aucune collection primitive.
[

Proposition 3.2.3 Soit f € S un polynome homogene et soit D = V(f) € Eff(Xx). Si D
n’est pas de Cartier et numériquement effectif, alors il posséde un point rationnel trivial.

Preuve — On raisonne par contraposée. Supposons que D n’a pas de point rationnel trivial,
c’est a dire que f n’a pas de racine pertinente triviale. D’apres le lemme 3.2.2, pour tout
o € X(n), il existe (a,) € N*W tel que II, zp° soit un monome de f et a, = 0 pour tout
p € o(1). Pour tout o € ¥(n), il existe donc dans [D] un diviseur

D(U) = Z apr S 5;
p¢o(1)

Ceci entraine que D est de Cartier par la proposition 1.6.14 et qu’il est de plus numériquement
effectif par la proposition 1.9.7. O

Corollaire-Définition 3.2.4 Si D = V(f) est un diviseur sans point rationnel trivial alors
pour tout o € X(n), il existe un unique monome de f de la forme Hpga(n x,”. On le note

XD -

Preuve — L’existence est démontrée dans la preuve précédente. L’unicité découle de celle
de la donnée locale D, pour tout D de Cartier nef. O

Proposition 3.2.5 Soit D = ZpEE(l) a,D, un diviseur de Cartier nef et soient {D(U)}

les données locales de D. Tout diviseur effectif D' =
a D est barycentre a coefficients positifs des D(y) :

il existe ;€ N*™ tel que Z fe D' = Z LoD (o)
o€X(n) oeX(n)

oeX(n)

pES(1) b,D, linéairement équivalent

Autrement dit on a

[D]" = Conv (D(,, 0 € %(n)) N Div(Xy).
Preuve — D’apres le théoreme 1.9.5, le polytope Pp est 'enveloppe convexe des m,, (tels
que div(x™) = D—D(,)) pour ¢ € X(n). Comme E' := D'=D =% __,(b,—a,)D, est un
diviseur principal Ty-invariant, il existe m’ € M tel que pour tout p € 3(1), b,—a, = (m, u,)
(voir corollaire 1.6.5). On en déduit que

D' >0eVpeX(1),b,>0<m € Pp.
Il existe donc (j,) € N*™ tel que ZUEE(n) fom' = Zan(n) ftemy. On en déduit immédia-
tement que dez(n) fe D' = dez(n) oD,y O
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Corollaire 3.2.6 Si D est de Cartier et nef alors pour tout I C (1) on a

52)_(]) #+ < doe E(n),D(U) € 5;([)

Preuve — On peut supposer que D est Ty-invariant : D = Zpez(l) a,D,. Soit D' € ES(I).
Par la proposition 3.2.5 il existe u € N*™ tel que Yvesm) HoD' = 3 sy Ho Do, et donc
pour tout o € X(n) tel que p, # 0 on a D, € Ef(I) (car tous les D, sont effectifs.) Le
sens direct est ainsi démontré, la réciproque est évidente. 0

3.3 Y-convexité

On consideére ici une variétés torique sur un corps K vérifiant les hypotheses (H1) et
(H2), sans supposer que K est C}.

Définition 3.3.1 On appelle ¥ -réunions les cones de R™ qui sont réunion de cones de
Y. On note U(X) leur ensemble. On note également CU(X) ’ensemble des cones convexes
qui sont réunion de cones de 3. On les appelle réunions X-convexes.

Définition 3.3.2 Pour ¢ € U(X) et 1 < k < n on note e(k) = {a € X(k),a C ¢} et on
définit les notions suivantes :
(a) On dit que a et § € c(k) sont voisins dansc siaNf € c(k —1).
(b) On dit que ¢ est k-connexe si pour tous «, 5 € c(k) il existe (ay,...,an) € c(k)™
tel que oy = a, ay, = B et pour tout 1 < i <m — 1, o; et a1 sont voisins dans c.

(¢) On dit qu’une propriété P des cones de c(k) est une propriété contagieuse sur
2

c(k) si pour tout couple de voisins (a, 5) € c(k)? on a
P(a) = P(p).

Avec ces définitions, le résultat suivant est immédiat :

Lemme 3.3.3 (Principe de contagion) Si ¢ est k-connexe et si P est une propriété
contagieuse sur c(k) alors

Jda € ¢(k), P(a) = VB € c(k), P(5)
Lemme 3.3.4 Pour toute partie E de R™, on a

Eeu(E)®VaeE,(&ﬂE7€®:>ozcE>

\ o e . . Ve . .
ot o désigne l'intérieur relatif du cone o (sans les faces.)
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Preuve — On commence par remarquer que, I’éventail > étant complet, on a
R\ {0} = | |,
acd

On en déduit successivement le fait que tout £ C R"™ vérifie

et I’équivalence suivante :

VaeE,(&ﬂE#@#aCE>®E: U «
acy
aNE+D

Montrons a présent 1'équivalence :

EcUE)«E= (J o
. aEX
aNE#Y
L’implication < est évidente. Pour = on a déja l'inclusion C par la remarque ci-dessus.
Pour montrer I'inclusion inverse considérons un cone o € X tel que ankE # (). Par hypothese
il existe des cones fi,..., 3, € X tels que E = [JI", §;. I existe donc 1 < ¢ < m tel que

an B;i # 0. Par le lemme 1.2.10 on en déduit que o < 3; et donc o C F, ce qui termine la
preuve. Il

Définition 3.3.5 Pour toute partie E de R"™, on appelle enveloppe X-convexe de E la
plus petite X-réunion contenant le cone engendré par E. On la note Convg(E) :

Convy(F) = U a.
acy
anCone(E)#£2

La plus petite réunion Y -conveze qui contient E s appelle la cléture ¥ -convexe de E. On
=
la note B .

Remarque — L’enveloppe X-convexe d’une partie E C R™ n’est pas convexe en général, c’est
< . —
a dire qu’en général on a Convy(E) C E™.

Lemme 3.3.6 Pour tout cone ¢ = c¢o C R"™ la suite définie par c¢;v1 = Convs(c;) est
x

stationnaire en c*.

Preuve — Le fait que la suite soit stationnaire découle du fait que pour tout + € N* on
a (par construction) ¢; € U(X) (une suite croissante de X-réunions étant nécessairement
stationnaire). De plus si le cone ¢; n’est pas convexe alors il est strictement inclus dans
¢i+1.- Donc si j € N est tel que ¢; = ¢j11, on a ¢; € CU(X). Enfin pour tout ¢ € N on a
c; C T = ¢y C ¢ de sorte que c; C - = c; = ¢~ par minimalité de &>. O
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Proposition-Définition 3.3.7 Pour toute réunion X-convere ¢ € CU(X) on a

¢ = Cone(c U «

ace(k)
ou k est la dimension de c. De plus on a
c(1) est libre < c € X.
Lorsque ces derniéres conditions sont vérifiées on dit que c est triviale.

Preuve — Tout est évident, sauf peut-étre la fait que si ¢(1) est libre alors ¢ ne peut
contenir qu’'un seul cone de X(k). Cela découle du fait que ¢(1) est alors de cardinal k donc
tout a € ¢(k) vérifie a(1) = ¢(1). O

Proposition 3.3.8 Pour tout D € Div(X) sans point rationnel trivial et toute Y-réunion

cCR" ona
Ep(e(1)) = &5 (2(1)) -

Preuve — Démontrons que &} (c(1)) C & (¢%(1)) (Uinclusion inverse est évidente). Soit
co = c et (¢;);cy la suite du lemme 3.3.6. Il suffit de montrer que pour tout ¢ € N*, on a

Ep(ci(1)) C & (eira(1)).
Soit donc D' = 37 _siye.1) WDy € Ep(ci(1)) et a € ¥ tel que @ C ¢iqq Clest a dire tel
qu’il existe v € a N Cone(c;). Il existe donc d € (N*)*0) et d' € N tels que

v = Z dyu, = Zd;up/.

pea(l) pEC;

) U, + Z dyuy =

pEa(l) p'Ec;

On a ainsi la relation

d’ot, par le lemme 1.8.9, on déduit I'existence d’'un 1-cycle C' € Z;(Xx) tel que J& C ¢;(1),
Jo Ca(l)et¢()Ua(l) = JoU(e(1)Na(l)). En particulier C' est numériquement effectif
d’apres la proposition 1.10.7 et comme D est nef on a

<C-D=C-D'= Y a,C-D,
peTc\ci(1)

Or Jg& C ¢;(1) équivaut a Je \ ¢;(1) € J5, on en déduit donc
a, =0 pour tout p € Jo \ ¢;(1) = (1) \ i(1).

Autrement dit on a D' € Ef(a(l) \ ¢i(1)) et comme par hypothese D' € Ef(c;(1)) on
obtient D' € &/ (a(1) U ¢;(1)). Ceci étant valable pour tout @ C ¢;41 on en déduit que
D' € &} (civ1(1)) ce qui termine la démonstration. O
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3.4 Théoréme principal

On considere ici une variété torique sur un corps K vérifiant les hypotheses (H1) et (H2).
On suppose que K est C et possede des formes normiques de tout degré.

Proposition 3.4.1 Pour tout diviseur de Cartier numériquement effectif D € Div(X) et
toute réunion X-conveze ¢ € CU(X), les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) E(c(1)) # 0.

(b) Pour tout [C] € Ai(c(1)), C- D =0.

(¢) Pour tout T € X(n — 1) tel que Jo, C ¢, Cr- D = 0.

Preuve — Les implications (a) = (b) et (b) = (c¢) sont évidentes. Montrons (¢) = (a).
Soit k la dimension de E (c’est a dire la dimension du plus petit sous-espace vectoriel qui
contient ¢.) Comme c est convexe, pour tout p € ¢(1) il existe un « € c(k) tel que p € «(1).
Autrement dit on a

Cc = Q.
acc(k)

Il suffit donc de montrer qu’il existe un diviseur effectif et linéairement équivalent a D,
D’ € [D]*, tel que pour tout « € c(k), D' € £} (a(1)). Orsi ag € c(k), d’apres la proposition
1.9.2, il existe un diviseur

D'= Y a,D,€&H(a(D)).

pEX(1)\ao(1)
Il ne reste donc qu’a montrer que la propriété
Pla): D' € Ef(a(l)
est contagieuse sur c¢(k). Soit donc ay et ay € ¢(k) voisins dans ¢. Notons f = oy N g et
{pa} = a2(1)\B(1). Soient o € X(n) tel que ay < o et 7 € X(n—1) tel que 7(1) = o(1)\{p2}-

Comme c est contenu dans un sous-espace vectoriel de dimension £, la famille (u,)

s . . pEaq(1)Uas (1)
est liée, ce qui par le lemme 2.1.6 entraine que

Jo. Cai(l)Uas(l) C c(1).

Si l'on suppose P(«;) on a

0=C,-D=C,-D'= > a,C.D,=0a,C.D,,

pEai(1l)Uaz(1)

Or par construction py € C'(7) donc C;D,, > 0 d’olt nécessairement a,, = 0 et on a P(ay).
La propriété est donc bien contagieuse, ce qui termine la démonstration. O
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Définition 3.4.2 Soit D un diviseur de Weil effectif sur Xx. Un 1-cycle C' € Z1(Xx) est
dit graduant pour D s’il vérifie les conditions suivantes :
(G1) Il existe o € ¥ tel que J; = a(1).
(G2) L’ensemble I(C,D) = {p e Ja |VC' e A <jc \ {p}2(1)> ,C'- D= O} est de
cardinal au moins 2.
(G3) Pour toute collection primitive P contenue dans Jc, le cardinal de I(C, D)\ P est
au plus 1.

Lemme 3.4.3 Soit D un diviseur de Weil effectif. Toute courbe localement contractible C;
est graduante pour D.

Preuve — Soit C,. une courbe localement contractible. La condition (G1) est vérifiée
puisque J C 7(1). D’aprés le théoreme 2.2.11 P = J¢ est I'unique collection primitive

incluse dans Jo,. En particulier pour tout p € P on a Jo \ {,0}Z = Cone (Jc \ {p}) € &

d’out
A (WZ(D) =0.

On en déduit que I(C, D) = Jg et la condition (G3) est donc trivialement vérifiée. Enfin
le fait que S; \ 7(1) C J assure que la condition (G2) est vérifiée également. O

Nous pouvons a présent énoncer et prouver le théoreme central de ce chapitre.

Théoréme 3.4.4 Soit Xx. une variété torique vérifiant les hypothéses (H1), (H2) et (H3)
et K un corps C possédant des formes normiques de tout degré. Soit D un diviseur de Weil
effectif sur Xs. Soit C' € Z1(Xx) un 1-cycle graduant pour D. Si

0<C-D< > C-D, (3.1)
pel(C,D)

alors D posséde un point rationnel sur K.

Remarque — A la lecture de cet énoncé, il apparait évidemment nécessaire de :

- déterminer le plus explicitement possible quelles sont les courbes graduantes pour D sur une
variété ambiante torique Xy donnée. Le lemme 3.4.3 est un premier élément de réponse.

- En particulier, déterminer si le nombre maximum de tests possibles est fini ou non, c’est-a
dire si il n’y a qu'un nombre fini de classes de courbes graduantes.

Nous verrons dans la section suivante la réponse a ces questions dans le cas ou D est ample.
Nous en déduirons le théoreme 3.5.3, avec un exemple d’application 3.5.4.

Preuve — Soit f € S un polynéme homogene de degré [D] tel que D = V(f). Si D a des
points rationnels triviaux, il n’y a rien a démontrer. On peut donc supposer que ce n’est pas
le cas et en particulier, d’apres la proposition 3.2.3, que le diviseur D est de Cartier et nef.
D’autre part, C' étant graduant pour D, la condition (G1) entraine que C' est numériquement
effectif (proposition 1.10.7.) Quitte a multiplier C' par un entier, on peut en outre supposer
que pour tout p € X(1), le degré C' - D, de D, le long de C' est un nombre entier (et que
ces degrés sont premiers entre eux). Pour la graduation degn.(z,) = C - D,, f est alors
homogene de degré d = C' - D € N*. Notons I = I(C, D), I, = ¥(1)\ Jo, Lo = T \ I et
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S" = Kz, per(c,p)- On définit le polynome g € S” a partir de f en posant x, = 1 pour tout
p € I et x, = 0 pour tout p € [y. Ainsi g est homogene de degré d pour la graduation
induite par deg. sur S'.

En particulier les degrés C' - D, étant des entiers naturels non nuls pour tout p € I,
les inégalités 3.1 nous permettent d’appliquer le théoreme 3.1.10 au polynéme ¢ (le nombre
d’indéterminées est > 2 d’apres la condition (G2).) On obtient ainsi une racine non triviale
o € K" de g, ce qui nous donne une racine a € K> de f en rajoutant des 0 pour les
coordonnées indicées par I et des 1 pour celles indicées par I;. Il reste & montrer que cette
racine est pertinente, c’est a dire qu’elle n’appartient pas a I'ensemble exceptionnel Z(X%).

Soit donc P une collection primitive de . Montrons que la racine a obtenue possede
nécessairement une coordonnée non nulle o, # 0 avec p € P.

On distingue trois cas :

(i) Si P n’est pas inclus dans J¢ alors il existe p € PN 1 d’ou o, = 1.
(ii) Si I C P alors, comme o' est non triviale il existe p € I C P tel que o, # 0.
(iii) Sinon il existe un p’ € I'\ P, qui est unique puisque C' vérifie la condition (G3). Dans
ce cas, comme on a C’- D = 0 pour tout C' € A; <jc \ {p’}2(1)>, la proposition 3.4.1
nous dit que I'ensemble &£ <Wz(1)> est non vide.

Or par la proposition 3.3.8, on a

&5 (ToNTIT (1) = &5 (T \ {oD).

Enfin par le corollaire 3.2.6 on sait qu’il existe o € X(n) tel que D, € £ (T \ {¢'})
c’est a dire tel que
D(U) = Z apr.

peliu{p’}

En particulier comme on a supposé D sans point trivial, le monome de f correspondant
(voir corollaire 3.2.4) est de la forme

a s
= @p
XDy = Ly pr‘
pell

On en conclut que le polynome A de la seule variable 2, obtenu a partir de g en posant
x, = 0 pour tout p € P est de la forme )\fo "avec A € K*. Autrement dit toute racine
de g B’ € K! qui vérifie B, = 0 pour tout p € P vérifie également h(S3],) = 0 c’est a
dire 6/’3, = 0. Une telle racine est donc une racine triviale de g ce qui n’est pas le cas
de o/. On a ainsi montré que la racine o € K> possede une coordonnée a, # 0 pour
un p € P ce qui acheve la démonstration.

O
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3.5 Cas ample et exemples

On considére ici une variétés torique sur un corps K vérifiant les hypotheses (H1) et
(H2). On suppose que K est C et possede des formes normiques de tout degré.

Lemme 3.5.1 Soit D un diviseur ample sur Xy. Si C' est un 1-cycle graduant pour D alors

I(c,D)= () P

PePg,,

Preuve — Notons [ = mPer P. Comme D est ample on a
C

VO € A <jc \ {p}z(l)) C'- D=0 A (Jc \ {p}2(1)) —0& T\ {p} (1) est libre,

ou la seconde équivalence découle du corollaire 1.8.15. D’apres la proposition 3.3.7, ceci est

aussi équivalent a 'existence d'un «v € X tel que J¢ \ {p}2 € 3, cest adire Jo \ {p} = a(l).
Il ne reste plus qu’a remarquer que Jo \ {p} ne contient aucune collection primitive si et
seulement si toute collection primitive contenue dans Jo contient p. Ainsi p appartient a
I(C, D) si et seulement s'il appartient a toutes les P € P_. O

Comme il I'a été souligné avant I’énoncé du théoreme 3.4.4, la question se pose de savoir si
celui-ci nécéssite la vérification du critere numérique d’une part sur un nombre fini ou infini
des “courbes tests” que sont les courbes dites graduantes pour D, d’autre part nécessite la
détermination explicite de ces courbes graduantes. Le théoreme qui suit répond a ces deux
questions lorsque D est ample.

Théoreme 3.5.2 Soit D un diviseur ample sur Xx. Les deux conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) 1l existe un 1-cycle C' graduant pour D tel que 0 < C' - D < ZpE[(C,D) C-D,

(b) Il existe une courbe extrémale C; telle que

C,-D< Y C.-D,

PEIC,

Preuve — D’apres le lemme 3.4.3 toute courbe extrémale est graduante pour D. De
plus, comme D est ample, la condition 0 < C'- D est trivialement vérifiée puisque C' est
numériquement effective par la condition (G1). Ceci démontre 'implication (b) = (a). Pour
montrer la réciproque on remarque que, comme Xy est projective, il existe des courbes
extrémales C,, ..., C}, telles que

l
[C] =) ACr | avec Ar,..., A € Q7.
=1
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Il suffit de montrer qu’il existe 1 <7 < tel que 7, - D < Zpejg C;, - D, On raisonne par
contraposée : Supposons que pour tout 1 <+ <[, C, - D > Zpejlg C, - D,. On a donc

l

l
C-D=> NC,-D=> N\ > C,-D,

i=1 =1 pegd
1

Or pour tout 1 <2< lon a

Y ¢.,-D,> > C.-D,> Y C.-D,

PEIL,, pETE, NI(C.D) pel(C,D)

On en conclut que

!
C-D=> N Y Co-Dy= > (Z/\Z-OTi>-Dp: C-D,,
i=1  pel(C,D) pEI(C,D) \i=1 peI(C,D)
ce qui termine la preuve. O

Nous pouvons a présent énoncer une version tres maniable du théoreme 3.4.4, et l'illustrer
sur un exemple intéressant. Le théoreme précédent assure que 1’énoncé qui suit ne présente
aucune “perte” par-rapport au théoreme 3.4.4.

Théoréme 3.5.3 Soit Xx. une variété torique vérifiant les hypothéses (H1), (H2) et (H3)
et K un corps C7 possédant des formes normiques de tout degré.
Soit D un diviseur effectif et ample sur Xx,. Soit 7 € 3(n — 1) tel que C; soit extrémale.
St
C.-D< > C,-D, (3.2)
pGJgT

alors D posséde un point rationnel sur K.

Il est important de remarquer ici que dans le cas ou Xy est un espace projectif pondéré,
le théoreme 3.5.3 n’est autre que le théoreme 3.1.10 pour k =1 :

Supposons d’abord que Xy soit ’espace projectif P". D’abord, ’éventail Y de P" vérifie
bien les hypotheses (H1), (H2) et (H3). Ensuite, il est bien connu que le cone de Mori de P”
est RT[L], ou L est la classe de n'importe quelle droite de P, en particulier de n’importe
quelle courbe C; pour un (n — 1)-cone 7 de I'éventail définissant P™. Ces classes [C;] = [L]
sont donc extrémales pour tout 7. De plus pour un diviseur D de P, on a C..D = deg D.
D’autre part, pour tout 7, on a J& = (1) tout entier, donc la condition (4.2) est équivalente
adeg D < n+1, et on retrouve bien la version originelle projective des corps Cf : une variété
de degré d < n de P™ possede un point rationnel sur un corps Cf.

Si Xy est l'espace projectif a poids P(aq, ..., a,), alors le raisonnement ci-dessus vaut
presque entierement, a l’exception de la traduction de (4.2), qui s’écrit ici

deg D < ag+ a; + - - - + ay,

de sorte que le théoreme 3.5.3 n’est autre que le théoreme de Kollar 3.1.10 pour k£ = 1.
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Remarque — Il est bien entendu tres probable que, comme dans le cas du théoreme de Kollar,
on puisse énoncer un théoreme pour les intersections de diviseurs d’une torique ambiante Xy .
Nous espérons revenir sur cette question dans un avenir proche.

Venons-en a présent a notre application cible : ’éclaté d'une hypersurface projective de
grand degré contenant un sous-espace avec grande multiplicité.

Théoreme 3.5.4 Soit K un corps Cy. Soit Y une hypersurface de P™ de degré d contenant

un sous-espace L de dimension k avec multiplicité pi. On considere l’éclatement de P™ le
long de L :
n: Xy — P

Alors la transformée stricte Y de Y par n possede un point rationnel sur K des que

d<k+p+2.

Remarques —

(1) Le fait que les cas limites de connexité rationnelle de Y et d’application du théoreme 3.5.3
coincident (c’est-a dire d = p + k + 1 dans les deux cas) indique que I’énoncé 3.5.3 est en
un certain sens optimal !

(2) Comme nous l'avons expliqué dans l'introduction, Y est rationnellement connexe sous la
condition d < p+k+1 (lorsqu’elle est lisse). La conclusion de ce théoreme était donc attendue
si la réponse a la question 3.1.8 est affirmative. Dans ce cas on peut d’ailleurs déduire
l'existence de points rationnels sur les corps finis (resp. sur K(t)) du théoreme général
de [Esn03] (resp. [TGS03]). Cependant ici aucune hypothese n’est faite sur l'existence de
singularités dans la sous-variété Y. Ainsi, en plus d’assurer 'existence de points rationnels
sur les deux exemples de corps C7 fournis par Lang, ce qui est nouveau, ce théoreéme permet
aussi d’affirmer 'existence de points rationnels sur ces variétés lorsqu’elles sont singulieres
sur les corps finis et de fonctions des courbes, ce qui qui n’entre pas dans le cadre des
théoremes d’Esnault et de Harris et al.

Preuve — Commencons par la description géométrique et combinatoire de la variété torique
ambiante :

Soit (eq,...,e,) la base canonique de Ng = R™. Soit ¥’ I’éventail dont les 1-cones
P1y- -+ Pnt1 sont engendrés par
Ul = €1, Uy =€p et Uupy =—(e1 4+ +ep)

et dont les cones de dimension maximale sont les cones de la forme
0; = COHG‘(Ul, R P S PR 7un+1)7

de sorte que Xy = P".
On peut supposer sans perte de généralité que la sous-variété L est torique, égale a
V(a) pour un o € ¥(n — k) et quitte a renuméroter ¥'(1), on peut également supposer que

a(l)y=A{p1,..., par}. On pose
n—k

Upr2 = E Uy et Pn+2 = R+Un+2.
=1
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D’apres [CLS11] (section 3.3), I'éventail X de I'éclaté de P le long de L est donné par

S={pex|agpul ),

aCfB

ou
Y5(a) = {Cone(A) | A C {pn2} UB(1)}
Autrement dit on a
Z(l) = {Ul, . ,Un+2}

et
n+1
Y(n)={o;e¥,i=1,...,n—k}U U {Cone (0;(1) U{pns2} \{u;}),j=1,....n—k}.
i=n—k+1

Par construction I’éventail ¥ est simplicial et complet. L’hypothese (H1) est donc vérifiée.
De plus le groupe des caracteres de Xy est le réseau N ~ Z3 de sorte que 'hypothese (H3)
est vérifiée également.

Y. contient exactement deux collections primitives :

Py ={a(l) =A{p1,. .-, pu-s}, )\ (1) = {pp—tt1s-- s prsa}t}

On a les relations suivantes entre classes de diviseurs toriques :
[D1] = [Ds] = -+ = [Dn] = [Dns1] = [Dnga] €t [Dnpia] = - -+ = [Dn] = [Dnpa]-

On en déduit que le groupe des classes (ainsi que le monoide des classes effectives) est
isomorphe & Z? engendré par les classes [D;] et [D,, 5], en particulier 'hypothese (H2) est
vérifiée.

Le degré de liaison de (1) est 2. Les courbes toriques de Xy se répartissent donc en
3 classes numériques [C], [Cy] et [C3] correspondant respectivement aux 3 relations entre
générateurs minimaux suivantes :

U+ -+ Uy =0 pour les C; telles que 7(1) C oy(1), i <n—k
U+ -+ Up_p = Upro pour les C; telles que 7(1) C 0y(1), i >n —k
et Up41+ -t U2 =0 pour les autres

Si l'on retire les lignes redondantes, la matrice d’intersection de Xy est donc

1 - 11 ...1 0
1 - 10 ... 0 -1
0 01 1 1

On voit que [C] = [Cy] + [C3]. On en déduit que le cone de Mori de X, est

ﬁ(XE) = R+[OQ] +R+[03] C Nl(XE> ~ R2
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Venons-en & présent & la description de Uhypersurface Y :
Si ’équation homogene de I’hypersurface Y C P" est

P(lL‘l, ce ,I’n+1) = 0,
alors la transformée totale Y € Xy a pour équation homogene

P(:L‘ll‘n-l—% vy Tk ln4-25 Tn—k4-15 - - - 71'71—1—1) = 0.

Comme par hypotheése Y est de degré d on a donc [Y] = d[Dy1] = d[Dy] + d[D,+5).
Comme de plus Y contient la sous-variété torique V(a) avec multiplicité p, I'équation
de Y est divisible par z}, , et la transformée stricte D =Y vérifie donc

~ ~

[D] = [Y] = [Y] = p[Dnyo] = d[D1] + (d — ) [ D2
On en déduit les nombres d’intersection suivants :
Ci-D=d, Co-D=ypy et Cs5-D=d—p.

En particulier le diviseur D est ample.
On est donc en mesure d’appliquer le théoreme 3.5.3 avec 'une des courbes extrémales
de [Cy] ou de [C3] pour 1-cycle graduant. Or on a

Jo, =) ={pr,-opns} et T =B\ a(l) = {purirs s Pyl
d’ott
> CyDy=n—k+1 et » C3-D,=k+2
pGJgQ pEJng

On en conclut que pour d < k+pu+2on a

C3-D=d-p<k+2= Y Cs-D,

pEJgg

et D =Y posséde un point rationnel par le théoreme 3.5.3. O]

Remarque — Dans I'application du théoreme 3.5.3 ci-dessus, il n’est pas nécessaire de faire
appel au théoreme de Kollar (théoreme 3.1.10). En effet les nombres d’intersection d’une
courbe extrémale de [C3] avec les diviseurs toriques Dy, _ 41, - .., Dypio étant tous égaux a 1, la
définition méme de corps C; suffit pour conclure. C’est pourquoi on ne fait aucune hypothese
sur l'existence de formes normiques.

Afin de rendre les choses encore plus concretes, on peut donner un exemple d’application
du théoreme 3.5.4 en petite dimension :

Exemple 3.5.5 Pour n = 3 et k = 1, la multiplicité u avec laquelle I'hypersurface Y C P?
contient la droite L = V() = V(Cone(uy, uz)) doit étre > d — 2 ou d est le degré de Y. X
est I'éventail de Nz = R? dont les 1-cones sont engendrés par

1 0 0 -1 0
= ()= () = (8) we= () v = (4)
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P2 P2 05

\ o~

P1 P1

P4 P4

P3 Xy

Figure 3.1 — Eventails de IP? et de son éclatée Xy,

et dont ’ensemble des cones de dimension maximale est

Y(3) ={ 0134, 0135, 0145, 0234, 0235, 0245 }

ou l'on note o; ;, = Cone(u;, uj, uy).
Les deux collections primitives sont :

(1) = {p1, pa} et B(1) \ (1) = {p3, pa, ps}-

La matrice d’intersection de Xy, se résume a

1 1 0
00 -1
11

1
1
0 1

O = =

On a [Cs4] = [Cs5] + [C15] et le cone de Mori de X, est
NE(Xs) =R [Cs5] + R [C)5] C Ny (Xz) ~ R
Si on note D =Y la transformée stricte on a
[D] = d[D4] — p[Ds] = d[D1] + (d — p1)[Ds]
Comme p > d — 2 on conclut que D possede un point rationnel sur K grace a I'inégalité

01’5D:d—/,6<2<3:k+2: Z 0175'Dp20175'D3+01,5'D4+01,5'D5.

pe‘jgl 5
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3.6 Cas semi-ample

Le cas semi-ample est le plus compliqué. C’est celui ot la géométrie de la variété ambiante
est la plus déterminante.

En effet pour tout diviseur D nef sur Xy, il existe un morphisme propre ¢ : Xy, — Xp
tel que D soit le tiré en arriere d'un diviseur ample D’ sur Xp.

Grossierement parlant, la complexité du théoreme 3.4.4 traduit le fait que pour trouver
un point rationnel dans le diviseur D par notre méthode, il faut non seulement que D’ ait
un point rationnel par le théoreme 3.5.3 mais aussi que celui-ci puisse étre tiré en arriere en
un point rationnel de D.

Nous nous promettons de traiter ce cas dans un futur tres proche.
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Résumé

Dans cette these nous étudions deux aspects distincts des variétés toriques, 'un purement
géométrique, sur C, et I'autre de nature arithmétique, sur des corps quasi algébriquement clos
(corps C1).

Les courbes extrémales qui engendrent le cone de Mori d’une variété torique projective sont des
courbes primitives (V. Batyrev). En 2009, D. Cox et C. von Renesse ont conjecturé que les courbes
primitives engendrent le cone de Mori de toute variété torique dont I’éventail est a support convexe,
de dimension maximale. Nous présentons une famille de contre-exemples a cette conjecture et en
proposons une nouvelle formulation basée sur la notion de contractibilité locale, généralisant la
notion de contractibilité de C. Casagrande. Grace aux couloirs, outils combinatoires que nous
introduisons, nous montrons comment écrire une classe de 1-cycle donnée comme combinaison
linéaire a coefficients entiers de classes de courbes toriques. Les couloirs nous permettent de donner
une décomposition explicite de toute classe qui n’est pas contractible (couloirs droits) ainsi que de
certaines classes contractibles (couloirs circulaires).

Les corps C sont les corps sur lesquels I'existence de points rationnels dans une variété Y est
assurée par le plongement en petit degré de Y dans un espace projectif (par définition) ou dans
un espace projectif pondéré (d’apres un théoreme facile de Kollar). Pour un diviseur ample dans
une variété torique dont I’éventail est simplicial et complet, nous montrons qu’il existe encore une
notion de petit degré qui assure l’existence de points rationnels. Ceci nous permet notamment de
montrer 'existence de points rationnels sur une large classe de variétés rationnellement connexes.

Abstract

In this thesis we study two distinct aspects of toric varieties, one purely geometric, over C, and
the other of arithmetic nature, over quasi algebraically closed fields (C; fields).

Extremal curves, which generate the Mori cone of a projective toric variety, are primitive curves
(V. Batyrev). In 2009, D. Cox and C. von Renesse conjectured that the classes of primitive curves
generate the Mori cone of any toric variety whose fan has full dimensional convex support. We
present a family of counterexamples to this conjecture and propose a new formulation based on
the notion of local contractibility, generalizing the contractibility defined by C. Casagrande. Using
the corridors, a combinatorial tool that we introduce, we show how to write any given 1-cycle
class as a linear combination with integer coefficients of toric curve classes. Corridors enable us to
give an explicit decomposition of any class that is not contractible (straights corridors) as well as
contractible classes in some particular cases (circular corridors).

(1 fields are those over which the existence of rational points on a variety Y is ensured by
any small degree embedding of Y in a projective space (by definition) or in a weighted projective
space (according to an easy theorem of Kollar). For an ample divisor in a toric variety whose fan
is simplicial and complete, we show that there is also a notion of small degree which ensures the
existence of rational points. This way, we show the existence of rational points on a large class of
rationally connected varieties.



