
HAL Id: tel-00832356
https://theses.hal.science/tel-00832356

Submitted on 10 Jun 2013

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Nanocomposites et effet de dimensionnalité pour le
stockage de l’énergie

Mickaël Anoufa

To cite this version:
Mickaël Anoufa. Nanocomposites et effet de dimensionnalité pour le stockage de l’énergie. Autre.
Ecole Centrale Paris, 2012. Français. �NNT : 2012ECAP0053�. �tel-00832356�

https://theses.hal.science/tel-00832356
https://hal.archives-ouvertes.fr




Résumé de thèse 

 Dans le stockage dǯénergieǡ les alternatives aux énergies fossiles sont peu nombreuses et  comportent encore bien des inconvénientsǤ Le stockage dǯénergie sous forme électrostatique dans un condensateurǡ permet dǯatteindre de grande puissances 

électriquesǡ mais pour une densité dǯénergie  trop faible pour espérer en lǯétat des applicationsǤ  La présente thèse à pour objectif la compréhension et lǯoptimisation des 
nano-céramiques ferroélectriques afin dǯaugmenter la densité dǯénergie du diélectrique 

et de se diriger ainsi vers un super-condensateur céramique.  Nous avons développé 

dans un premier temps un modèle par champs effectif moyen  du système core-shell, qui 

permet de rendre compte des mesures expérimentales dans les nano-céramiques.  Une fois introduit dans lǯénergie libre de Landauǡ ce modèle permet de faire des prédictions de manière purement phénoménologique et donne une idée de la densité dǯénergie que lǯon puisse attendre dǯun système ferroélectrique donnéǤ Les calculs Ȃ sur quelques 

pérovskites courantes - indiquent que la densité dǯénergie reste bien faible en 
comparaison de systèmes concurrents comme le Li-ion. Néanmoins nos calculs montrent que lǯon peu optimiser le stockage dǯénergie dans de telles céramiques en 
enrobant par un diélectrique, des grains de forme allongée comme des disques ou des filsǤ A noter que ce modèle phénoménologique permet dǯexpliquer de nombreuses 
mesures expérimentales sur les céramiquesǡ y compris dans le cas ou sǯajoute des 
phénomènes de conduction interne comme avec la relaxation de Maxwell-Wagner. 

Nous  nous sommes tournés par la suite vers une modélisation ab-initioǡ à lǯaide dǯun modèle dǯHamiltonien effectif paramétré grâce à la méthode de la fonctionnelle densité. 

La modélisation de nano-système core-shell de BaTiO͵ a montré quǯun nouveau paramètre dǯordre pouvait apparaitre : le moment toroïdale. Ce paramètre dǯordre dans le cas dǯenrobages conséquents implique un comportement 
diélectrique différent. En intégrant ce paramètre dans une description phénoménologique  de type Landauǡ on peut montrer quǯil prédit une disparition de la 
phase orthorhombique dans BaTiO3. La synthèse de nanoparticules de BaTiO3 de 

formes cubiques homogènes en forme et taille  nous a permis de faire une série de 

mesure. Les mesures MET, RAMAN, RX, diélectriques sur les poudres et les céramiques, 

suggèrent la présences de transitions de phases générées par la présence dǯun paramètre dǯordre similaire à celui observé dans modélisation ab-initio. 

 

Mots-clés : Densité dǯénergieǡ stockage dǯénergieǡ super-condensateur, BaTiO3, Titanate 

de Baryum, ferroélectriques, pérovskites, énergie libre de Landau,  core-shell, enrobage, 

nano-grain, Maxwell-Wagner, modélisation, Hamiltonien effectif, nano-cubes, nano-fils, 

nano-rods, nano-disques. 



English summary 

 

For energy storage applications, fossils energies are difficult to compete. By storing energy in 

capacitors, one can get a huge electric power. However the density of energy in a capacitor is too 

weak to be interesting in energy storage application. 

 The present thesis aims to understand the well known core-shell system in ferroelectric nano-

ceramics and the influence of the geometry of the grain in order to determine and optimize the 

density of energy in this kind of dielectric, going toward an ultra-capacitor of ceramics. We have 

first developed an effective-medium core-shell model in order to get the local field in nano-

ceramics.   

By introducing this model in the phenomenological Landau Free energy of several ferroelectrics, 

we can get quantitative information about the maximum of density of energy in these materials. 

Our calculation for common ferroelectrics has shown that the density of energy remains too 

weak to become interesting. However, we can demonstrate that the density of energy can be 

optimized by using nano-disks or nano-rods in a structured ceramic. Our model agrees well with 

experimental results, even in the presence of extrinsic phenomena like the Maxwell-Wagner 

relaxation.  

To go further, we have modeled the BaTiO3 core-shell system using an effective Hamiltonian. 

This effective Hamiltonian is parameterized with the help of the functional density theory. The 

model shows that a new order parameter is observed in the core-shell system namely the 

toroidal moment. This order affects the dielectrics behavior of coated dots, and for important 

coating can lead to significant differences with Landau predictions. Moreover, by introducing the 

toroidal moment in Landau formalism, we can predict the disappearance of the orthorhombic 

phase in BaTiO3.The synthesis of homogenized cubic BaTiO3 particles, allowed us to make ex-

perimental measurement. The combination of RX, Dielectric and Raman measurements lead to a 

phase diagram for BaTiO3 that can be explain by the presence of a toroidal moment. 

 

Keywords: density of energy, energy storage, ultra-capacitor, BaTiO3, Barium titanate, ferroe-

lectrics, Perovskite, free energy, core-shell, nano-grain, Maxwell-Wagner, simulation, effective 

Hamiltonian, nano-cubes, nano-wires, nano-rods, nano-disks. 
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Introduction générale

0.1 Motivations

0.1.1 Contexte actuel

Les enjeux énergétiques, toutes natures confondues, ont pris une ampleur considérable dans notre
Société de consommation. Ils doivent en e�et répondre à une double problématique : celle du besoin
croissant d'énergie pour l'ensemble de l'humanité, et plus récemment, des considérations d'ordre
écologique. En plus de problèmes liés à la pollution environnementale, les ressources naturelles fossiles
telles que le gaz ou le pétrole, sont loin d'être inépuisables et devraient poser de sérieux soucis
d'approvisionnement dans les dizaines d'années à venir.

Le stockage et/ou l'approvisionnement d'énergie pose au moins autant - sinon plus - de problèmes
que sa production. L'utilisation de l'énergie se trouve en e�et souvent à des milliers de kilomètres de
sa source.

L'énergie nucléaire ainsi que les énergies dites renouvelables (essentiellement hydrauliques, géother-
miques, solaires, éoliennes) constituent des alternatives "propres" 1 de fabrication d'énergie électrique.

Le stockage ou l'approvisionnement centralisé de l'énergie, béné�cie également de solutions adap-
tées. On fait principalement circuler du courant dans des câbles haute-tension ou/et dans le cas
échéant la stocker sous forme d'énergie thermique, gravitaire, de pression ou électrochimique.

En revanche dans le cas des systèmes décentralisés, tel que les systèmes embarqués (véhicules de
transport, machines de construction etc..) ou les systèmes isolés (groupe électrogène par exemple), les
solutions de production et/ou de stockages "Propre" rivalisent di�cilement avec les solutions fossiles. 2

En e�et, ces dernières possèdent plusieurs atouts indéniables avec une densité énergétique spéci-
�que de l'ordre de 50 MJ/kg, là où les meilleures alternatives a�chent aisément dix fois moins 3. Les
étapes de stockage, production et récupération de l'énergie sont rapides et consécutives conférant aux
énergies fossiles une grande �exibilité d'utilisation. En�n les moteurs à combustion (ou explosion)
sont des technologies bien éprouvées qui ne nécessitent pas d'investissements importants au départ.
Néanmoins leurs défauts intrinsèques et notamment le rejet de gaz à e�et de serre (mais également
l'instabilité du cours des ressources fossiles), a motivé depuis plusieurs années les recherches dans des
systèmes de stockage alternatifs. Les accumulateurs électrochimiques et les piles à combustible, re-
groupent une bonne part de l'e�ort de recherche actuel. On peut néanmoins citer des recherches dans
le domaine des super-consensateurs (essentiellement électrostatiques et hybrides ou électrochimiques)
et de manière plus annexe celui des volants d'inertie (énergie cinétique). 4

1. bien que ce point soit naturellement sujet à débat, particulièrement dans le cas du nucléaire
2. Sauf peut-être dans le cas très particulier des sondes d'exploration spatiale qui peuvent utiliser des panneaux

solaires ou/et un générateur thermoélectrique à radio-isotope (tel que les sondes Voyager, Pionner ou Cassini)
3. Il faut noter cependant que leurs rendements énergétiques médiocres tempèrent un peu la supériorité de l'énergie

fossile (voir tableau 1)
4. Généralement en complément, pour pallier aux problèmes de puissance de stockage et de décharge des autres

solutions

6
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0.1.2 Historique et motivation de la thèse

Comme nous allons le voir, chaque procédé de stockage possède des avantages et inconvénients.
En 2008, Nanoe une start-up est fondée par trois élèves de la �lière Centrale Entrepreneur de l'école
Centrale Paris. L'objectif de base de la jeune entreprise est d'étudier puis idéalement de concevoir,
des prototypes de batterie de type super-condensateur à céramique ferroélectrique (ce sera expliqué
dans la suite). Du fait des dé�s technologiques que pose ce type de stockage, plusieurs études autant
fondamentales qu'appliquées sont nécessaires pour valider ou non un tel procédé de stockage. En
collaboration avec le Laboratoire SPMS, plusieurs études vont être lancées au travers de bourses de
thèse et de �nancements divers. Ma thèse - bien que relativement fondamentale - prend racine dans
ce contexte assez concret. L'objectif de ma thèse - plus en amont - consiste à comprendre l'apport
de la dimensionnalité des grains, et de l'architecture core-shell au sein d'une nano-céramique pour
les propriétés diélectriques et donc pour le stockage d'énergie. Il s'agit aussi de saisir les limites
théoriques imposées par la géométrie et le matériau. Comme les nano-céramiques sont des matériaux
relativement récents, la littérature est souvent confrontée à des phénomènes nouveaux qui semblent
parfois contradictoires. Il était donc important de pouvoir aborder les nano-céramiques également
sous l'angle de la modélisation, en particulier à travers la structure core-shell, véritable trame de la
présente thèse.

0.1.3 Batterie électrochimique et piles à combustibles

Les batteries et piles à combustible produisent de l'énergie électrique à partir d'un processus
électrochimique. Leurs caractéristiques dépendent donc fortement du processus électrochimique en jeu
ainsi que de sa cinétique. Pour cette raison, toutes les techniques de stockage électrochimique possèdent
un temps de chargement relativement long, et pas nécessairement adapté à une utilisation régulière et
quotidienne. D'autre part, tant pour les piles à combustible que pour les batteries électrochimiques, le
cycle de charge-décharge nécessaire au bon fonctionnement du système entraine des dégâts internes,
et accélère ainsi rapidement le processus de vieillissement. Ces systèmes ont donc une faible résistance
de cyclage (ou cyclabilité).

Pile à combustible

Les piles à combustibles transforment l'énergie chimique d'une réaction en énergie électrique. Dans
le cas des piles à hydrogène/oxygène la réaction chimique globale associée à la production d'énergie
est la combustion de l'hydrogène dans l'oxygène c'est à dire :

H2 +
1

2
O

2
−−→ H2O (0.1.1)

De manière simpli�ée, dans une cellule élémentaire, un électrolyte acide ou alcalin est placé entre
deux électrodes. Il s'ensuit une oxydation électrochimique de l'hydrogène à l'anode, et une réduction
électrochimique de l'oxygène à la cathode.

Dans le cas d'un électrolyte acide par exemple, le couple de réactions est le suivant :

• à l'anode (pôle négatif de la pile) :

H2 −−→ 2H+ + 2 e− (0.1.2)

• à la cathode (pôle positif) :

1

2
O

2
+ 2H+ −−→ H2O (0.1.3)
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Figure 1 � Principe d'une pile à combustible

La force électromotrice (f.é.m.) correspond à la di�érence des potentiels d'électrodes ( c pour
cathode et a pour anode) :

E = E+
c − E−

a (0.1.4)

Dans la pratique, pour atteindre les puissances nécessaires, un empilement de cellules élémentaires
est réalisé.

D'autrse types de piles peuvent utiliser comme combustible le méthanol, le monoxyde de carbone,
le charbon gazéi�é, etc. Ils feront alors appel à d'autres types de réactions électrochimiques. Les
électrolytes peuvent être également di�érents : des oxydes, des carbonates, des polymères ou KOH
(hydroxyde de potassium).

Les électrolytes décident pour une grande part de la famille de piles à combustible. Il existe en
e�et six grandes familles de piles à combustible, à vocations diverses. Elles ont des températures de
fonctionnement variées (entre 60 et 1100 ◦C), ce qui restreint leur utilisation dans un cadre particulier.

Les principales applications envisagées pour les piles sont :

• la cogénération (industrielle ou domestique)

• l'alimentation des groupes isolés

• les engins électriques, marins ou spatiaux

• les applications portables

Pour les véhicules électriques, seules les piles AFC (Alkaline Fuel Cell) et PEMFC (Proton Ex-
change Membrane Fuel Cell) ont été sérieusement envisagées à ce jour.

Des piles de ce type ont déjà été commercialisées dans des équipements hybrides, et des prototypes
intéressants existent. Pour le tout électrique [33] néanmoins, cette solution pose encore plusieurs
problèmes pratiques importants [59] avec notamment :

• Le cout élevé de ce type d'équipement (notamment à cause de l'utilisation de catalyseur platine)

• Une dégradation à l'usage encore trop importante

• L'approvisionnement et le stockage sécurisé de l'hydrogène

• Un système de refroidissement, délicat à mettre en place.

Toutes ces problématiques font l'objet d'intenses recherches, et des voitures équipées de pile à
hydrogène vont probablement voir le jour, dans un avenir proche [59].

Chapitre 0
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Accumulateurs électrochimiques

Tout comme les piles à combustible, les batteries électrochimiques, tirent leur énergie d'une réac-
tion d'oxydoréduction au niveau des interfaces électrolyte-électrode. En revanche, contrairement aux
piles, les réactions d'oxydo-réduction des batteries sont réversibles et ne nécessitent pas le chargement
d'un combustible. 5

Figure 2 � Principe d'une batterie lors de la décharge

Plusieurs espèces ioniques ou couples d'oxydoréduction sont utilisés en fonction des besoins de
puissance-autonomie. On peut citer les batteries au Plomb bien connues, mais de faibles autonomie,
les batteries au Nickel (cadmium, hydrure métallique ou chlorure de nickel) et les batteries Zinc-air
et Li-ion.

Pour un usage automobile, les batteries Li-ions demeurent un candidat de préférence, avec une
tension élémentaire élevée (environ 3.7V), une densité d'énergie qui devient intéressante, autour de 120
Wh/kg aujourd'hui (mais probablement près du triple dans quelques années [103] ) et une puissance
comparable à celle de l'essence avec environ 250 W/Kg. D'autre part, la batterie Li-ion possède une
gamme de Température étendue (-20 à +65 ◦C) et une autodécharge assez faible (5 à 10 % par mois)

En tenant compte du fait que la compacité énergétique reste encore malgrè tout relativement
faible, la batterie Li-ion présente quelques problèmes annexes :

• réactions d'oxydoréductions très violentes (risque de dépôt de lithium métallique lors de la charge)
ce qui nécessite un contrôle électronique coûteux.

• faible résistance au cyclage (ou cyclabilité)

• nécessite à l'heure actuelle l'ajout d'additifs onéreux

• Une possible augmentation du prix du lithium, à cause de la raréfaction des sites d'extraction faciles

d'accès.

0.1.4 Condensateurs et super condensateurs

Contrairement aux méthodes électrochimiques, le stockage d'énergie dans un diélectrique, découle
d'un processus entièrement physique. En e�et, en imposant une di�érence de potentiel, des charges
statiques s'accumulent sur les électrodes, que l'on peut récupérer ensuite sous la forme d'un courant

5. ce qui peut se révéler être un handicap pour la compacité énergétique

Chapitre 0
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en fermant le circuit. L'origine physique de la cinétique de charge-décharge, entraine une puissance de
décharge beaucoup plus importante que celle typiquement rencontrée pour d'autres systèmes généra-
teurs de courant électrique. Pour cette même raison, la charge est nettement plus rapide et bien moins
dommageable, que dans le cas de systèmes électrochimiques. En revanche, ce système de stockage élec-
trostatique ne permet pas d'atteindre des compacités énergétiques très élevées. C'est pourquoi il n'est
toujours pas envisagé comme un système de stockage autonome, mais plus comme un complément
pour d'autres systèmes.

Condensateur céramique

Un condensateur céramique est schématiquement réalisé à l'aide un diélectrique entouré par des
électrodes. Comme son appellation l'indique le diélectrique est une céramique frittée. Lorsqu'il est
soumis à un champ, le diélectrique se polarise, et génère à sa surface la présence de charges virtuelles 6.
Les charges virtuelles sont directement liées au �ux de la polarisation sur la surface (voir formule
(1.1.3))

Les propriétés du condensateur dépendront donc essentiellement du diélectrique placé entre les
électrodes, et plus précisément de sa permittivité relative ǫr. Pour un diélectrique linéaire simple,
l'énergie volumique stockée (en courant quasi-statique et sans courant de fuite) peut s'écrire simple-
ment :

E =
1

2
ǫ0ǫrE

2 (0.1.5)

Néanmoins il o�re une capacité de stockage très réduite. La formule (0.1.5) montre que l'énergie
que l'on peut stocker aux permittivités et champs electriques usuels, restent extrêmement faibles par
rapport aux autres systèmes (quelques centièmes à dixièmes de Wh/l).

On distingue 3 types de diélectriques (céramiques) :

• les diélectriques de type I : ce sont des diélectriques linéaires ou bien des ferroélectriques dans
la phase para-électrique. Ils ont une faible permittivité mais des caractéristiques constantes (en
température, champ électrique, fréquence).

• les diélectrique de type II : ce sont des ferroélectriques (notablement BaTiO
3
), ils possèdent une

permittivité élevée (jusqu'à 15000), mais une dépendance importante avec la température, le champ
électrique ou la fréquence. On peut améliorer la permittivité en ramenant la température de Curie
à une température proche de l'ambiante (généralement par une substitution partielle Ca2+,Sr2+

aux ions Ba2+ ou Zr4+ et Sn4+ aux ions Ti4+), on peut également jouer sur la distribution de
taille de la poudre pour une meilleure dispersion en température et champ des caractéristiques du
diélectrique.

• les diélectriques de type III : ce sont des diélectriques de type I ou II, dont le c÷ur à été rendu
semi-conducteur, et ou la couche isolante se situe au niveau des joints de grain, La surface et
l'épaisseur des joints de grain (quelques m2 pour 1g et une épaisseur autour de 100 nm) devient
celle du condensateur. On a alors une permittivité apparente très grande (jusqu'à 100000) mais une
tension d'application relativement faible (autour de 25V).

Condensateur électrolytique

Dans ce type de condensateur, le diélectrique est un oxyde directement formé sur l'anode par
polarisation initiale. La couche formée est très mince (de 10 nm à 1 micron) et permet d'obtenir de
forte capacités malgré des valeurs de permittivité assez faible ( ǫr ≈ 8− 10 pour l'alumine).

6. Voir section sur la polarisation pour l'appellation virtuelle

Chapitre 0
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Supercondensateur électrolytique ou électrostatique

Contrairement au condensateur classique, on remplace ici le diélectrique par un électrolyte, qui
permet le déplacement d'espèces chargées à l'intérieur de celui-ci. L'échantillon se polarise donc sous
l'in�uence de charges bien réelles et non plus à l'aide de charges virtuelles de polarisation. Il se forme
une double couche à la surface de l'électrode correspondant à deux capacités en série. Il est dans ce
cas avantageux d'augmenter au maximum la surface de contact 7 On utilise généralement pour cela
des électrodes poreuses, de grande surface spéci�que (de l'ordre de 2000 m2/g). Dans le cas des super
condensateurs électrostatiques, les deux électrodes sont constituées de carbones nano-poreux activés
(voire de nanotubes de carbones) immergés dans un électrolyte organique ou aqueux.

Figure 3 � Représentation d'un superconsensateur électrolytique en charge et décharge

Pour éviter toute réaction d'oxydoréduction, la tension seuil d'utilisation est limitée. Ce sont néan-
moins des systèmes de grande capacité et puissance, et ayant une résistance au cyclage importante.
Ils se situent donc entre les batteries électrochimiques et les condensateurs céramiques. Tout comme
pour un condensateur l'énergie stockée dans un supercondensateur électrochimique s'écrit :

E =
C · V 2

2
(0.1.6)

où C est la capacité du supercondensateur et V le potentiel de ce dernier. Ils ont une densité
d'énergie de l'ordre de 0.2-10 Wh/Kg pour une densité de puissance d'environ 5 kW/kg. Leur tension
de service reste relativement basse, autour de 1.5 V environ.

Supercondensateur céramique

Ce type de supercondensateur reste encore hypothétique, et n'a fait que très récemment l'intérêt
de recherches fondamentales ou plus appliquées. Dans une vision optimiste, il ambitionne de pouvoir
atteindre des densités d'énergie comparables à celles des batteries électrochimiques. Conformément
à ce qui à été expliqué précédemment, l'énergie stockée dans un diélectrique linéaire, dépend essen-
tiellement de sa permittivité (formule (0.1.5)). Pour pouvoir stocker su�samment d'énergie, il faut
drastiquement augmenter sa permittivité et sa tension de service (c'est à dire la tension de claquage
ou une fraction de celle-ci selon les spéci�cations) 8.

7. Ce qui n'est pas le cas des céramiques où le �ux de la polarisation reste sensiblement identique quelle que soit la
rugosité de surface.

8. encore appelée champ disruptif ou rigidité diélectrique

Chapitre 0
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La permittivité d'un matériau dépend essentiellement de ses propriétés physiques intrinsèques, de
son éventuelle nature composite, ainsi que de propriétés extrinsèques telle que les défauts, la géomé-
trie, la microstructure, les contraintes internes etc. Le champ maximum que l'on peut soumettre, est
limité essentiellement par le champ de claquage du matériau, ou bien selon la nature du matériau par
le champ de conduction. Ces champs étant également le résultat conjoint d'e�ets intrinsèques et ex-
trinsèques. On utilisera plus généralement dans cette optique des matériaux ferroélectriques, puisque
ces derniers ont des permittivités intrinsèques importantes.

Plusieurs études ont montré que la permittivité des ferroélectriques les plus courants ( tel que BaTiO
3

et ses dérivés ) peut être sensiblement augmentée et sa dépendance générale lissée par la réduction
de la taille des grains (ces dernières années le marché des condensateurs à d'ailleurs vu la commer-
cialisation grandissante de condensateurs nano-céramiques, qui permet d'augmenter la permittivité,
de diminuer la dépendance en température et champ, mais aussi de pouvoir diminuer l'épaisseur de
diélectrique). D'autre part les céramiques dopées, les composites et/ou les grains aux dimensionnalités
particulières (nanotubes, nano-�ls, dots, plans) présentent également des propriétés électriques parti-
culières. Les structures de type core-shell dans les nano-céramiques, sont particulièrement proli�ques
de ce point de vue là.

Par ailleurs des matériaux à permittivité géante ont été récemment découverts tel que CaCu
3
Ti

4
O
12

(CCTO), (avec ǫr ≈ 105). Bien que le débat sur les origines de ces di�érents phénomènes ne soit
pas clos, Il existe un consensus dans la communauté des chercheurs pour considérer qu'il s'agit très
probablement d'un phénomène extrinsèque dit de Barrière diélectrique interne (IBLC), identique à
celui qui existe dans les condensateurs de type III. Ces conclusions sont appuyées par les permittivités
géantes de BaTiO

3
constatées dans le cas de structure core-shell et/ou d'un frittage rapide de nano-

poudres. Néanmoins, il faudrait des tensions élevées, et un temps de décharge spontanée faible, pour
pouvoir concurrencer les batteries électrochimiques de manière réaliste. Or ces systèmes ont une faible
tenue en champ statique et une conductivité importante précisément à cause de l'importance de la
conductivité interne pour le phénomène IBLC. Des solutions de type core-shell ont été proposées pour
limiter les pertes dont certaines ont fait l'objet de brevets. Il faut cependant noter, que si un jour,
un stockage électrostatique de ce type apparait, il cumulerait les avantages d'un condensateur céra-
mique (coût faible, cyclabilité in�nie, temps de charge-décharge ultra-rapide, puissance gigantesque)
et révolutionnerait par la même tous les domaines du stockage de l'énergie, et plus encore le domaine
automobile.

Signalons, que depuis quelques années, une start-up américaine EEStor, prétend disposer d'un ou
plusieurs prototypes de super-condensateurs céramiques fonctionnels, aux capacités tout à fait excep-
tionnelles. Néanmoins bien que la technologie ait fait l'objet d'un dépôt de brevets, aucun prototype
commercial ou même public n'a été enregistré à ce jour (Les propriétés clamées sont néanmoins listées
dans le tableau 1).

0.1.5 Conclusion

Bien que l'énergie fossile présente des atouts indéniables, ses défauts poussent invariablement la
recherche vers des solutions alternatives. Dans cette course, les batteries électrochimiques et les piles
à combustibles font �gure de favoris. D'autres systèmes comme les super-condensateurs céramiques
commencent - de manière réservée - à être évoqués. Mais les modèles théoriques autant que la pro-
blématique technique, restent encore à défricher. Les résultats existants tendent à montrer un e�et
non négligeable de la taille, de la géométrie ou bien du core-shell sur la céramique ferroélectrique. Il
est donc nécessaire de mieux comprendre d'un point de vue fondamental l'e�et de ces derniers sur un
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0.1. MOTIVATIONS 13

ferroélectrique en particulier dans le cas de nano-grains. Cette thèse à pour objectif de mieux cerner
l'e�et du core-shell et de la géométrie d'un point de vue fondamental. Ceci est d'autant plus important
du fait qu'une céramique possède déjà naturellement une structure core-shell, et ce problème s'adresse
donc à une population bien plus vaste de problématiques fondamentales liées aux céramiques. Dans
un second temps la thèse présente vise à explorer les di�érentes voies expérimentales qui peuvent
permettre l'obtention de grains à la géométrie bien déterminée.
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Table 1 � Ordres de grandeurs utiles pour le stockage de l'énergie

Système Densité

d'énergie

massique

Densité

d'énergie

volumique

Rendement

charge-décharge

Rendement

moteur

Puissance

spéci�que

Cycla-

bilité

Décharge

spontanée

(Wh/kg) (Wh/l) (%) (%) (W/kg) (cycles) (%/mois)

Essence 13000 8600 - 26% - - -

Diesel 12000 10000 - 30% - - -

Li-ion 160 450 70-80% 70-90% 250 1000 10

Zinc-air 180 - 70-80% 70-90% 125 400 10

PMCF 1000 1500 50% 120
?

500 10

EEStor 1000 1000 50%
? ?

0.02 ≈ 5 min

supercondensa-
teur

6 1000-3000 95% 70-90% 1000-3000 >100000 -

Condensateur
électrolytique

0.1 - 99% 70-90% 10− 107 in�ni 100%

Condensateur
diélectrique

0.004 0.024 99% 70-90% 10− 109 in�ni 100%

C
hapitre

0



Chapitre 1

Notions de base

1.1 Présentation générale des ferroélectriques

1.1.1 Diélectriques linéaires et constante diélectrique

Un diélectrique linéaire homogène et isotrope simple (auquel appartient la vaste majorité des
isolants en pratique) soumis à un champ électrique homogène, va générer une polarisation volumique
homogène proportionnelle au champ électrique et dans la même direction et sens que ce dernier :

~P = ǫ0χ~E = ǫ0(ǫr − 1) ~E (1.1.1)

Ou P est la polarisation volumique ( en C ·m−2 ) ǫ0 représente la permittivité diélectrique du vide
( ≈ 8, 85 · 10−12 F ·m−1 ) et ǫr la permittivité relative du diélectrique. Dans le cas des monocristaux
avec une ou plusieurs directions privilégiées, la relation (1.1.1) devient tensoriel et on écrira :

~P = ǫ0[χ] ~E = ǫ0([ǫr]− 1) ~E (1.1.2)

Ou [χ] correspond au tenseur de susceptibilité et [ǫr] au tenseur de constante diélectrique. Tout
les deux étant des matrices 3 × 3 . Très souvent ces matrices peuvent être grandement simpli�ées à
l'aide de considérations de symétrie du cristal.

La polarisation de la matière existe par l'action de phénomènes di�érents. Dans le cas le plus
général, l'application d'un champ électrique déforme le nuage électronique des molécules et atomes
constituant la matière, ce qui déplace le barycentre moyen des charges positives et négatives. A cette
polarisabilité universelle peuvent se rajouter des phénomènes de déplacement ioniques de la matière
et/ou de rotation des molécules ayant un moment dipolaire permanent. La vitesse de relaxation de
ces phénomènes n'étant pas la même, (elle dépend essentiellement de l'inertie de masse des particules
responsables du déplacement des charges). A haute fréquence (fréquence du visible par exemple), la
polarisabilité électronique est prépondérante, tandis qu'a basse fréquence les phénomènes ci-dessus
s'additionnent et donnent lieu à une permittivité généralement plus importante ( voir 1.4 ).

1.1.2 Champ de dépolarisation

On peut montrer qu'un échantillon uniformément polarisé, crée un champ électrique dans l'espace,
rigoureusement identique à celui généré par une distribution de charges à sa surface de densité σp :

σp = ~P · d~S (1.1.3)

d~S est le vecteur de surface élémentaire. Ces charges provoquent dans le matériau l'apparition
d'un champ opposé au champ macroscopique externe et que l'on nomme souvent champ dépolarisant

ou champ de dépolarisation. Le champ dépolarisant va donc masquer partiellement à l'intérieur du

15
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Figure 1.1 � Les phénomènes de polarisation à di�érentes fréquences

diélectrique le champ électrique externe.
Considérons par exemple le cas d'une plaque diélectrique in�nie isotrope, soumise à un champ ~E per-
pendiculaire à ses faces. La polarisation ~P homogène de même direction et sens, entraine l'apparition
de charges "virtuelles" 1

Pd~S = σp = ±P (1.1.4)

Un plan uniformément chargé, de densité de charge σ produit dans l'espace un champ uniforme
(et perpendiculaire au plan) :

~E =
σ

2ǫ0
~e (1.1.5)

Où ~e est le vecteur unitaire. Il existe donc un champ de dépolarisation généré par ces charge et
qui vaut :

~Ep =
~P

ǫ0
(1.1.6)

le champ totale ~Et ressenti à l'intérieur du diélectrique vaut donc :

1. les charges sont "virtuelles" dans ce sens qu'elles ne sont pas présentes physiquement, remarquons que dans le
cas réel ou dans le cas ou le matériau est entouré d'électrodes des charges réelles sont présentes (charges libres du
conducteur ou charges statiques de l'air)
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~Et = ~E + ~Ep = ~E −
~P

ǫ0
= ~E − (ǫr − 1) · ~Et =

~E

ǫr
(1.1.7)

Figure 1.2 � représentation d'un plan uniformément polarisé par un champ homogène E

Le diélectrique va donc écranté d'un certain facteur le champ externe (facteur ou constante de
dépolarisation) .

De la même manière une sphère uniformément polarisée par une polarisation ~P produit un champ
interne (de dépolarisation) homogène, parallèle à la polarisation et de valeur :

Ep = −
~P

3ǫ0
(1.1.8)

Donc dans le cas d'une sphère diélectrique soumise à un champ homogène le champ ressenti peut
s'écrire :

~Et = ~E + ~Ep = ~E −
~P

3ǫ0
=

3 ~E

ǫr + 2
(1.1.9)

On constate que dans les deux cas précédents le champ dépolarisant s'écrit sous la forme :

~Ep = −N ~P

ǫ0
(1.1.10)

Avec N une constante. De manière générale, pour une ellipsoïde quelconque d'axe Ax,Ay,Az, le
champ dépolarisant reste homogène et peut S'écrire :

Epn = −NnPn

ǫ0
(1.1.11)

ou n = x, y, z et Nn correspond aux coe�cients de champ de dépolarisation ( ou plus simplement
coe�cients de dépolarisation ).

Les coe�cients de dépolarisations sont déterminés dans le cas général par une formulation intégrale
[112]. Néanmoins dans le cas d'un ellipsoïde de révolution appelé aussi sphéroïde 2 on possède des
formules analytiques relativement simples pour les déterminer (voir tableau 1.1).

En outre on peut toujours écrire [89] :

Nx +Ny +Nz = 1 (1.1.12)

Ainsi, la symétrie d'une sphère impose que Nx = Ny = Nz = 1
3 . On retrouve le coe�cient du

champ de dépolarisation introduit plus haut 3.
A noter que Jones et Friedman [58] ont élaboré une formule approchée empirique très simple, pour

déterminer les coe�cients de dépolarisation dans le cas d'ellipsoïdes de révolutions (avec Ax 6= Ay =
Az) :

2. c'est à dire dans le cas ou deux axes sont égaux
3. le même raisonnement peut être conduit pour le plan et le �l in�ni
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Nx =
1

1 + 1.6(Ax

Ay
) + 0.4(Ax

Ay
)2

Ny, Nz

Ax, Ay, Az q = 1− (Az

Ax
)2

Ay = Az

Nx

(

1−q

2q
3

2

)

·
[

ln
(

1+
√
q

1−√
q

)

− 2
√
q
]

Ny = Nz

(

1

4q
3

2

)

·
[

2
√
q − (1− q) · ln

(

1+
√
q

1−√
q

)]

Ax = Ay

Nx = Ny

(√
1−q

2q
3

2

)

·
[

arcsin(
√
q)−

√

q(1− q)
]

Nz

(

1

q
3

2

)

·
[√

q −√
1− q · arcsin(√q)

]

εdep
Edep

�P �u =
�P
ρ0

V ρ0

�Edep = −N

ǫ0
�P = −Nρ0

ǫ0
�u

P u
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~F = −NV ρ2

ǫ0
~u (1.1.15)

Le travail de la force vaut donc :

−
∫ P

0

~F · d~u =
1

2

NV

ǫ0
ρ2u2 =

NV

ǫ0
P 2 (1.1.16)

C'est à dire que :

εdep =
1

2

N

ǫ0
P 2 = −1

2
EdepP (1.1.17)

Constante diélectrique externe

Puisque le champ ressenti dans un diélectrique de géométrie �nie peut-être di�érent du champ
externe, la constante diélectrique externe est di�érente de la constante diélectrique réelle. Ainsi dans
le cas d'une sphère nous avons vu que pour un champ externe E0 le champ interne est :

~E1 =
3 ~E0

ǫr + 2
(1.1.18)

La polarisation volumique dans le diélectrique vaut donc :

P = ǫ0(ǫr − 1)E1 = ǫ0(ǫr − 1)
3E0

ǫr + 2
(1.1.19)

D'ou une constante diélectrique externe :

ǫe =
4 ǫr − 1

ǫr + 2
(1.1.20)

Dans le cas d'une sphère conductrice on peut considérer que ǫr → ∞. La constante diélectrique
externe d'une sphère conductrice vaut donc :

lim
ǫr→∞

ǫe = 4 (1.1.21)

Diélectrique in�ni et conditions de court-circuit

La littérature des matériaux parle souvent de milieu (ou matériau) in�ni,ce qu'il faut comprendre
comme un milieu sans surface. Puisque dans un matériau réel, polarisé de manière homogène ce sont
les charges de surfaces qui induisent le champ de dépolarisation ; il en ressort qu'un cristal ou diélec-
trique in�ni ne possède pas de champ de dépolarisation.
Cette a�rmation peut néanmoins porter à confusion, en e�et la formule (1.1.8) du champ de dépola-
risation d'une sphère est indépendante du rayon. On peut donc faire tendre le rayon vers l'in�ni, on
obtiendra un milieu in�ni, mais avec cette fois un champ de dépolarisation. C'est pourquoi il convient
bien de préciser, que dans la suite le mot in�ni fait référence à un milieu sans surface et donc sans
charges virtuelles de surface.
Bien que les échantillons réels aient toujours une surface, il est néanmoins pratique de parler de cristal
in�ni.
Considérons par exemple le cas d'un condensateur plan, d'épaisseur petite devant les autres dimen-
sions. Toute polarisation parallèle au plan, induira un champ de dépolarisation négligeable, à cause
de la faible épaisseur du condensateur. La polarisation perpendiculaire au plan va en revanche géné-
rer un champ de dépolarisation important (de valeur très proche de la formule (1.1.6)). Néanmoins
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σ = σE + σP (1.1.22)

En fermant le circuit, une première fraction dσ1 va circuler, avec une énergie potentielle

εp1 = dσ1 · E0 · d · S = dσ1 · E0 · V (1.1.23)

où V est le volume. Une deuxième fraction dσ2 circule ensuite avec

εp2 = dσ2 · E1 · V (1.1.24)

où

E1 = E0 −∆E (1.1.25)

L'énergie totale récupérée vaut donc :

εT = V ·
∫ E

0
E(σ)dσ (1.1.26)

comme :

σ = σE + σP = ǫ0E + P = ǫ0E + ǫ0(ǫr − 1) ~E (1.1.27)

alors :

εT = V ·
∫ E

0
ǫ0ǫrEdE =

1

2
ǫ0ǫrE

2V (1.1.28)

Dont la densité d'énergie volumique vaut :

εn =
1

2
ǫ0ǫrE

2 (1.1.29)

1.1.4 Pertes diélectriques

Courant de polarisation

Les charges électriques vont a�uer aux électrodes lors de la polarisation d'un diélectrique. Un
courant de polarisation mesurable est alors généré. A partir de la formule (1.1.27) la densité du
courant i (dé�nit par I = i ·S où I est le courant électrique et S la surface d'électrode) peut s'écrire :

i =
dσ

dt
=

dσE
dt

+
dσP
dt

= ǫ0
dE

dt
+

dP

dt
(1.1.30)

Dans le cas d'un diélectrique linéaire la relation (1.1.30) peut s'écrire :

i = ǫrǫ0
dE

dt
(1.1.31)

si le diélectrique possède une conductivité ν non nulle, elle se superpose au courant de polarisation :

i = ǫrǫ0
dE

dt
+ ν · E (1.1.32)

Dans le cas d'une excitation sinusoïdale du champ électrique, le courant en notation complexe
peut s'écrire :

i = (ν + jωǫ0ǫr)E (1.1.33)
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On mesure donc une constante diélectrique e�ective qui vaut :

ǫf = ǫr −
jν

ωǫ0
(1.1.34)

Dans le cas des métaux ν
ωǫ0

≫ ǫr, il en découle que :

ǫf ≈ − jν

ωǫ0
(1.1.35)

Nous remarquons que la permittivité des métaux est pratiquement un imaginaire pur, nous allons
voir dans la suite la signi�cation de cela.

Permittivité imaginaire

Nous avons jusqu'à présent négligé la dynamique de polarisation d'un diélectrique. A cause du
temps de relaxation du phénomène de polarisation, un diélectrique soumis à un champ variable, ne
peut plus être décrit comme en régime statique en écrivant :

P (t) = ǫ0χsE(t) (1.1.36)

Dans le cas d'une excitation sinusoïdale du champ électrique, de la forme :

E(t) = a cos(ωt) (1.1.37)

La polarisation se trouve déphasée et peut s'écrire :

P (t) = b cos(ωt+ φ) (1.1.38)

où φ représente le déphasage.
Il est commode alors d'écrire χ comme une grandeur complexe :

χ = χ
′

+ j · χ′′

(1.1.39)

de même,

ǫr = ǫ
′

r + j · ǫ′′r , ǫ
′

r = 1 + χ
′

, ǫ
′′

r = χ
′′

(1.1.40)

On peut considérer que les mailles se polarisent dans un milieu visqueux et entraîne une dissipation
de chaleur au sein du matériau. La partie imaginaire de ǫ va donc caractériser les pertes du système.
On peut écrire la puissance moyenne dissipée dans le matériau de la manière suivante :

W
′

=
1

2
· ωǫ0a2χ

′′

(1.1.41)

On dé�nit souvent alors l'angle des pertes tan δ (exprimé en pour-cent ou pour-mille) de la manière
suivante :

tan δ =
ǫ
′′

r

ǫ′r
(1.1.42)

A haute fréquence on utilise plutôt le facteur de qualité Q :

Q =
1

tan δ
(1.1.43)

Le facteur de qualité représente le rapport de l'énergie stockée sur l'énergie dissipée (et l'angle des
pertes, l'inverse).
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Figure 1.5 � Condensateur idéal (1) et condensateur réel (2)

Si le diélectrique a également une conductivité �nie la formule (1.1.34) nous permet d'écrire :

ǫr = ǫ
′

r + j · ǫ′′r −
jν

ωǫ0
(1.1.44)

On constate donc que la partie imaginaire de la permittivité, est partagée entre une composante
due à la conductivité et une autre liée aux pertes en champ électrique alternatif.

On peut donc écrire :

tan δ = perteDC + perteAC (1.1.45)

Toutes les considérations précédentes permettent de modéliser un condensateur réel, comme un
condensateur idéal de capacité C en série avec une inductance L et une résistance Rs ; et en pa-
rallèle une autre résistance Rp. La résistance parallèle correspond aux pertes en champ statique 6

(conductivité �nie), tandis que la résistance série correspond aux pertes diélectriques de polarisation.
On peut de manière équivalente écrire :

tan δ =
Rs +Rp

Lω − 1
Cω

(1.1.46)

Ainsi :

• aux basses fréquences : tan δ ≈ 1
RpCω

• aux hautes fréquences : tan δ ≈ RsCω

1.1.5 Champ local

champ de Lorentz

La polarisation de la matière est le résultat d'une polarisation collective d'un ensemble de parti-
cules (ou de dipôles orientables) au sein de celle-ci. Et bien que - d'un point de vue macroscopique
- le diélectrique ressent uniquement le champ imposé par le générateur, d'un point de vue microsco-
pique le champ ressenti par les particules-dipôles, champ que l'on dénomme généralement le champ

local est bien di�érent. Considérons le cas d'un milieu continu in�ni et polarisé (donc pas de champ
dépolarisant), dans lequel se trouve une cavité sphérique complètement vide (c'est à dire ǫr = 1). Si
la polarisation volumique du milieu in�ni vaut P , le champ ressenti dans la cavité est exactement
celui d'une sphère pleine polarisée −P . De la formule (1.1.8) on peut déduire que le champ dans la
cavité vaut :

6. Il faut en toute rigueur rajouter également une résistance d'isolement
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ou p est le moment dipolaire de la particule 9 et Ep le champ ressenti par celle ci. Si le matériau
est soumis à un champ macroscopique E, alors la polarisation moyenne volumique P du matériau
s'écrit :

P = N · ǫ0α
(

E +
P

3ǫ0

)

(1.1.49)

ou N est le nombre de particules par unité de volume. Ce qui permet de déduire la formule de
Clausius-Mossoti :

ǫr =
Nα

1− Nα
3

+ 1 (1.1.50)

ou bien :

ǫr − 1

ǫr + 2
=

Nα

3
(1.1.51)

que l'on peut facilement généraliser pour i espèces de particules polarisables (toutes dans un réseau
cubique).

ǫr − 1

ǫr + 2
=

1

3

∑

i

Niαi (1.1.52)

La formule (1.1.50), nous permet de remarquer, que la susceptibilité (et donc ǫr) diverge, lorsque
la polarisabilité de la particule est proche de 3. Dans le cas des matériaux réels, et en particulier dans
le cas des ferroélectriques ce phénomène peut survenir, on parle alors de catastrophe de polarisation.

1.1.6 Les ferroélectriques

Dé�nition

Un ferroélectrique est par dé�nition un diélectrique qui possède une polarisation spontanée per-
manente 10 que l'on peut renverser ou réorienter à l'aide d'un champ électrique. La ferroélectricité est
donc l'équivalent électrique, du ferromagnétisme.
On peut caractériser un ferroélectrique par son cycle d'hystérésis où est représenté la polarisation
en fonction du champ électrique appliqué (qui est dans le cas idéal, identique au champ macrosco-
pique interne). Le cycle d'hystérésis est généralement mesuré avec un montage dit de Sawyer-Tower.
Contrairement aux diélectriques linéaires, un ferroélectrique a une réponse non linéaire sur une plage
de champ électrique relativement faible (∆E ≈ 5000V/m ).

La constante diélectrique n'est donc plus une dé�nition satisfaisante d'un ferroélectrique, pour
un champ électrique quelconque. Cependant par commodité, on continu d'utiliser la permittivité, qui
devient une fonction du champ électrique. En pratique pour les mesures sur de faibles plages de champ
(∆E < 500V/m) on considère que la permittivité varie peu, et le ferroélectrique se comporte donc
comme un diélectrique linéaire sur cette plage.
Un matériau n'est ferroélectrique que sur une certaine plage de température. Au dessus d'une tempé-
rature appelée Température de Curie, le ferroélectrique devient paraélectrique et ne possède plus de
polarisation spontanée.

9. On utilise pas le formalisme vectoriel, car toutes les grandeurs sont sur le même axe c'est donc un problème
unidimensionnel
10. c'est à dire une polarisation non nulle en l'absence d'un champ électrique
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Figure 1.7 � Cycle d'hystérésis courant d'un ferroélectrique

Transition displacive et ordre-désordre

Un échantillon paraélectrique à haute température se polarise à partir de la température de Curie
selon deux mécanismes microscopiques distincts.
Une transition displacive est caractérisée par un déplacement spontané des sous-réseaux d'ions, pro-
duisant ainsi une polarisation macroscopique. A champ nul cependant, les mailles ne possèdent pas
de moments dipolaires permanents.

Dans une transition ordre-désordre, les mailles élémentaires possèdent un moment dipolaire per-
manent. Cependant à cause du désordre thermique, au dessus de Tc la polarisation macroscopique
reste nulle. En dessous de Tc il y a une réorganisation sous l'e�et des interactions de longue portée,
d'ou résulte une polarisation macroscopique.

Il est clair que les deux transitions peuvent coexister, et/ou avoir des gammes de températures
de prédilections. Ainsi les expériences autant que les simulations ab-initio ont montré que BaTiO

3

présentait un caractère double : displacif et ordre-désordre.

Modèle microscopique simpli�é

Le passage de la phase paraélectrique à la phase ferroélectrique est toujours associé à une déforma-
tion de la maille élémentaire. Néanmoins, à l'exception des piézoélectriques linéaires, cette déformation
reste relativement petite (de l'ordre du pourcent).
Du fait de ces petites déformations, il est possible (en première approximation) d'utiliser un poten-
tiel harmonique pour décrire l'énergie potentielle d'un ferroélectrique. Ce modèle simple permet de
comprendre le phénomène à l'origine de la ferroélectricité.
Il convient dans un premier temps de préciser les limites du modèle :

• La polarisation est considérée comme unidimensionnelle (le système reste tridimensionnel)

• Le motif élémentaire de la maille est répété à l'in�ni (condition périodique in�nie à partir d'une
maille)

• Ce modèle n'est physiquement correct que pour les transitions displacives.

• Le réseau est considéré comme cubique

• On considère la ferroélectricité comme le résultat d'un mode optique en particulier
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Figure 1.8 � Transitions microscopiques

• Le modèle explicite seulement l'énergie potentielle et ne peut décrire le système qu'a très basse
température

• le modèle fait abstraction des �uctuations quantiques à basse température

Représentons la maille élémentaire d'un réseau cubique in�ni, comme deux charges opposées liées
entre elles. Si on applique un champ électrique, les deux charges auront tendance à s'éloigner su�-
samment pour former un dipôle électrique parallèle au champ. Comme on considère ici la déformation
petite devant la taille de la maille, on modélise la force de rappel, par une force élastique linéaire (On
va en outre se placer dans un cadre unidimensionnel de périodicité 1).

On peut donc écrire l'énergie potentielle de la maille isolée de la manière suivante :

εp = kp2 + αp4 − p · E (1.1.53)

ou k correspond à la constante de raideur, p au moment dipolaire, α à la constante de raideur
aux grandes déformations et E le champ électrique ressenti par la maille. (L'énergie potentielle d'un
dipôle p dans un champ électrique E s'écrit εp = −p ·E) Pour une maille isolée, comme k est toujours
positif, en l'absence de champ électrique le minimum d'énergie potentielle existe que pour p = 0. En
revanche dans le réseau cubique in�ni, l'énergie potentielle n'est plus la même et il faut rajouter la
contribution du champ local El. En vertu de la formule (1.1.47) l'énergie potentielle s'écrit :

εp = kp2 + αp4 − p · (El + Eapp) = kp2 + αp4 − p ·
(

N · p
3ǫ0

+ Eapp

)

(1.1.54)

Où N est le nombre de mailles par unité de volume. On obtient donc une constante de raideur
e�ective di�érente :

εp = p2
(

k − N

3ǫ0

)

+ αp4 − p · Eapp (1.1.55)
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Figure 1.9 � Modèle microscopique simple d'une déformation ferroélectrique

A 0 Kelvin, la con�guration du système suit le minimum de l'énergie potentiel. Pour un champ
appliqué nul, si la constante de raideur e�ective est négative, on peut avoir une solution non nulle de
la polarisation en l'absence de champ appliqué (Eapp = 0) :

p =
1√
6

√

N

ǫ0α
− 3k

α
(1.1.56)

Donc une polarisation rémanente non nulle :

Pr = N · 1√
6

√

N

ǫ0α
− 3k

α
(1.1.57)

Nous remarquons donc, que pour que le matériau ait une polarisation rémanente non nulle à 0K,
il faut que sa constante de raideur microscopique soit su�samment faible :

k <
N

3ǫ0
(1.1.58)

Dans le cas où :

k =
N

3ǫ0
(1.1.59)

La constante de raideur e�ective du système s'annule complètement, il est alors intéressant de
calculer la permittivité dans ce cas là :

Sachant que :

εp = α · p4 − p · Eapp (1.1.60)

On obtient pour P la polarisation volumique :

P = N
3

√

Eapp

4α
(1.1.61)

La relation n'étant pas linéaire, on peut néanmoins déterminer la susceptibilité en fonction du
champ Eapp :
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ǫ0χ(Eapp) =
dP

dEapp
=

N

3( 3
√

4α)E
2/3
app

(1.1.62)

donc pour Eapp → 0, χ → ∞ et donc ǫr → ∞. En se rappelant de la formule de Clausius-Mossoti,
on peut tout de suite a�rmer que la polarisabilité du système α → 3

N , on est en présence d'une
catastrophe de polarisation.

Remarquons que l'on observera jamais expérimentalement de permittivité in�ni, car il est impos-
sible de mesurer la permittivité à champ null.

La constante de raideur e�ective des ferroélectriques, bien que négative, reste souvent faible en valeur
absolue ; ce qui explique pourquoi les ferroélectriques présentent souvent de fortes permittivités.

Rappelons les di�érents points mis en lumière dans ce modèle :

• la ferroélectricité est essentiellement un phénomène lié aux interactions longues portées (collectif)

• Elle est associée à une raideur e�ective particulière

• Elle apparait souvent dans des matériaux de forte permittivité

Notons que toutes les simpli�cations précédentes, font cependant l'impasse sur plusieurs points
importants.

• Si au lieu de considérer une seule maille, nous considérions plusieurs mailles (On augmente les degrés
de liberté du système en somme), nous pourrions constater qu'il existe pour certaines polarisabilités
microscopiques des con�gurations de plus basse énergie anti-ferroélectrique. Dans ce cas le matériau
ne présente plus de polarisation spontanée, mais possède cependant un cycle d'hysteresys particulier.

• Dans un matériau réel, plusieurs modes optiques de vibrations peuvent être responsables de la
ferroélectricité. Chaque mode présentant sa charge e�ective propre, et sa raideur e�ective propre.

Bien que le modèle présent fasse usage intensif d'approximations a priori peu justi�ables, il décrit
correctement de nombreux ferroélectriques à très basse température et notoirement le BaTiO

3
(Voir

la justi�cation en annexe C).
Mais il est clair qu'a partir de ce modèle, on ne peut rien présupposer sur le comportement sché-

matique d'un ferroélectrique à une température �nie.

Nous allons à présent aborder une approche plus phénomologique : la théorie de Landau. En consi-
dérant la raideur e�ective comme une fonction de la température, on peut d'une certaine manière
considérer que la théorie de Landau montre phénoménologiquement, la continuité du modèle précé-
dent, plutôt schématique même à température �nie (A noter que le formalisme de Landau est capable
de rendre compte de tout les ferroélectriques, displacif et ordre-desordre).

1.2 Energie libre de Landau

En se basant uniquement sur des considérations de symétrie, la théorie de Landau peut fournir une
description �able du comportement d'un système à l'équilibre près d'une transition de phase. Cette
approche phénoménologique, prend en compte un nombre restreint de paramètres expérimentaux.
Elle joue en somme l'intermédiaire conceptuel entre les modèles microscopiques et les phénomènes
observés d'un point de vue macroscopique. C'est une théorie très générale, qui s'applique à des classes
de problèmes variés.
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Dans un système thermodynamique, la con�guration à l'équilibre ne correspond plus au minimum de
l'énergie potentielle (ou mécanique) mais au minimum d'une fonction F appelée énergie libre :

F = U − T · S (1.2.1)

Ou U est l'énergie, T la température et S l'entropie du système.

Devonshire a le premier appliqué la théorie de Landau dans le cas des ferroélectriques. Cette théo-
rie consiste à exprimer la densité d'énergie libre F comme un développement limité à l'ordre 6 (du
moins au départ) du paramètre d'ordre qui est ici la polarisation. Comme nous l'avons mentionné,
cette théorie est applicable quel que soit le mécanisme microscopique mis en ÷uvre (displacif, mise
en ordre ou mixte).
Ainsi dans un cas unidimensionnel on peut écrire (E étant le champ électrique) :

F =
1

2
AP 2 +

1

4
BP 4 +

1

6
CP 6 − EP (1.2.2)

Où le coe�cient A est fonction de la température, selon une loi simple :

A = A
′

(T − T0) (1.2.3)

Par analogie avec le modèle précédent on appelle A la raideur du système. Les paramètres A,B
et C sont déterminés expérimentalement. Notons que pour que l'énergie du système soit décrite de
manière complète il faut en toute rigueur rajouter l'énergie élastique, et l'énergie d'interaction entre
la polarisation et la déformation du système. L'équation (1.2.2) n'est donc formellement valable que
dans le cas d'un cristal sans contraintes mécaniques externes.

Lois de Curie

Pour connaître l'état d'équilibre du système, on cherche le minimum de F tel que :

dF

dP
= 0 (1.2.4)

Cette équation nous donne l'expression du champ électrique en fonction de la polarisation :

E = AP +BP 3 + CP 5 (1.2.5)

À partir de cette expression on peut tracer facilement le cycle d'hystérésis de la �gure 1.7.
Au dessus de la température de transition la polarisation spontanée est nulle. On détermine aisément
La susceptibilité en e�et dans notre cas :

(

dE

dP

)

P=0

=

(

d2F

dP 2

)

P=0

=
1

ǫ0χ
(1.2.6)

Ce qui nous permet d'écrire la fameuse loi de Curie :

χ =
1

ǫ0A(T − T0)
=

1

K(T − T0)
(1.2.7)

où K est appelé Constante de Curie

Cette loi empirique à été découverte avant le developpement de L.Landau, et a historiquement
caractérisé les ferroélectriques. La susceptibilité au dessus de la température de Curie est ainsi inver-
sement proportionnelle à la température.
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1.2.1 Transition du second ordre

Si pour un ferroélectrique le paramètre B est positif, à T = Tc apparait une transition du se-
cond ordre. L'énergie libre va alors évoluer progressivement comme une fonction décroissante de la
température.

Figure 1.10 � Transition du second ordre
(a) énergie libre (b) Polarisation spontanée (c) susceptibilité

La polarisation spontanée vaut :

Ps ≈
(

A
′

B
(T0 − T )

) 1
2

(1.2.8)

Cette dernière va donc progressivement diminuer jusqu'à Tc. De même il est facile de montrer que
la susceptibilité diverge à Tc à cause de la disparition de toute raideur.

On peut en outre déterminer la variation de chaleur spéci�que du système Cv au niveau de la
transition.

En sachant que :

Cv = −T · ∂
2F

∂T 2
(1.2.9)

On obtient :

∆Cv =
2A

′2T0

B
(1.2.10)

On observe donc une discontinuité de la chaleur spéci�que.

1.2.2 Transition du premier ordre

Dans le cas ou le paramètre B est négatif ( C restant positif) on peut utiliser une approche
similaire à la précédente. Les points essentiels à noter sont les suivants :

• Contrairement au cas précédent on observe une variation discontinue de la polarisation à la tem-
pérature de Curie 11

• La susceptibilité diverge de manière brusque à la température de Curie

• On observe un hystérésis thermique selon que l'échantillon soit chau�é ou refroidit.

11. Il faut également signaler que pour ce type de transition T0 est proche mais pas exactement égal à Tc
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Figure 1.11 � Transition du premier ordre
(a) énergie libre (b) Polarisation spontanée (c) susceptibilité

1.2.3 Domaines ferroélectriques

Si un mono-cristal ne voit pas son champ de dépolarisation écranté par des électrodes dans un
circuit fermé, ou en court-circuit, alors il ressent totalement ou partiellement 12 le champ dépolarisant
macroscopique. Dans ce cas là, son énergie libre doit inclure l'énergie de dépolarisation −1

2 P · Ep ≈
C · P 2 où Ep est le champ dépolarisant et C une constante positive.
On peut donc écrire :

F = [A(T − T0) + C]P 2 + ... (1.2.11)

La température de Curie est donc abaissée de :

∆T =
C

A
(1.2.12)

Généralement, quelle que soit la géométrie du mono-cristal, ∆T ≫ Tc, ce qui signi�e que le mono-
cristal ne devrait plus être ferroélectrique.

En réalité on peut montrer qu'il est énergétiquement favorable de rester ferroélectrique à condition
d'annuler le champ dépolarisant macroscopique. Pour cela le mono-cristal adopte une con�guration en
domaines ferroélectriques. Une région du cristal où la polarisation est homogène et appelée domaine
ferroélectrique, et l'interface qui sépare deux domaines est appelée paroi (ou mur) de domaine. La
présence de ces domaines et de ces parois a une in�uence considérable sur les propriétés électroméca-
niques macroscopiques du matériau.

Généralement, les parois de domaines sont disposées à 180 ◦ou 90 ◦entre elles pour neutraliser les
charges en surface. ( soit deux domaines (1 et 2) ayant une surface en commun, à 180 ◦, ~P1 · ~S1 =
~P2 · ~S2 = 0 et à 90 ◦ ~P1 · ~S1 + ~P2 · ~S2 = 0). Comme par ailleurs la polarisation totale reste nulle, il n'y
a plus de champ dépolarisant macroscopique.

La présence d'une structure en domaines dans un cristal ferroélectrique conduit, pour l'étude de
ses propriétés, à distinguer deux contributions distinctes : la contribution dite � intrinsèque � due au
matériau massif et la contribution � extrinsèque � due à tous les e�ets d'interface.

12. en e�et des charges statiques comme la poussière ou l'humidité de l'air peuvent venir masquer le champ dépolari-
sant à sa surface. Notons par ailleurs que dans le cas d'une synthèse imparfaite (comme c'est pratiquement toujours le
cas) il existe une faible conductivité qui peut également écranter, partiellement ou totalement, le champ dépolarisant.
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Figure 1.12 � Con�gurations idéales en domaines, dans un mono-cristal d'un matériau ferroélec-
trique, à droite on considère que le couplage avec la contrainte reste négligeable, à gauche la con�gu-
ration adoptée quand les e�ets de contrainte sont importants

On peut repolariser complètement (rendre mono-domaine) un cristal ferroélectrique en réalisant une
polarisation (ce qui peut prêter à confusion, le terme anglais poling est plus spéci�que). Pour cela
on chau�e le matériau au dessus de la température de Curie 13, puis on le refroidit en appliquant un
champ électrique. De cette manière on masque complètement le champ dépolarisant, et on encourage
la polarisation dans la direction du champ (car la polarisation peut choisir arbitrairement une ou
plusieurs directions à partir de la symétrie cubique à haute température) 14.

Tout ceci signi�e, que l'expression de l'énergie libre, telle que nous l'avons décrite n'est valable que
pour un mono-cristal mono-domaine c'est à dire un cristal polarisé (poled bulk), qui à une polarisation
spatialement homogène sur l'ensemble du cristal.
Dans le cas d'un cristal non-polarisé il est nécessaire d'inclure le terme de Ginzburg qui correspond
au gradient de la polarisation Dans ce cas l'expression de l'énergie libre s'explicite ainsi :

F = A(T − T0)

∫

[P (~r)]2d~r + ...+ γ

∫

[∇P (~r)]2d~r (1.2.13)

où le dernier terme de l'expression (1.2.13) correspond au terme de Ginzburg.

1.2.4 Un ferroélectrique courant : le Titanate de Baryum

La structure pérovskite

Le Titanate de Baryum (BaTiO
3
) possède une structure de type pérovskite. Ce nom a dans un

premier temps désigné le titanate de calcium de formule CaTiO
3
découvert par le minéralogiste russe

L. A. Perovski. Par la suite cette appellation a été étendue à l'ensemble des oxydes de formule générale
ABO

3
présentant la même structure. Cette structure cristalline est commune à de nombreux oxydes.

Les pérovskites intéressent autant d'un point de vue industriel que fondamental du fait de la grande
variété des propriétés que présentent ces matériaux selon le choix des éléments A et B : ferroélectri-
cité (comme BaTiO

3
), ferroélasticité (comme SrTiO

3
), anti-ferroélectricité (e.g. PbZrO

3
), ferroma-

gnétisme (e.g. YTiO
3
), antiferromagnétisme (e.g LaTiO

3
), piézoélectricité (e.g PbZrTiO

3
), matériaux

multiferoïques (e.g TbMnO3) ou même supraconducteurs (e.g BiFeO3) etc..

13. On pourrait se contenter d'appliquer un champ électrique, mais ce dernier doit être alors colossal
14. Une fois isolé, l'échantillon va de nouveau progressivement former des domaines
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massif. En e�et les propriétés physiques des joints de grain peuvent varier fortement par rapport au
c÷ur du grain, tant d'un point de vue diélectrique, de la conductivité et/ou des propriétés élastiques.

On peut donc légitimement a�rmer que les propriétés physiques macroscopiques d'une céramique
sont le résultat conjoint de phénomènes physiques présents à di�érentes échelles : propriétés intrin-
sèques, défauts, parois de domaine, cristaux, forme du grain ,joints de grain, électrodes etc.
Dans le cas où la céramique est constituée de grains nanométriques ( d < 300 nm environ ), on peut
considérer que les grains sont des mono-cristaux mono-domaines [1] 15.

1.4 Conclusion

Mentionnons brièvement les éléments intéressants pour la suite :

• La ferroélectricité peut être reliée à une polarisation rémanente et à une constante diélectrique
fortement non linéaire.

• La ferroélectricité est un phénomène de longue portée qui est donc très dépendant des grandeurs
physiques moyennes du matériau.

• On peut utiliser un diélectrique pour stocker de l'énergie, où la valeur de la constante diélectrique
est proportionnelle à la densité d'énergie volumique stockée.

• Les ferroélectriques sont généralement utilisés sous la forme d'une céramique, et ont donc des
propriétés qui dépendent fortement de la mise en forme de cette dernière.

• De nombreux phénomènes physiques coexistent dans une céramique, liés aux propriétés physiques
intrinsèques mais aussi aux propriétés physiques des joints de grains et de l'électrode.

• Dans les nano-céramiques les grains peuvent être considérés comme mono-cristallins, mono-domaines.

15. Nous reviendrons à ce propos un peu plus loin
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Chapitre 2

Modèle électrostatique d'un composite

2.1 Matériaux composites

Depuis longtemps, la recherche et l'industrie des condensateurs conçoivent des composites pour
améliorer les caractéristiques diélectriques du matériau de départ. Bien qu'il existe di�érents types
de composites à savoir :

• les composites multi-couches

• les composites colonnaires

• les composites à inclusions homogènes

Nous nous concentrerons essentiellement sur cette dernière catégorie, et principalement pour les
ferroélectriques ; ce qui regroupe malgré tout une bonne part des nano-composites modernes destinés
à l'électronique.

Dans le domaine des condensateurs céramiques, les améliorations attendues peuvent être, entre autres :

• Une permittivité plus importante sur une plage de champ électrique

• Une permittivité plus stable en température ou en champ électrique

• Une permittivité plus stable en fréquence du champs électrique

• Une meilleure tunabilité (variation importante de la permittivité par rapport au champ électrique)

• Une tenue en champ électrique plus grande (champ de claquage important)

• Un processus de vieillissement de la céramique ralenti

• Une diminution importante des courants de fuite (résistance parallèle du condensateur)

• Des pertes diélectriques diminuées (résistance série)

• Stabilisation et homogénéisation de la taille des grains dans une céramique

• Abaissement de la température de frittage (pour ne pas détruire les électrodes métalliques par
exemple)

Les composites ont toujours été utilisés dans une certaine proportion. Ainsi l'ajout de MgO,CuO
2

pour abaisser la température de frittage est une pratique répandue. De même, des composites BaTiO
3

dans une matrice de NaNbO
3
[82] (qui est anti-ferroélectrique) ont permis d'obtenir des condensateurs

moins sensibles au champ électrique (un des défauts majeurs du condensateur ferroélectrique). Pour
le stockage de l'énergie on s'intéresse logiquement aux composites à forte permittivité et fort champ
de claquage.
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2.2 Modèles analytiques existants pour les composites

Très tôt [40],la question s'est posée sur la détermination d'une permittivité e�ective à partir d'un
composite formé par des phases de permittivité di�érentes. Les mélanges de diélectriques ont fait
l'objet de nombreux travaux théoriques et expérimentaux. En e�et les systèmes hétérogènes prennent
une place importante dans de nombreux champs de la physique et des technologies. Il en résulte
des applications très variées dans l'ingénierie des composites, dans les techniques biochimiques ou
médicales. Le principe étant souvent de tirer partie des qualités propres à chaque composant. Il existe
deux grandes catégories conceptuelles de méthodes pour obtenir le comportement d'un composite
dielectrique d'un point de vue analytique : les méthodes de champ moyens et les méthodes qui utilise
la modélisation de réseau de condensateur.

Méthodes des champs moyens

Le développement analytique de formules pour les composites diélectriques, a commencé il y a près
d'un siècle [40] avec la formulation classique de la loi des mélanges de Maxwell-Garnet (MG) pour
des petites inclusions sphériques diluées dans une matrice. Depuis, la loi des mélanges de Maxwell-
Garnett a connu de nombreux enrichissements et variations [65] [121] [114] [14] [68] [94]. La formule
de Maxwell-Garnet incorpore les e�ets de di�usions multiples, dans le cas de l'étude de particules
soumises à une onde électromagnétique [68] [94] .

Dans le cas d'inclusions sphériques, de permittivité ǫi dans une matrice de permittivité ǫe avec
pour les inclusions, une fraction volumique f (mélange binaire) la formulation la plus courante de la
formule MG est la suivante [68] :

ǫeff = ǫe + 3fǫe
ǫi − ǫe

ǫi + 2ǫe − f(ǫi − ǫe)
(2.2.1)

Cette formule fonctionne bien, essentiellement dans le cas de faibles taux de remplissage. Néan-
moins il a été montré [58] que pour certaines con�gurations, la formule reste valable avec des taux
de remplissage importants (f proche de 1). Un désaccord important, apparait surtout, dans la zone
médiane (autour de 50%)[58]. La méthode n'est pas symétrique, ce qui signi�e qu'il faut décider quel
matériau constitue l'inclusion,et lequel représente la matrice.

Une méthode [15] généralement considérée comme plus adaptée dans le cas d'un taux de remplis-
sage important, utilise l'approximation du champ e�ectif moyen ou milieu e�ectif. Cette approxi-
mation sous-jacente dans la formule de Bruggeman ou formulation moderne de Polder-van Santen
[92], consiste à traiter chaque grain comme une inclusion dans un milieu homogène possédant préci-
sément la constante diélectrique recherchée. Contrairement aux formules de MG, cette dernière est
symétrique.

Dans le cas d'un mélange binaire de particules sphériques. Elle s'écrit sous la forme de l'égalité
implicite suivante [15] :

ǫeff − 1

3ǫeff
= (1− f)

ǫi − 1

ǫi + 2ǫeff
+ f

ǫeff − 1

ǫi + 2ǫe
(2.2.2)

Dans le cas plus général d'un mélange avec n inclusions (sphériques) elle se réécrit :

ǫeff − 1

3ǫeff
=
∑

i

fi
ǫi − 1

ǫi + 2ǫeff
(2.2.3)

On note que dans le cas général, l'équation donnant ǫeff est de degré n+ 1.
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(Par ailleurs Bruggeman a développé les méthodes de milieu e�ectif moyen pour des milieux
asymétriques, tel que des particules ellipsoidiques dans des directions aléatoires et des rapports d'axes
di�érents.)

A noter que d'autres méthodes existent tel que l'approximation du potentiel cohérent [100] ou la
méthode des agrégats [31] 1.

La méthode par champ e�ectif moyen a connu de nombreuses extensions, on peut cependant citer les
contributions de MacLachan [78] qui a établi empiriquement la formule du champ e�ectif généralisé
(GEM), ou celle de Hashin et Strikman [42] et de Bergman [11].

Sihvola et Kong [10] ont construit un modèle hybride à partir des trois approches précédentes.
Ils présentent ainsi une loi des mélanges universelle qui utilise une constante de pondération sans
dimension a. Dans le cas d'un mélange binaire on peut écrire l'équation suivante :

ǫeff = ǫs +

[

f(ǫi − ǫe) · [ǫe + a(ǫeff − ǫe)]

[ǫe + a(ǫeff − ǫe) +
1
3(ǫi − ǫe)]

]

·
[

1− f(ǫi − ǫe)

3[ǫe + a(ǫeff − ǫe) +
1
3(ǫi − ǫe)]

]−1

(2.2.4)

Pour a = 0 on retrouve la loi des mélanges de MG, pour a = 2
3 on retombe sur l'approximation du

champ e�ectif moyen, et l'approximation du potentiel cohérent pour a = 1. Généralement a reste un
paramètre empirique qui dépend de la nature de la matrice. Pour une matrice de glace par exemple
il a été montré que la formule (2.2.5) fonctionne bien avec a = 0.2 [104].

Dans le cas d'ellipsoïdes de révolution on peut en première approximation remplacer, le coe�cient
1
3 de dépolarisation de la sphère par le facteur de dépolarisation de l'ellipsoïde (voir tableau 1.1 ou la
formule approchée 1.1.13 ). Dans ce cas là, la permittivité devient un tenseur d'ordre 3 tenant ainsi
compte de chacun des axes du repère de l'ellipsoïde. On peut alors réécrire :

ǫneff = ǫs +

[

f(ǫi − ǫe) · [ǫe + a(ǫneff − ǫe)]

3[ǫe + a(ǫneff − ǫe) +Nn(ǫi − ǫe)]

]

·
[

f(ǫi − ǫe)

[ǫe + a(ǫneff − ǫe) +Nn(ǫi − ǫe)]

]−1

(2.2.5)

avec n = x, y, z et N le coe�cient de dépolarisation. Il faut cependant remarquer que les inclusions
sont toutes orientées dans la même direction. Pour un champ électrique arbitraire formant des angles
αx, αy, αz avec respectivement l'axe x, y, z (identiquse ici aux axes des inclusions Ax, Ay, Az), la
permittivité précédente s'écrit :

ǫeff = ǫxeff cos
2(αx) + ǫyeff cos

2(αy) + ǫzeff cos
2(αz) (2.2.6)

Dans le cas de particules ellipsoïdiques, orientées aléatoirement, on considère généralement [104]
que leurs comportements diélectriques restent proche de celui d'inclusions sphériques de volume équi-
valent.

Notons que Sherman et al. [119] ont développé une méthode d'approximation du milieu e�ectif modi-
�ée (MEMA pour Modi�ed E�ective Medium Approch) plus adaptée au cas d'un mélange diélectriques
linéaires - diélectriques non linéaires, comme c'est le cas pour les ferroélectriques.
Les cas de mélanges de particules anisotropiques restent assez peu investigués. En utilisant la théorie
de la di�usion multiple (même principe que pour la loi des mélanges MG) et la théorie des groupes
compactes, Y.Sushko [107] a élaboré une formule, qui décrit correctement un mélange aléatoire d'inclu-
sions de sphéroïdes homogènes et anisotropiques. Au sein d'un formalisme unique, la loi des mélanges

1. Cette dernière méthode donne de bons résultats à toutes les fréquences mais nécessite des étapes de calcul
numérique
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obtenue reste en bon accord avec les égalités de type MG et Bruggeman.

Il est important d'insister sur le fait qu'aucune loi ne donnera un résultat absolu pour un

mélange à fraction volumique donnée. En e�et la permittivité e�ective est extrêmement dépen-
dante du type de dispersion des inclusions, de leurs formes, leurs orientations, de la distribution de
tailles etc. Les lois précédentes donnent donc une tendance probable. Chaque loi a été développée pour
des situations particulières (taille, forme, dispersion, fréquence etc.) ou elles décrivent généralement
mieux le composite que les autres formules génériques. On peut cependant considérer que les mé-
thodes par champ e�ectif moyen, amènent (tout au moins aux basses fréquences) à un accord global
plus élevé qu'avec les autres approches [63] (Les tendances, notamment quand il y a des phénomènes
de percolation, émergent naturellement).

Cependant, quel que soit le modèle utilisé, il existe des frontières théoriques à la permittivité
e�ective d'un mélange de diélectriques ; les plus absolues étant les frontières de Wiener [85].

Dans le cas d'un mélange binaire la frontière supérieure s'écrit :

ǫmax
eff = fǫi + (1− f)ǫeff (2.2.7)

et la frontière inférieure :

ǫmax
eff =

ǫiǫe
fǫe + (1− f)ǫi

(2.2.8)

Ces deux cas correspondent à des condensateurs connectés en série ou en parallèle dans un circuit.
Dans le cas d'un mélange statistiquement homogène et isotrope d'autres frontières (inclues dans les
frontières précédentes) sont généralement utilisées dans la littérature. Elles sont connues sous le nom
de frontières de Hashin-Shtrikman [42] et s'écrivent :

ǫmax
eff = ǫi +

(1− f)
1

ǫe−ǫi
+ f

3ǫi

(2.2.9)

Pour la limite supérieure et :

ǫmin
eff = ǫi +

f
1

ǫi−ǫe
+ 1−f

3ǫe

(2.2.10)

Pour la limite inférieure.

La limite inférieure correspond exactement à la loi des mélanges de Maxwell-Garnett, tandis que
la limite supérieure correspond à cette même loi pour le mélange complémentaire c'est à dire ǫi →
ǫe, ǫe → ǫi et f → 1− f .

On peut en outre mentionner le fait que des comparaisons avec le calcul numérique à l'aide de
méthodes de di�érence �nie [63] (FDTD Method), ont globalement validé les conclusions précédentes.
Dans le cas de systèmes composites core-shell Emelyanov et al. [5] ont élaboré une formule plus
adaptée, nous décrirons la méthode dans la suite.

Réseau de condensateur ou modèle brick-wall

Le modèle brick-wall [79], est souvent utilisé dans le cas de ferroélectriques de type core-shell. Il
s'agit alors de déterminer les propriétés d'une céramique-composite formée d'un grain ferroélectrique
ou tout au moins de grande permittivité, entouré par une couche relativement �ne d'un diélectrique de
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permittivité bien plus faible. Dans sa forme la plus simple, ce modèle considère que le ferroélectrique
est un condensateur en série avec une capacité équivalente qui provient l'enrobage. Il s'écrit ainsi :

ǫeff =
ǫeǫi

(1− f)ǫi + fgǫe
(2.2.11)

g correspond ici à un facteur géométrique avec 0 < g < 1, qui prend en compte la fraction de
l'enrobage (grain boundary) en contact série avec le matériau de c÷ur. Le reste étant en parallèle avec
la capacitance du matériau de c÷ur, les joints de grains non-conducteurs sont ignorés. Il est courant
de considérer g simplement comme un paramètre empirique.

Le modèle brick-wall ne fonctionne correctement que pour ǫe ≫ ǫi et pour une fraction volumique
f assez faible (de l'ordre du pourcent au maximum).

Rychetsky et Petzelt [52] ont généralisé ce modèle, (logiquement appelé Generalized Brick Model)
à partir de la représentation de Bergman [11]. Dans le cas du core -shell, on obtient la formule
généralisée suivante :

ǫeff = ǫiVb + Vab(x, g)
ǫeǫi

(1− f)ǫi + fgǫe
(2.2.12)

Avec :

Vb = 1− 1− f

1− fg
(2.2.13)

et

Vab =
1− f

1− fg
(2.2.14)

Ici aussi g est un paramètre géométrique libre, déterminé à partir de l'expérience. (A noter que
ces formules sont quasiment identiques aux formules de Hashin-Strickman[42] dans le cadre du champ
e�ectif moyen).

2.2.1 Composite à forte permittivité

A priori pour augmenter la densité d'énergie stockée dans un matériau on peut penser qu'il faut
nécessairement augmenter sa permittivité conformément à la formule (1.1.29). Nous verrons par la
suite que ce n'est pas obligatoirement le cas. Des recherches ont cependant été e�ectuées dans ce sens.

Il faut garder à l'esprit que les frontières de Wiener, nous obligent, pour augmenter la permitti-
vité (par le seul e�et composite), à rajouter des matériaux de plus forte permittivité. Ceci limite en
pratique l'intérêt de tels composites, puisque nous ne devrions pas obtenir un diélectrique composite
plus intéressant que les matériaux de départ.

Il existe cependant une possibilité intéressante, qui consiste à rajouter une composante conductrice
ou semi-conductrice dans le matériau composite. Deux stratégies di�érentes peuvent alors être utili-
sées pour augmenter la permittivité du matériau de départ. L'industrie des condensateurs utilise par
exemple un e�et appelé IBLC pour Internal Barrier Layer Capacitor, cette e�et est rendu possible
grâce à un phénomène physique appelé relaxation de Maxwell-Wagner que nous détaillerons dans la
suite.

Notons que pour le chimiste, il ne s'agit pas nécessairement d'un composite, en e�et, ce phéno-
mène n'est pas obligatoirement lié à l'adjonction d'un matériau di�érent, mais peut être provoqué
simplement par la méthode de synthèse et/ou de frittage du matériau. Pour le physicien néanmoins,
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c'est bien un composite, dans les céramiques par exemple, le c÷ur des grains devient semi-conducteur
tandis que les joints de grain restent isolants.

Une méthode plus directe, consiste simplement à rajouter une phase conductrice dans une matrice
diélectrique voire ferroélectrique. On parle alors de composite percolatif. Dans un tel composite, en
dessous d'un seuil de concentration volumique en conducteur, le matériau reste isolant et possède une
permittivité importante. Mais à partir d'une concentration critique le composite devient conducteur.

Bien que la physique de ces deux phénomènes ne soit pas complètement identique, le principe de
départ reste le même. Dans les deux cas, le champ ressenti par la composante isolante est démultiplié
grâce à la composante conductrice ou semi-conductrice.
On peut considérer qu'un matériau conducteur isolé 2 a une permittivité tel que ǫ → ∞.
Cela découle du fait que la permittivité ou susceptibilité est une quantité qui possède une partie
imaginaire :

χ = χ
′ − iχ′′ (2.2.15)

Si en outre le matériau possède une conductivité �nie alors :

ǫ = ǫ
′ − i(ǫ

′′

+
σ

ωǫ0
) (2.2.16)

σ est la conductivité et ω la fréquence angulaire du champ électrique.
Considérons le cas d'une sphère conductrice soumise à un champ électrique (le raisonnement reste

vrai pour une forme arbitraire). Le champ ressenti par une sphère diélectrique ǫr dans un milieu de
permittivité ǫm s'écrit :

E =
3ǫmE0

ǫr + 2ǫm
(2.2.17)

La polarisation résultante d'une sphère dans le vide vaut donc :

P =
3 ǫ0 (ǫr − 1) E0

ǫr + 2
(2.2.18)

Autrement dit, la sphère possède une susceptibilité externe ou apparente (voir chapitre 1) qui
vaut :

χe =
3 (ǫr − 1)

ǫr + 2
(2.2.19)

Dans les métaux la partie réelle de la permittivité est négligeable, la permittivité complexe s'écrit
donc :

ǫr = −iǫ
′′

r = − iσ

ωǫ0
(2.2.20)

On peut donc écrire pour la susceptibilité apparente :

χE =
3
(

−i ǫ
′′

r − 1
)

2− i ǫ′′r
(2.2.21)

La partie réelle de la susceptibilité apparente vaut :

2. ou au moins séparé des électrodes par un isolant ou un diélectrique moins conducteur
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Re[χE ] = χE =
3
(

ǫ
′′2
r − 2

)

ǫ′′2r + 4
(2.2.22)

Dans le cas d'un conducteur idéal (cas idéalisé des métaux conducteurs) σ → ∞ et donc ǫ
′′

r → ∞.
On peut montrer dans ce cas que la partie imaginaire de (2.2.21) tend vers 0.

La susceptibilité apparente vaut alors :

χE = 3 (2.2.23)

Résultat que l'on peut obtenir en considérant ǫr → ∞.
Comme ǫ

′′

r = − σ
ωǫ0

, même dans le cas d'une conductivité � �nie � (cas du semi-conducteur), si
ω → 0 (champ statique) alors ǫr → ∞.

Ce qui di�érencie donc expérimentalement les composites de type IBLC des composites percolatifs
reste essentiellement la sensibilité de la permittivité des composites IBLC avec la fréquence (e�et de
relaxation), alors que cette diminution est beaucoup moins présente dans le cas de composites perco-
latifs. En champ statique en revanche, on peut s'attendre à des résultats très comparables.

Nous reviendrons par la suite de manière plus approfondie sur ces deux types de composites. Nous
allons dans un premier temps étudier le composite core-shell ferroélectrique.

2.2.2 Modèle core-shell sphérique

L'étude des composites core-shell représente une partie importante de cette étude. En e�et le
modèle core-shell est essentiel à plusieurs titres. A coté des composites core-shell arti�ciels, toutes
les céramiques sont constituées de grains,où on peut toujours distinguer les caractéristiques du c÷ur
des caractéristiques des joints de grains. Ainsi, comprendre les caractéristiques du core-shell, revient
à mieux saisir et prédire les caractéristiques de la céramique.

Il existe plusieurs modèles qui traite de ce type de composite. A coté des méthodes brick-wall souvent
utilisées, A. Yu. Emelyanov et al. [5] ont développé une formule de permittivité e�ective plus adaptée
à la géométrie sphérique des grains core-shell. L'approximation de départ est la même que celle de la
formule de Bruggeman, c'est à dire l'approximation du champ e�ectif moyen. Nous allons brièvement
décrire les di�érentes étapes qui permettent d'obtenir une telle formule.

Considérons le cas d'une sphère diélectrique de permittivité ǫf enrobée par un diélectrique de
permittivité ǫd. La sphère est plongée dans un milieu e�ectif de permittivité ǫm. L'approximation du
champ moyen implique que la permittivité e�ective de la sphère est précisément ǫm. La sphère est
soumise à un champ électrique homogène E0.

La résolution des équations électrostatiques (de Laplace) dans ce cas, permet d'exprimer le champ
électrique dans chaque milieu en fonction des permittivités ǫf , ǫd, ǫm et des rayons respectifs du c÷ur
R et de l'enrobage R+ d ou d est l'épaisseur de l'enrobage (voir �gure 2.1).

Nous disposons ainsi du champ électrique dans chaque milieu :

• Ef (ǫm, ǫf , ǫd, R, d, E0) pour le champ électrique interne (qui est homogène)

• Ed(ǫm, ǫf , ǫd, R, d, E0, r, θ, φ) pour le champ électrique dans l'enrobage

• Em(ǫm, ǫf , ǫd, R, d, E0r, θ, φ) pour le champ électrique du milieu e�ectif
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ǫf ǫd
ǫm

〈P 〉 = ǫ0(ǫm − 1)E0

〈P 〉

〈P 〉 = (
4

3
π(R+ d)3)−1

∫ R+d

0
P (r, θ, φ) r2sin(θ) drdθdφ

ǫm

ǫf ≫ ǫd

ǫm ≈ 3ǫd(ǫf + 2ǫd)

ǫf + 2ǫd − (ǫf − ǫd) · ( R
R+d

)3
− 2ǫd

ǫc → ∞
ǫd

α = ( R
R+d

)

ǫm = ǫd

[

3

(1− α3)
− 2

]
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La permittivité ne rencontre pas de seuil de percolation comme dans le cas d'un composite binaire
(voir chapitre 4). L'échantillon ne devient conducteur que pour α = 1 c'est-à-dire pour un échantillon
constitué uniquement de métal. Il n'existe pas de phénomène de percolation dans un système

core-shell idéal de ce type. Résultat peu surprenant puisque dans un tel core-shell, le métal de c÷ur,
sera électriquement isolé tant qu'il existe un enrobage 3.

Emelyanov et al. [5] font remarquer une conséquence intéressante de ce modèle. Comme nous l'avons
vu au premier chapitre, au delà de la température de Curie, la permittivité du ferroélectrique suit
une loi de Curie-Weiss :

ǫ =
C

T − Tc
(2.2.28)

Si dans la formule 2.2.26, on remplace ǫf par l'expression 2.2.28, on obtient une nouvelle loi de
Curie :

ǫm =
C

′

+B(T − Tc)

T − Tc′
(2.2.29)

ou B,C et Tc
′

sont des constantes qui dépendent des paramètres du système core-shell. La
constante Tc

′

vaut par exemple :

Tc
′

= Tc− C

ǫd
· (R+ d)3 +R3

2(R+ d)3 +R3
(2.2.30)

Dans le cas de faibles épaisseurs le terme B devient négligeable et on peut écrire :

ǫm =
C

′

T − Tc′
(2.2.31)

On obtient donc une loi de Curie-Weiss modi�ée, autant en intensité que pour la température de
Curie elle-même (voir �gure 2.2). On peut montrer que l'enrobage tend à faire baisser la température
de Curie e�ective du système core-shell linéairement, en accord avec ce qui est observé expérimenta-
lement.

A noter cependant que le raisonnement précédent, pose quelques problèmes fondamentaux.
En e�et, le ferroélectrique de c÷ur, en dessous de la température de Curie n'a aucune raison de suivre
la loi de Curie-Weiss 2.2.28. On ne peut donc pas en réalité extrapoler correctement le comportement
du ferroélectrique de c÷ur, pour des températures plus basses que cette dernière 4. Néanmoins nous
étudierons dans la suite une approche plus fondamentale qui con�rme quantitativement les décalages
de Curie prédits par la formule de Emelyanov.

3. On ignore bien entendu ici le courant de conduction du diélectrique, les e�ets d'interfaces qui peuvent a�ecter
la conductivité de l'enrobage, et/ou l'e�et tunnel qui peut devenir non négligeable au dessous d'une certaine épaisseur
d'enrobage

4. à partir du raisonnement précédent on peut simplement dire que la permittivité du core-shell au dessus de la
température de Curie, se comporte comme un ferroélectrique avec une constante et une température de Curie C

′

, T c
′
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Figure 2.2 � Mesure expérimentale (point) et théorique (ligne) de la température de Curie-Weiss
e�ective et Constante de curie e�ective en fonction de la taille de grain et en utilisant les formule de
Emelyanov et al. Les mesures expérimentales sont tirées de Frey et al. [34] . Pour les courbe théoriques
les données suivantes ont été utilisées : Tc = 110 ◦C, C = 1.8 · 105K, ǫd = 100. On peut noter un
accord très raisonnable entre la théorie et l'expérience Cette courbe est tirée de l'étude de A. Yu.
Emelyanov et al. [5]

2.3 Modèle complet du core-shell

Bien que le modèle précédent d'Emelyanov et al. [5] soit utilisé pour comprendre le grain ferro-
électrique, il ne permet pas de décrire de manière complète ce dernier. En e�et le ferroélectrique est
appréhendé ici comme un diélectrique linéaire, ce qui n'est évidemment pas le cas. Le champ élec-
trique interne et la permittivité du férrolectrique, sont intimement liés à la polarisation spontanée, au
champ électrique externe et à l'orientation. Pour décrire le grain ferroélectrique dans un formalisme
détaillé tel que celui de Landau, il est donc nécessaire de prendre en compte les remarques précédentes.

Pour calculer l'énergie stockée dans un ferroélectrique, nous verrons que la polarisation reste la va-
riable la plus indiquée. Tout ceci justi�e donc l'élaboration d'un formalisme qui ne prend pas comme
variable la permittivité mais plutôt la polarisation.

Dans la suite nous décrivons les étapes qui permettent d'obtenir un modèle plus complet du sys-
tème core-shell.

2.3.1 Sphère enrobée isolée

Dans un premier temps, considérons le cas d'une sphère ferroélectrique isolée, de polarisation ho-
mogène P de rayon Ri, enrobée par un diélectrique de permittivité ǫr et d'épaisseur d. On pose pour
la suite Re = Ri + d et α = Re

Ri
(voir �gure 2.3). La sphère est plongée dans un champ homogène

E3. Pour simpli�er le raisonnement (sans modi�er aucunement le résultat �nal) on se place dans une
situation unidimensionnelle où la polarisation P est colinéaire au champ électrique homogène externe
E3 .
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charges présentes se situent à la surface de la sphère. Il en résulte que le potentiel ne peut pas diver-
ger au centre de la sphère et donc A1 = 0. D'autre part pour r → ∞ le champ électrique de la sphère
devient négligeable, et le seul champ électrique ressenti provient du champ électrique homogène ex-
terne E3 d'ou B3 = −E3 (en se souvenant que E = −∇V ).

A l'interface entre deux milieux, le potentiel et le vecteur induction sont continus. Pour pouvoir
déterminer les autres constantes il est donc utile d'écrire les conditions de passage du potentiel et du
vecteur induction ~D.d~S = ǫ0ǫr ~E(Rn). ~dS + ~P ~dS, ou ~E(Rn). ~dS et ~P ~dS correspondent respectivement
à la projection du champ électrique et de la polarisation sur le vecteur de surface ~dS à l'interface.
Ce qui signi�e qu'entre les milieux 1 et 2 on peut écrire :

V1(Ri) = V2(Ri) (2.3.4)

et :

ǫ0

(

∂V1(r)

∂r

)

r=Ri

− cos θ · P = ǫ0ǫr

(

∂V2(r)

∂r

)

r=Ri

(2.3.5)

De même, entre les milieux 2 et 3 :

V2(Re) = V3(Re) (2.3.6)

et :

ǫ0

(

∂V2(r)

∂r

)

r=Re

= ǫ0

(

∂V3(r)

∂r

)

r=Re

(2.3.7)

Ces quatre équations permettent de déterminer les quatre constantes encore indéterminées, à sa-
voir B1, A2, B2, A3.

On peut tout de suite faire remarquer que le coe�cient A1 étant nul, le champ électrique à l'in-
térieur de la sphère est homogène avec E1 = −B1 .

2.3.2 Milieu e�ectif moyen

Une fois déterminées, les constantes manquantes B1, A2, B2, A3 permettent donc de connaitre le
potentiel et le champ électrique dans les milieux 1,2 et 3 à l'aide de la formule 2.3.3. 5. Remarquons
que de par la formulation du problème, ces constantes dépendent des paramètres de départ suivant :
E3, P, ǫr, α c'est à dire du champ électrique externe homogène, de la polarisation de la sphère, de la
permittivité de l'enrobage et du rapport d'enrobage.

Nous nous sommes cependant cantonnés au cas d'une sphère enrobée isolée plongée dans un champ
électrique externe homogène. A�n de modéliser le cas d'une céramique, nous pouvons utiliser l'ap-
proximation du milieu e�ectif moyen. Dans cette approximation, on considère que le système
est entièrement constitué de sphères enrobées identiques. Ainsi, toujours dans cette approximation,
notre sphère enrobée est entourée de sphères rigoureusement identiques à elle même. Dans ce cas là,
la sphère enrobée ressent un champs électrique homogène résultant de deux contributions di�érentes :

• la contribution d'un champ électrique homogène appliqué et externe Eapp

• la contribution du champ de polarisation homogène EP généré par les sphères environnantes.

5. Par souci de concision, nous ne détaillerons pas les valeurs de ces constantes, qui ne sont que des étapes intermé-
diaires vers le résultat �nal formulé plus bas
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Le champ électrique externe Eapp est une donnée de départ du problème. Appelons PT la pola-
risation volumique moyenne de la sphère (c'est à dire la moyenne de la polarisation du core P et la
polarisation du shell). Puisque notre sphère est entourée par des sphères de polarisation PT , elle
est dans une situation analogue à celle d'une cavité sphérique dans un milieu polarisé homogène de
polarisation PT . Dans ce cas là, le champ électrique de polarisation ressenti par la sphère vaut d'après
la formule de Lorentz (voir chapitre 1 la formule 1.1.47) :

~EP =
~PT

3ǫ0
(2.3.8)

Ce qui signi�e que, pour passer de la situation da la sphère enrobée isolée, abordée dans la section
précédente, à celle d'une sphère dans un milieu e�ectif, il su�t d'écrire que notre champ électrique
homogène externe de départ E3 est en réalité la somme des deux contributions citées plus haut c'est
à dire :

E3 = Eapp − EP = Eapp +
PT

3ǫ0
(2.3.9)

Nous n'avons pas encore déterminé la polarisation totale de la sphère PT . On pourrait (comme
Emelyanov et al. l'ont fait dans leurs modèles core-shell) intégrer la polarisation sur toute la sphère.
Cette méthode en plus d'être fastidieuse ne mène pas à un résultat exact. Il existe cependant une
méthode à la fois bien plus simple et plus proche de la réalité.
Pour en comprendre le principe, plaçons nous dans la situation d'une sphère isolée non enrobée

et polarisée de manière homogène avec une polarisation PT . Cette sphère est plongée dans un
champ électrique homogène externe EH . Dans ce cas on peut très simplement montrer que le potentiel
à l'extérieur de la sphère en coordonnée polaire, peut s'écrire :

V =

(

PTR
3

3ǫ0
· 1

r2
− EH · r

)

cos(θ) (2.3.10)

Ou R est le rayon de la sphère. Si on se rappelle que le potentiel à l'extérieur de la sphère

enrobée isolée (c'est à dire dans le milieu 3 de notre système) s'écrivait :

V3 =

(

A3 ·
1

r2
− E3 · r

)

cos(θ) (2.3.11)

On peut en conclure que la sphère enrobée se comporte comme une sphère non enrobée mais avec
une polarisation moyenne totale équivalente qui vaut :

PT =
3ǫ0A3

R3
(2.3.12)

Il faut cependant garder à l'esprit que la constante A3 dépend de E3 et que donc la polarisation
totale PT dépend aussi de E3. La formule 2.3.9 que l'on peut réécrire :

E3 = Eapp +
PT (E3)

3ǫ0
(2.3.13)

correspond donc à une équation auto-cohérente. Mais comme PT dépend linéairement de E3 il
s'agit d'une équation linéaire triviale. L'équation 2.3.13 donne accès à E3 le champ homogène totale
dans un milieu e�ectif moyen . Puisque les constantes PT , B1, A2, B2, A3 dépendent de E3, cette
équation permet d'obtenir les potentiels, champs électriques et polarisations du système de la sphère
enrobée dans un milieu e�ectif moyen en fonction de ǫr et α.
Pratiquement toutes les caractéristiques diélectriques d'une céramique de sphères enrobées peuvent être
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retrouvées grâce aux valeurs du champ interne E1 (le champ ressenti par le ferroélectrique à l'intérieur
de l'enrobage), et de la polarisation du milieu e�ectif PT .

A partir du développement précédent on peut écrire :

E1 = β · P
ǫ0

+ γ · Eapp (2.3.14)

et :

PT = β
′ · P + γ

′ · Eapp (2.3.15)

On remarque tout de suite deux choses :

• Le champs appliqué Eapp n'est pas intégralement ressenti au niveau du c÷ur ferroélectrique ( facteur
γ )

• Le c÷ur ferroélectrique ressent un champ dépolarisant proportionnel à β (avec −1
3 < β < 0 ) . Ce

dernier peut donc être vu comme un coe�cient de dépolarisation e�ectif du c÷ur ferroélec-
trique (nous nous servirons de cela dans la suite).

Dans les expressions précédentes, les coe�cients β, γ, β
′

, γ
′

dépendent de ǫr et α et s'écrivent,
Pour β :

β = − α3 − 1

(2α3 + 1)ǫr + α3 − 1
(2.3.16)

Pour γ :

γ =
3α3ǫr

(2α3 + 1)ǫr + α3 − 1
(2.3.17)

pour β
′

:

β
′

=
3ǫr

(2α3 + 1)ǫr + α3 − 1
(2.3.18)

pour γ
′

:

γ
′

=
(α3 − 1) · [2ǫ0ǫ2r − ǫ0ǫr − ǫ0]

(2α3 + 1)ǫr + α3 − 1
(2.3.19)

Notons que jusqua présent nous avons traité le cas ou la polarisation de coeur P est colinéaire
au champ appliqué Eapp. Cependant dans le cas générale ou la polarisation et le champ occupent les
trois composantes de l'espace on peut alors écrire :

E1i = β · Pi

ǫ0
+ γ · Eappi (2.3.20)

PT i = β
′ · Pi + γ

′ · Eappi (2.3.21)

Ou i = x, y, z.
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2.3.3 Véri�cation numérique

Bien que le développement précédent soit issu d'un raisonnement purement électrostatique, on est
en droit de se demander si pour des tailles nanométriques, l'approximation du champ e�ectif reste
valable. En e�et à ces tailles la polarisation ne peut plus être considérée comme une quantité continue
et homogène, mais plutôt comme une distribution discontinue (et homogène) de dipôles ponctuels 6.

Pour tester numériquement le cas de la sphère enrobée, nous allons nous placer dans la situation
la plus simple à savoir : la particule est enrobée par le vide ( c'est à dire que l'on considère pour la
permittivité de l'enrobage que ǫr = 1 ). D'autre part nous utiliserons pour le calcul présent, des parti-
cules de formes cubiques. Cette géométrie permet de traiter les conditions périodiques de manière plus
évidente et simple. Notons que I.Ponomareva et al. [93] ont montré que le champ de dépolarisation
moyen d'un cube isolé et polarisé par une distribution homogène de dipôles ponctuels reste identique
à celui d'une sphère continue, et de ce fait le cube a un comportement très proche de la sphère dans
les simulations.

Pour déterminer le champ dépolarisant généré par l'enrobage on peut appliquer une méthode similaire
à celle utilisée par Ponomareva et al. [93]. Pour calculer de manière exacte le champ dépolarisant d'un
système �ni ou partielement �ni (comme le dot le �l in�ni ou le disque in�ni) et isolé Ponomareva et
al. utilisent l'expression suivante :

ε
(D)
dep = ε

(D)
dip − ε

(3)
dip (2.3.22)

Ou ε
(D)
dip correspond à l'énergie dipolaire du system. Le paramètre D donne la dimensionnalité du

système, D = 0, 1, 2, 3 correspond au cas du dot (conditions en circuit ouvert), du �l ini�ni, du plan
in�ni et du crystal in�ni (condition en court circuit) respectivement.

Dans le cas générale l'energie dipolaire ε
(D)
dip se calcule ainsi :

εDdip =
1

2V

∑

αβ,ij

QS,D
αβ,ijpα(ri)pβ(rj) (2.3.23)

Ou V correspond au volume de la super-cellule, α, β = x, y, z et Pα(ri) correspond à la composante
α du moment dipolaire aux coordonées ri.
Pour D = 3 (cristal in�ni) le terme Q peut se calculer en utilisant la sommation d'Ewald (principe
en annexe A) :

QS,3
αβ,ij =

4π

V

∑

G 6=0

1

G2
exp

(

− G2

4λ2

)

GαGβ cos(Grij)−
4λ3δαβδij

3
√
π

(2.3.24)

Ou G correspond aux vecteurs primitifs du réseau réciproque associés à la super cellule S, λ est le
paramètre d'Ewald [24] (qui est supposé su�sament grand) et δij est le symbole de Kronicker. Pour
D = 0 (cas du dot isolé), on peut utiliser directement un calcul discret dans l'espace réel :

QS,0
αβ,ij =

δαβ
r3ij

− 3rα,ijrβ,ij
r5ij

(2.3.25)

Au �nal l'energie de dépolarisation vaut :

εDdep =
1

2V

∑

αβ,ij

[

QS,D
αβ,ij −QS,3

αβ,ij

]

pα(ri)pβ(rj) (2.3.26)

6. Ceci étant, il est utile de préciser, que la distribution homogène de dipôles ponctuels reste elle même une approxi-
mation, d'une situation ou la particule peut parfaitement avoir une distribution inhomogène
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dep = ε

(3
′

)
dip − ε

(3)
dip

ε
(3

′

)
dep

S
′

S

S
′

ǫr = 1

ε
(3

′

)
dep

ε3
′

dip =
1

2V

∑

αβ,ij,rij∈S′

Q
S,3
αβ,ijpα(ri)pβ(rj)

S
′ �P

Px = Py = 0 Pz = P

ε3
′

dep =
1Np

2V ′
〈Edep〉

V
′

S
′

N

〈Edep〉 S
′
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moment dipolaire ponctuel. (le vecteur ~p est parallèle à une seule composante de l'espace).
Comme dans le modele du millieu e�ectif moyen (EMA), si l'on exprime 〈Edep〉 comme une fonction
du coe�cient β et de la polarisation de la manière suivante :

〈Edep〉 = 4πβp
N

V ′
(2.3.30)

On peut alors écrire pour ε(3
′

)
dep :

ε
(3

′

)
dep = 2πβp2

N2

V ′2
(2.3.31)

Ainsi dans le cas d'un cube homogène , la dernière formule donne accès à la valeur numérique de

β à condition d'avoir déjà déterminé numériquement ε(3
′

)
dep :

β =
ε
(3

′

)
dep V

′2

2πN2p2
(2.3.32)

Il est donc interessant de comparer le coe�cient β dans les deux formalisme (modele continu EMA
et le calcul numerique).

A coté de la méthode que l'on vient d'expliquer, on peut également déterminer le champs dépolarisant
directement en utilisant un autre principe de calcul in�ni dans l'espace direct, tout en sachant que :

〈Edep〉 = 〈E∞〉 − 〈Eenrobe〉 (2.3.33)

Ou 〈E∞〉, 〈Eenrobe〉 correspondent respectivement au champ dipolaire moyen dans le crystal in�ni
et dans le cube enrobé. Cette méthode, dévellopé dans ce but, donne des résulats identiques à la
précédente et expliquée en Annexe B.
La �gure 2.5 montre une comparaison entre le coe�cient β obtenu dans le modèle EMA pour des
sphères enrobées avec ǫr = 1 et le calcul numérique du β equivalent dans le cas d'un groupe cubique
de dipoles ponctuels et pour di�érentes tailles.

Comme nous pouvons le constater les deux formalismes sont en excellent accord. La modélisation
de la permittivité d'enrobage entraine nécessairement d'autres approximations, nous nous sommes
donc contentés de modéliser le cas d'un enrobage vide (ǫr = 1).La véri�cation pour d'autres formes
que le cube n'a pas été e�ectuée dans le cadre de cette étude. De même la comparaison avec un
enrobage de permittivité ǫr > 1 donnera des résultats qui dépendront de la méthode utilisée pour
mimer la réponse de l'enrobage, et n'a donc pas été étudiée dans notre cas.
On peut néanmoins conclure que, au moins pour de faible permittivité, et dans le cas de particules
sphériques (cubiques numériquement), l'approximation du champ e�ectif moyen rend parfaitement
compte du coe�cient β du champ de dépolarisation e�ectif moyen ressenti dans une nano-particule
polarisée et enrobée.
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Figure 2.5 � Comparaison pour le coe�cient β entre un calcul numérique discret sur un dot (points
colorés) de N ×N ×N dipôles ponctuels (dans un réseau cubique) "enrobés" par n couches de vide
(c'est à dire ǫr = 1, l'ensemble du système est en condition périodique in�ni), et le calcul analytique
en champ e�ectif moyen d'une sphère enrobée ayant le même rapport α (traits pointillés). N est
indiqué dans la légende. On constate que les deux approches sont en excellent accord

2.3.4 Permittivité e�ective

Bien que notre motivation première soit de pouvoir exprimer les propriétés diélectriques comme
une fonction de la polarisation du c÷ur ferroélectrique ; il peut être intéressant de déduire du déve-
loppement précédent la permittivité e�ective ǫeff du système core-shell.

Considérons la situation où le c÷ur du système core-shell est un diélectrique de permittivité ǫi.
On peut dans ce cas, écrire :

P = ǫ0(ǫi − 1)E1 (2.3.34)

soit :

P = ǫ0(ǫi − 1) ·
[

β
P

ǫ0
+ γEapp

]

(2.3.35)

Cette équation permet de déterminer P :

P =
3α3ǫ0ǫr(ǫi − 1)

(2α3 + 1)ǫr + (α3 − 1)ǫi
Eapp (2.3.36)

Par ailleurs :

PT = ǫ0(ǫeff − 1)Eapp = β
′ · P + γ

′ · Eapp (2.3.37)

Si l'on remplace P par la formule (2.3.36) on obtient la permittivité e�ective :
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ǫeff =
(2α3 − 2)ǫ2r + (α3 + 2)ǫiǫr
(2α3 + 1)ǫr + (α3 − 1)ǫi

ǫi
ǫr

n

Ri, Re, Rf

α =
Rf

Ri
σ = Re

Ri

E1 = β · P
ǫ0

+ γEapp

β =
(

σ3
[

(ǫ3 + 2ǫ2)− (2ǫ3 + ǫ2)α
3 − (ǫ3 − ǫ2)σ

3
]

+ 2(ǫ3 − ǫ2)α
3
)

·D−1

n
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D = σ3
[

(ǫ2 − 1)(ǫ3 + 2ǫ2) + 2(ǫ2 + 1)(2ǫ3 + ǫ2)α
3 + (2ǫ2 + 1)(ǫ3 − ǫ2)σ

3
]

+ 2(ǫ2 − 1)(ǫ3 − ǫ2)α
3

(2.3.41)

γ =
(

9ǫ2ǫ3α
3σ3
)

·D−1 (2.3.42)

De même on peut de nouveau exprimer PT avec :

PT = β
′

P + γ
′

Eapp (2.3.43)

où

β
′

=
(

9ǫ2ǫ3σ
3
)

·D−1 (2.3.44)

et

γ
′

=
(

σ3
[

ǫ0(2ǫ2 + 1)(ǫ3 − 1)(2ǫ3 + ǫ2)α
3 − ǫ0(ǫ2 − ǫ1)(ǫ3 + 2ǫ2)(2ǫ3 + 1)− ǫ0(2ǫ2 + 1)(ǫ3 − ǫ2)(2ǫ3 + 1)

]

+ 2ǫ0α
3(ǫ2 − ǫ1)(ǫ3 − 1)(ǫ3 − ǫ2) ·D−1

(2.3.45)

En outre on peut logiquement en déduire une permittivité e�ective :

ǫeff =
(

σ3
[

2ǫ3(ǫ3 + 2ǫ2)(ǫ1 − ǫ2) + ǫ3(2ǫ3 + ǫ2)(ǫ1 + 2ǫ2)α
3 + 2ǫ3(ǫ3 − ǫ2)σ

2(ǫ1 + 2)
]

− 2ǫ3(ǫ3 − ǫ2)(ǫ1 − ǫ2)α
3 ·D′−1

(2.3.46)

Avec :

D
′

= σ3
[

(ǫ3 − ǫ2)(ǫ1 + 2ǫ2)σ
3 + (2ǫ3 + ǫ2)α

3(ǫ1 + 2ǫ2)− (ǫ3 + 2ǫ2)(ǫ1 − ǫ2)
]

− 2α3(ǫ3 − ǫ2)(ǫ1 − ǫ2)
(2.3.47)

2.4 E�et de dimensionnalité pour le core-shell

Dans les cas précédents, nous avons considéré des particules sphériques. Puisque la polarisation est
un phénomène tridimensionnel, l'e�et de la dimensionnalité peut s'avérer particulièrement intéressante
pour le stockage de l'énergie. Nous allons donc nous intéresser dans la suite à des particules de
géométries ou de dimensionnalités particulières.
Dans le cas du �l in�ni ou du plan in�ni le calcul suit précisément le même cheminement que celui
de la sphère et mène aussi à un résultat exact. Nous pourrons par la suite étendre ce calcul aux
ellipsoïdes de révolutions, moyennant une approximation légère.

2.4.1 Fils in�nis enrobés

Considérons dans un premier temps le cas d'un matériau in�ni composé de �ls parallèles (ou de
cylindres parallèles) de longueurs in�nies enrobés par un diélectrique (voir �gure 2.7). Contrairement
au cas des sphères, le champ ressenti à l'intérieur sera bien di�érent selon que la polarisation des �ls
soit parallèle ou perpendiculaire à l'axe de ces derniers. On conçoit également qu'il en sera de même
pour la réponse diélectrique.
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PT =
P

α2
+

ǫ0(α
2 − 1)(ǫr − 1)

α2
Eapp

E1 = Eapp

ǫi

ǫ|| =
(α2 − 1)ǫr + ǫi

α2

Vn =

(

Bnr +
An

r

)

cos θ

n = 1, 2, 3
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Calculons dans un premier temps le potentiel d'un cylindre polarisé perpendiculairement à son
axe non enrobé et placé dans le vide (de rayon Ri). Les conditions aux limites et les conditions de
passage permettent d'écrire :

V1(r) =
rP cos θ

2ǫ0
(2.4.5)

Donc à l'intérieur du �l il existe un champ dépolarisant homogène et parallèle à la polarisation et
de grandeur :

E1 = − P

2ǫ0
(2.4.6)

Ce qui signi�e que dans une cavité cylindrique noyée dans un milieu e�ectif de polarisation PT ,
le champ ressenti vaut :

E1 =
PT

2ǫ0
(2.4.7)

Notons que l'on peut retrouver cette grandeur à partir des formules du tableau 1.1 sur les sphé-
roïdes, on l'on fait tendre l'axe du spéroide prolate vers l'in�ni.
En outre pour le potentiel externe, on peut écrire :

V2(r, θ) =
Ri2

2ǫ0

1

r
cos θ · P (2.4.8)

Considérons à présent le cas d'un �l in�ni polarisé perpendiculairement à son axe (de polarisation
homogène P ), de rayon Ri enrobé par un diélectrique d'épaisseur d avec Re = Ri + d et α = Re

Ri
. Le

�l in�ni est placé dans le vide et est plongé dans un champ électrique homogène E3.
Le potentiel est évidemment toujours de la forme (2.4.4). La résolution des équations de La-

place nous permet d'accéder aux 6 constantes inconnues de ce système BnetAn avec n = 1, 2, 3 soit
respectivement l'intérieur du cylindre, l'enrobage et l'extérieur.

Dans la même logique que pour la sphère, en considérant la formule (2.4.8), on constate que le
cylindre enrobé se comporte comme un cylindre non enrobé de polarisation PT tel que :

PT =
2ǫ0A3

Re2
(2.4.9)

On peut donc considérer PT comme la polarisation moyenne du milieu e�ectif, et on écrit ainsi
pour le champ E3 :

E3 = Eapp +
PT

2ǫ
(2.4.10)

Tout comme dans le cas de la sphère, on aboutit aux relations utiles dans le cas d'un cylindre
enrobé.

E1i = β · Pi

ǫ0
+ γ · Eappi (2.4.11)

et

PT i = β
′ · Pi + γ

′ · Eappi (2.4.12)

Avec :

β = − α2 − 1

(α2 + 1) ǫr + α2 − 1
(2.4.13)
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γ =
2α2ǫr

(α2 + 1) ǫr + α2 − 1
(2.4.14)

β
′

=
2ǫr

(α2 + 1) ǫr + α2 − 1
(2.4.15)

γ
′

=

(

α2 − 1
) (

ǫ0ǫ
2
r − ǫ0

)

(α2 + 1) ǫr + α2 − 1
(2.4.16)

On peut également en déduire la composante perpendiculaire de la permittivité :

ǫ⊥ =
(α2 − 1)ǫ2r + (α2 + 1)ǫ1ǫr
(α2 + 1)ǫr + (α2 − 1)ǫ1

(2.4.17)

Dans le cas général d'une matrice diélectrique remplie de �ls in�nis parallèles, la permittivité est
donc un tenseur :

ǫeff =





ǫ⊥ 0 0
0 ǫ⊥ 0
0 0 ǫ||



 (2.4.18)

2.4.2 Disque enrobé

Dans le cas d'un matériau constitué d'un disque(ou un plan) de surface in�nie et enrobé, le calcul
reste trivial. Là aussi il faut distinguer le cas où la polarisation est perpendiculaire aux faces du
disque, du cas où la polarisation est parallèle à ses faces.

Figure 2.8 � plan ou disque in�ni enrobé par un diélectrique (représenté en jaune)

Considérons le cas où la polarisation est perpendiculaire aux faces du disque. Dans ce cas là, par
raison de symétrie, le champ électrique est nécessairement parallèle à la polarisation et reste homo-
gène dans chaque milieu. Appelons e1 l'épaisseur du disque polarisé et e2 l'épaisseur de l'enrobage
diélectrique, on pose alors α = e1+e2

e1 . Le système modélisé est donc constitué par trois milieux :
l'intérieur du disque (1), l'intérieur de l'enrobage (2), le milieu extérieur (3).
Si En est le champ électrique dans le milieu n, l'équation de continuité du vecteur induction permet
d'écrire :

P + ǫ0E1 = ǫ0ǫrE2 (2.4.19)

et :

Chapitre 2



2.4. EFFET DE DIMENSIONNALITÉ POUR LE CORE-SHELL 60

ǫ0ǫrE2 = ǫ0E3 (2.4.20)

En considérant l'approximation du champ e�ectif moyen on peut écrire :

E1 =
(1− α)

ǫr + (α− 1)

P

ǫ0
+

αǫr
ǫr + (α− 1)

Eapp (2.4.21)

Et comme dans les autres cas, on peut calculer la composante perpendiculaire du tenseur de
permittivité :

ǫ⊥ =
αǫiǫr

ǫr + ǫi(α− 1)
(2.4.22)

Dans le cas d'une polarisation parallèle aux faces du disque le résultat est trivial à savoir :

Eint = Eapp (2.4.23)

et la permittivité parallèle correspondante :

ǫ|| =
(α− 1)ǫr + ǫi

α
(2.4.24)

2.4.3 Ellipsoïde de révolution

La sphère, le disque ou le �l sont de cas particuliers de forme géométriques, il serait utile de pou-
voir calculer le champ électrique interne et la polarisation externe dans le cas de formes intermédiaires
(et peut-être plus proches de l'experience). Ceci est possible en considérant des particules de formes
ellipsoïdïques, à condition de se focaliser sur la classe des ellipsoïdes de révolution. Ceci étant, il su�t
de procéder de manière très similaire aux cas précédents, mais en coordonnées ellipsoïdales.

Notons néanmoins, que dans ce système de coordonnées, comme nous allons le voir, les particules
ne peuvent pas être formellement décrites avec une épaisseur d'enrobage �xe. Ceci provient du fait
que deux ellipsoïdes superposés n'ont pas exactement les mêmes rapports d'axe (voir �gure 2.10 ).

Cependant dans le cas de faibles épaisseurs ( e < 10% ce qui est très souvent le cas ), l'enrobage
peut être considéré comme quasiment �xe et l'on peut obtenir des relations relativement simples. 9

Dans le repère ellipsoïdal les coordonnées d'un point peuvent être décrites à l'aide de trois variables,
une variable d'espace µ et deux variables angulaires ν, φ. (Il existe des systèmes de coordonnées alter-
natifs qui n'utilisent pas de variables angulaires à proprement parler). Comme dans le cas de la sphère,
par raison de symétrie on peut considérer que le potentiel, dans une particule sphéroïde polarisée,
est indépendant de la variable angulaire φ. De manière analoque à a sphère, on peut donc décrire le
système en coordonée éliptiques. Dans ce cas là, l'équation de Laplace ∆V = 0 peut se réecrire [83] :

1

cosµ

∂

∂µ

(

cosµ
∂V

∂µ

)

+
1

sinh ν

∂

∂ν

(

sinh ν
∂V

∂ν

)

= 0 (2.4.25)

Cette équation de Laplace admet pour le potentiel V des solutions de la forme :

Vn = [An cosh(ν) +Bncr(ν)] sinµ (2.4.26)

9. Remarquons qu'il n'y à pas de di�cultés formelles à considérer des épaisseurs plus importantes quand bien même
l'épaisseur n'est pas uniforme
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Figure 2.9 � Système de coordonnées elliptique, chaque point est repéré selon ses angles et l'ellipsoïde
auquel il appartient. On constate à partir de cette �gure, que les deux ellipses n'ont pas le même
rapport d'axe, ce qui explique pourquoi l'enrobage dans ce système de coordonnées ne peut pas
formellement être d'épaisseur constante

Ou n = 1, 2, 3 fait référence au potentiel à l'intérieur de la sphère (1), dans l'enrobage (2) et à
l'extérieur (3) respectivement, et où la fonction cr(ν) est dé�nie ainsi :

cr(ν) = − cosh(ν) ln
(

tan
ν

2

)

− 1 (2.4.27)

Bien que le calcul des constantes An et Bn soit délicat dans le cas présent, on peut utiliser des
résultats présents dans la littérature. En e�et Bohren et al. [13] ont calculé le potentiel et le champ
électrique dans un sphéroïde diélectrique enrobé placé dans le vide. T. Ambjornsson et al. [112] ont
par ailleurs généralisé le calcul pour des particules ellipsoïdales quelconques, même dans le cas d'un
enrobage anisotropique.
On peut par exemple partir des expressions de Bohren et al. ou de T. Ambjornsson et al. , où l'on
réexprime le champ électrique dans chaque milieu en fonction d'une polarisation �xe en considérant
que :

ǫ1 =
P

ǫ0E1
+ 1 (2.4.28)

Ou ǫ1 est la permittivité de la particule de c÷ur dans la formule de Bohren et E1 le champ
électrique interne.

Comme pour la sphère, raisonnons pour simplifer, en considérant que le champs électrique et la
polarisation sont parallèle et sont dirigé selon un axe particulier de l'ellipsoide (calcul unidimensionel),
le cas générale ne di�ère pas. T. Ambjornsson et al. ont détérminé l'expression du champ electrique
de coeur E1 d'une particule ellipsoidique isolée en fonction de la permittivité de coeur ǫ1, de celle
d'enrobage ǫr et du champs externe E3 . Dans notre cas ou l'on a un enrobage isotrope et une particule
sphéroide, la formule général se simpli�e considérablement et l'on peut écrire pour le champs interne
E1 :

E1 = − E3 ǫr

N2
1

(

(

ǫr +
1
N2

− 1
) ((

1− 1
N1

)

ǫr − ǫ1

)

−
V1 N2 (ǫr−ǫ1)

((

1− 1
N2

)

ǫr+
1

N2
−1

)

N1 V2

) (2.4.29)
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E3 est le champs externe, N1, N2 représente le coe�cient de dépolarisation du sphéroide de coeur
et d'enrobage respectivement selon la composante que l'on considère (voir tableau 1.1), V1, V2 le
volume de coeur et total respectivement. En générale N1 et N2 sont di�érents, en e�et en coordonée
elliptique, deux ellipses de coordonnées di�érentes n'on pas le même rapport d'axe.
Pour de faibles enrobages néanmoins on peut considérer que N1 ≈ N2.

A partir de la �gure (2.10), posons :

K =
Bi

Ai
(2.4.30)

et :

α =
Be

Bi
(2.4.31)

Par commodité (et par similitude avec le cas de la sphère, du �l et du disque) posons :

αt =
V2

V1
(2.4.32)

On peut alors facilement montrer que dans le cas de particules sphéroides, αt peut s'écrire :

αt = α2
√

α2K2 + (1−K)(1 +K) (2.4.33)

Posons par ailleurs dans l'approximation de faibles enrobages :

m =
1

N1
≈ 1

N2
(2.4.34)

On peut alors monter que le champs électrique dans le coeur de la particule sphéroide se réecrit :

E1 = − E3m
2 ǫr

(ǫr +m− 1) ((1−m) ǫr − ǫ1)− (ǫr−ǫ1) ((1−m) ǫr+m−1)
αt

(2.4.35)

Puisque l'on désire exprimer le champs E1 en fonction d'une polarisation homogène de coeur P
posons :

ǫ1 =
P

ǫ0E1
+ 1 (2.4.36)

L'équation linéaire triviale qui en decoule permet d'éxprimer le champs interne E1 en fonction de
P et E3 :

E1 =
αt
(

(−ǫr −m+ 1) P + ǫ0E3m
2 ǫr
)

+ ((1−m) ǫr +m− 1) P

ǫ0 αt ((m− 1) ǫ2r + (m2 − 2m+ 2) ǫr +m− 1) + ǫ0 ((1−m) ǫ2r + (2m− 2) ǫr −m+ 1)
(2.4.37)

T. Ambjornsson et al. ont également calculé la polarisibilité d'une particule ellipsoidique enrobée.
La polarisibilité est dé�nit ainsi dans leur étude :

pt = 4π ǫ0E3 αvv (2.4.38)

Ou αvv est la polarisibilité et pt le moment dipolaire totale de la particule isolée.
Dans le cas d'une particule sphéroide avec un dielectrique d'enrobage isotrope, la polarisibilité

ainsi dé�nie vaut selon les auteurs :
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αvv =

V2

(

(ǫr − 1)
((

1− 1
N1

)

ǫr − ǫ1

)

−
Vi N2 (ǫr−ǫ1)

((

1− 1
N2

)

ǫr−1
)

N1 V2

)

4πN2

(

(

ǫr +
1
N2

− 1
) ((

1− 1
N1

)

ǫr − ǫ1

)

−
Vi N2 (ǫr−ǫ1)

((

1− 1
N2

)

ǫr+
1

N2
−1

)

N1 V2

) (2.4.39)

En posant les même variables que pour E1 ( m et αt dans l'approximation d'un faible enrobage )
on peut écrire pour αvv :

αvv =
V2m

(

(ǫr − 1) ((1−m) ǫr − ǫ1)− (ǫr−ǫ1) ((1−m) ǫr−1)
αt

)

4π
(

(ǫr +m− 1) ((1−m) ǫr − ǫ1)− (ǫr−ǫ1) ((1−m) ǫr+m−1)
αt

) (2.4.40)

Ce qui permet d'écrire pour la polarisation volumique totale de la particule :

PT =
ǫ0E3m

(

(ǫr − 1) ((1−m) ǫr − ǫ1)− (ǫr−ǫ1) ((1−m) ǫr−1)
αt

)

(ǫr +m− 1) ((1−m) ǫr − ǫ1)− (ǫr−ǫ1) ((1−m) ǫr+m−1)
αt

(2.4.41)

Considérons à nouveau que :

ǫ1 =
P

ǫ0E1
+ 1 (2.4.42)

Ou l'on remplace E1 par sa valeur à partir de l'équation (2.4.37). On peut alors exprimer la
polarisation volumique totale PT en fonction de ǫr et E3 :

PT =
m2 ǫr P + ǫ0E3

(((

αt − 1
)

m2 +
(

1− αt
)

m
)

ǫ2r +
((

1− αt
)

m2 +
(

2αt − 2
)

m
)

ǫr +
(

1− αt
)

m
)

((αt − 1) m− αt + 1) ǫ2r + (αtm2 + (2− 2αt) m+ 2αt − 2) ǫr + (αt − 1) m− αt + 1
(2.4.43)

Jusqu'a présent nous traitions le cas de la particules sphéroide isolée, pour obtenir les relations
utiles pour une particules dans un millieu e�ectif raisonnons comme pour la sphère et considérons
que le champs total ressenti par la particule est la somme d'un champ appliqué et du champ généré
par la polarisation du millieu :

E3 =
PT

ǫ0m
+ Eapp (2.4.44)

En injectant la formule (2.4.44) dans (2.4.43), on obtient la polarisation volumique totale PT de
la particule dans un millieu e�ectif, et en faisant ensuite de même avec la formule (2.4.37), on peut
en dé�nitive écrire :

E1i = βi ·
Pi

ǫ0
+ γi · Eappi (2.4.45)

ou i = x, y, z, P et Eapp étant la polarisation de la particule et le champ appliqué, notons que
contrairement au cas de a sphère, le coe�cient β et γ dépendent maintenant des coordonées de l'espace.

De même la polarisation volumique totale dans le matériau peut s'écrire :

PT i = β
′

iPi + γ
′

iEappi (2.4.46)

Avec :
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Bi = Ci α = Be

Bi

βi = − αt − 1

[(mi − 1)αt + 1]ǫr + αt − 1

γi =
miα

tǫr

[(mi1)αt + 1]ǫr + αt − 1

β
′

=
miǫr

[(mi − 1)αt + 1]ǫr + αt − 1

γi
′

=
(αt − 1)[(mi − 1)ǫ0ǫ

2
r − (mi − 2)ǫ0ǫr − ǫ0]

[(mi − 1)αt + 1]ǫr + αt − 1

mi =
1
Ni

Ni i = x, y, z

t = 3,m = 3 t = 2,m = 2 t = 1,m = 1

ǫeff =
Ni ǫr (ǫr − ǫi)

(

Γ− αt
)

+ ǫr
(

αt ǫr − ǫr + ǫi
)

Ni (ǫr − ǫi) (Γ− αt) + αt ǫr

i = x, y, z Ni

i Γ

Γ = Neni

Nini
Γ ≈ 1

ǫeff =

⎛

⎝

ǫx 0 0
0 ǫy 0
0 0 ǫz

⎞

⎠



2.5. CONCLUSION 65

2.5 Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre, qu'il existe de nombreux modèles analytiques capables de dé-
crire un mélange intime de diélectriques. Dans le cas où nous voulons décrire une céramique de type
core-shell, on peut par exemple utiliser la formule de Emelyanov et al.[5], ou plus empiriquement le
modèle Brick-Wall de I.Rychetsky et al. [53] . Néanmoins ces modèles se contentent de décrire un
mélange de diélectriques là où l'on peut s'attendre à des e�ets fortement non-linéaires comme pour
les ferroélectriques.

Dans le cas de la modélisation d'une céramique férroélectrique de type core-shell, il est plus juste
de déterminer le champ e�ectif ressenti par le ferroélectrique en utilisant comme variable la polari-
sation (ce qui peut permettre par exemple d'évaluer l'in�uence de la polarisation rémanente sur le
système).

Elaborer un modèle dans cette esprit, nous donne accès au champ électrique interne ressentiE1(P,Eapp, α, ǫr)
en fonction de la polarisation du c÷ur, des propriétés de l'enrobage et du champ externe appliqué.

Si l'on accepte de négliger les e�ets élastiques forcément présents entre l'enrobage et le c÷ur, on
peut à priori se servir de ce modèle pour prédire le comportement du ferroélectrique de c÷ur.

En e�et on peut injecter un tel modèle dans une description phénomologique de type Landau. En
généralisant ce modèle pour des systèmes core-shell aux géométries moins simples, on peut également
étudier l'in�uence de la géométrie des particules sur l'ensemble du diagramme de phase de BaTiO

3

par exemple. Les calculs numériques dans le cas du dot enrobé, nous ont permis de véri�er que le
champ e�ectif moyen décrit correctement le champ ressenti dans un système discret (et dans le cas
d'une polarisation homogène) et encourage donc l'utilisation des méthodes par champ e�ectif moyen
pour décrire les systèmes nanométrique. Nous allons donc dans la suite utiliser le modèle core-shell
dévellopé dans ce chapitre pour l'inclure dans le formalisme phénomologique de Landau.
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Chapitre 3

Calculs phénomologiques du système

core-shell

3.1 In�uence de la taille des grains dans le BaTiO
3

Avant d'évoquer la modélisation des systèmes core-shell à proprement parler, il est important de
mentionner l'état de nos connaissances sur l'e�et de la taille des grains dans une céramique ferroélec-
trique (principalement à travers des études portant sur le BaTiO

3
). En e�et comme nous le verrons,

les nano-céramiques ferroélectriques peuvent être vues comme des composites core-shell e�ectifs, et
une bonne partie des e�ets observés expérimentalement découlent directement de cette constatation.
Il est peu surprenant qu'expérimentalement toutes les propriétés élastiques ou diélectriques des céra-
miques ferroélectriques dépendent grandement de la distribution de taille, et donc de la taille moyenne
des grains.

En e�et à cause des contraintes internes, du champ électrique local, de la formation de domaines, des
joints de grain, des impuretés, défauts etc. les grains répondent de manière di�érente selon leurs tailles.

Il existe beaucoup d'études portant sur l'in�uence de la taille des grains sur BaTiO
3
. Concernant

la constante diélectrique, bien que les conclusions des études sur ce sujet [18], ne soient pas uniformes,
Il ressort globalement que la constante diélectrique augmente avec la réduction de la taille moyenne
des grains, jusqu'à un optimum autour de 500 nm (voir �gure 3.1), ou elle rediminue ensuite [36] [62]
[6] .

Ce phénomène est très probablement lié à la disparition des zones de domaines polaires à l'intérieur
du grain. En e�et à cause du champ dépolarisant local, et des contraintes élastiques environnantes
générées par les transitions de phase, des domaines de polarisation à 90 ◦se forment et contribuent
signi�cativement à la réponse diélectrique de la céramique.

En diminuant la taille des grains, la con�guration mono-domaine devient de plus en plus favorable
[1], et les contraintes élastiques environnantes ne sont donc plus compensées par la formation de zone
de domaine polaire [36], de plus, le champ dépolarisant local devient plus important. Contraintes et
champ dépolarisant local peuvent donc expliquer au moins partiellement la baisse de la constante
diélectrique (puis de la ferroélectricité, voir section suivante) [129].
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Figure 3.1 � Permittivité relative à température ambiante en fonction de la taille de grain. A noter
que l'abscisse est en échelle logarithmique. On note donc un maxima de la permittivité relative pour
des tailles aux alentours de 500 nm. Courbe tirée de l'article de Buscaglia et al. [129]

3.1.1 Nanoparticules de BaTiO
3

Nous allons tout particulièrement nous intéresser au cas des nanoparticules de BaTiO
3
. Comme

déjà mentionné, à partir d'une certaine taille (évaluée à 300 nm [1]), les grains sont considérés comme
mono-domaines pour des raisons d'ordre énergétique [89]. Par ailleurs le changement de taille induit
généralement un changement de phase dans la particule mono-domaine [89]. En dessous d'une taille
critique, la ferroélectricité dans la particule disparait complètement à température ambiante. Mais
la taille critique varie beaucoup selon les di�érentes études e�ectuées à ce jour. Ainsi les premières
investigations de Uchino et al. [60] on montré une taille critique de l'ordre de 120 nm à température
ambiante.

Mais Pithan et al. [26] ont montré grâce à la spectroscopie Raman la présence de la phase qua-
dratique dans des nano-poudre de BaTiO

3
( ≈ 10 nm ) et dans la céramique correspondante ( ≈ 35

nm ). Zhao et al. [129] ont évalué la taille critique des céramiques de BaTiO
3
entre 10 et 30 nm. Arlt

et al [36] ont relevé la coexistence de di�érentes phases ferroélectriques pour des tailles de grain en
dessous de 700 nm. Yashima et al [124] ont en outre détecté le mélange de phases quadratiques et
hexagonales dans des particules de 40 nm grâce à la spectroscopie Raman. Xiao et al [23] ont prouvé
la coexistence de phases ferroélectriques quadratiques et orthorhombiques dans des céramiques à base
de nano-poudres de BaTiO

3
à température ambiante.

Comme nous le mentionnons précédemment, la structure core-shell naturelle du grain et l'e�et des
contraintes sont probablement responsables pour une bonne part des propriétés observées à l'échelle
macroscopique. La structure core-shell dans les nano-grains de BaTiO

3
a été mise en évidence par

l'utilisation de techniques TEM [61]. Huang et al. [50] ont suggérés que la présence de phases de
symétrie hexagonale peut être attribuée à la coexistence de phases cubiques/quadratiques à l'échelle
nanométrique.

Wada et al. [108] ont appuyés ce modèle composite constitué d'une coexistence de la phase qua-
dratique et cubique. Zhao et al. [129] ont démontrés l'existence d'une couche paraéléctrique (ou
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quasi-paraéléctrique) à la surface des grains de BaTiO
3
. Hoshina et al. [47] considèrent que les pro-

priétés des grains de BaTiO
3
s'expliquent bien en considérant un modèle avec pour le grain, un c÷ur

quadratique, un gradient de contrainte sur l'épaisseur de quelques mailles et une surface constituée
de mailles cubiques.

Figure 3.2 � Taille critique de la ferroélectricité en fonction des études et des années de publication.
Les études plus récentes montrent la permanence de la ferroélectricité pour des tailles de plus en plus
petites. Notez néanmoins que la férroelectricité est un terme vague dont la dé�nition peut changer en
fonction des auteurs. Dans le cas des très petites tailles de grains, il n'est pas synonyme de polarisation
spontanée mais d'ordre polaire local. Si toutefois on considère le phénomène de ferroélectricité à travers
l'ordre polaire local, alors nous verrons que ces études suivent une tendance tout à fait en accord avec
la modélisation qui prédit la persistance d'ordre polaire même sur quelques mailles. Cette courbe est
majoritairement tirée du travail de thèse de J.Carreaud

A partir des expériences existantes et de considérations qualitatives, Shan Lin et al. [70] ont mis
au point un potentiel de Landau simple adapté au nano-céramiques de BaTiO

3
. Nous allons détailler

dans la suite le cheminement logique menant vers un tel potentiel.

Les auteurs prennent comme point de départ le potentiel de Landau de Li et al. [69]. Contraire-
ment aux potentiels classiques de Landau pour le BaTiO

3
qui est une expansion polynomiale (paire)

à l'ordre de 6, Li et al. [69] suggère de rajouter un terme d'ordre 8 qui permet d'a�ner la description
du mono-cristal pour des déformations au dessus de 1 % qui peuvent apparaître dans le cas de �lms
minces de BaTiO

3
épitaxiés 1.

A noter qu'il existe d'autres potentiels comme celui de Bell et al. [9] ou plus récents (à l'ordre 8)
comme celui de Wang et al. [120]. Bien que quantitativement le potentiel de Wang et al. décrive
mieux la polarisation dans la phase rhomboédrique, Leontyev et al. [67] ont montré que le potentiel
de Landau de Li et al. [69], reste en très bon accord avec les valeurs expérimentales de la polarisation
même pour des champs électriques au dessus de 25 MV/m (jusqu'à 55 MV/m, ce qui n'est pas le cas
des autres potentiels de Landau).

1. D'autres auteurs ont proposés de rajouter un terme à l'ordre 8 pour d'autres ferroélectriques tel que PZT ou
PMN-PT a�n de rendre compte de nouvelles symétries observées expérimentalement, Sergienko et al. [99] ont par
ailleurs démontrés formellement grâce à la théorie des groupes et la théorie de la catastrophe que toutes les phases
permises par la symétrie du paramètre d'ordre ferroélectrique sont contenues dans un super-potentiel à l'ordre 12. Tous
les potentiels GLD existants sont donc des approximations plus ou moins bonnes de ce super-potentiel ; comme dans le
cas de BT par exemple
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Le potentiel de Landau de Lin et al. [70] (ou bien l'énergie libre de Gibbs) peut s'écrire :
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(3.1.1)

Avec Pi la polarisation, σi les termes du tenseur de contrainte dans la notation de Voigt ; et
αi, αij , αijk, αijkl la rigidité diélectrique aux di�érents ordres, Sij sont les coe�cients de compliance
élastique, Qij est la constante électrostrictive. Le terme de rigidité linéaire α1(T ) dépend de la tem-
pérature et de la température de Curie avec :

α1(T ) = α0(T − Tc) (3.1.2)

Avec α une constante, et Tc = 115◦C . Notons que dans le cas où aucune contrainte n'est appliquée
sur le matériau, on peut obtenir la déformation en utilisant les formules suivantes ou ηn désigne une
composante du tenseur de déformation dans la notation de Voigt :

η1 =Q11P
2
1 +Q12P

2
2 +Q12P

2
3

η2 =Q12P
2
1 +Q11P

2
2 +Q12P

2
3

η3 =Q12P
2
1 +Q12P

2
2 +Q11P

2
3

η4 =Q44P1P2

η5 =Q44P1P3

η6 =Q44P2P3

(3.1.3)

Deux constatations expérimentales poussent alors Lin et al. à modi�er le potentiel de Landau
a�n de s'adapter à la description des céramiques nanométriques. Pour commencer, comme l'avait
fait remarquer Emelyanov et al [5] la température de Curie est systématiquement translatée vers
des températures plus basses de manière inversement linéaire à la taille moyenne des grains de la
céramique. D'autres parts comme nous l'avons déjà évoqué, certaines études soutiennent que les
nano-céramiques sont caractérisées par la présence d'une phase rhomboédrique même à température
ambiante. Lin explique alors ces deux e�ets comme le résultat de deux contributions di�érentes. La
variation de la température de Curie, est selon eux le résultat de la tension de surface des grains
de la céramique. En e�et il a été montré expérimentalement que la pression hydrostatique a pour
e�et de réduire la température de Curie [8] (ce que l'on peut retrouver dans l'expression de l'energie
libre). Or la tension de surface produit physiquement un e�et proche de celui généré par une pression
hydrostatique.
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Table 3.1 � Valeur des constantes du potentiel d'énergie libre déterminées par Li et al. (et Lin et al.
pour K1 et K2). La temperature est en ◦C, les autres paramètres sont donnés en unité S.I

Constantes Valeurs Constantes Valeurs

α1(T ) 4.124× 105(T − 115) α11 −2.097× 108

α12 7.974× 108 α111 1.294× 109

α112 −1.950× 109 α123 −2.500× 109

α1111 3.863× 1010 α1112 2.529× 1010

α1122 1.637× 1010 α1123 1.367× 1010

Q11 0.11 Q12 −0.043

Q44 0.059 S11 8.3× 1012

S12 −2.5× 1012 S44 9.24× 1012

K1 0.46 K2 −10.0

Il en résulte une modi�cation du terme de rigidité quadratique α1(T ) où l'on peut écrire dans ce cas
là :

α∗
1(T, d) = α1(T ) +

K1

d
(3.1.4)

où d correspond au diamètre moyen des grains de la céramique en mètre et K1 à une constante.
La modi�cation de ce terme se répercute immédiatement sur la température de Curie de la céra-

mique avec :

∆Tc =
K1

d · α0
(3.1.5)

La présence de phases rhomboédriques à plus haute température est interprétée quant à elle, comme
étant le résultat des contraintes de cisaillements qui peuvent devenir importantes dans les céramiques
nanométriques, et qui vont donc encourager la formation d'une phase rhomboédrique à plus haute
température. Ce phénomène se traduit par une modi�cation du terme de rigidité d'ordre deux α12

avec :

α∗
12 = α12 +

K2

d
(3.1.6)

Ou K2 est une constante.
Le comportement moyen d'une nano-céramique peut donc être exprimé sous la forme d'une nou-

velle énergie libre, qui ne prend plus en compte les contraintes individuelles et donc les interactions
élastique-polarisation de chaque grain. Cette nouvelle énergie libre s'exprimera ainsi (la valeur des
di�érents paramètres est donnée dans le tableau 3.1) :
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G∗
1 =α∗

1(T )(P
2
1 + P 2

2 + P 2
3 ) + α11(P

4
1 + P 4

2 + P 4
3 )

+ α∗
12(P

2
1P

2
2 + P 2

2P
2
3 + P 2

3P
2
1 ) + α111(P

6
1 + P 6

2 + P 6
3 )

+ α112[P
2
1 (P

4
2 + P 4

3 ) + P 2
2 (P

4
1 + P 4

3 ) + P 2
3 (P

4
1 + P 4

2 )]

+ α123P
2
1P

2
2P

2
3 + α1111(P

8
1 + P 8

2 + P 8
3 )

+ α1112[P
6
1 (P

2
2 + P 2

3 ) + P 6
2 (P

2
1 + P 2

3 ) + P 6
3 (P

2
1 + P 2

2 )]

+ α1122(P
4
1P

4
2 + P 4

2P
4
3 + P 4

1P
4
3 )

+ α1123(P
4
1P

2
2P

2
3 + P 4

2P
2
1P

2
3 + P 4

3P
2
1P

2
2 )

(3.1.7)

Bien que ce potentiel fasse usage d'approximations assez fortes (il ne tient pas compte de l'e�et
de la distribution et/ou de la forme des grains notamment), la �gure 3.3 démontre qu'il rend compte
correctement des di�érentes observations expérimentales dans le domaine des nano-céramique en par-
ticulier concernant la température de Curie et les changements de phases observées (en revanche
notons que le décalage de la phase rhomboédrique n'a pas de soutient expérimental clair). Ce poten-
tiel prédit également un comportement intéressant aux très petites tailles (5-20 nm) avec l'existence
d'un double point triple où coexistent les phases rhomboédrique, orthorhombique et quadratique (�-
gure 3.4) .

Figure 3.3 � Diagramme de phase des nano-céramiques en fonction du diamètre des grains (nano-
céramiques homogènes en tailles) et de la température, selon le potentiel de Lin et al. (tracé continu)
et d'après la littérature. Courbe tirée de l'article de Lin et al. [70]

Pour interpréter la di�érence en amplitude entre la permittivité attendue par la théorie et celle
mesurée experimentalement, Lin et al. invoque un e�et physique core-shell. Reprenant le modèle de
Emelyanov et al. les grains sont ainsi structurés sur le modèle du core-shell avec un enrobage diélec-
trique d'épaisseur constante (quelle que soit la taille de la particule) d'épaisseur moyenne e�ective de
l'ordre d = 0.7 nm, et une permittivité ǫd = 70 2.

2. Des ordres de grandeurs souvent rapportés par ailleurs dans la littérature [1]
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Figure 3.4 � Comportement attendu aux très petites tailles d'après le potentiel de Lin et al. ou
l'on peut noter la présence d'un point triple ou coexistent les trois phases ferroélectrique du BaTiO

3
.

Cette courbe est tirée de l'article de Lin et al. [70]

Les auteurs supposent également la présence d'une "couche morte" (dead layer) dieectrique autour
du grain, a�n de pouvoir reproduire les mesures de permittivité observé experimentalement. Ainsi en
utilisant la formule d'Emelyanov et al. (2.2.26) du chapitre 2, et en tenant compte de l'orientation
aléatoire des grains de la céramique, la comparaison entre la théorie et l'expérience s'avère correct
pour la température de Curie autant que pour l'ordre de grandeur de la permittivité. De grandes
di�érences d'amplitudes apparaissent cependant au niveau du pic diélectrique lié à la transition T-C.
En e�et dans les nano-céramiques la distribution de taille des grains implique une distribution de la
température de Curie de la céramique. Le pic de transition T-C apparait donc beaucoup plus lissé et
bas que celui attendu dans le cadre d'une céramique idéale homogène.

Le raisonnement de Lin et al. sou�re néanmoins d'une omission majeure. En e�et dans cette étude,
les auteurs ne soupçonnent pas la possibilité - pourtant proposé par Emelyanov et al. eux même

- que ce soit simplement l'enrobage diélectrique qui soit, au moins partiellement, responsable de la
translation de température de Curie vers des températures plus basses.
Il est vrai, et nous l'avions fait remarquer, que la démonstration d'Emelyanov et al. relève plus d'une
extrapolation pour T < Tc. Pour comprendre cela, on peut s'aiser de la �gure 3.5). Sur cette der-
nière, la courbe rouge représente la permittivité de départ c'est à dire celle du c÷ur ferroélectrique.
Les courbes bleues représentent les courbes de permittivité du core-shell, c'est à dire après utilisation
de la formule d'Emelyanov (2.2.26). Emelyanov et al. (Courbe bleu clair) ont étudié le comportement
du core-shell pour T > Tc et extrapolent (courbes pointillées) le comportement de ce système en
dessous de Tc. Dans ce cas là, on observe bien un déplacement du pic de transition de Curie. En
revanche Lin et al. (Courbe bleu foncée) se contentent d'utiliser la courbe diélectrique de départ et
d'appliquer la formule d'Emelyanov en chaques points (ce qui est également correct). Dans ce cas là,
aucune translation du pic de Curie n'est constatée ce qui les pousse à invoquer un autre phénomène
pour expliquer la translation de Tc. L'utilisation systématique de la formule d'Emelyanov à partir
d'un spectre diélectrique complet (depuis les basses températures et jusqu'à Tc) ne permet donc

pas de voir un décalage du pic de la température de Curie .
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Figure 3.5 � Deux utilisations possibles de la formule de Emelyanov et al [5]

3.1.2 Energie libre d'un système core-shell

Puisque le système core-shell a une in�uence sur la température de Curie, on peut se demander
quelle pourrait être la formulation de l'énergie libre d'un système core-shell. Les nano-céramiques sont
assurément gouvernées - pour une bonne part - par des phénomènes liés à la présence d'un shell. Une
formulation de l'énergie libre devrait donc permettre de mieux cerner le comportement des nanocé-
ramiques.

Considérons le modèle core-shell (sphérique ou autre) utilisé plus haut (où l'on rappelle que les
grains sont tous orientés dans la même direction), Bien que ce soit un système très idéal, il permet de
comprendre l'e�et dielectrique du core-shell sur une nano-céramique. Nous avions alors montré que
dans un tel système, le champ électrique interne pouvait s'écrire (à une dimension) :

E1 = β
P

ǫ0
+ γEapp (3.1.8)

où P est la polarisation homogène de c÷ur, Eapp un champ homogène appliqué dans la direction
de la polarisation et β, γ des constantes qui dépendent directement de la permittivité et l'épaisseur
de l'enrobage.

β peut donc être vu comme une constante de dépolarisation e�ective. Ce qui signi�e que, contraire-
ment au cas d'un système in�ni, une céramique core-shell ressent un champ dépolarisant micro-

scopique.
On doit donc rajouter dans l'expression de l'énergie libre le terme de densité d'énergie associé au

champ de dépolarisation du core-shell c'est à dire en vertu de la formule (1.1.17) :

εdep =
1

2

∑

i

βi
P 2
i

ǫ0
(3.1.9)

Ainsi que l'énergie du champ éléctrique appliqué :

εEapp = −
∑

Pi · γiEappi (3.1.10)

Avec i = x, y, z L'énergie libre du c÷ur peut donc s'exprimer à une dimension ainsi :
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Dans le cas général à trois dimensions l'énergie libre peut s'écrire :

G =α(T − Tc)(P
2
1 + P 2

2 + P 2
3 ) + α11(P

4
1 + P 4

2 + P 4
3 )

+ ...− 1

2
β1

P 2
1
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− 1

2
β2

P 2
2

ǫ0
− 1

2
β3

P 2
3

ǫ0
− P1 · γ1Eapp1 − P2 · γ2Eapp2 − P3 · γ3Eapp3

(3.1.14)

Mentionnons que dans le cas d'un core-shell sphérique β1 = β2 = β3 et γ1 = γ2 = γ3. D'autre
part dans tout les cas où l'on a une transition quadratique-cubique à la température de Curie (dans
la majorité des con�gurations) P1 = P2 = 0 et on retombe sur un cas unidimensionnel.

Le développement précédent montre que la rigidité linéaire e�ective d'un système core-shell est mo-
di�ée par l'enrobage diélectrique. Il est donc intéressant de comparer l'e�et du core-shell avec celui
supposé de la tension de surface d'après Lin et al.

Figure 3.7 � Comparaison de l'e�et supposé de la tension de surface (Lin et al.) et de l'e�et électro-
statique du système core-shell

Nous avons tracé dans la �gure 3.7 la translation de la temperature de Curie qui découle de l'e�et
supposé de la tension de surface contre celui qui devrait découer de l'énergie de dépolarisation générée
par la "couche morte" présente autour du grain selon les auteurs (avec selon ces derniers ǫd ≈ 70 et
e = 0.7 nm)

Ce graphique montre que l'in�uence de l'enrobage sur le cristal est du même ordre de grandeur
que celui supposé par Lin et al. comme étant la résultante des forces de tensions de surface. En
modi�ant légèrement les valeurs de la permittivité et d'épaisseur de la "couche morte" ( ǫd ≈ 100
et e = 0.5 ), on obtient un comportement très proche de celui constaté expérimentalement par Lin
et al. (Tout en sachant qu'une modi�cation légère de ǫd ne modi�e pas considérablement les valeurs
expérimentales de la permittivité mentionées par Lin et al.).
En d'autres termes, cela signi�e que dans une céramique nanométrique, les grains se com-

portent individuellement comme un système core-shell avec un enrobage e�ectif de

permittivité donnée., où l'on peut négliger l'interaction élastique par rapport au terme

d'écrantage diélectrique.
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Attention : ici il s'agit bien d'un core-shell e�ectif, résultant de plusieurs phénomènes physiques,
comme la présence de gradients dans les particules, les di�érentes contraintes auxquelles le système
est soumis, et éventuellement un e�et de tension de surface. Mais ce qu'il faut retenir c'est que l'e�et
provient simplement de l'écrantage électrique de la partie d'enrobage para-électrique ou diélectrique.

3.1.3 Champ dépolarisant réel d'un ferroélectrique

Nous avions jusqu'à présent considéré l'énergie du champ dépolarisant à l'aide de la formule
(1.1.17). De même, nous considérions le comportement diélectrique d'un ferroélectrique dans sa phase
para-électrique à l'aide de la loi de Curie que l'on peut déduire des expressions de Landau pour un
ferroélectrique :

χ =
1

2ǫ0A(T − T0)
=

1

K(T − T0)
(3.1.15)

Il est néanmoins important de remarquer que la loi de Curie ne décrit plus correctement un para-
électrique aux grandes températures ( T → ∞ ). En e�et on constate que cette dernière prédit une
susceptibilité nulle aux grandes températures. Or expérimentalement, un paraélectrique possède une
susceptibilité rémanente non nulle, voire de quelques dizaines.

Ce phénomène découle du fait que la susceptibilité d'un ferroélectrique ne peut pas être réduite
seulement au phénomène de déplacement ionique permanant. Or à haute température les autres
contributions à la susceptibilité ne sont absolument pas décrites par l'énergie libre de Landau et n'ap-
paraissent donc pas dans la loi de Curie.

Lines et Glass [71] font remarquer que la susceptibilité diélectrique totale χT d'un ferroélectrique
peut être exprimée comme la somme d'une partie linéaire et d'une partie non linéaire :

χT = χ0 + χ(T,E, σ) (3.1.16)

Où χ(T,E, σ) correspond à la susceptibilité non linéaire avec E le champ électrique et σ la
contrainte interne.

Il en découle que la polarisation totale d'un ferroélectrique soumis à un champ électrique E, est
la somme d'une composante linéaire PE et d'une composante liée au moment dipolaire permanant
du cristal.

PT = PE + P (3.1.17)

Lorsque le champ électrique interne (champ de dépolarisation) et externe (champ appliqué par
l'utilisateur) sont nuls (situation présente dans le cas d'un monocristal en court-circuit par exemple),
la polarisation du ferroélectrique peut être correctement décrite par l'énergie libre de Landau clas-
sique. Dans les autres cas il est nécessaire d'apporter un facteur de correction ou bien d'exprimer
di�éremment l'énergie libre, a�n de tenir compte de l'écrantage du champ électrique par la suscepti-
bilité linaire χ0 = χb, généralement appelée dans la littérature : susceptibilité de fond ( background

susceptibility).

Pour tenir compte de la susceptibilité de fond, deux approches sont généralement utilisées. "L'école"
classique encourage simplement à modi�er la valeur de la permittivité du vide et à la remplacer par
la constante diélectrique du matériau. Dans ce cas là, il convient de tenir compte de cette constante
diélectrique pour le calcul du champ dépolarisant et donc dans l'expression de l'énergie de dépolari-
sation. Puisque la permittivité du vide ne �gure pas explicitement dans l'expression de l'énergie libre,
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une di�érence apparaitra essentiellement s'il existe un champ dépolarisant.

Zheng et al. [128] ont réexprimé l'énergie libre de Landau en tenant compte de la susceptibilité
de fond. Pour cela, considérons un matériau quelconque ayant une polarisation totale PT , son vecteur
déplacement ~D peut s'écrire :

~D = ǫ0 ~E + ~PT (3.1.18)

Maintenant supposons que, la polarisation de ce même matériau soit la somme d'une polarisation
permanente P et d'une polarisation induite par la susceptibilité χb du matériau, avec PT = PE+P =
χbE + P , on peut alors écrire de manière complètement équivalente :

~D = ǫb ~E + ~P (3.1.19)

Considérons à présent, l'énergie libre de Landau F (P,E) dans le cas d'un cristal sans contrainte
et in�ni, on peut alors écrire par dé�nition que :

dF

dE
= −D (3.1.20)

où D correspond à la formule du vecteur déplacement (3.1.18). Il en résulte que si on considère
que P n'a pas de relation explicite avec le champ électrique E que :

F (P,E) = [F (P,E)]E=0 − P · E −
∫ E

0
ǫb · EdE = F0 − P · E − 1

2
ǫbE

2 (3.1.21)

Puisque E = Ed + Eapp ou Ed est le champ de dépolarisation et Eapp correspond au champ
externe, il en résulte qu'à une dimension et dans le cas d'une polarisation homogène, l'énergie libre
peut s'écrire :

F = α0(T − Tc)P
2 + α11P

4 + ...− P · (Eapp + Ed)−
1

2
ǫb(Eapp + Ed)

2 (3.1.22)

où P correspond ici non plus à la polarisation totale PT , mais seulement à la polarisation perma-
nente (ou spontanée) P . Les auteurs dénomment cette approche la SPOP (Spontaneous Polarization
Order Parameter). En e�et dans cette approche le paramètre d'ordre n'est plus la polarisation to-
tale mais la polarisation spontanée. A l'inverse et pour des raisons semblables, l'approche classique
est dénommée TPOP (Total Polarization Order Parameter). Avec l'expression de l'énergie libre dans
l'approche SPOP, on retrouve une nouvelle loi de Curie plus proche du comportement réel d'un
paraélectrique :

χT = χ+ χb =
1

K|T − Tc|
+ χb (3.1.23)

La susceptibilité ou permittivité de fond χb, ǫb, est une donnée expérimentale supplémentaire qu'il est
nécessaire de mesurer pour chaque ferroélectrique. Dans le cas des ferroélectriques PbTiO

3
, BaTiO

3
,

SrTiO
3
ou CaTiO

3
, la constante de fond est de l'ordre de 50-100 ǫ0 [122].

Pour rappel l'énergie libre en TPOP s'écrivait :

F = α0(T − Tc)(PT )
2 + α11(PT )

4 + ...− PT · Eapp −
1

2
PT · Ed (3.1.24)

Bien que pour Eapp = 0 et Ed = 0 ,la SPOP et la TPOP se confondent. Dans d'autres situations,
les deux approches peuvent mener à des conclusions considérablement di�érentes.
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Prenons par exemple le cas d'un �lm ferroélectrique in�ni 3 polarisé selon l'axe z perpendiculaire au
plan. Dans l'approche SPOP, on doit le considérer comme un diélectrique linéaire de permittivité ǫb
avec une polarisation spontanée permanente P . Dans ce cas son vecteur induction uniforme et dirigé
uniquement selon z par raison de symétrie peut s'écrire :

D = P + ǫbEd = 0 (3.1.25)

En e�et à l'extérieur du �lm le champ est nul et la continuité du vecteur induction impose donc
que D = 0. Il en résulte que :

Ed = −P

ǫb
(3.1.26)

L'énergie libre du �lm s'écrit donc :

F = α0(T − Tc)P
2 + ...+

P 2

2ǫb
(3.1.27)

Pour rappel, dans la même con�guration géométrique et dans l'approche TPOP, le champ de
dépolarisation et l'énergie libre s'écrivaient :

Ed = −P

ǫ0
(3.1.28)

F = α0(T − Tc)(PT )
2 + ...− (PT )

2

2ǫ0
(3.1.29)

Autrement dit, nous obtenons dans l'approche SPOP un champ de dépolarisation et une énergie
de dépolarisation cent fois moins important(e) que dans l'approche TPOP. L'approche SPOP permet
de mieux expliquer pourquoi dans les �lms minces (en circuit ouvert) la ferroélectricité peut être
préservée à température ambiante. De manière générale l'approche adoptée par Zheng et al. s'accorde
mieux avec les résultats expérimentaux sur les couches minces et multicouches [128].

Approche SPOP et champ dépolarisant du core-shell

Puisque le champ dépolarisant et l'énergie de dépolarisation sont a�ectés dans cette nouvelle ap-
proche, la question se pose également pour les systèmes core-shell où comme nous l'avions montré, il
existe au niveau du c÷ur un champ de dépolarisation e�ectif Ed = β P

ǫ0
.

Si on s'intéresse au cas de la sphère enrobée, nous pouvions écrire (où l'on considère que Eapp = 0) :

E1 = β · PT

ǫ0
= − α3 − 1

(2α3 + 1)ǫr + α3 − 1
· PT

ǫ0
(3.1.30)

où E1 représente le champ électrique homogène ressenti par le c÷ur ferroélectrique. Dans l'ap-
proche SPOP on considère que le ferroélectrique de c÷ur a une permittivité de fond ǫb. On peut donc
écrire :

PT = ǫ0(ǫb − 1)E1 + P (3.1.31)

E1 = − α3 − 1

(2α3 + 1)ǫr + α3 − 1
· ǫ0(ǫb − 1)E1 + P

ǫ0
(3.1.32)

D'où l'on déduit que :

3. On considère que le champ externe Eapp = 0
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E1 = − α3 − 1

(2α3 + 1)ǫr + ǫb(α3 − 1)
· P
ǫ0

(3.1.33)

Le coe�cient de dépolarisation e�ective β est donc modi�é et devient :

β2 = − α3 − 1

(2α3 + 1)ǫr + ǫb(α3 − 1)
(3.1.34)

Pour de faibles enrobages α → 1 et donc (α3 − 1) → 0, il en résulte dans ce cas là que :

β2 ≈ β ≈ − α3 − 1

(2α3 + 1)ǫr
(3.1.35)

Ce qui signi�e que le champ dépolarisant est quasiment identique dans cette nouvelle approche.
L'énergie de dépolarisation n'est en revanche pas nécessairement identique en e�et elle s'écrit dans
l'approche SPOP :

εdep = −P · E1 −
1

2
ǫdE

2
1 (3.1.36)

Soit (en se rappelant que β < 0) :

εdep ≈
1

2
|β| · [2− ǫb|β|]

P 2

ǫ0
(3.1.37)

Pour BaTiO
3
dans le cas particulier, d'un enrobage d'épaisseur de l'ordre de 1 % et une faible

permittivité (1-5) le produit ǫb|β| ≈ 1 et l'énergie de dépolarisation est quasiment identique à celle
obtenue dans l'approche TPOP. En revanche pour des épaisseurs plus faibles ou une permittivité
ǫr plus grande ǫb|β| ≪ 1 et donc l'énergie de dépolarisation peut aller jusqu'a doubler (et donc
contrairement au cas du �lm, l'énergie ici est sous-estimée).
L'utilisation de l'approche SPOP est loin de faire le consensus dans la communauté des modélisateurs.
Et son utilisation dans la formulation de l'énergie libre de Landau, et concurrencée par l'approche
classique. Nous utiliserons pour la suite le formalisme de l'approche SPOP. Il convient cependant de
relever à partir des considérations précédentes que pour des faibles enrobages à la silice la di�érence
sera souvent quantitativement peu perceptible. L'utilisation de l'une ou l'autre des méthodes n'induira
pas dans notre cas de di�érences fondamentales.

3.2 In�uence de la forme et de l'enrobage d'un ferroélectrique sur
son diagramme de phase

L'énergie libre que nous avons formulé, décrit l'énergie libre du c÷ur en fonction d'un champ
électrique homogène externe Eapp. Cette expression nous permet donc de prédire la polarisation P
du c÷ur et les phases cristallines. Néanmoins pour évaluer quantitativement la polarisation totale
moyenne du composite PT il faut utiliser le couple de termes β

′

et γ
′

avec pour rappel :

PT = β
′

P + γ
′

Eapp (3.2.1)

D'où il ressort, que l'énergie libre totale du composite qui s'exprime comme une fonction de PT

doit inclure l'expression de P en fonction de PT c'est à dire remplacer P par :

P =
PT − γ

′

Eapp

β′
(3.2.2)
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Dans le cas de faibles enrobages, de faibles permittivités (comme se sera souvent le cas) et pour
le calcul de la polarisation, on peut prendre avantage du fait que :

β
′ ≈ 1 (3.2.3)

Ce qui signi�e que dans le cas où le champ appliqué Eapp est nul ou relativement faible, l'énergie
libre totale de la céramique reste quasiment indiscernable de celle du c÷ur.

3.2.1 Diagramme de phase d'une céramique core-shell de BaTiO
3

En utilisant l'énergie de Landau de Li et al. ( spéci�que à BaTiO
3
) où l'on prend en compte les

rajouts nécessaires à la modélisation du système core-shell, on peut calculer le diagramme de phase
du composite en fonction de la forme de la particule enrobée, de l'épaisseur de l'enrobage, et de sa
permittivité.

Rappelons que l'on se place dans un composite idéal ou toutes les particules enrobées sont iden-
tiques au niveau de leur forme et orientation au sein du matériau.
Pour obtenir la con�guration du système à l'équilibre, il faut minimiser l'expression de l'énergie libre.
Les minimums doit satisfaire les conditions suivantes :

∂F

∂P1
=

∂F

∂P2
=

∂F

∂P3
= 0 (3.2.4)

Puisque l'ordre de grandeur de la polarisation est connu (≈ 10−1C.m−2), une méthode numérique
simple consiste donc à parcourir l'espace des polarisations en selectionnant les con�guration qui
réponde aux conditions précédentes, puis à selectionner les minimums aboslues. Dans le cas ou nous
voulons caluler la polarisation en fonction d'une composante du champ électrique, on peut décomposer
l'energie libre en deux termes :

F = Fa + Fb (3.2.5)

Ou Fa correspond à l'énergie libre avec l'energie de dépolarisation :

Fa = α0(T − Tc)(P
2
1 + P 2

2 + P 2
3 ) + · · ·+

∑

i

1

2
βi
P 2
i

ǫ0
(3.2.6)

Tandis que Fb correspond à la densité d'énergie associée au champ appliqué :

Fb =
∑

i

−PiγiEappi (3.2.7)

Si l'on applique un champs électrique selon une seule composante, par exemple selon z, on peut à
nouveau balayer l'espace des con�gurations de polarisation et selectionner uniquement les con�gura-
tions qui correspondents aux conditions suivantes :

∂Fa

∂P1
=

∂Fa

∂P2
= 0 (3.2.8)

Tandis que la derivée selon z, donne accès au champ electrique externe selon cette même compo-
sante :

∂Fa

∂P3
= γ3Eapp3 (3.2.9)
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Figure 3.8 � Diagrammme de phase de la sphère enrobée où α est le rapport entre le rayon de la
sphère avec l'enrobage et le rayon du c÷ur. Le résultat de cette �gure prend en compte un enrobage
de permittivité ǫr = 5. On peut noter à partir de la �gure une translation linéaire des températures
de transitions de phase

Notons que cette fois çi, on conserve tout les points, même si ce ne sont pas des minimums abo-
solue, a�n de pouvoir determiner l'existance possible d'un hysteresis.

Dans le cadre de l'énergie libre de Landau, le seul paramètre d'ordre pertinent étant le vecteur
polarisation, et puisque le système que l'on modélise ne ressent pas de contraintes élastiques particu-
lière (stress-free), la déformation de la maille élémentaire et donc la phase cristalline du BaTiO

3
est

directement déduite des composantes de la polarisation à savoir :

• P1 = P2 = P3 = 0 correspond à la phase cubique (paraélectrique) (C)

• P1 6= 0, P2 = P3 = 0 correspond à la phase quadratique (T)

• P1 = P2 6= 0, P3 = 0 correspond à la phase orthorhombique (O)

• P1 = P2 = P3 6= 0 correspond à la phase rhomboédrique (R)

Les �gures qui suivent présentent quelques diagrammes de phases du BaTiO
3
calculés grâce à

l'énergie libre de Landau. Ils dépendent de la température et de l'épaisseur de l'enrobage. Nous avons
choisi pour ces modélisations un enrobage de faible permittivité ( ǫr ≈ 5 c.a.d l'ordre de grandeur de
la silice ).

Attention : Puisque il s'agit de calculs modélisant une céramique idéale, ces diagrammes ne tiennent
pas compte de l'e�et des contraintes de cisaillement inter-grains qui semble devenir important aux très
petites tailles. Ce sont donc des diagrammes indépendants de la taille des grains, et qui ne tiennent
compte que du rapport d'enrobage α.
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Figure 3.9 � Diagramme de phase d'une céramique constituée de grains core-shell prolate (�ls) où
K = 0.7, K étant le rapport entre le petit axe et le grand axe de l'ellipsoïde (et comme précédemment
ǫr = 5). De manière peu surprenante, le �l stabilise la phase quadratique au détriment de la phase
orthorhombique

Figure 3.10 � Diagramme de phase d'une céramique constituée de grains core-shell prolate (�ls) où
K = 0.5, les e�ets soulignés précédemment sont accentuées.
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Figure 3.11 � Diagramme de phase d'une céramique constituée de grains core-shell oblate (disque)
oùK = 0.7. Le disque stabilise la formation d'une phase quadratique ou orthorhombique au détriment
de la phase rhomboédrique

Figure 3.12 � Diagramme de phase d'une céramique constitué de grains core-shell oblate (disque)
où K = 0.5, les e�ets soulignés précédemment sont accentuées.
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3.3 Energie stockée dans un ferroélectrique

Il est intéressant à ce stade du développement d'un formalisme pour les céramiques core-shell, de
revenir à notre problématique de départ à savoir l'énergie stockable dans une céramique ferroélectrique.
Nous avions montré grâce à la formule (1.1.27) que dans le cas d'un diélectrique soumis à un champ
E on pouvait toujours écrire la densité d'énergie stockée εn :

εn =

∫ E

0
σe + σPdE (3.3.1)

Mais contrairement au cas d'un diélectrique linéaire l'énergie s'exprime plus naturellement sous la
forme d'une fonction de P . On peut en e�et également exprimer l'énergie stockée dans un diélectrique
(et donc un ferroélectrique) de la manière suivante :

εn =
1

2
ǫ0E

2
max +

∫ Emax

0

dP

dE
EdE (3.3.2)

Graphiquement si Emax = Esat c'est à dire le champ de saturation, (voir la �gure 3.13 la densité
d'énergie stockée correspond à l'aire au dessus de la courbe du cycle d'hystérésis d'un ferroélectrique
(pour un champ électrique positifs), et limitée par la droite y = Ps (où Ps est la polarisation de
saturation).

Il faut bien réaliser que l'énergie stockée dans une céramique composite, est la somme de l'éner-
gie stockée dans le ferroélectrique et de celle stockée dans le diélectrique d'enrobage. Pour de faibles
enrobages de faibles permittivités, on peut néanmoins confondre l'énergie stockée dans la céramique
avec l'énergie stockée dans la composante ferroélectrique.

3.3.1 Stockage de l'énergie dans un composite ferroélectrique

Il est intéressant de comprendre d'un point de vue qualitatif l'intérêt potentiel du stockage de
l'énergie dans un composite ferroélectrique. Pour cela, nous allons considérer dans un premier temps
un modèle simpliste du ferroélectrique.

On peut décrire la courbe P (E) de polarisation d'un ferroélectrique sous champ par une simple
fonction par partie.
Ainsi, pour un champ électrique nul, le ferroélectrique possède une polarisation rémanente non nulle
Pr, pour un champ non-nul la polarisation augmente linéairement avec le champ jusqu'au champ de
saturation où elle plafonne à Ps (polarisation de saturation), en somme :

P (E) :

{

P (E) = Pr + κE, E ≤ Esat

P (E) = Psat, E ≥ Esat
(3.3.3)

Ou κ est une constante arbitraire. Considérons un matériau constitué de grains aux c÷urs fer-
roélectriques et enrobés par un diélectrique de permittivité ǫr. Conformément à ce qui à déjà été
montré, dans le cas d'une sphère, le champ ressenti dans le c÷ur peut s'écrire :

E1 = βP + γEapp (3.3.4)

Avant la polarisation de saturation (et donc le champ de saturation), d'après ce qui précède on
peut écrire :

E1 = β · (κ · E1 + Pr) + γEapp (3.3.5)

Soit :
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Figure 3.13 � Cycle d'hystérésis du c÷ur ferroélectrique dans une céramique core-shell, la densité
d'énergie du c÷ur ferroélectrique correspond à l'aire jaune au dessus de la courbe. Dans le cas de
faible épaisseur diélectrique, de faible permittivité, cela correspond pratiquement à la densité d'énergie
de la céramique
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Figure 3.14 � Modèle très simpli�é d'un ferroélectrique (en pointillé). La ligne continue représente
le comportement réel de la polarisation dans un ferroélectrique

E1 =
βPr

(1− βκ)

γ

(1− βκ)
Eapp (3.3.6)

Par ailleurs la polarisation macroscopique vaut :

PT = β
′

P + γ
′

Eapp (3.3.7)

En remplaçant dans la dernière expression E1 par la valeur donnée par (3.3.6) on obtient une
nouvelle expression pour la polarisation :

PT (E) = β
′′

Eapp + P
′′

r (3.3.8)

Ou P
′′

r correspond à la nouvelle polarisation rémanente.

Figure 3.15 � Illustration de l'intérêt du stockage d'énergie dans un composite ferroélectrique de
type core-shell, les zones colorées correspondent à la densité d'énergie pour di�érents enrobages. On
constate donc qu'il existe un optimum, qui dépend essentiellement du champ de claquage

De manière générale (pour des permittivités d'enrobage plus faibles que le ferroélectrique) P
′′

r <
Pr, ce qui signi�e que dans ce modèle, l'e�et composite tend à faire baisser la polarisation rémanente
et la polarisation de saturation. Malgré tout, le bilan énergétique est positif (voir �gure3.15), en
e�et le champ de saturation est augmenté (or la densité d'énergie est sensible au carré du champ
électrique). Un composite de type core-shell peut donc permettre de stocker plus d'énergie que dans

Chapitre 3



3.3. ENERGIE STOCKÉE DANS UN FERROÉLECTRIQUE 87

un ferroélectrique pur.
De l'expression (3.3.8) il ressort que le composite en dessous du nouveau champ de saturation E

′′

sat

se comporte comme un diélectrique de permittivité :

ǫr =
β

ǫ0
+ 1 (3.3.9)

La densité d'énergie stockée s'écrit donc :

εn = (
1

2
ǫ0 + β

′′

)E
′2
sat (3.3.10)
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Figure 3.16 � Densité d'énergie pour un rapport d'enrobage �xe, en fonction de la permittivité de
l'enrobage

La courbe 3.16 utilise l'expression précédente avec α �xé (donc une épaisseur �xe) mais ǫr qui
varie. Il existe clairement un optimum pour la densité d'énergie stockée qui dépend de l'épaisseur et
du champ de claquage. Plus le champ de claquage est important plus la densité d'énergie stockée est
élevée et l'épaisseur importante. Dans ce modèle relativement simple, l'optimum pour une épaisseur
d'enrobage donnée, est tel que Esat ≈ Ec, c'est à dire qu'il est énergétiquement favorable de

repousser le champ de saturation au niveau du champ de claquage.

Bien qu'il s'agisse ici d'un modèle de ferroélectrique relativement simpliste, nous verrons que le modèle
de Landau produit des résultats semblables. On peut donc à ce stade faire remarquer que l'augmenta-
tion de la densité d'énergie stockée n'est pas liée à une augmentation systématique de la permittivité
des matériaux. Bien au contraire il reste préférable de baisser la permittivité de ce dernier tout en
augmentant son champ de saturation. Le champ de claquage du matériau composite va constituer la
limite ultime, au delà duquel il devient inintéressant de repousser le champ de saturation.

3.3.2 Courbe de polarisation du système core-shell

Au même titre que pour la phase cristalline, l'énergie libre de Landau permet d'avoir accès au
vecteur polarisation pour un champ électrique donnée. Puisque nous sommes en présence d'un système
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idéalement ordonné, le repère de la céramique correspond au repère cristallographique de chaque
grain, et dans le cas de grains non sphériques, aux axes de l'ellipsoïde du grain. Dessiner la courbe
de polarisation du système core-shell en fonction du champ électrique revient donc à déterminer la
polarisation selon un axe particulier du repère orthonormé et pour un champ électrique en particulier.

Nous allons nous intéresser dans la suite au cas d'une céramique soumise à un champ électrique
induit selon un des axes du repère orthonormé. La courbe de polarisation permet d'avoir directement
accès à la densité d'énergie stockée dans la céramique composite. En e�et nous avons vus auparavant
que la densité d'énergie stockée dans un diélectrique pouvait s'écrire :

εn =
1

2
ǫ0E

2 +

∫ Emax

0

dP

dE
EdE (3.3.11)

Où nous avions montré que la densité d'énergie de polarisation correspondait graphiquement à
l'aire au dessus de la courbe de polarisation du diélectrique.

Dans notre cas, où la polarisation et le champ s'expriment selon un axe en particulier, alors :

εi =
1

2
ǫ0E

2
maxi

+

∫ Emaxi

0

dPi

dEi
EidEi (3.3.12)

Avec i = x, y, z.
A noter qu'à température ambiante dans le cas de grain sphériques et de sphéroïdes prolates

(nanorods ou �ls) orientés dans le sens du champ électrique, la phase attendue est nécessairement
quadratique (Puisque l'e�et de l'enrobage dans ce dernier cas est de diminuer la température de Curie
et donc de repousser la transition quadratique-orthorhombique vers les plus basses températures, et
le champ électrique ne peut que contribuer à encourager la formation d'une phase quadratique dans
sa direction). Il en résulte que dans le cas où l'on s'intéresse à l'énergie stockée dans une céramique
de ce type on peut tout de suite écrire :

εn =

∫ Pmax

Pr

FdP (3.3.13)

où l'on doit évaluer dans un premier temps Pr (la polarisation rémanente) et Pmax, (la polarisation
au champ maximum auquel on soumet le matériau).

Dans le cas plus général des sphéroïdes oblates (disques), ou prolates (�ls) dans une direction autre
que celle du champ électrique, plus aucune phase n'est à exclure et l'énergie se déduit à l'aide d'une in-
tégration numérique discrète de la courbe P (E) préalablement déterminée par la procédure expliquée
en début de section 3.2.1.

La �gure 3.17 montre l'e�et de l'enrobage sur la courbe de polarisation. Il n'est pas surprenant
de constater que la polarisation rémanente diminue et que le champ de saturation a tendance à
se rallonger. Dans le cas de nano�ls enrobés et orientés selon le champ électrique, la polarisation
rémanente est plus importante pour un même enrobage, l'e�et de l'enrobage devient moins marqué. Ce
qui intuitivement peut s'expliquer par la diminution du champ de dépolarisation selon l'axe principal
du �l.

3.3.3 Comportement de la polarisation sous champ perpendiculaire

En étudiant les �gures 3.18 et 3.19, on constate que la théorie de Landau prédit un comporte-
ment intéressant à très basse température. Dans une situation où le champ électrique est appliqué
perpendiculairement à l'axe majeur d'une particule prolate (c'est à dire à l'axe du �l) ou à celui d'un
sphéroïde oblate (c'est à dire perpendiculairement au plan du disque). En e�et on constate que jus-
qu'à un certain champ électrique externe critique dont la valeur est in�uencée par le rapport des axes
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Figure 3.20 � Courbe de densité d'énergie à 300 K en fonction de l'épaisseur relative α des particules
de BaTiO

3
. Ou le champ est parallèle à l'axe majeur. L'enrobage considéré ici a une permittivité de

5, Emax correspond au champ maximum imposé

Figure 3.21 � Courbe de densité d'énergie à 300 K pour des particules sphérique (K=1) de BaTiO
3
en

fonction de l'épaisseur relative α, l'enrobage considéré ici a une permittivité de 20 , Emax correspond
au champ maximum imposé

la littérature [20, 72] des des cartes pour d'autres ferroélectriques ont été calculées. Le choix des ma-
tériaux s'est généralement porté sur ceux qui possèdent une polarisation de saturation importante. Il
est utile de rappeler que le champ de claquage est ici �xé arti�cielement quelles que soient l'épaisseur
et la forme de l'enrobage. Ces cartes n'ont pas vocation d'être rigoureusement réalistes. 4 Sur la �gure
3.22 est représentée l'organisations des données des cartes colorimétriques.

Les cartes colorimétriques présentées, montrent globalement que la densité d'énergie que l'on
peut atteindre reste malgré tout limitée à quelques millions de joules par m3, soit près de un à
deux ordres de grandeur en dessous de la densité d'énergie d'un système électrochimique. Nous nous
sommes néanmoins volontairement limités à des champs de claquage en accord avec la littérature
actuelle. Il n'est donc pas à exclure que des champs de claquage plus importants puissent être mesurés
notamment grâce à des méthodes de frittage non conventionnelles, permettant ainsi une densité
d'énergie comparable aux systèmes de stockages existants (nous verrons néanmoins dans la partie

4. Néanmoins, dans les cartes thermiques la plage des α étant très resserrée, le champ de claquage ne doit logiquement
pas varier de beaucoup
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Figure 3.22 � Données représentées dans les cartes colorimétriques

(a) Emax = 10 · 10
6
V ·m

−1, ǫ = 5 (b) Emax = 20 · 10
6
V ·m

−1, ǫr = 5

Figure 3.23 � Carte colorimétrique de la densité d'énergie d'une céramique de BaTiO
3
de grains

enrobée par un diélectrique.

suivante que le champ de claquage est défavorisé par la présence d'un enrobage).
Le tableau 3.2 rassemble les valeurs de densité maximum pour les di�érents ferroélectriques consi-

dérés dans la présente étude.
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(a) Emax = 10 · 10
6
V ·m

−1, ǫ = 25 (b) Emax = 10 · 10
6
V ·m

−1, ǫ = 70

Figure 3.24 � Carte colorimétrique de la densité d'énergie d'une céramique de BaTiO
3

(a) Emax = 10 · 10
6
V ·m

−1, ǫ = 5 (b) Emax = 20 · 10
6
V ·m

−1, ǫ = 5

Figure 3.25 � Carte colorimétrique de la densité d'énergie d'une céramique de LiNbO
3
. En e�et

l'e�et de basculement n'est plus possible dans un ferroélectrique unidimensionnel comme celui çi
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(a) Emax = 10 · 10
6
V ·m

−1, ǫ = 5 (b) Emax = 20 · 10
6
V ·m

−1, ǫ = 5

Figure 3.26 � Carte colorimétrique de la densité d'énergie d'une céramique de LiTaO
3
. Même re-

marque que pour LiNbO
3

(a) Emax = 10 · 10
6
V ·m

−1, ǫ = 5 (b) Emax = 20 · 10
6
V ·m

−1, ǫ = 5

Figure 3.27 � Carte colorimétrique de la densité d'énergie d'une céramique de PbTiO
3
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(a) Emax = 10 · 10
6
V ·m

−1, ǫ = 5 (b) Emax = 20 · 10
6
V ·m

−1, ǫ = 5

Figure 3.28 � Carte colorimétrique de la densité d'énergie d'une céramique de PbZr
0.2
Ti

0.8
O

3
.

(a) Emax = 10 · 10
6
V ·m

−1, ǫ = 5 (b) Emax = 20 · 10
6
V ·m

−1, ǫ = 5

Figure 3.29 � Carte colorimétrique de la densité d'énergie d'une céramique de PbZr
0.5
Ti

0.5
O

3
(suite)
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(a) Emax = 10 · 10
6
V ·m

−1, ǫ = 5 (b) Emax = 20 · 10
6
V ·m

−1, ǫ = 5

Figure 3.30 � Carte colorimétrique de la densité d'énergie d'une céramique de PbZr
0.8
Ti

0.2
O

3

(a) Emax = 10 · 10
6
V ·m

−1, ǫ = 5 (b) Emax = 20 · 10
6
V ·m

−1, ǫ = 5

Figure 3.31 � Carte colorimétrique de la densité d'énergie d'une céramique de PbZrO
3
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(a) BFO, Emax = 10 · 10
6
V ·m

−1, ǫ = 5 (b) KNO, Emax = 10 · 10
6
V ·m

−1, ǫ = 5

Figure 3.32 � Carte colorimétrique de la densité d'énergie d'une céramique de BiFeO
3
et KNBO

3

Table 3.2 � Densité d'énergie maximum en MJ.m3

Matériau Emax = 10 · 106 V.m−1 Emax = 20 · 106 V.m−1

BaTiO
3

1.8 3

LiNbO
3

0.4 1

LiTaO
3

0.35 0.9

BiFeO
3

0.9 1.8

PbTiO
3

6 12

PbZr
0.2
Ti

0.8
O

3
6 12

PbZr
0.5
Ti

0.5
O

3
3.5 6

PbZr
0.8
Ti

0.2
O

3
0.6 1.8

PbZrO
3

0.8 1.6

KNbO
3

4 8
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3.4 Constante diélectrique d'un système core-shell

On peut - bien évidemment - calculer la constante diélectrique du système core-shell idéal à partir
de l'expression de l'énergie libre. Nous savons en e�et qu'à une dimension :

P = ǫ0χE (3.4.1)

et que donc :

χ =
1

ǫ0

dP

dE
(3.4.2)

Or toujours à une dimension, à partir de l'énergie libre F on peut écrire :

dE

dP
=

d2F

dP 2
(3.4.3)

D'où l'on peut déduire que :

η =
1

χ
= ǫ0

d2F

dP 2
(3.4.4)

De manière plus générale, en trois dimensions on peut écrire :

ηij = ǫ0
∂2F

∂Pi∂Pj
et χij =

(−1)i+jAij

∆
(3.4.5)

Où ∆ correspond au déterminant de la matrice ηi,j et Aij son cofacteur.
La susceptibilité obtenue correspond à celle du c÷ur ferroélectrique (c'est à dire du core). Pour ob-

tenir la susceptibilité du système core-shell on peut utiliser ensuite la formule (2.3.38) de permittivité
e�ective déduite plus haut (ou de manière équivalente, la formule d'Emelyanov (2.2.26)).

(a) permittivité du core et permittivité écrantée
du core-shell

(b) permittivité du système core-shell pour di�é-
rents rapport d'enrobages α

Figure 3.33 � Calcul de la permittivité pour des systèmes core-shell dans la zone de transition
ferroélectrique-paraélectrique

Les �gures 3.33 représentent la permittivité des systèmes core-shell dans la zone de température
quadratique-cubique.
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3.4.1 Modélisation d'un système multi-grains

Nous avons traité jusqu'à présent le cas d'une céramique idéale, avec des grains en tout point
identiques. Ce modèle nous a permis de cerner le comportement d'un système core-shell parfait mais
aussi d'identi�er les limites sur une quantité centrale : la densité d'énergie. Il va sans dire qu'un
système réel s'éloigne considérablement d'un modèle aussi parfait, et une céramique adoptera un
comportement intermédiaire et bien plus lissé.
Calculer la densité d'énergie ou la polarisation d'un tel système présente donc un intérêt limité,
néanmoins il est intéressant de s'attarder sur la constante diélectrique d'un système composite réaliste.
Buscaglia et al. [16] notamment, ont montré que les courbes de mesure diélectriques dans les nano-
céramiques conduisent à un aplanissement du pic de constante diélectrique (voir �gure 3.34). Cet
e�et à souvent été relié à di�érents phénomènes physiques (comme notamment une distribution des
contraintes au sein de la nano-céramique).

Figure 3.34 � Constante diélectrique mesurée sur des céramiques frittées par SPS pour di�érentes
tailles de grains (Grain Size). On remarque que la constante diélectrique est progressivement lissée
à cause de l'élargissement de la distribution du coe�cient de dépolarisation β pour les nano-grains
(cette élargissement est lié lui même à l'élargissement de la distribution du rapport d'enrobage α) .
Cette courbe est tirée de l'article de Buscaglia et al. [16]

Nous allons montrer qu'un enrobage diélectrique d'épaisseur �xe, peut à lui seul expliquer cet
aplatissement conséquent de la courbe diélectrique. Encore une fois, le phénomène d'écrantage

diélectrique peut à lui seul expliquer l'essentiel du comportement des nano-céramiques.
Pour simpli�er le développement, nous allons nous placer dans une situation où tous les grains sont
sphériques, orientés selon z et possèdent un enrobage diélectrique �xe mais un volume (donc un rayon)
qui varie selon une distribution normale (gaussienne). L'écart type de la distribution gaussienne reste
su�samment faible pour considérer que chaque grain se comporte comme dans une céramique homo-
gène.

Pour calculer la permittivité d'un tel système, les di�érentes étapes sont les suivantes :

• N grains sont initialisés avec un rayon qui suit une distribution gaussienne

• Pour chaque grain la permittivité du core-shell est calculée à partir de la GLD comme si le grain
se trouvait dans une céramique homogène

• On détermine la permittivité moyenne par la résolution numérique de l'équation implicite de Brug-
geman pour N composantes diélectriques (ici les types de grains). C'est à dire :
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ǫeff − 1

3ǫeff
=

N
∑

i

f(r)
ǫi − 1

ǫi + 2ǫeff
(3.4.6)

où f(r) correspond à la fraction volumique de chaque type de grain. Cette fraction est obtenue à
partir de la fonction gaussienne qui modélise la distribution de taille. 5.

f(r) =
1

σ
√
2π

e−
(r−µ)2

2σ2 (3.4.7)

avec µ la moyenne (espérance) et σ l'écart type. Les �gures 3.35 , 3.36, 3.37, 3.38, montrent que
lorsque la taille moyenne des grains diminue, et pour un écart type identique, le spectre de la
constante diélectrique se lisse. En e�et si l'on considère que le grain a une épaisseur de diélectrique
�xe, alors au petites tailles le rapport α augmente, et la température de Curie e�ective de chaque
grain varie beaucoup plus.

(a) distribution des rayons (b) ǫ

Figure 3.35 � Constante diélectrique e�ective d'une céramique ayant une distribution en volume des
grains. L'épaisseur d'enrobage est dans cette exemple �xe et vaut 2nm, la permittivité de
l'enrobage est �xé à 70.

5. Sauf aux très petites tailles où la distribution est forcément tronquée et est donc renormalisée à l'aide du pro-
gramme
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(a) distribution des rayons (b) ǫ

Figure 3.36 � Constante diélectrique e�ective d'une céramique ayant une distribution en volume des
grains. L'épaisseur d'enrobage est dans cette exemple �xe et vaut 2nm.

(a) distribution des rayon (b) ǫ

Figure 3.37 � Constante diélectrique e�ective d'une céramique ayant une distribution en volume des
grains. L'épaisseur d'enrobage est dans cette exemple �xe et vaut 2nm.
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(a) distribution des rayon (b) ǫ

Figure 3.38 � Constante diélectrique e�ective d'une céramique ayant une distribution en volume des
grains. L'épaisseur d'enrobage est dans cette exemple �xe et vaut 2nm.
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3.5 Conclusion

Rappelons les di�érents points importants évoqués dans ce chapitre :

• Le modèle électrostatique du chapitre précédent peut être utilisé pour décrire le comportement
des nano-grains de BaTiO

3
dans le cadre de la théorie de Landau. On remarque alors que le

modèle prédit un décalage de la température de Curie en accord raisonnable avec les observations
expérimentales.

• Tout comme pour la température de Curie, l'intensité de la constante diélectrique peut être inter-
prétée à la lumière d'un phénomène core-shell similaire. On peut donc considérer que, les nano-
céramiques se comportent en première approximation comme dans le cristal in�ni avec un enrobage
diélectrique e�ectif, où l'enrobage peut être considéré comme d'épaisseur �xe.

• puisque l'écrantage diélectrique peut à lui seul expliquer une grande partie du comportement des
nano-céramiques, on peut donc supposer que les interactions élastiques, la tension de surface et les
contraintes inter-grains ont un e�et plus limité sur la céramique que ce que l'on pourrait penser.

• Bien que la polarisation soit globalement a�ectée par l'enrobage, sa valeur de saturation est poussée
vers des champs électriques plus importants, on peut donc augmenter la densité d'énergie d'un
ferroélectrique en enrobant les grains.

• Les transitions de phase dans BaTiO
3
sont translatées linéairement vers des températures plus

basses si les grains sont sphériques

• La géométrie peut in�uencer considérablement les transitions de phase, et encourager une phase
plutôt qu'une autre.

• En appliquant un champ électrique perpendiculaire à l'axe du nano-�l ou au plan du nano-disque,
on peut renverser brusquement la polarisation et donc augmenter la densité d'énergie du ferroélec-
trique. Le champ électrique critique de renversement dépend de la longueur du �l ou du disque.

• Les densités d'énergie prédites par la théorie de Landau aux champs de claquage expérimentaux
sont de l'ordre de quelques MJ/m3 et ne se mesurent pas à la densité d'énergie proposée par des
systèmes de stockage plus conventionnels comme les batteries électrochimiques.

• Dans une poudre réelle la taille des grains suit toujours une certaine distribution. Puisque l'épais-
seur de l'enrobage e�ectif moyen peut être considérée comme �xe, plus la taille moyenne des grain
est petite, plus le rapport d'enrobage α devient relativement important. La distribution du co-
e�cient de dépolarisation e�ectif β sera d'autant plus large. Comme le coe�cient β est lié aux
températures de transitions, dans les nano-céramiques, il existera également une distribution de la
température de Curie très large qui rend les transitions beaucoup plus di�uses et aplaties dans le
spectre diélectrique. Le modèle core-shell permet donc de comprendre le comportement du spectre
diélectrique.
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Chapitre 4

Champ de claquage des céramiques

core-shell

Le champ de claquage est bien entendu un élément important à prendre en compte pour le stockage
d'énergie électrostatique. Jusqu'à présent nous avions considéré le champ de claquage du matériau
comme une valeur �xée par l'expérience. Néanmoins il faut bien remarquer que le champ de claquage
peut être modi�é par la présence d'un enrobage. L'enrobage ressentira un champ électrique bien plus
élevé, si sa permittivité est relativement plus faible que celle du ferroélectrique de c÷ur. Ainsi l'en-
robage peut parfaitement devenir le "maillon faible" du système composite en devenant le siège d'un
claquage généralisé. En e�et si l'enrobage n'est plus isolant, c'est l'ensemble du composite qui est
a�ecté et qui devient conducteur.

Le champ de claquage dans un matériau macroscopique et l'e�et conjoint de plusieurs phénomènes
microscopiques. Il fait habituellement intervenir quelques grandes classes de phénomènes di�érents :

• Le claquage intrinsèque (altération de la bande et de la structure du cristal et/ou de l'énergie des
porteurs de charges par le champ électrique)

• les phénomènes thermiques (échau�ement du matériau)

• Les décharges internes et super�cielles

• E�ets de cheminement au sein du matériau (e�ets avalanches)

Généralement le claquage intrinsèque apparait pour une valeur du champ beaucoup plus élevée
que pour les autres phénomènes. Mais à cause des nombreux défauts de structure, de forme etc.
présents dans les matériaux macroscopiques communs, les trois derniers phénomènes apparaissent
toujours bien avant le claquage intrinsèque, et sont donc les seuls responsables du claquage observé.
Néanmoins aux très petites tailles et/ou pour des matériaux très purs et bien cristallisés la tension
de claquage peut augmenter considérablement et s'approcher de la valeur de la tension de claquage
intrinsèque. De même pour des champs électriques appliqués très brefs, le claquage intrinsèque peut
survenir avant les autres phénomènes.

Dans une céramique ferroélectrique de type core-shell, si les grains possèdent une polarisation ré-
manente, alors l'enrobage ressentira un champ important même en l'absence de champ électrique
appliqué. Dans sa phase ferroélectrique, on peut s'attendre à ce que dans un tel matériau le claquage
se manifeste plus rapidement à cause de la présence de joints de grain ou d'un enrobage de plus faible
permittivité.

Beaucoup d'études se sont portées sur la tension de claquage et le courant de fuite des céramiques
ferroélectriques. En ce qui concerne les céramiques de BaTiO

3
T. Tunkasiri et al. [111] ont étudié le

104



105

Figure 4.1 � Rigidité diélectrique en fonction de l'épaisseur de la céramique de BaTiO
3
(en abs-

cisse) et de la taille des grains, (a) à température ambiante (ferroélectrique) (b) et à 150 ◦(phase
paraélectrique)

comportement des céramiques pour des tailles de grains entre 5 et 10 µm, Ils ont observé des tensions
de claquage entre 3 et 8 MV/m, qu'ils relient essentiellement aux défauts de microstructures au sein
de la céramique. Yun-Hi et al. [66] ont étudié des �lms minces de BaTiO

3
élaborés par pulvérisation

cathodique (avec des tailles de grain entre 200 et 800 nm), ils ont montré que la tension de claquage
dans les �lms minces est très a�ectée par la rugosité de surface du �lm. Même conclusion pour Jong-
Min et al. [84] qui ont montré que dans les �lms céramiques en dessous de 1 µmles défauts tels que
les pores, les cratères et la rugosité de surface a�ectent considérablement la tension de claquage.

D'autre part Yin Hua et al. [125] ont étudié la durée de vie d'une céramique de BaTiO
3
soumise

à un champ électrique statique de 6 MV/m. Les céramiques qui possèdent une distribution de taille
hétérogène présentent des durées de vie plus courtes. Ils expliquent cela en invoquant la création de
pores dans les céramiques les plus hétérogènes.

Toutes les études précédentes montrent donc que le phénomène de claquage dans la céramique et
souvent d'origine extrinsèque. Néanmoins Hee Young Lee et al. [43] ont étudié des �lms céramiques
millimétriques denses ( d > 95% ) de BaTiO

3
. Ils font varier l'épaisseur du �lm et étudient trois

températures de frittage, qui correspondent à trois tailles (micrométriques) de grains di�érentes.

Comme le montre la �gure 4.1, plus l'épaisseur du �lm et la taille des grains diminue plus la rigi-
dité électrique augmente. Néanmoins le maximum de rigidité (18 MV/m) est obtenu pour une taille
critique aux alentours de 1 µm. En e�et en dessous de cette taille, des e�ets extrinsèques apparaissent
qui sont liés à la multiplication du nombre de pores dans le �lm céramique.

En outre les auteurs montrent que le phénomène de claquage en dessous de la température de Curie,
est di�érent de celui qui se produit dans la phase paraélectrique. En accord avec les remarques du
début de cette section, ils montrent que dans la phase ferroélectrique, le claquage apparait essentiel-
lement au niveau des joints de grain - à priori paraélectriques - à cause de l'augmentation du champ
électrique dans les zones de plus faible permittivité (voir les images 4.2 et la �gure 4.3).

4.0.1 Modèle analytique pour le champ de claquage

Les développements analytiques évoqués dans les sections précédentes peuvent facilement servir
à évaluer le champ moyen dans l'enrobage. Une méthode explicite consisterait à intégrer le champ
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Figure 4.2 � Caractérisation MEB d'une céramique de BaTiO
3
après claquage, (a) dans la phase

ferroélectrique (T < Tc) (b) dans la phase paraélectrique.
Les images permettent de comprendre le mécanisme de claquage selon la �gure 4.3. Images tirées de
l'article de Hee Young Lee et al. [43]

Figure 4.3 � Modèle pour le claquage électrique d'une céramique de BaTiO
3
(a) dans la phase

ferroélectrique (b) au dessus de la température de Curie. Schéma tiré de l'article de Hee Young Lee
et al. [43]

électrique obtenu par l'équation de Laplace dans le volume de l'enrobage.
Néanmoins, pour éviter des calculs rapidement fastidieux en coordonnées elliptiques on peut consi-

dérer une approche plus simple. En e�et la polarisation totale d'un grain PT ·VT où VT est le volume
totale du grain avec l'enrobage, n'est rien d'autre que la somme de la polarisation du c÷ur P · V1 ou
V1 est le volume interne, et celle de l'enrobage 〈P2〉 · V2, avec V2 le volume de l'enrobage et < P2 >
sa polarisation moyenne (rappelons que la polarisation n'est pas homogène dans l'enrobage). La po-
larisation moyenne de l'enrobage donne à son tour accès à la composante du champ électrique moyen
dans l'enrobage parallèle au champ externe 1.

Autrement dit :

〈P2〉 =
PTVT − PV1

V2
(4.0.1)

On peut alors écrire pour la polarisation moyenne dans l'enrobage d'un sphéroïde quelconque :

〈P2〉 =
αt PT − P

αt − 1
(4.0.2)

comme :

1. A cause de la symétrie axiale la moyenne pour les autres composantes du champ électrique reste de toute façon
nulle
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〈P2〉 = ǫ0(ǫr − 1)〈E2〉 (4.0.3)

où l'on rappelle que ǫr est la permittivité de l'enrobage diélectrique, 〈E2〉 correspond à la moyenne
de la composante du champ dans l'enrobage parallèle au champ externe (et à la polarisation). Au �nal
le champ moyen dans l'enrobage d'un sphéroïde (selon une composante, le champ et la polarisation
étant dirigé comme toujours selon cette composante) s'écrit :

〈E2〉 =
P + ǫ0α

t(ǫr(mi − 1) + ǫb)Eapp

ǫ0αt(ǫr(mi − 1) + ǫb) + ǫ0(ǫr − ǫb)
(4.0.4)

Les variables sont les même que celles utilisées au chapitre 2. La formule (4.0.4), montre que
pour de faibles enrobages de faibles permittivités, à cause de la polarisation du c÷ur ferroélectrique,
le champ ressenti dans l'enrobage peut devenir colossal même en l'absence d'un champ électrique
appliqué et devenir la raison du claquage.

Figure 4.4 � Calcul de Landau du champ électrique ressenti dans les trois milieux pour une céramique
de grains sphériques de BaTiO

3
, avec un enrobage de permittivité ǫr = 5 et d'épaisseur à 0.25%

(a) Polarisation selon z en fonction du champ externe Eapp (lui même selon z)
(b) champ électrique moyen dans l'enrobage 〈E2〉 en fonction de Eapp, Ebrk correspond au champ
maximum supporté par la silice ( ≈ 1.3GV/m ) , et donne ainsi le champ disruptif théorique du
matériau ( ≈ 6MV/m )
(c) valeur absolue du champ électrique du c÷ur E1 en fonction de Eapp

La �gure 4.4 montre le champ électrique ressenti par le c÷ur et l'enrobage d'un grain sphérique
de BaTiO

3
pour une con�guration donnée. Elle démontre que même avec une rigidité diélectrique

intrinsèque énorme comme celle que possède la silice ( ≈ 1GV/m ) l'enrobage n'est pas toujours en
mesure de supporter la polarisation de saturation et claque en principe avant.

Notons que les cartes colorimétriques de la densité d'énergie avaient montré, que la densité d'éner-
gie maximum, n'est pas sensiblement a�ectée par la variation de permittivité de l'enrobage. Le seul
e�et notable étant le décalage de cette dernière vers des α plus important. Il en découle que pour

augmenter le champ disruptif d'un composite core-shell, tout en gardant des densités

d'énergie similaires, il vaut mieux "utiliser" (quand c'est l'expérimentateur qui contrôle

ce paramètre, ce qui est loin d'être le cas en pratique), un enrobage de plus grande

permittivité, tout en augmentant l'épaisseur de l'enrobage.
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4.1 Conclusion

Nous avons vu dans ce court chapitre, que dans une céramique de BaTiO
3
de multiples phénomènes

sont à l'÷uvre lors d'une rupture électrique. Dans le cas de faibles épaisseurs, la littérature met souvent
en avant des problèmes de microstructures et de rugosités. Néanmoins l'étude de Hee Youn Lee et al.
montre que les joints de grain et/ou un enrobage diélectrique peuvent substantiellement a�ecter les
valeurs du champ de claquage de la céramique. Après avoir évalué l'expression du champ électrique
moyen dans l'enrobage nous avons modélisé (par GLD) une céramique de grains de BaTiO

3
constituée

de grains sphériques enrobés par de la silice. La modélisation montre que la céramique peut claquer
avant même d'avoir atteint son champ de saturation. Ainsi de manière contre-intuitive, la céramique ne
devrait en principe pas supporter des tensions supérieurs à 6 MV/m, c'est à dire une valeur de rigidité
diélectrique inférieure à celle de la céramique pure (≈ 8 MV/m). Puisque la constante diélectrique de
l'enrobage in�uence peu le plafond de densité d'énergie, il est donc souhaitable d'utiliser quand c'est
possible un enrobage de plus grande constante diélectrique.
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Chapitre 5

Composites percolatifs et IBLC

Après avoir traité le cas des composites core-shell, revenons sur des composites de grande per-
mittivité observés expérimentalement, à savoir les composites percolatifs et IBLC (phénomène de
relaxation de Maxwell-Wagner). Les permittivités géantes observées dans ces composites doivent être
considérées comme apparentes, il est donc utile d'étudier l'intérêt de ces types de composites pour le
stockage d'énergie électrostatique.

5.0.1 Composites percolatifs

Les composites métal-isolant (composites percolatifs) et en particulier les composites métal-
ferroélectrique ont depuis longtemps, attiré l'attention, à cause de l'augmentation spectaculaire de la
constante diélectrique près du seuil de percolation. Cette augmentation pourrait permettre d'obtenir
des condensateurs de grande capacité pour un encombrement réduit.

Pour comprendre le comportement de tels composites, on peut dans un premier temps utiliser la
formule de Bruggeman (2.2.2), où l'on considère que des inclusions métalliques sphériques conduc-
trices (ǫm → ∞) sont mélangées à des inclusions diélectriques sphériques de permittivité ǫd et de
fraction volumique (1-f).

Dans ce cas, la formule de Bruggeman (2.2.2) se réécrit :

ǫeff − 1

3ǫeff
= (1− f)

ǫd − 1

ǫd + 2ǫeff
+ f (5.0.1)

et donc :

ǫeff =
ǫd

1− 3f
(5.0.2)

Ou f représente la concentration volumique ou taux de remplissage. Comme ǫeff > 1 il en ré-
sulte que la permittivité e�ective n'est dé�nie que pour f ∈ [0 − 1

3 [. Pour f → 1
3 , il en découle que

ǫeff → ∞ et donc le diélectrique devient conducteur. Ceci s'explique par le fait qu'au dessus de ce
seuil, il existe obligatoirement une chaîne de grains conducteurs connectés sans interruptions, ce qui
rend en dé�nitive le composite lui même conducteur. Ce seuil de concentration volumique correspond
donc au seuil de percolation du composite.

Il est intéressant de noter que l'on peut également exprimer la formule de Bruggeman pour la conduc-
tivité [94]. Ainsi on peut écrire pour la conductivité e�ective σm d'un composite binaire formé d'in-
clusions sphériques de conductivité σi, σj :

f
σi − σm
σi + 2σm

+ (1− f)
σh − σm
σh + 2σm

= 0 (5.0.3)
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Si σi = 0 (le composé i est isolant) il résulte que :

σm = σh

(

1− 3f

2

)

(5.0.4)

Il y a donc une transition isolant-conducteur pour f = 2
3 c'est à dire pour une concentration

volumique de métal fm = 1− f = 1
3 .

L'approximation du milieu e�ectif prévoit donc bien le phénomène de percolation. Pour avoir la
permittivité la plus élevée possible, on peut donc utiliser des matériaux matrices de grande permitti-
vité, d'où l'intérêt des composites ferroélectrique-conducteur.

Dans les composites réels, le seuil de percolation est généralement plus bas, en e�et, contrairement aux
hypothèses de la formule de Bruggeman utilisées ici, le mélange de sphères n'est pas homogène et les
particules ne sont pas nécessairement sphériques. Il en résulte la création de chemins de conductions
plus facilement, et donc l'apparition du seuil de percolation plus rapidement.
D'après l'approximation du milieu e�ectif dans le cas d'un mélange homogène de sphères, le seuil de
percolation est atteint pour f = 1

3
1.

Dans le cas de particules de formes di�érentes (�ls ou disques etc.) le seuil de percolation sera logique-
ment déplacé. Prenons le cas de particules ellipsoïdiques toutes ordonnées dans un composite de la
même manière. On peut réexprimer le champ interne de manière très semblable au cas de particules
sphériques c'est à dire :

Ei =
miǫmi

(mi − 1)ǫmi
+ ǫ1

E0 (5.0.5)

Ou mi =
1
Ni

, Ni correspond au coe�cient de dépolarisation de la particule dans la direction du
champ électrique, ǫm est la constante diélectrique du composite, et ǫ1 la constante diélectrique de
la particule, en�n E0 est le champ externe. Dans le cas d'un mélange binaire métal-diélectrique on
obtient pour ǫm

ǫm =
ǫ1

1−mif
(5.0.6)

Avec f la concentration volumique de métal à l'intérieur du composite. Il y a transition métal-
isolant dans la direction i (c'est à dire le seuil de percolation) pour :

f =
1

mi
= Ni (5.0.7)

Ce qui signi�e, que le seuil de percolation est (dans l'hypothèse du champ e�ectif moyen) dé�ni
par la composante du coe�cient de dépolarisation des particules parallèles à la direction du champ
électrique. Pour la sphère par exemple Nx,y,z = 1

3 et on retrouve le seuil de percolation évoqué plus
haut.

1. En imaginant un composite fait de particules cubiques, on peut facilement comprendre pourquoi on obtient une
telle concentration critique : pour avoir un chemin continu de conduction chaque cube conducteur doit avoir deux faces
en contact avec des cubes conducteurs, soit deux cubes sur les six proches voisins, autrement dit 1

3
du volume doit être

conducteur. En réalité le chemin de conduction peut ne concerner qu'une partie des cubes présents, c'est ce qui arrive
dans le cas d'un mélange moins homogène, et qui explique que le seuil de percolation soit souvent plus bas
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5.0.2 Champ et énergie dans un composite percolatif

Bien que la constante diélectrique soit signi�cativement augmentée dans un tel composite, nous
allons voir que l'énergie maximum stockée en champ statique par rapport au diélectrique pur (c'est à
dire celle d'un supercondensateur) n'est pas réellement augmentée, la densité massique d'énergie va
même inexorablement diminuer. En revanche un tel composite peut être utile pour obtenir de grandes
capacités en champ alternatif, ou une densité d'énergie intéressante pour une tension d'application
relativement faible.

Dans le cadre du champ e�ectif moyen, on peut modéliser le comportement d'un composite ferroélectrique-
diélectrique ( et donc ferroélectrique-métal pour ǫ → ∞ ), de manière simpli�ée. Soit un mélange
binaire de deux types de particules diélectriques sphériques, soumises à un champ externe E0. Si Pi

désigne la polarisation des particules de type i dans la direction de E0 le champ ressenti dans ce
milieu vaut :

Ei =
−Pi

ǫ0(2ǫm + 1)
+

〈P 〉
ǫ0(2ǫm + 1)

+ E0 (5.0.8)

ǫm correspond à la constante diélectrique moyenne de la céramique.

Considérons à présent des particules ferroélectriques avec une polarisation rémanente p1 et de constante
diélectrique ǫ1, mélangées à des particules diélectriques linéaires de permittivité ǫ2. On peut écrire
alors :

P1 = p1 + ǫ0(ǫ1 − 1)E1

P2 = ǫ0(ǫ2 − 1)E2

〈P 〉 = (1− f)P1 + fP2

(5.0.9)

Quelques manipulations mathématiques conduisent à écrire pour le champ électrique dans les
particules de type 1 et 2 :

E1 = − fp1
ǫ0(2ǫm + ǫ2 + f(ǫ1 − ǫ2))

+
(2ǫm − ǫ2)

(2ǫm + ǫ2 + f(ǫ1 − ǫ2))
E0 (5.0.10)

E2 =
(1− f)p1

ǫ0(2ǫm + ǫ2 + f(ǫ1 − ǫ2))
+

(2ǫm − ǫ1)

(2ǫm + ǫ2 + f(ǫ1 − ǫ2))
E0 (5.0.11)

La di�culté consiste alors à déterminer ǫm, qui dépend de la polarisation du ferroélectrique. On
se trouve donc dans un problème auto-consistant qui nécessite une résolution numérique, ou des
approximations supplémentaires.
Néanmoins dans le cas où les particules diélectriques sont conductrices c'est à dire ǫ2 → ∞, On
constate tout de suite que :

E1 = − E0

f − 1
(5.0.12)

E2 = 0 (5.0.13)

Ce qui signi�e que le champ électrique ressenti par les particules non-métalliques dépend unique-
ment de la fraction volumique conductrice du composite. Au contraire dans les particules conductrices
le champ électrique est nul (résultat cohérent bien sûr). Il en résulte que dans un tel composite, le
champ électrique est entièrement redistribué dans les particules non-conductrices. Rajouter une
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composante conductrice revient à diminuer l'épaisseur e�ective du composite.

Le fait que le champ électrique soit nul dans les particules conductrices ne signi�e pas pour au-
tant qu'elles ne possèdent pas de polarisation, en e�et à partir des formules précédentes on déduit
facilement que la polarisation des particules diélectriques dans le mélange binaire vaut :

P2 = ǫ0(ǫ2 − 1) · E2 = ǫ0(ǫ2 − 1) · 3ǫm
ǫ2 + 2ǫm

E0 (5.0.14)

Pour des particules conductrices ( ǫ2 → ∞ ) :

P2 = 3ǫmE0 (5.0.15)

Néanmoins la densité d'énergie stockée dans le métal est nulle, en e�et :

εn2 =
1

2
ǫ0ǫ2E

2
2 =

1

2
ǫ0ǫ2

(

3ǫm
ǫ2 + ǫm

)2

E2
0 (5.0.16)

et donc pour ǫ2 → ∞ , εn2 → 0.
Comme pour le champ électrique, la densité d'énergie stockée dans un tel composite se

situe entièrement dans la composante non conductrice. La densité volumique maximum

d'énergie n'est pas augmentée, mais au contraire diminuée, à cause du volume occupé par le conduc-
teur. La densité massique s'en trouve encore plus a�ectée car les conducteurs métalliques ont généra-
lement une densité de masse plus importante que la partie non conductrice.

La densité d'énergie volumique vaut donc dans un tel composite :

εn = (1− f)En1 (5.0.17)

où En1 représente la densité d'énergie de la partie non-conductrice. En pratique cela signi�e que
dans un composite conducteur-diélectrique le champ de claquage est largement abaissé par la com-
posante conductrice. En outre, on constate que dans un composite métal-ferroélectrique, la densité
d'énergie est d'autant plus diminuée que l'on rapproche le champ de saturation d'un champ externe
bas (alors même que la permittivité a�che des valeurs très élevées).

En�n il va sans dire que la conductivité e�ective du matériau augmente près du seuil de percola-
tion, entraînant des pertes diélectriques statiques (baisse de la résistance parallèle) incompatibles
avec le stockage de l'énergie sur une longue période.

Néanmoins ce type de composite présente l'avantage de pouvoir présenter de fortes capacités pour une
faible tension d'application. D'autre part il n'est pas exclu que dans le cas d'une céramique composite
aux grains nanométriques, le champ de claquage des grains non-conducteurs soit plus élevé que dans
le cas d'une céramique classique. Permettant ainsi une densité de charges plus importante que prévue.

5.0.3 Précisions sur les composites percolatifs

Nous nous sommes placés, pour le développement précédent, dans le cadre d'un composite idéal,
fait de particules, identiques et dans l'approximation du milieu e�ectif moyen. D'autre part le seul
phénomène physique invoqué est purement électrostatique. Il va sans dire que la réalité est bien plus
complexe, et les phénomènes physiques en jeu sont multiples. Néanmoins la théorie précédente rend
compte qualitativement des e�ets observés dans de tels composites.
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La théorie mathématique de la percolation étant universelle [4], elle permet quoi qu'il en soit de
prédire pour n'importe quel type de composite (ici conducteur-isolant) un comportement schématique
très semblable. Ainsi cette théorie prédit que la conductivité σ suit la loi suivante [30] :

σ(f) = σd

∣

∣

∣

∣

f − fc
fc

∣

∣

∣

∣

−q
′

, f < fc (5.0.18)

où fc est la concentration volumique au seuil de percolation et σd est la conductivité intrinsèque
de la matrice et q

′

un paramètre empirique.
De même pour la permittivité :

ǫ = ǫd

(

1− f

fc

)−q

, f < fc (5.0.19)

avec ǫd la permittivité de la matrice q un paramètre empirique.

Chen et al [21] ont montré que dans les composites conducteur-ferroélectrique (en particulier dans
le cas de BaTiO

3
- ceNi) se superposaient deux phénomènes di�érents pour expliquer la permittivité

observée.

• Un phénomène de micro-capacitance expliqué précédemment.

• Un phénomène de charges d'espace, phénomène courant dans les diélectriques.

Ce dernier phénomène à habituellement lieu à l'interface diélectrique/électrodes [25] où les charges
électriques de conductions, injectées par les électrodes peuvent être occasionnellement piégées par des
niveaux d'énergie au sein du matériau. La présence de particules métalliques augmente la surface
d'électrode et encourage donc la possibilité d'un tel phénomène.

A partir de cette constatation ils élaborent une formule empirique capable de rendre compte des
résultats expérimentaux. Pour la permittivité réelle :

ǫ
′

eff (ω) = Kσ

σd(1− f
fc
)−q

′

ǫ0ω1−n
+

(

1− f

fc

)−u

·
(

ǫ∞,d +
ǫs,d − ǫ∞,d

1 + ω2τ2

)

(5.0.20)

avec :

Kσ = tan
(nπ

2

)

, τ = a · f18 + b (5.0.21)

où a, b, u, q, n sont des paramètres tirés de l'expérience.

5.0.4 Littérature des composites percolatifs

De grandes valeurs de constante diélectrique ont été atteintes dans des composites métal-isolant
près du seuil de percolation. Beaucoup sont des composés percolatifs organiques [49] ou des particules
métalliques dans une matrice inorganique [17]. Dans le cas des composés percolatifs organiques, des
constantes diélectriques aussi importantes que 7000 ont été obtenues [49] (en gardant à l'esprit que
la constante diélectrique des polymères est généralement bien en dessous de 100).

Dans le cas des ferroélectriques, la grande constante diélectrique inhérente de ces derniers pourrait
permettre d'atteindre des permittivités géantes. Néanmoins fabriquer des composites avec des métaux
présente certaines di�cultés. En e�et un ferroélectrique a généralement besoin d'être fritté sous air
pour former une céramique compacte et isolante, ce qui ne va pas sans altérer voire oxyder le métal.
Il est donc important de pouvoir diminuer la température de frittage dans ce genre de situation. Une
stratégie possible, et d'utiliser conjointement des fondants (comme MgO) pour diminuer la tempé-
rature de frittage, et des particules métalliques relativement inertes comme avec le platine, ou le nickel.
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Pesharomman et al. [17] on mit au point en 2001 un composite BaTiO
3
-Ni de très grande permittivité

( ǫr ≈ 80000 ) près du seuil de percolation. Il est intéressant de noter que pour un composite aléatoire

la théorie de la percolation prédit un seuil aux alentours de fc ≈ 0.16, or le composite de Pesha-
romman s'approche signi�cativement du seuil de percolation idéal fc ≈ 0.27 (voir formule (5.0.2)),
ce qui indique une bonne homogénéisation du matériau, et qui explique au moins partiellement la
permittivité géante observée (ce qui sera con�rmé expérimentalement par Matjaz et al., voir plus bas).

Les pertes dans ce dernier composite restent (en dessous du seuil de percolation) relativement faibles
( tan(δ) ≈ 0.02 ). Néanmoins le champ de claquage y est clairement abaissé par la composante mé-
tallique (il est - en dessous de fc- globalement divisé par trois avec Ebrk ≈ 2MV ·m−1).

Les auteurs de cette étude ont également fait des mesures de permittivité pour des champs éle-
vés (voir �gure 5.1). Ce qui leur permet de tracer la charge surfacique totale ( qui vaut ≈ ∆P

2 )
avec :

σ =
1

2
ǫ0ǫrEbrk (5.0.22)

En vertu de la formule (1.1.29) l'énergie stockée vaut donc :

εn = σEbrk (5.0.23)

Ce qui permet de dire qu'au maximum de sa permittivité le matériau a une compacité de l'ordre
de ≈ 700 KJ/m3, valeur honorable pour un condensateur, mais qui reste cependant assez faible pour
le stockage de l'énergie.

(a) permittivité à température
ambiante en fonction du taux vo-
lumique de métal f

(b) permittivité en fonction de la
température

(c) évolution du champ de claquage
à température ambiante, et densité
surfacique maximum de charges σ,
en fonction de f

Figure 5.1 � Comportement de la constante diélectrique et la tension de claquage d'une céramique
composite BT-Ni. Ces �gures sont tirées de l'article de Pesharomman et al. [17]

Cette étude a motivé d'autres investigations sur le composite BaTiO
3
-Ni, ainsi Valant et al. [80]

obtiennent un composite similaire avec ǫr ≈ 200 000. Ils montrent expérimentalement la relation qui
existe entre l'homogénéisation du mélange métal-ferroélectrique, le seuil de percolation et la permit-
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tivité géante obtenue. 2

Chen et al. [21] ont expliqué l'origine de la grande permittivité des composites BaTiO
3
-Ni, où comme

expliqué précédemment, un double phénomène apparait, à savoir celui de micro-capacitance et celui
de charges d'espace.

A moins d'utiliser des métaux nobles (donc coûteux), le processus de synthèse des composites métal-
ferroélectrique est fragile et complexe. C'est pourquoi, des stratégies di�érentes apparaissent qui
consistent à remplacer le métal par des semi-conducteurs ou des oxydes conducteurs.

Ainsi Bobnar et al. [118] ont synthétisé un composite K
0.5
Na

0.5
NbO

3
-RuO

2
(KNN-RuO

2
), où l'oxyde

RuO
2
tient le rôle de conducteur (avec une conductivité autour de 40 · 108Ωm ) et KNN constitue le

ferroélectrique. Avec une permittivité autour de 10000 ( 50000 au seuil de percolation) pour des pertes
relativement faibles tan(δ) ≈ 0.4 ce composite à un potentiel interressant pour le stockage d'énergie
(le point de percolation est autour de f = 0.20). Mais ce composite possède une forte tunabilité (sous
la forme d'une décroissance monotone importante pour un faible champ électrique) peu souhaitable
pour le stockage de l'énergie (où la permittivité doit rester élevée même sous un champ électrique
important).

Une autre possibilité consiste à concevoir des composites tri-phases. Ainsi Yao et al. [102] ont préparé
un composite Polymère-ferroélectrique-conducteur ou plus précisément
Polyvinylidene �uoride/BaTiO

3
/nanotubes de carbones. Par rapport aux autres composites, la constante

diélectrique reste relativement faible (ǫr ≈ 100) mais les pertes diélectriques sont très faibles (de l'ordre
de 0.1 pour l'angle) et il est probable que le champ de claquage de ce matériau soit bien plus élevé
que dans les autres types de composites, d'ou un interet certain pour le stockage de l'énergie.

On peut également citer l'existence de composites tout-polymères. Huang et al. [49] ont ainsi mis
au point un composite Polymère conducteur/Polymère isolant ou la matrice isolante est le [P(VDF-
TrFE-CTFE] 3 et le conducteur est le polyaniline (PANI). Ils atteignent ainsi des valeurs de permit-
tivité importante ( ǫr > 1000 à 1KHz) tout en conservant les qualités isolante du polymère.

Les composites isolant-semi-conducteurs peuvent faire �gure d'alternatives intéressantes. Ainsi Liu
et al. [126], ont mis au point un composite ferroélectrique-ferroélectrique BaTiO

3
/ LuFe

2
O

4
, où le

dernier est un ferroélectrique électronique [54] et possède également un caractère semi-conducteur. Il
double ainsi facilement la constante diélectrique pour des pertes relativement faibles ( tan(δ) ≈ 0.3 ).

5.1 Composite IBLC et relaxation de Maxwell-Wagner

5.1.1 Littérature des matériaux pérovskites IBLC

Au début des années 2000, des composés à très forte permittivité sont synthétisés [2] (ǫ ≈ 105). La
permittivité obtenue dépasse alors largement les limites communément admises pour les diélectriques
( ǫ ≈ 104 ). Comme nous l'avons déjà expliqué, dans le cas d'un ferroélectrique, la permittivité est
fortement dépendante de la température. Or ces caractéristiques ne se retrouvent plus dans le cas des
matériaux découverts. En fonction de la méthode de frittage et/ou d'un élément composite beaucoup
d'oxydes présentent alors des comportements peu dépendants de la température autour de l'ambiante

2. Leurs modélisations par Monte-Carlo leur donnent un seuil de percolation idéal légèrement di�érent de celui
obtenu dans le cadre du champ e�ectif moyen vu plus haut. A savoir fc ≈ 0.35 au lieu de 0.33 et qui s'explique
essentiellement par la forme des grains modélisés

3. Le poly(vinylidene �uoride-tri�uoroethylene-chlorotri�uoroethylene)
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et associés à des permittivités en champ nul colossales.

A faible température (en dessous de 200K) la permittivité de ces matériaux chute et correspond
à un maximum pour l'angle des pertes δ , témoin d'une relaxation diélectrique unique. Ce temps de
relaxation obéit à une loi d'Arrhenius avec une énergie d'activation thermique autour de 0.1-0.4 eV
pour la plupart des oxydes étudiés.

Un comportement aussi homogène pour des oxydes fondamentalement di�érents ne peut trouver
son explication que dans un phénomène extrinsèque commun. Di�érentes études sur CCTO [28] [113]
ont permis de mettre en évidence un phénomène de type IBLC. Ce phénomène va dès lors servir de
modèle pour les autres composés.

(a) permittivité en fonction de la température
pour f=10KHz

: :
(b) permittivité en fonction de la fréquence

Figure 5.2 � Permittivité en fonction de la température et la fréquence dans des céramiques pérovs-
kites à base de titane. Cette courbe est tirée de l'article de Liu et al. [57]

Le phénomène physique mis en jeu dans des composites IBLC est généralement appelé relaxation
de Maxwell-Wagner. L'idée de base consiste à considérer deux milieux di�érents au sein du grain.
Alors que le c÷ur de ce dernier devient semi-conducteur, les joints de grains restent relativement
isolants (ou moins conducteur), ce qui va permettre une accumulation de charges à l'interface. Ce
phénomène va donc permettre d'augmenter en apparence la permittivité du matériau 4.

Beaucoup d'études sur les céramiques IBLC sont à ce jour portées sur des pérovskites à base de titane.
En 2002 D.C.Sinclair et al. [28], étudient les propriétés des céramiques de CCTO (CaCu

3
Ti

4
O
12
), ils

concluent que la forte permittivité observée ǫ > 10000 provient d'un phénomène de Maxwell-Wagner.
Ils supposent alors qu'il existe au sein du matériau une structure core-shell avec un grain plus conduc-
teur que le joint de grain.

Les mesures de permittivité dépendent alors fortement de la microstructure, de la pression partielle

4. C'est un phénomène qui est mis à pro�t dans les condensateurs de types III
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en oxygène pendant le frittage, de la température de frittage et de la rampe de refroidissement. Ainsi
des mesures de résistance interne par spectroscopie d'impédance montrent que la résistance interne
du grain est divisée par deux lorsque le grain est fritté sous azote. La réduction du grain entraine
donc probablement la création de lacunes responsables de la conductivité du grain.

J.Liu et al. [57] montre qu'un phénomène identique apparait dans des céramiques de CCTO, LBCTO,
YCTO et LCTO. Par ailleurs T.Lebey et al. [113] montrent que la présence de LaTiO

3
et/ou CaO

- Ca
2
O dans des synthèses incomplètes de CCTO, permet d'augmenter la permittivité de manière

spectaculaire ( ǫ > 250000 )
Guarghacao et al. montrent que pour certaines con�gurations il existe une double relaxation dans
CCTO.

En 2008 Z.Valdez-Nava et al. [29] ont montré que des permittivités colossales pouvaient être atteintes
dans des céramiques de Ba

0.95
La

0.05
TiO

3-x
et BaTiO

3-x
fabriquées à partir de poudres nanométriques.

Ces poudres ont été frittées par SPS (Spark Plasma Sintering) et permettent d'obtenir des céramiques
nanométriques très denses ( ≈ 97% ). Ces céramiques possèdent des permittivités colossales ( ǫ > 106 )
à basse fréquence. Là encore, les auteurs montrent qu'il s'agit également d'un phénomène de Maxwell-
Wagner. Il est intéressant de noter que malgré la taille nanométrique des poudres ( < 300 nm ), la
céramique semble composée à température ambiante d'une proportion importante de phase quadra-
tique ( 66% quadratique et 33 % cubique ). Malgré cela ces céramiques possèdent des pertes statiques
importantes à cause de leur conductivité �nies. Imaginer les utiliser dans un cadre industrielle impose
de régler ce problème avant.

En 2009 M.Maglione et al. [] montrent que l'on peut diminuer les pertes statiques en enrobant le
grain par un oxyde isolant (dans cette étude avec de la silice). En plus de permettre une meilleure
tenue en champ statique (pertes inférieures à 5 %), cette procédure contribue à augmenter d'avantage
la permittivité. Les auteurs montrent que le frittage SPS et la silice ont un rôle complémentaire. Le
frittage SPS extrêmement rapide, empêche la réoxydation immédiate du grain, mais la silice serté-
galement de barrière supplémentaire à la réoxydation. Il est intéressant de noter que contrairement
aux autres études portant sur l'e�et de Maxwell-Wagner, les auteurs observent la présence du pic de
permittivité liée à la transition ferroélectrique paraélectrique (voir �gure 5.3).

U.C.Chung et al. [115] ont analysé en détail les particules de BaTiO
3
enrobées de silice. Ils ont

notamment montré qu'il y avait préservation de l'architecture core-shell après frittage, mais égale-
ment qu'il y avait création d'une phase nouvelle à l'interface BaTiO

3
-Silice : la fresnoite.

A. Artemenko at all [3] ont clairement démontré le rôle de la silice comme barrière à la réoxydation
dans les grains de BaTiO

3
, ce qui prouve bien le rôle de l'enrobage dans les phénomènes de Maxwell-

Wagner. Ils suggèrent en outre à partir d'une étude détaillée que le couple Ti3+-lacunes d'oxygènes
soit majoritairement responsable du phénomène de conduction qui à lieu dans les pérovskites IBLC
au titane.

5.1.2 Relaxation de Maxwell-Wagner

Comme nous venons de le mentionner, le phénomène de MW provient de la création d'une in-
terface semi-conducteur-isolant à l'intérieur de chaque grain. Le grain se polarise sous champ, grâce
aux charges mobiles du semi-conducteur, qui sont stopées par la couche isolante. Ce type d'interface
s'organise souvent sous la forme d'une structure core-shell, où le grain est semi-conducteur, tandis
que l'interface (les joints de grain) reste isolante. Ce phénomène est mis a pro�t pour construire
des condensateurs IBLC de grande capacité mais souvent de faible tension d'application (conden-
sateur à diélectrique de type III). Bien que la fabrication de ces condensateurs nécessite industriel-
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lement plusieurs étapes qui impactent leurs prix de revient, nous avons vu que beaucoup d'études
récentes font apparaître ce phénomène de manière spontanée dans les pérovskites frittées de façon
non-conventionnelle.

Ce genre de condensateur, reste très sensible à la fréquence du champ électrique. A partir d'une
fréquence � de coupure �, la permittivité peut chuter brusquement. C'est ce phénomène de relaxa-
tion, semblable à celui de Debye, que l'on appelle dans le cas présent relaxation de Maxwell-Wagner.

On utilise souvent des modèles de type Brick-wall pour modéliser le comportement d'un tel relaxeur.
Le schéma le plus simple consiste à assimiler les deux milieux et l'interface, comme deux circuits
(R,C) en parallèle. Si l'on appelle (R1,C1) le premier circuit et (R2,C2) le deuxième on peut alors
écrire :

ǫ∗(ω) =
1

iωC0Z∗
= ǫ

′ − iǫ
′′

= ǫ
′

nf +
ǫ
′

s − ǫ
′

nf

1 + iωτ
− i

σ
′

ω
(5.1.1)

Avec :

ǫ
′

nf =
1

C0

1

( 1
C1

) + ( 1
C2

)
, ǫ

′

s =
R2

1C1 +R2
2C2

C0(R1 +R2)2
(5.1.2)

σ
′

=
1

C0(R1 +R2)
, τ =

R1R2(C1 + C2)

R1 +R2
(5.1.3)

où C0 = ǫ0S représente la capacité de la cellule vide.

La formule (5.1.1) montre le phénomène de relaxation qui a lieu dans un tel système. Bien que
le modèle Brick-wall reste relativement simple, il permet de rendre compte correctement des observa-
tions faites dans les céramiques IBLC. Dans notre cas néanmoins il peut être intéressant de considérer
un modèle plus proche de la réalité : le système core-shell sphérique. Pour simpli�er le résultat sup-
posons pour la suite que l'enrobage est complètement isolant (conductivité nulle). Comme dans le
modèle Brick-wall, on considère deux diélectriques linéaires, un pour le c÷ur de permittivité ǫi et ǫr.
Le diélectrique de c÷ur ayant une conductivité non-nulle on peut associer une partie imaginaire à sa
permittivité 5 :

ǫi = ǫ
′

i − iǫ
′′

i (5.1.4)

Avec :

ǫ
′′

i = − σi
ǫ0ω

(5.1.5)

Ou σi est la conductivité de coeur. Il su�t alors d'utiliser la formule 2.3.38 en remplaçant la
permittivité de c÷ur par sa formulation complexe, soit :

ǫeff =

(

α3 + 2
)

ǫr

(

i σ
ǫ0 ω

+ ǫi

)

+
(

2α3 − 2
)

ǫ2r

(α3 − 1)
(

i σ
ǫ0 ω

+ ǫi

)

+ (2α3 + 1) ǫr
(5.1.6)

A partir de cette formule on retrouve le phénomène de relaxation de MW (Maxwell-Wagner). On
peut par exemple se placer en champ statique, Dans ce cas là ω → 0 et donc :

5. On néglige également les pertes diélectriques intrinsèques, faibles devant les pertes statiques
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ǫeff =

(

α3 + 2
)

ǫr

α3 − 1
(5.1.7)

Le c÷ur ferroélectrique se comporte alors comme un conducteur, et la permittivité peut devenir
colossale pour des faibles enrobages ( (α3 − 1) → 0 )

5.1.3 Modélisation de la relaxation de Maxwell-Wagner dans un ferroélectrique :BaTiO
3

Comme nous l'avons évoqué dans la section consacrée à la littérature, l'e�et de relaxation de
MW à été observé dans BaTiO

3
. Nous avions noté à partir des études citées, que cet e�et dans BT

présentait en plus, certaines caractéristiques inédites. Ainsi sa nature ferroélectrique semble subsister,
et le pic de permittivité montre clairement l'existence d'une transition ferroélectrique-paraélectrique
(voir �gure 5.3). D'autre part, les études sur sa structure cristalline montre qu'il existe à température
ambiante, une majorité de grains dans la phase quadratique (le reste étant dans la phase cubique).

Figure 5.3 � Permittivité d'une céramique de BT enrobée de silice, où l'e�et de MW a été mis
en évidence d'après Maglione et al. On constate que le pic de transition ferro-paraélectrique est
toujours étrangement présent et laisse à penser que la céramique a gardé une partie de son caractère
ferroélectrique. Figure tirée de l'article de Maglione et al. []

Ce comportement peut sembler étrange pour deux raisons, d'une part - comme nous l'avons vu
- les céramiques étudiées sont nanométriques, et devraient encourager la disparition complète de la
ferroélectricité (ou au moins un décalage conséquent de la température de Curie). D'autre part, le
mécanisme qui explique les permittivités observées, est - à priori - complètement extrinsèque (relaxa-
tion de MW), la permittivité du ferroélectrique ne devrait donc pas apparaître avec une telle intensité
sur les mesures diélectriques.

Il est donc légitime de se poser la question du mécanisme réel en jeu dans les céramiques ferro-
électriques, ou tout au moins d'un éventuel couplage de plusieurs mécanismes.

Etudier l'e�et de cette relaxation, revient à rendre conducteur le c÷ur ferroélectrique. On peut alors
mettre à pro�t le modèle core-shell développé jusqu'à présent.
On va se placer dans le cas de particules sphériques (identiques), ayant un enrobage diélectrique iso-
lant et un c÷ur ferroélectrique de conductivité �nie. Dans ce cas là, le champ E1 ressenti par le c÷ur
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ferroélectrique s'écrit 6 :

E∗
1 = β∗P

∗

ǫ0
avec β =

1− α3

(α3 − 1)
(

i σ
ǫ0 ω

+ ǫb

)

+ (2α3 + 1) ǫr
(5.1.8)

où ǫr, ǫb correspondent aux constantes diélectriques d'enrobage et de c÷ur (permittivité de fond),
σ, ω à la conductivité du ferroélectrique et la fréquence angulaire du champ de mesure 7 et P ∗ à la
polarisation complexe du c÷ur ferroélectrique.

Nous constatons immédiatement qu'en champ statique ( ω → 0 ) , ou bien pour σ → ∞ alors
β∗ → 0. Le c÷ur ferroélectrique ne ressent plus de champ dépolarisant. Complètement

écranté par les charges de conduction, il se comporte donc comme dans le cristal in�ni.
Cet e�et explique pourquoi on trouve une telle proportion de nano-grains dans la phase quadratique
à température ambiante. Insistons sur le fait que cela appuie de nouveau l'idée que l'essentiel de

l'e�et observé dans les nano-céramiques provient de l'écrantage diélectrique de l'enro-

bage.
Néanmoins cela ne permet toujours pas de comprendre, pourquoi la constante diélectrique est a�ectée
par la transition ferroélectrique-paraélectrique.
Pour déterminer la constante diélectrique à partir de l'énergie libre de Landau classique, nous devons
nous placer à basse fréquence 8. Dans ce cas la on peut montrer que :

P ∗ ≈ Re(P ∗) = P, Ei∗ ≈ Re(E∗
1) = E1, β∗ ≈ Re(β∗) = βr (5.1.9)

Avec :

βr =

(

1− α3
) ((

2α3 + 1
)

ǫr +
(

α3 − 1
)

ǫb
)

(α3−1)2 σ2

ǫ20 ω
2 + ((2α3 + 1) ǫr + (α3 − 1) ǫb)

2
(5.1.10)

Ce qui signi�e simplement qu'a faible fréquence, le déphasage entre la polarisation et le champ
interne est très faible, mais que la constante de dépolarisation β est tout de même abaissée par la
conductivité.

Puisque c'est la zone de permittivité quadratique-cubique qui nous intéresse, on peut utiliser la
formulation unidimensionnelle de l'énergie libre F :

F ≈ A(T − Tc)P
2 +BP 4 + CP 6 +DP 8 − βr

P 2

ǫ0
(5.1.11)

Ce qui permet d'écrire par exemple pour χf11 la composante 11 de la susceptibilité du ferroélec-
trique :

χf11 =
1

2 ǫ0A (T − Tc) + 2 (28 ǫ0DP 6 + 15 ǫ0C P 4 + 6 ǫ0B P 2 − βr)
(5.1.12)

A partir de la formule 2.3.38 la permittivité totale vaut alors :

ǫnn =

(

ǫ2r (2 (K + 1)− 2) + ǫr ǫt (K + 3)
)

(ǫr (2 (K + 1) + 1) + ǫtK) + ǫ2i ǫr K (K + 3)

(ǫr (2 (K + 1) + 1) + ǫtK)2 + ǫ2i K
2

(5.1.13)

6. si il n'y a pas de champ électrique externe
7. Il s'agit bien ici de mesures à champ nul
8. Car il s'agit en toute rigueur de l'énergie libre en champ statique
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où ǫnm est la composante nm du tenseur de permittivité de la céramique. On pose par ailleurs :

K =α3 − 1

ǫt =ǫb + ǫfnm

ǫi =
−σ

ǫ0ω

(5.1.14)

où ǫb est la permittivité de fond du ferroélectrique, ǫfnm la composante nm du tenseur de permit-
tivité du c÷ur ferroélectrique.

La �gure 5.4 montre la progression de la permittivité pour σ → ∞ ou/et ω → 0. On constate
clairement qu'alors même que le c÷ur ferroélectrique ressent de moins en moins le champ dépolari-
sant, sa permittivité est progressivement masquée par celle générée par la conductivité. On ne peut

donc pas considérer dans ce modèle que le caractère ferroélectrique du c÷ur subsiste

dans les mesures diélectriques de la céramique.

.

.

.

Figure 5.4 � E�et de la conductivité et/ou la fréquence sur la permittivité d'une céramique core-shell
avec l'e�et Maxwell-Wagner, un rapport d'enrobage α = 1.001 et une permittivité ǫr = 70

Pour comprendre l'apparition du pic diélectrique pour de tel amplitudes de la permittivité (
ǫr ≈ 104 − 105) il faut donc faire intervenir un modèle plus complet. Cependant ce dernier émerge
naturellement si on prend en compte un système moins homogène. En e�et il est fort probable que
dans un composite de type IBLC, l'ensemble des grains ne soit pas rendu semi-conducteur. Une partie
de ces derniers ont donc un comportement ferroélectrique classique.

A ce stade il est utile de rappeler ce que nous avions vu concernant un composite métal-diélectrique
binaire. Dans un cas pareil et dans l'approximation du champ e�ectif moyen pour des particules
sphériques on pouvait écrire :
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ǫm =
ǫi

1− 3f
(5.1.15)

La permittivité e�ective est donc proportionnelle à celle de l'inclusion diélectrique. De la même
manière dans notre cas, les grains au c÷ur semi-conducteurs possèdent une permittivité importante
qui implique que mélangés à des grains enrobés moins (ou pas du tout conducteurs), se comportent
comme dans un composite métal-isolant.

Pour s'en convaincre on peut faire le calcul explicite en utilisant une fois de plus la formule im-
plicite de Bruggemann. Dans le cas hypothétique d'une céramique composée de grains identiques,
dont une fraction f n'a pas de c÷ur conducteur et une fraction (1 − f) a un c÷ur semi-conducteur
on peut écrire (en champ statique ou à faible fréquence) :

ǫeff − 1

3ǫeff
= f

ǫnc − 1

ǫnc + ǫeff
+ (1− f)

ǫc − 1

ǫc + ǫeff
(5.1.16)

où ǫc la permittivité des grains enrobés à c÷ur semi-conducteur est donnée par la formule 5.1.7 ,
et ǫnc est calculé à partir de Landau où l'on considère que le grain enrobé est en court-circuit (c'est
pratiquement le cas avec un milieu de grande permittivité).

Dans le cas où l'on considère une distribution de grains alors :

ǫeff − 1

3ǫeff
=

Nnc
∑

i

fi(r)
ǫnci − 1

ǫnci + ǫeff
+

Nnc
∑

j

fj(r)
ǫcj − 1

ǫcj + ǫeff
(5.1.17)

La �gure 5.5, illustre clairement le phénomène. On observe en e�et que le pic caractéristique du
ferroélectrique subsiste même pour les grandes permittivités. Dans la �gure 5.6, le phénomène est
calculé dans le cas d'une céramique avec une distribution volumique.

Dans une céramique réelle il n'y a pas de coupure aussi nette entre les grains semi-conducteurs
et les grains isolants. Le phénomène émerge très probablement du simple fait de l'existence d'une
distribution de conductivité entre les di�érents grains. La �gure 5.6 présente le même résultat en
utilisant une distribution de taille de grains pour la poudre plutôt qu'une taille unique.

5.1.4 Densité d'énergie (maximum) stockée dans un composite IBLC (Maxwell-
Wagner) en champ statique

Nous allons nous placer dans le cas d'une céramique idéale contenant uniquement des grains au
c÷ur semi-conducteur. Malgré le fait que le phénomène de charge d'interface reste un phénomène
extrinsèque, il n'est pas exclu qu'il puisse potentiellement être mis à pro�t dans le stockage d'énergie
en champ statique.

La formule (5.0.16) nous avais appris que l'énergie stockée dans un conducteur est nulle. L'éner-
gie stockée dans un composite IBLC est donc entièrement redistribuée dans l'enrobage. A partir du
champ moyen dans l'enrobage de la formule (4.0.4), on peut déterminer le champ dans l'enrobage où
ǫb → ∞ soit :

〈E2〉 =
(

α3

α3 − 1

)

Eapp (5.1.18)

Résultat prévisible, puisque nous avions vu que le champ est entièrement redistribué dans le
volume de l'enrobage. La densité d'énergie dans l'enrobage vaut donc :
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Figure 5.5 � Permittivité d'une céramique core-shell où coexistent un phénomène de type Maxwell-
Wagner et un phénomène percolatif, les grains sont complètement identiques dans cette modélisation.
f représente la fraction volumique de grains à c÷ur isolant dans la céramique. On constate que
dans ce cas de �gure le pic caractéristique de la transition ferro-parra ne disparait plus aux grandes
permittivités.

εne =
1

2
ǫ0ǫr

(

α3

α3 − 1

)2

E2
app (5.1.19)

et la densité d'énergie totale 9 :

εne =
1

2
ǫ0ǫr

(

α3 − 1

α3

)

·
(

α3

α3 − 1

)2

E2
app =

1

2
ǫ0ǫr

(

α3

α3 − 1

)

E2
app (5.1.20)

Toute l'énergie est donc stockée dans l'enrobage aussi �n soit-il. Mais en raison de la �nesse relative de
l'enrobage, la rigidité diélectrique augmente considérablement. Stocker de l'énergie dans l'enro-

bage permet de charger un matériau e�ectif de grande permittivité à faible champ, sans

les e�ets parasites présents dans les �lms céramiques comme les problèmes de rugosités

etc. Ce type de stockage o�re un comportement proche voire meilleur que celui d'un

monocristal nanométrique avec néanmoins l'e�et de dilution énergétique dans le volume.

Pour comprendre l'intérêt d'un tel stockage, on peut prendre l'exemple d'une céramique de grains
conducteurs (ou semi-conducteurs), enrobée chimiquement par un �lm d'oxyde de silicium. Le quartz
( SiO

2
) à l'état macroscopique possède une tension de claquage de l'ordre de 10 MV/m, cependant,

sous forme de �lm nanométrique il peut atteindre des tensions de claquages de l'ordre de 1000 MV/m.

9. résultat que l'on peut également obtenir à partir de la permittivité e�ective du système core-shell, l'intérêt ici,
étant de pouvoir exprimer le champ au sein de l'enrobage
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Figure 5.6 � Permittivité d'une céramique core-shell où coexistent un phénomène de type Maxwell-
Wagner et un phénomène percolatif. Les rayons des grains suivent une distribution gaussienne avec
une moyenne autour de 300 nm et un écart type de 100 nm, chaque grain a un enrobage d'épaisseur
�xe de 2nm

Avec une permittivité réelle ǫr ≈ 5 la densité d'énergie maximale théorique dans un cristal de quartz
macroscopique vaut :

εn =
1

2
ǫ0ǫrE

2
brk ≈ 2200J.m−3 (5.1.21)

Admettons que l'on soit limité experimentalement par l'épaisseur de l'enrobage. Dans les proto-
coles classiques d'enrobage chimique, on est souvent limité à des enrobages d'une dizaine de nano-
mètres. Dans un cas pareil, la densité d'énergie maximum théorique dans une céramique de ce type
vaut :

εn =
1

2
ǫ0ǫr

(

α3 − 1

α3

)

E2
brk (5.1.22)

De la formule (5.1.22) nous apprenons qu'il faut enrober le grain semi-conducteur le plus petit
possible a�n de maximiser le α. Dans le cas d'un grains d'un diamètre de 200 nm par exemple α = 1.1
et donc :

εn ≈ 5.5 · 106J.m−3 (5.1.23)

Soit une densité d'énergie 2500 fois plus importante. Néanmoins il ne s'agit pas nécessairement
d'un cas réaliste, en e�et, pour obtenir une telle densité d'énergie il faut imposer un champ électrique
externe :
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Emax
app =

(

α3 − 1

α3

)

Ebrk ≈ 240 · 106V.m−1 (5.1.24)

Bien avant cette tension, d'autres e�ets extrinsèques auront pris le relais pour entraîner un cla-
quage dans le matériau. La tension externe est donc également un facteur limitant. Elle nous donne
le α maximum avant claquage :

α =

(

Ebrk

Ebrk − Eapp

) 1
3

(5.1.25)

Avec une tension de claquage réaliste aux alentours de 8 MV/m pour les céramiques, on obtient
un rapport d'enrobage maximum α ≈ 1.0027 ce qui permet de dire qu'il faut enrober des grains d'un
diamètre de l'ordre de 7 µm, la densité théorique vaudra alors εn ≈ 176200J.m−3, soit malgré tout,
80 fois plus que le quartz pur.

En résumé, on peut donc écrire pour la densité d'énergie maximum 10 :

εn =
1

2
ǫ0ǫrE

max
app Ebrk(e) (5.1.26)

Si l'épaisseur de l'enrobage est imposée (ou souhaitée pour optimiser Ebrk par exemple), et/ou
dans le cas des joints de grain :

d = −
(

Ebrk(e)− Emax
app

) 1
3 e

(

Ebrk(e)− Emax
app

) 1
3 − Ebrk(e)

1
3

(5.1.27)

Dans le cas où c'est la taille des grains qui est imposée :

e = −

(

(

Ebrk(e)− Emax
app

) 1
3 − Ebrk(e)

1
3

)

d

(

Ebrk(e)− Emax
app

) 1
3

(5.1.28)

Rappelons qu'il s'agit ici d'une céramique core-shell idéale faite de grains sphériques de même
rapport d'enrobage, et où l'enrobage est considéré comme un isolant parfait (ce qui n'est pas le cas
dans la réalité). Dans ce cadre là néanmoins, on constate qu'il est important d'augmenter la tension
de claquage macroscopique au maximum tout en diminuant la taille des grains.

Table 5.1 � Signi�cation des variables utilisées dans les formules (5.1.26), (5.1.27), (5.1.28)

Variable Signi�cation

Emax
app champ de claquage e�ectif de la céramique

Ebrk(e) champ de claquage du matériau d'enrobage (dépend généralement de e)

e épaisseur de l'enrobage du grain

d Diamètre du c÷ur du grain

10. La signi�cation de chaque variable est rappelée dans le tableau 5.1
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5.2 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons évoqué deux phénomènes physique en mesure d'augmenter considé-
rablement la constante diélectrique, rappelons les points essentiels à retenir :

• Les composites percolatifs ne permettent pas d'augmenter sensiblement la densité d'énergie, en e�et
ils ne font que diminuer l'épaisseur e�ective tout en augmentant la densité volumique et massique
e�ective de la céramique.

• On peut exprimer le phénomène de Maxwell-Wagner à l'aide du modèle core-shell que nous avons
développé auparavant.

• Les pics ferroélectriques dans le spectre dielectrique devraient disparaitre en présence d'un phéno-
mène de type Maxwell-Wagner. On peut néanmoins facilement comprendre leurs présences à l'aide
de la GLD, si l'on considère qu'une fraction des grains n'a pas été rendue semi-conducteur. On n'a
alors un phénomène mixte MG-pseudo-percolatif

• Dans une céramique core-shell IBLC idéale en champ statique, le champ comme l'énergie est entiè-
rement redistribué(e) dans l'enrobage.

• Bien que le volume o�ert par l'enrobage soit petit, sa faible épaisseur lui permet de supporter des
tensions plus importantes, la densité énergetique d'une telle céramique peut donc se voir augmenter
par ce seul e�et.
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Chapitre 6

Modélisation ab-initio des céramiques

core-shell

6.1 Introduction

6.1.1 Motivation

Tous les calculs des chapitres précédents ont été réalisés à l'aide du calcul phénomologique de la
théorie de Landau. Mais il faut bien remarquer, que la théorie de Landau ne fonctionne que si le pa-
ramètre d'ordre (en l'occurrence dans notre cas la polarisation) peut être considéré comme homogène
à l'échelle du système. Il est évident qu'appliquer ce formalisme à l'échelle du grain nanométrique
(ce que nous avons fait) peut poser des problèmes quant à la validité des résultats. Pour con�rmer
ou in�rmer l'utilisation d'un tel formalisme, encore est-il nécessaire de véri�er que la polarisation
homogène reste le paramètre d'ordre pertinent du système.

Bien entendu, puisque les calculs de Landau sont avant tout des calculs empiriques, une véri�ca-
tion possible consiste à comparer la théorie avec l'expérience. Néanmoins les résultats expérimentaux
dans les céramiques étant le produit croisé d'une multitude de phénomènes microscopiques, il est plus
di�cile que dans un mono-cristal de faire une comparaison direct avec la modélisation.

Les techniques de modélisation ab-initio ou � premier principe �, se sont su�samment développées
ces dernières années pour permettre une modélisation microscopique du système ferroélectrique qui
restent en bon accord avec l'expérience. La modélisation la plus �dèle consistera bien sûr à se tourner
vers des techniques de calcul quantique de la structure électronique de la matière. Née dans les années
60, la théorie de la DFT [46] pour Density Functional Theory ou Théorie de la fonctionnelle densité

est devenue rapidement une technique très populaire à la fois en chimie quantique et dans la physique
de la matière condensée.

L'objectif principal de la théorie de la fonctionnelle densité est de remplacer la fonction d'onde multi-
électronique nécessaire pour la résolution de l'équation de Schrödinger, par la densité électronique en
tant que quantité de base pour les calculs. Alors que la fonction d'onde multiélectronique dépend de
3N variables (où N est le nombre total de particules du système), la densité est seulement fonction de
trois variables ; il s'agit donc d'une quantité plus facile à traiter tant mathématiquement que concep-
tuellement. Le principe de la DFT consiste en une reformulation du problème quantique à N corps en
un problème mono corps (ou, à la rigueur, bicorps si l'on considère les problèmes de spin) avec pour
paramètre la densité électronique. L'idée centrale de la DFT est que la seule densité électronique de
l'état fondamental du système détermine entièrement les valeurs moyennes des observables, comme
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par exemple l'énergie.

Bien que la théorie de la DFT soit une théorie rigoureusement exacte, elle reste inapplicable en l'état.
En e�et, le potentiel d'échange-corrélation (contenant également une correction à l'énergie cinétique)
reste inconnu. Il est donc nécessaire d'approximer ce potentiel d'échange-corrélation. Plusieurs types
d'approximations existent : l'approximation de la densité locale (ou LDA) et l'approximation du gra-
dient généralisé (ou GGA) ainsi que des méthodes dérivées qui se fondent sur une approche non locale.

Les approximations de type GGA, donnent souvent des résultats plus exacts quantitativement, mais
demandent un temps de calcul plus important que dans le cas des approximations de type LDA. C'est
pourquoi, la DFT est souvent utilisée conjointement avec la LDA, avant d'être éventuellement ra�née
par des calculs ultérieurs plus élaborés.

Cependant, même avec des approximations comme la LDA, la DFT reste une technique extrême-
ment coûteuse en temps de calcul. Elle n'est abordable que pour le calcul de quelques centaines
d'atomes tout au plus. Elle ne peut donc pas directement être utilisée pour calculer l'équilibre pour
des particules de tailles nanométriques, à plus forte raison dans le cas où la température est non-nulle.

Il est donc nécessaire d'utiliser des techniques intermédiaires qui puissent capter l'essentiel de la
physique contenue dans le système pour le comportement étudié grâce à la DFT, et ensuite l'utiliser
dans le cadre d'un potentiel e�ectif. Bien que ces techniques ne soient pas empiriques dans le sens
où, elles n'utilisent pas directement de donnée expérimentale. Elles restent dépendantes - au moins
dans un premier temps - d'un retour d'expérience, a�n de s'assurer d'avoir capturé l'ensemble de la
physique nécessaire pour le phénomène étudié.

Comme nous allons le voir, nos calculs pour la suite, se basent essentiellement sur un hamiltonien
e�ectif apparu dans les années 90 pour modéliser le comportement ferroélectrique de BaTiO

3
, et qui a

conduit presque pour la première fois à des accords remarquables (semi-quantitatifs) entre la théorie
et l'expérience.

6.2 Hamiltonien e�ectif des pérovskites ferroélectriques

En 1995 W. Zhong, D. Vanderbilt et K.M. Rabe [123] développent un hamiltonien e�ectif adapté
au cas des pérovskites ferroélectriques (cubiques à haute température),et plus particulièrement à celui
BaTiO

3
. Pour déterminer les paramètres d'interaction pertinents, ils utilisent dans un premier temps,

un calcul ab-initio DFT sur quelques mailles élémentaires.

Le principe de base consiste à décomposer l'énergie du ferroélectrique comme la somme d'interac-
tions de longue portée calculées en utilisant les lois habituelles de l'électrostatique (en l'occurrence
dans notre cas, les interactions dipôles-dipôles), et d'interactions de courte portée qui prennent en
compte des e�ets quantiques. Toutes les interactions de courte portée évaluées à partir de paramètres
tirés du calcul DFT.

Grâce à leur structure cristallographique simple les pérovskites ferroélectriques, représentent une
occasion intéressante de construire un hamiltonien e�ectif. L'idée centrale se base sur le constat que
les déformations associées à l'instabilité ferroélectrique sont très petites relativement à la structure
cubique de haute symétrie ( de l'ordre de 1 % ). La première approximation consiste donc à

considérer que l'énergie de déformation de la maille peut être exprimée comme une série

de Taylor à l'ordre 4 . Les di�érents coe�cients de la série étant déterminés par DFT.
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�u = (ux, uy, uz)
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Etot = Eself (u) + Edpl(u) + Eshort(u) + Eelas(u) + Eint(u, ηl)

• Eself (u)

• Edpl(u)

• Eshort(u)

• Eelas(ηl)

• Eint(u, ηl)
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Eself (u) =
∑

i

E(ui) (6.2.2)

où E(ui) correspond à l'énergie d'un mode local particulier de la maille d'indice i située au point
de coordonnée Ri. Pour décrire correctement la phase ferroélectrique, E(ui) doit contenir des termes
harmoniques et anharmoniques. Puisque la structure de référence est cubique, seuls les termes pairs
sont pris en considération. Les considérations de symétrie imposent une énergie du mode local sous
cette forme :

E(ui) = κ2u
2
i + αu4i + γ(u2izu

2
iz + u2iyu

2
iz + u2izu

2
ix) (6.2.3)

où ui = |~ui|, et κ2, α et γ sont les paramètres d'expansion déterminés par le calcul DFT (LDA).

6.2.2 Interaction dipôle-dipôle

Le deuxième terme de l'hamiltonien e�ectif correspond aux interactions dipôle-dipôle de longue
portée. If faut bien avoir conscience que la ferroélectricité est un phénomène de longue portée et
ne peut prendre forme que grâce à ce type d'interaction. Dans cette interaction seuls les termes
d'interaction dipôle ponctuel � dipôle ponctuel sont considérés (autrement dit le dipôle est ponctuel
dans cette interaction). En e�et les termes d'ordre supérieur qui correspondent à des corrections de
l'approximation du dipôle ponctuel n'ont un sens qu'à très courte portée, et seront donc intégrés dans
l'interaction de courte portée. Le moment dipolaire associé à une maille se déduit de la formule :

~di = Zeff · ~ui (6.2.4)

où Zeff correspond à la charge e�ective de Born en e. En unités atomiques (l'énergie est donc en
Hartree) nous obtenons pour l'énergie totale d'interaction dipôle-dipôle :

Edpl(u) =
Z2
eff

ǫ∞

∑

i<j

~uj · ~uj − 3( ~Rij · ~ui)( ~Rij · ~uj)
R3

ij

(6.2.5)

ǫ∞ correspond à la constante diélectrique optique, et ~Rij au vecteur qui relie le point i du point
j.

En pratique dans le cas des conditions périodiques in�nies, on ne peut pas utiliser directement
l'équation (6.2.5). On est obligé de se placer dans l'espace réciproque du réseau cubique et utiliser la
technique de sommation d'Ewald (voir Annexes A) pour évaluer l'énergie de longue portée.

6.2.3 Energie de courte portée

Eshort(u) l'énergie de courte portée, correspond à l'énergie générée par les interactions de courte
portée entre les mode locaux, en excluant cependant l'interaction dipôle-dipôle au premier ordre. Cette
contribution émerge de la di�érence entre la répulsion de courte portée et l'hybridation électronique
entre deux modes locaux adjacents et deux modes locaux isolés. Etendue jusqu'au second ordre, cette
interaction peut être écrite :

Eshort(u) =
1

2

∑

i 6=j

∑

αβ

Jij,αβuiαujβ (6.2.6)

La matrice de couplage Jij,αβ est une fonction de ~Rij et décroît très rapidement avec Rij qui
augmente. Par conséquent cette interaction est prise en compte jusqu'au troisième plus proche voisin,
c'est à dire jusqu'à la maille qui possède encore des atomes en commun avec la maille de départ. La
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matrice d'interaction Jij,α,β peut être grandement simpli�ée par la symétrie. Dans le cas présent où
la maille est cubique, elle s'écrit ainsi :

• Premiers voisins : Jij,α,β = (j1 + (j2 − j1)Rij,α)δαβ

• Seconds voisins : Jij,α,β = (j4 +
√
2(j3 − j4)Rij,α)δαβ + 2j5 ~Rij,α

~Rij,β(1− δαβ)

• Troisièmes voisins : Jij,α,β = j6δαβ + 3j7 ~Rij,α
~Rij,β(1− δαβ)

On a donc 7 paramètres d'interactions pour une maille cubique. Les coe�cients j1, j2, ...., j7 ayant
chacun une signi�cation physique bien particulière. Par exemple j1 représente la force d'interaction
de type π entre premiers voisins.

6.2.4 Energie élastique

A cause de l'utilisation des conditions périodiques in�nies, l'énergie élastique nécessite d'être
divisée en deux parties. En e�et la déformation homogène de l'ensemble du solide ne fait pas partie
de l'espace de con�guration et doit donc être prise en compte séparément. On peut donc écrire :

Eelas(ηl) = Eelas
I (ηl,I) + Eelas

H (ηl,H) (6.2.7)

L'énergie de déformation homogène s'écrit simplement :

Eelas
H (ηl,H) =

N

2
B11(η

2
1,H + η22,H + η23,H)+

NB12(η1,Hη2,H + η2,Hη3,H + η3,Hη2,1)+

N

2
B44(η

2
4,H + η25,H + η26,H)

(6.2.8)

ηl,H correspond à la variable de déformation homogène donnée par les déplacements sans di-
mension 1 et homogène des coins de la maille (atomes de Baryum). B11, B12, B44 sont les constantes
élastiques à un facteur près. (elles sont exprimées en énergie de maille c'est à dire B11 = a3C11 par
exemple).

Plutôt que d'exprimer l'énergie de déformation de maille inhomogène à partir de variable de dé-
formation, il est plus commode d'utiliser directement le déplacement du coin de maille ~ν( ~Ri) on peut
alors exprimer l'énergie de déformation inhomogène de la manière suivante :

Eelas
1 =

∑

i

γ11

[

νx( ~Ri)− νx( ~Ri ± ~x)
]2

+ γ12

[

νx( ~Ri)− νx( ~Ri ± ~x)
] [

νy( ~Ri)− νy( ~Ri ± ~y)
]

+ γ44

[

νx( ~Ri)− νx( ~Ri ± ~y) + νy( ~Ri)− νy( ~Ri ± ~x)
]2

+ permutation cyclique

(6.2.9)

Les di�érentes expressions de l'énergie ci-dessus correspondent au bond stretching, bond correlation,
et bond bending. D'autre part ~x = a~ex , ~y = a~ey et ~z = a~ez. les coe�cients γ sont reliés aux constantes
élastiques avec γ11 =

B11
4 , γ12 =

B12
8 , γ44 =

B44
8

1. Les déplacements sont en unité de maille a
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6.2.5 Interaction mode local-élastique

Pour décrire le couplage entre la déformation élastique et les modes locaux, on utilise une inter-
action locale de type :

Eint(~u, ηl) =
1

2

∑

i

∑

lαβ

Blαβηl(
~Ri)uα( ~Ri)uβ( ~Ri) (6.2.10)

Du fait de la symétrie cubique, il existe seulement trois constantes de couplage indépendantes
Blαβ :

B1xx = B2yy = B3zz

B1yy = B1zz = B2xx = B2zz = B3xx = B3yy

B4yz = B4zy = B5xz = B5zx = B6xy = B6yx

(6.2.11)

La déformation utilisée dans l'énergie d'interaction (6.2.10) est la somme de la déformation ho-
mogène et inhomogène.

ηl( ~Ri) = ηH,l( ~Ri) + ηI,l( ~Ri) (6.2.12)

Pour retrouver la déformation inhomogène (puisque l'on ne l'utilise pas directement mais plutôt
le déplacement νv) on procède de la manière suivante :

On dé�nit les six déplacements di�érentiels associés au site ~Ri :

∆νxx =
∑

d=0,y,z,y+z

[

νx( ~Ri − ~d− ~x)− νx( ~Ri− ~d)
]

(6.2.13)

∆νzy =
∑

d=0,y,z,y+z

[

νy( ~Ri − ~d− ~x)− νy( ~Ri− ~d)
]

(6.2.14)

On permute de manière cyclique pour les autres termes. Les composantes de déformations se
déduisent alors ainsi :

ηI,1 =
∆νxx
4

, ηI,4 =
∆νyz +∆νzy

4
(6.2.15)

De même pour les autres composantes.

6.2.6 Corrections et valeurs des coe�cients utilisées dans l'hamiltonien e�ectif

Comme nous l'avons mentionné par ailleurs l'ensemble des coe�cients de l'hamiltonien e�ectif sont
déterminés par des calculs quantiques de DFT. A cause de l'utilisation de la LDA, les paramètres
de mailles sont généralement sous-estimés à 1 % près. Pour corriger cette erreur dans les calculs, les
auteurs imposent une pression arti�cielle négative de 5.21 GPa dans le cas du BaTi

03
.

Le tableau ci-dessous rassemble les valeurs des coe�cients utilisés pour la simulation du BaTiO
3
.
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Table 6.1 � Paramètres d'expansions de l'hamiltonien e�ectif utilisés pour simuler BaTiO
3
(l'énergie

est en Hartree)

Paramètres
(Pm)

Valeur Pm Valeur Pm Valeur Pm Valeur

a 7.371 a.u Ze� 9.6646 ǫ∞ 5.21

κ2 0.051758 α 0.2808 γ -0.41281

j1 -
0.0120107708

j2 0.0222156256 j3 0.0042062141

j4 -
0.0023677794

j5 0.003536007 j6 0.0007541296 j7 0.000377065

B11 4.776 B12 1.610 B44 B12

B1xx -1.973 B1yy -0.041 B4yz -0.059

6.2.7 Simulation de Monte-Carlo Metropolis

Pour l'étude quantitative de l'état d'équilibre d'un système à une température �nie, la méthode
de Monte-Carlo se révèle puissante. L'algorithme de Monte-Carlo consiste à utiliser le hasard pour
retrouver l'état le plus stable à une température �nie. A�n de "biaiser" en température cette recherche
aléatoire on utilise l'algorithme de Métropolis. Cet algorithme part du principe que bien que l'on ne
connaisse pas la fonction de partition du système et donc la probabilité globale d'une con�guration
par rapport aux autres, on peut connaître la probabilité de passage d'une con�guration à une autre et
donc encourager ou pas les con�gurations générées aléatoirement par Monte-Carlo. Le fonctionnement
schématique de l'algorithme de Monte-Carlo Metropolis peut se résumer ainsi :

1. Le système est dans une con�guration initiale i (générée aléatoirement ou comme l'état suivant
d'un cycle de calcul)

2. Le programme génère aléatoirement une con�guration possible j

3. le programme calcule l'énergie de la con�guration i et j, E1 et Ej

4. si Ej < E1, la con�guration j est acceptée, et devient la con�guration du système

5. si en revanche Ej > E1 le programme calcule la probabilité de passage Pij = exp(−β(Ej −E1))
où β = 1

kbT

6. Le programme génère ensuite un nombre aléatoire n dans [0, 1]

7. si n ≤ Pij alors la con�guration j est acceptée et devient la con�guration de référence

8. Si n > Pij la con�guration j est refusée, et le système reste dans la con�guration i

9. On recommence ce cycle de nouveau, jusqu'a que la con�guration du système soit stabilisée
selon un critère du modélisateur.

La génération d'une con�guration aléatoire j se base généralement sur une modi�cation d'une ou
plusieurs grandeurs de la con�guration i d'une quantité ∆ij . Cette quantité doit être soigneusement
choisie pour autoriser un taux correct d'acceptation des con�gurations (étape 6-5-8 du schéma ci-
dessus) et ainsi assurer un échantillonnage correct de l'espace des con�gurations, tout en permettant
une convergence dans des temps de calcul raisonnables.

Dans notre cas on peut résumer le fonctionnement du programme de la manière suivante :

1. On génère aléatoirement un déplacement ∆u pour chaque mode local
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2. On génère aléatoirement un déplacement ∆v pour chaque coin de maille

3. On applique la procédure d'acceptation à chaque fois

4. On cycle plusieurs itérations pour la déformation homogène

5. Le cycle reprend du début

Les ∆ij sont évalués pour atteindre un taux d'acceptation aux alentours de 0.2.
Les résultats obtenus dans le cas de BaTiO

3
ont été pour la première fois en très bon accord avec

l'expérience, et ont permis de retrouver le diagramme de phase particulier au BaTiO
3
pour toutes

les températures. On peut remarquer que l'avantage d'une simulation microscopique est de pouvoir
cerner de manière plus intime les phénomènes qui apparaissent au sein du matériau. Par exemple
l'observation de l'organisation des modes locaux dans le matériaux au dessus de Tc, a permis de
trancher en faveur d'une transition quadratique-cubique mixte : à la fois displacive et ordre-désordre
(avec toutefois un caractère ordre-désordre plus marqué) 2.

6.3 Modélisation des systèmes core-shell par H.E

Pour pouvoir modéliser un système core-shell en condition périodique in�nie, il faut modi�er la
nature des mailles présentes à la surface de la cellule élémentaire de simulation. On peut choisir �
d'enrober � la cellule élémentaire par un système diélectrique continu (et utiliser un calcul par élé-
ment �ni, par exemple), mais cela complexi�erait le problème des conditions périodiques in�nies.
D'autre part se pose alors la question de la prise en compte des interactions élastiques avec les mailles
voisines. Pour minimiser la modi�cation du code, une autre solution consiste à modéliser l'enrobage
diélectrique comme un système discret de maille d'une pseudo-pérovskite qui imite au mieux les carac-
téristiques diélectriques et élastiques du diélectrique d'enrobage. Evidemment le calcul DFT ne peut
plus nous permettre de déduire les paramètres de cette pseudo-pérovskite (qui n'existe pas, rappelons
le). On peut alors entreprendre une approche semi-empirique qui consiste à paramétrer les valeurs
des coe�cients de l'hamiltonien e�ectif (de manière intuitive), a�n de reproduire les caractéristiques
expérimentales du diélectrique d'enrobage. Ainsi, lors la modélisation de la particule core-shell en
condition périodique in�nie, les mailles en "surface" sont donc initialisées avec les paramètres de la
pseudo-pérovskite.

Nous nous sommes intéressés dans un premier temps à un enrobage de silice (puisque expérimen-
talement on peut enrober des particules avec de la silice). Pour des raisons de simplicité, les carac-
téristiques élastiques de cette dernière ont été calquées sur ceux du monocristal de quartz (de même
composition chimique que la silice). Il faut noter que la permittivité obtenue dans la pseudo-pérovskite
de silice ( ǫr ≈ 3 ) ne peut pas être directement comparée à la permittivité de la silice dans l'expé-
rience, à cause du fait que la constante diélectrique du vide est multiplié par la permittivité optique
du BaTiO

3
dans les simulations.

Le tableau 6.2 ci-dessous résume les paramètres de l'hamiltonien e�ectif qui permettent d'imiter
le comportement de la silice.

Dans le cas de la particule enrobée, puisque cette dernière est simulée avec des conditions pério-
diques in�nies, l'enrobage se situera uniquement sur les plans x = 1, y = 1 z = 1. Si l'on veut simuler
des �ls enrobés in�nis dirigés selon z, il su�ra d'initialiser uniquement les plans x = 1 et y = 1. En�n
dans le cas où l'on veut simuler des plans in�nis enrobés perpendiculaires à z il su�ra d'initialiser
uniquement le plan z = 1.

L'inconvénient de l'utilisation d'une telle technique réside dans le fait que l'épaisseur d'enrobage
minimum ne descend pas au-dessous du paramètre de maille de BaTiO

3
. Pour diminuer le rapport

2. Ce qui indique qu'il n'y a pas de relation linéaire entre l'ordre de la transition ( 1
er ou 2

eme) et sa nature
(displacive ou ordre-désordre)

Chapitre 6



ǫ∞

κ2 α γ

j1 j2 j3

j4 j5 j6 j7

B11 B12 B44 B12

B1xx B1yy B4yz

α

28× 28× 28

α ≈ 3%

≈ 4A
α

6× 6× 6
α



6.3. MODÉLISATION DES SYSTÈMES CORE-SHELL PAR H.E 136

Polarisation macroscopique et paramètre d'ordre des particules enrobées

Les courbes de la �gure 6.3 représentent la polarisation de la particule pour deux tailles di�érente
(18 et 22 mailles d'arrête). On note la présence d'une très faible polarisation résiduelle à basse tem-
pérature (près de 1 centième de la polarisation de cristal) qui disparait vers 300K. Ce phénomène
augmente légèrement pour des tailles de cellules de simulation plus petites. Cette polarisation extrê-
mement faible n'est pas liée à une réalité expérimentale mais provient de la présence d'un nouvel ordre
polaire dans la cellule et de la sommation numérique forcément imparfaite des moments dipolaires
individuels. On peut donc dire à ce stade que les particules enrobées ont perdu toute ferroélectricité
macroscopiques.

(a) 18× 18× 18 (b) 22× 22× 22

Figure 6.3 � Polarisation de particules enrobées. On constate que les dots ne sont plus polarisées.
(En multipliant par 10 on obtient approximativement la valeur de la polarisation en C.m−2). A noter
que le comportement reste similaire pour les autres tailles.

La �gure 6.4 présente une vision tridimensionnelle de l'organisation des modes locaux à l'intérieur
du dot à 50K. On constate que loin d'être chaotique, les modes locaux tournent autour de la grande
diagonal du cube. Une projection de ces derniers sur un plan 2D comme dans la �gure 6.5 montre que
cette organisation peut être vue comme la combinaison vectorielle de rotations autour de chaque axes
du repère cartésien. Cette con�guration des modes locaux est connue sous le nom de vortex ou vortices
(on préfèrera le premier terme pour la suite). On peut facilement voir qu'une telle organisation peut
mener à une polarisation moyenne nulle.

I.I Naumov et al. [51] ont montré en 2004, dans leurs modélisations par Hamiltonien e�ectif, que
ce type d'organisation apparaissait également dans le cas de dots isolés (c'est à dire en condition de
circuit ouvert). Pour pouvoir quanti�er ce paramètre d'ordre, ils utilisent une grandeur vectorielle
appelée moment toroïdal dé�nie par :

~G =
1

2N3

∑

i

~Ri × (~pi − ~〈p〉) (6.3.1)

De par sa dé�nition, la valeur de ~G décrit la con�guration tridimensionnelle du vortex. Dans le
cas où une composante seulement de ~G est non-nulle, alors les modes locaux tournent autour d'un
axe unique du repère cartésien (Par exemple si Gx 6= 0 et Gy = Gz = 0 alors les modes locaux
tournent uniquement autour de l'axe x du repère cartésien). Si au contraire les trois composantes
sont équivalente, cela indique le fait que les modes locaux tournent autour de la grande diagonal du
cube (comme dans le dot de la �gure 6.4).

Chapitre 6



6.3. MODÉLISATION DES SYSTÈMES CORE-SHELL PAR H.E 137

Figure 6.4 � Représentation 3D des modes locaux (ou moments dipolaires individuels) résultants de
la modélisation d'une particule de BaTiO

3
de 6× 6× 6 mailles à une température de 50 K

les moments quasi-ponctuels en périphérie représentent la réponse de la pseudo-pérovskite de silice

Figure 6.5 � Projection des modes locaux d'une particule de BaTiO
3
12×12×12 à une température

de 50K, sur un plan Oxy avec z = 6
la zone jaune représente l'enrobage de "pseudo-silice"

Même dans ce cas là, il est malgré tout plus pratique d'étudier le vortex à partir de sa projec-
tion sur un plan du repère. Comme l'illustre la �gure 6.6, le centre du vortex dans une telle projection
apparaitra à l'intersection entre la grande diagonal et le plan de visualisation. Les �gures 6.7, 6.8 et
6.9 présentent les projections des modes locaux sur un plan du repère pour trois tailles N ×N ×N
de cellules élémentaires : pour N = 6, 12, 22 respectivement. La hauteur du plan selon l'axe z est
indiquée au bas de la �gure.

Nous utiliserons la grandeur ~G dé�nie plus haut pour quanti�er le moment toroïdal dans nos
particules pour la suite. Les �gures 6.10 et 6.11 représentent les trois composantes du moment toroïdal
dans des particules enrobées de di�érentes tailles (N = 6, 12, 18, 22 respectivement). On peut noter
que les trois composantes du vecteur ~G sont pratiquement égales quelle que soit la température et
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(a) z = 11 (b) z = 20

Figure 6.9 � Projection des modes locaux d'une particule de BaTiO
3
22 × 22 × 22 à 50K, sur un

plan Oxy

(a) 6× 6× 6 (b) 12× 12× 12

Figure 6.10 � Composantes Gα du moment toroïdal, pour di�érentes tailles de particules (indiqué en
dessous de la �gure). A noter que le moment toroïdal tel que dé�nit dans notre section, croit linéai-
rement avec le diamètre de la particule, on obtient des valeurs normalisées relativement homogènes
en divisant par N

e�et, pour une rotation complète des modes locaux autour d'un axe, le moment toroïdal augmente
avec la taille de la maille selon N . Pour comprendre cela on peut s'aider d'un calcul annalytique
simple. Pour simpli�er un peu le probleme remplaçons notre cube N × N × N par un cylindre de
diamètre N et de hauteur N . Considérons une situation ou tout les dipoles ponctuels ont la même
norme p et tournent autour de l'axe z au centre du cylindre. Le moment toroidal de�nit uniquement
selon z tel que formulé plus haut peut donc s'écrire :

G =
1

2N3
·N

N
∑

d=0

1

2
pπd (6.3.2)

comme

dots permet de comprendre pourquoi les trois composantes de ~G ne sont pas complètement équivalentes.
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(a) 18× 18× 18 (b) 22× 22× 22

Figure 6.11 � Composantes Gα du moment toroïdal pour di�érentes tailles de particules (indiqué
en dessous de la �gure).

N
∑

d=0

d2 =
1

6
N(N + 1)(2N + 1) (6.3.3)

Pour N ≫ 1 on peut donc écrire :

N
∑

d=0

d2 ≈ 1

3
N3 (6.3.4)

ce qui entraine que :

G ≈ πp

12
·N (6.3.5)

Si des systèmes de tailles di�érentes on un déplacement dipolaire local équivalent, on constate
alors que le moment toroidal est une grandeur qui croit linéairement avec la taille du système. Pour
obtenir un grandaur approximativement comparable il faut donc diviser ~G par la taille du système :
N . En divisant la norme de ~G dans nos simulations par la taille de la maille, on obtient des valeurs
très proches. On peut donc admettre que quelles que soient leurs tailles, les dots ont quantitativement
un comportement très similaire. Une autre façon de le dire est que quelle que soit la taille système le
déplacement dipolaire moyen p est comparable. Ce nouveau paramètre d'ordre indique donc, que si les
dots n'apparaissent plus ferroélectriques d'un point de vue macroscopique (absence de polarisation ré-
manente), le grain adopte un comportement propre au ferroélectrique et di�érent d'un paraélectrique.

Il peut être intéressant d'étudier l'incidence de ce paramètre d'ordre sur la déformation des dots.

6.3.2 Déformations des dots

Les �gures 6.12, 6.13, 6.14 et 6.15, montrent les 3 composantes η1, η2, η3 de déformation d'élon-
gation ( en anglais normal strain ), ainsi que les composantes η3, η4, η5 liées aux contraintes de
cisaillement ( en anglais shear strain ). Ces courbes montrent clairement la présence d'une distorsion
rhomboédrique (approximativement 4 fois plus faible que dans le BT pur à 0K). Cette distorsion
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diminue progressivement pour disparaitre à la température de Curie 4. Cette déformation rhombo-
édrique peut être mise en parallèle avec la présence d'un moment toroïdal dans le dot. On imagine
aisement qu'une rotation des modes locaux autour d'un axe aura comme conséquence logique une
déformation selon les axes perpendiculaires. Dans le cas du dot où la rotation est selon la grande
diagonale, on comprend intuitivement que cela mène à une déformation rhomboédrique. Le moment
toroïdal entraine donc bien une déformation élastique.

(a) composantes de la déformation d'élongation(b) composantes de la déformation de cisaille-
ment

Figure 6.12 � Composantes de la déformation en fonction de la température d'une particule de
6× 6× 6 mailles

(a) composantes de la déformation d'élongation(b) composantes de la déformation de cisaille-
ment

Figure 6.13 � Composantes de la déformation en fonction de la température d'une particule de
12× 12× 12 mailles

La particule de BaTiO
3
présente donc un caractère double inédit, à savoir, une phase

de symétrie rhomboédrique jusqu'à la température de Curie, mais une polarisation ma-

croscopique nulle. A ce stade il est important de remarquer que l'existence d'un terme de ci-
saillement dans le potentiel de Li et al. [69] du chapitre précédent a été motivée par la présence

4. la réaugmentation ensuite de la déformation d'élongation est l'e�et de la dilatation thermique puisque le cisaille-
ment a complètement disparu ensuite
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(a) composantes de la déformation d'élongation(b) composantes de la déformation de cisaille-
ment

Figure 6.14 � Composantes de la déformation en fonction de la température d'une particule de
18× 18× 18 mailles

(a) composantes de la déformation d'élongation(b) composantes de la déformation de cisaille-
ment

Figure 6.15 � Composantes de la déformation en fonction de la température d'une particule de
22× 22× 22 mailles

expérimentale d'une phase rhomboédrique à haute température dans les nanoparticules. Or sans an-
nuler complètement la responsabilité des contraintes de cisaillement inter-grains, on constate que

la symétrie rhomboédrique peut être le résultat d'un nouveau paramètre d'ordre et peut

donc s'expliquer de manière intrinsèque dans les nanoparticules sans invoquer l'e�et de

contraintes. On peut noter qu'à température ambiante le terme de cisaillement reste relativement
faible, et les particules apparaitront expérimentalement essentiellement cubiques.

6.3.3 Fil in�ni enrobé

Le �l in�ni ne ressent pas de champ dépolarisant pour une polarisation parallèle à son axe. On peut
donc imaginer qu'il conservera une composante de la polarisation selon cet axe. C'est e�ectivement
le cas, et comme le montre les �gures 6.16, la composante de la polarisation parallèle à son axe a une
norme de polarisation proche de celle du cristal in�ni. Comme dans le cas des dots, le comportement
du �l in�ni reste sensiblement le même quelle que soit sa taille.
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(a) 12× 12× 12 (b) 18× 18× 18

Figure 6.16 � Composantes x,y,z de la polarisation en fonction de la température du �l in�ni enrobé
par une épaisseur d'une maille de pseudo-silice (en condition periodique in�nie). Les tailles indiquées
en dessous de la �gure correspondent à la taille de la cellule de simulation et donc indirectement au
rapport d'enrobage α

Malgré la présence de la polarisation, les courbes de la �gure 6.17 montrent que le moment toroïdal
n'est pas nul. La composante de ~G parallèle à la polarisation, reste en intensité, comparable à celle
présente dans les dots. Le �l in�ni adopte donc un comportement mixte, où la polarisation et le
moment toroïdal sont dirigés selon la même composante de l'espace.

(a) 12× 12× 12 (b) 18× 18× 18

Figure 6.17 � Composante x,y,z du moment toroïdal en fonction de la température, du �l in�ni enrobé
par une épaisseur d'une maille de pseudo-silice (en condition périodique in�nie). Les tailles indiquées
en dessous de la �gure correspondent à la taille de la cellule de simulation et donc indirectement au
rapport d'enrobage α

On peut deviner que si les deux autres composantes du moment toroïdal ont disparu, c'est qu'elles
s'opposaient à la présence d'une polarisation selon l'axe du �l. En revanche la rotation des modes
locaux autour de l'axe du �l ne s'oppose pas à la présence d'une polarisation selon ce même axe. On
retiendra, que la présence de la polarisation selon un axe du repère défavorise la présence du moment
toroïdal selon les composantes perpendiculaires. Comme dans le cas du dot, il est intéressant d'étudier
l'in�uence du moment toroïdal sur la déformation du �l in�ni.
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6.4 Plan in�ni enrobé

Le plan in�ni ne ressent le champ dépolarisant que selon un axe du repère cartésien. On peut
s'attendre à ce que la symétrie du plan in�ni ne soit donc pas favorable à l'existence d'un moment
toroïdal et encourage l'existence d'une polarisation macroscopique. C'est e�ectivement le cas comme
le montre la polarisation de la �gure 6.22.

Figure 6.22 � Polarisation d'un plan in�ni enrobé selon Oxz, la taille de la cellule élémentaire de
simulation est de 18× 18× 18 mailles

La �gure 6.23 montre que comme dans le cristal in�ni, la déformation du plan enrobé suit de
manière évidente la polarisation. Ainsi jusqu'a 200 K où Py = Pz 6= 0, Px = 0 la déformation est
orthorhombique, au dessus de cette température la déformation devient progressivement quadratique
puis cubique.

(a) déformation d'élongation (b) déformation de cisaillement

Figure 6.23 � déformation d'un plan in�ni enrobé selon Oxz, la taille de la cellule élémentaire de
simulation est de 18× 18× 18 mailles
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selon les composantes perpendiculaires, l'augmentation de la polarisation selon une composante va
favoriser uniquement un moment toroïdal selon la même composante.

(a) Ez = 10
8V.m−1 (b) Ez = 2.108V.m−1

Figure 6.28 � Composantes de la polarisation d'un dot de BT 18 × 18 × 18 enrobé, soumis à un
champ électrique homogène selon z

(a) Ez = 10
8V.m−1 (b) Ez = 2.108V.m−1 (c) les composantes de G en fonction

du champ électrique à 0K

Figure 6.29 � Composantes du moment toroïdal d'un dot de BT 18× 18× 18 enrobé, soumis à un
champ électrique homogène selon z
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(a) Ez = 10
8V.m−1 (b) Ez = 2.108V.m−1

Figure 6.30 � Composantes de la déformation normale d'un dot de BT 18×18×18 enrobé, soumis à un
champ électrique homogène selon z , A noter que la déformation de cisaillement s'annule pratiquement
pour les champs électriques ci-dessus

6.5.2 Comportement du �l in�ni

Dans le cas du �l et du plan enrobé, il faut distinguer deux situations : lorsque le champ est
appliqué perpendiculairement à l'axe du �l ou du plan et dans le cas où le champ électrique reste
parallèle à ces derniers.

Les �gures 6.31, montrent le comportement d'un �l in�ni enrobé, soumis à un champ Ez perpen-
diculaire à son axe. Tout en maintenant une polarisation selon son axe, le �l in�ni va naturellement
se polariser dans la direction du champ électrique. Le moment toroïdal est bien sûr a�ecté et va
globalement diminuer. En e�et la présence d'une polarisation selon les deux composantes de l'espace
n'est pas favorable à l'existence d'un moment toroïdal. Le moment toroïdal va donc plus facilement
se détériorer dans le cas du �l in�ni par rapport au cas du dot.

(a) Ez = 2.108V.m−1 (b) Ez = 2.108V.m−1

Figure 6.31 � Composantes de la polarisation et du moment toroïdal d'un �l in�ni de BT enrobé de
18 × 18 × 18 mailles pour la cellule de simulation, soumis à un champ électrique perpendiculaire et
homogène selon z avec Ez = 2 · 108 V.m−1

Dans le cas où le champ électrique est appliqué parallèlement à l'axe du �l, le résultat est logi-
quement prévisible. La polarisation va se renforcer mais également le moment toroïdal (�gure 6.32).

Chapitre 6



6.5. COMPORTEMENTS DES SYSTÈMES CORE-SHELL EN CHAMP ÉLECTRIQUE 152

Figure 6.32 � Composante du moment toroïdal d'un �l in�ni enrobé, avec 18× 18× 18 mailles pour
la cellule élémentaire, soumis à un champ Ey = 2 · 108 V.m−1 parallèle à son axe

6.5.3 Comportement du plan in�ni

Tout comme le �l, on doit distinguer les situations selon la direction d'application du champ
électrique. Les �gures 6.33 et 6.34 montrent le comportement de la polarisation et de la déformation
d'un plan enrobé soumis à un champ électrique perpendiculaire à sa surface. Nous constatons sans
surprises particulières que la polarisation s'oriente dans le sens du champ tout en maintenant une
composante perpendiculaire non nulle. Par ailleurs comme le montre la �gure 6.34 la déformation liée
à la polarisation diminue fortement � l'orthorombicité � du plan in�ni.

Figure 6.33 � Composantes de la polarisation d'un plan in�ni enrobé, avec 18×18×18 mailles pour
la cellule élémentaire, soumis à un champ Ey = 2 · 108 V.m−1 perpendiculaire à sa base

Les �gures 6.33 et 6.34 montrent également une cassure du comportement de la polarisation et de
la déformation pour T ≈ 200K, signe du début d'un comportement de type paraélectrique.
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(a) deformation normal (b) déformation de cisaillement

Figure 6.34 � Composantes de déformation d'un plan in�ni enrobé, avec 18× 18× 18 mailles pour
la cellule élémentaire, soumis à un champ Ey = 2 · 108 V.m−1 perpendiculaire à sa base

6.6 Constante diélectrique du dot enrobé

Puisque le �l in�ni est le plan in�ni, présentent encore un caractère ferroélectrique macroscopique,
leurs constantes diélectriques est proche dans son comportement et son intensité de celle présente dans
le cristal in�ni. En revanche dans le cas des dots enrobés dans nos simulations, qui ont une température
de Curie bien en dessous du zéro absolue, on pourrait s'attendre à trouver une constante diélectrique
proche de celle d'un paraélectrique.

Figure 6.35 � Constante diélectrique moyenne (trace du tenseur de permittivité) du dot enrobé. On
peut noter la présence de deux pics diélectriques. La taille du dot est indiquée à coté de la courbe

La �gure 6.35 montre que si la constante diélectrique à champ nul reste faible, elle ne se comporte
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pas comme un paraélectrique et on peut noter la présence de deux pics. Quelle que soit la taille du
dot, le premier pic se trouve alentour de 200 K, le deuxième vers 360 K. Bien qu'à basse température
ne subsiste qu'une polarisation résiduelle très faible, on peut sans ambigüité relier le premier pic de
la constante diélectrique avec la disparition de cette polarisation à 200 K. Ce pic diélectrique n'est
donc présent qu'a très faible champ, et provient de la polarisation résiduelle.
A noter que la faible polarisation permet également d'expliquer la petite di�érence des composantes
du moment toroïdal, en e�et il y a une interaction d'énergie positive entre le moment toroïdal et la
polarisation perpendiculaire, et qui tend à faire baisser l'intensité de l'un ou de l'autre.
Le deuxième pic diélectrique, ne peut en revanche être relié à une quelconque polarisation puisque cette
dernière est nulle à partir de 200 K. Nous pouvons néanmoins relier ce deuxième pic à la disparition
du moment toroïdal et des composantes du tenseur de déformation vers 400 K. Nous verrons par la
suite une explication simple du phénomène.

6.7 Comparaison entre le formalisme de Landau et l'H.E

A partir des calculs précédents on peut donc répondre - au moins partiellement - à la question de la
pertinence du modèle de Landau pour les nano-systèmes core-shell. Pour cela, il peut être intéressant
de comparer la con�guration de la polarisation macroscopique obtenue par le modèle de Landau, et
par le calcul H.E .

Il faut toutefois mentionner que les comparaisons quantitatives qui vont suivre nécessitent une pre-
mière étape de calibration, à partir du cristal in�ni. En e�et l'hamiltonien e�ectif prédit pour le cristal
in�ni des valeurs de polarisation un peu surestimées par rapport aux valeurs expérimentales. Les va-
leurs de polarisation ont donc été renormalisées pour la comparaison (par un facteur 0.83 environ).
D'autre part la valeur de la permittivité d'enrobage dans les calculs GLD à été légèrement modi�ée (
3.8 au lieu de 3 ) pour mieux se rapprocher du comportement dans l'H.E. Cette di�érence peut prove-
nir de la modélisation imparfaite en H.E d'un diélectrique continu comme un réseau discret de dipôles.

Intéresseons nous dans un premier temps le cas des dots enrobés. Nous avons vu que l'hamilto-
nien e�ectif prédit une très faible polarisation, et une perte du caractère ferroélectrique (pour un
enrobage ǫ ≈ 3 ). Pour un enrobage de même permittivité 5 et de même épaisseur , la GLD prédira
une translation de la température de Curie vers des températures absolues négatives (par exemple
pour la maille 6, on trouve Tc ≈ −1700K) et donc également une perte du caractère ferroélectrique du
BaTiO

3
. On peut donc dire que la polarisation prévu reste dans les deux cas nulle ( P1 = P2 = P3 = 0

). Attention cela ne signi�e pas que les phases cristallines sont les même puisque le moment toroïdal
� non prévisible par la GLD - peut déformer la maille.

La �gure 6.36 montre une comparaison des prédictions de la polarisation pour le plan et le �l in�ni,
obtenue par hamiltonien e�ectif et par l'énergie libre de Landau. Les zones colorées correspondent
aux prédictions de la théorie de Landau tandis que les points correspondent aux transitions observées
dans l'hamiltonien e�ectif, notons en référence au cristal in�ni, nous avons appelé T (tétragonal) la
situation ou Px 6= 0, : Py = Pz = 0 et de même pour O et C. Malgrè le leger décalage, on voit que
les deux formalismes sont en très bon accord.

De même pour la �gure 6.37ou est représenté une comparaison du diagramme de polarisation en
fonction de la température pour un dot de 18× 18× 18 mailles enrobé par une maille, dans le cadre
de l'hamiltonien e�ectif (trait continu et points) et celui de la théorie de Landau (traits en pointillés).

5. Comme nous l'avons déjà mentionné, pour passer de la constante diélectrique de la modélisation par Hamiltonien
e�ectif à celle de Landau il faut multiplier cette dernière par ǫ∞ du BT, soit(≈ 5.21)

Chapitre 6



6.7. COMPARAISON ENTRE LE FORMALISME DE LANDAU ET L'H.E 155

Dans le cas du �l in�ni et du plan in�ni les con�gurations de la polarisation déduites par H.E et GLD
sont très proches tant qualitativement ( �gure 6.36) que quantitativement

(a) �l in�ni (b) plan in�ni

Figure 6.36 � Diagramme de phase des nanocomposite dans les deux formalismes. En ordonnée α le
rapport d'enrobage et à droite sa correspondance avec les cellules de simulation utilisées

(a) �l in�ni (b) plan in�ni

Figure 6.37 � Polarisation de nanocomposite en fonction de la température dans les deux formalismes.

La �gure 6.38 montre à 300K la comparaison entre la polarisation des dots enrobées en fonction
du champ électrique dans le cadre de l'hamiltonien e�ectif et dans celui de la théorie de Landau. Les
deux approches sont en bon accord pour des champs électriques faibles ( Ez < 108 V/m ) .

En champ fort ( Ez > 108 V/m ) en revanche on constate que la polarisation donnée par la
GLD est d'autant plus grande ( par rapport à son équivalent HE) que le diamètre du grain est
important. Cette di�érence peut parfaitement s'expliquer, par la modélisation imparfaite

de la silice avec une pseudo-pérovskite. En e�et à l'image d'une pérovskite ferroélectrique, à
fort champ la constante diélectrique d'une telle pseudo-silice perd de sa linéarité et en conséquence
diminue progressivement. Or comme nous l'avons vu dans le chapitre précédent, le champ électrique
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Figure 6.38 � Comparaison entre le mode local prédit à 300K par l'hamiltonien e�ectif et celui prévu
par la théorie de Landau dans le cas d'un dot enrobé (épaisseur de une maille) soumis à un champ
électrique selon z. La couleur est liée à la taille de la cellule. Les courbes accompagnées de points
représentent les prédictions de l'hamiltonien e�ectif. Les courbes "nues" sont celles de la théorie de
Landau avant correction. Les traits pointillés correspondent aux prédictions de la théorie de Landau
après correction où l'on considère (à juste titre) que la pseudo-silice a un comportement diélectrique
approximé par la �gure 6.39. a correspond au paramètre de maille du BaTiO

3
cubique, le mode local

est donc ici exprimé relativement au paramètre de maille du cristal

dans l'enrobage et d'autant plus fort que ce dernier est mince. Ce qui explique pourquoi pour les
grandes tailles la di�érence est plus marquée.

Figure 6.39 � Comportement de la constante diélectrique modélisée dans l'énergie libre de Landau,
pour mimer plus correctement le comportement de la pseudo-pérovskite de silice avec le champ élec-
trique interne. Notez qu'il s'agit d'un modèle simpliste, la courbe pointillée montre un comportement
plus réaliste. Dans notre cas Ec1 = 3 · 108V.m−1, Ec2 = 2.5 · 109V.m−1 et ǫmax

r = 3.8

On peut corriger cet e�et en considérant une pseudo-silice avec le comportement simpli�é de la
�gure 6.39 . Avec cette correction, la �gure 6.38 (traits pointillés) montre à 300 K un très bon accord
entre les deux prédictions.
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(a) T = 0K (b) T = 300K

Figure 6.41 � Comparaison du diagramme de polarisation en fonction du champ électrique pour un
�l in�ni de 18× 18× 18 mailles enrobé par une maille de pseudo-silice, dans le cadre de l'hamiltonien
e�ectif (trait continu et points) et celui de la théorie de Landau (traits en pointillés). On remarque
un très bon accord tant à haute température qu'à 0 K

Comme le montre les �gures 6.10 et 6.11, à 300K les dots enrobés possèdent un moment toroïdal
beaucoup plus faible qu'a 0K. L'énergie d'interaction entre ~G et ~P est subséquemment plus faible.
Le système se comporte alors comme un système quasi-homogène (en polarisation) et est décrit de
manière équivalente autant par l'H.E que par la GLD. A contrario dans le cas du �l in�ni à 0K, comme
le montre la �gure 6.42, les composantes du moment toroïdal perpendiculaires à la polarisation selon
z décroissent rapidement lorsque le champ électrique augmente. L'interaction entre ~P et ~G est donc
rapidement diminuée, et le �l in�ni - contrairement au dot - est décrit de manière similaire tant à
0K qu'a plus haute température. On peut donc en déduire que dans les systèmes core-shell,

la théorie de Landau et l'hamiltonien e�ectif se rejoignent lorsque les interactions entre

le moment toroïdal et la polarisation restent faibles, le seul paramètre pertinent reste

alors la polarisation.
Pour le plan in�ni la comparaison entre les deux formalismes aboutit à l'e�et inverse. Ainsi comme

le montre la �gure 6.43, et ce, quelle que soit la température, les deux courbes sont en désaccord.
Cette fois ci le modèle core-shell de Landau prédit une polarisation bien plus faible que celle calculée
par l'hamiltonien e�ectif.

Ce désaccord doit probablement être mis en relation avec le paramètre d'ordre observé dans le
plan in�ni, mais également car dans le plan, le champ dépolarisant ressenti à l'échelle nanométrique
ne corrobore pas tout à fait avec le modèle continu utilisé dans notre cas. Des études complémentaires
restent néanmoins nécessaires pour déterminer avec précision l'origine de ce désaccord.
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Figure 6.42 � |G| =
√

G2
x +G2

y en fonction du champ électrique selon z. La courbe continue,

correspond au dot enrobé, la courbe en pointillée fait référence au �l enrobé. On constate donc
que les composantes perpendiculaires décroissent plus rapidement dans le cas du �l que dans le cas
du dot

(a) T = 0K (b) T = 300K

Figure 6.43 � Comparaison du diagramme de polarisation en fonction du champ électrique pour
le plan in�ni enrobé par une maille de pseudo-silice, dans le cadre de l'hamiltonien e�ectif (ligne
continu et points) et celui de la théorie de Landau (ligne pointillée). La théorie de Landau sous estime
largement la polarisation en fonction du champ électrique

6.8 Enrobage plus faible et/ou de plus grande permittivité

Nous avons modélisé dans les sections précédentes des dots su�samment enrobés pour qu'ils
perdent pratiquement complètement leurs polarisations rémanentes macroscopiques. Il est bien sûr

Chapitre 6



6.8. ENROBAGE PLUS FAIBLE ET/OU DE PLUS GRANDE PERMITTIVITÉ 160

intéressant d'étudier le cas d'enrobages de très faible épaisseur et/ou de plus grande permittivité ce
qui aboutirait à un champ dépolarisant ressenti bien plus faible. Ces cas de �gure permettent de com-
prendre la transition entre le cristal in�ni et le dot complètement � dépolarisé �. Malheureusement,
comme nous l'avions fait remarquer, baisser l'épaisseur relative nécessite d'augmenter la taille de la
cellule élémentaire et donc le temps de calcul de manière très importante. Ainsi les modélisations
avec de faibles épaisseurs d'enrobages peuvent rapidement dépasser les ressources disponibles sur des
supercalculateurs.

En revanche augmenter la permittivité peut paraitre plus évident. Avec notre code cependant il
est nécessaire d'émettre quelques réserves. En e�et, simuler un diélectrique de grande constante di-
électrique à l'aide d'une pseudo-pérovskite, entraine invariablement l'apparition d'une permittivité
fortement non linéaire en champ et en température, qui en dé�nitive ne simule donc pas correcte-
ment un diélectrique linéaire (Notons que c'était déjà le cas des pseudo-pérovskites de silice aux forts
champs).
Les di�érents essais de pseudo-pérovskites à l'aide de l'hamiltonien e�ectif ont montré que pour ǫr > 20
les pseudo-pérovskites adoptent un caractère ferroélectrique et ne simulent donc pas correctement le
diélectrique linéaire d'enrobage pour un champ électrique non nul. A noter que jusqu'à ǫr ≈ 20, le
comportement des systèmes enrobés restent très similaires à celui décrit dans les sections précédentes
pour la pseudo-pérovskite de silice (et ne présente donc pas d'intérêt particulier à �gurer ici).
Cependant, si on se restreint au cas ou le champ appliqué est nul, on peut approximer le diélectrique
d'enrobage par des ferroélectriques de permittivité quasiment constante avec la température. Dans
ce cas là, les expériences de modélisations ont montré une limite autour de ǫr ≈ 90. Au delà de cette
limite les pseudo-pérovskites présentent des pics diélectriques caractéristiques des transitions de phase
et ne peuvent plus modéliser un diélectrique.

A l'approche de la limite ǫr ≈ 90, il est intéressant d'observer le comportement du dot enrobé.
En e�et comme le montre la �gure 6.44 dans ce cas là, nous observons une diminution de deux
des composantes du moment toroïdal, et une apparition de la polarisation spontanée le long de la
troisième composante de ~G,

Par ailleurs la coexistence des deux paramètres d'ordre P et G n'est microscopiquement pas
complètement similaire à celle que l'on a observé dans le �l in�ni. En e�et la �gure 6.45 montre la
projection des modes locaux sur un plan Oxy, on constate que le centre du vortex est déporté et
qu'apparait une zone mono-domaine. Ceci s'explique par le fait que pour des champs dépolarisants
faibles (c'est à dire pour des faibles épaisseurs et/ou des enrobages de grande permittivité), les charges
de surfaces résiduelles de la zone mono-domaine, peuvent être écrantées en adoptant ce type de con�-
guration. La �gure 6.46 résume de manière schématique l'évolution du moment toroïdal en fonction
du coe�cient de dépolarisation β. Ces résultats sont en accord raisonnable avec une autre approche
indirect du système core-shell que nous abordons à présent.
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Figure 6.46 � Evolution du couple vortex/polarisation avec β croissant
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6.9 Dot isolé avec une constante d'écrantage

Puisque diminuer l'épaisseur de l'enrobage ou augmenter sa permittivité restent des solutions
relativement limitées, il est intéressant d'aborder une autre stratégie pour pouvoir simuler le sys-
tème core-shell. Pour rappel l'e�et du core-shell dans l'approximation du champ e�ectif moyen est
naturellement modélisé comme celui d'une contribution d'un champ e�ectif moyen de dépolarisation.

Les véri�cations numériques dans le cas du dot ont montré un bon accord avec les systèmes dis-
crets.Une stratégie alternative consiste donc à simuler un dot isolé auquel on va appliquer

un champ d'écrantage partiel. Ce qui revient à modéliser un champ dépolarisant partiel.

Cette approche a été abordée dans le cadre du travail de thèse de L. Louis et al [?] . Dans cette
étude les auteurs partent d'un dot isolé dans le vide, et soumis à un champ dépolarisant partiellement
écranté. Pour pouvoir modéliser l'écrantage partiel les auteurs utilisent l'expression suivante :

εTot
Heff(pi,V1,η)

= εHeff(pi,V1,η) + β
∑

i

〈Ed〉 · pi (6.9.1)

où εTot
Heff(pi,V1,η)

représente l'énergie totale du dot. Cette dernière est le résultat de l'énergie du
dot dans le vide εHeff(pi,V1,η) (et qui ressent donc complètement le champ dépolarisant), auquelle on
soustrait une partie de l'énergie du champ dépolarisant β

∑

i〈Ed〉 · pi. Comme au deuxième chapitre,
le champ dépolarisant moyen peut être obtenu à l'aide de l'expression de Ponomareva et al..

C'est le coe�cient β qui décide de la fraction du champ dépolarisant ressentie par l'échantillon, on
peut le considérer comme une constante d'écrantage réglée par le modélisateur. Pour β = 1 le champ
dépolarisant est complètement écranté et le grain se retrouve donc en condition de court-circuit. Au
contraire pour β = 0, le champ dépolarisant ressenti est maximum. Le dot est donc en condition
de circuit ouvert. Toutes les situations intermédiaires simulent donc d'une certaine manière un dot
enrobé en condition périodique in�ni.

Attention cependant de noter que le coe�cient β que nous avons utilisé dans la partie analytique
du chapitre 2, ne correspond pas directement au coe�cient β utilisé ici, on peut approximativement
mettre en relation les deux β :

βHE = (1 + 3βGLD) (6.9.2)

Ou βHE est le coe�cient utilisé ici et βGLD celui du chapitre 2.
La �gure 6.47 montre le résultat dans le cas d'un dot en circuit ouvert ( β = 0 ). Nous constatons

que ce dernier a un comportement qualitatif similaire à celui observé dans le cas des dots enrobée
(c'est à dire Gx = Gy = Gz 6= 0 et Px = Py = Pz = 0 ). Des di�érences apparaissent cependant au
niveau des températures où le moment toroïdal s'annule, à 300K ici contre 400K environ dans nos
simulations de dots enrobés.

L'origine de cette di�érence peut se comprendre à l'aide de la �gure 6.48 qui correspond à la
situation où le dot est en court-circuit ( β = 1 ). Dans ce cas, tout comme dans le cristal in�ni, le
moment toroïdal disparait et l'échantillon devient ferroélectrique. Néanmoins la phase orthorhombique
n'apparait plus et les températures de transitions sont largement abaissées. Dans cette modélisation,
le dot en condition de court-circuit ne se comporte donc pas comme le cristal in�ni. En e�et rappelons
qu'il est placé dans le vide, et on ne peut plus en conséquence négliger l'énergie d'interaction

élastique entre la surface et l'enrobage (qui ici correspond au vide)
7.

7. Dans notre cas en revanche, le dot ne se trouvait pas dans le vide, et l'interaction avec la pseudo-silice se rapproche
beaucoup plus de l'interaction BT-BT, c'est pourquoi on pouvait négliger l'énergie d'interaction élastique, et mimer
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Figure 6.47 � comportement de la polarisation et du moment toroïdal avec la température d'un dot
de BaTiO

3
de 12× 12× 12 isolé dans le vide, en conditions de circuit ouvert. Figure tirée du travail

de thèse de L. Louis

Figure 6.48 � comportement de la polarisation et du moment toroïdal avec la température d'un dot
de BaTiO

3
de 12 × 12 × 12 mailles. Le dot est isolé (dans le vide), en conditions de circuit fermé.

Figure tirée du travail de thèse de L. Louis

malgré tout correctement le comportement du dot calculé par HE. La réalité est probablement plus complexe, mais se
rapproche malgré tout de notre cas, en e�et il n'existe pas de coupure nette au niveau de l'enrobage et l'interaction
élastique est très progressive
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Figure 6.49 � comportement de la polarisation et du moment toroïdal avec la température d'un dot
de BaTiO

3
de 12 × 12 × 12 isolé dans le vide, avec un écrantage partiel. Figure tirée du travail de

thèse de L. Louis.

Regardons à présent le cas du dot partiellement écranté pour β = 0.92 de la �gure 6.49, on
observe une con�guration de ~P et ~G qui rappelle celle observée plus haut dans le cas du dot enrobé
avec ǫr = 90 dans la �gure 6.45.

Comme le montre la �gure 6.50 à partir de β ≈ 0.96, le moment toroïdal disparait et la polarisation
reprend le dessus. Les con�gurations microscopiques rappellent ainsi le modèle de la �gure 6.46 Bien
que des comparaisons quantitatives ne soient donc pas possibles, il existe une similitude qualitative
évidente entre les deux approches.

Ce graphique permet donc de conjecturer que même à basse température, un dot

faiblement enrobé ou avec un ǫr important, peut être correctement décrit par la GLD, car
ne subsiste alors que la polarisation. Cette dernière hypothèse permet peut être d'expliquer pourquoi
le comportement des nanocéramiques est assez bien décrit par l'energie de Landau classique auquel
on rajoute l'energie du core-shell.

6.9.1 Moment toroïdal et théorie de Landau

Puisque le moment toroïdal, est un nouveau paramètre d'ordre, propre au système core-shell (ou
au dot isolé qui est le cas extrême du dot isolé). On est tenté de se demander si, au moins d'un point de
vue qualitatif, ce paramètre d'ordre peut être intégré au modèle phénoménologique du ferroélectrique.
On obtiendrait alors un cas intéressant où la modélisation ab-initio permet d'alimenter un modèle
globalement phénoménologique.

Bien que formellement, une étude détaillée de l'électrostatique et des symetries d'un moment to-
roïdal soit nécessaire ; nous allons nous contenter dans la suite de quelques considérations qualitatives
pour tenter de dessiner un modèle très simpli�é.
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Figure 6.50 � Amplitude du moment toroïdal et de la polarisation en fonction du coe�cient d'écran-
tage β à 0K, d'un dot de BaTiO

3
. Figure tirée du travail de thèse de L. Louis

Figure 6.51 � Représentation tridimensionnelle des modes locaux (en rouge) d'un dot enrobé de
6× 6× 6 mailles à une température de 0K. La direction du champ électrique local est représentée par
les �èches bleues. Ce dessin permet de comprendre une des caractéristiques du moment toroïdal, à
savoir : le champ électrique local est parallèle au moment dipolaire local. Ce qui permet de minimiser
l'énergie électrostatique moyenne dans un système de ce type partiellement isolé

La �gure 6.51 met clairement en évidence l'avantage que procure la formation d'un vortex et donc
d'un moment toroïdal dans un système totalement ou partiellement isolé. Le champ électrique

local dans un tel système reste parallèle au mode local, ce qui minimise l'énergie élec-

trostatique 8. Remarquons que dans un cristal in�ni polarisé de manière homogène c'est également

8. Bien entendu ceci est vrai pour n'importe quelle taille et con�guration de vortex, pas seulement dans le cas
représenté par la �gure 6.51
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le cas. Comme par ailleurs la norme des modes locaux reste relativement homogène le long du vor-
tex, on peut dire que tout comme pour le cristal in�ni, les vortex possèdent une énergie

électrostatique homogène . En outre la con�guration locale des modes locaux implique également
une énergie élastique homogène à l'intérieur du système.

Le comportement d'un vortex devrait à priori être très semblable à celui d'un système homogène,
à condition de remplacer la polarisation par la norme moyenne volumique des moments dipo-

laires individuels que nous avons dé�nit plus haut dans la section 6.3.1 ( page 139 )

A partir des résultats obtenus dans le cadre de l'hamiltonien e�ectif, on peut donc tracer les grandes
lignes sur la forme de l'énergie libre qui doit prendre en compte le moment toroïdal.

• Le potentiel doit avoir une forme similaire à celui de la phase ferroélectrique homogène

• Le moment toroïdal n'étant pas lié à une polarisation macroscopique, on peut donc - en première
approximation - considérer que son énergie n'est pas modi�ée par les conditions limites (court-
circuit ou circuit ouvert).

• Le moment toroïdal décroit avec la température, il possède donc une température critique propre,
proche de celle de Curie.

• Pour des enrobages importants les trois composantes du moment toroïdales sont équivalentes jus-
qu'à la température critique, les interactions entre les composantes sont donc faibles ou nulles.

• La composante α du moment toroïdal est faiblement altérée par la composante α de la polarisation,
elle diminue plus franchement si les composantes β, γ de la polarisation sont stabilisées. Il y a donc
une interaction d'énergie positive entre la polarisation Pα est les composantes perpendiculaires
Gβ , Gγ du moment toroïdal. L'interaction entre Gα et Pα étant plus faibles.

• La déformation observée dans les simulations par hamiltonien e�ectif montre que la déformation
peut être reliée aux composantes du moment toroïdal, l'énergie libre inclue donc une énergie d'in-
teraction entre la contrainte et ~G

A l'aide de ces remarques proposons très empiriquement l'énergie libre de la formule (6.9.3).
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(6.9.3)

Le tableau 6.3 liste les valeurs du potentiel de Landau modi�ées que nous avons utilisé. Les courbes
6.52 permettent de voir que ce potentiel mène à un bon accord qualitatif avec les con�gurations
observées par modélisation H.E . Il convient de remarquer qu'une étude plus détaillée et rigoureuse
permettrait sans doute, d'obtenir des résultats comparables quantitativement.

A noter qu'à partir du potentiel de Landau du BaTiO
3
une autre approche dans littérature a

été utilisée pour étudier le comportement des nanoparticules isolées. J.Wang et al. [56] ont en e�et
déterminé la distribution de la polarisation en utilisant des simulations de type champ de phase ( en
anglais phase �eld simulation). Dans ce type de modélisation, on considère - comme dans la GLD -
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Table 6.3 � Valeur des constantes de la partie de l'énergie libre qui utilise le moment toroïdal comme
paramètre d'ordre, les valeurs sont données en unités S.I. Les valeurs ont été choisies pour reproduire
qualitativement le comportement observé dans le cadre des modélisations par Hamiltonien e�ectif.

Constantes Valeurs Constantes Valeurs

α1(T )
′

4.124× 105(T − 100) α
′

11 0

α
′

111 1.294× 1010 α
′

12 23.922× 108

α
′′

12 23.922× 108 α
′

123 0

Q11 0.0275 Q12 −0.0108

Q44 0.0147 S11 8.3× 1012

(a) dot enrobé (b) �l in�ni

Figure 6.52

la particule comme continue, mais on découpe numériquement la particule en petites cellules où le
potentiel de Landau est minimisé numériquement (et où, bien sûr, les conditions aux limites doivent
être respectées). On parvient itérativement au minimum de l'énergie libre totale. A l'aide de cette
technique, les auteurs retrouvent bien la présence de vortex dans le cas du dot, en revanche dans le
cas du �l, les vortex ont complètement disparu pour laisser la place à une polarisation uniquement
selon l'axe du �l, ce qui ne correspond donc pas tout à fait aux résultats obtenues dans les simulations
par hamiltonien e�ectif.

Le nouveau potentiel de Landau que nous avons déterminé plus haut, peut nous servir à analyser
qualitativement le comportement du dot dans le cas de faibles épaisseurs et/ou de forte permittivité
(c'est à dire dans le cas d'un faible β). Bien qu'aucune comparaison formelle ne soit possible, nous
savons déjà à partir du calcul ab-initio de L. Louis et al. que pour de très faibles valeurs de β, peuvent
coexister un vortex et une polarisation homogène. La GLD prédit également un comportement de
cette nature avec quelques conséquences intéressantes.

La minimisation d'un tel potentiel montre que contrairement au cristal, il existe trois types d'ordres
au sein du nano-cristal. Dans le cas d'une dépolarisation faible (enrobage �n), le seul paramètre
d'ordre présent est la polarisation. Dans ce cas là, la céramique se comporte d'un point de vue struc-
tural comme dans le cristal de BaTiO

3
. Au contraire, dans le cas d'une dépolarisation importante

(enrobage épais et/ou de faible permittivité), le seul paramètre d'ordre en jeu est le moment toroïdal.
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Figure 6.53 � Polarisation et moment toroïdal d'un dot de BaTiO
3
enrobé avec ǫr = 20 et α = 1.003

Dans un cas pareil, les trois composantes du moment toroïdal sont égales et le grain ne possède plus de
polarisation macroscopique. Bien que dans ce dernier cas la céramique n'apparait plus ferroélectrique
d'un point de vue macroscopique, la maille moyenne n'apparait pas complètement cubique mais légè-
rement rhomboédrique à cause de la présence du vortex. Pour la suite, en référence à la polarisation,
nous appellerons ce type de structure "phase pseudo-cubique" ( C

′

). Il existe également des cas inter-
médiaires où il y a coexistence d'une composante de la polarisation et du moment toroïdal, les deux
étant parallèles. Dans ce cas également la maille moyenne n'apparaitra pas totalement quadratique à
cause de la composante non nulle du moment toroïdal. Dans la même logique que précédemment on
appellera ce type de structure "phase pseudo-quadratique" ( T

′

). A noter que les calculs ne montrent
pas l'existence de phase "pseudo-rhomboédrique" et "pseudo-orthorhombique".

La �gure 6.53 montre par exemple la situation d'un dot enrobé avec ǫr = 20 et α = 1.003, on
remarque, qu'à partir de la transition O-T, il y a coexistence d'un vortex et de la polarisation selon la
même composante de l'espace, c'est donc en réalité une transition O − T

′

. On note par ailleurs, que
même après la disparition de toute polarisation, subsiste une con�guration avec trois composantes
de G non nulles (c'est à dire la présence d'une phase pseudo-cubique jusqu'a Tc). En�n la phase
orthorhombique s'étend sur une plage de températures plus étroite que pour le cristal.

la �gure 6.54 résume le comportement des dots enrobés pour di�érents rapports d'enrobages α.
On note la disparition de la phase orthorhombique à partir de α ≈ 1.004. Par ailleurs les couleurs
représentent la présence d'un ou plusieurs vortex, la norme du moment toroïdal est proportionnelle à
l'intensité de la couleur.

On remarque immédiatement à partir de la �gure 6.54 que pour de faibles enrobages (α < 1.002),
on retrouve le diagramme de phase conventionnel du 2ème chapitre, où l'on ne tenait compte que de
l'e�et de l'enrobage et où la température de transition était en conséquence décalée linéairement. Ceci
appuie une nouvelle fois l'idée que l'on peut utiliser le modèle classique de Landau pour de

faibles enrobages et que donc Le grain en dessous d'une certaine épaisseur d'enrobage se

comporte comme dans le cristal in�ni auquel on ajoute un coe�cient de dépolarisation
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Figure 6.55 � Constante diélectrique d'un dot sphérique avec un rapport α = 1.2 et un enrobage de
permittivité ǫr = 20

6.9.3 Moment toroïdal expérimental

On peut à juste titre se demander si le moment toroïdal correspond à une réalité expérimentale,
puisque il est relativement di�cile à caractériser. C'est pourquoi il est utile à ce stade de mentionner
l'étude de B.J.Rodriguez et al. [7] qui ont montré indirectement par des mesures PFM, la présence
probable de vortex dans des dots de PZT ; con�rmant les calculs par Hamiltonien e�ectif qui ont été
fait sur des dots de PZT de tailles similaires (voir �gure 6.56 ).

Rodrigez et al. ont dans un premier temps fabriqué un réseau bidimensionnel de nano-dots de PZT
(PbZrO

3
) ferroélectriques en utilisant la PLD ( Pulsed Laser Deposition ) à l'aide d'un cache en oxyde

d'aluminium. Ils ont ensuite mesuré la distribution statique de la polarisation dans le plan du dot
et perpendiculairement à ce dernier en utilisant un PFM (Piezoresponse Force Microscopy). La seule
présence d'une polarisation non nulle dans le plan des dots orientés selon (001) suggère l'existence
d'une déviation signi�cative par rapport à la structure quadratique habituelle. Ils ont ensuite com-
paré les cartes de polarisation obtenues expérimentalement avec ce qui est attendu dans le cadre des
modélisations par H.E . La �gure 6.56 permet de remarquer que les cartes de polarisation dans le
plan obtenues par PFM sont grandement compatibles avec l'existence d'un vortex de polarisation au
sein des dots.
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Figure 6.56 � (a,b) mesure PFM en amplitude et phase de la polarisation hors du plan et (c,d) de
la polarisation dans le plan. Les dots entourés montrent la présence de polarisation de c÷ur dans les
images hors plan. Les images dans le plan ressemblent aux (e,f) images dans le plan simulées. Les
dimensions dans (e,f) sont données en paramètre de maille de la phase cubique soit environ 0.4 nm.
L'échelle en (a) se rapporte également à (b-d), l'echelle en (h) se rapporte également à (g). Images
tirées de l'article de B.J.Rodriguez et al. [7]

6.9.4 Comportement du dot au-dessus de la température de Curie

Comme l'ont montré les résultats de la polarisation et du moment toroïdal, au dessus de la
température de Curie le ferroélectrique perd son caractère ferroélectrique mais également son moment
toroïdal. Nous savons néanmoins que le BaTiO

3
possède également un caractère ordre-désordre ce qui

signi�e qu'au dessus de la température de Curie, il peut toujours subsister localement et partiellement
une déformation polaire. Il peut être intéressant d'analyser brièvement la situation dans le cas d'un
dot enrobé. Comme le montre la �gure 6.57, au dessus de la température de Curie, avec le désordre
moyen, subsiste également un ordre local qui fait penser à des petits moments toroïdaux. Cela signi�e,
qu'au dessus de la température de Curie (sur une certaine plage de températures), on peut considérer
que se maintient probablement un paramètre d'ordre polaire local.

Bien que la raison exact d'un tel maintient ne ressorte pas clairement des résultats de la modéli-
sation. On peut supposer d'un point de vue qualitatif que les interactions élastiques avec la surface
quoique faibles, su�sent au dessus de Tc à maintenir un ordre local dans l'ensemble du nanograin (en
e�et le ratio surface/volume est beaucoup plus important dans le nano-grain).
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va très vite y avoir une accumulation de charge à la surface. Ainsi, un grain isolé qui n'a en prin-
cipe aucune raison d'être ferroélectrique, va expérimentalement adopter un comportement proche du
cristal in�ni puisqu'il se retrouve dans une situation équivalente à un court-circuit. Il existe tout de
même une di�érence importante avec le cristal in�ni. En e�et puisque le grain possède une conduc-
tivité homogène, l'accumulation de charges va se faire à la surface du grain isolé, c'est à dire à la
surface de la couche paraélectrique ou diélectrique e�ective. Ainsi c'est le système core-shell complet
qui est en court-circuit, le c÷ur va donc ressentir un champ dépolarisant partiel à cause de l'enrobage
diélectrique. Le comportement du grain isolé va donc être très proche de celui du même grain dans
une céramique en condition de court-circuit.

En revanche la conductivité intrinsèque du grain, a une in�uence très réduite sur le comportement
de la céramique. En e�et lors des mesures diélectriques, la conductivité macroscopique mesurée va
contribuer à l'augmentation de la partie imaginaire de la permittivité et pas à la partie réelle. La
partie réelle de la permittivité traduira donc bien le comportement exclusif du grain ferroélectrique.
Si en revanche on enrobe les grains par un matériau de plus faible conductivité, ou que l'on fritte de
manière non conventionnelle la céramique, le système core-shell devient hétérogène en conductivité.
Dans ce cas là, la partie réelle de la permittivité peut augmenter lors des mesures diélectriques.

Tout ceci signi�e qu'expérimentalement un grain isolé ou une céramique auront en première ap-
proximation un comportement assez proche car ils � ressentent � en dé�nitive un millieu e�ectif
proche.

In�uence de la porosité

Figure 6.59 � Porosité écrantée par les charges mobiles dans la céramique

Il est également intéressant de considérer l'in�uence de la porosité sur une céramique ferroélec-
trique. A cause de l'e�et dipôle-dipôle de longue portée indispensable à la ferroélectricité, le ferro-
électrique reste très sensible à la porosité. Il est très facile d'évaluer grossièrement l'in�uence de la
porosité dans une nano-céramique idéale isolante. Considérons le cas d'une céramique idéale consti-
tuée de nano-grains mono-domaines (sans shell) de polarisation moyenne P. On se place dans le cadre
du champ e�ectif moyen et où tout les grains sont colinéaires (calcul unidimensionnel). Dans ce cas
là, si f représente la fraction volumique de la porosité, la polarisation moyenne totale vaut :

PT = (1− f) · P (6.10.1)
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Pour déterminer le champ ressenti par un grain, on doit en principe tenir compte de la réponse
en permittivité du milieu e�ectif par rapport à celle du grain, mais si f reste faible, la permittivité
du grain et celle de la céramique se confondent pratiquement et on peut donc écrire pour le champ
ressenti par un grain :

E =
−P

3ǫ0
+ (1− f)

P

3ǫ0
= −f

P

3ǫ0
(6.10.2)

Puisque le grain ressent un champ dépolarisant, il possède donc une énergie de dépolarisation :

εdep =
−fP 2

6ǫ0
(6.10.3)

De manière analogue à ce que nous avions vu dans le système core-shell, le grain voit donc sa
température de Curie translatée vers les basses températures avec :

∆T =
f

6α0ǫ0
(6.10.4)

Ou α0 est la rigidité diélectrique au premier ordre. Par exemple, pour BaTiO
3
; α0 = 4.124× 105,

ce qui signi�e que pour f = 0.01 (c'est à dire pour 1 % de porosité volumique) nous obtenons
∆T ≈ 500K. Autrement dit la céramique ne devrait plus être ferroélectrique (macroscopiquement).
On observe cependant toujours en pratique un fort caractère ferroélectrique. On doit évoquer à nou-
veau l'e�et de la conductivité pour comprendre le phénomène. A cause de la conductivité non nulle
il va y avoir dans la céramique une accumulation de charges à l'interface entre la porosité et les
grains. Ainsi la porosité est entièrement ou partiellement masquée par l'écrantage des charges mo-
biles. Attention cependant, cela ne signi�e pas que la porosité n'a aucune conséquence sur les mesures
diélectriques, mais que l'on doit essentiellement la considérer comme une inclusion diélec-

trique composite de type Bruggeman (c'est à dire que la porosité n'a pas d'in�uence importante
sur la ferroélectricité, et les grains se comportent donc individuellement comme dans une céramique
très dense. En revanche l'e�et de dilution macroscopique de la permittivité est toujours présent).

6.11 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons abordé une modélisation microscopique du système core-shell. Cela
est nécessaire car les modèles phénoménologiques ne décrivent que des situations on l'on assume une
certaines homogénéité au système (pour le paramètre d'ordre). D'autre part le modèle de Landau ne
garantit pas que le paramètre d'ordre pertinent soit toujours la polarisation. L'Hamiltonien e�ectif
est une technique de modélisation ab-initio qui emprunte les paramètres physiques pertinents au
calcul atomistique de type DFT pour décrire le ferroélectrique. Nous avons modélisé des dots, �ls
et plans in�nies enrobés (l'enrobage a été simulé par une pseudo-pérovskite de silice) en conditions
limites périodiques. Les modélisations ont montré que tout comme pour les dots isolés, dans le c÷ur
ferroélectriques les moments dipolaires s'organisaient sous la forme de vortex de polarisations que l'on
peut quanti�er à l'aide du moment toroïdal ~G. Nous avons principalement noté que :

• Dans le cas du dot, il y avait perte de la ferroélectricité et la présence d'un moment toroïdal le
long des trois composantes (vortex le long de la grande diagonale du cube) jusqu'a la tempéra-
ture de Curie. En outre le moment toroïdal entraine l'apparition d'une déformation légèrement
rhomboédrique pour le dot.

• Dans le cas du �l, la coexistence d'une composante du moment toroïdal et de la polarisation jusqu'a
la température de curie. Là encore le moment toroïdal tend à rallonger le �l dans les directions
perpendiculaires.
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• Dans le cas d'un plan in�ni, l'existante d'un paramètre d'ordre plus singulier, sous la forme de
pseudo-zones de polarisation et d'une polarisation homogène parallèle au plan. On note en outre
l'absence d'un moment toroïdal.

L'application d'un champ électrique encourage dans le cas du dot, l'apparition d'une polarisation
et d'un moment toroïdal parallèle au champ électrique. Les autres composantes sont globalement
défavorisées par la présence d'un champ électrique.

Nous avons ensuite comparé le comportement du système core-shell prédit par hamiltonien e�ectif
et la GLD. Bien que l'expression de l'énergie libre ne prenne pas en compte l'existence d'un moment
toroïdal, la GLD prédit correctement (c'est-à-dire en comparaison des prédictions de l'H.E) la con�-
guration de la polarisation pour le dot, le �l in�ni et le plan in�ni. Le comportement avec le champ
électrique dépend du système et de la température. Ainsi la valeur de la polarisation en fonction
du champ électrique est très similaire dans l'approche GLD et H.E. De même la GLD rejoint l'H.E
dans le dot à 300 K. En revanche à basse température pour le dot, et dans le cas du plan, les deux
approches conduisent à des résultats relativement di�érents. Dans le dot à basse température, on peut
expliquer cette di�érence, par la présence non négligeable du moment toroïdal, qui aura tendance à
s'opposer à la mise en place d'une polarisation selon la direction du champ. Ces comparaisons per-
mettent d'admettre que l'absence ou la diminution du moment toroïdal permet de décrire le système
core-shell à l'aide de modèles phénoménologiques adaptés au cristal in�ni.

Pour étudier la limite système core-shell/cristal in�ni, nous avons augmenté la permittivité de l'en-
robage dans le dot. On observe l'apparition d'une polarisation macroscopique associée à la présence
d'un moment toroïdal selon la même composante. La con�guration microscopique, montre l'appari-
tion d'une zone mono-domaine associée à un vortex en périphérie du dot.

Une approche complémentaire en modélisation consiste à imposer au dot un coe�cient de dépo-
larisation β choisi par le modélisateur. (On simule donc d'une certaine manière le système core-shell).
Cette approche a été utilisée par L.Louis dans le cadre de son travail de thèse. Les conclusions sont
qualitativement les mêmes 11 que celles que nous avions déduit dans notre modélisation. On retrouve
donc l'apparition d'un moment toroïdal selon les trois composantes pour le dot avec un β su�sam-
ment important. Pour un β plus faible, on observe la coexistence d'une seule composante de ~G avec
la composante de ~P parallèle. D'un point de vu microscopique, l'apparition progressive d'une zone
mono-domaine est associée à un vortex en périphérie.

Nous avons ensuite introduit de manière qualitative le moment toroïdal comme paramètre d'ordre
dans l'énergie de Landau. A partir de considérations très simplistes on peut néanmoins retrouver un
comportement qualitatif proche de celui observé par H.E . Nous nous sommes ensuite servis de ce
modèle pour tracer un diagramme où est représenté la con�guration de polarisation et du moment
toroïdal en fonction de l'épaisseur du système core-shell et de la température. Le nouveau potentiel
de Landau prédit une disparition de la transition orthorhombique. Dans la suite nous abordons la
partie expérimentale que l'on va tenter de relier aux résultats de la modélisation.

11. Dans les modélisations de L. Louis le dot est également isolé élastiquement, ce qui ne nous permet donc pas de
faire des comparaisons quantitatives
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Chapitre 7

Elaboration des nanocéramiques

Introduction

Nous avons dégagé à partir des modélisations précédentes quelques tendances intéressantes pour,
par exemple, permettre d'augmenter l'énergie stockée dans une céramique ferroélectrique. La réa-
lité est souvent bien plus complexe que les cas modèles évoqués dans les chapitres précédents. Nous
pouvons néanmoins retenir, que la dimensionnalité des grains joue un rôle important dans les carac-
téristiques diélectriques et plus généralement sur la polarisation d'une céramique. Il est donc utile
de s'intéresser aux possibilités o�ertes par les techniques de chimie inorganique, pour la synthèse de
nano-objets de formes particulières (ainsi que les céramiques fabriquées à partir des poudres).

Nous avons également appris à partir de la modélisation microscopique, que des e�ets de tailles
inédits peuvent apparaitre, et donner lieu à une persistance de la ferroélectricité localement. Le nou-
veau paramètre d'ordre introduit (le moment toroïdal) peut avoir une in�uence importante sur les
propriétés macroscopiques du matériau. Ainsi pour des forts enrobages ou une surface paraélectrique
épaisse, le champ dépolarisant dans le grain, induit la disparition de toute polarisation macrosco-
pique. Malgré cela, la présence des trois composantes du moment toroïdal déforme (en moyenne)
la maille élémentaire qui apparait ainsi légèrement rhomboédrique (nous avons appelé cette phase :
pseudo-cubique C

′

en référence à son équivalent pour le cristal). Pour un enrobage intermédiaire on
peut observer la présence de la polarisation selon une composante, et la présence simultanée du mo-
ment toroïdal. Cette con�guration déforme également la maille élémentaire (cette phase est désignée
comme pseudo-quadratique T

′

) . De plus la transition O-T du cristal de BaTiO
3
peut disparaitre sous

l'in�uence du moment toroïdal. On peut donc légitimement se poser la question de savoir si ces e�ets
de tailles peuvent être indirectement observés expérimentalement. La synthèse et la caractérisation
des nanoparticules doit donc permettre de pouvoir partiellement répondre à ce problème.

Avant d'aborder nos propres manipulations, il est utile de citer puis de discuter brievement quelques
études qui ont tenté par le passé, d'élucider les e�ets de tailles qui peuvent survenir dans les céra-
miques de BaTiO

3
. Bien que nous ayons déjà survolé la littérature sur l'e�et de taille dans BaTiO

3

au chapitre 3, nous nous tournons pour la suite, vers des études plus spéci�ques, qui se focalisent
essentiellement sur la nature des phases en présence dans les nano-grains.

7.1 L'e�et de taille dans la littérature

Depuis plus de 50 ans de nombreuses études se sont portés sur l'e�et de taille dans les céramiques
ferroélectriques, et en particulier dans le cas de BaTiO

3
. Il est généralement reconnu que la taille des

grains a une in�uence évidente sur toutes les propriétés de la céramique �nale. Comme nous l'avions
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déjà expliqué, pour des tailles de grains de l'ordre du micron, l'e�et de taille repose en bonne partie
sur la dynamique des domaines qui se forment spontanément dans le grain. En dessous d'une taille
évaluée autour de 300 nm pour BaTiO

3
, la formation de domaines est défavorisée, d'autres phéno-

mènes extrêmement locaux, peuvent alors prendre le relai.

Il est généralement reconnu qu'aux très petites tailles la transition ferroélectrique est décalée vers
des températures plus basses. De même on considère que la transition O-T est relevée vers des tem-
pératures plus hautes. Le décalage de la température de Curie, implique qu'aux très petites tailles,
l'ordre ferroélectrique disparaisse dans la céramique même à 0 K. Cette disparition de la ferroélectricité
macroscopique n'implique pas la disparition d'un ordre ferroélectrique local. Cet ordre ferroélectrique
local reste souvent à l'appréciation des auteurs de l'étude, c'est ce qui explique en partie, la disparité
des mesures de la taille critique de la ferroélectricité dans la littérature.

Les mécanismes physiques liés à l'e�et de taille sont eux même le sujet d'hypothèses variées. Les
di�érentes causes souvent citées dans la littérature sont : les e�ets de dépolarisation, les défauts de
structures, les contraintes et la présence de zones polarisées � gelées � (frozen polarisation [34]).

Pour étudier l'e�et de taille il est donc important d'utiliser des techniques expérimentales qui per-
mettent de sonder le matériau à di�érentes échelles. La combinaison de la di�raction X et de la
di�usion Raman permet d'avoir un aperçu plus complet des e�ets de tailles qui apparaissent dans les
nano-céramiques. La di�raction RX reste la technique la plus répandue et robuste pour l'évaluation
de la structure cristalline. Mais puisque cette dernière repose sur la di�usion cohérente sur plusieurs
mailles élémentaires, elle n'est pas sensible aux caractéristiques locales qui peuvent exister dans des
nano-régions. C'est pourquoi la di�raction RX ne sera pas en mesure de révéler la présence de distor-
sions de l'ordre de la maille élémentaire, mais révèle des zones d'au minimum 10 nm. Cette technique
permet donc de sonder la structure moyenne du matériau. La di�usion Raman est quand à elle plus
sensible à l'ordre local. En e�et, elle est basée sur les règles de sélection qui font que tous les modes
optiques de la symétrie cubique (des pérovskites) sont inactifs en Raman. Au contraire, ces modes
sont actifs dans la symétrie, rhomboédrique, orthorhombique et quadratique. Bien sûr, la symétrie et
l'énergie de ces modes peuvent changer d'une phase à une autre. Il en résulte que la di�usion Raman
est une technique sensible à l'ordre local dans la maille élémentaire.

Buscaglia et al. [37, 117], Schlag et al. [106] et Frey et al. [34] ont étudié à l'aide de la di�rac-
tion RX et di�usion Raman les changements structuraux aux très petites tailles. Frey et al. [34] ont
étudié des céramiques de BaTiO

3
avec des tailles de grains compris entre 400 nm et 35 nm. La di�rac-

tion RX des nano-céramiques à température ambiante montre clairement la présence d'une structure
moyenne cubique. Néanmoins la présence en Raman de modes liés aux distorsions quadratiques ou
orthorhombique suggère une structure locale acentrique. Buscaglia et al. [117] on étudié des céra-
miques de BaTiO

3
avec des tailles de grains variant de 50 nm à 1200 nm. Les auteurs ont mesuré

les spectres de di�raction RX de 300 K à 400 K et de di�usion Raman des céramiques depuis 80 K
jusqu'a 700 K environ. Bien que la di�raction RX montre la présence d'une seule raie 200 témoin
d'une structure qui semble cubique, la largeur de cette dernière décroit progressivement depuis la tem-
pérature ambiante jusqu'a Tc (400 K ou 120 ◦C environ). Les auteurs associent à cet e�et la présence
d'une structure microscopique en dessous de Tc di�érente de la structure cubique au dessus de Tc.
Les mesures diélectriques con�rment bien la translation de la transition ferroélectrique-paraélectrique
vers des températures plus basses. Il est intéressant de noter que toutes les céramiques suivent une
loi de Curie-Weiss au dessus de Tc (400 K), ce qui n'est pas le cas au dessous de Tc même pour
les céramiques qui ne sont plus ferroélectriques. Aux très petites tailles ( < 100 nm ) les transitions
adoptent un caractère di�us, qui témoigne de la coexistence de plusieurs phases au sein de la nano-

Chapitre 7



7.1. L'EFFET DE TAILLE DANS LA LITTÉRATURE 180

céramique. Les mesures Raman montrent la présence d'un mode polaire caractéristique au dessus de
la température de transition ferroélectrique-paraélectrique dans les nanocéramiques. Ce qui appuie
l'idée d'un ordre local particulier dans la phase cubique au dessous de Tc. Buscaglia et al. expliquent
leurs observations en considérant la présence d'une polarisation � gelée � à la surface des nano-grains
au sein de la céramique.

Plus récemment Aoyama et al. [74] ont étudié à l'aide de la di�usion Raman des nano-grains avec des
tailles comprises entre 200 nm et 10 nm. Ils constatent que l'e�et de taille devient prédominant pour
des tailles en dessous de 100 nm. Au dessus de cette taille le spectre peut se comparer à celui du cristal
de BaTiO

3
. Néanmoins même à 200 nm ils suggèrent la présence d'un désordre rhomboédrique au sein

de la céramique. Pour des tailles autour de 70 nm les transitions de phase sont fortement modi�ées
avec la présence d'une phase orthorhombique et quadratique particulière 1. Aux très petites tailles
aucune transition n'est complètement discernable, et les auteurs suggèrent essentiellement la présence
d'une phase rhomboédrique modi�ée (ou pseudo-rhomboédrique). Cette phase pseudo-rhomboédrique
n'a pas été microscopiquement caractérisée. Le diagramme 7.1 résume les conclusions des auteurs de
cette étude.

Figure 7.1 � Diagramme de phase des nanocéramiques en fonction de la taille selon les auteurs de
l'étude. Ce diagramme est tiré de l'étude de Aoyama et al. [74]

Toutes ces études et bien d'autres tendent à montrer que la phase cubique dans les nanoparti-
cules dissimule un ordre local particulier. Il est intéressant de faire le parallèle avec nos résultats de
modélisation. En e�et nous savons désormais qu'une phase macroscopiquement non-polarisée peut
être le siège de vortex de polarisation. Dans un cas pareil nul doute que le spectre Raman a�chera la
présence de modes polaires liés aux phases rhomboédriques, orthorhombiques et quadratiques.D'après
l'H.E, aux très petites tailles les particules apparaissent légèrement rhomboédriques, résultat qui peut
être mis en parallèle avec certaines études expérimentales [39, 74]. Par ailleur si le potentiel (6.9.3)
dévellopé dans la section 6.9.1 (page 165) corespond à une réalité, on peut alors noter que le dia-
gramme 7.1 de Aoyama et al. décrit comme dans notre diaramme 6.54 la disparition au petites tailles
de la phase orthorombique.

Nous allons dans la suite rentrer plus dans les détails de la synthèse de nos propres nanoparti-

1. c'est à dire pas similaire à celle caractéristique du cristal de BaTiO
3
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cules/céramiques, pour évoquer leurs caractérisations, puis mentionner l'interprétation de nos résul-
tats à partir de la modélisation.

7.2 Nanocubes de BaTiO
3

Nous nous sommes concentrés sur deux types de nano-objet en particulier, les nanocubes et les
nano�ls-nanorods. En e�et la synthèse de ces deux types d'objet à été le sujet de nombreuses études
dans le domaine des oxydes. Par ailleurs pour rester sur la ligne suivie en modélisation, nous avons
choisi de nous concentrer principalement sur la synthèse du BaTiO

3
comme ferroélectrique de réfé-

rence pour nos synthèses.

De nombreuses techniques permettent aujourd'hui de synthétiser des poudres nanométriques de
BaTiO

3
. On peut citer notamment, les réactions solides [77] suivies par la mécano-synthèse [97],

les procédés sol-gels [27], la synthèse par voie hydrothermale [127], les méthodes par solvant alcalin
(ou sels fondus) [105], la lyophilisation [19], la co-précipitation [87], l'électrodéposition [48, 41] etc.

Dans les cas les plus courants, l'utilisation de ces méthodes entrainent la formation d'une poudre
aux grains de tailles variées, et de microstructures et formes peu homogènes. Il est important, dans
notre cas, autant que possible, d'uniformiser en taille et forme les grains de la poudre et donc de la
future céramique.

Pour estimer l'e�et d'une céramique constituée de grain-dots, ces derniers doivent, idéalement,
répondre à quelques conditions.

• Etre les plus homogènes possible en forme (et monocristallins), a�n d'écarter les divers e�ets de
dimensionnalité

• Etre su�samment petits (dans l'idéal quelques dizaines de nanomètres) pour pouvoir être considérés
comme mono-domaines et ainsi éviter dans les mesures les phénomènes extrinsèques liés aux parois
de domaine.

Peu d'études ont permis de synthétiser des poudres de BaTiO
3
constituées de sphères régulières

nanométriques, de manière satisfaisante. Néanmoins la littérature propose une alternative intéres-
sante : la synthèse de nanocubes. En e�et les oxydes pérovskites - dont fait partie BaTiO

3
- ont le

plus souvent une structure cristalline cubique ou quadratique. Lorsque la méthode de synthèse permet
une nucléation lente des monocristaux, les grains ont tendance à devenir des cubes ou quasi-cubes
monocristallins. Les particules obtenues répondent ainsi aux deux conditions du grain-dot idéal : elles
sont fortement homogènes en forme, et sont - aux tailles nanométriques - monocristallins (et très
probablement mono-domaines). Par ailleurs mentionnons le fait que les cubes ont un comportement
assez proche de celui des sphères [93] (rappelons que l'on modélise des cubes et non des sphères dans
notre simulation par Hamiltonien e�ectif).

Deux grandes classes de méthode sont généralement utilisées pour synthétiser des nanocubes de
BaTiO

3
:

• les méthodes par sels fondus, avec et sans surfactant (triton ou NP9) [45] [32]

• les synthèses par voie hydrothermale. [127]

Bien que de nombreuses études fassent état de la formation de nanocubes, peu se sont révé-
lées réellement reproductibles, et seulement quatre méthodes nous ont permis d'obtenir des poudres
constituées de grains cubiques nanométriques.

• la synthèse par voie hydrothermale en utilisant des chlorures.

• la synthèse par sels fondus en utilisant des oxalates.
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triton NP-9 (ou Alkylphenylpolyethylene glycol). Les deux méthodes donnent des résultats similaires,
la méthode originale avec surfactant donne néanmoins des cubes un peu plus réguliers.

Cette méthode nous a permis d'obtenir des grains cubiques relativement réguliers avec une arrête
moyenne de l'ordre de 100 nm (voir la distribution 7.4 et images TEM 7.5).

Figure 7.4 � Distribution de la taille des grains (longueur de l'arrête déterminée à partir d'images
MEB et TEM sur 200 grains)

Figure 7.5 � Image TEM des nanocubes obtenus par la méthode des sels fondus, avec l'ajout d'un
surfactant : le triton (NP-9)

Des mesures de taille à partir des images TEM, indiquent une distribution de taille de la poudre
relativement étroite : autour de 90 nm. La �gure de di�raction RX 7.2 permet de constater que c'est
bien du BaTiO

3
qui a été formé.
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7.3.1 Etude Raman des nanocubes de BaTiO
3
obtenus

Avant de rentrer plus dans le détail, il est utile de rappeler qu'il est assez délicat d'interpréter
le spectre Raman d'une nanopoudre. En e�et les e�ets de taille et de surface des grains deviennent
importants tout en variant d'un grain à l'autre. Il faut donc tenir compte dans le signal Raman des
e�ets de tailles intrinsèques et de leur nature di�use. Nous avions vu par exemple que la distribution
du coe�cient de dépolarisation e�ectif β (voir Chapitre 2) est beaucoup plus large dans une poudre
nanométrique que dans une poudre micrométrique. Dans le cas d'un ferroélectrique par exemple, la
température de Curie propre à chaque grain est très largement distribuée et les transitions apparai-
trons sensiblement plus di�uses quelle que soit la méthode de caractérisation utilisée (RX, Raman,
spectre diélectrique, DSC etc.). Par ailleurs mentionnons le fait que le spectre Raman du BaTiO

3

est encore sujet à débat concernant l'attribution de certains modes [129], ce qui ajoute une certaine
di�culté aux limitations précédentes. Nous allons toutefois tenter d'interpréter les résultats obtenus
en Raman au regard des résultats de la modélisation, évoqués dans le chapitre précédent.

Dans un premier temps, rappelons, d'après la littérature [88, 44, 129, 81, 75] les principales ca-
ractéristiques du spectre Raman d'un cristal de BaTiO

3
(voir �gure 7.6).

Table 7.1 � Attribution des principaux modes Raman dans les di�érentes phases de BaTiO
3
à 300K

ν(cm−1) Modes ν(cm−1) Modes ν(cm−1) Modes

T (300 K) O (264 K) R (44 K)

28 E(T0) 42 B2(TO1) - -

172 A1,E(TO) -(LO) 169 A1(TO) 173 A1(TO)

195 E(TO) 192 (TO) 190 A1(TO)

255-270 A1(TO) 240-260 A1(TO) 260 E(LO)

309 B1,E(TO + LO) 310 B1(TO),E(TO + LO) 313 E(LO,TO)

- - - - 490 (TO)

519 A1(TO),E(TO) 522 B2,A1,B1(TO) 531 E(TO)

719 A1(LO),E(LO) 717 (LO) 715 A1 + E(LO)

1. Le spectre présente deux bandes larges A1(TO1) vers 253-265 cm−1(composantes rigides du
mode mou) et A1(TO4) vers 513 cm−1. Dans le cristal de BaTiO

3
les transitions de phases sont

classiquement marquées par un décalage de ces deux bandes.

2. Un pic �n vers 306 cm−1(B1 et TO3-LO3). Ce dernier est considéré comme la signature d'un
mode polaire (qui donne lieu localement à un moment dipolaire non-nul) et disparait en
conséquence à la température de Curie du BaTiO

3
.

3. Un pic vers 717 cm−1(LO4) qui disparait pour le cristal vers 300 K (transition O/T)

4. Un pic de faible amplitude vers 487 cm−1(E(TO4)) ce mode est lié au cisaillement de la maille
élémentaire et n'est donc visible dans le cristal de BaTiO

3
uniquement dans les phases R et O,

il disparait également vers 300K.

5. Un pic vers 166 cm−1généralement attribué à la symétrie rhomboédrique E(TO1)/orthorhombique
B1(TO1), qui disparait dans la phase T
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Figure 7.13 � Evolution de la largeur à mi-hauteur de la raie 200, des nanocubes obtenus par sel
fondu.

tous les grains deviennent cubiques, la largeur de la raie se retrouve donc à son minimum.
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7.4 Synthèse hydrothermale

7.4.1 Méthode à partir des chlorures

Rappelons dans un premier temps ce qu'est une synthèse par voie hydrothermale appelé plus cou-
ramment synthèse hydrothermale. 4

Dans une synthèse hydrothermale, des précurseurs inorganiques ou organométalliques disséminés dans
un solvant, sont introduits généralement dans un récipient souvent en té�on étanche lui même placé
dans une enceinte métallique étanche aux liquides et gaz. Cette enceinte appelée généralement au-

toclave ou bombes hydrothermale est ensuite chau�ée. La chaleur permet de générer à l'intérieur de
cette dernière un couple température/pression important. L'e�et conjoint de la pression et la tem-
pérature favorise la minéralisation des précurseurs, cette méthode souvent désignée comme douce,
permet d'obtenir des poudres généralement fortement minéralisées.

Figure 7.14 � Schéma d'une autoclave ou bombe hydrothermale : (1) autoclave métallique (2) solution
de précurseur (3) (4) réceptacle té�on (5) ressort

La température de l'autoclave étant �xée par le système chau�ant, la pression à l'intérieur dépend
essentiellement de la pression de vapeur saturante de solvant présent dans la bombe. Au dessous du
point critique du solvant, la pression de vapeur ne dépend pas du volume vide dans la bombe, en
revanche au delà de cette limite la pression varie fortement avec l'espace disponible dans la bombe.
C'est pourquoi la minéralisation est généralement sensible au taux de remplissage de la bombe. Pour
des raisons de sécurité le taux de remplissage ne dépasse jamais les 80 %, et dans la littérature il
se situe généralement entre 60 et 80 %. D'autres facteurs (que la température et pression) peuvent
in�uencer l'issue de la minéralisation lors d'une synthèse hydrothermale. On peut mentionner par
exemple : la vitesse de rampe de montée en température, la vitesse de rampe de descente, ainsi que
le temps de plateau.

Bo Hou et al. [12] proposent d'utiliser comme précurseur de départ des chlorures de chaque espèce à
minéraliser. Ainsi pour synthétiser des particules de BaTiO

3
on part de chlorure de Titane ( TiCl

4
)

et de chlorure de Baryum (BaCl
2
). Une solution d'eau, d'alcools et des sels dilués, est ensuite intro-

duite en autoclave (bombe hydrothermale) où se minéralisent alors des particules de forme cubique
de BaTiO

3
. La poudre minéralisée est alors récupérée par �ltration ou centrifugation.

Le mécanisme en jeu lors de cette synthèse n'est pas complètement élucidé. On considère généra-
lement qu'il fait appel à un mécanisme de dissolution-recristallisation [109]. Lors de la synthèse, le
coût énergétique de la formation de faces cubiques, empêche les grains de croitre sous la forme de

4. également appelée dans la littérature méthode solvo-thermale
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(a) image 1

(b) image 2 (c) image 3

Figure 7.16 � Cliché MEB de nanocubes de BaTiO
3

inter-plan con�rme que l'orientation de la maille élémentaire cubique est la même que celle du cube.

Il est également intéressant de noter, qu'une rampe de montée plus rapide en température (360
◦C / heure), empêche la minéralisation complète des sels (�gure 7.19 (a) ), ce qui suggère que la
minéralisation se déroule principalement pendant la rampe de montée.
En revanche, une rampe de montée plus lente (90 ◦C / h) favorise un grossissement des cubes (image
7.19 (b)). Un temps de plateau plus long (48h au lieu de 24h) in�uence peu les propriétés des poudres.
En revanche un temps de plateau plus court dégrade sensiblement le taux de minéralisation des
poudres obtenues.
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(a) image HRTEM

(b) image 2 (c) image 3

Figure 7.17 � Images TEM des nanocubes obtenues par chlorures.

Chapitre 7



7.4. SYNTHÈSE HYDROTHERMALE 195

(a) axe de zone 100

(b) axe de zone 110 (c) di�raction sur un amas

Figure 7.18 � Clichés de di�raction électronique sur les nanocubes

(a) rampe rapide (360 ◦C/h) plateau 24h (b) rampe lente (90 ◦C/h) plateau 24h

Figure 7.19 � Nanocubes obtenus en variant la vitesse de rampe
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Figure 7.20 � Distribution de la taille des grains (longueur de l'arrête déterminée à partir d'images
MEB et TEM sur 210 grains)
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Di�raction RX

Nous avons également suivie les raies 200 et 111 (�gure 7.25 des poudres à partir des chlorures.
Les transitions, sont une fois de plus, extrêmement di�uses.

(a) raie 111 (b) raie 200

Figure 7.25 � Evolution en température (K) des raies 200 et 100 dans le spectre de di�raction RX
des nanocubes obtenus par la méthode des oxalates.

La �gure 7.26 montre l'évolution en température de la largeur à mi-hauteur de la raie 200 de 80K à
550K. Une augmentation relativement nette apparait vers 180 K, soit dans une plage de température
proche de la première discontinuité observée en Raman. Puisque la raie s'élargit, cela pourrait appuyer
l'hypothèse d'une transition R− T

′

dans cette zone. Le maximum est atteint pour 300 K c'est à dire
pour la transition ferroélectrique-paraélectrique. Au delà de 300K, la raie s'a�ne jusqu'a 400K (Tc)
ou elle atteint son minimum. On peut évoquer de nouveau une explication similaire à celle mentionnée
dans le cas des nano-cubes obtenus par sels fondus. Ainsi la largeur de la raie 200 est liée à la fraction
des particules dans la phase quadratique ou pseudo-quadratique. Or cette dernière diminue pour
s'annuler à Tc. Au delà de Tc, tout les grains sont alors cubiques et la largeur de la raie est à son
minimum.
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Figure 7.26 � Evolution en température de la largeur à mi-hauteur de la raie de di�raction 200.

Mesures diélectriques

Nous avons e�ectué des mesures diélectriques sur des pastilles frittées à partir des poudres chlo-
rures. Les pastilles ont été pressées uni-axialement à 1 tonne puis iso-statiquement à 1 GPa et frittées
à trois températures di�érentes : 850 ◦C, 1000 ◦C et 1200 ◦C. Pour les trois pastilles, le frittage a
été réglé avec une vitesse de rampe de montée et de descente en température de 300 ◦C/heure et un
plateau de 5 heures. Les pastilles ont été recouvertes sur chaque face par de la laque d'argent, et ont
été placées, après séchage 24h à l'étuve, dans un cryo-four pour la prise de mesure.

Les mesures de densité par la méthode d'Archimède indiquent des densités très faibles d ≈ 50%.
Une augmentation des pressions de pressages uni-axiales et isostatiques n'ont pas permis d'amélio-
rer la densité, ce qui s'explique peut être par la di�culté de compacter des nanopoudres avec des
particules de formes cubiques et en conséquence la création d'une porosité � résiduelle �.

Les �gures 7.28, 7.29, 7.30 montre le résultat des mesures diélectriques. Nous avons ajouté aux
�gures le résultat de la modélisation GLD d'une distribution de grain dans la zone quadratique. Pour
la pastille frittée à 850 ◦C, on peut considérer que la distribution dans la céramique est la même que
celle de la poudre, ce qui est conforté par la méthode de Scherrer. Grace à cette méthode on peut
dterminer la taille moyenne des cristallites (dans le cas de nano-grain à la taille moyenne des grains)
en utulisant la largeur des raie de di�raction RX. Pour cela on peut se servir de la formule suivante

t =
k · λ√

H2 − S2 cos(θ)
(7.4.1)

où t est la taille des cristallites (domaines cohérents) H la largeur du pic à mi-hauteur S la largeur
instrumentale, θ l'angle de di�raction, λ la longueur d'onde de l'onde incidente et k un facteur de
correction (lié essentiellement au facteur de forme). Le tableau 7.3 rassemble les valeurs utilisées dans
notre calcul :

C'est donc la distribution gaussienne (voir �gure 7.27) la plus proche que nous avons utilisé pour
le calcul. Notons que aucun ajustement particulier n'a été fait, nous avons utilisé dans notre
calcul la porosité mesurée (≈ 50%), la distribution de la poudre mesurée. L'épaisseur du shell et sa
permittivité ont été calquées sur les valeurs proposées dans la littérature (voir au chapitre 2 Lin et al.
[70] par exemple) C'est à dire ǫr = 70 et l'épaisseur e = 0.7 nm . Remarquons que nous avons traité
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(a) distribution réelle (b) distribution simulée pour 850 ◦C

(c) distribution simulée pour 1000 ◦C taille
moyenne experimentale : 70 nm (Scherrer)

Figure 7.27 � Distribution réelle et distribution utilisée pour la simulation de la constante diélec-
trique. Notez que à 850 ◦C nous avons utilisé la loi gaussienne la plus représentative de la distribution
réelle

Table 7.3 � paramètres utilisés dans la formule de Scherrer

S 11.76× 10−4 rad

λ 0.15418 nm

k 0.98

la porosité comme un composite de Bruggeman ce qui peut se justi�er dans les céramiques réelles (se
reporter à la �n du chapitre précédent). Pour la céramique frittée à 1000 ◦C, nous avons utilisé une
distribution de taille qui suit une loi gaussienne, centrée sur la moyenne obtenue par l'utilisation de la
méthode de Scherrer sur la raie de di�raction (111). La poudre frittée à 1200 ◦C est très probablement
de taille micronique. Les limitations instrumentales ne permettent pas la détermination de la taille
moyenne par la méthode de Scherrer.

La �gure 7.28 montre un accord très correct quantitativement entre la modélisation et la courbe
mesurée pour la pastille frittée à 850 ◦C. Ce résultat conforte l'idée d'un e�et diélectrique prépondé-
rant. Le décalage de Curie est bien prédit et con�rme le probable e�et d'un shell avec une épaisseur
autour de 0.7 nm et ǫr = 70, comme supposé dans l'étude de Lin et al. [70] (voir chapitre 3).

Pour les pastilles frittées à 1000 ◦et 1200 ◦C, la coalescence des grains, rend délicate la détermina-
tion d'une distribution de taille. Nous avons considéré une évolution de la distribution de taille avec
la température similaire à ce qui se trouve dans la littérature [86]. On note dans ce cas là également
(�gure 7.29 et 7.30 ), un accord très correct entre la théorie et la modélisation.

Il est intéressant de remarquer que pour les pastilles frittées à 850 ◦(1) et 1000 ◦(2), le seul pic
visible est celui de la transition ferroélectrique-paraélectrique. Les courbes diélectriques ne présentent
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(a) image 1

(b) image 2 (c) image 3

Figure 7.32 � Images MEB des nanocubes de BT formés par la méthode du gel sec
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Figure 7.33 � Distribution de taille des nanocubes obtenus par la méthode du gel sec (longueur de
l'arrête du cube à partir de 178 grains). (Le deuxième pic est probablement lié aux grains plus gros)
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Di�raction RX

Nous avons étudié, comme dans le cas des nanocubes obtenus à partir des oxalates l'évolution en
température de la largeur de la raie 200.

Figure 7.37 � Evolution en température de la raie de di�raction 200.

Figure 7.38 � Evolution de la largeur de raie 200 avec la température, mesurée sur des poudres
obtenues par gel sec.

La �gure 7.37 et 7.38 montre l'évolution de la largeur de la raie 200 de 80K à 450K. Une fois de
plus, on note trois comportements qui peuvent être mis en parallèle avec les observations Raman :

• Un première cassure de l'évolution de la raie vers 170 K

• Le maximum de la largeur de raie est atteint pour 270 K environ
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(a) avant enrobage (b) après enrobage

Figure 7.43 � Image TEM avant et après enrobage à la silice

Les images TEM 7.43 montrent la poudre avant et après enrobage. Nous constatons que les
nanocubes ont été majoritairement enrobés. L'enrobage semble en revanche irrégulièrement réparti
autour des grains. Nous avons testé 2 épaisseurs d'enrobages : 4 nm et 6nm. Les 2 poudres ont été
ensuite pressées uni-axialement puis à la presse isostatique a�n d'obtenir des pastilles.

Les pastilles ont été frittées à 900 ◦C pendant 5 heures avec des vitesses de rampe de montée et
de descente en température de 300 ◦C / heure.
La di�raction RX ne montre pas de di�érences notables avec la poudre de BaTiO

3
avant enrobage à la

silice. Le fait que la silice n'apparaisse pas dans le diagramme indique peut-être qu'elle se trouve dans
un état amorphe. Nous n'avons pas véri�é si après frittage le système grain-enrobage se présentait
toujours sous la forme d'un système core-shell.

Figure 7.44 � Di�raction RX des pastilles frittées à 900 ◦C. L'épaisseur moyenne d'enrobage est
notée à coté du diagramme.

Chapitre 7



7.7. CONCLUSION 212

7.6.1 Mesures diélectriques

Des mesures diélectriques ont été e�ectuées sur les pastilles des poudres enrobées (�gure 7.45).
La courbe diélectrique est fortement lissée, ce qui s'explique par le caractère extrêmement di�us des
transitions, lui même lié à une distribution des températures de Curie très large (se reporter au
chapitre précédent). La constante diélectrique présente un pic qui se rapproche de Tc (T

′

c ≈ 350K)
au lieu de s'en éloigner voire de disparaitre. Ce phénomène s'explique par la conductivité du BaTiO

3

qui associé à un enrobage très peu conducteur, provoque un e�et physique de Maxwell-Wagner, qui
écrante donc partiellement le champ dépolarisant du cube (se reporter au chapitre 6).

Figure 7.45 � Partie réelle de la constante diélectrique mesurée à 10 KHz d'une céramique frittée à
850 ◦C à partir d'une poudre enrobée avec deux épaisseurs d'enrobage à la silice : 4 nm et 6 nm.

7.7 Conclusion

Rappelons les points importants évoqués dans ce chapitre. Nous avons synthétisé des nanocubes de
BaTiO

3
monocristallins et relativement homogènes en forme à l'aide de trois méthodes di�érentes. La

méthode des chlorures et celle du gel-sec qui font appel à une synthèse hydrothermale, et la méthode
des sels fondus qui utilise des oxalates. Les trois méthodes ne donnent pas des particules de même
distribution de taille, et ont été étudiées individuellement. Ces trois méthodes nous ont cependant
permis d'obtenir des particules de forme cubique et monocristallines.

La forme cubique très homogène dans la poudre permet plus aisément une comparaison entre l'expé-
rience et la modélisation. Nous avons caractérisé expérimentalement les di�érentes poudres à l'aide
de la di�usion Raman sensible à l'ordre local et à l'aide de la di�raction RX sensible à l'ordre moyen.
Les deux techniques tendent à montrer que dans les trois types de particules, on décèle la présence
de transitions de phase qui sont cependant extrêmement di�uses. Ainsi les mesures Raman montrent
qu'il existe probablement deux transitions : une première vers 160 K et une seconde autour de 320
K. La deuxième transition peut être associée au passage ferroélectrique/paraélectrique. En e�et les
mesures diélectriques faites sur une des poudre montrent la présence d'un pic diélectrique autour de
la même température. Dans l'hypothèse où l'on peut négliger les e�ets élastiques, la température de
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transition ferroélectrique/paraélectrique peut permettre de remonter à l'ordre de grandeur du coe�-
cient de dépolarisation ressenti localement par les particules.

En s'aidant du diagramme de phase théorique du dot enrobé que nous avions obtenue dans le cadre de
la modélisation, on peut supposer que la première transition non identi�ée est (hypothèse 2) soit liée
à un passage de l'état rhomboédrique (c'est à dire Px = Py = Pz) vers un état pseudo-quadratique
(c'est à dire Px 6= 0, Py = Pz = 0 et la présence d'un moment toroïdal non nul), soit (hypothèse 1)
liée simplement à une transition O − T

Les mesures en température de la largeur de la raie de di�raction par rayon X, 200, sont compa-
tibles avec l'interprétation développée pour expliquer les spectres Raman, sans trancher de manière
univoque en faveur de cette dernière.

Les mesures Raman montrent également la persistance du mode polaire jusqu'a la température de
Curie voire au delà, ce que l'on peut interpréter comme la signature de l'existence d'une organisation
polaire semblable à celle que l'on trouve dans les vortex observés en modélisation.

Les nanocubes obtenus par synthèse hydrothermale ont également été frittés à trois températures
di�érentes 850 ◦C, 1000 ◦C et 1200 ◦C. Les mesures diélectriques réalisées sur les céramiques sont en
bon accord avec la modélisation phénoménologique développée dans les premiers chapitres.

En outre ces nanocubes ont également été enrobés avec de la silice en utilisant la méthode sol-gel puis
frittés à 900 ◦C. Les mesures diélectriques faites sur la céramique, montrent que le pic diélectrique
témoin de la transition ferroelectrique-paraélectrique se redécale vers des températures plus proche de
Tc. Ce qui peut s'expliquer par la présence d'une conductivité hétérogène entre le core et le shell. En
régime stationnaire, la conductivité du core va progressivement venir écranter le champ dépolarisant
du grain. Les grains enrobés vont donc avoir un comportement plus proche du cristal in�ni.
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Chapitre 8

Synthèse de nano�ls de BaTiO3

Introduction

Contrairement au cas des nanocubes, et malgré une littérature abondante, l'obtention de nano�ls
de BaTiO

3
se révèle extrêmement di�cile. Il faut garder en tête que pour étudier (puis comparer à

la modélisation) des céramiques de nano�ls, il faut nécessairement partir d'une poudre de nano�ls
monocristallins. Nous ne sommes pas parvenus, à obtenir dans le cadre de notre étude une poudre
satisfaisante pour l'étude ultérieure des propriétés diélectriques des nano�ls frittés.

Nous allons néanmoins dans la suite évoquer quelques unes des méthodes de chimie utilisées et faire
mention des résultats obtenues. Notons que les di�érentes méthodes ont également été testées pour
d'autres matériaux comme PbTiO

3
et PSN, PSN-PT, KNbO

3
. A l'exception de KNbO

3
(voir image

MEB 8.1), les résultats sont sensiblement identiques à ceux obtenus pour BaTiO
3
.

Figure 8.1 � Image MEB de nano�ls monocristallins KNbO
3
obtenus par synthèse hydrothermale
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8.1 Méthode des templates dégradables

Pour former des nanotubes et nano�ls la méthode la plus direct, consiste à tremper des template,
c'est à dire un �lm nano-poreux dans une solution de précurseur inorganique (voir [101, 116]). Après
calcination on récupère un template contenant le matériau inorganique désiré, emprisonné dans les
pores. Le template peut ensuite être dissout par attaque basique. Les particules obtenues ont épousé
la forme des nano-cavités du template et forment donc dans notre cas des nanotubes et/ou nano�ls.
Généralement les templates sont constitués d'Alumine amorphes Al

2
O
3
qui peut se dissoudre dans une

solution de soude (NaOH) concentrée. Il existe également des templates organiques qui se dégradent
directement pendant l'étape de calcination, comme les templates en polycarbonate. Nous avons utilisé
dans notre étude les deux types de template, ce que nous détaillons dans la suite.

8.1.1 Template d'alumine nano-poreux

La structure de l'alumine anodisée utilisée comme template est connue depuis 1960. Grace aux
études entreprises en 1970 et 1980 par Moskovits [95] au Canada et Masuda [76] au Japon, ce matériau
a gagné en popularité comme template pour la nano-fabrication de type bottom-up.

Les templates d'alumine permettent d'obtenir - en principe - des nano�ls ou nanotubes de tailles
variées. Ainsi les techniques de conception actuelles autorisent des tailles de pores de quelques di-
zaines de nanomètres au minimum [38, 22] . Néanmoins à cause de la tension de surface du solvant
précurseur à cette échelle, le liquide ne peut pas toujours imprégner e�cacement les pores du tem-
plates. Avec la diminution de taille des pores, il est donc nécessaire de disposer d'un solvant précurseur
de plus faible tension de surface.

Les template d'alumine poreux croissent progressivement dans des solutions acides, continuellement
anodisées sous l'action d'un champ électrique généré par deux électrodes [38, 22]. La taille des pores
et la distance inter-pores dépend de l'électrolyte utilisé (Généralement de l'acide sulfurique H

2
SO

4
,

oxalique H
2
C
2
O
4
ou phosphorique H

3
PO

4
) et de la tension d'application (entre 20 et 200 V).

Figure 8.2 � Représentation schématique de la formation des templates d'alumines dans un électro-
lyte acide

La réaction en jeu dans la formation des templates est la suivante :

Al(s) −−→ Al3+ + 3 e−

3

2
H2O(l) −−→ 3H+(aq) +

3

2
O2−

(8.1.1)

Comme le montre la �gure 8.2, les ions Al3+ se forment à l'interface métal/oxyde et migrent à
l'intérieur de la couche d'oxydation. De même la dissociation de l'eau produit des ions O2� qui migrent
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vers l'interface métal/oxyde grâce à l'application d'un champ électrique pour former Al
2
O
3
.

Cette technique d'anodisation permet d'obtenir des templates d'alumine nano poreux bien orga-
nisés, avec une épaisseur entre 20 et 300 µm. Nous avons utilisé pour notre synthèse des templates
commerciaux de marques Whatman et Synkera, avec di�érentes tailles de pores (200, 70 et 20 nm).

Figure 8.3 � Template d'alumine avant utilisation (vue du dessus)

Le protocole en annexe (D) décrit la méthode utilisée pour obtenir des nano�ls de BaTiO
3
à

partir des templates dégradables. Pour pouvoir obtenir des nano�ls de BaTiO
3
, nous avons utilisé le

protocole optimisé suivant : Le diagramme 8.4 résume les étapes importantes du protocole.
Les images 8.3 montrent un template d'alumine avant utilisation. Sur le cliché MEB 8.5 le template

a été trempé dans la solution de précurseurs inorganiques puis calciné à 700 ◦C (on se trouve donc
avant dissolution du template dans la soude concentrée). Pour les tailles de pores comme celle de
l'image ( ≈ 200nm ), on note que la solution s'est essentiellement déposé sur les parois des pores du
templates. Aux grands diamètres on encourage donc la formation de nanotubes.

Les images 8.6 sont des cliché MEB des nanotubes obtenues pour des template alumine Whatman
avec des pores d'un diamètre de l'ordre de 200 nm. Les objets obtenus correspondent essentiellement
à des nanotubes d'oxydes poly-cristallins.

Les images 8.7 montrent que des templates alumines de plus faible diamètre de pores (73 nm)
conduisent également à la formation de nanotubes fortement polycristallins. Nous n'avons pas réussie
à obtenir avec des templates de plus faibles diamètres (Synkera 20 nm) des nano�ls à cause de la trop
faible tension de surface nécessaire à la pénétration de la solutions de précurseur dans les pores.

La méthode par template d'alumine sou�re donc d'un défaut majeur dans notre cas : la formation
de nanotubes poly-cristallins, ce qui limite l'utilité d'un tel procédé.

Nous avons également utilisé des templates en polycarbonate. Le principe et le protocole sont quasi-
ment identiques. Il existe cependant une di�érence importante : il n'y a plus d'étape de dissolution
dans la soude, le template étant organique il est directement détruit pendant l'étape de calcination
(voir image 8.8).
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(a) Vue 1

(b) Vue 2 (c) Vue 3

Figure 8.6 � Nanotubes obtenus avec un template Whatman 200 nm

(a) Vue 1 (b) Vue 2

Figure 8.7 � Nano�ls obtenus avec des templates alumine Synkera de diamètre de pore moyen 73
nm

Figure 8.8 � Nanotubes obtenus grâce aux templates en polycarbonates 73 nm. On remarque là
encore que les �ls ne sont pas monocristallins mais sont formés d'un assemblage de grains.
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Conclusion générale

Le stockage de l'énergie, et son transport font partie des problématiques majeures de notre siècle.
Alors que l'humanité repose en grande partie sur les énergies fossiles, elle a acqui la conviction que
d'autres solutions doivent être envisagées pour assurer ses besoins et permettre la préservation de
son environnement naturel. D'intenses recherches sont actuellement entreprises vers des solutions de
stockage électrochimique de l'énergie comme dans les batteries électrochimiques et les piles à com-
bustibles. Mais ces systèmes sou�rent actuellement d'une puissance de sortie limitée et une durée de
vie peu compatible avec une utilisation à grande échelle dans des applications embarquées.

A coté des systèmes de stockage électrochimique, il est physiquement envisageable de stocker de
l'énergie sous forme électrique (ou électrostatique). C'est le phénomène courant à la base des conden-
sateurs classiques. Un condensateur est en mesure de débiter des grandes puissances électriques.
Malheureusement il ne peut stocker qu'une quantité ridiculement faible d'énergie. Les condensateurs
et supercondensateurs électrolytiques ont précisément vocation de pallier à ce défaut du condensa-
teur électrostatique. Mais l'utilisation d'un électrolyte à la place d'un matériau diélectrique implique
l'usage de faibles tensions d'applications ce qui limite inexorablement, la densité d'énergie autori-
sée par de tels systèmes. L'idéal serait bien sûr de pouvoir augmenter la capacité des condensateurs
électrostatiques, on cumulerait ainsi les qualités de puissance et d'autonomie tant convoitées pour
concurrencer sérieusement les énergies fossiles.

Puisque l'énergie d'un condensateur est stockée dans le diélectrique, augmenter la densité d'éner-
gie implique d'augmenter la constante diélectrique et le champ de claquage électrique du matériau
diélectrique. Plusieurs études récentes ont montré que certaines nano- céramiques ferroélectriques
peuvent présenter des constantes diélectriques géantes pour certaines con�gurations de synthèse et de
frittage. En outre ces e�ets sont améliorés par un enrobage individuel de chaque grain par un matériau
diélectrique (silice ou alumine par exemple). Il est donc intéressant de pouvoir étudier l'in�uence du
système core-shell sur la densité d'énergie d'un ferroélectrique. Le BaTiO

3
est un ferroélectrique très

étudié et utilisé il nous sert donc de matériaux école pour l'étude des phénomènes de type core-shell.

L'e�et des joints de grains est depuis longtemps considéré comme prédominant dans les céramiques
et en particulier dans le cas de poudres nanométriques. Et s'il est reconnu dans la littérature que
les joints de grain sont constitués d'une � couche morte � paraélectrique, peu d'études on modélisé
le comportement composite du grain ferroélectrique. Si le joint de grain a une in�uence certaine sur
l'intensité de la permittivité, son e�et sur les transitions de phase est souvent éludé. D'autres e�ets
tels que la tension de surface et les contraintes sont généralement invoqués pour interpréter les mo-
di�cations structurelles du ferroélectrique. Les modèles composites actuels utilisent la permittivité -
une quantité certes très accessible - plutôt que la polarisation.

Cependant dans un ferroélectrique l'utilisation de la permittivité dans les modèles composites amène
à faire l'impasse sur la physique propre à ce dernier. Nous avons développé à l'aide de l'approximation
du champ e�ectif moyen, un modèle core-shell qui permet de déterminer le champ électrique local à
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partir de la polarisation et de la con�guration de l'enrobage. Le champ électrique local peut ensuite
être injecté dans l'expression de l'énergie libre de Landau, pour obtenir une description complète d'un
core-shell ferroélectrique. Dans le cas de particules sphériques de BaTiO

3
ce modèle montre claire-

ment que le shell peut à lui seul expliquer la translation de la température de Curie et la diminution
de l'intensité de la permittivité observée expérimentalement. Cela signi�e, que les contraintes au sein
des nanocéramiques ont un e�et plus limité et indirect que ce que l'on pourrait supposer a priori. Le
modèle, initialement développé pour des particules sphériques a été étendu aux ellipsoïdes de révolu-
tions (ce qui nous permet d'étudier les e�ets du core-shell sur des particules en forme de disques ou
de �l).

Puisque l'e�et diélectrique du shell semble prédominant, nous pouvons concentrer notre étude sur
les e�ets qu'il pourrait avoir sur la densité d'énergie du ferroélectrique. Dans le cas ou nous considé-
rons un e�et purement ferroélectrique (absence de conductivité), la courbe P(E) permet d'avoir accès
à la densité d'énergie. La modélisation a permis de dégager plusieurs éléments intéressants :

• Les particules � enrobées � par un diélectrique (naturellement ou arti�ciellement) ont une densité
théorique d'énergie supérieure à celle du cristal in�ni.

• Les particules en forme de disques ou �ls peuvent permettre d'augmenter substantiellement la
densité d'énergie (à condition d'être alignées)

• Les longueurs des �ls ou le diamètre des disques doivent être optimisées en fonction du champ de
claquage pour maximiser la densité d'énergie.

Le calcul explicite sur plusieurs ferroélectriques (BaTiO
3
, LaNbO

3
, LaTiO

3
, PbZrTiO

3
, PbTiO

3
,

BiFeO
3
, KNbO

3
) montre que les densités maximums théoriques sont au mieux de quelques MJ/m3

soit bien moins que ce que garantit les systèmes électrochimiques. Nous nous sommes cependant li-
mités à des tensions de claquage réalistes de l'ordre de 10-20 MV/m, on peut donc espérer encore
augmenter la densité d'énergie en améliorant signi�cativement la tension de claquage. Ce modèle en
association avec l'utilisation de l'énergie libre de Landau peut également être mis à pro�t pour étudier
la permittivité d'une céramique core-shell et de comparer cela avec ce qui est observé. La modélisa-
tion de la permittivité sur une distribution de grains montre clairement que pour des tailles de grains
nanométriques les pics de permittivité doivent nécessairement s'aplatir et s'élargir en accord avec ce
qui est observé expérimentalement.

D'autres types de composites permettent d'augmenter radicalement la permittivité à champ faible
d'une céramique. Nous avons étudié le cas des composites percolatifs et IBLC (Internal Barrier Layer
Capacitor). Les composites percolatifs sont le résultat d'un mélange entre un conducteur et un diélec-
trique isolant. En dessous du seuil de percolation (qui correspond à une certaine fraction volumique
de conducteur) le composite reste isolant et possède une permittivité très élevée (de l'ordre de 10e5).
On peut donc légitimement se demander si ce phénomène peut être mis à pro�t pour augmenter la
densité d'énergie d'une céramique. En réalité l'application d'un modèle de sphères composite métal-
isolant et dans l'approximation du champs e�ectif moyen, montre que des inclusions métalliques ont
pour seul e�et de diminuer l'épaisseur e�ective du composite, ce qui signi�e que le champ de claquage
est concrètement abaissé. La densité d'énergie d'un composite percolatif est donc théoriquement plus
faible que celle de le céramique pure.

Les composites IBLC utilisent le phénomène physique de Relaxation de Maxwell-Wagner (MW).
Dans de tels composites le grain semi-conducteur est entouré d'une couche isolante. L'accumulation
de charges à l'interface implique une augmentation de la permittivité apparente. Plusieurs pérovskite
au titane présentent des e�ets de MW selon la littérature récente. Des céramiques ferroélectriques
comme BaTiO

3
peuvent avoir des e�ets de MW lors de frittages rapides (comme dans un frittage

SPS). La céramique possède alors des valeurs de permittivité très important es (de l'ordre de 10e5 -
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10e6). Dans la littérature le phénomène MW est généralement appréhendé à l'aide du modèle à Ré-
seau de condensateurs (Modèle Brick-Wall). Pour permettre une description plus réaliste et complète
des systèmes de MW, nous avons étendu notre modèle analytique de la céramique core-shell au cas
d'une particule ferroélectrique avec un c÷ur semi-conducteur et une couche isolante.

Ce modèle nous permet d'appréhender de manière plus complète le rôle respectif de la ferroélec-
tricité et de la conductivité dans la permittivité observée dans les composite de MW. Les calculs
montrent de manière univoque que la conductivité masque complètement la ferroélectricité. Expéri-
mentalement, le spectre diélectrique des céramiques MW de BaTiO

3
présente très clairement des pics

au niveau des transitions de phases ferroélectriques. Pour expliquer la présence de la ferroélectricité
dans les céramique MW, nous avons considéré un modèle de céramique où une fraction des grains
seulement présente une certaine conductivité. Les phénomènes percolatifs apparaissent ainsi dans la
céramique MW et expliquent le spectre diélectrique observé expérimentalement.

Nous avons étendu notre modèle au cas d'une céramique avec une distribution de grains, nous obte-
nons ainsi des spectres de permittivité très semblables à ceux mesurés expérimentalement. Nous avons
ensuite évalué la densité d'énergie que l'on devait attendre d'une céramique de MW. Tout comme
dans les composites percolatifs, la permittivité apparente ne permet pas de stocker formellement plus
d'énergie que dans les matériaux purs. L'essentiel de l'énergie stockée se retrouve dans la couche
isolante autour du grain. Mais nous pouvons cependant tirer partie de l'augmentation spectaculaire
de la tension de claquage dans des couches nanométriques. Cet e�et autorise au �nal de stocker plus
d'énergie dans les céramiques que les matériaux purs. Un calcul/exemple avec un enrobage à la silice,
a permis de quanti�er une augmentation par presque deux ordres de grandeur de la densité d'énergie
par rapport au quartz pur.

L'enrobage a un e�et certain sur la tension de claquage du matériau. Nous avons déduit analyti-
quement le champ électrique moyen dans �l'enrobage� d'un grain ferroélectrique. A partir de cette
expression nous pouvons déterminer le claquage théorique de la céramique. Un calcul de Landau sur
une céramique de BaTiO

3
enrobée à la silice à montre que le champ de claquage peut être abaissé de

quelques MV/m.

Nous nous sommes tournés ensuite vers des méthodes de modélisation plus locales et moins em-
piriques. En e�et l'utilisation de méthodes de modélisations empiriques présente certaines limites qui
découlent des assomptions nécessaires à leurs utilisations. Pour déterminer de manière plus rigoureuse
les phénomènes physiques qui apparaissent dans les systèmes core-shell, la modélisation ab-initio est
certainement la plus indiquée. A partie de calculs DFT, un jeu de paramètres physiques est utilisé
pour construire un hamiltonien e�ectif qui simule le BaTiO

3
. Le système modélisé en conditions pé-

riodiques in�nies, est composé d'un c÷ur de BaTiO
3
et d'un enrobage avec une pseudo-silice qui

imite le comportement diélectrique et élastique du quartz. Les systèmes que nous avons simulé sont
les dots, �ls, et plans in�nis. Le résultat de la modélisation par Hamiltonien e�ectif à montré quelques
résultats non prévus par les théories phénoménologiques.

Comme pour les dots complètement isolés, notre modélisation à montré que les dots enrobés ont
perdu tout polarisation macroscopique. Cependant le caractère ferroélectrique de ces derniers tou-
jours présent, se retrouve sous la forme d'un nouveau paramètre d'ordre : le moment toroïdal. Les
modes locaux (dipôles) dans le dot forment des vortex de polarisation qui tendent à annuler la pola-
risation totale. Du fait de la déformation de chaque maille élémentaire, le moment toroïdal déforme
en moyenne la maille élémentaire. Dans le cas des dots, où le moment toroidal est équivalent selon
les trois composantes de l'espace, la déformation causée est similaire à celle que l'on retrouve dans la
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phase rhomboédrique du cristal de BaTiO
3
.

Dans le �l in�ni on note la coexistence de la polarisation et du moment toroidal selon la même com-
posante de l'espace. Les déformations de cisaillements ont disparu mais les déformations normales
dans les trois directions se maintiennent grâce au moment toroidal. Malgré l'absence de moments
toroïdaux dans le plan in�ni, ce dernier présente une organisation particulière avec une polarisation
homogène parallèlement à sa surface et la formation de pseudo-domaines à 180 dans les directions
perpendiculaires à sa surface. L'in�uence du champ électrique a été évaluée par Hamiltonien e�ectif
(HE) dans les trois systèmes (dot, �l et plan in�ni). Les résultats montrent que le moment toroidal
s'oriente progressivement dans le sens du champ électrique croissant quand c'est possible.

Pour pouvoir quanti�er l'in�uence du moment toroïdal sur le comportement du système avec un
champ électrique, nous avons comparé les prédictions de l'HE avec ceux de Landau. Les deux for-
malismes sont en très bon accord sur les températures de transition. Ce qui indique que le moment
toroïdal (pour des enrobages conséquents) n'a pas (ou plus) d'in�uence particulière sur les tempéra-
tures de transition de phase. Le comportement en champs électrique en revanche, montre que plus le
moment toroïdal est important (notamment à basse température) et plus il s'oppose à la polarisation
du système avec le champs électrique croissant.

Il existe une région transitoire entre le cristal et le dot ou il est intéressant d'observer le compor-
tement prédit par H.E . Nous avons pu atteindre ce régime transitoire en augmentant la permittivité
de l'enrobage. Dans ce cas, deux des composantes du moment toroïdal diminuent progressivement
pour laisser la place à une polarisation et le moment toroïdal selon la même composante. Ce compor-
tement est également observé dans une autre étude ou les auteurs modi�ent volontairement le champ
dépolarisant du dot.

A partir de quelques considérations empiriques nous avons construit un potentiel de Landau qui
prenne en compte comme paramètre d'ordre supplémentaire le moment toroïdal. Ce potentiel permet
de reproduire raisonnablement ce que nous avons modélisé par H.E . A partir de ce potentiel nous
avons tracé un diagramme de phase complet, fonction de l'épaisseur de l'enrobage (ou du coe�cient de
dépolarisation β). Ce diagramme prédit la disparition de la phase orthorhombique pour une certaine
épaisseur (ou de manière équivalente un β donné).

Nous avons abordé par la suite la partie expérimentale. Pour permettre des comparaisons intéressantes
avec la modélisation, nous devions obtenir des nanopoudres particulièrement homogène en taille et en
forme. Trois protocoles di�érents nous on permit de synthétiser des nanopoudres de BaTiO

3
consti-

tuées de grains de forme cubique relativements homogènes. Les méthodes : hydrothermales et par sels
fondus ne donnent pas des tailles de grains complètement identiques. Nous avons donc caractérisé les
trois poudres qui semblaient les plus intéressantes. Notons que dans les nanopoudres les transitions
de phases sont extrêmement di�uses et l'interprétation des mesures expérimentales reste assez délicate.

Néanmoins les mesures Ramans et RX montrent la très probable présence de (au moins) deux transi-
tions de phase dans les nanopoudres. Une première située aux alentour de 140 K et une seconde vers
300K. La seconde transition peut être reliée à un passage ferroelectrique-paraélectrique. En e�et les
mesures diélectriques sur les céramiques montrent une bosse univoque dans cette zone de température.
Deux hypothèses ont été invoquées pour interpreter les deux transitions de phases. Dans la seconde
hypothèse (présence à l'intérieur des grains d'un moment toroidal) La première transition peut être
reliée à un passage direct R-T. Dans ce cas là on peut alors faire un parallèle entre le diagramme
de phase déterminé 6.54 et les données expérimentales. Dans la première hypothèse (l'absence de
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moment toroidal à l'intérieur du gain), on peut considérer que la première transition correspond à
un passage R-O, car cette transition est également prédite dans la bonne zone de température par le
modèle core-shell classique du chapitre 2.

Nous avons également enrobé les grains avec de la silice par la méthode Stöber. De manière contre
intuitive, la température de Curie de la céramique se rapproche de la température de Curie du cristal.
Il est hautement probable que ce comportement provienne de la très faible conductivité de la silice
(par rapport à celle de BaTiO

3
), qui placée autour de grain va entraîner un faible e�et de Relaxation

de Maxwell-Wagner. Dans ce cas, le champ dépolarisant local est partiellement écranté et le compor-
tement du dot se rapproche de celui du cristal.

Nous avons en�n testé plusieurs protocoles di�érents a�n d'obtenir des nano�ls monocristallins de
BaTiO

3
. Nous n'avons pas obtenu de résultat satisfaisant. D'autres essais sur KNbO

3
ont néanmoins

aboutit à la formations de nano�ls monocristallins. Le comportement de ce dernier etant très proche
de celui de BaTiO

3
, il serait très intéressant - à titre de comparaison - de travailler sur ce type

de poudre. Par ailleurs KNbO
3
n'entraine que des modi�cations mineures du code de l'Hamiltonien

e�ectif (trois transitions identiques mais avec des températures décalées). Synthèse et modélisation
nous permettent alors de confronter les simulations à l'experience.
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Annexe A

Sommation de Ewald

La sommation d'Ewald (ou parfois somme d'Ewald) est une méthode de calcul des énergies d'in-
teraction de systèmes périodiques (et particulier des cristaux), et tout particulièrement les énergies
électrostatiques. La sommation d'Ewald est un cas particulier de la formule sommatoire de Poisson,
avec le remplacement de la sommation des énergies d'interaction dans l'espace réel par une somma-
tion équivalente dans un espace de Fourier. L'avantage de cette approche est la convergence rapide
de la sommation dans l'espace de Fourier comparée à son équivalent dans l'espace réel lorsque les
interactions se font à longue distance. Les énergies électrostatiques comprenant à la fois des termes
d'interactions de courtes et de longues portées, il est très intéressant de décomposer le potentiel d'in-
teraction en termes de courte portée - dont la sommation se fait dans l'espace réel - et de longue
portée - dont la sommation se fait dans l'espace de Fourier. La méthode fut développée par Paul Pe-
ter Ewald en 1921 a�n de déterminer l'énergie électrostatique (et, par là, la constante de Madelung)
des cristaux ioniques.

La sommation d'Ewald fut développée comme méthode de physique théorique, bien avant la venue des
ordinateurs et de l'informatique. Cependant, elle s'est très largement répandue depuis les années 1970
dans les simulations numériques de systèmes de particules, et tout particulièrement celles interagissant
par des lois de forces en carré inverse, comme la gravité ou l'électrostatique. Les applications de ces
simulations comprennent des objets aussi divers que les plasmas, les galaxies ou les biomolécules. Un
potentiel d'interaction générique est séparé en deux termes : - un terme d'interaction à courte portée
à intégration rapide dans l'espace réel est un terme d'interaction à longue portée qui s'intègre rapi-
dement dans l'espace de Fourier. L'idée de base de la sommation sur un maillage particulier d'Ewald
est de remplacer la sommation directe des énergies d'interaction entre les particules ponctuelles :

ETOT =
∑

i,j

φ(rj − ri) = Esr + Elr (A.0.1)

avec deux sommations, une intégration directe Esr du potentiel à courte portée dans l'espace réel :

ETOT =
∑

i,j

φ(rj − ri) = Esr + Elr (A.0.2)

avec deux sommations, une intégration directe Esr du potentiel à courte portée dans l'espace réel :

Esr =
∑

i,j

φsr(rj − ri) (A.0.3)

et une intégration dans l'espace de Fourier de la partie à longue portée :

Elr =
∑

k

Φ̃lr(k) |ρ̃(k)|2 (A.0.4)
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où Φ̃lr et ρ̃(k) représentent les transformées de Fourier du potentiel électrique et la densité de
charge (partie "Ewald"). En raison de leurs convergences rapides dans leurs espaces respectifs (réels
et de Fourier), elles peuvent être tronquées sans perte réelle de précision et un gain important du
temps de calcul requis. A�n d'évaluer e�cacement la transformée de Fourier ρ̃(k) du champ de den-
sité de charge, on peut utiliser la transformée de Fourier rapide (FFT), qui nécessite que le champ
de densité soit évaluée sur une maille discrète de l'espace (partie "maillage"). En raison du postulat
de périodicité implicite de la sommation d'Ewald, son utilisation aux systèmes physiques, nécessitent
d'imposer une symétrie par périodicité. Pour cette raison, la méthode est bien plus e�cace pour les
systèmes pouvant être simulé comme étant in�nis dans l'espace (en conditions limites périodiques ou
bien condition périodiques in�nies).

Dans notre cas la sommation de Ewald est utilisée pour calculer l'interaction dipôle-dipôle de longue
portée. La somme est terminée de telle sorte que les modes k = 0 (c'est à dire ceux associés à la dé-
formation ferroélectrique élémentaire homogène) de la cellule de simulation représente physiquement
les modes TO(Γ). De cette manière pour un mode TO (autrement dit dans le cas d'une polarisation
homogène), le champ dépolarisant induit est nul, ce qui revient à considérer que la cellule élémentaire
est entourée par un conducteur (short-circuit condition). Avec ces conditions et en choisissant une
décroissance λ des paquets de charges Gaussiens de telle sorte qu'ils soient su�samment petits pour
que la sommation dans l'espace réel soit complètement négligée, nous pouvons écrire pour l'énergie
dipôle-dipôle :

Edpl =
2Z∗2

ǫ∞





π

Ωc

∑

G 6=0

1

~G2
exp

(−G2

4λ2

)

∑

ij

( ~G · ~ui)( ~G · ~uj) cos( ~G · ~Rij)−
∑

i

λ3u2i
3
√
π



 (A.0.5)

où Ωc est le volume de la cellule et ~G le vecteur de l'espace réciproque.
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Annexe B

Sommation dans l'espace direct

La sommation dans l'espace direct est une méthode que nous avons utilisée pour véri�er le champ
dépolarisant des dots enrobés au deuxième chapitre. Bien que cette méthode soit moins rapide en
terme de temps de calcul (notons que l'on peut utiliser certaines astuces a�n de la rendre beaucoup
plus rapide) que la sommation de Ewald, elle plus facile à mettre en place et reste relativement para-
métrable et �exible. Cette méthode se base sur la même logique de départ que celle de la sommation
de Ewald : on peut séparer les interactions physiques en interactions avec les dipôles proches et les
interactions de plus longues portées. En revanche le principe repose sur un raisonnement équivalent
à celui tenu par Lorentz (dans le calcul du champ local) où l'on détermine les interactions à courtes
portées de manière discrète et les interactions à plus longues portées sont traitées de manière conti-
nues.
Pour en comprendre le principe focalisons-nous sur le problème spéci�que du chapitre 2. Le problème
qui nous intéresse ici consiste à déterminer le champ dépolarisant d'un dot enrobé (par du vide) ;
pour cela il est nécessaire de calculer le champ électrique local moyen du dot en condition périodique
in�ni. Considérons une cellule avec N ×N ×N dipôles ponctuels dans un réseau quelconque (que l'on
considère en condition périodique in�ni). Pour déterminer le champ électrique local moyen, il faut
connaitre le champ électrique ressenti par chacun des dipôles, autrement dit :

〈 ~E〉 = 1

N3

∑

i

~Ei (B.0.1)

Le champ ~Ei correspond au champ électrique ressenti aux coordonnées du dipôle i. Ce champ est
généré par le champ électrique dipolaire de tous les dipôles de la cellule ainsi que de leurs images à
l'in�ni. Si on appelle ~a,~b,~c les vecteurs de translation de notre cellule (qui permettent de paver notre
cellule à l'in�ni selon les translations désirées), alors chaque dipôle génère un champ électrique qui est
la somme de son propre champ et celui de ses images selon ~a,~b,~c à l'in�ni. Calculons le champ généré
par le dipôle j en i. Appelons ~rij0 le vecteur ~ri − ~rj0 où ~ri, ~rj0 correspondent au vecteur coordonnée
du dipôle i et j respectivement. De même appelons ~rijn le vecteur ~ri− ~rjn ou jn correspond à l'image
n du dipôle j par les translations ~a,~b,~c. Dans ce cas le champ généré par le dipôle j en i vaut :

~Eji =
1

4πε0

∞
∑

n=0

(

3 ~rijn
~pj · ~rijn
r5ijn

− ~pj
r3ijn

)

(B.0.2)

Ou ~pj est le vecteur dipole j. Bien évidemment il n'est pas question de calculer ici une somme
à l'in�ni, nous allons donc couper notre somme pour un rayon R donné, c'est à dire de tel sorte
que rijn < R. Notre calcul se contente donc de calculer les interactions dipôles-dipôles à l'intérieur
d'une sphère de rayon R (qui est en somme un rayon de coupure). Au delà de ce rayon - comme
dans le raisonnement de Lorentz - on peut considérer le milieu comme continu. Dans ce cas là, le
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champ électrique généré sur i par les dipôles placés au delà de la sphère est le même que celui d'une
cavité sphérique dans un milieu polarisé de manière homogène, comme dans la cavité le champ est
homogène, au point i on peut écrire :

~Eijr>R
=

~Pj

3ǫ0
(B.0.3)

Ou Pij correspond ici à la polarisation volumique moyenne générée par pj et ses images, c'est à
dire :

~Pj =
~pj
V

=
~pj

~a · (~b ∧ ~c)
(B.0.4)

Au �nal le champ généré par le dipôle j sur i peut s'écrire :

~Eji =
1

4πε0

n r<R
∑

n=0

(

3 ~rijn
~pj · ~rijn
r5ijn

− ~pj
r3ijn

)

+
1

3ǫ0

~pj

~a · (~b ∧ ~c)
(B.0.5)

Pour connaitre le rayon de coupure adéquat, on peut faire le calcul avec des rayons R croissants et
étudier la convergence du système. A�n de déterminer le champs électrique totale au point i il su�t
de faire la somme de tout les dipôles j de la cellule et leurs images jn en prenant garde de rajouter
aussi le champs électrique généré par les images du dipôle i (et seulement les images de i bien sûr).
soit :

~Ei =
∑

j

(

1

4πε0

n r<R
∑

n=0

(

3 ~rijn
~pj · ~rijn
r5ijn

− ~pj
r3ijn

)

+
1

3ǫ0

~pj

~a · (~b ∧ ~c)

)

+

1

4πε0

n r<R
∑

n=1

(

3 ~riin
~pi · ~riin
r5iin

− ~pi
r3iin

)

+
1

3ǫ0

~pi

~a · (~b ∧ ~c)

(B.0.6)

On répète ce calcul pour chaque dipôle de la cellule, le champ moyen s'obtient ensuite de manière
trivial à l'aide de la formule (B.0.1).
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Annexe C

Potentiel simple pour BaTiO3

Le modèle qualitatif simple évoqué dans le premier chapitre pour modéliser les ferroélectriques,
peut décrire à basse température, correctement, le BaTiO

3
. Prenons comme point de départ l'hamil-

tonien e�ectif développé dans le chapitre 6. En e�et pour le cristal in�ni cet hamiltonien a fait ses
preuve dans une description quantitative du BaTiO

3
. Nous le savons grâce aux simulations ou aux

modèles phénoménologiques, le cristal à basses températures et à l'équilibre tend vers une con�gura-
tion homogène. Nous nous plaçons à 0K et nous considérons donc la situation où tout les dipôles sont
alignés, homogènes en intensité et direction. Cette hypothèse nous permet de grandement simpli�er
l'hamiltonien. Par ailleurs nous allons simpli�er l'expression de l'hamiltonien e�ectif, pour ne laisser
que les interactions qui ont un e�et signi�catifs.

Pour rappel l'hamiltonien e�ectif est composé de 5 termes : 1

H = Hshort +Hself +Hlong +Helmod +Hel (C.0.1)

Les premières simulations de Zhong et al. ont permis de remarquer que les interactions de courtes
portées peuvent être restreintes au plus proches voisins (Les 6 voisins directs) sans a�ecter l'issu de
la modélisation de manière signi�cative, nous nous restreignons donc aux proches voisins. Il en est
de même pour l'énergie élastique de déformation inhomogène qui a également peu d'in�uence sur le
système. Nous choisissons d'ignorer donc les déformations inhomogènes et leurs conséquences sur les
autres interactions. Au �nal l'hamiltonien se simpli�e drastiquement et l'on peu écrire 2 :

� Pour l'énergie du mode local

Hself =
(

uy2 uz2 + ux2 uz2 + ux2 uy2
)

γ + αu2 + k2u2 (C.0.2)

� Pour l'interaction de longue portée :

Hlong = −
4Z2

eff u
2

a3
(C.0.3)

Avec a est le paramètre de maille

� Pour l'interaction courte portée :
Hshort = 2 j2u2 (C.0.4)

� Pour l'energie de deformation élastique homogène :

Hel =
1

2

(

n62 + n52 + n42
)

B44

+ 2 (n2n3 + n1n3 + n1n2) B12 +
(

n32 + n22 + n12
)

B11
(C.0.5)

1. dans le cas in�ni
2. pour la signi�cation des symboles se reporter à l'introduction du chapitre 6
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où nα correspond au terme α du tenseur de déformation en notation de Voight.

� Pour l'énergie d'interaction déformation-mode-local :

Helmod =
1

2
B1xx

(

n3uz2 + n2uy2 + n1ux2
)

+
1

2
B1yy

(

n2uz2 + n1uz2 + n3uy2 + n1uy2 + n3ux2 + n2ux2
)

+B4yz (n4uy uz + n5uxuz + n6uxuy)

(C.0.6)

La con�guration à l'équilibre à 0K se détermine grâce à la minimisation de l'hamiltonien e�ectif :
Pour trouver le minimum il faut donc résoudre le système d'équation à 6 inconnues suivant :

∂H

∂ux
=

∂H

∂uy
=

∂H

∂uz
= 0

∂H

∂n1
=

∂H

∂n2
=

∂H

∂n3
= 0

∂H

∂n4
=

∂H

∂n5
=

∂H

∂n6
= 0

En utilisant les paramètres du BaTiO
3
on constate que la solution de plus basse énergie correspond

� quel que soit le paramètre de maille - à une con�guration tel que ux = uy = uz pour la polarisation,
n1 = n2 = n3 pour la déformation, et n4 = n5 = n6 pour le cisaillement. Le système à l'équilibre
tend donc à être rhomboédrique à 0 K.
Posons alors :

ux = uy = uz =
1√
3
u

n1 = n2 = n3 = nα

n4 = n5 = n6 = nβ

L'Hamiltonien ne dépend plus que de trois variables et s'écrit :

H =
u4 γ

3
+ 3n2

β B44 + 6n2
αB12 + 3n2

αB11− u2 Zeff2

3 a3
+ αu4

+
2B4yz nβ u

2 + 2nαB1yy u2 + nαB1xxu2

2
+ k2u2 + 2 j2u2

Le système à l'équilibre (et donc au minimum) impose que :

∂H

∂nα
=

∂H

∂nβ
= 0

Ce qui donne immédiatement :

nα = −(2B1yy +B1xx) u2

24B12 + 12B11

nβ = −B4yz u2

6B44

En remplaçant ces valeurs dans l'hamiltonien plus haut, on retombe sur un système entièrement
unidimensionnel ou l'hamiltonien peut alors s'écrire aussi simplement que celui du modèle du premier
chapitre :
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H = αu4 + (k − Er)u2

où Er représente l'énergie de dépolarisation du milieu sur la cavité. Dans le cas d'un milieu in�ni
on peut écrire :

Er =
Zeff2

3 a3
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Annexe D

Protocoles détaillés

D.1 Synthèse des nanocubes à partir des oxalates

1. On mélange une poudre d'oxalate de Baryum (BaC
2
O
4
) et d'oxyde de titane (TiO

2
) anatase

en proportion tel que l'on obtient un ratio molaire Ba
Ti = 1.5 .

2. Le mélange est ensuite lui même broyé dans un mortier en agate avec du chlorure de sodium
(NaCl) en respectant le ratio molaire NaCl

T i = 10

3. Le mélange de poudres est placé dans un creuset en Alumine

4. Ce dernier placé dans un four est soumis à une température de 850 ◦C pendant 3h30 avec des
rampes de montée et de descente de 5h

5. Le solide récupéré après traitement thermique, est ensuite partiellement dissous avec 50 ml
d'eau distillée.

6. Il est complètement récupéré puis �ltré avec de l'eau distillée

7. Le �ltrage dure tant que le �ltrat montre des traces d'ions chlorure par le test au chlorure
d'argent (AgCl)

8. La poudre récupérée est ensuite placée dans de l'éthanol absolue et mise à sécher 24h à l'étuve
(80 ◦C)

D.2 Synthèse des nanocubes à partir des chlorures

Nous avons optimisé le protocole utilisé par Bo Hou et al. [12]. Les auteurs suggèrent d'utiliser
comme solvant un mélange d'eau, d'éthanol et d'éthylène-glycol-mono méthyle-éther. Nous avons no-
tamment remplacé ce dernier par de l'éthylène-glycol-diméthyle-éther. En reproduisant l'expérience
nous avons cependant constaté que ce solvant ne permettait pas d'obtenir des résultats fortement
reproductibles. Un solvant ou l'éther précédent est remplacé par de l'éthylène-glycol-diméthyle-éther
permet d'obtenir des résultats beaucoup plus probants. D'autres parts, les taux de remplissage des
bombes, le temps de plateau, et les températures ont également été modi�ées a�n d'optimiser la
formation de nanoparticules de forme cubiques.

Notons par ailleurs que, comme souvent dans la littérature, les sels ne sont pas dissous en condi-
tions st÷chiométrique Ba

Ti = 1. On impose souvent un excédent molaire en Baryum Ba
Ti ≈ 1.6. Il est

fort probable néanmoins que les auteurs aient utilisé - sans le savoir - un sel de chlorure Baryum
mono-hydraté et que le rapport correct soit en réalité de Ba

Ti ≈ 1.47. Cette a�rmation est appuyée
par un constat simple : l'utilisation de sel mono-hydraté avec un rapport molaire �ctif de Ba

Ti ≈ 1.6
fonctionne parfaitement, ce qui n'est pas le cas lors de synthèse avec un rapport réel de 1.6 (voir
�gure).
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La liste ci-dessous décrit les étapes du protocole optimisé pour la synthèse de nanocubes de
BaTiO

3
.

1. Le TiCl
4
est mélangé dans de l'éthanol pur de volume V (solution 1).

2. Un volume 2V d'eau est mélangé à un volume V d'éthylène-glycol-diméthyle-éther.

3. Le chlorure de Baryum BaCl
2
est dissous dans la solution précédente (solution 2). On obtient

normalement un liquide jaune limpide.

4. La solution 1 est versée très lentement dans la solution 2 (solution 3)

5. On ajoute progressivement quelques gouttes d'une solution concentrée de soude jusqu'a l'ob-
tention d'une boue blanche. Le PH doit se situer autour de 11-12 (solution 4)

6. La solution 4 est alors remuée légèrement, pendants 10 min

7. La solution 4 est ensuite introduite dans une bombe hydrothermale avec un taux de remplissage
de 66 % du volume de la bombe.

8. La bombe est ensuite placée à une température de 240 ◦C pendant 24 heures, avec une rampe
de montée de 180 ◦C /heure.

9. La solution minéralisée et récupérée, rincée plusieurs fois à l'eau distillée puis �ltrée ou centri-
fugée.

10. La poudre récupérée est mise à sécher pendant 24h à l'étuve (à 80 ◦C environ).

D.3 Protocole d'enrobage des nanocubes avec de la silice

1. La nanopoudre de BaTiO
3
est mélangée à de l'éthanol absolue dans une concentration de 1.4

g.L−1

2. Les particules sont dispersées dans la solution à l'aide du bac à ultrasons pendant 90 min.

3. On verse ensuite un mélange de TEOS et d'ammoniac NH
4
OH

4. La solution est remise de nouveaux aux ultrasons pendants 90 min

5. La solution est ensuite �ltrée à l'aide de �ltre Whatman 200 µmen cellulose

6. la poudre récupérée est mise à sécher à l'étuve pendant 24 heures

7. La poudre est ensuite calcinée à 300 ◦C pendant 1 heures (rampes de montée et de descente de
300 ◦/ heures)

D.4 Protocole de synthèse des nanocubes à partir de gel-sec

1. De l'acétate de Baryum, de l'isopropoxyde de titane, sont mélangés dans de l'isopropanol et
de l'acide acétique. Le baryum et le titane sont mélangés en conditions st÷chiométriques. Le
mélange est tel que l'on a une concentration de 0.1 M pour Ba et Ti.

2. La solution est ensuite mise à sécher pendant 24 heures à l'étuve (80 ◦C)

3. Le gel sec est récupéré puis broyé au mortier

4. Une solution de soude à 30 % est préparée dans laquelle on verse une masse de gel sec tel que
l'on aboutit à concentration de 50 g.L−1 de gel sec dans la solution

5. La solution est placée dans une bombe hydrothermale pendant 48 heures à 150 ◦C (rampe de
montée et de descente de 180 ◦/ heure, le taux de remplissage est de 66 %)

6. la solution est récupérée puis neutralisée dans un premier temps par de l'acide chlorhydrique.

7. La solution est ensuite successivement centrifugée puis diluée a�n de se débarrasser de la présence
de chlorure de sodium et d'atteindre un PH neutre.
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8. La solution est ensuite diluée dans de l'éthanol puis mise à sécher pendant 24 heurs à l'étuve
(80 ◦C) a�n de récupérer la poudre.

D.5 Protocole de synthèse des nanocubes par dissolution d'anatase

1. un volume de 2-méthoxyethanol est mélangé avec un volume d'éthanol dans un rapport 2
3

2. On verse de la nanopoudre de TiO
2
anatase (fabriqué par Nanoe, taille moyenne : 5 nm) avec

une concentration massique de 1.24 g.L−1

3. La solution est remuée au barreau aimanté pendant 15 minutes

4. On verse dans la solution de l'hydroxyde de Baryum en quantité st÷chiométrique

5. La solution est placée dans une bombe hydrothermale à 240 ◦C pendant 18 heures (rampe de
montée et de descente de 180 ◦/ heures)

D.6 Synthèse de nano�ls par la méthode des templates dégradables

1. Un sel d'acétate de Baryum est dissous dans de l'acide acétique pur (de manière à obtenir une
concentration de 0.3 M dans la solution de précurseurs)

2. On agite cette solution vigoureusement à 140 ◦C puis on laisse refroidir à température ambiante

3. On prépare en parallèle une solution d'isopropoxyde de titane, d'isopropanol et d'acide acétique
(de manière à obtenir une concentration de 0.3 M dans la solution de précurseurs).

4. Les deux solutions sont mélangées, puis on trempe le ou les templates d'alumine pendant 2
heures à une température de 70 ◦C

5. Les templates sont ensuite séchés à l'air, à température ambiante (24 h)

6. Les templates d'alumines sont ensuite calcinés à 700 ◦pendant 6 heures avec une rampe de
montée de 50 ◦/ heure et une rampe de descente de 30 ◦/ heure

7. les templates en alumines sont ensuite dissous dans une solution de soude concentrée (2 M).

8. Le PH est ensuite remonté avec HCl, puis la solution est diluée et �ltré par des �ltres Whatman
20 µm

9. le résidu est séché à l'étuve à 80 ◦C

La température ainsi que l'acide acétique permettent de diminuer un peu la tension de surface
(l'acide acétique permet également de stabiliser l'acétate de baryum)

D.7 Synthèse des nano�ls à l'aide de nanotubes de carbone

1. Quelques mg de NTC (commercial) sont introduits dans un mélange de 75 %/25 % d'acide
nitrique / sulfurique (eau régale).

2. Le mélange est chau�é à re�ux à 120 ◦C pendant 30 min

3. Les nanotubes sont ensuite récupérés par centrifugation puis dilués dans de l'eau distillée.

4. Une fois le PH remonté à 5 on laisse sécher les nanotubes

5. Une fois séchés, les nanotubes sont trempés dans une solution de précurseurs (mélange d'acétate
de Baryum et d'isopropoxyde de Titane) et passé aux ultrasons pendant 30 min

6. La solution est agitée à température ambiante pendant 24h

7. les NTCs sont récupérés, sont placés dans une nacelle en platine et calcinés à 800 ◦C pendant
3 heures

8. La nacelle est ensuite remplie d'éthanol pur et placée aux ultrasons pendant 30 min
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D.8 Synthèse des nano�ls par micelles inverses

1. On dissout du Na(AOT) dans un volume V d'eau oxygéné 30 % pour obtenir un rapport
w =

H2O
Na(AOT) = 1 1

2. Un volume équivalent d'isopropoxyde de titane est versé dans la solution précédente

3. La solution est ensuite remuée avec un barreau aimanté

4. on doit constater le jaunissement de la solution, puis sa géli�cation

5. le solide obtenu est ensuite calciné à 700 ◦C pendant 3 heures avec une rampe de monté et de
descente de 1h30.

6. le creuset utilisé est remplie d'éthanol absolu et passé aux ultrasons

7. la solution est ensuite séchée à l'étuve 24 heures (80 ◦C)

D.9 Synthèse des nano�ls à partir d'alcoxyde double

1. Un volume V l'heptadécane est chau�é dans un bain marie jusqu'a fusion (température de fusion
22 ◦C)

2. On verse un volume V2 d'acide oléique avec un rapport V 1
V 2 ≈ 39

3. On dissous dans la solution une quantité n moles d'alcoxyde bimétallique tel que nalcoxyde

nacideoleique
=

1000

4. la solution est chau�ée à 100 ◦C (le point d'ébullition est autour de 300 ◦C)

5. Un volume d'eau oxygéné est ensuite versé dans la solution a�n obtenir un rapport w =
eau

acide−oleique = 100

6. Le mélange est ensuite chau�é à 260 ◦C pendant 6 heures au four

7. le résidu sec récupéré est passé aux ultrasons pendant 1h dans l'hexane

1. c'est expérimentalement la rapport qui fonctionne le mieux de ceux que nous avons testé
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