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RésuméCette thèse s'articule autour de la reconstruction géométrique de formes.Plusieurs méthodes, basées sur les diagrammes de Voronoï, sont proposéespour la reconstruction automatique d'objets naturels. L'application princi-pale est la modélisation et l'imagerie géologique.Une première méthode permet la reconstruction de volumes et surfacesgéologiques à partir de données incomplètes et hétérogènes : données ponc-tuelles sur des a�eurements, portions de contours cartographiques, sondages,coupes incomplètes ou interprétées, modèles numériques de terrains. . . . L'idéemajeure de la méthode consiste à assembler les objets di�érents selon leursproximités, en utilisant le diagramme de Voronoï de ces objets. Les dia-grammes de Voronoï sont des structures géométriques permettant de parti-tionner l'espace en régions d'in�uence. En pratique toutes les données sontdiscrétisées en un ensemble de points colorés, les couleurs représentant ici lescaractéristiques géologiques ou géophysiques des données, que nous souhai-tons imager. La partition "colorée" de ces points nous donne une premièresolution topologique au problème de reconstruction. Elle nous fournit enoutre, une représentation du bord de l'objet géologique et de son intérieur.L'utilisation de courbes et de surfaces déformables sous contraintes (ten-sion, courbure et respect de la topologie initiale) permet ensuite d'obtenirdes interfaces plus lisses et plus conformes. Une étape particulière permet deprendre en compte des surfaces de discontinuité comme les failles.A�n de représenter un objet S, non plus par des éléments discrets (po-lyèdres de Voronoi), mais par les valeurs positives d'une fonction continue,nous avons introduit une nouvelle méthode. L'objectif de la méthode est dedé�nir une fonction interpolante � telle que l'ensemble des zéros de � passeexactement par les données de départ et soit une approximation cohérenteet lisse de S par ailleurs. Dans un premier temps nous dé�nissons, une fonc-tion caractéristique locale en chaque donnée (point, contour ...) et l'objetvolumique �nal résulte alors d'une interpolation de ces fonctions.



AbstractSeveral methods based on the use of Voronoi diagrams, are proposedfor the 3D and 2D reconstruction of natural objects. The main applicationdomain is geology.A �rst algorithm enables volumes to be constructed starting from thecombined use of geological maps, cross-sections and drill-lines. Input datahave associated colors (object characteristics), but may be sparse and hete-rogeneous, and do not need to be organized in any special way. The methodis based on Voronoi diagrams and produces volumes. Attributing colors todata allows to reconstruct simultaneously objects that are known to be dis-tinct. Our reconstruction method is based on �proximity� and therefore usesVoronoi diagrams. For simplicity, the heterogeneous data set S (points, lines,surfaces, . . . ) is discretized into a set of colored points Sd. The "colored"Voronoi diagram of Sd gives a partition of the space into regions R, whichapproximates the scene. In Addition, we smooth the boundaries of the regionsof R, in such a way that the topology of the Voronoi regions is preserved, i.e.each new deformed region contains the same set of points as initially. Speci-�c methods are added to allow the insertion of faults in the reconstructionprocess.We propose an other way for representing reconstructed objects, usingthe combination of implicit functions, Voronoi diagrams and nearest neighborinterpolation. The goal of the method is to de�ne a continuous and smoothfunction f , so that f � 0 approximates the expected shape. We de�ne localfunctions in the neighborhood of the initial data, and the �nal shape resultsin interpolating those functions.
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Chapitre 1Introduction



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION1.0.1 Encadrement de ce travailCette étude s'inscrit dans le cadre d'une coopération entre trois équipesde recherche, dont les savoirs sont complémentaires :� le "Laboratoire Géophysique" du B.R.G.M. (Bureau de RecherchesGéologiques et Minières) dirigée par M. Guillen, familiarisée avec lesproblèmes de gestion de données et de mise en oeuvre des modèles, etdétentrice de jeux de données très variés.� une équipe de géologues de l'école des Mines de Paris (E.N.S.M.P)animée par M. Perrin, qui travaille sur les aspects spéci�ques de lamodélisation géologique (élaboration de règles syntaxiques, étude desdéformations).� une équipe d'informaticiens de l'I.N.R.I.A. (Institut National de Re-cherche en Informatique et Automatique) spécialistes de géométrie al-gorithmique (projet Prisme dirigé par J-D. Boissonnat) dans laquellela thèse s'est déroulée.De nombreuses rencontres et visites, entre les di�érentes parties, ont per-mis à ce travail de prendre des directions guidées par des objectifs précis, etde répondre à des besoins réels et existants en modélisation géologique. LeB.R.G.M. a été le principal interlocuteur, et le pilote de ce projet.Cette coopération a été faite dans le cadre du programme GéoFrance3D(dirigé par P. Ledru), qui est un programme scienti�que national très am-bitieux. GéoFrance3D a pris le relais de Géologie Profonde de la France en1994, et son objectif global sur dix ans (entre 1995 et 2005) est l'imageriegéologique et l'étude de la croûte continentale de la France. Les grands axesde recherches et développements sont les suivants :� déployer sur le territoire les outils d'imagerie géophysique nécessaires� réaliser de nouvelles explorations du sous-sol, et de nouvelles expéri-mentations.� constituer une base de données multi-sources sur le territoire et sonsous-sol.� développer les moyens et les méthodes d'inversion pour la réalisationde modèles 3D.La contribution de ce travail au programme GéoFrance3D s'inscrit dansce dernier objectif, auquel il doit apporter des méthodes de reconstructionautomatique et d'aide à la construction de modèles tridimensionnels du sous-sol géologique. Les méthodes ont été testées sur des cibles régionales, commepar exemple sur le projet Armor dont les résultats de reconstruction sontprésentés dans la partie 4.4.3.



31.0.2 L'objet de ce travailCette thèse s'articule autour de la reconstruction géométrique de formesnaturelles dans les cas bidimensionnel et tridimensionnel. De façon généralecette thèse s'intéresse à des problèmes de reconstruction géométriques d'ob-jets naturels, à partir de données partielles et hétérogènes. Les applicationsprésentées dans ce manuscrit, sont principalement du domaine de la mo-délisation géologique, mais ce travail s'adresse de façon plus générale auxproblèmes suivants :� A quoi sert un objet 3D, la visualisation 3D, la modélisation 3D.� Pourquoi et comment reconstruire une scène 3D à partir de donnéesincomplètes.L'objectif principal de cette thèse est de concevoir et réaliser un modeleurgéologique tridimensionnel permettant de reconstruire des surfaces et desvolumes géologiques à partir de données hétérogènes : données ponctuelles surdes a�eurements, portions de contours cartographiques, sondages, ou coupesinterprétées. La géométrie 3D réalisée grâce à ce modeleur doit permettrede visualiser les structures. Elle doit pouvoir servir aussi de base pour laréalisation de modèles quantitatifs et pour l'interprétation géodynamique.Outre l'intérêt proprement scienti�que, les enjeux d'une meilleure connais-sance du sous-sol sont considérables. Ils concernent des domaines variés : ex-ploration et exploitation des ressources du sous-sol (modèles de bassins, géo-métrie des corps minéralisés et des réservoirs), génie civil (études d'impactspour les ouvrages d'art, nouveaux tunnels alpins...), environnement (étudedes migrations de polluants dans le sous-sol, comportement mécanique desterrains et estimation des risques de dégâts de surface, stockage souterraindes déchets...).Les outils disponibles actuellement s'appuient essentiellement sur des mé-thodes d'interpolation de surface à faible spéci�cité géologique. Ils sont sur-tout utiles en exploitation pétrolière pour l'interpolation à partir des coupessismiques, c'est à dire dans le cas où la reconstruction se limite à une in-terpolation entre des plans discrets décrits de manière complète. Lorsqueles données sont rares, irrégulièrement réparties et hétérogènes comme c'estle cas par exemple dans les régions fortement plissées, les méthodes d'in-terpolation ne su�sent plus et il faut véritablement reconstruire un modèletridimensionnel à partir des données. L'utilisation des techniques de géomé-trie algorithmique qui ont fait leurs preuves en imagerie médicale et la priseen compte simultanée de règles syntaxiques propres au domaine géologiquedoivent permettre des avancées signi�catives. Plusieurs méthodes ont été tes-tées, basées sur des structures géométriques qui caractérisent la proximité des



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONobjets dans un modèle :les diagrammes de Voronoï. Les objets naturels re-construits par ces méthodes sont représentés par des volumes, sous formed'union de volumes élémentaires (polyèdres de Voronoï), ou dé�nis par lesvaleurs positives d'une fonction continue.1.0.3 Organisation de ce travailL'organisation générale de ce manuscrit est la suivante. Dans le chapitre 1nous introduisons le problème et quelques solutions existantes pour la recons-truction géométrique de formes et en particulier pour la modélisation d'objetsgéologiques. Les structures géométriques qui sont utilisées dans les di�érentsalgorithmes de reconstruction sont introduites dans le chapitre 2, avec no-tamment les dé�nitions des diagrammes de Voronoï et des triangulations deDelaunay. Une méthode de reconstruction très générale est proposée dans lechapitre 3 permettant de reconstruire les surfaces et volumes d'un modèle àpartir de données partielles et hétérogènes. Elle est basée sur l'utilisation desdiagrammes de Voronoï, et fournit une représentation discrète du modèle,par un ensemble de volumes élémentaires. Son application plus particulièreà des modèles géologiques est étudiée dans le chapitre 4, ou la méthode esttestée et validée sur des modèles synthétiques et de nombreux modèles réels.Une approche à base de fonctions d'interpolation est introduite dans le cha-pitre 5 pour des reconstructions à partir de données plus spéci�ques : pointsavec normales et contours dans des sections 2D planes.



1.1. MODÉLISATION GÉOLOGIQUE 51.1 Modélisation géologique1.1.1 Objets géologiquesUn modèle ou scène géologique est une représentation en 2D ou 3D dusous-sol géologique et des objets qui le composent : formations, interfaces, etfailles. Les entités géologiques élémentaires sont les formations géologiquesqui sont des ensembles géologiques de nature, âge, ou composition homo-gènes. Elles sont séparées par des surfaces limites souvent appelées interfacesou horizons. Les interfaces sont des frontières naturelles qui séparent les for-mations géologiques. Les failles sont des interfaces particulieres; ce sont desaccidents qui naissent des di�érents mouvements des couches (compressionou écartement de celles-ci) et elles décalent les formations, le long de cetaccident.Les formations ont dans l'histoire de leur évolution été compressées, éro-dées, ou déformées, et en conséquence leur géométrie et topologie sont va-riées et très complexes (modèles plissés, modèles faillés, dômes de sel, . . . ).Néanmoins, lorsque les évènements sont connus, les déformations peuventêtre caractérisées. Des e�orts ont été faits pour établir des règles de syn-taxe géologique qui permettent de classer et interpréter les di�érents phé-nomènes géologiques. Perrin et coll [PS95] ont dé�ni de telles règles. On serend vite compte que de nombreuses situations topologiques sont impossiblesd'un point de vue géologique, et il devient important d'en tenir compte lorsde la modélisation ou de la reconstruction. Dans une région sédimentaire parexemple, et avant déformation, l'âge des formations est croissant en fonctionde la profondeur des couches (notamment une couche jeune est forcément audessus d'une couche plus vieille) car les formations se sont déposées les unesaprès les autres.

Fig. 1.1 � Exemple de coupe géologique dans les Alpes.Lorsqu'il doit réaliser une interprétation, le géologue est capable d'estimer



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONune coupe géologique sur une certaine profondeur, à partir de la carte géolo-gique d'une région par exemple. Mais pour des coupes plus précises et sur desprofondeurs plus grandes, des informations supplémentaires sont nécessaires :� des sondages locaux issus de forages.� des informations sismiques.� le champ gravimétrique.� images RMN (résonnance magnétique nucléaire)Ces informations lui permettent, soit de construire son propre modèle,soit de valider un modèle existant et les hypothèses réalisées.Les représentations des objets géologiques qui sont encore les plus habi-tuellement utilisées, sont les cartes et les coupes géologiques : images 2D desections particulières de la scène par la surface topographique, ou par desplans verticaux particuliers. Mais l'imagerie 2D ne permet pas une compré-hension su�sante de la complexité d'une scène géologique. La modélisation3D apporte un nouveau sou�e, car elle permet non seulement de créer desmodèles 3D et de les visualiser, mais aussi de réaliser des calculs quantitatifset qualitatifs sur ces modèles.1.1.2 Outils de modélisation existantsLes outils de modélisation existants sont principalement basés sur desinterpolations de surfaces [Mal89, PKR+92]. Nous présentons ici quelquesoutils disponibles pour la modélisation d'objets géologiques.Gocad (voir http://www.ensg.u-nancy.fr/GOCAD) est un modeleur géo-logique développé au LIAD (Laboratoire d'Infographie et Analyse des Don-nées) de L'ENSG (Ecole Nationale Supérieure de Géologie) sous la directiondu Professeur Jean Laurent Mallet. Le moteur de Gocad est un interpola-teur de surface appelé DSI (Discrete smooth interpolation, voir [Mal89]), quipermet de créer des surfaces triangulées "lisses" à partir d'un ensemble depoints. De nombreux travaux existent autour de ce modeleur et notamment :� Des travaux récents d'Olivier Mariez [Mar97] permettent de recons-truire des volumes géologiques à partir de coupes géologiques parallèleset complètement déterminées. Une première étape met en correspon-dance les failles (respectivement les interfaces) entre deux coupes consé-cutives, et des surfaces triangulées sont construites entre les contours as-sociés avec le modeleur Gocad. Les interfaces et les failles sont construitesune à une et les volumes sont ensuite déduits de l'arrangement (i.e. lapartition) engendrée par ces surfaces.



1.1. MODÉLISATION GÉOLOGIQUE 7� Joël Conraud s'est aussi intéressé aux maillages et reconstructions d'ob-jets naturels à partir de coupes sériées [Con97], et a privilégié dans cecas des méthodes de reconstruction interactives. E�ectivement, lors-qu'on veut imposer des liens entre des contours, les méthodes de re-construction automatique ne sont pas assez souples pour intégrer cetype de contraintes.Polypli (voir http://www-sst.unil.ch/polypli.htm) est un logiciel originaldédié à la construction et visualisation de modèles structurels. Il permet enparticulier de créer des plis et des failles à partir de déformation d'un blocinitial composé de couches parallèles. La déformation se fait à partir d'unedirection, et d'une fonction indiquant le pro�l de déformation (voir �gure 1.2).

Fig. 1.2 � Création de modèles plissé et faillé (image POLYPLI).Éditeur Géologique basé sur CAS.CADE CAS.CADE est un envi-ronnement de programmation développé par Matra Datavision, dédié à lacréation d'applications C.A.O. (Conception Assistée par Ordinateur). L'envi-ronnement CAS.CADE est notamment à la base de la nouvelle version d'EU-CLID (EUCLID QUANTUM). En ce qui concerne les objets géométriques, leparti pris est celui du monde paramétrique et de la CSG (Constructive SolidGeometry). L'équipe Imagerie Géologique et Géophysique du BRGM se pro-pose de développer un éditeur géologique tridimensionnel performant à partirdu support CAS.CADE. Des soins particuliers sont apportés à la cohérencetopologique des modèles construits. Un tel outil est indispensable au géologuepour créer et modi�er des coupes, des surfaces et des volumes géologiquesdans un environnement topologiquement clos. Il est aussi essentiel pour uni-�er les di�érents formats de données dans un même monde tridimensionnel.Une partie des algorithmes développés dans cette thèse est incorporée danscet éditeur, et permet de tester et valider des hypothèses géologiques trèsrapidement.



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Fig. 1.3 � Illustration de l'éditeur de coupes 3D.1.2 Méthodes de reconstruction usuellesLes méthodes et outils d'acquisition de données ont énormément évolué etpermettent aujourd'hui de représenter de nombreux objets naturels. De façonnon exhaustive citons scanners, tomographes, appareils radio-magnétiques,ou lasers, qui sont autant d'appareils de mesures qui nous informent sur lescorps étudiés, à travers des images de densités, réponses magnétiques, ouautres signaux. Mais les formes de données géométriques les plus répandues,avec lesquelles on est �nalement amené à entreprendre une reconstruction,sont essentiellement de deux types di�érents :� un ensemble de points sur le bord d'un objet.� des contours sur le bord d'un l'objet, extraits d'images 2D (sectionsplanes du corps étudié).Déduire de ces données les surfaces et volumes 3D d'un objet est undomaine d'étude très vivant, et qui a donné lieu à de nombreuses méthodeset algorithmes de reconstruction. Nous introduisons ici, pour chaque typede données dans les sections 1.2.1 et 1.2.2 quelques méthodes e�caces pourconstruire "automatiquement" des modèles 3D.1.2.1 Ensemble de pointsUn objet M à reconstruire est déterminé par un ensemble S de pointsconnus sur son bord. Le plus souvent ces points n'ont pas d'organisationparticulière. Le but étant de trouver une surface ou triangulation passantpar ces points et approchant l'objet originel (voir �gure 1.4).
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Fig. 1.4 � Exemple de 650 points représentant un lapin et reconstructionpar un maillage triangulaire (méthode �� Shape).La littérature concernant ce type de reconstruction est très riche, et avraiment engendré de nombreuses méthodes di�érentes pour résoudre ce pro-blème. Nous introduisons de façon non exhaustive, quelques approches liéesà ce problème. Pour un état de l'art complêt sur ce sujet, on pourra se référerà [MM98].Un paramètre important pour ce type de problème, est la densité despoints. Les méthodes dans [Boi84a, EM92, EM94, HV97, Vel94, Att97, Att95,Mel97, Mel96b] sont basées sur des hypothèses sur la densité des points, ou endépendent fortement (S est ��dense : toute sphère de rayon � centrée en unpoint de S contient un autre point de S, ou encore S est un r-échantillonnage,voir dé�nition 13).Les �� Shape et �� Shape à poids multiples, sont introduit par Edels-brunner et Mücke dans [EM92, EM94]. Ces formes sont très populaires grâceà la simplicité de leur dé�nition. Les � � Shape sont en quelque sorte unegénéralisation des enveloppes convexes de points. En modi�ant � on passede l'enveloppe convexe des points S (� = 1), à l'ensemble de points S lui-même (� = 0). Pour certaines valeurs de �, la forme reconstruite approcheS de façon assez naturelle. De façon proche, Melkemi dé�ni les A � Shapedans [Mel96a, Mel97] qui sont des formes qui s'approchent récursivementde la forme voulue, en ajoutant des points dans l'ensemble de départ. Il dé-montre la convergence de ces formes dans le cas continu. Dans [Boi84b, Vel94]on trouve des méthodes basées sur la triangulation de Delaunay des points,et l'objet �nal est obtenu par sculpture de l'enveloppe convexe des points.Hoppe et coll [HDD+92, HDD+94] utilisent une approche à base d'une fonc-tion distance f(P ). Une estimation des normales (plans tangents) à l'objet



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONM recherché, en chaque point de S est réalisée en utilisant un graphe devoisinage de S. La fonction f(P ) est approchée par les distances à ces planstangents. L'ensemble Z(f) qui représente les zéros de f est une surface quiapproche M .La plupart de ces méthodes utilisent, soit la triangulation de Delaunay,soit les diagrammes de Voronoï (voir chapitre 2, pour une introduction àces structures), car se sont des partitions très utiles lorsque la proximité desdonnées entre en jeu. Amenta et coll ont démontré dans [ABE97] et [ABK98]de nombreuses propriétés concernant ces structures, liées aux problèmes dereconstruction. Leur méthode fournit des garanties de reconstruction en fonc-tion de la densité des points, et inversement, si on connaît l'objet S initial(courbe, surface, ...), elle nous permet aussi de déterminer un "bon" échan-tillonage de S (voir 2.3.1.1).Certaines méthodes sont aussi liées aux caractéristiques connues de l'ob-jet : la connaissance du genre, de la forme générale, ou du nombre de compo-santes connexes de l'objet, sont des éléments décisifs pour le succès de la re-construction. Dans les méthodes à base de modèles déformables, par exemple,le principe est de dé�nir une forme initialeM "proche" des données de départS (souvent homotope à une sphère) ayant des caractéristiques intrinsèquesde courbure et tension. On cherche alors à minimiser des contraintes liéesaux courbures et tensions, associées à une contrainte de distance à M , pourobtenir une forme "lisse" approchant S. La connaissance du genre, et de laforme générale de l'objet est nécessaire pour une reconstruction cohérentede l'objet. Delingette [Del94] utilise des maillages simplexes 3D déformablespour approcher un ensemble de points.
1.2.2 Ensemble de contoursL'objet M à reconstruire est dé�ni par des contours dans des sections deM planes et souvent parallèles. Le résultat doit être une surface d'interpo-lation (surface mathématique ou triangulation) passant exactement par lescontours connus. Les di�cultés principales dans ce genre de construction,sont liées aux appariements de contours entre les di�érentes sections, et auxembranchements multiples et complexes qui peuvent exister.
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P1;z1

Fig. 1.5 � Deux contours C1 et C2 dans deux plans P1 et P2 parallèles etune reconstruction possible.Les premières méthodes sont apparues dans les années 80 et étaient es-sentiellement motivées par les applications médicales. Plus récemment denombreux travaux se sont aussi intéressés à la géologie, car dans les sciencesde la terre, les coupes 2D sont couramment utilisées pour décrire des modèlesgéologiques. Les coupes ont d'ailleurs longtemps constitué les seuls supportsde visualisation et d'interprétation pour le géologue.Les sous-problèmes généralement relevés dans les méthodes de recons-truction à partir de contours sont les suivants :� correspondance entre les contours : le problème est de trouver les ad-jacences topologiques entre les contours de sections consécutives. C'estune étape très importante car elle détermine complètement la topologiede l'objet �nal. De nombreuses solutions ont été proposées dans la litté-rature et une bonne synthèse de ces méthodes est présenté par Meyerset Skinner dans [MSS91, MSS92]. Les auteurs préconisent l'utilisationd'un graphe sur les contours de type M.S.T (Minimum spanning tree)a�n d'en déduire les correspondances. Dans [OPC96] les auteurs uti-lisent simplement la projection des contours sur un plan médian, pourdéduire les relations entre contours. La règle dans ce cas est très simple :deux contours S1 et S2 sont en correspondance s'ils appartiennent àdeux sections consécutives, et si leurs projections se coupent. Dansd'autres méthodes encore [Boi88a, BG92], la correspondance n'est pastraitée à part, mais est imposée par l'algorithme de reconstruction.� branchement entre contours : c'est la phase qui détermine la formeet les jonctions qui connectent les contours. Le problème est délicatsurtout lors de correspondances multiples entre contours ( lorsqu'uncontour C1 est en correspondance avec n > 1 contours C 01;:::;C 0n). Cetteétape dépend du domaine d'application. Sequeira et coll [SES93] dé�-nissent des branchements à base de cylindres généralisés pour des objets



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONde formes tubulaires. La méthode du chapitre 5.2 décrit des branche-ments de façon automatique en fonction de la distance aux contours.� interpolation des contours : c'est l'étape qui détermine la surface oule volume �nal, en fonction des correspondances et des types de bran-chements entre contours. Parmi les méthodes d'interpolation à partirde contours on trouve les catégories suivantes :� Interpolation directe par des surfaces triangulées.� Interpolation volumique par des tétraèdres ou voxels.� Interpolation des contours par des fonctions implicites.Nous introduisons dans les sections 1.2.2.1, 1.2.2.2 et 1.2.2.3 des exemplesde méthodes dans ces trois catégories.Un traitement global et simultané des trois sous-problèmes, et une bonneintroduction des méthodes existantes sont collectés dans [BCL96].1.2.2.1 TriangulationsLes méthodes dans [FKU77] reprises dans [MSS92, Mar97, Tur92] sé-parent les di�érents traitements (correspondance, branchement et interpola-tion). Il faut donc trouver une triangulation pour les contours qui ont étéassociés. La méthode classique de triangulation de deux contours est illus-trée en �gure 1.6. On détermine la triangulation de deux contours SQ etSP , comme un chemin particulier dans le graphe formés par les sommets descontours. Plusieurs chemins sont possibles et on cherche celui qui minimiseun critère métrique particulier (maximise le volume global, minimise l'airedes triangles, ...). Q0 Q1Q2Q3Q4Q5P0 P1 P2P3P4P5P6P7
P0P1P2P3P4P5P6P7
Q0 Q1 Q2 Q3 Q4 Q5

T T
Fig. 1.6 � Choix de la triangulation entre deux contours. Le triangle Tcorrespond à une arête dans le graphe des sommets.



1.2. MÉTHODES DE RECONSTRUCTION USUELLES 13Un avantage de ce type de méthode, est de pouvoir agir au niveau de lacorrespondance des objets, et de ne pas seulement se baser sur des associa-tions automatiques qui peuvent parfois échouer. Par contre le traitement desbranchements complexes entre les contours, relève souvent de l'astuce et estassez compliqué.
1.2.2.2 Interpolation volumiqueNous développons un peu plus les méthodes [Boi88a, BG92] et [OPC96]car les idées sont assez proches des travaux de cette thèse.
Boissonnat et Geiger ont élaboré un algorithme de reconstruction entiè-rement automatique qui décrit les volumes recherchés à partir de tétraèdresde Delaunay. Les données de départ sont des contours d'un objet dans plu-sieurs sections parallèles. Les contours (lignes polygonales) sont discrétiséeset dans chaque section, on calcule la triangulation de Delaunay 2D de cespoints. Il est parfois nécessaire d'ajouter des points, pour garantir que tousles contours soient entièrement dans la triangulation. Si un segment ne setrouve pas dans la triangulation, on ajoute le milieu de ce segment et onretriangule.Les auteurs montrent dans [Boi88a, BG92] que la triangulation de De-launay 3D de points contenus dans deux plans parallèles P1 et P2 peut sedéduire des triangulations T1 et T2 (resp. triangulation de Delaunay 2D dansP1 et P2). En e�et dans ce cas bien précis la triangulation 3D contient T1et T2. L'objet solide (voir �gure 1.7) est obtenu en éliminant les tétraèdressuivants :

� ceux qui ont une face à l'extérieur des contours (�gure 1.7 gauche).� ceux qui contiennent deux arêtes de contours, l'une dans P1 et l'autredans P2 (�gure 1.7 droite).
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Fig. 1.7 � Elimination des tétraèdres "extérieurs" et des connexions nonsolides.La gestion des variations complexes de contours entre deux sections "proches"et leurs embranchements, est réalisée de façon originale. On dé�nit le sque-lette EV (S1) de S1, comme le lieu des points à égale distance de deux pointsdi�érents du bord de S1. On calcule le squelette de Voronoï externe EV (S1)dans la section S1 et on projette EV (S1) sur S2 et réciproquement. Despoints sont ajoutés sur les squelettes projetés EV (S1)0 et EV (S2)0 qui vontpermettre de créer des embranchements plus complexes (voir �gure 1.8).

Fig. 1.8 � Insertion des points sur les squelettes externes projetés et recons-tructions améliorées.Cette méthode donne une représentation volumique à base de tétraèdres,de l'intérieur et de l'extérieur de l'objet, et permet des calculs et des traite-ments ultérieurs. Ces modèles ont, par exemple, servi à réaliser des endosco-pies virtuelles [Gei93] ou encore des simulations d'accouchements [BG93a].



1.2. MÉTHODES DE RECONSTRUCTION USUELLES 15Oliva La méthode élaboré par Oliva dans sa thèse [OPC96] est intéressantecar elle met en jeu des techniques à base de diagramme de Voronoï, et saméthode a été testée sur des données géologiques. La connexion entre lescontours Sa et Sb est établie selon que ces contours se recouvrent ou non surun plan médian P . Il classe le recouvrement en les parties Sa � Sb, Sb � Sa,Sa \ Sb et P � (Sa [ Sb) (voir �gure 1.9).
Sa Sa Sa \ Sb

Sb � SaSa � SbSb
Fig. 1.9 � Les zones "di�érence" (à droite) de deux contours (à gauche)dans un plan médian.Il fait les hypothèses suivantes :� Sa \ Sb est à l'intérieur de l'objet.� P � (Sa [ Sb) est à l'extérieur de l'objet.Les zones Sa�Sb et Sb�Sa sont ce qu'il appelle les zones "di�érence" et ilsouhaite les trianguler. Une zone di�érence comprend une chaine d'arêtes chade Sa et une chaine chb d'arêtes de Sb. La triangulation des zones "di�érence"consiste à trianguler les chaines cha et chb. Mais cette triangulation n'est pastoujours possible (si les chaines sont trop di�érentes) et la solution adoptéeest de créer des chaines intermédiaires en utilisant des réseaux de bissecteurs.Le réseau bissecteur de deux chaînes est déterminé comme le squelette deVoronoï de ces deux chaînes. Cette construction permet de générer de façonitérative des chaînes de contours comprises entre cha et chb et qui convergentgéométriquement de l'une vers l'autre.Dolliazal La méthode introduite par Dolliazal [Dol96] comporte deux étapesprincipales :� construction d'un volume de l'objet à partir des coupes.� extraction de surfaces à partir du volume et des coupes.Le critère de connexion entre les contours de deux sections adjacentes estcomme pour [OPC96] un critère de recouvrement sur un plan médian. L'in-



16 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONterpolation volumique est réalisée à partir de "voxet" (ensemble de voxels 3Davec une propriété). Il classe les voxels en sous-ensembles intérieurs et exté-rieurs à l'objet. Cette classi�cation se fait directement dans chaque coupe,et est interpolée entre les coupes en fonction du graphe de recouvrement.Une extraction d'une première surface frontière de son objet voxets est lisséegrâce à l'interpolateur DSI [Mal89] et �nalement une simpli�cation de sonmaillage �nal est e�ectuée.1.2.2.3 Fonctions implicitesUne fonction implicite f représentant un objet se dé�nit généralementainsi : 8<: f(M) > 0 pour M à l'intérieur de l'objet:f(M) < 0 pour M à l'extérieur de l'objet:f(M) = 0 pour M sur le bord de l'objet: (1.1)Les méthodes de reconstruction à base de fonctions implicites, utilisentsouvent des approximations d'opérations booléennes sur ces fonctions pourinterpoler plusieurs fonctions élémentaires liées à des données di�érentes.Les méthodes dans [GA98, SPOK95, JC94b, SK91] sont basées sur lacaractérisation de fonctions implicites liées aux données (équivalent à deschamps de potentiels naissant aux données) couplées avec ces opérateurs pourobtenir une fonction implicite globale approchant l'objet recherché. Jones etChen ont élaboré une méthode dans [JC94a] très proche de la méthode décriteau chapitre 5, qui utilise une distance aux contours pour dé�nir une fonctionimplicite f , et l'algorithme "marching cube" [LC87] pour extraire la surface(f = 0) qui représente l'objet. Un état de l'art sur les méthodes à base defonction implicite est décrit dans [PBT98, Men96].



1.2. MÉTHODES DE RECONSTRUCTION USUELLES 171.2.3 Position de ce travailLa méthode de reconstruction que nous présentons est plus générale queles méthodes vues dans les sections précédentes, en cela qu'elle permet d'in-tégrer un plus grand éventail de données : des points sur une surface, descontours dans des sections, et des points à l'intérieur d'objets. Ce derniertype de donnée, n'est pas pris en compte dans la majeure partie des mé-thodes sus-citées.Lorsqu'on veut reconstruire plusieurs objets di�érents d'une même scène,on est souvent amené à reconstruire les objets de façon indépendante, etrisquer des intersections indésirables (voir �gure 1.10).A
B A

B S1
S2Fig. 1.10 � La reconstruction indépendante des objets A et B conduit à unproblème d'intersection des objets reconstruits.Une des originalité de la méthode du chapitre 3, réside dans le fait de re-construire des objets di�érents d'une même scène, simultanément. Du coup,les volumes d'objets di�érents ne s'intersectent pas, mais partagent des bordsen commun. Les représentations que nous avons choisies sont multiples : vo-lumes discrets élémentaires (polyèdres de Voronoï), ou valeurs positives d'unefonction continue (voir chapitre 5).Bien qu'ayant testé les algorithmes de reconstruction sur divers typesd'objets, l'application dominante dans ce manuscrit concerne la géologie. Desméthodes spéci�ques, notamment concernant les failles (voir section 4.1) ontété développées dans ce travail, pour une modélisation d'objets géologiques.
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Chapitre 2Les structures géométriques

Nous dé�nissons ici, les éléments et structures géométriques qui vont ser-vir dans les algorithmes de reconstruction décrits dans les chapitres 3 et 5.Ce sont des structures très utiles dès que la notion de proximité entre enjeu. Nous décrirons les diagrammes de Voronoï et triangulations de Delau-nay d'un ensemble de points S dans la section 2.2. Nous verrons commentgénéraliser ces structures à un ensemble de données G non ponctuel dans lasection 2.3. Nous nous bornerons aux cas 2D et 3D qui su�sent à la repré-sentation des objets statiques, mais la plupart des structures géométriquesdé�nies ici se généralisent à toutes les dimensions.Pour une synthèse approfondie sur ces structures on pourra se référer àdes ouvrages plus généraux [Aur91, BY95, Kle88] et y découvrir d'autresapplications.



20 CHAPITRE 2. LES STRUCTURES GÉOMÉTRIQUES2.1 Complexes cellulaires : introductionOn suppose que l'on travaille dans un espace IRd de dimension d. Nousallons introduire quelques dé�nitions sur les objets linéaires d'un espace Ed(voir aussi [BY95]). Ces notations seront utilisées dans les sections suivantes.Dé�nition 1 On appelle k-cellule un élément linéaire de Ed de dimensionk. Les k � cellules qui sont formées d'exactement k éléments linéairementindépendants, sont aussi appelées k � simplexes et en particulier :1. un sommet est un 0� simplexe de IRd.2. une arête non réduite à un point est un 1� simplexe de IRd.3. une face plane d'aire non nulle est une 2� cellule de IRd.4. une face triangulaire d'aire non nulle est un 2� simplexe de IRd.5. un polyèdre de volume non nul est une 3� cellule de IRd.6. un tétraèdre de volume non nul est un 3� simplexe de IRd.Dé�nition 2 On appelle k-complexe cellulaire de IRd tout ensemble forméde p� cellules avec p � k.Un exemple de complexe cellulaire est illustré en �gure 2.1.
Fig. 2.1 � Un 3-complexe de IR2 formé de faces, arêtes et points.On dé�nit à présent les notions d'adjacence et d'incidence entre les élé-ments cellulaires. La �gure 2.2 illustre l'adjacence de deux 3-cellules et de k2-cellules respectivement, par une face et par une arête.Dé�nition 3 Deux k-cellules A et B sont adjacentes par une p-cellule C (oup� adjacentes) si C appartient aux deux cellules A et B.Dé�nition 4 Une p-cellule A est incidente à une k-cellule B (p � k) si Best une face de A.



2.2. PARTITION POUR UN ENSEMBLE PONCTUEL 21F1;2C1 C2 F1;2 Fk�1;kF2;3
Fk;1E

Fig. 2.2 � Deux 3-cellules C1 et C2 sont adjacentes par la face F1;2 (�gurede gauche). Les faces Fi;j sont adjacentes par l'arête E (�gure de droite).L'arête E est incidente à toutes les faces Fi;j.2.2 Partition pour un ensemble ponctuelOn note E d l'espace euclidien (ou l'espace métrique) de dimension d, etS un ensemble particulier de points de Ed, que l'on appellera sites pour lesdistinguer des autres points de Ed. On note par � la distance sur Ed. Nousallons dans cette section construire des structures géométriques basées surl'ensemble S, qui partitionne l'espace E d selon des critères de proximité liésaux sites de S.2.2.1 Diagramme de VoronoïLes diagrammes de Voronoï sont des structures très intéressantes dès quela notion de proximité entre en jeu. Les dé�nitions et les propriétés principalessont décrites ici, dans le cas où S est un ensemble de points associé à unemétrique euclidienne (� représente la distance euclidienne).Dé�nition 5 Soit S un ensemble de sites de l'espace E d. La cellule deVoronoï d'un site particulier p 2 S est la région formée de tous les pointsde E d plus proches de p que des autres sites de S.On notera par V or(p) = fx 2 Ed;8q 2 S n p;�(x;p) � �(x;q)g la régionou cellule de Voronoï du site p. La cellule V or(p) est l'intersection des demi-espaces contenant p et limités par les hyperplans médiateurs des segments[p;q] avec q 2 S et q 6= p.Dé�nition 6 On appelle diagramme de Voronoï de S, noté V or(S), l'en-semble des cellules V or(p) p 2 S et de leurs faces. V or(S) forme une partitionde E d.



22 CHAPITRE 2. LES STRUCTURES GÉOMÉTRIQUESUn exemple de diagramme de Voronoï de points en métrique euclidienneest donné en �gure 2.3.
si

sk

Fig. 2.3 � Diagramme de Voronoï de points dans le plan. Les régions grisessont les cellules de si (�nie) et sk (in�nie).Dé�nition 7 On dit que S véri�e l'hypothèse de position générale PG, sid+ 2 sites quelconques de S ne sont pas cosphériques.Quelques propriétées intéressantes des diagrammes de Voronoï :� le diagramme de Voronoï est formé de polytopes convexes. Les sites deS qui sont sur l'enveloppe convexe de S forment les cellules de Voro-noï in�nies. Les sites strictement à l'intérieur de l'enveloppe convexeforment les cellules �nies et convexes du diagramme.� la face commune entre deux cellules adjacentes de centre xi et xj a poursupport le plan médiateur du segment [xi,xj] et représente les pointsde Ed à égale distance de xi et xj.Si de plus, S véri�e l'hypothèse PG alors :� les sommets du diagramme V or(S) sont les centres de sphères passantpar d+ 1 sites exactement.� En 2D, pour un ensemble S de n sites, la partition V or(S) est forméede n cellules, 2n� 5 sommets et 3n� 6 arêtes.� En 3D, le diagramme de Voronoï est une partition de l'espace en poly-èdres convexes. Les sommets de ce diagramme sont à égale distance etplus proches de quatre sites, les arêtes sont équidistantes à trois siteset les faces médiatrices à deux sites.



2.2. PARTITION POUR UN ENSEMBLE PONCTUEL 232.2.2 Triangulation de DelaunayDé�nition 8 Soit S un ensemble de sites de l'espace E d, on appelle simplexede Delaunay tout p-simplexe [q0;:::;qp] (qi 2 S) pouvant être circonscrit parune boule qui ne contient pas de points de S en son intérieur.On appelle Del(S) le complexe formé des simplexes de Delaunay de l'en-semble S (points, arêtes, faces,...). Sous l'hypothèse de position générale PG,le complexe Del(S) est une triangulation DT (S) formée de triangles en 2Dou de tétraèdres en 3D, dont les sommets sont les sites de S (voir �gure 2.4).Les triangulations de Delaunay ont de multiples propriétés très intéressantes :� 1) La triangulation de Delaunay est le graphe dual du diagramme deVoronoï : deux sites de S sont reliés dans la triangulation si et seulementsi leurs cellules sont adjacentes dans le diagramme de Voronoï.� 2) En 2D, DT (S) est parmi toutes les triangulations possibles de S,celle qui maximise l'angle minimum de ces triangles. En d'autres termesc'est celle dont les triangles sont les plus équilatéraux possibles. Enpratique ce résultat est très apprécié pour le calcul d'éléments �nis, caron obtient des triangles moins plats que pour les autres triangulations.� 3) Les faces extérieures à la triangulation de Delaunay de S forment lafrontière de l'enveloppe convexe de S.
sisi

sk sk

Fig. 2.4 � Triangulation de Delaunay de points dans le plan et enveloppeconvexe des points. Le sommet si qui correspond à une cellule �nie dansV or, est à l'intérieur de l'enveloppe convexe. Et sk qui correspond à unecellule in�nie, est sur l'enveloppe convexe.



24 CHAPITRE 2. LES STRUCTURES GÉOMÉTRIQUES2.2.3 Dualité Delaunay/VoronoïSoit DT (S) et V or(S) respectivement, la triangulation de Delaunay et lediagramme de Voronoï d'un ensemble de sites S qui véri�e la propriété PG.En 2D, la dualité est illustrée en �gure 2.5.
si

Fig. 2.5 � Dualité Delaunay/Voronoï.La dualité de DT (S) et V or(S) dans E3 se traduit sur leurs éléments dela façon suivante :� un sommet de DT (S) correspond à une cellule (polyèdre) de V or(S).� une arête de DT (S) correspond à une face de V or(S).� une face de DT (S) correspond à une arête de V or(S).� un tétraèdre de DT (S) correspond à un sommet de V or(S).De manière générale une q-cellule de Delaunay correspond à une (d� q)-cellule de Voronoï dans Ed.



2.2. PARTITION POUR UN ENSEMBLE PONCTUEL 25

Fig. 2.6 � Dualité en 3D des simplexes de Delaunay et Voronoï.Une conséquence directe de la dualité est que la construction et la struc-ture de données utilisées pour les diagrammes de Voronoï, peuvent se dé-duire de celles de la triangulation de Delaunay. Parcourir une triangulationest souvent plus simple que de parcourir un complexe quelconque. En e�etles simplexes d'une triangulation ont un nombre �xe de voisins (trois en 2Det quatre en 3D) alors que pour un complexe général le nombre de voisins estvariable. Ainsi l'adjacence dans V or(S) de cellules par une face, ou de facespar une arête, se déduit facilement des incidences de sommets et arêtes dansDT (S).2.2.4 Algorithmes de constructionLes algorithmes de construction de ces structures géométriques sont di-vers et variés. Nous noterons néanmoins trois classes principales de méthodes(méthodes incrémentales, méthodes "divide and conquer", et méthodes debalayage). Des comparaisons et des informations supplémentaires sont dis-ponibles dans [Des96] pour les triangulations.� Algorithmes "Divide and Conquer"Les algorithmes du type "diviser pour régner" (voir [SH75]) consistent àdiviser le problème général en sous-problèmes de plus petites tailles. La



26 CHAPITRE 2. LES STRUCTURES GÉOMÉTRIQUESdivision se fait de façon récursive jusqu'à obtenir des problèmes simplesà résoudre (lorsqu'il ne reste plus que trois points par exemple). Chaquesous problème est traité de façon indépendante, et une étape de fusionest nécessaire pour uni�er les sous-problèmes.

Fig. 2.7 � Illustration d'un algorithme de triangulation de type diviser pourrégner.� Algorithmes de balayageCes algorithmes construisent les structures géométriques en balayantl'espace des données par une droite ou un plan suivant un axe privilégié,et mettent à jour la structure à chaque fois qu'un point est rencontré.Fortune [For86] a adapté cette méthode pour calculer des diagrammesde Voronoï dans le plan. Cet algorithme n'a pas été généralisé au castridimensionnel.� Algorithmes incrémentauxLes algorithmes incrémentaux consistent à insérer les sites, les uns aprèsles autres, et à modi�er la structure à chaque itération. La modi�ca-tion ne se fait que de façon locale. Pour la triangulation de Delaunayincrémentale, lors de l'insertion d'un point p, seuls les triangles dit "encon�it" avec p sont modi�és.Dé�nition 9 On dira qu'un triangle T est en con�it avec un site p, sip se trouve à l'intérieur du cercle circonscrit à T.Soit DTt la triangulation de Delaunay à l'instant t. Lorsqu'on insère unpoint p à l'étape t + 1, on recherche dans DTt l'ensemble des trianglesen con�it avec p. Celui-ci forme une région connexe Rt(p) contenant p(voir �gure 2.8).
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p

R(p)F (p) p
Fig. 2.8 � Simplexes de Delaunay en con�it avec p (région grisée R(p)) etla région duale.La région R(p) est la seule à être modi�ée dans la nouvelle triangulationDTt+1 : on forme les nouveaux triangles à partir d'une face sur le bordde Rt(p) et du point p. On en déduit de même la nouvelle cellule deVoronoï créée par p (voir �gure 2.9 à droite).

p p
Fig. 2.9 � Triangulation de R(p) et nouvelle cellule de Voronoï V or(p) (engris foncé).Remarque: les algorithmes incrémentaux permettent aussi de retirerdes points de la triangulation. C'est une opération locale et dynamique,inverse de l'insertion : on crée la région R(p) des triangles contenant pet on retriangule R(p) après élimination de p.



28 CHAPITRE 2. LES STRUCTURES GÉOMÉTRIQUESCes méthodes sont en outre beaucoup plus simples à implémenter queles précédentes.2.2.5 DégénérescencesLes cas dégénérés représentent des con�gurations de données bien pré-cises qui empêchent un algorithme géométrique de prendre une décision, oude réaliser un calcul précis. Ces con�gurations imposent une constructionspéciale, et sont classées de la façon suivante :� n > 2 points confondus.� n > 2 premiers points insérés sont colinéaires ou n > 3 premiers pointssont coplanaires : on ne peut pas déterminer le centre du cercle ou dela sphère circonscrite.� n > d+1 points cocycliques ou cosphériques : il n'y a plus unicité de latriangulation. Il y a plusieurs triangulations valides (voir �gure 2.10).
Fig. 2.10 � Quatre points cocycliques en 2D : plusieurs triangulations de cespoints sont possibles.Dans le cas d'une construction incrémentale d'une partition, il existe dessolutions pour traiter ou contourner les dégénérescences :� refuser le point : si l'ensemble des points de données est su�sammentdense.� retarder son insertion : l'insertion d'un point "dégénéré" ne conduit plusforcément, dans une tentative ultérieure, à une dégénérescence sauf sitous les points de S sont alignés (cas 2D) ou coplanaires (cas 3D).� perturber les coordonnées de ce point : c'est une solution qui permet detraiter le point directement (au moment de son insertion). Par contrela garantie d'obtenir toujours la même triangulation pour ce mêmeensemble de points S n'est plus assurée.



2.3. PARTITIONS POUR UN ENSEMBLE NON PONCTUEL 292.2.6 Autres métriquesLes diagrammes de Voronoï se généralisent aussi à d'autres métriques.On pourra consulter [BY95] pour de plus amples détails.Dé�nition 10 On appelle métrique Lk dans un espace de dimension d, lamétrique dé�nie par la distance suivante :dk(p;q) = kvuut dXi=1 jpi � qijkLa métrique L2 est la métrique euclidienne classique.On peut aussi construire des diagrammes en fonction d'une métrique lo-cale. Les diagrammes de puissance [Aur87] permettent d'a�ecter un poidsdi�érent à chaque site, et ainsi de donner à chaque site une in�uence di�é-rente sur la partition totale. Ces diagrammes sont utilisés par Edelsbrunnerpour construire des �� shape à poids multiples [Ede92]. Cette constructionest e�cace lorsque la densité des points de données n'est pas la même surtout l'objet.2.3 Partitions pour un ensemble non ponctuelPour les besoins de reconstruction dans les domaines d'applications (géo-logie, médecine), il est nécessaire de pouvoir construire des partitions à par-tir de données non exclusivement ponctuelles : segments, lignes polygonales,contours, ou surfaces.La majeure partie des algorithmes décrits précédemment se généralise àdes données non ponctuelles. On sait construire par exemple, des diagrammesde Voronoï de segments [BMS94, Yap87] ou de polygones [AGSS89, KL96].Néanmoins, ces constructions sont souvent plus di�ciles que pour des points,et conduisent à des algorithmes di�érents pour chaque type de données.Nous préférerons approcher les données G initiales par un ensemble depointsGd, et déduire une partition deG de celle deGd (V or(Gd) ouDT (Gd)).Nous nous appliquerons à dé�nir et à évaluer la qualité d'une discrétisationGd et de sa partition associée. Nous nous intéresserons principalement à laconformité de V or(Gd) ou de DT (Gd) par rapport à G.Nous nous restreindrons aux cas 2D et 3D, et au cas où G est linéaire(c'est-à-dire que les éléments de G sont des points, des segments et des facespolygonales planes). Pour les triangulations la notion de conformité est dé-�nie et détaillée dans la section 2.3.1. Dans la partie 2.3.2 cette notion estétendue aux diagrammes de Voronoï.



30 CHAPITRE 2. LES STRUCTURES GÉOMÉTRIQUES2.3.1 Triangulations conformes d'objets linéairesLe problème que nous souhaitons résoudre est le suivant : on dispose d'unensemble G initial composé de points, de segments et de faces. On supposeque les éléments de G ne se coupent pas, sauf éventuellement sur leurs bords.A partir de G, on souhaite réaliser une triangulation de Delaunay d'un en-semble de points Gd, qui "contienne" G.Dé�nition 11 On dira qu'un ensemble G d'objets linéaires est contenu dansun complexe � (ou que � est conforme à G), si 8x 2 G on a :� soit x 2 �� soit 9y1;:::;yk 2 � tel que x = Ski=1 yiEn d'autres termes, � est conforme à G si tous les éléments de G sontdans � comme l'union d'un ou plusieurs éléments de � . Dans le cas où �est la triangulation de Delaunay de Gd, il ne su�t pas comme le montre la�gure 2.11, de prendre pour Gd les points de G et les sommets des faces etsegments de G, car alors � ne "contient" pas, en général, tous les élémentsde G.
Pi Pi+1
G DT (Gd)

Fig. 2.11 � Les données 2D initiales G sont composées de points et d'arêtes.La triangulation de Delaunay des points et extrémités de G ne contient pastoutes les arêtes de G (en l'occurence [Pi;Pi+1] n'est pas dans DT (Gd)).2.3.1.1 Cas 2DEn 2D, G est formé de points et de segments. Pour construire une tri-angulation de Delaunay basée sur G nous nous basons sur la dé�nition 8reformulée ici pour le cas 2D : un segment e 2 G est contenu dans la trian-gulation de Delaunay de G s'il existe un disque passant par les extrémités dee ne contenant pas d'autre site ou extrémité de G.
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e x

Fig. 2.12 � L'arête e est de Delaunay car il existe un disque vide (en poin-tillés), passant par les extrémités de e, et de centre x sur la médiatrice de e.Nous présentons plusieurs solutions possibles, pour obtenir une triangu-lation conforme à G :A ) Triangulations adaptées à un terme de distanceAmenta et al pour leur algorithme de reconstruction [ABE97] ont dé-montré, sous des conditions de densité locale, qu'une certaine trian-gulation de Delaunay basée sur G, comprend tous les éléments de G.Quelques dé�nitions sont nécessaires.Dé�nition 12 On appelle LFS en un point p sur une courbe G, LFSG(p),la distance euclidienne de p à l'axe médian de G; l'axe médian d'un ob-jet G étant le lieu des points de IR2 à égale distance de plusieurs pointsdi�érents de G.Dé�nition 13 Un ensemble de points E � G est un r-échantillond'une surface S, si 8p 2 G on a d(p;E) � r � LFSG(p).Les auteurs prouvent dans [ABE97] la propriété suivante :Propriété 1 Si Gr est un r-échantillon de G dans le plan avec r � 1,alors la triangulation de Delaunay DT (Gr) contient une arête pourtoute paire de points de Gr consécutifs sur G.En d'autres termes, DT (Gr) est conforme à G pour r � 1. Lorsquel'axe médian n'est pas connu, ou ne se déduit pas facilement de G,Amenta suggère d'approcher l'axe médian par le diagramme de Voronoïde points sur G avec une forte densité (voir aussi [Att97, Att95] pourle calcul d'axes médians à partir du diagramme de Voronoï). Ce qui estintéressant dans cette méthode, c'est qu'on peut trouver à partir d'uncritère sur la distance des objets de G, un "bon" échantillon de G quigarantie la conformité pour Delaunay. Néanmoins, le nombre de points



32 CHAPITRE 2. LES STRUCTURES GÉOMÉTRIQUESinsérés est souvent important, et non utile dans la plupart des cas (voir�gure 2.13). La propriété est su�sante, mais pas nécessaire.
Pi Pi+1 Pi Pi+1
Fig. 2.13 � Axe médian de G. Un 1-échantillon de G et sa triangulation deDelaunay (conforme à G).B ) Triangulations contraintesLa triangulation de Delaunay contrainte basée sur G, est la triangula-tion des sommets et extrémités de G, contrainte par les arêtes de G (onforce les arêtes à faire partie de DT(G)). Elle n'est pas en général unetriangulation de Delaunay (voir �gure 2.14).

Pi Pi+1Pi Pi+1
GFig. 2.14 � Triangulation de Delaunay contrainte par les données initiales(en gras sur le dessin). Les cercles circonscrits aux triangles peuvent contenird'autres points (cercles en pointillés par exemple).La triangulation de Delaunay contrainte n'a pas encore été étendue auxdimensions supérieures à deux. En e�et, sans ajout de nouveaux points,certains polyèdres de dimension d � 3 ne sont pas triangulables.



2.3. PARTITIONS POUR UN ENSEMBLE NON PONCTUEL 33C ) Triangulations dynamiques avec ajout de pointsPour construire une triangulation DT (Gd) conforme à G, contraire-ment aux triangulations contraintes, on s'autorise à ajouter de nou-veaux points (souvent appelés points de Steiner). Ces points sont in-sérés sur les arêtes de G, pour a�ner la triangulation et garantir quetous les éléments de G sont compris dans la triangulation.Les applications et travaux dans ce domaine sont relativement récentset les résultats théoriques sont encore peu nombreux, surtout dans le castridimensionnel. Néanmoins, Edelsbrunner et Tan ont démontré dans[ET92] une borne supérieure sur le nombre de points à insérer dansle cas 2D. Pour un ensemble G composé de n points et m segments ilexiste un ensemble Gd de O(m2n) points, tel que la triangulation deDelaunay DT (Gd) de l'ensemble Gd est conforme à G. En pratique,cette borne est loin d'être nécessaire.Des méthodes simples dues à Boissonnat [Boi88a], Ruppert [Rup93] ouShewchuk [She96] consistent à insérer un point I sur chaque segment"accroché". Un segment "accroché" pour Shewchuk, est un segmentdont le cercle centré en I (son milieu), contient un autre point ou unautre segment de G. Un segment est plus généralement dit "accroché",s'il ne véri�e pas la propriété de Delaunay (propriété 8).On construit une liste L de toutes les arêtes de G. Chaque segment"accroché" est coupé en plusieurs petits segments qui sont rajoutésdans la liste L. On itère l'opération tant qu'il y a des segments "accro-chés" dans L (voir �gure 2.15). La borne théorique sur le nombre depoints à insérer est très grande, mais en pratique la méthode est trèsperformante.
Pi Pi+1 Pi Pi+1

Fig. 2.15 � Triangulation de Delaunay des extrémités de G avec un seg-ment [Pi;Pi+1] accroché. Triangulation de Delaunay conforme, de l'ensembleG après insertion d'un point sur [Pi;Pi+1]. En e�et les deux nouveaux seg-ments ne sont plus accrochés.



34 CHAPITRE 2. LES STRUCTURES GÉOMÉTRIQUESLe grand intérêt de ce type de méthode par rapport aux méthodesprécédentes est sa simplicité de mise en ÷uvre.2.3.1.2 Cas 3DPour déterminer si une face 3D est de Delaunay on se base sur la dé�ni-tion 8 qui nous donne le critère suivant : une face f 2 G est contenue dansla triangulation 3D de Delaunay de G s'il existe une boule passant par lesextrémités de f ne contenant pas d'autre point, arête ou face de G.
rf

Fig. 2.16 � La face f est de Delaunay car il existe une sphère vide passantpar les extrémités de f .Remarque : si une face f est de Delaunay alors ses arêtes sont toutes deDelaunay. Par contre la réciproque n'est pas vraie, en général.On opère de la même façon que dans le cas 2D, en itérant sur une listeL des faces et arêtes de G. En pratique on itère d'abord sur les arêtes de G,car malgré la remarque précédente, on élimine une grande partie des faces"accrochées" en ajoutant des points sur les arêtes "accrochées".2.3.2 Diagramme de Voronoï généraliséOn introduit ici une dé�nition analogue de la conformité (voir section 2.3.1)pour les diagrammes de Voronoï d'objets linéaires. Soit un ensemble G et Gdune discrétisation de G contenant au moins les sommets de G. Soit V or(Gd)le diagramme de Voronoï des points de Gd. On appellera ed l'ensemble despoints de Gd situés sur l'élément e de G.Dé�nition 14 On dira que la partition V or(Gd) est conforme à G si toutearête ou face e 2 G est contenue dans l'union des cellules des points de eddans V or(Gd).Il ne su�t pas, comme pourrait le laisser penser la dualité entre Delaunayet Voronoï, de construire une triangulation conforme de G pour en déduire



2.3. PARTITIONS POUR UN ENSEMBLE NON PONCTUEL 35une partition de Voronoï conforme (voir illustration en �gure 2.17). En e�et,les deux cellules V or(v1) et V or(v2) formées par les extrémités du segmente1 sont bien adjacentes, c'est-à-dire qu'une arête de Delaunay relie les extré-mités, mais les cellules ne contiennent pas entièrement e1.
e1 e2 e3

V or(v2)G DT (Gd) V or(Gd)
V or(v1)v2

v1
v3 e�1 e1

Fig. 2.17 � Partition V or(Gd) non conforme à G formée de trois segmentse1, e2 et e3, alors que DT (GD) est conforme à G.Dé�nition 15 Pour toute arête ou face e 2 G on appelle e� le simplexe dualde e dans V or(Gd) dé�ni comme suit :1. si e est une arête de sommets v1 et v2, alors e� est la face (en 3D) oul'arête (en 2D) incidente à V or(v1) et V or(v2).2. en 3D, si e est une face de sommets v1, v2 et v3, alors e� est l'arêteincidente à V or(v1), V or(v2) et V or(v3).Propriété 2 La partition V or(Gd) est conforme à G si et seulement si 8e 2G, e coupe son simplexe dual e�.Sur la �gure 2.17 e�1 et e1 ne se coupent pas, on insère alors un nouveaupoint sur e1 (voir �gure 2.18).
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insertion

Fig. 2.18 � Partition V or(Gd) conforme à G après insertion d'un nouveaupoint.On construit un graphe de Voronoï conforme de façon itérative, en insé-rant des points sur e 2 G si :1. e ne véri�e pas la propriété 8 2D ou en 3D.2. e ne véri�e pas la propriété 2.Cette construction est très utile et peut servir à garantir que le squeletted'un objet polyédrique est bien à l'intérieur de l'objet ([Att95, BG93b]). Nousl'utilisons dans la méthode de reconstruction du chapitre 3, pour garantir queles données de départ sont bien dans l'objet reconstruit �nal.
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Chapitre 3Reconstruction à base dediagrammes de Voronoï



38CHAPITRE 3. RECONSTRUCTION ET DIAGRAMMES DE VORONOÏ3.1 Introduction3.1.1 ProblèmeOn dispose d'un ensemble de données géométriques et topologiques d'unescène géologique S (voir section 3.1.2). Cet ensemble ne décrit pas la scène defaçon complète, mais à partir de sa géométrie partielle, on veut déduire uneinterprétation complète de la scène, et reconstruire un modèle tridimensionnelà partir des données.En outre nous souhaitons pouvoir répondre aux interrogations suivantes :� quelles sont les formations géologiques présentes dans le modèle?� quelle est la géométrie des formations et interfaces géologiques?� quelle est la topologie de la scène?� si je suis placé en un point quelconque M de l'espace, dans quel volume(objet) de la scène S suis-je?Ceci nécessite une interpolation des données initiales, dans les zones videsde données. La méthode décrite dans ce chapitre utilise les diagrammes deVoronoï introduits dans le chapitre 2.3.1.2 Les données initialesLe géologue pour construire un modèle, dispose de données partielles, irré-gulières et hétérogènes (voir coupe partielle en �gure 3.1) parmi les di�érentsobjets géologiques suivants : les formations géologiques, les interfaces entreformations et les failles (ou contacts anormaux). Les di�érentes formes dedonnées avec lesquelles il peut démarrer la modélisation sont généralement :� le M.N.T (modèle numérique de terrain) qui est souvent sous la formed'une grille régulière de points avec une élévation.� une carte géologique, qui représente sur une carte planaire, les di�é-rentes entités géologiques a�eurantes.� des coupes géologiques, qui sont des images de la géologie du sous-solpar un plan particulier (vertical en général).� informations locales : sondages, tunnels, . . . qui décrivent la géologie surune ligne particulière.L'algorithme développé dans ce chapitre doit donc être capable de consi-dérer une grande variété de données, pour décrire l'ensemble de ces informa-



3.1. INTRODUCTION 39tions. Néanmoins nous supposerons que ces données d'entrées sont composéesde trois types d'informations :� une composante géométrique : Les données géométriques sont des points,des contours, des lignes et surfaces . . . . Nous nous restreindrons à desobjets géométriques linéaires pour simpli�er la description.� une description topologique : Les données topologiques sont essentiel-lement de trois types. Une donnée est soit à l'intérieur d'un objet X,soit sur le bord d'un objet, ou bien sur l'interface de deux objets X etY .� une caractéristique de l'objet : Les caractéristiques représentent les in-formations sur la nature des données : formation géologique, âge, com-position, densité, etc . . . .Contacts ou directions connus
Failles

Surface topographique

SondagesFig. 3.1 � Exemple de données sur une coupe géologique 2D : les donnéesinitiales sont composées de portions de contours (interfaces et failles) et depoints de données (sondages).



40CHAPITRE 3. RECONSTRUCTION ET DIAGRAMMES DE VORONOÏ3.1.3 Méthode de reconstruction : vue généraleSoit D l'ensemble des données géométriques d'une scène S qui est compo-sée de plusieurs objets. Les objets géométriques sont hétérogènes et composésde points, de lignes, ou de surfaces représentant le bord ou l'intérieur d'objetsgéologiques. Pour distinguer les di�érents objets dans l'algorithme de recons-truction nous leur attribuons à chacun une ou plusieurs couleurs. La couleurreprésente par exemple la nature des formations géologiques, une caractéris-tique géophysique de l'objet, la densité d'un corps quelconque ou encore dansle cas de données médicales, l'absorption d'un corps soumis aux rayons X.Les di�érentes étapes de la méthode sont décrites ici de façon générale.Elles seront détaillées dans les parties 3.2.1, 3.3, 4.1. L'algorithme est aussidécrit dans les publications [Nul95, BN96a, BN96b] pour la version 2D et[BN98, NB98] pour la généralisation 3D de la méthode.Algorithme général :� Etape 1: discrétisation des données hétérogènes D initiales en l'en-semble discret Dd formé de points colorés et conforme à D (au sensdécrit dans 2.3.2).� Etape 2: construction du diagramme de Voronoï de Dd et partition del'espace en régions de couleurs V or(Dd) = SiRi. Cette partition nousfournit une première approximation de la scène géologique, et surtoutune structure topologique de notre modèle.� Etape 3: déformation lisse de V or(Dd). Les volumes Ri sont déformés,de façon à respecter des contraintes géométriques lisses (courbures ettensions), tout en respectant la topologie initiale de V or(Dd).� Etape particulière: insertion des discontinuités (failles et contacts anor-maux). Cette étape est discutée dans la section 4.1.Résultat : Le résultat �nal de la reconstruction est une partition de l'es-pace de travail, en volumes polyédriques représentant les objets de la scène.Des reconstructions de modèles géologiques réels sont illustrées dans le cha-pitre 4.4.



3.2. "RÉGIONS" DE VORONOÏ 413.2 "Régions" de VoronoïCette partie détaille les étapes 2 et 1 de la méthode de reconstruction, etconstitue l'idée principale de notre méthode : assembler les objets géologiquesselon leur proximité.3.2.1 Points de couleursOn suppose ici que les données sont représentées par un ensemble Dcolorde sites Mi(xi;yi;zi;ci) ayant, outre les coordonnées x, y et z, un attributsupplémentaire c qui désigne la couleur de l'objet représenté (voir �gure 3.3).On souhaite à partir de cet ensemble Dcolor de sites colorés interpoler toutl'espace : déterminer en chaque point M 2 IRd la couleur de M en fonctiondes sites de Dcolor. ?
Fig. 3.2 � Interrogation dans un modèle incomplet.On construit le diagramme de Voronoï V or(Dcolor) des points de Dcolor.Comme à chaque cellule de Voronoï correspond une donnée initiale exacte-ment, on en déduit la partition coloriée V or� avec la règle simple suivante :Règle 1 Toute cellule V or(x) de la partition V or(Dcolor) est coloriée suivantla couleur du site x 2 Dcolor qui la crée.De ces cellules colorées on construit les régions de Voronoï :Dé�nition 16 La région de Voronoï Ri de couleur ci est l'union des cellulesde Voronoï de couleur ci.La région Ri forme un polyèdre qui n'est pas convexe en général, bienqu'union de cellules convexes (�gure 3.3).



42CHAPITRE 3. RECONSTRUCTION ET DIAGRAMMES DE VORONOÏA AB B BC C C R(B)
Fig. 3.3 � Partition totale de points de couleurs fA;B;Cg et la région R(B).La structure de la partition obtenue nous permet des représentations mul-tiples de la scène :� volumique : régions polyédriques formées d'union de polyèdres convexes.� surfacique : interfaces formées de surfaces polygonales.L'exemple des données 3D de la �gure 3.4 comprend un ensemble depoints de quatre couleurs di�érentes. La reconstruction �nale en �gure 3.4 estformée de quatre régions de couleurs R1, R2, R3 et R4. Les di�érents élémentsgéométrique et topologique de la scène, s'obtiennent par des interrogationssimples de cette structure :� le bord (Ri) de la région Ri est l'ensemble des faces adjacentes à unecellule de couleur ci et à une autre de couleur c 6= ci.� à partir des cellules élémentaires d'une région Ri de couleur ci on peutdéduire toutes les régions adjacentes à Ri. Et donc la topologie de lascène peut être entièrement déterminée.� l'interface entre deux régions R1 et R2 adjacentes est l'ensemble desfaces de R1 incidentes à une cellule de couleur c2 (�gure 3.5). Cette in-terface est réellement partagée par R1 et R2 dans le modèle géométriqueet dans la structure combinatoire sous-jacente.� en 3D, l'interface entre trois régions R1, R2 et R3 est une ligne briséeformée des segments incidents à au moins une cellule de couleur c1, unede couleur c2 et une de couleur c3 (�gure 3.5 en bas à droite).
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Fig. 3.4 � Données initiales 3D. Partition de Voronoï d'une scène composéede quatre éléments de couleurs. Vue éclatée des quatre régions de Voronoï.

Fig. 3.5 � Surfaces représentant l'interface entre deux régions. En bas àdroite, la vue éclatée de trois interfaces 2D et l'interface 1D en commun.



44CHAPITRE 3. RECONSTRUCTION ET DIAGRAMMES DE VORONOÏ3.2.2 Régions de données non ponctuellesCette section présente une généralisation de la précédente. Les donnéesgéométriques dont nous disposons (dans les applications géologiques et mé-dicales) ne sont pas des données ponctuelles en général, mais un ensemblesouvent hétérogène D composé de points, lignes polygonales, contours, sur-faces polygonales, etc. . . . Nous souhaitons trouver une partition aussi simplequ'en 3.2.1 pour décrire le modèle 3D à partir de ces données. Pour cela il fau-drait construire des diagrammes de Voronoï généralisés sachant prendre encompte un grand éventail de données. Devant une telle diversité de données,et par souci de simplicité, nous préferons nous aussi discrétiser cet ensemblede données D (voir section 3.2.2.1) a�n d'approcher V or(D). On pourra sereporter à [Sug93] pour une approche analogue.3.2.2.1 DiscrétisationSoit D l'ensemble des données initiales d'une scène S composée de Nobjets de couleurs c1;:::;cN . L'ensemble D est remplacé par un ensemble depoints Dd conforme à D au sens décrit dans 2.3.2 (tout objet de D estreprésenté de façon discrète dans V or(Dd)). Dans Dd nous distinguons troiscatégories principales de points :� D1 est l'ensemble des points de Dd à l'intérieur d'un objet.� D2 est l'ensemble des points M de Dd sur une surface limite S entredeux objets X et Y dont on connait la normale NS(M) en ce point.� D3 est l'ensemble des points de Dd sur une surface limite sans informa-tion sur la normale.Dans le cas d'un point de données p sur la frontière d'un objet (p 2 D2ou p 2 D3), attribuer une seule couleur à p ne su�t pas à décrire la signaturede ce bord. Il faut donc lui attribuer deux couleurs (les deux formationsséparées) ou bien le remplacer par deux points de couleurs di�érentes. Nousdé�nissons donc les règles suivantes pour l'attribution des couleurs :



3.2. "RÉGIONS" DE VORONOÏ 45Règle 2 (attribution des couleurs en un point p)1 ) p 2 D1 à l'intérieur d'un objet X est simplement colorié selon lacouleur cX .2 ) p 2 D2 sur l'interface e entre deux objets X et Y . Pour représenterle bord de deux objets en p on remplace p par deux nouveaux pointsde couleur cX et cY respectivement. Ces points sont placés de part etd'autre de l'interface e (�gure 3.6) suivant la normale ~n(e) et selon unedistance �.3 ) pour p 2 D3 il faut estimer la normale en ce point et utiliser le cas 2.

�
Bords Sondage�

Fig. 3.6 � Duplication (selon la normale) et discrétisation de données nonponctuelles.Garantir les angles des contours Pour respecter l'angle en un sommetP incident à deux objets linéaires adjacents (pour les contours par exemple)on place les points sur la sphère de centre P , de rayon � (voir �gure 3.7).
�� �Fig. 3.7 � Discrétisation des sommets anguleux.



46CHAPITRE 3. RECONSTRUCTION ET DIAGRAMMES DE VORONOÏExemples de partitions Les exemples en �gures 3.8 et 3.9 illustrent descas de fermetures classiques à partir de données de contacts.
ABA B ACA B CBFig. 3.8 � Fermetures des données (données en gras) entre plusieurs inter-faces.

AB BC C BA
Fig. 3.9 � Fermetures des données entre sondages et contacts.

Pour illustrer cette discrétisation sur un cas plus complexe, reprenons lesdonnées hétérogènes de la coupe géologique de la �gure 3.1. Le diagramme deVoronoï des points est construit (voir �gure 3.10) et �nalement une premièreapproximation de la coupe (�gure 3.11) est obtenue à partir des régions deVoronoï colorées.
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Fig. 3.10 � Diagramme de Voronoï complet des données discrétisées et du-pliquées. Le diagramme est conforme aux données initiales (en gras).

Fig. 3.11 � Régions de Voronoï approchant les structures géologiques de lacoupe.3.2.2.2 Duplication symboliqueNous avons vu dans la section précédente comment, grâce à la duplicationdes données, il était possible de représenter des surfaces limites dans unepartition volumique des données initiales. Les inconvénients de l'opération quiconsiste à "doubler" des points sont clairs : l'information est redondante et lespoints doublés conduisent à des situations dégénérées lors de la constructionde la partition. Nous montrons ici que la duplication peut se faire de façonsymbolique.Soit C = fc1;:::;cng l'ensemble des formations (couleurs) présentes dansnotre modèle. Les points de D1 sont les points colorés de la méthode pré-



48CHAPITRE 3. RECONSTRUCTION ET DIAGRAMMES DE VORONOÏcédente. Un point M de D2 ou D3 est à présent identi�é par un couple decouleurs (ci;cj) 2 C2 et possède éventuellement une information sur la nor-male à la surface en ce point. Par convention la normale est dirigée vers l'objetde couleur ci. La construction de la partition R0 à partir de ces données estla suivante :Reconstruction R0 Soit V0 le diagramme de Voronoï de tous les pointsde Dd = D1 [D2 [D3. On construit la partition en régions de couleurs R0en réalisant les opérations suivantes :1. les cellules de V0 créées par un site M de D1 sont coloriées selon lacouleur de M .2. une cellule V0(M) née de M 2 D2 est coupée en deux nouvelles cel-lules V +0 (M) et V �0 (M) par le plan de normale NS(M) passant par M .Les nouvelles cellules créées sont toujours convexes et coloriées sansambiguïté (voir �gure 3.12).
MCM ~NM

Fig. 3.12 � La cellule de M est subdivisée par le plan de normale NM endeux nouvelles cellules convexes auxquelles on attribue les couleurs des objetsséparés.3. le cas des cellules V0(M) avec M 2 D3 est plus complexe, car il fautestimer la normale en ces points, au risque de ne pas pouvoir subdi-viser ces cellules. Une fois la normale estimée (voir 3.14) la cellule estsubdivisée comme précédemment (voir cas 2).Toutes les cellules sont à présent colorées et la région R0(ci) de couleurci se construit simplement comme l'union des cellules de couleur ci (�gure3.13).
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A A ABBBB

Fig. 3.13 � Les données sont formées de points de couleur A et B, et dedonnées sur le bord de A et B avec une normale (orientée vers B). La régionen gris sur la �gure est la région de A obtenue par la méthode.Les avantages de cette construction sont d'une part de réduire le nombrede points en entrée (mais pas le nombre de cellules crées) et d'autre partd'o�rir une structure moins �gée que la précédente. Modi�er une normalepar exemple, n'a pas de conséquence sur V0. En e�et V0 ne dépend pas desnormales aux points, mais uniquement de leurs coordonnées, et donc seuleune modi�cation locale de R0 est nécessaire.
3.2.3 Estimation de normalesNous nous plaçons ici dans le cas où M 2 E3 c'est à dire sur le bord Sd'un ou plusieurs objets mais la normale à S en ce pointM n'est pas connue.Plusieurs solutions à ce problème ont été décrites dans la littérature; nous endonnons ici deux :� Interpolation de la normale en un point M par son k-voisinage : ondétermine �k(M) le graphe des k-voisins de M ; on construit le planmoyen des k-voisins passant par M et �nalement on estime ����!N(M)comme la normale à ce plan. Cette méthode est par exemple utiliséepar Hoppe et coll [HDD+92].
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Fig. 3.14 � Estimation de la normale de l'ensemble des points noirs de la�gure par un 2-voisinage et la reconstruction associée.� Lorsque la distribution des points d'un ensemble S est su�sammentdense, Amenta et coll [ABE97] suggèrent d'approcher la normale en unpoint à partir du diagramme de Voronoi V or(S). Pour cela, en chaquepoint x 2 S ils utilise le critère local suivant :� si V or(x) est une cellule �nie alors ���!N(x) est approchée par levecteur �!xp1 tel que p1 est le sommet de V or(x) le plus éloigné dex.� si V or(x) est une région non bornée, p1 n'est pas dé�ni. Le pointx est nécessairement sur l'enveloppe convexe de S et ���!N(x) estapprochée par la moyenne des normales aux faces de l'enveloppeconvexe partageant x.



3.3. DÉFORMATION LISSE DES RÉGIONS DE VORONOÏ 513.3 Déformation lisse des régions de VoronoïLes volumes géologiques déterminés à partir du diagramme de Voronoïne sont pas lisses en général, et nécessitent un lissage supplémentaire sousles contraintes géométriques et topologiques suivantes :� minimiser la tension et la courbure d'une interface de Voronoï.� respecter la topologie initiale du modèle.

Fig. 3.15 � Modèle surfacique initial et lissé de l'exemple synthétique analysédans la section 3.2.1.Nous introduisons ici deux méthodes de lissage sensiblement di�érentesdans les sections 3.3.1 et 3.3.2. La première convient bien à des contours 2Det la seconde s'adapte plus facilement à des maillages 3D. La partie originaleet nouvelle du lissage que nous proposons, est celle dé�nie dans la section3.3.4 et qui nous permet de garantir la topologie, non seulement de chaqueobjet géologique initial, mais aussi de la scène entière (voir �gure 3.15).3.3.1 Lissage entre contacts 2DNous nous plaçons ici dans le cas de l'interpolation dans un plan (le pland'une coupe géologique par exemple) entre deux points appartenant à lamême surface, et dont on connaît la normale (voir �gure 3.16). La recons-truction à partir des diagrammes de Voronoï a associé ces deux points commeétant sur la même surface, mais l'interpolation initiale entre ces deux pointsn'est pas lisse.
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A AB B

vorFig. 3.16 � Deux portions de contacts connues (en gras), l'interpolation deVoronoï (en pointillé) et le lissage attendu (ligne continue).On souhaite donc remplacer une interface de Voronoï vor par une courbelisse  qui respecte les critères suivants :� passer par les points initiaux (deux extrémités de vor).� respecter les tangentes aux deux extrémités (dictées par les donnéesconnues).� minimiser les variations de tension et courbure sur .� ne pas perdre la propriété de frontière : par dé�nition la courbe à re-construire sépare les points de couleurs di�érentes.Les deux premières conditions garantissent une transition lisse entre lesdonnées de départ et la nouvelle frontière . La troisième, contraint le lissagede , et la dernière condition garantit la topologie globale de la scène.Des travaux concernant le lissage de courbes avec contraintes ont étéréalisés dans [TKW87, GA93, Del94] et ont inspiré la méthode choisie. Cesméthodes sont essentiellement utilisées pour déterminer et suivre des contoursdans des images. Nous avons adapté ces méthodes à notre problème de lissage.Nous dé�nissons tout d'abord les courbes déformables dans la partie 3.3.1.1.3.3.1.1 Snakes - Courbes déformables 2D : dé�nitionsNous introduisons ici quelques dé�nitions pour décrire des courbes défor-mables. On appelle (s;t) = (x(s;t);y(s;t)) la courbe déformable ou snake.On a s 2 
 et t 2 [0;1] avec 
 = [0;1] l'espace des abscisses curvilignes nor-malisés de  et vor, et [0;1] est l'intervalle de temps normalisé représentantle passage de l'état initial à l'état �nal du snake.Le snake est une courbe déformable considérée comme un corps physique,qui subit des forces liées aux contraintes que l'on veut imposer. Le snakese déforme au cours du temps vers un état stable. Cet état stable est uncompromis entre lissage et distance à la courbe initiale.



3.3. DÉFORMATION LISSE DES RÉGIONS DE VORONOÏ 53Pour obtenir le lissage souhaité il nous faut considérer deux types dedéformations :� internes : liées aux contraintes géométriques (courbure et tension).� externes : attractions/répulsions liées aux données extérieures à la courbe(données initiales).Dans le but de réaliser ces déformations on va associer à la courbe unensemble d'énergies :� l'énergie cinétique Pour simpli�er le problème nous considérerons quela courbe (s;t) a une masse nulle, le snake n'aura pas d'accélérationet donc une énergie cinétique nulle.� l'énergie potentielle Ep(t) à l'instant t est décomposable en deux par-ties : Ep(t) = Einterne(t) + Eexterne(t)� L'énergie interne correspond aux contraintes géométriques d'unecourbe physique (élasticité, rigidité). Nous ne nous intéressonsqu'aux termes de courbure et tension de la courbe .Einterne(t) = Etension(t) + Ecourbure(t)La tension d'une courbe dépend des variations des positions de (en fonction de l'abscisse curviligne) d'où l'expression de son éner-gie : Etension(t) = Z
 12w1(s)j@@s (s;t)j2ds (3.1)La courbure d'une courbe dépend des variations des tangentes de d'où son énergie :Ecourbure(t) = Z
 12w2(s)j@2@2s (s;t)j2ds (3.2)Les paramètres w1(s) et w2(s) sont les poids attribués à la tensionet à la courbure. Ils sont ici uniquement fonction de l'abscissecurviligne, car nous ne souhaitons pas modi�er ces contraintes aucours du temps. C'est utile, uniquement si l'objet recherché estmodi�é dans le temps.� L'énergie externeEexterne(t) = Z
Evor(s;t)ds (3.3)



54CHAPITRE 3. RECONSTRUCTION ET DIAGRAMMES DE VORONOÏLe terme Evor(s;t) représente une valeur relative du snake en s parrapport à la courbe initiale vor à l'instant t. Dans les algorithmesde détection de contours dans des images [Bas92, GA93, TKW87,KWT87] les auteurs dé�nissent ce potentiel de telle façon que lesprimitives auxquelles ils s'intéressent dans l'image correspondentà des puits de ce potentiel. Donc si l'on veut que  approche vor,il nous faut dé�nir une énergie qui tend à minimiser une distance�(;vor) entre le snake  et vor. Le poids attribué à ce termed'énergie est w3 .Evor(s;t) = 12w3(s)�((s;t);vor(s)); (3.4)Il semble naturel de prendre �((s;t);vor(s)) comme la distanceeuclidienne d'un point de  à vor, mais en pratique la distance�(;vor) = ((s;t)� vor(s))2 qui consiste à calculer la distanceentre deux points de même abscisse curviligne s, convient mieux.En e�et dans de nombreuses situations la distance euclidiennen'est pas adaptée (voir �gure 3.17).vor
Fig. 3.17 � Distance euclidienne non adaptée. Des parties de vor (en poin-tillé sur vor) n'ont aucune in�uence sur .3.3.1.2 Équations dynamiquesOn simpli�e le problème en supposant que le système est conservatif (pasde force de frottement). La dynamique d'un corps peut être décrite à l'aidedes équations d'Euler-Lagrange (voir [TKW87, Del94]). Comme l'ensemblede ces énergies ne dépend que de la position de la courbe, c'est à dire descoordonnées (x;y) des points de la courbe, on peut alors exprimer les dérivéessuccessives de cette énergie en fonction de x et y. Les équations dynamiquesd'Euler-Lagrange deviennent :



3.3. DÉFORMATION LISSE DES RÉGIONS DE VORONOÏ 558><>: @2@s2 (w1x) + @4@s4 (w2x) = � @@x (Evor)@2@s2 (w1y) + @4@s4 (w2y) = � @@y (Evor) (3.5)Les équations dynamiques donnent la position du snake dans l'espace. Onconsidère maintenant l'approximation numérique de ce système d'équations.Le snake est modélisé par une suite discrète de N points (xi;yi)Ni=1 et ondiscrétise de la même façon la courbe vor par (xvor;i;yvor;i)Ni=1. On calculeensuite les approximations discrètes des dérivées spatiales par des di�érences�nies. Les équations écrites ci-après en x sont aussi valables en y.En utilisant la méthode d'Euler inverse : @@s(xi) = xi � xi�1, les termesd'énergie deviennent :� Terme de tension : @2@s2 (w1x) = w1xi�1 � 2w1xi + w1xi+1� Terme de courbure :@4@s4 (w2x) = w2xi�2 � 4w2xi�1 + 6w2xi � 4w2xi+1 + w2xi+2D'après les approximations ci-dessus, le terme de tension et de courburede l'équation dynamique du snake devient:@2@s2 (w1x) + @4@s4 (w2x) = w2xi�2+ [�4w2 + w1]xi�1+ 6w2xi � 2w1xi+ [�4w2 + w1]xi+1+ w2xi+2 (3.6)
� L'énergie externe discrète : @@xEvor = w3(xi � xvor;i)On dé�nit les vecteurs colonne X = (xi)Ni=1 et Y = (yi)Ni=1, ainsi que lesconstantes suivantes : 8<: a = w2b = �4w2 + w1c = 6w2 � 2w1 � w3 (3.7)Considérons la matrice K:
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K = 0BBBBBBBBBB@

c b a 0 � 0 a bb c b a 0 � 0 aa b c b a 0 � 0� a b c b a 0 �� � � � � �� � 0 a b c b aa 0 � 0 a b c bb a 0 � 0 a b c
1CCCCCCCCCCA (3.8)

On appelle K la matrice de déformation, et K ne dépend que de a;bet vor, c'est-à-dire des coe�cients w1 et w2 et w3. La matrice K exprimedonc le poids de l'énergie de déformation (ou interne) du snake par rapportà son énergie externe. Le snake discret est �nalement la solution du systèmed'équations : � KX = 0KY = 0 (3.9)3.3.1.3 Déformations liées aux paramètresLes paramètres modi�ables de ce système sont w1, w2 et w3 avec la res-trictionP3i=1wi = 1. Les valeurs w1 et w2 déterminent les termes de tensionet courbure dans le processus de lissage. La �gure 3.18 montre les variationsd'une courbe en fonction de ces paramètres : augmenter la valeur de w1 apour e�et de tendre la courbe; si on augmente la valeur de w2 alors la courbecherche à accentuer sa courbure.
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0 1 2 3 4 5 6 7Fig. 3.18 � Tensions et courbures di�érentes (courbes Maple).L'énergie externe a pour but de minimiser l'écart entre le snake et lacourbe initiale vor(s). En modi�ant le poids w3, qui détermine l'importance



3.3. DÉFORMATION LISSE DES RÉGIONS DE VORONOÏ 57de cette énergie par rapport aux autres, on peut soit s'éloigner, soit se rap-procher de la courbe initiale (voir �gure 3.19). Si on fait tendre w3 vers l'in�nion retrouve (s;t) = vor(s). Si on prend w3 = 0, alors (s;t) est la courbe laplus "lisse" possible, au sens des contraintes, qui ne tient pas compte de lacourbe initiale vor(s).
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0 1 2 3 4 5 6 7Fig. 3.19 � Déformations externes (courbes Maple).
3.3.1.4 Algorithme généralL'initialisation du snake est faite en négligeant les forces externes, c'est àdire en prenant w3 = 0 (voir �gure 3.20). Si (s;t;w1;w2;0) est dans la zonede déformation autorisée (voir 3.3.4) alors on retient  comme lissage de vor,sinon on augmente la valeur du paramètre w3 jusqu'à ce que la condition 1(voir section 3.3.4) soit véri�ée.

A B ABAB B cFig. 3.20 � Les données sont formées de deux portions d'interfaces A=B (engras). L'interpolation de Voronoï (ligne en pointillé) - La courbe lisse initiale(ligne continue).



58CHAPITRE 3. RECONSTRUCTION ET DIAGRAMMES DE VORONOÏc  cFig. 3.21 � Rapprochement successif de (s;t;w1;w2;w3) vers vor(s) jusqu'àséparation des données de nature di�érente.Au plus mauvais des cas on garde vor(s) qui convient toujours par dé�-nition. En pratique sur les exemples 2D testés dans la section 4.3 la courbela plus "lisse" convient la plupart du temps.3.3.2 Lissage de maillages 3DCette section décrit la méthode de lissage utilisée dans le cas d'une scèneS tridimensionnelle. Le bord de tout volume géologique Sk de la scène Sreconstruit par la méthode décrite dans le chapitre 3, est une surface ferméecomposée de faces polygonales convexes. Le lissage introduit ici ne concerneque le bord des objets de S et suit les étapes suivantes :Principe général (lissage du volume Sk):� Etape 1 : Du volume au maillage de son bord Sk �>Mk.Cette étape consiste à extraire du volume Sk, le maillage Mk composédes arêtes et sommets du bord de Sk. Le maillage Mk peut être vucomme un sous-graphe de la partition de Voronoï totale V .� Etape 2 : Déformation du maillage Mk �>(Mk).La deuxième étape est la déformation proprement dite. Le maillage Mkest déformé en un nouveau maillage (Mk) lisse (au sens des contraintes).Le modèle de déformation utilisé dans notre méthode est inspiré desmaillages 3D déformables [Del94].� Etape 3 : Retour à la description volumique (Mk) �>S 0k.Transformation du maillage déformé en le volume �nal S 0k. Remarquonsque les sommets d'une face plane et polygonale de Sk ne forment plusune face plane dans S 0k. En e�et, les sommets d'une face de Sk ne sontplus forcément coplanaires après déplacement, et une triangulation deces faces est nécessaire, pour passer du maillage (Mk) à l'objet 3Ddéformé S 0k.Grâce à la structure des objets reconstruits, la première étape est plusou moins directe; nous allons nous baser sur le maillage induit par Voronoï.



3.3. DÉFORMATION LISSE DES RÉGIONS DE VORONOÏ 59Nous allons donc considérer le maillage Mk composé des sommets et arêtesdu bord de Sk. Sachant que le degré de tout sommet de Voronoï est 4 1, Mkcomme sous-graphe de V or(Sk) a des sommets de degré d 2 f3;4g. Nousallons nous restreindre pour la suite à un maillage Mk dont tous les sommetssont de degré 3 (on peut faire cette supposition car un noeud de degré 4 peuttoujours être scindé en deux noeuds de degré 3).Pour l'étape de déformation, l'objectif est de transformer le maillage Mken le maillage lisse (Mk). En partant du maillage initial Mk nous allonsdéplacer ses sommets sous l'in�uence de forces de lissage et de contraintestopologiques (voir section 3.3.4) jusqu'à ce qu'un équilibre des forces soitatteint. En pratique on itère les étapes de lissage, jusqu'à ce que le déplace-ment total des sommets de Mk soit plus petit qu'un "d �xé. Les contraintesgéométriques que nous souhaitons imposer au maillage, sont décrites dans lasection 3.3.2.1.La méthode di�ère de la méthode décrite en section 3.3.1 sur plusieurspoints :� la position initiale du volume déformable  est la reconstruction deVoronoï et non plus le volume le plus lisse (au sens des contraintes).� les forces de lissage sont calculées de façon locale (voir section 3.3.2.1)et en chaque noeud du maillage.Dans le cas 3D, des contraintes locales permettent de simpli�er la caracté-risation du lissage. De plus, lorsqu'il y a beaucoup de données, les méthodesglobales [TKW87, GA93] nécessitent la résolution de trop grands systèmesd'équations.3.3.2.1 Caractéristiques géométriques discrètes d'un maillageNous appellerons par Pi(t) le noeud déformable associé au sommet deVoronoï Vi à l'instant t (Pi(0) = Vi) et Mk(t) le maillage déformé à ce mêmeinstant t. On dé�nit par V ois(Vi) = fVi;1;Vi;2;Vi;3g l'ensemble des voisins deVi dans V or(Sk) et de la même façon V ois(Pi) = fPi;1;Pi;2;Pi;3g avec Pi;j(t)le noeud déformable associé à Vi;j.Nous allons à présent dé�nir en tout Pi des propriétés locales et discrètesconcernant la géométrie du maillage : normales, courbures et angles solidesdiscrets.� Approximation de la normale�!Ni = �!N (Pi) : la normale�!N (Pi) du maillageMk au point Pi est approchée par la normale au plan �i dé�nie par lespoints de V ois(Pi).1. En 3D et lorsque les points sont en position générale.



60CHAPITRE 3. RECONSTRUCTION ET DIAGRAMMES DE VORONOÏvipipi;1 pi;2 pi;3
~Ni

Fig. 3.22 � Normale ���!N(Pi) au point Pi.� Courbure discrète �i : la courbure est approchée par 1=R ou R désignele rayon de la sphère passant par Pi;1, Pi;2, Pi;3 et Pi.ViPiPi;1 Pi;2 Pi;3
Fig. 3.23 � Sphère passant par Pi, Pi;1, Pi;2 et Pi;3Un autre façon de représenter la courbure d'un maillage en un point, estde l'approcher par son angle simplexe en ce point : en 2D c'est l'angle �i entreles segments [Pi�1Pi)] et [PiPi+1] . Cet angle est lié à la courbure discrète enPi 2Mk par la relation �i = sin(�i)ri .En 3D c'est l'angle dé�ni par :Dé�nition 17 L'angle simplexe au point Pi 2 Mk est l'angle �i = �(Pi)avec �i 2 [��;�] dé�ni par les relations :sin(�i) = riRi signe(���!PiPi;1:�!N (Pi))cos(�i) = OiCiRi signe(��!OiCi:�!N (Pi))où ri désigne le rayon du cercle circonscrit aux points de V ois(Pi) decentre Ci, Ri le rayon de la sphère circonscrite aux points de V ois(Pi)[fPigde centre Oi,



3.3. DÉFORMATION LISSE DES RÉGIONS DE VORONOÏ 61Pi �iFi OiCi
Fig. 3.24 � Angle simplexe 3D : c'est l'angle 2D dans le plan contenant Pi,Ci et Oi.3.3.2.2 Représentation du maillageDelingette [Del94] a donné une représentation originale de maillages sim-plexes en fonction de l'angle simplexe. Un sommet Pi du maillage est repré-senté par ces trois voisins et de l'angle simplexe en Pi.Soit Fi la projection orthogonale de Pi sur �i le plan contenant les pointsde V ois(Pi), et soit Ci le centre du cercle circonscrit à V ois(Pi) de rayon ri.Alors Pi peut s'écrire :Pi = �1 Pi;1 + �2 Pi;2 + �3 Pi;3 + �4 Nioù les �i (i = 1::3) sont les coe�cients barycentriques de Fi dans le tri-angle (Pi;1;Pi;2;Pi;3), et �4 est la hauteur FiPi. Cette hauteur �4 peut s'écrirecomme une fonction de �i, ri et di = k��!FiCik.�4(�i;ri;di) = (r2i � d2i )tan(�i)�pr2i + (r2i � d2i )tan2(�i) + riL'angle simplexe et les coe�cients barycentriques permettent donc derepérer Pi en fonction de ses voisins. En d'autres termes, Pi est le sommetde Mk(t) de coe�cients métriques �1, �2 et �3 et d'angle simplexe �i.3.3.2.3 Déplacements lisses des sommets du maillageNous allons déplacer les noeuds Pi 2Mk en fonction de l'angle simplexe.On cherche à déterminer en fonction du voisinage de Pi un nouvel angle sim-plexe �� et ainsi déduire une nouvelle position P �i de Pi. Les critères d'inter-polation de � sont nombreux (voir [Del94]). Nous choisissons l'interpolateursimple et classique suivant :



62CHAPITRE 3. RECONSTRUCTION ET DIAGRAMMES DE VORONOÏ��i = 13 XQ2V ois(pi)�(Q)Le déplacement de Pi en P �i est donc décrit par :P �i = �1Pi;1 + �2Pi;2 + �3Pi;3 + �(��)Ni3.3.2.4 Triangulation �naleUne face originale fi du bord de Sk est une face plane. Mais après défor-mation les sommets de fi, sur le maillage (Mk), ne sont plus sur un mêmeplan et ne peuvent donc plus dé�nir une face.Chaque face fi 2 Sk est triangulée de façon indépendante : on calculele barycentre sO des n sommets si;1,...,si;n de fi et on crée les trianglesffi;1;:::;fi;n�1g tel que fi;j est formée des sommets fsO; si;j; si;j+1g. La triangu-lation de (Mk) obtenue, dé�nit une hiérarchie simple entre fi et ffi;1;:::;fi;ng,et assure que (Mk) est inclue dans la triangulation (voir �gure 3.25).

Fig. 3.25 � Maillage initial de Voronoï Vk, maillage déformé (Mk) et tri-angulation de (Mk).3.3.3 Contraintes particulièresLe lissage présenté en section 3.3.2 déforme les bords des objets recons-truits en des surfaces plus lisses, mais ne tient pas compte de certaines condi-tions aux limites :� le bord des surfaces n'est pas lissé� les interfaces de dimension 1, sur ces surfaces ne sont pas lissées.



3.3. DÉFORMATION LISSE DES RÉGIONS DE VORONOÏ 63Le bord d'un objet A est généralement une interface avec plusieurs objetsA1;:::;An. Mais le lissage global de la surface V or(A) ne permet pas de lisserles interfaces Al=Ak sur cette surface (voir �gure 3.27 gauche). Soit Pi unsommet du maillage MA de A. Si Pi est aussi sur I(Al=Ak) une interface 2D(voir �gure 3.26), alors il faut pouvoir en tenir compte lors de la déformation.
PiPi;1 Pi;3Pi;2

V or(A) IA(Al;Ak)
Fig. 3.26 � Interface I(Al=Ak) non lissée sur le maillage de A, alors que lasurface est lisse.

Pour lisser le volume A et les di�érents interfaces I(Al=Ak) sur A, oncalcule P �i comme une combinaison de deux déplacements :P �i = �1 � P 1i + �2 � P 2i (�1 + �2 = 1)et P 1i et P 2i sont les points suivants :
� P 1i = �1 Pi;1 + �2 Pi;2 + �3 Pi;3 + ��1 Ni ( contrainte sur la surface )� P 2i = �1 Pi;1 + �2 Pi;2 + ��2 ni ( contrainte sur l'interface 2D ) où niest la normale au vecteur ����!Pi;1Pi;2, et Pi;1, Pi;2 sont les deux voisins dePi sur I(Al=Ak).
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Fig. 3.27 � Interface entre l'atmosphère et le sous-sol. A gauche, sans lissagecontraint les interfaces géologiques 2D sur la surface topographique ne sontpas lisses. A droite, amélioration des interfaces 2D avec le lissage contraint.



3.3. DÉFORMATION LISSE DES RÉGIONS DE VORONOÏ 653.3.4 Zone de déformationDans le but de maintenir la topologie de la scène reconstruite S lorsdu lissage, nous allons dé�nir et construire pour chaque objet Sk de S unezone de déformation Z(Sk) : région autour du bord de Sk, dans laquelle ladéformation des surfaces est contrainte. Cette zone doit nous permettre decontrôler le lissage de chaque objet reconstruit, et en outre de respecter lacondition suivante :Condition 1 Tout volume déformé S 0k d'un volume de Voronoï initial Skcontient exactement le même ensemble de points de données que Sk.Pour construire Z(Sk) nous allons dé�nir tout d'abord une région Z�(Sk)vide de données autour du bord de Sk (voir section 3.3.4.1). Pour deux ob-jets Sk et Sj de la même scène S, les zones Z�(Sk) et Z�(Sj) ne sont pasdisjointes en général et il faut dé�nir des contraintes supplémentaires (voirsection 3.3.4.2) pour dé�nir entièrement Z.3.3.4.1 Zone vide de données (Z�)Nous allons montrer qu'il existe pour tout sous-ensemble GV d'un dia-gramme de Voronoï V or(S), une région Z�(GV ) qui ne contient aucune don-née initiale en son intérieur (des données sont éventuellement sur le bord decette zone), et qui préserve la connexité de GV . La zone Z�(GV ) se déduitdes propriétés suivantes :� Toute sphère (cercle en 2D) circonscrite à un tétraèdre (triangle en 2D)d'une triangulation de Delaunay ne contient aucun autre sommet de latriangulation. Nous appellerons ces sphères, les sphères vides de Delau-nay. Elles seront associées indi�éremment aux simplexes de Delaunayou à leurs duals : les sommets de Voronoï correspondants (�gure 3.28(a)).� les sommets de Voronoï sont les centres de ces sphères (�gure 3.28 (b)).� une arête de Voronoï est contenue dans l'union des sphères vides deces deux sommets O1 et O2. Une arête de Voronoï correspond par dua-lité à deux tétraèdres de Delaunay adjacents en une face. Les sphèresvides correspondantes sont non disjointes et contiennent l'arête [O1O2](�gure 3.28 (c)).� la cellule de Voronoï d'un point P est contenue dans l'union des sphèresvides de ses sommets Oi. Le dual d'une cellule de V or(S) est l'en-semble de tous les tétraèdres de Delaunay ayant P pour sommet (�-gure 3.28 (d)).
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v 2 V or(S) a 2 V or(S)

a. b. c. d.Fig. 3.28 � (a) Sphère de Delaunay vide. (b)(c)(d) Sommet, arête et faceinclus dans l'union des sphères vides correspondantes.Dé�nition 18 On appelle Z�(GV ) la zone formée par l'union des sphères deVoronoï vides de tous les sommets de GV .De façon plus générale, la propriété suivante est véri�ée :Propriété 3 Tout sous-ensemble GV formé d'éléments de V or(S) est entiè-rement contenu dans Z�(GV ).La propriété 3 nous permet de lisser de telle façon que G0V le déforméde GV , est homéomorphe à GV . On maintient, durant la phase de lissage,les sommets, les arêtes et les faces de GV à l'intérieur de Z�(GV ), et enparticulier si x0 représente le déplacé de x :8x 2 Gv; on a x0 2 Z�(x)En d'autres termes tout sommet est contraint par sa sphère, toute arêtepar l'union de deux sphères, et ainsi de suite.La condition 1 est donc véri�ée pour un opérateur de lissage restreint surZ�(GV ).
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Fig. 3.29 � G initial (en gras à gauche) et déformé (à droite). G séparetoujours le même ensemble de points.La condition 1 est néanmoins insu�sante pour préserver la topologied'une scène entière, lors de la déformation de ses éléments fSkgNi=1 sur Z�,car l'intersection Z�(Sk) \ Z�(Sl) pour Sk 6= Sl est non vide en général. Unesolution est proposée dans la section suivante 3.3.4.2.3.3.4.2 Zone vide disjointePour deux sous-graphes GV et G0V de V or(S), Z�(GV ) et Z�(G0V ) nesont pas disjoints. Et donc, les déplacements (lors du lissage de GV ) peuventaboutir à des situations topologiquement interdites (voir �gure 3.30).
vivi;2

vi;3vi;1 vi;2v0ivi;1 vi;3Pi;1 Pi;2
Pi;3
PkPi;1 Pi;2

Pi;3
Pk

Fig. 3.30 � Si GV (en gras) n'est contraint que par les données, i.e. parZ�(GV ) : le déplacement de vi 2 GV peut créer des problèmes topologiques(b). En e�et la sphère Z�(vi) contient aussi Vi;2.Il nous faut donc une contrainte plus forte sur le déplacement des noeudsdu maillage, qui doivent être contraints par leurs voisins dans V .



68CHAPITRE 3. RECONSTRUCTION ET DIAGRAMMES DE VORONOÏSoit vi un sommet du sous-graphe de Voronoï GV , et soient fvi;kgdk=1 lesvoisins de v dans le graphe complet V or(S). Soit �v le rayon de la sphèrevide associée à v. On contraint v par la boule Z(v) de centre v et de rayonRZ(v) : RZ(v) = minf f�vg [ f�(v;vi) ;i 2 [1,4]g goù �(v;vi) est la distance euclidienne de v à vi, etZ(GV ) = [e2GV Z(e)Propriété 4 Pour des sous-ensembles Gi (i = 1::k) disjoints deux à deuxd'un graphe V (TiGi = ;) on a une intersection vide des Z(Gi) et i = 1::k :8i;j Gi \Gj = ; alors Z(Gi) \ Z(Gj) = ;
vivi;2

vi;1 vi;3Pi;1 Pi;2
Pi;3
Pk

Fig. 3.31 � Boule minimale Z(vi) ne contenant ni données de S, ni sommetsdu graphe V or(S) autre que vi en son intérieur.3.3.4.3 Autre solutionLes principaux inconvénients de la méthode précédente pour construireZ(G � V or(S)) sont les suivants :1. ) pour garantir la propriété 4, Z(G) impose une contrainte très forte surG. Notamment [iZ(Gi) ne couvre pas l'espace E, même si [iGi = Vet V est une partition totale de E.2. ) de plus Z(G) n'est pas constant pour des variations dans le tempsde la géométrie de G : Z(Gt1) 6= Z(Gt2) pour t1 6= t2 deux instantsdistincts.



3.3. DÉFORMATION LISSE DES RÉGIONS DE VORONOÏ 69Il est possible de construire des zones �xes (pour des données �xes), dis-jointes (pour des sous-ensembles disjoints) et des partitions (pour des parti-tions de V ). Cette méthode consiste à insérer de nouveaux points dans lestriangles ou tétraèdres ne contenant pas le centre de leur sphère circonscrite.L'insertion de ces nouveaux points à pour conséquence que tout sommet deVoronoï est à présent contenu dans son dual de Delaunay (ce qui n'est pasle cas en général). La zone de déformation la plus naturelle devient :Z(v 2 G) = fx;x 2 DT (v)gZ(G) = [e2GDT (e)Toutes les zones de déformation élémentaires (les simplexes de Delau-nay) sont ici disjointes, et ainsi deux sous-ensembles disjoints sont associés àdeux zones disjointes. Cette méthode est plus simple que la précédente, maisnécessite l'insertion de points supplémentaires, en nombre souvent impor-tant. De plus, les points insérés ne provenant pas directement des données,ne possèdent pas de couleur (caractéristique) associée et une interpolationsupplémentaire est nécessaire.3.3.4.4 Lissage et convexitéNous avons vu comment transformer un sous-ensemble de Voronoï G �V or(S) en un sous-ensemble homéomorphe lissé (G). Si toutes les cellulesélémentaires de G sont convexes par dé�nition et construction, en revanchecelles de (G) ne le sont plus en général. Dans l'optique d'une partition en élé-ments volumiques convexes, il faut donc trianguler les cellules non convexes,et ceci est non trivial et parfois impossible (certains polyèdres 3D ne sont pastétraédrisable sans insertion de nouveaux points dit de "Steiner").Néanmoins des e�orts pour la conservation de la convexité sont utiles,si le modèle �nal est soumis, par exemple, à des localisations intensives,la localisation dans des éléments convexes sera plus rapide. De même, lesalgorithmes de lancer de rayons sur des objets polyédriques, sont plus stablessi les faces de l'objet sont convexes.Une solution que nous proposons ici est de contrôler encore un peu plus ledéplacement des sommets de Voronoï, dans le but de contraindre la convexitéde toutes les cellules, pendant le lissage. Soit v un sommet de V or(S) etC(v) l'ensemble des cellules de V or(S) partageant v. Les déplacements de vqui garantissent la convexité des cellules de C(v) sont ceux inscrits dans letétraèdre Tvois(v) , ou triangle en 2D, formé par les voisins de v dans V or(S) 2(Tvois(v) est en pointillés sur la �gure 3.32). En e�et chaque face de Tvois(v)2. lorsque les points sont en position générale



70CHAPITRE 3. RECONSTRUCTION ET DIAGRAMMES DE VORONOÏest la limite, dans une cellule particulière, que ne doit pas franchir v pourque cette cellule reste convexe (voir �gure 3.32).
vv2 v3v1 v v2

v3v1
Fig. 3.32 � Zone de convexité de v : l'intérieur du triangle Tvois = [v1v2v3](triangle en pointillés). Si le déplacement de v sort de la zone par le segment[v1v2] la cellule contenant v1 et v2 n'est plus convexe.Si Conv(v) désigne le triangle (ou tétraèdre) formé par les voisins de vdans V or(S), alors pour un ensemble G connexe, Conv(G) est connexe (voir�gure 3.33).

Fig. 3.33 � Zone de convexité d'un complexe G 2 V or(S) (en gras).3.3.5 Quelques exemples de déformationsLa �gure 3.34 illustre des résultats de lissage sur une partition colorée 2D.Le bord de chaque région de couleur (�gure 3.34 (a)) est lissée de la façon



3.3. DÉFORMATION LISSE DES RÉGIONS DE VORONOÏ 71suivante :� en préservant la convexité de toutes les cellules (�gure 3.34(b)).� sans critère de convexité (�gure 3.34(c)).(a) (b)

(c)Fig. 3.34 � Régions de Voronoï d'un ensemble de points (a). Lissage aveccritère de convexité (b). Lissage sans critère de convexité (c).Le critère de convexité impose en chaque sommet d'une interface, le signede la courbure et interdit son inversion. Sous ce critère les régions appa-raissent moins lisses que dans la partition en �gure 3.34(c).A travers les prochains exemples (synthétiques) nous souhaitons montrerla rapidité de convergence vers un volume lisse et stable d'un objet recons-truit. La stabilité et la rapidité de ce processus sont dues principalement àdeux choses :� La déformation est restreinte dans une zone de déformation Z.



72CHAPITRE 3. RECONSTRUCTION ET DIAGRAMMES DE VORONOÏ� L'objet initial (volume de Voronoï) est déjà proche de l'objet �nal, etil su�t souvent de très peu d'étapes de lissage (3 à 10) pour obtenir unobjet satisfaisant (voir �gure 3.35).

Fig. 3.35 � Lissage contraint d'un bloc volumique horizontal (5 étapes).Lissage contraint d'un volume de type "dôme de sel" (8 étapes)

Fig. 3.36 � Modèles volumique et surfacique lissées de l'exemple synthétiqueanalysé en 3.2.1



3.4. INTERROGATION ET LOCALISATION DANS LE MODÈLE 733.3.6 Conclusion (lissage)Le lissage introduit ici, permet donc de lisser une partition de Voronoïen une nouvelle partition (V or) telle que les structures dans (V or) quicorrespondent à des interfaces de la scène, soient lisses. L'originalité de laméthode utilisée, réside dans la possibilité de contraindre la topologie d'unobjet reconstruit et de toute une scène, par une zone de déformation Z. Ladensité des données a un impact direct sur la zone de déformation. En e�etZ est beaucoup plus restreinte là où les données sont denses, et large ailleurs(voir �gure 3.37). En d'autres termes, on a une grande liberté d'interpolationdans les zones peu contraintes, et peu ou pas de liberté dans les zones bienconnues.

Fig. 3.37 � In�uences de la densité sur la zone de déformation.Toutes les contraintes peuvent se dé�nir de façon locale (en chaque noeuddu maillage) et donc simpli�ent la caractérisation du lissage. Lorsqu'il y abeaucoup de données, les méthodes globales [TKW87, GA93] nécessitent larésolution de trop grands systèmes d'équations.Le fait de ne pas autoriser des ra�nements locaux du maillage, ne nouspermet pas d'obtenir des reconstructions lisses et satisfaisantes dans les ré-gions de forte courbure.3.4 Interrogation et localisation dans le modèleOn veut répondre au problème suivant : on dispose d'un point M 2 IR3 etl'on souhaite savoir �rapidement� dans quel volume géologique il se trouve.La structure de notre reconstruction nous permet des localisations rapides.La localisation d'un point dans une stucture géométrique peut se faire de



74CHAPITRE 3. RECONSTRUCTION ET DIAGRAMMES DE VORONOÏplusieurs façons :� marche dans la structure (O(p(n)) en dimension 2, et O(p3(n)) endimension 3) en moyenne pour des distributions uniformes, et n lenombre de cellules de la structure).� structure de recherche par un graphe hiérarchique [BT93] ( O(logn) enmoyenne pour des distributions randomisées)La localisation dans notre modèle reconstruit déformé, n'est pas plus dif-�cile. Nous allons utiliser ici la dualité entre Voronoï et Delaunay de notrereconstruction et la localisation d'un point dans Delaunay.Lors des diverses phases de reconstruction (lissage, failles, . . . ), phasesqui modi�ent le diagramme de Voronoï V or initial, seule la géométrie deV or a été modi�ée. Le graphe topologique (incidences, adjacences) de V orn'a pas changé. En d'autres termes, le graphe de Delaunay n'a jamais étémodi�é, il reste toujours le graphe dual de notre reconstruction, et un outile�cace pour interroger notre modèle. La localisation dans l'arbre de De-launay [BT93, Dev92] nécessite en moyenne O(log(n)) opérations, avec n lenombre de cellules de la partition.La première étape consiste donc à localiser p dans DT . Soit T le tétraèdrede DT qui contient le point p. Il y a ensuite de multiples possibilités pourtrouver la cellule de Voronoi contenant p :� On choisit une cellule duale C de l'un des sommets de T et on marchedans la partition de Voronoï V or.� On construit l'ensemble des tétraèdres Tp en con�it (au sens de De-launay) avec p qui induit l'ensemble dual Cp des cellules de Voronoïduales des sommets de Tp. La cellule contenant p est forcément dansCp.
p

Fig. 3.38 � Localisation du point p à travers la structure duale: la triangu-lation de Delaunay.



3.5. CAS PARTICULIER DES COUPES PARALLÈLES 753.5 Cas particulier des coupes parallèlesNous avons appliqué dans cette partie, la méthode sur le cas particulierde données dans des sections parallèles. Les données sont discrétisées et du-pliquées dans leurs sections respectives. Des exemples de reconstruction ontété réalisés sur un coeur (�gure 3.39), un visage (�gure 3.40) et un bassin(�gure 3.41). Le dual de Delaunay que nous avons considéré, n'est plus exac-tement Voronoï, car les sommets choisis sont les centres des tétraèdres deDelaunay, et non plus les centres des sphères de Delaunay. En e�et, pour lestétraèdres plats, les centres des sphères de Delaunay sont souvent trop éloi-gnés de la surface recherchée. Des extrapolations indésirables apparaissentnéanmoins (voir �gure 3.41), mais sont atténuées par le lissage.

Fig. 3.39 � Reconstruction d'un coeur humain.

Fig. 3.40 � Coupes d'un visage, reconstruction initiale et lisse.
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Fig. 3.41 � Contours polyédriques d'un bassin. La reconstruction initiale(Voronoï) comprend des extrapolations dans les zones vides de données. Les�gures du bas montrent la reconstruction lisse (modèle polyédrique et modèleavec rendu lisse). Les extrapolations se sont résorbées facilement, car ceszones étaient peu contraintes.Des améliorations de la méthode dans ce cas particulier, sont possibles,en construisant de façon indépendante, les volumes entre les sections consé-cutives.



3.6. CONCLUSION 773.6 Conclusion3.6.1 Analyse de la méthodeLes limites de la méthode dans sa description actuelle sont essentielle-ment imposées par le choix de la métrique. La métrique utilisée (la métriqueeuclidienne) ne su�t pas à décrire correctement toute évolution, ou processusnaturel. En e�et les milieux naturels et le sous-sol géologique en particulier,ne sont pas des milieux isotropes en général. La méthode construira avecdi�culté des modèles anisotropes (des couches plissées par exemple), si lesdonnées sont peu nombreuses. Même en milieu sédimentaire la topologie d'undiagramme de Voronoï euclidien, ne donne pas toujours la reconstruction sou-haitée (voir �gure 3.42).A AB BCDE CDE
ABCDEFig. 3.42 � Les données (en gras) sur les formations supérieures peuventavoir une in�uence trop importante en profondeur.Une solution possible, et qui a été testée par Courrioux, est de combinerune méthode de reconstruction [LCM98] basée sur des données structurelles(points de passage et orientations) et la méthode présentée ici.D'autres solutions ont été apportées dans [BN96a, BN96b] qui se basentsur un ordre géologique de reconstruction. Soit fFormigNi=1 un ensemble or-donné de données sur les formations géologiques du modèle; l'algorithme pro-cède de façon itérative sur cet ensemble. A l'étape ek le volume géologiqueRk représentant la formation Formk, est reconstruit à partir du diagrammede Voronoï de fFormigNi=k. La formation Formk est ensuite retirée des don-nées et un nouveau diagramme de Voronoï est construit avec les donnéesrestantes fFormigNi=k+1. Une phase �nale consiste à e�ectuer des opérationsbooléennes sur les blocs reconstruits fRigNi=1 et les régions �nales sont :



78CHAPITRE 3. RECONSTRUCTION ET DIAGRAMMES DE VORONOÏR�k = Rk � k�1[i=0 RiEn construisant les formations dans un ordre particulier, discuté en sec-tion 4.2, la cohérence géologique est améliorée (voir �gure 3.42). Néanmoinsces solutions nécessitent le calcul d'intersections supplémentaires et coû-teuses, et une connaissance préalable de la topologie de la scène géologiqueest indispensable. Cette méthode n'a pas été généralisée à la dimension 3.Une solution plus générale, consiste à construire des diagrammes de Voro-noï avec des métriques anisotropes. Dans le cas précédent (couches sédimen-taires) une anisotropie globale su�t : remplacer le disque unité de la métriqueeuclidienne par une ellipse, dont l'axe principal est parallèle aux directionsdes couches. Ceci revient de façon équivalente à e�ectuer une transformationanisotrope T sur les données de départ D . Si ~u représente la direction destrati�cation, on décrit tout point M comme le couple (�;�) dans le repère(O;~u; ~u?). On considère alors la transformation suivante :T = k�~u+ � ~u?Cette transformation permet en choisissant k < 1 de donner une in-�uence plus grande à la direction ~u. Les couches orientées suivant cet axe, seconnectent plus facilement (voir �gure 3.43). Si on prends k > 1 l'e�et estinversé.
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Fig. 3.43 � Transformation anisotrope suivant une direction horizontaleprivilégiée. Les couches horizontales sont à présent connectées.Une transformation inverse T�1 sur la partition permet de reproduire lapartition anisotrope dans le référentiel de départ (voir �gure 3.44).

Fig. 3.44 � Transformation inverse T�1.Lorsque l'anisotropie est locale, et di�érente en tout point du milieu géo-logique, il faut déterminer des transformations locales.



80CHAPITRE 3. RECONSTRUCTION ET DIAGRAMMES DE VORONOÏ3.6.2 Conclusion généraleL'idée qui consiste à attribuer des couleurs aux objets d'une même scène,permet de reconstruire simultanément des objets distincts. Une constructionindépendante des di�érents objets de la scène provoque généralement desintersections non souhaitées. La méthode décrite ici, permet au contraire departager les bords entre les di�érentes entités du modèle. Cette méthodes'adapte donc bien aux corps denses, où tous les volumes (objets) partagentl'espace : modèles géologiques, corps humain. Une des originalités de la mé-thode est qu'elle ne nécessite pas de géométrie d'acquisition des données par-ticulière, contrairement à la majeure partie des méthodes existantes. L'utili-sation de métriques appropriées permettent de prendre en compte des aniso-tropies locales.Les éléments de base sont des volumes polyédriques décrits par leurs bords(pour la visualisation par exemple) ou bien comme unions d'éléments volu-miques plus petits, qui peuvent servir à des calculs ultérieurs (interpréta-tion géodynamique, tracé de rayons, . . . ). Les représentations de la scènesont multiples (volumes ou surfaces), et la structure géométrique des objetspermet des interrogations et des opérations ultérieures. C'est une méthodeessentiellement géométrique, qui doit servir à valider les interprétations dugéologue.
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Chapitre 4Application à la géologie :résultats

Dans ce chapitre nous nous intéressons à di�érents résultats de la mé-thode de reconstruction du chapitre 3, et aux aspects particuliers du casgéologique. En l'occurence les failles qui sont des surfaces particulières dansun modèle géologique, nécessitent un traitement particulier (voir section 4.1).Nous discutons aussi dans la section 4.2 de la détermination d'un ordre dereconstruction en fonction de règles géologiques, pour améliorer la recons-truction �nale. En�n, nous appliquons la méthode de reconstruction, sur descoupes géologiques 2D (voir section 4.3) et sur des modèles 3D réels (voirsection 4.4).



82 CHAPITRE 4. APPLICATION À LA GÉOLOGIE : RÉSULTATS4.1 Les failles : une étape particulièreNous présentons ici, des méthodes pour partitionner un modèle volumiqueinitial, par un ensemble de failles connues.4.1.1 Les failles : introductionLes failles sont des discontinuités géologiques qui résultent des di�érentsmouvements de la croûte terrestre. Elles accommodent ces mouvements encréant des décalages des couches géologiques de part et d'autre. Une déforma-tion interne des couches plus ou moins importante peut également contribuerà accommoder ce mouvement.� les failles dites "inverses": elles accommodent des mouvements com-pressifs.� les failles dites "normales" : elles accommodent des mouvements dis-tensifs.� les failles dites "transcurrentes" elles accommodent des mouvementshorizontaux.La �gure 4.1 illustre les grandes classes de discontinuité, et montre quepour une même géométrie de faille, on peut rencontrer des situations géolo-giques complètement di�érentes.
Faille inverse Faille normale Faille transcurrenteFig. 4.1 � Failles inverses, failles normales et failles transcurrentes.Nous allons essayer dans cette partie, d'une part, d'insérer les failles dansle modèle géométrique des données, et d'autre part, de recréer le décalageinduit par ces fractures sur les couches géologiques et les surfaces qui lesdélimitent.Si une faille est complètement décrite, cela signi�e que l'on connaît nonseulement la liste des formations qu'elle décale, mais aussi la géométrie de cesformations sur la faille (comme une section particulière du sous-sol géologiquepar exemple). Dans ce cas, il est alors possible de la représenter comme



4.1. LES FAILLES : UNE ÉTAPE PARTICULIÈRE 83union d'interfaces connues séparant deux formations, et l'introduire dansl'algorithme de reconstruction.Par contre, et c'est la majeure partie des cas, si une faille n'est connue quepar sa géométrie propre (surface 3D ou contours ouverts dans des sections 2D)elle n'est pas une donnée valide pour notre algorithme, et il faut réellemente�ectuer un traitement supplémentaire pour insérer la faille dans le modèlegéométrique.Nous avons considéré deux solutions pour insérer les failles dans les mo-dèles géologiques:� la première méthode (voir 4.1.2) construit le modèle de "Voronoï" sansles failles (éventuellement lissées) et coupe dans une étape ultérieureles volumes géologiques par les surfaces de failles.� la seconde méthode (voir 4.1.3) insère les failles directement dans l'al-gorithme général. La discrétisation des failles utilise des couleurs par-ticulières.Les deux méthodes supposent que la géométrie des failles est connue etconstitue donc une donnée d'entrée à la reconstruction. Les avantages etinconvénients respectifs des deux méthodes seront ensuite discutés.4.1.2 Intersections des failles et des volumes géologiquesLa méthode que nous allons décrire ici consiste à construire dans un pre-mier temps un modèle volumique sans failles V0. Dans une seconde étape,on construit toutes les intersections entre les failles Fi et les volumes géo-logiques élémentaires V0(Ai) (formations Ai) de notre modèle. Les volumesV0(Ai) sont coupés en plusieurs blocs indépendants que l'on peut re-déformerpour réaliser un décalage géométrique au niveau de la faille.En 2D, toutes les surfaces considérées ainsi que les failles sont représentéespar des lignes polygonales (approximation de courbes par des segments). Larecherche des intersections entre interfaces et failles, se réduira donc, auxintersections de segments. Soit N le nombre de failles présentes dans la coupeà reconstruire. Pour chaque portion de surface reconstruite on cherche toutesles intersections avec les failles en présence.Pour traduire cette discontinuité sur les interfaces, nous allons revenirsur les données initiales non reconstruites, et selon le nombre d'intersectionsobtenues e�ectuer diverses actions :� 0 intersection : Il n'y a pas de failles intervenant sur cette surface.



84 CHAPITRE 4. APPLICATION À LA GÉOLOGIE : RÉSULTATS� 1 intersection : La portion de surface est coupée au niveau de l'inter-section, en deux nouvelles parties indépendantes (voir �gure 4.2). Lesnouvelles contraintes que subissent ces morceaux d'interfaces sont :� respecter la tangente imposée par les données de départ (si elleexiste).� l'extrémité coupée du contact reste obligatoirement sur la faille.
Faille portions reconstruites et lisséesdonnées initiales FailleFaille

surfaces corrigéesABAB
BABBA AFig. 4.2 � Di�érents cas d'intersections avec une faille.� k>1 intersections : la portion de surface rencontre un réseaux de failles,et va être scindée en k + 1 morceaux de surface indépendants (voir�gure 4.3). Le premier et le dernier morceau se construisent commedans le cas (k = 1) . Par contre, à l'intérieur du réseau de fractures, lesconstructions possibles sont nombreuses (solution possible : marche enescaliers).

Réseaux de failles
portion reconstruite et lisséedonnées initialescorrection de surface

AB
B

F1 F2
FNA

Fig. 4.3 � Intersection d'une interface avec plusieurs failles.



4.1. LES FAILLES : UNE ÉTAPE PARTICULIÈRE 85Le cas 3D est une généralisation du cas précédent. Les surfaces poly-édriques sont coupées par les surfaces de failles connues, et ensuite redéfor-mées et contraintes par la faille (voir �gure 4.4).

Fig. 4.4 � Intersection 3D d'une interface avec une faille. Décalage induitpar le lissage sur la faille.Cette solution pose beaucoup de problèmes. Notamment, elle nécessite decalculer des intersections de surfaces 3D, qui sont di�ciles à calculer de façonrobuste. De plus, la structure qui fait la force de notre modèle (les diagrammesde Voronoï) est perdue, et de nouvelles opérations (localisations, insertions)ne sont plus possibles, de façon aussi simple, sur la scène ainsi construite.



86 CHAPITRE 4. APPLICATION À LA GÉOLOGIE : RÉSULTATS4.1.3 Failles et diagramme de VoronoïNous montrons dans cette partie qu'il est possible de partitionner unmodèle volumique par des surfaces de failles, sans perdre la structure deVoronoï. Les décalages induits par les failles, sont souvent bien ressentis dansla partition de Voronoï : lorsque des données sont décalées géométriquement(voir �gure 4.5) le décalage est visible dans la reconstruction de Voronoï, ets'e�ectue le long de l'axe médian des données décalées. Néanmoins lorsque laposition exacte de la faille est connue, il est indispensable de pouvoir l'insérercomme une donnée à part entière dans l'algorithme de reconstruction.
DA DB

Fig. 4.5 � Deux ensembles de points DA et DB colorés autour d'une zoneprobable de faille. Le décalage dans les données provoque un e�et de dis-continuité dans le diagramme de Voronoï. La faille géométrique créée est la"médiatrice" des ensembles DA et DB.Pour éviter cette fois-ci des calculs d'intersections supplémentaires, coû-teux et di�ciles à implémenter nous allons essayer d'insérer les failles dansla partition initiale V0 des données colorées. La faille est simplement consi-dérée comme une surface limite F (interface) non informée sur les couches(couleurs) qu'elle sépare. Elle est discrétisée comme les autres interfaces deformations en un ensemble de points DF , mais les points sont identi�és parune couleur spéciale "sans couleur". Pour assurer l'indépendance des côtés Aet B d'une même faille, on utilise deux couleurs spéciales cA et cB di�érentes.On insère DF dans V0 et on obtient la nouvelle partition V1. Les cellules ad-jacentes à la faille F sont incolores (voir �gure 4.6) et déterminent ce quenous appellerons la "zone d'in�uence" ZF de la faille F dans le modèle. On



4.1. LES FAILLES : UNE ÉTAPE PARTICULIÈRE 87déterminera par la suite pour chaque cellule de ZF une couleur associée par"interpolation" des couleurs des cellules directement adjacentes.Nous supposons que les côtés A et B d'une faille sont indépendants etdonc une cellule de couleur cA dans V1 est in�uencée uniquement par descellules colorées du côté A et vice-versa.F F

Fig. 4.6 � Partition de Voronoï partiellement colorée - Interpolation descellules non colorées en fonction des cellules voisines informées.4.1.3.1 Cas d'une failleSoit Cinc une cellule de centre pinc et de couleur cinc 2 cA;cB. K1,..,Knsont les n cellules de couleurs adjacentes, de centres q1,..,qn. On peut imaginerde nombreux critères pour colorier la cellule Cinc :� Cinc est coloriée selon le point qi le plus proche.� Cinc est coloriée à partir des points de couleurs voisins en fonction desdistances d(pinc;qi)i=1::n aux points.� Cinc est coloriée à partir des points de couleurs voisins en fonction del'aire des faces de contact entre les cellules Cinc et (Ki)i=1::n Surf(Cinc;Ki)i=1::n.� Cinc est coloriée en fonction de l'aire des cellules Ki voisines colorées.Cette méthode garantit les règles � suivantes :Propriété 5 Propriétés de l'interpolation1 ) la faille est une partie inhérente du diagramme de Voronoï.



88 CHAPITRE 4. APPLICATION À LA GÉOLOGIE : RÉSULTATS2 ) chaque coté de la faille est indépendant : un point de couleur d'un côtéde la faille, n'a�ecte pas une cellule incolore du côté opposé.3 ) les structures géologiques connues de part et d'autre de la faille F sontprolongées sur F sans changer leur disposition.4.1.3.2 Cas d'un réseau de faillesConsidérons à présent le cas d'un ensemble de failles dit "réseau de failles"et soient F1,..,Fn les n failles de notre modèle. Il n'y a pas de règle aussi simpleque dans le cas d'une faille. Il n'est pas raisonnable par exemple, d'interpolerdes zones sous-informées au coeur même d'un réseau de failles (voir �gure4.7). F1F2 F3
P

Fig. 4.7 � Réseau de failles dans une zone sans données. Il n'y a pas de règlegéologique assez générale qui permette d'interpoler un point isolé tel que lepoint P . Ici l'interprétation d'un géologue est nécessaire.Néanmoins nous proposons une méthode qui préserve au moins les règles� ci-dessus. Nous allons utiliser l'algorithme précédent (qui traite le cas d'unefaille) de façon itérative, en insérant les failles Fi les unes après les autreset l'interpolation des couleurs est réalisée à chaque étape (voir �gure 4.8).A l'insertion de Fi, la zone ZFi est colorée ainsi que les points de DFi. Dansl'exemple la méthode d'interpolation utilisée est celle qui associe à chaqueélément (cellule ou point) incolore la couleur du plus proche voisin coloré.



4.1. LES FAILLES : UNE ÉTAPE PARTICULIÈRE 89F F

Fig. 4.8 � Insertion de la première faille F1 et interpolation des cellules noncolorées. Les points de F1 ont à présent une couleur associée.

Fig. 4.9 � Insertion de la faille F2 et interpolation.



90 CHAPITRE 4. APPLICATION À LA GÉOLOGIE : RÉSULTATS

Fig. 4.10 � Insertion de la faille F3 et interpolation �nale non lissée.Le lissage des frontières de chaque formation est toujours possible, mais ilest contraint par une nouvelle règle : les noeuds déformables représentant despoints sur la faille F , ne peuvent se déplacer que sur F . La structure �nalelissée est donnée en �gure 4.11.

Fig. 4.11 � Reconstruction �nale lissée.4.1.3.3 Exemple synthétique 3DL'exemple suivant représente un modèle synthétique 3D, reconstruit àpartir de points de couleurs, auquel on insère une surface représentant unefaille. La �gure 4.12 fait apparaitre la zone d'in�uence de cette faille dansle modèle des points. L'attribution des couleurs et la nouvelle partition sontreprésentées en �gure 4.12 (b). La partition �nale lissée est contrainte par lafaille (�gure 4.12 (c)).
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(a) (b) (c)Fig. 4.12 � (a) Insertion d'une surface de faille F (surface transparente surla �gure) dans un modèle de couleurs. La zone vide est la zone d'in�uence dela faille. (b) Interpolation de ZF . (c) Lissage des surfaces et des volumes dumodèle. Les points initialement sur la faille F restent sur F .4.1.4 ConclusionDeux méthodes di�érentes ont été testées dans cette partie. La première,plus classique, coupe les surfaces géologiques (pré-construites sans les failles)par les surfaces de failles et nécessite des calculs d'intersections. La secondeméthode, insère les failles avec les autres données et interpole la zone d'in-�uence de ces failles dans le modèle des données. Cette dernière méthodeprésente de nombreux avantages par rapport aux intersections de volumes:� pas de calculs d'intersection coûteux et di�ciles à mettre en oeuvre,surtout en 3D (cas dégénérés multiples).� la structure duale utile pour les interrogations de notre modèle n'estpas perdue : c'est le graphe de Delaunay des points de données. Desinterrogations ou nouvelles insertions sont toujours possibles.



92 CHAPITRE 4. APPLICATION À LA GÉOLOGIE : RÉSULTATS4.2 Ordre géologique de reconstructionBasée sur une proposition très complète concernant la syntaxe des scènesgéologiques dans [PS95, Per98], nous allons dé�nir une hiérarchie dans lareconstruction des formations en raisonnant sur l'âge relatif des couches géo-logiques, et sur la façon dont elles se raccordent. Ces règles ont été utiliséesdans [BN96a] et ont permis une amélioration de la cohérence géologique desreconstructions.Une première étape consiste à donner un âge (au moins relatif) aux di�é-rents éléments géométriques (surfaces et volumes) d'un modèle géologique :c'est l'âge de création des di�érents éléments géologiques. Dans des contextesgéologiques bien précis, il y a des correspondances entre l'âge et la topolo-gie d'un objet géologique dans une scène. Dans les régions sédimentaires parexemple, les formations se sont déposées les unes après les autres, et donc lescouches jeunes sont au dessus des couches plus vieilles.La deuxième étape consiste à caractériser les di�érentes façons dont lessurfaces géologiques (respectivement les volumes) se coupent dans un modèle.Dé�nition 19 Lorsque deux surfaces géologiques Sa et Sb (Sa étant la plusjeune) se coupent, on dira que la surface Sa est discordante sur Sb si elleinterrompt Sa (�gure 4.13 droite).Dé�nition 20 On dira que Sa (surface jeune) est concordante avec Sb (sur-face ancienne) si Sa s'arrete sur SbLes exemples de la �gure 4.13 illustrent les relations de concordance etdiscordance pour des surfaces Sa et Sb.Associer à une surface le volume géologique adjacent (le plus jeune parexemple, voir [PS95]) est une façon d'orienter les surfaces. Les surfaces non-orientables (les failles en général) sont discordantes sur toutes les autres sur-faces. On peut ainsi à partir des relations sur les surfaces, dé�nir des relationssimilaires sur les volumes géologiques. Pour une surface Si, on note Bi sonvolume géologique associé et la dé�nition devient :Dé�nition 21 Pour deux surfaces géologiques Sa et Sb. Si Sa est discordantesur Sb alors Ba est discordante sur Bb. Si Sa est concordante avec Sb alorsBa est concordante avec Bb.
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Sa

Sb
BaBb BC Sa

Sb
BaBb BCFig. 4.13 � (a) Ba est discordante sur Bb et Bc. Les volumes Bb et Bc sontconcordants. (b) Bb et Ba sont concordants et Bc est discordant sur Ba etBb.Le problème de fermeture suivant est indéterminé : on souhaite interpo-ler trois données de surfaces représentant des interfaces Ba=Bb, Bb=Bc etBc=Ba; les interfaces prolongées localement concourent (voir �gure 4.14). Lareconstruction suivie du lissage peut donner lieu à trois solutions di�érentes(�gure 4.15) selon que l'ordre de reconstruction des volumes géologiques estfBb;Ba;Bcg, fBa;Bb;Bcg ou fBc;Bb;Bag.?S1

S3
S2Ba BaBcBcBbBb

Fig. 4.14 � Problème de fermeture indécis.

S2
S1 S1 S2S1 S2 S2S1BaBb BcBa BaBb BbBc BcFig. 4.15 � Di�érentes solutions possibles selon l'ordre de reconstruction desobjets Ba,Bb,Bc.



94 CHAPITRE 4. APPLICATION À LA GÉOLOGIE : RÉSULTATSOn remarque ici qu'il est important de reconstruire la formation dont lebord est discordant en premier. La première règle (sur les surfaces) est doncla suivante :Règle 1 Construire les surfaces discordantes avant les surfaces concordantes.Pour déterminer un ordre total sur les formations, il reste à ordonnerentre-elles celles dont les interfaces sont de même type (concordantes oudiscordantes) et pour cela on considère l'âge relatif des surfaces entre-elles.Cet âge correspond à l'âge de création des couches et interfaces géologiques.Les couches supérieures (les plus jeunes dans la majeure partie des cas) sontsouvent les mieux renseignées, par contre plus les surfaces sont profondeset plus les données sont rares et incertaines. L'ordre de reconstruction desformations sera alors :Règle 2 Construire le modèle de la formation discordante la plus jeune, àla formation concordante la plus vieille.Cet ordre est total si l'on considère que le cas particulier de la �gure 4.16n'est pas une situation géologique valide.
A BC

Fig. 4.16 � Les formations A;B et C sont toutes discordantes et ont étécréées en même temps.Raisonnons sur la coupe suivante (�gure 4.17) :
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S0

S2S3S4 S5
S1S6

B0B3 B4 B5 B6 B2 B1B7
Fig. 4.17 � Coupe géologique composée de sept surfaces S0, ... ,S6 délimitanthuit blocs de formations B0, ... , B7L'arbre des discordances pour cet exemple est illustré sur la �gure 4.18.S0 S1S2S3 S4 S5S6

B0 B1B2B3 B4 B5B6Fig. 4.18 � Arbre des discordances pour les surfaces et les formations de lacoupe.Cette arbre ne permet pas d'ordonner les volumes qui sont les feuilles dansl'arbre d'un même niveau (B3, B4 et B5 par exemple). On va se servir de l'âgede ces volumes géologiques pour déterminer l'ordre total. En supposant quel'âge de création des couches géologiques, nous donne les relations suivantes :� B1 plus jeune que B2� B3 plus jeune que B4 et B4 plus jeune que B5Alors la hiérarchie �nale de reconstruction des formations sera :B0 > B1 > B2 > B3 > B4 > B5 > B6



96 CHAPITRE 4. APPLICATION À LA GÉOLOGIE : RÉSULTATS4.3 Le cas bidimensionnel: les coupes géologiquesLe cas des coupes 2D, a été introduit dans [BN96a, BN96b]. Nous illus-trons ici, des exemples de coupes 2D, reconstruites avec la méthode.

F1
F2A0A0

A1A4 A5 A6 A3 A2 A3 A3A6A9A9 A9A8 A7A6A7 A7A1 A1
A2 A2A5

A6 A9Fig. 4.19 � Coupe synthétique proposée par M. Perrin. L'ordre d'insertiondes formations est A0, A1, A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, A9.

Fig. 4.20 � A gauche la partition de Voronoï avec la zone d'in�uence de lafaille (zone vide) et la reconstruction �nale à droite.
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Fig. 4.21 � Coupe partielle "Alpes" fournie par le BRGM et reconstruction.Contacts ou directions connus
Failles

Surface topographique
SondagesFig. 4.22 � Coupe synthétique fourni par le BRGM et sa reconstruction.



98 CHAPITRE 4. APPLICATION À LA GÉOLOGIE : RÉSULTATS4.4 Modèles tridimensionnelsDans cette partie, nous présentons quelques résultats 3D sur des modèlesde données réels, provenant du B.R.G.M. et de GéoFrance 3D.4.4.1 Modèle ArdècheLe modèle que nous allons reconstruire ici, est basé sur un terrain sé-dimentaire de la marge ardéchoise. Les données proviennent du B.R.G.M.et sont composées d'interfaces 2D contenus dans trois coupes géologiques(voir �gure 4.23 à droite). Les coupes (1) et (2) ont approximativement lamême normale, et la coupe (3) est située entre les deux autres, de normaleperpendiculaire. La description des coupes n'est pas complète : seules sontconnues des portions d'interfaces (contours 2D) entre les di�érentes couchessédimentaires. Ces portions interfaces ont été déterminées à partir de donnéessismiques. Ne connaissant pas les pendages particuliers de chaque interface,nous supposerons dans tout le modèle, que la direction des couches est hori-zontale, et imposerons pour chaque interface connu un pendage horizontal.Si la complexité géologique de ce modèle n'est pas très grande (modèlesédimentaire), cet exemple est intéressant car il illustre une reconstruction àpartir de données géométriques originales : les trois sections sont non planeset l'une coupe les deux autres. Cet exemple montre la souplesse de la méthodede reconstruction par rapport à la géométrie d'acquisition des données.

Fig. 4.23 � Données du modèle Ardèche composées d'interfaces 2D dans dessections non parallèles.



4.4. MODÈLES TRIDIMENSIONNELS 99

            ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Fig. 4.24 � Reconstruction et coupes diverses dans le modèle.



100 CHAPITRE 4. APPLICATION À LA GÉOLOGIE : RÉSULTATS4.4.2 Modèle de l'Aiguille de MorgesLa méthode de reconstruction est ici appliquée au massif de l'Aiguillede Morges (Massifs du Pelvoux, Alpes occidentales françaises). Le bloc àreconstruire s'étend sur 12km (Est-Ouest) et 8.5km (Nord-Sud) avec unealtitude variant de 1000m à 3000m. Des constructions tridimensionnelles dece modèle ont déjà été réalisées, et notamment par Calcagno et coll [CLC97]qui ont construit les surfaces 3D des principales interfaces et failles à partird'un interpolateur de surfaces.Les données utilisées pour construire le modèle volumique �nal proviennentde di�érentes sources : cartes topographiques (Institut géographique natio-nal :IGN), cartes géologiques (BRGM), modèle numérique de terrain (IGN),photographies aériennes (IGN), etc. La mise en commun de toutes données(règles de structuration et géoréférencement) a été faite par un géologue[CLC97]. Les données géométriques considérées pour la reconstruction sontillustrées sur la �gure 4.25 et sont :� huit coupes géologiques avec des contours incomplets (les contours ouinterfaces connaissent les formations qu'ils séparent).� une grille de points sur le M.N.T. (modèle numérique de terrain)� la carte géologique numérisée.

Fig. 4.25 � Ensemble des points du MNT (grille régulière de points), etgéométrie des coupes géologiques (vue de dessus et perspective).Surface topographique Le M.N.T. est connu sous la forme d'une grillede points (ici régulière) de taille 201*201. On ne connait pour l'instant queles coordonnées de ces points sur la surface topographique. Avec l'aide de



4.4. MODÈLES TRIDIMENSIONNELS 101la carte géologique, il va être possible de leur attribuer une caractéristiquegéologique (couleur). En pratique on projette verticalement chaque point duM.N.T. sur la carte géologique et on récupère la valeur géologique du pointprojeté. La normale en ce point est estimée en fonction des points voisins surla grille : elle est choisie comme la moyenne des normales des faces incidentesau point (voir �gure 4.26).

Fig. 4.26 � Estimation de la normale en un point du MNT, en fonction deses voisins sur la grille.L'atmosphère est considérée comme un bloc géologique particulier et unecouleur lui est attribuée. Donc en tout point du MNT on sait attribuer deuxcouleurs (couches géologique et atmosphère) et la normale estimée à la surfaceen ce point. Ces données à présent valides pour l'algorithme de reconstructiondu chapitre 3 nous permettent d'obtenir la surface topographique commel'interface particulier de toutes les couches géologiques avec l'atmosphère(voir �gure 4.27).

Fig. 4.27 � Reconstruction de la surface topographique : initiale et lissée (vuede dessous).



102 CHAPITRE 4. APPLICATION À LA GÉOLOGIE : RÉSULTATSL'atmosphère est en contacts avec toutes les formations a�eurantes etdonc doit être reconstruite en premier. La reconstruction volumique �naleest illustrée en �gures 4.28 et 4.29.
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Fig. 4.28 � Résultat complet �nal, coupé dans un bloc 3D englobant toutesles données.
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Fig. 4.29 � Une coupe 3D arbitraire dans le modèle volumique, permet devisualiser de façon plus locale les structures géologiques.



104 CHAPITRE 4. APPLICATION À LA GÉOLOGIE : RÉSULTATS4.4.3 Modèle ArmorDans le cadre du programme GéoFrance 3D [Led98], la méthode de re-construction a été appliquée à des données géologiques concernant la régionde St-Brieuc dans le massif armoricain [NCG+98]. Nous reprenons ici, lesrésultats 3D de cet article.4.4.3.1 Contexte géologiqueLa couche cadomienne de Bretagne est composée d'unités majeures, quisont largement décrites dans [BB90, EGG+96]. On y retrouve :� (1) L'unité de Trégor� (2) L'unité de St Brieuc� (3) L'unité de St Malo - Guingamp� (4) L'unité de MancelliaCes blocs sont séparés par de grandes discontinuités :� la faille de Lézardrieux sépare (1) de (2)� la faille de Fresnaye sépare (2) de (3)� la faille de Cancale sépare (3) de (4)4.4.3.2 Données initialesLes données sources sont composées d'une carte géologique (voir �gure 4.30)et de dix coupes géologiques orientées perpendiculairement à l'arc géomé-trique que forment les éléments géologiques à cet endroit (voir �gure 4.30de gauche). Les données ont été digitalisées sur les di�érentes coupes et lesprincipales failles ont été considérées comme des interfaces particulières, carelles séparent des unités distinctes et connues. Tous les points digitalisés re-présentant les formations géologiques rencontrées, ont des couleurs associées.
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Fig. 4.30 � Données initiales du modèle Armor : la carte géologique à gauchesur laquelle on distingue la trace 2D des dix coupes géologiques disponibles;et trois coupes particulières à droite (les coupes 7, 9 et 10).

Une première reconstruction ne prenant en compte que les quatre unitésmajeures est illustrée dans les �gures 4.31 et 4.32. La géométrie en arc desformations est déjà bien visible.



106 CHAPITRE 4. APPLICATION À LA GÉOLOGIE : RÉSULTATS

Fig. 4.31 � Volumes de Voronoï représentant les quatre unités principales.

Fig. 4.32 � Volumes lissés des quatre unités principales.La �gure 4.34 montre une reconstruction plus détaillée de l'unité de StBrieuc divisée en :� la formation sédimentaire de Binic



4.4. MODÈLES TRIDIMENSIONNELS 107� la formation volcanique de Lanvollon� la diorite de St Quay� l'orthogneiss de Port-Morvan , la formation de Morieux et le métagab-bros de Squi�ec sont représentés comme un seul bloc.� l'intrusion de Fort-Lalatte et le complexe d'Y�niac sont aussi regrou-pés.

Fig. 4.33 � Reconstruction plus détaillée de l'unité de St Brieuc.Des travaux ont été réalisés sur ce modèle, pour calculer l'anomalie gra-vimétrique du modèle reconstruit, et la comparer avec le champ gravimé-trique réellement observé (voir [TEG+98] et la �gure 4.35). La �gure 4.34montre une reconstruction des di�érentes formations mais avec des coupescorrigées en fonction de pro�ls gravimétriques 2,5D à l'aplomp des coupesde départ. Ces travaux ont permis de corriger les données de départ, et ainside construire un nouveau modèle beaucoup plus cohérent (voir �gure 4.34).Réussir à automatiser ce type de processus de validation, est l'étape ultérieurequ'il faudra envisager. Chercher à minimiser le coût d'un modèle, sur ungrand nombre d'interprétations di�érentes, est une solution que Bosch [Bos98]a étudié sur des modèles 2D avec des résultats très intéressants.
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Fig. 4.34 � Modèle Armor plus détaillé et corrigé.

Fig. 4.35 � Anomalie gravimétrique observée et calculée du modèle de la�gure 4.34.



4.4. MODÈLES TRIDIMENSIONNELS 1094.4.4 Modèle du bassin de ParisLes données pour ce modèle, concernant le bassin parisien, sont encoredi�érentes des cas précédents, car ici nous ne disposons que de forages pourdéterminer le modèle 3D. Les données sont issues du programme Géofrance 3dprojet 1/1000000e fournies par Francois Guillocheau, (Université de Rennes)et une interpolation de type géostatistique (krigeage) supplémentaire a étéréalisée par Gilles Grandjean (BRGM). La coordonnée Z correspondant àla profondeur des données, et a été exagérée 50 fois, pour mieux voir lesvariations des couches dans ce modèle.

Fig. 4.36 � Bassin de Paris, avec Z = 50 � Zreel.



110 CHAPITRE 4. APPLICATION À LA GÉOLOGIE : RÉSULTATS4.5 ConclusionLa méthode de reconstruction du chapitre 3 a été testée avec succès surde multiples données géologiques. Les modèles de ce chapitre ont été recons-truits à partir de données di�érentes et hétérogènes : ensemble de sondages(Bassin de Paris), coupes géologiques parallèles (Morges), ou encore à partirde sections géologiques qui s'intersectent (Armor, Ardèche); et illustrent lavariété de données qui sont prises en compte par la méthode. Les résultatsencourageants sur ces modèles, montrent que la méthode est bien adaptéeau domaine géologique. En outre, l'analyse gravimétrique sur le modèle Ar-mor à montrer que c'était un moyen de validation des modèles reconstruits.De nouvelles méthodes doivent être considérées. Le processus de validationdevrait aboutir à une méthode d'inversion plus automatique. Des idées si-milaires à l'inversion automatique de modèles 2D [Bos98], sont à envisagercouplées avec la méthode de reconstruction.Toutes les données de ce chapitre proviennent de méthodes d'acquisition,de supports et de formats non homogènes, qui nécessitent un travail long etpénible de mise en forme des données, avant de pouvoir les utiliser dans unmême environnement de modélisation. Ce problème sera résolu lorsque le géo-logue aura la possibilité de créer des coupes géologiques, des surfaces, et descartes au sein d'un même éditeur géologique réellement tridimensionnel. Cetoutil ainsi que l'outil développé en parallèle au B.R.G.M. permettent d'uni-�er modélisation et reconstruction. Une prochaine étape devra s'intéresser àla validation des modèles.



111
Chapitre 5Interpolation fonctionnelleDans cette partie, nous allons présenter une approche et une formulationdi�érente, pour des problèmes de reconstruction similaires aux précédentschapitres. Nous allons chercher à approcher un ensemble de données géo-métriques incomplètes (contours 2D dans des sections planes, points sur lebord d'un objet), par les isovaleurs d'une fonction continue. Les idées sonttrès proches de celles de la méthode discrète (voir chapitre 3), mais la re-présentation des objets reconstruits, sous forme d'interpolation de fonctionsanalytiques, est di�érente et originale.



112 CHAPITRE 5. INTERPOLATION FONCTIONNELLE5.1 IntroductionNous allons présenter dans cette partie des méthodes originales d'inter-polation d'un objet S connu à partir de données diverses :� contours dans des sections 2D de S.� ensemble de points 3D sur le bord de S connaissant les normales aubord en ces points.L'objectif de la méthode est de dé�nir une fonction interpolante � telleque l'ensemble des zéros de � fX;�(X) = 0g passe exactement par les donnéesde départ et soit une approximation cohérente de S.Des approches à base de fonctions implicites ont déjà été étudiées dansle cas d'interpolations de surfaces à partir d'un ensemble de points et decontours. La fonction de Hoppe [HDD+92] par exemple, qui cherche à ap-procher des points non structurés, est très simple et s'adapte à de nombreuxcas, mais elle n'est pas continue en tout point. Les méthodes décrites dans[GA98, SPOK95, JC94b, SK91] sont basées sur la caractérisation de fonctionsimplicites liées aux données, couplées avec des opérateurs sur ces fonctions(union, intersection, . . . ), qui permettent de déduire une fonction impliciteglobale approchant l'objet recherché.Les fonctions d'interpolation que nous allons dé�nir dans les sections 5.2et 5.5 se basent encore une fois sur des notions de proximité liées aux données.Elles sont continues sur tout le domaine et s'adaptent bien à l'interpolationà partir de contours et de points. Comme dans la plupart des méthodescitées, nous dé�nissons des fonctions locales (associées aux sections ou auxvoisinages des points) ainsi que des règles d'interpolation de ces fonctions.Mais contrairement à ces méthodes, la structure utilisée ne nécessite pas uneévaluation de la fonction point par point sur une grille, ni une constructionde type "marching cube" [LC87], pour obtenir l'objet �nal. L'objet se déduitdirectement de la structure de reconstruction : en l'occurrence les diagrammesde Voronoï.L'interpolation de contours (fermés et ouverts) est considérée dans lasection 5.2 et des idées similaires sont étudiées dans la section 5.5 pour despoints sur une surface S dont on connait les normales.5.2 Reconstruction à partir de sectionsDans cette partie nous présentons une méthode d'interpolation d'un objetS, dé�nie à partir de sections planes S1,...,Sm de S par des plans �1,...,�m (Si = S \ �i ). Dans cette partie, les bords de ces sections sont des contours



5.2. RECONSTRUCTION À PARTIR DE SECTIONS 113fermés, mais une généralisation à des contours ouverts est proposée dans lasection 5.4.On appellera I(S) le résultat de l'interpolation. Dans un premier temps,nous dé�nissons dans chaque section une fonction caractéristique (voir sec-tion 5.2.1) relative aux données (les contours). L'objet volumique I(S) résulteensuite, de l'interpolation de ces fonctions entre les coupes successives (voirles sections 5.2.2 et 5.2.3). La méthode produit des branchements automa-tiques très naturels entre les contours, sans intervention ou traitement par-ticulier, et uniquement à partir de critères métriques. En l'occurence, elle nenécessite aucune insertion de points supplémentaires à l'inverse de [BG92], nil'ajout de contours intermédiaires contrairement à [OPC96] pour permettredes branchements complexes.Pour simpli�er la description de la méthode, nous nous restreindrons aucas de deux sections S0 et S1 de supports �0 et �1. En outre, �0 et �1 sontconsidérés comme des plans parallèles d'équations z = zi (i = 1;2). La mé-thode peut se généraliser à des plans non parallèles : dans [BCDT96, BY95]les auteurs dé�nissent une structure combinatoire équivalente à celle de laméthode de ce chapitre, a�n de reconstruire des volumes à base de tétraèdresde Delaunay pour des contours dans des sections planes.5.2.1 Fonction caractéristiqueOn notera par @(Si) le bord de la section Si (les contours) et par Sil'intérieur de Si. La fonction caractéristique de Si est dé�nie par :Dé�nition 22 On dé�nit �(X;i) comme la fonction caractéristique du sup-port �i qui véri�e : �(X;i) = 8<: 1 si X 2 Si0 si X 2 @fSig�1 sinon (5.1)
�i 11 0�1 �1 SiSiFig. 5.1 � Exemple de valeurs prises par �(X;i) .



114 CHAPITRE 5. INTERPOLATION FONCTIONNELLELe résultat de la reconstruction �nale dépend en grande partie de l'in-terpolation de � entre les sections successives Si et Si+1. C'est elle qui pré-cise entièrement le branchement des contours. Nous n'étudierons pas la com-plexité des branchements et des di�érents appariements possibles entre deuxcontours, mais on pourra se reporter à d'autres travaux [MSS91]. Nous décri-rons la méthode pour une interpolation isotrope très simple : deux sectionsd'un objet sont mises en correspondance si leurs projections sur un même plan(suivant un axe pré-dé�ni) ont une intersection commune (voir �gure 5.2).Cette hypothèse est similaire à celles de [OPC96] et [GA98].�i�i+1 0 1? ??
Fig. 5.2 � Deux sections et leurs projections sur un même plan.5.2.2 Interpolation initiale I0Soit E0;1 l'espace limité par les plans �0 et �1 d'équations z = z0 et z = z1(z1 > z0). Dans E0;1, on représente un point M par le couple (X;z), formé dela hauteur z du point et de ces coordonnées X = (x;y) dans le plan �0. Nousappellerons I0(S) une première interpolation de S qui dépend simplementd'un critère de proximité aux sections. Le critère utilisé est le suivant :La valeur �(M) d'un point M 2 E0;1 correspond à une pondération desvaleurs �(M1) et �(M0) (avec M1 et M0 les points les plus proches de M sur�1 et �0) du point P le plus proche de M dans �0 [ �1. Dans ce cas bienprécis si M = (X;z) alors M1 = (X;z1) et M0 = (X;z0). La fonction �(X;z)qui traduit cette interpolation sur E0;1 est :�(X;z) = �(X;z1) z0 � zz1 � z0 + �(X;z0) z1 � zz1 � z0 (5.2)�(X;z) = 8<: � 0 si � �(X;z1) � 0 et z 2 [ z0+z12 ;z1]�(X;z0) � 0 et z 2 [z0; z0+z12 ]� 0 sinon (5.3)L'objet interpolé I0(S) est alors dé�ni comme l'ensemble de tous les pointsX tel que �(X;z) � 0 (voir �gure 5.3). Le bord de I0(S) est l'ensemble deszéros de la fonction �(X;z). La structure combinatoire de I0(S) est déduite



5.2. RECONSTRUCTION À PARTIR DE SECTIONS 115de l'arrangement formé par les projections verticales des bords de S0 et S1(voir équation (5.4) et les secteurs en pointillés de la �gure 5.3).I0(S) = 8>><>>: ; si �(X;0) = �(X;1) = �1[z0;z1] si �(X;0) = �(X;1) = 1�z0+z12 ;z1� si �(X;0) = �1 et �(X;1) = 1�z0; z0+z12 � si �(X;0) = 1 et �(X;1) = �1 (5.4)

0
1
Fig. 5.3 � Interpolation I0(S) pour des contours 1D (extrémités des segmentssombres) et pour quatre contours 2D (�gure de droite).Si l'interpolation I0 est acceptable au niveau topologique, elle ne produitpas des formes géométriques très acceptables. Dans la section 5.2.3 suivante,nous allons lisser cette interpolation par une fonction distance à l'objet.5.2.3 Interpolation pondérée par les distances I1Nous souhaitons à présent composer la fonction précédente (voir équa-tion (5.2)) avec une fonction "distance à l'objet" qui doit permettre uneinterpolation plus lisse du bord de l'objet.5.2.3.1 Distance d'un point M à SLa distance d'un point M(x;y;z) à l'objet S est notée �(M;S), et elle estdé�nie comme suit :A) (M 2 �i) Pour un point M dans un plan de coupe �i, la distance deM à l'objet S se dé�nit comme la distance �i = �(M;Si) de M aubord de Si. Dans la section 5.2.5 cette distance est dé�nie pour le casparticulier des contours polyédriques. Dans le cas général �(M;Si) est



116 CHAPITRE 5. INTERPOLATION FONCTIONNELLEsimplement le rayon de la sphère maximale centrée en M ne coupantpas @(Si) (voir �gure 5.4).
M�Si@(Si)M�Fig. 5.4 � Distance d'un point M à un contour quelconque.

B) (M 2 E10) Pour un point M dans l'espace limité par les plans de coupe�0 et �1, la distance �(M;S) est interpolée en fonction des distancespositives �0 = �(M0;S0) et �1 = �(M1;S1), avec M0 = M(X;0) etM1 =M(X;1) sur �0 et �1 (voir �gure 5.5).�(M;S) = j h0�1 + h1�0 jh0 + h1 (5.5)Les termes h1 = z1 � z et h0 = z � z0 sont les hauteurs relatives de Mpar rapport à �1 et �2 (voir �gure 5.5). On en déduit l'expression de�(M;S) suivante : �(M;S) = z1 � zz1 � z0�0 + z0 � z1z1 � z0�1 (5.6)Cette distance interpolée véri�e bien les conditions aux limites sui-vantes :1. pour M 2 �0 on a h0 = 0 et donc �(M;S) = �02. pour M 2 �1 on a h1 = 0 et donc �(M;S) = �1
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Fig. 5.5 � Distance interpolée entre deux sections S0 et S1 (cas 2D et 3D).
5.2.3.2 Fonction distance signéeSoit f� une fonction croissante et monotone quelconque de �, qui vé-ri�e f0 � 0. En composant la fonction distance avec la fonction caractéris-tique (5.2), on obtient la fonction distance signée f� suivante, pour z1�z0 = 1 :f�(X;z) = �(X;1)f�(X;1) (z � z0) + �(X;0)f�(X;0) (z1 � z) (5.7)et f�(X;i) est une fonction de la distance � (p�, �, �2, i�, . . . ).L'objet recherché répond à l'inégalité f�(X;z) � 0, et l'ensemble Z(X)des valeurs de z véri�ant cette inégalité en X = (x;y) est :
I1(X) = 8>>>><>>>>: ; si �(X;0) = �(X;1) = �1[z0;z1] si �(X;0) = �(X;1) = 1hf�(X;1)z0+f�(X;0)z1f�(X;1)+f�(X;0) ;z1i si �(X;0) = 1 et �(X;1) = �1hz0;f�(X;0)z1+f�(X;1)z0f�(X;1)+f�(X;0) i si �(X;0) = �1 et �(X;1) = 1 (5.8)
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Fig. 5.6 � Interpolation I1(S) avec f� = �.La structure topologique de I1 est la même que celle de I0, puisqu'elle estdé�nie par les changements de valeurs de �0 et �1 (voir 5.8).Dé�nition 23 Soit R0 et R1 deux partitions dans les plans �0 et �1 paral-lèles. On appelle et on note R0 �R1 la partition sur un plan �0;1 parallèle à�0 et �1, qui résulte de la superposition de R0 et R1 sur �1;2.Nous appellerons structure combinatoire de f� ou de I(S), la partitionA10 sur laquelle f� a une expression analytique �xe, et est de signe constant.Cette structure combinatoire se déduit des partitions suivantes :� la partition S10 qui représente l'intersection des bords @(S0) et @(S1)des deux sections S0 et S1 et qui nous fournit la partition des signes def�. Les signatures possibles pour les cellules de S10 sont ++, ��, +�ou �+.� la partition V 10 qui est la superposition V or(S0) � V or(S1) des dia-grammes de Voronoï généralisés V or(S0) et V or(S1) des éléments géo-métriques (points, segments, courbes, ...) de S0 et S1. Une cellule V 10 (ei;ej)de V 10 est l'ensemble des points M de E0;1 tel que ei 2 @(S0) etej 2 @(S1) sont les éléments les plus proches de M parmi ceux de @(S0)et @(S1). En d'autres termes, dans toute une cellule V 10 (ei;ej) de V 10l'expression analytique de la distance � est dé�nie de façon constanteet unique. Il en de même pour f�.Finalement, A10 = V 10 � S10 représente la partition �nale, telle que la fonc-tion signée f� est dé�nie de façon simple, unique et de signature constante.Un exemple d'arrangement A10 pour des contours 1D est illustré en �gure 5.6par les secteurs en pointillés. Une description plus complète de la structurecombinatoire dans le cas particulier de contours polyédriques est faite ensection 5.2.5.



5.2. RECONSTRUCTION À PARTIR DE SECTIONS 1195.2.3.3 Continuité de f�La fonction est continue sur tout le domaine :1. dans toutes les cellules de l'arrangement A10, on a continuité de f�(X;z)si les distances élémentaires �(X;0) et �(X;1) sont continues.2. on passe continuement d'une cellule à l'autre :Soit C1 et C2 deux cellules adjacentes de A10 par la face T . Il y a deuxpossibilités pour T :� soit T est une face de S10 et l'expression analytique de f� ne changepas.� soit T est une face de V 10 et f� possède deux expressions analy-tiques di�érentes : les restrictions f�jC1 et f�jC2 de f� sur C1 et C2.Par dé�nition de V 10 , on a f�jC1(X) = f�jC2(X) 8X 2 T .
5.2.3.4 Dérivabilité de f�La fonction n'est pas dérivable sur tout le domaine, elle l'est uniquementpar morceaux : à l'intérieur de chaque cellule de l'arrangement.Pour des contours 1D, une façon de lisser les dérivées de la fonction auxbords des cellules est d'utiliser la fonction distance f� = ��� avec ��(M;Si)la distance de M à un autre élément dans Si. La détermination de ce secondélément est réalisée ainsi : il y a trois situations di�érentes qui nécessitentréellement une interpolation des valeurs de f�(X;0) et f�(X;1), font intervenirau maximum quatre extrémités de contours fu0;v0;u1;v1g (voir �gure 5.7)avec ui et vi les extrémités dans Si telles que M 2 [ui;vi].Ces situations correspondent à des cellules telles que �(X;0) 6= �(X;1) etpeuvent être classées selon que :� [u0;v0] � [u1;v1]� [u1;v1] � [u0;v0]� [u0;v0] \ [u1;v1] 6= ;.
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u1

"trou" "bosse"
"bord-bord" u0

u0
v1

v1
v0

v0Fig. 5.7 � Les principaux cas d'interpolation 2DDans ce cas on prend � comme la distance à u1 et �� est la distance àv1. L'expression analytique de f��� est �xe sur toute la zone à interpoler,c'est-à-dire sur [u0;v0] \ [u1;v1].En 2D, l'arrangement A10 est une partition du plan. Chaque cellule àun nombre arbitraire k, de cellules voisines. La généralisation directe à descontours 2D de la méthode "lisse" serait de dé�nir une fonction d'interpo-lation f dépendant de tous ces voisins. Des travaux récents de [MT97] ontmontré que l'utilisation des "voisins naturels" (Sibson [Sib81]) permet d'ob-tenir des interpolations lisses sur des structures équivalentes. D'une certainefaçon, il faut considérer à la place de A10, l'arrangement des disques videsde Delaunay (le lieu des points de IR2 ayant les mêmes voisins dans S0 etS1). Lorsqu'on traverse deux cellules adjacentes de cet arrangement, on nemodi�e qu'un seul de ces voisins.5.2.4 Exemples d'interpolations à partir de contours 1DLes contours 1D sont décrits sur la �gure 5.8 et les reconstructions ci-après(�gures 5.9, 5.10 et 5.11) illustrent les propriétés des di�érentes fonctionsd'interpolation du type :f�(X;z) = �(X;1)f�(X;1) z + �(X;0)f�(X;0) (1� z) (5.9)avec des expressions de f� di�érentes : �, �2, i� et ���.
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S0
S1 1 1

1 1
-1

S0
S1-1 -1

-1-1 -1Fig. 5.8 � Contours 1D initiaux (à gauche) et l'arrangement (à droite) A10des cellules de Voronoï signées des extrémités de S0 et S1.
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Fig. 5.9 � Résultats de l'interpolation avec f� = � et f� = �2
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Fig. 5.10 � Résultats de l'interpolation avec f� = i � � où 0 = 2 et 1 = 1.Et f� = i � � avec 0 = 1 et 1 = 2.
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Fig. 5.11 � f� = ��� et f� = i���, avec �� la distance dé�nie précédemment.On remarque sur les �gures 5.9 et 5.10 que les fonctions ne sont pas déri-vables en certains points. Des changements de courbure sont visibles au bordde l'arrangement. En �gure 5.11 l'interpolation avec f� = ��� est lisse. Ena�ectant un poids à chaque terme de distance, on peut donner plus d'im-portance à un contour qu'à un autre, et en pratique, modi�er la taille destrous et des bosses dans le cas de branchements complexes (voir �gures 5.10et 5.11).



5.2. RECONSTRUCTION À PARTIR DE SECTIONS 1235.2.5 Interpolation polyédrique 3DNous allons à présent considérer le cas particulier où les sections de S sontformées de polygones fermés. Les polygones sont quelconques, orientés, etpeuvent contenir des trous (autres polygones avec une orientation di�érente).Nous appellerons éléments de @Si, les arêtes et sommets (extrémités desarêtes) du contour @Si.Nous allons dé�nir une distance �(M;S), d'un point quelconque M aubord de l'objet recherché S, qui est une spécialisation au cas polygonal dela distance introduite en section 5.2.3. Pour cela, dé�nissons tout d'abord larestriction de �(M;S) dans une section particulière Si.
5.2.5.1 Distance à un contour polygonal @SiLa distance �(M;Si) d'un point quelconque M à S dans une section Si,est la distance de M à l'élément de @Si le plus proche.

�(M;Si) = mine2@Si�(M;e) (5.10)
et �(M;e) pour e 2 Si est la distance euclidienne du point M à e (e étantune arête ou un sommet).Comme remarqué dans la section précédente, le diagramme de VoronoïV or des segments et sommets de @Si, nous fournit la subdivision du plan(contenant Si) dans laquelle �(M;Si) garde la même expression analytique.Dans une cellule V or(e 2 Si) de cette subdivision, la distance �(M;Si) estdé�nie de façon constante : �(M;Si) = �(M;e). Les arêtes et sommets de cettesubdivision V or sont à égale distance de deux, respectivement trois, élémentsde @Si et garantissent une transition continue de �(M;Si) entre les cellulesadjacentes de V or.
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e V or(e) e V or�(e)V or+(e) V or(v) v V or�(v)

Fig. 5.12 � Partition de Voronoï de segments sur un contour. La cellulegrise V or(e) est la région de e. L'arête e coupe cette région, en deux nouvellescellules intérieure et extérieure (V or+(e) et V or�(e)).Les cellules de V or(e 2 @Si) sont scindées en une cellule positive V or+(e)et négative V or�(e) correspondant à l'intérieur et l'extérieur du contour (voir�gure 5.12). On appellera A(Si) la partition de Voronoï ainsi signée de Si.Pour deux sections consécutives S0 et S1 et leurs diagrammes de Voronoïsignés A(S0) et A(S1), l'arrangement A10 = A(S0) � A(S1) est dé�ni par lasuperposition des deux subdivisions A(S0) et A(S1) (voir �gure 5.13 pourl'arrangement issue de deux contours).
E2E1 v2e1

1
2

Fig. 5.13 � A gauche : superposition des diagrammes de Voronoï V or(1) etV or(2) des deux contours 1 et 2. A droite : arrangement A10(�;� ;�;� �) dedeux contours, et cellules particulières A10(E1;E2;+ ;�) et A10(e1;v2; + ;�).Chaque cellule C de A10 est donc l'intersection de deux cellules particu-lières V �i(e) et V �j(f), avec e 2 S0 et f 2 S1. Les paramètres �1 et �2 sont



5.2. RECONSTRUCTION À PARTIR DE SECTIONS 125les signes des deux cellules. La cellule C est donc indexée par un 4-uplet, etnous la noterons A10(e;f;�1;�2).Le critère d'interpolation est dé�ni par les règles suivantes :Règle 3 (Règle d'interpolation)Les éléments e0 et e1 sont des sommets ou arêtes quelconques de @S0 et@S1.� les cellules A10(e0;e1;� ;�) sont considérées extérieures à l'objet.� les cellules A10(e0;e1; + ;+) sont à l'intérieur de l'objet. Le cylindre gé-néralisé de base la cellule A10(e;f; + ;+) et de hauteur z0 � z0 est larestriction de I(S) sur A10(e;f;+ ;+).� les cellules A10(e0;e1;�0;�1) avec �0 6= �1 sont les seules cellules où uneinterpolation est nécessaire. La restriction de I(S) sur une cellule dece type est un cylindre généralisé de base la cellule, et borné par unequadrique (f�(X) = 0). Voir la section 5.2.5.2 pour une descriptiondétaillée de I(S) sur ces cellules.E1E2Fig. 5.14 � Quadrique générée par deux segments E0 et E1.5.2.5.2 Interpolation dans une cellulePour chaque cellule de A10 la fonction d'interpolation (5.7) est dé�nie defaçon unique et son expression analytique est constante. Les seules cellulesoù une interpolation est nécessaire sont celles de signes +� ou �+. Dans lasuite de cette section on peut donc considérer �(X;0) = ��(X;1). Le plusproche élément de @Si à un point M est soit une extrémité de @Si, soit unpoint sur une arête de @Si. On comptabilise donc quatre types de cellulesparticulières dans A10(�; � ; + ;�) et A10(�; � ;� ;+) :1. type sommet-sommet : M 2 A10(v0;v1) est une cellule de l'arrangementindexée par deux sommets v0 2 V or(S0) et v1 2 V or(S1). La restrictionde I(S) sur A10(v0;v1) est donnée par :�(X;1) �kMv1k2 z � kMv0k2 (1� z)� � 0:
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1

v0v1 A(v0;v1)
Fig. 5.15 � La cellule A10(v0;v1) correspondant à deux sommets v0 et v1.2. type sommet-arête : M 2 A10(v;e) est une cellule de l'arrangement in-dexée par un sommet v 2 V or(S0) et une arête e 2 V or(S1).�(X;1) �kMH1k2 z � kMv0k2 (1� z)� � 0:où H1 est la projection orthogonale de M sur e.0

1
v
e A(v;e)M

Fig. 5.16 � La cellule A10(v;e) correspondant à un sommet v et une arête e.3. type arête-sommet : cas symétrique du précédent.4. type arête-arête : M 2 A10(e0;e1) est une cellule de l'arrangement in-dexée par deux arêtes e0 2 V or(S0) et e1 2 V or(S1).�(X;1) �kMH1k2 z � kMH0k2 (1� z)� � 0:où H0 et H1 sont les projections orthogonales de M sur e0 et e1.



5.2. RECONSTRUCTION À PARTIR DE SECTIONS 1270
1

e0
e1

M
Fig. 5.17 � La cellule grisée A10(e0;e1) correspondant à deux arêtes e0 et e1.5.2.5.3 Construction de l'arrangement A10L'arrangement A10 de deux sections S0 et S1, correspond à la partitionde deux diagrammes de Voronoï signés V or(S0) et V or(S1) projetés sur unmême plan. Nous présentons ici sa construction à partir d'une discrétisationdes contours �0 et �1 de S0 et S1, et de la triangulation de Delaunay 3D del'ensemble des points (voir aussi [Boi88b, BG92]).Correspondance entre A10 et Del(S0 [ S1) La correspondance entreDel(S0 [ S1) et A10 a été notée dans [Boi88b]. La construction de Del(S0 [S1) peut se faire à partir des triangulations de Delaunay bidimensionnellesDel0 = Del(S0) et Del1 = Del(S1), de chaque section. Les tétraèdres obtenussont de trois types, ceux ayant une face dans Del0 sont notés t1, ceux ayantune face dans Del1 sont notés t1 et en�n ceux ayant un arête dans Del0 etune arête dans Del1 sont notés t12. Il n'y a pas d'autres cas possibles. Lacorrespondance entre les sommets de A10 et les tétraèdres de Del(S0 [ S1) sedé�nit en fonction de ces types, et de la dualité entre Delaunay et Voronoï.Les sommets de A10 sont formés par :� les sommets de V or(S0) qui correspondent à un tétraèdre de type t1dans Del(S0 [ S1).� les sommets de V or(S1) qui correspondent à un tétraèdre de type t1dans Del(S0 [ S1).� les sommets e0 \ e1 avec ei 2 V or(Si) qui correspondent à un tétraèdrede type t12 dans Del(S0 [ S1).Les cellules de A10 correspondent aux tétraèdres de Del(S0[S1) adjacentsà une même arête [v0;v1] telle que v0 2 S0 et v1 2 S1.



128 CHAPITRE 5. INTERPOLATION FONCTIONNELLE5.2.6 Résultats sur des coupes 2DLes reconstructions dans les �gures ci-après, montrent des branchementstrès naturels entre des contours pourtant complètement di�érents. Une appli-cation possible et directe de ce type d'interpolation est bien sûr le morphingentre deux formes di�érentes.

Fig. 5.18 � Données, subdivisions A10 et interpolations.
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Fig. 5.19 � Interpolations de contours divers. Quelques isovaleurs sont illus-trées sur le dernier exemple.



130 CHAPITRE 5. INTERPOLATION FONCTIONNELLE5.3 Interpolation d'objets colorésPlaçons nous à présent dans le cas où notre scène S comprend plusieursobjets di�érents. Plutôt que de reconstruire chaque objet de façon indépen-dante et risquer des intersections indésirables, nous allons reconstruire tousles objets en même temps, en utilisant de façon itérative la méthode sanscouleur.
Reconstruction itérative Soit S une scène comprenant n objets "colorés"Oi di�érents. Soit C = fc1;:::;cng l'ensemble de ces couleurs.Les contours "colorés" 1 et 2 (bords d'objets colorés) d'une même sec-tion Si ne se coupent pas, et sont de deux types :

1. les contours 1 et 2 sont complètement disjoints.2. les contours 1 et 2 sont confondus sur des portions de leurs contours(interface commune à plusieurs objets).
On note par I(1;2) le résultat de l'interpolation des contours 1 et 2.

Propriété 6 Soit A et B deux objets distincts. Soit S1 et S2 deux sectionsplanes qui coupent les bords de A et B en les contours A1 , A2 , B1 et B2 . SiA1 � B1 et A2 � B2 alors I(A1 ;A2 ) � I(B1 ;B2 ).
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d1(M;B)d1(M;A)
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Fig. 5.20 � L'inclusion des contours induit l'inclusion des objets interpolés.Preuve:Soit M 2 S1, et supposons que A1 � B1 , il y a trois possibilités pour M :� si M 2 A1 alors on a forcément M 2 B1 et donc �A(M;1) =�B(M;1) = 1. L'inclusion des contours A1 � cB1 nous donne l'in-égalité sur les distances : �1(M;A) � �1(M;B)� siM 62 A1 et M 2 B1 alors �A(M;1) = �1 et �B(M;1) = 1.� si M 62 A1 et M 62 B1 alors �A(M;1) = �1 et �B(M;1) =�1. On a l'inégalité sur les distances : �1(M;A) � �1(M;B).Dans tous les cas on a :�A(M;1)�1(M;A) � �B(M;1)�1(M;B)Et pour z 2 [z1;z2] on a (z � z1) � 0 et (z2 � z) � 0 d'où :�A(M;1)�1(M;A)(z � z1) � �B(M;1)�1(M;B)(z � z1)De même �A(M;2)�2(M;A) � �B(M;2)�2(M;B)et �A(M;2)�2(M;A)(z2 � z) � �B(M;2)�2(M;B)(z2 � z)



132 CHAPITRE 5. INTERPOLATION FONCTIONNELLEFinalement on arrive à f�;A(M) � f�;B(M) pour tout M 2 E1;2.Et on a bien I(A1 ;A2 ) � I(B1 ;B2 ).Cette propriété va nous servir à construire les objets Oi de façon itéra-tive. Le but étant de séparer ces objets en deux sous-ensembles distincts,l'un positif et l'autre négatif pour pouvoir utiliser la méthode d'interpolationprécédente. Les objets se déduisent �nalement par des opérations booléennessimples sur ces sous-ensembles.Itération Soit O11 = Sn�10 Oi et O01 = fOng .On construit O11 en utilisant l'algorithme précédent.On construit de façon itérative les objets Ok1 = Sn�k0 Oi .Pour k < l on a Ok1 � Ol1 on a I(Ok1) � I(Ol1) .L'objet Oi de couleur ci est �nalement décrit par :I(Oi) = I(Oi1)� I(Oi�11 )

Fig. 5.21 � Inclusion de deux objets 3D obtenus par interpolation.5.4 Application à des contours non fermésNous allons nous intéresser à présent à la reconstruction de surfaces àpartir de lignes courbes 1 et 2 dé�nies dans des plans parallèles �1 et �2.L'élaboration d'une telle méthode permettrait de reconstruire, par exemple,des surfaces de failles, connaissant leurs traces 2D dans plusieurs sectionsgéologiques parallèles. Une faille ne dé�nit pas un volume géologique et dece fait sa trace par une section quelconque, n'est pas un contour fermé.La méthode vue précédemment ne se généralise donc pas directement à cesdonnées.



5.4. APPLICATION À DES CONTOURS NON FERMÉS 133Nous nous intéressons, au cas où il n'y a pas d'ambiguïté sur les cor-respondances entre les contours : tous les contours de �1 et ceux de �2 sontassociés à un même objet et sont tous en correspondance. Nous orientonstous les contours selon un axe privilégié (Oz par exemple), qui induit unepolarisation de chacun des côtés d'une ligne. Cette polarisation nous permetde faire le lien avec la méthode 5.2 à partir de contours fermés. En e�et lesplans �1 et �2 sont partitionnés en régions positives et négatives. La subdi-vision de ces partitions est composée de cellules ++, ��, +� et �+ (voir�gure 5.22). Les cellules qui nous intéressent, comme dans le cas fermé, sontcelles à la fois à l'intérieur de l'objet (dans une section) et à l'extérieur (dansl'autre), c'est à dire celles identi�ées +� et �+.1 2

Fig. 5.22 � Contours ouverts et polarisation.

Fig. 5.23 � Interpolation polyédrique, et quelques isolignes pour z 2 [z1;z2].



134 CHAPITRE 5. INTERPOLATION FONCTIONNELLERemarque: les correspondances peuvent être réalisées de façons automa-tiques si la projection de 1 sur �2 est dans la région de Voronoï V or(2) etvice-versa.



5.5. INTERPOLATION DE POINTS SUR UNE SURFACE 1355.5 Interpolation de points sur une surfaceCette partie présente une méthode d'interpolation fonctionnelle, appli-quée à un ensemble de points E sur le bord d'un objet S de IRd. On supposeque l'on connaît la normale à S (ou une approximation) en tout point deE. Elle indiquera par convention l'extérieur de l'objet. On cherche donc unefonction h tel que h(X 2 E) = 0 et l'ensemble  = fX;h(X) � 0g approcheS.5.5.1 Interpolation au plus procheEn première approximation de S, nous supposons qu'en chaque pointX 2 E de normale ~n(X) et dans un voisinage à dé�nir, que le bord de S estrestreint au plan �(X) passant parX et de normale ~n(X). Cette interpolationest similaire à celle étudiée dans la reconstruction discrète du chapitre 3. Pourun point X, on appelle N1(X) le point de donnée le plus proche de X. Lafonction h(X) qui illustre cette approximation est dé�nie de la façon suivante:h(X) = h1(X); avec h1(X) = ��!XN1(X) � �!n (N1(X)).La forme interpolée  0 est dé�nie comme la fermeture du sous-ensemblede IRd qui véri�e h(X) � 0 (voir �gures 5.24 et 5.25). La détermination de 0 = fX;h(X) � 0g revient à faire la construction suivante. On construitla partition de Voronoï V or(E) des points de E. Les normales induisent lapartition volumique signée V �(E) de l'objet : chaque cellule est coupée (voir3.2.2.2) par le plan de normale ~n(p) passant par p, en deux cellules V +(p) etV �(p) respectivement intérieure et extérieure à l'objet (voir �gure 5.24). Etdonc  0 = fX;X 2 V +(E)g.

Fig. 5.24 � Interpolation au plus proche.
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Fig. 5.25 � Interpolation au plus proche de points et normales sur un visagehumain. Peu de points sont nécessaires pour approcher la forme donnée.5.5.2 Interpolation naturelleEtant donné un ensemble de points E et un point X 2 IRd, on appellevoisins naturels (natural neighbors) de X sur E, les voisins de X dans latriangulation de Delaunay de E[X. De façon équivalente, les voisins naturelsde X sont les points de E ayant leurs cellules de Voronoï en con�it avec X(i.e. sont modi�és en cas d'insertion de X).Soit M un point de E, on note V (M) la cellule de M dans le diagrammede Voronoï de E, et soit V 0(X) la cellule de X dans V or(E[X) et V (M;X) =V (M)\V 0(X). Si V (M;X) 6= ;, alors M est un voisin naturel de X. On notepar NatE(X) l'ensemble des voisins naturels de X sur E.
XMk vk(X)

Fig. 5.26 � Voisins naturels de X (cercle pleins). En gris l'aire "volée" parX à V (Mk). Le diagramme de Voronoï sans le point X est la partition enpointillés.Les voisins naturels sont généralement utilisés pour interpoler un en-



5.5. INTERPOLATION DE POINTS SUR UNE SURFACE 137semble de valeurs associées aux points de E (voir [Sib81]). Nous allons adap-ter ces idées au cas des normales.On considère V or(E) la partition de Voronoï (non signée) de E.Notons vi(X) l'aire de V (Mi;X), v(X) la somme des aires vi(X) pourtous les voisins naturels de X, Mi 2 NatE(X). Nous dé�nissons le poidsrelatif de Mi, noté wi(X), comme la quantité suivante :wi(X) = vi(X)v(X)On dé�nit comme précédemment hi(X) = ���!XMi��!n (Mi). Nous appelleronsinterpolation "naturelle" de E, l'interpolation des hi en fonction des voisinsnaturels, qui se dé�nit de la façon suivante :h(X) = Xi=Mi2NatE(X)wi(X) hi(X)La forme "naturelle" approchant S est donc dé�nie par l'ensemble  nat =fX;h(X) � 0g.Comme l'a montré Sibson (voir [Sib81]), wi(X) est une fonction continuede X, et qui est continuement dérivable partout sauf en les sites Mi 2 E. Leproblème aux sites est résolu par la connaissance des normales aux points.On obtient facilement que h(X) est une fonction d'interpolation des pointset normales de E, qui a les propriétés suivantes :� h est dé�nie partout.� h est continue partout.� h est dérivable en tout point, même en les sites Mi 2 E (voir illustra-tion 5.27).

Fig. 5.27 � Normales orientées de façons di�érentes et les interpolations"naturelles" correspondantes.



138 CHAPITRE 5. INTERPOLATION FONCTIONNELLESur les exemples suivants, des points et normales ont été saisis sur le bordd'objets courbes 2D (voir �gures 5.28, 5.29 et 5.30). On a ajouté d'autrespoints sur le dilaté de l'enveloppe convexe de E, a�n de ne pas considérerles cellules de Voronoï in�nies, qui faussent le calcul des régions naturellesvi(X). Peu de points sont nécessaires pour obtenir une forme cohérente (voir�gure 5.30).

Fig. 5.28 � Points et normales. Interpolation au plus proche et naturelle.

Fig. 5.29 � Points et normales. Interpolation au plus proche et naturelle.
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Fig. 5.30 � Points et normales sur le bord d'un dôme de sel et interpolationsnaturelles.
5.5.3 Le cas de points avec des valeursUne des originalités de la méthode discrète décrite dans les chapitresprécédents, est la possibilité de prendre en compte des données à l'intérieurdes objets, et non pas seulement sur leurs bords.Dans cette optique on considère en plus des normales, des points pi aux-quels des valeurs �(pi) sont associées :

� �(pi) < 0 si pi est à l'extérieur de l'objet.� �(pi) > 0 si pi est à l'intérieur de l'objet.
Nous allons dé�nir une fonction h plus générale, interpolant les donnéesE = E1 [ E2, avec E1 l'ensemble des points avec normales, et E2 celui despoints avec une valeur. On dé�nit h par l'interpolation suivante :h(X) = Xi=Mi2NatE1 (X)wi(X) hi(X) + Xi=Mi2NatE2 (X)wi(X) �(Mi)
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Fig. 5.31 � Deux normales et un ensemble de points étiquetés intérieurs(cercles pleins) et extérieurs (cercles vides) représentant par exemple un son-dage et l'interpolation "naturelle".Remarque: le choix des valeurs �(Mi) est arbitraire, et dépend de l'im-portance du point dans le modèle. Par exemple, pour des sondages, un bonchoix de �(Mi) semble être la distance au bord de l'objet sur le sondage.
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Chapitre 6ConclusionLa géométrie algorithmique fournit des structures et algorithmiques utilespour la modélisation de formes dans des domaines variés. Les résultats et ap-plications de cette thèse sont essentiellement axés sur les géosciences, maistrouvent aussi des applications à l'imagerie médicale. Ils montrent l'utilité desalgorithmes de reconstruction "automatique" pour la modélisation tridimen-sionnelle de formes naturelles. Les modèles reconstruits de façon automatiqueou semi-automatique, même s'ils ne sont parfois qu'une ébauche de l'objetrecherché, forment une bonne approximation et un point de départ pour unemodélisation plus complète.Les solutions proposées dans cette thèse utilisent des interpolations deproximité, et se basent sur les diagrammes de Voronoï. Les diagrammes deVoronoï sont des structures très intéressantes dès lors que la notion de proxi-mité est un caractère essentiel dans le modèle. De manière générale, lorsqueles données ne sont connues que par leur géométrie propre, les diagrammes deVoronoï (ou leurs structures duales, les triangulations de Delaunay) semblentla solution la plus naturelle, pour interpoler ces données, ou tout du moinspour les structurer. Ils o�rent une alternative aux méthodes qui utilisentdes éléments réguliers (voxels, grilles régulières), en fournissant une partitionde l'espace moins régulière et moins coûteuse et basée directement sur lesdonnées.L'accent a été mis sur une méthode la plus générale possible. En e�etil "su�t" de pouvoir exprimer les données de départ par un ensemble depoints colorés, pour pouvoir e�ectuer une reconstruction. Par contre, cettesouplesse de la reconstruction ne permet pas de juger une reconstruction endehors de son contexte applicatif. La structure géométrique et topologiquedes diagrammes de Voronoï, nous permet des interrogations e�caces du mo-dèle reconstruit (localisation d'un point 3D quelconque dans le modèle, calculdu volume d'un objet, voisinage topologique des objets de la scène, etc...),



142 CHAPITRE 6. CONCLUSIONet donc des mesures de qualité sont possibles sur ces modèles. Si c'est sur-tout l'oeil des scienti�ques qui nous a guidé au début, d'autres méthodesde validation ont été utilisées par la suite. Des méthodes de validation géo-physique ont été e�ectuées par les scienti�ques du B.R.G.M., sur le modèlegéologique du massif Armoricain par exemple (voir 4.4.3), et ont montré descorrespondances très satisfaisantes entre le modèle calculé et le modèle réel.Néanmoins, d'autres méthodes de validation doivent être prises en compteet testées. Des e�orts sur des inversions plus automatiques devraient aboutirà un modeleur très complet, permettant d'automatiser tout le processus deconstruction.Toujours dans un souci de généralité, les contraintes de la méthode dereconstruction sont essentiellement des contraintes géométriques (passagepar des points, normales, contraintes de courbure, tension) et tiennent peucompte du domaine d'application. Il est clair que pour obtenir de meilleursrésultats, de nouvelles contraintes doivent être considérées, qui se basent surle domaine d'application et sur le type de milieu rencontré. Par exemple,pouvoir ajouter des informations sur l'épaisseur des formations géologiquesserait très utile pour la modélisation; de plus ce sont des informations souventconnues. De nouvelles recherches sont aussi nécessaires, dans le cas d'une re-construction dans des milieux anisotropes, pour permettre et améliorer, parexemple, la construction de modèles géologiques fortement plissés lorsque lesdonnées sont peu nombreuses ou mal réparties. Il faut alors pouvoir tenircompte d'une information sur le champ d'anisotropie comme dans [LCM98].Ceci est possible en prenant en compte d'autres métriques respectant l'ani-sotropie du milieu à étudier. Par exemple modi�er la boule unité par uneellipse permettrait de privilégier des directions particulières. C'est un axe derecherche essentiel pour améliorer la cohérence des scènes reconstruites, etles diagrammes de Voronoï s'y prêtent bien.La dernière partie de ce manuscrit présente des méthodes nouvelles etune formulation un peu di�érente des méthodes de reconstruction discrète,qui se basent cette fois-ci sur l'élaboration de fonctions implicites approchantles données de départ. Lorsque les données sont des sections particulières del'objet, l'interpolation tenant compte des distances aux contours, o�re desformes et branchements très naturels. Les méthodes très prometteuses dansle cas de points avec valeurs (intérieur, extérieur, normale) doivent être géné-ralisées à la dimension supérieure et testées sur de multiples exemples. Bienque basées sur les mêmes structures que pour le cas discret, elles introduisentune autre formulation du même problème. L'association entre les fonctionsimplicites et les structures géométriques telles que les diagrammes de Voro-noï est une idée qu'il faut continuer à explorer et une direction de recherchepour des travaux futurs.
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