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Introdu
tion�1 Des
ription du problèmeLe travail que nous allons présenter a pour objet l'étude d'une appli
ation pratique au pro-blème très général de l'interpolation. Cette question, bien que formulée de longue date par lesmathématiques, réapparaît, aujourd'hui, sous un jour nouveau grâ
e aux possibilités a
tuelleso�ertes par l'informatique. Le problème 
onsistant à dé�nir un objet interpolant un ensemble dedonnées trouve, dorénavant, une interprétation plus 
on
rète que jamais pour la re
onstru
tionde modèles géométriques. En e�et, pour de nombreuses appli
ations, il est aujourd'hui né
essairede disposer d'une représentation informatique des objets réels. Les progrès 
onstants des pro
édésde numérisation et l'importan
e grandissante de l'outil informatique dans la 
on
eption indus-trielle ou en
ore le 
al
ul s
ienti�que exigent maintenant de disposer aussi de méthodes �ableset e�
a
es permettant de re
onstruire un modèle géométrique à partir de données partiellesnumérisées sur un objet. Le développement de solutions 
on
rètes à 
e problème mêle di�érentsaspe
ts, des plus théoriques aux plus pratiques. Il s'agit en e�et, non seulement de 
erner les
onditions mathématiques autorisant l'existen
e d'une re
onstru
tion 
orre
te d'un objet, maisaussi de savoir proposer des alternatives 
on
rètes dans le 
as où 
es exigen
es ne sont pas véri-�ées. Aussi, par 
es enjeux antagonistes, le problème auquel nous allons nous 
onfronter révèleune ri
hesse et une 
omplexité que bien des utilisateurs potentiels, pour qui la re
onstru
tionn'est qu'un préalable à d'autres appli
ations, ne peuvent soupçonner.�2 Domaines d'appli
ationLe 
hamp des appli
ations possibles au problème de la re
onstru
tion est vaste. Tentonsd'en faire un tour rapide et non exhaustif, simplement pour illustrer la pression a
tuelle pourla re
her
he et le développement de solutions pratiques performantes. On peut distinguer deuxgrands domaines d'appli
ations portant le même intérêt grandissant vis à vis de la modélisationgéométrique d'objets réels à partir de données numérisées. D'une part, on peut identi�er 
er-taines appli
ations dont les besoins sont de l'ordre de la visualisation d'objets réels, tel le 
inémaet plus parti
ulièrement les e�ets spé
iaux, mais aussi l'industrie, en pleine expansion, des jeuxvidéos ou en
ore les appli
ations en développement de réalité virtuelle. On 
itera, entre autres, leprojet Mi
helangelo [LPC+00℄ se proposant de numériser plusieurs statues de Mi
hel Ange.D'autre part, on peut regrouper des appli
ations plus s
ienti�ques dont les besoins sont plus pré-
is et pour lesquelles il est né
essaire d'apporter des garanties sur les modèles re
onstruits. Onpeut songer aux di�érentes appli
ations médi
ales, à des �ns d'aide au diagnosti
, de simulationou de préparation d'interventions 
hirurgi
ales. À titre d'illustration, on peut penser au projetvisible human proje
t [oM86℄ grâ
e auquel on dispose de la numérisation 
omplète d'un hommexi



Introdu
tionet d'une femme. Évoquons aussi les multiples besoins de l'industrie ayant trait à la 
on
eptiond'objets, des appli
ations CAO jusqu'au reverse engineering. Plus généralement, au peut aussisonger aux nombreux domaines 
on
ernés par la simulation numérique, utilisant le 
al
ul s
ien-ti�que a�n de modéliser les intera
tions des objets et de leur milieu : l'industrie aéronautique,automobile, ou en
ore l'o
éanographie. Par ailleurs, 
ertaines appli
ations, tels les systèmes d'in-formations géographiques (SIG), entremêlent les aspe
ts de visualisation et 
ertaines exigen
esde 
ohéren
e sur les modèles manipulés. Évidemment, la diversité de 
es domaines d'appli
ationa pour 
onséquen
e une variété tout aussi grande pour la provenan
e des données que l'on auraà 
onsidérer. Évoquons, sans entrer dans le détail, les pro
édés de numérisation les plus 
onnus :les s
anners laser, la stéréo-vision, l'é
hographie, les di�érentes te
hniques de tomographie (p. ex.CT), l'imagerie par résonan
e magnétique (IRM), la mi
ros
opie éle
tronique (EM) ou en
orel'analyse d'images satellitaires.�3 Organisation de 
e manus
ritCe do
ument est organisé en quatre 
hapitres, la volonté étant de présenter les di�érentesnotions abordées des plus générales aux plus parti
ulières.Le premier 
hapitre a pour objet de fournir les éléments essentiels à la 
ompréhension des idéesévoquées par la suite. Il regroupe quelques rappels sur des stru
tures de Géométrie algorithmiquequi sont au 
÷ur des méthodes de re
onstru
tion qui seront développées ensuite et donne unpanorama représentatif des di�érentes appro
hes formulées jusqu'à présent pour répondre à notreproblème. Cet état de l'art traitera, tout d'abord, des méthodes généralistes, qui ne présupposentque le �minimum� sur les données qu'elles ont à 
onsidérer, mais aussi de méthodes spé
ialisées,qui mettent à pro�t une stru
ture supposée sur les entrées.Le deuxième 
hapitre présente notre 
ontribution à la librairie CGAL (Computational Geo-metry Algorithms Library). Après une présentation générale deCGAL à 
e jour, nous détailleronsles di�érentes implantations réalisées dans le 
adre d'un module d'aide à la re
onstru
tion, au-jourd'hui intégré au 
orps de la librairie : les Alpha-formes dans le plan et l'espa
e ainsi que leurversion pondérée, et le 
al
ul des 
oordonnées bary
entriques asso
iées aux voisins naturels dansle plan.Le troisième 
hapitre propose une méthode de re
onstru
tion généraliste par déploiement desurfa
e. Ce déploiement est tempéré par un 
ontr�le topologique qui nous permet de garantirl'orientabilité de la re
onstru
tion proposée dans le 
as d'objets réels. Il nous est ainsi possiblede re
onstruire une grande 
lasse de modèles, surfa
es orientables ou non, fermées ou à bords.Cette appro
he se révèle parti
ulièrement e�
a
e, tant en terme de qualité des résultats obtenusqu'en terme de rapidité de 
al
ul.Le quatrième 
hapitre dé
rit une méthode de re
onstru
tion spé
ialisée dans le 
as de don-nées organisées en se
tions. Cette appro
he 
onsiste en l'approximation du niveau zéro d'unefon
tion impli
ite dé�nie à l'aide du s
héma d'interpolation bary
entrique des voisins naturels.Cette dé�nition fon
tionnelle nous permet de 
onstruire une transition lisse entre deux se
tions
onsé
utives. En outre, tous les 
al
uls étant réalisés dans le plan, les performan
es de notreméthode d'interpolation lisse entre se
tions sont 
omparables à 
elles des méthodes de référen
ene proposant qu'une re
onstru
tion linéaire.En 
on
lusion générale, nous reviendrons sur les di�érents points abordés pour lesquels nousproposerons quelques développements et perspe
tives avant de 
on
lure 
e travail.xii
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Chapitre 1. Quelques notions utiles�1.1 Eléments de Géométrie algorithmique1.1.1 Introdu
tionLa Géométrie algorithmique est une dis
ipline née au du milieu des années soixante dix.Cependant, on peut, en quelque sorte, la 
onsidérer 
omme une digne héritière de l'étude des
onstru
tions géométriques �à la règle et au 
ompas�. Prenant naissan
e dans l'antiquité, maiss'appuyant prin
ipalement sur des résultats mathématiques initiés à la �n du xixesiè
le, sonobjet est de proposer une appro
he 
onstru
tive de la géométrie adaptée aux 
ontingen
es in-formatiques. En e�et, nombreux sont les domaines d'appli
ation informatique exigeant de savoirreprésenter et manipuler des objets de nature géométrique. On peut songer à la robotique, l'ima-gerie médi
ale, la vision par ordinateur, la 
on
eption assistée par ordinateur, l'informatiquegraphique, la métrologie ou en
ore à la réalité virtuelle. La disparité de 
e vaste 
hamp d'ap-pli
ations a paradoxalement donné naissan
e à une dis
ipline à part entière que l'on ne peutnégliger aujourd'hui. En e�et, les résultats développés depuis l'origine de la Géométrie algorith-mique, s'appuyant au départ sur des te
hniques de l'Algorithmique 
lassique, ont donné lieu àl'émergen
e de te
hniques algorithmiques spé
i�ques. On peut, par exemple, penser à la te
hniquede balayage de Bentley et Ottman. Par ailleurs, l'analyse de la 
omplexité des algorithmesgéométriques met souvent en éviden
e la stru
ture 
ombinatoire des objets 
onstruits. Ainsiinterviennent, de manière intrinsèque, des résultats de Géométrie 
ombinatoire tels le fameuxthéorème de la borne supérieure de M
 Mullen par exemple.Dans la suite de 
ette partie, loin de prétendre présenter un panorama 
omplet de la Géomé-trie algorithmique, nous nous 
ontenterons uniquement d'exposer quelques notions essentiellesà la 
ompréhension de nos travaux. Ainsi, nous détaillerons parti
ulièrement plusieurs sortes detriangulations possédant des propriétés parti
ulières et qui interviendront de manière répétéedans la suite du manus
rit. Au 
entre de 
e développement, on trouvera la triangulation deDelaunay, qui o

upe une pla
e de 
hoix dans les appro
hes de résolution du problème de lare
onstru
tion en Géométrie algorithmique (
f. 1.2). Le r�le primordial de 
ette stru
ture, plusen
ore que pour notre problème pré
is, est illustré par les di�érentes variantes que nous présente-rons dans 
ette partie. L'ensemble des résultats développés dans 
e manus
rit ne fait que rendrehommage, à leur mesure, aux travaux de M. Delaunay.Aussi bien pour une présentation plus pré
ise, que pour une introdu
tion à des 
on
epts élé-mentaires de Géométrie algorithmique, on pourra se référer à [BY95℄. Il est, en e�et, souhaitablepour le le
teur, qu'il se familiarise au préalable ave
 les dé�nitions de simplexe, de 
omplexe
ellulaire, de triangulation et de dualité. Dans la suite du manus
rit, on 
onsidérera par ailleurs,
omme a
quises, di�érentes notions telles les stru
tures de données et les algorithmes 
lassiquesen Algorithmique générale ou des notions de 
omplexité algorithmique.1.1.2 La triangulation de DelaunayOn 
onsidère S un é
hantillon de points de Rd, pour un ensemble T 2 S 
onstitué de k pointsa�nement indépendants, ave
 1 � k � d, on note �T le simplexe de dimension k� 1 ayant poursommets les points de T . A�n de dé�nir 
e qu'est une triangulation de Delaunay, il est utiled'exposer la propriété suivante :Propriété 1.1 Étant donné un é
hantillon de points S, un simplexe �T véri�e la propriété de lasphère vide s'il existe une sphère 
ir
ons
rite à T dont l'espa
e intérieur est vide de points de S.2
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Fig. 1.1 � Illustration : une triangulation de Delaunay.Alors, on dit d'une triangulation qu'elle est de Delaunay si tous ses simplexes véri�ent lapropriété de la sphère vide.Cette propriété a plusieurs 
onséquen
es importantes. Citons, pour mémoire, les propriétésles plus 
onnues de 
e type de triangulation.* La triangulation de Delaunay pour un ensemble de points en position générale (i.e. iln'existe pas d+ 2 points 
osphériques en dimension d) est unique.* La frontière extérieure d'une triangulation de Delaunay d'un ensemble de points S 
oïn-
ide ave
 l'enveloppe 
onvexe de S.* En dimension 2, la triangulation de Delaunay est la triangulation qui maximise l'angleminimum de ses triangles, parmi toutes les triangulations possibles pour un ensemble depoints donné.Par ailleurs, l'étude de son graphe dual, que nous allons aussi présenter (
f. 1.1.3), fournit d'autrespropriétés remarquables. Nous reviendrons, dès la deuxième partie de 
e 
hapitre et tout au longde 
e manus
rit, à di�érents aspe
ts de 
ette stru
ture vis à vis du problème de la re
onstru
tion.Ces développements étayeront, une fois de plus, les 
onséquen
es subtiles de la propriété 1.1.1.1.3 Le diagramme de VoronoiLe diagramme de Voronoi est une partition de l'espa
e en 
ellules 
ontenant 
ha
une unpoint de l'é
hantillon. Chaque 
ellule est alors une région où les points de l'espa
e ont pour pluspro
he voisin, dans l'é
hantillon, le point asso
ié à 
ette 
ellule de Voronoi (�gure 1.2). Pourune dé�nition plus formelle, notons d la distan
e eu
lidienne. Pour tout point p d'un é
hantillonde points S, on dé�nit la 
ellule de Voronoi de p, notée V(p), ainsi :V(p) = fx 2 Rd= 8q 2 S n fpg; d(p; x) � d(q; x)gRemarquons que la 
ellule V(p) est l'interse
tion des demi-espa
es 
ontenant p délimités parles plans médiateurs entre p et 
ha
un des points de S. Tout point de l'espa
e x possède unplus pro
he voisin dans S et don
, appartient à une 
ellule de Voronoi. De plus, un tel pointx ne peut appartenir qu'à l'intérieur d'une seule 
ellule. En e�et, si x 2 V(p1) et x 2 V(p2) on3
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Fig. 1.2 � Illustration : une triangulation de Delaunay et son graphe dual, le diagramme deVoronoi.déduit que d(p1; x) = d(p2; x) et le point x est sur l'hyperplan médiateur de p1 et p2, frontièredes 
ellules V(p1) et V(p2).On appelle alors diagramme de Voronoi, V(S), de l'é
hantillon de points S, le 
omplexe 
el-lulaire dont les 
ellules de dimension maximale sont les V(p) pour tous les points p de S. Ondispose ainsi e�e
tivement, d'après les remarques du paragraphe pré
édant, d'une partition del'espa
e.Par ailleurs, pour établir le lien de dualité entre triangulation de Delaunay et diagrammede Voronoi, il su�t de remarquer que, pour des points S en position générale et T � S unsous-ensemble de k points (k � d + 1, d la dimension), il y a équivalen
e entre l'adja
en
e des
ellules de Voronoi asso
iées aux points de T et l'existen
e d'une sphère vide 
ir
ons
rite à
es mêmes points. La relation étroite de dualité entre 
es deux stru
tures met en lumière le r�leparti
ulier de la triangulation de Delaunay dans les problèmes faisant intervenir une notion deproximité et don
 le diagramme de Voronoi.Détaillons, pour mémoire, quelques autres propriétés du diagramme de Voronoi. Celles-
i,plus fa
iles à exposer pour Voronoi, ont évidemment leur tradu
tion par dualité. Par sou
i desimpli�
ation, on 
onsidère des points en position générale.* La 
ellule de Voronoi, V(p), est in�nie si et seulement si p est un sommet de l'enveloppe
onvexe de S.* Chaque 
ellule de Voronoi, V(p), est un polytope 
onvexe.* Les sommets du diagramme de Voronoi sont les 
entres des sphères 
ir
ons
rites auxsommets des simplexes de dimension maximale de la triangulation de Delaunay duale.4



1.1. Éléments de Géométrie algorithmique1.1.4 La triangulation régulière

Fig. 1.3 � Illustration : une triangulation régulière et son graphe dual.La notion de triangulation régulière peut être 
onsidérée 
omme une généralisation de latriangulation de Delaunay. Il s'agit, en fait, d'étendre la notion de triangulation de Delaunaypour une métrique non eu
lidienne. Plus pré
isément, 
onsidérons, Sw, un ensemble de pointspondérés, i.e. des points a�e
tés d'une quantité positive nommée poids. On peut dé�nir la notiond'orthogonalité entre points pondérés.
P Q

Fig. 1.4 � Illustration : orthogonalité de deux points pondérés.Dé�nition 1.1 Deux points pondérés Pw et Qw ( i.e. des points p et q de poids respe
tif wp etwq) sont dits orthogonaux si et seulement si :�(Pw; Qw) = k�!pqk2 � wp � wq = 0 5



Chapitre 1. Quelques notions utilesRemarquons que l'on peut aussi donner une version plus géométrique de 
ette notion d'ortho-gonalité. En e�et, si l'on se représente un point pondéré Pw par la sphère 
entrée en p de rayonpwp. Alors, l'orthogonalité des points pondérés Pw et Qw n'est autre que le 
as où les deuxsphères représentant Pw et Qw s'interse
tent orthogonalement (�gure 1.4). Par abus de langageet pour simpli�er l'exposé, on identi�era les deux représentations.On peut, à partir de l'orthogonalité, 
onsidérer une nouvelle grandeur, la puissan
e entredeux points pondérés. Cette grandeur, bien que n'étant pas, à proprement parler, une distan
e,peut être utilisée pour étendre les stru
tures présentées 
i-avant au 
as des points pondérés.Dé�nition 1.2 On dé�nit la puissan
e de deux points pondérés Pw = (p;wp) et Qw = (q; ww)
omme : �(Pw; Qw) = k�!pqk2 � wp � wqNotons qu'il existe une sphère orthogonale à un ensemble Tw 2 Sw 
onstitué de k points pondérés,ave
 1 � k � d, d étant la dimension. On note �Tw le simplexe de dimension k � 1 ayant poursommets les points de Tw.On peut alors dé�nir la notion de triangulation régulière, de manière analogue à une trian-gulation de Delaunay, à 
e
i-près que la propriété de la sphère vide se reformule ainsi :Propriété 1.2 Étant donné un é
hantillon de points pondérés Sw, un simplexe �Tw possède lapropriété de la sphère orthogonale vide s'il existe une sphère, représentation d'un point pondéréCw, orthogonale à tous les points de Tw, tels que �(Cw; Pw) > 0; Pw 2 Sw n Tw.Une triangulation régulière est don
 une triangulation, dont tous les simplexes véri�ent 
etteversion de la propriété de la sphère vide pour des points pondérés.Remarquons que 
ette notion 
oïn
ide ave
 la dé�nition d'une triangulation de Delaunaydans le 
as où tous les poids sont nuls. Par ailleurs, il y a, là en
ore, une notion duale, que nousne développerons pas i
i, le diagramme de puissan
e. On évoquera seulement que les 
ellules dudiagramme de puissan
e ont, elles aussi, la propriété d'être 
onvexes.1.1.5 La triangulation de Delaunay 
ontrainte

Fig. 1.5 � Illustration : une triangulation de Delaunay 
ontrainte par les arêtes vertes.6



1.1. Éléments de Géométrie algorithmiqueNous allons maintenant présenter une variante de la triangulation deDelaunay. On étudiera,i
i, uniquement le 
as de la dimension 2, d'autant plus que l'on peut montrer que l'appro
heproposée ne se généralise pas en dimension 3. On 
onsidère, dorénavant, disposer d'un ensemble desegments, appelés 
ontraintes, noté C. Le problème est de 
onstruire une triangulation respe
tant
es 
ontraintes (i.e. les segments 
ontraints doivent apparaître dans la triangulation), possédantidéalement les propriétés de la triangulation de Delaunay. Malheureusement, la triangulationde Delaunay étant unique, si les 
ontraintes de l'ensemble C n'y apparaissent pas toutes, 
ettetâ
he est vouée à l'é
he
. On peut 
ependant se rappro
her du résultat voulu, en adaptant lapropriété de la sphère vide au 
as 
ontraint. Pour un triangle, possédant une arête 
ontrainte,on désigne 
omme visible le demi plan 
ontenant le triangle délimité par la droite support de la
ontrainte.Propriété 1.3 Étant donné un é
hantillon de points S et un ensemble de 
ontraintes C, untriangle �T véri�e la version 
ontrainte de la propriété de la sphère vide si la portion visible del'intérieur de la sphère 
ir
ons
rite à T est vide de points de S et d'extrémités des segments deC.On appelle alors triangulation de Delaunay 
ontrainte une triangulation pour laquelle tous lestriangles véri�ent 
ette propriété de la sphère vide adaptée au 
as 
ontraint.1.1.6 La triangulation de Delaunay 
onforme

Fig. 1.6 � Illustration : une triangulation de Delaunay 
onforme vis à vis des arêtes vertes.Cette autre variante propose une autre appro
he pour tenter de répondre au problème pré
é-dant, 
onsistant à fournir une triangulation possédant les �bonnes� propriétés d'une triangulationde Delaunay, tout en imposant la présen
e d'un ensemble d'arêtes C. Là en
ore, nous étudieronsuniquement le 
as de la dimension 2, qui sera seul utilisé dans la suite du manus
rit. I
i, plut�tque de modi�er la propriété de la sphère vide a�n de tolérer les 
ontraintes, on va 
her
her à
onstruire une vraie triangulation de Delaunay, en 
assant les 
ontraintes en autant d'arêtesde Delaunay que né
essaire.Ainsi, pour être plus 
orre
t, nous allons présenter une méthode permettant de 
onfor-mer (i.e. rendre de Delaunay) une triangulation dans le plan en respe
tant un ensemble de7



Chapitre 1. Quelques notions utiles
ontraintes donné C [Boi88, She96℄. Tout d'abord, on insère les points de l'é
hantillon S, ainsique les extrémités des 
ontraintes de C dans une triangulation de Delaunay. Dans le 
as de
ontraintes disjointes et sans interse
tions, 
onsidérons L, l'ensemble des 
ontraintes de C, dontle 
er
le diamétral n'est pas vide de points (i.e. qui n'apparaissent pas naturellement 
ommearête de la triangulation de Delaunay). Il su�t d'insérer dans la triangulation de Delaunayle milieu de 
haque arête e de L, et de rempla
er e dans L par les moitiés d'arête issues de e sileur 
er
le diamétral n'est pas vide de points, et 
e jusqu'à 
e que L soit vide. Cette méthodetermine [She96℄ et, bien que le nombre théorique de points rajoutés soit très grand, il se révèletout à fait a

eptable en pratique.Par ailleurs, il existe une solution pour traiter le 
as de 
ontraintes s'interse
tant (surtoutquand elles forment des petits angles) [She00℄, qui 
onsiste à protéger 
es points d'interse
tionsproblématiques, en leur appliquant un traitement spé
ial. Sans entrer dans le détail de la solutionévoquée pour résoudre 
e problème, on pourra 
ependant retenir le résultat : il est possible de
onformer une triangulation 
ontrainte y 
ompris quand les 
ontraintes s'interse
tent.�1.2 Le problème de la re
onstru
tion1.2.1 Du problème de la re
onstru
tionLe problème de la re
onstru
tion que nous allons aborder dans 
e manus
rit dépasse de loinles enjeux que nous allons évoquer par la suite. En fait, la formulation que nous allons adop-ter i
i n'est qu'une parti
ularisation d'un problème fondamental étudié de longue date dansdes domaines di�érents. Philosophiquement, on pourrait le formuler ainsi : 
omment représenter
orre
tement un phénomène global simplement à partir d'observations partielles ? Cette problé-matique prend évidemment un sens propre suivant les di�érents 
adres où elle intervient. Ellepeut, à son tour, sus
iter bien d'autres questions plus métaphysiques en
ore. Contentons nousi
i d'illustrer di�érentes interprétations possibles de 
e problème dans un 
adre s
ienti�que a�nd'en saisir les 
ara
téristiques 
ommunes.De nombreux domaines sont 
onfrontés au problème 
onsistant à retrouver les 
ara
téris-tiques, la nature, d'un phénomène en ne disposant pour 
ela que de 
ertaines réalisations 
on
rètesde l'objet 
onvoité. On peut, par exemple, songer au physi
ien qui tente de trouver les lois régis-sant un phénomène simplement à partir d'observations expérimentales. D'un point de vue pluspratique, les domaines d'appli
ations, pour lesquels l'un des enjeux prin
ipaux est d'estimer les
ara
téristiques d'un objet qui n'est que partiellement maîtrisé, ne manquent pas. On 
itera, àtitre d'exemples, la 
ryptologie, où on souhaiterait retrouver le message d'origine à partir dumessage 
hi�ré, l'astrophysique ou à l'extrême inverse la physique des parti
ules, où l'on doitse 
ontenter de mesures indire
tes sur les objets d'étude. Sans pousser plus loin 
es 
onsidéra-tions hasardeuses, on peut toutefois mettre en lumière, un fait qui doit être gardé à l'esprit pouraborder le problème qui va être le n�tre. Dans la plupart des 
as où il est possible de modéliser
orre
tement un phénomène prétendument �in
onnu� à partir d'informations partielles, 
'estessentiellement par
e que l'on 
her
he, en fait, quelque 
hose de pré
is. C'est bien souvent una priori (plus ou moins 
ons
ient) qui 
omble le dé�
it d'informations. Ainsi, nous avons tenté,au 
ours de 
e travail, d'énon
er les di�érents présupposés sur lesquels reposent les appro
hesque nous allons proposer.8



1.3. État de l'art des méthodes générales1.2.2 La re
onstru
tion de modèles géométriquesSous une formulation plus théorique, le problème évoqué pré
édemment est aussi un objetd'étude important pour les mathématiques. Dans le 
adre mathématique, il s'agit de re
ons-truire idéalement exa
tement, ou au moins d'appro
her, un objet mathématique (par exempleune fon
tion) à partir d'un é
hantillon provenant de 
et objet. Ce problème est an
ien et sesdéveloppements, jusqu'à aujourd'hui, nombreux. Des formulations les plus simples1 au fameuxthéorème de Shannon et la théorie de l'information, le 
hemin n'est pas aisé à retra
er. Nous nenous y essayerons d'ailleurs pas dans le 
adre de 
e manus
rit. Il serait 
ependant impossible deprésenter notre travail sans au moins évoquer l'imposant héritage légué par les mathématiquesen 
e qui 
on
erne les problèmes d'interpolation, d'approximation ou de re
onstru
tion.Suivant l'évolution générale motivée par les nouvelles possibilités o�ertes par l'outil infor-matique, le problème de la re
onstru
tion est aujourd'hui abordé sous un angle di�érent. Lesrésultats attendus se doivent dorénavant d'être 
onstru
tifs plus qu'existentiels. La formulationparti
ulière du problème qui va nous intéresser i
i est la suivante :Supposons disposer d'un ensemble de points mesurés sur un objet O,
omment, alors, fournir un modèle géométrique qui appro
he la frontière de l'objet O.Il ne s'agit plus seulement de formuler la possibilité de re
onstruire un objet mais de réalisere�
a
ement la re
onstru
tion et d'établir un 
adre pratique permettant de mieux 
erner la li-mite entre des données partielles inintelligibles et l'objet d'origine dont elles proviennent. Sous
et aspe
t, de nombreux résultats mathématiques perdent de leur intérêt. Les 
ontingen
es in-formatiques imposent, malheureusement, des 
ontraintes spé
i�ques pour un 
al
ul raisonnable.Ces 
ontraintes ne sont 
ependant qu'un �petit� désagrément 
omparé à l'étendue des nouvellesappli
ations possibles pour le problème de la re
onstru
tion. En e�et, de nombreux domaines,pro�tant eux aussi du développement de l'outil informatique, motivent aujourd'hui la re
her
hede méthodes pratiques pour notre problème. Sans entrer dans le détail puisque nous y revien-drons plusieurs fois au 
ours de notre présentation, on peut 
iter, à titre d'exemple, le domainemédi
al, le 
inéma, l'industrie automobile, l'aéronautique, la géologie, 
ha
un ayant leurs besoinsspé
i�ques vis à vis de la re
onstru
tion de modèles géométriques.Avant de présenter notre 
ontribution au problème de la re
onstru
tion, il 
onvient de détaillerles di�érentes appro
hes proposées dans la littérature pour répondre à 
e problème. Nous avons
hoisi de séparer en deux parties 
et état de l'art, a�n de regrouper entre elles, d'une part, lesméthodes à vo
ation générale et d'autre part, des méthodes dédiées à 
ertains types d'é
hantillonsde points.�1.3 Etat de l'art des méthodes générales1.3.1 Introdu
tionPré
isons, tout d'abord, 
e que l'on entend par méthodes générales. On 
onvient dans lalittérature de nommer ainsi les méthodes 
apables de traiter en entrée des ensembles de pointsqui auraient été permutés aléatoirement. Il ne s'agit pas de 
ompliquer le problème pour le plaisir,mais plut�t de présenter le point de vue adopté par 
ette 
lasse de méthodes. Il s'agit, en fait,de re
onstruire des modèles sans rien présumer sur le pro
édé de mesure utilisé. Ainsi, on peut1Quel est le 
hemin le plus 
ourt passant par deux points ? 9



Chapitre 1. Quelques notions utiles
onsidérer que les méthodes dites générales se proposent de disso
ier la numérisation des objetsde l'étape de re
onstru
tion. Cela peut se justi�er au regard de la grande diversité des pro
édéspermettant d'a
quérir des é
hantillons de points. Il serait, en e�et, absurde de développer dans
haque 
as des méthodes spé
i�ques si l'on peut re
onstruire 
orre
tement les modèles grâ
e à uneseule méthode. Pour répondre à 
ette formalisation générique du problème de la re
onstru
tion,on peut distinguer deux grandes familles de méthodes :* d'une part, les méthodes de nature dis
rète, fondées sur l'utilisation de 
ertains 
ritèrespermettant la séle
tion de 
ertaines fa
ettes dans la triangulation de Delaunay,* d'autre part, les méthodes utilisant une 
ertaine fon
tion qu'il s'agit suivant les 
as d'an-nuler ou de minimiser a�n de dé�nir une surfa
e interpolant les données à partir de laquelleon peut 
onstruire une représentation appro
hée.1.3.2 Les méthodes de séle
tion dans la triangulation de DelaunayLes premières appro
hes envisagées pour répondre au problème de la re
onstru
tion d'unensemble de points désorganisés exploitent toutes deux 
ertaines propriétés de la triangulation deDelaunay pour des points situés sur une surfa
e. Ainsi, les Alpha shapes (que nous nommerons,par la suite Alpha-formes en français), énon
ées par H. Edelsbrunner et al. [EKS83, EM94℄,et la méthode de s
ulpture, l'une des appro
hes présentée par J.-D. Boissonnat dans [Boi84℄,sont les premières à établir un lien entre 
ette stru
ture majeure de la Géométrie algorithmique,que représente la triangulation de Delaunay, ave
 le problème de la re
onstru
tion. Sans nousattarder sur les Alpha-formes, que nous détaillerons au 
hapitre suivant (
f. se
tion 2.4), on peut
ependant en exprimer simplement l'idée : il s'agit de trier les simplexes de la triangulation deDelaunay suivant le rayon de leur plus petite sphère vide (
f. propriété 1.1), on présume alorsque, pour un é
hantillon de points uniforme, la re
onstru
tion est fournie par les simplexes derayon inférieur à une 
ertaine valeur de �. Pour la te
hnique de s
ulpture, il s'agit de retirer unà un des tétraèdres à la triangulation de Delaunay a�n de 
reuser l'enveloppe 
onvexe jusqu'àatteindre la forme voulue, le retrait des tétraèdres obéissant à un 
ertain 
ritère géométrique surleur aspe
t.Autour des Alpha -formesDans la lignée des Alpha-formes, di�érentes méthodes ont été formulées jusqu'à aujourd'huipour tenter de 
orriger les défauts de la version originale. Ainsi, les Weighted alpha shapes,toujours présentées par par H. Edelsbrunner [Ede92℄, proposent une généralisation des Alpha-formes au 
as des triangulations régulières dans le but de pouvoir traiter des é
hantillons depoints non-uniformes. F. Bernardini et C. L. Bajaj [BB97℄ proposent une méthode permettantd'extraire une surfa
e triangulée à partir du résultat obtenu grâ
e aux Alpha-formes, puisqu'il ya souvent des problèmes de 
et ordre. Citons i
i, une méthode se situant entre les Alpha-formes etla s
ulpture présentée par F. Bernardini et al. [BBCS99℄ qui se propose de 
reuser à la manièrede la s
ulpture dans les Alpha-formes. On évoquera, en�n, la notion de 
-graphe introduite parR.C .Veltkampf [Vel92℄, dé
rivant une surfa
e fermée passant par tous les points liée à la notionde graphe de Gabriel.Autour du CrustEn s'é
artant de la famille de méthodes apparentées aux Alpha-formes, une autre méthodea été développée par N. Amenta et al. [ABE98℄. Il s'agit du Crust, qui propose un 
ritère de10



1.3. État de l'art des méthodes généralesséle
tion dans la triangulation de Delaunay d'un type di�érent. Pour un é
hantillon de pointsen dimension 2, il s'agit 
ette fois de ne 
onserver les arêtes de la triangulation de Delaunayque si elles apparaissent toujours dans la triangulation après y avoir inséré, en plus, les som-mets du diagramme de Voronoi. Une autre méthode dans le plan est présentée dans le mêmearti
le : il s'agit du �-Skeleton qui propose de séle
tionner les arêtes pour lesquelles une zoned'ex
lusion formée par deux 
er
les 
ir
ons
rits à l'arête est vide. Parallèlement à 
e travail, maisen 
onservant le formalisme introduit autour de la notion d'Alpha-formes, M. Melkemi [Mel97℄présente une idée similaire en utilisant les sommets du diagramme de Voronoi pour dé�nir unere
onstru
tion à di�érents niveaux de détails. Par ailleurs, le Crust a ouvert la voie à une nou-velle question 
on
ernant la qualité de l'é
hantillonnage requis pour permettre la re
onstru
tion ;ainsi N. Amenta et al. [ABE98℄ ont introduit un formalisme permettant d'évaluer un é
hantillonde points par rapport à l'objet sur lequel il est mesuré. Nous reviendrons bien sûr pré
isémentsur 
es di�érentes notions dans la suite du manus
rit (
f. 
hapitre 3). Les auteurs énon
ent, deplus, les 
onditions de validité du Crust et du �-Skeleton au regard de la qualité de l'é
hantillon2D fourni. Suivant 
ette démar
he, plusieurs méthodes, toujours dans le plan, ont aussi établides 
onditions minimales requises pour obtenir une re
onstru
tion 
orre
te. On 
itera les formesr-régulières, présentées par D. Attali [Att98℄ utilisant des notions empruntées à la Morphologiemathématique, ainsi que les résultats établis par F. Bernardini et C. L. Bajaj [BB97℄ sur la
ondition d'é
hantillonnage requise par les Alpha-formes dans le plan. On peut aussi songer auxgaranties apportées par T.K. Dey et al. [DMR00℄ pour leur méthode dans le plan, dans le 
asoù les 
onditions requises par leur appro
he ne seraient pas véri�ées. En�n, J. Giesen et al.[AGJ00℄, présente le �-
omplexe, qui mêle entre eux di�érents aspe
ts relatifs aux Alpha-formeset au �-Skeleton, et pour lequel sont présentés 
ertains résultats de 
onvergen
e.De plus, le Crust, ainsi que les 
onditions d'é
hantillonnage dé�nies dans le plan, ont évidem-ment été étendus à la dimension 3. À partir d'une première version formulée par N. Amenta etM. Bern [AB99℄, permettant de déterminer parmi les sommets du diagramme de Voronoi 
euxqui se trouvent pro
hes du squelette de l'objet, on trouve plusieurs présentations de la méthodejusqu'à une formulation plus 
orre
te et plus 
on
ise des 
ritères employés par l'algorithme etdes 
onditions d'é
hantillonnage requises dans l'espa
e dans l'arti
le [ACDL00℄. On peut aussiévoquer les développements de 
ette méthode dans le 
as d'é
hantillons de points très volumi-neux par T.K. Dey et al. [TKDH01℄, utilisant les mêmes 
ritères à partir du 
omplémentaired'un 
ertain 
�ne dé�ni en 
haque point mais simplement en dé
oupant l'é
hantillon pour éviterd'avoir à 
onstruire une triangulation de Delaunay 
omplète.Les méthodes surfa
iquesPar ailleurs, on peut identi�er une autre famille de méthodes de nature surfa
ique, 
onsistantà 
onstruire progressivement une surfa
e sur l'ensemble des points. Une des premières appro
hespouvant s'interpréter de 
ette manière est présentée par J.-D. Boissonnat [Boi84℄, où est dé
riteune méthode séle
tionnant des triangles su

essivement à partir d'une arête initiale en utilisantdes 
ritères lo
aux à partir d'une proje
tion dans un plan mobile. Par ailleurs, on peut évoquer,la méthode présentée par B.K. Choi et al. dans [CSYL88℄ qui propose de 
onstruire une surfa
etriangulée à partir d'un triangle initial en se fondant sur l'hypothèse peu réaliste qu'il existe unpoint sur la surfa
e à partir duquel l'ensemble de la surfa
e est visible. Plus ré
emment, on peutsonger à l'appro
he proposée par F. Bernardini et al. [BMR+99℄, où on ajoute les triangles unà un pourvu qu'il existe une boule vide de rayon �xe r 
ir
ons
rite aux sommets du triangle.Dans 
ette lignée, on peut aussi songer à une méthode très rapide présentée par M. Gopi et al.[GKS00℄, qui étend une surfa
e triangulée sur les points en 
al
ulant une triangulation plane11



Chapitre 1. Quelques notions utilesdes points dans le plan de proje
tion moyen. En�n, on évoquera une dernière méthode ré
entebeau
oup plus robuste que la pré
édente, développée par S. Petitjean et E. Boyer [PB01℄,qui 
onsiste à étendre une surfa
e dans le graphe de Gabriel à partir d'un triangle initial enutilisant à 
haque étape le triangle possédant la plus petite sphère 
ir
ons
rite. Par ailleurs, 
etarti
le présente un nouveau 
ritère dis
ret permettant d'évaluer la qualité d'un é
hantillon grâ
eà la notion d'interpolant régulier qui sera présenté plus en détail au 
hapitre 3.1.3.3 Les méthodes fon
tionnellesDans 
ette deuxième partie, nous parlerons des méthodes utilisant une 
ertaine fon
tion ma-thématique pour guider la re
onstru
tion. Il s'agira suivant les 
as d'une fon
tion d'interpolationimpli
ite dont on 
her
he le niveau zéro ou en
ore d'une énergie que l'on tentera de minimisera�n d'interpoler au mieux les données. Ces di�érentes appro
hes sont plus aisées à manipulerthéoriquement grâ
e à l'héritage 
onséquent des mathématiques 
lassiques pour l'étude de telsobjets. La meilleure 
ompréhension de l'objet sur lequel s'appuie la re
onstru
tion a évidemmentbien des avantages, mais il a aussi évidemment un 
oût qui di�ère suivant les appro
hes adop-tées. On peut se représenter les di�
ultés ren
ontrées par les méthodes de nature fon
tionnelleà partir du 
onstat suivant : les données sont de nature dis
rète et le résultat attendu aussi.L'utilisation de résultats mathématiques du 
ontinu né
essite alors une trans
ription initiale duproblème du dis
ret vers le 
ontinu, puis en �n de traitement un se
ond passage 
ette fois del'objet dé�nissant la re
onstru
tion à sa représentation par un modèle géométrique dis
rétisé.Représentation d'une surfa
e interpolantePour la 
lasse de méthodes que nous allons présenter en premier, il s'agit de dé�nir la re-
onstru
tion de manière impli
ite 
omme le niveau zéro d'une fon
tion d'interpolation dé�niegrâ
e aux points de données. Pour l'ensemble de 
es méthodes, on peut 
onsidérer que l'étape
ritique 
onsiste à représenter la surfa
e de niveau zéro dé�nie impli
itement. Il s'agit, en e�et, dedisposer d'une fon
tion d'interpolation fa
ile et surtout rapide à 
al
uler a�n de pouvoir 
al
ulere�
a
ement des points où son évaluation est nulle.La première appro
he adoptant 
e point de vue est présentée par H. Hoppe et al. [HDD+92℄.La fon
tion d'interpolation utilisée est dé�nie, par mor
eaux, à partir de la distan
e signée auplan tangent en 
haque point de l'é
hantillon. Une première étape 
onsiste ainsi à évaluer 
esplans tangents à partir des k plus pro
hes voisins de 
haque point, puis à propager une orientation
ohérente sur l'ensemble de l'é
hantillon. Une représentation appro
hée du niveau zéro est alorsobtenue grâ
e à l'algorithme du mar
hing 
ube. Dans le même ordre d'idée, évoquons aussila méthode proposée par B. Curless et M. Levoy [CL96℄ qui détaille une spé
ialisation del'appro
he pré
édente au 
as de la re
onstru
tion à partir d'images volumétriques. L'utilisationde la stru
ture parti
ulière de 
e type de données permet, en e�et, de notables simpli�
ationspour le 
al
ul des fon
tions élémentaires asso
iées à 
haque point, i
i des voxels. On notera que
ette méthode se pla
e à la limite des méthodes dites générales que nous présentons i
i.Par ailleurs, di�érentes appro
hes se situent à la frontière entre les méthodes de nature dis-
rète et les méthodes fon
tionnelles. On peut, par exemple, évoquer l'appro
he formulée parC.L. Bajaj et al. [BBX97℄ qui proposent une fon
tion d'interpolation lisse algébrique par mor-
eaux. Cette fon
tion utilise le 
al
ul d'une distan
e signée dé�nie à partir d'une re
onstru
-tion obtenue grâ
e aux Alpha-formes. Elle requiert don
 malheureusement les mêmes 
onditionsd'é
hantillonnage uniforme.12



1.4. État de l'art des méthodes spé
ialiséesEn�n, un nouvelle méthode proposée par J.-D. Boissonnat et F. Cazals [BC00℄ se situe elleaussi à la limite entre les appro
hes dis
rètes et 
elles dites fon
tionnelles. Elle mêle intimementles deux aspe
ts, grâ
e à l'utilisation des voisins naturels, introduits à l'origine par R. Sibsonpour l'interpolation de fon
tion dé�nie sur un plan [Sib81℄ et utilisés par la suite dans des 
adreslégèrement di�érents [Far90, Wat92℄. On la dé
rira i
i simplement en quelques mots, puisquenous y reviendrons plus en détail au 
hapitre 4. Son originalité 
onsiste à utiliser le système de
oordonnées bary
entriques dé�ni grâ
e aux voisins naturels pour interpoler les fon
tions élé-mentaires � distan
e au plan tangent � dé�nies pour 
haque point de l'é
hantillon. Ce systèmede 
oordonnées, que nous présenterons à la se
tion 2.5, se 
al
ule e�
a
ement à partir de latriangulation de Delaunay des points et possède, de plus, des propriétés de dérivabilité remar-quables. De plus, la représentation de la surfa
e de niveau zéro de 
ette fon
tion d'interpolationpeut être obtenue grâ
e à un nouvel algorithme de polygonalisation s'adaptant à la forme del'objet représenté.Déformation de 
ontoursLes outils utilisés par la 
lasse de méthodes que nous allons maintenant évoquer s'apparententaux te
hniques 
lassiques issues du traitement d'images. Elle 
onsiste, en quelque sorte, à 
onsi-dérer une surfa
e fermée élastique, qu'il s'agit de faire 
oller au plus près des données. Pour 
ela,on initialise, en général, le pro
essus ave
 une surfa
e fermée. Ensuite, on opère une déformation
ontinue de la surfa
e en 
her
hant à minimiser une 
ertaine quantité, souvent interprétée 
ommeune énergie, 
onstruite pour présenter un minimum lo
al pour une re
onstru
tion satisfaisante.Lorsque, la surfa
e d'initialisation est su�samment pro
he du minimum à atteindre, les résultatsobtenus grâ
e à 
e type d'appro
he sont, en général, 
orre
ts et peu sensibles au bruit sur lesdonnées. La formulation variationnelle par surfa
e de niveaux, détaillée par J.A. Sethian [Set96℄ou en
ore par H.-K. Zhao et al. [ZOMK00℄, o�re, de plus, de bonnes performan
es. Cependant,plusieurs remarques viennent, tout de même, assombrir 
ette liste d'éloges. Tout d'abord, undes problèmes réside dans l'initialisation de la méthode, il n'est pas toujours aisé de générer des
ontours 
aptant 
orre
tement la topologie du modèle dans le 
as d'un nombre in
onnu d'objetsdistin
ts possédant 
ha
un une topologie 
omplexe. Par ailleurs, la surfa
e obtenue ne passe pasné
essairement par les points de l'é
hantillon. Le résultat est don
 une approximation des don-nées d'origine plus qu'une interpolation. Cette 
ara
téristique permet, par exemple, d'obtenir unere
onstru
tion satisfaisante dans le 
as d'é
hantillons bruités. En 
ontrepartie, si l'on dispose dedonnées très pré
ises, on peut alors regretter une distan
e non nulle entre la surfa
e re
onstruiteet les points de l'é
hantillon. On observe ainsi, en quelque sorte, un lissage du bruit, mais aussides détails, présents dans le modèle d'origine.�1.4 Etat de l'art des méthodes spé
ialisées1.4.1 Introdu
tionNous allons maintenant présenter un tour d'horizon des méthodes spé
ialisées au 
as dedonnées organisées en se
tions. Cette forme d'é
hantillons est 
ommune à di�érents pro
édésd'a
quisition, dont les plus 
onnus sont sûrement 
eux en rapport ave
 l'imagerie médi
ale.Pré
isons, tout d'abord, l'organisation des données attendue par l'ensemble des méthodes quenous allons présenter. Dans 
e 
adre, on 
onsidère disposer d'un ensemble de se
tions su

essivesde l'objet à re
onstruire. Ainsi dans 
haque se
tion, on dispose, le plus souvent, de 
ontours13



Chapitre 1. Quelques notions utiles

Fig. 1.7 � Illustration : des se
tions à interpoler.délimitant l'intérieur de l'objet dans le plan de 
oupe. Par ailleurs, les plans de se
tions sont,dans la plupart des 
as, parallèles entre eux. La raison du développement de méthodes spé
i�quesà 
e type de jeux de données est que, bien souvent, les se
tions ne peuvent pas être traitées
orre
tement par les méthodes à vo
ation générale. En e�et, il est fréquent d'observer un é
arttel entre les se
tions qu'il est né
essaire de for
er la 
onnexion des 
ontours 
ontenus dans lesse
tions 
onsé
utives. Ainsi, on peut identi�er di�érents enjeux spé
i�ques pour les méthodesparti
ularisées au traitement de données organisées en se
tions. On peut, tout d'abord, 
onsidérerque la mise en 
orrespondan
e for
ée entre les 
ontours doit obéir à des 
ritères pré
is qui rendent
ompte du 
omportement de la méthode. Par ailleurs, pour les appro
hes qui permettent desmises en 
orrespondan
e 
omplexes (opérant des 
hangement de topologie, par exemple), il estalors né
essaire de fournir une transition 
orre
te entre les se
tions, 
apable de représenter lesembran
hements, l'apparition de trous et
. Pour répondre à 
es di�érentes questions, on peut, làen
ore, distinguer deux grandes familles de méthodes parmi 
elles qui ont été proposées jusqu'i
i :* d'une part, une famille de méthode manipulant des objets de nature surfa
ique, où une foisla mise en 
orrespondan
e établie, on 
her
he à 
onstruire entre les 
ontours une surfa
etriangulée ou en
ore à dé�nir une surfa
e paramétrée ;* d'autre part, des méthodes, d'origine variées et relativement peu nombreuses jusqu'i
i,fondées sur la représentation d'un 
ertain volume.1.4.2 Les méthodes surfa
iquesLes méthodes que l'on 
lasse dans 
ette 
atégorie possèdent pour la plupart des règles de miseen 
orrespondan
e expli
ites. On peut 
onsidérer que 
'est là leur point fort, elle permettent de
ontr�ler exa
tement les 
ontours qui seront mis en 
orrespondan
e. Naturellement les 
ritèresde mise en 
orrespondan
e ont fait l'objet d'études parti
ulières, 
ar ils 
onditionnent, pour biendes méthodes, entièrement le résultat de la re
onstru
tion. Ainsi, on trouve, plusieurs étudesdétaillées sur les 
onditions de mise en 
orrespondan
e. On peut songer au 
ritère formulé parM.J. Zyda et al. [ZJH87℄, fondé sur le 
al
ul d'un 
ertain taux de re
ouvrement par proje
tion,en 
onsidérant les boîtes englobantes des 
ontours 
ontenus dans deux se
tions 
onsé
utives.Évidemment, d'autres 
ritères plus sophistiqués ont été énon
és depuis. On 
itera, entre autres,14



1.4. État de l'art des méthodes spé
ialiséesl'étude développée par D.Meyers et al. [MSS92℄ proposant une mise en 
orrespondan
e à partirde 
onsidérations sur des 
ylindres de base elliptique asso
iés à 
haque 
ontour.Évidemment la mise en 
orrespondan
e des 
ontours n'est pas tout, il s'agit, une fois 
etteopération réalisée, de re
onstruire e�e
tivement une surfa
e entre les 
ontours qui se 
orres-pondent. Pour e�e
tuer 
ette opération, on peut distinguer deux types d'appro
hes parmi lesméthodes existantes : 
elles qui se lan
ent dans la re
onstru
tion dire
te d'une surfa
e triangulées'appuyant sur les 
ontours et 
elles qui utilisent une surfa
e paramétrique pour obtenir unereprésentation plus lisse des transitions entre les se
tions.Surfa
es trianguléesParmi les méthodes se proposant de fournir dire
tement une re
onstru
tion à partir des
ontours polygonaux dé
rits dans 
haque se
tion, on trouve prin
ipalement deux types d'ap-pro
hes. Les méthodes dont le résultat véri�e un 
ritère d'optimalité de la surfa
e interpoléeentre les 
ontours. On peut songer à la méthode de re
onstru
tion proposée par H. Fu
hs et al.[FKU77℄ qui 
onsiste à réduire le problème à la re
her
he de 
hemin optimal dans un graphe re-présentant les di�érentes triangulations possibles entre les deux 
ontours à 
onne
ter. Ce type deméthode se révèle 
ependant relativement 
oûteuse. Ainsi, d'autres méthodes moins exigeantesont été développées, par exemple 
elle de D. Meyers [Mey94℄, se proposant d'appro
her l'opti-mum au lieu de le 
al
uler exa
tement. Le gain en terme de performan
e est 
onsidérable, maisdes problèmes dans la re
onstru
tion peuvent alors survenir.Par ailleurs, 
es méthodes ne sont 
apables de traiter la mise en 
orrespondan
e que pourdes 
ontours simples. Elles ne prennent pas du tout en 
ompte la pertinen
e topologique de lare
onstru
tion. Il s'agit alors de proposer un traitement spé
ial dans le 
as d'un 
hangementde topologie entre les se
tions. Ce problème est 
onnu dans la littérature 
omme étant l'étudedes embran
hements. Di�érentes appro
hes pour opérer une transition a

eptable entre les se
-tions ont été proposées. Cha
une a pour but d'insérer une ou plusieurs se
tions intermédiairestopologiquement 
ompatibles (aux singularités près) ave
 les se
tions du dessus et du dessous.À titre d'exemple, on peut 
iter la méthode présentée dans l'arti
le [MSS92℄ déjà évoqué. Uneautre appro
he, formulée par J.M. Oliva et al. [OPC96℄, permet d'introduire plusieurs se
tionsintermédiaires à partir des squelettes des 
ontours des deux se
tions. Par ailleurs, on songeraaussi aux travaux de G. Barequet et M. Sharir [BS96℄ qui proposent une méthode de re-
onstru
tion où la mise en 
orrespondan
e et la 
onstru
tion d'une surfa
e triangulée entre les
ontours appariés s'e�e
tuent simultanément dans un plan où les deux se
tions 
onsidérées sontprojetées le long de l'axe de mesure.Pour 
on
lure sur les di�érents aspe
ts de 
e type de méthodes, on peut 
iter le résultatde C. Gitlin et al. [GOS96℄, qui établit l'impossibilité de 
onstruire un maillage polyédrique àpartir de deux 
ontours polygonaux très di�érents. On notera que 
e problème peut être résolupar l'ajout d'au plus deux points, 
omme le montre B. Geiger dans sa thèse [Gei93℄.Surfa
es paramétriquesLa se
onde 
atégorie de méthodes surfa
iques utilise des surfa
es paramétriques, 
ourammentutilisée en CAO, pour dé�nir la re
onstru
tion. Un des intérêts de 
ette appro
he, 
omparée auxméthodes fondées sur l'utilisation des surfa
es triangulées, réside dans la possibilité d'obtenirune re
onstru
tion lisse. De plus, 
es méthodes permettent une représentation 
ompa
te de la re-
onstru
tion que l'on peut ra�ner suivant l'utilisation. Bien que proposant une des
ription de lasurfa
e re
onstruite entre les 
ontours, 
ette 
atégorie de méthodes sou�re des mêmes problèmes15



Chapitre 1. Quelques notions utilesque les méthodes pré
édemment évoquées en 
e qui 
on
erne la gestion des 
hangements detopologie entre les se
tions. Tentons de donner un aperçu des idées proposées pour la re
onstru
-tion de se
tions grâ
e aux surfa
es paramétriques. On peut évoquer le Skinning, qui 
onsiste, enquelque sorte, à tendre une surfa
e lisse entre deux 
ontours à interpoler. L'idée est, tout d'abord,de dé�nir une paramétrisation pour des 
ontours simples à mettre en 
orrespondan
e, puis deles rendre 
ompatibles dans 
haque se
tion, ensuite on peut alors obtenir une surfa
e paramé-trique entre les se
tions à partir de la re
onstru
tion obtenue dans 
haque se
tion par une 
ourbeB-spline, reste alors à gérer 
orre
tement les embran
hements grâ
e à des 
arreaux de surfa
esparamétriques. À titre d'exemple, 
itons la méthode de Skinning présentée par F. Jaillet et al.[JSV97℄.1.4.3 Les méthodes volumiquesEn reprenant des idées pro
hes de 
elles développées à la se
tion 1.3.3, présentons maintenantles méthodes de nature volumique qui, pour 
ertaines, utilisent aussi une fon
tion d'interpola-tion. Tout d'abord, on peut penser à l'arti
le [Lev86℄ de D. Levin qui propose une méthoded'interpolation lisse de données organisées en se
tions, en interprétant le problème 
omme unegénéralisation du problème de l'interpolation d'un ensemble de données valuées. Cette présenta-tion est, sans doute, une des premières formulations mêlant l'interpolation de fon
tion ave
 lanotion de volume intérieur. Par ailleurs, l'auteur pré
ise l'intérêt majeur que peut représenter
ette appro
he du problème, à savoir être débarrassé de la gestion problématique des 
hangementsde topologie entre les se
tions.Par ailleurs, les méthodes issues de l'Informatique graphique, tel le fameux algorithme duMar
hing Cube présenté par W. Lorensen et al. [LC87℄ dont l'objet, à l'origine, est de repré-senter des images volumétriques, peuvent aussi être 
onsidérées 
omme liées au 
as des se
tionstrès denses. Suivant 
e 
ourant, di�érentes appro
hes en Informatique graphique ont été déve-loppées pour traiter le 
as des se
tions dans un 
adre moins exigeant. On peut, par exemple,évoquer la méthode présentée par G.T. Herman et al. [GTHB92℄, qui, en quelque sorte, proposed'interpoler entre les se
tions une version dis
rète (i.e. sur 
haque voxel) de la distan
e signée aubord de l'objet dans 
haque se
tion. Ces te
hniques plus tournées vers le rendu de volume qu'enrapport dire
t ave
 la re
onstru
tion e�e
tive de modèles géométriques, ont 
ependant ouvert lavoie à d'autres méthodes de nature volumique.Ainsi, sous un angle di�érent, on peut songer à la méthode présentée par J.-D. Boissonnat[Boi88℄ qui introduit la triangulation de Delaunay pour guider la re
onstru
tion o�rant ainsiune 
ertaine souplesse dans la gestion des 
hangements de topologie. On 
itera aussi l'appro
heoriginale, développée par B. Geiger [Gei93℄, qui présente la parti
ularité de proposer une ap-pro
he dis
rète du problème tout en manipulant un volume intérieur. En quelques mots, l'idée estde 
onstruire deux triangulations de Delaunay planaires pour les points de deux se
tions 
onsé-
utives (on 
onforme, au besoin, les arêtes des 
ontours pour que 
eux-
i apparaissent dans latriangulation), puis de former entre 
es triangulations 2D des tétraèdres grâ
e à leur diagrammede Voronoi, que l'on trie en�n 
omme intérieur ou extérieur à l'objet. La surfa
e re
onstruiteétant alors 
onstituée des fa
es in
identes en même temps à un tétraèdre intérieur et un tétraèdreextérieur. On peut aussi 
iter l'appro
he de S. W. Cheng et T. K. Dey [CD99℄ qui développedes idées similaires tout en ne manipulant que des triangulations de Delaunay dans le plan.Plus ré
emment, la méthode développée par B. Curless et al. [CL96℄, bien que plut�t dédiéeaux images volumétriques reprend l'idée, appli
able au 
as de se
tions, de dé�nir une fon
tiond'interpolation grâ
e à une fon
tion distan
e aux 
ontours. Dans le même ordre d'idée, on peutsonger à la méthode présentée par S. Nullans [Nul98℄ qui propose di�érentes interpolations16



1.4. État de l'art des méthodes spé
ialiséesentre les se
tions pour les fon
tions distan
es signées aux di�érents 
ontours dé�nies dans lesplans de se
tions.Pour 
on
lure, on notera 
ependant que, jusqu'i
i, seule la méthode développée par BGeiger2,parmi 
es appro
hes présentant une interprétation volumique naturelle, apporte, en pratique, desrésultats réellement 
onvain
ants et e�
a
es.

2Méthode implantée par le logi
iel Nuages. 17
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Chapitre 2. Contributions à la librairie d'algorithmes géométriques CGAL�2.1 Présentation de CGAL2.1.1 Motivations pour une librairie de Géométrie algorithmiqueLa Géométrie algorithmique est une dis
ipline qui fut trop longtemps 
onsidérée 
ommethéorique. En e�et, historiquement, son développement s'est amor
é autour du milieu des annéessoixante dix alors que, bien souvent, les moyens informatiques ne permettaient pas la mise en÷uvre des solutions proposées. Ainsi, ne trouvant pas de réalisation immédiate, de nombreuxtravaux négligeaient les problèmes de dégénéres
en
e et de pré
ision numérique, en adoptant leshypothèses de la position générale et de l'utilisation d'une arithmétique exa
te sur des nombresréels. Cette attitude, renfor
ée par une sophisti
ation toujours plus grande des solutions propo-sées, pouvait alors rebuter les tentatives d'implantation ou d'utilisation, en dépit du besoin desolutions e�
a
es pour la résolution de problèmes géométriques.Grâ
e aux progrès réalisés par les matériels informatiques, la situation est aujourd'hui touteautre et, surtout, des alternatives 
on
rètes ont été élaborées pour é
happer aux hypothèses ir-réalistes des débuts. Ainsi, le travail de 
es années, où l'implantation pratique des algorithmesgéométriques semblait ina

essible, trouve maintenant des appli
ations réelles et performantes.De sur
roît, 
es nouvelles possibilités ont naturellement a

ru le nombre et les besoins des utili-sateurs potentiels. Les problèmes de géométrie interviennent, en e�et, dans des domaines extrê-mement variés tels que la 
on
eption assistée par ordinateur (CAO), la robotique, les systèmesd'information géographique (SIG), la vision, les jeux vidéos, la re
onstru
tion, la modélisationmolé
ulaire, ou en
ore la 
on
eption de 
ir
uit intégrés, pour ne 
iter que les plus 
onnus. Tous
es 
hamps d'appli
ations, aujourd'hui en plein essor, exigent pour leurs problèmes géométriquesdes réponses pratiques et performantes.Dans 
ette nouvelle étape de son développement, l'enjeu pour la Géométrie algorithmiqueétait de fournir une implantation rationnelle et rigoureuse des di�érentes stru
tures 
lassiques dela Géométrie algorithmique et des algorithmes qui interagissent ave
 elles. En e�et, autant pourla pérennité de la re
her
he dans 
e domaine que pour la di�usion des solutions dans l'industrie,il est devenu impératif d'o�rir un 
adre de développement pratique permettant la mise en pla
erapide d'algorithmes dont l'implantation ex nihilo pouvait rebuter. Entre une 
olle
tion de petitsprogrammes indépendants à la manière des Graphi
s Gems et le modèle d'une bibliothèquemonolithique telle LEDA se voulant base unique de développement, l'enjeu prin
ipal 
onsistaità fournir, en�n, une bibliothèque ouverte d'utilisation immédiate, mais dont les algorithmespourraient aussi être utilisés pon
tuellement dans un autre 
adre. C'est dans 
e 
ontexte que lalibrairie d'algorithmes géométriques CGAL (Computational Geometry Algorithms Library) vitle jour.2.1.2 Un bref historiqueLa librairie CGAL a été développée 
onjointement par huit équipes s
ienti�ques3 regroupantde nombreux spé
ialistes de la 
ommunauté de la Géométrie algorithmique dans le 
adre d'unprojet Esprit IV ltr �nan
é par l'Union européenne. L'idée prin
ipale était de proposer pour lagéométrie une solution 
omparable à la librairie standard C++STL (Standard Template Library)pour l'Algorithmique générale. Après le référen
ement des premières implantations pratiques3Ultre
ht university (Pays-Bas), Eth Züri
h (Suisse), Free University Berlin (Allemagne), Martin-Luther Uni-versity Halle (Allemagne), Inria Sophia-Antipolis (Fran
e), Max-Plan
k-Institute for Computer S
ien
e and Uni-versity Saarbrü
ken (Allemagne), Ris
 Linz (Autri
he) et Tel-aviv University (Israël).20



2.1. Présentation de CGALet e�
a
es [Ame97℄, les premières dis
ussions furent entreprises dès 1996, donnant lieu à ladé�nition de plusieurs enjeux qu'une telle librairie aurait à atteindre. Ainsi, en parallèle oupresque, furent introduites la dé�nition de l'ar
hite
ture générale de CGAL [Vel97℄, les solutionsapportées pour répondre aux problèmes de pré
ision et de robustesse [S
h98℄, ou en
ore un modèled'implantation des stru
tures 
ombinatoires typiques de la Géométrie algorithmique (polyèdre[Ket98℄, triangulation [BDTY00℄. . . ), pour aboutir en avril 1998 à la première version de lalibrairie CGAL (version 1:0).Depuis, tout en gardant une ligne dire
tri
e 
onstante, la librairie s'est énormément enri
hietant au niveau du 
ontenu que de la qualité. La �abilité de l'implantation des algorithmes de baseest éprouvée par une utilisation poussée dans des 
adres très variés. En outre, de grands progrèsont été réalisés en 
e qui 
on
erne les performan
es et, en parti
ulier, dans le traitement de larobustesse [Pio99℄ amenant ainsi CGAL à un niveau des plus 
ompétitifs. On peut 
onsidérerque le projet initial est atteint et que l'on dispose aujourd'hui d'un outil de développementperformant pour la Géométrie algorithmique4. Suivant les évolutions te
hniques de la librairie,le statut de CGAL a lui aussi gagné en maturité (la version a
tuelle est 2:3 [CGA01℄). Ainsi, audelà du monde a
adémique, il est aujourd'hui sérieusement envisagé des appli
ations industriellessoutenues par la possible 
réation d'une start-up qui en
adrerait la maintenan
e et les évolutionsde CGAL dans le futur (
f. www.
gal.org).2.1.3 Les 
on
epts fondamentaux de la librairie CGALPrésentons tout d'abord les 
hoix généraux et fondateurs de la librairie CGAL. Outre desenjeux 
ommuns à 
haque implantation tels la 
orre
tion des algorithmes, l'e�
a
ité ou en
orela fa
ilité d'utilisation, d'autres aspe
ts plus spé
i�ques ont été retenus dans la 
on
eption de lalibrairie.ModularitéL'un des premiers enjeux fut de hiérar
hiser, de stru
turer les algorithmes géométriques. Ene�et, une librairie se doit de présenter une organisation 
laire des di�érentes méthodes pro-posées. Pour CGAL, la nature même des objets géométriques et le besoin de les manipulerexpli
itement ont 
onduit à une 
on
eption totalement orientée objet. L'organisation de lalibrairie 
onsiste alors à 
lasser 
es di�érents objets selon leur nature (objets de taille �xeou variable, simple ou 
omposite. . . ) et à dé�nir les liens qui les unissent. Outre une plusgrande lisibilité pour l'utilisateur, 
ette rationalisation permet de dé�nir di�érents moduleset des intera
tions entre 
es modules. Une fois les interfa
es entre les di�érents modulesétablies par des spé
i�
ations pré
ises, le développement de 
haque partie peut alors être
on�és aux personnes les plus quali�ées et la maintenan
e du tout s'en trouve fa
ilitée.AdaptabilitéD'autre part, pour rendre 
ompte du 
ara
tère très général de la plupart des algorithmesgéométriques, on a voulu préserver l'adaptabilité des méthodes de la librairie. On souhaite,de plus, que les algorithmes puissent être utilisés dans toute leur généralité, par exemple,quelque soit le type de nombre utilisé. Mais plus en
ore, l'implantation se devait de per-mettre la modi�
ation des points ou des objets de base manipulés, de la métrique utilisée,si l'algorithme théorique n'en dépendait pas. Cet obje
tif n'est pas uniquement esthétique :éviter la dupli
ation du 
ode fa
ilite la maintenan
e et 
lari�e souvent les implantations. Deplus, la �abilité de la librairie se trouve a

rue, de par l'utilisation dans des 
on�gurationsdiverses et variées des mêmes 
odes sour
es.4L'essentiel des résultats dé
rits dans 
e manus
rit n'auraient 
ertainement pas pu être établi sans CGAL.21



Chapitre 2. Contributions à la librairie d'algorithmes géométriques CGALOuvertureDe plus, pour la pérennité de la librairie, un soin parti
ulier a été 
onsa
ré à préserverles possibilités de 
ollaborations ave
 d'autres librairies et évidemment à favoriser l'ajoutd'extensions au fur et à mesure. C'est ainsi que, dès sa 
on
eption, CGAL a, dans lamesure du possible, 
her
hé à 
ollaborer ave
 des librairies 
on
urrentes, telle Leda, àutiliser di�érentes librairies de 
al
ul exa
t, tel Gmp ou CLN. Bref, CGAL se veut unelibrairie ouverte.�2.2 La réalisation de CGAL2.2.1 Le 
hoix du langagePratiquement pour atteindre 
es di�érents obje
tifs, le langage retenu a été le C++ , pour desraisons tant théoriques que pratiques. D'une part, les stru
tures géométriques (points, 
er
les,polygones. . . ) s'y interprètent naturellement5 en tant qu'objets et les algorithmes géométriquesqui agissent dessus 
omme des méthodes de 
es objets. Aussi en C++ , l'adaptabilité trouve uneréalisation pratique et e�
a
e grâ
e au mé
anisme de templatisation et au paradigme de laprogrammation générique développé à partir de la STL. Évidemment, le C++ possède l'avantaged'être performant, largement di�usé (dans le milieu industriel 
omme dans le monde a
adémique)et de pouvoir être interfa
é ave
 d'autres langages d'usage 
ourant tels le Fortran ou le C.2.2.2 Généri
itéPour réaliser l'adaptabilité souhaitée pour la librairie CGAL, on peut 
onsidérer que le modèlesuivi a été la librairie standard C++STL (Standard Template Library). Il s'agit, en e�et, deproposer en�n les solutions apportées par la Géométrie algorithmique sur le modèle des solutionsprésentées pour l'implantation des stru
tures de l'Algorithmique 
lassique (liste, ve
teur, queuede priorité. . . ) dans la STL. Le paradigme de la programmation générique est obtenu par uneparamétrisation des 
lasses (mé
anisme de templatisation, présenté dans [Str97℄). Voilà sommetoute, l'exemple dont CGAL s'inspire. Ainsi, le 
on
ept d'itérateur est repris et même développépar deux nouvelles notions les poignées et les 
ir
ulateurs. Les poignées permettent de référen
erles éléments d'un ensemble sans dé�nir au
une su

ession entre 
es éléments ; les 
ir
ulateurspermettent eux de matérialiser des 
y
les dans les stru
tures géométriques (le bord d'un polygone,par exemple).Notons, par ailleurs, qu'en dehors de 
et aspe
t te
hnique modélisant l'adaptabilité souhaitéepour CGAL, une généri
ité 
on
rète des implantations né
essite un e�ort parti
ulier en 
e qui
on
erne les spé
i�
ations des interfa
es des di�érentes 
lasses de la librairie, implémentées ou àvenir. La do
umentation, a

ompagnant naturellement la librairie, n'a don
 pas pour simple butde renseigner l'utilisateur sur les fon
tionnalités o�ertes, mais de lui permettre d'utiliser telle outelle partie de la librairie ave
 ses propres objets, ses propres algorithmes, pour peu qu'il respe
tel'interfa
e établie dans CGAL. Prendre soin de spé
i�er à l'avan
e des fon
tionnalités non en
oredisponibles permet, en outre, de 
oordonner le développement en parallèle des di�érents modules
onstituant la librairie.5Peut-être en
ore plus que pour d'autres domaines. . .22



2.3. Développer un module pour CGAL2.2.3 RobustesseUn problème essentiel, inhérent à quasiment toute tentative d'implantation d'algorithmesgéométriques, est lié à l'impré
ision numérique des 
al
uls de prédi
ats. Ce problème est d'autantplus réel, que bien souvent la des
ription des algorithmes proposés est faite pour des donnéesen position générale ave
 un modèle de 
al
ul exa
t. Il est évidemment 
ru
ial pour CGALde proposer des algorithmes �ables (ou en
ore robustes). Ainsi, les implantations traitent les
on�gurations dégénérées et leur résultat est garanti pour un type arithmétique exa
t. Cependant,pour nombre d'appli
ations, l'utilisation du 
al
ul exa
t se révèle trop gourmande en temps et enmémoire. Pour obtenir une réponse plus é
onomique en terme de performan
es au problème de larobustesse, CGAL propose une alternative. Notons, pour 
ela, que l'exa
titude de tous les 
al
ulsn'est en fait pas né
essaire, il su�t que les prédi
ats géométriques des algorithmes soient évaluésexa
tement. L'identi�
ation de 
es prédi
ats permet d'adopter une appro
he �ltrée [Pio99℄, qui
onsiste à 
al
uler les prédi
ats tout d'abord ave
 un type de nombre appro
hé qui su�t biensouvent à fournir une réponse au prédi
at et à ne lan
er un 
al
ul exa
t que si 
ette réponseest in
ertaine. Cette appro
he permet de 
onserver une implantation 
laire et générique pour lesalgorithmes et autorise de très bonnes performan
es.�2.3 Développer un module pour CGAL2.3.1 Généralités

LA COUCHE DE BASE

Configuration C++ Extensions STL :
circulateur ...

Arithmétique :
double, int, float ...

Triangulation Polyèdre

Kd−tree

CH

Alpha−formes

Carte planaire

BIBLIOTHÈQUE DE BASE SUPPORT

Calcul exact : 

LEDA

Geomview

Open Inventor

Point Vecteur Droite Plan Cercle Triangle Tétraèdre

Objets élémentaires :

LES NOYAUX

Polygone

GMP, CLN ...

etc.

Fig. 2.1 � Illustration : les di�érentes 
ou
hes de CGAL.Maintenant qu'ont été introduits les di�érents 
on
epts fondamentaux de la librairie CGAL,nous allons présenter di�érents aspe
ts pratiques essentiels au développement de modules pourla librairie. Le but à atteindre est évidemment de suivre au mieux les obje
tifs généraux de lalibrairie. À 
ette �n, il est important de 
onnaître, outre la stru
ture globale de CGAL, les règles23



Chapitre 2. Contributions à la librairie d'algorithmes géométriques CGALadoptées par l'ensemble des développeurs. Pour 
ommen
er, donnons une brève des
ription del'organisation des di�érentes 
ou
hes de la librairie (�gure 2.1).Organisation de la librairieLa 
ou
he de baseOn regroupe i
i les adaptations souvent né
essaires a�n de pouvoir disposer sur 
haqueplate-forme d'un 
ompilateur C++ standard respe
tant les normes en vigueur le plus possible[Str97℄. Ce
i 
on
erne essentiellement la 
on�guration des modes d'arrondis pour le 
al
ul�ottant, ou en
ore l'adaptation de la librairie standard STL. Cette partie devant idéalementdisparaître, elle est implantée, en pratique, 
omme une partie de la bibliothèque de support,qui regroupe des fon
tionnalités annexes, bien que né
essaires à l'utilisation de la librairie.Di�érents noyauxUn noyau 
ontient di�érentes 
lasses représentant les objets géométriques élémentaires,i.e. dont le nombre de paramètres est déterminé, ainsi que les opérations de base que l'onpeut leur appliquer (prédi
ats, 
onstru
tions). On peut 
iter, entre autres objets de 
etype, points, ve
teurs, dire
tions d'une droite, mais aussi triangles ou en
ore 
er
les. . . Paropposition, un polygone, possédant un nombre arbitraire de sommets, ne fait pas partiede 
ette 
atégorie d'objets dits élémentaires. En fait, pour des raisons d'e�
a
ité, CGALdispose de plusieurs noyaux spé
ialisés dans le 
as du plan, de l'espa
e ou en
ore de ladimension d. Par ailleurs, les noyaux existent 
ha
un pour des 
oordonnées 
artésiennes ouhomogènes, implantant le referen
e 
ounting6 ou non.La bibliothèque de baseCette partie de CGAL regroupe des 
lasses représentant des objets 
omplexes, par op-position aux objets élémentaires du noyaux, ainsi que les algorithmes 
onsidérés 
omme
lassiques en Géométrie algorithmique agissant sur eux. On peut songer pour 
es objets,par exemple, aux polygones 
omme pré
édemment évoqué, mais aussi aux diverses triangu-lations, de Delaunay, régulières, 
ontraintes. Quant aux méthodes agissant sur 
es objets,on 
itera le 
al
ul de l'enveloppe 
onvexe, ou en
ore les Alpha-formes.La bibliothèque de supportEn tant que librairie ouverte, CGAL se doit de pouvoir interagir ave
 d'autres librairies. À
ette �n sont regroupées i
i de multiples interfa
es ave
 des librairies de 
al
ul exa
t tellesLeda, Gmpz, ou CLN, mais aussi ave
 des outils de visualisation tels Open Inventor,Geomview, Posts
ript. Cette partie de la librairie n'a pas de fon
tionnalité géométrique,elle 
ontient juste des utilitaires pour l'ensemble des autres 
lasses.Les modules d'extensionCette partie de la librairie n'est pas destinée à être fournie d'o�
e ave
 CGAL. On nommeainsi les di�érentes 
ontributions ayant un 
ara
tère moins général, et qui n'ont pas (en
ore)leur pla
e dans la bibliothèque de base, ou en
ore des appli
ations spé
i�ques utilisant lalibrairie CGAL.
6referen
e 
ounting : plusieurs o

urren
es d'un même objet ne sont sto
kés en mémoire qu'une seule fois.24



2.3. Développer un module pour CGALProto
ole de développementPar ailleurs, a�n de développer un module destiné à intégrer la librairie CGAL, il est pri-mordial d'a

order une attention parti
ulière aux phases de spé
i�
ation et de test de validation,ainsi qu'à la 
ompatibilité ave
 les di�érentes plateformes supportées.Pour l'étape de spé
i�
ation, l'enjeu prin
ipal est de fournir une interfa
e fon
tionnelle suivantles 
onventions du standard et des 
onventions plus spé
i�ques à CGAL. En e�et, par essen
e,les objets manipulés en Géométrie algorithmique sont dé�nis pour une 
ertaine géométrie re-présentée, pour les objets de CGAL, par le 
on
ept de Traits (qui 
oïn
ide idéalement ave
 le
on
ept de noyau). Ils possèdent, de plus, une 
ertaine stru
ture 
ombinatoire, représentée dansla librairie par le 
on
ept de Data_stru
ture [Ket99℄. Grâ
e à l'utilisation de l'implantation duparadigme de programmation générique en C++ par le mé
anisme de template, 
haque 
lasse deCGAL peut être paramétrée par une Traits et une Data_stru
ture. Une fois, les spé
i�
ationsa
hevées, elles doivent être approuvées par le 
omité éditorial (
f. www.
gal.org). Ce travail despé
i�
ation, une fois a
hevé, trouve usage en tant que manuel de référen
e, que l'on se doitd'a

ompagner par un manuel utilisateur qui 
ontiendra, outre une des
ription qualitative desfon
tionnalités apportées par le module, di�érents exemples d'utilisation.Outre l'implantation des di�érentes 
lasses spé
i�ées, CGAL impose l'é
riture d'une sériede tests, s'appuyant sur le prin
ipe du 
ontrat, grâ
e à un mé
anisme de pré-
onditions et depost-
onditions. En bref, les algorithmes de la librairie tentent d'o�rir une garantie du type : �siles données fournies en entrée véri�ent telle 
ondition, alors l'algorithme fournit une sortie ayanttelle propriété�. Il est don
 né
essaire d'é
rire pour 
haque 
lasse une test_suite ayant pour r�lede véri�er 
haque 
lause de 
e 
ontrat. La soumission des modules 
omplets s'e�e
tue grâ
e àun serveur de gestion de sour
es partagées, 
vs. En�n, des pro
édures de tests automatiquessur 
ha
une des plateformes supportées pour l'ensemble de la librairie sont mises en ÷uvrepériodiquement pour s'assurer de la 
ohéren
e de l'ensemble.2.3.2 Au sujet des implantations réaliséesMa parti
ipation à CGAL a débuté en 1998 tout d'abord en tant qu'utilisateur puis 
ommeresponsable d'un module appliqué à la re
onstru
tion. Mon travail a 
onsisté à spé
i�er puis àdévelopper et maintenir di�érents algorithmes 
lassiques d'aide à la re
onstru
tion : les Alpha-formes en dimension 2 et 3, et le 
al
ul des voisins et 
oe�
ients naturels. Nous détailleronsdans la suite de 
e 
hapitre les di�érents 
hoix opérés et les fon
tionnalités o�ertes par 
ettepartie de CGAL sous ma responsabilité. Les méthodes développées reposent essentiellement surla triangulation de Delaunay et sa généralisation la triangulation régulière, dont les dé�nitionsformelles ont été données en 1.1.2. Nous allons développer i
i les aspe
ts d'implantation propreà CGAL, qui expliquent en partie les 
hoix opérés dans la spé
i�
ation des modules présentés
i-après. On pourra par exemple se référer à [BDTY00℄ pour la des
ription de l'algorithme utilisé,et à [BCD+99℄ pour l'utilisation du module de Triangulation.Le 
al
ul des di�érentes triangulations disponibles dans CGAL a été organisé sur un modèlepré
is s'inspirant de 
elui développé pour la représentation de polyèdres [Ket99℄. Tout d'abord,une 
lasse parti
ulière, la Geometri
_traits, est 
hargée de fournir une représentation des points
ontenus dans 
haque sommet de la triangulation ainsi que tous les prédi
ats né
essaires au
al
ul. Cette 
lasse est le plus souvent instan
iée par l'un des noyaux de CGAL, mais pour destriangulations �exotiques�, né
essitant des prédi
ats à l'usage rare, il s'agit parfois d'un noyauenri
hi spé
i�que à 
e 
al
ul parti
ulier (par exemple, pour les triangulations régulières). 25



Chapitre 2. Contributions à la librairie d'algorithmes géométriques CGAL

Vertex_base Face_base

Triangulation
Fonctions de haut niveau Vertex Face
Intégrité géométrique

Pointeurs void*

Face_userVertex_user

Triangulation data structure
Stockage Vertex Face

Opérations combinatoires
Pointeurs typés

Poignées, Itérateurs, Circulateurs

Informations géométriques

Information(s) additionnelle(s)

Fig. 2.2 � Illustration : implantation des triangulations dans CGAL.Par ailleurs, on peut distinguer trois niveaux (�gure 2.2) dans l'organisation du 
al
ul des trian-gulations :* Un niveau représentant les simplexes manipulés. Le 
hoix a été fait de ne représenterexpli
itement que les sommets et les simplexes de dimension maximale, et d'en déduireles simplexes intermédiaires. Ainsi, en dimension 2, une arête sera représentée 
omme un
ouple 
onstitué d'un triangle la 
ontenant et de l'indi
e du sommet opposé à 
ette arêtedans 
e triangle.* Un niveau 
ombinatoire, Triangulation_data_stru
ture, 
hargé de maintenir le graphe re-présentant la triangulation. Il s'agit, à 
e niveau, en dehors de toutes 
onsidérations géo-métriques, de gérer les mises à jour des di�érents liens entre les 
ellules lors de l'ajout(ou du retrait) d'un point dans une triangulation. De plus, 
ette représentation se doit defournir des réponses aux requêtes de nature 
ombinatoire, 
omme l'ensemble des 
ellulesin
identes à un sommet par exemple.* En�n, le niveau géométrique 
hargé de représenter la triangulation 
on
rètement pourl'utilisateur. Il 
ontient tous les éléments permettant de renseigner le niveau 
ombinatoire,
omme la lo
alisation d'un point dans la triangulation, l'ensemble des 
ellules en 
on�it(pour la propriété de la sphère vide par exemple) qu'il 
onviendra de modi�er du fait d'uneinsertion.Ces 
hoix opérés pour l'implantation des triangulations dans CGAL ont bien des avantages.Entre autres, par rapport à d'autres représentations possibles, tels les d
ells par exemple, ilpropose un sto
kage beau
oup plus é
onome en mémoire : dans le plan, environ 13 pointeurs parsommets pour CGAL, 
ontre 27 pour une stru
ture de données de type d
ell [BDTY00℄. Biensûr, il y a des 
ontreparties, la représentation des simplexes de dimension intermédiaire étantimpli
ite, l'a

ès à une arête di�ère te
hniquement en dimension 2 et en dimension 3. Alors que
omme pré
édemment évoqué, dans le plan une arête est représentée par un 
ouple 
onstitué d'untriangle in
ident et de l'indi
e asso
ié au sommet opposé à l'arête dans 
e triangle, dans l'espa
eune arête est représentée par un triplet 
omposé d'un tétraèdre in
ident et des deux indi
esasso
iés aux extrémités de l'arête dans le tétraèdre. En fait, dans CGAL, 
'est la représentation26



2.4. Alpha-formesdes d � 1-fa
es qui reste identique : ainsi arête en dimension 2 et fa
ette en dimension 3 ont lamême représentation. Cette di�éren
e de représentation des arêtes en dimension 2 et 3 nous aimposé, par exemple, d'implanter aussi deux versions des 
lasses 
hargées du 
al
ul des Alpha-formes dans le plan et dans l'espa
e, malgré le 
ara
tère ré
ursif par rapport à la dimension del'algorithme théorique.
�2.4 Alpha -formes2.4.1 Présentation

Fig. 2.3 � Illustration : Alpha-formes.Avant de donner une dé�nition formelle de la notion d'Alpha-formes, présentons en, toutd'abord, une des
ription intuitive. Supposons que nous disposons d'un ensemble de points me-surés sur un objet. Les Alpha-formes proposent une manière simple de se représenter la formede la frontière de 
et objet. En e�et, dans le plan, on peut illustrer la réponse apportée par
ette appro
he de la manière suivante, en observant la �gure 2.3. Si l'on 
onsidère qu'en 
haquepoint un petit 
lou est planté et que l'on fait rouler une bobine de �l de rayon � autour de 
es
lous, qui laisse un mor
eau de �l tendu entre deux 
lous qu'elle a tou
hé simultanément, onobtient alors la frontière de l'Alpha-forme asso
iée à �. Ainsi, ave
 un � très grand, la bobine nepeut tou
her que les points de l'enveloppe 
onvexe. A 
ontrario, pour un � très petit, notre bo-bine peut tourner autour de 
haque point sans ren
ontrer au
un autre point et l'Alpha-forme estalors réduite à l'ensemble des points sans au
un lien entre eux. Ainsi, les di�érentes Alpha-formes
onstituent une famille de formes allant des points eux-mêmes à leur enveloppe 
onvexe. On peutévidemment reprendre 
ette des
ription intuitive en dimension 3, en imaginant des points �xesdans l'espa
e sur lesquels on fait rouler un boule de rayon �. 27



Chapitre 2. Contributions à la librairie d'algorithmes géométriques CGAL2.4.2 Dé�nitionsLa dé�nition formelle des Alpha-formes a été présentée par H.Edelsbrunner et E. P.Mü
kedans leur arti
le [EM94℄. La formalisation de l'idée intuitive 
onsistant à �
reuser� l'enve-loppe 
onvexe d'un é
hantillon de points à l'aide d'une boule fait intervenir la triangulationde Delaunay de 
es points (
f. 1.1.2). En e�et, 
ette boule est naturellement vide et les sim-plexes formant la frontière des Alpha-formes sont des simplexes de Delaunay. Détaillons pluspré
isément les liens entre une triangulation de Delaunay et la famille d'Alpha-formes que l'onpeut lui asso
ier tels qu'ils sont présentés dans [EM94℄.Alpha-formesDé
rivons, tout d'abord, la version la plus naturelle des Alpha-formes telle que nous ve-nons de l'évoquer de manière intuitive. À partir de 
ette version simple, on pourra alors dé�nirune version pondérée formellement identique mais 
onstruite à partir d'une métrique di�érente(
f. 1.1.4). Pour pré
iser les idées pré
édemment évoquées, on se pla
era en dimension 3 et on
onsidérera, pour simpli�er l'exposé, un ensemble de points, S en position générale (i.e. sans au-
une 
on�guration dégénérée au sens de la triangulation de Delaunay). Introduisons quelquesnotions utiles, préalables à l'expression de la famille d'Alpha-formes asso
iée à S.
α

Fig. 2.4 � Illustration : �-boules et simplexes �-exposés.Dé�nition 2.1 Les simplexes exposés :* On nommera �-boule, une boule ouverte de rayon � ; une telle boule B est dite vide7, siB \ S = ;. Par abus de langage, on parlera aussi dans 
e 
as de sphère de rayon � videde points.* Rappelons que 
haque sous-ensemble 
onstitué de k + 1 points, 0 � k � 3, dé�nit unk-simplexe (de dimension k, les points étant en position générale).* On dira qu'un k-simplexe est �-exposé s'il existe une �-boule vide dont la frontière passe parles sommets du simplexe. On note alors l'ensemble des simplexes de dimension k �-exposésFk;�.7Il ne s'agit, ni plus ni moins, que de la propriété de la sphère vide.28



2.4. Alpha-formesPour é
lairer la dé�nition pré
édente, observons la �gure 2.4 : on peut y voir un é
hantillon depoints dans le plan pour lequel on a représenté les arêtes �-exposées, ainsi que l'une des mbox�-boules qui peut leur être asso
iée. Par 
ommodité, on notera �-forme l'Alpha-forme asso
iée auparamètre �. Ainsi, on dé�nit la famille des Alpha-formes asso
iée à un é
hantillon de points Sgrâ
e à la dé�nition suivante.Dé�nition 2.2 Pour un é
hantillon de points S, on appelle �-forme le polytope 
omposé destriangles F2;�, des arêtes F1;� et évidemment des sommets8.Notons que l'on parle i
i d'un polytope au sens le plus général, puisqu'une �-forme, S�, n'esta priori qu'un 
omplexe 
omposé de simplexes de dimensions variées sans propriétés parti
ulières.Pour être un peu plus pré
is, observons l'ensemble des triangles �-exposés. Pour 
ha
un de 
essimplexes, il existe deux �-boules passant par ses trois sommets. Si 
es deux boules sont vides, letriangle sera 
onsidéré 
omme étant une singularité : en e�et, il appartient à l'�-forme, mais pasà sa frontière. Dans l'autre 
as, une seule des �-boules est vide, le triangle �-exposé appartientalors à la frontière et on 
onsidère que le 
entre de la boule non-vide indique le 
�té intérieurà l'�-forme. On peut alors, aisément 
lasser les di�érentes 
omposantes 
onnexes de R3 � �S�
omme intérieures ou extérieures.Si l'on se réfère à la �gure 2.4 : en dimension 2, l'�-forme 
onstituée, selon la dé�nition, desarêtes �-exposées ainsi que des sommets est représentée en rouge ; le triangle à gau
he de la�gure est intérieur, le rayon de son 
er
le 
ir
ons
rit étant plus petit que �.

Fig. 2.5 � Illustration : �-enveloppe.D'autres objets liés aux Alpha-formes peuvent être dé�nis, ils permettent, en fait, de visualiserune �-forme sous un jour di�érent. On se limitera i
i à les évoquer, sans détailler leurs propriétésqui dé
oulent naturellement de 
elles de la famille des Alpha-formes. Pour un � donné, on peut
onsidérer :l'�-enveloppe H� qui est le 
omplémentaire de la réunion de tous les �-disques vides. Remar-quons que, pour S un é
hantillon de points, H1 est l'enveloppe 
onvexe de S, que l'on a8Les sommets sont toujours exposés. 29
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Fig. 2.6 � Illustration : �-diagramme.S = H� pour � assez petit et que H�1 � H�2 pour �1 < �2. En dimension 2, on peut sereprésenter l'�-enveloppe en se reportant à la �gure 2.5 òu elle est représentée en bleu dansdes 
onditions identiques à 
elles de la �gure 2.4.l'�-diagramme U� est la réunion des �-boules 
entrées sur des points de l'é
hantillon. Safrontière est ainsi 
onstituée de portions de sphères, d'ar
s de 
er
le et de sommets, quisont respe
tivement les 2-, 1- et 0-fa
es de l'�-diagramme. La �gure 2.6 représente en bleul'�-diagramme asso
ié à l'�-forme de la �gure 2.4.l'�-
omplexe C� est le sous-
omplexe simpli
ial de la triangulation de Delaunay qui 
ontienttous les simplexes dont la plus petite boule vide 
ir
ons
rite est de rayon inférieur à �.Remarquons que la frontière de l'union de tous les simplexes formant l'�-
omplexe estexa
tement l'�-forme. De plus, l'intérieur de l'�-
omplexe 
orrespond à l'intérieur de l'�-forme. Sur notre exemple dans le plan (�gure 2.6), l'�-
omplexe est ainsi 
onstitué dessommets, des arêtes de l'�-forme et du triangle rouge.Alpha-formes pondéréesNous allons maintenant présenter une généralisation de la notion d'Alpha-formes. De mêmeque la triangulation régulière est une généralisation de la triangulation deDelaunay (
as régulierave
 des poids nuls), les Alpha-formes d'un é
hantillon de points se généralisent en Alpha-formespondérées. Pour 
ela, il su�t de reprendre les dé�nitions pré
édentes et de les interpréter dansle 
as de points munis de poids non nuls et grâ
e à la notion de puissan
e entre points pondérés.L'intérêt d'introduire la notion d'Alpha-formes pondérées est de pouvoir donner une importan
edi�érente à 
haque point. Ainsi on peut espérer traiter des é
hantillons de points non-uniformesen attribuant de plus grands poids dans les zones les moins denses.Pré
isons les liens entre Alpha-formes pondérées et triangulation régulière. On 
onsidère unensemble de points pondérés Sw. En se référant à la dé�nition d'une triangulation régulière(
f. 1.1.4), la notion d'orthogonalité permet de dé�nir, dans l'espa
e, la sphère orthogonale à30



2.4. Alpha-formesquatre points pondérés qui joue le r�le de la sphère 
ir
ons
rite à quatre points dans le 
as deDelaunay. Poussons un peu le parallèle entre les notions de triangulation de Delaunay et detriangulation régulière et appliquons-le aux Alpha-formes. On veut évidemment que la notion deAlpha-formes pondérées 
oïn
ide ave
 
elle d'Alpha-formes dans le 
as où les poids sont nuls.Rappelons la dé�nition de la puissan
e de deux points pondérés, Pw = (p;wp) et Qw = (q; ww),�(Pw; Qw) = k�!pqk2 � wp � wq.
Q

C

P

R

w

qVw

w

w

w

Fig. 2.7 � Illustration : sphère orthogonale à trois points pondérés Pw, Qw et Rw dans le plan.La puissan
e pour une triangulation régulière peut être 
onsidérée 
omme l'équivalent dela distan
e eu
lidienne dans le 
as d'une triangulation de Delaunay. Pour 
lari�er l'exposé etaider à mieux se représenter les di�érentes propriétés, il est important d'avoir à l'esprit qu'unpoint pondéré peut être vu 
omme une sphère 
entrée en 
e point et dont le 
arré du rayonéquivaut au poids de notre point. De même, une sphère peut être interprétée 
omme un pointpondéré. Ainsi en dimension 3, on peut alors 
onsidérer la sphère orthogonale à quatre pointspondérés 
omme le point pondéré de puissan
e nulle par rapport aux quatre points 
onsidérés.Dans le plan, on aura, de même, une sphère orthogonale à trois points pondérés 
omme illustrépar la �gure 2.7.Ainsi, ave
 
e vo
abulaire, on a une trans
ription de la propriété de la sphère vide :une sphère de 
entre 
 de rayon r sera dite vide, si vue 
omme le point pondéré Cw = (
; w
) ave
w
 = r2, au
un point de Sw n'est de puissan
e stri
tement négative par rapport à Cw (�gure 2.8).Considérons un simplexe de dimension k, dont l'ensemble des sommets est T . On dira que
e simplexe est �-exposé s'il existe une sphère vide de rayon � orthogonale aux sommets de T .On peut aussi é
rire 
e
i plus formellement : il existe un point pondéré Cw de poids wC = �2tel que pour tout point de l'é
hantillon Pw 2 Sw, soit Pw 2 T et �(Pw; Cw) = 0, soit Pw =2 T et�(Pw; Cw) > 0. On note alors l'ensemble des simplexes de dimension k �-exposés Fwk;�.Ainsi, on peut maintenant présenter la notion d'Alpha-formes pondérées, 
omme la familledes di�érentes �-formes pondérées. Pour un é
hantillon de points pondérés Sw, on appelle �-forme pondérée le polytope 
omposé des triangles Fw2;�, des arêtes Fw1;� et des sommets Fw0;�, qui31
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Q

I

P ww

Fig. 2.8 � Illustration : Pw et Qw deux points pondérés de puissan
e négative dans le plan ;l'angle au sommet I est alors inférieur à �2 .sont les sommets non 
a
hés dans la triangulation régulière.Les notions d'�-enveloppe, d'�-diagramme et d'�-
omplexe ont, elles aussi, tout naturellementleur version pondérée. Les liens existants entre 
es di�érents objets restent les mêmes que dansla version 
lassique, nous ne nous étendrons 
ependant pas davantage sur 
e sujet.2.4.3 Propriétés et 
al
ul des Alpha-formesPropriétés d'une famille d'Alpha-formesNous allons maintenant détailler les propriétés essentielles à la 
ompréhension du 
ompor-tement d'une famille d'Alpha-formes. Cette 
onnaissan
e nous permettra alors de dé�nir un al-gorithme de 
al
ul pour une famille d'Alpha-formes. Revenons don
 aux di�érents aspe
ts liantAlpha-formes et la triangulation sous-ja
ente, Delaunay dans le 
as 
lassique, régulière pour le
as pondéré. On se 
ontentera dans 
ette présentation de détailler les di�érentes propriétés enrenvoyant le le
teur vers l'arti
le [EM94℄ pour les preuves. Il 
onvient, en premier lieu, d'énon-
er une propriété importante qui 
ara
térise les �-formes 
omme in
luses dans la triangulationsous-ja
ente.Propriété 2.1* Pour 
haque simplexe de la triangulation sous-ja
ente, il existe un plus petit � pour lequelil devient exposé, don
 un simplexe de l'�-forme.* Ré
iproquement, étant donné un ensemble de points, la frontière de toute Alpha-forme estformée de simplexes de la triangulation sous-ja
ente.Cette propriété nous permet don
 de 
onsidérer la 
onstru
tion d'une �-forme 
omme unproblème de séle
tion de simplexe dans la triangulation sous-ja
ente. La �gure 2.9 illustre, parexemple, la séle
tion des arêtes 
onstituant une Alpha-forme simple parmi les arêtes de la triangu-lation de Delaunay des points. Il s'agit maintenant, de 
lassi�er les simplexes de la triangulationsous-ja
ente pour 
onnaître pré
isément leur r�le pour une �-forme. En 
ela, par dualité, le dia-gramme, de Voronoi dans le 
as 
lassique, ou de puissan
e dans le 
as régulier, nous fournitune autre propriété intéressante pour la des
ription des Alpha-formes.
32



2.4. Alpha-formes

Fig. 2.9 � Illustration : séle
tion des arêtes 
omposant une Alpha-forme simple dans la triangu-lation de Delaunay.Propriété 2.2 Soit T un ensemble de 1 � k � 4 points. Notons V(T ) la fa
e de dimension(4� k) asso
iée à T dans le diagramme de Voronoi/puissan
e. Alors, par 
onvexité de V(T ),il existe un unique intervalle I tel que le (k � 1)-simplexe �T soit �-exposé si et seulement si� 2 I.Une autre 
hose 
apitale est de remarquer que, pour un ensemble �ni de points, les Alpha-formes forment une famille dis
rète (naïvement les simplexes de la triangulation sous-ja
ente,qui sont en nombre �ni, peuvent soit appartenir, soit ne pas appartenir à l'Alpha-forme) et quedeux Alpha-formes S�1 et S�2 di�èrent si et seulement s'il existe au moins un simplexe dans latriangulation dont la plus petite sphère vide 
ir
ons
rite/orthogonale a un rayon 
ompris entre�1 et �2.Propriété 2.3 Une Alpha-forme est don
 
ara
térisée par un 
ertain intervalle de valeur [�i; �i+1℄.La famille des Alpha-formes est don
 en 
orrespondan
e bije
tive ave
 une famille d'intervalles
ontigus dont la réunion est R+. On nommera 
ette famille le spe
tre de l'Alpha-forme.Pour mieux 
omprendre 
omment 
onstruire 
es intervalles 
ara
térisant la famille d'Alpha-formes, revenons sur la notion d'�-
omplexe qui permet de 
lari�er l'interprétation. Remarquons,tout d'abord qu'un simplexe de la triangulation sous-ja
ente appartient à l'�-
omplexe si etseulement si � appartient à un 
ertain intervalle [�;+1[, où � est le rayon de la plus petitesphère vide 
ir
ons
rite/orthogonale au simplexe. Plus pré
isément, à l'intérieur même de 
etintervalle, on peut en
ore distinguer di�érentes propriétés.Dé�nition 2.3 On dira d'un k-simplexe, 1 � k � 3, qu'il est atta
hé si sa plus petite sphère
ir
ons
rite/orthogonale n'est pas vide (on dit aussi que 
e simplexe n'est pas de Gabriel).Dans le 
as atta
hé, le simplexe n'est in
orporé à l'�-
omplexe que 
omme 
omposant d'unsimplexe de dimension supérieure. Au 
ontraire, pour un simplexe non atta
hé, il est possible pour33



Chapitre 2. Contributions à la librairie d'algorithmes géométriques CGALun 
ertain intervalle de � qu'il appartienne à l'�-
omplexe sans être in
ident à au
un simplexede dimension supérieure de l'�-
omplexe, il forme alors une singularité. On dira alors de lui qu'ilest singulier. Ave
 
es notations, nous pouvons détailler 
omment se dé
oupe l'intervalle asso
iéà un simplexe de la triangulation sous-ja
ente.On peut dé
ouper 
et intervalle en trois zones : un premier sous-intervalle, allant de l'in�nià une 
ertaine valeur, où le simplexe est intérieur (pas sur la frontière de l'�-forme), un autreoù il est sur la frontière et in
ident à un simplexe de dimension supérieure dans l'�-
omplexe,on dit alors de lui qu'il est régulier et en�n un dernier sous intervalle de borne inférieure �, où ilappartient à l'�-
omplexe, mais 
rée une singularité, on le 
onsidère alors singulier. Remarquonsqu'un simplexe de l'enveloppe 
onvexe n'est jamais intérieur (sous-intervalle 
orrespondant vide)et qu'un simplexe atta
hé n'est jamais singulier (idem). De plus, on remarquera que l'on peutdé
ider si un simplexe est atta
hé ou non, en temps 
onstant amorti (pour 
haque simplexe dedimension intermédiaire, il su�t de par
ourir les simplexes in
idents de dimension supérieure).Ces 
onsidérations permettent ainsi de dé
rire la famille d'Alpha-formes asso
iée à une tri-angulation sous-ja
ente en 
al
ulant pour 
haque simplexe son intervalle 
ara
téristique et sondé
oupage le 
as é
héant. En e�et, alors que le 
al
ul d'une �-forme peut être opéré de la manièrenaïve, des opérations né
essitant la 
onnaissan
e de la famille entière des Alpha-formes, 
ommela re
her
he d'un bon � pour re
onstruire un objet, peuvent être e�e
tuées ave
 pro�t sur sonspe
tre.Algorithme de 
al
ul d'une famille d'Alpha-formesNous avons maintenant tous les éléments pour dé
rire de manière e�
a
e un algorithme de
al
ul de la famille des Alpha-formes pour un ensemble de points S donné dans R3. Pour pouvoirtraiter le 
as 
lassique et le 
as pondéré ave
 le même algorithme, on parlera simplement detriangulation sous-ja
ente pour désigner soit la triangulation de Delaunay, soit la triangulationrégulière.Pour 
haque simplexe �T de la triangulation sous-ja
ente, dont l'ensemble des sommets estnoté T , on 
al
ule les trois grandeurs né
essaires (quand 
ela à un sens) pour dé
rire pré
isémentles trois zones de son intervalle d'appartenan
e.* �T est égal au 
arré du rayon de la plus petite sphère 
ir
ons
rite/orthogonale au simplexe�T , si 
ette sphère est vide, et sera 
onsidéré 
omme non dé�ni dans le 
as 
ontraire ;* �T � le 
arré du plus petit rayon d'une sphère 
ir
ons
rite/orthogonale à un simplexe dedimension supérieure in
ident à �T ;* �T + le 
arré du plus grand rayon d'une sphère 
ir
ons
rite/orthogonale à un simplexe dedimension supérieure in
ident à �T (notons que �T + peut être in�ni).Remarquons que �T � et �T + ne sont pas dé�nies pour les simplexes de dimension maximale.De plus, suivant que le simplexe est sur l'enveloppe 
onvexe ou non, suivant qu'il est atta
hé ounon, on aura di�érentes 
on�gurations que l'on peut résumer dans le tableau 2.1. On 
onnaît ainsiexa
tement le r�le de 
haque simplexe de notre triangulation dans une Alpha-forme asso
iée àun � parti
ulier. De plus, on a alors aussi a

ès au spe
tre de la famille des Alpha-formes, d'aprèsla propriété 2.3. Il su�t de trier les simplexes en ordre 
roissant par la valeur 
ara
térisant lepassage de l'extérieur à l'intérieur pour obtenir les valeurs �i dé
rivant le spe
tre de la familledes Alpha-formes.En fait, on peut dé�nir suivant 
e qui nous intéresse deux variantes d'Alpha-formes. Laversion normale (ou singulière), où on autorise des fa
ettes ou des arêtes singulières, et uneversion dite régulière, où on ex
lut 
es singularités. Dans le premier 
as, on 
onsidérera quel'intervalle 
ara
téristique d'un simplexe �T est la réunion des intervalles des 
olonnes titrées34



2.4. Alpha-formessingulier régulier intérieurtétraèdre [�T ;+1[fa
ette, arête- hors enveloppe 
onvexe, non-atta
hée [�T ; �T �℄ [�T �; �T +℄ [�T +;+1[- hors enveloppe 
onvexe, atta
hée [�T �; �T +℄ [�T +;+1[- sur l'enveloppe 
onvexe, non-atta
hée [�T ; �T �℄ [�T �;+1[- sur l'enveloppe 
onvexe, atta
hée [�T �;+1[sommet- hors enveloppe 
onvexe [0; �T �℄ [�T �; �T +℄ [�T +;+1[- sur l'enveloppe 
onvexe [0; �T �℄ [�T �;+1[Tab. 2.1 � Classi�
ation des simplexes pour les Alpha-formes en dimension 3.singulier et régulier dans le tableau de 
lassi�
ation 2.1. Dans le se
ond 
as, on 
onsidère queseul l'intervalle de la 
olonne notée régulier 
ara
térise l'entrée et la sortie dans l'Alpha-forme.Ainsi, on peut maintenant dé
rire l'algorithme de 
al
ul du spe
tre d'une famille d'Alpha-formes,fS�g�2[0;+1[. Pour représenter à la fois le spe
tre de la famille d'Alpha-formes dans sa versionsingulière et dans sa version régulière, on utilisera un ensemble, noté L, dont les éléments serontdes quadruplets (�T ; �T ; �T �; �T +). En e�et, par dé�nition, on a �T < �T � < �T +. Ainsi, lavaleur 
ara
térisant l'appartenan
e d'un simplexe �T à une Alpha-forme est �T pour les simplexesde dimension maximale et �T + pour les autres, on la nommera valeur 
ara
téristique de �T 9.Algorithme de 
al
ul d'une famille d'Alpha-formesRequire: S, un ensemble de points.Ensure: L, un ensemble représentant la famille des Alpha-formes de S.
al
uler la triangulation sous-ja
ente T de l'ensemble de points, S ;for all simplexe �T 2 T do
lassi�er �T suivant le tableau 2.1 ;
al
uler le triplet de valeurs (�T ; �T �; �T +) (mettre indé�ni le 
as é
héant) ;L ( (�T ; �T ; �T �; �T +) ;end fortrier L en ordre 
roissant selon la valeur 
ara
téristique pour 
haque élément ;return L ;Grâ
e à 
et ensemble L, on peut alors répondre à de multiples requêtes. En parti
ulier, pourun � donné, on peut fournir l'Alpha-forme 
orrespondante en par
ourant L dans l'ordre jusqu'àl'élément de L de valeur 
ara
téristique supérieure ou égale à �. Tous les simplexes des élémentspré
édents (�T ; �T ; �T �; �T +) sont extérieurs, réguliers ou singuliers. Il su�t de regarder où sesitue � : s'il est inférieur à �T , le simplexe est extérieur ; sinon on regarde s'il est inférieur à �T �,auquel 
as il est singulier, dans le 
as 
ontraire il est régulier.Le 
al
ul de la triangulation sous-ja
ente est réalisé en temps O(n log n+ ndd=2e), n étant lenombre de points de l'é
hantillon et d la dimension (
f. [BY95℄). La suite de l'algorithme 
onsiste,en fait, en un tri des di�érents simplexes de la triangulation. Elle peut don
 être réalisé en tempsO(m logm), où m est le nombre total de simplexes de la triangulation. La requête sur une Alpha-9C'est la valeur à partir de laquelle un simplexe devient intérieur. 35
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essite, elle, un temps logarithmique dans le nombre total d'Alpha-formes.Prédi
ats et 
onstru
tions né
essairesNous allons maintenant détailler les prédi
ats et 
onstru
tions utilisés pour le 
al
ul d'unefamille d'Alpha-formes. On se pla
e dans le 
as pondéré, sa
hant que les prédi
ats dans le 
as
lassique s'en déduisent naturellement en prenant les poids égaux à zéro. Outre les prédi
atsutilisés pour le 
al
ul de la triangulation de Delaunay dans le 
as 
lassique, régulière dans le
as pondéré, on a besoin pour les Alpha-formes d'un test permettant de dis
riminer les simplexesatta
hés des autres. Pour 
ela, il su�t de tester pour 
haque simplexe de dimension non maximalesi sa plus petite sphère 
ir
ons
rite/orthogonale est vide. D'autre part, nous avons besoin desavoir 
al
uler le rayon de la plus petite sphère 
ir
ons
rite/orthogonale à un simplexe.Ainsi, pour 
es 
al
uls spé
i�ques aux Alpha-formes dans l'espa
e, il est né
essaire de 
ara
té-riser 
ette plus petite sphère 
ir
ons
rite/orthogonale à un simplexe, dans 
ha
une des dimensions1, 2 et 3. Considérons un simplexe �T de dimension k = 1 � � � 3, dont l'ensemble des sommets estT = f(pi; wi)gi=1���k. Dans le 
as des Alpha-formes 
lassiques, il su�ra de prendre tous les poidswi nuls. Notons 
 le 
entre de la plus petite sphère 
ir
ons
rite/orthogonale à �T et w
 le 
arréde son rayon.* Quand k = 1, on 
onsidère �T l'arête d'extrémités T = f(p0; w0); (p1; w1)g. Par un argu-ment de symétrie, on peut assurer que 
 est aligné ave
 p0 et p1. On a don
 le système :8<: �!p0
 = k��!p0p1k�!p0
k2 � w0 � w
 = 0k�!p1
k2 � w1 � w
 = 0Ainsi on a k = k��!p0p1k2�w1+w02k��!p0p1k2 et w
 = �k��!p0p1k2�w1+w02k��!p0p1k �2 � w0.On peut aussi dé
rire le test d'atta
hement pour 
ette arête, qui 
onsiste à s'assurer que,pour 
haque triangle in
ident (p0; p1; q), on véri�e bien �(
; q) > 0, pour dé
larer l'arêtenon-atta
hée. On remarquera que :�(
; q) = k�!p0qk2 � 2k��!p0p1:�!p0q + w0 � wq* Quand k = 2, on observe �T le triangle de sommets T = f(p0; w0); (p1; w1); (p2; w2)g. Parun argument de symétrie, on peut assurer que 
 est 
oplanaire ave
 p0, p1 et p2. On a don
le système : 8>><>>: �!p0
 = ���!p0p1 + ���!p0p2k�!p0
k2 � w0 � w
 = 0k�!p1
k2 � w1 � w
 = 0k�!p2
k2 � w2 � w
 = 0On a alors la résolution du système donnée par :� = (k��!p0p1k2�w1+w0)k��!p0p2k2�(k��!p0p2k2�w2+w0)��!p0p1:��!p0p22(k��!p0p1k2k��!p0p2k2�(��!p0p1:��!p0p2)2)� = (k��!p0p2k2�w2+w0)k��!p0p1k2�(k��!p0p1k2�w1+w0)��!p0p1:��!p0p22(k��!p0p1k2k��!p0p2k2�(��!p0p1:��!p0p2)2)w
 = �2k��!p0p1k2 + �2k��!p0p2k2 + 2����!p0p1:��!p0p2 � w036



2.4. Alpha-formesOn peut aussi é
rire le test d'atta
hement pour 
e triangle, qui 
onsiste à s'assurer que,pour 
haque tétraèdre in
ident (p0; p1; p2; q), on véri�e �(
; q) > 0, pour dé
larer le trianglenon-atta
hé. On remarquera que :�(
; q) = k�!p0qk2 � 2���!p0p1:�!p0q � 2���!p0p2:�!p0q + w0 � wq* Quand k = 3, on a �T le tétraèdre de sommets T = f(p0; w0); (p1; w1); (p2; w2); (p3; w3)g.On a don
 le système :8>><>>: k�!p0
k2 � w0 � w
 = 0k�!p1
k2 � w1 � w
 = 0k�!p2
k2 � w2 � w
 = 0k�!p3
k2 � w3 � w
 = 0 () 8>><>>: w
 = k�!p0
k2 � w02��!p0p1:�!p0
 = k��!p0p1k2 � w1 + w02��!p0p2:�!p0
 = k��!p0p2k2 � w2 + w02��!p0p3:�!p0
 = k��!p0p3k2 � w3 + w0On noteWi = k��!p0pik2�wi+w0 et (xi; yi; zi) les 
oordonnées du ve
teur ��!p0pi pour i = 1 � � � 3.Alors, en utilisant les formules de Cramer, on résout le système pré
édent, grâ
e aux sous-déterminants suivants :� = x1 y1 z1x2 y2 z2x3 y3 z3 ; �1 = W1 y1 z1W2 y2 z2W3 y3 z3 ; �2 = x1 W1 z1x2 W2 z2x3 W3 z3 ; �3 = x1 y1 W1x2 y2 W2x3 y3 W3 :Ainsi, on a 
 = (�12� ; �22� ; �32�) + p0 et w
 = �21+�22+�234�2 � w0.On peut fa
ilement déduire de 
e qui pré
ède l'équivalent en dimension 2, ou même unegénéralisation aux dimensions supérieures [Ede92℄ (que nous ne détaillerons pas i
i). De plus,il est à noter que l'expression de 
es prédi
ats n'est valable que pour des points en positiongénérale. Évidemment, la mise en pratique du 
al
ul des Alpha-formes né
essite de traiter 
es
on�gurations spé
iales, 
e qui est, naturellement, le 
as dans l'implantation proposée au sein deCGAL.2.4.4 Spé
i�
ationsLe 
hoix dans l'implantation des triangulations de ne représenter expli
itement que les som-mets et les simplexes de dimension maximale n'a pas permis d'o�rir, en pratique, une implan-tation 
apable de traiter les dimensions 2 et 3. On notera, en e�et, qu'un triangle pour unetriangulation en dimension 2 est représenté expli
itement par CGAL, alors que sa représenta-tion pour une triangulation en dimension 3 est impli
ite et 
orrespond à un 
ouple 
omposé d'untétraèdre in
ident et de l'indi
e du sommet opposé au triangle dans 
e tétraèdre. Il y a don
deux implantations spé
ialisées dans le plan et dans l'espa
e pour le 
al
ul des Alpha-formes. La�gure 2.10 présente les liens qui unissent les di�érentes 
lasses du module de 
al
ul des Alpha-formes en 3D ave
 les 
lasses 
al
ulant la triangulation sous-ja
ente 
hoisie. Pour plus de détails,on pourra se référer à la do
umentation CGAL fournie en annexes A pour la dimension 2 et Bpour la dimension 3.En fait, on peut 
onsidérer les Alpha-formes 
omme des triangulations enri
hies de donnéespré
al
ulées. Ainsi, une famille d'Alpha-formes peut être représentée par une 
lasse dérivant desa triangulation sous-ja
ente, 
ontenant en plus le spe
tre de la famille. De plus, pour représenterl'intervalle 
ara
téristique de 
haque simplexe vis à vis de la famille d'Alpha-formes, un sommetd'une Alpha-forme est représenté par une 
lasse dérivée d'un sommet de triangulation mais37



Chapitre 2. Contributions à la librairie d'algorithmes géométriques CGAL
Alpha_shape_euclidean_traits_3<kernel> (Gt)

ALPHA−FORMES CLASSIQUES

Triangulation_cell_base_3<Gt> (Uc)

Weighted_alpha_shape_euclidean_traits_3<kernel> (Gt)

Regular_triangulation_cell_base_3<Gt> (Uc)

Alpha_shape_vertex_base_3<Gt>
(Avb)

Alpha_shape_cell_base_3<Gt,Uc>: public Uc
(Acb)

Triangulation_data_structure_3<Gt,Avb, Acb> (Tds)

Delaunay_triangulation_3<Gt, Tds> (Ut) Regular_triangulation_3<Gt, Tds> (Ut)

ou

Alpha_shape_3<Ut>: public Ut

ou

géométrie utilisée pour la version classique géométrie utilisée pour la version pondérée

ALPHA−FORMES PONDÉRÉES

est paramétrée par Fig. 2.10 � Illustration : intera
tions des di�érentes 
lasses du module de 
al
ul d'Alpha-formesave
 
eux de la triangulation sous-ja
ente.
ontenant en plus son intervalle 
ara
téristique. De même, la 
ellule de dimension maximaleest dérivée d'une 
ellule de la triangulation sous-ja
ente, mais en plus de son propre intervalle
ara
téristique, elle 
ontient des méthodes d'a

ès aux intervalles des simplexes qui lui sontin
idents.2.4.5 Détails d'implantationLa version des Alpha-formes présentée par CGAL est, pour le moment, statique. En e�et, lamise à jour de l'ensemble des informations né
essaires à l'établissement du spe
tre de la famille estune opération 
oûteuse. Et il 
onvient de garder à l'esprit que l'intérêt du 
al
ul de l'ensemblede la famille des Alpha-formes n'est réel que si on a beau
oup de requêtes sur des �-formesparti
ulières à e�e
tuer.Cependant, a�n de permettre la réalisation d'une version in
rémentale future si elle s'avéraitutile pour 
ertaines appli
ations, les stru
tures employées, pour représenter le spe
tre de la familled'Alpha-formes, sont dynamiques ; 
on
rètement, il s'agit d'une implantation de queue de prioritéfournie par la STL (i.e. multimap).2.4.6 Fon
tionnalitésLa version 
lassiqueLes exemples que nous allons détailler, à titre d'illustrations, sont présentés, arbitrairement,pour les Alpha-formes en dimension 3, les fon
tionnalités des 
lasses implantant les Alpha-formesdans le plan et dans l'espa
e étant identiques pour 
e que nous allons évoquer10. Le le
teur pourrase reporter aux annexes A et B pour plus de détails.Dans sa version 
lassique, le 
al
ul des Alpha-formes s'opère évidemment ave
 une triangu-lation sous-ja
ente de Delaunay Dt . Cette triangulation (
f. [CGA01℄) doit être paramétrée10En fait, les di�éren
es sont essentiellement te
hniques, 
ar héritées des 
hoix opérés pour l'implantation destriangulations en 2D et en 3D.38



2.4. Alpha-formespar une Geometri
_traits et une Triangulation_data_stru
ture. Pour la Geometri
_traits, il estné
essaire de fournir une 
lasse 
ontenant les prédi
ats et 
onstru
tions spé
i�ques au 
al
ul desAlpha-formes (
f. 2.4.3). On pourra utiliser CGAL::Alpha_shape_eu
lidean_traits_3 , notée Gt ,qui devra être paramétrée, à son tour, par un noyau de CGAL. Pour la Triangulation_data_stru
ture, il 
onvient de 
hoisir des sommets et des 
ellules enri
hies pour le 
al
ul des Alpha-formes, par exemple CGAL::Alpha_shape_vertex_base_3<Gt> and CGAL::Alpha_shape_
ell_base_3<Gt,T
>, où T
 est une 
ellule valide pour une triangulation. On peut maintenant donnerun exemple d'instan
iation pour le 
al
ul d'une famille d'Alpha-formes en dimension 3 :typedef CGAL::Cartesian<double> K;typedef CGAL::Alpha_shape_eu
lidean_traits_3<K> Gt;typedef CGAL::Alpha_shape_vertex_base_3<Gt> Av;typedef CGAL::Triangulation_
ell_base_3<Gt> T
;typedef CGAL::Alpha_shape_
ell_base_3<Gt,T
> A
;typedef CGAL::Triangulation_data_stru
ture_3<Gt,Av,A
> Tds;typedef CGAL::Delaunay_triangulation_3<Gt,Tds> Dt;typedef CGAL::Alpha_shape_3<Dt> Alpha_shape_3;La version pondéréePour les Alpha-formes pondérées, la triangulation sous-ja
ente, Dt , sera une triangulationrégulière, implantée dans CGAL par la 
lasse CGAL::Regular_triangulation_3 . Il 
onviendraalors d'utiliser la 
ellule requise par 
e type de triangulation, CGAL::Regular_triangulation_
ell_base_3<Gt>, 
apable de 
ontenir des sommets non apparents, pour instan
ier la 
lasseCGAL::Alpha_shape_
ell_base_3 . Voi
i un exemple d'instan
iation d'une 
lasse 
al
ulant lesAlpha-formes pondérées :typedef CGAL::Cartesian<double> K;typedef CGAL::Weighted_alpha_shape_eu
lidean_traits_3<K> Gt;typedef CGAL::Alpha_shape_vertex_base_3<Gt> Av;typedef CGAL::Regular_triangulation_
ell_base_3<Gt> R
;typedef CGAL::Alpha_shape_
ell_base_3<Gt,R
> A
;typedef CGAL::Triangulation_data_stru
ture_3<Gt,Av,A
> Tds;typedef CGAL::Regular_triangulation_3<Gt,Tds> Rt;typedef CGAL::Alpha_shape_3<Rt> Alpha_shape_3;2.4.7 Exemples d'utilisationRemarquons que le 
al
ul des Alpha-formes béné�
e pleinement de toutes spé
ialisationspossibles pour le 
al
ul des triangulations. Ainsi, pour de gros é
hantillons de points (disons plusde 10:000 points), on pourra utiliser la version hiérar
hique de la triangulation de Delaunay.Cet exemple illustre bien les avantages que CGAL tire de l'utilisation de la programmation39



Chapitre 2. Contributions à la librairie d'algorithmes géométriques CGALgénérique. Suivant les besoins, on peut à loisir 
hoisir l'algorithme de 
al
ul le plus e�
a
epour la triangulation de Delaunay et l'employer pour le 
al
ul des Alpha-formes, simplementen modi�ant quelques lignes de l'en-tête du programme. Détaillons l'instan
iation d'une 
lassespé
ialisée pour le 
al
ul des Alpha-formes 
lassiques sur de gros é
hantillons :typedef CGAL::Cartesian<double> K;typedef CGAL::Alpha_shape_eu
lidean_traits_3<K> Gt;// Definition du sommet approprie pour utiliser la hierar
hietypedef CGAL::Alpha_shape_vertex_base_3<Gt> Avb;typedef CGAL::Triangulation_hierar
hy_vertex_base_3<Avb> Av;typedef CGAL::Triangulation_
ell_base_3<Gt> T
;typedef CGAL::Alpha_shape_
ell_base_3<Gt,T
> A
;typedef CGAL::Triangulation_data_stru
ture_3<Gt,Av,A
> Tds;typedef CGAL::Delaunay_triangulation_3<Gt,Tds> Dt;// Instan
iation de la triangulation de Delaunay hierar
hiquetypedef CGAL::Triangulation_hierar
hy_3<Dt> Ht;typedef CGAL::Alpha_shape_3<Ht> Alpha_shape_3;De même, dans le 
as de données en 
oordonnées �ottantes présentant des 
on�gurationspro
hes de 
as dégénérés, on pourra ave
 pro�t utiliser des prédi
ats �ltrés grâ
e à une arithmé-tique spé
ialisée. Pour 
e
i, il su�t juste d'utiliser un noyau 
orre
tement paramétré, sans rienmodi�er au reste de la dé
laration du type Alpha_shape_3 , ni évidemment à l'utilisation quel'on peut en faire.// Instan
iation d'un noyau utilisant des predi
ats filtrestypedef CGAL::Filtered_exa
t<double, leda_real> NT;typedef CGAL::Cartesian<NT> K;// Simple utilisation des Alpha-formes ave
 
e noyautypedef CGAL::Alpha_shape_eu
lidean_traits_3<K> Gt;typedef CGAL::Alpha_shape_vertex_base_3<Gt> Av;typedef CGAL::Triangulation_
ell_base_3<Gt> T
;typedef CGAL::Alpha_shape_
ell_base_3<Gt,T
> A
;typedef CGAL::Triangulation_data_stru
ture_3<Gt,Av,A
> Tds;typedef CGAL::Delaunay_triangulation_3<Gt,Tds> Dt;typedef CGAL::Alpha_shape_3<Dt> Alpha_shape_3;40



2.4. Alpha-formes

Fig. 2.11 � Illustration : initialisation des poids au plus pro
he voisin pour un é
hantillon 2Dnon-uniforme.2.4.8 Appli
ationsHeuristique d'initialisation des poids dans le planPrésentons, tout d'abord, une appli
ation pour les Alpha-formes pondérées dans le plan, lare
onstru
tion de 
ourbes. Dans le 
as d'é
hantillons de points uniformes su�samment denses,on peut trouver une valeur pour � qui 
orrespond à une re
onstru
tion satisfaisante [BB97℄.Les 
onditions d'é
hantillonnage requises sont malheureusement assez 
ontraignantes, il faut, ene�et, disposer d'un é
hantillon où le pas est 
elui exigé par la zone la plus di�
ile à re
onstruire.Sans rentrer dans plus de détails, 
e
i s'avère rarement être le 
as en pratique et, si tel est le
as, d'autres méthodes (on peut songer au Crust [ABE98℄ ou à la version 2D de la méthodedéveloppée au 
hapitre 3, entre autres) sont alors 
apables de fournir une réponse équivalenteplus rapidement. Pour pouvoir traiter le 
as d'é
hantillons non uniformes, on dispose, 
ommepré
édemment évoqué, des Alpha-formes pondérées. Les é
hantillons tels qu'ils sont disponiblestraditionnellement sont 
onstitués de points seuls. Le problème est alors de trouver une méthodepermettant d'a�e
ter à 
haque point un poids dans le but d'aider à la re
onstru
tion. Cet enjeu
apital dans l'utilisation des Alpha-formes pondérées sur des jeux de données réels n'est pas dutout évoqué dans la littérature. Tentons d'y apporter une réponse pratique.Dans le 
as où l'objet à re
onstruire est une 
ourbe lisse, fermée et sans singularité, on saitque tout point p de l'é
hantillon devra être relié à exa
tement deux voisins dans la re
onstru
tion.Pour tout é
hantillon a

eptable, une idée simple et naturelle est alors que le plus pro
he voisinde p est né
essairement l'un de 
es deux points. Exploitons 
e fait pour proposer une heuristiqued'initialisation des poids. On attribue à 
haque point un poids égal au 
arré de la distan
e à sonplus pro
he voisin. Pour 
e faire, on pourra évidemment utiliser ave
 pro�t une triangulation41



Chapitre 2. Contributions à la librairie d'algorithmes géométriques CGALde Delaunay. Les poids ainsi attribués, on peut alors faire varier le paramètre � pour tenterd'obtenir une bonne re
onstru
tion. Cette appro
he apporte de bonnes réponses en pratique(�gure 2.11).Notons, toutefois, qu'il existe des 
as où 
ette heuristique ne su�ra pas pour obtenir unrésultat a

eptable. Il su�t pour 
ela de 
onstruire un é
hantillon S" en dédoublant les pointsd'un é
hantillon non uniforme, S, le long de la 
ourbe d'origine, les doubles étant à une distan
ede " des points originaux (" très petit). Le poids attribué à 
haque point, par l'heuristique appli-quée à S", est alors exa
tement "2 et l'utilisation d'Alpha-formes pondérées sur l'é
hantillon depoints dédoublés exa
tement équivalente à l'utilisation d'Alpha-formes simples sur l'é
hantillonde départ S.Cet exemple d'heuristique, bien que relativement e�
a
e en pratique, montre que le problèmede l'initialisation des poids est di�
ile même en dimension 2. Il est en
ore plus di�
ile à aborderdans l'espa
e puisque un point possède un nombre non déterminé de voisins sur une surfa
e,même lisse, sans singularité et sans bord.Re
onstru
tion pour des é
hantillons uniformes

Fig. 2.12 � Résultat : un exemple d'é
hantillon de points uniforme, la lapin de Stanford.Comme évoqué 
i-avant, les 
onditions d'é
hantillonnage requises pour obtenir un réponsesatisfaisante grâ
e aux Alpha-formes dans le plan sont drastiques. Observons, tout d'abord, le
omportement des Alpha-formes sur un é
hantillon quasi idéal (i.e. très dense, uniforme, 
f. �-gure 2.12) dans l'espa
e, le lapin de l'université de Stanford (grand 
lassique dans l'illustrationdes méthodes de re
onstru
tion). On trouvera, �gure 2.15, une illustration du 
omportementde la famille des Alpha-formes (version singulière) quand � dé
roît sur R+. En version régu-lière, les Alpha-formes ne permettent pas de trouver de réponse satisfaisante ; en e�et, des trousapparaissent sur le 
orps du lapin avant que les oreilles soient séparées.Par 
ontre, il semble, à première vue, qu'en mode singulier, on puisse séle
tionner un �optimal (si on en prend un légèrement plus petit, des trous apparaissent) permettant d'obtenir42



2.4. Alpha-formes

Fig. 2.13 � Résultat : re
onstru
tion du lapin par Alpha-formes en mode général, pour un �optimal.une représentation 
orre
te du lapin (�gure 2.13). Malheureusement, un examen plus approfondi,révèle que, pour 
e �, l'objet re
onstruit n'est pas partout une �vraie� surfa
e : elle possède,en fait, des singularités. De l'a�
hage de la version régulière (qui ne 
onserve que des volumes)pour 
e même � (�gure 2.14), on peut déduire que les fa
ettes n'ayant pas disparu par rapportà la version singulière 
a
hent en fait de petits volumes11.Nous voilà, pour la première fois 
onfrontés aux slivers (notion que l'on retrouvera �malheu-reusement�12 dans le 
hapitre 3). Ces tétraèdres, dont les sommets sont quasi 
oplonaires, quasi
o
y
liques, et dont les quatre fa
es relient des points voisins sur la surfa
e, représentent une dif-�
ulté supplémentaire spé
i�que à la dimension 3. Faute de re
onstru
tion totalement 
orre
te,les Alpha-formes permettent i
i de montrer l'existen
e des slivers. Remarquons, de plus, que lesquatre fa
ettes d'un sliver ont bien leur plus petite sphère 
ir
ons
rite vide de points du mêmeordre de grandeur, par dé�nition des Alpha-formes).
11L'a�
hage des arêtes exhibe des tétraèdres plats matérialisés par des quadrilatères dont les diagonales se
roisent.12Sans eux, le problème de la re
onstru
tion serait tellement plus simple. . . 43



Chapitre 2. Contributions à la librairie d'algorithmes géométriques CGAL

Fig. 2.14 � Résultat : mode régulier pour la re
onstru
tion du lapin par Alpha-formes présentée�gure 2.13, mise en éviden
e des slivers.
44



2.4. Alpha-formes

Fig. 2.15 � Illustration : évolution des Alpha-formes pour � dé
roissant. 45



Chapitre 2. Contributions à la librairie d'algorithmes géométriques CGAL�2.5 Les voisins naturels2.5.1 Introdu
tion

p1
p2

p3 p4
p5

p6
p

Fig. 2.16 � Illustration : fpigi=1���5, l'ensemble des voisins naturels du point p.Les voisins naturels et les 
oordonnées naturelles qui leur sont asso
iées ont été introduitspar R. Sibson, originellement dans le but de dé�nir une interpolation de données é
hantillonnéessur une fon
tion à deux variables [Sib81℄. S'agissant d'un système de 
oordonnées bary
entrique,on peut don
 interpoler exa
tement des données é
hantillonnées sur une fon
tion linéaire. Ce quia retenu notre attention sur 
e s
héma d'interpolation parmi d'autres est que l'évaluation de lafon
tion d'interpolation en un point ne fait intervenir qu'une partie des données. Cet aspe
t estprimordial pour une appli
ation informatique e�
a
e par rapport à des systèmes de 
oordonnéesqui feraient intervenir tous les points de l'é
hantillon. D'autres s
hémas possèdent des propriétéssimilaires, telles les 
oordonnées de Lapla
e, ainsi que d'autres systèmes dé�nis dans [HS00℄.Cependant, 
omparé à ses 
on
urrents, il o�re des propriétés de 
ontinuité, de dérivabilité, par-ti
ulièrement intéressantes, tout en permettant un algorithme de 
al
ul raisonnable. En e�et,étant intimement liée au diagramme de Voronoi, la mise en ÷uvre du 
al
ul se révèle e�
a
edans le plan [Alf89, Wat92, Wat94℄ et aussi dans l'espa
e [BC00℄.2.5.2 Dé�nitionConsidérons un ensemble de points S. Notons V(S), le diagramme de Voronoi de 
es points.On dé�nit alors pour tout point de l'espa
e ses voisins naturels et leurs 
oordonnées asso
iéesainsi :Dé�nition 2.4 Pour tout point p intérieur à l'enveloppe 
onvexe de S, on nomme voisins na-turels les points de S auxquels p serait relié par une arête dans le dual de V. Notons V(p), la
ellule de p si on l'insérait dans V. Pour 
ha
un de ses voisins naturels pi, on peut dé�nir un46



2.5. Les voisins naturels
oe�
ient, que l'on nommera 
oordonnée naturelle, égal à l'aire de l'interse
tion entre V(p) ave
la 
ellule de pi, normalisée par l'aire de V(p) toute entière (�gure 2.16).�i = aire(V(pi) \V(p))=aire(V(p))2.5.3 PropriétésLes 
oordonnées naturelles présentent plusieurs propriétés remarquables. Présentons les, toutd'abord informellement, a�n de mieux saisir leur intérêt dans le 
adre de l'interpolation et pluspré
isément pour une appli
ation informatique au problème de la re
onstru
tion. Tout d'abord, 
es
héma répond à un enjeu d'e�
a
ité informatique de par la lo
alité : en d'autres termes, seuls despoints �autour� du point 
onsidéré soient pris en 
ompte. De plus, plus mathématiquement, les
oordonnées naturelles sont C 1 sauf aux points de l'é
hantillon. En�n, la propriété du bary
entre :soit fpigi=1���np les voisins naturels de p, alors p est le bary
entre des points pi a�e
tés de leurs
oordonnées naturelles.Pour être plus 
orre
t, formalisons un peu 
e que nous venons d'évoquer. Si on 
onsidère S,un ensemble de n points fpigi=1���n, on peut alors dé�nir la famille de fon
tions suivante : pouri variant de 1 à n, �i est la fon
tion égale à la 
oordonnée naturelle asso
iée à pi si pi est voisinnaturel du point d'évaluation et à zéro sinon. Alors le système de 
oordonnées naturelles dé�nipar 
ette famille de fon
tions asso
iées au points de S véri�ent les propriétés suivantes :Propriété 2.4(i) La lo
alité : pour tout point p intérieur à l'enveloppe 
onvexe de S, les fon
tions �i prennenttoutes la valeur zéro, ex
eptées les fon
tions asso
iées aux voisins naturels de p.(ii) Chaque fon
tion �i est C 0 partout et C 1 sauf en pi ; notons que �i(pj) = Æij, où Æij est lesymbole de Krone
ker.(iii) Pour tout point p intérieur à l'enveloppe 
onvexe de S, on a l'égalité bary
entrique : p =Ppi2S �i(p):pi.2.5.4 Algorithme de 
al
ulLe 
al
ul des voisins naturels peut être e�e
tué sans di�
ulté grâ
e à la triangulation deDelaunay des points de S. En e�et, triangulation de Delaunay et diagramme de Voronoiétant duaux l'un de l'autre, on peut trans
rire la dé�nition 2.4 pour ne l'exprimer que grâ
e àla triangulation de Delaunay. Pour le 
al
ul dans le plan, on peut se référer à [Alf89, Wat92,Wat94℄, dans l'espa
e à [BC00℄.En 
e qui nous 
on
erne, 
'est le 
al
ul dans le plan que nous allons utiliser. Soit S uné
hantillon de points, D la triangulation de Delaunay de S et p un point dont on veut 
al
ulerles voisins naturels et les 
oe�
ients qui leur sont asso
iés :* les voisins naturels de p sont les points du bord de la région 
omposée des triangles en
on�it ave
 le point p ;* 
onsidérons pi, un des voisins naturels de p, il s'agit don
 de 
al
uler le 
oe�
ient naturelqui lui est asso
ié. Rappelons la dé�nition de 
ette quantité :�i(p) = aire(V(pi) \V(p))=aire(V(p)) 47



Chapitre 2. Contributions à la librairie d'algorithmes géométriques CGALOn dé
rira simplement l'algorithme de 
al
ul de l'aire de V(pi) \ V(p), la portion de la
ellule de pi englobée par la 
ellule de p, si on l'insérait, dans le diagramme de Voronoi.La normalisation étant ensuite triviale, puisque l'on a :aire(V(p)) =Xi aire(V(pi) \V(p))Pré
isons quelques notations utilisées dans la des
ription de l'algorithme qui va suivre, pour unearête e, on désignera par e0 et par e1 ses extrémités. De plus, on notera 
entretriangle la fon
tion
al
ulant le 
entre du 
er
le 
ir
ons
rit à un triangle et airetriangle la fon
tion 
al
ulant l'aire d'untriangle.Algorithme de 
al
ul d'un 
oe�
ient naturel avant normalisationRequire: p un point requête et pi un de ses voisins naturels.Ensure: retourne �i = aire(V(pi) \V(p)).soit ei et ef les deux arêtes adja
entes à pi délimitant la région en 
on�it ave
 p.�i ( 0 ;v1 ( 
entretriangle(e0i ; e1i ; p)soit 
 un itérateur sur les fa
ettes en 
on�it ave
 p adja
ente à pi ;
( fi, la fa
ette in
idente à ei en 
on�it ave
 p ;v2 ( dual(fi) ;repeat
++ ;v3 ( dual(
) ;�i ( �i + airetriangle(v1; v2; v3) ;v2 ( v3 ;until 
 non in
idente à efv3 ( 
entretriangle(e0f ; e1f ; p) ;�i ( �i + airetriangle(v1; v2; v3) ;return �i ;2.5.5 Spé
i�
ationsLa mise en ÷uvre du 
al
ul des voisins naturels ne présente pas de di�
ultés majeures. Il
onsiste juste à ajouter une fon
tionnalité à la triangulation de Delaunay. En pratique, le 
hoixa don
 été fait de faire de la fon
tion de 
al
ul du système de 
oordonnées naturelles une fon
tionmembre natural_
oordinates de la 
lasse CGAL::Delaunay_triangulation_2 . Par ailleurs on adé�nit une nouvelle fa
e de base, 
hargée de 
onserver le 
entre de son 
er
le 
ir
ons
rit, qui peutêtre utilisée à la pla
e de la fa
e standard. Ainsi, ave
 une fa
e de base standard, le 
entre du
er
le 
ir
ons
rit sera re
al
ulé à 
haque requête, alors que la nouvelle fa
e permet une évaluationparesseuse (i.e. le 
al
ul n'est fait que s'il est demandé et 
onservé pour d'éventuelles requêtesfutures).Pratiquement, la méthode employée pour permettre les deux options, est transparente pourl'utilisateur. On a utilisé deux versions marquées pour le 
al
ul du 
entre du 
er
le 
ir
ons
rit àune fa
e dont l'utilisation n'est 
ommandée que par le fait d'avoir paramétré la triangulation deDelaunay par l'une ou l'autre des fa
es de base disponibles.Par ailleurs, il a été né
essaire d'implanter un 
onteneur, permettant de retourner le systèmede 
oordonnées naturelles asso
ié à un point, CGAL::Bary
entri
_
oordinates<Vh, Nt>, où Vh48



2.5. Les voisins naturelssont respe
tivement une poignée (Handle) sur un sommet et un type de nombre. Ainsi le pro-totype de la fon
tion membre de la triangulation de Delaunay 
hargé de réaliser le 
al
ul dusystème de 
oordonnées naturelles, N
, asso
ié à un point p est :bool natural_
oordinates(
onst Point& p, Bary
entri
_
oordinates& N
) ;Le booléen renvoyé est mis à vrai quand le point p est intérieur à l'enveloppe 
onvexe des pointsinsérés dans la triangulation de Delaunay et à faux dans le 
as 
ontraire. On pourra, ainsi,opérer un traitement adéquat dans le 
as parti
ulier où l'on 
her
he à prolonger le s
hémad'interpolation hors de l'enveloppe 
onvexe des points. Pour plus de détails, on pourra se référerà la do
umentation de CGAL.2.5.6 Fon
tionnalitésDétaillons don
 des exemples d'instan
iations pour les deux options o�ertes par l'implantationdu 
al
ul du système de 
oordonnées naturelles asso
iées à un é
hantillon de points. Tout d'abord,si la mémoire est limitée ou que l'é
hantillon est modi�é sans 
esse, il est plus e�
a
e d'utiliserune fa
e de base 
lassique. Voi
i un exemple d'instan
iation puis d'utilisation, où on a�
he àl'é
ran les 
oordonnées asso
iées à un point :typedef CGAL::Cartesian<double> K;typedef CGAL::Triangulation_vertex_base_2<K> Vb;// Choix du type de fa
e utilise suivant la version souhaitee (i
i re
al
ul)typedef CGAL::Triangulation_fa
e_base_2<K> Fb; // ave
 re
al
ul// typedef CGAL::Voronoi_fa
e_base_2<K> Fb; // ave
 evaluation paresseusetypedef CGAL::Triangulation_default_data_stru
ture_2<K,Vb,Fb> Tds;typedef CGAL::Delaunay_triangulation_2<K,Tds> Dt;typedef Dt::Bary
entri
_
oordinates B
; // type de retourtypedef B
::Coordinate_iterator B
_it;void natural_
oordinates_pretty_print(
onst Dt& dt, 
onst K::Point& p){ B
 N
;std::
out << "pour le point requete :" << p << std::endl;if (dt.natural_
oordinates(p, N
)){ B
_it N
_it;Point O(0,0), G(0,0);for(N
_it = N
.begin(); N
_it != N
.end(); ++N
_it){ Dt::Vertex_handle vh(N
_it->first);std::
out << "la 
oordonnee asso
iee au point "<< vh->point() << " est : "<< N
_it->se
ond/N
.get_norm_
oeff()<< std::endl; 49



Chapitre 2. Contributions à la librairie d'algorithmes géométriques CGAL// Verifi
ation de la propriete du bary
entreG = G + N
_it->se
ond/N
.get_norm_
oeff()*(vh->point()-O);}std::
out << "le bary
entre 
al
ule est " << G << std::endl;}elsestd::
out << "il est en dehors de l'enveloppe 
onvexe." << std::endl;} Dans la 
as où on opère de nombreuses requêtes sur un é
hantillon de points que l'on nemodi�e pas ou que très rarement, il sera judi
ieux d'utiliser la version ave
 évaluation paresseusedes 
entres de 
er
le 
ir
ons
rit. On utilisera alors simplement la fa
e spé
iale CGAL::Voronoi_fa
e_base_2 au lieu de la fa
e 
lassique. On notera que l'appel de la fon
tion de 
al
ul des
oordonnées naturelles est le même que dans le 
as pré
édant.Par ailleurs, remarquons que, là en
ore, on pro�te pleinement de toutes les optimisationspossibles pour les triangulations deDelaunay. Ainsi, pour les gros é
hantillons de points (plus de10:000 points), on pourra aussi utiliser la version hiérar
hique de la triangulation de Delaunay.En outre, on utilisera ave
 pro�t un noyau �ltré a�n de traiter e�
a
ement des é
hantillonsde points présentant des 
on�gurations litigieuses que seul le 
al
ul exa
t permet de distinguer.Présentons, à titre d'exemple, un instan
iation de la triangulation de Delaunay dans le 
asoù on voudrait utiliser une arithmétique �ltrée en même temps que la version hiérar
hique deDelaunay et l'évaluation paresseuse des 
er
les 
ir
ons
rits :// Instan
iation d'un noyau utilisant des predi
ats filtrestypedef CGAL::Filtered_exa
t<double, leda_real> NT;typedef CGAL::Cartesian<NT> K;// Definition du sommet approprie pour utiliser la hierar
hietypedef CGAL::Triangulation_vertex_base_2<K> Vb;typedef CGAL::Triangulation_hierar
hy_vertex_base_2<Vb> Hv;// Choix du type de fa
e utilisetypedef CGAL::Voronoi_fa
e_base_2<K> Fb; // ave
 evaluation paresseuse// Triangulation de Delaunay interne a la hiera
hietypedef CGAL::Triangulation_default_data_stru
ture_2<K,Hv,Fb> Tds;typedef CGAL::Delaunay_triangulation_2<K,Tds> Idt;// Instan
iation de la triangulation de Delaunay hierar
hiquetypedef CGAL::Triangulation_hierar
hy_2<Idt> Dt;typedef Dt::Bary
entri
_
oordinates B
; // type de retourtypedef B
::Coordinate_iterator B
_it;Par ailleurs, on trouvera di�érentes appli
ations reposant sur le 
al
ul des voisins naturelsdans le 
hapitre traitant de la re
onstru
tion à partir de données organisées en se
tions (
f.
hapitre 4). C'est pourquoi, nous ne nous attarderons pas plus i
i sur les appli
ations possiblesdes voisins naturels.50



2.5. Les voisins naturels2.5.7 Etude des performan
esSur
oût du 
al
ul des 
oef�
ients naturelsDétaillons le 
oût du 
al
ul des 
oe�
ients naturels par rapport à une simple insertion dansla triangulation de Delaunay. En e�et, dans les deux 
as, il s'agit d'e�e
tuer des opérationssur les voisins naturels d'un point, 
es opérations 
onsistant en une simple mise à jour de la
onne
tivité pour l'insertion et en des 
al
uls d'aire pour le 
al
ul des 
oe�
ients naturels. Letableau 2.2 présente les résultats de 
ette étude 
omparative. On peut y lire le 
oût du 
al
ul dusystème de 
oordonnées naturelles d'un point par rapport à son insertion dans une triangulationde Delaunay hiérar
hique et robuste (utilisation de prédi
ats �ltrés). Notons qu'il s'agit don
d'une implantation réaliste, qui sera, par exemple, utilisée dans l'implantation des algorithmesdéveloppés dans le 
hapitre 4.Modèle nombre insertion seule insertion (t1) + (t2=t1)de points (t1) natural_
oordinates (t2)in_square 1000 0,03 0,08 1,67on_square 1000 0,04 0,1 1,5in_dis
 1000 0,03 0,08 1,67on_
ir
le 1000 0,38 0,74 0,95in_square 5000 0,18 0,46 1,56on_square 5000 0,3 0,68 1,27in_dis
 5000 0,18 0,47 1,61on_
ir
le 5000 1,22 2,41 0,98in_square 10000 0,44 1,03 1,34on_square 10000 0,97 2,04 1,1in_dis
 10000 0,4 1,01 1,52on_
ir
le 10000 2,69 5,01 0,86in_square 50000 2,38 5,53 1,32on_square 50000 13,89 29,47 1,12in_dis
 50000 2,28 5,43 1,38on_
ir
le 50000 37,13 81,99 1,21in_square 100000 5,1 11,35 1,23on_square 100000 48,25 100,67 1,09in_dis
 100000 4,95 11,47 1,32on_
ir
le 100000 144,9 318,33 1,2Tab. 2.2 � Étude du 
oût du 
al
ul des 
oordonnées naturelles par rapport à l'insertion dansune triangulation de Delaunay hiérar
hique (temps de 
al
ul CPU exprimés en se
ondes).Pour représenter les di�érentes 
on�gurations possibles, on a 
hoisi di�érents types de jeuxde données. Le 
as de points random dans un 
arré (on_square) représente le 
as optimal pourle 
al
ul de Delaunay (
on�gurations dégénérées improbables). Le 
as des 
ourbes, qui estintéressant pour la re
onstru
tion, est représenté par le 
as de points sur un 
er
le (on_
ir
le),un des pires pour Delaunay (toutes les 
on�gurations sont dégénérées), et le 
as de points surun 
arré (on_square) plus favorable. En�n, le 
as de points dans un disque (in_dis
) représenteun 
as moyen pour Delaunay, où il peut y avoir des 
on�gurations dégénérées. Les temps CPU51



Chapitre 2. Contributions à la librairie d'algorithmes géométriques CGALfournis sont exprimés en se
ondes, ils 
orrespondent à la version 2:3 de CGAL sur une ma
hineéquipée d'un pro
esseur Intel Pentium i686 1GHz et disposant de 1Go de RAM. Notons, deplus, que, du fait du 
al
ul des voisins naturels, une boite englobante a été ajoutée.L'analyse de 
e tableau 2.2 révèle tout d'abord que le sur
oût dû aux 
al
uls des 
oordonnéesnaturelles n'ex
ède pas 1; 7 et se révèle très avantageux pour les 
as qui modélisent une 
ourbe.Notons de plus, que lorsque le nombre de points augmente, le 
oût de la lo
alisation devientplus grand, et qu'ainsi le sur
oût des 
al
uls numériques des voisins naturels se fait moins sentir,il tombe alors en dessous de 1; 4 ave
 la triangulation hiérar
hique. Par ailleurs, on pourraitlégitimement s'étonner de voir apparaître un sur
oût inférieur à 1 pour le modèle on_
ir
lejusqu'à 10:000 points. Pour mieux 
omprendre, une autre série de tests à été réalisée dans lesmêmes 
onditions, mais ave
 une version non hiérar
hique de la triangulation de Delaunay(
f. tableau 2.3).Modèle nombre insertion seule insertion (t1) + (t2=t1)de points (t1) natural_
oordinates (t2)in_square 1000 0,03 0,09 2on_square 1000 0,08 0,2 1,5in_dis
 1000 0,03 0,09 2on_
ir
le 1000 0,37 0,78 1,1in_square 5000 0,34 0,85 1,5on_square 5000 1,32 2,94 1,23in_dis
 5000 0,32 0,81 1,53on_
ir
le 5000 1,77 4,09 1,31in_square 10000 1,01 2,33 1,31on_square 10000 9,96 22,31 1,24in_dis
 10000 0,97 2,28 1,35on_
ir
le 10000 4,42 10,96 1,48Tab. 2.3 � Étude du 
oût du 
al
ul des 
oordonnées naturelles par rapport à l'insertion dansune triangulation de Delaunaysimple (temps de 
al
ul CPU exprimés en se
ondes).À la lumière du tableau 2.3, on s'aperçoit que la 
omparaison n'est pas si simple. En fait, le
al
ul des voisins naturels e�e
tue des opérations semblables à 
elles réalisées pour une insertiondans une triangulation de Delaunay 
lassique, par 
ontre les opérations de mise à jour d'unetriangulation de Delaunay hiérar
hique, qui permettent une lo
alisation plus rapide, sont plus
omplexes. Ainsi, la 
omparaison ave
 la version 
lassique (
f. tableau 2.3) nous montre que le
al
ul des voisins naturels 
orrespond bien à un sur
oût. Ainsi, le tableau 2.2 démontre simple-ment que la version hiérar
hique de la triangulation de Delaunay ne prend véritablement sapleine mesure qu'une fois les 10:000 points dépassés13. En dessous de 
e seuil, le 
al
ul des voisinsnaturels est, dans 
ertains 
as, moins 
oûteux que la mise à jour de la hiérar
hie de triangulations.Par ailleurs, on peut 
omparer 
es résultats à 
eux dé
rits dans [BC00℄ qui 
on
ernent le 
asde la dimension 3, où on voit apparaître un sur
oût entre 5 et 10 pour le 
al
ul des 
oordonnéesnaturelles dans l'espa
e grâ
e une étude semblable. Voilà don
 un argument pour préférer utili-ser les 
oordonnées naturelles en dimension 2 plut�t que dans l'espa
e pour notre méthode dere
onstru
tion à partir de se
tions. On reviendra, ainsi, plus en détail dans le 
hapitre 4 sur lavalorisation des 
al
uls dans le plan.13Comme annon
é dans la do
umentation CGAL, d'ailleurs.52
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Chapitre 3. Re
onstru
tion à partir de nuages de points�3.1 Introdu
tion3.1.1 Les enjeux des méthodes dites généralesRe
onstruire des objets à partir de points mesurés sur leur surfa
e, le problème semble posé.Cependant, est-
e vraiment la manière la plus intéressante de le formuler ? L'obje
tif utopiquede 
e 
hapitre pourrait être de présenter une méthode mira
uleuse permettant de re
onstruiretoutes sortes d'objets à partir de n'importe quel type d'é
hantillon. . . Doux rêve. . . Non, on se
ontentera i
i, de 
erner des enjeux importants, déterminés à partir de jeux de données réelles,auxquels on s'atta
hera à fournir des réponses les plus satisfaisantes possibles. Voilà en quelquesmots, la philosophie qui aura été la n�tre pour 
e travail.
Quel diagnosti
 ?fra
ture ou non ?Fig. 3.1 � Illustration : un ensemble des points sans information supplémentaire.Dans 
e qui va suivre, nous 
onsidèrerons des é
hantillons de points non-uniformes ne pos-sédant pas de stru
ture, i.e. désorganisés. De tels é
hantillons seront en
ore appelés nuages depoints. Le fait de ne 
onsidérer au
une stru
ture sur les données revient à séparer, en deux tâ
hesbien distin
tes, la numérisation de données et la re
onstru
tion proprement dite. Il est pourtantfondamental de 
omprendre que, sans autre 
onsidération, 
e
i serait voué à l'é
he
. Bien évi-demment, on ne peut raisonnablement espérer re
onstruire des objets à partir d'é
hantillons troppeu denses, sans présumer d'au
une information ni sur la nature de l'objet, ni sur la manièredont l'é
hantillon aura été mesuré. La �gure 3.1 permet d'illustrer l'apport d'une 
onnaissan
e
omplémentaire sur la nature des données : si l'on sait qu'il n'y a qu'un objet dans la s
ène leproblème est résolu � l'os n'est pas brisé � alors que, sans 
ette information, la question estouverte.En fait, 
ette appro
he générale du problème trouve un intérêt, essentiellement, de par lesprogrès réalisés par les pro
édés de numérisation des objets. En e�et, les é
hantillons sont do-rénavant souvent su�samment denses et le bruit sur les mesures e�e
tuées su�samment faible,pour ne pas avoir à 
onsidérer d'information 
omplémentaire. Paradoxalement, 
'est en fait làque se 
a
he l'information a priori 
onsidérée par 
ette 
lasse de méthodes. La possibilité dere
onstruire un objet par une méthode générale est, en e�et, intimement liée au fait que l'é
han-tillonnage de 
et objet soit �bon�, à moins que l'on présume d'autre 
hose à un moment ou à unautre, 
e qui spé
ialise alors inévitablement la méthode. En quelque sorte, disposer d'un �bon�é
hantillon de points est le pré-requis minimum au su

ès de toute méthode, dite générale. Onsupposera don
 que l'é
hantillon a été mesuré sur un objet réel et qu'il est au moins �assez�dense.Pour appré
ier intuitivement, 
e que l'on entend par �bon� é
hantillonnage, on peut 
onsi-dérer qu'il est né
essaire que, pour un point de l'é
hantillon, ses voisins sur la surfa
e de l'objet54



3.1. Introdu
tionà re
onstruire se doivent d'être aussi les points qui sont le plus pro
he de lui dans l'é
hantillon14 .Malheureusement, 
ette 
ondition né
essaire n'est pas fa
ile à assurer. A
tuellement, au
un despro
édés de numérisation 
ouramment utilisés n'est à même de satisfaire de tels 
ritères. On saitjuste numériser des données, parfois très pré
isément, mais les garanties sur la qualité de l'é
han-tillonnage sont quasiment inexistantes. L'alternative 
onsiste don
, dans tous les 
as15 où 
ela estpossible, à sur-é
hantillonner les objets, dans l'espoir de numériser de �bons� é
hantillons. Cettetendan
e a pour 
onséquen
e de fournir des é
hantillons de plus en plus denses, des volumes dedonnées toujours plus grands.C'est dans 
e 
adre où les é
hantillons seront volumineux, les objets à re
onstruire de naturevariée, que les méthodes de re
onstru
tion générales trouvent leur appli
ation. Outre la qualitéde la re
onstru
tion fournie, 
e sont 
es aspe
ts de rapidité, de �abilité, d'espa
e mémoire o

upé,qui doivent être pris en 
ompte pour évaluer leurs performan
es.3.1.2 Des nuages de pointsDe nombreux domaines sont à même de fournir de tels é
hantillons. On peut 
iter l'imageriemédi
ale à des �ns d'aide au diagnosti
, de simulation ou d'assistan
e en 
hirurgie, ou en
ore legraphisme informatique, où, de plus en plus souvent, on 
her
he à in
orporer des éléments réelsdans des s
ènes, pour les jeux vidéos, les e�ets spé
iaux au 
inéma. On peut aussi penser aux ten-tatives de visite virtuelle du musée du Louvre, ou en
ore au projet Mi
helangelo [LPC+00℄ayant pour obje
tif de s
anner plusieurs statues de Mi
hel Ange. L'industrie, pour des appli
a-tions de reverse engineering par exemple, produit, de plus en plus 
ouramment, des é
hantillonsde données de tailles impressionnantes. La physique, la 
himie, la géologie, les mathématiquesont aussi leurs propres besoins dans le domaine de la re
onstru
tion d'objet.Les te
hniques de numérisation sont, elles aussi, nombreuses et variées. On 
itera, entre autres,les s
anners laser, la stéréo-vision, les images 3D � a
quises par é
hographie, tomographie,imagerie par résonan
e magnétique (IRM), mi
ros
opie éle
tronique (EM) � ou en
ore l'analysed'ondes sismiques.Cette profusion de domaines d'appli
ation, mêlée à la diversité des pro
édés d'a
quisitionde données, rend d'autant plus intéressante l'idée d'une méthode 
apable de re
onstruire desobjets de natures très di�érentes (surfa
e fermée, à bord, à trous, topologie 
omplexe) pour peuque l'é
hantillon soit �bon�. De plus, d'autres appli
ations dé
oulent de la nature générale de
es méthodes. La 
ompression de modèles géométriques, par exemple, peut être réalisée ainsi ; sil'on sait, en e�et, re
onstruire un modèle à partir de ses sommets, on peut alors se passer de la
onne
tivité.3.1.3 Positionnement parmi les travaux antérieursEssayons, i
i, de dé
rire qualitativement les idées dire
tri
es qui sous-tendent l'appro
heque nous allons proposer. On pourra se référer à la partie 1.3 pour une étude générale desdi�érentes 
ontributions déjà apportées à la résolution de 
e problème. Parmi les di�érentes idéesqui émergent de 
et état de l'art, 
ertaines ont retenu plus parti
ulièrement notre attention.Tout d'abord, la méthode que nous allons présenter fait partie des méthodes de séle
tiondans la triangulation de Delaunay. D'une part, par
e que, 
omme nos prédé
esseurs, nous
onsidérons que les 
onditions requises sur l'é
hantillon pour qu'une re
onstru
tion a

eptable14Ainsi, si l'on dispose d'un �bon� é
hantillon de points pour la �gure 3.1, on peut 
on
lure que l'os est fra
turé.15Pour 
ertaines appli
ations, l'extra
tion des données est limitée pour des raisons de 
oût, en géologie parexemple, ou de risque, a�n d'éviter une surexposition à des rayonnements pour les patients en imagerie médi
ale. . .55



Chapitre 3. Re
onstru
tion à partir de nuages de pointsexiste dans la triangulation de Delaunay représentent un seuil minimum en dessous duquel onpeut douter qu'une méthode générale soit appropriée. D'autre part, les di�érentes propriétés de
ette triangulation et surtout de son dual le diagramme de Voronoi, sont intimement liées ànotre problème de re
onstru
tion. En e�et, en quelque sorte, du moins lo
alement, re
onstruirela surfa
e autour d'un point de l'é
hantillon revient à séle
tionner parmi les plus pro
hes voisinsde 
e point, 
eux qui sont aussi ses voisins sur l'objet originel.Reprenons, pour �xer les idées, le �l dire
teur utilisé par les Alpha-formes [EM94℄. Examinonsla répartition des fa
ettes présentes dans la triangulation de Delaunay, si on les 
lasse, en ordre
roissant, selon le rayon de leur plus petit 
er
le 
ir
ons
rit vide de points. L'idée soutenue dansla notion d'Alpha-formes (
f. 2.4) est que les fa
ettes de la re
onstru
tion et 
elles à ex
lureseraient séparées par un saut de valeurs dans 
ette 
lassi�
ation, il su�rait alors de trouver 
esaut pour déterminer le résultat. Comme dé
rit dans [BB97℄, 
e
i est théoriquement possible ;
ependant, les 
onditions d'é
hantillonnage imposées sont alors totalement irréalistes (surtout la
ondition d'uniformité16). En pratique, l'appli
ation de 
ette idée globalement sur les donnéesn'est pas probante pour la plupart des é
hantillons, les fa
ettes à 
onserver et 
ertaines autresgrossièrement mauvaises s'entremêlent. En fait, nous allons utiliser 
ette 
lassi�
ation par lerayon du plus petit 
er
le 
ir
ons
rit vide de points, mais lo
alement, pour l'ensemble des fa
ettesadja
entes à une arête e, dont les deux extrémités sont voisines sur l'objet réel. Ce 
ritère n'estpas su�sant, et on devra le 
onjuguer à des 
ontraintes topologiques, pour aboutir à notrere
onstru
tion par déploiement de surfa
e.Notre méthode de re
onstru
tion s'apparente ainsi à 
elle développée par S. Petitjeanet E. Boyer dans leur arti
le [PB01℄. En e�et, dans les deux 
as, il s'agit de déployer unesurfa
e triangle après triangle en suivant un 
ertain 
ritère permettant de 
hoisir 
orre
tement
es triangles et d'étendre ainsi 
ette surfa
e idéalement sur l'ensemble de l'é
hantillon pourobtenir une re
onstru
tion. Cependant, dans la mise en pratique de 
ette idée, notre appro
he sedi�éren
ie sensiblement de 
elle adoptée par les auteurs de [PB01℄. Contrairement à eux, nousavons dé
idé de 
ontr�ler pré
isément le déploiement de la surfa
e en imposant des 
ontraintestopologiques pour l'ajout des triangles. De plus, notre 
ritère de séle
tion des triangles 
andidatspour l'extension de la surfa
e est un peu plus général, dans le sens où il reste valide dans des
onditions d'é
hantillonnage où le leur est inopérant. Par ailleurs, nous avons introduit unenotion de pruden
e au 
ours du déroulement de l'algorithme. Le déploiement de notre surfa
es'e�e
tue toujours grâ
e au triangle qui possède les meilleures 
ara
téristiques pour prolongernotre re
onstru
tion.Notre méthode sera évidemment à même de traiter des é
hantillons de points non-uniformes.Mais le prin
ipal sujet d'intérêt sera de ne présupposer qu'un minimum de 
hoses sur l'objet àre
onstruire. Ce minimum, pour des é
hantillons de points mesurés sur des objets réels, nous asemblé être l'orientabilité de la surfa
e re
onstruite. Pour des é
hantillons synthétiques ou desobjets mathématiques (bande de Moebius par exemple), on pourra évidemment aussi ne pas
onsidérer l'orientabilité 
omme impérative. Cette surfa
e pourra en outre, suivant les 
as, êtrefermée, à bord ou en
ore à trous. On espère ainsi être 
apable de traiter quasiment tous les typesd'é
hantillons issus d'objets réels, quelque soit leur type de topologie, qu'ils soient volumiques(surfa
es orientables fermées) ou surfa
iques.16Une version pondérée des Alpha-formes existe pour répondre au 
as d'é
hantillons non uniformes, 
ependantle problème est alors d'évaluer les poids à a�e
ter à 
haque point (
f. 2.4.8), problème non traité jusqu'i
i. . .56



3.2. Notion de bon é
hantillon de points�3.2 Notion de bon é
hantillon de points3.2.1 Dé�nition de l'axe médian d'un objetComme nous l'avons vu, l'idée même d'une méthode de re
onstru
tion à 
ara
tère général nepeut être disso
iée de 
ertaines 
onditions sur les é
hantillons de points qu'elle aura à traiter. Les
onditions pour un é
hantillonnage satisfaisant ont déjà été étudiées. La formulation de telles
onditions, établie par N. Amenta et al. [ABE98, ACDL00℄, peut, aujourd'hui, être 
onsidérée
omme 
lassique. Nous adopterons don
 i
i 
es notions qui permettent d'appré
ier la qualité desé
hantillons de points. Pour 
ela, il faut établir quelques dé�nitions qui é
laireront le problème.Tout d'abord, nous allons pré
iser, 
e qui, en quelque sorte, 
onstitue le dual de la surfa
edélimitant l'objet à re
onstruire et qu'on nommera, ensuite, l'axe médian de l'objet.Dé�nition 3.1 Soit V une surfa
e fermée, une boule est dite maximale pour V, si elle satisfaitles assertions (i) et (ii) :(i) son intérieur n'interse
te pas V,(ii) elle ne peut pas être englobée par une boule plus grande satisfaisant l'assertion (i).Notons qu'il y a deux boules maximales passant par un point de V, si l'on a

epte des boules derayon in�ni. Pour une 
ompréhension qualitative des idées que l'on développera par la suite, ilest important de remarquer que 
es boules maximales sont, d'une 
ertaine manière, les sphèresvides de Delaunay dans un 
as 
ontinu.
LFS(p)

p

V

Fig. 3.2 � Illustration : l'axe médian.Dé�nition 3.2 L'axe médian, ou squelette généralisé de V, est le lieu des 
entres de toutes lesboules maximales pour V.De par la remarque faite pré
édemment sur les sphères maximales, on peut aussi 
onsidérer l'axemédian 
omme la version 
ontinue du diagramme de Voronoi (�gure 3.2).3.2.2 Dé�nition d'un bon é
hantillonGrâ
e à la notion d'axe médian d'une surfa
e fermée V, on peut maintenant formaliser 
er-taines 
onditions essentielles pour espérer fournir une re
onstru
tion a

eptable. Commençons57



Chapitre 3. Re
onstru
tion à partir de nuages de pointspar introduire une quantité mesurant la densité d'é
hantillonnage requise en un point donné deV.Dé�nition 3.3 Soit V une surfa
e fermée et p un point de V, on désignera par LFS(p) (Lo
alFeature Size) la distan
e eu
lidienne de p à l'axe médian de V.En e�et, on peut déjà remarquer deux aspe
ts de 
ette grandeur LFS, elle 
ontr�le, nonseulement, l'épaisseur de l'objet, mais aussi la 
ourbure, au point 
onsidéré. Le fait qu'il failleplus de points aux endroits de forte 
ourbure pour modéliser un objet est assez intuitif17. Par
ontre, la notion d'épaisseur de l'objet est propre au problème de la re
onstru
tion. Pour saisirl'importan
e de l'épaisseur, on peut se référer une nouvelle fois à la �gure 3.1 ; on remarqueraalors que 
'est un dé�
it d'é
hantillonnage par rapport à l'épaisseur de l'objet qui 
rée uneambiguïté.Dé�nition 3.4 On nommera "-é
hantillon d'une surfa
e fermée V, un é
hantillon de pointsS � V, tel que : 8p 2 V;9q 2 S d(p; q) � "LFS(p)Nous avons maintenant dé�ni, du moins théoriquement, une mesure de qualité pour un é
han-tillon. Cette mesure n'est pas uniforme, elle s'adapte à l'objet. Cependant, pour des appli
ationspratiques, il semble di�
ile de demander, aux di�érents pro
édés de mesure de fournir des "-é
hantillons à " �xé. L'axe médian d'un objet réel n'est, en général, ni 
onnu, ni fa
ile à dé-terminer. Ces dé�nitions sont don
 di�
ilement exploitables. L'espoir en pratique de n'avoir àtraiter que des "-é
hantillons, surtout ave
 " petit, semble don
 bien min
e, d'autant plus que
ertaines surfa
es possèdent des singularités, telles des arêtes vives par exemple, et ne peuventêtre "-é
hantillonnées, quelque soit ".

Fig. 3.3 � Illustration : exemple d'un même "-é
hantillon, ave
 " = 1, pour deux 
ourbes dis-tin
tes.Malgré tout, 
ette notion d'"-é
hantillon dé�nit un 
adre théorique utile à la 
ompréhensiondes limites intrinsèques des méthodes de re
onstru
tion généralistes. En e�et, 
omme le montrela �gure 3.3 [ABE98℄, au
une méthode généraliste ne peut espérer répondre pour 
ertains objetsà partir d'un é
hantillon qui n'est pas un "-é
hantillon, ave
 " � 1. De plus, il existe même des17On peut, par exemple, penser aux appli
ations de CAO (Con
eption Assistée par Ordinateur).58



3.2. Notion de bon é
hantillon de pointsméthodes dans le plan [ABE98℄ et dans l'espa
e [ACDL00℄ qui fournissent une re
onstru
tionhoméomorphe à l'objet d'origine pour un "-é
hantillon ave
 " inférieur à 
ertaines 
onstantes
onnues (mais évidemment petites). On peut ainsi 
onsidérer que 
ette notion d'"-é
hantillonsreprésente 
orre
tement 
e que l'on peut espérer d'un é
hantillon pour un objet lisse, dans un
as idéal. Dé�nissons don
 la notion de �bon� é
hantillon, qui peut trouver une réalité pratiquedans le 
as d'é
hantillons �su�samment denses�.Dé�nition 3.5 On appellera don
 �bon� é
hantillon, un "-é
hantillon ave
 " < 1.3.2.3 Au sujet des interpolants réguliersUne appro
he différenteSi l'on adopte une attitude plus pragmatique, une première remarque de bon sens est que
es 
onsidérations sur l'axe médian de l'objet à re
onstruire sont 
ertes intéressantes, mais queles garanties qu'elles prétendent apporter ne sont que théoriques et �nalement assez éloignéesdes enjeux réels. En e�et, si l'on 
her
he à re
onstruire un objet, 
'est 
ertainement que l'onne 
onnaît pas sa géométrie18 et en
ore moins son axe médian. Ainsi, prouver qu'une méthodere
onstruit 
orre
tement un objet "-é
hantillonné pour une 
ertaine valeur de ", montre quela méthode peut aboutir dans un 
as idéal, mais qu'en est-il sur un é
hantillon réel qui n'estpeut-être pas partout si �bon� que ça ? Con
rètement, 
es 
onsidérations n'aident en rien àla résolution du problème tel qu'il se pose : on dispose d'un objet (qui, éventuellement, peutposséder des arêtes vives19), que l'on a numérisé au mieux et on 
her
he à le re
onstruire.Existe-t-il alors d'autres façons d'évaluer la qualité d'un é
hantillon ? Une idée alternative àla notion d'"-é
hantillon, développée par S. Petitjean et E. Boyer [PB01℄, peut être formuléeainsi : un é
hantillon S est de bonne qualité, s'il permet une re
onstru
tion pour laquelle onpeut 
onsidérer qu'il est un �bon� é
hantillon. Ce point de vue ne permet pas de garantir unlien quel
onque ave
 l'objet d'origine 
ertes, mais il est peut-être plus intéressant en pratique.La démar
he, qu'il induit, di�ère de 
elle que l'on peut avoir si on prétend disposer d'un "-é
hantillon. Étant donné un é
hantillon de points, il s'agit, en e�et, d'exhiber une re
onstru
tionpour laquelle 
es points 
onstitueront un �bon� é
hantillon, l'idée étant d'apporter la réponse laplus 
ohérente possible au regard des données que l'on nous a fournies.Une version dis
rète de l'axe médianPlus pré
isément, reprenons, dans R3, les dé�nitions énon
ées dans [PB01℄. On nommera in-terpolant une surfa
e triangulée fermée qui passe par tous les points de l'é
hantillon. ConsidéronsO un interpolant pour un é
hantillon de points S. On désignera 
omme adja
ents des sommetsqui forment un simplexe (i.e. une arête ou un triangle) de O .On appellera granularité lo
ale de O en p, notée gO(p), le rayon de la plus petite sphère 
ontenanttous les sommets de O adja
ents à p. On peut se représenter la notion de granularité lo
ale endimension 2 sur la �gure 3.4 
omme le rayon du disque 
entré en p 
ontenant les deux voisins dep sur l'interpolant O.Par ailleurs, on 
her
he à dé�nir une version dis
rète pour l'axe médian de l'objet O. Pour
ela, reprenons la dé�nition d'une boule maximale (
f. 3.1) appliquée à l'é
hantillon de points S.18Ou alors, on aime se poser des questions inutiles. . .19Adieu alors, l'espoir de disposer d'un "-é
hantillon ! 59



Chapitre 3. Re
onstru
tion à partir de nuages de points
(p)eo

(p)

Sk(O)

v

p

g

B

O

oFig. 3.4 � Illustration : version dis
rète de l'axe médian pour une 
ourbe polygonale, granularitéet épaisseur lo
ale.Il su�t pour 
ela de reformuler l'assertion (i) de la dé�nition 3.1 pour le 
as dis
ret : une boulesatisfait (i0) si elle véri�e la propriété de la sphère vide (
f 1.1). On dira de plus qu'une boulemaximale est libre vis à vis de O, si l'ensemble des points sur sa frontière ne 
onstituent pas lessommets d'un même simplexe de O. Dans le plan, en se référant à la �gure 3.4, on notera, parexemple, que le 
er
le en pointillé de 
entre v est un 
er
le maximal libre vis à vis du 
ontourpolygonal O représentant l'interpolant.On peut alors énon
er une dé�nition dis
rète de l'axe médian :Dé�nition 3.6 L'axe médian d'un interpolant O est le lieu des sphères maximales libres vis àvis de O.Exprimé di�éremment, il s'agit de séle
tionner parmi les fa
es et les arêtes du diagramme deVoronoi de S 
elles dont le dual n'apparait pas sur la surfa
e triangulée O. Sur la �gure 3.4, onpeut don
 observer le squelette dis
ret de l'interpolant O représentée par la 
ourbe polygonaleSk(O) en pointillé.Dé�nissons maintenant l'équivalent de LFS dans le 
as dis
ret, que S. Petitjean et E. Boyernomment épaisseur lo
ale.Dé�nition 3.7 On nomme épaisseur lo
ale de l'objet O en un point p une quantité notée eO(p)qui est égale à :* zéro si p ne 
ontribue pas à l'axe médian dans 
haque 
omposante de R3 n O ou si Ointerse
te l'une de 
es 
ontributions ;* la distan
e entre P et l'axe médian de O dans les autres 
as.Toujours en observant la �gure 3.4, l'épaisseur lo
ale au point p 
orrespond alors à la distan
ede p au squelette Sk(O).
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3.2. Notion de bon é
hantillon de pointsVenons en, maintenant, à la dé�nition d'un interpolant régulier pour un é
hantillon donné. Ils'agit d'établir si une re
onstru
tion éventuelle est plausible vis à vis de l'é
hantillon sur lequelelle s'appuie. On 
her
he don
 à véri�er si l'é
hantillon est un �bon� é
hantillon de l'interpolant.Dé�nition 3.8 On dit d'un interpolant O qu'il est un interpolant régulier de l'é
hantillon S, sila granularité lo
ale de O en tout point de S est stri
tement inférieure à l'épaisseur lo
ale de Oen 
e point.En�n, on peut dé
rire l'équivalent de 
e que l'on nomme �bon� é
hantillon d'une surfa
e 
ontinue,en disant que l'é
hantillon S est de �bonne qualité� si S possède un interpolant régulier O ; ondira alors de S qu'il est régulier.
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Chapitre 3. Re
onstru
tion à partir de nuages de points�3.3 Déploiement d'une surfa
e sur un nuage de points3.3.1 Propos introdu
tifsPour pouvoir mettre en pla
e les di�érents éléments de notre méthode, on 
onsidérera, le 
asidéal d'une surfa
e lisse V sur laquelle on aura numérisé un �bon� é
hantillon de points S � V.NotonsD, la triangulation deDelaunay de S. Nous détaillerons le 
as de la dimension 3, sa
hantque la méthode proposée s'applique évidemment en dimension 2 ave
 de notables simpli�
ationsd'ailleurs. Le 
as des dimensions supérieures est, quant à lui, beau
oup plus 
omplexe. Les 
on�-gurations géométriques des simplexes de Delaunay entre eux sont alors plus nombreuses et leurétude, sur laquelle notre méthode repose en partie, est évidemment plus ardue. Pour une fa
ettef de D, on notera Vf son arête duale.La méthode dé
rite, a pour prin
ipe le déploiement d'une surfa
e sur notre é
hantillon depoints à partir d'un germe. Deux aspe
ts peuvent être disso
iés dans l'exposé de la méthode.Le premier aspe
t est topologique, il s'agit essentiellement d'interdire la 
réation de singularités,de gérer les 
as de re
ollement, de traiter les 
as terminaux autour des arêtes vives de l'objetde départ le 
as é
héant. Il 
onviendra, en outre, de guider l'extension de notre re
onstru
tionpour préserver, en permanen
e, l'orientabilité de notre surfa
e dans le 
as d'é
hantillons issusd'objets réels. L'autre aspe
t est la séle
tion des fa
ettes 
andidates pour étendre notre surfa
eet l'attribution d'une note, estimant la pertinen
e d'une fa
ette à faire partie de notre re
ons-tru
tion. On 
her
hera, ainsi, à déployer notre surfa
e de la manière la plus prudente possible,par adjon
tion su

essive des fa
ettes les plus pertinentes. Cette propagation prudente possèdel'avantage, grâ
e à la surfa
e en partie re
onstruite, de nous aider à faire les bons 
hoix dans les
as limites, dont le traitement est repoussé à la �n de l'exé
ution de l'algorithme. Cette notion depruden
e est 
apitale : 
omme la méthode ne remet jamais en 
ause 
e qui a déjà été re
onstruit,il faut absolument éviter toute erreur. Ce 
onstat peut être interprété de manière diale
tique, leserreurs 
ommises sont irré
upérables, mais tout 
e qui est re
onstruit 
orre
tement nous évitedes é
ueils futurs.3.3.2 Contraintes topologiques à l'extension d'une surfa
eIntrodu
tionLe premier enjeu 
onsiste à établir des règles a�n de déployer notre surfa
e sans 
réer au
unesingularité. Dans le 
as d'é
hantillons de points issus d'objets réels, on voudra, en outre, pré-server au 
ours du pro
essus, l'orientabilité de notre surfa
e de re
onstru
tion. Pour traiter desé
hantillons modélisant des objets mathématiques non orientables, de type bande de Moebius,bouteille de Klein, on s'a�ran
hira évidemment de 
ette 
ontrainte supplémentaire. La volontéde préserver 
es propriétés minimales au 
ours du déploiement de notre surfa
e impose, malgrétout, des 
ontraintes topologiques assez fortes pour le 
hoix des fa
ettes 
andidates à l'extension.Dans 
ette partie, on peut 
onsidérer que le déploiement de notre surfa
e s'e�e
tue grâ
e à unensemble de fa
ettes d'une triangulation quel
onque, que l'on notera T. Le fait de disposer d'unetriangulation de Delaunay n'intervient nullement i
i. Notre surfa
e initiale sera une fa
ettedont le bord sera arbitrairement orienté. On reviendra, plus tard, sur la manière de 
hoisir 
ettefa
ette initiale.62



3.3. Déploiement d'une surfa
e sur un nuage de points

Fig. 3.5 � Illustration : pour des objets réels, déployer une surfa
e orientable et maintenir sonbord orienté.NotationsÀ un instant donné au 
ours du déploiement, on suppose disposer d'une surfa
e (orientablesi souhaité), 
omposée de fa
ettes de T, dont on maintient le bord (orienté pour une surfa
eorientable), noté B. De plus, 
ette surfa
e n'a au
une singularité. Les points qui la 
omposentsont alors de deux types :* soit le point 
onsidéré est sur le bord de la surfa
e, 
'est à dire sur le bord du disquetopologique formé par les fa
ettes de la surfa
e adja
entes à 
e point ;* soit le point est intérieur à la surfa
e et dans 
e 
as les fa
ettes de la surfa
e qui lui sontadja
entes forment un disque topologique autour de lui.On dira, de plus, d'une arête de T qu'elle est intérieure si elle appartient à deux fa
ettes déjàséle
tionnées pour notre re
onstru
tion et qu'elle ne fait plus partie du bord B (�gure 3.6).

Fig. 3.6 � Illustration : 
as d'une bande de triangles, d'où l'importan
e de savoir re
onnaître lesarêtes intérieures. 63



Chapitre 3. Re
onstru
tion à partir de nuages de pointsEnon
é des 
ontraintes à l'extensionDétaillons maintenant les opérations autorisées permettant de maintenir une surfa
e valide(i.e. sans singularités et orientable si on le souhaite) pendant son extension. Comme 
ette ex-tension se fait triangle par triangle, il su�t d'étudier les di�érentes possibilités pour l'ajout d'untriangle à une surfa
e triangulée en s'interdisant de 
réer des singularités. Pour 
ela, 
onsidéronsune arête e du bord B à partir de laquelle, on veut ajouter un triangle à notre surfa
e. Lesajouts valides de fa
ettes à une surfa
e 
orrespondent, en fait, à des opérations topologiques bienpré
ises : la propagation, la fermeture et le re
ollement. Pour les dé
rire, notons b le troisièmesommet d'une fa
ette 
andidate autour l'arête e.
b

e


as de propagation.
b

e


as de re
ollement.
b

e


as de fermeture (trou).
e

b


as de fermeture (oreille).Fig. 3.7 � Illustration : les di�érents 
as autorisés pour l'extension de surfa
e.La propagation 
orrespond au 
as où b est un point de T qui n'appartient pas en
ore à notresurfa
e. C'est à dire l'ajout d'un nouveau sommet (ni intérieur, ni sur le bord) en mêmetemps que d'une nouvelle fa
ette à notre surfa
e. Cette opération ne 
hange pas le typed'homotopie.64



3.3. Déploiement d'une surfa
e sur un nuage de pointsLa fermeture est l'opération 
orrespondant au 
as où le point b est su

esseur ou prédé
esseurde l'arête e sur le bord orienté. Si b est su

esseur et prédé
esseur de e, l'opération est,en fait, la fermeture du trou 
orrespondant exa
tement à la fa
ette 
andidate. Si le ou estex
lusif, alors il s'agit du rajout d'une �oreille� ; notons que dans 
e 
as, on ne modi�e pasl'homotopie de notre re
onstru
tion. Le 
as de fermeture étend la surfa
e sans rajouter depoint.Le re
ollement est un 
as plus di�
ile à traiter, 
elui où le point b est sur le bord de lasurfa
e, sans être un 
as de fermeture. Il faut alors véri�er plusieurs 
hoses, 
ar l'ajoutde 
ette fa
ette modi�e le type d'homotopie de notre re
onstru
tion. Tout d'abord, pouréviter la 
réation d'une singularité grossière (�gure 3.6), la fa
ette ne doit pas posséderd'arêtes intérieures à la surfa
e20.De plus, il faut impérativement trouver, pour 
ette fa
ette, une fa
ette jumelle, 
andidatepour l'une des arêtes de B adja
entes à b, qui viendra s'appuyer sur notre fa
ette en un
as de fermeture, a�n de ne pas 
réer de pin
ement du bord de notre surfa
e. D'autre part,si on veut préserver l'orientabilité de la surfa
e, il faut prendre garde aux orientations desdeux fa
ettes jumelles qui se doivent d'être opposées sur leur arête 
ommune.Pour 
haque arête e du bord B on peut ainsi déterminer un ensemble Ee, éventuellement vide,
onstitué de fa
ettes adja
entes à e, qui proposent une extension de notre surfa
e en une surfa
esans singularités et, si on le souhaite, toujours orientable. Les fa
ettes de Ee, ou fa
ettes 
andidatesà l'extension à partir de e, 
orrespondent 
ha
une à un des 
as autorisés pour l'extension :propagation, fermeture ou re
ollement.
p q rFig. 3.8 � Illustration : un 
as di�
ile a priori et a

essible quand on 
onnait une portion de lare
onstru
tion.Notons, que telles qu'elles sont dé�nies, 
es opérations interdisent au point b d'appartenir àl'intérieur de la surfa
e. Cette propriété a une 
onséquen
e importante : 
e qui est déjà re
onstruitn'est plus a

essible par la suite. En adoptant une loi de propagation prudente, plus on progressedans la re
onstru
tion, moins les possibilités d'erreur sont nombreuses : on peut alors résoudredes 
as insolubles (ou très ambigus) a priori (�gure 3.8) grâ
e à la portion de la surfa
e déjàre
onstruite. On remarquera, en outre, que les deux premières opérations, la propagation et lafermeture, préservent naturellement l'orientabilité de la surfa
e, alors que pour la troisième, lere
ollement, on se doit d'y veiller expli
itement.

20C'est le seul 
as où il est né
essaire de le véri�er expli
itement. 65



Chapitre 3. Re
onstru
tion à partir de nuages de points3.3.3 Présentation de nos 
ritères de séle
tion dans DelaunayIntrodu
tion aux idées sous-ja
entes
p

b

c
a

Fig. 3.9 � Illustration du 
as 2D : répartition des arêtes et de leur plus petit 
er
le vide autourdu point p.L'idée prin
ipale qui sous-tend notre séle
tion de fa
ettes dans Delaunay pour former lasurfa
e re
onstruite, est de distinguer pré
isément les fa
ettes de la triangulation traversées parl'axe médian des fa
ettes dont les trois sommets sont voisins sur notre surfa
e d'origine et quipourraient don
, éventuellement, faire partie de notre re
onstru
tion. On 
onsidère évidemmentdisposer d'un �bon� é
hantillon S (i.e. un "-é
hantillon, ave
 " < 1), pour pouvoir déterminerun 
ritère distin
tif qui fon
tionne, au moins, dans le 
as idéal. De plus, la triangulation utiliséei
i sera la triangulation de Delaunay de l'é
hantillon S, du fait de ses bonnes propriétés pourle problème de la re
onstru
tion.Soit f une fa
ette déjà séle
tionnée pour faire partie de notre re
onstru
tion, on 
onsidèreune de ses arêtes e autour de laquelle, il s'agit de trouver la fa
ette qui sera la meilleure 
andidatepour 
ontinuer notre déploiement de surfa
e. On 
onsidère l'ensemble Ee des fa
ettes satisfaisantles 
ontraintes topologiques (
f. 3.3.2), i.e. ensemble des fa
ettes 
andidates pour l'extension def à partir de e.En reprenant l'idée maîtresse utilisée par les Alpha-formes mais 
ette fois lo
alement autourde l'arête e, nous emploierons le rayon de la plus petite sphère 
ir
ons
rite véri�ant la propriétéde la sphère vide (propriété 1.1) 
omme grandeur séle
tive pour distinguer les fa
ettes de Ee. Parailleurs, on pourra se reporter à la se
tion 3.5.1, où sont détaillés des résultats théoriques quilégitiment a posteriori l'usage de 
e 
ritère de séle
tion.
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3.3. Déploiement d'une surfa
e sur un nuage de pointsDé�nition 3.9* Par abus de langage, on appellera rayon de la fa
ette g et on notera rg, le rayon de la pluspetite sphère 
ir
ons
rite à la fa
ette g, vide de points de S21.* On appelle fa
ette 
andidate à l'extension de f à partir de e, la fa
ette g possédant le pluspetit rayon rg parmi les fa
ettes de Ee.Tentons de donner une 
ompréhension qualitative des raisons de notre 
hoix. Pour 
elaplaçons-nous dans le 
as un peu plus simple de la dimension 2. Il s'agit don
 de re
onstruireune 
ourbe à partir d'un é
hantillon de points pris dans le plan. On déploie don
 i
i des arêtesuniquement par extension et fermeture de trou (les autres 
as n'existant pas), le bord de la
ourbe est alors 
onstitué des deux extrémités, notées p et q. Alors si on nomme rayon d'unearête g, le rayon de son plus petit 
er
le 
ir
ons
rit vide de points, notre 
ritère de séle
tiondevient : on 
hoisit 
omme 
andidate à l'extension d'une arête f autour de p l'arête possédantle plus petit rayon dans Ee. Si on se réfère à la �gure 3.9, on s'aperçoit que pour le point p enrouge, si l'arête f = [a; p℄ est déjà séle
tionnée, alors notre 
ritère de séle
tion su�t à 
hoisirg = [p; b℄ pour 
ontinuer à déployer notre 
ourbe. En e�et, toutes les autres arêtes adja
entes aupoint p ont des rayons beau
oup plus grands. Le seul du même ordre de grandeur serait 
elui del'arête [p; 
℄, mais lui aussi est plus grand puisque l'on suppose disposer d'un �bon� é
hantillonde points (" < 1).On peut remarquer que 
e rayon rg pour une fa
ette g est aussi égal à la distan
e de l'unedes extrémités de e à l'arête duale Vg. Ainsi, la fa
ette de rayon minimum est la fa
ette dontl'arête duale est la plus pro
he de e. Par ailleurs, on pourra, par exemple, 
hoisir 
omme fa
etteinitiale, que l'on nomme le germe, la fa
ette de D ayant le plus petit rayon.Le 
as du sliver
e

a

p   (b)
b

H

H

Fig. 3.10 � Illustration : 
as du sliver.Malheureusement, en dimension 3, la situation se 
omplique, à 
ause d'une 
on�gurationspé
iale, le sliver . En e�et, il existe des tétraèdres aux sommets presque 
oplanaires, dont lesquatre fa
ettes ont un rayon du même ordre de grandeur. On pourra se référer à la �gure 2.14du 
hapitre 2 pour voir 
es slivers grâ
e aux Alpha-formes, sur un é
hantillon de points pourtant
onsidéré 
omme simple pour le problème de la re
onstru
tion. En observant la �gure 3.10,on peut alors s'aper
evoir du problème que peuvent nous poser 
es slivers. Supposons que l'on
her
he un 
andidat pour l'extension de f , la fa
ette en bleu, autour de l'arête e. Alors, la fa
etteg dont le troisième sommet est b, quatrième sommet du tétraèdre sliver, possède un rayon de21Attention ! Cette sphère peut ne pas être la sphère équatoriale à la fa
ette g 67



Chapitre 3. Re
onstru
tion à partir de nuages de pointsl'ordre de 
elui de f . Cette fa
ette g a don
 des 
han
es d'être 
hoisie 
omme 
andidate pourl'extension de f si on se 
ontente de prendre la fa
ette de plus petit rayon. Il serait 
ependanttout à fait aberrant de la séle
tionner pour notre re
onstru
tion, l'angle qu'elle forme ave
 le plande la fa
ette f étant trop mauvais. Deux fa
ettes adja
entes dans notre surfa
e de re
onstru
tionne peuvent former un repli semblable, ave
 un angle pro
he de zéro. En e�et, pour un �bon�é
hantillon, la densité des points est liée à la 
ourbure.Il est né
essaire de parvenir à repérer 
es 
on�gurations pour les éliminer de Ee a�n dedéterminer une vraie fa
ette 
andidate à l'extension de la surfa
e. Pour 
e
i, on peut utiliserl'angle du dièdre entre les fa
ettes f et g adja
entes à une même arête e. En e�et, 
omme évoquépré
édemment, une des 
ara
téristiques de la situation problématique générée par 
es sliversest que l'angle du dièdre, noté �, entre f et g est pro
he de zéro. Ainsi, on peut ex
lure de Eeles fa
ettes appartenant à un même tétraèdre que f qui forme un angle du dièdre � < �sliver,où �sliver est un �petit� angle. En e�et, les fa
ettes ex
lues ave
 un tel angle, sont, en fait,totalement inutiles pour une re
onstru
tion 
orre
te, petit rayon ou pas.Critère pour le 
hoix d'une fa
ette 
andidateÀ partir de 
es 
onstatations, on peut formuler un 
ritère de séle
tion e�
a
e pour guidernotre 
hoix en dimension 3. Supposons être au 
ours de la re
onstru
tion : on dispose alorsde la partie de la surfa
e déjà re
onstruite et de son bord B (orienté pour obtenir une surfa
eorientable). Il s'agit alors de trouver pour 
haque arête e du bord B, la fa
ette voisine la plusplausible dans Ee pour étendre notre re
onstru
tion.Dé�nition 3.10 Soit Ee, l'ensemble des fa
ettes 
andidates pour prolonger f autour de l'arête evéri�ant l'une des 
onditions énon
ées à la se
tion 3.3.2 (propagation, fermeture ou re
ollement) :(i) On ex
lue de Ee, si né
essaire, les fa
ettes appartenant à un même tétraèdre que f formantun angle du dièdre � ave
 f , véri�ant j�j < �sliver22.(ii) On 
hoisit alors 
omme fa
ette 
andidate pour l'extension de f à partir de e, la fa
ette deEe, possédant le plus petit rayon r.Note de pertinen
e asso
iée aux fa
ettes 
andidatesPour établir une loi de propagation prudente, il faut maintenant être 
apable de 
omparer 
esfa
ettes 
andidates à l'extension. Il est important de déployer les fa
ettes 
andidates une à une, enprenant toujours la plus pertinente. Il est, en e�et, indispensable de progresser prudemment a�nd'éviter de 
ommettre des erreurs, qui ne pourraient être rattrapées par la suite. En 
ontrepartie,
ette progression prudente mêlée aux 
ontraintes de déploiement (
f. 3.3.2), permet d'invalider
ertaines fa
ettes 
andidates grâ
e à 
e qui a déjà été re
onstruit, pour en séle
tionner de plus
ohérentes par rapport aux 
hoix déjà e�e
tués. En d'autres termes, tout 
e qui a été bienre
onstruit ne peut être invalidé (algorithme glouton) et permet alors de guider la re
onstru
tionpar la suite. Notre intérêt, dans le but d'élaborer une notation prudente, est de re
onstruired'abord les zones où l'é
hantillon est plus dense que né
essaire.Comment évaluer la pertinen
e d'une fa
ette 
andidate pour notre re
onstru
tion ? Pour 
ela,les deux aspe
ts fondamentaux liés à la grandeur LFS rentrent en jeu, puisque l'on suppose dis-poser d'un �bon� é
hantillon. La densité de l'é
hantillon est alors dimensionnée par la grandeurLFS. Comme pré
édemment évoqué, LFS prend en 
ompte, à la fois, la 
ourbure et l'épaisseur22Pour nous, en pratique �sliver = �=668



3.3. Déploiement d'une surfa
e sur un nuage de pointsde l'objet au point d'évaluation. Or, la 
ourbure dis
rète peut être appré
iée lo
alement, pen-dant l'examen des fa
ettes 
andidates à l'extension à partir de l'arête e, par l'angle du dièdre �.L'épaisseur est une notion globale, plus di�
ile à évaluer, au 
ours du déploiement. Cependant,nous avons maintenant quelques éléments pour nous permettre de traduire un aspe
t importantdans le but d'agir ave
 pruden
e, à savoir re
onstruire d'abord les zones plus denses en pointsque né
essaire.Naturellement, on veut privilégier les fa
ettes 
andidates à l'extension qui ont le plus petitrayon 
ar elles se situent dans les zones é
hantillonnées le plus �nement. Cependant, si 
es fa
ettes
andidates imposent une 
ourbure trop grande, elles nous entraînent dans des zones où la �nessede l'é
hantillon est vitale, voire sur des singularités où l'é
hantillon sera réellement mauvais. Lespossibilités d'erreur sont alors grandes et bien qu'ayant un rayon petit, 
es fa
ettes sont, en fait,de mauvaise qualité. Notre intérêt se porte don
 sur les zones où la 
ourbure (don
 les angles dudièdre �) est faible et la densité des points est grande (don
 des petits rayons pour les fa
ettes).C'est 
ela qu'il faut prendre en 
ompte pour être prudent : privilégier les fa
ettes possédant unr petit et un � pro
he de � .Dé�nition 3.11 À 
haque fa
ette 
andidate pour l'extension de la surfa
e, on attribue une notede pertinen
e :* égale à son rayon si l'angle du dièdre � qu'elle forme ave
 sa fa
ette d'origine est 
omprisentre � � �good et � + �good23. Dans 
e 
as, on dira qu'elle possède une note de pertinen
ede premier ordre ;* égale à j� � �j, si tel n'est pas le 
as. On dira alors qu'elle possède une note de pertinen
ede de se
ond ordre.Les fa
ettes possédant une note de pertinen
e de premier ordre seront toujours à traiteravant 
elles n'ayant qu'une note de se
ond ordre. Pratiquement, on pourra exprimer 
e
i ave
une unique notation. Celle que nous avons utilisée est la note de pertinen
e de la fa
ette g, notéeng, dé�nie ainsi : ng = � �1=rg si � 2 [� � �good; � + �good℄j� � �j sinon3.3.4 Des
ription de l'algorithme de déploiement de surfa
eFon
tion de 
al
ul des 
andidatsIl s'agit, tout d'abord, de mettre en forme les di�érentes idées évoquées jusqu'i
i et la manièredont elle interagissent entre elles. On va dé
rire, en premier, la fon
tion ComputeCandidate dontle but est, à tout instant au 
ours du déploiement de notre surfa
e, de donner la meilleurefa
ette 
andidate à l'extension d'une fa
ette f autour d'une de ses arêtes e. On fournit, en mêmetemps, la note de pertinen
e qui lui est asso
iée. Notons, que 
e meilleur 
andidat à l'extensionn'a qu'une valeur relative. Il se peut, en e�et, que le déploiement de notre surfa
e invalide 
e
andidat (i.e. 
andidat n'appartenant plus à Ee) avant de l'avoir 
onsidéré 
omme pertinent pourl'extension. Dans 
e 
as, on 
her
hera une nouvelle fa
ette 
andidate à l'extension de f autourde e véri�ant les 
ontraintes topologiques pour la portion de surfa
e alors re
onstruite.23Pour nous, en pratique �good = �=6. 69



Chapitre 3. Re
onstru
tion à partir de nuages de pointsFon
tion : ComputeCandidate(f; e)Require: f fa
ette déjà séle
tionnée et e arête examinée pour l'extension.Ensure: f
 fa
ette 
andidate à l'extension à partir de e et n
 sa note de pertinen
e.soit f
ir
 un 
ir
ulateur sur les fa
ettes adja
entes à e ;f
ir
 ( f ;r
 ( +1 ;repeatsliverbool ( (f
ir
 et f appartiennent au même tétraèdre) and (j\(f; f
ir
)j < �sliver)if (f
ir
 2 Ee) and (not sliverbool) thenretrouver r
ir
 le rayon pré-
al
ulé de f
ir
if (r
ir
 < r
) thenf
 ( f
ir
 ;r
 ( r
ir
 ;end ifend iff
++ ;until f
 6= fif j� �\(f; f
)j < �good thenn
 ( �1=r
 ; {note de premier ordre}elsen
 ( j� �\(f; f
)j ; {note de se
ond ordre}end ifreturn (f
; n
) ;Notons que les rayons des fa
ettes sont 
onsidérés 
omme pré-
al
ulés. En e�et, 
ette opé-ration aura été faite avant tout appel à la fon
tion ComputeCandidate a�n d'élire une fa
ettegerme dans le 
orps de l'algorithme.Fon
tion de déploiementMaintenant que l'on sait se donner des 
andidats à l'extension, il faut en
adrer le déploiementde la surfa
e. Il s'agit, en e�et, de véri�er qu'une fa
ette ayant été une fa
ette 
andidate àl'extension auparavant, véri�e toujours une des 
onditions de validité topologique pour l'extensionde notre re
onstru
tion. Dans le 
as où on déploie e�e
tivement notre surfa
e, il faut alors veillerà la mise à jour de nos di�érentes stru
tures : séle
tionner la fa
ette pour notre re
onstru
tion,mettre à jour le bord B (orienté, si l'on souhaite une surfa
e orientable), e�e
tuer éventuellement
ertaines opérations exigées pour résoudre des singularités et 
al
uler les nouveaux 
andidats àl'extension pour les nouvelles arêtes du bord.Pour réaliser notre extension prudente, nous utiliserons une queue de priorité, P, dont leséléments sont les 
ouples (f; e), où f est une fa
ette 
andidate à l'extension à partir de e ; le tri parordre 
roissant sur P s'e�e
tuera évidemment sur les notes de pertinen
e asso
iées aux fa
ettes
andidates. Ainsi, on pourra 
hoisir la fa
ette la plus pertinente à 
haque étape du déploiementde notre surfa
e que l'on devra, alors, soumettre à la fon
tion ExtendBorder.
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3.3. Déploiement d'une surfa
e sur un nuage de pointsFon
tion : ExtendBorder(f; e)Require: f de pertinen
e n, proposée pour l'extension à partir de l'arête e.Ensure: véri�e la validité topologique de f et étend la surfa
e, si f est valide.if f véri�e la 
ondition de propagation thenséle
tionner f ;retirer e de B ;insérer e
w et e

w, les deux autres arêtes de f , dans B ;(f
w; n
w)( ComputeCandidate(f; e
w) ;(f

w; n

w)( ComputeCandidate(f; e

w) ;insérer (f
w; e
w) et (f

w; e

w) dans P selon leur pertinen
e ;return vrai ;else if f véri�e la 
ondition de fermeture (trou) thenséle
tionner f ;retirer les trois arêtes de f du bord B ;return vrai ;else if f véri�e la 
ondition de fermeture (oreille) thenséle
tionner f ;retirer de B les deux arêtes de f déjà présentes ;insérer e
, la troisième arête de f , dans B ;(f
; n
)( ComputeCandidate(f; e
) ;insérer (f
; e
) dans P selon sa pertinen
e ;return vrai ;else if f véri�e la 
ondition de re
ollement thenfor all ebis 2 fepre
(b); esu

(b)g l'ensemble des arêtes adja
entes au point b dans B dosoit fbis la fa
ette déjà séle
tionnée in
idente à ebis ;(fbis; nbis)( ComputeCandidate(fbis; fbis) ;if (fbis est fa
ette jumelle pour f) and (nbis < n) thenséle
tionner f ;retirer e de B ;insérer e
w et e

w, les deux autres arêtes de f , dans B ;(f
w; n
w)( ComputeCandidate(f; e
w) ;(f

w; n

w)( ComputeCandidate(f; e

w) ;insérer (f
w; e
w) et (f

w; e

w) dans P selon leur pertinen
e ;ExtendBorder(fbis; ebis) ; {NB : par dé�nition, fbis véri�e la 
ondition de fermeture}return vrai ;end ifend forend ifreturn faux ;Algorithme prin
ipalDé
rivons maintenant le 
orps de l'algorithme de déploiement de surfa
e. La méthode peutêtre séparée en deux phases distin
tes. Une première étape de pré-traitement 
onsiste à pré-
al
uler les rayons de toutes les fa
ettes de la triangulation de Delaunay D. On en pro�te pourdéterminer la fa
ette initiale fi qui 
onstitue le germe de notre surfa
e. La se
onde étape e�e
tue71



Chapitre 3. Re
onstru
tion à partir de nuages de pointsle déploiement de notre surfa
e de la manière la plus prudente possible. On 
her
he à étendrela surfa
e, pas à pas, en prenant toujours, grâ
e à la queue de priorité P, la fa
ette 
andidatela plus prudente. Si 
ette tentative é
houe, on 
al
ule alors un remplaçant pour 
e 
andidat.Idéalement, dans le 
as d'un �bon� é
hantillon, la méthode doit ainsi re
onstruire une surfa
etriangulée jusqu'à refermer entièrement les trous de la surfa
e. On peut alors relan
er l'algorithmesur les points restant, le 
as é
héant. On dis
utera des 
onditions d'arrêt à l'extension par la suite,pour le 
as où l'on ne dispose pas d'un �bon� é
hantillon ou en
ore si l'on souhaite re
onstruiredes surfa
es à bords.Pour le 
al
ul du rayon rf asso
ié à une fa
ette f , on pourra se référer à la partie 2.4.3, oùsont présentés les éléments né
essaires à 
e 
al
ul. On se pla
era évidemment dans le 
as nonpondéré (i.e. 
onsidérer les poids 
omme nuls). Il su�t, en e�et, de 
al
uler 
1 et 
2, les 
entresdes sphères 
ir
ons
rites aux deux tétraèdres in
idents à f . Alors le segment [
1; 
2℄ est l'arêteduale de f . Comme 
ette arête a pour droite support la médiatri
e des trois sommets de f , lerayon de la plus petite sphère vide 
ir
ons
rite à f , rf , est égal à la distan
e entre le segment[
1; 
2℄ et l'un des sommets de f .Algorithme de re
onstru
tion par déploiement de surfa
e
onstruire D, la triangulation de Delaunay des points de l'é
hantillon S ;{ initialisation : pré-
al
ul de rayons, initialisation du germe fi}for all f fa
ette de D do
al
uler et 
onserver rf le rayon de f ;if rf < ri thenfi ( f ;end ifend forséle
tionner la fa
ette fi ;initialiser B ave
 les arêtes de fi ;for all e arête de B do(f
; n
)( ComputeCandidate(fi; e) ;insérer le 
ouple (f
; n
) dans P selon sa pertinen
e ;end for{ déploiement de la surfa
e }while P 6= ; doextraire le 
ouple (fe; ee) le plus pertinent de P ;if not ExtendBorder(fe; ee) thensoit fi la fa
ette séle
tionnée in
idente à ee ;(fbis; nbis)( ComputeCandidate(fi; ee) ;if fbis 6= fe theninsérer le 
ouple (fbis; nbis) dans P selon sa pertinen
e ;end ifend ifend whilereturn la surfa
e triangulée 
onstituée des fa
ettes séle
tionnées dans DPar 
onstru
tion, l'ensemble des fa
ettes séle
tionnées forme ainsi une surfa
e sans singularité,orientable si on l'a souhaité, et dont les bords, s'ils existent, sont 
onnus.72



3.4. Heuristiques et implantation�3.4 Heuristiques et implantation3.4.1 Surfa
es à bords, arêtes vivesRe
onstruire des surfa
es ferméesLa méthode, telle qu'elle a été présentée, peut être 
onsidérée 
omme une version de basedestinée à fournir une réponse satisfaisante à partir d'un �bon� é
hantillon pris sur un objetlisse. L'arrêt du déploiement survient idéalement quand il n'y a plus au
une arête sur le bord,ou alors faute de fa
ettes 
andidates, au
une 
ondition n'est posée sur la pertinen
e des derniers
andidats à l'extension. Cela privilégie la re
onstru
tion d'une surfa
e fermée. Cette version dela méthode est don
 parti
ulièrement adaptée aux 
as d'objets s
annés en entier, dont la peaudélimite un vrai volume. Pour traiter des types de topologies 
omplexes, une fois une surfa
efermée entièrement re
onstruite, on 
onserve la même triangulation de Delaunay a�n de selaisser guider par 
e qui a déjà été re
onstruit et on relan
e l'algorithme de déploiement sur lespoints restant à partir d'un nouveau germe. À 
haque fois, on re
onstruit une surfa
e délimitantune nouvelle 
omposante 
onnexe de l'objet.Re
onstruire des surfa
es à bords

b

e

a

Fig. 3.11 � Illustration : repérer les bords d'une surfa
e.Comme annon
ée, notre méthode se doit de pouvoir traiter le 
as des surfa
es à bord. Pourse représenter d'où proviennent 
es données, on peut, par exemple, penser à des objets qui n'ontété numérisés que partiellement, ou en
ore que d'un 
�té. Très peu de méthodes sont à mêmesde traiter 
orre
tement 
e genre de données. Il existe, en e�et, des 
as où il est né
essaire demanipuler réellement des surfa
es pour espérer aboutir. 73



Chapitre 3. Re
onstru
tion à partir de nuages de pointsPour pouvoir répondre à 
e problème, il nous faut introduire des 
onditions d'arrêt sur lapertinen
e des 
andidats. En e�et, il s'agit d'être 
apable d'interrompre le déploiement de lasurfa
e quand un bord de la surfa
e originelle a été atteint. Ce problème n'est pas simple, 
ar ilrequiert un é
hantillon de points qui, en plus de véri�er de bonnes 
onditions d'é
hantillonnagede type surfa
ique, possède aussi des bords 
orre
tement é
hantillonnés. Pour être plus pré
is,le problème de repérer les bords d'une surfa
e 
onsiste à re
onstruire des 
ourbes sur 
ettesurfa
e. On 
omprend alors que re
onnaître des 
ourbes sur une surfa
e que l'on est en train dere
onstruire est en
ore plus 
omplexe.Cependant, nous avons établi quelques heuristiques imposant des 
onditions d'arrêt, qui, enpratique, donnent des résultats tout à fait 
onvain
ants. Ces 
onditions reposent sur des 
onsidé-rations établies dans la situation suivante : s'il existe une 
ourbe C �
orre
tement� é
hantillonnéesur notre surfa
e et que l'on examine une arête e qui se trouve pré
isément sur C, les fa
ettes deEe possèdent-elles alors des propriétés 
ara
téristiques ? On peut légitimement s'attendre à des
on�gurations rares qui doivent éveiller un soupçon. Pour illustrer les propos qui vont suivre,on pourra se référer à la �gure 3.11. Si l'arête e est sur un bord C de la surfa
e réelle, on peutprésumer que les points de l'é
hantillon �en fa
e� de e sont loins. Les points de l'é
hantillon qui,par 
ontre, sont pro
hes de l'arête doivent être sur la 
ourbe C, puisqu'on suppose qu'elle estsu�samment é
hantillonnée. Pour formaliser 
ela, on a don
 introduit deux limitations.Tout d'abord, on a dé�nit une limitation pour les fa
ettes g de Ee sur les angles que letroisième sommet de g forme ave
 les extrémités de e. Ce
i tente de retrans
rire la volonté de nepas 
ontinuer à étendre la surfa
e si la fa
ette 
andidate est sus
eptible de posséder elle aussi unearête du bord adja
ente à e. Plus formellement, on peut don
 énon
er une première 
ontrainteheuristique au 
hoix des 
andidats 
omme suit :Heuristique 3.1 Notons e0 et e1, les extrémités de l'arête e. On ex
lut de Ee les fa
ettes dontle troisième sommet, disons le point a (�gure 3.11), véri�e l'inégalité suivante, Æbord étant une
onstante pro
he de 0 : max(j \(��!e0e1;�!e0a)j; j \(��!e1e0;�!e1a)j) > � � ÆbordCette 
ondition 
orrespondrait à des 
onsidérations sur la 
ourbure dis
rète de la 
ourbe C sil'on était dans le plan. D'une 
ertaine manière on impose une 
ourbure dis
rète maximale à lareprésentation polygonale de la 
ourbe C au delà de laquelle on ne sait plus la repérer.Le se
ond 
ritère peut être formulé ainsi, si la fa
ette 
andidate à l'extension d'une fa
ettef à partir de l'arête e possède un rayon très grand par rapport à 
elui de f , alors l'arête e estpeut-être sur un bord. Cela signi�e que pour un é
hantillon 
orre
t du bord C, la fa
ette deplus petit rayon possède son troisième sommet, disons le point b (�gure 3.11), relativement loinde l'arête e. Cependant, si on se 
ontente de 
ela, on tou
he alors à un point sensible pour lare
onstru
tion, on requiert d'une 
ertaine manière une 
ertaine uniformité de l'é
hantillon danssa globalité, y 
ompris dans les zones où il n'y a pas de 
ontours. Alors, on peut adou
ir un peunos exigen
es, en dé
idant de ne bloquer le déploiement autour d'une arête e que si sa fa
ette
andidate forme un mauvais angle du dièdre � et que le troisième sommet de la fa
ette est loin.Autrement dit, on requiert une 
ertaine uniformité de l'é
hantillon dans les zones 
ourbées.Par 
ontre, on ne saura toujours pas repérer les 
ourbes tra
ées sur la surfa
e quand 
elle-
i estpeu 
ourbée. . . On peut don
 formuler un se
ond 
ritère limitant le déploiement de la surfa
eainsi :Heuristique 3.2 On dé
rète invalide 
haque fa
ette 
andidate g pour l'extension d'une fa
ettef à partir d'une arête du bord e formant un angle du dièdre, �, tel que j� � �j > �good ( i.e. dont74



3.4. Heuristiques et implantationla note de pertinen
e est de se
ond ordre) et qui véri�e rg=rf > K, où K est une 
onstantesupérieure à 1. L'arête e n'a alors plus au
une possibilité d'extension.Rappelons que, suivant la dé�nition 3.11, les notes de pertinen
e de se
ond ordre sont attribuéesaux fa
ettes 
andidates formant un angle de pliure � tel que j� � �j > �good.Le réglage de la 
onstante K pourrait sembler problématique a priori 
ar il dépend, enquelque sorte, de la géométrie des bords et des trous que l'on veut repérer. Il faut remarquerque 
hoisir un K trop petit peut nous empê
her de prolonger la re
onstru
tion dans des zones
ourbées où l'é
hantillon présente des irrégularités. Cette 
onstante K n'est pas anodine ; elleinterdit une évolution brutale du pas d'é
hantillonnage, puisque l'on présume que 
'est 
e quisuggère un bord. En pratique, le réglage de K ne s'avère pas vraiment sensible. Grosso modo, ondistingue trois ordres de grandeur pourK, de l'ordre de l'unité pour des bords mal é
hantillonnés,de l'ordre de la 
entaine pour des é
hantillons normaux et en�n in�ni si on veut des surfa
esfermées.Traiter les arêtes vives
V

V

1

2

Sk

Fig. 3.12 � Illustration : une arête vive.Les é
hantillons de points, provenant d'objets réels, possèdent souvent des zones où la qualitéest très mauvaise dans des zones de très forte 
ourbure. Ce
i est le 
as même sur des trèsgros modèles, puisqu'ils représentent, en général, des objets 
omplexes très détaillés. Il su�tqu'un détail très �n ait été partiellement numérisé pour que les problèmes apparaissent. Bref,les é
hantillons dont on dispose sont rarement de �bons� é
hantillons sur l'ensemble de l'objetd'origine.Ce
i est d'autant plus vrai pour des objets non lisses, 
e qui est le 
as pour la majoritédes objets réels. En e�et, on peut songer aux objets manufa
turés, par exemple, qui possèdentsystématiquement des arêtes vives (i.e. les singularités de la surfa
e de l'objet, 
f. �gure 3.12).Malheureusement pour nous, la présen
e de 
es arêtes vives élimine tout espoir de disposer d'un�bon� é
hantillon, au moins autour de 
es zones de singularités. En e�et, l'axe médian de l'objet75



Chapitre 3. Re
onstru
tion à partir de nuages de pointsrentre en 
onta
t ave
 les arêtes vives. Ainsi, sur une arête vive, la fon
tion LFS vaut exa
tementzéro et la densité requise pour un "-é
hantillon est don
 in�nie, quelque soit ".Les 
onséquen
es par la plupart des méthodes sont souvent désastreuses. Le problème est ene�et di�
ile. Autour des arêtes vives, l'é
hantillon ne véri�e plus au
une propriété sus
eptibled'indiquer que les points appartiennent à une surfa
e. Cependant, notre méthode, grâ
e à lanotion de déploiement prudent, repousse le traitement des 
as problématiques, telles les arêtesvives ou plus généralement les zones ambiguës de l'é
hantillon, en �n de re
onstru
tion. Ainsi,l'essentiel de la surfa
e est déjà 
onnu et une partie des problèmes ainsi réglée.Dans 
ette dernière étape, les di�érents 
ritères utilisés par notre méthode 
onduisent à
onsidérer les points extrêmes, pré
isément sur l'arête vive, 
omme marginaux et à les laisser de
�té. Ainsi, on re
onstruit une surfa
e lissée par rapport à l'originale, l'idée étant de réinsérer lespoints marginaux plus tard sur la surfa
e, une fois la topologie 
orre
te établie. Malheureusementles points laissés de 
oté qui appartiennent à l'arête vive posent de sérieux problèmes, on peut, enquelque sorte, les 
onsidérer 
omme des points �bruités� de l'é
hantillon d'une surfa
e lisse. Cespoints marginaux peuvent de temps à autre empê
her la résorption des bords dans les zones àproblèmes. Ainsi, le déploiement de la surfa
e a
hevé, on trouve parfois en
ore des trous lo
alisésdans les zones où l'é
hantillon est de piètre qualité.Nous proposons alors une étape de post-traitement, qui permet de tenter de refermer 
ertainstrous dans le but de terminer la re
onstru
tion. L'idée est simple, elle 
onsiste, tout d'abord, àretirer de la triangulation de Delaunay les points marginaux sur les présumées arêtes vives,suivant l'idée qu'ils nuisent, d'une 
ertaine manière, à la qualité de l'é
hantillon. Pour 
e faire,une fois le déploiement arrivé à son terme, on retire tous les points non séle
tionnés (i.e. lespoints qui ne sont ni intérieurs ni sur le bord de notre surfa
e). Ensuite on tente à nouveau de
ontinuer le déploiement de la surfa
e en re
al
ulant des 
andidats pour 
haque arête du bord.Cette étape de post-traitement su�t dans la majorité des 
as, 
ependant pour des é
hantillonspossédant des zones vraiment problématiques, on peut en
ore espérer refermer notre surfa
e enopérant un traitement heuristique plus brutal. On retire ré
ursivement du bord les points que l'onestime empê
her la fermeture pour tenter à nouveau un redéploiement. Cette étape est empirique,mais donne de bons résultats en pratique. Elle se révèle plus lente que l'extension uniquementdu fait du 
oût élevé en pratique du retrait d'un sommet de la triangulation de Delaunay.3.4.2 Détails d'implantationUne implantation de la méthode a été réalisée en C++ à l'aide de la libraire CGAL (
f. 2.1).La 
on
eption ainsi que la réalisation de notre algorithme doit d'ailleurs beau
oup à CGAL. Ene�et, 
'est en grande partie grâ
e à la rapidité et la fa
ilité ave
 laquelle nous avons pu testernos idées, que 
ette méthode a vu le jour. Cependant, On peut noter que la méthode n'utiliseréellement qu'une triangulation de Delaunay 
omme stru
ture de Géométrie algorithmique dehaut niveau. L'implantation utilisée pour la queue de priorité est 
elle de la STL. Le bord del'objet est représenté par une liste 
haînée de sommets.En outre, l'implantation �nale de notre méthode pro�te de nombreuses optimisations dispo-nibles dans la librairie CGAL, 
e qui lui assure de très bonnes performan
es, tant au niveau dela rapidité que de la robustesse. La triangulation de Delaunay utilisée est une triangulation deDelaunay hiérar
hique robuste grâ
e à l'usage d'une arithmétique �ltrée. En e�et, le type dedonnées à traiter pour la re
onstru
tion se pla
e dans les 
on�gurations les plus di�
iles pour latriangulation de Delaunay, 
'est à dire des é
hantillons de points volumineux pris sur la surfa
ed'objets, 
e qui génère énormément de 
on�gurations dégénérées. On notera, de plus, que CGALa su pro�ter des problèmes que nous avons ren
ontrés ave
 
ette appli
ation de re
onstru
tion76



3.4. Heuristiques et implantationet que nous avons soumis aux responsables des modules 
on
ernés. D'énormes progrès ont, parexemple, été réalisés par l'implantation de la triangulation de Delaunay en dimension 3 deCGAL, en partie grâ
e aux nouvelles exigen
es qui étaient les n�tres. On pourra appré
ier lesperforman
es de la triangulation de Delaunay (CGAL version 2:4) que l'on a tenu à mettre enavant dans nos temps de 
al
uls (tableau 3.1).Pour les autres 
al
uls, en parti
ulier l'évaluation des rayons et des notes de pertinen
e sontréalisés ave
 un type de nombre simple. Ils ne présentent, en e�et, pas un 
ara
tère 
ritique ; les
omparaisons entre les rayons, par exemple, sont fran
hes, les bonnes fa
ettes et les mauvaisesbien séparées. Il serait, de plus, ine�
a
e de penser résoudre le problème posé par les sliverspar un 
al
ul exa
t des rayons ; l'utilisation de l'angle du dièdre permet, elle, des 
omparaisonsfran
hes.
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Chapitre 3. Re
onstru
tion à partir de nuages de points�3.5 Résultats3.5.1 Conditions théoriques de su

èsPour un é
hantillon régulierRemarque. Avant de 
ontinuer, il est important de souligner que la plus petite sphère 
ir
ons-
rite à une fa
e f (i.e. 
elle dont le 
entre est dans le plan de la fa
e) ou sphère de Gabriel de lafa
e f , que l'on notera Sg(f), ne véri�e pas né
essairement la propriété de la sphère vide. Cettesphère Sg(f) est, en général, di�érente de la plus petite sphère 
ir
ons
rite à f , vide de points del'é
hantillon, que nous avons utilisée jusqu'i
i. Pour éviter toute ambiguïté, on notera rSg(f) lerayon de la sphère de Gabriel asso
iée à la fa
e f et on 
onservera la notation rf pour le rayonde la plus petite sphère 
ir
ons
rite à f vide de points de l'é
hantillon, 
omme auparavant.Étant donné la parenté de notre méthode ave
 
elle développée par S.Petitjean et E. Boyerdans leur arti
le [PB01℄ revenons sur les résultats qu'ils ont énon
és pour la notion d'interpolantsréguliers présentés dans l'introdu
tion de 
e 
hapitre (
f. 3.2.3). Tout d'abord, les auteurs montrentque tout interpolant régulier est 
omposé de fa
ettes de la triangulation de Delaunay. En outre,ils 
ara
térisent les fa
ettes de l'interpolant régulier O grâ
e à la propriété suivante :Propriété 3.1* Si Pi, Pj et Pk sont trois sommets d'une même fa
e d'un interpolant régulier O alors laplus petite sphère 
ir
ons
rite à Pi, Pj et Pk, noté Si;j;k est vide d'autres points de O. Ondit aussi que la fa
e est de Gabriel.* Considérons Pi et Pj, deux points adja
ents sur un interpolant régulier O. Alors, Pk et Pl,les sommets des deux fa
es de O in
identes à l'arête (Pi; Pj), sont les points qui véri�entles deux assertions :(i) (Pi; Pj ; Pk) et (Pi; Pj ; Pl) sont des fa
es de Gabriel.(ii) Le rayon de Si;j;k et le rayon de Si;j;l sont les deux plus petits rayons asso
iés auxsphères de Gabriel des fa
ettes in
identes à l'arête (Pi; Pj).Étudions le 
omportement de notre méthode dans le 
as d'un é
hantillon régulier Sr, i.e. quidispose d'un interpolant régulier. Tout d'abord, on peut remarquer que la fa
ette possédant laplus petite sphère 
ir
ons
rite vide parmi toutes les fa
ettes de la triangulation de Delaunayest né
essairement de Gabriel. En e�et, 
ette fa
ette possède, en parti
ulier, le plus petit rayonautour de 
ha
une de ses arêtes. Or la 
onvexité de la fa
e de Voronoi asso
iée à une arête ede la triangulation de Delaunay nous assure que la fa
ette in
idente à e qui possède le pluspetit rayon est de Gabriel. En e�et, 
e plus petit rayon est égal à la distan
e de l'arête e aupolygone 
onvexe qui délimite la fa
e de Voronoi asso
iée à e.Nous pouvons maintenant montrer que notre algorithme re
onstruit exa
tement un interpo-lant régulier pour l'é
hantillon Sr. Plus pré
isément, formulons la propriété suivante :Propriété 3.2 Pour un é
hantillon de points régulier Sr, la surfa
e triangulée, résultat de notrealgorithme de déploiement de surfa
e, est un interpolant régulier de Sr.
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3.5. RésultatsPreuve. Raisonnons par ré
urren
e pour montrer le maintien de la 
ara
térisation formuléepar la propriété 3.1 tout le long du déploiement de notre surfa
e.Initialisation. Notre fa
ette germe h, selon la remarque pré
édente, est deGabriel. Par 
onstru
-tion, elle possède aussi le plus petit rayon rSg (h) pour 
ha
une de ses arêtes.Ajout d'une fa
ette. Supposons être au 
ours du déploiement de notre surfa
e qui possède jus-qu'i
i les 
ara
téristiques de la propriété 3.1. On 
her
he alors à prolonger la surfa
e àpartir d'une fa
ette (
elle qui est la plus pertinente) autour d'une arête e sur le bord de lasurfa
e. La fon
tion ComputeCandidate a séle
tionné la fa
ette h qui possède le plus petitrayon rh parmi les fa
ettes disponibles, in
identes à e. Il su�t pour 
on
lure de montrerque 
ette fa
ette est né
essairement de Gabriel. Raisonnons par l'absurde :B Considérons que h n'est pas de Gabriel. D'après la propriété 3.1, la fa
ette h n'estdon
 pas une fa
ette de O, ainsi le 
entre de la plus petite sphère 
ir
ons
rite à h videde points est sur l'axe médian dis
ret asso
ié à O. Cette sphère étant la plus petitesphère maximale, si on note a et b les extrémités de l'arête e, on a alors par dé�nitionde l'épaisseur lo
ale eO(a) � rh et eO(b) � rh. En outre, la propriété 3.1 nous assure del'existen
e d'une fa
ette de Gabriel f de l'interpolant O autour de e pour 
ontinuerl'extension. De par le 
ritère de 
hoix de h, on a évidemment rSg(f) � rh. Or pardé�nition de la granularité lo
ale on peut é
rire pour gO(a) � rSg(f) et gO(b) � rSg(f).On déduit don
 qu'en 
haque extrémité de e on a gO(a) � eO(a) et gO(b) � eO(b) 
e qui
ontredit Sr é
hantillon régulier. �La fa
ette h est validée par la fon
tion ExtendBorder. En e�et, dans 
e 
as idéal, la per-tinen
e, les 
ontraintes topologiques imposées n'ont au
une importan
e puisque l'on restetout au long du déploiement sur l'interpolant régulier. Fermetures, re
ollement et toutesles pré
autions topologiques que nous avons prises sont toujours véri�ées, puisque O estbien une surfa
e triangulée fermée.La ré
urren
e est don
 établie, 
e qui garantit que l'algorithme re
onstruit don
 l'interpolantrégulier pour tout é
hantillon régulier. �Pourquoi alors avoir introduit tant de 
ritères super�us ? C'est en fait, 
omme l'évoquentS. Petitjean et E. Boyer, que les 
onditions imposées à un é
hantillon pour qu'il soit régulierdans l'espa
e sont (très) exigeantes, beau
oup plus que leur é
riture ne pourrait le laisser 
roire.En fait le 
as du sliver étudié dans 
e 
hapitre et exhibé grâ
e aux Alpha-formes (�gure 2.14),est présent dans quasiment tous les é
hantillons de points en dimension 3. On peut, par exemple,songer aux pro
édés de numérisation qui fournissent des points 
orrespondant à une grille. Alorsdans les zones peu 
ourbées de l'objet, on peut observer une multitude de 
on�gurations depoints quasi 
oplonaires et quasi 
o
y
liques, 
'est à dire des slivers.Ainsi, le 
as des é
hantillons réguliers est un peu marginal en dimension 3 et nos 
onditionstopologiques à l'extension, notre pruden
e au 
ours du déploiement est le plus souvent utile pourguider la re
onstru
tion et éviter les erreurs.Pour un bon é
hantillonLa notion d'"-é
hantillon nous pla
e, en quelque sorte, à l'extrême inverse de l'étude pré
é-dente. En e�et, alors que la notion d'é
hantillons réguliers est un peu trop restri
tive don
 plusfa
ile à maîtriser, les "-é
hantillons sont beau
oup plus di�
iles à manipuler. En e�et, l'essentielde leur propriétés dé
oule de la surfa
e lisse qui les dé�nit et se retrouve, par passage à la limite,quand on 
onsidère un é
hantillon in�niment dense. Par 
ontre, si l'on 
onsidère un "-é
hantillonpour un " pré
is, il est plus di�
ile de retrouver les propriétés attendues. Montrer un résultat79



Chapitre 3. Re
onstru
tion à partir de nuages de pointséquivalent à 
elui obtenu pour les é
hantillons réguliers � 
'est à dire, pour tout "-é
hantillonave
 un 
ertain " < 1, notre algorithme permet de re
onstruire une surfa
e triangulée, non pluségale, mais homéomorphe à la surfa
e lisse d'origine � est beau
oup plus 
ompliqué.On peut 
ependant établir 
e résultat dans le plan, où les 
hoses se simpli�ent énormément,ne serait-
e que du fait de la disparition des problèmes posés par les slivers. Rappelons, toutd'abord, les notables simpli�
ations de l'algorithme dans le plan. Il s'agit maintenant de déployerune 
ourbe polygonale P sur un é
hantillon de points S. Le bord de notre 
ourbe 
orrespondalors aux deux extrémités de la 
ourbe P, notées aP et bP . Le 
hoix d'une arête 
andidate autourd'un point du bord se fait toujours grâ
e au rayon du plus petit 
er
le 
ir
ons
rit vide de pointsde S. Le 
ritère d'ex
lusion des slivers n'est évidemment plus utile. Les 
ontraintes topologiquesà l'extension d'une 
ourbe polygonale P ne 
orrespondent plus qu'à deux situations.L'extension : quand on 
hoisit à partir d'un point du bord une arête dont l'extrémité est unpoint non intérieur à P.La fermeture : quand l'arête ajoutée relie les deux points du bord et ferme ainsi la 
ourbe P.On 
onserve les mêmes 
ritères pour évaluer la pertinen
e des arêtes 
andidates, bien que 
elasoit beau
oup moins 
ritique qu'en dimension 3.Pour mieux 
erner les di�érentes propriétés de la fon
tion LFS, on peut établir plusieursrésultats intéressants :Propriété 3.3(i) Pour tout point p et q de la 
ourbe lisse C, la fon
tion LFS véri�e l'inégalité [ABE98℄ :LFS(p) � LFS(q) + d(p; q)(ii) Pour tout point p de S, un é
hantillon quel
onque de points pris sur C, 
onsidérons V (p),l'ensemble des sommets de la 
ellule de Voronoi asso
iée à p. Alors, l'évaluation de lafon
tion LFS en p satisfait l'inégalité suivante :LFS(p) � 2d(p; V (p))Preuves.* Pour montrer la propriété (i) établie par N. Amenta et al. [ABE98℄, il su�t de remarquerque la boule B(q;LFS(q)) � B(p;LFS(q) + d(p; q)), ainsi la boule B(p;LFS(q) + d(p; q))
ontient un point de l'axe médian. Le rayon de 
ette boule est supérieur à LFS(p), pardé�nition de LFS. �* Pour véri�er la propriété (ii), 
onsidérons un point p, on remarquera que rS(p) le pluspetit des rayons24 asso
iés aux triangles in
idents à p 
orrespond exa
tement à d(p; V (p)).Or, dans le plan, on peut énon
er le résultat suivant ([ABE98℄, lemme 2) : toute sphère
ir
ons
rite à trois points de S 
ontient né
essairement un point de l'axe médian. Ainsi ladistan
e de p à l'axe médian véri�e LFS(p) � 2rS(p). �Reprenons, maintenant, quelques dé�nitions et résultats formulés par N. Amenta et al. dans[ABE98℄ pour une 
ourbe lisse C munie d'un �bon� é
hantillon de points S, i.e. un "-é
hantillonave
 " < 1 :Propriété 3.4 Pour S, un "-é
hantillon ave
 " < 1 pris sur une 
ourbe lisse C :(i) Deux points p et q de l'é
hantillon S sont adja
ents si et seulement si il existe un disque
ir
ons
rit à [p; q℄ 
entré sur C vide de points de S, que l'on nommera disque de Voronoide surfa
e.24Le rayon de la plus petite sphère 
ir
ons
rite vide évidemment !80



3.5. Résultats(ii) La triangulation de Delaunay de S 
ontient toutes les arêtes liant des points adja
entssur C.(iii) Pour un point p 2 S, notons p0 et p1 les deux points adja
ents à p sur C, alors on al'inégalité \(p0; p; p1) � � � 4 ar
sin("=2).Grâ
e à 
es di�érents résultats nous allons pouvoir établir le résultat attendu. En fait, pourêtre plus pré
is, nous allons montrer qu'en tout point p de l'é
hantillon, les deux sommets adja-
ents à p sont liés à p dans la triangulation de Delaunay par les arêtes qui possèdent les deuxplus petits rayons parmi les arêtes in
identes à p.Propriété 3.5 Pour tout "-é
hantillon S ave
 " � 1=5, pris sur une 
ourbe lisse C, notre algo-rithme de déploiement re
onstruit une 
ourbe polygonale homéomorphe à la 
ourbe C.Preuve. Tout d'abord, bornons la distan
e entre deux points adja
ents. Par dé�nition d'un"-é
hantillon et grâ
e à la propriété 3.4 (i), pour tous points p et q adja
ents, il existe un disquede Voronoi 
entré en un point 
 de C de rayon au plus "LFS(
) vide de points de S. Ainsid(p; q) � 2"LFS(
). En utilisant la propriété 3.3 (i), on a :LFS(
) � LFS(p) + d(p; 
) or, d(p; 
) � "LFS(
)ainsi, on a LFS(
) � 11�"LFS(p)d'où d(p; q) � 2"1�"LFS(p) et d(p; 
) � "1�"LFS(p)soit ave
 " � 1=5, d(p; q) � 12LFS(p) et d(p; 
) � 14LFS(p)Considérons un point p de l'é
hantillon S et notons p0 et p1 les deux points adja
ents à p. Deplus, notons V0 l'arête duale de [p0; p℄ et V1 
elle de [p1; p℄. Étudions les arêtes de la 
ellule deVoronoi V(p) privée de V0 et de V1. Cet objet Sk(p) est 
onstitué de deux 
ourbes polygonales(éventuellement réduite à un point pour l'une des deux) qui se trouvent de fa
to ex
lues d'un
ertaine zone de l'espa
e (�gure 3.13).Cette zone d'ex
lusion est dé�nie par quatre points que l'on peut 
onsidérer 
omme extrêmes,i.e. les positions extrêmes que peuvent prendre les sommets de V(p). Ces points sont dé�nis
omme les interse
tions, V 0i et V 1i (�gure 3.13), du 
er
le de 
entre p et de rayon 12LFS(p)ave
 les médiatri
es respe
tives, pour i 2 f0; 1g, des segments [pmaxi ; p℄, où pmaxi est le pointd'interse
tion de C et de la demi-droite d'origine p support de l'arête [pi; p℄. Les arguments pourpouvoir 
onsidérer l'intérieur de 
ette zone 
omme non interse
té par Sk(p) sont :* la 
ellule de Voronoi V(p) étant 
onvexe, les 
ourbes polygonales 
onstituant Sk(p) hé-ritent des propriétés de 
onvexité ;* le disque B(p) de 
entre p et de rayon 12LFS(p) ne 
ontient au
un sommet de V(p) (pro-priété 3.3 (ii)) ;* en�n, pour i 2 f0; 1g, la médiatri
e de [pi; p℄ interse
te le disque B(p) entre les mé-diatri
es asso
iées à pmax0 et à pmax1 par 
onstru
tion. Remarquons, tout d'abord, quel'interse
tion, r, des deux médiatri
es est située à l'extérieur de B(p). En e�et, 
ommed(p; r) = 1=(4 
os(�=2)) LFS(p) et que, d'après la propriété 3.4 (iii), 
os(�=2) < 1=5 pour" < 1=5, on a d(p; r) > LFS(p). De plus, étant donné que [pi; p℄ � [pmaxi ; p℄ et 
ommed(pmaxi ; p) = 12LFS(p), les deux points extrêmes V 0i et V 1i dé�nis pour un point pi existentet sont distin
ts ; ils forment même 
ha
un des triangles équilatéraux ave
 pmaxi et p (�-gure 3.13). 81



Chapitre 3. Re
onstru
tion à partir de nuages de points

6

p

r

B(p)

1

p

pmax
0

π

γ

/

D

0
p

1

1

d

α/2

β

α

0

0
1V

V

V

1

1/4LFS(p)

0

1

1/4LFS(p)

1/2LFS(p)1/2LFS(p)

1/2LFS(p)

V

∆Fig. 3.13 � Illustration : zone d'ex
lusion pour Sk(p), ensemble des 
ontributions au squelettedis
ret des arêtes in
identes à p et non adja
entes sur C.Les r�les de p0 et p1 étant symétriques, la zone d'ex
lusion possède aussi un axe de symétrie �, onpeut don
 poursuivre l'étude pour le 
ouple (p0; p), par exemple. On se reportera à la �gure 3.13pour y trouver les notations adoptées. Cal
ulons les grandeurs 
ara
téristiques de 
ette zoned'ex
lusion D et d. On a trivialement d = p34 LFS(p). Pour D = 12 
os(
)LFS(p), il faut établirquelques résultats sur les angles : la propriété 3.4 (iii) nous donne � � ��4 ar
sin("=2). De plus,en utilisant les di�érents triangles re
tangles, on peut obtenir � = (� � �)=2 et 
 = � + �=6 ;ainsi, on déduit l'inégalité 
 � 2 ar
sin("=2) + �=6. De plus, pour " � 1=5, on véri�e l'inégalitéstri
te 
os(
) > 1=2. On 
on
lut �nalement que D > 14LFS(p).Remarquons tout de suite que les arêtes [p0; p℄ et [p1; p℄ sont deGabriel. En e�et, pour [p0; p℄par exemple, 
onsidérons son disque de Voronoi de surfa
e de 
entre 
0 sur la 
ourbe C. Commed(p; 
0) � 14LFS(p), le disque B(p) 
ontient le point 
0 qui appartient à l'arête duale de [p0; p℄ sansen 
ontenir les extrémités. Ainsi, B(p) 
ontient toute la portion de la médiatri
e de [p0; p℄ qu'ilinterse
te et en parti
ulier le milieu de [p0; p℄. De plus, on sait que, par 
onstru
tion, D est unminorant de la distan
e de p à Sk(p). Par dualité, on déduit don
 que [p0; p℄ et [p1; p℄ possèdent82



3.5. Résultatsles deux plus petits rayons r0 et r1 parmi toutes les arêtes in
identes à p. En e�et, toutes lesautres arêtes ont leur plus petit 
er
le 
ir
ons
rit vide de rayon plus grand que D > 14LFS(p) eton a max(r0; r1) � 14LFS(p). �Cette borne de 1=5 peut 
ertainement être améliorée vue les approximations faites, maiselle a le mérite de garantir la validité de notre appro
he dans le plan. On peut évidemment
omparer 
ette 
ondition à 
elle établie par N. Amenta pour le Crust [ABE98℄ " < 0; 252que nous n'améliorons pas. Cependant, les bons résultats obtenus en pratique dans l'espa
e(
f. se
tion 3.5.2) nous 
onfortent dans l'idée que nos 
ritères sont pertinents pour la résolutiondu problème de la re
onstru
tion. Par ailleurs, les éléments de 
ette démonstration permettentd'établir un lien ave
 les interpolants réguliers. On peut ainsi énon
er le 
orollaire suivant :Corollaire 3.6 En dimension 2, un "-é
hantillon ave
 " � 1=5 est un é
hantillon régulier.Preuve. Considérons S un "-é
hantillon d'une 
ourbe lisse C ave
 " � 1=5, alors la 
ourbepolygonale P liant les points adja
ents dans S est un interpolant régulier. En e�et, en tout pointp de S on peut véri�er gO(p) � 14LFS(p) < eO(p). �La di�
ulté pour étendre la preuve pré
édente à la dimension 3 est essentiellement due àl'existen
e des slivers. En e�et, même pour un é
hantillon très dense pris sur une surfa
e lisse V,
ette 
on�guration permet à 
ertains sommets du diagramme de Voronoi d'être très pro
hesde la surfa
e V 
e qui nous empê
he de dé�nir �aussi simplement� une zone d'ex
lusion pour lesquelette dis
ret dans l'espa
e.3.5.2 Etude des performan
esEtude qualitativeAvant de donner des résultats bruts, tentons de donner quelques ordres de grandeurs per-mettant d'appré
ier les performan
es de notre appro
he. Les 
onsidérations qui vont suivre sefondent sur les résultats fournis par l'outil d'analyse d'exé
ution de programmes gprof. Ainsi,au 
ours d'une exé
ution typique de notre algorithme de déploiement, l'évaluation du tempspassé pour 
haque étape de la méthode, nous a permis de mieux 
erner les opérations 
oûteuseset d'atteindre un niveau de performan
e tout à fait 
ompétitif. Nous détaillerons ensemble 
equi 
onstitue le 
orps de notre méthode, le 
al
ul de la triangulation de Delaunay, suivi dudéploiement de la surfa
e, en réservant à l'étape de post-traitement un 
ommentaire parti
ulier.Le premier 
onstat est que, naturellement, le 
al
ul de la triangulation de Delaunay re-présente une part non négligeable du temps d'exé
ution de notre algorithme de re
onstru
tion.Cette étape a un 
oût 
ertain, mais qui se révèle toutefois a

eptable en pratique, surtout grâ
e àl'implantation fournie par CGAL et aux di�érentes optimisations qu'elle propose. Grâ
e à l'utili-sation d'une arithmétique �ltrée et d'une version de la triangulation de Delaunay hiérar
hique(pro
hainement disponible dans CGAL version 2:4), le 
oût de 
e pré-requis a été divisé par unfa
teur dix depuis la version de CGAL pré
édente. Il ne représente plus qu'environ la 50% dutemps d'exé
ution global. On notera, par ailleurs, que le 
as de points é
hantillonnés sur unesurfa
e est loin de représenter un 
as fa
ile pour le 
al
ul de Delaunay, du fait de nombreuses
on�gurations dégénérées.Commentons, maintenant, l'étape d'initialisation, qui 
onsiste essentiellement à 
al
uler lerayon pour 
haque fa
ette de la triangulation de Delaunay a�n de séle
tionner un germe.Ces 
al
uls, qui représentent l'essentiel du 
oût de notre méthode en 
al
ul numérique, sontpleinement mis à pro�t, puisque l'on 
onserve les valeurs des rayons en mémoire. Ainsi, l'étape83



Chapitre 3. Re
onstru
tion à partir de nuages de pointsde déploiement proprement dit, où les di�érents rayons sont 
omparés plusieurs fois entre eux, setrouve grandement allégée. On peut 
onsidérer qu'elle intervient pour 25% du temps d'exé
utionglobal.En�n, au 
ours de la phase de déploiement o

upant les 25% du temps d'exé
ution restant, lamoitié du temps est passé dans la fon
tion ComputeCandidate, 
hargée de fournir des 
andidatspour l'extension du bord, le reste étant o

upé à la véri�
ation et la validation de 
es 
andidats� suivi de la mise à jour des di�érentes stru
tures � par la fon
tion ExtendBorder, 
hargéedu maintien d'une bonne topologie. On notera que 
ette étape qui 
onstruit réellement est pro-portionnellement très peu 
oûteuse, les étapes pré
édentes ayant, en quelque sorte, préparé letravail.Donnons, en�n, quelques 
ommentaires sur l'exé
ution de l'étape de post-traitement. Saraison d'être étant, en quelque sorte, de 
orriger les éventuelles erreurs 
ommises autour desarêtes vives ou dans des zones très mal é
hantillonnées, elle s'avère di�
ile à 
omparer ave
les autres 
omposantes d'une exé
ution moyenne. En fait, on peut 
onsidérer son 
oût 
ommenégligeable dans la majorité des 
as. Elle n'intervient que pour résoudre des situations, en général,très 
omplexes et son exé
ution peut alors se révéler 
oûteuse. L'essentiel du 
oût est à imputerau 
oût élevé en pratique du retrait d'un point dans une triangulation de Delaunay, surtoutpour les 
on�gurations parti
ulièrement dégénérées qui sont les n�tres. Une implantation de
ette opération plus performante que 
elle disponible a
tuellement dans CGAL permettrait
ertainement de ramener l'étape de post-traitement à un 
oût 
omparable aux étapes pré
édentes.Etude statistiqueCette partie a pour but de 
ommenter les résultats 
hi�rés obtenus sur l'ensemble des modèlesà notre disposition. Les résultats présentés dans le tableau 3.1 ont été obtenus sur une ma
hineéquipée d'un pro
esseur Intel Pentium i686 1GHz et disposant de 1Go de RAM. Notre mé-thode a été testée sur des modèles très variés et de qualité inégale. On trouvera prin
ipalementdeux types d'objets, 
eux dont on peut présumer qu'ils représentent à l'origine un volume et
eux qui représentent des surfa
es à bords, provenant de numérisation partielle par exemple.Les modèles que nous avons présentés dans 
ette 
atégorie des surfa
es à bords sont parfoisre
onstruits 
omme des volumes par d'autres méthodes (en parti
ulier les méthodes de naturevolumique évidemment). On peut 
ependant fa
ilement se 
onvain
re au regard de l'é
hantillonque le volume ainsi dé�ni n'est en fait qu'un artefa
t produit par la méthode.Surfa
es fermées. Commentons, tout d'abord, les modèles représentant des volumes. Si l'on
onsidère que les é
hantillons de points ne sont pas bruités, on peut aisément appré
ier la qualitéde la re
onstru
tion fournie par notre méthode en observant le nombre de points de la surfa
ere
onstruite par rapport au nombre de points total du modèle et le nombre �d'arêtes du bord�,qui doit idéalement être nul.Au regard du premier 
ritère évoqué, on peut, tout d'abord, s'étonner de voir plusieursmodèles laisser un 
ertain nombre de points de 
�té. Après examen, il s'avère que bien souvent
es points sont en fait de deux types : soit on peut réellement les 
onsidérer 
omme des pointsparasites et les 
onsidérer dans la re
onstru
tion serait totalement aberrant, soit 
es points sontsitués autour d'arêtes vives ou plus généralement autour de singularités de l'objet originel. Onpeut, par exemple, 
iter le 
as du modèle 
ube ([0; 1℄3) é
hantillonné uniformément sur unegrille, qui peut être aisément re
onstruit en prenant l'enveloppe 
onvexe, mais qui, d'un pointde vue surfa
ique, possède des arêtes vives et pire en
ore, en 
haque sommet une singularité où84



3.5. Résultatsl'é
hantillonnage est très ambigu vis à vis de notre appro
he. Surtout 
omme dans le 
as dumodèle 
ube où les données sont des �oats, il est alors possible que notre méthode 
onsidère
ertains points anguleux 
omme marginaux.Pour le se
ond 
ritère permettant d'appré
ier la qualité de la re
onstru
tion, à savoir fournirune surfa
e réellement fermée, on peut observer que les résultats sont le plus souvent 
orre
ts.En fait, paradoxalement, 
'est sur les é
hantillons les plus volumineux, don
 a priori les plus �ns,que l'on n'arrive pas à fournir une surfa
e sans trous, même après un 
oûteux (mais utile) post-traitement. Pour expliquer 
ela, nous avons évidemment analysé les zones à problèmes et il s'estavéré que 
es gros é
hantillons ne sont pas si �bons� que 
ela. Pour être plus pré
is, les objetsqu'ils modélisent sont très 
omplexes, pas né
essairement par leur topologie, mais ils possèdentdes détails très �ns. On peut même 
onsidérer que l'essentiel des points fournis dans 
es modèlesse situent dans des zones où ils ne sont d'au
une utilité 
ar très simples à re
onstruire, les zonesdi�
iles se trouvant �nalement relativement mal é
hantillonnées. On observe même parfois deszones di�
iles à interpréter en tant que volume sans 
onsidérer qu'il manque des points sur toutun pan de la surfa
e originelle.Surfa
es à bords. Parlons maintenant des modèles que nous avons 
onsidérés 
omme dessurfa
es à bord. Pour 
ertain d'entre eux, nous aurions pu pousser plus loin la re
onstru
tion etobtenir une surfa
e fermée ; 
ependant, au regard de l'é
hantillon nous avons 
onsidéré qu'unefrontière 
ourbe semblait e�e
tivement délimiter un trou sans au
un point intérieur sur l'objet.On peut 
lasser dans 
ette 
atégorie les modèles : Culbu, Rth, 
a
tus, 
at10, dist
ap, 
lub0h,mannequin. Pour les autres modèles, il n'y a au
une ambiguïté, les objets à re
onstruire sont denature surfa
ique, parfois même on ne peut les interpréter aisément 
omme des surfa
es délimi-tant un volume intérieur (modèle hypersheet 
f. �gure 3.22 ou modèle Tomo 
f. �gure 3.23). Onpeut toujours faire les mêmes remarques vis à vis du nombre de points 
onsidérés dans la surfa
ere
onstruite que pour le 
as des surfa
es fermées. Par 
ontre le nombre d'arêtes sur le bord n'anaturellement plus la même signi�
ation. On n'observe, en fait, que très peu d'erreurs sur l'en-semble des modèles de 
ette 
atégorie présentés dans le tableau 3.1. Les bords (que l'on a prissoin de repérer en rouge sur la surfa
e re
onstruite pour les 
aptures d'é
ran présentées 
i-après)
orrespondent à de vrais 
ontours dessinés sur les surfa
es, les trous qui peuvent être 
onsidé-rés 
omme des erreurs étant refermés par l'étape de post-traitement (ex
epté pour les modèlesCardoor et Voiture dont le temps de post-traitement peut déjà suggérer de vrais problèmes).Performan
es moyennes. Sur la base des résultats du tableau 3.1, on peut établir un tempsmoyen de traitement pour les é
hantillons de points su�samment �bons� (i.e. si l'on ex
eptele post-traitement des 
as réellement problématiques, où l'on 
onsidère alors seulement t1 + t2)d'environ 6000 points par se
onde pour obtenir la re
onstru
tion à partir des données brutes.Un autre aspe
t important est le 
oût pratique en espa
e mémoire. Une étude empirique surles é
hantillons de notre base de données et un 
al
ul rapide du 
oût des di�érentes stru
turesutilisées, nous permettent d'évaluer une moyenne de 1 o
tet par point, pour l'exé
ution de l'en-semble, triangulation, déploiement et post-traitement. On peut évidemment abaisser un peu 
e
oût si l'on ne 
onserve pas les rayons en mémoire. Mais on peut 
onsidérer que l'on se trouveen
ore limité à des é
hantillons de l'ordre du million de points ave
 notre appro
he, au regarddu matériel a
tuel (� 1Go).
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Chapitre 3. Re
onstru
tion à partir de nuages de pointsDonnées Delaunay Re
onstru
tionModèle points 
ellules t1 points fa
ettes arêtes t2 t3 P tidu bord* Surfa
es fermées :Me
hani
 12593 85158 0,99 12593 25194 0 1,03 0 2,02blade 882954 6071275 103,76 878724 1757123 1005 105,28 20,38 229,42bunny 35946 249345 2,75 35943 71882 0 3,19 0,01 5,95
ube 866 4172 2,78 861 1718 0 0,04 0,02 2,84dragon 435545 314951 49,02 422441 844546 442 47,86 97,75 194,63happy 542548 3864194 63,36 522701 1045009 567 70,02 182,27 315,65knot108s 10000 93505 0,83 10000 20000 0 1,03 0,01 1,87me
hpart 4102 30638 0,38 4098 8204 0 0,33 0,03 0,74papaine1 12577 92619 0,9 12562 25120 0 1,07 0,02 1,99papaine2 18059 131943 1,39 18045 36086 0 1,54 0,02 2,95hand 327323 2302290 38,57 327290 654596 0 33,25 0,56 72,38holes3 3999 29352 0,25 3999 8006 0 0,33 0,01 0,59horse 48485 342428 3,94 48473 96942 0 4,46 0,39 8,75oilpmp 30933 200516 2,91 30919 61834 0 2,58 0,04 5,53sphere 926 5070 0,52 926 1848 0 0,04 0 0,56torus_random 499 3633 0,03 499 998 0 0,04 0 0,07volume_Inria 187151 1291512 24,6 186799 373503 205 18,11 2,26 44,97* Surfa
es à bords :Avant_Auto 59497 394366 5,46 59491 118232 748 5,27 0,25 10,98Culbu 71150 483383 6,12 71150 142210 88 6,52 0,03 12,67BootSki 33711 239977 2,94 33700 66005 1393 3,04 3,29 9,27British_Museum 51095 340275 4,15 51053 101899 251 4,42 0,18 8,75CarDoor 489205 3217628 56,86 488278 973402 3334 49,12 13,43 119,48DryerBody 31013 192207 6,66 31010 61093 921 2,34 0,33 9,33DryerHandle1 49786 319549 18,77 49786 98811 759 3,94 0,02 22,73DryerHandle2 64464 408629 15,67 64464 128260 666 5,13 0,02 20,82HairDryer 51563 321389 14,75 51563 10248 641 3,95 0,02 18,72Robinet 13962 101468 1,17 13884 27309 455 1,4 0,17 2,74Rth 13894 94824 1,07 13894 27557 231 1,16 0 2,23Tomo 47861 330959 4,72 47839 92861 2883 15,99 0,12 20,83Voiture 407577 2646522 46,29 403629 801332 7524 37,46 44,58 128,33bear 29648 203529 3,64 29621 58553 687 2,4 0,11 6,15
a
tus 3280 22908 2,69 3277 6532 20 0,24 0 2,93
at10 10000 66700 0,69 10000 19908 90 0,82 0 1,51
h1000 59104 383939 5,57 59104 117707 499 5,26 0,03 10,86dist
ap 12745 86887 0,9 12744 25325 161 1,04 0 1,94engine 11360 73253 1,02 11360 22360 356 0,98 0,01 2,01hypersheet 6752 52366 0,6 6752 12575 935 0,61 0,01 1,22
lub0h 15245 103129 1,17 15232 30438 24 1,30 0,06 2,53foundry 4101 28111 0,26 4101 7958 242 0,34 0 0,6mannequin 12772 86663 0,91 12768 25366 168 1,03 0,03 1,97mmal25 25921 172441 2,89 25921 51201 639 2,98 0,02 5,89mmma25 6561 43359 0,6 6561 12833 287 0,56 0 1,16moeller 20020 137183 1,62 20020 39964 74 1,71 0,01 3,34monkey2 10000 68462 2,98 10000 19611 387 0,84 3,82nas
ar 20621 129788 1,58 20619 40725 515 1,65 0,01 2,88seat 14812 96922 5,16 14812 29248 374 1,29 0 6,45skidoo_red 37973 257065 3,08 37960 75389 531 3,33 0,05 6,46Tab. 3.1 � Temps de 
al
ul CPU (en se
ondes) pour les modèles de notre base de données.Abréviations :t1 = 
al
ul de Delaunay t2 = initialisation + déploiementt3 = post-traitement P ti = temps total t1 + t2 + t386



3.5. RésultatsProvenan
e des modèles : Nous tenons à remer
ier, Dassault Systèmes grâ
e à qui leprojet PRISME dispose de modèles originaux qui nous ont grandement aidés dans la 
onfron-tation de nos idées à des 
as 
on
rets. La plupart des autres modèles proviennent du web, onpourra les trouver aux adresses suivantes :http://www.resear
h.mi
rosoft.
om/~hoppe/http://www.

.gate
h.edu/proje
ts/large_models/http://www.swisstopo.
h/3.5.3 Comparaison ave
 les méthodes standardCette partie a pour obje
tif de présenter une étude empirique entre les performan
es de notreméthode et les di�érentes appro
hes évoquées dans la littérature. Nous avons don
 établi untableau ré
apitulatif de l'ensemble des résultats présentés dans les di�érents arti
les dé
rivantles méthodes a�n de tenter une 
omparaison sur les modèles traités en 
ommun. Les résultatsde 
ette étude sont présentés dans le tableau 3.2. Cette 
omparaison ne peut être faite surles temps de 
al
ul bruts, elle doit évidemment être relativisée du fait de l'exé
ution sur desmatériels di�érents. Bien que 
ela soit 
ontestable, nous avons 
onsidéré sur la base de testse�e
tués ave
 notre propre algorithme que le rapport r
pu des 
aden
es CPU pouvait permettreune 
omparaison approximative entre des temps de traitement pour des ma
hines di�érentes.De plus, pour établir les 
hi�res fournis sur la ligne �temps 
omparés� du tableau 3.2, nousavons tenu à prendre le temps, pondéré par r
pu, qui nous est le plus défavorable (atteint pourle modèle dont le temps est pré
édé d'une étoile *) pour 
al
uler le rapport de 
omparaison ave
la méthode 
on
urrente. Ce tableau n'a que peu de prétentions à l'obje
tivité, il prétend justemontrer que notre méthode se pla
e parmi les algorithmes e�
a
es en 
e qui 
on
erne les tempsd'exé
ution pour la résolution du problème de la re
onstru
tion.Par ailleurs, il faut évidemment prendre en 
onsidération la qualité de la re
onstru
tion ob-tenue. A 
e sujet, les résultats dé
rit dans la littérature ne sont que rarement expli
ites. On peutnoter, parmi les arti
les, 
eux où les auteurs se plaignent de problèmes pour la re
onstru
tionobtenue. On présumera don
 que si au
une mention n'est faite, 
'est que le résultat est 
orre
t.Ainsi, la méthode LD [GKS00℄ paye sa grande rapidité par des résultats d'une qualité 
ontes-table, les résultats fournis possédant de nombreux trous dans le 
as d'é
hantillons non uniformes(par exemple pour le modèle holes3 ) et parfois même une triangulation non valide de la surfa
ere
onstruite. On 
itera aussi les 
ommentaires sur les résultats obtenus par Super Co
one[TKDH01℄, Reviver, Co
one [ACDL00℄ pour lesquels il est fait mention de problèmes 
on
er-nant des trous ou des irrégularités dans la surfa
e re
onstruite. En 
e qui 
on
erne l'utilisationde la mémoire les seuls résultats évoqués sont 
eux de Super Co
one, qui utilise approximati-vement 0; 3 o
tet par point, soit environ un tiers de 
e dont nous avons besoin. Au regard de 
esdi�érents angles de 
omparaison, nous pouvons don
 
onsidérer que notre méthode se pla
e demanière 
on
urrentielle par rapport aux méthodes standard.
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Chapitre 3. Re
onstru
tion à partir de nuages de points
Algorithmes : DS SC PC AS RI LD HH RV CRr
pu = rapports des 
aden
es CPU 1 0,7 0,7 0,25 0,27 0,2 0,15 0,7 0,3Modèle points* Surfa
es fermées :Me
hani
 12593 2,02 - 27 - - - - - -blade 882954 229,42 3000 - - - - - - -bunny 35946 5,95 - - 1176 - 18,64 - �40 -dragon 435545 194,63 1080 - - - - - - -happy 542548 315,65 �1680 - - - - - - -knot108s 10000 1,87 - - - - - 75 - -me
hpart 4102 0,74 - - - �16 - 14 - -papaine2 18059 2,95 - 398,68 - - - - - -hand 327323 72,38 900 - - - - - - -oilpmp 30933 5,53 - - - - 20,99 �104 - -* Surfa
es à bords :Avant_Auto 59497 10,98 - 167 - - - - - -Culbu 71150 12,67 - 190 - - - - - -BootSki 33711 9,27 - �65 - - - - - -Robinet 13962 2,74 - 32 - - - - - -Rth 13894 2,23 - - - - - - 392 -
a
tus 3280 2,93 - - - - - - 25 -dist
ap 12745 1,94 - - - - - 40 - -
lub0h 15245 2,53 - - 246 - 7,9 - - 189mannequin 12772 1,97 - - �126 - 16,66 52 35 -mmal25 25921 5,89 - - - 198 - -moeller=foot 20020 3,34 - - - - 10,53 - - �234skidoo_red 37973 6,46 - - - - �16,66 - - -* Temps 
omparés (min pour �) :min r
puTi=TDS 1 3,73 4,91 15,99 6,08 0,54 2,82 4,7 20,94Tab. 3.2 � Comparaison des temps de 
al
ul CPU (en se
ondes) ave
 les méthodes standard.Abréviations :DS = notre algorithme par déploiement de surfa
e (Intel Pentium 1GHz),SC = Super Co
one [TKDH01℄ (Intel Pentium 733MHz),PC = PC Nuages [BC00℄ (Intel Pentium 733MHz),AS = Sampling and Re
onstru
ting Manifolds Using Alpha-Shapes [BB97℄ (Sgi 250MHz),RI = Regular and non-regular point sets : Properties and re
onstru
tion [PB01℄ (Sun 270MHz),LD = Surfa
e Re
onstru
tion based on Lower Dimensional Lo
alized Delaunay Triangulation[GKS00℄ (Sgi 200MHz),HH = Surfa
e Re
onstru
tion from Unorganized Points [HDD+92℄ (Sgi 150MHz)résultats provenant du web http://www.resear
h.mi
rosoft.
om/~hoppe/,RV = Reviver : logi
iel implantant le Crust (Intel Pentium 733MHz)résultats provenant du web http://www.ams.sunysb.edu/~piyush/reviver/,CR = Co
one, i.e. le Crust, par N. Amenta et al. [ACDL00℄ (Sun 300Mhz).
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3.5. Résultats3.5.4 Résultats et 
ommentairesLes re
onstru
tions présentées 
i-après 
orrespondent aux 
al
uls détaillés dans le tableau 3.1.Laissons maintenant pla
e à quelques résultats en images :

Fig. 3.14 � Résultat : un 
heval, modèle horse.Figure 3.14. Un modèle intermédiaire, qui ne présente a priori pas de réelles di�
ultés. En fait,
et é
hantillon ayant vraisemblablement été numérisé à partir d'une statuette, 
ertaines zonessont très mal é
hantillonnées, ave
 de fortes variations de densité. Notre méthode permet toutde même d'obtenir une surfa
e fermée.
89



Chapitre 3. Re
onstru
tion à partir de nuages de points

Fig. 3.15 � Résultat : une main, modèle hand.Figure 3.15. Ce modèle présente plusieurs parti
ularités, qui en font une grande réussite de notreméthode. Tout d'abord l'é
hantillon est relativement volumineux (� 330:000 points), 
e qui lepla
e hors de portée d'une méthode trop gourmande en mémoire. Cependant bien que l'é
han-tillonnage soit dense, il est à peine su�sant dans 
ertaine zones du modèle, 
omme les jointuresdes doigts qui présentent une très forte 
ourbure ou en
ore sur le poignet qui, étant 
reux, pré-sente des parois intérieures et extérieures très pro
hes les unes des autres. La re
onstru
tionfournie est là en
ore 
orre
te (i.e. tous les bords ont été résorbés).
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3.5. Résultats

Fig. 3.16 � Résultat : une piè
e mé
anique, modèle Me
hani
.Figure 3.16. Ce modèle présente plusieurs aspe
ts intéressants : tout d'abord l'é
hantillonnagen'est pas uniforme, mais surtout il possède une topologie non simple et permet de montrer lesu

ès de notre méthode pour des modèles volumiques non triviaux. Bien sûr, la surfa
e obtenueest fermée.

Fig. 3.17 � Résultat : une �gurine, modèle happy.Figure 3.17. Ce modèle fait partie des gros é
hantillons dont nous disposons (� 540:000 points),il possède 
ependant des détails très �ns et se révèle, en fait, très 
omplexe. La re
onstru
tionfournie est 
orre
te dans l'ensemble. Il reste 
ependant des bords non résorbés, même aprèsl'étape de post-traitement. Le résultat fourni ne délimite don
 pas un volume. Après examen,les erreurs subsistent prin
ipalement autour de zones où la 
ohéren
e de l'é
hantillon peut êtremise en doute. 91
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Fig. 3.18 � Résultat : un dragon, modèle dragon.Figure 3.18. Cet autre modèle volumineux (� 435:000 points) présente des 
ara
téristiques équi-valentes à 
elles observées pour le modèle 3.17. La re
onstru
tion d'ensemble est 
orre
te, leserreurs lo
alisées autour de zones ambiguës de très forte 
ourbure.

Fig. 3.19 � Résultat : une lame, modèle blade.Figure 3.19. Voi
i le plus gros modèle (� 880:000 points) en notre possession, qui 
orrespond, àpeu près, à 
e que nous pouvons traiter de plus volumineux ave
 le matériel dont nous disposonsaujourd'hui (� 1Go). Par ailleurs, on notera qu'il présente les mêmes �défauts de fabri
ation�que les gros modèles 3.17 et 3.18. Sans être parfait, le résultat est là en
ore satisfaisant au moinsdans l'ensemble.92



3.5. Résultats

Fig. 3.20 � Résultat : une statue du British Museum, modèle British_Museum.Figure 3.20. Ce modèle est intéressant pour plusieurs raisons. D'une part, son é
hantillonnageprésente des variations de densité vraiment très importantes y 
ompris dans des zones très
ourbées, sur les angles du so
le par exemple. A 
ette di�
ulté s'ajoutent de nombreux pointsparasites sur le sol au pied du so
le, que l'on peut 
onsidérer 
omme du bruit. On peut voirque notre méthode 
onserve, vis à vis de 
es deux di�
ultés, un 
omportement a

eptable. Lare
onstru
tion fournie est totalement 
orre
te si l'on ex
epte le bas du so
le.
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onstru
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Fig. 3.21 � Résultat : une tuyère, modèle engine.Figure 3.21. Voilà un joli modèle de surfa
e à bords ! Cet exemple nous permet d'illustrer lespossibilités spé
i�ques de notre méthode. Ce modèle fait partie de 
eux qui ne peuvent êtrefa
ilement re
onstruits 
omme des volumes alors qu'ils proposent un é
hantillon de points sansdi�
ulté, puisque uniforme et su�samment dense. On pourra remarquer les bords repérés enrouge.

Fig. 3.22 � Résultat : une surfa
e orientable, modèle hypersheet.Figure 3.22. Ce modèle représente une surfa
e orientable pour laquelle il est, là en
ore, di�
ilede délimiter un volume intérieur 
ohérent sans briser la symétrie : le feuillet 
entral peut être
onsidéré 
omme extérieur en même temps sur ses deux fa
es, pour des raisons de symétrie, quelque soit le 
ritère utilisé. On notera, de plus que 
et objet n'est pas é
hantillonné uniformément.94



3.5. Résultats

Fig. 3.23 � Résultat : une piè
e usinée, modèle Tomo.Figure 3.23. En�n, un autre exemple de surfa
e di�
ile (voir impossible) à appréhender pourbien des méthodes, de par la di�
ulté à lui asso
ier un volume intérieur 
ohérent. Contrairementaux deux modèles pré
édents 3.21 et 3.22, 
et objet est issu de la numérisation d'un objet réel etprésente ainsi une 
on�guration des points plus 
omplexe. Là en
ore, les bords sont repérés enrouge. On peut 
onsidérer la re
onstru
tion 
omme parfaite ex
epté en quelques endroits sur lesarêtes du parallépipède délimitant la zone de mesure où se trouvent des points marginaux quiinduisent de légères �erreurs�. 95
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Fig. 3.24 � Résultat : é
hantillonnage de la piè
e usinée, modèle Tomo.Figure 3.24. Cette �gure tente d'illustrer les variations de la densité d'é
hantillonnage pour lapiè
e pré
édente 3.23, 
e
i a�n de mieux se représenter les di�
ultés posées par 
e modèle.
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Chapitre 4. Re
onstru
tion à partir de se
tions�4.1 Introdu
tion4.1.1 De la spé
i�
ité des enjeux du 
as de se
tionsL'objet de 
e 
hapitre est d'examiner une autre dé
linaison de notre problème. Considérons,
ette fois, que nos données possèdent une 
ertaine stru
ture. En e�et, de nombreux pro
édésde mesure fournissent des é
hantillons de points organisés. Dans le 
as d'un é
hantillon su�-samment dense, 
ette information supplémentaire n'est pas toujours indispensable, et on peutalors appliquer une méthode de re
onstru
tion qui ne présume rien sur les données (par exemple,la méthode développée au 
hapitre 3) ; 
ependant, nombreux aussi sont les 
as où on ne peutla négliger. En e�et, la 
onnaissan
e de 
ette organisation permet, d'une 
ertaine manière, derelaxer les exigen
es de densité sur l'é
hantillonnage des objets à re
onstruire. En pro�tant de lastru
ture des données, on peut guider la re
onstru
tion et ainsi espérer aboutir dans des 
as oùau
une méthode générale ne peut fournir de réponse satisfaisante.Nous étudierons i
i, le 
as où l'é
hantillon se 
ompose d'une suite de se
tions planes danslesquelles les points forment des 
ontours fermés orientés. Dans 
haque se
tion, les 
ontoursreprésentent l'interse
tion de l'objet ave
 le plan de 
oupe, ils sont souvent représentés par deslignes polygonales fermées. La méthode que nous allons présenter dans 
e 
hapitre 
onsidère desse
tions prises orthogonalement à un axe, disons z. Nous verrons aussi 
omment l'adapter au 
asde se
tions d'un objet prises radialement autour d'un axe par un simple 
hangement de systèmede 
oordonnées.4.1.2 Un 
hamp d'appli
ation proprePlusieurs pro
édés de numérisation d'objets sont sus
eptibles de fournir des jeux de donnéesde 
ette nature. Pour n'en 
iter que quelques uns, on peut, par exemple, évoquer les di�é-rentes te
hniques de tomographie (CT), l'imagerie par résonan
e magnétique (IRM), ainsi quela mi
ros
opie éle
tronique, ou en
ore la dé
oupe réelle des objets en se
tions. Ainsi, grâ
e à
es di�érentes méthodes et une fois 
haque se
tion traitée par des algorithmes de déte
tion de
ontours, on dispose de données présentées sous la forme adéquate.De fait, 
ette formulation du problème trouve un terrain d'appli
ation 
on
ret dans de nom-breux domaines. On peut 
iter, entre autres, le domaine médi
al, où l'imagerie et la re
onstru
tionprennent une importan
e 
roissante à des �ns d'aide au diagnosti
, de simulation d'interventions
hirurgi
ales. De même la biologie 
ellulaire, jusqu'i
i limitée à des vues de 
oupes issues de lami
ros
opie éle
tronique, peut pro�ter de méthodes de re
onstru
tion de se
tions. Sans entrerdans le détail, en topographie pour la représentation de terrain, en sismologie par l'analyse dela propagation d'ondes sismiques, des données sont extraites sous la forme qui nous intéressei
i. Plus généralement, l'industrie, pour des appli
ations de reverse engineering par exemple, estamenée à employer 
es mêmes te
hniques de numérisation et se trouve ainsi 
onfrontée à notreproblème.Notons de plus que l'organisation en se
tions prend une importan
e 
apitale, quand le nombrede se
tions est faible, 
e qui pour des raisons 
on
rètes de risque, ou en
ore de 
oût, peut êtreimposé de manière irrévo
able. On peut songer à minimiser l'exposition au 
hamp magnétiquepour un patient à qui on fait subir un examen par IRM ; on peut aussi 
onsidérer le prix exorbitantde 
ertains pro
édés de mesure, les limites physiques sur l'épaisseur minimum des se
tions si on
oupe réellement l'objet en tran
hes, ou en
ore la di�
ulté d'extraire des se
tions. . .98



4.1. Introdu
tionPour illustrer 
e propos, 
itons un jeu de données 
élèbre se présentant sous la forme dese
tions, le projet d'envergure visible human proje
t [oM86℄, maintenant arrivé à son terme, quipropose la numérisation 
omplète d'un homme et d'une femme.4.1.3 Positionnement parmi les travaux antérieursDe nombreuses appro
hes ont déjà été proposées pour répondre au problème 
onsistant àre
onstruire des données organisées en se
tions. Rappelons brièvement les deux grandes 
lasses deméthodes, l'appro
he surfa
ique et l'appro
he volumique. Par ailleurs, une autre 
ara
téristiquedes di�érentes méthodes est à appré
ier, la mise en 
orrespondan
e des 
ontours. Pour uneprésentation des di�érentes méthodes existantes, on se référera à la se
tion 1.4 du 
hapitre 1.Nous nous bornerons i
i à énon
er les 
ara
téristiques de notre appro
he en tentant de la situerdans le 
ontexte des travaux antérieurs, 
e
i a�n d'en permettre une meilleure 
ompréhension etdon
 une utilisation plus e�
a
e.Tout d'abord, la méthode que nous allons dé
rire peut être à la fois 
onsidérée 
omme uneméthode surfa
ique et volumique. On peut la situer dans la lignée des méthodes développées parJ.-D. Boissonnat [Boi88℄, par B. Geiger [Gei95, Gei93℄, ou plus ré
emment par S. Nullans[Nul98℄ ou par S. W. Cheng et T. K. Dey [CD99℄. En fait, d'un point de vue pratique, les 
al
uls
on
rètement réalisés apparentent notre appro
he à une méthode surfa
ique. On ne manipule quedes stru
tures représentant la peau, la surfa
e de l'objet. On ne fournira don
 pas un maillagede l'intérieur de l'objet 
omme d'autres méthodes. Cependant, 
es opérations ayant pour butde représenter un 
ertain volume dé�ni impli
itement par une fon
tion d'interpolation, notreappro
he s'interprète aisément en tant que méthode volumique. Elle reprend, sous 
et aspe
t,des idées développées par J.-D. Boissonnat et F. Cazals dans [BC00℄ dans le 
adre de lare
onstru
tion d'objets dans l'espa
e à partir de nuages de points.Ainsi, on pourra pro�ter de la rapidité de 
al
ul des méthodes surfa
iques et aussi de la�abilité théorique des méthodes volumiques en 
e qui 
on
erne les 
hangements 
omplexes de to-pologie. La mise en 
orrespondan
e des 
ontours obéit à une règle simple25, fondée sur l'existen
ed'un re
ouvrement de l'espa
e intérieur à 
es 
ontours dans un plan projeté le long de l'axe z.Cette règle de mise en 
orrespondan
e est relativement 
lassique dans la résolution du problèmede l'interpolation de se
tions [ZJH87℄, surtout en 
e qui 
on
erne les méthodes 
apables de gérerdes se
tions où 
oexistent plusieurs 
ontours. La prin
ipale 
ontrepartie à 
e 
ritère de mise en
orrespondan
e est que l'axe le long duquel sont prises les se
tions se doit d'être adapté à l'objet,faute de quoi il sera né
essaire de disposer d'une densité de se
tions plus grande.Dans le 
as où les 
onditions de mise en 
orrespondan
e sont satisfaites, notre méthode permetde fournir l'interpolation polyédrique d'une surfa
e lisse entre les 
ontours en 
orrespondan
ede deux se
tions 
onsé
utives. Notons, par ailleurs, que l'espa
ement entre les se
tions,i.e. ladensité des se
tions le long de l'axe z, peut varier et que l'é
hantillonnage dans 
haque se
tionpeut être non-homogène. De sur
roît, a�n de pouvoir traiter le 
as de se
tions très (ou même trop)détaillées, i.e. où les 
ontours sont dé
rits par un nombre démesuré d'arêtes, la méthode permetd'in
orporer un prétraitement, dit de simpli�
ation des données, ayant pour but d'extraire lespoints signi�
atifs pour 
haque 
ontour, et ainsi d'améliorer les temps de re
onstru
tion pour unrésultat 
omparable.25Simple, dans le sens où l'on 
onnaît la nature du résultat de la re
onstru
tion avant d'exé
uter la méthode.99



Chapitre 4. Re
onstru
tion à partir de se
tions�4.2 Au sujet des voisins naturels4.2.1 Propriétés utiliséesRevenons, tout d'abord, sur les possibilités o�ertes par les 
oordonnées naturelles (
f. se
-tion 2.5 du 
hapitre 2) en 
e qui 
on
erne l'interpolation. L'enjeu prin
ipal de la méthode présen-tée dans 
e 
hapitre est de fournir une interpolation lisse entre les se
tions su

essives d'un objet.Exposons, plus pré
isément, en quoi le système de 
oordonnées bary
entriques dé�ni grâ
e auxvoisins naturels est parfaitement adapté à nos attentes. Comparé aux autres systèmes présentantdes propriétés 
omparables, tels les 
oordonnées de Lapla
e, il possède l'avantage de propo-ser un 
ompromis a

eptable entre un 
al
ul rapide et des propriétés de dérivabilité (requisespour une interpolation lisse) su�santes. Cependant, on peut songer à employer d'autres s
hémasd'interpolations qui posséderaient des propriétés de dérivabilité équivalentes [Bro97℄ ou mêmesupérieures [HS00℄. Les seules propriétés réellement attendues pour dé�nir la fon
tion d'interpo-lation qui est à la base de notre méthode sont 
elles énon
ées par la propriété 2.4. Rappelons eni
i l'essentiel, en reprenant les notations de la se
tion 2.5. On notera don
 S = fpigi=1���n, uné
hantillon de points et f�igi=1���n le système des fon
tions 
oordonnées naturelles asso
ié. Onrappelle alors les propriétés suivantes :* la lo
alité,i.e. �i(p) = 0 si pi n'est pas voisin naturel de p ;* les fon
tions �i sont C 0 partout et C 1 sauf aux points de l'é
hantillon S ;* la propriété du bary
entre : p =Ppi2S �i(p):pi.4.2.2 Hors de l'enveloppe 
onvexePour l'usage que nous voulons en faire, le problème se pose de savoir 
omment étendre ladé�nition des 
oordonnées naturelles dans le plan en dehors de l'enveloppe 
onvexe. En e�et,même dans un 
as simple, pour l'interpolation de deux 
ontours 
ontenus dans deux se
tions
onsé
utives, l'essentiel des requêtes sur les voisins naturels s'e�e
tuera en dehors de l'enveloppe
onvexe d'au moins un des 
ontours. Pour remédier à 
e problème, il existe des réponses théo-riques, on pourra se référer à [Bro97℄, où est dé
rit une extension possible dans le plan pour lesvoisins naturels en dehors de l'enveloppe 
onvexe. Pour être plus pré
is, les auteurs présententun formalisme a�n de dé�nir des systèmes de 
oordonnées bary
entriques dans le plan. L'idée estde se servir des 
oordonnées bary
entriques 
lassiques dé�nies pour les sommets d'un triangle
omme fon
tions génératri
es d'autres systèmes de 
oordonnées bary
entriques plus 
omplexes.Considérons la triangulation de Delaunay d'un ensemble de points fpigi=1���n. Il s'agit dedé�nir un système de 
oordonnées bary
entriques pour un point x dans le plan. Pour 
e
i,dé�nissons bki (x) égal à la 
oordonnée bary
entrique de x par rapport au point pi dans le triangled'indi
e k si pi est un sommet de 
e triangle et égal à zéro dans le 
as 
ontraire. Considérons, deplus, une famille de fon
tions fwkgk=1���m asso
iée à 
haque triangle indi
é k de la triangulation,qui seront positives, C 1 et nulles exa
tement en dehors du disque 
ir
ons
rit au triangle d'indi
ek. Considérons alors, pour i 2 [1; n℄, les fon
tions si dé�nies ainsi :si = Pmk=1 bki (x)wk(x)Pmk=1wk(x)La famille de fon
tions fsigi=1���n est un système de 
oordonnées bary
entriques. Ce systèmede 
oordonnées est dé�ni sur l'union des disques vides de Delaunay et don
 en dehors del'enveloppe 
onvexe.100



4.2. Au sujet des voisins naturels
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Fig. 4.1 � Illustration : dé�nition d'une fon
tion wk pour le triangle, ABC, orienté positivement :wk(x) = s� airetriangle(Vabx; Vb
x; V
ax) ave
 s = 1 si x 2 D et s = �1 sinon.Par ailleurs, l'arti
le mentionne un jeu de fon
tions fwkgk=1���m, pour lequel le système de
oordonnées fsigi=1���n 
oïn
ide exa
tement ave
 les 
oordonnées naturelles à l'intérieur de l'en-veloppe 
onvexe des points pi. Il su�t de prendre pour wk(x) la fon
tion 
al
ulant l'aire signéedu triangle dont les sommets sont les 
entres des 
er
les 
ir
ons
rits au triangle formé par x et lesarêtes du triangle d'indi
e k prise une à une (�gure 4.1). Bien que n'étant pas nulle en dehors dudisque 
ir
ons
rit au triangle indi
é k, 
ette famille de fon
tions parti
ulières 
onvient et permetde dé�nir un système de 
oordonnées bary
entriques fsigi=1���n qui 
oïn
ide pré
isément ave
 les
oordonnées naturelles à l'intérieur de l'enveloppe 
onvexe.Cependant, même 
e prolongement en dehors de l'enveloppe 
onvexe ne peut su�re pournotre appli
ation. En e�et, nombreux sont les 
as où des se
tions 
onsé
utives sont très di�érentes(par exemple, l'apparition d'un nouveau 
ontour) et où l'on sera amené à e�e
tuer des requêtesen dehors de l'union des disques vides de Delaunay dans au moins une des deux se
tions àinterpoler. Ainsi, nous nous sommes résignés à 
onstruire une boîte englobante pour nos données,a�n de nous ramener à des 
al
uls à l'intérieur de l'enveloppe 
onvexe. Les 
oe�
ients naturelsasso
iés aux points dé�nissant 
ette boîte englobante ne seront pas 
onsidérés dans la dé�nitionde nos fon
tions d'interpolation.
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Chapitre 4. Re
onstru
tion à partir de se
tions�4.3 Interpolation de se
tions grâ
e aux voisins naturels4.3.1 Des
ription qualitativeNotre obje
tif est de fournir une interpolation lisse par mor
eau des données, 
'est à direla représentation d'une surfa
e lisse du bord de l'objet entre 
haque se
tion. Cette appro
hes'apparente à 
elle présentée par J.-D. Boissonnat et F. Cazals dans [BC00℄. Nous allons, ene�et, utiliser une fon
tion d'interpolation dont il s'agira de représenter le niveau zéro. Cependant,pour tirer parti de l'organisation des données en se
tions, la fon
tion utilisée est évidemmentadaptée. Celle que nous proposons o�re, tout d'abord, l'avantage de se 
al
uler à partir des
oordonnées naturelles en dimension 2. De plus, elle guide la re
onstru
tion a�n de répondredans le 
as spé
i�que des se
tions où la méthode générale dé
rite dans [BC00℄ é
houerait, parexemple, pour des se
tions très é
artées.Plus pré
isément, la parti
ularité de notre méthode réside dans la dé�nition pour 
haquese
tion d'une fon
tion C 1 presque partout de R2 dans R grâ
e aux voisins naturels en dimen-sion 2, dont la 
ourbe de niveau zéro fournit une re
onstru
tion lisse des 
ontours 
ontenus dans
ette se
tion. En outre, grâ
e à 
ette fon
tion asso
iée à 
haque se
tion, on peut le 
as é
héantpro
éder à une étape de simpli�
ation des données (
f. 4.3.5), qui ne 
onservera que les points�utiles� à la dé�nition du niveau zéro de la fon
tion à une 
ertaine pré
ision.Entre deux se
tions su

essives, une interpolation linéaire des fon
tions asso
iées à 
ha
unedes deux se
tions fournit alors une fon
tion C 1 de R3 dans R. La surfa
e de niveau zéro de
ette fon
tion d'interpolation est une variété de R3, elle aussi, C 1 qui interpole les deux se
tions.Notons, de plus, que 
es fon
tions sont dé�nies simplement par le fait de 
onstruire une triangu-lation de Delaunay dans 
haque se
tion grâ
e aux 
oordonnées naturelles. Leur 
al
ul, 
ommele montre l'étude réalisé se
tion 2.5.7, ne sera don
 pas ex
essivement 
oûteux.Pour 
haque tran
he 
omprise entre deux se
tions 
onsé
utives, nous allons représenter lasurfa
e de niveau zéro de 
ette fon
tion d'interpolation par une surfa
e triangulée. Là en
ore,nous utiliserons ex
lusivement une stru
ture de dimension 2, dont le relèvement en dimension 3nous donnera le résultat es
ompté. La stru
ture utilisée est une triangulation de Delaunay
ontrainte planaire que l'on pourra ra�ner dans le but de représenter le niveau zéro de la fon
tiond'interpolation et obtenir une représentation de la transition lisse souhaitée entre 
haque se
tion.4.3.2 NotationsOn 
onsidère un ensemble de se
tions planes fSigi=1���m prises orthogonalement à un axe zsur un objet à re
onstruire O. Considérons, pour �xer les idées, les se
tions indi
ées par hauteur
roissante. Par ailleurs, on peut 
onsidérer que les sommets des 
ontours polygonaux 
ontenusdans la se
tion Si sont représentés en 
oordonnées 
artésiennes par des triplets (x; y; zi), où ziest la hauteur �xe de la se
tion d'indi
e i.Pour 
haque 
ontour polygonal orienté, on asso
ie à 
ha
un des sommets le ve
teur unitairede la bisse
tri
e des deux arêtes adja
entes à 
e sommet dans le plan de la se
tion Si. On pourradon
 
onsidérer par la suite que 
haque se
tion Si est 
omposée de ni points pj munis de leurnormales ~nj.102



4.3. Interpolation de se
tions grâ
e aux voisins naturels4.3.3 Dé�nition de l'objet interpolantComme pré
édemment évoqué, on 
onsidère que le résultat de l'interpolation est dé
rit parun objet mathématique, la variété de R3 dé�nie 
omme le niveau zéro d'une fon
tion 
ontinueH, C 1 presque partout. Cette fon
tion H : R3 ! R est dé�nie par mor
eaux, pour i variant de1 à m :On 
onsidère la tran
he dé�nie par deux se
tions 
onsé
utives Si et Si+1.Dé�nition 4.1 Dans 
ha
une des se
tions, on dé�nit, à l'aide des voisins naturels, une fon
tiond'interpolation 2D de R2 dans R : hi(p) = Xpj2Si �j(p)dj(p)où dj(p) = (pj � p):~nj est la distan
e signée à la tangente en pj.On notera que 
ette fon
tion est C 0 partout et C 1 sauf aux points de l'é
hantillon, 
ommeles fon
tions �j : de plus, elle vaut zéro en 
haque point de l'é
hantillon. Les fon
tions hi sontdé�nies impli
itement simplement en 
onstruisant la triangulation de Delaunay des points
ontenus dans la se
tions d'indi
e i. Notons, de plus, que l'on peut insérer 
haque point dansDelaunay à partir de son prédé
esseur sur le 
ontour orienté auquel il appartient, ainsi le 
oûtde la lo
alisation du point est quasiment 
onstant.On dé�nit alors H sur 
ette tran
he 
omme l'interpolation linéaire en z entre les fon
tionsasso
iées aux se
tions Si et Si+1. Pour tout point P 2 R3 tel que P (x; y; z), on note Pxy le point2D projeté le long de l'axe z.Dé�nition 4.2 On dé�nit alors la fon
tion d'interpolation 3D de R3 dans R par mor
eaux.Pour tout point P de 
oordonnées (x; y; z) 2 R2 � [zi; zi+1℄ :H(P ) = (zi+1 � z)hi(Pxy) + (z � zi)hi+1(Pxy)zi+1 � ziCette dé�nition est valide, puisque H 
oïn
ide ave
 hi sur le plan de la se
tion Si et ave
hi+1 sur le plan de la se
tion Si+1. Ainsi, la fon
tion H dé�nie par mor
eaux est même 
ontinueglobalement. Elle est même C 1 par mor
eaux sur l'intérieur de 
haque tran
he (i.e. ex
epté surles plans de se
tions) et vaut zéro en 
haque point de l'é
hantillon. L'objet mathématique quel'on 
onsidère 
omme interpolation de nos se
tions est la surfa
e de niveau zéro H�1(0). Onpeut aussi 
onsidérer le volume intérieur à 
ette surfa
e de niveau zéro, dé�ni 
omme l'ensemblefP 2 R3= H(P ) > 0g. Ainsi, on garantit la re
onstru
tion d'une surfa
e lisse délimitant un
ertain volume intérieur dé�ni impli
itement.4.3.4 Propriétés et représentationH�1(0) est une variété de dimension 2, qui plus est lisse par mor
eaux, sur 
haque tran
he.En outre, on notera une propriété intéressante :Propriété 4.1 Pour 
haque tran
he, il existe au plus un zéro de H sur un segment verti
al
ompris entre les deux se
tions. 103



Chapitre 4. Re
onstru
tion à partir de se
tionsPreuve. En e�et, entre les se
tions Si et Si+1, l'équation H(P ) = 0 donne au plus une uniquesolution sur une verti
ale (x; y), à savoir le point P (x; y; z) où :z = zi+1hi(Pxy)� zihi+1(Pxy)hi(Pxy)� hi+1(Pxy)La solution est, alors, 
onsidérée 
omme valide si et seulement si z 2 [zi; zi+1℄. Remarquons que
'est toujours le 
as pour Pxy véri�e hi(Pxy)hi+1(Pxy) � 0, étant donné que zi < zi+1. �On peut alors établir le 
orollaire suivant :Corollaire 4.2 Il existe exa
tement un zéro de H sur un segment verti
al donné, fPxyg �[zi; zi+1℄ � R3, si et seulement si l'inégalité hi(Pxy)hi+1(Pxy) � 0 est véri�ée.Preuve. Pour 
on
lure, il ne reste qu'à é
rire H(x; y; zi) = hi(x; y) et H(x; y; zi+1) = hi+1(x; y).Ainsi, si on a hi(x; y)hi+1(x; y) � 0, on 
on
lut en appliquant le théorème des valeurs intermé-diaires sur H ave
 H(x; y; zi)H(x; y; zi+1) � 0, d'où l'existen
e d'au moins un zéro de H. �Cette propriété est parti
ulièrement intéressante pour la représentation de l'objet d'interpo-lation H�1(0). En e�et, on s'aperçoit que sur 
haque tran
he prise une à une, on peut dé�nir lafon
tion de R2 dans R, qui à Pxy(x; y) asso
ie une hauteur z telle que l'on ait un nouveau pointsur le niveau zéro de H, i.e. H(P ) = 0 pour P (x; y; z). Ainsi, la surfa
e polyédrique destinée àfournir une représentation du niveau zéro de H, pourra être 
onsidérée 
omme un terrain entredeux se
tions 
onsé
utives. On pourra don
 représenter et e�e
tuer les opérations de ra�ne-ment de la représentation en dimension 2 pour 
haque tran
he de l'objet. La stru
ture employéesera une triangulation de terrain (à 
haque point 2D est asso
iée une hauteur) de Delaunay
ontrainte.4.3.5 Simpli�
ation des donnéesPrésentationCe qui suit a pour but de présenter un prétraitement possible dans le 
as où les se
tions sontsur-é
hantillonnées. En e�et, l'organisation des données en se
tions, se traduit généralement parun espa
ement entre 
haque se
tion relativement important par rapport au pas d'é
hantillonnageà l'intérieur des se
tions. En e�et, 
omme évoqué dans l'introdu
tion de 
e 
hapitre, nombreuxsont les 
as où le pas d'a
quisition des se
tions ne peut être abaissé su�samment, quand il n'estpas purement et simplement �xé. C'est d'ailleurs une raison fondamentale du besoin de méthodesparti
ularisées au 
as des se
tions.Par 
ontre, les progrès des matériels de numérisation et des méthodes d'extra
tion de 
ontourspermettent, aujourd'hui, d'a
quérir des représentations toujours plus �nes des 
ontours dans
ha
une des se
tions. Naïvement, on peut même être tenté de 
ompenser la faiblesse du pasd'é
hantillonnage entre les se
tions par des 
ontours très �nement é
hantillonnés. Cette stratégieest à l'origine de divers désagréments. Elle ne permet, en au
un 
as, une re
onstru
tion meilleure,l'information apportée par 
e sur-é
hantillonnage des se
tions étant, en fait, redondante. Levolume de données étant alors plus important, les di�érentes méthodes mettent évidemmentplus de temps à fournir des résultats, sans réel espoir de les voir s'améliorer. De plus, pour desméthodes sensibles à la non-homogénéité de l'é
hantillonnage, les résultats obtenus ont toutesles 
han
es de se dégrader.104



4.3. Interpolation de se
tions grâ
e aux voisins naturelsAlgorithme de simpli�
ationPour pouvoir prendre en 
ompte 
e problème, nous présentons i
i, une méthode permettantde simpli�er les données qui vont servir à dé�nir nos fon
tions d'interpolation. En fait, il s'agit,pour 
haque se
tion, de déterminer les points né
essaires pour dé�nir une fon
tion, hti, dontl'évaluation en 
haque sommet de la se
tion serait quasiment nulle (disons à "s près). On pourraalors 
onsidérer les 
ontours originaux 
omme une représentation a

eptable du niveau zéro denotre fon
tion partielle et se servir de 
es fon
tions partielles pour dé�nir la fon
tion H.Nous proposons i
i une adaptation, au 
as des se
tions, de la méthode dé
rite dans [BC01℄.Pour 
ela, 
onsidérons, pour initialiser le pro
essus, une partie Pi de l'ensemble des sommets dela se
tion Si, sur laquelle on 
onstruit une triangulation de Delaunay D. Cette triangulationdé�nit alors impli
itement une fon
tion d'interpolation initiale, notée hti. Présentons, maintenant,la bou
le permettant de séle
tionner les points né
essaires pour garantir que l'ensemble dessommets 
ontenus dans la se
tion Si est sur le niveau zéro de la fon
tion hti à "s près.Algorithme de simpli�
ation de donnéesRequire: Pi une partie de l'ensemble des sommets de la se
tion Si.Ensure: D une triangulation de Delaunay, dé�nissant impli
itement hti.soit D la triangulation de Delaunay des points de Pi ;soit E ( Si n Pi l'ensemble des sommets restant ;repeatsoit p un itérateur sur E ;repeat-test ( false ;while (E 6= ;) and (p 6= past-the-end) doif hti(p) > "s theninsérer p dans la triangulation D ;E ( E n fpg ;repeat-test ( true ;end ifp( su

esseur de p dans E ;end whileuntil repeat-testreturn D ;Après l'exé
ution de l'algorithme de simpli�
ation de données, on peut 
onsidérer que lespoints restant éventuellement dans l'ensemble E sont évalués à zéro pour la fon
tion hti à un niveaude pré
ision "s . L'idée de 
ette appro
he est légèrement di�érente de 
elle détaillée dans [BC01℄.En fait, dans le 
as de se
tions, nous disposons déjà des 
ontours originaux 
omme représentationde l'objet dans 
haque se
tion. Ainsi, si on dé
ide d'opérer 
ette étape de simpli�
ation desdonnées, on 
onsidère, en fait, déjà que les 
ontours originaux sont, eux même, une représentationsu�samment �ne de notre objet.On ne 
her
hera don
 pas à ra�ner les 
ontours dans 
haque se
tion et on introduira les
ontours tels quels dans la triangulation 
ontrainte 
hargée de représenter la re
onstru
tion.L'erreur de 
orde par rapport aux données sera don
 nulle. On fournira juste une interpolationentre les se
tions grâ
e aux fon
tions hti dé�nies sur une fra
tion des points, au lieu de la totalité,
e qui améliorera les performan
es. 105



Chapitre 4. Re
onstru
tion à partir de se
tions4.3.6 Des
ription de l'algorithmeIntrodu
tionLa méthode que nous allons développer permet de fournir une représentation ra�née d'unesurfa
e lisse entre 
haque se
tion. Alors que nous avons vu 
omment séle
tionner parmi des don-nées trop ri
hes 
elles qui sont pertinentes, il est, malgré tout, aussi fréquent de ne disposer quede 
ontours polygonaux de mauvaise qualité. On pourra don
 
her
her à obtenir une représenta-tion de 
es 
ontours plus lisse en approximant dans 
haque se
tion le niveau zéro des fon
tionshi, avant d'interpoler les se
tions entre elles. Pour 
e faire, notons "1 la pré
ision attendue pourla représentation des 
ontours dans 
haque se
tion et "2 la pré
ision de représentation souhaitéeentre deux se
tions 
onsé
utives.Algorithme de raf�nement de 
ontours

Fig. 4.2 � Illustration : di�érents niveaux, dont le niveau zéro en noir, d'une fon
tion d'interpo-lation hi.À l'extrême inverse du 
as présenté dans le 
adre de la simpli�
ation de données, on peutsonger à la situation fréquente, où les 
ontours polygonaux 
ontenus dans les se
tions sont trèsanguleux et ne 
omportent que peu de sommets. Dans le but d'obtenir une interpolation lisseentre les se
tions, il est alors né
essaire de lisser aussi 
es 
ontours. Il s'agit don
 de fournir unereprésentation polygonale, à "1 près, de la 
ourbe h�1i (0). On disposera ainsi pour la suite d'unensemble de 
ontraintes Ci, représentation polygonale du niveau zéro dans la se
tion d'indi
e i,plus �lisse� que les 
ontours originaux. L'algorithme employé est la trans
ription en dimension 2de 
elui dé
rit dans [BC00℄ pour les nuages de points dans l'espa
e. On s'intéressera i
i surtoutaux possibilités de ra�nement de la représentation, plus qu'à l'aspe
t re
onstru
tion, puisqu'onpourra prendre autant de points que né
essaire sur les 
ontours polygonaux a�n que soientvéri�ées les 
onditions d'é
hantillonnage requises par la méthode.Donnons, tout d'abord, quelques dé�nitions a�n de 
lari�er la présentation de l'algorithme :* On dit d'une arête e de la triangulation de Delaunay qu'elle est bipolaire si l'évaluationde hi sur son arête duale n'est pas de signe 
onstant ; en parti
ulier, si hi prend des signesopposés aux extrémités de l'arête duale de e.106



4.3. Interpolation de se
tions grâ
e aux voisins naturels* On appelle ra�ner, l'opération 
onsistant pour une arête bipolaire e à 
al
uler un zérode hi sur son arête duale (par di
hotomie pondérée, par exemple) et à l'insérer dans latriangulation de Delaunay R support au ra�nement.* Par ailleurs, les arêtes bipolaires se voient attribuer une note égale à l'évaluation de hi enleur milieu.De plus, on peut 
onsidérer qu'on initialise R en rajoutant autant de points que né
essaire surles 
ontours d'origine pour que les arêtes bipolaires de R au départ représentent exa
tement les
ontours d'origine.Algorithme de re
onstru
tion de 
ourbeRequire: Si l'é
hantillon de points et hi une fon
tion dont le niveau zéro est à interpoler.Ensure: un ensemble d'arêtes Ci, représentation polygonale de h�1i (0) à "1 près.soit R la triangulation de Delaunay utilisée pour ra�ner la représentation ;soit P1 une queue de priorité ;insérer toutes les arêtes bipolaires pour hi selon leur note dans P1 ;while P1 6= ; doextraire e l'arête possédant la plus mauvaise note de P1 ;ra�ner e et mettre à jour R ;
al
uler les notes des deux demi-arêtes bipolaires issues du ra�nement de e dans R ;insérer dans P1 les demi-arêtes si leur note est supérieure à "1 ;end whilereturn l'ensemble des arêtes bipolaires de R ;Le résultat obtenu est alors une représentation linéaire par mor
eaux de la 
ourbe de niveauzéro de hi, don
 de H dans la se
tion Si, à "1 près.Algorithme prin
ipalQue l'on ait simpli�é les données 
ontenues dans 
haque se
tion ou qu'au 
ontraire on en ait
onstruit une représentation ra�née, il s'agit maintenant de fournir une interpolation entre lesse
tions. L'algorithme suivant re
onstruit l'objet tran
he par tran
he en 
onsidérant les se
tionsdeux à deux. Pour représenter la tran
he de l'objet 
omprise entre les deux se
tions 
onsé
utivesd'indi
e i et i + 1 , on utilise une triangulation de Delaunay 
ontrainte, notée CDi+1. Cestriangulations CDi sont, en fait, des triangulations de terrain, dont le 
al
ul se fait en 2D etqui peuvent s'interpréter 
omme un terrain en 3D, où 
haque point est simplement relevé à unehauteur z. Pré
isons, par ailleurs, quelques éléments utiles pour la présentation de la méthode :* Par abus de langage, on dira que l'arête duale d'un triangle d'une triangulation CDi est lesegment verti
al passant par le 
entre du 
er
le 
ir
ons
rit en 3D de 
e triangle 
omprisentre les deux se
tions 
ourantes.* On dira d'une arête d'une triangulation CDi qu'elle est de Gabriel si sa sphère diamétraleest vide de points en 3D.* On nommera 
onformer, l'opération 
onsistant à insérer dans CDi le milieu d'une arête equi n'est pas de Gabriel.* Dans une triangulation de Delaunay 
ontrainte CDi, on dira d'un triangle qu'il est bi-polaire pour la fon
tion H si et seulement si l'évaluation de H sur son arête duale n'estpas de signe 
onstant, i.e. quand les signes des évaluations de H en 
haque extrémitéde l'arête duale sont opposés. On peut alors remarquer, d'après le 
orollaire 4.2, qu'un107



Chapitre 4. Re
onstru
tion à partir de se
tionstriangle est bipolaire pour la fon
tion H entre les se
tions Si et Si+1, si et seulement sihi(Cxy)hi+1(Cxy) < 0, ave
 Cxy est la proje
tion de C, 
entre du 
er
le 
ir
ons
rit autriangle en dimension 3, le long de l'axe z.* On attribue à 
haque triangle bipolaire une note égale à l'évaluation de la fon
tion H enC, 
entre du 
er
le 
ir
ons
rit au triangle en dimension 3.* On nommera ra�ner-
onformer, l'opération 
onsistant pour un triangle bipolaire à 
al
ulerun zéro de H sur son arête duale (i.e. 
al
uler la hauteur 
orrespondant au zéro de H pourla verti
ale passant par Cxy, 
f. se
tion 4.3.4), puis à insérer 
e point dans la triangulationCDi et à 
onformer les 
ontraintes ave
 lesquelles il est en 
on�it (i.e. les 
ontraintes quine sont plus de Gabriel du fait de 
e nouveau point).* En�n, on note simpli�
ation-opt un booléen, permettant d'appliquer la simpli�
ation dedonnées (
f. 4.3.5) ou non.Algorithme d'interpolation de se
tionssoit D et D0 deux triangulations de Delaunay ; {début de l'initialisation}if simpli�
ation-opt thenD( simpli�
ation de S1 ; {D dé�nit h1 à "s près}C( 
ontour original ;elseD( triangulation de Delaunay de S1, qui dé�nit impli
itement h1 ;C( ra�nement du 
ontour h�11 (0) à "1 près ;end if{�n de l'initialisation}for i = 2 � � �m doif simpli�
ation-opt thenD0 ( simpli�
ation de Si ; {D0 dé�nit hi à "s près}C0 ( 
ontour original ;elseD0 ( triangulation de Delaunay de Si, qui dé�nit impli
itement hi ;C0 ( ra�nement du 
ontour h�1i (0) à "1 près ;end if{notons qu'à 
e stade, la fon
tion Hi�1 = HjR2�[zi�1;zi[ est déjà dé�nie}soit CDi une triangulation de Delaunay 
ontrainte ; {représentation de la tran
he entreSi�1 et Si}insérer C et C0 dans CDi ;
onformer toutes les 
ontraintes de CDi ;soit P2 une queue de priorité ;insérer tous les triangles suivant leur note pour Hi�1 dans P2 ;while P2 6= ; doextraire le triangle t possédant la plus mauvaise note de P2 ;ra�ner-
onformer t et mettre à jour CDi ;
al
uler les notes des nouveaux triangles bipolaires de CDi ;insérer les triangles dont la note est supérieure à "2 dans P2 ;end whileBi ( ensemble des triangles bipolaires de CDi ; {représentation de l'objet H�1i�1(0)}D( D0 ;C( C0 ;end forreturn Smi=1 Bi ;108



4.3. Interpolation de se
tions grâ
e aux voisins naturels

exemple de données organisées en se
tions

superposition des 
ontours dans unetriangulation de Delaunay 
ontrainte extra
tion des triangles bipolaires,formant le bord initial de notre objet

la triangulation de Delaunay 
ontrainteaprès ra�nement-
onformation relèvement 3D de la représentationde la surfa
e interpolanteFig. 4.3 � Illustration : di�érentes étapes de l'interpolation de se
tions. 109



Chapitre 4. Re
onstru
tion à partir de se
tionsPour mieux se représenter le fon
tionnement de l'algorithme, on pourra se référer à la �gure4.3, où sont représentées les étapes essentielles du 
al
ul sur un exemple synthétique, représentatifdes possibilités de notre méthode. La représentation à "2 près de l'objet lisse H�1(0) est donnéepar l'ensemble des triangles bipolaires des triangulations 
ontraintes fCDigi=1���m. Notons aussique la méthode permet de re
onstruire en ligne un modèle, en même temps que sont ré
upéréesles se
tions une à une.
4.3.7 Le relèvement en dimension 3Dé
rivons ave
 pré
ision 
omment extraire des triangulations 
ontraintes 2D, CDi, le bord3D de notre re
onstru
tion, Bi. Chaque fa
ette de la triangulation 
orrespond évidemment àune fa
ette de notre bord en interprétant ses sommets 
omme des points 3D. En fait, la seuledi�
ulté est d'interpréter, en dimension 3, 
e qui survient autour des points interse
tions des
ontours qui représentent l'objet dans les se
tions su

essives. On peut, en e�et, 
onsidérer 
espoints 
omme doubles ; ils représentent, en fait, un point sur le 
ontour du haut et un autre sur
elui du bas, liés par une arête dans leur représentation en dimension 3. Deux 
on�gurationssont à distinguer : le 
as où il y a deux interse
tions liées par une arête et le 
as où le pointinterse
tion n'est lié dans la triangulation 
ontrainte qu'à des points simples (i.e. non doubles).Cas de deux points doubles liés par une arête* Soit, il n'y a au
une fa
ette séle
tionnée adja
ente à 
ette arête et on peut 
ouper lequadrilatère formé par les deux paires de points par une diagonale dans la représentationdu bord en dimension 3 ;

b
a

�!
ba

h

hb

bb

a

* Soit, la fa
ette séle
tionnée adja
ente à 
ette arête possède son troisième sommet sur le
ontour du bas et on peut relever une fa
ette liant 
e point et les deux versions hautesdes points doubles, ainsi que deux autres fa
ettes reliant 
e point ave
 les versions hauteset basses de 
ha
un des points doubles ;
a

b

c

�!
bb

h

b

c

b

a

h

a

* En�n, si le troisième sommet est entre les deux se
tions et on relève la fa
ette liant 
epoint et les deux versions hautes des points doubles, puis les fa
ettes adja
entes à 
haquepoint double 
omme 
e point n'était pas adja
ent à un autre point double (
f. 
as suivant).110



4.4. Détails sur l'implantation réalisée
b

a
c

�!
bb

c

ah

ab

bh

Cas d'un point double uniquement adja
ent à des points simplesOn 
onsidère 
ha
une des fa
ettes séle
tionnées adja
entes à 
e point séparément.* Soit, la fa
ette possède un sommet sur le 
ontour du bas, et on relève, en plus de 
ettefa
ette, une fa
ette formée de 
e point et des deux versions, haute et basse, du pointdouble ;
a

�!
ab

ah

* Soit, la fa
ette ne possède pas de sommet sur le 
ontour du bas et on relève alors uni-quement 
ette fa
ette (
as normal).
a c

�! ha

c

ab�4.4 Détails sur l'implantation réalisée4.4.1 Commentaires sur 
ertains 
hoixL'algorithme proposé a été implanté à l'aide de la librairie CGAL (
f. 2.1). Notons quela méthode 
ombine di�érentes stru
tures sophistiquées de la Géométrie algorithmique et quel'implantation a été grandement fa
ilitée par la généri
ité de la librairie CGAL.Pratiquement, l'implantation a été réalisée en C++ . On a 
her
hé à préserver des possibilitésde substitution à di�érents stades dans la méthode, 
e
i a�n de permettre l'emploi d'autresfon
tions d'interpolation tout en pro�tant des méthodes de ra�nement des représentations. Ontrouvera une des
ription 
omplète de l'ar
hite
ture de l'implantation grâ
e au s
héma 4.4.D'autre part, une attention parti
ulière a été portée à 
e que l'implantation soit robuste et 
e
isans dégrader trop les performan
es. Ainsi, plusieurs arithmétiques sont utilisées en même temps.En e�et, le 
al
ul des triangulations de Delaunay (
ontraintes ou non) sur des é
hantillons àre
onstruire se révèle être souvent sensible. Les objets numérisés présentent, en e�et, bien souventdes 
on�gurations dégénérées pour Delaunay. L'emploi d'une arithmétique robuste, s'est don
avérée être in
ontournable pour 
e type de 
al
ul. Par 
ontre, pour l'évaluation de nos fon
tionsd'interpolation, les 
al
uls peuvent être e�e
tués ave
 moins de rigueur. L'emploi d'un type de111
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tion à partir de se
tions

Interpolant_2* i0, i1;

evaluate(Point_3 p);

typedef tag_true Support_voronoi_center;

classes CGAL

typedef tag_false Support_voronoi_center;
Point_2 Voronoi_center;

Interpolant_2 h;

std::list<Segment> refine();

est paramétrée par

void natural_coordinates(Point_2 p, Barycentric_coordinates& res) ;

Classes

possède un membre

nouvelles classes

NT height;

NT evaluate(Point_2 p);

a pour classe dérivée 

std::list<Triangle> refine();

Linear_interpolant_3 h;

Mesh_1* m0,m1; Mesh_2* m2;

loop();

Triangulation_2Tds

Triangulation_face_base_2

Polyhedron_3

Reconstructed_object_3

Delaunay_triangulation_2

Voronoi_face_base_2

Mesh_1

Interpolant_2

Mesh_2

Constrained_Delaunay_triangulation_2+

Constrained_triangulation_2

Linear_interpolant_3

bord 3D

courbe

ou

2D 1/2

Fig. 4.4 � Illustration : organisation de l'implantation réalisée pour la re
onstru
tion de se
tions.nombre simple su�t amplement. Ave
 
e 
ompromis, l'implantation s'est révélée être vraiment�able à l'utilisation et d'une e�
a
ité a

eptable.4.4.2 Fon
tionnalités offertesAdaptation au 
as de se
tions radialesRemarquons que l'on peut aussi songer à employer notre méthode dans le 
as où 
haque pairede se
tions (Si;Si+1) est prise radialement autour d'un axe �i. Si l'on 
onsidère que les se
tionssont dé
rites par les 
oordonnées 
ylindriques autour de l'axe �i. On prendra alors �i l'angle dela se
tion Si 
omme origine des angles (�i = 0). Ainsi les sommets des 
ontours polygonaux deSi seront représentés en 
oordonnées 
ylindriques (r; 0; z) et les sommets de Si+1 par les triplets(r; �i+1; z), où �i+1 est �xe. L'interpolation linéaire entre deux se
tions s'e�e
tue alors entre lesangles �i = 0 et �i+1. Ainsi à tout point P de 
oordonnées (r; �; Z) 
ompris entre les deux se
tions(� 2 [0; �i+1℄) on peut asso
ier un �projeté radial� Prz de 
oordonnées (r; z) en dimension 2 pourle 
al
ul des fon
tions d'interpolation hi et hi+1 dans 
haque se
tion. On dé�nit alors H ainsi :8P (r; �; z) 2 R� [�i; �i+1℄�R; H(P ) = (�i+1 � �)hi(Prz) + (� � �i)hi+1(Prz)�i+1 � �i112



4.4. Détails sur l'implantation réaliséePour obtenir une représentation de l'objet global, il ne reste alors qu'à exprimer 
haque tran
hedans une base 
artésienne de référen
e.Considérons (O;~i;~j;~k) une base orthonormée de référen
e. L'axe �i est dé�ni par un point Oiet un ve
teur unitaire ~di, 
onsidérons alors ~xi le ve
teur normal à ~di dé�nissant une base pour lase
tion Si et ~yi le ve
teur manquant pour former la base orthonormée de l'espa
e (Oi; ~xi; ~yi; ~di),base asso
iée à l'interpolation des se
tions Si et Si+1. Rappelons 
omment opérer le 
hangementde base entre 
oordonnées 
ylindriques (r; �; Z), et 
oordonnées 
artésiennes (Xi; Yi; Zi) dans labase (Oi; ~xi; ~yi; ~di) : 8<: Xi = r 
os �Yi = r sin �Zi = ZIl ne reste alors qu'à opérer un 
hangement entre les deux bases orthonormées (Oi; ~xi; ~yi; ~di) et(O;~i;~j;~k). En notant M la matri
e des 
oordonnées de ~xi, ~yi et ~di dans la base de référen
e, ona en�n : 0� xyz 1A = Oi +M 0� r 
os �r sin �Z 1ACal
ul de se
tions intermédiairesPour 
ertaines appli
ations, le besoin se fait sentir de 
al
uler des se
tions intermédiaires entreles se
tions de données, plut�t que les points éparpillés qui nous servent à ra�ner la représentationdes tran
hes. Dans 
e but, on peut adapter l'algorithme de ra�nement de 
ontours a�n depouvoir représenter la fon
tion H à une hauteur déterminée z
. Il su�t juste de pouvoir initialiser
orre
tement la triangulation support au ra�nement. Pour 
e
i, on pourra, par exemple, prendre
omme 
ontour appro
hé l'interse
tion du plan d'équation z = z
 et du bord représenté par lestriangles bipolaires de la triangulation de Delaunay 
ontrainte CDi avant tout ra�nement, quidevrait 
apter la topologie de la 
ourbe re
her
hée. Alors on peut 
al
uler les zéros des arêtesbipolaires de 
e 
ontour appro
hé pour la fon
tion hz
(p) = H(p; z
) et ne 
onserver que 
es pointsexa
ts pour initialiser R la triangulation support de l'algorithme de ra�nement de 
ontours.On pourra alors pro
éder 
omme pour une se
tion de données et fournir une approximationpolygonale du niveau zéro de la fon
tion hz
 qui s'é
rit ainsi :hz
(p) = (zi+1 � z
)hi(p) + (z
 � zi)hi+1(p)zi+1 � zi

113



Chapitre 4. Re
onstru
tion à partir de se
tions�4.5 Garanties théoriques4.5.1 Critère de mise en 
orrespondan
e des 
ontoursPré
isons maintenant 
omment les 
ontours de deux se
tions 
onsé
utives sont mis en 
orres-pondan
e par la méthode. Notons, tout d'abord, que pour les méthodes dédiées à la re
onstru
tionde se
tions, le problème de la mise en 
orrespondan
e des 
ontours est 
ouplé à la gestion des
hangements de topologie entre les se
tions. En e�et, si l'on observe 
ertaines méthodes de typesurfa
ique, on s'aperçoit que la possibilité de �guider� la mise en 
orrespondan
e des 
ontoursse paye bien souvent par une grande di�
ulté à gérer des 
hangements de topologie entre lesse
tions. Ce
i est, en fait, assez 
ompréhensible, la question porte sur les informations que l'onpossède sur la nature des objets que la méthode aura à re
onstruire. Si l'on prétend, par exemple,réaliser une méthode qui n'aura à re
onstruire que des objets homéomorphes à une sphère, onpeut for
er la mise en 
orrespondan
e des 
ontours dans toutes les situations entre les se
tionset l'on est dé
hargé du problème du 
hangement de topologie. Notre méthode se pla
e dans un
adre di�érent, elle présuppose uniquement que les objets à re
onstruire sont des volumes. Ilpeut, par 
ontre, y avoir plusieurs objets par se
tion, possédant 
ha
un des types topologiques
omplexes (i.e. ave
 un ou plusieurs trous, par exemple). La souplesse de gestion du 
hangementde type de topologie et la possibilité de fournir une transition lisse entre les se
tions, imposent,en quelque sorte, un 
ritère de mise en 
orrespondan
e assez exigeant par rapport à 
eux d'autresméthodes moins générales. Cependant, le 
ritère qui est le n�tre a pour avantage d'être simpleà visualiser et ainsi de permettre à l'utilisateur de savoir si notre méthode fournira un résultata

eptable pour ses données.Pour �xer les idées, dans le 
as d'un ra�nement in�ni, notons Or le volume intérieur déli-mité par notre surfa
e re
onstruite, représentation exa
te de l'ensemble fP 2 R3= H(P ) > 0g.Considérons C1 un 
ontour de la se
tion Si et C2 un 
ontour de la se
tion suivante Si+1. Ondé�nit l'intérieur délimité par un 
ontour C 
omme la 
omposante 
onnexe �nie de � n C, où �est le plan de se
tion 
ontenant C. Remarquons que, par nature, C1 et C2 sont des 
ourbes planesfermées tra
ées sur la surfa
e délimitant de Or. On notera, de plus, Orj[zi;zi+1℄ l'interse
tion deOr ave
 la portion de l'espa
e R3 
omprise entre les deux se
tions, R2� [zi; zi+1℄. Ainsi, on peutformaliser la dé�nition intuitive de 
orrespondan
e entre 
ontours ainsi :Dé�nition 4.3 On dira que C1 et C2 sont mis en 
orrespondan
e si l'intérieur délimité par C1et 
elui délimité par C2 sont in
lus dans une même 
omposante 
onnexe de Orj[zi;zi+1℄.La mise en 
orrespondan
e des 
ontours résulte de la nature même de l'objet H�1(0) quel'on 
her
he à représenter. Pour pré
iser les 
onditions de mise en 
orrespondan
e, étudions don

omment il est 
onstruit. Comme pré
édemment énon
é (
f 4.3.4), dans une tran
he 
ompriseentre deux se
tions su

essives d'indi
e i et i + 1, la surfa
e H�1(0) peut être représentée parune fon
tion de l'ensemble Di = f(x; y) 2 R2= hi(x; y)hi+1(x; y) < 0g dans ℄zi; zi+1[, qui as-so
ie à tout 
ouple de 
oordonnées (x; y) 2 Di une hauteur z tel que H(x; y; z) = 0. Grâ
e au
orollaire 4.2, on peut don
 
onsidérer qu'à l'ensemble Di � R2 
orrespond le bord de l'objetre
onstruit Or.Examinons 
e qui se passe dans le reste du plan R2. Dans 
e but, 
onsidérons les deuxensembles suivant : D�i = f(x; y) 2 R2= hi(x; y) � 0 et hi+1(x; y) � 0gD+i = f(x; y) 2 R2= hi(x; y) � 0 et hi+1(x; y) � 0g114
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C3

C1

C2

C2

C1

Si

i+S

z

R2

1

3C

−
i D

+
i D iD

projection // z

Fig. 4.5 � Illustration : dé
omposition de la proje
tion de la portion d'espa
e 
omprise entredeux se
tions et mise en 
orrespondan
e des 
ontours : i
i, C1 et C2 sont mis en 
orrespondan
e,C1 et C3 non.Notons, tout d'abord, que Di, D+i et D�i réalisent une partition de R2. On peut, de plus,remarquer que pour (x; y) 2 D+i et z 2 [zi; zi+1℄, on a H(x; y; z) > 0. Ainsi, le 
ylindre D+i �[zi; zi+1℄ � R3 est intérieur à l'objet Or. Par symétrie, on peut aussi é
rire que le 
ylindreD�i � [zi; zi+1℄ � R3 est extérieur à l'objet Or.Propriété 4.3 Deux 
ontours C1 et C2 sont mis en 
orrespondan
e par notre méthode de re-
onstru
tion si et seulement si les proje
tions, parallèlement à l'axe z, de leur intérieur respe
tifs'interse
tent dans R2.Preuve. Notons tout d'abord que, si les proje
tions, parallèlement à l'axe z, de l'intérieur deC1 et de l'intérieur de C2 s'interse
tent en une partie non-vide � � R2, alors C1 et C2 sont misen 
orrespondan
e au sens de la dé�nition 4.3. En e�et, � est in
luse26 dans D+i et le 
ylindre�� [zi; zi+1℄, intérieur à Or, 
onne
te les intérieurs délimités par C1 et C2.Ré
iproquement, supposons que la proje
tion de l'intérieur de C1 et la proje
tion de l'intérieurde C2 soient disjointes. Raisonnons par l'absurde, supposons alors que C1 et C2 sont mis en
orrespondan
e, 
ela signi�e qu'il existe un 
hemin 
ontinu l dans Orj[zi;zi+1℄ reliant un point P1de l'intérieur de C1 à un point P2 de l'intérieur de C2. Notons pz la proje
tion parallèlement à l'axez. La proje
tion étant une appli
ation 
ontinue, pz(l) � pz(Orj[zi;zi+1℄) est un 
hemin 
ontinu quirelie la proje
tion de l'intérieur de C1 à la proje
tion de l'intérieur de C2. Ces deux ensemblesétant disjoints, il existe au moins un point sur pz(l) dans D�i . Or, on a pz(Orj[zi;zi+1℄) = Di[D+i ,
e qui est 
ontradi
toire. �On peut remarquer que la mise en 
orrespondan
e des 
ontours ne dépend pas de l'espa
emententre les se
tions, puisque l'on dé
ide de la mise en 
orrespondan
e après proje
tion le long del'axe z. Ainsi, notre méthode est relativement sensible au 
hoix de l'axe z pour la numérisationde se
tions. Pour un objet possédant une géométrie donnée, un 
hoix malen
ontreux de l'axepeut 
onduire notre méthode à exiger une forte densité de se
tions. On notera, quand même,qu'à l'opposé un 
hoix adapté de l'axe de mesure peut permettre un é
hantillonnage très lâ
heen z. Le problème se pose évidemment des 
as où l'a
quisition des données est limitée, en mêmetemps, en 
e qui 
on
erne le 
hoix de l'axe et de l'espa
ement entre les se
tions.26� est, en fait, une 
omposante 
onnexe de D+i . 115



Chapitre 4. Re
onstru
tion à partir de se
tionsPour une mise en 
orrespondan
e plus �ne, on peut exiger que les squelettes intérieurs des
ontours de C1 et de C2 soient eux aussi mis en 
orrespondan
e. En e�et, pour espérer obtenir unesurfa
e re
onstruite opérant des transitions de bonne qualité entre les se
tions, 
'est l'interpola-tion des squelettes et de leur points singuliers27 qu'il faut 
ontr�ler. Pour notre méthode, il peutainsi être souhaitable que les squelettes des 
ontours C1 et C2 se projettent tous deux à l'intérieurde la même 
omposante 
onnexe de D+i (i.e. l'interse
tion de la proje
tion des intérieurs de C1et C2). La re
onstru
tion se trouve alors, au moins en pratique, beau
oup plus 
onforme à 
e quel'on peut attendre.�4.6 Résultats4.6.1 Etude des performan
esEtude qualitativeAvant d'étudier les performan
es pratiques de notre implantation, formulons quelques re-marques qualitatives sur le 
oût relatif des di�érentes opérations intervenant lors d'une exé
u-tion typique. Ces 
onsidérations ont pour base les résultats de l'outil d'analyse d'exé
ution gprof.Nous nous intéresserons surtout au 
as du ra�nement, la re
onstru
tion non ra�née ne mettantprin
ipalement en ÷uvre que des opérations du type insertion dans un triangulation. Pour uneexé
ution où on demande un ra�nement des 
ontours proportionné au ra�nement de la surfa
ere
onstruite entre les se
tions28, on s'aperçoit que le 
al
ul du ra�nement de 
ontours est assez
oûteux, environ 60% de l'ensemble. Ce 
oût est surtout dû au 
al
ul du zéro asso
ié à une arêtebipolaire. Cette opération né
essite un nombre d'évaluations de la fon
tion d'interpolation nonborné (bien qu'il soit aux alentours de 5 en moyenne, pour des pré
isions 
ourantes) et 
onstitueà elle seule la moitié du temps de ra�nement des 
ontours. À titre de 
omparaison, le 
al
uldu ra�nement entre les se
tions prend aussi 30% du temps total, où la moitié du temps (
equi représente don
 15% du temps d'exé
ution) est 
onsa
rée au 
al
ul de la hauteur z pour lespoints de ra�nement entre les se
tions. On voit, ainsi, l'avantage substantiel que l'on pourraavoir, si les 
ontours sont su�samment �ns, à 
hoisir un "1 plus grand.Etude statistiquePassons maintenant à des 
onsidérations plus pré
ises sur les performan
es 
on
rètes de notreméthode. Les temps CPU, détaillés dans les tableaux de résultats 4.1 et 4.2, sont exprimés ense
ondes. Ils ont été obtenus sur une ma
hine équipée d'un pro
esseur Intel Pentium i6861GHz et disposant de 1Go de RAM.Interpolation non ra�née. Dans le 
as où au
un ra�nement n'est demandé, l'algorithmen'e�e
tue, en fait, que des opérations du type insertion dans une triangulation. On peut, alors,s'attendre légitimement à un taux de points traités par se
onde relativement stable. En e�et, ladernière 
olonne du tableau 4.1 exhibe un nombre de points traités par se
onde entre 1000 et4000 suivant le jeu de données ave
 une moyenne située aux environs de 2000 points par se
onde,performan
e qui devrait être améliorée grâ
e aux progrès en
ore réalisables en 
e qui 
on
erne27C'est, par exemple, 
et aspe
t qui est retenu pour les appli
ations de morphing.28En pratique, on utilise "1 = "1=2 qui donne de bons résultats, puisque les 
ontours sont assez anguleux.116



4.6. RésultatsDonnées Re
onstru
tionModèle nombre nombre de nbre de points nombre de t n=tde points (n) se
tions d'interse
tions fa
ettesAnevIliaqueToulouse 1139 33 85 2516 0,83 1372HH08_STCD 8708 80 762 18957 5,19 1678HH08_STPU 6025 56 570 12581 3,26 1848brain 3205 15 944 8574 0,89 3601
_75_16_48_a 499 7 8 961 0,15 3327
_75_2_52_a 4161 53 235 9208 1,33 3129
_75_4_52_a 2098 27 73 4410 0,66 3179
_75_8_52_a 1064 14 14 2164 0,32 3325
artilage 222 11 56 514 0,11 2018head 856 17 202 1993 0,26 3292heart 1222 29 207 2835 0,55 2222hip 926 14 189 2138 0,47 1970lung 3034 34 703 7398 1,45 2092pelvis 2068 23 440 5160 0,49 4220pelvis_high 7175 45 1098 16984 3,19 2249poly_mod_zone1 84564 21 1101 164407 83,8 1009poly_mod_zone2 90810 16 2410 175877 85,41 1063skull 24453 113 5099 67743 7,56 3235z 4450 10 0 8192 1,69 2633Tab. 4.1 � Temps de 
al
ul CPU (en se
ondes) sans ra�nement pour les modèles de notre basede données.l'implantation des triangulations 2D de CGAL. On peut expliquer les variations observées, enpartie, par le 
oût du 
al
ul des points générés par les interse
tions des 
ontours quand onles projette dans les triangulations de Delaunay 
ontraintes. Les opérations d'insertion de
ontraintes qui s'interse
tent sont 
omplexes et amoindrissent sensiblement les performan
es.Évidemment, il faut aussi 
onsidérer la présen
e en nombre de 
on�gurations dégénérées quidemanderont un 
al
ul plus poussé pour les prédi
ats �ltrés. C'est, par exemple, le 
as desmodèles AnevIliaqueToulouse, poly_mod_zone1 et poly_mod_zone2.Interpolation ra�née. Lorsqu'un ra�nement de la représentation est demandé, il est plusdi�
ile d'établir une mesure obje
tive des performan
es. En e�et, pour une qualité équivalente(
elle des résultats en image de 
e manus
rit, par exemple), la stru
ture 
ontours dans 
haquese
tion, la nature de l'objet à re
onstruire, né
essite d'adapter la pré
ision de ra�nement de-mandée. En général, les résultats sont obtenus ave
 "1 = 0; 5 et "2 = 1. Cependant, 
ertainsmodèles ont été traités ave
 des options parti
ulières, on aura pas 
her
hé à ra�ner les 
ontours(i.e. "1 = +1) pour les modèles poly_mod_zone1 et poly_mod_zone2, les 
ontours étant déjà�trop� pré
is. Comme on a établi que le ra�nement des 
ontours 
oûte proportionnellement plus
her que le ra�nement entre les se
tions. On observe, de plus, une baisse de performan
e surdes modèles aux 
ontours très anguleux, 
omme 
_75_16_48_a, par exemple. Les résultats dutableau 4.2 sont, en fait, surtout destinés à montrer que le ra�nement est a

essible dans destemps de 
al
ul raisonnables (pour peu que la pré
ision demandée le soit aussi. . . ).Provenan
e des modèles : tous nos remer
iements au projet M3N de l'Inria Ro
quen
ourtpour le modèle AnevIliaqueToulouse, au projet Épidaure de l'Inria Sophia-Antipolis pour les117



Chapitre 4. Re
onstru
tion à partir de se
tionsDonnées Re
onstru
tionModèle nombre nombre de nombre de nombre de tde points se
tions points 
al
ulés fa
ettesAnevIliaqueToulouse 1139 33 123 2592 2,02HH08_STCD 8708 80 812 19033 12,02HH08_STPU 6025 56 601 12622 8,43brain 3205 15 14325 33367 14,7
_75_16_48_a 499 7 911 3704 9,73
_75_2_52_a 4161 53 4620 14351 9,91
_75_4_52_a 2098 27 1747 6967 5,09
_75_8_52_a 1064 14 932 6079 18,93
artilage 222 11 772 2867 3,5head 856 17 1613 5606 16,21heart 1222 29 445 5781 16,79hip 926 14 1407 5107 9,48lung 3034 34 1428 14224 39,89pelvis 2068 23 7262 23779 37,43pelvis_high 7175 45 7965 39808 118,92poly_mod_zone1 84564 21 6099 174387 443,7poly_mod_zone2 90810 16 4498 180053 351,77skull 24453 113 16493 82864 29,8z 4450 10 2696 13987 21,01* Ave
 simpli�
ation :poly_mod_zone2 (p = 1%, "s = 0; 1) 4535 180127 193,24poly_mod_zone2 (p = 1%, "s = 0; 01) 4500 180057 288,25poly_mod_zone2 (p = 1%, "s = 0; 001) 4499 180055 353,39Tab. 4.2 � Temps de 
al
ul CPU (en se
ondes) ave
 ra�nement pour les modèles de notre basede données.modèles HH08_STCD, HH08_STPU et z, et en�n à TurboMe
a pour poly_mod_zone1 etpoly_mod_zone2. Les autres modèles proviennent de la base de données de Nuages, logi
ieldéveloppé au sein de notre équipe.Analyse de la simpli�
ation de donnéesTentons d'évaluer l'apport de la simpli�
ation de données dans le 
as de modèles dont les
ontours dans 
haque se
tion sont fournis très pré
isément. Les modèles 
on
ernés étant dansnotre base de données poly_mod_zone1 et poly_mod_zone2, les résultats établis dans le ta-bleau 4.3 ont, pour but, de montrer le gain substantiel que l'on peut attendre en utilisant lasimpli�
ation des données à une pré
ision "s raisonnable. Rappelons que dans le 
as où l'on de-mande une simpli�
ation des données, 
e sont les 
ontours originels qui sont introduits dans notrere
onstru
tion, ainsi l'erreur de 
ordes par rapport aux données est nulle. C'est juste l'interpola-tion entre les se
tions qui n'est pas 
al
ulée sur l'ensemble des données. Grâ
e à la simpli�
ation,on peut obtenir un résultat totalement équivalent à 
elui obtenu par un ra�nement 
lassiqueen presque deux fois moins de temps (
f. tableau 4.2, poly_mod_zone2 (p = 1%, "s = 0; 1)).Rappelons que dans le 
as pré
édemment évoqué le ra�nement entre les se
tions est demandépar "2 = 1, 
e qui rend "s a

eptable. Une étude plus �ne, dont les résultats sont dé
rits dans letableau 4.3, 
ompare tran
he par tran
he, le temps de ra�nement, tr(i � 1; i) pour "2 = 1 ave
118



4.6. RésultatsModèle : poly_mod_zone2 Simpli�
ationSe
tion nombre nombre de points taux de simpli�
ation ti 100tr(i� 1; i)de points (ni) ajoutés (n+i ) si = 100(pni + n+i )=ni tref (i� 1; i)* p = 1%, "s = 0; 1 :0 11188 1474 14,17 2,74 -1 11252 1465 14,02 2,19 39,552 11164 1492 14,36 2,81 44,703 11148 1529 14,71 2,17 41,244 11272 1511 14,4 2,9 44,88* p = 1%, "s = 0; 01 :0 11188 5772 52,58 2,62 -1 11252 5991 54,24 2,74 75,662 11164 5909 59,92 2,65 77,683 11148 5917 54,07 2,71 77,664 11272 6129 55,37 2,73 78,92* p = 1%, "s = 0; 001 :0 11188 10238 92,50 1,82 -1 11252 10360 93,06 1,98 100,612 11164 10262 92,91 2 102,203 11148 10234 92,79 1,87 101,884 11272 10316 92,51 1,99 101Tab. 4.3 � Résultats expérimentaux pour la simpli�
ation d'é
hantillons.simpli�
ation au temps de référen
e, tref (i � 1; i), pour le ra�nement de la même tran
he, lesfon
tions étant dé�nies sur l'ensemble des données 
ontenues dans les se
tions. On s'aperçoit, en
orrélation ave
 les résultats du tableau 4.2, que les performan
es sont bien meilleures pour unra�nement ave
 simpli�
ation, mais qu'elles se dégradent, jusqu'à devenir un handi
ap, si l'onest trop exigeant sur "s.4.6.2 Comparaison ave
 les méthodes standardMalheureusement, la 
omparaison ave
 les méthodes 
onsidérées 
omme 
lassiques pour lare
onstru
tion de se
tions n'est pas aisée. En e�et, les données ne véri�ant pas, par nature,de �bonnes� 
onditions d'é
hantillonnage, 
omme dé
rites au 
hapitre 3, toutes les méthodesne s'avèrent pas 
apables de traiter 
orre
tement les mêmes é
hantillons. De plus, la qualité desrésultats rentre aussi en ligne de 
ompte, plus en
ore que pour les méthodes généralistes, puisqu'il
onvient i
i de traiter 
orre
tement la mise en 
orrespondan
e et les problèmes de 
hangementde topologie. Ainsi, malgré nos re
her
hes, il nous a été impossible de trouver plus de donnéespour nos tests et en
ore moins de modèles re
onstruits par d'autres méthodes, a�n d'appré
ier laqualité de la re
onstru
tion, ni même de tableaux de résultats 
ontenant 
ertaines de nos donnéespour pouvoir 
omparer les performan
es. La seule méthode à notre disposition, mais qui par
han
e est une méthode de référen
e, pour 
e problème est Nuages, développée par B. Geiger.Bien qu'ayant une règle de mise en 
orrespondan
e di�érente, les résultats obtenus par les deuxméthodes sur les modèles de la base de données Nuages sont de qualité équivalente. Par ailleurs,les modèles qui nous ont été fournis par Épidaure ou TurboMe
a l'ont tout d'abord étés dufait que le résultat fourni par Nuages ne 
onvenait pas. En terme de temps de 
al
ul, si l'on seréfère aux résultats de la thèse de B. Geiger [Gei93℄, les temps de 
al
ul pour Nuages (� 500points à la se
onde en 1993) aujourd'hui et 
eux pour notre re
onstru
tion sans ra�nement sont
omparables. 119



Chapitre 4. Re
onstru
tion à partir de se
tions4.6.3 Résultats et 
ommentairesLes résultats présentés dans 
ette se
tion 
orrespondent aux 
al
uls dé
rits dans le tableau 4.2,la surfa
e polyédrique re
onstruite a don
 été ra�née. Laissons maintenant pla
e à quelquesrésultats en images :

Fig. 4.6 � Résultat : un bassin, modèle pelvis.Figure 4.6. Le bassin, modèle de la base de données de Nuages, présente l'intérêt de posséderdes se
tions très dissemblables tout en véri�ant notre 
ritère de mise en 
orrespondan
e. Ainsi,il permet d'exploiter les possibilités de ra�nement de la représentation de la surfa
e re
onstruiteet met en valeur la transition lisse opérée pour ra

order les 
ontours entre les se
tions.
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4.6. Résultats

Fig. 4.7 � Résultat : une piè
e mé
anique, modèle poly_mod_zone2.Figure 4.7. Le modèle a pour parti
ularité de posséder des 
ontours représentés très (trop) pré-
isément. Bien que l'objet à re
onstruire possède une topologie relativement 
omplexe et que
ertains 
ontours soient très pro
hes dans une même se
tion, la méthode fournit une re
onstru
-tion 
orre
te aussi bien ave
 simpli�
ation de données que sans.

Fig. 4.8 � Résultat : un anévrisme sur l'artère iliaque, modèle AnevIliaqueToulouse.Figure 4.8. Le modèle ne présente pas de di�
ultés te
hniques parti
ulières. On peut observerle 
as, dit de bifur
ation, qui pose tant de problèmes aux méthodes de type surfa
ique dé
ritesen 1.4. Pour notre méthode, 
e 
as ne di�ère en rien des autres et les possibilités de ra�nementnous permettent d'obtenir un résultat appré
iable. 121



Chapitre 4. Re
onstru
tion à partir de se
tions

Fig. 4.9 � Résultat : une tête, modèle head.Figure 4.9. Un autre modèle de la base de données de Nuages qui ne pose pas de grandesdi�
ultés, on peut, 
ependant remarquer la légère dis
ontinuité de la dire
tion normale à lasurfa
e aux passages des plans de se
tion.

Fig. 4.10 � Résultat : un 
râne, modèle skull.Figure 4.10. Ce modèle propose un 
as intéressant. Les premières se
tions sont relativementfa
iles à interpoler, puis du fait du pro
édé de mesure, les mesures sont faussées autour de labou
he et surtout des dents du patient (à 
ause de plombages dentaires, semble-t-il). Malgré des
ontours �bruités� par 
es interféren
es, notre méthode est tout de même 
apable de fournir unrésultat a

eptable.122



4.6. Résultats

Fig. 4.11 � Résultat : un 
÷ur, modèle heart.Figure 4.11. En
ore un 
as sans di�
ultés parti
ulières, mais où la dis
ontinuité de la dire
tionnormale à la surfa
e aux passages des plans de se
tion est parti
ulièrement marquée au milieudu modèle. La situation n'est, en fait, pas simple, le 
ontour où l'on observe 
ette dis
ontinuité,étant en retrait par rapport à 
eux des se
tions adja
entes.

Fig. 4.12 � Résultat : des poumons, modèle lung.Figure 4.12. Un dernier modèle qui ne présente pas de réels problèmes pour notre méthode. Onpourra, tout de même, observer la bifur
ation des bron
hes 
orre
tement traitée. 123
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Con
lusion et perspe
tives
�1 Réflexions sur les méthodes proposéesDans 
e do
ument, nous avons envisagé le problème de la re
onstru
tion de modèles géomé-triques sous di�érents aspe
ts. Après avoir établi le 
adre de notre travail en rappelant quelquesnotions de Géométrie algorithmique, nous avons tenté de présenter un état de l'art des méthodesexistantes en pré
isant, pour 
ha
une, leurs for
es et leurs faiblesses. Dans un deuxième temps,la mise en pratique d'une méthode de référen
e, les Alpha-formes, nous a permis de mieux 
ernerune 
on�guration spé
iale, parti
ulière à la triangulation de Delaunay pour des points é
han-tillonnés sur une surfa
e, i.e. le sliver. Par ailleurs, nous avons aussi présenté l'implantatione�
a
e d'un outil très puissant pour le problème de l'interpolation, les 
oordonnées bary
en-triques asso
iées aux voisins naturels. Revenons maintenant sur les deux méthodes proposéespour la re
onstru
tion dans le 
as de nuages de points et dans le 
as de se
tions.Re
onstru
tion par déploiement de surfa
eLa méthode présentée au 
hapitre 3 pour la re
onstru
tion d'un é
hantillon de points sansstru
ture présente di�érentes 
ara
téristiques remarquables par rapport aux solutions pré
é-dentes. Tout d'abord, elle développe une appro
he originale du problème, en en
adrant le dé-ploiement d'une surfa
e sur l'é
hantillon de points par des 
ontraintes topologiques permettantd'obtenir une surfa
e sans singularités. Par ailleurs, pour une e�
a
ité 
on
rète de la méthodesur des é
hantillons s'é
artant du 
as idéal, on introduit la notion de pruden
e au 
ours du dé-ploiement. Ce déploiement prudent est traduit grâ
e à des 
ritères lo
aux, dont le 
al
ul peutêtre réalisé très e�
a
ement. Par ailleurs, pro�tant de la nature même de la méthode, di�érentes
onditions heuristiques d'arrêt au déploiement ont été énon
ées pour permettre de re
onstruireles surfa
es à bords.Les résultats de 
ette appro
he sont 
onvain
ants sous plusieurs aspe
ts. Tout d'abord, onapporte une garantie théorique sur la validité de la re
onstru
tion dans le 
as d'un é
hantillonrégulier de points dans l'espa
e. De plus, on établit aussi la validité de notre méthode pour un"-é
hantillon de points dans le plan, quand " < 1=5. Par ailleurs, les nombreux tests expérimen-taux et les bons résultats obtenus pour la plupart des modèles qui nous ont été soumis nouslaissent à penser que les 
ritères utilisés se 
omportent 
orre
tement, même lorsque l'on s'é
arteun peu d'un 
as d'é
hantillonnage idéal. Ainsi, notre méthode se révèle non seulement robusteet surtout e�
a
e, aussi bien, en terme de temps de 
al
ul que de qualité de la re
onstru
tionobtenue. 125



Con
lusion et perspe
tivesRe
onstru
tion par interpolation de se
tionsLa méthode présentée au 
hapitre 4 propose une interpolation lisse dans le 
as de donnéesorganisées en se
tions. Pour 
ela, elle tire parti des bonnes propriétés d'une fon
tion d'interpo-lation dé�nie grâ
e au système de 
oordonnées bary
entriques asso
iées aux voisins naturels. Ils'agit, en fait, de re
onstruire le niveau zéro de 
ette fon
tion, dé�nie impli
itement, simplementpar le 
al
ul de la triangulation de Delaunay dans 
haque plan de se
tion. Ainsi, pro�tant del'existen
e de 
et objet qui dé�nit l'interpolation entre les se
tions, di�érentes possibilités sonto�ertes. D'une part, dans le 
as de gros é
hantillons de points, on pourra opérer une étape desimpli�
ation des données, a�n de ne 
onserver que les points né
essaires à la dé�nition de lafon
tion d'interpolation à un 
ertain niveau de pré
ision. D'autre part, l'objet interpolant étantlisse entre deux se
tions 
onsé
utives, on peut demander un ra�nement de la représentation a�nd'obtenir une transition moins abrupte pour des 
ontours très dissemblables ou dans le 
as d'un
hangement de topologie des 
ontours entre les se
tions.En terme de résultats, un 
ritère simple de mise en 
orrespondan
e, 
onsidérant le re
ou-vrement ou non des 
ontours par proje
tion, a été démontré. Cette 
ondition permet de dé
rirepré
isément le 
omportement de l'algorithme suivant la nature des données. La méthode o�reainsi une re
onstru
tion maîtrisée. On notera qu'au
une règle de mise en 
orrespondan
e 
lairen'est, en général, pré
isée pour les méthodes volumiques. De plus, la 
ondition établie, quoiquerestri
tive par rapport à 
ertains 
ritères formulés pour des méthodes de nature surfa
ique, serévèle réaliste pour la plupart des modèles. Ainsi, on peut 
onsidérer que la méthode présentéepropose un 
ompromis a

eptable entre la mise en 
orrespondan
e et la gestion des 
hangementsde topologie qui ne présente, pour nous, au
une di�
ulté. En terme d'e�
a
ité, grâ
e à des 
al-
uls opérés uniquement dans le plan, on dispose de performan
es tout à fait 
ompétitives pourune re
onstru
tion brute, le ra�nement étant possible pour un 
oût a

eptable en pratique.�2 Perspe
tives de re
her
heLe problème théorique de la re
onstru
tion est évidemment loin d'être 
los, pour peu que
ela soit possible. Les méthodes et ré�exions développées dans 
e do
ument ne 
her
hent qu'àapporter une 
ontribution qui permettra peut-être de mieux 
erner di�érents aspe
ts importantset d'aboutir un jour à une 
ompréhension 
omplète des liens entre un é
hantillon de points,l'objet dont il provient et les di�érentes re
onstru
tions que l'on peut opérer.Plus pratiquement, nous pensons avoir développé des méthodes e�
a
es sus
eptibles de four-nir des re
onstru
tions 
orre
tes dans bien des 
as. En fait, à partir des modèles qui nousé
happent en
ore, on peut identi�er di�érents enjeux importants si l'on souhaite progresser.Tout d'abord, l'étude pré
ise des slivers � ou plus en
ore, des 
on�gurations où plusieurs sli-vers sont en
hevêtrés � permettrait de lever bien des problèmes pour les di�érentes méthodesde re
onstru
tion. En e�et, 
es tétraèdres parti
uliers 
réent des ambiguïtés qui se manifestentpar des problèmes (trous, singularités. . . ) plus ou moins identi�és dans la re
onstru
tion �naleobtenue grâ
e à la plupart des méthodes.De plus, un autre problème pour lequel nous sommes en
ore plus démunis est la 
ara
térisa-tion de �bonnes� propriétés pour un é
hantillon de points autour d'une arête vive. En e�et, pourle moment, on peut 
onsidérer qu'au
une méthode ne sait réellement traiter le 
as spé
ial desarêtes vives. On observe, en fait, deux types de 
omportement : 
ertaines méthodes arrondissent,en quelque sorte, les arêtes vives ; alors que d'autres, en général des méthodes fon
tionnelles(souvent plus robustes au bruit), traitent un peu mieux les arêtes vives, la 
ontrepartie étant126



2. Perspe
tives de re
her
healors qu'elles lissent aussi les détails éventuellement présents dans le modèle.En 
e qui 
on
erne le 
as des se
tions (pour lequel on peut toujours envisager de nouveaux
ritères de mise en 
orrespondan
e ou en
ore une nouvelle gestion des embran
hements) nous
onsidérons que les méthodes volumiques o�rent un 
adre bien meilleur pour la re
onstru
tionque l'appro
he surfa
ique jusqu'i
i développée. En fait, les méthodes volumiques permettent unegestion robuste et automatique des 
hangements de topologie entre les se
tions, ina

essible auxméthodes surfa
iques. Il s'agit, en fait, surtout d'établir des 
ritères de mise en 
orrespondan
epré
is et peut-être plus �exibles que le n�tre (paramétrable, par exemple) pour les futures mé-thodes volumiques pour l'interpolation de se
tions.
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Annexe A
Do
umentation CGAL :Alpha -formes 2D
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2D Alpha Shapes (user manual)

Assume we are given a set S of points in 2D or 3D and we'd like to have something like �theshape formed by these points.� This is quite a vague notion and there are probably many possibleinterpretations, the �-shape being one of them. Alpha shapes 
an be used for shape re
onstru
tionfrom a dense unorganized set of data points. Indeed, an �-shape is demar
ated by a frontier,whi
h is a linear approximation of the original shape [BB97℄.As mentionned in Edelsbrunner's and Mü
ke's paper [EM94℄, one 
an intuitively think of an �-shape as the following. Imagine a huge mass of i
e-
ream making up the spa
e R3 and 
ontainingthe points as �hard� 
ho
olate pie
es. Using one of these sphere-formed i
e-
ream spoons we 
arveout all parts of the i
e-
ream blo
k we 
an rea
h without bumping into 
ho
olate pie
es, therebyeven 
arving out holes in the inside (eg. parts not rea
hable by simply moving the spoon fromthe outside). We will eventually end up with a (not ne
essarily 
onvex) obje
t bounded by 
aps,ar
s and points. If we now straighten all �round� fa
es to triangles and line segments, we havean intuitive des
ription of what is 
alled the �-shape of S. Here's an example for this pro
ess in2D (where our i
e-
ream spoon is simply a 
ir
le) :And what is � in the game ? � is the squared radius of the 
arving spoon. A very small value willallow us to eat up all of the i
e-
ream ex
ept the 
ho
olate points themselves. Thus we alreadysee that the �-shape degenerates to the point-set S for �! 0. On the other hand, a huge valueof � will prevent us even from moving the spoon between two points sin
e it's way too large.So we will never spoon up i
e-
ream lying in the inside of the 
onvex hull of S, and hen
e the�-shape for �!1 is the 
onvex hull of S.130



A.1 De�nitionsWe distinguish two versions of alpha shapes. Basi
 alpha shapes are based on the Delaunaytriangulation. Weighted alpha shapes are based on its generalization, the regular triangulation,repla
ing the eu
lidean distan
e by the power to weighted points.There is a 
lose 
onne
tion between alpha shapes and the underlying triangulations. More pre-
isely, the �-
omplex of S is a sub
omplex of this triangulation of S, 
ontaining the �-exposedk-simpli
es, 0 � k � d. A simplex is �-exposed, if there is an open disk (resp. ball) of radius p�through the verti
es of the simplex that does not 
ontain any other point of S, for the metri
used in the 
omputation of the underlying triangulation. The 
orresponding �-shape is de�nedas the underlying interior spa
e of the �-
omplex (see [EM94℄).In general, an �-
omplex is a non-
onne
ted and non-pure polytope, it means, that one k-simplex,0 � k � d� 1 is not ne
essary adja
ent to a (k + 1)-simplex.The �-shapes of S form a dis
rete family, even though they are de�ned for all real numbers �with 0 � � � 1. Thus, we 
an represent the entire family of �-shapes of S by the underlyingtriangulation of S. In this representation ea
h k-simplex of the underlying triangulation is asso-
iated with an interval that spe
i�es for whi
h values of � the k-simplex belongs to the �-shape.Relying on this fa
t, the family of �-shapes 
an be 
omputed e�
iently and relatively easily.Furthermore, we 
an sele
t an appropriate �-shape from a �nite number of di�erent �-shapesand 
orresponding �-values.A.2 Fun
tionalityThe 
lass CGAL::Alpha_shape_2<Dt> represents the family of �-shapes of points in a plane forall positive �. It maintains the underlying triangulation Dt whi
h represents 
onne
tivity andorder among squared radius of its fa
es. Ea
h k-dimensional fa
e of the Dt is asso
iated withan interval that spe
i�es for whi
h values of � the fa
e belongs to the �-shape. There are linksbetween the intervals and the k-dimensional fa
es of the triangulation.The 
lass CGAL::Alpha_shape_2<Dt> provides fun
tions to set and get the 
urrent �-value, aswell as an iterator that enumerates the �-values where the �-shape 
hanges.It provides iterators to enumerate the verti
es and edges that are in the �-shape, and fun
tionsthat allow to 
lassify verti
es, edges and fa
es with respe
t to the �-shape. They 
an be in theinterior of a fa
e that belongs or does not belong to the �-shape. They 
an be singular/regular,that is be on the boundary of the �-shape, but not in
ident/in
ident to a triangle of the �-
omplex.Finally, it provides a fun
tion to determine the �-value su
h that the �-shape satis�es thefollowing two properties, or at least the se
ond one if there is no su
h � that both are satis�ed :(i) The number of 
omponents equals a number of your 
hoi
e and(ii) all data points are either on the boundary or in the interior of the regularized version of the�-shape (no singular edges). 131



The 
urrent implementation is stati
, that is after its 
onstru
tion points 
annot be inserted orremoved.A.3 Con
epts and ModelsWe 
urrently do not spe
ify 
on
epts for the underlying triangulation type. Models that work for abasi
 alpha-shape are the 
lasses CGAL::Delaunay_triangulation_2 and CGAL::Triangulation_hierar
hy_2 templatized with a Delaunay triangulation. A model that works for a weightedalpha-shape is the 
lass CGAL::Regular_triangulation_2 .The triangulation needs a geometri
 traits 
lass as argument. The requirements of this 
lassare des
ribed in the 
on
ept CGAL::AlphaShapeTraits_2 for whi
h the 
lasses CGAL::Alpha_shape_eu
lidean_traits_2 and CGAL::Weighted_alpha_shape_eu
lidean_traits_2 are models.There are no requirements on the triangulation data stru
ture. However it must be parameterizedwith vertex and fa
e 
lasses, whi
h are model of the 
on
epts AlphaShapeVertex_2 and AlphaSha-peFa
e_2 , by default the 
lasses CGAL::Alpha_shape_vertex_base_2<Gt> and CGAL::Alpha_shape_fa
e_base_2<Tf >.A.4 ExamplesA.4.1 Example for Basi
 Alpha-ShapesThe basi
 alpha shape needs a Delaunay triangulation as underlying triangulation Dt . The De-launay triangulation 
lass is parameterized with a geometri
 and a triangulation data stru
turetraits.For the geometri
 traits 
lass we 
an use the CGAL::Alpha_shape_traits_2 
lass, whi
h in turnis parameterized with a kernel.For the triangulation data stru
ture traits, we have to 
hoose the vertex and fa
e 
lasses nee-ded for alpha shapes, namely CGAL::Alpha_shape_vertex_base_2<Gt, Dv> and CGAL::Alpha_shape_fa
e_base_2<Gt,Df >. As default vertex and fa
e type they use CGAL::Triangulation_vertex_base_2<Gt> and CGAL::Triangulation_fa
e_base_2<Gt> respe
tively.The following 
ode sniplet shows how to obtain a basi
 alpha shape type.typedef CGAL::Cartesian<double> K;typedef CGAL::Alpha_shape_eu
lidean_traits_2<K> Gt;typedef CGAL::Alpha_shape_vertex_base_2<Gt> Av;typedef CGAL::Triangulation_fa
e_base_2<Gt> Tf;typedef CGAL::Alpha_shape_fa
e_base_2<Gt,Tf> Af;132



typedef CGAL::Triangulation_default_data_stru
ture_2<Gt,Av,Af> Tds;typedef CGAL::Delaunay_triangulation_2<Gt,Tds> Dt;typedef CGAL::Alpha_shape_2<Dt> Alpha_shape_2;A.4.2 Example for Basi
 Alpha-Shapes with Many PointsWhen the input data set is huge, say more than 10.000 points, it pays o� to use a triangulationhierar
hy. It has the same API as the Delaunay triangulation and di�ers only in the types of theverti
es and fa
es.Therefore, the only part that 
hanges are the typedefs in the beginning.typedef CGAL::Cartesian<double> K;typedef CGAL::Alpha_shape_eu
lidean_traits_2<K> Gt;typedef CGAL::Alpha_shape_vertex_base_2<Gt> Avb;typedef CGAL::Triangulation_hierar
hy_vertex_base_2<Avb> Av;typedef CGAL::Triangulation_fa
e_base_2<Gt> Tf;typedef CGAL::Alpha_shape_fa
e_base_2<Gt,Tf> Af;typedef CGAL::Triangulation_default_data_stru
ture_2<Gt,Av,Af> Tds;typedef CGAL::Delaunay_triangulation_2<Gt,Tds> Dt;typedef CGAL::Triangulation_hierar
hy_2<Dt> Ht;typedef CGAL::Alpha_shape_2<Ht> Alpha_shape_2;A.4.3 Example for Weighted Alpha-ShapesA weighted alpha shape, needs a regular triangulation as underlying triangulation Dt , and it needsa parti
ular fa
e 
lass, namely CGAL::Regular_triangulation_fa
e_base_2<Gt>. Note that thereis no spe
ial weighted alpha shape 
lass.typedef CGAL::Cartesian<double> K;typedef CGAL::Weighted_alpha_shape_eu
lidean_traits_2<K> Gt;typedef CGAL::Alpha_shape_vertex_base_2<Gt> Av;typedef CGAL::Regular_triangulation_fa
e_base_2<Gt> Rf;typedef CGAL::Alpha_shape_fa
e_base_2<Gt,Rf> Af;typedef CGAL::Triangulation_default_data_stru
ture_2<Gt,Av,Af> Tds;typedef CGAL::Regular_triangulation_2<Gt,Tds> Rt;typedef CGAL::Alpha_shape_2<Rt> Alpha_shape_2; 133
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2D Alpha Shapes (referen
e manual)
This 
hapter presents a framework for alpha shapes. The des
ription is based on the arti
les[EM94, Ede92℄. Alpha shapes are the generalization of the 
onvex hull of a point set. Let S be a�nite set of points in Rd, d = 2; 3 and � a parameter with 0 � � � 1. For � =1, the �-shapeis the 
onvex hull of S. As � de
reases, the �-shape shrinks and develops 
avities, as soon as asphere of radius p� 
an be put inside. Finally, for � = 0, the �-shape is the set S itself.We distinguish two versions of alpha shapes, one is based on the Delaunay triangulation andthe other on its generalization, the regular triangulation, repla
ing the natural distan
e by thepower to weighted points. The metri
 used determines an underlying triangulation of the alphashape and thus, the version 
omputed. The 
lassi
 alpha shape (
f. A.4.1) is asso
iated withthe Delaunay triangulation. The weighted alpha shape (
f. A.4.3) is asso
iated with the regulartriangulation.There is a 
lose 
onne
tion between alpha shapes and the underlying triangulations. More pre-
isely, the �-
omplex of S is a sub
omplex of this triangulation of S, 
ontaining the �-exposedk-simpli
es, 0 � k � d. A simplex is �-exposed, if there is an open disk (resp. ball) of radius p�through the verti
es of the simplex that does not 
ontain any other point of S, for the metri
used in the 
omputation of the underlying triangulation. The 
orresponding �-shape is de�nedas the underlying interior spa
e of the �-
omplex.In general, an �-
omplex is a non-
onne
ted and non-pure polytope, it means, that one k-simplex,0 � k � d� 1 is not ne
essary adja
ent to a (k + 1)-simplex.The �-shapes of S form a dis
rete family, even though they are de�ned for all real numbers �with 0 � � � 1. Thus, we 
an represent the entire family of �-shapes of S by the underlyingtriangulation of S. In this representation ea
h k-simplex of the underlying triangulation is asso-
iated with an interval that spe
i�es for whi
h values of � the k-simplex belongs to the �-shape.Relying on this result, the family of �-shapes 
an be 
omputed e�
iently and relatively easily.Furthermore, we 
an sele
t an appropriate �-shape from a �nite number of di�erent �-shapesand 
orresponding �-values.
Con
eptsAlphaShapeTraits_2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . page 147AlphaShapeFa
e_2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . page 144AlphaShapeVertex_2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . page 151135



ClassesCGAL::Alpha_shape_2<Dt> . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . page 137CGAL::Alpha_shape_eu
lidean_traits_2<K> . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . page 149CGAL::Weighted_alpha_shape_eu
lidean_traits_2<K> . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . page 150CGAL::Alpha_shape_vertex_base_2<AlphaShapeTraits_2> . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . page 153CGAL::Alpha_shape_fa
e_base_2<AlphaShapeTraits_2, TriangulationFa
eBase_2> . page 146

136



C
la

ss

CGAL::Alpha_shape_2<Dt>De�nitionThe 
lass Alpha_shape_2<Dt> represents the family of �-shapes of points in a plane for allpositive �. It maintains the underlying triangulation Dt whi
h represents 
onne
tivity and orderamong its fa
es. Ea
h k-dimensional fa
e of the Dt is asso
iated with an interval that spe
i�esfor whi
h values of � the fa
e belongs to the �-shape. There are links between the intervals andthe k-dimensional fa
es of the triangulation.Note that this 
lass is at the same time used for basi
 and for weighted Alpha Shapes.Inherits FromDtThis 
lass is the underlying triangulation 
lass.The modifying fun
tions insert and remove will overwrite the inherited fun
tions. At the moment,only the stati
 version is implemented.TypesAlpha_shape_2<Dt>:: Gt the alpha shape traits type.it has to derive from a triangulation traits 
lass. For example Dt::Point is a Point 
lass.typedef typename Gt::Coord_typeCoord_type ;; the number type for 
omputation.Alpha_shape_2<Dt>:: Alpha_iterator ;A bidire
tional and non-mutable iterator that allow to tra-verse the in
reasing sequen
e of di�erent �-values.Pre
ondition: Its value_type is Coord_typeAlpha_shape_2<Dt>:: Alpha_shape_verti
es_iterator ;A bidire
tional and non-mutable iterator that allow to tra-verse the verti
es whi
h belongs to the �-shape for the 
ur-rent �.Pre
ondition: Its value_type is Dt : :Vertex_handle 137



Alpha_shape_2<Dt>:: Alpha_shape_edges_iterator ;A bidire
tional and non-mutable iterator that allow to tra-verse the edges whi
h belongs to the �-shape for the 
urrent�.Pre
ondition: Its value_type is Dt : :Edge.enum Classifi
ation_type { EXTERIOR, SINGULAR, REGULAR, INTERIOR};Distinguishes the di�erent 
ases for 
lassifying a k-dimensional fa
e of the underlying triangulation of the�-shape.EXTERIOR if the fa
e does not belong to the �-
omplex.SINGULAR if the fa
e belongs to the boundary of the�-shape, but is not in
ident to any 2-dimensional fa
e ofthe �-
omplexREGULAR if the fa
e belongs to the boundary of the�-shape and is in
ident to a 2-dimensional fa
e of the�-
omplexINTERIOR if the fa
e belongs to the �-
omplex, but doesnot belong to the boundary of the �-shape.enum Mode { GENERAL, REGULARIZED};In general, an alpha shape 
an be dis
onne
ted and 
ontainmany singular edges or verti
es. Its regularized version isformed by the set of regular edges and their verti
es.CreationAlpha_shape_2<Dt> A( Coord_type alpha = 0, Mode m = GENERAL);Introdu
es an empty �-shape A for a positive �-value alpha.Pre
ondition: alpha � 0.template < 
lass InputIterator >Alpha_shape_2<Dt> A( InputIterator first,InputIterator last,Coord_type alpha = 0,Mode m = GENERAL)Initializes the family of alpha-shapes with the points in therange [ first , last ) and introdu
es an �-shape A for a positive�-value alpha.Pre
ondition: The value_type of first and last is Point .alpha � 0.138



Operationstemplate < 
lass InputIterator >int A.make_alpha_shape( InputIterator first, InputIterator last)Initialize the family of alpha-shapes with the points in therange [ first , last ). Returns the number of inserted points.If the fun
tion is applied to an non-empty family of alpha-shape, it is 
leared before initialization.Pre
ondition: The value_type of first and last is Point .void A.
lear() Clears the stru
ture.Coord_type A.set_alpha( Coord_type alpha)Sets the �-value to alpha. Returns the previous �-value.Pre
ondition: alpha � 0.Coord_type A.get_alpha( void)Returns the 
urrent �-value.Coord_type A.get_nth_alpha( int n)Returns the n-th alpha-value, sorted in an in
reasing order.Pre
ondition: n < number of alphas.int A.number_of_alphas()Returns the number of di�erent alpha-values.Mode A.set_mode( Mode m = GENERAL)Sets A to its general or regularized version. Returns the pre-vious mode.Mode A.get_mode( void)Returns whether A is general or regularized.Alpha_shape_verti
es_iteratorA.alpha_shape_verti
es_begin()Starts at an arbitrary �nite vertex whi
h belongs to the �-shape for the 
urrent �. 139



Alpha_shape_verti
es_iteratorA.alpha_shape_verti
es_end()Past-the-end iterator.Alpha_shape_edges_iteratorA.alpha_shape_edges_begin()Starts at an arbitrary �nite edge whi
h belongs to the �-shape for the 
urrent �. In regularised mode, edges are re-presented as a pair (f,i), where f is an interior fa
e of the�-shape.Alpha_shape_edges_iteratorA.alpha_shape_edges_end()Past-the-end iterator.Predi
atesClassifi
ation_typeA.
lassify( Point p, Coord_type alpha = get_alpha())Lo
ates a point p in the underlying triangulation and Clas-si�es the asso
iated k-fa
e with respe
t to A.Classifi
ation_typeA.
lassify( Fa
e_handle f, Coord_type alpha = get_alpha())Classi�es the fa
e f of the underlying triangulation with res-pe
t to A.Classifi
ation_typeA.
lassify( Edge e, Coord_type alpha = get_alpha())Classi�es the edge e of the underlying triangulation withrespe
t to A.140



Classifi
ation_typeA.
lassify( Fa
e_handle f, int i, Coord_type alpha = get_alpha())Classi�es the edge of the fa
e f opposite to the vertex withindex i of the underlying triangulation with respe
t to A.Classifi
ation_typeA.
lassify( Vertex_handle v, Coord_type alpha = get_alpha())Classi�es the vertex v of the underlying triangulation withrespe
t to A.Traversal of the �-ValuesAlpha_iterator A.alpha_begin() Returns an iterator that allows to traverse the sorted se-quen
e of �-values of the family of alpha shapes.Alpha_iterator A.alpha_end() Returns the 
orresponding past-the-end iterator.Alpha_iterator A.alpha_find( Coord_type alpha)Returns an iterator pointing to an element with �-value al-pha, or the 
orresponding past-the-end iterator if su
h anelement is not found.Alpha_iterator A.alpha_lower_bound( Coord_type alpha)Returns an iterator pointing to the �rst element with �-valuenot less than alpha.Alpha_iterator A.alpha_upper_bound( Coord_type alpha)Returns an iterator pointing to the �rst element with �-valuegreater than alpha. 141



Operationsint A.number_of_solid_
omponents( Coord_type alpha = get_alpha())Returns the number of solid 
omponents of A, that is, thenumber of 
omponents of its regularized version.Alpha_iterator A.find_optimal_alpha( int nb_
omponents)Returns an iterator pointing to the �rst element with �-valuesu
h that A satis�es the following two properties :nb_
omponents equals the number of solid 
omponents andall data points are either on the boundary or in the interiorof the regularized version of A.If no su
h value is found, the iterator points to the �rst ele-ment with �-value su
h that A satis�es the se
ond property.I/OThe I/O operators are de�ned for iostream, and for the window stream provided by Cgal. Theformat for the iostream is an internal format.#in
lude <CGAL/IO/io.h>ostream& ostream& os << AInserts the alpha shape A for the 
urrent �-value into thestream os.Pre
ondition: The insert operator must be de�ned for Point .#in
lude <CGAL/IO/Window_stream.h>#in
lude <CGAL/IO/alpha_shapes_2_window_stream.h>Window_stream&Window_stream& W << AInserts the alpha shape A for the 
urrent �-value into thewindow stream W .Pre
ondition: The insert operator must be de�ned for Pointand Segment .142



ImplementationThe set of intervals asso
iated with the k-dimensional fa
es of the underlying triangulation arestored in multimaps.The 
ross links between the intervals and the k-dimensional fa
es of the triangulation are realizedusing methods in the k-dimensional fa
es themselves.A.alpha find uses linear sear
h, while A.alpha lower bound and A.alpha upper bound use binarysear
h. A.number of solid 
omponents performs a graph traversal and takes time linear in thenumber of fa
es of the underlying triangulation. A.find optimal alpha uses binary sear
h andtakes time O( n log n ), where n is the number of points.
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C
on

ce
pt

AlphaShapeFa
e_2De�nitionRe�nesTriangulationFa
eBase_2 .TypesAlphaShapeFa
e_2:: Interval_3 A 
ontainer type to get (and put) the three spe
ial values(�1; �2; �3) asso
iated with an alpha shape edge.AlphaShapeFa
e_2:: Coord_type A type to hold a 
oordinate type 
lass. The type must pro-vide a 
opy 
onstru
tor, assignment, 
omparison operators,negation, multipli
ation, division and allow the de
larationand initialization with a small integer 
onstant (
f. require-ments for number types). An obvious 
hoi
e would be 
oor-dinate type of the point 
lass.Pre
ondition: Let's us pre
ise that Coord_type has to be thesame as the one used by Gt , already used by the underlyingtriangulation Dt , and by her fa
e base Df .Creationadvan
edAlphaShapeFa
e_2 f ; default 
onstru
tor.AlphaShapeFa
e_2 f ( void* v0, void* v1, void* v2);
onstru
tor setting the in
ident verti
es.AlphaShapeFa
e_2 f ( void* v0, void* v1, void* v2, void* n0, void* n1, void* n2);
onstru
tor setting the in
ident verti
es and the neighboringfa
es.advan
ed144



A

ess Fun
tionsInterval_3 f .get_ranges( int i)returns the interval asso
iated with the edge indexed with i,whi
h 
ontains three alpha values �1 � �2 � �3, su
h as for� between �1 and �2, the edge indexed with i is atta
hedbut singular, for � between �2 and �3, the edge is regular,and for � greater than �3, the edge is interior.Coord_type f .get_alpha() return the alpha value, under whi
h the alpha shape 
ontainsthe fa
e.Modi�ersadvan
edvoid f .set_ranges( int i, Interval_3 V)sets the interval asso
iated with the edge indexed with i,whi
h 
ontains three alpha values �1 � �2 � �3, su
h as for� between �1 and �2, the edge indexed with i is atta
hedbut singular, for � between �2 and �3, the edge is regular,and for � greater than �3, the edge is interior.void f .set_alpha( Coord_type A)sets the alpha value, under whi
h the alpha shape 
ontainsthe fa
e.advan
ed
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CGAL::Alpha_shape_fa
e_base_2<AlphaShapeTraits_2,TriangulationFa
eBase_2>De�nitionThe 
lass Alpha_shape_fa
e_base_2<AlphaShapeTraits_2, TriangulationFa
eBase_2> is thedefault model for the 
on
ept AlphaShapeFa
e_2 .#in
lude <Alpha_shape_fa
e_base_2.h>Is Model for the Con
eptAlphaShapeFa
e_2Inherits FromTriangulationFa
eBase_2
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C
on

ce
pt

AlphaShapeTraits_2De�nitionAmodel of the 
on
ept AlphaShapeTraits_2 must provide the following predi
ate and operationsin addition to the requirements for the underlying triangulation traits 
lass. It means, the metri
has to be eu
lidean for Delaunay triangulation or the power metri
 for regular triangulation.Re�nesTriangulationTraits_2TypesAlphaShapeTraits_2:: Coord_type A type to hold a 
oordinate type 
lass. The type must pro-vide a 
opy 
onstru
tor, assignment, 
omparison operators,negation, multipli
ation, division and allow the de
larationand initialization with a small integer 
onstant (
f. require-ments for number types).Pre
ondition: An obvious 
hoi
e would be 
oordinate type ofthe point 
lass.CreationOnly a default 
onstru
tor is required. Note that further 
onstru
tors 
an be provided.AlphaShapeTraits_2 t ; A default 
onstru
tor.Constru
tions by fun
tion obje
tsCompute_squared_radius_2t.
ompute_squared_radius_2_obje
t()Returns an obje
t, whi
h has to be able to 
ompute thesquared radius of the 
ir
le of the points p0, p1, p2 or thesquared radius of smallest 
ir
le of the points p0, p1 , asCoord_type asso
iated with the metri
 used by Dt . 147



Predi
ate by fun
tion obje
tSide_of_bounded_
ir
le_2t.side_of_bounded_
ir
le_2_obje
t()Returns an obje
t, whi
h has to be able to 
ompute therelative position of point test to the smallest 
ir
le of thepoints p0, p1 , using the same metri
 as Dt .
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CGAL::Alpha_shape_eu
lidean_traits_2<K>De�nitionThe 
lass Alpha_shape_eu
lidean_traits_2<K> is the default model for the 
on
ept AlphaSha-peTraits_2 for the basi
 version of Alpha Shapes. K must be a kernel.#in
lude <Alpha_shape_eu
lidean_traits_2.h>Re�nesTriangulation_eu
lidean_traits_2<K, typename K::FT>Is Model for the Con
eptAlphaShapeTraits_2
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CGAL::Weighted_alpha_shape_eu
lidean_traits_2<K>De�nitionThe 
lass Weighted_alpha_shape_eu
lidean_traits_2<K> is the default model for the 
on
eptAlphaShapeTraits_2 for the regular version of Alpha Shapes. K must be a kernel.#in
lude <Weighted_alpha_shape_eu
lidean_traits_2.h>Re�nesRegular_triangulation_eu
lidean_traits_2<K, typename K::FT>Is Model for the Con
eptAlphaShapeTraits_2
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C
on

ce
pt

AlphaShapeVertex_2De�nitionRe�nesTriangulationVertexBase_2 .TypesAlphaShapeVertex_2:: Coord_type A type to hold a 
oordinate type 
lass. The type must pro-vide a 
opy 
onstru
tor, assignment, 
omparison operators,negation, multipli
ation, division and allow the de
larationand initialization with a small integer 
onstant (
f. require-ments for number types). An obvious 
hoi
e would be 
oor-dinate type of the point 
lass.Pre
ondition: Coord_type has to be the same as the one usedby the Gt , already used by underlying triangulation Dt .Creationadvan
edAlphaShapeVertex_2 v ; default 
onstru
tor.AlphaShapeVertex_2 v( Point p); 
onstru
tor setting the point.AlphaShapeVertex_2 v( Point p, void* f );
onstru
tor setting the point asso
iated to and an in
identfa
e.advan
edA

ess Fun
tionsstd::pair< Coord_type, Coord_type >v.get_range() returns two alpha values �1 � �2, su
h as for � between �1and �2, the vertex is atta
hed but singular, and for � upper�2, the vertex is regular. 151



Modi�ersadvan
edvoid v.set_range( std::pair< Coord_type, Coord_type > I)sets the alpha values �1 � �2, su
h as for � between �1 and�2, the vertex is atta
hed but singular, and for � upper �2,the vertex is regular.advan
ed
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CGAL::Alpha_shape_vertex_base_2<AlphaShapeTraits_2>De�nitionThe 
lassAlpha_shape_vertex_base_2<AlphaShapeTraits_2> is the default model for the 
on
eptAlphaShapeVertex_2 .#in
lude <Alpha_shape_vertex_base_2.h>Is Model for the Con
eptAlphaShapeVertex_2Inherits FromTriangulationVertexBase_2
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Do
umentation CGAL :Alpha -formes 3D
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3D Alpha Shapes (user manual)

Assume we are given a set S of points in 2D or 3D and we'd like to have something like �theshape formed by these points.� This is quite a vague notion and there are probably many possibleinterpretations, the �-shape being one of them. Alpha shapes 
an be used for shape re
onstru
tionfrom a dense unorganized set of data points. Indeed, an �-shape is demar
ated by a frontier,whi
h is a linear approximation of the original shape [BB97℄.As mentionned in Edelsbrunner's and Mü
ke's paper [EM94℄, one 
an intuitively think of an �-shape as the following. Imagine a huge mass of i
e-
ream making up the spa
e R3 and 
ontainingthe points as �hard� 
ho
olate pie
es. Using one of these sphere-formed i
e-
ream spoons we 
arveout all parts of the i
e-
ream blo
k we 
an rea
h without bumping into 
ho
olate pie
es, therebyeven 
arving out holes in the inside (eg. parts not rea
hable by simply moving the spoon fromthe outside). We will eventually end up with a (not ne
essarily 
onvex) obje
t bounded by 
aps,ar
s and points. If we now straighten all �round� fa
es to triangles and line segments, we havean intuitive des
ription of what is 
alled the �-shape of S. Here's an example for this pro
ess in2D (where our i
e-
ream spoon is simply a 
ir
le) :And what is � in the game ? � is the squared radius of the 
arving spoon. A very small value willallow us to eat up all of the i
e-
ream ex
ept the 
ho
olate points themselves. Thus we alreadysee that the �-shape degenerates to the point-set S for �! 0. On the other hand, a huge valueof � will prevent us even from moving the spoon between two points sin
e it's way too large.So we will never spoon up i
e-
ream lying in the inside of the 
onvex hull of S, and hen
e the�-shape for �!1 is the 
onvex hull of S.156



B.1 De�nitionsWe distinguish two versions of alpha shapes. Basi
 alpha shapes are based on the Delaunaytriangulation. Weighted alpha shapes are based on its generalization, the regular triangulation,repla
ing the eu
lidean distan
e by the power to weighted points.There is a 
lose 
onne
tion between alpha shapes and the underlying triangulations. More pre-
isely, the �-
omplex of S is a sub
omplex of this triangulation of S, 
ontaining the �-exposedk-simpli
es, 0 � k � d. A simplex is �-exposed, if there is an open disk (resp. ball) of radius p�through the verti
es of the simplex that does not 
ontain any other point of S, for the metri
used in the 
omputation of the underlying triangulation. The 
orresponding �-shape is de�nedas the underlying interior spa
e of the �-
omplex (see [EM94℄).In general, an �-
omplex is a non-
onne
ted and non-pure polytope, it means, that one k-simplex,0 � k � d� 1 is not ne
essary adja
ent to a (k + 1)-simplex.The �-shapes of S form a dis
rete family, even though they are de�ned for all real numbers �with 0 � � � 1. Thus, we 
an represent the entire family of �-shapes of S by the underlyingtriangulation of S. In this representation ea
h k-simplex of the underlying triangulation is asso-
iated with an interval that spe
i�es for whi
h values of � the k-simplex belongs to the �-shape.Relying on this fa
t, the family of �-shapes 
an be 
omputed e�
iently and relatively easily.Furthermore, we 
an sele
t an appropriate �-shape from a �nite number of di�erent �-shapesand 
orresponding �-values.B.2 Fun
tionalityThe 
lass CGAL::Alpha_shape_3<Dt> represents the family of �-shapes of points in a plane forall positive �. It maintains the underlying triangulation Dt whi
h represents 
onne
tivity andorder among squared radius of its fa
es. Ea
h k-dimensional fa
e of the Dt is asso
iated withan interval that spe
i�es for whi
h values of � the 
ell belongs to the �-shape. There are linksbetween the intervals and the k-dimensional fa
es of the triangulation.The 
lass CGAL::Alpha_shape_3<Dt> provides fun
tions to set and get the 
urrent �-value, aswell as an iterator that enumerates the �-values where the �-shape 
hanges.It provides iterators to enumerate the verti
es and fa
ets that are in the �-shape, and fun
tionsthat allow to 
lassify verti
es, edges, fa
ets and 
ells with respe
t to the �-shape. They 
an be inthe interior of a 
ell that belongs or does not belong to the �-shape. They 
an be singular/regular,that is be on the boundary of the �-shape, but not in
ident/in
ident to a tetrahedron of the�-
omplex.Finally, it provides a fun
tion to determine the �-value su
h that the �-shape satis�es thefollowing two properties, or at least the se
ond one if there is no su
h � that both are satis�ed :(i) The number of 
omponents equals the number of your 
hoi
e and(ii) all data points are either on the boundary or in the interior of the regularized version of the�-shape (no singular fa
ets and edges). 157



The 
urrent implementation is stati
, that is after its 
onstru
tion points 
annot be inserted orremoved.B.3 Con
epts and ModelsWe 
urrently do not spe
ify 
on
epts for the underlying triangulation type. Models that work for abasi
 alpha-shape are the 
lasses CGAL::Delaunay_triangulation_3 and CGAL::Triangulation_hierar
hy_3 templatized with a Delaunay triangulation. A model that works for a weightedalpha-shape is the 
lass CGAL::Regular_triangulation_3 .The triangulation needs a geometri
 traits 
lass as argument. The requirements of this 
lassare des
ribed in the 
on
ept CGAL::AlphaShapeTraits_3 for whi
h the 
lasses CGAL::Alpha_shape_eu
lidean_traits_3 and CGAL::Weighted_alpha_shape_eu
lidean_traits_3 are models.There are no requirements on the triangulation data stru
ture. However it must be parameterizedwith vertex and 
ell 
lasses, whi
h are model of the 
on
epts AlphaShapeVertex_3 and AlphaSha-peCell_3 , by default the 
lasses CGAL::Alpha_shape_vertex_base_3<Gt> and CGAL::Alpha_shape_Cell_base_3<Tf >.B.4 ExamplesB.4.1 Example for Basi
 Alpha-ShapesThe basi
 alpha shape needs a Delaunay triangulation as underlying triangulation Dt . The De-launay triangulation 
lass is parameterized with a geometri
 and a triangulation data stru
turetraits.For the geometri
 traits 
lass we 
an use the CGAL::Alpha_shape_traits_3 
lass, whi
h in turnis parameterized with a kernel.For the triangulation data stru
ture traits, we have to 
hoose the vertex and 
ell 
lasses needed foralpha shapes, namely CGAL::Alpha_shape_vertex_base_3<Gt, Dv> and CGAL::Alpha_shape_
ell_base_3<Gt,Df >. As default vertex and 
ell type they use CGAL::Triangulation_vertex_base_3<Gt> and CGAL::Triangulation_
ell_base_3<Gt> respe
tively.The following 
ode sniplet shows how to obtain a basi
 alpha shape type.typedef CGAL::Cartesian<double> K;typedef CGAL::Alpha_shape_eu
lidean_traits_3<K> Gt;typedef CGAL::Alpha_shape_vertex_base_3<Gt> Av;typedef CGAL::Triangulation_
ell_base_3<Gt> T
;typedef CGAL::Alpha_shape_
ell_base_3<Gt,T
> A
;158



typedef CGAL::Triangulation_data_stru
ture_3<Gt,Av,A
> Tds;typedef CGAL::Delaunay_triangulation_3<Gt,Tds> Dt;typedef CGAL::Alpha_shape_3<Dt> Alpha_shape_3;B.4.2 Example for Basi
 Alpha-Shapes with Many PointsWhen the input data set is huge, say more than 10.000 points, it pays o� to use a triangulationhierar
hy. It has the same API as the Delaunay triangulation and di�ers only in the types of theverti
es and 
ells.Therefore, the only part that 
hanges are the typedefs in the beginning.typedef CGAL::Cartesian<double> K;typedef CGAL::Alpha_shape_eu
lidean_traits_3<K> Gt;typedef CGAL::Alpha_shape_vertex_base_3<Gt> Avb;typedef CGAL::Triangulation_hierar
hy_vertex_base_3<Avb> Av;typedef CGAL::Triangulation_
ell_base_3<Gt> T
;typedef CGAL::Alpha_shape_
ell_base_3<Gt,T
> A
;typedef CGAL::Triangulation_data_stru
ture_3<Gt,Av,A
> Tds;typedef CGAL::Delaunay_triangulation_3<Gt,Tds> Dt;typedef CGAL::Triangulation_hierar
hy_3<Dt> Ht;typedef CGAL::Alpha_shape_3<Ht> Alpha_shape_3;B.4.3 Example for Weighted Alpha-ShapesA weighted alpha shape, needs a regular triangulation as underlying triangulation Dt , and itneeds a parti
ular 
ell 
lass, namely CGAL::Regular_triangulation_
ell_base_3<Gt>. Note thatthere is no spe
ial weighted alpha shape 
lass.typedef CGAL::Cartesian<double> K;typedef CGAL::Weighted_alpha_shape_eu
lidean_traits_3<K> Gt;typedef CGAL::Alpha_shape_vertex_base_3<Gt> Av;typedef CGAL::Regular_triangulation_
ell_base_3<Gt> R
;typedef CGAL::Alpha_shape_
ell_base_3<Gt,R
> A
;typedef CGAL::Triangulation_data_stru
ture_3<Gt,Av,A
> Tds;typedef CGAL::Regular_triangulation_3<Gt,Tds> Rt;typedef CGAL::Alpha_shape_3<Rt> Alpha_shape_3; 159
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3D Alpha Shapes (referen
e manual)
This 
hapter presents a framework for alpha shapes. The des
ription is based on the arti
les[EM94, Ede92℄. Alpha shapes are the generalization of the 
onvex hull of a point set. Let S be a�nite set of points in Rd, d = 2; 3 and � a parameter with 0 � � � 1. For � =1, the �-shapeis the 
onvex hull of S. As � de
reases, the �-shape shrinks and develops 
avities, as soon as asphere of radius p� 
an be put inside. Finally, for � = 0, the �-shape is the set S itself.We distinguish two versions of alpha shapes, one is based on the Delaunay triangulation andthe other on its generalization, the regular triangulation, repla
ing the natural distan
e by thepower to weighted points. The metri
 used determines an underlying triangulation of the alphashape and thus, the version 
omputed. In one hand, there is the 
lassi
 alpha shapes (
f. B.4.1)asso
iated with the Delaunay triangulations, in the other hand, the weighted alpha shapes (
f.B.4.3) asso
iated with the regular triangulations.There is a 
lose 
onne
tion between alpha shapes and the underlying triangulations. More pre-
isely, the �-
omplex of S is a sub
omplex of this triangulation of S, 
ontaining the �-exposedk-simpli
es, 0 � k � d. A simplex is �-exposed, if there is an open disk (resp. ball) of radius p�through the verti
es of the simplex that does not 
ontain any other point of S, for the metri
used in the 
omputation of the underlying triangulation. The 
orresponding �-shape is de�nedas the underlying interior spa
e of the �-
omplex.In general, an �-
omplex is a non-
onne
ted and non-pure polytope, it means, that one k-simpli
e,0 � k � d� 1 is not ne
essary adja
ent to a (k + 1)-simpli
e.The �-shapes of S form a dis
rete family, even though they are de�ned for all real numbers �with 0 � � � 1. Thus, we 
an represent the entire family of �-shapes of S by the underlyingtriangulation of S. In this representation ea
h k-simplex of the underlying triangulation is asso-
iated with an interval that spe
i�es for whi
h values of � the k-simplex belongs to the �-shape.Relying on this result, the family of �-shapes 
an be 
omputed e�
iently and relatively easily.Furthermore, we 
an sele
t an appropriate �-shape from a �nite number of di�erent �-shapesand 
orresponding �-values.
Con
eptsAlphaShapeTraits_3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . page 173AlphaShapeCell_3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . page 170AlphaShapeVertex_3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . page 177161



ClassesCGAL::Alpha_shape_3<Dt> . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . page 163CGAL::Alpha_shape_eu
lidean_traits_3<K> . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . page 175CGAL::Weighted_alpha_shape_eu
lidean_traits_3<K> . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . page 176CGAL::Alpha_shape_vertex_base_3<AlphaShapeTraits_3> . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . page 179CGAL::Alpha_shape_
ell_base_3<AlphaShapeTraits_3, TriangulationCellBase_3> . . page 172
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C
la

ss

CGAL::Alpha_shape_3<Dt>De�nitionThe 
lass Alpha_shape_3<Dt> represents the family of �-shapes of points in the 3D spa
e for allpositive �. It maintains the underlying triangulation Dt whi
h represents 
onne
tivity and orderamong its fa
es. Ea
h k-dimensional fa
e of the Dt is asso
iated with an interval that spe
i�esfor whi
h values of � the fa
e belongs to the �-shape. There are links between the intervals andthe k-dimensional fa
es of the triangulation.Note that this 
lass is at the same time used for basi
 and for weighted Alpha Shapes.Inherits FromDtThis 
lass is the underlying triangulation 
lass.The modifying fun
tions insert and remove will overwrite the inherited fun
tions. At the moment,only the stati
 version is implemented.TypesAlpha_shape_3<Dt>:: Gt the alpha shape traits type.it has to derive from a triangulation traits 
lass. For example Dt::Point is a Point 
lass.typedef typename Gt::Coord_typeCoord_type ;; the number type for 
omputation.Alpha_shape_3<Dt>:: Alpha_iterator ;A bidire
tional and non-mutable iterator that allow to tra-verse the in
reasing sequen
e of di�erent �-values.Pre
ondition: Its value_type is Coord_typeAlpha_shape_3<Dt>:: Alpha_shape_verti
es_iterator ;A bidire
tional and non-mutable iterator that allow to tra-verse the verti
es whi
h belongs to the �-shape for a �xed�.Pre
ondition: Its value_type is Dt : :Vertex_handle 163



Alpha_shape_3<Dt>:: Alpha_shape_fa
ets_iterator ;A bidire
tional and non-mutable iterator that allow to tra-verse the fa
ets whi
h belongs to the �-shape for a �xed �.Pre
ondition: Its value_type is Dt : :Fa
etenum Classifi
ation_type { EXTERIOR, SINGULAR, REGULAR, INTERIOR};Distinguishes the di�erent 
ases for 
lassifying a k-dimensional fa
e of the underlying triangulation of the�-shape.EXTERIOR if the fa
e does not belong to the �-
omplex.SINGULAR if the fa
e belongs to the boundary of the�-shape, but is not in
ident to any 3-dimensional fa
e ofthe �-
omplexREGULAR if the fa
e belongs to the boundary of the�-shape and is in
ident to a 3-dimensional fa
e of the�-
omplexINTERIOR if the fa
e belongs to the �-
omplex, but doesnot belong to the boundary of the �-shapeenum Mode { GENERAL, REGULARIZED};In general, an alpha shape 
an be dis
onne
ted and 
ontainmany singular fa
ets or verti
es. Its regularized version isformed by the set of regular fa
ets and their verti
esCreationAlpha_shape_3<Dt> A( Coord_type alpha = 0, Mode m = REGULARIZED);Introdu
es an empty �-shape A for a positive �-value alpha.Pre
ondition: alpha � 0.template < 
lass InputIterator >Alpha_shape_3<Dt> A( InputIterator first,InputIterator last,Coord_type alpha = 0,Mode m = REGULARIZED)Initializes the family of alpha-shapes with the points in therange [ first , last ) and introdu
es an �-shape A for a positive�-value alpha.Pre
ondition: The value_type of first and last is Point .alpha � 0.164



Operationstemplate < 
lass InputIterator >int A.make_alpha_shape( InputIterator first, InputIterator last)Initialize the family of alpha-shapes with the points in therange [ first , last ). Returns the number of inserted points.If the fun
tion is applied to an non-empty family of alpha-shape, it is 
leared before initialization.Pre
ondition: The value_type of first and last is Point .void A.
lear() Clears the stru
ture.Coord_type A.set_alpha( Coord_type alpha)Sets the �-value to alpha. Returns the previous �-value.Pre
ondition: alpha � 0.Coord_type A.get_alpha( void)Returns the 
urrent �-value.Coord_type A.get_nth_alpha( int n)Returns the n-th alpha-value, sorted in an in
reasing order.Pre
ondition: n < number of alphas.int A.number_of_alphas()Returns the number of di�erent alpha-values.Mode A.set_mode( Mode m = REGULARIZED)Sets A to its general or regularized version. Returns the pre-vious mode.Mode A.get_mode( void)Returns whether A is general or regularized.Alpha_shape_verti
es_iteratorA.alpha_shape_verti
es_begin()Starts at an arbitrary �nite vertex whi
h belongs to the �-shape for a �xed �. 165



Alpha_shape_verti
es_iteratorA.alpha_shape_verti
es_end()Past-the-end iterator.Alpha_shape_fa
ets_iteratorA.alpha_shape_fa
ets_begin()Starts at an arbitrary �nite fa
et whi
h belongs to the �-shape for a �xed �. In regularised mode, fa
ets are represen-ted as a pair (f,i), where f is an interior 
ell of the �-shape.Alpha_shape_fa
ets_iteratorA.alpha_shape_fa
ets_end()Past-the-end iterator.Predi
atesClassifi
ation_typeA.
lassify( Point p, Coord_type alpha = get_alpha())Lo
ates a point p in the underlying triangulation and Clas-si�es the asso
iated k-fa
e with respe
t to A.Classifi
ation_typeA.
lassify( Cell_handle f, Coord_type alpha = get_alpha())Classi�es the 
ell f of the underlying triangulation with res-pe
t to A.Classifi
ation_typeA.
lassify( Fa
et f, Coord_type alpha = get_alpha())Classi�es the fa
et e of the underlying triangulation withrespe
t to A.Classifi
ation_typeA.
lassify( Cell_handle f, int i, Coord_type alpha = get_alpha())Classi�es the fa
et of the 
ell f opposite to the vertex withindex i of the underlying triangulation with respe
t to A.166



Classifi
ation_typeA.
lassify( Vertex_handle v, Coord_type alpha = get_alpha())Classi�es the vertex v of the underlying triangulation withrespe
t to A.Traversal of the �-ValuesAlpha_iterator A.alpha_begin() Returns an iterator that allows to traverse the sorted se-quen
e of �-values of the family of alpha shapes.Alpha_iterator A.alpha_end() Returns the 
orresponding past-the-end iterator.Alpha_iterator A.alpha_find( Coord_type alpha)Returns an iterator pointing to an element with �-value al-pha, or the 
orresponding past-the-end iterator if su
h anelement is not found.Alpha_iterator A.alpha_lower_bound( Coord_type alpha)Returns an iterator pointing to the �rst element with �-valuenot less than alpha.Alpha_iterator A.alpha_upper_bound( Coord_type alpha)Returns an iterator pointing to the �rst element with �-valuegreater than alpha.Operationsint A.number_of_solid_
omponents( Coord_type alpha = get_alpha())Returns the number of solid 
omponents of A, that is, thenumber of 
omponents of its regularized version. 167



Alpha_iterator A.find_optimal_alpha( int nb_
omponents)Returns an iterator pointing to the �rst element with �-valuesu
h that A satis�es the following two properties :nb_
omponents equals the number of solid 
omponents andall data points are either on the boundary or in the interiorof the regularized version of A.If no su
h value is found, the iterator points to the �rst ele-ment with �-value su
h that A satis�es the se
ond property.I/OThe I/O operators are de�ned for iostream, and for the window stream provided by Cgal. Theformat for the iostream is an internal format.#in
lude <CGAL/IO/io.h>ostream& ostream& os << AInserts the alpha shape A for the 
urrent �-value into thestream os.Pre
ondition: The insert operator must be de�ned for Point .#in
lude <CGAL/IO/Geomview_stream.h>#in
lude <CGAL/IO/alpha_shape_geomview_ostream_3.h>Geomview_stream&Geomview_stream& W << AInserts the alpha shape A for the 
urrent �-value into theGeomview stream W .Pre
ondition: The insert operator must be de�ned for Pointand Triangle.ImplementationNote that this implementation do not provide fun
tions to deal with edges, �rst be
ause of singleedges are not in any re
onstru
tion, se
ond be
ause dealing with edges would slow down the wallinitialization pro
ess.The set of intervals asso
iated with the k-dimensional fa
es of the underlying triangulation arestored in multimaps.168



The 
ross links between the intervals and the k-dimensional fa
es of the triangulation are a
tuallyrealized using methods in the k-dimensional fa
es themselves.A.alpha find uses linear sear
h, while A.alpha lower bound and A.alpha upper bound use binarysear
h. A.number of solid 
omponents performs a graph traversal and takes time linear in thenumber of 
ells of the underlying triangulation. A.find of optimal alpha uses binary sear
h andtakes time O( n log n ), where n is the number of points.
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C
on

ce
pt

AlphaShapeCell_3De�nitionRe�nesTriangulationCellBase_3 .TypesAlphaShapeCell_3:: Interval_3 A 
ontainer type to get (and put) the three spe
ial values(�1; �2; �3) asso
iated with an alpha shape fa
et.AlphaShapeCell_3:: Coord_type A type to hold a 
oordinate type 
lass. The type must pro-vide a 
opy 
onstru
tor, assignment, 
omparison operators,negation, multipli
ation, division and allow the de
larationand initialization with a small integer 
onstant (
f. require-ments for number types). An obvious 
hoi
e would be 
oor-dinate type of the point 
lass.Pre
ondition: Let's us pre
ise that Coord_type has to be thesame as the one used by Gt , already used by the underlyingtriangulation Dt , and by her 
ell base Df .Creationadvan
edAlphaShapeCell_3 f ; default 
onstru
tor.AlphaShapeCell_3 f ( void* v0, void* v1, void* v2, void* v3);
onstru
tor setting the in
ident verti
es.AlphaShapeCell_3 f ( void* v0,void* v1,void* v2,void* v3,void* n0,void* n1,void* n2,void* n3) 
onstru
tor setting the in
ident verti
es and the neighboring
ells.advan
ed170



A

ess Fun
tionsInterval_3 f .get_ranges( int i)returns the interval asso
iated with the fa
et indexed with i,whi
h 
ontains three alpha values �1 � �2 � �3, su
h as for� between �1 and �2, the fa
et indexed with i is atta
hedbut singular, for � between �2 and �3, the fa
et is regular,and for � greater than �3, the fa
et is interior.Coord_type f .get_alpha() return the alpha value, under whi
h the alpha shape 
ontainsthe 
ell.Modi�ersadvan
edvoid f .set_ranges( int i, Interval_3 V)sets the interval asso
iated with the fa
et indexed with i,whi
h 
ontains three alpha values �1 � �2 � �3, su
h as for� between �1 and �2, the fa
et indexed with i is atta
hedbut singular, for � between �2 and �3, the fa
et is regular,and for � greater than �3, the fa
et is interior.void f .set_alpha( Coord_type A)sets the alpha value, under whi
h the alpha shape 
ontainsthe 
ell.advan
ed
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C
la

ss
CGAL::Alpha_shape_
ell_base_3<AlphaShapeTraits_3,TriangulationCellBase_3>De�nitionThe 
lass Alpha_shape_
ell_base_3<AlphaShapeTraits_3, TriangulationCellBase_3> is the de-fault model for the 
on
ept AlphaShapeCell_3 .#in
lude <Alpha_shape_
ell_base_3.h>Is Model for the Con
eptAlphaShapeCell_3Inherits FromTriangulationCellBase_3
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C
on

ce
pt

AlphaShapeTraits_3De�nitionAmodel of the 
on
ept AlphaShapeTraits_3 must provide the following predi
ate and operationsin addition to the requirements for the underlying triangulation traits 
lass. It means, the metri
has to be eu
lidean for Delaunay triangulation or the power metri
 for regular triangulation.Re�nesTriangulationTraits_3TypesAlphaShapeTraits_3:: Coord_type A type to hold a 
oordinate type 
lass. The type must pro-vide a 
opy 
onstru
tor, assignment, 
omparison operators,negation, multipli
ation, division and allow the de
larationand initialization with a small integer 
onstant (
f. require-ments for number types).Pre
ondition: An obvious 
hoi
e would be 
oordinate type ofthe point 
lass.CreationOnly a default 
onstru
tor is required. Note that further 
onstru
tors 
an be provided.AlphaShapeTraits_3 t ; A default 
onstru
tor.Constru
tions by fun
tion obje
tsCompute_squared_radius_3t.
ompute_squared_radius_3_obje
t()Returns an obje
t, whi
h has to be able to 
ompute thesquared radius of the 
ir
le of the points p0, p1, p2, p3 orthe squared radius of the smallest 
ir
le of the points p0, p1,p2 or the squared radius of smallest 
ir
le of the points p0,p1 , as Coord_type asso
iated with the metri
 used by Dt .173



Predi
ate by fun
tion obje
tSide_of_bounded_
ir
le_3t.side_of_bounded_
ir
le_3_obje
t()Returns an obje
t, whi
h has to be able to 
ompute therelative position of point test to the smallest 
ir
le of thepoints p0, p1, p2 or to the smallest 
ir
le of the points p0,p1 , using the same metri
 as Dt .
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C
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ss

CGAL::Alpha_shape_eu
lidean_traits_3<K>De�nitionThe 
lass Alpha_shape_eu
lidean_traits_3<K> is the default model for the 
on
ept AlphaSha-peTraits_3 for the basi
 version of Alpha Shapes. K must be a kernel.#in
lude <Alpha_shape_eu
lidean_traits_3.h>Re�nesTriangulation_eu
lidean_traits_3<K, typename K::FT>Is Model for the Con
eptAlphaShapeTraits_3
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C
la

ss

CGAL::Weighted_alpha_shape_eu
lidean_traits_3<K>De�nitionThe 
lass Weighted_alpha_shape_eu
lidean_traits_3<K> is the default model for the 
on
eptAlphaShapeTraits_3 for the regular version of Alpha Shapes. K must be a kernel.#in
lude <Weighted_alpha_shape_eu
lidean_traits_3.h>Re�nesRegular_triangulation_eu
lidean_traits_3<K, typename K::FT>Is Model for the Con
eptAlphaShapeTraits_3
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C
on

ce
pt

AlphaShapeVertex_3De�nitionRe�nesTriangulationVertexBase_3 .TypesAlphaShapeVertex_3:: Coord_type A type to hold a 
oordinate type 
lass. The type must pro-vide a 
opy 
onstru
tor, assignment, 
omparison operators,negation, multipli
ation, division and allow the de
larationand initialization with a small integer 
onstant (
f. require-ments for number types). An obvious 
hoi
e would be 
oor-dinate type of the point 
lass.Pre
ondition: Let's us pre
ise that Coord_type has to be thesame as the one used by the Gt , already used by underlyingtriangulation Dt .Creationadvan
edAlphaShapeVertex_3 v ; default 
onstru
tor.AlphaShapeVertex_3 v( Point p); 
onstru
tor setting the point asso
iated to.AlphaShapeVertex_3 v( Point p, void* 
);
onstru
tor setting the point asso
iated to and an in
ident
ell.advan
edA

ess Fun
tionsstd::pair< Coord_type, Coord_type >v.get_range() returns two alpha values �1 � �2, su
h as for � between �1and �2, the vertex is atta
hed but singular, and for � upper�2, the vertex is regular. 177



Modi�ersadvan
edvoid v.set_range( std::pair< Coord_type, Coord_type > I)sets the alpha values �1 � �2, su
h as for � between �1 and�2, the vertex is atta
hed but singular, and for � upper �2,the vertex is regular.advan
ed
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C
la

ss

CGAL::Alpha_shape_vertex_base_3<AlphaShapeTraits_3>De�nitionThe 
lassAlpha_shape_vertex_base_3<AlphaShapeTraits_3> is the default model for the 
on
eptAlphaShapeVertex_3 .#in
lude <Alpha_shape_vertex_base_3.h>Is Model for the Con
eptAlphaShapeVertex_3Inherits FromTriangulationVertexBase_3
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RésuméPour de nombreuses appli
ations informatiques, il est né
essaire d'interpréter des données é
hantillon-nées et de fournir une représentation aussi 
orre
te que possible des objets dont elles proviennent. Entreautres, on peut penser à l'imagerie médi
ale, au reverse engineering, à des appli
ations de réalité virtuelleou en
ore aux e�ets spé
iaux pour le 
inéma. Le problème étudié dans le 
adre de 
ette thèse peut êtreformulé ainsi : à partir d'un ensemble S de points 3D é
hantillonnés sur un objet O, il s'agit de fournir unmodèle géométrique de la surfa
e délimitant O.Dans un premier temps, on détaille l'implantation d'une solution 
lassique en Géométrie algorithmiquedans le 
adre du progi
iel CGAL (http://www.
gal.org/). Les modules développés, Alpha-formes endimensions 2 et 3, sont dorénavant partie intégrante de la libraire et distribués ave
 la version 2:3. Ensuite,on présente une nouvelle appro
he pour la re
onstru
tion 3D à partir de nuages de points, dont le prin
ipeest de déployer une surfa
e orientable sur les données. Cette méthode se révèle être très e�
a
e, et surtout
apable de fournir des réponses dans des 
as di�
iles. Elle o�re, en outre, d'ex
ellentes performan
es etpermet de traiter de gros jeux de données. En�n, on dé
rit une nouvelle méthode de re
onstru
tion 3D pourdes points organisés en se
tions. Il s'agit d'une méthode d'interpolation reposant sur les voisins naturels,un système de 
oordonnées bary
entriques lo
ales. Elle réunit deux grandes tendan
es : elle propose unedé�nition fon
tionnelle, C 1 presque partout, de l'objet re
onstruit tout en ne 
onsidérant que des stru
turesgéométriques dis
rètes de type triangulation de Delaunay. L'interpolation de 
oupes parallèles permet,de sur
roît, une solution e�
a
e, grâ
e à des 
al
uls uniquement réalisés en dimension 2.Mots-
lés: re
onstru
tion 3D, modélisation géométrique, nuages de points, se
tions, ensemble de 
ontours,simpli�
ation d'é
hantillons, imagerie médi
ale, reverse-engineering, CAO.
Abstra
tComputing a 
orre
t representation from a set of sample points is essential in various 
ontexts, su
has in appli
ations in
luding, for instan
e, medi
al imaging, reverse engineering, virtual reality, or spe
iale�e
ts for 
inema. The problem, addressed in this thesis, 
an be des
ribed as follows : given S, a set ofpoints sampled on a three dimensional obje
t O, re
onstru
t a geometri
 model of the surfa
e bounding O.The 
ontributions are threefold.First, we des
ribe the implementation of a 
lassi
 solution in Computational Geometry as a part ofthe CGAL library (http://www.
gal.org/). The pa
kages, Alpha-shapes in 2 and 3D, are now availablein the version 2:3 of the CGAL basi
 library. Se
ond, we present a new approa
h to re
onstru
t orientablesurfa
es from unorganized point sets. The main idea is to extend in
rementally a surfa
e by atta
hingtriangles at its 
urrent boundary. Our method is very e�e
tive and is able to re
onstru
t a 
orre
t sur-fa
e for very large and 
hallenging data sets. Moreover, the implementation is fast and memory e�
ient.Third, we des
ribe a new interpolation method for 
ross-se
tions. This approa
h uses the natural neighborsbary
entri
 
oordinates. The re
onstru
ted surfa
e is smooth almost everywhere and is de�ned only withdis
rete geometri
 stru
tures like Delaunay triangulation. Futhermore, the re
onstru
tion is very e�
ientsin
e all the 
al
ulations are performed in 2D.Keywords: 3D re
onstru
tion, geometri
 modeling, point 
louds, 
ross-se
tions, sample simpli�
ation,medi
al imaging, reverse-engineering, CAD.


